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Principales notations 

 
Vc Vitesse de coupe 

 

Vf Vitesse d’avance 

 

Vn  

 

Vitesse normale à la vitesse d’avance Vf 

Fc Effort de coupe 

 

∆ Angle de coupe ou orientation de la broche dans l’espace 

 

N Vitesse de rotation 

 

D Diamètre de l’outil 

 

fz Avance de l’outil [mm/tour/dent] 

 

zn Nombre de dents de l’outil 

 

TCP Tool Center Point 

 

MGD Modèle Géométrique Direct 

 

MGI Modèle Géométrique Inverse 

 

ddls Degrés de liberté 

 

m Spatialité d’un mécanisme 

 

n Mobilité d’un mécanisme 

 

x Vecteur dont les composantes définissent la pose de l’effecteur 

 

q Vecteur dont les composantes définissent la position articulaire des actionneurs 
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J(q) Matrice Jacobienne 

 

Kθ Matrice de rigidité articulaire 

 

Kx Matrice de rigidité cartésienne 

 

Kc Matrice de raideur complémentaire du robot 

 

t Degré de spatialité de la tâche 

 

α Amplitude du mouvement interne de reconfiguration 

 

V Vitesse 
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Introduction générale 

La robotique industrielle a beaucoup évolué ces dernières années laissant entrevoir la réalisation de 
tâches de plus en plus complexes associées à une forte variabilité des trajectoires ou sollicitant 
fortement le robot manipulateur. 

 Dans le domaine de la découpe de viande, la rationalisation des coûts est devenue un enjeu 
important sur le marché français. Confronté à un problème d’image (froid, horaire décalé,…), la filière 
a du mal à recruter et à garantir son mode de production. Le marché français comporte essentiellement 
des PME/PMI qui en raison d’une taille critique cherchent des moyens performants pour garantir sa 
compétitivité. Cependant, la robotisation de tâches complexes sur corps déformables montre des 
verrous scientifiques importants en raison de la variabilité des trajectoires de coupe associée à de 
fortes sollicitations. L’objectif alors est de faire travailler le robot manipulateur dans un espace où le 
comportement de celui-ci est en adéquation avec la tâche en termes de vitesse, d’effort, de rigidité 
mais cette condition réduit fortement l’espace de travail incompatible avec l’accessibilité aux pièces de 
viande. L’utilisation de la redondance est alors une piste prometteuse. 

Dans le domaine de l’usinage robotisé, l’amélioration des performances et de la compétitivité s’est 
exprimée par l’évolution des conditions d’usinage vers l’Usinage Grande Vitesse. Les architectures 
machines ont elles-aussi évolué avec le développement de robots parallèles pour travailler à des 
vitesses élevées. Ces architectures présentent une plus grande dynamique, un espace réduit vis-à-vis de 
leur empreinte au sol et un coût d’investissement supérieur à une machine-outil. A présent, les attentes 
se tournent vers la robotique sérielle qui bénéficie d’un plus grand espace de travail, de bonnes 
capacités cinématiques et dynamiques et dont le coût est plusieurs fois inférieur à celle d’une machine-
outil. Les nouveaux robots industriels sont devenus plus rigides, plus fonctionnels et les 
caractéristiques avancées par les constructeurs valident la faisabilité de pièces de grandes dimensions 
dans un processus d’usinage robotisé. Cependant, les phénomènes liés à l’usinage sollicitent le robot 
dans toutes les directions et détériorent la qualité de la pièce produite. De même que pour la découpe 
de viande, l’objectif alors est de travailler dans un espace où le comportement du manipulateur est en 
adéquation avec la tâche mais cette condition réduit également l’espace de travail. 

L’objectif de cette thèse est alors d’étudier l’ajout et la gestion des redondances afin d’améliorer le 
comportement de cellules robotiques. La première des deux applications traitées sera dédiée à la 
découpe de viande par la mise en œuvre d’une cellule robotique à 7 ddls incluant un robot 
anthropomorphe à 6 ddls et une redondance structurale répartie à 1 ddl représentée par un axe vertical 
synchronisé avec le manipulateur. Enfin, la seconde application concernera l’Usinage Grande Vitesse 
où sera optimisé le comportement d’une cellule robotique à 9 ddls incluant un robot hybride à 
structure mécanique à parallélogramme à 6 ddls ou un robot hybride à sous-structure parallèle à 6 ddls, 
1 retourneur à 2 ddls et 1 track à 1 ddl. 

Aujourd’hui, aucun logiciel commercial ne permet d’améliorer le comportement de ce type de 
cellules robotiques et les développements sont restreints à des applications type. C’est donc le 
développement de ces modèles et de ces méthodes pour la gestion des redondances qui ont motivé ce 
travail. Ce manuscrit doit permettre de donner rapidement les outils pour construire une cellule 
complexe, proposer un placement amélioré pour garantir la tâche à réaliser et optimiser ensuite le 
comportement de la cellule robotique redondante par rapport à un certain nombre de critères liés à la 
tâche. 
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Le premier chapitre présente les problématiques associées à la découpe de viande et à l’Usinage 
Grande Vitesse. Nous détaillons par la suite les capacités des manipulateurs et précisons les sources 
liées à leurs erreurs d’exactitude et de répétabilité. Nous précisons alors que pour améliorer le 
comportement des cellules robotiques, une piste consiste à faire travailler le robot manipulateur dans 
son espace optimisé où des caractéristiques mécaniques, cinématiques et dynamiques sont avérées. 
Cependant, ces conditions réduisent fortement l’espace de travail et nous l’étendons ainsi par l’ajout 
de redondance structurale. Nous présentons alors différents travaux portant sur l’ajout et la gestion des 
redondances cinématiques dans le domaine de la découpe de viande, de la chirurgie médicale et de 
l’usinage robotisé. 

Le second chapitre présente la modélisation de cellules redondantes basées sur l’inversion du 
mouvement. Nous présentons la méthode utilisée (Travelling Coordinate System), détaillons les 
modèles employés pour générer les modèles géométriques et cinématiques de cellules redondantes à  
7, 9 et 11 ddls.   

Le troisième chapitre développe la démarche d’optimisation. Un état de l’art est alors présenté et 
différentes méthodes d’optimisation sont alors comparées. La méthode utilisée concerne la projection 
des critères sur le noyau de la matrice Jacobienne de la plateforme robotique. La contribution 
principale concerne la définition et l’analyse des critères afin de définir des espaces de travail 
optimisés. Nous détaillons ensuite l’outil d’optimisation développé ainsi que ses fonctionnalités. 

Le quatrième chapitre présente les résultats relatifs aux deux problématiques soulevées. La 
première partie se focalise sur la découpe de viande. Nous présentons dans cette partie une méthode 
permettant de définir les critères d’optimisation à prendre en compte en analysant les gestes de 
l’opérateur. Pour cela, nous présentons un modèle de bras humain basé sur une architecture à 6 ddls. 
Cette analyse du bras, couplée à l’analyse de la coupe, l’analyse de vidéos et des efforts mis en jeu 
permettent alors d’optimiser le comportement de la cellule robotique à 7 ddls. Ces optimisations hors 
ligne sont alors synchronisées avec la cellule réelle. L’ajout d’instruction de commandes en effort 
permet l’adaptation des trajectoires mais nécessite au préalable de s’assurer qu’elles sont éloignées des 
butées et des singularités. Les résultats de l’expérimentation en terme d’amélioration du processus de 
coupe sont alors présentés. 
La seconde partie du chapitre présente les résultats associés à l’usinage robotisé. Une première partie 
présente la cellule robotique et les développements qui ont été réalisés. L’optimisation du 
comportement nécessite de définir le positionnement des différentes redondances structurales. Pour 
cela, une optimisation d’architecture basée sur la synchronisation de 11 ddls permet de définir une 
position optimisée du retourneur dans l’espace associé au robot anthropomorphe à parallélogramme et 
au robot à sous-structure parallèle. Nous montrons aussi l’apport d’un track transversal associé à la 
table rotative qui sera installée courant 2014. Afin de montrer les avancées dans le développement de 
la méthode d’optimisation, nous présentons des optimisations (en considérant 9 ddls) de la cellule 
robotique que nous avons synchronisée avec le logiciel industriel de Programmation Hors-Ligne 
RobotStudio®.  

Enfin, le chapitre 5 traite des conclusions et des perspectives de ces travaux.   
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1 Chapitre 1  

Contexte et apport de la redondance pour la découpe de 
corps mous et l’usinage robotisé. 

 
SOMMAIRE DU CHAPITRE 
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1.6 Apport de la redondance dans l’assistance opératoire médicale   47 
1.7 Apport de la redondance en usinage robotisé     49 
1.8 Conclusion         52 

 
Ce premier chapitre présente tout d’abord le contexte de la robotisation d’opération de coupe 

réalisée par lame dans le cadre de la découpe de viande ou par outil tournant dans le cadre de 
l’usinage. Nous précisons les contraintes liées à ces deux domaines d’applications, où l’on trouve des 
caractéristiques communes et d’autres plus spécifiques à chacun comme la prise en compte de la 
variabilité ou les sollicitations de procédé. Celles-ci sont traduites sous la forme de différentes 
capabilités et d’espaces : géométriques, cinématiques et de précision. Nous montrons que dans le cadre 
de la robotisation de ces tâches complexes et sollicitantes, l’espace de travail est fortement réduit en 
raison du comportement anisotropique du robot manipulateur. Afin d’étendre cet espace de travail, la 
solution retenue consiste à ajouter et à gérer des redondances cinématiques ou fonctionnelles. Nous 
présentons, au travers d’un ensemble d’applications dans les domaines de la découpe de viande, du 
médical et de l’usinage, les apports de la redondance dans l’optimisation globale du comportement de 
ces cellules.  

1.1 Contexte général 

Dans cette partie, nous présentons le contexte général de la robotisation de tâches de coupe à forte 
variabilité que représente la découpe de viande et à fortes sollicitations que représente l’usinage 
grande vitesse. 

1.1.1 Contexte de la découpe de viande 

Aujourd’hui, la filière viande, et plus particulièrement le secteur de la découpe, connaît des 
difficultés croissantes à recruter du personnel qualifié. Cette difficulté s’explique par des conditions de 
travail difficiles, travail sur lignes, horaires décalés (5h-13h), environnement réfrigéré (température 
d’environ 10°C), utilisation de couteaux et d’outils bruyants (scies égoïnes, scies circulaires), 
projections de sang, etc... (Figure 1-1) et sont la cause de nombreux accidents de travail. Les blessures 
et les arrêts maladies sont principalement induits par de mauvaises postures causant à moyen ou long 
terme des troubles musculosquelettiques (TMS). Aujourd’hui, la filière viande est exposée à 2 à 3 fois 
plus d’accidents de travail que les autres secteurs d’activités (bâtiment, industrie manufacturière, etc.). 
Les secteurs d’abattage et de découpe présentent les risques les plus élevés : 150 accidents avec arrêt 
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pour 1 000 salariés contre 38 en moyenne pour les autres secteurs [INRS 2008]. Par conséquent, la 
filière fait face à un fort turnover, à beaucoup d’absentéisme et recrute une main d’œuvre non qualifiée 
en intérim dont le temps d’acquisition des compétences impacte fortement la productivité et la 
rentabilité.  

 

Figure 1-1: Conditions de travail en salle de découpe (a), découpe des côtes avec scie égoïne (b) 

L’exemple de la coupe des côtes sur carcasse bovine illustre la difficulté et la pénibilité (Figure 
1-1b). La coupe géométrique se situe à environ la largeur d’une main (5-10 cm) par rapport au profil 
de la colonne vertébrale et doit suivre celle-ci à partir de la treizième côte. L’opérateur doit couper 
précisément 7 à 9 côtes suivant la saisonnalité. Durant la coupe, les centres de gravité de chaque 
quartier se déplacent ce qui déforme la carcasse et impose à l’opérateur d’adapter sa trajectoire. Cette 
coupe est physique, l’outil employé sollicite l’opérateur et génère de la fatigue rendant celui-ci ainsi 
moins vigilant sur sa propre sécurité.  

D’autres postes qui concernent plus directement nos travaux comme le désossage de jambon 
nécessitent une formation longue (6 mois à 1 an) et un savoir-faire spécifique. L’étape préliminaire 
consiste à extraire l’araignée et l’os du quasi (Figure 1-2) du jambon préalablement découenné. La 
première opération consiste à ouvrir les noix (muscles) jusqu’à l’os suivant l’aponévrose (tissu 
séparant les muscles entre eux). L’opérateur repère visuellement la 2nde veine de gras (Figure 1-2a) 
(séparation entre les noix constituées de tissus gras et d’aponévrose). Il sépare les noix par incisions 
successives en suivant l’aponévrose puis en se guidant sur l’os du fémur. Cette découpe anatomique 
(respect de l’intégrité des noix) nécessite le travail simultané des deux bras. Afin de faire apparaître la 
zone de coupe, la main gauche ouvre les noix tandis que la main droite, portant le couteau, réalise de 
petites incisions. Les coupes le long du jarret sont analogues (Figure 1-2b).  

 

Figure 1-2: Déroulé des opérations : ouverture suivant la 2nde veine de gras (a), découpe le long du 
jarret (b), extraction du fémur (c), extraction de la rotule (d). 

L’opération suivante consiste à extraire les os (tibia, péroné et fémur) des noix (Figure 1-2c). 
L’opérateur procède de nouveau à des incisions successives le long de chaque os permettant ensuite 
d’extraire ceux-ci. La dernière opération consiste à couper les tendons et les tissus qui relient la rotule 
aux noix (Figure 1-2d). L’opération suivante de parage consiste à séparer les 5 noix entre elles : noix, 
sous-noix, noix pâtissière, jarret nerveux et fessier (Figure 1-3b). 

Profil de la colonne à 
suivre 

Trajectoire théorique 
de la scie 

(a) (b) 

(a) (b) (c) (d) 
2nde veine de gras 
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Figure 1-3: Composition du jambon (a), détail des noix après parage (b). 

Ces opérations sont répétitives, pénibles et associées à une productivité attendue importante de 
l’opérateur (moyenne de 50 jambons par heure). Elles sont complexes car elles nécessitent des coupes 
précises pour limiter les pertes de viande (rendement matière) et une connaissance anatomique du 
jambon. L’opérateur fait également appel à différents sens avec couplage permanent entre la 
perception de la tâche et le retour tactile.  

Afin de systématiser les problématiques liées à l’automatisation/robotisation dans ce secteur, 
Purnell définit les différents éléments à mettre en œuvre pour la réalisation d’une tâche [Purnell et al. 
2006] (Figure 1-4). 

 

Figure 1-4: Schéma d’automatisation d’une tâche de coupe [Purnell et al. 2006] 

Cet ensemble d’informations montre la complexité des moyens à mettre en œuvre (système de 
perception, auto-adaptation) pour la planification des trajectoires et la nécessité de formalisation de 
l’expérience passée qui s’appuie entre autre sur une mémoire anatomique. Une première formalisation 
de la coupe de viande a été proposée visant à réduire les efforts de coupe pour la réalisation des tâches 
manuelles [Claudon et al. 2006]. Ces différents développements ont permis le développement de la 
mécanisation dans ce secteur et de donner des solutions pour améliorer les conditions de travail du 
personnel. Plus récemment, une caractérisation des paramètres de coupe vis-à-vis de la qualité de 
coupe a été menée dans le cadre du projet FUI SRDViand (Figure 1-5) [Guire et al. 2010]. En notant 
Vc la vitesse de coupe définie comme une combinaison entre la vitesse d’avance Vf et la vitesse 
normale Vn et ∆ l’angle de coupe, les études montrent une diminution importante des efforts de coupe 
Fc et une qualité de coupe franche si l’angle de coupe ∆ est proche de 30° ou si Vn est non nulle. La 
prise en compte de cet ensemble d’information et de paramètres génère un ensemble de contraintes 
pour la robotisation.   
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Figure 1-5: Paramètres de coupe [Guire et al. 2010] 

Contraintes associées à la robotisation de la découpe de viande 

Les opérations de découpe sur corps déformables sont des tâches comportant une variabilité 
dimensionnelle [Essahbi et al. 2012]. Leur robotisation se traduit par la prise en compte de l’ensemble 
des contraintes suivantes :  

- Capacité cinématique et qualité de coupe : celle-ci nécessite le respect des paramètres de coupe 
(Vc, Vf, ∆, ...) pour être franche (sans arrachement), précise pour conserver l’intégrité des 
muscles ; 

- Capacité spatiale : accessibilité aux coupes qui ont lieu autour des pièces de viande ; 
- Variabilité dimensionnelle : même si les pièces de viande sont relativement calibrées (masse 

et/ou taille dans le cas du jambon), il existe tout de même une variabilité interne nécessitant une 
auto-adaptation des coupes ; 

- Variabilité texturale : les pièces de viandes sont une superposition hétérogène de muscles, d’os, 
de tissus gras, de traces de sang qui perturbent fortement le repérage des points caractéristiques 
pour la coupe. La consistance (matériau fibreux) et la maturation de la viande sont également à 
prendre en compte pour garantir une coupe de qualité ;  

- Déformation lors de la coupe : les efforts appliqués et la séparation des liaisons génèrent des 
déformations qui  impliquent également une auto-adaptation des trajectoires. 

Ces contraintes liées au processus de coupe sur corps déformables s’apparentent aux contraintes de 
la robotique médicale auxquelles s’ajoutent des contraintes de la production manufacturière où une 
productivité importante est attendue.  

La robotisation du secteur 

La robotisation de ces métiers est un objectif important pour assurer un avenir à cette filière et faire 
face à la concurrence des pays à faible coût de main d’œuvre comme le MERCOSUR (Argentine, 
Brésil, Paraguay, Uruguay). Même si la robotisation du secteur a commencé dans les années 80 
[Purnell 1998], les contraintes associées (système de perception, positionnement des coupes) ont été 
un frein au développement et les premières applications industrielles de robotisation ont vu le jour à 
partir des années 2000.  

Une première application concerne la mise en quartier de porcs [Purnell et al. 2006] développée 
dans le cadre du projet ARTEPP (Advanced Robotic TEchnology for Efficient Pork Production) et 
porté par le Danish Meat Research Institute. La séparation en quartiers se compose de trois coupes 
géométriques réalisées avec une scie circulaire. La planification des coupes est réalisée par la mesure 
des points caractéristiques sur la carcasse à l’aide d’une caméra. La variabilité des carcasses de porc 
reste limitée, liée à la sélection des races et au développement génétique. La découpe robotisée  
(Figure 1-6a) présente une précision de coupe supérieure à la coupe manuelle avec 97% des coupes 
robotisées situées dans un intervalle de +/-5 mm (Figure 1-6b) [Purnell et al. 2006].  
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Comme le souligne certains auteurs [James et al. 2009], il est très facile de sous-estimer la 
complexité à robotiser ces tâches liées à la prise en compte de la variabilité. Celles-ci nécessitent 
l’utilisation de systèmes de mesures extéroceptives et l’introduction de nouvelles technologies pour 
identifier la position des os, la planification et l’auto-adaptation des trajectoires de coupes. Les 
applications les plus récentes intègrent : 

- la reconstruction d’images inspirées pour certaines des technologies de l’imagerie médicale, 
- l’auto-adaptation des trajectoires par l’utilisation de la commande en effort. 

 

Figure 1-6: Mise en quartier des carcasses de porc (a), performance de la coupe robotisée (b) 

L'imagerie par résonance magnétique (IRM) permet de construire une image en 2D ou 3D de la 
composition chimique et la nature des tissus biologiques. Un exemple d’utilisation concerne la 
classification des carcasses de porcs afin de connaître leur teneur en viande maigre [Collewet et al. 
2005]. La tomodensitométrie appelée aussi CT-scan est une technique d'imagerie médicale permettant, 
à partir de l'absorption des rayons X, de reconstruire également des images 2D ou 3D des structures 
anatomiques (Figure 1-7).  

 

    

Figure 1-7 : Identification des côtes (a) [Scott 2013], identification des os du jambon de porc 
[Mayekawa 2013] (b)  

Cette technologie est utilisée à l’heure actuelle par la société Scott [Scott 2013] pour déterminer la 
position des os d’un agneau et pré-planifier l’ensemble des trajectoires de découpe (Figure 1-7a). La 
société Mayekawa [Mayekawa 2013] utilise le même principe pour déterminer la position des os dans 
les jambons de porc afin de positionner les trajectoires de coupe au plus près de l’os (Figure 1-7b). 
Cependant, l’emploi de ces technologies reste très limité pour des raisons économiques. 

D’autres systèmes sont basés sur la reconstruction d’image 3D par des technologies moins 
couteuses telles que le balayage laser ou la lumière structurée. Une première application concerne la 
découpe des quartiers avant des agneaux [Scott 2013]. Le balayage laser permet de repositionner les 
différentes coupes (Figure 1-8a). Une autre application développée dans le cadre du projet SRDViand 
est basée sur le principe de lumière structurée [Mosnier et al. 2009]. Différents motifs, constitués de 
lignes noires et blanches, sont projetés sur une demi-carcasse bovine et se trouvent déformés (Figure 

(a)  (b) 

Identification 
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1-8b). Une caméra enregistre ces distorsions et un algorithme permet la reconstruction d’une image 
3D. Ceci permet de pré-positionner les trajectoires de coupe [Guire et al. 2010].  

   

Figure 1-8: Reconstruction géométrique du quartier avant d’agneau [Scott 2013] (a), 
reconstruction de la conformation d’une carcasse de bovins [Guire et al. 2010] (b) 

Concernant l’auto-adaptation des trajectoires par commande en effort, une première application 
concerne la séparation des gigots d’agneaux du quartier arrière [Aimers 2003]. Les auteurs utilisent la 
commande en effort, et un réseau de neurones pour l’apprentissage, l’ensemble permettant d’adapter 
au mieux la trajectoire de coupe (Figure 1-9a). Dans le cadre du projet SRDViand [Guire et al. 2010], 
la commande permet l’adaptation de la trajectoire et la réorientation de l’outil par contrôle de l’effort 
pour le suivi de la treizième côte (Figure 1-9b).  

    
  

Figure 1-9: séparation des gigots [Aimers 2003] (a), coupe avec commande en effort avec appui 
sur la 13ème côte [Guire et al. 2010] (b)  

Les applications dans le secteur de la découpe de viande nécessitent des développements 
importants autant sur la commande que dans l’utilisation de moyens de perception. Ceux-ci restent 
couteux pour prendre en compte la variabilité et identifier les constituants (muscles, os, etc.).  Ces 
aspects limitent fortement l’implantation de ces technologies dans la filière française, constituée 
principalement de PME/PMI. 

1.1.2 Contexte de l’usinage robotisé  

Les moyens de production en usinage ont fortement évolué ces dernières années, liés au 
développement de l’Usinage à Grande Vitesse (UGV) qui représente l’aboutissement des avancées 
réalisées dans le domaine de la coupe des matériaux et se caractérise par des conditions de coupe 
spécifiques (Figure 1-10). Les phénomènes de coupe en UGV sont différents de ceux observés en 
usinage conventionnel et montrent que plus la vitesse de coupe Vc augmente, plus l'énergie spécifique 
de coupe diminue [Tournier 2010]. Les avantages de ces conditions de coupe UGV sont largement 
développés dans la littérature et concernent particulièrement [Geiskopf et al. 1999] : 

- l’amélioration de l'état de surface et de la précision dimensionnelle avec la fragmentation du 
copeau,  
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- la limitation des déformations thermiques garantissant une meilleure intégrité de la pièce par 
une importante dissipation de chaleur dans les copeaux,  

- la possibilité d’usinage de parois minces liée à la diminution des efforts de coupe tangentiels par 
l’augmentation de la vitesse de coupe Vc,  

- des gains de temps de 3 à 10 par rapport à l’usinage conventionnel, 
- la possibilité pour certain matériaux, d’usinage à sec, c’est-à-dire sans fluide de coupe.  

 

 

Figure 1-10 : Evolution de la vitesse de coupe VC  des différents matériaux [Vidal 2005] 

L’augmentation des vitesses de coupe Vc induit également l’augmentation de la vitesse d’avance Vf 
définie par : 

 
D

zfV
V nzc

f Π
1000=          (1-1) 

avec fz l’avance par dent (mm), zn le nombre de dents, D le diamètre de l’outil (mm) et Vc la vitesse 
de coupe (m/min). Dans le cas d’un fraisage de profil dans un alliage d’aluminium 7075, pour 
Vc=2000 m/min, zn= 2, fz=0.3 mm/dent et D=10 mm, on obtient Vf=39 m/min soit 630 mm/s. La 
nécessité d’une vitesse d’avance Vf importante conduit au développement de nouvelles architectures de 
machines-outils parallèles [Merlet 1997] pouvant offrir des performances cinématiques et dynamiques 
draconiennes (changements de direction) (Figure 1-11). 

 

 

Figure 1-11: Machines-outils parallèles d’usinage : HexaM de TOYODA (a) et cosmo center PM-
600 de OKUMA(b), Architecture hybride d’usinage: PKM Tricept(c), Exechon(d) 

Cependant, l’encombrement des architectures parallèles est important par rapport à l’espace de 
travail offert ce qui a conduit au développement d’architectures hybrides composées d’une sous-
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structure parallèle et d’un poignet sériel (Figure 1-11c,d). Ces nouvelles architectures sont complexes, 
coûteuses et elles nécessitent un savoir-faire important pour répondre à l’augmentation des capacités 
cinématiques et dynamiques, assurer un comportement adéquat vis-à-vis des exigences en termes de 
précision (grande rigidité) et de productivité [Neumann 2006 ; Bonnemains 2009]. Ces solutions 
s’avèrent économiquement intéressantes pour des opérations ciblées nécessitant par exemple un fort 
taux d’enlèvement de matière [Pateloup 2011].  

L’évolution des conditions d’usinage et le développement des architectures parallèles et hybrides a 
été un révélateur pour l’utilisation des robots anthropomorphes en usinage. L’usinage en condition 
UGV permet de réduire l’engagement de l’outil et limite ainsi les sollicitations sur la structure. En 
respectant ces conditions, la faisabilité d’usinage dans les aciers, les composites et les aluminiums a 
été démontrée pour les robots anthropomorphes [Kuka 2008] associée à la prise en compte d’un 
ensemble de contraintes. 

Contraintes associées à l’usinage robotisé 

Les opérations d’usinage en fraisage sont des tâches complexes nécessitant le réglage d’un 
ensemble de paramètres non indépendants (géométrie d’outil, condition de coupe, etc.). Le processus 
de coupe génère également des sollicitations variables en norme et en direction qui impactent 
fortement le comportement du robot. La robotisation de ces opérations se traduit par la prise en 
compte des contraintes fortes suivantes :  

- capacité cinématique : il s’agit de garantir une vitesse d’avance Vf et un engagement d’outil le 
plus constant le long de la trajectoire et prévenir les changements de direction par une 
adaptation des trajectoires [Kim et al. 2002 ;  Robin 2007]; 

- rigidité de la structure : la structure nécessite une bonne rigidité pour limiter l’instabilité générer 
par le processus de coupe [Pan et al. 2006 ; Olabi et al. 2010 ; Dumas et al. 2011] ; 

- précision : la précision doit être en rapport avec les spécifications géométriques attendues sur les 
pièces. 

Les robots anthropomorphes souffrent d’un certain nombre de lacunes vis-à-vis de la réalisation 
d’opération d’usinage : une précision bien moindre et une rigidité faible (ratio de 1 à 50) par rapport 
aux machines-outils. Aussi, les constructeurs de robots commencent à se positionner sur ce marché et 
proposent des structures plus adaptées. 

Usinage par robot anthropomorphe 

Les constructeurs de robots industriels proposent aujourd’hui des architectures de manipulateurs 
davantage dédiées à l’usinage (Figure 1-12).  

 

      

Figure 1-12: ABB IRB 6660 (a), Staubli RX170HSM (b), Kuka Kr 240-2 (c) 

ABB avec l’IRB6660, propose une structure mécanique à parallélogramme et annonce une rigidité 
améliorée par rapport à un robot classique de même charge [ABB 2008]. Staubli avec le RX170HSM 
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propose un robot à 5ddls et l’intégration directe de la broche au niveau de la liaison 5 permettant ainsi 
une diminution du porte à faux de l’outil et d’intégration de tous les faisceaux dans le bras. Kuka sur 
ses robots gros porteurs comme le Kr 240-2 intègre un compensateur au niveau du second axe. Ces 
améliorations se traduisent aussi par l’intégration de réducteurs spéciaux plus rigides, de motorisations 
plus puissantes redimensionnées pour limiter les phénomènes vibratoires et encaisser les efforts 
multidirectionnels.   

 

Figure 1-13: Triptyque précision, productivité, investissement 

Un article publié par The robotic Industries Association montre que la barrière à l’adoption des 
robots anthropomorphes pour l’usinage est, en dépit de leur rigidité restreinte, le manque de 
connaissances des utilisateurs finaux sur le potentiel que peuvent offrir ces solutions [Chen et al. 
2012]. Les robots anthropomorphes offrent en effet un large espace de travail, une bonne capacité 
d’orientation de l’outil et d’accessibilité aux formes complexes pour un coût d’investissement bien 
inférieur à celui d’une machine-outil 5 axes (Figure 1-13). 

1.1.3 Conclusion  

Dans le cadre des deux applications, la découpe de viande et l’usinage en conditions UGV, les 
contraintes montrent la nécessité de capacités spatiales, cinématiques et dynamiques de l’architecture 
pour garantir la qualité et la productivité. Il est nécessaire alors de vérifier l’adéquation entre les 
opérations envisagées et les performances des robots manipulateurs en termes de volume de travail, 
d’accessibilité, de capacité cinématique, de rigidité et de précision. Cette adéquation est associée aux 
définitions de capabilités et d’espaces de travail.  

1.2 Capabilités  

La capabilité caractérise la capacité d’un élément ou d’une méthode à être capable de réaliser une 
performance. La tâche est alors réalisable si la capabilité associée aux dimensions pertinentes est 
validée. On se ramène généralement à cinq dimensions pertinentes [Brissaud 2003] : 

- capabilité de comportement, 
- capabilité de dimension, 
- capabilité d’accessibilité, 
- capabilité de précision, 
- capabilité de disponibilité. 

Nous précisons celles-ci dans le cadre de nos applications.  
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•  Capabilité de comportement : la capabilité de comportement d’une ressource ou d’une méthode 
permet de valider que la tâche envisagée est réalisable. Celle-ci a été validée dans le cadre 
d’étude de faisabilité. 

•  Capabilité de dimension : la capabilité de dimension vérifie l’adéquation entre les performances 
de la machine et les résultats attendus sur le produit. Ceci est vrai pour la taille mais aussi pour 
les efforts, les vitesses et autres caractéristiques liées à la tâche. Dans notre application, cette 
capabilité se traduit premièrement par la cohérence entre la tâche à réaliser et l’espace de travail. 
Nous parlerons dans ce cas de capabilité spatiale. La capabilité de dimension se traduit 
deuxièmement par l’adéquation entre la vitesse programmée Vf et la capacité en vitesse de la 
cellule robotique. Nous parlerons dans ce cas de capabilité cinématique.  

•  Capabilité d’accessibilité : La capabilité d’accessibilité certifie que le travail envisagé peut 
avoir lieu sans collision particulière. Les configurations de travail étant nombreuses et variables, 
l’accessibilité est un élément crucial dans une étude de faisabilité. Dans nos applications, les 
risques de collisions interviennent à deux niveaux: les collisions outil-pièce et robot-pièce, les 
collisions internes à la ressource qui représentent les interférences entre les éléments de la 
cellule (collisions effecteur-robot, endommagement des câbles, etc.). Les collisions outil-pièce-
robot nécessitent une évaluation pour toutes les phases de simulation. En revanche les collisions 
internes peuvent être évitées systématiquement par la limitation des débattements articulaires. 

•  Capabilité de précision : La capabilité de précision permet d’assurer que la qualité souhaitée du 
produit peut être obtenue avec le processus. Dans le cadre de la découpe de viande, il s’agit de 
garantir la précision des coupes vis-à-vis des éléments physiques (aponévroses, os) et la qualité 
de coupe (sans éclat d’os,…). Dans le cadre de l’usinage, cette notion est associée à la définition 
usuelle de capabilité machine.  

•  Capabilité de disponibilité : La capabilité de disponibilité est un critère en lien avec la gestion 
de production et permet de vérifier la disponibilité de la ressource pour la réalisation des tâches.  

Parmi les différentes définitions de capabilités, nous retenons 3 notions principales vis-à-vis de la 
tâche à réaliser et les caractéristiques de la cellule :  

- La capabilité spatiale (adéquation entre la tâche à réaliser et l’espace de travail) 
- La capabilité cinématique (adéquation entre la vitesse programmée Vf et les capacités 

cinématiques de la cellule) 
- La capabilité de précision (adéquation entre la précision souhaitée et les capacités de la cellule) 

1.3 Espaces de travail associés aux capabilités 

Dans le cadre de nos applications, la réalisation de tâche est toujours un compromis entre volume 
de travail, vitesse de l’effecteur et précision attendue. Ces trois notions peuvent être associées à la 
notion d’espace de travail, espace cinématique et espace de précision. Bien que ces espaces soient très 
complexes à représenter, car dépendant de la pose instantanée et des contraintes du procédé, ils 
permettent de définir l’ensemble des notions nécessaires à la caractérisation de critères de 
performance.   

1.3.1 Espace géométrique 

L’espace géométrique associé à la capabilité spatiale se définit comme la zone accessible 
statiquement par l’effecteur et caractérise la capacité du robot à mettre en coïncidence partielle ou 
totale le repère lié à l’effecteur TCP (Tool Center Point) avec la pose de la tâche [Merlet 1997 ; 
Dombre 2001]. Celui-ci est dépendant de l’architecture du manipulateur, répartie en 3 catégories de 
mécanismes dépendant de la disposition des liaisons entre le bâti et l’effecteur (Tableau 1-1). 
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Tableau 1-1: Architecture et graphe de structure (R liaison rotoïde, P liaison prismatique)  

•  Mécanisme à structure sérielle : ils se définissent par une chaîne cinématique ouverte constituée 
par des éléments mis en connexion par des liaisons prismatiques ou rotoïdes. L’organe terminal 
est alors relié à la base par une seule chaine cinématique élémentaire ouverte [Merlet 1997]. La 
structure est composée de plusieurs corps rigides liés entre eux par des liaisons motorisées 
permettant le déplacement de deux corps consécutifs par un seul degré de liberté. Ce type de 
structure offre un bon ratio entre l’espace de travail et l’empreinte au sol ainsi qu’une bonne 
accessibilité aux formes complexes.  

•  Mécanisme à structure parallèle : L’organe terminal est relié à la base par des chaînes 
cinématiques en parallèle appelées « jambes » [Gogu 2008]. Le volume de travail de ce type de 
mécanisme est réduit vis-à-vis de l’encombrement général de la structure.  

•  Mécanisme à structure hybride : les mécanismes à structure hybride sont la combinaison des 
deux types de structures précédentes, sérielles et parallèles.  L’organe terminal est relié à la base 
par juste une chaine cinématique complexe appelée « jambes complexes » [Gogu 2008]. Cette 
architecture représente un compromis entre les avantages et les inconvénients des mécanismes 
sériels et parallèles.   

Représentation de l’espace géométrique 

La détermination de l’espace géométrique passe par la prise en compte des limitations des 
coordonnées articulaires, des butées mécaniques ou logicielles, des collisions avec d’autres éléments 
[Wang et al. 2001]. L’espace de travail total EW se définit comme l’image par le modèle géométrique 
direct (MGD) du domaine articulaire accessible [Wenger 1998] : 

Soit { }niqqiqqQ ii ,...,1,maxmin =∀≤≤=         (1-2) 

L’image de Q par le modèle géométrique fMGD définit l’espace de travail EW par :  

)(QfE MGDw =            (1-3) 

L’espace de travail total EW est difficilement représentable dans la mesure où celui-ci est de 
dimension 6. Une représentation graphique de l’espace de travail des robots est possible seulement 
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pour les robots manipulateurs ayant 3ddls. Pour les robots ayant plus de 3ddls, n-3 paramètres de pose 
doivent être fixés pour la représentation de l’espace de travail. La littérature propose la définition de 
différents sous-espaces [Merlet 1997 ; Wenger 2001] : 

•  Espace géométrique maximal : il représente l’ensemble des positions accessibles par l’effecteur 
par au moins une orientation. Il est souvent représenté sous forme d’une section. Cette première 
représentation n’intègre pas l’outil associé au dernier axe. L'espace de travail maximal est aussi 
appelé espace de travail accessible ou espace de travail atteignable.  

•  Espace dextre ou primaire : il représente l’ensemble des positions accessibles par l’effecteur 
sous toutes les orientations. Pour un robot anthropomorphe, en raison des butées articulaires, cet 
espace est souvent nul. 

•  Espace secondaire : il représente l’ensemble des positions accessibles par l’effecteur sous 
certaines orientations. Si l’espace primaire est nul, alors l’espace secondaire est l’espace des 
positions accessibles. 

•  Espace géométrique à orientation constante : il représente l’ensemble des positions accessibles 
par l’effecteur suivant une orientation. Il est aussi appelé espace de travail en translation. 

•  Espace géométrique avec plage d’orientation : il représente l’ensemble des positions 
accessibles suivant une plage d’orientation de l’outil. 

La Figure 1-14 représente l’espace de travail maximal d’un robot hybride à chaine fermée à 
parallélogramme [Castelli et al. 2008]. Sa détermination est obtenue à partir d’un balayage de l’espace 
de travail où seule la frontière extérieure et intérieure sont enregistrées puis traitées. Ces 
représentations de l’espace de travail sont obtenues à partir de méthodes numériques, algébriques ou 
géométriques  [Arrouk 2012].  

 

 
 

Figure 1-14 : Représentation tridimensionnelle de l’espace de travail maximal d’un robot sériel 
[Castelli et al. 2008]. 

Dans le cadre de nos applications, 3 architectures de robots manipulateurs sont étudiées:  

- un robot anthropomorphe sériel ABB 6620 à 6ddls,  
- un robot hybride ABB 6660 à chaine fermée à parallélogramme, 
- un robot hybride Tricept T606 à sous-structure parallèle. 

Suivant l’architecture, la dimension de l’espace de travail est limitée par la configuration 
mécanique des actionneurs associés en série ou en parallèle. L’espace de travail d’un robot à sous-
structure parallèle montre une réduction forte de l’espace de travail par rapport aux robots 
anthropomorphes sériels (Figure 1-15).  
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Figure 1-15: Projection de l’espace de travail, robot anthropomorphe ABB 6620 (a), robot hybride 
à structure parallélogramme ABB 6660 (b), robot hybride à sous-structure parallèle Tricept T606 (c). 

Notion d’aspects 

L’espace de travail permet d’évaluer les performances globales en accessibilité du robot 
manipulateur mais son évaluation reste insuffisante car une trajectoire n’est pas seulement un 
ensemble de poses mais une continuité de déplacement entre chacune d’elles. Même si chaque pose 
répond aux contraintes de butées ou de collisions, le trajet entre deux poses peut se révéler impossible. 
La notion d’espace libre ELi permet de caractériser l’accessibilité à la pose sous le terme d’espace libre 
de collision sous la forme [Wenger 2001] : 

ELi=fMGD(QLi)           (1-4) 

En plus de garantir l’accessibilité, il est nécessaire de s’assurer de la faisabilité de la trajectoire 
entre les poses. La notion d’aspect a été introduite par Borrel [Borrel et al. 1986]. Elle définit des 
zones de l’espace où le manipulateur est capable de réaliser un mouvement. Ce mouvement est 
contraint par les branches de singularité [Wenger et al. 1998]. Les branches de singularité sont définies 
à partir du calcul du déterminant et sont toujours indépendantes de la première liaison d’un robot 
anthropomorphe. D’un point de vue mathématique, la singularité exprime l’annulation d’une des 
valeurs propres σ de la matrice Jacobienne J(q) du modèle cinématique d’un robot. Ce modèle est 
décrit par une transformation linéaire entre les vitesses opérationnelles notées x&  et les vitesses 
articulaires q& . La Jacobienne est la matrice associée à cette transformation linéaire : 

qqJx && )(=                                 (1-5) 

La dimension de l’espace image de l’application correspondante diminue alors du nombre de 
valeurs propres nulles. Mécaniquement, cela signifie que le robot est incapable d’engendrer une 
vitesse dans la direction correspondant au vecteur propre de norme nulle. La singularité s’obtient par 
annulation du déterminant : 

0))(det( =qJ             (1-6) 

Lorsque la matrice n’est pas carrée, les singularités sont données par : 

0))()(det( =TqJqJ             (1-7) 

Cependant, ce calcul peut être extrêmement complexe à mener dans le cas où l’architecture possède 
n ddls. Afin de réduire celui-ci, il est possible de déterminer des sous-matrices pour le calcul des 
mineurs [Konietschke 2006]. La Figure 1-16 représente les hypersurfaces de singularité et présente 
l’espace de travail d’un robot anthropomorphe hors changement d’aspects [Gogu et al. 2004]. 

(a) (b) (c) 
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Figure 1-16 : Aspects d’un robot anthropomorphe [Gogu et al. 2004] 

Notion de parcourabilité 

L’espace de travail permet d’analyser globalement l’accessibilité du robot. Cependant, lors du 
parcours d’un ensemble de poses d’une trajectoire, il est nécessaire de s’assurer que celle-ci peut être 
intégralement parcourue. La notion de parcourabilité entre deux poses a été introduite progressivement 
par Chedmail et Wenger [Wenger 1998]. Elle fait apparaitre deux niveaux selon que la trajectoire à 
suivre entre deux poses est non-spécifiée (N-parcourabilité) ou spécifiée (T-parcourabilité). 

•  Caractérisation de la N-parcourabilité 

On appelle WLi les régions de l’espace de travail qui sont obtenues comme les images par le 
MGD des composantes connexes QLi de l’ensemble des configurations libres de singularité telles 
que : 

WLi=fMGD(QLi)             (1-8) 

Dès lors, l’espace est dit N-parcourable si pour une trajectoire Td, l’ensemble des poses pi 
peuvent être incluses dans le domaine de travail WLi tel que : 

{ } LidLind WTIiEpppT ⊂∈∃⊂=∀ /,,..., 21         (1-9) 

L’espace est alors N-parcourable si et seulement si : 

LiLi WEIi =∈∃ /           (1-10) 

Si l’espace n’est pas N-parcourable, il est nécessaire de rechercher alors les sous-espaces                    
N-parcourables ELip vérifiant : 

{ } LidLipnd WTIiEpppT ⊂∈∃⊂=∀ /,,..., 21       (1-11) 

Ces notions montrent que toute région inscrite dans un domaine de travail est N-parcourable. 
L’espace est toujours N-parcourable en cas d’absence d’obstacle. Cependant, ces propriétés 
n’offrent aucune garantie sur le suivi continu de la trajectoire entre chaque pose. Dès lors, Wenger 
introduit la notion plus forte de T-parcourabilité [Wenger et al. 1991]. 

•  Caractérisation de la T-parcourabilité 

La continuité de la trajectoire a été progressivement introduite par Chedmail et Wenger 
[Wenger et al. 1991] avec la caractérisation de la T-parcourabilité. Dans le cas d’environnement 
sans obstacle, une trajectoire continue sera intégralement parcourue par l’effecteur si et seulement 

Espace de travail 
articulaire sans 
franchissement de 
singularité 
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si toutes les poses sont contenues dans l’image d’un aspect [Wenger et al. 1993]. Ainsi, une 
trajectoire continue Tc est dite T-parcourable si elle vérifie : 

Tc  est T-parcourable )(/ jMGDc AfTKj ⊂∈∃⇔       (1-12) 

Avec K l’ensemble décrivant la liste des différents aspects Aj. Ainsi, une trajectoire est T-
parcourable si l’ensemble des poses qui la constituent appartient au même domaine de travail WAj, 
image de l’un des aspects. Ceci nécessite l’étude des singularités des différents robots et impose 
que l’ensemble des poses d’une trajectoire appartiennent au même aspect. 

1.3.2 Espace cinématique 

L’espace cinématique, associé à la capabilité cinématique, se traduit par l’adéquation entre la 
vitesse d’avance programmée Vf  imposée par la stratégie, et les capacités en vitesse de l’effecteur. 
Cela nécessite une étude particulière de la matrice Jacobienne J. 

Décomposition en valeurs singulières (SVD) 

La relation (1-5) entre les vitesses opérationnelles et les vitesses articulaires est un système 

d’équations linéaires dans lequel la matrice J représente une application linéaire de q&ℜ dans x&ℜ
(Figure 1-17). Il est possible de décomposer la matrice J en un produit de 3 matrices pour faire 
apparaître les valeurs singulières [Lawson 1974]. Si la matrice J est non carrée de dimension (mxn), de 
rang r, il existe des matrices orthogonales U de dimension (mxm) et V de dimension (nxn) telle que : 

TVUJ ∑=            (1-13) 

Avec 







=∑

−−−

−

)()()(

)(

00

0

rnxrmxrrm

rnrxrxrS
  de dimension (mxn)      (1-14) 

Où S est une matrice diagonale de dimension (rxr), formée par les valeurs singulières non nulles σi 

de J rangées de façon décroissante avec σ1≥ σ2≥ …≥ σn. Leurs valeurs sont obtenues à partir de 
l’équation 1-6. La matrice V est constituée par les vecteurs propres de JTJ. La matrice U est constituée 
par les vecteurs propres de JJT. Le modèle cinématique devient alors : 

qVUx T && ∑=           (1-15) 

s’exprimant aussi de la manière suivante : 

qVUx T
ii

r

i
i && ∑

=

=
1

σ       puisque σi=0     pour  i>r.       (1-16) 

On en déduit alors : 

- Les vecteur Vi iє1…r constituent une base pour l’ensemble des qq && ℜ∈  engendrant un 

mouvement du TCP.  

- Les vecteur Vi iє r+1…n constituent une base pour l’ensemble des qq && ℜ∈  dont l’image dans 
x&ℜ est le vecteur nul. Autrement dit, ils définissent le noyau de J, noté )(JN . 

- Les vecteurs Ui iє1…r constituent une base pour l’ensemble des xx && ℜ∈  tel qu’il existe un 
vecteur q&  les engendrant. Ils définissent donc l’espace image de J, noté I(J) représentant 

toutes les vitesses de l’organe terminal qui peuvent être engendrées par le robot. 
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- Les vecteurs Vi iє r+1…n constituent une base pour l’ensemble des xx && ℜ∈  qui ne peuvent 
pas être engendrées par le robot. Autrement dit, ils définissent le complément de l’espace I(J), 
noté I(J) ┴ 

 

 

Figure 1-17: Noyau et espace image de J [Asada 1986] 

 Ellipsoïde de vitesse et d’effort 

Les architectures robotiques traitées étant anisotropes, l’étude de la performance dépend de la 
configuration instantanée et se définie suivant la direction de déplacement noté d et d’effort 
transmissible noté d’. Ceci est communément étudié sous la forme d’ellipsoïdes de vitesse et d’effort. 
Pour un domaine de vitesse articulaire q&  défini par la sphère unité ||q& ||≤1, l’ellipsoïde de vitesse se 

caractérise par : 

1)( 1 ≤− xJJx TT &&           (1-17) 

Les axes principaux de l’ellipsoïde des vitesses opérationnelles, encore appelé ellipsoïde de 
manipulabilité en vitesse Ev, sont définis par les vecteurs propres ei de (JJT)-1 et les longueurs des 
demi-axes sont les valeurs singulières σi de la matrice JJT. Les valeurs singulières σi représentent le 
rapport des vitesses entre les espaces opérationnels et articulaires. Pour un domaine de couple 
articulaire Γ défini  par la sphère unité ||Γ||≤1, l’ellipsoïde d’effort se caractérise par : 

1)( ≤FJJF TT           (1-18) 

Les axes principaux de l’ellipsoïde des efforts opérationnels, encore appelé ellipsoïde de 
manipulabilité en effort Ef, sont définis par les vecteurs propres ei’ de JJT et les longueurs des demi-
axes sont les valeurs singulières σi’  de la matrice (JJT)-1. Dans le cas d’un mouvement plan d’une 
architecture à 2 ddls, les directions principales des ellipsoïdes de vitesse et d’effort sont identiques 
mais le petit axe et le grand axe sont en proportions inverses. Cela signifie que la direction dans 
laquelle la capacité en vitesse est la plus importante est aussi celle dans laquelle la capacité en effort 
est la plus faible et inversement. Dans le cas général, le choix d’une direction d’avance de l’effecteur 
est un compromis entre capacité cinématique et capacité en effort [Chiu 1988].  

  
Figure 1-18: Correspondance entre les vitesses articulaires et opérationnelles réalisables dans un 

espace de dimension 2 (a) ; correspondance entre les efforts articulaires et opérationnels réalisables 
dans un espace de dimension 2 (b)  

  

qq && ℜ∈

)(JΝ

)(JI

xx && ℜ∈

0=x&

(a) (b) 
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Mesure de dextérité 

La mesure de dextérité évalue la direction suivant laquelle le robot manipulateur peut engendrer la 
plus grande vitesse. Elle est réalisée à partir de la manipulabilité qui a été introduite par Yoshikawa 
[Yoshikawa 1985] et s’exprimant par l’index w tel que : 

)det(Jw =        si l’architecture est non redondante      (1-19) 

)det( TJJw =      si l’architecture est redondante      (1-20) 

Elle peut aussi s’exprimer par la plus petite valeur singulière σ de la matrice Jacobienne J, l’index 
d’isotropie ou le conditionnement de la matrice Jacobienne J, basé sur la norme de Frobenius. A 
l’espace cinématique est associé la notion d’agilité pouvant se définir comme la capacité à changer de 
direction rapidement. 

1.3.3 Espace de précision 

L’espace de précision associé à la capabilité machine, intègre les deux notions 
d’exactitude  (erreurs statiques) et de répétabilité  (erreurs dynamiques) qui sont fondamentalement 
différentes.  

•  Exactitude : elle se définit par l’écart entre une pose commandée et la moyenne des poses 
atteintes (Figure 1-19a). Elle est généralement décomposée entre exactitude de positionnement 
ep et exactitude d’orientation eo avec : 

∑
=

−=
n

i
icp p

n
pe

1

1
      et  ∑

=

−=
n

i
ico o

n
oe

1

1
 avec i=1..n    (1-21) 

•  Répétabilité : elle se définit comme la dispersion maximale du nuage de poses atteintes pour une 
pose commandée (Figure 1-19b). On distingue également la répétabilité en position rp et la 
répétabilité en orientation ro sous la forme : 

∑
=

−=
n

i
iip p

n
pr

1

1
max         et        ∑

=

−=
n

i
iio o

n
or

1

1
max          avec i=1..n   (1-22) 

 

 

Figure 1-19: Exactitude (a) et répétabilité (b) 

Les sources d’imprécisions ne sont cependant pas de même nature et leur étendue est liée à de 
multiples facteurs. Ces facteurs vont affecter plus particulièrement l’exactitude ou la répétabilité. Or, il 
est plus facile de compenser ou au moins de prévoir un défaut d’exactitude, répétable, qu’un défaut de 
répétabilité, par définition incertain pouvant varier d’un rapport d’amplitude de 5 à 10. Leurs 
formulations sont définit dans l’ISO9283 (Annexe 1-1) et concernent la répétabilité unidirectionnelle.  

(a) (b) 
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La répétabilité multidirectionnelle ou volumétrique consiste à revenir à la même pose suivant 
différentes directions et son estimation est supérieure à la répétabilité unidirectionnelle indiquée par 
les constructeurs [Nubiola et al. 2013].  

Exactitude et facteurs d’imprécision 

Nous présentons maintenant l’impact des différentes sources d’imprécision sur l’exactitude.  

•  Modélisation géométrique 

Depuis plus de 20 ans, la recherche propose de nouvelles méthodes d’estimation des paramètres 
géométriques des différents constituants pour améliorer la précision du modèle géométrique. En 
effet, les paramètres utilisés dans la commande sont des estimations plus ou moins précises des 
éléments en raison des défauts liés à la fabrication des pièces, à l’assemblage, etc. Pour améliorer la 
précision de positionnement de l’effecteur, les constructeurs réalisent une identification 
(modélisation, mesure, identification et correction) du manipulateur afin d’atténuer les erreurs 
(absolute accuracy). Cette identification peut être plus ou moins longue suivant l’amélioration 
souhaitée [Nubiola et al. 2013] et dans le cadre d’un robot anthropomorphe, la définition des poses 
mesurées doit permettre de solliciter l’ensemble des paramètres géométriques [Tian 2011].   

•  Déformations élastiques de la structure liées à l’effet de la pesanteur 

Suivant la configuration du robot, les différents constituants du robot agissent de manière 
différente sur les articulations entrainant une erreur d’exactitude. Dans le cas des robots industriels, 
ces défauts sont compensés par une calibration initiale qui ne tient toutefois pas compte de la 
charge embarquée en bout d’effecteur. Celle-ci est aujourd’hui prise en compte au travers d’une 
séquence d’identification de l’outil (masse, centre de gravité, position des axes d’inertie) réalisée 
par exemple chez ABB par la lecture des boucles de courant lors de balayages angulaires de 
l’effecteur.  

•  Déformations thermiques 

Durant des cycles de mouvements, l’ensemble des actionneurs s’échauffent et génèrent de la 
dilatation thermique. Dans le cas des architectures anthropomorphes, l’erreur d’exactitude est 
amplifiée par la mise en série des différentes liaisons. A titre d’exemple, cette erreur a été évaluée à 
1.4mm pour un robot Kuka KR 240 dont le rayon d’action est de 2,7 m  (Figure 1-20) [Cherif et al. 
2010].  

 

   

 

Figure 1-20 : Contribution de chaque axe sur le déplacement du TCP lors d’un cycle de chauffe 
d’une heure d’un robot anthropomorphe  

  

Temps 

mm 
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Répétabilité et facteurs d’imprécision 

Nous présentons maintenant l’impact des différentes sources d’imprécision sur la répétabilité.  

 

•  Asservissement 

L’asservissement des axes des robots est réalisé par l’intermédiaire de différentes boucles 
d’asservissements imbriquées, de type PID (Proportionnel-Intégral-Dérivé) choisis pour leur 
robustesse, leur rapidité et leur précision (Figure 1-21) [Le Lann 2007].  

 

Figure 1-21: Schéma-bloc de la double implémentation de PID tenant compte des écrêtages [Le 
Lann 2007] 

Ces asservissements prennent en compte l’accélération, la vitesse et la tension maximale de 
l’actionneur ce qui nécessite un écrêtage des données et un réglage des différents gains pour obtenir 
un bon compromis entre vitesse et précision lors du suivi d’une trajectoire à vitesse constante. La 
précision de l’asservissement est directement liée à la configuration instantanée du robot 
manipulateur impactant ainsi sa répétabilité. 

•  Erreurs liées aux comportements dynamiques 

Les phénomènes dynamiques dans la chaine mécanique ont un comportement non linéaire et 
dépendent fortement de la vitesse. La modélisation de ce comportement passe par l’identification 
des régions dites statiques (basse vitesse) ou dynamiques associées à des plages de vitesses 
articulaires [Vuong et al. 2009].  

  

Figure 1-22 : Modélisation d’un actionneur [Ostring et al. 2003] (a), [Oueslati et al. 2012] (b) 

Des auteurs mettent en avant qu’un modèle incluant 3 masses reliées par des ressorts et 
amortisseurs donnent une bonne description de la dynamique d’un actionneur [Ostring et al. 2003] 
(Figure 1-22a). Ces modélisations permettent, suivant l’application, l’amélioration du 
comportement dynamique afin  par exemple de réduire les vibrations sur l’organe terminal (Figure 
1-22b) [Oueslati et al. 2012]. 

•  Excitation des modes propres 

Le procédé de coupe est par nature une excitation variable en intensité et en direction générant 
un ensemble de sollicitations dynamiques sur le système usinant. La structure n’étant pas 
parfaitement rigide, il peut se produire un phénomène de broutement où l’épaisseur du copeau varie 

(a) (b) 
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pendant la coupe impactant fortement la qualité des pièces produites. Un certain nombre de travaux 
ont permis de caractériser les fréquences propres des robots anthropomorphes. Les premiers modes 
propres apparaissent entre 15 et 30 Hz [Karagulle et al. 2012] alors que les premiers modes de 
vibrations des machines-outils se situent au-delà de 70 Hz (Figure 1-23). 

 

Figure 1-23: Analyse numérique des modes vibratoires d’un manipulateur [Karagulle et al. 2012] 

Cela se concrétise par l’apparition d’autres phénomènes vibratoires avec un couplage entre le 
phénomène de broutement lié à la coupe et les valeurs faibles des fréquences propres des robots 
manipulateurs (Figure 1-24) [Pan et al. 2006]. Pour une meilleure prise en compte de ces 
phénomènes, Matsuoka préconise de limiter les sollicitations en utilisant des fraises possédant de 
nombreuses dents et tournant à grande vitesse pour s’éloigner des zones instables [Matsuoka et al. 
1999]. Différents auteurs s’accordent sur l’importance du choix de la configuration du robot pour 
améliorer la stabilité de coupe [Hearne 2009]. Pan préconise l’orientation des efforts de coupe vers 
l’axe de plus grande rigidité du robot manipulateur [Pan et al. 2006] et montre que les vibrations 
sur la structure peuvent être réduites si l’index w de manipulabilité du robot est augmenté [Bian et 
al. 2010]. 

 

Figure 1-24: Marquage important de la pièce dû aux vibrations du manipulateur [Pan et al. 2006] 

•  Sollicitations des procédés 

De nombreux auteurs se sont intéressés à caractériser la rigidité des robots anthropomorphes et 
estiment une déviation approximée de 1 N/µm (cinquante fois inférieure à une machine-outil) 
dépendant de la configuration du robot. Aussi, certains auteurs proposent une cartographie de 
rigidité. Ces cartes mettent en avant que la configuration du robot, replié sur lui-même, est plus 
rigide (Figure 1-25a) [Abele et al. 2007 ; Guire et al. 2010]. D’autres auteurs préconisent de 
travailler dans une configuration poignet cassé afin de faire supporter l’effort à l’ensemble des 
liaisons (Figure 1-25b) [Sornmo et al. 2012]. 

 

Figure 1-25 : Evaluation de la rigidité cartésienne suivant la direction z [Abele et al. 2007] (a) 
[Sörnmo et al. 2012] (b) 

(a) (b) 

X Y 

Evaluation de la rigidité 
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Afin de quantifier les déviations en bout d’effecteur, les travaux les plus récents considèrent que 
les flexibilités sont principalement localisées dans les liaisons. En effet, l’identification des rigidités 
articulaires, associées à une analyse éléments finis du manipulateur, montre que la majorité des 
déviations se concentre au niveau des actionneurs. Cela permet de définir une relation simplifiée de 
la rigidité cartésienne Kx à partir de la rigidité articulaire Kθ et de la matrice Jacobienne J  sous la 
forme [Alici et al. 2005 ; Dumas et al. 2011] :  

JKJK X
T=θ           (1-23) 

L’identification de la matrice de rigidité articulaire Kθ permet par exemple de réaliser une 
compensation de trajectoire en temps réel par la mesure des efforts d’usinage Fm (Figure 1-26a) 
réalisée par un capteur d’effort intégré [Wang et al. 2009]. Les résultats montrent que dans le cadre 
de l’usinage d’un alliage d’aluminium 6063, il est possible d’obtenir une précision géométrique 
inférieure à 0.2mm sur la pièce (Figure 1-26b).  

Figure 1-26 : Compensation de la trajectoire en temps réel soumis à effort de coupe (a), précision 
d’usinage inférieure à 0.2mm (b) [Wang et al. 2009] 

L’évaluation de la matrice de rigidité permet également la planification optimisée de la 
trajectoire dans des configurations de rigidité maximales (Figure 1-27) [Olabi et al. 2010] ou 
limitant la déflection du robot [Dumas et al. 2011].  

 

Figure 1-27 : Usinage en configuration de rigidité maximale (a) et minimale (b) [Olabi et al. 
2010] 

Des travaux actuels contribuent à l’amélioration de la modélisation en rigidité des robots 
manipulateurs en prenant également en compte les liaisons ou le comportement de compensateur 
venant rigidifier les axes porteurs [Pashkevitch et al. 2011 ; Klimchik et al. 2012]. 

Synthèse des sources d’erreurs 

Les sources d’erreurs impactent différemment l’exactitude et la répétabilité. Celles-ci sont 
résumées dans le  Tableau 1-2. Plus que le défaut lui-même, il est important de caractériser son 
amplitude et de connaître son influence sur le comportement final. Ceci permet d’identifier les facteurs 
clés sur lesquels il est nécessaire d’agir pour améliorer la précision du robot manipulateur pour la 
réalisation de la tâche. La littérature présente une quantification des erreurs pour différentes 
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architectures de robots [Pritschow et al. 2002 ; Chanal 2006 ; Robin 2007 ; Schneider et al. 2013] 
synthétisée dans le diagramme en Figure 1-28. 

 

Exactitude Répétabilité 

Modélisation géométrique Commande, Asservissement 

Déformations élastiques liées à la pesanteur Modes propres et phénomènes vibratoires 

Déformations thermiques ou erreurs 
environnementales 

Déformations élastiques liées aux sollicitations du 
procédé et aux forces d’inertie 

Tableau 1-2 : Influence des facteurs sur le type d’imprécision 

 

Figure 1-28: Quantification des erreurs des architectures robots – Figure basée sur [Pritschow et 
al. 2002] 

Concernant la compensation des erreurs d’exactitude, un certain nombre d’auteurs proposent des 
méthodes de calibration des modèles du robot ou le recalage de l’ensemble des poses de la trajectoire 
au moyen de différents capteurs extéroceptifs (palpage, vision) [Watanabe et al. 2006 ; Olsson et al. 
2010 ; Sulzer et al. 2010 ; Belchior et al. 2013]. Parmi les sources d’erreurs liés à la répétabilité et de 
par leur amplitude importante, nous nous intéressons plus particulièrement à minimiser l’impact des 
sollicitations (procédé, inertie) sur le comportement de la structure. Ceci nécessite une étude 
particulière du comportement cinématique et dynamique des robots.  

1.3.4 Espace de travail optimisé 

L’espace de travail optimisé pour une tâche donnée peut être défini comme l’intersection des 
différents espaces, géométriques, cinématiques, de précision [Chanal 2006 ; Bonnemains et al. 2009] 
et d’autres espaces, décrits dans la littérature, pouvant être pris en considération (espace T-
parcourable, libre de collisions, etc.) [Wenger 2001]. Celui-ci représente alors une restriction forte de 
l’espace géométrique si l’on souhaite concilier une grande vitesse de déplacement de l’effecteur et une 
bonne précision (rigidité), composantes généralement antinomiques et dépendantes du comportement 
anisotrope des robots et des sollicitations de la tâche. Ces espaces sont complexes à déterminer car ils 
dépendent de la pose instantanée.  
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Pour étendre cet espace de travail, la solution que nous développons dans le cadre de nos travaux 
consiste à introduire des redondances cinématiques. 

1.4 Ajout de redondances 

La communauté des roboticiens utilise depuis longtemps l’ajout de redondances pour améliorer les 
capacités des structures [Khalil et al. 1999 ; Angeles 2007 ; Gogu 2008]. Cet ajout peut se décliner 
sous la forme de redondance métrologique, d’actionnement ou cinématique. La redondance 
métrologique consiste à rajouter des moyens supplémentaires de mesure pour améliorer la précision. 
On retrouve, par exemple, cette redondance partielle de mesure assurée par la jambe passive du robot 
Tricept [Neumann 2002] (Figure 1-29a). La redondance d’actionnement se définit par un nombre 
d’actionneur supérieur à la mobilité n du mécanisme (Figure 1-29). Cette redondance permet par 
exemple d’améliorer la rigidité ou de pallier le problème des singularités parallèles [Marquet et al. 
2002].  

Figure 1-29 : Robot Tricept (a) et robot Archi  (3ddls avec 4 moteurs) [Marquet et al. 2002] (b) 

Nos travaux portent sur l’ajout de redondance cinématique qui nécessite d’introduire tout d’abord 
des définitions supplémentaires d’espace.  

•  Espace des taches ET : la notion de tâche permet de définir les mouvements et les contraintes 
imposées à l’effecteur. Cette caractérisation permet d’identifier le degré de contrainte lié à la 
tâche et donc la dimension et la nature de l’espace de la tâche. Ce degré de contrainte est 
indépendant des capacités du robot. Sa dimension est égale au nombre de paramètres 
indépendants ou degrés de liberté nécessaire à l’organe terminal pour réaliser la tâche désirée. 
Cette dimension notée t dépend de la nature de la tâche et est égale au maximum à 6 qui 
correspond à la dimension de l’espace tridimensionnel. Par exemple, la pose d’une trajectoire 
d’usinage en 5 axes nécessite 5 paramètres définissant la position et l’orientation dans l’espace.  

•  Espace opérationnel EO : c’est l’espace dans lequel se situe l’organe terminal du robot. Sa 
dimension m est égale au nombre de degrés de liberté maximum que possède l’organe terminal 
ou au nombre de paramètres indépendants permettant de décrire la situation de l’organe terminal 
dans l’espace. Cette dimension est appelée degré de spatialité ou connectivité [Gogu 2002, 
2008]. Dans l’espace tridimensionnel, ce degré est au maximum égal à 6 (3 paramètres de 
position et 3 d’orientation). Sa valeur peut être obtenue par l’étude du rang de la matrice 
Jacobienne J :  

m = rang(J )           (1-24) 

L’adéquation d’un robot à la tâche en termes d’accessibilité n’est réalisable que si l’espace 
de la tâche ET est inclus dans l’espace opérationnel EO. 

•  Espace articulaire EA : sa dimension est égale au nombre d’articulations à n ddls motorisées et 
définit le degré de mobilité n de la structure mécanique. Si on prend le cas d’une chaîne 
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cinématique élémentaire ouverte, la dimension de l’espace articulaire EA est égale à la somme 
des mobilités des articulations. 

Ainsi, les robots manipulateurs présentent des limites d’utilisation en termes d’espace de travail, 
d’accessibilité, de singularités, de collisions, etc. L’augmentation du nombre d’articulations et donc de 
la mobilité des robots permet de pallier ces limites et introduit la notion de redondance. 

1.4.1 Définition de la redondance   

Un robot est dit redondant lorsque le nombre de degrés de liberté de l’organe terminal est inférieur 
au nombre de degrés de liberté de l’espace articulaire EA (nombre d’articulations motorisés). Les 
redondances sont caractérisées par les définitions suivantes [Gogu 2002] :  

•  Redondance structurale : elle représente la différence entre le degré de mobilité n et le degré de 
spatialité m telle que : 

mnrs −=                         (1-25) 

Sa valeur est aussi obtenue par la dimension du noyau de la matrice Jacobienne J : 

))(dim( JKerrs =          (1-26) 

•  Redondance fonctionnelle : elle représente la différence entre le degré de spatialité m et le degré 
de la tâche t telle que : 

tmr f −=                           (1-27) 

•  Redondance cinématique : elle représente la différence entre le degré de mobilité n et le degré 
de la tâche t. sa valeur est aussi la somme des degrés de redondance structurale et fonctionnelle : 

fsc rrtnr +=−=           (1-28) 

Dans les chaînes ouvertes simples, les combinaisons d’articulations suivantes donnent une structure 
redondante : plus de 6 articulations, plus de 3 articulations rotoïdes d’axes concourants, plus de 3 
articulations rotoïdes d’axes parallèles, plus de 3 articulations prismatiques, 2 axes d’articulations 
prismatiques parallèles ou 2 axes d’articulations rotoïdes confondus.  

1.4.2 Critères associés à la gestion de la redondance 

La notion de capabilité associée aux espaces de travail donne une connaissance globale pour le 
positionnement de la tâche. Cependant cette notion n’est pas utilisable en tant que telle car la 
performance des robots dépend aussi de la configuration instantanée. Il est nécessaire alors 
d’introduire des critères traduisant de manière mathématique le comportement désiré [Merlet 1997; 
Khalil et al. 1999]. Les premiers critères introduits ont eu pour objectif de pallier les limites de 
l’espace de travail : 

- l’éloignement des butées [Liegeois 1977] et des singularités [Mitsi et al. 2008], 
- la gestion des collisions [Wenger et al. 1993 ; Patel 2005 ; Le Boudec et al. 2006 ; Simas 2012 ; 

Curkovic et al. 2013], 
- le parcours d’une trajectoire continue sans changement d’aspect (T-parcourabilité) [Wenger 

2001].  

De nombreux auteurs ont également défini des critères plus spécifiques liés à l’amélioration des 
capabilités des structures robotiques : 
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- l’amélioration des performances cinématiques ou de dextérité [Yoshikawa 1985 ; Dubey et al. 
1988] et basées sur l’étude et le conditionnement de la matrice Jacobienne [Andres  et al. 2011 ; 
Gracia et al. 2012], 

- l’amélioration des performances mécaniques [Vosniakos et al. 2010], 
- la prise en compte de la rigidité [Gonçalves et al. 2010 ;  Olabi et al. 2010 ; Dumas et al. 2011 ; 

Caro et al. 2013], 
- la minimisation de la puissance mécanique [Graça Marcos et al. 2006 ; Vosniakos et al. 2009], 
- la minimisation des déplacements, vitesses, accélérations, jerk [Olabi et al. 2010], 
- la minimisation des vibrations [Bian et al. 2010 ; Hearne 2009]. 

Ces principaux critères sont synthétisés (non exhaustifs) dans le tableau suivant (Tableau 1-3) : 

Butées Sing. Colis.

[Huo et al. 2006] X
Robot anth. 6ddls

X

[Huo et al. 2008] X X Robot anth. 6ddls X

[Huo et al. 2011] X X Auto-adaptation des poids
Robot anth. 6ddls

X

[Vosniakos et al. 

2009]
X X

Minimisation de la 

puissance mécanique

Robot anth. 6ddls + table 

3 axes linéaires
X

[Vosniakos et al. 

2010]
X X

Manipulabilité de 

Yoshikawa et 

manipulabilité d'Asada ; 

Minimisation des couples 

articulaires

Robot anth. 6ddls+ table 

3 axes linéaires
X

[Robin et al. 

2011]
X

Rigidité par minimisation 

du porte à faux, 

orientation des efforts 

vers le poignet, dextérité 

dans une direction donnée

8ddls (robot hybride+ 

track + retourneur)
X

[Xiao et al. 2010] X X Robot anth. 6ddls X

[Xiao et al. 2012] X X X Robot anth. 6ddls X

[Andreset al. 

2011; Gracia et al. 

2012]

X X

Critère conditionnement 

de la Jacobienne 

(condition number); 

maintenir une position de 

référence

8ddls (robot anth.              

+ track + retourneur)
X

[Zanchettin et al. 

2011]

Minimisation du ratio de 

couple
Robot anth. 6ddls X

[Caro et al. 2013] X X

Minimisation du 

déplacement sous 

sollicitation Robot anth. 6ddls

X

Red. 

Struct.

Critères
Architecture 

Red. 

Fonct.

 

Tableau 1-3: Critères associés à la gestion de la redondance  

Ces critères ne sont toutefois pas limitatifs et des travaux actuels définissent de nouveaux critères 
plus spécifiques à la réalisation de tâches complexes et aux contraintes des procédés. Les critères  
utilisés dans nos travaux sont détaillés plus spécifiquement dans le chapitre 3.  

Nous présentons dans cette dernière partie les apports de l’ajout de redondances pour la réalisation 
de tâches spécifiques à la découpe/manipulation de corps mous dans les filières de découpe de viande 
et le domaine médical ainsi qu’à l’usinage robotisé. 
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1.5 Apport de la redondance en découpe de viande 

Une première application, qui se rapporte directement à nos travaux, concerne le désossage 
robotisé de jambon de porc. La solution industrielle proposée par Mayekawa est une ligne de 
désossage équipée de 3 robots réalisant chacun une coupe spécifique (Figure 1-30a) [Kusuda 2010 ; 
Mayekawa 2013]. L’accessibilité à chacune des coupes est résolue par l’apport d’une redondance 
structurale répartie d’axe vertical, associée au système de contention du jambon, permettant la 
réorientation de celui-ci par le système de convoyage et l’accès à l’ensemble des coupes. Les robots 
sont équipés d’un système compliant associé au couteau (réalisé par des ressorts) permettant d’imiter 
la souplesse du poignet humain (Figure 1-30b).  

 

Figure 1-30 : Ligne de désossage HAMDAS-R : redondance structurale associée au système de 
contention (a), système compliant associé au couteau (b) [Mayekawa 2013], poste de désossage 
SRDViand : redondance structurale associée au système de contention (c) [Guire et al. 2010] 

La solution développée dans le cadre du projet SRDViand [Guire et al. 2010] est similaire à 
HAMDAS-R (Figure 1-30c). La redondance structurale d’axe vertical est associée au système de 
contention du jambon permettant d’étendre ainsi la capacité spatiale. Cette solution est plus largement 
développée au chapitre 4.  

Une autre application concerne la séparation des gigots du quartier arrière d’agneau [Scott 2013]. 
La cellule développée par le MIRINZ est composée d’un robot à 6ddls avec commande en effort 
[Aimers 2003], d’un système de contention du quartier arrière et de deux actionneurs permettant la 
manipulation des gigots. La redondance structurale apportée par ces deux actionneurs qui écarte les 
gigots au cours de la séparation facilitent ainsi l’accessibilité à la coupe et à la prise en compte de la 
variabilité avec une adaptation à la morphologie des quartiers arrières (Figure 1-31). 

  

Figure 1-31 : Redondance structurale associée aux actionneurs pour la séparation des gigots du 
quartier arrière d’agneau [Scott 2013 

Une autre application développée par Georgia Tech Research Institute [Ai-Ping et al. 2012] concerne 
la séparation des ailes de poulet. La cellule se compose d’un robot anthropomorphe à 6ddls portant le 
système de contention du poulet et d’un système de coupe à 2 ddls (Figure 1-32). Le robot présente 
d’abord le poulet devant un système de vision 3D permettant de déterminer les points caractéristiques 
de la coupe. Le système de coupe utilise le retour d’effort pour détecter les transitions viande/os 
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permettant l’adaptation des trajectoires par suivi des os. La redondance structurale répartie entre le 
robot et le système de coupe permet d’améliorer l’accessibilité aux différentes coupes. 

 

Figure 1-32: Désossage robotisé de poulet, préparation de la coupe au niveau de l’épaule (a), 
redondance structurale associé à l’outil de coupe (b) [Ai-Ping et al. 2012] 

1.6 Apport de la redondance dans l’assistance opératoire médicale 

Nous présentons quelques réalisations robotiques dans le secteur médical, dont les problématiques 
sont très similaires à notre application de coupe de corps mous, en termes d’accessibilité à la tâche, de 
dextérité, de précision, et de prise en compte de la variabilité. 

Dans le cadre d’opérations invasives sur le cerveau, sur la moelle épinière ou le cœur, le chirurgien 
est soumis à d’importantes contraintes pour positionner ses outils, les déplacer sans endommager 
l’environnement dans lequel il travaille et réaliser des tâches invasives dans un volume de quelques 
centimètres cubes. La robotique médicale permet d’améliorer les performances humaines en filtrant les 
tremblements, en adaptant l’effort à l’environnement, offre une plus grande dextérité dans la 
réalisation des tâches en appliquant un facteur d’échelle aux mouvements humains et de manière 
générale limite la fatigue du chirurgien [Dogangil et al. 2010]. Les robots principalement utilisés sont 
de type sériel pour une meilleure adaptation à l’environnement de salle opératoire très contraint, basés 
sur des structures anthropomorphes, des structures de type Scara, avec des centres de rotation déportée 
[Poignet et al. 2005]. Le choix principal de ces architectures concerne la sécurité d’utilisation, la 
précision, l’ergonomie et la dextérité [Kuo et al. 2012]. L’espace des taches ET des opérations est de 
degré 5 ou 6 mais l’accessibilité à l’intérieur du corps humain en chirurgie mini-invasive nécessite un 
haut niveau de redondance pour positionner au mieux l’actionneur à l’extérieur du corps (degré 5) et 
offrir des mobilités à l’intérieur du corps humain. 

Un premier exemple concerne le robot Rosa d’architecture anthropomorphe à 6ddls qui dispose 
d’un outil possédant un axe de symétrie (Figure 1-33). Cette redondance fonctionnelle permet de 
s’adapter plus facilement à l’espace de travail, d’améliorer la sécurité des mouvements du robot en 
permettant le choix d’une configuration adaptée [Medtech 2013]. 

 

Figure 1-33: Robot ROSA disposant d’une redondance fonctionnelle [Medtech 2013] 

Un autre exemple concerne l’architecture du robot Zeus [Ballantyne 2002] et son successeur, le 
robot Da Vinci qui comporte 4 bras à 7 ddls (Figure 1-34). Chaque bras se compose d’un robot Scara à 
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3 ddls, associé à un poignet miniature à 3 ddls portant un actionneur prismatique à 1 ddl. Chaque bras 
permet de réaliser l’insertion d’actionneurs de type pince pouvant posséder eux-mêmes certains degrés 
de liberté (Figure 1-34) au travers d’un trocart dans le corps humain. Cette architecture apporte une 
redondance fonctionnelle et une redondance structurale (tâche de degré 5) qui améliore l’accessibilité 
à la zone d’opératoire. 

 

Figure 1-34 : Le robot Da Vinci composé de 4 bras à 7 ddls 

Dans le domaine de la chirurgie mini-invasive, de nouvelles architectures sont développées dont un 
premier exemple est un bras à 8 ddls composé d’un robot anthropomorphe à 6 ddls portant un 
actionneur à 2 ddls [Mayer et al. 2005] (Figure 1-35a). On trouve également des architectures plus 
innovantes comme les bras à 7 ddls du robot Raven [Rosen et al. 2011] (Figure 1-35b) qui, par rapport 
au robot Da Vinci, propose des bras plus légers (environ 20kgs) équipés d’une commande en effort. 
Un autre exemple concerne le Robot Miro à 7 ddls [Hagn et al. 2009] dont l’architecture est inspiré du 
bras humain (Figure 1-35c).  

  

Figure 1-35: 2 robots à 8 ddls [Mayer et al. 2005] (a), robot Raven à 7 ddls [Rosen et al. 2011] 
(b), robot Miro à 7 ddls [Hagn et al. 2009] (c) 

Le robot Amadeus [3Dlivesurgery 2012] propose quant à lui, en lieu et place du poignet sphérique, 
un système de trompe pour une meilleure adaptation à l’espace de travail. Amadeus est encore en 
cours de développement (Figure 1-36a). Le robot Sofie [Van den Bedem et al. 2010] encore à l’étude, 
se compose d’une sous-structure anthropomorphe à 5 ddls portant deux bras opérants à 6 ddls 
composées d’une chaîne fermée à parallélogramme. Ce haut degré de redondance permet de trouver 
une direction d’approche optimale des deux bras opérants (Figure 1-36b). 

 

Figure 1-36: Amadeus [3Dlivesurgery 2012] (a), Sofie [Van den Bedem et al. 2010] (b)  
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Un autre exemple concerne le Cyberknife [Cyberknife 2013] développé par Accuray pour le 
traitement de tumeurs, qui dispose d’un bras anthropomorphe à 6 ddls synchronisé avec une table à 6 
ddls appelé Robocouch. Cette architecture facilite l’orientation du patient positionné sur le 
Robocouch. Les développements récents concernent une optimisation temporelle de la trajectoire afin 
de réduire ainsi les temps de traitements, optimiser l’homogénéité du traitement, etc. [Dieterich et 
Gibbs 2011].  

   

Figure 1-37 : Cyberknife à 12 ddls pour la radiochirurgie [Cyberknife 2013] : architecture 
générale (a) ; facilité de réorientation autour du patient (b)  

1.7 Apport de la redondance en usinage robotisé 

De nombreux travaux concernant l’amélioration du comportement des structures robotiques soumis 
à de fortes sollicitations générées par le procédé de coupe, portent sur la gestion de redondance 
fonctionnelle ou l’ajout de redondances structurales. Dans la suite, nous présentons quelques 
applications d’utilisation de ces redondances.  

1.7.1 Redondance fonctionnelle 

Dans le cadre de l’usinage 5 axes, la dimension de l’espace de la tâche ET est de degré 5 et l’emploi 
courant de robot manipulateur à 6 ddls introduit une redondance fonctionnelle caractérisée par la 

reconfiguration du robot autour de l’axe de la broche d’usinage d’angle ∆ (Figure 1-38a). La 
redondance fonctionnelle permet par exemple de diminuer les sollicitations sur les actionneurs avec 
l’utilisation d’une optimisation monocritère [Zanchettin et al. 2011]. 

        

Figure 1-38 : Minimisation des couples induits [Zanchettin et al. 2011](a), usinage sur pièce en 
bois [Xiao et al. 2010] (b)  

D’autres travaux gèrent la redondance fonctionnelle par une optimisation multicritère [Xiao et al. 
2010 ; Xiao et al. 2012] appliquée à l’usinage de pièce en bois (Figure 1-38b). Les critères pris en 
compte dans l’optimisation concernent l’évitement des singularités (Figure 1-39a, b), l’éloignement 
des butées articulaires et la définition de pose plus adaptée à l’opération (Figure 1-39c, d). 
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Figure 1-39: Optimisation du comportement : éloignement de la singularité (a et b), amélioration du 
comportement (c et d) [Xiao et al. 2010] 

L’optimisation consiste à balayer le domaine de variation de l’angle ∆ pour garantir un minimum à 
la fonction objectif sur l’ensemble de la trajectoire (Figure 1-40). La couleur bleue représente une 
configuration pertinente pour l’architecture et à l’inverse, les couleurs jaune/rouge définissent les 
configurations à éviter. L’objectif est ensuite de définir une trajectoire continue passant par les zones 
où la fonction objectif est minimale (Figure 1-40). 

 

        

Figure 1-40: Utilisation de la redondance fonctionnelle pour la planification de trajectoire  

D’autres auteurs introduisent un critère de rigidité visant à minimiser les déviations de l’outil vis-à-vis 
des efforts de coupes [Dumas et al. 2012, 2013 ; Caro et al. 2013]. Les zones en rouge de la 
Figure 1-41 sont les configurations impactant fortement la déviation de l’outil. L’optimisation de la  
trajectoire est basée sur l’utilisation d’un algorithme génétique. 

 

 

Figure 1-41 : Redondance fonctionnelle (a), évaluation de la déviation et trajectoire minimisant la 
fonction objectif (b) [Caro et al. 2013], évaluation du critère RTR [Zargarbashi et al. 2012] (c)  

De la même manière, Zargarbashi [Zargarbashi et al. 2012] introduit le critère RTR (Robot 
Transmission Ratio) prenant en compte à la fois la performance cinématique et mécanique du robot 
manipulateur  (Figure 1-41c). 
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1.7.2 Redondance structurale 

L’utilisation de la redondance structurale est une solution largement développée dans 
l’amélioration des capacités des structures robotiques, cependant, l’augmentation du nombre de 
liaisons compliquent la transformation géométrique, et peut dégrader le comportement en rigidité 
statique et dynamique [Cobet 2002]. La solution la plus répandue consiste à introduire des 
redondances réparties entre l’effecteur et la pièce.  

Un premier exemple d’application concerne l’ajout d’une table berceau à 1 ddl non synchronisée, 
associée à la structure hybride PKM Exechon à 5 ddls. Celle-ci permet d’une part de positionner le 
trajet outil dans une zone de rigidité maximale du robot (zone centrale de la table) [Pateloup 2011] 
(Figure 1-42a) puis d’optimiser la trajectoire afin de minimiser le temps des trajets hors matières 
(Figure 1-42b).  

  

Figure 1-42: Configuration de la table dans une posture de bonne rigidité de l’effecteur (a), 
optimisation du posage minimisant le temps de déplacement hors-matière (b) [Pateloup 2011] 

Dans le cas de l’usinage de pièces de grandes ou très grandes dimensions, la solution couramment 
retenue consiste à positionner l’effecteur sur un track linaire à 1 ddl (Figure 1-43a) ou lui associer 
plusieurs mobilités (Figure 1-43b). Pour plus de détails et d’exemples d’applications, le lecteur pourra 
consulter le site d’intégrateur PKM Tricept [PKM 2013].  

 

 

 

Figure 1-43: Opération de fraisage robotisé sur gouverne d’avion (a), 
 cellule robotisée à 8 ddls (b) 

D’autres applications proposent une répartition des redondances entre l’effecteur (porté par un 
track) et la pièce (montée sur table rotative) (Figure 1-44). Ces cellules à 8 ddls disposent d’une 
redondance totale de degré 3, une redondance fonctionnelle caractérisée par la reconfiguration de 

l’effecteur d’angle ∆ autour de l’axe de la broche et de 2 redondances structurales. Dans le premier 
exemple (Figure 1-44a), l’optimisation intègre des critères d’éloignement de la singularité du poignet 
et du parcours de la trajectoire sans changement de configuration, utilisant le conditionnement de la 
matrice Jacobienne [Andres et al. 2011]. Dans le deuxième exemple (Figure 1-44), l’optimisation 
intègre des critères liés à l’amélioration de la performance cinématique (UGV, ponçage), à une 
configuration rigide de l’effecteur (jambes repliées) et la minimisation des couples induits par les 
efforts de coupe sur les axes du poignet [Robin et al. 2011]. 

(a) (b) 

Cellule composée de deux Robots PKM Tricept 
portés chacun par un track linéaire de 40m de long 

(a) (b) 
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Figure 1-44: Cellule à 8 ddls pour l’usinage de polystyrène [Andres et al. 2011] (a), cellule à 8 
ddls pour le parachèvement de pièces structurales en fonderie aluminium [Robin et al. 2011] (b). 

Pour l’application particulière développée dans le cadre du projet FP7 COMET, la broche est 
associée à une structure piézo à 3 ddls à faible débattement (0.5 mm) permettant de compenser la 
déflection du robot portant la pièce, soumis aux efforts de coupe (Figure 1-45a). Les essais montrent 
une amplitude de déflexion du robot de 0,06 mm suivant l’axe de la broche et la compensation de la 
trajectoire par ce système permet d’obtenir une précision d’usinage de 0,02 mm (Figure 1-45c) 
[Schneider et al. 2013]. Cette utilisation de la redondance répartie montre une approche pertinente 
dans l’amélioration de la capacité en précision de cette cellule. 

 
 
 

  

 

 

Figure 1-45 : Système piezo à 3 ddls portant la broche (a), cellule d’usinage (b), déplacement de la 
broche suivant l’axe X  et erreurs de précision obtenues (c) 

L’ajout de redondances structurales réparties permet d’améliorer très fortement la capacité spatiale 
des cellules, mais également les capacités cinématiques, mécaniques et de précision par la prise en 
compte de différents critères d’optimisation.  

1.8 Conclusion  

Ce premier chapitre présente le contexte et les contraintes associées à la robotisation d’opération de 
coupe à forte variabilité telle que la découpe de corps mous et à fortes sollicitations telle que l’usinage. 
Il est nécessaire de vérifier l’adéquation entre les opérations envisagées et les performances des robots 
en termes de volume de travail, d’accessibilité, de capacité cinématique, de rigidité et de précision. 
Cette adéquation est associée aux définitions de capabilités et d’espace géométrique, cinématique, de 
précision. L’étude des facteurs d’erreurs impactant l’exactitude et la répétabilité met en avant les 
éléments prépondérants à prendre en considération pour améliorer la précision. La prise en compte des 
contraintes montre une réduction forte de l’espace de travail lié au comportement anisotrope des 
robots dont les performances dépendent de la position instantanée.  

La solution retenue pour étendre cet espace de travail et améliorer les capacités des robots consiste 
à ajouter des redondances. La gestion de la redondance nécessite l’emploie de critères d’optimisation 
relatifs à l’architecture robotique (singularité, butée articulaire, etc.), aux capacités attendues 
(cinématique, mécanique, etc.) et à la prise en compte des sollicitations du procédé. L’amélioration de 

(a) 
(

b) 

(b) 

q7 

Usinage des attaques de coulée  

Ponçage des surfaces 

q8 
q7 

q8 

q7, q8, q9 

Robot 
portant 
la pièce 

Déflexion du robot  (a) (b) (c) 
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capacités (spatiale, cinématique, mécanique, de précision) des cellules robotiques par gestion de la 
redondance est illustrée au travers d’un ensemble d’exemples d’applications relatifs à la découpe de 
viande, à l’assistance opératoire médicale et à l’usinage.  

La problématique de ce travail de thèse est l’optimisation du comportement de cellules robotiques 
par gestion des redondances. Cela nécessite la modélisation des cellules, le choix d’une méthode 
d’optimisation et la définition de critères. Le deuxième chapitre présente la modélisation géométrique 
et cinématique de différentes cellules étudiées. Le troisième chapitre est consacré aux méthodes 
d’optimisation et à la définition des critères. Le quatrième chapitre présente les résultats de 
l’optimisation du comportement et des expérimentations relatives au désossage du jambon de porc et 
l’usinage.  
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2.Chapitre 2 
Modélisation de cellules robotisées redondantes 
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Ce second chapitre est consacré à la modélisation de cellules robotisées redondantes. La première 

partie présente l’architecture générale des cellules. Nous rappelons ensuite les éléments de 
modélisation basés sur la méthode TCS permettant d’obtenir les modèles géométriques et 
cinématiques. Le reste du chapitre est consacré à la modélisation de trois architectures de robot 
anthropomorphe et hybride à 6 ddls, puis aux cellules redondantes à 7, 9 et 11 ddls. 

2.1 Présentation des cellules 

Nous présentons tout d’abord l’architecture et les différents composants des cellules développées 
dans le cadre du désossage de jambon et de l’usinage.  

2.1.1 Cellule de désossage de jambon 

La cellule développée dans le cadre du projet SRDViand [Guire et al. 2010] implantée sur la 
plateforme technique de l’ADIV (Institut technique Agro-Industriel des filières viandes) comporte 
deux postes de travail. Le premier est dédié à la séparation en quartiers de demi-carcasse bovine et le 
second au désossage de jambon. La cellule est composée d’un robot anthropomorphe IRB 6620 à 6 
ddls intégrant une commande en effort, de deux magasins d’outils et de deux systèmes de contention 
(Figure 2-1). 

 

 

Figure 2-1 : Vue en perspective de la cellule (a), Configuration des deux postes de découpe (b) 

Magasin outils bovins Magasin outils désossage 

Système de 
contention 
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quartiers des 
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Le poste de désossage de jambon comporte un système de contention du jambon positionné 
verticalement. Il est entraîné par un axe externe piloté et synchronisé avec la baie de commande du 
robot. La cellule ainsi constituée comporte 7 ddls. La caractérisation des poses d’une trajectoire 
nécessitent 5 paramètres indépendants. L’espace des taches ET étant de dimension 5, la cellule dispose 
de 2 degrés de redondance, une redondance fonctionnelle d’angle ∆ défini dans le plan de coupe de la 
lame et d’une redondance structurale de paramètre articulaire q7 lié au système de contention du 
jambon.  

2.1.2 Cellule d’usinage robotisé 

La cellule d’usinage, implantée sur la plate-forme technique de l’AIP Primeca Auvergne à l’IFMA, 
sera composée à terme de deux robots positionnés en vis-à-vis servis par une table rotative portée par 
un track linéaire (Figure 2-2).  

 

Figure 2-2 : Vue en perspective de la cellule robotisée d’usinage  

Le robot IRB 6660 est un robot hybride à structure mécanique à parallélogramme à 6 ddls intégrant 
une commande en effort. Le second est un robot hybride PKM Tricept T606 à 6 ddls à sous-structure 
parallèle. L’ensemble porte pièce est constitué de la table rotative 2ddls type berceau portée par un 
track linéaire 1 ddl. Les axes externes sont synchronisés avec chacune des baies de commande des 
robots. Les deux postes de travail constituent des architectures à 9 ddls répartis entre l’effecteur et la 
pièce. L’espace des taches ET en usinage 5 axes étant de dimension 5, chaque poste dispose ainsi de 4 
degrés de redondance, une redondance fonctionnelle d’angle ∆ définie autour de l’axe de broche et de 
3 redondances structurales. Dans le cadre de l’intégration de cette cellule, nous introduisons également 
pour chaque poste, deux variables de positionnement suivant les axes X et Z du repère associé au 
centre du plateau de la table rotative RP par rapport au repère de base du robot R0. Nous considérons 
ces deux variables comme des degrés de liberté supplémentaires pour l’optimisation du 
positionnement. 

2.2 Eléments de modélisation 

Nous rappelons tout d’abord les bases théoriques de la méthode Travelling Coordinate System 
[Gogu et al. 1997] et les notations utilisées dans la définition des modèles géométriques et 
cinématiques. Dans le cadre de la modélisation d’architecture, la méthode de Denavit-Hartenberg 
[Hartenberg et al. 1964] et ses adaptations sont les plus couramment utilisées. Nous avons choisis 
d’adopter la formalisation TCS car son utilisation permet une simplification des calculs et apporte une 
plus grande souplesse des notations [Gogu et al. 1997].  

On considère que sont initialement connus le type de paires cinématiques (axe de rotation ou 
translation) et la position relative des différents axes (perpendiculaires ou parallèles). Les deux 
dimensions caractéristiques de chaque élément cinématique i sont notées : 

y 

PKM Tricept T606 IRB 6660 

Track linéaire 

Table rotative deux axes 

x 

z 

x 

y 
z 
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- ai : distance définie sur l’axe de la paire (i-1,i) appelée excentricité de l’élément i (Figure 
2-3a) 

- bi : distance définie sur la direction de la normale commune aux axes des paires (i-1, i) et (i, 
i+1) appelée longueur de l’élément i (Figure 2-3b et Figure 2-3c) 

L’ensemble de ces données sont alors définies sur les différents schémas cinématiques suivants 
(Figure 2-3). 

 

Figure 2-3: Exemple de modélisation associée à la méthode TCS 

2.2.1 Modèle géométrique direct 

Par définition, le modèle géométrique direct est l’ensemble des relations qui permettent d’exprimer 
la situation de l’effecteur en fonction des coordonnées articulaires. Considérons un robot à n degré de 
mobilité possédant un espace opérationnel de dimension m, on définit  fMGD comme une application 
telle que : 

mn
MGD RRf →:             (2-1) 

En considérant que x représente les coordonnées opérationnelles et qi sont les coordonnées 
articulaires, nous pouvons écrire :        

),...,( 21 nMGD qqqfx =                    (2-2) 

Un ensemble de systèmes de coordonnées sont attachés aux paires cinématiques. Ainsi, la position 
et l’orientation d’un système de coordonnées j (Oj xj yj zj) par rapport à un système de coordonnées i 
(Oixiyizi) est représenté par un opérateur homogène Aij défini par : 
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avec k le facteur d’échelle (égal à 1 pour les opérateurs homogènes utilisés dans ce manuscrit) 

[ ]
ijr0  le vecteur de position de l’origine du système j par rapport au système i tel que : 

 [ ] T
ziyixiijiij rrrOOr ][][0 ==           (2-4) 

(a) (b) (c) 
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[aij] est la matrice 3x3 des cosinus directeurs. Elle donne l’orientation des vecteurs unitaires du 
système de coordonnées j (i j, j j, kj) par rapport au système i (les projections des vecteurs unitaires du 
système de coordonnées j sur les axes du système de coordonnées i). Cette description permet de 
définir des opérateurs homogènes élémentaires Tx, Ty, Tz, Rx, Ry, Rz. Nous ne détaillons que Tx et Rx. 

- L’opérateur homogène Tx, représente une translation pure de direction x et de valeur dx : 
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- L’opérateur homogène Rx représentant une rotation pure autour de l’axe x et de valeur θx : 
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Dans la suite du manuscrit, nous adopterons les notations suivantes :  

- C21 = cos (φ21),  
- S21 = sin (φ21),  
- C321 = cos (φ21+ φ32),  
- S321=sin (φ21+ φ32). 

Les trajectoires sont définies par un ensemble de poses décrivant la position et l’orientation du 
point caractéristique de l’outil noté TCP (Tool Center Point). A0TCP représente la position et 
l’orientation du TCP associé à son repère 0TCPXTCPYTCPZTCP. Pour caractériser le décalage du point 
TCP par rapport au point O6, nous introduisons un opérateur homogène de translation, noté A6TCP pour 
définir la position de l’origine OTCP du repère associé au TCP par rapport au repère O6X6Y6Z6. Le 
modèle géométrique direct est alors la concaténation des différents opérateurs telle que : 
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xTCP, yTCP, zTCP représentent la position finale du TCP. a11 … a33 représentent les cosinus directeurs. 
Ils correspondent à l’orientation du repère associé au TCP dans le repère de référence.  

Représentation des orientations par les quaternions  

L’ensemble des robots utilisés dans nos applications sont des robots ABB dont la description de 
l’orientation des poses est basée sur l’emploi des quaternions. Nous rappelons ici les expressions de 
transformations des cosinus directeurs sous la forme de quaternions et réciproquement 
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Soit [ ]3210: ccccQ                         (2-9) 

L’expression des paramètres d’Euler appelés aussi paramètres d’Olindes-Rodrigues ou les 
composants du quaternion unitaire est donnée par:  

1
2

1
3322110 +++= aaac >0                    (2-10) 

La détermination des autres termes nécessitent une étude du signe : 

)1()(
2

1
33221123321 +−−−= aaaaasignec                    (2-11) 

)1()(
2

1
33221113312 +−+−−= aaaaasignec                   (2-12) 

)1()(
2

1
33221112213 ++−−−= aaaaasignec                   (2-13) 

Inversement, l’expression des cosinus directeurs à partir des quaternions est donnée par la matrice 
suivante : 
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2.2.2 Modèle géométrique inverse  

Le modèle géométrique inverse permet de déterminer les coordonnées articulaires à partir d’une 
situation donnée de l’organe terminal dans l’espace opérationnel. Il se définit par l’application : 

nm
MGI RRf →:  où )(xfq MGIi =                         (2-15) 

Pour le calcul du modèle géométrique inverse permettant de définir l’expression de coordonnée 
articulaire qi, nous ne prenons pas en compte l’opérateur A6TCP. Considérons l’opérateur A06  
représentant la position et l’orientation du point à la concourance des trois dernières liaisons pivot 
définie par : 

)(qA )(qA )(qA )(qA )(qA )(qA =A 65654543432321210106                                                     (2-16) 

Le calcul des cordonnées articulaires est basé sur la méthode de Paul [Paul 1981]. Soit U0 la 
position désirée représentant la position et l’orientation du centre du poignet : 
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En prémultipliant successivement les deux membres de l’équation par 1
1,

−
+iiA , les variables 

articulaires qi peuvent être successivement identifiées comme suit:  

56453423120
1

01 AAAAAUA =−         
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45 AUAAAAA =−−−−−                     

Dans le cas général, trois cas peuvent se présenter : 

- absence de solutions en raison de la limitation des degrés de liberté, des débattements 
articulaires et des paramètres géométriques, 

- infinité de solution si le robot est redondant vis-à-vis de la tâche ou dans une configuration 
singulière, 

- solutions en nombre fini. Il est possible de calculer toutes les configurations permettant 
d’atteindre une situation donnée. 

2.2.3 Modèle cinématique direct 

Le modèle cinématique direct (MCD) relie les vitesses articulaires aux vitesses de l’effecteur. Il est 
caractérisé par la matrice Jacobienne J : 

[ ] [ ]qJ
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ω
                      (2-19)   

vp
 vecteur vitesse de translation de l’élément final, exprimé dans le système de coordonnées p  

ωp  vecteur vitesse de rotation de l’élément final, exprimé dans le système de coordonnées p  

q&   le vecteur des vitesses articulaires 

[ ]h
p J  la matrice Jacobienne définissant la vitesse d’un point h de l’élément final du robot 

exprimé dans le système de coordonnée p. 

Il est d’usage de s’intéresser à la vitesse opérationnelle du point O6 ou OTCP de l’organe terminal et 
de l’exprimer dans le repère de base (p=0) ou dans le repère du TCP (p=TCP). La littérature présente 
différentes méthodes de calcul de la matrice Jacobienne par dérivation du MGD. Pour une architecture 
à n degrés de liberté, les matrices Jacobiennes utilisées sont généralement TCPJTCP ou 0JTCP. Cependant, 
si na est le nombre d’articulations, la matrice qui requiert le moins de calcul est donnée par : 
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Ainsi, dans le calcul de la Jacobienne d’un robot manipulateur à 6 ddls, le calcul de la matrice 3J3 

est la matrice qui requiert le moins de calcul. La matrice Jacobienne [ ]h
pJ  peut être calculée en 

utilisant la matrice Jacobienne canonique de type [ ]e
eJ  par [Gogu et al. 2004] : 
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et [ ]her∧  est la matrice du produit vectoriel associée au vecteur rhe=OhOe. Le passage du modèle 

géométrique direct au calcul des différentes colonnes de la matrice Jacobienne est donné dans [Gogu 
et al. 1997].       

2.3 Modèles géométriques et cinématiques des manipulateurs  

Cette section présente les modèles des 3 architectures de robots utilisés dans ce travail de thèse. 

2.3.1 Modèle du robot anthropomorphe à 6 ddls IRB6620 

 

Figure 2-4 : Modélisation d’un robot anthropomorphe à 6 ddls par la méthode TCS 

Le repère fixe est le repère (O0X0Y0Z0). On utilise les 6 angles de rotation (Figure 2-4) : 

- q1=φ10  angle de rotation autour de Z1 

- q2=φ21  angle de rotation autour de X2 

- q3=φ32  angle de rotation autour de X3 

- q4=φ43  angle de rotation autour de Y4 

- q5=φ54  angle de rotation autour de Z5 

- q6=φ65  angle de rotation autour de X6 

Les paramètres géométriques liés à l’architecture du robot sont décrit par : 

- b1 longueur de la normale commune entre les axes des deux liaisons adjacents à l’élément 1 
- b2 longueur de la normale commune entre les axes des deux liaisons adjacents à l’élément 2  
- b3 longueur de la normale commune entre les axes des deux liaisons adjacents à l’élément 3  

- a4  décalage axial entre le centre de la liaison 4 et la liaison 5 suivant Y4 

- a6  et b6 représente les valeurs de décalage entre le centre du poignet et le point piloté de l’outil 
TCP, a6 est le décalage sur X6,  b6 est le décalage suivant Y6. 
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Modéle géométrique direct  

Le modèle géométrique direct est représenté par les transformations du repère de base O0X0Y0Z0 au 
repère outil TCP OTCPXTCPYTCPZTCP : 
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 (2-22) 

L’expression du MGD s’exprime par la concaténation de l’ensemble des opérateurs suivants : 
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              (2-23) 

Le calcul de A0TCP est le résultat de la multiplication matricielle des opérateurs élémentaires : 
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Le résultat est donné en Annexe 2-1. 

Modèle géométrique inverse  

Les équations permettant d’extraire les valeurs articulaires φ10 à φ65 sont basées sur la méthode de 
Paul. Celles-ci sont présentées en Annexe 2-1.   

Modèle cinématique direct  

La matrice Jacobienne J est calculée en utilisant les relations données par la méthode TCS en 

fonction des opérateurs homogènes calculés dans le MGD.  La détermination de TCP
TCPJ  nécessite de 

définir les opérateurs homogènes Ai,i+1[Gogu et al. 1997] définie par : 
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     (2-25) 

L’expression de TCP
TCPJ  est définie en Annexe 2-1 et vérifie la relation : 

T
TCP

TCP
TCP qqqqqqJx ][ 654321 &&&&&&& =                    (2-26) 

Calcul du déterminant  

Le calcul du déterminant de la matrice Jacobienne J permet de définir les poses singulières du robot 
manipulateur. Le calcul du déterminant nous donne : 

Det (J ) = -b2C54 (b3C32 + a4S32) (b1 + a4C321- b3S321 + b2C21)                                        (2-27) 

Ce déterminant est nul pour les 3 configurations suivantes : 

- C54 = 0                       (2-28) 
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- b3C32 + a4S32 = 0                     (2-29) 

- b1 + a4C321- b3S321 + b2C21 = 0                    (2-30) 

Ces trois configurations se situent dans l’espace de travail du robot (Figure 2-5). La première 
configuration appelée singularité du poignet correspond à l’alignement des axes des liaisons 4 et 6 
(Eq. 2-28). La seconde configuration appelée singularité du coude correspond au passage d’une droite 
par tous les axes des liaisons (Equation 2-29). Enfin, la dernière configuration correspond à 
l’intersection de l’axe de la première liaison avec le centre du poignet. Dans cette configuration, quatre 
axes de rotation s’intersectent (Equation 2-30).  

 

Figure 2-5 : Configurations singulières du robot sériel IRB 6620: singularité du poignet (a), 
singularité du coude (b), singularité de l’épaule (c) 

2.3.2 Modélisation du robot hybride à structure mécanique à parallélogramme IRB 
6660 

Le robot manipulateur considéré est composé de 9 liaisons et de 9 éléments (Figure 2-6a). Il 
comporte 6 liaisons actives de coordonnées q = [q1…q6] et 3 liaisons passives notées (qp1, qp2, qc1) 
(Figure 2-6b). Le modèle TCS est défini à la Figure 2-7. Le repère fixe est le repère O0X0Y0Z0. La 
modélisation est basée sur une architecture sérielle équivalente définie par les 6 rotations : 

- q1=φ10  angle de rotation autour de Z1 

- q2=φ21  angle de rotation autour de X2 

- q3=φ32  angle de rotation autour de X3 

- q4=φ43  angle de rotation autour de Y4 

- q5=φ54  angle de rotation autour de Z5 

- q6=φ65  angle de rotation autour de X6 

-  

 

Figure 2-6 : Robot hybride à structure mécanique à parallélogramme (a), graphe (b) 

(a) (b) (c) 

(a) (b) 

q1 

q2 ; q3 

qp1 

qp2 

q4 

q6 

q5 

qc1 
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Figure 2-7 : Modélisation de l’IRB6660 par la méthode TCS 

Les paramètres géométriques liés à l’architecture du robot sont les suivants : 

- b1 longueur de la normale commune entre les axes des deux liaisons adjacents à l’élément 1  
- b2 longueur de la normale commune entre les axes des deux liaisons adjacents à l’élément 2  
- b3 longueur de la normale commune entre les axes des deux liaisons adjacents à l’élément 3  
- a4 dimension sur l’axe 3-4 suivant Y3’=Y4 

 
Dans le cadre de notre application d’usinage, la broche outil est montée perpendiculairement à 

l’axe 6. Le point piloté TCP intègre les décalages a6 et b6.   

Modélisation du robot 

Le modèle géométrique direct est représenté par les transformations allant du repère O0X0Y0Z0 à 
OTCPXTCPYTCPZTCP : 
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 (2-31) 

32ϕ  représente la position articulaire de l’élément 3 par rapport à l’élément 2. Celle-ci est reliée 

aux positions articulaires par la relation : 

213132 ϕϕϕ −=                       (2-32) 

La modélisation géométrique du robot est alors : 
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Le modèle est donné en Annexe 2-2. 

Modèle géométrique inverse 

La résolution du modèle géométrique inverse est similaire au modèle présenté précédemment et 
intègre la relation : 

213231 ϕϕϕ +=                       (2-34) 

Le modèle est donné en Annexe 2-2. 

Modèle cinématique direct 

Le modèle cinématique direct est similaire au modèle précédent et intègre la relation : 

213132 ϕϕϕ &&& −=                       (2-35) 

Le modèle est donné en Annexe 2-2 et vérifie la relation : 

T
TCP

TCP
TCP qqqqqqJx ][ 654321 &&&&&&& =                    (2-36) 

où 212 ϕ&& =q  et 313 ϕ&& =q          (2-37) 

Calcul du déterminant 

Nous calculons le déterminant afin de déterminer les positions singulières. Le calcul du 
déterminant nous donne : 

Det (J ) =-b2C54 (b3C32 + a4S32) (b1 + a4C321- b3S321 + b2C21)                (2-38) 

Ce déterminant est nul pour les 3 configurations suivantes : 

- C54 = 0                       (2-39) 

- b3C32 + a4S32 = 0                     (2-40) 

- b1 + a4C321- b3S321 + b2C21 = 0                    (2-41) 

 

 

Figure 2-8 : Configurations singulières l’IRB 6660 : singularité du poignet (a), singularité du 
coude (b), singularité de l’épaule non atteignable (c) 

(a) (b) (c) 
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Comme précédemment, ces trois configurations correspondent aux singularités du poignet, du 
coude et de l’épaule. La singularité du poignet, présentée à la Figure 2-8a, correspond à l’alignement 
des liaisons 4 et 6. La singularité du coude correspondant au passage d’une droite par tous les axes des 
liaisons motorisées se produit au voisinage des butées articulaires des liaisons 2 et 3 (Figure 2-8b). 
Enfin, la singularité de l’épaule n’est pas atteignable par le robot de part la limitation des butées 
articulaires et la configuration physique du robot (Figure 2-8c). 

2.3.3 Modélisation du robot hybride à sous-structure parallèle : PKM Tricept T606 

Le PKM Tricept T606 se compose d’une sous-structure parallèle à 3 ddls portant un poignet sériel 
à 3 ddls (Figure 2-9a).  

   

 

Figure 2-9 : Schéma cinématique (a), Sous-structure parallèle et coordonnées sphériques (b)  

La sous-structure parallèle se compose de trois jambes actionnées par des vérins électriques et 
d'une jambe passive. Cette structure est équivalente à une chaine cinématique sérielle avec 2 liaisons 
pivot d’axe concourant (la liaison joint de cardan associée à la jambe passive et la liaison glissière de 
la jambe passive). Les avantages mécaniques de cette architecture ont été définis par Caccavale 
[Caccavale et al. 2000] mettant en avant la dissociation de la fonction motrice de la fonction de 
guidage. En effet, le guidage, réalisé par la jambe passive, est dimensionné pour supporter de grandes 
charges alors que la motricité est assurée par les trois actionneurs prismatiques q1, q2 et q3. La jambe 
passive impose que la plate-forme mobile reste tangente à une sphère dont le centre correspond à la 
liaison cardan de celle-ci et le rayon a pour valeur la longueur sortie de la jambe passive. Cela permet 
d’exprimer le positionnement du centre de la plateforme mobile dans l’espace à partir des coordonnées 

sphériques définies à partir de deux angles α, β et la distance r  (Figure 2-9). Le modèle sériel 
équivalent du robot manipulateur possède 6 paramètres articulaires : α, β, r, q4, q5, q6. Il est nécessaire, 
afin de déterminer complètement le modèle d’écrire les relations entre q1, q2 et q3 et α, β et r. Ces 
relations sont [Caccavale et al. 2000] : 
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Figure 2-10 : Modélisation du Tricept par la méthode TCS (a) – Vue du tricept (b)  

Le repère fixe est le repère (O0X0Y0Z0).  La modélisation intègre les paramètres: 

- q1=φ10  correspond à α, angle de rotation autour de Y0 

- q2=φ21  correspond à β, angle de rotation autour de Z1 

La translation correspond à l’allongement de la jambe passive : 

- q3=r 32 corresponds à r, valeur de translation suivant X2 

Les trois rotations du poignet s’expriment : 

- q4=φ43  angle de rotation autour de X3 

- q5=φ54  angle de rotation autour de Y4 

- q6=φ65  angle de rotation autour de Z5 

- a4  est la dimension sur l’axe 3-4 suivant X3’=X4 

Dans le cadre de cette application, la broche d’usinage est montée perpendiculairement à l’axe 6. 
Le point piloté TCP intègre les décalages a6 et b6. 

Modélisation du robot 

Le modèle géométrique direct est représenté par les transformations allant du repère O0X0Y0Z0 au 
repère outil OTCPXTCPYTCPZTCP : 
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Nous avons introduit également une rotation pure )
2

('6

Π−x

TCPR  afin d’orienter l’axe ZTCP sortant de la 

broche. En effet, celui-ci est défini ainsi dans le modèle de commande du robot. Le modèle 
géométrique peut alors s’écrire : 
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L’expression de A0TCP est donné en Annexe 2-3 

 

(a) (b) 
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Modèle géométrique inverse 

Afin de déterminer la pose de l’effecteur dans l’espace par rapport à un repère donné, la pose est 

décrite par les termes xTCP, yTCP, zTCP, zyx θθθ ,,  [Robin 2007]. La position du point de concourance du 

poignet est obtenue en utilisant la position et l’orientation de l’outil : 

[ ]Tppp zyxp 03030303 = = [ ]6606 0 abRPTCP −                           (2-47) 

[ ]TTCPTCPTCPTCP zyxP =                                  (2-48) 

La position du point de concourance permet de déterminer les valeurs α, β, r avec la relation : 

[ ]TrSCrSCrCp ββαβα=03                     (2-49) 

Les valeurs de α, β, r permettent de déterminer la matrice de position et d’orientation de la 
plateforme intermédiaire. Il faut déterminer à présent les valeurs articulaires du poignet. La matrice 
d’orientation de la plateforme est alors : 
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Il reste à présent à déterminer la position des axes du poignet. La position du point de concourance 
est utilisée pour obtenir les variables de la plateforme : 

06
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0336655443 .)()()( RRRRRR zyx −==ϕϕϕ                    (2-51) 
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R36  et en analysant 36436554 )()()( RRRR xzy ϕϕϕ −=                         (2-52) 

Après identification, les valeurs obtenues sont alors : 

- );(2arctan43 zy aa=ϕ          (2-53) 

- );(2arctan 434354 zyx aCaSa +−=ϕ         (2-54) 

- );(2arctan 4343434365 zyzy nSnCsSsC ++=ϕ       (2-55) 

Les calculs sont explicités dans l’annexe 2-3. 

La fonction arctan2 renvoie un angle γ tel que -π≤ γ≤ π. Afin d’assurer que la valeur corresponde à 
l’angle recherché, il suffit d’ajouter un angle n.π (n ∈ Ν). 

Modèle cinématique direct et inverse 

Le modèle cinématique direct est obtenu à partir de l’équation 2-46. Son expression est donnée 
dans l’annexe 2-3. 

T
TCP

TCP
TCP qqqrJx ][ 654 &&&&&&& βα=        (2-56) 

L’expression de la matrice Jacobienne TCPJTCP est donnée dans l’annexe 2-3. Cependant, il est 
nécessaire de retrouver les coordonnées articulaires du robot réel en reliant les vitesses articulaires des 
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actionneurs prismatiques [ ]321 qqq &&&  avec [ ]r&&& βα . La relation est la suivante [Siciliano et al. 

1999] : 

[ ] [ ]rJqqq A
T &&&&&& βα1

321
−=        avec       (2-57) 
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Calcul du déterminant 

Nous calculons le déterminant afin de déterminer les positions singulières. Le calcul du 
déterminant nous donne : 

Det (J) = C54 r32
2 β                      (2-58) 

Ce déterminant est nul pour les 3 configurations suivantes : 

- C54 = 0                       (2-59) 

- r32 = 0                       (2-60) 

- β = 0                       (2-61) 

Etant donné l’architecture du PKM Tricept T606 et ses limitations physiques, les conditions liées 
aux équations 2-60 et 2-61 sont inaccessibles dans l’espace de travail. Seule la singularité liée au 
poignet est à prendre en compte (Figure 2-11).  

 

Figure 2-11 : Configuration singulière du poignet  

2.4 Modélisation des cellules redondantes 

Nous présentons dans cette partie, l’ensemble des architectures redondantes développées. Pour 
cela, les modifications apportées au modèle du manipulateur sont développées afin d’intégrer les 
paramètres géométriques et les nouveaux degrés de liberté pilotables. 

 

 

Axe de la jambe passive 
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2.4.1 Cellule redondante à 7 ddls associée au robot anthropomorphe 

 

Figure 2-12 : Modélisation de l’architecture à 7ddls par la méthode TCS 

La mise en œuvre du modèle géométrique complet à 7 ddls est directe (Figure 2-12) : 

- q7=φ07 correspond à l’angle de rotation autour de Z7 correspondant à l’articulation 
supplémentaire. On lui associe la coordonnée articulaire q7. 

- b7 représente le paramètre architectural définissant la position du retourneur vis-à-vis du robot.  

L’opérateur homogène décrivant la rotation est alors )( 0770 ϕzR  et le positionnement du retourneur 

utilise l’opérateur homogène )( 7'00 bTx . Le modèle géométrique direct de la cellule s’exprime alors par : 
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                            (2-62) 

Le modèle géométrique inverse admet une infinité de solution. Sa résolution est réalisée à partir de 
la fixation des degrés de liberté supplémentaires liés aux redondances cinématiques. La matrice 
Jacobienne TCPJTCP vérifie la relation suivante : 

[ ]TTCP
TCP qqqqqqqJx 6543217 &&&&&&&&=                    (2-63) 

Le modèle cinématique direct est donné en Annexe 2-4. 

2.4.2 Cellule à 11ddls associée au robot hybride IRB6660 

Cette cellule intègre 5 ddls supplémentaires comprenant 3 déplaceurs cartésiens q7, q8 et q9 utilisés 
pour positionner au mieux la table rotative et 2 rotations q10 et q11 correspondantes aux mobilités de 
celle-ci (Figure 2-13). 
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Figure 2-13 : Modélisation de l’architecture à 11 ddls par la méthode TCS 

Afin de ne pas décaler les notations, les articulations supplémentaires notées q7 à  q11 sont placées 
en début de chaîne. La mise en œuvre du modèle géométrique complet à 11ddls est directe et inclue les 
paramètres suivants :  

- q7=d07 correspond à la distance suivant Y7. On lui associe la coordonnée articulaire q7  
- q8=d78 correspond à la distance suivant X8. On lui associe la coordonnée articulaire q8 
- q9=d89 correspond à la distance suivant Z9. On lui associe la coordonnée articulaire q9 
- q10=φ910 correspond à l’angle de rotation autour de Y10. On lui associe la coordonnée 

articulaire q10 
- q11=φ1011 correspond à l’angle de rotation autour de X11.On lui associe la coordonnée 

articulaire q11 
- b7 et a1 représentent le paramètre architectural définissant la position de la table rotative vis-à-

vis du robot.  

5 opérateurs homogènes sont alors introduits : 

- A1110 est un opérateur de rotation sur l’axe X11 
- A109 est un opérateur de rotation sur l’axe Y10 
- A98 est un opérateur de translation sur l’axe Z9 
- A87 est un opérateur de translation sur l’axe X8 
- A70 est un opérateur de translation sur l’axe Y7 

Le modèle géométrique direct de la cellule s’exprime alors par : 
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Les résultats du modèle géométrique direct sont donnés en Annexe 2-5. La matrice Jacobienne 
TCPJTCP associé au modèle géométrique direct vérifie la relation suivante : 
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[ ]TTCP
TCP qqqqqqqqqqqJx 6543217891011 &&&&&&&&&&&&=                 (2-65) 

La matrice Jacobienne TCPJTCP  est donnée en Annexe 2-5. Ce modèle sert à optimiser le 
positionnement global des redondances structurales que nous développons au Chapitre 4. La 
planification optimisée des trajectoires est basée sur un modèle à 9 ddls dont les valeurs q7 et q8 sont 
fixées. Le modèle géométrique direct est alors le suivant : 
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    (2-66) 

La matrice Jacobienne TCPJTCP associée à ce modèle vérifie la relation suivante : 

[ ]TTCP
TCP qqqqqqqqqJx 654321789 &&&&&&&&&&=                  (2-67) 

L’expression de TCPJTCP  est donnée en Annexe 2-5. 

2.4.3 Cellule à 11 ddls associée au robot PKM Tricept 

Comme précédemment, cette cellule intègre 5 ddls supplémentaires comprenant 3 déplaceurs 
cartésiens q7, q8 et q9 et 2 rotations q10 et q11 (Figure 2-13). 

 

 

Figure 2-14 : Modélisation de l’architecture à 11 ddls par la méthode TCS  

Afin de ne pas décaler les notations, les articulations supplémentaires notées q7 à q11 sont placées en 
début de chaîne. La mise en œuvre du modèle géométrique complet à 11 ddls est directe.  

- q7=d07 correspond à la distance suivant Y7. On lui associe la coordonnée articulaire q7  
- q8=d78 correspond à la distance suivant X8. On lui associe la coordonnée articulaire q8 
- q9=d89 correspond à la distance suivant Z9. On lui associe la coordonnée articulaire q9 
- q10=φ910 correspond à l’angle de rotation autour de Y10, associé la coordonnée articulaire q10. 
- q11=φ1011 correspond à l’angle de rotation autour de X11. associé la coordonnée articulaire q11. 
- b7 et a1 représentent le paramètre architectural définissant la position de la table rotative vis-à-

vis du robot.  

5 opérateurs homogènes sont alors introduits : 
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- A1110 est un opérateur de rotation sur l’axe X11 
- A109 est un opérateur de rotation sur l’axe Y10 
- A98 est un opérateur de translation sur l’axe Z9 
- A87 est un opérateur de translation sur l’axe X8 
- A70 est un opérateur de translation sur l’axe Y7 

Le modèle géométrique direct de la cellule s’exprime alors par : 
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Les résultats du modèle géométrique direct sont donnés en Annexe 2-6. La matrice Jacobienne 
TCPJTCP associé au modèle géométrique direct vérifie la relation suivante : 

[ ]TTCP
TCP qqqqqqqqqqqJx 6543217891011 &&&&&&&&&&&&=                 (2-69) 

La matrice Jacobienne TCPJTCP est donnée en Annexe 2-6. Ce modèle sert à optimiser le 
positionnement global des redondances structurales que nous développons au Chapitre 4. La 
planification optimisée des trajectoires est basée sur un modèle à 9 ddls dont les valeurs q7 et q8 sont 
fixées. Le modèle géométrique direct est alors le suivant : 
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La matrice Jacobienne TCPJTCP associée à ce modèle vérifie la relation suivante : 

[ ]TTCP
TCP qqqqqqqqqJx 654321789 &&&&&&&&&&=                  (2-71) 

L’expression de TCPJTCP  est donnée en Annexe 2-6. 

2.4.4  Synchronisation des articulations 

Les cellules robotisées redondantes présentées sont construites dans un repère atelier qui positionne 
d’une part le repère de base O0X0Y0Z0  des manipulateurs à 6 ddls et le repère associé à la table rotative 
(Figure 2-15). Afin de synchroniser l’ensemble des articulations, le mouvement est décrit en 
considérant le repère d’observation attaché au repère de la table et non au repère atelier. On réalise 
ainsi une inversion cinématique du mouvement par rapport à la table et l’observateur est déplacé du 
sol sur la table. Les schémas cinématiques équivalents de nos architectures sont présentés à la Figure 
2-15. 
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Figure 2-15 : Inversion du mouvement  

2.5 Conclusion 

Dans ce chapitre, nous avons présenté la modélisation des différentes architectures basée sur la 
formalisation TCS. Nous avons présenté tout d’abord la résolution des modèles géométriques et 
cinématiques de trois architectures de robot à 6 ddls, un robot anthropomorphe, un robot hybride à 
structure mécanique à parallélogramme IRB 6660 et un robot hybride à sous-structure parallèle PKM 
Tricept T606. Le robot Tricept, de par son architecture particulière intégrant une jambe passive, 
permet une définition analytique des modèles par l’expression des mobilités de la sous-structure 
parallèle en coordonnées sphériques.  Nous avons développé ensuite les modèles des différentes 
architectures redondantes à 7, 9 et 11 ddls. La résolution des modèles inverses des architectures 
redondantes nécessite le choix de méthodes de résolution et la définition de critères que nous 
développons au chapitre 3. 
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Ce troisième chapitre est consacré à la démarche de résolution de la redondance. La première partie 

présente les méthodes de résolution et une analyse comparative de leurs performances. Nous montrons 
en particulier que la méthode retenue, basée sur le gradient projeté est bien adaptée à notre 
problématique. Nous présentons dans la deuxième partie la formalisation de la résolution de la 
redondance vue comme un problème d’optimisation sous contraintes ainsi que la fonction objectif 
construite par agrégation de critères pondérés. La troisième partie est consacrée à la présentation des 
différents critères retenus dont certains sont liés plus spécifiquement à la prise en compte des 
contraintes des procédés. La dernière partie présente les fonctionnalités de l’outil d’optimisation 
développé.  

3.1 Résolution de la redondance 

Un certain nombre de méthodes d’optimisation ou de contrôle d’architecture redondante existe 
[Nenchev 1989 ; Bidaud 2009 ; Chiaverini et al. 2009 ; Yahya 2011]. Les méthodes les plus 
couramment utilisées sont listées ci-dessous : 

- Pseudo-inverse de Moore Penrose [Whitney 1969 ; Whitney 1972] 
- Moindres carrés amortis de Wampler ou avec pondération [Wampler 1986 ; Nakamura et al. 

1986] 
- Projection sur le noyau [Le Boudec et al. 2006 ; Guire et al. 2010 ; Andres et al. 2011 ; Huo et 

al. 2011 ; Robin et al. 2011] 
- Augmentation de la tâche ou Jacobienne étendue [Park et al. 2001 ; Tchoń et al. 2009 ; Singla 

et al. 2010] 
- Méthode approchée [Wang et al. 2010 ; Xu et al. 2010 ; Xiao et al. 2010 ; Xiao et al. 2012] 
- Algorithmes génétiques [Graça Marcos et al. 2006 ; Graça Marcos et al. 2009 ; Vosniakos et 

al. 2009 ; Dumas et al. 2011] 

Ces méthodes sont soit locales et permettent l’optimisation du comportement de l’architecture à 
une pose donnée, soit globales et permettent de déterminer une solution pour l’ensemble des poses 
mais sont plus complexes à mettre en œuvre. Nous introduisons dans cette première partie les 
méthodes de gestion de la redondance. 
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3.1.1 Pseudo-inverse de Moore-Penrose LN (Least Norm) 

Le pilotage des actionneurs se faisant dans l’espace articulaire EA, pour un mouvement défini dans 
l’espace cartésien EO, il est nécessaire d’inverser l’équation suivante : 

qJx && =            (3-1) 

Lorsque J est carrée, non singulière, on a : 

xJq && 1−=            (3-2) 

Dans le cas d’une architecture redondante, la matrice Jacobienne J n’étant pas carrée, la pseudo-
inverse de J, notée J+ peut être exploitée : 

1)( −+ = TT JJJJ           (3-3) 

On a alors : 

xJq && +=    avec    1)( −+ = TT JJJJ        (3-4) 

Cette écriture correspond à la solution q&  de norme euclidienne minimale, c’est à dire minimisant le 

produit qqT && [Whitney 1969]. Cette expression ne garantie pas :  

•  le respect des performances cinématiques,  
•  la gestion du manipulateur dans un environnement contraint,  
•  l’adaptation du comportement de l’architecture au voisinage de configurations singulières. 

En effet, au voisinage de singularité, les solutions sont incompatibles avec la commande car elles 
impliquent un mouvement trop important de certains axes. Les méthodes telles que les moindres carrés 
amortis de Wampler [Wampler 1986] ou moindres carrés avec pondération proposés par Nakamura 
[Nakamura et al. 1986] ont pour objectif de limiter les vitesses articulaires proches d’une singularité 
afin d’éviter les décrochements. Trois alternatives existent et la première peut se formuler comme suit 
(Equation 3-4, 3-5, 3-6) : 

h)JJI(xJq nxnW
++ −+= &&       avec      x)JJW(JWJ 1T1T1

W &−−−+ =    (3-5) 

Cette première formulation noté WLN (Weighted Least Norm) permet de minimiser la fonction 

qWqT &&  [Whitney 1969]. Si la matrice W choisie est la matrice d’inertie, alors cette écriture permet de  

minimiser l’énergie [Whitney 1972]. On trouve aussi : 

h)JJI(xJq nxn
++ −+= && λ         avec      12TT )IJJ(JJ −+ += λλ    (3-6) 

Cette seconde formulation intègre un facteur λ d’amortissement permettant de franchir les poses 

singulières et d’assurer une bonne précision aux voisinages de la singularité [Chiaverini et al. 2009]. 
Enfin, on trouve aussi : 

h)JJI(xJq nxn#
++ −+= &&        avec         WJ)J+WW(JJ 1

T1-
21

T
# =+    (3-7) 

Cette dernière formulation intègre deux matrices W1 et W2 définies positives, de pondération et 
d’amortissement, permettant d’assurer une bonne précision et un bon comportement proche de la 
singularité.  

Pour la gestion des redondances, la méthode généralement retenue consiste à utiliser la pseudo-
inverse à droite J+ de Moore-Penrose avec terme d’optimisation [Liegeois 1977]. On obtient ainsi 
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d’une part une solution qui minimise les vitesses articulaires, et d’autre part, cela permet d’adjoindre 
un ensemble de critères par l’intermédiaire du vecteur z. La formulation générale est la suivante : 

zJJIxJq

hJ
43421

&& )( ++ −+=          (3-8) 

Avec I, la matrice identité de dimension n et Jh la matrice de projection de z sur le noyau de J. Cette 
relation peut également s’écrire : 

 

hp qqq &&& α+=           (3-9) 

où
pq&  est la solution particulière minimisant la norme des vitesses articulaires 

2
q&  et hq&  est la 

solution homogène de l’équation appelée aussi terme d’optimisation. Le paramètre α est un gain 
permettant de moduler les objectifs de minimisation des vitesses et la solution homogène. Les vitesses 
articulaires et opérationnelles sont liées par l’application linéaire exprimée pour une configuration 
articulaire donnée par la matrice Jacobienne J. Cette application agit de l’espace articulaire EA vers 
l’espace opérationnel EO avec : 

dim EA =  dim (EO ) + dim Ker ( J )         (3-10) 

Dans le cas de robots non redondants, la dimension de l’espace articulaire EA est la même que la 
dimension de l’espace image qui est l’espace opérationnel EO. Tout déplacement ou combinaison de 
déplacements dans l’espace articulaire provoque un déplacement dans l’espace opérationnel et la 
dimension du noyau de l’application linéaire est nulle. Cependant, pour les robots redondants, la 
dimension de l’espace articulaire est supérieure à la dimension de l’espace opérationnel. La dimension 
du noyau est non nulle et égale au degré de redondance. Cela signifie que tout déplacement articulaire 
appartenant au noyau de l’application modifie la configuration du robot sans modifier la pose de 
l’effecteur. Cette propriété est très importante pour la suite de nos travaux car elle fait apparaitre la 
notion de reconfiguration interne appelée self-motion. Ainsi, un premier terme pouvant être exploité 
pour l’optimisation peut se définir après discrétisation comme : 

z)JJI(dq +−=           (3-11) 

3.1.2 Méthode du gradient projeté GPM (Gradient Projection Method) 

Considérons )(qΦ une fonction scalaire définie positive et Φ∇  le gradient associé. Φ∇ décrit la 

direction de croissance ou décroissance de la fonction )(qΦ . La projection de ce gradient sur le noyau 

de J permet de ne pas affecter la solution principale. La solution homogène s’écrit alors : 

Φα ∇−= + )JJI(dq  avec    
T

nqq 








∂
∂

∂
∂=∇ ΦΦΦ ...

1

     (3-12) 

Si cette première méthode d’optimisation locale des poses s’applique bien à notre problématique 
[Guire et al. 2011; Robin et al. 2011; Andres et al. 2012], les limites suivantes ont été mises en avant : 

- observation de l’amélioration et de la dégradation simultanée de critères, 
- choix de la magnitude du mouvement interne caractérisé par le coefficient α [Wang et al. 

2010], 
- optimisation du comportement ne garantissant pas de trouver une solution optimale [Graça 

Marcos et al. 2011]. 
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Afin d’enrichir cette méthode, des adaptations ont été proposées pour rendre plus pertinentes son 
utilisation. La première concerne la mise en œuvre d’une pondération variable [Lee et al. 2005] avec 
la dominance de certains critères afin d’optimiser seulement les critères prépondérants (butée, 
singularité, critères liés à la tâche par ordre de priorité). La seconde consiste en l’ajustement du 
coefficient α afin de moduler la contribution du gradient. 

•  Utilisation d’un ajustement variable du coefficient α 

Le choix du coefficient α doit être modulable pendant l’optimisation lorsque le degré de 
redondance devient important ou que l’architecture est très agile avec des fluctuations importantes 
dans l’évaluation des critères. En effet, si la valeur du coefficient α est trop faible, les critères 
supplémentaires sont alors pris en compte lorsque le gradient de Φ∇  est important. Cela peut 
impliquer par exemple un non évitement des butées. A l’inverse, si la valeur du coefficient α est trop 
fort, des oscillations peuvent se produire [Chan et al. 1995]. Dans la littérature,  les valeurs minimales 
et maximales de α doivent respecter les conditions suivantes [Lee et al. 2006] : 

{ }ihipminiihipmaximaxi q/)qq(,q/)qq(min &&&&&& −−=α       (3-13) 

{ }ihipminiihipmaximini q/)qq(,q/)qq(max &&&&&& −−=α       (3-14) 

ipq& et ihq& sont définis à l’équation 3-9 associée à l’articulation i. Les valeurs de minα  et maxα  sont 

alors données par : 

{ };...;min max2max1max ααα =   et  { };...;max min2min1min ααα =   (3-15) 

Une solution  consiste à utiliser un gain régit par la loi d’Armijo permettant à la valeur α de 
s’ajuster à la norme du gradient [Chiaverini et al. 2009]. Pour cela, la solution consiste à borner une 
fonction g(α) telle que (Figure 3-1) : 

- Pour que α ne soit pas trop grand :    

αεα )0(')0()( ggg +≤  avec 10 << ε        (3-16) 

- Pour que α ne soit pas trop petit :  

ηαεηα )0(')0()( ggg +>  avec 1>η        (3-17) 

En pratique, on définit une première valeur de α. Si cette valeur satisfait les équations, α est 
augmenté de η  (η =2 et ε=0.2 est souvent utilisé) jusqu’à ne plus satisfaire les conditions. Si la valeur 

de α n’est pas satisfaite, α est alors divisée par η  [Luenberger 2003].  

 

Figure 3-1 : Représentation du domaine acceptable pour le choix de α [Luenberger2003].   

g 

g(0)+ε g’(0)α 

α 
Zone acceptable 

g(0)+ε g’(0)ηα 
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3.1.3 Méthode de décomposition 

La méthode de décomposition utilise la projection sur le noyau et permet de hiérarchiser les critères  
[De Luca et al. 1990]. En considérant comme précédemment la formulation : 

zJJIxJq )( ++ −+= α&&          (3-18) 

La tâche secondaire à réaliser s’exprime sous la forme : 

qJx && 11 =             (3-19) 

En reliant les expressions 3-18 et 3-19, nous obtenons : 

zJJIJxJJx )(111
++ −+= α&&         (3-20) 

soit 

*)
~~

()(
~

11111 zJJIxJJxJz +++ −+−= &&       avec       ).(
~

11 JJIJJ +−=      (3-21) 

z* étant un vecteur arbitraire du noyau de 1
~
J , pouvant être nul, l’expression précédente devient : 

)(
~

).( 111 xJJxJJJIxJq &&&& ++++ −−+= α        (3-22) 

Le terme d’optimisation permettant la résolution de la redondance s’exprime par : 

)(
~

).( 111 xJJxJJJIdq && +++ −−= α         (3-23) 

Cette méthode est un cas particulier de la méthode de Moore-Penrose avec terme d’optimisation.  

3.1.4 Méthode de décomposition du vecteur vitesse TDM (Twist Decomposition 
Méthod)  

Cette méthode propose de résoudre la redondance fonctionnelle de manière plus simple que par la 
méthode de projection sur le noyau [Huo et al. 2005]. Elle fait intervenir une décomposition du torseur 

des vitesses 2x3ℜ  en somme de deux sous-espaces complémentaires orthogonaux (Figure 3-2).  

 

Figure 3-2 : Interprétation cinématique de la décomposition du vecteur vitesse [Andres et al. 2012]  

Cette projection vérifie les propriétés suivantes : 

TT =2 , 1=+ ⊥TT , 0=⊥TT        (3-24) 

Même si cette décomposition peut s’appliquer aux vecteurs de 3ℜ , x&  est un vecteur de 6ℜ  et les 
propriétés suivantes font apparaître les inégalités : 

zTCP 

Décomposition du vecteur vitesse 
en deux sous-espaces orthogonaux ωτ 
et ωτ┴ 
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TxxT &&≠  et TxxT &&−≠⊥ 1         (3-25) 

Il est nécessaire alors d’inclure la projection du vecteur vitesse x&  sous forme de deux matrices 

diagonales T  et ⊥T  de dimensions 2x3ℜ   telles que : 
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10

01
1 ω     (3-26) 

où Mω est une projection dans 3ℜ  du vecteur vitesse de rotation et Mv est une projection dans 3ℜ  
du vecteur vitesse de translation. De cette manière, il est possible de décomposer le mouvement de 

l’organe terminal en deux composantes : τx& une composante dans le sous-espace des tâchesτ et ⊥τx&  

une composante dans le sous-espace des tâches⊥τ  tel que : 

xTxTxxx &&&&& )1( −+=+= ⊥ττ          (3-27) 

L’expression du MCI devient alors : 

44 344 2143421
&&

redondancelaàliétDéplacemen

x

tâchelaàliétDéplacemen

JzTIJxTJq )()( 66 −+= ++       (3-28) 

où z permet de satisfaire les contraintes associées à la gestion de la redondance fonctionnelle. Dans 

le cas d’une tâche d’usinage, la redondance fonctionnelle est définie par la réorientation d’angle ∆ 
autour de l’axe de broche ZTCP. L’écriture des matrices de projection liées à la tâche s’exprime alors 

[Huo et al. 2008] par : 
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Cependant, cette formulation ne permet pas de gérer les redondances structurales. Cela nécessite 
alors d’adjoindre le terme d’optimisation lié à la projection sur le noyau de la matrice Jacobienne J soit 
[Andres et al. 2012] : 

2166 )()()( hJJIJhTIJxTJq nxnx
+++ −+−+= &&        (3-30) 

Où h1 et h2 sont les critères de performances projetés. h1 gère la redondance fonctionnelle et permet 
d’éviter les collisions et les butées articulaires associées au manipulateur à 6 ddls. h2 permet la gestion 
de la redondance structurale.  

3.1.5 Méthode de la Jacobienne étendue 

Proposée par Baillieul [Baillieuil 1985], la méthode de modification de la matrice Jacobienne vise à 
rendre celle-ci carrée afin de traiter le problème comme s’il était non redondant. Les critères 
supplémentaires sont directement inclus dans une Jacobienne J dite étendue. L’ajout des critères 
supplémentaires n’est pas direct car celui-ci ne doit pas inclure de nouvelles singularités dans le 

système. Le principe consiste à choisir une matrice B Є rxnℜ  composée de vecteurs appartenant à 
l’espace nul de la Jacobienne:  

0=TBJ            (3-31) 

La méthode de la Jacobienne J étendue notée EJM (Extended Jacobian Method) peut s’écrire alors  
[Bailleuil 1985] : 
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Une évolution de cette méthode appelée EXOS (Extended Operational Space) consiste, à partir de 
la matrice B, d’exprimer le mouvement interne sous la forme [Park et al. 2001] : 

qBxN && ≡            (3-33) 

L’ajout des critères est réalisé à partir de : 

 BhxN =&  où  Φ∇= kh   avec k constante      (3-34)  

L’expression finale de la méthode EXOS s’exprime alors sous la forme : 
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          (3-35) 

Selon Park, cette formulation apporte une plus grande facilité et efficacité dans la mise en œuvre de 
l’optimisation [Park et al. 2001]. 

3.1.6 Front de Pareto 

La méthode utilisant le Front de Pareto consiste à définir une relation de dominance entre différents 
objectifs F1 à Fn. Ces contraintes supplémentaires permettent alors de définir les valeurs des 
redondances cinématiques (∆, q7,...qn) en fonction du choix de dominance souhaité tel que :  

(∆, q7,...qn) =Φ(F1,... Fn)          (3-36) 

L’exemple suivant montre l’impact d’une fonction F2 sur une fonction F1 [Guigue et al. 2010] 
(Figure 3-3). Celui-ci fait apparaitre qu’au-delà d’une certaine valeur de F1 (F1=0.35), la fonction F2 
s’annule. Ainsi, si l’utilisateur souhaite avoir une valeur adéquate de cette fonction, il choisira alors 
F1<0.35  pour avoir F2>0,15. Cette méthode n’introduit pas de préférence et laisse à l’utilisateur le 
choix de dominance entre les fonctions. 

 

Figure 3-3 : Front de Pareto présentant la relation de dominance entre deux fonctions F1 et F2 
[Guigue et al. 2010] 

3.1.7 Utilisation des algorithmes génétiques GA (Genetic Algorithm) 

Les algorithmes génétiques sont couramment utilisés dans le cadre des optimisations multicritères. 
L’algorithme génétique vise à sélectionner de manière itérative les meilleurs jeux de paramètres 
minimisant la fonction objectif en 3 étapes afin d’obtenir les valeurs des redondances cinématiques (∆, 
q7,...qn) : 



Chapitre 3: Démarche d’optimisation du comportement de cellules robotisées redondantes 
 

82 
 

- Sélection : déterminer les individus qui sont le plus enclins à obtenir les meilleurs résultats, 
- Recombinaison : échanger des parties entre les individus, 
- Mutation : opérer une mutation aléatoire permettant de faire évoluer la population. 

Un exemple d’algorithme génétique pour la recherche d’un extremum à une fonction objectif est 
présenté à la Figure 3-4 [Vosniakov et al. 2010]. 

 

Figure 3-4 : Organigramme d’un algorithme génétique [Vosniakov et al. 2010]  

Les algorithmes génétiques offrent des avantages comme le temps de calcul mais il est nécessaire 
de faire un bon choix de la taille de population et de mutation pour obtenir un bon résultat. Comme la 
méthode de projection sur le noyau, cette méthode peut aboutir à un optimum local.  

3.1.8 Récapitulatif  

Afin de compléter cette étude sur la gestion des redondances, nous reprenons dans le tableau 3-1 un 
ensemble de méthodes qui nous ont permis d’étayer nos travaux sur la gestion de la redondance. 
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Méthodes de 
résolution 

Critères 
rf 

Architecture 

Butées Sing. Obst. Manip. Autres 
[Agarwal, 2011] Logique flou 

   X  
4 ddls 

[Artemiadis, 2010] GPM 
    

Biomimétisme d'un bras 
robotique adapté d'un bras 

humain 
5 ddls 

[Debout, 2010] CF 
    

Répartition des efforts sur les 
liaisons, lissage de  trajectoires 

minimisation du  temps de 
réalisation 

7 ddls 

[Dumitrache, 2011] CF X X X 
  

7 ddls 

[Graça Marcos, 
2009] 

GA 
  

X 
 

Minimisation des déplacements, 
vitesses, accélérations,  somme 

des couples,  puissance 
consommée 

3 ddls plan 

[Graça Marcos, 
2011] 

GA 
  

X 
 

Minimisation des déplacements 
et des erreurs de position 

1 
3 ddls + 4 ddls 

plan 
[Gracia, 2012; 
Andres, 2011] 

GPM et TDM 
    

Conditionnement de la 
Jacobienne du robot 

8 ddls 

[Guigue, 2010] Pareto 
    

Minimisation de la norme des 
vitesses 

7 ddls 

[Guire, 2010] GPM X X   
Bras de levier 7 ddls 

[Hammond, 2011] GPM 
  X   

9 et 11 ddls 

[Hammond, 2011] GPM 
    

Contribution des liaisons sur le 
mouvement de l'effecteur 

8 ddls 

[Huo, 2006] TDM, GPM X     1 
6 ddls 

[Huo, 2008] TDM X X 
   1 

6 ddls 

[Huo, 2011] TDM X X   
Poids auto-adaptables 

1 
6 ddls 

[Kim, 2012] CF 
    

Cinématique et dynamique pour 
résoudre l’angle du coude (bras 

humain) 
7 ddls 

[Le Boudec, 2006] GPM X 
 

X 
  

7 ddls 
[Lee, 2006] GPM X 

 
X 

 
Transmission d'effort 7 ddls 

[Mitsi, 2008] GA X   X 
Placement des trajectoires dans 

l'espace de travail 

6 ddls + 
positionnement 

tâche 

[Nemec, 2008] GPM X X X  
Orientation de l’outil 

1 
redondance 

fonctionnelle 

[Pamanes-Garcia, 
2008] 

GPM X 
   

Garder le robot dans une 
configuration pour assurer la T-

parcourabilité 
robot 4R 4 ddls 

[Robin, 2010] GPM X    

Travailler jambes rentrées, 
orientation effort d’usinage, 

dextérité 
1 

8 ddls 

[Simas, 2012] EJM 
  X   

robot P3R 

[Steuben, 2011] 
Optimisation 

ROBOTMASTER®     
Minimisation du travail des 

différents actionneurs 
9 ddls 

[Vosniakos, 2009] GA X X   
Minimisation du travail 

 

[Vosniakos, 2010] GA X X 
 

X 
Manipulabilité (Yoshikawa, 

Asada) 
Minimisation des couples 

9 ddls 

[Wang, 2010] EJM X    
Gradient pour s'éloigner 7 ddls 

[Xiao, 2010] CF X X   

Angle axe outil redondant: égale 
à un critère butée/singularité et 

jerk 
1 

6 ddls 

[Xiao, 2012] CF X X X 
 

Apport collision 
1 

6 ddls 

[Zanchettin,2011] EJM 
    

Minimisation du ratio de couple 
1 

6 ddls 

[Zanchettin,2011] EJM 
   X  1 

6 ddls 

[Zargabashi 2012] GA (OptimGUI) 
Ratio de transmission  d'effort et 

vitesse 1 6ddls 

Tableau 3-1 : Synthèse des travaux sur la gestion de la redondance  
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3.1.9 Comparaison des méthodes 

La littérature présente des comparaisons de méthodes de résolution de la redondance suivant 
différentes éléments de performance comme : 

- le temps de convergence, 
- la pertinence vis-à-vis de l’adéquation critères/méthode employée, 
- la précision. 

Dans l’exemple suivant [Chan et al. 1995], les auteurs ont évalué le comportement par rapport à 
l’évitement des butées articulaires et la pertinence des formulations pour les trois méthodes suivantes : 
LN (Moore-Penrose), WLN (Moore-Penrose avec terme d’optimisation pondéré) et GPM (méthode du 
gradient projeté). La Figure 3-5 met en avant le temps de réponse des algorithmes pour opérer un 
éloignement de la butée. La méthode LN, par sa formulation, ne le permet pas. A l’inverse, les 
méthodes WLN et GPM le permettent (Figure 3-5). 

    

 

Figure 3-5 : Comparatif des méthodes LN, WLN et GPM [Chan et al. 1995]  

D’autres comparaisons ont été réalisées entre la méthode du gradient projeté (GPM) et l’approche 
de décomposition du vecteur vitesse (TDM) pour résoudre l’évitement des butées articulaires et la 
singularité du poignet. Un premier exemple concerne la gestion de la redondance fonctionnelle d’angle 

∆ autour de l’axe de l’outil [Huo et al. 2005]. Les résultats obtenus montrent une meilleure 
performance pour la méthode TDM (3,5 fois plus vite, 25% plus rapide pour atteindre la même 
précision). Andres [Andres et al. 2012] reprend ces deux mêmes méthodes et les applique à une 
architecture à 8 ddls (Figure 1-44). Les résultats obtenus mettent en avant que : 

- le critère basé sur le conditionnement de la matrice Jacobienne est mieux géré par la méthode 
GPM que la méthode TDM, 

- la méthode TDM est plus sensible à la pondération des critères [Huo et al. 2011], 
- la méthode GPM est choisie pour son efficacité vis-à-vis de l’ application. 

Park [Park et al. 2001] s’est intéressé à la comparaison de 3 méthodes : EXOS, EJM et GPM vis-à-
vis de l’amélioration du comportement dynamique, de la répétabilité et d’habileté à gérer la 
singularité. Les résultats obtenus montrent que les calculs sont complexes pour évaluer la formulation 
de la méthode EXOS (Equation 3-34) vis-à-vis des deux autres méthodes mais que l’on obtient une 
meilleure performance par cette méthode pour gérer l’éloignement de la singularité.  

3.1.10 Méthode retenue 

Il existe actuellement de nombreuses méthodes de gestion de la redondance possédant chacune des 
avantages, des inconvénients et des limitations. Cependant, aucune d’entre-elles ne proposent de 
solutions optimales et leurs performances dépendent fortement de l’application envisagée.  
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Nous avons retenu la méthode GPM qui reste la plus employée et permet de gérer aussi bien des 
redondances fonctionnelles que des redondances structurales, associées à un ensemble de critères et de 
contraintes. Celle-ci a prouvé son efficacité pour des applications d’usinage [Robin et al. 2011 ; 
Andres et al. 2012] et de découpe de viande [Guire et al. 2010]. Par rapport aux formulations 
précédentes de la méthode GPM [Robin 2007 ; Guire 2011], nous proposons d’apporter des 
améliorations à trois niveaux : 

- le choix de l’amplitude du mouvement interne caractérisé par le coefficient α,  
- le choix de la pondération (cf 3.3.2 Utilisation d’une pondération variable) 
- la formulation de nouveaux critères et leur pondération, le choix des critères et leur 

combinaison. 

Ces éléments vont être détaillés dans la suite du chapitre et évalués dans la mise en application au 
chapitre 4.  

3.2 Formalisation du problème 

Le problème de suivi de trajectoires avec une architecture redondante amène à trouver un 
paramètre x qui satisfait différentes contraintes liées à la tâche, à la configuration du robot, à la 
capabilité attendue. Le problème peut être exprimé ainsi : 

Soit   f : x ∈  ℜ n → f(x) ∈  ℜ k    

trouver {x*} qui minimise f(x)        (3-37) 

sous      h : x → h(x) ≤ 0     et     g : x → g(x) = 0      

La formalisation du problème fait intervenir trois types de données : les variables d’état, les 
paramètres de gestion de la cellule, les contraintes et les critères d’optimisation.  

 
•  Variables d’état : Elles concernent les variables intrinsèques à l’architecture physique (ai, bi) et 

correspondent aux données figées du problème (Chapitre 2) : 
- les paramètres architecturaux des manipulateurs considérés, 
- les paramètres architecturaux décrivant la position des différents éléments (robot,  axes 

externes).  
•  Paramètres de gestion de la cellule : ils représentent les paramètres modifiables de la cellule. 

Dans le cadre de nos applications, les tâches considérées ont des descriptions minimales à 5 
degrés de liberté. Dans le cadre de cellules à n degrés de liberté (n =7, 9, 11), il est nécessaire de 
choisir n-5 paramètres supplémentaires permettant de trouver une solution unique. Les 
paramètres retenus sont les suivants : 

- les valeurs articulaires des redondances structurales (q7 ... q11), 

- la redondance fonctionnelle exprimée suivant un angle ∆. 
•  Critères d’optimisation : les critères d’optimisation ou fonctions objectifs sont les 

caractéristiques que l’on cherche à optimiser. Dans le cadre de nos applications d’usinage et de 
désossage, ces critères sont liés à l’amélioration des capabilités machines et cinématiques. La 
résolution du problème nécessite l’expression des critères sous forme d’indices de performance 
permettant une implémentation algorithmique.  

•  Contraintes d’optimisation : elles sont induites d’une part par les capacités de l’architecture 
robotique : 

- les butées articulaires de l’architecture, 
- les limites articulaires en vitesse, accélération et couple des différentes articulations, 
- la rigidité des axes 
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Les autres contraintes induites par la stratégie du processus concernent : 
- la direction d’avance d, 
- la vitesse d’avance Vf, 
- la direction de l’effort de coupe, 
- la gestion de l’angle de coupe pour diminuer les sollicitations sur la structure, 
- la T-parcourabilité des trajectoires. 

Cet ensemble de contraintes associé à l’analyse du procédé sont repris sous la notion de critères 
d’optimisation.   

3.3 Méthode d’optimisation 

Les méthodes d’optimisation multi-objectifs sont largement développées dans la littérature. La 
théorie n’est pas très complexe mais la mise en œuvre beaucoup plus. Certaines utilisent des 
connaissances du problème pour fixer des préférences sur les critères et ainsi contourner l'aspect 
multicritère du problème. D'autres mettent tous les critères au même niveau d'importance, mais là 
aussi il existe plusieurs façons de réaliser une telle opération. Parmi toutes ces approches, il faut 
distinguer deux catégories : les approches non Pareto et les approches Pareto. Les approches non 
Pareto ne traitent pas le problème comme un véritable problème multi-objectifs. Elles cherchent à 
ramener le problème initial à un ou plusieurs problèmes mono objectif. Les approches Pareto ne 
transforment pas les objectifs du problème, ceux-ci sont traités sans aucune distinction pendant la 
résolution [Collette et al. 02] mais le choix de la solution est laissé à l’opérateur. Nous n’avons pas 
retenu ces approches car nous souhaitons obtenir automatiquement un jeu de paramètres pour 
l’ensemble des poses de la trajectoire. Les caractéristiques attendues de la méthode sont : 

- méthode répétable : résultat identique à partir de conditions identiques,  
- méthode robuste : peu sensible aux variations de conditions, 
- possibilité de réglages, d’analyse en cours des optimisations. 

Les méthodes les plus performantes sont les méthodes locales, elles sont plus pratiques à mettre en 
œuvre mais ne permettent pas de trouver un jeu de paramètre pour une valeur optimale de chacun des 
critères. Aussi, il faut parvenir au meilleur compromis entre les objectifs. La solution retenue consiste 
à transformer l’optimisation multi-objectifs en un problème mono-objectif en incorporant l’ensemble 
des critères par agrégation dans une fonction objectif : 

trouver {x*} qui minimise ∑
=

=
k

i
ii xfwxf

1

)()(  sous  g(x) ≤ 0     (3-38) 

Les wi sont appelés poids et définissent la hiérarchisation entre la dominance des critères. Chaque 
critère est normalisé afin que la dominance ne soit effective qu’au niveau des poids.  

3.3.1 Optimisations basées sur le gradient de la fonction objectif 

La méthode d’optimisation retenue fait intervenir le gradient de la fonction objectif Φ(q). Celle-ci 
est construite par agrégation des critères normalisés pondérés. Elle est définie par : 
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(3-39)  

avec )( xw iiΦ  la fonction de poids dépendant du critère iΦ . Φiinf et  Φisup caractérisent deux seuils. 

Un seuil supérieur Φisup au-dessus duquel le critère est considéré critique. Un seuil inférieur Φiinf en-
dessous duquel le critère est considéré satisfaisant. 



Chapitre 3: Démarche d’optimisation du comportement de cellules robotisées redondantes 
 

87 
 

3.3.2 Utilisation d’une pondération variable 

Les critères étant normalisés, leurs valeurs évoluent entre 0 et 1. Il est judicieux d’augmenter le 
poids du critère lorsque sa valeur se dégrade (valeur normalisée proche de 1) et inversement le 
diminuer lorsque sa valeur s’améliore (valeur normalisée proche de 0). L’utilisation d’une pondération 
variable permet de projeter seulement les critères pertinents. Pour cela, des exigences minimales et 
maximales sont mises en avant [Robin et al. 2011]. Si le critère n’atteint pas l’exigence minimale, sa 
pondération wi est de 1 pour être projeté complètement. Au-delà de l’exigence maximale, il n’est plus 
nécessaire de prendre ce critère en compte. Pour cela, deux seuils sont définis pour chacun des critères 
[Lee et al. 2006] (Figure 3.6) :  

- un seuil supérieur Φi sup au-dessus duquel le critère est critique,  
- un seuil inférieur Φi inf  en dessous duquel le critère est considéré comme satisfaisant.  

Entre les deux seuils, une fonction de raccordement doit être définie. Pour éviter la discontinuité de 
la dérivée au niveau des raccordements, la solution retenue est d’appliquer une loi sinusoïdale [Robin 
et al. 2011] (Figure 3.6).  

 

 

Figure 3-6 : Fonction de poids et seuils associés aux différents critères  

La fonction sinusoïdale utilisée est la suivante : 

pour   Φi inf  <wi < Φi sup,        
2

)cos(1 i
iw

Φ+= π       (3-40) 

wi variant entre 0 et 1, )(xiΦ  permet de valoriser certains critères (dominance) par rapports aux 

autres.  

Le calcul du gradient de la fonction objectif est alors : 
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où iΦ∇  est le gradient de la fonction normalisée et )(
)(

' iii
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∂=   (3-46) 

Cette formulation permet d’ajouter facilement de nouveaux critères dans la fonction objectif.  

3.4 Critères d’optimisation 

Nous présentons ici l’ensemble des critères mis en œuvre dans les différentes optimisations et leurs 
formulations dans l’expression du gradient de la fonction objectif Φ(q).  

3.4.1 Critère de butées 

Le critère lié aux butées articulaires a pour objectif d’éloigner la recherche de solution des valeurs 
qmin et qmax et de détecter la valeur de l’articulation lorsque celle-ci est dans une zone critique. Le 
critère d’éloignement des butées s’expriment sous la forme [Liegeois 1977 ; Chan et al. 1995] : 
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Avec n, le nombre d’articulations de l’architecture, qimoy représente la position moyenne entre les 
butées qi max et qi min et ∆q représente la plage de variation. Le calcul du gradient donne : 
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3.4.2 Critère de singularité 

L’étude des singularités des robots (Chapitre 2) montre que vis-à-vis des trajectoires suivies, la 
singularité du poignet est à prendre en compte dans nos algorithmes. Pour limiter le nombre de 
critères, ce critère est combiné avec le critère de butée de la liaison 5.  Ainsi, la liaison 5 est contrainte 
d’une part par sa butée qmax et d’autre part par la configuration singulière qs correspondant à q5=0°. 

3.4.3 Critère de capacité cinématique et mécanique 

L’approche de Dubey [Dubey et al. 1988] que nous avons retenue, introduit deux critères associés 
aux notions de ratio de vitesse du manipulateur (RVM) et d’avantage mécanique du manipulateur 
(AMM).  

Ratio de Vitesse du Manipulateur (RVM) 

La première notion présente la capacité de l’effecteur à se déplacer dans une direction donnée 
suivant l’importance accordée au domaine articulaire ou opérationnelle, on définit une norme de 
vitesse cartésienne et de vitesse articulaire telle que : 

xWxx x
T

wx

&&& =   qWqq q
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&&& =           et       xWx xv && 2/1=     qWq qv && 2/1=    (3-49) 

Les matrices Wx et Wq, sont des matrices de pondération définies positives qui, par simplicité, sont 
choisies diagonales. Elles permettent de répartir l’influence relative des éléments du vecteur des 
vitesses articulaires et des vitesses opérationnelles. Dans notre cas, Wq est définie à l’aide des vitesses 
maximales articulaires pour homogénéiser l’influence des vitesses articulaires. Wx est définie comme 
une matrice identité sans privilégier de direction. Sous cette forme, nous exprimons le modèle 
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cinématique direct à l’aide de la matrice Jacobienne Jv pondérée incluant les vitesses maximales 
articulaires par : 

vvv qJx && =    avec     2/12/1 −= qxv JWWJ  et        n,...,1i,
²q

1
)i,i(W

maxi
q ==

&
   (3-50) 

En introduisant la matrice Jv
+= Jv

T(JvJv
T)-1 de Moore-Penrose dans les expressions du ratio de 

vitesse rv avec uv un vecteur unitaire suivant vx& , on obtient :
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(3-51) 

Ceci permet de définir notre critère cinématique par : 

v
T
vv

T
vv uJJuq 1)()( −=Φ          (3-52) 

La diminution de ce critère Φv(q) traduit une augmentation du ratio de vitesse rv. Cependant sa 
valeur ne permet pas de déterminer directement si la cellule est capable de générer la vitesse de 
consigne Vf suivant la direction d. Ce critère étant lié à la norme du vecteur articulaire, il ne permet pas 
de rendre compte de la vitesse articulaire de chaque liaison. En considérant que la variation 
d’orientation de l’effecteur reste faible, la norme du vecteur des vitesses opérationnelles suivant la 
direction d est donnée par Vf. On obtient alors : 
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 (3-53) 

  

Nous étudions la capacité du manipulateur à réaliser la vitesse de consigne Vf au travers du ratio de 

vitesse rvd s’exprimant par : 

)min( max

i

i

i
vd q

q
r

&

&
=       avec     rvd  ≥ 1     pour que la trajectoire soit exécutable  (3-54)    

Ainsi, l’amélioration du ratio rvd traduit une augmentation de la capacité en vitesse. 

La dérivation du critère de dextérité dans la direction d’avance d s’exprime alors : 
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En posant  
v

T
vv uJJk 1)( −= ,         (3-56) 

nous obtenons alors [Dubey et al. 1988] : 
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        (3-57) 

Le vecteur k peut être évalué numériquement. Cependant, la matrice T
vJ doit être calculée de 

manière symbolique. Cette matrice est exprimée dans un repère associé au vecteur uv. Dans notre cas, 
nous exprimons la matrice Jv  en bout d’effecteur exprimée dans un repère lié à l’effecteur par :  

2/1−= qTCP
TCP

v WJJ           (3-58) 
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où Wq
-1/2 est une matrice diagonale incorporant les vitesses maximales à l’exposant -1/2. 

Ce calcul peut être fastidieux dans le cadre d’architecture complexe. En effet, prenons pour 
exemple une architecture à n ddls. La matrice Jacobienne J est alors de taille 6xn. Dériver chaque 
terme suivant les n variables articulaires impose de calculer 6n² dérivées. Cependant, beaucoup de 
termes sont nuls. Dans le cadre de l’architecture à 11 ddls incluant le robot hybride à parallélogramme, 
le nombre de dérivées à écrire de manière symbolique serait de 726. Cependant, nous en avons 
déterminé 220 qui étaient non nulles. Les données des matrices de pondération sont issues des 
caractéristiques du manipulateur indiquées par le constructeur (vitesses et couples). 

Ratio d’Avantage Mécanique du Manipulateur AMM 

Cette seconde notion présente la capacité de l’effecteur à résister à une action mécanique dans une 
direction donnée. Suivant l’importance accordée au domaine articulaire ou opérationnelle, on définit 
une norme d’effort cartésien et de couple articulaire tel que : 

fWff f
T

w f
=    τττ τ

τ
WT

w
=          et          fWf fm

2/1=  ττ 2/1
xm W=        (3-59) 

Les matrices Wf et Wτ sont des matrices de pondération définies positives qui, par simplicité, sont 
choisies diagonales. Elles permettent de répartir l’influence relative des éléments du vecteur des 
couples articulaires et des efforts engendrés de l’effecteur. Dans notre cas, Wτ est définie à l’aide des 
couples maximaux articulaires pour homogénéiser l’influence des couples articulaires. L’étude des 
couples liée à la limitation d’un couple articulaire est plus importante que la minimisation de 
l’ensemble des couples articulaires  [Choi 2011]. Wf  est définie comme une matrice identité sans 
privilégier de direction. Sous cette forme, nous exprimons le modèle statique direct à l’aide de la 
matrice Jacobienne Jm pondérée incluant les couples maximaux articulaires par : 

m
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  (3-60)       

En introduisant la matrice Jm
+=Jm

T(JmJm
T)-1 de Moore-Penrose dans l’expression du ratio de 

performance mécanique rm avec um un vecteur unitaire suivant
mf , on obtient :  
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(3-61)  

Ceci permet de définir notre critère de performance mécanique par : 

m
T
mm

T
mm uJJuq )()( =Φ          (3-62) 

En considérant que la variation d’orientation de l’effecteur reste faible, la norme du vecteur des 
efforts opérationnels suivant la direction d’ est donnée par f, on obtient alors : 
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qf mf
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τ
 (3-63)  

Nous étudions la capacité à réaliser l’effort de consigne ff  au travers du ratio rmd représentant le 
couple articulaire se rapprochant le plus de son couple maximale :  

)(min max

i

i

i
mdr

τ
τ=  avec    rmd ≥ 1     pour que la trajectoire soit exécutable                        (3-64)  

La dérivation du critère, définie à l’équation 3-71 est reformulée sous la forme : 
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mm uJuJq )()( =Φ          (3-65) 

Le calcul du gradient de mΦ s’exprime alors : 
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3.4.4 Critère de rigidité  

Dans le cadre de la réalisation de tâche à fortes sollicitations, l’étude de rigidité des manipulateurs 
est primordiale en raison de leur rigidité limitée et de son impact sur la déviation en bout d’effecteur 
d’une pose quelconque.  

Critère de rigidité associé au robot Tricept 

 L’analyse de rigidité du Tricept a été présentée sous différents aspects : par l’approche 
modélisation (RDM, MEF) [Chanal et al 06 ; Wang et al. 2006] et par l’approche expérimentale 
[Robin et al. 11]. Afin de simplifier les modèles de rigidité, seule la sous-structure parallèle est 
souvent considérée mais cette architecture complexe nécessite la prise en compte des différents 
constituants de l’architecture (jambes, liaisons cardan, rotule) mais également la prise en compte du 
poignet (2 ou 3 ddls) pour évaluer le comportement complet du robot en rigidité.  

                        

Figure 3-7 : MEF [Wang et al. 2006] (a), carte de rigidité simulée [Chanal et al 06] (b), carte de 
rigidité expérimentale [Robin et al. 11] (c)  

L’étude expérimentale [Robin 2007] montre que les valeurs de rigidité mesurées Kzz sont environ 
deux fois plus faibles que les valeurs obtenues par les modélisations. Ces écarts peuvent s’expliquer 
par la difficulté à modéliser les corps complexes et les liaisons. Cette étude montre que la variation de 
la rigidité Kxx est linéaire en fonction de l’extension des jambes et permet de définir un critère de 
rigidité visant à travailler dans une configuration « jambes repliées » [Robin 2007] : 

rq)q(
n

irt ==∑
1

Φ  avec qi valeurs articulaires des liaisons (q1..q3)  et  r position articulaire 

                                  (3-67) 

Le calcul du gradient de rtΦ permet un mouvement de repli associé à l’articulation prismatique de 

la jambe passive de position articulaire r. 

Critère de rigidité associé au robot IRB6660 

Comme nous l’avons précisé au Chapitre 1, la flexibilité des robots anthropomorphes est 
principalement localisée au niveau des liaisons. La mise en œuvre d’un modèle éléments finis a permis 
de confirmer ce comportement de notre manipulateur (Figure 3-8). 
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Soumis à une sollicitation de 300 N, le modèle éléments finis affiche une déformation de 6µm alors 
que la mesure réalisée par laser tracker approxime les 30 µm. 

 

 

 

 

 

Figure 3-8 : Modélisation éléments finis corps flexible/liaison rigide(a), Protocole expérimental(b) 

La caractérisation des rigidités articulaires s’appuie sur les travaux de Chen : Conservation 
Congruence Transformation (CCT) [Chen 2003]  permettant d’étudier le comportement élasto-statique 
des robots anthropomorphes. Pour l’évaluation des rigidités articulaires, nous avons suivi la démarche 
mise en place par Dumas [Dumas et al. 2011]. Ainsi, le modèle statique du robot reliant les couples 
des actionneurs  Γ et les 6 composantes d’efforts w sont donnés par : 

wJ T=Γ            (3-68) 

Ces couples articulaires s’expriment aussi à partir de la matrice de rigidité articulaire Kθ et la 
variation angulaire de chaque liaison δθ : 

δθΓ θK=            (3-69) 

où la matrice de rigidité articulaire s’exprime par : 
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 (3-70) 

La différenciation du modèle statique (Equation 3-65) mène à la relation : 
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Or l’expression de la rigidité cartésienne reliant les efforts extérieurs w, les déplacements extérieurs 
δd et la rigidité cartésienne Kx est : 

dKw xδ=            (3-72) 

La relation exprimant la rigidité articulaire en fonction de la rigidité cartésienne est alors : 
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L’identification des rigidités articulaires est complexe car l’expression n’est pas linéaire et dépend 
fortement du conditionnement de la matrice Jacobienne J. Le conditionnement de la Jacobienne est 
réalisé à partir de la norme de Frobenius définie sous la forme : 

])[()(
1

)( 1−= TCP
TCPT

TCP
TCP

TCP
TCPT

TCP
TCP

TCP
TCP

F JJtrJJtr
m

Jκ      (3-74) 

Où m représente la longueur caractéristique du manipulateur. Plus grande est cette valeur, plus 
mauvaise est le conditionnement de la matrice Jacobienne. Nous remarquons que ces résultats sont 
complémentaires de l’analyse des configurations singulières de ce robot. Les résultats (Figure 3-9) 
montrent une dégradation forte du conditionnement de la matrice Jacobienne J au voisinage de la 
configuration de singularité du coude qui dans notre cas est proche de la butée articulaire liée au 
parallélogramme.    

 

Figure 3-9 : Conditionnement de la Jacobienne basée sur la norme de Frobenius    

Ce calcul corrobore les résultats présentés par Dumas [Dumas et al. 2011] (Figure 3-10).  

 

 

 

 

 

 

 

Figure 3-10 : Conditionnement de la matrice Jacobienne J dans l’espace de travail (a) et dans 
l’espace articulaire (b)  

Cette étude permet de définir une configuration adéquate pour les valeurs articulaires q2 et q3. Le 
bon conditionnement de la matrice Jacobienne (configuration éloignée des singularités) permet de 
considérer Kc négligeable devant Kθ. Cela permet d’obtenir une relation linéaire de la forme : 

 1T
X JKJK −−= θ           (3-75) 

En injectant l’expression 3-75 dans l’expression 3-72, il est alors possible d’identifier les rigidités 
articulaires à partir de la déviation du manipulateur δx à partir de sa sollicitation w tel que : 

wJJKx T1−= θδ           (3-76) 

L’analyse de rigidité et les résultats de l’expérimentation sont présentés en Annexe 3-1. Les valeurs 
des rigidités articulaires obtenues sont les suivantes (Figure 3-11). 
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Figure 3-11 : Evaluation des rigidités articulaires du robot hybride 

A partir de cette analyse, un critère de rigidité est formulé sous la forme : 
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Ce critère privilégie le déplacement sur les liaisons les plus rigides. Cependant, sa validité est à 
prouver par la mise en œuvre de plan d’expérience lorsque la cellule redondante sera opérationnelle. 

Le calcul du gradient de rpΦ s’exprime alors : 
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On remarque que le gradient est une constante et que le déplacement sera réalisé en priorité sur les 
axes dont la rigidité est la meilleure. 

Comparatif des cartes de rigidité 

Une première étude de rigidité cartésienne Kzz a été menée pour comparer le comportement entre 
l’IRB6660 et le Tricept (Figure 3-12). Les résultats montrent que l’IRB6660 offre une plus grande 
rigidité lorsque celui-ci est dans une configuration de poignet cassé. Pour le Tricept, il est important de 
travailler dans une configuration « jambes repliées ». 

 

Figure 3-12 : Rigidités cartésiennes Kzz des deux robots hybrides : avec parallélogramme IRB 
6660 (a), avec sous-structure parallèle Tricept (b) 
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3.4.5 Critères liés aux sollicitations du procédé de coupe  

Application au procédé de découpe de viande 

Les études réalisées sur le procédé de coupe au couteau (§1.1.1) montrent une réduction importante 
des efforts de coupe et une bonne qualité de coupe lorsque l’angle de coupe ∆ est proche de 30° ou Vn 
est non nulle [Claudon et al. 2006 ; Guire et al. 2006] (Figure 3-13).  

 

Figure 3-13 : Paramètres liés à la coupe au couteau  

La lame du couteau étant montée dans le prolongement de la liaison 6, le critère se formule de la 
manière suivante : 

6uFc ∧=∆Φ   avec u6 l’axe de rotation de la dernière liaison pivot               (3-79) 

Application à l’usinage 

La prise en compte des sollicitations du procédé de coupe nécessite de caractériser la direction et la 
densité des efforts de coupe, souvent complexe par la combinaison de nombreux paramètres liés à la 
géométrie de l’outil (Ø, z, angle d’hélice, etc.) et aux conditions de coupe (Vc, Vf, ap, ar, ae, etc.) 
(Figure 3-14a). Les nombreuses études théoriques et expérimentales sur la coupe montrent que l’action 
mécanique de l’outil génère des phénomènes de cisaillement et de traction/compression dans la pièce. 
Ces actions de coupe se répercutent sur l’outil sous deux formes : une force d’appui Fn de la matière 
sur la face de coupe de l’outil, et une force de frottement Ft due à l’évacuation des copeaux le long de 
cette face. Dans le repère tournant lié à la dent, on peut exprimer Ft et Fn en fonction des composantes 
axiales Fa et radiales Fr et des différents angles de coupe [Bissey et al. 05]. Ceux-ci sont également 
souvent caractérisés par des études expérimentales sur table dynamométrique. Dans un grand nombre 
de stratégie de coupe, l’effort axial Fa est très inférieur à l’effort radiale Fr que l’on approxime à la 
résultante des efforts de coupe Fc orientée d’un angle ∆ par rapport à la vitesse d’avance Vf (Figure 
3-14b).  

 

Figure 3-14 : Modélisation partielle de l’action de coupe en fraisage [Albert, 2010] (a), résultante 
des efforts de coupe Fc (b) [Robin 2007] 

L’étude de rigidité expérimentale du tricept montre une plus faible rigidité des axes du poignet vis-
à-vis de la sous-structure parallèle [Robin 2007], la résultante des efforts de coupe Fc, porté par uc est 
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Fc 

Vf 
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orientée vers le centre du poignet limitant ainsi les couples induits sur les liaisons 5 et 6. Le critère 
retenu a la même formulation que l’équation 3-79 et s’exprime de la manière suivante : 

6uFc ∧=∆Φ   avec u6 l’axe de rotation de la dernière liaison pivot               (3-80) 

Celui-ci peut aussi s’exprimer comme l’angle entre le vecteur Fc porté par uc et le vecteur u6: 

),cos( 6uuArc c=∆Φ                     (3-81) 

Le calcul du gradient de ∆Φ donne : 
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La résultante des efforts de coupe Fc est liée à la direction d’avance Vf, et donc aux différentes 
poses de la trajectoire. Il ne dépend pas de la configuration de l’architecture. Ce calcul revient à 
dériver chaque composante du vecteur u6 de manière symbolique obtenue à partir du MGD de 
l’architecture. 

3.4.6 Synthèse des critères mis en œuvre 

Le tableau suivant synthétise l’expression des différents critères et leur prise en compte dans 
l’optimisation en fonction des différentes architectures (Tableau 3-2).  
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Tableau 3-2 : critères mis en œuvre  
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3.5 Outil d’optimisation 

Nous présentons tout d’abord les fonctionnalités de l’outil PHL Robotstudio® d’ABB et ses 
limitations, puis nous présentons l’algorithme mise en place et l’ensemble des fonctionnalités offertes 
par l’outil développé.  

3.5.1 Logiciels de PHL Robotstudio® 

L’outil de PHL RobotStudio® offre des fonctionnalités puissantes pour créer un ensemble de poses 
par reconnaissance d’entités ou projections sur une surface, créer des trajectoires et valider le 
comportement de la cellule basé sur un contrôleur virtuel. Cependant, celui-ci ne permet pas pour 
l’instant d’optimiser une trajectoire par gestion automatique des redondances et comporte quelques 
limitations pour résoudre les problèmes d’accessibilité comme l’absence de visualisation des zones 
inaccessibles qui lorsqu’elle est avérée, le parcours de la trajectoire s’arrête sans proposer de solutions. 

   

Figure 3-15 : Représentation des cellules d’usinage dans RobotStudio® 

3.5.2 Fonctionnalités de l’outil développé 

L’outil d’optimisation développé sous Matlab® s’appuie sur les travaux de thèse précédents de 
Robin [Robin 2007] et Guire [Guire 2012]. Il comporte une partie simulation graphique où la 
représentation des éléments physiques a été simplifiée pour limiter le temps de calcul mais reste 
suffisamment réaliste pour visualiser les problèmes éventuels de collisions. Les courses des différentes 
articulations ne sont pas limitées lors de la simulation mais apparaissent en rouge lorsqu’il y a 
dépassement des butées afin d’identifier très rapidement les problèmes. Il permet également 
d’importer différentes géométries (pièces, outils, etc.) ainsi que les parcours outils issus de FAO (code 
Aptsource).   

 

   

Figure 3-16: Représentation 3D des cellules robotisées avec robot hybride avec structure 
mécanique à parallélogramme (a) et avec sous-structure parallèle (b) 

(a) (b) 
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L’optimisation permet d’améliorer la performance globale de la cellule robotique en prenant en 
compte les performances cinématiques, mécaniques, en rigidité de chaque architecture, en assurant le 
respect des butées et de la T-parcourabilité des trajectoires. Elle permet d’une part de positionner au 
mieux les axes externes vis-à-vis des performances attendues de chaque architecture et d’autre part 
d’optimiser la planification des trajectoires par gestion des redondances suivant différents critères.  

3.5.3 Algorithme d’optimisation  

L’algorithme mis en œuvre [Robin, 2007] fonctionne en deux étapes. La première étape dite 
globale consiste à trouver la meilleure solution initiale pour une première pose qui satisfait l’ensemble 
des contraintes. L’étape dite locale permet ensuite d’affiner la valeur des redondances à partir de la 
pose initiale puis d’appliquer l’optimisation par étape successive à l’ensemble des poses de la 
trajectoire (Figure 3-17).  

 

Figure 3-17 : Algorithme utilisé  

Phase d’initialisation de l’algorithme ou optimisation globale 

L’optimisation globale est utilisée pour une première pose. Elle permet d’obtenir des premières 
valeurs pour l’ensemble des valeurs articulaires associées aux redondances cinématiques. Pour cela, la 
pose est déplacée suivant les différents degrés de redondance afin de répondre aux exigences de la 
tâche par une discrétisation régulière de l’espace des paramètres. Cela revient à évaluer la somme 
pondérée des critères afin de trouver un premier extremum de la fonction objectif.  

Phase dite d’optimisation locale 

L’optimisation locale est ensuite utilisée pour déterminer un terme d’optimisation basé sur 
différentes méthodes. La reconfiguration interne du robot a lieu dans son espace articulaire. Les 
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transformations géométriques et les erreurs d’inversion numériques créent un décalage minime entre la 
pose et le TCP du robot, non prise en compte dans l’algorithme précédent [Robin 2007]. Nous 
incluons dans cette nouvelle version un ajustement local par itérations successives, nécessaire pour 
garantir la précision de la trajectoire lors de l’usinage. Une fois la convergence obtenue, les valeurs 
des redondances sont appliquées à la pose suivante et une nouvelle procédure d’optimisation locale est 
réalisée. Nous avons également apporté des améliorations dans l’optimisation locale permettant une 
plus grande efficacité de la prise en compte des limites des butées articulaires si les valeurs des 
redondances structurales positionnent la pose suivante en dehors de l’espace géométrique du robot. 
L’algorithme utilise aujourd’hui que la méthode GPM qui permet de réaliser des optimisations locales 
en apportant une contribution articulaire issue du noyau de la matrice Jacobienne. L’expression utilise 
la pseudo inverse à droite J+ de Moore-Penrose avec terme d’optimisation [Liegeois 1977] sous la 
solution générale : 

Φα ∇−+= ++ )( JJIxJq &&                     (3-83) 

3.5.4 Mise en œuvre de l’optimisation  

Réglage des paramètres 

Nous présentons à présent les options, le réglage des seuils d’optimisation et leur influence sur le 
résultat de l’optimisation (Figure 3-18). Le réglage des seuils permet de modifier le poids associé à 
chaque critère et d’orienter le comportement de l’optimisation en modifiant l’influence relative des 
différents critères :  

- Critère de capacité en vitesse : possibilité de faire évoluer le ratio désiré. 
- Critère de capacité mécanique : possibilité de faire évoluer le ratio désiré. 
- Critère de capacité en rigidité : possibilité de faire évoluer le critère de rigidité associée. 
- Butées articulaires : les seuils associés sont réglés par défaut suivant les données fournies par 

le constructeur. Cependant, l’utilisation d’outillages spécifiques sur le robot, l’accastillage 
(positionnement des gaines, etc.) et les contraintes sur la pièce nous amène à limiter le 
débattement articulaire de certaines liaisons.  

- Dominance des critères : possibilité de faire varier l’influence des critères. Les critères basés 
sur les butées sont toujours plus fortement pondérés. 

Le logiciel développé offre également différentes possibilités : 

- Possibilité d’utiliser un gain α fixe ou variable (suivant le degré de redondance) 
- Possibilité de bloquer une redondance structurale  
- Possibilité de bloquer la redondance fonctionnelle 

L’outil développé dispose d’un environnement graphique permettant de simuler les mouvements de 
l’ensemble des articulations lors du suivi d’une trajectoire, d’analyser l’évolution des différents 
paramètres et d’apprécier le comportement cinématique. Il dispose également de fonctionnalités 
d’import de géométrie en VRML (Virtual Reality Modeling Language) pour la visualisation des outils, 
pièces, etc.  
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Figure 3-18: Interface de réglage des paramètres d’optimisation  

Gestion des redondances 

La Jacobienne J est la matrice d’une application linéaire reliant l’espace des vitesses articulaires à 
l’espace des vitesses opérationnelles. Son noyau est alors le domaine de l’espace des vitesses 
articulaires dont l’image par la matrice J est le vecteur des vitesses nulles dans l’espace des vitesses 
opérationnelles. Lorsque la matrice J est de rang plein, son espace image est l’espace des vitesses 
opérationnelles tout entier. Par construction, chacune des six lignes correspond à l’un des six degrés de 
liberté de l’espace des vitesses opérationnelles.  

 

 
Figure 3-19 : gestion de la redondance fonctionnelle d’angle ∆ autour de zTCP par suppression de 

la ligne associée  

Butées 
articulaires 

Ratio 

Dominance 
des critères 
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Considérons une sous-matrice Jp de J par suppression d’une ligne i de J (Figure 3-19). L’espace 
image de l’application Jp est donc l’espace des vitesses opérationnelles, diminué de la composante 
associée à la ligne i. Le noyau de l’application Jp est alors le domaine de l’espace des vitesses 
articulaires dont l’image est un vecteur de vitesses opérationnelles dont les composantes sont nulles 
sauf celle associée à la ligne i supprimée de J. La matrice de projection correspondante, nxn, est alors 
la matrice qui permet de projeter le vecteur d’optimisation sur le noyau de la nouvelle Jacobienne, 
c'est-à-dire qui permet une reconfiguration du robot pour les degrés de liberté non supprimés sans 
modifier la pose de l’effecteur. 

Dans le cas par exemple de la redondance fonctionnelle, la ligne i supprimée de J engendre une 
vitesse de rotation autour de l’axe outil ZTCP en prenant soin que la matrice J initiale soit exprimée 
dans le repère associé à l’outil.  

Gestion des poses  

L’importation des poses de la trajectoire est réalisée à partir des fichiers de RobotStudio ou d’un 
logiciel de FAO (Aptsource). Une routine permet de stocker ces données sous forme de tableau 
(Figure 3-20). L’orientation est exprimée sous forme de quaternion pour être en concordance avec le 
langage de programmation Rapid® d’ABB. La définition des configurations est un élément important 
qui conditionne la T-parcourabilité de la trajectoire. Celle-ci est directement intégrée dans le MGI du 
robot manipulateur. 

 

Figure 3-20: Structures des données de poses 

Dans cet environnement, les poses importées sont exprimées par défaut dans un repère global. Des 
fonctionnalités permettent de déplacer l’ensemble des poses ou de générer du programme Rapid®.  

Comportement cinématique 

Le critère d’optimisation cinématique, basée sur l’étude de la vitesse, nécessite la mise en œuvre 
d’une base de temps. Celle-ci est réalisée par une discrétisation de la trajectoire entre deux poses 
successives permettant d’apprécier le comportement cinématique et les notions de petits déplacements 
et de pas de discrétisation remplacent la notion de vitesse. L’objectif ici n’est pas une fidélité du rendu 
comme le fait très bien RobotStudio® mais d’apprécier une visualisation globale du comportement. 
Cette discrétisation permet également d’évaluer les évolutions articulaires des différents axes au cours 
du suivi de la trajectoire.  

 

Figure 3-21: Discrétisation des poses pour la gestion du temps 
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L’approche est analogue pour gérer les redondances. La discrétisation des poses dans le repère 
associé à l’axe externe est redéfinie dans un plan normal à l’axe par incrémentation successif des ∆q 
associées aux degrés de liberté supplémentaires (Figure 3-21). L’orientation relative entre les deux 
poses est calculée grâce au produit du quaternion de la pose à atteindre par le conjugué du quaternion 
de la position courante. Ceci permet de recalculer grâce au MGI les valeurs articulaires du robot pour 
chaque incrément de pose et d’avoir une estimation sur le respect de la capacité cinématique de 
l’architecture. 

Analyse de l’accessibilité 

Le constat réalisé de l’utilisation de RobotStudio® est la difficulté à apprécier la non accessibilité 
des poses. En considérant géométriquement des articulations à débattement non limité, il est alors 
possible d’atteindre des poses en dehors de l’espace géométrique. Dans ce cas, les articulations hors 
courses s’affichent en rouge (Figure 3-22). 

Ceci permet d’apprécier plus facilement les causes d’inaccessibilité d’une pose.  

 

 

 

 

 

 

Figure 3-22: Visualisation des articulations hors courses d’une pose inaccessible. 

Critères d’arrêt 

Les critères d’arrêt permettent de sortir de la boucle d’optimisation de deux manières : 

- une solution est trouvée respectant l’ensemble des critères, 
- le nombre d’incréments a été atteint.  

Ce deuxième critère est une sécurité pour sortir de de la boucle de l’algorithme. Nous rencontrons 
ce cas si le nombre d’itérations choisi est trop faible, ou lors d’instabilité de l’algorithme lié à un 

mauvais réglage du gain α dans le cas de cellules fortement redondantes.  

3.6 Conclusion 

Ce chapitre dresse tout d’abord un état de l’art et un comparatif des méthodes d’optimisation dans 
la gestion des redondances. La méthode retenue du gradient projeté GPM reste la plus employée et 
permet de gérer aussi bien des redondances fonctionnelles et des redondances structurales, associé à la 
définition d’une fonction objectif définie par agrégation d’un ensemble de critères pondérés. Une 
seconde partie présente l’ensemble des critères et leur formalisation mathématique pour l’optimisation. 
La dernière partie présente les fonctionnalités de l’outil développé, l’algorithme de résolution et la 
mise en œuvre d’une optimisation. Nous présentons maintenant nos deux applications avec les 
résultats associés dans le chapitre 4. 

  

Articulations en dehors des butées articulaires 
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4 Chapitre 4 
Applications et résultats  
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Ce chapitre présente les résultats de l’amélioration du processus de coupe par la planification 

optimisée des trajectoires et la gestion des redondances. La première application concerne le désossage 
du jambon pour lequel nous avons mené une étude du mouvement du bras du désosseur en vue 
d’affiner la pondération des critères d’optimisation en fonction de la tâche et garantir la qualité de 
coupe. La deuxième application concerne l’usinage en fraisage. L’outil développé permet dans un 
premier temps de définir le positionnement optimisé des redondances structurales pour deux 
architectures de robot hybride IRB 6660 et PKM Tricept. Nous présentons ensuite l’amélioration du 
comportement de ces cellules par la gestion optimisée des redondances.  

4.1 Désossage de jambon 

Le désossage de jambon est un processus complexe, constitué d’un ensemble de coupe et de 
séparation os/muscles qui a nécessité une redéfinition complète des différentes opérations [Guire et al. 
2010]. La cellule robotique développée se compose d’un robot anthropomorphe IRB 6620 à 6 ddls 
avec commande en effort et d’un axe externe synchronisé portant le système de contention de jambon, 
positionné verticalement permettant l’accessibilité à l’ensemble des coupes. Les premiers travaux 
réalisés ont montré la faisabilité du désossage robotisé. Notre objectif a été d’améliorer l’ensemble des 
opérations de coupe et de séparation os/muscle afin de garantir un désossage complet permettant de 
répondre aux exigences d’un processus industrialisable en termes de qualité et de prise en compte de la 
variabilité.  

  

 

 

 

 

 

 

Figure 4-1: Cellule robotisé implantée à l’ADIV (a), coupes du processus robotisé (b) 
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Nous avons plus particulièrement travaillé sur deux coupes types qui incorporent l’ensemble des 
problématiques rencontrées (Figure 4-1a). La première concerne la coupe AB suivant la seconde veine 
de gras qui nécessite le suivi de l’os et la mise en œuvre d’effort, la seconde concerne le détourage de 
la rotule BC qui nécessite plus particulièrement de l’agilité.  

Chaque stratégie de coupe est tout d’abord réalisée manuellement et validée par un désosseur 
expert de l’ADIV avant d’être robotisée. L’idée retenue est donc d’étudier les mouvements du bras de 
l’opérateur humain qui optimise naturellement sa posture et le choix de critères (effort, agilité, etc.) 
pour la réalisation de la tâche.  

4.2 Etude du mouvement du bras humain 

Le champ de recherche concernant l’analyse du comportement humain a commencé dans les 
années 80 [Mussa-Ivaldi et al. 1985]. L’objectif était alors d’apporter des contributions sur 
l’ergonomie des postes de travail. De nombreux auteurs s’intéressent à l’analyse de la gestuelle 
pour comprendre comment l’homme optimise ses mouvements pour la réalisation de tâches complexes 
ou sollicitantes [Campos et al. 2009]. La littérature présente des modélisations du bras humain à 7 ddls 
[Asfour et al. 2003 ; Tsuji et al. 2008 ; Artemiadis et al. 2010 ; Kim et al. 2012] (Figure 4-2) mais les 
auteurs réduisent souvent celle-ci à une architecture à 5 ddls [Artemiadis et al. 2010] ou à 3 ddls 
[Potkonjak et al. 2001] en fonction de la tâche étudiée.  

 

Figure 4-2: Modèle à 7ddls [Asfour et al., 2003] (b), modèle simplifié avec 5ddls (b) et 
positionnement des amers d’analyse du mouvement [Artemiadis et al., 2010](c)  

Dans le cas de la transmission d’effort, les études portent plus particulièrement sur les paramètres 
inertiels, d’amortissement et de rigidité du bras [Mussa-Ivaldi et al. 1985 ; Gomi et al. 1997 ; Shin et 
al. 2009]. Dans le cas du lancer d’une balle, le mouvement est analysé du point de vue de l’énergie 
cinétique [Debicki et al. 2010]. D’autres travaux font apparaitre une régulation mécanique des 
propriétés du bras en fonction de la manière de prendre l’objet [Tsuji et al. 2008] et montrent que 
l’étude des champs d’effort est primordiale pour comprendre un geste [Mussa-Ivaldi et al. 1985 ; 
Artemiadis et al. 2010a]. D’autres travaux présentent l’existence de couplages entre les différentes 
positions articulaires [Artemiadis et al. 2010], entre différents muscles et vitesses articulaires dans 
certaines postures permettant par exemple de maximiser la vitesse opérationnelle du bras [Debicki et 
al. 2010]. Les travaux les plus récents utilisent les electromyogrammes (EMG) pour analyser 
l’activation des muscles [Shin et al. 2009 ; Artemiadis et al. 2011 ; Liarokapis et al. 2012] et 
l’approche biomimétique du mouvement humain permet de définir des critères de manipulabilité en 
effort ou l’interconnection des différentes articulations.  

Dans le cadre de nos travaux, nous cherchons à évaluer l’évolution des critères de manipulabilité et 
de performance mécanique [Artemiadis et al. 2010a] issus de l’analyse de la gestuelle du désosseur.  

 

 

(a) (b) (c) 
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4.2.1 Modèle du bras humain proposé  

Dans le cadre des coupes envisagées, nous proposons un modèle à 6 ddls (Figure 4-4), basé sur le 
modèle précédent d’Artemiadis [Artemiadis et al. 2010], constitué de 3 ddls au niveau de l’épaule, 2 
ddls au niveau du coude et 1 ddl au niveau du poignet. La mobilité supplémentaire introduite au 
niveau du poignet permet ainsi d’avoir la même dimension entre l’espace des tâches ET et l’espace 
articulaire EA. Le modèle géométrique du bras est formalisé à l’aide de la méthode TCS (Annexe 4-1). 
Nous introduisons deux angles supplémentaires :  

- θoutil  caractérisant l’angle d’orientation autour du plan de lame Plame, 
- θépaule  caractérisant l’angle d’orientation autour de Y0.  

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 4-3: Modèle de bras humain proposé à 6ddls (a), paramètres de coupe au couteau avec 
présentation du plan Pc (b) 

Nous proposons d’évaluer les ratios de vitesse et de couple et les critères associés [Dubey et al 
1988] dans la réalisation manuelle des deux coupes AB et BC (Figure 4-1b) afin d’affiner la 
pondération de ces critères pour la planification optimisée des coupes robotisées.  

Les matrices de pondération Wq  et Wτ  nécessite la définition des vitesses et couples maximaux du 
bras humain. Pour cela, nous choisissons les valeurs référencées dans la littérature. Les paramètres des 
liaisons en termes de vitesses et couples articulaires sont basés sur les travaux de Debicki [Debicki et 
al. 2010] et il existe une proportionnalité de ces paramètres entre l’épaule, le coude et le poignet. Le 
couple du poignet est estimé à 10 Nm et reste relativement constant vis-à-vis de la position angulaire 
[Lehman 1990]. Le couple du coude est estimé à 40 Nm [Guenzkofer et al. 2011]. Pour le couple 
associé à l’épaule, nous nous basons sur les travaux de Fleisig [Fleisig 1995] qui évaluent celui-ci lors 
du lancer d’une balle de baseball en l’estimant à 90 Nm. Les autres valeurs sont estimées par analogie 
avec les valeurs trouvées dans la littérature (Tableau 4-1).  

   

Tableau 4-1: Couples et vitesses articulaires du bras humain 

 

∆      Angle de coupe 
Fc    Effort de coupe 
Vc   Vitesse de coupe 
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4.2.2 Analyses des gestes humains  

L’étude porte sur la variation des valeurs articulaires (θ10...θ65) du bras du désosseur (Figure 4-3) et 
des efforts mis en jeu lors de la réalisation des deux coupes AB et BC (Figure 4-1b). Celle-ci est basée 
sur des vidéos (Figure 4-4), synchronisées avec l’enregistrement des 3 composantes d’efforts Fx, Fy et 
Fz réalisées au moyen d’une table dynamométrique (Kissler 9257B) positionnée en partie supérieure 
au système de contention. La composante Fz est orientée positive vers le bas. L’amplitude des 
mouvements du bras de l’opérateur étant restreinte, les valeurs articulaires sont estimées 
graphiquement à partir des différentes vidéos sans recours à des techniques plus spécifiques 
d’enregistrement. Nous présentons à présent l’analyse des deux coupes. 

Coupe AB le long du fémur 

Les tracés des valeurs articulaires issus de l’analyse des vidéos montrent que l’opérateur, à partir de 
la position 3, minimise les couples induits sur son poignet en alignant celui-ci avec son avant-bras 
θ65≈0° (Figure 4-4).  

 

Figure 4-4: Séquence de la coupe AB (a), évolution des valeurs articulaires (b) 

Le plan de coupe Pc (Figure 4-5b) est ainsi aligné avec le plan Pbras défini par le bras et l’avant-
bras, lui-même aligné verticalement θ10≈0°, ce qui permet à l’opérateur de générer des efforts 
importants en sollicitant principalement les muscles du bras. Ceci se traduit par le maintien d’un effort 
Fz important (> 100 N) à partir de la position 7, lié à une posture de rigidité maximale de l’opérateur 
(Figure 4-5).  

 

  

 

Figure 4-5: Analyse des efforts lors de la coupe AB suivant la 2nde veine de gras 

Nous analysons maintenant, grâce à de notre modèle de bras, l’évaluation des critères de 
performance mécanique Φm et de dextérité Φv et leurs ratios respectifs rmd et rvd associés. La 
réorientation du bras autour de θoutil engendre l’alignement du plan Pbras avec le plan Pc (Figure 4-7) et 
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génère une augmentation globale du ratio rmd  (Figure 4-7b). La minimisation des couples τ5 et τ6 avec 
une valeur angulaire de θoutil  proche de 90° permet un couple maximisé sur τ 2 et τ 4 (Figure 4-7c). 

 

Figure 4-6: Réorientation du bras autour de θoutil [0°, 90°] 

  

Figure 4-7: Evaluation des ratios d’effort rmd et de vitesse rvd pour un effort de 50N et une vitesse 
de 50mm/s (a), évolution des critères de performance mécanique Φm et de dextérité Φv (b), couples 

articulaires dépendant de θoutil (c)  

Les résultats de la simulation sont corrélés avec le mouvement de l’opérateur humain et mettent en 
avant l’utilisation du critère de performance mécanique Φm pour la réalisation de l’opération afin de 
gérer un effort important. 

Coupe BC du détourage de la rotule 

L’analyse vidéo (Figure 4-8a) montre que l’opérateur, à partir de la position 2, réalise une 
contorsion du buste pour aligner les plans Pbras et Pc et générer un effort de coupe. A la position 4, le 
poignet atteint sa limite articulaire et l’opérateur génère alors une vitesse Vn (composante de Vc) pour 
assurer la qualité de coupe. Ceci engendre des mouvements articulaires importants pour la réalisation 
de cette opération (Figure 4-8b). 

 

Figure 4-8: Séquence de la coupe BC (a), évolution des valeurs articulaires (b) 

L’analyse des efforts (Figure 4-9) met en avant une diminution de l’effort Fz entre les positions 3 et 
4 correspondant à un repositionnement de l’opérateur. Entre les positions 5 et 6, les oscillations 
importantes de l’effort de coupe Fz sont compensées par la réalisation d’une vitesse de coupe normale 
Vn. 
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Figure 4-9: Analyse des efforts lors de la coupe BC  

La simulation (Figure 4-10) fait également apparaitre des mouvements articulaires importants. La 
première correspond à une réorientation autour de θépaule et la seconde autour de θoutil  pour atteindre les 
valeurs de θ65≈-70° quand θépaule>60°. L’évolution des couples articulaires montre une diminution du 
couple τ5 (Figure 4-11c). La qualité de coupe se dégradant en raison de la faible performance du critère 
mécanique Φm, celle-ci est compensée par l’amélioration du critère de dextérité Φv lié à la génération 
de la vitesse de coupe Vn (Figure 4-11b).  

 

 

Figure 4-10: Réorientation du bras suivant θépaule [0°, 90°] et θoutil  

 

 

Figure 4-11 : Evaluation des ratios d’effort rmd et de vitesse rvd pour un effort de 50N et une vitesse 
de 50mm/s (a), évolution des critères de performance mécanique Φm et de dextérité Φv (b), couples 

articulaires dépendant de θépaule (c) 

Les résultats de la simulation sont corrélés avec le mouvement de l’opérateur humain et mettent en 
avant l’importance de la pondération des deux critères mécanique Φm et de dextérité Φv pour la 
réalisation de cette trajectoire de coupe.  
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4.2.3 Application à la manipulation dextre  

Bien que cette application n’entre pas directement dans le cadre de nos travaux, une autre voie  
envisagée dans la réalisation de tâche complexe comme le désossage d’épaule de bœuf (séparation 
os/muscle ou muscle/muscle) consiste à définir un processus collaboratif Homme/Robot. Dans ce cas, 
la tâche la plus sollicitante qui concerne la saisie et la manipulation des muscles (saisie, traction, 
torsion) est adressée au robot alors que les opérations les plus complexes et nobles (coupe et 
d’incisions successives) sont du ressort du désosseur. La tâche de préhension et de manipulation 
dextre des muscles par main et bras robotisée a été développée dans le cadre du projet FP7 Echord 
DEXDEB (Application of DEXterous hands for DEBoning operation) menée en collaboration avec le 
King’s college de Londres et la société SHADOW Robot Company (Figure 4-12). 

 

Figure 4-12: Tâche de préhension à l’aide d’une main Shadow® 

La définition des taches de la main dextre et du bras robot a également fait l’objet d’une étude 
préalable du comportement de la main et du bras humain permettant de définir un scénario robotisé et 
de caractériser les différentes composantes d’effort lors des différentes opérations de saisie, de 
traction, etc. 

4.3 Optimisation du comportement de la cellule à 7 ddls 

Nous présentons tout d’abord la pondération des différents critères, puis la planification optimisée 
des trajectoires appliquée aux deux coupes AB et BC.  

4.3.1 Pondération des critères 

L’optimisation nécessite la définition des bornes Φiinf et Φisup de chaque critère. Dans le cas des 
critères Φs (singularité) et Φj (butées), le seuil minimal est réglé entre 10% et 20% de la valeur limite 
pour garantir la prise en compte de la variabilité des trajectoires réelles. Pour les autres critères, nous 
étudions les variations de l’angle ∆ associées à la redondance fonctionnelle ∆∈[0, 90°] et la valeur 
articulaire q7  associée à la redondance cinématique q7∈[-50°, 50°] autour de la position de la veine de 
gras (Figure 4-13).  

 

Figure 4-13 : Recherche dans l'espace de travail de la meilleure combinaison des critères : 
variation de ∆ pour q7 fixé (a, b), variation de q7 (c, d)  

Le calcul des critères n’est possible que si le modèle géométrique inverse propose une 
configuration atteignable, c'est-à-dire comprise entre les butées articulaires (Figure 4-14). Le plan 
vertical (délimité par un trait mixte noir) délimite la singularité du poignet qs pour une valeur de q7=5°. 
Dans cette configuration du robot, le plan de coupe Pc est aligné avec le plan incluant les liaisons q1 et 

(a) (d) (b) 

∆ 

q7 (c) 
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q4. Comme nous souhaitons maximiser l’ensemble des critères, nous ne considérons que l’espace de 
recherche situé à gauche de la singularité et borné par q7=5°.  

 

Figure 4-14 : Variation des critères dans l’espace de travail pour la coupe AB  

Il est nécessaire ensuite de positionner les seuils mini Φiinf et maxi Φisup pour chaque critère en 
s’assurant que l’espace de recherche, durant l’optimisation, est suffisamment étendu pour prendre en 
compte l’ensemble des critères. Dans le cas de la coupe AB, nous cherchons à garantir un bon ratio 
mécanique rmd dont la meilleure plage est située dans l’intervalle q7∈[-50°, -20°]. Cela permet de fixer 
le seuil maximal du critère rmd sans restreindre les autres critères. Ainsi, le premier seuil de Φ∆ est 
considéré à Φ∆ sup =55°, valeur en dessous duquel ce critère n’est plus pris en compte, et le second 
seuil est positionné à Φ∆ inf =70°, valeur au-dessus de laquelle la qualité de coupe est dégradée [Guire 
et al. 10]. Ceux-ci permet aussi de fixer les seuils pour les autres critères Φr et rvd.  

4.3.2 Planification optimisée de la coupe AB le long du fémur 

Nous présentons tout d’abord l’évolution des critères rmd, Φ∆ et Φr pris en compte uniquement deux 
à deux et pondérés à 1 lors de l’optimisation (Figure 4-15).  

 

Figure 4-15 : Evaluation des critères normalisés rmd, Φ∆ et Φr considérés deux à deux 
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Les critères Φs et Φb sont pondérés à 5 de manière à éloigner la recherche de solutions de la 
singularité qs et des butées articulaires. L’objectif envisagé sur la trajectoire de coupe AB est 
d’améliorer le comportement mécanique avec l’augmentation des différents critères suivants : 
comportement mécanique rmd, diminution du porte-à-faux Φr et diminution de l’angle de coupe Φ∆. Si 
l’on compare les courbes (Figure 4-15a) et (Figure 4-15c) avec les courbes (Figure 4-15b), on constate 
une forte augmentation des critères rmd et Φr sur l’ensemble de la trajectoire ce qui constitue bien 
l’amélioration du comportement recherchée. On constate également une moindre amélioration du 
critère Φ∆ car la réorientation de la lame dans le plan de coupe Pc est fortement limitée par les butées 
des articulations q3 et q5 pour cette trajectoire (Figure 4-15a, 4-15c). L’étude de ces courbes montre 
également l’importance de la pondération des critères sur le résultat de l’optimisation. Dans notre cas, 
la solution choisie (Figure 4-15a) montre de meilleures performances pour le critère Φ∆. Le résultat de 
la coupe AB est présenté à la Figure 4-16. 

 

 

Figure 4-16: Coupe AB suivant la 2nde veine de gras 

4.3.3 Planification optimisée de la coupe BC de détourage de la rotule 

L’analyse de la séquence pour la coupe BC montre que le critère de dextérité est à privilégier. Les 
courbes (Figure 4-17) montrent l’évolution du comportement et l’amélioration des critères avant et 
après optimisation.  

 

 

Figure 4-17 : Evaluation des critères normalisés rmd, rvd, Φ∆ et Φr  de la trajectoire non optimisée 
(a) et optimisée (b) 

Nous constatons que pour la trajectoire non optimisée (Figure 4-17a), la configuration du robot, en 
fin de trajectoire, est très proche de la butée de l’articulation 5 (q5= 130°) avec des valeurs critiques 
pour les critères Φ∆ et Φr. Le fait de diminuer le ratio rvd (Figure 4-18b) mène à une amélioration des 

Points de la trajectoire  Points de la trajectoire  

(b) (a) 
2 4 6 8 2 4 6 8 

C
ri

tè
re

s 
no

rm
al

is
és

  

Φ∆ 

rmd 
rvd 

Фr 

C
ri

tè
re

s 
N

or
m

al
is

és
  

rvd 

rmd 
Фr 

Φ∆ 



Chapitre 4: Applications et résultats 
 

112 
 

critères Φ∆ et Φr. L’optimisation réalisée améliore globalement le comportement de la cellule. Le 
résultat de la coupe BC est présenté à la Figure 4-18. 

 

Figure 4-18: Coupe BC du détourage de la rotule 

Le principe exposé est identique pour l’ensemble des trajectoires de coupe, seul le choix de la 
pondération des critères varie en fonction de la recherche d’un bon compromis entre comportement 
mécanique et manipulabilité. 

4.3.4 Mise en œuvre de la commande en effort 

Le robot IRB 6620 est équipé d’un capteur d’effort (ATI 160 2500/400) et des fonctionnalités de 
commande en effort suivant deux modes : Assembly et Machining.  

•  Mode Assembly : Il permet d’aller rechercher un effort suivant une stratégie d’approche 
définie par l’utilisateur.  

Dans l’exemple présenté (Figure 4-19), le robot recherche un effort (XMax=25N) suivant une 
direction linéaire (FC_LIN), une vitesse de 25mm/s et une distance de 250mm. Lorsque 
l’effort est atteint le système enregistre la position courante. Si le temps envisagé du 
déplacement dépasse les 10 secondes, le système de contrôle arrête le mouvement du robot. 
 

 Chargement des paramètres dynamiques  
  FCCalib t_outil_LD;  
  FCRefMoveFrame \RefMoveFrameRef:=FC_REFFRAME_TOOL;  

 Définition de la trajectoire d’approche suivant une ligne 
  FCRefLine FC_LIN_X, 25, 250\OneSideOfStartPos;  
  FCCondForce \XMax:=25, 10;  
  FCAct t_outil\WObj:=w_wobj\ForceFrameRef:=FC_REFFRAME_TOOL;  

 Activation de la commande en effort, recherche de l’effort 
  FCRefStart;  
  FCCondWaitWhile;  

 Enregistrement de la pose au contact 
  rob_point1:= CRobT(\Tool:=t_outil\WObj:=w_wobj);  

 Désactivation de la commande en effort 

  FCRefStop;  
   FCDeact;  
 

Figure 4-19: Algorithme associé à une trajectoire linéaire de recherche d’effort en mode Assembly 
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Cette procédure permet, pour les différentes coupes, d’amener la lame au contact des muscles.  

•  Mode  Machining : Il permet le suivi d’une trajectoire avec maintien d’un effort constant entre 
l’outil et la pièce.  

 Le mode machining comprend plusieurs étapes. La phase d’initialisation charge les paramètres 
 dynamiques de l’outil (FCCalib). La recherche du contact et d’activation de la commande en 
 effort comprend différentes instructions. Dans l’exemple présenté (Figure 4-20), le robot
 cherche le contact suivant la consigne d’effort Fx=-7 N et la vitesse v_vitesse. Le changement 
 du mode de commande impose que le TCP passe dans la zone de contrôle z_zonedepassage, 
 définie autour de la pose rob-point2 en moins de TimeOut=5 s. Si l’effort atteint 90% de la 
 valeur de consigne, la commande passe en mode machining et exécutera l’instruction suivante.  

 L’instruction fcgetforce permet également de connaitre la valeur d’effort et de proposer des 
 modifications de la trajectoire. Appliquée à la coupe AB, ceci permet de réorienter la lame 
 pour suivre le profil de l’os.  

 Chargement des paramètres dynamiques 
  MoveL rob_point1, v_vitesse, z_zonedepassage, t_outil\WObj:=w_wobj  
  FCDeact;  
  FCCalib t_outil_LD;  

 Activation de la commande en effort 
  FCPress1LStart rob_point2, v_vitesse\Fx:=-7\Fy:=0\Fz:=0,     

  90\ForceFrameRef:=FC_REFFRAME_TOOL\ForceChange:=100\DampingTune:=50\ 
  TimeOut:=5\UseSpdFFW, z_zonedepassage, t_outil\WObj:=w_wobj;  

 Definition de la trajectoire  

 While b_fintrajectoire= false do  
 FCPressL RelTool(rob_point_2 ,0,0,0\Rz:=Rz_reorientation), v_vitesse, 
  -7, z_zonedepassage, t_outil\WObj:=w_wobj;  
 FCPressL RelTool(rob_point_2 ,0,2,20\Rz:=Rz_reorientation), v_vitesse,  
 -7, z_zonedepassage, t_outil\WObj:=w_wobj;  
 Valeur ressentie:=fcgetforce(\tool:=t_outil\contactforce);  
 Valeur ressentie := Valeur ressentie.yforce;  
 … 
 endwhile  

 Désactivation de la commande en effort 

  FCPressLEnd reltool(rob_point3,0,0,-50), v_vitesse;  
  FCDeact;  

Figure 4-20: Algorithme associé au suivi d’une trajectoire en mode Machining  

4.3.5 Résultat du désossage 

Le processus de désossage robotisé est aujourd’hui opérationnel et permet la séparation complète 
des noix et des os (Figure 4-21a). Les noix obtenues sont ensuite parées (séparation des noix, 
élimination d’éléments de gras ou de cartilage, etc.) afin de réaliser un bilan matière (Figure 4-21b). 
Le rendement matière du désossage robotisé, bien que très prometteur, reste légèrement inférieur au 
désossage manuel, en raison principalement de l’écart de positionnement de l’engagement de la coupe 
AB par rapport à la deuxième veine de gras. L’identification automatique de la deuxième veine de gras 
est complexe et différentes solutions ont été envisagées comme par exemple la pose d’un amer par un 
opérateur.  
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Figure 4-21 : noix avant parage (a), l’ensemble des noix séparées (b) 
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4.4 Mise en œuvre de la cellule robotique d’usinage 

La cellule robotique multi-redondante est destinée à des opérations d’usinage et de parachèvement 
de pièces rigides ou déformables (Figure 4-22). Elle se compose d’un robot IRB 6660, d’un robot 
PKM Tricept T606, d’une table rotative deux axes, elle-même portée par un track linéaire.  

 

Figure 4-22: Cellule robotique multi-redondante  

Robot hybride ABB IRB 6660 205/1.9 

Le robot IRB 6660 205/1.9 offre une charge embarquée de 205 kg (Figure 4-23). Son architecture à 
structure mécanique à parallélogramme offre une rigidité bien supérieure à un robot anthropomorphe 
équivalent [ABB 2008]. La motorisation associée à la liaison 3 est positionnée au niveau de la liaison 
2 ce qui permet de limiter la charge en mouvement. Celui-ci est équipé de la commande en effort 
associée au capteur ATI (ATI160 SI2500-400). La broche d’usinage est une électrobroche FISCHER 
(MFW 1412/36) d’une puissance de 15.2kW et d’une plage de vitesse de rotation allant jusqu’à 
36000trs/min.  

  

Figure 4-23: IRB6660 lors d’une opération d’usinage 

Robot PKM Tricept T606 

Le robot PKM Tricept T606 offre une charge embarquée de 40 kg et possède une bonne dynamique 
avec une vitesse maximale de déplacement de 60 m/mn et une accélération de 1G. Il est piloté par une 
baie de commande ABB IRC5 identique à l’IRB 6660. La broche d’usinage est une électrobroche 

FISCHER (SD 5084M) d’une puissance de 7 kW et d’une plage de vitesse de rotation allant jusqu’à 
25000 trs/min (Figure 4-24). 
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Figure 4-24: Robot PKM Tricept  

Table rotative deux axes (Tilting) 

La table rotative à 2ddls est une Peiseler ZAS avec un diamètre de table de 280mm (Figure 4-25) 
composée d’un berceau basculant et d’un plateau rotatif. Les couples d’entrainement associés aux 
deux axes rotatifs référencés q10 et q11 par la suite, sont respectivement de 1200Nm et 700Nm et 
supérieurs au couple d’entrainement des liaisons q5 et q6 de l’IRB 6660 (1177Nm et 620Nm). Les 
vitesses articulaires q10 et q11 sont respectivement de 120°/s et 200°/s proche des performances 
cinématiques des liaisons q5 et q6 les plus rapides du l’IRB 6660 (140°/s et 190°/s). Les rigidités des 
éléments mécaniques de cette table sont bien supérieures à celle du robot que nous considérons dans 
nos travaux comme infiniment rigide par rapport aux robots.  

 

 

Figure 4-25: Retourneur intégré à la cellule robotique 

Track linéaire 

Son acquisition est en cours et son intégration est prévue courant 2014. 

4.5 Positionnement des différents axes externes 

La première application de l’optimisation consiste à positionner le track et la table rotative par 
rapport aux deux robots IRB 6660 et PKM Tricept T606. Pour cela, nous nous appuyons sur les deux 
modèles à 11 dlls (chapitre 2) où q7, q8 et q9 représentent les trois mobilités en translation montées en 
série (q7 représentant la mobilité du track), q10 et q11 les deux mobilités en rotation de la table (Figure 
4-25). Le point de référence Ot est défini à l’intersection des axes q10 et q11. La position optimisée est 
définie à partir du positionnement de Ot par rapport à la position de référence O.  

 

Axe du plateau rotatif 

Axe basculant 
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  Figure 4-26: Architecture à 11 ddls incluant robot IRB 6660 (a) et robot PKM Tricept T606 (b) 

Nous recherchons un positionnement global de la table rotative dans l’espace de travail du robot. 
Pour cela, nous considérons un parcours outil composé de 12 points répartis sur un carré : 4 points aux 
angles, 4 points au milieu des segments et 4 autres points décalés de 1 mm des angles pour tester la 
performance de l’algorithme lors des changements  de direction  (Figure 4-27).  

 
Figure 4-27: Parcours outil considéré   

La modélisation des cellules robotiques est réalisée sous Matlab® (Figure 4-28). L’origine du 
parcours outil OP est alignée avec l’axe du plateau rotatif q11 et décalé d’une distance de 0.3m de 
l’origine Ot. 

   
  

Figure 4-28: Modélisation des deux cellules robotisées dans leur configuration de référence 

Pour chaque cellule robotique, une valeur de référence du paramètre b7 est définie. Cette valeur 
permet de garantir une trajectoire de suivi du parcours outil en dehors des butées articulaires et des 
singularités. L’optimisation globale évalue dans l’espace de travail la meilleure pose pour le premier 
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point de la trajectoire qui est retenue ensuite pour l’optimisation locale. Pour montrer l’efficacité de 
l’algorithme, nous présentons, pour chaque architecture, l’évaluation des critères normalisés associée à 
un positionnement des axes q7 à q9. 

4.5.1 Cas du robot hybride à structure mécanique à parallélogramme IRB6660 

La table rotative est localisée à la position de référence Ot [1.8, 0, 0.8] définie par rapport au repère 
de base OXYZ où toutes les longueurs sont exprimées en mètre. Dans cette configuration de référence, 
nous évaluons les différents critères lors du suivi du parcours outil.  

 

Figure 4-29: Evaluation des critères dans la configuration de référence 

On constate lors du déplacement des points 1 vers 3 suivant Z que le poignet est orienté à 90° par 
rapport à la direction des efforts d’usinage, elle-même orientée à 120° par rapport à la direction 
d’avance. Le critère Φm est alors fortement dégradé. Lors du déplacement des points 4 vers 6 suivant 
Y, le poignet est bien orienté par rapport à la direction des efforts d’usinage, le critère Φm est évalué 
positivement (Φm ≈0,85). L’évaluation des rigidités articulaires du robot (Chapitre 3 §3.4.4) montre une 
plus faible rigidité sur la première articulation q1 par rapport aux articulations q2 et q3. Cela se traduit 
par une diminution du critère de rigidité Φr lors des déplacements suivant Y par rapport au 
déplacement suivant Z où les articulations q2 et q3 sont principalement sollicités. Le critère de dextérité 
Φv reste toujours supérieur à 0,6 ce qui signifie que la trajectoire est réalisable.   

  

 

Figure 4-30: Evolution des critères (valeurs articulaires q7 à q11 = 0) 

Nous présentons une première optimisation montrant l’amélioration du critère cinématique Φv 
(Figure 4-31a). Les variables articulaires q7 à q9 sont tracées permettant de déterminer une première 
configuration pour le positionnement de la table rotative (Figure 4-31b). L’amélioration des capacités 
cinématiques Фv entraine une modification des valeurs articulaires [q7, q8, q9] aux environs de [-0.5, 
0.1, 0.3] à partir de la position de référence Ot. On constate un déplacement important suivant Y de la 
table rotative (q7≈-0.5). Nous ne constatons pas d’amélioration notable du critère mécanique Фm. 
L’ajout d’une contribution articulaire dq associée aux 11 articulations semble limiter fortement la 
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réorientation d’angle ∆ autour de l’axe de broche. Ceci reste une piste de réflexion pour gérer au 
mieux l’ensemble des redondances.  

 

  

Figure 4-31: Evolution des critères (a), évolution des variables articulaires (b) 

 

Figure 4-32: Parcours de la trajectoire 

Les paramètres de positionnement de la table rotative sont issus des résultats présentés et mettent 
en avant l’importance du track linéaire d’axe Y dans l’amélioration du comportement.  

4.5.2 Cas du robot hybride à sous-structure parallèle Tricept T606 

La table rotative est localisée à la position de référence Ot [2, 0.3, 1.2] définie par rapport au repère 
de base OXYZ. L’optimisation montre l’amélioration des performances en rigidité associée au critère Фrt 

correspondant au repli des jambes. Nous constatons également une amélioration alternée des capacités 

cinématiques Фv et mécanique Фm par la gestion de la redondance fonctionnelle d’angle ∆ autour de 
l’axe de broche.  

 

Figure 4-33: Evolution des critères (a), évolution des variables articulaires (b) 
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Figure 4-34: Parcours de la trajectoire 

L’évolution importante de la variable articulaire q7 lors du suivi de la trajectoire montre également 
l’importance de l’ajout d’un track linéaire d’axe Y permettant d’étendre l’espace de travail de manière 
importante et d’améliorer les capacités d’un tel robot.  

4.5.3 Bilan sur la gestion de la redondance avec 11 ddls 

Cette phase d’optimisation a permis de définir le placement des redondances structurales de la 
cellule (Figure 4-35).  

 

Figure 4-35: Paramètres architecturaux de la cellule robotique développée 

Elle met également en avant l’importance du track linéaire d’axe Y pour améliorer les capacités de 
ces deux structures, d’autant plus important dans le cas du Tricept T606. Cependant, la convergence 
de l’algorithme, lors de l’optimisation locale qui renvoie à chaque itération une variation articulaire sur 
chacun des 11 axes, est complexe à mettre en œuvre car les conditions initiales (configuration du 
robot) associées aux fortes variations des critères, perturbent fortement les résultats obtenus.  

4.6 Optimisation du comportement de la cellule robotique d’usinage  

Nous présentons à présent les premiers résultats de l’optimisation du comportement des deux 
structures à 9 ddls de la cellule d’usinage appliqué au trajet outil précédent (Figure 4-27). 

4.6.1 Cas du robot hybride à parallélogramme IRB 6660 

 

Figure 4-36: Trajectoire optimisée  privilégiant le critère de rigidité Φr 

La Figure 4-36 présente le résultat de l’optimisation du comportement de l’IRB 6660  privilégiant 
le critère de rigidité Φr. Les poses de la trajectoire optimisée comportant l’ensemble des valeurs 
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articulaires sont exprimées dans le repère de base du robot puis importées dans RobotStudio®. La 
Figure 4-37 présente le fichier de points en langage Rapid généré par Matlab. 

 

 

Figure 4-37 : Expression des poses de la trajectoire optimisée 

Les fonctionnalités de simulation de RobotStudio® permettent de visualiser les poses de la 
trajectoire avant et après optimisation (Figure 4-38). Le parcours de la trajectoire optimisée est 
présenté dans un scénario (Figure 4-39). On remarque dans ce scénario un basculement du robot sur 
son axe de rotation, cela met en avant d’une part la gestion de la redondance fonctionnelle et 
l’importance d’autre part de pouvoir simuler ce type de trajectoires pour s’assurer que l’alimentation 
en énergie de la broche ne viendra pas perturber la réalisation de la trajectoire. 

 

Figure 4-38: Simulation de la trajectoire non optimisée et optimisée de l’IRB 6660  

 

Figure 4-39: Scénario de la trajectoire optimisée 

Robotstudio® permet également, par l’intermédiaire du contrôleur virtuel, de tracer les valeurs 
réelles d’un ensemble d’informations comme les positions articulaires (Figure 4-40), la vitesse 
effective du TCP, etc. et d’évaluer plus finement l’amélioration du comportement de la cellule.  

Figure 4-40 : Visualisation sous RobotStudio® de la position articulaire de chaque ax 
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4.6.2 Cas du robot hybride à sous-structure parallèle Tricept T606 

La trajectoire optimisée du Tricept T606 privilégiant également le critère de rigidité Φr est bien 
différente de celle de l’IRB 6660 puisque sa représentation montre un nuage de points situé à une 
distance plus ou moins constante de la base du Tricept, parallèle à l’axe du track (Figure 4-41). Ceci 
est lié principalement à recherche d’une configuration de rigidité accrue qui impose une position de 
repli des jambes.   

 

Figure 4-41: Trajectoire optimisée en terme de rigidité  

Pour cette trajectoire optimisée, le scénario est présenté à la Figure 4-42.  

 

Figure 4-42: Simulation de la trajectoire optimisée du Tricept T606 

La Figure 4-43 montre le déplacement articulaire des différentes liaisons du Tricept dont celle 
associé au track q7. Son déplacement est relativement important avec 600 mm de débattement et 
montre tout l’intérêt d’avoir un track pour améliorer le comportement du Tricept pour une opération 
d’usinage. 

 

Figure 4-43: Visualisation sous RobotStudio® de la position articulaire de chaque axe 

On constate, pour les deux structures IRB 6660 et Tricept T606, le rôle important des trois axes 
externes pour la réalisation d’une trajectoire optimisée et particulièrement l’action du track linéaire.  
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4.6.3 Premiers essais d’usinage 

Le robot IRB 6660 est à présent opérationnel et différents essais ont été réalisés pour évaluer son 
comportement. Une première étape importante est liée à la calibration de l’ensemble outil et broche 
d’usinage (Annexe 4-2) car il s’agit de dégauchir le plus précisément possible l’axe de broche par 
rapport à la table de montage et la position du TCP. Les premières trajectoires sont optimisées vis à vis 
des critères cinématiques Φv  et de rigidité Φr par gestion de la redondance fonctionnelle. Ceci 
correspond à une configuration du poignet cassé (q5 ≈ 90°) permettant d’améliorer la manipulabilité, la 
rigidité et réduire les vibrations [Bian et al. 2010].  

         

Figure 4-44: Pièce test usinée (a), influence des changements de direction (b), état de surface (c) 

Ces premiers résultats sont très encourageants pour la suite et offrent un bon comportement de la 
structure vis-à-vis des caractéristiques cinématiques attendues (Vf = 40 m/min) et des sollicitations 
mécaniques. Il reste maintenant à conforter ces premiers résultats vis-à-vis des contraintes de qualités 
attendues.  

4.7 Conclusion 

Ce chapitre présente les résultats de la planification optimisée des trajectoires par gestion de la 
redondance, appliqué tout d’abord au désossage du jambon. L’étude préalable du comportement du 
bras humain appliquée à deux coupes spécifiques (ouverture des muscles, détourage de la rotule) nous 
permet d’affiner la pondération des critères d’optimisation afin de garantir la qualité de coupe. Cette 
pondération concerne plus particulièrement les critères de performance mécanique Φm et de dextérité 
Φv tout d’abord appliquée à notre modélisation du bras humain. La planification de la trajectoire 
obtenue est bien conforme à la pondération opérée de manière naturelle par l’opérateur humain. Celle-
ci est ensuite appliquée à la planification des trajectoires de la cellule robotique de désossage. Les 
résultats obtenus lors du désossage robotisé en termes d’amélioration de la qualité de coupe sont très 
encourageants pour la suite des développements.  

La seconde application concerne l’usinage et le développement d’une cellule robotisée multi 
redondante. L’outil d’optimisation développé sous Matlab® permet tout d’abord une définition 
optimisée des valeurs de positionnement des redondances structurales considérées comme des 
variables articulaires, appliquée à deux architectures hybrides (structure mécanique à parallélogramme 
IRB 6660 et à sous-structure parallèle PKM Tricept T606) basée sur des modèles à 11 ddls. Ces 
valeurs définissent le positionnement des deux robots, de la table rotative à deux mobilités, elle-même 
porté par un track linéaire. L’outil optimisation permet ensuite la planification des trajectoires des 
deux structures à 9 ddls avec un réglage de pondération des différents critères. Nous montrons l’intérêt 
de l’ajout de telles redondances dans l’amélioration globale du comportement et plus particulièrement 
le rôle du track linéaire. Les trajectoires sont ensuite importées dans l’outil de PHL RobotStudio® dont 
les fonctionnalités permettent d’analyser plus finement le comportement simulé au travers du 
contrôleur  virtuel. Nous sommes conscients qu’il reste une phase de mise au point importante pour 

(a) (b) (c) 
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améliorer les performances de l’algorithme comme le réglage de la pondération et vérifier la qualité de 
réalisation sur un ensemble de pièces tests. 
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Conclusions et Perspectives 
 Les travaux présentés dans ce mémoire concernent l’ajout et la gestion de redondances pour 

l’amélioration du comportement de cellules robotiques pour la réalisation de tâches de coupe à forte 
variabilité et à fortes sollicitations.  

Le premier chapitre présente tout d’abord le contexte de la robotisation d’opération de découpe de 
viande et d’usinage. Dans le cadre de la découpe et du désossage, ces opérations se robotisent 
progressivement mais de nombreuses difficultés sont présentes en raison de la forte variabilité des 
pièces à découper, la déformation lors de la coupe et la non-homogénéité du matériau qui nécessitent 
une auto-adaptation des trajectoires par l’utilisation de capteurs extéroceptifs (vision, force) et de 
commande associée. Dans le cadre de l’usinage, le développement de machines à base de structures 
parallèles et hybrides a été un révélateur des potentialités offertes par les robots anthropomorphes. 
Cependant, bien que les constructeurs proposent des solutions plus adaptées, l’utilisation des robots 
anthropomorphes reste encore limitée en raison d’un ensemble de facteurs d’erreur et des sollicitations 
du procédé de coupe qui impactent la précision et la répétabilité. Pour ces deux applications, 
l’amélioration des capabilités des robots consiste à positionner la tâche dans un espace optimisé où les 
caractéristiques mécaniques, cinématiques et dynamiques sont avérées. Cependant, celui-ci représente 
une réduction forte de l’espace géométrique. Une solution largement développée et que nous avons 
retenue consiste à améliorer les capabilités par la gestion et l’ajout de redondances (fonctionnelle, 
structurale). Nous illustrons les apports de la redondance au travers de différentes applications et 
solutions techniques relatives à la découpe de viande, à l’assistance opératoire médicale et à l’usinage.  

Le deuxième chapitre présente tout d’abord les deux cellules redondantes étudiées. La première 
cellule de désossage à 7 ddls se compose d’un robot anthropomorphe IRB 6620 associé à une 
commande en effort et d’un axe externe entrainant le système de contention du jambon. La seconde 
cellule comporte deux sous-ensembles à 9 ddls. Le premier se compose d’un robot hybride à structure 
à parallélogramme IRB 6660 associé à une commande en effort, le second d’un robot hybride à sous-
structure parallèle PKM Tricept T606. Ces deux robots sont synchronisés avec une unité mécanique 
porte-pièce à 3 ddls composée d’une table basculante 2 axes elle-même portée par un axe linéaire. Les 
sections suivantes sont consacrées à la modélisation géométrique et cinématique des trois architectures 
de robot basée sur la méthode Travelling Coordinate System (TCS), puis des cellules redondantes à 7, 
9 et 11 ddls. L’utilisation de l’inversion du mouvement permet de modéliser analytiquement la cellule 
sous la forme d’une chaîne cinématique sérielle.  

Le troisième chapitre est consacré à la résolution de la redondance exprimé sous forme d’un 
problème d’optimisation dont les contraintes et les critères sont liés à l’architecture de la cellule et aux 
procédés de coupe. Nous présentons tout d’abord un état de l’art et un comparatif des méthodes de 
résolution de la redondance et montrons que la méthode retenue est bien adaptée à notre problème et 
permet de gérer aussi bien des redondances fonctionnelles que des redondances structurales. La 
fonction objectif est définie par agrégation d’un ensemble de critères pondérés. Nous présentons 
ensuite l’ensemble des critères utilisés et leur formalisation mathématique pour l’optimisation. Le 
réglage des paramètres et de la pondération des critères permet d’intégrer les critères classiques 
d’éloignement des butées articulaires, des singularités et d’orienter l’optimisation par la prise en 
compte des contraintes spécifiques des différentes opérations de coupe comme la dextérité, la 
génération d’effort dans une direction donnée et la rigidité vis-à-vis des sollicitations. La dernière 
partie présente les fonctionnalités de l’outil développé, l’algorithme de résolution comportant une 
recherche de solution globale puis locale et la mise en œuvre d’une optimisation. 
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Le quatrième chapitre est consacré à l’application de l’outil développée pour la planification 
optimisée des trajectoires des cellules redondantes.  

La première application concerne le désossage du jambon de porc. Une contribution que nous 
souhaitons mettre en avant concerne l’analyse des gestes du désosseur pour deux coupes spécifiques 
concernant l’ouverture des noix jusqu’à l’os et le détourage de la rotule. L’analyse réalisée montre la 
nécessité d’avoir de l’effort et/ou de la dextérité. Cela nous permet de définir la pondération des 
critères que nous appliquons à notre modèle de bras humain. Cette pondération est ensuite utilisée 
pour la planification optimisée des trajectoires de cellule de désossage. Les résultats de l’amélioration 
de la qualité de coupe et du processus robotisé sont présentés.  

La deuxième application concerne l’usinage robotisé. Dans la première étape, nous utilisons notre 
outil d’optimisation et de simulation pour définir le positionnement des redondances structurales pour 
les deux structures redondantes. Pour cela, les paramètres de position des axes externes sont 
considérés comme des variables articulaires et nous utilisons les modèles à 11 ddls. Ce travail 
constitue une part conséquente de notre contribution dans la mise en œuvre physique de la cellule. 
Dans la deuxième étape, nous présentons, pour un trajet outil donné, l’amélioration du comportement 
cinématique et mécanique des structures à 9 ddls à travers l’évolution des différents critères et des 
composantes articulaires. Les résultats montrent en particulier l’apport du track linéaire pour 
augmenter de manière importante l’espace de travail de la structure composée du PKM Tricept. Les 
premiers résultats d’usinage réalisés avec l’IRB 6660 sont très encourageants pour la suite des 
développements. Ceux-ci s’inscrivent dans le cadre de l’action Robotool de la thématique RobProd du 
projet d’équipement d’excellence Equipex Robotex.  

Perspectives dans le cadre de la découpe de viande 

Les premiers projets menés dans le domaine de la découpe de viande sont le résultat d’une 
collaboration forte entre l’Institut Pascal et l’ADIV et de la pérennisation de l’expérience acquise 
renforcée par la création en 2008 de l’UMT08-2 “Mécanisation/robotisation dans les filières viandes et 
produits carnés”. En parallèle des travaux réalisés sur le désossage robotisé, d’autres études concernent 
la réalisation d’opérations humaines plus complexes comme le désossage de l’épaule et la cuisse de 
bœuf et la séparation muscle/muscle. Ces opérations nécessite l’utilisation conjointe des deux bras 
[Adorno et al. 2011 ; Smith et al. 2012] et permettant également d’augmenter la productivité en 
intervenant sur une même tâche [Torres et al. 2009] ou de manipuler des objets de grandes 
dimensions. Un exemple d’application concerne la manipulation d’une tôle d’acier de grandes 
dimensions (6 m x 2,2 m) de 480 kgs (proche de la limite maximale en charge de chaque robot) 
(Figure 5-1a).  

 

Figure 5-1 : Travail collaboratif de deux robots : manipulation de tôle [Metalforming 2007] (a) 
soudage [Zhang et al. 2012] (b), découpe de corps mous – projet ANR ARMS (c) 

L’emploi conjoint des deux robots KR500 synchronisés entre eux, donnent une plus grande 
flexibilité à la planification de trajectoire [Metalforming 2007]. Un autre exemple d’application 

(a) (b) (c) 
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concerne le secteur du soudage où l’emploi de la redondance structurale est déjà largement utilisé 
[Steuben et al. 2011]. L’amélioration de l’accessibilité pour la réalisation des trajectoires de soudage 
est obtenue par l’utilisation conjointe de deux robots (Figure 5-1b). Un premier robot porte la torche 
de soudage tandis que le deuxième porte la pièce [Zhang et al. 2012].  

Le projet ANR ARMS s’inscrit dans la continuité du projet FUI SRDViand et concerne la 
manipulation multi-bras d’objet déformable adressant des opérations complexes comme la séparation 
muscle/muscle (Figure 5-1c). Cette opération combine le mouvement du bras gauche pour le contrôle 
de la préhension et de la mise en extension du muscle à séparer. Le bras droit réalise de manière 
coordonnée de petites incisions, déclenchant la rupture et la séparation progressive des deux muscles 
au niveau de l’aponévrose. Ces tâches adressent des problématiques scientifiques importantes qui font 
partie de challenges actuels en robotique de production. La planification automatique et synchronisée, 
des quatre principales actions identifiées (couper, saisir, tirer, pousser) est un problème difficile en 
raison du nombre important de postures. Pour l’homme, la réalisation d’une telle tâche est simple, car 
il fait appel en temps réel à différents percepteurs (vision, toucher, effort) pour tenir compte des 
déformations et choisir la prise de l’objet et la posture appropriée des mains et des bras.  

Pour une manipulation robotisée robuste et agile, de nombreux problèmes restent à résoudre. Il est 
nécessaire de comprendre et de contrôler la préhension, et générer les mouvements coordonnés des 
différents bras. Les travaux en cours consistent à préciser, par l’analyse des mouvements humains, les 
scénarios et les trajectoires de chaque bras et de décrire le nombre de degrés de mobilité nécessaire 
pour satisfaire aux contraintes d’effort, de manipulabilité et d’accessibilité. Il s’agit ensuite de définir 
des critères liés à l’observabilité des capteurs de vision, au contrôle des collisions, à la robustesse et la 
stabilité du processus afin de garantir le contrôle des différentes tâches. Bien que la manipulation 
multi-bras ne soit pas considérée explicitement dans nos travaux, celle-ci est un axe d’application de 
l’algorithme mis en place pour la planification de trajectoire des différents bras. Ces travaux ne sont 
qu’à leur début et ils permettent d’envisager un développement plus large d’application robotique dans 
le domaine de la découpe et plus généralement dans le secteur agroalimentaire.  

Perspectives dans le cadre de l’usinage robotisé 

La mise en œuvre de la cellule robotisée d’usinage n’est pas totalement finalisée mais elle permet 
d’entrevoir des perspectives importantes de l’utilisation des robots dans le secteur de l’usinage. La 
mise en œuvre d’une telle architecture a nécessité une collaboration avec le constructeur ABB pour la 
phase d’intégration et suscite un intérêt particulier pour le déploiement plus large de robots pour des 
opérations d’usinage et de parachèvement. Toutefois, la précision et la qualité des pièces réalisées est 
un élément clé pour l’intégration de telles architectures et l’amélioration de la qualité nécessite de 
lever certains verrous. Ceci se traduit par l’implication de l’institut Pascal dans le projet EquipEx 
Robotex et plus particulièrement dans la thématique RobProd (robotique de production) et par 
différentes travaux en cours. En complément de nos travaux concernant la planification optimisée de la 
trajectoire, il est nécessaire d’investiguer et d’améliorer le comportement réelle des structures.  

Une première voie concerne l’identification du comportement de la structure en bout d’effecteur 
(rigidité statique et dynamique) grâce à des moyens de mesures extéroceptifs (laser traker, vision 
rapide, …) et embarqués (accéléromètre). Il s’agit ensuite de mettre en place des modèles adaptés 
(éléments, actionneurs) et suffisamment réalistes pour permettre, à partir d’outil de simulation, 
d’évaluer le comportement dynamique de la structure lors du parcours d’une trajectoire. Ceci 
permettra d’identifier les comportements défavorables (modes propres, vibration, etc.) et de définir de 
nouveaux critères pour la planification optimisée des trajectoires. 

Une seconde voie consiste à appareiller la structure et à mettre en œuvre de nouvelles méthodes 
d’identification du comportement instantanée du robot manipulateur (déplacement, accélération, 
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effort, vitesse). Ceci doit permettre une meilleure prise en compte des conditions réelles d’utilisation et 
d’accroitre la précision et la robustesse du comportement en s’affranchissant des fortes non linéarités 
liées au comportement anisotropique. Il s’agit ensuite d’intégrer cet ensemble (système de mesure et 
méthode d’identification) dans la commande du robot. 

Le domaine d’application ne se limite pas à l’usinage mais concerne également le parachèvement 
des pièces par ponçage et polissage dont les contraintes du procédé sont très similaires. Un des projets 
concerne le ponçage de train d’atterrissage. En raison des formes et de l’accessibilité aux différentes 
surfaces, un tel processus nécessite un grand espace de travail et une agilité importante de l’outil. 
L’utilisation d’un robot anthropomorphe et l’ajout de redondance structurale est la solution envisagée. 
Les résultats de la phase de faisabilité sont importants et conditionnent les investissements du 
partenaire industriel dans le développement d’une telle cellule. 

Les attentes industrielles de solutions robotiques dans le domaine de l’usinage et du parachèvement 
sont fortes et l’ajout et la gestion optimisée de redondances structurales est une des voies prometteuses 
pour améliorer les capacités et garantir la qualité attendue.  
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ANNEXE 1-1 : Performance des robots industriels utilisés dans ce 
manuscrit tel qu’elles sont fournis par les constructeurs. 

 

A) Performance conformément à la norme ISO 9283 de l’ABB IRB6620 – Information extraite de 
la documentation de l’IRB6620 

 

Figure A1-1: Performance conformément à la norme ISO 9283 de l’ABB IRB6620 
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B)  Performance conformément à la norme ISO 9283 de l’ABB IRB6660 – Information extraite de 
la documentation de l’IRB6660 

 

Figure B1-1: Performance conformément à la norme ISO 9283 de l’ABB IRB6660 

C)  Performance du PKM Tricept T606 (Commande ABB) – Information fournie par LOXIN® 

Nombre d’axes : 6 
Précision : 

- Positionnement volumétrique : +/-200µm 
- Répétabilité : +/-20µm 

Dynamique : 
- Vitesse maximale : 50m/min 
- Accélération : 1G
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ANNEXE 2-1 : Modélisation associée au robot anthropomorphe à 6 ddls 

 

A) Modèle Géométrique Direct de l’IRB 6620 

 

Figure A2-1: Modélisation TCS d’un robot anthropomorphe à 6ddls 

            

L’expression du MGD s’exprime par la concaténation de l’ensemble des opérateurs suivants : 
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Le calcul de A0TCP est le résultat de la multiplication matricielle des opérateurs élémentaires : 
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xTCP=-S10*b1+C10*(C43*(C54*a6-S54*C65*b6)+S43*S65*b6)-S10*(C21*b2+C21*(-
S32*b3+C32*(a4+S54*a6+C54*C65*b6)-S32*(-S43*(C54*a6-S54*C65*b6)+C43*S65*b6))-
S21*(C32*b3+S32*(a4+S54*a6+C54*C65*b6)+C32*(-S43*(C54*a6-S54*C65*b6)+C43*S65*b6))) 

yTCP=C10*b1+S10*(C43*(C54*a6-S54*C65*b6)+S43*S65*b6)+C10*(C21*b2+C21*(-
S32*b3+C32*(a4+S54*a6+C54*C65*b6)-S32*(-S43*(C54*a6-S54*C65*b6)+C43*S65*b6))-
S21*(C32*b3+S32*(a4+S54*a6+C54*C65*b6) +C32*(-S43*(C54*a6-S54*C65*b6)+C43*S65*b6))) 

 zTCP=S21*b2+S21*(-S32*b3+C32*(a4+S54*a6+C54*C65*b6)-S32*(-S43*(C54*a6-
S54*C65*b6)+C43*S65*b6))+C21*(C32*b3+S32*(a4+S54*a6+C54*C65*b6)+C32*(-S43*(C54*a6-
S54*C65*b6)+C43*S65*b6)) 
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a11 = C10*C43*C54-S10*(C21*(C32*S54+S32*S43*C54)-S21*(S32*S54-C32*S43*C54)) 

a21 = S10*C43*C54+C10*(C21*(C32*S54+S32*S43*C54)-S21*(S32*S54-C32*S43*C54)) 

a31 = S21*(C32*S54+S32*S43*C54)+C21*(S32*S54-C32*S43*C54) 

a12 = C10*(-C43*S54*C65+S43*S65)-S10*(C21*(C32*C54*C65-S32*(S43*S54*C65+C43*S65))            
-S21*(S32*C54*C65+C32*(S43*S54*C65+C43*S65)))      

a22 = S10*(-C43*S54*C65+S43*S65)+C10*(C21*(C32*C54*C65-S32*(S43*S54*C65+C43*S65))            
-S21*(S32*C54*C65+C32*(S43*S54*C65+C43*S65))) 

a32 = S21*(C32*C54*C65-S32*(S43*S54*C65+C43*S65))+C21*(S32*C54*C65+C32*(S43*S54*C65+C43*S65)) 

a13 = C10*(C43*S54*S65+S43*C65)-S10*(C21*(-C32*C54*S65-S32*(-S43*S54*S65+C43*C65))            
-S21*(-S32*C54*S65+C32*(-S43*S54*S65+C43*C65))) 

a23 = S10*(C43*S54*S65+S43*C65)+C10*(C21*(-C32*C54*S65-S32*(-S43*S54*S65+C43*C65))          
-S21*(-S32*C54*S65+C32*(-S43*S54*S65+C43*C65))) 

 a33 = S21*(-C32*C54*S65-S32*(-S43*S54*S65+C43*C65))          
+C21*(S32*C54*S65+C32*(-S43*S54*S65+C43*C65)) 

 

B) Modèle Géométrique Inverse 

La détermination des angles φ10 à 65ϕ   est obtenue à l’aide de la méthode de Paul. On pose :    
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Pour trouver 10ϕ , on multiplie par la gauche soit : 

56453423120
1

01 AAAAAUA =−    soit  5645342312010 AAAAAUA =  

On obtient alors l’équation : 

10ϕ  = πk
p

p
Arc

y

x +−
)tan( , k=1, 2,... 

Pour trouver 21ϕ , on multiplie par la gauche soit : 

564534230
1

01
1

12 AAAAUAA =−−   soit  5645342301021 AAAAUAA =  

On pose 

K = -b1-S10*px+C10*py         X = -2*b2*pz  Y = -2*K*b  Z = b3
2+a4

2-b2
2-pz

2-K2      ε=+/-1 

S21 = (X*Z+ ε *Y*((X2+Y2-Z2) ^ (1/2)))/(X2+Y2) 

C21 = (Y*Z- ε *X* ((X2+Y2-Z2) ^ (1/2) ))/(X2+Y2) 

21ϕ  = πk
C

S
Arc +)tan(

21

21 , k=1, 2,... 
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Pour trouver 32ϕ , on multiplie par la gauche soit : 

5645340
1

01
1

12
1

23 AAAUAAA =−−−
     soit  5645340102132 AAAUAAA =  

On pose 

X1 = -b2+C21*(-b1-S10*px+C10*py)+S21*pz    Y1 = -S21*(-b1-S10*px+C10*py)+C21*pz    

S32 = (Y1*a4- X1*b3)/(Y1
2+ X1

2) 

C32 = (Y1*b3+ X1*a4)/( Y1
2+ X1

2) 

32ϕ  = πk
C

S
Arc +)tan(

32

32 , k=1, 2,... 

Pour trouver 43ϕ , On multiplie par la gauche soit : 

56450
1

01
1

12
1

23
1

34 AAUAAAA =−−−−
soit 5645010213243 AAUAAAA =  

On pose 

X2 = C10*sx+S10*sy 

Y2 = -S32*(C21*(-S10*sx+C10*sy)+S21*sz)+C32*(-S21*(-S10*sx+C10*sy)+C21)*sz); 

43ϕ  = πk
X

Y
Arc +−

)tan(
2

2 , k=1, 2,... 

Pour trouver 54ϕ et 65ϕ , on multiplie par la gauche soit : 

560
1

01
1

12
1

23
1

34
1

45 AUAAAAA =−−−−−
soit 5601021324354 AUAAAAA =  

On pose 

C54 = (C43*(C10*sx+S10*sy)-S43*(-S32*(C21)*(-S10*sx+C10*sy)+S21*sz)              
+C32*(-S21*(-S10*sx+C10*sy)+C21*sz))) 

S54 = (C32*(C21)*(-S10*sx+C10*sy)+S21*sz)+S32*(-S21*(-S10*sx+C10*sy)+C21*sz)) 

54ϕ  = πk
C

S
Arc +)tan(

54

54 , k=1, 2,... 

S65 = S43*(C10*nx+S10*ny)+C43*(-S32*(C21*(-S10*nx+C10*ny)+S21*nz)              
+C32*(-S21*(-S10*nx+C10*ny)+C21*nz)) 

C65 = S43*(C10*ax+S10*ay)+C43*(-S32*(C21*(-S10*ax+C10*ay)+S21*az)              
+C32*(-S21*(-S10*ax+C10*ay)+C21*az)) 

65ϕ  = πk
C

S
Arc +)tan(

65

65 , k=1, 2,... 

C) Modèle Cinématique Direct  

La matrice Jacobienne J est calculée en utilisant les relations données par la méthode TCS en 

fonction des opérateurs homogènes calculés dans le MGD.  La détermination de TCP
TCPJ  nécessite de 

définir les opérateurs homogènes Aii+1 [Gogu et al. 1997] définie par : 
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L’expression de TCP
TCPJ  vérifie les relations : 
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J11=-b1*C43*C54-C21*C32*a4*C43*C54+S21*S32*a4*C43*C54+S21*C32*b3*C43*C54+C21*S32*b3 

*C43*C54-C21*b2*C43*C54+S65*b6*C21*S32*C54+C43*C65*b6*S21*S32+S43*S65*b6*C21*C32*S54+ 
S65*b6*S21*C32*C54-C43*C65*b6*C21*C32-S43*S65*b6*S21*S32*S54  

J21=S21*S32*S54*a6*S43*S65+C21*C32*a4*C43*S54*C65+b1*C43*S54*C65+C21*C32*a6*C43*C65+C21*b2

*C43*S54*C65+S21*S32*a4*S43*S65+C21*S32*b3*S43*S65+S21*C32*b3*S43*S65-b1*S43*S65-
C21*C32*S54*a6*S43*S65-S21*C32*C54*a6*S65-C21*S32*b3*C43*S54*C65-S21*S32*a4*C43*S54*C65-
S21*S32*a6*C43*C65-C21*S32*C54*a6*S65-C21*b2*S43*S65-S21*C32*b3*C43*S54*C65-
C21*C32*a4*S43*S65 

J31=b6*S21*C32*S54+S21*S32*S54*a6*S43*C65+S21*S32*a4*C43*S54*S65+S21*S32*a6*C43*S65+C21*S32*
b3*C43*S54*S65+C21*S32*b3*S43*C65+S21*S32*a4*S43*C65-C21*S32*C54*a6*C65-
S43*b6*C21*C32*C54-C21*C32*a4*S43*C65+S43*b6*S21*S32*C54-C21*C32*S54*a6*S43*C65-
C21*C32*a6*C43*S65-C21*b2*S43*C65-b1*C43*S54*S65-C21*C32*a4*C43*S54*S65-
C21*b2*C43*S54*S65+S21*C32*b3*S43*C65-S21*C32*C54*a6*C65-
b1*S43*C65+b6*C21*S32*S54+S21*C32*b3*C43*S54*S65  

J41=S21*C32*S54+S21*S32*S43*C54+C21*S32*S54-C21*C32*S43*C54 

J51=S21*C32*C54*C65-S21*S32*S43*S54*C65-S21*S32*C43*S65+C21*S32*C54*C65+C21*C32*S43*S54*C65+ 
C21*C32*C43*S65 

J61=-S21*C32*C54*S65+S21*S32*S43*S54*S65-S21*S32*C43*C65-C21*S32*C54*S65-C21*C32*S43*S54*S65+ 
C21*C32*C43*C65 

J12=-a4*S43*C54+b2*S32*S54-b3*S54-b2*C32*S43*C54-S43*C65*b6-C43*S65*b6*S54 

J22=a4*C43*S65-b3*C54*C65+a4*S43*S54*C65+a6*S43*C65+S54*a6*C43*S65+b2*S32*C54*C65 

+b2*C32*S43*S54*C65+b2*C32*C43*S65 

 J32=b2*C32*C43*C65+b3*C54*S65+C43*b6*C54+a4*C43*C65+S54*a6*C43*C65-a4*S43*S54*S65-
a6*S43*S65-b2*S32*C54*S65-b2*C32*S43*S54*S65 

 J42=C43*C54 

 J52=-C43*S54*C65+S43*S65 

 J62=C43*S54*S65+S43*C65 

 J13=-b3*S54-C43*S65*b6*S54-S43*C65*b6-a4*S43*C54 
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J23 = -b3*C54*C65+a4*S43*S54*C65+a6*S43*C65+a4*C43*S65+S54*a6*C43*S65 

J33 = b3*C54*S65+C43*b6*C54-a6*S43*S65+S54*a6*C43*C65-a4*S43*S54*S65+a4*C43*C65 

J43 = C43*C54 

J53 = -C43*S54*C65+S43*S65 

J63 = C43*S54*S65+S43*C65 

J14 = C54*S65*b6 

J24 = -C54*a6*S65 

J34 = -C54*a6*C65+b6*S54 

J44 = S54 

J54 = C54*C65 

J64 = -C54*S65 

J15 = -b6*C65 

J25 = a6*C65 

J35 = -a6*S65 

J45 = 0 

J55 = S65 

J65 = C65 

J16 = 0 

J26 = 0 

J36 = b6 

J46 = 1 

J56 = 0 

J66 = 0 
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ANNEXE 2-2 : Modélisation associée à l’IRB 6660 

 

A) Modèle Géométrique Direct de l’IRB 6660 

 

Figure A2-2 : Modélisation de l’IRB6660 par la méthode TCS 

        

Le modèle géométrique direct du robot intègre l’angle φ32 où sa valeur est définie par la relation : 

213132 ϕϕϕ −=  

44444 344444 21

4342144 344 2144 344 2144 344 2144 344 21
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)()()()()()()()()(

6''66''66656'5
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Le calcul de A0TCP est le résultat de la multiplication matricielle des opérateurs élémentaires : 
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xTCP=-S10*b1+C10*(C43*(C54*a6+S54*S65*b6)+S43*C65*b6)-S10*(C21*b2+C21*(-
S32*b3+C32*(a4+S54*a6-C54*S65*b6)-S32*(-S43*(C54*a6+S54*S65*b6)+C43*b6*C65))-
S21*(C32*b3+S32*(a4+S54*a6-C54*S65*b6)+C32*(-S43*(C54*a6+S54*S65*b6)+C43*b6*C65))) 
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 yTCP=C10*b1+S10*(C43*(C54*a6+S54*S65*b6)+S43*C65*b6)+C10*(C21*b2+C21*(-
S32*b3+C32*(a4+S54*a6-C54*S65*b6)-S32*(-S43*(C54*a6+S54*S65*b6)+C43*b6*C65))-
S21*(C32*b3+S32*(a4+S54*a6-C54*S65*b6)+C32*(-S43*(C54*a6+S54*S65*b6)+C43*b6*C65))) 

 zTCP=S21*b2+S21*(-S32*b3+C32*(a4+S54*a6-C54*S65*b6)-S32*(-
S43*(C54*a6+S54*S65*b6)+C43*b6*C65))+C21*(C32*b3+S32*(a4+S54*a6-C54*S65*b6)+C32*(-
S43*(C54*a6+S54*S65*b6)+C43*b6*C65)) 

 a11=C10*C43*C54-S10*(C21*(C32*S54+S32*S43*C54)-S21*(S32*S54-C32*S43*C54)) 

 a21=S10*C43*C54+C10*(C21*(C32*S54+S32*S43*C54)-S21*(S32*S54-C32*S43*C54)) 

 a31=S21*(C32*S54+S32*S43*C54)+C21*(S32*S54-C32*S43*C54) 

 a12=C10*(-C43*S54*C65+S43*S65)-S10*(C21*(C32*C54*C65-S32*(S43*S54*C65+C43*S65))-
S21*(S32*C54*C65+C32*(S43*S54*C65+C43*S65))) 

 a22=S10*(-C43*S54*C65+S43*S65)+C10*(C21*(C32*C54*C65-S32*(S43*S54*C65+C43*S65))-
S21*(S32*C54*C65+C32*(S43*S54*C65+C43*S65))) 

 a32 =S21*(C32*C54*C65-S32*(S43*S54*C65+C43*S65))+C21*(S32*C54*C65+C32*(S43*S54*C65+C43*S65)) 

 a13=C10*(C43*S54*S65+S43*C65)-S10*(C21*(-C32*C54*S65-S32*(-S43*S54*S65+C43*C65))-S21*(-
S32*C54*S65+C32*(-S43*S54*S65+C43*C65))) 

 a23=S10*(C43*S54*S65+S43*C65)+C10*(C21*(-C32*C54*S65-S32*(-S43*S54*S65+C43*C65))-S21*(-
S32*C54*S65+C32*(-S43*S54*S65+C43*C65))) 

 a33=S21*(-C32*C54*S65-S32*(-S43*S54*S65+C43*C65))+C21*(-S32*C54*S65+C32*(-
S43*S54*S65+C43*C65)) 

 

Modèle géométrique inverse 

La résolution du modèle géométrique inverse est similaire au modèle présenté à l’annexe 2-1 et 
intègre la relation : 

213231 ϕϕϕ +=           

Modélisation cinématique direct 

Le modèle cinématique direct est similaire au modèle précédent et intègre la relation : 

213132 ϕϕϕ &&& −=                      

L’expression de TCP
TCPJ  vérifie les relations : 

T
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TCP qqqqqqJx ][ 654321 &&&&&&& = avec 
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J11=-b1*C43*C54+S21*S32*a4*C43*C54+C65*b6*C21*S32*C54+C21*S32*b3*C43*C54+ 
C43*S65*b6*C21*C32+S43*C65*b6*C21*C32*S54+S21*C32*b3*C43*C54+C65*b6*S21*C32*C54-
C21*b2*C43*C54-C43*S65*b6*S21*S32-C21*C32*a4*C43*C54-S43*C65*b6*S21*S32*S54 

 J21=-b1*S43*S65-S21*C32*b3*C43*S54*C65-S21*C32*C54*a6*S65+C21*C32*a6*C43*C65+ 
S21*S32*S54*a6*S43*S65+S21*S32*a4*S43*S65+C21*C32*C54*b6*S43-S21*S32*a6*C43*C65-
C21*C32*S54*a6*S43*S65+C21*C32*a4*C43*S54*C65-S21*S32*a4*C43*S54*C65-C21*S32*C54*a6*S65+ 
C21*b2*C43*S54*C65+b1*C43*S54*C65-S21*S32*C54*b6*S43-S21*C32*S54*b6+S21*C32*b3*S43*S65+ 
C21*S32*b3*S43*S65-C21*S32*S54*b6-C21*S32*b3*C43*S54*C65-C21*C32*a4*S43*S65-C21*b2*S43*S65 

 J31=-C21*C32*a6*C43*S65-C21*C32*S54*a6*S43*C65-C21*S32*C54*a6*C65-C21*C32*a4*C43*S54*S65-
C21*b2*C43*S54*S65-b1*S43*C65+S21*S32*S54*a6*S43*C65+S21*C32*b3*S43*C65+S21*C32*b3*C43 

*S54*S65+S21*S32*a4*C43*S54*S65+C21*S32*b3*C43*S54*S65+C21*S32*b3*S43*C65+S21*S32*a4*S43*C65+S2

1*S32*a6*C43*S65-S21*C32*C54*a6*C65-C21*C32*a4*S43*C65-b1*C43*S54*S65-C21*b2*S43*C65 

 J41=S21*C32*S54+S21*S32*S43*C54+C21*S32*S54-C21*C32*S43*C54 

 J51=C21*S32*C65*C54+C43*S65*C21*C32+S43*C65*C21*C32*S54+S21*C32*C65*C54-C43*S65*S21*S32-
S43*C65*S21*S32*S54 

 J61=-C54*S21*C32*S65+C21*C32*C43*C65+S21*S32*S54*S43*S65-S21*S32*C43*C65-C21*C32*S54*S43*S65-
C54*C21*S32*S65 

 J12=b2*S32*S54-b2*C32*S43*C54 

 J22=b2*C32*S43*S54*C65+b2*S32*C54*C65+b2*C32*C43*S65 

 J32=-b2*S32*C54*S65-b2*C32*S43*S54*S65+b2*C32*C43*C65 

 J42=0 

 J52=0 

 J62=0 

 J13=S43*S65*b6-C43*b6*C65*S54-a4*S43*C54-b3*S54 

 J23=-b3*C54*C65+a4*C43*S65+a4*S43*S54*C65+a6*S43*C65+S54*a6*C43*S65-C54*b6*C43 

 J33=b3*C54*S65+a4*C65*C43-a4*S43*S54*S65-a6*S43*S65+S54*a6*C65*C43 

 J43=C43*C54 

 J53=-C43*S54*C65+S43*S65 

 J63=C43*S54*S65+S43*C65 

 J14=C54*b6*C65 

 J24=-C54*a6*S65-S54*b6 

 J34=-C54*a6*C65 

 J44=S54 

 J54=C54*C65 

 J64=-C54*S65 

 J15=b6*S65 

 J25=a6*C65 
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 J35=-a6*S65 

 J45=0 

 J55=S65 

 J65=C65 

 J16=0 

 J26=-b6 

 J36=0 

 J46=1 

 J56=0 

 J66=0 
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ANNEXE 2-3: Modélisation associée au PKM Tricept 

 

A) Modélisation Géométrique Direct du PKM TRICEPT 

 

Figure A2-3 : Modélisation à l’aide de la méthode TCS du Tricept 

Le modèle géométrique direct est représenté par les transformations allant du repère O0X0Y0Z0 au 
repère outil OTCPXTCPYTCPZTCP : 
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xTCP=C10*(C21*(r 32-C54*S65*b6+S54*a6)-S21*(C43*C65*b6-
S43*(S54*S65*b6+C54*a6)))+S10*(S43*C65*b6+C43*(S54*S65*b6+C54*a6)) 

yTCP=S21*(r 32-C54*S65*b6+S54*a6)+C21*(C43*C65*b6-S43*(S54*S65*b6+C54*a6)) 

zTCP=-S10*(C21*(r 32-C54*S65*b6+S54*a6)-S21*(C43*C65*b6-
S43*(S54*S65*b6+C54*a6)))+C10*(S43*C65*b6+C43*(S54*S65*b6+C54*a6)) 

 a11=C10*(C21*C54*C65-S21*(C43*S65+S43*S54*C65))+S10*(S43*S65-C43*S54*C65) 

 a21=S21*C54*C65+C21*(C43*S65+S43*S54*C65) 

 a31=-S10*(C21*C54*C65-S21*(C43*S65+S43*S54*C65))+C10*(S43*S65-C43*S54*C65) 

 a12=C10*(-C21*S54-S21*S43*C54)-S10*C43*C54 

 a22=-S21*S54+C21*S43*C54 

 a32=-S10*(-C21*S54-S21*S43*C54)-C10*C43*C54 

 a13=C10*(-C21*C54*S65-S21*(C43*C65-S43*S54*S65))+S10*(S43*C65+C43*S54*S65) 

 a23=-S21*C54*S65+C21*(C43*C65-S43*S54*S65) 
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 a33=-S10*(-C21*C54*S65-S21*(C43*C65-S43*S54*S65))+C10*(S43*C65+C43*S54*S65) 

 

B) Modèle Géométrique Inverse du PKM TRICEPT 

Afin de déterminer la pose de l’effecteur dans l’espace par rapport à un repère donné, la pose est 

décrite par les termes xTCP, yTCP, zTCP, zyx θθθ ,,  [Robin 2007]. La position du point de concourance du 

poignet est obtenue en utilisant la position et l’orientation de l’outil : 

[ ]Tppp zyxp 03030303 = = [ ]6606 0 abRPTCP −  avec [ ]TTCPTCPTCPTCP zyxP =  

La position du point de concourance permet de déterminer les valeurs α, β, r avec la relation : 

[ ]ββαβα rSCrSCrCp =03         

Les valeurs de α, β, r permettent de déterminer la matrice de position et d’orientation de la 
plateforme intermédiaire. Il faut déterminer à présent les valeurs articulaires du poignet. La matrice 
d’orientation de la plateforme est alors : 
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Il reste à présent à déterminer la position des axes du poignet. La position du point de concourance 
est utilisée pour obtenir les variables de la plateforme : 
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R36  et en analysant 36436554 )()()( RRRR xzy ϕϕϕ −=              

On obtient après identification les valeurs 43ϕ , 54ϕ , 65ϕ  : 

);(2arctan43 zy aa=ϕ  

);(2arctan 434354 zyx aCaSa +−=ϕ  

);(2arctan 4343434365 zyzy nSnCsSsC ++=ϕ  

 

C) Modèle Cinématique Direct du PKM TRICEPT 

L’expression de TCP
TCPJ  vérifie les relations : 
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T
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J11=C21*a6*C43*C65-C21*r 32*S43*S65-S21*C54*a6*S65-
C21*S54*a6*S43*S65+C21*r 32*C43*S54*C65+C21*C54*b6*S43-S21*S54*b6 

 J21=-S43*C65*b6*C21*S54-C65*b6*S21*C54-C43*S65*b6*C21+C21*r 32*C43*C54 

 J31=-C21*S54*a6*S43*C65-C21*a6*C43*S65-S21*C54*a6*C65-C21*r 32*S43*C65-C21*r 32*C43*S54*S65 

 J41=S21*C54*C65+C21*C43*S65+C21*S43*S54*C65 

 J51=-S21*S54+C21*S43*C54 

 J61=-S21*C54*S65+C21*C43*C65-C21*S43*S54*S65 

 J12=r 32*S43*S54*C65-C54*b6*C43+S54*a6*C43*S65+a6*S43*C65+r 32*C43*S65 

 J22=C43*C65*b6*S54-S43*S65*b6+r 32*S43*C54 

 J32=r 32*C43*C65-r32*S43*S54*S65+S54*a6*C43*C65-a6*S43*S65 

 J42=S43*S65-C43*S54*C65 

 J52=-C43*C54 

 J62=S43*C65+C43*S54*S65 

 J13=C54*C65 

 J23=-S54 

 J33=-C54*S65 

 J43=0 

 J53=0 

 J63=0 

 J14=-S54*b6-C54*a6*S65 

 J24=-C54*C65*b6 

 J34=-C54*a6*C65 

 J44=C54*C65 

 J54=-S54 

 J64=-C54*S65 

 J15=a6*C65 

 J25=-b6*S65 

 J35=-S65*a6 

 J45=S65 
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 J55=0 

 J65=C65 

 J16=-b6 

 J26=0 

 J36=0 

 J46=0 

 J56=-1 

 J66=0 
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ANNEXE 2-4: Modélisation associée à la cellule redondante à 7 ddls 
incluant l’IRB 6620 

 

Figure A2-4 : Modélisation TCS de l’architecture à 7 ddls  

La mise en œuvre du modèle géométrique complet à 7 ddls est directe.  

- φ07 correspond à l’angle de rotation autour de z7 correspondant à l’articulation supplémentaire. 

On lui associe la coordonnée articulaire q7. 
- b7 représente le paramètre architectural définissant la position du retourneur vis-à-vis du robot.  

Le modèle géométrique direct de la cellule s’exprime alors :      
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Le modèle géométrique inverse admet une infinité de solution. Sa résolution est réalisée à partir de 
la fixation des degrés de liberté supplémentaires liés aux redondances cinématiques. La matrice 
Jacobienne TCPJTCP vérifie la relation suivante : 
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J11=S21*S32*a4*C43*C54+S65*b6*C21*S32*C54+b7*S10*C43*C54+b7*C10*C21*C32*S54+ 
b7*C10*C21*S32*S43*C54+b7*C10*S21*C32*S43*C54+C21*S32*b3*C43*C54+C43*C65*b6*S21*S32+S43*S65*b

6*C21*C32*S54+S65*b6*S21*C32*C54+S21*C32*b3*C43*C54-C21*C32*a4*C43*C54-S43*S65*b6*S21*S32*S54-
b1*C43*C54-b7*C10*S21*S32*S54-C21*b2*C43*C54-C43*C65*b6*C21*C32 

J21=-b7* C10*C21*S32*S43*S54*C65-b7*S10*C43*S54*C65-C21*C32*a4*S43*S65-
b7*C10*S21*C32*C43*S65+C21*b2*C43*S54*C65-b7*C10*S21*S32*C54*C65-S21*S32*a4*C43*S54*C65-
b7*C10*S21*C32*S43*S54*C65+C21*S32*b3*S43*S65-b1*S43*S65-S21*S32*a6*C43*C65-
b7*C10*C21*S32*C43*S65+S21*C32*b3*S43*S65+b7*C10*C21*C32*C54*C65+S21*S32*a4*S43*S65+C21*C32*a

4*C43*S54*C65-C21*C32*S54*a6*S43*S65-S21*C32*C54*a6*S65-C21*S32*C54*a6*S65-
S21*C32*b3*C43*S54*C65+C21*C32*a6*C43*C65+S21*S32*S54*a6*S43*S65-C21*S32*b3*C43*S54*C65-
C21*b2*S43*S65+b1*C43*S54*C65+b7*S10*S43*S65 

J31=-b1*S43*C65-C21*C32*a6*C43*S65+b7*C10*C21*S32*S43*S54*S65+S21*S32*a6*C43*S65+                
b7*S10*S43*C65+b6*C21*S32*S54+b6*S21*C32*S54-C21*b2*S43*C65-b1*C43*S54*S65+    
S21*C32*b3*C43*S54*S65+b7*C10*S21*C32*S43*S54*S65+b7*C10*S21*S32*C54*S65+S43*b6*S21*S32*C54-
C21*C32*a4*C43*S54*S65-C21*C32*S54*a6*S43*C65+S21*S32*a4*S43*C65+C21*S32*b3*S43*C65-
S43*b6*C21*C32*C54+b7*S10*C43*S54*S65+S21*S32*S54*a6*S43*C65-C21*C32*a4*S43*C65-
C21*S32*C54*a6*C65-b7*C10*C21*C32*C54*S65-S21*C32*C54*a6*C65-b7*C10*C21*S32*C43*C65-
C21*b2*C43*S54*S65+C21*S32*b3*C43*S54*S65+S21*C32*b3*S43*C65+S21*S32*a4*C43*S54*S65-
b7*C10*S21*C32*C43*C65 

J41 =S21*C32*S54+S21*S32*S43*C54+C21*S32*S54-C21*C32*S43*C54 

J51=S21*C32*C54*C65-S21*S32*S43*S54*C65-S21*S32*C43*S65+C21*S32*C54*C65+C21*C32*S43*S54*C65 

+C21*C32*C43*S65 

J61=-S21*C32*C54*S65+S21*S32*S43*S54*S65-S21*S32*C43*C65-C21*S32*C54*S65-C21*C32*S43*S54*S65+ 
C21*C32*C43*C65 

J12=-b1*C43*C54+S21*C32*b3*C43*C54+S65*b6*C21*S32*C54+C43*C65*b6*S21*S32+S43* 
S65*b6*C21*C32*S54+C21*S32*b3*C43*C54+S21*S32*a4*C43*C54+S65*b6*S21*C32*C54-
C21*C32*a4*C43*C54-C43*C65*b6*C21*C32-S43*S65*b6*S21*S32*S54-C21*b2*C43*C54 

J22=-S21*C32*b3*C43*S54*C65-S21*S32*a4*C43*S54*C65-S21*C32*C54*a6*S65-S21*S32*a6*C43*C65-
C21*b2*S43*S65-C21*S32*b3*C43*S54*C65+S21*S32*S54*a6*S43*S65+S21*C32*b3*S43*S65+ 
b1*C43*S54*C65+C21*C32*a6*C43 *C65+C21*b2*C43*S54*C65+S21*S32*a4*S43*S65+C21*S32*b3*S43*S65+ 
C21*C32*a4*C43*S54*C65-C21*C32*a4*S43*S65-C21*C32*S54*a6*S43*S65-C21*S32*C54*a6*S65-b1*S43*S65 

J32=S21*C32*b3*S43*C65+b6*C21*S32*S54+C21*S32*b3*C43*S54*S65+b6*S21*C32*S54-
C21*C32*a6*C43*S65-C21*C32*S54*a6*S43*C65+C21*S32*b3*S43*C65-C21*S32*C54*a6*C65-
C21*C32*a4*C43*S54*S65-C21*C32*a4*S43*C65-S43*b6*C21*C32*C54-b1*C43*S54*S65-S21*C32*C54*a6*C65-
b1*S43*C65-C21*b2*S43*C65-
C21*b2*C43*S54*S65+S21*C32*b3*C43*S54*S65+S43*b6*S21*S32*C54+S21*S32*a6*C43*S65 

+S21*S32*S54*a6*S43*C65+S21*S32*a4*S43*C65+S21*S32*a4*C43*S54*S65 

J42 =S21*C32*S54+S21*S32*S43*C54+C21*S32*S54-C21*C32*S43*C54 

J52=S21*C32*C54*C65-S21*S32*S43*S54*C65-S21*S32*C43*S65+C21*S32*C54*C65+C21*C32*S43*S54*C65 

+C21*C32*C43*S65 

J62=-S21*C32*C54*S65+S21*S32*S43*S54*S65-S21*S32*C43*C65-C21*S32*C54*S65-
C21*C32*S43*S54*S65+C21*C32*C43*C65 

J13 =b2*S32*S54-b3*S54-a4*S43*C54-b2*C32*S43*C54-S43*C65*b6-C43*S65*b6*S54 
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J23=b2*C32*S43*S54*C65+b2*C32*C43*S65-b3*C54*C65+a4*C43*S65+a4*S43*S54*C65+a6*S43*C65 

+S54*a6*C43*S65 +b2*S32*C54*C65 

J33=C43*b6*C54+a4*C43*C65+b2*C32*C43*C65+b3*C54*S65+S54*a6*C43*C65-b2*C32*S43*S54*S65-
b2*S32*C54*S65-a4*S43*S54*S65-a6*S43*S65 

J43=C43*C54 

J53=-C43*S54*C65+S43*S65 

J63=C43*S54*S65+S43*C65 

J14=-b3*S54-a4*S43*C54-S43*C65*b6-C43*S65*b6*S54 

J24=a4*S43*S54*C65+a6*S43*C65+S54*a6*S65*C43-b3*C54*C65+a4*S65*C43 

J34=-a4*S43*S54*S65-a6*S43*S65+S54*a6*C43*C65+b3*C54*S65+a4*C43*C65+C43*b6*C54 

J44=C43*C54 

J54=-C43*S54*C65+S43*S65 

J64=C43*S54*S65+S43*C65 

J15=C54*S65*b6 

J25=-C54*a6*S65 

J35=-C54*a6*C65+b6*S54 

J45=S54 

J55=C54*C65 

J65=-C54*S65 

J16=-b6*C65 

J26=a6*C65 

J36=-a6*S65 

J46=0 

J56=S65 

J66=C65 

J17=0 

J27=0 

J37=b6 

J47=1 

J57=0 

J67=0 
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ANNEXE 2-5: Modélisation associée à la cellule redondante à 9 ddls/ 
11 ddls incluant l’IRB 6660 

 

A) Modèle Cinématique Direct à 11 ddls 

 

Figure A2-5 : Modélisation à  l’aide de la méthode TCS de l’architecture à 11 ddls 

Le modèle géométrique direct de la cellule s’exprime alors : 
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La matrice Jacobienne TCPJTCP associé au modèle géométrique direct vérifie la relation suivante : 

[ ]TTCP
TCP qqqqqqqqqqqJx 6543217891011 &&&&&&&&&&&&=     

  

                                                                                                                                                                                           

J11=(C1011*(d07+C10*b1+S10*(C43*(C54*a6+S54*S65*b6)+S43*C65*b6)+C10*(C21*b2+C21*(-
S32*b3+C32*(a4+S54*a6-C54*S65*b6)-S32*(-S43*(C54*a6+S54*S65*b6)+C43*C65*b6))-
S21*(C32*b3+S32*(a4+S54*a6-C54*S65*b6)+C32*(-S43*(C54*a6+S54*S65*b6)+C43*C65*b6))))-S1011*(-
S910*(d78+b7-S10*b1+C10*(C43*(C54*a6+S54*S65*b6)+S43*C65*b6)-S10*(C21*b2+C21*(-
S32*b3+C32*(a4+S54*a6-C54*S65*b6)-S32*(-S43*(C54*a6+S54*S65*b6)+C43*C65*b6))-
S21*(C32*b3+S32*(a4+S54*a6-C54*S65*b6)+C32*(-
S43*(C54*a6+S54*S65*b6)+C43*C65*b6))))+C910*(d89+a1+S21*b2+S21*(-S32*b3+C32*(a4+S54*a6-
C54*S65*b6)-S32*(-S43*(C54*a6+S54*S65*b6)+C43*C65*b6))+C21*(C32*b3+S32*(a4+S54*a6-
C54*S65*b6)+C32*(-
S43*(C54*a6+S54*S65*b6)+C43*C65*b6)))))*(S1011*(S10*C43*C54+C10*(C21*(C32*S54+S32*S43*C54)-
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S21*(S32*S54-C32*S43*C54)))+C1011*(-S910*(C10*C43*C54-S10*(C21*(C32*S54+S32*S43*C54)-S21*(S32*S54-
C32*S43*C54)))+C910*(S21*(C32*S54+S32*S43*C54)+C21*(S32*S54-C32*S43*C54))))-
(S1011*(d07+C10*b1+S10*(C43*(C54*a6+S54*S65*b6)+S43*C65*b6)+C10*(C21*b2+C21*(-
S32*b3+C32*(a4+S54*a6-C54*S65*b6)-S32*(-S43*(C54*a6+S54*S65*b6)+C43*C65*b6))-
S21*(C32*b3+S32*(a4+S54*a6-C54*S65*b6)+C32*(-S43*(C54*a6+S54*S65*b6)+C43*C65*b6))))+C1011*(-
S910*(d78+b7-S10*b1+C10*(C43*(C54*a6+S54*S65*b6)+S43*C65*b6)-S10*(C21*b2+C21*(-
S32*b3+C32*(a4+S54*a6-C54*S65*b6)-S32*(-S43*(C54*a6+S54*S65*b6)+C43*C65*b6))-
S21*(C32*b3+S32*(a4+S54*a6-C54*S65*b6)+C32*(-
S43*(C54*a6+S54*S65*b6)+C43*C65*b6))))+C910*(d89+a1+S21*b2+S21*(-S32*b3+C32*(a4+S54*a6-
C54*S65*b6)-S32*(-S43*(C54*a6+S54*S65*b6)+C43*C65*b6))+C21*(C32*b3+S32*(a4+S54*a6-
C54*S65*b6)+C32*(-
S43*(C54*a6+S54*S65*b6)+C43*C65*b6)))))*(C1011*(S10*C43*C54+C10*(C21*(C32*S54+S32*S43*C54)-
S21*(S32*S54-C32*S43*C54)))-S1011*(-S910*(C10*C43*C54-S10*(C21*(C32*S54+S32*S43*C54)-S21*(S32*S54-
C32*S43*C54)))+C910*(S21*(C32*S54+S32*S43*C54)+C21*(S32*S54-C32*S43*C54)))) 

 J21=(C1011*(d07+C10*b1+S10*(C43*(C54*a6+S54*S65*b6)+S43*C65*b6)+C10*(C21*b2+C21*(-
S32*b3+C32*(a4+S54*a6-C54*S65*b6)-S32*(-S43*(C54*a6+S54*S65*b6)+C43*C65*b6))-
S21*(C32*b3+S32*(a4+S54*a6-C54*S65*b6)+C32*(-S43*(C54*a6+S54*S65*b6)+C43*C65*b6))))-S1011*(-
S910*(d78+b7-S10*b1+C10*(C43*(C54*a6+S54*S65*b6)+S43*C65*b6)-S10*(C21*b2+C21*(-
S32*b3+C32*(a4+S54*a6-C54*S65*b6)-S32*(-S43*(C54*a6+S54*S65*b6)+C43*C65*b6))-
S21*(C32*b3+S32*(a4+S54*a6-C54*S65*b6)+C32*(-
S43*(C54*a6+S54*S65*b6)+C43*C65*b6))))+C910*(d89+a1+S21*b2+S21*(-S32*b3+C32*(a4+S54*a6-
C54*S65*b6)-S32*(-S43*(C54*a6+S54*S65*b6)+C43*C65*b6))+C21*(C32*b3+S32*(a4+S54*a6-
C54*S65*b6)+C32*(-S43*(C54*a6+S54*S65*b6)+C43*C65*b6)))))*(S1011*(S10*(-
C43*S54*C65+S43*S65)+C10*(C21*(C32*C54*C65-S32*(S43*S54*C65+C43*S65))-
S21*(S32*C54*C65+C32*(S43*S54*C65+C43*S65))))+C1011*(-S910*(C10*(-C43*S54*C65+S43*S65)-
S10*(C21*(C32*C54*C65-S32*(S43*S54*C65+C43*S65))-
S21*(S32*C54*C65+C32*(S43*S54*C65+C43*S65))))+C910*(S21*(C32*C54*C65-
S32*(S43*S54*C65+C43*S65))+C21*(S32*C54*C65+C32*(S43*S54*C65+C43*S65)))))-
(S1011*(d07+C10*b1+S10*(C43*(C54*a6+S54*S65*b6)+S43*C65*b6)+C10*(C21*b2+C21*(-
S32*b3+C32*(a4+S54*a6-C54*S65*b6)-S32*(-S43*(C54*a6+S54*S65*b6)+C43*C65*b6))-
S21*(C32*b3+S32*(a4+S54*a6-C54*S65*b6)+C32*(-S43*(C54*a6+S54*S65*b6)+C43*C65*b6))))+C1011*(-
S910*(d78+b7-S10*b1+C10*(C43*(C54*a6+S54*S65*b6)+S43*C65*b6)-S10*(C21*b2+C21*(-
S32*b3+C32*(a4+S54*a6-C54*S65*b6)-S32*(-S43*(C54*a6+S54*S65*b6)+C43*C65*b6))-
S21*(C32*b3+S32*(a4+S54*a6-C54*S65*b6)+C32*(-
S43*(C54*a6+S54*S65*b6)+C43*C65*b6))))+C910*(d89+a1+S21*b2+S21*(-S32*b3+C32*(a4+S54*a6-
C54*S65*b6)-S32*(-S43*(C54*a6+S54*S65*b6)+C43*C65*b6))+C21*(C32*b3+S32*(a4+S54*a6-
C54*S65*b6)+C32*(-S43*(C54*a6+S54*S65*b6)+C43*C65*b6)))))*(C1011*(S10*(-
C43*S54*C65+S43*S65)+C10*(C21*(C32*C54*C65-S32*(S43*S54*C65+C43*S65))-
S21*(S32*C54*C65+C32*(S43*S54*C65+C43*S65))))-S1011*(-S910*(C10*(-C43*S54*C65+S43*S65)-
S10*(C21*(C32*C54*C65-S32*(S43*S54*C65+C43*S65))-
S21*(S32*C54*C65+C32*(S43*S54*C65+C43*S65))))+C910*(S21*(C32*C54*C65-
S32*(S43*S54*C65+C43*S65))+C21*(S32*C54*C65+C32*(S43*S54*C65+C43*S65))))) 

 J31=(C1011*(d07+C10*b1+S10*(C43*(C54*a6+S54*S65*b6)+S43*C65*b6)+C10*(C21*b2+C21*(-
S32*b3+C32*(a4+S54*a6-C54*S65*b6)-S32*(-S43*(C54*a6+S54*S65*b6)+C43*C65*b6))-
S21*(C32*b3+S32*(a4+S54*a6-C54*S65*b6)+C32*(-S43*(C54*a6+S54*S65*b6)+C43*C65*b6))))-S1011*(-
S910*(d78+b7-S10*b1+C10*(C43*(C54*a6+S54*S65*b6)+S43*C65*b6)-S10*(C21*b2+C21*(-
S32*b3+C32*(a4+S54*a6-C54*S65*b6)-S32*(-S43*(C54*a6+S54*S65*b6)+C43*C65*b6))-
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S21*(C32*b3+S32*(a4+S54*a6-C54*S65*b6)+C32*(-
S43*(C54*a6+S54*S65*b6)+C43*C65*b6))))+C910*(d89+a1+S21*b2+S21*(-S32*b3+C32*(a4+S54*a6-
C54*S65*b6)-S32*(-S43*(C54*a6+S54*S65*b6)+C43*C65*b6))+C21*(C32*b3+S32*(a4+S54*a6-
C54*S65*b6)+C32*(-
S43*(C54*a6+S54*S65*b6)+C43*C65*b6)))))*(S1011*(S10*(C43*S54*S65+S43*C65)+C10*(C21*(-C32*C54*S65-
S32*(-S43*S54*S65+C43*C65))-S21*(-S32*C54*S65+C32*(-S43*S54*S65+C43*C65))))+C1011*(-
S910*(C10*(C43*S54*S65+S43*C65)-S10*(C21*(-C32*C54*S65-S32*(-S43*S54*S65+C43*C65))-S21*(-
S32*C54*S65+C32*(-S43*S54*S65+C43*C65))))+C910*(S21*(-C32*C54*S65-S32*(-
S43*S54*S65+C43*C65))+C21*(-S32*C54*S65+C32*(-S43*S54*S65+C43*C65)))))-
(S1011*(d07+C10*b1+S10*(C43*(C54*a6+S54*S65*b6)+S43*C65*b6)+C10*(C21*b2+C21*(-
S32*b3+C32*(a4+S54*a6-C54*S65*b6)-S32*(-S43*(C54*a6+S54*S65*b6)+C43*C65*b6))-
S21*(C32*b3+S32*(a4+S54*a6-C54*S65*b6)+C32*(-S43*(C54*a6+S54*S65*b6)+C43*C65*b6))))+C1011*(-
S910*(d78+b7-S10*b1+C10*(C43*(C54*a6+S54*S65*b6)+S43*C65*b6)-S10*(C21*b2+C21*(-
S32*b3+C32*(a4+S54*a6-C54*S65*b6)-S32*(-S43*(C54*a6+S54*S65*b6)+C43*C65*b6))-
S21*(C32*b3+S32*(a4+S54*a6-C54*S65*b6)+C32*(-
S43*(C54*a6+S54*S65*b6)+C43*C65*b6))))+C910*(d89+a1+S21*b2+S21*(-S32*b3+C32*(a4+S54*a6-
C54*S65*b6)-S32*(-S43*(C54*a6+S54*S65*b6)+C43*C65*b6))+C21*(C32*b3+S32*(a4+S54*a6-
C54*S65*b6)+C32*(-
S43*(C54*a6+S54*S65*b6)+C43*C65*b6)))))*(C1011*(S10*(C43*S54*S65+S43*C65)+C10*(C21*(-C32*C54*S65-
S32*(-S43*S54*S65+C43*C65))-S21*(-S32*C54*S65+C32*(-S43*S54*S65+C43*C65))))-S1011*(-
S910*(C10*(C43*S54*S65+S43*C65)-S10*(C21*(-C32*C54*S65-S32*(-S43*S54*S65+C43*C65))-S21*(-
S32*C54*S65+C32*(-S43*S54*S65+C43*C65))))+C910*(S21*(-C32*C54*S65-S32*(-
S43*S54*S65+C43*C65))+C21*(-S32*C54*S65+C32*(-S43*S54*S65+C43*C65))))) 

 J41=C910*(C10*C43*C54-S10*(C21*(C32*S54+S32*S43*C54)-S21*(S32*S54-
C32*S43*C54)))+S910*(S21*(C32*S54+S32*S43*C54)+C21*(S32*S54-C32*S43*C54)) 

 J51=C910*(C10*(-C43*S54*C65+S43*S65)-S10*(C21*(C32*C54*C65-S32*(S43*S54*C65+C43*S65))-
S21*(S32*C54*C65+C32*(S43*S54*C65+C43*S65))))+S910*(S21*(C32*C54*C65-
S32*(S43*S54*C65+C43*S65))+C21*(S32*C54*C65+C32*(S43*S54*C65+C43*S65))) 

 J61=C910*(C10*(C43*S54*S65+S43*C65)-S10*(C21*(-C32*C54*S65-S32*(-S43*S54*S65+C43*C65))-S21*(-
S32*C54*S65+C32*(-S43*S54*S65+C43*C65))))+S910*(S21*(-C32*C54*S65-S32*(-
S43*S54*S65+C43*C65))+C21*(-S32*C54*S65+C32*(-S43*S54*S65+C43*C65))) 

 J12=(-S910*(d78+b7-S10*b1+C10*(C43*(C54*a6+S54*S65*b6)+S43*C65*b6)-S10*(C21*b2+C21*(-
S32*b3+C32*(a4+S54*a6-C54*S65*b6)-S32*(-S43*(C54*a6+S54*S65*b6)+C43*C65*b6))-
S21*(C32*b3+S32*(a4+S54*a6-C54*S65*b6)+C32*(-
S43*(C54*a6+S54*S65*b6)+C43*C65*b6))))+C910*(d89+a1+S21*b2+S21*(-S32*b3+C32*(a4+S54*a6-
C54*S65*b6)-S32*(-S43*(C54*a6+S54*S65*b6)+C43*C65*b6))+C21*(C32*b3+S32*(a4+S54*a6-
C54*S65*b6)+C32*(-S43*(C54*a6+S54*S65*b6)+C43*C65*b6))))*(C910*(C10*C43*C54-
S10*(C21*(C32*S54+S32*S43*C54)-S21*(S32*S54-
C32*S43*C54)))+S910*(S21*(C32*S54+S32*S43*C54)+C21*(S32*S54-C32*S43*C54)))-(C910*(d78+b7-
S10*b1+C10*(C43*(C54*a6+S54*S65*b6)+S43*C65*b6)-S10*(C21*b2+C21*(-S32*b3+C32*(a4+S54*a6-
C54*S65*b6)-S32*(-S43*(C54*a6+S54*S65*b6)+C43*C65*b6))-S21*(C32*b3+S32*(a4+S54*a6-
C54*S65*b6)+C32*(-S43*(C54*a6+S54*S65*b6)+C43*C65*b6))))+S910*(d89+a1+S21*b2+S21*(-
S32*b3+C32*(a4+S54*a6-C54*S65*b6)-S32*(-
S43*(C54*a6+S54*S65*b6)+C43*C65*b6))+C21*(C32*b3+S32*(a4+S54*a6-C54*S65*b6)+C32*(-
S43*(C54*a6+S54*S65*b6)+C43*C65*b6))))*(-S910*(C10*C43*C54-S10*(C21*(C32*S54+S32*S43*C54)-
S21*(S32*S54-C32*S43*C54)))+C910*(S21*(C32*S54+S32*S43*C54)+C21*(S32*S54-C32*S43*C54))) 
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 J22=(-S910*(d78+b7-S10*b1+C10*(C43*(C54*a6+S54*S65*b6)+S43*C65*b6)-S10*(C21*b2+C21*(-
S32*b3+C32*(a4+S54*a6-C54*S65*b6)-S32*(-S43*(C54*a6+S54*S65*b6)+C43*C65*b6))-
S21*(C32*b3+S32*(a4+S54*a6-C54*S65*b6)+C32*(-
S43*(C54*a6+S54*S65*b6)+C43*C65*b6))))+C910*(d89+a1+S21*b2+S21*(-S32*b3+C32*(a4+S54*a6-
C54*S65*b6)-S32*(-S43*(C54*a6+S54*S65*b6)+C43*C65*b6))+C21*(C32*b3+S32*(a4+S54*a6-
C54*S65*b6)+C32*(-S43*(C54*a6+S54*S65*b6)+C43*C65*b6))))*(C910*(C10*(-C43*S54*C65+S43*S65)-
S10*(C21*(C32*C54*C65-S32*(S43*S54*C65+C43*S65))-
S21*(S32*C54*C65+C32*(S43*S54*C65+C43*S65))))+S910*(S21*(C32*C54*C65-
S32*(S43*S54*C65+C43*S65))+C21*(S32*C54*C65+C32*(S43*S54*C65+C43*S65))))-(C910*(d78+b7-
S10*b1+C10*(C43*(C54*a6+S54*S65*b6)+S43*C65*b6)-S10*(C21*b2+C21*(-S32*b3+C32*(a4+S54*a6-
C54*S65*b6)-S32*(-S43*(C54*a6+S54*S65*b6)+C43*C65*b6))-S21*(C32*b3+S32*(a4+S54*a6-
C54*S65*b6)+C32*(-S43*(C54*a6+S54*S65*b6)+C43*C65*b6))))+S910*(d89+a1+S21*b2+S21*(-
S32*b3+C32*(a4+S54*a6-C54*S65*b6)-S32*(-
S43*(C54*a6+S54*S65*b6)+C43*C65*b6))+C21*(C32*b3+S32*(a4+S54*a6-C54*S65*b6)+C32*(-
S43*(C54*a6+S54*S65*b6)+C43*C65*b6))))*(-S910*(C10*(-C43*S54*C65+S43*S65)-S10*(C21*(C32*C54*C65-
S32*(S43*S54*C65+C43*S65))-S21*(S32*C54*C65+C32*(S43*S54*C65+C43*S65))))+C910*(S21*(C32*C54*C65-
S32*(S43*S54*C65+C43*S65))+C21*(S32*C54*C65+C32*(S43*S54*C65+C43*S65)))) 

 J32=(-S910*(d78+b7-S10*b1+C10*(C43*(C54*a6+S54*S65*b6)+S43*C65*b6)-S10*(C21*b2+C21*(-
S32*b3+C32*(a4+S54*a6-C54*S65*b6)-S32*(-S43*(C54*a6+S54*S65*b6)+C43*C65*b6))-
S21*(C32*b3+S32*(a4+S54*a6-C54*S65*b6)+C32*(-
S43*(C54*a6+S54*S65*b6)+C43*C65*b6))))+C910*(d89+a1+S21*b2+S21*(-S32*b3+C32*(a4+S54*a6-
C54*S65*b6)-S32*(-S43*(C54*a6+S54*S65*b6)+C43*C65*b6))+C21*(C32*b3+S32*(a4+S54*a6-
C54*S65*b6)+C32*(-S43*(C54*a6+S54*S65*b6)+C43*C65*b6))))*(C910*(C10*(C43*S54*S65+S43*C65)-
S10*(C21*(-C32*C54*S65-S32*(-S43*S54*S65+C43*C65))-S21*(-S32*C54*S65+C32*(-
S43*S54*S65+C43*C65))))+S910*(S21*(-C32*C54*S65-S32*(-S43*S54*S65+C43*C65))+C21*(-
S32*C54*S65+C32*(-S43*S54*S65+C43*C65))))-(C910*(d78+b7-
S10*b1+C10*(C43*(C54*a6+S54*S65*b6)+S43*C65*b6)-S10*(C21*b2+C21*(-S32*b3+C32*(a4+S54*a6-
C54*S65*b6)-S32*(-S43*(C54*a6+S54*S65*b6)+C43*C65*b6))-S21*(C32*b3+S32*(a4+S54*a6-
C54*S65*b6)+C32*(-S43*(C54*a6+S54*S65*b6)+C43*C65*b6))))+S910*(d89+a1+S21*b2+S21*(-
S32*b3+C32*(a4+S54*a6-C54*S65*b6)-S32*(-
S43*(C54*a6+S54*S65*b6)+C43*C65*b6))+C21*(C32*b3+S32*(a4+S54*a6-C54*S65*b6)+C32*(-
S43*(C54*a6+S54*S65*b6)+C43*C65*b6))))*(-S910*(C10*(C43*S54*S65+S43*C65)-S10*(C21*(-C32*C54*S65-
S32*(-S43*S54*S65+C43*C65))-S21*(-S32*C54*S65+C32*(-S43*S54*S65+C43*C65))))+C910*(S21*(-
C32*C54*S65-S32*(-S43*S54*S65+C43*C65))+C21*(-S32*C54*S65+C32*(-S43*S54*S65+C43*C65)))) 

 J42 =S10*C43*C54+C10*(C21*(C32*S54+S32*S43*C54)-S21*(S32*S54-C32*S43*C54)) 

 J52=S10*(-C43*S54*C65+S43*S65)+C10*(C21*(C32*C54*C65-S32*(S43*S54*C65+C43*S65))-
S21*(S32*C54*C65+C32*(S43*S54*C65+C43*S65))) 

 J62=S10*(C43*S54*S65+S43*C65)+C10*(C21*(-C32*C54*S65-S32*(-S43*S54*S65+C43*C65))-S21*(-
S32*C54*S65+C32*(-S43*S54*S65+C43*C65))) 

 J13 =S21*(C32*S54+S32*S43*C54)+C21*(S32*S54-C32*S43*C54) 

 J23=S21*(C32*C54*C65-S32*(S43*S54*C65+C43*S65))+C21*(S32*C54*C65+C32*(S43*S54*C65+C43*S65)) 

 J33=S21*(-C32*C54*S65-S32*(-S43*S54*S65+C43*C65))+C21*(-S32*C54*S65+C32*(-
S43*S54*S65+C43*C65)) 

 J43 =0 



Annexe 2-5 : Modélisation associée à la cellule redondante à 9 ddls/11 ddls incluant l’IRB 6660 
 

167 
 

 J53=0 

 J63=0 

 J14=C10*C43*C54-S10*(C21*(C32*S54+S32*S43*C54)-S21*(S32*S54-C32*S43*C54)) 

 J24=C10*(-C43*S54*C65+S43*S65)-S10*(C21*(C32*C54*C65-S32*(S43*S54*C65+C43*S65))-
S21*(S32*C54*C65+C32*(S43*S54*C65+C43*S65))) 

 J34=C10*(C43*S54*S65+S43*C65)-S10*(C21*(-C32*C54*S65-S32*(-S43*S54*S65+C43*C65))-S21*(-
S32*C54*S65+C32*(-S43*S54*S65+C43*C65))) 

 J44=0 

 J54=0 

 J64=0 

 J15=S10*C43*C54+C10*(C21*(C32*S54+S32*S43*C54)-S21*(S32*S54-C32*S43*C54)) 

 J25=S10*(-C43*S54*C65+S43*S65)+C10*(C21*(C32*C54*C65-S32*(S43*S54*C65+C43*S65))-
S21*(S32*C54*C65+C32*(S43*S54*C65+C43*S65))) 

 J35=S10*(C43*S54*S65+S43*C65)+C10*(C21*(-C32*C54*S65-S32*(-S43*S54*S65+C43*C65))-S21*(-
S32*C54*S65+C32*(-S43*S54*S65+C43*C65))) 

 J45=0 

 J55=0 

 J65=0 

 J16=-b1*C43*C54+S21*C32*b3*C43*C54+S21*S32*a4*C43*C54+C21*S32*b3*C43*C54-
C21*C32*a4*C43*C54-
C21*b2*C43*C54+S43*C65*b6*C21*C32*S54+C65*b6*C21*S32*C54+C43*S65*b6*C21*C32+C65*b6*S21*C32*
C54-C43*S65*b6*S21*S32-S43*C65*b6*S21*S32*S54 

 J26=-C21*C32*a4*S43*S65+b1*C43*S54*C65-C21*S32*b3*C43*S54*C65-C21*C32*S54*a6*S43*S65-
C21*S32*C54*a6*S65-S21*C32*b3*C43*S54*C65-C21*S32*S54*b6-S21*S32*a4*C43*S54*C65-
S21*S32*a6*C43*C65-S21*S32*C54*b6*S43-S21*C32*C54*a6*S65-S21*C32*S54*b6-b1*S43*S65-
C21*b2*S43*S65+C21*S32*b3*S43*S65+C21*b2*C43*S54*C65+S21*C32*b3*S43*S65+S21*S32*a4*S43*S65+C21

*C32*a4*C43*S54*C65+C21*C32*a6*C43*C65+C21*C32*C54*b6*S43+S21*S32*S54*a6*S43*S65  

J36=S21*C32*b3*S43*C65+S21*S32*a4*C43*S54*S65+S21*S32*a6*C43*S65+S21*C32*b3*C43*S54*S65+C21

*S32*b3*C43*S54*S65+S21*S32*S54*a6*S43*C65+S21*S32*a4*S43*C65+C21*S32*b3*S43*C65-
S21*C32*C54*a6*C65-C21*C32*a4*C43*S54*S65-C21*C32*S54*a6*S43*C65-C21*C32*a6*C43*S65-
C21*S32*C54*a6*C65-b1*C43*S54*S65-C21*b2*S43*C65-C21*C32*a4*S43*C65-C21*b2*C43*S54*S65-
b1*S43*C65 

 J46=S21*C32*S54+S21*S32*S43*C54+C21*S32*S54-C21*C32*S43*C54 

 J56=S21*C32*C54*C65-S21*S32*S43*S54*C65-
S21*S32*C43*S65+C21*S32*C54*C65+C21*C32*S43*S54*C65+C21*C32*C43*S65 

 J66=-S21*C32*C54*S65+S21*S32*S43*S54*S65-S21*S32*C43*C65-C21*S32*C54*S65-
C21*C32*S43*S54*S65+C21*C32*C43*C65 

 J17=-b2*C32*S43*C54+b2*S32*S54 

 J27=b2*S32*C54*C65+b2*C32*C43*S65+b2*C32*S43*S54*C65 
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 J37=-b2*S32*C54*S65-b2*C32*S43*S54*S65+b2*C32*C43*C65 

 J47=0 

 J57=0 

 J67=0 

 J18=-b3*S54+S43*S65*b6-C43*C65*b6*S54-a4*S43*C54 

 J28=-b3*C54*C65+a4*C43*S65-C54*b6*C43+S54*a6*C43*S65+a6*S43*C65+a4*S43*S54*C65 

 J38=b3*C54*S65+a4*C43*C65-a4*S43*S54*S65+S54*a6*C43*C65-a6*S43*S65 

 J48=C43*C54 

 J58=-C43*S54*C65+S43*S65 

 J68=C43*S54*S65+S43*C65 

 J19=C54*C65*b6 

 J29=-C54*a6*S65-S54*b6 

 J39=-C54*a6*C65 

 J49=S54 

 J59=C54*C65 

 J69=-C54*S65 

 J110=b6*S65 

 J210=a6*C65 

 J310=-a6*S65 

 J410=0 

 J510=S65 

 J610=C65 

 J111=0 

 J211=-b6 

 J311=0 

 J411 =1 

 J511=0 

 J611=0 
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B) Modèle Cinématique Direct à 9 ddls 

 

Figure B2-5 : Modélisation TCS de l’architecture à 9ddls 

La modélisation complète intègre 3 degrés de liberté supplémentaires (retourneur à 2 ddls et track à 
1 ddl). La mise en œuvre du modèle géométrique complet est directe. Afin de ne pas décaler les 
notations, les articulations supplémentaires sont notées q7 , q8, q9 et sont placées en début de chaine.  

3 opérateurs homogènes sont alors introduits : 

A98 est un opérateur de rotation sur l’axe X 
A87 est un opérateur de rotation sur l’axe Y 
A70 est un opérateur de translation sur l’axe Y 
 

La position relative du retourneur et du track vis-à-vis du robot est décrite par les paramètres 

architecturaux a1 et b7. Les opérateurs homogènes décrivant les rotations sont alors )( 8998 ϕxR  et

)( 7887 ϕyR . L’opérateur homogène décrivant la translation du track est )( 0770 dT y . Les paramètres de 

positionnement à introduire sont alors )( 7'00 bTx  et )( 1''11 aT z . Le modèle géométrique direct de la cellule 

s’exprime alors : 

)()()()()()(

)()()()()()()()()()()(

6'6''66''66656'5545'44'44434'3

3'33323'22'22212'11'1''11''11101'07'0007'00788789989

bTaTRRaTR

bTRbTRbTaTRbTdTRRA
zxxzyy

zxyxyzzxxyx
TCP

ϕϕϕ
ϕϕϕϕϕ=

  

L’utilisation de la méthode TCS permet d’utiliser les règles afin d’écrire les colonnes de la matrice 
Jacobienne. Afin de déterminer TPCJTCP, on considère les opérateurs suivants : 

44444 34444 214342144 344 21

44 344 2144 344 214444 34444 2144 344 214342143421

TCPA

z
TCP

xx

A

z

A

yy

A

zx

A

yx

A

yzz

A

xy

A

y

A

x
TCP

bTaTRRaTR

bTRbTRbTaTRbTdTRRA

54534

231201708798

)()()()()()(

)()()()()()()()()()()(

6''66''66656'5545'44'44434'3

3'33323'22'22212'11'1''11''11101'07'000770788789989

ϕϕϕ

ϕϕϕϕϕ=
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On utilise alors l’algorithme pour déterminer la matrice Jacobienne TCPJTCP. Le résultat du calcul de 
la matrice Jacobienne est donné en annexe. 

J11=(C89*(d07+C10*b1+S10*(C43*(C54*a6+S54*S65*b6)+S43*C65*b6)+C10*(C21*b2+C21*(-
S32*b3+C32*(a4+S54*a6-C54*S65*b6)-S32*(-S43*(C54*a6+S54*S65*b6)+C43*C65*b6))-
S21*(C32*b3+S32*(a4+S54*a6-C54*S65*b6)+C32*(-S43*(C54*a6+S54*S65*b6)+C43*C65*b6))))-S89*(-S78*(b7-
S10*b1+C10*(C43*(C54*a6+S54*S65*b6)+S43*C65*b6)-S10*(C21*b2+C21*(-S32*b3+C32*(a4+S54*a6-
C54*S65*b6)-S32*(-S43*(C54*a6+S54*S65*b6)+C43*C65*b6))-S21*(C32*b3+S32*(a4+S54*a6-
C54*S65*b6)+C32*(-S43*(C54*a6+S54*S65*b6)+C43*C65*b6))))+C78*(a1+S21*b2+S21*(-
S32*b3+C32*(a4+S54*a6-C54*S65*b6)-S32*(-
S43*(C54*a6+S54*S65*b6)+C43*C65*b6))+C21*(C32*b3+S32*(a4+S54*a6-C54*S65*b6)+C32*(-
S43*(C54*a6+S54*S65*b6)+C43*C65*b6)))))*(S89*(S10*C43*C54+C10*(C21*(C32*S54+S32*S43*C54)-
S21*(S32*S54-C32*S43*C54)))+C89*(-S78*(C10*C43*C54-S10*(C21*(C32*S54+S32*S43*C54)-S21*(S32*S54-
C32*S43*C54)))+C78*(S21*(C32*S54+S32*S43*C54)+C21*(S32*S54-C32*S43*C54))))-
(S89*(d07+C10*b1+S10*(C43*(C54*a6+S54*S65*b6)+S43*C65*b6)+C10*(C21*b2+C21*(-
S32*b3+C32*(a4+S54*a6-C54*S65*b6)-S32*(-S43*(C54*a6+S54*S65*b6)+C43*C65*b6))-
S21*(C32*b3+S32*(a4+S54*a6-C54*S65*b6)+C32*(-S43*(C54*a6+S54*S65*b6)+C43*C65*b6))))+C89*(-
S78*(b7-S10*b1+C10*(C43*(C54*a6+S54*S65*b6)+S43*C65*b6)-S10*(C21*b2+C21*(-S32*b3+C32*(a4+S54*a6-
C54*S65*b6)-S32*(-S43*(C54*a6+S54*S65*b6)+C43*C65*b6))-S21*(C32*b3+S32*(a4+S54*a6-
C54*S65*b6)+C32*(-S43*(C54*a6+S54*S65*b6)+C43*C65*b6))))+C78*(a1+S21*b2+S21*(-
S32*b3+C32*(a4+S54*a6-C54*S65*b6)-S32*(-
S43*(C54*a6+S54*S65*b6)+C43*C65*b6))+C21*(C32*b3+S32*(a4+S54*a6-C54*S65*b6)+C32*(-
S43*(C54*a6+S54*S65*b6)+C43*C65*b6)))))*(C89*(S10*C43*C54+C10*(C21*(C32*S54+S32*S43*C54)-
S21*(S32*S54-C32*S43*C54)))-S89*(-S78*(C10*C43*C54-S10*(C21*(C32*S54+S32*S43*C54)-S21*(S32*S54-
C32*S43*C54)))+C78*(S21*(C32*S54+S32*S43*C54)+C21*(S32*S54-C32*S43*C54)))) 

 J21=(C89*(d07+C10*b1+S10*(C43*(C54*a6+S54*S65*b6)+S43*C65*b6)+C10*(C21*b2+C21*(-
S32*b3+C32*(a4+S54*a6-C54*S65*b6)-S32*(-S43*(C54*a6+S54*S65*b6)+C43*C65*b6))-
S21*(C32*b3+S32*(a4+S54*a6-C54*S65*b6)+C32*(-S43*(C54*a6+S54*S65*b6)+C43*C65*b6))))-S89*(-S78*(b7-
S10*b1+C10*(C43*(C54*a6+S54*S65*b6)+S43*C65*b6)-S10*(C21*b2+C21*(-S32*b3+C32*(a4+S54*a6-
C54*S65*b6)-S32*(-S43*(C54*a6+S54*S65*b6)+C43*C65*b6))-S21*(C32*b3+S32*(a4+S54*a6-
C54*S65*b6)+C32*(-S43*(C54*a6+S54*S65*b6)+C43*C65*b6))))+C78*(a1+S21*b2+S21*(-
S32*b3+C32*(a4+S54*a6-C54*S65*b6)-S32*(-
S43*(C54*a6+S54*S65*b6)+C43*C65*b6))+C21*(C32*b3+S32*(a4+S54*a6-C54*S65*b6)+C32*(-
S43*(C54*a6+S54*S65*b6)+C43*C65*b6)))))*(S89*(S10*(-C43*S54*C65+S43*S65)+C10*(C21*(C32*C54*C65-
S32*(S43*S54*C65+C43*S65))-S21*(S32*C54*C65+C32*(S43*S54*C65+C43*S65))))+C89*(-S78*(C10*(-
C43*S54*C65+S43*S65)-S10*(C21*(C32*C54*C65-S32*(S43*S54*C65+C43*S65))-
S21*(S32*C54*C65+C32*(S43*S54*C65+C43*S65))))+C78*(S21*(C32*C54*C65-
S32*(S43*S54*C65+C43*S65))+C21*(S32*C54*C65+C32*(S43*S54*C65+C43*S65)))))-
(S89*(d07+C10*b1+S10*(C43*(C54*a6+S54*S65*b6)+S43*C65*b6)+C10*(C21*b2+C21*(-
S32*b3+C32*(a4+S54*a6-C54*S65*b6)-S32*(-S43*(C54*a6+S54*S65*b6)+C43*C65*b6))-
S21*(C32*b3+S32*(a4+S54*a6-C54*S65*b6)+C32*(-S43*(C54*a6+S54*S65*b6)+C43*C65*b6))))+C89*(-
S78*(b7-S10*b1+C10*(C43*(C54*a6+S54*S65*b6)+S43*C65*b6)-S10*(C21*b2+C21*(-S32*b3+C32*(a4+S54*a6-
C54*S65*b6)-S32*(-S43*(C54*a6+S54*S65*b6)+C43*C65*b6))-S21*(C32*b3+S32*(a4+S54*a6-
C54*S65*b6)+C32*(-S43*(C54*a6+S54*S65*b6)+C43*C65*b6))))+C78*(a1+S21*b2+S21*(-
S32*b3+C32*(a4+S54*a6-C54*S65*b6)-S32*(-
S43*(C54*a6+S54*S65*b6)+C43*C65*b6))+C21*(C32*b3+S32*(a4+S54*a6-C54*S65*b6)+C32*(-
S43*(C54*a6+S54*S65*b6)+C43*C65*b6)))))*(C89*(S10*(-C43*S54*C65+S43*S65)+C10*(C21*(C32*C54*C65-
S32*(S43*S54*C65+C43*S65))-S21*(S32*C54*C65+C32*(S43*S54*C65+C43*S65))))-S89*(-S78*(C10*(-
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C43*S54*C65+S43*S65)-S10*(C21*(C32*C54*C65-S32*(S43*S54*C65+C43*S65))-
S21*(S32*C54*C65+C32*(S43*S54*C65+C43*S65))))+C78*(S21*(C32*C54*C65-
S32*(S43*S54*C65+C43*S65))+C21*(S32*C54*C65+C32*(S43*S54*C65+C43*S65))))) 

 J31=(C89*(d07+C10*b1+S10*(C43*(C54*a6+S54*S65*b6)+S43*C65*b6)+C10*(C21*b2+C21*(-
S32*b3+C32*(a4+S54*a6-C54*S65*b6)-S32*(-S43*(C54*a6+S54*S65*b6)+C43*C65*b6))-
S21*(C32*b3+S32*(a4+S54*a6-C54*S65*b6)+C32*(-S43*(C54*a6+S54*S65*b6)+C43*C65*b6))))-S89*(-S78*(b7-
S10*b1+C10*(C43*(C54*a6+S54*S65*b6)+S43*C65*b6)-S10*(C21*b2+C21*(-S32*b3+C32*(a4+S54*a6-
C54*S65*b6)-S32*(-S43*(C54*a6+S54*S65*b6)+C43*C65*b6))-S21*(C32*b3+S32*(a4+S54*a6-
C54*S65*b6)+C32*(-S43*(C54*a6+S54*S65*b6)+C43*C65*b6))))+C78*(a1+S21*b2+S21*(-
S32*b3+C32*(a4+S54*a6-C54*S65*b6)-S32*(-
S43*(C54*a6+S54*S65*b6)+C43*C65*b6))+C21*(C32*b3+S32*(a4+S54*a6-C54*S65*b6)+C32*(-
S43*(C54*a6+S54*S65*b6)+C43*C65*b6)))))*(S89*(S10*(C43*S54*S65+S43*C65)+C10*(C21*(-C32*C54*S65-
S32*(-S43*S54*S65+C43*C65))-S21*(-S32*C54*S65+C32*(-S43*S54*S65+C43*C65))))+C89*(-
S78*(C10*(C43*S54*S65+S43*C65)-S10*(C21*(-C32*C54*S65-S32*(-S43*S54*S65+C43*C65))-S21*(-
S32*C54*S65+C32*(-S43*S54*S65+C43*C65))))+C78*(S21*(-C32*C54*S65-S32*(-
S43*S54*S65+C43*C65))+C21*(-S32*C54*S65+C32*(-S43*S54*S65+C43*C65)))))-
(S89*(d07+C10*b1+S10*(C43*(C54*a6+S54*S65*b6)+S43*C65*b6)+C10*(C21*b2+C21*(-
S32*b3+C32*(a4+S54*a6-C54*S65*b6)-S32*(-S43*(C54*a6+S54*S65*b6)+C43*C65*b6))-
S21*(C32*b3+S32*(a4+S54*a6-C54*S65*b6)+C32*(-S43*(C54*a6+S54*S65*b6)+C43*C65*b6))))+C89*(-
S78*(b7-S10*b1+C10*(C43*(C54*a6+S54*S65*b6)+S43*C65*b6)-S10*(C21*b2+C21*(-S32*b3+C32*(a4+S54*a6-
C54*S65*b6)-S32*(-S43*(C54*a6+S54*S65*b6)+C43*C65*b6))-S21*(C32*b3+S32*(a4+S54*a6-
C54*S65*b6)+C32*(-S43*(C54*a6+S54*S65*b6)+C43*C65*b6))))+C78*(a1+S21*b2+S21*(-
S32*b3+C32*(a4+S54*a6-C54*S65*b6)-S32*(-
S43*(C54*a6+S54*S65*b6)+C43*C65*b6))+C21*(C32*b3+S32*(a4+S54*a6-C54*S65*b6)+C32*(-
S43*(C54*a6+S54*S65*b6)+C43*C65*b6)))))*(C89*(S10*(C43*S54*S65+S43*C65)+C10*(C21*(-C32*C54*S65-
S32*(-S43*S54*S65+C43*C65))-S21*(-S32*C54*S65+C32*(-S43*S54*S65+C43*C65))))-S89*(-
S78*(C10*(C43*S54*S65+S43*C65)-S10*(C21*(-C32*C54*S65-S32*(-S43*S54*S65+C43*C65))-S21*(-
S32*C54*S65+C32*(-S43*S54*S65+C43*C65))))+C78*(S21*(-C32*C54*S65-S32*(-
S43*S54*S65+C43*C65))+C21*(-S32*C54*S65+C32*(-S43*S54*S65+C43*C65))))) 

 J41=C78*(C10*C43*C54-S10*(C21*(C32*S54+S32*S43*C54)-S21*(S32*S54-
C32*S43*C54)))+S78*(S21*(C32*S54+S32*S43*C54)+C21*(S32*S54-C32*S43*C54)) 

 J51=C78*(C10*(-C43*S54*C65+S43*S65)-S10*(C21*(C32*C54*C65-S32*(S43*S54*C65+C43*S65))-
S21*(S32*C54*C65+C32*(S43*S54*C65+C43*S65))))+S78*(S21*(C32*C54*C65-
S32*(S43*S54*C65+C43*S65))+C21*(S32*C54*C65+C32*(S43*S54*C65+C43*S65))) 

 J61=C78*(C10*(C43*S54*S65+S43*C65)-S10*(C21*(-C32*C54*S65-S32*(-S43*S54*S65+C43*C65))-S21*(-
S32*C54*S65+C32*(-S43*S54*S65+C43*C65))))+S78*(S21*(-C32*C54*S65-S32*(-
S43*S54*S65+C43*C65))+C21*(-S32*C54*S65+C32*(-S43*S54*S65+C43*C65))) 

 J12=b2*S10*S32*S54+S43*S65*b6*S10-b3*S10*S54-
b7*C21*S32*S54+S10*b1*S21*C32*S54+S10*b1*S21*S32*S43*C54-b7*S21*S32*S43*C54-
S21*S32*b3*C10*C43*C54+S10*b1*C21*S32*S54+C10*C65*b6*C21*C32*C54-C43*C65*b6*S10*S54-
b2*S10*C32*S43*C54-C10*C43*S65*b6*S21*C32-C10*C43*S65*b6*C21*S32-S10*a4*S43*C54-
a1*S10*C21*S32*S43*C54-a1*S10*S21*C32*S43*C54-b7*S21*C32*S54-a1*S10*C21*C32*S54-
S10*b1*C21*C32*S43*C54-C10*S43*C65*b6*C21*S32*S54-C10*S43*C65*b6*S21*C32*S54-
C10*C65*b6*S21*S32*C54+b7*C21*C32*S43*C54+S21*C32*a4*C10*C43*C54+C21*C32*b3*C10*C43*C54+a1*
C10*C43*C54+S21*b2*C10*C43*C54+a1*S10*S21*S32*S54+C21*S32*a4*C10*C43*C54 
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 J22=S10*a4*C43*S65+S10*a6*S43*C65+a1*C10*S43*S65-S10*C54*b6*C43-
b3*S10*C54*C65+b2*S10*C32*S43*S54*C65+S10*b1*S21*C32*C54*C65+S10*a4*S43*S54*C65+S10*S54*a6*C43

*S65+S21*S32*b3*C10*C43*S54*C65+S21*b2*C10*S43*S65+b7*S21*S32*C43*S65+C21*C32*b3*C10*S43*S65+S

21*C32*S54*a6*C10*S43*S65+b2*S10*C32*C43*S65+b2*S10*S32*C54*C65+S21*S32*C54*a6*C10*S65+a1*S10*
C21*S32*S43*S54*C65+a1*S10*S21*C32*S43*S54*C65+C21*S32*a4*C10*S43*S65-S10*b1*S21*S32*C43*S65-
S21*C32*a4*C10*C43*S54*C65-
C21*C32*C54*a6*C10*S65+b7*S21*S32*S43*S54*C65+C21*S32*S54*a6*C10*S43*S65+S21*S32*S54*b6*C10-
C21*C32*S54*b6*C10-C21*C32*b3*C10*C43*S54*C65-a1*S10*C21*C32*C54*C65-
C21*S32*a4*C10*C43*S54*C65-S10*b1*S21*S32*S43*S54*C65-C21*S32*C54*b6*C10*S43-a1*C10*C43*S54*C65-
b7*S21*C32*C54*C65-b7*C21*S32*C54*C65-b7*C21*C32*C43*S65-S21*S32*b3*C10*S43*S65-
S21*b2*C10*C43*S54*C65-S21*C32*C54*b6*C10*S43-S21*C32*a6*C10*C43*C65-C21*S32*a6*C10*C43*C65-
b7*C21*C32*S43*S54*C65+S10*b1*C21*C32*C43*S65+S10*b1*C21*S32*C54*C65+S21*C32*a4*C10*S43*S65+a

1*S10*C21*S32*C43*S65+a1*S10*S21*S32*C54*C65+a1*S10*S21*C32*C43*S65+S10*b1*C21*C32*S43*S54*C65 

 J32=a1*C10*S43*C65-
S10*a6*S43*S65+b3*S10*C54*S65+S10*a4*C43*C65+S10*b1*S21*S32*S43*S54*S65+S21*C32*S54*a6*C10*S43*
C65+C21*S32*S54*a6*C10*S43*C65+C21*C32*b3*C10*C43*S54*S65+S21*C32*a4*C10*C43*S54*S65+C21*S32*
a4*C10*C43*S54*S65-S10*b1*C21*C32*S43*S54*S65-a1*S10*S21*C32*S43*S54*S65-
a1*S10*C21*S32*S43*S54*S65-S21*S32*b3*C10*C43*S54*S65-
S10*b1*S21*C32*C54*S65+C21*C32*b3*C10*S43*C65+S21*C32*a4*C10*S43*C65-S10*b1*S21*S32*C43*C65-
a1*S10*S21*S32*C54*S65-S10*b1*C21*S32*C54*S65-S21*S32*b3*C10*S43*C65-
b7*S21*S32*S43*S54*S65+S21*S32*C54*a6*C10*C65+S21*C32*a6*C10*C43*S65+C21*S32*a6*C10*C43*S65+S1

0*b1*C21*C32*C43*C65-b2*S10*C32*S43*S54*S65-
C21*C32*C54*a6*C10*C65+a1*S10*C21*S32*C43*C65+a1*S10*S21*C32*C43*C65+a1*S10*C21*C32*C54*S65+
C21*S32*a4*C10*S43*C65+S21*b2*C10*C43*S54*S65+b7*C21*C32*S43*S54*S65-
b2*S10*S32*C54*S65+b7*C21*S32*C54*S65+S21*b2*C10*S43*C65+b7*S21*S32*C43*C65+a1*C10*C43*S54*S65

+b7*S21*C32*C54*S65-b7*C21*C32*C43*C65+S10*S54*a6*C43*C65-
S10*a4*S43*S54*S65+b2*S10*C32*C43*C65 

 J42=S10*C43*C54+C10*C21*S32*S43*C54+C10*C21*C32*S54-C10*S21*S32*S54+C10*S21*C32*S43*C54 

 J52=-S10*C43*S54*C65+S10*S43*S65+C10*C21*C32*C54*C65-C10*C21*S32*S43*S54*C65-
C10*C21*S32*C43*S65-C10*S21*S32*C54*C65-C10*S21*C32*S43*S54*C65-C10*S21*C32*C43*S65 

 J62=S10*C43*S54*S65+S10*S43*C65-C10*C21*C32*C54*S65+C10*C21*S32*S43*S54*S65-
C10*C21*S32*C43*C65+C10*S21*S32*C54*S65+C10*S21*C32*S43*S54*S65-C10*S21*C32*C43*C65 

 J13=S10*C43*C54+C10*(C21*(C32*S54+S32*S43*C54)-S21*(S32*S54-C32*S43*C54)) 

 J23=S10*(-C43*S54*C65+S43*S65)+C10*(C21*(C32*C54*C65-S32*(S43*S54*C65+C43*S65))-
S21*(S32*C54*C65+C32*(S43*S54*C65+C43*S65))) 

  J33=S10*(C43*S54*S65+S43*C65)+C10*(C21*(-C32*C54*S65-S32*(-S43*S54*S65+C43*C65))-S21*(-
S32*C54*S65+C32*(-S43*S54*S65+C43*C65))) 

 J43=0 

 J53=0 

 J63=0 

 J14=-C21*C32*a4*C43*C54-C43*S65*b6*S21*S32-S43*C65*b6*S21*S32*S54-
b1*C43*C54+C65*b6*S21*C32*C54+C21*S32*b3*C43*C54+S21*C32*b3*C43*C54+S21*S32*a4*C43*C54+C43*
S65*b6*C21*C32+C65*b6*C21*S32*C54+S43*C65*b6*C21*C32*S54-C21*b2*C43*C54 
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 J24=S21*S32*S54*a6*S43*S65+C21*C32*a6*C43*C65-b1*S43*S65+b1*C43*S54*C65-C21*b2*S43*S65-
C21*S32*b3*C43*S54*C65-C21*C32*S54*a6*S43*S65-C21*S32*S54*b6-C21*S32*C54*a6*S65-
S21*C32*b3*C43*S54*C65-S21*S32*a4*C43*S54*C65-S21*S32*a6*C43*C65-S21*S32*C54*b6*S43-
S21*C32*S54*b6-
S21*C32*C54*a6*S65+C21*S32*b3*S43*S65+C21*b2*C43*S54*C65+S21*C32*b3*S43*S65+S21*S32*a4*S43*S65-
C21*C32*a4*S43*S65+C21*C32*a4*C43*S54*C65+C21*C32*C54*b6*S43 

 J34=-C21*b2*S43*C65-b1*C43*S54*S65+S21*C32*b3*S43*C65+S21*S32*a4*S43*C65-
C21*C32*a4*S43*C65+C21*S32*b3*S43*C65-C21*b2*C43*S54*S65-
b1*S43*C65+C21*S32*b3*C43*S54*S65+S21*S32*a4*C43*S54*S65+S21*S32*a6*C43*S65+S21*S32*S54*a6*S43*
C65+S21*C32*b3*C43*S54*S65-C21*C32*a4*C43*S54*S65-C21*C32*a6*C43*S65-C21*C32*S54*a6*S43*C65-
C21*S32*C54*a6*C65-S21*C32*C54*a6*C65 

 J44=S21*S32*S43*C54+S21*C32*S54+C21*S32*S54-C21*C32*S43*C54 

 J54=S21*C32*C54*C65-S21*S32*S43*S54*C65-
S21*S32*C43*S65+C21*S32*C54*C65+C21*C32*S43*S54*C65+C21*C32*C43*S65 

  J64=-S21*C32*C54*S65+S21*S32*S43*S54*S65-S21*S32*C43*C65-C21*S32*C54*S65-
C21*C32*S43*S54*S65+C21*C32*C43*C65 

 J15=b2*S32*S54-b2*C32*S43*C54 

 J25=b2*C32*C43*S65+b2*S32*C54*C65+b2*C32*S43*S54*C65 

 J35=-b2*S32*C54*S65+b2*C32*C43*C65-b2*C32*S43*S54*S65 

 J45=0 

 J55=0 

 J65=0 

 J16=-b3*S54-a4*S43*C54+S43*S65*b6-C43*C65*b6*S54 

 J26=a6*S43*C65+a4*S43*S54*C65+S54*a6*C43*S65-C54*b6*C43-b3*C54*C65+a4*C43*S65 

 J36=b3*C54*S65+a4*C43*C65-a4*S43*S54*S65-a6*S43*S65+S54*a6*C43*C65 

 J46=C43*C54 

 J56=-C43*S54*C65+S43*S65 

 J66=C43*S54*S65+S43*C65 

 J17=C54*C65*b6 

 J27=-C54*a6*S65-S54*b6 

 J37=-C54*a6*C65 

 J47=S54 

 J57=C54*C65 

 J67=-C54*S65 

 J18=S65*b6 

 J28=C65*a6 

 J38=-a6*S65 



Annexe 2-5 : Modélisation associée à la cellule redondante à 9 ddls/11 ddls incluant l’IRB 6660 
 

174 
 

 J48=0 

 J58=S65 

 J68=C65 

 J19=0 

 J29=-b6 

 J39=0 

 J49=1 

 J59= 0 

 J69=0 
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ANNEXE 2-6: Modélisation associée à la cellule redondante à 
9ddls/11ddls incluant le tricept 

 

 

Cette cellule intègre 5ddls supplémentaires comprenant 3 déplaceurs cartésiens q7, q8 et q9 et 2 
rotations q10 et q11. La modélisation TCS est présentée à la Figure A2-6. 

 

Figure A2-6 : Modélisation de l’architecture à 11 ddls 

La modélisation complète intègre 2 axes supplémentaires (retourneur à 2ddls) ainsi que 3 
déplaceurs cartésiens qui seront utilisés pour positionner au mieux le retourneur à 2ddls. La mise en 
œuvre du modèle géométrique complet est directe. Afin de ne pas décaler les notations, les 
articulations supplémentaires sont notées q7 à q11 et sont placées en début de chaine. La mise en œuvre 
du modèle géométrique complet à 11ddls est directe.  

- 07d  correspond à la distance de translation  suivant y7. On lui associe la coordonnée 

articulaire q7.  

- 78d  correspond à la distance de translation  suivant x8. On lui associe la coordonnée 

articulaire q8.  

- 89d  correspond à la distance de translation  suivant z9. On lui associe la coordonnée 

articulaire q9.  

- 910ϕ  correspond à l’angle de rotation autour de y10. On lui associe la coordonnée articulaire 

q10. 

- 1011ϕ  correspond à l’angle de rotation autour de x11. On lui associe la coordonnée articulaire 

q11. 

5 opérateurs homogènes sont alors introduits : 

- A1110 est un opérateur de rotation sur l’axe x11 
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- A109 est un opérateur de rotation sur l’axe y10 
- A98 est un opérateur de translation sur l’axe z9 
- A87 est un opérateur de translation sur l’axe x8 
- A70 est un opérateur de translation sur l’axe y7 

 

Le modèle géométrique direct de la cellule s’exprime alors : 
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La matrice Jacobienne TCPJTCP associé au modèle géométrique direct vérifie la relation suivante : 

[ ]TTCP
TCP qqqrqqqqqJx 6547891011 &&&&&&&&&&&&& βα=                

Ce modèle sert à optimiser le positionnement global des redondances structurales (Chapitre 4).  

 

J11=-C54*b6*C910*S10*C43+d07*C910*S10*S21*C43*S65+d07*S910*S10*C43*S54*C65+S910*d78*S21* 

C54*C65+r 32*C910*S10*S43*S54*C65-C910*b7z*C21*S43*S54*C65-C910*b7z*C21*C43*S65-
C21*S54*b6*C910*C10+d07*C910*S10*S21*S43*S54*C65+S21*S54*a6*C910*C10*S43*S65+r 32*S910*C10*S43*S54

*C65-S21*C54*b6*C910*C10*S43-S21*r 32*C910*C10*C43*S54*C65-d07*C910*C10*C43*S54*C65-
d07*S910*C10*C21*C54*C65-
S21*S54*a6*S910*S10*S43*S65+S54*a6*S910*C10*C43*S65+C21*S54*b6*S910*S10+S21*r 32*C910*C10*S43*S65-
C910*b7z*S21*C54*C65+S910*b7x*C21*C43*S65+S910*b7x*C21*S43*S54*C65+S21*C54*b6*S910*S10*S43+S54*a

6*C910*S10*C43*S65+a6*C910*S10*S43*C65-
C54*b6*S910*C10*C43+S910*d78*C21*S43*S54*C65+d07*C910*C10*S43*S65+d07*S910*C10*S21*C43*S65+r 32*S

910*C10*C43*S65-C910*d89*S21*C54*C65-S21*a6*C910*C10*C43*C65+d07*S910*C10*S21*S43*S54*C65-
d07*C910*S10*C21*C54*C65+C21*C54*a6*S910*S10*S65+S910*d78*C21*C43*S65+S21*r 32*S910*S10*C43*S54*C

65+r 32*C910*S10*C43*S65+a6*S910*C10*S43*C65+S910*b7x*S21*C54*C65-d07*S910*S10*S43*S65-
C910*d89*C21*C43*S65+S21*a6*S910*S10*C43*C65-C21*C54*a6*C910*C10*S65-S21*r 32*S910*S10*S43*S65-
C910*d89*C21*S43*S54*C65 

 J21=C910*C10*C43*S65*b6*S21+C910*C10*S43*C65*b6*S21*S54+C910*S10*C43*C65*b6*S54-
C910*b7z*C21*S43*C54-S21*r 32*C910*C10*C43*C54+r 32*S910*C10*S43*C54+d07*C910*S10*S21*S43*C54-
S910*C10*S43*S65*b6-C910*C10*C65*b6*C21*C54-
S910*S10*S43*C65*b6*S21*S54+r 32*C910*S10*S43*C54+S21*r 32*S910*S10*C43*C54+S910*C10*C43*C65*b6*S54

+S910*b7x*C21*S43*C54-C910*S10*S43*S65*b6-d07*C910*C10*C43*C54-S910*S10*C43*S65*b6*S21-
C910*d89*C21*S43*C54+S910*S10*C65*b6*C21*C54+C910*d89*S21*S54+C910*b7z*S21*S54-S910*b7x*S21*S54-
S910*d78*S21*S54+d07*S910*C10*C21*S54+d07*S910*C10*S21*S43*C54+S910*d78*C21*S43*C54+d07*S910*S10*
C43*C54+d07*C910*S10*C21*S54 

 J31=-d07*C910*S10*S21*S43*S54*S65+d07*C910*S10*S21*C43*C65+S910*d78*C21*C43*C65+C910*b7z* 
C21*S43*S54*S65+S54*a6*C910*S10*C43*C65-d07*S910*S10*C43*S54*S65-
r32*C910*S10*S43*S54*S65+S21*r 32*C910*C10*S43*C65-C21*C54*a6*C910*C10*C65-
a6*S910*C10*S43*S65+r 32*S910*C10*C43*C65+S21*r 32*C910*C10*C43*S54*S65+d07*C910*C10*S43*C65+d07*
S910*C10*C21*C54*S65-
d07*S910*C10*S21*S43*S54*S65+S21*S54*a6*C910*C10*S43*C65+C910*d89*C21*S43*S54*S65-
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S910*b7x*S21*C54*S65-S21*a6*S910*S10*C43*S65-C910*d89*C21*C43*C65-C910*b7z*C21*C43*C65-
d07*S910*S10*S43*C65-S910*d78*S21*C54*S65+C21*C54*a6*S910*S10*C65-
S21*r 32*S910*S10*C43*S54*S65+d07*S910*C10*S21*C43*C65-S21*r 32*S910*S10*S43*C65-
S910*b7x*C21*S43*S54*S65+C910*b7z*S21*C54*S65+d07*C910*C10*C43*S54*S65+S21*a6*C910*C10*C43*S65-
a6*C910*S10*S43*S65-r32*S910*C10*S43*S54*S65-S21*S54*a6*S910*S10*S43*C65-
S910*d78*C21*S43*S54*S65+S54*a6*S910*C10*C43*C65+S910*b7x*C21*C43*C65+C910*d89*S21*C54*S65+d07*
C910*S10*C21*C54*S65+r 32*C910*S10*C43*C65 

 J41=C910*C10*C21*C54*C65-C910*C10*S21*C43*S65-C910*C10*S21*S43*S54*C65+C910*S10*S43*S65-
C910*S10*C43*S54*C65-
S910*S10*C21*C54*C65+S910*S10*S21*C43*S65+S910*S10*S21*S43*S54*C65+S910*C10*S43*S65-
S910*C10*C43*S54*C65 

 J51=-C910*C10*C21*S54-C910*C10*S21*S43*C54-
C910*S10*C43*C54+S910*S10*C21*S54+S910*S10*S21*S43*C54-S910*C10*C43*C54 

 J61=-C910*C10*C21*C54*S65-
C910*C10*S21*C43*C65+C910*C10*S21*S43*S54*S65+C910*S10*S43*C65+C910*S10*C43*S54*S65+S910*S10* 
C21*C54*S65+S910*S10*S21*C43*C65-S910*S10*S21*S43*S54*S65+S910*C10*S43*C65+S910*C10*C43*S54*S65 

 J12=-S21*C54*a6*S65+C21*a6*C43*C65+b7z*S10*S43*S65-b7x*C10*S43*S65-d78*C10*S43*S65-
C21*r 32*S43*S65+d89*S10*S43*S65+C21*C54*b6*S43-d89*S10*C43*S54*C65-b7z*C10*S21*C43*S65-
b7z*C10*S21*S43*S54*C65-b7z*S10*C43*S54*C65-b7x*S10*S21*C43*S65-b7x*S10*S21*S43*S54*C65-
d89*C10*S21*S43*S54*C65-C21*S54*a6*S43*S65+d78*S10*C21*C54*C65-d89*C10*S21*C43*S65-
d78*S10*S21*S43*S54*C65-
d78*S10*S21*C43*S65+d78*C10*C43*S54*C65+b7z*C10*C21*C54*C65+b7x*S10*C21*C54*C65+d89*C10*C21*C

54*C65+C21*r 32*C43*S54*C65+b7x*C10*C43*S54*C65-S21*S54*b6 

 J22=b7x*C10*C43*C54+C21*r 32*C43*C54+d78*C10*C43*C54-d89*C10*C21*S54-b7x*S10*C21*S54-
S43*C65*b6*C21*S54-C43*S65*b6*C21-C65*b6*S21*C54-b7z*S10*C43*C54-b7z*C10*C21*S54-d89*S10*C43*C54-
d78*S10*S21*S43*C54-b7x*S10*S21*S43*C54-b7z*C10*S21*S43*C54-d78*S10*C21*S54-d89*C10*S21*S43*C54 

 J32=d89*C10*S21*S43*S54*S65-d89*C10*S21*C43*C65+b7z*C10*S21*S43*S54*S65-d89*C10*C21*C54*S65-
C21*r 32*C43*S54*S65-b7x*C10*C43*S54*S65-C21*a6*C43*S65-b7x*S10*S21*C43*C65-C21*S54*a6*S43*C65-
b7x*S10*C21*C54*S65-C21*r 32*S43*C65-S21*C54*a6*C65-
b7x*C10*S43*C65+b7z*S10*S43*C65+d89*S10*S43*C65-d78*C10*S43*C65-d78*C10*C43*S54*S65-
d78*S10*C21*C54*S65-d78*S10*S21*C43*C65-
b7z*C10*C21*C54*S65+b7z*S10*C43*S54*S65+d78*S10*S21*S43*S54*S65+d89*S10*C43*S54*S65+b7x*S10*S21* 
S43*S54*S65-b7z*C10*S21*C43*C65 

 J42=S21*C54*C65+C21*C43*S65+C21*S43*S54*C65 

 J52=-S21*S54+C21*S43*C54 

 J62=-S21*C54*S65+C21*C43*C65-C21*S43*S54*S65 

 J13=S43*S65-C43*S54*C65 

 J23=-C43*C54 

 J33=S43*C65+C43*S54*S65 

 J43=0 

 J53=0 

 J63=0 
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 J14=C54*C65 

 J24=-S54 

 J34=-C54*S65 

 J44=0 

 J54=0 

 J64=0 

 J15=C43*S65+S43*S54*C65 

 J25=S43*C54 

 J35=C43*C65-S43*S54*S65 

 J45=0 

 J55=0 

 J65=0 

 J16=C21*r 32*C43*S54*C65+C21*a6*C43*C65+C21*C54*b6*S43-S21*S54*b6-C21*S54*a6*S43*S65-
S21*C54*a6*S65-C21*r 32*S43*S65 

 J26=-C43*S65*b6*C21+C21*r 32*C43*C54-S43*C65*b6*C21*S54-C65*b6*S21*C54 

 J36=-C21*r 32*S43*C65-C21*r 32*C43*S54*S65-C21*S54*a6*S43*C65-C21*a6*C43*S65-S21*C54*a6*C65 

 J46=S21*C54*C65+C21*C43*S65+C21*S43*S54*C65 

 J56=-S21*S54+C21*S43*C54 

 J66=-S21*C54*S65+C21*C43*C65-C21*S43*S54*S65 

J17=r 32*C43*S65+r 32*S43*S54*C65+S54*a6*C43*S65-C54*b6*C43+a6*S43*C65 

 J27=C43*C65*b6*S54-S43*S65*b6+r 32*S43*C54 

 J37=-r 32*S43*S54*S65+S54*a6*C43*C65-a6*S43*S65+r 32*C43*C65 

 J47=S43*S65-C43*S54*C65 

 J57=-C43*C54 

 J67=S43*C65+C43*S54*S65 

 J18=C54*C65 

 J28=-S54 

 J38=-C54*S65 

 J48=0 

 J58=0 

 J68=0 

 J19=-S54*b6-C54*a6*S65 

 J29=-C54*C65*b6 

 J39=-C54*a6*C65 
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 J49=C54*C65 

 J59=-S54 

 J69=-C54*S65 

 J110=a6*C65 

 J210 =-b6*S65 

 J310=-a6*S65 

 J410=S65 

 J510=0 

 J610=C65 

 J111=-b6 

 J211=0 

 J311=0 

 J411=0 

 J511=-1 

 J611=0 

La planification optimisée des trajectoires est basée sur un modèle à 9ddls dont les valeurs q7, q8 
sont fixées. Le modèle géométrique direct est alors le suivant : 
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La matrice Jacobienne TCPJTCP associée à ce modèle vérifie la relation suivante : 

 

[ ]TTCP
TCP qqqrqqqJx 654789 &&&&&&&&&& βα=      
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Figure B2-6 : Modélisation de l’architecture à 9ddls 

La modélisation complète intègre 3ddls supplémentaires (track et retourneur à 2ddls). La mise en 
œuvre du modèle géométrique complet est directe. Afin de ne pas décaler les notations, les 
articulations supplémentaires sont notées q7, q8 et q9 et sont placées en début de chaine. On utilise alors 
le terme adéquat en considérant que : 

A98 est une paire en rotation sur l’axe X 
A87 est une paire en rotation sur l’axe Y 
A70 est une paire en rotation sur l’axe Y 
 

La position relative du retourneur et du robot est décrite par les paramètres architecturaux a1 et b7. 

Les opérateurs homogènes décrivant les rotations sont alors )( 8998 ϕxR  et )( 7887 ϕyR  le positionnement 

du retourneur utilise les opérateurs )( 0770 dTY . Les paramètres géométriques introduits sont et )( 7'00 z
z bT

)( 7''0'0 x
x bT ; le modèle géométrique direct de la cellule s’exprime alors : 
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Le résultat du calcul de la matrice Jacobienne TCPJTCP est donné en annexe. 

J11=S78*b7x*C21*C43*S65+S78*b7x*C21*S43*S54*C65-
S21*S54*a6*S78*S10*S43*S65+r 32*C78*S10*S43*S54*C65+S78*b7x*S21*C54*C65+d07*C78*C10*S43*S65+S21*r 3

2*C78*C10*S43*S65+r 32*C78*S10*C43*S65-d07*C78*S10*C21*C54*C65-C54*b6*S78*C10*C43-
S21*a6*C78*C10*C43*C65-C54*b6*C78*S10*C43-d07*S78*C10*C21*C54*C65-
d07*S78*S10*S43*S65+r 32*S78*C10*C43*S65+d07*C78*S10*S21*S43*S54*C65+S21*a6*S78*S10*C43*C65+d07*C
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78*S10*S21*C43*S65+d07*S78*S10*C43*S54*C65+S54*a6*C78*S10*C43*S65-C21*S54*b6*C78*C10-
C21*C54*a6*C78*C10*S65+S21*C54*b6*S78*S10*S43+r 32*S78*C10*S43*S54*C65-d07*C78*C10*C43*S54*C65-
C78*b7z*C21*C43*S65-S21*C54*b6*C78*C10*S43-
S21*r 32*S78*S10*S43*S65+S54*a6*S78*C10*C43*S65+S21*S54*a6*C78*C10*S43*S65-
C78*b7z*C21*S43*S54*C65+C21*C54*a6*S78*S10*S65-C78*b7z*S21*C54*C65-
S21*r 32*C78*C10*C43*S54*C65+a6*C78*S10*S43*C65+d07*S78*C10*S21*C43*S65+a6*S78*C10*S43*C65+S21*
r32*S78*S10*C43*S54*C65+C21*S54*b6*S78*S10+d07*S78*C10*S21*S43*S54*C65 

 J21=-S78*S10*C43*S65*b6*S21-
S78*C10*S43*S65*b6+d07*S78*C10*C21*S54+d07*S78*S10*C43*C54+S78*b7x*C21*S43*C54+d07*C78*S10*S21*
S43*C54+S21*r 32*S78*S10*C43*C54+C78*S10*C43*C65*b6*S54+S78*C10*C43*C65*b6*S54+C78*C10*C43*S65*
b6*S21+C78*b7z*S21*S54+C78*C10*S43*C65*b6*S21*S54+S78*S10*C65*b6*C21*C54-
S21*r 32*C78*C10*C43*C54-S78*S10*S43*C65*b6*S21*S54-d07*C78*C10*C43*C54-
C78*S10*S43*S65*b6+d07*S78*C10*S21*S43*C54-S78*b7x*S21*S54-C78*b7z*C21*S43*C54-
C78*C10*C65*b6*C21*C54+d07*C78*S10*C21*S54+r 32*C78*S10*S43*C54+r 32*S78*C10*S43*C54 

J31=S54*a6*S78*C10*C43*C65+r 32*C78*S10*C43*C65+d07*C78*S10*S21*C43*C65+C78*b7z*S21*C54*S65+
d07*C78*S10*C21*C54*S65+d07*S78*C10*C21*C54*S65+S21*S54*a6*C78*C10*S43*C65+S21*a6*C78*C10*C43*
S65+r 32*S78*C10*C43*C65+S78*b7x*C21*C43*C65+S21*r 32*C78*C10*C43*S54*S65+C78*b7z*C21*S43*S54*S65

-S21*a6*S78*S10*C43*S65+d07*S78*C10*S21*C43*C65+S54*a6*C78*S10*C43*C65-a6*S78*C10*S43*S65-
C78*b7z*C21*C43*C65-d07*S78*S10*C43*S54*S65-r32*S78*C10*S43*S54*S65-
a6*C78*S10*S43*S65+d07*C78*C10*C43*S54*S65+S21*r 32*C78*C10*S43*C65+d07*C78*C10*S43*C65-
r32*C78*S10*S43*S54*S65-C21*C54*a6*C78*C10*C65-d07*S78*C10*S21*S43*S54*S65-S78*b7x*C21*S43*S54*S65-
d07*S78*S10*S43*C65-S21*r 32*S78*S10*C43*S54*S65+C21*C54*a6*S78*S10*C65-S21*S54*a6*S78*S10*S43*C65-
d07*C78*S10*S21*S43*S54*S65-S21*r 32*S78*S10*S43*C65-S78*b7x*S21*C54*S65 

 J41=C78*C10*C65*C21*C54-C78*C10*C43*S65*S21-C78*C10*S43*C65*S21*S54+C78*S10*S43*S65-
C78*S10*C43*C65*S54-
S78*S10*C65*C21*C54+S78*S10*C43*S65*S21+S78*S10*S43*C65*S21*S54+S78*C10*S43*S65-
S78*C10*C43*C65*S54 

 J51=-C78*C10*C21*S54-C78*C10*S21*S43*C54-
C78*S10*C43*C54+S78*S10*C21*S54+S78*S10*S21*S43*C54-S78*C10*C43*C54 

 J61=S21*S78*S10*C43*C65-S21*S54*S78*S10*S43*S65-S21*C78*C10*C43*C65+S54*C78*S10*C43*S65-
C21*C54*C78*C10*S65+S54*S78*C10*C43*S65+S21*S54*C78*C10*S43*S65+C21*C54*S78*S10*S65+C78*S10*S4

3*C65+S78*C10*S43*C65 

 J12=-S21*C54*a6*S65-b7z*C10*S21*C43*S65-b7x*S10*S21*C43*S65-b7x*S10*S21*S43*S54*C65-
b7z*C10*S21*S43*S54*C65-b7x*C10*S43*S65-
b7z*S10*C43*S54*C65+b7z*C10*C21*C54*C65+C21*r 32*C43*S54*C65+C21*C54*b6*S43+C21*a6*C43*C65+b7x

*S10*C21*C54*C65+b7z*S10*S43*S65+b7x*C10*C43*S54*C65-C21*r 32*S43*S65-C21*S54*a6*S43*S65-
S21*S54*b6 

 J22=-b7z*C10*S21*S43*C54-b7x*S10*C21*S54-b7x*S10*S21*S43*C54-S43*C65*b6*C21*S54-C65*b6*S21*C54-
C43*S65*b6*C21-b7z*S10*C43*C54+b7x*C10*C43*C54+C21*r 32*C43*C54-b7z*C10*C21*S54 

 J32=b7z*S10*S43*C65+b7z*C10*S21*S43*S54*S65+b7z*S10*C43*S54*S65+b7x*S10*S21*S43*S54*S65-
C21*r 32*C43*S54*S65-b7x*S10*C21*C54*S65-C21*S54*a6*S43*C65-b7z*C10*C21*C54*S65-
b7z*C10*S21*C43*C65-C21*r 32*S43*C65-S21*C54*a6*C65-b7x*C10*S43*C65-C21*a6*C43*S65-
b7x*S10*S21*C43*C65-b7x*C10*C43*S54*S65 

 J42=S21*C54*C65+C21*C43*S65+C21*S54*S43*C65 
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 J52=-S21*S54+C21*S43*C54 

 J62=-S21*C54*S65+C21*C43*C65-C21*S43*S54*S65 

 J13 =S21*C54*C65+C21*(C43*S65+S43*S54*C65) 

 J23=-S21*S54+C21*S43*C54 

 J33=-S21*C54*S65+C21*(C43*C65-S43*S54*S65) 

 J43=0 

 J53=0 

 J63=0 

 J14=C21*r 32*C43*S54*C65+C21*C54*b6*S43+C21*a6*C43*C65-C21*r 32*S43*S65-S21*S54*b6-
C21*S54*a6*S43*S65-S21*C54*a6*S65 

 J24=-S43*C65*b6*C21*S54-C65*b6*S21*C54-C43*S65*b6*C21+C21*r 32*C43*C54 

 J34=-C21*a6*C43*S65-C21*S54*a6*S43*C65-S21*C54*a6*C65-C21*r 32*S43*C65-C21*r 32*C43*S54*S65 

 J44=S21*C54*C65+C21*C43*S65+C21*S43*S54*C65 

 J54=-S21*S54+C21*S43*C54 

 J64=-S21*C54*S65+C21*C43*C65-C21*S43*S54*S65 

 J15=r 32*C43*S65+r 32*S43*S54*C65-C54*b6*C43+S54*a6*C43*S65+a6*S43*C65 

 J25=C43*C65*b6*S54-S43*S65*b6+r 32*S43*C54 

 J35=r 32*C43*C65-r32*S43*S54*S65+S54*a6*C43*C65-a6*S43*S65 

 J45=S43*S65-C43*S54*C65 

 J55=-C43*C54 

 J65=S43*C65+C43*S54*S65 

 J16=C54*C65 

 J26=-S54 

 J36=-C54*S65 

 J46=0 

 J56=0 

 J66=0 

 J17=-S54*b6-C54*a6*S65 

 J27=-C54*C65*b6 

 J37=-C54*a6*C65 

 J47=C54*C65 

 J57=-S54 

 J67=-C54*S65 

 J18=a6*C65 
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 J28=-b6*S65 

 J38=-a6*S65 

 J48=S65 

 J58=0 

 J68=C65 

 J19=-b6 

 J29=0 

 J39=0 

 J49=0 

 J59=-1 

 J69=0 
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ANNEXE 3-1 : Etude de rigidité de l’IRB 6660 

Le protocole mis en place pour l’identification des rigidités articulaires est basé sur :  

- la mesure de la position cartésienne par mire optique et laser tracker, 
- la mesure des efforts au travers du capteur d’effort 6 composantes positionné en bout d’axe 6  

Un effecteur a été conçu pour la mesure de trois positions de la mire identifié par P1, P2, P3. 
L’interface d’acquisition permet l’enregistrement des 6 composantes d’effort du capteur (Figure A3-1) 

    

Figure A3-1 : Position des mires et sollicitation des liaisons 2 à 6 avec une charge de 1100N (a), 
sollicitation de la liaison 1 (b), enregistrement des d’efforts (c) 

La mesure de l’effort exercé, réalisée à partir du capteur d’effort n’est pas réalisée au même point 
que la mesure de déplacement. Nous avons défini pour cela un certain nombre d’opérateur : 

- A0CF  matrice de passage permettant de définir le centre de la mesure d’effort dans le repère de 
base du robot, 

- A0TCP matrice de passage donnant la position du TCP à vide et A0TCP’  donnant la position du 
TCP sous chargement dans le repère de base du robot, 

- ALTTCP matrice de passage donnant la position du TCP dans le repère de base du Laser Tracker. 

 

 
Figure B3-1 : Définition des différents repères pour l’analyse de rigidité  

 

Plots de soutien 
des mires 

TCP 

P1 P2 

P3 

Avide Sous chargement 
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Afin d’introduire la variation de position au niveau du MGD du robot manipulateur, il est 
nécessaire de connaitre la matrice donnant la position du repère de base du robot à partir de la 
relation : 

ALT0 = ALTTCP A0TCP
-1         

  

La position du TCP à vide à partir des informations données par le Laser Tracker devient : 

A0TCP = AALT0
-1 ALTTCP         

  

La position du TCP sous chargement à partir des informations données par le Laser Tracker 
devient : 

A0TCP’  = ALT0
-1 ALTTCP’          

La variation de position est alors donnée par : 

ATCPTCP’ = A0TCP
-1 A0TCP’          

ATCPTCP’ fait intervenir la matrice des opérateurs infinitésimaux permettant de passer du système de 
coordonnées TCP au système de coordonnées TCP’ par une rotation infinitésimale. Notre 
modélisation TCS fait apparaitre un axe X sortant. L’opérateur de rotation infinitésimale permettant 
d’obtenir la valeur xδ  s’exprime alors en faisant abstraction des valeurs infinitésimales du deuxième 
ordre : δxq δyq, δxq δyq et δxq δyq [Gogu et al. 1997] : 
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La mesure d’effort est ramenée au TCP. L’équation devient alors : 
 

xJKJw T δθ
1−−=    ou wJJKx T1−= θδ        

     
En notant : 
 

[ ]654321 k/1k/1k/1k/1k/1k/1K θθθθθθ=      

  
La variation de déplacement s’exprime sous la forme : 
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Cependant, comme l’analyse de rigidité est réalisée en deux étapes, il est nécessaire d’enlever la 

contribution venant de la rigidité de la première liaison soit : 
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En isolant les termes de rigidité, il est possible de se ramener à une équation du type : 
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ANNEXE 4-1 : Modélisation du bras à 6ddls 

 

D) Modélisation Géométrique Direct du bras à 6ddls 

 

Figure A4-1: Modélisation TCS du bras à 6ddls 

            

L’expression du MGD s’exprime par la concaténation de l’ensemble des opérateurs suivants : 
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Le calcul de A0TCP est le résultat de la multiplication matricielle des opérateurs élémentaires : 
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Modélisation cinématique direct  

La matrice Jacobienne J est calculée en utilisant les relations données par la méthode TCS en 

fonction des opérateurs homogènes calculés dans le MGD.  La détermination de TCP
TCPJ  nécessite de 

définir les opérateurs homogènes Aii+1 [Gogu et al. 1997] définie par : 
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L’expression de TCP
TCPJ  vérifie les relations : 
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J11=(C10*(C32*(C43*(a5+a6*C65)-S43*(b6*C54+a6*S54*S65))+S32*(b6*S54-a6*C54*S65))-S10*(C21*(a3+S43*(a5+ 
a6*C65)+C43*(b6*C54+a6*S54*S65))+S21*(S32*(C43*(a5+a6*C65)-S43*(b6*C54+a6*S54*S65))-C32*(b6*S54- 
a6*C54*S65))))*(S10*(C32*(C43*C65-S43*S54*S65)-C54*S32*S65)+C10*(S21*(S32*(C43*C65-S43*S54*S65)+C32*C54*S65) 
+C21*(C65*S43+C43*S54*S65)))-(S10*(C32*(C43*(a5+a6*C65)-S43*(b6*C54+a6*S54*S65))+S32*(b6*S54-a6*C54*S65))+ 
C10*(C21*(a3+S43*(a5+a6*C65)+C43*(b6*C54+a6*S54*S65))+S21*(S32*(C43*(a5+a6*C65)-S43*(b6*C54+a6*S54*S65)) 
-C32*(b6*S54-a6*C54*S65))))*(C10*(C32*(C43*C65-S43*S54*S65)-C54*S32*S65)-S10*(S21*(S32*(C43*C65-S43*S54*S65) + 
C32*C54*S65) + C21*(C65*S43 + C43*S54*S65))); 

 
J12=-(C21*(a3+S43*(a5+a6*C65)+C43*(b6*C54+a6*S54*S65))+S21*(S32*(C43*(a5+a6*C65)-S43*(b6*C54+ 

a6*S54*S65))-C32*(b6*S54-a6*C54*S65)))*(C21*(S32*(C43*C65-S43*S54*S65)+C32*C54*S65)-S21*(C65*S43+ 
C43*S54*S65))-(S21*(a3+S43*(a5+a6*C65)+C43*(b6*C54+a6*S54*S65))-C21*(S32*(C43*(a5+a6*C65)-S43*(b6*C54+ 
a6*S54*S65))-C32*(b6*S54-a6*C54*S65)))*(S21*(S32*(C43*C65-S43*S54*S65)+C32*C54*S65)+C21*(C65*S43+ 
C43*S54*S65)); 

 
J13=(S32*(C43*C65-S43*S54*S65)+C32*C54*S65)*(C32*(C43*(a5+a6*C65)-S43*(b6*C54+a6*S54*S65))+S32*(b6*S54- 

a6*C54*S65)) - (C32*(C43*C65 - S43*S54*S65) - C54*S32*S65)*(S32*(C43*(a5 + a6*C65) - S43*(b6*C54 + a6*S54*S65)) - 
C32*(b6*S54 - a6*C54*S65)); 

 
J14=(C65*S43+ C43*S54*S65)*(C43*(a5 + a6*C65) - S43*(b6*C54 + a6*S54*S65)) - (C43*C65 - S43*S54*S65)*(S43*(a5 

+ a6*C65) + C43*(b6*C54 + a6*S54*S65)); 
 
J15=- C54*S65*(b6*C54 + a6*S54*S65) - S54*S65*(b6*S54 - a6*C54*S65); 
 
J16=0; 
   
J21=-(S10*(S21*(C32*S54+C54*S32*S43)-C21*C43*C54)+C10*(S32*S54-C32*C54*S43))*(S10*(C32*(C43*(a5+ a6*C65) 

- S43*(b6*C54 + a6*S54*S65)) + S32*(b6*S54 - a6*C54*S65)) + C10*(C21*(a3 + S43*(a5 + a6*C65) + C43*(b6*C54 + 
a6*S54*S65)) + S21*(S32*(C43*(a5 + a6*C65) - S43*(b6*C54 + a6*S54*S65)) - C32*(b6*S54 - a6*C54*S65)))) - 
(C10*(S21*(C32*S54 + C54*S32*S43) - C21*C43*C54) - S10*(S32*S54 - C32*C54*S43))*(C10*(C32*(C43*(a5 + a6*C65) - 
S43*(b6*C54 + a6*S54*S65)) + S32*(b6*S54 - a6*C54*S65)) - S10*(C21*(a3 + S43*(a5 + a6*C65) + C43*(b6*C54 + 
a6*S54*S65)) + S21*(S32*(C43*(a5 + a6*C65) - S43*(b6*C54 + a6*S54*S65)) - C32*(b6*S54 - a6*C54*S65)))); 

 
J22=(C21*(C32*S54 + C54*S32*S43) + C43*C54*S21)*(C21*(a3 + S43*(a5 + a6*C65) + C43*(b6*C54 + a6*S54*S65)) 

+ S21*(S32*(C43*(a5 + a6*C65) - S43*(b6*C54 + a6*S54*S65)) - C32*(b6*S54 - a6*C54*S65))) + (S21*(C32*S54 + 
C54*S32*S43) - C21*C43*C54)*(S21*(a3 + S43*(a5 + a6*C65) + C43*(b6*C54 + a6*S54*S65)) - C21*(S32*(C43*(a5 + 
a6*C65) - S43*(b6*C54 + a6*S54*S65)) - C32*(b6*S54 - a6*C54*S65))); 

 
J23=- (C32*(C43*(a5 + a6*C65) - S43*(b6*C54 + a6*S54*S65)) + S32*(b6*S54 - a6*C54*S65))*(C32*S54 + 

C54*S32*S43) - (S32*(C43*(a5 + a6*C65) - S43*(b6*C54 + a6*S54*S65)) - C32*(b6*S54 - a6*C54*S65))*(S32*S54 - 
C32*C54*S43); 

 
J24=C54*S43*(S43*(a5 + a6*C65) + C43*(b6*C54 + a6*S54*S65)) + C43*C54*(C43*(a5 + a6*C65) - S43*(b6*C54 + 

a6*S54*S65)); 
 
J25=S54*(b6*C54 + a6*S54*S65) - C54*(b6*S54 - a6*C54*S65); 
 
J26=0; 
  
J31=(S10*(C32*(C43*S65 + C65*S43*S54) + C54*C65*S32) + C10*(S21*(S32*(C43*S65 + C65*S43*S54) - 

C32*C54*C65) + C21*(S43*S65 - C43*C65*S54)))*(C10*(C32*(C43*(a5 + a6*C65) - S43*(b6*C54 + a6*S54*S65)) + 
S32*(b6*S54 - a6*C54*S65)) - S10*(C21*(a3 + S43*(a5 + a6*C65) + C43*(b6*C54 + a6*S54*S65)) + S21*(S32*(C43*(a5 + 
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a6*C65) - S43*(b6*C54 + a6*S54*S65)) - C32*(b6*S54 - a6*C54*S65)))) - (C10*(C32*(C43*S65 + C65*S43*S54) + 
C54*C65*S32) - S10*(S21*(S32*(C43*S65 + C65*S43*S54) - C32*C54*C65) + C21*(S43*S65 - 
C43*C65*S54)))*(S10*(C32*(C43*(a5 + a6*C65) - S43*(b6*C54 + a6*S54*S65)) + S32*(b6*S54 - a6*C54*S65)) + 
C10*(C21*(a3 + S43*(a5 + a6*C65) + C43*(b6*C54 + a6*S54*S65)) + S21*(S32*(C43*(a5 + a6*C65) - S43*(b6*C54 + 
a6*S54*S65)) - C32*(b6*S54 - a6*C54*S65)))); 

 
J32=- (C21*(a3 + S43*(a5 + a6*C65) + C43*(b6*C54 + a6*S54*S65)) + S21*(S32*(C43*(a5 + a6*C65) - S43*(b6*C54 

+ a6*S54*S65)) - C32*(b6*S54 - a6*C54*S65)))*(C21*(S32*(C43*S65 + C65*S43*S54) - C32*C54*C65) - S21*(S43*S65 - 
C43*C65*S54)) - (S21*(a3 + S43*(a5 + a6*C65) + C43*(b6*C54 + a6*S54*S65)) - C21*(S32*(C43*(a5 + a6*C65) - 
S43*(b6*C54 + a6*S54*S65)) - C32*(b6*S54 - a6*C54*S65)))*(S21*(S32*(C43*S65 + C65*S43*S54) - C32*C54*C65) + 
C21*(S43*S65 - C43*C65*S54)); 

 
J33=(S32*(C43*S65 + C65*S43*S54) - C32*C54*C65)*(C32*(C43*(a5 + a6*C65) - S43*(b6*C54 + a6*S54*S65)) + 

S32*(b6*S54 - a6*C54*S65)) - (C32*(C43*S65 + C65*S43*S54) + C54*C65*S32)*(S32*(C43*(a5 + a6*C65) - S43*(b6*C54 + 
a6*S54*S65)) - C32*(b6*S54 - a6*C54*S65)); 

 
J34=(S43*S65 - C43*C65*S54)*(C43*(a5 + a6*C65) - S43*(b6*C54 + a6*S54*S65)) - (C43*S65 + 

C65*S43*S54)*(S43*(a5 + a6*C65) + C43*(b6*C54 + a6*S54*S65)); 
 
J35=C54*C65*(b6*C54 + a6*S54*S65) + C65*S54*(b6*S54 - a6*C54*S65); 
 
J36=- a6; 
  
J41=S21*(C65*S43 + C43*S54*S65) - C21*(S32*(C43*C65 - S43*S54*S65) + C32*C54*S65); 
 
J42=C32*(C43*C65 - S43*S54*S65) - C54*S32*S65; 
 
J43=C65*S43 + C43*S54*S65; 
 
J44=-C54*S65; 
 
J45=C65; 
 
J46=0; 
   
J51=C21*(C32*S54 + C54*S32*S43) + C43*C54*S21; 
 
J52=S32*S54 - C32*C54*S43; 
 
J53=C43*C54; 
 
J54=S54; 
 
J55=0; 
 
J56=1; 
   
J61=S21*(S43*S65 - C43*C65*S54) - C21*(S32*(C43*S65 + C65*S43*S54) - C32*C54*C65); 
 
J62=C32*(C43*S65 + C65*S43*S54) + C54*C65*S32; 
 
J63=S43*S65 - C43*C65*S54; 
 
J64=C54*C65; 
 
J65=S65; 
 
J66=0; 
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ANNEXE 4-2 : Calibration du TCP  

 

La calibration du TCP outil se déroule en deux étapes : une définition géométrique du TCP et une 
identification dynamique de l’ensemble de la charge embarquée.  

Calibration géométrique du TCP 

Cette première étape consiste à déterminer le positionnement du TCP vis-à-vis de la dernière 
liaison du robot. Pour cela, en un point donné de l’espace, l’enregistrement de différentes 
configurations au même point permettent de définir la position et l’orientation du TCP (Figure A4-2). 
Le déplacement de la broche suivant deux directions permettent de définir les axes associés, le ZTCP est 
défini sortant de la broche. 

   

Figure A4-2: Identification du TCP en position et en orientation 

Calibration dynamique de l’outil 

L’outil considéré concerne la broche d’usinage et l’ensemble de son accastillage. L’identification 
dynamique consiste en un balayage articulaire suivant les axes 5 et 6 qui, par lecture des boucles de 
courant permet d’évaluer les paramètres suivants (Figure b) : 

- masse de l’outil, 
- position du centre de gravité de l’outil, 
- positionnement des axes d’inertie de l’outil, 
- les moments d’inertie de l’outil. 

 

 

Figure B4-2: Identification dynamique de l’outil  

Cette identification permet d’obtenir pour la broche d’usinage les informations 
suivantes directement écrit dans le programme du robot (Figure B4-2). 

TCP à 
identifier 

Point 
d’identification 

(a) (b) (c) 
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TASK PERS tooldata t_Fraise :=[TRUE,[[271.672,1.01395,315.419],[0.707107,0, 
0.707107,0]],[90.9,[-50.7,14.4,198.2],[1,0,0,0],0,4.03,3.46]]; 

Les informations données nous renseignent sur la broche d’usinage : 

- TRUE : le robot porte l’outil 
- [271.672, 1.01395, 315.419] : position du TCP définit dans Wobj0 
- [0.707107, 0, 0.707107, 0] : quaternion représentant l’orientation du repère du TCP par 

rapport à l’orientation de Wobj0 positionné sur le dernier axe 
- 90.9 : masse de l’outil en kg 
- [-50.7, 14.4, 198.2] : position du centre de gravité 
- [1, 0, 0, 0] : positionnement des axes d’inertie 
- [0, 4.03, 3.46] : moment d’inertie exprimé en kg.m² 

Suite à cette identification, plusieurs choses sont à remarquer : 

Ces procédures d’identification sont simples à mettre en œuvre et permettent une mise ne œuvre  
rapide dans le démarrage d’application. Cependant, nous formulons quelques limitations pour les 
opérations d’usinage : 

- La détermination d’un point fixe dans l’espace à l’aide d’une pointe reste subjective vis-à-vis 
de la personne qui opère. Elle ne permet pas non plus de connaitre suffisamment précisément 
l’orientation 

- La définition du quaternion est basée sur un déplacement suivant deux directions. Cette 
méthode ne permet pas non plus de connaitre suffisamment précisément la position et 
l’orientation de l’axe de broche. Dans notre cas, elle ne prend pas en compte les petits défauts 
liés à l’empilement des différentes pièces entre la broche et l’axe 6 du robot (capteur d’effort, 
changeur de tête, fourreau de broche, etc. Nous constatons un décalage de 1mm de la position 
de TCP suivant l’axe Y. 

- Le robot constitue finalement l’outil de mesure ce qui implique que la précision ne peut être 
supérieure finalement à l’exactitude du robot. Les valeurs mesurées sont aussi dépendantes des 
conditions de mesures (posture du robot, réalisation des mesures lorsque le robot est froid,…) 

 

 



 

 
 

  



 

 
 

  



 

 
 

 

  



 

 
 

Résumé 
Les robots industriels ont évolué fondamentalement ces dernières années pour répondre aux 

exigences industrielles de machines et mécanismes toujours plus performants. Ceci se traduit 
aujourd’hui par de nouveaux robots anthropomorphes plus adaptés laissant entrevoir la réalisation de 
tâches plus complexes comme la découpe d’objets déformables telle que la découpe de viande ou 
soumis à de fortes sollicitations comme l’usinage. L’étude du comportement des robots 
anthropomorphes, à structures parallèles ou hybrides montre une anisotropie aussi bien cinématique, 
que dynamique, impactant la précision attendue. Ces travaux de thèse étudient l’intégration des 
redondances cinématiques qui permettent de pallier en partie ce problème en positionnant au mieux la 
tâche à réaliser dans un espace de travail compatible avec les capacités attendues.  

Ces travaux ont suivi une démarche en trois étapes : la modélisation analytique de cellules 
robotiques par équivalent sériel basée sur la méthode TCS, la formalisation des contraintes des 
processus de découpe de viande et d’usinage et une résolution par optimisation multicritère.  

Une première originalité de ces travaux réside en le développement d’un modèle à 6 degrés de 
liberté permettant d’analyser les gestes de l’opérateur qui optimise naturellement le comportement de 
son bras pour garantir la tâche qu’il réalise. La seconde originalité concerne le placement optimisé des 
redondances structurales (cellules à 9 ddls) où les paramètres de positionnement sont incorporés 
comme des variables pilotables (cellule à 11 ddls).  

Ainsi, ces travaux de thèse apportent des contributions à : - la définition de critères adaptés à la 
réalisation de tâches complexes et sollicitantes pour la gestion des redondances cinématiques ; - 
l’identification du comportement des structures sous sollicitations par moyen métrologique (Laser 
tracker) et l’auto-adaptation des trajectoires par l’utilisation d’une commande en effort industrielle ; - 
l’optimisation du comportement permettant l’amélioration de la qualité de réalisation des différents 
processus de coupe (découpe de viande et usinage). 

Mots-clés : robot industriel, planification de trajectoire, redondance, optimisation hors ligne, méthode du 
gradient, analyse du geste humain, usinage robotisé 

Summary 
Industrial robots have evolved fundamentally in recent years to reach the industrial requirements. 

We now find more suitable anthropomorphic robots leading to the realization of more complex tasks 
like deformable objects cutting such as meat cutting or constrained to high stresses as machining. The 
behavior study of anthropomorphic robots, parallel or hybrid one highlights a kinematic and dynamic 
anisotropy, which impacts the expected accuracy. 

This thesis studied the integration of the kinematic redundancy that can partially overcome this 
problem by well setting the task to achieve it in a space compatible with the expected capacity. 

This work followed a three-step approach: analytical modeling of robotic cells by serial equivalent 
based on the TCS method, formalizing the constraints of meat cutting process and machining process 
and a multicriteria optimization. 

The first originality of this work focuses on the development of a 6 DoFs model to analyze the 
operator actions who naturally optimizes his arm behavior to ensure the task it performs. The second 
originality concerns the optimized placement of structural redundancy (9 DoFs robotic cell) where 
positioning parameters are incorporated as controllable variables (11 DoFs robotic cell) . 

Thus, the thesis makes contributions to: - the definition of criteria adapted to the realization of 
complex and under high stress task for the management of the kinematic redundancy; - the structural 
behavior identification, under stress, by metrology tools (Laser tracker ) and the self- adaptation paths 
by using an industrial force control; - the behavior optimization to improve the cutting process quality 
(meat cutting and machining). 

 Keywords: Industrial robots, Trajectory planning, Redundancy, Off-line optimization, Gradient projection 
method, Human gesture analysis, machining robotic 


