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Résumeé

Sur la modélisation et la simulation du couplage thermo-chimio-
mécanique au sein des élastomeres chargés.

Dans ce travail prospectif, nous proposons une modélisation intégrant un couplage thermo-
chimio-mécanique pour les élastoméres chargés et dissipatifs. En se basant sur les résultats et
les observations de la littérature, nous avons développé un cadre thermodynamique général et
proposé trois modeles phénoménologiques de comportement. Nos outils principaux sont la
thermodynamique des processus irréversibles, la notion d’états intermédiaires, les matériaux
standards généralisés. Une variable interne correspondant au degré de réticulation est
introduite. L’évolution de cette variable prend en compte une influence thermique et
mécanique a travers la pression hydrostatique. Il s’agit d’une des originalités de cette
approche. Ce travail se place dans le cadre général des grandes transformations. Un schéma
numérique de résolution monolithique des équations bilan par éléments finis est proposé. Ce
schéma tient compte de I’hypothése de faible compressibilit¢é du matériau par un choix
judicieux de relations faibles entre inconnues etlparhoix des approximations poues
dernieresLa résolution en temps est traitée par un schéma d’Euler implicite associé a une

technique de linéarisation de Newton-Raphson. Un modéle orienté objet du matériau thermo-
chimio-mécanique est proposé et implémenté en langage Java dans le code FEMJava.
Quelques exemples de simulation illustrent le potentiel de ces modéles en reproduisant de
maniere gqualitative des observations expérimentales.

Mot-clés: Couplages multi-physiques, comportement thermo-chimio-mécanique, grandes
déformations, processus irréversibles, orienté objet, Java.






Abstract

Modelization and simulation of the thermo-chemo-mechanical
behavior of filled rubber

In this prospective study, we propose a new thermo-chemo-mechanical coupled model for
dissipative filled rubber. This work is based on experimental observations and results from the
literature. In this context, we have developed three phenomenological constitutive laws within
a generic thermodynamical framework.

The models enters the category of the thermodynamics of irreversible processes. Intermediate
states are taken into account in the model which is build within the generalized standard
materials framework.

The degree of cure is introducedasinternal variable. The evolution of this variable takes

into account the thermal influence and the mechanical influence via the hydrostatic pressure.
This is one of the features making this model original. A finite strains approach is considered.
A finite element model is applied to the global problem. A monolithic solution scheme is built
based on an implicit Euler scheme associated to a of Newton-Raphson linearization technique.
This scheme takes into account the weak compressibility of the material condition through,
first, a judicious choice of weak relations between unknowns, and second, an adequate choice
of approximations for the unknowns of problem to enforce the stability of the numerical
scheme. An object-oriented model for the constitutive equations of the thermo-chemo-
mechanical model is proposed and is implemented in Java into the FEMJava code. Some
simulations illustrate the high potential of these models in qualitatively reproducing these
experimental observations.

Keywords : Multi-physics, thermo-chemo-mechanical behavior, finite strains, irreversible
process, object-oriented, Java.
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Introduction

Les élastomeres chargés sont des matériaux aujourd’hui largement utilisés dans le monde
industriel, le domaine de la santé, le domaine des loisirs,... IlIs sont utilisés de maniére

générale en raison de leurs caractéristiques mécaniques liées soit a leur grande déformabilité
soit a leur capacité dissipatives. lls sont par exemple largement utilisés dans des structures
soumises a des vibrations visant a dissiper de 1’énergie (amortisseur) et/ou a guider des
mouvements dans certaines directions. On trouve par exemple ce type de matériau dans les
structures lamifiées des mawpede rotor d’hélicoptere.

Dans ce contexte d’utilisation, les structures sont souvent soumises a des sollicitations
mécaniques qui entrainent de grandes déformations, alliés dans certains cas a des sollicitations
thermiques ou autres trés fortes. La question de la durée de vie du matériau devient alors une
composante essentielle pour la conception des structures et 1’élaboration du matériau.

Dans le travail de [Grandcoin, 2008], une étude sur la fatigue des élastoméres chargée a été
menée dans le but de modéliser le comportement dissipatif et endomab&dtideMullins

n’est pas considéré dans ce travail ou seul le comportement cyclique a long terme est
considéré. Ainsi, il a été remarqué dans un essai de fatigue sous sollicitation mécanique en
cisaillement a température contrélée, le module dynamique du matériau augmentait au cours
des 100000 premiers cycles, avant de décroitre commewaips’y attendre en raison de
I’apparition d’endommagement. Ce phénomeéne de rigidification dans les premiers cycles de
chargement provient vraisemblablementird processus de post-réticulatiare-¢uisson du
matériau) qui s’initic dans les premiers cycles de chargememt raison de 1’auto-
échauffement entrainant la réticulation du matériau. Cette réaction est activée au cours du
chargement mécanique a cause du comportement dissipatif decicetmi-effet, lors de
I’¢élaboration de matériaux ¢élastomeriques, les manufacturiers controlent le processus de

cuisson de facon a livrer un matériau qui développe des propriétés mécaniques optimales au
cours de son cycle de vie. Le matériau est en général livré non completement réticulé. Cette
observation tend a montrer, d’une part, I’'importance des phénoménes chimiques lors de
I’utilisation des matériaux ¢lastomeriques, et d’autre part, la nécessité de tenir compte des
couplages entre physiques : mécanique, thermique et chimique. Ainsi, la modélisation du
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comportement du matériau nécessite la prise en compte du couplage entre ces phénoménes
afin d’assurer la sécurité et la fiabilité des structures.

Dans notre étude, nous nous intéressons a la modélisation du comportement des matériaux
élastomériques chargés intégrant les phénomenes thermo-chimio-mécanique et leurs
couplages. L’objectif a long terme de ce modele de couplage thermo-chimio-mécanique est de
prédre 1’évolution du comportement du matériau dans la phase d’utilisation en prenant en
compte les phénomeénes thermique et chimique (dilatation thermique, retrait chirdique).
notre connaissance, il existe peu de modéles de couplage thermo-chimio-mécanique pour ce
type de matériau.

Le modeéle que nous proposons est basé sur une approche phénoménologique. Nous nous
placons dans le cadre de la thermodynamique des processus irréversibles en grandes
transformations. D un point de vue chimique, nous ne considérons que ’influence du degré de
réticulation et de son évolution au cours du temps en fonction des autres physigues du
probleme (mécanique, thermique). Cette vision simplifiée du matériau réel nous permet
d’espérer atteindre une description plus fine du matériau, et de décrire ainsi certains
phénomeénes observés. Les effets de retrait chimique, dilatation thermique et la contrainte de
faible compressibilité sont pris en compte. Le gradient de déformation est décomposé en une
partie chimique, une partiermique, une partie mécanique. D’un point de vue général, les
parameétres matériau de notre modele peuvent dépendre des différentes physiques. Cela nous
amene donc a considérer un modéle fortement couplé. Une des originalités de ce modele est la
prise en compte de la mécanique dans I’évolution du procédé chimique.

Une formulation variationnelle multi-champ est proposée pour résoudre les équations bilans
de maniére couplée. Un schéma éléments finis classique est utilisé pour cette résolution
numérique. Ce cadre numérique du modéle matériau est complexe. Les outils de simulation
classiques bien qu’ils permettent une intégration de formulations aussi complexes de fagon

plus ou moins aisée n’offre pas la flexibilité que nous souhaitions pour un outil de simulation
prospectif. Ainsi, afin de palier a cette difficulté, nous implémentons cette formulation du
comportement multi-champ a physiques multiples dans un code orienté objet en Java,
FEMJava développé au LMA.

Ce mémoire est constitué de 4 chapitres. Dans le premier chapitre, nous décrivons les
principales caractéristiques physiques, chimiques et mécaniques des élastomeresaéticulés
partir de la littérature. Nous abordons trois points : la composition physico-chimique, le
procédé d’¢élaboration, et le comportement thermomécanique.

Le deuxiéme chapitre traite de 1’état de I’art des modeles du couplage dans les élastoméres et
plus généralement dans les polyméres. La premiere fidttien état de 1’art des modéles de
thermocinétiques qui permettent de deécrire les phénoménes de réticulation au sein des
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élastomeres (ou de certains polyméres). Dans la seconde partie, hous nous intéressons aux
couplages thermomécaniques en grandes transformations. Dans la derniére partie, des
modeles plus récents de couplage thermo-chimio-mécanique sont présentes.

Le troisiéme chapitre est consacré a la présentation du cadre thermodynamique consistant et
général pour décrirde couplage thermo-chimio-mécanique. En utilisant ce cadre, trois
modéles sont proposés. Sur des exemples simples, nous montrons les capacités de chaque
modele a prendre en compte les couplages.

Le dernier chapitre est consacré a la description du modéle numérique. Nous présentons la
formulation variationnelle multi-champ. Nous proposons une implémentation de la
formulation dans un code des éléments finis orienté objet en langage Java. Quelques
simulations permettent d’illustrer le potentiel des modeles proposés.






CHAPITRE
@l Geénéralité sur les elastomeres

Ce chapitre a pour objet de présenter les principales caractéristiques
physiques, chimiques et mécaniques des élastomeéres réticulés en se
basant sur des observations ou des interprétations issues de la
littérature. Cette présentatiararticule autour de la description de la
composition, de la mise en cuvre et du comportement
thermomécanique de ces matériaux. Nous nous attachons plus
particulierement aux différents couplages et a leurs effets.
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1.1. Domaines d’applications des produits a base
élastomere

1.1.1.Roles et conditions d’utilisation

Les ¢lastomeres sont largement utilisés dans 1’industrie principalement pour leur capacité a
subir de larges déformations et/ou a dissiper de 1’énergie. On les retrouve dans de nombreux
secteurs industriels tels que ’aéronautique, 1’automobile, le secteur alimentaire, le batiment,
le médical, etc.

En fonction des utilisations visées, les caoutchoutiers peuvent jouer sur la composition et la
mise en ceuvre des matériaux afin d’optimiser certaines propriétés comme : le module
élastique (statique et dynamiqul’angle de perte (déphasage entre contrainte et déformation

qui caractérise 1’amortissement), la capacité calorifique, la tenue a la fatigue, I’inertie
chimique, la tenue a la température, la résistance a la fatigue, etc...

Ces matériaux peuvent étre mis en formes de différentes facons et on peut les retrouver dans
des piéces technologiques complexes (par exemple les butées lamifiées utilisées dans
I’aéronautique) ou des pieces plus simples de grandes séries (les joints par exemple).
Néanmoins, pour simplifier nous distinguons les deux catégories suivantes :

e Les piéces élastiques, qui peuvent servir de liaison mécanique ou faire office de joint.
Elles sont la plupart du temps soumisses a un chargement mécanique multiaxial,
statique et/ou dynamique eibissent d’autres chargements dus a 1’environnement :
température variable, agression chimique, etc. Ces piéces peuvent dissiper de I’énergie
mais les caractéristiques élastiques demeurent essentielles.

e Les pieces dissipatives, qui ont pour réle de dissile 1’énergie mécanique en
général des vibrations, sous forme de chaleur. En régle générale elles sont congcues
pour subir un chargement mécanique plus simple que les précédentes : le plus souvent
du cisaillement. Les caractéristiques d’amortissement sont bien entendu
prépondérantes et ce dans une gamme de fréquences et d’amplitudes qui est souvent
large. Comme les précédentes elles sont soumisses a 1’environnement.

Hormis quelquesxceptions, les pi¢ces en élastoméres sont congues avec 1’objectif de garantir

une certaine durée de vie tout en assurant une stabilité des propriétés thermiques, mécaniques
et chimiques dans le temps. Ceci représente une contrainte supplémentaire car ce matériau est
relativement sensible aux phénomenes de vieillissemanl, soit dii a des chargements
thermiques, chimigues ou autres. Enfin, certaines pieces sont étroitement liées a la sécurité du
systéme dans lequel elles s’intégrent (on peut penser par exemple aux pneus d’un véhicule).

On voit donc que le cahier des efm d’une picce en élastomére est tout aussi exigeant que
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pour des pieces métalliques, composites ou céramiques mais avec une plus grande complexité
d’optimisation des caractéristiques du matériau car celui-ci va bien souvent fonctionner dans

un régime aumicux d’élasticité non-linéaire et au pire de dissipation fortement couplé avec

une sensibilité importantel&nvironnement.

1.1.2. Quelques exemples d’applications

On peut lister de nombreux exemples d’applications de produits en élastomere : on a
notammentds pneus, les silentblocs, les supports moteurs, les différents joints (portiéres,...),

les balais d’essuie glace dans I’industrie automobile ; les pipelines, et autres pieces
d’étanchéités pour l’industrie pétroliére ; les plots antisismiques pour le batiment ; les
D.I.A.S., les protections thermiques de face dans 1’industrie spatiale, etc.

La complexité évoquée au paragraphe précédent a conduit le monde académique a s’emparer
de sujets de recherches directement liés a des applications ou des pieces particuliéeres. Le
Tableau 1-1 donne un apercu de quelques exemples rencontrés dans la littérature.

Domaine Application Auteurs
. . Amortisseur de trainée ou ,
Aéronautique Adaptateur de fréquences Brackbill [2000]
Boukamel [2000]
Martinez [2005]
Grandcoin [2008]
Butée lamifié Lejeunes [2002]
Abouchita [2003]
Boukamel [1988]
Peau de ballons atmosphériques | Golden [1999]
Support de system aérospatiaux | Rousseau [2002]
Automobile Suspensions Saad [2003]
Pneumatique Lahellec [2001]
Offshore, bateau| Etanchéité, pipe Le Saux [2010]
Prét a porter | Semelles de chaussure Robisson [2000]
Travaux publics | Plots antisismiques Burtscher et Dorfmann [2004]

Tableau 1-1 Exemples délomaines d’application des élastomeres.

Le LMA a développé des liens particuliers avec 1’industrie aéronautique et notamment
Eurocopter. La Figure 1-1 présente quelques pieces technologiques utilisées dans les rotors
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d’hélicopteres. Ces piéces peuvent faire office de palier élastique comme la butée lamifiée de

force centrifuge (pieces de droite sur la figure) qui relie la pale au moyeu rotor et qui est
chargée de reprendre des efforts de compression (majoritairement statiques) dus a la force
centrifuge tout en permettant une articulation en cisaillement et en flexion pour permettre le
réglage du pas (dynamique), les mouvements de battement et de trainée (dynamique). Les
adaptateurs de fréquences (pieces de gauche sur la figure) servent eux a linstitdéen

dues a la trainée qui peuren particulier entrainer une instabilité globale de 1’hélicoptére au

sol. Ces piéces fonctionnent en cisaillement et le Tableau 1-2 résume leurs condition de
chargement.

Parametres de sollicitation Domaine
Fréquence <30Hz
Température -55°C<T<70°C
Amplitude statique « moyenne » <25%
Amplitude dynamique « moyenne <25%
Amplitude statique « maxi » <40%
Amplitude dynamique « maxi » <40%

Tableau 1-2 : Enveloppe des chargements thengwaniques pour 1’adaptateur de fréquence

Figure 1-1 : Les piéces constituantes en élastomere utilisées dans un hélicoptére

1.2. Description physico-chimique du matériau

Les élastoméres peuvent étre vus comme un milieu multiphasique pouvant étre appréhendé a
différentes échelles (voir par exemple la Figure 1-2). Pour simplifier, on prendra comme
hypothése que la composition peut étre décrite de la maniére suivante : une gomme
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élastomérique (a base synthétique ou naturelle) et des additifs (charges actives ou inactives,
autres additifs). Les caractéristiques de chaque phase jouent bien entendu un réle important
mais leurs interactions joue un réle essentiel. De plus, le procédé de fabrication influence a la
fois la microstructure et les interactions entre chacune des phases. Pour tenter de comprendre
leur comportement il est donc important de regarder chacun de ces aspects.

Figure 1-22 Exemple denicrostructure d’un matériau ¢lastomere observée par microscope
électronique a transmission. La matrice est en gris et les charges sont diamei [Jean,
2009])).

1.2.1.La matrice élastomérique

La matrice ou gomme élastomérique est constitué par de longues chaines macromoléculaires,
enchevétrées et liées entre-elles par des liaisons de différentes natures. Ce matéteal peut-
tres sensible a la température et se présenter sous différentes formes ou états (vitreux,
caoutchoutique ou fluide trés visqueux). Il peut parfois changer de structure en fonction des
sollicitations qu’il subit et passer d’une structure amorphe a une structure cristalline, on parle

alors d’élastomere cristallisable.

1.2.1.1. Bref apercu de la composition et structure chimique

La matrice élastomérique est un haut polymére dont les caractéristiques sont fortement
dépendantes de sa composition chimique et de sa structure macromoléculaire.

CHy C—C  CHy

CHs H

L X In
Figure 1-3 : IsopréenedEg
La composition chimiques de la base élastomérique peut étre est tres diverse en fonction des

applications visées. La chaine polymérique est constituée par un assemblage structuré de
monomeres élémentaires. Par exemple, le caoutchouc naturel (NR) gutiagstle I’Hévéa
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Brasilinsis, est constitué par un hydrocarbure, (C5H8)n appelé isomféégre 1-3). Ce
caoutchouc est formé par des chaines macromoléculaires linéaires de monoméres isoprénes.

Les élastomeres synthétiques sont obtenus en synthétisant et en assemblant différents
monomeres élémentaires par liaisons covalentes. Lorsque ceux-ci sont tous identiques dans la
chaine polymérique on parle d’homopolyméres et dans le cas contraire de copolymeres (on
distingue aussi les copolyméres a blocs des copolymeres alternés ou encore statistiques). Sans
entrer dans les détails de la composition chimique de chaque catégorie d’¢lastomeres, on peut

classifier les élastomeres les plus courants par type et nature comme le montre dans Tableau

1-3.

Type Nom usuel Sigle | Nature de I’élastomére Propriétés les plus
d’utilisation remarquables
Usages Caoutchouc nature| NR Polymeére de I’isopréne Bonne propriété mécanique
généraux
SBR SBR Copolymeére de butadiéne et
de styréne
Polyisoprene de IR Polymeére de I’isopréne
synthése
Polybutadiene BR Polymére de butadiéne Trés bonne résistance a
’abrasion
Usages EPDM EPDM | Terpolymere de I’éthyléne, du | Excellente résistance au
spéciaux propyléne et d’un vieillissement
termonomeére (diéne)
Butyle IR Copolymeére d’iso-butyléne et | Trés bonne résistance au
d’isopréne vieillissement et étanchéité
aux gaz
Néopréne ou CR Polymeére de chloropréne Bonne résistance au
polychloropréne vieillissement et aux huiles
Nitrile NBR | Copolymére de butadiéne et | Tres bonne résistance aux
de nitrile acrylique hydrocarbures et faible
perméabilité aux gaz
Usage Thiokol T Polymeére de sulfure Excellente résistance a certal
Spéciaux d’éthyléne I’huile
Hypalon CSM | Polyéthylene chlorosulfoné | Remarquable tenue a 1’ozone
Silicone Q/MQ | Polymére complexe dontle | Haute résistance a la chaleui
squelette est composé de et au froid
silicium et d’oxygene
Elastomeére fluoré | FM Copolymére fluoré Exceptionnelle résistance a |
chaleur et aux huiles.

Tableau 1-3 : Catégorie de élastomeére matrice ([Martinez, 2005]).
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1.2.1.2. La densité de réticulation

A T’état cru, les chaines macromoléculaires sont enchevétrées les unes avec les autres et le
matériau peut étre vu comme une « pelote statistiquak Bigure 1-4). Ces chaines sont liées

les unes aux autres part des liaisons faibles de type Van der Waals ou par des points
d’enchevétrement qui sont des sortes de « nceuds coulissants » entre deux macromolécules.

J !
AN AR ‘-':_—‘_‘:\.. o

S A SR

o enchevétrement
— macromolécule

a) Pelote statique de chaines b) Les enchevétrements

Figure 1-4 Structure macromoléculaire de 1’élastomeére cru

L’enchevétrement de macromolécules, évoqué précédemment, contribue en partie a la
cohésion de I’ensemble mais n’est pas suffisant pour donner de bonnes propriétés mécaniques

au matériau. En effet, une sollicitation mécanique sur un ¢lastomere cru induit d’une part, un
glissement réversible des chaines macromoléculaires (on parle alors de la conformation du
réseau) qui s’orientent suivant la direction de sollicitation, et d’autre part, et surtout, un
glissement irréversible de ces chaines. Il en résulte des propriétés mécaniques faibles,
instables dans le temps. La Figure inxéntre par exemple le résultat d’un essai de traction
uni-axiale cyclique réalisé a température ambiante sur un caoutchouc naturel cru (donc
constituée uniguement de macromolécules enchevétrées). Nous constatons un comportement
mécanique médiocre, avec notamment une raideur trés faible et des déformations «
permanentes » tres importantes.

Les ¢lastoméres crus, qu’ils soient naturels ou synthétiques, ne sont donc pas utilisés
directement dans les applications industrielles a cause de leur faible résistance a la
déformation ainsi que leur forte sensibilité thermique et chimique.

Charles Goodyear a découvert en 1939 la wvulcanisation qui permet d’améliorer
considérablement les caractéristiques du matériau. Sans rentrer dans les détails de ce procédé
qui sera explicité dans la suite de ce chapitre, on peut le résumer comme suit : ce procédé
consiste a créer les liaisons chimiques ou pontages entre les chaines macromoléculaires. Ces
ponts sont acties en présence d’un catalyseur, par exemple de soufre dans le cas du NR, et

d’un apport d’énergie suffisant pour activer les réactions chimiques de vulcanisation (le plus
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souvent il s’agit d’un cycle thermique). Ces liaisons permettent de former un réseau
tridimensionnel qui va limiter le glissement relatif irréversible sous des sollicitations
meécaniques tout en préservant la grande déformabilité du matériau si ce nombre de liaisons ne
devient pas trop important. Méme si la vulcanisation se distingue en certain points de la
réticulation des polymeres, ces deux procédés partagent les mémes objectifs et par abus de
langage, dans la suite du document, on parlera d’¢lastomeres réticulés.

0.25 : : :
— - monolionic
0.2} | {ensile test
A2 i
N Mx{‘aﬁ:ﬁ%—:‘é‘” — gyclic
0.15 2 , tensile test

stress [N/mm?|

0 20 40 &0 80 00 120 140
strain [%]

Figure 1-5 : Essais de traction cyclique et monotone pour caoutchouc naturel cru [M. Kaliske
et al., 2010]

Les caractéristiques de I’élastomere réticulé dépendent a la fois du nombre de pontages

formés mais aussi des caractéristiques de ces liaisons chimiques. Le nombre de liaisons est
caractérisé par la densité ou taux de réticulation. La Figure 1-7 présente une schématisation de
I’évolution de certaines caractéristiques en fonction du taux de réticulation. Si ce taux est trop
faible, le matériau se comporte comme un fluide trés visqueux, et s’il est trop important, le

matériau devient alors élastique fragile et la rupture survient pour de faibles niveaux de
défamation. Les caractéristiques de 1’élastomére n’évoluent pas de maniére homogene avec

le taux de réticulation, par exemple,module dynamique s’accroit alors que la résistance a

fatigue et a déchirement montrent un optimum. Suivant 1’application visée, on cherche donc a
optimiser le taux de réticulation du matériau en fonction du cahier des charges fixés. Enfin, le
type de liaisons conditionne également les caractéristiques de matériau (le Tableau 1-4
présente les liaisons associées a certain systéeme de vulcanisation). Par exemple, les liaisons
chimiques C-C donnent de meilleures propriétés mécaniques a haute température et une
meilleure gsistance au vieillissement thermique que d’autre type de liaisons chimiques en

soufre [Basfar et al., 2002].. De plus, pour les systéemes de vulcanisation en soufre, les ponts
monosulfures (ponts courts) offrent une meilleure tenue au vieillissement thermique, des
déformations permanentes plus faibles sous sollicitations cycliques et une meilleure stabilité a
la réversion (dépolymérisation). Les ponts polysulphures (ponts longs) permettent une
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meilleure résistance au déchirement et diminuent I’amortissement dynamique (par rapport aux
ponts courts).

Unvulcanized
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e ?%,_mw pa—
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Figure 1-6 : Structure macromoléculaikel’ élastomere réticulé en soufre
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Figure 1-7 : Evolution des propriétés du matériau en fonction de la densité de réticulation
[Mark et al., 2005]

Bond dissociation

Type of system Sulphur/accelerator ratio Type of crosslinks
Conventional =2 -8~ cyclic sulphides Lypeof crosslink energy (kl/mol)
Semi EV ~1-2 C-S,-C. C-8-C Cs-C 7
EV <(.3 C-58-C, C-5,-C. C-C CS-8C 270

Tableau 1-4 Types de liaisons chimiques correspondent a chaque system de vulcanisation
([Bellander, 1998}

Remarque: le taux de réticulation ou le type de liaison chimique dépendent a la fois les
conditions de mise en ceuvre, par exemple la température [Loo, 1974; R. L. Fan et al., 2001;
Ghosh et al., 2003], la pression hydrostatique [Bellander, 1998].
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1.2.1.3. La température et I’état de la matiére

Les élastoméres ont un comportement qui est fortement dépendant a la température, il existe
quatre états de la matiére pour ces hauts polymeéres : état vitreux, état de transition vitreuse,
¢état caoutchoutique et état d’écoulement. En général, a I’ambiant, les élastoméres sont a I’état
caoutchoutique. La température de transition vitreuse (notée Tg) désigne le passage de 1’état
caoutchoutique a 1’état vitreux et peutétre caractérisé¢ en observant 1’évolution du module
dynamique ou de I’angle de perte. La Figure 1-8en présente un exemple, et 1’on peut
distinguer les quatre états évoqués précédemment

e [’¢tat vitreux : pour T inférieure a Tg, 1’¢élastomere présente une grande rigidité et un
comportement fragile.

e [ ’¢tat de transition : autour de Tg, le rapport énergie d’agitation thermique sur énergie
d’interaction moléculaire augmente, les macromolécules glissent et tournent alors plus
facilement entre elles. Le matériau passe de ’état quasi-fragile a un état de grande
déformabilite.

e [’¢tat caoutchoutique : les 1’¢élastomere présente une grande déformabilité et un
comportement visqueux.

e [’¢tat d’écoulement : bien que encore solide, I’¢lastomére se comporte comme un
fluide non-newtonien quasi-incompressible fortement visqueux.

La température de transition vitreuse des élastomeres varie de -10°C a -120°C selon leur
composition chimique, leur microstructure et selon la densité de réticulation comme le montre
la Figure 1-9 (pour plus de détails voir : [Youssef, 2003; DiBenedetto, 1987; J. Kim et al.,
2002; Loo, 1974; Chiou et Schoen, 2002; Liu et al., 2009; Tonpheng et al., 2011; Maes et al.,
1995; Legrand et Bellenger, 2001]). Cette température est une caractéristique fondamentale
du matériau qui va conditiner son domaine d’utilisation.

A
E%., =~ quelques GPa

Ty Température (°C)
Etat vitreux - Etat caoutchoutique

|:| Etat de transition - Econlement

Figure 1-8 Evolution du module dynamique et de I’angle de perte en fonction de la
température
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Figure 1-9 : Température de transition vitreuse en fonction du taux de réticulation pour SBR
[Youssef, 2003]

1.2.1.4. La cristallisation

A T’état initial, la plupart des élastomeres sont amorphes, il n’y a pas d’organisation
déterminée du réseau polymérique suivant des directions particulieres. Cependant, certains
élastomeres ont la capacité de cristalliser sous contraintes, on obses\iéapparition de
structures cristallines, comme le schématise la Figure 1-10. Ce changement de structure est dit
renforcant car les élastomeres cristallisables présentent une plus grande résistance a la fatigue
et au déchirement. En effet la réorganisation du réseau dans des directions privilégiées,
fonctions du chargement, permet de relaxer localement les contraintes. Ce phénomeéne peut-
étre réversible et dissipatifn effet lorsque ’on relache les contraintes la température de

fusion de la phase cristalline diminue, les chaines retrouvent une organisation amorphe et I’on

mesure un tres faible taux de cristallinité a contrainte nulle.

IHI!

polymere
semicristallin

chaines
étirées

chaines
repliées

Figure 1-10 : Mrphologie d’un élastomeére semi-cristallin [Marchal, 2006]

La Figure 1-11illustre le phénomeéne de cristallisation/fusion observé lors d’un cycle de

traction par des mesures de diffractions aux rayons X conjointement a la mesure de la
contrainte mécanique en fonction de la déformation pour un élastomere cristallisable. Il est
communément admis que ce phénomeéne présente un couplage trés fort avec la température et
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dans une moindre mesure est influencée par le taux de réticulation. Etant donné que ce
phénomeéne n’est pas propre a tous les élastomeres nous ne nous Yy intéresserons plus dans la
suite du document, et nous renvoyons le lecteur aux travaux de [Toki et al., 2000; Trabelsi et
al., 2004], [Trabelsi et al., 2004], [Marchal, 2006; Gehman et al., 1950].

X-RAY INTENSITY (arb.)

s

STRESS(MPa)

B
C
g =

0 200 400 800 C-D @r, 3B
STEREr,

STRAIN (%)

Figure 1-11 Mécanisme de cristallisation de 1’élastomeére sous sollicitation mécanique
[Toki et al., 2000]

1.2.2.Les charges

Outre la gomme, un élastomere comporte différents additifs qui sont ajoutés lors de la mise en
ceuvre (la Figure 1-12donne un apercu des constituants de bases d’un élastomeére). Dans la

suite, on distingue les charges qui permettent de jouer sur les caractéristiques du, matériau
qu’on nommera charges actives, de celles qui utilisées en vue d’améliorer par exemple le

procédé de fabrication, qu’on nommera charges inactives.

Plastifiants

= Agents de
i vulcanisation

Elastomeres

B~ Adjuvants

oy

Figure 1-12 Compositiond’un mélange de caoutchouc [Koscher, 2003]
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1.2.2.1. Charges inactives

On peut lister les charges suivantes :

Les accélérateurs, qui agissent conjointement avec 1’agent de vulcanisation, tels que

les dithiocarbamates, les thiurames, les thiazoles, les dérivés des amines ou les
thiourées qui permettent de rendre le processus plus efficace (diminution du temps de
vulcanisation et quantit¢é d’agent de vulcanisation a introduire plus limitée
notamment).

Les activateurs, généralement des oxydes métalliques (en particulier les oxydes de
zinc), associés a des acides gras (acide stéarique, laurique ou palmidique) afin de
faciliter leur solubilisation avec 1’élastomére. La combinaison d’un activateur, d’un
accélérateur et d’un acide gras conduit finalement a un complexe réagissant avec le
soufre et initiant le processus de vulcanisation.

Les plastifiants permettent essentiellement de faciliter le glissement entre les chaines
et les différentes opérations de mise en forme et de mélangeage. lls améliorent aussi la
dispersion des charges et diminuent la température de mélangeage. Un plastifiant peut
étre soit a base d’huile minérale, soit a base de produits d’origine animale ou de
synthese.

Les agents de protection permettent de raainte plus possible 1’élastomere en bon

état en évitant la dégradation précoce. La nature du milieu (température, rayonnement,
etc) est la plupart du temps a I’origine d’une altération et/ou d’un vieillissement de
I’élastomere. Des antioxydants et antiozonants sont utilisés pour palier aux attaques de
I’ozone et de l'oxygene. Les ¢€lastomeres sont aussi sensibles au rayonnement
ultraviolet. De ce fait, les conditions de stockage nécessitent certaines précautions.

1.2.2.2. Charges actives

Ces charges sont ajoutées principalement pour piloter les caractéristiques mécaniques du
matériau tel que la raideur et I’amortissement et jouent bien entendu un réle non négligeable

sur d’autre parametres tels que la résistance a la fatigue, la conductivité thermique, la capacité
calorifique, etc. Les plus couramment employées sont les noirs de carbone et les silices. Le
choix du type de charges dépend de la compatibilité avec 1’¢élastomere de base. La dépendance

des caractéristiques mécaniques au type et au taux de charge est complexeestieelle
résultat des interactions charge/charge et charge/matrice mais aussi des parametres propres
la charge. On peut lister, entre autres, les parametres suivant :

La taille des particules, généralement comprise entre 10 a 100 nm

La structuwe qui est li¢ directement a la taille de charge. Du fait de I’interaction
charge/charge, on observe une agrégation ou une agglomération de ces particules qui
forme donc des structures de différentes tailles (typiquement de 50 a 500 nm pour les
agrégats et supérieur au micron pour les agglomérats). La structure finale est elle
fortement li¢ a I’opération de malaxage (cf. Figure 1-13.



1.3 La vulcanisation 21

e La surface spécifique est la surface disponible de charge en mise contact avec la
matrice de I’¢élastomeére

e [’activité chimique de surface qui détermine les interactions entre les charges et la
matrice élastomérique.

Particule
élémentaire Agrégat Agglomeérat
Malaxage
- R
e
Agglomération

Figure 1-13 : Les différents échelles de taille de charge [Leblanc, 2002]

1.2.2.3. Interaction Charges-Gomme

La nature de I’interaction charge-gomme est complexe a appréhender et nous savons au final
peu de choses si ce n’est qu’elle joue un rble trés important dans les phénomeénes de
dissipation dues a une sollicitation mécanique. L’aspect multi-échelles de la problématique
représente une difficulté majeure : une chaine polymérique peut faire jusqu'a 1um alors que
les charges sont inférieures a 100nm.

Néanmoins, nous savons qu’aprés la vulcanisation les caractéristiques de la matrice au
voisinages des charges n’ont rien a voir avec celles exemptes de charges. Il existe une fine

couche d’élastomére (de 2 a 5 nm dans le cas des noirs de carbones, voir [Heinrich et al.,

2002] qui entoure les charges et que ’on appelle ¢lastomere lié. Cet élastomere est a

I’ambiant a 1’état vitreux et peut donc changer d’état au moindre échauffement ce qui va
grandement modifier I’interaction de la gomme avec les agglomérats. De plus, a ces échelles,

on observe aussi la présence de vides ou de cavités qui peuvent coalescées autour des charge:
modifiant également I’interaction gomme/charges.

1.3. La vulcanisation

Comme évoqué précédemment la vulcanisation est un procédé propre aux élastomeres qui
vise a créer des ponts entre les chaines macromoléculaires qui s’organisent en un réseau
tridimensionnel. Ce procédé peut-étre vu comme un cas particulier de la réticulation des
polyméres (ou polymérisation) car les deux procédés partagent les mémes objectifs : la
création d’un réseau tridimensionnel a I’aide de ponts de réticulation. lIs different cependant

en de nombreux points : la réticulation dans les polyméres est activée quasi instantanément et
se poursuit jusqu’a stabilisation, pour les élastomeres on observe la plupart du temps un
comportement en trois phaset (Figure 114): une phase d’induction ou le taux de
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réticulation n’évolue quasiment pas, une phase de cuisson suivit d’une phase de maturation ou

le taux de réticulation peut encore évoluer.

Il existe de nombreux systemes de réticulation pour les élastomeres et les caractéristiques des
liaisons obtenues dépendent des agents de vulcanisation. Les plus couramment utilisés sont le
soufre ou le peroxyde, méme si I’on commence a voir apparaitre de nouvelle méthodes

comme la vulcanisation avec rayons gamma, ondes ultrasoniques, a haute température et a
haute pression (voir [Bellander, 1998; Tonpheng et al., 2011])... Ces nouvelles méthodes sont

essentiellement développées dans un souci environnemental ou pour des utilisations trés

spécifiques.

Crosslink Density

Marching Cure

Normal Cure

Reversion

+— Scorch Time ——
(Induction Period)

Vulcanization Time —

Figure 1-14 : Evolution schématique de la densité de réticulation au cours du procédé.

Le procédé de vulcanisation est activé en appodati€nergie sous la forme de chaleur, de

radiation, de rayon UV. La température imposée dans ce procédé se compose de deux étapes.
D’abord, ce matériau est chauffé jusqu’a la température de réticulation (environ 100-190°C).

Les réticulations sont crées dans cette phase. Pour éviter ou diminuer les effetrsien

(cf. Figure 1-14), on refroidi ensuite ce matériau a la température ambiante.

Toutefois, ces piéces sont soumises aussi a des chargements mécaniques (la pression
hydrostatique) au cours de I’étape mise en forme. Ainsi la pression peut affecter la vitesse et

le taux de réticulation qui peut augmenter ou diminuer lors de vulcanisation [Bellander,
1998].

1.3.1. Vulcanisation au soufre

Il s’agit de la toute premiére méthode de vulcanisation et qui reste certainement la plus

utilisée de nos jours. Elle n’est utilisable que pour les élastoméres non-saturés. Le soufre est
ajouté en fin de malaxage puis le mélange subit un cycle thermique avec une température
maxi comprise entre 140°C et 200°C. Pour pouvoir mieux contrdler la vulcanisation, des
accélérateurs ou des retardateurs sont ajoutés dans ce mélange. En fonction de la@uantité
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soufre et d’accélérateurs, on distingue trois types de systéme de vulcanisation : le systeme
conventionnel (CV), les systemes semi-efficaces (SEV) et les systemes efficaces (EV)
Chaque systéme donne différents types de liaisons en sduffeg(ire 1-15) ce qui conduit a
différentes caractéristiques du produit final.

" conjugated
Crosslinks triene
T
S
Accelerator
X S S, S, cyclic sulphide
pendant
group s,
‘mono- di- poly- T
sulphide sulphide sulphide conjugated
(xz3) diene

Figure 1-15 Différents types de liaison de la vulcanisation en soufre [Mark et al., 2005]

Ces différences’expliquent par 1’énergie de rupture des liaisons en soufre. Dans le systéme

EV, la plupart des liaisons sont mono-soufre ou di-soufre. Le produit final du systeme EV a la
meilleure résistance a la chaleur et au vieillissement. Le systéeme CV conduit, lui, a de bonnes
propriétés mécaniques par rapport aux autres systemes.

¢ Agents vulcanisants
(soufre. accélérateur, activateur)

Complexe actif soluble
+ Soufre

Complexe actif sulfuré (A) Hydrogéne libre du caoutchouc
Induction < ‘ (R-H)
|

¥
Intermédiaire de caoutchouc li¢ (B)
R-S;-Acc

Complexe active de caoutchouc (B*)
R-S.*

+R-H
Réticulatio

Pontages initiaux polysulfures
R-S-R

e Raccourcissement des pontages et
augmentation de leur nombre.

¢ Destruction des pontages avec
modification de la chaine
principale (déshydrogénation et
formation de cycles sulfures)

¢ Echange interne de liaisons S-S

Maturation <

v
Réseau final vulcanisé

Figure 1-16 : Schéma général de la vulcanisation au soufre du caoutchouc naturel [Dimier,
2003]
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Le procédé de vulcanisation au souffre est trés complexes car de nombreux produits sont
formés. Le nombre de réactions et les mécanismes en jeux restent encore une question
discutée dans littérature. On peut néanmoins considérer le schéma réactionnel général
présenté a la Figure 16 et qui a été proposé par [Morrison et Porter, 1984]. Il se résume
comme suit :
e Le systéme de vulcanisation (A) se compose d’un élastomere brut, d’un agent de
pontage (le soufre), d’un systéme activateur (acide stéarique plus oxyde de zinc) et
d’un accélérateur N-cyclohexyl-benzothiazole-2-sulfénamide (le CBS).
e [’étape d’induction correspond a la chimie des agents vulcanisants avec ouverture du
cycle a huit atomes de soufre. Un intermédiaire de caoutchouc lié (B) est formé et se
dissocie en un complexe activé de caoutchoUg (B
e Durant I’étape de réticulation, le complexe activé (B'), qui porte un radical libre, est
trés réactif avec la double liaison portée sur les chaines de caoutchouc. En attaquant la
double liaison, le complexe activé de caoutchouc relie deux chaines de caoutchouc
entre elles et va ainsi former des pontages a plusieurs atomes de soufre [Ghosh et al.,
2003] : mono-soufre, di-soufres ou poly-soufres.

Lors de I’étape de maturation, des réarrangements interviennent au sein de ces pontages via

des réactions secondaires. Le nombre de ponts polysulfures croit rapidement puis diminue
pendant la maturation. Le nombre de ponts mono et disulfures est faible durant la réticulation
puis croit ensuite [Dimier, 2003].

1.3.2. Vulcanisation au péroxyde

Les peroxydes organiques sont utilisés pour la réticulation des caoutchoucs qui ne peuvent
étre réticulés par du soufre, comme par exemple : les caoutchoucs fluorocarbones, les
silicones et les caoutchoucs éthylene-propyléne. lls entrainent une formation des réticulations
de carbone-carbone stable (voir [Dluzneski, 2001]).

Les radicaux libres du peroxyde attaquent les chaines de 1’¢lastomére en lui soustrayant des

atomes d‘hydrogenes. Ces chaines se combinent en formant un réseau réticulé de haute masse
moléculaire. Ce type de pontage conduit a une bonne résistance a la chaleur et au
vieillissement thermique mais a une plus faible résistance a la fatigue et au déchirement. Une
post-cuisson (une cuisson a l'extérieur du moule) est parfois nécessaire pour ce type de
systéme.

1.3.3. Caractérisation du procédeé de vulcanisation

L’évolution de la cinétique de vulcanisation s’accompagne de trois grandes caractéristiques
un dégagement de chaleur, des changements de propriétés physiques, la formation ou la
disparition de groupements chimiques [Dimier, 2003]. Donc, il existe trois maniéres pour
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suivre I’état d’avancement des réactions de vulcanisation : 1’analyse thermique, 1’analyse
chimique, et 1’analyse mécanique.

1.3.3.1. Analyse chimique

Les méthodes chimiques utilisées pour la caractérisation de 1’état de vulcanisation sont basées

sur la taille des molécules (Chromatographie d’Exclusion Stérique :SEC), sur les fonctions
chimiques présentés (Spectrométrie Infra Rabi@éR) [Blaz Likozar et Matjaz Krajnc,

2007], sur le tirage des espéces chimiques [Dimier, 2003] ou sur les mesures de taux de
gonflement de la matiere dans un solvant [El Labban, 2008].

Dans les premieres méthodes, le signal détecté pour chaque espéece qui est corrélé a sa
concentration en fonction du temps permet de comprendre les mécanismes des réactions
chimiques. Cependant, ces méthodes ne sont pas sensibles aux transformations structurales et
ne renseignent pas sur la quantité de chaleur dégagée.

Les mesures de taux de gonflement permettent de mesurer indirectement 1’état de
vulcanisation. En effet, les élastoméres crus sont solubles dans certains solvants mais les
pontages crées rendent le vulcanisa insoluble.

1.3.3.2. Analyse thermique

L’analyse thermique consiste a enregistrer la réponse en flux de chaleur ou en température du
matériau soumis a une source de chaleur ou a un refroidissement. La vulcanisation
s’accompagne d’un dégagement de chaleur car ses réactions sont exothermiques. On peut
donc utiliser la Calorimétrie Différentielle & Balayage (DSC) pour caractériser la cinétique en
fonction du temps ou de la température [Kolesnikova et al., 2007].

D’aprés [El Labban, 2008], le principe de mesure consiste a chauffer deux enceintes
contenant chacune une capsule de petite taille. L’une contient I’échantillon (environ 10mg) et

la seconde, appelée « référence », est vide. On enregistre un signal proportionnel a la
différence de puissance fournie enttéchantillon et la référence pour les maintenir a la

méme température tout au long d’un cycle de température prédéfini.

On définitle taux d’avancement de réaction en faisant I’hypothése que le flux de chaleur est
proportionnel au taux d’avancement o de réaction :

Q) (1-1)
Qr

o =

Ou Q(t) est I’enthalpie générée a I’instant t et (), estl’enthalpie totale (cf. Figure 1-19).
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dQ/dt
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Figure 1-17 : Pic exothermique lors de la réaction chimique [Dimier, 2003]

Cette technique n’est pas toujours intéressante au cause du faible dégagement de chaleur pour
certain systeme de vulcanisation et certains élastomeres.

1.3.3.3. Analyse mécanique

L’analyse mécanique pour caractérisation de la vulcanisation est basée sur une mesure des
propriétés meécaniques, qui dépendéntl’évolution de 1’avancement de réaction et de la
transformation structurale.

La mesure de la déformation permanente a la traction (DRT) ou a la compression (DRC) e
sont des exemples. Au début de la vulcanisation, les élastomeres bruts présentent un
comportement plastique. Durant la vulcanisation, le comportement devient plus élastique : la
déformation permanente diminue en fonction de la vulcanisation.

L’augmentation de longueur des chaines macromoléculaires va induire une augmentation de

la viscosité. En plus, la ramification et la réticulation entre les chaines macromoléculaires va
changer la rigidité du matériau. Dans [S. R White et al.,, 2002], le comportement
viscoélastique est analysé sur un large gamme de température et a différents taux de
réticulation. Des tests de flexion trois points sont utilisés pour analyser le comportement
mécanique. Dans [Y. K. Kim et Scott R White, 1996], les auteurs utilisent un DMA pour
analyser la dépendance a la température et au taux de réticulation afin de déterminer le
comportement viscoélastique du matériau. Enfin, les rhéometres sont largement utilisé pour
caractériser les propriétés eagiques (voir [O’Brien et al., 2001], [Van Assche et al., 2002]).

Cet appareil permet de mesurer le module dynamique et le module de perte des élastomeres.
On trouve des rhéomeétres a rotor oscillant (ODR) et a chambre oscillante (MDR) [Deiber et
al., 1995]. Les courbes obtenues sont normalisées et sont assimilables a:

G(t) -G, (1-2)
G ax Go

ma

o =
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ou G(t),G,sont les modules élastiques a 'instant t, a temps initial et G__est la valeur
maximale. On obtient typiquement le résultat présenté sur la Figure 1-18.

Torsion
A

WO

Inductio Réticulatior  Maturation

>
Time

Figure 1-18 Courbe typique de cuisson déterminée par ODR

Dans 1’étape d’induction, le nombre de point de réticulation ne change pas ou trés peu, le
moment de torsion est donc quasiment constant. Ensuite, dans 1’étape de réticulation, la

rigidité augmente avec 1’augmentation de réticulation. Enfin, dans 1’étape de maturation, il

existe trois possibilités de réticulation. La courbe (A) a une diminution du module en fonction
du temps il s’agit d’une réversion qui traduit une dégradation des réticulations formées dans

I’étape précédente. La courbe (B) correspond a 1’obtention d’un équilibre qui caractérise un
nombre constant de réticulations. La courbe (C) correspond & une rigidification qui indique la
poursuite des réactions de vulcanisation.

1.3.4.Les facteurs influant le procédé de vulcanisation

1.3.4.1. Le systéme de vulcanisation

Le systeme de vulcanisation comporte de multiples especes: élastomere cru, agent de
vulcanisation (soufre), agents accélérateurs, agents retardants, agents activateurs, .... Le
nombre de réticulation est conditionné par le taux de ces agents [S.-S. Choi, 2000].
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Figure 1-19 : dfluence du taux d’accélérateur (CBS) sur la vulcanisation [El Labban, 2008]

1.3.4.2. Latempérature

Le nombre de réticulation et le type de réticulation dépendent directement de 1’histoire de
chargement thermique lors de la vulcanisation. Une température élevée va augmenter la
vitesse de réaction et faire apparaitre une phase de réversion qui diminue le nombre de
réticulation. De méme un temps de chargement thermique plus long va entrainer de la
réversion. La Figure 1-22 montre ces dépendances au cycle de température [Morrison et
Porter, 1984; R. L. Fan et al., 2001; El Labban, 2008].
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Figure 1-20 : Influence de la température sur la vulcanisation [Akiba et Hashim, 1997]

1.3.4.3. La pression hydrostatique

L’influence de la pression sur la vulcanisation du caoutchouc est considéré dans
[Okhrimenko, 1960; Wilkinson et Gehman, 1949; Bellander, 1998; Sasuga et Takehisa,
1975]. Les auteurs mettent en évidence la contribution de la pression qui peut augmenter ou
diminuer le nombre de réticulation et les caractéristiques du produit final par rapport au cas
sans pression. Les propriétés de traction, de déformation permanente, module dynamique,
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résistance a l'abrasion et dureté ont été mesurées, et il a été constaté que les vulcanisats
formés sous une pression élevée montrent une plus faible déformation permanente et
hystérésis, et ce méme a densité de réticulation égale.

La réticulation avec rayon-gamma est sensible a la pression [Sasuga et Takehisa, 1975]. Il a
ét¢ montré qu’avec le Cis-polybutadiene réticulé par cette méthode, on peut obtenir une
augmentation de 30 fois de la densité de réticulation lorsque la pression hydrostatique est
imposée a 890 MPa (on parle alors de réticulation haute pression). Les Ethylene-propylene-
diene (EPPDM) et le NR présentent une dépendance a la pression mais a priori moins grande
que celle du polybutadiéne. L'augmentation de la densité de réticulation & cause de la pression
s’explique par la variation de la mobilit¢é moléculaire. Lorsque la pression augmente, la

mobilité moléculaire diminue ce qui favorise la création de ponts de réticulation. [Bellander,
1998; Tonpheng et Andersson, 2008; Tonpheng et Andersson, 2006] ont proposé une
nouvelle méthode de réticulation des élastoméres a haute température (environ 200°C) et a
haute pression (20830MPa) sans utilisation d’agent de vulcanisation (HPV). Les auteurs
obtiennent un taux de réticulation de 50% dans le cas du polybutadiéne et a@OBR{Tie

1-21).
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Figure 1-21: Influence de la pression sur le nombre de réticulation pour le Polybutadiene
[Bellander, 1998]

1.3.5. Les effets du procédé de vulcanisation

1.3.5.1. Retrait chimique

On peut observer un phénomene de variation volumique des pieces en élastomeres durant la
vulcanisation (voir par exemple [Brady, 1992], [Kiasat et al., 2000], [B. Yagimli et A. Lion,
2011]). Cet effet est proportionnel au taux de réticulation. Ce phénoméne entraine une
augmentation de la densité volumique des élastoméres. Tous les polymeres présentent ce
phénomene. Par exemple, la Figure ls2@ntre I’évolution de la densité volumique en

fonction de la température et a différant taux de réticulation (il s’agit d’un poly(acrylonitrile-
co-1,3-butadiene)/dicumyl hydrogéné (HPAB), réticulé au peroxyde).
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Ce phénoménes mettent clairement en évidence un couplage entre la mécanique et la chimie.
Dans [C. Li et al., 2004], le retrait chimique est approximé par deux fonctions linéaires en
fonction du taux de réticulation. Dans [M. Hossain, 2010], le retrait chimique est modélisé par
une fonction exponentielle dépendante du temps :
Py

by

e'(t) = p, exp|— + p, exp|—

A (13
t

ol p,, p,,---1p,SONt les parametres déterminés par des expériences

1.3.5.2. Autres effets

Comme évoqué précédemment, les propriétés mécaniques dépendent directement de la
densité de réticulation. A faible densité de réticulation, les élastomeres présentent un
comportement élasto-plastique [Treloar, 2005]. A grande densité de réticulation, ils présentent
un comportement hyper-élastique ou hyper-viscoélastique [André et Wriggers, 2005]. Il en va
de méme pour la capacité calorifiqué Figure 1-23), le coefficient de dilatation thermique,

le coefficient de conductivité thermique (voir le Tableau 1-5) et la température de transition
vitreuse ¢f. Figure 1-24). Quelques tendances de variation de ces propriétés sont données
dans Blaz Likozar et Matjaz Krajnc, 2011].
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Figure 1-22 Variation de la densité volumique avec la température et la concentration de
réticulation Blaz Likozar et Matjaz Krajnc, 2011]
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Figure 1-23 Variation de la capacité calorifique en fonction de la température et de la
concentration de ponts de liaisdldz Likozar et Matjaz Krajnc, 2011]

coefficient of thermal
concn of cross-links (mol/m?) density (10° kg/m®) expansion (107 K™)

0 0.91 £ 0.01 98 +£0.2
6.16 0.91 + 0.01 9.7+0.2
12.3 0.91 + 0.01 94402
24.7 0.92 + 0.01 94+02
49.3 0.93 + 0.01 9.1+02
98.7 0.95 + 0.01 8.6+02
197 0.99 + 0.01 6.7+02

Tableau 1-5 Influence de la réticulation sur le coefficient de dilatation thermique
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Figure 1-24 Variation de la température de transition vitreuse en fonction de concentration
de ponts de réticulatiom[az Likozar et Matjaz Krajnc, 2011]
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Remarque:

Les propriétés de 1’élastomeére chargé peuvent évoluer mécaniquement, thermiquement et
chimiquement en modifiant quelques parametres du procédé de Vulcanisation. Pour les
mémes compositions chimiques, on peut obtenir des élastoméres avec des propriétés
différentes en changeant, par exemple, le profil de température, la pression hydrostatique (voir
[Bellander, 1998; Tonpheng et Andersson, 2006; Abhilash et al., 2010] ).

1.4. Comportement thermo-mécanique

Dans cette partie, nous nous attachons aux généralités qui concernent le comportement
thermomécanique des élastomeres vulcanisés chargés ou non-chargés.

1.4.1.Elastomeres non chargés ou faiblement chargeés

1.4.1.1. Elasticité non-linéaire entropique

Les ¢lastomeres vulcanisés peuvent supporter une tres grande déformation d’une fagon quasi-
réversible parfois jusqu’a 700% grace aux caractéristiques spécifiques de leurs
microstructures. Une courbe de traction uni-axiale a rupture représente un comportement
fortement non-linéaire élastiquef.(Figure 1-25). Cette courbe se compose en trois régions
correspondant a 1’élongation. La premicre région caractérise un comportement élastique

linéaire pour une déformation inférieure a 10%. Ensuite, nous constatons un adoucissement
du comportement associé au désenchevétrement des chaines macromoléculaire. Cette
adoucissement est suivit d’un fort raidissement qui dénote la limite d’extensibilité des chaines
macromoléculaires et/ou éventuellement de la cristallisation de ces chaines. Pour les
élastomeéres, on peubnstater que 1’énergie de déformation est directement liée a la variation

de I’entropie (cf. Figure 1-2%. On parle alors d’élasticité entropique.

Pour modéliser ce type de comportement il existe principalement deux approches : les
modeles phénoménologiques et les modeles basés sur la physique statistique. L’approche
phénoménologique cherche a reproduire les données expérimentales d’un point de vue
purement mathématique. Elle consiste a proposer une foritinergie libre qui reproduise

le comportement macroscopique du matériau. Les modéles phénoménologiques les plus
utilisés sont : Mooney (1940), Mooney-Rivlin (Rivlin, 1948), Ogden (1972) et Gent (1996).
La deuxiemeapproche s’appuie sur la loi de Boltzmann qui lie ’entropie a une fonction de
probabilité¢ d’états d’une chaine macromoléculaire. En changeant la densité de probabilité
(gaussienne ou naogeussienne) et en intégrant I’entropie de la chaine sur un réseau de chaine

plus ou moins complexes on peut obtenir une expression de 1’énergie libre d’un élastomere
(Treloar, 1943, 1975; Arruda et Boyce, 1993). Ces modeles peuvent également prendre en
compte des contraintes topologiques pour décrire I’influence des chaines les unes par rapport

aux autres, le lecteur est invité a se référer a la thése de [Marckmann, 2004].
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Figure 1-25 Contribution de 1’entropie et de 1’énergie interne a la force de traction en
fonctionde 1’¢élongation [Treloar, 2005]

La Figure 1-2Gmontre les effets de 1’addition de charges sur le comportement en traction a

rupture (en régime statique). D’un point de vue mésoscopique, les charges apparaissent

comme des nceuds qui rendent difficile 1’étirement des chaines macroscopiques lors d’une
sollicitation, engendrant ainsi une augmentation de la rigidité globale. Les deux approchent de
modélisation précédentes restent valables dans ce cas.

Dans la plupart des cas de chargements, les variations de volumes sont faibles mais peuvent
étre dans certains cas non négligeables. Ainsi, par la suite nous ne supposerons que le
comportement des élastomeéres est faiblement-compressible ou quasiment-incompressible et

nous utiliserons un cadre de modélisation adapté a cette hypothése (voir par exemple
[Lejeunes et al., 2011]).
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Figure 1-26 Effet du taux de charge sur la rigidité d’un élastomeére
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1.4.1.2. Inversion thermo-élastique

a Joule (1859)
o James et Guth (1943)

variation de température [K]

1 1 |
0 20 40 60 80 100
déformation nominale [%)]

Figure 1-27 : Het d’inversion thermo-¢lastique lors d’essai de traction

Le phénomeéne de I’inversion thermique est montré dans Figure 1-27 et a été découvert par
Joule. A faible taux d’élongation, la température décroit puis la tendance s’inverse et I’on a

une croissance monotone de la température comme prévue par 1’¢élasticité entropique. Cet

effet est encore une signature du fort couplage thermomécanique dans les élastomeres :
faible niveau de déformation 1’énergie de dilatation thermique peut prendre le pas sur
I’énergie de déformation et conduire a une diminution de la température si les conditions
d’essais imposent une tres faible variation de volume. Dans la seconde partie de la courbe, les

chaines se réorientant, ’entropie diminue et la température est donc augmentée dans ce
matériau.

Q_)/

1.4.2.Elastoméres charges

1.4.2.1. Viscoélasticité

Le comportement mécanique des élastomeres chargés dépend de la température, de
I’amplitude du chargement mais également de 1’histoire du chargement. On peut trouver dans

la littérature de trés nombreux travaux experimentaux sur ce sujet (on peut citer par exemple

[Mullins, 1948], [ Lion, 1996], [Robisson, 2000]). Pour un chargement dynamique cyclique,

on trouve par exemple dans [Martinez, 2005] une comparaison de la réponse du mécanique
d’un silicone chargé et non-chargé. On remarque une augmentation de la raideur dynamique

et de I’angle de perte (dissipation) sur la comparaison des réponses stabiliseésgure 1-
28).
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Figure 1-28 : Evolution du comportement cyclique suivant des matériaux chargé ou non-
chargé [Martinez, 2005]

D’un point de vue microscopique et de facon simpliste, les charges accentuent des
mécanismes de glissements ou de frottement visqueux charges/chaines voir charges/charges.
Ces phénomenes de dissipations sont trés sensibles a la vitesse de sollicitation et 1’on

n’observe généralement pas de déformations permanentes macroscopiques suite a un essai de
chargedécharge. On parle dans ce cas d’élastoméres purement viscoélastiques.

Trois grandes approches de modélisation peuvent étre utilisées pour traduire le comportement
nonlinéaire viscoélastique : les approches intégrales ou a dérivées fractionnaires, les
approches phénoménologiques a variables internes et les approches micro-physiques. Les
approches intégrales considérent les contraintes comme une fonction de I’histoire de
déformations. Les modeles les plus utilisés sont les modeéles F.L.V (Finite Linear
Viscoelasticity) de [Coleman et Noll, 1961], M.F.L.V (Modified Finite Linear
Viscoelasticity) de [Morman, 1988] et le modele B.K.Z (Bernstein Kearlsey Zapas) de
[Bernstein et al., 1963]. Les approches a variables internes, sont basées sur la théorie de 1’état

associé des matériaux standards généralisés eurettgions d’ONSAGER et sur la
généralisation aux grandes déformations des modéles rhéologiques. On peut citer par exemple
les travaux de [Sidoroff, 1974], [Reese et S. Govindjee, 1998], [A. Boukamel, 2006]. Enfin
les approches microphysiques tentent de rendre compte de chaque phase du matériau et des
interactions entre ces phases, elles sont principalement basées sur des techniques
d’homogénéisation non-linéaires, analytique (voir [Goktepe et Christian Miehe, 2005;
Lahellec et Suquet, 2004; Castafieda, 1996¢u numériques ([Khédimi, 2011; Goktepe et
Christian Miehe, 2005].).
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1.4.2.2. Viscoplasticité

Les élastoméres chargés peuvent également présenter un caractére viscoplastique. On a vu
précédemment que 1’élastomeére cru présente ce type de comportement (voir par exemple [M.

Kaliske et al., 2010]). En effet, pour certains élastomeres, on peut observer une faible
déformation permanente qui demeure apres relachement de la sollicitation. Cette faible
déformation permanente peut avoir plusieurs origines (endommagement, évolution chimique,
...), mais au final il est facile d’imaginer que d’’un point de mésoscopique le glissement entre

chaines ou entre chaine et charge lors d’une sollicitation mécanique puisse avoir une partie
irréversible qui expliquerait pour partie la déformation permanente observée (ceci est
certainement d’autant plus vrai que le taux de réticulation est faible).

Certains auteurs ont émis cette hypothése et integre de la plasticité dans leur modeles (voir
[Christian Miehe et Keck, 2000; Alexander Lion, 2000; Cantournet et Desmorat, 2003],
[Martinez 2005]).. Certains constats expérimentaux vont également dans le sens de cette
hypothése, comme 1’essai de charge alterné (avec paliers de relaxations) de la Figure 1-290n

voit clairement avec cet essais qu'une part de la dissipation n’est pas de nature viscoélastique

puisque les contraintes relaxées ne se rejoignent pas en une courbe d’équilibre mais forme une
hystérésis. Dans littérature, on trouve les mémes approches que celle décrites au paragraphe
précédent.

first Piola stress P [N/mm?]
stretch A

time t
L

0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
stretch A [—]

Figure 1-29 Etude expérimentale mettant en évidence le comportement plastique de
I’¢lastomere chargé [Christian Miehe et Keck, 2000]
1.4.2.3. Auto-échauffement

Les élastomeres chargés présentent un comportement fortement dissipatif et un faible
coefficient de conductivité thermique, une partie de 1’énergie mécanique fournie va donc se
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transformer en chaleur et entrainer de forte augmentation de la température au sein de ces
matériaux, on parle alors d’auto-échauffement. . La Figure 1-30 montre, par exemple, une
courbe d’évolution de la température d’un élastomeére chargé soumis a un chargement

cyclique. On peut obtenir a cceur de fortes élévations de température qui peuvent étre proche

de celles utilisées lors de la vulcanisation. On imagine donc sans mal que cette énergie

thermique puisse étre utilisé pour activer de nouvelles réactions chimiques au sein du
matériau.

6 mm du haut

Température ( °C)

6 mm du bord
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T T T ! v
0 1800 3600 5400 7200 9000 10800
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Figure 1-3Q Elévation de température daé’ auto-échauffement[Pichon, 2010]

Comme on a pu le voir précédemment, le comportement mécanique est trées sensible
I’évolution de la température. La Figure 1-31, présente les évolutions de la raideur globale et
de la dissipation globale d’un élastomére silicone soumis a un essai de chargement cyclique
dans une enceinte adiabatique ou la température est régulée.
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Figure 1-31 : Evolution des propriétés mécaniques en fonction de la température [Grandcoin,
2008]
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On retrouve bien entendu un fort raidissement lorsqu’on se rapproche de la température de
transition vitreuse mais aussi une évolution non-linéaire du couplage thermo-mécanique en
fonction de I’amplitude de déformation.

I en va de méme pour d’autres caractéristiques matériaux comme le module de
compressibilité, le coefficient de dilatation thermique, la capacité calorifique du matériau (
Figure 1-32).
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Figure 1-32 : Evolution des propriétés thermiques en fonction de la température
[Vandenbroucke, 2010]

1.4.2.4. Effet Payne

L’effet Payne (1971) est un phénoméne de diminution de la rigidité lors d’une augmentation

de la déformation dynamique d’un essai cyclique et qui est propre au élastomeres. Ce
phénoméne est directement lié au comportementinéaire des élastomeres chargés. L’effet

Payne est interprété par des processus de décohésion au sein des agglomérats ou de rupture du
réseau de charges. Ce phénomene est dépendant du taux de charge et dehgyge de
comme le montre la Figure 1-33.
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Figure 1-33 :dfluence du taux de charge sur I’effet Payne [Ramier, 2004]
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[Payne et al., 1972] ont monttfe le taux de réticulation n’affecte pas le mécanisme de
I’effet Payne (cf. Figure 1-34.
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Figure 1-34 Influence du niveau de réticulation sur I’effet Payne [Payne et al., 1972]

1.4.2.5. Effet Mullins

L’effet Mullins se traduit par un adoucissement des contraintes sous chargement cyclique
aprés une premiére sollicitation. La contrainte va atteindre la valeur maximum pour une
déformation donnéau cours du premier cycle, puis va diminuer dans les cycles suivants et va
se stabiliser au bout de quelques cyctésHigure 1-3%. On parle alors d’accommodation du
comportement. Cet effet se manifeste plus ou moins fortement pour tous les élastomeres
chargés ou nonhargés. L’interprétation physique de ce phénoméne ne fait pas I’unanimité a
I’heure actuelle dans la communauté scientifigue. On peut notamment lister les interprétations
suivantes [Sanjay Govindjee et Juan Simo, 1991; C Miehe, 1995; Moreau, 2000] :

¢ Un endommagement des liaisons entre les charges/matrice ou une rupture des

liaisons a faible énergie pourrait expliquer ce phénomeéne.
e La transformation d’une phase « dure » en une phase « molldans 1’¢lastomere.
e Un glissement des chaines d’¢élastomere au niveau de la surface des charges.

A extension A A contrainte

1
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> - >

temps/ ;'-i }‘H ;Lill 8

Figure 1-35 Illustration de I’effet de Mullins
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Parallelement & cet adoucissement on peut observer aussi un phénomene de recouvrement
lorsque 1’on laisse reposer le matériau ou lorsque 1’on le chauffe (cf. Figure 1-36). Apres, un

temps de repos suffisamment lent et/ou une élévation de la température, le matériau peut
recouvrer son comportement initial.

Virgin material

5] =~ Pres-stretched material heated in vacuo for 3 hours at 80 °C

= Pre-stretched material heated in vacuo for 17 hours at 80 °C

Stretch (1)

Figure 1-3@ Phénomenedrecouvrement de 1’effet de Mullins [Diani et al., 2009]

Cet effet est dépendant du taux de charge et semble donc lui aussi fortement couplé a la
température et a la chimie du matériau (d’ou I’hypothése de changement de phase). Par

exemple, dans le cas d’une vulcanisation au soufre, les réticulations crées de type poly-soufre

ne sont pas stables avec la température. Elles sont facilement rompues sous des sollicitations
mécaniques, thermigues [Wineman et Shaw, 2008; Wineman et Shaw, 2007].

1.4.2.6. Endommagement sous chargement monotone

L’endommagement sous chargement monotone apparait a la suite de concentrations de
contraintes au niveau des charges et se traduit par le développement continu de cavitations
et/ou par ’apparition de fissures. Ce type d’endommagement est fortement conditionné par la
microstructure du matériau [Robisson, 2000]. Il est expliqué par deux principaux mécanismes
d’endommagement :

e un meécanisme de cavitation ou de décollement au niveau des interfaces

charges/matrice.

e un mécanisme de fissuration dans la matrice ou dans des inclusions.
Une synthése des modeles utilisés pour ce type de phénomene peut se trouver dans la thése
[Grandcoin, 2008].

1.4.2.7. Endommagement sous chargement cyclique en fatigue

Les micro-mécanismes de dégradations lors de chargement cyclique en fatigue sont, a priori,
les mémes que ceux observées lors de chargement monotones et en y rajoutant le réle de la
température et donc du vieillissement thermique. Le couplage entre endommagement et auto-
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échauffement entraine une diminution prononcée de la durée de vie. Ainsi, d’aprés [Saintier,

2001; Le Chenadec, 2008; Andriyana, 2006; Woo et al.,, 2009; Grandcoin, 2008], les
sollicitations mécaniques ne sont pas ['unique source d’endommagement en fatigue. D’autres
parametres tels que la température, la cristallisation ou la dégradation chimique peuvent étre a
I’origine d’une certaine forme d’endommagement. L’influence de ces parameétres sur les
cinétiques de propagation de fissures a été étudiée dans littérature. On retiendra, parmi les
especes nocives pour les élastomeres, 'ozone (provoque la rupture des chaines par clivage de
la double liaison C=C [Lake, 1995; Gent, 1962]) et 'oxygene. Dans le cas de l'oxygene, plus
que la simpledégradation, c’est le couplage mécanique-chimie qui prédomine [Gent, 1962].
Ainsi, il faut prendre en compte le couplage de ces paramétres pour modéliser le
comportement et prédire la durée de vie du matériau en fatigue. Ces couplages peuvent
également seir a caractériser 1’état de fatigue du matériaux (voir par exemple [Le Saux,

2010]).

1.5. Conclusion

Ce chapitre a travers quelques constats expérimentaux et quelques éléments bibliographiques
a tenté de résumer la complexité des phénomenes que peuvent présenter les élastomeres. Nou
avons tout d’abord a faire face a une complexité micro-structurale car les composants de ces
matériaux sont relativement simples a caractériser indépendamment les uns des autres mais
conduisent a un ensemble trés complexe. Plusieurs échelles peuvent intervenir (une chaine
macro moléculaire peut aller jusqu’a 1pum, les charges sont inférieures a 100nm) et ’on a de

nouvelles phases qui peuvent intervenir et qui sont dues a la structuration du matériau (la
gomme liée ou occluse pateeple). Enfin, I’ensemble des interactions entre les constituants

est, a I’heure actuelle, difficile a identifier avec les moyens expérimentaux dont peut disposer

la communauté scientifique. Cette complexité ne sera pas abordée dans cette these et nous la
laissons donc de coté pour la suite.

Il y a d’autre part une complexité liée aux couplages des phénomenes chimiques et
thermiques avec le comportement mécanique. On a pu voir que les caractéristiques physiques
du matériau étaient directement fonction de la température, du taux de réticulation et des
sollicitations appliquées (vitesse, amplitude, historique du chargement). Le couplage thermo-
mécanique a déja été largement abordé sur le plan expérimental et de la modélisation mais il
faut pouvoir y ajoutete role de la chimie si 1’on veut étre capable de mieux décrire cette
complexité ou réalité multi-physique du matériau. Bien entendu ce manuscrit va se focaliser
dans la suite sur cet aspect.






CHAPITRE
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Ce chapitre présente les principaux modeles couplés rencontrés dans
la littérature pour les élastoméres et plus généralement pour les
polyméres. La premiere partie concerne les modéles de
thermocinétiques qui permettent de décrire les phénoménes de
réticulation au sein des élastoméres (ou de certains polyméres). La
seconde partie s’intéresse aux couplages thermomécaniques en
grandes transformations. Enfin dans la derniere partie, le lecteur
trouvera les modéles plus récents de couplage thermo-chimio-
mécanique au sein des polymeres.

43



44

Chapitre 2 Etat de 1’art du couplage Thermo-Chimio-Mécanique

PLAN DE CHAPITRE 2 ETAT DE LART DU COUPLAGE THERMO-CHIMIO-

MECANIQUE
CHAPITRE 2
Etat de I’art du couplage Thermo-Chimio-Mécanique
2% I I 1= 0 o Tod T =3 £ o [ 1P 45
2.1.1. Modélisation de la vulCaniSAtioN ............coooiiiiiiiiiiiiiiiiiieeee e 45
2.1.1.1. Modéles de cinétiqgue MEcaniStiQUES .........cuueeeeeeiiiiiiiiiieeeeeiiiiieeeee e 45
2.1.1.2. Modéles de cinétiqgue empiriques ou phénoménologiques................... 48
2.1.2. Simulation du procédé de vulcanisation par un modele thermo-chimique......... 49
2.2. Modélisation thermo-mécanique dans Ies €lastOmeres .........ccceeeeeviiiiiiieiee e 50
2.2.1. Modele du couplage thermo-élastique entropiqUEe............cevvvevveiiiiieeieeeeeeeeeeeee, 51
2.2.2. Modele du couplage thermo-mécanique avec dissipation mécanique................. 51
2.3. Couplage thermo-chimio-MECANIQUE ..........ccceiiiiiiiiiiieeiiiiieiie e 53
2.3.1. Modeles en petites dEformations .............ueuiiiiiiiiii i 54
2.3.2. Modeles en grandes déformations .............cooouiiiiiiiieen i 63
A @ T 11 11 (o 1 P 67



2.1 Thermocinétique 45

2.1. Thermocinétique

2.1.1. Modélisation de la vulcanisation

La vulcanisation est un procédé chimique propre aux élastompérpsrmet d’améliorer les
performances mécaniques. L’élaboration de modeles numériques pour celui-ci représente un
véritable enjeu industriel. En effet, les caractéristiques mécanigepiecesque 1’on
souhaite réaliser dépendent directement de ce prodéd€agit donc d’étre capable
d’optimiser les conditions de cuisson (cinétique, température, flux de chaleur, ...) afin de
mieux contrdler 1’état de réticulation en fonction du cahier des charges de la piece.

La vulcanisation est un processus complexe qui est fonction des agents choisis et des
conditions de mise ewuvre (pression, température, ...). Comme nous 1’avons déja souligné,

la question fondamentale des mécanismes de ce procédé est encore aujourd’hui ouverte pour
certains systéemes de vulcanisation.

On trouve dans la littérature deux types de modéles de cinétique: les modéles mécanistiques et
les modéles empiriques ou phénoménologiques. Les modéles mécanistiqgues sont obtenus par
une étude des réactions chimiques intervenant dans la vulcanisation. Ces modéles sont donc
basés sur des bilans d’espéces une fois le processus réactionnel déterminé. Ces modéles ont
donc I’avantage de prendre en comptel’ensemble du processus et donc de permettre une
optimisation a priori plus fine, mais doivent étre adaptés a chaque systéme de vulcanisation.
Les modeles empiriques sont basés sur une simple relation mathématique qui décrit la relation
entre le taux d’avancement de réaction et la conversion. Ces modéeles sont ensuite recalésa

partir de résultats expérimentaux permettant de déterminer leurs parametres. Ce type de
modeélesne donne donc pas d’information sur le mécanisme mais est simple a utiliser dans
I’industrie, et peut donc étre appliqué a différents systemes de réticulation.

2.1.1.1. Modéles de cinétique mécanistiques

Les modeéles mécanistiques plus connus dans littérature de vulcanisation sont [Ding et al.,
1996; Ghosh et al., 2003; Blaz Likozar et Matjaz Krajnc, 2007; Blaz Likozar et Matjaz
Krajnc, 2009].

Les modeles les plus simples se composEate réaction. A titre d’exemple, on peut
considérer le cas d’une réaction d’ordre 1 ou un réactif (A) donne un produit de vulcanisation
(B) aveck vitesse de réaction :

AL)B (2'1)

L’influence de la température sur la vitesse de réaction est donnée par la loi d’Arrhenius :
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(2-2)

a

RO

k =k, exp

Ou kg est un facteur pré-exponentiel qui correspond a la fréquence de collision entre especes
chimiques réactives. L’énergie d’activation E, représente 1’énergie nécessaire a la formation
d’un complexe activé a partir des réactifs (ou produitsR est la constante des gaz parfaits.

La conversiomx (ou degré de réticulation) est définie par le rapport suivant :

4], -[4] (2-3)
4

o =

0

OU[A]O est la concentratiote composant A a I’instant t=0, et [A] sa concentration a I’instant t.

De maniére tres simple, le taux de réticulation est donniéégaation:

da 2-4
E:k(l—a) ( )

On peut noter une forme différente dans le cadre de la polymérisation du polyuréthane
[Cuadrado et al., 1983] ont proposé des modéles avec trois compdsants—-—C'. Le
taux de réticulation est donné comme suit:

90 pi—a) &)

dt

Ces modéles, trés simpladutilisent sur différents matériaux mais ne peuvent en aucun cas
modéliser les trois phases de vulcanisation des élastomeéres.

Des modeéles plus élaborés ont été développés pour la vulcanisation du caoutchouc naturel. lls
sont basés sur un schéma réactionnel général. Un premier modéle simple a été proposé par
[Coran, 1964]. Ce modéle a ensuite été enrichi par [Ding et al., 1996] pour prendre en compte
le phénoméne de décroissande la conversion (phénomeéne de réversion) dans 1’étape
maturation :

A ky B k, B* ky gV/U/
A+ B —5 3B (2-6)

Ou ¢, a, 3 sont les coefficients steechiométriques.

Dans le schéma (2-6} désigne le systéme de vulcanisatiBryne forme intermédiaird3’
un complexe activéyu le vulcanisat eD un produit final aprés la phase réversion. Deux
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réactions supplémentaires avec les vitesses de rée&gtnis sont proposées pour décrire la
dégradation du vulcanisat (diminution de la longueur des ponts). Par exemple, des
températures élevées peuvent favoriser ce phénoméne. Cependant, ce modele ne décrit pas le
phénomene d’accroissement de la conversion dans I’étape de maturation a température basse.

Ce modele est défini par six constantes de vitesse de rédgtign (in temps d’induction, un

tempstgs a partir duquel le réactif A est totalement consommeé. La Figure 2-1, montre un
exemple de résultats obtenus par le modéle de Coran avec soit augmentation soit diminution
de la conversion en fin de réaction.

La conversion est ici décrite par :

v et0<a <l (2-7)

«

-,

+ 180°C
Loi Coran
4 170°C
Loi Coran
* 160°C
Loi Coran
x 150°C
Loi Coran
2 140°C
Loi Coran

o 130°C

o
(011
I

Conversionx

T T T

0 2500 5000 7500 10000
Temps (s)

Figure 2-1: Evolution de conversion a différentes températures [El Labban, 2008]

Plus récemment, on peut trouver dans la littérature des modeles mécanistiques encore plus
complexes qui décrivent plus finement les réactions ayant lieu lors de la vulcanisation au
soufre de caoutchouc naturel ou de polybutadiecfes-igure 2-2). Les auteurs cherchent a
prendre en compte I’influence de chaque produit, et ce, dans chacune des phases de la
vulcanisation : induction, cuisson et maturation. Ghosh propose un modele de ce type
comprenant 111 réactifs (vdiGhosh et al., 2003]). 1l s’agit donc de modeles relativement

lourd a mettre en place et qui ne sont pas a ’heure actuelle parmi les plus utilisés dans la

littérature et dans I’industrie.
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Reaction Scheme for Sulfur Vulcanization of Polybutadiene and Natural Rubber
with Accelerators TBBS and TBSI

Acceleratpr chemistry
KTBBS

TBBS— MBT -+ amine (R1)
TBSI ™2 MBT + TBBS (R2)
N . kTEBS MBT . )
TBBS + MBT, =" Aj + amine (R.3)
TBS], + MBT "2 Ag 4 TBBS (R4)
Ay—Ey+EF 0<X<l4 X=Y+Z (R.5)
As Ay CEA L A QX ol X=Y4Z (R.6)
Crosslinking clmn}\_istry
Ax + rubber “S By + MBT 0< X < 14 (R7)
Bx——By+E; 1<X<16 X=Y+Z (R8)
B +rubber —Vuy 1<X<16 (R.9)
Pc:.ﬂ;t-croi:_slipking chemistry
Vuy “Sdeadends 2 < X <16 (R.10)
Vuyx +Ap == Vuy_1+4; 2<X<16 (R.11)
Rut'f\rdcr chem iqtgg;ﬂ
CTP 4+ MBT — CDB + phtalimide (R.12)
CDB + MBT =2 A, + cyclohexylhydrodisulfide (R.13)
Other rmctiti_ns
EY+Sy —E¥xu+Sy-1 0<X<15 1<Y<8 (R.14)
EY +rubber=8By 0<X <16 (R.15)
Bi +Sy = Bis +Sy 0<X<15 1<Y<8 (R.16)
By 2% Lx(deadendy) 1< X <16 (R.17)
B+ Ay By +E; 1<X<16 (R18)
B} +E5 25 Ay 0<X <14 X=Y+Z (R.19)

Figure 2-2: Exemple de modéle mécanistique d’aprés [Blaz Likozar et Matjaz Krajnc, 2007]

2.1.1.2. Modeéles de cinétique empiriques ou phénoménologiques

Le modeled’ordre n présenté par [Prime, 1973] est basé sur une équation différentielle qui
décrit larelation entre 1’évolution de réaction et la conversion. L’ordre de cette équation (n)
est ajustable. Ce modéle est tres simple, pratique a appliquer pour modéliser le procédé de
vulcanisation malgré fait qu’il ne prenne pas en comgtephase d’induction et la phase de
maturation du procédé.
da
dt

— k(1-a) (2-8)

Le modéle proposé par [Sourour et Kamal, 1976] est une extension du motiele au
catalytique pour décrire les réactions consécutives. Ce modeéle propose une loi de la forme
suivante :

Cfi—(: = (/{:1 + l{:Qo/”) <1 — oz)"

(2-9)

oum, n sont I’ordre de réaction.

Dans le cas &0, on peut retrouver la forme du modele Piloyan. Ce modéle assure que
I’évolution de réactions est nulle a la conversion nulle:
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Cfi_(: = k,a™ (1 — oz)n

(2-10;

Le modele proposé par [Isayev et Deng, 1988] donne une évolution de conversion en fonction
du temps et de la température.
_ k7 (2-11)

1 + ktﬂ,

«

Ce modele est simple et posséde trois parameidestifier.

Pour prendre en compte lagee d’induction dans ce modéle, le temps d’induction t; a
différentes températures dépende la température pa¢ loi d’Arrhenius dans le cas
isotherme :

t, (T) =t,exp|— (2-12,

1

0

Dans le cas aivotherme, le temps d’induction isotherme est remplacé par un temps réduit
adimensionnef :

t
i=f _at (2-13)
)41

Des modeles de multi-réactions sont utilisés pour décrire la cinétigue qui compose des
réactions consécutives. Ces réactions se déroulent a des températures préférentielles. Ce

modele consiste a mettre en série les modeles précédents en utilisant un facteur de
pondération pour chaque réaction :

d 3 YLi - \

=N gk (1-a) (2-14,
dt — 11 7

ol g,n,a sont respectivement le facteur de pondératidordre de la réaction et la

conversion de réaction correspondant

Ces modéles 'nnt pas un réel sens physique mais présentent 1’avantage d’avoir des
paramétres ajustables. L’ajustement des paramétres se fait sur des courbes expérimentales
obtenues dans un certain domawidien qu’il est dangereux d’utiliser ces modéles en dehors

de ces domained’identification. Enfin, les parametres ajustésrient d’une formulationa
I’autre.

2.1.2.Simulation du procédé de vulcanisation par un modelthermo-
chimique

Dans le cadre de la simulation de procédé de misecteme, des modeles de couplage
thermo-chimique ont été proposés afin de prédire la cinétigue de vulcanisation et la
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distribution de la conversion dans desigures épaisses [El Labban, 2008], [Blaz Likozar et

Matjaz Krajnc, 2007]. Ces modéles prennerh compte I’influence de la température sur les

réactions de vulcanisation. La cinétique de la température est due a la chaleur dégagée par les
réactions exothermiques et au phénomene de transfert thermique lonsigteclaceuvre.

Dans ces modeles, la cinétique de la température est gérée par une équation de la chaleur qui
se compose d’un terme de conduction thermique et d’un autre terme d’apport de chaleur liée

aux réactionsL’avancement de réaction de réticulation est donné par les lois cinétiques

décrites dans le paragraphe précédent. L’influence de la température sur la réaction est décrite

par la loi d’Arrhenius.

La distribution de la température et du taux de réticulation dans une piece lors de la
réticulation est étudiée par la méthode des éléments finis dans [Ghoreishy et Naderi, 2005;
Ghoreishy, 2009]. Les propriétés du matériau évoluent lors de réticulation dans les moules
Cela entraine la distorsion de la géométrie de la piece. Les modéles cités dans ce paragraphe
ne présentent pas les conséquences mécaniques de cette évolution et notamment la
distribution des contraintes dans les piéces qui peuvent étre a 1’origine d’endommagement ou

autre danga phase d’utilisation des piéces.

2.2. Modélisation thermo-mécanique dans les élastomeres

La modélisation en grandes déformations du couplage thermo-mécanique au sein des
¢lastomeres a démarré avec 1’essor des moyens expérimentaux modernes et le développement

de modéles de comportement visco-hyperélastique ou visco-hyper-plastique au milieu des
années 90. On peut citer, entre autres, les travaujdeMiehe, 1995; G. A. Holzapfel et J.

C. Simo, 1996; Reese et S. Govindjee, 1997; A. Boukamel et al., 2001; Reese, 2003;
Alexander Lion, 1997; Behnke et al., 2011]. Tout ces travaux sont basés sur le méme cadre
thermodynamique et se distinguent au final sur les choix de dépendance des parametres des
modeles a la température ou a la mécanique. Ainsi, certain prennent en compte la dilatation
thermique, d’autres la dépendance des modules visqueux et de rigidité a la température, ...

Les auteurs décomposent le gradient de déformation en parties élastiques, inélastiques et
thermique. Enfin, certain auteurs ont proposé des implémentations numériqgues avec
différentes méthodes de discrétisation et donc de couplage des équations de bilan thermiques
et mécanique.

Le niveau du couplage thernmeecanique dans ces modéles dépend des facteurs suivants :
e Prise en compte de tous lesmes du couplage dans I’équation de la chaleur: la
dissipation mécanique, la chaleur latente (couplage thermo-élastique)

e Prise en compte de la dépendance a la températurecajeacité calorifique,
conductivité thermique, coefficient de dilatation thermique
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e Prise en compte des grandes transformations dans le probleme de transfert de la
chaleur

e Utilisation de différents schémas numériques pour résoudre les équations bilan
schéma couplé monolithique, schéma découplé (étagé, factajisé

2.2.1.Modéle du couplage thermo-élastique entropique

Des modeles du couplage ther#élastique et I’implémentation numérique de ceux-Ci sont
présentés dans [C. Miehe, 1995; G. A. Holzapfel et J. C. Simo,.1996pmportement non-

linéaire élastiquele 1’¢lastomére, appelé élasticité entropique, est décrit par 1’introduction

d’une fonction énergie libre. Cette énergie libre est une fonction linéaire de la tempé&gature.
gradient de déformation se décompose en une partie purement mécanique et une partie de
dilatation thermique. La partie dilatation thermique est dégtiteune linéarisation d’une

fonction nontinéaire de la température (voir 1’équation (2-15)).

J,=exp(3q, (9—9()))%14—3 Q, (9—90) (2-15;

La plupart des auteurs adoptent la décomposition de 1’énergie libre initialement proposée par
[Chadwick et Creasy, 1984]. A savoir gquénergie libre seanpose d’une partie mécanique
isochore,d’une partie mécanique volumiquedtine partie thermique. La partie mécanique
volumique étant dépendante du coefficient de dilatation thermique, de la variation volumique
et de la température. Cependant, ces auteurs ne prennemnipte qu’une influence linéaire

de la température sur les caractéristiques matériaux.

Une loi de conduction thermique classique de Fourier est choisie avec prise en compte la
dépendance linéaire a la température pour la conductivité thermique qui augmente avec la
diminution de la température.

Les équations constitutives sont compléfgad’équation d’équilibre et I’équation d’énergie

sous la forme d’entropie. La structure de ces équations a permis de développer un schéma de
résolution étagé inconditionnellement stable pour résoudre le probleme du couplage thermo-
élastique (voir [Armero et J. C. Simo, 1992]). La température et le déplacement sont
discrétisés de la méme maniere. Les résultats du modéle ont montré la capacité du modéle a
modéliser les phénomenes liés a 1’élasticité thermo-entropique.

2.2.2.Modéle du couplage thermo-mécanique avec dissipationécanique

Le modéle de [G. Holzapfel et JC Simo, 1996] a ensuite été étendu par [Reese et S.
Govindjee, 1997; A. Lion, 1997; A. Boukamel et al., 2001; Reese, 2003] pour décrire le
couplage thermo-viscoélastiqgue en grandes déformations. Ces modéles peuvent prendre en
compte les termede dissipation mécanique dans 1’équation de la chaleur pour décrire le
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phénomeéne de I’auto-échauffement. Les différences entre ces modeles sont le comportement
mécanique développé et le niveau du couplage pris en compte dans ces modéles.

[Reese et S. Govindjee, 1997; Reese, 2003] ont développé un modele du couplage thermo-
viscoélastique. bk loi d’évolution non-linéaire prenant en compte les effets thermiques pour
décrire le comportement visqueux est utilisée dans ce modéle. Deux hypotheses principales
sont proposées pour développer ce modéle. Le gradient de la déformation est décomposé
multiplicativement en une partie thermo-élastique et une partie inéladtiguergie libre se
décompose en une partie volumique, une partie purement thermique et une partie isochore.
Cette derniere sdécompose en une partie équilibre indépendantéeemps et d’une partie
visqueuse dépendante du temps. Afin de prendre en compte une dépendance non-linéaire de la
température poues parametres matériaux, ces auteurs ont supposé que la capacité calorifiqgue
dépend de la température et de la déformatiarforme de 1’énergie libre non-isotherme est
doncliée a I’énergie libre isotherme par des fonctions non-linéaires de la température.

Un autre modéle motivé micro-physiquement est développé par [Reese, 2003]. Ce modele se
base sur la théorie des réseaux transitoires. La probabilité de distribution des chaines
macromoléculaires se base sur uértition Gaussienne. L’entropie de chaque chaine suit

une loi de Boltzmann. La forme de 1’énergie libre pour le réseau des chaines est alors
déterminée :

W= L NSO A ) (216,

ou N est le nombre des chaines dans le volume référeeseja constante de Boltzmanh,
sont les déformations principalégst une fonction non-linéaire.

Le comportement viscoélastique est expliqué par des processus de formation ou de scission de
chaines dans le réseau. Un modele continu de viscoélasticité en grandes déformations est
trouvé en faisant des hypotheses sur les distributions des chaines et sur la décomposition
multiplicative du gradient de la déformation en une partie élastique et une partie inélastique.
Toutefois, ce formalisme induit une dépendance linéaire des paramétres matériau a la
température. Cette dépendance ne suffit pas en général a décrire le comportement du
matériau.

La dissipéion mécanique et la chaleur latente sont prises en comptd’dqnsion de la

chaleur. Dans [Meo et al., 2000; A. Boukamel et al., 2001; Billon, 2003], on sugpes

seule une partie de dissipation mécanique se transforme en chaleur. Le reste de la dissipation
est supposé servir a générer des modifications de la microstructure de ce matériau. Ce taux de
transformation de la dissipation en chaleur est recalé par des données expérimentales.
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[Meo et al., 2000; A. Boukamel et al., 2001] supposent que les propriétés mécaniques sont
faiblement dépendantes de la température et ils négligent les termes du couplage thermo-
mécanique dans 1’équation de chaleur. IlIs négligent également la dilatation thermique.

Un schéma numérique du couplage fort est proposé par [Reese et S. Govindjee, 1997; Reese,
2003]. La résolution du probléme thermo-mécanique exige la résolution de la forme faible de
I’équation d’équilibre et de 1’équation de chaleur. Il y a seulement deux champs a discrétiser

la température et le déplacement.

Une approche étagée, traitant alternativement chacun des sous-problémes meécanique et
thermique est proposée dans [Meo et al.,, 2000; A. Boukamel et al., 2001; Le Chenadec,
2008]. Cette approche est basée sur le constat que les échelles de temps des problémes
thermique et mécanique sont différentes. Le probléme isotherme mécanique est résolu pour
guelques cycles de sollicitation mécaniques puis le probleme thermique a iso-déformation est
résolu ce qui entraine une mise a jour de la température. Lailiéffest d’obtenir un bon
compromis entre les aspects de précision, stabilité numérique et colt de calcul.

Récemment, une approche variationnelle des problemes coyplgsrmet d’écrire les
équations d’équilibre mécanique et thermique sous la forme d’un probléme d’optimisation

d’une fonctionnde scalairea été proposée par [Yang et al., 2006; Stainier et al., 2011]. Cette
approche variationnelle présentetamment I’avantage de conduire a une formulation
numeérigue a structure symétrique. Les auteurs montrent que ce formalisme offre, dans certain
cas, un codt de calcul plus intéressantléppproche classique.

2.3. Couplage thermo-chimio-mécanique

Le couplage thermo-chimio-mécanique dans les élastoméres ou plus généralement les
polyméres est un sujet de recherche assez récent et on trouve peu de modeles dans la
littérature. Sion étend le domaine de recherche a d’autres types matériaux, on peut
s’apercevoir que cette thématique est abordée depuis quelques années pour le béton
notamment. Des modeles couplés ont été proposés pour modéliser le comportement du béton
lors de phénomeénes de vieillissement thermique, chimique, de lixiviation ou d’hydratation.

On peut se référer a [F. J. Ulm et Coussy, 1995; Coussy et F.-J. Ulm, 1996; Nguyen, 2005].
Dans le domaine des matériaux métalliques, on peut citer une étude récente de [Loeffel et
Anand, 2011] qui vise a prédire le comportement des alliages en intégrant les effets de la
température et de I’oxydation avec diffusion d’oxygene. Pour les polyméres, les phénomenes
chimiques considérés sont les phénomenes de cuisson, les phénomenes de vieillissement
chimique, thermique (thermo-oxydation) [André et Wriggers, 2005; Adolf et Chambers,
2007; Rambert et al., 2006; Rabearison et al., 2009; A. Lion et Hofer, 2007; B. Yagimli et A.
Lion, 2011; Liebl et al.,, 2011; A. Lion et M. Johlitz, 2012; Kannan et Rajagopal, 2011;
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Mokarram Hossain et Paul Steinmann, 2011; Klinge et al.,, 2012]. Dans la suite, on
distinguera les modeles en petites déformations de ceux en grandes déformations.

2.3.1.Modeles en petites déformations

Les modéles de couplage thermo-chimio-mécanique en petites déformations sont utilisés pour
décrire le comportement en petites déformations des polymeres lors de la cuisson [Rabearison
et al., 2009; André et Wriggers, 2005; B. Yagimli et A. Lion, 2011; Liebl et al., 2011].

Le modele proposé par [André et Wriggers, 2005] a pour objectif de simuler le comportement
d’un caoutchouc de type EPDM lors de la mise en ceuvre de piéces d’étanchéité. Ces pieces
passent par des traitements thermique, chimique et mécanique durant le procédé. La
vulcanisation est modélisée par un modele de type mécanistique constitué deux réactions
consécutives

m,A+m,B — C (2-17

m,C +m,D — E
ou A représente des agents de vulcanisatibest le caoutchouc cru € est un produit

intermédiaire de la vulcanisation. E est un produit final de vulcanisatiQms, mc, mp sont
les coefficients stcechiométriques des réactions.

Dans le cadre de la mécanique des milieux continus, 1’état de vulcanisation est décrit en
introduisant deux variables internes qui sont les concentrations normalisées dieE:

B e (2-18)

=t 5 (=
€] 2]
ou la concentration d’une phase X est désignée par [X].

L’évolution de ces variables internes chimiques est donnée par le systéme différentiel suivant:

n=a(0)(1-n—¢) ¢ (2-19)
¢=b(0)n’

aveca, 3,v,6sont les ordres de réactions.

La dépendance de la température de ces réactions est décrite par la loi d’Arrhenius :

,ﬁ A (2-20
a(@) =ke ? ; b(0) = ke ?

1

Les parametres,,k,, k,, k,,a, 3 sont déterminés expérimentalement pour chaque mélange de

caoutchouc a différentes températures.
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Lesauteurs utilisent un modele rhéologique général qui est constitué par I’assemblage en série
d’¢éléments viscoélastiques ou viscoplastiques (cf. Figure 2-3).

Figure 2-3: Modele rhéologiquéd’apres [André et Wriggers, 200%]

La déformation totale se décompose en une partie élastique, une partie de dilatation thermique
isotrope, une partie visco-plastique, deux parties visco-€élastiques et une contribution pseudo-
plastique respectant I’hypothése d’incompressibilité :

e = 86 + gth _I_ 817[) _’_67181 + 6’1)6’2 _I_ 8pl,e +6pl,vel _|_ gpl,veQ‘ (2_21:

bl

Pour passer du comportement viscoplastique du caoutchouc a faible taux de réticulation au
comportement plus viscoélastique a 1’état réticulé, les auteurs utilisent une fonction seuil de

type Von-Mises, seuiki qui dépend de 1’état de cuisson (s°est la partie déviatorique de la
partie élastique des contraintes)

) (2-22

@(s") = —(s’f : se) —kf <0

Les auteurs font ensuite I’hypotheése qu’a déformation constante imposée, des variations de
propriétés mécaniques dues a un changement du taux de réticulation ne conduisent pas a une
variation de la contrainte. Pour compenser la variation de la contrainte due a la variation du
taux de réticulation, ils introduisent une déformation pseudo-plastique qui permet de décrire le
changement d’état a contrainte libre. L’évolution de cette déformation est fonction de la

variation des propriétés mécaniques et du taux de réticulation:

éz’n,e — %S_e - (2-23:
o¢ u

La dépendance des parametres du modele a la température et au taux de réticulation est
donnée par les fonctions suivantes :

R XSTAUNE 1(6)=(p, - 0)"
p = pp
p = (p3 +p,C )/f

(2-24
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nt = Puk (9>

77’[)62 — p5MUeZ

n" = plzlu6

k, = —p,log(1-C) £ (6): f?(e):0fop

Ces parametres sont caractérisés grace a des tests de cisaillement et de compression. Ces tests
sont réalisés pour différents états de température, de taux de réticulation et de déformation.

On peut noter dans ce papier une description détaillée des technigques expérimentales
permettant 1’identification des paramétres. Ces auteurs utilisent un algorithme génétique pour
identifier les paramétres du matériau. Un rhéomeétre est utilisé pour caractériser les propriétés
mécaniques de I’échantillon au cours du procédé de vulcanisatiorcf( Figure 2-4). Cet
appareil qui fonctionne dans des conditions de température contrblée et fixée, permet de
déterminer les parametres viscoélastiques et élastiques en fonction de la température et du
taux de réticulation. Un échantillon en forme disque est mis dans la chambre. Il est puis
chauffé jusqu’a une température définie. Il est ensuite sollicité en torsion dont 1’angle suit une

loi harmonique en fonction du temps.

go(t) = @sin (wt) (2-25;

On mesure le moment de torsion qui dépend a I’état de vulcanisation :
M(t) = M(t)sin (wt + 6(t)) (2-26;

Ou M (t) ’amplitude du moment de torsion, &(¢)est I’angle de phase entre 1’angle et le
moment de torsion. Les paramétres du modele de comportement mécanique sont caractérisés
a I’aide des fonctions M(t),tan &(t).

w(t)
M{(t)

sample

Figure 2-4 Rhéomeétret géométrie de 1’échantillon (d’apres [André et Wriggers,
2005)
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0.8 T T T T 1

ky = (:8001. 1048
(||)"C'

ky = 0:5757 104K

o0&
ky = 0:1277.10%s7

= - . A a0c
= 2I) C ky= 0:1006 .10°K
= 0afb i} _7
B g o= 3468 10
.2 Test data

Simulation data ----- ,8 = 1:200

0z

[u] 200 400 &00 800 1000
Timet [g]

Figure 2-5 : Identification des parametres du modéle de vulcanigsatipncs [André et
Wriggers, 2005])

Le deuxieme test pour identifier les parametres restants (parameétres de viscoplasticité,
parameétres viscoélastiques) est un test de compression uni-axiale dans lequel on mesure la
force de réaction et la déformation résiduetfe Figure 2-6).

— Fi
4[“'”
Y
i uft)
I | I
[ | |

Figure 2-6. Test de compression uni-axi@tBapres [André et Wriggers, 2005])

Dans [Liebl et al., 2011], les auteurs proposent un modele de comportement viscoplastique
pour simuler la cuisson de polymeres adhésifs utilisés dans I’industrie automobile. Pour

décrire 1’état d’avancement de la réaction de réticulation, ils utilisent une loi de cinétique de

type [Sourour et Kamal, 1976] qui est bien adapiéeas auto-catalytique. lls complétent ce
modele en y ajoutant une fonction empirique de diffusion du type de celle proposée dans
[Fournier et al., 1996]:

a(0)=[A(6)+ 4, (¢)a"|(1=a) £, (o)

folo)=—" 1

a—o
e

1+e

(2-27)

ou les constantes du taux de réactifjff)et A,(¢) dépendent de la température avec une loi
d’Arrhenius, o, est le degré de cuisson final maximwmest un parametre du matériau qui

deécrit la forme de fonction diffusiol’apres [DiBenedetto, 1987], o s’exprime comme suit:
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£0) =1

o = —~ -

' Ap (2-28;
0+A0—-T

f9 — g0

O == —7

ou Tg , et qu sont les températures de transition vitreuse a 1’état non-réticulé et a 1’état

totalement réticulé.

Un modélerhéologique est proposé pour décrire le passage du comportement de 1’état cru a

I’état cuit.
& ni(0.©)

Ys(0,0,e,)

ch(0.®)

Cy N2(0.9)

= ; =
i i o)
LV\AAL/\/\/V‘—“E ) e
I E. g, T

K5 E,

E

Figure 2-7 : Modele rhéologique et décomposition de la déformdtapres [Liebl et al.,
2011]

La déformation totale est décomposée en une partie de déformation thermo chimique, une
partie viscoélastique et une partie visco-plastigfid={gure 2-7).
La déformation thermo-chimique comprend la dilatation thermigleeretrait chimique.

E, =c,1=|(x, +Ara)(0—0,)+ Balt (2-29,

cl

La dilatation thermique est formulée en tenant compte du degré de cuissast le

coefficient de dilatation thermique non réticulé tandis quet Ax est le coefficient de
dilatation thermique entiérement réticul® est le coefficient de retrait chimique.

Le comportement viscoélastique est décrit par un modéle de Maxwell généralisé a n branches
Les propriétés mécaniques du modele Maxwell dépendent de la température et de 1’état de
réticulation. Les auteurs proposent de faire dépendre les temps de relaxdgsréléments
Maxwell du degré de cuisson de la température comme suit
AL E—— @20,
C

i0°
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lIs proposent ensuite un potentiel viscoplastique étendtreprésenter 1’influence du degré
de réticulation sur la fonction seuil et la déformation plastique donnée par :

¥ nase) =2l ) v eu(m) sl

—{—lTD : T?
2

Ou a est le taux de réticulation] est le tenseur de contrainte de Cauolyest la
déformation viscoplastique isochore. La fonction s¥uidiépend du degré de réticulation, de

la température et de la déformation viscoplastifyest la fonction seuil a 1’état référence.

Les auteurs proposent également un schéma numeérique de type couplage faible pour résoudre
le probleme thermo-chimio-mécanique. Le bilan thermique considere seulement la conduction
thermique. Les équatiend’équilibres et 1’évolution chimique sont résolues a température
fixée.

Le modele proposé par [B. Yagimli et A. Lion, 2011] est appliqgué a la polymérisation des
résinesd’époxy. Les auteurs partent d’une décomposition de la déformation en une partie
mécanique et une partie thermo-chimique. La partie thermo-chimique représente la
déformation induite par le changement thermique et la transition de phase due a la réaction
chimique (qui induit un retrait chimique). lls supposent que la déformation thermo-chimique

est isotrope :
E, = 9(0, q)l (2-32,

ch

ou g est une variable interne qui traduit le changement de phase.

Les auteurs font ensuitéhypothése d’une linéarité de cette déformation en fonction de la
température. Les fractions de masse de matériaurgjle{ de matériau réticuldént) sontx,
et x.. La variable interney est définie a partir dg.=g, x,=1-g. Au final, la fonction de la
déformation therm@himique s’écrit :

g(0.0)=28¢+  (a+2Dag) (0-0,) (2-33)

coefficient de dilatation thermique

Les auteurs étendent également le modélasad’un mélange a 3 composants : matériau cru,
matériau intermédiaire, et matériau cuit a chaque instant t. Le procédé de réticulation est
modélisé par deux réactions consécutives :

U IM C (2-34,

Dans ce cas, ils introduisent deux variables intemjes x ;g =1— z_pour caractériser les

produits de réactions et adoptent la forme suivante pour la déformation thermo-chimique:
9(0.9,.0,) = ABa, + ABg, +(a + Aayg, + Aayg,)(0—06,) (2-35,
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L’énergie libre proposée est décomposée en une partie mécanique et une partie thermo-
chimique.La partie mécanique de 1’énergie libre est choisie de maniére classique. La partie
thermo-chimique est basée sur une loi des mélanges entre €époxy cru et époxy réticulé :

Vo=V, (1-q)+¥, g (2-36;

[A. Lion et B. Yagimli, 2008] considérent en plus un terme du coupldge ¢)V.._._.qui

décrit I’interaction énergétique entre deux phases de I’environnement. Cette énergie dépend
linéairement du nombre de molécules de la phase solide et de la phase liquide.

La capacité calorifique est ensuite supposée indépendante du changement de phase et de la
température. lls proposent les formes suivantes pour les cas a deux ou trois composants :

o (qﬁ):cs (0_00>_0 ¢, Inj—- +<1—Q>SU+QSC +(1—(])€u—|—qec (2-37,

0

v, (ql, q,, 9>:cs (9—90 )~|—eu +(€im—6u ) qﬁ(ec € ) q, (2-38

—0 [cs In

+s, ~|—(sm =S, ) q, +(sl, =S, ) q, ]

0

ou cs est la capacité calorifique a la pression constagtesm, S sont les entropies
respectivement a 1’état cru, a 1’état intermédiaire et a 1’état cuit. ,, em, & sont les homologues
de I’énergie interne.

Les équations constitutives sont ensuite déduites de 1’inégalité de Clausius-Duhem, dont la
cinétigue de changement de phase est :

(2-39;

Le multiplicateur( est basé sur la loi cinétique proposée par [Sourour et Kamal, 1976] :
¢ =(u+vay)a] (2-40,

ou u,v des parametres qui dépendent de la température suivant une loi de type Arrhenius.

Pour identifier les parametres de leur modéle, les auteurs utilisent des tests DSC pour la partie
thermoehimique et un rhéomeétre pour déterminer 1’évolution des caractéristiques mécaniques
en fonction du changement de phase.

[Rambert et al., 2006] ont proposé un modeéle de couplage thermo-chimio-mécanique qui
intégre aussi de la diffusion dans le contexte des polymeres. lls considérent plusieurs especes
chimiques ainsi que plusieur&ctions indépendantes. L’évolution des espéces chimiques en

présences est déduite d’une loi de diffusion tel que :
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pY, ==Divd + T, (2-41;
T, =p,My,C

1o 97

ol Y; est la fraction massique d’espéce i, Ji° est le flux relatif massiquél’; le taux de masse

d’espéce « i » se produit par réaction, est la vitesse de réaction

Les variables d’état du systéme sont la déformation élastiifela température absolue T, la
fraction de masse de chaque espécées variables internes représentent le changement de
microstructure duwystéme. Les contributions dans le taux de variation de I’entropie sont la
dissipation mécanique, la dissipation thermique, la dissipation chimique de diffusion et la
dissipation due a la réaction chimique :

1
§ =—Dind* +—r
P, -

i Lawm , Poge Llir Aplp Py
§M=1=S:E"+LA +V|=|J -V|I—J " +-La 42
p() {T T ]é-j} lT T 7 T rCT (2 42;
Ap,
yoty Sl
T T
a’r:_'uiyirMi

ot J',J°,J”sont le flux de la chaleur, le flux de D’entropie et le flux de diffusion
respectivementa, est 1’affinité chimique de réaction.

Le systéme est supposé proche de I’équilibre, et les relations entre forces et flux sont déduites
desrelations d’Onsager :
J =L X (2-43

ou J estle flux, X, est la force,L , est uncoefficient constant phénoménologique d’Onsager.

La vitesse d’avancement de la réaction est fonction de la force chimique de la réaction, d’une
force mécanique, du gradient de la température, du gradient de diffusion relative et des forces
chimiques d’autres réactions :

ér = Kar pOar +KS(L1_ :S+KAja7_ pOAJ _KTaT v :’1_}(;J,Z(LTV[A/'LZ']—i_I(araS poas (2-44:

Une forme générale de I’énergie libre est proposée :
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P (T E Y )=8 B —ps A T+§(trE€)2+utr(E€)2

_1n 2 TR
5 TZ C, <A T) (3A+2,u)oz trE°AT (245

oy %Cy,ﬂo (AY) ~(BA+2u)auBAY,
=1

c

—C, p ATAY —pAY Y C, AY

v, Po

m
m=1,m=1i

ou les termes du couplage sont le coefficient de dilatation therniduee coefficient de

retrait chimiqueaf, un coefficient de diffusion”'

), un coefficient du couplage thermo-

diffusion C,, .

Ce modele prend ainsi en compte les couplages directs de la mécanique et de la thermique sur
la chimie, comme par exemple, I’influence de dilation thermique, de la diffusion, I’influence
de la pression, de la température :

Cr = :KV% pOar + Ka,_uﬁ p0as + (ACTYL'KMGI_ - '[(Tu7 )1 ’ v T

affinité chimique Affinjté thermique
(DK, VYD K 1V (246
diffusion
2 :
+MAafKM 1.V (trE
po Y T

pression

Ce modele du couplage est ensuite appliquée pour modéliser le procédé de cuisson dans les
résine époxy [Rabearison et al.,, 2009]. Le probléme mécanique est décrit en petites
déformations avec des paramétres mécaniques qui dépendent linéairement de la température
et dudegré de cuisson par une loi de mélange entre 1’état réticulé et I’état cru. Le probléme

chimique est donné par une loi cinétique de Kamal-Sourour (2-9) avec prise en compte des
phénomaees diffusifs qui ralentissent I’avancement de réaction d’origine purement chimique

[Fournier et al., 1996]L’équation de chaleur se compose d’un terme exothermique di0 a la
réaction chimiqued’un terme de couplage thermo-élastique es ttrmes de conduction
thermique. La capacité calorifique, la conductivité thermique et le coefficient de dilatation
thermique dépendent linéairement de la température et du degré de cuisson par une loi de
mélange. Le retrait chimique est décrit par une fonction bilinéaire. La qualité du couplage
thermochimique proposé est validée par une prédiction du champ de température spatial en
bon accord avec les mesures par thermocouples faitgsirs de la cuisson d’un bloc épais

de résine. Il s’en suit une estimation en élasticité des contraintes internes développées par la
cuisson.
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2.3.2.Modéeles en grandes déformations

Des modéles phénoménologiques en grandes déformations sont proposés dans le cadre
thermodynamique pour décrire le couplage thermo-chimio-mécanique. On peut citer les
modeles de [Loeffel et Anand, 2011; A. Lion et Hofer, 2007; Adolf et Chambers, 2007;
Rambert et al., 2006; Kannan et Rajagopal, 2011].

[Adolf et Chambers, 2004nt proposé un certain nombre d’idées concernant la modélisation

et la caractérisation expérimentale des polyméres (voir [Adolf et Martin, 1990; Adolf et
Martin, 1996; Adolf et Chambers, 1997]). Les auteurs considerent une variable interne
scalaire pour étrire I’avancement de la réaction (noté X). L’évolution de cette variable est
déduite de la loi proposée dans [Sourour et Kamal, 1976].

L’¢énergie libre est développée en séries de Taylor par rapport aux invariantdg(llg) de la
déformationala températurd etal’avancement de réaction X autour d’un état de référence

sans contraintel(.; , z,.; ).
L
= \Ijrfzf T, (T - Tmf> +9, (m - x’r'ef) + §¢UIE

(2-47,
Ty + 2 (T =T, f 420, (o2, )
o, I (T =T, )+ 0,0, (v ==, )+, (T=T, )z ==, )+ ...

Pour un matériau viscoélastique, par exemple thermodurcissable au-dela du point de gel,
I’énergie libre ne dépend désormais pas seulement de la déformation, de la température, et de
I’avancement de réaction actuelle mais aussi de leurs histoires respectives :

W= W [H(t-s),T(t - s)a(t—s) (2-48)

5=0

ouH est la déformation logarithmique de Hencky.

Les autres auteurs considere une déformation permanente supplémentaire pour tenir compte
du couplage entre la déformation déviatorique et les réactions chimiques. Une nouvelle

variable interne tensorielleest introduite pour décrire cette déformation supplémentaire.
La loi d’évolution de cette déformation est donnée comme suit :
ds Vv d 2-49
o _+( dev gdev) 2 - ( ‘
dat  u

ou v,,v_sont respectivement les taukaugmentation et de diminution du module de
cisaillementy dus aux réactions chimiques.

L’équation (2-49) montre que la configuration de libre contrainte ne change’duea une
différence entre la déformation actuelle et la configuration de libre contrainte.
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[A. Lion et Hofer, 2007] ont proposé une approche en grandes déformations pour simuler la
réticulation de polymeres. Le gradient de la déformation totale est décomposé
multiplicativement en une partie mécanique, une partie thermique et une partie chimique. La
partie thermique traduit les phénomenes de dilatagimfonction de la température et du

degré d’avancement de réaction, la partie chimique représente 1’effet de retrait chimique. Il est
également supposé que les effets de dilatation thermique et de retrait chimique sont isotropes :

F=FFF,
v (0.9)1 (2-50'
P —9( J1

Leurs dépendances sont données par les fonctions linéaires de la température et du taux de
réticulation :

g(g)=1+B.q B, =0 (2-51)
o(0,9)=1+((1—q)8,, +48,)(0 -0, 8,8, >0

ou 56/,695 sont respectivement les coefficients de dilatation thermique du fluide (matériau

cru) et solide (matériau réticul@représente le taux de réticulation.
L’énergie libre se compose d’une partie mécanique, d’une partie chimique et d’une partie
purement thermique

o= [l Ve €)= r e

+P (q, 0)+h(0) | S (2-52)
i=M()>0; z:[OM( )dr; (z[@M( Jdr

La partie mécaniquée 1’énergie libre provient d’une approche dite a intégrale héréditaire, de
facon a traduire les effets viscoélastiquesl@ueffets d’histoire mécanique. Le deuxiéme
terme est un terme chimique qui dépend de la température et du taux de réticulation. Enfin, le
dernier terme est la partie purement thermique qui est liée a la capacité calorifique du
materiau.
Une loi d’évolution du taux de réticulation est choisie de fagon a respecter les deux principes
thermodynamiques:

q'(q) L1 ¢ (0,q)

g ¢ Oq

tr (T )
3Py

i 0P (2-53)

ou \(T',q)est un paramétre du matériau qui dépend la température, et du taux de réticulation.
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L’évolution du degré de cuisson (2-53) prend en compte I’influence de la pression
hydrostatique.

L’équation de la chaleur est déduite du premier principe de la thermodynamique. La variation

de la température tient donc compte de la conduction thermique, des termes de chaleur
latente, de dissipations mécanique et chimique.

Figure 2-8 : Décomposition du gradient de la déformatiapres [A. Lion et Hofer, 2007]

Dans [Kannan et Rajagopal, 2011], les auteurs proposent un cadre thermodynamique assez
général pour étudier le comportement thermo-mécanique de matériaux subissant des
transformations chimiques. Ills définissent une configuration intermédiaire, dite

« configuration naturelle », qui est obtenue par une relaxation de la configuration actuelle.
Cette configuration naturelle peut évoluer en fonction des réactions chimiques par exemple
(vulcanisation, oxydation, dégradation). Le gradient de la déformation se décompose donc
multiplicativement en une partie mécanique et une partie qui dépend de 1’évolution de la
configuration naturelle ¢f. Figure 2-9. Une hypothése d’incompressibilité de la
transformation totale et de la transformation de la configuration naturelle est adoptée.

Pour la chimie, les auteurs considérent un systeme fermd\ despeces chimiques
interagissant avec M réactions chimiques (2-54).
v,S +v,S, +-+v,S5, =0

1171 1272

(2-54,

v, S +v, S +-4+v, S =0

M1™1 M272 MN™N

La diffusion des espéces chimiques est négligée. La conservation de la masse pour chaque
réaction permet d’introduire les taux de chaque constituant. Les principes thermodynamiques
fondamentaux sont formulés a partir d’un potentiel de Gibbs. Ce type de potentiel (qui est

dual de I’énergie libre de Helmoltz) est plus couramment utilisé par les chimistes.



66 Chapitre 2 Etat de 1’art du couplage Thermo-Chimio-Mécanique

Figure 2-9 : Décomposition du gradient de la déformatiaprés [Kannan et Rajagopal,
2011]

Le taux de production d’entropie chimique est supposé indépendamment positif ou nul. Il est
égal a zérosi le mélange n’évolue pas. La forme de dissipation chimique est supposée
quadratique :

é"'hem (’Oﬂt’e’ {TLZ},S, {nz }> - _pnt’uinz’ - Az‘jnjﬁi >0 (2-55

Ou p, est le potentiel chimique associé au constitiamtest le nombre de moles par unité de

masse du composantA; est une matrice positive définitivhoisie pour décrire I’influence
de la @¢formation et de la température sur 1’évolution de chaque composant chimique, p, €st
la masse volumique du mélange.

L’évolution de chaque constituant est décrite par la résolution du systéme suivant :
M’

Z/lenz = nM’+j ] == 1,2,...,N — M/ (2'56,
i1
Ou S est uncoefficient steechiométrique.
) = -1 —iyr\ 7 1
ni o _phf (P )ij {6]'7‘ o }/pj [(YP Y ) Jpq (YP )qr} ’ur
ﬂu 512 t /81Ml _1 0 e 0
Y = 6?1 ﬂ?2 ﬂw 0 _:1 O (2-57,
/8(N7M'>1 ﬁ(l\/*M')Z ﬂ(N*M')M' 0 0 FPE—
T
2

Les auteurs appliquent ensuite ce cadre a la vulcanisation du caoutchouc. lls proposent le
schéma réactionnel suivant :
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A—“B-55B sy,

A+Bt;e23

B %D

2B’ —>Vu %D

3’k Va, 2%, D, VUZ%VU —|—i (2-58)

4B Ly, P p Vi, — =V, +
A ST Vu —>Vu +A

5B —=Vu,——D, v 4 Vi + A

GB* 13]‘}5 VU 5k, _D u5—) u +
T 6 g 6 Vu —>Vu +A

7B = Vu, ——D_ % 6 Vi +A

8B Ly D Vi

8 8 Vu8—>Vu +A

ou ki,...,kssont les constantes de vitesse des réaclions,=1,...,8 sont les produits de

vulcanisation qui contient atomes de soufre dans chaque liaison chimigiesont les
produit inactifs A représente le systéme de vulcanisatibatB™ sont produits intermédiaires

de vulcanisation, un produit intermédiaire activé de réticulation. Pour cette application, les
auteurs négligent les effets de la mécanique sur la chimie.

2.4. Conclusions

Le probléeme du couplage thermo-chimio-mécanique est un probleme relativement récent. A
notre connaissance, il existe des modeéles basés sur 1’approche phénoménologique pour

décrire le couplage dans des matériaux différents (polymeres, bétons ou métal). La plupart des
modéles sont présentés en petites perturbations. En ce qui concerne les matériaux éastomere
qui présentent un comportement dissipatif, le probleme du couplage thermo-chimio-
mécanique est un probleme fortement couplé et en grandes déformations. Des modéles du
couplage pour ce matériau sont présentés dans ce chapitre cessmeédiigent certains
couplagesll faut également noter qu’il y a relativement peu de résultats expérimentaux dans

la littérature pour un méme matériau. Généralement, on trouve des caractérisations thermo-
mécaniques ou thermwnétiques mais pas d’essais thermo-chimio-mécaniques. En utilisant

les observations du premier chapitre et en nous inspirant des démarches proposées dans
deuxiéme chapitre, nous allons proposer dans la suite un cadre thermodynamique général pour
la modélisation thermo-chimio-mécanique.






CHAPITRE
el Un modele du couplage thermo-
chimio-mécanigue pour les
élastomeres

Nous proposons dans ce chapitre un cadre thermodynamique
consistant et général pour le couplage thermo-chimio-mécanique. Ce
cadre est appliqué a trois types de comportement mécanique. A partir
d’exemples homogénes, nous montrons les capacités de chaque
modele en mettant en exergue les couplages prises en compte par ces
derniers.
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3.1. Cadre thermodynamique

Les modéles développés dans notre étude sont basés sur une approche phénoménologique. Le
cadre thermodynamique des processus irréversibles constitue notre outil de base. Nous y
associonga notion d’états intermédiaires telle que décrite dans [Sidoroff, 1974].

HYPOTHESE 1: Nous adoptons la méthode de 1’état local, la connaissance en un
point d’un certain nombre de variables permet de complétement déterminer 1’état
thermodynamique en ce point. Les dérivés par rapport au temps de ces variables
n’interviennent pas dans la définition de 1’état, 1’évolution sera donc considérée comme

une succession d’états équilibres.

Sous cette hypothése deux types de variables sont distingués :
e Les vaiables d’état du systeme qui sont dans notre cas le gradient de la déformation
F et la température absoltie
e Les variables internes qui sont introduites pour décrire les phénomenes irréversibles
mécaniquesviscosité, plasticité, ...), et ’évolution chimique.

Dans ce cadre, les lois d’évolutions des variables internes vont découler des principes
thermodynamiques.

3.1.1.Description d’avancement de réaction

L’objet de notre modele n’étant pas de décrire finement le procédé de vulcanisation, nous
considérons dans la suite un schéma réactionnel général comprenant N réactants et M
réactions chimiques. Ce systeme est fermé et nous ne considérons pas de diffusion de masse,

nous avons ainsi :
v.S 4+v. S +-. + v, S +V1VuSu

1171 1272

VS+VS+ +1/S+1/S (3-1)

2171 2272

yS—i—uS—i— —|—VS—|—1/ S =0

mn-n mVu™ Vu

ou S, Sy, sont respectivement un produit intermédiaire chimique et un produit de réticulation
v; est un coefficiensteechiométrique de réactionde I’espéce j dans la réaction Il est négatif

si I’espece est un réactant de réaction, au contraire il est positif si ’espéce est produit de
réaction.
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On suppose ensuite que seul le taux du produit de réticuldtiom une influence sur le
comportement du matériau. La conservation de la masse pour ce mélange est donnée par :

mg +mg +-+mg +mg =m=const (3-2)

En suivant la méme démarche que [André et Wriggers, 2005; A. Lion et Hofer, 2007], nous
introduisons une variable interne qui caractérise 1’état d’avancement de la réaction : le degré

de réticulation. Cette variable normalisée est définie comme la fraction de masse du produit
de réticulation par rapport la masse totale du mélange :

= Do ¢ elo,1] (3-3)

ou & = 0 correspond a I’état cru; & =1 correspond a 1’¢état totalement réticulé. Cette variable
interne est supposé continue dans le milieu et donc dépendante du temps et de la position.

3.1.2.Cinématique

On considerde domaine(), correspondand la configuration de référence. On suppose que
cette configuration est libre de contrairtequ’il n’y a pas de réactions chimiques activées.
Sous chargement thermo-mécanique complexe, cette configuration va évoluer vers la
configuration actuelle2. Le passage de la configuration de référence a la configuration
actuelle est définie par le gradient de la transformdtion

Dans le chapitre 1, nous avons fait le constat que les élastomeéres pouvaient étre soumis a une
variation devolume due a I’élévation de la température (dilatation thermique). En général,

cette variation est faible pour les élastomeéres, si bien que la plupart des auteurs finissent par la
négliger. Cependant, pour certaines applications (gomme confinée), le caractere faiblement
compressible du matériau peut conduire a des niveaux de pression hydrossaiigigtre
négligeables. Conjointement a cette effet, nous avons vu que la vulcanisation pouvait induire
un retrait chimique.

Dans le chapitre 2, nous avons présenté un certain nombre de modeéles qui se basent sur
I’introduction de configurations intermédiaires. Par exemple dans le cas de couplages thermo-
mécaniqued,Lu et K. Pister, 1975; G. Holzapfel et JC Simo, 1996; A. Lion, 1997; Vujosevié¢

et Lubarda, 2002] introduisent une configuration qui traduit la transformation sous
chargements thermiques en contraintes lidiesLion et Hofer, 2007]ont proposé en plus

une configuration supplémentaire, qui détitolution de 1’état du matériau au cours des
réactions chimiques. Ces approches sont générales et permettent de prendre en compte une
transformation thermique ou chimique isochore. Cependant, en grandes transformations, a
cause de la décomposition multiplicative, la composition de ces configurations représente un
choix de modélisation (ce qui n’est pas le cas en petites perturbations). Dans un cas thermo-
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chimio-mécanique plusieurs choix s’offrent a nous ce qui peut poser une difficulté
conceptuelle.

Prenant en compte I’ensemble de ces constats, nous formulons I’hypothése ou le choix
suivant :

HYPOTHESE 2: on suppose que le gradient de la déformation se décompose
multiplicativement en une partie isochore et une partie volumique. Cette derniere se
décompose ensuite en une variation de volume mécanique (la compresdibilité),
thermique (la dilatation) et chimique (le retrait chimique).

Cette hypothése se formule de la maniere suivante :
F=FJ" et J=J J,J,

J=det(F)

J, =det(F, ) (3-4)
J, = det(F,)

J, = det(F,)

ou Jv, Jr, Jc sont respectivement la compressibilité mécanique, la dilatation thermique, le
retrait chimique.Fy, Fr, Fc sont respectivement les gradients de déformation mécanique,
thermique et chimiqueF, J sont respectivement le gradient de déformation totale et la
variation volumique totale.

En considérant la dilatation isotrope thermique et le retrait isotrope chimique, la partie
isochore de la déformation totale est attribuée seulement a la mécanique

F=F, (3-5)

Pour la dilatation thermique, nous adoptons une forme classique. Cette déformation dépend
linéairement de la température et d’un coefficient de dilation thermique. De maniere
identique, le retrait chimique choisi dépedd taux de réticulation et d’un coefficient de

retrait chimiqugs. Cette dépendance est donnée par un choix de fonction non-liyiéafre)
. Le choix de cette fonction est présenté dans la suite du manuscrit. Nous avons ainsi :

I, =1ra(o-0,)

J. =1+ 8g(&¢,) (0

oU G &e sont respectivement la température absolue et le taux de réticulation a 1’état de
référence.
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Les choix précédents peuvent également @tfsentés sous I’angle des configurations
intermédiaires. On peut ainsi considérer une configuration intermédiaire thermo-chimique

Qrc, Une configuration intermédiaire isochdg; .

Enfin, la configuration intermédiaif& s’obtient par la relaxation des contraintes visqueuses
isochoriques. Cela correspond a une décomposition de la transformation mécanique isochore
en une partie anélastique et une partie élastique :

FM = FeFa (3'7)

ou }5_‘6 est le gradient de déformation élastique isochﬁure;st le gradient de la déformation

anélastique isochore.

Ji1

Figure 3-1: Configurations intermédiaires

Nous pouvonsésumer ces choix a I’aide de la Figure 3-1.

Nous pouvons également généraliser la décomposition élastiqgue/anélastique, en introduisant
plusieurs variables internes ou plusieurs configurations intermédiaires pour décrire un
comportement de matériau, constitué de plusieurs comportements élémentaires comme par
exemple de la plasticité, de la viscosité,....(cf. Figure 3-2.

F ='F'F (3-8)

M e a

oU’F.,'F,sont les gradients de transformation élastiques et anélastiques respectivement
correspondant a la configuration intermédiaine.
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Figure 3-2 : N configurations intermédiaires pour la transformation mécanique

3.1.3. Principes thermodynamiques et hypotheses

Nous choisissong’exprimer les deux principes thermodynamiques dans la configuration
eulérienne.

La conservation de I’énergie du systeme est donnée par le premier principe thermodynamique,
qui sous sa forme localggcrit :

pé = o : D+ pr—divg (3-9)

Le deuxieme principe thermodynamique exprime la positivit¢ du taux d’évolution de
I’entropie du systéme, qui peut étre nul dans le cas d’un processus réversible, sous sa forme
locale ceprincipe peut s’écrire :

2 divd (810

s >
PE="y 0

.opr 1 1 (3-11
§ ——+ —div(q) ——qVO0 >0
Pt (9) V0>

En utilisant (3-9) et (3-11), on déduitssiquement 1’inégalité de Clausius-Duhem :

<I>:—p(é—93>+G:D—%qV920 (3-12)
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Nous postulons I’existence d’un potentiel thermodynamique d’énergie libre spécifique de
Helmholtz dépendant des variables thermodynamiques introduites précédemment. Cette
énergie est définie par une relation entre 1’énergie interne et I’entropie comme suit :

U =e—0s (3-13
Nous pouvonseformuler I’inégalité de Clausius-Duhem comme suit :

@za:D—p@—psé—%qV@ZO (3-14;

Remarque: Nous pourrions aussi utiliser une approche basée sur le potentiel de Gibbs,
formulée en fonction des contraintes (voir par exemple [Kannan et Rajagopal, 2011]). Le
potentiel de Gibbs peut-étre déduit du potentiel de Helmoltz en utilisant une transformation de
Legendre-FenchelCe potentiel présente I’avantage d’étre couramment utilisé par les
chimistes.

HYPOTHESE 3: Le matériau présente un comportement isotrope.

Cette hypothése nous conduit a adopter une fonction isotrope sgalairéénergie libre
spécifigue de Helmholtz. Cette énergie est fonction des varidbless et des variables
internes présentées précédemment :

U= \1/(1?,, B, ,J,e,g) (3-15)
0011_38 est le tenseur de déformation de Cauchy-Green gauche lié a la configuration
intermédiaird.

En utilisant le théoréme de représentation des fonctions isotropes a valeurs scalaires, nous
pouvons définir la fonctiond’énergie libre spécifique a partir des invariants de la
déformation :

v =(1,1,,7,7,.T, 0. (3-16;

ou (I,,1,) sont les invariants dB et ('I,,, ', ) sont les invariants deB, .

]_1 = tr(ﬁ)
I, = %[tr (]_3)2 —tr (]_32)]
11—18 _ tr(iﬁe) (3-17;
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3.1.4.Loi de comportement

La dérivation temporelle du potentiel de 1’énergie libre (3-15)s’écrit :

AT R Ay L (3-18)

\i] —_— = . -
oB d'B, 07" 00 o¢

On obtient les variations temporelles respectivemerB,dB, ,J

B=LB+BI' —Z(1:D)B
3

- L _ o (3-19;
Y‘BE:L”Be+ZBELT—§(1:D)7BE—27‘VCZDZiVCT

sz(l:D)

ou "Ve est la déformation pure gauche qui est déduite de la décomposition polaire du gradient

de la déformation tel quE ="'V, ‘R, et'R, est un tenseur orthogonal de rotatBA'R. =1.

Nous introduisons un tenseur taux de déformation anélastique comme suit :
‘D' =R, 'D, R’ (3-20]

Ce taux de déformation est objectif. En formulation Eulérienne, 1’introduction de ce tenseur
est nécessaire pour garantobjectivité de la loi de comportement car la décomposition de la
partie isochore du gradient de la transformation en parties élastiquélastique n’est pas
unique, elle est définie a une rotatioepr

En remplacant (3-19) dans (3-18), on obtient :

DZZ

En utilisant (3-21)1’inégalité de Clausius-Duhem (3-14) est réécrite :

_OU
B =+>"B —
OB 4

_ OV, OU. OV
B :' D’ 4] 1 D+—9+— 3-21)
0.J 80 ¢ ¢ (

y=2

K3

D
®=|o-— 2pBg—§—|— '1‘3(}?—‘5’ — J—1 D+Z2 -il‘)g
~ “0'B, 9B, (3-22
o
+—10—p=—E—=qV0 >0
[ 09] pagf 9q

HYPOTHESE 4 : on suppose que la dissipatién résulte uniguement de la variati
de la déformation totale, de la variation des variables internes ainsi que de la con
thermique.

DN
duction
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Ceci conduit a la définition de I’entropie :

__ oY (3-23
00

Cette hypothése nous conduit a réécrire (3-22) sous la forme suivante :

D

=|o—2p Ba—?—i— ‘B, 81\1_1 —pJg—\Ijl :D—l—ZQp 7:]_36 8;1_/ ']_)Z
p 0'B J : 0'B, (3-24)
ov . 1
—p—E—=qVO0 >0
pagﬁ 7 4V0 =

La dissipatiorse met sous la forme d’une somme des produits forces/flux thermodynamiques
définis dans Tableau 3-1:

b=0 :D+)y ‘A :'D +AL+AG>0

ov o o
R T A T3 RN
‘A =2)'B. 8_\1_1 (3-25
avec 0'B,
23
A=1tvg
L 0

ou A; est I’affinité chimique pour activer les réactions chimiqudsest la force thermique,

‘A, est la force mécanique associée aux phénomenes irréversibles mécanique

Force thermodynamiqu Flux thermodynamiqug
Oy D
7 , zﬁg
A ¢
Ay q

Tableau 3-1 Description des couples forces/flux thermodynamiques

La dissipation totale se décompose ainsi en trois parties : une partie mécanique, appelé
dissipation intrinséque, une partie chimique et une partie thermique
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HYPOTHESE 5: pour assurer la positivité de la dissipation totale, on suppos¢ que
chaque partie est positive ou nulle (voir [Germain, 1973], [Sidoroff, 1974]).

Celas’exprime donc de la maniére suivante :

o=, +&_+D,>0

®M201):D+ZiA7n:i]_)Z ZO
= >0 (3-26)
avec 1, =A¢ >0
1

Les relations (3-25) constituent les lois de comportement.

3.1.5.Lois complémentaires

En vue de formuler les lois complémentaires qui permettent de décrire 1’évolution des
variables internes, I’existence d’un pseudo-potentiel de dissipation est postulée.
L’introduction de cette fonction est une généralisation non-linéaire des relations d’Onsager

(voir [Sidoroff, 1977]). Ce pseudo-potentiel est une fonction des variables flux, a valeur
scalaire, continu, convexe, positive en tout point et rauflerigine.

Dans le cadre damodéles standards généraliséglalphen et Son Nguyen, 1975], les lois
complémentaires reliant les forces thermodynamiques aux variables flux sont déduites par un
principe de normalité force/flux thermodynamique. Le psqudentiel de dissipation s’écrit

donc sous sa forme générale:

(D, D7 0.€) (3-27,

En utilisant le principe de normalité on obtient :

890 agp _
o , :—:D+ T!ZDO 20
" HD Za’Dg ‘
<1>C=0—9?' >0 (3-28)
3
@T:aﬁq >0
dq

L hypothése de positivité de chacune des dissipations introduites précédemment nous amene a
décomposer le pseudo-potentiel en une partie purement mécanique, une partie purement
thermique, et une partie purement chimique, on a ainsi :
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@(D.'D;.q.8) = ¢, (D.'D; )+, (€) +: (4] (3-29)
Les lois complémentaires et les relations de comportements sont déduites a partir de :
. _agoM(D,i]_)Z)
) ) I
:agoM(D/Dj)
m 81‘,]30
. (3-30;
./4g :890(‘(5)
o€
4 0%l
dq

On peut également définir une forme duale du pseudo-potentiel de dissipation qui devient
dans ce cas une fonction des forces thermodynamiques. Cette forme est obtenue a partir de la
forme primaley a I’aide d’une transformée de Legendre-Fenchel. Ce potentiel dual a les

mémes propriétés que le pseudo-potentiel de dissipation et peut se décomposer en une partie
mécanique, une partie thermique et une partie chimique :

oo, ALALA ) =00, A )+ e (A)+ e (A4) (3-31)

Les lois complémentaires se déduisent également du principe de normalité entre force/flux
comme suit:

B 8(;7;4 (O'U, iA7,l>
B do,

S, dp,, <O‘U,iA )

D

T d'A (3-32)
= O, (A)
DA,
_ 99, (4)
9A

3.1.6.Conservation de la masse

Comme nous I’avons évoqué précédemment, nous considérons que le systeme est fermé, et
qu’il n’y pas d’échange de matiére avec I’environnement extérieur. La masse du systéme reste
donc constantear conséquent, la conservation de masse du systéme s’écrit :
om _ 0Op
ot ot

(3-33;
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i (3-34,
avec p=p,J

3.1.7.L’équation de la chaleur

A partir del’égalité e=W-+6s, la dérivation temporelle de 1’énergie interne est donnée par :

¢ =W+ 50+ 30 (3-35;

En remplacant (3-34), (4-46Jans 1’équation de la conservation d’énergiec (3-9), nous
obtenons :

pJ 180 =0:D—pJ VU —p 0+ p,J'r — divg (3-36,

En utilisant (3-26)1’équation précédente est réécrite comme suit :
pOJfléQ =d, +o,+ pOJflr — divg (3-37
La dérivation temporelle de I’entropie (3-23) est donnée par :
2 2 U - . 2
S,:_axyé_a\pg . —Z B v
0°0 000¢ 000B 000" B © 000
2 2 b
0°0 000¢ 808B p 698 ‘B

e OV U
2 2B o D"_‘]aeaJ(l’m

(3-38)

En remplagant 1’équation (3-38)dans I’équation de (3-36), on obtient I’équation de la chaleur
comme suit :

L, 00 0’
—p,J '9 6= ¢, +P, + pOJ
o%0 8«96B - 8961B 000J (3-39
o’
—92,J70 "+ pJ J e —di
p() ZL: 808 z 8985 r qu

La capacité calorifigue massique a déformation constante et a degré de réticulation constant
est introduite par la définition suivante :

o’ (3-40

00

Les termes de couplage thermo-mécanitiueet de couplage thermo-chimique sont
introduits par les définitions suivantes :

C=-0
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i

Jé’zpo\lf
000J

°p, ¥

1[:D— 7]?) — =

1, =270

=0 (3-41)

2
.
L=y g0 P
D00¢
_ 6(9./455
99

ou Iy etlc sont les chaleurs latentes thermo-mécanique et thermo-chimique. En utilisant les
relations (3-30) et (3-32), nous obtenons les expressions :

oo oo 0A  —

Il =0|—:D——~:D— L 'DY

M 00 00 Z 00 “]

=0 Jo :D— T .D— Z 82_%1 . e (3-42

00 oDo6 : 81D280 !
0A, . oy,

o= —tf=preg

’ 00 0&00
L’équation de la chaleur s’écrit au final :
pJ CO=0, +&, +1, +1,+pJ 'r— divg (3-43,
e e ——t N’ =’ v’ Ay qunand =
@ ® @ o o ® ®

Dans 1’équation (3-43), I’évolution de la température au cours du temps est due a :

e O la dissipation mécanique qui est homogene a une source volumique de chaleur
interne.

e (@ la dissipation chimique qui correspontf&o-thermicité de la réaction chimique et
qui dépend de la vitesse de la réaction.

e O la chaleur latente mécanique qui décrit le couplage thermo-mécanique. Cette partie
provient de la variation des propriétés mécaniques vis-a-vis de la température. Elle est
souvent négligée par de nombreux auteurs méme dans un cas purement
thermomécanique [Alexander Lion, 1997; A. Lion et Hofer, 2007; Meo et al., 2000].
Cependant, pour des gammes de variation importante de la température cette
hypothese semble limitative car la dépendance a la température de la mécanique est
fortement non-linéaire comme on peut le voir dans la Figure 1-8.

e @ un terme de couplage thermbimique. Ce terme est 1’origine de la variation des
propriétés du matériau vis-a-vis de la température et du taux de réticulation.

e ® un terme de radiation.

e ® un terme de conduction thermique.

e @ un terme d’absorption de chaleur.
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3.2. Lois de comportement TCM pour les elastomeres

Le cadre thermodynamique des processus irréversibles décrit dans le paragraphe petcédent e
utilisé comme un outil de construction des de comportement et des lois complémentaires

du probléme thermo-chimio-mécanique (TCM). Nous allons appliquer ce cadre
thermodynamique dans trois cas spécifiques.

Commenous I’avons présenté dans le chapitre 1, le comportement des élastoméres chargés
dépend fortement des conditions de chargements mécanique, thermique, et chimique. Dans le
procédé de réticulation, le comportement de ces matériaux évolue en fonctiémtdée
réticulation, de la température et du chargement mécanique (pression hydrostatique).

Ce type de matériau présente un comportement visco-plastique ou élasto-plastique a faibl
degré de réticulation et présente un comportement visco-élastique ou hyper-élastique a haut
degré de réticulation.

Dans ce traail, nous proposons d’étudier plusieurs modéles rhéologiques classiques pour
représenter le comportement mécanique du matédaunodele de Kelvin-Voigt, un modéle
de Bingham, un modéle généralisé de Bingham-Maxwell.

HYPOTHESE 6 : On suppose que le patel d’énergie libre se décompose en une
partie mécanique, une partie thermique et une partie chimique. La partie mécarfique se
décompose ensuite en une partie isochore et une partie volumique.

La partie thermique représente une partie d’énergie emmagasinée thermiquement. La partie
chimique représente une partie d’énergie emmagasinée chimiquement. Nous pouvons écrire
I’énergie libre sous la forme suivante :

W(B.JB0,E) =V, (BB 0 E)+ W, (70£)+ ¥, (0) + v (0¢)

Y

(3-44)

partie n%écanique partie thermique partie chimiqi

Le pseudo-potentiel de dissipation se compose en une partie mécanique, une partie thermique
et une partie chimique. Ce potentiel dépend des variables d’état, des variables internes et des
flux thermodynamiques :

(D, D} 0.) =, (D,'D) + . (€) +¢, () (3-45,

La forme duale du pseudo-potentiel de dissipation se décompose en une partie mécanique,
une partie thermique et une partie chimique.

(o, AL ALA ) =, (0, A )+ e (A)+ e (A) (3-46!
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Le choix de I’énergie libre et du pseudo-potentiel de dissipation nous permet de déduire les
lois de comportement et les lois complémentaires corresp@sdant modeéles rhéologiques
utilisés.

3.2.1.Un modele simple basé sur Kelvin-Voigt

Ce modele est basé sur un comportement mécanique viscoélastique de type Kelvin-Voigt en
série avec un élément qui représente la dilatation thermique et un autre élément qui représente
le retrait chimiquedf. Figure 3-3.

. B . F B
\ \ \I,(FM,Q’S) \ \
° @ w(DO.g) —(O—
]
1]

A
\

Figure 3-3: Modele rhéologique avec un comportement visco-€élastique de Kelvin-Voigt

3.2.1.1. Loi de comportement mécanique

Le modéle de Kevin-Voigt’introduit pas de variables internes mécaniques. Il s’agit d’un des
modeéles les plus simples a mettn ccuvre. Cependant, ce modéle ne peut pas reproduire un
comportement plastique a 1’état cru ou faiblement réticulé.

L’énergie libre mécanique se compose d’une partie isochore et d’une partie volumique. La
partie isochore est choisie en adoptant une série de type Rivlin. La partie volumique est une
forme quadratique de la variation volumigque mécanique :

v, = ‘I’fif (]‘3,(9,5) + \IJZ[ (Jﬂf)
U0 (BOE) = pi, (BOE) = Co(0£)T, —3)+ C, (0 )T, —3) + Coo(0 )T, 3] (3-a7
P (T 08) = 0,1, (] 0.£) = %KV(JA, ~1) = %KV<JJT1J -1

ou les parametres du matéria{.Cm(H,g); 001(6,5);030@5)} peuvent dépendre de la
température et du degré de réticulation.
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HYPOTHESE 7 : Le module de compressibilikg, est supposé faiblement dépendant
de la température et du degré de réticulation. Nous le considérons donc constant dans la
suite du manuscrit.

Le pseudo-potentiel de dissipation mécanique est donné comme sulit :

£, (D.0.6) = n(0.¢)D: D (3-8,

ou n(@,ﬁ)est un coefficient de viscosité qui dépend de la température et du degré de
réticulation.

En reportant ces choix dans (3-25) et (3-30), on obtient la loi de comportement mécanique. La
contrainte est définie par :

o=0c"—pl

_ (9p01/)8q _
Bop <D

8p 0 77[}1101

oJ

D

o =2y (3-49

Ou p est la pression hydrostatique.

3.2.1.2. Loi de comportement chimique

Dans notre étude, nous considérons un modele de réticulation simplifié. Ce procédé est
modélisé par une réaction chimigudeux composants chimiques.

AL)VU (3-50;
Dans le cas libre debntrainte, I’avancement de réaction (3-50) peut étre modélisé par une loi

thermocinétiqued’ordre n (voir 1’équation (2-8)). L’évolution du degré de réticulation est
donnée dans ce cas par :

. n 3-51,
é= (o)1) oot

ou k() est la vitesse de réactiqni est modélisée par une loi d’Arrhenius.
E (3-52

k() = Ae ™

oU A est un facteur de fréquendg,est I’énergie d’activation d’une réaction chimique etR est
la constant des gaz parfaiig=8,314 J/mol/K)

Pour assureru’il n’y a pas de réactions chimiques actives a I’état de référence, nous
choisissonge potentiel d’énergie libre chimique suivant :
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(1_§)n+1
n—+1

P Y, = p,|k(0) +k(0,)(1-¢,) ¢ p T, (3-53)
ou U, est un terme constant tel que I’énergie libre chimique s’annule a 1’état de référence.

Un pseudo-potentiel de dissipation pour la partie chimique est choisi de la maniergesuivan

N1, (3-54
¢C<£>_2w(9,§)£

ouco(6,€) est un paramétre chimique qui dépend éventuellement de la température et du degré
de réticulation.

La force chimique, ou affinité chimiqueécessaire a 1’activation des réactions est déduite a

partir de la relation (3-25) :

L 9p,Y gy 3%% gy 8,00‘111?4 _ ! I,V (3-55]
o0& 0§ 73 03

A =-J

Nous supposons que la partie thermique de 1’énergie libre ne dépend pas du degré de
réticulation.

En utilisant (3-58), la force chimique est réécrite comme sulit :

A — _Jfl 8/)0\1!0 _ J—l 8,00\2[1;/4 _ J—l 8/)0\1!?4
: 29 29 29

ap L n n
_80—50 = p()k (9> (1 - 5) - p[)k <9ref) (1 B £ref) (3_56\
_ ap()‘IIL _ @ -1

o€ =4 o JJ,'p

op W oC - ocC - oC, - :

- pggM = (L 3) -t (L -3 -l -

Grace a (3-56), on peut constater que la force thermodynamique chimique est composée de
trois termes. Le premier terme est la force chimique dans le casléibmntrainte. Ce terme
s’annule quand le degré de réticulation est égal a sa valeur maximalé (1’état totalement

réticulé). Le deuxieme terme est lié a la pression hydrostatigueoisieme terme est du a la
densification du réseau macromoléculaire qui est traduit a travers la dépendance des
parametres de la série de Rivlin en fonction du degré de réticulation.
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L’évolution du degré de réticulation est obtenue en remplagant (3-54) dans (3-32) :

RIS ©57,

ou { ) est un crochet de Macawlqui a été introduit dans I’équation d’évolution®,

Le crochet de Macaulay permet ici de garantir une vitesse positive de réiiculzi effet,

nous ne considérons donc pas de phénoméne de réversion chimique. Ainsi, la mécanique peut
avoir un effet favorable ou défavorable sur la vitesse de réticulation suivant le signe de la
pression hydrostatique (traction ou compression) et de la dépendance des parametres
mécaniques a la chimie.

3.2.1.3. Loi de comportement thermique

Pour prendre en compte une dépendance linéaire a la température de la capacité calorifique ,
on utilise une forme d’énergie libre thermique inspirée de [Reese et S. Govindjee, 1997;
Behnke et al., 2011] :

0

¢, (0-06,) (3-58,

anf 2

0—0,—0 Ln

0

Py <9) =C

07‘@ f

ou Cy, C; sont des parametres matériau.

Certain auteurs introduisent une dépendance de ces paramétres en fonction du degré de
réticulation. Par exemple, une dépendance linéaire en fonction du degré de réticulation est
considérée dans les travaux de [Rabearison et al., 2009; B. Yagimli et A. Lion, 2011].
Cependant, dans notre étude, nous considérons qu’ils sont constants.

Avec la partie chimique de I’énergie libre adoptée dans (3-53), la capacité calorifiqua

déformation constante et degré de réticulation constant est déduite a partir de 1’équation (3-
40) :

0p W 0
1000:_0 8602 :Cla—f_oo—i_CM—}_CC
n+1 3_59‘
E (E (1-¢) (3-59,
C.=—p07kl0)—=|—0" 2| —L—
o= ()R[R ntl

C, = oK, 017" ) (2-377;7;)

M

Le pseudo-potentiel de dissipation thermique est choisi de la maniére suivante :

! L’introduction des crochets de Macaulay est dans notre cas sans conséquence pour la vérification du second
principe gilque soit 1’état thermodynamique.
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! jre (3-60;

s0T<q):29KT(9,g

ou K, (9,&) est le coefficient de conductivité thermique dans la configuration eulérienne.

Ce choix de pseudo-potentiel thermique nous conduit a une loi de conductivité thermique de
type Fourier :

0= K, (0,6)-v0 (3-61,

En considérant les différents chopour 1’énergie libre et pour le pseudo-potentiel de
dissipation, nous pouvons déduire les termes de dissipation et les termes de chaleur latente de
I’équation de la chaleur (3-43) pour ce modele

890111 n.7D
— M. D—p(9,£)D:D
w="p D=1(04) (3-62)
v, . 1 .
o =2roio ’
¢ (%5 w(e,g)g
D
d
l, =0 — —a—pl :D
o0 o0 (3-63
2
v,
=g 0
000¢

3.2.2.Loi de comportement basée sur un modele de Bingham

Un deuxieme modéle du couplage basé sur un élément rhéologique de type Bingham est
proposé ¢f. Figure 3-4. Ce modéle a été retenu dans I’objectif de représenter un
comportement plutét plastique a faible taux de réticulation commeeut 1’observer
expérimentalement pour un élastomere cfuKigure 1-5). Nous souhaitons jouer sur le seuil

de plasticité et sur le coefficient de viscosité de maniére a décrire une évolution de
comportement en fonction du degré de réticulation.

3.2.2.1. Loi de comportement mécanique

On introduit une configuration mécanique intermédiaire qui correspond a un état relaxé de la
configuration actuelle. La mesure de déformation dans cette configuration est donné par le

tenseur de déformation élastique de Cauchy-Green g&ich
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Figure 3-4: Modele rhéologique avec un comportement mécanique viscoplastique généralisé
de type Bingham

La partie mécanique deéhergie libre se compose d’une partie isochore et d’une partie
volumique. La partie isochore se décompose ensuite en une partie équilibre qui présente un
comportement mécanique indépendant du temps et en une partie non-équilibre qui présente un
comportement mécanique dépendant du temps. La partie indépendante du temps isochore est
basée sur une série de Rivlin. La partie dépendante du temps est représentée par un modele
Neo-Hookean. La partie volumique est définie par une fonction quadratique de la variation de
volume mécanique.

On adonc:
W, =y (B,0.¢)+ W), (/.0.¢)
D (B.B (3-64;
¥y (B.B,.0.8) = p,, (B.O.E)+ 1, (B, 0
polpzz[ <]§’9’§> = Py, (J 0 5)
avec
o, (B.0.€) = (0 §)(T, = 3)+ €,y (0.€)(T, = 3) + €,y (0.€)(T, - 3)
p() neq (B 0 f) 1()6 (0 g) (I - 3) (3-65:

1 1 14
oY wl(J ) 5 < _1> :5KV (‘]‘]Tl‘]cl_l)2

ot les parametres matériadC, (6.€); C, (0.£):C, (0£)C,. (0 £)} dépendent de la
température et du degré de réticulation.

L’évolution du domaine élastique E={0|f(0.,)<0} est définie par une fonction seuil

classique de type J2:
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[(0,.0,6) =

-x(6,¢) (3-66;

Gneq

ou X(Q, 5) est le seuil plastique qui dépend de la température et du degré de réticliltion,
est un opérateur de normalité.

Le choix du pseudo-potentiel de dissipation est donné par :
. 1<f(e,,,.0.£)>" 3-67,
Pu <°neq"9’£):§ ‘19 oo
nvp( ,f)

ou nﬂp(@,g) est un coefficient de viscosité qui dépend de la température et du degré de

réticulation, e{ ) est un crochet de Macaulay.
En utilisant ces choix (3-67) dans (3-25) et (3-30), on obtient alors la contrainte suivante :

G:Geq +Gneq _pl
D
Eap[)ibﬁq
0B

D
]_3 ap()ipmzq]
0B

o =2J!
eq

(3-68
o =2J"
eq

T e

e

ap()qﬁvol

2

La loi complémentaire permettant décrire 1I’évolution de la configuration intermédiaire est
donnée par:

5o 1 Ulow, b)) (3-69,
Con,08) e
En remplacant (3-69) dans (3-19), on obtient
TS (] NS (70
o8 (08 o]

3.2.2.2. Loi de comportement chimique

Si ’on adopte le méme choix d’énergie libre chimique que dans le paragraphe 3.2r1, o
obtient la force chimique suivante :
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A, =y 9ot g 0Py 10y
o€ o€ o€
ap Y n n

_5—é~p - pok (9) (1 o 5) o pﬂk <9ref) (1 o 5ref) (3-71)
_8,00\112 209 ..,

e~ Doeller
_8pO\I/ADJ__%—_ _3001 = _8030 P C'w6 =

85 - ag < 1 3) 85 (I2 3) 85 (]1 3) 85 (Ile 3)

En utilisant le pseudo-potentiel suivant :
w(9,§)<
2

" 2 (3-72

Yo <A5’0’£>: A£>

la loi complémentaire chimique est de la méme forme que &eite dans 1’équation (3-57).

Dans ce modéle, la force chimique est également dépendante de la configuration intermédiaire

a travers la dépendance @gx par rapport au degré de réticulation.

3.2.2.3. Loi de comportement thermique

En adoptant les mémes choix pdidnergie libre thermique et le pseudo-potentiel thermique
que dans le paragraphe 3.2.1, on obtient les mémes expressions que ceux du modeéle basé su
Kelvin-Voigt (voir (3-58)-(3-61)).

On obtient :
do. <flo 06>
©M: SOM :G7Leq :M neq
807Leq nvp (9’5)
8g0*
®,= P /f Agzw(0’£><A£>A§
: (3-73)
D
o ) ap Jo  _
[ =0||—+—~| ——=1|:D-0——=:D’
M [ 00 00 ] 00 00 ¢
’p U .
lc = J*IQL 3
000¢

3.2.3.Loi de comportement basée sun modele de Bingham-Maxwell

Pour reroduire un comportement mécanique de 1’¢lastomere a différents états réticulés, un
modele rhéologique basé sur une motivation physique est prajosgre 3-5). Ce modele
est créé en mettant en parallele une branche Maxwell avec un modele de Bingham.
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On suppose qu’a I’état cru, I’élastomére possede un comportement visco-plastique de type
fluide. Ce comportement peut étre modélisé par un modele élémentaire de Bingham. Pendant
la phase de vulcanisation, de nouvelles liaisons @éet dans 1’élastomére et entrainent une
augmentation de la raideur et de la viscosité dans les autres branches duldiod@tedele
d’écoulement visco-plastique, nous passons alors a un modele d’écoulement visco-élastique

de type Zener. Ce modele pourrait alors permettre de décrire le compnrde 1’élastomere

durant la vulcanisation.

FT _ } M

V(E, 0)

_\NWW\_

¢*<G,0,§) @<1F ,9’5)

5 I —O—

0) UF, 0.8)

\ i

F | F |
| \

A
\J

Figure 3-5: Modéle rhéologique avec un comportement hyper-viscoplastique généralisé

3.2.3.1. Loi de comportement mécanique

On introduit deux configurations intermédiaires mécaniques qui traduisent deux mécanismes
d’écoulement.

La partie mécanique de I’énergie libre se compose d’une partie isochore et d’une partie
volumique. La partie isochore se décompose ensuite en une partie indépendant du temps et en
deux parties qui dépendent du temps. Pour la partie indépendante du temps isochore, on
adopte une série de Rivlin. Les parties dépendantes du temps sont représentées par un modele
Neo-Hookean. Cela nous donne :
w, =0 (BB, "B 0.6)+ V), (7.0.)

D (Db 1p 2D D 1D 255 (3-74:
p()\Il]ll (B’ B(’,’ Bc ’6’5) = p(),l/}eq (B’e ’f) + p()wneq,l ( Be ’0 ’5) + pOwnﬁq,Z( Be '6 é)

v =
PV (B' 0’5) = L (J'9'£>

avec :
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p()?’bcq (E 0 5) Ch (9’§><1_ _3) +C, (9,5)([ a 3) +C (9 €><I _3)
(NG neql( B,.0, 5)201064 9 )(l_le _3) (3-75
Py nﬁqQ( ,,79§> 010{»2 '9 )(2I16_3)
2 1 —17-1
p()w7rol (‘]’ 0, 5) = EKV <JM - 1) = 5 v (JJT JC - 1)

ou les paramétres matérig@,(6,£); Co1(0,£);Cs0(0,£);Ch0.1(0 £) :Cho.2(0 £)} dépendent de la
température et du degré de réticulation.

L’évolution du domaine élastique E={0,1|f(0c.1,0,6)<0} est définie par une fonction

seuil classique de type J2 :

[(6001,0.6) = [o

(0.9 @75

negq,l
ou x(@, 5) est le seuil plastique qui dépend de la température et du degré de réticulation.

Le pseudo-potentiel dual de dissipation de la brancheaytient 1’élément de friction est
donné par :
1 <f(0-neq.1’9’§) >2 (3'77:

90;[ (Gn@q,l '9’5) :E n, (0’5)

ou nw(e,g) est un coefficient de viscosité qui dépend de la température et du degré de

réticulation.

Le choix du pseudo-potentiel de dissipation pour la branche Maxwell est donné comme suit:

* 1 e
P (Gneq,w@,f) = W S« S (3 78

ou 7,(6,§)est un coefficient de viscosité qui dépend de la température et du degré de

réticulation.
En utilisant ces choix (3-67) dans (3-25) et (3-30), on obtient la loi de comportement
mécanique suivante :
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o= 0-eq + Gneq,l + Gneq,? T pl
D
o =2J" B%
0B
D
o —os|p Ll (3-79)
neq, e a B
D
o — 2!]71 QE ap()(lﬂ_’neqﬂ
neq,2 e aQBe
- _ 8p()r(zj’uz)l
oJ

Les lois complémentaires mécanique®ur décrire 1’évolution des configurations
intermédiaires sont données par:

D’ = <f (Gneqﬁl’e'g» O et <f (Gneq,l 0 €)> ‘B’

’ M, (0’5) ‘Gneq,l‘_ "y (0'5) Hlﬁf (3-80)
20 O-n,qu
© o (0.¢)
En remplacant (3-80) dans (3-19), on obtient
B —L'B +BL —3(1 :D)'B, —2<f(o"“q’1’9’§>> Toest_ 13
o8 08 e (3-81;

2 21

°H T 23 . ’h T_g N2\
B,=L°B +°BL 3(1.D) B, | ... B,

3.2.3.2. Loi de comportement chimique

En effectuant le méme choixXéaergie libre chimique que celui effectué dans le paragraphe
3.2.1, on obtient la force chimique suivante :
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A — _J—l 5’,00\1/0 _ J—l ap()\llzf -1 8/’0‘I’Z
¢ 73 o¢ 23
8p U n n
——55 = o (0)1- 6 =0, )1,
B apO\I/ ﬁ (3-82
23 5
op WP oC oC = - oC., - oC _
_ Py Mo 10(1_3>_ 01(12_3>_ 30(]1_3>3_ 10811<]1)l_3>
0& 0& )3 0& 0&
801092 ( s . 3)
0& ‘

On fait les mémes constats que précédemment, a savoir que la force chimique dépend des
configurations intermédiaires.

3.2.3.3. Loi de comportement thermique

En effectuantles méme cha pour la partie thermique dééhergic libre et le pseudo-
potentiel, on obtient les mémes résultats que ceux du modéle basé sur Kelvin-Voigt (voir (3-
58)-(3-61)).

Les autres termes thermiques dans 1’équation de la chaleur (3-43) pour ce modéle sont
déduits:

_ < f(o-neq.l’e'g) >‘O’ ‘ 47" 20120(»2 2BD .2 D
M <6 S) negq,l n” <9’ S) e e
0
P, = aif A =w(0,6)AA
(3-83
Jo do o} ! ) Jo _ lof _
l, — 0 eq + neq,l + neq,2 pl D 0 negq,1 . e _ neq,2 . 2Da
u [ o0 06 06 ] a6 o0 v o9 e
’p W .
=g
900¢

3.2.4. Admissibilité thermodynamique des parameétres du model

Pour la partie chimiqgue du modéle, nous devons choisir une fonction de retrait chimique
9(&, &) qui doit étre nulle pout = &.; et qui doit respecter la contrainte > 0ce qui se

traduit par une inégalité 5g(&, &) > —1 VE. Pour tenir compte d’un effet de retrait, il faut

également avoig(¢, &) < 0 (bien entendu nous considérofis> 0). De plusJa dérivée de
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cette fonction intervient dans la force chimique ((3-56), (3-7132fB-qui doit étre négative
ou nullea I’état totalement réticufé Afin de satisfaire ces conditions, nous avons adopté une
forme particuliére du retrait chimique :

m

e ) 67@75’“") (3-84
e

gl6.€,) =~
oum est un parametre du modele chimique.

Pour la partie mécanique, nous restreindrons les parametres matériaux de maniere a garantir
leurs positivés quelque saittat de réticulation et la température. Ceci nous permet d’assurer
I’existence de solution thermodynamiquement admissible quelque sddtat |
thermodynamique. Nous avons donc :

C,=>0
C 20 ¥(66)
K,>0
et:
e Modéle Kelvin-Voigt: n >0
e Modeéle Bingham#, > 0;x >0

e Modéele Bingham-Maxwell n, >0 x>0etn >0

Pour la partie thermique, nous considérdise part que la conductivité et la dilatation
thermique sont positive quelque soit 1’état et d’autre part que la capacité calorifique a 1’état de
référence est positive. Ceci nous conduit aux contraintes suivantes :

e La conductivite thermique et la dilatation thermiqég.:> Oet o« > 0 v (6,6 ,F)
e La capacité calorifique a 1’état de référence :
K, 6o 8 E
C+09i_ v c—pftAe
ref (1 + « (0 — me))

_ n+1
Ea91—2] L) >0 Vo

R n+1

Les conditions évoquées seront soit directement peisesmpte dans 1’identification des
parametres soit vérifgsa postériori.

% Pourque la vitesse de réticulation soit nulle§a= 1
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3.2.5.Equations bilan

Figure 3-6. Définition du probléme thermo-chimio-mécanique

On définit dans la configuration actuelle Figure 3-6 :

) un domaine occupé par le solide dans cette configuration
o ses frontieres

00y et 09, respectivement les sous-domaines de la fronti@®ur lesquels on

applique une densité surfacique de force par unité de surface défgrmeét un
déplacement impos&.u

0y est un sous-domaine de la fronti@fe sur lequel la température est imposée.
09, est un sous domaine de la fronti@fe sur lequel le flux de chaleur est imposé

tel que EQ, U, =09) et (90, UIQ, =IQ) et (9 NI, =0, NN, =2).

On note2 un élément de volume dans la configuration déformée.

La conservation de masse du systeme est donc :

om _ Op (3-85)
E—E—deZU(U)— 0 darts)

» (3-86;
= p=p,J

Dans le cas quasi-statique, la rfier locale de 1’équation d’équilibre en configuration
Eulérienne est donnée par :

div(e)+pfy =0 dan®
on=F,, SuQ)
u=u, SuPQ

(3-87;

u
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ouf,y est la force volumiquey est un vecteur normal a la frontiére.

Le bilan thermigue comprend les équations suivantes :

pC’ézCI)M-I-fI)O—l—lM—i—lC-I-pfr’—divq dari3

qn = q, sur o), (3-88
0 =20, slin,

9<t = O) = eim'tial danf

La détermination d’un état d’équilibre thermodynamique doit se faire en résolvant
conjointement les équations (3-86), (3-8(3-88) ainsi que les équations d’évolution
mécanique et chimique.

3.3. ldentification des paramétres thermo-mécaniques

Nous disposons d’essais mécaniques de cisaillement pour un élastomére de type silicone

chargé de silice. Ces essais ont été réalisés a température contrélée dans une enceinte
[Martinez, 2005]. Nous allons donc utiliser ces essais pour identifier les parameétres
mécaniques de chaque modéle proposé et leurs évolutions vis-a-vis de la température.
L’objectif étant pour nous d’avoir, pour chaque modéle, une raideur dynamique et une
dissipation comparable dans une plage de température donnée. Malheureusement, nous ne
disposons pas d’autres caractérisations de ce matériau, nous permettant d’identifier les
parameétres chimiques ou thermiques. lls sont choisis identiques pour tous les modeles et sont
donnés dans Tableau 3-2

a(1/K) C.(kg/m*) C,(kg/m’/K) AW/m?/K) K (W/m/K) K, (Pa)
1E-5 2000 100 17 0.12 1E9
I& m A E, (3/kg/mol) n w
0.1E-2 2 1E15 OE4 2 1E7
po(kg/m’)
1E3

Tableau 3-2 Parametres thermo-chimiques

Les parametres mécaniques du matériau sont fortement dépendants de la température (
Figure 1-8). Cette dépendance sera considérée linéaire. Nous faisons aussi une tsypothése

la dépendance linéaire des propriétés mécaniques par rapport au degré de réticulation par
mangue de données sur cette dépendance. Ainsi :
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" (B.0,€)=C, (1 —b,(0-0,,)/0,, +d, (€~ gﬁf)) -3 |
+C, (1=, (0-0,,) /0, +dy (6—¢,))(T, - 3) (3-89
+Cu (1 — by, (0 N 0ref> / 0. Ty (5 N Sf)) (_2 B 3)
W (B0 =Co -0, 0-0,) 10, +dfe-c )05 O
Pour la viscosité, nous considérons :
n=n,(1-bn(0-6,)/0, +dn(¢-¢,)) (3-91
De maniere identique, pour le seuil plastique, nous avons :
X =, (1=be(0-0,,)/0, +de(¢-¢ ) (3-92)

Pour [I’identification, nous supposons que I’élastomeére était totalement réticulé
& =1, £ =1. Parmi ’ensemble des essais qui sont disponibles, nous n’utilisons que ceux

correspondent a une déformation cyclique triangulaire de 50% et a une fréquence de 3Hz.
Dans cette identification, nous supposons que la température dans les éprouvettes est
homogeae et stabilisée. Le probléme thermique est donc a 1’équilibre. Nous considérons
€galement que la contrainte est homogene et nous négligeons la dilatation thermique. Enfin, la
réponse est considérée comme étant incompresHillagit donc de calculer la réponse en
contrainte en cisaillement simple & une température imposée. Ceci ne pose pas de difficultés
particuléres et peut étre réalisé dans Mathematica. Pour les modéles de Bingham et de
Bingham-Maxwell, nous utilisons la fonction NDSolve (qui utilise par défaut une méthode
implicite d’ordre élevé) de Mathematica pour résoudre les équations d’évolution a chaque

instant. Le probleme d’identification est formulé a partir d’'une méthode de type moindres
carrés pour identifier les paramétres qui prennent en compteresintes d’admissibilité
thermodynamique.

Suite a cette identification, nous effectuons une extrapolation linéaire des paramétres afin de
changer 1’¢état de référence chimique. Ceci va nous permettre de déterminer une dépendance

au degréle réticulation des paramétres mécaniques. Cette démarche n’a pas de justification

physigue mais elle va nous permettre des comparaisons entre les modeles. Nous choisissons

arbitrairement dans cette étape un état de référence tel tue R93°K, &, =0.2).
L’extrapolation est réalisée de manicre a obtenir le comportement identifié pour £ = lavec

& = 0.2. De plus, nous avons négligé la dépendancke pour tous les modéles chr I,

sont équivalents en cisaillement. Il faut prendre en compte des essais avec un autre mode de
déformation (par exemple de la traction) pour pouvoir identifier les termigs en
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e Modeéle Kelvin-Voigt
Ce modéle comporte 9 paramétres mécaniques a identifier. lls sont présentés dans le Tableau
3-3:

C] 0 (Pa) b] 0 dl 0 Cfm (Pa’) bfm dfi()
0.003E6 1.4130 141.2970 0.005E6 2.7383 273.8320

Cy (Pa) by dy, n,(Pa.s, by, dny
0 0 0 0.000£6 2.7383 273.8330

Tableau 3-3 Parametres mécaniques du modéle Kelvin-Voigt

L’écart entre les résultats du modeéle et les données expérimentales est montré dans la Figure
3-7 au travers de courbesy) a différentes températures (-55°C, 25°C, 70°C) :

a(MPa)
1.0

a(MPQa
0.4

0.5 0.2

0.2 0.4 Y

o exp(T=-55°C)
—KV (T=-55°C)

Figure 3-7: Caractérisation du modéle de Kelvin-Voigt

0.2 0.4

e exp(T=70°C)
—KV (T=70°C)

Ce modele décrit relativement bien la dépendance a la température de la réponse mécanique
pour une fréquence et une amplitude de sollicitation fixée.

e Modéle Bingham
Ce modéle comporte 15 paramétres mécaniques a identifier. lls sont présentés dans le Tableau
3-4.

C\,(Pa) by dyg Cy(Pa) by ds
0.000Eb6 0.6650 66.4963 0.003E6 2.1488 429.7540
Cy (Pa) by dy, Cy.(Pa) b, e
0 0 0 0.163%E6 2.4964 2.4964
X (Pa) be de M (Pas by, dny
0.013%6 -1.6674 6.6698 0.003FE6 0.8084 161.6878

Tableau 3-4 Paramétres mécaniques du modéle de Bingham
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L’écart entre les résultats du modele et les données expérimentales d’une éprouvette de
I’élastomére totalement réticulé a différentes températures est montré dans la Figure 3-8.

o(MPa o(Pa o(P3
0.4

0.2 0.4

o expT=-55°C)
—BH(T=-55°C)

o eXp(T=70°C)
—BH(T=70°C)

o exp(T=25°C)
—BH(T=25°C)

Figure 3-8. Caractérisation du modéle de Bingham

Ce modéle décrit qualitativement moins bien la réponse mécanique. Nous obtenons un
comportement de type écoulement plastigu@ne si 1’évolution de la raideur et de la
dissipation en fonction de la température semble cohérente.

e Modele Bingham-Maxwell
Ce modéle comporte 21 parametres mecaniques a identifier. lls sont présentés dans le Tableau
3-5:

010 (Pa) blO dl() 030 (Pa) b30 d

30
0.030&6 0.5540 55.3973 0.007FE6 0.8824 88.2427
Cy (Pa) by dy, Cyo. (Pa) biger dyper
0 0 0 0.131%6 0.9106 1.8212
Che2(Pa) Dige2 dipea n,(Pa.s, bnvy dnuy,
0.022%E6 -0.6202 62.0220 0.002&E6 0.4629 46.2891
X ( Pa) be de My (Pas, bnp, dnpy,
0.108(E6 0.3443 5.1646 0.002ZE6 0.1125 22.5024

Tableau 3-5 Parametres mécaniques du modéle Bingham-Maxwell

La Figure 3-9 montre les résultats I’identification. Ce modéle, qui est le plus complexe a
identifier, semble avoir plus de mal a traduire la dépendance a la tempdrdiypethése de

linéarité des parametres par rapport a la température est certainement trop simpliste. Il
faudrait réaliser des identifications a chaque température afin de déterminer une tendance
d’évolution des parametreg d’en déduire la forme de 1’évolution de chaque fonction.
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a(Pa

o(P3
1.0 0.6

0.4
0.2

0.5

2 04 7

o exp(T=70°C)
—BM (T=70°C)

.2 0.4
o eXp(T=-55°C)
—BM (T=-55°C)

Figure 3-9: Caractérisation du modéle de Bingham-Maxwell

3.4. Evaluation des modeles sur des tests élémentaires

3.4.1.Cisaillement harmonique sous rayonnement thermique

Dans ce cas test, on considéere un élément de matiere soumit a une déformation homogéne de
cisaillement simplecf. Figure 3-10)On suppose qu’il n’y pas d’échange de flux thermique

avec l’extérieur (test adiabatique). La température et le flux de chaleur sont considérés
homogenes ainsi que le degré de réticulation. De plus, cet élément de matiére est soumit a un
rayonnement thermique qui dépend du tenghsHigure 3-1). Le probléme d’équilibre peut

donc étre ramené a un probleme local (en un point).

Le gradient de déformation est donné par :
1 ~ 0
F={0 1 0 : oU  y=n,sin(2rft) (3-93,
0 0 1

avec v, ’amplitude de déformation, f la fréquence.

......

FIITIITIT,

Figure 3-10 Test de cisaillement simple

Dans ce cas test, on impose une amplitude de déformafd.5 et une fréquende=2Hz.

La radiation thermique est imposée selon une rampe d’une seconde, elle est ensuite imposée a

zéro €f. Figure 3-11). Cette source va contribuer a une augmentation de la température dans
I’élément de matiere. Elle est calibrée de maniere a ce que la température soit protde de ce
d’activation des réactions chimiques.Ainsi, nous pouvons réduire le temps de I’auto-
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échauffement afirl’activer plus rapidement les réactions chimiques et de réduire le nombre
de cycle nécessaire pour faire évoluer le degré de réticulation.

r)
350000

300000 /

250000 /
/

200000

150000 ‘/
100000 /
50000 /
0.5 10 15 2.0 Tempss)

Figure 3-11 Source thermique imposée sur I’éprouvette

Les équations bilans ainsi que les équations de comportement des modéles rhéologiques sont
implémentées dans Mathematica. Les problemes mécanique, chimique et thermique sont
résolus séquentiellement jusqu’a la convergence de tous les problemes.

Cetest est réalise avé@tat de référenced, ,=293°K et =0.2.

e Modele Kelvin-Voigt
Les figures 3-12nontrent la réponse mécanique pour différents cycles, I’évolution du degré
de réticulation et de la température, les déformations volumiques thermique, chimique et
mécanique ainsi que la variation de la dissipation mécanique et du module dynamique au
cours du nombre de cycle.

Nous remarquons tout d’abord que les réactions chimiques sont activées des les premiers
cycles (aprés une dizaine de cycle). La température augmente a cause de 1’auto-échauffement
et de ’exothermie des réactions. Ceci entraine une rigidification et une augmentation de la
viscosité. Ces évolutions sont nbinéaires. L’effet de dilation thermique combiné au retrait
chimique et a I’imposition de 1’incompressibilit¢ globale induit une variation volumique
mécanique de contraction et donc va participer a 1’évolution de la pression hydrostatique.
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o(Pa) Température(K)
=10 cylce 500
100 cylce 600-00¢ )
300 cylce 4
—500 cylce 400000 450 e
= 1000 cylcg¢
’)nﬂ.ﬁﬁ\/ vl //
P 400 //
=047 —6:2 /( 0.4 4 —
7 e
% Tem
- 60000( 100 200 300 400 500 | EMPES)
o Module dynamiqu@

Dissipationintrinséque(P&/s) y quea

400000 L 1.2x10°

/ 1.0x10P /
30000¢ 800000 //
200000 / 600000 /
// 400000 /
10000¢ 20000¢ /
Cycle Cycle
200 400 eoc  soc 1000~ 20C  40C 600  8OC  100C

Degré deréticulation Variation volum

1.0 1.0020 Les"

¢’-‘
/ 1.0015 LA
0.8 PPl — Jm
/ 1.0010 - - J

06 / 100058 e Je

/ o TEMPES)

- 0.9995

099% ...........................

100 200 300 400 500 Tempss)

Figure 3-12 Résultat du modeéle Kelvin-Voigt

e Modéle Bingham

Les figures 3-13 présentent les mémes résultats que pour le modéle précédent. Nous avons
une initiation des réactions chimiques des la premiere dizaine de cycle avec une vitesse de
réticulation plus faible que le modéle précédent. La température augmente plus faiblement
gue le modele précédent. Nous constatons également une évolution plus faible de la
dissipation mécanigue méme si la raideur évolue de maniére importante. La variation de
volume mécanique démarre comme le modéle précédent par une contraction puis est suivi
d’une dilatation.
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o(Pa) Température(K)
=10 cylce
200 cylee 300000 //
cylce
=500 cylce 200.00(¢ / / 30
— 1000 cylcg YR PR _—
100000_=""~= — 20
- C— y
—Ta — —— 02 0.4
A = D0( 320
= 200000
/ 200 00( 3m
SUUuuL T m
/4 100 20 30 40 50 SMPE)

Module dynamiqu
Dissipationintrinséque (P&'s) y quea)

700000 —
80000 L
60000~ 500000 //
400000 //
40000 300000 /
20000 200000
100000
Cycle
Cycle
200 400 600 800 1000 200 40C 600 800  100C
Degré deréticulation Variation volum:
S I O R e e
— Jm
06 1.0005 )
0.5 v Jg
0.4 0 500Tem|083)
0.3 /
Tempssy ¥ e

100 200 300 400 500

Figure 3-13 Résultat du modéle Bingham

e Modéle Bingham-Maxwell
Globalement, nous pouvons faire pour ce modele les mémes constats que pour les deux
modéles précédentd’auto-échauffement au bout de quelques cycles (10) suffit a initier les
réactions chimiques. Une fois atteint [’état complétement réticulé, les caractéristiques
matériaux évoluent peu méme si la température continue d’augmenter (on observe néanmoins
une légére diminution dohodule dynamique en fonction de I’augmentation de la température
a I’état completement réticulé). Le retrait chimique est stabilisé et la dilation thermique est
compensé par une contraction mécanique afin d’assurer la conservation de volume (cf. Figure
3-14).
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o(Pa) Température(K)
=10 cyk 700
lO(():)(I:():/E:E 1.5x 10 =)
300 cylce
00 oyiee 1.0x 108 600
e cyice
- soo00”"
=04 2 5oeonﬂ2 0.4
= 1.5%x10° Tempss)
[ 100 200 300 400 500
B Module dynamiquéPa)
Dissipationintrinséque (P&/s) 3.0x10°
6
1% 108 / 2.5x10
6
800000 / 2.0x10 /
/ 1.5x 108
600000 /
/ 1.0x 108
400000 /
200000 / 500000 /
/ Cycle
Cycle 200 400 600 800 1000

200 400 600 800 1000

Degré deréticulation

10 Variation volums
1.004 Ris

0.8 / 1.003 ‘,ﬂ“-‘ — Jm

/ 1002 “’_¢o =-- J
0.6 / 1001L e urmmamam® L e e JC
0.4 / )

Tem
100 200 300 400 500 Pes)

Figure 3-14 Résultat du modele Bingham-Maxwell
3.4.2. Tests oedométriques adiabatiques sous rayonnemehetrmique

Comme pour le test de cisaillement précédent, nous considérons un probléme homogeéne,
adiabatique qui nous permet de formuler 1’équilibre thermodynamique en un point.

L’objectif étant de montrer I’influence de la pression hydrostatique sur 1’évolution du degré
de réticulation.

Le gradient de déformation total imposé Bélément de mati¢re est supposé comme suif.(
Figure 3-15)
+U 0 0
F=| 0 14U o0 (3-94,
0 0 1+U
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/

Figure 3-15 Test oedométrique

Un rayonnement thermiqugt) est imposé dans 1’élément de mati¢re suivant la courbe
présentée dans la Figure 3-16.

r®

2500C I‘I

2000¢

10000

15000 I
[
|

5006

Tempss)
20 40 60 80 10C P$s)

Figure 3-16 Rayonnement thermique impose

Nous allons considérer trois cas de chargement : pour le premier cas U=0, pour le second cas
U<O0 ce qui correspond a un retrait et enfin pour le dernier cas U>0 ce qui correspand a
dilatation.

e Premier cas(U=0):
Pour ce test, nous constatons que les résultats sont indépendants du modele mécanique
considéré. Ceci semble cohérent car seule la partie déviatorique differe entre ces modeles.
Nous remarquons également qu’au démarrage du test, la pression hydrostatique est due a la
dilatation thermique. Cette pression se compense au fur et a mesure que les réactions
chimiques apparaissent a cause de ’effet de retrait (cf. Figure 3-17, Figure 3-18 et Figure 3-
19).
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Figure 3-17: Cas U=0 pour modele Kelvin-Voigt
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Figure 3-18 Cas U=0 pour modele de Bingham



3.4 Evaluation des modeles sur des tests élémentaires 109

Degré deréticulation Température(K)
0.50 / 360
0.45 7 350
0.0 ,/ 340
055 ,/ 320 |
320
0.30 / |
/ 310 I
0.25
300
20 40 60 80 100 Tempss) 20 40 60 80 100 ' €MPES)
. Variation volumi
PreSSIOI ----------------------------
Tem 1.0006 .

\ 20 40 60 80 100 | EMPE) ! — Jm
—100000 1.0004 N - J1
200000 \\ 1.0002 '.' o Jc

¥
—300000 \ / 20 0 - - Tempss)
—400000 0998\ e
~ ‘ / 096 \ e
600000 // o4 -~

Figure 3-19 Cas U=0 pour modéle de Bingham-Maxwell

e Deuxieme cagU<0):
Dans ce cas test, nous imposons U en fonction du temps suivant la courbe présentée a la
Figure 3-20. Ceci est équivalent & une compression hydrostatique.

U

— — — — Tem
20 40 60 80 100 PEs)

~0.0004 |

—0.0002E \ ‘
)
\

~0.0006 \

~0.0008 |

-0.0010}

Figure 3-20 Déformation oedométrique

A partir des figures (Figure 3-21, Figure 3-22 et Figure 3-23), nous constatons comme
précédemment que tous les modéles donnent les mémes réponses.

La pression de compression semble favoriser la réticulation car nous obtenons un degré de
réticulation Iégérement plus grand que le cas précédent. La pression hydrostatiqgue est moins
sensible a I’effet de retrait que précédemment.
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Figure 3-21: Test de compression oedométrique du modéle Kelvin-Voigt
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Figure 3-22 Test de compression oedométrigue du modéle de Bingham
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Figure 3-23 Test de compression oedométriqgue du modéle de Bingham-Maxwell

e Troisieme cas(U>0) :
Dans ce cas test, nous imposons U en fonction du temps suivant la courbe présentée a la
Figure 3-24. Ceci est équivalent a une traction hydrostatique.

u(t)
0.0010+
o.ooogf
e |
0.0004| l
o.ooozf Il
— L Tempsy)

Figure 3-24 Déformation oedométrique

Les Figure 3-25, Figure 3-26 et Figure 3i#d@ntrent les mémes résultats a savoir que 1’état
de traction triaxiale joue un réle défavorable sur le degré de réticulation. Nous obtenons une
valeur finale plus faible que dans les deux autres cas.
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Figure 3-25 Test de traction triaxiale du modéle Kelvin-Voigt

Les résultats du modeéle dans le cas cisaillement test avec un chargement thermique
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Figure 3-26 Test de traction triaxiale du modéle Bingham
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Figure 3-27: Test de traction triaxiale du modéle Bingham-Maxwell

3.5. Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté les étapes pour développer un modele du couplage
thermo-chimio-mécanique dans le cadre thermodynamique des processus irréversibles. Les
lois complémentaires mécanique et chimique sont déduites en choisissant les pseudo-
potentiels de dissipation dans le cadre des matériaux standards généralisés. Ce formalisme
général nous a permit de développer trois modéles thermo-chimio-mécanique qui se
distinguent essentiellement par la partie mécanique. La souplesse offerte par I’approche
phénoménologique présente cependant I’inconvénient de conduire a des modéles ayant de
nombreux parametres a identifier. Le tableau suivant résume le nombre de paramétres de
chaque modele.

Modele 1 | Modele 2 Modele 3
Kelvin-Voigt | Bingham | Bingham-Maxwell
Nombre de parametres thermique 4 4 4
Nombre de parametres chimique 6 6 6
Nombre de parametres mécanique 13 19 25
Nombre de variables internes mécanique 0 1 2

Tableau 3-6 Comparaisons des modeles proposés
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Nous avons tenté d’identifier les paramétres thermo-meécaniques de chacun des modeéles a
partir d’essais de cisaillement issues de la thése de [Martinez, 2005]. Par manque de données
expérimentales du comportement mécanique de ce matériau a différents états de réticulation,
nous avons ¢été contraint d’extrapoler les résultats de cette identification ainsi que de fixer des

fonctions d’évolution des paramétres mécaniques par rapport au degré de réticulation.

Les tests élémentaires que nous avons menés ont mis en évidence les interactions entre chimie
et mécanique. Nous avons ainsi montré que nos modeles sont capables de reproduire
qualitativement des effets observés expérimentalement. Il est ainsi possible de décrire
I’évolution chimique d’un matériau due a I’auto-échauffement. Nous avons aussi montré que

la pression hydrostatique pouvait jouer un role favorable ou défavorable sur la réticulation
suivant son signe. Enfin, de part la décomposition de la variation de volume en partie
chimique, thermique et mécanig ainsi que part la forme retenue pour I’énergie libre
volumique, nous pouvons imposer une incompressibilité globale et autoriser des
transformations TCMce qui n’est pas le cas de certains modéles dans la littérature). La
variation de volume mécanique étant pilotée dans ce cas uniquement par le retrait chimique et
la dilatation thermique.



CHAPITRE

yll  Simulation du couplage thermo-
chimio-mécanique

Dans ce chapitre, la formulation variationnelle des équations
bilan est proposée pour résoudre le probleme multi-champs et
multiphysiques en configuration mixte. Cette formulation est
implémentée dans un code orienté objet en langage Java (FEMJava).
Quelques exemples numériques illustrent la flexibilité et le potentiel
de ce modele pour résoudre le probleme du couplage thermo-chimio-
mécanique.
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4.1. Introduction

A notre connaissance, il n’existe pas a I’heure actuelle d’implémentation numérique du
couplage thermo-chimio-mécanique considéré dans ce travail. Nous proposons donc une
formulation variationnelle multi-champs adaptée a notre probleme. Cette formulation est
basée sur les principes variationnels classiques avec prise en compte de la contrainte de faible
compressibilité. Pour I’implémentation numérique, nous avons adopté une discrétisation
temporelle de type Euler implicite et une discrétisation spatiale classique par éléments finis.
Les équations bilans sont résolues de maniére monolithique dans un schéma de Newton-
Raphson (d’autres approches ont été proposé dans le cas thermo-mécanique, voir par exemple

les travaux de [Yang et al., 2006; Armero et J. C. Simo, 1992]). Tous les développements ont
été réalisés dans un code orienté objet qui est développé au LMA. Ce code présente la
particularité d’étre écrit en Java.

4.2. Formulation variationnelle multi-champs

Avant de présenter la forme faible des équations bilan du chapitre précédent, nous
reformulons le probleme en configuration mixte. Ceci nous permet de calculer les intégrales
de la forme faible sur la configuration de référertefacilite donc la mise en ceuvre
numeérique.

4.2.1.Position du probleme en configuration mixte

La loi de comportement mécanique en configuration Eulérienne propre a chaqgue modéle (voir
les équations (3-49), @8) et (3-79)) est reformulée en configuration mixte en introduisant le
premier tenseur de contrainte de Piola-Kirchhoff. Nous avons donc :

II=JoF"” (4-1)

Pour le comportement thermique, la loi de Fourier dans la configuration actuelle est donnée
par (3-61). La loi de Fourier dans la configuration non-déformée est déduite a partir de cette
derniére en utilisant les relations suivantes :
Q=JFq (4-2)
VI=FV0

On obtient I’écriture Lagrangienne de la loi de Fourier, tel que :
_ -7 -
Q=-K,V 0=-JF'KF'V0 (4-3)
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ot K;=JF'K;F'est le tenseur de conductivit¢é thermique dans la configuration
Lagrangienne. Dans le cas isotrope, la forme de conductivité thermigie €5k (6,£)1.

Pour tenir compte de la convection thermique sur les bords, nous devons aussi transporter les
quantités définis sur une surface dans la configuration déformée. L’¢élément de surface se
transforme de la maniére suivante :

dsn = dSJF "N (4-4)

ou ds, dS sont des aires des contours dans la configuration déformée et non-déformée
respectivement, tel que 1’on ait :

ds = dS.J,[[N"F'F ) (4-5)
La convection thermique sur les frontiéres du domaine déformé est donnée par :
qo = h <0 - Qrzmt> (4-6)

ou 6., est la température d’environnement, hest un coefficient de convection thermique qui
peut dépendre de la température, du degré de réticulation. Dans la configuration non-déforme,
nous avons :

ds e (4-7)
QO = q() E = hJ NTF 1F TN <9 o Hezt>
L’¢équilibre du systeme thermodynamique est donné par les équations bilan suivantes :
e Pour la mécanique, nous avons :
DIV(IT)+p,f, =0 ey, @8
NN=F, SUKY,
u=u, S/
e Pour la thermique, nous avons :
pJ CO=@ +, +1, +1, +pJ 'r—DIV(Q) dan$),
QN =Q, osyr (4-9)
9 = eezt SL@QUT
0(t = 0) = 0, dgne
e Pour la chimie, nous avons :
(4-10

é:w<"45>

ou DIV est I'opérateur de divergence Lagrangien, () est le domaine non-déformés2,r et
0, sont les contours du domaine ou sont impda&orce surfacique et le déplacement
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(avecd2y =0 U0, et 02N, =2 ), N est le vecteur normal a la surface du contour
non-déformé, Q, est le vecteur de flux thermique imposé sur le contd{¥qdans la
configuration non-déforméel{2, =0 2q U0 s et 0 2q NIy =2).

Nous avons utilisé la conservation de la masse pour écrire les équations précédentes. Pour
rappel, cette derniére s’écrit :

(4-11;

p=p,J "

Pour tenir compte du caractére faiblement compressible du matériau, nous introduisons une
nouvelle inconnue que nous notgmet qui est homogene a la pression hydrostatique. Cette
inconnue va nous permettre d’imposer de maniere faible la loi de compressibilité.

0 , 4-12)
p= ——%’?‘"l =K, (1], =1)0,1) (4-12,

Nous introduisons également une cinquiéme inconnue riptépli correspond a la variation
de la pression hydrostatique par rapport a la température. Nous avons donc :

op o, . .
= op = = K a], (1-277,"7.")

4-13,
dp ( J

Cette inconnue apparait dans le calcul de la chaleur latente.

La loi complémentaire mécanique sera intégrée par un schéma local qui est détaillé dans la
suite. Il n’est donc pas nécessaire de transporter les équations d’écoulement dans la
configuration actuelle car tout est bien déterminé localement.

4.2.2.Forme faible du probleme

Nous adoptons une formulation faible multi-chardpgrobléme d’équilibre local, qui a été

présenté dans le paragraphe précédent. Nous avons donc cing inconnues et cing équations
locales. En considérant cing fonctions tests et en utilisanigration par parties, le probleme

est récrit comme suit
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trouver(up f € dp,)e V' x P xQ x O x W
tel quev (5 ugp 60 6¢ ddp,) € V' x P* x Q' x O x W’

%

R (up.0.&dp)= [(0° —pJF"): Vs uwQ~ [f,6uwQ— [ F, _64dS=0(a)
Q a0,

R (u,p.0.€.dp,) = f(— p/K, = (JI; ', = 1), ) spd =0 (0)

%

(4-14
R, (u,p,H & ,dp‘)> = f(poCé —-J®,—JO, — Jl, — Jl(7 - p0r> 60d2 (C)

+ f DIV (Q)66dQ = 0

QU
R, (up0.&dp)= [ [—j{ﬁ — a2 1 2JJT1JCI)] 5dp,d2 = 0 (d)

Q v

R (up.0.&dp) = [ (= (0.€)(A (up # £ dp)))scan =0 ()

Q

0

Dans les équations précédentes, nous avons introduit la partie isochore de la contrainte qui est
donnée par :
H — Hiso - ijfT

e — Heq + Hneq (4-15)

o =J'oF"

I =J's F'

neq neq

R sont les résidus des équations respectivement d’équilibre, de 1’incompressibilité, de
chaleur, de dérivé de condition d’incompressibilité par rapport a la température et d’évolution
chimique.

4.3. Discrétisation de la forme faible

4.3.1.Principe de linéarisation

Le probleme du couplage thermo-chimio-mécanique nous conduit a résoudre un systeme de
cing équations non-linéaires multi-champs. Pour résoudre ce systeme, nous décrivons ici les
principes de base de linéarisation (voir [Hughes et K. S. Pister, 1978]). On considere une
fonction R dépendant d’un champ a (scalaire, vecteur ou tenseur). La linéarisatiorRdau
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voisinage d’un point & revient a écrire un développement de Taylor de la fonétidordre
1:

R(a, +Aa)=R(a, )+ (D R(a)] +o(Aa) (4-16;

a:ak

ou Daa(R(a))=D(R(a)).Aa et D(R(a))est la dérivée de Gateaux.

Pour calculer le term®a.(R(a))=D(R(a)).Aa, on utilisera la dérivée directioniel
f: X—=YetUC X

D, (f(a)) ~ lim f(a+eb)—f(a) _ Q(f(a . gb)> (4-17

e—0" € Os

‘6:U+

4.3.2.Discrétisation temporelle et linéarisation du probéme couplé

Nous proposons un schéma de type Euler implicite pour résoudre le systéme d’équations (4-

14). En considérant un intervalle de temistf.1] ou tout est connu au tempset ou nous
cherchons a déterminer la solutiont,a;, nous approximons les dérivées temporelles en
utilisant des relations suivantes :

~ F <t72+1> —F (tn)

B At

i oft,..)-0(t) (4-18,
At

5 (t"+1 ) B 6 (tn )

At

£~

Tous les termes des équations bilan sous leurs formes faibles sont pris ath.tenNmus
obtenons donc un systeme non-linéaire qui est résolu par une méthode itérative de Newton-
Raphson.

On introduit un schéma itératif entre les pas de tempsnnu ety inconnu. A 1’itération K,
I’ensemble des inconnues s’écrit ay(t.1) = {ws, 6, &, pr,dper}. A Ditération k=0, on
considérela valeur des champs a linstant tn:a, = ao(t,) = {uo,6,&, po,dpe} . Dans
I’algorithme, nous supposons que 1’état Kay (¢,41) = {w, 0k, &, pr,dper } €St connu, ce qui nous

donne une prédiction pour I’étape k+1.

Dans la suite, nous omettrons de mentionner le témppar défaut pour toutes les variables
et I’indice Kk de I’itération courante afin d’alléger les notations. Le développement de Taylor
de chacune des équations de systeme (4-d&jt au tempdn. 1
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Ru <ak + Aa)

Al 10 (A0, 802, 101 20+
Dy (R @), A+ Dy, (R, a)) B+
D,,, (B, (a)], Aa,

R,(a, +Aa)~ R (a) +D,,(R,(a)] Au+D, (R, (a)] A0+
Dac (R, (@), A6+ Dy, (B, (a)], 29+

A¢

Dy, (Rp (a»‘ak Adp,

B, (a, +0a) = <)\ +D,, (K, (a))], Au+ Dy, (F, (a))], 20+
D, (R, (a)), A&+ D, (R, ()], Ap+ (4-19

Af

D,, . <R6 (a))‘ak Adp,

R, (a, +ba) = R, <a>a

+ D, (deﬁ (a))‘ak Au+D,, (dee (a))‘ak Al +
(a))

At+D,, (deH (a))‘k Ap +
a )‘ Adp,

+ Dy (R (a)), Au+ Dy (B (a)),
D, <R5 a))‘ak AE+D,, (Ré <a>)‘ak Ap+
D D, (Rg (amak Adp,

ol Aa = {Au, A, A¢, Ap, Adpy}

Tout calcul fait, nous obtenons les termes suivants qui concernent le résidu cinéRatique
D,,(R,(a)) = [VAu:(Cr +C): Vsud®

Au

D, (R, (a)) =~ [ ApJF " : Voud®

(4-20;
D,,(R,(a))= [A0C, : Vsud®

D, (R, (a))= [AtC, : Vsud
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D,, (R, (a))=0

Adp,

ot Ci,Ci'sont des tenseursordre 4 donnés par les équations (A-1&} (A-15), Cu,C.

sort des tenseurd’ordre 2 donnés par (A-17)et (A-20). Tous ces tenseurs sont liés au
comportement mécanique et seront donc évalués dans la partie comportement matériau du
code.

Pour les termes qui concernent le résidu en pre&giarous obtenons

Au D

D, (R, (@))=— [ VAUF 1] *6pdS)
Q

D, (R, (a))=— [Ap/K, 6pd2
Q

Af

D, (R (a))= [A0as,*] 277,10} 1) 8pd (4-21]
Qﬂ

D, (R (a))= f Ag ﬁg—gJTlJCQ (207, 1) 6pdQ
QU

D,, (R (a)=0

Adp,

Pour les termes qui concernent le résidu thermi@uenous avons :

D,,(R,(a)) = [60C, : VAudQ
Q

Au

0

Ab

D,,(R,(a)= [0 C,VAOQ+ [V 50 K, V, A0 (4-22
Q Q

0 0

D, (R, (a) = [60 C, Agd®

0

D,, (B, (a)= [ 0J(1:D)s0 Adp,dS
Q

0
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ou Cy, estun tenseur de comportement tangent d’ordre 2, Cyy, Cye sONt des scalaires (tenseur

d’ordre 0). Ces tenseurs sont donnés par les équations suivantes :

8((I)M +o, + ZM) _ a(‘”c)
OF OF

_ ia(poc(‘g — 00)) _
AL OF

(©, +,+1,)F " —J

_0-69C 1 O+ o(J®,, —J®, —Jl, —J,) (4-23)
v At 90 At'° a0

_9-6,0C o(—J®, —J®, —JI, —Ji.)
AL o ¢

Comme pour le résidu cinématique, nous devons prendre en compte des termes qui sont
propres a chaque modéle mécanique choisi. Par exempley sonsidére les termes liés a la
dissipation mécanique, nous avons :

e Pour le modele de Kelvin-Voigt, nous avons :

0P - 0D
¥ 9p D, —1

OF © ¢ OF

o an - on
M — /'711 D . D (4 24;

90 a0 ¢
0y _ 5 .p
(95 85 d d

Le tenseurD, correspond & discrétisation temporelle du taux de déformation Eulérien,
il est donné par la relation suivante :

= 1 1 perpr)? 4-25
Dd:2_At<_FOF '-FF/) (4-25,

Le calcul de la dérivée du taux de déformation Eulérien est donné en (A-8).

e Pour le modéle de Bingham, nous avons :
oe, 0P, OB Lo

— M, e T gpT
OF 0B ~OF 9J
a(I)M _ aq)M . 6]§e 4 a(I)M @ + 8(I)M 60103 + 8q)M % (4'26:

90 0B, 90  9n 99 9C, 99  Ix 90
o®, 0P, 0B N 0%, on N o®, 0C,, N 0%, dx

M M .

o6 OB 0¢  on 0¢ 0C, 0¢ | ox O¢
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Les dérivées du tenseur de déformation élastique de Cauchy-Green gauche sont
calculées @artir du schéma d’intégration de la loi d’écoulement mécanique et seront
données dans la suite du document. Les autres dérivées ne posent pas de difficultés

particuliéres. Elles sont données dans 1’annexe.

e Pour le modéle de Bingham-Maxwell, nous avons :
0P 0P, 9'B 0%, BT o, O°B,

Mo Mo, e .
OF 9B~ OF  0J &°B, ~ OF
aq)M — aq)M . 61]§e + 8(DM 8770? + a(I)M aC’l()e,l 4 a(I)M a_X
00  9'B, 90 on, 00 OC,, OO ox 00
oo, on, 0P, OB, (4-27,

on, 00 9B~ 00

0P o®, 90'B, 0@, on, N o, 0C, +aq>M Ix

M — _M . e M
0& o'B, 0§ on, 0§ 0C, 0 ox o0&
0%, 0, 9%, O’B,
on, 0§ 9B, 0¢
Comme le modele précédent, les dérivées des tenseurs de déformation élastique de
CauchyGreen gauche sont calculées a partir du schéma d’intégration des deux lois

d’écoulement de ce modéle.

Les autres termes qui interviennent dans 1’opérateur tangent lié au résidu thermique sont
donnéslans I’annexe (variation de la chaleur latente, variation de capacité calorifique).

Les termes de 1’opérateur tangent pour le résidu Ry, sont donnés par :

D, (R, (a))= [(2007,%].%)8dp, B : VAUO

2

D, (R, (a))=0
Dy, (R, (@)= [20°7;%7; (1= 817, "7;") édp, A0
Q

Ab

(4-28;

0

DAde (deﬁ (a)) = —IKL&Z])& Adp, dQ

Q v

dp,

D (R, (a)= [a 5‘3—§JT2JCQ (147,71 6dp, AE dS2
QO
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Et enfin, ks termes de I’opérateur tangent pour le résidu chimique R. sont donnés par :

D,, (R (a) = [e€C,, : VAuQ

Au
Q

0

DAP (Rf (a>) - f6€ Cip Apd()

0

D, (R (a) = [scC, A0d0 (4-29

D, (R, (a) = [ 56080

D,, (R.(a))=0

Adp, ¢

avec Cg, un tenseur d’ordre 2 qui est donné dans I’annexe (A-44),C;,,Cs,Cssont des
scalaires qui sont donnés dans les annexes (A-47), (A-48), (A-49).

4.3.3. Discrétisation spatiale par la méthode des élémenfinis

Nous adoptons un schéma éléments finis classique. Le dofa@se discrétisé en éléments
géométriques finig); tels que

nel . . . . . (4'30:

Z-L:JlQoz' =Q, et  QINQL & =)
Nous choisissons des fonctionBinterpolations quadratiques pour le déplacement, la
température et le degré de réticulation. Afin d’assurer la stabilit¢ du probleme, nous
choisissons des interpolations linéaires pour la pression et la dérivée de la pression par rapport
ala température. En effet, dans le probléeme (4-14), les équations (b) et (d) liées a la faible
compressibilité du probléme sont des contraintes.

Dans la suite, sans perdre en généralité, nous considérons un élément quadrangle 2D en
déformation plane. De maniére classique, nous proposons les interpolations définies sur
1’élément suivantes :

9
i, =3 NU; =N ]{U}

9
o => No = [Ne|{or
h — i1 [ 9]{ } (4_31:

L= =i}
P, = Zi:wfpf =& {r}

A3
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3
dp,; = Zl:s@f dp,; = [(I)Zpﬁ}{dpee}

ou lesN; ety; ¢ =1...9; j =1...3) sont les fonctiond’interpolation de chaque champ.

Les matrices utilisées dans les notations précédentes sont définies comme suit :

[N"’]le 0 - N, 0
4710 N, - 0 N,

(4-32,
Nl =)= N

LA e N

P

Les vecteurs{U"},{0"},{¢ }.{p°} {dps° } correspondent aux degrés de libertés de chaque
champ :

Uelx

v, 0 3 Py dp,, \
O I R O Y O Y I 3 O R e M

Uy, 0y & P, dp,,

Uegy

En considérant des éléments iso-paramétriques, nous utilisons les mémes interpolations pour

les champs virtuels.
Le gradient de la déformatidnest interpolé&ur 1’élément de la maniere suivante :

SR ANy =
Avec
ON, ON,
0 0
oz oz
ON, N, 1
0 e 0
[Be]: 0y oy : {[}: 1 (4-35
ON, ON, 0
0 0
dy oy 0
0 ON, B ON,
oz oz

Le probléme (4-14) discrétisé peut se mettre sous la forme suivante :
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KAd=T (4-36,

nel nel nel nel
ou K = A K, Ad = A Adr=Ar ,AI:Iest I’opérateur d’assemblage,

avec .
K, K. K, K, R (AU |
K, K K, K, R Ap*
K=K, 0 K, K, K, r =1 R Ad° =1 Ab° (4-37
K, 0 K, K, K, R, Adp,
K, K. K, 0 K, R NG

Les composantes de la matrice tangente élémentaire sont données par :

kg = f1o] [ + ¢l
L,

K = Qf B] {7} (N }ao,
K, = 5[ B] {c, Hw:laa

K = 5[ 3] {c, Hn:}ae,
K;’u:—}{N;}T [F 700,25 |B]

O,
Kt = f 1/K, (N} {Ne}de,

K, f ol ;27 (200,00 )N Vg,

(4-38;

K= f Agﬂa—?] Y (2000, 1) sp{ve ) Ve,
K = f v e, ) [Blae
f v} e, {v:lao,
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f (N} c,, (v Jao,
zzJ{Né} Cef{Né
&, = [{v: ) {c,.)iB

)
.
:
{

Zﬂ e

e [
dp,t dp,
QOn

Jiv,

Q,

N
C, AN

dp,

(N
K. (V)
K= f (N} e ) Blae,
K = Qf NV e, (N dao,
K= f (v e, v }ae,

f{ i} e {wijan

Les résidus élémentaires sont donnés par :

E; f e —p e han - [N} {0 - [ VR, s,

Qﬂ e

R f (~p, /K, —(J7;" 0 1),

eT
= [|pC A (6, -0, J(@M—(I)C—ZM—ZC)—,OOT {V;} e, +
2

f[B;] K,V 0,d2+ [ {N

QOQ

Q()e

Jao,
Q.
do

TN } dQ,

Q
7, = [ (b, /5, a2, (=200 o, ¥

(4-39
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4.4. Intégration locale de la loi complémentaire mécanique

La loi complémentaire mécanique peut se mettre sous la forme générale suivante :

(4-40;

B = G(B,L0,&)=HB, L0&+IB 0L

avec’H un opérateur tensoriel élastiqde,un opérateur tensoriel anélastique. Le premier ne
dépend pas du modele considéré et s’écrit :

H(B.L0.6)=LB +BI - %(1 :D)B, (441
et le second prend les formes suivantes en fonction du modele :
e pour le modele de Bingham
_ o .0, o _ 42
Z(B.6,6)=—2 (o, 0:8) 0., B, (4-42

n(0.¢) o

e pour le modele de Bingham-Maxwell (pour ce modéle, nous avons deux branches

correspondantes a deux lois d’écoulement, la premiére est identique a 1’équation (4-
44)):

neq

_ 9 _ 43
Z, <2B6’9’5> = —moquQBe (4-43)

Ce type de loi d’écoulement peut étre intégré localement en chaque point de Gauss a 1’aide

d’un schéma de relaxation radial qui utilise la décomposition en partie élastique et partie
anélastique. Ce schéma s’inspire des algorithmes de retour radial développés initialement

pour la plasticité. Le détail de ce schéma peut se trouver dans [Lejeunes et al., 2009s Lejeune
et al., 2011]. Nous en présentons brievement dans la suite les étapes principales.

L’intervalle de temps courart,[t+1] est découpé en sous intervallgst].1] de tailleh. On
considere que les variables d’état sont connues a I’instant t, et que 1’évolution du gradient de
la transformation danBintervalle est linéaire commeans 1’équation (4-18). Dans chaque
sous intervalle, hlgorithme d’intégration est réalisé en deux étapes :
e la premiere étape consiste a faire une prediction élastique (cela revient a considérer
queZ = 0). On suppose que la déformation anélastique est égale a celle du temps
précédent, on a:

V+1Fr; 1 (4'44:
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e la seconde étape consiste a faire une correction en considérant un nouveau systeme
différentiel qui est équivalent au systéme a résoudre et pour lequel la partie élastique
est fixée a zéro et la condition initiale est modifiée. On a:

B = Z(B_0.¢)
P’e\l - E: (tz>

veli (4-45,

o

On suppose ensuite que le tenseur de déformation élastique de Cauchy-Green gauche
peut s’écrire sous la forme suivante :
B, (t)=b(t)N+s(t)1
N:N=1; N:1=0; N:N=0; N:1=0
=

(4-46
_ 1_
b(t)=B :N; s(t)==B :1
= 0-15
La direction d’écoulement N est choisie comme suit :
—. .
No e T B3, (447,

. —
B +1Z"(B.B,, |

Le systeme tensoriel différentiel se transforme en un systeme de deux équations
différentielles scalaired.a solution de ce dernier systéme est obtenue a 1’aide d’un
schéma d’Euler implicite et d’une méthode itérative de Newton.

La détermination des sous pas de temps est automatisée de maniére heuristique.

Pour déterminer la matrice tangente, nous devons évaluer les dérivées de la déformation
élastique de Cauchy-Green gauche par rapport a la déformation, la température, et le degré de
réticulation. Ces dérivées sont obtenues par dérivation directe du schéma d’intégration. Nous

avons ainsi :

-1
88_];3; — 1= At oz (Bf’kg]’-_))BkH ,0 ,f) 8]§: LA oL (Bek+1 ’B‘k+1 0 ’5) 2 JB-T
k+1 ¢ ‘L’:«H
-1
Bl 8I(B”’“’_Bk“ '9'5) N 8I(Bffk+l Bpa ’5) (4-48,
69 k+1 aBe 09
-1
8]_36 i As oL (Bek+1 ’B\kﬂ 0 ,f) LA oz (Bek+1 ’B‘k+1 0 ’6)
8€ k+1 N 8B€ . 85
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4.5. Implémentation numerique

4.5.1.Condensation statique

Les champs de pression et de dérivée de la pression par rapport a la température sont
discontinus entre deux éléments. Nous pouvons donc effectuer une condensation statique pour
ces inconnues au niveau élémentaire. Par cette opération, nous éliminons les degrés de libertés
des champs concernés du systéme global. On considere les relations élémentaires

correspondant aux contraintes liées a la faible compressibilité :
K AU +K Ap"+K A0+ K AL =—R (4-49)
K;p AU+ K;WAH(’ + K;p{)dp()Adpe" + K;pange = _R;pﬂ

pU

On tire de ces relations les incréments de pression et de dérivée de pression par rapport a la
température :

e __ e —1 e e e e e e e
Ap =K' (—Rp ~K' AU — K, A0" — K* A€ ) (4-50,
Adp, =K~ (—R;’pﬂ ~ K AU —K, A0 —K, 5Age)

Le systeme final s’écrit sous la forme :
KAd =7 (4-51,

nel nel nel

avecf(:Af(‘f, A(JZAA&C, F=A 7 et:

K, K, K., AU R+ K 'R
e ~L;u e e Je e ~e e : e " -1 pe (4'52‘
K = Keu K% K9§ Ad = A9 r = R6 +deodp0 deo /
e e e e e e —1pe
Kfu Kff) Kﬁf Af R& + Kpp 14
Les termes de la matrice élémentaire conde&é@mnt donnés par :
e e e e —1lpre e e e e —1gre
Kuu - Kuu - Kuprp Kp u K% - K9§ Kﬁdpg deedpa deﬁf
e e e e —lyre e e e e —lyre
Ku€ - Ku() Kuprp Kp(} Kﬁu - Kf u Kﬁprp Kp u
(4-53

e e pre e —lgre e e gre e —lygre
KU& - KU& KUPKPP Kpi K€€ o K£9 Kiprp Kpf)
e e e e ~1gre e e e e —1gre
Kﬁu - Kﬁu Kﬁdpﬁ degdpg degu K££ o K£§ Kiprp Kp€

K;H — K{; _ KE’ Ke —1K€

Odp,™ " dp,dp, dp,t
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4.5.2. Implémentation logicielle

L’implémentation est réalisée dans le code orienté objet FEMJava. Ce code est écrit en
langage Java. Ce code est structuré de maniere générique afin d’intégrer naturellement les
problemes a physiques et champs multiples. De méme, il intégre naturellement des concepts
pour le calcul paralléle. On pourra se référer a [D. Eyheramendy, 2004; D. Eyheramendy et
Guibert, 2004; D. Eyheramendy, 2003; D. Eyheramendy, 2007; Dominique Eyheramendy,
2011].

La structure du code permet de séparer de maniére stricte : la définition géométrique du
domaine, les données du maillage, la formulation du probléme global et élémentaire, la
formulation du matériau (loi de comportement), les algorithmes de résoluticauglebles

outils d’algebre linéaire de base (résolutionde systéme linéaire, ...).

La nouvelle formulation que nous avons proposée dans ce manuscrit est une formulation
multi-physique a cinqg champs inconnus tel que décrit dans la Figure 4-1. Nous ne détaillons
pas dans ce document I’introduction de cette nouvelle formulation. Le lecteur intéressé pourra

se référer a [D. Eyheramendy et Oudin-Dardun, 2007; D. Eyheramendy, 2005] pour le schéma
de description locale/globale de la formulation éléments finis.

Type d’élément Q9P3

y Dimension 2D
Type géométrique 9 nceuds
Interpolation des déplacemerCs | Quadratique
Interpolation de la températur> | Quadratique
X
U

Interpolation du degré de o Quadratique
réticulation
Interpolation de la pression m | Linéaire
Interpolation de la dérivée de la| Linéaire
pression par rapport a la u
3 température

Figure 4-1: Description d’élément thermo-chimio-mécanique Q9P3

Le modéle orienté objet du comportement matériau est présenté dans le diagramme UML de
la Figure 4-2. Nous proposons une structure hiérarchique basée sur la super-classe abstraite
Material pour décrire les matériaux thermo-mécanique et thermo-chimio-mécaniaide.
principale est alors que chaque matériau est construit a pauiir adsemblage de
comportements élémentaires différents (attribut behavior de la classe Material). Nous avons
donc construit des sous-classes de Material pour décrire le comportement mécanique, comme
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par exemple comportement visco-élastique de type Kelvin-Voigt (classe KelvinVoigt)
comportement visco-plastique de type Bingham (classe Bimgha.La classe Material et

ses sous-classes ont pour comportement premier la gestion complete des propriétés matériaux
(classe MaterialProperty). Les sous-classes de MaterialProperty gerent les variations des
propriétés matériaux par rapport aux inconnues. Ces classes géerent ensuite la définition des
variables internes aux points de Gauss. Enfin, la gestion du comportement tangent est réalisée
dans ces classes (méthamenputeConstitutiveMatrix()). Dans les classes de comportement

plus spécifiques, classe Thermo-Mechanical et ses sous-classes, nous trouverons la gestion de
variables propres a ces formulationschaleurs latentes, retrait chimique,... Ces
comportements sont implémentés dans des classes spécifiques: classes LatentHeat,
Dissipation, Kinetics,...Ce schéma d’implémentation généralise un assemblage en parall¢le
d’éléments mécaniques (partageant le méme incrément de déformation) et en série des
différentes physiques (décomposition de la déformation en partie thermique, chimique et
mécanique).
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MaterialProperty

#value: double
tcoefficients
tfirstVariations

+Material(behavior)
+computeValuesAtGp
+getValue()
+getFirstVariation(...)

)

ModuIéProperty

tvalue: double

ViscosityP'roperty

tvalue: double

PlasticityProperty

HeatCapacityProperty

Hvalue: double

# value: double

Material

# properties: MaterialProperty[]
# behavior: Behavior|]

# kinematics: Kinematics

+ Material(behavior)

+ initialize(gaussPoint)

+ addInternal Variable AtGP(...)

+ updatelnternalParameters(...)

+ computeConstitutiveMatrix(...)
+ getProperty(...)

+ getPropertyVariation(...)

+ integrate

+ addProperty

+ addBehavior

+ setKinematic

(I

Kelvinvoigt

+Kelvinvoigt()

Bingham

ThermoMechanical

+Bingham()

LatentHeat

# LatentHeatTerms

+Kinetics()
+getValue

+getVariation
+computeVariation
+addHeatTerm

Dissipation

- DissipationTerms
- DissipationVariations

+ getValue

+ Dissipation()

+ getVariation

+ addDissipationTermVariation
+ addDissipationTerm

+ getDissipationTerm

Kinetics

# KineticTerms

+ Kinetics()
+ getValue

+ getVariation

+ addKineticTermsVariation
+ addKineticTerms

+ getKineticTerms

# dissipation: Dissipation
# latentHeat: LatentHeat

+ThermoMechanical(Behavior)
+initialize(gaussPoints)
+updatelnternalParameters(...)

<>+ piolaStressTemperatureVariation(...)

+computeConstitutiveMatrix(...)

———<j+ computeFiniteStrainState

!

ThermoChemoMechanical

# kinetics: Kinetics

+ ThermoChemoMechanical(Behavior)
+ initialize(gaussPoints[])

<> + updateInternalParameters(...)

# chemicalShrinkage(...)

# chemicalShrinkageFisrtVariation(...)

# chemicalShrinkageSecondVariation
+ piolaStressChemoVariation

+ computeConstitutiveMatrix(...)

+ computeFiniteStrainState

vy 4

ThermoChemoKelvinvoigt

ThermoChemoBingham

+ThermoChemoKelvinvoigt()

+ThermoChemoBingham()

Figure 4-2 Diagramme UML décrivant le matériau
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Material Behavior

# properties: MaterialProperty[] < % material Material

# behavior: Behavior(] # integrator: Integrator

+ setMaterial

+ computeConstitutiveMatrix
+ initialize

+ updatel nternal Parameters

HyperelasticComp Viscoplastic NortonViscosity
+initialize(gaussPoint) +ViscoPlastic() +initialize(GaussPoint)
+updatelnternalParameters +inelasticRate(...) +updatelnternalParameters
+computeConstitutiveMatrix +initialize(GaussPoint) +computeConstitutiveMatrix

+updatelnternalParameters
+computeConstitutiveMatrix
+integrate

Figure 4-3: Diagramme UML décrivant le comportement

Integrator

rar— Integrable « interface »
egrate(...) + computeConstitutiveMatrix

+ initialize ) A

EulerElasticintegrable« interface »

EulerElasticScalar + inelasticRate :Tensor
+ behavior: EulerElasticintegrable + inelasticRate :MathVector

+ EulerElasticScalar()
+ Integrate(...)

+ Initialize(gaussPoint)
+ local newton(...)

Figure 4-4: Diagramme UMLdécrivant I’intégration de loi d’écoulement mécanique

A I’objet matériau est associé¢ un comportement (voir figure 4.3 classe Behavior). Les calculs
propres au comportement sont réalisés dans les sous-classes de Behavior, connaissant le
matériau, en utilisant des intégrateurs spécifiques (attributs material et integrator). Les
intégrateurs, classes Integrator et soussedagrent les calculs d’intégration locaux des lois

de comportement, indépendamment de celles-ci. Le lien entre intégrateur et loi de
comportement est défini grace a l’interface Integrable et ses sous-interfaces qui permet
d’autoriser ou non I’utilisation d’un type d’intégrateur pour le comportement (voir Figure 4.3

interface Integrable).
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4.6. Applications numériques

350000
300000 /
U(Zf) = U, sin (27Tﬁ) 250000 /
—_— — — — —— —— — 200000 /
150000 l/
i 100000 /
I s rrrrrrarsrarrrryrysryss /N Y
05 10 15 35 Lompsls)

Figure 4-5 : Gométrie de I’éprouvette et chargements thermique et mécanique

Dans les tests numériques présentés dans la suite, nous considérons le domaine rectangulaire
de rapport 1/10 présenté Figure 4-5. Il est encastré a sa base ; un déplacement dépendant dt
temps (fonction sinusoidale) est imposé sur sa surface supérieure. De plus, le matériau est
chauffé a ceeur par rayonnement durant 1 seconde.

Dans cette partie, nous présentons deux types de test :
e tests réalisés en imposant aucun échange de chaleur auwxahardiextérieur (flux
normal de chaleur nul sur le bord du domaine).
e tests réalisés en imposant une température constante sur les bords libres (surface
latérales du domaine) et aucun échange de chaleur sur les bords supérieur et inférieur
(flux normal de chaleur nul)

Nous avons choisissons un maillage de 30*3 éléments. Le pas de temps des calculs est
At = 0.002.

Pour tous ces tests, nous utilisons le modele de comportement basé sur Bingham présenté
dans le chapitre précédent. Les parametres matériau sont ceux utilisés dans les exemples du
chapitre précédent.

4.6.1.Flux normal de chaleur nul aux bords

Nous avons réalisé ces tests a différentes amplitudes de déformations (5%, 30%, 50% et
100%) a une fréquende=2 Hz. La température initiale et le degré de réticulation initial sont

Oinitiar = 293°K; Einitir = 0.2.

Dans la Figure 4-6, nous observons les évolutions de la température et du degré de
réticulation au centre de 1’éprouvette. La température augmente fortement durant la phase de
chargement thermique jusqu’a atteindre la température d’activation de réaction chimique. On

peut noter que pour une forte amplitude de déformation mécanique, la température continue
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d’augmenter faiblement a cause de I’auto-échauffement. Dans le méme temps, le degré de
réticulation augmentéortement dés que la température d’activation est atteinte. On constate

que plus I’amplitude de déformation est grande, moins la vitesse de réticulation est grande. Ce

constat met donc en évidence le couplage entre mécanique et chimie. Dans cette phase, |
contribution déviatorique mécanique joue un role défavorable dans I’évolution chimique. Cet

effet peut éventuellement étre compensé par I’augmentation de la température due a I’auto-
échauffement qui joue lui un réle favorable.

380 T T T T T T ==
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Figure 4-6. Evolution de la température et du degré de réticulation au centre de la piéce

La Figure 4-Présente 1’évolution de la réponse mécanique au cours du nombre de cycle pour

des amplitudes de déformation de 30%, 50% et 100%. Comme attendu, nous constatons une
rigidification et une augmentation de la dissipation en fonction du nombre de cycle. On peut
¢galement observer que le comportement a faible degré de réticulation se rapproche d’un
comportement plastique. Le seuil de plasticité augmentant avec le degré de réticulation, le
comportementlevient plus viscoélastique avec 1’augmentation du degré de réticulation. Le
comportement n’est pas encore stabilisé au bout de 20 secondes.
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Figure 4-7: Hystérésis du modele a différents amplitudes de déformation

Dans la Figure 4-8, nous observons la distribution de la température a t=20s. Hormis les effets
de bord, la température est homogéne dans 1’éprouvette. La Figure 4-9 présente la distribution

du degré de réticulation qui est corrélée avec celle de la température. La Figure 4-10 montre la
contrainte de cisaillement, qui correspond bien a ce qui était attendu pour un test de
cisaillement.
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4.6.2. Température imposée et flux normal nuls

Sur les parties gauche et droite de I’éprouvette, nous Imposons une température constaiee
293°K . Les valeurs de la température initiale et du degré de réticulation sont respectivement

Oitia = 293°K;  Einiia = 0.2.

Dans la Figure 4-1hous montrons 1’évolution de la température et du degré de réticulation a
différentes amplitudes de déformations. Ces résultats sont similaires aux précédents, a savoir
que la mécanique joue un role défavorable sur I’évolution chimique durant les 12 premicres
secondes.

La Figure 4-1%résente les courbes d’hystérésis mécanique au cours du nombre de cycle.

Les Figure 4-13, Figure 4-14 et Figure 4-15 présentent respectivement les distributions de la
température, du degré de réticulation et de la contrainte de cisaillement. Nous observons sur
les bords droit et gauche un fort gradient thermique et un fort gradient du degré de
réticulation. On observe sur les bords droit et gauche des oscillations localisées qui font
penser a un phénoméne de verrouillage. Cela nécessiterait une étude numérique plus
approfondie. Néanmoins, le phénoméne se limite aux bords du domaine et n’est pas propagé

dans le restant du domaine.
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4.7. Conclusions

Nous avons proposé une nouvelle formulation variationnelle multi-champs en configuration
mixte. Un schéma de type Euler implicite pour la discrétisation en temps est adopté pour
intégrer les équations différentielles non-linéaire de la thermique et de la chasidoi&
d’évolution mécanique sont intégrées localement par le méme type de schéma mais avec une
incrémentation locale en temps. Nous adoptons une approximation éléments finis quadratique
pour les champs de déplacement, de température et du degré de réticulation, et une
approximation linéaire discontinue entre éléments pour les champs liés a la contrainte de
faible compressibilité (pression et dérivée de la pression par rapport a la température). Cela
nouspermet d’effectuer une condensation statique au niveau élémentaire pour ces inconnues.

Nous avons aussi proposé un concept orienté objet original pour les comportements thermo-
chimio-mécanique. Ce concept nous permet d’envisager I’intégration de modéles de
comportement mécanique plus complexe. Cette formulation est implémentée en langage Java
dans le code FEMJava.

Une application numérique illustre le potentiel de cet outil de simulation. Nous avons
reproduit de maniére qualitative un phénoméne de post-cuisson thermiquement activé suite a
un chargement thermique suivi de 1’auto-échauffement sous sollicitations mécanique. Cela
constituait 1’objectif premier de ce travail. Ce sont la des résultats numériques préliminaires.
Une validation plus approfondie du modéle numérique doit cependant étre menée.
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Dans ce travail, nous avomsut d’abord réalisé un état de I’art sur les couplages thermo-
mécanique, thermo-chimique et thermo-chimio-mécanique dans les élastomeéres ou
polymeéres. Cet état de 1’art constitue la source principale d’inspiration de la modélisation
thermo-chimio-mécanique que nous proposons. En particulier, nous tirons de cette littérature
les principales hypothéses liées aux couplages.

A partir de cette analyse, nhous avons proposeé trois nhouveaux modeles de comportement pour
les élastomeéres chargés et dissipatifs intégrant un couplage thermo-chimio-mécanique en
grandes transformationk’objectif principal de ces modéles était de prendre en compte une
évolution du degré de réticulation (paesticulation) due a I’auto-échauffement au cours de
sollicitations mécaniques. Ainsi, les modeéles développés sont capables de traduire un
phénoméne de rigification li¢ a 1’évolution du degré de réticulation et un phénoméne
d’adoucissement di a I’auto-échauffement. Ces modéles integrent également une influence de

la mécanique sur la chimie essentiellement a travers la pression hydrostatique. lls se
distinguent par leurs comportements mécaniques (la partie déviatorique) et par le nombre de

paramétres a identifier.

Ces modeles ont été développés a partir d’un cadre thermodynamique général. En se basant

sur la thermodynamique des processus irréversibles et sur le cadre des matériaux standards
généralisés, nous avons introduit des variables internes chimique et mécaniques qui nous
permettent de décrire les phénomenes irréversibles liés a la chimie et a la mécanique. La
variable interne chimique correspond au degré de réticulation. Le gradient de la déformation
est décomposé en une partie mécanique, une partie thermique et une partie chimique. Les
parties chimigue et thermique correspondent respectivement au retrait chimique et a la
dilation thermique. De maniére classique, la contrainte de faible compressibilité nous conduit
a décomposer la partie mécanique en une partie isochore et une partie volumique. Il faut noter
gue la compressibilité ne porte que sur la partie volumigue mécanique. Ceci nous contraint a
introduire un module de compressibilité, un coefficient de retrait et un coefficient de dilation
qui ont chacun un sens physique clair, puisque associés a chaque phyaigpehése d’un
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comportement isotrope est prise, ce qui nous conduit & la définitiore énergie libre
composé de partie thermique, chimique et mécanique en fonction des invariants, du degré de
réticulation et de la température. De méme, la dissipation se compose de parties thermique,
chimique et mécanique qui sont supposées indépendamment positives. Au final, nous
obtenons les lois complémentaires et les lois de comportement. L’évolution chimique est
modélisée par une approche simplifiée phénoménologique, mono réactionnel, sans diffusion
d’espéces. Les équations bilan sont écrites dans la configuration Eulérienne et sont fortement
couplées. La dépendance des paramétres matériau au degré de réticulation et a la température
nous impose de prendre en compte les termes de chaleur latente dans le bilan tHeranique.
point de vue mécanique, nous avons considéré trois types de comportement mécanique
viscoélastiques ou viscoplastiques : Kelvin-Voigt, Bingham et Bingham-Maxwell. Le modéle
basé sur KelvirWoigt, choisi a 1’origine pour sa simplicité (pas de variable interne), permet

de décrire le @mportement viscoélastique a 1’état réticulé mais il est inapte a décrire le
comportement a 1’état faiblement réticulé. Le modele bas¢ sur Bingham peut permettre de

décrire le comportement a cet état car il s’agit d’un modéle viscoplastique. Enfin, le modéle

basé sur Bingham-Maxwell doit permettre de décrire une plus large gamme de comportement
car il associe un comportement viscoplastique et un comportement viscoélastique. Le cadre
développé peut s’appliquer a d’autres matériaux comme les polyméres, les bétons (en petites
déformations).

D’un point de vue numérique, nous avons développé un modeéle éléments finis basé sur une
formulation variationnelle multi-champs en configuration mixte. Les équations différentielles
non-linéaires de la thermique et de la chimie sont intégrées en adoptant un schéma de type
Euler implicite pour la discrétisation en temps. Les lois d’évolution mécanique sont intégrées
localement (au point de Gauss) par le méme type de schéma mais avec une incrémentation
locale en temps. Les inconnues qui nous permettent de tenir compte de la faible
compressibilité étant approximées de maniére discontinue entre éléments sont condensées
statiguement au niveau élémentaire. Nous avons développé un concept orienté objet original
pour les comportements thermo-chimio-mécaniques. Cette formulation est implémentée dans
un code en langage Java (FEMJava). Deux exemples numériques illustrent le potentiel de cet
outil de simulation. Au travers de ces exemples, nous avons montré que les objectifs initiaux
ont été atteints : nous pouvons reproduire de maniere qualitative un phénomene de post-
cuisson thermiquement activé suite a de 1’auto-échauffement sous des sollicitations
meécaniques. Nous sentons bien, a ce stade des développements, le fort potentiel de cet outil
de simulation.

Il est clair que les modéles présentés dans ce travail souffrent d’un manque de données
expérimentales, d’une part, pour nous guider dans le choix des fonctions d’évolution des
parametres matériau et d’autre part pour I’identification de ces parametres. Dans ce travail
prospectif, nous nous sommes basés sur les quelques résultats qui sont disponibles dans la
littérature afin de choisir lesogplages a prendre en compte. Il faut cependant noter qu’une
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campagne expérimentale dédiée a I’identification de nos mode¢les serait d’une part, longue, et
d’autre part, nécessiterait des compétences a la fois de mécaniciens et de chimistes. Enfin,
concernat les aspects numériques, nous devons poursuivre la validation de 1’approche en
mettant en place une campagne de tests numériques nous permettant d’évaluer les propriétés
de convergence et de stabilité du schéma numérique.

Les perspectives offertes par ce travail sont multiples. Nous pouvons enrichir le modéle
chimique en utilisant une approche mécanistique ce qui nous permettrait, par exemple, de
tenir compte de phénoméne de dégradation chimique. Nous pouvons également étendre
I’approche pour I’appliquer a des problématiques de mise en forme de pieces technologiques
moulées, au vieillissement chimique, thermique ou mécanique, et au probléme de recyclage
des pieces élastomériques (dé-vulcanisation).
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ANNEXE

/AN Calcul des tenseurs d’élasticité

Calcul OF ' /OF :

882‘1 =—F 'OF ' (A-1)

Ou @ est un produit de tenseur d’ordre 4 qui est défini par (ADB),, = 4, B,
F—T
Calcul 0 :

8(91;‘T — _F7T®F7T (A'Z)

OuU @ est un produit de tenseur d’ordre 4 qui est défini par (A@B) = A B

ijhl il kj

T
Calc Iai, oF
OF
F 1, 7% -1,
CLR AL A (Y Y
OF OF OF 3
(A-3)
=T T B A )
B _jr% w7 _jiher-lrrart
OF OF OF 3
Calcula—B:
OF
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166 ANNEXE A Calcul des tenseurs d’élasticité

o8 a(J’%FFT)

OF  OF
o8, 0EE) . ) A
IR W _ZJNF FR 47788 BT 4+J 7668 F
8Fkl (9FM 3 im~ my ik~ ml™ mj gk~ ml™ im
2 - _ A A
= _g‘] ABiijzT +J /571«F1]T +J /6ij7:z
B ) A-5
%:M[—%B@FTH@FHF@] (A-5)
Calcula—L :
OF
-l -1 -1
aLz; _aF’Lmij _ 1 8(Fim_F0im>FnU' :i 5 F71 +(F —F ) mj
ik~ ml™ myj im 0im
OF, OF, At OF, At ¢ OF,
1[0 OF | 1, -, -
:E 6ikFlj +(F¢m_F0im)a—FkZ :A_t(éikFlj _(Fim_:FOim)ka:Flj )
(A-6)
= 1 SF'-F F'F'+F F'F')= 1 SF'-§ F'+F F'F!
_A_t( kG Cimsomk + 0im™ mk ™ lj >_A_t( Ly ikl + 0im™ mk ™ lj >
1 e
:A_t:FOim m;, lj '
@ZL(FOF*)GJF-1
OF At
T
Calcul oL :
aLIi;_aLji_ 1 el 1 FIF TR’
aF _aF _E 0gjm™ mk™li _E il km = 0my
Kl i
(A-7)
OL"
—:iF*T@)(F*TFOT)
oF At
oD

Calcul =— :
OF
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oD_1
OF 2At

(A-8)

[(F0 F)OF ' +F ' Q[F, Fl)T]

La relation entre le premier tenseur de contrainte de Piola-Kirchhoff et le tenseur de
contrainte de Kirchhoff est donnée par

11 =J(ceq +0W1)F’T =t F 41 FT

neq

0 _ 0 —
T =2 p”iﬁeq B—- p“i/}eq B'|:P (A-9)
“ ol o1,
opy
=2y ——"'B :P
neq Z a]'le.i e

ou P désignel’opérateur déviatorique (tenseur d’ordre 4) qui est calculé par 1’expression
suivante :

P=1-1101 (A-10)
3
ou lest le tenseur d’unité d’ordre 4.
Calcul C**:
. iso P oT’ -
Czso — 8]:[ — T — TD (FfT ®F7T)+ T @F—T (A 11)
" OF OF OF

oU(® est un produit de tenseur d’ordre 4 avec la définition suivante (A®B),, =4 OB

imkl

Avec

OF  OF  OF (A-12)
ot 9B or, 0B

= oy
OB OF Za’Be OF

= Opy
0|2B—2“
or OB dpb  _p (A-13)
_ — _ =2l L2 B2
OB OB OB OBOB
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8p0ipeq — 6p[]’Lﬁeq 81_1 + apﬂweq aI_Q — ap()weq 1+ ap()weq (]11_]§)
0B ol 0B oI, oB oI oL
o,
—_:1
0B
I _
9% 118
0B
_0° 0’ _ 0 _ _
B O Py O (B21-B1)
OBOB 91,01, o,

OT oy (A-14)
8i—]—3q = 201()6,2' (6’£>ﬂ)
Calcul C*" :
C=pJ(F " oF " —FQF ) (A-15)
Le calcul de)D; /OF est donné par :
20 — Uneq,? — 2(]7]0108,2 2D
o 0.6) m,(0.8)
v ( ) v ( ) (A-16)
o — 2D
aQDa — 2J 10106,2 8 B@ _2ED ®F7T
OF 1 (0.¢) | OF ‘
CalculC ,:
= 0Ty Oy |por (A-17)
! 00 00
ou le termedT., /00 est calculé facilement par 1’équation suivante :
or,, _ 8,0_0%1 B 6;)_0% ail.p (A-18)
00 01,00 01,00

Tandis que le terméT,,, /00 entraine une détermination de la dérivational_k/(?@ qui est
calculée dans le paragraphe suivant.
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2 i
8Tneq — Z 2 8 'iotbnrzq‘,i 11_3 _|_ 2 8p01/}mzq,i a Bfi . [P (A‘lg)
00 - ol 00 ‘ ol . 00
k+1 leyi k1 leyi Bl
CalculC
= Oy | O | (A-20)
| o6 73
avec
81_611 _ 8[)_0¢eq E . a@]weq ]_3—1] . [P (A'Zl)
¢ oIo¢ LAt
Et
8‘rneq — z 2 62€O¢neq,i i]§ + 2 8p0ibneq,i 8 ZBE . [P (A'22)
¢ ~|""oT ¢ e Y
k+1 leyi kel leyi Eal
CalculC,, :
1 9(p,C(0-0,)) 0@, 42 +1,) O() (A-23)
=— (@ 4D +1)F"—J : -
Ou At aF ( M + C + M) 8F 8F

Calcul des termes de (A-23):
1 9(pC0-9))
At OF

La dérivation de ces dissipations par rapmargradient de déformation est donnée comme
suit:

(A-24)

=—0020"K, J,*J ;] (37,1 —1)JF "

00, (0,¢) _
OF (A-25)
00, (B,,7,0.§) 0, 0B 0®

— M, ¢y 2 M gpT
OF OB~ OF ' aJ

Pour modéle de Bingham :

9, (B,1.0.6) |4(C,7 ") )+ 2
OB, n, n, B (A-26)
90y (B T08) A0 ol 15— 2y ]

o0J n n

up up
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Ou [f] deésigne la fonction de Heaviside tel gfie- 1 pour f > 0 par ailleursf = 0.
Pour le modele de Bingham-Maxwell :

ach ( lﬁe’ 2]§ﬁ,9,§,J) a(pM . 81]_36 od oP . 82]_36

M =T M
= +

OF OB~ OF  9J &°B, = OF

M _
9'B, N, n, I
‘ (A-27)
a(DM _ 40120e,1 1]—3? 2 [f]J—s . 2C1()e,1 <f> 1]—3%7 HJ—Z . 8‘]_30120@2 2]—3? :QE%)
6 J /)71}17 ‘ 177)[) ’ 77 (3 ‘ ’
6®M — 8(]7201206,2 QED
O'B, n, ‘
Les termes de chaleur latente
Jl 8 aTaq aTneq Jd 1 D Z 9 aTn,eq,i iﬁo
v =" " o8 S RS R
(A-28)
p U .
Ji, =02 ¢
900¢
Avec
oT _ oC _
-0 neq,1 :lDo — _el<f> 10e,1 ‘IBDH
80 a 777) 86 e
’ (A-29)
_0 aTneq,? .2]_)() — _0 2(]710106,2 80108.2 2D 2
o9 m, o9 I
Et les variations :
aJl, { o't o't _T]
L — |9 240 L Jdp1QF " |: D+
oF \ osoF ' oeoF T
or (A-30)
a Zo neq,i . ZD{I
ot oT oD - 00 ¢
O—=L+0—=L—Jdp,1|: — —
00 00 OF OF
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oT oT OB

eq eq

000F  000B  OF
oT oT 6"’Be

neq, neq,i

000F  909'B,  OF

o 0 0 _ 0 _
Iy |0 Py, T Ay g ®1+ 90 g p
900B | 9100 AT 60T, 9,00 (A-31)
o’T oC,,,
7.1,(2,1 — 2 e, [P
900'B, Y
or = _
oy 60— ‘DZ} . =D =
i 99 —9 2<f> 8(;’106,1 + 40105,1‘] [f] 80106,1 15D Be . 0 Be o
OF n, 00 n o0 ‘ HIB?H OF
! . ‘ (A-32)
0 40106,1‘] l[f] aC10e,1 1]—3[)H2 F7_p 2J 1Cmez 8Cwe,z ‘2ED 2 F7 4
m, 00 ‘ n, 00 ‘
9 4J71010r3,2 aCvl[)e.,Z 2]_3D . a2]§e
n, 00 ° OF
Pour
oIl, . ag o ) (A-33)
= egaﬁa—gKVJTQJCQ(AlJJTlJCl —1)JF "
Les valeur de la dérivée d#p C/00:
opC _C, 0C, , 9C,
90 T 96 96
ocC
= QKT 2 - 600 — 30,1 + 1200002 ) (A-34)
oC E EY Y Ju-¢g"
C=—pk(f)|4—=0"—5|—=| 67" +|==| 67 t-g
00 ’ R R R n+1

Utilisant 0®,,/0'B. calculé dans (A-26), (A-27) avec
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i I

0Py _ 20 rapimo) 4 2Cue 12 R0l (A-35)
S =2 B i

00, 20,7 i

5 =—f|[B]

Utilisant 0®,,/0'B. calculé dans (A-26), (A-27) avec

0% 2010 1‘]

e u
8(1)
o g ol
0, 20 JA (A-36)
- \rB |
00, 20, J
e
aq)M SJ 20120 2 2D
B, n,(0.¢)
Et
aJi, oT, 0 ' 321', 82Tm .
80M_ 89q+ 36 — Jdp,1|: D+ 6 ﬁ@iJr 692q :D—
[ or = _ ] :
00— . 'D°
90 ‘ (A-37)
o0
o*T

10e,

00° 00 00

0T,y 50, OB
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0 ey ”D" 71
— 2<f> oC 10e 1” BD 1() 1] HI_DH .
06 nvp nvp
80 _ 2 O = pn O
nﬂ 10e 1”1 DH nvp 8100 1‘1 D 8_;(+
7 5D
0 2<f> 80106,1 + 4010 1‘] 10 1”1_DH a” B H
n, 00 1,
2J710106,2 8010 2 H BDH 10 2] HQ_DH
n, 77U
2‘]710106,2 8777, 6010 2 HQ_DH Lo 4J" 1010672 8010 5 QBD ) 82]?)6
nt 00 90 m, 90 © 00
Et
oJl,  (0°pw,,  O'p, Opb,  Opab,
90 [ aeoagl * aeiag E+0 aea?gace * aeaogaé]
T _ ﬁagK I (207,00, 1)

800¢ ¢

p ¥, E " (A-38)
2008 —pk(6) =67 (1-¢)
’p,, E (FE f n
—0C = pk(0) =20 —207|(1—
200£00 WO | (1-¢)
83
9 P _ g, 2699 5 7707 (1-377;'71)
DODEDY o¢
opC _0C,, 90,
o 9c | o€
aC, dg . . A-39
et =B LK 0TI (=3 (A-39)
ac, E (E .
— p 0k (0) = | 2 — 2|1 -
2J®, 1 (6 -¢) (A-40)

o€ T 2w AP

avec
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or = _
) , 6 0 neq,i : zDo
0Jl o'T o'T 00 ¢ (A-41)
Mo 4 neg | ) —
o€ 000& 000& o€
0
ou
aQTneq,i — 801082 8LBD
000& 00 o€
0
8[29 neq,i i Z] B
i o0 -9 4J m aCloe,l 80106,1 1EDH2 . 2<f> 60106_1 15D 77@ i
o€ 771 00 o0& ¢ 772 80 BNOIS
p -1 Up (A'42)
<f 4010€J [f] 80

n n \IB I 35

[f] 801()( 1 H1 D aX + 2J 8010(3,2 a010(3,2 HQBD 2 _

m, 00 o0& n, 00 o€ ¢

2J_1§1()e.2 8010(»,.2 8771, HQED 2 i 4J_1Cl()e,2 aO1(Je,2 :BL . aQBe
n, 00  0¢ ¢ n, 00 ¢ o€
aJlC — 0 82p(l\I[ L 9 a:gp[)qu + a:Sp()l'bvol €k+1 T 5k
1013 000§ At 000£0¢  000£0E At
8p, U dg E n
—0 — K, JJ 2T 2 (20T =1 k(0)—=62(1—
o00c ~ P pe ( )=k (0) 50 (=€) (A-43)
0* E o
I _ pok‘(9>—“972n(1 _ 5) !
000£0¢ R
63’0 me 2 —1lg7-1
aeaosaé =2a(B0g / ag) K] (1=307,"7,")
Le terme(Cgu est calculé comme suit :
dw(£,0) (A-44)

N <‘]‘A£>

A aJ.A5
Céu:é]}‘? _w(€’9>[JA€] OF

OF

ou [e] désigne un opérateur de Heaviside; €st un opérateur de Macaulay.
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JAg —_ ap(]'weq - a’0()'¢neq . apodjc . ap0¢7,(,l . J.AZO
o¢ o€ O¢ o€
0 "
avec JA, =-— /gl;/’@ = pk(0,,)1-¢,)
Orep e oPrey
Opy¥e n
——— =p k(0)1—
e — )¢
8p0¢1/01 — _ﬁ@ Jfl
0& o ¢
Et
6,]«45 82p0 . Z b, OB, N 0JA, T
OF 8§8B 6F 9c9'B,  OF oJ
_ 82p[)¢eq 14+ 0 P(ﬂ/}eq ( 1—B> 5’]§ B 821001#”6[” . 8i]§e
I 0¢ 01,0¢ OF 01,08 OF
dg T
J pJF~
B—= o’
0JA O
_ 3
C&a_"_w[ f&] P '_<J/g>}§_
p p
9@ _
dp
9JA, _ _399 dg e
dp og
0JA o
C, =—w|JA, > <J.A£>%
9w _,,
00
aJAE _ 82p0weq _ Z aZp(Jz/}neq,i . 82100¢C
00 0£00 —~  0£00 0£00
_ anOweq _

0€00

(A-45)

(A-46)

(A-47)

(A-48)
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_ anOwn{iq,i — aOlOe,i aZe,i — aCYI()@.JZ 1 . 61]_36
0£00 o 00 o€ 06
O’ pyib, E
——0C — 5 E(O) =0 (1—
A

0JA
C, =/ —wlrA)| =2 (1) 22
9@ _
o€
0JA 0? - H? 2 2
§ _Z p(]z'b;teq,z . 100;/)0 [ﬁ @] JpJ;Q . 68_,3ij;1
213 ~0¢ ¢ /e o¢
_ an()¢neq,i — _ aCl()e,z‘ 8Tle,z‘ _ aCl()e,z‘ 1: azﬁp
o o5 0 013 13

82/001% _ At
Tl g

(A-49)
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Calcul des variations des
variables internes mecaniques

Pour le modéle de Bingham :

OB
Calcul —=
OF
k+1
-1
8]?)6 1 Ay 8I(Bek+1 ’B\kﬂ ,9,5) 8]§:| LAY oL (Bek+1 ’B\kﬂ 0 ’6) o JFT
OF | OB F dJ
k41 e k+1
Ou
Z|B, ,B .0, —
a ( e‘k+1 ‘lH»l 5) _ 40106J 2 EDB
8J' 77/“[) e €
oz (BGHI,BkH’@’ﬁ) 40, B o o
D - — 2 e
8Be nvp HBFD
2 B’ _ o BP
<f> _(:D [|4+ _lD [P@B()—(BFDB(!)@) _63
o BT ]
Calcul 9B, /OF :
F =F, (Fz'il)k - Fk+1Fk71F
Be =FF" = FA:+1 [1 (Be )k Fl;TFkTJrl

177

(B-1)

(B-2)

(B-3)
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OB’ OF (= (s \ =r= = =15\ =)\ OF
8_F - a_F ®< k 1 (Be )k F, TFA:T+1) + (Fk—HFk 1 (Be )k F T) OF
k+1
OB
Calcul —=
0
k+1
-1
(9]?3)6 1= Ay aI( ek+1’_Bk+1’0'§) N aI(Bek+l’Bk+l ,9,5) (B-4)
00 0B 00
k+1 e
Ou:
O0Z(B,.B.0¢) oj o lgo| 20 _Ox| B & 2(f)on, B o (@)
00 um <00 00 Ef ‘ 21 00 ]_3{{J ’
OB
Calcul —=
k+1
— f— 71 —_— [
381_3e N aI(Bek+l’_Bls'+l’0’§) A aI(BekHa’BkH ’0’5)
5 k+1 e 5 (B-G)
OZ(B, B 0] o o5 @Cu _ Ox| B o 2(f)on, BY o
A S | A

Pour le modéle de Bingham-Maxwell :

De la méme maniere, la dérivation des tenseurs de déformation élastique de Cauchy-Green
gauche par rapport a la déformatienla température) et le degré de réticulatigrdans le

modele de Bingham-Maxwell est donné comme suit :
Le calcul ded'B. /OF :

-1
aIz Z Be‘kﬂ ’B‘k+l '0 ’g) 82_(* |

0B

0T i (chkJrl ’B‘k+l 0 ’5
oJ

0B,
OF

(B-7)

=|1—At QRJF T

k+1

+At
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aIl (1B6A~,+1’B1«+1’9'§) B 4C. J? B
aj 77 e e

_6.'[1 1Bek+1’Bk+1’9’£) - 40 J! [f] 1B

10e,1 c 1B ®1 D+
81Be nvp 1]§D ’ ' '
2 B? _ = 'B”
<f> 1_; [|4+ IED [P®1Be_(1Bf 1Be)® _e -
|8 B ‘B!
)= _
812( B”"“’“’B’““'e’g) _ 401()e,2‘]_2 25D 25
T,[B,., B, 0. :
0 2( et e ) _ 20 1(IP’®21§ + B/ @1)
O’B, n, ‘ ‘
81]§: BF n-1(1 —-TT -1{1p n-T aFT
F o - G_FQ(FA ( B, )k F, Fk+1)+(Fk+1Fk ( e)k k ) IF
82]_3: 8F o-1(21 L-TT T m-1(2n n-T OF"
oF | za—FQ(Fk (*B.) EF.,)+(F.5"(*B.).E") o
Le calcul ded'B. /06 est donné comme suit
-1
67‘]?,6 i A 8Iz' (ZBekJrl’BkJrl’e’f) A 81'[ (lBekJrl ’B\kﬂ 0 ”S) (B-9)
00 0'B 00
k+1 ¢
Ou:
1D D —
_811( Bek+1’Bk+1’0’§) _ Q[f] el 8010&,1 _6_X le 1=
0 m, a0 o6 11‘35” ‘ (B-10)
2<f> anvp 1sz) R
— ip 0 1]§? e
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= _ i
_BIZ( Bek+1’Bk+1’0’§) _ 4(]*1 80108’2 QED QB _%% 2]§D 2]§

Y n, 00 Y

Le calcul ded'B. /0¢ est donné comme suit

-1
8’:]_38 1 A aIi(ZBek+1’Bk+1'9’£) A aIi(ZBekH’BkH ’9’£) (B-11)
o¢ | 'B, ' 0¢
Ou:
1D D —
_azl( BEM,BM,@@):QM T aC,,, oy| 'B’ -
o AN 7
2(fyon  'B? _
2] n, B g (B-12)
771);11 g B(z
20 D _
B 81:2( Bek+1’Bk+1’9’€) _ 47 80105,2 2B B _ 47 1010(»,,2 % :BP 2B

23 n, 0¢ ' NS
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