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Examinateurs : M. Olivier BACHELIER Professeur, Université de Poitiers
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Notations et abréviations

Notations

� : Corps des nombres réeles
� : Corps des nombres complexes
�

m×n : Espace des matrices réelles de dimension m × n

�
m×n
+ : Espace des matrices réelles de dimension m × n à éléments positifs ou nuls

0 : Zéro ou toute matrice nulle de dimension appropriée
I : Matrice identité de dimension appropriée
M−1 : Matrice inverse de la matrice M
M⊤ : Matrice transposée de M
Sym {M} : Expression Hermitienne M + M⊤

M < 0(res ≤ 0) : La matrice M est définie négative (resp. semi-définie négative)
M > 0(res ≥ 0) : La matrice M est définie positive (resp. semi-définie positive)
M ≻ 0(res � 0) : Tous les éléments de la matrice M sont positifs (resp. positifs ou nuls)
M ≺ 0(res � 0) : Tous les éléments de la matrice M sont négatifs (resp. négatifs ou nuls)
diag : La matrice diagonale.
‖M‖2 : Norme 2 de la matrice M introduite par la norme vectorielle euclidienne
‖z‖2 : Norme 2 du signal z qui est définie par ‖z‖2 =

√∑∞
k=0 z⊤(k)z(k).

ker(∆) : nayou du sous-espace engendré par les colonnes de ∆.

Abréviations

LTI : Linéaire Invariant dand le Temps
LMI : Inégalité Matricielle Linéaire
LFR : Représentation Fractionnaire Linéaire (Linear Fractional Representation)
p−périodique : périodique de période p
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Introduction générale

L’automatique est une science qui utilise des méthodes théoriques et des moyens techno-
logiques afin de construire des systèmes automatiques ou automatisés. Plus précisément, cette
discipline traite de la modélisation, de l’analyse et de la commande des systèmes dynamiques.
La modélisation est une phase relativement difficile mais elle constitue un outil de base pour
le travail de l’automaticien. En effet, le modèle mathématique doit être suffisamment fidèle au
comportement du système réel. L’analyse permet d’estimer, à partir du modèle mathématique
élaboré, le niveau de performance demandé. Ainsi, après une phase d’analyse, le problème
consiste en l’élaboration de lois de commande permettant d’assurer certaines performances.
L’automaticien est alors à la recherche de lois de commande de plus en plus performantes.

Une propriété fondamentale que doit vérifier un système bouclé est la stabilité, c’est à dire
que, lorsque le système est légèrement écarté de sa position d’équilibre, il tend à y revenir sans
intervention externe. La stabilité est une propriété primordiale mais bien évidemment non suf-
fisante. Soulignons que, sans stabilité toute autre spécification n’a aucun sens. Dans ce cadre,
différentes méthodes de commande sont apparues permettant ainsi d’assurer certaines perfor-
mances, telles que le rejet de perturbation, la rapidité de la réponse ou encore la réduction de
l’erreur de poursuite.

Les systèmes réels sont, en général, non linéaires mais ils sont souvent linéarisés afin d’uti-
liser les nombreux résultats existants dans le cadre des systèmes linéaires. Cette linéarisation est
souvent l’une des raisons pour lesquelles il est impossible de caractériser parfaitement un sys-
tème physique. En plus, lors de la modélisation, on est souvent amené à ne garder que la compo-
sante linéaire en supposant que les paramètres du modèle sont bien déterminés. Par conséquent,
la modélisation n’est qu’une approximation de la réalité des phénomènes analysés.

L’application de lois de commande élaborées à partir de ce modèle ne peut pas produire
le comportement désiré. Afin de surmonter ce problème, on développe une loi de commande
pour une famille de modèles supposée contenir le système réel. Cette famille, appelée système
incertain, est constituée d’un modèle nominal et de modèles représentant différentes instances
du système. La synthèse de lois de commande pour cette famille est alors qualifiée de commande
robuste.

3



Introduction générale

Le domaine de la commande robuste a connu une évolution considérable depuis la fin des
années 70. Il s’agit alors de prendre en considération l’influence des incertitudes dans la concep-
tion de la loi de commande. Dans ce sens, un système est dit robuste s’il garantit un niveau de
performances pour l’ensemble des modèles correspondant au domaine des incertitudes consi-
déré.

Les systèmes linéaires périodiques représentent une sous-classe de systèmes linéaires va-
riant dans le temps. La périodicité inhérente attribue à cette sous-classe une analyse plus souple.

En effet, on rencontre les systèmes, ou processus, périodiques dans plusieurs domaines de
l’ingénierie et ils peuvent être trouvés dans un large spectre de domaines différents. Un cer-
tain nombre de résultats importants sur les systèmes linéaires périodiques ont été rapportés
dans la littérature, y compris les résultats sur les propriétés structurales, le placement de pôles,
de filtrage et la commande ([1]) ; voir, par exemple [2], [3], [4], [5], [6], [7], [8], [9], [10],
et les références qui s’y trouvent. En outre, un certain nombre d’études récentes ont utilisé
des fonctions de Lyapunov quadratiques afin d’établir les conditions de stabilité pour les sys-
tèmes linéaires périodiques à temps discret, voir, par exemple, [5], [1], et les références qui s’y
trouvent. Les problèmes de performances en robustesse ont été traités, par exemple, dans [11],
[12]. Le résultat présenté dans [11] aborde directement la question de la stabilité de la matrice
de monodromie. Toutefois, certains sujets d’étude restent très peu traités ou dans certains cas
ils sont abordés par de nouvelles approches telles que la stabilisation robuste en utilisant la
S−procédure, [13]. En outre, à notre connaissance, la littérature concernant la commande des
systèmes périodiques positifs est très réduite. Ainsi la motivation de ce mémoire est de déve-
lopper des conditions de stabilisation tout en assurant certaines performances pour cette classe
de systèmes.

Le travail présenté dans ce mémoire s’inscrit donc dans le cadre de l’analyse et la synthèse
nominale et robuste des systèmes périodiques et les systèmes périodiques positifs. Les incerti-
tudes considérées dans ce travail sont des incertitudes structurées de type polytopique, bornée
en norme, à Représentation Fractionnaire Linéaire (LFR) ainsi que des incertitudes à LFR gé-
néralisée.

Ce mémoire est organisé de la façon suivante :

Le premier chapitre est dédié dans une première étape à une présentation générale des sys-
tèmes linéaires périodiques, de leurs propriétés structurelles ainsi qu’à quelques résultats fonda-
mentaux. Dans une seconde étape, on rappelle quelques modèles d’incertitude pour cette classe
de systèmes. On présente aussi la classe des systèmes périodiques positifs pour laquelle l’ac-
cent est mis sur le fait que leurs propriétés structurelles sont différentes de celles des systèmes
périodiques.

Le deuxième chapitre est consacré au développement de nouvelles conditions de stabilité
et de stabilisation robustes des systèmes linéaires discrets périodiques. Une loi de commande
par retour d’état périodique est élaborée afin d’assurer la stabilité du système périodique en
boucle fermée. Trois types d’incertitude sont donc considérés : l’incertitude polytopique, l’in-
certitude LFR (Représentation Fractionnaire Linéaire) et enfin l’incertitude LFR généralisée.
Nous proposons également des conditions suffisantes de stabilité et de stabilisation basées sur
la S−procédure et présentées sous forme de LMIs (Inégalités Matricielles Linéaires) faciles à
exploiter numériquement. En outre, une étude de performances des systèmes périodiques est
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présentée. Des conditions suffisantes de stabilité et de stabilisation avec un niveau de perfor-
mance de type H∞ sont développées.

Le chapitre 3 présente une grande partie des principaux résultats obtenus dans ce mémoire.
En effet, nous proposons des conditions de positivité des systèmes discrets périodiques. Nous
développons également des conditions de stabilité et de stabilisation pour les systèmes pério-
diques positifs. Les résultats élaborés sont basés essentiellement sur deux approches, à savoir,
la technique de Lyapunov et la programmation linéaire. En outre nous avons considéré le cas
où le système est soumis à des contraintes sur l’état et/ou la commande.

Le quatrième et dernier chapitre traite le problème d’analyse concernant successivement la
stabilité asymptotique, la stabilité exponentielle et la stabilité de type H∞ des systèmes discrets
périodiques à retards. Les résultats élaborés sont étendus au cas des systèmes périodiques in-
certains. Une variété des incertitudes est considérée. En utilisant les techniques de Lyapunov et
le formalisme LMI, nous proposons une synthèse de lois de commande par retour d’état pério-
dique afin d’assurer la stabilité, respectivement, asymptotique, exponentielle et de type H∞, des
systèmes périodiques à retard en boucle fermée.

La commande sous contraintes sur l’état et/ou la commande est également étudiée dans
le cas nominal ainsi que incertain. La majorité des techniques présentées dans ce travail sont
testées sur des exemples numériques.

Nous finissons par une conclusion générale, dans laquelle nous résumons les principales
contributions de ce mémoire et les perspectives pour d’éventuels axes de recherche.
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Chapitre 1

Généralités sur les systèmes discrets

périodiques

Résumé

Dans ce chapitre, nous présentons une introduction aux systèmes linéaires discrets pério-
diques et aux systèmes linéaires discrets périodiques positifs. Une étude des différentes pro-
priétés de ces deux classes de systèmes est faite. Des résultats fondamentaux tels que ceux
concernant la stabilité et la commandabilité sont présentés. Différents concepts de la stabilité
des systèmes périodiques sont présentés. En outre, nous passons en revue les modèles incertains
considérés dans ce mémoire.
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Chapitre 1. Généralités sur les systèmes discrets périodiques

1.1 Introduction

Ce chapitre est divisé en deux grandes parties, dans la première, nous nous intéressons aux
systèmes discrets périodiques en étudiant leurs propriétés et en présentant une analyse en stabi-
lité. Quant à la deuxième partie, elle est dédiée à des généralités sur les systèmes discrets pério-
diques positifs. L’objectif de ce chapitre est aussi de rappeler quelques résultats de la littérature
concernant, dans un premier lieu, les propriétés structurelles des systèmes discrets périodiques
ainsi qu’une analyse de la stabilité de ces systèmes. Dans un second lieu, l’accent est mis sur
les systèmes périodiques positifs avec une présentation de certaines de leurs propriétés structu-
relles tout en insistant sur les différences avec celles des systèmes périodiques sans contrainte
de positivité.

1.2 Les systèmes périodiques

1.2.1 Introduction

Les équations différentielles ordinaires à coefficients périodiques ont une longue histoire
en physique ainsi qu’en mathématiques remontant aux contributions du 19ème siècle par Flo-
quet [14], [15] et plusieurs autres chercheurs. Comme une classe de systèmes intermédiaire
entre celle des systèmes invariants dans le temps (LTI) et celle des systèmes à temps variable
(LPV), les systèmes périodiques sont souvent inclus dans un chapitre régulier dans les manuels
d’équations différentielles ou des systèmes dynamiques [16, 17, 18].

Dans la moitié du 20e siècle, le développement de la théorie du contrôle a donné naissance
à de nouveaux élans dans l’étude des systèmes périodiques à temps continu ou à temps dis-
cret, voir, à titre d’exemple, les livres [19], [20] et [21] et les articles [7] et [22]. Cela a été
souligné par des exigences spécifiques vis-à-vis des applications, en particulier en matière de
contrôle des processus industriels [23, 24], des systèmes de communication [25] et l’économie
[26]. Le fait qu’une opération périodique peut être avantageuse est bien connue par l’humanité
depuis les temps lointains. Récemment, des concepts similaires ont été appliquées à des pro-
blèmes industriels. Normalement, un processus industriel, en présence de perturbations, devrait
être convenablement stable. Il est alors primordial de choisir le régime optimal stationnaire. Si
l’exigence de stationnarité peut être assouplie, la question se pose de savoir si une commande
périodique peut conduire à de meilleures performances que la solution optimale stationnaire.
Cette observation a été prouvée dans le domaine de la chimie où l’on a constaté que les perfor-
mances d’un certain nombre de réacteurs catalytiques ont été améliorées cycliquement, voir les
contributions [27] et [28]. Des tests appropriés dans le domaine fréquentiel ont été développés
à cet effet dans les années 70. De nos jours, de nouvelles possibilités offertes par les techno-
logies de commande, ainsi que le développement théorique du domaine, ont ouvert la voie à
une utilisation à grande échelle des opérations périodiques. Par exemple, le contrôle périodique
est utile dans une variété de problèmes concernant les systèmes sous-actionnés, notamment les
systèmes avec un nombre limité d’entrées de contrôle en ce qui concerne les degrés de liberté.
Dans ce domaine, le contrôle est souvent effectué en imposant un cycle limite stable, à savoir
une orbite périodique attractive et isolée. Un autre exemple est fourni par des systèmes méca-
niques soumis à des contraintes non holonomes, où, dans certains cas, la stabilisation ne peut
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1.2. Les systèmes périodiques

pas être atteinte au moyen d’une loi de commande invariante dans le temps, par contre, elle est
réalisable par une loi de commande périodique. Parmi les domaines possibles où le contrôle
périodique a un impact majeur, nous citons deux applications importantes, en aéronautique et
l’autre en économie (Pour plus de détails sur ces applications, voir [29]).

1.2.2 Modélisation

Les systèmes périodiques sont la classe de systèmes représentés par des équations différen-
tielles à paramètres variables dans le temps d’une manière périodique. Les systèmes périodiques
peuvent être considérés comme une sous-classe des systèmes variants dans le temps. Les proces-
sus périodiques existent très souvent dans la nature et l’ingénierie et donc ce type de systèmes
peut être trouvé dans un large spectre de domaines différents.

1.2.2.1 Modèle nominal

Considérons le système dynamique d’entrée u(t) et de sortie y(t). Plus précisément, prenons
l’entrée un vecteur de m signaux, u1(t), u2(t), . . . , um(t), et la sortie un vecteur de r signaux,
y1(t), y2(t), . . . , yr(t). La classe de systèmes linéaires périodiques est souvent représentée
par des équations différentielles et algébriques dont la représentation mathématique est basée
sur une relation directe dans le domaine temporel entre l’entrée u(t) et la sortie y(t). En temps
continu, t ∈ �, nous aurons un modèle de la forme :

dr

dtr y(t) = F1(t)
dr−1

dtr−1
y(t) + F2(t)

dr−2

dtr−2
y(t) + . . . + Fr(t)y(t) +G1(t)

dr−1

dtr−1
u(t) +

G2(t)
dr−2

dtr−2
u(t) + . . . +Gs(t)

dr−s

dtr−s u(t), (1.1)

alors qu’en temps discret, k ∈ �,

y(k + r) = F1(k)y(k + r − 1) + F2(k)y(k + r − 2) + Fr(k)y(k) + . . . +G1(k)u(k + r − 1) +

G2(k)u(k + r − 2) + . . . +Gs(k)u(k + r − s), (1.2)

où Fi(k) et Gi(k) sont des matrices périodiques de dimensions appropriées et de telle sorte
que, pour tout k ∈ � :

Fi(k) = Fi(k + p), Gi(k) = Gi(k + p).

Le plus petit p satisfaisant ces égalités est la période du système.

En général, les modèles d’entrées-sorties (1.1) et (1.2) sont utiles non seulement pour décrire
les systèmes cause à effet, où l’entrée est une variable de contrôle, mais aussi pour caractériser
les signaux stochastiques avec une périodicité cachée.

Toujours dans le cadre d’entrée-sortie, une autre caractérisation importante est fournie par
la notion de réponse impulsionnelle. La matrice de la réponse impulsionnelle, dite h(t, τ), est
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Chapitre 1. Généralités sur les systèmes discrets périodiques

une matrice de dimension r × m. Ses variables d’entrée et de sortie sont en fonction de deux
indices de temps t et τ, de la façon suivante :

{
y(t) =

∫ t

0
h(t, τ)u(τ)dτ en temps continu

y(k) =
∑k
τ=0 h(k, τ)u(τ) en temps discret.

La matrice de la réponse impulsionnelle est bi-périodique, c’est à dire, h(k + p, τ + p) =
h(k, τ). La variable d’entrée est donnée par :

u(k) = eiδ(k − τ),

où ei est la i-ème colonne de la matrice identité de dimension m et δ(.) est le signal d’impul-
sion de Dirac en temps continu et de la fonction de Kronecker en temps discret.

Nous rappelons qu’en temps discret, la fonction de Kronecker est la suivante :

δ(k) =

{
0 pour k , 0
1 pour k = 0.

Par contre, en temps continu, la fonction de Dirac est en faite une distribution qui peut être
introduite à peu près comme suit :

∫ t2

t1

g(τ)δ(τ − t0)dτ = g(t0), t0 ∈ [t1, t2] .

La représentation d’état, ou autrement dit les équations différentielles, est une description
mathématique largement utilisée pour les systèmes dynamiques. On obtient alors, pour le cas
continu,

{
ẋ(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t),
y(t) = C(t)x(t) + D(t)u(t),

(1.3)

et pour le cas discret,

{
x(k + 1) = A(k)x(k) + B(k)u(k),
y(k) = C(k)x(k) + D(k)u(k).

(1.4)

A ce niveau, nous remarquons qu’en plus de u(k) et y(k), un autre vecteur de variables
apparaît, une relation entre l’entrée et la sortie du système prend place à travers ce vecteur
appelé vecteur d’état x(k). (1.3) et (1.4) sont connus comme des modèles à espace d’états. Le
nombre d’éléments n du vecteur x(k) est la dimension du système et A(.) est appelée matrice
dynamique.

La périodicité du système se présente à travers la périodicité des matrices réelles A(k), B(k),
C(k) et D(k), c’est à dire, pour tout k ∈ �, ces matrices vérifient la condition suivante :

A(k + p) = A(k), B(k + p) = B(k), C(k + p) = C(k), D(k + p) = D(k).
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1.2. Les systèmes périodiques

1.2.2.2 Modèle incertain

Dans la pratique, il est très difficile de caractériser parfaitement un système physique. En
effet, la modélisation n’est qu’une approximation de la réalité des phénomènes analysés. Ceci
est dû essentiellement à la représentation des phénomènes par des modèles mathématiques, li-
néaires ou bien non linéaires, valables dans un domaine, souvent, très réduit. Par conséquent,
nous aurons une famille constituée d’un modèle central appelé modèle nominal et des modèles
paramétrés par des paramètres incertains. Ainsi, la représentation d’état d’un système pério-
dique incertain est donnée, pour le cas continu, par

{
ẋ(t) = A(t,∆(t))x(t) + B(t,∆(t))u(t),
y(t) = C(t,∆(t))x(t) + D(t,∆(t))u(t),

(1.5)

et pour le cas discret,

{
x(k + 1) = A(k,∆(k))x(k) + B(k,∆(k))u(k),
y(k) = C(k,∆(k))x(k) + D(k,∆(k))u(k),

(1.6)

où A(k,∆(k)), B(k,∆(k)), C(k,∆(k)) et D(k,∆(k)) sont des matrices qui contiennent les para-
mètres incertains ∆(k). En outre, nous supposons que les incertitudes ∆(k) sont invariants dans
le temps et qu’elles sont additives aux matrices A(k), B(k), C(k) et D(k).

Une question importante se pose alors, à savoir, peut on considérer que la matrice incertaine
∆(k) est périodique ?

Pour répondre à cette question, nous considérons que chaque matrice A(k), B(k), C(k) et
D(k) est affectée par une incertitude simple additive notée ∆(k). Ensuite, pour un système discret
p−périodique, nous avons ce qui suit :

{
x(1) = Ã(0)x(0) + B̃(0)u(0),
y(1) = C̃(0)x(0) + D̃(0)u(0),

(1.7)
{

x(2) = Ã(1)x(1) + B̃(1)u(1),
y(2) = C̃(1)x(1) + D̃(1)u(1),

(1.8)
{

x(3) = Ã(2)x(2) + B̃(2)u(2),
y(3) = C̃(2)x(2) + D̃(2)u(2),

(1.9)

...{
x(np + i) = Ã(np + i − 1)x(np + i − 1) + B̃(np + i − 1)u(np + i − 1),
y(np + i) = C̃(np + i − 1)x(np + i − 1) + D̃(np + i − 1)u(np + i − 1),

(1.10)

Du point de vue périodicité, nous obtenons :



x(np + i) = Ã(i − 1)︸   ︷︷   ︸
(A(i−1)+∆(i−1))

x(np + i − 1) + B̃(i − 1)︸   ︷︷   ︸
(B(i−1)+∆(i−1))

u(np + i − 1),

y(np + i) = C̃(i − 1)︸   ︷︷   ︸
(C(i−1)+∆(i−1))

x(np + i − 1) + D̃(i − 1)︸   ︷︷   ︸
(D(i−1)+∆(i−1))

u(np + i − 1),
(1.11)
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Chapitre 1. Généralités sur les systèmes discrets périodiques

D’où la conclusion que les incertitudes ∆(k) peuvent être considérées comme étant pério-
diques.

Dans ce chapitre, nous allons distinguer quatre types d’incertitudes paramétriques qui font
l’objet des paragraphes suivants.

1. Incertitude polytopique

Pour ce type d’incertitude, toutes les matrices appartiennent à un polytope défini par

Ω =

[A(.) B(.) C(.) D(.)] =
N∑

i=1

λi

Ai(k) Bi(k) Ci(k) Di(k), λi ≻ 0,
N∑

i=1

λi = 1





où les scalaires λi sont les coordonnées barycentriques définissant la matrice incertaine à
l’intérieur du polytope. Par extension, ces paramètres peuvent être considérés comme les
paramètres incertains. Toutefois, ce ne sont pas nécessairement les paramètres physiques.
L’ensemble Ω est obtenu par une combinaison linéaire convexe des matrices Ai(.), Bi(.),
Ci(.) et Di(.), i = 1, . . . ,N. Ces matrices extrêmes sont les sommets du polytope Ω.

2. Incertitude bornée en norme

Ce type d’incertitude est décrit par

Ω = {[A∆(.) B∆(.) C∆(.) D∆(.)] = [A(.) B(.) C(.) D(.)] + E(.)∆(.) [NA(.) NB(.) NC(.) ND(.)]}

où A(.), B(.), C(.) et D(.) sont des matrices p−périodiques constantes données (matrices
dynamiques nominales) et
(i) E(.), NA(.), NB(.), NC(.), ND(.) sont des matrices p−périodiques.
(ii)

∆⊤(k)∆(k) � γ2I, ∀k. (1.12)

Nous constatons alors que le domaine d’incertitude est la boule de matrices de rayon γ,
notée B(γ), définie par l’ensemble de matrices de ∆(.) tel que ‖∆(k)‖2 � γ, c’est à dire
(1.12).

3. Incertitudes à représentation fractionnaire linéaire (LFR)

Les incertitudes LFR (en anglais Linear Fractional Representation) peuvent être consi-
dérées dans de nombreux problèmes de modélisation et de commande. Dans le cas d’un
système discret périodique (1.4), nous avons :

[
x(k + 1)

y(k)

]
=

[
A(k,∆(k)) B(k,∆(k))
C(k,∆(k)) D(k,∆(k))

] [
x(k)
u(k)

]
, (1.13)

où
[
A(k,∆(k)) B(k,∆(k))
C(k,∆(k)) D(k,∆(k))

]
=

[
A(k) B(k)
C(k) D(k)

]
+

[
E1(k)
E2(k)

]
(I − ∆(k)M(k))−1

∆(k)
[
N1(k) N2(k)

]
. (1.14)

E1(.), E2(.), N1(.), N2(.) sont des matrices p−périodiques constantes.
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1.2. Les systèmes périodiques

4. Incertitudes à représentation fractionnaire linéaire (LFR) généralisée

Ce type d’incertitude est une extension de l’incertitude LFR présentée précédemment. En
effet, l’expression (1.14) devient, dans ce cas :

[
A(k,∆(k)) B(k,∆(k))
C(k,∆(k)) D(k,∆(k))

]
=

[
A(k) B(k)
C(k) D(k)

]
+

[
E1(k)∆(k) − F(k)
E2(k)∆(k) − F(k)

]
(I − M(k)∆(k))−1

[
N1(k) N2(k)

]
, (1.15)

où F(k) est une matrice p−périodique constante.

Par conséquent, il est claire que si F(k) = 0, on retrouve bien l’incertitude LFR.

1.2.3 Analyse structurelle

1.2.3.1 Commandabilité et atteignabilité

La commandabilité fait partie des propriétés dites structurelles qui caractérisent les sys-
tèmes, et éventuellement permettent de les classifier, par leurs propriétés algébriques et géomé-
triques. Elle est indispensable dans les applications pour qu’un système puisse être convenable-
ment commandé mais ne permet cependant pas de construire des lois de commande de façon
effective, sauf éventuellement dans le cas des systèmes linéaires.

Définition 1.1 (i) Un état x ∈ �n est dit atteignable, si pour toute condition initiale x0 ∈ �
n

et tout état x f ∈ �
n, il existe une commande u(k) qui amène le système en x f à un instant ar-

bitraire k f . Par contre, la commandabilité signifie l’existence d’une commande u(k) permettant

le passage du système d’un état quelconque x f à l’origine.

Il est primordial de noter que, pour un système linéaire périodique, l’atteignabilité et la

commandabilité sont équivalentes.

(ii) L’état x ∈ �n est commandable à k en r étapes si x est commandable sur (k, k + r).

(iii) un système périodique

x(k + 1) = A(k)x(k) + B(k)u(k), (1.16)

(ou autrement dit, la paire (A(.), B(.))) est commandable sur (k, τ) si tout état est comman-

dable sur (k, τ).

(iv) Le système (1.16) (ou autrement dit, la paire (A(.), B(.))) est commandable s’il est com-

mandable à n’importe quel instant k.

La proposition suivante présente une condition d’atteignabilité des systèmes périodiques.
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Chapitre 1. Généralités sur les systèmes discrets périodiques

Proposition 1.1 Un système p−périodique (1.16) est atteignable à un instant k si et seulement

si, pour tout multiplicateur caractéristique λ on a

Ψ⊤A(k)η = λη,

B⊤( j − 1)Φ⊤A(k, j)η = 0 ∀ j ∈
[
k − p + 1, k

]
;

implique η = 0.

ΦA(.) est la matrice de transition. Elle est définie pour une condition initiale x(τ) à l’instant

τ par :

ΦA(k, τ) =

{
I k = τ,

A(k − 1)A(k − 2) . . . A(τ) k ≻ τ,
(1.17)

ΨA(.) est la matrice de monodromie, elle est définie comme étant la matrice de transition

sur une seule période, c’est à dire :

ΨA(k) = ΦA(k + p, k). (1.18)

Dans le cas du temps invariant, cette condition est connue sous le nom de test d’atteignabi-

lité de Popov-Belevitch-Hautus.

Nous rappelons que les multiplicateurs caractéristiques de A(.) sont les valeurs propres de
la matrice de monodromie ΨA(.).

Définition 1.2 Un multiplicateur caractéristique λ est dit atteignable à un instant k si

Ψ⊤A(k)η = λη,

B⊤( j − 1)Φ⊤A(k, j)η = 0 ∀ j ∈
[
0, p

]
;

implique η = 0.

D’ou l’on peut extraire la condition de commandabilité d’un système périodique.

Proposition 1.2 Un système périodique est commandable si tous les multiplicateurs caracté-

ristiques non nuls sont atteignables à un certain instant k.

Dans [30], les auteurs ont étendu les résultats développés en propriétés structurelles des
systèmes LTI, aux systèmes linéaires périodiques tout en se basant sur le fait qu’un système
p−périodique (1.16), pour tout k ∈ � et p ∈ �+, est équivalent au système invariant dans le
temps défini par

xs(k + 1) = Asxs(k) + Bsus(k), s = 0, 1, . . . , p − 1, (1.19)

avec
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1.2. Les systèmes périodiques

xs(k) = x(kp + s),

us(k) = col
[
u(kp + s + p − 1), u(kp + s + p − 2), . . . , u(kp + s)

]
,

As = ΦA(s + p, s),

Bs =
[
B(s + p − 1), ΦA(s + p, s + p − 1)B(s + p + 2), . . . , ΦA(s + p, s + 1)B(s)

]
,

pour tout s = 0, 1, . . . , p−1. ΦA(.) représente la matrice de transition du système périodique
(1.16), elle décrite par (1.17).

Nous remarquons que As est la matrice de monodromie à l’instant s du système périodique
(1.16).

Théorème 1.1 [30] Pour tout s = 0, 1, . . . , p − 1, les propositions suivantes sont équivalentes

(1) Le système périodique (1.16) est commandable à l’instant s.

(2) Le système périodique (1.16) est atteignable à l’instant s.

(3) Le système périodique (1.16) est atteignable à l’instant s : tout état final x f peut être

atteignable à partir d’un état initial pendant pn étapes (t f � pn).

(4) La matrice d’atteignabilité en k étapes du système invariant (1.19) donnée par

C s
k =

[
Bs, AsBs, . . . , Ak−1

s Bs

]

est de rang n pour un certain k.

1.2.3.2 Stabilisabilité

Le correcteur est défini comme un système dont les entrées sont les sorties mesurées du
système à corriger, et ses sorties sont des commandes appropriées aux performances désirées
pour le système corrigé. Bien évidemment, le premier objectif de la commande est la stabilité.
A ce niveau, nous parlons alors de la stabilisation. Si on s’intéresse à la commande par retour
d’état, le problème de stabilisation des systèmes périodiques se résume comme suit : Trouver,
si possible, une matrice p−périodique K(.) de telle sorte que la commande par retour d’état
u(k) = K(k)x(k) appliquée au système p−périodique (1.16) permet d’obtenir un système stable
en boucle fermée. Notons aussi que le système en boucle fermée est caractérisé par la matrice
Ac(.) = A(.) + B(.)K(.).

Définition 1.3 [29] Un système périodique est dit stabilisable s’il existe une matrice périodique

K(.) telle que la matrice A(.) + B(.)K(.) soit stable au sens de la remarque 1.1.

Remarque 1.1 Souvent, on dit que A(.) est stable ou autrement dit, le système périodique est

stable, à savoir ses multiplicateurs caractéristiques appartiennent au disque unité ouvert.

Le lemme suivant présente une condition de stabilisation des systèmes périodiques par une
loi de commande par retour d’état périodique.
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Lemme 1.1 Un système p−périodique est stabilisable si et seulement s’il existe une matrice

p−périodique K(.) telle que la matrice de monodromie de la boucle fermée ΨAc est stable,

autrement dit, toutes les valeurs propres de ΨAc sont strictement contenues dans le cercle de

rayon 1.

A ce niveau, nous rappelons que la matrice ΨAc est donnée par :

ΨAc = Ac(p + τ − 1)Ac(p + τ − 2) . . . Ac(τ),

pour une condition initiale x(τ) à l’instant τ.

La condition de stabilisation des systèmes périodiques est présentée autrement dans la pro-
position suivante tout en utilisant le multiplicateur caractéristique.

Proposition 1.3 Un système périodique est stabilisable si et seulement si, pour tout multiplica-

teur caractéristique λ de A(.), avec |λ| � 1, les conditions

Ψ⊤A(k)η = λη

B⊤( j − 1)Φ⊤A(k, j)η = 0, ∀ j ∈
[
k − p + 1, k

]
(1.20)

impliquent η = 0.

1.2.3.3 Observabilité

L’observabilité traduit la possibilité de reconstruire l’état à partir des vecteurs d’entrée et de
sortie connus.

Définition 1.4 Un système est dit observable si la condition initiale x(0) peut être déterminée

de manière unique par u(k) et y(k) pour k ∈ [0, ∞].

La proposition suivante présente une condition nécessaire et suffisante de l’observabilité des
systèmes périodiques.

Proposition 1.4 Le système périodique (1.4) (avec u(k) = 0) est observable à l’instant k si et

seulement si, pour tout multiplicateur caractéristique λ, les conditions suivantes :

ΨA(k)η = λη

C⊤( j)ΦA( j, k)η = 0, ∀ j ∈
[
k, k + p − 1

]
(1.21)

impliquent η = 0.
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1.2.3.4 Détectabilité

La notion de détectabilité repose sur le problème de trouver un filtre stable tel qu’en utilisant
la sortie y(.) d’un système donné, il est capable de générer une estimation x̂ de l’état du système
x(.) telle que l’erreur d’estimation x̃(k) = x(k)− x̂(k) converge vers zéro lorsque le temps k tend
vers l’infini. Le filtre ainsi élaboré est nommé observateur.

A ce niveau et afin d’aborder ce problème pour le système (1.4), nous proposons un obser-
vateur de la forme suivante :

{
x̂(k + 1) = A(k)x̂(k) + B(k)u(k) + L(k)(ŷ(k) − y(k)),
ŷ(k) = C(k)x̂(k) + D(k)u(k).

(1.22)

La matrice L(.) est le gain de l’observateur. Le système étant périodique, la matrice L(.)
est, aussi, supposée périodique. L’erreur d’estimation est x̃(k) = x(k) − x̂(k), satisfait l’équation
suivante :

x̃(k + 1) = (A(k) + L(k)C(k))x̃(k).

A partir de cette expression, il est évident de constater que l’observateur est un système
périodique. Donc, il converge (x̃(k) −→ 0) si et seulement si (A(.) + L(.)C(.)) est stable au sens
de la remarque 1.1.

Définition 1.5 Un système p−périodique est dit détectable s’il existe une matrice p−périodique

L(.) telle que la matrice Ψc est stable. Cette dernière est la matrice de monodromie de l’obser-

vateur, elle est décrite par :

Ψc = (A (p + τ − 1) + L (p + τ − 1) C (p + τ − 1)) . . . (A (τ) + L (τ) C (τ)) ,

pour une condition initiale x(τ) à l’instant τ.

Il est clair que la détectabilité et la stabilisabilité sont des concepts duaux. Par conséquent,
tous les résultats élaborés pour la stabilisabilité peuvent être étendus par dualité à la détectabi-
lité.

Proposition 1.5 Le système p−périodique est détectable si et seulement si, pour tout multipli-

cateur caractéristique λ de A(.), avec |λ| � 1, les conditions suivantes :

ΨA(k)η = λη

C⊤( j)ΦA( j, k)η = 0, ∀ j ∈
[
k, k + p − 1

]
(1.23)

impliquent η = 0.

1.2.4 Analyse en stabilité

L’étude de la stabilité est d’une importance capitale dans l’étude des systèmes dynamiques.
C’est une propriété qui permet à un système perturbé de retourner à son état d’équilibre après en
avoir été écarté par une excitation externe après disparition de cette perturbation. Il est instable
s’il n’y revient pas ou s’il s’en écarte. Dans ce qui suit, nous distinguons quatre types de stabilité
pour les systèmes linéaires périodiques.
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1.2.4.1 Stabilité asymptotique

Cette définition est prise du lemme périodique de Lyapunov [31, 5]. Ce lemme présente une
condition nécessaire est suffisante pour la stabilité des systèmes périodiques.

Définition 1.6 Le système linéaire périodique (1.16) (avec u(k) = 0) est asymptotiquement

stable si et seulement s’il existe une matrice p−périodique définie positive P(k) telle que la

condition suivante soit vérifiée :

A⊤(k)P(k)A(k) − P(k − 1) < 0, ∀ k = 1, . . . , p. (1.24)

1.2.4.2 Stabilité exponentielle

La définition de la stabilité exponentielle d’un système linéaire périodique est identique à la
définition dans le cas des systèmes LTI.

Définition 1.7 Le système linéaire périodique (1.4) est dit exponentiellement stable s’il existe

deux nombres réels 0 ≺ α ≺ 1 et Γ ≻ 0 tels que, pour u(k) = 0 pour k ≻ 0, l’état x(k) du système

vérifie la condition suivante :

‖x(k)‖2 � Γ ‖x(0)‖2 α
k. (1.25)

Il est évident que la stabilité exponentielle implique la stabilité asymptotique puisque la
réponse libre tend vers 0, mais l’inverse n’est pas nécessairement vrai.

1.2.4.3 Stabilité robuste

Considérons le système p−périodique incertain

x(k + 1) = A(k,∆(k))x(k), (1.26)

où ∆(.) définit un type d’incertitude donnée.
La notion de robustesse mesure la capacité d’un système à conserver sa stabilité et des per-

formances acceptables malgré la présence des incertitudes. La stabilité d’un système incertain
donné est plus précisément la stabilité de l’ensemble des modèles incertains de ce système.

Définition 1.8 Le système linéaire p−périodique (1.26) est stable de manière robuste si et

seulement si,

∀∆(k) ∈ ∇(k), ∃ X(k,∆(k)) = X⊤(k,∆(k)) > 0,[
I

A⊤(k,∆(k))

]⊤ [
−X(k + 1,∆(k + 1)) 0

0 X(k,∆(k))

] [
I

A⊤(k,∆(k))

]
< 0 (1.27)

pour tout k = 0, . . . , p − 1.

∇(k) est un ensemble compacte des matrices de rang plein.
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La commande robuste consiste à élaborer une loi de commande qui sert soit à conserver
au système bouclé des propriétés données quel que soit le modèle appartenant à une famille
prédéfinie de modèles, soit à essayer d’élargir le domaine d’incertitude pour lequel on est sûr
que les exigences souhaitées sont acceptables.

1.2.4.4 Stabilité quadratique

Définition 1.9 Le système périodique (1.26) est dit quadratiquement stable s’il existe une fonc-

tion V(k, x) = x⊤(k)P(k)x(k), avec P(k + p) = P(k) ∀k, qui peut servir comme une fonction de

Lyapunov pour chaque A(.,∆(.)).

Le lemme suivant présente une condition nécessaire et suffisante de la stabilité quadratique
des systèmes périodiques.

Lemme 1.2 [32] Le système linéaire p−périodique (1.26) est quadratiquement stable si et

seulement si,

∃ X(k) = X⊤(k) > 0, ∀∆(k) ∈ ∇(k)[
I

A⊤(k,∆(k))

]⊤ [
−X(k + 1) 0

0 X(k)

] [
I

A⊤(k,∆(k))

]
< 0 (1.28)

pour tout k = 0, . . . , p − 1.

Remarque 1.2 On remarque que la stabilité robuste nécessite l’existence d’une matrice de

décision X(k) dépendante de l’incertitude ∆(k). Par contre, pour la stabilité quadratique, la

matrice X(k) est unique pour toutes les incertitudes ∆(k).

A partir des définitions de la stabilité robuste et la stabilité quadratique, il est évident de
constater que la stabilité quadratique implique la stabilité robuste.

1.2.5 Commande périodique H∞

Une mesure de la performance qui prend en compte l’exigence de robustesse du système
en boucle fermée, est le critère dit H∞. Pour réduire un tel critère, l’équation dynamique du
système est modifiée par l’introduction d’une perturbation w(.) avec des caractéristiques non
précisées, telles que :

{
x(k + 1) = A(k)x(k) + Bw(k)w(k) + B(k)u(k),
z(k) = C(k)x(k) + D(k)u(k).

(1.29)

L’influence de cette perturbation sur le système est évaluée sur les signaux de sortie z à
l’aide de la norme H∞. Cette norme peut être exploitée pour résoudre des problèmes de perfor-
mances tels que le rejet de perturbation. On cherche alors à résoudre un problème de commande
permettant d’établir une loi de commande assurant la stabilité et réduire l’effet de perturbation,
tout en minimisant la norme H∞.
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Pour simplifier, on peut fixer la condition initiale x(0) = 0. L’objectif de la commande
périodique H∞ est alors d’obtenir une limite satisfaisante pour le rapport entre l’énergie de la
variable de performance z(.) et celle de la perturbation w(.). Dans ce sens, il est possible de
considérer le critère de performance suivant :

Jw =

∞∑

k=0

(
z⊤(k)z(k) − γ2w⊤(k)w(k)

)
,

où γ est un scalaire positif.

1.3 Systèmes périodiques positifs

1.3.1 Intoduction

Un système linéaire positif peut être considéré comme un système linéaire où les variables
d’état sont positives dans le temps. En outre, les systèmes positifs à temps continu et à temps
discret sont très pertinents dans certains problèmes de la vie courante qui ne peuvent pas être
décrits par des signaux négatifs, comme, par exemple, les évolutions dynamiques des popula-
tions, des problèmes biologiques, etc. Ces systèmes apparaissent dans de nombreux problèmes
pratiques lorsque les états représentent des quantités physiques qui ont un signe intrinsèquement
constant (températures absolues, concentrations, etc) ([33]) ; voir, par exemple, [34], [35], [36],
[37], [38], [39], [40] et [41], et les références qui s’y trouvent. En outre, une variété de modèles
ayant un comportement de systèmes linéaires positifs peut être trouvée dans l’ingénierie, les
sciences de gestion, l’économie, les sciences sociales, la biologie, la médecine, etc.

1.3.2 Définition de positivité

Les systèmes positifs sont, par définition, les systèmes dont leurs variables d’état ne prennent
que des valeurs positives ou nulles. Cette définition générale de la positivité est présentée par la
définition suivante.

Définition 1.10 Un système linéaire est dit positif si et seulement si x(k) ∈ �n
+, y(k) ∈ �r

+ pour

toute condition initiale x(0) ∈ �n
+ et pour toute entrée u(k) ∈ �m

+ , k � 0

1.3.3 Conditions de positivité

Les conditions de positivité des systèmes linéaires à temps continu et à temps discret ne sont
pas les mêmes. En effet, ces conditions sont présentées par les deux définitions suivantes.

Définition 1.11 [33] Un système linéaire à temps continu

{
ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t),
y(t) = Cx(t) + Du(t),

est positif si et seulement si A est une matrice de Metzler, B ∈ �n×m
+ , C ∈ �r×n

+ et D ∈ �r×m
+ .
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Définition 1.12 [33] Un système linéaire à temps discret

{
x(k + 1) = Ax(k) + Bu(k),
y(k) = Cx(k) + Du(k),

est positif si et seulement si A ∈ �n×n
+ , B ∈ �n×m

+ , C ∈ �r×n
+ et D ∈ �r×m

+ .

Pour mieux comprendre les conditions de positivité de ces systèmes, nous rappelons dans
ce qui suit les définitions des matrices positives et des matrices de Metzler.

Définition 1.13 Une matrice réelle M est dite matrice de Metzler si tous ses éléments hors

diagonale sont positifs ou nuls : Mi j � 0, i , j.

Définition 1.14 Une matrice réelle M est dite matrice positive si tous ses éléments sont positifs

ou nuls : Mi j � 0.

Une question peut se poser, à ce niveau : est ce que les conditions de positivité présentées ci-
dessus restent valable pour les systèmes linéaires périodiques ? En effet, pour répondre à cette
question, une étude de plusieurs exemples des systèmes périodiques a été faite. Nous avons
remarqué que la condition de positivité des systèmes linéaires périodiques n’est pas la même
que pour les systèmes LTI. Un exemple nous a été suggéré par un examinateur anonyme de l’un
de nos papiers. En effet, soit le système linéaire p−périodique autonome suivant :

x(k + 1) = A(k)x(k), (1.30)

et considérons les deux cas suivants :

1. A(2n) =

[
0 0
0 0

]
et A(2n + 1) =

[
−1 −1
−1 −1

]
, pour tout n ∈ �. Notre période p est fixée

à 2. En effet, pour toute condition initiale x(0) � 0, l’état du système périodique (1.30)

x(k) � 0, pour tout k � 0, parce que, à l’instant k = 1, l’état x(1) =

[
0
0

]
.

2. Nous choisissons une période p = 3. La condition initiale est x(0) =

[
a

b

]
� 0. En plus, les

matrices d’état sont :

A(0) =

[
1 0
0 0

]
, A(1) =

[
0 0
0 −1

]
, A(2) =

[
−1 2
0 −1

]
.

De même, l’état du système périodique (1.30) x(k) � 0, pour tout k � 0, parce que, à

l’instant k = 2, l’état x(2) =

[
0
0

]
.

Après une vérification des cas, nous avons constaté que ces exemples correspondent aux
cas où l’état s’annule sur la première période. Par conséquent, nous avons pensé à limiter nos
études aux systèmes où l’état ne s’annule pas sur la première période. Cependant, après une
étude approfondie, nous avons trouvé des exemples où même si l’état ne s’annule pas sur la
première période, un système p−périodique donné par (1.30) est positif sans que toutes ses
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matrices d’état A(k), k = 0, 1, . . . , p − 1, soient positives. A titre d’exemple, nous prenons le
système (1.30) avec une période p fixée à 2 et des matrices d’état,

A(0) =

[
1 1
1 1

]
, et A(1) =

[
−1 1
0 1

]
.

Enfin, la condition de positivité des systèmes linéaires périodique à temps discret est résu-
mée dans le lemme suivante. C’est une condition suffisante mais pas nécessaire.

Lemme 1.3 Le système p−périodique (1.30) est positif si les matrices d’état A(k) sont positives

pour tout k = 0, 1, . . . , p − 1.

1.3.4 Commandabilité des systèmes linéaires périodiques positifs

La propriété de commandabilité est étudiée dans la plupart des livres traitant de la com-
mande des systèmes linéaires, voir, à titre d’exemple, [42]. Plusieurs travaux ont été effectués
pour les systèmes linéaires discrets positifs invariants dans le temps, voir, par exemple, [43]
et [44], parmi d’autres. Ces travaux mettent l’accent sur les différences significatives entre les
propriétés structurelles des systèmes LTI sans contrainte et les systèmes linéaires positifs. Dans
[30], les auteurs ont étendu les résultats développés aux systèmes linéaires périodiques positifs
tout en se basant sur l’équivalence entre le système périodique (1.16) et le système LTI (1.19).

A ce niveau, il est évident de constater que si le système (1.16) est périodique positif, alors,
le système LTI associé (1.19) est aussi positif. Par rapport aux conditions développées pour les
système LTI et les systèmes périodiques, nous devons ajouter des restrictions sur l’état et la
commande pour le cas des systèmes périodiques positifs. Ces restrictions se résument sur le
faite que x0 � 0, x f � 0 et u(k) � 0, pour tout k � 0.

Définition 1.15 Le système linéaire périodique positif (1.16) est dit commandable si pour tous

x0 � 0 et x f ≻ 0, il existe une entrée u(k) � 0, pour tout k � 0, tel que x(k) = x f à un instant

arbitraire k f .

Proposition 1.6 [30] Le système linéaire périodique positif (1.16) est commandable à un ins-

tant s si et seulement si le système LTI positif, correspondant au même instant s, (1.19) est

commandable pour tout s = 0, 1, . . . , p − 1.

Dans ce sens, nous considérons les concepts de commandabilité et d’atteignabilité des sys-
tèmes périodiques positifs. Les propriétés (1) à (4) du théorème 1.1 , avec les restrictions x0 � 0,
x f ≻≻ 0 et u(k) � 0 seront notées par 1P, 2P, 3P et 4P.

Dans [30], une étude de ces propriétés est faite. Les résultats se résument comme suit :

(1) 1P→ 2P→ 4P mais 1P 8 2P 8 4P.

(2) 3P↔ 2P.
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1.4 Problématique et contribution

Dans cette section, nous présentons de manière précise les objectifs de ce mémoire. Dans
ce travail, nous nous intéressons au développement des outils d’analyse et de synthèse des sys-
tèmes discrets périodiques tout en nous basant non seulement sur la théorie de Lyapunov mais
aussi sur l’approche de programmation linéaire. La première problématique abordée consiste
à formaliser des conditions de stabilité des systèmes périodiques sous forme d’inégalités ma-
tricielles linéaires (LMI). Notre objectif, à ce niveau, est d’exploiter les résultats élaborés afin
de développer une loi de commande périodique assurant la stabilité du système périodique en
boucle fermée. En effet, une loi de commande par retour d’état périodique a été élaborée. Ainsi,
dans cette thèse on s’intéresse à l’analyse et la synthèse robuste des systèmes discrets pério-
diques où une variété d’incertitude a été considérée. La S−procédure (voir [13]) a été utilisée
afin de développer des conditions de robustesse faciles à exploiter numériquement [45, 46].

La deuxième problématique abordée est la commande sous contraintes des systèmes pério-
diques. Concernant ces contraintes, nous imposons sur l’état et la commande d’être positifs et
éventuellement positifs et bornés. A ce niveau, nous parlons des systèmes périodiques positifs.
Un des objectifs visés est de proposer des conditions d’analyse en stabilité pour ce type de
systèmes. Dans ce sens, nous avons développé une loi de commande par retour d’état pério-
dique afin d’assurer la stabilité et la positivité des systèmes périodiques tout en respectant les
contraintes imposées sur l’état et/ou la commande. Par ailleurs, soulignons que beaucoup de
travaux existant portent sur la commande des systèmes périodiques ou bien sur les systèmes
positifs. Cependant, à notre connaissance, la littérature concernant la commande des systèmes
périodiques positifs est très réduite. Ce point constitue une autre contribution de cette thèse,
[47], [48] et [49].
Enfin, notre objectif est de bien exploiter les résultats développés dans le but d’étudier les sys-
tèmes discrets périodiques et les systèmes discrets périodiques positifs avec retards. Des condi-
tions intéressantes sont élaborées en commande par retour d’état périodique de ces deux types
de systèmes. Ce point a donné lieu à la publication [50].

1.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté les propriétés des systèmes périodiques et les sys-
tèmes périodiques positifs. A travers les exemples donnés dans la littérature nous avons montré
l’intérêt d’étudier ces deux classes de systèmes. Les concepts de stabilité des systèmes pério-
diques ont été présentés. En plus, nous avons introduit les modèles incertains considérés dans
ce mémoire et leur modélisation mathématique. Au sein de ces rappels, nous avons positionné
ce travail dans son contexte, et précisé les objectifs qui ont motivé notre travail.
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Chapitre 2

Systèmes périodiques incertains

Résumé

L’objectif de ce chapitre est de développer des conditions de stabilité et stabilisation ro-
bustes des systèmes linéaires discrets périodiques. Une loi de commande par retour d’état pé-
riodique est élaborée afin d’assurer la stabilité du système périodique en boucle fermée. Trois
types d’incertitude sont donc à considérer : l’incertitude polytopique, l’incertitude LFR (Re-
présentation Fractionnaire Linéaire) et en fin l’incertitude LFR généralisée. Nous élaborons des
conditions sufissantes de stabilité et stabilisation basées sur la S−procédure sous sa forme abs-
traite, et exprimées en termes de LMIs (Inégalités Matricielles Linéaires) faciles à exploiter
numériquement. Des combinaisons des incertitudes citées sont présentées. En plus, il est inté-
ressant d’examiner quantativement la dégradation en performance du système périodique due
aux incertitudes. Pour cette raison, nous allons nous intéresser, dans ce chapitre, à la commande
H∞. En effet, le problème de la commande H∞ revient à établir une loi assurant la stabilité du
système périodique et réduisant l’effet de perturbations w. Dans ce sens, des conditions suffi-
santes de stabilité et stabilisation, tout en minimisant la norme H∞ des systèmes périodiques
sont devéloppées.
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2.1 Introduction

De nombreux systèmes physiques en ingénierie, en science et en économie ont des com-
portements périodiques, dans certains cas des comportements linéaires périodiques incertains
[7]. Il est donc nécessaire d’utiliser des méthodes analytiques pour l’évaluation de la stabi-
lité robuste des systèmes périodiques incertains. Certaines propriétés des systèmes périodiques
peuvent s’étudier en se basant sur des systèmes LTI associés. Les problèmes de synthèse et de
robustesse ont montré des limites de cette hypothèse. En effet, plusieurs travaux dans la littéra-
ture se sont intéressés aux systèmes périodiques. De nombreuses études récentes ont utilisé des
fonctions quadratiques de Lyapunov afin d’établir les conditions de stabilité pour les systèmes
linéaires périodiques à temps discret [5, 51]. Des performances de robustesse ont été traitées
dans [11, 12]. Le résultat dans [11] aborde directement la question de stabilité à travers la ma-
trice de monodromie. Dans ce chapitre, nous étendons l’utilisation de la S−procédure sous sa
forme abstraite [13] aux systèmes linéaires discrets périodiques incertains, en considérant toute
combinaison d’incertitudes polytopique, LFR (Réprésentation Linéaire Fractionnaire) et LFR
généralisée. Cette approche sépare entre la partie robuste et la partie nominale du système.
Dans une première étape, nous traitons la stabilité robuste des systèmes périodiques. Ensuite,
le problème de stabilisation robuste de ces systèmes est résolu via une loi de commande par re-
tour d’état périodique. En plus, il est intéressant d’examiner quantitativement la dégradation en
performance, due aux incertitudes du système. Nous devéloppons alors des lois de commande
robuste avec contrainte H∞ pour les systèmes périodiques. Cette loi de commande ayant comme
objectif de stabiliser les systèmes incertains périodiques et de garantir un niveau de performance
en terme de minimisation de la norme H∞ afin de réduire l’effet de perturbations.

2.2 Préliminaires

Discussion :

Dans cette partie, nous cherchons une relation entre la stabilité d’un système discret pé-
riodique et la stabilité du système LTI équivalent. Pour commencer, nous considérons un cas
particulier qui correspond à une période p = 3. En effet, considérons le système linéaire à
temps invariant (LTI) suivant :

ξ(k + 1) = Aξ(k) (2.1)

où

A =


0 0 A(0)

A(1) 0 0
0 A(2) 0

 . (2.2)

Ce qui implique que, pour tout ξ(k) =
[
ξ⊤1 (k) ξ⊤2 (k) ξ⊤3 (k)

]⊤
, 0, nous avons :

ξ1(k + 1) = A(0)ξ3(k),
ξ2(k + 1) = A(1)ξ1(k),
ξ3(k + 1) = A(2)ξ2(k). (2.3)
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En plus,

ξ3(k + 1) = A(2)A(1)ξ1(k − 1)
= A(2)A(1)A(0)ξ3(k − 2). (2.4)

D’ou ξ3(k) = A(2)A(1)A(0)ξ3(k − 3). En procédant de la même manière, nous trouvons ce
que suit :

ξ1(k) = M0ξ1(k − 3),
ξ2(k) = M1ξ2(k − 3),
ξ3(k) = M2ξ3(k − 3), (2.5)

avec

M0 = A(0)A(2)A(1),
M1 = A(1)A(0)A(2),
M2 = A(2)A(1)A(0). (2.6)

Si la matrice M0 est stable, alors ξ1(k)k→∞ → 0. Nous avons aussi, à partir de la condition
(2.3), ξ2(k+ 1) = A(1)ξ1(k) ce qui implique que ξ2(k)k→∞ → 0, de même ξ3(k)k→∞ → 0. D’ou la
stabilité du système LTI (2.1) est assurée par la stabilité de l’une des trois matrices M0, M1 ou
M2.

D’autre part, considérons le système p−périodique à temps discret suivant :

x(k + 1) = A(k)x(k) (2.7)

avec A(k) = A(k + p), pour k ∈ � et p ∈ �. Il peut s’écrire :

x (p (k + 1) + j) = (A ( j + p − 1) A ( j + p − 2) × . . . × A ( j)) x (kp + j) (2.8)

Pour simplifier le calcul, prenons le cas de la période p = 3, nous trouvons alors :

x (3 (k + 1) + j) = (A ( j + 2) A ( j + 1) A ( j)) x (3k + j) (2.9)

pour j = 0, 1, 2. Donc,

pour j = 0, x (3 (k + 1)) = (A (2) A (1) A (0)) x (3k) ,
pour j = 1, x (3 (k + 1) + 1) = (A (0) A (2) A (1)) x (3k + 1) ,
pour j = 2, x (3 (k + 1) + 2) = (A (1) A (0) A (2)) x (3k + 2) . (2.10)

A ce niveau et en suivant la même procédure que précédemment, nous constatons que la
stabilité de notre système 3−périodique est assurée par la stabilité de l’une des trois matrices
M0, M1 ou M2.

27



Chapitre 2. Systèmes périodiques incertains

Nous concluons que la stabilité du système 3−périodique est équivalente à la stabilité d’un
système LTI d’une matrice d’état A décrite par (2.2).

Pour généraliser, prenons une période quelconque p ∈ � et écrivons l’équation (1.24) sous
sa forme compacte suivante :

A
⊤
PA − P < 0 (2.11)

avec

A =



0 0 . . . 0 A(0)
A(1) 0 . . . 0 0

0 A(2) . . . 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 . . . A(p − 1) 0



,

P =



P(0) 0 . . . 0
0 P(1) . . . 0
...

...
. . .

...

0 0 0 P(p − 1)


.

Ensuite, il est intéressant de vérifier si le système périodique (2.7) est stable lorsque sa
matrice d’état sous sa forme compacte A est stable. Si nous supposons que la matrice A est
stable alors il existe une matrice bloc définie positive diagonale P̄ =

[
P(i j)

]
1�i, j�p

satisfaisant

M = A
⊤
P̄A − P̄ < 0 (2.12)

Il convient de noter que la ime composante de la diagonale principale de M est

A⊤(i)P((i + 1)(i + 1))A(i) − P(ii) < 0,

pour i = 1, . . . , p.
La condition précédente peut se réécrire comme la condition (1.24) tout simplement en

posant P(i−1) = P(ii) pour i = 1, . . . , p. Il en résulte que la matrice stable A vérifie la condition
(2.11) avec une matrice bloc diagonale définie positive P. Ce résultat peut être résumé dans le
lemme suivant.

Lemme 2.1 La matrice A est stable si et seulement s’il existe une matrice bloc diagonal définie

positive P satisfaisant (2.11).

Par conséquent, la stabilité du système périodique implique la stabilité de la matrice A et
l’inverse est également vrai. Si la matrice A est stable, alors compte tenu du lemme 2.1, il existe
une matrice bloc diagonale définie positive P satisfaisant (2.11), ce qui signifie que le système
périodique est stable.

Lemme 2.2 Le système périodique est stable si et seulement si la matrice A est stable.
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Remarque :

Du point de vue analyse de stabilité, la condition (1.24) est intéressante, mais du point de vue
stabilisation, ce n’est pas le cas. En effet, sa forme duale est la plus exploitable. Cette dernière
est donnée par :

A(k)X(k − 1)A⊤(k) − X(k) < 0 k = 0, 1, . . . , p − 1. (2.13)

La forme duale de (1.24) est déduite à partir de la forme duale de (2.11). En effet, en pré
et post-multipliant l’inégalité (2.11) par X = P

−1 et en utilisant le complément de schur, nous
obtenons :

[
−X XA

⊤

AX −X

]
< 0

Par la suite, en appliquant le complément de Schur pour la deuxième fois, nous obtenons :

AXA
⊤ − X < 0

La kme composante de la diagonale principale de AXA
⊤ − X est donnée par :

A(k)X(kk)A⊤(k) − X((k + 1)(k + 1)) < 0,

pour k = 1, . . . , p. Nous constatons alors que la condition précédente n’est autre que la
condition (2.13) avec X(k − 1) = X(kk) pour k = 1, . . . , p.

A cause des résultats devéloppés ci-dessus pour le système périodique autonome, certains
pensent que les propriétés du système périodique à temps discret peuvent être étudiées en utili-
sant un système LTI associé. Nous pouvons alors nous demander si notre travail peut être traité
en considérant les systèmes LTI associés. Donc, il perd toute sa signification. Des simples cal-
culs algébriques sont en mesure de montrer les limites des arguments fondés sur le système LTI
associé quand il s’agit d’un problème de commande ainsi que le cas de l’analyse et la synthèse
robustes considéré dans ce chapitre. Afin de justifier l’importance de ce travail, nous allons
illustrer notre idée sur le problème de commande dans le cas où la période p = 3. Le système
LTI associé en boucle fermée par un retour d’état périodique conduit à la matrice suivante :


0 0 A(0) + B(0)K(0)

A(1) + B(1)K(1) 0 0
0 A(2) + B(2)K(2) 0

 =


0 0 A(0)

A(1) 0 0
0 A(2) 0

 +


B(0) 0 0

0 B(1) 0
0 0 B(2)




0 0 K(0)

K(1) 0 0
0 K(2) 0

 =


0 0 A(0)

A(1) 0 0
0 A(2) 0

 +


B(0)

0
0

 K(0)
[
0 0 I

]
+


0

B(1)
0

 K(1)
[
I 0 0

]
+


0
0

B(2)

 K(2)
[
0 I 0

]
.
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Ce qui montre que le retour d’état calculé à partir du système LTI associé n’est plus un
retour d’état classique. Le cas incertain donne des arguments aussi plus forts pour étudier les
systèmes périodiques en utilisant notre approche et non pas le système LTI associé.

2.3 Incertitude LFR généralisée polytopique

Notre objectif dans cette section est de tester la robustesse des matrices d’état A(k,∆(k), α(k)).
Dans notre cas, ∆(k) représente l’incertitude LFR généralisée et α(k) pour l’incertitude polyto-
pique. En effet, des conditions suffisantes de la stabilté robuste des systèmes discrets périodiques
sont présentées. L’utilisation de l’approche S−procédure sous sa forme abstraite nous a permis
d’obtenir des conditions en termes de LMIs faciles à exploiter numériquement. Le problème de
stabilisation robuste est résolu en utilisant une loi de commande par retour d’état périodique.

2.3.1 Analyse de stabilité

Dans cette partie, nous développons des conditions suffisantes de stabilité robuste des sys-
tèmes périodiques incertains. L’approche S−procédure sous sa forme abstraite est utilisée afin
d’obtenir les conditions de stabilité faciles à exploiter. Considérons alors le système linéaire
p−périodique où la matrice d’état est affectée par les deux incertitudes LFR (Repésentation
Fractionnaire Linéaire) généralisée et polytopique suivant :

x(k + 1) =
(
A(k, α(k)) + ∆A(k, α(k))

)
x(k), avec (2.14)

∆A(k, α(k)) = (E(k, α(k))∆(k) − F(k, α(k))) (I − D(k, α(k))∆(k))−1 C(k, α(k)) (2.15)

où A(k), E(k), C(k), D(k) et F(k) sont des matrices p−périodiques réelles de dimensions
appropriées appartenant aux polytopes Ω1(k) pour k = 0, 1, . . . , p − 1 et ∆(k) est une matrice
p−périodique inconnue satisfaisant

∆⊤(k)∆(k) ≤ γ2(k)I. (2.16)

Ω1(k) sont des polytopes de nombre de sommets τ(k), décrits par :

Ω1(k) =



[
A(k) E(k) F(k)
C(k) D(k) 0

]
=

τ(k)∑

i=1

αi(k)

[
Ai(k) Ei(k) F i(k)
Ci(k) Di(k) 0

]
;α(k) ∈ Φ(k)

 , (2.17)

Φ(k) =


α(k) =



α1(k)
...

ατ(k)(k)

 ∈
{
�
+}τ(k)

|

τ(k)∑

i=1

αi(k) = 1


, (2.18)

et Ai(k), Ei(k), Ci(k), Di(k) et F i(k) pour i = 1, . . . , τ(k) et k = 0, 1, . . . , p − 1 sont des
matrices p−périodiques connues.

30



2.3. Incertitude LFR généralisée polytopique

La forme duale du système p−périodique (2.14) peut être présentée par l’expression sui-
vante :

ǫ(k + 1) = A⊤(k,∆(k), α(k))ǫ(k)
= A⊤(k, α(k))ǫ(k)+

C⊤(k, α(k))(I − ∆⊤(k)D⊤(k, α(k)))−1(∆⊤(k)E⊤(k, α(k)) − F⊤(k, α(k)))ǫ(k)(2.19)

Soit η(k) définie par :

η(k) = ∆⊤(k)
(
E⊤(k, α(k))ǫ(k) + D⊤(k, α(k))η(k)

)
− F⊤(k, α(k))ǫ(k)

= ∆⊤(k)y(k) − F⊤(k, α(k))ǫ(k)
= z(k) − F⊤(k, α(k))ǫ(k), (2.20)

les condition (2.19) et (2.20) nous permettent de réecrire la forme duale du système (2.14)
comme suit :


z(k)

ǫ(k + 1)
y(k)

 =


F⊤(k, α(k)) I

A⊤(k, α(k)) C⊤(k, α(k))
E⊤(k, α(k)) D⊤(k, α(k))



[
ǫ(k)
η(k)

]
, (2.21)

avec la représentation du noyau suivante :

[
I −∆⊤(k)

] [ z(k)
y(k)

]
= 0, (2.22)

où ∆(k) est une matrice p−périodique inconnue qui satisfait la condition suivante :

∆(k) ∈ ∇(k) =
{
Θ(k) ∈ �ny×nz : Θ(k)Θ⊤(k) ≤ γ2(k)I

}
, (2.23)

où ny et nz sont, respectivement, les dimensions de y(k) et z(k). En plus, nous supposons
également que l’ensemble fermé ∇(k) est compact.

La représentation du système p−périodique (2.21)-(2.22) est dite bien posée si pour tout
k = 0, 1, . . . , p − 1,

(I − D(k, α(k))∆(k)) est inversible pour chaque ∆(k) ∈ ∇(k). (2.24)

Nous constatons que si le système est donné par l’interconnexion (2.21)-(2.22), la question
de bien posé doit être vérifiée et c’est la raison de rappeler la condition (2.24). En outre, lorsque
le système est donnée par (2.14), le bien posé est supposé garanti.

Dans nos devéloppements, nous utilisons le théorème de stabilité de Lyapunov. Du point
de vue analyse la forme primale de l’inégalité de Lyapunov est intéressante, mais du point de
vue stabilisation ce n’est pas le cas. En effet, sa forme duale est la plus exploitable vue que
les résultats de stabilité seront exploités pour développer les conditions de stabilisation robuste
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des systèmes périodiques. Pour cette raison, nous n’utilisons que la forme duale dans toute la
section.

Dans la suite, nous supposons que la condition (2.24) est vérifiée et que le système est alors
donné par (2.19). Dans cette partie, notre objectif est de développer les conditions de stabilité
robuste du système p−périodique (2.19) sous la contrainte (2.23).

En plus, dans ce cas d’incertitude LFR généralisée polytopique, la condition (1.28) devient :

∃ X(k, α(k)) = X⊤(k, α(k)) > 0, ∀∆(k) ∈ ∇(k)[
I

A⊤(k,∆(k), α(k))

]⊤ [
−X(k + 1, α(k + 1)) 0

0 X(k, α(k))

] [
I

A⊤(k,∆(k), α(k))

]
< 0 (2.25)

où X(k, α(k)) =
∑τ(k)

i=1 α
i(k)Xi(k), α(k) ∈ Φ(k).

La condition (2.25) est une condition de stabilité pour le système p−périodique (2.19) et en
même temps une condition de stabilité pour le système duale (2.14). Cependant, la condition
(2.25) n’est pas pratique car elle dépend infiniment de nombreux paramètres ∆(k). Ainsi, au lieu
de vérifier (2.25) nous allons vérifier la condition équivalente qui ne dépend plus du paramètre
incertain ∆(k) et cela peut se faire grâce à l’utilisation de l’approche S-procédure sous sa forme
abstraite [52]. Ce premier résultat sur la stabilité du système est résumé dans les deux théorèmes
suivants.

Théorème 2.1 Pour le système p−périodique (2.14), les deux propositions suivantes sont équi-

valentes.

(i) Il existe une matrice p−périodique symétrique définie positive X(k, α(k)) telle que l’équa-

tion (2.25) soit vérifiée pour tout k = 0, 1, . . . , p − 1.

(ii) Il existe une matrice p−périodique symétrique définie positive X(k, α(k)), telle que la

LMI suivante est vérifiée,

A
⊤(k, α(k))

[
−Pa(k + 1, α(k + 1)) 0

0 Pb(k, α(k))

]
A(k, α(k)) < 0, (2.26)

où

A(k, α(k)) =



I 0
F⊤(k, α(k)) I

A⊤(k, α(k)) C⊤(k, α(k))
E⊤(k, α(k)) D⊤(k, α(k))


, (2.27)

Pa(k + 1, α(k + 1)) =

[
X(k + 1, α(k + 1)) 0

0 I

]
, (2.28)

Pb(k, α(k)) =

[
X(k, α(k)) 0

0 γ2(k)I

]
, (2.29)

avec

32



2.3. Incertitude LFR généralisée polytopique

X(k, α(k)) =
τ(k)∑

i=1

αi(k)Xi(k),

α(k) =



α1(k)
...

ατ(k)(k)

 /α(k) ∈ Φ(k),

Xi(k) est une matrice p-périodique symétrique définie positive.

Démonstration du théorème 2.1 :

Premièrement, notons qu’en utilisant les conditions (2.19) et (2.20), nous obtenons ce qui
suit :

[
I

A⊤(k,∆(k), α(k))

]
ǫ(k) =

[
I 0

A⊤(k, α(k)) C⊤(k, α(k))

] [
ǫ(k)
η(k)

]

=

[
I 0 0 0
0 0 I 0

]


I 0
F⊤(k, α(k)) I

A⊤(k, α(k)) C⊤(k, α(k))
E⊤(k, α(k)) D⊤(k, α(k))



[
ǫ(k)
η(k)

]
.

Par conséquent, l’équation (2.25) peut s’écrire comme suit :

ǫ⊤(k)

[
I

A⊤(k,∆(k), α(k))

]⊤ [
−X(k + 1, α(k + 1)) 0

0 X(k, α(k))

] [
I

A⊤(k,∆(k), α(k))

]
ǫ(k)

=

[
ǫ(k)
η(k)

]⊤


I 0
F⊤(k, α(k)) I

A⊤(k, α(k)) C⊤(k, α(k))
E⊤(k, α(k)) D⊤(k, α(k))



⊤

[
I 0 0 0
0 0 I 0

]⊤ [
−X(k + 1, α(k + 1)) 0

0 X(k, α(k))

]
×

[
I 0 0 0
0 0 I 0

]


I 0
F⊤(k, α(k)) I

A⊤(k, α(k)) C⊤(k, α(k))
E⊤(k, α(k)) D⊤(k, α(k))



[
ǫ(k)
η(k)

]

=

[
ǫ(k)
η(k)

]⊤


I 0
F⊤(k, α(k)) I

A⊤(k, α(k)) C⊤(k, α(k))
E⊤(k, α(k)) D⊤(k, α(k))



⊤ 

−X(k + 1, α(k + 1)) 0 0 0
0 0 0 0
0 0 X(k, α(k)) 0
0 0 0 0


×



I 0
F⊤(k, α(k)) I

A⊤(k, α(k)) C⊤(k, α(k))
E⊤(k, α(k)) D⊤(k, α(k))



[
ǫ(k)
η(k)

]

=

(
A(k, α(k))

[
ǫ(k)
η(k)

])⊤
H(k + 1, α(k + 1))

(
A(k, α(k))

[
ǫ(k)
η(k)

])
< 0.
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avec

H(k + 1, α(k + 1)) =



−X(k + 1, α(k + 1)) 0 0 0
0 0 0 0
0 0 X(k, α(k)) 0
0 0 0 0


.

En outre, la reprise de l’équation (2.22) nous permet d’obtenir l’expression suivante :

[
I −∆⊤(k)

] [z(k)
y(k)

]
=

[
I −∆⊤(k)

] [0 I 0 0
0 0 0 I

]


I 0
F⊤(k, α(k)) I

A⊤(k, α(k)) C⊤(k, α(k))
E⊤(k, α(k)) D⊤(k, α(k))



[
ǫ(k)
η(k)

]
= 0,

ce que signifie que

A(k, α(k))

[
ǫ(k)
η(k)

]
∈ ker([I − ∆⊤(k)]T )

avec A(k, α(k)) donnée par l’équation (2.27) et T =

[
0 I 0 0
0 0 0 I

]
.

Nous obtenons ainsi la condition suivante :

z⊤H(k + 1, α(k + 1))z < 0; ∀z ∈ S ∆(k),α(k) = Im(A(k, α(k))) ∩ ker([I − ∆⊤(k)]T ). (2.30)

Rappelons aussi que

ker([I − ∆⊤(k)]) = Im

[
∆⊤(k)

I

]
,

Ce qui implique que la version duale de (2.16) est équivalent à :

[
∆⊤(k)

I

]⊤ [
−I 0
0 γ2(k)I

] [
∆⊤(k)

I

]
≥ 0, ∀k = 0, 1, . . . , p − 1. (2.31)

L’équation (2.31) montre qu’il existe une matrice

ψ(k) =

[
−I 0
0 γ2(k)I

]
, (2.32)

tel que :

η⊤ψ(k)η � 0, ∀η ∈ ker([I − ∆⊤(k)]); ∀k = 0, 1, . . . , p − 1. (2.33)

En utilisant l’approche S-procédure sous sa forme abstraite (voir annexe A), les deux condi-
tions (2.30) et (2.33) sont équivalentes à :
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A
⊤(k, α(k))

(
H(k + 1, α(k + 1)) + T⊤ψ(k)T

)
A(k, α(k)) < 0

∀k = 0, 1, . . . , p − 1, qui n’est autre que la condition (2.26) avec ψ(k) donnée par (2.32).

Il est à noter que la condition (2.25) est équivalente à la condition de stabilité quaratique et
peut être considérée comme une condition suffisante pour la stabilité robuste du système (2.19).
Le théorème 2.1 montre l’équivalence entre les deux conditions (2.25) et (2.26). La condition
(2.26) est alors une condition nécessaire et suffisante pour la stabilité quadratique pour le sys-
tème (2.19), mais quand il s’agit de la stabilité robuste, la condition (2.26) devient seulement
suffisante ce qui est montré par le théorème 2.2. En conclusion, le conservatisme introduit en
utilisant la condition (2.26) pour la stabilité robuste n’est plus le résultat de l’utilisation de
S-procédure, mais plutôt du à la relation entre la stabilité robuste et quadratique.

Théorème 2.2 Le système p−périodique incertain (2.14) sous la contrainte (2.16) est asympto-

tiquement stable de manière robuste s’il existe une matrice p−périodique symétrique définie po-

sitive X(k, α(k)), telle que, ∀∆(k) ∈ ∇(k), la LMI (2.26) est vérifiée pour tout k = 0, 1, . . . , p−1.

Cependant, il est très difficile (voire impossible) de vérifier la condition (2.26) sur tous
les polytopes entiers, et il est, alors, important de trouver des conditions suffisantes qui sont
numériquement traitables. Pour cette raison, nous mettrons l’inégalité (2.26) sous une forme
plus adéquate. Par conséquent, le système p−périodique (2.14)-(2.15) sous la contrainte (2.16)
est stable robuste si :

[
F̃(k, α(k))
Ã(k, α(k))

]⊤ [
−Pa(k + 1, α(k + 1)) 0

0 Pb(k, α(k))

] [
F̃(k, α(k))
Ã(k, α(k))

]
< 0 (2.34)

avec

Ã(k, α(k)) =

[
A⊤(k, α(k)) C⊤(k, α(k))
E⊤(k, α(k)) D⊤(k, α(k))

]
,

F̃(k, α(k)) =

[
I 0

F⊤(k, α(k)) I

]
.

L’utilisation du lemme d’élimination (voir [53]) nous permet d’affirmer l’existence d’une
matrice p−périodique G(k) de telle sorte que la condition (2.34) soit équivalente à l’inégalité
suivante :

[
F̃(k, α(k)) 0

0 I

]⊤ [
−Pa(k + 1, α(k + 1)) 0

0 Pb(k, α(k))

] [
F̃(k, α(k)) 0

0 I

]
+

Sym

{[
Ã⊤(k, α(k))
−I

]
G(k)

[
0 I

]}
< 0 (2.35)

En outre, la condition (2.35) peut s’écrire
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F̃(k, α(k)) 0
0 I

I 0
0 I



⊤



−Pa(k + 1, α(k + 1)) 0
... 0

0 Pb(k, α(k))
. . . . . . . . .

0
... Sym

{[
Ã⊤(k, α(k))
−I

]
G(k)

[
0 I

]}



×



F̃(k, α(k)) 0
0 I

I 0
0 I


< 0, (2.36)

à partir de laquelle nous pouvons appliquer, de nouveau, le lemme d’élimination (voir B)
pour obtenir ce que suit :



−Pa(k + 1, α(k + 1)) 0
... 0

0 Pb(k, α(k))
. . . . . . . . .

0
... Sym

{[
Ã⊤(k, α(k))
−I

]
G(k)

[
0 I

]}



+

Sym





−I 0
0 −I

F̃⊤(k, α(k)) 0
0 I


℘(k)



0 0
0 I

I 0
0 0



⊤
< 0. (2.37)

Théorème 2.3 Le système p−périodique (2.14)-(2.15) sous la contrainte (2.16) est stable ro-

buste s’il existe τ(k) matrices p−périodiques symétriques définies positives Xi(k), τ(k + 1) ma-

trices p−périodiques symétriques définies positives X j(k + 1) et des matrices p−périodiques

G(k) et ℘(k), telle que la condition suivante soit vérifiée.



−P
j
a(k + 1) 0

... 0
0 Pi

b
(k)

. . . . . . . . .

0
... Sym


Ã

i
⊤

(k)
−I

G(k)
[
0 I

]



+ Sym





−I 0
0 −I

F̃ i
⊤

(k) 0
0 I


℘(k)



0 0
0 I

I 0
0 0



⊤
< 0,

i = 1, . . . , τ(k), j = 1, . . . , τ(k + 1)

avec :

P j
a(k + 1) =

[
X j(k + 1) 0

0 I

]

Pi
a(k) =

[
Xi(k) 0

0 γ2(k)I

]
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2.3.2 Stabilisation robuste

Notre objectif dans cette partie est de produire des conditions de stabilisation robuste des
systèmes linéaires périodiques incertains, en présence d’une incertitude LFR généralisée poly-
topique. En se basant sur les résultats obtenus dans la section précédente, une loi de commande
par retour d’état périodique est devéloppée afin d’assurer la stabilité robuste du système pério-
dique en boucle fermée. Considérons alors le système suivant :

x(k + 1) = A(k,∆(k), α(k))x(k) + B(k,∆(k), α(k))u(k), (2.38)

où

A(k,∆(k), α(k)) = A(k, α(k))+
(E(k, α(k))∆(k) − F(k, α(k)))(I − D(k, α(k))∆(k))−1C(k, α(k)) (2.39)

B(k,∆(k), α(k)) = B(k, α(k))+
(E(k, α(k))∆(k) − F(k, α(k)))(I − D(k, α(k))∆(k))−1N(k, α(k)) (2.40)

Le système (2.38) appartient à la classe des systèmes répondant à une sorte de correspon-
dance des conditions où la matrice de commande B(k,∆(k)) a E(k), D(k) et F(k) comme des
matrices communes avec la matrice d’état A(k,∆(k)). Cette hypothèse sert seulement à faciliter
le devéloppement et à nous éviter un calcul complexe.

Dans cette partie, nous nous intéressons aux conditions efficaces à l’élaboration d’une loi de
commande par retour d’état p−périodique suivante :

u(k) = K(k)x(k), (2.41)

stabilisant le système p−périodique incertain (2.38).

En appliquant la loi de commande (2.41) au système (2.38) et en utilisant les expressions
(2.39) et (2.40), le système en boucle fermée est :

x(k + 1) = Acl(k, α(k))x(k)+
(E(k, α(k))∆(k) − F(k, α(k)))(I − D(k, α(k))∆(k))−1Ccl(k, α(k))x(k) (2.42)

avec
Acl(k, α(k)) = A(k, α(k)) + B(k, α(k))K(k)

et
Ccl(k, α(k)) = C(k, α(k)) + N(k, α(k))K(k).

En utilisant le théorème 2.3, les resultats de stabilisation robuste du système p−périodique
(2.42), sous la contrainte (2.16), sont résumés dans le théorème suivant.
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Théorème 2.4 Le système p−périodique incertain (2.38) sous la contrainte (2.16) est asympto-

tiquement stabilisable de manière robuste par la loi de commande par retour d’état p−périodique

(2.41) s’il existe des matrices p−périodiques symétriques définies positives Xi(k) et des matrices

p−périodiques ℘(k) et G(k) =

[
G11(k) 0
G21(k) G22(k)

]
satisfaisant la condition suivante :



−P
j
a(k + 1) 0

... 0
0 Pi

b
(k)

. . . . . . . . .

0
... Sym


Ã

i
⊤

cl(k)
−I

G(k)
[
0 I

]



+ Sym





−I 0
0 −I

F̃ i
⊤

(k) 0
0 I


℘(k)



0 0
0 I

I 0
0 0



⊤
< 0

où

P j
a(k + 1) =

[
X j(k + 1) 0

0 I

]
,

Pi
b(k) =

[
Xi(k) 0

0 γ2(k)I

]
,

F̃ i(k) =

[
I 0

F i⊤(k) I

]
,

Ãi
cl

⊤

(k) =

[
Ai(k) + Bi(k)K(k) Ei(k)
Ci(k) + N i(k)K(k) Di(k)

]
,

pour tout i = 1, . . . τ(k) et j = 1, . . . τ(k + 1).
Dans ce cas, les matrices du retour d’état sont données par :

K(k) = Y(k)G−1
11 (k). (2.43)

Notons que τ(k) est p−périodique, c’est-à-dire, τ(k) = τ(k + p), ∀k ∈ �.

2.3.3 Cas particuliers

2.3.3.1 Incertitude LFR généralisée

Dans cette partie, nous ignorons l’incertitude polytopique et nous considérons seulement
l’incertitude LFR généralisée. En effet, ignorer l’incertitude polytopique c’est en fait prendre
un nombre de sommets égal à 1 (τ(k) = 1 dans (2.18)). Les conditions devéloppées sont basées
sur l’utilisation de l’approche S−procédure sous sa forme abstraite. Cette approche nous permet
d’obtenir des conditions en termes de LMIs faciles à exploiter numériquement.

1. Analyse de stabilité

Dans ce cas, le système p−périodique (2.14) devient comme suit :

x(k + 1) =
(
A(k) + ∆A(k)

)
x(k) (2.44)
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avec

∆A(k) = (E(k)∆(k) − F(k)) (I − D(k)∆(k))−1 C(k). (2.45)

En se basant sur les résultats devéloppés dans la partie 2.3.1, nous pouvons élaborer une
condition de stabilité du système p−périodique incertain (2.44) en suivant le même prin-
cipe.

Théorème 2.5 Le système p−périodique incertain (2.44) sous la contrainte (2.16) est

asymptotiquement stable de manière robuste s’il existe une matrice p−périodique symé-

trique définie positive X(k), telle que, ∀∆(k) ∈ ∇(k), la LMI

A
⊤(k)



−X(k + 1) 0 0 0
0 −I 0 0
0 0 X(k) 0
0 0 0 γ2(k)I


A(k) < 0, (2.46)

où

A =



I 0
F⊤(k) I

A⊤(k) C⊤(k)
E⊤(k) D⊤(k)


,

soit vérifiée pour tout k = 0, 1, . . . , p − 1.

2. Stabilisation robuste

Notre objectif dans cette partie est d’élaborer une loi de commande par retour d’état
p−périodique afin d’assurer la stabilité robuste du système p−périodique (2.47) en boucle
fermée. Toutes les matrices, à ce niveau, sont affectées par l’incertitude LFR généralisée.
Donc, notre système est présenté comme suit :

x(k + 1) = A(k,∆(k))x(k) + B(k,∆(k))u(k), (2.47)

avec A(k,∆(k)) donnée par (2.45) et

B(k,∆(k)) = B(k) + (E(k)∆(k) − F(k))(I − D(k)∆(k))−1N(k). (2.48)

Dans cette partie, nous sommes intéressés par les conditions efficaces à l’élaboration de
la loi de commande par retour d’état p−périodique (2.41).
En appliquant de la loi de commande (2.41) au système (2.47), le système en boucle
fermée est alors,

x(k + 1) = (A(k,∆(k)) + B(k,∆(k))K(k)) x(k) (2.49)

En utilisant les expressions (2.45) et (2.48), le système en boucle fermée devient :

x(k + 1) =
(
Acl(k) + (E(k)∆(k) − F(k))(I − D(k)∆(k))−1Ccl(k)

)
x(k) (2.50)
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avec
Acl(k) = A(k) + B(k)K(k)

et
Ccl(k) = C(k) + N(k)K(k).

Tout d’abord, nous devons montrer, en utilisant le théorème 2.5, que la stabilisation qua-
dratique du système p−périodique (2.47), sous la contrainte (2.16), est garantie par l’exis-
tence d’une matrice p−périodique symétrique X(k) > 0, k = 0, 1, . . . , p − 1, telle que :

A
⊤
cl(k)



−X(k + 1) 0 0 0
0 −I 0 0
0 0 X(k) 0
0 0 0 γ2(k)I


Acl(k) < 0 (2.51)

avec

Acl(k) =



I 0
F⊤(k) I

A⊤
cl

(k) C⊤
cl

(k)
E⊤(k) D⊤(k)


.

La stabilité quadratique doit être comprise dans le sens où il y a une séquence commune
de matrices X(k), k ∈ �. Dans le cas des systèmes p−périodiques, cette séquence sera
définie au cours d’une période p par une matrice périodique symétrique X(k) = X(k + p),
∀k ∈ �.

L’équation (2.51) est équivalente à :

F̃⊤(k)

[
−X(k + 1) 0

0 −I

]
F̃(k) + Ã⊤(k)

[
X(k) 0

0 γ2(k)I

]
Ã(k) < 0,

avec

F̃(k) =

[
I 0

F⊤(k) I

]

Ã(k) =

[
A⊤

cl
(k) C⊤

cl
(k)

E⊤(k) D⊤(k)

]
.

Cette inégalité peut s’écrire comme suit :

F̃⊤(k)

[
−X(k + 1) 0

0 −I

]
F̃(k) + γ2(k)

[
E(k)
D(k)

] [
E⊤(k) D⊤(k)

]
+

[
Acl(k)
Ccl(k)

]
X(k)

[
A⊤

cl
(k) C⊤

cl
(k)

]
< 0.

En utilisant le complément de Schur, nous pouvons écrire aussi :
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F̃⊤(k)

[
−X(k + 1) 0

0 −I

]
F̃(k) + γ2(k)

[
E(k)
D(k)

] [
E(k)
D(k)

]⊤ [
Acl(k)X(k)
Ccl(k)X(k)

]

[
X(k)A⊤

cl
(k) X(k)C⊤

cl
(k)

]
−X(k)


< 0. (2.52)

En substituant les expressions de Ccl(k) et Acl(k) dans (2.52), nous obtenons alors :



F̃⊤(k)

[
−X(k + 1) 0

0 −I

]
F̃(k) + γ2(k)

[
E(k)
D(k)

] [
E(k)
D(k)

]⊤ [
A(k)X(k) + B(k)Y(k)
C(k)X(k) + N(k)Y(k)

]

[
A(k)X(k) + B(k)Y(k)
C(k)X(k) + N(k)Y(k)

]⊤
−X(k)


< 0. (2.53)

A ce niveau, les matrices X(k) et Y(k) sont dites : variables de décision.
En plus, le gain du retour d’état est calculé en utilisant la relation

K(k) = Y(k)X−1(k). (2.54)

Ensuite, notons que l’équation (2.53) peut s’écrire comme suit :

φ(k) + T1X(k + 1)T2 + Sym {T4(k)X(k)T3 + T5(k)Y(k)T3} < 0,

avec

φ(k) =


E(k)γ2(k)E⊤(k) − F(k)F⊤(k) E(k)γ2(k)D⊤(k) − F(k) 0

D(k)γ2(k)E⊤(k) − F⊤(k) D(k)γ2(k)D⊤(k) − I 0
0 0 0

 ,

T2 =
[
I 0 0

]
,

T3 =
[
0 0 I

]
,

T4(k) =


A(k)
C(k)
−0.5I

 ,

T1 =


−I

0
0

 ,

T5(k) =


B(k)
N(k)

0

 .

Le théorème suivant résume le développement ci-dessus et fournit les conditions LMIs
suffisantes pour la stabilisation robuste du système en boucle fermée (2.50) sous la contrainte
(2.16).
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Théorème 2.6 Le système p−périodique (2.47) sous la contrainte (2.16) est asympto-

tiquement stable de manière robuste par une loi de commande de type retour d’état

p−périodique décrite par (2.41) s’il existe une matrice p−périodique symétrique défi-

nie positive X(k) et une matrice p−périodique Y(k) satisfaisant (2.53). Dans ce cas, la

matrice de retour d’état est donnée par (2.54) pour tout k = 0, 1, . . . , p − 1.

2.3.3.2 Incertitude LFR polytopique

Dans cette partie, nous considérons le cas du système (2.14) où les deux types d’incertitudes
LFR et polytopique sont présentés. Cette incertitude représente un cas particulier de l’incerti-
tude LFR généralisée polytopique étudiée précédemment. L’incertitude LFR polytopique est
obtenue en mettant F(k, α(k)) = 0 pour tout k = 0, 1, . . . , p − 1.

1. Analyse de stabilité

Notre système est décrit par (2.14) et (2.15), où F(k, α(k)) = 0, A(k), E(k), C(k) et D(k)
sont des matrices réelles p−périodiques de dimensions finies appartenant aux polytopes
Ω1(k), k = 0, 1, . . . , p−1 et ∆(k) et une matrice p−périodique inconnue satisfaisant (2.16).
Les polytopes Ω1(k), de nombre de sommets τ(k) pour k = 0, 1, . . . , p−1, sont décrits par
(2.17).

En se basant sur les développements faites dans la partie 2.3.1 et vu que ce type d’incer-
titude est un cas particulier de l’incertitude LFR généralisée polytopique, la condition de
stabilité à ce niveau est présentée par le théorème suivant.

Théorème 2.7 Le système (2.14), dans le cas où F(k, α(k)) = 0 pour tout k = 0, 1, . . . , p−

1, soumis sous la contrainte (2.16) est stable de manière robuste s’il existe, respecti-

vement, τ(k) et τ(k + 1) matrices p−périodiques définies positives Xi(k) et X j(k + 1),
j = 1, . . . , τ(k + 1), i = 1, . . . , τ(k), k = 0, . . . , p − 1 et une matrice p-périodique G(k),
telles que la condition suivante est vérifiée.

[
−P

j
a(k + 1) 0

0 Pi
b
(k)

]
+ Sym

{[
Ãi(k)

⊤

−I

]
G(k)

[
0 I

]}
< 0 (2.55)

avec

Ãi(k) =

[
Ai⊤(k) Ci⊤(k)
Ei⊤(k) Di⊤(k)

]
,

P j
a(k + 1) =

[
X j(k + 1) 0

0 I

]
,

Pi
b(k) =

[
Xi(k) 0

0 γ2(k)I

]
.

2. Stabilisation robuste

Après avoir établi des conditions de stabilisation des systèmes périodiques dont les ma-
trices d’état et de la commande sont affectées par une incertitude LFR généralisée poly-
topique et aussi le cas de l’incertitude LFR généralisée, notre objectif dans cette partie
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est d’imposer la robustesse du même type de systèmes mais dans le cas où l’incertitude
est à la fois polytopique et LFR. Ce type d’incertitude représente, comme déjà men-
tionné, un cas particulier de l’incertitude LFR généralisée polytopique qui correspond à
F(k, α(k)) = 0 pour tout k = 0, 1, . . . , p − 1. A ce niveau, une loi de commande par retour
d’état périodique de la forme (2.41) est devéloppée afin d’assurer la stabilité robuste du
système périodique en boucle fermée.

Considérons alors le système p−périodique à temps discret décrit par (2.38) avec
F(k, α(k)) = 0 pour tout k = 0, 1, . . . , p − 1.

Dans ce cas, le système p−périodique en boucle fermée est présenté par :

x(k + 1) =
(
Acl(k, α(k)) + E(k, α(k))∆(k)(I − D(k, α(k))∆(k))−1Ccl(k, α(k))

)
x(k) (2.56)

avec
Acl(k, α(k)) = A(k, α(k)) + B(k, α(k))K(k)

et
Ccl(k, α(k)) = C(k, α(k)) + N(k, α(k))K(k).

En utilisant le théorème 2.4, les résultats de stabilisation robuste du système (2.56) soumis
sous la contrainte (2.16) sont résumés dans le théorème suivant.

Théorème 2.8 Le système (2.56), soumis sous la contrainte (2.16), est asymptotiquement

stabilisable de manière robuste par un retour d’état p−periodique (2.41) s’il existe des

matrices p−périodiques définies positives Xi(k), i = 1, . . . τ(k) et une matrice p−périodique

G(k) =

[
G11(k) 0
G21(k) G22(k)

]
satisfaisant la condition suivante, pour tout i = 1, . . . τ(k),

j = 1, . . . τ(k + 1) et k = 0, . . . , p − 1,

[
−P

j
a(k + 1) 0

0 Pi
b
(k)

]
+ Sym

{[
Ãi

cl
(k)⊤

−I

]
G(k)

[
0 I

]}
< 0, (2.57)

avec

P j
a(k + 1) =

[
X j(k + 1) 0

0 I

]
,

Pi
b(k) =

[
Xi(k) 0

0 γ2(k)I

]
,

Ãi
cl

(k) =

[
Ai

cl

⊤(k) Ci
cl

⊤(k)
Ei⊤(k) Di⊤(k)

]
.

Dans ce cas, les matrices de retour d’état sont données par :

K(k) = Y(k)G−1
11 (k). (2.58)

Notons que le scalaire τ(k) est p−périodique, c’est à dire, τ(k) = τ(k + p), ∀k ∈ �.
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2.3.3.3 Incertitude LFR

L’incertitude considérée, dans ce cas, est aussi un cas particulier de l’incertitude LFR géné-
ralisée polytopique. En effet, cette incertitude est obtenue en mettant τ(k) = 1 et F(k) = 0 pour
k = 0, 1, . . . , p − 1 dans, respectivement, les expressions (2.15) et (2.17).

1. Analyse de stabilité

A ce niveau, le système (2.14) devient :

x(k + 1) = A(k,∆(k))x(k) (2.59)

avec

A (k,∆(k)) = A(k) + E(k)∆(k) (I − D(k)∆(k))−1 C(k). (2.60)

où A(k), E(k), C(k) et D(k) sont des matrices réelles connues de dimensions finies satis-
faisant la contrainte de périodicité, c’est à dire, pour tout k ∈ �, nous avons :

A(k + p) = A(k), E(k + p) = E(k),

C(k + p) = C(k), D(k + p) = D(k).

Les résultats de stabilité sont résumés dans le théorème suivant.

Théorème 2.9 Le système p−périodique incertain (2.59) soumis sous la contrainte (2.16)
est asymptotiquement stable de manière robuste s’il existe une matrice p-périodique dé-

finie positive X(k), telle que, ∀∆(k) ∈ ∇(k), la condition

A
⊤(k)



−X(k + 1) 0 0 0
0 −I 0 0
0 0 X(k) 0
0 0 0 γ2(k)I


A(k) < 0, (2.61)

est vérifiée pour tout k = 0, . . . , p − 1, avec

A(k) =

[
I 0 A(k) E(k)
0 I C(k) D(k)

]⊤
. (2.62)

2. Stabilisation robuste

Considérons maintenant un système p−périodique à temps discret où les matrices d’état
et de la commande sont affectées par une incertitude LFR. Ce système est donné comme
suit :

x(k + 1) = A(k,∆(k))x(k) + B(k,∆(k))u(k), (2.63)

avec A(k,∆(k)) donnée par (2.60) et

B(k,∆(k)) = B(k) + E(k)∆(k)(I − D(k)∆(k))−1N(k). (2.64)
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Dans cette partie, nous sommes intéressés par les conditions efficaces de stabilisation
robuste du système (2.63) en utilisant un retour d’état p−périodique sous la forme (2.41).
En appliquant la loi de commande (2.41) au système (2.63), nous obtenons le système en
boucle fermée suivant :

x(k + 1) = (A(k,∆(k)) + B(k,∆(k))K(k)) x(k). (2.65)

En utilisant (2.60) et (2.64), le système en boucle fermée devient :

x(k + 1) =
(
Acl(k) + E(k)∆(k)(I − D(k)∆(k))−1C(k)cl

)
x(k) (2.66)

avec

Acl(k) = A(k) + B(k)K(k)

et

Ccl(k) = C(k) + N(k)K(k).

En se basant sur les résultats obtenus dans la partie 2.3.3.1, la condition de stabilisation
du système p−périodique (2.63) est présentée par le thèorème suivant.

Théorème 2.10 Le système (2.63) soumis à la contrainte (2.16) est asymptotiquement

stabilisable de manière robuste par la loi de commande de type retour d’état (2.41) s’il

existe une matrice p-périodique définie positive X(k) satisfaisant la condition suivante,



[
−X(k + 1) 0

0 −I

]
+ γ2(k)

[
E(k)
D(k)

] [
E(k)
D(k)

]⊤ [
A(k)X(k) + B(k)Y(k)
C(k)X(k) + N(k)Y(k)

]

[
X(k)A⊤(k) + Y⊤(k)B⊤(k) X(k)C⊤(k) + Y⊤(k)N⊤(k)

]
−X(k)


< 0

Dans ce cas, les matrices de retour d’état p-périodique sont données par

K(k) = Y(k)X−1(k), (2.67)

pour tout k = 0, . . . , p − 1.

2.3.3.4 Incertitude bornée en norme

L’incertitude bornée en norme est obtenue de l’incertitude LFR généralisée polytopique en
mettant τ(k) = 1 et F(k) = D(k) = 0 pour tout k = 0, 1, . . . , p − 1 dans, respectivement, les
expressions (2.15) et (2.17).

1. Analyse de stabilité

Dans ce cas d’incertitude, notre système p−périodique (2.14) devient :

x(k + 1) = A(k,∆(k))x(k) (2.68)
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avec

A (k,∆(k)) = A(k) + E(k)∆(k)C(k). (2.69)

Théorème 2.11 Le système p−périodique incertain (2.68) soumis sous la contrainte (2.16)
est asymptotiquement stable de manière robuste s’il existe une matrice p-périodique

définie positive X(k), telle que, ∀∆(k) ∈ ∇(k), la LMI suivante est vérifiée pour tout

k = 0, . . . , p − 1,



I 0
0 I

A⊤(k) C⊤(k)
E⊤(k) 0



⊤ 

−X(k + 1) 0 0 0
0 −I 0
0 0 X(k) 0
0 0 0 γ2(k)I





I 0
0 I

A⊤(k) C⊤(k)
E⊤(k) 0


< 0 (2.70)

2. Stabilisation robuste

En se basant sur les résultats développés pour le cas d’une incertitude LFR dans la partie
2.3.3.3, une loi de commande par retour d’état p−périodique est élaborée afin d’assurer
la stabilité robuste du système p−périodique en boucle fermée.

Théorème 2.12 Le système (2.68) soumis à la contrainte (2.16) est asymptotiquement

stabilisable de manière robuste par la loi de commande de type retour d’état (2.41) s’il

existe une matrice p-périodique définie positive X(k) satisfaisant la condition suivante

pour tout k = 0, . . . , p − 1 :



[
−X(k + 1) 0

0 −I

]
+ γ2(k)

[
E(k)

0

] [
E(k)

0

]⊤ [
A(k)X(k) + B(k)Y(k)
C(k)X(k) + N(k)Y(k)

]

[
X(k)A⊤(k) + Y⊤(k)B⊤(k) X(k)C⊤(k) + Y⊤(k)N⊤(k)

]
−X(k)


< 0

Dans ce cas, les matrices de retour d’état p-périodique sont données par (2.67) pour tout

k = 0, . . . , p − 1.

2.3.4 Illustrations numériques

Dans cette partie, notre objectif est d’appliquer les résultats des paragraphes précédents à des
exemples numériques. Ces illustrations nous permettent de tester nos conditions de robustesse
des systèmes périodiques dans le cas où les matrices d’état et de la commande sont affectées
par les différents types d’incertitude cités précédemment.

2.3.4.1 Exemple 1 :

L’objectif de cet exemple est de tester les conditions élaborées pour la stabilisation robuste
des systèmes périodiques incertains. L’incertitude choisie, dans cet exemple, est l’incertitude
LFR (Représentation Linéaire Fractionnaire). Considérons le système discret périodique (2.63)
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où la période est choisie égale à 2. Nous appliquons une loi de commande par retour d’état
2-périodique (2.41), avec :

[
A(0) E(0) C(0) D(0) F(0) B(0)

]
=

[
−1.2 1.3
0.2 1

∣∣∣∣∣∣
0.4 1
0.5 0.2

∣∣∣∣∣∣
−0.4 0.3
0.2 0

∣∣∣∣∣∣
0.1 0.2
0.5 −1

∣∣∣∣∣∣
0.2
0.6

∣∣∣∣∣∣
1.5
0.2

]
,

[
A(1) E(1) C(1) D(1) F(1) B(1)

]
=

[
−1.4 0.5
1.3 0.6

∣∣∣∣∣∣
1.2 0.2
0.2 0.4

∣∣∣∣∣∣
−1 0.3
0.5 −1.4

∣∣∣∣∣∣
0.5
0.4

∣∣∣∣∣∣
1.2
0.4

]
.

Nous choisissons γ(0) = 0.2 et γ(1) = 0.3.
Ensuite, en appliquant le théorème 2.10, nous obtenons les matrices de décision suivantes :

[
X(0) Y(0)

]
=

[
0.8985 −0.2463
−0.2237 0.3486

∣∣∣∣∣∣ 0.8893 −0.5306

]
,

[
X(1) Y(1)

]
=

[
0.1302 −0.0275
−0.0248 0.2760

∣∣∣∣∣∣ −0.0152 −0.1521

]
,

Puis, selon l’expression (2.67), les matrices de retour d’état sont les suivantes :

[
K(0) K(1)

]
=

[
0.7415 −0.9967

∣∣∣ −0.2326 −0.5723
]
.

Afin de vérifier la stabilité robuste du système 2−périodique (2.65), nous prenons un grand
nombre de matrices d’incertitude ∆(k), pour k = 0, 1, satisfaisant (2.16). Nous remarquons que
les valeurs propres maximales de l’équation (1.28), adaptée au système en boucle fermée, sont
toutes réelles négatives, ce qui est montré par la figure (2.1).

Les figures 2.2 et 2.3 illustrent l’évolution des variables d’état du système 2−périodique
considéré. Ces figures tendent à montrer que notre système est effectivement asymptotiquement
stable de manière robuste pour toute incertitude ∆(k) satisfaisant (2.16).
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Figure 2.1 – Les maximums de valeurs propres de la condition (1.28), adaptée à la boucle
fermée, pour un grand nombre d’incertitude ∆(k), satisfaisant (2.16).

Figure 2.2 – La trajectoire d’état x1(k) pour certains cas de ∆(k) satisfaisant (2.16).
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Figure 2.3 – La trajectoire d’état x2(k) pour certains cas de ∆(k) satisfaisant (2.16).

2.3.4.2 Exemple 2 :

Cet exemple a le même objectif que l’exemple précédent mais pour le cas où l’incerti-
tude est à la fois LFR et polytopique. Considérons, alors, le système p−périodique (2.38) avec
F(k, α(k)) = 0 pour tout k = 0, 1, . . . , p − 1, d’une période choisie est égale à 2, avec :

[
A1(0) A2(0) B1(0) B2(0)

]
=

[
0.1 −0.3
0.2 0.5

∣∣∣∣∣∣
0.81 0.4
0.2 0.6

∣∣∣∣∣∣
1.5
0.4

∣∣∣∣∣∣
1.2
0.2

]
,

[
E1(0) E2(0) N1(0) N2(0)

]
=

[
0.4 0.1
0.5 −0.2

∣∣∣∣∣∣
0.1 0.2
0.4 −0.5

∣∣∣∣∣∣
0.2
0.6

∣∣∣∣∣∣
0.3
0.4

]
,

[
C1(0) C2(0) D1(0) D2(0)

]
=

[
0.4 0.3
0.2 0.1

∣∣∣∣∣∣
0.2 0.4
0.6 0.5

∣∣∣∣∣∣
0.1 0.2
0.5 0.2

∣∣∣∣∣∣
0.3 0.1
0.4 1

]
,

[
A1(1) A2(1) B1(1) B2(1)

]
=

[
0.2 −0.3
0.2 0.45

∣∣∣∣∣∣
0.3 0.4
0.2 0.5

∣∣∣∣∣∣
1.2
0.4

∣∣∣∣∣∣
0.2
0.5

]
,

49



Chapitre 2. Systèmes périodiques incertains

[
E1(1) E2(1) N1(1) N2(1)

]
=

[
0.1 0.6
0.4 −0.5

∣∣∣∣∣∣
0.2 0.2
0.5 −0.2

∣∣∣∣∣∣
0.5
0.4

∣∣∣∣∣∣
0.2
0.5

]
,

[
C1(1) C2(1) D1(1) D2(1)

]
=

[
0.3 0.4
0.1 0.5

∣∣∣∣∣∣
0.2 0.5
0.4 0.3

∣∣∣∣∣∣
0.2 0.2
0.5 0.2

∣∣∣∣∣∣
0.3 0.4
0.4 1

]
.

Nous choisissons γ(0) = 0.2 et γ(1) = 0.3.

Il est évident de vérifier que le système 2−périodique incertain autonome est instable pour,
au moins, certaines valeurs d’incertitude ∆(k) satisfaisant (2.16). Nous appliquant le théorème
2.8, nous obtenons les matrices suivantes :

[
X1(0) X2(0) Y⊤(0)

]
=

[
1.8348 43.1709
−44.6405 0.6164

∣∣∣∣∣∣
1.3750 53.4737
−54.5050 0.4589

∣∣∣∣∣∣
−0.3322
0.0307

]
,

[
G11(0) G21(0)

]
=

[
1.6465 −0.6584
−0.6636 0.6149

∣∣∣∣∣∣
−0.0697 −0.0978
0.0546 −0.0201

]
,

[
G22(0) G11(1)

]
=

[
0.5033 0.0378
−0.1220 0.1025

∣∣∣∣∣∣
1.9504 −0.4374
−0.4450 0.5034

]
,

[
G21(1) G22(1)

]
=

[
−0.0592 −0.0292
0.0433 0.0190

∣∣∣∣∣∣
0.1571 −0.0064
−0.1012 0.1156

]
,

[
X1(1) X2(1) Y⊤(1)

]
=

[
1.9260 −4.9958
4.1481 0.4167

∣∣∣∣∣∣
1.5793 50.3968
−51.1142 0.4616

∣∣∣∣∣∣
−0.5632
0.0253

]
.

Ensuite, en utilisant l’expression (2.58), les matrices de retour détat obtenus sont :

[
K⊤(0) K⊤(1)

]
=

[
−0.3196
−0.2923

∣∣∣∣∣∣
−0.3459
−0.2502

]
.

Les figures 2.4 et 2.5 illustrent l’évolution des variables d’état du système 2−périodique
(2.56). Ces figures montrent que le système considéré est asymptotiquement stable de manière
robuste.
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Figure 2.4 – La trajectoire d’état x1(k) à partir des valeurs initiales quelconques.

Figure 2.5 – La trajectoire d’état x2(k) à partir des valeurs initiales quelconques.
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2.3.4.3 Exemple 3 :

Notre objectif, ici, est de tester les conditions de stabilisation, par retour d’état périodique,
devéloppées afin d’assurer la stabilité du système périodique incertain en boucle fermée. Dans
cet exemple, toutes les matrices sont affectées par une incertitude LFR généralisée. Nous consi-
dèrons alors le système périodique (2.47), où la période est fixée à 2, par une loi de commande
par retour d’état 2−périodique (2.41) , avec :

[
A(0) E(0) B(0) N(0)

]
=

[
−1.2 1.3
0.2 1

∣∣∣∣∣∣
0.4 1
0.5 −0.2

∣∣∣∣∣∣
1.5
−0.2

∣∣∣∣∣∣
0.2
0.6

]
,

[
C(0) D(0) F(0)

]
=

[
−0.4 0.3
0.2 0

∣∣∣∣∣∣
0.1 0.2
0.5 −1

∣∣∣∣∣∣
0.1 0.2
−1 −1.2

]
,

[
A(1) E(1) B(1) N(1)

]
=

[
−1.2 0.5
1.3 0.6

∣∣∣∣∣∣
1 0.2

0.2 −0.4

∣∣∣∣∣∣
1.2
−0.4

∣∣∣∣∣∣
0.5
0.4

]
,

[
C(1) D(1) F(1)

]
=

[
−0.4 0.3
0.5 1.4

∣∣∣∣∣∣
0.4 0.5
1 −1

∣∣∣∣∣∣
0.2 0.4
−1 −0.2

]
.

Il est facile de vérifier que ce système 2−périodique incertain autonome est instable au moins
pour certaines valeurs du paramètre de l’incertitude ∆(k). Ensuite, en appliquant le théorème
2.6, nous obtenons les matrices suivantes :

[
X(0) Y⊤(0)

]
=

[
5.6468 3.7106
3.7106 3.7447

∣∣∣∣∣∣
−1.7285
−2.7330

]
,

[
X(1) Y⊤(1)

]
=

[
13.1747 −11.0673
−11.0673 9.6620

∣∣∣∣∣∣
21.0718
−17.8231

]
.

Par la suite, en utilisant l’expression (2.54), les matrices de retour d’état, pour toute la pé-
riode, sont données comme suit :

[
K⊤(0) K⊤(1)

]
=

[
0.4973
−1.2308

∣∣∣∣∣∣
1.3189
−0.3340

]
.

Afin de vérifier la stabilité robuste du système 2−périodique (2.50), nous prenons un grand
nombre de cas de la matrice d’incertitude ∆(k), pour k = 0, 1, satisfaisant (2.16). Nous re-
marquons, de la figure 2.6, que les valeurs propres maximales de l’équation (1.28), adaptée au
système en boucle fermée, sont toutes réelles négatives.

Les figures 2.7 et 2.8 montrent l’évolution des variables d’état du système (2.47). Ces figures
indiquent que le système considéré est asymptotiquement stable de manière robuste pour toute
incertitude ∆(k) satisfaisant (2.16).
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Figure 2.6 – Les maximums des valeurs propres de (1.28), adaptée à la boucle fermée, pour un
grand nombre d’incertitudes ∆(k) vérifiant (2.16).

Figure 2.7 – La trajectoire d’état x1(k) pour certains cas de ∆(k) satisfaisant (2.16).
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Figure 2.8 – La trajectoire d’état x2(k) pour certains cas de ∆(k) satisfaisant (2.16).

2.3.4.4 Exemple 4 :

Cet exemple admet le même principe que l’exemple précédent mais cette fois-ci toutes les
matrices du système sont affectées par une incertitude qui est à la fois polytopique et LFR
généralisée. Donc, nous allons considérer le système périodique incertain (2.42), où la période
est choisie est égale à 2, avec :

[
A1(0) A2(0) B1(0) B2(0)

]
=

[
0.1 −0.3
0.2 0.5

∣∣∣∣∣∣
0.2 0.4
0.2 0.6

∣∣∣∣∣∣
1.3
0.4

∣∣∣∣∣∣
0.2
0.4

]
,

[
E1(0) E2(0) N1(0) N2(0)

]
=

[
0.2 0.5
0.5 −0.4

∣∣∣∣∣∣
0.1 0.2
0.4 −0.3

∣∣∣∣∣∣
0.2
0.6

∣∣∣∣∣∣
0.3
0.4

]
,

[
C1(0) C2(0) D1(0) D2(0)

]
=

[
0.4 0.3
0.2 0.1

∣∣∣∣∣∣
0.2 0.4
0.6 0.5

∣∣∣∣∣∣
0.1 0.2
0.5 0.2

∣∣∣∣∣∣
0.3 0.4
0.4 1

]
,

[
F1(0) F2(0)

]
=

[
0.3 0.5
−1 −1.2

∣∣∣∣∣∣
0.2 0.3
−1.4 −0.4

]
,

[
A1(1) A2(1) B1(1) B2(1)

]
=

[
0.1 −0.3
0.2 0.45

∣∣∣∣∣∣
0.3 0.4
0.2 0.5

∣∣∣∣∣∣
1.2
0.4

∣∣∣∣∣∣
0.2
0.5

]
,
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[
E1(1) E2(1) N1(1) N2(1)

]
=

[
0.1 0.6
0.4 −0.5

∣∣∣∣∣∣
0.2 0.2
0.5 −0.2

∣∣∣∣∣∣
0.5
0.4

∣∣∣∣∣∣
0.2
0.5

]
,

[
C1(1) C2(1) D1(1) D2(1)

]
=

[
0.3 0.4
0.1 0.5

∣∣∣∣∣∣
0.2 0.5
0.4 0.3

∣∣∣∣∣∣
0.2 0.2
0.5 0.2

∣∣∣∣∣∣
0.3 0.4
0.4 1

]
,

[
F1(1) F2(1)

]
=

[
0.2 0.4
−1 −1.2

∣∣∣∣∣∣
0.4 0.5
−1.3 −0.4

]
.

γ(0) = 0.2 et γ(1) = 0.3.

Il est facile de vérifier que ce système 2−périodique incertain autonome est instable au
moins pour certaines valeurs du paramètre de l’incertitude ∆(k). L’application du théorème 2.4
nous permet d’obtenir les matrices suivantes :

[
X1(0) X2(0) Y⊤(0)

]
=

[
0.1647 −0.0759
−0.0759 0.0877

∣∣∣∣∣∣
0.1478 −0.0704
−0.0704 0.0799

∣∣∣∣∣∣
−0.0686
0.0298

]
,

[
X1(1) X2(1) Y⊤(1)

]
=

[
0.0956 −0.0214
−0.0214 0.0440

∣∣∣∣∣∣
0.0900 −0.0306
−0.0306 0.0510

∣∣∣∣∣∣
−0.0604
0.0040

]
,

[
G11(0) G21(0)

]
=

[
0.5499 −0.3031
−0.2980 0.2044

∣∣∣∣∣∣
0.0045 −0.0105
−0.0498 0.0273

]
,

[
G22(0) G11(1)

]
=

[
0.0437 0.0054
−0.0033 0.0114

∣∣∣∣∣∣
0.3470 −0.1159
−0.0989 0.0682

]
,

[
G21(1) G22(1)

]
=

[
−0.0042 0.0036
0.0056 −0.0014

∣∣∣∣∣∣
0.0489 −0.0093
−0.0109 0.0237

]
.

Par la suite, en utilisant l’expression (2.43), les matrices de retour d’état pour la période
entière sont :

[
K⊤(0) K⊤(1)

]
=

[
−0.2327
−0.1990

∣∣∣∣∣∣
−0.3056
−0.4612

]
.

Les figures 2.9 et 2.10 montrent l’évolution des variables d’état du système 2−périodique
(2.42). Ces figures indiquent que le système considéré est asymptotiquement stable robuste.
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Figure 2.9 – La trajectoire d’état x1(k) pour certaines valeurs de ∆(k) satisfaisant (2.16) et
α(k) = α(k + 1) = 0.5.

Figure 2.10 – La trajectoire d’état x2(k) pour certaines valeurs de ∆(k) satisfaisant (2.16) et
α(k) = α(k + 1) = 0.5.
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2.4 Commande H∞ des systèmes périodiques incertains

La norme H∞ peut être exploitée pour résoudre des problèmes de performances tels que le
rejet de perturbation ou encore la minimisation d’erreur de poursuite. On se propose alors à
résoudre un problème de commande permettant d’établir une loi de commande pour les sys-
tèmes périodiques assurant la stabilité et réduire l’effet de perturbations, tout en minimisant la
norme H∞ de ce type de systèmes. Dans cette section, une étude de la commande des systèmes
linéaires discrets périodiques par l’approche H∞ a été faite, dont le but est de minimiser l’effet
de perturbation. A ce niveau, des conditions suffisantes de stabilisation sont développées.

Considérons le système incertain p−périodique suivant :

{
x(k + 1) = (A(k) + ∆A(k)) x(k) + (B(k) + ∆B(k)) u(k) + Bw(k)w(k),
z(k) = L(k)x(k) + M(k)u(k),

(2.71)

où ∆A(k) et ∆B(k) sont décrites, respectivement, par (2.60) et (2.64) et ∆(k) est une matrice
p−périodique inconnue satisfaisant

∆⊤(k)∆(k) ≤ I. (2.72)

En outre, nous supposons que

D(k) =

[
I −D(k)

−D⊤(k) I

]
> 0. (2.73)

A ce niveau, nous sommes intéressés par le problème de la commande robuste par retour
d’état p−périodique du système incertain (2.71)-(2.72), pour toutes incertitudes admissibles.
Notre objectif est de développer la commande par retour d’état périodique de la forme (2.41)
de telle sorte que pour un scalaire β ≻ 0 donné, pour tout vecteur non nul w(k) ∈ l2 [0,+∞) et
pour tous les paramètres d’incertitude satisfaisant (2.72), (2.60) et (2.64),

‖z‖2 � β ‖w‖2 . (2.74)

Dans cette situation, le système p−périodique (2.71) avec la commande (2.41) satisfait la
performance robust H∞ donnée par (2.74).

Définition 2.1 Soit β ≻ 0 une constante donnée. Le système incertain p−périodique (2.71)-
(2.72) est dit stabilisable avec une norme H∞ inférieure à β s’il existe une commande par retour

d’état p−périodique (2.41), de telle sorte que pour toutes les incertitudes admissibles ∆A(k) et

∆B(k), les conditions suivantes soient vérifiées.

1. Le système p−périodique en boucle fermée est asymptotiquement stable pour w(k) = 0.

2. Sous réserve de l’hypothèse de l’état initial nul, la sortie contrôlée z(k) satisfait (2.74).
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2.4.1 Cas nominal

Dans cette partie, nous allons établir les résultats de stabilisation associés au système nomi-
nal de (2.71), ce que correspond à ∆A(k) = ∆B(k) = 0 pour tout k = 0, 1, . . . , p − 1.

Théorème 2.13 Considérons le système p−périodique (2.71) avec ∆A(k) = 0 et ∆B(k) = 0
pour tout k = 0, 1, . . . , p − 1. S’il existe une matrice p−périodique symétrique définie positive

X(k) et une matrice p−périodique Y(k) de telle sorte que pour tout scalaire β ≻ 0 donné,

l’inégalité matricielle suivante soit vérifiée :



−X(k) 0 Γ⊤13(k) Γ⊤14(k)
0 −γI 0 B⊤w(k)
Γ13(k) 0 −γI 0
Γ14(k) Bw(k) 0 −X(k + 1)


< 0, (2.75)

avec

Γ13(k) = (L(k)X(k) + M(k)Y(k)) ,

Γ14(k) = (A(k)X(k) + B(k)Y(k)) .

Donc, le système p−périodique est asymptotiquement stable et sa norme H∞ est inférieure

à β par l’intermédiaire d’une commande par retour d’état p−périodique (2.41).
En outre, si l’inégalité de matricielle (2.75) admet une solution faisable X(k), alors la com-

mande par retour d’état p−périodique est donnée par :

u(k) = Y(k)X−1(k)x(k). (2.76)

Démonstration du théorème 2.13 :

En se basant sur les définitions 1.6 et 2.1 avec ∆A(k) = 0 et ∆B(k) = 0, la stabilisation asympto-
tique du système p−périodique nominal (2.71)-(2.41) avec norme H∞ inférieure à β se montre
en considérant la fonction de Lyapunov V(k) = x⊤(k)P(k)x(k) et le critère de performance

J =

∞∑

k=0

(
z⊤(k)z(k) − β2w⊤(k)w(k)

)
. (2.77)

A ce niveau, pour établir la borne supérieure β ‖w(k)‖2 pour la norme l2 [0,∞) de z(k), nous
supposons que x(0) = 0.
Puisque x(0) = 0, nous savons que, pour tout vecteur non nul w(k) ∈ l2 [0,∞), J satisfait
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J = −x⊤∞P(k)x∞ +

∞∑

k=0

(
z⊤(k)z(k) − β2w⊤(k)w(k) + ∆V(k)

)

= −x⊤∞P(k)x∞ +

∞∑

k=0

x⊤(k)
[
A⊤c (k)P(k + 1)Ac(k) − P(k) + L⊤c (k)Lc(k)+

A⊤c (k)P(k + 1)Bw(k)
(
β2I − B⊤w(k)P(k + 1)Bw(k)

)−1
B⊤w(k)P(k + 1)Ac(k)

]
x(k)

−

∞∑

k=0

[
w(k) − R−1(k)B⊤w(k)P(k + 1)Ac(k)x(k)

]⊤
R(k)

[
w(k) − R−1(k)B⊤w(k)P(k + 1)Ac(k)x(k)

]

avec R(k) =
(
β2I − B⊤w(k)P(k + 1)Bw(k)

)
.

Par conséquent, si



A⊤c (k)P(k + 1)Ac(k) − P(k) + L⊤c (k)Lc(k) + A⊤c (k)P(k + 1)Bw(k)R−1(k)B⊤w(k)P(k + 1)Ac(k) < 0
et(
β2I − B⊤w(k)P(k + 1)Bw(k)

)
> 0

(2.78)
alors, J < 0, c’est à dire, ‖z‖2 � β ‖w‖2 pour tout vecteur non nul w(k) ∈ l2 [0,∞).

En utilisant la technique de complément de Schur, la condition (2.78) peut s’écrire comme
suit :

[
A⊤c (k)P(k + 1)Ac(k) − P(k) + L⊤c (k)Lc(k) A⊤c (k)P(k + 1)Bw(k)

B⊤w(k)P(k + 1)Ac(k) B⊤w(k)P(k + 1)Bw(k) − β2I

]
< 0 (2.79)

avec

Ac(k) = A(k) + B(k)K(k),
Lc(k) = L(k) + M(k)K(k). (2.80)

En pré et post-multipliant (2.79) par

[
β

1
2 P−1(k) 0

0 β−
1
2 I

]

et en remplaçant βP(k) et β−1P(k + 1), respectivement, par P(k) et P(k + 1), nous obtenons :

[
−P−1(k) 0

0 −βI

]
+

[
P−1(k)L⊤c (k) P−1(k)A⊤c (k)

0 B⊤w(k)

] [
β−1I 0

0 P(k + 1)

]
×

[
P−1(k)L⊤c (k) P−1(k)A⊤c (k)

0 B⊤w(k)

]⊤
< 0
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En utilisant le complément de Schur, nous obtenons, alors



−P−1(k) 0 P−1(k)L⊤c (k) P−1(k)A⊤c (k)
0 −βI 0 B⊤w(k)

Lc(k)P−1(k) 0 −βI 0
Ac(k)P−1(k) Bw(k) 0 −P−1(k + 1)


< 0 (2.81)

Soit X(k) = P−1(k), pour tout k = 0, 1, . . . , p − 1. En utilisant les expressions de Ac(k) et
Lc(k) données par (2.80), nous obtenons (2.75).

2.4.2 Cas incertain

L’objectif de cette partie est de développer une loi de commande par retour d’état périodique
robuste afin de stabiliser le système périodique incertain et d’assurer un niveau de performance
donné. L’incertitude considérée est sous la forme de LFR (Représentation Franctionnaire Li-
néaire). L’approche developpée est basée sur la notion de stabilisation quadratique avec norme
H∞ qui a été introduite dans [54] et [55].

Définition 2.2 Soit β ≻ 0 une constante donnée. Le système p−périodique incertain (2.71)-
(2.72) est dit quadratiquement stabilisable et sa norme H∞ est inferieure à β s’il existe une loi

de commande par retour d’état p−périodique (2.41) et une matrice réelle p−périodique symé-

trique définie positive P(k) telle que l’inégalité suivante soit valable pour toutes les incertitudes

admissibles ∆A(k) et ∆B(k).

[
Γ11(k) Γ⊤12(k)
Γ12(k) Γ22(k)

]
< 0 (2.82)

avec

Γ11(k) = A⊤c (k,∆(k))P(k + 1)Ac(k,∆(k)) − P(k) + L⊤c (k)Lc(k),

Γ12(k) = B⊤w(k)P(k + 1)Ac(k,∆(k)),

Γ22(k) = B⊤w(k)P(k + 1)Bw(k) − β2I,

où

Ac(k,∆(k)) = A(k,∆(k)) + B(k,∆(k))K(k),

Lc(k) = L(k) + M(k)K(k).

Dans un premier lieu, nous allons montrer que la stabilisation quadratique avec une norme
H∞ bornée par β implique la stabilisation H∞ avec la même borne β.

Lemme 2.3 Si le système p−périodique incertain (2.71)-(2.72) est quadratiquement stabili-

sable et sa norme H∞ est inférieure à β ≻ 0, alors il est aussi stabilisable de norme H∞ infé-

rieure à la même borne β.
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Démonstration du lemme 2.3 :

En suivant les mêmes arguments que dans la démonstration du théorème 2.13, on obtient ainsi
l’inégalité suivante, pour toutes les incertitudes admissibles ∆A(k) et ∆B(k) :

A⊤c (k,∆(k))P(k + 1)Bw(k)
(
β2I − B⊤w(k)P(k + 1)Bw(k)

)−1
B⊤w(k)P(k + 1)Ac(k,∆(k))+

A⊤c (k,∆(k))P(k + 1)Ac(k,∆(k)) − P(k) + L⊤c (k)Lc(k) < 0, (2.83)

ce que implique que J < 0, c’est à dire, ‖z‖2 � β ‖w‖2 pour tout vecteur non nul w(k) ∈
l2 [0,∞).

Théorème 2.14 Le système incertain p−périodique (2.71)-(2.72) est asymptotiquement stabi-

lisable par retour d’état p−périodique (2.41) et sa norme H∞ est inférieure à β s’il existe une

matrice symétrique p−périodique définie positive X(k), une matrice p−périodique Y(k) et un

scalaire p−périodique ǫ(k) ≻ 0 de telle sorte que l’inégalité matricielle suivante soit vérifiée :

Ψ(k) =

[
Ψ11(k) Ψ12(k)
Ψ⊤12(k) Ψ22(k)

]
< 0 (2.84)

avec

Ψ11(k) =


−X(k) 0 (L(k)X(k) + M(k)Y(k))⊤

0 −βI 0
L(k)X(k) + M(k)Y(k) 0 −βI

 ,

Ψ12(k) =



(A(k)X(k) + B(k)Y(k))⊤ (C(k)X(k) + N(k)Y(k))⊤ 0
B⊤w(k) 0 0

0 0 0

 ,

Ψ22(k) =


−X(k + 1) 0 ǫ(k)E(k)

0 −ǫ(k)I ǫ(k)D(k)
ǫ(k)E⊤(k) ǫ(k)D⊤(k) −ǫ(k)I

 .

En outre, si l’inégalité matricielle (2.84) admet une solution pour certains ǫ(k), X(k) et Y(k),
alors, la loi de commande par retour d’état p−périodique est donné par :

u(k) = Y(k)X−1(k)x(k). (2.85)

Démonstration du théorème 2.14 :

En utilisant la même approche que dans la démonstration du théorème 2.13, le système incertain
p−périodique est asymptotiquement stabilisable et sa norme H∞ est inférieure à β s’il existe une
matrice symétrique p−périodique P(k) > 0 telle que :



−P−1(k) 0 P−1(k)L⊤c (k) P−1(k)A⊤c (k,∆(k))
0 −βI 0 B⊤w(k)

Lc(k)P−1(k) 0 −βI 0
Ac(k,∆(k))P−1(k) Bw(k) 0 −P−1(k + 1)


< 0 (2.86)
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ce qui est en réalité la condition (2.81) réécrite pour le système incertain, c’est à dire, Ac(k)
est remplacée par

Ac(k,∆(k)) = A(k) + E(k)∆(k) (I − D(k)∆(k))−1 C(k)+(
B(k) + E(k)∆(k) (I − D(k)∆(k))−1 N(k)

)
K(k)

= (A(k) + B(k)K(k))︸                ︷︷                ︸
Ac(k)

+E(k)∆(k) (I − D(k)∆(k))−1 (C(k) + N(k)K(k))︸                 ︷︷                 ︸
Cc(k)

= Ac(k) + E(k)∆(k) (I − D(k)∆(k))−1 Cc(k). (2.87)

Par conséquent, la condition (2.86) peut s’écrire comme suit :



−P−1(k) 0 P−1(k)L⊤c (k) P−1(k)A⊤c (k)
0 −βI 0 B⊤w(k)

Lc(k)P−1(k) 0 −βI 0
Ac(k)P−1(k) Bw(k) 0 −P−1(k + 1)


+

Sym





0
0
0

E(k)


∆(k) (I − D(k)∆(k))−1



P−1(k)C⊤c (k)
0
0
0



⊤
< 0. (2.88)

En utilisant le lemme 2.6 de [56], la condition (2.88) est équivalente, pour toutes les incer-
titudes admissibles ∆A(k) et ∆B(k), à l’inégalité suivante :



−P−1(k) 0 P−1(k)L⊤c (k) P−1(k)A⊤c (k)
0 −βI 0 B⊤w(k)

Lc(k)P−1(k) 0 −βI 0
Ac(k)P−1(k) Bw(k) 0 −P−1(k + 1)


+



ǫ−
1
2 (k)P−1(k)C⊤c (k) 0

0 0
0 0
0 ǫ

1
2 (k)E(k)


×

D−1(k)



ǫ−
1
2 (k)P−1(k)C⊤c (k) 0

0 0
0 0
0 ǫ

1
2 (k)E(k)



⊤

< 0, (2.89)

avecD(k) donnée par (2.73).

À cette étape, nous appliquons le complément de Schur à l’inégalité (2.89) et nous pro-
cédons à une pré et post-multiplication par la matrice diag{I, I, I, I, ǫ

1
2 (k)I, ǫ

1
2 (k)I}. Ceci nous

permet d’obtenir ce qui suit :



−P−1(k) 0 P−1(k)L⊤c (k) P−1(k)A⊤c (k) P−1(k)C⊤c (k) 0
0 −βI 0 B⊤w(k) 0 0

Lc(k)P−1(k) 0 −βI 0 0 0
Ac(k)P−1(k) Bw(k) 0 −P−1(k + 1) 0 ǫ(k)E(k)
Cc(k)P−1(k) 0 0 0 −ǫ(k)I ǫ(k)D(k)

0 0 0 ǫ(k)E⊤(k) ǫ(k)D⊤(k) −ǫ(k)I



< 0
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Prenons X(k) = P−1(k) et Y(k) = K(k)P−1(k) pour tout k = 0, 1, . . . , p−1. Donc, la condition
(2.84) est récupérée facilement de ce que precéde.

2.4.3 Exemples illustratifs

L’objectif de cette partie est de tester les conditions devéloppées pour la stabilisation avec
norme H∞ des systèmes périodiques. Les conditions élaborées pour les systèmes périodiques
nominaux et incertains sont présentées en termes de LMI strictes.

2.4.3.1 Exemple 1 :

Notre objectif dans cet exemple est de tester les conditions devéloppées pour la stabilisation
avec norme H∞ des systèmes périodiques nominaux. Considèrons, alors, la commande H∞ du
système discret périodique (2.71). La période est fixée à 2, avec ∆A(k) = 0 et ∆B(k) = 0 et

[
A(0) C(0) B(0)
A(1) C(1) B(1)

]
=



0.1 −0.2
0.41 0.2

∣∣∣∣∣∣
0.2 0.1

0.12 0.2

∣∣∣∣∣∣
0.5
0.2

1.9 0.35
0.22 0.3

∣∣∣∣∣∣
0.3 0.2
0.1 0.3

∣∣∣∣∣∣
0.4
0.3


,

[
Bw(0) Bw(1) D(0) D(1)

]
=

[
0.2 0.3
0.15 0.1

∣∣∣∣∣∣
0.3 0.35

0.22 0.3

∣∣∣∣∣∣
0.15
0.3

∣∣∣∣∣∣
0.12
0.4

]
.

Prenons β = 0.4.

Nous allons prendre le signal de perturbation w(k) sous la forme d’un signal exponentiel.

En appliquant le théorème 2.13, nous obtenons les matrices suivantes :

[
X(0) X(1)

Y⊤(0) Y⊤(1)

]
=



19.3349 −5.8292
−5.8292 2.9338

∣∣∣∣∣∣
0.8816 −2.6212
−2.6212 22.6799

−7.4438
2.2559

∣∣∣∣∣∣
0.9923
−16.6127


.

Donc, les matrices gain de retour d’état sont données par :

[
K⊤(0) K⊤(1)

]
=

[
−0.3307
0.1799

∣∣∣∣∣∣
−1.6031
−0.9178

]
.

Par conséquent, nous avons remarqué que les instructions de la définition 2.1 sont vérifiées
pour ∆A(k) = ∆B(k) = 0 pour tout k=0, 1.

La figure 2.14 montre que la norme H∞ du système 2−périodique (2.71) avec la commande
par retour d’état 2−périodique (2.41) est inferieure à β = 0.4 conformément à l’indice de per-
formance (2.74).
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Figure 2.11 – Trajectoire de l’état x(k).

Figure 2.12 – Trajectoire de l’entrée de perturbation w(k).
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2.4. Commande H∞ des systèmes périodiques incertains

Figure 2.13 – Signal de commande.

Figure 2.14 – Variation du rapport

√ ∑k
i=0 z⊤(i)z(i)

∑k
i=0 w⊤(i)w(i)

.
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2.4.3.2 Exemple 2 :

Cet exemple a le même principe que l’exemple précédent mais cette fois-ci nous considérons
les systèmes périodiques incertains. L’incertitude sous la forme de LFR (Représentation Frac-
tionnaire Linéaire) est considérée à ce niveau. Dans ce sens, nous considèrons la commande H∞
robuste du système discret périodique (2.71)-(2.72). La période est choisie est égale à 2, avec :

[
A(0) B(0) C(0)
A(1) B(1) C(1)

]
=



1 −0.4
0.3 0.1

∣∣∣∣∣∣
0.1 0.2
0.4 0.12

∣∣∣∣∣∣
0.2 0.3
0.1 0.2

1.2 0.5
0.2 −0.3

∣∣∣∣∣∣
0.2 0.21
0.2 0.2

∣∣∣∣∣∣
0.3 0.1
0.2 0.3


,

[
D(0) E(0) M(0)
D(1) E(1) M(1)

]
=



0.15 0.3
0.1 0.2

∣∣∣∣∣∣
0.1 0.1
0.2 0.15

∣∣∣∣∣∣
0.6 0.2
0.3 0.2

0.12 0.4
0.3 0.5

∣∣∣∣∣∣
0.3 0.12
0.1 0.22

∣∣∣∣∣∣
0.1 0.2

0.22 0.3


,

[
N(0) L(0) Bw(0)
N(1) L(1) Bw(1)

]
=



0.2 0.2
0.1 0.2

∣∣∣∣∣∣
0.2 0.5

0.12 0.2

∣∣∣∣∣∣
0.3 0.2
0.15 0.1

0.3 0.2
0.22 0.3

∣∣∣∣∣∣
0.3 0.2
0.1 0.3

∣∣∣∣∣∣
0.2 0.3

0.22 0.3


.

Prenons β = 0.8.

Par la suite, nous allons prendre un signal de perturbation w(k) sous la forme d’un signal
exponentiel.

En appliquons le théorème 2.14, nous obtenons les matrices suivantes :

[
X(0) Y(0)
X(1) Y(1)

]
=



2.1338 2.6545
2.6545 4.3619

∣∣∣∣∣∣
−4.0881 −3.0149
−0.7266 −2.2446

1.1535 −1.5153
−1.5153 2.7508

∣∣∣∣∣∣
−0.7814 −0.2389
0.2821 −0.3925


,

et les scalaires ǫ(0) = 0.4997 et ǫ(1) = 1.2468.

Par la suite, les matrices du gain de retour d’état sont données comme suit :

[
K(0) K(1)

]
=

[
−4.3469 1.9541
1.2334 −1.2652

∣∣∣∣∣∣
−2.8645 −1.6649
0.2068 −0.0288

]
.

Par conséquent, nous avons remarqué que les instructions de la définition 2.1 sont vérifiées
pour toutes les incertitudes admissibles ∆A(k) et ∆B(k).

La figure 2.15 montre clairement que la norme H∞ du système 2−périodique incertain consi-
déré en boucle fermée est inferieure à β = 0.8.
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Figure 2.15 – Variation du rapport

√ ∑k
i=0 z⊤(i)z(i)

∑k
i=0 w⊤(i)w(i)

pour quelques valeurs de ∆(k) satisfaisant

(2.72).

2.5 Conclusion

Ce chapitre présente des conditions suffisantes pour la stabilité robuste des systèmes li-
néaires discrets périodiques où toutes les matrices sont affectées par trois types d’incertitude et
les combinaisons de ces dernières. Les types considérés sont, alors, l’incertitude polytopique,
LFR et LFR généralisée. Le problème de stabilisation en utilisant une loi de commande par
retour d’état périodique est également abordé. L’application du lemme de Lyapunov périodique
pour vérifier la stabilité du système périodique d’incertitude ∆(k) donne un ensemble de condi-
tions à remplir pour un nombre infini des cas de la matrice incertaine. L’utilisation de l’approche
S-procédure (voir [52]) nous a permis de reformuler ces conditions sous la forme des conditions,
en termes de LMIs strictes, équivalentes et faciles à les exploiter numériquement. Dans ce cha-
pitre aussi, nous avons élaboré des conditions suffisantes pour la commande H∞ des systèmes
discrets périodiques en termes de LMIs (Inégalités Matricielles Linéaires) strictes. Les résul-
tats obtenus sont utilisés afin de développer une loi de commande par retour d’état périodique
pour les systèmes périodiques incertaines. L’incertitude considérée, à ce niveau, est l’incertitude
LFR.
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Chapitre 3

Systèmes périodiques positifs

Résumé

Dans ce chapitre, nous proposons des conditions pour assurer la positivité des systèmes dis-
crets périodiques. Nous développons aussi des conditions de stabilité et de stabilisation pour
les systèmes discrets périodiques positifs. Les résultats sont élaborés en se basant sur deux ap-
proches : premièrement, la théorie de stabilité de Lyapunov puis l’approche de programmation
linéaire. Les résultats basés sur la théorie de Lyapunov sont présentés en termes de LMI strictes
faciles à exploiter numériquement. En outre, en utilisant l’approche de programmation linéaire,
une loi de commande par retour d’état périodique est développée afin d’assurer la stabilité et la
positivité du système périodique en boucle fermée. Les conditions élaborées par cette dernière
approche sont présentées sous un ensemble d’égalités et d’inégalités linéaires. En outre, nous
donnons des conditions pour assurer la stabilité lorsque des contraintes de signe et de bornitude
sont imposées sur l’état et/ou la commande.
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Chapitre 3. Systèmes périodiques positifs

3.1 Introduction

L’objectif de ce chapitre est de présenter, en premier lieu, des conditions de stabilité et de
positivité des systèmes discrets périodiques. L’étude de la stabilité est basée sur la théorie de
Lyapunov. En second lieu, nous étudions la stabilisation et la positivité pour la même classe
de systèmes. En effet, des conditions suffisantes de stabilité et de positivité des systèmes pé-
riodiques en boucle fermée sont développées par l’intermédiaire d’une matrice auxiliaire pério-
dique. A ce niveau, une loi de commande par retour d’état périodique est présentée. Les résultats
élaborés sont ensuite exploités afin de résoudre le problème de stabilisation et de positivité des
systèmes périodiques incertains en présence d’une incertitude polytopique. Les conditions ob-
tenus sont présentées en termes de LMIs strictes faciles à exploiter numériquement.
Dans la seconde partie de ce chapitre, des solutions pour les problèmes de stabilité et de stabi-
lisation des systèmes discrets périodiques positifs avec ou sans contraintes sur l’état et la com-
mande sont développées. Les conditions proposées sont formulées sous la forme de contraintes
égalités et inégalités associées à une fonction coût appropriée dans le cadre d’un problème de
programmation linéaire. A ce niveau, une loi de commande par retour d’état périodique est
utilisée pour résoudre le problème cité. Les résultats élaborés sont étendus aux systèmes pé-
riodiques incertains où l’incertitude est polytopique. En effet, l’approche de programmation
linéaire nous a permis d’obtenir des conditions suffisantes de stabilisation et de positivité des
systèmes périodiques à l’aide d’une loi de commande par retour d’état périodique. Dans ce sens,
nous envisageons trois cas :

– commande sans contraintes,
– commande sous contraintes de signe,
– commande bornée par des bornes non symétriques.

Dans chacun de ces cas, des conditions suffisantes sont présentées en termes d’égalités et d’in-
égalités linéaires.

3.2 Approche de Lyapunov

Dans cette section, nous étudions la stabilité, la positivité et la stabilisation des systèmes
discrets périodiques. En se basant sur la théorie de Lyapunov, des conditions nécessaires et suf-
fisantes de stabilité sont élaborées pour les systèmes périodiques positifs. En utilisant la même
approche, nous développons une loi de commande par retour d’état périodique afin d’assurer la
stabilité et la positivité des systèmes périodiques en boucle fermée. A ce niveau, des conditions
suffisantes de stabilisation et de positivité de ce type de systèmes sont élaborées par l’inter-
médiaire d’une matrice auxiliaire périodique. En plus, les résultats obtenus sont utilisés pour
résoudre le problème de stabilisation et de positivité pour les systèmes périodiques incertains
en présence d’une incertitude polytopique. Toutes les conditions sont présentées en termes de
LMIs strictes faciles à exploiter numériquement.

3.2.1 Stabilité des systèmes périodiques positifs

Dans cette partie, nous développons des conditions de stabilité des systèmes discrets pé-
riodiques positifs. Les résultats élaborés en stabilité sont basés sur la théorie de Lyapunov. En

70



3.2. Approche de Lyapunov

utilisant cette approche, des conditions nécessaires et suffisantes de stabilités des systèmes pé-
riodiques positifs, en termes de LMI strictes faciles à exploiter numériquement, sont élaborées.

Considérons un système discret positif qui correspond à un cas particuler d’un système
périodique positif où la période p est égale à 1. Il est décrit par :

x(k + 1) = Ax(k) (3.1)

avec A � 0, c’est à dire, A est positive. Une condition de stabilité pour les systèmes discrets
positifs est donnée par le lemme suivant :

Lemme 3.1 Le système discret positif (3.1) est stable si et seulement s’il existe une matrice

diagonale définie positive P satisfaisant

A⊤PA − P < 0

Considérons maintenant le système discret p-périodique suivant :

x(k + 1) = A(k)x(k) (3.2)

avec A(k + p) = A(k) pour tout k ∈ �. La stabilité de ce type des systèmes peut être déduite
à partir de l’étude de stabilité du système apériodique.

Lemme 3.2 Supposons que (3.2) est un système périodique positif. Ce système est stable si

et seulement s’il existe une matrice p-périodique diagonale définie positive P(k) satisfaisant

(1.24).

On a imposé que la matrice de décision soit diagonale parce qu’on a un système positif.

Démonstration du lemme 3.2 :

Nous avons montré dans le chapitre 1 que le système périodique est positif si la matrice associée
A est positive.

Suffisance : supposons qu’il existe une matrice p-périodique diagonale définie positive P(k)
satisfaisant (1.24). En se basant sur la définition 1.6, le système p−périodique positif (3.2) est
stable.

Nécessité : supposons que le système périodique positif (3.2) est stable, d’ou, en utilisant
le lemme 2.2 la matrice associée positive A est stable. En plus, en prenant en considération le
lemme 2.1, la matrice A va satisfaire (2.11) avec une matrice bloc diagonale définie positive P.
Par conséquence, la matrice P peut être partitionnée comme P = diag {P(0), P(1), . . . , P(p − 1)}.
Donc, nous concluons que la matrice P(i) est une matrice diagonale définie positive satisfaisant
la condition (1.24).
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3.2.2 Stabilisation et positivité des systèmes périodiques

En se basant toujours sur la théorie de Lyapunov, une loi de commande par retour d’état
périodique est développée afin d’assurer la stabilité et la positivité des systèmes périodiques en
boucle fermée.

Considérons alors le système p−périodique suivant :

x(k + 1) = A(k)x(k) + B(k)u(k) (3.3)

où x(k) ∈ �n est le vecteur d’état, u(k) ∈ Rl est la commande. Les matrices A(k) et B(k), de
dimensions appropriées, sont réelles p−périodiques.

Tout d’abord, nous allons développer la condition de stabilisation et de positivité pour le
système (3.3). En appliquant la loi de commande suivante :

u(k) = K(k)x(k), (3.4)

avec K(k + p) = K(k), pour tout k ∈ �, au système (3.3). Le système en boucle fermée est
alors donné par :

x(k + 1) = Ac(k)x(k), (3.5)

avec Ac(k) = (A(k) + B(k)K(k)).

La stabilité du système périodique positif est vérifiée en utilisant une combinaison des résul-
tats de l’analyse de la stabilité des systèmes positifs, d’une part, et de la stabilité des systèmes
périodiques d’autre part. Ce résultat fait l’objet du lemme suivant :

Lemme 3.3 Etant donné le système (3.3) et le retour d’état (3.4), nous supposons que le sys-

tème en boucle fermée (3.5) est positif. Il est, donc, asymptotiquement stable si et seulement s’il

existe une matrice diagonale p-périodique définie positive Q(k) = diag {q1(k), q2(k), . . . , qn(k)}
satisfaisant

Ac(k)Q(k − 1)Ac⊤(k) − Q(k) < 0; k = 0, 1, . . . , p − 1. (3.6)

Soulignons que la matrice Q(k) est une matrice p-périodique, donc, pour k = 0 nous avons
Q(−1) = Q(p − 1).

Dans la suite, nous allons utiliser le lemme B.3 donné dans l’annexe B, connu sous le nom
du lemme d’élimination [57].

Il est intéressant de noter ici que la forme duale de l’équation de Lyapunov est utilisée et
cela afin de pouvoir calculer le gain de retour d’état qui sera précisé ultérieurement. Les résultats
obtenus dans le cadre de la stabilisation des systèmes périodiques positifs sont résumés dans le
théorème suivant :

Théorème 3.1 Le système en boucle fermée (3.5) est asymptotiquement stable et positif s’il

existe une matrice diagonale p-périodique positive Q(k), une matrice diagonale p-périodique

positive V(k) ∈ �n×n, et une matrice p−périodique Y(k) ∈ �l×n satisfaisant, pour k = 0, 1, . . . , p−

1,
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[
−Q(k) 0

0 Q(k − 1)

]
+ Sym

{[
A(k)V(k) + B(k)Y(k)

−V(k)

] [
0
I

]⊤}
< 0 (3.7)

ai j(k)v j(k) +
l∑

z=1

biz(k)yz j(k) � 0; 1 � i, j � n, (3.8)

avec V(k) =
[
v j j(k)

]
1� j�n

, Y(k) =
[
yz j

]
1�z�l

Sous ces deux conditions, le retour d’état p-périodique est calculé à travers l’expression
suivante :

K(k) = Y(k)V−1(k) (3.9)

Démonstration du théorème 3.1 :

Le théorème 3.1 présente seulement une condition suffisante pour la stabilité et la positivité
du système périodique et cela est dû au fait que le lemme B.3 n’indique pas que V(k) est une
matrice diagonale positive et le fait que la condition (3.8) est une condition suffisante mais non
nécessaire pour la positivité du système périodique (3.5), comme c’est indiqué dans le chapitre
1.

La condition (3.7) peut s’écrire comme suit :

[
−Q(k) 0

0 Q(k − 1)

]
+ Sym

{[
Ac(k)V(k)
−V(k)

] [
0
I

]⊤}
< 0 (3.10)

En appliquant le lemme B.3, nous obtenons facilement

Ac(k)Q(k − 1)Ac⊤(k) − Q(k) < 0; k = 0, 1, . . . , p − 1 (3.11)

avec

Q =

[
−Q(k) 0

0 Q(k − 1)

]
,A =

[
Ac(k)
−I

]
,W =

[
0
I

]⊤
etV = V(k)

Par la suite, en utilisant le lemme 3.3, nous pouvons déduire que le système en boucle
fermée (3.5) est asymptotiquement stable. D’autre part, la condition (3.8) est équivalente à
(A(k) + B(k)K(k)) V(k) � 0. Ceci montre bien que Ac(k) ∈ �n×n est positive, pour tout k =

0, 1, . . . , p − 1. En utilisant alors le lemme 1.3, nous déduisons que le système (3.5) est positif.

3.2.3 Stabilisation et positivité des systèmes périodiques incertains

Parmi les approches existantes pour l’analyse de la positivité et la stabilisation des systèmes
discrets périodiques, celle basée sur la théorie de Lyapunov résulte généralement en une formu-
lation sous la forme d’inégalités matricielles linéaires (LMIs). Ces méthodes sont développées
pour résoudre des problèmes de commande plus complexes par exemple la stabilisation ro-
buste. Nous allons considérer le système (3.3) où les matrices A(k) et B(k) sont p-périodiques
incertaines satisfaisant :

[A(k) B(k)] ∈ Ω1(k); k = 0, 1, . . . , p − 1, (3.12)
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où Ω1(k), sont des polytopes de nombre de sommets τ(k) décrits par :

Ω1(k) =

[A(k) B(k)] =
τ(k)∑

i=1

λ[i](k)[A[i](k) B[i](k)]; λ[i](k) � 0,
τ(k)∑

i=1

λ[i](k) = 1

 . (3.13)

A[i](k) et B[i](k), pour i = 1, . . . , τ(k), et k = 0, 1, . . . , p − 1 sont des matrices p-périodiques
connues.

Dans ce qui suit, nous considérons le problème de stabilisation et de positivité des systèmes
périodiques incertains par un retour d’état périodique, autrement dit, l’objectif est de trouver un
gain de retour d’état p-périodique K(k) tel que la loi de commande (3.4) assure que le système
p−périodique incertain en boucle fermée suivant :

x(k + 1) = (A(k) + B(k)K(k)) x(k) (3.14)

soit asymptotiquement stable, robuste et positif.
Dans ce sens, notons que la stabilité et la positivité du système (3.14) sont assurées par

l’existence d’une matrice p-périodique diagonale définie positive Q(k) et un retour d’état p-
périodique K(k) satisfaisant les conditions du théorème (3.1) pour n’importe quelle paire
[A(k) B(k)] ∈ Ω1(k).

Puisque les conditions du théorème (3.1) sont affines vis-à-vis des matrices A(k) et B(k), le
résultat suivant est facilement déduit du théorème (3.1) :

Théorème 3.2 S’il existe une matrice p-périodique définie positive

V(k) = diag {v1(k), v2(k), . . . , vn(k)} , τ(k) matrices p-périodiques diagonales définies posi-

tives Q[i](k), i = 1, . . . , τ(k) et une matrice p-périodique Y(k) satisfaisant, pour k = 0, 1, . . . , p−

1,

[
−Q[i](k) 0

0 Q[i](k − 1)

]
+ Sym

{[
(A[i](k)V(k) + B[i](k)Y(k))

−V(k)

] [
0
I

]⊤}
< 0 (3.15)

a
[i]
s j

(k)v j(k) +
l∑

z=1

b[i]
sz (k)yz j(k) � 0; 1 � s, j � n (3.16)

Donc, le système p-périodique en boucle fermée (3.14), avec [A(k) B(k)] appartenant aux

polytopes Ω1(k), est positif, asymptotiquement stable et robuste.

Dans notre cas, le retour d’état est calculé par :

K(k) = Y(k)V−1(k) (3.17)

3.3 Approche de programmation linéaire

En se basant sur l’approche de programmation linéaire, des conditions nécessaires et suf-
fisantes de stabilité des systèmes périodiques positifs sont développées dans cette section. En
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utilisant la même approche nous développons aussi une loi de commande par retour d’état pé-
riodique afin d’assurer la stabilité et la positivité des systèmes périodiques en boucle fermée.
Toutes les conditions sont présentées sous la forme d’égalités et d’inégalités linéaires. Considé-
rons le système p-periodique décrit par (3.2).

3.3.1 Stabilité des systèmes périodiques positifs

Dans cette partie et en se basant sur l’approche de programmation linéaire, nous dévelop-
pons des conditions nécessaires et suffisantes de stabilité des systèmes périodiques positifs.
Ensuite, les résultats obtenus sont présentés sous la forme d’égalités et d’inégalités linéaires.

Lemme 3.4 [48] Considérons le système positif périodique (3.2). Pour toute valeur initiale

x(0) satisfaisant 0 � x(0) � x̄(0), ces deux conditions sont équivalentes :

1. Il existe un vecteur p−périodique, x̄(k) � 0 tel que 0 � x(k) � x̄(k), ∀k ∈ �

2. Il existe un vecteur x̄(k) � 0 donné par

x̄(k) =

{
A(k − 1)x̄(k − 1), pour 1 � k ≺ p

x̄( j) pour k � p; k = np + j; n � 1; j = 0, 1, . . . , p − 1
(3.18)

satisfaisant

x̄(0) − A(p − 1)x̄(p − 1) � 0 (3.19)

Démonstration du lemme 3.4 :

2 ⇒ 1 : Puisque la matrice d’état A(k) du système p−périodique (3.2) est positive pour
tout k = 0, 1, . . . , p − 1, il est évident que x(k) � 0 pour tout entier k. Ensuite, supposons que
0 � x(0) � x̄(0), alors

x( j) = A( j − 1)x( j − 1)

� A( j − 1)x̄( j − 1)

= x̄( j),

pour j = 1, . . . , p − 1. Ceci est équivalent à, x( j) � x̄( j), j = 1, . . . , p − 1.
Notons que la condition (3.19) implique que

x(p) = A(p − 1)x(p − 1)

� A(p − 1)x̄(p − 1)

� x̄(0)

= x̄(p).

A cette étape, nous obtenons x( j) � x̄( j), j = 0, 1, . . . , p. Pour la deuxième période, on
peut considérer x̄(p) = x̄(0) comme un état initial. La procédure peut être répétée indéfiniment
montrant alors que 0 � x(k) � x̄(k), ∀k ∈ �. En effet, pour k ≻ 1 et j = 1, . . . , p, on obtient :
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x(kp + j) = A(kp + j − 1)x(kp + j − 1) � L( j − 1),

où

L( j − 1) = A( j − 1)x̄( j − 1)

{
= x̄( j) j , p

� x̄(0) j = p

à partir de laquelle nous montrons facilement que 0 � x(k) � x̄(k) , ∀k ∈ �.

1 ⇒ 2 : Supposons que la matrice p−périodique A(k) est positive et prenons x̄(k) = x(k)
pour k = 0, 1, . . . , p− 1. Par conséquent, nous obtenons x̄( j) = A( j− 1)x̄( j− 1), j = 1, . . . , p− 1
et x̄(0) = x̄(p) � x(p) = A(p−1)x(p−1) = A(p−1)x̄(p−1), c’est à dire, x̄(0) � A(p−1)x̄(p−1).

Le résultat qui suit est basé sur les résultats obtenus en stabilité des systèmes discrets positifs
et des systèmes périodiques [40] et [47].

Théorème 3.3 Supossons que le système p−périodique (3.2) est positif. Il est asymptotique-

ment stable pour toute condition initiale x(0) ∈ �n
+ si et seulement s’il existe un vecteur

p−périodique λ(k) ≻ 0 ∈ �n tel que :

λ( j) − A( j − 1)λ( j − 1) = 0, j = 1, . . . , p − 1,

λ(0) − A(p − 1)λ(p − 1) � 0. (3.20)

Démonstration du théorème 3.3 :

Suffisance : Supposons que la condition (3.20) est vérifiée. nous obtenons alors :

λ(0) − Mp(0)λ(0) � 0

où Mp(0) = A(p − 1)A(p − 2) . . . A(0).

Exprimant alors la stabilité de la matrice Mp(0). De la même manière nous obtenons aussi,
pour j = 1, . . . , p − 1,

λ( j) − Mp( j)λ( j) � 0

où Mp( j) = A(p − 1 + j) . . . A( j).
Autrement dit la stabilité de la matrice Mp( j), ∀ j = 1, . . . , p−1 assure la stabilité du système

p−périodique.
Nécessité : Supposons que le système p−périodique (3.2) est asymptotiquement stable pour

toute valeur initiale x(0) ∈ �n
+. En utilisant alors la périodicité de la matrice A(k), nous pouvons

facilement écrire,

x(kp + j + 1) = A( j)x(kp + j), j = 0, 1, . . . , p − 1,
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pour tout k ∈ �.
En additionnant l’équation précédente pour k = 0, 1, . . . ,N, où N ∈ � est un entier arbitraire

largement grand, nous obtenons l’égalité suivante, pour j = 0, 1, . . . , p − 1,

N∑

k=0

x(kp + j + 1) = A( j)
N∑

k=0

x(kp + j).

Notons également que

N∑

k=0

x(kp + p) =
N+1∑

k=1

x(kp) = −x(0) +
N∑

k=0

x(kp) + x(p(N + 1))

Nous avons donc :



−A(0) I 0 . . . 0
0 −A(1) I . . . 0
...

...
...

. . .
...

I 0 0 0 −A(p − 1)





∑N
k=0 x(kp)∑N

k=0 x(kp + 1)
...∑N

k=0 x(kp + p − 1)


=



0
0
...

η(0)



avec η(0) = (−x(p(N + 1)) + x(0)).

Soit λ( j) = lim
N→∞

N∑

k=0

x(kp+ j) pour j = 0, 1, . . . , p−1. Grâce à la stabilité asymptotiquement

du système, nous pouvons écrire lim
N→∞

x(p(N + 1)) = 0. Nous obtenons alors :



−A(0) I 0 . . . 0
0 −A(1) I . . . 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 −A(p − 2) I

I 0 0 0 −A(p − 1)





λ(0)
λ(1)
...

λ(p − 2)
λ(p − 1)



=



0
0
...

x(0)


.

Ce qui implique que la condition précédente n’est autre que (3.20).
Par conséquent, (3.20) est une condition nécessaire et suffisante pour la stabilité du système
p-périodique positif (3.2).

3.3.2 Stabilisation et positivité des systèmes périodiques

Notre objectif dans cette partie est de développer une loi de commande par retour d’état
périodique afin d’assurer la stabilité et la positivité des systèmes périodiques en boucle fermée.
Dans ce sens, considérons le système p-périodique (3.3). La loi de commande u(k), telle que
celle décrite par (3.4), doit être choisie de telle sorte que le système périodique en boucle fermée
(3.5) soit positif et asymptotiquement stable.
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Considérons le problème de programmation linéaire (LP) par rapport aux (n + 1) vecteurs
p−périodiques d(k) = [d1(k) · · · dn(k)]⊤ ∈ �n et z1(k), . . . , zn(k) ∈ �l suivant :



−A(0) I 0 . . . 0
0 −A(1) I . . . 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 −A(p − 2) I





d(0)
d(1)
...

d(p − 1)


−



B(0) 0 . . . 0
0 B(1) . . . 0
...

...
. . .

...

0 0 0 B(p − 2)





∑n
i=1 zi(0)∑n
i=1 zi(1)
...∑n

i=1 zi(p − 2)


= 0,

d(0) − A(p − 1)d(p − 1) − B(p − 1)
n∑

i=1

zi(p − 1) � 0, (3.21)

d(k) ≻ 0; k = 0, 1, . . . , p − 1, (3.22)

ai j(k)d j(k) + bi(k)z j(k) � 0, (3.23)

pour 1 � i, j � n et k = 0, 1, . . . , p − 1, avec B⊤(k) =
[
b⊤1 (k) · · · b⊤n (k)

]
.

Le résultat suivant donne les conditions pour la synthèse de la loi de commande.

Théorème 3.4 Le système p−périodique en boucle fermée (3.5) est positif et asymptotiquement

stable par (3.4) si le problème de programmation linéaire (LP) présenté ci-dessus admet une

solution faisable. Dans ce cas, le retour d’état p−périodique K(k) peut être calculé comme suit :

K(k) =
[
d−1

1 (k)z1(k) · · · d−1
n (k)zn(k)

]
, k = 0, 1, . . . , p − 1. (3.24)

Démonstration du théorème 3.4 :

Supposons que le problème de programmation linéaire ci-dessus admet une solution faisable
et écrivons le retour d’état K(k) = [k1(k), . . . , kn(k)] avec ki(k) = d−1

i (k)zi(k) pour 1 � i � n et
k = 0, 1, . . . p − 1. Notons que

B(k)K(k)d(k) = B(k)
n∑

i=1

zi(k), k = 0, 1, . . . , p − 1,

ce que nous permet de réecrire (3.21) comme suit :



−Ac(0) I 0 . . . 0
0 −Ac(1) I . . . 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 −Ac(p − 2) I





d(0)
d(1)
...

d(p − 1)


= 0,

d(0) − Ac(p − 1)d(p − 1) � 0,
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ou autrement :

d( j) − A( j − 1)d( j − 1) = 0, j = 1, . . . , p − 1,

d(0) − A(p − 1)d(p − 1) � 0,

avec Ac( j) = (A( j) + B( j)K( j)), pour j = 0, 1, . . . , p − 1.

En plus, puisque d(k) ≻ 0, nous pouvons conclure que, pour 1 � i, j � n, on a

ai j(k) + bi(k)d−1
j (k)z j(k) = ai j(k) + bi(k)k j(k) = [Ac(k)]i j � 0.

En se basant sur le lemme 1.3, le système p−périodique en boucle fermée (3.5) est positif.
Par conséquent, en utilisant le théorème 3.3, le système p−périodique en boucle fermée

(3.5) est positif et asymptotiquement stable.

3.3.3 Commande sous contraintes des systèmes périodiques positifs

Nous allons maintenant considérer quelques aspects de la commande sous contraintes des
systèmes linéaires périodiques.

3.3.3.1 Commande à signe restreinte

Dans cette partie, nous considérons le cas où la commande gardera un seul signe qui sera
donné par la constante ǫ, c’est-à-dire, si nous voulons utiliser une commande positive, nous
devons définir ǫ = 1, par contre, ǫ = −1 correspondra au cas où la commande est négative.

Considérons le problème de programmation linéaire (LP) par rapport aux variables
p−périodiques d(k) = [d1(k) · · · dn(k)]⊤ ∈ �n et z1(k), · · · , zn(k) ∈ �l, suivant :

d(k) − A(k − 1)d(k − 1) − B(k − 1)
n∑

i=1

zi(k − 1) = 0, k = 1, . . . , p − 1

d(0) − A(p − 1)d(p − 1) − B(p − 1)
n∑

i=1

zi(p − 1) � 0, (3.25)

d(k) ≻ 0; k = 0, 1, . . . , p − 1, (3.26)

ǫzi(k) � 0 pour i = 1, . . . , n et k = 0, 1, . . . , p − 1, (3.27)

ai j(k)d j(k) + bi(k)z j(k) � 0 pour 1 � i, j � n et k = 0, 1, . . . , p − 1, (3.28)

où B⊤(k) =
[
b⊤1 (k) · · · b⊤n (k)

]
.
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Théorème 3.5 Le système p−périodique en boucle fermée (3.5) est positif et asymptotiquement

stable par (3.4), K(k) ∈ �l×n tel que ǫK(k) � 0, ǫ = ±1, si le problème de programmation

linéaire (LP) présenté précédemment admet une solution faisable. Dans le cas où la faisabilité

est assurée, le retour d’état K(k) peut être choisi comme suit :

K(k) =
[
d−1

1 (k)z1(k) · · · d−1
n (k)zn(k)

]
; k = 0, 1, . . . , p − 1. (3.29)

Démonstration du théorème 3.5 :

Premièrement, en utilisant les inégalités (3.26)-(3.27) et l’expression du retour d’état
p−périodique donnée par (3.29), nous pouvons conclure que ǫK(k) � 0, pour tout
k = 0, 1, . . . , p − 1. Par la suite, puisque d j(k) ≻ 0 pour tout j = 1, . . . , n et k = 0, 1, . . . , p − 1,
l’inégalité (3.28) implique que ai j(k) + bi(k)z j(k)/d j(k) � 0, 1 � i, j � n, k = 0, 1, . . . , p − 1,
autrement dit que A(k) + B(k)K(k) � 0, pour tout k = 0, 1, . . . , p − 1. D’après le lemme 1.3, le
système p−périodique en boucle fermée (3.5) est positif.

Deuxièmement, étant donné

K(k)d(k) = [z1(k)/d1(k), . . . , zn(k)/dn(k)] d(k) =
n∑

i=1

zi(k). (3.30)

Compte tenu de (3.30), la condition (3.25) est équivalente à



−Ac(0) I 0 . . . 0
0 −Ac(1) I . . . 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 −Ac(p − 2) I





d(0)
d(1)
...

d(p − 1)


= 0

d(0) − Ac(p − 1)d(p − 1) � 0

avec Ac(k) = (A(k) + B(k)K(k)), et d(k) = [d1(k), . . . , dn(k)]⊤ ≻ 0, pour k = 0, 1, . . . , p − 1.

L’utilisation du théorème 3.3 avec le fait que d(k) ≻ 0, pour tout k = 0, 1, . . . , p−1, implique
que le système p−périodique en boucle fermée (3.5) est asymptotiquement stable.

3.3.3.2 Commande bornée

Notre objectif ici est de trouver un gain de retour d’état périodique K(k) tel que le système
p−périodique en boucle fermée soit positif et asymptotiquement stable tout en respectant des
contraintes non symétriques sur la commande. Ces contraintes sont caractérisées par les bornes
minimales ū1(k) et maximales ū2(k). Dans ce sens, l’ensemble des conditions initiales appartient
à χ = {x(0) ∈ �n; 0 � x(0) � x̄(0)}.

Considérons alors le système p−périodique (3.3) où la commande est soumise à la contrainte
suivante :

−ū1(k) � u(k) = K(k)x(k) � ū2(k) (3.31)
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Considérons le problème de programmation linéaire (LP) par rapport aux variables
p−périodiques x̄(k) = [x̄1(k) · · · x̄n(k)]⊤ ∈ �n, z1

1(k), · · · , z1
n(k) ∈ �l et z2

1(k), · · · , z2
n(k)

∈ �l suivant :



−A(0) I 0 . . . 0
0 −A(1) I . . . 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 −A(p − 2) I





x̄(0)
x̄(1)
...

x̄(p − 1)


−



B(0) 0 . . . 0
0 B(1) . . . 0
...

...
. . .

...

0 0 0 B(p − 2)





∑n
i=1 (z1

i (0) − z2
i (0))∑n

i=1 (z1
i (1) − z2

i (1))
...∑n

i=1 (z1
i (p − 2) − z2

i (p − 2))


= 0

x̄(0) − A(p − 1)x̄(p − 1) − B(p − 1)
n∑

i=1

(z1
i (p − 1) − z2

i (p − 1)) � 0 (3.32)

x̄(k) ≻ 0; k = 0, 1, . . . , p − 1, (3.33)

z1
i (k) � 0 pour i = 1, . . . , n et k = 0, 1, . . . , p − 1 (3.34)

n∑

i=1

z1
i (k) � ū2(k), k = 0, 1, . . . , p − 1 (3.35)

z2
i (k) � 0 pour i = 1, . . . , n et k = 0, 1, . . . , p − 1 (3.36)

n∑

i=1

z2
i (k) � ū1(k), k = 0, 1, . . . , p − 1 (3.37)

ai j(k)x̄ j(k) + bi(k)(z1
j(k) − z2

j(k)) � 0, 1 � i, j � n, k = 0, 1, . . . , p − 1, (3.38)

avec B⊤(k) =
[
b⊤1 (k) · · · b⊤n (k)

]
pour k = 0, 1, . . . , p − 1.

Théorème 3.6 Le système p−périodique en boucle fermée (3.5) est positif et asymptotiquement

stable par la loi de commande (3.4) et −ū1(k) � u(k) � ū2(k) pour tout état initial satisfaisant

0 � x(0) � x̄(0) si le problème de programmation linéaire (LP) présenté ci-dessus admet une

solution faisable. Dans ce cas, le retour d’état p−périodique K(k) est donnée par :

K(k) =
[
x̄−1

1 (k)(z1
1(k) − z2

1(k)) · · · x̄−1
n (k)(z1

n(k) − z2
n(k))

]
. (3.39)
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Démonstration du théorème 3.6 :

Tout d’abord, choisissons des vecteurs p−périodiques x̄(k) = [x̄1(k) . . . x̄n(k)]⊤,
z1

1(k), . . . , z1
n(k) et z2

1(k), . . . , z2
n(k) ∈ �l permettant de résoudre l’ensemble des équations ((3.32)

à (3.38)). Ensuite, utilisons le fait que toute matrice de gain p−périodique K(k) peut s’exprimer
par la différence de deux matrices positives p−périodiques, donc, K(k) = K1(k) − K2(k), avec
K1(k) =

[
x̄−1

1 (k)z1
1(k) · · · x̄−1

n (k)z1
n(k)

]
et K2(k) =

[
x̄−1

1 (k)z2
1(k) · · · x̄−1

n (k)z2
n(k)

]
.

Soit alors K(k) =
[
x̄−1

1 (k)(z1
1(k) − z2

1(k)) . . . x̄−1
n (k)(z1

n(k) − z2
n(k))

]
. Pour tout 1 � i, j � n et

k = 0, 1, . . . , p − 1, la relation suivante est vérifiée :

ai j(k) + bi(k)x̄−1
j (k)(z1

j(k) − z2
j(k)) = ai j(k) + bi(k)(k1 j(k) − k2 j(k)) = [A(k) + B(k)K(k)]i, j � 0,

assurant que la matrice p−périodique (A(k) + B(k)K(k)) est positive pour tout
k = 0, 1, . . . , p − 1. En se basant sur le lemme 1.3, le système p−périodique (3.5) est positif. En
plus, nous avons :

K(k)x̄(k) =
n∑

i=1

(z1
i (k) − z2

i (k)),

ce que nous permet de réecrire la condition (3.32) comme suit :



−Ac(0) I 0 . . . 0
0 −Ac(1) I . . . 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 −Ac(p − 2) I





x̄(0)
x̄(1)
...

x̄(p − 1)


= 0

x̄(0) − Ac(p − 1)x̄(p − 1) � 0

avec Ac( j) = (A( j) + B( j)K( j)), pour j = 0, 1, . . . , p − 1,
ce que assure la stabilité du système (3.5) en utilisant le théorème 3.3.
Par conséquent, le système p−périodique (3.5) est positif et asymptotiquement stable.

Ainsi, par le lemme 3.4, la trajectoire du système p−périodique (3.5) vérifie 0 � x(k) � x̄(k)
pour toute condition initiale satisfaisant 0 � x(0) � x̄(0).

En outre, les conditions (3.33), (3.34) et (3.35) nous assurent que :

0 � K1(k)x(k) � K1(k)x̄(k) =
n∑

i=1

z1
i (k) � ū2(k). (3.40)

De même, les conditions (3.33), (3.36) et (3.37) nous permettent d’écrire :

0 � K2(k)x(k) � K2(k)x̄(k) =
n∑

i=1

z2
i (k) � ū1(k). (3.41)
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Il est alors facile de constater que la commande par retour d’état p−périodique (3.4) satisfait

−ū1(k) � u(k) � ū2(k)

pour tout état initial 0 � x(0) � x̄(0).

3.3.4 Stabilisation et positivité des systèmes périodiques incertains

L’approche proposée peut aussi être appliquée dans le cas où les dynamiques des systèmes
périodiques ne sont pas exactement connues. En effet, en utilisant les résultats que nous avons
élaboré dans les parties précédentes, nous développons une loi de commande par retour d’état
périodique afin d’assurer la positivité et la stabilité robuste des systèmes périodiques incertains
en boucle fermée. Considérons dans ce qui suit le système p−périodique (3.3), où les matrices
d’état et de la commande A(k) ∈ �n×n et B(k) ∈ �n×l ne sont pas exactement déterminées. Nous
supposons qu’elles appartiennent à l’ensemble convexe suivant :

[A(k) B(k)] ∈ Ω2(k) :=


m∑

r=1

λ(r)
[
A[r](k) B[r](k)

]
;

m∑

r=1

λ(r) = 1; λ(r) � 0

 ; (3.42)

où
[
A[1](k) B[1](k)

]
, . . . ,

[
A[m](k) B[m](k)

]
sont des matrices p−périodiques connues.

Considérons maintenant une loi de commande par retour d’état p−périodique (3.4).
Le problème de synthèse robuste proposé consiste à trouver une matrice p−périodique K(k),

k = 0, 1, . . . , p − 1, telle que le système p−périodique en boucle fermée (3.5) soit positif et
asymptotiquement stable pour tous [A(k) B(k)] ∈ Ω2(k).

Considérons alors le problème de programmation linéaire suivant :



−A[r](0) I 0 . . . 0
0 −A[r](1) I . . . 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 −A[r](p − 2) I





d(0)
d(1)
...

d(p − 1)


−



B[r](0) 0 . . . 0
0 B[r](1) . . . 0
...

...
. . .

...

0 0 0 B[r](p − 2)





∑n
i=1 zi(0)∑n
i=1 zi(1)
...∑n

i=1 zi(p − 2)


= 0

d(0) − A[r](p − 1)d(p − 1) − B[r](p − 1)
n∑

i=1

zi(p − 1) � 0, r = 1, . . . ,m

d(k) ≻ 0; k = 0, 1, . . . , p − 1,

a
[r]
i j

(k)d j(k) + b
[r]
i

(k)z j(k) � 0

pour 1 � i, j � n, k = 0, 1, . . . , p − 1 et r = 1, . . . ,m, avec B[r]⊤(k) =
[
b[r]⊤

1 (k) . . . b[r]⊤
n (k)

]
.

Le problème de la stabilité robuste du système (3.5) est résolu par le théorème suivant :
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Théorème 3.7 Si le problème de programmation linéaire précédent est faisable par rapport

aux variables d(k) = [d1(k) · · · dn(k)]⊤ ∈ �n et z1(k), · · · , zn(k) ∈ �l, alors, il existe une com-

mande par retour d’état p−périodique (3.4) telle que le système p−périodique en boucle fermée

(3.5) est positif et asymptotiquement stable pour toutes les matrices incertaines [A(k) B(k)] ∈
Ω2(k).

Par ailleurs, la matrice gain p−périodique de la commande robuste K(k) est calculée par

K(k) =
[
d−1

1 (k)z1(k) · · · d−1
n (k)zn(k)

]
.

où d(k), z1(k), · · · , zn(k) correspondent à une solution du problème de programmation li-

néaire précédent.

Démonstration du théorème 3.7 :

Puisque les inégalités du théorème 3.4 sont affines par rapport aux matrices d’état et de la
commande A(k) et B(k) , le résultat donné par le théorème 3.7 peut être facilement obtenu à
partir de théorème 3.4.

3.4 Illustrations numériques

Dans cette partie, notre objectif est d’appliquer les résultats des paragraphes précédents à
des exemples numériques.

3.4.1 Exemple 1 :

L’objectif de cet exemple est de tester les conditions développées en stabilisation et positi-
vité des systèmes périodiques. Les résultats obtenus sont basés sur la théorie de Lyapunov. Les
conditions sont présentées sous la formes des inégalités matricielles linéaires (LMIs) strictes.

Considérons alors le problème de positivité et de stabilisation du système p−périodique
(3.3) par un retour d’état p−périodique. La période est fixée à 2 et les matrices d’état et de la
commande sont données comme suit :

[
A(0) A(1) B(0) B(1)

]
=

[
−1.2 0.3
0.2 0.45

∣∣∣∣∣∣
1.4 0.4
−0.2 0.6

∣∣∣∣∣∣
1.5
0.2

∣∣∣∣∣∣
1.2
0.4

]

Ensuite, c’est évident de vérifier que le système 2−périodique autonome est ni stable ni
positif. En plus, en appliquant le théorème 3.1, nous obtenons les matrices de retour d’état
suivantes :

[
K⊤(0) K⊤(1)

]
=

[
0.8110
−0.1941

∣∣∣∣∣∣
0.7481
−0.3206

]

Donc, les matrices du système en boucle fermée sont données par :
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Figure 3.1 – Trajectoire d’état x1(k) à partir des valeurs initiales positives différentes.

[
Ac(0) Ac(1)

]
=

[
0.0165 0.0088
0.3622 0.4112

∣∣∣∣∣∣
2.2977 0.0153
0.0992 0.4718

]

Les figures 3.1 et 3.2 illustrent l’évolution des variables d’état du système (3.3) pour des
conditions initiales positives différentes. Elles montrent que le système considèré est asympto-
tiquement stable et positif en boucle fermée.

3.4.2 Exemple 2 :

Notre objectif, à ce niveau, est d’appliquer les résultats élaborés en stabilisation et positivité
des systèmes périodiques incertains où l’incertitude est du type polytopique.

Considérons le problème de positivité et stabilisation robuste du système 2−périodique dé-
crit par (3.3), (3.12) et (3.13). Le nombre de sommets est fixé à 2 pour les deux demis période
et les matrices d’état et de la commande sont données par :

[
A[1](0) A[2](0) B[1](0) B[2](0)

]
=

[
0.1 −0.3
0.2 0.5

∣∣∣∣∣∣
0.81 0.4
0.2 0.6

∣∣∣∣∣∣
−0.4
0.2

∣∣∣∣∣∣
0.2
0.4

]

et
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Figure 3.2 – Trajectoire d’état x2(k) à partir des valeurs initiales positives différentes.

[
A[1](1) A[2](1) B[1](1) B[2](1)

]
=

[
0.2 −0.3
0.2 0.45

∣∣∣∣∣∣
0.3 0.4
0.2 0.5

∣∣∣∣∣∣
0.5
0.2

∣∣∣∣∣∣
−0.2
0.3

]

Il est évident de vérifier que le système 2−périodique autonome incertain est ni stable ni
positif, au moins pour une certaines valeurs de l’incertitude paramétrique. En appliquant le
théorème 3.2 nous obtenons les matrices de retour d’état suivantes :

[
K⊤(0) K⊤(1)

]
=

[
−0.4970
−1.4974

∣∣∣∣∣∣
0.0536
0.6064

]

Les figures 3.3 and 3.4 illustrent l’évolution des variables d’état du système décrit par (3.3),
(3.12) et (3.13) pour différentes valeurs de λ[i](k), i = 1, 2 et k = 0, 1. Elles montrent que le
système considèré est asymptotiquement stable robuste et positif en boucle fermée.

3.4.3 Exemple 3 :

Dans cet exemple, les conditions développées sont basées sur l’approche de programmation
linéaire. Un problème d’optimisation est formulé afin d’élaborer un retour d’état périodique qui
assure la stabilité et la positivité du système périodique en boucle fermée.
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Figure 3.3 – Trajectoire d’état x1(k) à partir d’une valeur initiale positive quelconque.

Figure 3.4 – Trajectoire d’état x2(k) à partir d’une valeur initiale positive quelconque.
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Considérons, dans ce sens, le système p−périodique (3.3) où la loi de commande est soumise
sous la contrainte donnée par u(k) = K(k)x(k) � 0. La période est fixée à 2 et les matrices d’état
et de la commande sont présentées comme suit :

[
A(0) A(1) B(0) B(1)

]
=

[
−1.1 −0.1
0.7 0.8

∣∣∣∣∣∣
−0.4 −0.1
0.4 0.7

∣∣∣∣∣∣
0.5
−0.3

∣∣∣∣∣∣
0.6
−0.4

]

Ensuite, Nous sommes à la recherche d’une loi de commande par retour d’état 2−périodique
qui stabilise le système 2−périodique et enforce l’état et la commande d’être positifs. Soit la loi
de commande de la forme (3.4) où K(k) est décrite par (3.29).
d(k) = [d1(k), d2(k)]⊤ ∈ �2, et z1(k), z2(k) ∈ �, k = 0, 1, sont des solutions pour le problème de
programmation linéaire (LP)suivant :

min
(di(0),zi(0),di(1),zi(1))

2∑

i=1

(di(0) + di(1)) (3.43)

sous les contraintes :

[
−A(0) I

] [d(0)
d(1)

]
− B(0)

2∑

i=1

zi(0) = 0

d(0) − A(1)d(1) − B(1)
2∑

i=1

zi(1) ≻ 0

d(k) ≻ 0; k = 0, 1

zi(k) � 0; pour i = 1, 2 et k = 0, 1

ai j(k)d j(k) + bi(k)z j(k) � 0; i, j = 1, 2 et k = 0, 1. (3.44)

En utilisant la programmation linéaire de MATLAB (la fonction linprog de la boîte à outils
d’optimisation est utilisée pour déterminer u(k)) et en appliquant le théoreme 3.5, nous obtenons
les matrices d’état suivantes :

[
K⊤(0)

∣∣∣ K⊤(1)
]
=

[
2.2813
1.1102

∣∣∣∣∣∣
0.8698
0.8616

]

Alors, les matrices du système 2−périodique en boucle fermée sont données comme suit :

[
Ac(0) Ac(1)

]
=

[
0.0406 0.4551
0.0156 0.4670

∣∣∣∣∣∣
0.1219 0.4170
0.0521 0.3554

]
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3.4. Illustrations numériques

Figure 3.5 – La trajectoire d’état x1(k) à partir de différentes valeurs initiales positives.

Figure 3.6 – La trajectoire d’état x2(k) à partir de différentes valeurs initiales positives.
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Figure 3.7 – Evolution du signal de la commande pour différentes valeurs initiales positives.

Les figures 3.5 et 3.6 montrent l’évolution des variables d’état du système 2−périodique
(3.5) pour des valeurs initiales positives. Elles indiquent que le système périodique considéré
est asymptotiquement stable et positif.

La figure 3.7 montre que le signal de commande est positif.

3.4.4 Exemple 4 :

L’objectif de cet exemple est le même que l’exemple précédent mais cette fois-ci les résultats
sont appliqués à un système périodique soumis sous la contrainte (3.31).

Considérons alors le système p−périodique (3.3) soumis sous la contrainte (3.31), avec :

[
A(0) A(1) B(0) B(1)

]
=

[
1 −0.5
−0.1 0.5

∣∣∣∣∣∣
1 −0.3

0.3 0.4

∣∣∣∣∣∣
−0.5
0.3

∣∣∣∣∣∣
−0.5
−0.2

]

Il est facile de vérifier que le système 2−périodique autonome est ni stable ni positif.

Nous sommes à la recherche d’une loi de commande par retour d’état 2−périodique qui
stabilise le système 2−périodique et enforce l’état d’être positif tout en respectant les contraintes
non symétriques sur le signal de commande :
−1.8 = max(−ū1(0),−ū1(1)) � u(k) � min(ū2(0), ū2(1)) = 6.8.

Soit la loi de commande de la forme (3.4) où K(k) est décrite par (3.39).
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x̄(k) = [x̄1(k), x̄2(k)]⊤ ∈ �2, et z1
1(k), z1

2(k), z2
1(k), z2

2(k) ∈ �, k = 0, 1, sont des solutions du
problème de programmation linéaire (LP)suivant :

min
(x̄i(0),z1

i
(0),z2

i
(0),x̄i(1),z1

i
(1),z2

i
(1))

2∑

i=1

(x̄i(0) + x̄i(1)) (3.45)

sous les contraintes :

[
−A(0) I

] [x̄(0)
x̄(1)

]
− B(0)

2∑

i=1

(z1
i (0) − z2

i (0)) = 0

x̄0 − A(1)x̄(1) − B(1)
2∑

i=1

(z1
i (1) − z2

i (1)) ≻ 0

x̄(k) ≻ 0; k = 0, 1

z1
i (k) � 0 pour i = 1, 2 et k = 0, 1

2∑

i=1

z1
i (k) � ū2(k), k = 0, 1

z2
i (k) � 0 pour i = 1, 2 et k = 0, 1

2∑

i=1

z2
i (k) � ū1(k), k = 0, 1

ai j(k)x̄ j(k) + bi(k)(z1
j(k) − z2

j(k)) � 0; i, j = 1, 2 et k = 0, 1. (3.46)

En utilisant l’approche de programmation linéaire (la fonction linprog de la boîte à outils
d’optimisation de MATLAB est utilisée pour déterminer u(k)) et en appliquant le théoreme 3.6,
nous obtenons les matrices suivantes :

[
F⊤(0)

∣∣∣ F⊤(1)
] [ 1.3275
−1.1171

∣∣∣∣∣∣
0.5605
−1.2467

]

Alors, les matrices du système 2−périodique en boucle fermée sont :

[
Ac(0) Ac(1)

]
=

[
0.3362 0.0585
0.2983 0.1649

∣∣∣∣∣∣
0.7198 0.3233
0.1879 0.6493

]

Les figures 3.8 et 3.9 montrent l’évolution des variables d’état du système 2−périodique
pour trois valeurs différentes de la condition initiale positive. Elles indiquent que le système
considéré est asymptotiquement stable et positif. En plus, pour un vecteur 2−périodique donné
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Figure 3.8 – La trajectoire d’état x1(k) pour des valeurs initiales positives différentes

Figure 3.9 – La trajectoire d’état x2(k) pour des valeurs initiales positives différentes
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3.5. Conclusion

Figure 3.10 – Évolution de la commande pour différentes valeurs initiales positives

x̄(k) = x̄(k + 2) ≻ 0 nous avons 0 � x(k) � x̄(k), ∀k ∈ � et pour tout état initial satisfaisant
0 � x(0) � x̄(0).

La figure 3.10 illustre l’évolution de la commande pour trois valeurs différentes de la condi-
tion initiale positive. Cette figure montre que le signal de commande respecte les limites non
symétriques sitées précédemment.

3.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons traité le problème de l’analyse de la stabilité des systèmes dis-
crets linéaires périodiques sous la contrainte de positivité de l’état. Un ensemble de conditions
LMIs sont établies. En satisfaisant ces conditions, la stabilité ainsi que la positivité du système
en boucle fermée sont assurées par un retour d’état périodique. Le cas du système périodique in-
certain, en présence d’une incertitude polytopique est également traité et un retour d’état robuste
est proposé afin d’assurer la stabilité et la positivité du système incertain en boucle fermée.

En outre, le problème de stabilisation des systèmes discrets linéaires périodiques positifs est
résolu en utilisant l’approche de programmation linéaire. L’état et la commande sont contraints
d’être positifs et/ou bornés. Par la suite, les conditions suffisantes sous forme de contraintes
égalités et inégalités sont élaborées afin de permettre à quelqu’un de vérifier la stabilisation
et la positivité du système discret p−périodique par une loi de commande par retour d’état
p−périodique. Le cas où la commande est sous contraintes non symétriques est également ré-
solu.
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Chapitre 4

Systèmes périodiques à retards

Résumé

L’objectif de ce chapitre est de proposer des conditions d’analyse de la stabilité asympto-
tique, la stabilité exponentielle ainsi que la stabilité avec un niveau de performance de type
H∞ pour des systèmes discrets périodiques à retards. Les résultats élaborés, à ce niveau, sont
exploités afin d’étudier le cas des systèmes périodiques incertains à retards. Trois types d’in-
certitudes sont considérées dans ce chapitre : les incertitudes à Représentation Fractionnaire
Linéaire (LFR), les incertitudes bornées en norme et les incertitudes polytopiques.

En utilisant les techniques de Lyapunov et la formulation LMI, une loi de commande par
retour d’état périodique est développée afin d’assurer la stabilité des systèmes périodiques à
retards en boucle fermée. Nous présentons aussi le cas d’une loi de commande par retour d’état
périodique assurant la stabilité et réduisant l’effet de perturbation par le bias de la minimisation
de la norme H∞ du système périodique en boucle fermée. La commande sous contraintes sur
l’état et/ou la commande est étudiée à la fin de ce chapitre pour le cas nominal ainsi que le cas
incertain.
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4.1 Introduction

Ce chapitre est dédié à l’analyse en stabilité des systèmes discrets périodiques à retards. Ces
systèmes peuvent être assujettis à des contraintes de positivé ou de bornitude sur les compo-
santes du vecteur d’état et/ou de commande.

Dans le cas sans contraintes, l’analyse est basée sur l’approche de Lyapunov et la formula-
tion LMI (Inégalité Matricielle Linéaire). Dans le cas avec contraintes, positivité et bornitude
du vecteur d’états et/ou de commande, l’analyse est basée sur la programmation linéaire.

Dans une première partie, nous présentons successivement des conditions suffisantes pour
assurer la stabilité asymptotique, la stabilité exponentielle ainsi que la stabilité avec un degré de
performance de type H∞ et ceci pour des systèmes discrets périodiques à retards.

Nous traitons également le cas où les matrices d’état et de retards sont soumises à des incer-
titudes c’est à dire la stabilité robuste. Deux types d’incertitudes sont considérés : l’incertitude
à Représentation Fractionnaire Linéaire (LFR) et l’incertitude bornée en norme. Dans ce cadre,
nous donnons des conditions suffisantes de stabilité robuste. Dans une seconde partie, nous pro-
posons la synthèse d’une loi de commande par retour d’état périodique permettant d’assurer la
stabilité des systèmes périodiques à retards en boucle fermée. En outre, nous développons une
commande du type H∞ dont le but de minimiser l’effet des perturbations.

Le problème de contrôle consiste en l’élaboration d’une loi de commande permettant d’as-
surer certaines performances tout en tenant compte de certains nombres de contraintes sur le
système et les signaux d’entrées et de sorties. Une propriété principale que doit vérifier un
système bouclé est la stabilité, c’est à dire, lorsque le système est légèrement perturbé de sa
position d’équilibre, il y revient.

L’automaticien doit aussi s’intéresser à des performances moins impératives et plus sophisti-
quées que la stabilité. Différentes méthodes de commande sont apparues permettant ainsi d’as-
surer certaines performances, tel le rejet de perturbations. On peut citer par exemple la com-
mande quadratique, la commande H∞, etc.

Ainsi, nous traitons, dans la troisième partie, le problème de la synthèse de lois de com-
mande par retour d’état périodique pour les systèmes périodiques à retards, éventuellement
incertains, soumis à des contraintes sur l’état et/ou la commande. En effet, dans un premier
lieu, nous considérons seulement la contrainte de positivité de l’état du système. Puis dans un
second lieu, nous exigeons que l’état et la commande soient positifs et bornés par des scalaires
périodiques donnés. Les méthodes proposées utilisent l’approche de programmation linéaire
(LP) pour la synthèse des lois de commande par retour d’état périodique permettant d’assurer la
stabilité et la positivité du système périodique à retards en boucle fermée tout en respectant les
contraintes imposées. A cet effet, des conditions suffisantes sous forme d’égalités et d’inégalités
linéaires sont développées.

4.2 Analyse de stabilité

Dans cette section, nous étudions la stabilité du système périodique à retards au sens de
Lyapunov. Dans la suite, nous développons successivement des conditions assurant la stabilité
asymptotique, la stabilité exponentielle et enfin la stabilité avec un degré de performance de
type H∞ des systèmes discrets périodiques à retards.
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Nous considérons le système autonome linéaire discret p−périodique à retards suivant :

x(k + 1) = A(k)x(k) +
m∑

i=1

Aτi
(k)x(k − τi)

= A(k)x(k) + Aτ(k)x(k − τ) (4.1)

x(k) = Φ(k); k = −τm,−(τm − 1), . . . , 0.

Les matrices d’état et de retards respectent la condition de périodicité, à savoir, pour p ∈ �

donné, on a

A(p + k) = A(k),
Aτ(p + k) = Aτ(k), (4.2)

pour tout k ∈ �. x(k) ∈ �n est le vecteur d’état, Aτ(k) et x(k − τ) sont définies par :

Aτ(k) =
[
Aτ1(k) Aτ2(k) . . . Aτm

(k)
]
,

x(k − τ) =
[
x⊤(k − τ1) x⊤(k − τ2) . . . x⊤(k − τm)

]⊤
. (4.3)

A ce niveau, nous supposons que les retards vérifient la condition suivante :

τ1 ≺ τ2 ≺ . . . ≺ τm. (4.4)

4.2.1 Stabilité asymptotique

Dans cette partie, notre objectif est de développer des conditions de stabilité asymptotique
pour la classe de systèmes considérés. En effet, des conditions nécessaires et suffisantes sont
élaborées afin d’assurer la stabilité asymptotique du système (4.1).

Le théorème 4.1 ci-dessous présente des conditions de stabilité asymptotique sous forme de
LMI basées sur le lemme de Lyapunov périodique, [5, 31].

Théorème 4.1 Le système p−périodique (4.1) est asymptotiquement stable si et seulement s’il

existe des matrices p−périodiques symétriques définies positives P(k) et des matrices blocs

diagonales p−périodiques définies positives Qτ(k) telles que :

Ψ47(k) =

[
A⊤(k)P(k + 1)A(k) + IτQτ(k)I⊤τ − P(k) A⊤(k)P(k + 1)Aτ(k)

A⊤τ (k)P(k + 1)A(k) A⊤τ (k)P(k + 1)Aτ(k) − Qτ(k − τ)

]
< 0 (4.5)

Démonstration du théorème 4.1

Le principe de la démonstration consiste à déterminer une fonction scalaire, notée V(.),
représentative de l’énergie totale du système, dont l’incrément est défini négatif. La fonction
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V(.) est appelée fonction de Lyapunov. En effet, un choix particulier de fonction de Lyapunov
candidate V(.) est la forme quadratique donnée par

V(k) = x⊤(k)P(k)x(k) +
m∑

i=1

τi∑

j=1

x⊤(k − j)Qτi
(k − j)x(k − j), (4.6)

où P(k) et Qτi
(k), i = 1, . . . ,m et k = 0, 1, . . . , p − 1, sont des matrices p−périodiques

symétriques définies positives. L’incrément de V(.) est alors :

∆V(k) = V(k + 1) − V(k)

= x⊤(k + 1)P(k + 1)x(k + 1) +
m∑

i=1

τi∑

j=1

x⊤(k + 1 − j)Qτi
(k + 1 − j)x(k + 1 − j)−

x⊤(k)P(k)x(k) +
m∑

i=1

τi∑

j=1

x⊤(k − j)Qτi
(k − j)x(k − j)



= x⊤(k + 1)P(k + 1)x(k + 1) + x⊤(k)
m∑

i=1

Qτi
(k)x(k)+

m∑

i=1

τi−1∑

j=1

x⊤(k − j)Qτi
(k − j)x(k − j) −

m∑

i=1

x⊤(k − τi)Qτi
(k − τi)x(k − τi)−

x⊤(k)P(k)x(k) +
m∑

i=1

τi−1∑

j=1

x⊤(k − j)Qτi
(k − j)x(k − j)



= x⊤(k)
(
IτQτ(k)I⊤τ − P(k) + A⊤(k)P(k + 1)A(k)

)
x(k)+

x⊤(k)
(
A⊤(k)P(k + 1)Aτ(k)

)
x(k − τ) + x

⊤(k − τ)
(
A⊤τ (k)P(k + 1)A(k)

)
x(k)+

x
⊤(k − τ)

(
A⊤τ (k)P(k + 1)Aτ(k) − Qτ(k − τ)

)
x(k − τ)

=

[
x(k)

x(k − τ)

]⊤
Ψ47(k)

[
x(k)

x(k − τ)

]
,

avec

Qτ(k) =



Qτ1(k) 0 . . . 0
0 Qτ2(k) . . . 0
...

...
. . .

...

0 0 0 Qτm
(k)


, et Iτ =

[
I I . . . I

]
︸           ︷︷           ︸

m

∈ �n×nm. (4.7)

Alors, d’après la théorie de Lyapunov, le système p−périodique (4.1) est asymptotiquement
stable si et seulement si la condition (4.5) est vérifiée.

Nous concluons que cette inégalité matricielle linéaire (LMI) est relativement simple à ré-
soudre.

4.2.2 Stabilité exponentielle

La stabilité est une condition importante pour un système donné, cependant en pratique, il
est parfois souhaitable de spécifier la vitesse de convergence de l’état, ceci justifie l’analyse
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en stabilité exponentielle. Dans ce sens, nous développons, dans cette partie, une condition
suffisante de la stabilité exponentielle des systèmes périodiques à retards.

Avant de présenter la condition suffisante de la stabilité exponentielle élaborée pour les
systèmes périodiques à retards, nous introduisons la définition de la stabilité exponentielle pour
cette classe de systèmes.

Définition 4.1 Pour un scalaire donné 0 ≺ α ≺ 1, le système p−périodique (4.1) est

α−exponentiellement stable s’il existe un scalaire Γ ≻ 0 tel que l’état du système (4.1) satisfait

‖x(k)‖ � Γ ‖Φ‖τm
αk pour tout k ∈ � avec ‖Φ‖τm

:= supk∈{−τm,−(τm−1),...,0} ‖Φ(k)‖.

Dans le théorème suivant, nous établissons une condition suffisante de stabilité exponentielle
sous la forme d’une inégalité matricielle linéaire (LMI) stricte.

Théorème 4.2 Le système p−périodique à retards (4.1) est α−exponentiellement stable s’il

existe des matrices p−périodiques symétriques définies positives P(k) et des matrices blocs

diagonales définies positives Qτ(k) telles que la condition suivante est vérifiée pour tout k =

0, 1, . . . , p − 1,

S (k) =

[
S 11(k) A⊤(k)P(k + 1)Aτ(k)α−(τ+2)

α−(τ+2)A⊤τ (k)P(k + 1)A(k) α−(τ+1)A⊤τ (k)P(k + 1)Aτ(k)α−(τ+1) − Qτ(k − τ)

]
< 0, (4.8)

avec

S 11(k) = α−2A⊤(k)P(k + 1)A(k) + IτQτ(k)I⊤τ − P(k),
Iτ =

[
I I . . . I

]
︸           ︷︷           ︸

m

∈ �n×nm,

α−τ =



α−τ1 I 0 . . . 0
0 α−τ2 I . . . 0
...

...
. . .

...

0 0 0 α−τm I


.

Démonstration du théorème 4.2

Considérons le changement de variables suivant :

xα(k) = α−kx(k) (4.9)

Par la suite,

xα(k + 1) = α−(k+1)x(k + 1)

= α−(k+1)

A(k)x(k) +
m∑

i=1

Aτi
(k)x(k − τi)
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= α−1

α−kA(k)x(k) + α−k

m∑

i=1

Aτi
(k)x(k − τi)



= α−1

A(k)xα(k) +
m∑

i=1

α−kα−τiατi Aτi
(k)x(k − τi)



= α−1

A(k)xα(k) +
m∑

i=1

α−τiα−(k−τi)Aτi
(k)x(k − τi)



= α−1A(k)xα(k) +
m∑

i=1

α−(τi+1)Aτi
(k)xα(k − τi)

Donc, la représentation d’état du système transformé p−périodique est donnée par l’expres-
sion suivante :

xα(k + 1) = α−1A(k)xα(k) + Aτ(k)α−(τ+1)xα(k − τ) (4.10)

avec xα(k − τ) =
[
x⊤α (k − τ1) x⊤α (k − τ2) . . . x⊤α (k − τm)

]⊤
.

Soit la fonction de Lyapunov candidate V(.) :

V(k) = x⊤α (k)P(k)xα(k) +
m∑

i=1

τi∑

j=1

x⊤α (k − j)Qτi
(k − j)xα(k − j) (4.11)

Pour l’étude de stabilité du système transformé p−périodique (4.10), nous devons vérifier
que l’incrément de la fonction V(.) est défini négatif, autrement dit :

∆V(k) = V(k + 1) − V(k) < 0.

En suivant le même principe que la démonstration du théorème 4.1, nous obtenons alors :

∆V(k) = V(k + 1) − V(k)

= x⊤α (k + 1)P(k + 1)xα(k + 1) +
m∑

i=1

τi∑

j=1

x⊤α (k + 1 − j)Qτi
(k + 1 − j)xα(k + 1 − j) −

x⊤α (k)P(k)xα(k) +
m∑

i=1

τi∑

j=1

x⊤α (k − j)Qτi
(k − j)xα(k − j)



= x⊤α (k)
(
IτQτ(k)I⊤τ − P(k) + α−2A⊤(k)P(k + 1)A(k)

)
xα(k) +

x⊤α (k)
(
α−1A⊤(k)P(k + 1)Aτ(k)α−(τ+1)

)
xα(k − τ) +

x
⊤
α (k − τ)

(
α−(τ+2)A⊤τ (k)P(k + 1)A(k)

)
xα(k) +

x
⊤
α (k − τ)

(
α−(τ+1)A⊤τ (k)P(k + 1)Aτ(k)α−(τ+1) − Qτ(k − τ)

)
xα(k − τ)

=

[
xα(k)

xα(k − τ)

]⊤
S (k)

[
xα(k)

xα(k − τ)

]
,
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où Qτ(k) =



Qτ1(k) 0 . . . 0
0 Qτ2(k) . . . 0
...

...
. . .

...

0 0 0 Qτm
(k)


.

D’ou, ∆V(k) < 0 si S (k) < 0.
Donc, le fait que la matrice S (k) soit strictement négative implique que le système

p−périodique (4.10) est stable. Par conséquent, xα est bornée, c’est à dire, il existe un scalaire
ρ > 0 tel que

‖xα(k)‖ =
∥∥∥α−kx(k)

∥∥∥ � ρ. (4.12)

La condition ci-dessus implique l’existence d’un scalaire Γ ≻ 0 tel que l’état du système
p−périodique (4.1) satisfait :

‖x(k)‖ � Γ ‖Φ‖τm
αk (4.13)

Ce qui implique que le système p−périodique (4.1) est α−exponentiellement stable.

4.2.3 Stabilité H∞

Dans cette partie, nous nous intéressons à l’étude de la stabilité en présence de perturbations
c’est-à-dire l’influence de l’environnement extérieur. En effet, l’action de ce dernier sur le sys-
tème peut être modélisé par des signaux de perturbation représenté par l’entrée exogène w(k).
Il est alors intéressant de quantifier l’effet de ces perturbations sur le système. L’influence de
ces perturbations sur le système est évaluée à l’aide d’un critère de coût exprimé par exemple
sous forme de norme H∞ du système. Dans ce cadre, notre objectif est d’assurer la stabilité du
système périodique tout en réduisant l’effet de la perturbation à travers la minimisation de sa
norme H∞. Considérons alors le système discret p−périodique à retards suivant :

x(k + 1) = A(k)x(k) +
m∑

i=1

Aτi
(k)x(k − τi) + Bw(k)w(k)

z(k) = C(k)x(k)

x(k) = Φ(k); k = −τm,−(τm − 1), . . . , 0. (4.14)

où x(k) ∈ �n et w(k) ∈ �h sont respectivement les vecteurs d’état et de perturbation et
z(k) ∈ �l est la sortie contrôlée.

Notre système peut s’écrire également comme suit :

x(k + 1) = A(k)x(k) + Aτ(k)x(k − τ) + Bw(k)w(k)

z(k) = C(k)x(k)

x(k) = Φ(k); k = −τm,−(τm − 1), . . . , 0. (4.15)

avec :
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Aτ(k) =
[
Aτ1(k) Aτ2(k) . . . Aτm

(k)
]
,

x(k − τ) =
[
x⊤(k − τ1) x⊤(k − τ2) . . . x⊤(k − τm)

]⊤
. (4.16)

Théorème 4.3 Le système p−périodique à retards (4.15) est asymptotiquement stable et sa

norme H∞ est inférieure à un scalaire donné γ s’il existe des matrices symétriques p−périodiques

définies positives X(k) et des matrices blocs diagonales p−périodiques définies positives Gτ(k)
telles que l’inégalité matricielle suivante est vérifiée pour tout k = 0, 1, . . . , p − 1,



−X(k) 0 0 X(k)C⊤(k) X(k)A⊤(k) X(k)
0 −Gτ(k − τ) 0 0 Gτ(k − τ)A⊤τ (k) 0
0 0 −γI 0 B⊤w(k) 0

C(k)X(k) 0 0 −γI 0 0
A(k)X(k) Aτ(k)Gτ(k − τ) Bw(k) 0 −X(k + 1) 0

X(k) 0 0 0 0 −IτGτ(k)I⊤τ



< 0 (4.17)

Démonstration du théorème 4.3 :

Maintenant, reprenons la fonction de Lyapunov candidate (4.6). L’incrément de la fonction
V(k) est donné alors comme suit :

∆V(k) = x⊤(k)
(
IτQτ(k)I⊤τ − P(k) + A⊤(k)P(k + 1)A(k)

)
x(k)+

x⊤(k)A⊤(k)P(k + 1)Aτ(k)x(k − τ) + x⊤(k)A⊤(k)P(k + 1)Bw(k)w(k)+
x
⊤(k − τ)

(
A⊤τ (k)P(k + 1)Aτ(k) − Qτ(k − τ)

)
x(k − τ)+

x
⊤(k − τ)A⊤τ (k)P(k + 1)Bw(k)w(k) + w⊤(k)B⊤w(k)P(k + 1)A(k)x(k)+

w⊤(k)B⊤w(k)P(k + 1)Aτ(k)x(k − τ) + x
⊤(k − τ)A⊤τ (k)P(k + 1)A(k)x(k)+

w⊤(k)B⊤w(k)P(k + 1)Bw(k)w(k) (4.18)

La condition (4.18) peut s’écrire aussi comme suit

∆V(k) =


x(k)

x(k − τ)
w(k)



⊤

T (k)


x(k)

x(k − τ)
w(k)

 , (4.19)

avec :

T (k) =


T11(k) A⊤(k)P(k + 1)Aτ(k) A⊤(k)P(k + 1)Bw(k)

A⊤τ (k)P(k + 1)A(k) A⊤τ (k)P(k + 1)Aτ(k) − Qτ(k − τ) A⊤τ (k)P(k + 1)Bw(k)
B⊤w(k)P(k + 1)A(k) B⊤w(k)P(k + 1)Aτ(k) B⊤w(k)P(k + 1)Bw(k)

 ,
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T11(k) = IτQτ(k)I⊤τ − P(k) + A⊤(k)P(k + 1)A(k),

Qτ(k) =



Qτ1(k) 0 . . . 0
0 Qτ2(k) . . . 0
...

...
. . .

...

0 0 0 Qτm
(k)


.

Le système p−périodique (4.15) est asymptotiquement stable si T (k) < 0 pour tout k =

0, 1, . . . , p − 1.
Par la suite, le critère de performance H∞ du système (4.15) est défini par :

J =

∞∑

k=0

(
z⊤(k)z(k) − γ2w⊤(k)w(k)

)
. (4.20)

Maintenant, pour établir la borne supérieure γ ‖w(k)‖2 de la norme l2 [0,∞) de z(k), nous
supposons que V(x(0)) = 0. En plus, soulignons que V(x(∞)) � 0.

Donc, comme V(x(0)) = 0 et V(x(∞)) � 0, nous avons pour tout vecteur non nul w(k) ∈
l2 [0,∞), J satisfait

J =

∞∑

k=0

(
z⊤(k)z(k) − γ2w⊤(k)w(k)

)

�

∞∑

k=0

(
z⊤(k)z(k) − γ2w⊤(k)w(k)

)
+ V(x(∞)) − V(x(0))

=

∞∑

k=0

(
z⊤(k)z(k) − γ2w⊤(k)w(k) + ∆V(x(k))

)

=

∞∑

k=0

ξ⊤(k)Ψ∞(k)ξ(k),

où

Ψ∞(k) =


Ψ∞11(k) A⊤(k)P(k + 1)Aτ(k) A⊤(k)P(k + 1)Bw(k)

A⊤τ (k)P(k + 1)A(k) A⊤τ (k)P(k + 1)Aτ(k) − Qτ(k − τ) A⊤τ (k)P(k + 1)Bw(k)
B⊤w(k)P(k + 1)A(k) B⊤w(k)P(k + 1)Aτ(k) B⊤w(k)P(k + 1)Bw(k) − γ2I

 ,

Ψ∞11(k) = IτQτ(k)I⊤τ − P(k) + A⊤(k)P(k + 1)A(k) +C⊤(k)C(k),

ξ(k) =
[
x⊤(k) x

⊤(k − τ) w⊤(k)
]⊤
.

Par conséquent, si

Ψ∞(k) < 0 (4.21)
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alors, J < 0, c’est à dire, ‖z‖2 � γ ‖w‖2 pour tout vecteur non nul w(k) ∈ l2 [0,∞).
Par conséquent, notre système p−périodique (4.15) est asymptotiquement stable et sa norme

H∞ est inférieure à γ.
Afin de pouvoir exploiter la condition élaborée en stabilité H∞ du système p−périodique

autonome à retards pour la stabilisation, nous allons mettre cette condition sous une forme plus
exploitable.

Par la suite, en effectuant une pré et une post-multiplication de l’inégalité (4.21) par



γ
1
2 P−1(k) 0 0

0 γ
1
2 Q−1

τ (k − τ) 0
0 0 γ−

1
2 I



et en remplaçant, respectivement, γP−1(k), γQ−1
τ (k − τ) et γ−1P−1(k + 1) par P−1(k), Q−1

τ (k − τ)
et P−1(k + 1), nous obtenons ce qui suit :


Φ(k) 0 0

0 −Q−1
τ (k − τ) 0

0 0 −γI

 +


P−1(k)C⊤(k) P−1(k)A⊤(k)

0 Q−1
τ (k − τ)A⊤τ (k)

0 B⊤w(k)

 ×

[
γ−1I 0

0 P(k + 1)

] 
P−1(k)C⊤(k) P−1(k)A⊤(k)

0 Q−1
τ (k − τ)A⊤τ (k)

0 B⊤w(k)



⊤

< 0

Le complément de Schur nous permet d’obtenir aussi :



Φ(k) 0 0 P−1(k)C⊤(k) P−1(k)A⊤(k)
0 −Q−1

τ (k − τ) 0 0 Q−1
τ (k − τ)A⊤τ (k)

0 0 −γI 0 B⊤w(k)
C(k)P−1(k) 0 0 −γI 0
A(k)P−1(k) Aτ(k)Q−1

τ (k − τ) Bw(k) 0 −P−1(k + 1)


< 0,

où Φ(k) = −P−1(k) + P−1(k)IτQτ(k)I⊤τ P−1(k).

En appliquant un complément de Schur à nouveau, la condition précédente peut s’écrire
comme suit :



−P−1(k) 0 0 P−1(k)C⊤(k) P−1(k)A⊤(k) P−1(k)
0 −Q−1

τ (k − τ) 0 0 Q−1
τ (k − τ)A⊤τ (k) 0

0 0 −γI 0 B⊤w(k) 0
C(k)P−1(k) 0 0 −γI 0 0
A(k)P−1(k) Aτ(k)Q−1

τ (k − τ) Bw(k) 0 −P−1(k + 1) 0
P−1(k) 0 0 0 0 −IτQ

−1
τ (k)I⊤τ



< 0,

Ensuite, en posant

X(k) = P−1(k)

Gτ(k) = Q−1
τ (k)
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pour tout k = 0, 1, . . . , p − 1, nous obtenons facilement la condition (4.17).

4.3 Stabilité robuste

Dans cette section, nous présentons les principaux résultats de ce mémoire, et plus particu-
lièrement celles concernant l’analyse de stabilité robuste pour les systèmes discrets périodiques
à retards. Nous allons traiter le cas où les matrices d’état et de retards sont affectées par des
incertitudes à Représentation Fractionnaire Linéaire (LFR) ainsi que le cas où les incertitudes
sont simplement bornées en norme.

Dans ce sens, nous considérons le système p−périodique autonome incertain à retards décrit
par :

x(k + 1) = (A(k) + ∆A(k)) x(k) +
m∑

i=1

(
Aτi

(k) + ∆Aτi
(k)

)
x(k − τi)

= (A(k) + ∆A(k)) x(k) + (Aτ(k) + ∆Aτ(k)) x(k − τ)
x(k) = Φ(k); k = −τm,−(τm − 1), . . . , 0. (4.22)

avec

Aτ(k) =
[
Aτ1(k) Aτ2(k) . . . Aτm

(k)
]
,

∆Aτ(k) =
[
∆Aτ1(k) ∆Aτ2(k) . . . ∆Aτm

(k)
]
,

x(k − τ) =
[
x⊤(k − τ1) x⊤(k − τ2) . . . x⊤(k − τm)

]⊤
. (4.23)

x(k) ∈ �n est le vecteur d’état. A(k) et Aτ(k) sont des matrices connues de dimensions
appropriées satisfaisant la contrainte de périodicité, c’est à dire, pour k ∈ � nous avons

A(k + p) = A(k), et Aτ(k + p) = Aτ(k).

∆A(k) et ∆Aτ(k) sont les matrices qui représentent la partie incertaine.

4.3.1 Stabilité quadratique

Dans cette partie, nous présentons une méthode d’analyse de la stabilité quadratique des
systèmes périodiques à retards. Nous étudions le cas de l’incertitude à Représentation Fraction-
naire Linéaire (LFR). Comme nous l’avons signalé dans le chapitre 1, la stabilité quadratique
exige l’existence d’une fonction de Lyapunov dont la matrice associée ne dépend pas de l’in-
certitude. Cette fonction nous permet de tester la stabilité du système pour tous les domaines
d’incertitude. Les matrices incertaines ∆A(k) et ∆Aτ(k) sont supposées être sous la forme sui-
vante :

[∆A(k) ∆Aτ(k)] = E(k)∆(k)
[
NA(k) NAτ(k)

]
, (4.24)
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où

∆(k) = F(k)(I − M(k)F(k))−1, (4.25)

et

NAτ(k) =
[
NAτ1

(k) NAτ2
(k) . . . NAτm

(k)
]
. (4.26)

E(k), M(k), NA(k) et NAτ(k) sont des matrices p−périodiques constantes, et F(k) est une
matrice p−périodique inconnue satisfaisant

F⊤(k)F(k) ≤ I, pour tout k = 0, 1, . . . , p − 1. (4.27)

Afin de garantir que la matrice I − M(k)F(k) soit inversible pour toutes les incertitudes
admissibles F(k), il est nécessaire d’imposer la condition qui suit

M(k) =

[
I −M(k)

−M⊤(k) I

]
> 0. (4.28)

∆A(k) et ∆Aτ(k) sont dites admissibles si les deux conditions (4.24) et (4.27) sont vérifiées.
La définition suivante est une extension des résultats présentés par [32] et qui sont exploités

pour les systèmes avec retard dans [58]. Cette définition est utilisée afin d’introduire la termi-
nologie de la stabilité quadratique des systèmes périodiques incertains à retards.

Définition 4.2 Le système p−périodique incertain à retards (4.22)-(4.27) est quadratiquement

stable s’il existe des matrices symétriques p−périodiques définies positives P(k) et Qτi
(k), i =

1, . . . ,m, et un scalaire p−périodique δ(k) ≻ 0 tel que, pour toutes les incertitudes admissibles

∆A(k) et ∆Aτ(k), le système p−périodique autonome (4.22) satisfait

∆V(k) = V(k + 1) − V(k) � −δ(k) ‖ξ(k)‖2 (4.29)

pour tout ξ(k) ∈ �(m+1)×n, où ξ(k) =
[
x⊤(k), x

⊤(k − τ)
]⊤

et

V(k) = x⊤(k)P(k)x(k) +
m∑

i=1

τi∑

j=1

x⊤(k − j)Qτi
(k − j)x(k − j). (4.30)

Le théorem suivant donne les conditions à satisfaire pour qu’un système discret périodique
à retards soit quadratiquement stable.

Théorème 4.4 Soit le système p−périodique incertain à retards (4.22) où les matrices ∆A(k)
et ∆Aτ(k) sont décrites en (4.24). Ce système p−périodique incertain à retards est quadratique-

ment stable si et seulement si il existe des matrices p−périodiques définies positives X(k) et des

matrices blocs diagonales p−périodiques définies positives Gτ(k), et un scalaire p−périodique

ǫ(k) ≻ 0, k = 0, 1, . . . , p − 1, tel que la condition LMI (4.31) soit vérifiée.

[
Θ11(k) Θ⊤12(k)
Θ12(k) Θ22(k)

]
< 0 (4.31)
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avec

Θ11(k) =


−X(k) 0 X(k)A⊤(k)

0 −Gτ(k − τ) Gτ(k − τ)A⊤τ (k)
A(k)X(k) Aτ(k)Gτ(k − τ) −X(k + 1)

 ,

Θ12(k) =


NA(k)X(k) NAτ(k)Gτ(k − τ) 0

0 0 ǫ(k)E⊤(k)
X(k) 0 0

 ,

Θ22(k) =


−ǫ(k)I ǫ(k)M(k) 0

ǫ(k)M⊤(k) −ǫ(k)I 0
0 0 −IτGτ(k)I⊤τ

 .

Démonstration du théorème 4.4 :

D’après la définition (4.2), le système p−périodique incertain à retards (4.22)-(4.27) est
quadratiquement stable si et seulement s’il existe une fonction p−périodique de Lyapunov telle

que, pour tout ξ(k) =
[
x⊤(k) x

⊤(k − τ)
]⊤
∈ �(m+1)×n et les incertitudes admissibles ∆A(k) et

∆Aτ(k) et tout scalaire p−périodique δ(k) ≻ 0, V(k) satisfait

∆V(k) = V(k + 1) − V(k) � −δ(k) ‖ξ(k)‖2 . (4.32)

Soit V(k) donnée par (4.30), où P(k) et Qτi
(k) sont des matrices symétriques p−périodiques

définies positives de dimensions appropriées.
Pour l’étude de la stabilité quadratique, nous devons vérifier que l’incrément de la fonction

V(.) est défini négatif. En effet ce dernier est donné par

∆V(k) = x⊤(k)
(
IτQτ(k)I⊤τ − P(k) + A⊤∆(k)P(k + 1)A∆(k)

)
x(k) +

x⊤(k)A⊤∆(k)P(k + 1)Aτ∆(k)x(k − τ) + x
⊤(k − τ)Aτ

⊤
∆(k)P(k + 1)A∆(k)x(k) +

x
⊤(k − τ)

(
Aτ
⊤
∆(k)P(k + 1)Aτ∆(k) − Qτ(k − τ)

)
x(k − τ), (4.33)

où A∆(k) = A(k) + ∆A(k) et Aτ∆(k) = Aτ(k) + ∆Aτ(k).

Ensuite, compte tenu de (4.32) et (4.33), nous déduisons ce qui suit

[
IτQτ(k)I⊤τ − P(k) + A⊤

∆
(k)P(k + 1)A∆(k) A⊤

∆
(k)P(k + 1)Aτ∆(k)

A⊤τ ∆(k)P(k + 1)A∆(k) Aτ
⊤
∆

(k)P(k + 1)Aτ∆(k) − Qτ(k − τ)

]
< 0. (4.34)

En appliquant le complément de Schur, l’inégalité (4.34) devient


IτQτ(k)I⊤τ − P(k) 0 A⊤

∆
(k)

0 −Qτ(k − τ) A⊤τ ∆(k)
A∆(k) Aτ∆(k) −P−1(k + 1)

 < 0, (4.35)
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que nous pouvons écrire comme suit


IτQτ(k)I⊤τ − P(k) 0 A⊤(k)

0 −Qτ(k − τ) A⊤τ (k)
A(k) Aτ(k) −P−1(k + 1)

 +

Sym




0
0

E(k)

∆(k)
[
NA(k) NAτ(k) 0

]

< 0. (4.36)

En utilisant le lemme 2.6 de [56], la condition (4.36) ci-dessus est équivalente à l’existence
d’un scalaire p−périodique ǫ(k) ≻ 0 tel que pour toutes les incertitudes admissibles ∆A(k) et
∆Aτ(k), on a


IτQτ(k)I⊤τ − P(k) 0 A⊤(k)

0 −Qτ(k − τ) A⊤τ (k)
A(k) Aτ(k) −P−1(k + 1)

 +



ǫ
−1
2 (k)N⊤A (k) 0

ǫ
−1
2 (k)N⊤Aτ(k) 0

0 ǫ
1
2 (k)E(k)

 ×

M−1(k)

[
ǫ
−1
2 (k)NA(k) ǫ

−1
2 (k)NAτ(k) 0

0 0 ǫ
1
2 (k)E⊤(k)

]
< 0, (4.37)

avecM(k) donné par (4.28).

À cette étape et en appliquant le complément de Schur à la condition (4.37) suivie par une
pré et une post-multiplication par la matrice diagonale diag{I, I, I, ǫ

1
2 (k)I, ǫ

1
2 (k)I}, nous consta-

tons qu’elle est effectivement équivalente à :



IτQτ(k)I⊤τ − P(k) 0 A⊤(k) N⊤A (k) 0
0 −Qτ(k − τ) A⊤τ (k) N⊤Aτ(k) 0

A(k) Aτ(k) −P−1(k + 1) 0 ǫ(k)E(k)
NA(k) NAτ(k) 0 −ǫ(k)I ǫ(k)M(k)

0 0 ǫ(k)E⊤(k) ǫ(k)M⊤(k) −ǫ(k)I


< 0. (4.38)

L’inégalité matricielle (4.38) est une condition de stabilité quadratique du système (4.22)-
(4.27). Cependant, cette condition est non linéaire par rapport aux variables inconnues. Pour
cette raison, nous devons mettre la condition (4.38) sous une forme linéaire par rapport aux
variables inconnues.

Pour cela, nous effectuons une pré et post-multiplcation de l’inégalité (4.38) par
diag{P−1(k),Q−1

τ (k − τ), I, I, I} pour k = 0, 1, . . . , p − 1. Ceci nous permet d’aboutir à :



Φ(k) 0 P−1(k)A⊤(k) P−1(k)N⊤A (k) 0
0 −Q−1

τ (k − τ) Q−1
τ (k − τ)A⊤τ (k) Q−1

τ (k − τ)N⊤Aτ(k) 0
A(k)P−1(k) Aτ(k)Q−1

τ (k − τ) −P−1(k + 1) 0 ǫ(k)E(k)
NA(k)P−1(k) NAτ(k)Q−1

τ (k − τ) 0 −ǫ(k)I ǫ(k)M(k)
0 0 ǫ(k)E⊤(k) ǫ(k)M⊤(k) −ǫ(k)I


< 0
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où Φ(k) = P−1(k)IτQτ(k)I⊤τ P−1(k) − P−1(k).

En utilisant le complément de Schur, la condition ci-dessus est réécrite comme suit :

Θ(k) =

[
Θ11(k) Θ⊤12(k)
Θ12(k) Θ22(k)

]
< 0

avec

Θ11(k) =


−P−1(k) 0 P−1(k)A⊤(k)

0 −Q−1
τ (k − τ) Q−1

τ (k − τ)A⊤τ (k)
A(k)P−1(k) Aτ(k)Q−1

τ (k − τ) −P−1(k + 1)

 ,

Θ12(k) =


NA(k)P−1(k) NAτ(k)Q−1

τ (k − τ) 0
0 0 ǫ(k)E⊤(k)

P−1(k) 0 0

 ,

Θ22(k) =


−ǫ(k)I ǫ(k)M(k) 0

ǫ(k)M⊤(k) −ǫ(k)I 0
0 0 −IτQ

−1
τ (k)I⊤τ

 .

Enfin, en prenant

X(k) = P−1(k),

Gτ(k) = Q−1
τ (k),

pour tout k = 0, 1, . . . , p − 1, nous obtenons facilement (4.31).

4.3.2 Stabilité exponentielle

Notre objectif dans cette partie est de développer des conditions de stabilité exponentielle
des systèmes périodiques incertains à retards. Nous traitons le cas où toutes les matrices d’état
et de retard sont affectées par une incertitude bornée en norme et le cas où l’incertitude est à
Représentation Fractionnaire Linéaire (LFR).

Dans cette partie, nous considérons le même système présenté au début de cette section, à
savoir le système donné par (4.22).

4.3.2.1 Cas des incertitudes bornées en norme

Dans ce cas les matrices incertaines sont alors décrites par les expressions suivantes :

[∆A(k) ∆Aτ(k)] = E(k)F(k)
[
NA(k) NAτ(k)

]
. (4.39)

E(k), NA(k) et NAτ(k) sont des matrices p−périodiques constantes, et F(k) est une matrice
p−périodique inconnue satisfaisant
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F⊤(k)F(k) ≤ I, pour tout k = 0, 1, . . . , p − 1. (4.40)

Les matrices ∆A(k) et ∆Aτ(k) sont dites admissibles si les deux conditions (4.39) et (4.40)
sont vérifiées.

L’objectif du théorème suivant est de proposer une condition de stabilité exponentielle du
système p−périodique incertain (4.22).

Théorème 4.5 Soit le système p−périodique incertain à retards (4.22) où les matrices ∆A(k)
et ∆Aτ(k) sont décrites en (4.39). Ce système p−périodique incertain à retards est

α−exponentiellement stable s’il existe des matrices p−périodiques symétriques définies posi-

tives X(k) et des matrices blocs diagonales p−périodiques définies positives Gτ(k) et un sca-

laire p−périodique σ(k) ≻ 0, k ∈ �, tel que la condition suivante est vérifiée pour tout

k = 0, 1, . . . , p − 1,



−X(k) 0 ψ⊤13(k) ψ⊤14(k) X(k)
0 −Gτ(k − τ) ψ⊤23(k) ψ⊤24(k) 0

ψ13(k) ψ23(k) ψ33(k) 0 0
ψ14(k) ψ24(k) 0 −σ−1(k)I 0
X(k) 0 0 0 −IτGτ(k)I⊤τ


< 0, (4.41)

avec

ψ13(k) = α−1A(k)X(k),

ψ14(k) = α−1NA(k)X(k),

ψ23(k) = Aτ(k)α−(τ+1)Gτ(k − τ),

ψ24(k) = NAτ(k)α−(τ+1)Gτ(k − τ),

ψ33(k) = −X(k + 1) + σ−1(k)E(k)E⊤(k),

et

α−(τ+1) =



α−(τ1+1)I 0 . . . 0
0 α−(τ2+1)I . . . 0
...

...
. . .

...

0 0 0 α−(τm+1)I


.

Démonstration du théorème 4.5 :
En utilisant une approche similaire à celle de la démonstration du théorème 4.2, nous obtenons
le système transformé suivant :

xα(k + 1) = α−1 (A(k) + ∆A(k)) xα(k) + (Aτ(k) + ∆Aτ(k))α−(τ+1)xα(k − τ) (4.42)

Nous rappelons que :
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Aτ(k) =
[
Aτ1(k) Aτ2(k) . . . Aτm

(k)
]
,

∆Aτ(k) =
[
∆Aτ1(k) ∆Aτ2(k) . . . ∆Aτm

(k)
]
,

xα(k − τ) =
[
x⊤α (k − τ1) x⊤α (k − τ2) . . . x⊤α (k − τm)

]⊤
.

Le système p−périodique transformé (4.42) est stable pour toutes les incertitudes admis-
sibles ∆A(k) et ∆Aτ(k) s’il existe des matrices p−périodiques définies positives P(k) et Qτi

(k),
k ∈ � et i = 1, . . . ,m, telles que l’incrément ∆V(k) < 0, où V(k), décrite par l’expression (4.30),
est une fonction de Lyapunov du système p−périodique transformé. La condition permettant
d’assurer que ∆V(k) < 0 est donnée par :

[
Π(k) A⊤

∆
(k)P(k + 1)Aτ∆(k)α−(τ+2)

α−(2+τ)A⊤
τ∆

(k)P(k + 1)A∆(k) α−(τ+1)A⊤
τ∆

(k)P(k + 1)Aτ∆(k)α−(τ+1) − Qτ(k − τ)

]
< 0 (4.43)

avec

Π(k) = IτQτ(k)I⊤τ − P(k) + α−2A⊤∆(k)P(k + 1)A∆(k),
A∆(k) = A(k) + ∆A(k),

Aτ∆(k) = Aτ(k) + ∆Aτ(k).

En appliquant le complément de Schur, l’inégalité (4.43) implique que pour tous vecteurs
ǫ1(k), ǫ2(k), ǫ3(k) ∈ �n vérifiant

ǫ(k) =
[
ǫ⊤1 (k) ǫ⊤2 (k) ǫ⊤3 (k)

]⊤
, 0,

on a

ǫ⊤(k)


IτQτ(k)I⊤τ − P(k) 0 α−1A⊤

∆
(k)

0 −Qτ(k − τ) α−(τ+1)A⊤
τ∆

(k)
α−1A∆(k) Aτ∆(k)α−(τ+1) −P−1(k + 1)

 ǫ(k) ≺ 0. (4.44)

La condition (4.44) peut s’écrire aussi comme suit

ǫ⊤(k)
[
R(k) + Sym {E1(k)F(k)N(k)}

]
ǫ(k) ≺ 0, (4.45)

où

R(k) =


IτQτ(k)I⊤τ − P(k) 0 α−1A⊤(k)

0 −Qτ(k − τ) α−(τ+1)A⊤τ (k)
α−1A(k) Aτ(k)α−(τ+1) −P−1(k + 1)

 ,

E1(k) =


0
0

E(k)

 ,
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N(k) =
[
α−1NA(k) NAτ(k)α−(τ+1) 0

]
, (4.46)

avec

NAτ(k) =
[
NAτ1

(k) NAτ2
(k) . . . NAτm

(k)
]
,

Qτ(k) =



Qτ1(k) 0 . . . 0
0 Qτ2(k) . . . 0
...

...
. . .

...

0 0 0 Qτm
(k)


,

qui est, en fait, équivalente à

([
I

F(k)N(k)

]
ǫ(k)

)⊤ [
R(k) E1(k)

E⊤1 (k) 0

] ([
I

F(k)N(k)

]
ǫ(k)

)
≺ 0. (4.47)

Soit β(k) = F(k)N(k)ǫ(k), alors, β⊤(k)β(k) = ǫ⊤(k)N⊤(k)F⊤(k)F(k)N(k)ǫ(k). En utilisant le
fait que F⊤(k)F(k) ≤ I, nous obtenons :

β⊤(k)β(k) � ǫ⊤(k)N⊤(k)N(k)ǫ(k) (4.48)

Par conséquent, l’inégalité (4.47) devient :

[
ǫ(k)
β(k)

]⊤ [
R(k) E1(k)

E⊤1 (k) 0

] [
ǫ(k)
β(k)

]
≺ 0 (4.49)

D’après l’approche S-procédure présentée dans [59] et les inégalités (4.48) et (4.49), nous
concluons qu’il existe un scalaire p−périodique σ(k) ≻ 0 tel que :

[
R(k) + σ(k)N⊤(k)N(k) E1(k)

E⊤1 (k) −σ(k)I

]
< 0 (4.50)

Enfin, en utilisant les expressions de R(k), E1(k) et N(k) données par (4.46) et en appliquant
le complément de Schur, nous obtenons alors :


IτQτ(k)I⊤τ − P(k) 0 α−1A⊤(k)

0 −Qτ(k − τ) α−(τ+1)A⊤τ (k)
α−1A(k) Aτ(k)α−(τ+1) −P−1(k + 1) + σ−1(k)E(k)E⊤(k)

 +



α−2σ(k)N⊤A (k)NA(k) σ(k)N⊤A (k)N⊤Aτ(k)α−(τ+2) 0
σ(k)α−(τ+2)N⊤Aτ(k)NA(k) σ(k)α−(τ+1)N⊤Aτ(k)NAτ(k)α−(τ+1) 0

0 0 0

 < 0 (4.51)

Soulignons cependant que l’inégalité (4.51) est très difficile à exploiter d’une manière nu-
mérique vue qu’elle est non linéaire vis à vis des variables de décision. Pour cette raison, nous
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devons la mettre sous une forme plus exploitable en la transformant en une inégalité lineaire par
rapport aux variables de décision.

En effet, en appliquant le complément de Schur, l’inégalité (4.51) est équivalente à



IτQτ(k)I⊤τ − P(k) 0 α−1A⊤(k) α−1N⊤A (k)
0 −Qτ(k − τ) α−(τ+1)A⊤τ (k) α−(τ+1)N⊤Aτ(k)

α−1A(k) Aτ(k)α−(τ+1) −P−1(k + 1) + σ−1(k)E(k)E⊤(k) 0
α−1NA(k) NAτ(k)α−(τ+1) 0 −σ−1(k)I


< 0.

(4.52)
Ensuite, en procédant à une pré et post-multiplication de (4.52) par

diag{P−1(k), Q−1
τ (k − τ) I, I}, k = 0, 1, . . . , p − 1, et en utilisant le complément de Schur, la

condition (4.52) devient :



−P−1(k) 0 Γ⊤13(k) Γ⊤14(k) P−1(k)
0 −Qτ(k − τ) Γ⊤23(k) Γ⊤24(k) 0
Γ13(k) Γ23(k) Γ33(k) 0 0
Γ14(k) Γ24(k) 0 −σ−1(k)I 0
P−1(k) 0 0 0 −IτQτ(k)I⊤τ


< 0,

avec

Γ13(k) = α−1A(k)P−1(k),

Γ14(k) = α−1NA(k)P−1(k)

Γ23(k) = Aτ(k)α−(τ+1)Q−1
τ (k − τ),

Γ33(k) = −P−1(k + 1) + σ−1(k)E(k)E⊤(k),

Γ24(k) = NAτ(k)α−(τ+1)Q−1
τ (k − τ).

Enfin, en posant X(k) = P−1(k) et Gτ(k) = Q−1
τ (k) pour tout k = 0, 1, . . . , p−1, nous obtenons

facilement la condition (4.41).
En conclusion, nous déduisons que si la condition (4.41) est vérifiée, alors, le système trans-

formé p−périodique (4.42) est stable. Donc, xα peut être présentée par (4.12), ce qui implique
que le système p−périodique (4.22) est α−exponentiellement stable.

4.3.2.2 Cas d’une incertitude LFR

Dans cette partie, nous allons considérer le même système p−périodique (4.22) mais cette
fois-ci avec une incertitude à Représentation Fractionelle Linéaire (LFR) comme c’est présenté
dans la partie 4.3.1. Les matrices incertaines ∆A(k) et ∆Aτ(k) sont alors données par (4.24) et
(4.25) sous les conditions (4.27) et (4.28).

Le théorème 4.6 ci-dessous donne une condition de stabilité exponentielle du système p-
périodique incertain (4.22) dans le cas des incertitudes de type LFR.
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Théorème 4.6 Soit le système p−périodique incertain à retards (4.22) où les matrices ∆A(k)
et ∆Aτ(k) sont décrites en (4.24). Ce système p−périodique incertain à retards est

α−exponentiellement stable s’il existe des matrices p−périodiques symétriques définies posi-

tives X(k) et des matrices blocs diagonales p−périodiques définies positives Gτ(k) et un scalaire

p−périodique ǫ(k), k ∈ �, tels que la condition suivante est vérifiée pour tout k = 0, 1, . . . , p−1,

Ψ(k, τ, α) =

[
Ψ11(k) Ψ⊤12(k)
Ψ12(k) Ψ22(k)

]
< 0, (4.53)

avec

Ψ11(k) =


−X(k) 0 α−1X(k)A⊤(k)

0 −Gτ(k − τ) α−(τ+1)Gτ(k − τ)A⊤τ (k)
α−1A(k)X(k) Aτ(k)α−(τ+1)Gτ(k − τ) −X(k + 1)

 ,

Ψ12(k) =


α−1NA(k)X(k) NAτ(k)α−(τ+1)Gτ(k − τ) 0

0 0 ǫ(k)E⊤(k)
X(k) 0 0

 ,

Ψ22(k) =


−ǫ(k)I ǫ(k)M(k) 0

ǫ(k)M⊤(k) −ǫ(k)I 0
0 0 −IτGτ(k)I⊤τ

 .

Démonstration du théorème 4.6 :
Pour l’étude de la stabilité du système p−périodique incertain (4.22) où les matrices ∆A(k) et
∆Aτ(k) sont décrites en (4.24), nous devons vérifier que l’incrément de la fonction de Lyapunov
V(.) choisie est défini négatif. En effet, V(.) est choisie comme suit :

V(k) = x⊤(k)P(k)x(k) +
m∑

i=1

τ∑

j=1

α2 jx⊤(k − j)Qτi
(k − j)x(k − j), (4.54)

où P(k) et Qτi
(k), i = 1, . . . ,m et k ∈ � sont des matrices p−périodiques symétriques définies

positives.

Nous choisissons l’incrément ∆V(k) suivant :

∆V(k) = V(k + 1) − α2V(k) < 0.

Ensuite, afin de justifier notre choix et comme α est inférieure à 1, nous avons alors :

V(k + 1) − V(k) � V(k + 1) − α2V(k) < 0.

Pour la fonction de Lyapunov considéré, l’incrément est alors donné par :
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∆V(k) = V(k + 1) − α2V(k)

= x⊤(k + 1)P(k + 1)x(k + 1) +
m∑

i=1

τi∑

j=1

α2 jx⊤(k + 1 − j)Qτi
(k + 1 − j)x(k + 1 − j) −

α2

x⊤(k)P(k)x(k) +
m∑

i=1

τi∑

j=1

α2 jx⊤(k − j)Qτi
(k − j)x(k − j)



= x⊤(k + 1)P(k + 1)x(k + 1) + α2x⊤(k)
m∑

i=1

Qτi
(k)x(k) +

m∑

i=1

τi−1∑

j=1

α2( j+1)x⊤(k − j)Qτi
(k − j)x(k − j) −

α2

x⊤(k)P(k)x(k) +
m∑

i=1

τi−1∑

j=1

α2 jx⊤(k − j)Qτi
(k − j)x(k − j)

 −

m∑

i=1

α2τi x⊤(k − τi)Qτi
(k − τi)x(k − τi)

= x⊤(k)
(
α2IτQτ(k)I⊤τ − α

2P(k) + A⊤∆(k)P(k + 1)A∆(k)
)

x(k) +

x⊤(k)
(
A⊤∆(k)P(k + 1)Aτ∆(k)

)
x(k − τ) + x

⊤(k − τ)
(
A⊤τ ∆(k)P(k + 1)A∆(k)

)
x(k) +

x
⊤(k − τ)

(
A⊤τ ∆(k)P(k + 1)Aτ∆(k) − α2(τ+1)Qτ(k − τ)

)
x(k − τ).

L’incrément peut s’écrire alors :

∆V(k) =

[
x(k)

x(k − τ)

]⊤
Φ(k, τ, α)

[
x(k)

x(k − τ)

]
,

où

Φ(k, τ, α) =

[
Φ11(k, τ, α) A⊤

∆
(k)P(k + 1)Aτ∆(k)

A⊤τ ∆(k)P(k + 1)A∆(k) A⊤τ ∆(k)P(k + 1)Aτ∆(k) − α2(τ+1)Qτ(k − τ)

]
, (4.55)

où

Φ11(k, τ, α) = α2IτQτ(k)I⊤τ − α
2P(k) + A⊤∆(k)P(k + 1)A∆(k),

avec
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Qτ(k) =



Qτ1(k) 0 . . . 0
0 Qτ2(k) . . . 0
...

...
. . .

...

0 0 0 Qτm
(k)


,

Iτ =
[
I I . . . I

]
︸           ︷︷           ︸

m

∈ �n×nm,

α2(τ+1) =



α2(τ1+1)I 0 . . . 0
0 α2(τ2+1)I . . . 0
...

...
. . .

...

0 0 0 α2(τm+1)I


,

A∆(k) = A(k) + ∆A(k),

Aτ∆(k) = Aτ(k) + ∆Aτ(k),

et

Aτ(k) =
[
Aτ1(k) Aτ2(k) . . . Aτm

(k)
]
.

Donc, le système p−périodique incertain (4.22) est α-exponentiellement stable si

Φ(k, τ, α) < 0 (4.56)

La condition (4.56) peut également s’écrire :

[
α−1I 0

0 α−(τ+1)

]
Φ(k, τ, α)

[
α−1I 0

0 α−(τ+1)

]
< 0.

Ceci nous permet d’écrire aussi :

[
α−2Φ11(k, τ, α) A⊤

∆
(k)P(k + 1)Aτ∆(k)α−(τ+2)

α−(τ+2)A⊤τ ∆(k)P(k + 1)A∆(k) α−(τ+1)A⊤τ ∆(k)P(k + 1)Aτ∆(k)α−(τ+1) − Qτ(k − τ)

]
< 0.

L’application du complément de Schur à cette condition implique que, pour tous vecteurs
non nuls ξ1(k), ξ2(k), ξ3(k) ∈ �n avec

ξ(k) =
[
ξ⊤1 (k) ξ⊤2 (k) ξ⊤3 (k)

]⊤
, 0

nous avons :

ξ⊤(k)


IτQτ(k)I⊤τ − P(k) 0 α−1A⊤

∆
(k)

0 −Qτ(k − τ) α−(τ+1)A⊤τ ∆(k)
α−1A⊤

∆
(k) Aτ∆(k)α−(τ+1) −P−1(k + 1)

 ξ(k) ≺ 0. (4.57)

En plus, la condition ci-dessus peut s’écrire comme suit :
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IτQτ(k)I⊤τ − P(k) 0 α−1A⊤(k)

0 −Qτ(k − τ) α−(τ+1)A⊤τ (k)
α−1A⊤(k) Aτ(k)α−(τ+1) −P−1(k + 1)

 +

Sym




0
0

E(k)

∆(k)
[
NA(k) NAτ(k) 0

]

< 0, (4.58)

avec NAτ(k) =
[
NAτ1

(k) NAτ1
(k) . . . NAτm

(k)
]
.

En utilisant [56, lemme 2.6], la condition (4.58) ci-dessus est équivalente, pour toutes incer-
titudes admissibles ∆A(k) et ∆Aτ(k), à l’existence d’un certain scalaire p−périodique ǫ(k) ≻ 0
tel que :


IτQτ(k)I⊤τ − P(k) 0 α−1A⊤(k)

0 −Qτ(k − τ) α−(τ+1)A⊤τ (k)
α−1A(k) Aτ(k)α−(τ+1) −P−1(k + 1)

+



ǫ−
1
2 (k)α−1N⊤A (k) 0

ǫ−
1
2 (k)α−(τ+1)N⊤Aτ(k) 0

0 ǫ
1
2 (k)E(k)

M
−1(k)



ǫ−
1
2 (k)α−1N⊤A (k) 0

ǫ−
1
2 (k)α−(τ+1)N⊤Aτ(k) 0

0 ǫ
1
2 (k)E(k)



⊤

< 0, (4.59)

oùM(k) est donnée par (4.28).

Il est à noter que l’existence de ǫ est tout simplement liée à l’existence de solutions à un
polynôme du second ordre où son discriminant est strictement positif, voir [60, 61].

À cette étape, nous remarquons qu’en utilisant le complément de Schur, la condition (4.59),
et après une pré et post-mutiplication par la matrice diagonale diag{I, I, I, ǫ

1
2 (k)I, ǫ

1
2 (k)I}, est

équivalente à l’inégalité suivante



IτQτ(k)I⊤τ − P(k) 0 α−1A⊤(k) α−1N⊤A (k) 0
0 −Qτ(k − τ) α−(τ+1)A⊤τ (k) α−(τ+1)N⊤Aτ(k) 0

α−1A(k) Aτ(k)α−(τ+1) −P−1(k + 1) 0 ǫ(k)E(k)
α−1NA(k) NAτ(k)α−(τ+1) 0 −ǫ(k)I ǫ(k)M(k)

0 0 ǫ(k)E⊤(k) ǫ(k)M⊤(k) −ǫ(k)I


. < 0 (4.60)

Cépendant, l’inégalité (4.60) est non linéaire par rapport aux variables de décision. Pour
cette raison, nous devons mettre cette condition sous une forme exploitable, en l’occurence
sous forme d’une inégalité matricielle linéaire (LMI).

En effet, en procédant à une pré et post-multiplication de l’inégalité matricielle (4.60) par
diag

{
P−1(k), Q−1

τ (k − τ), I, I, I
}
, pour k = 0, 1, . . . , p − 1, nous obtenons alors :

[
Ω11(k) Ω⊤12(k)
Ω12(k) Ω22(k)

]
< 0,
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avec

Ω11(k) =

[
P−1(k)IτQτ(k)I⊤τ P−1(k) − P−1(k) 0

0 −Q−1
τ (k − τ)

]
,

Ω12(k) =


α−1A(k)P−1(k) Aτ(k)α−(τ+1)Q−1

τ (k − τ)
α−1NA(k)P−1(k) NAτ(k)α−(τ+1)Q−1

τ (k − τ)
0 0

 ,

Ω22(k) =


−P−1(k + 1) 0 ǫ(k)E(k)

0 −ǫ(k)I ǫ(k)M(k)
ǫ(k)E⊤(k) ǫ(k)M⊤(k) −ǫ(k)I

 .

En utilisant le complément de Schur, l’inégalité précédente devient :

[
Θ11(k) Θ⊤12(k)
Θ12(k) Θ22(k)

]
< 0,

avec

Θ11(k) =


−P−1(k) 0 α−1P−1(k)A⊤(k)

0 −Q−1
τ (k − τ) α−(τ+1)Q−1

τ (k − τ)A⊤τ (k)
α−1A(k)P−1(k) Aτ(k)Q−1

τ (k − τ)α−(τ+1) −P−1(k + 1)

 ,

Θ12(k) =


α−1NA(k)P−1(k) NAτ(k)α−(τ+1)Q−1

τ (k − τ) 0
0 0 ǫ(k)E⊤(k)

P−1(k) 0 0

 ,

Θ22(k) =


−ǫ(k)I ǫ(k)M(k) 0

ǫ(k)M⊤(k) −ǫ(k)I 0
0 0 −IτQτ(k)I⊤τ

 .

Enfin, posons

X(k) = P−1(k)

Gτ(k) = Q−1
τ (k)

pour tout k = 0, 1, . . . , p − 1, la condition (4.53) se déduit facilement de l’inégalité précé-
dente.

4.4 Stabilisation des systèmes périodiques à retards

Dans cette section, nous traitons le problème de la commande par retour d’état périodique
en se basant sur les résultats présentés précédemment sur la stabilité. Un système linéaire pério-
dique est stabilisable s’il existe une commande périodique telle que le système en boucle fermée
(commandé) est stable. En général, cette loi de commande cherche à améliorer les performances
du système commandé telles que :
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– La stabilité, ce que signifie un retour à l’état d’équilibre après une excitation.
– Des performances de la régulation telles que le rejet de perturbation ainsi que sa rapidité.
Dans cette partie, la commande par retour d’état périodique pour les systèmes périodiques

à retards est considérée. En effet, notre objectif est d’assurer la stabilité asymptotique ou bien
la stabilité exponentielle du système périodique à retards en boucle fermée. Nous aborderons
aussi, outre la notion de stabilité, la notion de performance des systèmes en boucle fermée.
Nous nous intéressons particulièrement au rejet de perturbation à travers la commande H∞.

Dans cette section, nous considérons un système p−périodique à retards décrit par :

x(k + 1) = A(k)x(k) +
m∑

i=1

Aτi
(k)x(k − τi) + B(k)u(k)

= A(k)x(k) + Aτ(k)x(k − τ) + B(k)u(k)
x(k) = Φ(k); k = −τm,−(τm − 1), . . . , 0. (4.61)

x(k) ∈ �n est le vecteur d’état et u(k) ∈ �r est le vecteur de la commande. Les matrices
d’état, de retards et de la commande sont p−périodiques, d’ou :

A(k + p) = A(k), Aτ(k + p) = Aτ(k), et B(k + p) = B(k). (4.62)

Nous rappelons que :

Aτ(k) =
[
Aτ1(k) Aτ2(k) . . . Aτm

(k)
]
,

x(k − τ) =
[
x⊤(k − τ1) x⊤(k − τ2) . . . x⊤(k − τm)

]⊤
.

Dans chaque cas, à savoir, stabilité asymptotique, stabilité exponentielle et la stabilité avec
un niveau de performance de type H∞, nous allons considérer des lois de commande par retour
d’état p−périodique. A cet effet, la commande est donnée par :

u(k) = K(k)x(k) +
m∑

i=1

Kτi
(k)x(k − τi)

= K(k)x(k) + Kτ(k)x(k − τ), (4.63)

avec

Kτ(k) =
[
Kτ1(k) Kτ2(k) . . . Kτm

(k)
]
.

En appliquant la loi de commande (4.63), le système en boucle fermée est alors décrit :

x(k + 1) = Ac(k)x(k) +
m∑

i=1

Ac
τi

(k)x(k − τi)

= Ac(k)x(k) + Ac
τ(k)x(k − τ) (4.64)

avec Ac(k) = (A(k) + B(k)K(k)) et Ac
τ(k) = (Aτ(k) + B(k)Kτ(k)).
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4.4.1 Stabilisation asymptotique

Dans cette partie, nous développons une loi de commande par retour d’état périodique afin
d’assurer la stabilité asymptotique des systèmes périodiques à retards en boucle fermée. A ce
niveau, la stabilité est envisagée au sens de Lyapunov autrement dit, nous cherchons une fonc-
tion scalaire V(.) qui représente l’énergie totale de notre système périodique à retards dont
l’incrément devrait être défini négatif.

Le théorème suivant donne une condition nécessaire et suffisante de stabilité asymptotique
du système p−périodique en boucle fermée (4.64).

Théorème 4.7 Le système p−périodique à retards en boucle fermée (4.64) est asymptotique-

ment stable si et seulement s’il existe des matrices p−périodiques symétriques définies posi-

tives X(k), des matrices blocs diagonales p−périodiques définies positives Gτ(k), des matrices

p−périodiques Y(k) et Yτ(k), k = 0, 1, . . . , p − 1, telles que l’inégalité matricielle suivante soit

vérifiée,

[
Ψ11(k) Ψ⊤12(k)
Ψ12(k) Ψ22(k)

]
< 0, (4.65)

avec

Ψ11(k) =

[
−X(k) 0

0 −Gτ(k − τ)

]
,

Ψ12(k) =

[
(A(k)X(k) + B(k)Y(k)) (Aτ(k)Gτ(k − τ) + B(k)Yτ(k))

X(k) 0

]
,

Ψ22(k) =

[
−X(k + 1) 0

0 −IτGτ(k)I⊤τ

]
.

Démonstration du théorème 4.7 :
En se basant sur les résultats élaborés dans le cadre de la stabilité asymptotique des systèmes
périodiques à retards et présentés dans le théorème 4.1, le système en boucle fermée (4.64) est
asymptotiquement stable si et seulement si :

[
Ac⊤(k)P(k + 1)Ac(k) + IτQτ(k)I⊤τ − P(k) Ac⊤(k)P(k + 1)Ac

τ(k)
Ac
τ
⊤(k)P(k + 1)Ac(k) Ac

τ
⊤(k)P(k + 1)Ac

τ(k) − Qτ(k − τ)

]
< 0, (4.66)

ce qui est équivalent à :

[
IτQτ(k)I⊤τ − P(k) 0

0 −Qτ(k − τ)

]
+

[
Ac⊤(k)
Ac
τ
⊤(k)

]
P(k + 1)

[
Ac(k) Ac

τ(k)
]
< 0. (4.67)

Ensuite, en appliquant le complément de Schur, nous obtenons ce que suit :
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IτQτ(k)I⊤τ − P(k) 0 Ac⊤(k)

0 −Qτ(k − τ) Ac
τ
⊤(k)

Ac(k) Ac
τ(k) −P−1(k + 1)

 < 0.

En plus, en substituant les expressions de Ac(k) et Ac
τ(k) dans l’inégalité ci-dessus, nous

avons alors :


IτQτ(k)I⊤τ − P(k) 0

(
A⊤(k) + K⊤(k)B⊤(k)

)

0 −Qτ(k − τ)
(
A⊤τ (k) + K⊤τ (k)B⊤(k)

)

(A(k) + B(k)K(k)) (Aτ(k) + B(k)Kτ(k)) −P−1(k + 1)

 < 0. (4.68)

Par la suite, en pré et post-multipliant (4.68) par diag{P−1(k), Q−1
τ (k−τ), I}, nous obtenons :


Θ11(k) 0 Θ⊤13(k)

0 −Q−1
τ (k − τ) Q−1

τ (k − τ)
(
A⊤τ (k) + K⊤τ (k)B⊤(k)

)

Θ13(k) (Aτ(k) + B(k)Kτ(k)) Q−1
τ (k − τ) −P−1(k + 1)

 < 0,

avec

Θ11(k) = P−1(k)IτQτ(k)I⊤τ P−1(k) − P−1(k),
Θ13(k) = (A(k) + B(k)K(k)) P−1(k).

Enfin, en posant

X(k) = P−1(k),

Gτ(k − τ) = Q−1
τ (k − τ),

Y(k) = K(k)X(k),

Yτ(k) = K(k)Gτ(k − τ)

et en appliquant le complément de Schur, la condition (4.65) se déduit facilement.

4.4.2 Stabilisation exponentielle

Dans ce paragraphe, nous développons une loi de commande par retour d’état périodique
afin d’assurer la stabilité exponentielle des systèmes périodiques à retards en boucle fermée.
Contrairement à la stabilisation asymptotique qui est indépendante de la taille de retard, la
stabilisation exponentielle dépend de la taille de retard ou plus précisément du retard maximum
qui peut être toléré par le système.

Le théorème 4.8 suivant présente une condition assurant la stabilité exponentielle du système
périodique en boucle fermée.
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Théorème 4.8 Le système p−périodique (4.61) est α−exponentiellement stabilisable par la

loi de commande par retour d’état p−périodique (4.63) s’il existe des matrices symétriques

p−périodiques définies positives X(k), des matrices blocs diagonales p−périodiques définies

positives Gτ(k) et des matrices p−périodiques Y(k) et Yτ(k) telles que la condition suivante soit

vérifiée pour tout k = 0, 1, . . . , p − 1,

[
Ψ11(k) Ψ⊤12(k)
Ψ12(k) Ψ22(k)

]
< 0, (4.69)

avec

Ψ11(k) =

[
−X(k) 0

0 −Gτ(k − τ)

]
,

Ψ12(k) =

[
α−1 (A(k)X(k) + B(k)Y(k)) (Aτ(k)Gτ(k − τ) + B(k)Yτ(k))α−(τ+1)

X(k) 0

]
,

Ψ22(k) =

[
−X(k + 1) 0

0 −IτGτ(k)I⊤τ

]
.

Nous rappelons que α−(τ+1) =



α−(τ1+1)I 0 . . . 0
0 α−(τ2+1)I . . . 0
...

...
. . .

...

0 0 0 α−(τm+1)I


.

Si la condition ci-dessus est satisfaite, alors les gains de la loi de commande (4.63) sont :

K(k) = Y(k)X−1(k)

Kτ(k) = Yτ(k)G−1
τ (k − τ) (4.70)

Démonstration du théorème 4.8 :
En appliquant le théorème 4.2, nous constatons que le système p−périodique en boucle fer-
mée (4.64) est α−exponentiellement stable s’il existe des matrices symétriques p−périodiques
définies positives P(k) et des matrices blocs diagonales p−périodiques définies positives Qτ(k)
satisfaisant

[
Φ(k, τ, α) α−1Ac⊤(k)P(k + 1)Ac

τ(k)α−(τ+1)

α−(τ+2)Ac
τ
⊤(k)P(k + 1)Ac(k) α−(τ+1)Ac

τ
⊤(k)P(k + 1)Ac

τ(k)α−(τ+1) − Qτ(k − τ)

]
< 0.

où Φ(k, τ, α) = α−2Ac⊤(k)P(k + 1)Ac(k) + IτQτ(k)I⊤τ − P(k).

Nous rappelons que Ac(k) = (A(k) + B(k)K(k)) et Ac
τ(k) = (Aτ(k) + B(k)Kτ(k)).

L’inégalité précédente peut s’écrire ainsi :
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[
IτQτ(k)I⊤τ − P(k) 0

0 −Qτ(k − τ)

]
+

[
α−1Ac⊤(k)
α−(τ+1)Ac

τ
⊤(k)

]
P(k+1)

[
α−1Ac(k) Ac

τ(k)α−(τ+1)
]
< 0. (4.71)

En plus, le complément de Schur nous permet d’obtenir l’inégalité suivante :


IτQτ(k)I⊤τ − P(k) 0 α−1Ac⊤(k)

0 −Qτ(k − τ) α−(τ+1)Ac
τ
⊤(k)

α−1Ac(k) Ac
τ(k)α−(τ+1) −P−1(k + 1)

 < 0. (4.72)

Ensuite, en pré et post multipliant (4.72) par diag
{
P−1(k), Q−1

τ (k − τ), I
}

et en utilisant le
complément de Schur, nous obtenons :



−P−1(k) 0 α−1P−1(k)Ac⊤(k) P−1(k)
0 −Q−1

τ (k − τ) α−(τ+1)Q−1
τ (k − τ)Ac

τ
⊤(k) 0

α−1Ac(k)P−1(k) Ac
τ(k)Q−1

τ (k − τ)α−(τ+1) −P−1(k + 1) 0
P−1(k) 0 0 −IτQ

−1
τ (k)I⊤τ


< 0. (4.73)

Enfin, en posant

X(k) = P−1(k), (4.74)

Gτ(k) = Q−1
τ (k), (4.75)

pour tout k = 0, 1, . . . , p − 1. En utilisant l’inégalité précédente, la condition (4.69) est
facilement déduite.

4.4.3 Commande H∞

La norme H∞ est, en général, exploitée pour résoudre des problèmes de performances telles
que le rejet de perturbations ou encore la minimisation de l’erreur de poursuite. Dans ce mé-
moire, nous proposons de résoudre un problème de commande permettant d’établir une loi de
commande par retour d’état périodique assurant la stabilité et réduire l’effet de perturbation des
systèmes périodiques à retards en boucle fermée, tout en minimisant la norme H∞ des systèmes
considérés.

Nous développons une loi de commande par retour d’état p−périodique (4.63) pour que le
système p−périodique en boucle fermée (4.64) soit stable et sa norme H∞ soit inférieure à un
scalaire donné γ. En présence des perturbations, le système p−périodique (4.61) devient :

x(k + 1) = A(k)x(k) +
m∑

i=1

Aτi
(k)x(k − τi) + B(k)u(k) + Bw(k)w(k)

= A(k)x(k) + Aτ(k)x(k − τ) + B(k)u(k) + Bw(k)w(k)
z(k) = C(k)x(k) + D(k)u(k)
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x(k) = Φ(k); k = −τm,−(τm − 1), . . . , 0. (4.76)

x(k) ∈ �n est le vecteur d’état, u(k) ∈ �r est le vecteur de commande et w(k) représente la
perturbation.

Donc, le système en boucle fermée est :

x(k + 1) = Ac(k)x(k) + Ac
τ(k)x(k − τ) + Bw(k)w(k)

z(k) = Cc(k)x(k) + D(k)Kτ(k)x(k − τ) (4.77)

avec

Ac(k) = (A(k) + B(k)K(k)) ,
Cc(k) = (C(k) + D(k)K(k)) ,
Ac
τ(k) = (Aτ(k) + B(k)Kτ(k)) . (4.78)

Notre objectif dans cette partie est de déterminer une loi de commande par retour d’état
périodique assurant la stabilité et réduire l’effet de perturbation du système (4.76), tout en mini-
misant la norme H∞ du système considéré, pour cette raison, nous utilisons la norme l2 [0,+∞)
comme critère de performance. En effet, nous devons assurer que pour un scalaire donné γ et
pour tout vecteur non nul w(k) ∈ l2 [0,+∞),

‖z‖2 � γ ‖w‖2 (4.79)

Dans ce cas, le système p−périodique (4.76) avec la loi de commande (4.63) satisfait la
performance H∞ (4.79).

Dans le théorème suivant, nous donnons les conditions suffisantes de synthèse d’une com-
mande H∞. Ces conditions sont formulées sous forme d’Inégalité Matricielle Linéaire.

Théorème 4.9 Le système p−périodique à retards (4.76) est asymptotiquement stabilisable par

la loi de commande par retour d’état p−périodique (4.63) et sa norme H∞ est inférieure à γ

s’il existe des matrices symétriques p−périodiques définies positives X(k), des matrices blocs

diagonales p−périodiques définies positives Gτ(k) et des matrices p−périodiques Y(k) et Yτ(k)
telles que l’inégalité matricielle linéaire (LMI) suivante soit vérifiée pour tout k = 0, 1, . . . , p−1,



−X(k) 0 0 Γ⊤14(k) Γ⊤15(k) X(k)
0 −Gτ(k − τ) 0 Y⊤τ (k)D⊤(k) Γ⊤25(k) 0
0 0 −γI 0 B⊤w(k) 0
Γ14(k) D(k)Yτ(k) 0 −γI 0 0
Γ15(k) Γ25(k) Bw(k) 0 −X(k + 1) 0
X(k) 0 0 0 0 −IτGτ(k)I⊤τ



< 0, (4.80)

où
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Γ14(k) = (C(k)X(k) + D(k)Y(k)) ,
Γ15(k) = (A(k)X(k) + B(k)Y(k)) ,
Γ25(k) = (Aτ(k)Gτ(k − τ) + B(k)Yτ(k)) .

En plus, si l’inégalité matricielle (4.80) admet des solutions faisables X(k), Gτ(k), Y(k) et

Yτ(k), alors la loi de commande par retour d’état p−périodique est donnée par :

u(k) = Y(k)X−1(k)x(k) + Yτ(k)G−1
τ (k − τ)x(k − τ) (4.81)

Démonstration du théorème 4.9

En se basant sur la démonstration du théorème 4.3, la condition (4.21), adaptée à la boucle
fermée, à satisfaire pour que le critère de performance H∞ soit négatif, est donné par :

Ψ(k) =


Ψ11(k) Ψ⊤12(k) Ac⊤(k)P(k + 1)Bw(k)
Ψ12(k) Ψ22(k) Ac

τ
⊤(k)P(k + 1)Bw(k)

B⊤w(k)P(k + 1)Ac(k) B⊤w(k)P(k + 1)Ac
τ(k) B⊤w(k)P(k + 1)Bw(k) − γ2I

 < 0, (4.82)

où

Ψ11(k) = IτQτ(k)I⊤τ − P(k) + Ac⊤(k)P(k + 1)Ac(k) +Cc⊤(k)Cc(k),
Ψ12(k) = Ac

τ
⊤(k)P(k + 1)Ac(k) + K⊤τ (k)D⊤(k)Cc(k),

Ψ22(k) = Ac
τ
⊤(k)P(k + 1)Ac

τ(k) + K⊤τ (k)D⊤(k)D(k)Kτ(k) − Qτ(k − τ).

La condition (4.82) peut s’écrire aussi :


IτQτ(k)I⊤τ − P(k) 0 0

0 −Qτ(k − τ) 0
0 0 −γ2I

 +


Cc⊤(k) Ac⊤(k)

K⊤τ (k)D⊤(k) Ac
τ
⊤(k)

0 B⊤w(k)



[
I 0
0 P(k + 1)

] 
Cc⊤(k) Ac⊤(k)

K⊤τ (k)D⊤(k) Ac
τ
⊤(k)

0 B⊤w(k)



⊤

< 0

En plus, pré et post-multiplions l’inégalité ci-dessus par diag{γ
1
2 P−1(k), γ

1
2 Q−1

τ (k−τ), γ
−1
2 I},

nous obtenons :
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γP−1(k)IτQτ(k)I⊤τ P−1(k) − γP−1(k) 0 0

0 −γQ−1
τ (k − τ) 0

0 0 −γI

 +



γ
1
2 P−1(k)Cc⊤(k) γ

1
2 P−1(k)Ac⊤(k)

γ
1
2 Q−1

τ (k − τ)K⊤τ (k)D⊤(k) γ
1
2 Q−1

τ (k − τ)Ac
τ
⊤(k)

0 γ
−1
2 B⊤w(k)



[
γ

1
2 I 0
0 γ

1
2 I

] [
γ−1I 0

0 γ−1P(k + 1)

]
×

[
γ

1
2 I 0
0 γ

1
2 I

] 

γ
1
2 P−1(k)Cc⊤(k) γ

1
2 P−1(k)Ac⊤(k)

γ
1
2 Q−1

τ (k − τ)K⊤τ (k)D⊤(k) γ
1
2 Q−1

τ (k − τ)Ac
τ
⊤(k)

0 γ
−1
2 B⊤w(k)



⊤

< 0,

ce qui est équivalent à :


γP−1(k)IτQτ(k)I⊤τ P−1(k) − γP−1(k) 0 0

0 −γQ−1
τ (k − τ) 0

0 0 −γI

 +


γP−1(k)Cc⊤(k) γP−1(k)Ac⊤(k)

γQ−1
τ (k − τ)K⊤τ (k)D⊤(k) γQ−1

τ (k − τ)Ac
τ
⊤(k)

0 B⊤w(k)



[
γ−1I 0

0 γ−1P(k + 1)

]
×


γP−1(k)Cc⊤(k) γP−1(k)Ac⊤(k)

γQ−1
τ (k − τ)K⊤τ (k)D⊤(k) γQ−1

τ (k − τ)Ac
τ
⊤(k)

0 B⊤w(k)



⊤

< 0.

Ensuite, nous remplaçons γP−1(k), γQ−1
τ (k − τ) et γ−1P(k + 1) respectivement, par, P−1(k),

Q−1
τ (k − τ) et P(k + 1). D’où, nous obtenons :


P−1(k)IτQτ(k)I⊤τ P−1(k) − P−1(k) 0 0

0 −Q−1
τ (k − τ) 0

0 0 −γI

 +


P−1(k)Cc⊤(k) P−1(k)Ac⊤(k)

Q−1
τ (k − τ)K⊤τ (k)D⊤(k) Q−1

τ (k − τ)Ac
τ
⊤(k)

0 B⊤w(k)



[
γ−1I 0

0 P(k + 1)

]
×


P−1(k)Cc⊤(k) P−1(k)Ac⊤(k)

Q−1
τ (k − τ)K⊤τ (k)D⊤(k) Q−1

τ (k − τ)Ac
τ
⊤(k)

0 B⊤w(k)



⊤

< 0.

En appliquant le complément de Schur à l’expression précédente nous obtenons :



Γ11(k) 0 0 P−1(k)Cc⊤(k) P−1(k)Ac⊤(k)
0 −Q−1

τ (k − τ) 0 Q−1
τ (k − τ)K⊤τ (k)D⊤(k) Q−1

τ (k − τ)Ac
τ
⊤(k)

0 0 −γI 0 B⊤w(k)
Cc(k)P−1(k) D(k)Kτ(k)Q−1

τ (k − τ) 0 −γI 0
Ac(k)P−1(k) Ac

τ(k)Q−1
τ (k − τ) Bw(k) 0 −P−1(k + 1)


< 0,
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avec : Γ11(k) = P−1(k)IτQτ(k)I⊤τ P−1(k) − P−1(k).

Par la suite, en se basant sur le complément de Schur, la condition précédente peut s’écrire
comme suit :

[
Φ11(k) Φ⊤12(k)
Φ12(k) Φ22(k)

]
< 0,

où

Φ11(k) =


−P−1(k) 0 0

0 −Q−1
τ (k − τ) 0

0 0 −γI

 ,

Φ12(k) =


Cc(k)P−1(k) D(k)Kτ(k)Q−1

τ (k − τ) 0
Ac(k)P−1(k) Ac

τ(k)Q−1
τ (k − τ) Bw(k)

P−1(k) 0 0

 ,

Φ22(k) =


−γI 0 0

0 −P−1(k + 1) 0
0 0 −IτQ

−1
τ (k)I⊤τ

 .

En posant

X(k) = P−1(k),

Gτ(k) = Q−1
τ (k),

pour tout k = 0, 1, . . . , p − 1, alors nous obtenons facilement la condition (4.80).

4.5 Commande robuste

Dans cette section, nous nous intéressons au problème de la commande des systèmes pério-
diques incertains à retards. En effet, il est intéressant d’examiner la dégradation en performances
due aux incertitudes.

4.5.1 Stabilisation quadratique

Nous présentons dans cette partie le concept de stabilisation quadratique introduit par Bar-
mish dans [32], et son application à la stabilisation des systèmes linéaires périodiques à retards
sujets à des incertitudes paramétriques. L’approche quadratique est basée sur la théorie de Lya-
punov. Cette technique a montré son efficacité pour l’étude en stabilité et en performance des
systèmes incertains. Considérons le système p−périodique incertain à retards suivant :
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x(k + 1) = (A(k) + ∆A(k)) x(k) +
m∑

i=1

(
Aτi

(k) + ∆Aτi
(k)

)
x(k − τi) + (B(k) + ∆B(k)) u(k)

= (A(k) + ∆A(k)) x(k) + (Aτ(k) + ∆Aτ(k)) x(k − τ) + (B(k) + ∆B(k)) u(k)

x(k) = Φ(k); k = −τm,−(τm − 1), . . . , 0. (4.83)

avec

Aτ(k) =
[
Aτ1(k) Aτ2(k) . . . Aτm

(k)
]
,

∆Aτ(k) =
[
∆Aτ1(k) ∆Aτ2(k) . . . ∆Aτm

(k)
]
,

x(k − τ) =
[
x⊤(k − τ1) x⊤(k − τ2) . . . x⊤(k − τm)

]⊤
.

x(k) ∈ �n est le vecteur d’état, u(k) ∈ �r est le vecteur de la commande. A(k), B(k) et Aτ(k)
sont des matrices connues de dimensions appropriées satisfaisant la contrainte de périodicité,
c’est à dire, pour tout k ∈ � nous avons :

A(k + p) = A(k); Aτ(k + p) = Aτ(k); B(k + p) = B(k).

∆A(k), ∆Aτ(k) et ∆B(k) sont les matrices qui contiennent les paramètres d’incertitude. L’in-
certitude à Représentation Fractionnaire Linéaire (LFR) est considérée. Ces matrices sont sup-
posées être sous la forme suivante :

[∆A(k) ∆Aτ(k) ∆B(k)] = E(k)∆(k)
[
NA(k) NAτ(k) NB(k)

]
, (4.84)

où

∆(k) = F(k)(I − M(k)F(k))−1. (4.85)

E(k), M(k), NA(k), NAτ(k) et NB(k) sont des matrices p−périodiques constantes, et F(k) est
une matrice p−périodique inconnue satisfaisant (4.27).

Afin de garantir que la matrice (I − M(k)F(k)) soit inversible pour toute incertitude admis-
sible F(k), il est nécessaire que (4.28) soit vérifiée.

Par la suite, ∆A(k), ∆Aτ(k) et ∆B(k) sont dites admissibles si les deux conditions (4.84) et
(4.27) sont vérifiées.

Nous allons appliquer la loi de commande par retour d’état p−périodique (4.63) au système
p−périodique (4.83).

Le système p−périodique incertain à retards en boucle fermée s’écrit alors comme suit :

x(k + 1) = (Ac(k) + ∆Ac(k)) x(k) +
(
Ac
τ(k) + ∆Ac

τ(k)
)

x(k − τ), (4.86)

avec

Ac(k) = A(k) + B(k)K(k),
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Ac
τ(k) = Aτ(k) + B(k)Kτ(k),

∆Ac(k) = ∆A(k) + ∆B(k)K(k),
∆Ac

τ(k) = ∆Aτ(k) + ∆B(k)Kτ(k).

Définition 4.3 Le système p−périodique incertain (4.83)-(4.84) est quadratiquement stabili-

sable s’il existe une loi de commande par retour d’état p−périodique (4.63) telle que le système

p−périodique en boucle fermée est quadratiquement stable au sens de la définition 4.2.

Théorème 4.10 Le système p−périodique incertain à retards (4.83)-(4.84) est quadratique-

ment stabilisable si et seulement s’il existe des matrices p−périodiques symétriques définies

positives X(k), des matrices blocs diagonales p−périodiques définies positives Gτ(k), des ma-

trices p−périodiques Y(k) et Yτ(k) et un scalaire p−périodique ǫ(k) ≻ 0, k = 0, 1, . . . , p−1, tels

que l’inégalité matricielle linéaire (LMI) suivante soit vérifiée :



−X(k) 0 Γ⊤13(k) Γ⊤14(k) 0 X(k)
0 −Gτ(k − τ) Γ⊤23(k) Γ⊤24(k) 0 0
Γ13(k) Γ23(k) −X(k + 1) 0 ǫ(k)E(k) 0
Γ14(k) Γ24(k) 0 −ǫ(k)I ǫ(k)M(k) 0

0 0 ǫ(k)E⊤(k) ǫ(k)M⊤(k) −ǫ(k)I 0
X(k) 0 0 0 0 −IτGτ(k)I⊤τ



< 0, (4.87)

avec

Γ13(k) = (A(k)X(k) + B(k)Y(k)) ,
Γ14(k) = (NA(k)X(k) + NB(k)Y(k)) ,
Γ23(k) = (Aτ(k)Gτ(k − τ) + B(k)Yτ(k)) ,
Γ24(k) =

(
NAτ(k)Gτ(k − τ) + NB(k)Yτ(k)

)
.

Par conséquent, si l’inégalité matricielle (4.87) admet une solution faisable en variables

ǫ(k), X(k), Gτ(k), Y(k) et Yτ(k) alors, la loi de commande par retour d’état p−périodique est

donnée par (4.81).

Vu que ce cas est considéré comme une extension des résultats élaborés en stabilité qua-
dratique des systèmes périodiques incertains à retards en la boucle fermée, la démonstration est
ignorée car elle est similaire à celle du théorème 4.4.

4.5.2 Commande H∞ robuste

Dans cette partie, nous allons développer une loi de commande robuste avec contraintes de
type H∞ pour les systèmes incertains périodiques à retards. Cette loi de commande a comme
objectif de stabiliser le système et de garantir un niveau de performance en terme de minimisa-
tion de sa norme H∞ afin de réduire l’effet des perturbations. Dans ce sens, notre objectif est de
trouver une loi de commande par retour d’état p−périodique du système p−périodique à retards
considéré tout en permettant à la fois de stabiliser le système et de minimiser sa norme H∞ en
la majorant par un scalaire γ > 0 donné.
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Soulignons que le système considéré s’écrit :

x(k + 1) = A∆(k)x(k) +
m∑

i=1

(
Aτi

(k) + ∆Aτi
(k)

)
x(k − τi) + B∆(k)u(k) + Bw(k)w(k)

= A∆(k)x(k) + Aτ∆(k)x(k − τ) + B∆(k)u(k) + Bw(k)w(k)
z(k) = C(k)x(k) + D(k)u(k) (4.88)

où

A∆(k) = A(k) + ∆A(k),
B∆(k) = B(k) + ∆B(k),

Aτ∆(k) = Aτ(k) + ∆Aτ(k).

Toutes les matrices d’état, de retards et de la commande sont affectées par des incertitudes
à Représentation Fractionnaire Linéaire (LFR) telles que celles décrites précédemment.

Dans cette partie, nous nous interéssons à la stabilisation robuste du système p−périodique
incertain à retards (4.88)-(4.84) par la loi de commande par retour d’état p−périodique (4.63)
pour toutes les incertitudes admissibles, telles que pour un scalaire donné γ > 0 et pour tout
vecteur non nul w(k) ∈ l2 [0,+∞), la sortie commandée z(k) saisfait la condition

‖z‖2 � γ ‖w‖2 (4.89)

Dans ce cas, nous disons que le système p-périodique (4.88) avec la commande (4.63) sa-
tisfait la performance H∞ robuste (4.89).

Définition 4.4 Soit γ un scalaire strictement positif donné. Le système p−périodique incertain

à retards (4.88)-(4.84) est dit quadratiquement stabilisable par la loi de commande par retour

d’état p−périodique (4.63) avec un niveau de performance H∞ inférieur à γ s’il existe des

matrices symétriques p−périodiques définies positives P(k) et des matrices blocs diagonales

p−périodiques définies positives Qτ(k) telles que :


Γ11(k) Γ⊤12(k) Γ⊤13(k)
Γ12(k) Γ22(k) Γ⊤23(k)
Γ13(k) Γ23(k) Γ33(k)

 < 0, (4.90)

avec

Γ11(k) = IτQτ(k)I⊤τ − P(k) + Ac⊤(k)P(k + 1)Ac(k) +Cc⊤(k)Cc(k),

Γ12(k) = Ac
τ
⊤(k,∆(k))P(k + 1)Ac(k,∆(k)),

Γ13(k) = B⊤w(k)P(k + 1)Ac(k,∆(k)),

Γ22(k) = Ac
τ
⊤(k,∆(k))P(k + 1)Ac

τ(k,∆(k)) − Qτ(k − τ),

Γ23(k) = B⊤w(k)P(k + 1)Ac
τ(k,∆(k)),

Γ33(k) = B⊤w(k)P(k + 1)Bw(k) − γ2I,
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est vérifiée pour toutes les incertitudes admissibles ∆A(k), ∆Aτ(k) et ∆B(k).
En outre, on a

Ac(k,∆(k)) = A(k,∆(k)) + B(k,∆(k))K(k),

Ac
τ(k,∆(k)) = Aτ(k,∆(k)) + B(k,∆(k))Kτ(k),

Cc(k) = C(k) + D(k)K(k),

A(k,∆(k)) = A(k) + ∆A(k),

Aτ(k,∆(k)) = Aτ(k) + ∆Aτ(k),

B(k,∆(k)) = B(k) + ∆B(k).

Il est évident que la stabilisation quadratique avec une norme H∞ inférieure à γ implique la
stabilisation avec une norme H∞ bornée par la même γ.

Lemme 4.1 Si le système p−périodique incertain à retards (4.88)-(4.84) est quadratiquement

stabilisable et sa norme H∞ est inférieure à γ > 0, alors il est aussi stabilisable et sa norme H∞
est bornée par le même scalaire γ.

Théorème 4.11 Le système p−périodique incertain à retards (4.88)-(4.84) est stabilisable par

la loi de commande par retour d’état p−périodique (4.63) et sa norme H∞ est inférieure à γ

s’il existe des matrices symétriques p−périodiques définies positives X(k), des matrices blocs

diagonales p−périodiques définies positives Gτ(k), des matrices p−périodiques Y(k) et Yτ(k) et

un scalaire p−périodique ǫ(k) ≻ 0 tels que l’inégalité matricielle linéaire (LMI) :

[
Γ11(k) Γ12(k)
Γ⊤12(k) Γ22(k)

]
< 0 (4.91)

est vérifiée,avec

Γ11(k) =



−X(k) 0 0 (C(k)X(k) + D(k)Y(k))⊤

0 −Gτ(k − τ) 0 Y⊤τ (k)D⊤(k)
0 0 −γI 0

(C(k)X(k) + D(k)Y(k)) D(k)Yτ(k) 0 −γI


,

Γ12(k) =



(A(k)X(k) + B(k)Y(k))⊤ X(k) (NA(k)X(k) + NB(k)Y(k))⊤ 0
(Aτ(k)Gτ(k − τ) + B(k)Kτ(k))⊤ 0

(
NAτ(k)Gτ(k − τ) + NB(k)Kτ(k)

)⊤ 0
B⊤w(k) 0 0 0

0 0 0 0


,

Γ22(k) =



−X(k + 1) 0 0 ǫ(k)E(k)
0 −IτGτ(k)I⊤τ 0 0
0 0 −ǫ(k)I ǫ(k)M(k)

ǫ(k)E⊤(k) 0 ǫ(k)M⊤(k) −ǫ(k)I


.

Par conséquent, si l’inégalité matricielle (4.91) admet une solution faisable X(k), Gτ(k),
Y(k), Yτ(k) et ǫ(k) alors, les gains de retour d’état sont :

131



Chapitre 4. Systèmes périodiques à retards

K(k) = Y(k)X−1(k),
Kτ(k) = Yτ(k)G−1

τ (k). (4.92)

Démonstration du théorème 4.11 :

En utilisant les résultats développés en commande H∞ des systèmes p−périodiques à retards
nominaux, le système p−périodique incertain à retards (4.88) est stable par la loi de commande
(4.63) et sa norme H∞ est inférieure à γ si la condition

[
Θ11(k) Θ⊤12(k)
Θ12(k) Θ22(k)

]
< 0, (4.93)

avec

Θ11(k) =


−X(k) 0 0

0 −Gτ(k − τ) 0
0 0 −γI

 ,

Θ12(k) =


Cc(k)X(k) D(k)Yτ(k) 0

Ac(k,∆(k))X(k) Ac
τ(k,∆(k))Gτ(k − τ) Bw(k)

X(k) 0 0

 ,

Θ22(k) =


−γI 0 0

0 −X(k + 1) 0
0 0 −IτGτ(k)I⊤τ

 ,

est vérifiée. Il est à noter alors que cette condition n’est en fait que la condition (4.80)
réécrite pour le système incertain en boucle fermée, c’est à dire, les matrices Ac(k) et Ac

τ(k) sont
remplacées par :

Ac(k,∆k) = A(k) + E(k)∆(k)NA(k) + (B(k) + E(k)∆(k)NB(k)) K(k)

= (A(k) + B(k)K(k))︸                ︷︷                ︸
Ac(k)

+E(k)∆(k) (NA(k) + NB(k)K(k))︸                    ︷︷                    ︸
Nc(k)

= Ac(k) + E(k)∆(k)Nc(k), (4.94)

et

Ac
τ(k,∆(k)) = Aτ(k) + E(k)∆(k)NAτ(k) + (B(k) + E(k)∆(k)NB(k)) Kτ(k)

= (Aτ(k) + B(k)Kτ(k))︸                   ︷︷                   ︸
Ac
τ(k)

+E(k)∆(k)
(
NAτ(k) + NB(k)Kτ(k)

)
︸                      ︷︷                      ︸

Nc
τ (k)

= Ac
τ(k) + E(k)∆(k)Nc

τ(k), (4.95)

où ∆(k) = F(k) (I − M(k)F(k))−1.
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Par conséquent, la condition (4.93) peut être réecrite comme suit :



−X(k) 0 0 X(k)Cc⊤(k) X(k)Ac⊤(k) X(k)
0 −Gτ(k − τ) 0 Y⊤τ (k)D⊤(k) Gτ(k − τ)Ac

τ
⊤(k) 0

0 0 −γI 0 B⊤w(k) 0
Cc(k)X(k) D(k)Yτ(k) 0 −γI 0 0
Ac(k)X(k) Ac

τ(k)Gτ(k − τ) Bw(k) 0 −X(k + 1) 0
X(k) 0 0 0 0 −IτGτ(k)I⊤τ



+

Sym





0
0
0
0

E(k)
0



F(k) (I − M(k)F(k))−1



X(k)Nc⊤(k)
Gτ(k − τ)Nc

τ
⊤(k)

0
0
0
0



⊤


< 0. (4.96)

En utilisant alors [56, lemme 2.6], la condition (4.96) ci-dessus est équivalente à l’existence
d’un scalaire p−périodique ǫ(k) ≻ 0 tel que pour toutes les incertitudes admissibles on a



−X(k) 0 0 X(k)Cc⊤(k) X(k)Ac⊤(k) X(k)
0 −Gτ(k − τ) 0 Y⊤τ (k)D⊤(k) Gτ(k − τ)Ac

τ
⊤(k) 0

0 0 −γI 0 B⊤w(k) 0
Cc(k)X(k) D(k)Yτ(k) 0 −γI 0 0
Ac(k)X(k) Ac

τ(k)Gτ(k − τ) Bw(k) 0 −X(k + 1) 0
X(k) 0 0 0 0 −IτGτ(k)I⊤τ



+



ǫ−
1
2 (k)X(k)Nc⊤(k) 0

ǫ−
1
2 (k)Gτ(k − τ)Nc

τ
⊤(k) 0

0 0
0 0
0 ǫ

1
2 (k)E(k)

0 0



M−1(k)



ǫ−
1
2 (k)X(k)Nc⊤(k) 0

ǫ−
1
2 (k)Gτ(k − τ)Nc

τ
⊤(k) 0

0 0
0 0
0 ǫ

1
2 (k)E(k)

0 0



⊤

< 0,

avecM(k) donnée par (4.28).

A cette étape, nous appliquons le complément de Schur à l’inégalité précédente et nous
procédons à une pré et post-multiplication par la matrice diag{I, I, I, I, I, I, ǫ

1
2 (k)I, ǫ

1
2 (k)I}.

Ceci nous permet de déduire alors facilement la condition (4.91).

Remarque 4.1 Dans le cas où on a un seul retard, c’est à dire, m = 1, nous retrouvons facile-

ment nos résultats [62, 49, 46].

4.6 Cas des systèmes périodiques positifs à retards

Vu que certaines quantités physiques ne peuvent être représentées que par des états positifs,
nous étudions, dans cette section, la commande des systèmes périodiques à retards soumis à la
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contrainte de positivité de l’état. A ce niveau, une loi de commande par retour d’état périodique
est développée afin d’assurer la stabilité et la positivité des systèmes périodiques à retards en
boucle fermée. Des contraintes peuvent être imposées sur l’état et la commande telles que la
positivité et la bornitude. Dans ce sens, l’approche de programmation linéaire (LP) est utilisée,
afin de développer une loi de commande par retour d’état périodique assurant la stabilité des
systèmes périodiques à retards tout en respectant les contraintes imposées.

Considérons alors le système p−périodique à retards suivant :

x(k + 1) = A(k)x(k) +
m∑

i=1

Aτi
(k)x(k − τi)

x(k) = Φ(k) � 0; k = −τm,−(τm − 1), . . . , 0. (4.97)

Définition 4.5 Le système discret périodique à retards (4.97) est dit positif si pour n’importe

quelle Φ(k) : {−τm,−(τm − 1), . . . , 0} −→ �n
+, nous avons x(k) � 0 pour tout k ∈ �.

Lemme 4.2 Si les matrices d’état A(k) ≻ 0 et de retards Aτi
(k) ≻ 0 pour tout i = 1, . . . ,m et

k = 0, 1, . . . , p − 1, alors le système p−périodique (4.97) est positif.

4.6.1 Stabilisation nominale

Dans cette partie, nous présentons les résultats obtenus dans le cadre de la stabilisation
exponentielle dans les deux cas suivants :

– une commande sans contraintes,
– une commande sous contrainte sur l’état et la commande

pour des systèmes périodiques à retards.

4.6.1.1 Stabilisation exponentielle

En se basant sur les résultats obtenus dans le cadre de la stabilisation exponentielle présen-
tés dans ce chapitre, nous développons une loi de commande par retour d’état périodique afin
d’assurer la stabilité exponentielle et la positivité du système périodique à retards.

Dans cette partie, nous considérons la classe de systèmes étudiés dans la section 4.4 relatif
aux problèmes de stabilisation des systèmes p-périodiques à retards, qui est décrit par :

x(k + 1) = A(k)x(k) +
m∑

i=1

Aτi
(k)x(k − τi) + B(k)u(k),

= A(k)x(k) + Aτ(k)x(k − τ) + B(k)u(k),
x(k) = Φ(k) � 0; k = −τm,−(τm − 1), . . . , 0, (4.98)

avec :

Aτ(k) =
[
Aτ1(k) Aτ2(k) . . . Aτm

(k)
]
,

x(k − τ) =
[
x⊤(k − τ1) x⊤(k − τ2) . . . x⊤(k − τm)

]⊤
.
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Nous rappelons aussi que la loi de commande par retour d’état p−périodique est :

u(k) = K(k)x(k) +
m∑

i=1

Kτi
(k)x(k − τi),

= K(k)x(k) + Kτ(k)x(k − τ), (4.99)

où

Kτ(k) =
[
Kτ1(k) Kτ2(k) . . . Kτm

(k)
]
.

En appliquant la loi de commande (4.99), le système en boucle s’écrit :

x(k + 1) = Ac(k)x(k) +
m∑

i=1

Ac
τi

(k)x(k − τi)

= Ac(k)x(k) + Ac
τ(k)x(k − τ) (4.100)

avec Ac(k) = A(k) + B(k)K(k) et Ac
τ(k) = Aτ(k) + B(k)Kτ(k).

Le théorème suivant donne une condition assurant la stabilité exponentiellement et la posi-
tivité du système p-périodique en boucle fermée.

Théorème 4.12 Le système p−périodique (4.98) est α−exponentiellement stabilisable et positif

par la loi de commande par retour d’état p−périodique (4.99) s’il existe des matrices diago-

nales p−périodiques définies positives X(k) et des matrices blocs diagonales p−périodiques

définies positives Gτ(k) et des matrices p−périodiques Y(k) et Yτ(k) telles que les conditions

suivantes sont vérifiées pour tout k = 0, 1, . . . , p − 1,

[
Ψ11(k) Ψ⊤12(k)
Ψ12(k) Ψ22(k)

]
< 0, (4.101)

avec

Ψ11(k) =

[
−X(k) 0

0 −Gτ(k − τ)

]
,

Ψ12(k) =

[
α−1 (A(k)X(k) + B(k)Y(k)) (Aτ(k)Gτ(k − τ) + B(k)Yτ(k))α−(τ+1)

X(k) 0

]
,

Ψ22(k) =

[
−X(k + 1) 0

0 −IτGτ(k)I⊤τ

]
,

α−(τ+1) =



α−(τ1+1)I 0 . . . 0
0 α−(τ2+1)I . . . 0
...

...
. . .

...

0 0 0 α−(τm+1)I


,
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ai j(k)x j j(k) +
r∑

z=1

biz(k)yz j(k) � 0, 1 � i, j � n, (4.102)

aτi j(k)gτ j j(k − τ) +
r∑

z=1

bizyτz j(k) � 0, 1 � i, j � n, (4.103)

avec X(k) = diag{xii(k)}, Gτ(k) = diag{gτ j j(k)}, A(k) = [ai j(k)], Aτ(k) = [aτi j(k)],
B(k) = [biz(k)], Y(k) = [yz j(k)] et Yτ(k) = [yτz j(k)].

Par conséquent, si les conditions LMIs ci-dessus sont faisables, alors les gains de la loi de

commande (4.99) sont :

K(k) = Y(k)X−1(k),

Kτ(k) = Yτ(k)G−1
τ (k − τ), (4.104)

avec Yτ(k) =
[
Yτ1(k) Yτ2(k) . . . Yτm

(k)
]
.

Démonstration du théorème 4.12 :

Puisque x j j(k) ≻ 0 et gτ j j(k − τ) ≻ 0, les inégalités (4.102) et (4.103) sont équivalentes
respectivement à

ai j(k) +
r∑

z=1

biz(k)yz j(k)x−1
j j (k) � 0, 1 � i, j � n, (4.105)

aτi j(k) +
r∑

z=1

bizyτz j(k)gτ
−1
j j (k − τ) � 0, 1 � i, j � n. (4.106)

Ensuite, en prenant en considération la condition (4.104), nous obtenons alors :

kz j(k) = yz j(k)x−1
j j (k),

kτz j(k) = yτz j(k)gτ
−1
j j (k − τ), (4.107)

avec kz j et kτz j sont respectivement le (z j)ème composant de K(k) et Kτ(k).

Par conséquent, les inégalités (4.102) et (4.103) sont équivalentes respectivement à

[A(k) + B(k)K(k)]i j � 0, 1 � i, j � n

[Aτ(k) + B(k)Kτ(k)]i j � 0, 1 � i, j � n (4.108)
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ce qui implique que Ac(k) ∈ �n×n
+ et Ac

τi
(k) ∈ �n×n

+ pour tout i = 1, . . . ,m et k = 0, 1, . . . , p−1.
Á partir du lemme 4.2 nous pouvons conclure que le système p−périodique en boucle fermée
(4.100) est positif.

En appliquant le théorème 4.2, nous constatons que le système p−périodique en boucle
fermée (4.100) est α−exponentiellement stable s’il existe les matrices diagonales p−périodiques
définies positives P(k) et des matrices blocs diagonales p−périodiques définies positives Qτ(k)
satisfaisant

[
Φ(k, τ, α) Ac⊤(k)P(k + 1)Ac

τ(k)α−(τ+2)

α−(τ+2)Ac
τ
⊤(k)P(k + 1)Ac(k) α−(τ+1)Ac

τ
⊤(k)P(k + 1)Ac

τ(k)α−(τ+1) − Qτ(k − τ)

]
< 0.

avec Φ(k, τ, α) = α−2Ac⊤(k)P(k + 1)Ac(k) + IτQτ(k)I⊤τ − P(k).

En remplaçons Ac(k) et Ac
τ(k) par leurs expressions données par (4.78), l’inégalité précédente

peut alors s’écrire :

[
IτQτ(k)I⊤τ − P(k) 0

0 −Qτ(k − τ)

]
+

[
α−1Ac⊤(k)
α−(τ+1)Ac

τ
⊤(k)

]
P(k+1)

[
α−1Ac(k) Ac

τ(k)α−(τ+1)
]
< 0 (4.109)

En appliquant le complément de Schur nous obtenons l’inégalité suivante :


IτQτ(k)I⊤τ − P(k) 0 α−1Ac⊤(k)

0 −Qτ(k − τ) α−(τ+1)Ac
τ
⊤(k)

α−1Ac(k) Ac
τ(k)α−(τ+1) −P−1(k + 1)

 < 0 (4.110)

Ensuite, en pré et post multipliant (4.110) par diag
{
P−1(k), Q−1

τ (k − τ), I
}

et en utilisant à
nouveau le complément de Schur, nous obtenons alors ce que suit :



−P−1(k) 0 α−1P−1(k)Ac⊤(k) P−1(k)
0 −Q−1

τ (k − τ) α−(τ+1)Q−1
τ (k − τ)Ac

τ
⊤(k) 0

α−1Ac(k)P−1(k) Ac
τ(k)Q−1

τ (k − τ)α−(τ+1) −P−1(k + 1) 0
P−1(k) 0 0 −IτQ

−1
τ (k)I⊤τ


< 0. (4.111)

En posant X(k) = P−1(k) et Gτ(k) = Q−1
τ (k) pour tout k = 0, 1, . . . , p − 1 et en utilisant

l’inégalité précédente, on déduit facilement la condition (4.101).

4.6.1.2 Commande sans contraintes

Dans cette partie et sans perte de généralité, nous allons changer la forme du retard. En
effet, nous prendrons τi = i pour tout i = 1, . . . ,m. Par conséquent, nous considérons le système
linéaire p−périodique à retards suivant :

x(k + 1) =
m∑

l=0

Al(k)x(k − l) + B(k)u(k),

x(l) � 0, l = −m,−(m − 1), . . . , 0, (4.112)
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où Al(k) ∈ �n×n, B(k) ∈ �n×r. La commande retenue dans le cas présent est de la forme

u(k) =
m∑

l=0

Fl(k)x(k − l), (4.113)

avec Fl(k) ∈ �r×n.
Le système en boucle fermée s’écrit alors :

x(k + 1) =
m∑

l=0

(Al(k) + B(k)Fl(k))x(k − l),

x(l) � 0, l = −m,−m + 1, . . . , 0. (4.114)

Le théorème 4.13 ci-dessous présente des conditions permettant de déterminer les gains du
retour d’état pour garantir la stabilité et la positivité du système p-périodique en boucle fermée
(4.114).

Théorème 4.13 Le système linéaire p−périodique à retards en boucle fermée (4.114) est stable

et positif si le problème de programmation linéaire (LP) suivant par rapport aux vecteurs

p−périodiques zl j(k) ∈ �r, et 0 ≺ λl(k) = [λl1(k), λl2(k), . . . , λln(k)]⊤ ∈ �n, l = 0, 1, . . . ,m
et j = 1, . . . , n est faisable,

al
i j(k)λl j(k) + bi(k)zl j(k) � 0; 1 � i, j � n; l = 0, 1, . . . ,m; k = 0, 1, . . . , p − 1, (4.115)

λ0(k) −
m∑

l=0

Al(k − 1)λl(k − 1) − B(k − 1)
m∑

l=0

n∑

j=1

zl j(k − 1) = 0; k = 1, . . . , p − 1,

λl(k) = λl−1(k − 1), l = 1, . . . ,m et k = 1, . . . , p − 1,

λ0(0) −
m∑

l=0

Al(p − 1)λl(p − 1) − B(p − 1)
h∑

l=0

n∑

j=1

zl j(p − 1) ≻ 0,

λl(0) ≻ λl−1(p − 1), l = 1, . . . ,m. (4.116)

Par ailleurs, les gains de retour d’état sont donnés, pour tout k = 0, 1, . . . , p − 1, par :

Fl(k) = [zl1(k)/λl1(k), zl2(k)/λl2(k), . . . , zln(k)/λln(k)] ; l = 0, 1, . . . ,m. (4.117)

Démonstration du théorème 4.13 : Soit x0(k) = x(k), x1(k) = x(k−1), . . ., xm(k) = x(k−m).
Le système p−périodique (4.114) est transformé en :

y(k + 1) = (Ā(k) + B̄(k)F(k))y(k),

y(0) � 0 (4.118)
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4.6. Cas des systèmes périodiques positifs à retards

où Ā(k), B̄(k) et F(k) sont définies par :

Ā(k) =



A0(k) A1(k) · · · Am−1(k) Am(k)
I 0 · · · 0 0

0 I
. . .

...
...

...
. . .

. . . 0 0
0 · · · 0 I 0



,

B̄(k) =



B(k)
0
...

0


∈ �n(m+1)×r,

F(k) =
[
F0(k) · · · Fm(k)

]
,

y(k) =
[
x⊤0 (k), . . . , x⊤m(k)

]⊤
. (4.119)

A ce niveau, il suffit de montrer que le système p−périodique (4.118) est stable et positif
si les conditions (4.115) et (4.116) sont vérifiées. D’abord, comme λl j(k) ≻ 0 pour tout k =

0, 1, . . . , p − 1, alors, (4.115) implique que al
i j

(k) + bi(k)zl j(k)/λl j(k) � 0; 1 � i, j � n; l =

0, 1, . . . ,m; k = 0, 1, . . . , p − 1, ce qui est équivalent au fait que (Al(k) + B(k)Fl(k)) � 0 et par
conséquent, Ā(k) + B̄(k)F(k) � 0 pour tout k = 0, 1, . . . , p − 1. Donc, d’après le lemme 1.3, le
système périodique (4.118) est positif.

Étant donné

Fl(k)λl(k) = [zl1(k)/λl1(k), zl2(k)/λl2(k), . . . , zln(k)/λln(k)]λl(k) =
n∑

j=1

zl j(k). (4.120)

Il résulte des deux conditions (4.119) et (4.120) que la condition (4.116), présentée sous la
forme d’égalités et d’inégalités linéaires, est équivalente à :



−Āc(0) I 0 . . . 0
0 −Āc(1) I . . . 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 −Āc(p − 2) I





λ(0)
λ(1)
...

λ(p − 1)


= 0

λ(0) − Āc(p − 1)λ(p − 1) ≻ 0, (4.121)

où
Āc( j) = (Ā( j) + B̄( j)F( j)), pour j = 0, 1, . . . , p − 1, et

λ(k) =
[
λ⊤0 (k), λ⊤1 (k), . . . , λ⊤m(k)

]⊤
≻ 0, k = 0, 1, . . . , p − 1. (4.122)

En utilisant le théorème 3.3 et le fait que λ(k) ≻ 0 et Ā(k) + B̄(k)F(k) � 0 pour tout k =

0, 1, . . . , p− 1, nous concluons que le système p−périodique (4.118) est stable. Par conséquent,
le système p−périodique (4.118) est à la fois stable et positif.
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4.6.1.3 Commande sous contraintes

Dans ce paragraphe, nous imposons des contraintes sur l’état et la commande. En effet,
nous exigeons que l’état et la commande soient positifs et bornés par des vecteurs périodiques
donnés. En utilisant la programmation linéaire (LP), une loi de commande par retour d’état
périodique est développée afin d’assurer la stabilité et la positivité du système périodique à
retards en boucle fermée tout en respectant les contraintes imposées.

Par conséquent, nous nous intéressons au système p−périodique sous contraintes suivant :

x(k + 1) =
m∑

l=0

Al(k)x(k − l) + B(k)u(k),

0 � u(k) � ū(k),

x(l) � 0, l = −m,−m + 1, . . . , 0, (4.123)

où ū(k) est un vecteur constant p−périodique, il joue le rôle de la borne supérieure de la
commande u(k) définie par (4.113). La boucle fermée du système (4.123) est :

x(k + 1) =
m∑

l=0

(Al(k) + B(k)Fl(k))x(k − l),

0 � u(k) � ū(k),

x(l) � 0, l = −m,−m + 1, . . . , 0. (4.124)

En outre, notre but est de trouver un vecteur p−périodique 0 ≺ ȳl(k) ∈ �n pour tout l =

0, 1, . . . ,m, pour lequel il existe une loi de commande par retour d’état p−périodique u(k) =∑m
l=0 Fl(k)x(k− l) � ū(k) pour tout k ∈ � telle que les deux contraintes suivantes sont satisfaites.
∗ Le système en boucle fermée est positif et stable.
∗ x(k) � ȳ0(k), k ∈ �, seulement si 0 � x(−l) � ȳl(0), l = 0, 1, . . . ,m.

Théorème 4.14 Pour un vecteur p−périodique arbitraire 0 � ū(k) ∈ �r, supposons qu’il existe

des vecteurs p−périodiques 0 ≺ ȳl(k) =
[
ȳl1(k), ȳl2(k), . . . , ȳln(k)

]⊤
∈ �n et 0 � zl j(k) ∈ �r,

l = 0, 1, . . . ,m et j = 1, . . . , n, tels que les conditions suivantes soient vérifiées :

m∑

l=0

n∑

j=1

zl j(k) � ū(k),

al
i j(k)ȳl j(k) + bi(k)zl j(k) � 0; 1 � i, j � n; l = 0, 1, . . . ,m; k = 0, 1, . . . , p − 1,

ȳ0(k) −
m∑

l=0

Al(k − 1)ȳl(k − 1) − B(k − 1)
m∑

l=0

n∑

j=1

zl j(k − 1) = 0; k = 1, . . . , p − 1,
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ȳl(k) = ȳl−1(k − 1), l = 1, . . . ,m et k = 1, . . . , p − 1,

ȳ0(0) −
m∑

l=0

Al(p − 1)ȳl(p − 1) − B(p − 1)
m∑

l=0

n∑

j=1

kl j(p − 1) ≻ 0,

ȳl(0) ≻ ȳl−1(p − 1), l = 1, . . . ,m.

Donc, le système p−périodique à retards (4.124) est stable et positif, et 0 � x(k) � ȳ0(k)
et 0 � u(k) � ū(k) pour tout k ∈ � si 0 � x(−l) � ȳl(0). Dans ce cas, le gain du retour d’état
p−périodique est donné par :
Fl(k) =

[
zl1(k)/ȳl1(k), zl2(k)/ȳl2(k), . . . , zln(k)/ȳln(k)

]
, l = 0, 1, . . . ,m et k = 0, 1, . . . , p − 1.

Démonstration du théorème 4.14 : La preuve est similaire à celle du théorème 4.13. No-
tons que le système (4.124) est équivalent :

y(k + 1) = (Ā(k) + B̄(k)F(k))y(k),

y(0) � 0, 0 � F(k)y(k) � ū(k), (4.125)

où y(k), Ā(k), B̄(k) et F(k) sont données par (4.119).

Tout comme dans la partie suffisance de la preuve du théorème 4.13, nous pouvons montrer
que Ā(k) + B̄(k)F(k) � 0 et



−Āc(0) I 0 . . . 0
0 −Āc(1) I . . . 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 −Āc(p − 2) I





ȳ(0)
ȳ(1)
...

ȳ(p − 1)


= 0

ȳ(0) − Āc(p − 1)ȳ(p − 1) ≻ 0, (4.126)

avec ȳ(k) =
[
ȳ⊤0 (k), ȳ⊤1 (k), . . . , ȳ⊤m(k)

]⊤
≻ 0, k = 0, 1, . . . , p−1. Donc, le système p−périodique

(4.125) est positif et stable d’après le lemme 1.3 et le théorème 3.3. Le lemme 3.4 montre que
0 � y(k) � ȳ(k), par conséquent, 0 � x(k) � ȳ0(k) pour tout k ∈ �.

Puisque F(k) � 0 pour tout k = 0, 1, . . . , p − 1, alors u(k) = F(k)y(k) � F(k)ȳ(k) =∑m
l=0 Fl(k)ȳl(k) =

∑m
l=0

∑n
j=1 zl j(k) � ū(k), c’est à dire, 0 � u(k) � ū(k) pour tout k ∈ �.

4.6.2 Stabilisation robuste

4.6.2.1 Commande sans contraintes

Dans cette partie, nous allons étendre les résultats obtenus dans la section précédente pour
les systèmes incertains p−périodiques à retards. Les preuves sont ignorées parce qu’elles sont
issues de la même manière que la section précédente.
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Considérons alors le système incertain p−périodique à retards suivant :

x(k + 1) =
m∑

l=0

Âl(k)x(k − l) + B̂(k)u(k),

x(l) � 0, l = −m,−m + 1, . . . , 0, (4.127)

où les matrices p−périodiques Âl(k) ∈ �n×n et B̂(k) ∈ �n×r ne sont pas déterminées, elles
sont affectées par l’incertitude polytopique. Donc, le triplet

(
Â0(k), . . . , Âm(k), B̂(k)

)
est supposé

inclus dans l’ensemble convexe suivant :

S(k) :=


h∑

v=1

βv

(
Av

0(k), . . . , Av
m(k), Bv(k)

)
;

h∑

v=1

βv = 1; βv � 0

 ; (4.128)

où Av
0(k), . . . , Av

m(k) et Bv(k) pour tout v = 1, . . . , h et k = 0, 1, . . . , p − 1, sont des matrices
p−périodiques connues.

Supposons que la commande par retour d’état p−périodique du système (4.127) soit donnée
par (4.113). Le système p−périodique incertain à retards en boucle fermée est donné par :

x(k + 1) =
m∑

l=0

(Âl(k) + B̂(k)Fl(k))x(k − l),

x(l) � 0, l = −m,−m + 1, . . . , 0. (4.129)

Théorème 4.15 Supposons qu’il existe des vecteurs p−périodiques zl j(k) ∈ �r, et 0 ≺ λl(k) =
[λl1(k), λl2(k), . . . , λln(k)]⊤ ∈ �n, l = 0, 1, . . . ,m et j = 1, . . . , n, tels que les conditions suivantes

sont vérifiées :

alv
i j(k)λl j(k) + bv

i (k)zl j(k) � 0; 1 � i, j � n; v = 1, . . . , h; k = 0, 1, . . . , p − 1, (4.130)

λ0(k) −
m∑

l=0

Av
l (k − 1)λl(k − 1) − Bv(k − 1)

m∑

l=0

n∑

j=1

zl j(k − 1) = 0; v = 1, . . . , h; k = 1, . . . , p − 1,

λl(k) = λl−1(k − 1), l = 1, . . . ,m et k = 1, . . . , p − 1,

λ0(0) −
m∑

l=0

Av
l (p − 1)λl(p − 1) − Bv(p − 1)

m∑

l=0

n∑

j=1

zl j(p − 1) ≻ 0, v = 1, . . . , h,

λl(0) ≻ λl−1(p − 1), l = 0, 1, . . . ,m. (4.131)

Donc, le système p−périodique en boucle fermée (4.129) est positif et stable pour(
Â0(k), . . . , Âm(k), B̂(k)

)
∈ S(k), avec Fl(k) = [zl1(k)/λl1(k), zl2(k)/λl2(k), . . . , zln(k)/λln(k)]

pour tout l = 0, 1, . . . ,m et k = 0, 1, . . . , p − 1.
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4.6.2.2 Commande sous contraintes

Dans ce paragraphe, nous imposons des contraintes sur l’état et la commande. En effet, une
loi de commande robuste par retour d’état périodique est élaborée en se basant sur l’approche
de programmation linéaire (LP).

A ce niveau, nous allons considérer le système p−périodique défini par :

x(k + 1) =
m∑

l=0

Âl(k)x(k − l) + B̂(k)u(k),

0 � u(k) � ū(k),

x(l) � 0, l = −m,−m + 1, . . . , 0, (4.132)

où u(k) est la loi de commande, ū(k) est un vecteur p−périodique qui joue le rôle de la borne
supérieure de la commande u(k), Âl(k) et B̂(k) sont définies dans (4.128). Le théorème 4.16
ci-dessous présente une extension du théorème 4.14 pour le cas incertain.

Théorème 4.16 Pour un vecteur p−périodique arbitraire 0 � ū(k) ∈ �r, supposons qu’il existe

des vecteurs p−périodiques 0 ≺ ȳl(k) =
[
ȳl1(k), ȳl2(k), . . . , ȳln(k)

]⊤
∈ �n et 0 � zl j(k) ∈ �r,

l = 0, 1, . . . ,m et j = 1, . . . , n tels que les conditions suivantes soient vérifiées :

m∑

l=0

n∑

j=1

zl j(k) � ū(k),

alv
i j(k)ȳl j(k) + bv

i (k)zl j(k) � 0; 1 � i, j � n; l = 0, 1, . . . ,m; k = 0, 1, . . . , p − 1; v = 1, . . . , h,

ȳ0(k) −
m∑

l=0

Av
l (k − 1)ȳl(k − 1) − Bv(k − 1)

m∑

l=0

n∑

j=1

zl j(k − 1) = 0; k = 1, . . . , p − 1; v = 1, . . . , h,

ȳl(k) = ȳl−1(k − 1), l = 0, 1, . . . ,m et k = 1, . . . , p − 1,

ȳ0(0) −
m∑

l=0

Av
l (p − 1)ȳl(p − 1) − Bv(p − 1)

m∑

l=0

n∑

j=1

zl j(p − 1) ≻ 0, v = 1, . . . , h,

ȳl(0) ≻ ȳl−1(p − 1), l = 0, 1, . . . ,m. (4.133)

Alors, pour
(
Â0(k), . . . , Âm(k), B̂(k)

)
∈ S(k), k = 0, 1, . . . , p − 1, le système p−périodique

(4.129) est stable et positif, et 0 � x(k) � ȳ0(k) et 0 � u(k) � ū(k) pour tout k ∈ �, si

0 � x(−l) � ȳl(0). Dans ce cas, le gain du retour d’état p−périodique est donné par :

Fl(k) =
[
zl1(k)/ȳl1(k), kl2(k)/ȳl2(k), . . . , kln(k)/ȳln(k)

]
pour tout l = 0, 1, . . . ,m et

k = 0, 1, . . . , p − 1.
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4.7 Conclusion

Dans ce chapitre, des conditions efficaces successivement dans le cadre de la stabilité asymp-
totique, la stabilité exponentielle ainsi que la stabilité avec un niveau de performances H∞ sont
présentées pour les systèmes périodiques à retards. En se basant sur les résultats ainsi élaborés,
des conditions pour les systèmes incertains sont développées. Trois types d’incertitudes sont
considérées : l’incertitude à Représentation Fractionnaire Linéaire (LFR), l’incertitude bornée
en norme et l’incertitude polytopique.

Les lois de commande élaborées sont du type retour d’états périodique.
La commande sous contraintes sur l’état et/ou la commande des systèmes périodiques à

retards dans le cas nominal et incertain est aussi étudiée. En utilisant la programmation linéaire
(LP), des conditions suffisantes sont développées sous forme d’égalités et d’inégalités linéaires.
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Les systèmes périodiques présentent une sous classe des systèmes variants dans le temps.
Dans cette thèse, le problème de synthèse de lois de commande par retour d’état périodique est
considéré et des solutions sont proposées. Des extensions intéressantes sont présentées pour les
systèmes périodiques positifs.

Après avoir introduit dans le premier chapitre quelques généralités sur les systèmes pério-
diques et la stabilité de ces systèmes, les différents types d’incertitude considérés sont présentés.

Après un bref rappel de certaines notions utiles à la compréhension du mémoire, nous avons
présenté nos travaux selon trois grands axes :

Nous avons proposé une solution au problème de la commande robuste des systèmes dis-
crets périodiques par une approche LMI. Trois types d’incertitude sont considérés : celui de
l’incertitude polytopique, celui de l’incertitude à Représentation Fractionnaire Linéaire (LFR)
et enfin celui de l’incertitude LFR généralisée. Nous avons élaboré des conditions suffisantes de
stabilité et de stabilisation basées sur la S−procédure et exprimées en termes de LMIs (Inéga-
lités Matricielles Linéaires) faciles à exploiter numériquement. L’ajout de performance du type
rejet de perturbation est formulé sous la forme d’un problème H∞.

Nous avons également développé des techniques de synthèse de lois de commande par retour
d’état périodique assurant la stabilité et la positivité des systèmes périodiques en boucle fermée.
Deux approches ont été utilisées : la théorie de Lyapunov et la programmation linéaire. Le cas
où l’état et/la commande sont soumis à des contraintes est aussi étudié.

Enfin, les conditions établies pour la stabilité et la commande des systèmes périodiques
ainsi que les systèmes périodiques positifs nous ont permis d’étudier les systèmes périodiques
à retards. Une loi de commande par retour d’état périodique a été élaborée dans le but d’assurer
la stabilité de cette classe de systèmes. Les résultats élaborés sont étendus au cas des systèmes
incertains périodiques à retards. Nous avons utilisé le même type de loi de commande afin
d’assurer la stabilité tout en assurant un rejet de perturbation du type H∞ pour les systèmes
discrets périodiques à retards. La commande sous contraintes sur l’état et/ou la commande a été
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étudiée dans le cas nominal ainsi que dans le cas incertain.

Comme perspectives de cette thèse nous souhaitons développer des conditions en analyse et
en synthèse des systèmes discrets périodiques à retards variables. En outre, L’étude des systèmes
périodiques à temps continu : stabilité, commande et commande sous contraintes sur l’état et/ou
la commande, constitue un vrai challenge à court terme.
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Annexe A

L’aproche S−Procedure sous sa forme

abstraite

Historiquement, la version initiale de la S−procédure est due aux travaux de V. A. Yakubo-
vich [63, 64]. Elle a depuis subi plusieurs évolutions et nous nous intéresserons plus particuliè-
rement aux travaux de C. W. Scherer [13, 52] pour son application à la synthèse de correcteurs
LPV. En se basant sur le faite qu’un système périodique est vu comme un cas particulier des
systèmes LPV, nous allons étendre les résultats développés aux systèmes discrets périodiques.
Sous sa forme abstraite, la S−procédure s’exprime ainsi :

Proposition A.1 Soient

- ∇ un ensemble compact de matrice complexe ∆

- une matrice hermitienne Θ

- S (∆) une famille de sous-espaces de �l dépendant continûment de ∆ sur ∇

�(∆) = {x ∈ �n : V x ∈ S (∆), ∆ ∈ ∇}

alors les deux propositions suivantes sont équivalentes :

a) x⊤θx ≺ 0 ∀x ∈ �(∆), ∀∆ ∈ ∇

b)

∃P :

{
V⊤PV + Θ < 0
z⊤Pz � 0, ∀z ∈ S (∆), ∀∆ ∈ ∇

C. W. Scherer a proposé dans [13] une version dite de bloc plein (full-block S−procedure)
appliquée à la synthèse de correcteurs LPV. Dans cette version, la famille de sous-espaces S (∆)
est restreinte à :

S (∆) = Ker ([I − ∆]) , ∀∆ ∈ ∇

Dans notre thèse, S (∆) = [I − ∆⊤].
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Annexe B

Lemme d’élimination

Lemme B.3 Soient A ∈ �n×m, W ∈ �l×n et Q = Q⊤ ∈ �n×n. Ensuite, les deux instructions

suivantes sont équivalentes.

(i) Il existe une matriceV satisfaisant

Sym {AVW} + Q < 0 (B.1)

(ii) Les deux conditions suivantes existent

A⊥QA⊥
⊤
< 0 ou AA⊤ > 0 (B.2)

W⊤⊥Q
(
W⊤⊥

)⊤
< 0 ou W⊤W > 0 (B.3)
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Résumé

Cette thèse se situe dans le cadre de l’analyse et de la synthèse des systèmes périodiques. Les contribu-
tions présentées dans ce mémoire portent sur la commande sous contraintes des systèmes linéaires dis-
crets périodiques. Ces contraintes, portant sur l’état du système et/ou sur la commande, peuvent être des
contraintes de positivité ou de bornitude. Dans ce travail, des conditions d’analyse en stabilité et positi-
vité des systèmes périodiques en termes de LMI (Inégalité Matricielle Linéaire) strictes, sont présentées.
Ces outils d’analyse ont ensuite permis d’élaborer une loi de commande par retour d’état périodique. Les
résultats obtenus sont exploités par la suite pour développer une commande par retour d’état périodique
robuste pour les systèmes périodiques incertains. Des conditions de stabilisation robuste sont élaborées
en utilisant la S-procédure. En outre, des conditions de stabilité et stabilisation par retour d’état pério-
dique des systèmes périodiques avec retards sont établies. Le problème de stabilisation de ce type de
systèmes sous un certain nombre de contraintes est résolu en suivant deux approches, la première est ba-
sée sur les techniques de Lyapunov la seconde fait appel à la programmation linéaire. Outre la notion de
stabilité, la notion de performance des systèmes en boucle fermée est traitée. Pour cela, nous proposons
une commande de type H∞ pour résoudre le problème de rejet de perturbations.

Mots-clés: Systèmes périodiques ; retour d’état périodique ; incertitude ; retards ; stabilité ; commande
H∞ ; positivité ; contraintes ; LMI.

Abstract

This thesis deals with the analysis and the control problem of periodic linear discrete systems
(PLDS). The contributions presented in this work focuses on the constrained control of PLDS. Conditions
for stability analysis and positivity are established in terms of strict LMI (Linear Matrix Inequalities). The
stabilization of PLDS under the condition that the closed-loop system is positive and stable is addressed
as well as the case of bounded state and/or control variables. The obtained results are then extended to the
synthesis of robust state feedback controllers, where some of which are based on the S−procedure tech-
nique. Furthermore, some conditions of stability and stabilization of PLDS with delays are established.
The problem of stabilization of constrained PLDS is addressed based on the Lyapunov techniques or the
Linear Programming techniques. The robust H∞ state feedback control in which both robust stability and
a prescribed H∞ performance are required is investigated.

Keywords: Periodic systems ; periodic state feedback ; uncertainties ; delays ; stability ; positivity ; con-
straints ; H∞ control ; LMI.


