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Introduction

La présente thése de doctorat s’inscrit dans le cadre de ’exploitation des grandes
masses de données issues de 'imagerie hyperspectrale. Ce domaine connait actuelle-
ment un développement rapide dans de nombreux domaines des sciences de ’obser-
vation, de la résolution microscopique aux échelles astronomiques, dans des cadres
aussi bien civils que militaires. Parmi les questions ouvertes, celle de la segmentation
des cubes de données, qui vise a isoler les objets d’intérét qui y sont présents, est tout
a fait centrale et constitue un véritable verrou technologique. La superposition spa-
tiale des zones d’intérét conduit a s’intéresser au probléme de démélange ot1, dans un
contexte non supervisé, il s’agit d’estimer le nombre de composés de référence repré-
sentés dans un ensemble de vecteurs hyperspectraux, ainsi que la signature spectrale
et la fraction d’abondance de chacun dans le mélange [Keshava & Mustard 2002].
Ce travail porte sur le probléme de démélange des vecteurs hyperspectraux dans un
cadre supervisé, o ’on suppose que les composés de référence ont été déterminés
a priort en utilisant des approches d’extraction appropriées. Le lecteur intéressé est
invité a consulter [Winter 1999, Nascimento & Bioucas-Dias 2005, Boardman 1993].
Dans ces conditions, le probléme de démélange se résume a l’estimation des fractions
d’abondance de chaque composé de référence en chaque pixel de 'image.

L’estimation des abondances est généralement envisagée sur la base
d’un  modéle de mélange linéaire. Différentes méthodes sont envisa-
gées dans |Heinz & Chang 2001, Dobigeon et al. 2009,  Theys et al. 2009,
Honeine & Richard 2011a]. Par exemple, la méthode FCLS présentée dans
[Heinz & Chang 2001] estime les abondances en minimisant un colGt quadratique
sous contrainte de positivité et de somme unité. La stratégie géométrique décrite
dans [Honeine & Richard 2011a] vise & calculer les ratios de volumes de polyédres
dans ’espace engendré par les pixel-vecteurs hyperspectraux. Le principal avantage
de la premiére est la convexité du probléme d’optimisation. Un trés faible cotit de
calcul caractérise la seconde.

Les interactions entre les matériaux peuvent générer des phénomeénes non-
linéaires qui devraient étre pris en compte dans le calcul des abondances, au risque
sinon de fausser celui-ci. Des modeéles non-linéaires ont été récemment introduits
dans la littérature afin de tenir compte de ces effets. Citons par exemple le mo-
dele intime [Hapke 1981], et des approximations telles que le modéle bilinéaire
généralisé [Halimi et al. 2011a]. Les méthodes de démélange non-linéaire tentent
d’inverser ces modéles et d’estimer les abondances. Dans [Halimi et al. 2011a],
un algorithme de déconvolution non-linéaire pour le modéle de mélange bili-
néaire généralisé est proposé, et constitue la base de nombreux travaux. Basée
sur 'inférence bayésienne, cette méthode présente toutefois une complexité calcu-
latoire élevée et est consacrée exclusivement au modéle bilinéaire généralisé. Dans
|Raksuntorn & Du 2010, Nascimento & Bioucas-Dias 2009|, les auteurs envisagent
de considérer des modeles de mélange plus généraux en générant des spectres de
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référence artificiels par croisement des signatures de composés purs afin de prendre
en compte les éventuels effets de diffusion de la lumiére sur les différents matériaux.
Cependant, il n’est pas aisé d’identifier les termes croisés qu’il conviendrait de géné-
rer. Par ailleurs, un croisement de ’ensemble des composés purs identifiés condui-
rait sans nul doute a une explosion de la taille du probléme. Une autre stratégie
possible consiste a utiliser des méthodes d’apprentissage de variétés, telles que Iso-
map [de Silva & Tenenbaum 2003] et LLE [Roweis & Saul 2000], afin d’y résoudre
un probléme de démélange linéaire. Enfin, dans [Chen et al. 2013], les auteurs for-
mulent un nouveau paradigme basé sur des noyaux reproduisants. Le modéle repose
sur un processus de mélange linéaire, complété d’interactions non-linéaires exprimées
dans un espace de Hilbert a noyau reproduisant. Cette famille de modéles présente
une interprétation physique claire et permet de prendre en compte des interactions
complexes entre les composés de référence.

Cette thése vise a explorer de nouvelles voies pour le démélange non-linéaire
des données hyperspectrales. Tout d’abord, en considérant le cas ou les spectres
des composés de référence sont connus, nous exploitons les méthodes classiques de
démélange linéaire en y intégrant de nouvelles idées par apprentissage de variétés.
Plusieurs méthodes sont présentées et étudiées pour l'intégration directe ou indirecte
d’informations dans les étapes de démélange. Ensuite, nous envisageons le cas ou des
données d’apprentissage de vérité terrain sont disponibles, et résolvons le probléme
de démélange dans ce contexte. L’approche proposée consiste en 'identification de
I’application de I'espace des observations, celui des pixel-vecteurs, vers ’espace des
vecteurs d’abondance. Un tel probléme est dit de la pré-image [Bkir et al. 2004],
selon la terminologie en vogue en machine learning.

Le document est structuré ainsi :

— Chapitre 1 : Etat de l'art

Ce chapitre présente les terminologies de 'imagerie hyperspectrale. Plusieurs
problémes de traitement des données hyperspectrales sont introduits, notam-
ment la réduction de dimension, la classification, la détection et enfin le dé-
mélange.

— Chapitre 2 : Modéle de mélange et méthodes de démélange linéaire

Ce chapitre présente des modéles de mélange usité en imagerie hyperspectrale.
La complexité et 'adaptation de chaque modéle est discutée. Puis, quelques
méthodes pour le démélange linéaire sont détaillées. Ces algorithmes consti-
tuent un socle pour la présentation de nos propres méthodes de démélange
non-linéaires.

— Chapitre 3 : Ingénierie des noyaux

Ce chapitre introduit des méthodes d’ingénierie pour élaborer des noyaux re-
produisants adaptés aux applications envisagées. Les terminologies, les défini-
tions, les caractéristiques et quelques méthodes & noyaux sont présentées. Les
méthodes de noyaux sont au centre des préoccupations développées dans les
chapitres & suivre.

— Chapitre 4 : Démélange non-linéaire par apprentissage de variétés. Dans

ce chapitre, nous analysons les méthodes de démélange classiques opérant sur
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des variétés préalablement estimées. Nous présentons également des tests pour
valider les algorithmes proposés.

— Chapitre 5 : Démélange non-linéaire par méthode de pré-image.Nous y pro-
posons une méthode originale de démélange basée sur le probléme de la pré-
image. Une évolution de cet algorithme, incorporant des informations spa-
tiales, est introduite pour un gain en robustesse. Des simulations sont égale-
ment réalisées pour valider les algorithmes.
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Etat de I’art
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Dans ce chapitre, nous introduisons les principes de ’acquisition d’images hyper-
spectrales ainsi que les principales applications. Finalement, nous présentons brié-
vement nos contributions dans ce domaine.



6 Chapitre 1. Etat de l’art

1.1 Acquisition d’images hyperspectrales et applications

L’imagerie hyperspectrale, comme les autres modes d’imagerie spectrale, ac-
quiert des informations sur une partie du spectre électromagnétique. Si I'ceil hu-
main est sensible & la lumiére dans le domaine dit du visible selon trois bandes
spectrales principales (rouge, vert et bleu), I'imagerie spectrale segmente le spectre
en un nombre plus ou moins important de bandes. Cette technologie vise notamment
& acquérir des informations au-dela des limites du visible.

Les capteurs et systémes de traitement correspondants sont élaborés afin de pou-
voir étre déployés dans nombre d’applications tels que I'agriculture, la minéralogie,
la physique et la surveillance de la terre. Les capteurs acquiérent des signaux pro-
venant des objets imagés sur une large plage du spectre électromagnétique. Il existe
certains matériaux ayant des signatures spectrales uniques qui permettent de les
identifier sans ambiguité.

1.1.1 Acquisition des images hyperspectrales

Les capteurs hyperspectraux recueillent des informations selon une collection
d’images, chacune d’elle correspondant & une plage du spectre électromagnétique.
Ces images sont ensuite combinées pour former un cube de données hyperspec-
trales destiné & étre traité et analysé. La figure 1.1 présente un exemple de cube
hyperspectral généré par des capteurs aéroportés du « Airborne Visible/ Infrared
Imaging Spectrometer » de la NASA (AVIRIS) [NASA 1992]. De tels cubes de don-
nées peuvent aussi étre générés par des satellites comme Hyperion. Par ailleurs,
des capteurs portatifs sont aussi utilisés pour certaines expérimentations et études
[Huertas 1999]. Chaque pixel d'une image hyperspectrale consiste en un vecteur dont
chacune des composantes renvoie & une propriété de réflectance du matériau dans
une bande de fréquence donnée. La figure 1.2 illustre ce propos. La qualité d’une
image hyperspectrale dépend de sa résolution spectrale aussi bien que de sa résolu-
tion spatiale. La résolution spectrale est définie par la largeur de chaque bande de
fréquence. Plus les bandes sont étroites, plus les informations recueillies sont dis-
criminantes, facilitant par 14 méme l'identification des objets imagés. En revanche,
il convient de noter que des cellules petites ont des capacités de détection plus
faibles et sont sujettes a des rapports signal-sur-bruit (SNR) défavorables, ce qui
limite 'efficacité des méthodes de traitement employées. Les cubes hyperspectraux
fournissent une information de réflectance spectrale, qui est le rapport de I’énergie
réfléchie sur 'énergie incidente pour chaque bande spectrale. La réflectance est une
grandeur sans unité qui se situe dans l'intervalle [0,1]. La figure 1.3 illustre la pro-
cédure d’acquisition des données de réflectance. Ces réflectances varient en fonction
de la bande spectrale pour la plupart des matériaux, car I’énergie dans ces bandes
spectrales est dispersée ou absorbée a différents degrés. Ces spectres de réflectance
varient selon les matériaux imagés. La figure 1.4 illustre ce fait. Les valeurs en creux
de ces courbes indiquent les bandes pour lesquelles les matériaux absorbent signi-
ficativement 1’énergie incidente. Ces bandes sont appelées bandes d’absorption. La
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FIGURE 1.1 — Cube de données acquis par AVIRIS (NASA) [NASA 1992]
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FIGURE 1.2 — Cube hyperspectral [Bioucas-Dias et al. 2012]
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forme générale d’une courbe spectrale et la position des bandes d’absorption peuvent
étre utilisées pour identifier et distinguer les différents matériaux. Par exemple, la
végétation a une plus grande réflectance que les sols dans le proche infrarouge et
une réflexion moindre de la lumiére rouge.

Dans un but de comparaison, il convient de situer 'imagerie hyperspectrale par
rapport a 'imagerie multispectrale. La distinction repose sur le nombre de bandes
spectrales ou le type de mesures. Le choix d’une technique dépend de 'objectif de
I'application. L’imagerie multispectrale propose plusieurs images en bandes discrétes
et étroites. Pour cette raison, 'imagerie multispectrale ne produit pas le spectre
continu d’'un objet. L’imagerie hyperspectrale renvoie & un continuum de bandes
étroites. Ainsi un capteur constitué de seulement 20 bandes peut également étre
hyperspectral s’il couvre 'intervalle de 500 & 700 nm avec 20 bandes, chacune ayant
10 nm de largeur. Un autre terme aussi mentionné est 'imagerie ultraspectrale. 11
est réservé aux capteurs de type interféromeétre ayant une résolution spectrale trés
fine. La limitation de cette technologie est le volume trés élevé de données.

WY akle  Asfiested|F Tharpunl 18 Far F1
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FIGURE 1.3 — Procédure d’acquisition des réflectances [Manolakis et al. 2003]

1.1.2 Applications

A Torigine, cette technologie a été développée pour ’exploitation miniére et la
géologie grace a la possibilité d’identifier des minéraux différents, de rechercher du
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FIGURE 1.4 — Réflectances de matériaux différents en fonction des bandes de fréquence
[Microimage 2013]

pétrole, etc ... A T'heure actuelle, de nombreuses applications dans des domaines
variés coexistent. Parmi elles, on peut citer 1’écologie, la surveillance de la terre,
la chimie, ’astronomie. On reléve également des applications dans le traitement
des manuscrits historiques. Les applications de l'imagerie hyperspectrale ne cessent
actuellement de croitre.

La cartographie géologique et ’exploration miniére sont parmi les applications
principales qui bénéficient de la technologie hyperspectrale. De nombreux minéraux
et roches présentent des motifs caractéristiques dans leur spectre électromagnétique,
ce qui permet d’identifier leur composition chimique et les abondances relatives des
différents matériaux présents. Les capteurs & bande étroite peuvent étre embarqués
sur des plates-formes aéroportées et spatiales, et disposer d’une résolution suffi-
sante pour identifier les caractéristiques du milieu imagé et distinguer & distance
les matériaux naturels le constituant. La plupart des études utilisant des données
hyperspectrales, dans le cadre d’applications géologiques, concernent les zones de
terres arides ou semi-arides car sous ces climats, la végétation et les sols sont rares.
Par conséquent, les caractéristiques géologiques sont mieux préservées et exposées
que dans les régions tropicales, [Noomen 2007, Wertf 2006].

L’astronomie utilise depuis peu des imageurs hyperspectraux pour étudier la
formation et I’évolution des objets astronomiques. Comme cette technologie donne
accés & un cube de données ou 'axe des longueurs d’ondes est échantillonné treés fi-
nement, il est possible d’étudier avec précision le voisinage d’une raie d’émission ou
d’absorption en utilisant une large plage de bandes spectrales. Ceci permet d’obser-
ver "univers en volume et en profondeur. Néanmoins, la taille des cubes de données
demeure trés élevée. A titre d’exemple, notons que les cubes de données acquis par
MUSE (Multi-Unit Spectroscopic Explorer) [Bacon & et Al 2012] atteignent jus-
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qu’a 2400 x 2400 x 3000 pixels. Ceci pose la question de la complexité et des coiits
calculatoires pour les algorithmes appliqués & ce type de données.

L’imagerie hyperspectrale contribue aussi & la protection de I’environnement. La
plupart des pays exigent une surveillance en continu des émissions produites par les
centres de production d’énergie au charbon et au mazout, par les incinérateurs de
déchets municipaux qui peuvent s’avérer dangereux, par les cimenteries, ainsi que
par de nombreux autres types de sources industrielles. Ces activités de contrdle sont
généralement pratiquées a ’aide de systémes d’échantillonnage extractifs couplés a
des techniques de spectroscopie infrarouge. Certains types de mesures permettent
également ’évaluation de la qualité de I’air, mais ils ne sont pas trés populaires en
raison de I'incertitude sur les mesures. Le Telops Hyper-Cam, un imageur infrarouge
hyperspectral, offre maintenant la possibilité d’obtenir une image compléte des émis-
sions résultant des cheminées industrielles a partir d’'un emplacement distant, sans
avoir besoin de systémes d’échantillonnage extractifs, [Savary & et al. 2010].

La technologie hyperspectrale joue également des roles importants dans la sur-
veillance militaire. L’imagerie hyperspectrale y est particuliérement utile en raison de
contre-mesures que les entités militaires adverses prennent maintenant pour contrer
la surveillance aérienne.

L’avantage de 'imagerie hyperspectrale est que les méthodes n’ont besoin d’au-
cune connaissance fine de I’échantillonnage puisque le spectre entier est acquis en
chaque pixel, & condition que les post-traitements puissent exploiter les données dans
leur ensemble. L’imagerie hyperspectrale peut aussi profiter des relations spatiales
entre les différents spectres dans une zone, ceci permettant d’utiliser des modéles
spectro-spatiaux plus complexes pour une segmentation ou une classification de
I'image plus précise. Cependant, les inconvénients principaux sont le cotit et la com-
plexité. Il est nécessaire de recourir & des calculateurs rapides, et & des capacités
de stockage importantes car le volume d’un cube hyperspectral peut excéder des
centaines de méga-octets. Tous ces facteurs augmentent considérablement le cotit
d’acquisition et de traitement des données hyperspectrales.

1.2 Aspects d’analyse d’image hyperspectrale

Comme mentionné précédemment, 'imagerie hyperspectrale offre de nombreuses
opportunités dans des domaines différents. Cependant, cette technologie pose aussi
plusieurs défis dans le traitement et I’analyse. On peut citer :

La variabilité spectrale : la variabilité de la signature spectrale d’un matériau peut
étre trés importante dans les applications de télédétection en raison des varia-
tions des conditions atmosphériques, du bruit du capteur, de la composition
des matériaux, des matériaux alentour, etc ... Dans certain cas, il s’avére
difficile d’identifier un matériau donné & partir d’une bibliothéque de spectres.

Pixel de mélange la zone couverte au sol par un seul pixel est généralement assez
grande. Dans ces conditions, la réflectance d'un pixel est le mélange de tous les
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spectres des matériaux qui résident dans cette zone. On a alors a traiter des
pixels de mélange au lieu de pixels purs ot un seul matériau serait représenté.

Volume de données important et grande dimension de données : de nombreuses
techniques de traitement du signal, usuellement réservées & des données de
faible dimension, peuvent ne pas supporter un tel passage & 1’échelle.

Suppression des interférences : de nombreux signaux invisibles pour un capteur
d’imagerie ordinaire peuvent devenir visibles pour un capteur hyperspectral.
Dans ces conditions, il faut prévoir de supprimer ces interférences afin d’offrir
un meilleur contraste aux signaux d’intérét.

Pour maitriser ces problémes et s’adapter aux demandes de plusieurs applications,
I'imagerie hyperspectrale peut renvoyer a plusieurs taches telles que

Réduction de dimension : réduire la dimension spectrale afin de faciliter ’analyse
des données tout en préservant le résultat de ’analyse.

Classification : attribuer une étiquette de classe (ou la probabilité de classe) a
chaque pixel (en mode supervisé ou non-supervise).

Détection : rechercher les pixels correspondant & des signatures spectrales spéci-
fiques connues ou non.

Détection de changements : trouver des changements importants entre deux don-
nées hyperspectrales d’'une méme zone géographique.

Démélange : estimer la fraction d’abondance de chaque matériau présent dans la
zone couverte par le capteur.

La figure 1.5 illustre un procédé complet de 'exploitation d’images hyperspectrales.
Dans les sections suivantes, nous introduisons en détail chacune de ces téches.

1.3 Réduction de dimension

La taille importante des données et la grande dimension des images hyperspec-
trales entrainent des difficultés dans la transmission des données, le stockage et
I’analyse. Heureusement, la dimension spectrale peut étre réduite en exploitant la
corrélation spectrale. Il est possible de réduire cette dimension en se basant, soit sur
des transformations appropriées, grace a une PCA par exemple, soit par sélection
et regroupement de bandes. Les algorithmes utilisant des transformations ont pour
but de trouver un sous-espace optimal au sens de certains objectifs : SNR maximal,
variance maximale, etc ... Les données sont ensuite projetées sur ce sous-espace.
Par ailleurs, les méthodes basées sur la sélection de bandes visent & choisir un sous-
ensemble de bandes tout en préservant la qualité des résultats. Comme pour d’autres
taches, la réduction de dimension peut étre supervisée ou non-supervisée, linéaire ou
non-linéaire. Dans cette partie, nous allons nous concentrer sur quelques méthodes
de réduction de dimension connues utilisant des transformations et projections dif-
férentes selon 'objectif recherché.
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FIGURE 1.5 — Procédure de traitement et d’analyse [Shaw & Manolakis 2002]

1.3.1 Reéduction basée sur les transformations

Une méthode classique non-supervisée est 'analyse en composantes principales
(PCA) [Jolliffe 1986], qui consiste & transformer des variables corrélées en nouvelles
variables décorrélées. 11 s’agit d’une approche a la fois géométrique (les variables
sont représentées dans un nouvel espace, selon des directions d’inertie maximale)
et statistique (la recherche porte sur des axes indépendants expliquant au mieux la
variabilité - la variance - des données). Lorsque l'on veut compresser un ensemble de
variables, les premiers axes de 'analyse en composantes principales sont les meilleurs
choix, du point de vue de l'inertie ou de la variance. Ces nouvelles variables sont
nomimeées composantes principales, et s’expriment selon des axes principaux. Cette
approche permet de réduire le nombre de variables et de rendre 'information moins
redondante. On commence par calculer la matrice covariance C d’un tableau de
données X de taille m x n, avec m la dimension et n le nombre d’observations

C = %293193?

=1

Les données sont ensuite projetées sur les k premiers vecteurs propres de cette ma-
trice C, permettant de réduire la taille des données de m a k. La figure 1.6 illustre
les deux composantes principales d’'un ensemble de données de dimension deux. Il
est possible d’appliquer la PCA afin de réduire la taille d'un cube hyperspectral
et d’extraire ses caractéristiques, dites composantes principales, et d’alléger ainsi
la charge des autres traitements. Si un tel traitement favorise une reconstruction
fidéle des données malgré la réduction de leur dimension, il n’est pas nécessaire-
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ment approprié lorsqu’il précéde une opération de classification puisqu’il ne vise
pas a préserver la séparabilité de classes. En raison de ces faiblesses, d’autres mé-

FIGURE 1.6 — Composantes principales d’un ensemble de données

thodes ont été introduites. On peut citer parmi elles Noise-Adjusted PCA (NAPCA)
[Chang & Du 1999] ou Minimum Noise Fraction (MNF) [Green et al. 1988]. Ces mé-
thodes affinent la PCA conventionnelle en classant les composantes principales en
fonction du SNR. Ces méthodes cependant demandent une estimation précise du
bruit, qui peut étre difficile dans certain cas. De plus, le critére du SNR n’est pas
approprié dans les cas ot les interférences sont importantes. Pour estimer la variance
du bruit en chaque bande spectrale (pour une matrice de covariance de bruit diago-
nale), il peut étre supposé que le signal en chaque pixel a une forte corrélation avec
ses voisins (spatiale et spectrale). Ainsi, le résidu d’une prédiction linéaire peut étre
associé a la composante de bruit. La variance du bruit peut étre estimée comme la
variance des composantes de bruit en tous les pixels. L’estimation des paramétres
du bruit peut étre plus précise si la prédiction linéaire est menée dans des zones
homogenes.

Une autre méthode est l'analyse discriminante linéaire de Fisher (LDA)
[Duda et al. 2000]. Il s’agit d’une technique supervisée standard de réduction de
dimension dans le domaine de la reconnaissance des formes. Elle consiste & proje-
ter les données de grandes dimensions sur un espace de faible dimension, ol toutes
les classes sont bien séparées. Ceci se traduit par la maximisation d’'un quotient
de Rayleigh. Néanmoins, cette méthode peut donner des résultats inattendus si les
échantillons d’une classe sont distribués selon une loi multimodale. I.’analyse discri-
minante de Fisher locale (LFDA) [Sugiyama 2006] est congue pour surmonter cette
difficulté. Pour I'imagerie hyperspectrale, qui peut présenter des caractéristiques
multimodales dans chaque classe, LFDA peut donner de meilleures performances
que le FDA original.

Dans de nombreux cas, les données hyperspectrales peuvent ne pas vivre dans
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un hyperplan. Cela méne & des résultats biaisés qui influent sur les procédures de
traitement & suivre. Les récents développements dans le domaine de ’apprentissage
des variétés permettent de pallier cette difficulté. Si la variété est de faible dimension,
les données peuvent étre visualisées dans cet espace de faible dimension.

Parmi ces méthodes, on peut citer les plus connues : KPCA [Mika et al. 1999,
ISOMAP |de Silva & Tenenbaum 2003], LLE [Roweis & Saul 2000]. KPCA est une
méthode développée a partir de PCA en utilisant I’astuce du noyau [Aronszajn 1950].
KPCA commence par calculer la matrice de covariance des données représentées
dans un espace de Hilbert a noyau reproduisant, de grande dimension.

avec ®(-) une application implicite donnée conséquente au choix d’un noyau. Les
données transformées sont ensuite projetées sur les k& premiers vecteurs propres de
cette matrice, & 'image de PCA. Cette approche utilise 'astuce du noyau pour allé-
ger la charge calculatoire. Malheureusement, il n’est pas trivial de trouver un noyau
performant pour un probléme donné, de sorte que KPCA ne donne pas toujours
de bons résultats pour certains problémes. Par exemple, il est connu qu’il donne de
piétres performances pour des points situés sur une variété de type Swiss Roll, voir
ci-apreés.

Isomap [de Silva & Tenenbaum 2003| est 'une des méthodes de réduction de
dimensionnalité les plus largement utilisées. Pour cette méthode, les distances géo-
désiques sont traduites selon une métrique euclidienne grice & la méthode MDS
|Cox & Cox 1994]. L’algorithme fournit une méthode simple pour estimer la géomé-
trie intrinséque d’une variété de données griace & une estimation approximative de
la distance de chaque point & ses voisins. Isomap est trés efficace et généralement
applicable & un large éventail de type de données. La figure 1.7 donne un résultat
obtenu avec Isomap. Cette méthode sera discutée dans la suite. Notons qu’il existe
une évolution de cette méthode, le Landmark-Isomap [Bengio et al. 2003|. Cet al-
gorithme vise & augmenter Pefficacité calculatoire au prix d’une certaine perte de
précision des résultats.

L’algorithme LLE [Roweis & Saul 2000] a été proposé en méme temps qu’lso-
map par une équipe concurrente. Il a plusieurs avantages par rapport a Isomap,
notamment une optimisation plus rapide reposant sur des matrices éparses, et une
meilleure qualité des résultats sur de nombreux problémes. LLE commence par dé-
terminer un ensemble de plus proches voising pour chaque chaque point. Il calcule
ensuite un ensemble de poids pour chaque point, qui décrit au mieux celui-ci en
tant que combinaison linéaire de ses voisins. A partir de ces informations, il utilise
enfin une technique d’optimisation & base de vecteurs propres pour définir ’espace
de représentation des données le plus adéquat.
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F1GURE 1.7 — Traitement des données Swiss Roll avec Isomap [Lei et al. 2012]

1.3.2 Notions sur 'utilisation des méthodes de réduction de di-
mensions

Dans certains cas, 'utilisation d’une méthode de réduction de dimension peut
améliorer les performances dans le contexte de 'analyse des images hyperspectrales.
Cependant, il est possible que I'utilisation de telles techniques puissent dégrader les
performances, par rapport & celle utilisant la dimension originale. Enfin, la question
du choix de la dimension de I'espace de représentation final demeure ouverte. Dans
le cadre d’un probléme de classification supervisée, celui-ci est lié au nombre de
classes.

1.4 Classification

Etant donné un ensemble d’observations (pixel-vecteurs), le probléme de classi-
fication consiste a attribuer une étiquette unique & chaque pixel. Pour résoudre ce
probléme, on peut recourir préalablement & un algorithme de démélange afin d’ex-
traire les coefficients d’abondance en guise de vecteurs de paramétres. La taille du
probléme s’en trouve ainsi réduite. La figure 1.8 illustre un procédé de classification
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standard.

Pour la classification de données hyperspectrales toujours, il existe plusieurs
types de problémes de classification. Ainsi est-il possible d’envisager un cadre super-
visé ou non-supervisé selon 'existence d’une vérité terrain ou non. L’approche non-
supervisée peut s’avérer délicate étant donné ’absence d’information sur le nombre
de classes & discriminer. En ce qui concerne I'approche supervisée, la malédiction de
la dimensionnalité constitue un écueil certain étant donnée la dimension des pixel-
vecteurs au regard du nombre de données d’apprentissage généralement disponibles.
Afin d’améliorer les performances des algorithmes, il est recommandé d’exploiter
conjointement les informations spectrales et spatiales. En conclusion, il est en pra-
tique important de recourir & des algorithmes de pré-traitement efficaces et rapides.

Réduction de Extraction des
_.

; ; s —» Classification » Pixels Classifiés
dimension caracteristiques

FI1GURE 1.8 — Procédure de classification

1.4.1 Classification non-supervisée

La classification non-supervisée doit faire face a ’absence de données étique-
tées. Plusieurs approches pour surmonter ce probléme ont été proposées en analyse
de données hyperspectrales : le clustering, la segmentation hiérarchique, I’approche
objet. Le clustering |Elavarasi et al. 2011] vise a établir automatiquement des re-
groupements dans l’espace des caractéristiques en estimant les centres de chaque
classe. La question centrale reste le choix du nombre de classes.

La segmentation hiérarchique a pour but de produire un ensemble de segmenta-
tions de 'image & différents niveaux de détails. Les segmentations grossiéres peuvent
étre produites en fusionnant des régions de segmentations plus fines. Un algorithme
typique est la segmentation hiérarchique récursive (RHSEG)|Tarabalka et al. 2012].
1l s’agit d’un hybride de la technique de croissance de région et du clustering spec-
tral. RHSEG effectue une segmentation multi-résolution, dans laquelle les régions
aux niveaux les plus fins peuvent étre associées & des régions & des niveaux plus



1.4. Classification 17

grossiers. Chaque région peut étre suivie dans la hiérarchie de segmentations afin de
désigner le niveau de segmentation optimal pour une région donnée.

La classification d’images basée sur les objets est aussi dite analyse d’images
basée sur les objets (OBIA) ou GEOBIA [Chena et al. 2012| dans le domaine de la
télédétection. La technique fonctionne & des échelles multiples et utilise les infor-
mations spectrales, morphologiques, tailles, textures, structure et contextuelles pour
regrouper de fagon non-supervisée des pixels dans des objets. Le logiciel le plus connu
pour cette technologie est « Definiens e-cognition » (http ://www.ecognition.com).
Il peut segmenter 'image originale en objets connectés, éventuellement & différents
niveaux, et choisir automatiquement ou semi-automatiquement un niveau optimal
pour chaque objet.

1.4.2 Classification supervisée

La classification supervisée utilise des pixels déja étiquetés pour élaborer un
classifieur. Il existe plusieurs stratégies pour la classification supervisée. D’abord,
nous commencons par les approches classiques.

— Le classifieur utilisant la distance minimale qui assigne un pixel a la classe la

plus proche.

— Le clasgsifieur du maximum de vraisemblance évalue la probabilité d’attribution
d’un pixel & une classe & l'aide & la fois de la variance et de la covariance des
échantillons d’apprentissage disponibles.

— Les classifieurs discriminants qui visent & classer un ensemble de pixel-vecteurs
dans des classes différentes en utilisant une fonction discriminante qui minimise
Ierreur de classification. Plusieurs types de fonctions discriminantes peuvent
étre appliquées : plus-proches-voisins, arbres de décision, fonctions linéaires,
fonctions non-linéaires, etc . ..

Ces types de classifieurs classiques sont trés sensibles & I'augmentation de la di-
mension des données. Pour les grandes dimensions, il faut disposer de suffisam-
ment de données d’apprentissage. L’utilisation des noyaux est une bonne solu-
tion pour ce probléme. Ce principe est aujourd’hui 'un des plus populaires pour
la classification supervisée hyperspectrale. La classification utilisant les méthodes
a noyaux a commencé avec l'utilisation des séparateurs & vaste marge (SVM)
[Suykens et al. 2002, Camps-Valls & Bruzzone 2005]. L’astuce du noyau permet aux
algorithmes d’opérer dans un espace de Hilbert de grande dimension, voire infinie,
dans lequel les données d’apprentissage peuvent devenir linéairement séparables. Les
SVM visent donc a trouver un hyperplan & marge maximale pour séparer les données
d’apprentissage dans cet espace. La figure 1.9 illustre le principe de cette approche.
Des difficultés subsistent cependant pour la mise en ceuvre de ce type d’approche,
en particulier le choix du noyau. D’autres algorithmes de classification populaires
reposent sur les réseaux de neurones [Benediktsson et al. 1990]. Le perceptron multi-
couche avec apprentissage par rétro-propagation du gradient a été largement utilisé.
Comparés aux méthodes & noyau, les réseaux de neurones sont davantage sensibles &
la malédiction de la dimensionnalité. Toutefois, si un post-traitement spatial est ap-
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FIGURE 1.9 — Injection des données dans un espace de grande dimension

pliqué, les réseaux de neurones peuvent également s’avérer efficaces. Parmi les autres
méthodes de classification supervisées, on peut citer la classification par sous-espaces
[Li et al. 2012| et 'apprentissage de variétés [Ma et al. 2010].

1.4.3 Classification combinant informations spatiales et spectrales

Plusieurs algorithmes tendent & combiner les informations spatiales et spectrales

pour améliorer les résultats de classification.

— Classification basée sur les profils morphologiques : ils utilisent des opé-
rations d’ouverture et de fermeture afin d’inclure des informations spa-
tiales [Benediktsson et al. 2003]. Lorsqu’elle est couplée a un classifieur
SVM, cette méthode peut donner de trés bons résultats. D’autres al-
gorithmes ont aussi été développés selon le méme principe : les profils
morphologiques étendus [Plaza et al. 2005], les profils d’attributs morpholo-
giques [Mura et al. 2010], les approches morphologiques des bassins hydrogra-
phiques [Tarabalka et al. 2010b]

— Classification intégrant une segmentation [Tarabalka et al. 2010a] : cette mé-
thode combine le RHSEG (un classifieur non-supervisé) et un SVM pour clas-
ser chaque pixel en intégrant des informations spatiales.

— Classification associant champs de Markov et SVM |Tarabalka et al. 2010c¢] :
un champ de Markov est utilisé dans le post-traitement pour exploiter des
informations spatiales.

1.4.4 Progrés récents en classification

Dans cette section, on énumeére quelques tendances nouvelles en classification
des données hyperspectrales.

— Classification semi-supervisée : ce procédé utilise & la fois des échantillons

étiquetés et non étiquetés. Pour les applications réelles, les données d’en-
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trainement sont généralement difficiles & obtenir en grand nombre. On uti-
lise donc également des échantillons non étiquetés qui devraient étre rela-
tivement faciles & générer. Un algorithme de ce type est le SVM transduc-
tif (TSVMs) [Bruzzone et al. 2006]. Il est basé sur 1'utilisation conjointe des
échantillons étiquetés et non-étiquetés dans le cadre d'un processus itératif a
apprentissage transductif.

— Apprentissage actif : il sélectionne les échantillons les plus informatifs dans un
groupe de candidats. Jusqu’a présent, de nombreuses stratégies d’apprentis-
sage actives homme-machine ont été proposées. Quand le cadre de machine &
machine peut étre utilisé, on parle d’auto-apprentissage semi-supervisé.

— Démeélange des images avant classification [Dopido et al. 2011] : le démélange
spectral peut étre utilisé pour 'extraction de caractéristiques avant classifica-
tion supervisée. Ce démélange peut étre réalisé de facon supervisée (données
étiquetées) ou non-supervisée (image originale).

— Intégration de la classification et d’'un démeélange spectral avec apprentissage
actif [Dopido et al. 2012].

1.5 Détection

La détection d’une cible dans une image hyperspectrale se rapporte a l'utilisation
de la haute résolution spectrale des images d’hyperspectrales pour cartographier les
emplacements d’'un objectif, ou une caractéristique avec une signature spectrale ou
spatiale particuliére. La détection de la cible en imagerie hyperspectrale renvoie a
plusieurs techniques de traitement, et modes d’acquisition et fusion de l'informa-
tion : reconnaissance par la forme, la signature hyperspectrale, la texture, etc...
dans une ou plusieurs bandes. Les cibles d’intérét sont souvent plus petites que la
taille des pixels de I'image (détection de cibles sub-pixelliques), ou sont mélangées
a d’autres types de couverture non ciblés au sein d’un pixel. Il faut donc recourir
parfois & des pré-traitements tels que le démeélange spectral pour détecter les cibles.
Les images hyperspectrales sont utiles a la détection de cibles car elles renvoient a
un continuum de bandes spectrales, et fournissent de grandes quantités de données a
haute résolution spectrale. Avec une image hyperspectrale, les propriétés spectrales
telles que le contraste, la variabilité, la similitude et la discriminabilité, peuvent étre
utilisées pour détecter des cibles au niveau sub-pixellique.

Bien que la détection puisse étre envisagée comme un probléme de classification a
deux classes, il y a quelques différences majeures. Tout d’abord, le nombre de pixels
couverts par la cible peut étre petit et il est difficile d’avoir assez d’échantillons
d’entrainement pour estimer les statistiques de la classe cible. De plus, en raison
de la dominance des pixels de fond (non-cible), la minimisation de la probabilité
d’erreur n’est plus un bon choix. Au lieu de cela, il est préférable de maximiser la
probabilité de détection en gardant la probabilité de fausse alarme bornée.

Etant donné un spectre observé r, un test classique consiste & comparer le rap-
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port de vraisemblance défini ci-dessous & un seuil.

p(r|cible présente)

A(r) = (1.1)

p(r|cible absente)
Le seuil doit étre fixé de sorte a satisfaire un compromis entre la probabilité de bonne
détection et la probabilité de fausse alarme, décrit par la courbe opérationnelle du
récepteur (COR). En pratique, le choix du seuil devrait étre effectué sans recourir
a une intervention extérieure. Dans ce contexte, un détecteur de type CFAR veille
4 maintenir le taux de fausse alarme constant, indépendamment des paramétres de
nuisance du probléme.

1.6 Démélange des images hyperspectrales

En imagerie hyperspectrale, les capteurs acquiérent souvent des scénes dans les-
quelles de nombreuses substances matérielles hétérogénes contribuent au spectre
mesuré. Ce dernier est alors qualifié de pixel de mélange. Les pixels de mélange
sont fréquents dans les images hyperspectrales en raison d’une résolution spatiale
insuffisante du capteur, ou en raison des effets de mélanges intimes. La figure 1.10
illustre des pixels de mélange dans une image hyperspectrale. En plus des effets de
mélanges spectraux, il y a beaucoup d’autres sources de perturbation qui peuvent
affecter considérablement les images hyperspectrales. Par exemple, les perturbateurs
atmosphériques sont une source potentielle de mélange. Par ailleurs, des effets de
diffusion /réflexion multiples peuvent également entrainer des inexactitudes du mo-
déle. Enfin, les ombres et les conditions d’éclairage variées peuvent intervenir. Les
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FiGURE 1.10 — Pixels de mélange dans une image hyperspectrale [Ciznicki et al. 2012]

pixels de mélange peuvent s’avérer trés génants dans les procédés d’analyse et de
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traitement des images hyperspectrales. Par exemple, une procédure de classifica-
tion pixel par pixel peut étre aisément trompée du fait de la présence de mélange.
Un reméde consisterait & augmenter la résolution spatiale de 'image. Néanmoins,
les effets de mélange intime dans des matériaux homogénes tels que les sols et les
sables interviennent indépendamment d’une résolution méme accrue. Notons que
de tels mélanges entre matériaux sont de nature non-linéaire vis-a-vis des spectres
mesurés. Les méthodes de démélange offrent des capacités d’interprétation impor-

a) b)

F1GURE 1.11 — Deux types de pixels dans une image hyperspectrale : a) mélange linéaire
b) mélange intime non-linéaire [Keshava & Mustard 2002]

tante dans de nombreux scénarios tactiques pour lesquels les détails sub-pixelliques
sont essentiels [Keshava & Mustard 2002]. Le démélange spectral est une procédure
selon laquelle un spectre mesuré est décomposé en un ensemble de spectres élémen-
taires, ou endmembers, et un ensemble de fractions correspondantes, ou abondances.
Plus clairement, ces derniers indiquent la proportion de chacun des endmembers re-
présentés dans le pixel de mélange. Les endmembers correspondent aux éléments
constitutifs identifiés dans la scéne, comme 'eau, les sols, les métaux, etc. Un pixel-
vecteur est dit pur s’il ne se référe qu’a un seul élément. Une image hyperspectrale
peut ne contenir aucun pixel pur.

Deux familles d’algorithmes de démélange peuvent étre identifiées selon la na-
ture des mélanges considérés : linéaire et non-linéaire. Dans un modéle de mélange
linéaire, les composants macroscopiquement purs sont supposés étre répartis de fa-
¢con homogéne dans des patchs distincts de la scéne hyperspectrale. Dans un mélange
non-linéaire, les composants microscopiquement purs sont intimement mélangés. Les
algorithmes dédiés & ce type de mélange visent a identifier une fonction non-linéaire
reliant les spectres des matériaux et leur abondance au pixel-vecteur acquis. Une
connaissance a priori approfondie des matériaux est importante.

D’une maniére générale, le probléme du démélange spectral est un cas particulier
du probléme inverse généralisé qui vise & estimer les parameétres du systéme en
utilisant une ou plusieurs observations d’un signal ayant interagi avec le systéme
avant d’arriver au capteur. Un procédé de démélange complet commence par un
cube de données sur lequel une correction atmosphérique a déja été appliquée. Une
réduction de dimension peut étre appliquée selon l'algorithme de démélange choisi.
Apreés cette étape, une extraction des endmembers est pratiquée pour trouver les
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spectres constitutifs de la scéne. Les algorithmes existants estiment les abondances
aprés ou conjointement & l’extraction des endmembers. La procédure compléte est
schématiquement représentée sur la figure 1.12. Chacune des étapes est détaillée
dans les sections suivantes.

Cube Hyperspectral Initial

i
Réduction de
dimension
3
Extraction des
endmembers
Inversion/
Estimation des -
abondances
Y Y

L e -

=

Plan des abondances

FIGURE 1.12 — Procédure de démélange [Parente & Plaza 2010]

1.6.1 Modéles de mélange

La définition d’un modéle physique de mélange spectral est une étape essentielle
pour le démélange. Ces modeéles visent & décrire comment les composantes consti-
tutives d’un pixel se combinent pour produire les spectres mesurés. Ils tentent de
reproduire la physique fondamentale dictant la phénoménologie hyperspectrale. Les
algorithmes de démélange visent & utiliser ces modéles pour effectuer 'opération
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d’inversion, qui a pour but d’estimer les endmembers et leurs abondances en chaque
pixel-vecteur de 'image.

A partir des deux principaux types de mélanges existants, on a déduit deux
familles générales de modéles de mélange :

Pour le modele linéaire [Keshava & Mustard 2002], la surface imagée correspon-
dant & chaque pixel est constituée de patchs homogénes. Le rayonnement réfléchi
combine les spectres des éléments constitutifs dans les mémes proportions que leurs
abondances respectives. Dans ce cas, il existe une relation linéaire entre les abon-
dances des substances et le spectre mesuré. Soit r = {ry,r2,...,r1} le spectre de
réflectance acquis par le capteur avec L le nombre de bandes, m; le spectre du
i® matériau constitutif, & = {a1,aq,...,ar} le vecteur des abondances avec R le
nombre de matériaux, et m un bruit. On a donc

r=aymi+aymo+---+arpmgrg+n (1.2)

Dans ce modéle, les abondances doivent répondre aux contraintes de positivité et
de somme unité :

>0, Viel,...,R
R

Zaizl.

i=1

Pour le modéle non-linéaire, le modéle de mélange non-linéaire est décidément plus

(1.3)

complexe en raison des interactions entachant le pixel-vecteur. On peut décrire ce
modéle avec I’équation :
r=%a,M)+n (1.4)

ou ¥ est une fonction non-linéaire. Quelques modeéles de cette famille ont déja
été introduits, par exemple, le modele bilinéaire généralisé [Halimi et al. 2011a], le
modele intime |Nascimento & Bioucas-Dias 2010], ou le modéle post non-linéaire
[Altmann et al. 2011b].

1.6.2 Réduction de dimension

L’étape de réduction de dimension a été présentée dans la section 1.3. Dans cette
partie, nous allons davantage nous intéresser & la recherche du nombre de dimensions
nécessaires, c’est-a-dire du nombre de sources primitives qui constituent 'image hy-
perspectrale, ou encore le nombre de endmembers. On peut citer quelques méthodes
utiles : VD [Chang el al. 2010], HySime [Bioucas-Dias & Nascimento 2008], ou en-
core EML [Bin et al. 2012]

— Virtual Dimensionality (VD) : Cette méthode part du principe que chaque
composé élémentaire est présent majoritairement dans une bande spectrale,
ou l'influence des autres composés est négligeable. Selon ce point de vue, ’es-
timation de la VD repose sur la comparaison des valeurs propres des matrices
de covariance et de corrélation des pixels vecteurs observés.
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— Hyperspectral Subspace identification minimum error (HySime) : Le principe
de cette approche est proche d’une analyse en composantes principales, tout
en prenant en compte les caractéristiques du bruit entachant les observations.

— Eigenvalue Likelihood Maximization (ELM) : Cette méthode apporte une mo-
dification & VD en prenant en compte le fait que les valeurs propres correspon-
dant au bruit sont identiques sur les matrices de covariance et de corrélation.
En outre, les valeurs propres correspondant au signal (endmembers) sont plus
grandes dans la matrice de corrélation que dans la matrice de covariance. La
technique exploite ce fait et donne une méthode entiérement automatique qui
ne demande aucun paramétre en entrée comme VD, ni d’estimation du bruit
comme Hysime.

1.6.3 Extraction des endmembers

Afin d’extraire des endmembers, plusieurs méthodes ont été développées. Cer-
taines de ces méthodes supposent l'existence de pixels purs dans la scéne et les
considérent comme des endmembers. Parmi celles-ci, on peut citer des méthodes
classiques comme NFINDR [Winter 1999, SGA [Chang et al. 2006], ou encore VCA
[Nascimento & Bioucas-Dias 2005].

L’algorithme N-FINDR a pour but de trouver les endmembers en maximisant le
volume du simplexe défini par ces derniers. Les sommets qui définissent ce simplexe
sont les endmembers recherchés, & condition qu’il existe un pixel pur pour chaque
endmember dans l'image traitée. La figure 1.13 illustre ce propos. Une étape de
réduction de dimension est appliquée avant d’utiliser cet algorithme car les calculs
de volume demandent d’évaluer le déterminant d’'une matrice carrée. L’algorithme

N\ € =conviM}

FIGURE 1.13 — Ensemble de données hyperspectrales comprenant 3 endmembers

SGA détermine les endmembers de maniére successive. Tout d’abord, 1’algorithme
commence par un point initialisé de facon aléatoire ¢, puis recherche un autre point
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qui maximise le volume du simplexe Sj; = {t,r;}. Ce point est choisi comme le
premier endmember et étiqueté mq. SGA poursuit sa recherche avec les simplexes
Soi = (mq,r;). Le point r; maximisant le volume de ce simplexe est sélectionné
comme étant le deuxiéme endmember et étiqueté mo. Le processus continue jusqu’a
ce que les R endmembers requis aient été déterminés.

L’algorithme VCA repose sur le fait que la transformation affine d’un simplexe
est également un simplexe. On projette les données selon une direction qui est ortho-
gonale au sous-espace engendré par les endmembers qui ont été trouvés jusque la. Le
point le plus éloigné fournit un endmember supplémentaire. L’algorithme enchaine
ces itérations jusqu’a ce qu’il atteigne le nombre souhaité de endmembers. VCA
traite la distance entre un point et le sous-espace engendré par les endmembers. Cet
algorithme est similaire & SGA a la différence que le VGA utilise un processus de
caractérisation du bruit afin de réduire la sensibilité au bruit. Ceci est réalisé en
utilisant la décomposition en valeurs singulieres (SVD) pour obtenir la projection
qui représente au mieux les données au sens de la puissance maximale.

Ces méthodes peuvent étre raffinées en ajoutant des information spatiales. Le
pré-traitement spatial ne modifie pas 'algorithme spectral. Pour ces modifications,
on suppose que les signatures pures demeurent dans des zones spatialement ho-
mogenes. Un indice d’homogénéité spatiale est évalué. 1l est utilisé afin de définir
des régions homogeénes grace & un algorithme de classification, qui servent & guider
Pextraction des endmembers [Martin & Plaza 2011]. 11 existe aussi des algorithmes
intégrant les informations spatio-spectrales sous forme de transformations morpho-
logiques comme AMEE [Plaza et al. 2002] ou SSEE [Rogge et al. 2007].

Trés souvent, on ne trouve pas de pixels purs dans une scéne hyperspec-
trale. Ces cas requiérent l'utilisation d’approches spécifiques. Parmi elles, on peut
citer MVSA [Li & Bioucas-Dias 2008], SISAL [Hendrix et al. 2012], MVC-NMF
[Miao & Qi 2007] et ICE [Berman et al. 2004]. Ces méthodes recherchent un sim-
plexe de volume minimum qui enferme tous les pixels de la scéne. Elles autorisent la
violation de la contrainte de positivité par les fractions d’abondance car, en présence
du bruit ou des perturbations, les vecteurs spectraux peuvent se situer en dehors du
simplexe. Par ailleurs, MVC-NMF résout un probléeme d’optimisation appliqué aux
données d’origine qui consiste & minimiser conjointement l’erreur de reconstruction
et le volume du simplexe.

Le choix d’'une méthode d’extraction dépend beaucoup du type de données, des
applications, et du choix de ’algorithme de démélange utilisé.

1.6.4 Meéthodes linéaires d’estimation des abondances

Une fois les endmembers extraits, il faut estimer leurs abondances respectives. Ce
probléme a le plus souvent été traité en utilisant le modele de mélange linéaire. Une
idée primitive est de trouver les abondances qui minimisent ’erreur de reconstruction
|r—Ma|?, ott M désigne la matrice des endmembers rangés en colonne. Cependant,
ce résultat ne tient pas compte des contraintes de positivité et de somme unité. La
méthode FCLS vise & résoudre ce probléme [Heinz & Chang 2001| en minimisant
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Ierreur quadratique sous ces contraintes. Le principal avantage de cette approche
est la convexité du probléme d’optimisation.

Il existe d’autres approches reposant sur le modéle linéaire. Des exemples sont
décrits dans [Dobigeon et al. 2009, Theys et al. 2009, Honeine & Richard 2011a]. La
stratégie géométrique décrite dans [Honeine & Richard 2011a] vise & estimer les
abondances en calculant les ratios de volumes de polyédres dans l'espace décrit
par les pixel-vecteurs. Cette méthode a un faible cotit calculatoire.

Certains algorithmes d’extraction peuvent fournir une estimation des abondances
simultanément, notamment les méthodes ne reposant pas sur 'hypothése de pixel
pur. Il existe aussi des techniques basées sur les principes de séparation aveugle de
sources, qui ne nécessitent pas que les endmembers soient connus. On peut citer
l’analyse en composantes indépendantes (ICA) [Hyvarinen & Oja 2000] et la facto-
risation en matrices non-négatives (NMF).

Ces méthodes reposent sur une approximation linéaire de la loi de mélange des
images hyperspectrales. Dans les cas de mélanges intimes par exemple, les résultats
peuvent s’avérer sévérement biaisés. Il est alors nécessaire de recourir a des méthodes
de démélange non-linéaire.

1.6.5 Meéthodes non-linéaires d’estimation des abondances

Plusieurs algorithmes et modéles de mélange ont été développés pour
faire face aux non-linéarités dans les scénes hyperspectrales. Comme men-
tionné dans les sections précédentes, des modéles non-linéaires peuvent étre
introduits pour tenir compte de ces effets, par exemple, le modéle bili-
néaire généralisé |[Halimi et al. 2011al, le modéle de mélange post non-linéaire
[Jutten & Karhunen 2003a] et le modéle intime [Hapke 1981]. Les méthodes de dé-
mélange non linéaire visent & inverser ces modeéles et a estimer les abondances.
Dans [Halimi et al. 2011a], un algorithme de démélange non-linéaire pour le modele
de mélange bilinéaire a été proposé. Basé sur l'inférence bayésienne, cette méthode
présente toutefois une complexité calculatoire élevée et n’est consacrée qu’au modéle
bilinéaire. Dans [Raksuntorn & Du 2010, Nascimento & Bioucas-Dias 2009], les au-
teurs élargissent ’ensemble des endmembers en ajoutant des termes croisés de signa-
tures artificielles pour modéliser les effets de diffusion de la lumiére sur les différents
matériaux. Cependant, il n’est pas facile d’identifier les termes croisés qui devraient
étre sélectionnés et ajoutés au dictionnaire des endmembers. Si tous les termes croi-
sés étaient envisageés, la taille de 'ensemble des endmembers pourrait croitre de
facon treés significative. Une autre stratégie possible consiste & utiliser des méthodes
d’apprentissage de variétés tels que Isomap [de Silva & Tenenbaum 2003] et LLE
[Roweis & Saul 2000], comme nous le proposons dans ce document, ces méthodes
permettant 'utilisation de méthodes linéaires dans la variété ainsi définie. Enfin,
dans [Chen et al. 2012|, les auteurs formulent un nouveau paradigme basé sur les
noyaux reproduisants. Il repose sur ’hypothése que le mécanisme de mélange peut
étre décrit par un mélange spectral linéaire des endmembers, complété par un terme
de fluctuations non-linéaires défini dans un espace de Hilbert & noyau reproduisant.
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Cette famille de modéles partiellement linéaires a une interprétation physique claire
et permet de prendre en compte des interactions complexes entre les endmembers.

L’étape d’estimation des abondances peut étre accomplie dans le contexte
ou les abondances sont connues pour certains pixels, appelés données d’entraine-
ment. Un processus d’apprentissage est ensuite appliqué afin d’estimer les abon-
dances des pixels restants, par exemple [Tourneret et al. 2008, Themelis et al. 2010,
Altmann et al. 2011b]. Une méthode [Plaza & Plaza 2010] utilise un réseau de neu-
rones pour apprendre les propriétés des mélanges non-linéaires & partir d'un en-
semble d’apprentissage, en mode supervisé ou semi-supervisé. Le probléeme le
plus important est la disponibilité limitée des données d’entrainement. Dans
[Altmann et al. 2011b], le modeéle considéré est une combinaison linéaire de fonc-
tions & base radiale. Les pondérations sont estimées sur la base des échantillons
d’apprentissage.

1.7 Orientation des travaux

Dans ce travail, nous étudions des méthodes d’apprentissage des variétés et les
intégrons dans des méthodes de démélange, pour mieux extraire les endmembers et
estimer leurs abondances.

D’abord, nous considérons des méthodes d’apprentissage de variétés afin de
pouvoir y appliquer des techniques de démélange linéaire. Nous montrons que,
dans un contexte d’apprentissage supervisé, 'estimation des abondances a partir
de données d’apprentissage peut étre envisagée comme un probléme de pré-image
[Honeine & Richard 2011a]. Bien que Papplication de I’espace des observations vers
I’espace des caractéristiques est de premiére importance pour les méthodes & noyau
reproduisant, ’application inverse peut étre également utile. Pour résoudre le pro-
bléme pré-image, dans le cadre de notre application, nous nous concentrons sur
Pélaboration d’une application de I'espace (transformé) des pixel-vecteurs, défini au
préalable grace & un noyau reproduisant, vers ’espace de faible dimension des vec-
teurs d’abondance. Nous considérons également le probléme de sélection du noyau
reproduisant. Nous montrons que les noyaux partiellement linéaires constituent une
solution appropriée, la composante non-linéaire du noyau pouvant étre avantageu-
sement définie & partir de techniques d’apprentissage de variétés. L’introduction
d’une régularisation spatiale de type TV (total variation) est également discutée et
expérimentée [lordache et al. 2011]| pour tirer partie de I'information spatiale. En
intégrant ce type d’information, nous améliorons la robustesse des algorithmes.
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Dans ce chapitre, nous décrivons quelques modéles de mélange hyperspectraux
ainsi que leur sens physique. Puis nous introduisons les principaux algorithmes de
démélange issus de la littérature, qui seront utilisés par la suite & titre de comparai-
son. Finalement, nous évoquerons des pistes en vue d’améliorer ces techniques.

2.1 Modéle linéaire

Déja présenté au Chapitre 1, le modéle linéaire vise & représenter un scénario
simple de mélange. Il correspond au cas ou la surface imagée en un pixel donné est
constituée de patchs homogénes. Le rayonnement réfléchi combine alors les spectres
des éléments constitutifs dans les mémes proportions que leurs abondances respec-
tives. La figure 2.1 illustre ce principe, en montrant que le modéle de mélange consi-
déré pour une scéne dépend également de ’échelle considérée. Aussi simple soit-il,
ce modeéle n’est pas a négliger car il favorise I'implémentation de méthodes de dé-
mélange efficaces d’un point de vue calculatoire et aisés & développer. Ce modéle
s’écrit

r=Ma+n (2.1)
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ol r est la signature spectrale observée en un pixel-vecteur, M est une matrice de
taille L x R des signatures spectrales des éléments constitutifs, avec L le nombre de
bandes spectrales, R le nombre de composés purs, et « est le vecteur des abondances
correspondant aux éléments purs regroupés en colonne dans la matrice M. Cette
équation peut s’écrire de maniére plus compacte a ’échelle de la scéne & traiter sous
la forme

R=MA+N (2.2)

ou R est la matrice des pixel-vecteurs de taille L x N, avec N le nombre d’observa-
tions dans la scéne hyperspectrale, N la matrice du bruit correspondant & chaque
pixel. Ce modéle linéaire doit satisfaire les contraintes de positivité et de somme
unité décrites dans (1.3). Ces contraintes imposent que chaque pixel-vecteur se si-
tue dans un simplexe convexe dont les sommets sont les composés constitutifs de la
scéne. La figure 1.13 illustre une telle configuration.

L’équation (2.2) suggére de résoudre le probléme de démélange linéaire corres-
pondant par moindres carrés contraints si M est connue. Dans le cas contraire, on
peut envisager une méthode de type NMF pour estimer simultanément les spectres
des composés constitutifs et leurs abondances dans la scéne.

_Sol _
Arbres
.| Pelouse
Minéraux |
.'III \'-.
H \
/ \
4 '
Pixel d'un mélange linéaire Pixel d'un mélange intime

avec 10% Arbre, 20% 5ol et 70% pelouse

FIGURE 2.1 — a) Mélange linéaire, b) Mélange intime [Du & Plaza 2012]

2.2 Modéles non-linéaires

Dans certaines scénes hyperspectrales, les effets non-linéaires sont inévitables et
peuvent biaiser les résultats si 'on utilise des méthodes linéaires. Ces effets peuvent
étre macroscopiques et générés par des réflexions multiples, ou encore par des inter-
actions intimes entre les matériaux dans la zone imagée. Dans ce contexte, il apparait
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incontournable de développer des modéles de démélange non-linéaires. Aussi, plu-
sieurs modéles de ce type ont été développés dans la littérature. Ils tendent & mimer
les phénoménes physiques sous-jacents, tout en veillant & respecter un compromis
entre la précision du modéle et sa complexité vis-a-vis d’une procédure d’inversion.
Nous décrivons ci-dessous les modéles les plus usités jusqu’ici.

2.2.1 Modéle bilinéaire généralisé

Ce modele vise & généraliser le modeéle linéaire, en considérant des termes croisés
pour approcher les effets de réflexions multiples macroscopiques. Un tel scénario
peut étre rencontré pour des scénes acquises sur des zones forestiéres, ol les inter-
actions entre le sol et les feuillages de natures différentes sont multiples. Le modéle
bilinéaire néglige les interactions impliquant plus de deux matériaux, ce qui justifie
son appellation. L’observation r est modélisée par

T_Zalml+z Z Bikm; ©my +mn (2.3)

j=1k=j+1

dans lequel ® représente le produit de Hadamard défini par

mi,; mik mi,; M1k
m; ©my = : ® : = : (2.4)
mrp j mrk mr,; MLk

Les coefficients ;1 représentent la proportion des réflectances multiples causées par
la réflexion entre les deux matériaux m; et my. Le trajet des photons de réflexions
multiples étant plus long que le trajet normal, la réflectance s’en trouve réduite. Ces
coefficients peuvent donc s’écrire sous la forme 8j; = vpjay avec 0 < v, < 1.
FEn outre, bien que les termes d’interaction d’ordre supérieur soient également re-
gus par le capteur hyperspectral, les expériences menées dans [Somers el al. 2009]
ont montré que ces termes peuvent étre négligés. Différentes variantes du mo-
deéle bilinéaire ont été proposées dans la littérature. Ces modéles différent par
les contraintes d’additivité imposées sur les abondances. Le modéle proposé dans
|[Nascimento & Bioucas-Dias 2009], nommé « modéle de Nascimento », repose sur
les contraintes suivantes :

Zaz+z Z 6]]6*1 (25)
=1 k=j5+1

Ce modéle considére les termes croisés comme de nouveaux éléments constitutifs de
la scéne avec les coefficients 3, pour abondances correspondantes. Le modéle décrit
dans [Fan et al. 2009] différe de ce dernier par

R
Z%’ =1 Bk = ajoy (2.6)
i=1
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Ce modéle attribue une relation d’égalité entre les coefficients (3 et le produit des
abondances. Cette hypotheése n’a pas de justification physique solide. Finalement,
le modéle bilinéaire géneéralisé défini dans [Halimi ef al. 2011a| est donné par

R—-1 R
r=Mo+ Z Z Vik QM O My + N (2.7)
j=1 k=j+1

sous les contraintes

a; =1 a; >0 (28)

M=

i=1
0<yr<l =0 (2.9)

ol v, désigne I'interaction entre les éléments constitutifs j et k. Ce modele est une
généralisation intéressante du modéle linéaire prenant en compte des phénomenes
de diffusion multiples macroscopiques.

2.2.2 Modéle intime

En sus des effets non-linéaires macroscopiques, les images hyperspectrales sont
aussi corrompues par des phénomeénes a ’échelle microscopique. A titre d’exemple,
dans le cadre d’applications géologiques, les minéraux sont mélangés & une échelle
sub-pixellique. Ces échelles spatiales sont généralement plus petites que la longueur
du trajet suivi par les photons. La figure 2.1b illustre ce phénomeéne.

En se basant sur la théorie du transfert radiatif, on a développé plusieurs modéles
théoriques ayant pour but de décrire avec précision les interactions subies par la lu-
miére lors de la rencontre avec ces mélanges. Une approche est donnée par Hapke
dans [Hapke 1981], ou il décrit ces interactions intimes physiques en utilisant plu-
sieurs quantités significatives. Il s’agit d’'un modéle post non-linéaire. Suivant cette
idée, plusieurs modéles de mélange non-linéaires simplifiés ont été proposés pour
caractériser la relation non-linéaire entre des éléments constitutifs dans un mélange.
Dans [Jia & Qian 2007], les auteurs définissent un modeéle analytique pour exprimer
les réflectances mesurées en fonction des paramétres intrinséques aux mélanges, par
exemple, la fraction de masse, les caractéristiques des particules individuelles (den-
sité, taille) et les albédos de mono-dispersion. Toutefois, ce modele dépend aussi
fortement de paramétres empiriques car il nécessite la connaissance parfaite de la
position et de l'orientation du capteur par rapport a la zone observée. Pour cette
raison, ’estimation des parameétres de ce type de modéles s’avére difficile en pratique.

2.2.3 Modéles post non-linéaires

Les deux modéles précédents décrivent indépendamment deux types d’effets non-
linéaires & deux échelles différentes. Afin de décrire conjointement les effets micro-
scopiques et macroscopiques, un modéle dual & deux termes a été proposé dans
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|Close et al. 2012, Jutten & Karhunen 2003a

R R
= Zaimi +apr+1 g ijwj +n. (2.10)
i=1 j=1
Le premier terme décrit le mélange linéaire d’échelle macroscopique tandis que le
second rend compte d’un meélange intime via un élément constitutif additionnel
pondéré par un coefficient d’abondance.

D’autre part, dans [Altmann et al. 2012], les auteurs ont proposé un modéle a
meéme de décrire une grande variété de classes de non-linéarités. Il est obtenu en
considérant un développement au second ordre d’'un modéle de mélange post non-
linéaire (PPNMM). Plus précisément, le pixel-vecteur observé est modélisé par

R
r=g (Z a,—ml) +n (2.11)

i=1
dans lequel g est une fonction non-linéaire définie par un polyndéme de degré deux.

g:[0,1]F — RE

x — x4+ b(xOx) (2.12)

Cette fonction est paramétrée par un coefficient réel b afin d’atténuer ou magnifier
la composante non-linéaire. Le modéle peut se réécrire

r=Ma+bMa)®(Ma)+n (2.13)

On note qu’il se réduit au modele linéaire lorsque b = 0. En outre, les auteurs ont
montré qu’il est suffisamment flexible pour décrire la plupart des modéles bilinéaires.
Enfin, en modifiant 'expression de g, il est possible de décrire de nombreux types de
non-linéarités si tant est que le modéle de démélange demeure suffisamment simple
pour étre inversé.

2.3 Meéthodes linéaires d’estimation des composés purs

Aprés avoir discuté de différents modeéles de mélange, on va s’intéresser a la
mise en ceuvre d’une procédure compléte de démélange. Nous allons présenter des
méthodes basées sur ces modéles. Comme mentionné au chapitre 1, une chaine clas-
sique commence avec la réduction de dimension du probléme, puis 'extraction des
composés constitutifs. La réduction de dimension est une option afin de réduire
la, complexité calculatoire. L’extraction des composés purs peut étre réalisée avec
ou sans réduction de dimension. Dans cette section, on détaille quelques méthodes
connues d’extraction des composés purs.

Un composé pur peut étre défini comme une signature spectrale idéalement pure
pour une classe. Cette notion doit étre distinguée de celle de pixel pur traditionnel-
lement utilisée dans ’exploitation des données hyperspectrales, ot le terme « pixel »
désigne un pixel-vecteur de dimension L. Un pixel est dit pur si sa signature spec-
trale correspond & celle d’un composé pur, aussi appelé composé constitutif dans la
suite.
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2.3.1 Meéthode N-FINDR

La méthode N-FINDR a été initialement introduite dans [Winter 1999]. Il s’agit
de 'un des algorithmes les plus utilisés pour ’extraction des composés purs. Il repose
sur la croissance d’un simplexe dans un espace de dimension L dont les R sommets
sont sélectionnés parmi les observations. Etant donnée une configuration du simplexe
a une itération donnée, N-FINDR essaye de remplacer une observation faisant office
de sommet par une autre observation afin de faire croitre le volume du simplexe. Ce
procédé est illustré par la figure 2.2 et est décrit par ’algorithme suivant :

— Chaque sommet est successivement remplacé par le pixel-vecteur en cours de
test ;

Le volume du simplexe formé aprés chaque substitution est calculé;

Si le volume du simplexe croit grace a 'une de ces substitutions, le pixel-
vecteur en cours de test remplace le sommet concerné;

Le processus est répété tant que tous les pixel-vecteur constituant la scéne
n’ont pas été testés.

Band 2

Band 1

FIGURE 2.2 — N-FINDR

La mise en ceuvre de cette méthode nécessite de surmonter plusieurs difficul-
tés. La premiére concerne le nombre désiré R de composés purs. Pour cela, on
peut recourir & des procédures telles que VD [Chang et al. 2010] ou encore Hy-
sime [Bioucas-Dias & Nascimento 2008]. La deuxiéme question concerne le choix
de I'ensemble initial des pixel-vecteurs constituant les sommets du simplexe. Une
initialisation judicieuse est essentielle pour obtenir un résultat final correct et ac-
célérer la convergence de l’'algorithme. Pour cela, un algorithme efficace a été
introduit dans [Neville et al. 1999]. Cet algorithme IEA (Iterative Error Analy-
sis) repose sur des procédures de démélange partiel utilisant, par exemple, FCLS
[Heinz & Chang 2001], afin de produire une séquence de pixel-vecteurs initiaux.
Un dernier probléme repose sur le fait qu’un seul pixel-vecteur candidat au
remplacement est considéré & la fois. En conséquence, cet algorithme glouton ne
conduit pas de recherche exhaustive de la solution, rendue impossible compte tenu
de la taille du probleme. Plusieurs stratégies ont été proposées afin d’améliorer cette



2.3. Méthodes linéaires d’estimation des composés purs 35

situation, chacune poursuivant son propre objectif et adoptant un critére de conver-
gence spécifique. Parmi eux, on peut citer : [Xiong et al. 2011, Sanchez et al. 2010,
Plaza & Chang 2005].

Décrivons Dalgorithme [Plaza & Chang 2005] constitué des étapes précédem-
ment décrites :

1. Estimation du nombre R de composés purs : Utiliser VD ou Hysime;

2. Réduction de dimension : Utiliser MNF pour réduire la dimension des pixel-
vecteurs observés de L & R — 1, et faciliter ainsi le calcul du volume des
simplexes ;

3. Initialisation : Soit {mgo), mgo), cee mgg)} I’ensemble des composés purs ini-
tialisés par lalgorithme IEA ;

4. Calcul de volume : A l'itération k, calculer le volume du simplexe Sy dont les

sommets sont les composés purs {mgk),mék), . ,mg)} en utilisant
v det 1 1 1 (2.14)
e .
s (R-1)! mgk) mék) e mg)
5. Calcul répété du volume : Pour chaque pixel-vecteur r, calculer les volumes des
simplexes S(r, mék), e ,m%)), S(mgk),r, cee mgﬂ)), S(mgk),mgk), co.,1). Si

aucune de ces substitutions ne permet d’accroitre V(Sk), ne pas modifier
I’ensemble des composés purs avec r. Sinon, procéder au remplacement par r
du sommet & ’ensemble ayant conduit au plus grand accroissement de V' (S).

2.3.2 SGA ou OSP

L’algorithme SGA (Simplex Growing Algorithm) [Chang et al. 2006] vise & ex-
traire des endmembers désirés en utilisant la croissance d’une séquence de simplexes.
Il commence avec deux sommets, et ajoute successivement des sommets au simplexe,
extraits des pixel-vecteurs observés. L’algorithme s’achéve lorsque le nombre de som-
mets atteint vaut R, préalablement estimé par VD ou Hysime. La figure 2.3 décrit
le processus de SGA. Afin de sélectionner un pixel approprié comme sommet initial,
un processus de sélection tel que celui ci-aprés est utilisé.

1. Choisir de facon aléatoire un pixel-vecteur ¢t dans I’ensemble de données;

2. Trouver un pixel-vecteur my parmi les pixel-vecteurs r de la scéne qui maxi-

1 1
det(t r>‘

Pour calculer ce dernier, il est nécessaire de recourir & une réduction de L a 1

mise le déterminant

en utilisant simplement une PCA ou MNF.

Il convient de noter que la production du premier sommet mq est déterminée par
le pixel généré aléatoirement ¢. Le choix d’'un autre pixel £ peut générer un autre
sommet my. Toutefois, les expériences réalisées dans [Chang et al. 2006] montrent
que le pixel t n’a que peu d’effet sur le résultat final. L’algorithme SGA est donc
décrit comme ci-dessous :
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s m_(avec distance maximale a mi)

-

" . “m, (avec distance maximale 3 )
m, (avec distance maximale a t)

m, {avec volume de tetrahedron maximale )
.

. M, (avec surface de triangle maximale)

a3 v

L . ., -
g T Vet

s m_(avec distance maximale 3m,)
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5 -
“m, (avec distance maximale 3 ) m,

FIGURE 2.3 — Procédure SGA [Chang et al. 2006]

1. Initialisation : Utiliser VD ou Hysime pour estimer R. Initialiser m; en utili-
sant le processus décrit ci-dessus. On note n = 1;

2. Pour n > 1 et pour chaque pixel r testé, calcul du volume V (mq, mo, ...m,, r)
du simplexe & partir de

V(mi,mg,..my,,r) = —
n!

det<1 1 ... 1 1>‘ (2.15)

m; Mo ... m, T

Une technique de réduction de dimension est nécessaire pour que la matrice
considérée dans ’expression ci-dessus soit carrée;

3. Trouver m, 41 tel que :
My4+1 = argmax V (mq, ma, ..my, ) (2.16)
s

L’algorithme se poursuit jusqu’a ce que tous les sommets aient été déterminés.

Cet algorithme a un faible cott calculatoire. Par ailleurs, I’ensemble des sommets
obtenus est consistent, ce qui est un point fort par rapport aux autres algorithmes.
En revanche, il nécessite une réduction de dimension & chaque itération, ce qui
constitue une faiblesse certaine de la méthode.

2.3.3 VCA

VCA (Vertex Component Analysis) [Nascimento & Bioucas-Dias 2005] est une
méthode non-supervisée reposant sur le fait que toute transformation affine d’un
simplexe est aussi un simplexe, dont les sommets restent inchangés. Cet algorithme,
comme les précédents, suppose I'existence de pixels purs dans la scéne hyperspec-
trale. Il projette de maniére itérative des données dans une direction orthogonale au
sous-espace défini par les sommets déja déterminés. Le nouveau sommet correspond
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au point dont la projection est la plus éloignée du simplexe courant. L’exécution
de l'algorithme se poursuit jusqu’a ce que tous les sommets aient été déterminés.
Les performances de VCA sont au moins aussi bonnes que celles de N-FINDR, pour
une complexité moindre. Du fait de la projection, notons qu’il est insensible a la
présence d'un facteur d’illumination ~ tel que r = M~ya + n. La figure 2.4 illustre
les projections effectuées.

Cone convex C (y=1)

Simplex S,

-
<f,m> \

r'u=1

mi

\ )
] et .
v » o v
| ety rele 3
| LY /,
» ”
fA Simplex S, (y=1)
2 P
/ d
P .
- /
‘
;

-l
<f,m_>

FIGURE 2.4 — Procédure VCA [Nascimento & Bioucas-Dias 2005]

2.4 Meéthodes linéaires d’estimation des abondances

Cette étape fait suite & I'extraction des composés purs. Les algorithmes ci-apreés
supposent donc que les composés ont été préalablement déterminés. Ils sont souvent
qualifiés d’algorithmes de démélange supervisés. En outre, ils reposent sur des mo-
déles de mélange déja présentés au cours de la premiére section. Dans cette partie,
on se consacre aux algorithmes de démélange linéaire. Les méthodes non-linéaires
reposent sur des principes plus complexes, et seront donc évoqués dans la suite.

2.4.1 FCLS

Pour un modéle de mélange linéaire »r = Ma + n, sans contraintes, on peut
utiliser la méthode des moindres carrés pour estimer le vecteur des abondances, soit

& = argmin ||r — Ma? (2.17)
(04
La solution de ce probléme est la solution trés connue :
a=M"M)"'M'r (2.18)

Une solution analytique des moindres carrés sous contrainte de type égalité existe
incluant la contrainte de somme unité. Le probléme réside dans l’'introduction
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de la contrainte de non-négativité. Plusieurs algorithmes ont été proposés afin
de satisfaire a ces contraintes, dont FCLS (Fully Constrained Least Squares)
[Heinz & Chang 2001]. Le probléme

& = argmin ||r — Ma? (2.19)
«

sous les contraintes 0 < a =< 1 peut étre aisément résolu par programmation qua-
dratique. Pour intégrer la contrainte de somme unité, FCLS ajoute un vecteur ligne
a la matrice M dont tous les éléments sont égaux a 1. On fait de méme avec le
pixel-vecteur observé r et on introduit un paramétre ¢ (§ > 0) tels que :

,~,:<51r) et M:<511‘4> (2.20)

Le probléeme (2.19) se résout alors avec # et M. Notons que ceci revient a ajouter
un terme de pénalité au terme d’attache aux données avec un parameétre de régu-
larisation 1/(242), la contrainte de somme unité n’est donc pas strictement vérifiée
en procédant ainsi.

2.4.2 Démélange basé sur la factorisation de matrice non-négative

Des algorithmes ont été développés afin d’estimer simultanément la matrice des
composés purs et les abondances des pixel-vecteurs de la scéne [Miao & Qi 2007,
Berman et al. 2004, Hendrix el al. 2012, Li & Bioucas-Dias 2008|. Généralement,
ces algorithmes n’exploitent pas 1’hypothése d’existence de pixels purs. La base
théorique pour ces méthodes est la factorisation en matrices non-négatives. Dans le
cadre d’une application & 'imagerie hyperspectrale, il s’agit de factoriser la matrice
R non-négative en deux matrices non-négatives : matrice des endmembers M de
taille L x R, et la matrice des abondances A de taille R x N, avec N le nombre
d’observations, (2.2). Le probléme peut s’écrire ainsi :

1
min —||R — M A|%
M,A2 (2.21)

sujetda AX>0 et M >0

La solution de ce probléme n’est pas unique, celui-ci n’étant par ailleurs pas conjoin-
tement convexe par rapport & M et A. Il convient donc d’ajouter des contraintes
afin de restreindre ’espace des solutions. L’algorithme MVC-NMF [Miao & Qi 2007]
propose d’ajouter la contrainte de volume minimum. Le probléme peut donc se for-
muler ainsi

1
min = ||R — MA|% + \J (M)
M,A 2 (2.22)

sujetd M =0 et A>0 et 1£A:1L

dans lequel IJTV est un vecteur ligne de taille N dont les éléments sont égaux & 1. Le
premier terme est ’erreur de reconstruction qui veille & trouver un simplexe circons-
crivant toutes les données. Le deuxiéme est la restriction de volume du simplexe qui
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tend a le rendre aussi compact que possible. Le terme J (M) est donné par

‘ (1 1 ... 1)
det
m; My ... MR

2R — 1)

2

J(M) =

(2.23)

Une autre méthode qui permet aussi de réaliser le démélange sans hypothése d’exis-
tence de pixel-vecteurs purs est MVSA/SISAL. La différence majeure entre MVC-
NMF et MVSA /SISAL est que celui-ci permet la violation des contraintes de posi-
tivité.

I’avantage de ces méthodes se situe dans la possibilité d’estimer simultanément
I’ensemble des pixels purs et des abondances. En outre, elles permettent d’exploiter
des informations spatiales. L’algorithme présenté dans [lordache et al. 2011] utilise
la factorisation en matrices non-négatives en intégrant des informations spatiales
pour améliorer les performances. Toutefois, les principales faiblesses résident tou-
jours dans la complexité calculatoire et la non-convexité du probléme.

2.4.3 Deémélange basé sur des propriétés géométriques

Le probléme d’estimation des abondances peut se résoudre par une formulation
géomeétrique du probléme [Honeine & Richard 2011a|. On peut considérer les abon-
dances comme des coordonnées barycentriques. Celles-ci peuvent étre obtenues, soit
comme un rapport de volumes de simplexes, soit comme un rapport des distances. 11
apparait que ces volumes et distances sont inévitablement calculés lors de la phase
d’extraction des composés purs, avec N-FINDR par exemple, et qu’il est donc pos-
sible d’exploiter ces résultats déja acquis pour évaluer les abondances sans aucun
calcul supplémentaire. En relaxant la contrainte de positivité et en conservant la
contrainte de somme unité, le probléme de démélange s’écrit comme un systéme

<n}n 7712 niR>a:<,1,) (2.24)

Ce systéme est supposé carré et de taille R x R, signifiant par la méme qu'une

linéaire décrit ci-dessous

opération de réduction de dimension des m,; devra avoir été pratiquée au préalable.
En utilisant la régle de Cramer, la solution de ce systéme linéaire peut s’écrire ainsi

1 ... 1 ... 1
det m - m
o — : 1 ... 1 f (2.25)
det ( >
m; ... M; ... MR
Etant donné le simplexe S = {m1, mq,...,mpg}, on remarque que le dénominateur

de expression ci-dessus est proportionnel au volume de & donné par

1 1 1 ... 1
= ——det 2.2
Vs (R—1)! ¢ <m1 my ... mR) (2.26)
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De méme, le numérateur est proportionnel au volume du simplexe S\{m;} U {r}.
Il en résulte que

_ Vs\ {miyu(r}
= Ve
avec ¢ = 1,2,..., R. Ces volumes sont préalablement calculés lors de la mise en
ceuvre de N-FINDR. On peut aussi écrire ces équations sous la forme de distances,
qui nous permet d’intégrer ces estimations dans les algorithmes basés sur les dis-
tances comme VCA ou ICE.

(2.27)

(&7

1
Vs=———=-0(m;)V , 2.28
ot §(m;) est la distance entre le sommet m; et le sous-espace engendré par les autres
sommets de §. L’estimation des abondances peut donc s’écrire :

§(r)
- 2.29
67} 5(mz) ( )
pour ¢ = 1,2,..., R. Dans les calculs ci-dessus, la contrainte de non-négativité est

violée si il existe des pixels en dehors du simplexe § formé par les composés purs.
En outre, toutes les termes de volume et de distance sont orientés. Leur signe peut
étre positif ou négatif en fonction de 'ordre de la séquence définie par les sommets
des simplexes dans le cas des volumes, ou du c6té de I’hyperplan ou se trouve le
pixel r pour la formule de distance.

2.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons introduit les modéles de mélange les plus utilisés.
Ces modeéles permettent d’élaborer des algorithmes d’extraction de composés purs
et d’estimation des abondances. Les modéles et méthodes linéaires présentés dans
ce chapitre demeurent basiques lorsqu’ils sont confrontés a des mélanges complexes.
Des algorithmes de démélange non-linéaires sont développés dans la suite a cet effet.
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Dans ce chapitre, nous présentons les concepts fondamentaux de la théorie des
noyaux reproduisants [Aronszajn 1950]. Cette théorie est essentielle dans notre étude
pour développer des techniques non-linéaires pour le démélange non-linéaire. En-
suite, nous présentons des méthodes basées sur cette théorie et utilisées dans cette
theése. Voir [Pothin 2007] pour une présentation détaillée.

3.1 Concepts de base

L ’idée générale des méthodes & noyau consiste & injecter les données de I'espace
des observations & dans un espace fonctionnel H grace au concours d'une application
non linéaire :

o: X — H

x — ¢(x) (3:1)

Cette étape est préalable & la mise en ceuvre d’un algorithme d’apprentissage dans
ce nouvel espace H. Un exemple illustrant l'intérét d’une telle transformation des
données est proposé dans la figure 3.1. Le but y est de séparer le jeu de données
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FIGURE 3.1 - Exemples de classification binaire dans R?. La courbe de séparation est
une ellipse dans l’espace initial. Aprés transformation par ¢(x) = (x%, V2zx 29, x%),
les données deviennent linéairement séparables.

en deux classes. Alors que dans l'espace d’entrée, ce probléme est non-séparable au
moyen d’un discriminant linéaire, il le devient en considérant la transformation ¢(-)
qui, & tout vecteur du plan, associe les trois polynémes de degré 2 constitués & partir
de ses coordonnées
$:R2 — R?
(1,29) +— (22,V/22179, 23)

En utilisant cette transformation, la surface discriminante dans H est un hyperplan

(3.2)

séparateur. Pour @ € RP et ¢ une transformation fournissant les produits des com-
posantes de x de degré d, la dimension de H est de %.
valable pour des exemples simples, dans des espaces X de faible dimension, elle ne
peut clairement pas étre appliquée & des problémes plus complexes. Par exemple,
pour d = 5 et & un vecteur composé des pixels d’une image de dimension 16 x 16,
'espace induit est de dimension 10'°. Cependant, pour certaines transformations ¢

et leur espace image ‘H correspondant, il est possible de calculer le produit scalaire

Si cette approche est

dans H sans avoir & expliciter ¢. Ceci est réalisé par le biais de fonctions appelées
noyaux, définies comme suit :

Définition 1 Un noyau est une fonction k : X x X — R qui, pour tout x, ' de X,
K(z, ') = (6(z), d(x)")n (3.3)

ot ¢ est une transformation de X vers un espace, généralement fonctionnel, H muni
du produit scalaire (-, ).

Reprenons ’exemple 3.1. Le produit scalaire entre deux transformées ¢(z) et
@(z) peut se calculer ainsi

.
(®,2)y = <x ,\fxlz:g,xZ (217f2122,23>

(z1,22) 2’1,2’2)T) (3.4)
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De maniere plus générale, pour @, €’ € RP et d € N, on peut montrer que les
fonctions de la forme
w(@, ') = (@, (3.5)

correspondent au produit scalaire dans I'espace composé par tous les produits de
degré d des éléments de x et ' [Poggio 1975]. Evidemment, n’importe quelle fonction
Kk ne peut représenter un produit scalaire. Nous explorons & la section suivante les
conditions que k doit remplir pour pouvoir avoir une telle fonction.

3.2 Caractérisation des noyaux reproduisants

Dans cette section, nous présentons formellement les propriétés des espaces as-
sociés & une fonction noyau, ainsi que les conditions qu'une fonction doit remplir
pour étre un noyau reproduisant. Commengons par introduire quelques définitions
nécessaires pour la suite.

Définition 2 Un espace H est muni d’un produit scalaire s’il existe une forme bi-
linéaire (-,-)y symélrique et o valeurs réelles telle que pour tout * € H, on aie
(x,x') >0, avec égalité uniquement pour x = 0. On dit alors que H est un espace
pré-hilbertien.

Pour rappel, le produit scalaire vérifie les propriétés suivantes pour f,g,h € H et
a€R:

A 9H =19, n

At g = (fil)n+ (g h)
Aaf,gu=alf,9)u

A, fim=0&f=0

—_

= W N

Exemple 1 On propose ci-apres plusieurs exemples de produits scalaires usuels.

1. Le produit scolaire usuel dont dérive la norme euclidienne dans RP est donné
par :

P
(/) =a'x' = szx’z, Ve, x' € RP
i=1
2. Un produit scalaire pour lespace des fonctions de carré intégrables L2(X),

2 = : $2$ o0
£<X>—{f./X|f< ) 2dz < oo}

avec X un ensemble compact, est donné

(. 0) 2 = /X @) g@)de,  Vf.ge LX),

ot g(x) désigne le compleze conjugué de g(x)
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3. L’espace des polynomes homogénes de degré d des composantes de x € RP,
défini par
Ha={f: =D waz"},

|a|=d
est muni du produit scalaire dit de Weyl [Cucker € Smale 2002] :
WaVa
<f7 g>7'[d = Z C&l 5

|a|=d

pour tout f et g € Hyg [ =) wex®. Ici o est un ensemble d’indices tel que

a={a,a,...,ap} € (NU{0})?, |o| = Z’;:l o,z =z ...z, avec
i d
C gl
1t .. Q!

le coefficient mutinomial associé a la paire (o, d).

Définition 3 Un espace H muni d’un produit scalaire (-, )34 est un espace de Hil-
bert s’il est complet pour la norme HfH%_[ = (f, [ n, c’est-a-dire si toutes les séries
de Cauchy convergent dans H.

Définition 4 On appelle espace de Hilbert a noyaw reproduisant (RKHS), un espace
de Hilbert H de fonctions définies sur X o valeurs réelles, et telles que pour tout
x € X, les fonctions d’évaluation 65 (f) définies par 0.(f) = f(x) sont bornées.

Par définition, H est un RKHS g’il existe un réel M tel que
f@)| <M fln, VezeX VfeH (3.6)

Cette propriété conduit au résultat suivant

Théoréme 1 Soit H un espace de Hilbert de fonctions définies sur X et muni de
la base orthonormée {Y}72 . L'espace H est un RKHS si

> k()] < oo, (3.7)
k=0
pour tout x € X. Le produit scalaire associé a H est alors défini par :
K@, x') =) dp(e) Pp(a) (3.8)
k=0

Propriété 1 Soit H un RKHS de noyau k. La propriété reproduisante de Aronsza-
jJin [Aronszajn 1950] est définie pour f € H par :

<K’(m7')7f>7'l = f(il?) (39)

FEn particulier,
(k(z,"), 5z, )y = K(z,x) (3.10)
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Définition 5 Une matrice réelle K de taille n x n et de terme général K;; est dite
semi-définie positive si elle est symétrique et vérifie

n o n
ZZO@O@K@' Z 0 (311)
=1 j=1

pour toute séquence de nombres réels {a; }i=1 2

2,...n- S1, en outre, l'inégalité est stricte,
alors K est dite définie positive.

De facon équivalente, les valeurs propres d’une matrice semi-définie positive sont
toutes positives ou nulles, et celles d’'une matrice définie positive sont strictement
positives.

Définition 6 On appelle matrice de Gram la matrice semi-définie positive dont le
terme général peut s’écrire K;j = r(x;, ;)

Définition 7 Une fonction k : X x X — R qui, pour toute séquence {x;}i=12, . n,
donne liew & une matrice de Gram, est dite semi-définie positive.

On note ici que n’importe quel produit scalaire est semi-défini positif.

3.2.1 Théoréme de Moore-Aronszajn

D’apreés les propriétés d’un produit scalaire, un noyau « doit de toute évidence
étre symétrique, et vérifier I'inégalité de Cauchy-Schwartz :

k@, x')? = (d(x), ()3 < llo(@) I3 lo(=) I, = vz, x) s(a',2")  (3.12)

Toutefois, ces deux conditions ne garantissent pas a elles seules 'existence d’un es-
pace H associé a k. Le théoréme suivant fournit une condition nécessaire et suffisante
d’admissibilité d’une fonction & noyau :

Théoréme 2 A toute fonction k semi-définie positive sur X x X, il correspond un
RKHS unique de fonctions définies sur X, o valeurs réelles, et réciproquement.

Preuve Un moyen de construire ’espace de Hilbert & noyau reproduisant associé a
k est de considérer la transformation ¢ suivante :

o: X — H
x — k(x,)

ou ¢(x) = k(x,-) désigne une fonction semi-définie positive sur X, obtenue en fixant
le premier argument de ¢ & x, et ‘H lespace engendré par les fonctions k(x, -) avec
x € X. Etant donné deux fonctions de H

O = an(@i)  g() =) Bira),-) (3.13)
i=1 Jj=1
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avec n,n’ € N, o, fj € R et &, &’ € X, on consideére la forme bilinéaire suivante :

(f,9)m = iBjr(ai,x]) (3.14)

i=1 j=1

dont on cherche a démontrer qu’il s’agit d’un produit scalaire dans H. On note en
premier lieu qu’en utilisant les définitions de f, g et la symétrie de k, on peut mettre
cette expression sous la forme :

(fo)n = Bif () cigla) (3.15)
j=1 i=1

De (3.15), il est clair que (-, )y est a valeur réelle, symétrique et bilinéaire. Par
ailleurs, comme k est semi-défini positif, on a :

n n
(=YY aiaju(x,x;) VfeH (3.16)
i=1 j=1
Par conséquent, pour toute famille des fonctions h; et de coefficients v; € R, on a
N N N N
ZZ'Yi’Yj(hiahj>H = <Z%’hz’,2%hg‘>y >0 (3.17)
i=1 j=1 i=1 j=1
ce qui montre que (-, )y est semi-défini positif. Il reste enfin & prouver la propriété
(ffin=0&f=0 VfeH (3.18)

pour démontrer que (3.14) est un produit scalaire. Or, d’aprés ’équation (3.15),
toute fonction f € H vérifie :

(fir(@, ) =) ain(m, @) = f(x) (3.19)
i=1
En particulier
(k(z,), w(@’,))n = K(z,2') (3.20)

A partir des équations (3.12), (3.19) et (3.20), nous en déduisons que

F@)? = (f,r(x, )G <, Hus(z,z) (3.21)

qui prouve la propriété (3.18). Ainsi (-, )3 est un produit scalaire sur H. Afin de
transformer H en un espace de Hilbert, il suffit de le compléter conformément &
[Aronszajn 1950| de maniére & ce que toute suite de Cauchy y converge. Grace a
(3.19), H est un espace de Hilbert a noyau reproduisant. D’apres (3.20), la fonction
K représente un produit scalaire dans H. Elle est appelée noyau reproduisant de H.

La réciproque du théoréme peut étre démontrée en s’appuyant sur le théoréme
de représentation de Riesz [Reed & Simon 1980]. D’aprés ce théoréme, il existe pour
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tout © € X une fonction k(x,-) € H qui vérifie (3.19). Or, il résulte de (3.20) que
la fonction k(x, ') définie de X x X dans R est symétrique. Elle vérifie également

M M M M
DD aiagnl@i @)y = (Y ai(@:, ), ) agn(@s, )
=1 j=1 =1 J=1 (322)
M
=Y cunli, )5 > 0
i=1
pour tout ay,...,ap € R. Par conséquent, s est semi-définie positive.

Le RKHS associé & k est généralement appelé espace canonique des caractéris-
tiques, et x(a,-) son application canonique associée. Notons que bien que ces deux
derniers soient uniques d’apreés le théoréme de Moore-Aronszajn, il existe une infinité
de fonctions ¢ et d’espaces H tels que l'on ait (3.3).

3.2.2 Théoréme de Mercer

On vient de montrer que toute fonction semi-définie positive correspond a un
produit scalaire dans un espace de Hilbert. Dans cette section, nous présentons la
condition de Mercer qui confirme ce résultat dans le cas continu, en fournissant les
outils nécessaires pour expliciter 'espace dans lequel les données sont injectées.

D’apreés la théorie de Hilbert-Schmidt |Courant & Hilbert 1962], toute fonction
continue et symétrique x(x, ') admet une décomposition de la forme

o
k(@) = Nii(x) i) (3.23)
i=0
ol \; et ¥; sont les valeurs propres et les vecteurs propres de 'opérateur intégral
T0)0) = [ (@) f@)da (3.24
Y

Une condition suffisante pour que (3.23) soit un produit scalaire est que les co-
efficients \; soient positifs. On peut en effet dans ce cas construire aisément une
transformation ¢ satisfaisant (3.3). Par exemple :

¢ : X2 = 2
z o (Viovo(@) Vi), )T (3.25)
On montre alors :
(B(@), 6(@) ) = ([VAi(a)| , [VAia@)] e
= 3" V() Vi)
i (3.26)

= Z i i) Pi(x')

= k(xz,x)
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Le théoréme suivant établit une condition nécessaire et suffisante pour que les pa-
ramétres \; soient positifs.

Théoréme 3 Pour garantir qu’une fonction k continue et symétrique puisse s’écrire
sous la forme (3.23), avec des coefficients \; positifs, il est nécessaire et suffisant
que la condition

/ / k(z,2') f(z) f(x')dzdx’ >0 (3.27)
soit vérifiée pour tout f € L2(X

Preuve. Par commodité, notons H = £2(X). D’aprés la théorie de Hilbert-
Schmidt [Courant & Hilbert 1962], les valeurs {\;}; et fonctions propres {¢;}; ap-
paraissant dans (3.23) vérifient

/ w(, ) Ys() de = A () (3.28)
X

avec \; € R,1p; € H et (Y, 1)y = 0i5. En pré-multipliant (3.28) par [, 1,/}) x)dx et
en utilisant la propriété de symétrie de k, on obtient

//m(w,w’)wi(m)wj(w’)dmdm’:)\iéij (3.29)
xJx

ot la derniére égalité découle de I'orthogonalité des fonctions propres. D’apreés (3.29),
garantir (3.27) pour toute fonction f de l’espace engendré par {1;}; est nécessaire et
suffisant pour que les valeurs propres \; soient positives. Pour prouver le théoréme,
il reste & montrer que ceci reste vrai pour tout f € H. Or, {¢;}; forme une base
orthonormée de H. Toute fonction f € ‘H peut donc se décomposer sous la forme :

= Z aith; (3.30)

ou les a; sont des coefficients réels. En combinant (3.30) et (3.29), on trouve

/X/Xm(:c,a:’)f(x) (a:’)da:dzc/—zi:;aiajALH(x7w’)¢i($)dedm/
:Z)\ia%

(3.31)

Supposons que 'opérateur intégral dans cette expression soit négatif. Les coefficients
a? apparaissant dans le terme de droite, cela implique qu’il existe au moins une
valeur propre A; < 0. En imposant la positivité de 'opérateur intégral pour tout f €
H, on impose ainsi la positivité des coefficients \; comme annoncé par le théoréme.

La condition (3.27) stipule que toute matrice de Gram générée par x doit étre
semi-définie positive. En d’autres termes, k doit étre une fonction semi-définie po-
sitive, en accord avec le résultat de Moore-Aronszajn. Les fonctions k qui vérifient
la propriété (3.27) sont généralement appelés noyaux de Mercer.

Remarque 1 Le théoréme de Moore-Aronjazn s’applique auz fonctions k continues
ou définies point par point. Le théoréme de Mercer ne s’applique qu’auz fonctions k
continues.
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3.2.3 Théoréme du représentant

En formulant un probléme d’optimisation dans un RKHS H, on montre, sous
certaines conditions, que la solution optimale peut s’exprimer sous la forme d’une
combinaison de fonctions de base, indépendamment de la dimension de H. Ceci est
formalisé par le théoréme suivant.

Théoréme 4 Soit H un RKHS de noyau k, 2 : [0,00) — R une fonction monotone
strictement décroissante, X un ensemble et ¢ : (X, R?)" — R U {oc} une fonction
cotit. La fonction f € H minimisant le risque réqularisé

(@1, y1, f(21)), .-, (T Yn, [ (20))) + Q| f[l7) (3.32)

admet une représentation de la forme f(x) = 1 | a;k(x;, x).

3.3 Construction d’un noyau

Nous avons vu au cours de la section précédente que la condition de (semi)-
définie positivité est nécessaire et suffisante pour décider si une fonction candidate
est un noyau valide. Une conséquence importante de ce résultat est qu’il justifie
une série de régles permettant de combiner des noyaux en un noyau mieux adapté
aux données. Un exemple rudimentaire de noyau construit a partir d’'un noyau de
référence est le noyau normalisé :

k(x, x)

VE(z, z)k(z, x)

L’interprétation géomeétrique d’une telle transformation est donnée plus loin.

flz,x') = (3.33)

D’autres transformations sont possibles. Commencons par énoncer les plus élémen-
taires.

3.3.1 Reégles simples

Lemme 1 Soit k1 et ko deux noyauxr définis sur X x X, a € Ry, f une fonction a
valeurs réelles, B une matrice semi-définie positive, ks un noyau défini sur Z x Z
et g: X — Z. Dans ce cas, toules les fonctions suivantes sont des noyauz :

1. k(z,2') = k1(z, &) + ka(x, x')

2. k(x,2') = ari(xz, )

3. k(x, ') = k1(x, @ ko (x, x')
4. ki(w,x') = f(x ) ( )

5 k(z,x')=x

6. r(z, ') = r(g(x )9(33’))
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3.3.2 Reégles avancées

Il a été montré dans [Hofmann et al. 2005] que la classe des fonctions noyaux
était fermée aux opérations énoncées dans le lemme précédent, ce qui signifie qu’il
n’existe pas d’autres opérations sur les fonctions conservant la propriété de semi-
définie positivité. Nous répertorions & présent quelques régles « avancées » qui com-
binent ces opérations élémentaires.

Corollaire 1 FEtant donné k1 un noyau et f une fonction o valeurs réelles, la fonc-
tion :
k(z,2') = f(z) f(z') ki(z, ) (3.34)

est un noyau.

Par application des régles 3) et 4), on prouve que (3.34) est un noyau pour tout f a
valeurs réelles. A fortiori, pour f & valeurs positives, (3.34) est un noyau. On parle
dans ce cas de noyau (quasi)-isogone. Un noyau isogone conserve les angles entre les
vecteurs transformés.

Remarque 2 Le noyau normalisé (3.33) est un noyau isogone ot f(x) =

k(x,x)
Corollaire 2 Soit m noyauz {K1,K2,...,kn} définis sur X x X | et a € R Les
fonctions suivantes :
m
k(z,x') = Z a; k(x, ')
=l (3.35)
r(a, ') = [ [ wi(w, @)
i=1
sont des noyauz.
Ces propriétés impliquent que la fonction
w(,a') = pt (i (2, 7)) (3.36)

ou pt(-) est un polyndome & coefficients positifs et x; un noyau sur X x X est un
noyau. En particulier, en prenant la limite du développement en série de la fonction
exponentielle, on prouve que :

k(z,z') = exp(k1(z, x')) (3.37)

est un noyau. De (3.37), on en déduit que exp({x, ') /c?) est un noyau pour o € R
Aprés normalisation (voir (3.33)), on obtient le noyau gaussien [Aizeman et al. 1964,
Boser et al. 1992] :

exp((@, 2) /o?) = exp (2=
Ve([z2/o%) exp([@]?/0%) p( 207 > (3.38)
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Corollaire 3 Soit * = [z1,...,xzy]" et &' = [x),...,2\]T € X. Si Kk1,...,kN
sont des noyauz définis sur Xy X Xi,..., Xy X Xn respectivement, avec x;, x; € X,

alors leur somme directe kK1 @ --- B Ky définte sur X X X par :

k1@ Den(e, ) = k1(x1,2)) + -+ En(zN, TN) (3.39)
est un noyau. De maniére similaire, leur produit tensoriel k1 ® ky défini par

K1 @ @kn(e, ) =k (z1,2)) X ... XKkN(ZN,Ty) (3.40)
est un noyau.

Remarque 3 La somme directe et le produit tensoriel de noyaur combinent des
noyaur définis sur des espaces d’entrées pouvant étre différents. Cela permet de
traiter des données de nature différente par exemple.

Corollaire 4 Etant donné f une fonction a valeurs réelles et q(f) une distribution
de probabilité dans la classe de fonctions F, la fonction suivante est un noyau :

(o) = /f f(@) £y a(f) df (3.41)

Ce résultat peut étre démontré en notant que, puisque f(x)f (') est un noyau pour
tout f € F et que ¢(f) > 0, la limite de 'opérateur intégral est une combinaison
linéaire & coefficients positifs de noyaux. Les noyaux construits selon la régle (3.45)
sont généralement appelés noyaux covariants. Pour F I’ensemble des fonctions a
valeurs {£1}, il est facile de montrer que le noyau obtenu est normalisé :

k(z, ) /f fdf = / fdf =1 (3.42)

3.3.3 Effet sur le feature space associé

Nous venons de voir comment créer de nouveaux noyaux & partir de noyaux
existants. Il est souvent utile de comprendre 'effet qu’a une certaine opération sur
I’'espace image associé. Par exemple, si ’on considére la somme de deux noyaux, on
peut écrire :

ki, @) + k2, @) = (d1(@), ¢1(2)))30, + (D2(), P2(2))3

(EER,
9(

= ((z), p(2))
qui signifie que ¢(-) € H est la concaténation des vecteurs ¢1(-) € Hy et ¢a(-) € Ho.
Il est important de souligner que les interprétations pour des noyaux ne sont pas

uniques. De ’équation (3.43) par exemple, on peut proposer ¢(x) = (p2(x), ¢1(x))
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montrant ainsi que ¢ n’est pas unique. Un autre exemple qui montre que l’espace
image lui-méme n’est pas unique est donné par K1 + k1 = 2K1.

21 (2, @) = 2(¢1(2), 6(@))n = (V201(2), V20(x'))n (3.44)

En effet, puisque qu'il existe au moins deux interprétations différentes possibles pour
¢(x). L’une en terme de vecteurs concaténés, 'autre en terme d’une mise a I’échelle.
Une autre approche utilisable pour concevoir des noyaux consiste & transformer
directement 1’espace image, et chercher & exprimer le résultat en terme de produits
scalaires uniquement.

Exemple 2 Le noyau normalisé (3.33) est obtenu par normalisation des vecteurs

o(-). En effet :

(A o) lela)dlehl____nla.s)
fo@l’ To@)le/n ~ To@)ulo@)n ~ /nia,z)n(@, o)

= k(x,x)

(3.45)
On mesure ainsi le cosinus de Uangle 6 entre les deuz vecteurs ¢(x) et ¢(x').

Exemple 3 Considérons l’opération de centrage, qui transforme ¢(x) en ¢(x) par
translation d’un vecteur obtenu par combinaison linéaire d’individus de [’ensemble
d’apprentissage. Formellement :

d(x) = o) + Y vidli) (3.46)
i=1
ot v; € Rji=1,...,n. On obtient pour produit scalaire :

(B(@), 6(a")) = (o) + Y wio(@i), o(x') + > o(h) )
=1 =1

(d(x), p(@)) = > 7ild(@), d(a:)) — > vilo(xs), p())
=1 =1

n ;;vﬂjw(wi), ¢(x;))) (3.47)

n
= k(z,x’) — Z'ym(:u x;)
i=1

n n n
- Z%’H(wl,wi) + Z Z’Yﬂj’i(wi, x;)
=1

i=1 j=1

(1>

Kz, x)

Par construction, i est toujours valide. Dans le cas particulier v; = 1/n, on re-
trouve la méthode de centrage de données [Cristianini 2001]. Pour un probléme de
classification bi-classe, choisir

v =1/n" (3.48)
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ot n (resp. n~ ) est le nombre d’individus d’étiquettes y; = +1(resp. —1 ), permet
de positionner ['origine des données a mi-distance des centres d’inerties des deux
classes.

Remarque 4 La matrice de Gram K associée au noyau centré R peut se noter :
K=K-T''"K-KI'+TI''KI (3.49)

ou ' =[vy,...,v] € R™*"™, ~ le vecteur colonne tel que v = (71,...,v) € R™. Dans
le cas particulier v; = 1/n, en notant 1 la matrice syméltrique de dimension n X n
de terme général 1, on obtient :

_ 1 1 1
K=K -1K - -K1+ 1K1 (3.50)
n n n

3.4 Exemples des noyaux

Dans cette section, nous citons quelques exemples de noyaux susceptibles d’étre
utilisés en pratique : les noyaux projectifs et les noyaux stationnaires. Ces noyaux
sont principalement utilisés sur des données vectorielles.

3.4.1 Noyaux projectifs

Les noyaux projectifs sont fonction du produit scalaire des observations. Une
condition nécessaire pour qu'une fonction de type k(x,x’) = k((z,x)) soit un
noyau est qu’elle vérifie pour tout £ > 0 [Scholkopf et al. 1999]

K(§) 20
der(§) >0 (3.51)
S¢hi(€) + E02K(€) > 0
ol d¢ désigne l'opérateur de dérivée partielle par rapport a §. Cette condition est

nécessaire, mais pas suffisante. Pour des noyaux définis sur la sphére unité, une
condition nécessaire et suffisante est donnée par le théoréme suivant :

Théoréme 5 [Schoenberg 1942, Ovari 2000] Soit k({x,x')) défini sur la sphére
unité dans l’espace de Hilbert H.

1. Si H est de dimension infinie, alors Kk est un noyau si son développement en
série de Taylor est a coefficients de Taylor positifs uniquement,

k(€)= aif', ;>0 (3.52)
=0

2. Si H est de dimension finie, alors k est un noyau si son développement en
polyndéme de Legendre PZ-N est a coefficients positifs uniquement,

k(€)=Y PN, ;>0 (3.53)
=0
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Les noyaux projectifs les plus répandus sont les noyaux polynomiaux homogénes et
non-homogeénes [Boser et al. 1992, Vapnik 1995|, que nous définissons formellement
dans les exemples 4 et 5 qui suivent.

Exemple 4 Le noyau polynomial homogeéne
r(x,x') = (z,z')? (3.54)
défing sur X x X avec X CRP, X £ et d € N,

La validité de ces noyaux est facilement démontrée en appliquant la régle (3) du
Lemme 1 autant de fois que nécessaire. Pour mieux comprendre le role de ’exposant
d, explicitons une transformation ¢ possible associée & ce noyau. Par application du
théoréme binomial, on détermine :

d
P p
nd ! / / o, .ol
(x, ") = g rixh | = E Tjy oo Tjy Ty o Ty, = g Cqxz (3.55)
j=1 J1ynja=1 laf=d

d’ott 'on reconnait une transformation dans l'espace des polynémes de degré d.
Puisque C§ > 0, poser :

¢:RP — Hy
x — {\/Cqr}|a)=d

nous permet de trouver immédiatement (x,x')¢ = (¢(x), d(x)),. Par exemple,
pour ¢ € R? :

(3.56)

(d=1):¢(x) = (z1,22)

(d=2): ¢(x) = (2], V2129, 23)

(d=3): ¢(x) = (2}, V3aTwy, V3123, 3)
(d=4): ¢(x) = (a1, Vdzizy, Voxia3, vz 23, v3)

Par dénombrement, on montre [Poggio 1975, Taylor & Cristianini 2004] :

dim(Hgy) = (p ;iid> (3.57)
N

ou (-) est le coefficient binomial des entiers naturels.
Exemple 5 Le noyau polynomial non-homogéne
k(@ x') = ((@,2) +0)* (3.58)

défini sur X x X avec X CRP, X #D et de N4 et 0 >0
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On a pour expansion multinomiale :

d

(w,a') +0) =3 (j)NHds(a:,m’f -y <|2|>N9dlalch%'“

s=0 jal<d

d’ou 'on reconnait une combinaison linéaire, & coefficients positifs, de noyaux ho-
mogeénes. En appliquant (3.35), on trouve que (3.58) est bien un noyau. De maniére
similaire & l'exemple précédent, on montre qu’un espace image associé est :

¢1Rp—>Hd+

i 4 el (3.59)
H{\/<O4>N9d CF2* Yol <a

ol Hgr est P'espace des produits des éléments de x d’ordre inférieur ou égal a d.
Par dénombrement |Taylor & Cristianini 2004] :

dim(Hgqy ) = (p ;d)N (3.60)

Remarque 5 Le poids des composantes d’un noyau polynomial est distribué selon
\VC4 dans le cas homogene. Dans le cas non-homogéne, augmenter le paramétre 0
permet de diminuer la contribution relative des polynomes de plus haut degré.

Les noyaux polynémiaux homogénes et non-homogénes ne sont pas continus en d.
Une question qui vient naturellement & ’esprit est de savoir si ’on peut lever cette
discontinuité en considérant le cas d’un exposant d réel. Le résultat suivant montre
que dans le cas polynomial non-homogene, un exposant réel conduit (sous certaines
hypothéses) a une fonction qui n’est pas un noyau.

3.4.2 Noyaux stationnaires

Les noyaux stationnaires, appelés également noyaux invariants par translation,
dépendent de & — x’. Le théoréme suivant permet de vérifier si une fonction de type
k(x,x') = k(x — &’) est un noyau [Bochner 1955]

Théoréme 6 Une fonction continue k(x,x’') = k(x — x') est semi-définie positive
sur X si elle est de la forme

k(z,z') = /Rp cos(r (x — ') f(dr) (3.61)

ou [ est une mesure positive finie sur RP.

Un noyau stationnaire qui dépend de ||x —a'|| est appelé noyau radial. Une condition
suffisante pour qu'une fonction de type k(|| —'|| ) soit un noyau radial est qu’elle
vérifie pour tout & > 0 et tout entier k > 0 [Cucker & Smale 2002]

(—1)"d¢r(€) > 0 (3.62)
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Le noyau radial le plus fréquemment utilisé est le noyau gaussien déja vu en (3.38).
Celui-ci est caractérisé par un continuum de valeurs propres, ce qui signifie que les
composantes de ¢ ne sont pas en nombre fini. Comme il vérifie k(z, ') = 1 pour
tout ¢, ' € X, les données transformées sont de norme unitaire. De plus, étant
donné que ||¢(z)|| =1, on a :

cos(£(¢(x), d(x'))) = (¢(x), p(a')) = r(z, x) >0 (3.63)

Par conséquent, tous les échantillons occupent le méme orthant dans ’espace trans-
formé. Une base orthonormée pour 'espace RKHS associé & ce noyau a déja été
trouvée, voir [Steinwart et al. 2004]. Un résultat plus modeste qui se contente d’ex-
hiber un espace image est présenté dans [Pothin 2007].

i
lz—a'|2

Remarque 6 FEtant donné k(x,x’) = e 202 défini pour x, &’ € X, X un sous-
ensemble non vide de RP, et 0 < 0 < 00, on a :

H(:IZ, .’13/) - <(Z5(CC), ¢(wl)>12 (3'64)
avec ¢ : X — lo la transformation définte par :

¢:R% =1y
_le)? [ [ Ck ] (3.65)
T e 202 ——
2k L.\
L P

ot C*¥ sont les coefficients multinomiauz et x® un produit des composantes de x
d’ordre |c|.

Remarque 7 D’apres (3.65), le paramétre o influe dans la transformation ¢ im-
plicite au noyou gaussien sous forme d’une pondération & la fois globale et locale
des composantes x. Ce résultat montre également que la contribution des polyndémes
décroit plus vite que k! avec 'ordre k pour tout o > 1

3.5 Exemple d’application a la régression

En injectant les données dans un espace image de grande dimension, les noyaux
permettent de développer des versions non-linéaires de méthodes linéaires. Sur le
plan théorique, la fonction noyau définit un espace hilbertien, dit auto-reproduisant
et isométrique par la transformation non-linéaire de I'espace initial et dans lequel
est résolu le probléme linéaire. L’introduction de noyaux, spécifiquement adaptés
a une problématique donnée, nous permettent d’avoir une grande flexibilité pour
s’adapter a des situations trés diverses (reconnaissance de formes, de séquences gé-
nomiques, de caractéres, détection de spams, diagnostics...). A noter que, sur le plan
algorithmique, ces algorithmes sont plus pénalisés par le nombre d’observations que
par le nombre de variables. Néanmoins, des versions performantes des algorithmes
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permettent de prendre en compte des bases de données volumineuses dans des temps
de calcul acceptables.

Les méthodes & vecteurs supports peuvent étre mises en oeuvre en situation de
régression, c’est-a-dire pour 'approximation de fonctions quand Y (les sorties) est
quantitative. Dans le cas non linéaire, le principe consiste & rechercher une estimation
de la fonction par sa décomposition sur une base fonctionnelle. Si I'on considére un
terme d’attache aux données de type « moindres carrés » pénalisés, la formulation
avec contraintes dans le RKHS H s’écrit :

{minfeH HIFIZ, + 25 o, €

(3.66)
avec fli)=vi+& i=1,...,n

La solution prend la forme d’une fonction qui est une combinaison linéaire de noyaux.
Les coefficients sont les variables du probléme dual données par la résolution du
systéme linéaire suivant :

(K+MNa=y (3.67)

Dans cette formulation (qui peut étre reprise pour la classification et 1'estimation
de densités) toutes les observations sont vecteur support (A = {1,...,n}). Afin
d’obtenir de la parcimonie, il convient de modifier le terme d’attache aux données.
Parmi toutes les solutions envisageables, celle retenue dans le cadre de la support
vector regression [Smola & Scholkopf 2003], est une fonction de déviation en valeur
absolue tronquée (appelé aussi le cout t-insensible). Le probléme avec contraintes
s’écrit :
mingepper  gllflIF +C Y &
avec |f(xs) +b—yi| <t+¢& (3.68)
0<&G 1=1,...,n

et la formulation équivalente en terme de cout pénalisé est :

. 1
min -

2 . — | =
Janin SIFI + C 3 max(0, f (@) +b =yl ) (3.69)

=1

Le dual est un programme quadratique bi-paramétrique.

3.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté quelques principes fondamentaux sur les
méthodes & noyaux. Nous avons aussi introduit des régles pour concevoir des noyaux
et donné des exemples simples de noyaux. Enfin, nous avons illustré leur mise en
ceuvre dans le cadre d’'un probléme de régression. Une telle approche sera reprise
dans la suite pour le démélange des données hyperspectrales.
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Dans ce chapitre, nous étudions les méthodes d’apprentissage de variétés. Nous
exhibons également la relation entre ces méthodes et une méthode & noyau, le KACP.
Nous montrons aussi qu'une méthode d’apprentissage de variétés peut étre utilisée
comme une étape de réduction de dimension, en préalable a la mise en ceuvre d’un
algorithme de traitement linéaire, par exemple de démélange, obtenant au final ainsi
une chaine de traitement non-linéaire. Une telle méthode peut également étre utilisée
directement pour 'extraction des composés hyperspectraux purs et l'estimation de
leurs abondances grace a des distances géodésiques. Finalement, nous présentons
des résultats de simulation afin d’illustrer ’efficacité de ces principes dans le cas de
mélanges fortement non-linéaires.
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FIGURE 4.1 — Exemples de variété.

4.1 Variétés et apprentissage de variétés

4.1.1 Notions de variétés et d’apprentissage de variétés

Une variété de dimension n, avec n € R, est un espace topologique localement
euclidien. Par exemple, une courbe est une variété de dimension un, et une surface
est une variété de dimension deuz. Une variété désigne donc un ensemble de points
qui appartiennent a une région qui s’apparente localement a un tel espace. Des autres
exemples sont tels que nous pouvons obtenir un cercle en repliant un segment sur lui-
méme, un cylindre ou un céne en repliant une bande plane sur elle-méme. Un autre
exemple classique de variété a bord est le ruban de Moébius 4.1a. Dans cette thése,
nous utiliserons fréquemment une variété de test « Swissroll », qui est représentée
sur la figure 4.1b.

L’apprentissage de variétés est une approche récente devenue populaire pour la
réduction de dimension d’'un ensemble de données distribué sur une variété. Par-
fois, ces deux notions sont confondues. L’apprentissage de variété a pour objectif
de représenter une telle distribution de données dans un espace euclidien de dimen-
sion plus faible, en conservant les propriétés caractéristiques. Les méthodes utilisées
reposent sur l'idée principale que la dimension de nombreuses variétés est faible,
et que celles-ci peuvent étre décrites par une fonction définie a partir de quelques
parameétres sous-jacents. En d’autres termes, les échantillons concernés sont intrin-
séquement distribués selon un espace de dimension faible, mais plongés dans un
espace de dimension élevée. Pour illustrer plus en détails la notion de variété, pre-
nons ’exemple d’une courbe représentée dans la figure 4.2. On note que la courbe
est définie dans R3, mais a un volume et une surface nulles. La dimension extrin-
séque de « trois » est obsoléte puisque la courbe peut étre paramétrée par une seule
variable. Une facon de formaliser cette intuition se fait par 1’idée d’une variété : la
courbe est une variété unidimensionnelle car elle « s’apparente localement & » R!.

Définition 8 Un homéomorphisme est une fonction continue dont linverse est éga-
lement une fonction continue

Définition 9 Une variété M de dimension d est un ensemble localement homéo-
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FIGURE 4.2 — Variété unidimensionnelle incorporée dans R3.

morphe & RY. Autrement dit, pour tout x € M, il existe un woisinage autour de
x, noté Ny, et un homéomorphisme f : Ry — Ng. Ces voisinages sont des cartes
locales, et l'ensemble des cartes est appelé atlas.

4.1.2 Apprentissage de variétés

Malgré le caractére populaire des méthodes de réduction de dimension men-
tionnées au Chapitre 1, elles ont de nombreuses limites étant donné leur nécessité
d’opérer dans un espace euclidien, qui ne s’accommode pas d’une distribution des
données dans une variété. Par exemple, pour les données Swissroll 4.1b, bien que
les données soient intuitivement dans un espace de dimension 2, une ACP n’est pas
en mesure d’extraire correctement cette structure bidimensionnelle. Les méthodes
d’apprentissage de variétés sont le pendant de 'ACP opérant sur des variétés.

Soient des données i, o, ..., x, € R supposées distribuées dans une variété
de dimension intrinséque d. Pour simplifier, on suppose qu’une unique carte est
suffisante pour représenter celles-ci. Le probléme s’écrit :

Probléme 1 Soient des données @1, o, ..., x, € RP distribuées sur une variété M
de dimension d, qui peut étre décrite par une unique carte définie par f: M — R9,

On recherche Yy, Ys, - - -, Y, € R tels que y, d:eff(w,)

La figure 4.3 illustre un swissroll et son injection dans un espace a deux dimensions
grace a la méthode Isomap. On note que la relation de voisinage entre les échantillons
est préservée. Ceci résulte du fait qu’il existe un homéomorphisme f de M dans R?.



62 Chapitre 4. Démeélange non-linéaire par apprentissage de variétés

30 L
—60 =40 =20 o 20 40 60

¢) Graphe des distances

FIGURE 4.3 — Variété swissroll et son injection dans R? avec Isomap |Lei et al. 2012]
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FIGURE 4.4 — Distance géodésique sur une variété surfacique.

4.2 Algorithmes d’apprentissage de variétés

Au cours de cette section, nous allons passer en revue les deux principaux algo-
rithmes d’apprentissage de variétés existants : Isomap [de Silva & Tenenbaum 2003]
et LLE [Roweis & Saul 2000]. Ceux-ci seront par la suite appliqués au traitement
des données hyperspectrales. Notons ici déja que chaque algorithme discuté néces-
site la définition d’un voisinage de taille k. Au sein de chaque voisinage, la variété
peut étre assimilée & un espace euclidien.

4.2.1 Méthode ISOMAP

Isomap [de Silva & Tenenbaum 2003] - abréviation de « isometric feature map-
ping » - est I'un des premiers algorithmes qui ait été développé pour ’apprentissage
de variétés. Il peut étre considéré comme une extension de la méthode « Multidimen-
sional Scaling (MDS) » [Cox & Cox 1994] classique pour intégrer des informations
de dissemblance dans un espace euclidien. Isomap se compose de deux étapes prin-
cipales :

1. Estimation des distances géodésiques (distances sur le long d’'une variété) entre
les points d’entrée & 1’aide d’une méthode d’estimation du plus court chemin
sur un graphe de « k plus proches voisins ». La figure 4.4 illustre la distance
géodésique sur une variété surfacique.

2. Utilisation de la méthode MDS pour trouver des points dans I'espace euclidien
de faible dimension, dont les distances correspondent au mieux aux distances
géodésiques trouvées a 1’étape 1.

4.2.1.1 Estimation des distances géodésiques

On suppose que les données sont issues d’une variété M de dimension d incluse
dans RP, et nous souhaitons trouver un homéomorphisme f de M dans R2. Isomap
recherche une application isométrique, i.e., qui préserve les distances entre les points.
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En d’autres termes, si «;, ; sont des points sur une variété et G(x;, ;) la distance
géodésique entre eux. On recherche alors une application f : M — R? telle que

1f (i) = f(z))l| = G, z;) (4.1)

En outre, on suppose que la variété est suffisamment réguliére afin que la distance
géodésique entre des points voisins soit (approximativement) euclidienne. Ainsi la
distance euclidienne de R” constitue-t-elle une approximation raisonnable de la
distance géodésique entre deux points voisins de la variété. Pour des points éloignés,
il convient de procéder autrement. Pour ce faire, 'algorithme Isomap construit un
graphe de « k plus proches voisins » dont les arrétes sont pondérées par les distances
euclidiennes. Puis il approxime la distance géodésique entre 2 points quelconques
en sommant les poids des arrétes du plus court chemin entre eux, obtenu par la
meéthode deDijkstra |Dijkstra 1959] ou de Floyd [Floyd 1962].

4.2.1.2 Multidimensional Scaling (MDS)

Une fois les distances géodésiques calculées entre toutes paires de points, 1’al-
gorithme Isomap estime les images des points dans R” de sorte que les distances
euclidiennes entre eux soient (approximativement) égales aux distances géodésiques.
MDS est une technique classique qui peut étre utilisée pour cela.

Le probléme plus généralement traité par MDS est le suivant. Etant donnée une
matrice D € R™*" de dissemblances, ’algorithme construit un ensemble de points
dont les distances euclidiennes entre eux correspondent (approximativement) aux
dissemblances fournies par D. Il existe de nombreuses fonctions de colt pour cette
tache, et une grande variété d’algorithmes pour minimiser ces fonctions de cofit.
L’algorithme MDS repose sur le théoréme suivant, qui établit un lien entre 'espace
des matrices de distances euclidiennes et 'espace des matrices de Gram.

Théoréme 7 Une maitrice non-négative symétrigue D € R™ ™, de termes diago-
nauz nuls, est une matrice de distance euclidienne si et seulement si

def 1

BY __
2

d 1
HDH  avee HYr--117
n
est semi-définie positive. Ici, B est la matrice de Gram pour une configuration de
moyenne centrée avec les composantes de D pour distances inter-points.

Ce théoréme inspire une technique pour convertir une matrice de distance eucli-
dienne en une matrice de Gram. Soit X I’ensemble des points images dans R?, et B
la matrice de Gram correspondante B = X X |. Pour obtenir X de B, on procede
a une décomposition spectrale de B = UAU ". On pose alors X = UAY?. Lorsque
D n’est pas une matrice euclidienne, par exemple suite a ’application de Isomap,
la matrice B définie ci-dessus ne peut étre une matrice semi-définie positive et donc
une matrice de Gram valide. Pour surmonter cela, MDS projette B sur le cone des
matrices semi-définies positives en annulant ses valeurs propres négatives.
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En général, X := UA}F/ ? est une configuration & n dimensions. Afin de réaliser
une réduction de dimension de D a d avec D > d, on projette généralement X sur

ses d composantes principales.

Soit X % UA}F/ ? la configuration & n dimensions. En conséquence, UAi/ T

est la déecomposition spectrale de X X T. Supposons que P'on utilise une ACP pour
projeter les données X sur un espace a d dimensions. On rappelle que cet algorithme
renvoie XV, ot V€ R™*? dont les colonnes v sont données par les vecteurs propres
de XTX :vy,...,v4. Ces vecteurs propres sont calculés par

X Xv; = &,
(UA}F/z)T(UA}F/z)’Uz‘ = &iv;
(AVPUTUAY v, = G,
Avi =&v;

Cette derniére expression montre que la troncature effectuée suite & MDS peut étre
conjointement pratiquée par I’ACP, lors de la phase de réduction & d dimensions. Par
ailleurs, les valeurs propres &; révélent 'importance relative de chaque dimension.

4.2.1.3 Algorithme

L’algorithme Isomap consiste & estimer les distances géodésiques en utilisant le
plus court chemin sur un graphe, puis trouver une injection de ces distances dans
un espace euclidien a l'aide de la méthode MDS. La figure 4.5 résume ’algorithme.
Une caractéristique particuliérement utile pour Isomap est qu’il fournit automati-
quement une estimation du nombre de dimensions de la variété sous-jacente. En
particulier, le nombre de valeurs propres non nulles trouvées par MDS donne cette
dimension sous-jacente. Cependant, en présence de bruit et d’incertitudes dans le
processus d’estimation, il est & noter que I’écart entre les valeurs propres dominantes
et les valeurs propres secondaires, ou supposément nulles, peut étre altéré. Enfin,
Isomap dispose d'une garantie d’optimalité [Bernstein et al. 2000]. En effet, Isomap
est assuré de récupérer le paramétrage d’une variété sous les hypothéses suivantes.

1. La variété est isométrique intégrée dans R,

2. L’espace paramétrique sous-jacent est convexe, c’est-d-dire la distance entre
deux points quelconques dans l’espace paramétrique est donnée par une dis-
tance géodésique qui se trouve entiérement & l'intérieur de l'espace paramé-
trique.

3. La variété est bien échantillonnée partout.
4. La variété est compacte.

La preuve de cette optimalité commence par montrer que, avec suffisamment
d’échantillons, les distances sur le graphe se rapprochent des distances géodésiques
sous-jacentes. A la limite, ces distances sont euclidiennes et MDS retourne préci-
sément les points injectés dans ’espace de dimension réduite. En outre, MDS est
continue : de petites variations en entrée se traduisent par de petites variations en
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o D
Entrées : 1, xs,... 2, € R" K
1. Concevoir un graphe de voisinage & partir des k plus proches voisins avec les
poids wjj := ||&; — ;| pour les arétes (x;, x;).

2. Calculer les distances de plus court chemin entre toutes les paires de points
a ’aide de I’algorithme Dijkstra ou Floyd. Ranger les carrés de ces distances
dans une matrice D avec D;; = 0 et D;; > 0.

3. Poser BY —%HDH, O A g %11—r est une matrice de centrage.

4. Calculer la décomposition spectrale de B =UAU .

5. Construire A4 en posant [Ay];; = max(0, Ajj).

6. Fixer la dimension intrinséque d, correspondant au nombre de composantes
non nulles de A,.

7. Calculer X* = UAY”.

8. Reéduire la dimension en gardant les d premiers lignes de X : Y = [x],xq-

9. Retourner Y.

FIGURE 4.5 - ISOMAP

sortie de l'algorithme. En raison de cette robustesse aux perturbations, la solution
de MDS converge asymptotiquement vers la carte recherchée. Isomap a été déve-
loppé selon deux directions principales : soit gérer les transformations conformes,
soit gérer de trés grands ensembles de données [Jordan et al. 2001].

La premiére approche est appelée C-Isomap et aborde la question qui est que
beaucoup de types d’injections ne conservent pas les distances, mais les angles. C-
Isomap a une garantie d’optimalité théorique semblable & celle de Isomap, mais exige
que la variété soit échantillonnée uniformément.

La deuxiéme extension, Landmark Isomap, est basée sur des points de repére
pour accélérer le calcul des distances entre les points pour MDS. Dans Isomap,
ces deux étapes nécessitent O(n?) opérations, ce qui est bloquant pour les grands
ensembles de données. L.'idée de base consiste & sélectionner un petit ensemble de [
points de repére, ou D < £ < n. Ensuite, les distances géodésiques approximatives
de chaque point aux points de repére sont calculées. Ensuite, MDS est exécuté sur
la. matrice £ x £ de distances entre les points de repére. Enfin, les points restants
sont incorporés en leurs distances aux points de repére. Cette technique réduit la
complexité d’Isomap de O(n3) a O(dnflogn + £3).
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4.2.2 Méthode LLE

L’algorithme LLE (Locally Linear Embedding) [Roweis & Saul 2000] repose sur
une intuition tres différente. L'idée vient de la visualisation d’une variété comme
une collection de « patches » se chevauchant. Si la taille de voisinage est petite et
la variété suffisamment lisse, ces patches sont localement (hyper)-plans. En outre,
la projection de la variété sur ces patches n’altére pas la configuration des données.
L’idée est donc d’identifier ces patches et de caractériser la géométrie entre eux, et
de trouver une injection dans R? qui conserve cette géométrie locale. On suppose
que ces patches locaux se chevauchent de sorte que les reconstructions locales se
combinent en un systéme global. Comme dans toutes les méthodes d’apprentissage
de variétés, le nombre de voisins choisi est un parameétre déterminant dans la mise
en ceuvre de lalgorithme. Soit A/ (7) 'ensemble des k plus proches voisins du point
x;. La premiére étape de l'algorithme modélise la variété comme une collection de
patches, et vise & caractériser la géométrie locale. Pour cela, la méthode vise a
représenter &; comme une combinaison convexe de ses k plus proches voisins. Les
coeflicients de pondération sont choisis afin de minimiser I'erreur quadratique de
reconstruction de chaque point :

JEN;

La matrice de poids W est utiliste comme un substitut a la géométrie locale des
patches. Intuitivement, le vecteur [W]; révele la disposition des points autour de
x;. En plus, il existe des contraintes sur les poids. 1) Chaque ligne doit se sommer
aun, et 2) [W);; = w;; = 05si j ¢ N(i). La contrainte 2) implique que LLE est une
méthode locale. La contrainte 1) rend les poids invariants aux translations globales,
i.e., si chaque x; subit une translation de «, alors

Hml + o — Z wij(z; + a)||” = Har:z Z wlj:cJH (4.3)

JEN; JEN;

et W ne s’en trouve pas affecté. En outre, W est invariant aux rotations et mises
a ’échelle globale.

Une solution analytique W & ce probléme existe, obtenue & partir de la méthode
des facteurs de Lagrange. Ainsi, les poids de reconstruction pour chaque point x;

D ke (i C'_kl
wij = % (4.4)
>0 ;meN (i) Com

sont donnés par

ol ¢, ! est la composante (¢,7m) de l'inverse de la matrice de covariance locale C,
dont les entrées sont définies par

def (

Com = (@i — x0) | (@ — X1) avec ,m e N(i). (4.5)

La seconde étape de ’algorithme vise a trouver les images ¥y, des points x; dans R?
respectant la configuration estimée au moyen de la matrice W. Pour ce faire, on
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considére la fonction colit suivante :
2
J(Y) :ZHyi_ZwijyjH (4.6)
i J

a minimiser par rapport 4 Y = [y;,...,y,]. On peut écrire J(Y) =Y TMY avec

MY T -w)T(1-w). (4.7)

La minimisation du critére ci-dessus nécessite d’imposer des contraintes sur Y. Sans
perte de généralité, puisque le probléme (4.6) est invariant par homothétie, on im-
pose YY T = I ce qui contraint par ailleurs la transformation a étre de rang d.
Enfin, on pose Y1 = 0 afin de centrer les données y,. On montre que la résolution
de ce probléme contraint nécessite la maximisation d’un quotient de Rayleigh, dont
la solution est obtenue en retenant les d + 1 vecteurs propres de M associés aux
plus faibles valeurs propres. Le dernier, valant 1 et associé & la valeur propre 0, ne
doit pas étre retenu car il correspond a la translation des données.

Conformal Eigenmap [Sha & Saul 2005] est une technique qui peut étre utilisée
en conjonction avec LLE pour fournir une estimation automatique de d, la dimension
de la variété. LLE est résumé dans la figure 4.7, et illustré par la figure 4.6.

1er étape: Choisir le voisinage

» b ~
. . ' .
. & ® o ¥
L] ‘: 2eme étape: Reconstruire avec des
o ! o B coeflicients linéaires
- L]
[ . L]
° . a :
T / * 3
- - . ® W Ay
e ‘ = 1
[, L] . xl "Wlk
{ [
¢ » L]
] KR
. . .
b . ,-""
.'I- ; - ;
] ¥ !
. . X
L] i’
e | . !
] TRl | #
° \ | ® -
N\ w9y i
i ;5 i ol ST
. Ll “.’f"'fm 3eme étape: Incorporer dans I'espace de basse dimension
»
. Yo
® . ke
_—

FIGURE 4.6 — Procédure d’apprentissage de variété avec LLE [Roweis & Saul 2000]
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Entrées : 1, x, ...z, € RP k. d
1. Calculer les poids de reconstruction. Pour chaque point z;, calculer C et W

2. Prendre M = (I-W)T (I-W) et calculer les vecteurs propres M, 4 associés
aux d plus petites valeurs propres non nulles

3. Renvoyer le résultat : Y = M, 4

FiGure 4.7 — LLE

4.3 Apprentissage de variétés et KACP

Les méthodes présentées ci-dessus peuvent s’exprimer & partir d’une formulation
a noyau. Isomap, par exemple, utilise MDS pour l'injection des données. MDS est
équivalent & ACP, ce qui permet d’entrevoir ici la mise en ceuvre de KACP et de
lastuce du noyau utilisé. Dans [Ham et al. 2003], les auteurs ont montré la relation
entre les méthodes d’apprentissage de variétés et les méthodes KACP.

Tous les algorithmes de réduction de dimension partagent une caractéristique
commune en cela qu’ils induisent d’abord une structure locale de voisinage sur les
données, puis exploite cette structure locale pour reconstruire la variété dans un
espace de dimension inférieure. Cette relation de voisinage local est définie en uti-
lisant les k voisins les plus proches dans I’espace euclidien, et peut étre décrite par
un graphe. Cependant, la facon dont ces algorithmes utilisent cette structure de
voisinage est tout & fait différente. Envisagée dans ce contexte, 'intégration des
noyaux dans ces algorithmes partagent donc une stratégie similaire. On construit
d’abord une matrice de Gram des données d’apprentissage. La diagonalisation de
cette matrice & noyau définit une injection gardant la structure de faible dimen-
sion de la variété. Nous allons d’abord présenter la méthode KACP, puis nous nous
attacherons a la réinterprétation des algorithmes selon KACP.

4.3.1 Kernel ACP

Dans les méthodes de noyau, les noyaux peuvent étre considérés comme une me-
sure de similarité non-linéaire. Soit un ensemble non-vide X et un noyau défini po-
sitif k, des données d’entrée {x1, 2, ..., x,} € X définissant un sous-espace de RP.
KACP calcule les composantes principales de ces données ¢(x1), ¢p(x2),. .., d(xn)
dans Uespace de Hilbert H. Car H peut étre de dimension infinie, le probléme ACP
doit étre transformé en un probléme qui peut étre résolu en termes de noyau. Dans
ce but, nous considérons la matrice de covariance dans H :

Ci= 13 ool (48)
=1
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Pour diagonaliser la matrice C alors méme que H peut étre de dimension infinie,

on recherche les valeurs propres A > 0 et les vecteurs propres correspondant v
satisfaisant I’équation :

Cv = )\v (4.9)

Notons que toute solution de (4.9) s’inscrit dans un sous-espace engendré par les
images ¢(x;). Les solutions v, vecteurs propres de C, peuvent étre représentés par :

v=> oip(a;) (4.10)
=1

Le probléme (4.9) est équivalent a :
d(xg)Cv = Ap(xp)v Vi=1,...,n (4.11)
En substituant (4.8), (4.10) dans (4.11), on obtient :
nKa = Ko (4.12)

ol « est un vecteur colonne de composantes «;, ¢ = 1,...,n. Le probléme se réduit
a trouver les coefficients a; en résolvant cette décomposition en éléments propres :

nia = Ka (4.13)

pour les valeurs propres A non nulles.

On peut démontrer que l'extraction de la ¢ caractéristique de ¢(x), au moyen

du £¢ vecteur ay), a pour forme :

(0(@). 0 = —==3" o n(ai @) = —=Ka'" (4.14)

Le facteur ﬁ demeure pour assurer v¥Tv® = 1. Comme pour ACP, KACP
nécessite que les données dans H soient & moyenne nulle. En général, ceci nécessite
un pré-traitement méme si les données sont & moyenne nulle dans l'espace X. Le
centrage des données peut étre effectué en substituant la matrice K par

K =(I—-ee")K(I—ee') (4.15)

4.3.2 Isomap sous forme KACP

Comme pour MDS, Isomap construit d’abord une matrice de distances entre
les paires de données. Cependant, au lieu d’utiliser la distance euclidienne, Isomap
construit un graphe symétrique et approxime la distance géodésique grace a un
algorithme de plus court chemin. MDS est appliquée a cette matrice de distance
géodésique et 'injection recherchée est donnée par les vecteurs propres correspon-
dant aux valeurs propres les plus petites. Comme souligné dans [Williams 2002],
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on peut interpréter MDS grace & KACP. De la méme fagon, on peut prendre les
distances utilisées dans Isomap et considérer la matrice de Gram suivante :

Kisomap — —%(I —ee )S(I —eeT) (4.16)
ou S est la matrice des distances géodésiques au carré, et e = ﬁ[l, o 1]T est le
vecteur destiné a centrer Kigomap. Néanmoins, nous ne disposons d’aucune garantie
sur le caractére défini positif de cette matrice. Toutefois, dans la limite continue
pour une variété lisse, la distance géodésique entre les points est proportionnelle &
la distance euclidienne dans ’espace des paramétres de faible dimension de la variété
[Grimes & Donoho 2002]. Tl est connu que k(x, ') = —||z —x'||® est définie positive
pour 0 < B < 2. Dans la limite continue, —S est donc définie positive tout comme
Kisomap. Voir pages 49-51 dans [Scholkopf & Smola 2001]). Dans ’équation (4.13)
appliquée a la matrice Kigomap, parce que 'application fournie par KACP est don-
née par les vecteurs propres associés aux plus grandes valeurs propres de Kisomap,
on constate en pratique que l'utilisation des projections par les vecteurs propres
dominants de KACP donne un résultat comparable & Isomap.

4.3.3 LLE sous forme KACP

L’algorithme LLE construit une matrice de poids fournissant la meilleure ap-
proximation d’une donnée par ses voisins, au sens des moindres carrés. Cette matrice
est définie par M = (I — W) T (I — W) qui a une valeur propre maximale Amay, et
une plus petite valeur propre nulle associée au vecteur propre uniforme e. Comme
les autres vecteurs propres sont orthogonaux & e, la somme de leurs composantes
vaut 0. Pour LLE, I’application recherchée est définie & partir des vecteurs propres
associés aux valeurs propres des rangs n — d & n — 1. Nous définissons :

K := (Amax — M) (4.17)

Par la construction, K est une matrice définie positive, son vecteur propre princi-
pal est e, et les coordonnées des vecteurs propres des rangs 2 & d + 1 fournissent
I’application recherchée. De maniére équivalente, on peut considérer

Kig=(I—ee KI—ee') (4.18)

et utiliser ses vecteurs propres associés aux valeurs propres dominantes des rangs 2 a
d+ 1. Ceci établit une connexion directe avec KACP, qui diagonaliserait également
la matrice Ky k.

4.4 Démélange des images hyperspectrales par appren-
tissage de variétés

Nous avons présenté le modéle de mélange linéaire et des modeéles non-linéaires
pour les images hyperspectrales au chapitre 2. Les méthodes d’extraction des
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composés purs et d’estimation des abondances sont souvent deux étapes indé-
pendantes dans la procédure de démélange. Nous nous concentrons ici sur les
méthodes d’extraction qui supposent l'existence de pixels purs telles que N-
FINDR, SGA et VCA, mais adoptons le formalisme géométrique développé dans
[Honeine & Richard 2011a]. En effet, avec ces mémes algorithmes, il permet conjoin-
tement d’extraire les composés purs et d’estimer conjointement les abondances des
pixel-vecteurs de I'image traité. Les abondances y sont définies comme des coordon-
nées barycentriques dans un espace de dimension réduite, et peuvent étre évaluées
par des rapports de volumes de simplexes ou de distances.

Les approches rappelées ci-dessus reposent sur un modéle de démélange linéaire.
Ils conduisent & des résultats sérieusement biaisés si le modéle de mélange sous-jacent
est non-linéaire. Une stratégie possible est de recourir & des méthodes d’apprentis-
sage de variété pour prendre en compte la géométrie des données. Plus précisément,
il s’agit 14 d’exploiter les distances géodésiques estimées par Isomap, et la représen-
tation des données dans un espace euclidien de dimension réduite fourni par LLE.
Dans la suite, une version non-linéaire des algorithmes N-FINDR, SGA et VCA est
développée. Il s’agit d’une contribution originale de cette these.

4.4.1 Démélange non-linéaire avec N-FINDR

L’algorithme N-FINDR a pour but de trouver les composés purs en maximisant
le volume du simplexe formé par des pixel-vecteurs de 'image traitée. Les sommets
définissant ce simplexe sont les composés purs recherchés, qui doivent étre présents
dans ’ensemble de données.

Pour développer une version non-linéaire de N-FINDR, une premiére approche
consiste & adopter LLE comme pré-traitement des données plutot que toute autre
approche de réduction de dimension linéaire telle que ’ACP recommandée par les
auteurs. LLE réalise une injection des données dans un systéme de coordonnées
global unique de dimension inférieure. La mise en ceuvre de N-FINDR sur cette
nouvelle représentation aboutit au final & un schéma d’inversion non-linéaire.

Avec Isomap, l'utilisateur aboutit & une matrice de distances géodésiques entre
les pixel-vecteurs de I'image traitée. L’exploitation de ces informations nécessite
une reformulation de I'algorithme N-FINDR. Le calcul de volume est généralement
effectué en considérant le déterminant ci-aprés

1 det<1 1 ... 1)‘ (4.19)

Yo w1

m; Mmoo ... Mp

ou les m; désignent les sommets considérés. Comme rappelé ci-dessus, le calcul de
ce déterminant nécessite de recourir & une réduction de dimension par projection
des données dans un espace de dimension k£ — 1, ce qui pourrait étre fait avec LLE
si on adoptait cette méthode d’apprentissage de variétés. Sinon, il est possible de
recourir au déterminant de Cayley-Menger comme cela a été montré de facon in-
dépendante dans [Honeine & Richard 2011a, Heylen et al. 2011]. Cette formulation
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repose sur les distances euclidiennes inter-sommets et ne nécessite pas de réduction
de dimension.
Soit d;; une distance entre les sommets m; et m;. Le volume au carré du simplexe
Lo . L .
défini par les {m;},=1 g dans R” est donné par

V2= (-D* det(C1.. Rr) (4.20)
S 2R_1((R_ 1)‘)2 1,...,.R .
dans laquelle
D} . 1
Ci r= < 17 O> (4.21)

ou 1 est un vecteur de 1, et D%,...,R est la matrice telle que Di“’R(i,j) = d?j. On
note que 'on peut également réécrire (4.20) en remplacant

det(Cl,_,_ﬁ) = —(dir CQ_,I,R dl) det(Cg7_..7R)

avec dy = (d2,,...,d? R 1)". Enfin, on peut également calculer la distance entre le
sommet m et le sous-espace engendré par les autres sommets (myg, ..., mpg) ainsi
1
diC;! pdi\?
5(my) = (1223 (4.22)

Avec ces équations, si les distances choisies sont euclidiennes, les résultats obtenus
sont les mémes qu’avec N-FINDR [Honeine & Richard 2011a]. On préconise 1'utili-
sation des distances géodésiques, le calcul des volumes étant effectué le long de la
variété. Les coordonnées dans ce cas sont les coordonnées sur la variété. 1l s’agit
l& d’'une méthode de démélange non-linéaire non-supervisée originale, permettant
d’extraire conjointement les composés purs et leurs abondances au sein de 'image
traitée. Aucune hypothése sur la nature du modeéle non-linéaire n’est faite.

4.4.2 Démélange non-linéaire avec SGA

A la différence de N-FINDR, D'algorithme SGA détermine successivement les
sommets du simplexe. Tout d’abord, I'algorithme débute par un sommet choisi de
fagon aléatoire t, puis recherche un autre point au sein de 'image qui maximise le
volume du simplexe S1; = {t,r;}. Ce point est choisi comme le premier composé
pur et étiqueté mi. SGA poursuit sa recherche avec les simplexes Sy = (my, r;).
Le nouveau point r; qui maximise le volume du simplexe est sélectionné comme
deuxiéme composé pur et étiqueté my . Le processus est itéré jusqu’a ce que les R
composés purs requis aient été déterminés.

SGA réclame des calculs de volume a chaque recherche d'un nouveau sommet.
Cependant, dans sa formulation classique, il demande aussi une étape de réduction
de dimension & chaque itération pour le calcul du volume par (4.19). Itérer cette
procédure, avec des distances géodésiques pour Isomap, ou un espace euclidien de
dimension réduite pour LLE, estimés & chaque pas de 'algorithme s’avérerait trop
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couteux. Comme pour N-FINDR, on préconise d’utiliser LLE comme pré-traitement
a lalgorithme SGA conventionnel, éventuellement avec (2.27) pour estimer conjoin-
tement les abondances, ou exploiter la formulation de Cayley-Menger (4.20) avec
les distances géodésiques fournies par Isomap.

4.4.3 Démélange non-linéaire avec VCA

L’algorithme VCA repose sur le fait que la transformation affine d’un simplexe
est également un simplexe. En conséquence, il projette ’ensemble des données sur un
sous-espace orthogonal au sous-espace engendré par les composés purs déja sélection-
nés. Le point le plus éloigné constitue le nouveau composé pur, et la procédure est
itérée jusqu’a ce que le nombre souhaité d’éléments ait été obtenu. Cette procédure
est similaire & SGA, mais basée sur le calcul de la distance d'un sommet de simplexe
a sa base. Ceci peut étre effectué grace a la formulation de Cayley-Menger (4.20)
avec les distances géodésiques fournies par Isomap. Ou alors, la méthode LLE peut
étre mis en ceuvre comme un traitement non-linéaire préalable & I'algorithme VCA
originel.

4.5 Expérimentation

Cette section vise & tester les algorithmes décrits ci-dessus, sur des données
simulées et sur une scéne réelle de petite taille.

4.5.1 Données artificielles

Les données artificielles considérées ici appartiennent & R3, et sont distribuées
sur une variété bidimensionnelle de type "Swissroll". Celle-ci est paramétrée par une
variable o, permettant d’en augmenter la courbure a mesure que cette variable croit.
Les coordonnées d'un point r; en fonction de 'abondance locale «; (coordonnées
sur le simplexe original) s’exprime par

ri1 = a1 sin(oagp) + 1
rig = a;1 cos(oayr) + 1 (4.23)
Tig = G2 + 1

Afin de respecter la contrainte de somme & un, ’abondance du 3° composé pur est

défini par a3 = 1 — (i1 + a42). En fixant 'un des coefficients d’abondance a 1, les
autres étant a 0, on retrouve les composés purs dont les coordonnées dans R? sont

my = (sin(o) + 1,cos(o) +1,1)"
my = (1,1,2)" (4.24)
m3 = (17 17 l)T

La figure 4.8 représente la variété pour deux valeurs de o différentes. Plus o aug-
mente, plus la courbure de la variété est importante. Le démélange des données de
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FIGURE 4.8 — Variété "Swissroll" pour o = 0.5 (gauche) et o = 7 (droite)

la variété Swissroll a été effectué sur un ensemble de 1000 échantillons en utilisant
les algorithmes basés sur I’apprentissage de variété. Le nombre de composés purs a
été fixé & R = 3. L’extraction des composés purs a été réalisée avec N-FINDR, SGA
et VCA, dans leur version linéaire et non-linéaire.

Le protocole linéaire a consisté a appliquer préalablement une ACP pour ré-
duire la dimension des données & 2. Puis les trois algorithmes ont été appliqués
pour estimer conjointement les composés purs et leurs abondances dans les don-
nées. Le protocole non-linéaire a consisté, d'une part a appliquer LLE comme un
pré-traitement non-linéaire puis & mettre en ceuvre les 3 méthodes linéaires, d’autre
part & calculer les distances géodésiques par Isomap et appliquer les 3 méthodes
linéaires avec celles-ci.

Dans les simulations, pour Isomap et LLE, la taille £ du voisinage a été fixée a
10. On a observé que de bonnes performances étaient obtenues pour 5 < k < 20.
Pour k < 5, de médiocres performances ont pu étre observées. Les algorithmes ont
été comparés en fonction de la valeur du parameétre o dans lintervalle [0,5]. Le
graphe supérieur dans les figures 4.9, 4.10 et 4.11 fournit la valeur moyenne de
l’angle spectral minimum entre les composés purs estimés m; et la vérité terrain
m,;, Soit

Zmlnarcc%( ™ my > (4.25)
[ | [|m; |

On peut constater que les algorithmes non-linéaires donnent des valeurs acceptables
sur toute la gamme de o, et obtiennent de meilleurs résultats que les algorithmes
linéaires originaux. Cependant, lorsque la courbure de la non-linéarité augmente, ces
algorithmes ne parviennent pas & fonctionner de maniére satisfaisante. Le graphe in-
férieur dans les figures 4.9, 4.10 et 4.11 fournit ’erreur entre les abondances estimées
et leurs valeurs de référence, soit

E=— mln Z |k — Qg (4.26)
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ou N = 1000 désigne la taille de l’ensemble de données. Une fois encore, les al-
gorithmes non-linéaires présentent de meilleures performances que leurs alter ego
linéaires. Les figures 4.12 et 4.13 présentent les mémes résultats d’une maniére dif-
férente, ce qui permet de comparer les performances de N-FINDR, SGA et VCA
suivant qu’ils sont associés a Isomap ou LLE respectivement. Il apparait que Iso-
map est plus performant que LLE, mais nécessite davantage de calculs.

4.5.2 Données réelles

Nous avons testé un algorithme de référence, VCA, qui donne des résultats fiables
dans les cas bruité ou non bruité, avec les trois méthodes de réduction de dimension :
linéaire avec ACP, et non-linéaire avec Isomap et LLE. La scéne choisie est une sous-
image de taille 50 x 50 du site de Moffet Field (CA, USA). Dans ces images 4.14,
trois matériaux principaux sont représentés : le sol, ’eau et les végétaux. Cette image
présente de fortes non-linéarités aux interfaces entre ces matériaux. Il apparait que
les méthodes non-linéaires améliorent le contraste sur ces zones, avec un net avantage
a LLE, ce qui confirme ce qui avait été observé sur des données artificielles.

4.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons étudié des méthodes d’apprentissage de variétés,
et fait le lien avec la méthode non-linéaire KACP de réduction de dimension. Nous
avons proposé un protocole original pour l'extraction non-linéaire des composés
purs d’'une image hyperspectrale, et ’estimation conjointe de leurs abondances. Les
perspectives de travail concernent ici une étude approfondie du formalisme géomé-
trique [Honeine & Richard 2011a] adopté, pour une meilleure prise en compte des
contraintes sur les abondances estimées. En I’état, cette approche ne permet que de
constater a posteriori que le mélange estimé pour certains pixel-vecteurs n’y satisfait
pas, mettant de fait en cause la validité locale du modéle de démélange choisi sans
offrir pour autant de solution.
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FIGURE 4.14 — VCA avec trois méthodes de réduction de dimension sur Moffet Field.
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Dans ce chapitre, nous présentons une méthode de démélange non-linéaire basée
sur le principe de pré-image, ainsi nommé par la communauté du machine learning.
Voir [Honeine & Richard 2011b| pour une présentation détaillée de ce probléme et
des solutions existantes. Aprés avoir détaillé cette approche, nous nous intéressons
au probléme de sélection de modéle. Nous mettons 'accent sur les modeéles partiel-
lement linéaires, en montrant que la composante non-linéaire de ce type de modéle
peut étre avantageusement déterminée par apprentissage de variété. Finalement,
nous considérons le probléme de démélange ainsi défini en considérant un terme de
régularisation spatial complémentaire.
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5.1 Meéthodes de pré-image

5.1.1 Introduction

Les méthodes de noyaux, comme présentées dans le Chapitre 3, visent a dévelop-
per des méthodes d’identification non-linéaires efficaces. L’un des principes directeur
de ces approches est connu sous le nom d’« astuce de noyau », et exploite le fait qu'un
grand nombre de techniques de traitement de données ne dépendent pas explicite-
ment des données elles-mémes, mais d’une mesure de similarité entre elles telle qu'un
produit scalaire. Pour concevoir une extension non-linéaire de techniques originel-
lement linéaires, on peut appliquer une transformation non-linéaire aux données,
et mettre en ceuvre ces méthodes linéaires dans ’espace des caractéristiques ainsi
défini. Selon I'astuce du noyau, cette transformation peut étre aisément réalisée en
remplacant les produits scalaires par un noyau reproduisant. Ceci est équivalent au
calcul de produits scalaires dans l’espace des caractéristiques. De tels algorithmes
présentent des performances accrues par rapport a leurs homologues linéaires, pour
une complexité calculatoire identique.

Tandis que la transformation non-linéaire de ’espace des entrées X’ vers I'espace
des caractéristiques H est centrale dans les méthodes & noyau, la transformation
inverse de H a X peut également étre d’un intérét primordial. Ceci est par exemple
le cas pour 'algorithme KACP qui fournit un moyen de débruiter des signaux ou
images dans l'espace H, mais n’offre pas les clés pour retrouver ces données dans
leur espace de représentation initial X'. Dans le cadre d’une application au démé-
lange non-linéaire des données hyperspectrales, il s’agit de faire correspondre & un
spectre de mélange observé, un antécédent sous la forme d’un vecteur d’abondance.
Malheureusement, il s’avére que la transformation inverse n’existe pas en général,
seuls quelques éléments de H ayant une pré-image dans X. Le probléme de la pré-
image consiste ici & trouver un antécédent approximatif dans X a tout élément
de H. Il s’agit 14 essentiellement d’un probléme de réduction de dimension, ces deux
questions étant intimement liées dans leur évolution historique.

Le probléme de la pré-image a attiré un intérét considérable au cours des quinze
derniéres années. Il trouve son origine dans [Mika et al. 1999], ot une méthode de
point fixe potentiellement instable est présentée. Dans [Kwok & Tsang 2003], les
auteurs suggeérent une relation entre les distances dans X et dans H. L’application
d’une technique de type MDS donne une estimation de la transformation inverse re-
cherchée. Cette approche a ouvert la voie a4 une série d’autres techniques qui utilisent
des données d’apprentissage dans les deux espaces comme information préalable,
comme 'apprentissage de variété [Roweis & Saul 2000, de Silva & Tenenbaum 2003]
et les méthodes « out-of-sample »[Bengio et al. 2003, Arias et al. 2007].

5.1.2 Formulation du probléme de pré-image

Un probléme est mal posé si au moins 'une des trois conditions suivantes, qui
caractérisent les problémes bien posés au sens de Hadamard, est violée :

1. une solution existe
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2. la solution est unique
3. elle dépend contintiment des données (condition de stabilité)

Malheureusement, l'identification de 'antécédent x* dans X d’un élément quel-
conque ¢ dans H est un probléme mal posé du simple fait que dim(#) > dim(X).
Aussi existerait-il * tel que ¢(x*) = 1), celui-ci ne serait pas nécessairement unique.

Soit 1 dans ’espace des caractéristiques H. En raison du théoréme de représen-
tant (Théoreme 4, Chapitre 3), on peut écrire ¢ = Y 1" | aik(@i,-) avec &1, ..., Ty
des données apprentissage dans X'. On cherche & résoudre le probléme d’optimisation

n
" = arg mig | ;O‘i”(ibi» ) = w(x, ) lI3, (5.1)
1=

Du fait du caractére reproduisant du noyau, on peut estimer une pré-image x* en
minimisant la fonction cofit suivante

n
J(x) = k(z,x) =2 air(w, ;) (5.2)
i=1
Afin de résoudre ce probléme, on présente ci-aprés deux approches populaires.

5.1.2.1 Algorithmes de descente de gradient

Les méthodes de descente de gradient sont des techniques d’optimisation parmi
les plus simples. Elles nécessite le calcul du gradient de la fonction objectif (5.2),
notée VxJ (). Dans sa forme la plus simple, la valeur estimée x(n) est mise a jour
en x(n + 1) en suivant une direction opposée a celle du gradient de la fonction cott
qu’il s’agit de minimiser. Ainsi

x(n+1) =x(n) —1 Ve J(x(n)) (5.3)

ou 7 est un pas, souvent optimisé en utilisant une procédure de recherche linéaire.
Des alternatives plus efficaces existent, telles que la méthode de Newton. Malheureu-
sement, la fonction objectif est intrinséquement non-convexe. Ainsi un algorithme
de gradient de descente a-t-il peu de chance de succés étant donné la présence de
minimas locaux, nécessitant des exécutions répétées afin de retenir finalement une
solution acceptable.

5.1.2.2 Meéthodes de point fixe

L’expression du noyau reproduisant engendrant H fournit des informations utiles
pour élaborer des techniques d’optimisation plus appropriées. Plus précisément, le
gradient de l'expression (5.2) dispose d'une expression analytique pour la plupart
des noyaux. En annulant celui-ci, on simplifie la procédure d’optimisation en abou-
tigsant directement & une technique de point fixe. En prenant par exemple le noyau
Gaussien, la minimisation de la fonction objectif (5.2) aboutit &

lz — 4|

Va T (@) =5 Za e (12 250) @ - e (54)
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En annulant cette expression, on est amené au schéma suivant :

2imy if(®(n), Ti) @i

z(n+1) = 9.5
D S (), @) >
avec k(x(n),z;) = exp(%). Ce schéma peut étre reproduit pour d’autres

noyaux, par exemple le noyau polynomial de degré p.

Malheureusement, cette méthode de point fixe n’échappe pas aux minima lo-
caux du fait de la non-convexité de la fonction colt et a tendance a étre instable.
Pour éviter cette situation, des problémes régularisés peuvent étre facilement for-
mulés, comme dans [Abrahamsen & Hansen 2009]. Une propriété intéressante de
la méthode du point fixe est que la solution du probléme s’écrit sous la forme
x* = Y., Biw; pour certains coefficients 31, B2, ..., B, & déterminer. Ainsi les-
pace de recherche de ces paramétres est controlé, par opposition aux techniques de

descente du gradient qui explorent 1’espace entier.

5.1.2.3 MDS et pré-image

Le probléme de la pré-image s’apparente & une réduction de dimension. Dans
les deux cas, on cherche & incorporer les données dans un espace de dimension
beaucoup plus faible. On rappelle que MDS injecte les données dans un espace de
faible dimension en tachant de préserver les distances. Ce principe a été appliqué avec
succés au probléme de pré-image dans [Kwok & Tsang 2003|. Counsidérons chaque
distance dans l'espace des caractéristiques 67 = i) — x(;,-)||3, et son homologue
dans Iespace d’entrée ||z* — x;||2. De facon idéale, ces distances sont conservées par
la transformation, ce qui signifie :

l* — il|* ~ v — w(=i, )13 (5.6)

pour tout ¢ = 1,2, ..., n. Il est facile de vérifier que §'il existe un i tel que ¥ = ¢(x;),
nous obtenons la pré-image * = x;. Une maniére pour résoudre ce probléme consiste
& minimiser 'erreur quadratique moyenne entre ces distances, soit

n

* . « 2

e =argmin Y _[l|lz* —@il|* — [l — sl ) |3] (5.7)
i=1

Pour résoudre ce probléme d’optimisation, une premiére stratégie consiste a recourir
a4 une méthode de point fixe & laquelle on aboutit naturellement en annulant le
gradient de cette fonction cotit. Ceci conduit a l'expression suivante :

n * || _ 82 .
* _ Zz:l(”x mz” 61)531 (5.8)

i (e — il = 07)

Une autre approche pour résoudre ce probléme consiste & examiner séparément les

égalités (5.6), pour chaque 4, ce qui méne aux n équations :

2x,x;) = (2", ") + (xi, i) — 0; (5.9)
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pour ¢ = 1,2,...,n. Dans ces expressions, l'inconnu apparait également du co6té
droit, avec (x*, £*). Une facon de s’en départir est de considérer des données centrées
x;. Dans ces conditions, en prenant la moyenne empirique de chaque membre de
I’équation ci-dessus, on aboutit &
1 n
(@ 2" = = 3 (67 — (@i, 24) (5.10)

n -
=1

Soit € le vecteur ayant pour entrées 1 3" | (62 — (@, x;)). Sous forme de matrice,

le probléme s’écrit
2X Ta* = diag(X " X) — [62,02,...,0%]" + ¢ (5.11)

ot X = [xy,@a,...,2,] et diag(:) est l'opérateur diagonal, avec diag(X ' X) le
vecteur colonne d’entrées (x;,x;). La pré-image est donc obtenue par la solution
analytique suivante

o = %(XXT)_lX(diag(XTX) _152,82,...,8T) (5.12)

Pour que cette technique puisse étre pratiquement mise en ceuvre, & 'image de ’algo-
rithme LLE, seul un certain voisinage est considéré pour cette méthode de pré-image.
Cette approche ouvre des horizons sur une famille de techniques, déduites des mé-
thodes de réduction de dimension et d’apprentissage de variété [Etyngier et al. 2007].
Au-dela de la préservation des distances tel qu’avec MDS, il est possible de déve-
lopper des méthodes de pré-image préservant les produits scalaires. En utilisant une
telle stratégie, la mesure angulaire est également conservée. Pour cette raison, cette
méthode est dite par transformation conforme. Une technique proposée récemment
dans [Honeine & Richard 2009] pour résoudre le probléme de la pré-image repose
sur une telle transformation. Cette approche est adoptée dans la suite, ou elle sera
détaillée, et appliquée au probléme de démélange des données hyperspectrales.

5.2 Démélange supervisé par calcul de pré-image

Le principe de recherche d’une pré-image a été utilisé dans plusieurs applica-
tions, dont certaines dans [Honeine & Richard 2011b]. Parmi elles, on peut citer
Iutilisation d’une pré-image conjointement avec KPCA pour 'extraction des carac-
téristiques, le débruitage d’images, 'auto-localisation dans les réseaux de capteurs,
etc... Nous utilisons ici ce principe pour le démélange des images hyperspectrales.

On suppose disposer de pixel-vecteurs spectraux et des abondances corres-
pondantes, ce qui constitue I'ensemble d’apprentissage, sur lequel on envisage
d’appliquer une méthode d’apprentissage sous la forme dune recherche dune
fonction de pré-image. Celle-ci est destinée & estimer les abondances de pixel-
vecteurs non-étiquetés. Une telle approche est dite supervisée par rapport au cadre
non-supervisé oti, ni les spectres des composés purs, ni les abondances, ne sont
connus. Voir quelques exemples d’approches supervisées dans [Tourneret et al. 2008,
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Themelis et al. 2010, Altmann et al. 2011b|. Dans [Altmann et al. 2011b], la trans-
formation qui estime les abondances pour tout pixel-vecteur est une combinaison
linéaire de fonctions a base radiale. Les poids de ces fonctions sont estimés & partir
des échantillons d’apprentissage. Un algorithme de moindres carrés orthogonaux est
ensuite appliqué afin de réduire le nombre de fonctions de base intervenant dans
le modele. Dans ce chapitre, nous montrons que le processus d’apprentissage pour
I’estimation des abondances a partir des données d’apprentissage peut étre consi-
déré comme un probléme de pré-image. La résolution de ce probléme vise & estimer
une transformation inverse, de I’espace de grande dimension des pixel-vecteurs, vers
Pespace de faible dimension des vecteurs d’abondance. On considére également le
probléme sélection de noyau, et montrons que les noyaux partiellement linéaires sont
des modéles appropriés. La composante non-linéaire du noyau peut étre congue par
des techniques de ’apprentissage de variétés telles que celles présentées au chapitre
précédent. Une technique de régularisation spatiale est également discutée et expé-
rimentée dans ce chapitre. La « régularisation TV »a été utilisée avec succes dans la
littérature [lordache et al. 2011]. En intégrant ce type d’information, nous montrons
que I'on améliore les performances de nos algorithmes.

5.2.1 Modéle de mixage

Soit © = [r1,72,...,7]" un pixel-vecteur observé, avec L le nombre de bandes
spectrales. Nous supposons que le pixel-vecteur r est un mélange de R spectres de
composés purs m,. Notons M = [mi,ma,...,mpg] la matrice de taille (L x R)
des signatures spectrales des composés purs, et a le vecteur de dimension R des
abondances associées & r. On considére tout d’abord le modéle de mélange linéaire
déja présenté au chapitre 2, ou chaque pixel-vecteur observé est une combinaison
linéaire des spectres des composés purs, pondérés par les abondances, c’est-a-dire :

r=Ma+n (5.13)

ol n est un vecteur de bruit. Le vecteur d’abondance a est généralement déterminé
en minimisant une fonction cotit, par exemple, I’erreur de reconstruction quadratique
moyenne, sous contrainte de non-négativité et de somme unité

>0, Viel,....,R

R
Z o = 1.
i=1

Le modéle ci-dessus suppose que les vecteurs d’abondance « se situent dans un

(5.14)

simplexe de R sommets. Une conséquence directe est que les pixel-vecteurs r se
trouvent également dans un simplexe dont les sommets sont les R spectres des com-
posés purs. 11 existe de nombreuses situations ou I’on rencontre des phénoménes de
diffusion multiple. Le modeéle (5.13) peut donc étre inapproprié et étre avantageu-
sement remplacé par un modele non-linéaire. Soit le mécanisme de mélange général

r=%a,M)+n (5.15)
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FIGURE 5.1 — Probléme élémentaire de pré-image.

avec W une fonction inconnue qui définit les interactions entre les composantes
spectrales de la matrice M, sous contraintes (5.14).

Comme illustrés dans la figure 5.1, les modeéles (5.13) et (5.15) reposent tous
deux sur une transformation de ’espace d’entrée de faible dimension A des vecteurs
d’abondance «, en espace de sortie de grande dimension R des données hyper-
spectrales r. Dans ce contexte, nous considérons le probléme de D’estimation des
abondances comme un probléme pré-image [Honeine & Richard 2011a]. La résolu-
tion du probléme de pré-image vise & estimer la transformation inverse qui permet
d’obtenir a & partir de r, & partir des données d’apprentissage.

5.2.2 Meéthode d’estimation de pré-image utilisée

Cette section présente un cadre original, basé sur le probléme pré-image, pour
le démélange supervisé des données hyperspectrales. Voir la figure 5.2. Afin de per-
mettre au modéle de mieux représenter certains phénomeénes de mélange complexes,
on inscrit la méthodologie dans le contexte des espaces de Hilbert & noyau repro-
duisant (RKHS) en lieu et place de R.

Soit H un espace de Hilbert de fonctions & valeurs réelles ¢ définies sur R, et
soit (-, <)y le produit scalaire associé & H. On suppose 'existence d'une fonctionnelle
d’évaluation d,., définie par d,[¢)] = ¥(r), linéaire par rapport a ¢ et bornée pour
tout 7 de R. En vertu du théoréme de représentation de Riesz, il existe une fonction
définie positive unique r — k(r,-) dans H, qui satisfait |[Aronszajn 1950|

() = (W k(" ))w, VO EH (5.16)

pour tout ' € R. Voir [Aronszajn 1950] pour une introduction détaillée. En rem-
placant ¢ par k(-,7) dans (5.16), on obtient

R(rvlrl) = <H('7r)7’<"'('77‘/)>715 (5.17)

pour tout 7, ¥ € R. L’équation (5.17) est a l'origine du terme générique noyau
reproduisant pour qualifier k. En notant par ® la transformation qui associe la
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fonction noyau (-, r) a chaque donnée d’entrée r, 'équation (5.17) implique que
k(r, ') = (B(r), 2(r'))n. (5.18)

Le noyau évalue donc le produit scalaire de toute paire d’éléments de R injectés dans
I’espace ‘H sans aucune connaissance explicite de ® et . Dans le domaine du ma-
chine learning, cet idée-clé est connue sous I'appellation d’astuce du noyau. Comme
illustrée dans la figure 5.2, la transformation inverse vers I'espace A afin d’identifier
o étant donné (-, r) de H est une tache essentielle. La méthode d’estimation de pré-
image mise en ceuvre ici a été récemment proposée dans [Honeine & Richard 2011b].
Elle vise & définir une transformation qui préserve les produits scalaires, dans 1’es-
pace d’entrée A et dans I'espace de fonctions H. Etant donné r, il permet donc
d’estimer a a partir de (-, 7). La section suivante est consacrée a cette approche,
et & son application au démélange supervisé.

5.3 Démélange supervisé

Etant donné un ensemble de données d’apprentissage {(a1,71), ..., (cn,™0)},
on souhaite estimer la pré-image a en A de tout élément (-, r) de H. L’approche
proposée comporte deux étapes : d’abord, 'apprentissage de la transformation in-
verse, puis l'estimation de la pré-image.

5.3.1 Etape 1 : Apprentissage de la transformation inverse

Par le théoréme de représentation [Scholkopf et al. 2000], on peut limiter les
investigations a l’espace engendré par les n fonctions noyau {x(-,71),...,k(-,7n)}.
Concentrons-nous seulement sur un sous-espace de celui-ci, engendré par ¢ fonctions
a déterminer notées {11, ...,¥;} avec £ < n, de la forme

wk:Z)\kiIi(-,Ti), ]{:1,...,€. (5.19)
=1

FiGURE 5.2 — Probléme de préimage
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Nous considérons également I'opérateur d’analyse C : H — R’ défini par

Co = [, ¥1)2 - - (@, Y] - (5.20)

A ce stade, il est important de noter que la k® composante de la représentation
de tout élément (-, r) de H, définie par la famille {¢1, ..., ¢}, est donnée par la
projection de celui-ci sur ¥, soit

(K(m) r)a = Yulr) = D i (7). (5.21)
i=1

La fonction noyau x(-,7), qui est l'image de r dans H, est donc représentée par le
vecteur de longueur ¢ suivant

Y, = [Y1(r)a(r) ... e(r)] . (5.22)

Afin de définir complétement I'opérateur d’analyse C', en estimant les paramétres
inconnus Ag; a partir des données d’apprentissage (e, ), nous proposons de consi-
dérer la relation suivante entre les produits scalaires dans 'espace des abondances
A et, avec un abus de notation, dans I'espace des fonctions de H paramétrées par
les pixel-vecteurs

ajaj:¢g¢rj+sij, Vi,j=1,...,n (5.23)

ou g;; désigne le manque d’ajustement du modele ci-dessus. Notons qu’il n’y a
aucune contrainte sur les fonctions d’analyse 1, mise a part leur forme (5.19) et la
contrainte d’ajustement (5.23). Evaluons maintenant les paramétres \j; dans (5.21)
de sorte que la variance empirique de €;; soit minimum, c’est-a-dire :

n

o1 T T 2

S 5> (e oy =8 )P 4 P ) (5:24)
T ig=1

ou P est une fonction de régularisation, et n un parameétre réglable utilisé pour

contréler le compromis entre I'ajustement des données et la régularisation de la

solution. Nous allons utiliser la pénalisation ¢ ici, définie par

Y/
P(r, - te) = > 1wk (5.25)
k=1

Le probléme d’optimisation peut étre réécrit sous forme matricielle :
1
min || A KL'LK|% +ntr(L"LK) (5.26)

ou A et K sont les matrices de Gram, dont les (4, j)-émes entrées respectivement
Ty et k(ri,r;), et L la matrice d’entrée (4,) donnée par \;;. En

prenant la dérivée de ce coit par rapport a L' L plutot que par rapport a L, nous

définies par a

obtenons -
L L=K'A-npK YH)K™! (5.27)

. ~T 2 , . B’
Dans ce qui suit, nous montrons que seul L L est nécessaire pour calculer la pré-
image.
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5.3.2 Etape 2 : Estimation de la pré-image

Considérons d’abord le cas d’une fonction quelconque ¢ de ‘H donnée, qui peut
s’écrire comme suit

0
= dir(ri)+ ¢, (5.28)
=1

les coefficients ¢; étant une donnée du probléme, et avec ¢ un complément ortho-
gonal a ’espace engendré par les fonctions (-, 7;). La k® entrée de la représentation
de ¢ est donc donnée par

n
(o ) =D i Mg KT, 7j). (5.29)
ij=1
Soit ¢ la représentation de ¢ par 'opérateur d’analyse C. La minimisation de la
variance de 'erreur d’ajustement définie dans (5.23), par rapport a la pré-image

T

a étant donné ¢, entre o' o et cpT'zpm pour i = 1,...,n, conduit au probléme

d’optimisation

1 LT
& = arg min §||ATa - K'LTLKY;SH2

* . (5.30)
=argmin A" — (A - n K)o’

sous contraintes de non-négativité et de somme unité (1.3). A est la matrice dont la
1° colonne est le vecteur oy, et ¢ est le vecteur dont la i€ entrée est ¢;, 1 =1,...,n.

On considére maintenant le cas particulier oti 'on cherche la pré-image a de
fonctions de la forme k(-, 7). Le probléme d’apprentissage ci-dessus, par rapport a
la pré-image o de k(-,r), se raméne &

1
& = argmin §HATa —(A-nK YK 1y | (5.31)

sous les contraintes de non-négativité et de somme unité toujours, avec 9, le vec-
teur deéfini dans (5.22). Ce probléme d’optimisation convexe peut étre résolu par la
méthode FCLS [Heinz & Chang 2001], ou par [Chen et al. 2011].

5.4 Sélection de noyaux

La fonction noyau k(-, ) injecte les observations r dans un espace a dimension
trés élevé, voir infinie, H. Elle caractérise ’espace des solutions pour la relation
non-linéaire entre les données d’entrée et les données sorties a et r. Les exemples
classiques sont le noyau Gaussien x(r;, r;) = exp(—HTi — TZ'||2/202), avec o la lar-
geur de bande, et les noyaux polynomiaux non-homogénes (ri,r;) = (1+ 7] r;)9,
avec ¢ € N*. Nous allons & présent proposer quelques noyaux spécifiques, et les tester
dans la section suivante. D’une part, nous proposons de concevoir directement des
noyaux & partir des informations extraites des données. D’autre part, nous allons
présenter un noyau partiellement linéaire qui a prouvé son efficacité dans les pro-
blémes de démélange non-linéaire des données hyperspectrales [Chen et al. 2012].
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5.4.1 Noyaux basés sur ’apprentissage de variété

Dans [Ham et al. 2003] et comme représenté dans la chapitre 2, le probléme de
Papprentissage de variété est traité avec KACP. Le principe de mise en évidence
de la structure sous-jacente des données peut étre envisagé comme une méthode
de réduction de dimension non linéaire, basé sur des informations locales avec ’al-
gorithme LLE [Roweis & Saul 2000], ou une distance géodésique avec ’algorithme
Isomap |de Silva & Tenenbaum 2003]. Ces techniques peuvent étre utilisées pour
concevoir des noyaux qui préservent certaines caractéristiques de la structure de
variété de espace R auquel les r; appartiennent, dans l'espace H des k(-, ;).

A titre d’exemple, on considére les noyaux a base radiale k(r;, ;) = f(||[ri —7i||)
avec f € Co. Une condition suffisante pour que cette classe de noyaux soit définie
positive est la monotonie compléte de la fonction f, qui est définie comme suit,

(=DF B (r)y >0, Vr>0 (5.32)

ot f¥) désigne la k°™ dérivée de f [Cucker & Smale 2002]. Au lieu d'utiliser la
distance euclidienne d;; = ||r; — ;|| avec f(-), on peut utiliser les distances fournies
par Isomap. Cette approche consiste & construire un graphe d’adjacence symétrique
a ’aide d’un critére de k plus proches voisins, et d’appliquer ’algorithme de Dijkstra
pour calculer le plus court chemin sur ce graphe entre chaque donnée. Malheureuse-
ment, la matrice de Gram K5, construite de telle maniére n’a aucune garantie d’étre
définie positive. Cette difficulté peut étre surmontée en utilisant MDS, qui envoie les
données dans un sous-espace euclidien de faible dimension, ou les longueurs d’arétes
sont au mieux préservées. Une alternative est de forcer la matrice Kig, & étre définie
positive en utilisant I'une des approches décrites dans [Munoz & Diego 2006].

5.4.2 Noyaux partiellement linéaires

Le modeéle (5.13) suppose une relation linéaire entre les coefficients d’abondance
et les pixel-vecteurs. Il existe toutefois de nombreuses situations décrites dans un
précédent chapitre ot ce modéle est inapproprié, et peut étre remplacé par un mo-
deéle non-linéaire. Dans [Chen et al. 2012], les auteurs justifient et étudient un noyau
partiellement linéaire, constitué d’'une composante linéaire paramétrée par la ma-
trice M de spectres des composés purs, et d'une composante non-linéaire supposée
combler les manques du modéle pour mimer les phénomeénes de réflexions multiples.
De nombreuses expérimentations, sur des données simulées et réelles, ont permis
d’illustrer la flexibilité et l'efficacité de cette classe de modéles. Dans le méme esprit
que cette étude, pour le probléme de démélange par une méthode de pré-image, nous
suggérons d’utiliser des noyaux de la forme

K (i, 1) = (L= )r] Zrj + 8/ (7, 7)) (5.33)

avec k/(r;,7;) un noyau reproduisant, X une matrice semi-définie positive, et v un
parameétre de U'intervalle [0, 1] utilisé pour ajuster un compromis entre les compo-
santes linéaires et non-linéaires du mélange. Dans les expérimentations & suivre,
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nous avons utilisé ce noyau avec X = (MM "), soit
W (ri ) = (1= y)r] (MM )+ 9 (s, 7)) (5.34)

ot (-)T désigne I'opérateur pseudo-inverse. On peut montrer qu’ainsi, pour v = 0, le
noyau ci-dessus conduit a 'estimateur du maximum de vraisemblance en présence
d’un scénario de mélange linéaire.

5.5 Reégularisation spatiale

5.5.1 Formulation

La section précédente a été consacrée & ’estimation des abondances par appren-
tissage d’une transformation inverse. A présent, nous visons & améliorer les résultats
en intégrant la corrélation spatiale entre les pixel-vecteurs dans un voisinage. Le pro-
bléme a été abordé dans [lordache et al. 2011], dans le cas linéaire, en ajoutant une
régularisation de type « variation totale »(TV). Cette solution a été étendue au
probléme de démélange non-linéaire par méthodes a noyau dans [Chen et al. 2012],
notamment avec le noyau partiellement linéaire évoqué précédemment. Ici, nous
adaptons ce principe a la méthode de pré-image développée dans ce chapitre.

Soit A la matrice des vecteurs d’abondance, c’est-a-dire A = [a1, ..., o). Afin
de prendre en considération les relations entre pixel-vecteurs voisins, le probléme de
démélange peut alors étre résolu en minimisant la fonction de coiit générale suivante
par rapport a la matrice A

J(A) = Jerr(A) + v Jip(A) (5.35)

sous les contraintes de non-négativité imposées & chaque entrée de A, et de somme
unité imposée sur chaque colonne de A. Pour faciliter les notations, ces deux
contraintes seront exprimées par

A>0

5.36
ATlp =1y (5.36)

La fonction Jer(A) représente lerreur de modélisation, tandis que Jgp(A) est un
terme de régularisation pour favoriser la similitude des abondances de pixel-vecteurs
voisins. Le parameétre non-négatif v controéle le compromis entre la fidélité aux don-
nées et les similitudes inter pixel-vecteurs.

Afin de prendre les relations spatiales entre pixel-vecteurs en considération, la
fonction de régularisation suivante est utilisée

N
Jsp(A) = Z Z ot — aml1 (5.37)
n=1meN(n)

ou ||+ |l1 désigne la norme ¢; d'un vecteur, et A'(n) I'ensemble des voisins du pixel n.
Ce terme de régularisation favorise I’homogénéité spatiale des pixel-vecteurs voisins,
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qui devrait étre caractérisée par des vecteurs d’abondance proches au sens d’une cer-
taine métrique. Sans perte de généralité, dans ce chapitre, nous limitons le voisinage
du pixel n en prenant les 4 pixels les plus proches, soit indexés parn — 1 et n + 1
(contiguité de ligne), n—w et n+w (contiguité de colonne). Nous définissons les ma-
trices, de taille (N x N), H,_ et H | qui calculent la différence entre chaque vecteur
d’abondance et son voisin de gauche, et de droite, respectivement. De méme, nous
notons H, et H | les matrices calculant la différence entre les vecteurs d’abondance
et leur voisin du haut, et du bas, respectivement. Avec ces notations, la fonction de
régularisation (5.37) peut étre réécrite sous forme matricielle ainsi

Jop(A) = [[AH|

1,1 (5.38)

avec H la matrice (H_ H_ H_H ) de taille (N x 4N) et | [[1,1 la somme des
normes {1 des colonnes d’une matrice. On reléve que cette fonction de régularisation
est convexe mais non lisse, ce qui nécessite des algorithmes d’optimisation adaptés.
En considérant a la fois 'erreur de modélisation et le terme de régularisation, le
probléme d’optimisation devient

N
. LT S\ =1 112
min Ao, —(A—nK K v¢,.|"+V|AH
1 7;12” (A—nK )K" 4,[" +v[AHl. (5.30)

sous contrainte de A >0 et ATlR =1y

ou v contréle le compromis entre la fidélité aux données et les similitudes inter pixel-
vecteurs. Plus simplement, nous écrirons A € S1 pour désigner les contraintes de
positivité et de somme unité sur A.

5.5.2 Solution

Meéme si le probléme (5.39) est convexe, il ne peut étre résolu facilement en raison
du terme de régularisation non lisse. Afin de remédier & cet inconvénient, nous le
réécrivons sous la forme équivalente suivante

N

. 1 1N g
min > CflATan — (A= KK, |2+ v [[U] 1
€S n:12

sous contraintede V=A4A e U=VH

(5.40)

ou deux matrices U et V, et deux contraintes, ont été introduites. Cette approche
a variables séparées a été initialement proposée dans [Goldstein & Osher 2009]. La
matrice U permet de découpler la fonction de régularisation non-lisse du probléme
quadratique. La matrice V' permet de relaxer les liens entre les pixel-vecteurs.
Comme étudié dans |Goldstein & Osher 2009], cette méthode dite de Bregman est
particuliérement efficace pour faire face & une large classe de problémes régularisés
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par la norme ¢;. En appliquant ce cadre a (5.39), la formulation suivante est obtenue
A(k+1) V(k+1) U(k+1) —

T N s BT
arg min g Aoy, —(A—nK ) K ",
AeS1, V.U H ( 7 ) H (541)

k
+wwm+fw.v DP|% + %W—VH—Dy%
avec
ng+1) _ ng) i <V(k+1) _ A(k+1)>

pFEY — pk) (k+1) (k+1) (5:42)
o =Dy (V H-U )
oil |- ||% désigne la norme de Frobenius, et ¢ un paramétre positif. Parce que I'on est
parvenu & séparer certaines composantes de la fonction de cotit, on est & présent en
mesure de minimiser celle-ci efficacement en minimisant itérativement par rapport
a A, V et U. Les trois étapes correspondantes sont les suivantes :

5.5.2.1 Etape 1 : Optimisation par rapport a A
Le probléme d’optimisation (5.41) se limite a

AR — argmmZ (1A oty — (A — g KK, P 4 (e, — €0))

A€S+1 n= 1

(5.43)

ou &) = Vi
et D1. On peut observer que ce probléme peut étre décomposé en sous-problémes,

— ngT)L Ici, V,, et Dy, désignent respectivement la n® colonne de V'

chacun impliquant un vecteur d’abondance «,. Ceci résulte de 'utilisation de la
matrice V' dans la formulation (5.41). Considérons le probléme d’optimisation local

1
aff ) = argming [ AT o — (A = n K™HE 9, [ + (flom — €17

Qn

sous contrainte de «a,, = 0 (5.44)

o) 1p=1
L’estimation de «;, est un probléme quadratique avec contraintes qui peut étre résolu

aisément. Ce processus doit étre répété pour n = 1,..., N afin d’obtenir AFTD Teg
matrices AFTD et V(k+1), dont le calcul est présenté ci-aprés, permettent d’évaluer

(k+1)

la matrice Dy en utilisant 1’équation (5.42).

5.5.2.2 Etape 2 : Optimisation par rapport a V

Le probléme d’optimisation (5.41) se trouve réduit a

VD — argmin [A® —V - DIV} + [UY - VH - DI} (5.45)
1%
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L’annulation de la dérivée de (5.45) par rapport & V' conduit a
(AUf) —V - D§k>) - (U(k) ~VH- ng>) H =0 (5.46)
dont la solution est alors donnée par

VRt _ <A<k> -D + (Ww" - ng))HT) (I+HH')™ (5.47)

5.5.2.3 Etape 3 : Optimisation par rapport a U

Enfin, le probléeme d’optimisation qu’il reste & considérer est le suivant
U* ) = argmin v[[Ul]1,1 + %HU — v - Dék)H% (5.48)
U
Sa solution peut étre exprimée par la fonction de seuil souple (soft marin), soit

U+ = Thresh <V<k>H + DY, Z) (5.49)
ou Thresh(-,7) désigne I'application composante par composante de la fonction de
seuil souple définie ainsi

Thresh(z, 7) = sign(x) max(|z| — 7,0) (5.50)

En conclusion, le probléme (5.40) est résolu en appliquant de maniére itérative
(5.41) et (5.42), ou l'optimisation de (5.41) peut étre effectuée par les étapes 1 a 3.
Ces itérations se poursuivent jusqu’a ce qu’un critére d’arrét soit satisfait. On peut
montrer que, si le probléeme (5.41) a une solution A* quel que soit ¢ > 0, alors la
séquence générée A®) converge vers Poptimum A* [Eckstein & Bertsekas 1992].

5.6 Expérimentations

5.6.1 Sans régularisation spatiale

Dans cette section, on présente plusieurs tests afin de valider les algorithmes,
avant de prendre en compte la régularité spatiale. Les scénes de test considérées
sont, soit synthétiques, soit réelles.

5.6.1.1 Abondances uniformes sur le simplexe

Nous avons généré arbitrairement des vecteurs d’abondance selon une distribu-
tion uniforme sur le simplexe défini par les contraintes (5.14), puis les avons utilisés
pour synthétiser une image de 50 x 50 de pixel-vecteurs & partir de spectres extraits
de la bibliothéque ENVI. Ces spectres se composent de 420 bandes contigués, cou-
vrant la plage des longueurs d’onde de 0, 3951 & 2, 56 micrométres. Les trois modéles
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considérés étaient : le modele linéaire, le modéle bilinéaire généralisé avec v;; = 1,
et le modele post non-linéaire défini par [Jutten & Karhunen 2003b]

r=(Ma) +n (5.51)

oll ()5 désigne la valeur exponentielle £ appliquée & chaque entrée du vecteur en
argument. Le paramétre & a été fixé 4 0,7. Les images ont été corrompues avec un
bruit blanc Gaussien additif, selon deux niveaux SNR = 30dB et SNR = 15dB.
Pour une meilleure comparaison des performances, nous avons considéré les al-
gorithmes suivants qui n’opérent pas & partir d’'une base d’apprentissage : FCLS,
KFCLS avec un noyau gaussien de bande passante ¢ = 4, et 'algorithme bayésien
dédié au modele bilinéaire généralisé (BilBay) [Halimi et al. 2011b].
Ces algorithmes ont été comparés a des méthodes nécessitant la connaissance
d’une base d’apprentissage, dont celui présenté précédemment
— Méthode a fonctions radiales de base et OLS[Altmann et al. 2011a] :
Cette méthode représente la fonction inverse non-linéaire en utilisant une com-
binaison linéaire de fonctions radiales de base (FBRs). Les valeurs moyennes
des fonctions de base coincident avec les données d’apprentissage. Les coeffi-
cients sont estimés & partir des données d’apprentissage. Le nombre de fonc-
tions utilisées est limité en utilisant une méthode de type OLS. Ceci permet
d’établir un compromis entre les performances obtenues et le cotit calculatoire.
— Méthode proposée, avec plusieurs choix de noyaux : Trois types de
noyaux ont été considérés : le noyau polynomial homogéne de degré d = 2,
le noyau gaussien de largeur de bande o = 4, et enfin le noyau partiellement
linéaire avec v = 0.1 et une composante non-linéaire gaussienne de paramétre
o = 4. Le terme de régularisation 1 a été fixé a n = 1073, Les noyaux ba-
sés sur 'apprentissage de variétés (Isomap) étant approprié pour les données
structurées selon une variété, nous avons choisi d’en réserver 1'usage pour des
données Swissroll présentées dans le chapitre précédent.
La taille de la base d’apprentissage a été fixée & T" = 200 . L’erreur quadratique de
reconstruction

RMSE =

entre les abondances estimées et les abondances réelles a été calculée pour quantifier
Pefficacité des algorithmes. Deux scénes constituées de R = 3 et R = 5 ont été
considérées. Les résultats sont présentés dans le tableau 5.1 et le tableau 5.2.

Nous pouvons constater que FCLS s’est avéré efficace pour le démélange des don-
nées linéairement combinées, puisque le modéle de mélange correspond au modéle
de démélange. I’algorithme bayésien issu du modéle bilinéaire généralisé s’est avéré
performant lorsqu’il a été confronté aux modeéles de mélange linéaire et bilinéaire,
mais inefficace face & un modéle de mélange post non-linéaire sauf a trés faible SNR.
Avec les algorithmes basés sur les données d’apprentissage, de trés bonnes perfor-
mances et une robustesse vis-a-vis du bruit ont été observées. La méthode FBRs
a mené a de bons résultats, mais est peu flexible vis-&-vis des non-linéarités que
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TABLE 5.1 — Scéne 1 (trois matériaux) : comparaison des RMSE

SNR = 30 dB SNR = 15 dB
linéaire | bilinéaire | PNMM | linéaire | bilinéaire | PNMM
FCLS 0.0037 0.0758 0.0604 | 0.0212 0.0960 0.0886
KFCLS 0.0054 0.2711 0.2371 | 0.0296 0.2694 0.2372
BilBay 0.0384 0.0285 0.1158 | 0.1135 0.1039 0.1191
RBFN-OLS 0.0144 0.0181 0.0170 | 0.0561 0.0695 0.0730
Pré-image (polynomial) 0.0139 0.0221 0.0129 | 0.0592 0.0601 0.0764
Pré-image (Gaussien) 0.0086 0.0104 0.0103 | 0.0422 0.0561 0.0597
Pré-image (partiel. linéaire) || 0.0072 0.0096 0.0098 | 0.0372 0.0395 0.0514
TABLE 5.2 — Scéne 2 (cing matériaux) : comparaison des RMSE
SNR = 30 dB SNR = 15 dB
linéaire | bilinéaire | PNMM | linéaire | bilinéaire | PNMM
FCLS 0.0134 0.1137 0.1428 | 0.0657 0.1444 0.1611
KFCLS 0.0200 0.2051 0.1955 | 0.0890 0.1884 0.1572
BilBay 0.0585 0.0441 0.1741 | 0.1465 0.1007 0.1609
RBFN-OLS 0.0200 0.0236 0.0259 | 0.0777 0.0805 0.0839
Pré-image (polynomial) 0.025 0.0267 0.0348 | 0.0905 0.0903 0.1
Pré-image (Gaussien) 0.0186 0.0233 0.0245 | 0.0775 0.0778 0.0875
Pré-image(partiel. linéaire) || 0.0148 0.0184 0.0203 | 0.0636 0.0616 0.0763

I'expérimentateur voudrait pouvoir choisir. L’approche proposée dispose de cette
flexibilité totale, et s’avére nettement couteuse en temps de calcul.

5.6.1.2 Données de Swissroll

L’algorithme proposé a été mis en ceuvre sur des données artificiellement générées
selon la variété Swissroll, en considérant un noyau partiellement linéaire. Successi-
vement, pour la composante non-linéaire, un noyau Gaussien de largeur o = 4, et
un noyau construit a partir des distances géodésiques, ont été considérés.

Nous pouvons faire une comparaison rapide des algorithmes utilisant ou non le
noyau basé sur U'apprentissage avec un ensemble de données artificielles de variété
Swissroll comme décrit dans le chapitre précédent. La figure (5.3) illustre que ce
dernier a conduit & de meilleures performances, méme pour un parameétre de non-
linéarité important.
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FI1GURE 5.3 — Démélange des données Swissroll par calcul de pré-image

5.6.1.3 Données réelles

La scéne considérée pour cette expérience est celle acquise par AVIRIS sur Moffet
Field. Elle est composée de L = 189 bandes spectrales. Une sous-image de taille
50 x 50 pixels a été choisie. Les composés purs, au nombre de trois (végétation, sol,
eau) ont été extraits a 'aide de 'algorithme VCA. La figure 5.4 montre le résultat
obtenu avec ’algorithme de pré-image & noyau partiellement linéaire, en utilisant
les mémes paramétres que dans la section précédente. Le graphe des abondances
obtenues distingue clairement les trois composantes présentes dans 'image.

5.6.2 Application de la régularisation spatiale

Deux images constituées de pixel-vecteurs spatialement corrélés ont été générées
pour les expériences suivantes. Les spectres des composés purs utilisés ont été tirés
au hasard dans la bibliothéque ENVT.

Le premier cube de données IM1, composées de 50 x 50 pixel-vecteurs, est généré
a l'aide de cinq signatures. Les pixel-vecteurs de fond correspondent & un mélange
des composés purs selon les proportions [0.1149,0.0741, 0.2003, 0.2055, O.4051]T. La
premiére ligne de la figure 5.5 fournit les cartes d’abondance en vérité terrain des 5
composés purs considérés. Les données de réflectance ont été générées a partir d'un
modéle bilinéaire de la forme

R R
r, = Mao; + Z Z Qj g O g Mgy Q) Mg + V; (552)
p=1g=p+1

ol ® désigne le produit d’Hadamard, dans les proportions fournies par les cartes
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FIGURE 5.4 — Démeélange des données Moffet Field par calcul de pré-image

d’abondance évoquées ci-dessus. Les observations ont été corrompues par un bruit
blanc Gaussien additif de SNR égal & 20 dB.

Le deuxiéme cube de données, noté IM2 et contenant 75 x 75 pixels mixtes, a
été généré en utilisant 5 signatures spectrales de référence. Les cartes d’abondance
des composés purs ont été générées de la méme maniére que pour l'image DC2
dans [lordache et al. 2011]. La premiére ligne de cette figure constitue la vérité ter-
rain des abondances de ces 5 matériaux. Des zones spatialement homogénes avec
des transitions nettes peuvent étre clairement observées. Sur la base de ces cartes
d’abondance, un cube de données hyperspectrales a été généré avec le modéle bili-
néaire rappelé ci-dessus, appliquée aux 5 signatures spectrales de référence. La scéne
a été corrompue par un bruit blanc gaussien additif avec un SNR de 20 dB.

Les algorithmes, avec et sans régularisation spatiale, ont été testés pour comparer
leurs performances et démontrer l'intérét d’ajouter ce type d’'information. En guise
de référence, la méthode FCLS a été considérée dans ces expériences. Les paramétres
de réglage des algorithmes ont été fixés & partir d’expériences préliminaires sur des
données indépendantes, via une simple recherche sur les grilles définies ci-aprés.

1. Méthode linéaire FCLS |Heinz & Chang 2001] : les paramétres de régularisa-
tion A de I’ensemble {0.0001,0.001,0.01,0.1} ont été testés.

2. L’algorithme de pré-image sans la régularisation spatiale ¢ : Le noyau partiel-
lement linéaire avec v = 0,1 a été retenu, avec un noyau Gaussien de largeur
de bande 0 = 4. L.e nombre de données d’apprentissage a été arbitrairement
fixe & T = 200 et le paramétre de régularisation n a 1073,

3. L’algorithme de pré-image avec la régularisation spatiale ¢; : les mémes para-
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FICURE 5.5 — Démeélange non linéaire avec régularisation spatiale pour IM1. De haut
en bas : cartes d’abondance originales, FCLS, méthode de pré-image sans régularisation
spatiale, méthode de pré-image avec régularisation spatiale.

métres que ci-dessus ont été choisis. Concernant les paramétres de régularisa-
tion spatiale ( et v, ils ont été fixés comme indiqué ci-aprés.

Avec I'image IM1, les tests ont conduit & A = 0,01 pour FCLS, et ( =1, v = 0,1
pour 'algorithme proposé. Avec 'image IM2, ces tests préliminaires ont par ailleurs
mené a A = 0,01 pour FCLS, ¢ = 20, v = 0,5 pour 'algorithme proposé.

Les abondances estimées sont, présentées dans les figures 5.5-5.6. L’erreur de re-
construction est présenté dans le tableau 5.3. Pour les deux images, on peut constater
que l'algorithme FCLS n’a pas mené a des performances satisfaisantes. On note une
amélioration des performances pour la méthode de pré-image, méme si les erreurs
d’estimation masquent partiellement les structures spatiales. Enfin, la méthode spa-
tialement régularisée présente une erreur de reconstruction plus faible et de carte
d’abondance plus claire. L’utilisation de 'information spatiale apporte évidemment
des avantages pour le processus de démélange non linéaire.
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FIGURE 5.6 — Démélange non linéaire avec régularisation spatiale pour IM2. De haut
en bas : cartes d’abondance originales, FCLS, méthode de pré-image sans régularisation
spatiale, méthode de pré-image avec régularisation spatiale.

TABLE 5.3 — Comparaison des RMSE des algorithmes pour IM1 et IM2

Algorithmes IM1 IM2
FCLS 0.1426 | 0.0962
Pré-image sans rég. spatiale | 0.0546 | 0.0724
Pré-image avec rég. spatiale | 0.0454 | 0.0627
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5.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté un algorithme de démélange hyperspec-
tral a ’aide du principe de pré-image. Avec un nombre de données d’apprentissage
suffisant, cet algorithme a montré qu’il est apte a estimer la fonction de mélange
non-linéaire des matériaux. Nous avons également introduit dans cette méthode une
régularisation efficace basée sur l'information spatiale. Cette modification nous a
permis d’améliorer considérablement la qualité des images reconstruites.



Conclusion

Dans cette thése, nous avons présenté les aspects de la technologie d’image-
rie hyperspectrale en concentrant sur le défi de démixage non-linéaire. Pour cette
tache, nous avons proposé trois solutions. La premiére consiste & intégrer les avan-
tages de l'apprentissage de variétés dans les méthodes de démixage classique pour
concevoir leurs versions non-linéaires. Les résultats avec les données générées sur une
variété bien connue - le « Swissroll »- donne des résultats prometteurs. Les méthodes
fonctionnent beaucoup mieux avec 'augmentation de la non-linéarité. Cependant,
I’absence de contrainte de non-négativité dans ces méthodes reste une question ou-
verte pour des améliorations a trouver. La deuxiéme proposition vise a utiliser la
méthode de pré-image avec la régression de la matrice de noyau pour estimer une
transformation inverse de ’espace de données entrées des pixels vers espace des
abondances. L’ajout des informations spatiales sous forme « variation totale » est
également introduit pour rendre l'algorithme plus robuste au bruit. Néanmoins, le
probléme d’obtention des données de réalité terrain nécessaires pour 'étape d’ap-
prentissage limite "application de ce type d’algorithmes.
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