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For every beautiful simulation result there exists a simple, elegant, convincing,
wrong physical explanation.

Ewald Miiller

There are some people born with the feeling that the universe is solvable.

Terry Pratchett






Résumé

Les supernovas gravitationnelles sont un sujet d’étude passionnant, aussi bien par
la diversité et la richesse de la physique mise en jeu que par I'émerveillement que peut
exercer I'apparition d’un nouvel objet brillant dans le ciel. Les supernovas incitent les
chercheurs aussi bien que les profanes au réve et a I'imagination.

Cette these traite des simulations numériques des supernovas gravitationnelles, et
en particulier du probleme du transport des neutrinos. Les neutrinos jouent un réle cru-
cial dans le chauffage et le refroidissement de la matiere, et donc dans I’explosion d"une
supernova. Leur implémentation numérique est difficile, a cause des connaissances tres
détaillées nécessaires pour le traitement des interactions, mais surtout a cause de la tres
grande exigence en temps de calcul des équations a résoudre. Apres une premiere par-
tie sur le contexte physique dans lequel se trouvent les supernovas gravitationnelles
actuellement, je fais le point sur leur traitement numérique, avec un accent sur les mé-
thodes numériques présentes dans le code que j’ai utilisé tout au long de ma these, le
code COCONUT.

Pour le traitement des neutrinos, deux pistes sont proposées. La troisieme partie de
cette these propose de fortement simplifier le traitement des neutrinos. C’est ce qui est
fait dans I'implémentation du schéma de fuite, que j’ai pu par la suite utiliser pour étu-
dier la formation de trous noirs. Dans cette optique, je montre 1'influence de 1'ajout de
particules exotiques (pions et hypérons) sur la formation du trou noir. La présence de
pions ou d’hypérons déclenche 1'effondrement plus vite que dans les simulations ou
leur présence n’est pas prise en compte. De plus, les hypérons présentent une transition
de phase, intéressante a étudier, par exemple pour la contrepartie en ondes gravitation-
nelles.

La deuxiéme piste proposée pour le traitement des neutrinos est la résolution de
I'équation de Boltzmann en relativité générale. La dérivation de cette équation dans le
cadre de la relativité générale, et plus précisément en formalisme 3 + 1, fait I’'objet de
la quatrieme partie de cette these. Enfin, la cinquiéme partie de cette thése introduit un
nouveau code de résolution numérique de I'équation de Boltzmann. Je montre d"une
part les méthodes utilisées, et d’autre part des tests numériques, qui valident le bon
fonctionnement du code.
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En partie I, une bréve description de supernovas historiques est proposée en cha-
pitre 1, ainsi qu'un point sur le contexte général lié aux supernovas. Ensuite, les cha-
pitres 2 et 3 présentent 1’état de 1’art actuel de la recherche en modélisation des super-
novas. L'accent est mis sur les efforts vers la compréhension du mécanisme d’explosion,
ainsi que sur la formation de trous noirs. Je présente aussi brievement les observables
associées.

La partie II présente les outils numériques nécessaires a la simulation d"une super-
nova. Ces outils sont la gravitation relativiste (chapitre 4), '’hydrodynamique relativiste
(chapitre 5) et ’équation d’état (chapitre 6). L'exemple du code COCONUT, que j’ai uti-
lisé pendant toute ma these, est donné a chaque fois. Le traitement des neutrinos est
laissé aux parties suivantes.

Dans la partie III est abordée la formation de trous noirs. Un schéma simplifié du
traitement des neutrinos, le schéma de fuite, est montré en chapitre 7. Ce schéma est
celui que j’ai utilisé pour les résultats sur la formation de trous noirs montrés en cha-
pitre 8. Parmi ces résultats, la réduction du temps passé dans la phase d’accrétion avec
I'implémentation des pions ou des hypérons, la caractérisation de la transition de phase
vers la matiere hypéronique, 'adoucissement de cette transition de phase en symétrie
axiale par rapport a la symétrie sphérique ou I’extraction d’ondes gravitationnelles.

Ensuite, la partie IV est consacrée a I'équation de Boltzmann. la formulation de
I’équation de Boltzmann en relativité générale est faite dans le chapitre 9, alors que
le chapitre 10 est consacré a ’adaptation de celle-ci au probleme des neutrinos dans les
supernovas.

Enfin, en partie V je présente un nouveau code de résolution de I'équation de Boltz-
mann, qui utilise des méthodes spectrales. Je détaille ces méthodes en chapitre 11, et
montre des tests sur ce nouveau code en chapitre 12.

Dans tout le manuscrit, on adopte la convention de sommation d’Einstein. Les in-
dices grecs vont de 0 a 3 tandis que les indices latins vont de 1 a 3. Sauf indication
contraire, les unités utilisées sont telles que c = G = k, = h = 1.
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22 CHAPITRE 1. HISTOIRES DE SUPERNOVAS

Any attempt to address human origins may need to begin with an understanding
of core-collapse supernovae.

Kei Kotake

1.1 Figures Historiques

Les supernovas (SN) sont assez brillantes pour étre vues dans le ciel en plein jour si
elles sont proches de nous, et assez fascinantes pour que les astronomes de tous temps
s’y soient intéressés. Cette section présente brievement deux observations marquantes
dans I'histoire des supernovas, parmi une quinzaine de supernovas historiques réper-
toriées. Notons également que la distinction entre les supernovas gravitationnelles, que
j’ai étudiées, et les supernovas thermonucléaires est faite seulement a partir de la sec-
tion 1.3, car aucune différence notable n’apparait a 1’ceil nu. Pour un travail plus ex-
haustif sur les supernovas historiques, voir ( )-

1.1.1 Supernova de 185 observée en Chine

La premiére mention d’une étoile nouvelle que 'on peut probablement associer a
une supernova fait partie d"un texte chinois de I’an 185 de notre ére. Ce texte est reporté
en figure 1.1, et peut se traduire en Francais comme suit

"La deuxieme année de I'ére Chung-p’ing, sous le regne de I'empereur Hsiao-ling, le dixieme
mois, jour “kuei-hai”, une étoile-hote apparut dans Nam-mén. Elle était aussi grande que la
moitié d’un tapis ; elle brillait de cing couleurs, et elle scintillait. Elle devint de plus en plus nette
et disparut pendant le sixieme mois de 'année suivante”

voir ( ), et ( ) en Francais. L'interpréta-
tion de supernova semble acquise, d’autant plus qu’il existe un rémanent de super-
nova (c’est-a-dire ce qui reste apres 1’explosion, voir section 3.8) qui correspond dans
la méme région du ciel. Cependant certains points de traduction restent délicats, no-
tamment “elle scintillait”, que I’on comprend a partir d"une traduction plus littérale qui
donnerait “elle était a la fois plaisante et en colére”, et “grande comme la moitié d'un
tapis”, qui laisse perplexe en ’abscence d"un tapis-étalon de référence.

1.1.2 Supernova de Tycho

Bien plus tard, en 1572, Tycho Brahe observa une “étoile nouvelle” dans le ciel. En
effet, une supernova est considérablement plus brillante que son étoile progénitrice,
pas forcément visible a I’oeil nu, et peut donc apparaitre 1a ot1 on ne voyait pas d’étoile
auparavant. Tycho Brahe écrivit soigneusement la variation, en particulier de la lumi-
nosité, du phénomene dans un livre qu’il nomma De Stella Nova. Le nom est resté, le
préfixe super- étant di aux astronomes Baade et Zwicky ( ( ), qui
par ailleurs furent les premiers a suggérer qu'une supernova est une étoile qui explose.
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FIGURE 1.1 — Extrait du traité astronomique de Hou Hanshu, qui annonce 1’apparition
d’une étoile-hote. De ( ).

L’observation par Tycho Brahe d’une supernova constitua une véritable révolution
scientifique, puisqu’il fallut bien admettre que cet objet, de toute évidence hors du sys-
teme solaire, évoluait dans le temps et dans I'espace, contredisant le paradigme aristo-
télicien de I'époque qui affirmait que les étoiles lointaines étaient immuables.

La supernova de Tycho (SN 1572) est tres probablement une SN Ia (voir section 1.3),
un rémanant de supernova (voir section 3.8) associé a également été détecté.

1.2 Lasupernova 1987A

Le 24 février 1987, le rayonnement électromagnétique de 1'explosion de I’étoile 1 de
Sanduleak arrive jusqu’a la Terre. C’est une supernova gravitationnelle (ou supenova a
effondrement de cceur) exceptionnelle en bien des aspects, essentiellement parce qu’on
a pu l'observer de maniere bien plus précise que n’'importe quelle autre supernova his-
torique, grace a 1’évolution des télescopes, des détecteurs de neutrinos et des théories
sous-jacentes.

SN 1987A est unique d’abord par la détection, dans la nuit du 23 février, de neutrinos
qui ont pu étre associés a celle-ci. Ont été reportés, 11 neutrinos par le détecteur japo-
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nais Kamiokande II ( ( )), 5 par le détecteur russe Baksan (
( ), 8 par le détecteur américain IMB ( ( )) et 5 par le détecteur italien
LSD ( ( )). Bien qu’il puisse y avoir des faux positifs dans ces données,

ces neutrinos sont les seuls neutrinos issus de supernovas jamais détectés. Leur analyse,
ainsi que le fait qu’ils soient arrivés quelques heures avant le rayonnement électroma-
gnétique confirme dans les grandes lignes le scénario des supernovas gravitationnelles
élaboré par les théoriciens, présenté en détails (y compris les avancées significatives
depuis 1987) aux chapitres 2 et 3.

Le progéniteur, l’étoile 1 de Sanduleak, était une supergéante bleue juste avant 1'ex-
plosion ( ( )). Ce fait était tres inattendu, les modeles d’évolution
stellaire prévoyant jusque-la des étoiles supergéantes rouges ou des étoiles Wolf-Rayet
comme progéniteurs des supernovas gravitationnelles, a part peut-étre dans des sys-
temes multiples.

Enfin, 'explosion de SN 1987A a donné lieu a une série d’observations a la recherche
de I’étoile a neutrons ou de 1'object compact formé. Malgré tous les efforts des observa-
teurs, aucune détection n’a eu lieu jusqu’a maintenant ( ( )). L'existence
de cette étoile a neutrons n’est pas encore completement exclue. Elle pourrait étre dif-
ticile & observer, en particulier si sa rotation est lente et son champ magnétique faible.
La non-détection d"une étoile a neutrons suggere néanmoins une autre hypothése, en
I'occurence la formation d’un trou noir, sans doute par I'effondrement d’une partie de
la matiere partiellement éjectée sur la proto-étoile a neutrons (voir section 3.5).

1.3 Classification spectrale et SN IA

La premiére classification des supernovas fut observationnelle. En fonction des raies
présentes ou absentes de son spectre, une supernova est classée dans 1'une ou l'autre
des catégories (voir par exemple ( ) et ( ).

— Type I : Le spectre ne contient pas de raies d’hydrogene.
— Type Ia : Le spectre contient des raies de silicium, en particulier Si II.
— Type Ib : Le spectre ne contient pas de silicium, mais contient de I'hélium, en
particulier He I.
— Type Ic : Ni silicium, ni hélium.
— Type II : Présence d’hydrogene dans le spectre. On peut sous-diviser le type Il en
fonction de la forme de la courbe de lumiere ou de particularités bien définies
— Type II-P : La luminosité reste a peu pres constante (d’ot1 la dénomination P pour
“plateau”) pendant une longue période, qui peut étre plusieurs mois.
— Type II-L : La luminosité décroit rapidement avec le temps (bien plus vite que
linéairement, malgré le L pour “linéaire”).
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— Type IIn : Le n pour “narrow” désigne des raies étroites dans le spectre, alors
que la grande majorité des SN ont des raies larges, dues a 1’effet Doppler dans
un éjectat avec une vitesse treés importante.

— Type 1Ib : Intermédiaire entre le type II et le type Ib, c’est une SN avec de I'hy-
drogéne, mais tres peu. ( ) ont proposé SN 1987A comme re-
présentant de ce sous-type de SN.

D’autres sous-classes de supernovas de type Il sont possibles, dans des cas margi-
naux ou intermédiaires. On parle aussi parfois de supernovas particulieres. Des milliers
de supernovas ont été observées ( ( )), parmi lesquelles environ 70%
sont de type II (tous sous-types confondus), 20% sont de type Ia et 10% de type Ib ou Ic.

Malheureusement, il s’avere que la classification spectrale ne rend pas du tout compte
du mécanisme physique sous-jacent. Les supernovas de type Ib, Ic et II (incluant tous
les sous-types) sont des supernovas gravitationnelles, dont le mécanisme d’explosion
est présenté en détails aux chapitres 2 et 3.

Les supernovas Ia, ou, d"un point de vue de théoricien, supernovas thermonucléaires
ont un progéniteur et un mécanisme d’explosion entierement différent : il s’agit d'une
naine blanche dont la masse atteint environ la masse de Chandrasekhar (par exemple

( )). Deux scénarios sont généralement évoqués, soit la colli-
sion de deux naines blanches, soit l’accrétion de masse par une naine blanche d’une
étoile compagnon. Plus précisément, la naine blanche atteint les conditions de densité
et température pour déclencher la fusion des éléments au centre (en général, le car-
bone). C’est le début de I'explosion thermonucléaire (d’ot1 I'appellation), qui ne laisse
pas d’objet compact derriere elle. D’autres scénarios existent, par exemple si la fusion
du carbone est retardée et que la naine blanche atteint sa masse de Chandrasekhar (voir
section 2.2.1.1), elle pourrait s’effondrer et donner une étoile a neutrons avant d’ex-
ploser (voir ( )). L'énergie totale mise en jeu est moindre que dans une
supernova gravitationnelle, mais la luminosité ainsi que 1’énergie cinétique sont supé-
rieures. En effet, ce sont les neutrinos qui emportent la quasi-totalité de I’énergie d'une
supernova gravitationnelle.
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Dans ce chapitre, on suit 1’ordre chronologique des événements dans une supernova,
jusqu’a l’arrét du choc. On commence par la description du progéniteur, puis le méca-
nisme de supernova lui-méme : I’effondrement, le rebond ; puis la propagation et I’arrét
du choc. Les phases plus tardives sont 1'objet du chapitre 3. Cette séparation vient es-
sentiellement du fait que les premieres phases sont plutot bien comprises, alors que les
phases tardives sont bien plus spéculatives.

2.1 Progéniteur et cceur de fer

Le progéniteur d'une supernova gravitationnelle est une étoile massive en fin de vie.
C’est la masse de 'étoile ' qui scelle le devenir de celle-ci : en dessous de ~ 8 M, (par
exemple ( ), 'étoile expulse doucement ses couches externes. On observe une
nébuleuse planétaire et I'objet compact associé, une naine blanche. Au dessus de 8 M,
c’est I'explosion en supernova “. La limite a 8 M, nest pas clairement établie, en parti-
culier, le chiffre exact dépend de parametres additionnels (en particulier la métallicité,
voir ( ), et dans une moindre mesure la rotation, le champ magné-
tique, etc.), notre compréhension de 1’évolution stellaire, et en particulier les phases les
plus tardives, étant loin d’étre complete ( ( ), ( ).

2.1.1 Les étapes de la vie d'une étoile
2.1.1.1 Fusion de I'hydrogene

Une étoile massive passe 90 % de son temps de vie sur la séquence principale, c’est-
a-dire a fusionner de I'hydrogeéne. Les réactions de fusion de 'hydrogene en hélium
sont source d’énergie. Elles se traduisent par une pression qui compense la gravitation
et un rayonnement, essentiellement de corps noir. Tant que 1’étoile rayonne grace a la
fusion des éléments au centre, on dit (de fagon trés anthropomorphe) qu’elle vit.

2.1.1.2 Les autres fusions successives

La fusion de I'’hydrogene crée un cceur relativement sphérique d’hélium et une couche
externe d’hydrogene. Sil’étoile est assez massive, les conditions de densité et de tempé-
rature au centre pour la fusion de I'hélium sont atteintes. La fusion de I'hélium crée du
carbone (et de I'oxygene), on a donc un cceur de carbone, une couche interne d’hélium
et une couche externe d’hydrogeéne, qui peut continuer a fusionner.

1. Toutes les masses de progéniteurs sont des masses a un age zéro sur la séquence principale (ZAMS).
La masse correspondante, au moment de I'explosion, est trés incertaine, et parler de masse ZAMS est une
maniere de s’affranchir de cette incertitude (ou dans les simulations, de la dépendance dans le modéle de
perte de masse employé), méme si cette dénomination peut étre assez trompeuse.

2. oul'effondrement en trou noir. Comme détaillé au chapitre suivant, on ne sait pas discriminer avec
certitude entre explosion et effondrement
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FIGURE 2.1 - Structure en pelure d’oignon d"une étoile massive en fin de vie (les diffé-
rentes couches ne sont pas a 1’échelle).

Quand les conditions pour la fusion du carbone sont atteintes, celle-ci crée du néon
et du magnésium. L'oxygene créé par la fusion de 1'hélium est toujours présent, et on
a alors un coeur d’oxygene, de néon et de magnésium (O-Ne-Mg). Si 1’étoile fait entre
8 Mg et 10 M, elle explose a ce moment la en un type particulier de supernova, détaillé
en section 3.7.1.

SiI'étoile fait plus de ~ 10 M, le néon et 'oxygene peuvent enclencher de nouvelles
réactions de fusion nucléaire, qui créent du silicium. Le silicium a son tour fusionne et
crée du fer, ainsi que quelques autres noyaux du groupe du fer (c’est a dire proches du
fer), en particulier *?Fe, 5Fe, °Nij, le plus abondant étant *Fe. L'étoile ressemble alors
a la figure 2.1, ou différentes couches concentriques (I'enveloppe d’hydrogene étant en
général beaucoup plus grande que les autres couches) font penser a une structure en
“pelure d’oignon”. Quelle que soit la masse de 1’étoile, la fusion s’arréte au groupe du
fer, car ce sont les éléments avec les énergies de liaison par nucléon les plus grandes.
Leur fusion serait endothermique et ne se fait pas spontanément.

Chaque fusion successive est de plus en plus rapide. En particulier, quand l'étoile est
assez chaude pour créer spontanément des paires neutrino-antineutrino (typiquement,
au moment de la fusion du carbone, voir Heger (2012)), ces neutrinos emportent de
I'énergie, ce qui entraine la contraction du cceur, donc I'augmentation de la densité et
de la température, ce qui favorise les réactions de fusion nucléaire. Le temps entre le
début de la fusion du silicium et I'effondrement du cceur de fer n’est que de quelques
jours a une semaine.
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2.1.2 Incertitudes liées au progéniteur

Le progéniteur en lui-méme, point de départ de 1’étude des supernovas, a beaucoup
d’incertitudes associées, aussi bien numériquement que physiquement. L'évolution stel-
laire dans les phases les plus tardives est complexe, car 1'étoile est hors équilibre. Elle
perd de la masse par vent stellaire, perd de 1’énergie par les neutrinos. Le détail du mé-
lange entre les différentes couches concentriques de la figure 2.1 par convection est aussi
un phénomene mal connu. L'inclusion de la rotation ou du champ magnétique pourrait
également avoir une influence non négligeable sur I’évolution.

De plus, si I’étoile appartient a un systeme double (ou plus généralement, un sys-
teme multiple), I’évolution stellaire, en particulier la perte de masse est profondément
affectée et change le probleme.

Rappelons enfin que 1'observation de supernovas peut toujours ébranler les théo-
ries, ainsi la découverte inattendue d"une supergéante bleue comme progéniteur de SN
1987A.

Dans cette these, j’ai étudié uniquement des progéniteurs d’étoile simple (

( ); ( )), de type supergéante rouge ou Wolf-Rayet (dans le cas
ot I'enveloppe d’hydrogene est perdue par vent stellaire).

2.2 Effondrement

Les articles de revue récents sur le mécanisme d’effondrement et de rebond des su-
pernovas a effondrement de cceur sont nombreux (par exemple, ( );
( ); ( ,b); ( )). C’est un indicateur du fait que le do-
maine évolue rapidement et que certains aspects ne sont pas encore completement
compris. Je souhaite donc que ce chapitre soit, lui aussi, rapidement caduc, et que la
recherche en supernovas reste dynamique et enthousiaste pendant encore longtemps.

2.2.1 Déclenchement de I’effondrement

Dans le coeur de fer, la gravitation créée par la masse du cceur lui-méme (l’auto-
gravitation) est compensée par la pression de dégénérescence des électrons, avec éga-
lement une petite composante de pression thermique. Puisque la gravitation vient es-
sentiellement des baryons (plus massifs), alors que la pression vient essentiellement
des électrons, le rapport du nombre d’électrons sur le nombre de bayons® joue un role
crucial dans le déclenchement de l'effondrement. Ce rapport est appelé fraction électro-
nique

Ne— — Net

Y, =+ < 2.1)
ny

3. Dans toute la these, n désigne une densité en nombre, par exemple n.- est le nombre d’électrons
par unité de volume. p désigne la masse volumique, appelée souvent (a tort) densité.
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Au moment ol le cceur de fer commence a s’effondrer, il a un rayon d’environ
1500 km, une température centrale d’environ 10'° K, une densité centrale d’environ
10? g.cm™?, une entropie de 0.7 — 1 k;, par baryon ( ( )). Y. au centre varie,
selon le progéniteur, entre 0.42 et 0.45 ( ( )). Cette valeur ainsi que le
profil initial de Y, dépendent essentiellement de la composition du cceur de fer, c’est-a-
dire des abondances relatives des différents isotopes du groupe du fer (*?Fe, **Fe, *°Nj,
%6Fe, etc.).

Le déclenchement de l'effondrement se fait en premiere approximation lorsque le
cceur de fer atteint sa masse de Chandrasekhar.

2.2.1.1 Masse de Chandrasekhar

La masse de Chandrasekhar est la masse maximum qu’un objet peut supporter
lorsque la pression qui s’oppose a la gravitation est la pression de dégénérescence. Un
calcul ( ( )) donne *

M., =~ 5.83Y2 My, . (2.2)

Pour une naine blanche, Y, = 0.5 et M, = 1.4 M. Pour le cceur de fer d’une étoile en
tin de vie, Y. n’est pas constant en fonction du rayon, et le calcul est plus compliqué.
On trouve M., ~ 1.1 — 1.2 M. On voit donc que le profil initial de Y, du progéniteur a
une grande importance sur le déclenchement de l'effondrement, et a une influence sur
la masse du coeur de fer et sur le taux d’accrétion apres le rebond.

2.2.1.2 Photodissociation des noyaux de fer
Quelques noyaux de fer peuvent étre photodissociés
v 438 Fe — 13a + 4n (2.3)

sans que les « et les neutrons résultants se recombinent ( ( )). Méme si cette ré-
action concerne peu de noyaux, elle est fortement endothermique (124 MeV,

( ), et 'énergie consommée diminue la pression thermique. Ce phénomene est suf-
fisant pour déclencher 'effondrement ( ( ).

2.2.1.3 Indice adiabatique

L’'indice adiabatique est défini par la relation

_ OlP
- Olnp|,’

v (2.4)

4. Différentes masses de Chandrasekhar existent selon les approximations faites (par exemple gaz
purement polytropique ou avec une composante thermique). La formule proposée est celle qui représente
assez bien un cceur de fer, voir ( ). Voir également ( );

( ) pour différentes corrections (en particulier, des corrections magnétiques et coulombiennes) a la
masse de Chandrasekhar
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s étant I’entropie. Ici v est bien I'indice adiabatique et n’a rien a voir avec le photon dans
la formule 2.3.

Un gaz relativiste dégénéré a v = 4/3. Toute valeur en dessous de 4/3 est instable, ce
qui veut dire que 1’on peut voir I'effondrement du cceur de fer en termes d’indice adia-
batique : sa valeur initiale est 4/3 et tout processus qui le diminue déclenche (ou ampli-
tie) 'effondrement. C’est le cas de la photodissociation des noyaux de fer (ci-dessus) et
de la capture électronique (ci-dessous).

2.2.2 Captures électroniques

La capture électronique’
pt+e —n+r,, (2.5)

devient de plus en plus probable a mesure que le coeur se contracte (

( ), par exemple, montrent I'importance de la capture électronique sur les noyaux).
Une fois les captures électroniques enclenchées, le fluide perdant des électrons, il perd
de la pression et I'auto-gravitation 1'emporte d’autant plus sur la pression. Il y a donc
emballement de I'effondrement. A partir de ce moment, I’effondrement est essentielle-
ment une chute libre, et pour cette raison dépend peu des détails du progéniteur ou de
la rotation (contrairement aux phases apres le rebond, voir le chapitre 3).

Le cceur étant essentiellement composé de noyaux de fer, c’est la capture électro-
nique sur ceux-ci qui domine au début de l’effondrement. Ensuite et pendant tout l'ef-
fondrement, la capture électronique sur les différents noyaux créés domine sur la cap-
ture sur les protons libres, peu abondants.

Les neutrinos créés par la réaction 2.5 s’échappent librement, et emportent donc de
I'énergie et de l'entropie. En effet, le cceur n’est pas encore assez dense pour que les
neutrinos puissent étre piégés.

2.2.3 L'équilibre g

La contraction du cceur continue. Lorsque la densité atteint ~ 10'?g.cm™?, les neu-
trinos commencent a étre piégés dans le fluide. Leur espace des phases se remplit pro-
gressivement, ce qui induit un équilibre dans les réactions de capture électronique

pte n+r,, (2.6)

si bien que le taux net de création de neutrinos est nul. Les autres réactions /3 (transfor-
mant un proton en neutron ou inversement) s’équilibrent également. C’est cet équilibre
qu’on appelle équilibre f.

L’effondrement continue de maniére quasi-adiabatique jusqu’au rebond. Y. au centre
s’établit a ~ 0.28 ( ( )). L'incertitude associée a cette valeur est assez
grande, par exemple ( ) montrent que leur Y, central vaut 0.20 et 0.37,
en faisant varier le traitement des neutrinos et de la gravitation dans leurs simulations.

5. Ici, dans un sens général de capture sur un proton libre ou un proton dans un noyau.
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2.3 Rebond

La densité augmente jusqu’a atteindre, puis dépasser la densité de saturation nu-
cléaire, py ~ 2.6 x 10'* g.cm™? (par exemple (2012), voir aussi le chapitre 6).
L’'interaction nucléaire devient alors fortement répulsive, et la matiere devient trés dure
(voir le chapitre 6 pour la modélisation par 1’équation d’état).

2.3.1 Cceur homologue

Au moment du rebond, la matiére nucléaire trés dure s’étend sur quelques kilo-
metres. La matiére qui tombe sur ce cceur ne peut plus le compresser. Elle rebondit
alors, ce qui crée un choc qui se propage vers l'extérieur.

Le choc ne se crée donc pas au centre de 1’étoile mais au bord du cceur homologue
(c’est a dire ot v o< 7, qui reste subsonique). Celui-ci fait typiquement ~ 10 — 20 km
(par exemple ( )), taille proportionnelle a Y2, c’est a dire proportionnelle a
la masse de Chandrasekhar instantanée (voir par exemple ( ).

2.3.2 Création de la proto-étoile a neutrons

La matiere riche en neutrons dans les ~ 15 premiers kilometres de 1'étoile constitue
la proto-étoile a neutrons (PNS). Une fois la matiere autour éjectée lors de 1’explosion en
supernova, la PNS se refroidit et donne une étoile a neutrons. La différence est donc es-
sentiellement la température : une PNS est un objet chaud, et par conséquent capable de
piéger les neutrinos (alors qu'une étoile a neutrons est transparente aux neutrinos). Une
PNS est également plus riche en protons et en électrons, le refroidissement favorisant
les captures électroniques et donc la neutronisation.

La PNS n’ayant pas de surface bien définie, la transition entre la PNS et le reste de
I’étoile est continue. La définition de la surface de la PNS est donc trés arbitraire et
peut étre prise, par exemple, & une densité donnée, autour de 10! g.cm™?, comme dans

( )-

Enfin, on peut aussi créer un trou noir au lieu d'une proto-étoile a neutrons ou a

partir d"une proto-étoile a neutrons. Ces mécanismes sont détaillés en section 3.5.

2.4 Propagation et arrét du choc

2.4.1 Perte d’énergie

La propagation du choc dans le cceur de fer consomme son énergie cinétique surtout
par la photodissociation des noyaux de fer (formule 2.3) et également par la capture
électronique (formule 2.5). Ces réactions augmentent I’entropie a 3 — 4k, par baryon et
consomment 1.7 x 10°! erg d’énergie (1'ordre de grandeur de l’énergie cinétique du choc)
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pour chaque 0.1 M, traversé ( ( ))- Le choc ne peut alors se propager que pen-
dant quelques millisecondes. Ensuite, la masse accrétée qui s’accumule sur la PNS peut
encore le “pousser” ( ( )), mais sans qu’il retrouve une vitesse positive °.

Cette phase dure pendant quelques millisecondes, en fonction du taux d’accrétion du
progéniteur. Le choc s’arréte bien avant la limite du cceur de fer, a environ 100 — 200 km
du centre.

24.2 Pic du flux neutrinique

Au moment ot le choc se propage il emporte avec lui de la matiére ou les neutrinos
sont piégés. Puisqu’il se propage vers l'extérieur, il se propage vers des densités de plus
en plus petites et donc vers un régime ot la matiere est transparente aux neutrinos. La
propagation du choc elle-méme induit également un tres grand nombre de création de
neutrinos par captures électroniques et par production de paires neutrino-antineutrinos,
déclenchées par la forte hausse de température.

Ces trois sources d’émission de neutrinos par la propagation du choc correspond au
pic du flux neutrinique, c’est a dire au moment ot1 I'émission des neutrinos est la plus
intense. Le taux d’énergie correspondant est de 3 — 4 x 105 erg.s~! pendant 10 ms (par
exemple ( ).

6. Avecla convention qu'un flux allant vers le centre a une vitesse négative alors qu’un flux allant vers
I'extérieur a une vitesse positive.
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Now considering the great numerical and physical complexity of a collapsing

stellar core, it is not surprising that determining the ultimate fate of a massive star is
one of the most difficult problems of theoretical astrophysics. The difficulty results, in
part, from the complicated global interplay between hydrodynamical and gravitational
forces on the one hand, and neutrino transport on the other. In addition, there are still

residual uncertainties in our understanding of the local microphysics of hot, dense
matter. It is understandable why, to date, virtually all computer model calculations of

core collapse and supernova explosion have some known fault that potentially alters
the final outcome of the simulations.

de

Malgré de nombreuses avancées techniques et malgré 1'évolution considérable de
notre compréhension de la physique, trente ans apres, cet avertissement sur la faiblesse
de I'état de I'art des supernovas gravitationnelles de ( ) est en-
core incroyablement d’actualité. Les détails des difficultés techniques sont énoncés en
partie II. Pour ce chapitre sur la physique sous-jacente, il convient donc de se rappe-
ler que les simulations a partir desquelles ces interprétations ont été faites sont toutes
imparfaites et incompletes.

L’énergie consommée par la photodissociation des noyaux de fer est tellement grande
que tres vite a émergé un consensus selon lequel le choc ne peut pas faire exploser
I’étoile directement. Il doit donc s’arréter puis repartir.

Ce chapitre présente la physique liée a différents aspects des supernovas apres l'ar-
rét du choc; il est focalisé sur 1’explosion ou 1’échec de 1'explosion. Le mécanisme d’ex-
plosion par le chauffage des neutrinos, puis des scénarios alternatifs sont exposés. Je
présente ensuite 1'oscillation des neutrinos et la nucléosynthese, phénomenes qui pour-
raient avoir un lien étroit avec I’explosion. La formation de trous noirs est également
revue. Pour étre complet, un point sur les supernovas O-Ne-Mg, sur les supernovas a
instabilité de paires ainsi que sur les différentes observables est fait.

3.1 Le choc repart: explosion par le chauffage des neutri-
nos

( ) furent les premiers a suggérer que les neutrinos émis peuvent
déposer de I'énergie derriere le choc, qui contribue ensuite a 1’énergie cinétique totale
de I'explosion. Les neutrinos emportent plus de 99% de I'énergie totale du phénomene
de supernova (par exemple ( ))- Il existe donc un refroidissement par
les neutrinos, et a I'inverse si les neutrinos déposent leur énergie derriere le choc, un
chauffage par les neutrinos. Il suffirait qu'une petite fraction des neutrinos contribuent
au chauffage pour arriver a une explosion.

(

)
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FIGURE 3.1 — Schéma du mécanisme de chauffage par les neutrinos. Celui-ci, aidé par
SASI et la convection, est en compétition avec 1’accrétion de masse pour éventuellement
faire repartir le choc.
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3.1.1 Zone de refroidissement et zone de gain

Comme on peut le voir sur la figure 3.1, au moment ot le choc s’est arrété, la zone
entre la proto-étoile a neutrons et le choc se divise en deux : une zone proche de la PNS
dominée par le refroidissement et une zone proche du choc dominée par le chauffage,
qu’on appelle aussi zone de gain.

En effet, la densité et la température diminuent avec le rayon, et avec eux l'effi-
cacité du chauffage et du refroidissement. Mais le refroidissement étant, en premiére
approximation, proportionnel a 7, son efficacité diminue tres vite, alors que 1'effica-
cité du chauffage diminue comme 7%, voir ( ). Il existe donc un rayon de
gain ou le chauffage compense le refroidissement et une zone extérieure ot le chauffage
domine.

Les neutrinos sont essentiellement émis dans les quelques dizaines de kilomeétres au-
tour de la neutrinosphere, c’est-a-dire la zone ou les neutrinos se découplent de la ma-
tiere. En deca, les neutrinos sont piégés et doivent d’abord arriver a se propager jusqu’a
la neutrinosphere pour se propager librement. Au dela, la diminution de la température
et de la densité fait que les réactions de création de neutrinos sont toutes de moins en
moins favorisées. Enfin, la diminution de la densité étant continue, I’endroit exact ol
se situe la neutrinosphere est assez arbitraire, mais toujours non loin de la surface de la
proto-étoile a neutrons.

Le mécanisme de chauffage par les neutrinos est donc le dépot d’énergie par les
neutrinos dans la zone de gain, en concurrence avec l’accrétion de masse, qui a tendance
a s’opposer a I'expansion du choc.

3.1.2 FEchec du mécanisme en symétrie sphérique

( ) conclurent définitivement a 1'échec du mécanisme en sy-
métrie sphérique. Malgré la grande quantité d’énergie disponible dans les neutrinos,
ils ne réagissent pas assez avec la matiere derriére le choc pour arriver a le faire re-
partir. Ce fait inattendu fut confirmé par toutes les autres simulations, par exemple

( ); ( ); ( ). Seuls les coeurs
de O-Ne-Mg, moins massifs et moins liés, peuvent exploser en symétrie sphérique (voir
section 3.7.1).

Apres I'étude détaillée de la microphysique mise en jeu et I'implémentation de la
relativité générale (voir ( ) et la partie II), il apparut de plus en
plus clairement que l'ingrédient manquant était la déviation a la symétrie sphérique,
plus précisément les instabilités hydrodynamiques multidimensionnelles.

3.1.3 SASI

SASI (pour Standing Accretion Shock Instability) est le nom d’une instabilité qui concerne
un choc d’accrétion, indépendante du chauffage par les neutrinos, voir
( ); ( ,b). Cette instabilité entraine une déformation globale (a
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grande échelle, c’est-a-dire a petits [ si on décompose les modes en harmoniques sphé-
riques). Le choc entier se déforme, oscille, prend une forme allongée (voir figure 3.1).
L’explication la plus couramment admise est un cycle advectif /acoustique (par exemple

( ); ( ). Des perturbations d’entropie et de vorticité sont ad-

vectées du choc vers la surface de la proto-étoile a neutrons. Elle sont couplées a des

ondes acoustiques qui repartent de la surface de la proto-étoile a neutrons vers le choc,

et le cycle peut recommencer. Selon le couplage et 1'efficacité des “réflexions”, les per-

turbations peuvent s’amplifier.

L’échelle de temps de développement de SASI dépend beaucoup du taux d’accrétion
( ( )). Cependant un temps caractéristique de ~ 50 — 100 ms semble étre
un minimum pour voir une déformation significative du choc ( ( ))-

Il semble que dans presque toutes les simulations, SASI mette plus de temps a se
développer que la convection a petite échelle (voir ci-dessous). Cependant,

( ) ont montré récemment que SASI comme la convection peuvent étre inhibées. On
peut alors dans certains cas voir SASI se développer plus vite et donc étre la principale
instabilité hydrodynamique responsable de ’explosion.

La présence de SASI, particulierement en régime non linéaire, induit de la convec-
tion dans la zone de gain, et en conséquence des vitesses non radiales importantes et
donc rallonge le temps passé par la matiere dans la zone de gain ( ( )

( )). De plus, cette matiére pousse le choc a un rayon moyen plus
important qu’en symétrie sphérique. La zone de gain est par conséquent plus grande
( (2008)).

Ces deux mécanismes aident le chauffage par les neutrinos, puisque la matiere reste

plus longtemps dans la zone de gain et que celle-ci est plus grande, comparée au cas a
symétrie sphérique. Différents auteurs ( ( ); ( );
( ,b); ( )) sont en faveur de ces explications, alors qu'une certaine
controverse existe sur l'efficacité, voire la pertinence quant a I’explosion ou méme la
présence en 3D de SASI. Pour ( ); ( ), la SASI n’existe pas,
ou marginalement, en 3D, et par conséquent ne joue aucun role dans l'explosion en
3D. A l'inverse, récemment ( ) trouvent la SASI dans leur simulation et
pensent qu’elle joue un role clé dans 1'explosion.

3.14 Convection a petite échelle

La convection apparait dans une supernova de la méme maniére que dans une casse-
role d’eau en train de chauffer : le fluide plus chaud est moins dense et subit une poussée
d’archimede supérieure au fluide moins chaud. Le fluide plus chaud est alors advecté
vers I'extérieur (ou vers le haut, dans le cas de la casserole). Le critere employé pour éta-
blir si un fluide est instable a la convection est le critere de Schwarzschild-Ledoux (voir

( )). Pour un fluide a un seul composant (ou plus précisément, donc la
fraction leptonique Y; ne varie pas), celui-ci se réduit au critére de Schwarzschild, qui
n’est autre que le gradient d’entropie
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ds

Cg=—.
S

(3.1)

Dans une supernova, la fraction leptonique varie dans 'espace et dans le temps,
mais un gradient d’entropie négatif est un bon indicateur de l'instabilité convective
( (2012)).

Rappelons également que les progéniteurs utilisés dans les simulations de superno-
vas gravitationnelles sont calculés en symétrie sphérique. De petits écarts a la symé-
trie sphérique dans le cceur de fer sont attendus, par exemple par mélange (également
convectif) avec la couche de silicium. Ces petites perturbations pourraient avoir une
influence non négligeable sur le développement de la convection apres le rebond (par
exemple ( ), ou ( ); ( ) pour l'utilisation de
perturbations aléatoires directement dans les simulations).

3.14.1 Convection dans la proto-étoile a neutrons

La convection dans la proto-étoile a neutrons commence directement apres le pas-
sage du choc, car celui-ci laisse derriere lui un gradient d’entropie et de fraction lep-
tonique (Oftt ( ); ( )). Bien qu’importante, en particulier pour la
signature en ondes gravitationnelles des supernovas (voir section 3.8), I'influence de
cette convection sur l'explosion est négligeable.

3.1.4.2 Convection dans la zone de gain

Le chauffage dans la zone de gain n’est pas homogene mais diminue, globalement,
comme 7?2, voir la section 3.1.1. Le chauffage par les neutrinos est donc plus important
dans les régions les plus internes de la zone de gain, et de moins en moins important a
mesure qu’'on se rapproche du choc. L'efficacité du chauffage dépend donc du rayon, et
cette dépendance entraine la formation d’un gradient d’entropie dans la zone de gain
(Ott ( )), qui entraine a son tour 1’apparition de la convection (comme on peut le
voir sur la figure 3.1).

Une zone chauffée proche du rayon de gain peut donc étre advectée vers le choc
par convection, et participer au chauffage derriere le choc, alors que si la convection ne
peut pas se mettre en place (c’est a dire en symétrie sphérique), cette zone a tendance a
tomber dans la zone de refroidissement et a réémettre des neutrinos ( ( ))-

C’est donc une convection anisotropique (par petits éjectats de matiere) et déclen-
chée par les neutrinos qui se met en place. Le couplage avec le chauffage par les neutri-
nos se fait essentiellement par la présence de surdensités, qui augmentent la probabilité
de réagir avec les neutrinos, et la présence de vitesses non radiales, qui augmente le
temps passé par la matiere dans la zone de gain.
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3.1.5 Le chauffage par les neutrinos multidimensionnel

Les neutrinos interagissent trés peu avec la matiére dans la zone de gain, a cause de
leurs faibles sections efficaces. La convection et SASI augmentent la taille de la zone de
gain et le temps passé par la matiére dans cette zone, et donc ces deux instabilités aident
au chauffage par les neutrinos. D’autre part, I’entrée en phase non linéaire de SASI

entraine un couplage avec la convection ( ( ); ( ), et
donc finalement une convection plus efficace pour le chauffage. Enfin, 'expansion du
choc grace a SASI peut saturer ( ( )), en particuler a cause d’instabilités

de Rayleigh-Taylor ' et de Kelvin—-Helmholtz *.

Notons également que 1'émergence des simulations 3D ouvre la voie a I'étude de la
turbulence dans les supernovas. En particulier, la cascade d’énergie des grandes échelles
vers les petites échelles pourrait changer la dynamique apres le rebond dans les super-
novas ( ( ); ( )), sans doute en donnant un plus grand role
a la convection a petite échelle par rapport a SASI. L'effet de la 3D (en particulier, si la
3D aide ou non a I’explosion dans le cadre du scénario de chauffage par les neutrinos)

est pour l'instant controversé ( ( ) ( );
( ); ( )), car ces simulations contiennent beaucoup d’approxima-
tions.

Enfin, le défaut majeur de toutes les simulations actuelles d’explosions de super-
novas gravitationnelles est que 1’énergie cinétique du choc n’arrive pas a la valeur
canonique observée de 10°! erg (voir aussi la section 3.8). L’énergie cinétique est sys-
tématiquement basse ( ( ); ( ); ( );

( ); ( ), et le mécanisme de chauffage par les neutri-
nos est finalement assez peu efficace.

Ce scénario, qui constitue le paradigme actuel, a donc une faiblesse majeure. Une tres
grande partie des efforts des chercheurs contemporains qui s’intéressent a 1’explosion
des supernovas gravitationnelles est consacrée a la résolution de ce probleme. Parmi les
améliorations les plus couramment envisagées, on peut citer le passage a une hydrody-

namique en trois dimensions (par exemple ( ); ( );
( )) ou un meilleur traitement des neutrinos (par exemple
( ), voir aussi la partie V de cette these), des pistes qui ont 1'inconvénient d’étre ex-

trémement exigentes en temps de calcul.

Au niveau microphysique, I’amélioration des interactions dans la matiere ou l’ajout
de nouvelles particules, c’est-a-dire du point de vue numéricien I’amélioration de 1’équa-
tion d’état (par exemple ( ); ( ); ( ), Voir
aussi le chapitre 6 de cette these), et 'amélioration des calculs de taux de réaction des

1. L'instabilité de Rayleigh-Taylor est présente a l'interface entre deux fluides de densité différentes
(dans la supernova, une partie et une autre du fluide, a des densités différentes). Si le systéme est instable,
le fluide plus dense a tendance a s’immiscer dans le fluide moins dense par endroits isolés (on parle de
doigts).

2. L'instabilité de Kelvin—-Helmholtz s’enclenche quand deux couches de fluides ont des vitesses dif-
férentes au niveau de leur interface. Celles-ci engendrent un cisaillement qui peut a son tour générer une
rotation, et finalement de la turbulence
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neutrinos ( ( ); ( ); ( )) sont aussi des do-
maines tres productifs.

3.2 Explosion magnétohydrodynamique

Si le coeur de fer est fortement magnétisé et en rotation rapide, I’explosion magné-
tohydrodynamique (MHD) est possible. L’évolution stellaire prédit que seulement une
petite partie des progéniteurs remplissent ces conditions ( ( )). C’est donc un
mécanisme complémentaire du chauffage par les neutrinos, qui explique seulement une
petite proportion d’explosions, parmi les plus énergétiques.

3.2.1 Mécanisme d’explosion

Apres le rebond, pour que I'explosion MHD se produise, I’énergie contenue dans la
rotation différentielle du coeur doit étre convertie en énergie magnétique. Cette conver-

sion est possible soit par effet dynamo ( ( ); ( );
( )), oit le champ magnétique toroidal est amplifié par induction, soit par l'instabilité
magnétorotationnelle ( ( ); ( )), une insta-

bilité qui se manifeste dans le cas d’'un champ magnétique faible dans un fluide en
rotation.

Si cette conversion est assez efficace pour que le champ magnétique atteigne ~
10" G au niveau de la proto-étoile a neutrons, la dissipation d’énergie magnétique dans
le fluide ainsi que la pression magnétique peuvent pousser le choc assez pour le faire
repartir ( (2012b); Janka (2012).

Les simulations du mécanisme MHD montrent des explosions tres énergétiques, di-
polaires ( ( ); ( )), qui pourraient donc rendre compte
de supernovas observées dont 'énergie cinétique atteint ~ 10°? erg, qu’on appelle aussi
hypernovas (voir également la section 3.8).

3.2.2 Sursaut gamma

Les sursauts gamma longs (d’une durée de I'ordre de la seconde) sont des épisodes
d’émission de photons gamma (typiquement, ~ 100 KeV par photon, soit ~ 10! erg

pour l'événement entier ( ( ).
Le scénario le plus communément admis est qu’ils proviennent d’une supernova
gravitationnelle ( ( ))- Avec un progéniteur candidat pour une ex-

plosion MHD (c’est-a-dire avec une rotation et un champ magnétique initiaux élevés),
il est possible de créer un disque autour de 'objet central, soit un trou noir soit un ma-
gnétar, puis de lancer un jet ( ( )) collimaté et relativiste qui donnerait
I"émission gamma. Ce scénario est communément admis mais doit encore est confirmé
par les simulations numériques.
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Les supernovas associées a des sursauts gammas sont toutes de type spectral Ic
(sans enveloppe d’hydrogene ni d’hélium, ( ); ( ), ce
qui semble indiquer des étoiles Wolf-Rayet comme progéniteurs, desquelles le jet peut
émerger plus facilement.

3.3 Okscillation des neutrinos

Le neutrino est une particule élémentaire, ce qui veut dire qu’on ne lui connait pas
de sous-structure. C’est un fermion (spin 1/2). Il n’est pas soumis a l'interaction forte
ni a 'interaction électromagnétique. Sa masse est non nulle (sinon les oscillations se-
raient impossibles) mais tres petite (< 2 eV pour le v, ( )). Outre la
gravitation (dans le cadre de la relativité générale), on peut donc considérer que le neu-
trino n’est soumis qu’a l'interaction faible. Il existe trois saveurs de neutrinos (v, v, v;),
correspondant chacune a un lepton chargé.

Un autre phénomene fascinant de la physique des neutrinos est 1'oscillation. Les
neutrinos interagissent en tant qu’état propre de saveur (v, v,, ;) mais se propagent
en tant qu’état propre de masse (v, 5, 13). Les masses de ces trois états propres étant
légerement différentes, chacun se propage a une vitesse légerement différente. C’est ce
phénomene qui est a I’origine de 1’oscillation des neutrinos : si on crée un neutrino d’une
certaine saveur, qu’on le laisse se propager et qu’on le fait interagir ensuite, il existe une
probabilité non nulle pour qu’il interagisse en tant que neutrino d’une saveur différente
de la saveur initiale ( ( ).

Dans le vide, la propagation des neutrinos entraine le phénomeéne d’oscillations (par
exemple les neutrinos atmosphériques créés par la désintégration de muons). Dans la
matiére ordinaire (ici, dans le sens ot il y a beaucoup plus d’électrons que de muons
ou de taus), on rencontre l'effet MSW (pour Mikheyev, Smirnov, Wolfenstein, voir par
exemple ( )). Une densité d’électrons non nulle altere tres légérement le
comportement du v, par rapport aux deux autres, et change donc la maniere dont les
neutrinos oscillent. C’est cet effet qui explique 'oscillation des neutrinos dans le Soleil.

Dans les supernovas, un troisieme type d’oscillations est possible. De la méme ma-
niére que la présence d’électrons influe sur les oscillations, la présence d’autres neutri-
nos joue un role. C’est donc une interaction des neutrinos avec eux-méme (

( )), qui vient des conditions recontrées dans les supernovas, en particulier un tres
grand flux de neutrinos émis a peu pres au niveau de la neutrinosphere.

Puisque les neutrinos interagissent avec eux-méme, il est théoriquement possible
d’avoir une oscillation collective des neutrinos, c’est-a-dire que tous les neutrinos d'une
saveur changent de saveur en méme temps. Dans un modele simplifié a deux neutri-
nos (v, et v, = v, ;), les oscillations collectives sont particulierement intéressantes pour
aider a faire repartir le choc. En effet, les v, sont plus énergétiques mais ont une probabi-
lité d’interaction moindre que les v,.. Les oscillations collectives permettent d”’inverser”
les spectres (tous les v, deviennent des v, et inversement) et donc d’obtenir un spectre
de v, plus dur, qui permet de déposer plus d’énergie derriere le choc.
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Les simulations en symétrie sphérique de cet effet montrent des conséquences non
négligeables sur le chauffage du choc (par exemple ( )). La paramétri-
sation du chauffage supplémentaire dans une simulation 2D montre méme un résultat
spectaculaire ( ( ), avec une énergie cinétique qui atteint les 10°! erg.

Il semble cependant que la déviation a la symétrie sphérique détruise la cohérence
entre les différents neutrinos émis (par exemple ( )), condition néces-
saire pour que le phénomeéne d’oscillations apparaisse. Le role des oscillations dans le
chauffage du choc semble donc finalement négligeable.

Enfin, I'oscillation des neutrinos reste un phénomene important pour d’autres do-
maines des supernovas, par exemple le calcul du flux de neutrinos observable dans un
détecteur donné.

3.4 Autres mécanismes

Le mécanisme de chauffage par les neutrinos ayant le défaut majeur d’étre systé-
matiquement sous-énergétique, la piste selon laquelle un autre mécanisme sous-jacent
serait a I'ceuvre a été explorée. Tous ces mécanismes ont également des défauts, sans
doute rédhibitoires, ou ne s’appliquent que dans des cas particuliers (comme le méca-
nisme MHD, robuste mais qui ne concerne qu’une petite partie des supernovas, voir la
section 3.2). Les mécanismes présentés dans cette section sont les deux scénarios alter-
natifs les plus souvent retenus.

3.4.1 Transition de phase vers la matiére de quarks

( ) proposent que la proto-étoile a neutrons, en refroidissant et en
se contractant, soit sujette a une transition de phase vers la matiere de quarks. Dans
leurs simulations, la transition de phase apparait alors que le choc s’est arrété. Celle-ci
induit un réeffondrement de la PNS sur elle-méme et un deuxiéme rebond. Dans le cas
de la transition de phase vers la matiere de quarks, ce rebond est assez violent pour
induire 'apparition d’un second choc ( ( )), qui pousse le premier et
induit 'explosion.

Le principal défaut de ce mécanisme est que les équations d’état utilisées donnent
des masses maximales pour les étoiles a neutrons de 1.56 Mg, et 1.50 M, bien loin de la
contrainte de masse imposée par I'observation d'une étoile a neutrons de 1.97+0.04 Mg
par ( ). (voir le chapitre 6 pour la présentation des équations d’état
et de la contrainte sur la masse maximale). Il semble également que 'utilisation d’équa-
tions d’état plus proche de cette contrainte diminue 1’énergie disponible dans le second
choc et diminue par la méme occasion l'efficacité de ce mécanisme.
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3.4.2 Mécanisme acoustique

( ) montrent dans leurs simulations que des modes de vibration de
la PNS se déclenchent. Ce sont des vibrations de type acoustique, qui peuvent devenir
des chocs secondaires qui se dissipent ensuite et laissent leur énergie dans la zone de
gain.

La encore, des défauts subsistent. L'explosion est tardive (~ 1 s), et I'énergétique de
I’explosion étant étroitement liée au moment de son déclenchement, ce mécanisme ne
pourrait donner que des explosions peu énergétiques. De plus, ces simulations n’ont pas
pu étre reproduites, et enfin, il semble possible que ces ondes acoustiques disparaissent
avec une meilleure résolution ( ( ).

3.5 Effondrement en trou noir

Avec I'explosion, I'effondrement en trou noir est un des aspects des supernovas gra-
vitationnelles les plus étudiés ( ( ); ( );
(2009); (011); (2012); (20132)). L'objet compact
au centre, a la fin de I’explosion, peut étre soit une étoile a neutrons soit un trou noir.
Actuellement, il n’est pas possible de savoir avec certitude quel progéniteur donne une
étoile a neutrons et quel progéniteur donne un trou noir, car trop d’incertitudes sub-
sistent : une connaissance détaillée de I'équation d’état (voir le chapitre 6), des inter-
actions des neutrinos (voir les parties III, V ainsi que l’'appendice B) et du mécanisme
d’explosion serait nécessaire pour tirer des conclusions définitives. Dans cette section,
il est simplement question d’esquisser les différents scénarios possibles d’effondrement
en trou noir.

3.5.1 Deés l'effondrement

Le cceur de fer s’effondrant sur lui-méme, il est envisageable que l’effondrement
continue jusqu’a la formation d’un trou noir. L’étoile entiére disparaitrait derriere 1’ho-
rizon sans qu'un choc soit créé.

Ce scénario semble exclu par toutes les simulations récentes, ot un rebond est sys-
tématiquement observé. La masse du cceur au moment du rebond est sans doute trop
faible (c’est a dire inférieure a la masse de Chandrasekhar instantanée), méme avec les
taux d’accrétion les plus extrémes, pour que la gravitation I'emporte sur l'interaction
nucléaire qui devient violemment répulsive.

Enfin, la contrepartie observationnelle de la création d’un trou noir deés l’effondre-
ment serait une étoile qui s’éteint brusquement, un phénoméne qui n’a pas encore été
observé.
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3.5.2 Echec du mécanisme d’explosion

Si le rebond a lieu et que le choc s’arréte, on peut imaginer que les neutrinos (ou un
autre mécanisme d’explosion) échouent a faire repartir le choc. C’est un scénario envi-
sagé en particulier pour les progéniteurs induisant un taux d’accrétion trés élevé. Apres
le rebond, la proto-étoile & neutrons devient de plus en plus massive avec l'accrétion,
et “refroidit” avec ’émission de neutrinos®. Si le choc n’arrive pas a regagner une vi-
tesse positive, la PNS finit par atteindre sa masse maximale puis s’effondrer en trou noir.
C’est le scénario que j’ai étudié dans la partie III de cette these, et également étudié, par
exemple, dans ( ); ( ); ( ).

La contrepartie optique de ce scénario serait une étoile qui s’éteint brusquement,
mais contrairement au mécanisme précédent, ici le pic de flux neutrinique (voir sec-
tion 2.4.2) est toujours présent. Il est donc envisageable de mettre en évidence ce phé-
nomene par une observation conjointe en optique et en neutrinos.

3.5.3 Explosion et réeffondrement

Au moment de I'explosion, la matiere dans les environs du choc n’est plus liée au
cceur et peut partir avec une vitesse positive. Il reste de la matiere entre le choc et la
PNS, qui continue a tomber. Une fraction de celle-ci finit par étre expulsée, surtout dans
les régions a forte entropie, car la PNS continue a émettre un flux intense de neutrinos
(appelé vent neutrinique, voir ( ) une fois que I'explosion est
lancée).

La masse de la PNS augmente donc encore apres le lancement de I'explosion. Si, a
ce moment, la PNS atteint sa masse maximale, elle s’effondre et forme un trou noir par
réeffondrement ( ( ))-

C’est un phénomene envisagé pour SN1987A (voir la section 1.2), pour laquelle on
n’a pas détecté d’étoile a neutrons jusqu’a présent.

3.5.4 Proto-étoile a neutrons marginalement stable

Une fois que I'explosion est lancée et que toute la matiére disponible est soit dans
l'éjectat soit dans la PNS, l'effondrement en trou noir est encore possible, car la PNS
refroidit.

La pression thermique diminue a mesure que la PNS refroidit (principalement grace
aux neutrinos dans les premieres secondes), et a cause de cette pression thermique, la
masse maximale que peut soutenir une étoile a neutrons froide est inférieure a celle que
peut soutenir une proto-étoile a neutrons. Il est donc envisageable que la masse de la
PNS devienne supérieure a la masse maximale autorisée au cours du refroidissement,

3. La perte d’énergie par neutrinos de la PNS induit bien un refroidissement. Puisqu’elle perd de la
pression thermique, une conséquence est que la PNS se contracte. L'effet produit est alors une augmen-
tation de la température, mais on parle toujours de refroidissement.
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apres 'explosion. Le refroidissement des (proto-)étoiles a neutrons est un domaine de
recherche qui sort du cadre de cette these.

3.6 Nucléosynthese

3.6.1 Contribution a l’explosion

Une fois le choc reparti, sa propagation induit une brusque augmentation de I’entro-
pie et de la température dans la matiere. Des réactions endothermiques sont possibles,
comme la photodissociation du fer, par la formule (2.3), ou celle du silicium. Des réac-
tions exothermiques sont également possibles, 1'énergie libérée pourrait alors contribuer
a I’énergie cinétique totale de 1’explosion.

( ) montrent que la principale contribution a 1’énergie est la re-
combinaison de protons et neutrons libres en particules a. En effet, au coeur de la su-
pernova la matiére est assez dense et chaude pour casser les particules «. L'état le plus
favorisé est alors un mélange de protons et neutrons libres. A mesure que le choc se
propage vers de plus faibles densités et températures, les particules o deviennent favo-
risées.

Le choc se propageant ensuite vers des densités et températures encore plus faibles,
les particules «, a leur tour, se recombinent. Les noyaux créés sont principalement *°Ni
et ®Si. L'énergie totale gagnée grace a ces recombinaisons pourrait étre du méme ordre
de grandeur que l'énergie déposée par les neutrinos ( ( ))- De plus,
les simulations de ( ) prévoient une masse de °Ni compatible avec
les observations (voir la section 3.8).

3.6.2 Processusr

Les éléments au-dela du fer ne sont pas créés lors de réactions de fusion endother-
miques. Il faut donc des conditions exceptionnelles pour les créer, et une explosion de
supernova est 1'idée qui vient naturellement pour la nucléosynthése explosive des élé-
ments lourds au-dela du fer. Plus précisément, c’est le processus r (pour rapide) qui est
le plus attendu et le moins compris.

I1 a été proposé que le processus r ait lieu apres le lancement de I’explosion, aidé par
le vent neutrinique. En effet, le processus r requiert des régions de grande entropie, se
propageant rapidement, et riches en neutrons (Y, ~ 0.4, ( )
Un éjectat riche en neutrons est nécessaire, car il faut que les captures de neutrons sur
les noyaux soient plus rapides (d’ot1 le nom) que la désintégration.

Pour l'instant, les simulations les plus détaillées semblent indiquer que les éjectats
sont plutot riches en protons ( ( ); ( ), ce qui
exclue la possibilité de processus r. Cette conclusion est peu robuste, et change avec
les détails de la microphysique utilisée dans les simulations (

( ))- Les oscillations des neutrinos, par exemple, pourraient avoir une importance
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non négligeable. Une solution proposée par ( ) est que le processus r
ait lieu préférentiellement dans les explosions magnétohydrodynamiques.

Une autre piste envisagée est la prise en compte d’effets de milieu : les protons
et neutrons libres impliqués dans les captures électroniques et positroniques (voir les
équations (7.8) et (7.10)) sont en général considérés dans le vide. ( )
et ( ) montrent que lever cette approximation et considérer
que les neutrons et les protons sont dans la matiere change les taux de réaction. Une des
conséquences de ce changement est que les éjectats sont plutdt riches en neutrons, ce qui
est donc en faveur de la présence du processus r dans les supernovas (

(2012)).

3.7 Les autres supernovas gravitationnelles

3.7.1 Les supernovas a effondrement de cceur O-Ne-Mg

Si l'étoile a une masse dans la limite basse des progéniteurs qui explosent en super-
novas (entre environ 8 Mg et 10 M), les captures électroniques sont déclenchées dans
le cceur d’oxygene, néon et magnésium, avant la fusion du néon. Pour cette raison on
appelle parfois ces supernovas des “supernovas a captures électroniques”.

Le coeur s’effondre, crée une proto-étoile a neutrons et un choc qui se propage puis
s’arréte rapidement, comme dans une supernova a cceur de fer. Un cceur O-Ne-Mg étant
moins lié qu'un cceur de fer, le choc se propage et repart plus facilement. D’autre part,
le tres fort gradient de densité dans le progéniteur entraine une diminution abrupte du
taux d’accrétion de masse au niveau du choc. Le mécanisme de chauffage par les neu-
trinos est alors beaucoup plus efficace (voir par exemple ( );

(2008); (2012)).

Le choc gagne de l'énergie et repart grace aux neutrinos. Un dépot d’énergie supplé-
mentaire vient de la fusion exothermique de certains éléments (voir ( ), et
également la section 3.6). Enfin, la contrepartie observationnelle est une supernova re-
lativement peu énergétique (~ 10°° erg) et peu lumineuse (la masse de nickel radioactif
éjectée est ~ 0.015 M) ( ( ).

3.7.2 Les supernovas a instabilité de paire

A Tlautre extrémité de 1’échelle de masse, on trouve des étoiles capable de créer
2 42 My d’hélium ( ( )), ce qui correspond a des étoiles de ~ 100 Mg
( ( ))- En considérant qu’il n'y a pas de perte de masse, elles explosent par le
mécanisme d’instabilité de paire.

Dans ces étoiles, la pression de radiation est le fait de photons assez énergétiques
pour créer spontanément des paires e* e~. Cette réaction entraine en méme temps une
perte de pression et une augmentation de la masse, ce qui peut déclencher une insta-
bilité et I’effondrement de I’étoile. Il est attendu ( ( ); ( )) que
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les supernovas a instabilité de paire les moins massives s’effondrent en trou noir sans
exploser, alors que les plus massives exploseraient sans laisser d’objet compact derriere
elles. Cependant, il existe encore des incertitudes sur ce scénario.

Ces étoiles extrémement massives sont rares. Peu d’observations ont été liées de
maniére univoque a ce mécanisme (a 1’exception notable de ( ), et les
scénarios de formation stellaire ont du mal a rendre compte d’étoiles de plus de 150 M.
Cependant, on pense également que les étoiles de premiere génération (appelées “po-
pulation III”), formées a partir de gaz primordial ultra pauvre en métaux pourraient
avoir été beaucoup plus massives que celles observées actuellement. De plus, la perte de
masse par vent stellaire est beaucoup moins efficace a faible métallicité, ce qui pourrait
valider I'hypothese d’absence de perte de masse. Ceci indiquerait que les supernovas a
instabilité de paire pourraient avoir existé.

De maniere observationnelle, on s’attend a voir une explosion trés énergétique (~
10%® erg) et trés lumineuse (~ 50 Mg de nickel), voir par exemple ( ). Ces
explosions tres lumineuses sont parfois appelées hypernovas, voir section 3.2, voir aussi

( ) pour une revue récente sur la détection et les propriétés des étoiles tres
massives.

3.8 Observables

Puisqu’elle est visible méme en plein jour, l'observation d"une supernova proche
est aisée. Il n’est donc pas étonnant que 1’on dispose d’observables auxquelles on peut
confronter la théorie. Cependant, pour la modélisation numérique de I'effondrement du
cceur d'une supernova gravitationnelle, ces observables sont toutes indirectes et liées a
une phase plus tardive, a I'exception notable des neutrinos et des futures détections
d’ondes gravitationnelles. Il faut par exemple attendre la fin d'une simulation pour
avoir |'énergie totale de 1’explosion, et on dispose, finalement, de peu de contraintes.

3.8.1 Courbe de lumiére
3.8.1.1 Transition vers un milieu transparent aux photons

Le choc induit I’'explosion de 1’étoile, et donc un éjectat de plus en plus dilué a me-
sure qu’il se propage dans le milieu interstellaire. C’est le passage de 1’hydrogene ionisé
a 'hydrogene neutre qui en général marque la photosphere, ot1 le milieu devient trans-
parent aux photons.

3.8.1.2 Désintégration du nickel radioactif

Le choc se propage dans le milieu interstellaire et est en plus alimenté en énergie
par la désintégration du “°Ni en *°Co. Comme décrit dans (1969), 1e
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milieu est opaque aux rayons gamma de cette désintégration 3, qui peuvent donc dé-
poser leur énergie. La demi-vie du “°Ni est de 6 jours. Au bout d’une vingtaine de jours,
c’est la désintégration du noyau fils **Co qui supplante "*Ni comme principale source
d’énergie, jusqu’a la transparence compleéte. Le cobalt radioactif donne du *°Fe avec une
demi-vie de 77 jours. La masse de nickel synthétisée est donc directement corrélée avec
la luminosité totale optique d’une supernova. On notera également que c’est parce que
le °Ni et le *°Co sont instables que le cceur d’une étoile massive est en fer et non en
nickel.

3.8.2 Asphéricité, énergétique, rémanants et spectres

Les supernovas observées ont souvent une déviation a la symétrie sphérique assez
prononcée (sondée, par exemple, par spectropolarimétrie, ( ). L'ex-
plosion elle-méme pourrait dévier de la sphéricité par la SASI ( ( ))-
D’autre part, une explosion fortement dipolaire serait un indice du mécanisme magné-
tohydrodynamique ( ( ) et section 3.2).

L'énergie cinétique observée des supernovas est typiquement de quelques 10°! erg
( ( )). Comme expliqué en section 3.1, cette contrainte est la préoc-
cupation majeure des théoriciens qui travaillent sur le mécanisme d’explosion.

Les spectres renseignent sur la métallicité de la SN et la masse de *°Ni produit. Une
fois le mécanisme d’explosion validé, on peut imaginer que les théoriciens auront a
cceur de reproduire 1’énergie d"une explosion en méme temps que la masse de Nickel ra-
dioactif a partir d"un progéniteur correspondant a une SN donnée (comme par exemple
SN1987A, ( )-

Enfin, une fois I'explosion enclenchée, I'enveloppe de 1'étoile devenue transparente
aux photons continue a se déplacer dans le milieu interstellaire. On parle alors de ré-
manent de supernova, et c’est donc la phase dans laquelle sont toutes les supernovas
historiques (dont SN185, ( ) et SN1572, ( ), citées
en chapitre 1. Notons que ce sont tous deux des rémanents de SNIa, tous les types de
supernovas produisant des rémanents.), et c’est un domaine de recherche qui sort du
cadre de cette these.

3.8.3 L’étoile a neutrons

Dans les rémanants de supernovas, une étoile a neutrons peut étre détectée, soit
sous forme de pulsar soit par son émission en rayons X. Une propriété intéressante des
étoiles a neutrons détectées est la présence de “kick”, c’est-a-dire une vitesse linéaire

trés importante, qui peut dépasser les 1000 km.s™" ( ( ). Le kick
est assez bien reproduit dans les simulations numériques 2D ( ( ) et
3D ( (2012)).

La détection de 1’étoile a neutrons et la mesure de sa masse sont aussi des obser-
vables tres recherchées. Par exemple, la mesure de masses d’étoiles a neutrons donne
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des contraintes sur la frontiére entre étoile a neutrons et trou noir, et donc des contraintes
sur I’équation d’état (voir section 6.1.2).

3.8.4 Détection des neutrinos

La détection des neutrinos d"une prochaine supernova proche (galactique ou d'une
galaxie satellite de la notre) est tres attendue. SN1987A a démontré la faisabilité d'une
telle détection, et les nouvelles générations de détecteurs, plus performants, devraient
voir un flux considérablement plus grand qu’en 1987 (estimé a 10000 7, pour le détec-
teur japonais Super-Kamiokande, dans le cas d"une supernova a 10 kpc, voir
(2011)).

Pour les modélisateurs, les neutrinos détectés signent d’abord le pic de flux neutri-
nique, puis la région émettrice est autour de la neutrinosphére. Cette région est sensible
a la taille de la proto-étoile a neutrons, et des contraintes sur les équations d’états (voir
chapitre 6) pourraient étre obtenues, sans doute en tenant compte des neutrinos et des
ondes gravitationnelles en méme temps.

D’autre part, la variation du flux neutrinique apres le pic est sensible aux déplace-
ments du choc. Si la résolution est assez bonne, on peut imaginer voir soit des variations
a haute fréquence (signature de la convection) soit des variations a basse fréquence (si-
gnature de SASI), ce qui donnerait un indice quant au mécanisme d’explosion (
(2012); ( )-

Du point de vue de la physique des neutrinos, il est possible qu’une future détec-
tion de neutrinos d’une supernova nous renseigne sur les propriétés, mal connues, des
neutrinos. En particulier, des contraintes sur les masses (ou différences de masses) et
sur les propriétés des oscillations, y compris les oscillations collectives présentées en
section 3.3, sont attendues ( ( ))-

( ) estime que 5 détecteurs de neutrinos opérationnels actuellement
pourraient voir plus de 100 événements si une supernova située a 10 kpc nous atteignait
aujourd’hui (Super-Kamiokande, LVD, KamLAND, MiniBooNE et Borexino). D’autres
détecteurs en projet pourraient voir plus de neutrinos. Par exemple, les projets NOvA,
MEMPHYS et Hyper-Kamiokande devraient voir des milliers, voire méme plusieurs
dizaines de milliers d’événements liés a une supernova, une fois opérationnels.

3.8.5 Détection d’ondes gravitationnelles

Contrairement aux neutrinos, les ondes gravitationnelles n’ont pas encore été mises
en évidence, que ce soit d"une supernova ou d'un autre contexte astrophysique.

La théorie de la relativité générale prévoit qu’aucune onde gravitationnelle ne peut
étre émise d’un milieu a symétrie sphérique. Les différents mécanismes responsables de
I"émission d’ondes gravitationnelles sont donc intimement liés aux instabilités multidi-
mensionnelles, qui brisent la symétrie sphérique (voir la section 3.1).
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L’émission d’ondes gravitationnelles dans une supernova est donc liée a la convec-
tion “rapide” qui se met en place des le passage du choc, la convection dans la proto-
étoile a neutrons, la SASI et la convection dans la zone de gain, la déviation a la sphé-
ricité de I’émission des neutrinos, et enfin la déviation a la sphéricité du choc lui méme
( (2011); ( ); Ott ( b))

D’un point de vue technique, un signal en ondes gravitationnelles d"'une supernova
semble difficile a détecter, car il n’a pas une signature “standard” claire, contrairement
par exemple a une coalescence de trous noirs. Par contre, la détection de photons et de
neutrinos d"une SN proche entrainera forcément une recherche a postériori d"un signal
en ondes gravitationnelles.

Enfin, les ondes gravitationnelles sondent directement l'intérieur d’'une SN mieux
que tout autre observable. Comme dit en section 3.8.4, avec les neutrinos, les ondes
gravitationnelles pourraient alors donner des contraintes sur les équations d’état ou sur
les proto-étoiles a neutrons, voire méme trancher sur le mécanisme d’explosion (

( ))-
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Deuxieme partie

Les supernovas numériques
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The supernova modelers will keep their efforts (as they have done since time
immemorials).

Kei Kotake

Dans cette partie, je décris les différents ingrédients physiques nécessaires aux si-
mulations modernes de supernovas. Ces ingrédients viennent de différentes physiques
(relativité générale, hydrodynamique, transport radiatif, évolution stellaire, physique
nucléaire ...), ce qui fait toute la complexité et 1’attractivité des supernovas numériques.
La simulation de référence vers laquelle la recherche tend aurait

— un progéniteur aussi détaillé que possible® (voir ( ), et égale-
ment la section 2.1)

— une résolution des équations d’Einstein de la relativité générale pour la métrique
de I’'espace-temps (exposée au chapitre 4)

— une (magnéto-)hydrodynamique relativiste a trois dimensions (exposée au cha-
pitre 5)

— une équation d’état moderne calculée a partir de physique nucléaire pour décrire
les interactions dans le fluide (exposée au chapitre 6)

— un traitement des neutrinos par la résolution de 1’'équation de Boltzmann (détaillé
dans les parties IV et V), ce qui implique d'une part le traitement du transport
des neutrinos (dépendant du temps) et d’autre part une connaissance détaillée des
processus d’interaction faible par lesquels interagissent les neutrinos (entrant dans
le terme de collision de 1’équation de Boltzmann, voir la section 11.3 et I’annexe B)

Mettre tous ces ingrédients a la fois n’est pour l'instant pas possible car ce serait
beaucoup trop exigeant en temps de calcul. La modélisation des supernovas est donc
un compromis entre une physique détaillée et un temps de calcul raisonnable.

Dans cette partie, ces différents ingrédients physiques utiles aux supernovas sont dé-
crits dans un contexte général puis dans le cas particulier du code COCONUT (

( )), que j’ai utilisé tout au long de ma these.

4. Les progéniteurs venant d’autres codes numériques, le détail des approximations faites est omis ici.
On peut citer notamment la perte de masse, phénomene trés important pour I’évolution stellaire mais
trés peu contraint, et l'utilisation de la symétrie sphérique, qui empéche la formation d’inhomogénéités
dans le cceur de fer ou aux interfaces ot la fusion a lieu.
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Dans ce chapitre, j'introduis des concepts, puis des outils liés a la relativité générale,
qui m’ont servi pour 1’étude de la formation de trous noirs et pour la formulation de
I’équation de Boltzmann.

4.1 Motivation

4.1.1 Relativité restreinte

Le choc induit par le rebond de la matiére sur la proto-étoile a neutrons nouvelle-
ment formée atteint des vitesses de 1’ordre de 0.3¢, voire 0.5¢ dans le cas d’une formation
de trou noir. Il ne fait donc pas de doute que le fluide est relativiste, au sens de la relati-
vité restreinte.

Nombre de simulations ont été faites avec une hydrodynamique en relativité res-
treinte et un potentiel gravitationnel newtonien (par exemple ( )

( ))- La relativité générale s’inscrit naturellement dans la démarche de sophistication
progressive des simulations.

4.1.2 Conséquences de la gravitation relativiste

La gravitation relativiste est indispensable dans le cadre de I'étude de formation de
trous noirs, car la notion de trou noir n’a de sens qu’en RG (relativité générale). Pour
une simulation de ’explosion d"une supernova, une proto-étoile a neutrons a un rayon
de ~ 50 km pour une masse de ~ 1.4 M quelques millisecondes apres le rebond. Sa
compacité est alors £ = GM/Rc* = 0.041, ce qui en fait un objet marginalement rela-
tiviste. Cependant, la relativité générale s’est avérée importante ( ( );

( )-

Le potentiel gravitationnel calculé par la relativité générale est plus important que
son équivalent newtonien, ce qui fait que la matiére accrétée est tirée plus fortement
vers le centre et que la PNS est plus compacte.

La conséquence immédiate est que la neutrinosphére (la région ot les neutrinos se
découplent de la matiére, voir section 7.1) se trouve dans une région plus intérieure,
donc ou1 la température est plus élevée. Les neutrinos émis sont donc plus durs, leur
énergie moyenne est plus élevée que dans une simulation newtonienne.

L’accrétion a tendance a pousser le choc vers la PNS, tandis qu'un spectre de neu-
trinos plus dur a tendance a favoriser I'explosion. La dynamique du choc est donc pro-
fondément affectée ( ( )), en faveur de 1’explosion. Ces effets sont assez
grands pour qu'une simulation qui n’explose pas en newtonien explose en relativité
générale.

On note cependant que certains auteurs ajoutent des corrections au potentiel newto-
nien, ce qui évite d’appliquer le formalisme de la relativité générale ( ( )

( )). La petite compacité de la proto-étoile a neutrons incite a penser
que ce potentiel effectif est suffisant pour traiter la relativité générale. Cependant, dans
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( ), les auteurs comparent leur modele de 15 Mg, (en relativité géné-
rale et en CFC, voir ci-dessous) avec 1'équivalent de ( ) avec potentiel
effectif. Le résultat est, ici aussi, une différence assez grande pour que celui simulé en
relativité générale explose et I’autre non.

4.2 Différents référentiels en relativité générale

Dans cette section, je définis les référentiels utilisés dans toute cette these. Le schéma
de fuite (chapitre 7), ainsi que l'équation de Boltzmann (chapitre 10) se servent de
changements de référentiels. D’autre part, COCONUT résout les équations hydrody-
namiques d'un point de vue eulérien.

421 Référentiel des coordonnées

4.2.1.1 Définition

Le référentiel des coordonnées (CF) est associé a la base naturelle. En relativité numé-
rique, il coincide la plupart du temps avec la grille numérique. Dans le cas, par exemple,
d’une grille sphérique, trois vecteurs de base spatiaux et un vecteur de base temporel
définissent la grille : 81, 59, 5¢,, d,. On définit également sur le CF les coordonnées r, 6, ¢
et le temps coordonnée ¢. Ces définitions sont indépendantes du fluide, de la gravitation
ou d’autre physique.

Le CF étant fixe et indépendant de la physique sous-jacente il n’est pas associé a un
observateur, et les coordonnées r, 0, ¢, t ne sont pas des observables. Il peut aussi arriver
que le vecteur 8, soit du genre espace.

4.2.1.2 Lamétrique

Les composantes matricielles g, de la métrique sont définies sur le CF,

v = g(a_;u 51/)7 (41)

avec les mémes notations que ( , ), C’est a dire que la matrice des
différentes composantes de la métrique g, est donnée par le produit scalaire au sens de
la métrique g des vecteurs de base 0,,.

4.2.2 Référentiel eulérien

Le référentiel eulérien (EF) est le référentiel localement inertiel en relativité générale.
Il est associé a 1’observateur eulérien.

L’observateur eulérien se déplace de maniére orthogonale & des hypersurfaces de
genre espace. La base €y, €1, €3, €5 du référentiel eulérien est orthonormée, et donc la
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représentation de la métrique engendrée par ses quatre vecteurs de base est une matrice
de Minkowski

N = G(€,, €,). 4.2)

Les transformations du CF vers le EF sont détaillées dans la section 10.1 par l'inter-
médiaire de tétrades.

L’observateur eulérien, au repos sur des hypersurfaces de genre espace %, voit des
événement liés causalement a lui. La base des €, est une base orthonormée. C’est pour-
quoi on peut associer un observateur au EF et non au CF. On voit clairement sur 1"équa-
tion (4.2) que sil’espace-temps est plat, EF et CF sont les mémes référentiels. Par construc-
tion, en formalisme 3 + 1, seul €, est de genre temps (et orthogonal a X). Les vecteurs
€1, €2, €3 sont de genre espace et appartiennent a £. Dans cette base, I'observateur eulé-
rien a une 4-vitesse n* = (1,0,0,0).

Enfin, 'observateur eulérien n’est pas forcément fixe dans 1’espace, il subit en parti-
culier la dérive des coordonnées.

4.2.3 Référentiel lagrangien

Le référentiel lagrangien (LF) est le référentiel ou1 le fluide est au repos. L'observateur
associé a la 4-vitesse du fluide, et est donc localement au repos par rapport au fluide.

Comme pour le EF, la métrique est représentée sur le LF par une matrice de Min-
kowski. La seule différence est alors la 3-vitesse (eulérienne) du fluide, et la transforma-
tion du EF vers le LF est donc une transformation spéciale de Lorentz.

Dans le probléeme du transport des neutrinos dans les supernovas, il apparait inévi-
table de considérer les composantes de la 4-impulsion dans le LF. Puisque les coordon-
nées (t,r,0, ¢) et les dérivées partielles appartiennent au CF, il est inévitable de faire des
changements de référentiels (voir le chapitre 10 pour le cas de 1’équation de Boltzmann
et ’annexe A pour les sources hydrodynamiques liées au schéma de fuite). Il existe une
exception notable, les codes lagrangiens, ou les coordonnées sont définies dans le LF
(par exemple ( )). Ceci simplifie considérablement les équations
mais restreint généralement les simulations au cas a symétrie sphérique.

4.3 Le potentiel gravitationnel de CoCoNuT

COCONUT utilise un formalisme contraint pour résoudre les équations d’Einstein '
par l'appel a , une bibliothéque écrite en C++ pour la résolution d’équations

1. Les équations d’Einstein sont liées au tenseur de Riemann, qui lui-méme doit satisfaire aux iden-
tités de Bianchi. Ces identités enlevent des degrés de liberté aux équations d’Einstein, d’ot1 'appellation
d’équations de contraintes. En principe, résoudre toutes les équations d’Einstein n’est donc pas obliga-
toire : les contraintes doivent étre satisfaites automatiquement. Dans le cas d'une résolution numérique
des équations d’Einstein, les contraintes ne sont pas parfaitement satisfaites automatiquement. On peut
donc accumuler des erreurs numériques indésirables si on ne résout pas les équations de contraintes.
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de RG a l'aide de méthodes spectrales (voir ( ). Pour plus
de détails sur les méthodes spectrales, voir également la partie V). COCONUT utilise
donc des méthodes spectrales pour la partie gravitation et des méthodes de volumes
tinis (HRSC, voir la section 5.2) pour I'hydrodynamique, une méthode originale appelée
"mariage des maillages" (voir ( ))-

Les équations de RG ci-apres, résolues par LORENE, sont les mémes que
(2005); (2009).

COCONUT utilise une approche 3+1 de la relativité générale (par exemple
( ), dans laquelle la 4-métrique g,,, est décrite en terme du lapse «, du shift 3’ et de
la 3-métrique spatiale v,;. On peut alors écrire

ds® = —a?di” 4 73 (da’ + §'de)(da’ + §dt) “3)

En plus de cette approche générale, COCONUT utilise 'approximation conformé-
ment plate (ou CFC pour conformally flat condition, ( ); ( ),
dans laquelle la 3-métrique s’écrit

Vij = ‘I’4fz‘j ) (4.4)

ou f;; estla 3-métrique plate et W le facteur conforme. Cette approximation ne peut re-
produire certains aspects de la RG (elle ne contient pas d’ondes gravitationnelles, elle ne
peut pas décrire exactement un trou noir de Kerr ou un fluide en rotation), mais elle s’est
avérée étre une tres bonne approximation pour le cas des supernovas gravitationnelles

( (2004); (2005)).

Des équations (4.3) et (4.4), on peut déduire que la 4-métrique g, en CFC s’écrit

—a®+ B8 B B, Be;

_ 67“7 \1[47 07 07
L N (*9)
B, 0, 0, P*?sin?6,
Les équations d’Einstein s’écrivent
1
R, — §Rg,w = 8711 , (4.6)

avec R, le tenseur de Ricci et 12 le scalaire de Ricci. La formulation ci-aprés en est une
adaptation. 7" est le tenseur énergie-impulsion, dont la décomposition 3 + 1 est

™" = Enfn” +n"S” + Stn” + SH| 4.7)

ou F est la densité d’énergie de la matiere, S* la densité d’impulsion de la matiére, et 5%
le tenseur des contraintes, tous mesurés par ’observateur eulérien. Remarquons que S°
et S sont orthogonaux a n*, il peuvent donc étre décrits comme des 3-tenseurs tangents
aux hypersurfaces.
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En CFC, on définit la courbure extrinseque comme

- 1 o . 2 .
K = s (Wﬂ + DI~ gf”pkﬁk) , (4.8)

ou D, est la dérivée covariante associée a la métrique plate f;;. On peut alors définir la
quantité
AT = POK (4.9)

et une des équations de contrainte, appelée contrainte impulsionnelle, s’écrit alors
D;AY = 8nW'0S" = 870 fS; = 8w f7S7, (4.10)

avec S = W°S), calculé dans la partie hydrodynamique du code (voir section 5.1.2).
On approxime alors A” par

AT = DX 4 DX = SDLXE Y, (4.11)

ot X' est un 3-vecteur (voir ( ), ol les auteurs montrent que
cette approximation est moins importante que I’approximation CFC déja supposée). En
combinant les équations (4.10) et (4.11) on trouve

i, Lo ‘ ij g
AX" + gD D; X7 =8 57, (4.12)
qui est la premiere équation résolue par le code pour obtenir X*; d’ot1 on déduit AY par
I’équation (4.11). On peut alors résoudre une autre équation de contrainte, la contrainte
hamiltonienne b
T fufjmA™AY
8 )

ou E* = UOF, également calculé dans la partie hydrodynamique du code (section 5.1.2).
Cette équation donne le facteur conforme, avec lequel on peut résoudre 1'équation

AV = 2701 " (4.13)

7 furfimAm AY

A(Va) = 2maV H(E* +25%) + a¥ 7 < :

(4.14)
avec S* = W54;,5% la trace du tenseur des contraintes (voir 'équation (4.7)) multipliée
par le facteur conforme, qui vient également de ’hydrodynamique. On obtient alors le
lapse. Ensuite, on résout

1 , g
AB' + gD’(Djﬁj) = D;(2a¥ 5 A7), (4.15)
pour obtenir le shift. On a alors toutes les quantités nécessaires a la description du po-

tentiel gravitationnel, c’est a dire la métrique donnée par la formule 4.5.
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4.4 Trouveur d’horizon apparent

Un autre outil développé pour la relativité générale de COCONUT est le trouveur
d’horizon apparent (AH), décrit en détails dans ( ), que j’ai utilisé pour
détecter la formation d"un trou noir, comme décrit en partie III. Il détecte une surface
marginalement piégée. Par le théoreme sur les singularités, la présence d"une surface
piégée induit nécessairement la formation d"une singularité, et par la conjecture de cen-
sure cosmique, si une singularité apparait alors un horizon des événements apparait
également. La présence d’une surface piégée induit donc la présence d"un trou noir.

J'ai utilisé ce trouveur d’horizon apparent dans mon étude de formation de trous
noirs (partie III). Dans une simulation, la PNS se contracte, par 1'effet conjugué de 1’ac-
crétion de masse et du refroidissement. A un moment, dépendant de I’équation d’état
(voir chapitre 6), la PNS devient instable (la gravité I'emporte sur la pression, comme
pour le cceur de fer), s’effondre sur elle méme et devient un trou noir. Ce moment est
trés facilement identifiable, car la densité, la température, la pression, 1’énergie interne
augmentent toutes tres rapidement.

Le lapse, au contraire, diminue tres rapidement, d’environ o ~ 1 dans la limite new-
tonienne a zéro au centre. Il est donc possible de considérer qu'un trou noir est formé
quand on atteint une valeur arbitraire du lapse, a < 1 (par exemple ( ))-
Mais utiliser un trouveur d’horizon apparent est une maniere plus rigoureuse de traiter
la formation de trous noirs, et de plus cet outil prend peu de temps de calcul. En effet,
le calcul de la détection d"un horizon n’est fait qu’a la toute fin d"une simulation, quand
I'effondrement de la PNS a commencé. Il est déclenché par une valeur arbitrairement
choisie du facteur conforme au centre (typiquement, (r = 0) > 2).

4.5 Extraction d’ondes gravitationnelles : formule du qua-
drupole

L’approximation CFC enleve tous les degrés de liberté liés aux ondes gravitation-
nelles (GW). Il n'y a donc pas d’énergie ni d’impulsion perdue ou réabsorbée par le
fluide (en particulier, par la PNS) lié aux ondes gravitationnelles.

Il est toujours possible d’appliquer a posteriori la formule du quadrupdle pour ex-
traire des ondes gravitationnelles. Dans la formulation (par exemple de
( )) qui utilise des moments, on utilise, dans COCONUT le premier de ces moments.

En pratique, les simulations dans lesquelles j'ai pu extraire des ondes gravitation-
nelles sont en axisymétrie (2D, voir le chapitre 8). Dans une telle configuration, seul le
degré de liberté correspondant a la polaritation 4+ des GW existe. Dans I’approximation
de la formule du quadrupéle, dans la jauge transverse et sans trace, ce mode de polarisa-
tion est relié a 'amplitude quadrupolaire du signal par la formule (voir

(2002); (2008))
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1 1 /15
hit(t,r,0) = ;A];Oz(t — r) sin® Gg — (4.16)
L'amplitude A5?(¢) est calculée a chaque pas de temps comme la dérivée seconde
de I = I33 — I, par rapport au temps, correspondant a la seule composante indépen-
dante non nulle du tenseur I;;, le moment quadrupolaire. Ce tenseur n’est pas défini

de maniere unique (seule sa limite newtonienne est contrainte). Ici, on suit le choix de

(2003); (2005),
I; =STF (/ p*xi:cjd3:c) , (4.17)

ou STF signifie “symmetric trace-free part”, c’est a dire la partie sans trace symétrique,
et p* = WU°p avec W le facteur de Lorentz.

Le calcul numérique de la dérivée seconde temporelle de I'équation (4.17) introduit
un bruit numérique important. Pour 1'éviter, la dérivée temporelle de p* est remplacée
par des dérivées spatiales en utilisant I’équation de continuité (équation (5.5) avec U =

D)
Al
d—;fj =STF (/ p*vixjd?’x) . (4.18)

La deuxieme dérivée temporelle est calculée numériquement. On obtient finalement

B2 [m %I
Ay =38 Tag: (4.19)

(voir ( )
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51 L’hydrodynamique relativiste de COCONUT

5.1.1 Fluide parfait

Le fluide est considéré comme étant un fluide parfait de quadrivitesse u*. La densité
baryonique étant n;,, on peut définir n,u” comme étant un quadricourant. COCONUT
utilise la masse volumique p = m,n;, avec m,, la masse du neutron, par commodité '.
Le quadricourant est alors

J = put . (5.1)

Le tenseur énergie-impulsion est donné par
T = phu*u” + Pg"", (5.2)

avec P la pression du fluide et h = (e + P)/p l'enthalpie spécifique; e étant la den-
sité d’énergie du fluide. Ces deux quantités obéissent localement a deux équations de
conservation,

V,Jh=0 et V,T" =0, (5.3)
0 j

ou V, estla dérivée covariante associée a la 4-métrique g,,,. La fraction électronique Y, =
(ne— — ne+)/ny, est advectée séparément. C’est aussi le cas de la fraction des neutrinos
électroniques Y,, = n,,/n; et de la fraction des antineutrinos électroniques Y;, = n;, /n,
quand le schéma de fuite est utilisé (voir chapitre 7).

5.1.2 Les équations résolues

L’espace-temps quadridimensionnel est feuilleté, en formalisme 3 + 1, par des hy-
persurfaces de dimension 3 de genre espace. Il est donc naturel de décrire I’hydrodyna-
mique du point de vue de 1'observateur eulérien (voir section 4.2).

L'observateur eulérien voit le fluide avec une 3-vitesse v* = u'/(au®) + 3%/a. Pour
simplifier les notations, on utilise aussi la vitesse ¢ = v* — 3°/a. Enfin, pour écrire
explicitement les équations hydrodynamiques comme des équations de conservation,
on définit les quantités conservées

D=pW, 8" =phW*', E=E—-D=phW*—-P—-D, (5.4)
(voir ( ) ou W = au® = 1/4/1 — v;v? est le facteur de Lorentz.

1. En hydrodynamique, on définit une masse volumique par habitude. Cependant, 'utilisation ici de
la relativité et d’équations d’état provenant de modeles de physique nucléaire (voir chapitre 6) font de
la masse une quantité qui n’est pas conservée. Pour se ramener a une masse volumique, on doit donc
multiplier la densité n; (quantité conservée) par une masse constante, arbitraire.



5.2. METHODES NUMERIQUES 69

A partir des équations (5.3) et (5.4), avec les trois équations d’advection pour Y., Y, , Y7,
on obtient les équations de conservation > hyperboliques recherchées,

oYU  O/—qgF"
Vb vl (5.5)
ot oxt
(voir ( )) avec
U = [DasjaguD}/euDYl/euDYDe] ) (56)
F' = [Di',S;0' + 0'P,E0" + Pv', DY.0', DY, ', DY, 0'] , (5.7)
T g ;o oL
N — l“A/ TOO K..Bt3 — gi—
[07 2 ax] 9 < Z]B 5 6 81") +
0i . Oa ij
" 2K;;87 — o7 +TYK;j, X, 20, Yol - (5.8)
x-l

g et v sont les déterminants des métriques g,,, et 7,,, respectivement, et K;; est la cour-
bure extrinseque, définie par 1'équation (4.8). £.,%,,, X5, sont les termes de création et
annihilation utilisés dans le cadre du schéma de fuite, donnés par 1'équation 7.22. Les
calculs détaillés sont fait en annexe B. Avec ces équations d’advection pour les quantités
Y., Y, etY;,, on suit I'évolution de ces espéces séparément. Concretement, on a donc
trois équations

o\/DY, 0\/—gDY,i
V0% WIIDWE s, 59)
ot ox?
avec a = e, v, V.. Ces équations permettent, entre autres, de suivre 1'effondrement avec
le schéma de fuite, ce qui est détaillé dans le chapitre 7.

5.2 Meéthodes numériques

La plupart des simulations modernes d’hydrodynamique relativiste emploient des
méthodes de volumes finis adaptées pour bien résoudre les chocs. Par exemple, COCO-
NUT emploie des méthodes HRSC (pour “high resolution shock capturing schemes”,
par exemple ( ))-

Les méthodes HRSC que j’ai utilisées sont adaptées des méthodes de Godunov.
Dans une grille numérique, chaque point (par exemple, en r, §, ¢ en géométrie sphé-
rique) est considéré comme le centre d’une cellule. Dans un premier temps, on recons-
truit les quantités a l'interface entre ces cellules (dans COCONUT, celle employée dans
mes simulations est la reconstruction PPM pour “piecewise parabolic method”, voir

( ); ( ). A chaque interface, on a alors un état d'un
cOté et un état de l'autre coté séparés par une discontinuité. C’est ce qu’on appelle

2. Ces équations ont une forme d’équation de conservation, car elles viennent des équations (5.3), qui
sont, elles, a divergence nulle et donc strictement conservatives. Par contre, les équations (5.5) ont des
termes sources et ne sont donc pas strictement conservatives.
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le probléme de Riemann, que I'on peut résoudre par exemple par la méthode HLLE
( ( )), que j’ai utilisée dans toutes mes simulations. C’est aussi une mé-
thode souvent utilisée dans un contexte de simulation de supernova. HLLE est un bon
compromis entre efficacité et temps de calcul, cependant la méthode est critiquée pour
avoir une assez grande diffusivité numérique, une conséquence est qu’elle ne rend pas
bien compte de la convection (par exemple ( ))-

Enfin, ajoutons que 1'hydrodynamique d"une supernova souffre de quelques dé-
fauts. La diffusivité numérique, comme évoqué ci-dessus, est souvent problématique.
De plus, l'attractivité grandissante des simulations 2D et 3D tend a produire des simu-
lations multidimensionnelles mais a basse résolution ( ( )). La dépen-
dance dans la résolution des conclusions tirées est pour 'instant controversée (

(2012)).
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L’équation d’état (EoS) relie les quantités hydrodynamiques trouvées a chaque pas
de temps (précisément, la densité baryonique, la température et la fraction électronique
pour les EoS que j’ai utilisées) aux quantités thermodynamiques telles que la pression,
I’entropie ou les potentiels chimiques des différentes espéces présentes.

Nombre de simulations hydrodynamiques, dans d’autres domaines physiques, tra-
vaillent avec des équations d’état de type polytrope P = kp” ou gaz parfait P = nyk T,
qui ne renvoient que la pression. La grande richesse des interactions au cceur d’une
étoile, ainsi que les conditions extrémes de densité et température rend les équations
d’état plus détaillées nécessaires. Les équations d’état calculées a partir de microphy-
sique permettent de mieux rendre compte par exemple de 1’écart a I'équilibre 3, des
interactions entre nucléons ou des abondances en noyaux par l'application de 1'équi-
libre statistique nucléaire (NSE).

En pratique, la grande majorité des simulations de supernovas emploient I'équa-
tion d’état de Lattimer et Swesty (LS EoS, ( )) ou celle de Shen
(HShen EoS, ( )).- La LS EoS, que j’ai utilisée dans toutes mes simulations,
est détaillée en section 6.2. La HShen EoS est construite avec un autre type d’interaction
nucléaire, et par conséquent d’autres approximations et d’autres parametres. Beaucoup

de simulations ont comparé ces deux EoS ( ( ); ( );
( )). Bien que tres peu de différences soient visibles avant le rebond,
il a été montré par ( ) qu’apres le rebond, deux simulations qui different

seulement par l'usage de ces deux EoS peuvent diverger assez pour que 1'une explose
(celle avec la LS EoS) et I'autre non. D'une maniére générale, les simulations de super-
nova sont donc tres sensibles a la physique contenue dans les équations d’état.

Ces équations d’état ont le contenu en particules suivant : des neutrons et protons
libres, des particules o, un noyau moyen, des électrons, des positrons et des photons.
La possibilité d’inclure de nouvelles particules est discutée en section 6.3, base qui m’a
servie a I’étude de la formation de trous noirs, exposée dans la partie III de cette theése.

6.1 Contraintes

Les contraintes sur les équations d’état viennent d’une part d’expériences de phy-
sique nucléaire et d’autre part d’observations astrophysiques. Comme pour les obser-
vations de supernovas (section 3.8), ces contraintes sont indirectes. Il y a donc une assez
grande liberté dans la construction des EoS (surtout a température finie), et leur amé-
lioration est un enjeu majeur pour la physique des supernovas.

6.1.1 Expériences
6.1.1.1 Energie de symétrie

On définit le parametre d’asymétrie d’isospin

a, =Y, — Y;3 ) (61)
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ou Y, = n,/n, est la fraction de neutrons et Y, = n,/n, est la fraction de protons. On
fait alors un double développement en séries de Taylor en a; et en u = n;,/ny avec ng la
densité de saturation '

!/

K
E(u,as) = B(1,0) + —(u—1)*+ ——(u—1)> + S(u)a? + ... (6.2)
18 162
(voir par exemple ( ); ( ). S(u) est I'énergie de
symétrie et a une composante cinétique en u?/? et une composante potentielle en u?,
v étant un parametre ( ( ))- K est le module d’incompressibilité et K’ le

parametre de distorsion.
Des expériences en laboratoire ou dans les accélérateurs d’ions lourds sont possibles

pour mesurer cette énergie de symétrie ( ( ); (

La valeur numérique suggérée par ( ) est ~ 30 MeV. Malheureuse-
ment, les conditions dans lesquelles ces expériences sont faites ne refletent pas 1’état de
la matiere dans les supernovas ( ( )), car le développement dans 1’équa-

tion 6.2 est fait autour de u = 1 et ; = 0 alors que dans une supernova, la matiére, par
endroits, est loin de u = 1 et a; = 02. Les valeurs extraites sont donc sujettes a caution.

6.1.1.2 Module d’'incompressibilité

Le module d’incompressibilité est défini par I’équation (6.2). Comme 'énergie de sa-
turation, il existe d’autres manieres de le définir (par exemple ( );
(2012); (2006)).

Une valeur de K autour de K = 240 £ 30 MeV est suggérée expérimentalement
(par exemple, ( ))- De la méme facon que I'énergie de symétrie, le mo-
dule d’incompressibilité est sondé dans des conditions tres différentes de celles dans
les supernovas. Le développement autour de u = 1 et o, = 0 est donc également su-
jet a caution. Notons aussi que 1'extraction de K a partir des données expérimentales
n’est pas simple (a cause, par exemple, d’effets de surface) et peut induire des erreurs
non-négligeables ( ( ); ( ).

6.1.2 PSR J1614-2230

PSR J1614-2230 est une étoile a neutrons dont la masse a été mesurée trés précisé-
ment par 'effet Shapiro ( ( )). La masse reportée est de 1.97+0.04 Mg,
La masse maximale correspondant & une EoS dépend des interactions en jeu une fois
dépassée la densité de saturation nucléaire. L’addition de particules exotiques, pions,

1. La densité de saturation est la densité autour de laquelle I'énergie de liaison de la matiére nucléaire
symétrique (sans pression extérieure) est minimale, et correspond a ng = 0.15 — 0.17 fm >

2. La neutronisation apres le passage du choc entraine la présence d'une région a Y, tres bas. Par
exemple, les données de Liebendérfer utilisées en section 7.4 montrent un point a p = 3 x 10! g.cm™3
et Y. = 0.11, ce qui donne u = 1.15 x 1073 et a; = 0.78. Dans ce régime-1a, on est donc bien loin des
conditionsu = leta, =0
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hypérons, kaons, quarks dans une EoS donnée font en général baisser la masse maxi-
male de celle-ci. En effet, si on ajoute des degrés de libertés fermioniques, on ajoute des
états a peupler avant d’atteindre la dégénérescence, et donc ajouter des particules fait en
général baisser la pression de dégénérescence. Beaucoup d’EoS sont alors exclues, car
elles ne peuvent pas rendre compte de I'observation d"une étoile a neutrons de 1.97 M.
Mais il est également possible de construire des EoS ou des particules supplémentaires
apparaissent et qui soient compatibles avec cette observation. C’est le travail qui a été
fait dans, par exemple, ( ); ( ), et également le
travail fait dans ( ) et décrit en section 6.3.

6.2 L'équation d’état de Lattimer et Swesty

L’équation d’état de Lattimer et Swesty ( ( )) utilise le contenu
standard en particules énoncé précédemment.

Les électrons et les positrons sont traités comme un gaz relativiste sans interaction en
équilibre de paires, ot I'on néglige 'écrantage des électrons. Les photons sont un gaz
parfait ultra-relativiste. On suppose 'équilibre établi pour l'interaction forte et pour
I'interaction électromagnétique, mais sans contrainte sur 1'équilibre 5 (qui dépend de
l'interaction faible), ce qui est nécessaire dans une simulation de supernova. Pour les
noyaux, un modele de goutte liquide (avec quelques corrections) est utilisé, avec une
transition de phase entre la matiére inhomogeéne et la matiére homogene (ot les noyaux
n’existent plus). Celle-ci est décrite par une construction de Maxwell (a Y, constant).
L’interaction nucléon-nucléon est basée sur une modele de Skyrme simplifié, sans dé-
pendance en impulsion. Le modele de Skyrme est un modele effectif non-relativiste.

Pour I’abondance en noyaux, 1’équilibre statistique nucléaire est calculé, mais seul

les particules o d"une part, et un noyau lourd moyen d’autre part apparaissent dans
I’EoS. C’est une simplification qui est de plus en plus critiquée (par exemple,
( ,2)) dans le cadre des calculs d’interactions avec les neutrinos, car les captures
électroniques sur les différents noyaux jouent un grand role dans la phase d’effondre-
ment, et toutes les subtilités ne peuvent étre rendues par un seul noyau moyen. Par
contre, cette approximation semble suffisante pour la thermodynamique.

L’énergie de symétrie de la LS est 29.3 MeV. Pour rendre compte de I'incertitude sur
la valeur du module d’incompressibilité, trois valeurs différentes de celui-ci existent,
K = 180,220,375 MeV. Les expériences nucléaires semblant favoriser la valeur K =
220 MeV, cest celle-ci que jai utilisée dans mes simulations. Tous les autres parametres
gardés constants, changer K change le comportement de la PNS : plus K est petit, plus
la PNS est compressible et rétrécit rapidement, et plus le choc lancé au rebond est fort.
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FIGURE 6.1 — Densité d’énergie spécifique ¢ = (e — p,)/p, avec e la densité d’énergie
et p, = myny, en fonction de la densité baryonique n,. La température est fixée a T' =
462 x 10" KetY, estfixéaY, =0.11.

6.3 Extensions pions et hypérons

La physique au dela de la densité de saturation nucléaire est mal connue. A de telles
densités, avec une température élevée comme dans une supernova, on peut s’attendre
a I'apparition de pions, de kaons, d’hypérons (A, ¥, =), de muons, de résonances nu-
cléaires, voire de quarks déconfinés. Toutes ces possibilités sont négligées dans la LS
EoS.

L’'inclusion de particules supplémentaires est plus répandue dans les EoS froides,
utilisées pour la simulation d’étoiles a neutrons, que pour les EoS a température finie
utilisées pour les PNS et les supernovas.

L’'inclusion de nouvelles particules a été faite, dans le cadre d’équations d’états a
température finie, par I’extension de la HShen EoS par ( );

( ); ( ). Ces résultats montrent surtout que la formation de trou
noir intervient plus rapidement quand on utilise les EoS avec particules additionnelles
(pions, hypérons, ...). Le signal neutrinique est tres peu affecté (contrairement aux résul-
tats du chapitre 8 de cette these, voir la figure 8.7). De plus, ( ) étudie
I'impact de la variation des parametres de couplage des hypérons (voir la section 6.3),
et trouve peu de changements. Enfin, signalons que ces extensions de la HShen EoS
ne sont pas compatibles avec 1’observation dune étoile a neutrons de 1.97 Mg, expo-
sée en section 6.1.2 : les masses maximales d’étoiles a neutrons froides, avec les EoS



76 CHAPITRE 6. EQUATIONS D’ETAT

0;4 T T T T T T T

0.35

0.25

YA
(@»)
N

T

0.15 +

0.05

02 03 04 05 06 07 08 09 1

M

FIGURE 6.2 — Fraction d’hypérons A (Y,) en fonction de la densité n;, dans les mémes
conditions que la figure 6.1. Les changements de pente indiquent la présence de la tran-
sition de phase.

de ( ) avec différents parametres pour l'interaction des hypérons, des
muons et des pions, sont 1.55, 1.63 et 1.65 M. Pour 1'extension de la HShen EoS pré-
sentée dans ( ), 'étoile a neutrons la plus massive fait 1.75 Mg,

L’étude de formation de trous noirs présentée en partie Il fait suite a la construction
de nouvelles EoS basées sur la LS EoS ( ( ))- Dans ce travail, les particules
ajoutées aux équations d’état sont des pions (71, 7%, 77) et des muons comme gaz par-
fait, et des hypérons (A, £¥, Y0, ¥, 2, 20 et 27), avec différents parametres pour les
interactions.

Les équations d’états dont je me suis servi dans la partie III sont d’une part, une EoS
avec des pions (7*, 7%, 7~ en tant que gaz parfait). D’autre part, la LS EoS a été étendue
pour inclure des hypérons A. Le choix du A se justifie par le fait qu’il est le plus abondant
des hypérons avec le ¥~. Celui-ci étant chargé, il est un peu plus compliqué a inclure
dans I’EoS. Les interactions AA et AN sont prises de ( ), et pour mes
simulations 1’EoS est construite avec les parametres 220BG de ( ).

Les hypérons A apparaissent via une transition de phase de premier ordre, et une
construction de Gibbs est employée pour décrire la zone de coexistence (

(2012); (2013)).

Enfin, ces équations d’état sont, pour la premiere fois, des extensions avec pions et
hypérons compatibles (ou marginalement compatibles) avec la contrainte de masse de
presque 2 M, discutée en section 6.1.2. L’'EoS incluant des pions (LS220+7 EoS) donne
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une étoile a neutrons froide de masse maximale gravitationnelle M/ = 1.95 M., alors
que I'EoS incluant des hypérons (LS220+A EoS) donne une étoile a neutrons froide de
masse maximale gravitationnelle M/ = 1.91 M. La premiere valeur est donc dans la
barre d’erreur de la masse de PSR J1614-2230, la seconde est tres 1égerement en dessous.

Pour illustration, la figure 6.1 représente la densité d’énergie spécifique en fonction
de la densité baryonique n;, pour les trois EoS étudiées au chapitre 8, c’est a dire I’'EoS
L5220, sans particules additionnelles, 1'EoS LS220+7 et IEoS LS220+A. La température
est fixée a T = 4.62 x 10" Ket Y, est fixé a Y, = 0.11. On voit de petites différences,
I’'EoS LS220 prévoyant un € plus grand que 1'EoS LS220+7, qui elle-méme prévoit un e
plus grand que 1'EoS LS220+A. On voit également un changement de pente vers n, =
0.4 fm~® pour ’EoS LS220+A, caractéristique de la transition de phase.

La figure 6.2 représente la fraction de A, Y}, en fonction de la densité baryonique
ny, pour 'équation d’état LS220+A. T" et Y. sont fixés aux mémes valeurs que précé-
demment. On voit que les A apparaissent soudainement, c’est a dire que Y, devient
brusquement non-négligeable vers n;, = 0.39, ce qui est caractéristique d’une transition
de phase. Les deux changements de pente vers n;, = 0.39 et n;, = 0.42 marquent l'entrée
et la sortie de la région de coexistence, respectivement.
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Troisiéme partie

Formation de trous noirs
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The relevant equation is : Knowledge = power = energy = matter = mass;
a good bookshop is just a genteel black hole that knows how to read.

Terry Pratchett

Cette partie aborde les simulations numériques de formation de trous noirs. Le pro-
cessus, évoqué en section 3.5.2, est la formation d’un choc, puis l'effondrement de la
proto-étoile a neutrons sur elle-méme une fois atteinte sa masse maximale (dont on se
rapproche d’une part par l'accrétion de matiere et d’autre part par refroidissement).
Pour cette étude, j’ai implémenté dans COCONUT un schéma de fuite pour le traite-
ment des neutrinos.

Le transport complet des neutrinos est un domaine particulierement exigeant, en
méthodes numériques et en temps de calcul. En effet, le choc s’arréte dans le régime
semi-transparent pour les neutrinos, alors qu’au centre de la proto-étoile a neutrons
dense et chaude, la matiére est completement opaque et que les couches extérieures de
I’étoile sont completement transparentes. Il faut donc, en principe, résoudre 1'équation
de Boltzmann compléte pour traiter correctement les neutrinos, ce qui malheureuse-
ment est trop exigeant en temps de calcul pour le moment (voir également la partie V
de cette these).

Une solution possible est de beaucoup simplifier le traitement des neutrinos, et donc
d’abandonner la précision des détails liée a la simulation d"un transport complet. C’est
le cas avec le schéma de fuite. L'idée principale est de simuler les neutrinos comme un
fluide sous la neutrinosphere, et de considérer qu’ils n’interagissent plus une fois celle-
ci franchie. La neutrinosphere est donc la frontiere, dépendante de 1'épaisseur optique
(voir I'’Eq. (7.6)), séparant le régime piégé du régime libre >. Numériquement, on résout
donc des équations fluides supplémentaires, et on ajoute des sources dans les équations
de conservation de 'énergie et de 'impulsion (voir Eq. (7.14)). Le calcul de ces sources
est détaillé dans l'appendice A et I'appendice B. Ce schéma de fuite est un schéma gris
qui fonctionne avec une énergie moyenne. Puisqu’il y a une frontiére nette entre le ré-
gime piégé et le régime libre, il n'y a pas de possibilité de régime semi-transparent.
Par contruction, le schéma de fuite n’est donc pas la solution pour faire repartir le choc
de maniere completement cohérente. C’est un schéma simplifié, basé sur des arguments
physiques et microphysiques, qui nous permet de simuler un effondrement en trou noir
d’une supernova pour un temps de calcul raisonnable. *

L’objectif de ce travail ( ( )) est donc de tester l'influence de 1'im-
plémentation de particules supplémentaires dans 1’équation d’état sur la formation de
trous noirs. Apres avoir détaillé 'implémentation du schéma de fuite pour le refroidis-
sement de la PNS par les neutrinos, un point est fait sur les équations d’état utilisées,
avant de présenter les résultats des simulations de trous noirs.

3. On ne dit pas “épaisseur neutrinique”, mais on parle d’opacité et d’épaisseur optique, par analogie
avec le transfert radiatif de photons.

4. Par exemple, le modele de référence Isu40 présenté en section 8.1 tourne sur un monoprocesseur en
152 minutes. Le temps total simulé dans le code est 871 ms.
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Chapitre 7

Refroidissement de la PNS:
implémentation du schéma de fuite
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7.1 Neutrinosphere

La neutrinospheére est la limite séparant le milieu optiquement épais, ot1 les neutrinos
sont piégés, du milieu optiquement mince, ot1 les neutrinos sont libres. L'épaisseur op-
tique (définie plus bas par I’équation (7.6)) a la neutrinosphere doit donc étre de 1’ordre
de 1. Conformément a la littérature (voir par exemple ( ),

( )), la neutrinosphere est définie comme étant la région ot1 I'épaisseur optique vaut
7 = 2/3. Pendant une simulation, pour trouver la position exacte de la neutrinosphere,
on calcule a chaque pas de temps I'opacité.

M'inspirant de ( ); ( );

( ); ( ), j’ai implémenté les réactions suivantes pour le calcul des
opacités (voir annexe (B) pour le détail des implémentations).

1. Diffusion élastique sur un nucléon,

ou N = n,p, et v; représente une des trois espéces de neutrinos implémentées : le
neutrino électronique v,, 'antineutrino électronique 7. ou les autres, regroupés en
une dénomination commune v,.

2. Diftusion élastique sur un noyau,

ot (4, Z) est le noyau moyen.

3. Absorption d'un v, par un neutron
Ve+n—p+e, (7.3)
et absorption d"un 7, par un proton

UVe+p—n+tet, (7.4)

sont prises en compte hors équilibre 5.

4. Diffusion élastique sur un A
it A=t A (7.5)

J’ai implémenté la diffusion élastique sur un hypéron A et 'ai prise en compte
dans le calcul de l'opacité car la fraction hypéronique peut devenir grande a la fin
d’une simulation (voir figure 8.5). L'étude de I'impact de cette implémentation sur
mes simulations est faite en section 8.3.3.
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L’épaisseur optique est obtenue a partir de 'opacité totale, x, en intégrant suivant la

coordonnée radiale 7,
T = / kdr. (7.6)

Cette formule implique donc de maniere implicite que les neutrinos se déplacent seule-
ment radialement. Dans mes simulations numériques, la borne supérieure de I'intégrale
est la derniére cellule, ot1 on commence I'intégration, qui se fait donc de I'extérieur vers
le centre. La premiere cellule ot 7 > 2/3 est la neutrinosphere.

7.2 Potentiel chimique effectif

Pour aller plus loin, j'ai également implémenté le calcul d'un potentiel chimique
effectif 11, .4 dans le calcul de I'opacité. Suivant ( ),

fv,eff = Hweq(1 —exp(—T7)) , (7.7)

Iv.eq €tant le potentiel chimique des neutrinos a 1’équilibre 3, donné par I’EoS comme
étant f1,eq = fte + f4p — pin- On voit que pour la matiere completement transparente aux
neutrinos, ’opacité tend vers 0 et 11, .y également, ce qui est cohérent avec le fait que les
neutrinos peuvent s’en aller librement. Dans 1’autre limite ot la matiere est complete-
ment opaque, 1, .5 tend vers sa valeur a I'équilibre. C’est donc une maniére de rendre
compte partiellement de la déviation a I'équilibre en régime semi-transparent, méme si
on garde une description par une fonction de distribution de Fermi-Dirac.

Le premier calcul de l'opacité 7 donne une valeur de y,, .5 par 1’équation 7.7. Puisque
T dépend de p,, .y, on recommence le calcul jusqu’a convergence. Il faut la plupart du
temps peu d’itérations (pas plus de trois) pour arriver a une erreur relative de 1072
La valeur initiale de y, . est celle trouvée au méme point de grille au pas de temps
précédent. Au début de la simulation, j, . est mis a zéro partout.

7.3 Création et advection des neutrinos

7.3.1 Processus impliqués

Les processus de création de neutrinos sont

1. La capture électronique sur les protons libres

p+e — v, +n, (7.8)

2. La capture électronique sur les noyaux

(A Z)+e = (A, Z 1)+, (7.9)
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3. La capture positronique sur les neutrons libres

n+et = v+ p, (7.10)

4. L’annihilation électron positron

e +et =+, (7.11)

5. La désintégration d’un plasmon '

Chaque processus a un taux de réaction associé (respectivement, .., X, Xece, 2pi,
dont le détail des calculs est fait en annexe B). Enfin, il serait possible de considérer une
création de neutrinos par des réactions de courant chargé impliquant des pions ou hy-
pérons A, quand I’EoS correspondante est employée. Mais ces particules n’apparaissent
que dans les régions tres denses et proches du centre ot I'équilibre 3 est bien établi, et
les réactions de création de neutrinos sont fortement inhibées. Je les ai donc négligées.

7.3.2 Approximations liées au schéma de fuite

Le choix du schéma de fuite implique plusieurs approximations dans le traitement
des neutrinos. Ces approximations sont justifiées dans le cadre d"un schéma assez qua-
litatif comme le schéma de fuite, et des expressions plus lourdes numériquement et plus
détaillées ne seraient pas forcément pertinentes.

Suivant les taux de capture de ( ), la capture électronique sur un noyau
lourd est coupée, a cause de I'approximation de fermeture de couche, pour un nombre
de neutrons N > 40. ( ) ont démontré que les effets de température

finie modifient la structure en couches des noyaux et rendent possibles les captures pour
N > 40. Les taux pour les noyaux correspondant sont donc non nuls.

Les captures électroniques et positroniques ne sont pertinentes qu’hors équilibre 3,
puisqu’a 'équilibre, la création est exactement compensée par 1’annihilation. Avec un
schéma de fuite, il n’est pas possible de décrire correctement cet équilibre. En effet, il
faudrait résoudre 1’'équation de Boltzmann et connaitre la fonction de distribution pour
avoir une description correcte de la mise a 1’équilibre. Pour le schéma de fuite, j’ai choisi
de ne prendre que le terme de création et d’établir I'équilibre $ a une densité donnée
(voir la section 7.7). Pour étre en accord avec la littérature, cette densité doit étre de
'ordre de p ~ 10'2g/cm?, voir également la section 7.4.

1. La désintégration d’un plasmon est un processus trés peu efficace dans une supernova. Etant éga-
lement rapide a calculer, je n’ai pas trouvé pertinent de le négliger. On note qu’il peut y avoir une légere
incohérence a considérer cette réaction et pas, par exemple, le Bremsstrahlung, qui est également un pro-
cessus de création de paires, mais plus efficace que la désintégration d"un plasmon.



7.3. CREATION ET ADVECTION DES NEUTRINOS 87

La région derriere le choc, ot celui-ci s’est propagé, est tres riche en neutrons et a
donc un Y, trés faible. Cet effet est en général surestimé par un schéma de fuite (voir fi-
gure 7.2, ou par exemple ( ). Ceci est d1i, entre autres, au fait que le
terme d’absorption est absent, terme qui freine la capture électronique dans les régions
proches de I’équilibre 3, quand il est présent. C’est une des erreurs les plus importantes
du schéma de fuite. Pour éviter que le schéma de fuite donne une valeur trop basse
et non réaliste de Y, en dessous de la valeur la plus basse de I’EoS, les captures élec-
troniques sont bloquées en dessous de Y. = 0.045, une valeur proche de la valeur la
plus basse disponible dans 1’'EoS. On peut alors suivre une simulation pendant et apres
la propagation du choc. Notons, de plus, que les valeurs thermodynamiques sont peu
dépendantes de Y, quand celui-ci est aussi bas. Par exemple, dans la phase de neu-
tronisation, le modele 1su402D (voir la section 8.5) atteint un point a n, = 5.47 fm 3,
T =760 MeV et Y, = 0.045. Autour de ce point, a n;, et 7' fixé, une variation de Y, entre
0.04 et 0.06 (variation de 33%) entraine une variation de pression qui est seulement de
1.6%. Par contre, a n, et Y, fixés, une variation de température entre 7.24 et 8.32 MeV
(variation de 13%) entraine une variation de pression de 15%.

Les taux de réaction pour la création de neutrinos entrent dans les termes source
de nouvelles équations d’advection, Eq.(5.6), les termes microphysiques étant détaillés
dans B. Le temps d’échappement des neutrinos, t.., est défini comme dans

(1996)

tese = a1 (R, —1)7, (7.13)

R, étant le rayon de la neutrinosphere. ( ) ont donné la valeur a; = 3 au
parametre libre de cette formule, basé sur des calculs de transport complet. J'ai gardé
cette valeur dans mon implémentation (voir la section 7.7).

Puisqu’on détermine la position de la neutrinosphere a chaque pas de temps, des
neutrinos piégés au pas de temps précédent peuvent ne plus étre piégés, si la neutrino-
sphere se contracte. Ces neutrinos libérés sont pris en compte séparément dans le bilan
énergétique, Eq. (7.16).

Enfin, on remarque que les équations (7.13) et (7.6) n’ont pas de corrections relati-
vistes, dues a une métrique non plate. Les neutrinos suivent une ligne droite sur la grille,
alors qu’ils devraient en principe suivre des géodésiques. C’est une approximation, qui
est petite par rapport aux autres approximations du schéma de fuite. En particulier, le
terme ad hoc a; = 3 dans I'équation (7.13) est déja plus grand que les corrections dues
a la RG dans les équations (7.13) et (7.6) pendant les simulations. La plus grande sous
estimation des opacités intervient pendant la formation d"un trou noir, puisque la neu-
trinosphere est de plus en plus proche du centre (ou de I'horizon apparent), méme si la
formation de trou noir, qui s’apparente a une chute libre, est bien reproduite.
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7.4 Calcul du nombre de neutrinos et déviation a 1’équi-
libre thermique

Dans toutes les phases d’une supernova gravitationnelle, les neutrinos peuvent étre
hors équilibre thermique?, ce qui implique qu’ils sont décrits par une fonction de dis-
tribution qui n’est pas une Fermi-Dirac, si on résout 1'équation de transport (Ils n’ont
donc ni la température du fluide 7" ni leur potentiel chimique a 1’équilibre 3, p,,¢,). Avec
le schéma de fuite, le calcul de la fonction de distribution n’est pas possible. Deux pos-
sibilités sont alors envisageables pour le calcul du nombre de neutrinos : soit intégrer la
fonction de distribution en faisant 'approximation que c’est une Fermi-Dirac partout,
soit calculer les fractions de neutrinos avec les termes de création (voir annexe B) et
résoudre des équations d’advection. C’est cette derniere possibilité que j'ai choisie, qui
constitue par ailleurs une approximation moins brutale que l'intégration d’une Fermi-
Dirac. La fraction de neutrinos, et donc leur densité n’est pas forcément la méme que
leur valeur a équilibre thermique, qui ne constitue dans mon schéma qu'une valeur
maximale, de la méme manieére que ( ).

De plus, ce choix permet de suivre une simulation dans les phases d’effondrement et
de rebond, sinon le nombre de neutrinos serait fortement surestimé. La phase de rebond
est décrite sur la figure 7.1, ot on montre le profil de Y, au rebond, quelques millise-
condes avant la création du choc. Le résultat obtenu avec le schéma de fuite est comparé
avec ce qu'on appelle la déleptonisation de Liebendorfer (décrite dans
( )). Cette derniére est une paramétrisation de simulations 1D avec résolution de
I’équation de Boltzmann compléte et reproduit donc bien un profil qui vient d"un calcul
détaillé. On voit que le schéma de fuite est en bon accord avec la déleptonisation pré-
dite. La déviation est au plus de 5%, sauf au centre o1 les captures électroniques dans le
schéma de Liebendorfer sont freinées puis stoppées grace a la mise progressive a 1'équi-
libre 3. Y. devient alors constant et prend une valeur proche de 0.28. Le schéma de fuite,
qui néglige le terme d’absorption pour la capture électronique ne peut pas reproduire
cet effet. Y, décroit continiment jusqu’a ce que la valeur critique en densité, ou on dé-
finit I’équilibre 3, soit atteinte. Cette densité critique est ajustée pour bien reproduire
les profils de Y, au rebond, apres le rebond (voir Fig. 7.2 et la discussion associée), ainsi
qu'une densité centrale correcte apres rebond. La valeur de Y. au centre donné par le
schéma de fuite est alors différent de celui donné par le schéma de Liebendorfer (ici,
Y. =~ 0.22), mais cette différence ne devrait pas avoir d'impact significatif sur 'ensemble

de la dynamique (voir également ( ).
La figure 7.2 montre une comparaison du profil de Y, avec le schéma de fuite avec
celui du code AGILE/BOLTZTRAN (simulation décrite dans ( )

avec résolution de 1'équation de Boltzmann en 1D, 10ms apres le rebond. Ce temps
correspond au moment ot le choc est en train de se propager. La matiere derriere le
choc est alors extrémement riche en neutrons, grace a la photodissociation du fer et

2. L’équilibre thermique n’est atteint que dans les régions les plus internes, a l'intérieur de la proto-
étoile a neutrons.
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FIGURE 7.1 — Fraction électronique Y, en fonction du rayon au rebond, avec le schéma
de fuite (trait plein, rouge) comparé a la prescription de Liebendorfer pour la délepto-
nisation (trait pointillé, vert)

aux captures électroniques. Ici, pour une meilleure comparaison, j'ai repris les mémes
parametres que ( ), a savoir une simulation en symétrie sphérique
avec un progéniteur de 15 My, provenant de ( ) (avec métallicité
solaire). De plus, contrairement a toutes mes autres simulations, j'ai ici employé 'EoS LS
avec l'incompressibilité K = 180 MeV, car c’est celle employée dans

(2005).

On peut voir que 1'un des inconvénients majeurs du schéma de fuite est de sures-
timer la neutronisation de la matiére. En effet, dans les zones internes ou le choc se
propage, les neutrinos occupent partiellement leur espace des phases, et donc bloquent
certaines captures électroniques, un effet non reproductible avec le schéma de fuite.
Outre ce phénomene, le schéma de fuite est en accord, au moins qualitativement, avec
AGILE/BOLTZTRAN. Les différentes irrégularités en Y. sont dues aux simplifications in-
hérentes au schéma de fuite. Notons qu’en 2D, ces petites irrégularités sont gommées
par la convection, voir la section 8.5.

7.5 Pertes d’énergie et d'impulsion

Les pertes d’énergie et d'impulsion sont prises en compte en modifiant les équations
hydrodynamiques. Je n’ai pas implémenté de chauffage par les neutrinos, qui est négli-
geable dans le cas d'un effondrement en trou noir d’une étoile massive avec un tres
fort taux d’accrétion. De plus, dans le cadre du schéma de fuite un traitement comple-
tement cohérent du chauffage n’est pas possible. Cependant, j’ai calculé une luminosité
(le calcul est détaillé en section 8.3.4), qui peut servir pour un traitement approximatif
du chauffage (voir ( ).
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FIGURE 7.2 — Profils de Y, pendant la neutronisation, a t = 10 ms apres le rebond, avec le
schéma de fuite (trait plein, rouge), comparé a AGILE/BOLTZTRAN (trait pointillé, vert).

Les neutrinos sont pris en compte comme un terme source dans 1'équation V7% =
0,

VT = ¢, (7.14)

oll on définit le quadrivecteur source ¢ comme

Qr
Qo
0

(1)

)
Q)

(7.15)

(07 —
drr =

Si la fonction de distribution des neutrinos était connue (comme solution de I'équa-
tion de Boltzmann, voir la partie IV de cette thése), on pourrait s’en servir pour construire
un tenseur énergie-impulsion des neutrinos qui engendrerait a son tour le terme source
q*, avec la condition que le tenseur énergie-impulsion total soit a divergence nulle.
Cette dérivation a été faite par plusieurs auteurs (par exemple ( )

( ); ( )), dans ce cas le traitement des pertes d’énergie
est complétement cohérent. Ce n’est malheureusement pas possible avec le schéma de
tuite, ot les pertes d’énergie ne peuvent étre implémentées que d"une fagon approxi-
mative. Le choix fait ici correspond a celui de ( ) pour le vecteur
q%, détaillé ci-apres. De plus, les quantités dans 1’équation (7.15) sont définies dans le
référentiel lagrangien (LFE, voir le chapitre 4), on doit donc les transformer en quantités
eulériennes, puisque ’hydrodynamique (Eq. (5.5)) est faite dans le référentiel eulérien.
Cette transformation est détaillée en annexe A.
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7.5.1 Régime libre

Dans le régime libre, tous les neutrinos créés s’échappent, et par conséquent le fluide
perd de I’énergie. Connaissant les taux de création des neutrinos, ¥;, pour chaque ré-
action considérée et 1'énergie moyenne des neutrinos pour chaque réaction (voir 1’an-
nexe B pour le détail des calculs), on peut écrire le taux de perte d’énergie total dans le
régime libre comme

QE' = Z:ec<€ec> + Z:pc<€pc> + Z:ee<€ee> + 2pl<€pl> + ereed . (716)

Dans cette équation, outre le taux d’énergie perdue par la capture électronique, la cap-
ture positronique, I’annihilation électron positron et la désintégration d"un plasmon, on
a également écrit le taux de perte d’énergie () s ..q correspondant aux neutrinos libérés
(quand il y en a) quand la neutrinosphere se déplace vers le centre. L'utilisation d’équa-
tions d’advection pour les neutrinos rend ce terme nécessaire dans I'implémentation du
schéma de fuite. Enfin, il n'y a pas d’impulsion enlevée au fluide dans le régime libre.

7.5.2 Régime piégé

Dans le régime piégé, ce sont les neutrinos qui arrivent jusqu’a la neutrinosphere
qui contribuent a la perte d’énergie et de moment du fluide. Le taux de perte d’énergie
total en régime piégé s’écrit
Y,

Qp = —az(e)—

avec I’énergie moyenne par particule des neutrinos (¢,), et Y, /t.s. le terme de fuite, c’est
a dire la fraction moyenne de neutrinos capable d’atteindre la neutrinosphere, et donc
de s’échapper. Dans ce schéma gris, ot la dépendance en énergie n’est pas considérée,
cette énergie moyenne est définie par

— Jo Efep(m)dp _ TFs(Tlu)
fooo fFD(nu)dBP F2(77u)’

ou frp est la fonction de distribution des neutrinos, qu’on suppose étre une Fermi-
Dirac, et Fj, I'intégrale de Fermi d’ordre £,

00 l‘k
Fi(n) = /O L (7.19)

T est la température et 1) le parametre de dégénérescence, = ;1/T. On remarque que
puisque (¢,) dépend de 7,, sa valeur dépend du potentiel chimique effectif dans 1’équa-
tion (7.7).

Le taux de perte d’énergie, Eq. (7.17), est calculé séparément pour chaque saveur de
neutrino considérée (v,, 7., v;), chacune ayant sa propre énergie moyenne et sa propre
fraction.

, (7.17)

tesc

(€,) (7.18)
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Pour partiellement corriger les approximations du traitement des pertes d’énergie
dans le schéma de fuite, on introduit également le parametre libre a; dans1’équation (7.17),
qui peut varier mais reste proche de l'unité. Ce parametre est ajusté pour avoir une
masse de PNS au moment de la formation de BH comparable avec la littérature, voir

( ); ( ). Voir aussi Sec. 7.7.
Dans la partie piégée, I'impulsion retirée au fluide est approximée par le gradient
de la pression des neutrinos, P, ( ( ); ( )). Pour la

calculer, on suppose que les neutrinos forment un gaz parfait de Fermi jusqu’a la neu-
trinosphere. On suppose également qu’ils n’ont pas de masse. La pression s’écrit alors

4

Py = g (Fy(m) + Fy(-m). (7.20)

Le terme proportionnel a F3(n,) rend compte de la pression des v,, tandis que le terme
proportionnel a F3(—,) rend compte de la pression des 7.. Le terme dominant est celui
ou l'argument de Fj est positif. La pression due aux v,, dont le potentiel chimique est
toujours considéré comme nul, est donc négligeable et non prise en compte.

L'impulsion perdue par le fluide est alors le gradient de P, ( ( );
(2010))
OP,
= ——. 7.21
Q)i o (7.21)

Ce terme source est encore a exprimer dans le référentiel eulérien, la transforma-
tion correspondante étant décrite dans I’annexe A. Notons que ce traitement de la pres-
sion des neutrinos est celui d'un schéma de fuite, et donc différent de celui proposé

par ( ).

7.6 Advection

7.6.1 Quantités advectées

En plus des pertes d’énergie et d’impulsion, le schéma de fuite implémenté résout
des équations d’advections pour les quantités Y,, Y, et Y;,, Egs. (5.5) et (5.6). Ce choix
permet, comme dit précédemment, de suivre l'effondrement et le rebond avec le schéma
de fuite. Le traitement des autres neutrinos, v,, est différent : ils sont considérés en équi-
libre avec le fluide, leur fonction de distribution est alors une Fermi-Dirac avec la tem-
pérature du fluide et un potentiel chimique nul. En effet les v/, sont créés thermiquement
(pour le détail des réactions, voir 'annexe B) et leur potentiel chimique reste donc nul
(il y a autant de v, . créés que de 7, ). Enfin, pour éviter une surestimation de leur
nombre, les v, sont négligés avant le rebond, ce qui est une approximation raisonnable
(voir ( ), qui reproduit bien des simulations completes avec un
modele sans v,).
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7.6.2 Termes sources

Les termes sources pour les trois équations nouvellement implémentées, pour les
quantités Y., Y, et Y} , sont respectivement

Se = —See+ Sy (7.22)
Y,

Sre = Beet Te Sy — 2%, (7.23)
Y5

>, Spe + Zee + T = 7 (7.24)

€sc

ot les taux de réaction X sont détaillés en section 7.3.1 et en annexe B; et ¢.,. est défini
par I'équation (7.13).

7.7 Parameétres du schéma de fuite

Le schéma de fuite a trois parametres différents.
— La densité d’équilibre /8 : différents auteurs s’accordent sur 1’établissement de

l’équilibre 3 entre 6 x 10'" and 2 x 10'* g.cm™3 ( ( );

( ). J’ai donc pris une valeur dans cet intervalle, en ’occurence 1.17x10'? g.cm ™.
— ay, défini par I'équation (7.13), prend pour valeur a; = 3. Cette valeur est celle

donnée dans ( ) et reste fixée.

— ay, défini par I'équation (7.17), corrige des défauts inhérents au schéma de fuite, et
doit étre proche de 1'unité. Ce parameétre est ajusté pour que la masse de la PNS au
moment de la formation du trou noir soit cohérente avec la littérature (

( ); ( ))- Les résultats 1D du chapitre 8 viennent de simula-
tions avec ay, = 1.1. Les résultats 2D de la section 8.5 viennent de simulations avec
as = 1.21. Cette différence ne devrait pas changer les résultats qualitatifs.

D’un point de vue quantitatif, les résultats trouvés dans nos simulations sont assez
sensibles a ces parametres. Explicitement, une différence de +10% dans le parametre a
induit une différence dans la masse maximale de la PNS de ~ 2%, ce qui se traduit par
un temps passé dans la phase d’accrétion plus grand. Une différence de £10% dans la
densité d’équilibre /5 ne change pas le moment de détection de I’horizon apparent, mais
la densité maximale au rebond change d’environ £10%. Ces tests ont été effectués avec
le modele 1su40 (voir la table 8.1 pour la signification des noms des modeles).

Malgré ces différences, le comportement qualitatif décrit dans les résultats (cha-
pitre 8) est robuste. On garde cependant en téte que le traitement des neutrinos pré-
senté ici est simplifié et qu'un traitement par la résolution de 1’équation de Boltzmann
complete pourrait donner des résultats quantitatifs différents.
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Les simulations suivantes ont été réalisées avec le code COCONUT décrit en partie II
et le schéma de fuite. La grille de COCONUT est eulérienne et a une géométrie sphé-
rique. En symétrie sphérique (1D), j’ai utilisé 805 points (r) et les points sont espacés de
maniere logarithmique. En axisymétrie, j’ai utilisé 660 (r) x 32 (¢) points, les points dans
la direction radiale étant toujours espacés de maniére logarithmique, et j’ai supposé la
symétrie équatoriale.

J’ai utilisé deux progéniteurs différents, tous deux de 40 M, (a un age zéro sur la
séquence principale). Le premier (appelé ci-apres u40) est pauvre en métaux (10~* mé-
tallicité solaire) et vient de ( ). La basse métallicité implique un tres
fort taux d’accrétion apres le rebond. Par conséquent, cette étoile est un bon candidat
a formation de trou noir', et d’autre part le temps passé dans la phase d’accrétion est
réduit, par rapport aux autres étoiles, ce qui permet des simulations assez rapides.

Le deuxiéme, de ( ) (appelé ci-apres WW40), a la métalli-
cité solaire. Ce progéniteur a été tres utilisé dans les études d’effondrements en trous
noirs (par exemple ( ); ( ); ( );

( ), et il est utilisé ici pour comparaison. Il semble également un bon
candidat a la formation de trou noir, car le taux d’accrétion est trop grand et le cceur
de fer est trop massif pour que l'étoile explose. Notons cependant que
( ) trouvent dans leur étude que le progéniteur de 40 M, avec métallicité solaire de

( ) explose et laisse une étoile a neutrons plutdt qu'un trou noir. La
raison est probablement que ce dernier a une plus petite accrétion apres le rebond que
le progéniteur de 40 M, de ( ), ce qui s’explique sans doute par
la différence de traitement de la perte de masse.

Les simulations décrites ci-apres utilisent soit I'équation d’état de Lattimer et Swesty
avec K = 220 MeV sans particule supplémentaire (LS220 EoS, voir chapitre 6), soit son
extension avec pions (LS220+7 EoS), soit son extension avec des hypérons A (LS220+A
EoS). Chaque simulation est désignée par le nom de 1'EoS (Is, 7, A), suivi de celui du
progéniteur (u40 or WW40). Le suffixe 2D est ajouté pour les simulations axisymé-
triques. Les noms et les résultats des simulations en symétrie sphérique sont résumés en
table 8.1. Toutes les simulations sont arrétées une fois que 1’horizon apparent est trouvé.

8.1 Modéle de référence

Le modele de référence est le modeéle 1s40, qui utilise I'EoS LS220 sans particule sup-
plémentaire, et le progéniteur u40 de ( ). Cette simulation sert de ré-
térence pour la comparaison avec nos autres simulations avec d’autres EoS ou d’autres
progéniteurs, et la comparaison avec d’autres travaux.

L’effondrement et le rebond sont simulés a I'aide du schéma de fuite, ce qui est pos-
sible grace aux équations d’advection résolues pour Y, et Y; , comme décrit dans la

1. Dans le sens oti, quel que soit le mécanisme d’explosion, cette étoile donne probablement un trou
noir. Dans mes simulations simplifiées sans chauffage, a moins que la masse disponible dans la simulation
soit trop faible, la formation d"un trou noir est inévitable.
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section 7.4. Le rebond est détecté au moment de la formation du choc, mais puisqu’il
n’y a pas de changement de schéma dans la simulation avant et apres le rebond, le mo-
ment exact de la détection du rebond n’a que peu d’influence sur la dynamique (voir

( ) pour un exemple d"une implémentation d’un changement de
schéma au rebond).

Apres le rebond, le choc se propage et atteint une distance au centre d’environ 98
km avant de s’arréter. Ensuite, le refroidissement le fait reculer lentement. A la fin de
la simulation, juste avant que la PNS (proto-étoile a neutrons) devienne instable et dé-
clenche la formation du BH (trou noir), le choc est a environ 57 km du centre et sa vitesse
est montée a 0.35¢c. Le rayon de la PNS, défini arbitrairement (voir aussi la section 2.3.2)
a une densité de 10'! g.cm™? (suivant ( ), recule également : au re-
bond, il est d’environ 75 km, et la contraction aboutit a une PNS d"un rayon d’environ
45 km au début de I'effondrement en BH.

Comme on peut le voir sur la figure 8.1, la PNS s’effondre a 415 ms apres rebond.
L’effondrement lui-méme prend moins de 2 ms. La densité centrale augmente de 4.6 x
10 g.em™2 a 1.5 x 10" g.cm™? et la temperature augmente de 4.3 x 10" Ka 1.3 x 102 K.
A 416.8 ms aprés rebond, I’ AH est détecté et le trou noir est formé.

La masse baryonique contenue a l'intérieur du choc (toutes les masses données dans
ce chapitre sont des masses baryoniques) est 2.55 M. C’est une mesure de la masse
maximale de la PNS, car au moment de I'effondrement en trou noir, le choc est trés pres
de la surface de la PNS. On entend par masse maximale de la PNS la masse de la PNS
au moment du déclenchement de l'effondrement en trou noir, dans une simulation.
C’est donc une quantité dynamique car elle dépend du taux d’accrétion (et donc du
progéniteur), qui entraine une augmentation de la masse de la PNS avec le temps, mais
aussi du taux de refroidissement (et donc de I'implémentation des neutrinos) et de la
réaction de la matiere (par exemple, la contraction de la PNS, différente selon 1'EoS). Ce
résultat est en accord avec ( ), la différence étant de 3% (la masse
maximale de leur PNS pour le méme progéniteur est de 2.469 My).

8.2 Modéle avec pions et le progéniteur u40

Ajouter des pions a I’'EoS rend la matiére légerement moins dure, on s’attend donc a
ce que la masse maximale et le rayon de la PNS soient légérement plus petits.

L'EoS contient des 77, 7° et des 7. Pendant toute la simulation, les 7~ sont les plus
abondants, un résultat attendu car les particules chargées négativement sont favorisées
dans la matiére dense et chaude, riche en neutrons des supernovas. Au moment du
rebond, le maximum de Y- est Y- = 0.0032. L'influence des pions a cet instant devient
non négligeable.

Sur la figure 8.1, on voit une conséquence de la présence de pions sur la phase d’ef-
fondrement : la densité centrale au rebond est légerement inférieure dans le modéle
mu40 par rapport au modele Isu40. En effet, 'effondrement et la déleptonisation sont
légerement différents, et par conséquent le coeur homologue et la PNS au moment de sa
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FIGURE 8.1 — Densité centrale en fonction du temps apres rebond, pour les modéles
Isu40 et mu40. Le moment de premiére détection de I’AH est marqué par une ligne ver-
ticale.

formation sont plus grands dans le modéle 7mu40. Précisément, la température centrale
est ~ 2% plus grande au rebond et cette différence est relativement constante durant
les premieres dizaines de millisecondes apres rebond. C’est cet effet de température qui
donne une densité centrale ~ 3% plus petite pour le modele mu40. Notons également
que cet effet est tres petit, comparable avec la précision attendue du code (quelques
pourcents).

Comme on le voit sur la figure 8.1, la PNS pour le modele mu40 est 1égerement plus
compressible et la densité centrale augmente plus rapidement. A ~ 200 ms aprés re-
bond, on voit un croisement entre les deux modeles mu40 et 1su40 ou les densités cen-
trales sont les mémes, et ensuite le modele avec pions a une densité plus grande jusqu’a
I'effondrement en trou noir. On constate également que 1’addition de pions ne change
que légerement le comportement pendant une simulation.

La densité centrale sur la figure 8.1 montre des oscillations a I'approche de l'effon-
drement en trou noir. Notons que ces oscillations sont plus prononcées sur le modele
mu40 que sur le modéle Isu40. Ce comportement pourrait étre lié a la plus grande com-
pressibilité de I'EoS. Ces oscillations ne changent pas le comportement qualitatif de nos
simulations, et ne sont donc pas trés importantes pour cette étude.

La figure 8.2 montre la fraction des pions juste avant ’effondrement en trou noir, a
t = 356 ms apres rebond. Comme dit plus haut, les plus abondants sont les 7~, suivis
des 7" et des 7.
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FIGURE 8.2 — Fractions des pions en fonction du rayon au moment du déclenchement
de l'effondrement en trou noir (¢ = 356 ms apres rebond, modele 7u40). La forme du
profil, en particulier le creux dans la région centrale, est directement corrélée au profil
de température.

Notons que les 7~ sont les seuls a avoir une fraction plus grande que 2%, et que
tous les pions sont présents seulement au centre de la PNS, jusqu’a environ 30 km. Le
creux, vers le centre, dans les profils des fractions de pions s’explique par le profil de
température. En effet, les pions sont créés de facon thermique, et leur fraction suit de
trés pres le profil de température. Les fractions de pions sont du méme ordre que celles
de ( ), qui utilise une extension de la HShen EoS. Enfin, le maximum
de la fraction de l'espece la plus abondante est Y, - ~ 0.13, au moment de l’effondre-
ment en BH. Pendant une simulation, toutes les fractions de pion augmentent, de 0 a
leur maximum au moment de 'effondrement en BH, en suivant I'augmentation de la
température et de la densité a l'intérieur de la PNS.

L’horizon apparent est détecté pour la premiere fois a 366.3 ms apreés rebond pour
une masse maximale de PNS de 2.49 M, et un rayon de PNS de 43 km. Notons que
méme si les fractions de pions sont petites (Y- est la seule au dessus de 0.10 et seule-
ment dans les derniéres dizaines de millisecondes avant I’effondrement en BH), ce 1éger
changement dans 1'EoS a des conséquences non négligeables sur la dynamique, en par-
ticulier le temps de formation de trou noir.

8.3 Modéle avec hypéron A et le progéniteur u40

8.3.1 Contraction de la PNS

L’ajout d’hypérons A a I'EoS induit une PNS plus compacte, et l'effet est plus pro-
noncé qu’avec l'ajout de pions.
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FIGURE 8.3 — Densité centrale en fonction du temps aprés rebond, pour le modele Au40.
Le moment de premiere détection de ’AH est marqué par une ligne verticale.

En effet, le modele Au40 montre un début d’effondrement en trou noir a 122.8 ms
apres rebond et 'AH est détecté a 123.9 ms apres rebond. La masse maximale avant
effondrement de la PNS est seulement de 2.00 M. On remarque que cette valeur est
significativement plus petite que la masse maximale d"une étoile a neutrons froide avec
la méme EoS (L'EoS LS220+A, pour une étoile a neutrons froide, prévoit une masse
maximale baryonique de 2.22 Mg). Cette différence pourrait s’expliquer par des effets
dynamiques, ou par le fait qu’a haute température les hypérons A sont plus abondants.
De plus, la PNS n’est pas entierement a I'équilibre 3, et le profil de Y, varie dynami-
quement. Il serait possible que la plus petite masse supportée par la PNS par rapport a
I’étoile a neutrons froide soit liée au fait que 1'EoS dépend fortement de Y.

Sur la figure 8.3, on voit que la densité centrale augmente beaucoup plus rapidement
que pour le modéle de référence 1su40. Le choc se propage seulement jusqu’a 36 km du
centre avant de reculer. La PNS, au moment de sa formation, s’étend jusqu’a 31 km et se
contracte jusqu’a atteindre un rayon de 17 km trés rapidement. La contraction continue
plus lentement pendant tout le reste de la simulation jusqu’a la transition de phase
(détaillée ci-dessous), ot la PNS se contracte brusquement : son rayon passe de 15 km
a 13 km. Ensuite, la PNS revient dans une phase de contraction plus lente jusqu’au
moment de I'effondrement en trou noir, ot elle fait environ 10 km. Ce rayon est tres
petit pour une PNS (par exemple, ( ) montrent des rayons de PNS,
mais avec un autre progéniteur, et 'EoS LS180. Les rayons font typiquement entre 20 et
70 km).
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FIGURE 8.4 — Densité centrale en fonction du temps apres rebond, pour le modele Au40,
zoomé sur la transition de phase.

8.3.2 Transition de phase

L’équation d’état LS220+A est construite avec une transition de phase de premier
ordre vers la matiere hypéronique, comme décrit en section 6.3. On s’attend donc a la
retrouver dans une simulation d’effondrement en trou noir. La figure 8.3 montre que
c’est bien le cas, et la figure 8.4, qui est une vue détaillée de la figure 8.3 au moment de
la transition de phase, montre les conséquences de celle-ci sur la densité au centre. On
passe de 9.4 x 10" g.em™2 a4 11.2 x 10" g.cm™ en moins de 2 ms (autour de 68-70 ms
apres rebond).

Cette transition de phase induit une contraction soudaine de la PNS, comme décrit
en section 8.3.1. Cette contraction est tres similaire a la chute libre du cceur de fer sur
lui-méme au moment de I'effondrement initial.

La figure 8.5 montre la fraction des hypérons A, Y}, en fonction du rayon pendant la
transition de phase. A température finie, les hypérons A apparaissent avant la transition
de phase (ici au rebond). Y, augmente jusqu’a atteindre ~ 0.17 au centre a 68 ms apres
rebond. Ensuite, c’est la transition de phase, et on peut voir sur la figure 8.5 que Y,
augmente de ~ 0.17 a ~ 0.22 au centre, en moins de 2 ms. Apres la transition de phase,
Ya oscille de la méme maniere que la densité et augmente jusqu’a l'effondrement en
trou noir.

La figure 8.5 montre Y, au déclenchement de l'effondrement en trou noir. On voit
que Y, est significativement grand et va jusqu’a 0.41 au centre de la PNS. Enfin, la tran-
sition de phase est une conséquence du taux d’accrétion tres grand du progéniteur u40,
et un autre progéniteur peut donner une PNS qui s’effondre en trou noir avant le dé-
clenchement de la transition de phase (c’est le cas décrit en section 8.4).

De plus, la figure 8.4 montre des oscillations de la PNS excitées par I'effondrement
durant la transition de phase. Elles pourraient correspondre a un mode radial fonda-
mental d’oscillations de PNS (voir ( ) pour une étude des modes
d’oscillations des étoiles a neutrons). Il n’est pas possible de comparer la fréquence des
oscillations dans notre simulation, estimée a ~ 800 Hz, aux données de
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FIGURE 8.5 — Gauche : évolution de Y, pendant la transition de phase (modele Au40).
Les différents graphes représentent le début (¢ = 68.7 ms apres rebond), le milieu (¢ =
69.5 ms apres rebond) et la fin de la transition de phase (¢ = 70.2 ms aprés rebond).
Droite : profil de Y, (modele Au40) au moment du déclenchement de 1’effondrement en
trou noir (t = 121 ms apres rebond).

TABLE 8.1 — Propriétés au moment de l'effondrement en BH.

Nom 1su40 mud0 Au40 IsWW40 7WW40 AWW40
Modéle initial u40 u40 u40 WWs40 WWs40  WWs40
EoS LS220 LS220+w  LS220+A  LS220  LS220+w  LS220+A
AH (ms apres rebond) 416.8 366.3 123.9 1025.8 607.2 274.5
masse de la PNS (M) 2.55 2.49 2.00 2.73 2.40 2.00
rayon de la PNS (km) 45 43 10 51 38 18
( ), car les auteurs ne présentent que des étoiles a neutrons froides, notre PNS n’est
pas isolée mais accrete de la matiere continuement, et enfin nous utilisons une EoS diffé-
rente de celles présentées par ( ). Cependant, I'ordre de grandeur

de la fréquence des oscillations trouvées ici est compatible avec l'interprétation d'un
mode radial fondamental, au regard des incertitudes sur les estimations des masses et
rayons de notre PNS. Enfin, nous avons également répété cette simulation en variant
la résolution pour éliminer le risque d"un artéfact numérique, et nous trouvons que ces
oscillations sont une caractéristique robuste de nos simulations.

8.3.3 Influence de la diffusion v-A

Pour tester 'influence de notre implémentation de la diffusion isoénergétique des
neutrinos sur les A (voir section 7.1 et annexe B), nous avons simulé I'effondrement en
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trou noir avec le modele Au40, en ne variant aucun parametre, mais en débranchant la
diffusion sur un A, pour comparaison.

Les différences sont négligeables jusqu’a la transition de phase. Ensuite, sans diffu-
sion sur A, la transition de phase est déclenchée 6 ms plus tard, et la masse maximale
de la PNS devient 1.96 M. C’est donc une réduction de 0.04 M., comparé au cas avec
diffusion. Cette réduction suggere que le refroidissement est plus important quand on
réduit 1'opacité en négligeant la diffusion sur un A, comme attendu. Cependant, cette
réduction est dans les barres d’erreur du code, et donc cette conclusion est sujette a cau-
tion. On remarque que, méme si les hypérons A sont abondants, ils apparaissent dans
une matiére qui est déja opaque aux neutrinos, ce qui expliquerait pourquoi prendre en
compte la diffusion sur un A ne change rien de maniere significative.

8.3.4 Luminosité des neutrinos

Dans ces simulations, j'ai calculé la luminosité totale L,. En symétrie sphérique, on
peut 'approximer par

L, — 47?/ W (1 n ﬂ) F - 5—} Op /=g dr. 8.1)
0 U2/ la  «

()i, défini dans le LF, doit étre transformé dans le EF par une transformation spéciale de

Lorentz (avec la vitesse eulérienne v, /¥?, voir annexe A), puis transformé dans le CF, ce

qui est fait par la multiplication par le terme entre crochets (multiplication par la matrice

M~! définie par l'expression 10.37). La généralisation a trois dimensions impliquerait

ces mémes calculs avec un v, et un vs non nuls.

La luminosité des neutrinos est calculée par l'intégration du taux de perte d’énergie
sur un élément de volume invariant (d’ou1 le terme /—g)a temps coordonnée constant.
Cette formule est en accord avec ( ); ( ). Notons
que l'intégration a temps coordonnée constant est une approximation, puisqu’'un re-
tard temporel entre les différentes régions émettrices devrait en principe étre pris en
compte. Mais cette approximation se justifie par le fait que la région émettrice est petite
(~ 100 km au plus), et donc le retard également.

Comme d’autres auteurs I’ont déja montré (par exemple ( );

( )), la luminosité neutrinique totale est maximale au pic de flux neutrinique, quelques
millisecondes apres le rebond, et diminue trés rapidement ensuite. On observe le méme
comportement dans nos simulations (voir la figure 8.7, calculée pour le progéniteur
WWs40 en section 8.4), et la luminosité pour les modeles 1su40 et 7u40 sont tres sem-
blables. Seul Au40 est différent.

Dans le modele Au40, le maximum de luminosité au pic est plus élevé, et puisque la
PNS se contracte tres rapidement, la luminosité reste forte plus longtemps apres le pic.

De plus, apres la transition de phase, la luminosité suit le comportement de la PNS
et oscille, comme on peut le voir sur la figure 8.3, ce qui fait perdre beaucoup d’énergie
ala PNS. A cause des approximations faites ici, les différences de luminosité entre I'EoS
L5220 et LS220+A devraient étre vérifiées avec un meilleur traitement des neutrinos.
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FIGURE 8.6 — Densité centrale en fonction du temps pour les modéles sWW40 (poin-
tillés, vert), TWW40 (trait plein, rouge) et AWW40 (points, bleu).

Finalement, au moment de la formation du trou noir, la région émettrice entre dans
I’horizon et la luminosité tombe a zéro.

8.4 Résultats avec le progéniteur WWs40

Dans cette section, je montre les simulations faites avec le progéniteur de 40 Mg,
avec métallicité solaire de ( ) (appelé par la suite WWs40), en
variant, comme précédemment, entre les EoS L5220, LS220+7 et LS220+A. Ce progé-
niteur a souvent été utilisé dans les études d’effondrement en trou noir (par exemple

(2011); (2009); (2007); (2012)),
en particulier car il a un grand cceur de fer. La principale différence avec le progéniteur
u40 de ( ) utilisé dans les simulations présentées précédemment est
que le taux d’accrétion est plus petit dans WWs40.

Sur la figure 8.6, on voit le méme comportement général que pour le progéniteur
u40. Dans le modele TWW40, la densité au rebond est plus petite que dans le modele
IsWW40, et apres 275 ms, les courbes de densité se croisent, car la PNS se contracte
plus vite avec 'EoS LS220+7. Dans le modele sWW40 la masse maximale de la PNS est
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FIGURE 8.7 — Luminosité des neutrinos en fonction du temps apres rebond pour les
modeles AWWA40 (pointillés, vert) et IsSWW40 (trait plein, rouge). Le modéele AWW40
montre une luminosité maximale trés grande et le pic de flux neutrinique est plus long.

2.73 My,. Cette valeur est en accord avec le travail de ( ) a 12% pres.
Les autres travaux ( ( ); ( )) utilisent généralement
une plus petite valeur du coefficient d’incompressibilité, en I’occurrence K = 180 MeV,
alors que dans cette simulation nous avons utilisé K = 220 MeV. C’est un changement
significatif qui rend les comparaisons difficiles.

Le modele sWW40 forme un AH a 1025.8 ms apres rebond, alors que le modele
TWW40 s’effondre plus tot, et I’AH est pour la premiere fois détecté a 607.2 ms, ce qui
correspond a une masse maximale de PNS de 2.40 M. On remarque que 1’addition de
pions engendre des différences plus grandes entre sSWW40 et TWW40 qu’entre 1su40
et mu40 (voir la table 8.1). Dans ces simulations, la différence entre I’'EoS L5220 et I’'EoS
LS220+7 est que la PNS se contracte plus et plus vite avec cette derniere. La neutri-
nosphere est donc plus interne et le refroidissement est plus efficace. Le progéniteur
WWs40 ayant un taux d’accrétion plus faible que u40, il faut plus de temps pour at-
teindre la masse maximale de la PNS. On passe donc plus de temps dans la phase de
refroidissement et les différences entre les deux EoS ont plus de temps pour s’exprimer.

La figure 8.6 est ajustée pour que le temps ¢ = 0 corresponde aux rebonds respec-
tifs des trois modeles. Le rebond, pour le modele AWW40, est détecté ~ 12 ms plus tot
que dans les deux autres modeles, car une petite fraction de A commence a apparaitre
(YA ~ 0.0005 au centre, au rebond). Dans ce modele, I’effondrement en BH se déclenche
avant d’atteindre la densité requise pour la transition de phase. En effet, dans le mo-
dele Au40 on atteint une densité centrale de 10" g.cm™ et une température centrale
de ~ 43 MeV a ~ 69 ms apres rebond, ce qui déclenche la transition de phase. Dans le
modele AWW40, comme on peut le voir sur la figure 8.6, I'’effondrement en trou noir
a déja commencé quand on atteint la densité de 10'° g.cm™®. De plus, les températures
atteintes avant 1’effondrement sont plus faibles. Cette différence vient du taux d’accré-
tion plus élevé du progéniteur u40, qui implique des densités centrales plus élevées. On
peut donc conclure que I’EoS LS220+A n’induit pas de transition de phase pour chaque
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FIGURE 8.8 — Vecteur vitesse (fleches noires) avec en code couleur la densité (a gauche,
le rouge représente de fortes densités (~ 2 x 10" g.cm ™) et le vert de faibles densités
(~ 107 g.cm™?)) et la vitesse vy (a droite, le rouge représente vy ~ 0.2, le bleu vy ~ —0.2
et le vert vy ~ 0), pour le modele Au402D. Les axes X et Y sont les axes correspondant
a6 =m/2eth =0, respectivement. Les distances sont en unité de 10° cm.

progéniteur qui s’effondrerait en BH. Remarquons que, méme sans transition de phase,
on trouve une fraction d’hypérons A non négligeable (Y, ~ 0.15 au centre au déclenche-
ment de 'effondrement en BH, a ¢t = 271 ms apres rebond. Voir aussi la figure 8.5, ot
on voit que dans le modele Au40, juste avant la transition de phase, dans des conditions
de densité, température et Y, assez similaires on a Y, ~ 0.17 au centre). Comme noté
en section 8.3.2, les hypérons A commencent a apparaitre avant la transition de phase a
température finie, et leur fraction augmente avec la température.

Enfin, la figure 8.7 montre la luminosité totale des neutrinos L, (total des luminosités
de v, 7, et ;) autour du moment du pic de flux neutrinique. Le modele AWW40 montre
une luminosité maximum de 5.10° erg.s™!, et en comparaison le modele sSWW40 a un
maximum de 1.10°* erg.s~'. Notons aussi que dans le modele AWWH40, le pic de flux
neutrinique est plus long, a cause de la contraction rapide de la PNS. Apreés le pic, la
luminosité de AWWA40 reste plus grande que celle de IsWW40 jusqu’a la formation du
trou noir.
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8.5 Résultats en symétrie axiale

Ces résultats sont issus de simulations avec le progéniteur u40 et avec 660 (r) x
32 () points. Deux EoS ont été utilisées, LS220 (modéle 1su402D) et LS220+A (modele
Au402D). Ces résultats sont dans l'article en préparation ( )-

Un profil de rotation différentiel a été ajouté aux données initiales. Suivant la pres-
cription de ( ), on définit le moment cinétique spécifique comme

j = AQ(QC,i - Q) ) (82)

otl le premier parametre A détermine le degré de rotation différentielle (plus A est petit
plus la rotation est différentielle) et le deuxiéme parametre (2., est la vitesse angulaire
initiale, au centre. Dans mes simulations, j'ai utilisé A = 107 cm avec une vitesse angu-
laire correspondant a un rapport entre énergie de rotation et énergie gravitationnelle du
progéniteur de 0.04%. Cette configuration correspond a une petite énergie de rotation,
mais fortement différentielle.

8.5.1 Convection

En axisymétrie, la phase d’effondrement est peu changée, car c’est essentiellement
une chute libre. Apres le rebond, la convection dans la PNS survient naturellement du
fait de la présence d'un gradient d’entropie (et d’abondance leptonique) négatif (voir
I’équation (3.1)). Le chauffage étant absent dans mes simulations, il n'y a pas de zone
de gain et a fortiori pas de convection dans la zone de gain (dans la zone entre la PNS et
le choc, le gradient d’entropie est positif). L’absence de chauffage, ainsi que la symétrie
équatoriale font qu’il n’y a pas non plus de SASI (voir la section 3.1).

La figure 8.8 montre la convection dans la PNS peu avant I’effondrement en trou noir,
pour le modele Au402D. Les cellules de convection sont matérialisées par la vitesse vy (a
droite) et par la direction du vecteur vitesse (fleches). On voit également la limite de la
PNS en jaune/orange. La séparation abrupte entre le rouge et le vert marque le trés fort
gradient de densité qui existe entre la PNS et le reste du fluide dans les modéles avec A.

8.5.2 Adoucissement de la transition de phase

La figure 8.9 compare la densité centrale en fonction du temps pour les modéles
Au40 et Au402D. Le seul changement est donc le passage a 1’axisymétrie. On constate,
d’une part que le modele 2D met plus de temps a s’effondrer et d’autre part que la
transition de phase est adoucie. En effet la pente de la courbe de densité en fonction du
temps est significativement plus petite en 2D qu’en 1D.

Une explication possible a ces deux phénomenes serait la convection, présente en
2D mais absente des simulations en symétrie sphérique. La convection crée des inho-
mogénéités et des surdensités, par endroits. On peut donc imaginer que la transition
de phase s’enclenche au niveau d’une surdensité, proche du centre. Le reste de la PNS
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FIGURE 8.9 — Densité centrale en fonction du temps, pour les modéles Au40 et Au402D.
On voit que la pente de cette courbe au moment de la transition de phase est plus petite
pour le modele 2D.

met alors du temps a atteindre a son tour les conditions pour enclencher la transition de
phase. Dans ce cas, il est envisageable que la réponse de la PNS a la transition de phase
ressemble moins a une chute libre, puisque les zones ot celle-ci a eu lieu vont perdre de
la pression, se contracter mais finalement se heurter aux zones ou celle-ci ne s’est pas
encore déclenchée.

Il serait intéressant, dans un travail a venir, d’étudier si cet adoucissement de la
transition de phase est systématique, en variant les progéniteurs, les profils de rotation
et également les transitions de phases (par exemple, transition vers la matiere étrange
comme ici ou transition vers la matiere de quarks). Une conséquence possible, si cet
effet est systématique, serait que le choc lancé par la transition de phase vers la ma-
tiere de quarks de ( ), proposé comme mécanisme d’explosion (voir sec-
tion 3.4.1) pourrait étre moins fort dans une simulation a 2D que dans leurs simulations
a 1D. Ce choc moins fort pourrait donc plus difficilement engendrer 1'explosion.

8.5.3 Extraction d’ondes gravitationnelles

Les ondes gravitationnelles sont présentées en figure 8.10. On voit d"une part le si-
gnal en fonction du temps et d’autre part la distribution spectrale d’énergie en fonction
de la fréquence, pour les modeles Au402D comparé a la référence 1su402D.
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Le signal en fonction du temps est calculé par la formule

AE2(t) 10 kpe
103ecm  r

h(t) = 8.8524 x 10~ (8.3)
voir par exemple ( ). Pour la figure 8.10, on place I'observateur
a 10 kpc dans le plan équatorial. Le signal AZ?(¢) est calculé par COCONUT par la for-
mule du quadrupdle exposée en section 4.5. Etant donné la symétrie axiale, seule la
polarisation + des ondes gravitationnelles est présente.

La distribution spectrale d’énergie est calculée par la formule

dE c too ?
E = m(2ﬁf)2 / e 2 ftA2Eo2<t)dt (84)
(voir par exemple ( ). f estla fréquence.

On constate que le modele Au402D émet considérablement plus d’ondes gravita-
tionnelles que le modele 1su402D, et qu’il excite des fréquences nettement plus élevées
que le modele 1su402D.

On peut interpréter ce résultat comme suit : la PNS formée dans le modeéle Au402D
est nettement plus petite. Les fréquences excitées sont fonction du rayon de la PNS
(le rayon détermine la longueur d’onde), et donc une PNS plus petite rayonne a des
fréquences plus élevées.

D’autre part, ’énergie totale cumulée émise en ondes gravitationnelles ? peut se cal-
culer comme

c dAZ2(4)\?
Eqw = 2 :
W 32rG M, / ( dt ) dt, 8.5)
(par exemple ( ))- La figure 8.11 montre 1'énergie totale cumulée émise

en ondes gravitationnelles en fonction du temps, calculée par COCONUT (la formation
du trou noir a été enlevée). On note une différence de presque deux ordres de grandeurs
entre les modeles 1su402D et Au402D. On note également que beaucoup d’énergie (~
3 x 107* Myc?) est émise aux environs de 50 ms, ce qui correspond a la transition de
phase. Ce résultat plaide en faveur de la détectabilité de la transition de phase dans un
signal en ondes gravitationnelles, résultat qui sera a confirmer par une simulation plus
élaborée.

Enfin, remarquons que les simulations en axisymétrie présentées ici ont un nombre
de points en 6 peu important (toutes ont 32 points en ). Les résultats de cette section
sont donc a confirmer avec un plus grand nombre de points en 6. En effet, la convection
(source d’ondes gravitationnelles) est tres fortement dépendante de la grille hydrody-
namique utilisée, surtout quand la grille n’est pas fine. Rappelons également que la
méthode de flux utilisée (HLLE) est tres diffusive, et donc pas la plus appropriée pour
rendre compte de la convection. Notons aussi qu'une extraction complete des ondes

2. Rappelons que cette énergie est calculée a postériori, et n’est pas perdue pendant une simulation
comme elle devrait, puisque mes simulations sont faites dans ’'approximation conformément plate.
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gravitationnelles a été implémentée dans COCONUT selon le travail de
( ). Cette méthode (plus cotiteuse en temps de calcul que la formule du quadrupdle)
pourra étre utilisée pour vérifier les résultats, méme si on ne s’attend pas a beaucoup
d’écart quantitatif entre ’extraction complete et la formule du quadrupole. En effet, un
écart important est plutot attendu a partir de la formation du trou noir.
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It is more important to have beauty in one’s equation than to have them fit
experiment.

Paul Dirac

Ce chapitre présente une breve introduction a 'immense richesse de I’équation de
Boltzmann sous toutes ses formes, puis une dérivation de 1'équation de Boltzmann en
relativité générale, partant de la définition de la fonction de distribution et d’éléments
de volumes invariants.

9.1 L’équation de Boltzmann non relativiste

Ludwig Boltzmann établit en 1872 I'équation qui porte son nom dans le cadre d'un
probleme bien précis : des spheres dures (indéformables) en mouvement dans une boite
de volume fini. Ce travail pionnier engendra la physique statistique moderne (appelée
aussi, indifféremment, théorie cinétique).

9.1.1 Utilité de I’équation de Boltzmann

Du point de vue de la représentation physique (par exemple, dans une simulation
numérique), I’équation de Boltzmann est un intermédiaire entre le fluide et le N-corps.

Dans la représentation a N-corps, on a un petit nombre de particules, et on calcule,
en principe, les interactions entre chacune d’elles. Si le nombre de particules est tres
grand, un traitement statistique devient possible (et du point de vue du temps de calcul
dans une simulation, nécessaire). On résout alors une équation telle que I’équation de
Boltzmann. Par exemple, les étoiles dans un amas globulaire sont assez nombreuses
pour un traitement statistique, et il existe donc des simulations de la dynamique d’amas
globulaires par la résolution d"une équation de Boltzmann.

Dans la représentation fluide, on ne tient pas compte des collisions entre les diffé-
rents éléments du fluide. On suppose simplement qu’elles existent et qu’elles sont assez
nombreuses pour amener les constituants a 1'équilibre thermodynamique. Il est alors
possible de définir des quantités telles que température, pression, etc. Les équations de
dynamique sont les équations d"Euler (ou de Naviers-Stokes) et sont considérablement
moins exigeantes en temps de calcul que I'équation de Boltzmann.

Les neutrinos dans les supernovas sont bien en équilibre avec le fluide dans les ré-
gions les plus internes de la proto-étoile a neutrons. En principe, un traitement fluide
est possible dans ces régions. Mais plus loin, a mesure que la densité et la température
diminuent, l'opacité des neutrinos chute et ils ne sont plus en équilibre avec le fluide.
Leur devenir dépend du détail de leurs interactions avec le reste de la matiere, qu’il
taut donc calculer. Pour cette raison un traitement détaillé est nécessaire, et il faut donc
résoudre une équation de Boltzmann.
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9.1.2 Physique, astrophysique et équation de Boltzmann

L’équation de Boltzmann est utilisée dans le transfert radiatif de photons, par exemple
pour la modélisation de la couronne solaire, de la formation de raies d’absorption dans
les étoiles, des jets d’étoiles jeunes, du milieu interstellaire, de la formation de raies
d’émission et d’absorption dans les supernovas, ...

Dans certains cas, plus rares, la particule transportée n’est pas un photon : c’est le
cas des simulation des neutrons dans les tokamaks, des collisions d’ions lourds ou des
neutrinos dans les disques d’accrétion autour d’un trou noir ou dans les supernovas.

Pour un apercu de la versatilité et de I'immense richesse de I’équation de Boltzmann,
voir ( ).

9.1.3 Limites de ’équation de Boltzmann

L’équation de Boltzmann non relativiste peut s’écrire

OF Vo5 1 of
ot edxt  edt Opt

Clf]- 9.1)

Parmi les limites de cette équation, utiles dans le cadre de I’étude des neutrinos dans les
supernovas et toujours valables en relativité générale, on peut citer

— Les forces que I’on peut considérer sont soit a portée infinie soit a portée nulle. Le
terme dp’/dt englobe les forces a portée infinie (principalement la gravitation et
les forces électromagnétiques) tandis que le terme de collision englobe les forces a
portée nulle (qui entrent donc en considération uniquement lors de collisions).

— Le terme de collisions ne prend en compte que des collisions a deux corps (colli-
sions entre un neutrino et une autre particule). Ces deux limites viennent du fait
que f est une fonction de distribution a une particule (le neutrino). Dans les su-
pernovas, si les interactions a trois corps deviennent non négligeables, il est fort
probable que le régime fluide soit déja atteint.

— L’équation de Boltzmann transporte des particules, et ne peut pas rendre compte
de phénomenes ondulatoires comme des interférences. Par exemple, les oscilla-
tions collectives des neutrinos constituent un phénomene ondulatoire, qu’il faut
simuler en plus de I’équation de Boltzmann si on veut les prendre en compte.

9.2 Théorie cinétique relativiste : cadre mathématique

9.2.1 Fibré tangent

L’espace-temps, noté X, est une variété riemanienne de dimension 4, a laquelle on
associe la métrique g,,,. Un point x € X a pour coordonnées locales sur cet espace z*.
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On considére une particule de masse nulle soumise a un champ de gravitation. In-
troduisons également le parametre affine' ), avec lequel on peut formuler les équations

des géodésiques suivantes
dat
— ph 9.2

dp* Y

a = _Fupuppp ) (93)
ou les I'*,, sont les symboles de Christoffel, et on identifie p* a la 4-impulsion (
( )). On définit ensuite Tx comme 1'espace tangent a X au point € X. Le quadri-
vecteur p, de composantes p#, appartient a Tx. Il vient alors la définition de 7', le fibré

tangent a 1'espace-temps,

T={(x,p):xeX,peTx}. (9.4)

9.2.2 Coquille de masse

La quadri-impulsion p* définit un quadrivecteur. Mais physiquement, ses quatre
composantes ne sont pas indépendantes, elles sont liées par la condition de coquille de
masse

Yoy = gupt'p” = —m?, (9.5)

dans un cas général. Dans le cas des neutrinos, la masse de la particule radiative est
négligeable : on est dans le cas ultrarelativiste ot € > m, avec € I’énergie du neutrino.

9.2.3 Espace des phases

L’espace des phases correspond a un sous-ensemble de 7. On impose que p soit di-
rigé vers le futur ( ( )) pour que la théorie cinétique prenne un sens physique
en termes de propagation de particules. Certains auteurs ( ( )), s’arrétent
la et considerent donc un espace des phases a 8 dimensions, avec une fonction de dis-
tribution F'(2*,p*). Physiquement, la fonction de distribution n’a un sens que sur la
coquille de masse. On peut donc se restreindre a celle-ci directement dans la définition
de I'espace des phases : avec la contrainte supplémentaire que p est de genre lumiere,
ce vecteur n’a plus que 3 dimensions indépendantes. L'espace des phases a donc 7 di-
mensions et on peut écrire une fonction de distribution comme f(¢, 27, p'). Les deux
représentations étant équivalentes, on a forcément F' = f sur la coquille de masse.

1. Pour une particule massive, \ est relié a 7, le temps propre, par A = 7/m.
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9.3 La fonction de distribution

9.3.1 Définition avec une moyenne d’ensemble

Pour définir la fonction de distribution dans le contexte d’un probleme relativiste,
il est possible, comme ( ), ( )
ou encore ( ), de faire appel a une moyenne d’ensemble, par analogie avec la
physique statistique non relativiste.

Définissons tout d’abord la probabilité qu'une particule soit dans un élément de vo-
lume invariant d’espace des phases d3Vd®II (d*V representant un élément de volume
invariant sur l'espace-temps et d°II representant un élément de volume invariant sur
l'espace des impulsions) ? comme étant Dd*V d®I1. La construction de ces éléments de
volume est faite en section 9.4. Le systéme est dans un état microscopique quelconque,
et une égalité est définie seulement sur les états macrophysiques. Deux systemes sont
donc équivalents si leurs états macrophysiques sont les mémes, leur états microphy-
siques pouvant étre différents. Cette définition de 1'égalité entre dans la formulation de
la fonction de distribution sous la forme d"une moyenne d’ensemble,

f(t, 2", p")d*Vd*ll = (D)d*Vd*I, (9.6)

de sorte que f(t, 2%, p’) = (D).

9.3.2 Définition avec le nombre de particules

Considérons un élément de volume d’espace-temps d*V autour de z, a temps coor-
donnée constant ®. Considérons également toutes les particules qui ont une impulsion p
a d*II pres. Le nombre de particules d N est alors proportionnel & 1’élément d’espace des
phases d*Vd*I1. Le coefficient de proportionnalité est la fonction de distribution.

AN = f(t,',p")d*V a1l , 9.7)

( ( ); ( )). Puisque dN est un scalaire, on veut construire un
élément de volume d’espace des phases d*V d®II qui soit également scalaire. C’est ce qui
est fait dans la section 9.4. Il en découle naturellement, vu I'équation (9.7), que f est un
scalaire.

9.3.3 Caractere scalaire de la fonction de distribution

En relativité, la fonction de distribution est un invariant de Lorentz, ou scalaire.
Comme dit en section 9.3.2, le caractere scalaire de f peut se déduire directement de
la définition du nombre de particules ( ( ); ( ).

2. qui se réduisent a d3z et d®p, respectivement, dans le cas non relativiste.
3. Le choix du temps coordonnée constant est justifié en section 9.4. Un autre choix serait possible et
ne changerait pas la discussion.
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On peut également montrer que la moyenne d’ensemble préserve le caractere sca-
laire de la fonction de distribution ( ( ), ce qui valide I'expression (9.6)
dans un cadre relativiste.

9.4 Eléments de volume invariants

9.4.1 Tenseur de Levi-Civita

On définit le symbole completement antisymétrique [, 3, i1, v] comme (voir

(2010))

[, B,u,v] =0 siaumoins deux indices sont égaux
= +1 pour un nombre pair de permutations partant de [0, 1, 2, 3]
= —1 pour un nombre pair de permutations partant de [0, 1, 2, 3[9.8)

Le symbole antisymétrique ne définit pas un tenseur ; par contre, on peut définir

€aBuy = V —g[a,ﬁ,,u, V]a (99)
ol €,4,1, le tenseur de Levi-Civita, a bien les propriétés d’un tenseur quatre fois cova-
riant (voir ( ), ( ))-

9.4.2 FEléments de volume
9.4.2.1 Surl’espace temps

Les éléments de volume invariants peuvent se construire a 1’aide du tenseur de Levi-
Civita, a I’aide du produit extérieur.

Un élément de volume invariant a quatre dimensions est (voir ( ),
(2009))
1
d*v = Ieaﬁwdxa A dz? A dz* A da?, (9.10)
ou encore,
1
diz = E[Oz, B, p, v]dz® A da? A da? A dz” = da® A dat A dz® A da?, (9.11)

ce qui implique d*V = /=gdz.
De la méme facon, on peut construire un élément d’hypersurface de dimension trois
comme

1
Py, = 3y Epvapdz” A da® A dz”. (9.12)
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Considérons une hypersurface de genre espace %, correspondant a un temps coor-
donnée constant. En effet, on veut dans I’équation finale de ce chapitre séparer le temps
des autres variables. De plus, les équations manipulées dans le chapitre suivant (cha-
pitre 10) le sont dans le cadre du formalisme 3 + 1. Les hypersurfaces ¥ sont donc aussi
celles décrites en section 4.2. En particulier, la normale a ¥ est 77 = €. Notons que cette
dérivation, formellement, serait donc a adapter si on voulait travailler dans un autre
formalisme que le 3 + 1. De plus, étant donné qu’on travaille dans 1’espace des phase, le
formalisme est en quelque sorte "6 + 1".

Si le temps est constant, alors dz® = 0, et donc

1 . .
Py, = 5emkdgf Adzd A daF, (9.13)

ol on a besoin du tenseur de Levi-Civita tridimensionnel. Celui-ci est 1ié 4 1a normale a
d*Y,, sur laquelle on veut calculer un élément d hypersurface.

€ijk = HMEW'jk . (914)
( ( ))- Un élément de volume non orienté peut s’écrire
1 ) )
B3V = Snfeuigrda’ A da? A dzt = /—gd’z, (9.15)

3!

et avec I’élément de volume d*z que 1’on peut expliciter comme

1 . .
Pz = 5[@, 4, kldz' A da? A da® = dat A da? A da®. (9.16)

Pour retrouver un élément d’hypersurface orienté sur I’espace-temps (a temps coordon-
née constant), il faut orienter par la normale a 'hypersurface, n,

4’y = —n,/—gd’x (9.17)

o1 on choisit le signe — pour garder un volume positif.

9.4.2.2 Surl’espace des impulsions

Construisons une hypersurface tridimensionnelle sur l'espace des impulsions,

ngM = gewpadp” Adp” Adp?. (9.18)
On peut ici s’affranchir de dp°, connaissant la condition de coquille de masse p*p, = 0,
ou de maniere équivalente

pupdp” =0, (9.19)
podp” + pidp' =0, (9.20)
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et en insérant dp® = —%dpi dans 9.18, on obtient
0
@5, = /g, 9.21)
—Po
avec
EN AT i j k.1 2 3
&p = gl 5, Kldp" A dp? Adp” = dp” Adp” A dp” (9.22)

et, de maniere équivalente,
"
dBSH = f;p()\/_—gd?’p . (9.23)

Par analogie avec I’équation (9.15), un élément de volume d’espace des phases non
orienté est

1
31 = —p\/—gd?’p. (9.24)
—F0

9.4.2.3 Elément de volume invariant a six dimensions

On peut construire un élément de volume a six dimensions par le produit extérieur
des volumes non orientés
d’w = d*V A d°IT, (9.25)

et on voit sur les définitions des éléments de volume orientés, équations (9.17) et (9.23),
qu'un élément de volume invariant de 1’espace des phases a six dimensions a en plus
un terme (—n,,p")

d°Q = (—n,p")d*Vdll, (9.26)

ou d°Q est bien un élément de volume invariant d’espace des phases a six dimensions

( (1971); (1966); (2009)).

9.5 Formulation de 1’équation de Boltzmann

9.5.1 Opérateur de Liouville

Le nombre de particules est défini comme 1'intégration de la fonction de distribution
sur un élément de volume invariant de 1’'espace des phases,

N = [ feat e 927)
ou, en termes de différentielles,

dN = f(t, 2", p")d®Q. (9.28)
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Calculons alors la variation du nombre de particules le long d"une ligne d’univers
paramétrée par A,

d(dN) df
=S (9.29)
dAN) _ (der Of | dptOf
o (d)\ oo T anay )T (9:30)

( ( ); ( ))- Le terme entre parentheses est I'opérateur de Liou-
ville L[f]. Explicitement, on peut donc écrire

det of  dp'of

=" aw oy ©-31)
ou encore, a I'aide des équations des géodésiques (Egs. (9.2) et (9.3))
of , of
o 2L i v @)
Ll =v" g —T w5 (9.32)

9.5.2 Equation de Boltzmann

L’évolution au cours du temps du nombre de particules est par définition 1'intégrale
de I'opérateur de collision sur un volume invariant de I’espace des phases

dN

— =/ Cl £1d%¢, (9.33)
Ou encore
Ljiv ) _ C[f1d%Q. (9.34)

En comparant les équations (9.30) et (9.34), on trouve 1'égalité entre 1'opérateur de
Liouville et ’opérateur de collision, L[f] = C|[f], ce qui est la définition méme de "équa-
tion de Boltzmann. De maniere explicite, en divisant par p° = ¢, en séparant la dérivée
temporelle et en notant C[f] = C[f]/¢, 'équation de Boltzmann L[f] = C[f] prend sa
forme finale

OF [P Of L 10f

o T eon PP oy T

Clf] . (9.35)
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Dans ce chapitre, je montre comment dériver une équation de Boltzmann adaptée
a la résolution du probléme des neutrinos dans les supernovas. La principale difficulté
par rapport au chapitre précédent vient des différents référentiels naturellement ren-
contrés. En effet, le terme de collision se calcule dans le référentiel ou le fluide est au
repos, ce qui conduit a considérer les composantes de la 4-impulsion dans ce référen-
tiel, alors que les dérivées spatiales sont plus naturellement liées aux coordonnées, et
donc au référentiel des coordonnées.

Ces référentiels sont présentés en section 4.2, la maniére de passer de 1'un a 'autre
est présentée dans ce chapitre par le formalisme des tétrades, avec un accent particulier
sur le calcul des connexions. Enfin, une équation de Boltzmann en formalisme 3 + 1,
puis en CFC, est dérivée.

Dans ce chapitre et les suivants, les variables liées au référentiel ot le fluide (LF) est
au repos sont notées avec un chapeau (/1), celles liées au référentiel des coordonnées
(CF) sont notées avec un tilde (f1), et celles liées au référentiel eulérien (EF) sont notées
sans signe particulier ().

10.1 Formalisme des tétrades

10.1.1 Matrice de transformation de tétrade

La transformation de tétrade (par exemple ( ); ( );

( )) est le lien entre le CF et le EF. On définit la matrice de transfor-

mation de tétrade M avec laquelle se fait le changement de référentiel. Par exemple,
pour les vecteurs de base,

Op=M"z¢e,, (10.1)
et L
&, =M 0,. (10.2)
M~ s’obtient en inversant la matrice
MP ML =557, (10.3)

avec 0;” le delta de Kronecker. M et M~' sont des matrices 4 x 4 non symétriques,
contrairement a la métrique. Une conséquence des équations (10.1) et (10.2) est que la
matrice g;; est reliée a la matrice 7, par la matrice M

9ir = 9(05,05) = g(M" €y, M5 €,) = M s M7 g(€,, €,) = My M50, (10.4)

ot la derniere égalité vient du fait que dans le EF, la matrice représentant la métrique est
une matrice de Minkowski 7, 1a base étant orthonormée. Une autre définition usuelle
de M , équivalente a la définition par I’équation (10.1), est alors

ds? = gﬂgdxﬂdx’; = nvapﬂMV,;dxﬂdxﬁ. (10.5)
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On dissocie deux transformations, du CF vers le EF et du EF vers le LE. Une matrice
M incluant la 3-vitesse du fluide mesurée par I'observateur eulérien (incluant la trans-
formation spéciale de Lorentz), qui transformerait directement du CF au LF et inver-
sement, est également possible. En 'occurrence, avec deux transformations distinctes,
toute l'information nécessaire a la construction des matrices M et M~! est contenue
dans la métrique.

10.1.2 Dérivées et connexion

On associe a la connexion de Levi-Civita V des coefficients de connexion ', différents
dans le CF et dans le EE.

On peut associer a la base naturelle les vecteurs de base 8}1 et les dérivées partielles
0

prri 0;. D’autre part, on a la définition usuelle des symboles de Christoffel

La dérivée covariante le long du vecteur de base V; s’écrit aussi V. C’est donc le tilde
qui indique que c’est un vecteur de base de la base naturelle. On peut écrire

Vs =755 . (10.7)

La transformation de tétrade de la dérivée partielle définit I'équivalent sur le EF de
la dérivée partielle, parfois appelée dérivée dirigée ( ( )

D,=M"7"09;, (10.8)

et par analogie avec I'équation (10.6), on peut définir sur le EF de nouveaux coefficients
de connexion

V,é, =1%,,8, (10.9)

Les I'?,,, sont les coefficients de rotation de Ricci. Avec ceux-ci, la dérivée covariante
peut se réécrire

V, A" = DAY + TV, A, (10.10)

ou A" est un vecteur.

1. Dans tout ce chapitre, V est associée & la 4-métrique g. Bien que sa représentation change, la mé-
trique reste la méme sur le CF et sur le EF, comme expliqué en section 4.2
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10.1.3 Lien entre les différents coefficients de connexion
En combinant les équations (10.2), (10.8) et (10.9),
> . 175
Vé‘# €, = V[M*HLC 85] (M v Ii) )

= MLV (M)

-1 aM_lz/% N —-1F ~
- M 1}( ; O+ M1, v&ag) ,

ox ¢
L OMTLRE S sl A =
= MC = Ot M WO MTUETN 05
N4 o P -1 6 aM?lVE - P -1 5 —1 & e 1 11
T°,,& = MM\, e &+ MPS ML MUY 6, (10.11)
et finalement ) )
D7 =l + MPs M~ MTLPTA s (10.12)

ol 'on a introduit la dérivée de tétrade

—1 X aMilz/E;
d°,, = MP M~ F et (10.13)
X
ou, de maniere équivalente (M et M ! étant inverse I'un de 1'autre)
1 X —1z a]\Jp'~
df = —M1LAMT, 83:'; : (10.14)

De la méme maniere que les symboles de Christoffel ne définissent pas un tenseur,
les coefficients de rotation de Ricci ne définissent pas un tenseur et la dérivée de tétrade
d”,, ne définit pas non plus un tenseur. Notons qu’on peut toujours définir

d)\;w =T dpuu; (1015)

et
f)\uu =T fp,uz/- (1016)

10.2 Calcul des coefficients de rotation de Riccien 3 + 1

La formule (10.12) n’est malheureusement pas pratique a utiliser. Le but de cette sec-
tion est de parvenir a des formules plus facilement utilisables en relativité numérique,
dans le cadre du formalisme 3 + 1. Enfin, la spécification a I'approximation conformé-
ment plate (voir la section 4.3) est faite en fin de section.
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10.2.1 Propriétés des coefficients de rotation de Ricci
10.2.1.1 Antisymétrie
On calcule la dérivée covariante de la métrique sur le EF
Vol = Vp(€u€)),
= eV, +eV, e,
et a ’aide de I'équation (10.9), on obtient
Vot = Towp + Topp - (10.17)

Puisque, sur le EF, la métrique est représentée par une matrice de Minkowski, elle est
constante et sa dérivée est nulle . On obtient

F,ul/p = _Fz/,up . (1018)

Les coefficients de rotation de Ricci sont donc antisymétriques par rapport aux deux
premiers indices.

10.2.1.2 Condition d’absence de torsion

Avec l'équation (10.12), on peut écrire

f,ul/p - d,ul/p = M_lug M_lz/’% M_lpj\ FES\R ) (1019)
FHPV — dypy = Milué Milpj\ M=F F@%S\ : (10.20)

Sachant que les symboles de Christoffel sont symétriques par rapport aux deux der-
niers indices, I’équation (10.19) est équivalente a I'équation (10.20). On a donc

Covp — dpvp = Copr — dpp - (10.21)

C’est une expression de la condition d’absence de torsion de la relativité générale.

10.2.1.3 Formule adaptée aux calculs

Grace aux équations (10.18) et (10.21), on peut obtenir une formule générale pour le
calcul des coefficients de rotation de Ricci,

r

pov = Aoy + Ly — dysp,

2. On pourrait formaliser une transformation de tétrade vers une autre base non-constante, mais on
se restreint ici au cas o1 la transformation est vers la base orthonormée.
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= dypy — dpp — fuupv -

= dupv - duw) - dvup o Flfpu + flvmu

= dupv o duw) o dvup + dl/pu + vauv ~

= dupv - dul’p - dvup + de + dpl/u - dp;w + {‘puvv

= dupv o duw) o dvup + dl/pu + dpvu o dpuv o Fupw

et finalement,
- 1
Fupv = 5 [dupv - de + de - dvup + dpvu - dPlW] : (10.22)

10.2.2 La transformation de tétradeen 3 + 1

En formalisme 3 + 1, 'espace-temps est découpé en hypersurfaces de genre espace
(voir section 4.3). La normale a ces hypersurfaces est le vecteur 77, de genre temps (voir
( ). De plus, la base sur le EF n’a qu'un seul vecteur de base de genre
temps, €. D’ou le fait que 7 coincide avec €, (puisque 7i est unitaire et dirigé vers le
futur).
D’autre part, 5 se décompose en 3 + 1 comme

dx = afl + f, (10.23)
voir également ( ). On a donc
3y = aéy + B9, (10.24)
R iz
o=~ (% -53). (10.25)
Par identification avec
cy = MY 3, (10.26)
on trouve )
10 1 -1 s
M =— e M =-——. (10.27)
Q Q

—

De plus, la formule (10 1) pour les vecteurs de base du CF d’incide i est 8- = M¥;é,.
On voit que les vecteurs & sont fonction des ¢; et de €. Les vecteurs (‘} et €; étant tangents

aux hypersurfaces ¥, les &- sont simplement fonctions des ¢; et sont indépendants de e,
ce qui implique que

M° =0. (10.28)

)
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Sachant que M et M~! sont inverses 1'une de l'autre, on peut déduire la forme géné-
rale de la matrice de transformation de tétrade en 3 + 1

~ )

M7 = o , (10.29)

(voir aussi ( ). Ici, pu est I'indice de colonne et 7 est 1'indice de ligne.

10.2.3 Coefficients de rotation de Ricci sans dérivée temporelle

Un des avantages d"une formulation 3 + 1 comme celle-ci est d’éviter de calculer des
dérivées temporelles, ce qui est particulierement adapté a la résolution des équations
par des méthodes spectrales, faite dans la partie V.

Les coefficients de rotation de Ricci que I’on doit exprimer en 3 + 1 sont ceux qui
seront utiles dans 1’équation de Boltzmann (voir la section 10.3), c’est a dire I_“Z-jk, Ci00,
Tio; et Tijo (le calcul de ces termes avec le premier indice en haut étant fait grace a
I’équation (10.16)).

10.2.3.1 Ty

I';ji est calculé par 'application de la formule (10.22). Une conséquence de 1'équa-
tion (10.28) est que si les coefficients de rotation de Ricci n’ont que des indices spatiaux,
alors les dérivées de tétrade d (calculées par la formule (10.14)) n’ont pas de dérivée
temporelle.

- 1

Liji = 3 [diji — dikg + djri — djire + diji — diig] - (10.30)

10.2.3.2 Ty

I'jo0 est calculé par I'application de la formule (10.22), qui se réduit a

Lioo = doos, (10.31)
avec -
doo; = —mo0 M~ M7 7 (10.32)
ox?
1 = 0
doos = — M~ = . (10.33)
« 81*]
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10.2.3.3 Ty,

I";o; est calculé a I'aide de I'équation (10.9)

Fin - é)iv]'é»(] . (1034)
Cette quantité est, par définition, I’opposé de la courbure extrinseque (voir
( ), le signe étant conventionnel (cette convention est celle de ( ),
( ), et 'opposé de ( ).
10.2.3.4 Ly

I';jo est calculé par l'application de I’équation (10.21),

Lijo = Tioj — dio; + dijo- (10.36)

Le calcul de d,y; et d;;o requiert une quantité non négligeable d’algebre supplémen-

taire, présenté en annexe D, avec également le passage de la convention LORENE au EF
et I’expression complete terme par terme en CFC.

Ces termes finissent de montrer que les coefficients de rotation de Ricci peuvent
s’obtenir sans avoir besoin de calculer une dérivée temporelle.

10.2.4 Approximation conformément plate

Il reste a exprimer la partie purement spatiale de M et M. Le choix de I’orientation
des vecteurs de base €; le plus simple, en CFC (voir la section 4.3), est que chaque vecteur
de base ¢; soit aligné avec un vecteur de base d-3. La partie spatiale de la matrice M est
alors diagonale. En coordonnées sphériques, on obtient

1
BNE) 07 07 07
(6%
1 0
ML= ol W ’ 10.37
©no T 59 1 ? ( * )
RN 07 \I]—Qu 07
(6] T
¢ 1
_5_7 07 07 10 . o
Q W2y sin 6

3. D’autres choix sont possibles. Un autre choix d’orientation pour €; pourrait, par exemple, étre mieux
adapté a un autre choix de jauge.
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et
a, U237 Wrpf  Wlrsin AR,
07 WQ’ 07 07
M, = . (10.38)
0, 0, U2y, 0,
0, O, 0, W2r sin 0,

L’approximation conformément plate simplifie légerement les calculs puisque chaque
dérivée dirigée spatiale correspond a une seule dérivée partielle. Hors CFC, il faudrait
faire une multiplication matricielle, notemment pour la transformation des dérivées
partielles, Eq. (10.42) et pour le calcul des différents d”,,,, Eq.( 10.14).

10.3 Forme finale de I’équation de Boltzmann

Dans 'équation (9.35), toutes les quantités appartiennent au CF. Le but est ici de
reformuler cette équation avec une impulsion p” appartenant au LF et une position 2
appartenant au CF. Mon choix a été de tout exprimer dans le EF.

10.3.1 Dérivées spatiales et temporelles

Les dérivées partielles sont a remplacer par leurs équivalents eulériens, les dérivées
dirigées, en appliquant la formule (10.8),

Dt == M_loﬂ aﬂ . (1039)
En 3 + 1, grace a I’équation (10.27), le remplacement a faire est

0 10 _§0

= = —= — - . 10.40
ot adt «a ozl ( )
Pour les dérivées spatiales, )
Di - Mili'u aﬂ 5 (1041)
avec M 1°=0en3+1,
—17
D;=M"Y 0. (10.42)

Si on spécialise cette expression a I’approximation conformément plate, la seule opé-
ration a effectuer est une division par ¥?,

0 1 0



134 CHAPITRE 10. ADAPTATION AUX NEUTRINOS DANS LES SUPERNOVAS

10.3.2 Connexions

L’équation de Boltzmann sur le CF implique des symboles de Christoffel. Les connexions
a utiliser sur le EF sont les coefficients de rotation de Ricci, détaillés en section 10.1. On
rappelle ici qu’aucune de ces connexions ne définit un tenseur, le passage d’un référen-
tiel a ’autre pour les connexions est donc non trivial (voir Eq. (10.12)).

Fi av fi w - (1044)

10.3.3 4-impulsion

On considere naturellement la 4-impulsion par ses composantes dans le LF et la
transformation du LF au EF est une transformation spéciale de Lorentz (voir section
42.3)

P’ = A (v)ph (10.45)

Les dérivées partielles dans ’espace des impulsions doivent aussi étre transformées
par A~'. Dans la partie V, je n’ai considéré que des configurations statiques ot v* = 0, je
laisse donc dans I’équation de Boltzmann finale les transformations spéciales de Lorentz
sous-entendues.

10.3.4 Jacobien de changement de coordonnées

Dans 1'espace-temps, la matrice a utiliser pour le changement de coordonnées est
la matrice () (voir I’'annexe D). Dans le cas ou1 on utilise des coordonnées cartésiennes,
@ est I'identité. Dans le cas ou on utilise des coordonnées sphériques, () est la matrice
usuelle de changement de coordonnées de cartésiennes vers sphériques, et est donnée
par I'équation (D.3).

Dans 'espace des impulsions, le Jacobien de changement de coordonnées entre la
base cartésienne ¢(cos ©, sin © cos @, sin © sin @) et la base sphérique (€, ©, ©) est

€cosO, esin®cos®P, esinOsin P,

; 1
J' = . —sin®, cosOcosP, cosOsind, | - (10.46)
0 sin ® cos O
’ sin®’ sin®’
(voir par exemple ( ). Ici, j est I'indice de colonne et i est I'indice

de ligne.
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10.3.5 Equation de Boltzmann

L’équation de Boltzmann pour un observateur eulérien est donc

1of (P BNk OF pi e 1OF
a6t+(\112e a)Qzaxk FprJje(’?pi_

équation cohérente avec, par exemple, ( )-

CLf],

135

(10.47)
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Cinquiéme partie

Résolution de I’équation de Boltzmann
par des méthodes spectrales
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Tout se passe comme prévu. Ca n’est pas normal.

Terry Pratchett

Les simulations du transport des neutrinos dans les supernovas sont compliquées
car 'équation de Boltzmann est trés exigeante en temps de calcul. En effet, elle de-
mande une représentation précise et dynamique de 1’espace des phases complet (6D
+ le temps), ce qui, couplé a I'hydrodynamique et a la relativité générale, demande un
temps de calcul pour l'instant prohibitif.

Parmi les schémas existant en différences finies, ( ) ont implé-
menté une représentation précise de I'équation de Boltzmann en symétrie sphérique et
en relativité générale. Pour une hydrodynamique multi-dimensionnelle, plusieurs ap-
proximations ont été proposées. IDSA (pour isotropic diffusion source approximation), pro-
posé par ( ), traite les neutrinos séparéments en régime opaque et
en régime transparent. Une interpolation élégante entre les deux permet un bon traite-
ment du régime semi-transparent. Malheureusement, IDSA ne semble pas étre un bon
candidat pour une adaptation en relativité générale.

L’approximation diffusive est également utilisée pour résoudre 1'équation de Boltz-
mann (par exemple ( )). Il est connu que l'approximation diffusive
peut engendrer des vitesses de propagation supérieures a c¢*. Dans ( ),
les auteurs mettent en garde sur le fait que 1’approximation diffusive peut violer les
contraintes dans les équations d’Einstein (voir le chapitre 4).

( ) implémentent une équation de Boltzmann par une méthode “ray-
by-ray plus” (rayon par rayon) et une relation de fermeture pour les moments. Ces ap-
proximations sont compatibles avec la relativité générale, mais il n’est pas évident de
savoir a quel point ces approximations sont comparables avec une équation de Boltz-
mann sans approximation au niveau des angles. L’approximation ray-by-ray traite une
série d’équations de Boltzmann a symétrie sphérique, pour différents angles (différents
angles polaires (¢) en axisymétrie, voir ( ), mais également différents
angles polaires et différents angles azimuthaux (¢) dans le cas 3D de ( ).
Le couplage latéral des neutrinos est approximé par des équations d’advection a l'inté-
rieur de I'hydrodynamique. La relation de fermeture pour les moments utilise le for-
malisme des facteurs variables d’Eddington (voir aussi ( )). Ces forma-
lismes sont proches de, par exemple, ( ) qui utilise des moments et
une relation de fermeture dans le cas de transport radiatif de photons. La comparaison
avec une équation sans approximation semble, dans ce contexte, tres appropriée, car
sans elle il est difficile de quantifier I’approximation faite.

Une équation de Boltzmann non relativiste sans approximation angulaire a été pré-
sentée par ( ) et utilisée par ( ). Leur équation néglige les
termes de couplage en vitesse (qui viennent de la transformation de Lorentz, Eq.(10.45),
ou de reformulation de certaines parties de I’'équation par exemple avec I'équation de

4. 1l est proposé, dans ( ), de contourner cette difficulté par la résolution d’une
équation des télégraphistes.
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continuité). Toutes les autres méthodes approximent les termes dépendant de la vitesse
a O(v), sauf le code BOLTZTRAN de ( ) qui est capable de traiter
tous les termes dépendant de la vitesse. D’apres ( ), négliger complete-
ment les vitesses revient a une approximation trop sévere, qui par exemple ne conserve
pas bien le nombre leptonique.

En 3D, outre le traitement ray-by-ray de ( ), une version ray-by-ray
d’IDSA a été implémentée par ( ). D’autre part, des codes de transfert
radiatifs, pas encore couplés a I'hydrodynamique, ont été proposés par
( ) et par ( ). Ces codes ont la capacité de simuler une équation
de Boltzmann 6D sans approximation angulaire, mais ils n’incluent pour l'instant pas
de relativité générale. On note également 1'utilisation d’harmoniques sphériques par

( ) pour le traitement de 1’espace des impulsions. Enfin,
( ) et ( ) ont montré, avec beaucoup de détails, des formalismes
adaptés a la résolution de 1’équation de Boltzmann en relativité générale.
( ), dans leurs simulations 3D, emploient le formalisme développé par

( ) avec un traitement approximé des neutrinos.
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Les méthodes spectrales (par exemple, ( )

( )) décomposent une fonction sur une certaine base globale, par exemple une base
de Tchebychev ou de Fourier, en contraste avec les différences finies qui traitent les fonc-
tions directement. Pour les applications présentées ici, le principal intérét des méthodes
spectrales est la convergence rapide (en général exponentielle). On peut donc avoir une
meilleure précision qu’avec des différences finies pour le méme nombre de points, ou
avoir la méme précision avec un nombre de points plus petit, ce qui fait gagner du temps
de calcul, précieux dans le probleme des neutrinos dans les supernovas. En général, le
gain attendu est un facteur 5 par rapport aux différences finies : si on représente une
dimension par n points en différences finies, on peut en principe la représenter par n/5
points par des méthodes spectrales ( ( ); ( ).

Un inconvénient connu des méthodes spectrales est le phénomene de Gibbs. Si on
tente de représenter une fonction discontinue par des méthodes spectrales, il vient des
oscillations indésirables. Ces oscillations restent méme avec un grand nombre de points
dans la représentation spectrale, et la représentation spectrale ne converge pas vers la
fonction a représenter (I’erreur reste constante). C’est ce qu’on appelle le phénomene
de Gibbs ( ( )). D’autre part, si on représente une fonction
de classe C? avec p assez petit (p = 0, 1, 2, 3, ...), on perd l’avantage de la convergence
rapide. En principe, seule une fonction de classe C*° converge de maniere exponentielle
(voir la section 12.1). En pratique, si p n’est pas trop petit les méthodes spectrales restent
efficaces.

Si la fonction a représenter est C*° par morceaux, une possibilité est de la représen-
ter par des méthodes spectrales sur chaque intervalle ot elle est C*, et de raccorder
morceau par morceau. C’est ce qui est proposé pour la dépendance en © (voir la sec-
tion 11.1.2).

Ce travail, présenté dans l'article en cours de finition ( ), consiste
a représenter numériquement 1'équation de Boltzmann par des méthodes spectrales,
par un code numérique baptisé LORENE’S GHOST (pour gravitational handling of spectral
transport). Ce code est fortement inspiré de la librairie

La figure 11.1 illustre la définition des différentes coordonnees r est la direction
radiale, 0 et ¢ sont les angles polaires et azimuthaux usuels d"une base sphérique. ¢ est
'énergie, et également la norme du vecteur p’'dans l’espace des impulsions. O est1’angle
polaire dans I'espace des impulsions, défini par rapport a €,, et ® est 'angle azimuthal
dans I'espace des impulsions, défini par rapport a €.

11.1 Bases de décomposition

11.1.1 Choix des bases

On utilise une décomposition en polynémes de Tchebychev pour 7, ¢, et © (voir la
tigure 11.1). Dans LORENE, la direction radiale est représentée sur une base de Tcheby-
chev : c’est un des choix possibles pour une direction non périodique, qui a ’avantage
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FIGURE 11.1 - Base des coordonnées doublement sphériques

d’utiliser des algorithmes basés sur des transformées de fourier, trés rapides numéri-
quement. La dépendance en O est découpée en deux domaines, comme expliqué dans
la section suivante, et devient de ce fait non périodique.

On utilise une décomposition en séries de Fourier pour ¢ et ®. C’est le choix le plus
naturel pour les directions périodiques (et également le choix de LORENE). L’angle po-
laire dans I'espace-temps, 6, est traité par une méthode spéciale reposant sur un prolon-
gement analytique et une décomposition en séries de Fourier. Cette méthode était déja
présente dans LORENE et est brievement décrite en section 11.1.3.

11.1.2 La dépendance en O

L’angle © représente physiquement la direction des neutrinos, c’est a dire s’ils vont
vers les r croissants (0 < © < 7/2) ou s’ils vont vers les r décroissants (7/2 < © < 7).
Ce fait entraine la possibilité d"une discontinuité dans la dérivée premiere de la fonction
de distribution f. La fonction serait alors seulement de classe C° et la convergence des
méthodes spectrales serait moins rapide. Par exemple, la surface d’une proto-étoile a
neutrons isolée émet un flux de neutrinos (flux sortant), mais n’a pas de flux entrant.
Dans ce cas, on s’attend a ce que [ soit de classe C° en ©® = 7/2. Dans un contexte
physique, une proto-étoile a neutrons n’est pas isolée, mais elle peut tendre vers le cas
décrit plus haut, ce qui justifie un traitement spécifique du point © = /2.
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Notre choix (voir ( )) a donc été de décomposer la fonction de
distribution sur les deux intervalles [0, 7/2] et [7/2, 7] et de relier les deux solutions par
la méthode Tau'.

11.1.3 La dépendance en 6

La dépendance en 6 est plus difficile & décomposer que ¢ ou ® car 6 n’est défini
que sur [0, 7] et n’est donc pas rigoureusement périodique. Dans LORENE, on utilise
un prolongement analytique pour se ramener a une fonction périodique et pouvoir la
décomposer sur une base de séries de Fourier.

La base de décomposition de # dans LORENE dépend de la base de décomposition
de ¢. ¢ étant décomposé sur une base de séries de Fourier, on peut écrire

F(¢) =ao+ Y _axcos(kd) + Y _ bysin (ko). (11.1)
k=1 k=1

La base de décomposition pour 6 dépend de la base de Fourier pour ¢ de la maniere
suivante. Pour une fonction 3D f(r, 6, ¢), la dépendance angulaire f(6, ¢) peut étre écrite
comme une somme de termes proportionnels a

(11.2)

et on définit m tel que m = (k/2) mod 2. La base COSSI N_C correspond a un développe-
ment en cos f pour chaque m pair et un développement en sin § pour chaque m impair.
La base COSSI N_S correspond a un développement en sin § pour chaque m pair et un
développement en cos § pour chaque m impair. Le nom COSSI N correspond donc a un
développement en sinus et en cosinus (dans LORENE, d’autres bases sont implémentées
pour des symétries particulieres), et _C (pour cosinus) ou _S (pour sinus) fait référence
au terme en 6 correspondant a I’expansion de cos(0 ¢). Par exemple, un champ scalaire
régulier, en coordonnées cartésiennes, peut étre développé au voisinage de l'origine
comme

F(x,y,z2) = Z Appgx"yP 27 (11.3)
n,p,q
(voir ( )). On peut montrer qu’un tel champ scalaire régulier

serait représenté par une base COSSI N_Cen géométrie sphérique. Les champs vectoriels
ou tensoriels sont plus compliqués. Il est aussi visible que certains opérateurs, comme
par exemple la dérivation par rapport a ¢, change la base de représentation en 6.

1. La méthode Tau relie les solutions dans 'espace des coefficients, une fois la fonction décomposée.
La méthode de collocation, qui relie directement les valeurs des fonctions, a également été testée. Les
deux méthodes donnent des résultats tres similaires, on peut donc utiliser 'une ou 'autre des méthodes
indifféremment.
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Dans le cas a 6D, il faut étendre cette définition et considérer la base de Fourier de .
La partie dépendant uniquement des trois angles 6, ¢, ®, f(6, ¢, ?) d'un champ scalaire
a six dimensions f peut étre

sin (j6) sin (k¢) sin (n®) )
sin (j60) sin (k¢) cos (n®)
cos ((jg)) sin ((l]::;z; sin ((ni))
cos (j0) sin cos (n
sin (j0) cos (ko) sin (nd) (11.4)
sin (j0) cos (k¢) cos (n®)
cos (j0) cos (k¢) sin (n®)
cos (j0) cos (ko) cos (n®)

et on définit M par analogie avec m, M = (n/2) mod 2. La regle de décomposition pour
la base en 6 peut étre déduite de la régle a 3D en remplacant m par m + M : la base
COsSI N_C correspond a cos ! pour chaque m + M pair et a sin @ pour chaque m + M
impair ; la base COSSI N_S correspond a sin § pour chaque m + M pair et a cos pour
chaque m+ M impair. Cette regle permet de manipuler de maniere cohérente un champ
scalaire ou vectoriel régulier a six dimensions.

11.14 La dépendance en ¢

Méme avec des méthodes spectrales, une simulation 6D demande beaucoup de temps
de calcul. Cependant, 1’angle azimuthal dans 'espace des impulsions, ®, requiert peu
de ressources supplémentaires par rapport aux autres dimensions.

En effet, utiliser 4 points en ® (points de collocation, dans le cadre de méthodes
spectrales, voit 11.2.1), correspond approximativement a 20 points en différences finies
( ( )), pour une simulation 6D.

En 5D (2D axisymétrique + 3D dans l'espace des impulsions), la dépendance en ®
présente un plan de symétrie. Avec des méthodes spectrales, on peut décomposer uni-
quement les parties non symétriques des fonctions, ce qui revient a utiliser 2 fois moins
de points que dans le cas non symétrique. En pratique, par rapport a une décompo-
sition en différences finies, utiliser le plan de symétrie revient a doubler la résolution.
Utiliser 40 points en ® est déja une bien meilleure résolution que n’importe quel code
utilisé pour le transport des neutrinos dans la littérature ( ( ))-
De plus, le fait de décomposer la dépendance en ® en séries de Fourier offre un avantage
lors du calcul de I'opérateur de collision. Ce calcul fait appel a des intégrations sur une
période (voir I'équation (11.7)), ce qui est particulierement simple : le premier coeffi-
cient (correspondant a I’expansion en cos (0 ¢)) ne dépend pas de @, son intégration sur
une période est donc simplement une multiplication par 27. Tous les autres coefficients
correspondent a des fonctions périodiques (sinus et cosinus) qui s’annulent quand on
les integre sur une période.
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11.2 Points de collocation et singularités

11.2.1 Points de collocation

Dans une simulation avec des différences finies, on choisit les points pour qu’aucun
ne soit exactementenr = 0 ouen ¢ = 0, puisque dans les opérateurs (gradient, laplacien,
...), on rencontre inévitablement des termes en 7! ou en sin~'(f).

Dans une simulation avec des méthodes spectrales, les points ot la fonction est re-
présentée sont appelés les points de collocation. On utilise une quadrature de Gauss-
Lobatto, ot les points représentés peuvent poser un probléme de singularité dans cer-
tains opérateurs. Par exemple, il existe un point de collocation en § = 0, en © = 0 ou
encore en ¢ = 0 (méme si celui-ci ne pose pas de probléeme puisqu’iln’y a pas de sin™' ¢
dans les opérateurs). Il faut donc un travail préliminaire supplémentaire pour éviter les
singularités.

11.2.2 Eviter les singularités

La singularité a I'origine des coordonnées (r = 0) n’est pas traitée dans ce travail. A
long terme, il est possible de coupler I’équation de Boltzmann compléte a une équation
simplifiée, qui pourrait étre soit une équation de diffusion soit une équation des télé-
graphistes (voir ( ) pour une discussion détaillée du raccordement
des deux équations). Ce traitement simplifié est suffisant dans la partie centrale d'une
supernova : avant le rebond, 1’écart a la symétrie sphérique est peu important, et apres
le rebond, le milieu est opaque. Dans les deux cas, 'approximation de diffusion est jus-
tifiée. Ce traitement a 'avantage de permettre un traitement de la singularité en r» = 0
similaire au traitement pour un champ scalaire 3D (et déja implémenté dans LORENE).
Dans ce travail, on ne considere que des coquilles dans la direction radiale, entre un
R,.in donné et strictement positif, et un R,,,,, donné.

Les singularités axiales (termes en sin™'(f) et en sin*(0)) sont traitées par une ma-
niere similaire 8 LORENE en 3D. Les opérateurs dans LORENE sont écrits en géométrie
sphérique et viennent de géométrie cartésienne. Sachant que 1’opérateur entier est ré-
gulier en cartésien, il doit étre régulier en sphérique. En pratique, puisqu’elles doivent
s’annuler analytiquement, les parties singuliéres ne sont pas calculées.

Par exemple, lors du calcul du laplacien d’une fonction 3D,

A= — 4+ -"— 4 —
8r2+r8r+r2

00? + tan 0 00 * sin298_¢

2 2
0 20 1<8 1 0 1 (’9)7 (11.5)

on voit qu’il faut calculer une division par sin?(#). Celle-ci a une partie singuliere (par
exemple, la partie de la fonction représentée par cos(j#), pour j = 0 et j = 1, correspond
a 1/sin?(0) et cos(f)/ sin*(#), singuliers en § = 0). De méme pour la division par tan(6)
et la division par r. Mais 1'opérateur entier est régulier et ces parties singulieres, non
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calculées, s’annulent analytiquement ( ( )).- En 3D, un opé-
rateur comme celui-ci peut aussi se calculer sur une base d’harmoniques sphériques, ot
le probléme des singularités n’apparait pas.

En pratique, dans 'opérateur de Liouville en relativité générale, on calcule la quan-

tité T Wa—f. On calcule d’abord la dérivée partielle par rapport a p’, puis on multiplie
pZ

par chaque terme composant le coefficient de rotation de Ricci correspondant. La multi-

plication par les termes qui peuvent contenir des sin~ ' (6) est ’opération faite en dernier.

11.3 Opérateur de collision

L’opérateur de collision implémenté pour l'instant correspond a une diffusion élas-
tique sur un nucléon

v+ N = v+N, (11.6)

avec N un neutron ou un proton. Le terme de collision correspondant est

BIS RIS Sln [f(ra 07 ¢7 €, @,7 q),) - f(ra 07 gba €, 67 (b)] d®/d(b/7 (117)

avec

Ris = 2nGiny {(hy)* +3(hy)* + [(hy)* — (hy)?]
X [cos(©) cos(O") + sin(O) sin(O’) cos(® — )]} | (11.8)

ou les quantités primées correspondent au neutrino incident et les quantités non pri-
mées au neutrino émergeant. Par hypothese, le transfert d’énergie entre le nucléon et
le neutrino est négligé (hypothése de diffusion élastique ou isoénergétique), et donc
¢ = €. Gr est la constante de Fermi, hi} et Y} représentent les facteurs de forme du
courant neutre nucléonique, et on les approximent par des constantes (différentes pour
le proton et le neutron). ny est la densité (de neutrons ou de protons). En 1’absence de
couplage a un fluide pour lequel on aurait une équation d’état, il n’y a pas de limite
dégénérée d'implémentée, et d’autre part la valeur numérique de ny est mise a la main
suivant le régime (opaque, transparent, semi-transparent) voulu. Pour cette implémen-
tation (et les valeurs numériques des constantes), on suit donc ( ). Enfin,
puisque la diffusion élastique est le seul terme implémenté, on a C[f] = Bys.

Notons que 1'opérateur de collision est souvent calculé, dans la littérature, par une
décomposition sur des polyndmes de Legendre, en gardant seulement les deux pre-
miers termes (par exemple, ( ); ( )). Il serait intéressant
de comparer la précision de cette implémentation en polyndmes de Legendre avec la
notre.
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FIGURE 11.2 — Fonction de distribution des v, simulée avec le code BOLTZTRAN en fonc-
tion du rayon, & 100 ms aprés rebond. A gauche, la région représentée est proche de
la surface de la PNS, et a droite, proche du choc. La fonction de distribution est prise
arbitrairement a e = 10 MeV et moyennée sur O.

11.4 Classe de régularité attendue de la fonction de distri-
bution

Les méthodes spectrales perdent leur intérét principal, la convergence rapide, si la
fonction a représenter n’est pas C*, ou, en pratique, C* avec p assez grand, comme dis-
cuté dans l'introduction de ce chapitre. Si la fonction a représenter est discontinue, il
vient un phénomene de Gibbs (expliqué en introduction de ce chapitre) et la conver-
gence n’est pas garantie, un cas a éviter absolument dans les simulations.

Dans le traitement du probleme des neutrinos dans les supernovas par des méthodes
spectrales, il est donc légitime de se demander quelle est la classe de régularité de la
fonction de distribution. Plusieurs points peuvent étre problématiques :

1. Auniveau du choc, toutes les quantités hydrodynamiques sont discontinues, par
définition d"un choc.

2. Latransition entre la PNS et le reste du fluide devient de plus en plus abrupte avec
le temps apres rebond. La densité, en particulier, présente un gradient de plus en
plus fort.

3. La dépendance en énergie de la fonction de distribution est en général une fonc-
tion tres fortement décroissante. Par exemple, une fonction de distribution de
Fermi-Dirac a température petite mais non nulle décroit tres fortement (exponen-
tiellement) avec I'énergie.

165

170
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FIGURE 11.3 — Fonction de distribution des v, simulée avec le code BOLTZTRAN en fonc-
tion de I’énergie, a 100 ms apres rebond. La fonction de distribution est prise arbitraire-
ment a » = 10 km du centre et moyennée sur O.

4. En régime libre, le flux de neutrinos est trés proche d’un flux purement radial.
Dans notre choix de coordonnées doublement sphériques (voir la figure 11.1), un
flux de neutrinos purement radial se traduirait par un vecteur impulsion aligné
avec le vecteur de base ¢,, et donc la fonction de distribution serait non nulle uni-
quement pour © = 0.

Pour illustrer le comportement de la fonction de distribution dans ces différents cas
et étudier la présence ou non de discontinuités, les figures 11.2 et 11.3 ont été réalisées
avec des données provenant du code BOLTZTRAN de ( ) (les si-
mulations sont présentées dans ( ))- Les figures viennent d"une
simulation faite en symétrie sphérique avec résolution de 1'équation de Boltzmann (la
fonction de distribution a donc une dépendance f = f(¢,7, €, ©)). Le progéniteur est une
étoile de 15 M, de ( ). BOLTZTRAN est couplé au code AGILE
( ( )) pour la résolution des équations hydrodynamiques et le cal-
cul du potentiel gravitationnel en RG.

On représente sur les figures 11.2 et 11.3 la fonction de distribution des neutrinos
électroniques 100 ms apres rebond. La PNS est donc formée et le choc s’est arrété. Les
données sont moyennées en O.

La figure 11.2 illustre les points 1. et 2. et montre la fonction de distribution en fonc-
tion du rayon. A droite, on voit f au niveau du choc (le choc se trouve a environ 150 km
du centre). A gauche est montrée f proche de la surface de la PNS (a environ 50 km du
centre ; définie par la densité p = 10 g.cm™ comme en chapitre 8). Dans ces deux cas,
ou la densité et la température décroissent tres abruptement avec le rayon, on voit que
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la réponse au niveau de la fonction de distribution est plutdt une décroissance exponen-
tielle, et pas une discontinuité.

La figure 11.3 illustre le point 3. et montre que la décroissance en énergie est bien ex-
ponentielle. Il semblerait donc que la fonction de distribution montre des décroissances
exponentielles et non des discontinuités. Une exponentielle est possible a représenter
par des méthodes spectrales (voir la section 12.1), a condition d’avoir une résolution
suffisante, car c’est une fonction C*.

Il est plus difficile de discuter du point 4. car la fonction de distribution du code
BOLTZTRAN a été discrétisée (en cos ©) avec seulement six points, ce qui ne permet
pas d’affirmer si f est continue ou pas, C* ou pas. De plus, ( )
affirment que les méthodes de différences finies qu’ils emploient lissent artificiellement
f(©) dans le régime transparent, quand f devient tres piquée autour de © = 0.

Deux pistes sont proposées si la représentation de la fonction de distribution en ré-
gime transparent est problématique : d’une part, il est possible d’appliquer un filtre,
comme fait dans ( ). On lisserait alors f, ce qui permettrait une re-
présentation sur des bases spectrales et introduirait dans le méme temps une légere
erreur numérique. La quantification de cette erreur et sa comparaison avec une repré-
sentation en différences finies sera a faire. Il est possible que 'erreur reste plus petite que
celle faite avec une représentation en différences finies, les simulations en différences fi-
nies utilisant souvent un nombre tres restreint de points en © ou en cos © (par exemple
6 pour ( ).

La deuxiéme piste, si augmenter le nombre de points en © ne suffit pas, est de faire
un changement de coordonnée © — log © avant la représentation sur la base de Tcheby-
chev. On pourrait alors accumuler plus de points de collocation autour de © = 0, mais
on n’aurait plus de point exactement a © = 0. Dans un deuxieme temps, on pourra
aussi envisager les changements de coordonnées r — logr et ¢ — loge, qui pourraient
également donner une meilleure représentation de ces coordonnées.
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Dans ce chapitre, des tests numériques sont montrés. Ils permettent de valider le
code LORENE’S GHOST et de montrer qu’il fonctionne comme attendu. En particulier,
la convergence exponentielle est bien présente dans toutes les dimensions. Un test de
validation du code en relativité générale est également montré.

12.1 Tests de convergence

Tester la convergence peut se faire en représentant une fonction donnée et en vé-
rifiant que la représentation numérique s’approche de plus en plus de la fonction que
I'on veut représenter a mesure que 1'on augmente le nombre de points (dans le cas des
méthodes spectrales, le nombre de points de collocation).

Pour tester la convergence dans chacune des dimensions, j'ai représenté des expo-
nentielles. En effet, une exponentielle est C*, et assez difficile a représenter sur les bases
de Fourier et Tchebychev pour que la convergence ne soit pas immédiate. Dans une
dimension donnée, correspondant a une coordonnée z, le test effectué est le suivant

— On représente une fonction g = exp(0.1x) pour = r, €, © ou g = exp(cos(z)) pour
xr=40,0¢,9.

. 0
— On applique 'opérateur e
X
— On compare la valeur de la dérivée évaluée numériquement a un point quel-

0 0
conque 8_9 (10,60, d0, €0, Op, o) a la valeur de la dérivée analytique, notée (’9_9
T

Cc xa

> : . 9g : .
L’évaluation au point z, de o est faite numériquement.
x
a

La résolution utilisée est n, =9, np =9, ny =4, n. =9, ne = 9, ne = 4 et on ne fait
varier que le nombre de points dans la dimension testée.

Une coquille radiale est simulée, de R, = 1 km a Ry, = 4 km, et également une
coquille en énergie, de ¢ = 10 MeV a ¢ = 30 MeV. O est divisé en deux domaines,
0<O <7/2etn/2 < O < 71, comme décrit en section 11.1.2. Le nombre de points
ne est le nombre de points dans un des domaines, et les deux domaines ont toujours le
méme nombre de points.

On évalue les deux fonctions au point (rg, 6o, ¢o, €0, 0, Po) = (1.2,0.3,0.3,10.3,1.45,0.3).
C’est un point quelconque et arbitraire et non pas un point de collocation. % est éva-
luée avec le nombre de points correspondant a la plus haute résolution. ’

L’erreur relative R.E. est définie comme

99

RE — 197

Jg
. Oz
dg
or

a ‘

, (12.1)

a
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Sur la figure 12.1, l'erreur relative est représentée pour les six dimensions testées.
Comme attendu, on obtient une convergence exponentielle dans chaque dimension. On
peut voir sur la figure 12.1 que les dimensions décomposées sur une base de Tcheby-
chev (7, ¢, ©, ot on teste exp(0.1x)) convergent plus rapidement que les dimensions
décomposées sur une base de Fourier (6, ¢, ®, o1 on teste exp(10 cos(x))). Notons égale-
ment qu’une fois la précision maximale atteinte (autour de R.E. = 107'* dans toutes les
dimensions), I'erreur peut croitre 1égérement. C’est un phénomene attendu di a 1’accu-
mulation d’erreurs numériques.

12.2 Conservation du nombre de particules en relativité
générale

Le nombre de particules au temps ¢ est calculé comme

N(t) = ﬁ / f(r,0,0,¢,0,®0)d*xd’p , (12.2)

et la conservation relative du nombre de particules est

N™ — NO
d= — (12.3)
out N" est le nombre de particules au pas de temps courant (noté n), et NV est le nombre
de particules initial. Pour une condition initiale donnée, on fait évoluer dans le temps
I’équation de Boltzmann L[f] = C[f] par un schéma d’Adams-Bashforth du troisieme
ordre.

Une coquille radiale est simulée, de R, = 1 km a Ry,.x = 2.5 km. Les conditions
aux bords sont les suivantes : f(Ruin, 0, ¢,€,0 < 7/2, ®) est maintenu constant dans le
temps (égal a la condition initiale), et f(Rmax, 0, ¢,€,© > m/2, @) est égal a 0 et maintenu
constant dans le temps.

Le pas de temps est At = 0.5( Ryax — Rmin)/n2. Pour la condition initiale, on choisit

_(PzY’ T
f(r,9,<b,e,@,<1>)—(€) xH(@ 2) : (12.4)
ou H(© — m/2) est la fonction de Heaviside. p; est la projection de I'impulsion sur 1’axe
A

PZ _ 050 cosd — sin O cos @ sin 6. (12.5)

€

(voir ( ))- Le test effectué consiste a suivre 1’évolution temporelle
de I’équation de Boltzmann en relativité générale, ot1 I'opérateur de collision considéré
inclue la diffusion élastique sur un nucléon (voir section 11.3), ot la densité des nucléons
est choisie pour correspondre a un régime opaque.
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FIGURE 12.1 — Erreur relative en fonction du nombre de points dans la dimension testée,
pour chaque dimension (7, 6, ¢, €, ©, ®). On voit une convergence spectrale (c’est-a-dire
exponentielle) dans chaque cas.
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Aucune hypothese n’est faite sur les symétries du systéeme. On utilise 33 x 5 x 4 x
b x33x4pointsenr X 0 x ¢ x e x © x P.

Pour ce test, on choisit une évolution sur une métrique de Schwarzschild constante.
L’équation de Boltzmann étant adaptée pour I'approximation CFC, on écrit la métrique
de Schwarzschild en jauge isotrope

2
1— & !
ds? = — (ﬁ) de? + <1 + %) (dr? + r2d6? 4 r* sin? 0d¢?), (12.6)
Ar

avec Ry = 2M le rayon de Schwarzschild. Cette expression correspond exactement a
'expression de ds? en CFC (équations (4.3) et (4.4)) en prenant

1— L& R
o= Ar =0 and ¥ =1+ ", (12.7)
14 & Ar

Dans ces simulations, on impose R; = 0.4 km pour que I'horizon ne soit pas dans le
domaine de simulation.

Au bout de 50 pas de temps, la conservation relative du nombre de particules ¢ est
§ = 2 x 1073, Ce résultat montre que le code d’évolution temporelle fonctionne donc
bien et conserve le nombre de particules. Notons que § pourrait étre plus petit, mais la
résolution utilisée pour ce test est plutot basse.

12.3 Test de I’effet Einstein

Pour ce test, on utilise la métrique de Schwarschild, comme précédemment. Ce test
permet de mettre en évidence le décalage vers le rouge gravitationnel, ou effet Einstein.

Un observateur statique en r = R,,;, voit un spectre en énergie de neutrinos. Aprés
le transport de ce flux de neutrinos en r = R,,,,, un autre observateur statique en R,,,,
voit un spectre en énergie. Le but est de comparer ces deux spectres.

L’observateur statique est, par définition, 1’'observateur eulérien. Mais pour compa-
rer les spectres, il faut faire la transformation des quantités dans le CF, qui est le seul
référentiel global (La normalisation de la tétrade est différent en chaque point, et le EF
en R, est donc différent de celui en R,,,;). Dans le EF, la quadrivitesse de 1'observa-
teur est toujours n* = (1,0,0,0) et donc un spectre, vu dans le EF, serait inchangé (pas
de décalage vers le rouge).

Dans le CF, la formulation usuelle est

- = — 12.8
CF oy (12.8)

ot 1 est le point d’émission et 2 le point de réception. Cette expression peut se retrouver
en appliquant M~ a n*.
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FIGURE 12.2 — Une gaussienne en ¢ est lancée en R,,;, (en rouge, trait plein) et recue en
R4z (en vert, en pointillés). La quadrivitesse de 'observateur a été transformée dans
le CF, par souci de clarté. On voit alors que la gaussienne en R,,,, est décalée vers le
rouge.

Le test numérique consiste a simuler une coquille radiale avec R,,;, = 1 km et R,,;,, =
2.5 km. La résolution est de n, =9, ng = 5, ny = 4, ne =9, ne = 5, ne = 4. La condition
initiale est f = 0 partout. Ensuite, on injecte un flux de neutrinos en » = R,,;,, dont
la dépendance en ¢ est gaussienne. On résout I'équation de Boltzmann (sans collision,
et sans hypothese sur les symétries), pour transporter la gaussienne en r = R,,q, (vVoir
la figure 12.2). Enfin, on transforme le spectre dans le CF pour pouvoir les comparer et
mettre en évidence 1’effet Einstein.

Comme on peut le voir sur la figure 12.2, dans le CF, le spectre est bien décalé vers
le rouge par le transport entre R, et R4z

Enfin, dans cette configuration (RG, sans collision), un pas de temps prend environ
2 secondes. En augmentant la résolution a n, = 17, ng = 9, ng = 4, n. = 17, ng = 17,
ne = 4, un pas de temps prend environ 31 secondes.

Par la suite, d’autres tests seront effectués. Un test avec un shift non nul est a faire.
Un test avec un opérateur de collision plus complet, par exemple avec une diffusion
inélastique, permettrait de valider le traitement de la dépendance en énergie plus en
avant. Enfin, 1’étape suivante sera le couplage a I'’hydrodynamique, en I'occurrence au
code COCONUT.
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Conclusions

Le sujet des neutrinos dans les supernovas est en plein développement. On a vu
que la simulation d"une supernova telle que I’exigeraient nos connaissances actuelles
dans la physique des différents phénomenes n’est pour 'instant pas possible : une telle
simulation devrait coupler une hydrodynamique relativiste (3D + temps) a un transport
complet relativiste des neutrinos (6D + temps). A ’heure actuelle, une telle simulation
demanderait bien trop de temps de calcul.

Si on ne veut pas étudier les détails du mécanisme d’explosion mais, par exemple, la
formation de trous noirs, un traitement simplifié des neutrinos est envisageable. C’est
dans cette optique que j'ai implémenté le schéma de fuite, un schéma avec une énergie
moyenne, pour le code COCONUT. De nouvelles équations d’état ont alors pu étre tes-
tées dans le cadre de la formation de trous noirs. D'une part, on a ajouté des pions a
I'équation d’état de ( ), et d’autre part des hypérons, qui appa-
raissent via une transition de phase.

Dans mes résultats, je montre que 1’addition de pions réduit le temps passé dans la
phase apres le rebond. Le trou noir est donc formé plus vite, méme si la différence n’est
pas trées grande. L'addition de pions change peu le comportement lors d'une simula-
tion. Par contre, I'addition d’hypérons A réduit beaucoup le temps entre le rebond et
la formation de trou noir. De plus, la PNS est beaucoup plus petite que dans le modele
de référence sans A, et la masse maximale qu’elle peut supporter avant de s’effondrer
est réduite considérablement. Notons également que ces deux équations d’état, d'une
part avec des pions et d’autre part avec des hypérons A, satisfont (marginalement) la
contrainte de masse, d’une étoile a neutrons observée de ~ 2 M.

Dans le cas du progéniteur avec le plus grand taux d’accrétion, la transition de phase
vers la matiére hypéronique est observée. On peut donc noter que cette transition de
phase n’a pas lieu dans tous les progéniteurs mais seulement dans ceux qui induisent
un tres fort taux d’accrétion. La matiére devenant brusquement moins dure, on assiste
a un bref effondrement durant la transition de phase, comparable a I'effondrement du
cceur de fer. La proto-étoile a neutrons atteint ensuite un nouvel équilibre et continue a
accréter de la matiere jusqu’a la formation du trou noir. On note qu’apres la transition
de phase, des oscillations apparaissent.

Ces comparaisons d’équations d’état ont été refaites avec non plus une symétrie
sphérique mais une symétrie axiale. Apparait alors la convection dans la proto-étoile
a neutrons apres le rebond, due a un gradient d’entropie (et d’abondance leptonique)
négatif. Puisqu'un profil de rotation a été ajouté au progéniteur, la force centrifuge aide
a I’équilibre de la proto-étoile a neutrons. La formation du trou noir est donc retardée
par rapport au cas 1D.

La force centrifuge est aussi, semble-t-il, responsable de 1’adoucissement de la tran-
sition de phase. En effet, en 2D, la pente de la courbe de densité en fonction du temps est
beaucoup plus petite qu’en 1D. Ce résultat a confirmer pourrait avoir des conséquences,
par exemple sur le mécanisme proposé d’explosion par une transition de phase vers la
matiére de quarks.
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Enfin, une extraction d’ondes gravitationnelles par la formule du quadrupdle est
proposée. Un résultat attendu est que la simulation avec hypérons A, dans laquelle la
proto-étoile a neutrons est plus petite, émet des ondes gravitationnelles a des fréquences
plus élevées. Un autre résultat est qu'une énergie considérable (~ 3 x 107* Myc?) est
émise en ondes gravitationnelles au moment de la transition de phase.

L’équation de Boltzmann présentée dans cette thése est adaptée au formalisme 3 + 1
souvent utilisé en relativité numérique. Une spécification supplémentaire est faite a la
fin de la dérivation : I'adaptation au choix de jauge de COCONUT, c’est a dire le CFC
en feuilletage maximal. Pour un autre choix de jauge (ou pour s’affranchir de I’approxi-
mation conformément plate), une autre adaptation serait a faire.

Dans la derniere partie de cette these, les résultats concernant le nouveau code de
résolution de 1’équation de Boltzmann en relativité générale LORENE’S GHOST sont pré-
sentés. En 1’absence d"un couplage a un code hydrodynamique, une simulation de su-
pernova n’est pas envisageable. Pour le moment, les résultats montrés sont des tests
du bon fonctionnement du code, et des tests de convergence exponentielle, spécifique
aux méthodes spectrales. Les méthodes spectrales sont un outil tres prometteur pour le
traitement du probléeme des neutrinos dans les supernovas.

Perspectives

Dans le contexte de la formation de trous noirs, 1’étude du signal en ondes gravita-
tionnelles est en cours. 1l sera particulierement intéressant de savoir si la transition de
phase pourrait étre détectable, peut étre par une observation conjointe de neutrinos et
d’ondes gravitationnelles.

D’autre part, d’autres équations d’état a température finie sont en préparation. On
pourra par exemple considérer un ensemble plus complet d’hypérons (A, =+, X0, 37,
Et, 2% E7) et pas seulement les A. Les muons pourront également faire I’objet d’un
traitement a part dans une future équation d’état. Il serait intéressant de les traiter de
la méme maniere que les électrons (voir les chapitres 5 et 7), c’est a dire avec une équa-
tion d’advection a part (et également une pour les neutrinos muoniques). Ce traitement
permettrait de prendre en compte de manieére rigoureuse les réactions de création de
muons et de neutrinos muoniques (précisément, les réactions de courant chargé avec
les muons). Il sera alors intéressant d’étudier I'impact de ce traitement. Par exemple,
contrairement a toutes les simulations actuelles, les neutrinos muoniques auront un po-
tentiel chimique non nul. Méme si on ne s’attend pas a une grande déviation par rapport
a une simulation qui ne prend pas en compte les muons, il se pourrait que les consé-
quences soient non-négligeables.

Pour la résolution de 1’équation de Boltzmann en relativité générale par des mé-
thodes spectrales, il reste plusieurs étapes a franchir avant de pouvoir simuler une
supernova. L'opérateur de collision est a étoffer pour prendre en compte la création,
I'annihilation des neutrinos par les différents processus, ainsi que toutes les autres dif-
tusions.
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Le traitement du centre, a la maniere de ( ) est a implémenter. Si
coder une équation de diffusion ne représente pas une difficulté majeure, le raccorde-
ment sera sans doute délicat : I'idéal serait de raccorder a une épaisseur optique donnée
(en régime opaque), mais celle-ci dépend de 1’énergie. Il serait possible de raccorder
énergie par énergie, mais un traitement moins cotiteux sera sans doute envisagé.

Une amélioration a envisager est de reformuler 1’équation a la maniere d"une équa-
tion de conservation, comme ( ); ( ). Les auteurs de
ces papiers ont montré 'efficacité d"une telle formulation, en particulier au niveau de la
précision (une conséquence serait par exemple une meilleure conservation du nombre
de particules).

Enfin, le projet a long terme est le couplage au code COCONUT. Pour ce faire, I'im-
plémentation des termes de vitesse (équation (10.45)) est obligatoire, au moins a O(v).
Une fois les difficultés techniques surmontées, il ne fait aucun doute qu'une version
parallélisée du code de résolution de I’équation de Boltzmann sera exigée. Ensuite, les
simulations de supernovas 2D ou 3D en relativité générale avec transport complet de
neutrinos seront envisageables, et il ne fait aucun doute qu’elles apporteront beaucoup
de nouvelles informations et beaucoup de surprises.



162 CONCLUSION



Annexes

163






Annexe A

Changement de référentiel pour les
sources hydrodynamiques

165



166 ANNEXE A. CHANGEMENT DE REFERENTIEL POUR LES TERMES SOURCES

Les termes de perte d’énergie et d'impulsion des neutrinos entrent dans les équa-
tions hydrodynamiques en tant que terme source, V3T = ¢ (voir équation (7.14)).
Les quantités ¢* (équation (7.15)) étant définies dans le référentiel lagrangien (LF), il
faut effectuer un changement de référentiel pour les obtenir du point de vue Eulérien
(EF), puisque c’est dans le EF que sont résolues les équations hydrodynamiques, équa-
tions (5.5) (voir également la section 4.2 pour les définitions des référentiels).

Aller du LF au EF implique une transformation spéciale de Lorentz, que I'on doit
écrire avec une vitesse eulérienne v; pr. Pour obtenir celle-ci on applique la matrice
de transformation de tétrade en CFC (donnée par la formule (10.37)) au quadrivecteur
v" = (0, v") défini sur le CF. Dans ce cas, cette transformation revient & multiplier v; par
diag(1/®2,1/(®?r), 1/(P*rsinb)).

On peut alors écrire la transformation spéciale de Lorentz pour une vitesse eulé-
rienne arbitraire v; pr = (v,., Vg, V)

aer = A 5(V")g) s (A1)

et les composantes covariantes Qo,EF SONt

qo.r = W(Qr +v""FQun), (A.2)
[ V0"
qLer =0 WQp + |1+ (W 1) vnﬂ} Qi
i v0?
W —1)——
+ _( )vivl} Q(M)Q
[ vv?
+ (W =1)— ] Q)3 (A.3)
L V;U
i VeU"
@.er =0wWQp + |(W—-1) :_Ui] Qi
i vpv?
+ 1+(W—1)9_2}Q(M)2
i U9U¢
+ (W =1) o Qn)3, (A4)

I V"
@er =vWQe + |[(W— 1)#] Qv
- 0
V40U
+ (W= 1) Quuye
. VU
+ 1+ W =12 } Quns- (A.5)
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On peut voir que les équations (A.2), (A.3), (A.4) et (A.5) se réduisent a la transforma-
tion de Lorentz en symétrie sphérique en imposant vy = v, = 0. Les termes supplémen-
taires hors symétrie sphérique, souvent assez petits, peuvent devenir non négligeables,
par exemple dans le cas d"un cceur en rotation rapide (voir ( ).

Enfin, dans I'Eq. (5.6), qo,zr entre tel quel dans le terme source pour la quantité
conservée £ qui correspond a la conservation de l'énergie, et g; g entre tel quel dans
le terme source pour la quantité conservée S; qui correspond a la conservation de 'im-
pulsion. On remarque ici qu’a cause de la définition de I'Eq. (5.5), on a en plus un terme
métrique multiplicatif, \/—g.
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Dans cette annexe, par souci de clarté on n’utilise ni ¢ = 1, ni 7 = 1. La température
T est en unité d’énergie.

B.1 Opacités

B.1.1 Diffusion élastique sur un proton

L’opacité 7,(vp) est définie en suivant ( ). La section efficace corres-
pond a la section efficace de transport de ( ),
(@) "y F)
s = C —= | Y=t B.1
7s(vp) p!tp00 <m602 pp Fa(n,) (B.1)

ou n, est la densité de protons (en nombre par unité de volume), T est la température,
n, est le parametre de dégénérescence, (¢,) est 1’énergie moyenne du neutrino, définie
par Eq. (7.18), et 0y est la section efficace de 'interaction faible, définie par

4(mec*Gp)?

et (B.2)

og =
avec G'r la constante de couplage de Fermi, m,. la masse de 1’électron, et F), I'intégrale de
Fermi d’ordre p, définie par Eq. (7.19). Le terme F5/F; vient de l'intégration de la fonc-
tion de distribution des neutrinos (qu’on suppose étre une Fermi-Dirac) )sur 1'espace
des impulsions et correspond a 1'opacité pour les énergies de ( )-
On définit le parametre de dégénérescence a deux particules 7,, comme l'intégration
sur l’espace des impulsions des fonctions de distributions pertinentes,

1 d3p
= Gaugs | 25 EY1 = 1B, (83)
avec f, et f, les fonctions de distribution des especes z et y, respectivement, supposées
étre des Fermi-Dirac. Dans cet annexe, z et y correspondent aux particules incidentes et
émergentes impliquées dans la réaction considérée avec un neutrino.

Pour la diffusion sur un proton, x = p et y = p, et on définit Y, = n,,/n. En
pratique, les calculs sont faits par interpolation entre la limite non dégénérée (o1 on se
réduit a Y}, = Y, avec Y, la fraction de protons) et la limite dégénérée (o1 on se réduit a

P

avec /i, le potentiel chimique des protons). On a donc

" 2u, /T
Y,
Y, = £ . B.4
1+ 2max(%2,0) B4

Enfin, la constante Cj, vaut

1
C,, = —
Pog

A(Cy —1)2+5 (9—’4)1 , (B.5)
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avec gy et g4 les constantes de couplage vectoriel et axial de I'interaction faible, respecti-
vement, et Cy, = % +2sin? Oy ot Cy est une constante de couplage de courant neutre de

l'interaction faible et 6y 1’angle de Weinberg (voir ( ) pour une revue
complete de la théorie de 'interaction faible).
Notons que dans le terme de 1’équation (B.1), par rapport a ( ),

on a remplacé la dépendance en température par une dépendance en (¢,), I'énergie
moyenne. Des comparaisons on été faites avec un code utilisant une équation de diffu-
sion dépendante de I'énergie, ( ). Les opacités du schéma de fuite présentées
ici sont en bon accord celles calculées avecl’équation de diffusion. Ces comparaisons ont
mené au choix des formules des opacités pour les énergies (avec le terme F;/F3) avec
une dépendance en (¢, ). L'énergie moyenne a également été substituée a la température
dans les équations (B.6), (B.8), (B.12), (B.13) et (B.15).

B.1.2 Diffusion élastique sur un neutron

En suivant ( ), et par analogie avec B.1 l'opacité 7,(vn) pour la dif-
fusion élastique sur un neutron s’écrit
() \*y, Fsm)
s = Csn n Ynn y B.6
7s(vn) N0 (mGCQ Fa(n) (B.6)

ou n, est la densité de neutrons. Le parametre de dégénérescence réduit Y,,,, est défini
par l'équation B.3 avec x = n et y = n, et on applique la méme approximation que
pour Y, ce qui revient en pratique a appliquer 1’équation (B.4) en changeant p en n. La
constante C,, prend pour valeur

1 ga ?
Con = 51 145 (g\/) (B.7)
B.1.3 Diffusion élastique sur un noyau lourd
Pour la diffusion élastique sur un noyau lourd, j'ai suivi ( ), et
défini I'opacité 7,(vA) comme
00A%(€e,)*  F5(ny)
s A) =
() 16 (mECZ)QnA F3(n,)
27 — A\?
X <(CA—C\/)+(2—CA—C\/) 1 )
-1 1 —2yp
o Wl Urwe P gy, (B5)

vi
avec n4 la densité de noyaux lourds. Cy = % et Cy (définie précédemment) sont les deux

constantes de couplage de courant neutre de l'interaction faible. y;, est défini comme
dans ( ) et ( ), explicitement
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2
P = 5 (he)?
oul A est le nombre de masse du noyau lourd moyen. Le terme d’écrantage (.S(€))ion

est pris en compte en suivant ( ); ( ), explicite-
ment

(1.07A)*3(e,)? (B.9)

(S(€))ion = [L+exp (—B(O)] ", (B.10)

ou [ est une expansion de £ (en puissances entieres ou semi-entieres) avec des préfac-
teurs numériques ajustés par ( ). € estle rapport de la séparation moyenne

entre les ions a = (47n4/3)"* etla longueur d’onde de Compton moyenne des neutri-
nos A. = he/{e,),

¢ = (B.11)

a

A
La quantité y est un facteur de forme et (S(¢));., prend en compte la corrélation ion-ion.
Ces deux corrections sont indispensables, en particulier pour A grand (au début d’une
simulation), sans correction la diffusion deviendrait arbitrairement grande, ce qui n’est

pas physique.

B.1.4 Absorption d’un v, par un neutron

L’opacité 7,(v.n) pour cette réaction, de ( ), est
vy = " s (9 | oo (L2
Ta\Vell = - u
4 gy O udl \ e
F5(n..) { ( F5(?71,))]1
X <~ 11+exp|(n — < (B.12)
F3 (nl/e) F4 (nl/e)
avec 1. le parametre de dégénérescence des électrons et |V,,4| I'élément de matrice CKM
(qui décrit le mélange entre les états propres des quarks, voir ( ). Prendre
ce terme en compte ici est une correction mineure).
B.1.5 Absorption d'un 7, par un proton
L’opacité 7,(7.p) pour cette réaction, de ( ), est
(— ) np 1+3 ga ? |V |2 <€V> ?
a\Ve = - in
Telvel 4 o) |7 e

% F5(1.) oxp [ — _F5(779e.)
(1n,) [” p( " Faln,)

)] : (B.13)

5
S
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B.1.6 Diffusion élastique sur un hypéron A

En prenant les mémes approximations que pour la section efficace de diffusion élas-

tique sur les neutrons dans ( ); ( ); ( ), on
obtient pour la diffusion élastique sur un hypéron A
0o 1+ 5034
=—(—2). B.14
AT ( 6 (B.19)

La constante c4, est la constante de couplage axial du A au courant neutre. On sup-
pose qu’elle prend la valeur donnée par la symétrie SU(3) de saveur, c4, = —0.73 (voir
(1997); (1998)) .

On dérive alors explicitement ’opacité 7,(vA) pour cette réaction

)\ )
Ts(VA) = npop <m602) Fa(ny) (B.15)

ou n est la densité d’hypérons A. Je n’ai pas pris en compte de facteur de dégénéres-
cence dans ce cas; cette opacité peut donc étre vue comme une borne supérieure a la
contribution de la diffusion sur les A.

B.2 Taux de création de neutrinos

B.2.1 Capture électronique et positronique

Pour prendre en compte les captures électronique et positronique, j'ai intégré les
expressions suivantes, de ( ),

¢ 4rm

S = n_b(hc)3/0 E%j(1 - f)dE, (B.16)

avec X = X, X, ; f estla fonction de distribution des neutrinos, que 1’on suppose étre
une Fermi-Dirac, car la déviation a celle-ci en terme de fonction de distribution n’est
pas calculée dans le schéma de fuite. On voit dans 1’équation (B.16) qu’on ne prend pas
en compte le terme d’absorption, 1’équilibre /5 étant établi a une densité donnée.

Ces taux intégrés étant coliteux en temps de calcul et ne nécessitant que des données
provenant de I'EoS, il peuvent étre calculés avant une simulation et tabulés comme
fonctions de p,T,Y. (a chaque point de I'EoS) et du potentiel chimique effectif ;i ..
L’acces aux tables est fait par une interpolation quadrilinéaire.

Le terme de création j est également pris de ( )-

1. On remarque que l’étrangeté As du nucléon est négligée dans le calcul de cette valeur. Prendre en
compte l’étrangeté, As ~ —0.1, ne modifierait que tres légerement les résultats, et d’autre part l'incerti-
tude quant a sa valeur exacte est grande.
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B.2.1.1 Capture électronique sur les protons libres

Le taux de capture électronique total est la somme du taux de capture électronique
sur les protons libres et sur les noyaux lourds. Le terme de création pour les protons
libres, jecp, s'écrit

GQ
Jeep = Wi}lmdl%n(g% +3g%)f(E + Q)
5\ 2] 1/2
x (E+Q)? 1—(54?%)] : (B.17)

ou () est la différence de masse entre neutron et proton, 7,,, est défini par 1'équation (B.3)
avec ¢ = p et y = n, calculé cette fois sans approximation, et f. est la fonction de
distribution des électrons, supposée étre une Fermi-Dirac.

B.2.1.2 Capture électronique sur les noyaux

Le terme de création pour la capture électronique sur les noyaux, jen, est

GQ
e = malVialPg N (DN (B + Q)
5\ 2712
x (E+Q')? 1—(Eme,)] , (B.18)

ot on fait I'approximation Q' = j,, — p, + A, 11, étant le potentiel chimique des neutrons,
i, celui des protons, et A une constante donc la valeur est A = 3 MeV.

N,(Z) et Ni(N) sont aussi pris de ( ),
0, 7 <20
N,(Z)={ Z—-20, 20 < Z <28 (B.19)
8, Z > 28
6, N < 34
Ny(N)=1{ 40— N, 34 <N <40 (B.20)
0, N > 40

On commence l'intégration Eq. (B.16) a la borne inférieure E,,;, = mcc* — Q' si Enp
est positif.
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B.2.1.3 Capture positronique sur les neutrons libres

Le terme de création pour la capture positronique sur les neutrons libres, j,., est

. G% 2 2 2
Jpc = 7T(hc)4|vucl| Nap(9v + 394) fer (B — Q)

5\ 271/2
9 mec
x (E—-Q) [1— (E—Q) ] : (B.21)

ou f.+ est également une distribution de Fermi-Dirac. 7,, est défini par Eq. (B.3) avec
x = n ety = p. On commence ici I'intégration, Eq. (B.16), a la borne inférieure E,,;, =
Q + mec?.

B.2.2 Annihilation électron-positron

Pour ce terme, on suit ( ),

opC

72)2€e_€e+<]‘ - fVi>€€<1 - fﬁi>ee s (B22)

(mec

avec la définition suivante,

8m
= —T'Fy(+ :
CeF (h,C>3 3( ne) ? (B 23)
et les distributions de Fermi-Dirac moyennées
Fy(ne) Fy(=ne) )])1
1—fo)ee=|1+exp|— + — Ny, . B.24
) ( g { (2F3<ne> () (B2

La constante C,. prend pour valeur C.. = ((Cy — Ca)? + (Cy + Ca)?)/36 pour v, et
Ve, et Cee = ((Cy — Ca)? + (Cy + Ca — 2)?)/9 pour v,.

B.2.3 Désintégration de plasmon

Pour ce terme, on suit également ( ),
72 ooc T8
Y, = C?
Pl 3em P (mec?)? (he)b
X ’76677(1 + 7)(1 - fl/i)“/(l - fDi>'Y ) (B.25)

oll (v, est la constante de structure fine; v est défini par

—1
em 1
y=2 < O;W ) 5 (7% +302) . (B.26)
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et les distributions de Fermi-Dirac moyennées donnent ici

1—f,), = (1 +exp [— (1 v 2(17j 5 W)D_l. (B.27)

On prend en compte les v, avec un facteur 4 de dégénérescence et un potentiel chimique
nul. La constante C},; prend pour valeur C},;, = Cy pour les v, etles 7., et C)y = Cy — 1
pour les v,.

B.3 Energies moyennes

Les énergies moyennes par réaction sont nécessaires dans le régime libre, ot1 I’éner-
gie emportée par les neutrinos est celle de la réaction, puisqu’ils n’ont pas le temps de
se thermaliser (équation 7.16).

B.3.1 Capture électronique

L’énergie moyenne de la réaction est calculée a partir de I"énergie moyenne de 1'élec-

tron incident (a partir de ( )
F5(ne)
€ee) =T . B.28
eee) = TR 000 (B.28)
B.3.2 Capture positronique
Par analogie avec 1’équation (B.28), et suivant également ( ), 'éner-
gie moyenne perdue lors de la capture positronique est
F5(—ne)
6,) =T . (B.29)
) = TR )
B.3.3 Annihilation électron-positron
Suivant ( ), 1’énergie moyenne perdue lors de I’annihilation électron-

positron est

+ . (B.30)
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B.3.4 Désintégration de plasmon

Enfin, I'énergie moyenne perdue lors de la désintégration de plasmon, toujours sui-
vant ( ), est

() = g {2 + 117] , (B.31)

ol vy est défini par 1’équation (B.26).
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Dans cette annexe, les termes supplémentaires dans 1'opérateur de Liouville non re-
lativiste en coordonnées doublement sphériques sont présentés. On note que cette déri-
vation, bien que non relativiste, reste entierement valide en relativité générale (cette dé-
rivation venant uniquement du choix des coordonnées doublement sphériques). L'équa-
tion de Boltzmann non relativiste s’écrit

gledxi of +ldpi of
ot e dt 0zt € dt Op

Le terme de gauche est 'opérateur de Liouville, noté L[f]. En physique classique,
on reconnait dans le terme dp’/dt les forces extérieures’, par 'application de la troi-
siéme loi de Newton. Une difficulté supplémentaire vient en coordonnées doublement
sphériques (7,0, ¢, €, ©, ®) du fait que les deux angles de 'espace des impulsions ©, ¢
dépendent des deux angles de I'espace réel 0, ¢ (voir ( );

(2011)).

= c[f]. (1)

C.1 Coordonnées doublement sphériques

Le vecteur p’ peut s’exprimer dans une base sphérique dans I’espace des impulsions
comme

€

P €
pe = 0], (C2)
p* 0

ou, dans une base cartésienne de l'espace des impulsions,

pX €sin © cos
p¥ | = | esinOsind |, (C.3)
p? €cos O

ol I'on reconnait la transformation usuelle d’une base sphérique vers une base carté-
sienne. Sur la figure 11.1 on voit qu’on définit également les angles dans l'espace des
impulsions par rapport a la base sphérique de 'espace réel. Ainsi O est défini par rap-
port au vecteur de base €, et ® est défini par rapport au vecteur de base €. En prenant
pour convention que I'axe ¢, coincide avec 1’axe portant p?, on obtient

" p? €cos©
P | = p¥ | = €sin@cos® |. (C.4)
p? p¥ €sin © sin ¢

Exprimer p’ dans la base ¢, ¢,, €, demanderait une deuxiéme transformation d’une
base sphérique vers une base cartésienne, d’ou le nom de coordonnées doublement

1. Précisément, dans le cadre de I'équation de Boltzmann, les forces a portée infinie, comme la gravi-
tation ou les forces électromagnétiques.
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sphériques. Notons également que méme si la base de 1'espace des impulsions est défi-
nie par rapport a celle de I'espace réel, I'impulsion constitue toujours trois dimensions
additionnelles.

C.2 Opérateur de Liouville sans forces extérieures

C.2.1 Partie spatiale de ’opérateur de Liouville
A partir des définitions de p’ et 27, on trouve

pt Of Of sin®@cos®df sinOsin®of

?8xi:COS@E+ r @Jr rsinf 06

Il manque a cette équation des termes provenant de la partie impulsion de 'opéra-
teur, qui viennent du fait que p' dépend de 6 et ¢.

(C.5)

C.2.2 Opérateur de Liouville complet

Ecrivons d’abord la dérivée totale de I'impulsion par rapport au temps, en explici-
tant le fait que p dépend des angles de I'espace réel 6, ¢

dp'  dp'

dt — dt

do op’ N d¢ op’
dt 90 ~ dt 9¢°

(C.6)

97¢

i

Le terme — dans 1’équation (C.1), qui s'interpréte comme les forces extérieures, cor-

o dans1’équation (C.6), les autres termes émanant
97¢

uniquement du choix de géométrie. On peut alors réécrire I'équation (C.1) en tenant
compte de ce fait,

respond physiquement au terme

oo ooy
dt 00  dt 0¢

of 1dz*of 1 ( dp
8t+edt(’3xi+e<dt

) of = C[f]. (C.7)

0,6 op’

= 0 mais
07¢
les termes supplémentaires impliquant I'impulsion restent. On remarque tout d’abord

que

Supposons alors que les forces extérieures soient nulles. On a alors

o do 4

TR TR (8
si bien qu'’il reste a calculer les termes
op' of op' Of
0 ¢
P54 o et p 26 (C9)
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C.2.3 Termes additionnels

Pour calculer les termes additionnels, on se sert du Jacobien

0¢,0, P
J = 0.0 (C.10)
o 56 56
J = = 200 35| (C.11)
oe 00 0P
ar’ 007 0¢’
0, 0, 0,
_ 10, cos O, sin ® sin 6,
7= 0 _sin®cos© 04 ecosq)cos@ ' (€12)
’ e sin ©
En déroulant "équation (C.9), on trouve pour le terme dépendant de
op' of 00 of 00 of
0 0| = 4L 277
P ooy P {39 26 " 96 00" (€13)
soit en appliquant le Jacobien
op* Of df sin®cosO Of
0 _f 95 =)
P o0 op 7 [Cos *56 " smo 00| (C14)
Pour le terme en ¢, on trouve
op' of 00 0f 00 0f
¢ —pt | = 4 7= 7]
P56 op [&zﬁ 960 " o090 (C15)
et en appliquant le Jacobien
p¢%g—; =p? {sin ¢ sin Hg—g + (COS 0 + sin 0%) g—é] . (C.16)

C.2.4 Forme finale de l'opérateur de Liouville

En combinant les équations (C.5), (C.7), (C.14) et (C.16), on obtient I'opérateur de
Liouville non relativiste en coordonnées doublement sphériques sans forces extérieures.
L’opérateur de Liouville s’écrit alors

B df sin©®cos® [Of df sin®cosO Jf
Ll = eosO5 4+ ——— [@—Cm% o 00
sinOsin® [0f . . 0f . cosPcosO\ Of
m [% — sin ® sin 9% — (COSG -+ sin ew> a—q):| ,(C17)
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et aprés quelques simplifications et réarrangements de termes, on arrive a la formule

cherchée,
B Of sinB®cos®df sinOsin® Jf
L = COS@@T * r 00 * rsinf  0¢
sin® df sin©® | _cosfOf
o 00 1 sinf 0’ (C18)
qui est la formule donnée dans ( ) et ( ), et utilisée

dans le chapitre 12.
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D.1 Géométrie sphérique et convention LORENE
On a )
Lijo = — K, (D.1)

(voir équation (10.35)) et donc B 4
szo — —KZ] . (DZ)

Ici, l'indice 7 de K;; doit étre monté avec la 3-métrique +,;. LORENE définit les objets

5¢. J'appelle plus loin

L1
ni sur le CF, ni sur le EF mais sur la base spatiale 0,, —0j,
T

la définition d'un objet sur cette base la convention LORENE. Changer de base se fait
de la méme maniere qu’en section 10.1 : on applique une matrice de transformation de
tétrade. Cette matrice est

1, 0, 0
0 1 0
Q: 9 ;7 17 y (D'3)
0, 0
77 rsind’

avec laquelle K* ; passe de la convention LORENE au CF () pour l'indice contravariant
et Q! pour l'indice covariant). Il faut ensuite appliquer la matrice M (équation (10.38))
pour faire passer K’; du CF au EF (voir chapitre 10). Pour K*;,

Kij,(EF) - Kij,(Lorene) QQ_lMM_la (D4)

i _ K ; :
on a donc K'; (gr)y = K" j (Lorene)- Remarquons également que la matrice () correspond
a un changement de coordonnées, des coordonnées cartésiennes vers les coordonnées
sphériques.

D.2 Terme I';

Que I'on calcule grace a la relation (10.21)
Tig— dijo = Doy — d'o,.
On trouve
[y = T =dso+da,
My = —K'j—djo+do;. (D.5)
D.2.1 Terme d'j,

Par la formule (10.14),

: ; , OM;
d'jo=—M"YL M~ axﬁ“. (D.6)
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On voit que d'jy s’annule pour i = 0 car M 4% = 0. On peut donc remplacer ji par un
indice spatial.

OM';,
a7

On sépare ensuite en deux termes : le premier terme correspond a 7 = 0 avec M ° =

dijo=—M"F M (D.7)

1/ et le second terme correspond a v = [=1,2,3avec M~} = —Bi/oz,
‘ 17 OMY; . BLOMY;
- ——M_l‘k k M—l_k M ~k: ) D.8
JO a J ot + 7 ozl ( )
D.2.1.1 Premier terme de 1’équation (D.8)
En CFC,
1 - OM; 11002 .
— M R, (D.9)

« ot al? ot 7’

ou ;' est le delta de Kronecker. Avec la formule de dérivation des compositions de
fonctions

ow? ov
— =2U—. .
ot ot (D10)
Dans le choix de jauge de notre code, c’est a dire en CFC et avec le feuilletage maximal
(ou maximal slicing, K = K'; = 0), on peut montrer ( ( )) que
o W_
a5 Evkﬁ , (D.11)

ou V, est la dérivée covariante par rapport a la 3-métrique v;;. On trouve finalement

1M_1‘]~€ 8]\4i]~€

o Tt

1 )
= _3_vk5k5jl_ (D.12)
(67

Notons qu’avec un autre choix de jauge, ou généralement un autre choix de 3-métrique,
cette derniére étape est a adapter, mais il reste possible de formuler ce terme sans déri-
vée temporelle. Remarquons également que cette formule est la seule qui serait a adap-
ter, toutes les autres formules seraient directement utilisables en 3 + 1 avec un autre
choix de jauge.

D.2.1.2 Deuxiéme terme de 1’équation (D.8)

On remarque que, puisque les parties purement spatiales de M et M~ sont diago-
nales, on doit avoir j = k et i = k pour que les termes soient non nuls. On a donc
finalement des termes non nuls uniquement si ¢ = j.

Appliquons la matrice () a 3 pour le définir sur le CE. Apres simplification, en CFC,
on trouve pour le terme i = j =1



188ANNEXE D. COEFFICIENTS DE ROTATION DE RICCI: TERMES ADDITIONNELS

1 Lo0v? 39 ou? B OW?
a0 [ﬁ PR Y, aqs} (D13)
termei =7 =2
1 ow?r 0 B¢ ow?
aW2r [ﬁ 6 T o 8(25] ’ (D-14)
terme: =7 =3
1 ov2r 69 0?2 sin 0 B? OW?
" D.1
a2y {6 sm@ 00 * sin 0 8¢} D.15)

. . . . . 0
Numériquement, on évite les singularités sur ’axe § = 0 en calculant d’;, 8—{ Chaque
p
terme contenant des singularités (c’est a dire une division par sin ) est calculé indépen-
damment et la division par sin ¢ est faite en dernier, par un opérateur spectral analogue
a celui de LORENE. La régularité de 1’opérateur est assurée par le terme g La singula-
p

rité venant de la division par r n’est pas prise en compte puisque les domaines simulés
ne vont pas jusqu’a r = 0.

D.2.2 Terme d'y;

Par la formule (10.14),

i tgg1s OM
dioj = =MW" M7 =,

(D.16)
ol on voit que d'y; s’annule pour 7 = 0 car M %% = 0. On peut donc remplacer 7 par un
indice spatial, ce qui fait que d’y; ne contient aucune dérivée temporelle. Décomposons
également [i en un indice 0 et un indice spatial.

oM, OM';

i ag—10 71k o 11 1k
dop = =M MYt - M (D.17)
Avec M0 = 1/a et M~/ = — /o, on trouve finalement
) 1 Bl OM?
digy = — 2 a0 0y L. D.18
Y oa &zck o i Dk (D-18)
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D.2.2.1 Premier terme de 1’équation (D.18)

En CFC, en appliquant la matrice ) a 3, il vient le terme final apres simplifications

o2 " oW2 3 OV2 3%

_ or ' or or '

1 g oMy, 1 1 0023 1 0023° 1 0023
e T B E E . 19

00 r 00 .’ r 0
1 9wsr 1 9uRt 1 9u2ps
rsind 9¢ = rsinf ¢ = rsinf ¢ ’

Ici comme dans le reste de cette annexe, j est 'indice de ligne et i 'indice de colonne.

D.2.2.2 Deuxiéme terme de 1'équation (D.18)

En CFC, en appliquant la matrice ) a 5, aprés simplifications ce terme s’écrit

Bra_\IIZ 6_9 AVElS ﬁ_¢ ov2r
; . 87“2’ r, 87’2’ r 872’ ’
ﬁ—M_l-i“ 8M~l~ _ 1 pow B’ ov B® OW?sind (D.20)
Q T ok a2 r 00’ r 00  rsinf 00
g 0w g0 9w 50 o0

rsinf O0p ' rsinf O¢p ' rsing 9¢ '

Les singularités pouvant provenir de ces termes sont prises en compte comme décrit en
section D.2.1.2.
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PERES, B., OERTEL, M. & NOVAK, ]J. Influence of pions and hyperons on stellar black
hole formation. Phys. Rev. D, 87, 043006.
Cet article inclue les résultats 1D sur la formation de trous noirs et la transition de phase.
L'implémentation du schéma de fuite y est présentée.

PERES, B., OERTEL, M. & NOVAK, ]. Phase transition and gravitational waves in an
axisymetric core collapse with hyperons. Arxiv, in preparation.
Cet article présente les résultats 2D, en particulier 1'extraction d’ondes gravitationnelles
et I'adoucissement de la transition de phase. La soumission est prévue dans le courant
de I’été 2013.

PERES, B., PENNER, A.]., NOVAK, J. & BONAZZOLA, S. General relativistic neutrino
transport using spectral methods. Arxiv, in preparation.
Dans cet article, I'opérateur de Liouville en relativité générale est dérivé. Le code GHOST
de résolution numérique est présenté et on finit par les tests numériques. La soumission
est prévue en mai 2013.

BONAZZOLA, S., VASSET, N. & PERES, B. (2011). Solving the transport equation by
the use of 6D spectral methods in spherical geometry. ArXiv e-prints, arXiv :1104.5330.
Cet article soumis est le premier a résoudre I'équation de Boltzmann en la traitant en-
tierement sur des bases spectrales. L'équation est non-relativiste. La méthode de rac-
cordement entre 1'équation de diffusion, au centre, et I'équation sans approximation est
présentée, ainsi que 1'équation des télégraphistes, une alternative a 1'équation de diffu-
sion.
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