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❘❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts

❏❡ s♦✉❤❛✐t❡ ❛❞r❡ss❡r ✐❝✐ t♦✉s ♠❡s r❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts ❛✉① ♣❡rs♦♥♥❡s q✉✐ ♠✬♦♥t ❛♣♣♦rté
❧❡✉r ❛✐❞❡ ❡t q✉✐ ♦♥t ❛✐♥s✐ ❝♦♥tr✐❜✉é à ❧❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✳

❏❡ t✐❡♥s ❡♥ ♣r❡♠✐❡r ❧✐❡✉ à r❡♠❡r❝✐❡r ❏❡❛♥✲▼❛r❝ ❖●■❊❘✱ ▼✉r✐❡❧ ❱■❙❆◆■ ❡t ❆❧❛✐♥
❇❖❯❈❍❊❘✱ ❞✬❛✈♦✐r ❛❝❝❡♣té ❞❡ ❞✐r✐❣❡r ❡t ❡♥❝❛❞r❡r ❝❡tt❡ t❤ès❡✳ ❙❛♥s ❡✉①✱ ❥❡ ♥✬❛✉r❛✐s
♣❛s ♣✉ ✜♥✐r ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✳ ▲❡✉r ❝♦♥✜❛♥❝❡✱ ❧❡✉rs ♠✉❧t✐♣❧❡s ❝♦♥s❡✐❧s ❡t ❧❡✉r
❛✐❞❡ ♣ré❝✐❡✉s❡ ❞❡ t♦✉s ❧❡s ❥♦✉rs ♠✬♦♥t été ✐♥❞✐s♣❡♥s❛❜❧❡s ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❝❡s q✉❛tr❡
❛♥♥é❡s✳ ❏✬❛✐♠❡r❛✐s é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡✉r ❛❞r❡ss❡r ♠❡s ♣❧✉s s✐♥❝èr❡s r❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts ♣♦✉r
❧❡✉r ❣r❛♥❞❡ ❞✐s♣♦♥✐❜✐❧✐té ❡t ❧❡✉r r❡s♣❡❝t s❛♥s ❢❛✐❧❧❡ ❞❡s ❞é❧❛✐s s❡rrés ❞❡ r❡❧❡❝t✉r❡ ❞❡s
❞♦❝✉♠❡♥ts q✉❡ ❥❡ ❧❡✉r ❛✐ ❡♥✈♦②és✳

❏❡ t✐❡♥s é❣❛❧❡♠❡♥t à r❡♠❡r❝✐❡r ❧❡s ♠❡♠❜r❡s ❞✉ ❥✉r② ❞✬❛✈♦✐r ❛❝❝❡♣té ❞✬é✈❛❧✉❡r
♠♦♥ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ t❤ès❡✳ ❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ ❧❡s Pr♦❢❡ss❡✉rs ❋❧♦r❡♥❝❡ ❙❊❉❊❙ ❞❡ ❧✬❯♥✐✈❡rs✐té
P❛✉❧ ❙❛❜❛t✐❡r ❡t ❈❤r✐st♦♣❤❡ ●❆❘❈■❆ ❞❡ ❧✬■◆❙❆ ❞❡ ▲②♦♥✱ ❞✬❛✈♦✐r ❛❝❝❡♣té ❞✬êtr❡ ❧❡s
r❛♣♣♦rt❡✉rs ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✳ ▲❡✉r r❡♠❛rq✉❡s ❡t s✉❣❣❡st✐♦♥s ❧♦rs ❞❡ ❧❛ r❡❧❡❝t✉r❡ ♠✬♦♥t
♣❡r♠✐s ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡ ♣ré♣❛r❡r ❛✉ ♠✐❡✉① ♠❛ s♦✉t❡♥❛♥❝❡✳
❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ ▼✳ ❇❡r♥❛r❞ ▼❊❘■❆▲❉❖✱ Pr♦❢❡ss❡✉r ❞❡ ❧✬❊✉r❡❝♦♠✱ ❞✬❛✈♦✐r ❛❝❝❡♣té ❞❡
♣rés✐❞❡r ❧❡ ❥✉r② ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✳ ❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ▼✳ ▼❛tt❤✐❡✉ ❈❖❘❉✱ Pr♦✲
❢❡ss❡✉r ❞❡ ❧✬❯♥✐✈❡rs✐té P✐❡rr❡ ❡t ▼❛r✐❡ ❈✉r✐❡✱ ❞✬❡①❛♠✐♥❡r ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ t❤ès❡ ❡t ❞❡
❢❛✐r❡ ♣❛rt✐❡ ❞✉ ❥✉r②✳

❈❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ t❤ès❡ ❛ été ré❛❧✐sé ❛✉ s❡✐♥ ❞❡s ❧❛❜♦r❛t♦✐r❡s ▲✸✐ ✭❯♥✐✈❡rs✐té ❞❡
▲❛ ❘♦❝❤❡❧❧❡✱ ❋r❛♥❝❡✮ ❡t ▼❙■ ✭■♥st✐t✉t ❞❡ ❧❛ ❋r❛♥❝♦♣❤♦♥✐❡ ♣♦✉r ❧✬■♥❢♦r♠❛t✐q✉❡✱
❱✐❡t♥❛♠✮✳ ❏❡ ✈♦✉❞r❛✐s r❡♠❡r❝✐❡r ❧❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞❡ ❝❡s ❧❛❜♦r❛t♦✐r❡s ♣♦✉r ♠✬❛✈♦✐r
❛❝❝✉❡✐❧❧✐ ♣❡♥❞❛♥t t♦✉t ❝❡ t❡♠♣s✳ ▼❡s r❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts s✐♥❝èr❡s ✈♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t à
❑❛t❤② ❚❍❊❯■▲✱ ❉♦♠✐♥✐q✉❡ ▲■▼❖❯❙■◆✱ ❏❡♥♥✐❢❡r ❉❊ ▲❆ ❈❖❘❚❊ ●❖▼❊❩✱ ■s✲
❛❜❡❧❧❡ ❍■❘❙❈❍ ❡t ❇r✐❣✐tt❡ ❍❯❉❊▲❆■◆❊ q✉✐ ♠✬♦♥t r❡♥❞✉ ❧❛ ✈✐❡ ♣❧✉s ❢❛❝✐❧❡ ❞❛♥s
❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❞é♠❛r❝❤❡s ❛❞♠✐♥✐str❛t✐✈❡s ❞✉ ❧❛❜♦r❛t♦✐r❡ ▲✸✐ ❡t ❞❡ ❧✬é❝♦❧❡ ❞♦❝t♦r❛❧❡
❙✷■▼✳ ❏❡ ✈♦✉❞r❛✐s ❛✉ss✐ r❡♠❡r❝✐❡r ❧❡s ❛✉tr❡s ♠❡♠❜r❡s ❞❡s ❧❛❜♦r❛t♦✐r❡s ▲✸✐ ❡t ▼❙■✱
q✉✐ ♦♥t ❝réé ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ✐❞é❛❧ ❡t ❝♦♥✈✐✈✐❛❧ ♦ù ❥✬❛✐ tr❛✈❛✐❧❧é ♣❡♥❞❛♥t ❧❡s q✉❛tr❡s
❛♥♥é❡s ❞❡ ♠❛ t❤ès❡✳

❊♥✜♥ ❡t ❜✐❡♥ s✉r✱ ✉♥ ❣r❛♥❞ ♠❡r❝✐ à ♠❡s ♣❛r❡♥ts✱ à ♠♦♥ ❢rèr❡✱ à t♦✉t❡ ♠❛ ❢❛♠✐❧❧❡
❡t à ♠❡s ❛♠✐s q✉✐ ♠❡ s♦✉t✐❡♥♥❡♥t t♦✉❥♦✉rs ❡t ♠✬❡♥❝♦✉r❛❣❡♥t ♣❡♥❞❛♥t t♦✉t❡s ❝❡s
❛♥♥é❡s ❞✬ét✉❞❡s✳



①✐✐ ❘❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts



❘és✉♠é

❈❡tt❡ t❤ès❡ s✬✐♥s❝r✐t ❞❛♥s ❧❛ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❧✬✐♥❞❡①❛t✐♦♥ ❡t ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬✐♠✲
❛❣❡s ♣❛r ❧❡ ❝♦♥t❡♥✉ ❞❛♥s ❞❡s ❜❛s❡s ❞✬✐♠❛❣❡s ✈♦❧✉♠✐♥❡✉s❡s✳ ▲❡s s②stè♠❡s tr❛❞✐✲
t✐♦♥♥❡❧s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬✐♠❛❣❡s ♣❛r ❧❡ ❝♦♥t❡♥✉ s❡ ❝♦♠♣♦s❡♥t ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❞❡ tr♦✐s
ét❛♣❡s ✿ ❧✬✐♥❞❡①❛t✐♦♥✱ ❧❛ str✉❝t✉r❛t✐♦♥ ❡t ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✱
♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ♣❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t à ❧✬ét❛♣❡ ❞❡ str✉❝t✉r❛t✐♦♥ q✉✐ ✈✐s❡ à ♦r✲
❣❛♥✐s❡r✱ ❞❛♥s ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✱ ❧❡s s✐❣♥❛t✉r❡s ✈✐s✉❡❧❧❡s ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❡①tr❛✐t❡s
❞❛♥s ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞✬✐♥❞❡①❛t✐♦♥ ❛✜♥ ❞❡ ❢❛❝✐❧✐t❡r✱ ❞✬❛❝❝é❧ér❡r ❡t ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡s rés✉❧t❛ts
❞❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ✉❧tér✐❡✉r❡✳ ❆ ❧❛ ♣❧❛❝❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s tr❛❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❞❡ str✉❝t✉r❛✲
t✐♦♥✱ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ r❡❣r♦✉♣❡♠❡♥t ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ✭❝❧✉st❡r✐♥❣✮ q✉✐ ♦♥t
♣♦✉r ❜✉t ❞✬♦r❣❛♥✐s❡r ❧❡s s✐❣♥❛t✉r❡s ❡♥ ❣r♦✉♣❡s ❞✬♦❜❥❡ts ❤♦♠♦❣è♥❡s ✭❝❧✉st❡rs✮✱ s❛♥s
❛✉❝✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ s✉r ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ❝❧✉st❡rs✱ ❡♥ s❡ ❜❛s❛♥t s✉r ❧❛ s✐♠✐❧❛r✐té ❡♥tr❡ ❡✉①✳

❆✜♥ ❞❡ ❝♦♠❜❧❡r ❧❡ ❢♦ssé sé♠❛♥t✐q✉❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❝♦♥❝❡♣ts ❞❡ ❤❛✉t ♥✐✈❡❛✉ sé♠❛♥✲
t✐q✉❡ ❡①♣r✐♠és ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❡t ❧❡s s✐❣♥❛t✉r❡s ❞❡ ❜❛s ♥✐✈❡❛✉ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❡①tr❛✐t❡s
❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞✬✐♥❞❡①❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞✬✐♠♣❧✐q✉❡r ❧✬✉t✐❧✲
✐s❛t❡✉r ❞❛♥s ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♣♦✉r q✉✬✐❧ ♣✉✐ss❡ ✐♥t❡r❛❣✐r ❛✈❡❝ ❧❡ s②stè♠❡ ❛✜♥
❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞✉ ❝❧✉st❡r✐♥❣✱ ❡t ❞♦♥❝ ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡
✉❧tér✐❡✉r❡✳

❊♥ ✈✉❡ ❞✬✐♠♣❧✐q✉❡r ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❞❛♥s ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥
♥♦✉✈❡❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐sé ✐♥t❡r❛❝t✐❢ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
♣❛r ♣❛✐r❡s ✭♠✉st✲❧✐♥❦ ❡t ❝❛♥♥♦t✲❧✐♥❦✮ ❡♥tr❡ ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❞✬✐♠❛❣❡s✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱
❧❡s ✐♠❛❣❡s s♦♥t r❡❣r♦✉♣é❡s ♣❛r ❧❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♥♦♥ s✉♣❡r✈✐sé ❇■❘❈❍ ✭❩❤❛♥❣ ❡t ❛❧✳✱
✶✾✾✻✮✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❡st ✐♠♣❧✐q✉é ❞❛♥s ❧❛ ❜♦✉❝❧❡ ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛✜♥ ❞✬❛✐❞❡r ❧❡
❝❧✉st❡r✐♥❣✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡✱ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ✈✐s✉❛❧✐s❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡
❝❧✉st❡r✐♥❣ ❡t ❢♦✉r♥✐t ❞❡s r❡t♦✉rs ❛✉ s②stè♠❡ ✈✐❛ ♥♦tr❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡✳ P❛r ❞❡s
s✐♠♣❧❡s ❝❧✐q✉❡s✱ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ♣❡✉t s♣é❝✐✜❡r ❧❡s ✐♠❛❣❡s ♣♦s✐t✐✈❡s ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ✐♠❛❣❡s
♥é❣❛t✐✈❡s ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝❧✉st❡r✳ ■❧ ♣❡✉t ❛✉ss✐ ❣❧✐ss❡r ❧❡s ✐♠❛❣❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ❝❧✉st❡rs
♣♦✉r ❞❡♠❛♥❞❡r ❞❡ ❝❤❛♥❣❡r ❧✬❛✛❡❝t❛t✐♦♥ ❛✉① ❝❧✉st❡rs ❞❡s ✐♠❛❣❡s✳ ▲❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
♣❛r ♣❛✐r❡s s♦♥t ❡♥s✉✐t❡ ❞é❞✉✐t❡s ❡♥ s❡ ❜❛s❛♥t s✉r ❧❡s r❡t♦✉rs ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❛✐♥s✐
q✉❡ ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡✳ ❊♥ t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❝❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✱ ❧❡ s②stè♠❡
ré♦r❣❛♥✐s❡ ❧❡s ❝❧✉st❡rs ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐sé ♣r♦♣♦sé❡
❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✳ ▲❛ ❜♦✉❝❧❡ ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ré♣été❡ ❥✉sq✉✬à ❝❡ q✉❡ ❧❡ rés✉❧t❛t
❞✉ ❝❧✉st❡r✐♥❣ s❛t✐s❢❛ss❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r✳

❉✐✛ér❡♥t❡s str❛té❣✐❡s ♣♦✉r ❞é❞✉✐r❡ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣❛r ♣❛✐r❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ✐♠❛❣❡s s♦♥t
♣r♦♣♦sé❡s✳ ❈❡s str❛té❣✐❡s s♦♥t ❛♥❛❧②sé❡s t❤é♦r✐q✉❡♠❡♥t ❡t ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t✳ ❆✜♥
❞✬é✈✐t❡r q✉❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉① ❞é♣❡♥❞❡♥t s✉❜❥❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r
❤✉♠❛✐♥✱ ✉♥ ❛❣❡♥t ❧♦❣✐❝✐❡❧ s✐♠✉❧❛♥t ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❤✉♠❛✐♥ ♣♦✉r
❞♦♥♥❡r ❞❡s r❡t♦✉rs ❡st ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ♥♦s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s✳ ❊♥ ❝♦♠♣❛r❛♥t ♥♦tr❡ ♠ét❤✲
♦❞❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐sé ❧❛ ♣❧✉s ♣♦♣✉❧❛✐r❡ ❍▼❘❋✲❦♠❡❛♥s
✭❇❛s✉ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✹✮✱ ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞♦♥♥❡ ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉rs rés✉❧t❛ts✳



①✐✈ ❘és✉♠é



❆❜str❛❝t

❚❤✐s t❤❡s✐s ❞❡❛❧s ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❈♦♥t❡♥t✲❇❛s❡❞ ■♠❛❣❡ ❘❡tr✐❡✈❛❧ ✭❈❇■❘✮ ♦♥
❧❛r❣❡ ✐♠❛❣❡ ❞❛t❛❜❛s❡s✳ ❚r❛❞✐t✐♦♥❛❧ ❈❇■❘ s②st❡♠s ❣❡♥❡r❛❧❧② r❡❧② ♦♥ t❤r❡❡ ♣❤❛s❡s✿
❢❡❛t✉r❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥✱ ❢❡❛t✉r❡ s♣❛❝❡ str✉❝t✉r✐♥❣ ❛♥❞ r❡tr✐❡✈❛❧✳ ■♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✇❡ ❛r❡
♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ t❤❡ str✉❝t✉r✐♥❣ ♣❤❛s❡✱ ✇❤✐❝❤ ❛✐♠s ❛t ♦r❣❛♥✐③✐♥❣ t❤❡ ✈✐s✉❛❧
❢❡❛t✉r❡ ❞❡s❝r✐♣t♦rs ♦❢ ❛❧❧ ✐♠❛❣❡s ✐♥t♦ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❢❛❝✐❧✐t❛t❡✱
❛❝❝❡❧❡r❛t❡ ❛♥❞ ✐♠♣r♦✈❡ ❢✉rt❤❡r r❡tr✐❡✈❛❧✳ ❚❤❡ ✈✐s✉❛❧ ❢❡❛t✉r❡ ❞❡s❝r✐♣t♦r ♦❢ ❡❛❝❤ ✐♠❛❣❡
✐s ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ♣❤❛s❡✳ ■♥st❡❛❞ ♦❢ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ str✉❝t✉r✐♥❣
♠❡t❤♦❞s✱ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ✇❤✐❝❤ ❛✐♠ ❛t ♦r❣❛♥✐③✐♥❣ ✐♠❛❣❡ ❞❡s❝r✐♣t♦rs ✐♥t♦ ❣r♦✉♣s
♦❢ s✐♠✐❧❛r ♦❜❥❡❝ts ✭❝❧✉st❡rs✮✱ ✇✐t❤♦✉t ❛♥② ❝♦♥str❛✐♥t ♦♥ t❤❡ ❝❧✉st❡r s✐③❡✱ ❛r❡ st✉❞✐❡❞✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ✏s❡♠❛♥t✐❝ ❣❛♣✑ ❜❡t✇❡❡♥ ❤✐❣❤✲❧❡✈❡❧ s❡♠❛♥t✐❝ ❝♦♥❝❡♣ts
❡①♣r❡ss❡❞ ❜② t❤❡ ✉s❡r ❛♥❞ t❤❡ ❧♦✇✲❧❡✈❡❧ ❢❡❛t✉r❡s ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡
✐♠❛❣❡s✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ✐♥✈♦❧✈❡ t❤❡ ✉s❡r ✐♥ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♣❤❛s❡ s♦ t❤❛t ❤❡✴s❤❡ ❝❛♥
✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤ t❤❡ s②st❡♠ s♦ ❛s t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ r❡s✉❧ts✱ ❛♥❞ t❤✉s ✐♠♣r♦✈❡
t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❢✉rt❤❡r r❡tr✐❡✈❛❧✳

❲✐t❤ t❤❡ ❛✐♠ ♦❢ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ✉s❡r ✐♥ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♣❤❛s❡✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ♥❡✇
✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❜❛s❡❞ ♦♥ ♣❛✐r✇✐s❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❜❡t✇❡❡♥
❣r♦✉♣s ♦❢ ✐♠❛❣❡s✳ ❋✐rst❧②✱ ✐♠❛❣❡s ❛r❡ ♦r❣❛♥✐③❡❞ ✐♥t♦ ❝❧✉st❡rs ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ✉♥s✉♣❡r✲
✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ❇■❘❈❍ ✭❩❤❛♥❣ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✻✮✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ✉s❡r ✐s ✐♥✈♦❧✈❡❞
✐♥t♦ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❧♦♦♣ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❣✉✐❞❡ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✳ ■♥ ❡❛❝❤ ✐♥t❡r❛❝✲
t✐✈❡ ✐t❡r❛t✐♦♥✱ t❤❡ ✉s❡r ✈✐s✉❛❧✐③❡s t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ r❡s✉❧ts ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ t♦ t❤❡
s②st❡♠ ✈✐❛ ♦✉r ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡✳ ❲✐t❤ s♦♠❡ s✐♠♣❧❡ ❝❧✐❝❦s✱ t❤❡ ✉s❡r ❝❛♥ s♣❡❝✐❢②
t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞✴♦r ♥❡❣❛t✐✈❡ ✐♠❛❣❡s ❢♦r ❡❛❝❤ ❝❧✉st❡r✳ ❚❤❡ ✉s❡r ❝❛♥ ❛❧s♦ ❞r❛❣ ❛♥❞
❞r♦♣ ✐♠❛❣❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❝❧✉st❡rs ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ❝❧✉st❡r ❛ss✐❣♥♠❡♥t ♦❢ s♦♠❡
✐♠❛❣❡s✳ P❛✐r✇✐s❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛r❡ t❤❡♥ ❞❡❞✉❝❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✉s❡r ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❛s ✇❡❧❧
❛s t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❇② t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡s❡ ❝♦♥str❛✐♥ts✱ t❤❡
s②st❡♠ r❡✲♦r❣❛♥✐③❡s t❤❡ ❞❛t❛ s❡t✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥
t❤✐s t❤❡s✐s✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❧♦♦♣ ❝❛♥ ❜❡ ✐t❡r❛t❡❞ ✉♥t✐❧ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ r❡s✉❧t s❛t✐s✜❡s
t❤❡ ✉s❡r✳

❉✐✛❡r❡♥t str❛t❡❣✐❡s ❢♦r ❞❡❞✉❝✐♥❣ ♣❛✐r✇✐s❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛r❡ ♣r♦♣♦s❡❞✳ ❚❤❡s❡ str❛t❡✲
❣✐❡s ❛r❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ❛♥❛❧②③❡❞✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛✈♦✐❞ t❤❡ s✉❜❥❡❝t✐✈❡
❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ r❡s✉❧ts ♦♥ t❤❡ ❤✉♠❛♥ ✉s❡r✱ ❛ s♦❢t✇❛r❡ ❛❣❡♥t s✐♠✉❧❛t✐♥❣
t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ t❤❡ ❤✉♠❛♥ ✉s❡r ❢♦r ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❢❡❡❞❜❛❝❦ t♦ t❤❡ s②st❡♠ ✐s ✉s❡❞ ✐♥
♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ❇② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ♦✉r ♠❡t❤♦❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♠♦st ♣♦♣✉❧❛r s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞
❝❧✉st❡r✐♥❣ ❍▼❘❋✲❦♠❡❛♥s ✭❇❛s✉ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✹✮✱ ♦✉r ♠❡t❤♦❞ ❣✐✈❡s ❜❡tt❡r r❡s✉❧ts✳



✷ ❆❜str❛❝t



❈❤❛♣t❡r ✶

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

■♥ r❡❝❡♥t ②❡❛rs✱ t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❞❡✈✐❝❡s s✉❝❤ ❛s ❞✐❣✐t❛❧ ❝❛♠❡r❛s✱
t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ st♦r❛❣❡ ❛♥❞ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ♦❢ ♠✉❧t✐♠❡❞✐❛ ❞♦❝✉♠❡♥ts
❛♥❞ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ t❛❜❧❡t ❝♦♠♣✉t❡rs ❢❛❝✐❧✐t❛t❡ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ♠❛♥② ❧❛r❣❡
✐♠❛❣❡ ❞❛t❛❜❛s❡s ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ ✉s❡rs✳ ❚❤✐s ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ♥❡❡❞
❢♦r ❡✣❝✐❡♥t ❛♥❞ r♦❜✉st ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ✜♥❞✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡s❡ ❤✉❣❡ ♠❛ss❡s ♦❢
❞❛t❛✳

❈♦♥t❡♥t✲❇❛s❡❞ ■♠❛❣❡ ❘❡tr✐❡✈❛❧ ✭❈❇■❘✮ r❡❢❡rs t♦ t❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❢♦r s♦❧✈✐♥❣ t❤❡
✐♠❛❣❡ r❡tr✐❡✈❛❧ ♣r♦❜❧❡♠✱ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ✈✐s✉❛❧ ❝♦♥t❡♥ts ♦❢ ✐♠❛❣❡s r❛t❤❡r t❤❛♥ t❤❡
♦t❤❡r ♠❡t❛❞❛t❛ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♠❛❣❡s✳ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✶ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ s❝❤❡♠❛ ♦❢ ❛
tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ❈❇■❘ s②st❡♠ ✇❤✐❝❤ ❣❡♥❡r❛❧❧② r❡❧✐❡s ♦♥ t❤r❡❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ♣❤❛s❡s✳ ❚❤❡ ✜rst
♣❤❛s❡✱ ❢❡❛t✉r❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ✭❣❡♥❡r❛❧❧② ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦✤✐♥❡✮✱ ❡①tr❛❝ts t❤❡ ✈✐s✉❛❧ ❢❡❛t✉r❡
❞❡s❝r✐♣t♦rs ❢r♦♠ ❛❧❧ t❤❡ ✐♠❛❣❡s ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡✳ ❱✐s✉❛❧ ❢❡❛t✉r❡s ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ❧♦✇✲❧❡✈❡❧
❞❡s❝r✐♣t♦rs ♦❢ t❤❡ ❝♦♥t❡♥ts ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡✱ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ✐ts ❝♦❧♦r✱ s❤❛♣❡✱ t❡①t✉r❡✱ ❡t❝✳
❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❤❛s❡✱ ❢❡❛t✉r❡ s♣❛❝❡ str✉❝t✉r✐♥❣ ✭❣❡♥❡r❛❧❧② ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦✤✐♥❡✮✱ ❛✐♠s ❛t
♦r❣❛♥✐③✐♥❣ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡ ❞❡s❝r✐♣t♦rs ♦❢ ❛❧❧ ✐♠❛❣❡s ✐♥t♦ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ✐♥❞❡① ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡
✉s❡❞ ❢♦r ❢✉rt❤❡r r❡tr✐❡✈❛❧✳ ❋❡❛t✉r❡ s♣❛❝❡ str✉❝t✉r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ♥♦r♠❛❧❧② ❝❛❧❧❡❞
✐♥❞❡①✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ t❤❡ t❡r♠ ✐♥❞❡①✐♥❣ ❛♥❞ ❢❡❛t✉r❡ s♣❛❝❡
str✉❝t✉r✐♥❣ ❛r❡ ✐♥t❡r❝❤❛♥❣❡❛❜❧❡ ❛♥❞ ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ r❡❢❡r t♦ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❤❛s❡✳ ❚❤❡ t❤✐r❞
♣❤❛s❡✱ r❡tr✐❡✈❛❧ ✭❣❡♥❡r❛❧❧② ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥❧✐♥❡✮✱ ✉s❡s ❛ s✐♠✐❧❛r✐t② ♠❡❛s✉r❡ ❢♦r s❡❛r❝❤✐♥❣
t❤❡ ✐♠❛❣❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ t❤❡ ♠♦st s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ q✉❡r② ✐♠❛❣❡ ✐♥ t❤❡ ✐♥❞❡① ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡✳
❲✐t❤ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ♠❛♥② ❧❛r❣❡ ✐♠❛❣❡ ❞❛t❛❜❛s❡✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❤❛s❡ ♦❢ ❢❡❛t✉r❡
s♣❛❝❡ str✉❝t✉r✐♥❣ ✐s r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r ❢❛❝✐❧✐t❛t✐♥❣✱ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♥❣ ❛♥❞ ✐♠♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ ❢✉rt❤❡r
r❡tr✐❡✈❛❧ ♣❤❛s❡✳

■♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✇❡ ❛r❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ t❤❡ str✉❝t✉r✐♥❣ ♣❤❛s❡ ✇❤✐❧❡ ❝♦♥✲
s✐❞❡r✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❢❡❛t✉r❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ♣❤❛s❡ ✐s ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❝♦♠♣❧❡t❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ✐♠❛❣❡
❢❡❛t✉r❡ ❞❡s❝r✐♣t♦rs ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ❋❡❛t✉r❡ s♣❛❝❡ str✉❝t✉r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝✉r✲
r❡♥t❧② ✉s❡❞ ✐♥ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ❈❇■❘ s②st❡♠s ❝❛♥ ❜❡ ❝❧❛ss✐✜❡❞ ✐♥t♦ s♣❛❝❡ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣
♠❡t❤♦❞s ❛♥❞ ❞❛t❛ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s✳

❋♦r s♣❛❝❡ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ✭◗✉❛❞tr❡❡ ❬✷✽✱ ✶✶✻❪✱ ❑✲❉✲tr❡❡ ❬✶✹❪✱ ❑✲❉✲❇✲tr❡❡
❬✶✶✷❪✱ ❣r✐❞ ✜❧❡ ❬✾✽❪✱ ▲❙❉ tr❡❡ ❬✹✽❪✱ ❡t❝✳✮✱ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡ s♣❛❝❡ ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ♣❛rt✐t✐♦♥❡❞
✐♥t♦ ❞✐s❥♦✐♥t ❝❡❧❧s ♦❢ ❢❛✐r❧② s✐♠✐❧❛r ❝❛r❞✐♥❛❧✐t② ✭✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦❜❥❡❝ts ♣❡r ❝❡❧❧✮
♦r ✐♥t♦ r❡❣✉❧❛r ❞✐s❥♦✐♥t ❝❡❧❧s ✭✐♥ t❡r♠s ♦❢ s✐③❡ ♦❢ ❝❡❧❧✮ ❜② ❞✐✛❡r❡♥t ❤②♣❡r♣❧❛♥❡s✳ ❆s t❤❡
❞❛t❛ ❝❧❛ss❡s ♠❛② ❜❡ ✉♥❜❛❧❛♥❝❡❞ ♦r t❤❡ ❞❛t❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♠❛② ♥♦t ❜❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s
❛♠♦♥❣ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❧❛ss❡s✱ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥❞❡① ♠❛② ✐♥❝❧✉❞❡ ❞✐ss✐♠✐❧❛r ♣♦✐♥ts ✐♥
❛ s❛♠❡ ❝❡❧❧ ❛♥❞ s✐♠✐❧❛r ♣♦✐♥ts ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❡❧❧s✳ ■♥ t❤❡ r❡tr✐❡✈❛❧ ♣❤❛s❡✱ t❤❡ ✉s❡r



✹ ❈❤❛♣t❡r ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✿ ❚r❛❞✐t✐♦♥❛❧ ❈❇■❘ s②st❡♠✳

❣❡♥❡r❛❧❧② ✇❛♥ts t♦ r❡tr✐❡✈❡ ✐♠❛❣❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ q✉❡r② ✐♠❛❣❡✱ ❛♥❞ t❤❡
✐♥❞❡①❡❞ str✉❝t✉r❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② s♣❛❝❡ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ♠❛② ❜❡ ♥♦t ♦♣t✐♠❛❧ ❢♦r
r❡tr✐❡✈❛❧✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❢❡❛t✉r❡ s♣❛❝❡ ✐♥t♦ ❝❡❧❧s ♠❛② r❡s✉❧t
✐♥ ♠❛♥② ❡♠♣t② ♦r ❛❧♠♦st ❡♠♣t② ❝❡❧❧s✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❤✐❣❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t②
✇❤✐❝❤ ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ✐♠❛❣❡ ❢❡❛t✉r❡ ❞❡s❝r✐♣t♦rs✱ t❤❡r❡❢♦r❡ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ♣♦♦r
st♦r❛❣❡ ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥❞❡①❡❞ str✉❝t✉r❡✳

❋♦r ❞❛t❛ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ✭❘✲tr❡❡ ❢❛♠✐❧② ❬✶✸✱ ✹✷✱ ✶✶✼❪✱ ❙❙✲tr❡❡ ❬✶✸✾❪✱ ❙❘✲
tr❡❡ ❬✻✵❪✱ ❳✲tr❡❡ ❬✶✻❪✱ ❡t❝✳✮✱ ❞❛t❛ ♦❜❥❡❝ts ❛r❡ ♣❛rt✐t✐♦♥❡❞ ✐♥t♦ r❡❣✐♦♥s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡✐r
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡ s♣❛❝❡✳ ❈♦♥tr❛r② t♦ s♣❛❝❡ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s✱ t❤❡s❡
r❡❣✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣✳ ◆♦ ❡♠♣t② ❝❡❧❧s ❛r❡ ♣r♦❞✉❝❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ st♦r❛❣❡
✉t✐❧✐③❛t✐♦♥ ✐s ✐♠♣r♦✈❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧s
r❡♠❛✐♥✳ ■t ✐s ❞✐✣❝✉❧t t♦ t✉♥❡ t❤❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐t② ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✇❤❡♥ ❣r♦✉♣s ♦❢
s✐♠✐❧❛r ♦❜❥❡❝ts ❛r❡ ✉♥❜❛❧❛♥❝❡❞✱ ✐✳❡✳ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ✈❡r② ❞✐✛❡r❡♥t ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ♦❜❥❡❝ts✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥❞❡① ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ♥♦♥✲♦♣t✐♠❛❧ ❢♦r r❡tr✐❡✈❛❧✳

❈❧✉st❡r✐♥❣✱ ❛ ♣❛rt ♦❢ ♠❛❝❤✐♥❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡
str✉❝t✉r✐♥❣ ♣❤❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❈❇■❘ s②st❡♠s✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ❛✐♠ ❛t s♣❧✐tt✐♥❣
❛♥ ♦❜❥❡❝t ❞❛t❛ s❡t ✐♥t♦ ❣r♦✉♣s ✭❝❧✉st❡rs✮ ♦❢ ♦❜❥❡❝ts ✇❤✐❝❤ ❛r❡ s✐♠✐❧❛r ✐♥ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡
s♣❛❝❡✱ ✇✐t❤ ♥♦ ❝♦♥str❛✐♥t ♦♥ t❤❡ ❝❧✉st❡r s✐③❡✳ ❖✉r ❝❧❛✐♠ ✐s t❤❛t ✉s✐♥❣ ❝❧✉st❡r✐♥❣
♠❡t❤♦❞s ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ♠❡t❤♦❞s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝✉rr❡♥t❧② ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ str✉❝t✉r✐♥❣ ♣❤❛s❡ ♠❛②
r❡s✉❧t ✐♥ ✐♥❞❡①❡❞ str✉❝t✉r❡ ♠♦r❡ ❛❞❛♣t❡❞ t♦ t❤❡ r❡tr✐❡✈❛❧ ♦❢ ❤✐❣❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❛♥❞
✉♥❜❛❧❛♥❝❡❞ ❞❛t❛✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✐♥ t❤❡ str✉❝t✉r✐♥❣ ♣❤❛s❡✱ ❞❛t❛
♦❜❥❡❝ts ❛r❡ ♦r❣❛♥✐③❡❞ ✐♥ ❛ ✏✢❛t✑ ♦r ❛ ✏❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧✑ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❝❧✉st❡rs✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱
✐♥ t❤❡ r❡tr✐❡✈❛❧ ♣❤❛s❡✱ ✇❡ ♦♥❧② ❤❛✈❡ t♦ ♥❛✈✐❣❛t❡ t♦ t❤❡ ❝❧✉st❡rs ✇❤✐❝❤ ❛r❡ s✐♠✐❧❛r t♦
t❤❡ ✐♥♣✉t ❢❡❛t✉r❡ ❞❡s❝r✐♣t♦r ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ✐♥♣✉t ❞❡s❝r✐♣t♦r ✇✐t❤ ❛ s♠❛❧❧ ♥✉♠❜❡r



✺

♦❢ ❢❡❛t✉r❡ ❞❡s❝r✐♣t♦rs ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡s❡ ❝❧✉st❡rs✳ ❈❧✉st❡r✐♥❣ ✐s t❤✉s s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r
✐♥❞❡①✐♥❣ ❧❛r❣❡ ❞❛t❛❜❛s❡s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛s t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐t② ♦❢
t❤❡ ❝❧✉st❡rs✱ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r ✐♥❞❡①✐♥❣ ❜♦t❤ ❜❛❧❛♥❝❡❞ ♦r ✉♥❜❛❧❛♥❝❡❞ ❞❛t❛✳
❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s✱ t❤❡ ❡♠♣t② ❝❡❧❧ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❛✈♦✐❞❡❞✳
❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡s❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ str✉❝t✉r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s
✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝✉rr❡♥t❧② ✉s❡❞ ✐♥ ❈❇■❘ s②st❡♠s✱ ✐♥ ♦✉r ✇♦r❦✱ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡
✉s❡❞ ❢♦r str✉❝t✉r✐♥❣ ♦❜❥❡❝ts ✐♥ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡ s♣❛❝❡✳

❆s ❢❡❛t✉r❡ ❞❡s❝r✐♣t♦rs ❣❡♥❡r❛❧❧② ❝❛♣t✉r❡ ❧♦✇✲❧❡✈❡❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ s✉❝❤
❛s ❝♦❧♦r✱ s❤❛♣❡ ♦r t❡①t✉r❡✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ✏s❡♠❛♥t✐❝ ❣❛♣✑ ❜❡t✇❡❡♥ ❤✐❣❤✲❧❡✈❡❧ s❡♠❛♥t✐❝
❝♦♥❝❡♣ts ❡①♣r❡ss❡❞ ❜② t❤❡ ✉s❡r ❛♥❞ t❤❡s❡ ❧♦✇✲❧❡✈❡❧ ❢❡❛t✉r❡s✳ ❚❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ r❡s✉❧ts
❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ r❡tr✐❡✈❛❧ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ✇✐s❤❡s ♦❢ t❤❡ ✉s❡r✳
❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✱ t❤❡ ✉s❡r s✉❜♠✐ts ❛ q✉❡r② ✐♠❛❣❡ ♦❢ ❛ ❝❛r t♦② ✇✐t❤ t❤❡
❤♦♣❡ ♦❢ r❡❝❡✐✈✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ✐♠❛❣❡s ♦❢ t♦②s ✭❝❛r ❛♥❞ ❞♦❧❧✮✳ ❇✉t t❤❡ s②st❡♠✱ ❜❛s❡❞ ♦♥❧②
♦♥ ❧♦✇✲❧❡✈❡❧ ❢❡❛t✉r❡s✱ r❡t✉r♥s ❛ t❡❛ ❜♦① ✐♠❛❣❡ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❞♦❧❧✳ ■♥ t❤✐s
t❤❡s✐s✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ✐♥✈♦❧✈❡ t❤❡ ✉s❡r ✐♥ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♣❤❛s❡ s♦ t❤❛t t❤❡ ✉s❡r ❝❛♥
✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤ t❤❡ s②st❡♠ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ r❡s✉❧ts✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡
✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ r❡tr✐❡✈❛❧ ♣❤❛s❡✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤
✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✳ ❚❤❡ ✉s❡r✱ ❛❢t❡r ♦❜s❡r✈✐♥❣ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ r❡s✉❧ts✱ ❣✐✈❡s
❢❡❡❞❜❛❝❦ t♦ t❤❡ s②st❡♠ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❣✉✐❞❡ t❤❡ r❡✲❝❧✉st❡r✐♥❣ ♣❤❛s❡✳ ❚❤❡ s②st❡♠ t❤❡♥
r❡✲♦r❣❛♥✐③❡s t❤❡ ❞❛t❛ s❡t ❜② ✉s✐♥❣ ♥♦t ♦♥❧② t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ❜❡t✇❡❡♥ ♦❜❥❡❝ts✱ ❜✉t ❛❧s♦
t❤❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ✉s❡r ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ s❡♠❛♥t✐❝ ❣❛♣
♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❧♦♦♣ ❝❛♥ ❜❡ ✐t❡r❛t❡❞ ✉♥t✐❧ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ r❡s✉❧t s❛t✐s✜❡s
t❤❡ ✉s❡r✳

■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❧❛r❣❡ ✐♠❛❣❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ✐♥❞❡①✐♥❣✱ ✇❡ ♠❛② ❜❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ✉♥s✉✲
♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♦r s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣✳ ❲❤✐❧❡ ♥♦ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡
❣r♦✉♥❞ tr✉t❤ ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ✉♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣✱ ❛ ❧✐♠✐t❡❞ ❛♠♦✉♥t
♦❢ s✉♣❡r✈✐s❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣✳ ❚❤❡
♣r♦✈✐❞❡❞ s✉♣❡r✈✐s❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❛② ❝♦♥s✐st ♦❢ ❝❧❛ss ❧❛❜❡❧s ✭❢♦r s♦♠❡ ♦❜❥❡❝ts✮ ♦r
♣❛✐r✇✐s❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ✭♠✉st✲❧✐♥❦ ♦r ❝❛♥♥♦t✲❧✐♥❦✮ ❜❡t✇❡❡♥ ♦❜❥❡❝ts✳

■♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ✉s❡r ❤❛s ♥♦ ♣r✐♦r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛❜♦✉t t❤❡ ✐♠❛❣❡
❞❛t❛❜❛s❡✳ ■♥st❡❛❞✱ t❤❡ ✉s❡r ♦❜s❡r✈❡s t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ r❡s✉❧ts ❞✉r✐♥❣ ❡❛❝❤ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡
✐t❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❣✐✈❡s ❢❡❡❞❜❛❝❦ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❣✉✐❞❡ t❤❡ r❡✲❝❧✉st❡r✐♥❣ ♣❤❛s❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱
❛♥ ✉♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ✐s s✉✐t❛❜❧❡ t♦ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝❧✉st❡r✐♥❣✱
✇❤❡♥ ♥♦ s✉♣❡r✈✐s❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ②❡t✳ ❚❤❡♥✱ ❛❢t❡r r❡❝❡✐✈✐♥❣ t❤❡ ✉s❡r
❢❡❡❞❜❛❝❦ ✐♥ ❡❛❝❤ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ✐t❡r❛t✐♦♥✱ ❛ s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r
t❤❡ r❡✲❝❧✉st❡r✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✳

❇❛s❡❞ ♦♥ ❛ ❞❡❡♣ st✉❞② ♦❢ t❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ✉♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣
♠❡t❤♦❞s ❛s ✇❡❧❧ ❛s s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✱ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ✇❡ ♣r♦♣♦s❡
❛ ♥❡✇ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ✉s❡r ✐♥ t❤❡ ❝❧✉st❡r✲
✐♥❣ ♣❤❛s❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ r❡s✉❧ts✳ ❋r♦♠ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t
✉♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s✱ ✇❡ ❝❤♦s❡ t♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥t s♦♠❡ ♠❡t❤♦❞s ✇❤✐❝❤ ❛♣✲
♣❡❛r t♦ ❜❡ t❤❡ ♠♦st s✉✐t❛❜❧❡ t♦ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❛♥ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❝♦♥t❡①t ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ t❤❡
✉s❡r ✐♥ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ st❛❣❡✳ ❚❤❡ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ❇■❘❈❍ ✉♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❬✶✹✺❪
✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s t❤❡ ❜❡st ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡s❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✐s t❤❡♥ ❝❤♦s❡♥ t♦ ❜❡ ✉s❡❞
❛s t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝❧✉st❡r✐♥❣✳ ❚❤❡♥✱ ❛♥ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ❧♦♦♣ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✉s❡r ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡
❢❡❡❞❜❛❝❦ t♦ t❤❡ s②st❡♠ ❛♥❞ t❤❡ s②st❡♠ r❡✲♦r❣❛♥✐③❡s t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ✉s✐♥❣ ♦✉r
s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✐s ✐t❡r❛t❡❞ ✉♥t✐❧ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ r❡s✉❧ts s❛t✐s✜❡s t❤❡ ✉s❡r✳



✻ ❈❤❛♣t❡r ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✿ ❈❇■❘ s②st❡♠ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ✉s❡r✬s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ str✉❝t✉r✐♥❣ ♣❤❛s❡✳

❆s t❤❡ ✉s❡r ❤❛s ♥♦ ♣r✐♦r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛❜♦✉t t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❞❛t❛❜❛s❡✱ ✐t ✐s ❞✐✣❝✉❧t ❢♦r
❤✐♠✴❤❡r t♦ ❧❛❜❡❧ t❤❡ ❝❧✉st❡rs ♦r t❤❡ ✐♠❛❣❡s ✐♥ t❤❡ ❝❧✉st❡rs ✉s✐♥❣ ❝❧❛ss❡s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱
✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ t♦ t❤❡ ✉s❡r ❛♥ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❤✐♠✴❤❡r t♦ ❣✐✈❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦
t♦ t❤❡ s②st❡♠✳ ❯s✐♥❣ t❤✐s ✐♥t❡r❢❛❝❡✱ t❤❡ ✉s❡r ❝❛♥ ❝❧✐❝❦ ❢♦r ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ r❡❧❡✈❛♥t ♦r
♥♦♥✲r❡❧❡✈❛♥t ✐♠❛❣❡s ❢♦r ❡❛❝❤ ❝❧✉st❡r✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❞r❛❣ ❛♥❞ ❞r♦♣ ✐♠❛❣❡s ❢r♦♠ ❛ ❝❧✉st❡r
t♦ ❛♥♦t❤❡r✳ P❛✐r✇✐s❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❜❡t✇❡❡♥ ❣r♦✉♣s ♦❢ s✐♠✐❧❛r ✐♠❛❣❡s ❛r❡ t❤❡♥ ❞❡✲
❞✉❝❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✉s❡r ❢❡❡❞❜❛❝❦ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s s✉♣❡r✈✐s❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡
s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✳ ❉✐✛❡r❡♥t str❛t❡❣✐❡s ❢♦r
❞❡❞✉❝✐♥❣ ♣❛✐r✇✐s❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❢r♦♠ t❤❡ ✉s❡r ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❛r❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥✲
t❛❧❧② ❝♦♠♣❛r❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛✈♦✐❞ t❤❡ s✉❜❥❡❝t✐✈❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ♦♥ t❤❡ ❤✉♠❛♥ ✉s❡r ❛♥❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛✉t♦♠❛t✐③❡ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡
❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ s♦❢t✇❛r❡ ❛❣❡♥t s✐♠✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ t❤❡ ❤✉♠❛♥
✉s❡r ✇❤❡♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ s②st❡♠✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❛t ♦✉r ♣r♦✲
♣♦s❡❞ s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♦✉t♣❡r❢♦r♠s t❤❡ s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❍▼❘❋✲❦♠❡❛♥s
❝❧✉st❡r✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s t❤❡ ❜❡st ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢
❞✐✛❡r❡♥t s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s✳

❚❤✐s ❞✐ss❡rt❛t✐♦♥ ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ✐♥ t✇♦ ♣❛rts✿ ❣❡♥❡r❛❧ st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt ✭❈❤❛♣t❡rs
✷ ❛♥❞ ✸✮ ❛♥❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✭❈❤❛♣t❡rs ✹ ❛♥❞ ✺✮✳ ❚❤❡ ❝♦♥t❡♥ts ♦❢ t❤❡s❡ ❝❤❛♣t❡rs ✐s ❛s
❢♦❧❧♦✇s✿

❈❤❛♣t❡r ✷ ♣r❡s❡♥ts ❛ ❜r✐❡❢ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t t❡❝❤♥✐q✉❡s ✉s❡❞ ✐♥ ❛
tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♥t❡♥t✲❜❛s❡❞ ✐♠❛❣❡ r❡tr✐❡✈❛❧ s②st❡♠✳



✼

❈❤❛♣t❡r ✸ ♣r♦♣♦s❡s ❛ s✉r✈❡② ♦❢ ✉♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ❛♥❞ ❛♥❛❧②③❡s
t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ❛♥❞ ❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡t❤♦❞s ✐♥ t❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❝♦♥t❡①t
✐♥✈♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ✉s❡r ✐♥ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♦❢ ❤✉❣❡ ♠❛ss❡s ♦❢ ❞❛t❛✳ ❆♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝♦♠✲
♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ✉♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ✉s✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♠❛❣❡ ❞❛t❛❜❛s❡s
♦❢ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ s✐③❡s ✭❲❛♥❣✱ P❛s❝❛❧❱♦❝✷✵✵✻✱ ❈❛❧t❡❝❤✶✵✶✱ ❈♦r❡❧✸✵❦✮ ✐s ❛❧s♦ st✉❞✐❡❞ ✐♥
t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✳

❈❤❛♣t❡r ✹ ♣r❡s❡♥ts ❛♥❞ ❛♥❛❧②③❡s ❞✐✛❡r❡♥t s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s✳
❲❡ ♣r♦♣♦s❡ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❛ ❢r❛♠❡✇♦r❦ t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ❛♥② s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ♠❡t❤♦❞
✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ❝♦♥t❡①t✳ ❆♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ s♦♠❡ ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ s❡♠✐✲
s✉♣❡r✈✐s❡❞ ♠❡t❤♦❞s ✉s✐♥❣ ❛ s♦❢t✇❛r❡ ❛❣❡♥t s✐♠✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ t❤❡ ❤✉♠❛♥
✉s❡r ❢♦r ❣✐✈✐♥❣ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ✐s ❛❧s♦ ♣r❡s❡♥t❡❞✳

❈❤❛♣t❡r ✺ ♣r♦♣♦s❡s ❛ ♥❡✇ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✉s✐♥❣
♣❛✐r✇✐s❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❞❡❞✉❝❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✉s❡r ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❛s s✉♣❡r✈✐s❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳
❉✐✛❡r❡♥t str❛t❡❣✐❡s ❢♦r ❞❡❞✉❝✐♥❣ ♣❛✐r✇✐s❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❢r♦♠ t❤❡ ✉s❡r ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❛r❡ ♣r♦✲
♣♦s❡❞ ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ❝♦♠♣❛r❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✳ ❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❛❧s♦ ♣r❡s❡♥ts ❛♥
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ♦✉r ♣r♦♣♦s❡❞ s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ✇✐t❤
t❤❡ ❍▼❘❋✲❦♠❡❛♥s s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s t❤❡ ❜❡st ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡
❢r♦♠ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✹✳

❈❤❛♣t❡r ✻ ❣✐✈❡s s♦♠❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛♥❞ ❢✉t✉r❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❢♦r t❤✐s t❤❡s✐s✳



✽ ❈❤❛♣t❡r ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥



P❛rt ■

❙t❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt





❈❤❛♣t❡r ✷

❚r❛❞✐t✐♦♥❛❧ ❈♦♥t❡♥t✲❜❛s❡❞ ✐♠❛❣❡

r❡tr✐❡✈❛❧

✷✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❚❤❡ t❡r♠ ❈♦♥t❡♥t✲❇❛s❡❞ ■♠❛❣❡ ❘❡tr✐❡✈❛❧ ✭❈❇■❘✮ s❡❡♠s t♦ ❜❡ ✉s❡❞ t❤❡ ✜rst
t✐♠❡ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✐♥ ✶✾✾✷ ❜② ❑❛t♦ ❬✻✶❪ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ❤✐s ❡①♣❡r✐♠❡♥ts
♦❢ ❛♥ ✐♠❛❣❡ r❡tr✐❡✈❛❧ s②st❡♠ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❝♦❧♦r ❛♥❞ s❤❛♣❡ ❢❡❛t✉r❡s✳ ❈❇■❘ ✐s ✉s❡❞ t♦
r❡❢❡r t♦ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ✇❤✐❝❤ ✉s❡s ✈✐s✉❛❧ ❝♦♥t❡♥ts t♦ s❡❛r❝❤ ✐♠❛❣❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡
❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✉s❡r✬s q✉❡r✐❡s✳ ❱✐s✉❛❧ ❝♦♥t❡♥ts✱ ♥♦r♠❛❧❧② ❝❛❧❧❡❞ ❢❡❛t✉r❡s✱ ✉s✉❛❧❧②
❞❡s❝r✐❜❡ ❝♦❧♦r✱ s❤❛♣❡✱ t❡①t✉r❡ ♦r ❛♥② ♦t❤❡r ❦✐♥❞ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦
t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡s✳ ❚❤❡s❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ❡♥❝♦❞❡❞ ✐♥t♦ ❢❡❛t✉r❡
✈❡❝t♦rs ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♠❛❣❡s t❤❡♠s❡❧✈❡s✳ ■♥ r❡❝❡♥t
②❡❛rs✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ♠❛♥② ❧❛r❣❡ ✐♠❛❣❡ ❞❛t❛❜❛s❡s✱ t❤❡ ♠❛✐♥ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ♦❢ ❛
❈❇■❘ s②st❡♠ ✐s ❤♦✇ t♦ ❧♦❝❛t❡ ❛♥ ✐♠❛❣❡ ✐♥ t❤❡s❡ ❤✉❣❡ ♠❛ss❡s ♦❢ ❞❛t❛✳ ▼❛♥② ❈❇■❘
s②st❡♠s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞✱ s✉❝❤ ❛s ◗❇■❈ ❬✸✵❪✱ P❤♦t♦❜♦♦❦ ❬✶✵✷❪✱ ❱✐s✉❛❧s❡❡❦ ❬✶✷✷❪✱
◆❡tr❛ ❬✽✸❪✱ ❡t❝✳ ❙❡❡ ❬✷✸✱✶✸✷❪ ❢♦r ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ s✉r✈❡②s ♦❢ ❈❇■❘ s②st❡♠s✳

❚r❛❞✐t✐♦♥❛❧ ❈❇■❘ s②st❡♠s ❣❡♥❡r❛❧❧② r❡❧② ♦♥ t❤r❡❡ ♣❤❛s❡s✿ t❤❡ ✜rst ♣❤❛s❡ ❝♦♥s✐sts
✐♥ ❡①tr❛❝t✐♥❣ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡ ✈❡❝t♦rs ❢r♦♠ ❛❧❧ t❤❡ ✐♠❛❣❡s ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞
♣❤❛s❡ ❝♦♥s✐sts ✐♥ str✉❝t✉r✐♥❣ t❤❡♠ ✐♥t♦ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ✐♥❞❡① ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡
❧❛st ♣❤❛s❡ ✐s t♦ ❡✣❝✐❡♥t❧② s❡❛r❝❤ ✐♥ t❤❡ ✐♥❞❡①❡❞ ❢❡❛t✉r❡ s♣❛❝❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✜♥❞ t❤❡
♠♦st s✐♠✐❧❛r ✐♠❛❣❡s t♦ t❤❡ q✉❡r② ✐♠❛❣❡✳ ▼❡t❤♦❞s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❡①tr❛❝t t❤❡
❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ ❡❛❝❤ ✐♠❛❣❡ ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ ❢❡❛t✉r❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s✳
❚❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡s ❛r❡ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❢❡❛t✉r❡ ✈❡❝✲
t♦rs✳ ❚❤❡② ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ❧♦✇✲❧❡✈❡❧ ❢❡❛t✉r❡s ❝♦♠♠♦♥❧② ❜❛s❡❞ ♦♥ s❤❛♣❡✱ t❡①t✉r❡✱ ❝♦❧♦r
♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ✐♠❛❣❡s✳ ❋❡❛t✉r❡ s♣❛❝❡ str✉❝t✉r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ✭♥♦r♠❛❧❧② ❝❛❧❧❡❞ ✐♥❞❡①✐♥❣
♠❡t❤♦❞s✮ ❛✐♠ ❛t ♦r❣❛♥✐③✐♥❣ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡ ✈❡❝t♦rs ♦❢ ❛❧❧ ✐♠❛❣❡s ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ✐♥t♦
❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ✐♥❞❡① ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡ t❤❛t ❢❛❝✐❧✐t❛t❡s ❢✉rt❤❡r r❡tr✐❡✈❛❧✳ ■♥ t❤❡ r❡tr✐❡✈❛❧
♣❤❛s❡✱ t❤❡ ✉s❡r ✜rst s✉❜♠✐ts ❛ q✉❡r② ✐♠❛❣❡ t♦ t❤❡ s②st❡♠✳ ❚❤❡ s②st❡♠ t❤❡♥ ❝♦♠✲
♣✉t❡s t❤❡ ❢❡❛t✉r❡ ✈❡❝t♦r ♦❢ t❤❡ q✉❡r② ✐♠❛❣❡ ❛♥❞ ✉s❡s ❛ s✐♠✐❧❛r✐t② ♠❡❛s✉r❡ ❢♦r ✜♥❞✐♥❣
❛♥❞ r❡t✉r♥✐♥❣ t♦ t❤❡ ✉s❡r t❤❡ ✐♠❛❣❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♠♦st s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ q✉❡r② ✐♠❛❣❡ ✐♥
t❤❡ str✉❝t✉r❡❞ ❢❡❛t✉r❡ s♣❛❝❡✳ ❚❤❡s❡ ✐♠❛❣❡s ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② r❡t✉r♥❡❞ ✐♥ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ♦r❞❡r
♦❢ s✐♠✐❧❛r✐t②✳

■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛ ❜r✐❡❢ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t t❡❝❤♥✐q✉❡s
✉s❡❞ ✐♥ ❝♦♥t❡♥t✲❜❛s❡❞ ✐♠❛❣❡ r❡tr✐❡✈❛❧✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✱ ✇❡ ❛♥❛❧②③❡ ❝✉rr❡♥t ❢❡❛t✉r❡
❡①tr❛❝t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸ ♣r❡s❡♥ts ❛♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥❞❡①✐♥❣ ♠❡t❤✲



✶✷ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❚r❛❞✐t✐♦♥❛❧ ❈♦♥t❡♥t✲❜❛s❡❞ ✐♠❛❣❡ r❡tr✐❡✈❛❧

♦❞s✳ ❆♥❞ t❤❡ r❡tr✐❡✈❛❧ str❛t❡❣② ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✹✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❛ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✐s
❣✐✈❡♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✺✳

✷✳✷ ❋❡❛t✉r❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥

■♥ ❝♦♥t❡♥t✲❜❛s❡❞ ✐♠❛❣❡ r❡tr✐❡✈❛❧✱ ❢❡❛t✉r❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ✐s ✐♥t❡♥❞❡❞ t♦ tr❛♥s❢♦r♠
❡❛❝❤ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡ ✐♥t♦ ❛ s❡t ♦❢ ❢❡❛t✉r❡s ✭♥♦r♠❛❧❧② ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❢❡❛t✉r❡ ✈❡❝t♦r✮
❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❝♦♥t❡♥t✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ t❤❡s❡ ❛r❡ ❧♦✇✲❧❡✈❡❧ ❢❡❛t✉r❡s ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧②
❡①tr❛❝t❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦♣❡rt✐❡s ✭❝♦❧♦r✱ t❡①t✉r❡✱ s❤❛♣❡✱ ❡t❝✳✮ ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡
✐ts❡❧❢✳ ❇❡❢♦r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ ❢❡❛t✉r❡s✱ ✐♠❛❣❡s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♣r❡♣r♦❝❡ss❡❞ ✭❝♦❧♦r s♣❛❝❡ ❝♦♥✈❡r✲
s✐♦♥✱ ❞❡♥♦✐s✐♥❣✱ q✉❛♥t✐③❛t✐♦♥✱ ❡t❝✳✮✳ ●♦♦❞ ❢❡❛t✉r❡s s❤♦✉❧❞ ❝❛rr② ❡♥♦✉❣❤ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
❛❜♦✉t t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❛♥❞ s❤♦✉❧❞ ✇❡❧❧ r❡❧❛t❡ t♦ t❤❡ ✉s❡r ♣❡r❝❡♣t✐♦♥✳ ❋✐♥❞✐♥❣ r❡❧❡✈❛♥t ❢❡❛✲
t✉r❡s r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ✈✐s✉❛❧ ❝♦♥t❡♥t ♦❢ ✐♠❛❣❡s ✐♥ ❛ ❧❛r❣❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ✐s st✐❧❧ ❛ ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣
t❛s❦✳ ■t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❞❛t❛❜❛s❡✱ ♦♥ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛❧s♦ ♦♥ t❤❡ ✉s❡r✬s
✇✐s❤❡s✳ ▼❛♥② r❡s❡❛r❝❤ ❢♦❝✉s❡s ♦♥ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✳ ❲❡ ❝❛♥ ❞✐✈✐❞❡ ❢❡❛t✉r❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥
❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✐♥t♦ t❤r❡❡ ♠❛✐♥ t②♣❡s✿ ❣❧♦❜❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✱ ❧♦❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛♥❞ s♣❛t✐❛❧
❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳

✕ ❲✐t❤ r❡❣❛r❞ t♦ ❣❧♦❜❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✱ ❡❛❝❤ ✐♠❛❣❡ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛ s✐❣♥❛t✉r❡
❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ♦♥ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ✐♠❛❣❡✳ ❚❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛t✉r❡ ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧②
❜❛s❡❞ ♦♥ ❝♦❧♦r✱ t❡①t✉r❡ ❛♥❞✴♦r s❤❛♣❡✳

✕ ■♥st❡❛❞ ♦❢ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ ❛ s✐❣♥❛t✉r❡ ♦♥ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ✐♠❛❣❡✱ ❧♦❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❝♦♠✲
♣✉t❡ ❝♦❧♦r✱ t❡①t✉r❡ ❛♥❞✴♦r s❤❛♣❡ ❢❡❛t✉r❡s ❢♦r s❡❣♠❡♥t❡❞ r❡❣✐♦♥s ♦r ❢♦r r❡❣✐♦♥
❛r♦✉♥❞ ✐♥t❡r❡st ♣♦✐♥ts ♦❢ ❡❛❝❤ ✐♠❛❣❡✳ ❚❤✉s✱ ❡❛❝❤ ✐♠❛❣❡ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛
s❡t ♦❢ ❧♦❝❛❧ s✐❣♥❛t✉r❡s ✭♦♥❡ s✐❣♥❛t✉r❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ✐♥t❡r❡st ♣♦✐♥t✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✮✳

✕ ❘❡❣❛r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✱ ❡❛❝❤ ✐♠❛❣❡ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ s❡t ♦❢
✈✐s✉❛❧ ♦❜❥❡❝ts✳ ❙♣❛t✐❛❧ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ ♦❜❥❡❝ts ✇✐❧❧ ❜❡ ❝❛♣t✉r❡❞
❛♥❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛ ❣r❛♣❤ ♦❢ s♣❛t✐❛❧ r❡❧❛t✐♦♥s✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♥♦❞❡s ♦❢t❡♥ r❡♣✲
r❡s❡♥t r❡❣✐♦♥s ❛♥❞ ❡❞❣❡s r❡♣r❡s❡♥t s♣❛t✐❛❧ r❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ r❡❣✐♦♥s✳ ❚❤✉s✱
t❤❡ s✐❣♥❛t✉r❡ ♦❢ ❛♥ ✐♠❛❣❡ ❝♦♥t❛✐♥s ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ♦❢ ✈✐s✉❛❧ ♦❜❥❡❝ts ❛♥❞ s♣❛t✐❛❧
r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠✳

✷✳✷✳✶ ●❧♦❜❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s

●❧♦❜❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛✐♠ ❛t ❡①tr❛❝t✐♥❣ ❢❡❛t✉r❡s ♦✈❡r t❤❡ ❡♥t✐r❡ ✐♠❛❣❡ ✐♥st❡❛❞ ♦❢
s❡❣♠❡♥t❡❞ r❡❣✐♦♥s✳ ●❧♦❜❛❧ ❢❡❛t✉r❡s ❛r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❝♦❧♦r✱ t❡①t✉r❡
♦r s❤❛♣❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡✳ ❚❤❡s❡ t❤r❡❡ ❦✐♥❞s ♦❢ ❢❡❛t✉r❡s ❝❛♥ ❜❡ ❡✐t❤❡r ❝❛❧❝✉✲
❧❛t❡❞ s❡♣❛r❛t❡❧② ♦r ❝♦♠❜✐♥❡❞ t♦ ❣❡t ❛ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ s✐❣♥❛t✉r❡✳ ❲❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡
♥❡①t t❤r❡❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤s s♦♠❡ ❜❛s✐❝ ❣❧♦❜❛❧ ❢❡❛t✉r❡s r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ✈✐s✉❛❧ ❝♦♥t❡♥ts
♦❢ ✐♠❛❣❡✳

✷✳✷✳✶✳✶ ❈♦❧♦r

❈♦❧♦r ❢❡❛t✉r❡s ❛r❡ ❛♠♦♥❣ t❤❡ ♠♦st ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ❢❡❛t✉r❡s ✐♥ ❝♦♥t❡♥t✲❜❛s❡❞ ✐♠❛❣❡
r❡tr✐❡✈❛❧✳ ❚❤❡ ❝♦❧♦r ♦❢ ❛♥ ✐♠❛❣❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❝♦❧♦r ❤✐st♦❣r❛♠s ❬✶✸✵❪✱
❝♦❧♦r ♠♦♠❡♥ts ❬✾✷❪✱ ❝♦❧♦r ❝♦rr❡❧♦❣r❛♠s ❬✺✹❪✱ ❡t❝✳



✷✳✷✳ ❋❡❛t✉r❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ✶✸

❈♦❧♦r ❤✐st♦❣r❛♠ ❈♦❧♦r ❤✐st♦❣r❛♠s ❛r❡ t❤❡ ♠♦st ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢
❝♦❧♦r ❢❡❛t✉r❡s❀ t❤❡② ❛r❡ ✉s❡❞ ✐♥ ♠❛♥② ❝♦♥t❡♥t✲❜❛s❡❞ ✐♠❛❣❡ r❡tr✐❡✈❛❧ s②st❡♠s s✉❝❤ ❛s
◗❇■❈ ❬✶✸✸❪✱ ▼❆❘❙ ❬✶✸✸❪✱ P✐❝❚♦❙❡❡❦ ❬✶✸✸❪✱ ❡t❝✳ ❆ ❝♦❧♦r ❤✐st♦❣r❛♠ ✐s ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ❛
♥✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✈❡❝t♦r [h1, ..., hn] ✐♥ ✇❤✐❝❤ hj ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣✐①❡❧s ❤❛✈✐♥❣ t❤❡ ❝♦❧♦r
j ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❛♥❞ n ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦❧♦r ✈❛❧✉❡s✳ ❆ ❝♦❧♦r ❤✐st♦❣r❛♠ r❡♣r❡s❡♥ts
t❤✉s t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❝♦❧♦rs ✐♥ ❛♥ ✐♠❛❣❡✳ ❆s ❛♥ ✐♠❛❣❡ ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥
♠❛♥② ❝♦❧♦r s♣❛❝❡s ✭❘●❇✱ ❍❙❱✱ ▲✯❛✯❜✯✱ ▲✯✉✯✈✯✱✳✳✳✮ ❬✶✵✺❪ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ ❡❛❝❤
♦t❤❡r ❜② ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❢♦r♠✉❧❛s✱ t❤❡ ❝♦❧♦r ❤✐st♦❣r❛♠ ❝❛♥ ❜❡ ❜✉✐❧t ❢♦r ❛♥② ❝♦❧♦r
s♣❛❝❡ ❬✶✸✵❪✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❣r❛② s❝❛❧❡ ✐♠❛❣❡s✱ t❤❡ t❡r♠ ✐♥t❡♥s✐t② ❤✐st♦❣r❛♠ ♠❛②
❜❡ ✉s❡❞ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❝♦❧♦r ❤✐st♦❣r❛♠ ❢♦r r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ♦❢ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢
❡❛❝❤ ❣r❛② ❧❡✈❡❧✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❝♦❧♦r ✐♠❛❣❡s✱ t❤❡ ❤✐st♦❣r❛♠ ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ♦♥ ❛
s♣❡❝✐✜❝ ❝❤❛♥♥❡❧ ♦r ♦♥ ❡❛❝❤ ❝❤❛♥♥❡❧ ♦❢ t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❝♦❧♦r s♣❛❝❡✳ ❚❤❡ ❤✐st♦❣r❛♠ ♦❢
❛♥ ✐♠❛❣❡ ✐♥ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❝♦❧♦r s♣❛❝❡ ❝♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ ❥♦✐♥t ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ t❤❡
✐♥t❡♥s✐t✐❡s ♦❢ t✇♦ ♦r t❤r❡❡ ❝♦❧♦r ❝❤❛♥♥❡❧s ✭❘ ❛♥❞✴♦r ● ❛♥❞✴♦r ❇ ♦❢ t❤❡ ❘●❇ ❝♦❧♦r
s♣❛❝❡ ❛♥❞ s✐♠✐❧❛r✐t② ❢♦r ♦t❤❡r ❝♦❧♦r s♣❛❝❡s✮✳ ❆ q✉❛♥t✐③❛t✐♦♥ ✐s ♦❢t❡♥ ✉s❡❞ t♦ ❞✐✈✐❞❡
❡❛❝❤ ❝❤❛♥♥❡❧ ♦❢ t❤❡ ❝♦❧♦r s♣❛❝❡ ✐♥t♦ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❛♥❣❡s ♦❢ s✐♠✐❧❛r ✐♥t❡♥s✐t② ✈❛❧✉❡s
✭❝❛❧❧❡❞ ❜✐♥s✮ ❢♦r r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤✐st♦❣r❛♠ ❛♥❞ ❛❧s♦ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧
❝♦st✳

❲❡ ♣r❡s❡♥t ❤❡r❡ s♦♠❡ ♠♦st ♣♦♣✉❧❛r ❝♦❧♦r ❤✐st♦❣r❛♠s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦❧♦r
s♣❛❝❡s✿

✕ ❘●❇ ❝♦❧♦r s♣❛❝❡✿ ❚❤❡ ❘❇● ❤✐st♦❣r❛♠ ✐s t❤❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞✳ ■♥ ❬✶✸✵❪✱
❱❛♥ ❞❡ ❙❛♥❞❡ ❡t ❛❧✳ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❘❇● ❤✐st♦❣r❛♠ ❛s ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤r❡❡ s❡♣✲
❛r❛t❡ ❤✐st♦❣r❛♠s ♦♥ ❡❛❝❤ ❝♦❧♦r ❝❤❛♥♥❡❧s ❘✱ ● ❛♥❞ ❇✳ ■♥ ❬✺✽❪✱ ❏❡♦♥❣ q✉❛♥t✐③❡s
❡❛❝❤ ❝❤❛♥♥❡❧ ❘✱ ● ❛♥❞ ❇ ✐♥t♦ ✽ r❛♥❣❡s ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ ❘●❇ ❤✐st♦❣r❛♠
❤❛✈✐♥❣ ✽①✽①✽❂✺✶✷ ❜✐♥s✳

✕ ◆♦r♠❛❧✐③❡❞ ❘●❇ ❝♦❧♦r s♣❛❝❡✿ ❚❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❘●❇ ❝♦❧♦r s♣❛❝❡ ❬✶✸✵❪ ✐s tr❛♥s✲
❢♦r♠❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❘●❇ s♣❛❝❡ ❛s ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✮✿





r
g
b



 =





R
R+G+B

G
R+G+B

B
R+G+B



 ✭✷✳✶✮

❆s r + g + b = 1✱ ♦♥❧② t✇♦ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✭r ❛♥❞ ❣✮ ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠❜✐♥❡ t❤❡
rg❤✐st♦❣r❛♠ ❬✶✸✵❪ ♦❢ t❤✐s ❝♦❧♦r s♣❛❝❡✳ ❇② ✉s✐♥❣ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❘●❇ s♣❛❝❡✱
t❤❡ ❢❡❛t✉r❡ ✈❡❝t♦rs ❛r❡ ❧❡ss s❡♥s✐❜❧❡ t♦ t❤❡ ❧✉♠✐♥❛♥❝❡ ❝❤❛♥❣❡s✳

✕ ❖♣♣♦♥❡♥t ❝♦❧♦r s♣❛❝❡✿ ■♥ ❬✶✸✵❪✱ t❤❡ ♦♣♣♦♥❡♥t ❤✐st♦❣r❛♠ ✐s t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢
t❤r❡❡ ❤✐st♦❣r❛♠s ♦♥ ❡❛❝❤ ❝❤❛♥♥❡❧ ♦❢ t❤❡ ♦♣♣♦♥❡♥t ❝♦❧♦r s♣❛❝❡✿





O1

O2

O3



 =







R−G√
2

R+G−2B√
6

R+G+B√
3






✭✷✳✷✮

❚❤❡ ♦♣♣♦♥❡♥t ❝♦❧♦r s♣❛❝❡ ❤❛s t❤r❡❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✐♥ ✇❤✐❝❤ O3 r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡
❧✉♠✐♥❛♥❝❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ O1 ✐s t❤❡ r❡❞✲❣r❡❡♥ ❝❤❛♥♥❡❧ ❛♥❞ O2 ✐s t❤❡ ❜❧✉❡✲②❡❧❧♦✇
❝❤❛♥♥❡❧✳

✕ ❍❙❱ ❝♦❧♦r s♣❛❝❡✿ ❚❤❡ ❍❙❱ ❝♦❧♦r s♣❛❝❡ ❬✶✵✺❪ ❝♦♥s✐sts ♦❢ t❤r❡❡ ❝❤❛♥♥❡❧s✿ ✭✶✮
❍✉❡ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❝♦❧♦r ✐♥ ✐ts ♣✉r❡ ❢♦r♠ ✈❛r②✐♥❣ ❢r♦♠ r❡❞ t❤r♦✉❣❤ ②❡❧❧♦✇✱
❣r❡❡♥✱ ❝②❛♥✱ ❜❧✉❡✱ ♠❛❣❡♥t❛ ❛♥❞ ❜❛❝❦ t♦ r❡❞❀ ✭✷✮ ❙❛t✉r❛t✐♦♥ ❞❡✜♥❡s ✐❢ t❤❡ ❝♦❧♦r



✶✹ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❚r❛❞✐t✐♦♥❛❧ ❈♦♥t❡♥t✲❜❛s❡❞ ✐♠❛❣❡ r❡tr✐❡✈❛❧

✐s ❣r❡② ♦r ♣✉r❡❀ ✭✸✮ ❱❛❧✉❡ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❜r✐❣❤t♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❝♦❧♦r✳

H = cos−1

{

1
2
[(R−G) + (R− B)]

√

(R−G)2 + (R− B)(G− B)

}

S =
max(R,G,B)−min(R,G,B)

max(R,G,B)
✭✷✳✸✮

V =
max(R,G,B)

255

■♥ t❤✐s ❝♦❧♦r s♣❛❝❡✱ ❤✉❡ r❡♣r❡s❡♥ts ♠♦st ♦❢ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ❝♦❧♦r✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐♥ ❬✺✽❪✱ t❤❡ ❍ ❝❤❛♥♥❡❧ ✐s q✉❛♥t✐③❡❞ ✐♥t♦ ✶✽ ❜✐♥s ✇❤✐❧❡ ❙ ❛♥❞ ❱ ❛r❡
q✉❛♥t✐③❡❞ ✐♥t♦ ✸ ❜✐♥s t♦ ❝r❡❛t❡ ❛ ❍❙❱ ❤✐st♦❣r❛♠ ❤❛✈✐♥❣ ✶✽①✸①✸❂✶✻✷ ❜✐♥s✳
❱❛♥ ❞❡ ❙❛♥❞❡ ❡t ❛❧✳✱ ✐♥ t❤❡✐r ❛rt✐❝❧❡ ❬✶✸✵❪✱ ✉s❡ ♦♥❧② t❤❡ ❍✉❡ ❤✐st♦❣r❛♠✳

❈♦❧♦r ♠♦♠❡♥ts ❯♥❞❡r t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ❝♦❧♦r ✐♥ ❛♥ ✐♠❛❣❡ ♠❛② ❢♦❧❧♦✇
❛ ❝❡rt❛✐♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ t❤❡ ♠♦♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❝♦❧♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡
✉s❡❞ ❛s ❝♦❧♦r ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡✳

❙tr✐❝❦❡r ❛♥❞ ❖r❡♥❣♦ ❬✶✷✹❪ ❞❡✜♥❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦❧♦r ♠♦♠❡♥ts ❢♦r ❡❛❝❤ ❝♦❧♦r ❝❤❛♥♥❡❧
✐♥ ❛♥ ✐♠❛❣❡✳

✕ ❚❤❡ ✜rst ❝♦❧♦r ♠♦♠❡♥t ✭♠❡❛♥✮ ♦❢ t❤❡ ith ❝♦❧♦r ❝❤❛♥♥❡❧ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

M1
i =

1

N

N
∑

j=1

Ii,j ✭✷✳✹✮

✇❤❡r❡ Ii,j ✐s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ith ❝♦❧♦r ❝❤❛♥♥❡❧ ♦❢ t❤❡ jth ♣✐①❡❧ ❛♥❞ ◆ ✐s t❤❡
t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣✐①❡❧ ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡✳

✕ ❚❤❡♥✱ t❤❡ hth ♠♦♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ith ❝♦❧♦r ❝❤❛♥♥❡❧ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

Mh
i =

(

1

N

N
∑

j=1

(Ii,j −M1
i )

h

)
1
h

✭✷✳✺✮

❙✐♥❝❡ ♠♦st ♦❢ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧♦✇✲♦r❞❡r ♠♦♠❡♥ts✱ ❙tr✐❝❦❡r
❛♥❞ ❖r❡♥❣♦ ❬✶✷✹❪ ♦♥❧② ✉s❡ t❤❡ ✜rst ♠♦♠❡♥t ✭♠❡❛♥✮✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♠♦♠❡♥t ✭st❛♥❞❛r❞
❞❡✈✐❛t✐♦♥✮ ❛♥❞ t❤❡ t❤✐r❞ ♠♦♠❡♥t ✭s❦❡✇♥❡ss✮ ❛s ❢❡❛t✉r❡s✳ ❙✐♥❝❡ ✸ ♠♦♠❡♥ts ❛r❡
✉s❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝♦❧♦r ❝❤❛♥♥❡❧✱ ❛♥ ✐♠❛❣❡ ✐s t❤✉s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛ ❢❡❛t✉r❡ ✈❡❝t♦r ♦❢ ✾
♠♦♠❡♥ts✳

◆♦t❡ t❤❛t ❝♦❧♦r ❤✐st♦❣r❛♠s ❛♥❞ ❝♦❧♦r ♠♦♠❡♥ts ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡ ❞♦ ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥
❛♥② ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❧❛②♦✉t ♦❢ t❤❡ ❝♦❧♦r ✐♥ ❛♥ ✐♠❛❣❡✳ ▼✐♥❞r✉ ❡t ❛❧✳ ❬✾✷❪
❞❡✜♥❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❝♦❧♦r ♠♦♠❡♥ts ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ s♣❛t✐❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

Mabc
pq =

∫∫

xpyq[R(x, y)]a[G(x, y)]b[B(x, y)]cdxdy ✭✷✳✻✮

✇❤❡r❡ Mabc
pq ✐s t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❝♦❧♦r ♠♦♠❡♥t ♦❢ ♦r❞❡r p + q ❛♥❞ ❞❡❣r❡❡ a + b + c✳

R(x, y)✱ G(x, y) ❛♥❞ B(x, y) ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ ❘✱ ●✱ ❇ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♣✐①❡❧ ❛t
t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ✭①✱②✮ ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✻✮✱ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❝♦❧♦r
♠♦♠❡♥ts ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❘●❇ ❝♦❧♦r s♣❛❝❡✳ ❈♦❧♦r ♠♦♠❡♥ts ♦❢ ❛♥② ♦t❤❡r s♣❛❝❡



✷✳✷✳ ❋❡❛t✉r❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ✶✺

❝♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ✇❛②✳ ❲❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❝♦❧♦r ♠♦♠❡♥ts ♦❢
❞❡❣r❡❡ ✵ ✭M000

pq ✮ ❞♦ ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ ❛♥② ♣❤♦t♦♠❡tr✐❝ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞
❝♦❧♦r ♠♦♠❡♥ts ♦❢ ♦r❞❡r ✵ ✭Mabc

00 ✮ ❞♦ ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ ❛♥② s♣❛t✐❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❚❤❡
❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❝♦❧♦r ♠♦♠❡♥ts ♦❢ ❤✐❣❤❡r ♦r❞❡r ❛♥❞ ❤✐❣❤❡r ❞❡❣r❡❡ ❝♦♥t❛✐♥ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②
❝♦❧♦r ❛♥❞ s♣❛t✐❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳

❲✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ ♦r❞❡r ❛♥❞ ❞❡❣r❡❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝r❡❛t❡ ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❝♦❧♦r ♠♦♠❡♥ts✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❝♦❧♦r ♠♦♠❡♥ts ✉♣ t♦ t❤❡ ✜rst
♦r❞❡r ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❞❡❣r❡❡ ❛r❡ ✉s❡❞✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ♥✐♥❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢
t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ✭(a, b, c) ∈ {(0, 0, 0)✱ (1, 0, 0)✱ (0, 1, 0)✱ (0, 0, 1)✱ (1, 1, 0)✱ (0, 1, 1)✱ (1, 0, 1)✱
(2, 0, 0)✱ (0, 2, 0)✱ (0, 0, 2)}✮ ❛♥❞ t❤r❡❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ✭(p, q) ∈
{(0, 0)✱ (1, 0)✱ (0, 1)}✮✳ ❚❤❡ ❝♦❧♦r ♠♦♠❡♥t ❢❡❛t✉r❡ ✈❡❝t♦r ❤❛s t❤✉s ✷✼ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳

❇② ♣r♦♣❡r❧② ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦♠❡♥ts✱ ▼✐♥❞r✉ ❡t ❛❧✳ ❬✾✷❪ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❞✐✛❡r❡♥t
❝♦❧♦r ♠♦♠❡♥t ✐♥✈❛r✐❛♥ts ✇❤✐❝❤ ❛r❡ r♦❜✉st t♦✇❛r❞s ♣❤♦t♦♠❡tr✐❝ ❝❤❛♥❣❡s ✭♦r ✐❧❧✉♠✐✲
♥❛♥❝❡ ❝❤❛♥❣❡s✮ ✐♥ ♦♥❡✱ t✇♦ ♦r t❤r❡❡ ❝♦❧♦r ❝❤❛♥♥❡❧s ♦❢ t❤❡ ❝♦❧♦r s♣❛❝❡✳ ❆ ❢❡❛t✉r❡
✈❡❝t♦r ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❝r❡❛t❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦❧♦r ♠♦♠❡♥t ✐♥✈❛r✐❛♥ts✳

❈♦❧♦r ❝♦rr❡❧♦❣r❛♠ ❚❤❡ ❝♦❧♦r ❝♦rr❡❧♦❣r❛♠s ❬✺✹❪ ✇❡r❡ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡
s♣❛t✐❛❧ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❛✐rs ♦❢ ❝♦❧♦rs ✐♥ ❛♥ ✐♠❛❣❡✳ ▲✐❦❡ ❝♦❧♦r ❤✐st♦❣r❛♠s ❛♥❞ ❝♦❧♦r
♠♦♠❡♥ts✱ t❤❡ ❝♦❧♦r ❝♦rr❡❧♦❣r❛♠s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r ❛♥② ❦✐♥❞ ♦❢ ❝♦❧♦r s♣❛❝❡✳

❆ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦❧♦rs ✐♥ ❛♥ ✐♠❛❣❡ I ❛r❡ q✉❛♥t✐③❡❞ ✐♥t♦ m ❝♦❧♦rs c1✱✳✳✳✱cm✳ ❚❤❡
❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♣✐①❡❧s p1 = (x1, y1) ❛♥❞ p2 = (x2, y2) ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ I ✐s ❞❡✜♥❡❞
❛s✿

|p1 − p2| = max{|x1 − x2|, |y1 − y2|} ✭✷✳✼✮

▲❡t Ici = {p ∈ I | I(p) = ci} r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ s❡t ♦❢ ♣✐①❡❧s ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ I ❤❛✈✐♥❣
t❤❡ ❝♦❧♦r ci✳ ❚❤❡ ❝♦❧♦r ❝♦rr❡❧♦❣r❛♠ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❢♦r ❛ ♣❛✐r ♦❢ ❝♦❧♦rs ci, cj ∈ {c1, ..., cm}
❛♥❞ ❛ ❞✐st❛♥❝❡ k ∈ {1, ..., d} ✭d ✐s ✜①❡❞ ❛ ♣r✐♦r✐✮ ❛s✿

γ(k)
ci,cj

(I) = Pr
p1∈Ici ,p2∈I

[

p2 ∈ Icj/|p1 − p2| = k
]

✭✷✳✽✮

●✐✈❡♥ ❛♥② ♣✐①❡❧ ♦❢ ❝♦❧♦r ci✱ γ
(k)
ci,cj(I) s♣❡❝✐✜❡s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ ❛ ♣✐①❡❧ ♦❢ ❝♦❧♦r

cj ❛t ❛ ❞✐st❛♥❝❡ k ❢r♦♠ t❤❡ ❣✐✈❡♥ ♣✐①❡❧✳ ❇② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s
♦❢ ❝♦❧♦r ♣❛✐rs ✐♥ {c1, ..., cm} ❛♥❞ ❛❧❧ ❞✐st❛♥❝❡s k ∈ {1, ..., d}✱ t❤❡ ❝♦❧♦r ❝♦rr❡❧♦❣r❛♠
❢❡❛t✉r❡ ✈❡❝t♦r ❤❛s ❛ ❧❛r❣❡ s✐③❡ ♦❢ O(m2d)✳ ❚❤❡ ❛✉t♦❝♦rr❡❧♦❣r❛♠✱ ❛ s✐♠♣❧❡ ✈❡rs✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡❧♦❣r❛♠✱ ✐s ✐♥st❡❛❞ ♦❢t❡♥ ✉s❡❞ ❢♦r r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡
✈❡❝t♦r✳ ■♥st❡❛❞ ♦❢ ❝❛♣t✉r✐♥❣ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❡❛❝❤ ♣❛✐r ♦❢ ❝♦❧♦rs✱ t❤❡
❝♦❧♦r ❛✉t♦❝♦rr❡❧♦❣r❛♠ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡s ♦♥❧② t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✐❞❡♥t✐❝❛❧
❝♦❧♦rs ✭γ

(k)
ci,ci ✱ ci ∈ {c1, ..., cm}✮✳ ❚❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦❧♦r ❛✉t♦❝♦rr❡❧♦❣r❛♠ ✐s

t❤❡r❡❢♦r❡ O(md)✳

✷✳✷✳✶✳✷ ❚❡①t✉r❡

❚❡①t✉r❡ ✐s ❛ ❝♦♥❝❡♣t t❤❛t ✐s ❝❧♦s❡❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❤✉♠❛♥ ♣❡r❝❡♣t✐♦♥✳ ❲❡ ❝❛♥
❞❡✜♥❡ ❛ t❡①t✉r❡❞ r❡❣✐♦♥ ❛s ❛ ♥♦♥✲✉♥✐❢♦r♠ ✐♥t❡♥s✐t② r❡❣✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ♣❡r❝❡✐✈❡❞
❛s ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❛t s♦♠❡ ❧❛r❣❡ s♣❛t✐❛❧ s❝❛❧❡✳ ❚❡①t✉r❡ ❢❡❛t✉r❡s ❛r❡ ❛❧s♦ ✐♠♣♦rt❛♥t
✈✐s✉❛❧ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ ✐♠❛❣❡s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t✐❣❡rs ❛♥❞ ❝❤❡❡t❛❤s ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❡❞
♦♥❧② ❜② ❝♦❧♦r ♦r s❤❛♣❡✱ t❡①t✉r❡ ❢❡❛t✉r❡s ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✳



✶✻ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❚r❛❞✐t✐♦♥❛❧ ❈♦♥t❡♥t✲❜❛s❡❞ ✐♠❛❣❡ r❡tr✐❡✈❛❧

✭❛✮ ❘❡❣✉❧❛r t❡①t✉r❡ ✭❜✮ ■rr❡❣✉❧❛r t❡①t✉r❡ ✭❝✮ ❙t♦❝❤❛st✐❝ t❡①t✉r❡

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✿ ❊①❛♠♣❧❡s ♦❢ t❡①t✉r❡s ✭❙♦✉r❝❡✿ ❤tt♣✿ ✴✴ ✇✇✇✳ ❝❣t❡①t✉r❡s✳ ❝♦♠ ✮

❚❡①t✉r❡s ❝❛♥ ❜❡ ❛rr❛♥❣❡❞ ❢r♦♠ r❡❣✉❧❛r t♦ st♦❝❤❛st✐❝ t❡①t✉r❡s✳ ■♥ t❤❡ r❡❣✉❧❛r
❝❛s❡✱ ❛ t❡①t✉r❡ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ❛ r❡♣❡t✐t✐♦♥ ♦❢ s♦♠❡ ❜❛s✐❝ ♣❛tt❡r♥s✳ ■♥ t❤❡
st♦❝❤❛st✐❝ ❝❛s❡✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❜❛s✐❝ ♣❛tt❡r♥✱ t❤❡ ♣✐①❡❧s ❛r❡ r❛♥❞♦♠❧② ♦r❣❛♥✐③❡❞✳ ❙♦♠❡
❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ r❡❣✉❧❛r✱ ✐rr❡❣✉❧❛r ❛♥❞ st♦❝❤❛st✐❝ t❡①t✉r❡s ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② s❤♦✇♥ ✐♥
❋✐❣✉r❡s ✷✳✶❛✱ ✷✳✶❜✱ ✷✳✶❝✳

▼❛♥② t❡①t✉r❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❬✹✹✱ ✺✷✱
✽✼✱ ✶✷✾❪✳ ❲❡ ❝❛♥ ❞✐✈✐❞❡ t❤❡♠ ✐♥t♦ str✉❝t✉r❛❧ ❛♥❞ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s✳ ❙tr✉❝t✉r❛❧
♠❡t❤♦❞s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❡①t✉r❡ ❜② ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ♣r✐♠✐t✐✈❡s ♦r ❜❛s✐❝ ♣❛tt❡r♥s ✭s✉❝❤ ❛s
❝✐r❝❧❡s✱ ❤❡①❛❣♦♥s✱ ✳✳✳✮ ❛♥❞ t❤❡✐r ♣❧❛❝❡♠❡♥t r✉❧❡s t♦ ❢♦r♠ t❤❡ t❡①t✉r❡✳ ❚❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s
❛r❡ ♠♦r❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❢♦r r❡❣✉❧❛r t❡①t✉r❡s ✭❡✳❣✳ ❜r✐❝❦ ✇❛❧❧ ✐♠❛❣❡✮✳ ❙♦♠❡ ♠❡t❤♦❞s ♦❢
t❤✐s ❦✐♥❞ ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❬✹✹✱✽✽✱✶✷✽✱✶✸✹❪✳ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❡①t✉r❡
❜② ❛ s❡t ♦❢ st❛t✐st✐❝❛❧ ❢❡❛t✉r❡ ✈❡❝t♦rs✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s s✉❝❤ ❛s ❝♦♥tr❛st✱ ❡♥tr♦♣②✱
❡t❝✳ ❙♦♠❡ ♠❡t❤♦❞s ♦❢ t❤✐s ❦✐♥❞ ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❬✹✹✱✹✺❪✳ ❲❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥
s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ❢r❡q✉❡♥t❧② ✉s❡❞ ♠❡t❤♦❞s✳

●r❛②✲▲❡✈❡❧ ❈♦✲♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♠❛tr✐❝❡s ❬✹✺❪ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ❢❛♠♦✉s ❛♥❞ ✇✐❞❡❧②
✉s❡❞ t❡①t✉r❡ ❢❡❛t✉r❡s ❛r❡ ❣r❛②✲❧❡✈❡❧ ❝♦✲♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♠❛tr✐❝❡s✳ ❇❡❢♦r❡ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❝♦✲
♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♠❛tr✐❝❡s✱ ❛ t❡①t✉r❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ s✐③❡ n①m ✐s q✉❛♥t✐③❡❞ ✐♥t♦ G ❣r❛②✲❧❡✈❡❧s✳ ❆
❝♦✲♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♠❛tr✐① Pd,θ ♦❢ s✐③❡ G①G ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢♦r r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝②
♦❢ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♣❛✐rs ♦❢ ❣r❛②✲❧❡✈❡❧ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ ❞✐st❛♥❝❡ d ❛♥❞ ❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ θ✳
❚❤❡ ❡♥tr② Pd,θ(i, j) ♦❢ t❤✐s ♠❛tr✐① r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ♦❢ ❛ ♣✐①❡❧
♦❢ ❣r❛②✲❧❡✈❡❧ gj ✇❤✐❝❤ ✐s ❛t ❛ ❞✐st❛♥❝❡ d ❛♥❞ ❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ θ ❢r♦♠ ❛ ♣✐①❡❧ ♦❢ ❣r❛②✲❧❡✈❡❧
gi✳ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✷ r❡♣r❡s❡♥ts ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❣r❛②✲❧❡✈❡❧ gi t♦ t❤❡ ❣r❛②✲❧❡✈❡❧ gj ✇✐t❤
❛ ❞✐st❛♥❝❡ d = 2 ❛♥❞ ❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ θ = π/4✳

▼❛♥② ❝♦✲♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♠❛tr✐❝❡s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ✐♠❛❣❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦
❞✐✛❡r❡♥t ❞✐st❛♥❝❡s ✭d = 1✱2✱3✱✳✳✳✮ ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥t ❞✐r❡❝t✐♦♥s ✭θ = 0✱ π/4✱ π/2✱ 3π/4✱
✳✳✳✮✳ ❚❤❡s❡ ♠❛tr✐❝❡s r❡♣r❡s❡♥t ❝❡rt❛✐♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❣r❛②✲❧❡✈❡❧s ♦❢ t❤❡ t❡①t✉r❡✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ❝♦✲♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♠❛tr✐①✱ ❍❛r❛❧✐❝❦
❬✹✺❪ ♣r♦♣♦s❡❞ ✶✹ st❛t✐st✐❝❛❧ ❢❡❛t✉r❡s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③✐♥❣ t❡①t✉r❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❙♦♠❡ ♠❛✐♥
❢❡❛t✉r❡s ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ Pd,θ ❝♦✲♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♠❛tr✐① ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✳✶✳

✇❤❡r❡✿

✕ pd,θ(i, j) ✐s t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ✈❛❧✉❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ Pd,θ(i, j) ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡
♠❛tr✐①✳

✕ µ ✐s t❤❡ ♠❡❛♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐①✳
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✷✳✷✳ ❋❡❛t✉r❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ✶✼

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✿ ❚r❛♥s✐t✐♦♥ ❢r♦♠ ❣r❛②✲❧❡✈❡❧ gi t♦ ❣r❛②✲❧❡✈❡❧ gj ✇✐t❤ ❛ ❞✐st❛♥❝❡ d = 2 ❛♥❞
❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ θ = π/4✳

❊♥❡r❣②
∑

i

∑

j p
2
d,θ(i, j)

❊♥tr♦♣② −
∑

i

∑

j pd,θ(i, j) log(pd,θ(i, j))

❈♦♥tr❛st ✭■♥❡rt✐❛✮
∑

i

∑

j(i− j)2pd,θ(i, j)

❉✐✛❡r❡♥❝❡ ♠♦♠❡♥t
∑

i

∑

j
1

1+(i−j)2
pd,θ(i, j)

❱❛r✐❛♥❝❡
∑

i

∑

j(i− µ)2pd,θ(i, j)

▼❛①✐♠✉♠ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② max
i,j

pd,θ(i, j)

❈♦rr❡❧❛t✐♦♥
∑

i

∑

j

ijpd,θ(i,j)−µxµy

σxσy

❚❛❜❧❡ ✷✳✶✿ ❙♦♠❡ ❢❡❛t✉r❡s ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ ❍❛r❛❧✐❝❦✬s ❣r❛②✲❧❡✈❡❧ ❝♦✲♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♠❛tr✐✲
❝❡s✳

✕ µx✱ µy✱ σx✱ σy ❛r❡ t❤❡ ♠❡❛♥s ❛♥❞ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ r♦✇ ❛♥❞ ❝♦❧✉♠♥
s✉♠s ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐①✳

●❛❜♦r ✜❧t❡rs ❬✻✼✱ ✼✹❪ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ t❤❛t ❛ t❡①t✉r❡ ✐s ❛ r❡♣❡t✐t✐♦♥ ♦❢
♣r✐♠✐t✐✈❡s ✇✐t❤ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❢r❡q✉❡♥❝②✱ t❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s t♦ ✉s❡ ❛ s❡t ♦❢ ●❛❜♦r
✜❧t❡rs t♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ t❡①t✉r❡ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t s❝❛❧❡s ✭❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✮ ❛♥❞
♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s✳

❆ ●❛❜♦r ✜❧t❡r ✐s t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ❦❡r♥❡❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❛ ❝♦♠♣❧❡①
s✐♥✉s♦✐❞✳ ❚❤❡ ●❛❜♦r ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

✕ ❈♦♠♣❧❡①✿

g(x, y) = e−
(x′2+γ2y′2)

2σ2 × ei(
2πx′

λ
+ϕ) ✭✷✳✾✮

x′ = x cos θ + y sin θ ✭✷✳✶✵✮

y′ = −x sin θ + y cos θ ✭✷✳✶✶✮

✕ ❘❡❛❧ ♣❛rt✿

gr(x, y) = e−
(x′2+γ2y′2)

2σ2 × cos(
2πx′

λ
+ ϕ) ✭✷✳✶✷✮

✕ ■♠❛❣✐♥❛r② ♣❛rt✿

gi(x, y) = e−
(x′2+γ2y′2)

2σ2 × sin(
2πx′

λ
+ ϕ) ✭✷✳✶✸✮

❲❤❡r❡✿
✕ σ ✐s t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❢❛❝t♦r ❛♥❞ γ ✐s t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❛s♣❡❝t
r❛t✐♦ s♣❡❝✐❢②✐♥❣ t❤❡ ❡❧❧✐♣t✐❝✐t② ♦❢ t❤❡ ●❛❜♦r ❢✉♥❝t✐♦♥✳



✶✽ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❚r❛❞✐t✐♦♥❛❧ ❈♦♥t❡♥t✲❜❛s❡❞ ✐♠❛❣❡ r❡tr✐❡✈❛❧

✕ λ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ❛♥❞ 1
λ
r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ t❤❡

s✐♥✉s♦✐❞❛❧ ❢❛❝t♦r✳
✕ θ s♣❡❝✐✜❡s t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ●❛❜♦r ✜❧t❡r✳
✕ ϕ ✐s t❤❡ ♣❤❛s❡ ♦✛s❡t✳
❚♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ t❡①t✉r❡ ❢❡❛t✉r❡s✱ t❤❡ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡ ✐s ❝♦♥✈♦❧✈❡❞ ✇✐t❤ ❛ s❡t ♦❢ ●❛❜♦r

✜❧t❡rs ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❛♥❞ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s✳ ❆♥ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡ I(x, y)✱ ✇❤❡r❡
(x, y) ∈ Ω ✭Ω ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ♣✐①❡❧s ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡✮ ✐s ❝♦♥✈♦❧✈❡❞ ✇✐t❤ ❛ ●❛❜♦r ❢✉♥❝t✐♦♥
g(x, y) t♦ ♦❜t❛✐♥ t✇♦ ●❛❜♦r ❢❡❛t✉r❡ ✐♠❛❣❡s ✭rr(x, y) ❛s r❡❛❧ ♣❛rt ❛♥❞ ri(x, y) ❛s
✐♠❛❣✐♥❛r② ♣❛rt✮ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

rr(x, y) = (I ∗ gr)(x, y) =

∫∫

Ω

I(ξ, η)gr(x− ξ, y − η)dξdη ✭✷✳✶✹✮

ri(x, y) = (I ∗ gi)(x, y) =

∫∫

Ω

I(ξ, η)gi(x− ξ, y − η)dξdη ✭✷✳✶✺✮

❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✿ ❋✐❧t❡r❡❞ ✐♠❛❣❡s ✉s✐♥❣ ●❛❜♦r ✜❧t❡rs ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✹ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ✭✈❡rt✐❝❛❧
❛①✐s✱ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ✐♥❝r❡❛s❡ ❢r♦♠ t♦♣ t♦ ❜♦tt♦♠✮ ❛♥❞ ✸ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ✭❤♦r✐③♦♥t❛❧
❛①✐s✱ ❢r♦♠ ❧❡❢t t♦ r✐❣❤t θ = 0✱ θ = π/3✱ θ = 2π/3✮✳

❚❤✉s✱ ❢♦r ❡❛❝❤ t❡①t✉r❡ ✐♠❛❣❡✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❛ s❡t ♦❢ ●❛❜♦r ❢❡❛t✉r❡ ✐♠❛❣❡s ✐♥ r❡❛❧
♣❛rt ❛♥❞ ✐♠❛❣✐♥❛r② ♣❛rt✳ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✸ s❤♦✇s t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ✐♠❛❣❡s ♦❢ ❛♥ ✐♥♣✉t t❡①t✉r❡
❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✸ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❛♥❞ ✹ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s❀ ✐♥ t♦t❛❧ ✇❡ ❤❛✈❡ ✷✹ r❡s♣♦♥s❡ ✐♠❛❣❡s
✭3×4 = 12 ✐♠❛❣❡s ✐♥ r❡❛❧ ♣❛rt ❛♥❞ 3×4 = 12 ✐♠❛❣❡ ✐♥ ✐♠❛❣✐♥❛r② ♣❛rt✮✳ ❚❤❡ ❢❡❛t✉r❡
✈❡❝t♦r ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡ ✐s t❤❡♥ ❝r❡❛t❡❞ ❜② ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤❡ st❛t✐st✐❝s s✉❝❤ ❛s ♠❡❛♥
❛♥❞ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❬✶✹✹❪ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ r❡s♣♦♥s❡ ✐♠❛❣❡✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❡
❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ♠❡❛♥ µ ❛♥❞ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ σ ❢♦r ❡❛❝❤ r❡s♣♦♥s❡ ✐♠❛❣❡ ✐♥ ❋✐❣✉r❡
✷✳✸✱ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡ ✈❡❝t♦r ❤❛s t❤✉s 24× 2 = 48 ❞✐♠❡♥s✐♦♥s f = (µ0, σ0, ..., µ23, σ23)✳

✷✳✷✳✶✳✸ ❙❤❛♣❡

❙❤❛♣❡ ❢❡❛t✉r❡s ❤❛✈❡ ✇✐❞❡❧② ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ✐♥ ♠❛♥② ❈❇■❘ s②st❡♠s ❬✶✸✸❪✳ ❚❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢
❢❡❛t✉r❡s ✐s ✉s❡❢✉❧ ❢♦r ♦❜❥❡❝t ❛♥❞ r❡❣✐♦♥ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✳ ❋✐❣✉r❡s ✷✳✹❛ ❛♥❞ ✷✳✹❜ s❤♦✇ t✇♦



✷✳✷✳ ❋❡❛t✉r❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ✶✾

✭❛✮ ❆ ❜❛❧❧ ✭❜✮ ❆ ❜♦①

❋✐❣✉r❡ ✷✳✹✿ ❊①❛♠♣❧❡s ♦❢ ♦❜❥❡❝ts ✇✐t❤ s✐♠✐❧❛r ❝♦❧♦r ❛♥❞ t❡①t✉r❡ ❜✉t ❤❛✈✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t
s❤❛♣❡s✳

✐♠❛❣❡s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t✇♦ ♦❜❥❡❝ts ❤❛✈✐♥❣ s✐♠✐❧❛r ❝♦❧♦rs ❛♥❞ t❡①t✉r❡s ❜✉t t❤❡✐r s❤❛♣❡s
❛r❡ ✈❡r② ❞✐✛❡r❡♥t✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ❝♦❧♦r ♦r t❡①t✉r❡ ❝r✐t❡r✐❛ ❞♦ ♥♦t ❛❧❧♦✇ ✉s t♦
❞✐st✐♥❣✉✐s❤ t❤❡s❡ t✇♦ ✐♠❛❣❡s✳ ❙❤❛♣❡ ❢❡❛t✉r❡s ❛r❡ ✉s❡❢✉❧ ✐♥ t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ s✐t✉❛t✐♦♥✳

❙❤❛♣❡ ❞❡s❝r✐♣t♦rs ❛r❡ ♦❢t❡♥ ❡①tr❛❝t❡❞ ❛❢t❡r s❡❣♠❡♥t✐♥❣ t❤❡ ✐♠❛❣❡s ✐♥t♦ ♦❜❥❡❝ts
❛♥❞ r❡❣✐♦♥s✳ ❆s ✐♠❛❣❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ❛❧s♦ ❛ ❞✐✣❝✉❧t t❛s❦✱ s❤❛♣❡ ❢❡❛t✉r❡s ❛r❡ ✐♥
❣❡♥❡r❛❧ ❧❡ss ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t❤❛♥ ❝♦❧♦r ❛♥❞ t❡①t✉r❡ ❢❡❛t✉r❡s✳ ▼❛♥② s❤❛♣❡ ❢❡❛t✉r❡ ❞❡✲
s❝r✐♣t♦rs ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❬✾✸❪✳ ❲❡ ❝❛♥ ❞✐✈✐❞❡ t❤❡♠ ✐♥t♦ t✇♦ ❣r♦✉♣s✿
❝♦♥t♦✉r✲❜❛s❡❞ ❞❡s❝r✐♣t♦rs ❛♥❞ r❡❣✐♦♥ ❜❛s❡❞ ❞❡s❝r✐♣t♦rs✳ ❲❤✐❧❡ ❝♦♥t♦✉r✲❜❛s❡❞ ❞❡✲
s❝r✐♣t♦rs ✭s✉❝❤ ❛s ❋♦✉r✐❡r✲❜❛s❡❞ s❤❛♣❡ ❞❡s❝r✐♣t♦r ❬✸✶✱ ✶✹✶✱ ✶✹✸❪✱ ✳✳✳✮ r❡♣r❡s❡♥t ❛♥
♦❜❥❡❝t ♦r r❡❣✐♦♥ ❜② ✐ts ♦✉t❡r ❜♦✉♥❞❛r②✱ t❤❡ r❡❣✐♦♥✲❜❛s❡❞ ❞❡s❝r✐♣t♦rs ✭s✉❝❤ ❛s ❍✉
♠♦♠❡♥ts ❬✺✸❪✱ ❩❡r♥✐❦❡ ♠♦♠❡♥ts ❬✶✷✺❪✱ ♠❡❞✐❛❧ ❛①✐s ❬✼✺❪✱ ✳✳✳✮ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s
♦❢ ❡♥t✐r❡ r❡❣✐♦♥✳ ❆ ❣♦♦❞ s❤❛♣❡ ❢❡❛t✉r❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t t♦ tr❛♥s❧❛t✐♦♥✱ r♦t❛t✐♦♥
❛♥❞ s❝❛❧❡✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ s❤❛♣❡ ❞❡s❝r✐♣t♦rs t❤❛t ❛r❡ ♠♦st ✇✐❞❡❧②
✉s❡❞ ✐♥ ❝♦♥t❡♥t✲❜❛s❡❞ ✐♠❛❣❡ r❡tr✐❡✈❛❧ s②st❡♠s✳

❋♦✉r✐❡r ❞❡s❝r✐♣t♦rs ❬✸✶✱ ✶✹✶✱ ✶✹✸❪ ❋♦✉r✐❡r ❞❡s❝r✐♣t♦r ✐s t❤❡ ♠♦st ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞
❛♠♦♥❣ ❝♦♥t♦✉r✲❜❛s❡❞ ❞❡s❝r✐♣t♦rs ❢♦r ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ s❤❛♣❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♠❛❣❡s✳ ■♥
❣❡♥❡r❛❧✱ ❛ s❤❛♣❡ s✐❣♥❛t✉r❡ ✐s ❛ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r②
❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ ❛ s❤❛♣❡✳ ❇② ❛♣♣❧②✐♥❣ ❛ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ♦♥ ❛ s❤❛♣❡ s✐❣♥❛t✉r❡✱ ✇❡
♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r ❞❡s❝r✐♣t♦rs✳

▲❡t ✉s ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ s❤❛♣❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❛r❡ (x(t), y(t))✱ t = 0, 1, ..., N−
1 ✇❤❡r❡ N ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❛♠♣❧❡❞ ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ t❤❡ s❤❛♣❡✳ ❇♦✉♥❞❛r②
❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❞✐✛❡r❡♥t s❤❛♣❡ s✐❣♥❛t✉r❡s✿

✕ ❈♦♠♣❧❡① ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❢✉♥❝t✐♦♥✿

s(t) = z(t) = x(t) + iy(t) ✭✷✳✶✻✮

✕ ❙❤✐❢t❡❞ ❝♦♠♣❧❡① ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❢✉♥❝t✐♦♥✿

s(t) = z(t) = [x(t)− xc] + i[y(t)− yc] ✭✷✳✶✼✮



✷✵ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❚r❛❞✐t✐♦♥❛❧ ❈♦♥t❡♥t✲❜❛s❡❞ ✐♠❛❣❡ r❡tr✐❡✈❛❧

✇❤❡r❡ (xc, yc) ✐s t❤❡ ❝❡♥tr♦✐❞ ♦❢ t❤❡ s❤❛♣❡✿

xc =
1

L

L−1
∑

t=0

x(t)

yc =
1

L

L−1
∑

t=0

y(t) ✭✷✳✶✽✮

✕ ❈❡♥tr♦✐❞ ❞✐st❛♥❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✿

s(t) = r(t) =
√

[x(t)− xc]2 + [y(t)− yc]2 ✭✷✳✶✾✮

❚❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ s❤❛♣❡ s✐❣♥❛t✉r❡ s(t) ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿

an =
1

N

N−1
∑

t=0

s(t)exp(
−i2πnt

N
), n = 0, 1, ..., N − 1 ✭✷✳✷✵✮

❚❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts an✱ n = 0, 1, ..., N − 1 ❢♦r♠ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r ❞❡s❝r✐♣t♦rs ♦❢ t❤❡ s❤❛♣❡✳
❋♦✉r✐❡r ❞❡s❝r✐♣t♦rs ❛r❡ s✐♠♣❧❡ t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ❜✉t r❡q✉✐r❡ ❛ ♣r❡✲♣r♦❝❡ss✐♥❣ st❡♣ t♦
❡①tr❛❝t t❤❡ ❝♦♥t♦✉r ❢r♦♠ t❤❡ ✐♠❛❣❡s✳ ❚❤❡✐r ♠❛✐♥ ❞r❛✇❜❛❝❦ ✐s t❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥
♦❢ ♦❝❝❧✉s✐♦♥s ✐♥ t❤❡ s❤❛♣❡✳

❍✉ ♠♦♠❡♥ts ❬✺✸❪ ❍✉ ❬✺✸❪ ♣r♦♣♦s❡❞ s❡✈❡♥ ♠♦♠❡♥ts ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✉s❡❢✉❧ t♦ ❝❛♣t✉r❡
t❤❡ s❤❛♣❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✳ ❚❤❡s❡ ♠♦♠❡♥ts ❛r❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t t♦ tr❛♥s❧❛t✐♦♥✱ r♦t❛t✐♦♥ ❛♥❞
s❝❛❧✐♥❣✳ ❚❤❡s❡ ✼ ♠♦♠❡♥t ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

I1 = η20 + η02 ✭✷✳✷✶✮

I2 = (η20 − η02)
2 + 4η211 ✭✷✳✷✷✮

I3 = (η30 − 3η12)
2 + (3η21 − η03)

2 ✭✷✳✷✸✮

I4 = (η30 + η12)
2 + (η21 + η03)

2 ✭✷✳✷✹✮

I5 = (η30 − 3η12)(η30 + η12)[(η30 + η12)
2 − 3(η21 + η03)

2]

+(3η21 − η03)(η21 + η03)[3(η30 + η12)
2 − (η21 + η03)

2] ✭✷✳✷✺✮

I6 = (η20 − η02)[(η30 + η12)
2 − (η21 + η03)

2]

+4η11(η30 + η12)(η21 + η03) ✭✷✳✷✻✮

I7 = (3η21 − η03)(η30 + η12)[(η30 + η12)
2 − 3(η21 + η03)

2]

−(η30 − 3η12)(η21 + η03)[3(η30 + η12)
2 − (η21 + η03)

2] ✭✷✳✷✼✮

❲❤❡r❡ ηij ✐s t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❝❡♥tr❛❧ ♠♦♠❡♥t ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧
♠♦♠❡♥t µij ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

ηij =
µij

µ
(1+ i+j

2
)

00

✭✷✳✷✽✮

µij =
∑

x

∑

y

I(x, y)(x− x0)
i(y − y0)

j ✭✷✳✷✾✮

❲❤❡r❡✿
✕ (x0, y0) ✐s t❤❡ ❝❡♥tr♦✐❞ ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡✳
✕ I(x, y) r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❣r❛② ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❛t t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ (x, y)✳



✷✳✷✳ ❋❡❛t✉r❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ✷✶

❩❡r♥✐❦❡ ♠♦♠❡♥ts ❬✶✷✺❪ ❚♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❩❡r♥✐❦❡ ♠♦♠❡♥ts ❬✶✷✺❪✱ t❤❡ ❈❛rt❡s✐❛♥
❝♦♦r❞✐♥❛t❡s (x, y) ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❛r❡ ✜rst tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✐♥t♦ ♣♦❧❛r ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s (ρ, θ)
✐♥s✐❞❡ ❛ ✉♥✐t ❞✐s❦ ✭t❤❡ ❝❡♥tr❡ ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ✐s t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ♦❢ t❤❡ ✉♥✐t ❞✐s❦✱ x2+y2 ≤ 1✮
❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

ρ =
√

x2 + y2 ✭✷✳✸✵✮

θ = arctan
(y

x

)

✭✷✳✸✶✮

❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ❩❡r♥✐❦❡ ♠♦♠❡♥ts Amn ♦❢ ❛♥ ✐♠❛❣❡ I(x, y) ❛r❡ ❜✉✐❧t ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ s❡t
♦❢ ❝♦♠♣❧❡① ❩❡r♥✐❦❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s Vmn(x, y) ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

Amn =
m+ 1

π

∑

x

∑

y

I(x, y)[Vmn(x, y)]
∗ where x2 + y2 ≤ 1 ✭✷✳✸✷✮

✇❤❡r❡✿
✕ m ≥ 0 ❞❡✜♥❡s t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ ♠♦♠❡♥t✱ n ✐s ❛♥ ✐♥t❡❣❡r✱ |n| ≤ m ❛♥❞ m− |n|
✐s ❡✈❡♥✳

✕ I(x, y) r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❣r❛② ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❛t t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ (x, y)✳
✕ [Vmn(x, y)]

∗ ✐s t❤❡ ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ❩❡r♥✐❦❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ Vmn(x, y)✳
❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ❩❡r♥✐❦❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ Vmn(x, y) ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s✿

Vmn(x, y) = Vmn(ρ cos θ, ρ sin θ) = Rmn(ρ)e
inθ ✭✷✳✸✸✮

✇❤❡r❡ i2 = −1✱ ❛♥❞ Rmn(ρ) ✐s t❤❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ r❛❞✐❛❧ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✿

Rmn(ρ) =

m−|n|
2
∑

s=0

(−1)s
(m− s)!

s!
(

m+|n|
2
− s
)

!
(

m−|n|
2
− s
)

!
ρm−2s ✭✷✳✸✹✮

❲❡ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② s❡❡ t❤❛t Rmn(ρ) = Rm,−n(ρ) ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ [Vmn(x, y)]
∗ = Vm,−n(x, y)✳

✷✳✷✳✷ ▲♦❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s

▲♦❝❛❧ ❞❡s❝r✐♣t♦rs ❛r❡ ♥♦✇❛❞❛②s ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ✐♥ ❝♦♥t❡♥t✲❜❛s❡❞ ✐♠❛❣❡ r❡tr✐❡✈❛❧✳
■♥st❡❛❞ ♦❢ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ ❛ s✐❣♥❛t✉r❡ ♦♥ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ✐♠❛❣❡✱ ❧♦❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡
t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ r❡❣✐♦♥ ❛r♦✉♥❞ ✜①❡❞ ❣r✐❞ ♣♦✐♥ts ♦r ❞❡t❡❝t❡❞ ✐♥t❡r❡st
♣♦✐♥ts✳ ❚❤✉s✱ ❡❛❝❤ ✐♠❛❣❡ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛ s❡t ♦❢ ❧♦❝❛❧ ❢❡❛t✉r❡ ✈❡❝t♦rs ✭♦♥❡ ✈❡❝t♦r
❢♦r ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t✮✳

❉✐✛❡r❡♥t ❞❡t❡❝t♦rs ❢♦r ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r❡st ♣♦✐♥ts ❛r❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛✲
t✉r❡ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❍❛rr✐s ❞❡t❡❝t♦r ❬✹✻❪✱ t❤❡ ❍❛rr✐s✲▲❛♣❧❛❝❡ ❞❡t❡❝t♦r ❬✾✵❪✱ t❤❡ ❉✐✛❡r❡♥❝❡
♦❢ ●❛✉ss✐❛♥ ✭❉♦●✮ ❞❡t❡❝t♦r ❬✽✶❪✱ t❤❡ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥ ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥ ✭▲♦●✮ ❞❡t❡❝t♦r ❬✼✽❪✱ ❡t❝✳
❋✐❣✉r❡ ✷✳✺ r❡♣r❡s❡♥ts ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ♦✉t♣✉t ✐♥t❡r❡st ♣♦✐♥ts ❞❡t❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❍❛rr✐s
❞❡t❡❝t♦r✳

❋♦r r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❛r♦✉♥❞ ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t✱ ✈❛r✐♦✉s
❞❡s❝r✐♣t♦rs ❛r❡ ♣r♦♣♦s❡❞ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❝♦❧♦r ❤✐st♦❣r❛♠ ❬✶✸✵❪✱ ❙❝❛❧❡✲■♥✈❛r✐❛♥t
❋❡❛t✉r❡ ❚r❛♥s❢♦r♠ ✭❙■❋❚✮ ❬✽✶❪✱ ❙♣❡❡❞❡❞ ❯♣ ❘♦❜✉st ❋❡❛t✉r❡s ✭❙❯❘❋✮ ❬✶✶❪✱ ❝♦❧♦r
❙■❋❚ ❞❡s❝r✐♣t♦rs ❬✶✱ ✶✼✱ ✶✸✵❪✱ ❡t❝✳ ❆♠♦♥❣ t❤❡s❡ ❞❡s❝r✐♣t♦rs✱ ❙■❋❚ ❞❡s❝r✐♣t♦rs ❛r❡
✈❡r② ♣♦♣✉❧❛r ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡✐r ✈❡r② ❣♦♦❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳



✷✷ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❚r❛❞✐t✐♦♥❛❧ ❈♦♥t❡♥t✲❜❛s❡❞ ✐♠❛❣❡ r❡tr✐❡✈❛❧

❋✐❣✉r❡ ✷✳✺✿ ❖✉t♣✉t ✐♥t❡r❡st ♣♦✐♥ts ♦❢ t❤❡ ❍❛rr✐s ❞❡t❡❝t♦r✳

❙■❋❚ ✭❙❝❛❧❡✲■♥✈❛r✐❛♥t ❋❡❛t✉r❡ ❚r❛♥s❢♦r♠✮ ❬✽✶❪ ❙■❋❚ ✇❛s ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ▲♦✇❡
❬✽✶❪✳ ❚❤❡ ❢❡❛t✉r❡ ❞❡s❝r✐♣t♦r r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ❛r♦✉♥❞
❡❛❝❤ ✐♥t❡r❡st ♣♦✐♥t ✭❦❡②♣♦✐♥t✮ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢
t❤✐s r❡❣✐♦♥✳ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✻ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❙■❋❚ ❞❡s❝r✐♣t♦r ❛r♦✉♥❞ ❛
❞❡t❡❝t❡❞ ✐♥t❡r❡st ♣♦✐♥t✳ ❚❤❡ ❢❡❛t✉r❡ ❞❡s❝r✐♣t♦r ♦❢ ❡❛❝❤ ✐♥t❡r❡st ♣♦✐♥t ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞
♦♥ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥✲s♠♦♦t❤❡❞ ✐♠❛❣❡ L(x, y, σ) ❛t t❤❡ s❝❛❧❡ σ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♥t❡r❡st ♣♦✐♥t
✐s ❞❡t❡❝t❡❞✿

L(x, y, σ) = G(x, y, σ) ∗ I(x, y) ✭✷✳✸✺✮

✇❤❡r❡ ∗ ✐s t❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥✱ I(x, y) ✐s t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✐♠❛❣❡ ❛♥❞ G(x, y, σ) ✐s
t❤❡ ✷❉ ●❛✉ss✐❛♥ ❦❡r♥❡❧ ❛t s❝❛❧❡ σ✿

G(x, y, σ) =
1

2πσ2
e−

x2+y2

2σ2 ✭✷✳✸✻✮

❊❛❝❤ ✐♠❛❣❡ s❛♠♣❧❡ ♣♦✐♥t L(x, y) ✐♥ ❛ r❡❣✐♦♥ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ✐♥t❡r❡st ♣♦✐♥t ❧♦❝❛t✐♦♥ ✐s
❛ss✐❣♥❡❞ ❛ ❣r❛❞✐❡♥t ♠❛❣♥✐t✉❞❡ m(x, y) ❛♥❞ ❛♥ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ θ(x, y) ❝♦♠♣✉t❡❞ ✉s✐♥❣
♣✐①❡❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✻✭❛✮✮✳

m(x, y) =
√

(L(x+ 1, y)− L(x− 1, y))2 + (L(x, y + 1)− L(x, y − 1))2 ✭✷✳✸✼✮

θ(x, y) = tan−1 ((L(x, y + 1)− L(x, y − 1))/(L(x+ 1, y)− L(x− 1, y))) ✭✷✳✸✽✮

❚❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♠❛❣♥✐t✉❞❡s ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ✐♥t❡r❡st
♣♦✐♥t ❛r❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❜② ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ✇✐♥❞♦✇✱ ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❝✐r❝❧❡ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✻✭❛✮✱
✇✐t❤ ❛ σ ♦❢ ✶✳✺ t✐♠❡s t❤❡ s❝❛❧❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❡st ♣♦✐♥t✳ ❚❤❡ ❢❡❛t✉r❡ ❞❡s❝r✐♣t♦r ♦❢ ❡❛❝❤
✐♥t❡r❡st ♣♦✐♥t ✐s ❝♦♥❝❛t❡♥❛t❡❞ ❢r♦♠ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❤✐st♦❣r❛♠s ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ ❛ r❡❣✐♦♥
❛r♦✉♥❞ t❤❡ ✐♥t❡r❡st ♣♦✐♥t s✉❝❤ t❤❛t ❡❛❝❤ ❤✐st♦❣r❛♠ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ ♣♦✐♥ts ♦❢ ❛
4 × 4 s✉❜r❡❣✐♦♥✳ ❊❛❝❤ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❤✐st♦❣r❛♠ ❝r❡❛t❡❞ ♦♥ ❛ 4 × 4 s✉❜r❡❣✐♦♥ ❤❛s 8
❜✐♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ 8 ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✻✭❜✮✳ ❚❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❡❛❝❤
❛rr♦✇ ✭❜✐♥✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♠❛❣♥✐t✉❞❡s ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ♣♦✐♥ts
✇✐t❤✐♥ t❤✐s 4 × 4 s✉❜r❡❣✐♦♥ ❤❛✈✐♥❣ ❛ s✐♠✐❧❛r ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ t♦ t❤✐s ❛rr♦✇✳ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✻
✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❙■❋❚ ❞❡s❝r✐♣t♦r ❝♦♥❝❛t❡♥❛t❡❞ ❢r♦♠ 2 × 2 = 4



✷✳✷✳ ❋❡❛t✉r❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ✷✸

❋✐❣✉r❡ ✷✳✻✿ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❙■❋❚ ❞❡s❝r✐♣t♦r ✐♥ ❛ r❡❣✐♦♥ ♦❢ s✐③❡ ✽①✽ ❛r♦✉♥❞ ❛♥
✐♥t❡r❡st ♣♦✐♥t✳ ✭▲♦✇❡✱ ✷✵✵✹✮

❤✐st♦❣r❛♠s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ ❛ 8 × 8 r❡❣✐♦♥ ♦❢ s❛♠♣❧❡ ♣♦✐♥ts✳ ■♥ ❤✐s ✇♦r❦ ▲♦✇❡ ❬✽✶❪
✉s❡❞ ❛ r❡❣✐♦♥ ♦❢ s✐③❡ 16×16 ❢♦r ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ 4×4 ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❤✐st♦❣r❛♠s✱ t❤❡r❡❢♦r❡
t❤❡ ❢❡❛t✉r❡ ❞❡s❝r✐♣t♦r ❤❛s 8× 4× 4 = 128 ❡❧❡♠❡♥ts✳

❈♦❧♦r ❙■❋❚ ❞❡s❝r✐♣t♦rs ❆s t❤❡ ❙■❋❚ ❞❡s❝r✐♣t♦r ♦❢ ▲♦✇❡ ❬✽✶❪ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥❧②
♦♥ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ❝❤❛♥♥❡❧✱ t❤❡ ❝♦❧♦r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❛② ❜❡ ❧♦st✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ s♦♠❡ ❝♦❧♦r
❙■❋❚ ❞❡s❝r✐♣t♦rs ❛r❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❢♦r ❜❡✐♥❣ ✉s❡❞ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦❧♦r s♣❛❝❡s✿

✕ ❘●❇✲❙■❋❚ ❬✶✸✵❪✿ ❚❤❡ ❧♦❝❛❧ ❘●❇✲❙■❋❚ ❞❡s❝r✐♣t♦r ❢♦r ❡❛❝❤ ✐♥t❡r❡st ♣♦✐♥t ✐s
❝r❡❛t❡❞ ❜② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❙■❋❚ ❞❡s❝r✐♣t♦rs ❢♦r ❡✈❡r② ❝❤❛♥♥❡❧ ♦❢
t❤❡ ❘●❇ ❝♦❧♦r s♣❛❝❡✳ ❚❤❡ ❧♦❝❛❧ ❢❡❛t✉r❡ ❞❡s❝r✐♣t♦r ❤❛s t❤✉s 3× 128 ❡❧❡♠❡♥ts✳

✕ ❍❙❱✲❙■❋❚ ❬✶✼❪✿ ❙❛♠❡ ❛s ❘●❇✲❙■❋❚✱ t❤❡ ❍❙❱✲❙■❋❚ ❞❡s❝r✐♣t♦r ❢♦r ❡❛❝❤
✐♥t❡r❡st ♣♦✐♥t ✐s t❤❡ ❝♦♥❝❛t❡♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ❙■❋❚ ❞❡s❝r✐♣t♦rs ❝♦♠♣✉t❡❞
❢♦r ❡❛❝❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ❍❙❱ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ❍❙❱✲❙■❋❚ ❞❡s❝r✐♣t♦r ❢♦r ❡❛❝❤
✐♥t❡r❡st ♣♦✐♥t ❤❛s 3× 128 ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳

✕ ❍✉❡✲❙■❋❚ ❬✶✸✵❪✿ ❚❤❡ ❍✉❡✲❙■❋❚ ❞❡s❝r✐♣t♦r ❢♦r ❡❛❝❤ ✐♥t❡r❡st ♣♦✐♥t ✐s t❤❡ ❝♦♥✲
❝❛t❡♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❍✉❡ ❤✐st♦❣r❛♠ ❛♥❞ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❙■❋❚ ❞❡s❝r✐♣t♦r ❝♦♠♣✉t❡❞
♦♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ❛r♦✉♥❞ t❤✐s ✐♥t❡r❡st ♣♦✐♥t✳

✕ ❖♣♣♦♥❡♥t❙■❋❚ ❬✶✸✵❪✿ ❖♣♣♦♥❡♥t❙■❋❚ ♦❢ ❡❛❝❤ ✐♥t❡r❡st ♣♦✐♥t ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞
❛s t❤❡ ❝♦♥❝❛t❡♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❙■❋❚ ❞❡s❝r✐♣t♦rs ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧s ✐♥ t❤❡
♦♣♣♦♥❡♥t ❝♦❧♦r s♣❛❝❡ ✭s❡❡ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✷✮✮✳

✕ r❣❙■❋❚ ❬✶✸✵❪✿ ❋♦r t❤❡ r❣❙■❋❚ ❞❡s❝r✐♣t♦r✱ t❤❡ ❙■❋❚ ❞❡s❝r✐♣t♦rs ✇❤✐❝❤ ❛r❡
❝♦♠♣✉t❡❞ ❢♦r t❤❡ r ❛♥❞ g ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❘●❇ ❝♦❧♦r s♣❛❝❡
✭s❡❡ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✮✮ ❛r❡ ❝♦♥❝❛t❡♥❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❙■❋❚ ❞❡s❝r✐♣t♦r ✐♥
t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ❝❤❛♥♥❡❧✳

✕ ❈❙■❋❚ ✭❈♦❧♦r❡❞ ❙■❋❚✮ ❬✶❪✿ ❋♦r t❤❡ ❈❙■❋❚ ❞❡s❝r✐♣t♦r ♦❢ ❡❛❝❤ ✐♥t❡r❡st
♣♦✐♥t✱ ❆❜❞❡❧✲❍❛❦✐♠ ❛♥❞ ❋❛r❛❣ ❬✶❪ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❙■❋❚ ❞❡s❝r✐♣t♦rs ❢♦r ❛❧❧ ❝♦❧♦r
✐♥✈❛r✐❛♥ts ♦❢ t❤❡ ❝♦❧♦r ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ♠♦❞❡❧ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✸✾✮
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 =





0.06 0.63 0.27
0.3 0.04 −0.35
0.34 −0.6 0.17
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✷✹ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❚r❛❞✐t✐♦♥❛❧ ❈♦♥t❡♥t✲❜❛s❡❞ ✐♠❛❣❡ r❡tr✐❡✈❛❧

❆s ❧♦❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s r❡♣r❡s❡♥t ❡❛❝❤ ✐♠❛❣❡ ❜② ❛ s❡t ♦❢ ❧♦❝❛❧ ❞❡s❝r✐♣t♦rs ❛♥❞ ❝♦♥✲
s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥t❡r❡st ♣♦✐♥ts ♠❛② ✈❛r② ❢r♦♠ ♦♥❡ ✐♠❛❣❡ t♦
❛♥♦t❤❡r✱ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ✐♠❛❣❡s ✐s ♥♦t str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞✳
❲❡ ♣r❡s❡♥t ❤❡r❡❛❢t❡r t✇♦ ❛♠♦♥❣ t❤❡ ♠♦st ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ❛♥❞ ✈❡r② ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡t❤♦❞s
❢♦r ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ✐♠❛❣❡s✿

✕ ■♥ t❤❡ ✜rst ♠❡t❤♦❞✱ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ✐♠❛❣❡s ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❛t❝❤❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠ ❬✺❪✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ✐♥t❡r❡st ♣♦✐♥t P ♦❢ t❤❡
q✉❡r② ✐♠❛❣❡✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r✱ ❛♠♦♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ✐♥t❡r❡st ♣♦✐♥ts ❞❡t❡❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡
✐♠❛❣❡ ❞❛t❛❜❛s❡✱ t❤❡ t✇♦ ♣♦✐♥ts P✶ ❛♥❞ P✷ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ t❤❡ ❝❧♦s❡st t♦ P ✭P✶
❜❡✐♥❣ ❝❧♦s❡r t❤❛♥ P✷✮✳ ❆ ♠❛t❝❤ ❜❡t✇❡❡♥ P ❛♥❞ P✶ ✐s ❛❝❝❡♣t❡❞ ✐❢ D(P, P1) ≤
distRatio×D(P, P2)✱ ✇❤❡r❡ ❉ ✐s t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♣♦✐♥ts
✭❝♦♠♣✉t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡✐r ♥✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❢❡❛t✉r❡ ✈❡❝t♦rs✮ ❛♥❞ distRatio ✐s ❛ ✜①❡❞
t❤r❡s❤♦❧❞✱ distRatio ∈ (0, 1)✳ ❇② ❞❡✜♥✐♥❣ ❛ ♠❛t❝❤ ✐♥ t❤✐s ✇❛②✱ ✇❡ ❝❛♥ r❡❥❡❝t
t❤❡ ❛♠❜✐❣✉✐t② ❝❛s❡s ✇❤❡r❡ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ P t♦ t❤❡ ❝❧♦s❡st ❛♥❞ t❤❡
s❡❝♦♥❞ ❝❧♦s❡st ✐♥t❡r❡st ♣♦✐♥ts ❛r❡ s✐♠✐❧❛r✳ ◆♦t❡ t❤❛t✱ ❢♦r t✇♦ ✐♠❛❣❡s Ai ❛♥❞
Aj✱ t❤❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♦❢ Ai ❛❣❛✐♥st Aj ✭❢✉rt❤❡r ❞❡♥♦t❡❞ ❛s (Ai, Aj)✮ ❞♦❡s ♥♦t
♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ s❛♠❡ ♠❛t❝❤❡s ❛s t❤❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♦❢ Aj ❛❣❛✐♥st Ai ✭❞❡♥♦t❡❞ ❛s
(Aj, Ai)✮✳ ❚❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ✐♠❛❣❡s Ai ❛♥❞ Aj ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠✉❧❛✿

Di,j = Dj,i = 100 ∗

(

1−
Mij

min{KAi
, KAj

}

)

✭✷✳✹✵✮

✇❤❡r❡KAi
✱ KAj

❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ✐♥t❡r❡st ♣♦✐♥ts ❢♦✉♥❞ ✐♥ Ai✱ Aj

❛♥❞ Mij ✐s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❛t❝❤❡s ❢♦✉♥❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣❛✐rs (Ai, Aj)
❛♥❞ (Aj, Ai)✳

✕ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ✏❜❛❣ ♦❢ ✇♦r❞s✑ ♠❡t❤♦❞ ❬✼✱✶✷✶❪
✇❤✐❝❤ ❝❛❧❝✉❧❛t❡s✱ ❢r♦♠ ❛ s❡t ♦❢ ❧♦❝❛❧ ❞❡s❝r✐♣t♦rs✱ ❛ ❣❧♦❜❛❧ ❢❡❛t✉r❡ ✈❡❝t♦r ❢♦r
❡❛❝❤ ✐♠❛❣❡✳ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✼ s❤♦✇s t❤❡ ✏❜❛❣ ♦❢ ✇♦r❞s✑ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✉s❡❞ ✐♥ ❛♥ ♦❜❥❡❝t
r❡❝♦❣♥✐t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❋✐rst✱ ✇❡ ❡①tr❛❝t ❧♦❝❛❧ ❞❡s❝r✐♣t♦rs ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ✐♠❛❣❡s ✐♥ t❤❡
❞❛t❛❜❛s❡ ❛♥❞ ❧❡❛r♥ t♦ ❛❣❣r❡❣❛t❡ t❤❡s❡ ❧♦❝❛❧ ❞❡s❝r✐♣t♦rs ✐♥t♦ ❣r♦✉♣s ✐♥ ♦r❞❡r
t♦ ❝r❡❛t❡ ❛ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ✭❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ ❝♦❞❡❜♦♦❦✮✳ ❚❤❡ ❝❡♥tr❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ❣r♦✉♣ ✐s
❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ ✈✐s✉❛❧ ✇♦r❞ ✐♥ t❤❡ ❞✐❝t✐♦♥❛r②✳ ❯♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s
✭❣❡♥❡r❛❧❧② ❦✲♠❡❛♥s✮ ❛r❡ ♠♦st❧② ✉s❡❞ ❢♦r ❝♦♥str✉❝t✐♥❣ t❤❡ ❞✐❝t✐♦♥❛r②✱ s♦♠❡
♦t❤❡r ✇♦r❦s ❧❡❛r♥❡❞ t❤❡ ❝♦❞❡❜♦♦❦ ❜② ✉s✐♥❣ s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❬✶✽✱✽✻❪✳ ❚❤❡♥✱
❛ ✧❜❛❣ ♦❢ ✇♦r❞s✧ ✐s ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ✐♠❛❣❡ ✈✐❛ t✇♦ st❡♣s✿ ❝♦❞✐♥❣ ❛♥❞
♣♦♦❧✐♥❣✳ ❚❤❡ ❝♦❞✐♥❣ st❡♣ ♣r♦❥❡❝ts ❡❛❝❤ ❧♦❝❛❧ ❞❡s❝r✐♣t♦r ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦♥t♦ t❤❡
✈✐s✉❛❧ ✇♦r❞s ♦❢ t❤❡ ❝♦❞❡❜♦♦❦✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣♦♦❧✐♥❣ st❡♣ ❝♦♠❜✐♥❡s t❤❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞
❝♦❞❡s ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❞❡s❝r✐♣t♦rs ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ✐♥t♦ ❛ ✈❡❝t♦r✳ ❚❤❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ❝♦❞❡
♦❢ ❛ ❧♦❝❛❧ ❞❡s❝r✐♣t♦r xj ✐s ❛ ✈❡❝t♦r αj = (α1,j, ..., αn,j)✱ ✇❤❡r❡ n ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
✈✐s✉❛❧ ✇♦r❞s ✐♥ t❤❡ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ✭✐✳❡✳ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣r♦✉♣s ♦❢ ❧♦❝❛❧ ❞❡s❝r✐♣t♦rs✮
❛♥❞ αm,j ✐s t❤❡ mth ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ❡♥❝♦❞❡❞ ✈❡❝t♦r ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡
mth ✈✐s✉❛❧ ✇♦r❞ ✐♥ t❤❡ ❞✐❝t✐♦♥❛r②✳ ❚r❛❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❝♦❞✐♥❣ st❡♣ ❛❝t✐✈❛t❡s
αm,j = 1 ♦♥❧② ❢♦r t❤❡ ✇♦r❞ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝❧♦s❡st t♦ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t♦r xj✱ ❛♥❞ ❛ss✐❣♥s
③❡r♦ t♦ ❛❧❧ ♦t❤❡r ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❆♥♦t❤❡r ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ❢♦r t❤❡ ❝♦❞✐♥❣ st❡♣ ✐s t❤❡ s♦❢t
❝♦❞✐♥❣ ❬✶✸✶❪✳ ▼❛♥② ✈✐s✉❛❧ ✇♦r❞s ✐♥ t❤❡ ❝♦❞❡❜♦♦❦ ❝❛♥ ❜❡ ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ❛ s❛♠❡
❧♦❝❛❧ ❞❡s❝r✐♣t♦r✱ ❜✉t ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ✇❡✐❣❤ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡s
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ ✈✐s✉❛❧ ✇♦r❞s ❛♥❞ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t♦r✳ ❚❤❡ ♣♦♦❧✐♥❣ st❡♣ ❛❣❣r❡❣❛t❡s



✷✳✷✳ ❋❡❛t✉r❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ✷✺

❋✐❣✉r❡ ✷✳✼✿ ❇❛❣s ♦❢ ✇♦r❞s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥ ❛♥ ♦❜❥❡❝t r❡❝♦❣♥✐t✐♦♥ s②st❡♠ ✭❙♦✉r❝❡✿ ❤tt♣✿
✴✴s❡♥s❜❧♦❣s✳✇♦r❞♣r❡ss✳❝♦♠✴♣❛❣❡✴✷✴✮

❛❧❧ ❡♥❝♦❞❡❞ ✈❡❝t♦rs ♦❢ ❡❛❝❤ ✐♠❛❣❡ ✐♥t♦ ❛ s✐♥❣❧❡ ✈❡❝t♦r z = (z1, ..., zn)✳ ❚❤❡ s✉♠
♣♦♦❧✐♥❣ ♦r t❤❡ ♠❛① ♣♦♦❧✐♥❣ ♦♣❡r❛t♦rs ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ✉s❡❞✳ ❋♦r t❤❡ s✉♠ ♣♦♦❧✐♥❣
♦♣❡r❛t♦r✱ ❡❛❝❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥t zm ♦❢ t❤❡ ✈❡❝t♦r z ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s zm =

∑M

j=1 αm,j

✭✇❤❡r❡ ▼ ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧♦❝❛❧ ❞❡s❝r✐♣t♦rs ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡✮✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ s✉♠
♣♦♦❧✐♥❣ ♦♣❡r❛t♦r ❝♦♠♣✉t❡s ❡❛❝❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛s zm = max

j∈1..M
αm,j✳ ❚❤❡ t❢✲✐❞❢

✇❡✐❣❤t✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ❬✶✷✸❪ ✐s ❛❧s♦ ✉s❡❞ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡❧② ❢♦r t❤❡ ♣♦♦❧✐♥❣ st❡♣✳ ❇② ✉s✐♥❣
t❤❡ ✏❜❛❣ ♦❢ ✇♦r❞s✑ ♠❡t❤♦❞✱ ❡❛❝❤ ✐♠❛❣❡ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛ ❢❡❛t✉r❡ ✈❡❝t♦r
♦❢ s✐③❡ n ❛♥❞ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛♥② t✇♦ ✐♠❛❣❡s ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞
✉s✐♥❣ t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ♦r t❤❡ χ2 ❞✐st❛♥❝❡✳

✷✳✷✳✸ ❙♣❛t✐❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s

■♥ s♣❛t✐❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✱ ❡❛❝❤ ✐♠❛❣❡ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ s❡t ♦❢ ✈✐s✉❛❧ ♦❜❥❡❝ts ✇❤✐❝❤
❛r❡ ♦❢t❡♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② st❛❣❡ ♦❢ ✐♠❛❣❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❖❜❥❡❝ts✴❘❡❣✐♦♥s
❛♥❞ s♣❛t✐❛❧ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s ❛♠♦♥❣ ♦❜❥❡❝ts✴r❡❣✐♦♥s ❛r❡ t❤❡♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❢♦r r❡♣r❡✲
s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥t❡♥t ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡✳ ❚❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✐s ❧❡ss ✉s❡❞ t❤❛♥ t❤❡
❣❧♦❜❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❜❡❝❛✉s❡ ✐t r❡q✉✐r❡s t❤❡ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② st❛❣❡ ♦❢ ✐♠❛❣❡
s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❤✉❣❡ ✐♠❛❣❡
❞❛t❛❜❛s❡s ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦♥t❡♥ts ♠❛② ❜❡ ✈❡r② ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s✳ ❚❤❡ ♠♦st ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞
s♣❛t✐❛❧ ❢❡❛t✉r❡ ❞❡s❝r✐♣t♦rs ❛r❡ t❤❡ ✷❉ str✐♥❣ ❬✷✵❪ ❛♥❞ ✐ts ✈❛r✐❛♥ts ❬✶✾✱✺✺✱✺✾✱✼✸❪✳

http://sensblogs.wordpress.com/page/2/
http://sensblogs.wordpress.com/page/2/


✷✻ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❚r❛❞✐t✐♦♥❛❧ ❈♦♥t❡♥t✲❜❛s❡❞ ✐♠❛❣❡ r❡tr✐❡✈❛❧

✷❉ ❙tr✐♥❣ ❬✷✵❪ ❙♣❛t✐❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❜② t❤❡ ✷❉ str✐♥❣ ✇❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❈❤❛♥❣
❡t ❛❧✳ ❬✷✵❪✳ ❚❤❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♦❜❥❡❝ts ✐♥ ❛♥ ✐♠❛❣❡ ❛r❡ ✜rst s❡❣♠❡♥t❡❞ ❛♥❞ r❡❝♦❣♥✐③❡❞✳
❚❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ t❤❡ ✷❉ str✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t♦ r❡♣r❡s❡♥t ❡❛❝❤ ✐♠❛❣❡ ❜② ❛ s②♠❜♦❧✐❝ ♣✐❝t✉r❡
✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ s②♠❜♦❧ r❡♣r❡s❡♥ts ❛♥ ♦❜❥❡❝t ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡✳ ❆ s②♠❜♦❧✐❝ ♣✐❝t✉r❡ ♦✈❡r ❛
s❡t V ♦❢ s②♠❜♦❧s ✐s ❛♥ m × n ♠❛tr✐①✱ ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ s②♠❜♦❧ ✐♥ V ✐s ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ❛
s❧♦t ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❝❡♥tr♦✐❞ ♦❢ t❤❡
♦❜❥❡❝t r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤✐s s②♠❜♦❧✳ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✽❜ s❤♦✇s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ s②♠❜♦❧✐❝
♣✐❝t✉r❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❢♦✉r s❡❣♠❡♥t❡❞ ♦❜❥❡❝ts r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥
❋✐❣✉r❡ ✷✳✽❛✳ ❚❤❡ s♣❛t✐❛❧ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s ❛♠♦♥❣ t❤❡ s②♠❜♦❧s ✐♥ ❛ s②♠❜♦❧✐❝ ♣✐❝t✉r❡ ❛r❡
❡①♣r❡ss❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t s♣❛t✐❛❧ ♦♣❡r❛t♦rs ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ s❡t A = {<,=, :}✳ ❚❤❡
♦♣❡r❛t♦r ✏<✑ s♣❡❝✐✜❡s t❤❡ ❧❡❢t✲r✐❣❤t ♦r ❜❡❧♦✇✲❛❜♦✈❡ s♣❛t✐❛❧ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣✱ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r
✏=✑ s✐❣♥✐✜❡s ✏❛t t❤❡ s❛♠❡ s♣❛t✐❛❧ ❧♦❝❛t✐♦♥ ❛s✑ ❛♥❞ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r ✏:✑ ❞❡♥♦t❡s t❤❡
r❡❧❛t✐♦♥ ✏✐♥ t❤❡ s❛♠❡ s❡t ❛s✑✳ ❇② ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❧② ♣r♦❥❡❝t✐♥❣ t❤❡ s②♠❜♦❧s ✐♥ ❛ s②♠❜♦❧✐❝
♣✐❝t✉r❡ ❜② ❝♦❧✉♠♥s ❛♥❞ ❜② r♦✇s✱ t❤❡ ✷❉ str✐♥❣ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✐♠❛❣❡
✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❛ ♣❛✐r ♦❢ str✐♥❣s✿

(u, v) = (o1x1o2x2...xn−1on, op(1)y1op(2)y2...yn−1op(n)) ✭✷✳✹✶✮

✇❤❡r❡ o1o2...on ✐s ❛ ✶❉ str✐♥❣ ♦✈❡r t❤❡ s❡t ♦❢ s②♠❜♦❧s ❱ ✭oi ∈ V ✮✱ op(1)op(2)...op(n) ✐s
❛ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ♦❢ o1o2...on✱ x1x2...xn−1 ❛♥❞ y1y2...yn−1 ❛r❡ ✶❉ str✐♥❣s ♦✈❡r t❤❡ s❡t ♦❢
s♣❛t✐❛❧ ♦♣❡r❛t♦rs ❆✳ ❚❤❡ ✜rst str✐♥❣ o1x1o2x2...xn−1on r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ✐♥❢♦r♠❛✲
t✐♦♥ ♦❢ n ♦❜❥❡❝ts ❛❧♦♥❣ t❤❡ ①✲❛①✐s✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ str✐♥❣ op(1)y1op(2)y2...yn−1op(n)
r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ♦❜❥❡❝ts ❛❧♦♥❣ t❤❡ ②✲❛①✐s✳ ❋♦r ❡①❛♠✲
♣❧❡✱ t❤❡ s②♠❜♦❧✐❝ ♣✐❝t✉r❡ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✽❜ ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✷❉ str✐♥❣
{a = b : c < d, a < b : c < d}✳

✭❛✮ ❙❡❣♠❡♥t❡❞ ♦❜❥❡❝ts ✐♥ ❛♥ ✐♠❛❣❡✳
✭❜✮ ❙②♠❜♦❧✐❝ ♣✐❝t✉r❡ r❡♣r❡s❡♥t✲
✐♥❣ t❤❡ ✐♠❛❣❡✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✽✿ ❊①❛♠♣❧❡s ♦❢ ✐♠❛❣❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ✷❉ str✐♥❣✳

❚❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ✐♠❛❣❡s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ✷❉ str✐♥❣s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞
❜② ✉s✐♥❣ ❡①❛❝t ♦r ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❬✷✵✱ ✶✵✸❪✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❡①❛❝t
♠❛t❝❤✐♥❣✱ t✇♦ ✐♠❛❣❡s ❛r❡ s✐♠✐❧❛r ✐❢ ❡✈❡r② ♦❜❥❡❝t ✐♥ t❤❡ ✜rst ✐♠❛❣❡ ❤❛s ❛t ❧❡❛st
♦♥❡ s✐♠✐❧❛r ♦❜❥❡❝t ✭♦❜❥❡❝t ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❝❧❛ss✮ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐♠❛❣❡ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛t❝❤❡❞
♦❜❥❡❝ts ♦❢ t❤❡s❡ t✇♦ ✐♠❛❣❡s ❤❛✈❡ ❡①❛❝t❧② t❤❡ s❛♠❡ s♣❛t✐❛❧ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s✳ ■♥ t❤❡



✷✳✷✳ ❋❡❛t✉r❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ✷✼

❝❛s❡ ♦❢ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ✷❉ str✐♥❣s
r❡♣r❡s❡♥t❡❞ t✇♦ ✐♠❛❣❡s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❧♦♥❣❡st s✉❜s❡q✉❡♥❝❡ t❤❛t
t❤❡ t✇♦ ✷❉ str✐♥❣s ❤❛✈❡ ✐♥ ❝♦♠♠♦♥✳

✷❉ str✐♥❣ ✈❛r✐❛♥ts ❚❤❡ ✷❉ str✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❣✐✈❡s ❛ ♥❛t✉r❛❧ ✇❛② ❢♦r r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣
s♣❛t✐❛❧ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s ✐♥ ✷❉ ♣✐❝t✉r❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r ✐♠❛❣❡s ✇✐t❤ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ♦❜❥❡❝ts ❤❛✈✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡① s❤❛♣❡s✱ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ♦♣❡r❛t♦rs {<,=, :} ❛r❡ ♥♦t
s✉✣❝✐❡♥t ❢♦r r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s ❛♠♦♥❣ ♦❜❥❡❝ts✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ♠❛♥②
✈❛r✐❛♥ts ♦❢ t❤❡ ✷❉ str✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞✳

✕ ❏✉♥❣❡rt ❬✺✾❪ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♥ ❡①t❡♥❞❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✷❉ str✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❤✐❝❤
❛❧❧♦✇s ❛ ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s ❛♠♦♥❣ ♦❜❥❡❝ts
❜② ✉s✐♥❣ ❛ ♥❡✇ s❡t ♦❢ ♦♣❡r❛t♦rs {=, <, \, /, |=,=|,%, |} r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t
r❡❧❛t✐♦♥s ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✳✷✳

◆♦t❛t✐♦♥ ❘❡❧❛t✐♦♥ ❈♦♥❞✐t✐♦♥
A = B ❡q✉❛❧ ❝❡♥tr♦✐❞✭❆✮❂❝❡♥tr♦✐❞✭❇✮
A < B ❧❡ss t❤❛♥ max(A) < min(B)
B/A ♦✈❡r❧❛♣ max(B) < max(A) ❛♥❞ length(B) ≥ length(A)
A\B ♦✈❡r❧❛♣ ✐♥✈❡rs❡ min(A) < min(B) ❛♥❞ length(A) ≤ length(B)
A |= B ❜❡❣✐♥ min(A) = min(B) ❛♥❞ length(A) < length(B)
B =| A ❡♥❞ max(B) = max(A) ❛♥❞ length(B) > length(A)
B%A ❝♦♥t❛✐♥ min(B) < min(A) ❛♥❞ max(B) > max(A)

❚❛❜❧❡ ✷✳✷✿ ❙♣❛t✐❛❧ ♦♣❡r❛t♦rs ♦❢ t❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ✷❉ str✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✾✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❝✉tt✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐♥ t❤❡ ✷❉ ●✲str✐♥❣✳

✕ ❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ✷❉ str✐♥❣ ✭✷❉ ●✲str✐♥❣✮ ✇❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❈❤❛♥❣ ❡t ❛❧✳ ❬✶✾❪
✇✐t❤ t❤❡ ❝✉tt✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✳ ❚❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❛♥❞ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❝✉tt✐♥❣ ❧✐♥❡s ❛r❡
❞r❛✇♥ t❤r♦✉❣❤ ❛❧❧ t❤❡ ❡①tr❡♠❛❧ ♣♦✐♥ts ♦❢ ❛❧❧ ♦❜❥❡❝ts ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❛s ✐♥ ❋✐❣✉r❡
✷✳✾✳ ❇② ♣r♦❥❡❝t✐♥❣ t❤❡ ♦❜❥❡❝ts ❛❧♦♥❣ t❤❡ ①✲❛①✐s ❛♥❞ t❤❡ ②✲❛①✐s✱ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞
✷❉ str✐♥❣ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✾ ✐s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

u : a|ab|acb|ab|a|ad|d

v : a|c|bc|b < d



✷✽ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❚r❛❞✐t✐♦♥❛❧ ❈♦♥t❡♥t✲❜❛s❡❞ ✐♠❛❣❡ r❡tr✐❡✈❛❧

✇❤❡r❡ ✏❁✑ ✐s t❤❡ ❧❡ss t❤❛♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❛s ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✳✷✱ ❛♥❞ ✏|✑ ✐s t❤❡ ❡❞❣❡✲t♦✲❡❞❣❡
♦♣❡r❛t♦r r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t✇♦ ♦❜❥❡❝ts t♦✉❝❤✐♥❣ t♦❣❡t❤❡r✳

✕ ❚❤❡ ✷❉ ❈✲str✐♥❣ ✇❛s ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ▲❡❡ ❛♥❞ ❍s✉ ❬✼✸❪ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
❝✉tt✐♥❣ ♦❜❥❡❝ts✳ ❚❤❡ ✷❉ ❈✲str✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✉s❡s ❛ s❡t ♦❢ s❡✈❡♥ s♣❛t✐❛❧ ♦♣❡r❛t♦rs
❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✳✸✳ ■♥st❡❛❞ ♦❢ ❞r❛✇✐♥❣ ❝✉tt✐♥❣ ❧✐♥❡s t❤r♦✉❣❤ ❛❧❧ ❡①tr❡♠❛❧
♣♦✐♥ts ♦❢ ❛❧❧ ♦❜❥❡❝ts✱ t❤❡ ✷❉ ❈✲str✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✉s❡s ♦♥❧② ❝✉tt✐♥❣ ❧✐♥❡s t❤r♦✉❣❤
♣❛rt❧② ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ♦❜❥❡❝ts✳ ❋♦r ❛ ♣❛✐r ♦❢ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ♦❜❥❡❝ts✱ t❤❡ ❝✉tt✐♥❣ ❧✐♥❡
✐s ❞r❛✇♥ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❡♥❞ ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ ✜rst ❡♥❞✐♥❣ ♦❜❥❡❝t✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ♦♥❡ ♦❢
t❤❡ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ♦❜❥❡❝ts ✐s s♣❧✐t ✐♥t♦ t✇♦ ♣❛rts✱ t❤❡ ♦❜❥❡❝t t❤❛t ✐s ♥♦t s♣❧✐t
✐s t❤❡ ❞♦♠✐♥❛t✐♥❣ ♦❜❥❡❝t✳ ■♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✵✱ ❛ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❝✉tt✐♥❣ ❧✐♥❡ ✐s ❞r❛✇♥
t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❡♥❞ ♣♦✐♥t ♦❢ ♦❜❥❡❝t ✭❝✮ ❛♥❞ ❞✐✈✐❞❡s ♦❜❥❡❝t ✭❜✮ ✐♥t♦ t✇♦ ♣❛rts✱ ❛♥❞
t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❝✉tt✐♥❣ ❧✐♥❡ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ♦❜❥❡❝t ✭❛✮ ❞✐✈✐❞❡s ♦❜❥❡❝t ✭❞✮ ✐♥t♦ t✇♦
♣❛rts✳ ❚❤❡ ✷❉ ❈✲str✐♥❣ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✵ ✐s ❛s
❢♦❧❧♦✇s✿

u : (a%b%c)]d | d

v : a|c]b | b < d

◆♦t❛t✐♦♥ ▼❡❛♥✐♥❣ ❈♦♥❞✐t✐♦♥
A < B ❆ ❞✐s❥♦✐♥t ❇ end(A) < begin(B)
A = B ❆ ❡q✉❛❧s ❇ begin(A) = begin(B) ❛♥❞ end(A) = end(B)
A | B ❆ ❡❞❣❡✲t♦✲❡❞❣❡ ❇ end(A) = begin(B)
A%B ❆ ❝♦♥t❛✐♥s ❇ begin(A) < begin(B) ❛♥❞ end(A) > end(B)
A[B ❆ ❝♦♥t❛✐♥s ❇ ✇✐t❤

s❛♠❡ ❜❡❣✐♥
begin(A) = begin(B) ❛♥❞ end(A) > end(B)

A]B ❆ ❝♦♥t❛✐♥s ❇ ✇✐t❤
s❛♠❡ ❡♥❞

begin(A) < begin(B) ❛♥❞ end(A) = end(B)

A/B ❆ ♣❛rt❧②✲♦✈❡r❧❛♣ ❇ begin(A) < begin(B) ❛♥❞ end(A) < end(B)

❚❛❜❧❡ ✷✳✸✿ ❙♣❛t✐❛❧ ♦♣❡r❛t♦rs ♦❢ t❤❡ ✷❉ ❈✲str✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✵✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❝✉tt✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐♥ t❤❡ ✷❉ ❈✲str✐♥❣✳ ❖❜❥❡❝t ✭❛✮ ❞♦♠✐✲
♥❛t❡s ✭❞✮ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ①✲❛①✐s ✇❤✐❧❡ ✭❝✮ ❞♦♠✐♥❛t❡s ✭❜✮ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ②✲❛①✐s✳



✷✳✸✳ ■♥❞❡①✐♥❣ ✷✾

✷✳✸ ■♥❞❡①✐♥❣

❇② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡
✈✐s✉❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡s ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ❛r❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢
❢❡❛t✉r❡ ✈❡❝t♦rs✳ ❲✐t❤ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ♠❛♥② ❧❛r❣❡ ✐♠❛❣❡ ❞❛t❛❜❛s❡s✱ ✐♥❞❡①✐♥❣
♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞ t♦ ♦r❣❛♥✐③❡ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡ ✈❡❝t♦rs ✐♥ ❛♥ ✐♥❞❡① str✉❝t✉r❡ t❤❛t s✉♣✲
♣♦rts ❛ ❢❛st ❛♥❞ ❡✣❝✐❡♥t r❡tr✐❡✈❛❧ ✐♥ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡ ❞❛t❛❜❛s❡✳ ■♥❞❡① str✉❝t✉r❡s ❝❛♥
❜❡ ❝r❡❛t❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ ♦♥❡ ♦r ♠♦r❡ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡ ✈❡❝t♦r✳ ■♥❞❡①✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s
❝❛♥ s✉♣♣♦rt ♣♦✐♥t ❞❛t❛❜❛s❡s ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❞❛t❛ ❛r❡ ♣♦✐♥ts ✐♥ ❛♥ ◆✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡
❛♥❞✴♦r s♣❛t✐❛❧ ❞❛t❛❜❛s❡s ✇❤❡r❡ ❞❛t❛ ❛r❡ ❧✐♥❡s✱ r❡❝t❛♥❣❧❡s ♦r ♦t❤❡r ❣❡♦♠❡tr✐❝ ♦❜❥❡❝ts
✐♥ ◆✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡ ❬✸✹❪✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t s✉❝❝❡ss✐✈❡❧② t✇♦ ♠❛✐♥ t②♣❡s
♦❢ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥❞❡①✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s✿ s♣❛❝❡ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ❛♥❞ ❞❛t❛ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣
♠❡t❤♦❞s✳

✷✳✸✳✶ ❙♣❛❝❡ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s

❙♣❛❝❡ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❣❡♥❡r❛❧❧② ♣❛rt✐t✐♦♥ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡ s♣❛❝❡ ✐♥t♦ ❞✐s❥♦✐♥t
✭♦r ♥♦♥✲♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣✮ ❝❡❧❧s ✭s♦♠❡t✐♠❡s ❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ ✏❜✉❝❦❡ts✑✮ ❜② ♦♥❡ ♦r ♠♦r❡ ❤②♣❡r✲
♣❧❛♥❡s✳ ❊❛❝❤ ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ❧✐❡s ✐♥ ♦♥❧② ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧s✳ ❙♦♠❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ♦❢
t❤✐s ❦✐♥❞ ❛r❡ ◗✉❛❞tr❡❡ ❬✷✽✱ ✶✶✻❪✱ ❦✲❞✲tr❡❡ ❬✶✹❪✱ ❦✲❞✲❜✲tr❡❡ ❬✶✶✷❪✱ ❣r✐❞ ✜❧❡ ❬✾✽❪✱ ▲❙❉
tr❡❡ ❬✹✽❪✱ ❡t❝✳

◗✉❛❞tr❡❡ ❬✷✽✱✶✶✻❪ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ❢❛♠♦✉s s♣❛❝❡ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ str✉❝t✉r❡s ✐s t❤❡
q✉❛❞tr❡❡ ❬✷✽✱✶✶✻❪✳ ❚❤❡ q✉❛❞tr❡❡ ✐s ✉s✉❛❧❧② ✉s❡❞ t♦ ♦r❣❛♥✐③❡ t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❞❛t❛ ✐♥
❛ tr❡❡ str✉❝t✉r❡ ❜② r❡❝✉rs✐✈❡❧② s✉❜❞✐✈✐❞✐♥❣ t❤❡ s♣❛❝❡ ✐♥t♦ 22 = 4 q✉❛❞r❛♥ts ♦r ❝❡❧❧s✱
❡❛❝❤ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛ r❡❝t❛♥❣❧❡✳ ❊❛❝❤ ✐♥t❡r♥❛❧ ♥♦❞❡ ❤❛s t❤❡r❡❢♦r❡ ❢♦✉r
❝❤✐❧❞r❡♥ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ ◆❲ ✭♥♦rt❤✲✇❡st✮✱ ◆❊ ✭♥♦rt❤✲❡❛st✮✱ ❙❲ ✭s♦✉t❤✲
✇❡st✮ ❛♥❞ ❙❊ ✭s♦✉t❤✲❡❛st✮ q✉❛❞r❛♥ts✳ ❚❤❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❡❡ ✐s ❝♦♥t✐♥✉❡❞
✉♥t✐❧ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦❜❥❡❝ts ✐♥ ❡❛❝❤ ❧❡❛❢ ♥♦❞❡ ✐s ❜❡❧♦✇ ❛ ❣✐✈❡♥ t❤r❡s❤♦❧❞✱ ♦r ✉♥t✐❧ t❤❡
s✐♠✐❧❛r✐t② ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥ts ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t q✉❛❞r❛♥ts ✐s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ❛ ❣✐✈❡♥ t❤r❡s❤♦❧❞✱ ❡t❝✳
◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❜❛s✐❝ ✐❞❡❛ ♦❢ t❤❡ q✉❛❞tr❡❡ ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ t♦ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r②
❞✐♠❡♥s✐♦♥ d ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❡❛❝❤ ✐♥t❡r♥❛❧ ♥♦❞❡ ❤❛s 2d ❞❡s❝❡♥❞❛♥ts✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✶✿ P♦✐♥t q✉❛❞tr❡❡✳

❚✇♦ ♠❛✐♥ ✈❛r✐❛♥ts ♦❢ t❤❡ q✉❛❞tr❡❡ ❛r❡ t❤❡ ♣♦✐♥t q✉❛❞tr❡❡ ❬✷✽❪ ❛♥❞ t❤❡ r❡❣✐♦♥
q✉❛❞tr❡❡ ❬✶✶✻❪✳ ❚❤❡ ♣♦✐♥t q✉❛❞tr❡❡ ✐s ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❜② s✉❝❝❡ss✐✈❡❧② ✐♥s❡rt✐♥❣ ❡❛❝❤
♣♦✐♥t ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ✐♥t♦ t❤❡ tr❡❡✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t✱ ✇❡ ✜rst ❣♦ ❞♦✇♥ ❢r♦♠ t❤❡ r♦♦t



✸✵ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❚r❛❞✐t✐♦♥❛❧ ❈♦♥t❡♥t✲❜❛s❡❞ ✐♠❛❣❡ r❡tr✐❡✈❛❧

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✷✿ ❘❡❣✐♦♥ q✉❛❞tr❡❡✳

t♦ ✜♥❞ t❤❡ ❧❡❛❢ ❛t ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♣♦✐♥t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛❞❞❡❞✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ♣♦✐♥t ✐s ❛❞❞❡❞ ✐♥t♦
t❤❡ ❧❡❛❢ ❛♥❞ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❧❡❛❢ ✐s ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ 2d s✉❜r❡❣✐♦♥s ✇✐t❤
t❤❡ ♥❡✇ ♣♦✐♥t ❛t t❤❡ ❝❡♥tr❡✳ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✶ s❤♦✇s ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢
❛ ✷✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣♦✐♥t q✉❛❞tr❡❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s♣❛❝❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜❡❞
♦♥ t❤❡ ❧❡❢t✲❤❛♥❞ s✐❞❡✳ ❚❤❡ r❡❣✐♦♥ q✉❛❞tr❡❡ ❞❡❝♦♠♣♦s❡s s✉❝❝❡ss✐✈❡❧② t❤❡ s♣❛❝❡ ❝♦r✲
r❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ ✐♥t♦ 2d s✉❜s♣❛❝❡s ♦❢ ❡q✉❛❧ s✐③❡ ✉♥t✐❧ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦❜❥❡❝ts
✐♥ ❡❛❝❤ ❝❡❧❧ ✐s ❜❡❧♦✇ ♦r ❡q✉❛❧ ❛ ❣✐✈❡♥ t❤r❡s❤♦❧❞✳ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✷ s❤♦✇s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛
r❡❣✐♦♥ q✉❛❞tr❡❡ ✇✐t❤ t❤r❡s❤♦❧❞❂✶✳ ❲❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ♣♦✐♥t q✉❛❞tr❡❡ ✐s s❡♥s✐t✐✈❡
t♦ t❤❡ ♦r❞❡r ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ✐♥s❡rt❡❞ ✇❤✐❧❡ t❤❡ r❡❣✐♦♥ q✉❛❞tr❡❡ ✐s ♥♦t✳ ❚❤❡
q✉❛❞tr❡❡ ❛❧❧♦✇s ♣♦✐♥t q✉❡r✐❡s✱ ♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦✉r q✉❡r✐❡s ❛♥❞ r❛♥❣❡ q✉❡r✐❡s✳

❦✲❞✲tr❡❡ ❬✶✹❪ ❆♥♦t❤❡r ✇✐❞❡❧② ❦♥♦✇♥ s♣❛❝❡ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ str✉❝t✉r❡s ✐s t❤❡ ♠✉❧t✐❞✐✲
♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❜✐♥❛r② s❡❛r❝❤ tr❡❡ ✭❦✲❞✲tr❡❡✮ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❇❡♥t❧❡②✱ ✐♥ ✶✾✼✺ ❬✶✹❪✳ ❆ ❦✲❞✲tr❡❡
✐s ❛ ❜✐♥❛r② tr❡❡ ✇❤✐❝❤ ❛✐♠s ❛t ♦r❣❛♥✐③✐♥❣ ♣♦✐♥ts ✐♥ ❛ ❦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡ ❜② r❡❝✉r✲
s✐✈❡❧② s✉❜❞✐✈✐❞✐♥❣ t❤❡ s♣❛❝❡ ✐♥t♦ t✇♦ s✉❜s♣❛❝❡s ❜② ❛ ✭❦✲✶✮✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡
❛t ❡❛❝❤ ♥♦♥✲❧❡❛❢ ♥♦❞❡✳ ❊❛❝❤ ♥♦❞❡ ♦❢ t❤❡ ❦✲❞✲tr❡❡ ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ❦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣♦✐♥t
(d1, d2, ..., dk)✱ t✇♦ ♣♦✐♥t❡rs r❡❢❡rr✐♥❣ t♦ t❤❡ ❧❡❢t ❛♥❞ r✐❣❤t s♦♥s✱ ❛♥❞ ❛ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t♦r
✇❤✐❝❤ ✐s ❛♥ ✐♥t❡❣❡r ✈❛r②✐♥❣ ❢r♦♠ 1 t♦ k s♣❡❝✐❢②✐♥❣ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳ ❆t ❡❛❝❤
♥♦♥✲❧❡❛❢ ♥♦❞❡✱ t❤❡ s♣❛❝❡ ✐s ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ t✇♦ s✉❜s♣❛❝❡s ❜② ❛♥ ✐♠♣❧✐❝✐t❧② ❛ss♦❝✐❛t❡❞
❤②♣❡r♣❧❛♥❡ ♣❛ss✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♣♦✐♥t s♣❡❝✐✜❡❞ ✐♥ t❤✐s ♥♦❞❡ ❛♥❞ ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r t♦
t❤❡ ❛①✐s ♦❢ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ s♣❡❝✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t♦r ♦❢ t❤✐s ♥♦❞❡✳ ❙♦✱ ❢♦r ❛♥②
♥♦♥✲❧❡❛❢ ♥♦❞❡ x ✇❤✐❝❤ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t♦r s♣❡❝✐✜❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥ j✱ ❛❧❧ ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ ❧❡❢t s✉❜✲
tr❡❡ ♦❢ x ❤❛✈❡ t❤❡✐r dj ✈❛❧✉❡s ❧❡ss t❤❛♥ t❤❡ dj ✈❛❧✉❡ ♦❢ x✱ ❛♥❞ ❛❧❧ ♣♦✐♥ts ❤❛✈✐♥❣ ❣r❡❛t❡r
dj ✈❛❧✉❡s ✇✐❧❧ ❛♣♣❡❛r ✐♥ t❤❡ r✐❣❤t s✉❜tr❡❡✳ ❚❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ❝♦♥str✉❝t t❤❡
❦✲❞✲tr❡❡ s❡❧❡❝ts t❤❡ s♣❧✐tt✐♥❣ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡s ❜② ❝②❝❧✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ d ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳ ❋♦r
❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥ ❛ (d = 3)✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡✱ ✇❤❡♥ ♠♦✈✐♥❣ ❞♦✇♥ t❤❡ tr❡❡✱ t❤❡ s♣❧✐tt✐♥❣
❤②♣❡r♣❧❛♥❡s ❛r❡ ✜rst ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r t♦ t❤❡ ①✲❛①✐s✱ t❤❡♥ ②✲❛①✐s ❛♥❞ ③✲❛①✐s ❜❡❢♦r❡ ❝②✲
❝❧✐♥❣ ❜❛❝❦ t♦ t❤❡ ①✲❛①✐s✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✱ t❤❡ s♣❧✐tt✐♥❣ ♣❧❛♥❡
❝❛♥ ❝r♦ss t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♠❡❞✐❛♥ ♣♦✐♥t ♦❢ ❛❧❧ ♣♦✐♥ts ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♥♦❞❡ ♦r
t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♠❡❞✐❛♥ ♣♦✐♥t ♦❢ s♦♠❡ r❛♥❞♦♠❧② s❡❧❡❝t❡❞ ♣♦✐♥ts✳ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✸❜ s❤♦✇s ❛
❦✲❞✲tr❡❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ✐♥ ❛ ✷✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s♣❛❝❡ ❞❡❝♦♠♣♦✲
s✐t✐♦♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✸❛✳ ❚❤❡ ✜rst s♣❧✐tt✐♥❣ ♣❧❛♥❡ ✐s t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❧✐♥❡ ❝r♦ss✐♥❣ p5✳ ❚❤❡
s♣❧✐tt✐♥❣ ♣❧❛♥❡s ✐♥ t❤❡ ♥❡①t ❧❡✈❡❧ ❛r❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❧✐♥❡s ❝r♦ss✐♥❣ p3 ❢♦r t❤❡ ❧❡❢t s✉❜tr❡❡
❛♥❞ p7 ❢♦r t❤❡ r✐❣❤t s✉❜tr❡❡✱ ❛♥❞ s♦ ♦♥✳ ■♥ t❤✐s ❦✲❞✲tr❡❡ str✉❝t✉r❡✱ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts ❛r❡
s❝❛tt❡r❡❞ ❛❧❧ ♦✈❡r t❤❡ tr❡❡ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s♣❧✐tt✐♥❣ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡
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❛❧t❡r♥❛t✐♥❣ ✐♥ ❛ ✜①❡❞ ♦r❞❡r ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t ❛❧✇❛②s t❤❡ ❜❡st ❝❤♦✐❝❡✳ ❇❡♥t❧❡② ❛♥❞ ❋r✐❡❞✲
♠❛♥ ❬✶✺❪ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❦✲❞✲tr❡❡ ✇❤✐❝❤ st♦r❡s ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts ♦♥❧② ✐♥ t❤❡
❧❡❛✈❡s✳ ❊❛❝❤ ♥♦♥✲❧❡❛❢ ♥♦❞❡ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t♦r s♣❡❝✐❢②✐♥❣ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❛♥❞
t❤❡ s♣❧✐t ✈❛❧✉❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤✐s ❞✐♠❡♥s✐♦♥❀ ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ ❧❡❢t s✉❜tr❡❡ ❛r❡ ❧❡ss ♦r
❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ s♣❧✐t ✈❛❧✉❡ ✇❤✐❧❡ ♣♦✐♥ts ❤❛✈✐♥❣ ❣r❡❛t❡r ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ✐♥ t❤❡ r✐❣❤t s✉❜tr❡❡✳
■♥ t❤✐s ❡①t❡♥s✐♦♥✱ t❤❡ s♣❧✐tt✐♥❣ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞♦ ♥♦t ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ❝❤♦s❡♥ ✐♥
❛ ✜①❡❞ ♦r❞❡r✳ ❆t ❡❛❝❤ ✐♥t❡r♥❛❧ ♥♦❞❡✱ t❤❡ ❛ttr✐❜✉t❡ j ✐s ❝❤♦s❡♥ ❛s ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t♦r ✐❢
✐t ♠❛①✐♠✐③❡s t❤❡ s♣r❡❛❞ ♦❢ ❛ttr✐❜✉t❡ ✈❛❧✉❡s ✭✈❛r✐❛♥❝❡ ♦r ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ ♠✐♥✐♠✉♠ t♦
♠❛①✐♠✉♠✮ ♦❢ ♣♦✐♥ts ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤✐s ♥♦❞❡✳ ❚❤❡ ❦✲❞✲tr❡❡ str✉❝t✉r❡ ✐s ✉s❡❞ ❢♦r ♣♦✐♥t
❞❛t❛✱ ✐t ❛❧❧♦✇s ♣♦✐♥t q✉❡r✐❡s✱ ♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦✉r q✉❡r✐❡s ❛♥❞ r❛♥❣❡ q✉❡r✐❡s✱ ❜✉t ✐t ✐s
s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ t❤❡ ♦r❞❡r ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ✐♥s❡rt❡❞✳

✭❛✮ ❙♣❛❝❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❜② t❤❡ ❦✲❞✲tr❡❡✳ ✭❜✮ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❦✲❞✲tr❡❡✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✸✿ ❊①❛♠♣❧❡s ♦❢ t❤❡ ❦✲❞✲tr❡❡✳

❦✲❞✲❜ tr❡❡ ❬✶✶✷❪ ❚❤❡ ❦✲❞✲❜✲tr❡❡ str✉❝t✉r❡ ❬✶✶✷❪ ❝♦♠❜✐♥❡s t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡
❇✲tr❡❡ ❬✶✷❪ ❛♥❞ t❤❡ ❦✲❞✲tr❡❡ ❬✶✹❪ str✉❝t✉r❡s t♦ ♦r❣❛♥✐③❡ ❦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts
✐♥ ❛ ❜❛❧❛♥❝❡❞ tr❡❡✳ ❊❛❝❤ ♥♦❞❡ ✐♥ t❤❡ ❦✲❞✲❜✲tr❡❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ♣❛❣❡✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡
t✇♦ ❦✐♥❞s ♦❢ ♣❛❣❡s ✐♥ ❛ ❦✲❞✲❜✲tr❡❡✿ ♣♦✐♥t ♣❛❣❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❧❡❛❢ ♥♦❞❡s ❛♥❞
r❡❣✐♦♥ ♣❛❣❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ✐♥t❡r♥❛❧ ♥♦❞❡s✳ ❉❛t❛ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ ♣♦✐♥t
♣❛❣❡s✳ ❘❡❣✐♦♥ ♣❛❣❡s ❝♦♥t❛✐♥ ❡♥tr✐❡s ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ✭r❡❣✐♦♥✱ ❝❤✐❧❞■❉✮✱ ✇❤❡r❡ ❝❤✐❧✲
❞■❉ ✐s t❤❡ ♣♦✐♥t❡r ♣♦✐♥t✐♥❣ t♦ ❛ ❝❤✐❧❞ ♣❛❣❡ ♦❢ t❤✐s ♣❛❣❡✱ r❡❣✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢
((min1,max1), ..., (mini,maxi), ..., (mink,maxk)) ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦r✲
r❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝❤✐❧❞ ♥♦❞❡✳ ■❢ t❤❡ ❝❤✐❧❞ ♥♦❞❡ ✐s ❛ ♣♦✐♥t ♣❛❣❡✱ ❛❧❧ t❤❡ ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ ❝❤✐❧❞
♣❛❣❡ ♠✉st ❜❡ ✐♥ r❡❣✐♦♥✳ ■❢ t❤❡ ❝❤✐❧❞ ♥♦❞❡ ✐s ❛ r❡❣✐♦♥ ♣❛❣❡✱ t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❣✐♦♥s
✐♥ t❤❡ ❝❤✐❧❞ ♣❛❣❡ ✐s r❡❣✐♦♥✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ r❡❣✐♦♥s ✐♥ ❛ r❡❣✐♦♥ ♣❛❣❡ ❛r❡ ❞✐s❥♦✐♥t ❛♥❞
t❤❡✐r ✉♥✐♦♥ ✐s ❛ r❡❣✐♦♥✳ ❚❤❡ r❡❣✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ r♦♦t ♣❛❣❡ ❝♦✈❡rs ❛❧❧ t❤❡
s♣❛❝❡✳ ❆s t❤❡ ❦✲❞✲❜✲tr❡❡ ✐s ❛ ❜❛❧❛♥❝❡❞ tr❡❡✱ t❤❡ ♣❛t❤ ❧❡♥❣t❤ ❢r♦♠ r♦♦t ♣❛❣❡ t♦ ❧❡❛❢
♣❛❣❡ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r ❛❧❧ ❧❡❛❢ ♣❛❣❡s✳ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✹ s❤♦✇s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ ✷✲❞✲❜✲tr❡❡
✐♥ ✇❤✐❝❤ ♣❛❣❡ ✵✱ ♣❛❣❡ ✶✱ ♣❛❣❡ ✷✱ ♣❛❣❡ ✸ ❛r❡ r❡❣✐♦♥ ♣❛❣❡s ✇❤✐❧❡ ♣❛❣❡ ✹✱ ♣❛❣❡ ✺ ❛♥❞
♣❛❣❡ ✻ ❛r❡ ♣♦✐♥t ♣❛❣❡s✳

❚❤❡ ❦✲❞✲❜✲tr❡❡ ✐s ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❜② s✉❝❝❡ss✐✈❡❧② ❛❞❞✐♥❣ ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡
✐♥t♦ t❤❡ tr❡❡✳ ❲❤❡♥ ✐♥s❡rt✐♥❣ ❛ ♥❡✇ ♣♦✐♥t ✐♥t♦ t❤❡ tr❡❡✱ ✐t ❣♦❡s ❞♦✇♥ ❢r♦♠ t❤❡
r♦♦t ✉♥t✐❧ ✐t r❡❛❝❤❡s t❤❡ ♣♦✐♥t ♣❛❣❡ ✐t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛❞❞❡❞ t♦✳ ❚❤❡ ❞✐s❥✉♥❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥
♥♦❞❡s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❧❡✈❡❧ ✐♥ t❤❡ tr❡❡ ✐♥✈♦❧✈❡s ❛ s✐♥❣❧❡ ♣❛t❤ ✐♥ t❤❡ s❡❛r❝❤✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✹✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ ✷✲❞✲❜✲tr❡❡✳

♦♥❧② ♦♥❡ ♣♦✐♥t ♣❛❣❡ ❝❛♥ ❜❡ r❡❛❝❤❡❞✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ♣♦✐♥t ✐s ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❛t ♣♦✐♥t ♣❛❣❡ ✐❢
t❤❡ ♣❛❣❡ ✐s ♥♦t ❢✉❧❧✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ ❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ di ❛♥❞ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t xi ✐♥ t❤✐s ❞✐♠❡♥s✐♦♥
❛r❡ ♣✐❝❦❡❞❀ ❛♥❞ t❤❡ ♣♦✐♥t ♣❛❣❡ ✐s s♣❧✐t ❜② ❛ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡ ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r t♦ di ❛t t❤❡
♣♦s✐t✐♦♥ xi✳ ▲✐❦❡ ✐♥ ❛ ❇✲tr❡❡✱ t❤❡ ❢❛t❤❡r ♥♦❞❡ ✐s ✉♣❞❛t❡❞ ❜② r❡♣❧❛❝✐♥❣ t❤❡ ❡♥tr②
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♦❧❞ ♣♦✐♥t ♣❛❣❡ ❜② t✇♦ ♥❡✇ ❡♥tr✐❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ t✇♦
♥❡✇ ♣♦✐♥t ♣❛❣❡s✳ ❆ ♥❡✇ s♣❧✐t ♦❢ t❤❡ ❢❛t❤❡r ♣❛❣❡ ♠❛② ❜❡ ♥❡❡❞❡❞ ✐❢ ✐t ♦✈❡r✢♦✇s✳ ❆s
✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❦✲❞✲tr❡❡✱ t❤❡ ❝②❝❧✐❝ ♠❡t❤♦❞ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ di
❛♥❞ t❤❡ ♠❡❞♦✐❞ ✈❛❧✉❡ ❛❧♦♥❣ t❤✐s ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❝❤♦s❡♥ ❛s xi✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✇❤❡♥
✇❡ s♣❧✐t ❛ r❡❣✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✐♥t❡r♥❛❧ ♥♦❞❡ ❛❧♦♥❣ ❛♥ ❛①✐s✱ ✇❡ ♠✉st ❛❧s♦ s♣❧✐t t❤❡ r❡❣✐♦♥s
♦❢ t❤❡ s✉❜✲♥♦❞❡s ❛❧♦♥❣ t❤✐s ❛①✐s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❡♠♣t② ♦r ❛❧♠♦st ❡♠♣t② ♥♦❞❡s ❝❛♥ ❜❡
❝r❡❛t❡❞✳ ❚❤✐s ♠❛② ❝❛✉s❡ ❛ ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ❦✲❞✲❜✲tr❡❡ ✐♥ t❤❡
❝❛s❡ ♦❢ ♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦✉r q✉❡r✐❡s ❛♥❞ r❛♥❣❡ q✉❡r✐❡s✳

●r✐❞ ✜❧❡ ❬✾✽❪ ❚❤❡ ❣r✐❞ ✜❧❡ ❬✾✽❪ ✐s ❛ s♣❛❝❡ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❤❛s❤✐♥❣
t❡❝❤♥✐q✉❡✳ ❆ ❣r✐❞ ✜❧❡ ✉s❡s ❛ ❞✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❣r✐❞ t♦ ♣❛rt✐t✐♦♥ t❤❡ ❞✲
❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡ ✐♥t♦ ❛ ♥♦♥✲♣❡r✐♦❞✐❝ ❣r✐❞ ♦❢ ❝❡❧❧s✳ ❚❤❡ ❣r✐❞ ✜❧❡ ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥
❛♥② ❞❛t❛✱ ❜✉t ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts ❛r❡ st♦r❡❞ ✐♥ ❞❛t❛ ❜✉❝❦❡ts ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ♦♥❡



✷✳✸✳ ■♥❞❡①✐♥❣ ✸✸

♦r ♠♦r❡ ❝❡❧❧s ♦❢ t❤❡ ❣r✐❞✳ ❊❛❝❤ ❞❛t❛ ❜✉❝❦❡t ✐s st♦r❡❞ ♦♥ ♦♥❡ ❞✐s❦ ♣❛❣❡ ❛♥❞ ❤❛s
❛ ❝❛♣❛❝✐t② ♦❢ c r❡❝♦r❞s✳ ❊❛❝❤ ❝❡❧❧ r❡❢❡rs t♦ ♦♥❧② ♦♥❡ ❜✉❝❦❡t✱ ✇❤✐❧❡ ❛ ❜✉❝❦❡t ♠❛②
❝♦♥t❛✐♥ ♣♦✐♥ts ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ❛❞❥❛❝❡♥t ❝❡❧❧s✳

❚❤❡ ●r✐❞ ❞✐r❡❝t♦r② ✐s t❤❡ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❣r✐❞ ✜❧❡✳ ❆ ❣r✐❞ ❞✐r❡❝✲
t♦r② ❝♦♥s✐sts ♦❢ t✇♦ ♣❛rts✿ d ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❛rr❛②s ❝❛❧❧❡❞ ❧✐♥❡❛r s❝❛❧❡s r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣
t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♣❛❝❡ ❛❧♦♥❣ ❡❛❝❤ ♦❢ d ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❛♥❞ ❛ ❞✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❛rr❛②
❝❛❧❧❡❞ ❣r✐❞ ❛rr❛② ✇❤♦s❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♣♦✐♥t t♦ ❞❛t❛ ❜✉❝❦❡ts ❛♥❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❣r✐❞ ❝❡❧❧s
♦❢ t❤✐s ♣❛rt✐t✐♦♥✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❞✐r❡❝t♦r② ♠❛② ❣r♦✇ ❧❛r❣❡✱ t❤❡ ❣r✐❞ ❛rr❛② ✐s ✉s✉❛❧❧② ❦❡♣t
♦♥ s❡❝♦♥❞❛r② st♦r❛❣❡ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❧✐♥❡❛r s❝❛❧❡s ❛r❡ ❦❡♣t ✐♥ ♠❛✐♥ ♠❡♠♦r②✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✺ s❤♦✇s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ ❣r✐❞ ✜❧❡ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ❛ ✷✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡
✐♥t♦ ❝❡❧❧s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❜✉❝❦❡ts ♦❢ ❝❛♣❛❝✐t② c = 4✳ ❲❡ ❝❛♥ s❡❡ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ t❤❛t
❜✉❝❦❡t ❈ st♦r❡s ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❢♦✉r ❞✐✛❡r❡♥t ❝❡❧❧s ✐♥ t❤❡ ✉♣♣❡r r✐❣❤t
♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❣r✐❞✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✺✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ ❣r✐❞ ✜❧❡ ✐♥ ✷✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡✳

❚♦ ✐♥s❡rt ❛ ♥❡✇ ♣♦✐♥t ✐♥ ❛ ❣r✐❞ ✜❧❡✱ t❤❡ ❝❡❧❧ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❞❛t❛ ❜✉❝❦❡t pi
✇❤❡r❡ t❤❡ ♣♦✐♥t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥s❡rt❡❞ ❛r❡ ✜rst ❧♦❝❛t❡❞✳ ■❢ t❤❡ ❜✉❝❦❡t pi ✐s ♥♦t ❢✉❧❧✱ t❤❡♥
t❤❡ ♥❡✇ ♣♦✐♥t ✐s ✐♥s❡rt❡❞ ✐♥ pi✳ ■❢ pi ✐s ❢✉❧❧✱ t❤❡♥ pi ✐s s♣❧✐t ✐♥t♦ t✇♦ ❞❛t❛ ❜✉❝❦❡ts
❜② ❛♥ ❡①✐st✐♥❣ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡ ♦❢ t❤❡ ❣r✐❞ ✐❢ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ✭✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡
s❡✈❡r❛❧ ❣r✐❞ ❝❡❧❧s t❤❛t ♣♦✐♥t t♦ pi✮ ♦r ❜② ❛ ♥❡✇ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡ ❍ ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r t♦ t❤❡
❛①✐s ♦❢ ❛ ❝❤♦s❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ di ✭❛❧❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝❡❧❧s ❜❡✐♥❣ ❛❧s♦ s♣❧✐t ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦
❍✮✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ s❡✈❡r❛❧ s♣❧✐tt✐♥❣ ♣♦❧✐❝✐❡s t❤❛t ❛r❡ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❣r✐❞ ✜❧❡✳ ❚❤❡
s✐♠♣❧❡st ♣♦❧✐❝② ✐s t♦ ❝❤♦♦s❡ ❝②❝❧✐❝❛❧❧② t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❢♦r s♣❧✐tt✐♥❣✳ ❆♥♦t❤❡r ♣♦❧✐❝②
✐s t♦ ❝❤♦♦s❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ s♦♠❡ ❢❛✈♦✉r❡❞ ❛ttr✐❜✉t❡s ♠♦r❡ ♦❢t❡♥ t❤❛♥



✸✹ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❚r❛❞✐t✐♦♥❛❧ ❈♦♥t❡♥t✲❜❛s❡❞ ✐♠❛❣❡ r❡tr✐❡✈❛❧

♦t❤❡rs✳ ❚❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s♣❧✐t ❝❛♥ ❜❡ ❝❤♦s❡♥ ❛t t❤❡ ♠✐❞♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
❧✐♥❡❛r s❝❛❧❡ r❛♥❣❡✱ ♦r ❛t ❛♥② ♣♦✐♥t ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ♠✐❞♣♦✐♥t✳ ❆s ❛❧❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝❡❧❧s
❛r❡ s♣❧✐t ✇❤❡♥ s♣❧✐tt✐♥❣ ❛ ❞❛t❛ ❜✉❝❦❡t ❜② ❛ ♥❡✇ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡✱ t❤❡ ❣r✐❞ ❝❛♥ t❤❡r❡❢♦r❡
❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② ❣r♦✇ ❜② ❤❛✈✐♥❣ ♠❛♥② ❡♠♣t② ❝❡❧❧s✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s ✐t ♥♦t ✈❡r② ❛❞❛♣t❡❞ t♦
♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦✉r q✉❡r✐❡s ♦r r❛♥❣❡ q✉❡r✐❡s✳

✷✳✸✳✷ ❉❛t❛ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s

❲❤✐❧❡ s♣❛❝❡ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ♣❛rt✐t✐♦♥ t❤❡ s♣❛❝❡ ✐♥t♦ ❞✐s❥♦✐♥t ❝❡❧❧s✱ ❞❛t❛
♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ♣❛rt✐t✐♦♥ t❤❡ ❞❛t❛ ♦❜❥❡❝ts ✐♥t♦ r❡❣✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ♠❛② ♦✈❡r❧❛♣✱
❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t♦rs ❛♥❞ t❤❡✐r r❡❧❛t✐✈❡ ♣r♦①✐♠✐t② ✐♥ s♣❛❝❡✳
❙✐♠✐❧❛r ♣♦✐♥ts ❛r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❡♥❝❧♦s❡❞ ❜② ❛ ❜♦✉♥❞✐♥❣ r❡❣✐♦♥ ✭♥♦r♠❛❧❧② ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠
♦❢ ♠✐♥✐♠✉♠ ❜♦✉♥❞✐♥❣ r❡❝t❛♥❣❧❡ ♦r ♠✐♥✐♠✉♠ ❜♦✉♥❞✐♥❣ s♣❤❡r❡✮✳ P♦♣✉❧❛r ✐♥❞❡①
str✉❝t✉r❡s ♦❢ t❤✐s ❦✐♥❞ ❛r❡ t❤❡ ❘✲tr❡❡ ❢❛♠✐❧② ❬✶✸✱✹✷✱✶✶✼❪✱ ❙❙✲tr❡❡ ❬✶✸✾❪✱ ❙❘✲tr❡❡ ❬✻✵❪✱
❳✲tr❡❡ ❬✶✻❪✱ ❡t❝✳

❘✲tr❡❡ ❢❛♠✐❧② ❬✶✸✱✹✷✱✶✶✼❪ ❘✲tr❡❡ ✭❘❡❝t❛♥❣❧❡ ❚r❡❡✮ ❢❛♠✐❧② ❝♦♥s✐sts ♦❢ t❤r❡❡ ✐♥❞❡①
str✉❝t✉r❡s✿ ❘✲tr❡❡ ❬✹✷❪✱ ❘✰✲tr❡❡ ❬✶✶✼❪ ❛♥❞ ❘✯✲tr❡❡ ❬✶✸❪✳ ❚❤❡ ❜❛s✐❝ ✐❞❡❛ ♦❢ t❤❡s❡
❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✐s t♦ ❣r♦✉♣ ❞❛t❛ ♦❜❥❡❝ts ✉s✐♥❣ ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠ ❜♦✉♥❞✐♥❣
r❡❝t❛♥❣❧❡s✳ ❚❤❡s❡ r❡❝t❛♥❣❧❡s ❛r❡ ♦r❣❛♥✐③❡❞ ✐♥ ❛ ❤❡✐❣❤t✲❜❛❧❛♥❝❡❞ tr❡❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
t♦ t❤❡ ❞❛t❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡ ❞❛t❛ ♦❜❥❡❝ts ❛r❡ st♦r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧❡❛✈❡s ❛♥❞ ❛❧❧ ❧❡❛✈❡s
❛r❡ ❛t t❤❡ s❛♠❡ ❧❡✈❡❧✳ ❊❛❝❤ ♥♦❞❡ ♦❢ t❤❡ tr❡❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ❞✐s❦ ♣❛❣❡ ❛♥❞ ❛
❜♦✉♥❞✐♥❣ r❡❝t❛♥❣❧❡ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♥♦❞❡✳ ❚❤❡ ❜♦✉♥❞✐♥❣ r❡❝t❛♥❣❧❡
♦❢ ❛ ❧❡❛❢ ✐s t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❜♦✉♥❞✐♥❣ r❡❝t❛♥❣❧❡ ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝ts ✭♣♦✐♥t ♦❜❥❡❝ts ❛♥❞✴♦r
s♣❛t✐❛❧ ♦❜❥❡❝ts✮ st♦r❡❞ ✐♥ t❤✐s ❧❡❛❢✳ ❚❤❡ ❜♦✉♥❞✐♥❣ r❡❝t❛♥❣❧❡ ♦❢ ❛♥ ✐♥t❡r♥❛❧ ♥♦❞❡
❝♦✈❡rs t❤❡ ❜♦✉♥❞✐♥❣ r❡❝t❛♥❣❧❡s ♦❢ ✐ts ❝❤✐❧❞r❡♥✳ ❆♥❞ t❤❡ r❡❝t❛♥❣❧❡ ♦❢ t❤❡ r♦♦t ♥♦❞❡
t❤❡r❡❢♦r❡ ❝♦✈❡rs ❛❧❧ ♦❜❥❡❝ts ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❡✈❡r② ♥♦❞❡ ❝♦♥t❛✐♥s ❛t ❧❡❛st
m ❛♥❞ ❛t ♠♦st M ❡♥tr✐❡s✱ ✉♥❧❡ss ✐t ✐s t❤❡ r♦♦t✳ ❚❤❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ m ❡♥s✉r❡s ❛♥
❡✣❝✐❡♥t st♦r❛❣❡ ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ M ❡♥s✉r❡s t❤❛t ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ ❞♦❡s
♥♦t ❡①❝❡❡❞ ♦♥❡ ❞✐s❦ ♣❛❣❡ s✐③❡✳ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✻ s❤♦✇s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛♥ ❘✲tr❡❡ ✇✐t❤
✷✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣♦✐♥t ❞❛t❛ ♦❜❥❡❝ts✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ s♣❛t✐❛❧ ❞❛t❛ ♦❜❥❡❝ts✱ ❡❛❝❤ ♦❜❥❡❝t
❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ❜♦✉♥❞✐♥❣ r❡❝t❛♥❣❧❡✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✻✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛♥ ❘✲tr❡❡ ✐♥ ✷✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡✳

❚❤❡ ❘✲tr❡❡ ❝❛♥ ❜❡ ❜✉✐❧t ✉♥❞❡r r❡♣❡❛t❡❞ ✐♥s❡rt✐♦♥s ♦❢ ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡s✳
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❚♦ ✐♥s❡rt ❛ ♥❡✇ ♦❜❥❡❝t o✱ ✇❡ ❣♦ ❞♦✇♥ ❢r♦♠ t❤❡ r♦♦t ❜② s❡❧❡❝t✐♥❣✱ ❛t ❡❛❝❤ ❧❡✈❡❧✱ t❤❡
❝❤✐❧❞ ♥♦❞❡ t❤❛t r❡q✉✐r❡s t❤❡ ❧❡❛st ❡♥❧❛r❣❡♠❡♥t ♦❢ ✐ts ❜♦✉♥❞✐♥❣ r❡❝t❛♥❣❧❡ t♦ ❡♥❝❧♦s❡
t❤❡ ♥❡✇ ♦❜❥❡❝t ✉♥t✐❧ ❛ ❧❡❛❢ L ✐s r❡❛❝❤❡❞✳ ■❢ t❤❡ ❧❡❛❢ L ✐s ♥♦t ❢✉❧❧✱ t❤❡♥ t❤❡ ♥❡✇
♦❜❥❡❝t ✐s ✐♥s❡rt❡❞ ✐♥t♦ L✳ ■❢ L ✐s ❢✉❧❧✱ t❤❡♥ L ♠✉st ❜❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ t✇♦ ♥❡✇ ❧❡❛✈❡s
❜② ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ t♦t❛❧ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❜♦✉♥❞✐♥❣ ❜♦①❡s✳ ❆❢t❡r
✐♥s❡rt✐♥❣ t❤❡ ♥❡✇ ♦❜❥❡❝t✱ t❤❡ ❜♦✉♥❞✐♥❣ r❡❝t❛♥❣❧❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♥♦❞❡s ❛r❡
❛❞❥✉st❡❞❀ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ❛♥❞ ❛❧s♦ t❤❡ s♣❧✐t ❛r❡ ♣r♦♣❛❣❛t❡❞ ✉♣✇❛r❞✳

❋♦r s❡❛r❝❤✐♥❣ ❜② ♣♦✐♥t q✉❡r② ♦r r❛♥❣❡ q✉❡r② ✐♥ t❤❡ ❘✲tr❡❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ❣♦ ❞♦✇♥
❢r♦♠ t❤❡ r♦♦t ❛♥❞ ✈✐s✐t✱ ❛t ❡❛❝❤ ❧❡✈❡❧✱ ❛❧❧ ❝❤✐❧❞ ♥♦❞❡s ❤❛✈✐♥❣ t❤❡ ❜♦✉♥❞✐♥❣ r❡❝t❛♥❣❧❡s
✇❤✐❝❤ ❝♦♥t❛✐♥ t❤❡ ✐♥♣✉t ♣♦✐♥t ♦r ✐♥t❡rs❡❝t ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥♣✉t ✐♥t❡r✈❛❧✳ ❆s t❤❡ ❜♦✉♥❞✐♥❣
r❡❝t❛♥❣❧❡s ✐♥ ❡❛❝❤ ❧❡✈❡❧ ♠❛② ♦✈❡r❧❛♣✱ ✇❡ ♠✐❣❤t ❤❛✈❡ t♦ ✈✐s✐t ♠❛♥② ❝❤✐❧❞ ♥♦❞❡s✳
❚❤❡ r❡❝t❛♥❣❧❡ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐♥❝r❡❛s❡s ✇❤❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ✐s
❤✐❣❤✳ ■♥ t❤❡ ✇♦rst ❝❛s❡✱ ✇❡ ♠❛② ❤❛✈❡ t♦ ✈✐s✐t ❡✈❡r② ♥♦❞❡s ♦❢ t❤❡ tr❡❡✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱
s❡q✉❡♥t✐❛❧ s❝❛♥ ♠❛② ❜❡ ♠♦r❡ ❡✛❡❝t✐✈❡✳

❆s t❤❡ ♦✈❡r❧❛♣ ❜❡t✇❡❡♥ ♥♦❞❡s ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ✐♠♣♦rt❛♥t ✐♥ ❘✲tr❡❡✱ t❤❡ ❘✰✲tr❡❡ ❬✶✶✼❪
❛♥❞ ❘✯✲tr❡❡ ❬✶✸❪ str✉❝t✉r❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❛✐♠ ♦❢ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡
♦✈❡r❧❛♣ ♦❢ ❜♦✉♥❞✐♥❣ r❡❝t❛♥❣❧❡s✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦♣t✐♠✐③❡ t❤❡ s❡❛r❝❤ ✐♥ t❤❡ tr❡❡✳ ❚❤❡ ❘✰✲
tr❡❡ str✉❝t✉r❡ ❛✈♦✐❞s t❤❡ ♦✈❡r❧❛♣ ♦❢ ❜♦✉♥❞✐♥❣ r❡❝t❛♥❣❧❡s ❜② ❞✐✈✐❞✐♥❣ ❡❛❝❤ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣
r❡❝t❛♥❣❧❡ ✐♥t♦ s♠❛❧❧❡r r❡❝t❛♥❣❧❡s✱ ✉♥t✐❧ t❤❡② ♥♦ ❧♦♥❣❡r ♦✈❡r❧❛♣✳ ❚❤✐s ♠❛② ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡
❤❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡ tr❡❡✱ ❜✉t ✇❡ ❝❛♥ s❛✈❡ t✐♠❡ ❞✉r✐♥❣ r❡tr✐❡✈❛❧ ❜② r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ s✉❜✲tr❡❡s t♦ ✈✐s✐t✳ ❚❤❡ ❘✯✲tr❡❡ str✉❝t✉r❡ tr✐❡s t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ♦✈❡r❧❛♣ ❛♠♦♥❣
r❡❝t❛♥❣❧❡s ❛♥❞ ❛❧s♦ t❤❡✐r ✈♦❧✉♠❡ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ r❡✐♥s❡rt✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✳ ❲❤❡♥ ❛ ♥❡✇
❡♥tr② ✐s ✐♥s❡rt❡❞ ✐♥t♦ ❛ ❢✉❧❧ ♥♦❞❡ Ri✱ ✇❡ tr② t♦ r❡✐♥s❡rt s♦♠❡ ❡♥tr✐❡s ♦❢ t❤✐s ♥♦❞❡✱ ❛♥❞
❤♦♣❡❢✉❧❧② ✜♥❞ ❜❡tt❡r ♣♦s✐t✐♦♥s ❢♦r t❤❡s❡ ❡♥tr✐❡s✳ ■❢ ❛❧❧ t❤❡s❡ ❡♥tr✐❡s ❛r❡ r❡✐♥s❡rt❡❞
✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❧♦❝❛t✐♦♥✱ t❤❡♥ Ri ✐s s♣❧✐t ✐♥t♦ t✇♦ ♥♦❞❡s ❛s ✐♥ ❘✲tr❡❡✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts
✐♥ ❬✶✸❪ s❤♦✇ t❤❛t ❘✯✲tr❡❡ ✐s t❤❡ ❜❡st str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❘✲tr❡❡ ❢❛♠✐❧② ❢♦r ✐♥❞❡①✐♥❣
♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❞❛t❛✳ ❚❤❡ str✉❝t✉r❡s ✐♥ t❤❡ ❘✲tr❡❡ ❢❛♠✐❧② ❛r❡ ❛❧❧ s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ t❤❡
✐♥s❡rt✐♦♥ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝ts✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ s✐♥❝❡ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❡♠♣t② ❝❡❧❧✱ t❤❡
❘✲tr❡❡ ❢❛♠✐❧② ✐s ♠♦r❡ s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦✉r s❡❛r❝❤✳

❙❙✲tr❡❡ ❬✶✸✾❪ ❚❤❡ ❙❙✲tr❡❡ ✭❙✐♠✐❧❛r✐t② ❙❡❛r❝❤ ❚r❡❡✮ ❬✶✸✾❪ ✐s ❛ s✐♠✐❧❛r✐t② ✐♥❞❡①✐♥❣
str✉❝t✉r❡ ✇❤✐❝❤ ❣r♦✉♣s t❤❡ ♦❜❥❡❝ts ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡✐r s✐♠✐❧❛r✐t② ✐♥ t❤❡ s♣❛❝❡✳ ❚❤❡
❙❙✲tr❡❡ str✉❝t✉r❡ ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ❘✲tr❡❡✱ ❜✉t ❜♦✉♥❞✐♥❣ s♣❤❡r❡s ❛r❡ ✉s❡❞
✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❜♦✉♥❞✐♥❣ r❡❝t❛♥❣❧❡s t♦ ❡♥❝❧♦s❡ t❤❡ ❡♥tr✐❡s ♦❢ ❡❛❝❤ ♥♦❞❡✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s t♦
♦✛❡r ❛♥ ✐s♦tr♦♣✐❝ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡ s♣❛❝❡✳ ❉❛t❛ ♦❜❥❡❝ts ❛r❡ st♦r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧❡❛✈❡s✳
❊❛❝❤ ❜♦✉♥❞✐♥❣ s♣❤❡r❡ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ ❝❡♥tr❡ ❛♥❞ ❛ r❛❞✐✉s✳ ❚❤❡ ❝❡♥tr❡ ♦❢ t❤❡
❜♦✉♥❞✐♥❣ s♣❤❡r❡ ♦❢ ❛ ♥♦❞❡ ✐s t❤❡ ❣r❛✈✐t② ❝❡♥tr❡ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ s✉❜✲tr❡❡ ♦❢
t❤✐s ♥♦❞❡✳ ❚❤❡ r❛❞✐✉s ♦❢ ❛ ❧❡❛❢ ❜♦✉♥❞✐♥❣ s♣❤❡r❡ ✐s t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝❡♥tr❡
❛♥❞ t❤❡ ❢❛rt❤❡st ♣♦✐♥t ✐♥ t❤✐s ❧❡❛❢✳ ❚❤❡ r❛❞✐✉s ♦❢ ❛♥ ✐♥t❡r♥❛❧ ♥♦❞❡ ❜♦✉♥❞✐♥❣ s♣❤❡r❡
✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s maxni=0(D(c, ci)+Ri) ✇❤❡r❡ n ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❤✐❧❞r❡♥ ♦❢ t❤✐s ♥♦❞❡✱
D(c, ci) ✐s t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝❡♥tr❡ c ♦❢ t❤✐s ♥♦❞❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝❡♥tr❡ ci ♦❢ t❤❡
❝❤✐❧❞ ♥♦❞❡ i✱ ❛♥❞ Ri ✐s t❤❡ r❛❞✐✉s ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝❤✐❧❞ ♥♦❞❡✳ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢
❛♥ ❙❙✲tr❡❡ ✐♥ ❛ ✷✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✼✳

❆♥ ❙❙✲tr❡❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❜② s✉❝❝❡ss✐✈❡❧② ✐♥s❡rt✐♥❣ ❡❛❝❤ ❞❛t❛ ♦❜❥❡❝t
✐♥t♦ t❤❡ tr❡❡✳ ❲❤❡♥ ❛ ♥❡✇ ❡♥tr② ❣♦❡s ❞♦✇♥ ❢r♦♠ t❤❡ r♦♦t✱ ❛t ❡❛❝❤ st❡♣ t❤❡ ♥❡✇
❡❧❡♠❡♥t ♠♦✈❡s t♦ t❤❡ ♥♦❞❡ ✇❤♦s❡ ❝❡♥tr❡ ✐s ❝❧♦s❡st t♦ t❤❡ ♥❡✇ ❡❧❡♠❡♥t✳ ❚❤❡ ❙❙✲tr❡❡
❛❧s♦ ✉s❡s t❤❡ r❡✐♥s❡rt✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♦❢ t❤❡ ❘✯✲tr❡❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ♦✈❡r❧❛♣



✸✻ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❚r❛❞✐t✐♦♥❛❧ ❈♦♥t❡♥t✲❜❛s❡❞ ✐♠❛❣❡ r❡tr✐❡✈❛❧

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✼✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛♥ ❙❙✲tr❡❡ ✐♥ ✷✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡✳

❛♠♦♥❣ ❜♦✉♥❞✐♥❣ s♣❤❡r❡s✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡✐r ✈♦❧✉♠❡✳ ■♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦ t❤❡ ❘✯✲tr❡❡✱
❙❙✲tr❡❡ ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t♦ ❤❛✈❡ ❜❡tt❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❬✻✵❪✳ ❇✉t t❤❡ ❙❙✲tr❡❡ str✉❝t✉r❡
✐s s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ t❤❡ ✐♥s❡rt✐♦♥ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝ts ❛♥❞ t❤❡ ♦✈❡r❧❛♣ ❜❡t✇❡❡♥ ♥♦❞❡s ✐s
st✐❧❧ ❤✐❣❤✱ ✇❤❡♥ ✐♥❞❡①✐♥❣ ❤✐❣❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❞❛t❛✳

❙❘✲tr❡❡ ❬✻✵❪ ❙❘✲tr❡❡ ✭❙♣❤❡r❡✴❘❡❝t❛♥❣❧❡ ❚r❡❡✮ ❬✻✵❪ ❝♦♠❜✐♥❡s ❘✯✲tr❡❡ ❛♥❞ ❙❙✲tr❡❡
❜② ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ ❛s t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞✐♥❣ r❡❝t❛♥❣❧❡
❛♥❞ t❤❡ ❜♦✉♥❞✐♥❣ s♣❤❡r❡✳ ❚❤❡ ❜♦✉♥❞✐♥❣ r❡❝t❛♥❣❧❡ ❛♥❞ t❤❡ ❜♦✉♥❞✐♥❣ s♣❤❡r❡ ♦❢
❛ ❧❡❛❢ ♥♦❞❡ ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❜♦✉♥❞✐♥❣ r❡❝t❛♥❣❧❡ ❛♥❞ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠
❜♦✉♥❞✐♥❣ s♣❤❡r❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ❞❛t❛ ♦❜❥❡❝ts ♦❢ t❤✐s ❧❡❛❢✳ ❚❤❡ ❜♦✉♥❞✐♥❣ r❡❝t❛♥❣❧❡
♦❢ ❛♥ ✐♥t❡r♥❛❧ ♥♦❞❡ ❝♦✈❡rs ❛❧❧ t❤❡ ❜♦✉♥❞✐♥❣ r❡❝t❛♥❣❧❡s ♦❢ ✐ts ❝❤✐❧❞ ♥♦❞❡s✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡
❜♦✉♥❞✐♥❣ s♣❤❡r❡ ❝♦✈❡rs ❛❧❧ t❤❡ ❜♦✉♥❞✐♥❣ s♣❤❡r❡s ♦❢ ✐ts ❝❤✐❧❞ ♥♦❞❡s✳ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✽
s❤♦✇s ❛♥ ❙❘✲tr❡❡ ♦r❣❛♥✐③✐♥❣ ✷✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣♦✐♥t ❞❛t❛✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✽✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛♥ ❙❘✲tr❡❡ ✐♥ ✷✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡✳

■♥ ❤✐❣❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡✱ ❜♦✉♥❞✐♥❣ r❡❝t❛♥❣❧❡s t❡♥❞ t♦ ❤❛✈❡ s♠❛❧❧❡r ✈♦❧✉♠❡s
t❤❛♥ ❜♦✉♥❞✐♥❣ s♣❤❡r❡s✱ ✇❤✐❧❡ ❜♦✉♥❞✐♥❣ s♣❤❡r❡s ❤❛✈❡ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ s❤♦rt❡r ❞✐❛♠❡t❡rs
t❤❛♥ ❜♦✉♥❞✐♥❣ r❡❝t❛♥❣❧❡s ❬✻✵❪✳ ❇② ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤❡ ❜♦✉♥❞✐♥❣ r❡❝t❛♥❣❧❡ ❛♥❞ t❤❡



✷✳✹✳ ❘❡tr✐❡✈❛❧ ✸✼

❜♦✉♥❞✐♥❣ s♣❤❡r❡✱ ❙❘✲tr❡❡ ❛❧❧♦✇s t♦ ❝r❡❛t❡ r❡❣✐♦♥s ✇✐t❤ s♠❛❧❧ ✈♦❧✉♠❡s ❛♥❞ s♠❛❧❧
❞✐❛♠❡t❡rs✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♦✈❡r❧❛♣ ❜❡t✇❡❡♥ ♥♦❞❡s ❛♥❞ t❤✉s ❡♥❤❛♥❝❡s t❤❡
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦✉r s❡❛r❝❤ ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❞❛t❛✳ ❇✉t ❙❘✲tr❡❡
✐s st✐❧❧ s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛✳

✷✳✹ ❘❡tr✐❡✈❛❧

■♥ t❤❡ r❡tr✐❡✈❛❧ ♣❤❛s❡ ♦❢ ❛ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ❈❇■❘ s②st❡♠✱ t❤❡ ✉s❡r ✐s r❡q✉✐r❡❞ t♦
s✉❜♠✐t ❛ q✉❡r② ✐♠❛❣❡ t♦ t❤❡ ❈❇■❘ s②st❡♠✳ ❚❤❡ q✉❡r② ✐♠❛❣❡ ♠❛② ❜❡ ❛♥ ❡①✐st✐♥❣
✐♠❛❣❡ ♦r ❛ s❦❡t❝❤ ♠❛❞❡ ❜② t❤❡ ✉s❡r ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛ r♦✉❣❤ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡
❤❡ ✐s ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥✳ ❚❤❡ ❈❇■❘ s②st❡♠ ❤❛s t♦ r❡t✉r♥ r❡s✉❧t ✐♠❛❣❡s ✇❤✐❝❤ s❤❛r❡
❝♦♠♠♦♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ✇✐t❤ t❤❡ q✉❡r② ✐♠❛❣❡✳ ❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ t❤❡②
♠❛② ❜❡ t❤❡ k ✐♠❛❣❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♠♦st s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ q✉❡r② ✐♠❛❣❡✱ ❛❧❧ t❤❡ ✐♠❛❣❡s
✇✐t❤✐♥ ❛ ❣✐✈❡♥ ✜①❡❞ ❞✐st❛♥❝❡ ǫ ❢r♦♠ t❤❡ q✉❡r② ✐♠❛❣❡ ♦r ✐♠❛❣❡s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ s✐♠✐❧❛r
♦❜❥❡❝ts t♦ t❤❡ q✉❡r② ✐♠❛❣❡✳ ❋♦r s❡❛r❝❤✐♥❣ s✉✐t❛❜❧❡ ✐♠❛❣❡s✱ t❤❡ s②st❡♠ ❡①tr❛❝ts t❤❡
❢❡❛t✉r❡ ✈❡❝t♦r ♦❢ t❤❡ q✉❡r② ✐♠❛❣❡ ❛♥❞ t❤❡♥ ♠❡❛s✉r❡s t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ✇✐t❤ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡
✈❡❝t♦rs ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♠❛❣❡s ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡✳ ❚❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢
t❤❡ r❡tr✐❡✈❛❧ ♣❤❛s❡ str♦♥❣❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❝❤♦s❡♥ s✐♠✐❧❛r✐t② ♠❡❛s✉r❡❀ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡
♦❢ t❤✐s ♠❡❛s✉r❡ ♣❧❛②s t❤❡r❡❢♦r❡ ❛ ❝r✉❝✐❛❧ r♦❧❡✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ❞✐ss✐♠✐❧❛r✐t② ♠❡❛s✉r❡s
❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ✉s❡❞ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ s✐♠✐❧❛r✐t② ♠❡❛s✉r❡s ❢♦r ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♠❛❣❡s ✐♥
t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛s t❤❡ ❢❡❛t✉r❡ ✈❡❝t♦rs ♦♥❧② ❝❛♣t✉r❡ ❧♦✇✲❧❡✈❡❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
s✉❝❤ ❛s ❝♦❧♦r✴t❡①t✉r❡ ♦r s❤❛♣❡✱ t❤❡r❡ ♠❛② ❜❡ ❛ ✏s❡♠❛♥t✐❝ ❣❛♣✑ ❜❡t✇❡❡♥ ❤✐❣❤✲❧❡✈❡❧
s❡♠❛♥t✐❝ ❝♦♥❝❡♣ts ❡①♣r❡ss❡❞ ❜② t❤❡ ✉s❡r ❛♥❞ t❤❡s❡ ❧♦✇✲❧❡✈❡❧ ❢❡❛t✉r❡s✳ ❚❤✉s✱ t❤❡
r❡tr✐❡✈❛❧ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤♦s❡ ❧♦✇✲❧❡✈❡❧ ❢❡❛t✉r❡s ♠❛② ♣r♦❞✉❝❡
✐♠❛❣❡s ✇❤✐❝❤ ❞♦ ♥♦t ✜t t❤❡ ✐♥t❡♥t ♦❢ t❤❡ ✉s❡r✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ✜rst
t❤❡ r❡tr✐❡✈❛❧ str❛t❡❣②✱ t❤❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❞✐ss✐♠✐❧❛r✐t② ♠❡❛s✉r❡s✱ ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② ❞✐✛❡r❡♥t
str❛t❡❣✐❡s ❢♦r s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ✏s❡♠❛♥t✐❝ ❣❛♣✑ ♣r♦❜❧❡♠✳

✷✳✹✳✶ ❘❡tr✐❡✈❛❧ str❛t❡❣②

❚❤❡r❡ ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❦✐♥❞s ♦❢ q✉❡r✐❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❈❇■❘✱ s✉❝❤ ❛s ♣♦✐♥t q✉❡r②✱
r❛♥❣❡ q✉❡r②✱ ❦ ♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦✉r q✉❡r②✱ ❡t❝✳ P♦✐♥t q✉❡r② r❡q✉✐r❡s t♦ ✜♥❞ ❛ ✈❡❝t♦r
✭✐♠❛❣❡✮ ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡✳ ❘❛♥❣❡ q✉❡r② r❡q✉✐r❡s t♦ ✜♥❞ ❛❧❧ ✈❡❝t♦rs ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡
✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ ❛ ♣r❡✲❞❡✜♥❡❞ r❡❣✐♦♥ ✭♥♦r♠❛❧❧② ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❛ r❡❝t❛♥❣❧❡✮✳
❲❤✐❧❡ ❦ ♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦✉r q✉❡r② r❡q✉✐r❡s t♦ ✜♥❞ t❤❡ ❦ ✈❡❝t♦rs ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♠♦st
s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ✐♥♣✉t ✈❡❝t♦r ❛♠♦♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ✈❡❝t♦rs ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡✳

❚❤❡ s✐♠♣❧❡st s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r r❡tr✐❡✈❛❧ ✐s t♦ ✉s❡ ❧✐♥❡❛r s❡❛r❝❤ ♦r s❡q✉❡♥t✐❛❧ s❡❛r❝❤
❜② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ s✉❝❝❡ss✐✈❡❧② t❤❡ ❢❡❛t✉r❡ ✈❡❝t♦r ♦❢ t❤❡ q✉❡r② ✐♠❛❣❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡
✈❡❝t♦r ♦❢ ❡✈❡r② ♦t❤❡r ✐♠❛❣❡ ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡✳ ■♠❛❣❡s ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ❛r❡ t❤❡♥ s♦rt❡❞
✐♥ ❞❡s❝❡♥❞✐♥❣ ♦r❞❡r ♦❢ s✐♠✐❧❛r✐t② ❛♥❞ r❡t✉r♥❡❞ t♦ t❤❡ ✉s❡r✳ ▲✐♥❡❛r s❡❛r❝❤ ✐s ✈❡r②
s✐♠♣❧❡ t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t✱ ❛♥❞ ✐s ✉s❡❢✉❧ ✇❤❡♥ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ❤❛s ♦♥❧② ❢❡✇ ✐♠❛❣❡s✳ ❇✉t ✐t
✐s ♥♦t s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ❧❛r❣❡ ❞❛t❛❜❛s❡s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❤✐❣❤ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ♥❡❡❞❡❞✳

❚❤❡ ♠♦st ❢r❡q✉❡♥t❧② ✉s❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❧❛r❣❡ ❞❛t❛❜❛s❡s ✐s t♦ ♦r❣❛♥✐③❡
❞❛t❛ ♦❜❥❡❝ts ❜② ❛♥ ✐♥❞❡①✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ✭s♣❛❝❡ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ♦r ❞❛t❛ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣
♠❡t❤♦❞ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✮✮ ❛♥❞ t♦ ♥❛✈✐❣❛t❡ ✐♥ t❤❡ str✉❝t✉r❡❞ ❢❡❛t✉r❡ s♣❛❝❡ ❢♦r ✜♥❞✐♥❣
s✉✐t❛❜❧❡ ✐♠❛❣❡s✳

❋♦r ✜♥❞✐♥❣ ❛ ✈❡❝t♦r ✐♥ ❛♥ ✐♥❞❡①❡❞ str✉❝t✉r❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ❧♦❝❛t❡ t❤❡ ❝❡❧❧s ♦r



✸✽ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❚r❛❞✐t✐♦♥❛❧ ❈♦♥t❡♥t✲❜❛s❡❞ ✐♠❛❣❡ r❡tr✐❡✈❛❧

r❡❣✐♦♥s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ✐♥♣✉t ✈❡❝t♦r ✐♥ t❤✐s str✉❝t✉r❡✳ ❋♦r ❣r✐❞✲❜❛s❡❞ str✉❝t✉r❡ s✉❝❤
❛s ❣r✐❞ ✜❧❡✱ t❤❡ ❝❡❧❧ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ✐♥♣✉t ✈❡❝t♦r ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② s❝❛♥♥✐♥❣ t❤❡ ❧✐♥❡❛r
s❝❛❧❡s✳ ❋♦r tr❡❡✲❜❛s❡❞ str✉❝t✉r❡ s✉❝❤ ❛s ❦✲tr❡❡✱ ❦✲❞✲tr❡❡✱ ❦✲❞✲❜✲tr❡❡✱ ❘✲tr❡❡✱ ❙❙✲tr❡❡✱
❙❘✲tr❡❡✱ ✇❡ ❣♦ ❞♦✇♥ ❢r♦♠ t❤❡ r♦♦t ❛♥❞ s❡❧❡❝t ❛t ❡❛❝❤ ❧❡✈❡❧ t❤❡ ♥♦❞❡s ✇❤♦s❡ r❡❣✐♦♥
❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ✈❡❝t♦r✳ ❆s s♣❛❝❡ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ❞✐✈✐❞❡ t❤❡ s♣❛❝❡ ✐♥t♦ ❞✐s❥♦✐♥t
❝❡❧❧s✱ ♦♥❧② ♦♥❡ ❝❡❧❧ ❤❛s t♦ ❜❡ ❝❤❡❝❦❡❞ ❛t ❡❛❝❤ st❡♣ ♦❢ t❤❡ r❡tr✐❡✈❛❧ ♣❤❛s❡✱ ✇❤✐❧❡ ♠❛♥②
❝❡❧❧s ♠❛② ❜❡ s✉✐t❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❞❛t❛ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣
❜❡t✇❡❡♥ ❝❡❧❧s✳ ❚❤❡ s❡❛r❝❤ ❡♥❞s ✇❤❡♥ t❤❡ ✈❡❝t♦r ✐s ❢♦✉♥❞ ♦r ✇❤❡♥ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ♠♦r❡
❝❡❧❧ ♦r ♥♦❞❡ t♦ ❝❤❡❝❦✳

❚❤❡ r❡tr✐❡✈❛❧ ❜② r❛♥❣❡ q✉❡r② ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ r❡tr✐❡✈❛❧ ❜② ♣♦✐♥t q✉❡r②✱ ❜✉t ✇❡
❤❛✈❡ t♦ ✜♥❞ t❤❡ r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ ❝❡❧❧s ♦r r❡❣✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ♦✈❡r❧❛♣s ✇✐t❤ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞
✐♥ t❤❡ ✐♥♣✉t q✉❡r②✳

❙❡❛r❝❤✐♥❣ ❢♦r ❛ ❦✲♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦✉r q✉❡r② ✐♥ ❛♥ ✐♥❞❡①❡❞ str✉❝t✉r❡ ❝❛♥ ♣r♦❝❡❡❞
❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

✶✳ ❘❛♥❞♦♠❧② s❡❧❡❝t k ♣♦✐♥ts ❛s t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❦✲♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦✉rs✳

✷✳ ❘❡♣❡❛t ✿

✭❛✮ ❈♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ Dist ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♥♣✉t ♣♦✐♥t ❛♥❞ t❤❡ ❢❛rt❤❡st
♣♦✐♥t ❛♠♦♥❣ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❦✲♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦✉r ♣♦✐♥ts❀ ❛♥❞ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ✏r❡✲
s✉❧t r❡❣✐♦♥✑ ❛s t❤❡ ❤②♣❡r✲s♣❤❡r❡ ♦❢ r❛❞✐✉s Dist ❛r♦✉♥❞ t❤❡ s❡❛r❝❤ ♣♦✐♥t✳

✭❜✮ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝❤❡❝❦s ✇❤❡t❤❡r t❤❡r❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛♥② ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ ✐♥❞❡①❡❞
str✉❝t✉r❡ t❤❛t ❛r❡ ❝❧♦s❡r t♦ t❤❡ ✐♥♣✉t ♣♦✐♥t t❤❛♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❦✲♥❡❛r❡st
♥❡✐❣❤❜♦✉rs✳ ❈♦♥❝❡♣t✉❛❧❧②✱ t❤❡s❡ ♣♦✐♥ts ♠❛② ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ❝❡❧❧s ♦✈❡r✲
❧❛♣♣✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ✏r❡s✉❧t r❡❣✐♦♥✑✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❧♦❝❛t❡s ✐♥ t❤❡ ✐♥❞❡①❡❞
str✉❝t✉r❡ t❤❡ ✏❝✉rr❡♥t ❝❡❧❧✑ ❛s t❤❡ ♥❡❛r❡st ❝❡❧❧ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t ✈✐s✐t❡❞ ❛♥❞
♦✈❡r❧❛♣s ✇✐t❤ t❤❡ ✏r❡s✉❧t r❡❣✐♦♥✑✳

✭❝✮ ■❢ t❤❡r❡ ❛r❡ ❛♥② ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ ✏❝✉rr❡♥t ❝❡❧❧✑ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝❧♦s❡r t♦ ❛♥② ♣♦✐♥ts
✐♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❦✲♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦✉rs → ✉♣❞❛t❡ t❤❡ ❧✐st ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t
❦✲♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦✉rs✳

✉♥t✐❧ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♠♦r❡ ❝❡❧❧ t♦ ❝❤❡❝❦✳

◆♦t❡ t❤❛t ❢♦r tr❡❡✲❜❛s❡❞ str✉❝t✉r❡✱ ❜② ❣♦✐♥❣ ❞♦✇♥ ❢r♦♠ t❤❡ r♦♦t✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✜rst
❧♦❝❛t❡s t❤❡ ✏❝✉rr❡♥t ❝❡❧❧✑ ❛s t❤❡ ❧❡❛❢ ♥♦❞❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥❡❛r❡st t♦ t❤❡ ✐♥♣✉t ♣♦✐♥t ❛♥❞
s❡t t❤❡ ✏❝✉rr❡♥t ♥♦❞❡✑ ❛s t❤❡ ❢❛t❤❡r ♥♦❞❡ ♦❢ t❤✐s ❧❡❛❢✳ ❚❤❡♥✱ ✐t ✜♥❞s t❤❡ ✏❝✉rr❡♥t
❝❡❧❧✑ ❛♠♦♥❣ t❤❡ ❧❡❛✈❡s ♦❢ t❤❡ ✏❝✉rr❡♥t ♥♦❞❡✑ ❜❡❢♦r❡ ✇❛❧❦✐♥❣ ✉♣ t❤❡ tr❡❡ t♦ ✜♥❞ ✐♥
t❤❡ ♦t❤❡r ❜r❛♥❝❤✳

❲❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t ❜② ♦r❣❛♥✐③✐♥❣ ❢❡❛t✉r❡ ✈❡❝t♦rs ✐♥ ❛♥ ✐♥❞❡①❡❞ str✉❝t✉r❡✱ ✇❡ ❞♦
♥♦t ❤❛✈❡ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ✐♥♣✉t ✈❡❝t♦r ✇✐t❤ ❡✈❡r② ♦t❤❡r ✈❡❝t♦rs ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡✱ ❜✉t
✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ♦♥❧② ✇✐t❤ t❤❡ ✈❡❝t♦rs ✐♥ ❛ s♠❛❧❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❡❧❧s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤✐s str❛t❡❣②
✐s ♠♦r❡ s✉✐t❛❜❧❡ t♦ ❧❛r❣❡ ❞❛t❛❜❛s❡s t❤❛♥ ❧✐♥❡❛r s❡❛r❝❤✳

✷✳✹✳✷ ❉✐ss✐♠✐❧❛r✐t② ♠❡❛s✉r❡s

❚❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐ss✐♠✐❧❛r✐t② ♠❡❛s✉r❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢❡❛t✉r❡s
❛♥❞ ♠❛② ❞✐✛❡r ❛♠♦♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❛t❛❜❛s❡s✳ ❉✐✛❡r❡♥t ❞✐ss✐♠✐❧❛r✐t② ♠❡❛s✉r❡s ❤❛✈❡
❜❡❡♥ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❬✽✵✱✶✵✼❪✳ ❚❤❡② ❛r❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ♠❡❛s✉r❡s✱
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❡♦r② ♠❡❛s✉r❡s ❛♥❞ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠❡❛s✉r❡s✳



✷✳✹✳ ❘❡tr✐❡✈❛❧ ✸✾

●❡♦♠❡tr✐❝ ♠❡❛s✉r❡s ●❡♦♠❡tr✐❝ ♠❡❛s✉r❡s ❛r❡ ❛♠♦♥❣ t❤❡ ♠♦st ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ✐♥
❈❇■❘ s②st❡♠s✳ ❚❤❡② ❝♦♥s✐❞❡r ✐♠❛❣❡s ❛s ♥✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❢❡❛t✉r❡ ✈❡❝t♦rs ❛♥❞ ❝♦♠✲
♣✉t❡ t❤❡ ❞✐ss✐♠✐❧❛r✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ✐♠❛❣❡s ❜② s✉❝❝❡ss✐✈❡❧② ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✈❡❝t♦rs ✐♥ ❡❛❝❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳

❍❛✈✐♥❣ t✇♦ ✈❡❝t♦rs X = (x1, x2, ..., xn) ❛♥❞ Y = (y1, y2, ..., yn)✱ t❤❡ ❞✐ss✐♠✐❧❛r✐t②
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② ❞✐✛❡r❡♥t ❣❡♦♠❡tr✐❝ ♠❡❛s✉r❡s✿

✕ ▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❞✐st❛♥❝❡ ❬✽✵❪✿ t❤❡ ▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ ♦r❞❡r p ✭♦r Lp ♥♦r♠✮
❜❡t✇❡❡♥ X ❛♥❞ Y ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

Dp(X, Y ) = (
n
∑

i=1

|xi − yi|
p)

1
p ✭✷✳✹✷✮

❚❤❡ ▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❞✐st❛♥❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ▼❛♥❤❛tt❛♥
❞✐st❛♥❝❡ ✭L1✮✱ t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ✭L2✮ ❛♥❞ t❤❡ ❈❤❡❜②s❤❡✈ ❞✐st❛♥❝❡ ✭L∞✮✳

✕ ❈❛♥❜❡rr❛ ❞✐st❛♥❝❡ ✭dcan✮ ❬✼✶❪✿ t❤❡ ❈❛♥❜❡rr❛ ❞✐st❛♥❝❡ ✐s ❛ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ✈❛r✐❛♥t
♦❢ t❤❡ ▼❛♥❤❛tt❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ✈❡❝t♦rs
✐♥ ❡❛❝❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✐s ❞✐✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t✇♦ ✈❡❝t♦rs
✐♥ t❤✐s ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ❚❤❡ ❈❛♥❜❡rr❛ ❞✐st❛♥❝❡ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

dcan(X, Y ) =
n
∑

i=1

|xi − yi|

|xi|+ |yi|
✭✷✳✹✸✮

✕ ❈♦s✐♥❡ ❜❛s❡❞ ❞✐ss✐♠✐❧❛r✐t② ✭dcos✮ ❬✽✵❪✿ t❤❡ ❈♦s✐♥❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ✭scos✮ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡
s✐♠✐❧❛r✐t② ❜❡t✇❡❡♥ X ❛♥❞ Y ❜② ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ❝♦s✐♥❡ ♦❢ t❤❡ ❛♥❣❧❡ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡♠✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡t❡r♠✐♥❡s ✇❤❡t❤❡r t✇♦ ✈❡❝t♦rs ♣♦✐♥t ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳

scos(X, Y ) = cos θ =
X.Y

|X|.|Y |
=

∑n

i=1 xi × yi
√
∑n

i=1(xi)2 ×
√
∑n

i=1(yi)
2

✭✷✳✹✹✮

❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❞✐ss✐♠✐❧❛r✐t② ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s✿

dcos(X, Y ) = 1− cos θ = 1−

∑n

i=1 xi × yi
√
∑n

i=1(xi)2 ×
√
∑n

i=1(yi)
2

✭✷✳✹✺✮

■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❡♦r② ♠❡❛s✉r❡s ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❡♦r② ♠❡❛s✉r❡s ❝♦♥s✐❞❡r ✐♠❛❣❡s
❛s ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛♥❞ ✉s❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ♠❡❛s✉r❡s ❢♦r ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣
t❤❡ ❞✐ss✐♠✐❧❛r✐t② ❜❡t✇❡❡♥ ✐♠❛❣❡s✳ ❚❤✉s✱ t❤❡s❡ ♠❡❛s✉r❡s ❝❛♥ ♥♦t ❜❡ ✉s❡❞ ✇✐t❤ ❢❡❛✲
t✉r❡s ❤❛✈✐♥❣ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✈❛❧✉❡s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ X =
(x1, x2, ..., xn)✱ ✇❡ ❤❛✈❡

∑n

i=1 xi = 1✳
✕ ❑✉❧❧❜❛❝❦✲▲❡✐❜❧❡r ✭❑✲▲✮ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ✭dkl✮ ❬✾✾❪✿ t❤❡ ❑✲▲ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ✐s ❛ ♥♦♥✲
s②♠❡tr✐❝ ♠❡❛s✉r❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ✉s❡❞ t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ❞✐ss✐♠✐❧❛r✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

dkl(X, Y ) =
n
∑

i=1

xi log
xi

yi
✭✷✳✹✻✮

✕ ❏❡✛r❡② ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ✭djd✮ ❬✽✵❪✿ t❤❡ ❏❡✛r❡② ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ✐s t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ ❢♦r♠
♦❢ t❤❡ ❑✉❧❧❜❛❝❦✲▲❡✐❜❧❡r ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡✱ ✐t ♠❡❛s✉r❡s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

djd(X, Y ) =
n
∑

i=1

(xi log
xi

mi

+ yi log
yi
mi

) ✭✷✳✹✼✮



✹✵ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❚r❛❞✐t✐♦♥❛❧ ❈♦♥t❡♥t✲❜❛s❡❞ ✐♠❛❣❡ r❡tr✐❡✈❛❧

✇❤❡r❡ mi =
xi+yi

2
✳

❙t❛t✐st✐❝❛❧ ♠❡❛s✉r❡s ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ♠❡❛s✉r❡s ❝♦♥s✐❞❡r ✐♠❛❣❡ ❢❡❛t✉r❡ ✈❡❝t♦rs ❛s s❛♠✲
♣❧❡s ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡♠ ♦♥ t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❛❧②s✐s✳

✕ χ2 st❛t✐st✐❝s ❬✶✵✽❪✿ t❤❡ χ2 st❛t✐st✐❝ ♠❡❛s✉r❡ ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ ❞✐ss✐♠✐❧❛r✐t② ❜❡t✇❡❡♥
t✇♦ ✈❡❝t♦rs ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♦♥❡ ✈❡❝t♦r ❛♥❞ t❤❡ ♠❡❛♥ ♦❢ ❜♦t❤
✈❡❝t♦rs ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

dχ2(X, Y ) =
n
∑

i=1

(xi −mi)
2

mi

✭✷✳✹✽✮

✇❤❡r❡ mi =
xi+yi

2
✳

✕ ❑♦❧♠♦❣♦r♦✈✲❙♠✐r♥♦✈ ❞✐st❛♥❝❡ ✭dks✮ ❬✸✻❪✿ t❤❡ ❑♦❧♠♦❣♦r♦✈✲❙♠✐r♥♦✈ ❞✐st❛♥❝❡
♠❡❛s✉r❡s t❤❡ ❞✐ss✐♠✐❧❛r✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛s t❤❡ ♠❛①✲
✐♠❛❧ ❛❜s♦❧✉t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s✿

dks(X, Y ) =
∑

1≤i≤n

|FX(i)− FY (i)| ✭✷✳✹✾✮

✇❤❡r❡ FX ❛♥❞ FY ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡
✜rst ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ s❛♠♣❧❡✳ ❚❤✐s ♠❡❛s✉r❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ♦♥❧② ❢♦r ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳

✷✳✹✳✸ ❙❡♠❛♥t✐❝ ❣❛♣ ♣r♦❜❧❡♠

❚❤❡ t❡r♠ ✏s❡♠❛♥t✐❝ ❣❛♣✑ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦
❧❡✈❡❧s ♦❢ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ♦❜❥❡❝t✴✐♠❛❣❡✳ ❚❤❡ ✜rst ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✐s ❞♦♥❡ ✐♥ ❈❇■❘
✉s✐♥❣ ❢❡❛t✉r❡ ✈❡❝t♦rs ✇❤✐❝❤ ♦♥❧② ❝❛♣t✉r❡ ❧♦✇✲❧❡✈❡❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ✭❝♦❧♦r✱
t❡①t✉r❡✱ s❤❛♣❡✱ ❡t❝✳✮✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✐s ❞♦♥❡ ❜② t❤❡ ❤✉♠❛♥ ✉s❡r ✇❤✐❝❤ ✉s❡s
❤✐❣❤✲❧❡✈❡❧ s❡♠❛♥t✐❝ ❝♦♥❝❡♣ts t♦ r❡tr✐❡✈❡ ✐♠❛❣❡s✳ ❆s t❤❡ r❡tr✐❡✈❛❧ ✐♥ ❛ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧
❈❇■❘ s②st❡♠ ✐s ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❧♦✇✲❧❡✈❡❧ ❢❡❛t✉r❡s✱
t❤❡ r❡s✉❧t ✐♠❛❣❡s ♠❛② ♥♦t ✜t t❤❡ ✐♥t❡♥t ♦❢ t❤❡ ✉s❡r✳

❆♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤❡ ✏s❡♠❛♥t✐❝ ❣❛♣✑ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s t♦ ❝♦♠❜✐♥❡ t❤❡ ✈✐✲
s✉❛❧ ❝♦♥t❡♥t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭❧♦✇✲❧❡✈❡❧ ❢❡❛t✉r❡ ✈❡❝t♦rs✮ ✇✐t❤ ♦t❤❡r s❡♠❛♥t✐❝ ✐♥❢♦r♠❛✲
t✐♦♥ ✭❤✐❣❤✲❧❡✈❡❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✮ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ r❡tr✐❡✈❛❧ ♣❤❛s❡ ❬✼✷✱✼✼✱✾✼✱✶✷✻❪✳ ■♥ ❤✐s t❤❡s✐s✱
◆❣✉②❡♥ ❬✾✼❪ ✉s❡s t❤❡ ♠✉❧t✐♠♦❞❛❧ s❡❛r❝❤ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ✈✐s✉❛❧ ❝♦♥t❡♥t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇✐t❤
t❡①t✉❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ✉s❡r ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ s♦♠❡ s❡♠❛♥t✐❝
❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡s✳ ❈♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤❡s❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s t♦ s❡❛r❝❤ ✐♠❛❣❡s
✇❤✐❝❤ ❛r❡ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ q✉❡r② ✐♠❛❣❡ ✐♥ ❜♦t❤ ✈✐s✉❛❧ ❝♦♥t❡♥t ❛s♣❡❝t ❛♥❞ s❡♠❛♥t✐❝
❛s♣❡❝t✳

❆♥♦t❤❡r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❤✐❝❤ ✐s ♠♦st ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ✏s❡♠❛♥t✐❝ ❣❛♣✑ ♣r♦❜❧❡♠
✐s t❤❡ r❡❧❡✈❛♥❝❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❚❤✐s ✐s ❛♥ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ✉s❡❞
t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ ❛ r❡tr✐❡✈❛❧ s②st❡♠ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ✉s❡r ❛♥❞ t❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡✳ ■♥ ❛ ❈❇■❘ s②st❡♠✱ t❤❡ ✉s❡r ✐s ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡
r❡❧❡✈❛♥❝❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ✐♠❛❣❡ ✐♥ t❤❡ r❡s✉❧ts t♦ t❤❡ q✉❡r② ✐♠❛❣❡ ✭s✉❝❤ ❛s ✏✈❡r② r❡❧❡✈❛♥t✑✱
✏r❡❧❡✈❛♥t✑✱ ✏♥♦t r❡❧❡✈❛♥t✑ ♦r ✏♥❡✉tr❛❧✑✮✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✉s❡r ❢❡❡❞❜❛❝❦✱ t❤❡ s❡❛r❝❤ ✐s
r❡♣❡❛t❡❞ ❜② ♠♦❞✐❢②✐♥❣✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ q✉❡r② ✈❡❝t♦r ♦r ❜② ✉♣❞❛t✐♥❣ t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t②
♠❡❛s✉r❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❣✐✈❡ r❡s✉❧ts ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♠♦r❡ s✉✐t❛❜❧❡ t♦ t❤❡ ✉s❡r✬s ♣❡r❝❡♣t✐♦♥✳
❆♠♦♥❣ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❢♦r r❡❧❡✈❛♥❝❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝✐t❡✿



✷✳✹✳ ❘❡tr✐❡✈❛❧ ✹✶

✕ ◗✉❡r② ♣♦✐♥t ♠♦✈❡♠❡♥t ✿ ❚❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ t❡❝❤♥✐q✉❡s tr✐❡s t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ r❡tr✐❡✈❛❧
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❜② r❡❢♦r♠✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ q✉❡r② ✈❡❝t♦r s♦ t❤❛t t❤❡ q✉❡r② ✐s ♠♦✈❡❞
t♦✇❛r❞ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ✐♠❛❣❡s ❛♥❞ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ ♥♦♥✲r❡❧❡✈❛♥t
✐♠❛❣❡s✳ ❚❤❡ ❘♦❝❝❤✐♦✬s t❡❝❤♥✐q✉❡ ❬✶✶✸❪ ✐s t❤❡ ♠♦st ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ❢♦r ♠♦❞✐❢②✐♥❣
t❤❡ q✉❡r② ✈❡❝t♦r✿

qm = αqo +
β

|Sr|

∑

xi∈Sr

xi −
γ

|Snr|

∑

xi∈Snr

xi ✭✷✳✺✵✮

✇❤❡r❡ qo ✐s t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ q✉❡r② ✈❡❝t♦r✱ qm ✐s t❤❡ ♠♦❞✐✜❡❞ q✉❡r② ✈❡❝t♦r✱ Sr ✐s
t❤❡ s❡t ♦❢ r❡❧❡✈❛♥t ♣♦✐♥ts ❛♥❞ Snr ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ♥♦♥ r❡❧❡✈❛♥t ♣♦✐♥ts✳ α✱ β ❛♥❞
γ ❛r❡ s✉❝❝❡ss✐✈❡❧② t❤❡ ✇❡✐❣❤ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ q✉❡r② ✈❡❝t♦r✱ t❤❡
r❡❧❡✈❛♥t ♣♦✐♥ts ❛♥❞ t❤❡ ♥♦♥ r❡❧❡✈❛♥t ♣♦✐♥ts✳ ❚②♣✐❝❛❧❧② α = 1 ❛♥❞ 0 < β, γ < 1✳
■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ t❤❡ ✇❡✐❣❤t ♦❢ r❡❧❡✈❛♥t ❢❡❡❞❜❛❝❦ ✐s ✉s✉❛❧❧② ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ t❤❡ ✇❡✐❣❤t
♦❢ ♥♦♥✲r❡❧❡✈❛♥t ❢❡❡❞❜❛❝❦ ✭β > γ✮✳

✕ ❉✐st❛♥❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥✿ ❚❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❛t ❝❡rt❛✐♥
❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡ ✈❡❝t♦r ♠❛② ❜❡ ♠♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ t❤❡ ✉s❡r t❤❛♥ ♦t❤❡rs✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛ ✇❡✐❣❤t ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♠❡tr✐❝ ❛♥❞
t❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s ✉s❡❞ t♦ ♠♦❞✐❢② t❤❡s❡ ✇❡✐❣❤ts ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✉s❡r✬s ❢❡❡❞❜❛❝❦✳
❖rt❡❣❛✲❇✐♥❞❡r❜❡r❣❡r ❛♥❞ ▼❡❤r♦tr❛ ❬✶✵✵❪ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡✐r ✇♦r❦ t❤❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ Lp

♠❡tr✐❝ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✈❡❝t♦rs✿

Lp(X, Y ) = p

√

∑

i

ωi(xi − yi)p ✭✷✳✺✶✮

✇❤❡r❡
∑

i ωi = 1✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡② tr✐❡❞ t♦ ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts ωi ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡
✉s❡r✬s ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿
◦ ❊st✐♠❛t❡ t❤❡ ♥❡✇ ✇❡✐❣❤ts wi ❛s t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♦❢ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢

❞✐♠❡♥s✐♦♥ i ♦❢ ❛❧❧ r❡❧❡✈❛♥t ✈❡❝t♦rs ❣✐✈❡♥ ❜② ✉s❡r✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ✐s t❤❛t ❛ ❧❛r❣❡
✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ✈❡❝t♦rs ✐♥ ❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♠❡❛♥s t❤❛t t❤✐s ❞✐♠❡♥s✐♦♥
♣♦♦r❧② ❝❛♣t✉r❡s t❤❡ ✉s❡r✬s ♥❡❡❞ ❛♥❞ s❤♦✉❧❞ ❛s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ❤❛✈❡ ❛ s♠❛❧❧❡r
✇❡✐❣❤t❀ ❛♥❞ ✈✐❝❡ ✈❡rs❛✳

ωest
i =

1

σ(dj[i]|dj ∈ Dr)
✭✷✳✺✷✮

✇❤❡r❡ Dr ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ r❡❧❡✈❛♥t ✈❡❝t♦rs✳
◦ ◆♦r♠❛❧✐③❡ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts s♦ t❤❛t

∑

i ω
est
i = 1✳

◦ ❈♦♠❜✐♥❡ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ✇❡✐❣❤ts ✇✐t❤ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✇❡✐❣❤ts✿

ωnew
i = αωi + βωest

i ✭✷✳✺✸✮

✇❤❡r❡ α + β = 1✳
✕ ▼❛❝❤✐♥❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s✿ ❚❤❡ r❡tr✐❡✈❛❧ t❛s❦ ♦❢ ❛ ❈❇■❘ s②st❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥✲

s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ ♠❛❝❤✐♥❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ❬✷✷❪✳ ❚❤❡ ❛✐♠ ✐s t♦ ❝❧❛ss✐❢② t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡
✐♥t♦ t✇♦ ❝❧❛ss❡s✿ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ❝❧❛ss ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ✐♠❛❣❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡
q✉❡r② ✐♠❛❣❡ ❛♥❞ t❤❡ ✐rr❡❧❡✈❛♥t ❝❧❛ss r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ ✐♠❛❣❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡
♥♦t r❡❧❡✈❛♥t t♦ t❤❡ q✉❡r② ✐♠❛❣❡✳ ❚❤❡ ♠♦st r❡❧❡✈❛♥t ✐♠❛❣❡s✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡
❧❡❛r♥❡❞ ❝❧❛ss✐✜❡r✱ ❛r❡ r❡t✉r♥❡❞ t♦ t❤❡ ✉s❡r✳ ❚❤❡ ✉s❡r ❝❛♥ ❛♥♥♦t❛t❡ t❤❡ r❡s✉❧t❡❞



✹✷ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❚r❛❞✐t✐♦♥❛❧ ❈♦♥t❡♥t✲❜❛s❡❞ ✐♠❛❣❡ r❡tr✐❡✈❛❧

✐♠❛❣❡s ❛s r❡❧❡✈❛♥t ♦r ✐rr❡❧❡✈❛♥t ✐♠❛❣❡s✳ ❚❤❡ ❛♥♥♦t❛t❡❞ ✐♠❛❣❡s ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡
❛❞❞❡❞ ✐♥ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ s❡t ❢♦r t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✐♥ t❤❡ ♥❡①t ✐t❡r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡
❧❡❛r♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ❛✐♠s ❛t ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❡r ✐♥ ♦r❞❡r
t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✉s❡r✬s ❧❛❜❡❧s ❛♥❞ t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❡r✬s ❧❛❜❡❧s✱
❛♥❞ t❤✉s r❡❞✉❝❡ t❤❡ ✏s❡♠❛♥t✐❝ ❣❛♣✑✳ ❚❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ❛ss✐❣♥s ❛❧s♦ ❛ ❞❡✲
❣r❡❡ ♦❢ r❡❧❡✈❛♥❝❡ t♦ ❡❛❝❤ ✐♠❛❣❡ ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ ♠♦st
r❡❧❡✈❛♥t ✐♠❛❣❡s t♦ t❤❡ ✉s❡r✳ ❙✉♣❡r✈✐s❡❞ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❬✺✶✱ ✶✶✽❪ ♦r s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞
❧❡❛r♥✐♥❣ ❬✺✵✱✽✷❪ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✳ ❲❤✐❧❡ s✉♣❡r✲
✈✐s❡❞ ❧❡❛r♥✐♥❣ ✉s❡❞ ♦♥❧② ❧❛❜❡❧❡❞ ❞❛t❛ ❢♦r t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✱ s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞
❧❡❛r♥✐♥❣ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡ ❛❧s♦ ✉♥❧❛❜❡❧❡❞ ❞❛t❛ ✐♥t♦ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ s❡t✳ ◆♦✇❛❞❛②s✱ ❛❝✲
t✐✈❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❬✷✶✱ ✸✽✱ ✸✾✱ ✺✵✱ ✺✻✱ ✶✵✹✱ ✶✷✼❪ ❛r❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣❧② ✉s❡❞ ❢♦r
❝♦♥t❡♥t✲❜❛s❡❞ ✐♠❛❣❡ r❡tr✐❡✈❛❧ ♣r♦❜❧❡♠✳ ■♥ ❡❛❝❤ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ✐t❡r❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❛❝✲
t✐✈❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♠♦❞❡❧ r❡t✉r♥s t♦ t❤❡ ✉s❡r ♥♦t ♦♥❧② t❤❡ ❧✐st ♦❢ t❤❡ ♠♦st r❡❧❡✈❛♥t
✐♠❛❣❡s✱ ❜✉t ❛❧s♦ t❤❡ ♣♦♦❧ q✉❡r② s❡t ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ✉♥❧❛❜❡❧❧❡❞ ✐♠❛❣❡s ✇❤✐❝❤ s❡❡♠
t♦ ❜❡ t❤❡ ♠♦st ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ ✐♠❛❣❡s t❤❛t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛♥♥♦t❛t❡❞ ❜② t❤❡ ✉s❡r t♦
✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ♠♦st t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐♠❛❣❡s ✐♥ t❤❡ ♣♦♦❧
q✉❡r② s❡t ❝❛♥ ❜❡ t❤❡ ♦♥❡s ❛❜♦✉t ✇❤✐❝❤ t❤❡ s②st❡♠ ✐s ♠♦st ✉♥s✉r❡ ✭❡✳❣✳ ✐♠❛❣❡s
✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❝❧❛ss ❜♦✉♥❞❛r②✮✳
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❲✐t❤ t❤❡ ❛✐♠ ♦❢ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♥❣ ❧❛r❣❡ ✐♠❛❣❡ ❞❛t❛❜❛s❡s✱ ❢❡❛t✉r❡ s♣❛❝❡ str✉❝t✉r✐♥❣
♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ♥❡❝❡ss❛r② ❢♦r ❢❛❝✐❧✐t❛t✐♥❣ ❛♥❞ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♥❣ ❢✉rt❤❡r r❡tr✐❡✈❛❧✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡
❝♦♠♣❧❡①✐t② ❢♦r s❡❛r❝❤✐♥❣ s✐♠✐❧❛r ✐♠❛❣❡s ✐♥ t❤❡ ✐♥❞❡①❡❞ str✉❝t✉r❡❞ ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ♠✉❝❤
❧❡ss t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r s❡❛r❝❤ ❛s ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ✐♥♣✉t
✈❡❝t♦r ✇✐t❤ ❡✈❡r② ♦t❤❡r ✈❡❝t♦rs ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡✱ ❜✉t ♦♥❧② ✇✐t❤ t❤❡ ✈❡❝t♦rs ✐♥ ❛ s♠❛❧❧
♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❡❧❧s ♦❢ t❤❡ ✐♥❞❡①❡❞ str✉❝t✉r❡❞✳ ❆s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✱ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧
✐♥❞❡①✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ❝❛♥ ❜❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ t✇♦ ❝❛t❡❣♦r✐❡s✿ s♣❛❝❡ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s
❛♥❞ ❞❛t❛ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s✳ ❙♣❛❝❡ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ♣❛rt✐t✐♦♥ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡
s♣❛❝❡ ✐♥t♦ ❞✐s❥♦✐♥t ❝❡❧❧s ♦❢ r❡str✐❝t❡❞ ❝❛r❞✐♥❛❧✐t② ✭✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦❜❥❡❝ts ♣❡r
❝❡❧❧✮ ♦r ✐♥t♦ r❡❣✉❧❛r ❞✐s❥♦✐♥t ❝❡❧❧s ✭✐♥ t❡r♠s ♦❢ s✐③❡ ♦❢ ❝❡❧❧✮ ❜② ❞✐✛❡r❡♥t ❤②♣❡r♣❧❛♥❡s✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❞✐ss✐♠✐❧❛r ♣♦✐♥ts ♠❛② ❜❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ ❛ s❛♠❡ ❝❡❧❧ ✇❤✐❧❡ s✐♠✐❧❛r ♣♦✐♥ts ♠❛②
❡♥❞ ✉♣ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❡❧❧s✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥❞❡① ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ♥♦t ♦♣t✐♠❛❧ ❢♦r r❡tr✐❡✈❛❧✱
❛s t❤❡ ✉s❡r ❣❡♥❡r❛❧❧② ✇❛♥ts t♦ r❡tr✐❡✈❡ s✐♠✐❧❛r ✐♠❛❣❡s t♦ t❤❡ q✉❡r② ✐♠❛❣❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱
❜② ❞✐✈✐❞✐♥❣ t❤❡ ✇❤♦❧❡ s♣❛❝❡ ✐♥t♦ ❝❡❧❧s✱ t❤❡r❡ ♠❛② ❤❛✈❡ ♠❛♥② ❡♠♣t② ♦r ❛❧♠♦st ❡♠♣t②
❝❡❧❧s✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❧❛r❣❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t②✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢
✐♠❛❣❡ ❢❡❛t✉r❡ ✈❡❝t♦rs t❤❛t ❝♦♠♠♦♥❧② ❝♦✉♥t ❤✉♥❞r❡❞s ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts✳ ❚❤❛t ❧❡❛❞s t♦
♣♦♦r st♦r❛❣❡ ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ✐♥❞❡①❡❞ str✉❝t✉r❡s✳ ❉❛t❛ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s
♣❛rt✐t✐♦♥ t❤❡ ❞❛t❛ ♦❜❥❡❝ts ✐♥t♦ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ r❡❣✐♦♥s✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ❡♠♣t② ❝❡❧❧s✱ ❛♥❞
t❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❛t ❤❡❧♣s t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ st♦r❛❣❡ ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s
♦♥ t❤❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧s r❡♠❛✐♥❀ t❤❡✐r ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❞✐✣❝✉❧t t♦ t✉♥❡ ❝❛✉s✐♥❣
t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥❞❡① t♦ ❜❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ♥♦♥✲♦♣t✐♠❛❧ ❢♦r r❡tr✐❡✈❛❧✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡
✇❤❡r❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❣r♦✉♣s ♦❢ s✐♠✐❧❛r ♦❜❥❡❝ts ❛r❡ ✉♥❜❛❧❛♥❝❡❞✱ ✐✳❡✳ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ✈❡r②
❞✐✛❡r❡♥t ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ✐♠❛❣❡s✳

❆s t❤❡ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥❞❡①✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ❣❡♥❡r❛❧❧② ♣r♦✈✐❞❡ ♥♦♥✲♦♣t✐♠❛❧ ✐♥❞❡①❡❞
str✉❝t✉r❡❞ ❢♦r r❡tr✐❡✈❛❧ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧s✱ ❡s✲
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♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ❝♦♥t❛✐♥s ✉♥❜❛❧❛♥❝❡❞ ❣r♦✉♣s ♦❢ s✐♠✐❧❛r ♦❜✲
❥❡❝ts✱ t❤✐s r❡str✐❝ts t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ✐♥❞❡①✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ✐♥ ♠❛♥② ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❖✉r ❝❧❛✐♠ ✐s
t❤❛t ✉s✐♥❣ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ✐♥st❡❛❞ ♦❢ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥❞❡①✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s t♦ ♦r❣❛♥✐③❡
❢❡❛t✉r❡ ✈❡❝t♦rs r❡s✉❧ts ✐♥ ✐♥❞❡①❡❞ str✉❝t✉r❡s ✇❤✐❝❤ ♠❛② ❜❡ ♠♦r❡ ❛❞❛♣t❡❞ t♦ ❤✐❣❤
❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ✉♥❜❛❧❛♥❝❡❞ ❞❛t❛✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛✐♠s ❛t s♣❧✐tt✐♥❣ ❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥
♦❢ ❞❛t❛ ✐♥t♦ ❣r♦✉♣s ✭❝❧✉st❡rs✮ s♦ t❤❛t s✐♠✐❧❛r ♦❜❥❡❝ts ❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡ s❛♠❡ ❣r♦✉♣ ❛♥❞
❞✐ss✐♠✐❧❛r ♦❜❥❡❝ts ❛r❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❣r♦✉♣s✱ ✇✐t❤♦✉t ❛♥② ❝♦♥str❛✐♥t ♦♥ t❤❡
❝❧✉st❡r s✐③❡✳ ❆s ✐♥ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥❞❡①✐♥❣✱ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ❛❧s♦ ❣r♦✉♣ ♦❜❥❡❝ts ✐♥t♦
❣r♦✉♣s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ r❡tr✐❡✈❛❧ ♣❤❛s❡✱
✇❡ ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ✐♥♣✉t ✈❡❝t♦r ✇✐t❤ ❡✈❡r② ♦t❤❡r ✈❡❝t♦rs ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡✱
❜✉t ♦♥❧② ✇✐t❤ ✈❡❝t♦rs ✐♥ ❛ s♠❛❧❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣r♦✉♣s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ✐♥♣✉t
✈❡❝t♦r✳ ❈❧✉st❡r✐♥❣ ✐s t❤✉s s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ✐♥❞❡①✐♥❣ ❧❛r❣❡ ❞❛t❛❜❛s❡s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❤✐❧❡
✐♥ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥❞❡①✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ✐t ♠✐❣❤t ❜❡ ❞✐✣❝✉❧t t♦ ✜① t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦❜❥❡❝ts
✐♥ ❡❛❝❤ ❜✉❝❦❡t ✭❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ✉♥❜❛❧❛♥❝❡❞ ❞❛t❛✮✱ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ❤❛✈❡
♥♦ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❝❧✉st❡rs✱ s✐♥❝❡ ♦❜❥❡❝ts ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ❝❛♥
❜❡ ❣r♦✉♣❡❞ ✐♥t♦ ❝❧✉st❡rs ♦❢ ✈❡r② ❞✐✛❡r❡♥t s✐③❡s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞
❢♦r ✐♥❞❡①✐♥❣ ❜♦t❤ ❜❛❧❛♥❝❡❞ ♦r ✉♥❜❛❧❛♥❝❡❞ ❞❛t❛✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❜② ✉s✐♥❣ ❝❧✉st❡r✐♥❣✱
✇❡ ❝❛♥ ❛✈♦✐❞ t❤❡ ❡♠♣t② ❝❡❧❧ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ t❤❡ s♣❛❝❡ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡
♦❢ ❤✐❣❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❞❛t❛✱ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ ♣♦♦r st♦r❛❣❡ ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥❞❡①❡❞
str✉❝t✉r❡s✳ ❲✐t❤ t❤❡s❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧
✐♥❞❡①✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s✱ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ✇❡ ❤❛✈❡ ❞❡❝✐❞❡❞ t♦ ✉s❡ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✐♥st❡❛❞ ♦❢
tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥❞❡①✐♥❣ ❢♦r ✐♥❞❡①✐♥❣ ❞❛t❛❜❛s❡ ♦❜❥❡❝ts✳

❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ✏s❡♠❛♥t✐❝ ❣❛♣✑ ❜❡t✇❡❡♥ ❤✐❣❤✲❧❡✈❡❧ s❡♠❛♥t✐❝ ❝♦♥❝❡♣ts ❡①♣r❡ss❡❞ ❜②
t❤❡ ✉s❡r ❛♥❞ t❤❡ ❧♦✇✲❧❡✈❡❧ ❢❡❛t✉r❡s ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♠❛❣❡s✱ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ r❡s✉❧ts
❛♥❞ ❛❧s♦ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♠❛❣❡s ♦❢ t❤❡ r❡tr✐❡✈❛❧ ♣❤❛s❡ ♠❛② t❤❡r❡❢♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❜❡ q✉✐t❡
❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥t❡♥t ♦❢ t❤❡ ✉s❡r✳ ❲❤✐❧❡ ❡①✐st✐♥❣ ❈❇■❘ s②st❡♠s ❛❧❧♦✇ t❤❡ ✉s❡r t♦
❣✐✈❡ r❡❧❡✈❛♥❝❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❛❜♦✉t r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♠❛❣❡s✱ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ✇❡ tr② t♦ ✐♥✈♦❧✈❡ t❤❡
✉s❡r s♦♦♥❡r ✐♥ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♣❤❛s❡ s♦ t❤❛t t❤❡ ✉s❡r ❝♦✉❧❞ ✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤ t❤❡ s②st❡♠ ✐♥
♦r❞❡r t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ r❡s✉❧ts✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ✐s t❤❛t ❛ ❣♦♦❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ str✉❝t✉r❡
♠❛② ❧❡❛❞ t♦ ❤✐❣❤ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ r❡tr✐❡✈❛❧ ♣❤❛s❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ✉s❡r
✐♥ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♣❤❛s❡ r❡q✉✐r❡s ❧❡ss ✉s❡r✬s ❡✛♦rt t❤❛♥ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ✉s❡r ❧❛t❡r ✐♥
t❤❡ r❡tr✐❡✈❛❧ ♣r♦❝❡ss✱ ❛s t❤❡ ✉s❡r ♠✐❣❤t ✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤ ❛ s♠❛❧❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧✉st❡r
♣r♦t♦t②♣❡s r❛t❤❡r t❤❛♥ ✇✐t❤ ♥✉♠❡r♦✉s s✐♥❣❧❡ ✐♠❛❣❡s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ♥❡①t ❝❤❛♣t❡r
♣r❡s❡♥ts ❞✐✛❡r❡♥t ✉♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ❛♥❞ ❛♥❛❧②③❡s t❤❡✐r ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s
t♦ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❛♥ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ❝♦♥t❡①t✳

✷✳✻ ❙✉♠♠❛r② ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♣t❡r

❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ♣r❡s❡♥ts ❛ str✉❝t✉r❡❞ s✉r✈❡② ♦❢ t❤❡ ❈♦♥t❡♥t✲❇❛s❡❞ ■♠❛❣❡ ❘❡tr✐❡✈❛❧
✭❈❇■❘✮ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳ ■t ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❛ ❈❇■❘ s②st❡♠✱ ❝♦♥s✐st✐♥❣
♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ♣❤❛s❡s✿ ❢❡❛t✉r❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥✱ ❢❡❛t✉r❡ s♣❛❝❡ str✉❝t✉r✐♥❣ ❛♥❞
r❡tr✐❡✈❛❧✳ ❚❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✉s❡❞ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❤❛s❡s ♦❢ ❛ ❈❇■❘ s②st❡♠ ❛r❡
❛❧s♦ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❞❡t❛✐❧✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② t❤❡ ❢❡❛t✉r❡ s♣❛❝❡ str✉❝t✉r✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ❲❡ ❛❧s♦
♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r t❤❡ ✏s❡♠❛♥t✐❝ ❣❛♣✑ ♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❤✐❝❤ ❡①♣❧❛✐♥s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡tr✐❡✈❛❧ r❡s✉❧ts ❛♥❞ t❤❡ ✇✐s❤❡s ♦❢ t❤❡ ✉s❡r✳ ❲❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛♥ ♦✈❡r✈✐❡✇
♦❢ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✱ ❣❡♥❡r❛❧❧② ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡tr✐❡✈❛❧ ♣❤❛s❡✱ ❢♦r s♦❧✈✐♥❣ t❤✐s



✹✹ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❚r❛❞✐t✐♦♥❛❧ ❈♦♥t❡♥t✲❜❛s❡❞ ✐♠❛❣❡ r❡tr✐❡✈❛❧

s❡♠❛♥t✐❝ ❣❛♣ ♣r♦❜❧❡♠✳
❖✉r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s ❛♥ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢ ✉s✐♥❣ ❝❧✉st❡r✲

✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ✐♥st❡❛❞ ♦❢ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ❢❡❛t✉r❡ s♣❛❝❡ str✉❝t✉r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ✐♥ t❤❡ str✉❝✲
t✉r✐♥❣ ♣❤❛s❡ ♦❢ ❧❛r❣❡ ✐♠❛❣❡ ❞❛t❛❜❛s❡s✳ ❚❤❡ ❛✐♠ ✐s t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛♥ ✐♥❞❡①❡❞ str✉❝t✉r❡
♠♦r❡ ❛❞❛♣t❡❞ t♦ t❤❡ r❡tr✐❡✈❛❧ ♦❢ ❤✐❣❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ✉♥❜❛❧❛♥❝❡❞ ❞❛t❛✳ ❋♦r r❡✲
❞✉❝✐♥❣ t❤❡ s❡♠❛♥t✐❝ ❣❛♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❤✐❣❤✲❧❡✈❡❧ s❡♠❛♥t✐❝ ❝♦♥❝❡♣ts ❡①♣r❡ss❡❞ ❜② t❤❡
✉s❡r ❛♥❞ t❤❡ ❧♦✇✲❧❡✈❡❧ ❢❡❛t✉r❡s ❡①tr❛❝t❡❞ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❢r♦♠ t❤❡ ✐♠❛❣❡s✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡
t♦ ✐♥✈♦❧✈❡ t❤❡ ✉s❡r✱ ♥♦t ✐♥ t❤❡ r❡tr✐❡✈❛❧ ♣❤❛s❡✱ ❜✉t ✐♥ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✭✐♥❞❡①✐♥❣✮ ♣❤❛s❡
s♦ t❤❛t ❤❡ ❝♦✉❧❞ ✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤ t❤❡ s②st❡♠ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛♥ ✐♥❞❡①❡❞ str✉❝t✉r❡
❝❧♦s❡r t♦ t❤❡ ✉s❡r ✇✐s❤❡s✳



❈❤❛♣t❡r ✸

❯♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣

✸✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❈❧✉st❡r✐♥❣ ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ♣♦♣✉❧❛r t❡❝❤♥✐q✉❡s ✐♥ ❞❛t❛ ♠✐♥✐♥❣✳ ❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡
♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ♠✐♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✐s t♦ ❛♥❛❧②③❡ ❛ ♠❛ss ♦❢ ❞❛t❛ ❛♥❞ t♦ ❡①tr❛❝t t❤❡ ❤✐❞❞❡♥
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡s❡ ❞❛t❛ ✇❤✐❝❤ ✐s ✉s❡❢✉❧ ❢♦r ❢✉rt❤❡r ✉s❡✳ ❋♦r t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠✱
t❤❡ ❤✐❞❞❡♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❣r♦✉♣s ♦❢ ❞❛t❛ ♦❜❥❡❝ts✳ ❈❧✉st❡r✐♥❣ ❛✐♠s ❛t s♣❧✐tt✐♥❣
❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❞❛t❛ ✐♥t♦ ❣r♦✉♣s ✭❝❧✉st❡rs✮ s♦ t❤❛t s✐♠✐❧❛r ♦❜❥❡❝ts ❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡
s❛♠❡ ❣r♦✉♣ ❛♥❞ ❞✐ss✐♠✐❧❛r ♦❜❥❡❝ts ❛r❡ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❣r♦✉♣s✱ ✇✐t❤♦✉t ❛♥② ❝♦♥str❛✐♥t
♦♥ t❤❡ ❝❧✉st❡r s✐③❡✳ ❆s ❛♥❛❧②③❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✷✱ ✇❡ ❛✐♠ ❛t ✉s✐♥❣ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✐♥st❡❛❞ ♦❢
tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥❞❡①✐♥❣ t♦ ♦r❣❛♥✐③❡ ❢❡❛t✉r❡ ✈❡❝t♦rs❀ ♦✉r ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s ❛❧s♦ t♦ ✐♥✈♦❧✈❡ t❤❡
✉s❡r ✐♥ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♣❤❛s❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ r❡s✉❧ts ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦
t❤❡ ✐♥t❡♥t ♦❢ t❤❡ ✉s❡r✳ ■♥ ♦✉r ❝♦♥t❡①t ✇❤❡r❡ t❤❡ ✉s❡r ✐s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣
♦❢ ❧❛r❣❡ ✐♠❛❣❡ ❞❛t❛❜❛s❡✱ ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝r✐t❡r✐❛ ♦❢ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣
♠❡t❤♦❞s✿

✕ ❍✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡✿ ❚❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s s❤♦✉❧❞ ♣r♦❞✉❝❡ ❛ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧
❝❧✉st❡r str✉❝t✉r❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝❧✉st❡rs ♠❛② ❜❡ ❡❛s✐❧② ♠❡r❣❡❞ ♦r s♣❧✐t✳

✕ ❙✉✐t❛❜✐❧✐t② ❢♦r ❧❛r❣❡ ✐♠❛❣❡ ❞❛t❛❜❛s❡s✿ t❤❡ s②st❡♠ ♠✉st ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ t❛❝❦❧❡ ❧❛r❣❡
✐♠❛❣❡ ❞❛t❛❜❛s❡s✳

✕ ■♥❝r❡♠❡♥t❛❧✐t② ✿ ❲❡ ❛r❡ ❛❧s♦ ✐♥t❡r❡st❡❞ ❜② ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡
✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧❧② ❜✉✐❧t ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❢❛❝✐❧✐t❛t❡ t❤❡ ✐♥s❡rt✐♦♥ ♦r ❞❡❧❡t✐♦♥ ♦❢ ✐♠❛❣❡s ❜②
t❤❡ ✉s❡r✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ♥♦t❡❞ t❤❛t ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧✐t② ✐s ❛❧s♦ ✈❡r② ✐♠♣♦rt❛♥t ✐♥ t❤❡
❝♦♥t❡①t ♦❢ ❤✉❣❡ ✐♠❛❣❡ ❞❛t❛❜❛s❡s✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❞❛t❛ s❡t ❝❛♥♥♦t ❜❡ st♦r❡❞
✐♥ t❤❡ ♠❛✐♥ ♠❡♠♦r②✳

✕ ❈♦♠♣❧❡①✐t② ✿ ❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✐s ❛♥♦t❤❡r ✈❡r② ✐♠♣♦rt❛♥t ♣♦✐♥t
♦❢ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥ ❛♥ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ❝♦♥t❡①t ✇❤❡r❡ t❤❡ ✉s❡r
✐s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♦❢ ❧❛r❣❡ ❞❛t❛❜❛s❡s✳

■♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❧❛r❣❡ ✐♠❛❣❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ✐♥❞❡①✐♥❣✱ ✇❡ ♠❛② ❜❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ❜② tr❛❞✐✲
t✐♦♥❛❧ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✭✉♥s✉♣❡r✈✐s❡❞✮ ❬✺✼✱✶✹✵❪ ♦r s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❬✾✱✶✵✱✷✻✱✶✸✻❪✳
❲❤✐❧❡ ♥♦ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤ ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ✉♥s✉♣❡r✈✐s❡❞
❝❧✉st❡r✐♥❣✱ ❛ ❧✐♠✐t❡❞ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞
❝❧✉st❡r✐♥❣✳ ■♥ ♦✉r ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❧♦♦♣✱ t❤❡ ♦❜❥❡❝ts ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ❛r❡ ✜rst
♦r❣❛♥✐③❡❞ ✐♥t♦ ❣r♦✉♣s ❜② ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ✉♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❞✉r✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ♥♦ ✐♥❢♦r✲
♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t ❛♥② ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤ ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞✳ ❆❢t❡r r❡❝❡✐✈✐♥❣ t❤❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦s ♦❢ t❤❡
✉s❡r✱ ❛♥♦t❤❡r s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❛② ❜❡ ✉s❡❞ t♦ r❡✲♦r❣❛♥✐③❡ t❤❡ ♦❜❥❡❝ts
❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✐♥t❡♥t ♦❢ t❤❡ ✉s❡r✳



✹✻ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❯♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛ s✉r✈❡② ♦❢ ✉♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛♥❞
❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ❛♥❞ ❞r❛✇❜❛❝❦s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ✉♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s
✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❤✉❣❡ ♠❛ss❡s ♦❢ ❞❛t❛ ✇❤❡r❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧✐t② ❛♥❞ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ str✉❝✲
t✉r✐♥❣ ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞❀ s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛r❡ st✉❞✐❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t
❝❤❛♣t❡r✳ ❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷ ❛♥❛❧②③❡s ❞✐✛❡r❡♥t ❝❧✉s✲
t❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s✳ ❆ ❢♦r♠❛❧ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳
❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹ ♣r❡s❡♥ts s♦♠❡ ♠❡❛s✉r❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ✉s❡❞ ❢♦r ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ ❝❧✉st❡r✲
✐♥❣ r❡s✉❧ts✳ ❆♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ s♦♠❡ ✉♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s
❛r❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✺✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❛♥❞ s♦♠❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥
❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✻✳

✸✳✷ ▼❛❥♦r ❡①✐st✐♥❣ ✉♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤✲

♦❞s

❚❤❡r❡ ❛r❡ ❝✉rr❡♥t❧② ♠❛♥② ✉♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s t❤❛t ❛❧❧♦✇ ✉s t♦
❛❣❣r❡❣❛t❡ ❞❛t❛ ✐♥t♦ ❣r♦✉♣s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣r♦①✐♠✐t② ❜❡t✇❡❡♥ ♣♦✐♥ts ✭✈❡❝t♦rs✮ ✐♥ t❤❡
❢❡❛t✉r❡ s♣❛❝❡✳ ❯♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥ ❤❛r❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛♥❞ ❢✉③③②
❝❧✉st❡r✐♥❣✳ ❍❛r❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ❛ss✐❣♥ ❡❛❝❤ ♦❜❥❡❝t t♦ ♦♥❧② ♦♥❡ ❝❧✉st❡r✱ ✇❤✐❧❡
✇✐t❤ ❢✉③③② ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s✱ ❛♥ ♦❜❥❡❝t ❝❛♥ ❜❡❧♦♥❣ t♦ ♦♥❡ ♦r ♠♦r❡ ❝❧✉st❡rs ✇✐t❤
❞✐✛❡r❡♥t ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ♠❡♠❜❡rs❤✐♣✳ ■♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ♦♥❧② ❤❛r❞
❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛s ❛ ✜rst ❛tt❡♠♣t t♦ ✐♥✈♦❧✈❡ t❤❡ ✉s❡r ✐♥ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣
♣r♦❝❡ss✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t t❤❡ ✉s❡r ❛ss✐❣♥s s♦♠❡ ✇❡❧❧✲❝❤♦s❡♥ ✐♠❛❣❡s t♦ ♦♥❡ ❝❧✉st❡r
♦♥❧②✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❤❛r❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✐s ♠♦r❡ ❛❞❛♣t❡❞ ✐♥ t❤❛t ❝♦♥t❡①t✳ ❋✉③③② ❝❧✉st❡r✐♥❣
♠✐❣❤t ❜❡ st✉❞✐❡❞ ✐♥ ❢✉rt❤❡r ✇♦r❦✳ ❉✐✛❡r❡♥t ❦✐♥❞s ♦❢ ❤❛r❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ❤❛✈❡
❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✿

✕ P❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ♣❛rt✐t✐♦♥ t❤❡ ❞❛t❛ s❡t ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣r♦①✐♠✐t✐❡s ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ✐♠❛❣❡s ✐♥ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡ s♣❛❝❡✳ ❚❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s ❣✐✈❡ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ❛ ✏✢❛t✑ ✭✐✳❡✳
♥♦♥ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧✮ ♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❝❧✉st❡rs✳

✕ ●r✐❞✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞s ❛ ♣r✐♦r✐ ♣❛rt✐t✐♦♥ t❤❡ s♣❛❝❡ ✐♥t♦ ❝❡❧❧s ✇✐t❤♦✉t ❝♦♥s✐❞❡r✲
✐♥❣ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ❛♥❞ t❤❡♥ ❣r♦✉♣ ♥❡✐❣❤❜♦✉r✐♥❣ ❝❡❧❧s t♦ ❝r❡❛t❡
❝❧✉st❡rs✳ ❚❤❡ ❝❡❧❧s ♠❛② ❜❡ ♦r❣❛♥✐③❡❞ ✐♥ ❛ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡ ♦r ♥♦t✳

✕ ❉❡♥s✐t②✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞s ❛✐♠ ❛t ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ❛ s❡t ♦❢ ♣♦✐♥ts ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡✐r
❧♦❝❛❧ ❞❡♥s✐t✐❡s✳ ❚❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s ♠❛② ❣✐✈❡ ❛ ✏✢❛t✑ ♦r ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥
♦❢ ❝❧✉st❡rs✳

✕ ❍✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s ♦r❣❛♥✐③❡ t❤❡ ♣♦✐♥ts ✐♥ ❛ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❝❧✉st❡rs✳
❚❤❡ ♠♦st ❢❛♠♦✉s ♠❡t❤♦❞s ♦❢ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡ ❝❛t❡❣♦r✐❡s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✳
❋♦r ❜❡✐♥❣ ✉s❡❞ ✐♥ ♦✉r ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ❝♦♥t❡①t✱ ❡❛❝❤ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❛♥❛❧②③❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡
❝r✐t❡r✐❛ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✳ ❲❡ ✉s❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♥♦t❛t✐♦♥s✿

✕ X = {xi|i = 1, ..., N}✿ t❤❡ s❡t ♦❢ ✐♥♣✉t ❢❡❛t✉r❡ ✈❡❝t♦rs ❢♦r ❝❧✉st❡r✐♥❣✱ ✇❤❡r❡
N ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❡❝t♦rs✳

✕ K = {Kj|j = 1, ..., k}✿ t❤❡ s❡t ♦❢ ❝❧✉st❡rs✱ ✇❤❡r❡ k ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧✉st❡rs✳

✸✳✷✳✶ P❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s

P❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ✐♥t❡♥❞❡❞ t♦ ♣❛rt✐t✐♦♥ t❤❡ ❞❛t❛ s❡t ✐♥t♦ k ♣❛rt✐t✐♦♥s
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ k ❝❧✉st❡rs✱ ✇❤❡r❡ k ✐s ✉s✉❛❧❧② ♣r❡❞❡✜♥❡❞✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ t❤❡s❡ ♠❡t❤✲



✸✳✷✳ ▼❛❥♦r ❡①✐st✐♥❣ ✉♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ✹✼

♦❞s ❣✐✈❡ ❛ ✏✢❛t✑ ♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❝❧✉st❡rs ✭♥♦ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡✮✳ ❙♦♠❡ ♠❡t❤♦❞s
♦❢ t❤✐s ❦✐♥❞ ❛r❡✿ ❦✲♠❡❛♥s ❬✽✺❪✱ ❦✲♠❡❞♦✐❞s ❬✻✷❪✱ ❈▲❆❘❆ ❬✻✸❪✱ ❈▲❆❘❆◆❙ ❬✾✻❪✱ ■❙❖✲
❉❆❚❆ ❬✽❪✱ ❙❖▼ ❬✻✻❪✳

❑✲♠❡❛♥s ❬✽✺❪ ❑✲♠❡❛♥s ✐s ❛♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞ t❤❛t ♣❛rt✐t✐♦♥s t❤❡ ❞❛t❛ s❡t ✐♥t♦ k
❝❧✉st❡rs s♦ t❤❛t ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t ❜❡❧♦♥❣s t♦ t❤❡ ❝❧✉st❡r ✇✐t❤ t❤❡ ♥❡❛r❡st ♠❡❛♥ ✭❛❝❝♦r❞✐♥❣
t♦ t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡✮✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ✐s t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ ❛♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐s
t❤❡ ✇✐t❤✐♥✲❝❧✉st❡r s✉♠ ♦❢ sq✉❛r❡s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s✿

Jobj =
k
∑

j=1

∑

xi∈Kj

‖xi − µj‖
2 ✭✸✳✶✮

✇❤❡r❡ µj ✐s t❤❡ ♠❡❛♥ ♦❢ ♣♦✐♥ts ✐♥ ❝❧✉st❡r Kj✿

µj =
1

|Kj|

∑

xi∈Kj

xi ✭✸✳✷✮

✇❤❡r❡ |Kj| ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦✐♥ts ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ t❤❡ ❝❧✉st❡r Kj✳
❚❤❡ ❦✲♠❡❛♥s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❤❛s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ st❡♣s✿

✶✳ ■♥✐t✐❛❧✐③❡ k ♠❡❛♥s µj ♦❢ ❝❧✉st❡rs ✭❡✳❣✳ ❜② r❛♥❞♦♠❧② ❝❤♦♦s✐♥❣ k ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡
❞❛t❛ s❡t✮✳

✷✳ ❘❡♣❡❛t ✿
✕ ❆ss✐❣♥ ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t xi t♦ t❤❡ ❝❧✉st❡r ✇✐t❤ t❤❡ ♥❡❛r❡st ♠❡❛♥ µj✳
✕ ❘❡❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ♠❡❛♥s µj ♦❢ t❤❡ k ❝❧✉st❡rs ✉s✐♥❣ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✷✮✳
✉♥t✐❧ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ❛♥② ♠❡❛♥✱ ♦r ✉♥t✐❧ ❛ ♣r❡❞❡✜♥❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s
❤❛s ❜❡❡♥ r❡❛❝❤❡❞✳

❑✲♠❡❛♥s ✐s ✈❡r② s✐♠♣❧❡ t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t✳ ■t ✇♦r❦s ✇❡❧❧ ❢♦r ❝♦♠♣❛❝t ❛♥❞ ❤②♣❡r✲
s♣❤❡r✐❝❛❧ ❝❧✉st❡rs ✭♣❛rt❧② ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡✐♥❣ ✉s❡❞✮ ❛♥❞ ✐t ❞♦❡s
♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐t ❤❛s ❛ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❧♦✇
t✐♠❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ O(Nkl) ✭♥♦t❡ t❤❛t ✐t ❞♦❡s ♥♦t ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡
❞✐st❛♥❝❡✮ ❛♥❞ s♣❛❝❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ O(N + k)✱ ✇❤❡r❡ l ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s
❛♥❞ N ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢❡❛t✉r❡ ✈❡❝t♦rs ✉s❡❞ ❢♦r ❝❧✉st❡r✐♥❣✳ ❆♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❢♦r
✜♥❞✐♥❣ t❤❡ ❝❧✉st❡r t♦ ✇❤✐❝❤ ❛ ♥❡✇ ♣♦✐♥t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛ss✐❣♥❡❞ ✐s ❖✭❦✮✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ l
❛♥❞ k ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ✈❡r② s♠❛❧❧ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ N ✱ s♦ t❤❛t ❦✲♠❡❛♥s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s
❧✐♥❡❛r t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts✳ ❑✲♠❡❛♥s ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❢♦r ❧❛r❣❡ ❞❛t❛❜❛s❡s✳
❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❦✲♠❡❛♥s ❞♦❡s ♥♦t ✇♦r❦ ✇❡❧❧ ✇❤❡♥ ❝❧✉st❡rs ❤❛✈❡ ♥♦♥✲❣❧♦❜✉❧❛r
s❤❛♣❡s ❛♥❞✴♦r ✇❤❡♥ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❧✉st❡rs ❛r❡ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣✳ ■t ❝❛♥ ♣r♦✲
❞✉❝❡ ❛❧♠♦st ❡♠♣t② ❝❧✉st❡rs ✇❤❡♥ ♦✉t❧✐❡rs ❛r❡ ❝❤♦s❡♥ ❛s ✐♥✐t✐❛❧ ♠❡❛♥s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱
❦✲♠❡❛♥s ✐s ♥♦t ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧✱ ❞♦❡s ♥♦t ♣r♦❞✉❝❡ ❛♥② ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡✱ ❛♥❞ ✐t ✐s
✈❡r② s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♠❡❛♥s ❛♥❞ t♦ t❤❡ ♦✉t❧✐❡rs❀ ✐t ❝❛♥ ❝♦♥✈❡r❣❡ t♦ ❛ ❧♦❝❛❧
♦♣t✐♠✉♠ ❛♥❞ ✐ts r❡s✉❧ts ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ k✳

❚❤❡r❡ ❛r❡ s❡✈❡r❛❧ ✈❛r✐❛♥ts ♦❢ ❦✲♠❡❛♥s s✉❝❤ ❛s ❦✲❤❛r♠♦♥✐❝ ♠❡❛♥s ❬✶✹✷❪✱ ❣❧♦❜❛❧
❦✲♠❡❛♥s ❬✼✻❪✱ ❡t❝✳ ●❧♦❜❛❧ ❦✲♠❡❛♥s ✐s ❛♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❤❡r❡ ❛ ♥❡✇ ❝❧✉st❡r ✐s
❛❞❞❡❞ ❛t ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t♦ ♣❛rt✐t✐♦♥ t❤❡ ❞❛t❛ ✐♥t♦ k ❝❧✉st❡rs✱ ✇❡
r❡❛❧✐③❡ t❤❡ ❦✲♠❡❛♥s s✉❝❝❡ss✐✈❡❧② ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧✉st❡rs i = 1, ..., k✳ ■♥ st❡♣ i✱
✇❡ s❡t t❤❡ i ✐♥✐t✐❛❧ ❝❡♥tr♦✐❞s ♦❢ ❝❧✉st❡rs ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿



✹✽ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❯♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣

✕ ✐✲✶ ❝❡♥tr♦✐❞s r❡t✉r♥❡❞ ❜② t❤❡ ❦✲♠❡❛♥s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ st❡♣ ✐✲✶ ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s
t❤❡ ✜rst ✐✲✶ ✐♥✐t✐❛❧ ❝❡♥tr♦✐❞s ✐♥ st❡♣ i✳

✕ ❚❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ith ❝❡♥tr♦✐❞ ✐s ✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞ ❛t t❤❡ ♣♦✐♥t xh ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡
t❤❛t ♠❛①✐♠✐③❡s bn✿

bn =
N
∑

j=1

max(dji−1 − ‖xn − xj‖
2, 0) ✭✸✳✸✮

h = argmax
n

bn ✭✸✳✹✮

✇❤❡r❡ dji−1 ✐s t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ sq✉❛r❡❞ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ xj ❛♥❞ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ✐✲
✶ ❝❡♥tr♦✐❞s ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ✐t❡r❛t✐♦♥✳ ❚❤✉s✱ bn ♠❡❛s✉r❡s t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡
r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡rr♦r ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✐♥s❡rt✐♥❣ ❛ ♥❡✇ ❝❡♥tr♦✐❞ ❛t ♣♦s✐t✐♦♥ xn✳

❆❢t❡r ❤❛✈✐♥❣ i ✐♥✐t✐❛❧ ❝❡♥tr♦✐❞s✱ t❤❡ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ❦✲♠❡❛♥s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❡①❡❝✉t❡❞ t♦
♦❜t❛✐♥ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ i ❝❧✉st❡rs✳

●❧♦❜❛❧ ❦✲♠❡❛♥s ✐s ♥♦t s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ✐t ✐s ♠♦r❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ t❤❛♥
❦✲♠❡❛♥s ❬✼✻❪✱ ❜✉t ✐ts ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✐s ❤✐❣❤❡r✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧✉st❡rs k
♠❛② ♥♦t ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❛ ♣r✐♦r✐ ❜② t❤❡ ✉s❡r✱ ✐t ❝♦✉❧❞ ❜❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❜②
st♦♣♣✐♥❣ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛t t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ k ❤❛✈✐♥❣ ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ r❡s✉❧ts ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s♦♠❡
✐♥t❡r♥❛❧ ♠❡❛s✉r❡s ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✮✳

❑✲♠❡❞♦✐❞s ❬✻✷❪ ❚❤❡ ❦✲♠❡❞♦✐❞s ♠❡t❤♦❞ ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❦✲♠❡❛♥s ♠❡t❤♦❞✱ ❜✉t
✐♥st❡❛❞ ♦❢ ✉s✐♥❣ ❝❡♥tr♦✐❞s ❛s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡s ♦❢ ❝❧✉st❡rs✱ t❤❡ ❦✲♠❡❞♦✐❞s ✉s❡s ✇❡❧❧✲
❝❤♦s❡♥ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts ✭✉s✉❛❧❧② r❡❢❡rr❡❞ ❛s t♦ ♠❡❞♦✐❞s ✶ ♦r ❡①❡♠♣❧❛rs✮ t♦ ❛✈♦✐❞ ❡①❝❡ss✐✈❡
s❡♥s✐t✐✈✐t② t♦✇❛r❞s ♥♦✐s❡ ❛♥❞ ♦✉t❧✐❡rs✳ ❚❤❡ ❦✲♠❡❞♦✐❞s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ✇✐t❤ ❛♥
❛r❜✐tr❛r② ❞✐st❛♥❝❡✱ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥❧② ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ♦r ▼❛♥❤❛tt❛♥ ❞✐st❛♥❝❡✳ ❚❤✐s
♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ ♦t❤❡r ♠❡t❤♦❞s ✉s✐♥❣ ♠❡❞♦✐❞s ❛r❡ ❡①♣❡♥s✐✈❡ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥
♣❤❛s❡ ♦❢ ♠❡❞♦✐❞s ❤❛s ❛ q✉❛❞r❛t✐❝ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✳ ❚❤✉s✱ ✐t ✐s ♥♦t ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✐♥ t❤❡
❝♦♥t❡①t ♦❢ ❧❛r❣❡ ✐♠❛❣❡ ❞❛t❛❜❛s❡s✳ ❚❤❡ ❝✉rr❡♥t ✈❛r✐❛♥ts ♦❢ t❤❡ ❦✲♠❡❞♦✐❞s ♠❡t❤♦❞
❛r❡ ♥♦t s✉✐t❛❜❧❡ t♦ t❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❝♦♥t❡①t ❜❡❝❛✉s❡ ✇❤❡♥ ♥❡✇ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ❛❞❞❡❞ t♦
t❤❡ s②st❡♠✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ k ♠❡❞♦✐❞s ❛❣❛✐♥✳

P❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ❆r♦✉♥❞ ▼❡❞♦✐❞s ✭P❆▼✮ ❬✻✷❪ ✐s t❤❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥ r❡❛❧✐s❛t✐♦♥ ♦❢ ❦✲
♠❡❞♦✐❞s ❝❧✉st❡r✐♥❣✳ ❙t❛rt✐♥❣ ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ s❡t ♦❢ ♠❡❞♦✐❞s✱ ✇❡ ✐t❡r❛t✐✈❡❧② r❡♣❧❛❝❡
♦♥❡ ♠❡❞♦✐❞ ❜② ❛ ♥♦♥✲♠❡❞♦✐❞ ♣♦✐♥t ✐❢ t❤❛t ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❞❡❝r❡❛s❡s t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❞✐st❛♥❝❡✱
✐✳❡✳ t❤❡ s✉♠ ♦❢ ❞✐st❛♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ❛♥❞ t❤❡ ♠❡❞♦✐❞ ♦❢ t❤❡
❝❧✉st❡r t♦ ✇❤✐❝❤ ✐t ❜❡❧♦♥❣s✳ P❆▼ t❤❡r❡❢♦r❡ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ st❡♣s✿

✶✳ ❘❛♥❞♦♠❧② s❡❧❡❝t k ♣♦✐♥ts ❛s k ✐♥✐t✐❛❧ ♠❡❞♦✐❞s✳

✷✳ ❘❡♣❡❛t✿

✭❛✮ ❆ss♦❝✐❛t❡ ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t t♦ ✐ts ♥❡❛r❡st ♠❡❞♦✐❞✳

✭❜✮ ❋♦r ❡❛❝❤ ♣❛✐r {m, o} ✭m ✐s ❛ ♠❡❞♦✐❞✱ o ✐s ❛ ♣♦✐♥t ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ✇❤✐❝❤
✐s ♥♦t ❛ ♠❡❞♦✐❞✮✿
✕ ❊①❝❤❛♥❣❡ t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ m ❛♥❞ o ❛♥❞ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡
♥❡✇ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✇❤❡♥ m ✐s ❛ ♥♦♥✲♠❡❞♦✐❞ ❛♥❞ o ✐s ❛ ♠❡❞♦✐❞✳

✭❝✮ ❙❡❧❡❝t t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦✈❡r❛❧❧ ❞✐st❛♥❝❡✳

✶✳ ❚❤❡ ♠❡❞♦✐❞ ♦❢ ❛ ❝❧✉st❡r ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ♦❜❥❡❝t ✐♥ t❤❡ ❝❧✉st❡r ✇❤✐❝❤ ❤❛s t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❛✈❡r❛❣❡
❞✐st❛♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♦t❤❡r ♦❜❥❡❝ts ✐♥ t❤❡ ❝❧✉st❡r✳



✸✳✷✳ ▼❛❥♦r ❡①✐st✐♥❣ ✉♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ✹✾

✉♥t✐❧ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ♠❡❞♦✐❞s✳

❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ P❆▼ ❞♦ ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛✳ ❇✉t ❜❡❝❛✉s❡
♦❢ ✐ts ❤✐❣❤ ❝♦♠♣❧❡①✐t② O(k(N − k)2l)✱ ✇❤❡r❡ l ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s✱ P❆▼ ✐s
♥♦t s✉✐t❛❜❧❡ t♦ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❧❛r❣❡ ✐♠❛❣❡ ❞❛t❛❜❛s❡s✳ ❙✐♠✐❧❛r t♦ ❦✲♠❡❛♥s✱ P❆▼ ❤❛s
❛ ❧♦✇ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ O(k) ❢♦r ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ ❝❧✉st❡r t♦ ✇❤✐❝❤ ❛ ♥❡✇ ♣♦✐♥t ✐s ❛ss✐❣♥❡❞✳
▲✐❦❡ ❡✈❡r② ✈❛r✐❛♥t ♦❢ t❤❡ ❦✲♠❡❞♦✐❞s ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ P❆▼ ✐s ♥♦t ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ t❤❡
✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❝♦♥t❡①t ❡✐t❤❡r✱ ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡s ✢❛t ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✭✐✳❡✳ ♥♦ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ str✉❝✲
t✉r❡✮✳ ■ts r❡s✉❧ts ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ k✳ ❖✉t❧✐❡rs ✐♥ ❛ ❝❧✉st❡r ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞
❛s ♣♦✐♥ts ❤❛✈✐♥❣ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♠❡❞♦✐❞ ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ✶✳✺ t✐♠❡s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡
❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠❡❞♦✐❞ ❛♥❞ ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ ❝❧✉st❡r ❬✾✺❪✳

❈▲❆❘❆ ❬✻✸❪ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ❈❧✉st❡r✐♥❣ ▲❆❘❣❡ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✭❈▲❆❘❆✮ ✐s t♦ ❛♣♣❧②
t❤❡ P❆▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐t❤ ♦♥❧② ❛ s♠❛❧❧ s❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ s❡t ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ✇✐t❤ t❤❡
❡♥t✐r❡ ❞❛t❛ s❡t t♦ ❛✈♦✐❞ t❤❡ ❤✐❣❤ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ P❆▼✳ ❚❤❡ ♦❜❥❡❝ts ✐♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡
❛r❡ r❛♥❞♦♠❧② ❝❤♦s❡♥✳ ❆❢t❡r ❛♣♣❧②✐♥❣ P❆▼ ❢♦r ✜♥❞✐♥❣ ♦♣t✐♠❛❧ ♠❡❞♦✐❞s ❢♦r t❤❡
s❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ♦t❤❡r ♣♦✐♥ts ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥♦t ✐♥ t❤✐s s❛♠♣❧❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ t❤❡ ❝❧✉st❡r
✇✐t❤ t❤❡ ❝❧♦s❡st ♠❡❞♦✐❞✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ✐s t❤❛t✱ ✇❤❡♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✐s ❝❤♦s❡♥ r❛♥❞♦♠❧②✱
t❤❡ ♠❡❞♦✐❞s ♦❢ t❤✐s s❛♠♣❧❡ ✇♦✉❧❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡ ♠❡❞♦✐❞s ♦❢ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❞❛t❛ s❡t✳
P❆▼ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ s❡✈❡r❛❧ t✐♠❡s✱ ❡❛❝❤ t✐♠❡ ✇✐t❤ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ s❡t✱ t♦
❛✈♦✐❞ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦♥ t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ ♣❛rt✳ ❚❤❡ s❡t ♦❢ ♠❡❞♦✐❞s
✇✐t❤ t❤❡ ❧♦✇❡st ♦✈❡r❛❧❧ ❞✐st❛♥❝❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ✐s ❝❤♦s❡♥ ❛s t❤❡
✜♥❛❧ ❝❧✉st❡r✐♥❣ r❡s✉❧t✳ ❆ss✉♠❡ NS t♦ ❜❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦❜❥❡❝ts ✐♥ ❛ s❛♠♣❧❡ ❛♥❞ q
t♦ ❜❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❛♠♣❧✐♥❣s✳ ❚❤❡ ❈▲❆❘❆ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

✶✳ ❋♦r ✐ ❢r♦♠ ✶ t♦ q✱ ❞♦✿

✭❛✮ ❈r❡❛t❡ ❛ s❛♠♣❧❡ S ❜② ❝❤♦♦s✐♥❣ NS ♦❜❥❡❝ts r❛♥❞♦♠❧② ❢r♦♠ t❤❡ ❞❛t❛ s❡t✳

✭❜✮ ❆♣♣❧② P❆▼ ♦♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❙✳

✭❝✮ ❆ss✐❣♥ ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡ t♦ t❤❡ ❝❧✉st❡r ✇✐t❤ t❤❡ ❝❧♦s❡st ♠❡❞♦✐❞✳

✭❞✮ ❈♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t s♦❧✉t✐♦♥✳

✷✳ ❙❡❧❡❝t t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❧♦✇❡st ❛✈❡r❛❣❡ ❞✐st❛♥❝❡✳

❉✉❡ t♦ ✐ts ❧♦✇❡r ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ O(q(kN2
s l+ k(N − k)))✱ ✇❤❡r❡ l ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢

✐t❡r❛t✐♦♥s ✇❤❡♥ ❛♣♣❧②✐♥❣ P❆▼ ♦♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡ S✱ ❈▲❆❘❆ ✐s ♠♦r❡ s✉✐t❛❜❧❡ t❤❛♥ P❆▼
✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❧❛r❣❡ ✐♠❛❣❡ ❞❛t❛❜❛s❡s✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❢♦r ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ ❝❧✉st❡r ❢♦r
❛ss✐❣♥✐♥❣ ❛ ♥❡✇ ♣♦✐♥t ✐s ❛❧s♦ O(k)✳ ■ts r❡s✉❧t ✐s ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ r❛♥❞♦♠❧② s❡❧❡❝t❡❞
s❛♠♣❧❡s✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s q ❛♥❞ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ k✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐t ♠❛② ❝♦♥✈❡r❣❡ t♦
❛ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠✳ ❙✐♠✐❧❛r t♦ ♦t❤❡r ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s✱ ❈▲❆❘❆ ❞♦❡s ♥♦t ♣r♦❞✉❝❡
❛♥② ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡✳ ■t ✐s ♠♦r❡ s✉✐t❛❜❧❡ t♦ t❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❝♦♥t❡①t ❜❡❝❛✉s❡
✇❤❡♥ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥❡✇ ♣♦✐♥ts ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ s②st❡♠✱ t❤❡s❡ ♣♦✐♥ts ❝❛♥ ❜❡ ❞✐r❡❝t❧② ❛ss✐❣♥❡❞
t♦ t❤❡ ❝❧✉st❡r ✇✐t❤ t❤❡ ❝❧♦s❡st ♠❡❞♦✐❞✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡② ❛r❡ ♦✉ts✐❞❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡
S✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❈▲❆❘❆ ❞♦ ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ❛♥❞
♦✉t❧✐❡rs ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ s❛♠❡ str❛t❡❣② ✉s❡❞ ❢♦r P❆▼✳

❈▲❆❘❆◆❙ ❬✾✻❪ ❈❧✉st❡r✐♥❣ ▲❛r❣❡ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ✉♣♦♥ ❘❆◆❞♦♠✐③❡ ❙❡❛r❝❤
✭❈▲❆❘❆◆❙✮ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ s❡❛r❝❤ t❤r♦✉❣❤ ❛ ❣r❛♣❤ GN,k ❢♦r ✜♥❞✐♥❣ k ♠❡❞♦✐❞s✳
■♥ t❤✐s ❣r❛♣❤✱ ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ s❡t ♦❢ k ♦❜❥❡❝ts ✭Om1 ✱Om2 ✱✳✳✳✱Omk

✮ ♦❢
t❤❡ ❞❛t❛ s❡t r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ k s❡❧❡❝t❡❞ ♠❡❞♦✐❞s✳ ❊❛❝❤ ♥♦❞❡ ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❝♦st



✺✵ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❯♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣

r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❞✐st❛♥❝❡ ✭❜❡t✇❡❡♥ ❛❧❧ ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ❛♥❞ t❤❡✐r
❝❧♦s❡st ♠❡❞♦✐❞s✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ✇❤❡r❡ t❤❡ k ♣♦✐♥ts ♦❢ t❤✐s ♥♦❞❡
❛r❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❛s k ♠❡❞♦✐❞s✳ ❚✇♦ ♥♦❞❡s ❛r❡ ♥❡✐❣❤❜♦✉rs ✐❢ t❤❡② ❞✐✛❡r ❜② ♦♥❧② ♦♥❡
♠❡❞♦✐❞✱ ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ ❤❛s t❤❡r❡❢♦r❡ k(N − k) ♥❡✐❣❤❜♦✉rs✳ ❚❤❡ ✇❤♦❧❡ s❡t ♦❢ ♥♦❞❡s ♦❢
t❤❡ ❣r❛♣❤ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝❤♦✐❝❡s ♦❢ k ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ❛s k
♠❡❞♦✐❞s✳ ❙✐♠✐❧❛r t♦ ❈▲❆❘❆✱ ❈▲❆❘❆◆❙ ❞♦❡s ♥♦t s❡❛r❝❤ ♦♥ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❣r❛♣❤✱ ❜✉t
✐♥ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞ ♦❢ s♦♠❡ ❝❤♦s❡♥ ♥♦❞❡s✳ ❇❡❣✐♥♥✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ r❛♥❞♦♠❧② s❡❧❡❝t❡❞
♥♦❞❡✱ ❈▲❆❘❆◆❙ ❝❤❡❝❦s ❛t ♠♦st maxneighbour r❛♥❞♦♠❧② s❡❧❡❝t❡❞ ♥❡✐❣❤❜♦✉rs ♦❢
t❤✐s ♥♦❞❡✱ ❛♥❞ ✐❢ ❛ ❜❡tt❡r ♥❡✐❣❤❜♦✉r ✭♥❡✐❣❤❜♦✉r ✇✐t❤ ❧♦✇❡r ❝♦st✮ ✐s ❢♦✉♥❞✱ ✐t ♠♦✈❡s
t♦ t❤✐s ♥❡✐❣❤❜♦✉r✳ ❚❤❡ ♣r♦❝❡ss ❝♦♥t✐♥✉❡s ✉♥t✐❧ ✜♥❞✐♥❣ ❛ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡
♥♦❞❡ ❤❛✈✐♥❣ t❤❡ ❧♦✇❡st ❝♦st ❛♠♦♥❣ ✐ts s❡❧❡❝t❡❞ ♥❡✐❣❤❜♦✉rs✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠
❝♦♥t✐♥✉❡s t♦ s❡❛r❝❤ ❢♦r ❛♥♦t❤❡r ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠ ❢r♦♠ ❛ ♥❡✇ r❛♥❞♦♠❧② s❡❧❡❝t❡❞ ♥♦❞❡✳
❆❢t❡r ✜♥❞✐♥❣ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠s✱ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠ ❤❛✈✐♥❣ t❤❡ ❧♦✇❡st
❝♦st ✇✐❧❧ ❜❡ r❡t✉r♥❡❞ ❛s t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ r❡s✉❧t✳

❆ss✉♠❡ ♥✉♠❧♦❝❛❧ t♦ ❜❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❛♥❞♠❛①♥❡✐❣❤✲
❜♦✉r t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦✉rs t♦ ❜❡ ❝❤❡❝❦❡❞ ♦❢ ❡❛❝❤ ♥♦❞❡✳ ❚❤❡ ❈▲❆❘❆◆❙
❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

✶✳ ■♥✐t✐❛❧✐③❡ mincost =∞✳

✷✳ ❋♦r ✐❂✶ t♦ numlocal ❞♦✿

✭❛✮ ❘❛♥❞♦♠❧② s❡t current t♦ ❛ ♥♦❞❡ ✐♥ GN,k✳

✭❜✮ ❙❡t ❥❂✶

✭❝✮ ❲❤✐❧❡ j < maxneighbour ❞♦

✐✳ ❘❛♥❞♦♠❧② ❝❤♦♦s❡ ❛ ♥❡✐❣❤❜♦✉r S ♦❢ current✳

✐✐✳ ■❢ S ❤❛s ❛ ❧♦✇❡r ❝♦st t❤❛♥ current t❤❡♥

✕ ❝✉rr❡♥t ❂ ❙
✕ ❥❂✶

❡❧s❡ j = j + 1

✭❞✮ ■❢ t❤❡ ❝♦st ♦❢ current ✐s ❧❡ss t❤❛♥ mincost t❤❡♥

✕ mincost = cost(current)
✕ bestNode = current

✸✳ ❘❡t✉r♥ bestNode ❛s r❡s✉❧t✳

❲❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t st❡♣s ✷✳❛ t♦ ✷✳❝ s❡❛r❝❤ ❛ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠ ❢r♦♠ ❛ r❛♥❞♦♠❧② s❡❧❡❝t❡❞
♥♦❞❡✱ ✇❤✐❧❡ st❡♣ ✷✳❞ ❝♦♠♣❛r❡s t❤❡ ❝♦st ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠ ✇✐t❤ t❤❡ ❜❡st
❝♦st ♦❜t❛✐♥❡❞ s♦ ❢❛r✳

❈▲❆❘❆◆❙ ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t♦ ❜❡ ♠♦r❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ t❤❛♥ ❜♦t❤ P❆▼ ❛♥❞ ❈▲❆❘❆
❬✾✻❪✳ ■t ✐s ❛❧s♦ ♠♦r❡ r♦❜✉st ❢♦r ♦✉t❧✐❡r ❞❡t❡❝t✐♦♥ t❤❛♥ P❆▼ ❛♥❞ ❈▲❆❘❆ ❬✾✺❪✳ ■ts
❝♦♠♣❧❡①✐t② ❢♦r ✜♥❞✐♥❣ ❛ ❝❧✉st❡r ❢♦r ❛ss✐❣♥✐♥❣ ❛ ♥❡✇ ♦❜❥❡❝t ✐s O(k)✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐ts
t✐♠❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✐s O(N2)✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐t ✐s ♥♦t q✉✐t❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✐♥ ✈❡r② ❧❛r❣❡ ❞❛t❛ s❡t✳
❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ r❡s✉❧t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ r❛♥❞♦♠❧② s❡❧❡❝t❡❞ ♥❡✐❣❤❜♦✉rs✱
t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ k✱ ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭♥✉♠❧♦❝❛❧ ❛♥❞ ♠❛①♥❡✐❣❤❜♦✉r✮✳ ❈▲❆❘❆◆❙
✐s s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛✳ ■t ✐s ♥♦t s✉✐t❛❜❧❡ t♦ t❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧
❝♦♥t❡①t ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❣r❛♣❤ ❝❤❛♥❣❡s ✇❤❡♥ ♥❡✇ ❡❧❡♠❡♥ts ❛r❡ ❛❞❞❡❞✳ ❆s ❛ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣
♠❡t❤♦❞✱ ❈▲❆❘❆◆❙ ♣r♦❞✉❝❡s ❛ ✏✢❛t✑ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❝❧✉st❡rs✳



✸✳✷✳ ▼❛❥♦r ❡①✐st✐♥❣ ✉♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ✺✶

■❙❖❉❆❚❆ ❬✽❪ ❚❤❡ ■t❡r❛t✐✈❡ ❙❡❧❢✲❖r❣❛♥✐③✐♥❣ ❉❛t❛ ❆♥❛❧②s✐s ❚❡❝❤♥✐q✉❡s ✭■❙❖✲
❉❆❚❆✮ ✐s ❛♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❦✲♠❡❛♥s
♠❡t❤♦❞ ✇✐t❤ s♦♠❡ ❤❡✉r✐st✐❝s t♦ r❡✈✐s❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧✉st❡rs✳ ❆t ✜rst✱ ✐t r❛♥❞♦♠❧②
s❡❧❡❝ts k ✐♥✐t✐❛❧ ❝❧✉st❡r ❝❡♥tr❡s ❛♥❞ ❛ss✐❣♥s ❛❧❧ t❤❡ ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡ t♦ t❤❡
♥❡❛r❡st ❝❡♥tr❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❦✲♠❡❛♥s ♠❡t❤♦❞✳ ❚❤❡♥✱ ✐t ❝❛♥ ❡❧✐♠✐♥❛t❡ ❝❧✉st❡rs ✇✐t❤ t♦♦
❢❡✇ ✐t❡♠s✱ s♣❧✐t ❝❧✉st❡rs ✇❤♦s❡ ♣♦✐♥ts ❛r❡ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❞✐ss✐♠✐❧❛r ♦r ♠❡r❣❡ ❝❧✉st❡rs
✇❤✐❝❤ ❛r❡ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❝❧♦s❡✳ ❋✉rt❤❡r ✐t❡r❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤ ♥❡✇ ❝❧✉st❡r
❝❡♥tr❡s✳

❆ss✉♠❡ NminEx t♦ ❜❡ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦✐♥ts ♣❡r ❝❧✉st❡r✱ NC t♦ ❜❡ t❤❡
❞❡s✐r❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧✉st❡rs✱ Dmerge t♦ ❜❡ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ❢♦r ♠❡r❣✐♥❣ ❝❧✉st❡r ❛♥❞ σsplit

t♦ ❜❡ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ❢♦r s♣❧✐tt✐♥❣✳ ❚❤❡ ■❙❖❉❆❚❆ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

✶✳ ■♥✐t✐❛❧✐③❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧✉st❡rs k ✭♥♦r♠❛❧❧② ❧❡ss ♦r ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ♥✉♠✲
❜❡r ♦❢ ❝❧✉st❡rs NC s♣❡❝✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ✉s❡r✮ ❛♥❞ r❛♥❞♦♠❧② s❡❧❡❝t k ♣♦✐♥ts ❛s
❝❧✉st❡r ❝❡♥tr❡s µj✱ j = 1, ..., k✳

✷✳ ❆ss✐❣♥ ♣♦✐♥ts t♦ ❝❧✉st❡rs ✉s✐♥❣ t❤❡ ❦✲♠❡❛♥s ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

✸✳ ❊❧✐♠✐♥❛t❡ ❝❧✉st❡rs ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❧❡ss t❤❛♥ NminEx ♣♦✐♥ts✱ ❡✐t❤❡r ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡✐r
♣♦✐♥ts ❛s ♦✉t❧✐❡rs ♦r ❛ss✐❣♥ t❤❡✐r ♣♦✐♥ts t♦ t❤❡ ❝❧♦s❡st ❝❧✉st❡r ❛♠♦♥❣ t❤❡ r❡✲
♠❛✐♥✐♥❣ ❝❧✉st❡rs ❛♥❞ ❞❡❝r❡❛s❡ k ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧②✳

✹✳ ❈♦♠♣✉t❡✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝❧✉st❡r j✿
✕ ❚❤❡ ♠❡❛♥ µj

✕ ❚❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❞✐st❛♥❝❡ davgj ❜❡t✇❡❡♥ ♣♦✐♥ts ✐♥ ❝❧✉st❡r j ❛♥❞ µj✳
✕ ❚❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ❛①✐s ✭❛ttr✐❜✉t❡ ✐♥ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡ s♣❛❝❡✮✱ ❛♥❞ d∗

✐s t❤❡ ❛①✐s ✇✐t❤ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ σj(d
∗)✳

❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❛✈❡r❛❣❡ ❞✐st❛♥❝❡ davg ❜❡t✇❡❡♥ ❛❧❧ ♦❜❥❡❝ts ✐♥ t❤❡
❞❛t❛❜❛s❡ ❛♥❞ t❤❡ ♠❡❛♥ ♦❢ t❤❡✐r ❝❧✉st❡rs✳

✺✳ ❙♣❧✐t ❡❛❝❤ ❝❧✉st❡r j ❤❛✈✐♥❣ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✭σj(d
∗)✮ ❣r❡❛t❡r

t❤❛♥ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ σsplit ✐❢ ✭❛✮ ♦r ✭❜✮ ✐s tr✉❡ ❛♥❞ ✉♣❞❛t❡ k ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧②✳

✭❛✮ t❤❡r❡ ❛r❡ t♦♦ ❢❡✇ ❝❧✉st❡rs ✭k < NC/2✮✳

✭❜✮ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦❜❥❡❝ts ✐♥ ❝❧✉st❡r j ❡①❝❡❡❞s ✭2NminEx+1✮ ❛♥❞ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡
❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✐ts ❝❡♥tr❡ ❛♥❞ ✐ts ♦❜❥❡❝ts ✐s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧
❛✈❡r❛❣❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛❧❧ ♦❜❥❡❝ts ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ❛♥❞ t❤❡✐r ❝❧✉st❡r
❝❡♥tr❡s ✭davgj > davg✮✳

✻✳ ▼❡r❣❡ t❤❡ ❝❧♦s❡st ❝❧✉st❡rs ✐❢ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠ ✐s ❧❡ss t❤❛♥ t❤❡ t❤r❡s❤✲
♦❧❞ Dmerge ❛♥❞ ✉♣❞❛t❡ k ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧②✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♠❡r❣❡ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❞♦♥❡ ✐❢
t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ❢❡✇ ❝❧✉st❡rs ✭k < NC/2✮✳

✼✳ ●♦ t♦ ✷✳

❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ st♦♣s ✇❤❡♥ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s ✐s r❡❛❝❤❡❞ ♦r ✇❤❡♥
t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❝❧✉st❡r ❝❡♥tr❡s ❞♦❡s ♥♦t s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❝❤❛♥❣❡ ❜❡t✇❡❡♥
✐t❡r❛t✐♦♥s✳

❚❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ■❙❖❉❆❚❆ ✐s t❤❛t ✐t ✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ♣❡r♠❛♥❡♥t❧② s❡t t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧✉st❡rs✳ ❙✐♠✐❧❛r t♦ ❦✲♠❡❛♥s✱ ■❙❖❉❆❚❆ ❤❛s ❛ ❧♦✇ st♦r❛❣❡ ✭s♣❛❝❡✮ ❝♦♠✲
♣❧❡①✐t② ♦❢ O(N + k) ❛♥❞ ❛ ❧♦✇ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ✭t✐♠❡✮ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ O(Nkl)✱ ✇❤❡r❡
N ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦❜❥❡❝ts ❛♥❞ l ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❢♦r
✜♥❞✐♥❣ t❤❡ ❝❧✉st❡r ❢♦r ❛ ♥❡✇ ♣♦✐♥t ✐s O(k)✳ ■t ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ ❧❛r❣❡
❞❛t❛❜❛s❡s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ r❡s✉❧t ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣



✺✷ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❯♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣

♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛✳ ■❙❖❉❆❚❆ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❞❡t❡❝t ♦✉t❧✐❡rs ❛s ♣♦✐♥ts ✐♥ ❝❧✉st❡rs ✇✐t❤ t♦♦
❢❡✇ ✐t❡♠s✳ ❇✉t ✐ts ❞r❛✇❜❛❝❦ ✐s t❤❛t ✐t r❡❧✐❡s ♦♥ ♥✉♠❡r♦✉s t❤r❡s❤♦❧❞s ✇❤✐❝❤ ❛r❡
❤✐❣❤❧② ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ❛♥❞ t❤❡ ❞❛t❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞ ✇❤✐❝❤
❛r❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ❞✐✣❝✉❧t t♦ s❡tt❧❡✳ ❆s ♦t❤❡r ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s✱ ■❙❖❉❆❚❆ ❞♦❡s ♥♦t
♣r♦❞✉❝❡ ❛♥② ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡✳

❙❖▼ ❬✻✻❪ ■♥ ❙❡❧❢✲❖r❣❛♥✐③✐♥❣ ▼❛♣ ✭❙❖▼✮ ✭❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ ❑♦❤♦♥❡♥ ♠❛♣✮✱ s✐♠✐❧❛r
♣♦✐♥ts ❛r❡ ❣r♦✉♣❡❞ ❜② ❛ ♠♦♥♦✲❧❛②❡r ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦ t❤❡ ♦✉t♣✉t ❧❛②❡r ♦❢ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥✲
t❛✐♥s ♥♦❞❡s ✭♥❡✉r♦♥s✮ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❝❧✉st❡rs✳ ❚❤❡ ♥❡✉r♦♥s ❛r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ ❡❛❝❤
♦t❤❡r ✈✐❛ ❛ ♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞ t♦♣♦❧♦❣② ✭♦r str✉❝t✉r❡✮ ♦❢ t❤❡ ♠❛♣✳ ❯s✉❛❧❧②✱ t❤❡s❡ ♥❡✉✲
r♦♥s ❛r❡ ♦r❣❛♥✐③❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ♦r ❤❡①❛❣♦♥❛❧ t♦♣♦❧♦❣②✳ ❊❛❝❤ ♦✉t♣✉t
♥❡✉r♦♥ ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ✇❡✐❣❤t ✈❡❝t♦r ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❛s t❤❡ ✐♥♣✉t ❞❛t❛✱
r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❝❡♥tr♦✐❞ ♦❢ ❛ ❝❧✉st❡r✱ ❛♥❞ ❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♠❛♣ s♣❛❝❡✳ ❙❖▼ ❛✐♠s
❛t ♠❛♣♣✐♥❣ ❢r♦♠ ❤✐❣❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✐♥♣✉t ❞❛t❛ s♣❛❝❡ t♦ t❤❡ ♠❛♣ s♣❛❝❡ ♦❢ ❧♦✇❡r
❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❜② ✜♥❞✐♥❣✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ✐♥♣✉t ❞❛t❛✱ t❤❡ ♦✉t♣✉t ♥♦❞❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡
❝❧♦s❡st ✇❡✐❣❤t ✈❡❝t♦r✳

❚❤❡ ❙❖▼ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

✶✳ ❘❛♥❞♦♠❧② ✐♥✐t✐❛❧✐③❡ t❤❡ ✇❡✐❣❤t ✈❡❝t♦rs ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ♦✉t♣✉t ♥❡✉r♦♥s✳

✷✳ ❘❡♣❡❛t ✉♥t✐❧ t❤❡ ✇❡✐❣❤t ✈❡❝t♦rs st♦♣ ❝❤❛♥❣✐♥❣✿

✭❛✮ ❘❛♥❞♦♠❧② ❝❤♦♦s❡ ❛♥ ✐♥♣✉t ✈❡❝t♦r ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❞✐s✲
t❛♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♥♣✉t ✈❡❝t♦r ❛♥❞ ❛❧❧ t❤❡ ♥♦❞❡s ✐♥ t❤❡ ♦✉t♣✉t ❧❛②❡r✱ t❤❡
♥♦❞❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♥❡❛r❡st ✇❡✐❣❤t ✈❡❝t♦r ❜❡✐♥❣ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ✇✐♥♥❡r
✭♦r ❇❡st ▼❛t❝❤✐♥❣ ❯♥✐t ✭❇▼❯✮✮✳

✭❜✮ ❯♣❞❛t❡ t❤❡ ✇❡✐❣❤t ✈❡❝t♦rs ♦❢ t❤❡ ❇▼❯ ❛♥❞ t❤❡ ♥❡✉r♦♥s ✐♥ ✐ts ♥❡✐❣❤❜♦✉r✲
❤♦♦❞ t♦ ♠♦✈❡ t❤❡♠ t♦✇❛r❞s t❤❡ ✐♥♣✉t ✈❡❝t♦r✳ ❚❤❡ ✇❡✐❣❤t ✈❡❝t♦r wi ♦❢
t❤❡ ♥❡✉r♦♥ i ✐s ✉♣❞❛t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

wi(t+ 1) = wi(t) + α(t)φci(t)[x(t)− wi(t)] ✭✸✳✺✮

✇❤❡r❡ t ✐s t❤❡ st❡♣ ✐♥❞❡①✱ c ✐s t❤❡ ✐♥❞❡① ♦❢ t❤❡ ❇▼❯ ❢♦r t❤❡ ✐♥♣✉t ✈❡❝t♦r
x(t)✱ α(t) ✐s t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✇❤✐❝❤ ♠♦♥♦t♦♥✐❝❛❧❧② ❞❡❝r❡❛s❡s ✇✐t❤
t✐♠❡ ❛♥❞ φci(t) ✐s t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞ ❢✉♥❝t✐♦♥✳

❚❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ φci(t) ❞❡❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ♠❛♣ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ❇▼❯ c ❛♥❞ t❤❡ ♥❡✉r♦♥ i s♦ t❤❛t ✇❡✐❣❤t ✈❡❝t♦rs ♦❢ t❤❡ ♥❡✉r♦♥s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❞✐st❛♥t
❢r♦♠ t❤❡ ❇▼❯ ❛r❡ ❧❡ss ♠♦✈❡❞ t❤❛♥ t❤❡ ♥❡✉r♦♥s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥❡❛r t♦ t❤❡ ❇▼❯✳ ❚❤❡
♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛❧s♦ s❤r✐♥❦s ✇✐t❤ t✐♠❡ s♦ ❛s t♦ r❡✲❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ✇❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡
♥❡✉r♦♥s ✐♥ ❛ ❧❛r❣❡ ♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞ ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ❛♥❞ ✐♥ ❛ s♠❛❧❧ ♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞
✐♥ ❢✉rt❤❡r ❧❡❛r♥✐♥❣ ✐t❡r❛t✐♦♥s✳

❙❖▼ ✐s ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧✱ ❛s t❤❡ ✇❡✐❣❤t ✈❡❝t♦rs ❝❛♥ ❜❡ ✉♣❞❛t❡❞ ✇❤❡♥ ♥❡✇ ❞❛t❛ ❛rr✐✈❡✳
❇✉t ❢♦r t❤✐s ♠❡t❤♦❞✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ❛ ♣r✐♦r✐ ✜① t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥❡✉r♦♥s✱ ❛♥❞ t❤❡ r✉❧❡s
♦❢ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♥❡✉r♦♥ ♦♥ ✐ts ♥❡✐❣❤❜♦✉rs✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥
✈❛❧✉❡s ❛♥❞ ❛❧s♦ t❤❡ r✉❧❡s ♦❢ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞ ♦❢
t❤❡ ❇▼❯✳ ■t ✐s s✉✐t❛❜❧❡ ♦♥❧② ❢♦r ❞❡t❡❝t✐♥❣ ❤②♣❡rs♣❤❡r✐❝❛❧ ❝❧✉st❡rs✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❙❖▼
✐s s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ ♦✉t❧✐❡rs ❛♥❞ t♦ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛✳ ❚❤❡ t✐♠❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t②
♦❢ ❙❖▼ ✐s O(Nkl)✱ ❛♥❞ ✐ts ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❢♦r ✜♥❞✐♥❣ ❛ ❝❧✉st❡r ❢♦r ❛ ♥❡✇ ♣♦✐♥t ✐s
O(k)✱ ✇❤❡r❡ k ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥❡✉r♦♥s ✭♦r ❝❧✉st❡rs✮✱ l ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ tr❛✐♥✐♥❣
✐t❡r❛t✐♦♥s ❛♥❞ N ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦❜❥❡❝ts✳ ❆s l ❛♥❞ k ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ♠✉❝❤ s♠❛❧❧❡r



✸✳✷✳ ▼❛❥♦r ❡①✐st✐♥❣ ✉♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ✺✸

t❤❛♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦❜❥❡❝ts✱ ❙❖▼ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❧✐♥❡❛r ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
♦❜❥❡❝ts✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ✐s ❛❞❛♣t❡❞ t♦ ❧❛r❣❡ ❞❛t❛❜❛s❡s✳ ❇✉t✱ ✐t ❞♦❡s ♥♦t ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥②
❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ r❡s✉❧t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ k✳

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ❚❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤✲
♦❞s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡ ❛r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ♥♦t ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❜② ♥❛t✉r❡ ✭❡①❝❡♣t ❙❖▼✮✱ t❤❡② ❞♦
♥♦t ♣r♦❞✉❝❡ ❛♥② ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡✳ ❆❧♠♦st ❛❧❧ ♦❢ t❤❡♠ ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡
♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ✭❡①❝❡♣t ❈▲❆❘❆◆❙ ❛♥❞ ❙❖▼✮✳ ❑✲♠❡❛♥s✱ ❈▲❆❘❆✱ ■❙❖✲
❉❆❚❆ ❛♥❞ ❙❖▼ ❛r❡ ❛❞❛♣t❡❞ t♦ ❧❛r❣❡ ❞❛t❛❜❛s❡s✱ ✇❤✐❧❡ P❆▼✱ ❈▲❆❘❆✱ ❈▲❆❘❆◆❙
❛♥❞ ■❙❖❉❆❚❆ ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ❞❡t❡❝t t❤❡ ♦✉t❧✐❡rs✳ ❆♠♦♥❣ t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s✱ ❦✲♠❡❛♥s ✐s
t❤❡ ♠♦st ❢❛♠♦✉s ❛♥❞ t❤❡ ♠♦st ✉s❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ✐ts s✐♠♣❧✐❝✐t② ❛♥❞ ✐ts ❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss
❢♦r t❤❡ ❧❛r❣❡ ❞❛t❛❜❛s❡s✳

✸✳✷✳✷ ●r✐❞✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞s

●r✐❞✲❜❛s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♣❛rt✐t✐♦♥s t❤❡ s♣❛❝❡ ✐♥t♦ ❝❡❧❧s ✇❤✐❝❤ ❢♦r♠ ❛ ❣r✐❞ str✉❝t✉r❡
❛♥❞ t❤❡♥ ❣r♦✉♣s ♥❡✐❣❤❜♦✉r✐♥❣ ❝❡❧❧s t♦ ❢♦r♠ ❝❧✉st❡rs✳ ■♥ s♦♠❡ ❝❛s❡ ❝❧✉st❡rs ♠❛② ❜❡
♦r❣❛♥✐③❡❞ ✐♥ ❛ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡✳ ❙♦♠❡ ♠❡t❤♦❞s ♦❢ t❤✐s ❦✐♥❞ ❛r❡✿ ❙❚■◆● ❬✶✸✼❪✱
❈▲■◗❯❊ ❬✸❪✱ ❲❛✈❡❈❧✉st❡r ❬✶✷✵❪✱ ❡t❝✳

❙❚■◆● ❬✶✸✼❪ ❙❚■◆● ✭❙❚❛t✐st✐❝❛❧ ■◆❢♦r♠❛t✐♦♥ ●r✐❞✮ ✐s ❛ ❣r✐❞✲❜❛s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣
t❡❝❤♥✐q✉❡✳ ■t ❞✐✈✐❞❡s t❤❡ ❢❡❛t✉r❡ s♣❛❝❡ ✐♥t♦ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❝❡❧❧s ❛♥❞ ♦r❣❛♥✐③❡s t❤❡♠
❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡✱ ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ ❝❡❧❧ ✭❡①❝❡♣t t❤❡ ❧❡❛✈❡s✮ ✐s ❞✐✈✐❞❡❞
✐♥t♦ ❛ ✜①❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❡❧❧s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❢♦r t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❞❛t❛✱ ❡❛❝❤ ❝❡❧❧ ❛t
❛ ❤✐❣❤❡r ❧❡✈❡❧ ✐s ♣❛rt✐t✐♦♥❡❞ ✐♥t♦ ✹ s♠❛❧❧❡r ❝❡❧❧s ❛t t❤❡ ❧♦✇❡r ❧❡✈❡❧ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✮✳
❚❤❡ r♦♦t ❝❡❧❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♣♦rt✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡ s♣❛❝❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❞❛t❛✱
✇❤✐❧❡ ❞❛t❛ ♦❜❥❡❝ts ❛r❡ st♦r❡❞ ✐♥ ❧❡❛❢ ❝❡❧❧s✳ ❚❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❧❡❛❢ ❧❡✈❡❧ ❝❡❧❧s ❛♥❞ ❛❧s♦
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧❛②❡rs ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ ♦❜❥❡❝ts✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡
❧❡❛❢ ❝❡❧❧ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦❜❥❡❝ts ✐♥ ❡❛❝❤ ❧❡❛❢ ✐s ✐♥ ❛
r❛♥❣❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ✉s❡r✳

❚❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ❙❚■◆● ✐s t♦ ♣r❡✲❝♦♠♣✉t❡ ❛♥❞ t♦ st♦r❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛s✲
s♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ❣r✐❞ ❝❡❧❧ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❢✉rt❤❡r ❛♥s✇❡r ❞❛t❛ ♠✐♥✐♥❣ q✉❡r✐❡s ❛♥❞
❝❧✉st❡r✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s ✇✐t❤♦✉t r❡❝♦✉rs❡ t♦ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♦❜❥❡❝ts✳ ❋♦r t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣
♣r♦❜❧❡♠✱ ❛♥ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♣❛r❛♠❡t❡r n ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦❜❥❡❝ts ✐♥ ❡❛❝❤ ❣r✐❞
❝❡❧❧ ✐s ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❜❡ st♦r❡❞✳ ■♥ ❡❛❝❤ ❣r✐❞ ❝❡❧❧✱ ❙❚■◆● ❝♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❝❛♣t✉r❡✱ ❢♦r ❡❛❝❤
❛ttr✐❜✉t❡✱ s♦♠❡ ❛ttr✐❜✉t❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ♣❛r❛♠❡t❡rs ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤✐s ❛ttr✐❜✉t❡ ✭s✉❝❤ ❛s
♠❡❛♥✱ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥✱ ♠❛①✐♠✉♠ ❛♥❞ ♠✐♥✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡s✱ ❡t❝✳✮ ❢♦r ❛♥s✇❡r✐♥❣ ❞❛t❛
♠✐♥✐♥❣ q✉❡r✐❡s✳

❚❤❡ st❛t✐❝❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭♣❛r❛♠❡t❡rs✮ ♦❢ t❤❡ ❣r✐❞ ❝❡❧❧s ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ✇❤❡♥ ❧♦❛❞✐♥❣
t❤❡ ♦❜❥❡❝ts ❢r♦♠ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡✳ ❋♦r t❤❡ ❝❡❧❧s ❛t t❤❡ ❧♦✇❡st ❧❡✈❡❧ ✭❧❡❛✈❡s✮✱ ✇❡ ❞✐r❡❝t❧②
❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢r♦♠ t❤❡ ❞❛t❛✳ P❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧s ❛t ❤✐❣❤❡r ❧❡✈❡❧ ❝❛♥
❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ❧♦✇❡r ❧❡✈❡❧ ❝❡❧❧s ❛s ✐♥ ❬✶✸✼❪✳

❲✐t❤ t❤❡ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❣r✐❞ ❝❡❧❧s✱ ❛ t♦♣✲❞♦✇♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞
t♦ ❛♥s✇❡r t❤❡ ❞❛t❛ ♠✐♥✐♥❣ q✉❡r✐❡s ♦r t♦ ❞❡t❡❝t ❞❡♥s❡ ❝❡❧❧s ✇❤✐❝❤ ❢♦r♠ ❝❧✉st❡rs✳
❙t❛rt✐♥❣ ✇✐t❤ ❛ ❤✐❣❤ ❧❡✈❡❧ ❧❛②❡r ✭♥♦r♠❛❧❧② t❤❡ r♦♦t✮✱ ✇❡ ❡①❛♠✐♥❡ ✐❢ ❡❛❝❤ ❝❡❧❧ ♦❢ t❤❡
❝✉rr❡♥t ❧❛②❡r ✐s r❡❧❡✈❛♥t ♦r ♥♦t✳ ❋♦r t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠✱ ❙❚■◆● ✉s❡s ❛ ❞❡♥s✐t②
♣❛r❛♠❡t❡r dent✱ ❛♥❞ ❧❛❜❡❧s ❡❛❝❤ ❝❡❧❧ ❛s r❡❧❡✈❛♥t ✭❞❡♥s❡✮ ✐❢ n ≥ S × dent✱ ✇❤❡r❡



✺✹ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❯♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✿ ❍✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡ ✐♥ ❙❚■◆● ❝❧✉st❡r✐♥❣✳

n ❛♥❞ S ❛r❡✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤✐s ❝❡❧❧ ❛♥❞ t❤❡ ❛r❡❛ ♦❢ ❛ ❧❡❛❢
❝❡❧❧✳ ❆❢t❡r ✜♥✐s❤✐♥❣ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❧❛②❡r✱ ✇❡ ❣♦ ❞♦✇♥ t♦ t❤❡ ♥❡①t ❧♦✇❡r ❧❛②❡r ❛♥❞
r❡♣❡❛t t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦❝❡ss✱ ❜✉t ♦♥❧② ❢♦r ❝❡❧❧s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝❤✐❧❞r❡♥ ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧s ❧❛❜❡❧❧❡❞
❛s r❡❧❡✈❛♥t ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s st❡♣✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❝♦♥t✐♥✉❡s ✉♥t✐❧ t❤❡ ❜♦tt♦♠ ❧❛②❡r ✐s
❡①❛♠✐♥❡❞✳ ❚❤❡♥✱ r❡❣✐♦♥s ❛r❡ ❢♦r♠❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ✭❞❡♥s❡✮ ❧❡❛❢ ❝❡❧❧s ❛♥❞ ❛r❡
r❡t✉r♥❡❞ ❛s ❝❧✉st❡rs ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❋♦r ❡❛❝❤ r❡❧❡✈❛♥t ❧❡❛❢ ❝❡❧❧ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t ❡①❛♠✐♥❡❞✱
❙❚■◆● ❡①❛♠✐♥❡s ❝❡❧❧s ✐♥ ❛♥ ❛r❡❛ ✇✐t❤✐♥ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❝✉rr❡♥t r❡❧❡✈❛♥t
❝❡❧❧✳ ■❢ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❞❡♥s✐t② ✇✐t❤✐♥ t❤✐s ❛r❡❛ ✐s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ t❤❡ ❞❡♥s✐t② dent✱ t❤✐s
❛r❡❛ ✐s ♠❛r❦❡❞ ❛♥❞ ❛❧❧ ♥♦♥✲❡①❛♠✐♥❡❞ r❡❧❡✈❛♥t ❝❡❧❧s ✇✐t❤✐♥ t❤✐s ❛r❡❛ ❛r❡ ♣✉t ✐♥t♦ ❛
q✉❡✉❡✳ ❚❤❡♥✱ ❙❚■◆● t❛❦❡s ❡❛❝❤ r❡❧❡✈❛♥t ❝❡❧❧ ❢r♦♠ t❤❡ q✉❡✉❡ ❛♥❞ r❡♣❡❛t t❤❡ s❛♠❡
♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ❲❤❡♥ t❤❡ q✉❡✉❡ ✐s ❡♠♣t②✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❛ r❡❣✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❢♦r♠s ❛ ❝❧✉st❡r✳

❚❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ✉s❡❞ ❛❜♦✈❡ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s d = max(l,
√

f

dent×π
)✱ ✇❤❡r❡ l ❛♥❞ f ❛r❡

r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ s✐❞❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❧❡❛❢ ❝❡❧❧✱ ❛♥❞ ❛ s♠❛❧❧ ❝♦♥st❛♥t ♥✉♠❜❡r ✜①❡❞ ❜②
❙❚■◆●✳

❙✐♥❝❡ ❙❚■◆● ❣♦❡s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❞❛t❛ s❡t ♦♥❝❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ♣❛r❛♠✲
❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧s✱ t❤❡ t✐♠❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❙❚■◆● ❢♦r ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❝❧✉st❡rs ✐s O(N)❀
❙❚■◆● ✐s t❤✉s s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ❧❛r❣❡ ❞❛t❛❜❛s❡s✳ ❲❛♥❣ ❡t ❛❧✳ ❬✶✸✼❪ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ t❤❛t
❙❚■◆● ♦✉t♣❡r❢♦r♠s t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ❈▲❆❘❆◆❙ ✭s❡❡ ♣❛❣❡ ✹✾✮ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡
❞❡♥s✐t②✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ❉❇❙❈❆◆ ✭s❡❡ ♣❛❣❡ ✺✻✮ ✇❤❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦✐♥ts ✐s ❧❛r❣❡✳
❆s t❤❡ ❣r✐❞ ❝❛♥ ❝♦✈❡r t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❢❡❛t✉r❡ s♣❛❝❡✱ ♣♦✐♥ts ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥s❡rt❡❞ ♦r ❞❡❧❡t❡❞ ❜②
✉♣❞❛t✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝❡❧❧s ✐♥ t❤❡ tr❡❡ ❛♥❞ ❙❚■◆● ❝❛♥ ❜❡
✉s❡❞ ✐♥ ❛♥ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❝♦♥t❡①t✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❢♦r ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ ❝❧✉st❡r ❢♦r ❛ss✐❣♥✐♥❣
❛ ♥❡✇ ♣♦✐♥t ✐s O(B) ✇❤❡r❡ B ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❡❧❧s ❛t t❤❡ ❜♦tt♦♠ ❧❡✈❡❧✳ ❙❚■◆●
❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ❛♥❞ ✐t ✐s ❛❜❧❡ t♦ ❞❡t❡❝t ♦✉t❧✐❡rs
❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦❜❥❡❝ts ✐♥ ❡❛❝❤ ❝❡❧❧✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ ❙❚■◆● ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞
♦♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ k✱ ❜✉t ♦♥ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♣❛r❛♠❡t❡r dent✱ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❧❡❛❢ ❝❡❧❧ ❛♥❞
❛❧s♦ t❤❡ ❝♦♥st❛♥t f ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❞✐✣❝✉❧t t♦ ✜①✳



✸✳✷✳ ▼❛❥♦r ❡①✐st✐♥❣ ✉♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ✺✺

❈▲■◗❯❊ ❬✸❪ ❈▲✉st❡r✐♥❣ ■♥ ◗❯❊st ✭❈▲■◗❯❊✮ ✐s ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ ❤✐❣❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
❞❛t❛❜❛s❡s✳ ■♥ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ t❤❡ ❞✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❢❡❛t✉r❡ s♣❛❝❡ ✐s ♣❛rt✐t✐♦♥❡❞ ✐♥t♦
❝❡❧❧s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ s✐③❡ ❜② ❛ ❣r✐❞✱ ❡❛❝❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✐s ♣❛rt✐t✐♦♥❡❞ ✐♥t♦ ξ ✐♥t❡r✈❛❧s ♦❢
❡q✉❛❧ ❧❡♥❣t❤s✱ ✇❤❡r❡ ξ ✐s ❛ ❝♦♥st❛♥t ❛♥❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛♥ ✐♥♣✉t ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ❚❤❡♥
❝❧✉st❡rs ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ♠❛①✐♠❛❧ s❡ts ♦❢ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❞❡♥s❡ ❝❡❧❧s ✐♥ ❞✲❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳
❆ ❝❡❧❧ ✐s ❞❡♥s❡ ✐❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤✐s ❝❡❧❧ ✐s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ❛ ❞❡♥s✐t② t❤r❡s❤♦❧❞
τ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛♥♦t❤❡r ✐♥♣✉t ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ❚✇♦ ❝❡❧❧s c1 ❛♥❞ c2 ❛r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✐❢ t❤❡② ❤❛✈❡
❛ ❝♦♠♠♦♥ ❢❛❝❡✱ ♦r ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ❛♥♦t❤❡r ❝❡❧❧ c3 s✉❝❤ t❤❛t c1 ✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ c3 ❛♥❞ c2
✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ c3✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✿ ❈▲■◗❯❊ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡✳

❈▲■◗❯❊ ✉s❡s ❛ ❜♦tt♦♠✲✉♣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ ❞❡♥s❡ ❝❡❧❧s ✐♥ ❞✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
s♣❛❝❡✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ❛ ❝❡❧❧ t❤❛t ✐s ❞❡♥s❡ ✐♥ ❛ ❦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
s♣❛❝❡ s❤♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❜❡ ❞❡♥s❡ ✐♥ ❛♥② s✉❜s♣❛❝❡ ♦❢ ❦✲✶ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t♦ ❞❡✲
t❡r♠✐♥❡ ❞❡♥s❡ ❝❡❧❧s ✐♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ s♣❛❝❡✱ ✇❡ ✜rst ❞❡t❡r♠✐♥❡ ❛❧❧ ✶✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❞❡♥s❡
❝❡❧❧s ❛♥❞ t❤❡♥ ❛❧❧ ✷✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❞❡♥s❡ ❝❡❧❧s✱ ❡t❝✳✱ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❍❛✈✐♥❣ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✭❦✲
✶ ✮✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❞❡♥s❡ ❝❡❧❧s✱ t❤❡ s❡t Ck ♦❢ ❦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ❞❡♥s❡ ❝❡❧❧s ❛r❡
❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ❥♦✐♥✐♥❣ t❤❡ ✭❦✲✶ ✮✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❞❡♥s❡ ❝❡❧❧s✳ ❚❤❡♥✱ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❞✐s✲
❝❛r❞s ❢r♦♠ Ck t❤❡ ❝❡❧❧s ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✐♥ ✭❦✲✶ ✮✲❞✐♠❡♥s✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t
✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ Ck−1✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❜② ♣❛rs✐♥❣ ❛❧❧ ❞❛t❛✱ ♦♥❧② t❤♦s❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s t❤❛t ❛r❡ r❡✲
❛❧❧② ❞❡♥s❡ ❛r❡ ❦❡♣t ✐♥ Ck✳ ■♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✱ t❤❡ t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡ ✭①✱②✮ ❤❛s ❜❡❡♥
♣❛rt✐t✐♦♥❡❞ ❜② ❛ 6 × 6 ❣r✐❞✳ ❆ss✉♠✐♥❣ τ = 8✱ ✐❢ t❤❡ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ♦♥ t❤❡



✺✻ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❯♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣

x ❞✐♠❡♥s✐♦♥✱ t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ✶✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❞❡♥s❡ ❝❡❧❧s X1 = (0.2 ≤ x < 0.3) ❛♥❞
X2 = (0.4 ≤ x < 0.5)✳ ❆♥❞ ✐❢ t❤❡ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ♦♥ t❤❡ y ❞✐♠❡♥s✐♦♥✱ t❤❡r❡ ❛r❡
❛❧s♦ t✇♦ ✶✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❞❡♥s❡ ❝❡❧❧s Y 1 = (0.1 ≤ y < 0.2) ❛♥❞ Y 2 = (0.4 ≤ y < 0.5)✳
❇② ❥♦✐♥✐♥❣ t❤❡ ✶✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❞❡♥s❡ ❝❡❧❧s✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❢♦✉r ✷✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝❛♥❞✐❞❛t❡
❞❡♥s❡ ❝❡❧❧s A = (0.2 ≤ x < 0.3, 0.4 ≤ y < 0.5)✱ B = (0.4 ≤ x < 0.5, 0.4 ≤ y < 0.5)✱
C = (0.2 ≤ x < 0.3, 0.1 ≤ y < 0.2) ❛♥❞ D = (0.4 ≤ x < 0.5, 0.1 ≤ y < 0.2)✳ ❇②
♣❛rs✐♥❣ ❛❧❧ ❞❛t❛ ❢♦r ✈❡r✐❢②✐♥❣ t❤❡ ❢♦✉r ✷✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ❞❡♥s❡ ❝❡❧❧s✱ ♦♥❧② t❤❡
❝❡❧❧ C ✇❤✐❝❤ ✐s r❡❛❧❧② ❞❡♥s❡ ✐s ❦❡♣t✳

❈▲■◗❯❊ ✐s ♥♦t s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ❞❛t❛✳ ❲❤❡♥ ♥❡✇ ♣♦✐♥ts ❛r❡
❛❞❞❡❞✱ ✇❡ ♦♥❧② ❤❛✈❡ t♦ ✈❡r✐❢② ✐❢ t❤❡ ❝❡❧❧s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡s❡ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ❞❡♥s❡ ♦r ♥♦t✳
■❢ t❤❡② ❛r❡ ❞❡♥s❡✱ ✇❡ tr② t♦ ❝♦♥♥❡❝t t❤❡s❡ ❝❡❧❧s ✇✐t❤ ❡①✐st✐♥❣ ❝❧✉st❡rs ♦r ❝r❡❛t❡ ♥❡✇
❝❧✉st❡r ✐❢ t❤❡② ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ✐s♦❧❛t❡ ❞❡♥s❡ ❝❡❧❧s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❈▲■◗❯❊ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❞
✐♥ ❛♥ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❝♦♥t❡①t✳ ■ts ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✐s O(Nd+ kd)✱ ✇❤❡r❡ d ✐s
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳ ■t ✐s t❤✉s s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ❧❛r❣❡ ❞❛t❛❜❛s❡s ❜✉t ♥♦t s✉✐t❛❜❧❡
❢♦r ✈❡r② ❤✐❣❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❞❛t❛✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❢♦r ✜♥❞✐♥❣ ❝❧✉st❡r ❢♦r ❛ ♥❡✇ ♣♦✐♥t
✐s O(1)✳ ❚❤❡ ♦✉t❧✐❡rs ♠❛② ❜❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ❜② ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ ❝❡❧❧s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥♦t ❞❡♥s❡✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ❈▲■◗❯❊ ❞♦❡s ♥♦t ♣r♦❞✉❝❡ ❛♥② ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❝❧✉st❡rs✳ ❚❤❡
r❡s✉❧t ♦❢ ❈▲■◗❯❊ ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ k ❜✉t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧
❧❡♥❣t❤ ξ✱ ✇❤✐❝❤ ❤✐❣❤❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❞❛t❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❣r✐❞✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞s ❚❤❡ ❣r✐❞✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ✐♥ ❣❡♥✲
❡r❛❧ ❛❞❛♣t❡❞ t♦ ❧❛r❣❡ ❞❛t❛❜❛s❡s✳ ❚❤❡② ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❛♥ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❝♦♥t❡①t
❛♥❞ t♦ ❞❡t❡❝t ♦✉t❧✐❡rs✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ❤✐❣❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝♦♥t❡①t✱ ❞❛t❛ ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧②
❡①tr❡♠❡❧② s♣❛rs❡✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ✐t ✐s ❞✐✣❝✉❧t t♦ s♣❡❝✐❢② t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♣❛r❛♠❡t❡r ❢♦r
❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ ❞❡♥s❡ ❝❡❧❧s✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ❜❡tt❡r t❤❛♥
❣r✐❞✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞s✳

✸✳✷✳✸ ❉❡♥s✐t②✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞s

❉❡♥s✐t②✲❜❛s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ❛✐♠ ❛t ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ❛ s❡t ♦❢ ✈❡❝t♦rs ❜❛s❡❞
♦♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡s❡ ✈❡❝t♦rs✳ ❊❛❝❤ ✈❡❝t♦r ❣r♦✉♣ ✇❤✐❝❤ ✐s ❧♦❝❛❧❧② ❞❡♥s❡ ✐s
❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ ❝❧✉st❡r✳ P♦✐♥ts ✐♥ s♣❛rs❡ ❛r❡❛s ❛r❡ ♥♦r♠❛❧❧② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ♥♦✐s❡
♣♦✐♥ts ♦r ❜♦r❞❡r ♣♦✐♥ts✳ ❙♦♠❡ ♠❡t❤♦❞s ♦❢ t❤✐s ❦✐♥❞ ❛r❡ ❉❇❙❈❆◆ ❬✷✼❪✱ ❖P❚■❈❙ ❬✹❪✱
❉❊◆❈▲❯❊ ❬✹✾❪ ❛♥❞ ❊▼ ❬✽✾❪✳

❉❇❙❈❆◆ ❬✷✼❪ ❉❡♥s✐t② ❇❛s❡❞ ❙♣❛t✐❛❧ ❈❧✉st❡r✐♥❣ ♦❢ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ◆♦✐s❡ ✭❉❇✲
❙❈❆◆✮ ✐s t❤❡ ♠♦st ♣♦♣✉❧❛r ❞❡♥s✐t②✲❜❛s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞✳ ❉❇❙❈❆◆ ✐s ❜❛s❡❞
♦♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❞❡♥s✐t② ♦❢ ✈❡❝t♦rs t♦ ✐❞❡♥t✐❢② s✉❜s❡ts ♦❢ ❞❡♥s❡ ✈❡❝t♦rs t❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡
❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❝❧✉st❡rs✳ ❋♦r ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❡r♠s✿

✕ ε✲♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞ ♦❢ ❛ ♣♦✐♥t p✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❛s Nε(p)✱ ❝♦♥t❛✐♥s ❛❧❧ t❤❡ ♣♦✐♥ts q✱
✇❤♦s❡ ❞✐st❛♥❝❡ D(p, q) < ε✳

✕ ▼✐♥Pts ✐s ❛ ❝♦♥st❛♥t ✈❛❧✉❡ ✉s❡❞ ❢♦r ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ ❝♦r❡ ♣♦✐♥ts ✐♥ ❛ ❝❧✉st❡r✳
❆ ♣♦✐♥t ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ ❝♦r❡ ♣♦✐♥t ✐❢ t❤❡r❡ ❛r❡ ❛t ❧❡❛st MinPts ♣♦✐♥ts ✐♥
✐ts ε✲♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞✳

✕ ❉✐r❡❝t❧② ❞❡♥s✐t②✲r❡❛❝❤❛❜❧❡✿ ❛ ♣♦✐♥t p ✐s ❞✐r❡❝t❧② ❞❡♥s✐t②✲r❡❛❝❤❛❜❧❡ ❢r♦♠ ❛ ♣♦✐♥t
q ✐❢ q ✐s ❛ ❝♦r❡ ♣♦✐♥t ❛♥❞ p ∈ Nε(q)✳



✸✳✷✳ ▼❛❥♦r ❡①✐st✐♥❣ ✉♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ✺✼

✕ ❉❡♥s✐t②✲r❡❛❝❤❛❜❧❡✿ ❛ ♣♦✐♥t p ✐s ❞❡♥s✐t②✲r❡❛❝❤❛❜❧❡ ❢r♦♠ ❛ ❝♦r❡ ♣♦✐♥t q ✐❢ t❤❡r❡
✐s ❛ ❝❤❛✐♥ ♦❢ ♣♦✐♥ts p1✱✳✳✳✱pn s✉❝❤ t❤❛t p1 = q✱ pn = p ❛♥❞ ❢♦r ∀i = 1, ..., n− 1✱
pi+1 ✐s ❞✐r❡❝t❧② ❞❡♥s✐t②✲r❡❛❝❤❛❜❧❡ ❢r♦♠ pi✳

✕ ❉❡♥s✐t②✲❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✿ t✇♦ ♣♦✐♥t p ❛♥❞ q ❛r❡ ❞❡♥s✐t②✲❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♣♦✐♥t
o s✉❝❤ t❤❛t p ❛♥❞ q ❛r❡ ❜♦t❤ ❞❡♥s✐t②✲r❡❛❝❤❛❜❧❡ ❢r♦♠ o✳

■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ ❛ ❝❧✉st❡r ✐s ❞❡✜♥❡❞ t♦ ❜❡ ❛ s❡t ♦❢ ❞❡♥s✐t②✲❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♣♦✐♥ts✳ ❚❤❡
❉❇❙❈❆◆ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

✶✳ ▲❛❜❡❧ ❛❧❧ ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ❛s ✉♥❝❧❛ss✐✜❡❞✳

✷✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ✉♥❝❧❛ss✐✜❡❞ ♣♦✐♥t xi✿

✭❛✮ ■❢ xi ✐s ❛ ❝♦r❡ ♣♦✐♥t✿

✐✳ ❆ss✐❣♥ xi t♦ ❛ ♥❡✇ ❝❧✉st❡r✳

✐✐✳ ❊①♣❛♥❞ t❤❡ ♥❡✇ ❝❧✉st❡r ♦❢ xi s♦ t❤❛t ✐t ❝♦♥t❛✐♥s ❛❧❧ ♣♦✐♥ts ✇❤✐❝❤ ❛r❡
❞❡♥s✐t②✲r❡❛❝❤❛❜❧❡ ❢r♦♠ xi✳

✭❜✮ ■❢ xi ✐s ♥♦t ❛ ❝♦r❡ ♣♦✐♥t✱ ✇❡ ❧❛❜❡❧ xi ❛s ◆❖■❙❊✳

❲❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t ❛ ♣♦✐♥t ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ ♠❛r❦❡❞ ❛s ◆❖■❙❊ ♠❛② ❜❡ ❛ss✐❣♥❡❞ ❧❛t❡r
t♦ ❛ ❝❧✉st❡r ✐❢ ✐t ❜❡❝♦♠❡s ❞❡♥s✐t②✲r❡❛❝❤❛❜❧❡ t♦ ❛ ♣♦✐♥t ✐♥ t❤✐s ❝❧✉st❡r✳

❉✐✛❡r✐♥❣ ❢r♦♠ ❦✲♠❡❛♥s ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❉❇❙❈❆◆ ❛❧❧♦✇s t♦ ✜♥❞ ❝❧✉st❡rs ✇✐t❤ ❝♦♠✲
♣❧❡① s❤❛♣❡s✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧✉st❡rs ❞♦❡s ♥♦t ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ✜①❡❞ ❛ ♣r✐♦r✐ ❛♥❞ ♥♦
❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s ♠❛❞❡ ♦♥ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡s✳ ■t ✐s r♦❜✉st t♦ ♦✉t❧✐❡rs✳
❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❜❡✐♥❣ ❧♦✇✿ O(NlogN)✱ ❉❇❙❈❆◆ ✐s
s✉✐t❛❜❧❡ t♦ ❧❛r❣❡ ❞❛t❛ s❡ts✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❢♦r ✜♥❞✐♥❣ ❛ ❝❧✉st❡r ❢♦r ❛ss✐❣♥✐♥❣ ❛ ♥❡✇
♣♦✐♥t ✐s O(logN)✳ ❇✉t ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ε ❛♥❞MinPts ❛r❡ ❞✐✣❝✉❧t
t♦ ❛❞❥✉st ❛♥❞ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❞♦❡s ♥♦t ❣❡♥❡r❛t❡ ❝❧✉st❡rs ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❧❡✈❡❧s ♦❢ s❝❛tt❡r
❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❜❡✐♥❣ ✜①❡❞✳ ❚❤❡ ♣♦✐♥ts ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♦♥ t❤❡ ❡❞❣❡ ♦❢ t✇♦
❝❧✉st❡rs ♠❛② ❝❤❛♥❣❡ t❤❡✐r ❝❧✉st❡r ♠❡♠❜❡rs❤✐♣ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♦r❞❡r
♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥ts✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❉❇❙❈❆◆ ❢❛✐❧s ❢♦r ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ❝❧✉st❡rs ✐❢ t❤❡ ❞❡♥s✐t②
✈❛r✐❡s ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❝❧✉st❡r ♦r ✐❢ t❤❡ ❞❛t❛ s❡t ✐s t♦♦ s♣❛rs❡✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡
♥♦t ❛❞❛♣t❡❞ t♦ ❤✐❣❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❞❛t❛✳ ❉❇❙❈❆◆ ❞♦❡s ♥♦t ♣r♦❞✉❝❡ ❛♥② ❤✐❡r❛r❝❤✐✲
❝❛❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❝❧✉st❡rs✳ ❆♥❞ ✐t ✐s ❞✐✣❝✉❧t t♦ ✉s❡❞ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐♥ ❛♥ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧
❝♦♥t❡①t✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✇❤❡♥ ✇❡ ✐♥s❡rt ♦r ❞❡❧❡t❡ s♦♠❡ ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡✱ t❤❡ ❧♦❝❛❧
❞❡♥s✐t② ♦❢ ✈❡❝t♦rs ✐s ❝❤❛♥❣❡❞✱ ❛♥❞ s♦♠❡ ♥♦♥✲❝♦r❡ ♣♦✐♥ts ❝♦✉❧❞ ❜❡❝♦♠❡ ❝♦r❡ ♣♦✐♥ts
❛♥❞ ✈✐❝❡ ✈❡rs❛✳

❖P❚■❈❙ ❬✹❪ ❖r❞❡r✐♥❣ P♦✐♥ts ❚♦ ■❞❡♥t✐❢② t❤❡ ❈❧✉st❡r✐♥❣ ❙tr✉❝t✉r❡ ✭❖P❚■❈❙✮ ✐s
❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❉❇❙❈❆◆ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❆s ❉❇❙❈❆◆✱ ❖P❚■❈❙ ❤❛s t✇♦ ♣❛r❛♠❡t❡rs
ε ❛♥❞MinPts✱ ❜✉t ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ✇♦r❦✐♥❣ ✇✐t❤ ❛ s✐♥❣❧❡ ✈❛❧✉❡ ε✱ ✐t ✇♦r❦s ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐st❛♥❝❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs εi ✭0 ≤ εi ≤ ε✮✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s t♦ ♦❜t❛✐♥ ❝❧✉st❡rs ✇✐t❤
❞✐✛❡r❡♥t s❝❛tt❡rs ✭❞❡♥s✐t✐❡s✮✳ ❲❡ ✜rst ✐♥tr♦❞✉❝❡ t✇♦ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s✿

✕ ❈♦r❡❴❞✐st❛♥❝❡✿ t❤❡ ❝♦r❡❴❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ ❛ ♣♦✐♥t p ✐s t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞✐st❛♥❝❡ ε′ ≤ ε
s✉❝❤ t❤❛t p ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛ ❝♦r❡ ♣♦✐♥t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ε′✳

core❴distance(p) =

{

UnDefined, if |Nε(p)| < MinPts
MinPts❴distance(p), otherwise

✇❤❡r❡ |Nε(p)| ✐s t❤❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐t② ♦❢ Nε(p) ❛♥❞ MinPts❴distance(p) ✐s t❤❡
❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ p t♦ ✐ts MinPtsth ♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦✉r✳



✺✽ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❯♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣

✕ ❘❡❛❝❤❛❜✐❧✐t②❴❞✐st❛♥❝❡✿ t❤❡ r❡❛❝❤❛❜✐❧✐t②❴❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ ❛ ♣♦✐♥t p ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t
t♦ ❛♥♦t❤❡r ♣♦✐♥t o ✐s t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞✐st❛♥❝❡ ε′ ≤ ε s✉❝❤ t❤❛t p ✐s ❞✐r❡❝t❧②
❞❡♥s✐t②✲r❡❛❝❤❛❜❧❡ ❢r♦♠ o ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ε′✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ r❡❛❝❤❛❜✐❧✲
✐t②❴❞✐st❛♥❝❡ ❝❛♥♥♦t ❜❡ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ❝♦r❡❴❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ o ❜❡❝❛✉s❡ ❢♦r ε′ <
core❴distance(o)✱ o ✐s ♥♦t ❛ ❝♦r❡ ♣♦✐♥t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ε′ ❛♥❞ ♥♦ ♣♦✐♥t ✐s
❞✐r❡❝t❧② ❞❡♥s✐t②✲r❡❛❝❤❛❜❧❡ ❢r♦♠ o✳

reachability❴distance(p, o) =

{

Undefined, if |Nε(o)| < MinPts
max(core❴distance(o), D(o, p)), otherwise

✇❤❡r❡ D(o, p) ✐s t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ o ❛♥❞ p✳
❚❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ t❤❡ ❖P❚■❈❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s t♦ ❝r❡❛t❡ ❛♥ ♦r❞❡r✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡

♦❜❥❡❝ts ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡✐r s♠❛❧❧❡st r❡❛❝❤❛❜✐❧✐t②❴❞✐st❛♥❝❡ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❝❧♦s❡st ♣♦✐♥ts
✐♥ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡ s♣❛❝❡ ❛r❡ ♥❡✐❣❤❜♦✉rs ✐♥ t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦r❞❡r❡❞ ❧✐st✳ ■♥ t❤✐s ♦r❞❡r❡❞ ❧✐st✱
❡❛❝❤ ♦❜❥❡❝t ✐s st♦r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦r❡❴❞✐st❛♥❝❡ ❛♥❞ t❤❡ s♠❛❧❧❡st r❡❛❝❤❛❜✐❧✐t②❴❞✐st❛♥❝❡
t♦ ✐ts ♣r❡❞❡❝❡ss♦rs ✐♥ t❤❡ ♦r❞❡r❡❞ ❧✐st✳

❚❤❡ ❖P❚■❈❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿
❖P❚■❈❙✭DB✱ ε✱ MinPts✱ OrderedF ile✮

✶✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t p ∈ DB✿ p.reachability❴distance← UNDEFINED

✷✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ✉♥♣r♦❝❡ss❡❞ ♣♦✐♥t p ∈ DB✿

✭❛✮ ListNeighbours← ❧✐st ♦❢ ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ ε✲♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞ ♦❢ p✳

✭❜✮ ▼❛r❦ p ❛s ♣r♦❝❡ss❡❞✳

✭❝✮ ❈♦♠♣✉t❡ t❤❡ core❴distance ♦❢ p✳

✭❞✮ ❲r✐t❡ p t♦ t❤❡ OrderedF ile✳

✭❡✮ ■♥✐t✐❛❧✐③❡ OrderedSeeds← ❡♠♣t② q✉❡✉❡✳

✭❢✮ ■❢ p.core❴distance 6= UNDEFINED t❤❡♥ ✴✴ ✐❢ p ✐s ❛ ❝♦r❡ ♣♦✐♥t

✐✳ ❯♣❞❛t❡✭ListNeighbours✱ p✱ OrderedSeeds✮

✐✐✳ ❲❤✐❧❡ OrderedSeeds ✐s ♥♦t ❡♠♣t② ❞♦✿
✕ q ← OrderedSeeds.next()
✕ newListNeighbours ← ❧✐st ♦❢ ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ ε✲♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞
♦❢ q✳

✕ ▼❛r❦ q ❛s ♣r♦❝❡ss❡❞✳
✕ ❈♦♠♣✉t❡ t❤❡ core❴distance ♦❢ q✳
✕ ❲r✐t❡ q t♦ t❤❡ OrderedF ile✳
✕ ■❢ q.core❴distance 6= UNDEFINED t❤❡♥
❯♣❞❛t❡✭newListNeighbours✱ q✱ OrderedSeeds✮

❋♦r ❡❛❝❤ ✉♥♣r♦❝❡ss❡❞ ♦❜❥❡❝t p✱ ✐❢ p ✐s ❛ ❝♦r❡ ♦❜❥❡❝t✱ ❛❧❧ ♣♦✐♥ts ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❞✐r❡❝t❧②
❞❡♥s✐t②✲r❡❛❝❤❛❜❧❡ ❢r♦♠ p ❛r❡ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❛♥❞ ✐♥s❡rt❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ❧✐st OrderedSeeds ❢♦r
❢✉rt❤❡r ❡①♣❛♥s✐♦♥✳ ❖❜❥❡❝ts ✐♥ t❤❡ OrderedSeeds ❛r❡ ❛s❝❡♥❞❛♥t❧② s♦rt❡❞ ❜② t❤❡✐r
r❡❛❝❤❛❜✐❧✐t②❴❞✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡ ❝❧♦s❡st ♣r♦❝❡ss❡❞ ❝♦r❡ ♦❜❥❡❝t ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ t❤❡② ❛r❡ ❞✐✲
r❡❝t❧② ❞❡♥s✐t②✲r❡❛❝❤❛❜❧❡✳ ■♥ ❡❛❝❤ st❡♣ ♦❢ t❤❡ ❲❍■▲❊ ❧♦♦♣✱ ❖P❚■❈❙ ❝❤♦♦s❡s t♦
♣r♦❝❡ss ❛♥ ♦❜❥❡❝t q ❤❛✈✐♥❣ t❤❡ s♠❛❧❧❡st r❡❛❝❤❛❜✐❧✐t②❴❞✐st❛♥❝❡ ✐♥ t❤❡ OrderedSeeds
❧✐st✳ ■❢ q ✐s ❛❧s♦ ❛ ❝♦r❡ ♦❜❥❡❝t✱ ✐ts ❞✐r❡❝t❧② ❞❡♥s✐t②✲r❡❛❝❤❛❜❧❡ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ❛❧s♦ ❝♦❧✲
❧❡❝t❡❞ ❛♥❞ ✐♥s❡rt❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ❧✐st OrderedSeeds✳ ❊❛❝❤ t✐♠❡ ❛ ♣♦✐♥t ✐s ♣r♦❝❡ss❡❞✱
✐t ✐s ✇r✐tt❡♥ ✐♥t♦ t❤❡ ♦✉t♣✉t OrderedF ile✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♦❜❥❡❝t ✇✐t❤ t❤❡ ❧♦✇❡st



✸✳✷✳ ▼❛❥♦r ❡①✐st✐♥❣ ✉♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ✺✾

r❡❛❝❤❛❜✐❧✐t②❴❞✐st❛♥❝❡ ✐♥ t❤❡ OrderedSeeds ❧✐st ✐s ❛❧✇❛②s s❡❧❡❝t❡❞ ❢♦r ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ✐♥
♦r❞❡r t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t ❝❧✉st❡rs ♦❢ ❤✐❣❤❡r ❞❡♥s✐t② ❛r❡ ✜♥✐s❤❡❞ ✜rst✳

■♥s❡rt✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ ε✲♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞ ♦❢ ❛ ❝♦r❡ ♣♦✐♥t ✐♥t♦ t❤❡ s❡❡❞✲❧✐st
OrderedSeeds ✐s ♠❛♥❛❣❡❞ ❜② t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❯♣❞❛t❡✭listNeighbours✱ coreObject✱
OrderedSeeds✮ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜❡❧♦✇✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ✉♥♣r♦❝❡ss❡❞ ♣♦✐♥t o ✐♥ t❤❡ ε✲♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞
♦❢ t❤❡ coreObject✱ ✐ts r❡❛❝❤❛❜✐❧✐t②❴❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ coreObject ✐s ✜rst ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✳
o ✐s ✐♥s❡rt❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ OrderedSeeds ❧✐st ✇✐t❤ ✐ts r❡❛❝❤❛❜✐❧✐t②❴❞✐st❛♥❝❡ ✐❢ ✐t ✐s ♥♦t ②❡t
✐♥ t❤❡ ❧✐st✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ ✐❢ o ✐s ❛❧r❡❛❞② ✐♥ t❤❡ ❧✐st ❛♥❞ ✐ts ♥❡✇ r❡❛❝❤❛❜✐❧✐t②❴❞✐st❛♥❝❡ ✐s
s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s r❡❛❝❤❛❜✐❧✐t②❴❞✐st❛♥❝❡✱ ✐t ✐s ♠♦✈❡❞ ✉♣ t♦ t❤❡ t❤❡ s✉✐t❛❜❧❡
♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❧✐st✳
❯♣❞❛t❡✭listNeighbours✱ coreObject✱ OrderedSeeds✮

✶✳ core❴dist← coreObject.core❴distance✳

✷✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ✉♥♣r♦❝❡ss❡❞ ♣♦✐♥t o ∈ listNeighbours✿

✭❛✮ new❴reachability❴dist← max(core❴dist,D(coreObject, o))

✭❜✮ ✐❢ o.reachability❴distance = UNDEFINED ✴✴ o ✐s ♥♦t ✐♥ t❤❡
OrderedSeeds

✐✳ o.reachability❴distance← new❴reachability❴dist

✐✐✳ OrderedSeeds.insert(o, new❴reachability❴dist)

❡❧s❡ ✐❢ new❴reachability❴dist < o.reachability❴distance t❤❡♥

✐✳ o.reachability❴distance← new❴reachability❴dist

✐✐✳ OrderedSeeds.move❴up(o, new❴reachability❴dist)

❚❤❡ ♦r❞❡r❡❞ ❧✐st ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ❖P❚■❈❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❞❡t❡❝t
t❤❡ ❝❧✉st❡r ♠❡♠❜❡rs❤✐♣s ♦❢ ♦❜❥❡❝ts✳ ❆ ✏✢❛t✑ ♦r ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ❝❧✉st❡r✐♥❣ str✉❝t✉r❡
❝❛♥ ❜❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤✐s ♦r❞❡r❡❞ ❧✐st ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✉s❡❞✳ ❚❤❡
❊①tr❛❝t❉❇❙❈❆◆✲❈❧✉st❡r✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❬✹❪ ❛❧❧♦✇s t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ❛ ✏✢❛t✑
❝❧✉st❡r✐♥❣ str✉❝t✉r❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ MinPts ❛♥❞ ❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ε′ ≤ ε ❜②
s❝❛♥♥✐♥❣ t❤❡ ♦r❞❡r❡❞ ❧✐st ❛♥❞ ❛ss✐❣♥✐♥❣ t❤❡ ❝❧✉st❡r✲♠❡♠❜❡rs❤✐♣s ❢♦r t❤❡ ♦❜❥❡❝ts ❞❡✲
♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡✐r r❡❛❝❤❛❜✐❧✐t②❴❞✐st❛♥❝❡ ❛♥❞ ❝♦r❡❴❞✐st❛♥❝❡✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ❝✉rr❡♥t ♦❜❥❡❝t
o✱ ✐❢ ✐ts r❡❛❝❤❛❜✐❧✐t②❴❞✐st❛♥❝❡ ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ε′✱ o ✐s ✐♥s❡rt❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❝❧✉s✲
t❡r ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✐s ❞✐r❡❝t❧② ❞❡♥s✐t②✲r❡❛❝❤❛❜❧❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ MinPts ❛♥❞ ε′ ❢r♦♠ ❛
♣r❡❝❡❞✐♥❣ ❝♦r❡ ♦❜❥❡❝t ✐♥ t❤❡ ♦r❞❡r❡❞ ❧✐st✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ ✐t ✐s ♥♦t ❞❡♥s✐t②✲r❡❛❝❤❛❜❧❡
❢r♦♠ ❛♥② ♦❢ t❤❡ ♣r❡❝❡❞✐♥❣ ♦❜❥❡❝ts✱ ❛♥❞ ✇❡ st❛rt ❛ ♥❡✇ ❝❧✉st❡r ✐❢ o ✐s ❛ ❝♦r❡ ♦❜❥❡❝t✱
♦r ❛ss✐❣♥ o ❛s ❛ ◆❖■❙❊ ♣♦✐♥t ✐❢ o ✐s ♥♦t ❛ ❝♦r❡ ♦❜❥❡❝t✳ ❆♥♦t❤❡r ✇❛② t♦ ✐❞❡♥t✐❢②
t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ str✉❝t✉r❡ ✐s t♦ ✉s❡ t❤❡ r❡❛❝❤❛❜✐❧✐t②✲♣❧♦t ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ✷❉ ♣❧♦t ✇✐t❤ t❤❡
♦r❞❡r✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥t ♦♥ t❤❡ ①✲❛①✐s ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ r❡❛❝❤❛❜✐❧✐t②❴❞✐st❛♥❝❡
♦♥ t❤❡ ②✲❛①✐s ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✳ ❆s ♣♦✐♥ts ❤❛✈✐♥❣ ❧♦✇ r❡❛❝❤❛❜✐❧✐t②❴❞✐st❛♥❝❡
s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❝❧✉st❡r ✇✐t❤ ♣r❡❝❡❞❡♥t ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ ♦r❞❡r❡❞ ❧✐st✱ t❤❡ ❝❧✉st❡rs
❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ❛s ✈❛❧❧❡②s ✐♥ t❤❡ r❡❛❝❤❛❜✐❧✐t②✲♣❧♦t✳ ❇② ✉s✐♥❣ t❤❡ r❡❛❝❤❛❜✐❧✐t②✲♣❧♦t✱
✇❡ ❝❛♥ ❞❡t❡❝t ❝❧✉st❡rs ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ✏✢❛t✑ ♦r ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡s✳

❆s ❉❇❙❈❆◆✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧✉st❡rs ❞♦❡s ♥♦t ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ✜①❡❞ ❛ ♣r✐♦r✐✳ ❖P❚■❈❙
✐s r♦❜✉st t♦ ♦✉t❧✐❡rs✱ ❜✉t ♠❛② ♥♦t ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❤✐❣❤✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❞❛t❛ ♦r ✐♥ ❛♥
✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❝♦♥t❡①t✳ ❚❤❡ t✐♠❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s ❛❜♦✉t O(NlogN)✱ ✐t ✐s
t❤✉s s✉✐t❛❜❧❡ t♦ ❧❛r❣❡ ❞❛t❛ s❡ts✳ ❚❤❡ ❝❧✉st❡r ❢♦r ❛ss✐❣♥✐♥❣ ❛ ♥❡✇ ♣♦✐♥t ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞
✐♥ O(logN) t✐♠❡✳ ❚❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ r❡s✉❧t ❛❧s♦ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡



✻✵ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❯♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣

❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✿ ❘❡❛❝❤❛❜✐❧✐t②✲♣❧♦t ❡①❛♠♣❧❡ ❬✹❪✳

❞❛t❛ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ǫ ❛♥❞ MinPts✳

❊▼ ❬✽✾❪ ❋♦r t❤❡ ❊①♣❡❝t❛t✐♦♥ ▼❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ✭❊▼✮ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡
✈❡❝t♦rs ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ s❡t ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❛♥❞ ✐❞❡♥t✐❝❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛
♠✐①t✉r❡ ♦❢ k ●❛✉ss✐❛♥s✱ t❤❡ jth ●❛✉ss✐❛♥ ❣❡♥❡r❛t❡s t❤❡ ♣♦✐♥ts ❢r♦♠ t❤❡ jth ❝❧✉st❡r✳
❚❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝❧✉st❡r Kj ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡ ♠❡❛♥ µj ❛♥❞ t❤❡
❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① Σj✳ ❊▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛✐♠s ❛t ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢
t❤❡ ♠✐①t✉r❡ ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥s ❜② ✐t❡r❛t✐✈❡❧② ❛ss✐❣♥✐♥❣ t❤❡ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts t♦ ❝❧✉st❡rs ✭s♦❢t
❛ss✐❣♥♠❡♥t✮ ❛♥❞ ✉♣❞❛t✐♥❣ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♦❢
t❤❡s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ❝❧✉st❡r ❛ss✐❣♥♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥ts✳

❚❤❡ ❊▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦♥s✐sts ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ st❡♣s✿

✶✳ ❘❛♥❞♦♠❧② ✐♥✐t✐❛❧✐③❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧✳ ❆ss✉♠❡
t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ k ●❛✉ss✐❛♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛r❡✿

θ(0) = {µ
(0)
1 , µ

(0)
2 , ..., µ

(0)
k ,Σ

(0)
1 ,Σ

(0)
2 , ...,Σ

(0)
k , α

(0)
1 , α

(0)
2 , ..., α

(0)
k } ✭✸✳✻✮

✇❤❡r❡ αj r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❡❛❝❤ ❝❧✉st❡r✳

✷✳ t← 0❀

✸✳ ❘❡♣❡❛t ✉♥t✐❧ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✿

✭❛✮ ❊✲st❡♣✿ ❍❛✈✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧✱ ✇❡ ❝♦♠✲
♣✉t❡✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❜❥❡❝t xi ❛♥❞ ❡❛❝❤ ❝❧✉st❡r Kj✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t xi

❜❡❧♦♥❣s t♦ Kj✿

P (xi ∈ Kj|xi, θ
(t)) =

P (xi|xi ∈ Kj, θ
(t)).P (Kj|θ

(t))

P (xi|θ(t))

=
P (xi|xi ∈ Kj, µ

(t)
j ,Σ

(t)
j )α

(t)
j

∑k

j=1 P (xi|xi ∈ Kj, µ
(t)
j ,Σ

(t)
j )α

(t)
j

✭✸✳✼✮

✭❜✮ ▼✲st❡♣✿ ●✐✈❡♥ t❤❡ ❝❧✉st❡r ❛ss✐❣♥♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥ts✱ ✇❡ ✉♣❞❛t❡ t❤❡ ♣❛✲
r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ♠✐①t✉r❡ ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥s s♦ t❤❛t ✐t ♠❛①✐♠✐③❡s t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞



✸✳✷✳ ▼❛❥♦r ❡①✐st✐♥❣ ✉♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ✻✶

♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳

α
(t+1)
j = P (Kj) =

1

N

N
∑

i=1

P (xi ∈ Kj|xi, θ
(t)) ✭✸✳✽✮

µ
(t+1)
j =

∑N

i=1 P (xi ∈ Kj|xi, θ
(t))xi

∑N

i=1 P (xi ∈ Kj|xi, θ(t))
✭✸✳✾✮

Σ
(t+1)
j =

∑N

i=1 P (xi ∈ Kj|xi, θ
(t))(xi − µ

(t+1)
j )(xi − µ

(t+1)
j )T

∑N

i=1 P (xi ∈ Kj|xi, θ(t))
✭✸✳✶✵✮

❆❢t❡r s❡tt✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧✱ ❊▼ ❛ss✐❣♥s
❡❛❝❤ ❞❛t❛ ♣♦✐♥t xi t♦ t❤❡ ♠♦st ❧✐❦❡❧② ❝❧✉st❡r Kj ✭❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② P (xi ∈ Kj|xi, θ)✮✳ ❊▼ ✐s s✐♠♣❧❡ t♦ ❛♣♣❧② ❛♥❞ ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡
♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛✳ ■t ❛❧❧♦✇s t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ♦✉t❧✐❡rs ✭❡✳❣✳ ♦❜❥❡❝ts ❢♦r ✇❤✐❝❤
❛❧❧ t❤❡ ♠❡♠❜❡rs❤✐♣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❛r❡ ❜❡❧♦✇ ❛ ❣✐✈❡♥ t❤r❡s❤♦❧❞✮✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧
❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❊▼ ✐s ❛❜♦✉t O(Nk2l)✱ ✇❤❡r❡ l ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s✳ ❆♥❞ t❤❡
❝♦♠♣❧❡①✐t② ❢♦r ✜♥❞✐♥❣ ❛ ❝❧✉st❡r ❢♦r ❛ss✐❣♥✐♥❣ ❛ ♥❡✇ ♣♦✐♥t ✐s ❛❜♦✉t O(k2)✳ ❊▼ ✐s
t❤✉s s✉✐t❛❜❧❡ t♦ ❧❛r❣❡ ❞❛t❛❜❛s❡s ✇❤❡♥ k ✐s s♠❛❧❧ ❡♥♦✉❣❤✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐❢ t❤❡ ❞❛t❛ ✐s ♥♦t
❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ ♠✐①t✉r❡ ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ♦❢t❡♥
♣♦♦r✱ ✇❤✐❧❡ ✐t ✐s ✈❡r② ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❤✐❣❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
❞❛t❛✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ r❡s✉❧t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ k✱ ❊▼ ♠❛② ❝♦♥✈❡r❣❡
t♦ ❛ ❧♦❝❛❧ ♦♣t✐♠✉♠✱ ❛♥❞ ✐t ✐s s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱
✐t ✐s ❞✐✣❝✉❧t t♦ ✉s❡ ❊▼ ✐♥ ❛♥ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❝♦♥t❡①t✱ ❛♥❞ ✐t ❞♦❡s ♥♦t ♣r♦❞✉❝❡ ❛♥②
❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡✳

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❞❡♥s✐t②✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞s ❚❤❡ ❞❡♥s✐t②✲❜❛s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤✲
♦❞s ❛r❡ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ s✉✐t❛❜❧❡ t♦ ❧❛r❣❡ ❞❛t❛❜❛s❡s ❛♥❞ ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ❞❡t❡❝t ♦✉t❧✐❡rs✳ ❇✉t
t❤❡② ❛r❡ ♥♦t ❛❞❛♣t❡❞ t♦ ❤✐❣❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✭s♣❛rs❡✮ ❞❛t❛ ❛♥❞ t♦ ❛♥ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❝♦♥✲
t❡①t✳

✸✳✷✳✹ ❍✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s

❍✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❞❡❝♦♠♣♦s❡ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧❧② t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ✈❡❝t♦rs✳ ❚❤❡② ♣r♦✲
✈✐❞❡ ❛ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❧✉st❡rs ✐♥t♦ s✉❜✲❝❧✉st❡rs ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♣❛rt✐✲
t✐♦♥✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ❧❡❛❞ t♦ ❛ ✏✢❛t✑ ♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❝❧✉st❡rs✳ ❙♦♠❡ ♠❡t❤♦❞s ♦❢ t❤✐s ❦✐♥❞
❛r❡✿ ❆●◆❊❙ ❬✻✸❪✱ ❉■❆◆❆ ❬✻✸❪✱ ❆❍❈ ❬✼✵❪✱ ❇■❘❈❍ ❬✶✹✺❪✱ ❈❯❘❊ ❬✹✶❪✳

❉■❆◆❆ ❬✻✸❪ ❉■✈✐s✐✈❡ ❆◆❆❧②s✐s ✭❉■❆◆❆✮ ✐s ❛ ❞✐✈✐s✐✈❡ ✭♦r t♦♣✲❞♦✇♥✮ ❛♣♣r♦❛❝❤
✇❤✐❝❤ ❝♦♥str✉❝ts t❤❡ ❤✐❡r❛r❝❤② ❜② s✉❝❝❡ss✐✈❡❧② ❞✐✈✐❞✐♥❣ ❝❧✉st❡rs ✐♥t♦ s♠❛❧❧❡r ❝❧✉st❡rs✳
■t st❛rts ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ❝❧✉st❡r ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ✈❡❝t♦rs ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡✱ t❤❡♥ ❛t
❡❛❝❤ st❡♣ t❤❡ ❝❧✉st❡r ✇✐t❤ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✐❛♠❡t❡r ✐s s♣❧✐t ✐♥t♦ t✇♦ s♠❛❧❧❡r ❝❧✉st❡rs✱
✉♥t✐❧ ❛❧❧ ❝❧✉st❡rs ❝♦♥t❛✐♥ ♦♥❧② ♦♥❡ s✐♥❣❧❡t♦♥✳ ❖♥❝❡ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❤✐❡r❛r❝❤② ✐s ❜✉✐❧t✱ ✇❡
❝❛♥ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ s♦❧✉t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧✉st❡rs✳ ❚❤❡
❞✐❛♠❡t❡r ♦❢ ❛ ❝❧✉st❡r ✐s t❤❡ ❧❛r❣❡st ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛♥② t✇♦ ♦❜❥❡❝ts ♦❢ t❤✐s ❝❧✉st❡r✳
■t ✐s ❡❛s② t♦ s❡❡ t❤❛t ❉■❆◆❆ ❜✉✐❧❞s t❤❡ ❤✐❡r❛r❝❤② ♦❢ N ♦❜❥❡❝ts ✐♥ N − 1 st❡♣s✳

❆ ❝❧✉st❡r K ✐s s♣❧✐t ✐♥t♦ t✇♦ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿



✻✷ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❯♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣

✶✳ ■❞❡♥t✐❢②✱ ✐♥ ❝❧✉st❡r ❑✱ t❤❡ ♦❜❥❡❝t x∗ ✇❤✐❝❤ ❤❛s t❤❡ ❧❛r❣❡st ❛✈❡r❛❣❡ ❞✐ss✐♠✐❧❛r✐t②
✇✐t❤ ❛❧❧ t❤❡ ♦t❤❡r ♦❜❥❡❝ts ♦❢ ❝❧✉st❡r ❑✱ t❤❡♥ x∗ ✐♥✐t✐❛❧✐③❡s ❛ ♥❡✇ ❝❧✉st❡r K∗✳

✷✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ♦❜❥❡❝t xi ∈ K \K∗✱ ❝♦♠♣✉t❡✿

di = average
xj∈K\K∗

[D(xi, xj)]− average
xj∈K∗

[D(xi, xj)] ✭✸✳✶✶✮

✇❤❡r❡ D(xi, xj) ✐s t❤❡ ❞✐ss✐♠✐❧❛r✐t② ❜❡t✇❡❡♥ xi ❛♥❞ xj✳

✸✳ ❈❤♦♦s❡ xk ❢♦r ✇❤✐❝❤ dk ✐s t❤❡ ❧❛r❣❡st✳ ■❢ dk > 0 t❤❡♥ ❛❞❞ xk ✐♥t♦ K∗✳

✹✳ ❘❡♣❡❛t st❡♣s ✷ ❛♥❞ ✸ ✉♥t✐❧ dk < 0✳

❚❤❡ ❞✐ss✐♠✐❧❛r✐t② ❜❡t✇❡❡♥ ♦❜❥❡❝ts ❝❛♥ ❜❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② ❞✐✛❡r❡♥t ❞✐st❛♥❝❡ ♦r ❞✐s✲
s✐♠✐❧❛r✐t② ♠❡❛s✉r❡s ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✹✳✷✮✳ ❚❤❡ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❉■❆◆❆ ❞♦❡s
♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ♦r ♦♥ ❛♥② ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ❇✉t ✐t ✐s
s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ ♦✉t❧✐❡rs ❛♥❞ ✐s ♥♦t ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❝♦♥t❡①t✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐❢
✇❡ ✇❛♥t t♦ ✐♥s❡rt ❛ ♥❡✇ ❡❧❡♠❡♥t x ✐♥t♦ ❛ ❝❧✉st❡r K t❤❛t ✐s ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ t✇♦ ❝❧✉st❡rs
K1 ❛♥❞ K2✱ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❝❧✉st❡r K ✐♥t♦ t✇♦ ♥❡✇ ❝❧✉st❡rs
K ′

1 ❛♥❞ K ′
2 ❛❢t❡r ✐♥s❡rt✐♥❣ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t x ♠❛② ❜❡ ✈❡r② ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ K1 ❛♥❞ K2✳

■♥ t❤❛t ❝❛s❡✱ ✐t ✐s ❞✐✣❝✉❧t t♦ r❡♦r❣❛♥✐③❡ t❤❡ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡
❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ t♦ s♣❧✐t ❛ ❝❧✉st❡r ✐♥t♦ t✇♦ ♥❡✇ ❝❧✉st❡rs ✐s ❛❧s♦ ❤✐❣❤ ✭❛t ❧❡❛st q✉❛❞r❛t✐❝
✇✐t❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ ❝❧✉st❡r t♦ ❜❡ s♣❧✐t✮✱ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧
❝♦♠♣❧❡①✐t② ✐s t❤✉s ❛t ❧❡❛st O(N2)✳ ❉■❆◆❆ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ♥♦t s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ❛ ❧❛r❣❡
❞❛t❛❜❛s❡✳ ❆t ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ ♦❢ t❤❡ ❤✐❡r❛r❝❤②✱ ❢♦r ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ ❝❤✐❧❞ ♥♦❞❡ t♦ ✇❤✐❝❤
❛ ♥❡✇ ♣♦✐♥t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛ss✐❣♥❡❞✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ♥❡✇ ♣♦✐♥t ❛♥❞ ❡✈❡r② ♣♦✐♥ts ♦❢ ❡❛❝❤ ❝❤✐❧❞ ♥♦❞❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❢♦r
❛ss✐❣♥✐♥❣ ❛ ♥❡✇ ♣♦✐♥t t♦ t❤❡ tr❡❡ ✐s ❛t ❧❡❛st O(N)✳

▼✐♥✐♠✉♠ ❙♣❛♥♥✐♥❣ ❚r❡❡ ❜❛s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❬✺✼❪ ▼✐♥✐♠✉♠ ❙♣❛♥♥✐♥❣ ❚r❡❡
❜❛s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✐s ❛ s✐♠♣❧❡ ❞✐✈✐s✐✈❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ■t st❛rts ❜② ❝♦♥str✉❝t✐♥❣ ❛ ▼✐♥✐♠✉♠
❙♣❛♥♥✐♥❣ ❚r❡❡ ✭▼❙❚✮ ❬✸✺❪✳ ❆ss✉♠❡ GN ✐s ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❣r❛♣❤ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❡❛❝❤ ✈❡rt❡①
r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ♣♦✐♥t ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ❛♥❞ ❡✈❡r② ♣❛✐r ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s ✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❜② ❛♥ ❡❞❣❡
❤❛✈✐♥❣ t❤❡ ✇❡✐❣❤t ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❞✐ss✐♠✐❧❛r✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
♣♦✐♥ts✳ ❆ s♣❛♥♥✐♥❣ tr❡❡ ❢♦r GN ✐s ❛ s✉❜✲❣r❛♣❤ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥♥❡❝ts ❛❧❧ ✈❡rt✐❝❡s ♦❢ GN

❡✐t❤❡r ❜② ❛♥ ❡❞❣❡ ♦r ❜② ❛ ♣❛t❤✱ ❜✉t ♥♦ ❝②❝❧❡s ❛r❡ ❢♦r♠❡❞✳ ❆ ♠✐♥✐♠✉♠ s♣❛♥♥✐♥❣
tr❡❡ ❢♦r GN ✐s t❤❡ s♣❛♥♥✐♥❣ tr❡❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❧♦✇❡st t♦t❛❧ ✇❡✐❣❤t✳ ❆ ▼❙❚ ❝❛♥ ❜❡
❝♦♥str✉❝t❡❞ ✉s✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ ❛♠♦♥❣ ✇❤✐❝❤ ❑r✉s❦❛❧✬s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬✻✽❪ ❛♥❞
Pr✐♠✬s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬✶✵✻❪ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✳ ❋♦r ❝❧✉st❡r✐♥❣✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ r❡♠♦✈❡s✱ ❛t ❡❛❝❤
✐t❡r❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❧♦♥❣❡st ❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ▼❙❚ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❝❧✉st❡rs✳ ❚❤❡ ♣r♦❝❡ss ❝♦♥t✐♥✉❡s
✉♥t✐❧ k ❝❧✉st❡rs ❛r❡ ❢♦✉♥❞ ♦r ✉♥t✐❧ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♠♦r❡ ❡❞❣❡ t♦ ❡❧✐♠✐♥❛t❡✳ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✹
r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ▼❙❚ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛ s❡t ♦❢ ✾ ♣♦✐♥ts A, ..., I✳ ❚❤❡ ❧♦♥❣❡st ❡❞❣❡
♦❢ ✇❡✐❣❤t ✻ ✐s r❡♠♦✈❡❞ ✜rst ❢♦r ❤❛✈✐♥❣ t✇♦ ❝❧✉st❡rs K1 = {A,B,C} ❛♥❞ K2 =
{D,E, F,G,H, I}✳ ❚❤❡ ♣r♦❝❡ss ❝♦♥t✐♥✉❡s ❜② r❡♠♦✈✐♥❣ t❤❡ ❡❞❣❡ ♦❢ ✇❡✐❣❤t ✸✳✽ ❢♦r
❞✐✈✐❞✐♥❣ t❤❡ ❝❧✉st❡r K2 ✐♥t♦ t✇♦ s♠❛❧❧❡r ❝❧✉st❡rs K3 = {D,E, F,G} ❛♥❞ K4 =
{H, I}✳

❚❤❡ ▼❙❚ ❜❛s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛✳
❚❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♣❛r❛♠❡t❡r t♦ ❜❡ ✜①❡❞✳ ❲❤❡♥ ♥❡✇ ❡❧❡♠❡♥ts ❛r❡ ❛❞❞❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡✱
t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ s♣❛♥♥✐♥❣ tr❡❡ ❤❛s t♦ ❜❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞✱ t❤❡r❡❢♦r❡ ✐t ♠❛② ❜❡ ❞✐✣❝✉❧t t♦
✉s❡ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐♥ ❛♥ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❝♦♥t❡①t✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s ✈❡r② s❡♥s✐t✐✈❡



✸✳✷✳ ▼❛❥♦r ❡①✐st✐♥❣ ✉♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ✻✸

❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ♠✐♥✐♠✉♠ s♣❛♥♥✐♥❣ tr❡❡ ❜❛s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣✳

t♦ ♦✉t❧✐❡rs ❛♥❞ ✐t ❤❛s ❛ ❤✐❣❤ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ O(N2)✱ ✐t ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ♥♦t
❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❢♦r ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❧❛r❣❡ ❞❛t❛❜❛s❡s✳ ❋♦r s✐♠♣❧② ❛ss✐❣♥✐♥❣ ❛ ♥❡✇ ♣♦✐♥t ❢♦r t❤❡
❡①✐st✐♥❣ ❝❧✉st❡rs ✇✐t❤♦✉t r❡❝♦♥str✉❝t✐♥❣ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ s♣❛♥♥✐♥❣ tr❡❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛ss✐❣♥
t❤✐s ♣♦✐♥t t♦ t❤❡ ❝❧✉st❡r ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ♣♦✐♥t ✇❤✐❝❤ ✐s ♥❡❛r❡st t♦ t❤❡ ♥❡✇ ♣♦✐♥t✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❢♦r ✜♥❞✐♥❣ ❛ ❝❧✉st❡r ❢♦r ❛ ♥❡✇ ♣♦✐♥t ✐s O(N)✳

❆❣❣❧♦♠❡r❛t✐✈❡ ❍✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ❈❧✉st❡r✐♥❣ ✭❆❍❈✮ ❬✼✵❪ ❆❍❈ ✐s ❛ ❜♦tt♦♠✲✉♣
❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞✳ ■t st❛rts ❜② ❛ss✐❣♥✐♥❣ ❡❛❝❤ ♦❜❥❡❝t t♦ ❛ s❡♣❛r❛t❡ ❝❧✉st❡r✳ ❚❤❡♥✱
✐t ♠❡r❣❡s ❛t ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥ t❤❡ t✇♦ ❝❧♦s❡st ❝❧✉st❡rs✱ ✉♥t✐❧ ✐t r❡♠❛✐♥s ♦♥❧② ♦♥❡ ❝❧✉st❡r
❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛❧❧ ❞❛t❛ ♦❜❥❡❝ts✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦♥s✐sts ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ st❡♣s✿

✶✳ ❆ss✐❣♥ ❡❛❝❤ ♦❜❥❡❝t t♦ ❛ s✐♥❣❧❡ ❝❧✉st❡r✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ N ❝❧✉st❡rs ❝♦rr❡s♣♦♥❞✲
✐♥❣ t♦ N ♦❜❥❡❝ts ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡✳

✷✳ ❈♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❞✐st❛♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❛❧❧ ♣❛✐rs ♦❢ ❝❧✉s✲
t❡rs✳

✸✳ ▼❡r❣❡ t❤❡ t✇♦ ❝❧♦s❡st ❝❧✉st❡rs✳

✹✳ ❈♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡s ❢r♦♠ t❤❡ ♥❡✇ ❝❧✉st❡r t♦ ❛❧❧ ♦t❤❡r ❝❧✉st❡rs ❛♥❞ ✉♣❞❛t❡
t❤❡ ♠❛tr✐①✳

✺✳ ❘❡♣❡❛t st❡♣s ✸ ❛♥❞ ✹ ✉♥t✐❧ t❤❡r❡ ✐s ♦♥❧② ♦♥❡ ❝❧✉st❡r ❧❡❢t✳

❚❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♦❜❥❡❝ts D(x, x′) ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡❛✲
s✉r❡s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✹✳✷✱ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❋♦r ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥
❛♥② t✇♦ ❝❧✉st❡rs Ki ❛♥❞ Kj✱ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛r❡ ♣r♦♣♦s❡❞✿

✕ ❙✐♥❣❧❡✲❧✐♥❦❛❣❡✿ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❝❧✉st❡rs Ki ❛♥❞ Kj ✐s t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠
❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛♥ ♦❜❥❡❝t ✐♥ ❝❧✉st❡r Ki ❛♥❞ ❛♥♦t❤❡r ♦❜❥❡❝t ✐♥ ❝❧✉st❡r Kj✿

D(Ki, Kj) = min
x∈Ki,x′∈Kj

D(x, x′) ✭✸✳✶✷✮



✻✹ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❯♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣

✕ ❈♦♠♣❧❡t❡✲❧✐♥❦❛❣❡✿ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❝❧✉st❡rs Ki ❛♥❞ Kj ✐s t❤❡ ♠❛①✐✲
♠✉♠ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛♥ ♦❜❥❡❝t ✐♥ ❝❧✉st❡r Ki ❛♥❞ ❛♥♦t❤❡r ♦❜❥❡❝t ✐♥ ❝❧✉st❡r
Kj✿

D(Ki, Kj) = max
x∈Ki,x′∈Kj

D(x, x′) ✭✸✳✶✸✮

✕ ❆✈❡r❛❣❡✲❧✐♥❦❛❣❡✿ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❝❧✉st❡rs Ki ❛♥❞ Kj ✐s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡
❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛♥ ♦❜❥❡❝t ✐♥ ❝❧✉st❡r Ki ❛♥❞ ❛♥♦t❤❡r ♦❜❥❡❝t ✐♥ ❝❧✉st❡r Kj✿

D(Ki, Kj) =
1

|Ki||Kj|

∑

x∈Ki,x′∈Kj

D(x, x′) ✭✸✳✶✹✮

✕ ❈❡♥tr♦✐❞✲❧✐♥❦❛❣❡✿ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❝❧✉st❡rs Ki ❛♥❞ Kj ✐s t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝❡♥tr♦✐❞s µi✱ µj ♦❢ t❤❡s❡ t✇♦ ❝❧✉st❡rs✿

D(Ki, Kj) = D(µi, µj) ✭✸✳✶✺✮

✕ ❲❛r❞✬s ❞✐st❛♥❝❡ ❬✶✸✽❪✿ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❝❧✉st❡rs Ki ❛♥❞ Kj ♠❡❛s✉r❡s
❤♦✇ ♠✉❝❤ t❤❡ t♦t❛❧ s✉♠ ♦❢ sq✉❛r❡s ✇♦✉❧❞ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐❢ ✇❡ ♠❡r❣❡❞ t❤❡s❡ t✇♦
❝❧✉st❡rs✿

D(Ki, Kj) =
∑

x∈Ki∪Kj

(x− µKi∪Kj
)2 −

∑

x∈Ki

(x− µKi
)2 −

∑

x∈Kj

(x− µKj
)2

=
|Ki||Kj|

|Ki|+ |Kj|

(

µKi
− µKj

)2
✭✸✳✶✻✮

✇❤❡r❡ µi✱ µj✱ µKi∪Kj
❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ ❝❡♥tr❡s ♦❢ ❝❧✉st❡rs Ki✱ Kj✱ Ki ∪Kj✱

❛♥❞ |Ki|✱ |Kj| ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ♣♦✐♥ts ✐♥ ❝❧✉st❡rs Ki ❛♥❞ Kj✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✺✿ ❈❧✉st❡r tr❡❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❆❍❈ ❝❧✉st❡r✐♥❣✳



✸✳✷✳ ▼❛❥♦r ❡①✐st✐♥❣ ✉♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ✻✺

❋✐❣✉r❡ ✸✳✺ s❤♦✇s ❛ ❝❧✉st❡r tr❡❡ ✭❞❡♥❞r♦❣r❛♠✮ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❆❍❈ ❛♣✲
♣r♦❛❝❤✳ ❉❛t❛ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ❛t t❤❡ ❜♦tt♦♠ r♦✇✳ ❍✐❣❤❡r ♥♦❞❡s r❡♣r❡s❡♥t ❝❧✉st❡rs ✇❤✐❝❤
❛r❡ ❢♦r♠❡❞ ❜② ❥♦✐♥✐♥❣ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♣♦✐♥ts ♦r ❡①✐st✐♥❣ ❝❧✉st❡rs✳ ❚❤❡ ❤❡✐❣❤t ♦❢ ❡❛❝❤
❝❧✉st❡r ♥♦❞❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ✈❛❧✉❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ s✉❜✲❝❧✉st❡rs✳ ❚❤❡
❤✐❣❤❡r t❤❡ ❤❡✐❣❤t ✈❛❧✉❡ ✐s✱ t❤❡ ❣r❡❛t❡r t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡✳ ❆ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞
❜② ❝✉tt✐♥❣ ❤♦r✐③♦♥t❛❧❧② t❤❡ tr❡❡✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✺
❣✐✈❡s t❤r❡❡ ❝❧✉st❡rs {A,B,C}✱ {D,E, F,G} ❛♥❞ {H, I}✳ ❚❤❡ ❞❡♥❞r♦❣r❛♠ ❝❛♥ ❜❡
❝✉t ❡✐t❤❡r ❛t ❛ ♣r❡s♣❡❝✐✜❡❞ ❞✐st❛♥❝❡✱ ♦r ❛t t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❣❛♣ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦
s✉❝❝❡ss✐✈❡ ❞✐st❛♥❝❡s ❢♦r ♠❡r❣✐♥❣ ❝❧✉st❡rs ✐s ❧❛r❣❡st✱ ♦r ❛t t❤❡ ❝✉tt✐♥❣ ♣♦✐♥t t❤❛t
♣r♦❞✉❝❡s k ❝❧✉st❡rs ✇❤❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧✉st❡rs k ✐s ♣r❡❞❡✜♥❡❞✳

❯s✐♥❣ ❆❍❈ ❝❧✉st❡r✐♥❣✱ t❤❡ tr❡❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝✱ s✐♥❝❡ ✐t ✐♥✈♦❧✈❡s ♥♦
✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ st❡♣✳ ❇✉t ✐t ✐s ♥♦t ❝❛♣❛❜❧❡ t♦ ❝♦rr❡❝t ♣♦ss✐❜❧❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♠✐s❝❧❛ss✐✜❝❛✲
t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ r❡s✉❧t ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ♦r
♦♥ ❛♥② ♣❛r❛♠❡t❡r✱ ❜✉t ♦♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡ ❝❤♦s❡♥ ❢♦r ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥
❝❧✉st❡rs✳ ❚❤❡ ♦t❤❡r ❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s t❤❛t ✐t ❤❛s ❛ ❤✐❣❤ ❝♦♠♣✉t❛✲
t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ O(N2logN) ❛♥❞ ❛ st♦r❛❣❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❢♦r t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♠❛tr✐①
♦❢ O(N2)✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❆❍❈ ✐s ♥♦t r❡❛❧❧② ❛❞❛♣t❡❞ t♦ ❧❛r❣❡ ❞❛t❛❜❛s❡s✳ ■t ✐s ❛❧s♦
s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ ♥♦✐s❡ ❛♥❞ ♦✉t❧✐❡rs✳ ❋♦r ❛ss✐❣♥✐♥❣ ❛ ♥❡✇ ♣♦✐♥t t♦ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ❝❧✉st❡rs
✇✐t❤♦✉t r❡❝♦♥str✉❝t✐♥❣ t❤❡ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡✱ ✇❡ ❣♦ ❞♦✇♥ ❢r♦♠ t❤❡ r♦♦t ❛♥❞
❛ss✐❣♥ t❤❡ ♥❡✇ ♣♦✐♥t t♦ t❤❡ ♥❡❛r❡st ❝❤✐❧❞ ♥♦❞❡✳ ❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♠❡❛s✉r❡
❜❡t✇❡❡♥ ❝❧✉st❡rs✱ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❢♦r ✜♥❞✐♥❣ ❝❧✉st❡r ❢♦r ❛ ♥❡✇ ♣♦✐♥t ♠❛② ❜❡ O(k)
✭✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❝❡♥tr♦✐❞✲❧✐♥❦❛❣❡✮ ♦r O(N) ✭❢♦r ♦t❤❡r ♠❡❛s✉r❡s✮✳

❆♥ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ✈❛r✐❛♥t ♦❢ t❤❡ ❆❍❈ ♠❡t❤♦❞ ✇❛s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬✶✶✵❪✳ ❲❤❡♥ t❤❡r❡
✐s ❛ ♥❡✇ ❡❧❡♠❡♥t NE✱ ✐t ❞❡t❡r♠✐♥❡s ✐ts ❧♦❝❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ tr❡❡ ❜② ❣♦✐♥❣ ❞♦✇♥ ❢r♦♠ t❤❡
r♦♦t✳ ❆t ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ R ✇❤✐❝❤ ❤❛s t✇♦ ❝❤✐❧❞r❡♥ C1 ❛♥❞ C2✱ t❤❡ ♥❡✇ ❡❧❡♠❡♥t NE ✇✐❧❧
❜❡ ♠❡r❣❡❞ ✇✐t❤ R ✐❢ D(C1, C2) < D(NE,R)❀ ♦t❤❡r✇✐s❡✱ ✐t ❣♦❡s ❞♦✇♥ t♦ t❤❡ ❝❤✐❧❞
✇❤♦s❡ r❡❣✐♦♥ ♦❢ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❝♦♥t❛✐♥s NE✳ ❚❤❡ ♥❡✇ ❡❧❡♠❡♥t NE ❜❡❧♦♥❣s t♦ t❤❡ r❡❣✐♦♥
♦❢ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ C1 ✐❢ D(NE,C1) ≤ D(C1, C2) ❛♥❞ D(NE,C1) < D(NE,C2)✳ ❋♦r
❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ D✱ ❛♥② ♦❢ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❝❧✉st❡rs ✭✸✳✶✷✮ t♦ ✭✸✳✶✻✮ ♠❛② ❜❡ ✉s❡❞✳

❇■❘❈❍ ❬✶✹✺❪ ❇❛❧❛♥❝❡❞ ■t❡r❛t✐✈❡ ❘❡❞✉❝✐♥❣ ❛♥❞ ❈❧✉st❡r✐♥❣ ✉s✐♥❣ ❍✐❡r❛r❝❤✐❡s ✭❇■❘❈❍✮
✐s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t♦ ♣❛rt✐t✐♦♥ ✈❡r② ❧❛r❣❡ ❞❛t❛❜❛s❡s t❤❛t ❝❛♥ ♥♦t ❜❡ st♦r❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠❛✐♥
♠❡♠♦r②✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ✐s t♦ s❝❛♥ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ❛♥❞ ♦r❣❛♥✐③❡ ♣♦✐♥ts ✐♥ ❛ ❈❧✉st❡r✐♥❣
❋❡❛t✉r❡ ❚r❡❡ ✭❈❋✲tr❡❡✮✳

❆ ❈❧✉st❡r✐♥❣ ❋❡❛t✉r❡ ✭❈❋✮ ✈❡❝t♦r s✉♠♠❛r✐③❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝❧✉st❡r ✐♥❝❧✉❞✐♥❣
M ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts {xi|i = 1, ...,M}✳ ■t ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❛ tr✐♣❧❡t CF = (M,LS, SS)
✇❤❡r❡ LS ❛♥❞ SS ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ ❧✐♥❡❛r s✉♠ ❛♥❞ t❤❡ sq✉❛r❡ s✉♠ ♦❢ M ❞❛t❛
♣♦✐♥ts ✐♥ t❤✐s ❝❧✉st❡r ✭LS =

∑M

i=1 xi❀ SS =
∑M

i=1 xi.xi✮✳ ❋r♦♠ t❤❡ ❈❋ ✈❡❝t♦r ♦❢
❛ ❝❧✉st❡r✱ ✇❡ ❝❛♥ s✐♠♣❧② ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♠❡❛♥✱ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ r❛❞✐✉s ✭❛✈❡r❛❣❡ ❞✐st❛♥❝❡
❢r♦♠ ❛ ♣♦✐♥t t♦ t❤❡ ♠❡❛♥ ♦❢ t❤❡ ❝❧✉st❡r✮ ❛♥❞ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❞✐❛♠❡t❡r ✭❛✈❡r❛❣❡ ❞✐st❛♥❝❡
❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♣♦✐♥ts ♦❢ t❤❡ ❝❧✉st❡r✮ ♦❢ ❛ ❝❧✉st❡r✱ ❛♥❞ ❛❧s♦ s♦♠❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦
❝❧✉st❡rs ✭❡✳❣✳ t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡✐r ♠❡❛♥s✮✳ ❚❤❡ ❈❋ ✈❡❝t♦r ♦❢ ❛
❝❧✉st❡r ✇❤✐❝❤ ✐s ❢♦r♠❡❞ ❜② ♠❡r❣✐♥❣ t✇♦ ❞✐s❥♦✐♥t ❝❧✉st❡rs r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜②
CF1 = (M1, LS1, SS1) ❛♥❞ CF2 = (M2, LS2, SS2) ❝❛♥ ❜❡ s✐♠♣❧② ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s✿

CF1 + CF2 = (M1 +M2, LS1 + LS2, SS1 + SS2) ✭✸✳✶✼✮

❆ ❈❋✲tr❡❡ ✐s ❛ ❜❛❧❛♥❝❡❞ tr❡❡ ❤❛✈✐♥❣ t❤r❡❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs B✱ L ❛♥❞ T ✿



✻✻ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❯♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣

✕ ❊❛❝❤ ✐♥t❡r♥❛❧ ♥♦❞❡ ❝♦♥t❛✐♥s ❛t ♠♦st B ❡❧❡♠❡♥ts [CFi, childi]✱ ✇❤❡r❡ CFi s✉♠✲
♠❛r✐③❡s t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✉❜✲❝❧✉st❡r r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ✐ts ith ❝❤✐❧❞ ♣♦✐♥t❡❞
❜② t❤❡ ♣♦✐♥t❡r childi✳

✕ ❊❛❝❤ ❧❡❛❢ ♥♦❞❡ ❝♦♥t❛✐♥s ❛t ♠♦st L ❡❧❡♠❡♥ts [CFi]❀ ✐t ❛❧s♦ ❝♦♥t❛✐♥s t✇♦ ♣♦✐♥t❡rs
prev ❛♥❞ next t♦ ❧✐♥❦ ❛❧❧ ❧❡❛❢ ♥♦❞❡s t♦❣❡t❤❡r✳

✕ ❚❤r❡s❤♦❧❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✿ ❡❛❝❤ ❡❧❡♠❡♥t CFi ♦❢ ❛ ❧❡❛❢ ♠✉st ❤❛✈❡ ❛ ❞✐❛♠❡t❡r ✭♦r
r❛❞✐✉s ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✮ ❧♦✇❡r t❤❛♥ ❛ t❤r❡s❤♦❧❞
✈❛❧✉❡ T ✳

❙♦✱ ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ ✐♥ t❤❡ ❈❋✲tr❡❡ r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ❝❧✉st❡r ✇❤✐❝❤ ✐s ❢♦r♠❡❞ ❜② ♠❡r❣✐♥❣ ❛❧❧
t❤❡ s✉❜✲❝❧✉st❡rs r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ✐ts ❡♥tr✐❡s✳ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ ❈❋✲tr❡❡ ✇✐t❤ B = 5
❛♥❞ L = 4 ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✻✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✻✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ ❈❋✲tr❡❡ ✇✐t❤ ❇❂✺✱ ▲❂✹✳

❚❤❡ ❈❋✲tr❡❡ ❝❛♥ ❜❡ ❝r❡❛t❡❞ ❜② ✐♥s❡rt✐♥❣ s✉❝❝❡ss✐✈❡❧② ♣♦✐♥ts ✐♥t♦ t❤❡ tr❡❡✳ ❚♦
✐♥s❡rt ❛ ♥❡✇ ❡♥tr② Ent✱ ✇❡ ❣♦ ❞♦✇♥ ✐♥ t❤❡ tr❡❡ ❢r♦♠ t❤❡ r♦♦t ❜② s❡❧❡❝t✐♥❣✱ ❛t ❡❛❝❤
❧❡✈❡❧✱ t❤❡ ❝❧♦s❡st ❝❤✐❧❞✳ ❲❤❡♥ ❛ ❧❡❛❢ L∗ ✐s r❡❛❝❤❡❞✱ ✇❡ ✜♥❞ t❤❡ ❝❧♦s❡st ❧❡❛❢ ❡♥tr② ♦❢
L∗✱ s❛② CF ∗✳ ■❢ CF ∗ ❝❛♥ ❛❜s♦r❜ t❤❡ ♥❡✇ ❡♥tr② Ent ✇✐t❤♦✉t ✈✐♦❧❛t✐♥❣ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞
❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ t❤❡♥ CF ∗ ✐s ✉♣❞❛t❡❞ t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ✐♥s❡rt✐♦♥ ♦❢ Ent ✐♥t♦ t❤✐s
❡♥tr②✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ ❛ ♥❡✇ ❡♥tr② CFnew ✐s ❝r❡❛t❡❞ ❢♦r Ent✳ ■❢ t❤❡ ❧❡❛❢ L∗ ✐s ♥♦t ❢✉❧❧✱
t❤❡♥ CFnew ✐s ✐♥s❡rt❡❞ ✐♥t♦ L∗✳ ■❢ L∗ ✐s ❢✉❧❧✱ t❤❡♥ L∗ ♠✉st ❜❡ s♣❧✐t ✐♥t♦ t✇♦ ♥❡✇
❧❡❛✈❡s✳ ❚❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ❈❋ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s t❤❡♥ ♣r♦♣❛❣❛t❡❞ ✉♣✇❛r❞s ✐♥ t❤❡ ❝♦♥❝❡r♥❡❞
❜r❛♥❝❤ ♥♦❞❡s❀ ♥♦❞❡s ✐♥ ❤✐❣❤❡r ❧❡✈❡❧s s❤♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❜❡ s♣❧✐t ✐❢ ♥❡❡❞❡❞✳

❚❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ tr❡❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ T ✳ ❚❤❡ s♠❛❧❧❡r T ✐s✱ t❤❡ ❧❛r❣❡r
t❤❡ tr❡❡✳ ❆t ✜rst✱ ✇❡ ❝r❡❛t❡ t❤❡ tr❡❡ ✇✐t❤ ❛ s♠❛❧❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ T ✱ t❤❡♥ ✐❢ ✐t ❡①❝❡❡❞s t❤❡
♠❛①✐♠✉♠ ❛❧❧♦✇❡❞ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡♠♦r②✱ T ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❛♥❞ t❤❡ tr❡❡ ✐s r❡❝♦♥str✉❝t❡❞✳
❚❤✐s ♣r♦❝❡ss ✐s ✐t❡r❛t❡❞ ✉♥t✐❧ t❤❡ tr❡❡ ❝❛♥ ❜❡ st♦r❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠❛✐♥ ♠❡♠♦r②✳ ❉✉r✐♥❣
r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ✈❡❝t♦rs t❤❛t ❛r❡ ❛❧r❡❛❞② ✐♥s❡rt❡❞ ✇✐❧❧ ♥♦t ❜❡ r❡✐♥s❡rt❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡②
❛r❡ ❛❧r❡❛❞② r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❈❋ ✈❡❝t♦rs✳ ❖♥❧② t❤❡s❡ ❈❋ ✈❡❝t♦rs ✇✐❧❧ ❜❡ r❡✐♥s❡rt❡❞✳
❲❡ ♠✉st ✐♥❝r❡❛s❡ T s♦ t❤❛t t❤❡ t✇♦ ❝❧♦s❡st ♠✐❝r♦✲❝❧✉st❡rs ✭❧❡❛❢ ♥♦❞❡ ❡♥tr✐❡s✮ ❝♦✉❧❞
❜❡ ♠❡r❣❡❞✳ ❆❢t❡r ❝r❡❛t✐♥❣ t❤❡ ❈❋✲tr❡❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ✉s❡ ❛♥② ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ✭❆❍❈✱
❦✲♠❡❛♥s✱ ❡t❝✳✮ ❢♦r ❝❧✉st❡r✐♥❣ t❤❡ ❈❋ ❡♥tr✐❡s ♦❢ t❤❡ ❧❡❛❢ ♥♦❞❡s✳

❚❤❡ ❈❋✲tr❡❡ ❝❛♣t✉r❡s t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ✇❤✐❧❡ r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡
r❡q✉✐r❡❞ st♦r❛❣❡✳ ❆♥❞ ❜② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ T ✱ ✇❡ ❝❛♥ r❡❞✉❝❡ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❈❋✲tr❡❡✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐t ❤❛s ❛ ❧♦✇ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ O(N) ❢♦r ❝♦♥str✉❝t✐♥❣ t❤❡ ❈❋✲tr❡❡ ✇✐t❤ ❛
s♣❡❝✐✜❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ T ✳ ❲❤❡♥ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ r❡❝♦♥str✉❝t t❤❡ ❈❋✲tr❡❡ ✇✐t❤ ❛ ❤✐❣❤❡r ✈❛❧✉❡
♦❢ T ✱ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✐s ❛❜♦✉t O(L) ✇❤❡r❡ L ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❈❋ ❡♥tr✐❡s ❛t t❤❡ ❧❡❛❢



✸✳✷✳ ▼❛❥♦r ❡①✐st✐♥❣ ✉♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ✻✼

❧❡✈❡❧✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ L << N ✳ ❆♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❢♦r ✜♥❞✐♥❣ ❛ ❝❧✉st❡r ❢♦r ❛ss✐❣♥✐♥❣
❛ ♥❡✇ ♣♦✐♥t ✐s ❛❜♦✉t O(k)✳ ❇■❘❈❍ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❧❛r❣❡ ❞❛t❛❜❛s❡s✳ ❇■❘❈❍ ✐s
✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧❀ t❤❡ ❈❋✲tr❡❡ ❝❛♥ ❜❡ ✉♣❞❛t❡❞ ❡❛s✐❧② ✇❤❡♥ ♥❡✇ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ✐♥s❡rt❡❞ ✐♥t♦
t❤❡ s②st❡♠✳ ❖✉t❧✐❡rs ❝❛♥ ❜❡ ❡❧✐♠✐♥❛t❡❞ ❜② ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ t❤❡ ♦❜❥❡❝ts t❤❛t ❛r❡ s♣❛rs❡❧②
❞✐str✐❜✉t❡❞ ✐♥ ✐s♦❧❛t❡❞ ❈❋ ❡♥tr✐❡s✳ ❇✉t✱ ✐t ✐s s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ t❤❡ ❞❛t❛ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♦r❞❡r✱
❛♥❞ ✐t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ✐ts t❤r❡❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳

❈❯❘❊ ❬✹✶❪ ❙✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❆❍❈ ❝❧✉st❡r✐♥❣✱ ❈❯❘❊ ✭❈❧✉st❡r✐♥❣ ❯s✐♥❣ ❘❊♣r❡s❡♥✲
t❛t✐✈❡✮ ✐♥✐t✐❛❧✐③❡s ❡❛❝❤ ♦❜❥❡❝t ❛s ❛ s❡♣❛r❛t❡ ❝❧✉st❡r✱ ❛♥❞ s✉❝❝❡ss✐✈❡❧② ♠❡r❣❡s t❤❡ t✇♦
❝❧♦s❡st ❝❧✉st❡rs ❛t ❡❛❝❤ st❡♣✳ ❇✉t✱ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❝❧✉st❡rs ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞
❜❛s❡❞ ♦♥ s♦♠❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ♦❜❥❡❝ts ♦❢ t❤❡s❡ t✇♦ ❝❧✉st❡rs ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ✉s✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡✐r
♦❜❥❡❝ts✱ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❧♦✇❡r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✳

❋♦r ❡❛❝❤ ❝❧✉st❡r Ki✱ ❈❯❘❊ st♦r❡s ❛ s❡t ♦❢ c r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ♦❜❥❡❝ts✳ ❋♦r ❞❡t❡r✲
♠✐♥✐♥❣ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ s❡t ♦❢ Ki✱ ✇❡ ✜rst❧② s❡❧❡❝t ❛ s❡t tmpSet ♦❢ c ✇❡❧❧ s❝❛tt❡r❡❞
♣♦✐♥ts ✇✐t❤✐♥Ki ✭♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t ♣❛r❛❣r❛♣❤✮✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t
p ∈ tmpSet ✐s s❤r❛♥❦ t♦✇❛r❞ t❤❡ ♠❡❛♥ ♦❢ t❤❡ ❝❧✉st❡r ❜② ❛ ❢r❛❝t✐♦♥ α ✭0 ≤ α ≤ 1✮
❜❡❢♦r❡ ❜❡✐♥❣ ❛❞❞❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ s❡t ♦❢ Ki ❛s ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✽✮✿

Ki.rep = Ki.rep ∪ {p+ α ∗ (Ki.mean− p)} ✭✸✳✶✽✮

✇❤❡r❡ Ki.mean ❛♥❞ Ki.rep st♦r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ ♠❡❛♥ ♦❢ ❛❧❧ ♦❜❥❡❝ts ✐♥ Ki ❛♥❞ t❤❡
s❡t ♦❢ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ♣♦✐♥ts ♦❢ Ki✳ ❇② s❤r✐♥❦✐♥❣ s❡❧❡❝t❡❞ ♣♦✐♥ts t♦✇❛r❞s t❤❡ ♠❡❛♥✱
✇❡ ❝❛♥ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ♦✉t❧✐❡rs✱ ❛s ♦✉t❧✐❡rs ❛r❡ t②♣✐❝❛❧❧② ♠♦✈❡❞ ♠♦r❡ t♦✇❛r❞s
t❤❡ ❝❡♥tr❡✳

❚❤❡ s❡t tmpSet ♦❢ c ✇❡❧❧ s❝❛tt❡r❡❞ ♣♦✐♥ts ✇✐t❤✐♥ Ki ✐s ❢♦r♠❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ t❤❡
❢❛rt❤❡st ♣♦✐♥t ❢r♦♠ t❤❡ ♠❡❛♥ µi ✐s ❝❤♦s❡♥ ❛s t❤❡ ✜rst s❝❛tt❡r❡❞ ♣♦✐♥t✱ ❛♥❞ t❤❡♥
❡❛❝❤ ♥❡✇ s❝❛tt❡r❡❞ ♣♦✐♥t ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ❢❛rt❤❡st ♣♦✐♥t ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❝❤♦s❡♥
s❝❛tt❡r❡❞ ♣♦✐♥ts✳ ❙✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❆❍❈ ❝❧✉st❡r✐♥❣✱ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ♣♦✐♥t ❛♥❞
t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❝❤♦s❡♥ s❝❛tt❡r❡❞ ♣♦✐♥ts ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❊q✉❛t✐♦♥s ✭✸✳✶✷✮ t♦
✭✸✳✶✻✮✳

❚❤❡ t✐♠❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❈❯❘❊ ✐s O(N2logN)✱ s♦ t❤❛t ❈❯❘❊ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❞✐r❡❝t❧②
❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❧❛r❣❡ ❞❛t❛❜❛s❡s✳ ❋♦r ❛ ❧❛r❣❡ ❞❛t❛❜❛s❡✱ ❛ r❛♥❞♦♠ s❛♠♣❧✐♥❣ str❛t❡❣② ✐s
✉s❡❞ t♦ s❡❧❡❝t ❛ r❛♥❞♦♠ s✉❜s❡t ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡✱ t❤❡♥ ❈❯❘❊ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ✇✐t❤ t❤✐s
s✉❜s❡t r❛t❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❞❛t❛❜❛s❡✳ ❚❤❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❈❯❘❊ ❝❧✉st❡r✐♥❣
❢♦r ❧❛r❣❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ✐s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

✶✳ ❘❛♥❞♦♠❧② s❡❧❡❝t ❛ s❛♠♣❧❡ s❡t ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ NS ♣♦✐♥ts ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡✳

✷✳ P❛rt✐t✐♦♥ t❤✐s s✉❜s❡t ✐♥t♦ p ♣❛rt✐t✐♦♥s ♦❢ s✐③❡ NS/p ❛♥❞ ♣❛rt✐❛❧❧② r❡❛❧✐③❡ ❈❯❘❊
❝❧✉st❡r✐♥❣ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣❛rt✐t✐♦♥✱ ✉♥t✐❧ ❤❛✈✐♥❣ NS

pq
❝❧✉st❡rs ✐♥ ❡❛❝❤ ♣❛rt✐t✐♦♥ ✭✇❤❡r❡

q ✐s ❛ ❝♦♥st❛♥t✱ q > 1✮✱ ♦r t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❝❧♦s❡st ❝❧✉st❡rs ✐s ❣r❡❛t❡r
t❤❛♥ ❛ ❣✐✈❡♥ t❤r❡s❤♦❧❞✳

✸✳ P❡r❢♦r♠ ❛♥♦t❤❡r ❈❯❘❊ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✇❤❡r❡ ✐♥♣✉t ❞❛t❛ ❛r❡ ❛❧❧ ❝❧✉st❡rs ♦❢ ❛❧❧
♣❛rt✐t✐♦♥s r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s st❡♣✳

✹✳ ❆ss♦❝✐❛t❡ ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t ✐♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡ s❡t ✇✐t❤ t❤❡ ❝❧✉st❡r ❤❛✈✐♥❣
t❤❡ ❝❧♦s❡st r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ♣♦✐♥ts✳

❖✉t❧✐❡rs ❝❛♥ ❜❡ ✜❧t❡r❡❞ ❜② ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ❝❧✉st❡rs ✇❤✐❝❤ ❝♦♥t❛✐♥ ♦♥❧② ❛ ❢❡✇ ♣♦✐♥ts✳
❈❯❘❊ ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛✳ ❆♥② ♥❡✇ ♣♦✐♥t ❝❛♥
❜❡ ❞✐r❡❝t❧② ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❤❛✈✐♥❣ ❝❧♦s❡st r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ♣♦✐♥ts ✐♥



✻✽ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❯♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣

O(k.c) t✐♠❡ ✭✇❤❡r❡ c ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ♦❜❥❡❝ts ♦❢ ❡❛❝❤ ❝❧✉st❡r✮✳ ❚❤❡
❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ t❤✐s ♠♦❞✐✜❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❈❯❘❊ ✐s r❡❧❛t✐✈❡❧② ❧♦✇✿ O(N2

S logNS)✳
❙♦✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ ❛ ❧❛r❣❡ ✐♠❛❣❡ ❞❛t❛❜❛s❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s ❞✐✣❝✉❧t t♦ ✜① t❤❡
✐♥♣✉t ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭s❤r✐♥❦ ❢❛❝t♦r α✱ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ♣♦✐♥ts c✱ ♥✉♠❜❡r ♦❢
♣❛rt✐t✐♦♥s p✱ s❛♠♣❧❡ s✐③❡ NS✮✳ ❈❯❘❊ r❡❧✐❡s ♦♥ ❛ tr❛❞❡✲♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss
❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ♠❡t❤♦❞✳ ❙❡❧❡❝t✐♥❣ t♦♦ ❢❡✇ s❛♠♣❧❡s ♠❛② r❡❞✉❝❡
t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❛♠♣❧❡s✳ ❚❤✐s
tr❛❞❡✲♦✛ ♠❛② ❜❡ ❞✐✣❝✉❧t t♦ ✜♥❞ ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❤✉❣❡ ❞❛t❛❜❛s❡s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧✉st❡rs ❦ ❤❛s t♦ ❜❡ ✜①❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛ss♦❝✐❛t❡ ♣♦✐♥ts ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥♦t
s❡❧❡❝t❡❞ ❛s s❛♠♣❧❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❝❧✉st❡r ❤❛✈✐♥❣ t❤❡ ❝❧♦s❡st r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ♣♦✐♥ts✳ ■❢ t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧✉st❡rs ✐s ❝❤❛♥❣❡❞✱ t❤❡ ♣♦✐♥ts ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ r❡❛ss✐❣♥❡❞✳ ❈❯❘❊ ✐s t❤✉s ♥♦t
s✉✐t❛❜❧❡ t♦ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ✇❤❡r❡ ✉s❡rs ❛r❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞✳

❘✲tr❡❡ ❢❛♠✐❧② ❬✶✸✱ ✹✷✱ ✶✶✼❪✱ ❙❙✲tr❡❡ ❬✶✸✾❪✱ ❙❘✲tr❡❡ ❬✻✵❪ ❚❤❡s❡ ✐♥❞❡① str✉❝✲
t✉r❡s ❛✐♠ ❛t ❣r♦✉♣✐♥❣ ❞❛t❛ ✈❡❝t♦rs ✐♥ ❛ ❜❛❧❛♥❝❡❞ tr❡❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❞❛t❛
❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ r❡❣✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ ✐♥ t❤❡ ❘✲tr❡❡ ❢❛♠✐❧②✱ ❙❙✲tr❡❡ ❛♥❞ ❙❘✲tr❡❡
❛r❡✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❛ ❜♦✉♥❞✐♥❣ r❡❝t❛♥❣❧❡✱ ❛ ❜♦✉♥❞✐♥❣ s♣❤❡r❡ ❛♥❞ ❛ r❡❣✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐s
t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❜♦✉♥❞✐♥❣ r❡❝t❛♥❣❧❡ ❛♥❞ ❛ ❜♦✉♥❞✐♥❣ s♣❤❡r❡ ✐♥ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡ s♣❛❝❡
✭s❡❡ ❈❤❛♣t❡r ✷✮✳ ❚❤❡ ❞❛t❛ ♦❜❥❡❝ts ❛r❡ st♦r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧❡❛✈❡s✱ ❛♥❞ ❛❧❧ ❧❡❛✈❡s ❛r❡ ❛t
t❤❡ s❛♠❡ ❧❡✈❡❧✳ ❚❤❡ r❡❣✐♦♥ ♦❢ ❛ ❧❡❛❢ ❝♦✈❡rs t❤❡ ♦❜❥❡❝ts ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ ✐t✳ ❚❤❡ r❡✲
❣✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✐♥t❡r♥❛❧ ♥♦❞❡ ❝♦✈❡rs t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❣✐♦♥s ♦❢ ✐ts ❞❡s❝❡♥❞❛♥t ♥♦❞❡s✳
❆♥❞ t❤❡ r♦♦t ♥♦❞❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ❝♦✈❡rs ❛❧❧ ♦❜❥❡❝ts ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❡✈❡r②
♥♦❞❡ ❝♦♥t❛✐♥s ❛t ❧❡❛st m ❛♥❞ ❛t ♠♦st M ❡♥tr✐❡s✱ ✉♥❧❡ss ✐t ✐s t❤❡ r♦♦t✳ ❚❤❡ ❧♦✇❡r
❜♦✉♥❞ m ❡♥s✉r❡s ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t st♦r❛❣❡ ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ M ❡♥s✉r❡s
t❤❛t ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ ❞♦❡s ♥♦t ❡①❝❡❡❞ ♦♥❡ ❞✐s❦ ♣❛❣❡ s✐③❡✳ ❆s ✐♥ ❇■❘❈❍ ❝❧✉st❡r✐♥❣✱ ❛❢t❡r
❝r❡❛t✐♥❣ t❤❡ tr❡❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ✉s❡ ❛♥② ❡①✐st✐♥❣ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✭❆❍❈✱ ❦✲♠❡❛♥s✱
❡t❝✳✮ ❢♦r ❝❧✉st❡r✐♥❣ t❤❡ ❧❡❛❢ ♥♦❞❡s ♦r t❤❡ ♥♦❞❡s ❛t ❛♥② ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ tr❡❡✳ ❚❤❡s❡ tr❡❡
str✉❝t✉r❡s ❛r❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧❧② ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❜② ✐♥s❡rt✐♥❣ ✐t❡r❛t✐✈❡❧② t❤❡ ♦❜❥❡❝ts ✐♥t♦
t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❧❡❛✈❡s✳ ❚❤❡② ❛r❡ s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ t❤❡ ✐♥s❡rt✐♦♥ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝ts
❛♥❞ t♦ t❤❡ ♦✉t❧✐❡rs✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ tr❡❡s ♦❢ t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡✐r
♣❛r❛♠❡t❡rs m ❛♥❞ M ✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ r❡s✉❧ts ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ✐♥♣✉t ♥✉♠❜❡r ♦❢
❝❧✉st❡rs k✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❛❜♦✉t O(NlogN)✱
t❤✉s t❤❡② ❛r❡ s✉✐t❛❜❧❡ t♦ ❧❛r❣❡ ❞❛t❛❜❛s❡s✳ ❚❤❡ ❝❧✉st❡r ❢♦r ❛ss✐❣♥✐♥❣ ❛ ♥❡✇ ♣♦✐♥t
❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ O(k)✳ ❆♠♦♥❣ t❤❡s❡ str✉❝t✉r❡s✱ ❙❘✲tr❡❡ ✐s r❡♣♦rt❡❞ t♦ ❣✐✈❡ t❤❡ ❜❡st
r❡s✉❧ts ❬✻✵❪ ❛s ✐t ❛❧❧♦✇s t♦ ❝r❡❛t❡ r❡❣✐♦♥s ✇✐t❤ s♠❛❧❧ ✈♦❧✉♠❡s ❛♥❞ s♠❛❧❧ ❞✐❛♠❡t❡rs✱
❜② ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤❡ ❜♦✉♥❞✐♥❣ r❡❝t❛♥❣❧❡ ❛♥❞ t❤❡ ❜♦✉♥❞✐♥❣ s♣❤❡r❡✱ t❤✉s r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡
♦✈❡r❧❛♣ ❜❡t✇❡❡♥ ♥♦❞❡s✳

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❚❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ♠❡t❤✲
♦❞s ✐s t❤❛t t❤❡② ♦r❣❛♥✐③❡ ❞❛t❛ ✐♥ ❛ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣
t❤❡ str✉❝t✉r❡ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ❧❡✈❡❧s✱ ✇❡ ❝❛♥ ♦❜t❛✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ❝❧✉st❡rs✳ ❉■✲
❆◆❆✱ ▼❙❚ ❛♥❞ ❆❍❈ ❛r❡ ♥♦t ❛❞❛♣t❡❞ t♦ ❧❛r❣❡ ❞❛t❛❜❛s❡s✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♦t❤❡rs ❛r❡
s✉✐t❛❜❧❡✳ ■♥ ❇■❘❈❍✱ t❤❡ ❈❋✲tr❡❡ ✐s ❜✉✐❧t ❜② ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧❧② ❛❞❞✐♥❣ t❤❡ r❡❝♦r❞s❀ ✐t
✐s ❜② ♥❛t✉r❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧✳ ❇✉t ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤✐s ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ✐t ❞❡♣❡♥❞s
♦♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ❞❛t❛✳ ❈❯❘❊ ✐s ❛❜❧❡ t♦ ❛❞❞ ♥❡✇ ♣♦✐♥ts✱ ❜✉t
❛❧❧ t❤❡ r❡❝♦r❞s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ r❡❛ss✐❣♥❡❞ ✇❤❡♥❡✈❡r t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧✉st❡rs k ✐s ❝❤❛♥❣❡❞✳
❈❯❘❊ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ♥♦t s✉✐t❛❜❧❡ t♦ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ✇❤❡r❡ ✉s❡rs ❛r❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞✳ ❙✐♠✐❧❛r t♦



✸✳✸✳ ❋♦r♠❛❧ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ✉♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ✻✾

❇■❘❈❍✱ ❘✲tr❡❡✱ ❙❙✲tr❡❡ ❛♥❞ ❙❘✲tr❡❡ ❛r❡ ❛❧s♦ ❜② ♥❛t✉r❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧✱ ❜✉t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥
t❤❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ❞❛t❛✳

✸✳✸ ❋♦r♠❛❧ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ✉♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣

♠❡t❤♦❞s

❚❛❜❧❡ ✸✳✶ ❢♦r♠❛❧❧② ❝♦♠♣❛r❡s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡
❧❛st s❡❝t✐♦♥ ✭♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ✭P✮✱ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s ✭❍✮✱ ❣r✐❞✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤✲
♦❞s ✭●✮ ❛♥❞ ❞❡♥s✐t②✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞s ✭❉✮✮ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❝r✐t❡r✐❛ ✭❝♦♠♣❧❡①✐t②✱
❛❞❛♣t❡❞ t♦ ❧❛r❣❡ ❞❛t❛❜❛s❡s✱ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧✐t②✱ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡✱ ❞❛t❛ ♦r❞❡r ❞❡✲
♣❡♥❞❡♥❝❡✱ s❡♥s✐t✐✈✐t② t♦ ♦✉t❧✐❡rs ❛♥❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡✮✳ ❲❤❡r❡✿

✕ N ✿ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦❜❥❡❝ts ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛ s❡t✳
✕ k✿ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧✉st❡rs✳
✕ l✿ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s✳
✕ NS✿ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ s❡t ✭✐❢ ❛♥②✮✳
✕ d✿ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡ ✈❡❝t♦r✳

❚❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ✭❦✲♠❡❛♥s✱ ❦✲♠❡❞♦✐❞s ✭P❆▼✮✱ ❈▲❆❘❆✱ ❈▲❆❘❆◆❙✱
■❙❖❉❆❚❆✱ ❙❖▼✮ ❛r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ♥♦t ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ✭❡①❝❡♣t ❙❖▼✮❀ t❤❡② ❞♦ ♥♦t ♣r♦❞✉❝❡
❛♥② ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡✳ ▼♦st ♦❢ t❤❡♠ ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♦r❞❡r ♦❢
t❤❡ ❞❛t❛ ✭❡①❝❡♣t ❈▲❆❘❆◆❙ ❛♥❞ ❙❖▼✮✳ ❑✲♠❡❛♥s✱ ❈▲❆❘❆✱ ■❙❖❉❆❚❆ ❛♥❞ ❙❖▼
❛r❡ s✉✐t❛❜❧❡ t♦ ❧❛r❣❡ ❞❛t❛❜❛s❡s✱ ✇❤✐❧❡ P❆▼✱ ❈▲❆❘❆✱ ❈▲❆❘❆◆❙ ❛♥❞ ■❙❖❉❆❚❆ ❛r❡
❛❜❧❡ t♦ ❞❡t❡❝t t❤❡ ♦✉t❧✐❡rs✳ ❆♠♦♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s✱ ❦✲♠❡❛♥s ✐s t❤❡
❜❛s❡❧✐♥❡ ♠❡t❤♦❞ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ✐ts s✐♠♣❧✐❝✐t② ❛♥❞ ✐ts ❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss ❢♦r ❧❛r❣❡ ❞❛t❛❜❛s❡s✳

❚❤❡ ❣r✐❞✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞s ✭❙❚■◆●✱ ❈▲■◗❯❊✮ ❛r❡ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ❛❞❛♣t❡❞ t♦ ❧❛r❣❡
❞❛t❛❜❛s❡s✳ ❚❤❡② ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❝♦♥t❡①t ❛♥❞ t♦ ❞❡t❡❝t ♦✉t❧✐❡rs✳
❙❚■◆● ♣r♦❞✉❝❡s ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡✱ ❜✉t ✐t ✐s ♥♦t s✉✐t❛❜❧❡ t♦ ❤✐❣❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
❞❛t❛ s✉❝❤ ❛s ❢❡❛t✉r❡ ✐♠❛❣❡ s♣❛❝❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐♥ ❤✐❣❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝♦♥t❡①t✱ ❞❛t❛ ✐s
❣❡♥❡r❛❧❧② ❡①tr❡♠❡❧② s♣❛rs❡✱ s♦ ✐t ✐s ❞✐✣❝✉❧t t♦ s♣❡❝✐❢② t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♣❛r❛♠❡t❡r ❢♦r
❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ ❞❡♥s❡ ❝❡❧❧s✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ❜❡tt❡r t❤❛♥
❣r✐❞✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞s✳

❚❤❡ ❞❡♥s✐t②✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞s ✭❉❇❙❈❆◆✱ ❖P❚■❈❙✱ ❊▼✮ ❛r❡ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ s✉✐t❛❜❧❡
t♦ ❧❛r❣❡ ❞❛t❛❜❛s❡s ❛♥❞ ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ❞❡t❡❝t ♦✉t❧✐❡rs✳ ❇✉t t❤❡② ❛r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡✐r
♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♦r❞❡r ♦❢ ❞❛t❛ ✭❡①❝❡♣t ❊▼✮✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡② ❞♦
♥♦t ♣r♦❞✉❝❡ ❛♥② ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡✱ ❛r❡ ♥♦t ❛❞❛♣t❡❞ t♦ ❤✐❣❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❞❛t❛
❛♥❞ ❛r❡ ♥♦t ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧✳

❚❤❡ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s ✭❉■❆◆❆✱ ▼❙❚✱ ❆❍❈✱ ❇■❘❈❍✱ ❈❯❘❊✱ ❘✲tr❡❡✱ ❙❙✲
tr❡❡✱ ❙❘✲tr❡❡✮ ♦r❣❛♥✐③❡ ❞❛t❛ ✐♥ ❛ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣
t❤❡ str✉❝t✉r❡ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ❧❡✈❡❧s✱ ✇❡ ❝❛♥ ♦❜t❛✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ❝❧✉st❡rs✱ ✇❤✐❝❤
❛r❡ ✉s❡❢✉❧ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ✇❤❡r❡ ✉s❡rs ❛r❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ❛♥❞ ❝❛♥ ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
❝❧✉st❡rs ❜② ♠❡r❣✐♥❣ ♦r s♣❧✐tt✐♥❣ ❝❧✉st❡rs✳ ❉■❆◆❆✱ ▼❙❚ ❛♥❞ ❆❍❈ ❛r❡ ♥♦t s✉✐t❛❜❧❡
t♦ t❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❝♦♥t❡①t ❛♥❞ ❛r❡ ♥♦t ❛❞❛♣t❡❞ t♦ ❧❛r❣❡ ❞❛t❛❜❛s❡s ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡✐r
❤✐❣❤ ❝♦♠♣❧❡①✐t✐❡s✳ ❇■❘❈❍✱ ❘✲tr❡❡✱ ❙❙✲tr❡❡ ❛♥❞ ❙❘✲tr❡❡ ❛r❡ ❜② ♥❛t✉r❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧✱
❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ❛r❡ ❜✉✐❧t ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧❧② ❜② ❛❞❞✐♥❣ t❤❡ r❡❝♦r❞s❀ ❜✉t ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤✐s
✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ t❤❡② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ❞❛t❛✳
❇■❘❈❍✱ ❘✲tr❡❡✱ ❙❙✲tr❡❡ ❛♥❞ ❙❘✲tr❡❡ ❛r❡ ❛❧s♦ ❛❞❛♣t❡❞ t♦ ❧❛r❣❡ ❞❛t❛❜❛s❡s ❜❡❝❛✉s❡
♦❢ t❤❡✐r r❡❧❛t✐✈❡❧② ❧♦✇ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✳ ❈❯❘❊ r❡❛❧✐③❡s t❤❡ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧



✼✵ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❯♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣

❝❧✉st❡r✐♥❣ ✉s✐♥❣ ♦♥❧② ❛ r❛♥❞♦♠ s✉❜s❡t ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ NS ♣♦✐♥ts ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡✱ t❤❡
♦t❤❡r ♣♦✐♥ts ❜❡✐♥❣ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❝❧♦s❡st ❝❧✉st❡r✳ ■ts ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✐s
t❤✉s r❡❧❛t✐✈❡❧② ❧♦✇ ❛♥❞ ❈❯❘❊ ✐s ❛❞❛♣t❡❞ t♦ ❧❛r❣❡ ❞❛t❛❜❛s❡s✳ ■t ✐s ❛❜❧❡ t♦ ❛❞❞ ♥❡✇
♣♦✐♥ts ❜✉t t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❈❯❘❊ ❝❧✉st❡r✐♥❣ str♦♥❣❧② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡s ❝❤♦s❡♥
❛♥❞ t❤❡ r❡❝♦r❞s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ r❡❛ss✐❣♥❡❞ ✇❤❡♥❡✈❡r t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧✉st❡rs k ✐s ❝❤❛♥❣❡❞✳
❈❯❘❊ ✐s t❤✉s ♥♦t s✉✐t❛❜❧❡ t♦ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ✇❤❡r❡ ✉s❡rs ❛r❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞✳

❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ❛♥❞ t❤❡ ❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s✱
✇❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s ✭❇■❘❈❍✱ ❘✲tr❡❡✱ ❙❙✲tr❡❡ ❛♥❞ ❙❘✲tr❡❡✮ ❛r❡
t❤❡ ♠♦st s✉✐t❛❜❧❡ t♦ ♦✉r ❝♦♥t❡①t✳

❲❡ ❝❤♦♦s❡ t♦ ♣r❡s❡♥t✱ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✺✱ ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ✜✈❡ ❞✐❢✲
❢❡r❡♥t ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s✿ ❣❧♦❜❛❧ ❦✲♠❡❛♥s ❬✼✻❪✱ ❆❍❈ ❬✼✵❪✱ ❘✲tr❡❡ ❬✹✷❪✱ ❙❘✲tr❡❡ ❬✻✵❪
❛♥❞ ❇■❘❈❍ ❬✶✹✺❪✳ ●❧♦❜❛❧ ❦✲♠❡❛♥s ✐s ❛ ✈❛r✐❛♥t ♦❢ t❤❡ ❢❛♠♦✉s ❛♥❞ t❤❡ ♠♦st ✉s❡❞
❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ✭❦✲♠❡❛♥s✮ ✇❤✐❝❤ ✐s ♣❛rt✐t✐♦♥ ❜❛s❡❞✳ ❚❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧
❦✲♠❡❛♥s ✐s t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② s❡❧❡❝t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧✉st❡rs ❦ ❜② st♦♣♣✐♥❣
t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛t t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❦ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ r❡s✉❧ts✳ ❚❤❡ ♦t❤❡r ♠❡t❤♦❞s
♣r♦✈✐❞❡ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ❝❧✉st❡rs✳ ❆❍❈ ✐s ❝❤♦s❡♥ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✐s t❤❡ ♠♦st ♣♦♣✉❧❛r ♠❡t❤♦❞
✐♥ t❤❡ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ❢❛♠✐❧② ❛♥❞ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♠❡t❤♦❞✳
❘✲tr❡❡✱ ❙❘✲tr❡❡ ❛♥❞ ❇■❘❈❍ ❛r❡ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ ❧❛r❣❡ ❞❛t❛❜❛s❡s ❛♥❞ t❤❡② ❛r❡ ❜② ♥❛t✉r❡
✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧✳
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❚❛❜❧❡ ✸✳✶✿ ❋♦r♠❛❧ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ✭♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ✭P✮✱ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s ✭❍✮✱ ❣r✐❞✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞s ✭●✮ ❛♥❞ ❞❡♥s✐t②✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞s ✭❉✮✮ ❜❛s❡❞ ♦♥
❞✐✛❡r❡♥t ❝r✐t❡r✐❛ ✭❝♦♠♣❧❡①✐t②✱ ❛❞❛♣t❡❞ t♦ ❧❛r❣❡ ❞❛t❛❜❛s❡s✱ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧✐t②✱ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡✱ ❞❛t❛ ♦r❞❡r ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡✱ s❡♥s✐t✐✈✐t② t♦ ♦✉t❧✐❡rs✱ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡✮✳ ▼❡t❤♦❞s ✐♥ ❜♦❧❞
❛r❡ ❝❤♦s❡♥ ❢♦r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✳

▼❡t❤♦❞s ❈♦♠♣❧❡①✐t② ❆❞❛♣t❡❞ t♦
❧❛r❣❡ ❞❛t❛❜❛s❡

■♥❝r❡♠❡♥t❛❧✐t② ❍✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧
str✉❝t✉r❡

❉❛t❛ ♦r❞❡r
❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡

❙❡♥s✐t✐✈✐t② t♦
♦✉t❧✐❡rs

P❛r❛♠❡t❡rs
❉❡♣❡♥❞❡♥❝❡

❦✲♠❡❛♥s ✭P✮ O(Nkl) ✭t✐♠❡✮
O(N + k) ✭s♣❛❝❡✮

❨❡s ◆♦ ◆♦ ◆♦ ❙❡♥s✐t✐✈❡ ◆♦

❦✲♠❡❞♦✐❞s ✭P❆▼✮ ✭P✮ O(k(N − k)2l) ✭t✐♠❡✮ ◆♦ ◆♦ ◆♦ ◆♦ ❊♥❛❜❧❡ ♦✉t❧✐❡rs
❞❡t❡❝t✐♦♥

◆♦

❈▲❆❘❆ ✭P✮ O(q(kN2
S l + k(N − k))) ✭t✐♠❡✮ ❨❡s ❆❜❧❡ t♦ ❛❞❞ ♥❡✇

♣♦✐♥ts
◆♦ ◆♦ ❊♥❛❜❧❡ ♦✉t❧✐❡rs

❞❡t❡❝t✐♦♥
❨❡s

❈▲❆❘❆◆❙ ✭P✮ O(N2) ✭t✐♠❡✮ ◆♦ ◆♦ ◆♦ ❨❡s ❊♥❛❜❧❡ ♦✉t❧✐❡rs
❞❡t❡❝t✐♦♥

❨❡s

■❙❖❉❆❚❆ ✭P✮ O(Nkl) ✭t✐♠❡✮
O(N + k) ✭s♣❛❝❡✮

❨❡s ◆♦ ◆♦ ◆♦ ❊♥❛❜❧❡ ♦✉t❧✐❡rs
❞❡t❡❝t✐♦♥

❨❡s

❙❖▼ ✭P✮ O(Nkl) ✭t✐♠❡✮ ❨❡s ❨❡s ◆♦ ❨❡s ❙❡♥s✐t✐✈❡ ❨❡s
❙❚■◆● ✭●✮ O(N) ✭t✐♠❡✮ ❨❡s ❨❡s ❨❡s ◆♦ ❊♥❛❜❧❡ ♦✉t❧✐❡rs

❞❡t❡❝t✐♦♥
❨❡s

❈▲■◗❯❊ ✭●✮ O(Nd+ kd) ✭t✐♠❡✮ ❨❡s ❆❜❧❡ t♦ ❛❞❞ ♥❡✇
♣♦✐♥ts

◆♦ ◆♦ ❊♥❛❜❧❡ ♦✉t❧✐❡rs
❞❡t❡❝t✐♦♥

❨❡s

❉❇❙❈❆◆ ✭❉✮ O(NlogN) ✭t✐♠❡✮ ❨❡s ◆♦ ◆♦ ❨❡s ❊♥❛❜❧❡ ♦✉t❧✐❡rs
❞❡t❡❝t✐♦♥

❨❡s

❖P❚■❈❙ ✭❉✮ O(NlogN) ✭t✐♠❡✮ ❨❡s ◆♦ ◆♦✴❨❡s ❨❡s ❊♥❛❜❧❡ ♦✉t❧✐❡rs
❞❡t❡❝t✐♦♥

❨❡s

❊▼ ✭❉✮ O(Nk2l) ✭t✐♠❡✮ ❨❡s ◆♦ ◆♦ ◆♦ ❊♥❛❜❧❡ ♦✉t❧✐❡rs
❞❡t❡❝t✐♦♥

❨❡s

❉■❆◆❆ ✭❍✮ O(N2) ✭t✐♠❡✮ ◆♦ ◆♦ ❨❡s ◆♦ ❙❡♥s✐t✐✈❡ ◆♦
❙✐♠♣❧❡ ❉✐✈✐s✐t✐✈❡ ❆❧❣♦✲
r✐t❤♠ ✭▼❙❚✮ ✭❍✮

O(N2) ✭t✐♠❡✮ ◆♦ ◆♦ ❨❡s ◆♦ ❙❡♥s✐t✐✈❡ ◆♦

❆❍❈ ✭❍✮ O(N2logN) ✭t✐♠❡✮
O(N2) ✭s♣❛❝❡✮

◆♦ ❍❛✈❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧
✈❡rs✐♦♥

❨❡s ◆♦ ❙❡♥s✐t✐✈❡ ◆♦

❇■❘❈❍ ✭❍✮ O(N) ✭t✐♠❡✮ ❨❡s ❨❡s ❨❡s ❨❡s ❊♥❛❜❧❡ ♦✉t❧✐❡rs
❞❡t❡❝t✐♦♥

❨❡s

❈❯❘❊ ✭❍✮ O(N2
S logNS) ✭t✐♠❡✮ ❨❡s ❆❜❧❡ t♦ ❛❞❞ ♥❡✇

♣♦✐♥ts
❨❡s ◆♦ ❊♥❛❜❧❡ ♦✉t❧✐❡rs

❞❡t❡❝t✐♦♥
❨❡s

❘✲tr❡❡ ✭❍✮ O(NlogN) ✭t✐♠❡✮ ❨❡s ❨❡s ❨❡s ❨❡s ❙❡♥s✐t✐✈❡ ❨❡s
❙❙✲tr❡❡ ✭❍✮ O(NlogN) ✭t✐♠❡✮ ❨❡s ❨❡s ❨❡s ❨❡s ❙❡♥s✐t✐✈❡ ❨❡s
❙❘✲tr❡❡ ✭❍✮ O(NlogN) ✭t✐♠❡✮ ❨❡s ❨❡s ❨❡s ❨❡s ❙❡♥s✐t✐✈❡ ❨❡s



✼✷ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❯♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣

✸✳✹ ❈❧✉st❡r✐♥❣ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡s

❋✐❣✉r❡ ✸✳✼✿ ❈❧✉st❡r✐♥❣ r❡s✉❧t ✈s✳ ●r♦✉♥❞ tr✉t❤✳

❆s ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ♣r❡✈✐♦✉s ♣❛rts✱ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ✉s❡ t❤❡ ❧♦✇✲
❧❡✈❡❧ ❢❡❛t✉r❡s ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♠❛❣❡s t♦ ❣r♦✉♣ ✐♠❛❣❡s ✐♥t♦ ❝❧✉st❡rs ✇❤✐❧❡ t❤❡
✐♠❛❣❡s ✐♥ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤ ❛r❡ ❝❧❛ss✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ✉s❡r ✉s✐♥❣ ❤✐❣❤✲❧❡✈❡❧ s❡♠❛♥t✐❝
❝♦♥❝❡♣ts✳ ❚❤❡r❡ ♠❛② ❜❡ ❛ ✏s❡♠❛♥t✐❝ ❣❛♣✑ ❜❡t✇❡❡♥ ❤✐❣❤✲❧❡✈❡❧ s❡♠❛♥t✐❝ ❝♦♥❝❡♣ts ❛♥❞
❧♦✇✲❧❡✈❡❧ ❢❡❛t✉r❡s✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❝❧✉st❡rs ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛r❡
♦❢t❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ❝❧❛ss❡s ♦❢ ✐♠❛❣❡s ✐♥ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡
✸✳✼✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ r❡s✉❧ts✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ❝✉rr❡♥t❧② t✇♦ ♠❛✐♥ ❦✐♥❞s
♦❢ ♠❡❛s✉r❡s✿

✕ ■♥t❡r♥❛❧ ♠❡❛s✉r❡s ✿ ■♥t❡r♥❛❧ ♠❡❛s✉r❡s ❛r❡ ❧♦✇✲❧❡✈❡❧ ♠❡❛s✉r❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❡ss❡♥✲
t✐❛❧❧② ♥✉♠❡r✐❝❛❧✳ ❚❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✐s ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ ✐♥tr✐♥s✐❝
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ s❡t✳ ❚❤❡② ❝♦♥s✐❞❡r ♠❛✐♥❧② t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
✈❡❝t♦rs ✐♥t♦ ❝❧✉st❡rs ❛♥❞ t❤❡ ❜❛❧❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❝❧✉st❡rs✳ ❋♦r t❤❡s❡ ♠❡❛s✉r❡s✱ ✇❡
✐❣♥♦r❡ ✐❢ t❤❡ ❝❧✉st❡rs ❛r❡ s❡♠❛♥t✐❝❛❧❧② ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ ♦r ♥♦t ✭✏♠❡❛♥✐♥❣✑ ♦❢ ❡❛❝❤
❝❧✉st❡r ❛♥❞ ✈❛❧✐❞✐t② ♦❢ ❛ ♣♦✐♥t ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ ❛ ❝❧✉st❡r✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐♥t❡r♥❛❧
♠❡❛s✉r❡s ♠❛② ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ✉♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ♠❡❛s✉r❡s✳

✕ ❊①t❡r♥❛❧ ♠❡❛s✉r❡s✿ ❊①t❡r♥❛❧ ♠❡❛s✉r❡s ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❜② ❝♦♠♣❛r✐♥❣
✐t t♦ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❞❛t❛ ✐♥ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♦❢t❡♥ ❝r❡❛t❡❞ ❜②
❤✉♠❛♥s ♦r ❜② ❛ s♦✉r❝❡ ♦❢ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ✏✈❛❧✐❞❛t❡❞✑ ❜② ❤✉♠❛♥s✳ ❚❤❡ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤
♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ s❡♠❛♥t✐❝ ♠❡❛♥✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡✱ ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡❛s✉r❡s ❛r❡ ❤✐❣❤✲❧❡✈❡❧
♠❡❛s✉r❡s t❤❛t ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ r❡s✉❧ts ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ✇✐s❤❡s ♦❢ t❤❡
✉s❡r✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥s✐❞❡r ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡❛s✉r❡s ❛s s✉♣❡r✈✐s❡❞✳

✸✳✹✳✶ ■♥t❡r♥❛❧ ♠❡❛s✉r❡s

■♥t❡r♥❛❧ ♠❡❛s✉r❡s ❛r❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✭✉♥s✉♣❡r✈✐s❡❞✮ ♠❡❛s✉r❡s ✇❤✐❝❤ ❞♦ ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r
t❤❡ s❡♠❛♥t✐❝ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ ✇❤✐❧❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ r❡s✉❧ts✱ ❜✉t ❝♦♥s✐❞❡r ♦♥❧②
t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ ❝❧✉st❡rs ❛♥❞ t❤❡ ❜❛❧❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❝❧✉st❡rs✳

❆s t❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✐s t♦ s♣❧✐t ❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❞❛t❛ ✐♥t♦ ❣r♦✉♣s ✭❝❧✉st❡rs✮
s♦ t❤❛t s✐♠✐❧❛r ♦❜❥❡❝ts ❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡ s❛♠❡ ❝❧✉st❡r ❛♥❞ ❞✐ss✐♠✐❧❛r ♦❜❥❡❝ts ❛r❡ ✐♥



✸✳✹✳ ❈❧✉st❡r✐♥❣ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡s ✼✸

❞✐✛❡r❡♥t ❝❧✉st❡rs✱ ✐♥t❡r♥❛❧ ♠❡❛s✉r❡s ♦❢t❡♥ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ r❡s✉❧ts ❜❛s❡❞ ♦♥
t✇♦ ❝r✐t❡r✐❛✿ ❝♦♠♣❛❝t♥❡ss ❛♥❞ s❡♣❛r❛t✐♦♥✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡ ❝♦♠♣❛❝t♥❡ss ♠❡❛s✉r❡s ❤♦✇
❝❧♦s❡❧② t❤❡ ♦❜❥❡❝ts ✐♥ ❛ ❝❧✉st❡r ❛r❡✱ t❤❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡s ❤♦✇ s❡♣❛r❛t❡ ❞✐✛❡r❡♥t
❝❧✉st❡rs ❛r❡✳

❲❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ s♦♠❡ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ✐♥t❡r♥❛❧ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♠❡❛✲
s✉r❡s✳ ❋♦r t❤✐s✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♥♦t❛t✐♦♥s✿

✕ X = {xi|i = 1, ..., N}✿ t❤❡ s❡t ♦❢ ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡✱ ✇❤❡r❡ N ✐s t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦✐♥ts✳

✕ K = {Ki|i = 1, ..., k}✿ t❤❡ s❡t ♦❢ ❝❧✉st❡rs✱ ✇❤❡r❡ k ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧✉st❡rs✳
✕ |Ki|✿ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦✐♥ts ✐♥ ❝❧✉st❡r Ki✳
✕ K(xi)✿ t❤❡ ❝❧✉st❡r ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ♣♦✐♥t xi✳
✕ µi✿ t❤❡ ❝❡♥tr❡ ♦❢ ❝❧✉st❡r Ki✳
✕ µ(xi)✿ t❤❡ ❝❡♥tr❡ ♦❢ t❤❡ ❝❧✉st❡r ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ♣♦✐♥t xi✳
✕ D(xi, xj)✿ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♣♦✐♥ts xi ❛♥❞ xj✳
✕ M = N(N − 1)/2✿ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛✐rs ♦❢ ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡✳

❈♦♠♣❛❝t♥❡ss ♦r ❤♦♠♦❣❡♥❡✐t② ❙❤❛♠✐r ❛♥❞ ❙❤❛r❛♥ ❬✶✶✾❪ ❡✈❛❧✉❛t❡s t❤❡ ❝♦♠♣❛❝t✲
♥❡ss ✭♦r ❤♦♠♦❣❡♥❡✐t②✮ ♦❢ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ r❡s✉❧ts ❜② ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❞✐st❛♥❝❡
❜❡t✇❡❡♥ ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t ❛♥❞ t❤❡ ❝❡♥tr❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝❧✉st❡r✿

H =
1

N

∑

xi∈X
D(xi, µ(xi)) ✭✸✳✶✾✮

❚❤❡ s♠❛❧❧❡r t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤✐s ♠❡❛s✉r❡ ❛r❡✱ t❤❡ ❤✐❣❤❡r t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❝♦♠♣❛❝t♥❡ss ♦❢
t❤❡ ❝❧✉st❡rs✱ ❛♥❞ t❤❡ ❜❡tt❡r t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ r❡s✉❧ts✳

❆♥♦t❤❡r ♠❡❛s✉r❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❝♦♠♣❛❝t♥❡ss ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬✹✼❪✳ ❲❡ ✜rst
❞❡✜♥❡ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ ❛ ❞❛t❛ s❡t ❛s✿

v(X) =

√

√

√

√

1

N

N
∑

i=1

D2(xi, x) ✭✸✳✷✵✮

✇❤❡r❡ x = 1
N

∑

i xi ✐s t❤❡ ♠❡❛♥ ♦❢ t❤❡ s❡t X✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❛❝t♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣
r❡s✉❧ts ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

C =
1

k

k
∑

i

v(Ki)

v(X)
✭✸✳✷✶✮

✇❤❡r❡ v(Ki) ✐s t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝❧✉st❡r Ki ❛♥❞ v(X) ✐s t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ s❡t
X✳ ❆ s♠❛❧❧❡r ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤✐s ♠❡❛s✉r❡ ✐♥❞✐❝❛t❡s ❛ ❤✐❣❤❡r ❝♦♠♣❛❝t♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣
r❡s✉❧ts✳

❙❡♣❛r❛t✐♦♥ ❋♦r ♠❡❛s✉r✐♥❣ ❤♦✇ s❡♣❛r❛t❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❧✉st❡rs ❛r❡✱ ❙❤❛♠✐r ❛♥❞ ❙❤❛✲
r❛♥ ❬✶✶✾❪ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❛s t❤❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❛✈❡r❛❣❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❝❧✉st❡r
❝❡♥tr❡s✳ ❚❤❡ ❤✐❣❤❡r t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤✐s ♠❡❛s✉r❡✱ t❤❡ ❜❡tt❡r t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ r❡s✉❧ts✳

S =
1

∑

i 6=j |Ki||Kj|

∑

i 6=j

|Ki||Kj|D(µi, µi) ✭✸✳✷✷✮



✼✹ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❯♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣

❍❡ ❡t ❛❧✳ ❬✹✼❪ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ r❡s✉❧ts ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

S =
1

k(k − 1)

k
∑

i=1

k
∑

j=1,j 6=i

exp(−
D2(µi, µj)

2σ2
) ✭✸✳✷✸✮

✇❤❡r❡ σ ✐s t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ●❛✉ss✐❛♥✳ ■♥ ❬✹✼❪✱ ❍❡ ❡t ❛❧✳ ✜① 2σ2 = 0.25 ❢♦r
t❤❡ ❡❛s❡ ♦❢ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥✳ ❆ s♠❛❧❧❡r ✈❛❧✉❡ ♦❢ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ✐♥❞✐❝❛t❡s ❛ ❧❛r❣❡r ❞✐ss✐♠✐❧❛r✐t②
❜❡t✇❡❡♥ ❝❧✉st❡rs✱ ❛♥❞ ❛ ❜❡tt❡r ❝❧✉st❡r✐♥❣ r❡s✉❧t✳

❖✈❡r❛❧❧ ❝❧✉st❡r q✉❛❧✐t② ❬✹✼❪ ❍❡ ❡t ❛❧✳ ❬✹✼❪ ❝♦♠❜✐♥❡ t❤❡ ❝♦♠♣❛❝t♥❡ss ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥
✸✳✷✶ ❛♥❞ t❤❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✸✳✷✸ ✐♥t♦ ♦♥❡ ♠❡❛s✉r❡ ❝❛❧❧❡❞ ♦✈❡r❛❧❧ ❝❧✉st❡r
q✉❛❧✐t② ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

Ocq = β.C + (1− β).S ✭✸✳✷✹✮

✇❤❡r❡ β ∈ [0, 1] ✐s t❤❡ ✇❡✐❣❤t ❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣ t❤❡ tr❛❞❡✲♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦♠♣❛❝t♥❡ss
❛♥❞ t❤❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ s♠❛❧❧❡r t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❝❧✉st❡r q✉❛❧✐t② ✈❛❧✉❡s✱ t❤❡ ❜❡tt❡r t❤❡
❝❧✉st❡r✐♥❣ r❡s✉❧t✳

❙✐❧❤♦✉❡tt❡ ❲✐❞t❤ ❬✶✶✺❪ ❚❤❡ ❙✐❧❤♦✉❡tt❡ ❲✐❞t❤ ❡✈❛❧✉❛t❡s t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ r❡s✉❧ts
❜② ♠❡❛s✉r✐♥❣ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ t❤❡ ❝♦♠♣❛❝t♥❡ss ❛♥❞ t❤❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ s✐❧❤♦✉❡tt❡
✇✐❞t❤ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t xi ♠❡❛s✉r❡s ❤♦✇ ♠✉❝❤ xi ❜❡❧♦♥❣ t♦ ✐ts ❝❧✉st❡r❀ ✐t ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞
❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

SW (xi) =
b(xi)− a(xi)

max{a(xi), b(xi)}
✭✸✳✷✺✮

✇❤❡r❡✿

✕ a(xi)✿ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ xi ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ s❛♠❡
❝❧✉st❡r✳ a(xi) r❡♣r❡s❡♥ts t❤✉s t❤❡ ❝♦♠♣❛❝t♥❡ss ❜❡t✇❡❡♥ xi ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r ♣♦✐♥ts
✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❝❧✉st❡r✳

a(xi) =
1

|K(xi)| − 1

∑

xj∈K(xi),xj 6=xi

D(xi, xj) ✭✸✳✷✻✮

✕ b(xi)✿ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ xi ❛♥❞ t❤❡ ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ ❝❧✉st❡r 6= K(xi)
✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❝❧♦s❡st t♦ xi✳ b(xi) r❡♣r❡s❡♥ts t❤✉s t❤❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ xi ❛♥❞
t❤❡ ❝❧♦s❡st ❝❧✉st❡r✳

D(xi, Kl) =
1

Nl

∑

xj∈Kl

D(xi, xj) ✭✸✳✷✼✮

b(xi) = minKl 6=K(xi){D(xi, Kl)} ✭✸✳✷✽✮

❚❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❙✐❧❤♦✉❡tt❡ ❲✐❞t❤ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛ s❡t r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡
q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ r❡s✉❧t✳ ❚❤❡ ❤✐❣❤❡r t❤❡ ✈❛❧✉❡s ❛r❡✱ t❤❡ ❜❡tt❡r t❤❡ r❡s✉❧ts✳

SW =
1

N

∑

xi∈X
SW (xi) ✭✸✳✷✾✮



✸✳✹✳ ❈❧✉st❡r✐♥❣ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡s ✼✺

❍✉❜❡rt Γ st❛t✐st✐❝ ❬✹✸❪ ❚❤❡ ❍✉❜❡rt Γ st❛t✐st✐❝ ♠❡❛s✉r❡s t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ❜❡t✇❡❡♥
t✇♦ ♠❛tr✐❝❡s P ❛♥❞ Q ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

Γ =
1

M

N−1
∑

i=1

N
∑

j=i+1

P (i, j)Q(i, j) ✭✸✳✸✵✮

■♥ ♦r❞❡r t♦ ✉s❡ t❤❡ ❍✉❜❡rt Γ st❛t✐st✐❝ ❢♦r ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ r❡s✉❧t✱ P ✐s t❤❡
♣r♦①✐♠✐t② ♠❛tr✐① ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛ s❡t ❛♥❞ Q ✐s ❛♥ N × N ♠❛tr✐① ✇❤♦s❡
❡❧❡♠❡♥t Q(i, j) ✐s t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝❡♥tr❡s ♦❢ ❝❧✉st❡rs K(xi) ❛♥❞ K(xj)✳
❚❤❡ ❤✐❣❤❡r t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤✐s ♠❡❛s✉r❡ ✐s✱ t❤❡ ❜❡tt❡r t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ r❡s✉❧ts✳

◆♦r♠❛❧✐③❡❞ ❍✉❜❡rt Γ st❛t✐st✐❝ ❚❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❍✉❜❡rt Γ st❛t✐st✐❝ ♠❡❛s✉r❡s
❛❧s♦ t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♠❛tr✐❝❡s P ❛♥❞ Q ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

Γ̄ =
1
M

∑N−1
i=1

∑N

j=i+1(P (i, j)− µP )(Q(i, j)− µQ)

σPσQ

✭✸✳✸✶✮

✇❤❡r❡ µP ✱ µQ✱ σP ✱ σQ ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ ♠❡❛♥s ❛♥❞ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡s ♦❢ P ❛♥❞ Q✳
❋♦r ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ r❡s✉❧t✱ t❤❡ t✇♦ ♠❛tr✐❝❡s P ❛♥❞ Q ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ✐♥ t❤❡
❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❍✉❜❡rt Γ st❛t✐st✐❝✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❍✉❜❡rt Γ st❛t✐st✐❝ ✐s
❜❡t✇❡❡♥ −1 ❛♥❞ 1✳ ❚❤❡ ❤✐❣❤❡r t❤❡ ✈❛❧✉❡ ✐s✱ t❤❡ ❜❡tt❡r t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ r❡s✉❧t✳

✸✳✹✳✷ ❊①t❡r♥❛❧ ♠❡❛s✉r❡s

❊①t❡r♥❛❧ ♠❡❛s✉r❡s ❛r❡ s❡♠❛♥t✐❝✲❜❛s❡❞ ✭s✉♣❡r✈✐s❡❞✮ ♠❡❛s✉r❡s ✇❤✐❝❤ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡
❝❧✉st❡r✐♥❣ r❡s✉❧t ❜② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ✐t t♦ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ✐♥ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤
✭❝❧❛ss❡s✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♦❢t❡♥ ❝r❡❛t❡❞ ❜② ❤✉♠❛♥s ♦r ❜② ❛ s♦✉r❝❡ ♦❢ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ✏✈❛❧✐❞❛t❡❞✑
❜② ❤✉♠❛♥s✳ ❊①t❡r♥❛❧ ♠❡❛s✉r❡s ♦❢t❡♥ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ r❡s✉❧t ❛♥❞ t❤❡ ❝❧❛ss❡s
✐♥ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤ ❜❛s❡❞ ♦♥ t✇♦ ❝r✐t❡r✐❛✿

✕ ❍♦♠♦❣❡♥❡✐t② ✿ ❛ ❝❧✉st❡r✐♥❣ s♦❧✉t✐♦♥ s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡✐t② ❝r✐t❡r✐❛ ✐❢ ❛❧❧
❝❧✉st❡rs ❝♦♥t❛✐♥ ♦♥❧② ♣♦✐♥ts ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ❝❧❛ss✳

✕ ❈♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ✿ ❛ ❝❧✉st❡r✐♥❣ s♦❧✉t✐♦♥ s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ❝r✐t❡r✐❛ ✐❢ ❛❧❧
t❤❡ ♣♦✐♥ts t❤❛t ❛r❡ ♠❡♠❜❡rs ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ❝❧❛ss ❛r❡ ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ❛ s✐♥❣❧❡ ❝❧✉st❡r✳

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t s♦♠❡ ✇✐❞❡❧② ❦♥♦✇♥ ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡❛s✉r❡s✳ ❲❡ ✉s❡ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♥♦t❛t✐♦♥s✿

✕ N ✿ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛ s❡t✳
✕ C = {Ci|i = 1, ..., c}✿ t❤❡ s❡t ♦❢ ❝❧❛ss❡s ✐♥ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤✱ ✇❤❡r❡ c ✐s t❤❡

♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧❛ss❡s✳
✕ K = {Kj|j = 1, ..., k}✿ t❤❡ s❡t ♦❢ ❝❧✉st❡rs ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛❧❣♦✲

r✐t❤♠✱ ✇❤❡r❡ k ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧✉st❡rs✳
✕ nij✿ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦✐♥ts ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss Ci ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ t❤❡ ❝❧✉st❡r Kj✳
✕ M = N(N − 1)/2✿ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛✐rs ♦❢ ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡✳

P✉r✐t② ❬✶✹✻❪ ❚❤❡ ♣✉r✐t② ♠❡❛s✉r❡ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡✐t② ♦❢ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ r❡✲
s✉❧t✳ ❚❤❡ ♣✉r✐t② ♦❢ ❡❛❝❤ ❝❧✉st❡r Kj ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ♠♦st r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❝❧❛ss ❛♠♦♥❣
t❤❡ ♣♦✐♥ts ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ t❤✐s ❝❧✉st❡r✿

P (Kj) =
1

|Kj|
max
Ci∈C
{nij} ✭✸✳✸✷✮



✼✻ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❯♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣

❚❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ♣✉r✐t② ♦❢ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ r❡s✉❧t ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s t❤❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ s✉♠ ♦❢ t❤❡
♣✉r✐t✐❡s ♦❢ ❛❧❧ ❝❧✉st❡rs✳ ❍✐❣❤❡r ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ♣✉r✐t② ✐♥❞✐❝❛t❡ ❜❡tt❡r ❝❧✉st❡r✐♥❣
r❡s✉❧ts✳

Purity =
k
∑

j=1

|Kj|

N
P (Kj) ✭✸✳✸✸✮

❊♥tr♦♣② ❬✶✹✻❪ ❊♥tr♦♣② ♠❡❛s✉r❡s ❛❧s♦ t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡✐t② ♦❢ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ r❡s✉❧t
❜② ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❧❛ss❡s ♦❢ ♣♦✐♥ts ✇✐t❤✐♥ ❡❛❝❤ ❝❧✉st❡r✳ ❚❤❡
❡♥tr♦♣② ♦❢ ❡❛❝❤ ❝❧✉st❡r Kj ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

Entropy(Kj) = −
1

log c

c
∑

i=1

nij

|Kj|
log

nij

|Kj|
✭✸✳✸✹✮

❚❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❡♥tr♦♣② ♦❢ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s t❤❡♥ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s t❤❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ s✉♠
♦❢ t❤❡ ❡♥tr♦♣✐❡s ♦❢ ❛❧❧ ❝❧✉st❡rs✳ ❚❤❡ s♠❛❧❧❡r t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❡♥tr♦♣② ✐s✱ t❤❡
❜❡tt❡r t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ r❡s✉❧t✳

Entropy =
k
∑

j=1

|Kj|

N
Entropy(Kj) ✭✸✳✸✺✮

❖✈❡r❛❧❧ ❡♥tr♦♣② ❬✹✼❪ ❖✈❡r❛❧❧ ❡♥tr♦♣② ♠❡❛s✉r❡ ❡✈❛❧✉❛t❡s ❜♦t❤ t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡✐t②
❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ❝r✐t❡r✐❛ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝❧✉st❡r ❡♥tr♦♣② ❛♥❞ t❤❡ ❝❧❛ss ❡♥tr♦♣②✳

❚❤❡ ❝❧✉st❡r ❡♥tr♦♣② ♠❡❛s✉r❡s t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡✐t② ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts ✐♥ ❡❛❝❤ ✐♥❞✐✲
✈✐❞✉❛❧ ❝❧✉st❡r✳ ❚❤❡ ❝❧✉st❡r ❡♥tr♦♣② E(Kj) ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝❧✉st❡r Kj ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

E(Kj) = −
c
∑

i=1

nij

|Kj|
log

nij

|Kj|
✭✸✳✸✻✮

❚❤❡ s♠❛❧❧❡r t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ E(Kj)✱ t❤❡ ❤✐❣❤❡r t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡✐t② ♦❢ ❝❧✉st❡r Kj✳ ❚❤❡
♦✈❡r❛❧❧ ❝❧✉st❡r ❡♥tr♦♣② ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ❡♥tr♦♣✐❡s ♦❢ ❛❧❧ ❝❧✉st❡rs✿

EK =
1

N

k
∑

j=1

|Kj|E(Kj) ✭✸✳✸✼✮

❚❤❡ ❝❧❛ss ❡♥tr♦♣② ♠❡❛s✉r❡s ❤♦✇ t❤❡ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts ♦❢ ❛ s❛♠❡ ❝❧❛ss ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞
❜② ❞✐✛❡r❡♥t ❝❧✉st❡rs✱ ✐t t❤✉s ♠❡❛s✉r❡s t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ❝r✐t❡r✐❛✳ ❚❤❡ ❝❧❛ss ❡♥tr♦♣②
E(Ci) ♦❢ ❡❛❝❤ ❝❧❛ss Ci ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

E(Ci) = −
k
∑

j=1

nij

|Ci|
log

nij

|Ci|
✭✸✳✸✽✮

❙✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❝❧✉st❡r ❡♥tr♦♣②✱ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❝❧❛ss ❡♥tr♦♣② EC ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡
✇❡✐❣❤t❡❞ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❝❧❛ss ❡♥tr♦♣✐❡s✳ ❚❤❡ s♠❛❧❧❡r t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧
❝❧❛ss ❡♥tr♦♣②✱ t❤❡ ❤✐❣❤❡r t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ s♦❧✉t✐♦♥✳

EC =
1

N

c
∑

i=1

|Ci|E(Ci) ✭✸✳✸✾✮



✸✳✹✳ ❈❧✉st❡r✐♥❣ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡s ✼✼

❚❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❡♥tr♦♣② ❝♦♠❜✐♥❡s t❤❡ ❝❧✉st❡r ❡♥tr♦♣② ❛♥❞ t❤❡ ❝❧❛ss ❡♥tr♦♣② ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

ECK = β ∗ EK + (1− β) ∗ EC ✭✸✳✹✵✮

✇❤❡r❡ β ✐s t❤❡ ✇❡✐❣❤t ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡s❡ t✇♦ ❡♥tr♦♣✐❡s✳ ❚❤❡ s♠❛❧❧❡r
t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ECK ✱ t❤❡ ❜❡tt❡r t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ s♦❧✉t✐♦♥✳

❋✲♠❡❛s✉r❡ ❬✸✸❪ ❚❤❡ ❋✲♠❡❛s✉r❡ ❡✈❛❧✉❛t❡s ❜♦t❤ t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡✐t② ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠✲
♣❧❡t❡♥❡ss ❝r✐t❡r✐❛ ♦❢ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ Recall ❛♥❞ Precision ❢♦r ❛ ❝❧❛ss
Ci ❛♥❞ ❛ ❝❧✉st❡r Kj ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

Recall(Ci, Kj) =
nij

|Kj|
✭✸✳✹✶✮

Precision(Ci, Kj) =
nij

|Ci|
✭✸✳✹✷✮

❚❤❡ Recall(Ci, Kj) ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥ts ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss Ci ✐♥
❝❧✉st❡r Kj✱ ✐t t❤✉s ♠❡❛s✉r❡s t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡✐t② ♦❢ t❤❡ ❝❧✉st❡r Kj r❡❣❛r❞✐♥❣ t♦ t❤❡
❝❧❛ss Ci✳ ❚❤❡ Precision(Ci, Kj) ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥ts ♦❢ t❤❡
❝❧❛ss Ci ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ t❤❡ ❝❧✉st❡r Kj✱ ✐t t❤✉s ♠❡❛s✉r❡s t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ♦❢
t❤❡ ❝❧❛ss Ci r❡❣❛r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝❧✉st❡r Kj✳ ❋✲♠❡❛s✉r❡ ❢♦r ❛ ❝❧❛ss Ci ❛♥❞ ❛ ❝❧✉st❡r Kj

✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s t❤❡ ❤❛r♠♦♥✐❝ ♠❡❛♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ Recall ❛♥❞ Precision✿

F (Ci, Kj) =
2 ∗Recall(Ci, Kj) ∗ Precision(Ci, Kj)

Recall(Ci, Kj) + Precision(Ci, Kj)
✭✸✳✹✸✮

F (Ci, Kj) ❡✈❛❧✉❛t❡s t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ ❝❧✉st❡rKj ❢♦r ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ❝❧❛ss Ci✳ ❚❤❡ s✉❝❝❡ss
♦❢ ❛ ❝❧✉st❡r✐♥❣ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ❛ ❝❧❛ss Ci ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② t❤❡ ♠❛① ✈❛❧✉❡ ♦❢
F (Ci, Kj) ❛♠♦♥❣ ❝❧✉st❡rs Kj✱ j = 1, ..., k✳ ❚❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❋✲♠❡❛s✉r❡ ❢♦r ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ t❤❡
❝❧✉st❡r✐♥❣ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② t❤❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❋✲♠❡❛s✉r❡s
❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ❝❧❛ss❡s✿

❋✲♠❡❛s✉r❡ =
∑

Ci∈C

|Ci|

N
max
Kj∈K

{F (Ci, Kj)} ✭✸✳✹✹✮

❚❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❋✲♠❡❛s✉r❡ ✐s ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ [0, 1]✳ ❚❤❡ ❤✐❣❤❡r t❤❡ ✈❛❧✉❡ ✐s✱
t❤❡ ❤✐❣❤❡r t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ r❡s✉❧t✳

▼♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧②✱ Fβ(Ci, Kj) ♠❡❛s✉r❡s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s ✐♥ ❬✶✶✶❪✿

Fβ(Ci, Kj) =
(1 + β2) ∗Recall(Ci, Kj) ∗ Precision(Ci, Kj)

Recall(Ci, Kj) + β2 ∗ Precision(Ci, Kj)
✭✸✳✹✺✮

✇❤❡r❡ β ❞❡✜♥❡s t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ Recall ❛♥❞ Precision ✐♥ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✳ ❊q✉❛✲
t✐♦♥ ✭✸✳✹✸✮ t❤❡r❡❢♦r❡ ❣✐✈❡s t❤❡ F1 ♠❡❛s✉r❡✳

❱✲♠❡❛s✉r❡ ❬✶✶✹❪ ❱✲♠❡❛s✉r❡ ✐s ❛♥ ❡♥tr♦♣②✲❜❛s❡❞ ♠❡❛s✉r❡ ✇❤✐❝❤ ❡✈❛❧✉❛t❡s ❜♦t❤
t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡✐t② ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ❝r✐t❡r✐❛ ♦❢ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❤✐❣❤❡r
t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❱✲♠❡❛s✉r❡ ✐s✱ t❤❡ ❜❡tt❡r t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❱✲♠❡❛s✉r❡ ✐s
❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

❱✲♠❡❛s✉r❡ =
(1 + β) ∗ homogeneity ∗ completeness

β ∗ homogeneity + completeness
✭✸✳✹✻✮

✇❤❡r❡✿



✼✽ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❯♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣

✕ homogeneity ♠❡❛s✉r❡s t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡✐t② ♦❢ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ s♦❧✉t✐♦♥ ✭s❡❡ ❊q✉❛✲
t✐♦♥ ✭✸✳✹✼✮ ❤❡r❡❛❢t❡r✮✳

✕ completeness ♠❡❛s✉r❡s t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ s♦❧✉t✐♦♥ ✭s❡❡ ❊q✉❛✲
t✐♦♥ ✭✸✳✺✵✮ ❤❡r❡❛❢t❡r✮✳

✕ β ✐s ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥tr♦❧s t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ ❤♦♠♦❣❡♥❡✐t② ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡t❡✲
♥❡ss✳

❚❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡✐t② ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

homogeneity = 1−
H(C|K)

H(C)
✭✸✳✹✼✮

✇❤❡r❡H(C|K) ✐s t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❡♥tr♦♣② ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞
❝❧✉st❡r✐♥❣✿

H(C|K) = −
k
∑

j=1

c
∑

i=1

nij

N
log

nij
∑c

i=1 nij

✭✸✳✹✽✮

❛♥❞ H(C) ✐s t❤❡ ❡♥tr♦♣② ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss❡s ❛♥❞ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

H(C) = −
c
∑

i=1

∑k

j=1 nij

N
log

∑k

j=1 nij

N
✭✸✳✹✾✮

❙②♠♠❡tr✐❝❛❧❧②✱ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

completeness = 1−
H(K|C)

H(K)
✭✸✳✺✵✮

✇❤❡r❡ H(K|C) ✐s t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❡♥tr♦♣② ♦❢ t❤❡ ❝❧✉st❡r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❣✐✈❡♥ t❤❡
❝❧❛ss❡s✿

H(K|C) = −
c
∑

i=1

k
∑

j=1

nij

N
log

nij
∑k

j=1 nij

✭✸✳✺✶✮

❛♥❞ H(K) ✐s t❤❡ ❡♥tr♦♣② ♦❢ t❤❡ ❝❧✉st❡rs✿

H(K) = −
k
∑

j=1

∑c

i=1 nij

N
log

∑c

i=1 nij

N
✭✸✳✺✷✮

Γ st❛t✐st✐❝ ❬✻❪ ❋♦r ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ r❡s✉❧t✱ t❤❡ Γ st❛t✐st✐❝ ♠❡❛s✉r❡s t❤❡
❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✭❝❧❛ss❡s✮ ❣✐✈❡♥ ❜②
t❤❡ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤✳ Γ st❛t✐st✐❝ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

Γ =
M.a−m1.m2

[m1.m2.(M −m1).(M −m2)]
1
2

✭✸✳✺✸✮



✸✳✹✳ ❈❧✉st❡r✐♥❣ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡s ✼✾

✇❤❡r❡✿

a =
1

2

k
∑

j=1

c
∑

i=1

n2
ij −

N

2
✭✸✳✺✹✮

b =
1

2

c
∑

i=1

|Ci|
2 −

1

2

k
∑

j=1

c
∑

i=1

n2
ij ✭✸✳✺✺✮

d =
1

2

k
∑

j=1

|Kj|
2 −

1

2

k
∑

j=1

c
∑

i=1

n2
ij ✭✸✳✺✻✮

m1 = a+ b ✭✸✳✺✼✮

m2 = a+ d ✭✸✳✺✽✮

❚❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ Γ st❛t✐st✐❝ ♠❡❛s✉r❡ r❛♥❣❡s ❜❡t✇❡❡♥ −1 ❛♥❞ 1✳ ❚❤❡ ❤✐❣❤❡r t❤❡ ✈❛❧✉❡
✐s✱ t❤❡ ❜❡tt❡r t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ r❡s✉❧t✳

❈♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❈♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣
r❡s✉❧t ❜② ❡①❛♠✐♥✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛✐rs ♦❢ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝❧✉st❡r❡❞ s✐♠✐❧❛r❧②
♦r ❞✐✛❡r❡♥t❧② ✐♥ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡✿

✕ N11✿ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛✐rs ♦❢ ♣♦✐♥ts ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝❧✉st❡r❡❞ t♦❣❡t❤❡r ✐♥ t❤❡ ❝❧✉s✲
t❡r✐♥❣ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤✳

✕ N00✿ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛✐rs ♦❢ ♣♦✐♥ts ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝❧✉st❡r❡❞ s❡♣❛r❛t❡❧② ✐♥ t❤❡
❝❧✉st❡r✐♥❣ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤✳

✕ N01✿ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛✐rs ♦❢ ♣♦✐♥ts ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝❧✉st❡r❡❞ t♦❣❡t❤❡r ✐♥ t❤❡ ❣r♦✉♥❞
tr✉t❤ ❜✉t ♥♦t ✐♥ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ s♦❧✉t✐♦♥✳

✕ N10✿ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛✐rs ♦❢ ♣♦✐♥ts ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝❧✉st❡r❡❞ t♦❣❡t❤❡r ✐♥ t❤❡ ❝❧✉s✲
t❡r✐♥❣ s♦❧✉t✐♦♥ ❜✉t ♥♦t ✐♥ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤✳

❙♦♠❡ ♠❡❛s✉r❡s ♦❢ t❤✐s ❦✐♥❞ ❛r❡✿
✕ ❘❛♥❞ ■♥❞❡① ❬✶✵✾❪✿ ❚❤❡ ❘❛♥❞ ■♥❞❡① ♠❡❛s✉r❡s t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡

♣r♦❞✉❝❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ t❛r❣❡t ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤
❜② ❡①❛♠✐♥✐♥❣ t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ ❛❣r❡❡♠❡♥ts ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ t✇♦ ❝❧✉st❡r✐♥❣s ✭✐✳❡✳ t❤❡
r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ ♣❛✐rs ♦❢ ♣♦✐♥ts t❤❛t ❛r❡ ❝❧✉st❡r❡❞ s✐♠✐❧❛r❧② t♦❣❡t❤❡r ♦r s❡♣❛r❛t❡❧②
✐♥ t❤❡ t✇♦ ❝❧✉st❡r✐♥❣s✮✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❘❛♥❞ ■♥❞❡① r❛♥❣❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❬✵✱✶❪✳ ❚❤❡
❤✐❣❤❡r t❤❡ ✈❛❧✉❡ ✐s✱ t❤❡ ❤✐❣❤❡r t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡
❣r♦✉♥❞ tr✉t❤✱ ❛♥❞ t❤❡ ❜❡tt❡r t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ r❡s✉❧t✳

Rand(C,K) =
N00 +N11

N00 +N11 +N10 +N01

=
N00 +N11

N(N − 1)/2
✭✸✳✺✾✮

✕ ❏❛❝❝❛r❞ ■♥❞❡① ❬✾✶❪✿ ❙✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❘❛♥❞ ■♥❞❡①✱ t❤❡ ❏❛❝❝❛r❞ ■♥❞❡① ♠❡❛s✉r❡s
t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❝❧✉st❡r✐♥❣s ❜② ❡①❛♠✐♥✐♥❣ t❤❡ ❛❣r❡❡♠❡♥ts ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡s❡ t✇♦ ❝❧✉st❡r✐♥❣s✱ ❜✉t ✐t ✐❣♥♦r❡s t❤❡ ♣❛✐rs ♦❢ ♣♦✐♥ts ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❣r♦✉♣❡❞
s❡♣❛r❛t❡❧② ✐♥ ❜♦t❤ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤✳

Jaccard(C,K) =
N11

N11 +N10 +N01

✭✸✳✻✵✮

✕ ❋♦✇❧❦❡s✲▼❛❧❧♦✇s ■♥❞❡① ❬✸✷❪✿ ▲❡t P (C,K) = N11

N11+N01
❜❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②

t❤❛t ❛ ♣❛✐r ♦❢ ♣♦✐♥ts ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❝❧❛ss ❛r❡ ❛❧s♦ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❝❧✉st❡r✱ ❛♥❞



✽✵ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❯♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣

P (K,C) = N11

N11+N10
❜❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t ❛ ♣❛✐r ♦❢ ♣♦✐♥t ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝❧✉st❡r❡❞

✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❝❧✉st❡r ❜❡❧♦♥❣s t♦ ❛ s❛♠❡ ❝❧❛ss✳ ❚❤❡ ❋♦✇❧❦❡s✲▼❛❧❧♦✇s ■♥❞❡①
♠❡❛s✉r❡s t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❝❧✉st❡r✐♥❣s ❜② t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ♠❡❛♥ ♦❢
P (C,K) ❛♥❞ P (K,C)✿

❋♦✇❧❦❡s✲▼❛❧❧♦✇s✭❈✱❑✮ =

√

N11

N11 +N01

.
N11

N11 +N10

✭✸✳✻✶✮

✕ ▼✐r❦✐♥ ♠❡tr✐❝ ❬✾✹❪✿ ❚❤❡ ▼✐r❦✐♥ ♠❡tr✐❝ ❡✈❛❧✉❛t❡s t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ r❡s✉❧t ❜②
♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐s❛❣r❡❡♠❡♥ts ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞
t❤❡ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤ ✭✐✳❡✳ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛✐rs ♦❢ ♣♦✐♥ts ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝❧✉st❡r❡❞
t♦❣❡t❤❡r ✐♥ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ s♦❧✉t✐♦♥ ❜✉t s❡♣❛r❛t❡❧② ✐♥ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤ ♦r ✈✐❝❡
✈❡rs❛✮✳

Mirkin(C,K) = 2(N01 +N10) = N(N − 1)(1−Rand(C,K)) ✭✸✳✻✷✮

❉✐s❝✉ss✐♦♥ ❛❜♦✉t ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡s ■♥t❡r♥❛❧ ♠❡❛s✉r❡s ❞♦ ♥♦t
❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ s❡♠❛♥t✐❝ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ t❤❡② ❝❛♥ t❤❡r❡❢♦r❡ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❜②
t❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡✱ ❜✉t t❤❡② ♦♥❧② r❡♣r❡s❡♥t ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥✳ ❊①t❡r♥❛❧ ♠❡❛s✉r❡s
❢♦r❝❡ t❤❡ ❤✉♠❛♥ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤✳ ❚❤❡② ❛r❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ♠♦r❡ ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❜❡
❞♦♥❡ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧②✱ ❜✉t t❤✐s ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♣r♦t♦❝♦❧ ✐s ❝❧♦s❡r t♦ t❤❡ ✇✐s❤❡s ♦❢ t❤❡ ✉s❡r✳
■t ✐s t❤✉s ❛ s❡♠❛♥t✐❝ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥✳

✸✳✺ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ✉♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉s✲

t❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s

❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦✉r t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ✭❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✮ ❛♥❞ ❢♦r♠❛❧ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✭❙❡❝t✐♦♥
✸✳✸✮ ♦❢ ✉♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧
❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ✜✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡t❤♦❞s✿ ❣❧♦❜❛❧ ❦✲♠❡❛♥s ❬✼✻❪✱ ❆❍❈ ❬✼✵❪✱ ❘✲tr❡❡ ❬✹✷❪✱
❙❘✲tr❡❡ ❬✻✵❪ ❛♥❞ ❇■❘❈❍ ❬✶✹✺❪✳ ●❧♦❜❛❧ ❦✲♠❡❛♥s ✐s ❛ ✈❛r✐❛♥t ♦❢ t❤❡ ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ ❛♥❞
t❤❡ ♠♦st ✉s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ✭❦✲♠❡❛♥s✮✳ ❚❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❦✲♠❡❛♥s ✐s
t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② s❡❧❡❝t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧✉st❡rs ❦ ❜② st♦♣♣✐♥❣ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠
❛t t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❦ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ r❡s✉❧ts ✭s❡❡ ♣❛❣❡ ✹✼✮✳ ❚❤❡ ♦t❤❡r ♠❡t❤♦❞s
♣r♦✈✐❞❡ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ❝❧✉st❡rs✳ ❆❍❈ ✐s ❝❤♦s❡♥ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✐s t❤❡ ♠♦st ♣♦♣✉❧❛r ♠❡t❤♦❞
✐♥ t❤❡ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ❢❛♠✐❧② ❛♥❞ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♠❡t❤♦❞✳
❘✲tr❡❡✱ ❙❘✲tr❡❡ ❛♥❞ ❇■❘❈❍ ❛r❡ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ ❧❛r❣❡ ❞❛t❛❜❛s❡s ❛♥❞ t❤❡② ❛r❡ ❜② ♥❛t✉r❡
✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧✳

✸✳✺✳✶ ❊①♣❡r✐♠❡♥t ♣r♦t♦❝♦❧

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ✜✈❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s✱ ✇❡ ✉s❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♠❛❣❡
❞❛t❛❜❛s❡s ♦❢ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ s✐③❡s ✭❲❛♥❣ ✷✱ P❛s❝❛❧❱♦❝✷✵✵✻ ✸✱ ❈❛❧t❡❝❤✶✵✶ ✹✱ ❈♦r❡❧✸✵❦✮✳
❙♦♠❡ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ t❤❡s❡ ❞❛t❛❜❛s❡s ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡s ✸✳✽✱ ✸✳✾✱ ✸✳✶✵ ❛♥❞ ✸✳✶✶✳ ❙♠❛❧❧
❞❛t❛❜❛s❡s ❛r❡ ✐♥t❡♥❞❡❞ t♦ ✈❡r✐❢② t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❢❡❛t✉r❡ ❞❡s❝r✐♣t♦rs

✷✳ ❤tt♣✿✴✴✇❛♥❣✳✐st✳♣s✉✳❡❞✉✴❞♦❝s✴r❡❧❛t❡❞✴✳
✸✳ ❤tt♣✿✴✴♣❛s❝❛❧❧✐♥✳❡❝s✳s♦t♦♥✳❛❝✳✉❦✴❝❤❛❧❧❡♥❣❡s✴❱❖❈✴✳
✹✳ ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳✈✐s✐♦♥✳❝❛❧t❡❝❤✳❡❞✉✴■♠❛❣❡❴❉❛t❛s❡ts✴❈❛❧t❡❝❤✶✵✶✴

http://wang.ist.psu.edu/docs/related/
http://pascallin.ecs.soton.ac.uk/challenges/VOC/
http://www.vision.caltech.edu/Image_Datasets/Caltech101/


✸✳✺✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ✉♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ✽✶

❛♥❞ ❛❧s♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s✳ ▲❛r❣❡ ❞❛t❛❜❛s❡s ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡
❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r str✉❝t✉r✐♥❣ ❧❛r❣❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❞❛t❛✳

✕ ❚❤❡ ❲❛♥❣ ❞❛t❛❜❛s❡ ✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✽✮ ✐s ❛ s♠❛❧❧ ❛♥❞ s✐♠♣❧❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥t❛✐♥s
✶✵✵✵ ✐♠❛❣❡s ♦❢ ✶✵ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❧❛ss❡s ✭✶✵✵ ✐♠❛❣❡s ♣❡r ❝❧❛ss✮✳

✕ ❚❤❡ P❛s❝❛❧❱♦❝✷✵✵✻ ❞❛t❛❜❛s❡ ✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✾✮ ❝♦♥t❛✐♥s ✺✸✵✹ ✐♠❛❣❡s ♦❢ ✶✵ ❞✐✛❡r❡♥t
❝❧❛ss❡s✱ ❡❛❝❤ ✐♠❛❣❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ♦♥❡ ♦r ♠♦r❡ ♦❜❥❡❝ts ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❧❛ss❡s✳ ■♥ t❤✐s
t❤❡s✐s✱ ✇❡ ❛♥❛❧②③❡ ♦♥❧② ❤❛r❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛♥ ✐♠❛❣❡ ✐s ❛ss✐❣♥❡❞
t♦ ♦♥❧② ♦♥❡ ❝❧✉st❡r✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐♥ P❛s❝❛❧❱♦❝✷✵✵✻✱ ✇❡ ❝❤♦♦s❡ ♦♥❧② t❤❡ ✐♠❛❣❡s
t❤❛t ❜❡❧♦♥❣ t♦ ♦♥❧② ♦♥❡ ❝❧❛ss ❢♦r t❤❡ t❡sts ✭✸✽✽✺ ✐♠❛❣❡s ✐♥ t♦t❛❧✮✳

✕ ❚❤❡ ❈❛❧t❡❝❤✶✵✶ ❞❛t❛❜❛s❡ ✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✵✮ ❝♦♥t❛✐♥s ✾✶✹✹ ✐♠❛❣❡s ♦❢ ✶✵✶ ❝❧❛ss❡s✱
✇✐t❤ ✹✵ ✉♣ t♦ ✽✵✵ ✐♠❛❣❡s ♣❡r ❝❧❛ss✳

✕ ❚❤❡ ❈♦r❡❧✸✵❦ ❞❛t❛❜❛s❡ ✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✶✮ ✐s t❤❡ ❧❛r❣❡st ❞❛t❛❜❛s❡ ✉s❡❞✱ ✐t ❝♦♥t❛✐♥s
✸✶✻✾✺ ✐♠❛❣❡s ♦❢ ✸✷✵ ❝❧❛ss❡s✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ❲❛♥❣ ✐s ❛ s✉❜s❡t ♦❢ ❈♦r❡❧✸✵❦✳

◆♦t❡ t❤❛t ✇❡ ✉s❡ ❢♦r t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ t❡sts t❤❡ s❛♠❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧✉st❡rs k ❛s t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧❛ss❡s c ✐♥ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✽✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❲❛♥❣ ✐♠❛❣❡ ❞❛t❛❜❛s❡✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✾✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ P❛s❝❛❧❱♦❝✷✵✵✻ ✐♠❛❣❡ ❞❛t❛❜❛s❡✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✵✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❈❛❧t❡❝❤✶✵✶ ✐♠❛❣❡ ❞❛t❛❜❛s❡✳



✽✷ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❯♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✶✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❈♦r❡❧✸✵❦ ✐♠❛❣❡ ❞❛t❛❜❛s❡✳

❈♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❞❡s❝r✐♣t♦rs✱ ✇❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ♦♥❡ ❣❧♦❜❛❧ ❛♥❞ ✜✈❡ ❧♦❝❛❧ ❞❡✲
s❝r✐♣t♦rs✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦✉r st✉❞② ❢♦❝✉s❡s ♦♥ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ❛♥❞ ♥♦t ♦♥ t❤❡
❢❡❛t✉r❡s ✭❞❡s❝r✐♣t♦rs✮✱ ✇❡ ❝❤♦♦s❡ s♦♠❡ ❞❡s❝r✐♣t♦rs t❤❛t ❛r❡ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r✲
❛t✉r❡ ❢♦r ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✭s❡❡ ❈❤❛♣t❡r ✷✮✳

✕ ❆s ❛ ❣❧♦❜❛❧ ❞❡s❝r✐♣t♦r✱ ✇❡ ✉s❡ ❛ ❞❡s❝r✐♣t♦r ♦❢ s✐③❡ 103 ✇❤✐❝❤ ✐s ❜✉✐❧t ❛s t❤❡
❝♦♥❝❛t❡♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❣❧♦❜❛❧ ❞❡s❝r✐♣t♦rs✿
◦ ❘●❇ ❤✐st♦❜✐♥✿ ✇❡ q✉❛♥t✐③❡ ❡❛❝❤ ❝❤❛♥♥❡❧ ♦❢ t❤❡ ❘●❇ ❝♦❧♦r s♣❛❝❡ ✐♥t♦ ✶✻
r❛♥❣❡s ✭❜✐♥s✮ ❢♦r ❤❛✈✐♥❣✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ✐♠❛❣❡✱ ❛ ❤✐st♦❜✐♥ ♦❢ s✐③❡ 3× 16 = 48✳
◦ ●❛❜♦r ✜❧t❡rs ✿ ✇❡ ✉s❡ ✷✹ ●❛❜♦r ✜❧t❡rs ♦♥ ✹ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ❛♥❞ ✻ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✳
❚❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠❡❛s✉r❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♦✉t♣✉t ✐♠❛❣❡ ✐s t❤❡ ♠❡❛♥ ❛♥❞
st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥✳ ❲❡ ♦❜t❛✐♥ t❤✉s ❛ ✈❡❝t♦r ♦❢ s✐③❡ 24 × 2 = 48 ❢♦r t❤❡
t❡①t✉r❡✳
◦ ❍✉✬s ♠♦♠❡♥ts✿ ✇❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ ✼ ✐♥✈❛r✐❛♥t ♠♦♠❡♥ts ♦❢ ❍✉ ❢♦r ❞❡s❝r✐❜✐♥❣
t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡✳

✕ ❋♦r ❧♦❝❛❧ ❞❡s❝r✐♣t♦rs✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❙■❋❚ ❛♥❞ s♦♠❡ ❝♦❧♦r ❙■❋❚ ✭❈❙■❋❚✱ r❣❙■❋❚✱
❘●❇❙■❋❚✱ ❖♣♣♦♥❡♥t❙■❋❚✮ ❞❡s❝r✐♣t♦rs✳ ❚❤❡s❡ ❞❡s❝r✐♣t♦rs ❛r❡ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞
♥♦✇❛❞❛②s ❢♦r t❤❡✐r ❤✐❣❤ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❲❡ ✉s❡ t❤❡ ❙■❋❚ ❞❡s❝r✐♣t♦r ❝♦❞❡ ♦❢
❉❛✈✐❞ ▲♦✇❡ ✺ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦❧♦r ❙■❋❚ ❞❡s❝r✐♣t♦rs ❝♦❞❡s ♦❢ ❑♦❡♥ ✈❛♥ ❞❡ ❙❛♥❞❡ ✻✳
❚❤❡ ✏❇❛❣ ♦❢ ✇♦r❞s✑ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❝❤♦s❡♥ t♦ ❣r♦✉♣ ❧♦❝❛❧ ❢❡❛t✉r❡s ✐♥t♦ ❛ s✐♥❣❧❡
✈❡❝t♦r r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✈✐s✉❛❧ ✇♦r❞s ✐♥ t❤❡
❞✐❝t✐♦♥❛r② ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✷✮✳

❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡✱ ✇❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ✜✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s✿ ❣❧♦❜❛❧
❦✲♠❡❛♥s ❬✼✻❪✱ ❆❍❈ ❬✼✵❪✱ ❘✲tr❡❡ ❬✹✷❪✱ ❙❘✲tr❡❡ ❬✻✵❪ ❛♥❞ ❇■❘❈❍ ❬✶✹✺❪✳ ❋♦r t❤❡ ❆❣✲
❣❧♦♠❡r❛t✐✈❡ ❍✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ❈❧✉st❡r✐♥❣ ✭❆❍❈✮✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❡st❡❞ t❤❡ ✜✈❡ ❞✐st❛♥❝❡s ❞❡✲
s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✹ ❛♥❞ ❊q✉❛t✐♦♥s ✭✸✳✶✷✮ t♦ ✭✸✳✶✻✮ ✭s✐♥❣❧❡✲❧✐♥❦❛❣❡✱ ❝♦♠♣❧❡t❡✲
❧✐♥❦❛❣❡✱ ❛✈❡r❛❣❡✲❧✐♥❦❛❣❡✱ ❝❡♥tr♦✐❞✲❧✐♥❦❛❣❡ ❛♥❞ ❲❛r❞✬s ♠❡t❤♦❞✮ ✐♥ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳
❲❡ ❢♦✉♥❞ t❤❛t t❤❡ ❲❛r❞✬s ❞✐st❛♥❝❡ ❣✐✈❡s t❤❡ ❜❡st r❡s✉❧ts ❛♠♦♥❣ t❤❡ ✜✈❡✳ ❚❤❡r❡✲
❢♦r❡✱ t♦ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ r❡s✉❧ts ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ♦♥❧② ❆❍❈
❝❧✉st❡r✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❲❛r❞✬s ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ♠❡❛s✉r✐♥❣ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❝❧✉st❡rs✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ ♦✉r ❝❧✉st❡r✐♥❣ r❡s✉❧ts✱ ✇❡ ✉s❡ ❜♦t❤ ✐♥t❡r♥❛❧ ❛♥❞ ❡①t❡r♥❛❧
♠❡❛s✉r❡s✳ ❆s ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡❛s✉r❡s ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ t♦ ✇❤❛t t❤❡
❤✉♠❛♥ ✇❛♥ts✱ t❤❡② ❛r❡ ♠♦r❡ s✉✐t❛❜❧❡ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ r❡s✉❧ts ✐♥ ♦✉r ✐♥t❡r✲
❛❝t✐✈❡ ❝♦♥t❡①t ✇❤❡r❡ t❤❡ ✉s❡r ✐s ✐♥✈♦❧✈❡❞✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡❛s✉r❡s ❛r❡ ♠♦st❧②
✉s❡❞ ✐♥ ♦✉r ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥s✳ ■♥t❡r♥❛❧ ♠❡❛s✉r❡s ❛r❡ ❛❧s♦ ✉s❡❞ ❢♦r ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ t❤❡ ❞✐❢✲
❢❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❛♥❞ s❡♠❛♥t✐❝ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥✳ ❆♠♦♥❣ ✐♥t❡r♥❛❧
♠❡❛s✉r❡s✱ t❤❡r❡ ❛r❡ s✐♠♣❧❡ ♠❡❛s✉r❡s ✇❤✐❝❤ ❡✈❛❧✉❛t❡ ♦♥❧② ♦♥❡ ❛s♣❡❝t ✭❤♦♠♦❣❡♥❡✐t②✱
s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦r ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss✮ ♦❢ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ s♦❧✉t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❛❧s♦ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ♠❡❛✲
s✉r❡s ✇❤✐❝❤ ❡✈❛❧✉❛t❡ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ♠❛♥② ❛s♣❡❝ts ♦❢ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ r❡s✉❧ts✳ ■♥ t❤✐s

✺✳ ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳❝s✳✉❜❝✳❝❛✴✯❧♦✇❡✴❦❡②♣♦✐♥ts✴✳
✻✳ ❤tt♣✿✴✴❦♦❡♥✳♠❡✴r❡s❡❛r❝❤✴❝♦❧♦r❞❡s❝r✐♣t♦rs✴✳

http://www.cs.ubc.ca/*lowe/keypoints/ 
http://koen.me/research/colordescriptors/


✸✳✺✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ✉♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ✽✸

t❤❡s✐s✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t st✉❞② ❤♦✇ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡s✱
❜✉t ✇❡ ❝❤♦♦s❡ ❤❡r❡ ✜✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♠♣❧❡① ♠❡❛s✉r❡s t❤❛t s❡❡♠ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ❛♥❞
t❤❛t ❛r❡ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ♥♦✇❛❞❛②s✿ ❙✐❧❤♦✉❡tt❡ ❲✐❞t❤ ✭❙❲✮ ❬✶✶✺❪ ❛s ✐♥t❡r♥❛❧ ♠❡❛s✉r❡
❛♥❞ ❱✲♠❡❛s✉r❡ ❬✶✶✹❪✱ ❘❛♥❞ ■♥❞❡① ❬✶✵✾❪✱ ❏❛❝❝❛r❞ ■♥❞❡① ❬✾✶❪ ❛♥❞ ❋♦✇❧❦❡s✲▼❛❧❧♦✇s
■♥❞❡① ❬✸✷❪ ❛s ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡❛s✉r❡s✳ ❍✐❣❤❡r ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡s❡ ♠❡❛s✉r❡s ✐♥❞✐❝❛t❡ ❜❡tt❡r
❝❧✉st❡r✐♥❣ r❡s✉❧ts✳

✸✳✺✳✷ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts

✸✳✺✳✷✳✶ ❈❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ❛♥❞ ❢❡❛t✉r❡ ❞❡s❝r✐♣t♦rs ❛♥❛❧②s✐s

❚❤❡ ✜rst s❡t ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❡✈❛❧✉❛t❡s t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❧✉st❡r✐♥❣
♠❡t❤♦❞s ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥t ❢❡❛t✉r❡ ❞❡s❝r✐♣t♦rs✳ ❆♥♦t❤❡r ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡
st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❡❛❝❤ ♠❡t❤♦❞ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞
❚ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❇■❘❈❍ ♠❡t❤♦❞✱ ♦r t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❤✐❧❞r❡♥ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡s ♦❢
❘✲tr❡❡ ❛♥❞ ❙❘✲tr❡❡✳ ❚❤❡ ❲❛♥❣ ✐♠❛❣❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ✐s ❝❤♦s❡♥ ❢♦r t❤❡s❡ t❡sts ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢
✐ts s✐♠♣❧✐❝✐t② ❛♥❞ ✐ts ♣♦♣✉❧❛r✐t② ✐♥ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ✐♠❛❣❡ ❛♥❛❧②s✐s✳ ❲❡ ✜① t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
❝❧✉st❡rs k = 10 ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❡sts ✇✐t❤ t❤❡ ❲❛♥❣ ✐♠❛❣❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ✭❜❡❝❛✉s❡
✐ts ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤ ❝♦♥t❛✐♥s c = 10 ❝❧❛ss❡s✮✳
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✷✿ ❈❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ✭❣❧♦❜❛❧ ❦✲♠❡❛♥s✱ ❙❘✲tr❡❡✱ ❘✲tr❡❡✱ ❆❍❈✱ ❇■❘❈❍✮
❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✉s✐♥❣ ❣❧♦❜❛❧ ❢❡❛t✉r❡ ❞❡s❝r✐♣t♦r ♦♥ t❤❡ ❲❛♥❣ ✐♠❛❣❡ ❞❛t❛❜❛s❡✳ ❋✐✈❡ ♠❡❛✲
s✉r❡s ✭❙✐❧❤♦✉❡tt❡ ❲✐❞t❤✱ ❱✲♠❡❛s✉r❡✱ ❘❛♥❞ ■♥❞❡①✱ ❏❛❝❝❛r❞ ■♥❞❡①✱ ❋♦✇❧❦❡s✕▼❛❧❧♦✇s
■♥❞❡①✮ ❛r❡ ✉s❡❞✳ ❚❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❛①✐s r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡s✳ ❚❤❡ ❤✐❣❤❡r
t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡s❡ ♠❡❛s✉r❡s ❛r❡✱ t❤❡ ❜❡tt❡r t❤❡ r❡s✉❧ts✳

▼❡t❤♦❞ ❛♥❛❧②s✐s ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✷ s❤♦✇s t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ✜✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤✲
♦❞s ✭❣❧♦❜❛❧ ❦✲♠❡❛♥s✱ ❆❍❈✱ ❘✲tr❡❡✱ ❙❘✲tr❡❡ ❛♥❞ ❇■❘❈❍✮ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❢❡❛t✉r❡
❞❡s❝r✐♣t♦r ♦♥ t❤❡ ❲❛♥❣ ✐♠❛❣❡ ❞❛t❛❜❛s❡✳ ❚❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❢❡❛t✉r❡ ❞❡s❝r✐♣t♦r ✐s ✉s❡❞ ❜❡✲
❝❛✉s❡ ♦❢ ✐ts s✐♠♣❧✐❝✐t②✳ ❲❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t✱ ❢♦r t❤✐s ✐♠❛❣❡ ❞❛t❛❜❛s❡✱ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❦✲♠❡❛♥s



✽✹ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❯♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣

❛♥❞ t❤❡ ❇■❘❈❍ ♠❡t❤♦❞s ❣✐✈❡ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ t❤❡ ❜❡st r❡s✉❧ts✱ ✇❤✐❧❡ ❘✲tr❡❡✱ ❙❘✲tr❡❡
❛♥❞ ❆❍❈ ❣✐✈❡ s✐♠✐❧❛r r❡s✉❧ts✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ♠❡❛s✉r❡ ❙❲ ❛♣♣r❡❝✐❛t❡s t❤❡
❣❧♦❜❛❧ ❦✲♠❡❛♥s ♠♦r❡ t❤❛♥ t❤❡ ❇■❘❈❍ ♠❡t❤♦❞✱ ✇❤✐❧❡ ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡❛s✉r❡s ❛♣♣r❡❝✐❛t❡
❇■❘❈❍ ♠♦r❡ t❤❛♥ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❦✲♠❡❛♥s✳

SW V−measure Rand Index Jaccard Fowlkes Mallows

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

T=1

T=2

T=3

T=4

T=5

T=6

T=7

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✸✿ ■♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ T ✭T = 1✱✳✳✳✱7✮ ♦♥ t❤❡ ❇■❘❈❍ ❝❧✉st❡r✐♥❣
r❡s✉❧ts ✉s✐♥❣ t❤❡ ❲❛♥❣ ✐♠❛❣❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ❛♥❞ ❣❧♦❜❛❧ ❢❡❛t✉r❡s✳ ❋✐✈❡ ♠❡❛s✉r❡s ✭❙✐❧❤♦✉✲
❡tt❡ ❲✐❞t❤✱ ❱✲♠❡❛s✉r❡✱ ❘❛♥❞ ■♥❞❡①✱ ❏❛❝❝❛r❞ ■♥❞❡①✱ ❋♦✇❧❦❡s✕▼❛❧❧♦✇s ■♥❞❡①✮ ❛r❡
✉s❡❞✳ ❚❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❛①✐s r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡s✳

❲❡ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s t♦✇❛r❞s t❤❡✐r ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭✇❤❡♥
♥❡❡❞❡❞✮✳ ❆❍❈ ❛♥❞ ❣❧♦❜❛❧ ❦✲♠❡❛♥s ❛r❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✲❢r❡❡✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❇■❘❈❍✱
t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ T ✐s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ❆s st❛t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✹✱ ❇■❘❈❍
✐♥❝❧✉❞❡s t✇♦ ♠❛✐♥ st❡♣s✳ ❚❤❡ ✜rst st❡♣ ✐s t♦ ♦r❣❛♥✐③❡ ❛❧❧ ♣♦✐♥ts ✐♥ ❛ ❈❋✲tr❡❡ s♦ t❤❛t
❡❛❝❤ ❧❡❛❢ ❡♥tr② ❝♦♥t❛✐♥s ❛❧❧ ♣♦✐♥ts ✇✐t❤✐♥ ❛ r❛❞✐✉s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ T ✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ st❡♣
❝♦♥s✐❞❡rs ❡❛❝❤ ❧❡❛❢ ❡♥tr② ❛s ❛ ♣♦✐♥t ❛♥❞ r❡❛❧✐③❡s t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ❧❡❛❢ ❡♥tr✐❡s✳
❚❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ T ✱ ❤❛s ❛♥ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦✐♥ts ✐♥ ❡❛❝❤ ❧❡❛❢
❡♥tr②✱ ❛♥❞ t❤✉s ♦♥ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣✳ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✸ s❤♦✇s t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢
T ♦♥ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❇■❘❈❍ ❝❧✉st❡r✐♥❣✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❢♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞ st❛❣❡ ♦❢ ❇■❘❈❍✱
✇❡ ✉s❡ ❦✲♠❡❛♥s ❢♦r ❝❧✉st❡r✐♥❣ t❤❡ ❧❡❛❢ ❡♥tr✐❡s ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ✐ts s✐♠♣❧✐❝✐t②❀ t❤❡ k ✜rst
❧❡❛❢ ❡♥tr✐❡s ❛r❡ ✉s❡❞ ❛s k ✐♥✐t✐❛❧ ♠❡❛♥s s♦ t❤❛t t❤❡ r❡s✉❧t ✐s ♥♦t ✐♥✢✉❡♥❝❡❞ ❜② t❤❡
✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥✳ ❲❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t ❢♦r t❤❡ ❲❛♥❣ ✐♠❛❣❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ❛♥❞ ❢♦r t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢
T ✐♥ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ✈❡r② st❛❜❧❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ T ❛r❡ ✈❛r②✐♥❣✱
❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ T = 1 ❣✐✈❡s s❧✐❣❤t❧② ❜❡tt❡r r❡s✉❧t✳ ❋♦r t❤❡ ❘✲tr❡❡ ❛♥❞ t❤❡ ❙❘✲tr❡❡
❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s✱ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛♥❞ ♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❤✐❧❞r❡♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ♥♦❞❡
❛r❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ✜①✳ ❲❡ ❝❛♥ ❛❞❞ ♠♦r❡ ♣♦✐♥ts ✐♥ ❛ ❜r❛♥❝❤ ♥♦❞❡
✐❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❤✐❧❞r❡♥ ✐s ❤✐❣❤ ❡♥♦✉❣❤✳ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✹ s❤♦✇s t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡s❡
♣❛r❛♠❡t❡rs t♦ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡s❡ t✇♦ ♠❡t❤♦❞s✳ ❲❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t t❤❡s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs
❤❛✈❡ ❛ ❧❛r❣❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ ❜♦t❤ t❤❡ ❘✲tr❡❡ ❛♥❞ t❤❡ ❙❘✲tr❡❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ r❡s✉❧ts✳ ❋♦r
✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ❘✲tr❡❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✇❤❡♥ ❛ ♥♦❞❡ ❤❛s ❛t ❧❡❛st ✺ ❝❤✐❧❞r❡♥ ❛♥❞
❛t ♠♦st ✶✺ ❝❤✐❧❞r❡♥ ✐s ♠✉❝❤ ✇♦rs❡ t❤❛♥ ✇❤❡♥ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛♥❞ ♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡rs
♦❢ ❝❤✐❧❞r❡♥ ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✹ ❛♥❞ ✶✵ ✭❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❘❛♥❞ ■♥❞❡① ♠❡❛s✉r❡✮✳ ❙❡✲



✸✳✺✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ✉♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ✽✺

❧❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❜❡st ✈❛❧✉❡s ❢♦r t❤❡s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐s ❝r✉❝✐❛❧✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r t❤❡ tr❡❡ ❜❛s❡❞
♠❡t❤♦❞s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥♦t st❛❜❧❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ♠❛② ❜❡ ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❝❤♦♦s❡ ❛ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t
✈❛❧✉❡ ❢♦r t❤❡s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ❛s ✐t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡ ✈❡❝t♦r ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡
❞❛t❛❜❛s❡ ✉s❡❞✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❡sts✱ ✇❡ tr② ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs
❛♥❞ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ ❜❡st ❝♦♠♣r♦♠✐s❡ ♦♥ ❛❧❧ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡s✳
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✹✿ ■♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛♥❞ ♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ❝❤✐❧❞r❡♥ ♦♥ ❘✲tr❡❡ ❛♥❞
❙❘✲tr❡❡ r❡s✉❧ts✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❲❛♥❣ ✐♠❛❣❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ❛♥❞ ❣❧♦❜❛❧ ❢❡❛t✉r❡s✳ ❋✐✈❡ ♠❡❛s✉r❡s
✭❙✐❧❤♦✉❡tt❡ ❲✐❞t❤✱ ❱✲♠❡❛s✉r❡✱ ❘❛♥❞ ■♥❞❡①✱ ❏❛❝❝❛r❞ ■♥❞❡①✱ ❋♦✇❧❦❡s✕▼❛❧❧♦✇s ■♥❞❡①✮
❛r❡ ✉s❡❞✳ ❚❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❛①✐s r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡s✳
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✺✿ ❋❡❛t✉r❡ ❞❡s❝r✐♣t♦r ✭❣❧♦❜❛❧ ❢❡❛t✉r❡ ❞❡s❝r✐♣t♦r✱ ❧♦❝❛❧ ❢❡❛t✉r❡ ❞❡s❝r✐♣t♦rs
✭❙■❋❚✱ ❈❙■❋❚✱ r❣❙■❋❚✱ ❘●❇❙■❋❚✱ ❖♣♣♦♥❡♥t❙■❋❚✮✮ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❦✲
♠❡❛♥s ❛♥❞ ❇■❘❈❍ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ♦♥ t❤❡ ❲❛♥❣ ✐♠❛❣❡ ❞❛t❛❜❛s❡✳ ❋✐✈❡ ♠❡❛s✉r❡s
✭❙✐❧❤♦✉❡tt❡ ❲✐❞t❤✱ ❱✲♠❡❛s✉r❡✱ ❘❛♥❞ ■♥❞❡①✱ ❏❛❝❝❛r❞ ■♥❞❡①✱ ❋♦✇❧❦❡s✕▼❛❧❧♦✇s ■♥❞❡①✮
❛r❡ ✉s❡❞✳ ❚❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❛①✐s r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡s✳

❋❡❛t✉r❡ ❞❡s❝r✐♣t♦r ❛♥❛❧②s✐s ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✺ s❤♦✇s t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❣❧♦❜❛❧ ❦✲♠❡❛♥s
❛♥❞ ❇■❘❈❍✱ ✇❤✐❝❤ ❣❛✈❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② t❤❡ ❜❡st r❡s✉❧ts✱ ♦♥ t❤❡ ❲❛♥❣ ✐♠❛❣❡ ❞❛t❛❜❛s❡
✉s✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ❢❡❛t✉r❡ ❞❡s❝r✐♣t♦rs ✭❣❧♦❜❛❧ ❢❡❛t✉r❡ ❞❡s❝r✐♣t♦r✱ ❙■❋❚✱ r❣❙■❋❚✱ ❈❙■❋❚✱
❘●❇❙■❋❚ ❛♥❞ ❖♣♣♦♥❡♥t❙■❋❚✮✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❞✐❝t✐♦♥❛r② s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ✏❇❛❣ ♦❢ ✇♦r❞s✑



✽✻ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❯♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣

❛♣♣r♦❛❝❤ ✉s❡❞ ❥♦✐♥t❧② ✇✐t❤ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❞❡s❝r✐♣t♦rs ✐s ✺✵✵✳ ❲❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ❣❧♦❜❛❧
❢❡❛t✉r❡ ❞❡s❝r✐♣t♦r ♣r♦✈✐❞❡s ❣♦♦❞ r❡s✉❧ts ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✳ ❆♠♦♥❣ ❧♦❝❛❧ ❞❡s❝r✐♣t♦rs✱ ❙■❋❚
❣✐✈❡s t❤❡ ✇♦rst r❡s✉❧ts ✇❤✐❧❡ r❣❙■❋❚ ❣✐✈❡s t❤❡ ❜❡st r❡s✉❧ts✳ ❚❤✐s ♠❛② ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜②
t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✐♥ t❤❡ ❲❛♥❣ ❞❛t❛❜❛s❡✱ ❝♦❧♦r ✐s ✈❡r② ✐♠♣♦rt❛♥t✳ ❱❛♥ ❞❡ ❙❛♥❞❡ ❡t ❛❧✳ ❬✶✸✵❪
s❤♦✇✱ ✐♥ t❤❡✐r ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❧♦❝❛❧ ❝♦❧♦r ❞❡s❝r✐♣t♦rs✱ t❤❡ ❤✐❣❤ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡
♦❢ t❤❡ r❣❙■❋❚ ❛♥❞ ❈❙■❋❚ ❞❡s❝r✐♣t♦rs✳ ❚❤✉s✱ ✐♥ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ✇❡ ✉s❡
t❤r❡❡ ❢❡❛t✉r❡ ❞❡s❝r✐♣t♦rs ✭❣❧♦❜❛❧ ❢❡❛t✉r❡ ❞❡s❝r✐♣t♦r✱ ❈❙■❋❚ ❛♥❞ r❣❙■❋❚✮✳
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✻✿ ❈❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ✭❣❧♦❜❛❧ ❦✲♠❡❛♥s✱ ❘✲tr❡❡✱ ❙❘✲tr❡❡✱ ❇■❘❈❍ ❛♥❞ ❆❍❈✮
❛♥❞ ❢❡❛t✉r❡ ❞❡s❝r✐♣t♦r ✭❣❧♦❜❛❧ ❦✲♠❡❛♥s✱ ❈❙■❋❚ ❛♥❞ r❣❙■❋❚✮ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ✉s✐♥❣ ❱✲
♠❡❛s✉r❡ ♦♥ t❤❡ ❲❛♥❣ ✐♠❛❣❡ ❞❛t❛❜❛s❡✳ ❚❤❡ ❞✐❝t✐♦♥❛r② s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ✏❇❛❣ ♦❢ ❲♦r❞s✑
❛♣♣r♦❛❝❤ ✉s❡❞ ❥♦✐♥t❧② ✇✐t❤ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❞❡s❝r✐♣t♦rs ✐s ❢r♦♠ ✺✵ t♦ ✻✵✵✳ ❚❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❛①✐s
r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❱✲♠❡❛s✉r❡✳

▼❡t❤♦❞ ❛♥❞ ❢❡❛t✉r❡ ❞❡s❝r✐♣t♦r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ❆s st❛t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✷✱ t❤❡
❞✐❝t✐♦♥❛r② s✐③❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡ ✈❡❝t♦r ♦❢ ❡❛❝❤ ✐♠❛❣❡✳ ●✐✈❡♥ t❤❡
♣r♦❜❧❡♠s ❛♥❞ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s r❡❧❛t❡❞ t♦ ❧❛r❣❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ s♣❛❝❡s✱ ✇❡ ♣r❡❢❡r t♦ ❝❤♦♦s❡ ❛
r❡❧❛t✐✈❡❧② s♠❛❧❧ s✐③❡ ♦❢ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♦❢
t❤❡ ❢❡❛t✉r❡ ✈❡❝t♦rs✳ ❲♦r❦✐♥❣ ✇✐t❤ ❛ s♠❛❧❧ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ❝❛♥ ❛❧s♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥
t✐♠❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐♥ ♦✉r ❝❛s❡✱ ✇❤❡r❡ ✇❡ ❛✐♠ ❛t ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ t❤❡
✉s❡r ✐♥ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♣❤❛s❡✳ ❇✉t✱ ❛ t♦♦ s♠❛❧❧ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ♠❛② ♥♦t ❜❡ s✉✣❝✐❡♥t t♦
❛❝❝✉r❛t❡❧② ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ♠✉st ✜♥❞ t❤❡ ❜❡st tr❛❞❡✲♦✛ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛♥❞ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐❝t✐♦♥❛r②✳ ❋✐❣✉r❡s ✸✳✶✻✱ ✸✳✶✼✱ ✸✳✶✽✱ ✸✳✶✾ ❛♥❛❧②③❡
t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❣❧♦❜❛❧ ❦✲♠❡❛♥s✱ ❘✲tr❡❡✱ ❙❘✲tr❡❡✱ ❇■❘❈❍ ❛♥❞ ❆❍❈ ♦♥ t❤❡ ❲❛♥❣ ✐♠❛❣❡
❞❛t❛❜❛s❡ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❢❡❛t✉r❡ ❞❡s❝r✐♣t♦rs ✭❣❧♦❜❛❧ ❞❡s❝r✐♣t♦r✱ ❈❙■❋❚ ❛♥❞ r❣❙■❋❚✱
✇❤❡♥ ✈❛r②✐♥❣ t❤❡ ❞✐❝t✐♦♥❛r② s✐③❡ ❢r♦♠ ✺✵ t♦ ✻✵✵✮✳ ❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡s ✉s❡❞ ❢♦r ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥
❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ ❱✲♠❡❛s✉r❡✱ ❘❛♥❞ ■♥❞❡①✱ ❋♦✇❧❦❡s✲▼❛❧❧♦✇s ■♥❞❡① ❛♥❞ ❙✐❧❤♦✉❡tt❡
❲✐❞t❤ ♠❡❛s✉r❡s✳ ❚❤❡ ❏❛❝❝❛r❞ ■♥❞❡① ✐s ♥♦t ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡s❡ ❛♥❛❧②s✐s ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✐s
✈❡r② s✐♠✐❧❛r ✇✐t❤ t❤❡ ❋♦✇❧❦❡s✲▼❛❧❧♦✇s ■♥❞❡① ✭✇❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t t❤❡② ❧♦❣✐❝❛❧❧② ❣✐✈❡
s✐♠✐❧❛r ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s r❡s✉❧ts✮✳ ◆♦t❡ t❤❛t LocalDes ♠❡❛♥s t❤❡ ❧♦❝❛❧
❞❡s❝r✐♣t♦r ✭❈❙■❋❚ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ✜❣✉r❡s ♦r r❣❙■❋❚ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞
s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ✜❣✉r❡s✮✳ ❆♥❞ GlobalDes ♠❡❛♥s t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❞❡s❝r✐♣t♦r✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t



✸✳✺✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ✉♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ✽✼
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Rand Index (external measure)

rgSIFT

Global k−means, GlobalDes

Global k−means, LocalDes
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BIRCH, LocalDes

AHC, GlobalDes

AHC, LocalDes

CSIFT

50 100 200 300 400 500 600

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✼✿ ❈❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ✭❣❧♦❜❛❧ ❦✲♠❡❛♥s✱ ❘✲tr❡❡✱ ❙❘✲tr❡❡✱ ❇■❘❈❍ ❛♥❞ ❆❍❈✮
❛♥❞ ❢❡❛t✉r❡ ❞❡s❝r✐♣t♦r ✭❣❧♦❜❛❧ ❦✲♠❡❛♥s✱ ❈❙■❋❚ ❛♥❞ r❣❙■❋❚✮ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ✉s✐♥❣
❘❛♥❞ ■♥❞❡① ♦♥ t❤❡ ❲❛♥❣ ✐♠❛❣❡ ❞❛t❛❜❛s❡✳ ❚❤❡ ❞✐❝t✐♦♥❛r② s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ✏❇❛❣ ♦❢ ❲♦r❞s✑
❛♣♣r♦❛❝❤ ✉s❡❞ ❥♦✐♥t❧② ✇✐t❤ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❞❡s❝r✐♣t♦rs ✐s ❢r♦♠ ✺✵ t♦ ✻✵✵✳ ❚❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❛①✐s
r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❘❛♥❞ ■♥❞❡①✳
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Fowlkes−Mallows Index (external measure)

rgSIFT

Global k−means, GlobalDes

Global k−means, LocalDes
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SR−tree, LocalDes

BIRCH, GlobalDes

BIRCH, LocalDes

AHC, GlobalDes

AHC, LocalDes

CSIFT
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✽✿ ❈❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ✭❣❧♦❜❛❧ ❦✲♠❡❛♥s✱ ❘✲tr❡❡✱ ❙❘✲tr❡❡✱ ❇■❘❈❍ ❛♥❞ ❆❍❈✮
❛♥❞ ❢❡❛t✉r❡ ❞❡s❝r✐♣t♦r ✭❣❧♦❜❛❧ ❦✲♠❡❛♥s✱ ❈❙■❋❚ ❛♥❞ r❣❙■❋❚✮ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ✉s✐♥❣
❋♦✇❧❦❡s✲▼❛❧❧♦✇s ■♥❞❡① ♦♥ t❤❡ ❲❛♥❣ ✐♠❛❣❡ ❞❛t❛❜❛s❡✳ ❚❤❡ ❞✐❝t✐♦♥❛r② s✐③❡ ♦❢ t❤❡
✏❇❛❣ ♦❢ ❲♦r❞s✑ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✉s❡❞ ❥♦✐♥t❧② ✇✐t❤ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❞❡s❝r✐♣t♦rs ✐s ❢r♦♠ ✺✵ t♦ ✻✵✵✳
❚❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❛①✐s r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❋♦✇❧❦❡s✲▼❛❧❧♦✇s ■♥❞❡①✳

✐♥✢✉❡♥❝❡❞ ❜② ❛♥② s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐❝t✐♦♥❛r②✱ ❜✉t ✇❡ ❝❤♦♦s❡ t♦ r❡♣r❡s❡♥t ✐ts r❡s✉❧ts ♦♥
t❤❡ s❛♠❡ ❣r❛♣❤✐❝s ✉s✐♥❣ ❛ str❛✐❣❤t ❧✐♥❡ ❢♦r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❛♥❞ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♠❛tt❡rs✳
❲❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t ❞✐✛❡r❡♥t ❢❡❛t✉r❡ ❞❡s❝r✐♣t♦rs ❣✐✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t r❡s✉❧ts✱ ❛♥❞ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡
❞✐❝t✐♦♥❛r② ❤❛s ❛❧s♦ ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ r❡s✉❧ts✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r ❘✲
tr❡❡ ❛♥❞ ❙❘✲tr❡❡ ♠❡t❤♦❞s✳ ❲❤❡♥ ✉s✐♥❣ ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡❛s✉r❡s ✭❱✲♠❡❛s✉r❡✱ ❘❛♥❞ ■♥❞❡①
❛♥❞ ❋♦✇❧❦❡s✲▼❛❧❧♦✇s ■♥❞❡①✮✱ ❇■❘❈❍ ✉s✐♥❣ r❣❙■❋❚ ✇✐t❤ ❛ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ♦❢ ✹✵✵ t♦ ✻✵✵



✽✽ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❯♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣
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Silhouette−Width (internal measure)

rgSIFT

Global k−means, GlobalDes

Global k−means, LocalDes
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CSIFT

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✾✿ ❈❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ✭❣❧♦❜❛❧ ❦✲♠❡❛♥s✱ ❘✲tr❡❡✱ ❙❘✲tr❡❡✱ ❇■❘❈❍ ❛♥❞ ❆❍❈✮
❛♥❞ ❢❡❛t✉r❡ ❞❡s❝r✐♣t♦r ✭❣❧♦❜❛❧ ❦✲♠❡❛♥s✱ ❈❙■❋❚ ❛♥❞ r❣❙■❋❚✮ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ✉s✐♥❣
❙✐❧❤♦✉❡tt❡ ❲✐❞t❤ ♦♥ t❤❡ ❲❛♥❣ ✐♠❛❣❡ ❞❛t❛❜❛s❡✳ ❚❤❡ ❞✐❝t✐♦♥❛r② s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ✏❇❛❣
♦❢ ❲♦r❞s✑ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✉s❡❞ ❥♦✐♥t❧② ✇✐t❤ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❞❡s❝r✐♣t♦rs ✐s ❢r♦♠ ✺✵ t♦ ✻✵✵✳ ❚❤❡
✈❡rt✐❝❛❧ ❛①✐s r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❙✐❧❤♦✉❡tt❡ ❲✐❞t❤ ♠❡❛s✉r❡✳

✈✐s✉❛❧ ✇♦r❞s ❛❧✇❛②s ❣✐✈❡ t❤❡ ❜❡st r❡s✉❧ts✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧
♠❡❛s✉r❡ ❙✐❧❤♦✉❡tt❡ ❲✐❞t❤✱ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❞❡s❝r✐♣t♦r ✐s ❛❧✇❛②s t❤❡ ❜❡st ❞❡s❝r✐♣t♦r✳ ❲❡
❤❛✈❡ t♦ r❡♠✐♥❞ t❤❛t t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❛♥❞ ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡❛s✉r❡s ❞♦ ♥♦t ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ s❛♠❡
❛s♣❡❝ts✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ♠❡❛s✉r❡ ✉s❡❞ ❤❡r❡ ❡✈❛❧✉❛t❡s✱ ✇✐t❤♦✉t ❛♥② s✉♣❡r✈✐s✐♦♥✱ t❤❡
❝♦♠♣❛❝t♥❡ss ❛♥❞ t❤❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ ❝❧✉st❡rs ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥
❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ ❛ s❛♠❡ ❝❧✉st❡r ❛♥❞ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❧✉st❡rs ✭✇❤✐❝❤ ❢❛✈♦rs ❦✲♠❡❛♥s✮✱ ✇❤✐❧❡
t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡❛s✉r❡s ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ r❡s✉❧t
❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤✳ ❲❡ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ✷✵✵ ❢♦r t❤❡ ❞✐❝t✐♦♥❛r② s✐③❡ ✐♥ t❤❡
❝❛s❡ ♦❢ ❈❙■❋❚ ❛♥❞ r❣❙■❋❚ ❢♦r ❢✉rt❤❡r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✐s ❛
❣♦♦❞ tr❛❞❡✲♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡ ✈❡❝t♦r ❛♥❞ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✭❢♦r ❜♦t❤
✐♥t❡r♥❛❧ ❛♥❞ ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡❛s✉r❡s✮✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡ ✺✵✵ ❢♦r t❤❡ ❞✐❝t✐♦♥❛r② s✐③❡ ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡
✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ t❤❡ ❜❡st r❡s✉❧ts ✐s ❛❧s♦ ✉s❡❞ ❢♦r ❢✉rt❤❡r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ❈♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡
❞✐✛❡r❡♥t ♠❡t❤♦❞s✱ ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t ❣❧♦❜❛❧ ❦✲♠❡❛♥s✱ ❇■❘❈❍ ❛♥❞ ❆❍❈ ❛r❡ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧
♠♦r❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❛♥❞ st❛❜❧❡ t❤❛♥ ❘✲tr❡❡ ❛♥❞ ❙❘✲tr❡❡✳ ❇■❘❈❍ ✐s t❤❡ ❜❡st ♠❡t❤♦❞ ✇❤❡♥
✇❡ ✉s❡ ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡❛s✉r❡s ❜✉t t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❦✲♠❡❛♥s ✐s ❜❡tt❡r ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧
♠❡❛s✉r❡✳

✸✳✺✳✷✳✷ ❙❝❛❧❛❜✐❧✐t② st✉❞②

❇❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❲❛♥❣ ✐♠❛❣❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ✐s ✈❡r② s✐♠♣❧❡ ❛♥❞ s♠❛❧❧✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❝❧✉s✲
t❡r✐♥❣ ♦❜t❛✐♥❡❞ ♦♥ ✐t ♠❛② ♥♦t ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ♦❢ ✇❤❛t ❤❛♣♣❡♥s ✇✐t❤ ❤✉❣❡ ♠❛ss❡s
♦❢ ❞❛t❛✳ ❚❤✉s✱ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ✇❡ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ r❡s✉❧ts ✇✐t❤
❧❛r❣❡r ✐♠❛❣❡ ❞❛t❛❜❛s❡s ✭P❛s❝❛❧❱♦❝✷✵✵✻✱ ❈❛❧t❡❝❤✶✵✶ ❛♥❞ ❈♦r❡❧✸✵❦✮✳ ●❧♦❜❛❧ ❦✲♠❡❛♥s✱
❇■❘❈❍ ❛♥❞ ❆❍❈ ❛r❡ ✉s❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡✐r ❤✐❣❤ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛♥❞ st❛❜✐❧✐t②✳ ■♥ t❤❡
❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❈♦r❡❧✸✵❦ ✐♠❛❣❡ ❞❛t❛❜❛s❡✱ t❤❡ ❆❍❈ ♠❡t❤♦❞ ✐s ♥♦t ✉s❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡
❧❛❝❦ ♦❢ t❤❡ ❘❆▼ ♠❡♠♦r②✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡ ❆❍❈ ❝❧✉st❡r✐♥❣ r❡q✉✐r❡s ❛ ❧❛r❣❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢
♠❡♠♦r② ✇❤❡♥ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♠♦r❡ t❤❛♥ ✶✵✵✵✵ ❡❧❡♠❡♥ts✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❈♦r❡❧✸✵❦ ❝♦♥t❛✐♥s



✸✳✺✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ✉♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ✽✾

♠♦r❡ t❤❛♥ ✸✵✵✵✵ ✐♠❛❣❡s✳ ❚❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ❝♦✉❧❞ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧
✈❡rs✐♦♥ ❬✶✶✵❪ ♦❢ ❆❍❈ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s t♦ ♣r♦❝❡ss ❞❛t❛❜❛s❡s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛❜♦✉t ✼ t✐♠❡s
♠♦r❡ ❞❛t❛ t❤❛♥ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❆❍❈✳ ❚❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❢❡❛t✉r❡ ❞❡s❝r✐♣t♦r✱ ❈❙■❋❚ ❛♥❞ r❣❙■❋❚
❛r❡ t❡st❡❞✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ✉s❡❞ ❢♦r ❜♦t❤ ❧♦❝❛❧ ❞❡s❝r✐♣t♦rs ✐s
✷✵✵ ❛♥❞ ✺✵✵✳
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✵✿ ●❧♦❜❛❧ ❦✲♠❡❛♥s✱ ❇■❘❈❍ ❛♥❞ ❆❍❈ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ❛♥❞ ❢❡❛✲
t✉r❡s ❞❡s❝r✐♣t♦r ✭❣❧♦❜❛❧ ❞❡s❝r✐♣t♦r✱ ❈❙■❋❚✱ r❣❙■❋❚✮ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ✉s✐♥❣ ❙✐❧❤♦✉❡tt❡
❲✐❞t❤ ✭❙❲✮✱ ❱✲♠❡❛s✉r❡✱ ❘❛♥❞ ■♥❞❡① ❛♥❞ ❋♦✇❧❦❡s✕▼❛❧❧♦✇s ♠❡❛s✉r❡s ♦♥ t❤❡ P❛s✲
❝❛❧❱♦❝✷✵✵✻ ✐♠❛❣❡ ❞❛t❛❜❛s❡✳ ❚❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❛①✐s r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❋♦✇❧❦❡s✲
▼❛❧❧♦✇s ■♥❞❡①✳

SW
V−measure

Rand Index
Fowlkes Mallows

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

Caltech101

AHC

GlobalDes CSIFT200 CSIFT500 rgSIFT200 rgSIFT500

SW
V−measure

Rand Index
Fowlkes Mallows

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

Global k−means BIRCH

SW
V−measure

Rand Index
Fowlkes Mallows

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✶✿ ●❧♦❜❛❧ ❦✲♠❡❛♥s✱ ❇■❘❈❍ ❛♥❞ ❆❍❈ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ❛♥❞ ❢❡❛t✉r❡s
❞❡s❝r✐♣t♦r ✭❣❧♦❜❛❧ ❞❡s❝r✐♣t♦r✱ ❈❙■❋❚✱ r❣❙■❋❚✮ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ✉s✐♥❣ ❙✐❧❤♦✉❡tt❡ ❲✐❞t❤
✭❙❲✮✱ ❱✲♠❡❛s✉r❡✱ ❘❛♥❞ ■♥❞❡① ❛♥❞ ❋♦✇❧❦❡s✕▼❛❧❧♦✇s ♠❡❛s✉r❡s ♦♥ t❤❡ ❈❛❧t❡❝❤✶✵✶
✐♠❛❣❡ ❞❛t❛❜❛s❡✳ ❚❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❛①✐s r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❋♦✇❧❦❡s✲▼❛❧❧♦✇s
■♥❞❡①✳



✾✵ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❯♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣

❚❛❜❧❡ ✸✳✷✿ Pr♦❝❡ss✐♥❣ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ●❧♦❜❛❧ ❦✲♠❡❛♥s✱ ❇■❘❈❍ ❛♥❞ ❆❍❈ ❝❧✉st❡r✐♥❣
♠❡t❤♦❞s ♦♥ t❤❡ P❛s❝❛❧❱♦❝✷✵✵✻✱ ❈❛❧t❡❝❤✶✵✶ ❛♥❞ ❈♦r❡❧✸✵❦ ✐♠❛❣❡ ❞❛t❛❜❛s❡s ❝♦rr❡✲
s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡s ✸✳✷✵ ❛♥❞ ✸✳✷✶

●❧♦❜❛❧ ❦✲♠❡❛♥s ❇■❘❈❍ ❆❍❈
P❛s❝❛❧❱♦❝✷✵✵✻ ●❧♦❜❛❧❉❡s ✷✸✬✺✷✧ ✵✬✷✵✧ ✷✼✬✵✻✧

❈❙■❋❚✷✵✵ ✸✵✬✶✷✧ ✵✬✷✻✧ ✷✽✬✹✾✧
❈❙■❋❚✺✵✵ ✹✾✬✺✾✧ ✵✬✺✺✧ ✸✶✬✹✼s
r❣❙■❋❚✷✵✵ ✷✾✬✺✸✧ ✵✬✷✺✧ ✷✽✬✹✼✧
r❣❙■❋❚✺✵✵ ✹✾✬✹✷✧ ✵✬✺✵✧ ✸✶✬✸✽✧

❈❛❧t❡❝❤✶✵✶ ●❧♦❜❛❧❉❡s ✺✷❤✵✻✬ ✾✬✵✼✧ ✺❤✺✾✬
❈❙■❋❚✷✵✵ ✻✷❤✷✻✬ ✶✷✬✵✾✧ ✻❤✵✾✬
❈❙■❋❚✺✵✵ ✾✺❤✸✶✬ ✶✼✬✺✽✧ ✻❤✷✹✬
r❣❙■❋❚✷✵✵ ✻✷❤✶✵✬ ✶✶✬✺✸✧ ✻❤✵✽✬
r❣❙■❋❚✺✵✵ ✾✺❤✶✾✬ ✶✼✬✵✹✧ ✻❤✷✷✬
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✷✿ ●❧♦❜❛❧ ❦✲♠❡❛♥s ❛♥❞ ❇■❘❈❍ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ❛♥❞ ❢❡❛t✉r❡s ❞❡s❝r✐♣t♦r
✭❣❧♦❜❛❧ ❞❡s❝r✐♣t♦r✱ ❈❙■❋❚✱ r❣❙■❋❚✮ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ✉s✐♥❣ ❙✐❧❤♦✉❡tt❡ ❲✐❞t❤ ✭❙❲✮✱ ❱✲
♠❡❛s✉r❡✱ ❘❛♥❞ ■♥❞❡① ❛♥❞ ❋♦✇❧❦❡s✕▼❛❧❧♦✇s ♠❡❛s✉r❡s ✉s✐♥❣ t❤❡ ❈♦r❡❧✸✵❦ ✐♠❛❣❡
❞❛t❛❜❛s❡✳ ❚❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❛①✐s r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❋♦✇❧❦❡s✲▼❛❧❧♦✇s ■♥❞❡①✳

❋✐❣✉r❡s ✸✳✷✵ ❛♥❞ ✸✳✷✶ s❤♦✇ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❦✲♠❡❛♥s✱ ❇■❘❈❍ ❛♥❞
❆❍❈ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ♦♥ t❤❡ P❛s❝❛❧❱♦❝✷✵✵✻ ❛♥❞ ❈❛❧t❡❝❤✶✵✶ ✐♠✲
❛❣❡ ❞❛t❛❜❛s❡s✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ t✐♠❡ ❢♦r t❤❡s❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛r❡ s❤♦✇♥
✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳✷✳ ■♥t❡r♥❛❧ ♠❡❛s✉r❡s ✭❙✐❧❤♦✉❡tt❡ ❲✐❞t❤ ✭❙❲✮✮ ❛♥❞ ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡❛s✉r❡s ✭❱✲
♠❡❛s✉r❡✱ ❘❛♥❞ ■♥❞❡① ❛♥❞ ❋♦✇❧❦❡s✲▼❛❧❧♦✇s ■♥❞❡①✮ ❛r❡ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡s❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳
❲❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✭✐♥t❡r♥❛❧ ♠❡❛s✉r❡✮ ❛❧✇❛②s ❛♣♣r❡❝✐❛t❡s t❤❡
❣❧♦❜❛❧ ❞❡s❝r✐♣t♦r ❜✉t t❤❡ s❡♠❛♥t✐❝ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥s ✭❡①t❡r♥❛❧ ♠❡❛s✉r❡s✮ ❛♣♣r❡❝✐❛t❡ t❤❡
❧♦❝❛❧ ❞❡s❝r✐♣t♦rs ✐♥ ❛❧♠♦st ❛❧❧ ❝❛s❡s✳ ❈♦♥❝❡r♥✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s✱ ✇❡
❝❛♥ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ❆❍❈ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❣✐✈❡s t❤❡ ✇♦rst r❡s✉❧ts✳ ❆♥❞ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧



✸✳✺✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ✉♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ✾✶

❦✲♠❡❛♥s ❛♥❞ t❤❡ ❇■❘❈❍ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ❣✐✈❡ s✐♠✐❧❛r r❡s✉❧ts✳ ❈♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡
s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❞❡s❝r✐♣t♦rs✱ ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ❞✐❝t✐♦✲
♥❛r② ♦❢ s✐③❡ ✷✵✵ ❣✐✈❡ s❧✐❣❤t❧② ❜❡tt❡r r❡s✉❧ts t❤❛♥ t❤❡ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ♦❢ s✐③❡ ✺✵✵✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱
❧♦✇❡r ❞✐❝t✐♦♥❛r② ❝❛♥ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❞✐❝t✐♦♥❛r② t❤❡ s✐③❡
♦❢ ✇❤✐❝❤ ✐s ✷✵✵ ✐s ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦♥ t❤❡ ❈♦r❡❧✸✵❦ ✐♠❛❣❡ ❞❛t❛❜❛s❡ s❤♦✇♥
✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✷✳ ❲❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t ❢♦r t❤❡ ❈♦r❡❧✸✵❦ ✐♠❛❣❡ ❞❛t❛❜❛s❡✱ t❤❡ r❣❙■❋❚ ❣✐✈❡s
❜❡tt❡r r❡s✉❧ts t❤❛♥ t❤❡ ❈❙■❋❚✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❇■❘❈❍ ✉s✐♥❣ r❣❙■❋❚ ❣✐✈❡s ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ t❤❡
❜❡st r❡s✉❧t✳ ❈♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡✱ ✇❡ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✉s✐♥❣ t❤❡
❣❧♦❜❛❧ ❞❡s❝r✐♣t♦r ✐s ❢❛st❡r t❤❛♥ t❤❛t ✉s✐♥❣ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❞❡s❝r✐♣t♦rs✳ ❚❤✐s ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡
❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❢❡❛t✉r❡ ❞❡s❝r✐♣t♦r ❤❛s ❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ ✶✵✸ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❞❡s❝r✐♣t♦rs ✐s ✷✵✵ ❛♥❞ ✺✵✵✳ ❚❤❡ ❤✐❣❤❡r t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐❝t✐♦♥❛r②✱ t❤❡
❤✐❣❤❡r t❤❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ t✐♠❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛♠♦♥❣ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❞❡s❝r✐♣t♦rs✱ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣
✉s✐♥❣ r❣❙■❋❚ ✐s ❢❛st❡r✳ ❆♥❞ ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ ❣❧♦❜❛❧ ❦✲♠❡❛♥s ❛♥❞ ❆❍❈✱ ❇■❘❈❍
✐s ♠✉❝❤ ❢❛st❡r✳

✸✳✺✳✸ ❉✐s❝✉ss✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥

❈♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❢❡❛t✉r❡ ❞❡s❝r✐♣t♦rs✱ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❞❡s❝r✐♣t♦r ✐s ❛♣♣r❡❝✐❛t❡❞
❜② t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ♠❡❛s✉r❡ ✭♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥✮ ❜✉t t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡❛s✉r❡s ✭s❡♠❛♥t✐❝
❡✈❛❧✉❛t✐♦♥s✮ ❛♣♣r❡❝✐❛t❡ ♠♦r❡ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❞❡s❝r✐♣t♦rs ✭❈❙■❋❚ ❛♥❞ r❣❙■❋❚✮✳ ❚❤✉s✱ ✇❡
❝❛♥ s❛② t❤❛t ❈❙■❋❚ ❛♥❞ r❣❙■❋❚ ❞❡s❝r✐♣t♦rs ❛r❡ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ s❡♠❛♥t✐❝
♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ t❤❛♥ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❞❡s❝r✐♣t♦r✱ ❛t ❧❡❛st ✐♥ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ❚❤✐s ♠✐❣❤t
❝♦♠❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❣❧♦❜❛❧ ❢❡❛t✉r❡s ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦❧♦r✱ s❤❛♣❡
❛♥❞✴♦r t❡①t✉r❡ ✇❤✐❝❤ ♠❛② ❤❛✈❡ ♥♦ ❝♦♥❝❡r♥ ✇✐t❤ t❤❡ s❡♠❛♥t✐❝ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ ✇❤✐❧❡
❧♦❝❛❧ ❢❡❛t✉r❡s ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② ❞❡t❡❝t✐♥❣✱ ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡✱ t❤❡ ✐♥t❡r❡st ♣♦✐♥ts ✇❤✐❝❤
♠❛② ❜❡ ♠♦r❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ✉s❡r ♣❡r❝❡♣t✐♦♥✳

❈♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s✱ ❣❧♦❜❛❧ ❦✲♠❡❛♥s ❛♥❞
❆❍❈ ❛r❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✲❢r❡❡ ✭♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r k ♦❢ ❞❡s✐r❡❞ ❝❧✉st❡rs✮✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r
❤❛♥❞✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❘✲tr❡❡✱ ❙❘✲tr❡❡ ❛♥❞ ❇■❘❈❍ ✈❛r② ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡✐r
✐♥♣✉t ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛♥❞ ♠✐♥✐♠✉♠ ❝❤✐❧❞ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ ❢♦r ❘✲
tr❡❡ ❛♥❞ ❙❘✲tr❡❡ ♦r t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ T ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ ❡❛❝❤ ❧❡❛❢ ❡♥tr② ❢♦r
❇■❘❈❍✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐❢ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ❡♠❜❡❞ ❤✉♠❛♥ ✐♥ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ t♦ ♣✉t s❡♠❛♥t✐❝s
♦♥✱ ✐t ✐s ♠♦r❡ ❞✐✣❝✉❧t ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❦✲♠❡❛♥s ❛♥❞ ❆❍❈ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♣❛r❛♠❡t❡r
t♦ t✉♥❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉s❡r✱ ✇❤✐❧❡ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❘✲tr❡❡✱ ❙❘✲
tr❡❡ ❛♥❞ ❇■❘❈❍✱ ✐❢ t❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ♥♦t ❣♦♦❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ✉s❡r✱ ✇❡
❝❛♥ ♠♦❞✐❢② t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ✜♥❛❧ r❡s✉❧ts✳
❘✲tr❡❡ ❛♥❞ ❙❘✲tr❡❡ ❤❛✈❡ ❛ ✈❡r② ✉♥st❛❜❧❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ✇❤❡♥ ✈❛r②✐♥❣ t❤❡✐r ♣❛r❛♠❡t❡rs
♦r t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈✐s✉❛❧ ✇♦r❞s ✭✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❞❡s❝r✐♣t♦r✮ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦
❇■❘❈❍✳ ❆❍❈ ✐s ❛❧s♦ ♠✉❝❤ ♠♦r❡ s❡♥s✐t✐✈❡ t❤❛♥ ❇■❘❈❍ t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈✐s✉❛❧
✇♦r❞s ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❞❡s❝r✐♣t♦r✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❤❡r❡ t❤❛t ❇■❘❈❍ ✐s t❤❡ ♠♦st
✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ❢r♦♠ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥ ♦✉r ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡
❜❡st ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❤✐❣❤❧② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✳

❚❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s r❡s✉❧ts s❤♦✇ ❛ ❤✐❣❤ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❣❧♦❜❛❧ ❦✲♠❡❛♥s✱ ❆❍❈ ❛♥❞
❇■❘❈❍ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♦t❤❡r ♠❡t❤♦❞s✳ ❇■❘❈❍ ✐s s❧✐❣❤t❧② ❜❡tt❡r t❤❛♥ ❣❧♦❜❛❧
❦✲♠❡❛♥s ❛♥❞ ❆❍❈ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡❛s✉r❡s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇✐t❤ ❇■❘❈❍✱ ✇❡
❤❛✈❡ t♦ ♣❛ss ♦✈❡r t❤❡ ❞❛t❛ ♦♥❧② ♦♥❡ t✐♠❡ ❢♦r ❝r❡❛t✐♥❣ t❤❡ ❈❋✲tr❡❡✱ ✇❤✐❧❡ ✇✐t❤
❣❧♦❜❛❧ ❦✲♠❡❛♥s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ♣❛rs❡ t❤❡ ❞❛t❛ ♠❛♥② t✐♠❡s ✭♦♥❡ t✐♠❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥✮✳



✾✷ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❯♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❣❧♦❜❛❧ ❦✲♠❡❛♥s ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✐s ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ❝♦♠♣❧❡① t❤❛♥
❇■❘❈❍✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✇❤❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧✉st❡rs k ✐s ❤✐❣❤✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ❡①❡❝✉t❡
t❤❡ ❦✲♠❡❛♥s ❝❧✉st❡r✐♥❣ k t✐♠❡s ✭✇✐t❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧✉st❡rs ✈❛r②✐♥❣ ❢r♦♠ ✶ t♦ k✮✱
✇❤✐❧❡ ✐♥ ❇■❘❈❍✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ❡①❡❝✉t❡ t❤❡ ❦✲♠❡❛♥s ✭✐❢ ✐t ✐s ✉s❡❞✮ ♦♥❧② ♦♥❡ t✐♠❡
❢♦r ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛❧❧ ❈❋ ❡♥tr✐❡s ♦❢ t❤❡ ❧❡❛❢ ♥♦❞❡s✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❆❍❈ ❝❧✉st❡r✐♥❣
❝♦sts ♠✉❝❤ t✐♠❡ ❛♥❞ ♠❡♠♦r② ✇❤❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♠❛❣❡s ✐s ❤✐❣❤✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ✐ts
t✐♠❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② O(N2 logN) ❛♥❞ ✐ts s♣❛❝❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② O(N2)✳ ❚❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧
✈❡rs✐♦♥ ❬✶✶✵❪ ♦❢ t❤❡ ❆❍❈ ❝♦✉❧❞ s❛✈❡ ♠❡♠♦r②✱ ❜✉t ✐ts ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts
❛r❡ st✐❧❧ ✈❡r② ✐♠♣♦rt❛♥t✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❧❛r❣❡ ✐♠❛❣❡ ❞❛t❛❜❛s❡s✱ ❇■❘❈❍ ✐s ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t
t❤❛♥ ❣❧♦❜❛❧ ❦✲♠❡❛♥s ❛♥❞ ❆❍❈✳ ❆♥❞ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❈❋✲tr❡❡ ✐s ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧❧② ❜✉✐❧t
❜② ❛❞❞✐♥❣ ♦♥❡ ✐♠❛❣❡ ❛t ❡❛❝❤ t✐♠❡✱ ❇■❘❈❍ ♠❛② ❜❡ ♠♦r❡ ♣r♦♠✐s✐♥❣ t♦ ❜❡ ✉s❡❞
✐♥ ❛♥ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❝♦♥t❡①t t❤❛♥ ❣❧♦❜❛❧ ❦✲♠❡❛♥s✳ ❘✲tr❡❡ ❛♥❞ ❙❘✲tr❡❡ ❣✐✈❡ ✇♦rs❡
r❡s✉❧ts t❤❛♥ ❣❧♦❜❛❧ ❦✲♠❡❛♥s✱ ❇■❘❈❍ ❛♥❞ ❆❍❈✱ ❛♥❞ ❛r❡ ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ✉♥st❛❜❧❡ ✇❤❡♥
✈❛r②✐♥❣ t❤❡✐r ♣❛r❛♠❡t❡rs t❤❛♥ ❇■❘❈❍✳ ❋♦r ❛❧❧ t❤❡s❡ r❡❛s♦♥s✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t
❇■❘❈❍✰r❣❙■❋❚ ✐s t❤❡ ❜❡st ❝❤♦✐❝❡ ✐♥ ♦✉r ❝♦♥t❡①t✳

✸✳✻ ❉✐s❝✉ss✐♦♥

❘❡❣❛r❞✐♥❣ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡s✱ ✇❤✐❧❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ♠❡❛s✉r❡s ❛r❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧
❡✈❛❧✉❛t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❞♦ ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ s❡♠❛♥t✐❝ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ ❜✉t ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡
❝♦♠♣✉t❡❞ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧②✱ ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡❛s✉r❡s r❡q✉✐r❡ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜②
t❤❡ ✉s❡r ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝❧♦s❡r t♦ t❤❡ ✇✐s❤❡s ♦❢ t❤❡
✉s❡r✳ ■♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣✱ ✐♥t❡r♥❛❧ ♠❡❛s✉r❡s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r
❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✉♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣✱ ❜✉t ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡❛s✉r❡s
♠❛② ❜❡ ♠♦r❡ s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ t❤❡
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✉s❡r✳

❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❝♦♠♣❛r❡s ❜♦t❤ ❢♦r♠❛❧❧② ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ❞✐✛❡r❡♥t ✉♥s✉♣❡r✈✐s❡❞
❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ♠✉❧t✐✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❞❛t❛ ✇✐t❤ ✐♠❛❣❡ ❞❛t❛❜❛s❡s ♦❢
❧❛r❣❡ s✐③❡✳ ❆s t❤❡ ✜♥❛❧ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ✐s t♦ ❛❧❧♦✇ t❤❡ ✉s❡r t♦ ✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤ t❤❡
s②st❡♠ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣✱ ✐t ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t
t❤❛t ❛ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ✐s ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ❝❧✉st❡rs ❛r❡ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧❧②
str✉❝t✉r❡❞ ✭s♦ t❤❛t ✐t ✐s ❡❛s② t♦ ♠❡r❣❡ ♦r s♣❧✐t ❝❧✉st❡rs ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✇✐s❤❡s ♦❢
t❤❡ ✉s❡rs✮✳ ❋♦r♠❛❧❧②✱ t❤❡ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s ✭❇■❘❈❍✱ ❘✲tr❡❡✱ ❙❙✲tr❡❡ ❛♥❞ ❙❘✲
tr❡❡✮ ❛r❡ t❤❡ ♠♦st s✉✐t❛❜❧❡ t♦ ♦✉r ❝♦♥t❡①t ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ❣✐✈❡ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡s
♦❢ ❝❧✉st❡rs✱ ❛♥❞ t❤❡② ❛r❡ ❜② ♥❛t✉r❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❛♥❞ ❛❞❛♣t❡❞ t♦ ❧❛r❣❡ ❞❛t❛❜❛s❡s✳
❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧②✱ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ s♦♠❡ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ✭❆❍❈✱ ❘✲tr❡❡✱
❙❘✲tr❡❡ ❛♥❞ ❇■❘❈❍✮ ✇✐t❤ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❦✲♠❡❛♥s ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞✱ ✇❤✐❝❤ ❞♦❡s ♥♦t
❞❡❝♦♠♣♦s❡ ❝❧✉st❡rs ✐♥t♦ s✉❜✲❝❧✉st❡rs ❛s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s✳ ❖✉r
r❡s✉❧ts ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t ❇■❘❈❍ ✐s ❧❡ss s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ✐♥ ✐ts ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞✴♦r
t♦ t❤❡ ❞✐❝t✐♦♥❛r② s✐③❡ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❧♦❝❛❧ ❞❡s❝r✐♣t♦rs t❤❛♥ ❆❍❈✱ ❘✲tr❡❡ ❛♥❞ ❙❘✲
tr❡❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❇■❘❈❍ ♠❛② ❜❡ ♠♦r❡ ♣r♦♠✐s✐♥❣ t♦ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧
❝♦♥t❡①t t❤❛♥ ❣❧♦❜❛❧ ❦✲♠❡❛♥s✳ ❇■❘❈❍ ✐s ❛❧s♦ ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t t❤❛♥ ❣❧♦❜❛❧ ❦✲♠❡❛♥s
❛♥❞ ❆❍❈ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❧❛r❣❡ ✐♠❛❣❡ ❞❛t❛❜❛s❡s✳ ❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts s❤♦✇
t❤❛t ❇■❘❈❍✰r❣❙■❋❚ ✐s t❤❡ ❜❡st ❝❤♦✐❝❡ ✐♥ ♦✉r ❝♦♥t❡①t✳

❯♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✇❤❡♥ ✇❡



✸✳✼✳ ❙✉♠♠❛r② ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♣t❡r ✾✸

❦♥♦✇ ♥♦t❤✐♥❣ ❛❜♦✉t t❤❡ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤ ✭✐✳❡✳ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ✉s❡r ✐s ✐♥✈♦❧✈❡❞✮✳ ■♥ t❤❡
❝♦♥t❡①t ♦❢ ❛♥ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ s②st❡♠✱ t❤❡ ✉s❡r ❝❛♥ ❜❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢✉rt❤❡r
st❡♣s ❢♦r ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❢❡❡❞❜❛❝❦ t♦ t❤❡ s②st❡♠✳ ❚❤❡♥✱ ❛♥♦t❤❡r ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✐s ❞♦♥❡ ❜②
❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ✉s❡r ❢❡❡❞❜❛❝❦✳ ❚❤✐s ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❛② t❤❡♥ ❜❡ s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞✳ ❙❡♠✐✲
s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✐s st✉❞✐❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t ❝❤❛♣t❡r✳

✸✳✼ ❙✉♠♠❛r② ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♣t❡r

❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ♣r❡s❡♥ts ❛ s✉r✈❡② ♦❢ t❤❡ ♠♦st ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ✉♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣
♠❡t❤♦❞s✱ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ ❢♦✉r t②♣❡s✿ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s✱ ❣r✐❞✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞s✱ ❞❡♥s✐t②✲
❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞s ❛♥❞ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥t❡r♥❛❧ ❛♥❞ ❡①t❡r♥❛❧
♠❡❛s✉r❡s ✭❛❧s♦ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❛s ✉♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❛♥❞ s✉♣❡r✈✐s❡❞ ♠❡❛s✉r❡s✮
❢♦r ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❛❧s♦ ♣r❡s❡♥t❡❞✳

❚❤❡ ✜rst ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❧✐❡s ✐♥ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❛♥❛❧②③✐♥❣ t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s
❛♥❞ ❞r❛✇❜❛❝❦s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ✉♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ✐♥ ❛ ❝♦♥t❡①t ✐♥ ✇❤✐❝❤
t❤❡ ✉s❡r ✐s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♦❢ ❤✉❣❡ ♠❛ss❡s ♦❢ ❞❛t❛ ❛♥❞ ✇❤❡r❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧✐t②
❛♥❞ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ str✉❝t✉r✐♥❣ ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ ❛ ❢♦r♠❛❧ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡
❛♥❛❧②③❡❞ ♠❡t❤♦❞s✱ t❤❡ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s ✭❇■❘❈❍✱ ❘✲tr❡❡✱ ❙❙✲tr❡❡ ❛♥❞ ❙❘✲tr❡❡✮
❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❛s t❤❡ ♠♦st s✉✐t❛❜❧❡ t♦ ♦✉r ❝♦♥t❡①t✳

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✱ ✉s✲
✐♥❣ ❜♦t❤ ✐♥t❡r♥❛❧ ❛♥❞ ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡❛s✉r❡s✱ ♦❢ s♦♠❡ ✉♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤✲
♦❞s ✭❣❧♦❜❛❧ ❦✲♠❡❛♥s✱ ❆❍❈✱ ❘✲tr❡❡✱ ❙❘✲tr❡❡ ❛♥❞ ❇■❘❈❍✮ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t r❡❛❧ ✐♠✲
❛❣❡ ❞❛t❛❜❛s❡s ♦❢ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ s✐③❡s ✭❲❛♥❣✱ P❛s❝❛❧❱♦❝✷✵✵✻✱ ❈❛❧t❡❝❤✶✵✶✱ ❈♦r❡❧✸✵❦✮ t♦
st✉❞② t❤❡ s❝❛❧❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡s❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✇❤❡♥ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ✐s ✐♥❝r❡❛s✲
✐♥❣✳ ❉✐✛❡r❡♥t ❢❡❛t✉r❡ ❞❡s❝r✐♣t♦rs ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t s✐③❡s ❛r❡ ✉s❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡
t❤❡s❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❤✐❣❤✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❞❛t❛✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤✐s ❡①♣❡r✐✲
♠❡♥t❛❧ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✱ t❤❡ ❇■❘❈❍✰r❣❙■❋❚✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❇❛❣s ♦❢ ❲♦r❞s ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✐s t❤❡
❜❡st ❝❤♦✐❝❡ ✐♥ ♦✉r ❝♦♥t❡①t✳



✾✹ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❯♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣



P❛rt ■■
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❈❤❛♣t❡r ✹

❙❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣

✹✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ✏s❡♠❛♥t✐❝ ❣❛♣✑ ❜❡t✇❡❡♥ ❤✐❣❤✲❧❡✈❡❧ s❡♠❛♥t✐❝ ❝♦♥❝❡♣ts ❡①♣r❡ss❡❞
❜② t❤❡ ✉s❡r ❛♥❞ t❤❡ ❧♦✇✲❧❡✈❡❧ ❢❡❛t✉r❡s ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♠❛❣❡s✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢
✉♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥t❡♥t ♦❢ t❤❡ ✉s❡r✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐♥ s♦♠❡ ❝❛s❡s ✉♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞
❝❧✉st❡r✐♥❣ ✇❤❡r❡ ❛ s♠❛❧❧ ❛♠♦✉♥t ♦❢ s✉♣❡r✈✐s❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦
❣✉✐❞❡ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♦❢ ✉♥❧❛❜❡❧❧❡❞ ❞❛t❛✳ ❙✉♣❡r✈✐s❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♣r♦✈✐❞❡❞
❜② t❤❡ ✉s❡r ♦r ❛♥♦t❤❡r s②st❡♠ ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢
♣r✐♦r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ✭tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣✮ ♦r ❝❛♥ ❜❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ♣r♦✲
❣r❡ss✐✈❡❧② ❞✉r✐♥❣ ❡❛❝❤ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ✐t❡r❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ✉s❡r✬s ❢❡❡❞❜❛❝❦ ✉s❡❢✉❧
❢♦r ❢✉rt❤❡r ❝❧✉st❡r✐♥❣ st❡♣s ✭✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣✮✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡
♣r✐♦r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦r t❤❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ✉s❡r ✐♥ ❡❛❝❤ st❡♣ ✐s t♦♦ ♣♦♦r t♦ ❜❡
✉s❡❞ ✇✐t❤ s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❧❡❛r♥✐♥❣✳ ❲❤✐❧❡ ♦♥❧② s✐♠✐❧❛r✐t② ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡
♦❢ ✉♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣✱ ✐t ✐s ✉s❡❞ ✐♥ ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ s✉♣❡r✈✐s❡❞
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣✳ ■♥ t❤❡ ❧❛tt❡r ❝❛s❡✱ s✉♣❡r✈✐s❡❞
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❣✉✐❞❡ t❤❡ str✉❝t✉r✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞
❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛✐♠s ❛t ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ ✐♥tr❛✲❝❧✉st❡r s✐♠✐❧❛r✐t②✱ ♠✐♥✐♠✐③❡ ✐♥t❡r✲❝❧✉st❡r s✐♠✐❧❛r✲
✐t② ✇❤✐❧❡ ❦❡❡♣✐♥❣ ❛ ❤✐❣❤ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ r❡s✉❧ts ❛♥❞ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥
❦♥♦✇❧❡❞❣❡✳

❉✐✛❡r❡♥t s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛♥❞ ❛♥❛❧②③❡❞ ✐♥ t❤✐s
❝❤❛♣t❡r✳ ❉✐✛❡r❡♥t ❦✐♥❞s ♦❢ s✉♣❡r✈✐s❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ✉s❡❞ ✐♥ s❡♠✐✲
s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸ ♣r❡s❡♥ts ❛ ❜r✐❡❢ s✉r✈❡②
♦❢ t❤❡ s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ✭tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡
♠❡t❤♦❞s✮ ❛♥❞ ❛♥❛❧②③❡s t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ ✉s❡ t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s ✐♥ ❛♥ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ❝♦♥t❡①t
✐♥ ✇❤✐❝❤ ✉s❡rs ❛r❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ❢♦r ♣r♦✈✐❞✐♥❣ s✉♣❡r✈✐s❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢
❢❡❡❞❜❛❝❦ ❛t ❡❛❝❤ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ✐t❡r❛t✐♦♥✳ ❆♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ s♦♠❡ s❡♠✐✲
s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ✐♥ ❛♥ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ❝♦♥t❡①t ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✳
❋✐♥❛❧❧②✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✺ ❣✐✈❡s s♦♠❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss✐♦♥s✳

✹✳✷ ❉✐✛❡r❡♥t ❦✐♥❞s ♦❢ s✉♣❡r✈✐s❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥

■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ s✉♣❡r✈✐s❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢♦r s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥
s♦♠❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ✉s❡r ♦r ❛♥♦t❤❡r s②st❡♠✱ ❡✐t❤❡r ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❝❧❛ss



✾✽ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❙❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣

❧❛❜❡❧s ✭❢♦r s♦♠❡ ♦❜❥❡❝ts✮ ♦r ♣❛✐r✇✐s❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❜❡t✇❡❡♥ ♦❜❥❡❝ts✳ ❋♦r ❝❧❛ss ❧❛❜❡❧
s✉♣❡r✈✐s❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❝❧❛ss ❧❛❜❡❧s ❛r❡ ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ❛ s♠❛❧❧ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♦❜❥❡❝ts ✐♥ t❤❡
❞❛t❛ s❡t✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ✐t r❡q✉✐r❡s ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ❧❛❜❡❧❧❡❞ ♦❜❥❡❝t ❢♦r ❡❛❝❤ ❝❧❛ss✳ P❛✐r✇✐s❡
❝♦♥str❛✐♥ts s♣❡❝✐❢② ✇❤❡t❤❡r t✇♦ ♦❜❥❡❝ts s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❝❧✉st❡r ✭♠✉st✲❧✐♥❦✮
♦r ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❧✉st❡rs ✭❝❛♥♥♦t✲❧✐♥❦✮✳ ❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♠♦♠❡♥t ✇❤❡♥ s✉♣❡r✈✐s❡❞
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞✱ s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ❝❛♥ ❜❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ tr❛✲
❞✐t✐♦♥❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❛♥❞ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞s✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞
❝❧✉st❡r✐♥❣✱ s✉♣❡r✈✐s❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛♥❞ ✐s
♥♦t ❝❤❛♥❣❡❞ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ r❡s✉❧ts✳ ❲❤❡r❡❛s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡
s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣✱ s✉♣❡r✈✐s❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ♣r♦❣r❡ss✐✈❡❧② ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡
✉s❡r ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ r❡s✉❧ts ❛t ❡❛❝❤ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ✐t❡r❛t✐♦♥✳

❆s ✉♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♣r♦❞✉❝❡s ❝❧✉st❡rs ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❧♦✇✲❧❡✈❡❧ ❢❡❛t✉r❡s
❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♠❛❣❡s✱ t❤❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❝❧✉st❡rs ♠❛② ♥♦t ❜❡ t❤❡ ♦♥❡s ✇✐s❤❡❞ ❜②
t❤❡ ✉s❡r✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ s✉♣❡r✈✐s❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❣✉✐❞❡ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♣r♦❝❡ss
❢♦r ❣✐✈✐♥❣ ❝❧✉st❡rs ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♠♦r❡ ❛❞❛♣t❡❞ t♦ t❤❡ ✉s❡r✬s ✇✐s❤❡s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❢♦r
❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛ ❞❛t❛❜❛s❡ ✇✐t❤ t❤♦✉s❛♥❞s ♦❢ ❛♥✐♠❛❧ ✐♠❛❣❡s✱ ❛ ✉s❡r ♠❛② ✇❛♥t t♦ ❝❧✉st❡r
❜② ❛♥✐♠❛❧ s♣❡❝✐❡s ♦r ❜② ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❧❛♥❞s❝❛♣❡ t②♣❡s✳ ❆♥ ✉♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣
♠❡t❤♦❞ ♠❛② ❣✐✈❡✱ ❛s ❛ r❡s✉❧t✱ ❛ ❝❧✉st❡r ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ✐♠❛❣❡s ♦❢ ❤♦rs❡s ✇✐t❤ ❛ ❣r❛ss
❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ s♦♠❡ ✐♠❛❣❡s ♦❢ ❡❧❡♣❤❛♥ts ✇✐t❤ ❛ ❣r❛ss ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❛♥❞
❛♥♦t❤❡r ❝❧✉st❡r ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ✐♠❛❣❡s ♦❢ ❡❧❡♣❤❛♥ts ✇✐t❤ ❛ s❛♥❞ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✳ ❚❤❡s❡
r❡s✉❧ts ❛r❡ ✐❞❡❛❧ ✇❤❡♥ t❤❡ ✉s❡r ✇❛♥ts t♦ ❝❧✉st❡r ❜② ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❧❛♥❞s❝❛♣❡ t②♣❡s✳
❇✉t t❤❡② ❛r❡ ♣♦♦r ✇❤❡♥ t❤❡ ✉s❡r ✇❛♥ts t♦ ❝❧✉st❡r ❜② ❛♥✐♠❛❧ s♣❡❝✐❡s✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱
t❤❡ ✉s❡r ❝❛♥ ♣r♦✈✐❞❡ s♦♠❡ s✉♣❡r✈✐s❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ ❣✉✐❞❡ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✳
❲❤❡♥ ✉s✐♥❣ s✉♣❡r✈✐s❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❝❧❛ss ❧❛❜❡❧s✱ t❤❡ ✉s❡r ❝❛♥ ❛ss✐❣♥
t❤❡ ❧❛❜❡❧ ✏❡❧❡♣❤❛♥t✑ ❢♦r s♦♠❡ ✐♠❛❣❡s ♦❢ ❡❧❡♣❤❛♥ts ✇✐t❤ ❛ ❣r❛ss ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❛♥❞
❢♦r s♦♠❡ ✐♠❛❣❡s ♦❢ ❡❧❡♣❤❛♥ts ✇✐t❤ ❛ s❛♥❞ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✱ ❛♥❞ t❤❡ ❧❛❜❡❧ ✏❤♦rs❡✑ ❢♦r
s♦♠❡ ✐♠❛❣❡s ♦❢ ❤♦rs❡s ✇✐t❤ ❛ ❣r❛ss ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✳ ❇② ✉s✐♥❣ t❤❡s❡ ❧❛❜❡❧s✱ t❤❡ ✉s❡r
s♣❡❝✐✜❡s t❤❛t ❤❡ ✇❛♥ts t♦ ❝❧✉st❡r ❜② ❛♥✐♠❛❧ s♣❡❝✐❡s ❛♥❞ t❤✉s ❛✈♦✐❞s t❤❡ ♠❡r❣❡
♦❢ ✐♠❛❣❡s ♦❢ ❡❧❡♣❤❛♥ts ❛♥❞ ❤♦rs❡s ✇✐t❤ ❛ ❣r❛ss ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✐♥t♦ ❛ s❛♠❡ ❝❧✉st❡r✳
❲✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ♣✉r♣♦s❡✱ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ s✉♣❡r✈✐s❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ♣❛✐r✇✐s❡
❝♦♥str❛✐♥ts ❜❡t✇❡❡♥ ✐♠❛❣❡s✱ t❤❡ ✉s❡r ❝❛♥ s♣❡❝✐❢② ♠✉st✲❧✐♥❦ ❝♦♥str❛✐♥ts ❜❡t✇❡❡♥
✐♠❛❣❡s ♦❢ ❡❧❡♣❤❛♥ts ✇✐t❤ ❛ ❣r❛ss ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❛♥❞ ✐♠❛❣❡s ♦❢ ❡❧❡♣❤❛♥ts ✇✐t❤ ❛ s❛♥❞
❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❝❛♥♥♦t✲❧✐♥❦ ❝♦♥str❛✐♥ts ❜❡t✇❡❡♥ ✐♠❛❣❡s ♦❢ ❡❧❡♣❤❛♥ts ✇✐t❤ ❛
❣r❛ss ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❛♥❞ ✐♠❛❣❡s ♦❢ ❤♦rs❡s ✇✐t❤ ❛ ❣r❛ss ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✳

✹✳✸ ❙❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s

❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ♣r❡s❡♥ts ❛ ❜r✐❡❢ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣
♠❡t❤♦❞s ✭tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ♠❡t❤♦❞s ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞
♠❡t❤♦❞s✮✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛ s♠❛❧❧ ❛♠♦✉♥t ♦❢ s✉♣❡r✈✐s❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ✉s❡r
♦r ❛♥♦t❤❡r s②st❡♠ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❣✉✐❞❡ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♦❢ ✉♥❧❛❜❡❧❧❡❞ ❞❛t❛✳ ◆♦t❡ t❤❛t
s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✐s ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❙❡♠✐✲
s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ tr❛✐♥s ❧❛❜❡❧❧❡❞ ❞❛t❛ ❢♦r ✐♥❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✱
❜② ❡①♣❧♦✐t✐♥❣ s♦♠❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✉♥❧❛❜❡❧❧❡❞ ❞❛t❛✳ ❲❤❡r❡❛s s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣
❡①♣❧♦✐ts ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❧❛❜❡❧❧❡❞ ❞❛t❛ ✭❧❛❜❡❧❧❡❞ ♦❜❥❡❝ts ♦r ♣❛✐r✇✐s❡ ❝♦♥str❛✐♥ts✮ t♦ ❛✐❞ ❛♥❞
❜✐❛s t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♦❢ ✉♥❧❛❜❡❧❧❡❞ ❞❛t❛✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐♥ s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✱
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t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ❞❛t❛ ❝❛t❡❣♦r✐❡s ✭❞❛t❛ ❝❧❛ss❡s✮ ❤❛s t♦ ❜❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ❧❛❜❡❧❧❡❞ ❞❛t❛
❛♥❞ ✐s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② s❡t ❝❛♥
❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✭✐✳❡✳ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦❜t❛✐♥❡❞
❝❧✉st❡rs ♠❛② ❜❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❛t❡❣♦r✐❡s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❧❛❜❡❧❧❡❞ ❞❛t❛✮✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✐s ♠♦r❡ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ t❤❛♥ s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧❛s✲
s✐✜❝❛t✐♦♥ ✇❤❡♥ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ ❞❛t❛ ❝❛t❡❣♦r✐❡s ✐s ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡✳

❙❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✭tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ♦r ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡✮ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ t❤❡
❧❛st ❞❡❝❛❞❡ ❛♥❞ s♦♠❡ ♠❡t❤♦❞s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❙✐♠✐❧❛r t♦ ✉♥✲
s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣✱ s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥ s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞
❤❛r❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛♥❞ s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❢✉③③② ❝❧✉st❡r✐♥❣✳ ❆s ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✇❡ ❛r❡
✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ♦♥❧② ❤❛r❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s✱ s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❢✉③③② ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤✲
♦❞s ❬✹✵✱ ✼✾✱ ✽✹❪ ❛r❡ ♥♦t st✉❞✐❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✳ ❍❛r❞ s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣
❝❛♥ ❜❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✇✐t❤ ❝❧❛ss ❧❛❜❡❧s ♦r s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞
❝❧✉st❡r✐♥❣ ✇✐t❤ ♣❛✐r✇✐s❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ t✇♦ ❦✐♥❞s ♦❢ s✉♣❡r✈✐s❡❞ ✐♥✲
❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❆s ❢❛r ❛s ✇❡ ❦♥♦✇✱ s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ✇✐t❤ ❝❧❛ss ❧❛❜❡❧s
❝✉rr❡♥t❧② ✉s❡ s✉♣❡r✈✐s❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ♣r✐♦r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦r ✉s❡r ❢❡❡❞❜❛❝❦✱
✇❤✐❧❡ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♠❡t❤♦❞s ✇✐t❤ ♣❛✐r✇✐s❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ✉s❡ ♦♥❧② s✉♣❡r✈✐s❡❞ ✐♥❢♦r♠❛✲
t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ♣r✐♦r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✳ ■♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡
❛❞❛♣t t❤❡ s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ♠❡t❤♦❞s ✇✐t❤ ♣❛✐r✇✐s❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ✐♥t♦ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡
❝♦♥t❡①t s♦ t❤❛t s✉♣❡r✈✐s❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t ♣r♦✈✐❞❡❞ ❛ ♣r✐♦r✐ ❜✉t ❞✉r✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t
✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ r❡s✉❧ts✳ ▼♦st ♦❢ t❤❡ s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞
❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❛r❡ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s✱ ♦♥❧② ❢❡✇ ♦❢
t❤❡♠ ❛r❡ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s✳ ❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✜♥❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝❤♦♦s❡
t❤❡ s✉✐t❛❜❧❡ ❦✐♥❞ ♦❢ s✉♣❡r✈✐s❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ s✉✐t❛❜❧❡ s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞
❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞✳

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♥♦t❛t✐♦♥s✿

✕ X = {xi|i = 1, ..., N}✿ t❤❡ s❡t ♦❢ ✐♥♣✉t ❢❡❛t✉r❡ ✈❡❝t♦rs ❢♦r ❝❧✉st❡r✐♥❣✱ ✇❤❡r❡
N ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❡❝t♦rs✳

✕ K = {Kj|j = 1, ..., k}✿ t❤❡ s❡t ♦❢ ❝❧✉st❡rs✱ ✇❤❡r❡ k ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧✉st❡rs✳
✕ µj✿ t❤❡ ❝❡♥tr❡ ♦❢ ❝❧✉st❡r Kj✳
✕ |Kj|✿ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦✐♥ts ✐♥ ❝❧✉st❡r Kj✳
✕ K(xi)✿ t❤❡ ❝❧✉st❡r ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ♣♦✐♥t xi✳
✕ µ(xi)✿ t❤❡ ❝❡♥tr❡ ♦❢ t❤❡ ❝❧✉st❡r ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ♣♦✐♥t xi✳

✹✳✸✳✶ ❙❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✇✐t❤ ❝❧❛ss ❧❛❜❡❧s

❙❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✉s✐♥❣ ❧❛❜❡❧❧❡❞ ♦❜❥❡❝ts ❛s s✉♣❡r✈✐s❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❤❛s
❜♦t❤ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ❢♦r♠s✳ ❚r❛❞✐t✐♦♥❛❧ ♠❡t❤♦❞s ✉s❡ s✉♣❡r✈✐s❡❞ ✐♥❢♦r✲
♠❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ♣r✐♦r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ✭❧❛❜❡❧❧❡❞ ♦❜❥❡❝ts✮ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣
✇❤✐❧❡ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞s ✉s❡ s✉♣❡r✈✐s❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ♣r♦✲
❣r❡ss✐✈❡❧② ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ ❡❛❝❤ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ✐t❡r❛t✐♦♥✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ r❡s✉❧ts✳

✹✳✸✳✶✳✶ ❚r❛❞✐t✐♦♥❛❧ s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✇✐t❤ ❝❧❛ss ❧❛❜❡❧s

❙♦♠❡ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ✉s✐♥❣ ❧❛❜❡❧❧❡❞ ♦❜❥❡❝ts ❛s
♣r✐♦r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣✉❜❧✐s❤❡❞ s✉❝❤ ❛s s❡❡❞❡❞✲❦♠❡❛♥s ❬✾❪✱ ❝♦♥str❛✐♥❡❞✲❦♠❡❛♥s
❬✾❪✳



✶✵✵ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❙❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣

❙❡❡❞❡❞✲❦♠❡❛♥s ❬✾❪ ✿ ❙❡❡❞❡❞✲❦♠❡❛♥s ✐s ❛ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ✈❛r✐❛♥t
♦❢ t❤❡ ❦✲♠❡❛♥s ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛t ✉s❡s s❡❡❞s t♦ ❣✉✐❞❡ t❤❡ ❦✲♠❡❛♥s ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ●✐✈❡♥
❛ ❞❛t❛ s❡t X t❤❛t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♣❛rt✐t✐♦♥❡❞ ✐♥t♦ k ❝❧✉st❡rs {Kj}

k
j=1✳ Pr✐♦r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡

❢♦r t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s ❛ s♠❛❧❧ s✉❜s❡t ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ❞❛t❛ s❡t S ⊆ X✱ ❝❛❧❧❡❞ s❡❡❞ s❡t✱
❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ✉s❡r✲s♣❡❝✐✜❡❞ ❧❛❜❡❧❧❡❞ ♦❜❥❡❝ts ♦❢ k ❞✐✛❡r❡♥t ❝❧✉st❡rs✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t ❢♦r
❡❛❝❤ ❝❧✉st❡r Kj✱ t❤❡r❡ ✐s ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ s❡❡❞ ♣♦✐♥t xi ∈ S✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ s❡❡❞ s❡t
❝♦♥t❛✐♥s k ❞✐s❥♦✐♥t ♣❛rt✐t✐♦♥s {Sj}

k
j=1✱ ❡❛❝❤ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ♣♦✐♥ts ♦❢ ♦♥❡ ❝❧❛ss✳

❯♥❧✐❦❡ t❤❡ ❦✲♠❡❛♥s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❤✐❝❤ ✐♥✐t✐❛❧✐③❡s t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❢r♦♠ k r❛♥❞♦♠ ♠❡❛♥s✱
t❤❡ s❡❡❞❡❞✲❦♠❡❛♥s ✉s❡s t❤❡ s❡❡❞ s❡t ❢♦r ✐♥✐t✐❛❧✐③✐♥❣ ❝❧✉st❡r✐♥❣✱ s♦ t❤❛t t❤❡ ♠❡❛♥ ♦❢
t❤❡ jth ❝❧✉st❡r ✐s ✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞ ❛s t❤❡ ♠❡❛♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ Sj✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤✐s ✇❡
r❡♣❡❛t✱ ✉♥t✐❧ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✱ t❤❡ r❡✲❛ss✐❣♥♠❡♥t ♦❢ ❡❛❝❤ ♦❜❥❡❝t t♦ t❤❡ ♥❡❛r❡st ♠❡❛♥ ❛♥❞
t❤❡ r❡✲❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛♥s✱ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ❛ss✐❣♥❡❞ ♦❜❥❡❝ts✳ ❚❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❞♦❡s ♥♦t
♠❛❦❡ ❛♥② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ s❡❡❞ s❡t ❛♥❞ ♦t❤❡r ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛
s❡t✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ s❡❡❞❡❞✲❦♠❡❛♥s ✐s t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡✳
❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦❢ t❤❡ s❡❡❞❡❞✲❦♠❡❛♥s ✐s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

✶✳ ■♥✐t✐❛❧✐③❡ t❤❡ ♠❡❛♥ µj ♦❢ ❡❛❝❤ ❝❧✉st❡r Kj ❛s t❤❡ ♠❡❛♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ♣❛rt✐t✐♦♥ Sj

✭j = 1, ..., k✮ ♦❢ t❤❡ s❡❡❞ s❡t ✿

µj =
1

|Sj|

∑

xi∈Sj

xi ✭✹✳✶✮

✷✳ ❘❡♣❡❛t ✉♥t✐❧ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡

✭❛✮ ❘❡✲❛ss✐❣♥♠❡♥t✿ ❛ss✐❣♥ ❡❛❝❤ ❞❛t❛ ♣♦✐♥t xi ∈ X t♦ t❤❡ ♥❡❛r❡st ❝❧✉st❡r
Kj∗ ✿

j∗ = argmin
j

||xi − µj||
2 ✭✹✳✷✮

✭❜✮ ❘❡✲❡st✐♠❛t✐♦♥✿ r❡✲❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♠❡❛♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ❝❧✉st❡r Kj✿

µj =
1

|Kj|

∑

xi∈Kj

xi ✭✹✳✸✮

❆s ❛ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ♠❡t❤♦❞✱ t❤❡ s❡❡❞❡❞✲❦♠❡❛♥s ❣✐✈❡s ❛ ✏✢❛t✑ ♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❝❧✉s✲
t❡rs✳ ❚❤❡ s✉♣❡r✈✐s❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ♣r✐♦r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✳ ❍♦✇✲
❡✈❡r✱ t❤❡ s❡❡❞❡❞✲❦♠❡❛♥s ✐s st✐❧❧ ✈❡r② ❜❛s✐❝ ✐♥ t❤❡ ✇❛② ♦❢ ❤❛♥❞❧✐♥❣ ♣r✐♦r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱
❛s s✉♣❡r✈✐s❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t ✉s❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ r❡✲❝❧✉st❡r✐♥❣ ♣❤❛s❡✱ ❜✉t ♦♥❧② ✉s❡❞
❢♦r ✐♥✐t✐❛❧✐③✐♥❣ t❤❡ ❝❧✉st❡r ❝❡♥tr❡s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ s❡❡❞❡❞✲❦♠❡❛♥s ❛❧❧♦✇s t❤❡ ✈✐♦❧❛✲
t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❝❧❛ss ❧❛❜❡❧s✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ❛❞❛♣t❡❞ t♦ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ❝♦♥t❡①t ❜✉t t❤❡
✉s❡r s❤♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ♣r✐♦r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛❜♦✉t t❤❡ ❞❛t❛ s❡t ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡
❧❛❜❡❧❧❡❞ ♦❜❥❡❝t ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ k ❝❧✉st❡rs✳

❈♦♥str❛✐♥❡❞✲❦♠❡❛♥s ❬✾❪ ❆♥♦t❤❡r ✈❛r✐❛♥t ♦❢ t❤❡ ❦✲♠❡❛♥s ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛t ✉s❡s
s❡❡❞s t♦ ❣✉✐❞❡ t❤❡ ❦✲♠❡❛♥s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞✲❦♠❡❛♥s ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ Pr✐♦r
❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥❡❞✲❦♠❡❛♥s ✐s ❛❧s♦ ❛ s❡❡❞ s❡t ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ✉s❡r✲s♣❡❝✐✜❡❞ ❧❛❜❡❧❧❡❞
♦❜❥❡❝ts ♦❢ k ❞✐✛❡r❡♥t ❝❧✉st❡rs✳ ❆s ✐♥ s❡❡❞❡❞✲❦♠❡❛♥s✱ t❤❡ s❡❡❞ s❡t ✐s ✉s❡❞ ❢♦r ✐♥✐t✐❛❧✲
✐③✐♥❣ ❝❧✉st❡r✐♥❣ s♦ t❤❛t t❤❡ ♠❡❛♥ ♦❢ t❤❡ jth ❝❧✉st❡r ✐s ✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞ ❛s t❤❡ ♠❡❛♥ ♦❢ t❤❡
♣❛rt✐t✐♦♥ Sj ✉s✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✶✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t st❡♣s✱ ✇❤✐❧❡ s❡❡❞❡❞✲
❦♠❡❛♥s r❡✲❡st✐♠❛t❡s t❤❡ ❧❛❜❡❧s ♦❢ ❛❧❧ ♦❜❥❡❝ts ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛ s❡t X✱ ❝♦♥str❛✐♥❡❞✲❦♠❡❛♥s



✹✳✸✳ ❙❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ✶✵✶

♠❛✐♥t❛✐♥s t❤❡ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts ♦❢ t❤❡ s❡❡❞ s❡t S ✐♥ t❤❡✐r ✐♥✐t✐❛❧ ❝❧✉st❡rs ❛♥❞ r❡✲❡st✐♠❛t❡s
♦♥❧② t❤❡ ❧❛❜❡❧s ♦❢ t❤❡ ♥♦♥✲s❡❡❞ ♦❜❥❡❝ts xi ∈ X \ S✳ ❙✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ s❡❡❞❡❞✲❦♠❡❛♥s✱
t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ✐s ✉s❡❞ ❢♦r ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♦❜❥❡❝ts✳ ❚❤❡
❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞✲❦♠❡❛♥s ✐s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

✶✳ ■♥✐t✐❛❧✐③❡ t❤❡ ♠❡❛♥ µj ♦❢ ❡❛❝❤ ❝❧✉st❡r Kj ❛s t❤❡ ♠❡❛♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ♣❛rt✐t✐♦♥ Sj

✭j = 1, ..., k✮ ♦❢ t❤❡ s❡❡❞ s❡t ✉s✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✶✮✳

✷✳ ❘❡♣❡❛t ✉♥t✐❧ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡

✭❛✮ ❘❡✲❛ss✐❣♥♠❡♥t✿
✕ ❋♦r xi ∈ S✿ ✐❢ xi ∈ Sj✱ ❛ss✐❣♥ xi t♦ t❤❡ ❝❧✉st❡r Kj ✇❤✐❝❤ ❝♦♥t❛✐♥s ❛❧❧
t❤❡ ♣♦✐♥ts ♦❢ Sj✳

✕ ❋♦r xi ∈ X \ S✱ ❛ss✐❣♥ xi t♦ t❤❡ ♥❡❛r❡st ❝❧✉st❡r Kj∗ ✉s✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥
✭✹✳✷✮✳

✭❜✮ ❘❡✲❡st✐♠❛t✐♦♥✿ r❡✲❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♠❡❛♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ❝❧✉st❡r Kj ✉s✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥
✭✹✳✸✮✳

❙✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ s❡❡❞❡❞✲❦♠❡❛♥s✱ ❝♦♥str❛✐♥❡❞✲❦♠❡❛♥s ✐s ❛ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞
❣✐✈❡s ❛ ✏✢❛t✑ ♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❝❧✉st❡rs✳ ❙✉♣❡r✈✐s❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❛❧s♦ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢
♣r✐♦r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✳ ❆s t❤❡ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts ♦❢ t❤❡ s❡❡❞ s❡t ❛r❡ ♠❛✐♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡✐r ✐♥✐t✐❛❧
❝❧✉st❡rs✱ ❝♦♥str❛✐♥❡❞✲❦♠❡❛♥s ❞♦❡s ♥♦t ❛❧❧♦✇ ❝♦♥str❛✐♥t ✈✐♦❧❛t✐♦♥✳ ❆s s❡❡❞❡❞✲❦♠❡❛♥s✱
t❤❡ ♣r✐♦r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ✉s❡r ❛❜♦✉t t❤❡ ❞❛t❛ s❡t ✐s r❡q✉✐r❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t
t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞✲❦♠❡❛♥s ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ❝♦♥t❡①t✳

✹✳✸✳✶✳✷ ■♥t❡r❛❝t✐✈❡ s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✇✐t❤ ❝❧❛ss ❧❛❜❡❧s

❙❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ✉s✐♥❣ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❛s s✉♣❡r✈✐s❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ♠❡t❤♦❞s✳ ❆♠♦♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ s❡♠✐✲
s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ✉s✐♥❣ ❝❧❛ss ❧❛❜❡❧s✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝✐t❡✿ ❝❧✉st❡r✲❧❡✈❡❧ s❡♠✐✲
s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❬✷✻❪✱ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❜❛s❡❞ ♦♥ r❡❧❡✈❛♥❝❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❬✻✹❪ ❛♥❞ t❤❡ ❘♦❝✲
❝❤✐♦ ❢♦r♠✉❧❛ ❬✶✶✸❪ ❜❛s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞✳

■♥t❡r❛❝t✐✈❡ ❝❧✉st❡r✲❧❡✈❡❧ s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❬✷✻❪ ❉✉❜❡② ❡t ❛❧✳ ♣r♦✲
♣♦s❡❞ ❛♥ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ❝❧✉st❡r✲❧❡✈❡❧ s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r ❞♦❝✉✲
♠❡♥t ❛♥❛❧②s✐s✳ ■♥ t❤✐s ♠♦❞❡❧✱ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ✐s ♥♦t ♣r♦✈✐❞❡❞ ❛ ♣r✐♦r✐✱ ❜✉t ✐s ♣r♦❣r❡ss✐✈❡❧②
♣r♦✈✐❞❡❞ ❛s ✉s❡r ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❞✉r✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s✳ ■♥ ❡❛❝❤ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡
✐t❡r❛t✐♦♥✱ t❤❡ ✉s❡r ♣r♦✈✐❞❡s ❛ s❡t ♦❢ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❛♥❞ ❛ s❡t ♦❢ ❝❧✉st❡r ❞❡s❝r✐♣✲
t✐♦♥ ❢❡❡❞❜❛❝❦✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❛♥❞ ❝❧✉st❡r ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❢❡❡❞❜❛❝❦
❣✐✈❡♥ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❞✐✛❡r❡♥t✳ ❯s✐♥❣ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ❢❡❡❞❜❛❝❦✱
t❤❡ ✉s❡r ♠♦✈❡s ❛♥ ♦❜❥❡❝t ❢r♦♠ ♦♥❡ ❝❧✉st❡r t♦ ❛♥♦t❤❡r✳ ❯s✐♥❣ ❝❧✉st❡r ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥
❢❡❡❞❜❛❝❦✱ t❤❡ ✉s❡r ♠♦❞✐✜❡s t❤❡ ❢❡❛t✉r❡ ✈❡❝t♦r ♦❢ ❛♥② ❝✉rr❡♥t ❝❧✉st❡r t♦ ♠❛❦❡ ✐t ♠♦r❡
♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬✷✻❪ ✐s ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ ❞♦❝✉♠❡♥t ❛♥❛❧②✲
s✐s✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡ ✈❡❝t♦r ♦❢ ❛ ❝❧✉st❡r ♦r ❛ ❞♦❝✉♠❡♥t ✐s ❛ ✈❡❝t♦r r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡
✇❡✐❣❤ts ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t t❡①t ✇♦r❞s ✐♥ t❤❡ ❞✐❝t✐♦♥❛r②✳ ❋♦r ♠♦❞✐❢②✐♥❣ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡ ✈❡❝t♦r
♦❢ ❛ ❝❧✉st❡r✱ t❤❡ ✉s❡r ❝❛♥✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❝❧✐❝❦ ❛♥❞ ❞r❛❣ ❛ ✇❡✐❣❤t ❝✉r✈❡ ♦✈❡r ❞✐✛❡r❡♥t
t❡①t ✇♦r❞s✳ ■♥ ❡❛❝❤ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ✐t❡r❛t✐♦♥✱ t❤❡ s②st❡♠ r❡✲♦r❣❛♥✐③❡s t❤❡ ♦❜❥❡❝ts ✐♥ t❤❡
❞❛t❛ s❡t✱ ♥♦t ♦♥❧② ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ t❤✐s ✐t❡r❛t✐♦♥ ❜✉t ❛❧s♦ ♦♥ t❤❡
❢❡❡❞❜❛❝❦ ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ ❛❧❧ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ✐t❡r❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ r❡✲❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠✐♥✐♠✐③❡s
t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♣♦✐♥ts ❛♥❞ t❤❡✐r ❝❧✉st❡r ❝❡♥tr❡s ✇❤✐❧❡ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡



✶✵✷ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❙❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣

✈✐♦❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❢❡❡❞❜❛❝❦✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ♣r♦❝❡ss ❝♦♥t✐♥✲
✉❡s ✉♥t✐❧ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ r❡s✉❧t s❛t✐s✜❡s t❤❡ ✉s❡r✳ ❚❤✐s ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐s ✉s❡❢✉❧
❢♦r ❧❛r❣❡ ❞❛t❛❜❛s❡s ✇❤❡♥ s✉♣❡r✈✐s❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ ❛❞✈❛♥❝❡✳

■♥ ❡❛❝❤ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ✐t❡r❛t✐♦♥✱ ❧❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t l ❛♥❞ m ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡
t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❛♥❞ ❝❧✉st❡r ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ♣r♦✈✐❞❡❞
❜② t❤❡ ✉s❡r ♦✈❡r ❛❧❧ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s✱ s✉♣❡r✈✐s❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡
r❡✲❝❧✉st❡r✐♥❣ ♣❤❛s❡ ♦❢ t❤✐s ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ✐t❡r❛t✐♦♥ ❛r❡✿

✕ ▲❡t F a = {fa
i }

l
i=1 ❜❡ t❤❡ s❡t ♦❢ l ❛ss✐❣♥♠❡♥t ❢❡❡❞❜❛❝❦ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ✉s❡r

♦✈❡r ❛❧❧ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s ✭t❤❡ ❧❡tt❡r ✬a✬ ♠❡❛♥s ❛ss✐❣♥♠❡♥t ❢❡❡❞✲
❜❛❝❦✮✳ ❚❤❡ ith ❛ss✐❣♥♠❡♥t ❢❡❡❞❜❛❝❦ fa

i = {xa
i ,M

a
i , µ

a
i } ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t✱ ❤❛✈✐♥❣

t❤❡ s❡t ♦❢ ❝❧✉st❡r ❝❡♥tr❡s Ma
i = {µa

ij}
k
j=1✱ t❤❡ ✉s❡r ✇❛♥ts t♦ ❛ss✐❣♥ t❤❡ ❞❛t❛

♣♦✐♥t xa
i t♦ t❤❡ ❝❧✉st❡r ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝❡♥tr❡ µa

i ❢r♦♠ Ma
i ✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡

s❡t ♦❢ ❝❧✉st❡r ❝❡♥tr❡s Ma
i ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ ❝❧✉st❡r ❝❡♥tr❡s ❛t t❤❡ ♠♦♠❡♥t ✇❤❡♥ t❤❡

❛ss✐❣♥♠❡♥t ❢❡❡❞❜❛❝❦ fa
i ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞✳ ❆s t❤❡ ❝❧✉st❡r ❝❡♥tr❡s ❣❡♥❡r❛❧❧② ❝❤❛♥❣❡

❛❢t❡r ❡❛❝❤ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ✐t❡r❛t✐♦♥✱ t❤❡ s❡t ♦❢ ❝❧✉st❡r ❝❡♥tr❡s ❛t t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✐t❡r❛✲
t✐♦♥ ♠❛② ❜❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ Ma

i ✐❢ t❤❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ❢❡❡❞❜❛❝❦ fa
i ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❛t ❛

♣r❡✈✐♦✉s ✐t❡r❛t✐♦♥✳
✕ ▲❡t F d = {fd

i }
m
i=1 ❜❡ t❤❡ s❡t ♦❢ m ❝❧✉st❡r ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜②

t❤❡ ✉s❡r ♦✈❡r ❛❧❧ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s ✭t❤❡ ❧❡tt❡r ✬d✬ ♠❡❛♥s ❝❧✉st❡r
❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❢❡❡❞❜❛❝❦✮✳ ❋♦r t❤❡ ith ❝❧✉st❡r ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❢❡❡❞❜❛❝❦ fd

i ✱ t❤❡ ✉s❡r
♦❜s❡r✈❡s t❤❡ ❢❡❛t✉r❡ ✈❡❝t♦r ♦❢ ❛ ❝❧✉st❡r ❝❡♥tr❡ ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ♥❡✇ ❢❡❛t✉r❡
✈❡❝t♦r ❢♦r t❤✐s ❝❧✉st❡r ❝❡♥tr❡✳ ❈❧✉st❡r ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ✐s s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r
t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❞♦❝✉♠❡♥t ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✉s❡r ❝♦✉❧❞ ❛ss✐❣♥ ♠♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t
✇❡✐❣❤ts ❢♦r s♦♠❡ t❡①t ✇♦r❞s ✇❤✐❝❤ ❤❡ t❤✐♥❦s t❤❡② ❜❡tt❡r ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❝❧✉st❡r✳
❇✉t t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ✐s ♥♦t ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ✐♠❛❣❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛s ✐t
✐s ❞✐✣❝✉❧t ❢♦r t❤❡ ✉s❡r t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❢❡❛t✉r❡ ❞❡s❝r✐♣t♦rs ✇❤✐❝❤ ❛r❡
❧♦✇✲❧❡✈❡❧ ❢❡❛t✉r❡s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❞❡s❝r✐❜❡ ❤❡r❡ t❤❡ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ ♥❡✐t❤❡r t❤❡
❝❧✉st❡r ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ♥♦r t❤❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ ❝❧✉st❡r ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥
❢❡❡❞❜❛❝❦✳ ❙❡❡ ❬✷✻❪ ❢♦r ♠♦r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ ❢❡❡❞❜❛❝❦✳

❚❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ❝❧✉st❡r✲❧❡✈❡❧ s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬✷✻❪ ✐s ❜❛s❡❞
♦♥ t❤❡ ❦✲♠❡❛♥s ❝❧✉st❡r✐♥❣✳ ❲✐t❤♦✉t ❢❡❡❞❜❛❝❦✱ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❛❞✐✲
t✐♦♥❛❧ ❦✲♠❡❛♥s ✭✉s✐♥❣ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡✮ ✐s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

Ex =
∑

i

(xi − µ(xi))
2 ✭✹✳✹✮

✇❤❡r❡ µ(xi) ✐s t❤❡ ❝❧✉st❡r ❝❡♥tr❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❞❛t❛ ♣♦✐♥t xi✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦
✐♥❝♦r♣♦r❛t❡ t❤❡ ✉s❡r ❢❡❡❞❜❛❝❦ ✐♥ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❛ ❝♦♥str❛✐♥t ❛♥❞ ❛ ❝♦rr❡✲
s♣♦♥❞✐♥❣ ♣❡♥❛❧t② ❢♦r ✈✐♦❧❛t✐♥❣ t❤✐s ❝♦♥str❛✐♥t ❛r❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ❢❡❡❞❜❛❝❦✳

❚❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ❢❡❡❞❜❛❝❦ fa
i = {xa

i ,M
a
i , µ

a
i } ✐s t❤❛t

❡✈❡r② t✐♠❡ t❤❡ ❝✉rr❡♥t s❡t ♦❢ ❝❧✉st❡r ❝❡♥tr❡s {µj}
k
j=1 ❡①❛❝t❧② ♠❛t❝❤❡sMa

i = {µa
ij}

k
j=1✱

xa
i ❛❧✇❛②s ❤❛s t♦ ❜❡ ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ t❤❡ ❝❧✉st❡r ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝❡♥tr❡ µa

i ✳ ■❢ t❤❡
❝✉rr❡♥t s❡t ♦❢ ❝❧✉st❡r ❝❡♥tr❡s ♠❛t❝❤❡sMa

i ❜✉t xa
i ✐s ❝✉rr❡♥t❧② ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ µ(xa

i ) 6= µa
i ✱

t❤❡♥ t❤✐s ❝♦♥str❛✐♥t ✐s ✈✐♦❧❛t❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ♣❡♥❛❧t② ❢♦r t❤✐s ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s
t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ µa

i ❛♥❞ µ(xa
i )✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡✱ t❤❡ s❡t ♦❢ ❝❧✉st❡r ❝❡♥tr❡s ❛t t❤❡

❝✉rr❡♥t ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ✐t❡r❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ Ma
i ✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤✐s

♣r♦❜❧❡♠✱ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥❝❡ Ra
i (K) ♦❢ ❛♥ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ❝♦♥str❛✐♥t fa

i ✱ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t
s❡t ♦❢ ❝❧✉st❡r ❝❡♥tr❡s {µj}

k
j=1✱ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ♦❢ {µj}

k
j=1 ✇✐t❤ t❤❡ s❡t



✹✳✸✳ ❙❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ✶✵✸

♦❢ ❝❧✉st❡r ❝❡♥tr❡s Ma
i s♣❡❝✐✜❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦✳ ❚❤✐s r❡❧❡✈❛♥❝❡ ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ✉s✐♥❣

t❤❡ ❜❡st ♠❛♣♣✐♥❣ Mapai (K) ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t s❡t ♦❢ ❝❧✉st❡r ❝❡♥tr❡s {µj}
k
j=1 ❛♥❞

t❤❡ s❡t ♦❢ ❝❧✉st❡r ❝❡♥tr❡s Ma
i s♣❡❝✐✜❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦✳ ❚❤❡ ❜❡st ♠❛♣♣✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥

t❤❡ t✇♦ s❡ts ♦❢ ❝❧✉st❡r ❝❡♥tr❡s ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ❤❛✈✐♥❣ t❤❡ s♠❛❧❧❡st s✉♠
♦❢ ❞✐st❛♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ ♠❛♣♣❡❞ ❝❧✉st❡r ❝❡♥tr❡s ❢r♦♠ t❤❡ t✇♦ s❡ts✳ ❚❤❡ r❡❧❡✈❛♥❝❡ ✐s
❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

Ra
i (K) = exp(−(

k
∑

j=1

(µj −Mapai (µj))
2)) ✭✹✳✺✮

✇❤❡r❡ Mapai (µj) ✐s✱ ❛♠♦♥❣ t❤❡ s❡t ♦❢ ❝❧✉st❡r ❝❡♥tr❡s Ma
i = {µa

ij}
k
j=1✱ t❤❡ ♠❛♣♣❡❞

❝❧✉st❡r ❝❡♥tr❡✱ ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ❜❡st ♠❛♣♣✐♥❣✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝❧✉st❡r ❝❡♥tr❡ µj

♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t s❡t ♦❢ ❝❧✉st❡rs✳ ❋♦r ❛♥ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ❢❡❡❞❜❛❝❦ fa
i ✱ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t

s❡t ♦❢ ❝❧✉st❡r ❝❡♥tr❡s {µj}
k
j=1✱ ❉✉❜❡② ❡t ❛❧✳ ❬✷✻❪ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♣❡♥❛❧t②

✇❤❡♥ xa
i ✐s ❝✉rr❡♥t❧② ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ t❤❡ ♠❛♣♣❡❞ ❝❧✉st❡r ❝❡♥tr❡ Mapai (µ

a
i ) ♦❢ µa

i ✐♥ t❤❡
❝✉rr❡♥t s❡t ♦❢ ❝❧✉st❡r ❝❡♥tr❡s✳ ■❢✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ µ(xa

i ) 6= Mapai (µ
a
i )✱ t❤❡♥ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t

❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ fa
i ✐s ✈✐♦❧❛t❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ♣❡♥❛❧t② ❢♦r t❤✐s ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ sq✉❛r❡❞

❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ µ(xa
i ) ❛♥❞ Mapai (µ

a
i )✳ ❚❤❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ❡rr♦r t❛❦❡s ✐♥t♦

❛❝❝♦✉♥t ❜♦t❤ ♣❡♥❛❧t② ❛♥❞ t❤❡ ❝✉rr❡♥t r❡❧❡✈❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t✿

Ea
i = (µ(xa

i )−Mapai (µ
a
i ))

2 ×Ra
i (K) ✭✹✳✻✮

❛♥❞ t❤❡ t♦t❛❧ ❡rr♦r ❢♦r ❛❧❧ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ❢❡❡❞❜❛❝❦ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

Ea =
l
∑

i=1

Ea
i ✭✹✳✼✮

❆ ❝♦♥str❛✐♥t ❛♥❞ ❛ ♣❡♥❛❧t② ❢♦r ✈✐♦❧❛t✐♥❣ t❤✐s ❝♦♥str❛✐♥t ❛r❡ ❛❧s♦ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤
❡❛❝❤ ❝❧✉st❡r ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❢❡❡❞❜❛❝❦ fd

i ✳ ▲❡t E
d
i ✐s t❤❡ ❡rr♦r ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝❧✉st❡r

❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❢❡❡❞❜❛❝❦ fd
i ✭s❡❡ ❬✷✻❪ ❢♦r ♠♦r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✮✱ t❤❡ t♦t❛❧ ❡rr♦r ❢♦r ❛❧❧ ❝❧✉st❡r

❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

Ed =
m
∑

i=1

Ed
i ✭✹✳✽✮

❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ t♦t❛❧ ❡rr♦r ✭♦r t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✮ t♦ ❜❡ ♠✐♥✐♠✐③❡❞ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞
❛s✿

E = Ex + Ea + Ed ✭✹✳✾✮

■♥ ❡❛❝❤ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ✐t❡r❛t✐♦♥✱ ❛❢t❡r r❡❝❡✐✈✐♥❣ t❤❡ ✉s❡r ❢❡❡❞❜❛❝❦✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠
r❡♣❡❛ts✱ ✉♥t✐❧ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✱ t❤❡ r❡✲❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❝❧✉st❡r ❝❡♥tr❡s ❛♥❞ t❤❡ r❡✲❛ss✐❣♥♠❡♥t
♦❢ ♣♦✐♥ts t♦ ❝❧✉st❡rs✳ ❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ t♦t❛❧ ❡rr♦r ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✾✮✳

✕ ❈❧✉st❡r ❝❡♥tr❡ r❡✲❡st✐♠❛t✐♦♥✿ ■♥ t❤✐s st❡♣✱ t❤❡ ❝❧✉st❡r ❝❡♥tr❡s ❛r❡ ✉♣❞❛t❡❞
❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❛ss✐❣♥♠❡♥t ♦❢ ♣♦✐♥ts t♦ ❝❧✉st❡rs ❛♥❞ t❤❡ ❝✉rr❡♥t r❡❧❡✈❛♥❝❡
♦❢ t❤❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ✐♥ F a ❛♥❞ F d✳ ❆s t❤❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s
❛❝r♦ss ❝❧✉st❡rs✱ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❧✉st❡r ❝❡♥tr❡s ❝❛♥♥♦t ❜❡ ✉♣❞❛t❡❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧②✳
❉✉❜❡② ❡t ❛❧✳ ❬✷✻❪ ❝②❝❧✐❝❛❧❧② ✉♣❞❛t❡ ❡❛❝❤ ❝❧✉st❡r ❝❡♥tr❡ µj ✇❤✐❧❡ ❦❡❡♣✐♥❣ t❤❡



✶✵✹ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❙❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣

♦t❤❡r k − 1 ❝❧✉st❡r ❝❡♥tr❡s ✜①❡❞✱ ✉♥t✐❧ ❛❧❧ ❝❧✉st❡r ❝❡♥tr❡s ❛r❡ st❛❜❧❡✳ ❊❛❝❤
❝❧✉st❡r ❝❡♥tr❡ µj ✐s ✉♣❞❛t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

µj =
1

|Kj|

∑

xi∈Kj

xi

+
l
∑

i=1

Ra
i (K)[δ(xa

i , µj)Mapai (µ
a
i ) +

∑

µ′

I(µj,Mapai (µ
a
i ))δ(x

a
i , µ

′)µ′]

+
m
∑

i=1

Move(fd
i ) ✭✹✳✶✵✮

✇❤❡r❡ I() ✐s t❤❡ ✐♥❞✐❝❛t♦r ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭I(s1, s2) ❡q✉❛❧s 1 ✐❢ s1 = s2✱ ❛♥❞ ❡q✉❛❧s 0
♦t❤❡r✇✐s❡✮✱ δ(x, µ) ✐s t❤❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭δ(x, µ) ❡q✉❛❧s 1 ✐❢ x ✐s ❛ss✐❣♥❡❞
t♦ t❤❡ ❝❧✉st❡r ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝❡♥tr❡ µ✱ ❛♥❞ ❡q✉❛❧s 0 ♦t❤❡r✇✐s❡✮✳ ❚❤❡ ✜rst
t❡r♠ ♦❢ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✶✵✮ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♠♦✈❡♠❡♥t ♦❢ µj t♦✇❛r❞s t❤❡ ❝❡♥tr♦✐❞ ♦❢
t❤❡ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts ❝✉rr❡♥t❧② ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ t❤❡ ❝❧✉st❡r Kj✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛♥❞ t❤❡ t❤✐r❞
t❡r♠s ♦❢ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✶✵✮ r❡✢❡❝t t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ t❤❡ s❡t ♦❢ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ❢❡❡❞❜❛❝❦
F a ✐♥ t❤❡ ✉♣❞❛t❡ st❡♣✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠✱ ✐❢ t❤❡ ❞❛t❛ ♣♦✐♥t xa

i

s♣❡❝✐✜❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ fa
i ✐s ❝✉rr❡♥t❧② ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ µj✱ ✇❡ ♠♦✈❡ µj t♦✇❛r❞s

t❤❡ ❝❧✉st❡r ❝❡♥tr❡Mapai (µ
a
i ) ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ♣r❡❢❡rr❡❞ ❝❧✉st❡r ❝❡♥tr❡ ❢♦r xa

i ❞❡✜♥❡❞
❜② t❤❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ fa

i ✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ t❤✐r❞ t❡r♠✱ ✐❢ µj ✐s t❤❡ ♣r❡❢❡rr❡❞ ❝❧✉st❡r
❝❡♥tr❡ Mapai (µ

a
i ) ❢♦r t❤❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ fa

i ✱ ✇❡ ♠♦✈❡ µj t♦✇❛r❞s t❤❡ ❝❧✉st❡r ❝❡♥tr❡ µ
′

t♦ ✇❤✐❝❤ xa
i ✐s ❝✉rr❡♥t❧② ❛ss✐❣♥❡❞✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❢♦✉rt❤ t❡r♠ ♦❢ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✶✵✮

r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♠♦✈❡♠❡♥t ♦❢ µj ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ s❡t ♦❢ ❝❧✉st❡r ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❢❡❡❞❜❛❝❦
F d✱ ✇❤❡r❡ Move(fd

i ) r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♠♦✈❡♠❡♥t ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ fd
i

✭s❡❡ ❬✷✻❪ ❢♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s✮✳
✕ P♦✐♥t r❡✲❛ss✐❣♥♠❡♥t ✿ ■♥ t❤✐s st❡♣✱ ♣♦✐♥ts ❛r❡ r❡✲❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ❝❧✉st❡rs ❜❛s❡❞ ♦♥
t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❝❧✉st❡r ❝❡♥tr❡s ❛♥❞ t❤❡ ❝✉rr❡♥t r❡❧❡✈❛♥❝❡ ♦❢ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ❢❡❡❞❜❛❝❦✳
❚❤❡ ❝❧✉st❡r ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❞♦❡s ♥♦t ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ r❡✲❛ss✐❣♥♠❡♥t ♦❢ ❞❛t❛
♣♦✐♥ts✳ ❆ ♣♦✐♥t xi ∈ X ✐s ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ t❤❡ ❝❧✉st❡r Kj∗ ✇❤✐❝❤ ♠✐♥✐♠✐③❡s t❤❡
❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ✐ts ❝❧✉st❡r ❝❡♥tr❡ µj∗ t♦ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✿

j∗ = argmin
j

(||xi − µj||
2 +

l
∑

i=1

Ra
i (K)I(xi, x

a
i )(µj −Mapai (µ

a
i ))

2) ✭✹✳✶✶✮

✇❤❡r❡ I() ✐s t❤❡ ✐♥❞✐❝❛t♦r ❢✉♥❝t✐♦♥✳
❚❤❡ ❝❧✉st❡r✲❧❡✈❡❧ s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✐s ❛ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ♠❡t❤♦❞✳ ■t ❞♦❡s

♥♦t ❣✐✈❡ ❛♥② ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡✳ ❇② ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣
t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ♣❡♥❛❧t② ❝♦st ❢♦r t❤❡ ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❡❛❝❤ ❢❡❡❞❜❛❝❦✱ t❤❡ ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦
t❤❡ s❡t ♦❢ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ✐s ♠✐♥✐♠✐③❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ r❡✲❝❧✉st❡r✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡
s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ✐s ♥♦t ❡♥s✉r❡❞ ❛❢t❡r t❤❡ r❡✲❝❧✉st❡r✐♥❣ ♣❤❛s❡✳

❈❧✉st❡r✐♥❣ ❜❛s❡❞ ♦♥ r❡❧❡✈❛♥❝❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❬✻✹❪ ❑✐♥♦s❤✐t❛ ❡t ❛❧✳ ♣r❡s❡♥t ✐♥
t❤❡✐r ✇♦r❦ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♦❢ ✈✐❞❡♦ ♣❛❝❦❡ts ❜❛s❡❞ ♦♥ r❡❧❡✈❛♥❝❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦✳ ❘❡❧❡✈❛♥❝❡
❢❡❡❞❜❛❝❦ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ✉s✉❛❧❧② ✉s❡❞ ✐♥ ❈❇■❘ t❤❛t ❛❧❧♦✇s t❤❡ ✉s❡r t♦ ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡
r❡❧❡✈❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ r❡tr✐❡✈❡❞ ✐♠❛❣❡s ❢♦r ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r q✉❡r②✳ ❋♦r t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠✱



✹✳✸✳ ❙❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ✶✵✺

r❡❧❡✈❛♥❝❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ✐s ✉s❡❞ ❢♦r s♣❡❝✐❢②✐♥❣ ✐❢ ❛♥ ✐♠❛❣❡ ✐s r❡❧❡✈❛♥t ♦r ♥♦♥✲r❡❧❡✈❛♥t t♦
t❤❡ ❝❧✉st❡r ✐t ❜❡❧♦♥❣s t♦✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐♥ t❤❛t ❝❛s❡ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥❝❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥
❛s ❛ ❝❧❛ss ❧❛❜❡❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧❧② ❛❞❞❡❞ ♦♥ s♦♠❡ ♦❜❥❡❝ts✱ ❛t ❡❛❝❤ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡
✐t❡r❛t✐♦♥✳

■♥ ❬✻✹❪✱ t❤❡ ❦✲♠❡❛♥s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ✉s❡❞ ❢♦r ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛ s❡t ♦❢ ✈✐❞❡♦ ♣❛❝❦❡ts r❡♣r❡✲
s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡✐r ❢❡❛t✉r❡ ✈❡❝t♦rs✳ ■♥ ❡❛❝❤ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ✐t❡r❛t✐♦♥✱ t❤❡ ✉s❡r ❣✐✈❡s ❢❡❡❞❜❛❝❦
s♣❡❝✐❢②✐♥❣ ✇❤❡t❤❡r ❡❛❝❤ ✈✐❞❡♦ ♣❛❝❦❡t ✐s r❡❧❡✈❛♥t ♦r ♥♦t t♦ t❤❡ ❝❧✉st❡r ✐t ❜❡❧♦♥❣s t♦✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ s❛t✐s❢② t❤❡ ✉s❡r ❢❡❡❞❜❛❝❦✱ t❤❡ s②st❡♠ ✉♣❞❛t❡s t❤❡ ❢❡❛t✉r❡ ✈❡❝t♦rs ♦❢ ❛❧❧
✈✐❞❡♦ ♣❛❝❦❡ts ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❛♥❞ t❤❡♥ r❡✲❝❧✉st❡rs t❤❡ s❡t ♦❢ ✉♣❞❛t❡❞ ❢❡❛t✉r❡
✈❡❝t♦rs ❜② t❤❡ ❦✲♠❡❛♥s ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉s❡r ❢❡❡❞❜❛❝❦
✐s ♥♦t ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ ❛❢t❡r t❤❡ r❡✲❝❧✉st❡r✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✳

❚❤❡ ❢❡❛t✉r❡ ✈❡❝t♦rs ✐♥ ❡❛❝❤ ❝❧✉st❡r Kj ❛r❡ ✉♣❞❛t❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❛s
❢♦❧❧♦✇s✳ ❋♦r t❤❡ s❡t ♦❢ ❢❡❛t✉r❡ ✈❡❝t♦rs ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♠❛r❦❡❞ ❛s r❡❧❡✈❛♥t t♦ t❤❡ ❝❧✉st❡rKj✱
t❤❡ s②st❡♠ ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❛t t❤❡ lth ❢❡❛t✉r❡ ✐s ♥♦t ✐♠♣♦rt❛♥t ❛♥❞ ❣✐✈❡s ✐t ❛ s♠❛❧❧ ✇❡✐❣❤t
wl ✐❢ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❢❡❛t✉r❡ ✐s ❧❛r❣❡ ✐♥ Kj✱ ❛♥❞ ✈✐❝❡ ✈❡rs❛ ❛ ❧❛r❣❡
✇❡✐❣❤t wl ✐s ❣✐✈❡♥ t♦ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡ ✇❤♦s❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✐s s♠❛❧❧ ✐♥Kj✳ ❚❤❡ ✇❡✐❣❤t
wl ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s 1/σl✱ ✇❤❡r❡ σl ✐s t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ lth ❢❡❛t✉r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞
❜❛s❡❞ ♦♥ ❛❧❧ xi ∈ Kj t❤❛t ✉s❡r ❝♦♥s✐❞❡rs ❛s r❡❧❡✈❛♥t✳ ❚❤❡ s②st❡♠ ♥♦r♠❛❧✐③❡s t❤❡

✇❡✐❣❤ts Wl = wl/
∑d

m=1 wm ❛♥❞ ✉♣❞❛t❡s ❡❛❝❤ ❢❡❛t✉r❡ ✈❡❝t♦r xi = {xi1 , ..., xid} ♦❢
❝❧✉st❡r Kj ❛s xi = {W1xi1 , ...,Wdxid}✱ ✇❤❡r❡ d ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♦❢ t❤❡
❢❡❛t✉r❡ ✈❡❝t♦rs✳ ❚❤❡ ✉♣❞❛t❡❞ ❢❡❛t✉r❡ ✈❡❝t♦rs ❛r❡ t❤❡♥ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡✲❝❧✉st❡r✐♥❣
♣❤❛s❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❦✲♠❡❛♥s ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

❚❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❜❛s❡❞ ♦♥ r❡❧❡✈❛♥❝❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❑✐♥♦s❤✐t❛ ❡t
❛❧✳ ❬✻✹❪ ♦r✐❣✐♥❛❧❧② ✉s❡s t❤❡ ❦✲♠❡❛♥s ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ✐ts s✐♠♣❧✐❝✐t②✳ ❆s
t❤❡ ❢❡❛t✉r❡ ✈❡❝t♦rs ❛r❡ ✉♣❞❛t❡❞ ❛❢t❡r ❡❛❝❤ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ✐t❡r❛t✐♦♥ ❢♦r ❜❡✐♥❣ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡
♥❡①t r❡✲❝❧✉st❡r✐♥❣ ♣❤❛s❡✱ ❛♥② ♦t❤❡r ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ✭♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣✱ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧✱
❣r✐❞✲❜❛s❡❞ ♦r ❞❡♥s✐t②✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞s✮ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❦✲♠❡❛♥s✳ ❚❤✐s
♠❡t❤♦❞ ❛❧❧♦✇s t❤❡ ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s ❛❧❧ ❢❡❛t✉r❡ ✈❡❝t♦rs ❤❛✈❡ t♦ ❜❡
✉♣❞❛t❡❞ ✐♥ ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥✱ ✐t ♠❛② ♥♦t ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❢♦r ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ✇✐t❤ ❧❛r❣❡ ❞❛t❛❜❛s❡✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛s t❤❡ ❝❧✉st❡rs ❝❤❛♥❣❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦
❣✐✈❡♥ ✐♥ ♣r❡✈✐♦✉s ✐t❡r❛t✐♦♥s ♠❛② ❜❡ ♥♦t ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ t♦ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✐t❡r❛t✐♦♥✳
❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ♦♥❧② r❡❧❡✈❛♥t ♦❜❥❡❝ts ❛r❡ ✉s❡❞ ❢♦r ✉♣❞❛t✐♥❣ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡ ✈❡❝t♦rs✱ ✇❤❡r❡❛s
♥♦♥✲r❡❧❡✈❛♥t ♦❜❥❡❝ts ❛r❡ ♦♠✐tt❡❞✳

❘♦❝❝❤✐♦ ❢♦r♠✉❧❛ ❬✶✶✸❪ ❜❛s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❚❤❡ ❘♦❝❝❤✐♦ ❢♦r♠✉❧❛ ❬✶✶✸❪ ✐s t❤❡
♠♦st ♣♦♣✉❧❛r t❡❝❤♥✐q✉❡ ❢♦r ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ r❡❧❡✈❛♥❝❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ✐♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡tr✐❡✈❛❧
s②st❡♠s✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ✐s t❤❛t t❤❡ ✉s❡r s♣❡❝✐✜❡s✱ ❛♠♦♥❣ t❤❡ r❡tr✐❡✈❡❞ ❞♦❝✉♠❡♥ts ♦❢ ❡❛❝❤
s❡❛r❝❤ q✉❡r②✱ t❤❡ ❞♦❝✉♠❡♥ts ✇❤✐❝❤ ❛r❡ r❡❧❡✈❛♥t ♦r ♥♦♥✲r❡❧❡✈❛♥t ❢♦r t❤❡ ✐♥♣✉t q✉❡r②✳
❚❤❡ r❡❧❡✈❛♥❝❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s t❤❡♥ ✉s❡❞ ❢♦r ✉♣❞❛t✐♥❣ t❤❡ s❡❛r❝❤ q✉❡r②✱ ✐♥
♦r❞❡r t♦ ♠♦✈❡ ✐t ❝❧♦s❡r t♦ t❤❡ ❝❡♥tr♦✐❞ ♦❢ r❡❧❡✈❛♥t ❞♦❝✉♠❡♥ts ❛♥❞ ❢❛rt❤❡r ❛✇❛②
❢r♦♠ t❤❡ ❝❡♥tr♦✐❞ ♦❢ ♥♦♥✲r❡❧❡✈❛♥t ❞♦❝✉♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡ s♣❛❝❡✳ ❚❤❡ s❡❛r❝❤ q✉❡r②
✈❡❝t♦r ✐s ✉♣❞❛t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

qm = αqo +
β

|Sr|

∑

xi∈Sr

xi −
γ

|Snr|

∑

xi∈Snr

xi ✭✹✳✶✷✮

✇❤❡r❡ qm ✐s t❤❡ ♠♦❞✐✜❡❞ q✉❡r② ✈❡❝t♦r✱ qo ✐s t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ q✉❡r② ✈❡❝t♦r✱ Sr ❛♥❞ Snr

❛r❡ t❤❡ s❡ts ♦❢ ❢❡❛t✉r❡ ✈❡❝t♦rs ♦❢ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② r❡❧❡✈❛♥t ❛♥❞ ♥♦♥✲r❡❧❡✈❛♥t ❞♦❝✉♠❡♥ts



✶✵✻ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❙❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣

s♣❡❝✐✜❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦✳ α✱ β ❛♥❞ γ ❛r❡ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②
t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ q✉❡r②✱ r❡❧❡✈❛♥t ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❛♥❞ ♥♦♥✲r❡❧❡✈❛♥t ❢❡❡❞❜❛❝❦✳ ❚②♣✐❝❛❧❧② α = 1
❛♥❞ 0 < β, γ < 1✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ t❤❡ ✇❡✐❣❤t ♦❢ r❡❧❡✈❛♥t ❢❡❡❞❜❛❝❦ ✐s ✉s✉❛❧❧② ❣r❡❛t❡r t❤❛♥
t❤❡ ✇❡✐❣❤t ♦❢ ♥♦♥✲r❡❧❡✈❛♥t ❢❡❡❞❜❛❝❦ ✭β > γ✮✳

❖r✐❣✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❘♦❝❝❤✐♦ ❢♦r♠✉❧❛ ✐s ✉s❡❞ ❢♦r ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ r❡❧❡✈❛♥❝❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦
✐♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡tr✐❡✈❛❧ s②st❡♠s✳ ❇✉t ✇❡ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❡①t❡♥❞ ✐t ❢♦r ✐♥❝♦r♣♦r❛t✐♥❣
r❡❧❡✈❛♥❝❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ✐♥ ❝❧✉st❡r✐♥❣ s②st❡♠s✳ ❚♦ t❤❡ ❜❡st ♦❢ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ s✉❝❤ ❛
♠❡t❤♦❞ ❤❛s ♥♦t ❜❡❡♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ②❡t✳ ❲❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ❛♣♣❧② t❤❡ ❘♦❝❝❤✐♦ ❢♦r♠✉❧❛
✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❚❤❡ ✉s❡r ❝❛♥ s♣❡❝✐❢②✱ ✐♥ ❡❛❝❤ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡
✐t❡r❛t✐♦♥✱ ✇❤❡t❤❡r ❡❛❝❤ ❞♦❝✉♠❡♥t ✐s r❡❧❡✈❛♥t ♦r ♥♦t t♦ t❤❡ ❝❧✉st❡r ✐t ❜❡❧♦♥❣s t♦✳
❚❤❡♥✱ t❤❡ ❝❡♥tr❡ µj ♦❢ ❡❛❝❤ ❝❧✉st❡r Kj ❝❛♥ ❜❡ ❛❧t❡r❡❞ ❜② ✐♥❝♦r♣♦r❛t✐♥❣ t❤❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛s ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✶✸✮✿

µj =
α

|Kj|

∑

xi∈Kj

xi +
β

|Snj
|

∑

xi∈Snj

xi −
γ

|Snrj |

∑

xi∈Snrj

xi ✭✹✳✶✸✮

✇❤❡r❡ Snj
❛♥❞ Snrj ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ s❡t ♦❢ r❡❧❡✈❛♥t ❛♥❞ ♥♦♥✲r❡❧❡✈❛♥t ♦❜❥❡❝ts ♦❢

❝❧✉st❡r Kj✳ ❚❤❡♥✱ ✉♣❞❛t❡❞ ❝❡♥tr❡s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ✐♥✐t✐❛❧ ❝❡♥tr❡s ❢♦r ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✉s✐♥❣
❦✲♠❡❛♥s ✐♥ ❢✉rt❤❡r ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ✐t❡r❛t✐♦♥✳

❚❤❡ ❘♦❝❝❤✐♦ ❢♦r♠✉❧❛ ❜❛s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✐s ❛ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ♠❡t❤♦❞✱ ✐t ❞♦❡s ♥♦t ❣✐✈❡
❛♥② ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❝❧✉st❡r✳ ■t ✐s ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ❛♥❞ ✉s❡s ♥♦t ♦♥❧② r❡❧❡✈❛♥t ❜✉t
❛❧s♦ ♥♦♥✲r❡❧❡✈❛♥t ♦❜❥❡❝ts ❢♦r ✉♣❞❛t✐♥❣ t❤❡ ❝❧✉st❡r ❝❡♥tr❡s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ✈✐♦❧❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ✐s ❛❧❧♦✇❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s✉♣❡r✈✐s❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t ✉s❡❞ ❞✉r✐♥❣
t❤❡ r❡✲❝❧✉st❡r✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ s❡t✱ ❜✉t ♦♥❧② ✉s❡❞ ❢♦r ✐♥✐t✐❛❧✐③✐♥❣ t❤❡ ❝❧✉st❡r ❝❡♥tr❡s ❢♦r
t❤❡ ♥❡①t r❡✲❝❧✉st❡r✐♥❣ st❡♣✳

✹✳✸✳✷ ❙❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✇✐t❤ ♣❛✐r✇✐s❡ ❝♦♥str❛✐♥ts

P❛✐r✇✐s❡ ❝♦♥str❛✐♥t s✉♣❡r✈✐s❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ❡①❛❝t❧② s♣❡❝✐❢② t❤❡ ❝❧✉st❡r
t♦ ✇❤✐❝❤ ❡❛❝❤ ♦❜❥❡❝t s❤♦✉❧❞ ❜❡❧♦♥❣✱ ❜✉t s♣❡❝✐✜❡s ✇❤❡t❤❡r t✇♦ ♦❜❥❡❝ts s❤♦✉❧❞ ❜❡
✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❝❧✉st❡r ✭♠✉st✲❧✐♥❦✮ ♦r ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❧✉st❡rs ✭❝❛♥♥♦t✲❧✐♥❦✮✳ ❆♠♦♥❣ t❤❡
s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ✉s✐♥❣ ♣❛✐r✇✐s❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❜❡t✇❡❡♥ ♦❜❥❡❝ts✱ ✇❡
❝❛♥ ❝✐t❡ ❈❖P✲❦♠❡❛♥s ✭❝♦♥str❛✐♥❡❞✲❦♠❡❛♥s✮ ❬✶✸✻❪✱ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝♦♠♣❧❡t❡✲❧✐♥❦ ❬✻✺❪✱
❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❛❣❣❧♦♠❡r❛t✐✈❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❬✷✺❪✱ ❈❖P✲❈❖❇❲❊❇ ❬✶✸✺❪✱ ❍▼❘❋✲❦♠❡❛♥s
✭❍✐❞❞❡♥ ▼❛r❦♦✈ ❘❛♥❞♦♠ ❋✐❡❧❞s ❑♠❡❛♥s✮ ❬✶✵❪✱ s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❦❡r♥❡❧✲❦♠❡❛♥s ❬✻✾❪✱
❡t❝✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ ❛❧❧ s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ✉s✐♥❣
♣❛✐r✇✐s❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♣✉❜❧✐s❤❡❞ t♦ ❞❛t❡ ❛r❡ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ♠❡t❤♦❞s✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤
♣❛✐r✇✐s❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛r❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❛s ♣r✐♦r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❝❧✉st❡r✲
✐♥❣✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛❧❧ ♠❡t❤♦❞s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❛r❡ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ♠❡t❤♦❞s ✭✐✳❡✳
♥♦t ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡✮✳

❙✉♣❡r✈✐s❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡✿

✕ ML✿ t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ ♠✉st✲❧✐♥❦ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❆ ♠✉st✲❧✐♥❦ ❝♦♥str❛✐♥t ✭s♦♠❡t✐♠❡s
r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ♠✉st✲❧✐♥❦✮ (xi, xj) ∈ ML s♣❡❝✐✜❡s t❤❛t xi ❛♥❞ xj s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥
❛ s❛♠❡ ❝❧✉st❡r✳

✕ CL✿ t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ ❝❛♥♥♦t✲❧✐♥❦ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❆ ❝❛♥♥♦t✲❧✐♥❦ ❝♦♥str❛✐♥t ✭s♦♠❡✲
t✐♠❡s r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ❝❛♥♥♦t✲❧✐♥❦✮ (xi, xj) ∈ CL s♣❡❝✐✜❡s t❤❛t xi ❛♥❞ xj s❤♦✉❧❞
❜❡ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❧✉st❡rs✳



✹✳✸✳ ❙❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ✶✵✼

❈♦♥str❛✐♥❡❞ ❈♦♠♣❧❡t❡✲▲✐♥❦ ❬✻✺❪ ✐s ❛ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞
❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞✳ ■t ✐s ❛ ✈❛r✐❛♥t ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡✲❧✐♥❦ ❆❣❣❧♦♠❡r❛t✐✈❡ ❍✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧
❈❧✉st❡r✐♥❣ ✭❆❍❈✮ ❬✼✵❪ ✇❤✐❝❤ ✉s❡s ♣❛✐r✇✐s❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛s s✉♣❡r✈✐s❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳
❙✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❆❍❈ ❝❧✉st❡r✐♥❣✱ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝♦♠♣❧❡t❡✲❧✐♥❦ ✐s ❛♥ ❛s❝❡♥❞❛♥t ❝❧✉s✲
t❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞✳ ■t st❛rts ❜② ❛ss✐❣♥✐♥❣ ❡❛❝❤ ♦❜❥❡❝t t♦ ❛ s❡♣❛r❛t❡ ❝❧✉st❡r✳ ❚❤❡♥✱ ✐t
♠❡r❣❡s ❛t ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥ t❤❡ t✇♦ ❝❧♦s❡st ❝❧✉st❡rs ✉♥t✐❧ ✐t r❡♠❛✐♥s ♦♥❧② ♦♥❡ ❝❧✉st❡r ❝♦♥✲
t❛✐♥✐♥❣ ❛❧❧ ❞❛t❛ ♦❜❥❡❝ts✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❝❧♦s❡st ❝❧✉st❡rs ❛r❡ ♠❡r❣❡❞ ❡❛r❧✐❡r✱ ✇❤❡r❡❛s
❞✐st❛♥t ❝❧✉st❡rs ❛r❡ ♠❡r❣❡❞ ❧❛t❡r✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝♦♠♣❧❡t❡✲❧✐♥❦ ❬✻✺❪
❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❝❧✉st❡rs Ki ❛♥❞ Kj ❛s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✐st❛♥❝❡
❜❡t✇❡❡♥ ❛♥ ♦❜❥❡❝t ✐♥ ❝❧✉st❡r Ki ❛♥❞ ❛♥♦t❤❡r ♦❜❥❡❝t ✐♥ ❝❧✉st❡r Kj✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❡♥s✉r❡
t❤❡ ♠✉st✲❧✐♥❦ ❡♥tr✐❡s ❛r❡ ♠❡r❣❡❞ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ❝❛♥♥♦t✲❧✐♥❦ ❡♥tr✐❡s✱ ❑❧❡✐♥ ❡t ❛❧✳ ❬✻✺❪ s❡t
t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❡♥tr✐❡s ♦❢ ❡❛❝❤ ♠✉st✲❧✐♥❦ ✐♥ t❤❡ ♣r♦①✐♠✐t② ♠❛tr✐① t♦ ✵✱ ❛♥❞
t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❡♥tr✐❡s ♦❢ ❡❛❝❤ ❝❛♥♥♦t✲❧✐♥❦ t♦ (maxxi∈X,xj∈XD(xi, xj)+1)✳ ❆s
t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♠✉st✲❧✐♥❦ ❡♥tr✐❡s ❛r❡ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞✐st❛♥❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡
❜❡t✇❡❡♥ ❝❛♥♥♦t✲❧✐♥❦ ❡♥tr✐❡s ❛r❡ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✐st❛♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ♣r♦①✐♠✐t② ♠❛tr✐①✱
♠✉st✲❧✐♥❦ ❡♥tr✐❡s ✇✐❧❧ ❜❡ ♠❡r❣❡❞ ✜rst ✇❤✐❧❡ ❝❛♥♥♦t✲❧✐♥❦ ❡♥tr✐❡s ✇✐❧❧ ❜❡ ♠❡r❣❡❞ ❧❛st
✇❤❡♥ ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡✲❧✐♥❦ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✉♣❞❛t❡❞ ♣r♦①✐♠✐t② ♠❛tr✐①✳ ❙✐♠✐✲
❧❛r t♦ t❤❡ ❆❍❈ ❝❧✉st❡r✐♥❣✱ t❤❡ ❞❡♥❞r♦❣r❛♠ ❝r❡❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝♦♠♣❧❡t❡✲❧✐♥❦
❝❛♥ ❜❡ ❝✉t ❡✐t❤❡r ❛t t❤❡ ❝✉tt✐♥❣ ♣♦✐♥t ♣r♦❞✉❝✐♥❣ k ❝❧✉st❡rs ✇❤❡♥ k ✐s ♣r❡❞❡✜♥❡❞✱ ♦r
❛t ❛ ♣r❡s♣❡❝✐✜❡❞ ❞✐st❛♥❝❡✱ ♦r ❛t t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❣❛♣ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ s✉❝❝❡ss✐✈❡
❞✐st❛♥❝❡s ❢♦r ♠❡r❣✐♥❣ ❝❧✉st❡rs ✐s ❧❛r❣❡st✳

❚❤❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝♦♠♣❧❡t❡✲❧✐♥❦ ♣r♦❞✉❝❡s ❛ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❝❧✉st❡rs✳ ■t
❛❧❧♦✇s t❤❡ ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts✱ ❜✉t ✐t ❡♥s✉r❡s t❤❛t ❝❛♥♥♦t✲❧✐♥❦ ♦❜❥❡❝ts ❛r❡ t❤❡
❧❛st ♦♥❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♠❡r❣❡❞✳ ■♥ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ❝♦♥t❡①t ✇❤❡r❡ ♣❛✐r✇✐s❡ ❝♦♥str❛✐♥ts
❛r❡ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡❧② ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ✉s❡r✱ t❤❡ ✉s❡r ❝♦♥str❛✐♥ts ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ✐t❡r❛t✐♦♥s
❝❛♥ ❜❡ ✐♥ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❧❛r❣❡ ✐♠❛❣❡ ❞❛t❛❜❛s❡✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱
t❤❡ ✉s❡r ❣✐✈❡s ❛t ✐t❡r❛t✐♦♥ i ❛ ❝❛♥♥♦t✲❧✐♥❦ (A,B) ✇❤❡r❡ A ❛♥❞ B ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❛♥
✐♠❛❣❡ ♦❢ ❛ ❞♦❣ ❛♥❞ ❛♥ ✐♠❛❣❡ ♦❢ ❛ ❝❛t❀ t❤❡♥ ❛t ✐t❡r❛t✐♦♥ j > i ✇❤❡♥ s❡❡✐♥❣ t❤❛t t❤❡r❡
❛r❡ ♠❛♥② ✐♠❛❣❡s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❜♦t❤ ❞♦❣s ❛♥❞ ❝❛ts✱ ❤❡ ❞❡❝✐❞❡s t♦ ❣✐✈❡ ♠✉st✲❧✐♥❦s ❜❡t✇❡❡♥
❛❧❧ ✐♠❛❣❡s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛ ❞♦❣ ♦r ❛ ❝❛t✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛ ♠✉st✲❧✐♥❦ (A,B)✱ ❢♦r s♣❡❝✐❢②✐♥❣ ❛
❝❧✉st❡r ♦❢ ❞♦♠❡st✐❝ ❛♥✐♠❛❧s✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ♠✉st✲❧✐♥❦ (A,B) ❣✐✈❡♥ ✐♥ ✐t❡r❛t✐♦♥ j ✐s
✐♥ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❝❛♥♥♦t✲❧✐♥❦ (A,B) ❣✐✈❡♥ ✐♥ ✐t❡r❛t✐♦♥ i✳ ❆♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡
❞✐st❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❆ ❛♥❞ ❇ ❝❛♥♥♦t
❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝♦♠♣❧❡t❡✲❧✐♥❦ ✐s ♥♦t ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ t❤❡
✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❧❛r❣❡ ✐♠❛❣❡ ❞❛t❛❜❛s❡✳

❈♦♥str❛✐♥❡❞ ❆❣❣❧♦♠❡r❛t✐✈❡ ❈❧✉st❡r✐♥❣ ❬✷✺❪ ❆ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❛❣❣❧♦♠❡r❛t✐✈❡
❝❧✉st❡r✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ✉s❡s ♠✉st✲❧✐♥❦ ❛♥❞ ❝❛♥♥♦t✲❧✐♥❦ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛s s✉♣❡r✈✐s❡❞ ✐♥❢♦r✲
♠❛t✐♦♥ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬✷✺❪✳ ❚❤❡ tr❛♥s✐t✐✈❡ ❝❧♦s✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♠✉st✲❧✐♥❦ ❝♦♥str❛✐♥ts ✐s
✉s❡❞ ✜rst ❢♦r r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ r ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts M1✱ M2✱ ✳✳✳✱ Mr✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ❝♦♥✲
♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t Mj✱ ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t xi ∈ Mj ✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❜② ♠✉st✲❧✐♥❦ ✇✐t❤ ❛t ❧❡❛st
❛♥♦t❤❡r ♣♦✐♥t xl ∈ Mj✳ ❚❤❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❛❣❣❧♦♠❡r❛t✐✈❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❝♦♥str✉❝ts t❤❡♥
❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ r ❝❧✉st❡rs ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ r ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠✲
♣♦♥❡♥ts M1✱✳✳✳✱Mr ❛♥❞ ❛ s✐♥❣❧❡t♦♥ ❝❧✉st❡r ❢♦r ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ ❛♥②
❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✳ ❚❤❡♥✱ ✐t ♠❡r❣❡s ❛t ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥ t❤❡ t✇♦ ❝❧♦s❡st ✏♠❡r❣❡❛❜❧❡
❝❧✉st❡rs✑✱ ✉♥t✐❧ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♠♦r❡ ♣❛✐r ♦❢ ❝❧✉st❡rs ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ♠❡r❣❡❞ ✇✐t❤♦✉t ✈✐♦✲
❧❛t✐♥❣ ❛♥② ❝❛♥♥♦t✲❧✐♥❦ ❝♦♥str❛✐♥t✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ t❡r♠ ✏♠❡r❣❡❛❜❧❡ ❝❧✉st❡rs✧ ❞❡♥♦t❡s



✶✵✽ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❙❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣

t❤❡ ❝❧✉st❡rs t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ♠❡r❣❡❞ ✇✐t❤♦✉t ✈✐♦❧❛t✐♥❣ ❛♥② ❝❛♥♥♦t✲❧✐♥❦ ❝♦♥str❛✐♥t✳ ❲❡
❝❛♥ s❡❡ t❤❛t ❜② ❣r♦✉♣✐♥❣ ❛❧❧ ♣♦✐♥ts ✐♥ ❛ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐♥t♦ ❛ s✐♥❣❧❡ ✐♥✐t✐❛❧
❝❧✉st❡r✱ ♠✉st✲❧✐♥❦ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛r❡ ♥♦t ✈✐♦❧❛t❡❞✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞
❛❣❣❧♦♠❡r❛t✐✈❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✐s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

✶✳ ❈♦♥str✉❝t t❤❡ r ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts M1✱ M2✱ ✳✳✳✱ Mr ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ tr❛♥s✐t✐✈❡
❝❧♦s✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♠✉st✲❧✐♥❦ ❝♦♥str❛✐♥ts ❣✐✈❡♥ ❛s ♣r✐♦r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❜② t❤❡ ✉s❡r✳

✷✳ ■❢ t❤❡r❡ ❛r❡ ❜♦t❤ ♠✉st✲❧✐♥❦ ❛♥❞ ❝❛♥♥♦t✲❧✐♥❦ ❝♦♥str❛✐♥ts ❜❡t✇❡❡♥ ❛♥② t✇♦ ♣♦✐♥ts
xi✱ xj t❤❡♥ r❡t✉r♥ ✏◆♦ ❙♦❧✉t✐♦♥✑✳

✸✳ ▲❡t X1 = X − (∪ri=1Mi)✳ ▲❡t kmax = r + |X1|✳

✹✳ ❈♦♥str✉❝t kmax ✐♥✐t✐❛❧ ❝❧✉st❡rs ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ t❤❡ r ❝❧✉st❡rs ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ r
❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts M1✱✳✳✳✱Mr ❛♥❞ ❛ s✐♥❣❧❡t♦♥ ❝❧✉st❡r ❢♦r ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t ✐♥ X1✳

✺✳ ❲❤✐❧❡ ✭t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ♣❛✐r ♦❢ ✏♠❡r❣❡❛❜❧❡ ❝❧✉st❡rs✑✮

✭❛✮ ❙❡❧❡❝t t❤❡ t✇♦ ❝❧♦s❡st ✏♠❡r❣❡❛❜❧❡ ❝❧✉st❡rs✑ Kl ❛♥❞ Km✳

✭❜✮ ▼❡r❣❡ Kl ❛♥❞ Km✳

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧✉st❡rs k ❞♦❡s ♥♦t ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ✜①❡❞ ❛ ♣r✐♦r✐✱ ❜✉t ✇❡ ❝❛♥
❝✉t t❤❡ ❞❡♥❞r♦❣r❛♠ ❛t ❛♥② ❧❡✈❡❧ ❢♦r ❤❛✈✐♥❣ ❝❧✉st❡rs ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞
❝♦♠♣❧❡t❡✲❧✐♥❦✱ ♣❛❣❡ ✶✵✼✳

❚❤❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❛❣❣❧♦♠❡r❛t✐✈❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✐s ❛♥ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞ ♦r❣❛♥✐③✐♥❣
♣♦✐♥ts ✐♥t♦ ❛♥ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❝❧✉st❡rs✳ ■t ✐s ❛ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞
❝❧✉st❡r✐♥❣ ✇❤❡r❡ s✉♣❡r✈✐s❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ♣r✐♦r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✳
❚❤❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❛❣❣❧♦♠❡r❛t✐✈❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✐s ♥♦t ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ❝♦♥✲
t❡①t ♦❢ ❧❛r❣❡ ✐♠❛❣❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✉s❡r ❝♦♥str❛✐♥ts ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥t❡r✲
❛❝t✐✈❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ✐♥ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ❛s t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❞♦❡s ♥♦t ❛❧❧♦✇ t❤❡ ✈✐♦❧❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts✳

❈❖P✲❦♠❡❛♥s ❬✶✸✻❪ ❚❤❡ ❈❖P✲❦♠❡❛♥s s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❛
✈❛r✐❛♥t ♦❢ t❤❡ ❦✲♠❡❛♥s ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✇❤✐❝❤ ✉s❡s s✉♣❡r✈✐s❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠
♦❢ ♣❛✐r✇✐s❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❜❡t✇❡❡♥ ♦❜❥❡❝ts✳ ■♥ ❈❖P✲❦♠❡❛♥s✱ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ❛ss✐❣♥❡❞ t♦
❝❧✉st❡rs ✇✐t❤♦✉t ✈✐♦❧❛t✐♥❣ ❛♥② ❝♦♥str❛✐♥t✳ ❆ ♣♦✐♥t xi ✐s ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ t❤❡ ❝❧✉st❡r Kj

❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝❧♦s❡st ❝❧✉st❡r ❝❡♥tr❡ µj✱ ✉♥❧❡ss ❛ ❝♦♥str❛✐♥t ✐s ✈✐♦❧❛t❡❞✳ ❋♦r
✐♥st❛♥❝❡✱ ✐❢ (xi, xl) ✐s ❛ ♠✉st✲❧✐♥❦ ❝♦♥str❛✐♥t ❛♥❞ xl ✐s ❛❧r❡❛❞② ♣❧❛❝❡❞ ✐♥ ❛♥♦t❤❡r
❝❧✉st❡r K(xl) 6= Kj ✱ t❤❡♥ xi ❝❛♥♥♦t ❜❡ ♣❧❛❝❡❞ ✐♥ ✐ts ❝❧♦s❡st ❝❧✉st❡r Kj✳ ❖r ✐❢ (xi, xl)
✐s ❛ ❝❛♥♥♦t✲❧✐♥❦ ❝♦♥str❛✐♥t ❛♥❞ xl ✐s ❛❧r❡❛❞② ♣❧❛❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❧♦s❡st ❝❧✉st❡r Kj ♦❢ xi✱
t❤❡♥ xi ❝❛♥♥♦t ❜❡ ♣❧❛❝❡❞ ✐♥ Kj ❛♥② ♠♦r❡✳ ■❢ xi ❝❛♥♥♦t ❜❡ ♣❧❛❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡❛r❡st
❝❧✉st❡r Kj✱ ✇❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❛tt❡♠♣t✐♥❣ t♦ ❛ss✐❣♥ xi t♦ t❤❡ ♥❡①t ❝❧✉st❡r ✐♥ t❤❡ s♦rt❡❞
❧✐st ♦❢ ❝❧✉st❡rs ❜② ❛s❝❡♥❞✐♥❣ ♦r❞❡r ♦❢ ❞✐st❛♥❝❡s ✇✐t❤ xi ✉♥t✐❧ ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ❝❧✉st❡r Kh✱
s✉❝❤ t❤❛t xi ❝❛♥ ❜❡ ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ Kh ✇✐t❤♦✉t ✈✐♦❧❛t✐♥❣ ❛♥② ❝♦♥str❛✐♥t✱ ✐s ❢♦✉♥❞✳ ❚❤❡
❝❧✉st❡r✐♥❣ ❢❛✐❧s ✐❢ ♥♦ s♦❧✉t✐♦♥ r❡s♣❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ✐s ❢♦✉♥❞✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦❢
t❤❡ ❈❖P✲❦♠❡❛♥s ✐s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

✶✳ ▲❡t µ1✱ µ2✱ ✳✳✳✱ µk ❜❡ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝❧✉st❡r ❝❡♥tr❡s r❛♥❞♦♠❧② ❝❤♦s❡♥ ❢r♦♠ t❤❡
♦❜❥❡❝ts ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ s❡t✳

✷✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t xi ∈ X✱ ❛ss✐❣♥ xi t♦ t❤❡ ❝❧✉st❡r ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝❧♦s❡st
❝❡♥tr❡ µj s✉❝❤ t❤❛t ♥♦ ❝♦♥str❛✐♥t ✐s ✈✐♦❧❛t❡❞✳ ■❢ ♥♦ s✉❝❤ ❝❧✉st❡r ✐s ❢♦✉♥❞✱ t❤❡♥
t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❢❛✐❧s✱ r❡t✉r♥ ◆❯▲▲✳



✹✳✸✳ ❙❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ✶✵✾

✸✳ ❘❡✲❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♠❡❛♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ❝❧✉st❡r Kj ✉s✐♥❣ t❤❡ r❡✲❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥
✭✹✳✸✮ ♦❢ t❤❡ s❡❡❞❡❞✲❦♠❡❛♥s✱ ♣❛❣❡ ✶✵✵✳

✹✳ ■t❡r❛t❡ st❡♣s ✭✷✮ ❛♥❞ ✭✸✮ ✉♥t✐❧ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳

❚❤❡ ❈❖P✲❦♠❡❛♥s ✐s ❛ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ♠❡t❤♦❞✱ ✐t ❞♦❡s ♥♦t ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥② ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧
str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❝❧✉st❡rs✳ ❆s ❛ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣✱ s✉♣❡r✈✐s❡❞ ✐♥✲
❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ♣r✐♦r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✳ ❚❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ✐s
♥♦t ❛❧❧♦✇❡❞✱ t❤❡r❡❢♦r❡ ❈❖P✲❦♠❡❛♥s ✐s ♥♦t ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ❝♦♥t❡①t
♦❢ ❧❛r❣❡ ✐♠❛❣❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ✇❤❡r❡ ♣❛✐r✇✐s❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡
✐t❡r❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ✐♥ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳

❈❖P✲❈❖❇❲❊❇ ❬✶✸✺❪ ❈❖P✲❈❖❇❲❊❇ ❬✶✸✺❪ ✐s ❛ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ✈❡r✲
s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❈❖❇❲❊❇ ❬✷✾❪ ✇❤✐❝❤ ✇❛s ❞❡s✐❣♥❡❞ ❢♦r ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧
❛ttr✐❜✉t❡s ✭✐✳❡✳ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ❢♦r ❡❛❝❤ ❞❛t❛ ❢❡❛t✉r❡ ❛r❡ ❞✐s❝r❡t❡✮✳ ❆s ❈❖❇❲❊❇✱ ✐t ❡♠✲
♣❧♦②s t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❈❛t❡❣♦r② ❯t✐❧✐t② ✭❈❯✮ ❬✸✼❪ ❢♦r ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ ❛ ♣❛r✲
t✐t✐♦♥✳ ❆ss✉♠✐♥❣ xi = {xi1 , ..., xid} ✐s ❛♥ ♦❜❥❡❝t ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛ s❡t✱ ❛♥❞ xil ✭l = 1, ..., d✮
❝❛♥ t❛❦❡ ❛ ❞✐s❝r❡t❡ ✈❛❧✉❡ Vlm ❢r♦♠ t❤❡ s❡t Vl ♦❢ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ✈❛❧✉❡s ❢♦r t❤❡ l

th ❢❡❛t✉r❡✱
t❤❡ ❈❛t❡❣♦r② ❯t✐❧✐t② ♦❢ ❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ K = {K1, ..., Kk} ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ❛s✿

CU(K) =
1

k
((

k
∑

j=1

P (Kj)
d
∑

l=1

|Vl|
∑

m=1

P (xil = Vlm |Kj)
2)−

d
∑

l=1

|Vl|
∑

m=1

P (xil = Vlm)
2) ✭✹✳✶✹✮

✇❤❡r❡ |Vl| ✐s t❤❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ s❡t Vl✳ ❚❤❡ t❡r♠ P (Kj) ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
t❤❛t ❛♥ ♦❜❥❡❝t xi ❜❡❧♦♥❣s t♦ t❤❡ ❝❧✉st❡r Kj✱ t❤❡ t❡r♠ P (xil = Vlm) ❞❡s✐❣♥❛t❡s t❤❡
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t t❤❡ lth ❢❡❛t✉r❡ t❛❦❡s ♦♥ ✈❛❧✉❡ Vlm ✱ ❛♥❞ t❤❡ t❡r♠ P (xil = Vlm |Kj)
❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t t❤❡ lth ❢❡❛t✉r❡ t❛❦❡s t❤❡ ✈❛❧✉❡ Vlm ❣✐✈❡♥ t❤❛t t❤❡ ♦❜❥❡❝t
xi ❜❡❧♦♥❣s t♦ t❤❡ ❝❧✉st❡r Kj✳

❋♦r ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t xi ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛ s❡t✱ ❈❖P✲❈❖❇❲❊❇ ❝♦♥s✐❞❡rs ❛❧❧ t❤❡ ✇❛②s t♦
✐♥❝♦r♣♦r❛t❡ xi ✐♥t♦ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ♣❛rt✐t✐♦♥ K ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ✜✈❡ ♦♣❡r❛t♦rs ✭▼✉st✲
❧✐♥❦ ❝❤❡❝❦✱ ◆❡✇✱ ❆❞❞✱ ▼❡r❣❡✱ ❙♣❧✐t✮ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣s❡✉❞♦ ❝♦❞❡✳
❚❤❡♥✱ t❤❡ ❜❡st ♣❛rt✐t✐♦♥ ❛♠♦♥❣ t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥s ❝r❡❛t❡❞ ❜② t❤❡ ✜✈❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♦♣❡r❛t♦rs
✐s ❦❡♣t ❢♦r xi✳ ■t ✜rst ❝❤❡❝❦s t❤❡ ♠✉st✲❧✐♥❦ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ■❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ♠✉st✲❧✐♥❦
❜❡t✇❡❡♥ xi ❛♥❞ ❛♥♦t❤❡r ♣♦✐♥t xl ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❧r❡❛❞② ✐♥ ❛ ❝❧✉st❡r Kj ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥✱
t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t ✐s ❡♥❢♦r❝❡❞ ❜② ❛❞❞✐♥❣ xi ✐♥ Kj ❢♦r ❝r❡❛t✐♥❣ t❤❡ ♥❡✇ ♣❛rt✐t✐♦♥ Kmust

✭st❡♣ ✷✭❛✮✮✳ ■❢ ♥♦t✱ ❛♥♦t❤❡r ♦♣❡r❛t♦r ✭◆❡✇✱ ❆❞❞ ♦r▼❡r❣❡✮ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡
t❤❡ ♣❧❛❝❡ ♦❢ xi✳ ❋♦r t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r ◆❡✇✱ ❛ ♥❡✇ s✐♥❣❧❡t♦♥ ❝❧✉st❡r K∗ ✐s ❝r❡❛t❡❞ ❢♦r
❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ xi ✭♣❛rt✐t✐♦♥ Knew✱ st❡♣ ✷✭❜✮✮✳ ❈❛♥♥♦t✲❧✐♥❦s ❛r❡ ❝❤❡❝❦❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡
❆❞❞ ♦r ▼❡r❣❡ st❡♣s✳ xi ❝❛♥ ❜❡ ❛❞❞❡❞ ✐♥ ❛♥ ❡①✐st✐♥❣ ❝❧✉st❡r Kj ❢♦r ❝r❡❛t✐♥❣ t❤❡
♣❛rt✐t✐♦♥ Kaddj ✐❢ ♥♦ ❝❛♥♥♦t✲❧✐♥❦ ✐s ✈✐♦❧❛t❡❞ ✭st❡♣ ✷✭❝✮✮✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥
Kmerge ✐s ❝r❡❛t❡❞ ❜② ♠❡r❣✐♥❣ t❤❡ t✇♦ ❜❡st ❝❧✉st❡rs ❢♦r xi ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❝❛♥♥♦t✲❧✐♥❦
❜❡t✇❡❡♥ ♣♦✐♥ts ♦❢ t❤❡s❡ t✇♦ ❝❧✉st❡rs ✭st❡♣ ✷✭❞✮✮✳ ❚❤❡ s♣❧✐t ♦♣❡r❛t♦r✱ ✇❤✐❝❤ r❡❝✉rs❡s
t❤❡ ❈❖P✲❈❖❇❲❊❇ ♦♥ t❤❡ ❜❡st ❤♦st ❝❧✉st❡r ❢♦r xi✱ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ❢♦r ❝r❡❛t✐♥❣ t❤❡ ♥❡✇
♣❛rt✐t✐♦♥ Ksplit ✭st❡♣ ✷✭❡✮✮✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ❈❯✱ ❛♠♦♥❣ t❤❡
♣❛rt✐t✐♦♥s Kmust✱ Knew✱ Kaddj ✱ Kmerge ❛♥❞ Ksplit✱ ✐s s❡❧❡❝t❡❞ ❛s t❤❡ ♥❡✇ ♣❛rt✐t✐♦♥
K✳

❚❤❡ ♣s❡✉❞♦ ❝♦❞❡ ♦❢ t❤❡ ❈❖P✲❈❖❇❲❊❇ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿



✶✶✵ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❙❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣

❈❖P✲❈❖❇❲❊❇✭❞❛t❛ s❡t X✱ ♠✉st✲❧✐♥❦ s❡t ML✱ ❝❛♥♥♦t✲❧✐♥❦ s❡t CL✮

✶✳ ▲❡t K ❜❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ❝❧✉st❡rs✱ ✐♥✐t✐❛❧❧② K = {} ❛♥❞ k = 0✳

✷✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t xi ∈ X✱ ❝♦♥s✐❞❡r ❛❧❧ ✇❛②s t♦ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡ xi✿

✭❛✮ ▼✉st✲❧✐♥❦ ❝❤❡❝❦✿ ■❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts s♦♠❡ ♠✉st✲❧✐♥❦ ❝♦♥str❛✐♥ts
(xi, xl) ∈ ML s✉❝❤ t❤❛t xl ✐s ❛❧r❡❛❞② ✐♥ ❛ ❝❧✉st❡r Kj ∈ K✱ t❤❡♥
❛❞❞ xi t♦ Kj ❛♥❞ s❦✐♣ t♦ ✭❡✮✳ Kmust = (K −Kj) ∪ {Kj ∪ {xi}}✳

✭❜✮ ◆❡✇✿ ▲❡t Knew = K ∪ {K∗} ✇❤❡r❡ K∗ = {xi} ✐s ❛ ♥❡✇ ❝❧✉st❡r✳

✭❝✮ ❆❞❞✿ ❋♦r ❡❛❝❤ ❝❧✉st❡r Kj ∈ K✱ ❝r❡❛t❡ ❛ ♥❡✇ ♣❛rt✐t✐♦♥ Kaddj =
(K−Kj)∪{Kj∪{xi}} ✉♥❧❡ss t❤❡r❡ ❡①✐st ❛ ❝❛♥♥♦t✲❧✐♥❦ (xi, xl) ∈ CL
✇❤❡r❡ xl ∈ Kj✳

✭❞✮ ▼❡r❣❡✿ ■❢ t❤❡r❡ ❡①✐st ❛t ❧❡❛st t✇♦ ❝❧✉st❡rs✱ ❧❡t Kmax1 ❛♥❞ Kmax2

❜❡ t❤❡ t✇♦ ❜❡st ❤♦sts ❢♦r xi ❢r♦♠ st❡♣ ✭❝✮ ❛s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡
❈❯ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡✐r r❡s✉❧t✐♥❣ ♣❛rt✐t✐♦♥s✳ ▼❡r❣❡ t❤❡s❡ t✇♦ ❝❧✉st❡rs
Kmerge = (K − Kmax1 − Kmax2) ∪ {Kmax1 ∪ Kmax2 ∪ {xi}} ✉♥❧❡ss
t❤❡r❡ ❡①✐st ❛ ❝❛♥♥♦t✲❧✐♥❦ (xl, xm) ∈ CL ✇❤❡r❡ xl ∈ Kmax1 ❛♥❞
xm ∈ Kmax2✳

✭❡✮ ❙♣❧✐t✿ ■❢ t❤❡r❡ ❡①✐st ❛t ❧❡❛st t✇♦ ❝❧✉st❡rs✱ ❧❡t Kmax ❜❡ t❤❡ ❜❡st ❤♦st
❢♦r xi ❛s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❈❯ ✈❛❧✉❡s✳ ▲❡t Ksplit = (K −Kmax) ∪
COP − COBWEB(Kmax ∪ {xi},ML,CL)✳

✭❢✮ ▲❡t m = argmax
l

CU(Kl) ❢♦r l ∈ {must, new, addj,merge, split}✳

❯♣❞❛t❡ K = Km

■❢ m = new✱ t❤❡♥ k = k + 1

❡❧s❡ ✐❢ m = split✱ t❤❡♥ ❦❂t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧✉st❡rs ✐♥ Km✳

✸✳ ❘❡t✉r♥ K✳

❚❤❡ ❈❖P✲❈❖❇❲❊❇ ✐s ❛ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ♠❡t❤♦❞✱ ✐t ❞♦❡s ♥♦t ♣r♦❞✉❝❡ ❛♥② ❤✐❡r❛r✲
❝❤✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❝❧✉st❡rs✳ ❆s ❛ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣✱ s✉♣❡r✈✐s❡❞
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❛s ♣r✐♦r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✳ ❆s ❛❧❧ ❝♦♥str❛✐♥ts ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ s❛t✐s✜❡❞
✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❈❖P✲❈❖❇❲❊❇ ❝❧✉st❡r✐♥❣✱ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s ♥♦t ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ t♦ ❜❡ ✉s❡❞
✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❧❛r❣❡ ✐♠❛❣❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ✇❤❡r❡ ♣❛✐r✇✐s❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛r❡ ♣r♦✲
❣r❡ss✐✈❡❧② ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ✉s❡r ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s
❝❛♥ ❜❡ ✐♥ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳

❈❱◗❊ ❬✷✹❪ ❚❤❡ ❈♦♥str❛✐♥❡❞ ❱❡❝t♦r ◗✉❛♥t✐③❛t✐♦♥ ❊rr♦r ✭❈❱◗❊✮ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❛
s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✇❤✐❝❤ ♣❡♥❛❧✐③❡s t❤❡ ♣❛✐r✇✐s❡ ❝♦♥str❛✐♥t ✈✐♦❧❛✲



✹✳✸✳ ❙❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ✶✶✶

t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❞✐st❛♥❝❡✳ ❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ t♦ ❜❡ ♠✐♥✐♠✐③❡❞ ✐s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

JobjCV QE
=

1

2

∑

xi∈X
D(xi, µ(xi))

2

+
1

2

∑

(xi,xj)∈ML,K(xi) 6=K(xj)

D(µ(xi), µ(xj))
2

+
1

2

∑

(xi,xj)∈CL,K(xi)=K(xj)

D(µ(xi), µh(µ(xi)))
2 ✭✹✳✶✺✮

✇❤❡r❡ h(µ(xi)) r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ❧❛❜❡❧ ♦❢ t❤❡ ❝❧✉st❡r ✇❤♦s❡ ❝❡♥tr❡ ✐s t❤❡ ♥❡❛r❡st t♦
t❤❡ ❝❡♥tr❡ ♦❢ t❤❡ ❝❧✉st❡r µ(xi)✳ ❚❤❡ ✜rst t❡r♠ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✶✺✮ ✐s t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡
❜❡t✇❡❡♥ ♣♦✐♥ts ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝❧✉st❡r ❝❡♥tr❡s✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡
♣❡♥❛❧t② ♦❢ ♠✉st✲❧✐♥❦ ✈✐♦❧❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ t❤✐r❞ t❡r♠ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♣❡♥❛❧t② ♦❢ ❝❛♥♥♦t✲
❧✐♥❦ ✈✐♦❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣❡♥❛❧t② ❢♦r ✈✐♦❧❛t✐♥❣ ❛ ♠✉st✲❧✐♥❦ ❝♦♥str❛✐♥t (xi, xj) ∈ ML ✐s
t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝❧✉st❡r ❝❡♥tr❡s µ(xi) ❛♥❞ µ(xj)✳ ❚❤❡
♣❡♥❛❧t② ❢♦r ✈✐♦❧❛t✐♥❣ ❛ ❝❛♥♥♦t✲❧✐♥❦ ❝♦♥str❛✐♥t (xi, xj) ∈ CL ✐s t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ❝❧✉st❡r ❝❡♥tr❡ µ(xi) t♦ ✇❤✐❝❤ t❤❡s❡ t✇♦ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ❛ss✐❣♥❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ♥❡❛r❡st
❝❧✉st❡r ❝❡♥tr❡ µh(µ(xi)) t♦ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♣♦✐♥t xi ♦r xj ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♠♦✈❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ s❛t✐s❢②
t❤❡ ❝❛♥♥♦t✲❧✐♥❦ ❝♦♥str❛✐♥t (xi, xj) ∈ CL✳

❚❤❡ ❈❱◗❊ ❛❧❣♦r✐t❤♠ r❡♣❡❛ts ✉♥t✐❧ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ t❤❡ r❡✲❛ss✐❣♥♠❡♥t st❡♣ ♦❢ ♦❜❥❡❝ts
t♦ ❝❧✉st❡rs ❛♥❞ t❤❡ r❡✲❡st✐♠❛t✐♦♥ st❡♣ ♦❢ ❝❧✉st❡r ❝❡♥tr❡s✳

✕ ❚❤❡ r❡✲❛ss✐❣♥♠❡♥t st❡♣ ❛ss✐❣♥s ♦❜❥❡❝ts t♦ ❝❧✉st❡rs s♦ ❛s t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ♦❜✲
❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✶✺✮ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿
◦ ❋♦r ❡❛❝❤ ♦❜❥❡❝t xi ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t ♣❛rt ♦❢ ❛♥② ❝♦♥str❛✐♥t✱ ✇❡ ❛ss✐❣♥ xi t♦ t❤❡

❝❧♦s❡st ❝❧✉st❡r Kj∗ ✿

j∗ = argmin
j

D(xi, µj)
2 ✭✹✳✶✻✮

◦ ❋♦r ❡❛❝❤ ♠✉st✲❧✐♥❦ ❝♦♥str❛✐♥t (xi, xj) ∈ ML✱ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢
❝❧✉st❡r ❛ss✐❣♥♠❡♥ts ❢♦r t❤❡ t✇♦ ♦❜❥❡❝ts xi ❛♥❞ xj ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ ❛♥❞ xi ❛♥❞
xj ❛r❡ ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ ❝❧✉st❡rs µl∗ ❛♥❞ µm∗ ✇❤✐❝❤ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡
✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✿

l∗,m∗ = argmin
l,m

D(xi, µl)
2 +D(xj, µm)

2 + I(l 6= m) ∗D(µl, µm)
2 ✭✹✳✶✼✮

✇❤❡r❡ I() ✐s t❤❡ ✐♥❞✐❝❛t♦r ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭I(true) = 1✱ I(false) = 0✮✳
◦ ❋♦r ❡❛❝❤ ❝❛♥♥♦t✲❧✐♥❦ ❝♦♥str❛✐♥t (xi, xj) ∈ CL✱ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✈❡r✐✜❡s ❛❧❧ ♣♦s✲

s✐❜❧❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ ❝❧✉st❡r ❛ss✐❣♥♠❡♥ts ❢♦r t❤❡ t✇♦ ♦❜❥❡❝ts xi ❛♥❞ xj✱ ❛♥❞
❛ss✐❣♥s xi ❛♥❞ xj t♦ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ ❝❧✉st❡rs µl∗ ❛♥❞ µm∗ ✇❤✐❝❤ ♠✐♥✐♠✐③❡
t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✿

l∗,m∗ = argmin
l,m

D(xi, µl)
2 +D(xj, µm)

2 + I(l = m) ∗D(µl, µh(µl))
2 ✭✹✳✶✽✮

✇❤❡r❡ I() ✐s t❤❡ ✐♥❞✐❝❛t♦r ❢✉♥❝t✐♦♥✳
✕ ❚❤❡ r❡✲❡st✐♠❛t✐♦♥ st❡♣ ✉♣❞❛t❡s t❤❡ ❝❧✉st❡r ❝❡♥tr❡s s♦ ❛s t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ♦❜✲

❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❊❛❝❤ ❝❧✉st❡r ❝❡♥tr❡ µj ✐s ✉♣❞❛t❡❞ ❛s ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✶✾✮✳



✶✶✷ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❙❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣

µj =

∑

xi∈Kj
[xi +

∑

(xi,xl)∈ML,K(xi) 6=K(xl)
µ(xl) +

∑

(xi,xl)∈CL,K(xi)=K(xl)
µh(µ(xi))]

|Kj|+
∑

xi∈Kj ,(xi,xl)∈ML,K(xi) 6=K(xl)
1 +

∑

xi∈Kj ,(xi,xl)∈CL,K(xi)=K(xl)
1

✭✹✳✶✾✮
❚❤❡ ❈❱◗❊ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❛ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ♠❡t❤♦❞✱ ✐t ❞♦❡s ♥♦t ♣r♦❞✉❝❡ ❛♥② ❤✐❡r❛r✲

❝❤✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❝❧✉st❡rs✳ ❇② ❛❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ✇✐t❤ t❤❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣❡♥❛❧t② ❝♦sts✱ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ❝♦♥t❡①t
✇❤❡r❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ✐t❡r❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ✐♥ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r ❡❛❝❤
♣❛✐r✇✐s❡ ❝♦♥str❛✐♥t (xi, xj)✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ✈❡r✐❢② k× k ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ ❝❧✉st❡r
❛ss✐❣♥♠❡♥ts ❢♦r t❤❡ t✇♦ ♦❜❥❡❝ts xi ❛♥❞ xj✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s ♥♦t ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡
❢♦r ❧❛r❣❡ ❞❛t❛❜❛s❡s✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✇❤❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧✉st❡rs ✐s ❤✐❣❤✳

❙❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❦❡r♥❡❧✲❦♠❡❛♥s ❬✻✾❪ ❙✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❈❱◗❊ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ t❤❡
s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❦❡r♥❡❧✲❦♠❡❛♥s ✭❙❙✲❑❡r♥❡❧✲❑♠❡❛♥s✮ ❬✻✾❪ ❛❧❧♦✇s t❤❡ ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❝♦♥str❛✐♥ts ✇✐t❤ ❛ ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ❝♦st✳ ❇✉t ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥
t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❢❡❛t✉r❡ s♣❛❝❡✱ t❤❡ ❙❙✲❑❡r♥❡❧✲❑♠❡❛♥s ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥
✐♥ ❛ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ s♣❛❝❡✱ ❜② ✉s✐♥❣ ❛ ❦❡r♥❡❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♠❛♣♣✐♥❣ φ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

JobjSS−Kernel−Kmeans
=

∑

xi∈X
||φ(xi)− φ(K(xi))||

2

−
∑

(xi,xj)∈ML,K(xi)=K(xj)

wij

+
∑

(xi,xj)∈CL,K(xi)=K(xj)

wij ✭✹✳✷✵✮

✇❤❡r❡ φ(xi) ✐s t❤❡ ❦❡r♥❡❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♠❛♣♣✐♥❣✱ K(xi) r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ❝❧✉st❡r ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ xi✱
wij ❛♥❞ wij ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ ♣❡♥❛❧t② ❝♦sts ❢♦r ✈✐♦❧❛t✐♥❣ ❛ ♠✉st✲❧✐♥❦ ❛♥❞ ❛ ❝❛♥♥♦t✲

❧✐♥❦ ❝♦♥str❛✐♥t ❜❡t✇❡❡♥ xi ❛♥❞ xj✱ ❛♥❞ φ(K(xi)) ✐s t❤❡ ❝❡♥tr❡ ✐♥ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞
s♣❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝❧✉st❡r ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ xi✿

φ(K(xi)) =

∑

xj∈K(xi)
φ(xj)

|K(xi)|
✭✹✳✷✶✮

■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠ ♦❢ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✷✵✮✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❛❞❞✐♥❣ ❛ ♣❡♥❛❧t② ❝♦st ❢♦r ❛
♠✉st✲❧✐♥❦ ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ✐❢ t❤❡ t✇♦ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❧✉st❡rs✱ ❑✉❧✐s ❡t ❛❧✳ ❬✻✾❪ ❣✐✈❡
❛ r❡✇❛r❞ ❢♦r ❛ ♠✉st✲❧✐♥❦ ❝♦♥str❛✐♥t s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ✐❢ t❤❡ t✇♦ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡
❝❧✉st❡r✱ ❜② s✉❜tr❛❝t✐♥❣ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣❡♥❛❧t② t❡r♠ ❢r♦♠ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳

❲❡ ❝❛♥ ❡①♣❛♥❞ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ||φ(xi)− φ(K(xi))||
2 ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

φ(xi).φ(xi)−
2
∑

xj∈K(xi)
φ(xi).φ(xj)

|K(xi)|
+

∑

xj ,xl∈K(xi)
φ(xj).φ(xl)

|K(xi)|2
✭✹✳✷✷✮

❲❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t ✐❢ t❤❡ ❞♦t ♣r♦❞✉❝t φ(xi).φ(xj) ✐s ❦♥♦✇♥✱ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥
♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ s♣❛❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✇✐t❤♦✉t ❦♥♦✇✐♥❣ t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣
♦❢ xi ❛♥❞ xj ✐♥ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ s♣❛❝❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❞❡✜♥✐♥❣ ❛
♠❛♣♣✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ♦♥❧② ❛ ❦❡r♥❡❧ ♠❛tr✐① K = {Kij}✱ ✇❤❡r❡ Kij = φ(xi).φ(xj)✱ ✐s
✉s✉❛❧❧② ♥❡❡❞❡❞ ✭t❤❡ s❛♠❡ tr✐❝❦ ✐s ✉s❡❞ ❧✐❦❡ ❢♦r ❦❡r♥❡❧ ❙❱▼s ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✮✳

❚❤❡ s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❦❡r♥❡❧✲❦♠❡❛♥s ✐s ❛ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ♠❡t❤♦❞✱ ✐t ♣r♦❞✉❝❡s ❛ ✏✢❛t✑
♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❝❧✉st❡rs✳ ❙✉♣❡r✈✐s❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ♣r✐♦r



✹✳✸✳ ❙❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ✶✶✸

❦♥♦✇❧❡❞❣❡✳ ■t ❛❧❧♦✇s t❤❡ ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ✐s ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ t♦
t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ❝♦♥t❡①t ✇❤❡r❡ ♣❛✐r✇✐s❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s
❝❛♥ ❜❡ ✐♥ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s ❞✐✣❝✉❧t t♦ t✉♥❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ❦❡r♥❡❧
♠❛tr✐①✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥✢✉❡♥❝❡s ♠✉❝❤ ♦♥ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣
r❡s✉❧ts✳

❍▼❘❋✲❦♠❡❛♥s ❬✶✵❪ ❚❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t str✐❝t❧② ♣r♦❤✐❜✐t❡❞✱ ❜✉t ✐t ✐s
❛❧❧♦✇❡❞ ✇✐t❤ ❛ ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ❝♦st ✭♣❡♥❛❧t②✮ ✐♥ ❍✐❞❞❡♥ ▼❛r❦♦✈ ❘❛♥❞♦♠ ❋✐❡❧❞s ❑♠❡❛♥s
✭❍▼❘❋✲❦♠❡❛♥s✮✳ ❚❤❡ ❍✐❞❞❡♥ ▼❛r❦♦✈ ❘❛♥❞♦♠ ❋✐❡❧❞ ✭❍▼❘❋✮ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❢r❛♠❡✲
✇♦r❦ ❢♦r s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ♣❛✐r✇✐s❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬✶✵❪✳ ■♥ t❤✐s
❢r❛♠❡✇♦r❦✱ t❤❡ s❡t ♦❢ ❣✐✈❡♥ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts X ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ s❡t ♦❢ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ✈❛r✐✲
❛❜❧❡s ✇❤✐❧❡ t❤❡ ✉♥♦❜s❡r✈❡❞ ❝❧✉st❡r ❧❛❜❡❧s ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ❤✐❞❞❡♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❢♦r t❤❡
❍▼❘❋✳ ❊❛❝❤ ❤✐❞❞❡♥ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❝❧✉st❡r ❧❛❜❡❧ ♦❢ xi ∈ X ✐s
❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ s❡t ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦✉rs Ni ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❝❧✉st❡r ❧❛❜❡❧s ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥ts
t♦ ✇❤✐❝❤ xi ✐s ♠✉st✲❧✐♥❦❡❞ ♦r ❝❛♥♥♦t✲❧✐♥❦❡❞✳ ❆♥❞ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❤✐❞❞❡♥ ✈❛r✐❛❜❧❡
r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❝❧✉st❡r ❧❛❜❡❧ ♦❢ xi✱ ❣✐✈❡♥ t❤❡ s❡t ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts✱ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥❧② ♦♥
t❤❡ ❝❧✉st❡r ❧❛❜❡❧s ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s xj✬s t❤❛t ❛r❡ ♠✉st✲❧✐♥❦ ♦r ❝❛♥♥♦t✲❧✐♥❦
t♦ xi✳

❍▼❘❋✲❦♠❡❛♥s ❛✐♠s ❛t ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ t❤❡ ❞❛t❛ s❡t ✐♥t♦ k ❝❧✉st❡rs s♦ ❛s t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡
t❤❡ s✉♠ ♦❢ ❞✐st❛♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣♦✐♥ts ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝❧✉st❡r ❝❡♥tr❡s✱
✇❤✐❧❡ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ t♦t❛❧ ❝♦st ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥t ✈✐♦❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ t♦
❜❡ ♠✐♥✐♠✐③❡❞ ✐♥ t❤❡ s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❍▼❘❋✲❦♠❡❛♥s ✐s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

JobjHMRF−Kmeans
=

∑

xi∈X
D(xi, µ(xi))

+
∑

(xi,xj)∈ML,K(xi) 6=K(xj)

wijfML(xi, xj)

+
∑

(xi,xj)∈CL,K(xi)=K(xj)

wijfCL(xi, xj) ✭✹✳✷✸✮

✇❤❡r❡✿
✕ D()✿ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♠❡❛s✉r❡✱ ❡✳❣✳ t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡✳
✕ fML(xi, xj)✿ t❤❡ ♠✉st✲❧✐♥❦ ♣❡♥❛❧t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ ♣❡♥❛❧t② ❝♦st ❢♦r
✈✐♦❧❛t✐♥❣ t❤❡ ♠✉st✲❧✐♥❦ ❝♦♥str❛✐♥t ❜❡t✇❡❡♥ xi ❛♥❞ xj✳

✕ fCL(xi, xj)✿ t❤❡ ❝❛♥♥♦t✲❧✐♥❦ ♣❡♥❛❧t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ ♣❡♥❛❧t② ❝♦st ❢♦r
✈✐♦❧❛t✐♥❣ t❤❡ ❝❛♥♥♦t✲❧✐♥❦ ❝♦♥str❛✐♥t ❜❡t✇❡❡♥ xi ❛♥❞ xj✳

✕ wij✿ t❤❡ ✇❡✐❣❤t ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♠✉st✲❧✐♥❦ ❝♦♥str❛✐♥t (xi, xj)✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱
wij✬s ❛r❡ ❝♦♥st❛♥t ✭wij = w✮ ❢♦r ❛❧❧ ♠✉st✲❧✐♥❦ ❝♦♥str❛✐♥ts✳

✕ wij✿ t❤❡ ✇❡✐❣❤t ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝❛♥♥♦t✲❧✐♥❦ ❝♦♥str❛✐♥t (xi, xj)✳ ■♥ ❣❡♥✲
❡r❛❧✱ wij✬s ❛r❡ ❝♦♥st❛♥t ✭wij = w✮ ❢♦r ❛❧❧ ❝❛♥♥♦t✲❧✐♥❦ ❝♦♥str❛✐♥ts✳

❲❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t✱ t❤❡ ✜rst t❡r♠ ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✷✸✮
♠❡❛s✉r❡s t❤❡ s✉♠ ♦❢ ❞✐st❛♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣♦✐♥ts ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝❧✉st❡r
❝❡♥tr❡s✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠ ♠❡❛s✉r❡s t❤❡ t♦t❛❧ ❝♦st ♦❢ ♠✉st✲❧✐♥❦ ❝♦♥str❛✐♥t ✈✐♦❧❛t✐♦♥
✇❤✐❧❡ t❤❡ t❤✐r❞ t❡r♠ ♠❡❛s✉r❡s t❤❡ t♦t❛❧ ❝♦st ♦❢ ❝❛♥♥♦t✲❧✐♥❦ ❝♦♥str❛✐♥t ✈✐♦❧❛t✐♦♥✳
◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ❝♦st ♦❢ ❛ ♣❛✐r✇✐s❡ ❝♦♥str❛✐♥t ♠❛② ❜❡ ❡✐t❤❡r ❛ ❝♦♥st❛♥t ♦r ❛
❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ♣♦✐♥ts s♣❡❝✐✜❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣❛✐r✇✐s❡ ❝♦♥str❛✐♥t
❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

fML(xi, xj) = D(xi, xj) ✭✹✳✷✹✮



✶✶✹ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❙❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣

fCL(xi, xj) = Dmax −D(xi, xj) ✭✹✳✷✺✮

✇❤❡r❡ Dmax ✐s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♠❡❛s✉r❡ D(., .) ❢♦r t❤❡ ❞❛t❛ s❡t✳
❲❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t✱ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡ ♠♦st ✏❞✐✣❝✉❧t✑ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛r❡ r❡s♣❡❝t❡❞✱ ❤✐❣❤❡r
♣❡♥❛❧t✐❡s ❛r❡ ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ✈✐♦❧❛t✐♦♥s ♦❢ ♠✉st✲❧✐♥❦ ❝♦♥str❛✐♥ts ❜❡t✇❡❡♥ ♣♦✐♥ts ✇❤✐❝❤
❛r❡ ❞✐st❛♥t ❛♥❞ t♦ ✈✐♦❧❛t✐♦♥s ♦❢ ❝❛♥♥♦t✲❧✐♥❦ ❝♦♥str❛✐♥ts ❜❡t✇❡❡♥ ♣♦✐♥ts ✇❤✐❝❤ ❛r❡
❝❧♦s❡ t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ❚❤❡ t❡r♠ Dmax ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✷✺✮ ❡♥s✉r❡s t❤❛t t❤❡ ❝❛♥♥♦t✲
❧✐♥❦ ♣❡♥❛❧t② r❡♠❛✐♥s ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ❝❛♥ ♠❛❦❡ t❤❡ ❝❛♥♥♦t✲❧✐♥❦ ♣❡♥❛❧t②
t❡r♠ s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ ❡①tr❡♠❡ ♦✉t❧✐❡rs✱ ❜✉t ❛❧❧ ❝❛♥♥♦t✲❧✐♥❦ ❛r❡ ♣r♦❝❡ss❡❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡
✇❛②✱ s♦ ❡✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❡①tr❡♠❡ ♦✉t❧✐❡rs✱ t❤❡r❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦ ❝❛♥♥♦t✲❧✐♥❦
❝♦♥str❛✐♥t ❢❛✈♦✉r❡❞ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♦t❤❡rs✳ ❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥
✭✹✳✷✸✮ ✐s ❛❧s♦ s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ ♦✉t❧✐❡rs✳ ❲❡ ❝♦✉❧❞ r❡❞✉❝❡ t❤✐s s❡♥s✐t✐✈✐t② ❜② ✉s✐♥❣ ❛♥
♦✉t❧✐❡r ✜❧t❡r✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡ ♦r ❜② r❡♣❧❛❝✐♥❣ t❤❡ t❡r♠ Dmax ❜② t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✐st❛♥❝❡
❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❝❧✉st❡rs ❛♥❞ s♣❡❝✐❢②✐♥❣ ❛ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ❢♦r t❤❡ t❡r♠ Dmax −D(xi, xj)✳
❚❤❡s❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② r❡❞✉❝t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛r❡ ❛✐♠❡❞ ✐♥ ♦✉r ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦s✳

❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦❢ t❤❡ ❍▼❘❋✲❦♠❡❛♥s ✐s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

✶✳ ■♥✐t✐❛❧✐③❡ t❤❡ k ❝❧✉st❡r ❝❡♥tr❡s {µj}
k
j=1 ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ s❡t ♦❢ ♣❛✐r✇✐s❡ ❝♦♥str❛✐♥ts

❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❛r❛❣r❛♣❤✳

✷✳ ❘❡♣❡❛t ✉♥t✐❧ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✿

✭❛✮ ❊✲st❡♣✿ ●✐✈❡♥ t❤❡ ❝❧✉st❡r ❝❡♥tr❡s {µj}
k
j=1✱ r❡✲❛ss✐❣♥ t❤❡ ♣♦✐♥ts {xi}

N
i=1 t♦

❝❧✉st❡rs {Kj}
k
j=1 s♦ ❛s t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ JobjHMRF−Kmeans

✭❊q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✷✸✮✮✳

✭❜✮ ▼✲st❡♣ ✭❆✮✿ ●✐✈❡♥ t❤❡ ❝❧✉st❡r ❛ss✐❣♥♠❡♥ts {K(xi)}
N
i=1✱ r❡✲❡st✐♠❛t❡

t❤❡ ❝❧✉st❡r ❝❡♥tr❡s {µj}
k
j=1 s♦ ❛s t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥

JobjHMRF−Kmeans
✳

✭❝✮ ▼✲st❡♣ ✭❇✮✿ ❘❡✲❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♠❡❛s✉r❡ D(., .) ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❞✉❝❡
t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ JobjHMRF−Kmeans

✳

❍▼❘❋✲❦♠❡❛♥s ✜rst ✐♥✐t✐❛❧✐③❡s t❤❡ k ❝❧✉st❡r ❝❡♥tr❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ s❡t ♦❢ ♠✉st✲❧✐♥❦
❝♦♥str❛✐♥ts ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❚❤❡ tr❛♥s✐t✐✈❡ ❝❧♦s✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♠✉st✲❧✐♥❦ ❝♦♥str❛✐♥ts ✐s ✉s❡❞
✜rst ❢♦r r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ λ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✭❢✉rt❤❡r r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞s✮
s♦ t❤❛t ♣♦✐♥ts ✐♥ ❛ ♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞ ❛r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❜② ♠✉st✲❧✐♥❦ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❚❤❡♥✱ k
❝❧✉st❡r ❝❡♥tr❡s ❛r❡ ✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

✕ ■❢ λ = k✱ t❤❡♥ k ❝❧✉st❡r ❝❡♥tr❡s ❛r❡ ✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞ ❛s t❤❡ λ = k ❝❡♥tr♦✐❞s ♦❢ ❛❧❧ t❤❡
♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞s✳

✕ ■❢ λ < k✱ t❤❡♥ λ ❝❧✉st❡rs ❝❡♥tr❡s ❛r❡ ✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞ ❛s t❤❡ ❝❡♥tr♦✐❞s ♦❢ t❤❡ λ ♥❡✐❣❤✲
❜♦✉r❤♦♦❞s✱ ❛♥❞ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ k − λ ❝❧✉st❡r ❝❡♥tr❡s ❛r❡ r❛♥❞♦♠❧② ✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞✳

✕ ■❢ λ > k✱ k ♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞s ❛r❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❢♦r ✐♥✐t✐❛❧✐③✐♥❣ k ❝❧✉st❡r ❝❡♥tr❡s ❛s
❢♦❧❧♦✇s✳ ❚❤❡ ❧❛r❣❡st ♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞ ✭✐♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦✐♥ts✮ ✐s ❝❤♦s❡♥ ❛s t❤❡
✜rst s❡❧❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ❛✈❡r✲
❛❣❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ s❡t ✐s ❝❤♦s❡♥✱ ✉♥t✐❧ ❤❛✈✐♥❣ k s❡❧❡❝t❡❞
♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞s✳ ❚❤❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞s ❝♦rr❡✲
s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝❡♥tr♦✐❞s ♦❢ t❤❡s❡ t✇♦ ♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞s
♠✉❧t✐♣❧✐❡❞ ❜② t❤❡ ✇❡✐❣❤ts ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✇❡✐❣❤t ♦❢ ❡❛❝❤
♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞ ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦✐♥ts ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝♦♠✲
♣♦♥❡♥t✳

❆❢t❡r t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ st❡♣✱ ❛♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ r❡❧♦❝❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡
t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ r❡♣❡t✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❊✲



✹✳✸✳ ❙❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ✶✶✺

st❡♣✱ ▼✲st❡♣✭❆✮ ❛♥❞ ▼✲st❡♣✭❇✮✳ ❚❤❡ ❊✲st❡♣ ✭♦r r❡✲❛ss✐❣♥♠❡♥t st❡♣✮ r❡✲❛ss✐❣♥s ❡❛❝❤
❞❛t❛ ♣♦✐♥t t♦ t❤❡ ❝❧✉st❡r ✇❤✐❝❤ ♠✐♥✐♠✐③❡s ✐ts ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝✲
t✐♦♥ JobjHMRF−Kmeans

✳ ■♥ t❤❡ ▼✲st❡♣✭❆✮✱ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ❝❧✉st❡r ❛ss✐❣♥♠❡♥ts {K(xi)}
N
i=1

♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥ts {xi}
N
i=1✱ t❤❡ ❝❧✉st❡r ❝❡♥tr❡s {µj}

k
j=1 ❛r❡ r❡✲❡st✐♠❛t❡❞ s♦ ❛s t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡

t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❛ss✐❣♥♠❡♥t✳ ■♥ t❤❡ ▼✲st❡♣✭❇✮✱ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡
♠❡❛s✉r❡ D(., .) ✐s r❡✲❡st✐♠❛t❡❞ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ JobjHMRF−Kmeans

✳ ■♥
❣❡♥❡r❛❧✱ t❤❡ ▼✲st❡♣✭❇✮ ♠✐♥✐♠✐③❡s t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❜② ♠♦❞✐❢②✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❛♠❡✲
t❡rs ✭t❤❡ ✇❡✐❣❤ts✮ ♦❢ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♠❡❛s✉r❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤✐s st❡♣ ✐s ♦♥❧② ♥❡❡❞❡❞ ✇❤❡♥
❛ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡❞ ❞✐st❛♥❝❡ ♠❡❛s✉r❡ ✐s ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣✳ ❚❤❡ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ t❤❡s❡
st❡♣s ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❬✶✵❪✳

❚❤❡ ❍▼❘❋✲❦♠❡❛♥s ✐s ❛ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ♠❡t❤♦❞✱ ✐t ❞♦❡s ♥♦t ♣r♦❞✉❝❡ ❛♥② ❤✐❡r❛r❝❤✐✲
❝❛❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❝❧✉st❡rs✳ ❙✉♣❡r✈✐s❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ♣r✐♦r
❦♥♦✇❧❡❞❣❡✳ ❇② ❛❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣❡♥❛❧t② ❝♦st✱
t❤❡ ❍▼❘❋✲❦♠❡❛♥s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ❝♦♥t❡①t ✇❤❡r❡ ♣❛✐r✇✐s❡ ❝♦♥str❛✐♥ts
♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ✉s❡r ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ✐♥ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳

✹✳✸✳✸ ❉✐s❝✉ss✐♦♥

❚❛❜❧❡ ✹✳✶ r❡s✉♠❡s s♦♠❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ✭s✉♣❡r✈✐s❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✉s❡❞✱ ❝♦♥str❛✐♥t
✈✐♦❧❛t✐♦♥ t♦❧❡r❛t❡❞ ♦r ♥♦t✱ ❛❞❛♣t❛❜✐❧✐t② t♦ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ❝♦♥t❡①t✱ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ str✉❝✲
t✉r❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ ♦r ♥♦t✮ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥
t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✳ ❲❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t ♠♦st ♦❢ t❤❡♠ ✉s❡ s✉♣❡r✈✐s❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢
♣r✐♦r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ ✇❤❡r❡❛s ♦♥❧② ❢❡✇ ♠❡t❤♦❞s ✉s❡ s✉♣❡r✈✐s❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠
♦❢ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ❝♦♥t❡①t t♦ ❣✉✐❞❡ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱
♠♦st ♦❢ t❤❡♠ ✭❡①❝❡♣t t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❜❛s❡❞ ♦♥ r❡❧❡✈❛♥❝❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦✱ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞
❝♦♠♣❧❡t❡✲❧✐♥❦ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❛❣❣❧♦♠❡r❛t✐✈❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣✮ ❞♦ ♥♦t ♣r♦❞✉❝❡ ❛♥②
❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❝❧✉st❡rs✳

❆♠♦♥❣ s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ✇❤✐❝❤ ✉s❡ ❝❧❛ss ❧❛❜❡❧s ♦❢ s♦♠❡ ♦❜✲
❥❡❝ts ❛s s✉♣❡r✈✐s❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ t❤❡ s❡❡❞❡❞✲❦♠❡❛♥s ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞✲❦♠❡❛♥s ❛r❡
tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ♠❡t❤♦❞s ✭✉s✐♥❣ ♣r✐♦r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✮ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♦t❤❡rs ❛r❡ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ♠❡t❤✲
♦❞s ✭✉s✐♥❣ ✉s❡r ❢❡❡❞❜❛❝❦ ♦♥ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ r❡s✉❧ts✮✳ ❚❤❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞✲❦♠❡❛♥s ♠❡t❤♦❞
❞♦❡s ♥♦t ❛❧❧♦✇ ❛♥② ❝♦♥str❛✐♥t ✈✐♦❧❛t✐♦♥✱ ❛s t❤❡ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts ♦❢ t❤❡ s❡❡❞ s❡t ❛r❡ ♠❛✐♥✲
t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡✐r ✐♥✐t✐❛❧ ❝❧✉st❡rs✳ ❚❤❡ s❡❡❞❡❞✲❦♠❡❛♥s ❛❧❧♦✇s ❝♦♥str❛✐♥t ✈✐♦❧❛t✐♦♥✱ ❜✉t
✐t ✐s st✐❧❧ ✈❡r② ❜❛s✐❝ ✐♥ t❤❡ ✇❛② ♦❢ ❤❛♥❞❧✐♥❣ ♣r✐♦r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ ❛s s✉♣❡r✈✐s❡❞ ✐♥❢♦r♠❛✲
t✐♦♥ ✐s ✉s❡❞ ♦♥❧② ❢♦r ✐♥✐t✐❛❧✐③✐♥❣ t❤❡ ❝❧✉st❡r ❝❡♥tr❡s✳ ❇♦t❤ ❝♦♥str❛✐♥❡❞✲❦♠❡❛♥s ❛♥❞
s❡❡❞❡❞✲❦♠❡❛♥s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ❝♦♥t❡①t✱ ❜✉t t❤❡ ✉s❡r s❤♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ♣r✐♦r
❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛❜♦✉t t❤❡ ❞❛t❛ s❡t ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ ❝❧❛ss ❧❛❜❡❧s ❢♦r t❤❡ ♦❜❥❡❝ts✳

❆♠♦♥❣ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ✇✐t❤ ❝❧❛ss ❧❛✲
❜❡❧s✱ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ❝❧✉st❡r✲❧❡✈❡❧ s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✉s❡s ❛ss✐❣♥♠❡♥t ❢❡❡❞✲
❜❛❝❦ ❛♥❞ ❝❧✉st❡r ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❢❡❡❞❜❛❝❦✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♦t❤❡rs ✉s❡ r❡❧❡✈❛♥❝❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦✳ ❋♦r
✐♥❝♦r♣♦r❛t✐♥❣ t❤❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ✐♥ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♣❤❛s❡✱ t❤❡ ❝❧✉st❡r✲❧❡✈❡❧ s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞
❝❧✉st❡r✐♥❣ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡s✱ ✐♥ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❛ ♣❡♥❛❧t② ❝♦st ❢♦r t❤❡ ✈✐♦❧❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❡❛❝❤ ❢❡❡❞❜❛❝❦✳ ❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s t❤❡♥
♠✐♥✐♠✐③❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✱ ❜✉t t❤❡ s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛r❡
♥♦t ❡♥s✉r❡❞✳ ❈♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ✉s✐♥❣ r❡❧❡✈❛♥❝❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦✱ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t ✈✐♦✲
❧❛t✐♦♥ ✐s ❛❧❧♦✇❡❞✳ ❚❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❜❛s❡❞ ♦♥ r❡❧❡✈❛♥❝❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❑✐♥♦s❤✐t❛
❡t ❛❧✳ ❬✻✹❪ ♠❛② ♣r♦❞✉❝❡ ❛ ✏✢❛t✑ ♦r ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❝❧✉st❡rs ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡



✶✶✻ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❙❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣

✉s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❜② ✉♣❞❛t✐♥❣✱ ✐♥ ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥✱ ❛❧❧ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡
✈❡❝t♦rs ❜❛s❡❞ ♦♥ ✉s❡r ❢❡❡❞❜❛❝❦✱ ✐t ♠❛② ♥♦t ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❢♦r ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ✇✐t❤ ❧❛r❣❡
❞❛t❛❜❛s❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐t ✉s❡s ♦♥❧② r❡❧❡✈❛♥t ♦❜❥❡❝ts✳ ❈❧✉st❡r✐♥❣ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❘♦❝✲
❝❤✐♦ ❢♦r♠✉❧❛ ❬✶✶✸❪ ✐s ♠♦r❡ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❢♦r ❧❛r❣❡ ❞❛t❛❜❛s❡s✱ ❜② ✉♣❞❛t✐♥❣ ♦♥❧② ❝❧✉st❡r
❝❡♥tr♦✐❞s ✐♥ ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ✐t ✉s❡s ❜♦t❤ r❡❧❡✈❛♥t ❛♥❞ ♥♦♥✲r❡❧❡✈❛♥t ♦❜❥❡❝ts ❢♦r
❣✉✐❞✐♥❣ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r ❜♦t❤ ❝❧✉st❡r✐♥❣s ✉s✐♥❣ r❡❧❡✈❛♥❝❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦✱ t❤❡
r❡❧❡✈❛♥❝❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ♣r❡✈✐♦✉s ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s ♠❛② ♥♦t ❜❡ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡
t♦ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✐t❡r❛t✐♦♥✱ ❛s t❤❡ ❝❧✉st❡r ❝❡♥tr❡s ❝❤❛♥❣❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t
✐t❡r❛t✐♦♥s✳

❆❧❧ t❤❡ s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ✇❤✐❝❤ ✉s❡ s✉♣❡r✈✐s❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ♣❛✐r✇✐s❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❜❡t✇❡❡♥ ♦❜❥❡❝ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❛r❡
tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ♠❡t❤♦❞s✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ s✉♣❡r✈✐s❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❛
♣r✐♦r✐ ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣✳ ❇✉t s♦♠❡ ♠❡t❤♦❞s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤
❛♥ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ❝♦♥t❡①t✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ❛♥❞ ❛❞❛♣t❡❞ ❢♦r ❛♥
✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ✉s❛❣❡✳ ❙❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ♠❡t❤♦❞s ✉s✐♥❣ ♣❛✐r✇✐s❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛❧❧♦✇ ❝♦♥✲
str❛✐♥t ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ♦r ♥♦t✳ ❈♦♥str❛✐♥❡❞ ❛❣❣❧♦♠❡r❛t✐✈❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣✱ ❈❖P✲❦♠❡❛♥s ❛♥❞
❈❖P✲❈❖❇❲❊❇ ❞♦ ♥♦t ❛❧❧♦✇ ❝♦♥str❛✐♥t ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❛r❡ ♥♦t ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡
✇✐t❤ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❧❛r❣❡ ✐♠❛❣❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ✇❤❡r❡ ♣❛✐r✇✐s❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛r❡
♣r♦✈✐❞❡❞ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡❧② ❜② t❤❡ ✉s❡r ❛♥❞ t❤❡ ✉s❡r ❝♦♥str❛✐♥ts ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ✐t❡r❛t✐♦♥s
❝❛♥ ❜❡ ✐♥ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝♦♠♣❧❡t❡✲❧✐♥❦ ♠❡t❤♦❞ ❛❧❧♦✇s t❤❡ ✈✐♦❧❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❝❛♥♥♦t✲❧✐♥❦ ❝♦♥str❛✐♥ts✱ ❜✉t ✐t ❡♥s✉r❡s t❤❛t ❝❛♥♥♦t✲❧✐♥❦ ♦❜❥❡❝ts ❛r❡ t❤❡ ❧❛st
♦♥❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♠❡r❣❡❞✳ ❉❡s♣✐t❡ t❤✐s✱ ✐t ✐s ❛❧s♦ ♥♦t ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡
❝♦♥t❡①t ♦❢ ❧❛r❣❡ ✐♠❛❣❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ❛s ✇❤❡♥ t❤❡ ✉s❡r ❝♦♥str❛✐♥ts ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ✐t❡r❛t✐♦♥s
❛r❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t♦r②✱ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ❝♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞✳ ❈❱◗❊✱ ❍▼❘❋✲
❦♠❡❛♥s ❛♥❞ s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❦❡r♥❡❧✲❦♠❡❛♥s ❛ss✐❣♥ ❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣❡♥❛❧t② ❝♦st ❢♦r
t❤❡ ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ❝♦♥str❛✐♥t ❛♥❞ r❡❛❧✐③❡ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❜② ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ♦❜❥❡❝✲
t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ s✉♠ ♦❢ ❞✐st❛♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ ♦❜❥❡❝ts ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
❝❧✉st❡r ❝❡♥tr♦✐❞s ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ♣❡♥❛❧t② ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥t ✈✐♦❧❛t✐♦♥✳ ❇② ❛❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥✲
str❛✐♥t ✈✐♦❧❛t✐♦♥✱ t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ❝♦♥t❡①t ✇❤❡r❡
❝♦♥str❛✐♥ts ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ✐t❡r❛t✐♦♥s ♠❛② ❜❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t♦r②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❈❱◗❊ ✐s ♥♦t
❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❢♦r ❧❛r❣❡ ❞❛t❛❜❛s❡s✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✇❤❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧✉st❡rs k ✐s ❤✐❣❤✱ ❛s
✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ✈❡r✐❢②✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣❛✐r✇✐s❡ ❝♦♥str❛✐♥t (xi, xj)✱ k×k ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢
❝❧✉st❡r ❛ss✐❣♥♠❡♥ts ❢♦r t❤❡ t✇♦ ♦❜❥❡❝ts xi ❛♥❞ xj✳ ❈♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞
❦❡r♥❡❧ ❦♠❡❛♥s✱ ✐t ✐s ❞✐✣❝✉❧t t♦ t✉♥❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ❦❡r♥❡❧ ♠❛tr✐① ✇❤✐❝❤
✐♥✢✉❡♥❝❡ ♠✉❝❤ ♦♥ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ r❡s✉❧ts✳
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❚❛❜❧❡ ✹✳✶✿ ❙❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s✳ ■♥t❡r❛❝t✐✈✐t② ❛❞❛♣t❛❜✐❧✐t② ✐s t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ ❛❞❛♣t t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✭✐❢ ♥♦t ②❡t✮ ❢♦r ❛♥
✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ❝♦♥t❡①t✳

▼❡t❤♦❞s ❙✉♣❡r✈✐s❡❞ ✐♥✲

❢♦r♠❛t✐♦♥

❈♦♥str❛✐♥t ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ■♥t❡r❛❝t✐✈✐t②

❛❞❛♣t❛❜✐❧✐t②

❍✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧

str✉❝t✉r❡

❈❧❛ss ❧❛❜❡❧

❙❡❡❞❡❞✲❦♠❡❛♥s Pr✐♦r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❨❡s ❨❡s ◆♦
❈♦♥str❛✐♥❡❞✲❦♠❡❛♥s Pr✐♦r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ◆♦ ❨❡s ◆♦
■♥t❡r❛❝t✐✈❡ ❝❧✉st❡r✲❧❡✈❡❧ s❡♠✐✲
s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣

❋❡❡❞❜❛❝❦ ❨❡s ❨❡s ◆♦

❈❧✉st❡r✐♥❣ ❜❛s❡❞ ♦♥ r❡❧❡✈❛♥❝❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❋❡❡❞❜❛❝❦ ❨❡s ❨❡s ❨❡s✴◆♦
❘♦❝❝❤✐♦ ❢♦r♠✉❧❛ ❜❛s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❋❡❡❞❜❛❝❦ ❨❡s ❨❡s ◆♦

P❛✐r✇✐s❡ ❝♦♥str❛✐♥t

❈♦♥str❛✐♥❡❞ ❈♦♠♣❧❡t❡✲▲✐♥❦ Pr✐♦r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❨❡s ◆♦ ❨❡s
❈♦♥str❛✐♥❡❞ ❆❣❣❧♦♠❡r❛t✐✈❡ ❈❧✉st❡r✐♥❣ Pr✐♦r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ◆♦ ◆♦ ❨❡s
❈❖P✲❦♠❡❛♥s Pr✐♦r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ◆♦ ◆♦ ◆♦
❈❖P✲❈❖❇❲❊❇ Pr✐♦r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ◆♦ ◆♦ ◆♦
❈❱◗❊ Pr✐♦r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❨❡s ❨❡s ◆♦
❙❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❦❡r♥❡❧✲❦♠❡❛♥s Pr✐♦r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❨❡s ❨❡s ◆♦
❍▼❘❋✲❦♠❡❛♥s Pr✐♦r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❨❡s ❨❡s ◆♦



✶✶✽ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❙❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣

✹✳✹ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t s♦♠❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ♦♥ t❤❡❲❛♥❣ ✐♠❛❣❡ ❞❛t❛❜❛s❡
✭s❡❡ ♣❛❣❡ ✽✵✮ ♦❢ s♦♠❡ s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ✭tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ♦r ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡
♠❡t❤♦❞s✮ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ❝♦♥t❡①t✳

❆♠♦♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛❜♦✈❡ s❡❝✲
t✐♦♥✱ ✇❡ ❝❤♦♦s❡ t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ❝❧✉st❡r✲❧❡✈❡❧ s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣
♠❡t❤♦❞ ❬✷✻❪✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❘♦❝❝❤✐♦ ❢♦r♠✉❧❛ ❬✶✶✸❪ ❛♥❞ t❤❡
❍▼❘❋✲❦♠❡❛♥s ✭❍✐❞❞❡♥ ▼❛r❦♦✈ ❘❛♥❞♦♠ ❋✐❡❧❞s ❑♠❡❛♥s✮ ♠❡t❤♦❞ ❬✶✵❪✳ ❚❤❡ ❝❧✉st❡r✲
❧❡✈❡❧ s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ❬✷✻❪ ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣
♠❡t❤♦❞s ✇❤✐❝❤ ✉s❡ ❝❧❛ss ❧❛❜❡❧s ❜❡t✇❡❡♥ ♦❜❥❡❝ts ❛s s✉♣❡r✈✐s❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ■t ✐s ✐♥✲
t❡r❛❝t✐✈❡ ❛♥❞ t❤❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t ♦♥❧② ✉s❡❞ ❢♦r ✐♥✐t✐❛❧✐③✐♥❣ t❤❡ ❝❧✉st❡r
❝❡♥tr❡s ❛s ✐♥ t❤❡ s❡❡❞❡❞✲❦♠❡❛♥s ♠❡t❤♦❞✱ ❜✉t ❛❧s♦ ✉s❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ r❡✲❝❧✉st❡r✐♥❣
♣❤❛s❡ ❜② ✐♥❝❧✉❞✐♥❣✱ ✐♥ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣❡♥❛❧t② ❝♦sts ❢♦r
t❤❡ ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ❦✐♥❞s ♦❢ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ✭❛ss✐❣♥✲
♠❡♥t ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❛♥❞ ❝❧✉st❡r ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❢❡❡❞❜❛❝❦✮ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ❝❧✉st❡r✲❧❡✈❡❧
s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣✳ ❋♦r t❤❡ ❝❧✉st❡r ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❢❡❡❞❜❛❝❦✱ t❤❡ ✉s❡r ❤❛s t♦ ♣r♦✲
✈✐❞❡ t❤❡ ♥❡✇ ❢❡❛t✉r❡ ✈❡❝t♦r ❢♦r s♦♠❡ ❝❧✉st❡r ❝❡♥tr❡s✳ ■t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢
❞♦❝✉♠❡♥t ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✉s❡r ❝♦✉❧❞ ❛ss✐❣♥ ♠♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ✇❡✐❣❤ts ❢♦r s♦♠❡
t❡①t ✇♦r❞s ✇❤✐❝❤ ❤❡ t❤✐♥❦s t❤❡② ❜❡tt❡r ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❝❧✉st❡r✳ ❇✉t ❝❧✉st❡r ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥
❢❡❡❞❜❛❝❦ ✐s ♥♦t ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ✐♠❛❣❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛s ✐t ✐s ❞✐✣❝✉❧t ❢♦r t❤❡
✉s❡r t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❢❡❛t✉r❡ ❞❡s❝r✐♣t♦rs ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❧♦✇✲❧❡✈❡❧ ❢❡❛t✉r❡s✳ ❚❤❡
❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❘♦❝❝❤✐♦ ❢♦r♠✉❧❛ ❬✶✶✸❪ ✉s❡s r❡❧❡✈❛♥❝❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦
✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❛s ❢♦r t❤❡ ❝❧✉st❡r✲❧❡✈❡❧ s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣
♠❡t❤♦❞✳ ■t ✐s ♠♦r❡ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❢♦r ❧❛r❣❡ ❞❛t❛❜❛s❡ t❤❛♥ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❜❛s❡❞ ♦♥
r❡❧❡✈❛♥❝❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❑✐♥♦s❤✐t❛ ❡t ❛❧✳ ❬✻✹❪ ❛♥❞ ✐t ✉s❡s ❜♦t❤ r❡❧❡✈❛♥t ❛♥❞
♥♦♥✲r❡❧❡✈❛♥t ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❢♦r ✉♣❞❛t✐♥❣ t❤❡ ❝❧✉st❡r ❝❡♥tr♦✐❞s✳ ❚❤❡ ❍▼❘❋✲❦♠❡❛♥s ❬✶✵❪
✐s t❤❡ ♠♦st ♣♦♣✉❧❛r ♠❡t❤♦❞ ❛♠♦♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s
✉s✐♥❣ ♣❛✐r✇✐s❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛s s✉♣❡r✈✐s❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐t ✐s ❛❧s♦ ❝♦♠♣❛t✲
✐❜❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ❝♦♥t❡①t ✇❤❡r❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ✐t❡r❛t✐♦♥s ♠❛② ❜❡
❝♦♥tr❛❞✐❝t♦r② ❜② ❛❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t ✈✐♦❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣❡♥❛❧t②
❝♦sts✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❍▼❘❋✲❦♠❡❛♥s ✐s ❛❧s♦
❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇❤❡r❡ s✉♣❡r✈✐s❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❛s ❢❡❡❞❜❛❝❦
✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ▼✲st❡♣ ✭❇✮ ♦❢ t❤❡ ❍▼❘❋✲❦♠❡❛♥s
✭♣❛❣❡ ✶✶✸✮ ✐s ♦♥❧② ♥❡❡❞❡❞ ✇❤❡♥ ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡❞ ❞✐st❛♥❝❡ ♠❡❛s✉r❡ ✐s ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡
❝❧✉st❡r✐♥❣✳ ■♥ ♦✉r s②st❡♠✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡✱ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ▼✲st❡♣ ✭❇✮
✐s ♥♦t ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞✳

■♥ ♦✉r ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ❝♦♥t❡①t✱ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✐s r❡❛❧✐③❡❞ ✇✐t❤♦✉t ❛♥② ♣r✐♦r
❦♥♦✇❧❡❞❣❡✳ ❆t ❡❛❝❤ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ✐t❡r❛t✐♦♥✱ t❤❡ ✉s❡r ✈✐❡✇s t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ r❡s✉❧ts ❛♥❞
♣r♦✈✐❞❡s ❢❡❡❞❜❛❝❦ t♦ t❤❡ s②st❡♠✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦
r❡✲❝❧✉st❡r t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❞❛t❛s❡t ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ✉s❡r✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡
♣r♦❝❡ss ✐s r❡♣❡❛t❡❞ ✉♥t✐❧ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ r❡s✉❧t s❛t✐s✜❡s t❤❡ ✉s❡r✳

✹✳✹✳✶ ■♥t❡r❛❝t✐✈❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❧❧♦✇ t❤❡ ✉s❡r t♦ ✈✐❡✇ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ r❡s✉❧ts ❛♥❞ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦
t♦ t❤❡ s②st❡♠✱ ✇❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ❛♥ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✳ ❚❤❡
r❡❝t❛♥❣❧❡ ❛t t❤❡ ❜♦tt♦♠ r✐❣❤t ❝♦r♥❡r ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶ ✐s t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ♣❧❛♥❡ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣



✹✳✹✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts ✶✶✾

❛❧❧ ❝❧✉st❡rs ❜② t❤❡✐r ♣r♦t♦t②♣❡ ✐♠❛❣❡s ✭♦♥❡ ♣r♦t♦t②♣❡ ✐♠❛❣❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝❧✉st❡r✮✳ ❚❤❡
♣r♦t♦t②♣❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ❝❧✉st❡r ✐s t❤❡ ♠♦st r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ t❤❛t ❝❧✉st❡r
❝❤♦s❡♥ ❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t ♣❛r❛❣r❛♣❤✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✿ ✷❉ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡✳ ❚❤❡ r❡❝t❛♥❣❧❡ ❛t t❤❡ ❜♦tt♦♠ r✐❣❤t ❝♦r♥❡r
r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ♣❧❛♥❡ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ✜rst ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❛①❡s ✭♦❜t❛✐♥❡❞ ❜②
P❈❆✮ ♦❢ t❤❡ ♣r♦t♦t②♣❡ ✐♠❛❣❡s ♦❢ ❛❧❧ ❝❧✉st❡rs✳ ❊❛❝❤ ❝✐r❝❧❡ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ ❛
❣✐✈❡♥ ❝❧✉st❡r✳ ■❢ ♥❡❡❞❡❞✱ t❤❡ ✉s❡r ❝❛♥ ③♦♦♠ ✐♥ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❝❧✉st❡r ✭s❡❡ t❤❡ ✏❡❧❡♣❤❛♥t✑
❝❧✉st❡r ✐♥ t❤❡ ❧❡❢t✲❤❛♥❞ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡✮✳

■♥ ♦✉r ♠♦❞❡❧✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ♠❡❛s✉r❡ ❙✐❧❤♦✉❡tt❡ ❲✐❞t❤ ✭❙❲✮ ❬✶✶✺❪ t♦
❡st✐♠❛t❡ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ ❡❛❝❤ ✐♠❛❣❡ ✐♥ ❛ ❝❧✉st❡r✳ ❚❤❡ ❤✐❣❤❡r t❤❡ ❙❲ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛♥ ✐♠❛❣❡
✐♥ ❛ ❝❧✉st❡r✱ t❤❡ ♠♦r❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ t❤✐s ✐♠❛❣❡ ✐s ❢♦r t❤❡ ❝❧✉st❡r✳ ❚❤❡ ♣r♦t♦t②♣❡
✐♠❛❣❡ ♦❢ ❛ ❝❧✉st❡r ✐s t❤✉s t❤❡ ✐♠❛❣❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ❙❲ ✈❛❧✉❡ ✐♥ t❤❡ ❝❧✉st❡r✳
❆♥② ♦t❤❡r ✐♥t❡r♥❛❧ ♠❡❛s✉r❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥st❡❛❞ ❜✉t ❤❡r❡ ✇❡ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ ❙❲
♠❡❛s✉r❡ ❜❡❝❛✉s❡✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ t❤❡ ❙❲ ♠❡❛s✉r❡ ✇❛s t❤❡ ♠♦st
❝♦rr❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤ ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡❛s✉r❡s ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ t♦ t❤❡ ✉s❡r✬s ✇✐s❤❡s✳ ❚❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ♣r♦t♦t②♣❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ❝❧✉st❡r ✐♥ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ♣❧❛♥❡ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝❧✉st❡r ❝❡♥tr❡✳ ■t ♠❡❛♥s t❤❛t✱ ✐❢ t✇♦ ❝❧✉st❡r ❝❡♥tr❡s ❛r❡ ❝❧♦s❡
✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❞✐st❛♥t✮ ✐♥ t❤❡ ♥✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❢❡❛t✉r❡ s♣❛❝❡✱ t❤❡✐r ♣r♦t♦t②♣❡ ✐♠❛❣❡s ❛r❡
❝❧♦s❡ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❞✐st❛♥t✮ ✐♥ t❤❡ ✷❉ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ♣❧❛♥❡✳

❋♦r r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❝❧✉st❡r ❝❡♥tr❡s ✭✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❢❡❛t✉r❡ ✈❡❝t♦rs✮ ✐♥
t❤❡ ✷❉ ♣❧❛♥❡ ❢♦r ✉s❡r ✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥✱ ✇❡ ✉s❡ Pr✐♥❝✐♣❛❧ ❈♦♠♣♦♥❡♥t ❆♥❛❧②s✐s ✭P❈❆✮
❬✶✵✶❪❀ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ♣❧❛♥❡ ❝♦♥s✐sts ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❛①❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡
❤✐❣❤❡st ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s✳ ❚❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ❛①✐s ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ✐ts ✐♥❡rt✐❛ ✭t❤❡
s✉♠ ♦❢ t❤❡ sq✉❛r❡❞ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤✐s ❛①❡ ❬✷❪✮ ♦r ❜② t❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ ✐ts ✐♥❡rt✐❛ ✐♥ t❤❡
t♦t❛❧ ✐♥❡rt✐❛ ♦❢ ❛❧❧ ❛①❡s✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ✐❢ t❤❡ t✇♦ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❛①❡s ❡①♣❧❛✐♥ ✭❝✉♠✉❧❛t✐✈❡❧②✮



✶✷✵ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❙❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣

❣r❡❛t❡r ♦r ❡q✉❛❧ t♦ ✽✵✪ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ✐♥❡rt✐❛✱ t❤❡ P❈❆ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝♦✉❧❞ ❧❡❛❞ t♦ ❛ ♥✐❝❡
✷❉✲r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦t♦t②♣❡ ✐♠❛❣❡s✳ ■♥ ♦✉r ❝❛s❡✱ t❤❡ ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡❞ ✐♥❡rt✐❛
❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ t✇♦ ✜rst ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❛①❡s ✐s ❛❜♦✉t ✻✺✪ ❢♦r t❤❡ ❲❛♥❣ ❞❛t❛❜❛s❡s
✭♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡❞ ✐♥❡rt✐❛ ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱
❜✉t ♦♥ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡ ✈❡❝t♦rs ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡s ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡✮✳ ❚❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ✷❉✲
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ t♦ ❣✐✈❡ t♦ t❤❡ ✉s❡r ❛ r♦✉❣❤ ✐❞❡❛ ♦❢ t❤❡ ♣❛✐r✇✐s❡
❞✐st❛♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❝❧✉st❡rs✳

❇② ❝❧✐❝❦✐♥❣ ♦♥ ❛ ♣r♦t♦t②♣❡ ✐♠❛❣❡ ✐♥ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ♣❧❛♥❡✱ t❤❡ ✉s❡r ❝❛♥ ✈✐❡✇ t❤❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝❧✉st❡r✳ ■♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✱ ❡❛❝❤ ❝❧✉st❡r s❡❧❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ✉s❡r ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞
❜② ❛ ❝✐r❝❧❡✿

✕ ❚❤❡ ♣r♦t♦t②♣❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ t❤✐s ❝❧✉st❡r ✐s ❧♦❝❛t❡❞ ❛t t❤❡ ❝❡♥tr❡ ♦❢ t❤❡ ❝✐r❝❧❡✳
✕ ❚❤❡ ✶✵ ♠♦st r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ✐♠❛❣❡s ✭✐♠❛❣❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ❙❲ ✈❛❧✉❡s✮✱ ✇❤✐❝❤
❤❛✈❡ ♥♦t ②❡t r❡❝❡✐✈❡❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❢r♦♠ t❤❡ ✉s❡r ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ✐t❡r❛t✐♦♥s✱ ❛r❡
❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜rst ❝✐r❝❧❡ ♦❢ ✐♠❛❣❡s ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ♣r♦t♦t②♣❡ ✐♠❛❣❡✱ ♥❡❛r t❤❡
❝❡♥tr❡✳

✕ ❚❤❡ ✶✵ ❧❡❛st r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ✐♠❛❣❡s ✭✐♠❛❣❡s ✇✐t❤ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ❙❲ ✈❛❧✉❡s✮✱
✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ♥♦t r❡❝❡✐✈❡❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❢r♦♠ t❤❡ ✉s❡r ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ✐t❡r❛t✐♦♥s✱ ❛r❡
❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝✐r❝❧❡ ♦❢ ✐♠❛❣❡s ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ♣r♦t♦t②♣❡ ✐♠❛❣❡✱ ❝❧♦s❡ t♦
t❤❡ ❝❧✉st❡r ❜♦r❞❡r✳

❇② s❤♦✇✐♥❣✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥✱ t❤❡ ✐♠❛❣❡s ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ♥♦t r❡❝❡✐✈❡❞ ✉s❡r ❢❡❡❞❜❛❝❦
✐♥ ♣r❡✈✐♦✉s ✐t❡r❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ✇✐s❤ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✐♠❛❣❡s✳ ◆♦t❡ t❤❛t
t❤❡ ❧❛r❣❡st ❝✐r❝❧❡ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❧❛st ❝❧✉st❡r s❡❧❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ✉s❡r✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐❢ ♥❡❡❞❡❞✱ t❤❡ ✉s❡r ❝❛♥ ③♦♦♠ ✐♥ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❝❧✉st❡r ❜② ❛ s✐♠♣❧❡ ❝❧✐❝❦ ♦♥ t❤❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝❧✉st❡r ♣r♦t♦t②♣❡ ✐♠❛❣❡✳

❚❤❡ ✉s❡r ❝❛♥ s♣❡❝✐❢② ♣♦s✐t✐✈❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ✭✐♠❛❣❡s ✐♥ ❋✐❣✉r❡
✹✳✶ ✇✐t❤ ❜❧✉❡ ❛♥❞ r❡❞ ❜♦r❞❡rs r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✮ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝❧✉st❡r✳ ❚❤❡ ✉s❡r ❝❛♥ ❛❧s♦ ❝❤❛♥❣❡
t❤❡ ❝❧✉st❡r ❛ss✐❣♥♠❡♥t ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ✐♠❛❣❡ ❜② ❞r❛❣❣✐♥❣ ❛♥❞ ❞r♦♣♣✐♥❣ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❢r♦♠
t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❝❧✉st❡r t♦ ❛♥♦t❤❡r ❝❧✉st❡r✳

✹✳✹✳✷ ❊①♣❡r✐♠❡♥t ♣r♦t♦❝♦❧

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣
♠❡t❤♦❞s ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ❝♦♥t❡①t✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❲❛♥❣ ✐♠❛❣❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥t❛✐♥s
✶✵✵✵ ✐♠❛❣❡s ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ ✶✵ ❝❧❛ss❡s✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✐♥ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ s❛♠❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧✉st❡rs ❛s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧❛ss❡s ✐♥ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤✳ ❆s t❤❡r❡ ❛r❡ ♦♥❧②
✶✵ ❝❧❛ss❡s ✐♥ t❤❡ ❲❛♥❣ ✐♠❛❣❡ ❞❛t❛❜❛s❡✱ ❛❧❧ t❤❡ ❝❧✉st❡r ♣r♦t♦t②♣❡ ✐♠❛❣❡s ❝❛♥ ❜❡
s❤♦✇♥ t♦ t❤❡ ✉s❡r ♦♥ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ♣❧❛♥❡✳

❚❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡❛s✉r❡s ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ r❡s✉❧ts ✇✐t❤ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤✱
t❤✉s t❤❡② ❛r❡ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❢♦r ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣
✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ✉s❡r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ r❡s✉❧ts✱
✇❡ ✉s❡ ❢♦r t❤❡s❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦♥❧② ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡❛s✉r❡s ✭❱✲♠❡❛s✉r❡ ❬✶✶✹❪✱ ❘❛♥❞ ■♥❞❡①
❬✶✵✾❪ ❛♥❞ ❋♦✇❧❦❡s✲▼❛❧❧♦✇s ■♥❞❡① ❬✸✷❪✮✳ ❚❤❡ ❣r❡❛t❡r t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡s❡ ♠❡❛s✉r❡s
❛r❡✱ t❤❡ ❜❡tt❡r t❤❡ r❡s✉❧ts ✭❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❣r♦✉♥❞✲tr✉t❤✮✳

❈♦♥❝❡r♥✐♥❣ ❢❡❛t✉r❡ ❞❡s❝r✐♣t♦rs✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❞❡s❝r✐♣t♦r r❣❙■❋❚ ❬✶✸✵❪ ✇❤✐❝❤
❣✐✈❡s t❤❡ ❜❡st r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❚❤❡ ✧❇❛❣ ♦❢ ✇♦r❞s✧ ❛♣✲
♣r♦❛❝❤ ❬✶✷✶❪ ✐s ✉s❡❞✳ ❚❤❡ s✐③❡ 200 ♦❢ t❤❡ ✈✐s✉❛❧ ✇♦r❞ ❞✐❝t✐♦♥❛r②✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡t❡r♠✐♥❡s
t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡ ✈❡❝t♦r ♦❢ ❡❛❝❤ ✐♠❛❣❡✱ ✐s ❝❤♦s❡♥ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ❣✐✈❡s ❛ ❣♦♦❞



✹✳✹✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts ✶✷✶

tr❛❞❡✲♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡ ✈❡❝t♦r ❛♥❞ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥
✸✳✺✮✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ✉♥❞❡rt❛❦❡ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ t❡sts✱ ✇❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ❛ s♦❢t✲
✇❛r❡ ❛❣❡♥t✱ ❧❛t❡r r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ✧✉s❡r ❛❣❡♥t✧ t❤❛t s✐♠✉❧❛t❡s t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ t❤❡
❤✉♠❛♥ ✉s❡r ✇❤❡♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ s②st❡♠ ✭❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❛❣❡♥t ❦♥♦✇s ❛❧❧
t❤❡ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ❝❧❛ss ❧❛❜❡❧ ❢♦r ❡❛❝❤ ✐♠❛❣❡✮✳ ❆t ❡❛❝❤ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ✐t❡r❛t✐♦♥✱
❝❧✉st❡r✐♥❣ r❡s✉❧ts ❛r❡ r❡t✉r♥❡❞ t♦ t❤❡ ✉s❡r ❛❣❡♥t ❜② t❤❡ s②st❡♠❀ t❤❡ ❛❣❡♥t s✐♠✉❧❛t❡s
t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ t❤❡ ✉s❡r ❣✐✈✐♥❣ ❢❡❡❞❜❛❝❦ t♦ t❤❡ s②st❡♠✳ ❋♦r s✐♠✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ✉s❡r
❜❡❤❛✈✐♦✉r✱ ✇❡ s✉❣❣❡st s♦♠❡ r✉❧❡s✿

✕ ❆t ❡❛❝❤ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ✐t❡r❛t✐♦♥✱ t❤❡ ✉s❡r ❛❣❡♥t ✐♥t❡r❛❝ts ✇✐t❤ ❛ ✜①❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢
c ❝❧✉st❡rs✳

✕ ❚❤❡ ✉s❡r ❛❣❡♥t ✉s❡s t✇♦ str❛t❡❣✐❡s ❢♦r ❝❤♦♦s✐♥❣ ❝❧✉st❡rs ❢♦r ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ✐♥ ❡❛❝❤
✐t❡r❛t✐♦♥✿ ✭✶✮ r❛♥❞♦♠❧② ❝❤♦♦s❡ c ❝❧✉st❡rs✱ ♦r ✭✷✮ ✐t❡r❛t✐✈❡❧② ❝❤♦♦s❡ ♣❛✐rs ♦❢
❝❧♦s❡st ❝❧✉st❡rs ✉♥t✐❧ t❤❡r❡ ❛r❡ c ❝❧✉st❡rs✳ ❚❤❡ ❝❧♦s❡st ❝❧✉st❡rs ❛r❡ ❝❤♦s❡♥ ❜②
t❤❡ ✉s❡r ❛❣❡♥t ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ str❛t❡❣② ❜❡❝❛✉s❡ ✇❤❡♥ t❤❡r❡ ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❧✉st❡rs
✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝❧♦s❡ t♦❣❡t❤❡r✱ t❤❡ ❤✉♠❛♥ ✉s❡r ♠❛② ✇❛♥t t♦ s❡♣❛r❛t❡ t❤❡s❡ ❝❧✉st❡rs
♦r ❛t ❧❡❛st ✈✐❡✇ t❤❡♠ t♦ ❝❤❡❝❦ ✐❢ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡✐r ✐♠❛❣❡s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♠♦✈❡❞ ❢r♦♠
♦♥❡ ❝❧✉st❡r t♦ ❛♥♦t❤❡r✳

✕ ❚❤❡ ✉s❡r ❛❣❡♥t ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❝❧❛ss ✭✐♥ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
t♦ ❡❛❝❤ ❝❧✉st❡r ❜② t❤❡ ♠♦st r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❝❧❛ss ❛♠♦♥❣ t❤❡ 21 ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♠❛❣❡s
✭✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡✮ ♦❢ t❤❡ ❝❧✉st❡r✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♠❛❣❡s ♦❢ t❤✐s
❝❧❛ss ✐♥ t❤❡ ❝❧✉st❡r ♠✉st ❜❡ ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ❛ t❤r❡s❤♦❧❞ MinImages✳ ■❢ t❤✐s ✐s
♥♦t t❤❡ ❝❛s❡✱ t❤✐s ❝❧✉st❡r ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ ♥♦✐s❡ ❝❧✉st❡r✱ ❜✉t t❤❡ ✉s❡r
❝❛♥ st✐❧❧ r❡✲❛ss✐❣♥ s♦♠❡ ✐♠❛❣❡s ❢r♦♠ t❤✐s ❝❧✉st❡r t♦ ❛♥♦t❤❡r ❝❧✉st❡r✳ ❋♦r t❤❡
❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ MinImages = 5✳

✕ ❲❤❡♥ s❡✈❡r❛❧ ❝❧✉st❡rs ✭❛♠♦♥❣ ❝❤♦s❡♥ ❝❧✉st❡rs✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛ s❛♠❡ ❝❧❛ss✱
t❤❡ ❝❧✉st❡r ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✐♠❛❣❡s ♦❢ t❤✐s ❝❧❛ss ❛r❡ t❤❡ ♠♦st ♥✉♠❡r♦✉s ✭❛♠♦♥❣
t❤❡ ✷✶ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♠❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ❝❧✉st❡r✮ ✐s ❝❤♦s❡♥ ❛s t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❝❧✉st❡r ♦❢
t❤✐s ❝❧❛ss✳ ❚❤❡ ❝❧❛ss❡s ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r ❝❧✉st❡rs ❛r❡ r❡❞❡✜♥❡❞ ❛s ✉s✉❛❧✱ ❜✉t ✇✐t❤♦✉t
t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ✐♠❛❣❡s ❢r♦♠ t❤✐s ❝❧❛ss✳

✕ ❋♦r s✐♠✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ❤✉♠❛♥ ✉s❡r✬s ❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❣✐✈✐♥❣ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❢❡❡❞✲
❜❛❝❦✱ ✐♥ ❡❛❝❤ ❝❤♦s❡♥ ❝❧✉st❡r✱ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ✷✶ ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♠❛❣❡s ✇❤❡r❡ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢
t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤ ❛r❡ ❧❛❜❡❧❧❡❞ ❛s ♣♦s✐t✐✈❡ s❛♠✲
♣❧❡s ♦❢ t❤✐s ❝❧✉st❡r✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♦t❤❡rs ❛r❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ s❛♠♣❧❡s ♦❢ t❤✐s ❝❧✉st❡r✳ ❆❧❧
♥❡❣❛t✐✈❡ s❛♠♣❧❡s ❛r❡ ♠♦✈❡❞ t♦ t❤❡ ❝❧✉st❡r ✭❛♠♦♥❣ t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❝❧✉st❡rs✮ ❝♦rr❡✲
s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡✐r ❝❧❛ss ✐♥ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤✳ ❚❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❞r❛❣ ❛♥❞
❞r♦♣ ❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤✉♠❛♥ ✉s❡r ❢♦r ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ❝❧✉st❡r ❛ss✐❣♥♠❡♥t ♦❢ ✐♠❛❣❡s✳

❆s t❤❡ ❝❤♦s❡♥ s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✭t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ❝❧✉st❡r✲❧❡✈❡❧
s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ❬✷✻❪✱ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❘♦❝❝❤✐♦ ❢♦r♠✉❧❛
❬✶✶✸❪ ❛♥❞ t❤❡ ❍▼❘❋✲❦♠❡❛♥s ❬✶✵❪✮ ✉s❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❦✐♥❞s ♦❢ s✉♣❡r✈✐s❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
❢♦r r❡✲❝❧✉st❡r✐♥❣✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ❞❡❞✉❝❡✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ♠❡t❤♦❞✱ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❦✐♥❞ ♦❢
s✉♣❡r✈✐s❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✉s❡r ❢❡❡❞❜❛❝❦ ✐♥ ❡❛❝❤ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ✐t❡r❛t✐♦♥✳
◆♦t❡ t❤❛t ✐♥ ❡❛❝❤ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ✐t❡r❛t✐♦♥✱ t❤❡ ✉s❡r ✭♦r ✉s❡r ❛❣❡♥t✮ ❝❛♥ s♣❡❝✐❢② ♣♦s✐t✐✈❡
❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝❧✉st❡r✱ ❤❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ❝❧✉st❡r ❛ss✐❣♥♠❡♥t
♦❢ s♦♠❡ ✐♠❛❣❡s✳ ❋♦r t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ✉s❡ s♦♠❡ s✐♠♣❧❡ str❛t❡❣✐❡s
❢♦r ❞❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s✉♣❡r✈✐s❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ✉s❡r ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❛s
❢♦❧❧♦✇s✿



✶✷✷ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❙❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣

✕ ■♥ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ❝❧✉st❡r✲❧❡✈❡❧ s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣
♠❡t❤♦❞ ✉s❡s s✉♣❡r✈✐s❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ❢❡❡❞❜❛❝❦ ✭❛s✲
s✐❣♥♠❡♥t ♦❢ ✐♠❛❣❡s t♦ ❝❧✉st❡rs✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐♥ ❡❛❝❤ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ✐t❡r❛t✐♦♥✱ ❢♦r
❡❛❝❤ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ ❛ ❝❧✉st❡r✱ ✇❡ ❝r❡❛t❡ ❛♥ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ❢❡❡❞❜❛❝❦ ♦❢ t❤✐s ♣♦s✲
✐t✐✈❡ ✐♠❛❣❡ t♦ t❤✐s ❝❧✉st❡r✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ✉s❡r ♠♦✈❡s ❛♥ ✐♠❛❣❡ ❢r♦♠ t❤❡
♦r✐❣✐♥❛❧ ❝❧✉st❡r A t♦ ❛♥♦t❤❡r ❝❧✉st❡r B✱ ❛♥ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ❢❡❡❞❜❛❝❦ ♦❢ t❤✐s ✐♠❛❣❡
t♦ t❤❡ ❝❧✉st❡r B ✐s ❝r❡❛t❡❞✳ ❚❤❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s ✐s
❛❝❝✉♠✉❧❛t❡❞ ❢♦r ❜❡✐♥❣ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✐t❡r❛t✐♦♥✳

✕ ❚❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❘♦❝❝❤✐♦ ❢♦r♠✉❧❛ ✉s❡s s✉♣❡r✈✐s❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥
t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ r❡❧❡✈❛♥t ❛♥❞ ♥♦♥✲r❡❧❡✈❛♥t ❢❡❡❞❜❛❝❦✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐♥ ❡❛❝❤ ✐♥t❡r❛❝✲
t✐✈❡ ✐t❡r❛t✐♦♥✱ ❛❧❧ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ✉s❡r ✐s ✉s❡❞ ❛s
r❡❧❡✈❛♥t ❛♥❞ ♥♦♥✲r❡❧❡✈❛♥t ❢❡❡❞❜❛❝❦✳ ◆♦t❡ t❤❛t ♦♥❧② t❤❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ♦❢ t❤❡ ❝✉r✲
r❡♥t ✐t❡r❛t✐♦♥ ✐s ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ r❡✲❝❧✉st❡r✐♥❣ ♣❤❛s❡✱ t❤❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s
✐t❡r❛t✐♦♥s ❜❡✐♥❣ ✐❣♥♦r❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❝❧✉st❡r ❝❡♥tr❡s ❛r❡ ❝❤❛♥❣❡❞ ❛❢t❡r ❡❛❝❤
✐t❡r❛t✐♦♥✳

✕ ❚❤❡ ❍▼❘❋✲❦♠❡❛♥s ♠❡t❤♦❞ ✉s❡s ♣❛✐r✇✐s❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ✭♠✉st✲❧✐♥❦ ❛♥❞ ❝❛♥♥♦t✲
❧✐♥❦✮ ❜❡t✇❡❡♥ ✐♠❛❣❡s ❛s s✉♣❡r✈✐s❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✇❤❡♥ t❤❡ ✉s❡r
❝❤❛♥❣❡s t❤❡ ❝❧✉st❡r ❛ss✐❣♥♠❡♥t ♦❢ ❛♥ ✐♠❛❣❡ ❜② ♠♦✈✐♥❣ ✐t ❢r♦♠ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧
❝❧✉st❡r A t♦ ❛♥♦t❤❡r ❝❧✉st❡r B✱ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ♥❡❣❛t✐✈❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦
❢♦r ❝❧✉st❡r A ❛♥❞ ♣♦s✐t✐✈❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❢♦r ❝❧✉st❡r B✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐♥ ❡❛❝❤ ✐♥t❡r✲
❛❝t✐✈❡ ✐t❡r❛t✐♦♥✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♠❛❣❡ ❧✐st ❛♥❞ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✐♠❛❣❡ ❧✐st ❢♦r
❡❛❝❤ ❝❧✉st❡r ✇✐t❤ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✉s❡r ❤❛s ✐♥t❡r❛❝t❡❞✳ ❋♦r t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✐♥ t❤✐s
❝❤❛♣t❡r✱ ✐♥ ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥✱ ♠✉st✲❧✐♥❦ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛r❡ ❝r❡❛t❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ❡❛❝❤ ♣❛✐r
♦❢ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♠❛❣❡s ♦❢ ❡❛❝❤ ❝❧✉st❡r✱ ❛♥❞ ❝❛♥♥♦t✲❧✐♥❦ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛r❡ ❝r❡❛t❡❞ ❜❡✲
t✇❡❡♥ ❡❛❝❤ ♣❛✐r ♦❢ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♠❛❣❡ ❛♥❞ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ❝❧✉st❡r✳ ❚❤❡
❢❡❡❞❜❛❝❦ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s ✐s ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡❞ ❢♦r ❜❡✐♥❣ ✉s❡❞ ✐♥
t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✐t❡r❛t✐♦♥✳

✹✳✹✳✸ ❙❝❡♥❛r✐♦s

❋♦r ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❝❤♦s❡♥ s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ✐♥
t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ❝♦♥t❡①t✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t❤r❡❡ t❡st s❝❡♥❛r✐♦s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t
str❛t❡❣✐❡s ✉s❡❞ ❜② t❤❡ ✉s❡r ❛❣❡♥t ✇❤❡♥ ❝❤♦♦s✐♥❣ ❝❧✉st❡rs ❢♦r ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ✐♥ ❡❛❝❤
✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ✐t❡r❛t✐♦♥✳ ◆♦t❡ t❤❛t c s♣❡❝✐✜❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧✉st❡rs ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝❤♦s❡♥
❢♦r ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ✐♥ ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ t❤r❡❡ s❝❡♥❛r✐♦s ❛r❡ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

✕ ❙❝❡♥❛r✐♦ ✶✿ c = 5 ❝❧♦s❡st ❝❧✉st❡rs ❛r❡ ❝❤♦s❡♥✳
✕ ❙❝❡♥❛r✐♦ ✷✿ c = 5 ❝❧✉st❡rs ❛r❡ r❛♥❞♦♠❧② ❝❤♦s❡♥✳
✕ ❙❝❡♥❛r✐♦ ✸✿ c = 10✱ ❛❧❧ ❝❧✉st❡r ❛r❡ ❝❤♦s❡♥ ✭❛s t❤❡r❡ ❛r❡ 10 ❝❧❛ss❡s ♦❢ ✐♠❛❣❡s
✐♥ t❤❡ ❲❛♥❣ ✐♠❛❣❡ ❞❛t❛❜❛s❡✮✳

✹✳✹✳✹ ❘❡s✉❧ts ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss✐♦♥

❋✐❣✉r❡s ✹✳✷✱ ✹✳✸ ❛♥❞ ✹✳✹ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ❞✉r✐♥❣ ✺✵ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s ♦❢
t❤❡ t❤r❡❡ ❝❤♦s❡♥ s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ✭❝❧✉st❡r✲❧❡✈❡❧ s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞
❝❧✉st❡r✐♥❣✱ ❘♦❝❝❤✐♦ ❢♦r♠✉❧❛ ❜❛s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣✱ ❍▼❘❋✲❦♠❡❛♥s✮ ♦♥ t❤❡ ❲❛♥❣ ✐♠❛❣❡
❞❛t❛❜❛s❡ ❜② ✉s✐♥❣✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ t❤❡ ❱✲♠❡❛s✉r❡✱ ❘❛♥❞ ■♥❞❡① ❛♥❞ ❋♦✇❧❦❡s✲▼❛❧❧♦✇s
■♥❞❡① ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡❛s✉r❡s✳ ❚❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❛①✐s s♣❡❝✐✜❡s t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡❛✲
s✉r❡ ✭❱✲♠❡❛s✉r❡✱ ❘❛♥❞ ■♥❞❡① ♦r ❋♦✇❧❦❡s✲▼❛❧❧♦✇s ■♥❞❡①✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❡❛❝❤



✹✳✹✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts ✶✷✸

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ✭❝❧✉st❡r✲
❧❡✈❡❧ s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣✱ ❍▼❘❋✲❦♠❡❛♥s✱ ❘♦❝❝❤✐♦ ❢♦r♠✉❧❛ ❜❛s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣✮
✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ❝♦♥t❡①t ✉s✐♥❣ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡❛s✉r❡ ❱✲♠❡❛s✉r❡✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ✭❝❧✉st❡r✲
❧❡✈❡❧ s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣✱ ❍▼❘❋✲❦♠❡❛♥s✱ ❘♦❝❝❤✐♦ ❢♦r♠✉❧❛ ❜❛s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣✮
✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ❝♦♥t❡①t ✉s✐♥❣ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡❛s✉r❡ ❘❛♥❞ ■♥❞❡①✳



✶✷✹ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❙❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣

❋✐❣✉r❡ ✹✳✹✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ✭❝❧✉st❡r✲
❧❡✈❡❧ s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣✱ ❍▼❘❋✲❦♠❡❛♥s✱ ❘♦❝❝❤✐♦ ❢♦r♠✉❧❛ ❜❛s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣✮
✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ❝♦♥t❡①t ✉s✐♥❣ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡❛s✉r❡ ❋♦✇❧❦❡s✲▼❛❧❧♦✇s ■♥❞❡①✳

✜❣✉r❡✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❛①✐s s♣❡❝✐✜❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛t
✐t❡r❛t✐♦♥ 0 ❛r❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✉♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✭❦✲♠❡❛♥s✮ ✇✐t❤✲
♦✉t ❛♥② s✉♣❡r✈✐s❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛t ✐t❡r❛t✐♦♥ i ✭i > 0✮ ❛r❡ t❤❡ r❡s✉❧ts
♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛❢t❡r i ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s ✉s✐♥❣
s✉♣❡r✈✐s❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ✉s❡r ❛❣❡♥t✳ ❚❤❡
❡①♣❡r✐♠❡♥ts s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡s❡ ✜❣✉r❡s ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ t❤r❡❡ s❝❡♥❛r✲
✐♦s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✳✸✳ ❆s ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ s❝❡♥❛r✐♦✱ ✺ ❛♠♦♥❣ ✶✵ ❝❧✉st❡rs ❛r❡
r❛♥❞♦♠❧② ❝❤♦s❡♥ ❢♦r ❜❡✐♥❣ ✐♥t❡r❛❝t❡❞ ❜② t❤❡ ✉s❡r ❛❣❡♥t✱ ✇❡ r❡❛❧✐③❡ t❤✐s s❝❡♥❛r✐♦ ✶✵
t✐♠❡s ❢♦r ❡❛❝❤ s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ❝✉r✈❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡
s❝❡♥❛r✐♦ ✷ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡s ✹✳✷✱ ✹✳✸ ❛♥❞ ✹✳✹ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡s ♦❢ r❡s♣❡❝✲
t✐✈❡❧② t❤❡ ❱✲♠❡❛s✉r❡✱ t❤❡ ❘❛♥❞ ■♥❞❡① ❛♥❞ t❤❡ ❋♦✇❧❦❡s✲▼❛❧❧♦✇s ■♥❞❡① ♦✈❡r t❤❡s❡
✶✵ ❡①❡❝✉t✐♦♥s ❛t ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡
♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ✶✵ ❡①❡❝✉t✐♦♥s ❛r❡ ❛❧s♦ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ✈❡rt✐❝❛❧ ❧✐♥❡s ✐♥ ❋✐❣✉r❡s ✹✳✷✱
✹✳✸ ❛♥❞ ✹✳✹✳ ❚❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❛❢t❡r ✺✵ ✐t❡r❛t✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦
❡❛❝❤ s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳✷✳ ❆♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡✲
s♣♦♥❞✐♥❣ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ ❢♦r t❤❡s❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳✸ ✭♥♦t❡ t❤❛t
❢♦r t❤❡ s❝❡♥❛r✐♦ ✷✱ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ✶✵ ❡①❡❝✉t✐♦♥s ❛r❡ s❤♦✇♥✮✳ ❚❤❡
❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛r❡ ❡①❡❝✉t❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ♥♦r♠❛❧ P❈ ✇✐t❤ ✷●❇ ♦❢ ❘❆▼✳

◆♦t❡ t❤❛t ✐♥ ♦✉r s②st❡♠✱ s✐♥❝❡ ✷✶ ✐♠❛❣❡s ❛r❡ ❞✐s♣❧❛②❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ s❡❧❡❝t❡❞ ❝❧✉st❡r✱
t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✉s❡r ❝❧✐❝❦s ✐♥ ❡❛❝❤ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ✐t❡r❛t✐♦♥ ❢♦r ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ✇✐t❤
5 ❝❧✉st❡rs ✭s❝❡♥❛r✐♦s ✶ ❛♥❞ ✷✮ ♦r ✶✵ ❝❧✉st❡rs ✭s❝❡♥❛r✐♦ ✸✮ ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✶✵✺ ♦r ✷✶✵✳
❚❤❡s❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞s ❞♦ ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s✱ ❛♥❞ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧✐❝❦s t❤❛t t❤❡ ❤✉♠❛♥ ✉s❡r ❤❛s t♦ ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐s ❢❛r ❧♦✇❡r✳ ■♥ ♦✉r ❡①♣❡r✐✲
♠❡♥ts✱ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ s❡❧❡❝t❡❞ ❝❧✉st❡r✱ t❤❡ ✉s❡r ❛❣❡♥t ❣✐✈❡s ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ✭❝❤♦♦s❡
❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✐♠❛❣❡s ♦❢ ❡❛❝❤ s❡❧❡❝t❡❞ ❝❧✉st❡r✱ ♠♦✈❡ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡
♥❡❣❛t✐✈❡ ✐♠❛❣❡s t♦ t❤❡ r✐❣❤t ❝❧✉st❡r ✭❛♠♦♥❣ t❤❡ c s❡❧❡❝t❡❞ ❝❧✉st❡rs✮✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❢♦r
❡❛❝❤ s❝❡♥❛r✐♦✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ✉s❡r ❢❡❡❞❜❛❝❦ ✭♦r ✉s❡r ❝❧✐❝❦s✮ ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ ❜❡t✇❡❡♥



✹✳✹✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts ✶✷✺

❚❛❜❧❡ ✹✳✷✿ ❆✈❡r❛❣❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ ✶✵ ❡①❡❝✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s❝❡♥❛r✐♦ ✷ ❛❢t❡r ✺✵
✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞
❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ♦♥ t❤❡ ❲❛♥❣ ✐♠❛❣❡ ❞❛t❛❜❛s❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡s ✹✳✷✱ ✹✳✸ ❛♥❞ ✹✳✹✳

❆✈❡r❛❣❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✭❙❝❡♥❛r✐♦ ✷✮
❱✲♠❡❛s✉r❡ ❘❛♥❞ ■♥❞❡① ❋♦✇❧❦❡s✲▼❛❧❧♦✇s ■♥❞❡①

❈❧✉st❡r✲❧❡✈❡❧ s❡♠✐✲
s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣

✵✳✵✷✸✷ ✵✳✵✶✷✷ ✵✳✵✷✽✸

❍▼❘❋✲❦♠❡❛♥s ✵✳✵✹✾ ✵✳✵✶✻✸ ✵✳✵✻✷✸
❘♦❝❝❤✐♦ ❢♦r♠✉❧❛ ❜❛s❡❞
❝❧✉st❡r✐♥❣

✵✳✵✷✺✶ ✵✳✵✸✽✶ ✵✳✵✶✾✶

❚❛❜❧❡ ✹✳✸✿ Pr♦❝❡ss✐♥❣ t✐♠❡ ❛❢t❡r ✺✵ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦❢
❞✐✛❡r❡♥t s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ♦♥ t❤❡ ❲❛♥❣ ✐♠❛❣❡ ❞❛t❛❜❛s❡ s❤♦✇♥ ✐♥
❋✐❣✉r❡s ✹✳✷✱ ✹✳✸ ❛♥❞ ✹✳✹✳

❲❛♥❣ ❞❛t❛❜❛s❡
❙❝❡♥❛r✐♦ ✶ ❙❝❡♥❛r✐♦ ✷ ❙❝❡♥❛r✐♦ ✸

❈❧✉st❡r✲❧❡✈❡❧ s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✸✾❤✺✺✬ ✶✸✼❤✵✸✬ ✶✻✺❤✵✹✬
❍▼❘❋✲❦♠❡❛♥s ✶✽✬ ✶✷✬✸✺✧ ✷✸✬
❘♦❝❝❤✐♦ ❢♦r♠✉❧❛ ❜❛s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✾✬✾✧ ✼✬✷✹✧ ✶✵✬✸✵✧

❞✐✛❡r❡♥t ✐t❡r❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s✳

❲❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ r❡s✉❧ts ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❜② ❞✐✛❡r❡♥t ❡①t❡r♥❛❧
♠❡❛s✉r❡s ✭❱✲♠❡❛s✉r❡✱ ❘❛♥❞ ■♥❞❡① ❛♥❞ ❋♦✇❧❦❡s✲▼❛❧❧♦✇s ■♥❞❡①✮ ❛r❡ s✐♠✐❧❛r ✭❜❡✇❛r❡
♦❢ t❤❡ s❝❛❧❡ ♦❢ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❛①✐s ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t t❤❡ s❛♠❡ ❢r♦♠ ♦♥❡ ♣❧♦t t♦ ❛♥♦t❤❡r✮✳ ❚❤❡
r❡s✉❧ts ❝❤❛♥❣❡✱ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ❛❢t❡r ❡❛❝❤ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ✐t❡r❛t✐♦♥✱ ❛s t❤❡ s②st❡♠ r❡✲❝❧✉st❡rs
t❤❡ ❞❛t❛s❡t ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ s✉♣❡r✈✐s❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡❞✉❝❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♥❡✇ ❢❡❡❞❜❛❝❦
♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ✉s❡r ❛❣❡♥t ✇❤❡♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ s②st❡♠✳ ■♥ ♠♦st ❝❛s❡s✱ t❤❡
❝❧✉st❡r✐♥❣ r❡s✉❧ts ❝♦♥✈❡r❣❡ ❛❢t❡r s♦♠❡ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ♠❛② ❜❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡
❢❛❝t t❤❛t ♥♦ ♥❡✇ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ t♦ t❤❡ s②st❡♠✱ ❛s t❤❡ s✉♣❡r✈✐s❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
❞❡❞✉❝❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✐t❡r❛t✐♦♥ ✐s ❛❧r❡❛❞② ❞❡❞✉❝❡❞ ❢r♦♠ t❤❡
❢❡❡❞❜❛❝❦ ♦❢ ♣r❡✈✐♦✉s ✐t❡r❛t✐♦♥s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❡ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② s❡❡ t❤❛t t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣
r❡s✉❧ts ❛r❡ ❜❡tt❡r ❛♥❞ ❝♦♥✈❡r❣❡ ♠♦r❡ q✉✐❝❦❧② ✇❤❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❤♦s❡♥ ❝❧✉st❡rs
✭❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✉s❡r ❢❡❡❞❜❛❝❦✮ ✐♥ ❡❛❝❤ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ✐t❡r❛t✐♦♥ ✐s ❤✐❣❤❡r
✭s❝❡♥❛r✐♦ ✸ ❣✐✈❡s ❜❡tt❡r r❡s✉❧ts ❛♥❞ ❝♦♥✈❡r❣❡s ♠♦r❡ q✉✐❝❦❧② t❤❛♥ s❝❡♥❛r✐♦s ✶ ❛♥❞ ✷✮✳
■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ s❝❡♥❛r✐♦ ✷✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❝❧✉st❡rs ❛r❡ r❛♥❞♦♠❧② ❝❤♦s❡♥ ❢♦r ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣✱ ❣✐✈❡s
✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ❜❡tt❡r r❡s✉❧ts t❤❛♥ s❝❡♥❛r✐♦ ✶✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❝❧♦s❡st ❝❧✉st❡rs ❛r❡ ❝❤♦s❡♥✳
■♥ ❢❛❝t✱ ✇❤❡♥ s❡❧❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❝❧♦s❡st ❝❧✉st❡rs✱ t❤❡r❡ ♠❛② ❜❡ ♦♥❧② ❛ ❢❡✇ ❝❧✉st❡rs t❤❛t
❛❧✇❛②s r❡❝❡✐✈❡ ✉s❡r ❢❡❡❞❜❛❝❦❀ t❤✉s t❤❡ s✉♣❡r✈✐s❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❧❡ss ✏❣❧♦❜❛❧✑ t❤❛♥
✇❤❡♥ ❛❧❧ ❝❧✉st❡rs ❝♦✉❧❞ r❡❝❡✐✈❡ ✉s❡r ❢❡❡❞❜❛❝❦ ✭✇❤❡♥ ✇❡ r❛♥❞♦♠❧② s❡❧❡❝t t❤❡ ❝❧✉st❡rs✮✳

❘❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣
♠♦❞❡❧s✱ ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t✿

✕ ❚❤❡ s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❘♦❝❝❤✐♦ ❢♦r♠✉❧❛ ❣✐✈❡s
t❤❡ ✇♦rst r❡s✉❧ts✳ ❚❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ r❡s✉❧ts ❛r❡ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ♥♦t ✐♠♣r♦✈❡❞ ✇❤❡♥
❤❛✈✐♥❣ s✉♣❡r✈✐s❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ✉s❡r
❛❣❡♥t ❞✉r✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s✳ ❆♥❞ ❛ ❧♦t ♦❢ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❡①✐st



✶✷✻ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❙❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣

❜❡t✇❡❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t ✐t❡r❛t✐♦♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐ts ♣r♦❝❡ss✐♥❣ t✐♠❡ ✐s ❧♦✇✳ ❚❤✐s ♠❛②
❜❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❘♦❝❝❤✐♦ ❢♦r♠✉❧❛ ❜❛s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ✉s❡s
s✉♣❡r✈✐s❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥❧② ❢♦r ✉♣❞❛t✐♥❣ t❤❡ ❝❧✉st❡r ❝❡♥tr♦✐❞s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✉s❡❞
❛s ✐♥✐t✐❛❧ ❝❧✉st❡r ❝❡♥tr♦✐❞s ❢♦r r❡✲❝❧✉st❡r✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ✐t❡r❛t✐♦♥✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ s✉♣❡r✈✐s❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ❤❛✈❡ ♠✉❝❤ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ ❣✉✐❞✐♥❣
t❤❡ r❡✲❝❧✉st❡r✐♥❣ ♣❤❛s❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ r❡s✉❧ts ❝❛♥♥♦t ❜❡ ✐♠♣r♦✈❡❞✳

✕ ❚❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ❝❧✉st❡r✲❧❡✈❡❧ s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❤❛s ❜❡tt❡r ♣❡r✲
❢♦r♠❛♥❝❡ t❤❛♥ t❤❡ ❘♦❝❝❤✐♦ ❢♦r♠✉❧❛ ❜❛s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣✳ ❚❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ r❡s✉❧ts
❛r❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ ❛❢t❡r ❡❛❝❤ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ✐t❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s
❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t✱ s✉♣❡r✈✐s❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❤❛s ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ✐♥✢✉✲
❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ r❡✲❝❧✉st❡r✐♥❣ ♣❤❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❝❧✉st❡r✲❧❡✈❡❧ s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣
♠♦❞❡❧✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❢♦r t❤❡ ❝❧✉st❡r✲❧❡✈❡❧ s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣✱ s✉♣❡r✈✐s❡❞
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❣✉✐❞❡s t❤❡ ❝❧✉st❡r ♣r♦t♦t②♣❡ ✉♣❞❛t❡ st❡♣ ❛♥❞ t❤❡ r❡✲❛ss✐❣♥♠❡♥t
st❡♣ ♦❢ ♣♦✐♥ts t♦ ❝❧✉st❡rs ✈✐❛ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ♣❡♥❛❧t② ❝♦st ✐♥❝❧✉❞❡❞
✐♥ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ❝❧✉st❡r✲❧❡✈❡❧
s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✐s ❤✉❣❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❢♦r ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ♣❡♥❛❧t②
❝♦sts ♦❢ ✈✐♦❧❛t✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts✱ t❤❡ s②st❡♠ ❤❛s t♦ ✜♥❞ t❤❡ ❜❡st ♠❛♣♣✐♥❣
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❡t ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❝❧✉st❡r ❝❡♥tr♦✐❞s ❛♥❞ t❤❡ s❡t ♦❢ t❤❡ ❝❧✉st❡r
❝❡♥tr♦✐❞s s♣❡❝✐✜❡❞ ✐♥ ❡❛❝❤ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ❢❡❡❞❜❛❝❦✳ ❊❛❝❤ t✐♠❡ t❤❡ ❝❧✉st❡r ❝❡♥✲
tr♦✐❞s ❛r❡ ✉♣❞❛t❡❞✱ t❤❡s❡ ♠❛♣♣✐♥❣s s❤♦✉❧❞ ❜❡ r❡✲❝♦♠♣✉t❡❞✳ ❆s t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡❞ ❞✉r✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s ✐s ❤✐❣❤ ❛♥❞ t❤❡
❝❧✉st❡r ❝❡♥tr♦✐❞s ❝❤❛♥❣❡ ❛❢t❡r ❡❛❝❤ ❝❧✉st❡r ✉♣❞❛t❡ st❡♣✱ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ t✐♠❡
❢♦r ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣s ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞
✐s ✈❡r② ❤✐❣❤✳ ❉✉❡ t♦ ✐ts ❤✐❣❤ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ t✐♠❡✱ t❤❡ ❝❧✉st❡r✲❧❡✈❡❧ s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞
❝❧✉st❡r✐♥❣ ✐s ♥♦t ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ t♦ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❛♥ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ❝♦♥t❡①t✳

✕ ❚❤❡ s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❍▼❘❋✲❦♠❡❛♥s ♠❡t❤♦❞ ❣✐✈❡s ❜❡tt❡r r❡s✉❧ts t❤❛♥ ❜♦t❤ t❤❡
❝❧✉st❡r✲❧❡✈❡❧ s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ❘♦❝❝❤✐♦ ❢♦r♠✉❧❛ ❜❛s❡❞
❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❍▼❘❋✲❦♠❡❛♥s ❛r❡ ♠✉❝❤ ♠♦r❡
✐♠♣r♦✈❡❞ ❛❢t❡r ❡❛❝❤ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ✐t❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♥♦ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ♦❝❝✉rs✳ ■♥ ❢❛❝t✱
✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✉s❡r ❝❧✐❝❦s ✐♥ ❡❛❝❤ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ✐t❡r❛t✐♦♥✱ t❤❡ ♥✉♠✲
❜❡r ♦❢ ♣❛✐r✇✐s❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❝r❡❛t❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ♣❛✐rs ♦❢ ♣♦s✐t✐✈❡✴♥❡❣❛t✐✈❡ ✐♠❛❣❡s
✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❍▼❘❋✲❦♠❡❛♥s ✐s ♥♦r♠❛❧❧② ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ t❤❡ ❝❧✉st❡r
❛ss✐❣♥♠❡♥t ❝♦♥str❛✐♥ts ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❝❧✉st❡r✲❧❡✈❡❧ s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞
❝❧✉st❡r✐♥❣✳ ❆♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ s❛♠❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✉s❡r ❝❧✐❝❦s ❤❛s ♠♦r❡ ✐♥✢✉✲
❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ r❡✲❝❧✉st❡r✐♥❣ ♣❤❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❍▼❘❋✲❦♠❡❛♥s ❝❧✉st❡r✐♥❣ t❤❛♥ ♦♥ t❤❡
r❡✲❝❧✉st❡r✐♥❣ ♣❤❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❝❧✉st❡r✲❧❡✈❡❧ s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣✳ ❚❤❡ ❝❧✉s✲
t❡r✐♥❣ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❍▼❘❋✲❦♠❡❛♥s ✐s t❤✉s ❜❡tt❡r✳ ❘❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣
t✐♠❡✱ t❤❡ ❍▼❘❋✲❦♠❡❛♥s r✉♥s ❛ ❧✐tt❧❡ s❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡ ❘♦❝❝❤✐♦ ❢♦r♠✉❧❛ ❜❛s❡❞
❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞✱ ❜✉t ♠✉❝❤ ❢❛st❡r t❤❛♥ t❤❡ ❝❧✉st❡r✲❧❡✈❡❧ s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉s✲
t❡r✐♥❣ ♠♦❞❡❧✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ t✐♠❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳✸✱ t❤❡
❍▼❘❋✲❦♠❡❛♥s ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✐s st✐❧❧ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ t♦ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ❝♦♥✲
t❡①t ✭❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❛t ✐t ❝♦♥✈❡r❣❡s ✐♥ ✶✺✲✷✵ ✐t❡r❛t✐♦♥s ✇❤❡r❡❛s t❤❡
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ t✐♠❡s ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳✸ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❛❢t❡r ✺✵ ✐t❡r❛t✐♦♥s✮✳

❙♦♠❡ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦♥ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡s ♦❢ ❧❛r❣❡r s✐③❡ ❛❧s♦ ❣✐✈❡ s✐♠✐❧❛r
r❡s✉❧ts✳ ❲❡ ❝❛♥ ❝♦♥❝❧✉❞❡✱ ❢r♦♠ t❤✐s ❛♥❛❧②s✐s✱ t❤❛t ❛♠♦♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❞
s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s✱ t❤❡ ❍▼❘❋✲❦♠❡❛♥s ✐s t❤❡ ❜❡st ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❜❡✲
✐♥❣ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ❝♦♥t❡①t✱ ❛s ✐t ❣✐✈❡s ❣♦♦❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥ ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡



✹✳✺✳ ❉✐s❝✉ss✐♦♥ ✶✷✼

♣r♦❝❡ss✐♥❣ t✐♠❡✳

✹✳✺ ❉✐s❝✉ss✐♦♥

❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ♣r❡s❡♥ts ❛ ❜r✐❡❢ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉s✲
t❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❤❡❧♣ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ✏s❡♠❛♥t✐❝ ❣❛♣✑ ❜❡t✇❡❡♥ ❤✐❣❤✲❧❡✈❡❧ s❡✲
♠❛♥t✐❝ ❝♦♥❝❡♣ts ❡①♣r❡ss❡❞ ❜② t❤❡ ✉s❡r ❛♥❞ t❤❡ ❧♦✇✲❧❡✈❡❧ ❢❡❛t✉r❡s ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡
✐♠❛❣❡s✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❦✐♥❞ ♦❢ s✉♣❡r✈✐s❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✉s❡❞ ❢♦r ❣✉✐❞✐♥❣ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣
♣r♦❝❡ss ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✮✱ ✇❡ ❞✐✈✐❞❡ s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ✐♥t♦ s❡♠✐✲
s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✇✐t❤ ❝❧❛ss ❧❛❜❡❧s ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✶✮ ❛♥❞ s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉s✲
t❡r✐♥❣ ✇✐t❤ ♣❛✐r✇✐s❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✷✮✳ ❊❛❝❤ ❦✐♥❞ ♦❢ s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞
❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ❝❛♥ ❜❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ♠❡t❤♦❞s✱ ✇❤✐❝❤ ✉s❡ s✉♣❡r✈✐s❡❞
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ♣r✐♦r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ ❛♥❞ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞s✱ ✇❤✐❝❤ ✉s❡
s✉♣❡r✈✐s❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❢❡❡❞❜❛❝❦✳ ■t ❤❛s t♦ ❜❡ ♥♦t❡❞ t❤❛t t♦ t❤❡ ❜❡st
♦❢ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ ♣❛✐r✇✐s❡ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❲❡
❛❧s♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ ✉s❡ t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s ✐♥ ❛♥ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ❝♦♥t❡①t ✇❤❡r❡
t❤❡ ✉s❡r ✐s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ❞✉r✐♥❣ ❡❛❝❤ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ✐t❡r❛t✐♦♥ ❢♦r ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❢❡❡❞❜❛❝❦✳

❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ❝❤♦♦s❡ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧②
t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ❝❧✉st❡r✲❧❡✈❡❧ s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ❬✷✻❪✱ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣
❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❘♦❝❝❤✐♦ ❢♦r♠✉❧❛ ❬✶✶✸❪ ❛♥❞ t❤❡ ❍▼❘❋✲❦♠❡❛♥s ♠❡t❤♦❞ ❬✶✵❪ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥
✹✳✹✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ✉♥❞❡rt❛❦❡ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛♥❞ ❛✈♦✐❞ t❤❡
s✉❜❥❡❝t✐✈❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ♦♥ ❛ ❤✉♠❛♥ ✉s❡r✱ ❛ s♦❢t✇❛r❡ ❛❣❡♥t
✇❤✐❝❤ s✐♠✉❧❛t❡s t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ ❛ ❤✉♠❛♥ ✉s❡r ✐s ✉s❡❞ ❢♦r ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ✐♥ ❡❛❝❤
✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ✐t❡r❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤✳ ❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s
❛❢t❡r ✺✵ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s s❤♦✇ t❤❛t✿ t❤❡ ❘♦❝❝❤✐♦ ❢♦r♠✉❧❛ ❜❛s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❞♦❡s
♥♦t ❤❡❧♣ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ r❡s✉❧t✱ t❤❡ ❝❧✉st❡r✲❧❡✈❡❧ s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣
✐♠♣r♦✈❡s t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ r❡s✉❧ts ❛❢t❡r ❡❛❝❤ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ✐t❡r❛t✐♦♥ ❜✉t ✐ts ♣r♦❝❡ss✐♥❣
t✐♠❡ ✐s ❤✉❣❡✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❍▼❘❋✲❦♠❡❛♥s ♠❡t❤♦❞ ❣✐✈❡s t❤❡ ❜❡st r❡s✉❧t ✐♥ ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡
♣r♦❝❡ss✐♥❣ t✐♠❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✉s❡r ❝❧✐❝❦s ✐♥ ❡❛❝❤ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡
✐t❡r❛t✐♦♥✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛✐r✇✐s❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❝r❡❛t❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ♣❛✐rs ♦❢ ✐♠❛❣❡s✱ ✇❤✐❝❤
❛r❡ ✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❍▼❘❋✲❦♠❡❛♥s✱ ✐s ♥♦r♠❛❧❧② ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧✉st❡r
❛ss✐❣♥♠❡♥t ❝♦♥str❛✐♥ts ♦r r❡❧❡✈❛♥❝❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✉s❡❞ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❜② t❤❡
❝❧✉st❡r✲❧❡✈❡❧ s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ❘♦❝❝❤✐♦ ❢♦r♠✉❧❛ ❜❛s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣✳
❚❤✉s✱ t❤❡ s❛♠❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✉s❡r ❝❧✐❝❦s ❤❛s ♠♦r❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ r❡✲❝❧✉st❡r✐♥❣ ♣❤❛s❡
♦❢ t❤❡ ❍▼❘❋✲❦♠❡❛♥s t❤❛♥ ♦♥ t❤❡ r❡✲❝❧✉st❡r✐♥❣ ♣❤❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❝❧✉st❡r✲❧❡✈❡❧ s❡♠✐✲
s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ❘♦❝❝❤✐♦ ❢♦r♠✉❧❛ ❜❛s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡
❍▼❘❋✲❦♠❡❛♥s ✐s t❤❡ ♠♦st s✉✐t❛❜❧❡ t♦ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ ♦✉r ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ❝♦♥t❡①t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
✐t ✐s ♥♦t ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ♣❛✐r✇✐s❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ✉s❡❞
❢♦r t❤❡ ❍▼❘❋✲❦♠❡❛♥s ❛r❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✐♠❛❣❡s✳ ■❢ s✐♠✐❧❛r ✐♠❛❣❡s ❛r❡ ❣r♦✉♣❡❞ t♦❣❡t❤❡r
❛♥❞ ♣❛✐r✇✐s❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❣r♦✉♣s ♦❢ ✐♠❛❣❡s ✇✐t❤♦✉t r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡
s✉♣❡r✈✐s❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ q✉❛❧✐t②✱ ✇❡ ❝♦✉❧❞ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts✱ ❛♥❞
t❤❡r❡❢♦r❡ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ t✐♠❡✱ ✇✐t❤♦✉t ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳

■♥ t❤❡ ♥❡①t ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛ ♥❡✇ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣
♠♦❞❡❧ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❇■❘❈❍ ✉♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ✐s ✉s❡❞ ❛s ✐♥✐t✐❛❧ ❝❧✉s✲
t❡r✐♥❣ ❛♥❞ ❛ ♥❡✇ s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✉s✐♥❣ ♣❛✐r✇✐s❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ✐s ✉s❡❞ ❢♦r
r❡✲❝❧✉st❡r✐♥❣ t❤❡ ❞❛t❛ s❡t ✐♥ ❡❛❝❤ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ✐t❡r❛t✐♦♥✳ ■♥st❡❛❞ ♦❢ ✉s✐♥❣ ♣❛✐r✇✐s❡



✶✷✽ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❙❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣

❝♦♥str❛✐♥ts ❜❡t✇❡❡♥ ✐♠❛❣❡s✱ t❤❡ ♥❡✇ s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✉s❡s ♣❛✐r✇✐s❡ ❝♦♥✲
str❛✐♥ts ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❧❡❛❢ ❡♥tr✐❡s ✭❈❋ ❡♥tr✐❡s✮ ♦❢ t❤❡ ❇■❘❈❍ tr❡❡✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❡❛❝❤ ❈❋
❡♥tr② ♦❢ t❤❡ ❇■❘❈❍ tr❡❡ r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ❣r♦✉♣ ♦❢ s✐♠✐❧❛r ✐♠❛❣❡s✳ ❚❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♣❛✐r✇✐s❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ✐♥ t❤❡ r❡✲❝❧✉st❡r✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❇■❘❈❍ ❧❡❛❢ ❡♥tr✐❡s ✐s ✐♥s♣✐r❡❞ ❢r♦♠
t❤❡ ❍▼❘❋✲❦♠❡❛♥s✳ ❉✐✛❡r❡♥t str❛t❡❣✐❡s ❢♦r ❞❡❞✉❝✐♥❣ ♣❛✐r✇✐s❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❢r♦♠ t❤❡
❝❧✉st❡r ❧❡✈❡❧ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ✉s❡r ❛r❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❞✳

✹✳✻ ❙✉♠♠❛r② ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♣t❡r

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ❛ ❜r✐❡❢ s✉r✈❡② ♦❢ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉s✲
t❡r✐♥❣ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❦✐♥❞ ♦❢ s✉♣❡r✈✐s❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ t❤❡② ❛r❡
❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ✇✐t❤ ❝❧❛ss ❧❛❜❡❧s ❛♥❞ s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ✇✐t❤ ♣❛✐r✇✐s❡
❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♠♦♠❡♥t ✇❤❡♥ s✉♣❡r✈✐s❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞✱
t❤❡② ❛r❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ♠❡t❤♦❞s ✐♥ ✇❤✐❝❤ s✉♣❡r✈✐s❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ♣r♦✲
✈✐❞❡❞ ❛ ♣r✐♦r✐ ❛♥❞ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞s ✐♥ ✇❤✐❝❤ s✉♣❡r✈✐s❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ♣r♦❣r❡s✲
s✐✈❡❧② ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ✉s❡r ❢❡❡❞❜❛❝❦✳ ❚❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s st❛t❡ ♦❢ t❤❡
❛rt ❧✐❡s ✐♥ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ ✉s❡ ❞✐✛❡r❡♥t s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✲
✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ✐♥ ❛♥ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ❝♦♥t❡①t ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✉s❡r ✐s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ❢♦r ♣r♦✈✐❞✐♥❣
❢❡❡❞❜❛❝❦ t♦ t❤❡ s②st❡♠✳

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s t❤❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r
✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ ❛♥② s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ✐♥ ❛♥ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ❝♦♥t❡①t ❛s
✇❡❧❧ ❛s ❛ ✷❉ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❛❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ✉s❡r t♦ ♣r♦✈✐❞❡ s♦♠❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ t♦
t❤❡ s②st❡♠✳ ❲❡ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ✉s❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ♠❡❛s✉r❡s ❢♦r ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢
t❤❡ ✐♠❛❣❡s ✐♥ t❤❡✐r ❝❧✉st❡rs✱ ✇❤✐❝❤ ❤❡❧♣s t♦ s❡❧❡❝t t❤❡ ✐♠❛❣❡s t♦ ❜❡ ❞✐s♣❧❛②❡❞ ❢♦r
❡❛❝❤ s❡❧❡❝t❡❞ ❝❧✉st❡r ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡✳ ❱✐❛ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡✱ t❤❡
✉s❡r ❝❛♥ ❣✐✈❡ ❝❧✉st❡r✲❧❡✈❡❧ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ✭✐✳❡✳ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞✴♦r ♥❡❣❛t✐✈❡ ✐♠❛❣❡s ❢♦r ❡❛❝❤
s❡❧❡❝t❡❞ ❝❧✉st❡r✱ ❞r❛❣ ❛♥❞ ❞r♦♣ ✐♠❛❣❡s ❢r♦♠ ❛ ❝❧✉st❡r t♦ ❛♥♦t❤❡r✮✱ ✇✐t❤♦✉t ❤❛✈✐♥❣
❛♥② ♣r✐♦r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛❜♦✉t t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡✳

❚❤❡ t❤✐r❞ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❞✐✛❡r✲
❡♥t s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ✭t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ❝❧✉st❡r✲❧❡✈❡❧ s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞
❝❧✉st❡r✐♥❣✱ t❤❡ ❘♦❝❝❤✐♦ ❢♦r♠✉❧❛ ❜❛s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ❍▼❘❋✲❦♠❡❛♥s✮✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡
t❤❡ ♠♦st s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ❝♦♥t❡①t✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ♦✉r t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s✳
◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❘♦❝❝❤✐♦ ❢♦r♠✉❧❛ ✇❛s ✐♥✐t✐❛❧❧② ♣r♦♣♦s❡❞ ❢♦r ✉♣❞❛t✐♥❣ t❤❡ s❡❛r❝❤ q✉❡r②
❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥❝❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦✳ ■♥ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ♦✉r ♣r♦♣♦s❡❞ s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞
❝❧✉st❡r✐♥❣ r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ❘♦❝❝❤✐♦ ❢♦r♠✉❧❛ ❢♦r ✐♥✐t✐❛❧✐③✐♥❣ t❤❡ ❝❧✉st❡r ❝❡♥tr❡s ❢♦r t❤❡
r❡✲❝❧✉st❡r✐♥❣ ♣❤❛s❡✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❝❧✉st❡r ❝❡♥tr❡s ❛♥❞ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡✴♥❡❣❛t✐✈❡
✐♠❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ❝❧✉st❡rs✳ ❊✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ❍▼❘❋✲❦♠❡❛♥s ✇❛s ♥♦t ✐♥✐t✐❛❧❧② ♣r♦♣♦s❡❞ ❢♦r ❛♥
✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ❝♦♥t❡①t✱ ✐♥ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ✇❡ ❛❧s♦ ❛❞❛♣t ❍▼❘❋✲❦♠❡❛♥s ❢♦r ❞❡❛❧✐♥❣
✇✐t❤ ✉s❡r ❢❡❡❞❜❛❝❦ ✐♥ ♦✉r ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ♠♦❞❡❧✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ✉♥❞❡rt❛❦❡ t❤❡
✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛♥❞ ❛✈♦✐❞ t❤❡ s✉❜❥❡❝t✐✈❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧
r❡s✉❧ts ♦♥ ❛ ❤✉♠❛♥ ✉s❡r✱ ✇❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛ s♦❢t✇❛r❡ ❛❣❡♥t s✐♠✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r
♦❢ t❤❡ ❤✉♠❛♥ ✉s❡r ❢♦r ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ✐♥ ❡❛❝❤ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ✐t❡r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❡①♣❡r✐✲
♠❡♥t❛❧ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ s❤♦✇s ❛ ❤✐❣❤ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❍▼❘❋✲❦♠❡❛♥s ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤
t❤❡ ♦t❤❡r ♠❡t❤♦❞s✳



❈❤❛♣t❡r ✺

Pr♦♣♦s❡❞ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞

❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠♦❞❡❧

✺✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

■♥ ❈❤❛♣t❡r ✹✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛ ❜r✐❡❢ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt ♦❢ s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣
♠❡t❤♦❞s ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ❝♦♠♣❛r❡ s♦♠❡ s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ✭✐♥✲
t❡r❛❝t✐✈❡ ❝❧✉st❡r✲❧❡✈❡❧ s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❬✷✻❪✱ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❘♦❝✲
❝❤✐♦ ❢♦r♠✉❧❛ ❬✶✶✸❪ ❛♥❞ t❤❡ ❍▼❘❋✲❦♠❡❛♥s ❬✶✵❪✮ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ❝♦♥t❡①t✳ ■♥ t❤❡s❡
❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ❛ s♦❢t✇❛r❡ ❛❣❡♥t ✐s ✉s❡❞ ❢♦r s✐♠✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ t❤❡ ❤✉♠❛♥
✉s❡r ✇❤❡♥ ❣✐✈✐♥❣ ❢❡❡❞❜❛❝❦ t♦ t❤❡ s②st❡♠✳ ❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛♥❛❧②s✐s s❤♦✇s t❤❛t t❤❡
❝❧✉st❡r✐♥❣ r❡s✉❧t ✐s ✐♠♣r♦✈❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✉s❡r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❍▼❘❋✲❦♠❡❛♥s ❣✐✈❡s
t❤❡ ❜❡st r❡s✉❧ts✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ s❛♠❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✉s❡r ❝❧✐❝❦s ❣✐✈❡s ♠♦r❡ s✉♣❡r✈✐s❡❞
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ♣❛✐r✇✐s❡ ❝♦♥str❛✐♥ts t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❝❧❛ss ❧❛❜❡❧s ✭✐✳❡✳
❛ss✐❣♥♠❡♥t ❝♦♥str❛✐♥ts ♦r r❡❧❡✈❛♥❝❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ❝♦♥t❡①t✮✳

❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❍▼❘❋✲❦♠❡❛♥s ✐s ♥♦t ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱
t❤❡ ♣❛✐r✇✐s❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❍▼❘❋✲❦♠❡❛♥s ❛r❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✐♠❛❣❡s✳ ❆❢t❡r ❛
♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛✐r✇✐s❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✈❡r②
❤✐❣❤✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ r❡✲❝❧✉st❡r✐♥❣ ♣❤❛s❡ ✐s t❤✉s ♦❢ ❛ ❤✐❣❤ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✳
■❢ s✐♠✐❧❛r ✐♠❛❣❡s ❛r❡ ❣r♦✉♣❡❞ t♦❣❡t❤❡r✱ t❤❡♥ ♣❛✐r✇✐s❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❜❡t✇❡❡♥ ✐♠❛❣❡s ❝❛♥
❜❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ❛ ❧❡ss ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛✐r✇✐s❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❜❡t✇❡❡♥ ❣r♦✉♣s ♦❢ ✐♠❛❣❡s✱ ✇✐t❤✲
♦✉t r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ s✉♣❡r✈✐s❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ t✐♠❡
❝♦✉❧❞ ❜❡ r❡❞✉❝❡❞ ✇✐t❤♦✉t ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t
♦✉r ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✇❤✐❝❤ ✉s❡s ♣❛✐r✇✐s❡ ❝♦♥str❛✐♥ts
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❧❡❛❢ ❡♥tr✐❡s ✭❈❋ ❡♥tr✐❡s✮ ♦❢ t❤❡ ❇■❘❈❍ tr❡❡ ❛s s✉♣❡r✈✐s❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
❢♦r ❣✉✐❞✐♥❣ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❡❛❝❤ ❈❋ ❡♥tr② ❣r♦✉♣s ❛ s❡t ♦❢ s✐♠✐❧❛r
♦❜❥❡❝ts✳ ❚❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛✐r✇✐s❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ✐♥ t❤❡ r❡✲♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❈❋ ❡♥tr✐❡s ✐s ✐♥s♣✐r❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❍▼❘❋✲❦♠❡❛♥s✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✷ ♣r❡s❡♥ts ♦✉r ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡
s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❞✐✛❡r❡♥t str❛t❡❣✐❡s ❢♦r ❞❡❞✉❝✐♥❣ ♣❛✐r✇✐s❡
❝♦♥str❛✐♥ts t♦ ❜❡ ✉s❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ♦✉r ♠♦❞❡❧✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✸ ♣r❡s❡♥ts s♦♠❡ ❡①♣❡r✐✲
♠❡♥ts ♦❢ ♦✉r ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✉s✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t
str❛t❡❣✐❡s ❢♦r ❞❡❞✉❝✐♥❣ ♣❛✐r✇✐s❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛♥❞ ❞❛t❛❜❛s❡s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t s✐③❡s✳ ❚❤❡
r❡s✉❧ts ♦❢ ♦✉r ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ❛r❡ ❛❧s♦ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❍▼❘❋✲
❦♠❡❛♥s ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ s♦♠❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥
❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✹✳



✶✸✵ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ Pr♦♣♦s❡❞ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠♦❞❡❧

✺✳✷ ❆ ♥❡✇ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠♦❞❡❧

✺✳✷✳✶ ▼♦❞❡❧

■♥ ♦✉r ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✐s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✇✐t❤♦✉t ❛♥② s✉♣❡r✈✐s❡❞ ✐♥❢♦r✲
♠❛t✐♦♥✱ ✉s✐♥❣ ❛♥ ✉♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞✳ ■♥ ❈❤❛♣t❡r ✸✱ ✇❡ ❞✐s❝✉ss t❤❡
❛❞❡q✉❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t ✉♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ❛♥❞ ♦✉r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
❝♦♥t❡①t✱ ✇✐t❤ ♦✉r ✇✐❧❧✐♥❣♥❡ss t♦ ✐♥✈♦❧✈❡ t❤❡ ✉s❡r ✐♥ t❤❡ ❧♦♦♣❀ ✇❡ ❛❧s♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧②
❝♦♠♣❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✉♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s s✉❝❤ ❛s ❣❧♦❜❛❧ ❦✲♠❡❛♥s ❬✼✻❪✱
❆❍❈ ❬✼✵❪✱ ❘✲tr❡❡ ❬✶✸✱ ✹✷✱ ✶✶✼❪✱ ❙❘✲tr❡❡ ❬✻✵❪ ❛♥❞ ❇■❘❈❍ ❬✶✹✺❪✳ ❖✉r ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✐s
t❤❛t ❇■❘❈❍ ✐s t❤❡ ♠♦st s✉✐t❛❜❧❡ t♦ ♦✉r ❝♦♥t❡①t✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❇■❘❈❍ ✐s ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧✱ ✐t
♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❝❧✉st❡rs ❛♥❞ ✐t ♦✉t♣❡r❢♦r♠s ♦t❤❡r ♠❡t❤♦❞s ✐♥ t❤❡
❝♦♥t❡①t ♦❢ ❛ ❧❛r❣❡ ❞❛t❛❜❛s❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❇■❘❈❍ ✐s ❝❤♦s❡♥ ❢♦r t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✉♥s✉♣❡r✈✐s❡❞
❝❧✉st❡r✐♥❣ ✐♥ ♦✉r ♠♦❞❡❧✳ ❆❢t❡r t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝❧✉st❡r✐♥❣✱ t❤❡ ✉s❡r ✈✐❡✇s t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣
r❡s✉❧ts ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡s ❢❡❡❞❜❛❝❦ t♦ t❤❡ s②st❡♠✳ ❚❤❡ ♣❛✐r✇✐s❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ✭♠✉st✲❧✐♥❦
❛♥❞ ❝❛♥♥♦t✲❧✐♥❦✮ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❈❋ ❡♥tr✐❡s ❛t t❤❡ ❧❡❛❢ ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ ❇■❘❈❍ tr❡❡ ❛r❡
❞❡❞✉❝❡❞✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✉s❡r ❢❡❡❞❜❛❝❦✳ ❚❤❡ s②st❡♠ t❤❡♥ r❡✲♦r❣❛♥✐③❡s t❤❡ ❧❡❛❢ ❧❡✈❡❧
❈❋ ❡♥tr✐❡s ♦❢ t❤❡ ❇■❘❈❍ tr❡❡ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞
s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✳✻✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ♣r♦❝❡ss ✭✉s❡r
♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❛♥❞ s②st❡♠ r❡✲♦r❣❛♥✐③✐♥❣ t❤❡ ❝❧✉st❡rs✮ ✐s r❡♣❡❛t❡❞ ✉♥t✐❧ t❤❡ ❝❧✉s✲
t❡r✐♥❣ r❡s✉❧t s❛t✐s✜❡s t❤❡ ✉s❡r✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣
♠♦❞❡❧ ✐s ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ st❡♣s✿

✶✳ ■♥✐t✐❛❧ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✉s✐♥❣ ❇■❘❈❍ ✉♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✭❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✳✷✮✳

✷✳ ❘❡♣❡❛t ✿

✭❛✮ ❘❡❝❡✐✈❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❢r♦♠ t❤❡ ✉s❡r ✭❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✳✸✮✳

✭❜✮ ❉❡❞✉❝❡ ♣❛✐r✇✐s❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❢r♦♠ t❤❡ ✉s❡r ❢❡❡❞❜❛❝❦ ✭❙❡❝t✐♦♥s ✺✳✷✳✹ ❛♥❞
✺✳✷✳✺✮✳

✭❝✮ ❘❡✲♦r❣❛♥✐③❡ t❤❡ ❧❡❛❢ ❧❡✈❡❧ ❈❋ ❡♥tr✐❡s ♦❢ t❤❡ ❇■❘❈❍ tr❡❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣r♦✲
♣♦s❡❞ ♣❛✐r✇✐s❡ ❝♦♥str❛✐♥t s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ✭❙❡❝t✐♦♥
✺✳✷✳✻✮ ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ ♥❡✇ ❝❧✉st❡r✐♥❣ r❡s✉❧t t♦ t❤❡ ✉s❡r✳

✉♥t✐❧ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ r❡s✉❧t s❛t✐s✜❡s t❤❡ ✉s❡r✳

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ♣❛✐r✇✐s❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ✐s ♥♦t ♦♥❧② ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✉s❡r ❢❡❡❞✲
❜❛❝❦✱ ❜✉t ❛❧s♦ ♦♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞s✳ ❚❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞ ❛♥❞
t❤❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞s ❢r♦♠ t❤❡ ✉s❡r ❢❡❡❞❜❛❝❦ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥
✺✳✷✳✹✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ♣❛✐r✇✐s❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✳✺✳

✺✳✷✳✷ ■♥✐t✐❛❧ ❝❧✉st❡r✐♥❣

❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡✱ t❤❡ ❇■❘❈❍ ✭❇❛❧❛♥❝❡❞ ■t❡r❛t✐✈❡ ❘❡❞✉❝✐♥❣ ❛♥❞ ❈❧✉st❡r✐♥❣
✉s✐♥❣ ❍✐❡r❛r❝❤✐❡s✮ ❬✶✹✺❪ ✐s ✉s❡❞ ❛s t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✉♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✐♥ ♦✉r ✐♥t❡r✲
❛❝t✐✈❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✸✱
❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✹ ✭♣❛❣❡ ✻✶✮✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ❇■❘❈❍ ✐s t♦ s❝❛♥ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ❛♥❞ ♦r❣❛♥✐③❡
❢❡❛t✉r❡ ✈❡❝t♦rs ✐♥ ❛ ❈❋✲tr❡❡✳ ❊❛❝❤ ❧❡❛❢ ♥♦❞❡ ♦❢ t❤❡ ❈❋✲tr❡❡ ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ❧✐st ♦❢ ❡❧❡✲
♠❡♥ts [CFi]✱ ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ ❡❧❡♠❡♥t CFi = (Ni, LSi, SSi) s✉♠♠❛r✐③❡s t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
♦❢ ❛ ❝❧✉st❡r ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ Ni ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts✱ ❛♥❞ ✇❤❡r❡ LSi ❛♥❞ SSi ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡
❧✐♥❡❛r s✉♠ ❛♥❞ t❤❡ sq✉❛r❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤✐s ❝❧✉st❡r ✭LSi =

∑Ni

j=1 xj❀



✺✳✷✳ ❆ ♥❡✇ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✶✸✶

SSi =
∑Ni

j=1 xj.xj✮✳ ❊❛❝❤ ✐♥t❡r♥❛❧ ♥♦❞❡ ♦❢ t❤❡ tr❡❡ ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ❧✐st ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts
[CFi, childi]✱ ✇❤❡r❡ CFi s✉♠♠❛r✐③❡s t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✉❜✲❝❧✉st❡r r❡♣r❡s❡♥t❡❞
❜② ✐ts ith ❝❤✐❧❞ ♣♦✐♥t❡❞ ❜② t❤❡ ♣♦✐♥t❡r childi✳

❆❢t❡r ❝r❡❛t✐♥❣ t❤❡ ❈❋✲tr❡❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ✉s❡ ❛♥② ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ✭❆❍❈✱ ❦✲♠❡❛♥s✱
❡t❝✳✮ ❢♦r ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛❧❧ ❈❋ ❡♥tr✐❡s ♦❢ t❤❡ ❧❡❛❢ ♥♦❞❡s✱ ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ ❈❋ ❡♥tr② ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
❛s ❛ s✐♥❣❧❡ ♣♦✐♥t ❢♦r ❝❧✉st❡r✐♥❣✳ ❚❤❡ ♣♦✐♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❡❛❝❤ ❡♥tr② CFi =

(Ni, LSi, SSi) ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s {
LSi1

Ni
, ...,

LSid

Ni
}✱ ✇❤❡r❡ d ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♦❢

t❤❡ ❢❡❛t✉r❡ ✈❡❝t♦r✳ ■♥ ♦✉r ✇♦r❦✱ ✇❡ ✉s❡ ❦✲♠❡❛♥s ❢♦r ❝❧✉st❡r✐♥❣ t❤❡ ❧❡❛❢ ❡♥tr✐❡s✱ ♠❛✐♥❧②
❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ✐ts s✐♠♣❧✐❝✐t② ❛♥❞ ✐ts ❧♦✇ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t②❀ ✐t ✐s ❢✉rt❤❡r♠♦r❡
s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ❜❡✐♥❣ ✉s❡❞ ✇✐t❤ ♦✉r ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✐♥s♣✐r❡❞ ❢r♦♠
t❤❡ ❍▼❘❋✲❦♠❡❛♥s✱ ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s t❤❡ ❜❡st r❡s✉❧ts ✐♥ ♦✉r ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✐♥
t❤❡ ❧❛st ❝❤❛♣t❡r✳

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥s✱ ✇❡ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s t♦ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡❧② ✐♠♣r♦✈❡
t❤✐s ✐♥✐t✐❛❧ ❝❧✉st❡r✐♥❣✱ st❛rt✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ✉s❡r ❢❡❡❞❜❛❝❦ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✳

✺✳✷✳✸ ❯s❡r ❢❡❡❞❜❛❝❦ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❧❧♦✇ t❤❡ ✉s❡r t♦ ✈✐❡✇ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ r❡s✉❧ts ❛♥❞ ❛❧❧♦✇ ❤✐♠✴❤❡r t♦
♣r♦✈✐❞❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ t♦ t❤❡ s②st❡♠✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ s❛♠❡ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞
❢♦r ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥
❈❤❛♣t❡r ✹ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✳✶ ❢♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ❛❜♦✉t t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡✮✳

❯s✐♥❣ t❤✐s ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡✱ ❛❧❧ ❝❧✉st❡rs ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ♣❧❛♥❡
❜② t❤❡✐r ♣r♦t♦t②♣❡ ✐♠❛❣❡s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣r♦t♦t②♣❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ❝❧✉st❡r ✐s t❤❡ ♠♦st
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❝❧✉st❡r ✭✐✳❡✳ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ❙✐❧❤♦✉❡tt❡ ❲✐❞t❤
✭❙❲✮ ✈❛❧✉❡ ✐♥ t❤❡ ❝❧✉st❡r✮✳

❇② ❝❧✐❝❦✐♥❣ ♦♥ ❛ ♣r♦t♦t②♣❡ ✐♠❛❣❡ ✐♥ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ♣❧❛♥❡✱ t❤❡ ✉s❡r ❝❛♥ ✈✐❡✇ ♠♦r❡
❞❡t❛✐❧s ❛❜♦✉t t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝❧✉st❡r ✭t❤❡ ♣r♦t♦t②♣❡ ✐♠❛❣❡✱ t❤❡ ✶✵ ♠♦st r❡♣r❡s❡♥✲
t❛t✐✈❡ ✐♠❛❣❡s ❛♥❞ t❤❡ ✶✵ ❧❡❛st r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ✐♠❛❣❡s ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ♥♦t r❡❝❡✐✈❡❞ ❛♥②
❢❡❡❞❜❛❝❦ ❢r♦♠ t❤❡ ✉s❡r ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ✐t❡r❛t✐♦♥s✮✳ ❚❤❡ ✉s❡r ❝❛♥ s❡❧❡❝t ✉♣ t♦ 5 ❝❧✉s✲
t❡rs ❢♦r ✈✐s✉❛❧✐③✐♥❣ ❛♥❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②✳ ❇✉t t❤❡ ✉s❡r ❝❛♥ ✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤
♠♦r❡ t❤❛♥ 5 ❝❧✉st❡rs ✐♥ ❡❛❝❤ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ✐t❡r❛t✐♦♥ ❜② ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡❧② s❡❧❡❝t✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t
❣r♦✉♣s ♦❢ 5 ❝❧✉st❡rs ❢♦r ✈✐s✉❛❧✐③✐♥❣ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✳ ❚❤❡ ✉s❡r ❝❛♥ s♣❡❝✐❢② ♣♦s✐t✐✈❡
❢❡❡❞❜❛❝❦ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ✭r❡❧❡✈❛♥t ❛♥❞ ♥♦♥✲r❡❧❡✈❛♥t ✐♠❛❣❡s✮ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝❧✉st❡r✳
❚❤❡ ✉s❡r ❝❛♥ ❛❧s♦ ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ❝❧✉st❡r ❛ss✐❣♥♠❡♥t ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ✐♠❛❣❡ ❜② ❞r❛❣❣✐♥❣ ❛♥❞
❞r♦♣♣✐♥❣ ✐t ❢r♦♠ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❝❧✉st❡r t♦ t❤❡ ♥❡✇ ❝❧✉st❡r✳ ❲❤❡♥ ❛♥ ✐♠❛❣❡ ✐s ❝❤❛♥❣❡❞
❢r♦♠ ❝❧✉st❡r A t♦ ❝❧✉st❡r B✱ ✐t ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ♥❡❣❛t✐✈❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❢♦r ❝❧✉st❡r A ❛♥❞
♣♦s✐t✐✈❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❢♦r ❝❧✉st❡r B✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐♥ ❡❛❝❤ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ✐t❡r❛t✐♦♥✱ t❤❡ ♣r♦❝❡ss
r❡t✉r♥s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♠❛❣❡ ❧✐st ❛♥❞ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✐♠❛❣❡ ❧✐st ❢♦r ❡❛❝❤ ❝❧✉st❡r ✇✐t❤ ✇❤✐❝❤
t❤❡ ✉s❡r ❤❛s ✐♥t❡r❛❝t❡❞✳

❚❤❡ ✉s❡r ❢❡❡❞❜❛❝❦ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❤❡r❡✱ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞s ✐♥❢❡rr❡❞
❢r♦♠ t❤❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✱ ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✳✺ ❢♦r
❞❡❞✉❝✐♥❣ ♣❛✐r✇✐s❡ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ P❛✐r✇✐s❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ✇✐❧❧ t❤❡♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s s✉♣❡r✈✐s❡❞
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ r❡✲❝❧✉st❡r✐♥❣ ❜② t❤❡ s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ♣r❡s❡♥t❡❞
✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✳✻✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♦❢ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✳✷✳



✶✸✷ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ Pr♦♣♦s❡❞ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠♦❞❡❧

✺✳✷✳✹ ◆❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❛♥❞ ❈❋✲tr❡❡ ✉♣❞❛t❡

❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡✱ ✐♥ ❡❛❝❤ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ✐t❡r❛t✐♦♥✱ ✇❡ r❡❝❡✐✈❡ ✉s❡r ❢❡❡❞❜❛❝❦ ✐♥ t❤❡
❢♦r♠ ♦❢ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✐♠❛❣❡s ❢♦r ❡❛❝❤ ❝❧✉st❡r ✇✐t❤ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✉s❡r ✐♥t❡r❛❝ts✳
❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✉s❡r ❢❡❡❞❜❛❝❦✱ ❛❧❧ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♠❛❣❡s s❤♦✉❧❞ r❡♠❛✐♥ ✐♥ ✏t❤❡✐r✑ ❝❧✉st❡r
✇❤✐❧❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✐♠❛❣❡s s❤♦✉❧❞ ♠♦✈❡ t♦ ♦t❤❡r ❝❧✉st❡rs✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝❧✉st❡r✱ ✇❡
❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t ♠✉st✲❧✐♥❦s ❡①✐st ❜❡t✇❡❡♥ ❡❛❝❤ ♣❛✐r ♦❢ ✐ts ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♠❛❣❡s✱ ❛♥❞ ❝❛♥♥♦t✲
❧✐♥❦s ❡①✐st ❜❡t✇❡❡♥ ❡❛❝❤ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✐♠❛❣❡ ❛♥❞ ❡❛❝❤ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ t❤✐s ❝❧✉st❡r✳
❚❤❡r❡ ♠❛② ❤❛✈❡ ❝❛♥♥♦t✲❧✐♥❦ ❝♦♥str❛✐♥ts ❜❡t✇❡❡♥ ✐♠❛❣❡s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❡♥tr② CFi✳
❚❤❡r❡ ♠❛② ❛❧s♦ ❡①✐st s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s ♠✉st✲❧✐♥❦ ❛♥❞ ❝❛♥♥♦t✲❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ ✐♠❛❣❡s ♦❢
CFi ❛♥❞ ✐♠❛❣❡s ♦❢ CFj✳ ■♥ s✉❝❤ ❝❛s❡s✱ t❤❡s❡ ❈❋ ❡♥tr✐❡s s❤♦✉❧❞ ❜❡ s♣❧✐t ✐♥t♦ ♣✉r❡r
❈❋ ❡♥tr✐❡s ❛♥❞ t❤❡ ❈❋✲tr❡❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧② ✉♣❞❛t❡❞✱ ❛s t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✐s
r❡❛❧✐③❡❞ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❡❛❝❤ ❈❋ ❡♥tr② ❛s ❛ ❢❡❛t✉r❡ ♣♦✐♥t✳

■❢ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ✉s❡r ❢❡❡❞❜❛❝❦ ✐s ❝♦❤❡r❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡
✐t❡r❛t✐♦♥s✱ ♦✉r ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ ❣r♦✉♣ ❛❧❧ ✐♠❛❣❡s ✐♥ ❛ ❣r♦✉♣ ❝❛❧❧❡❞ ♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞✱
❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✇✐❧❧✐♥❣♥❡ss ♦❢ t❤❡ ✉s❡r t♦ ❣r♦✉♣ t❤❡♠ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❝❧✉st❡r ✭❞✉r✐♥❣
t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ s❡ss✐♦♥✮✳ ❚❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞ t❡r♠ ✐s ❛❧r❡❛❞② ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧
❍▼❘❋✲❦♠❡❛♥s ❢♦r ❣r♦✉♣✐♥❣ ♦❜❥❡❝ts ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✏♠✉st✲❧✐♥❦❡❞✑ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣❛✐r✇✐s❡
❝♦♥str❛✐♥ts ♣r♦✈✐❞❡❞ ❛s ♣r✐♦r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❡①♣❧❛✐♥ ❤♦✇ t♦ ❡①t❡♥❞
t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞s ❢♦r ♦✉r ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ❝♦♥t❡①t ✇❤❡r❡ s✉♣❡r✈✐s❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s
♣r♦❣r❡ss✐✈❡❧② ♣r♦✈✐❞❡❞ ❞✉r✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s✱ ♥♦t ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢
♣❛✐r✇✐s❡ ❝♦♥str❛✐♥ts✱ ❜✉t ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❝❧✉st❡r✲❧❡✈❡❧ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ✭✐✳❡✳ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♠❛❣❡s
❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✐♠❛❣❡s ❢♦r ❡❛❝❤ ❝❧✉st❡r✮✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❞❡✜♥❡ ❛ ♥❡✇ t❡r♠ ❝❛❧❧❡❞ ✏s❡❡❞✑ ✇❤✐❝❤
❤❡❧♣s t♦ ❛❞❛♣t t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞s ✇✐t❤ t❤❡ ❈❋ ❡♥tr✐❡s ♦❢ t❤❡ ❇■❘❈❍ tr❡❡✳ ❚❤❡
s❡❡❞ t❡r♠ ✐s ❧❛t❡r ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ✏♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞✑ ❤❡❧♣s
t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡ s✉♣❡r✈✐s❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❣❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❛ s❛♠❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✉s❡r ❝❧✐❝❦s✱
❛♥❞ ✐s ✉s❡❞ ✐♥ ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ✉s❡r ❢❡❡❞❜❛❝❦ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥ ❢♦r ❞❡❞✉❝✐♥❣
♣❛✐r✇✐s❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❢♦r t❤❡ r❡✲❝❧✉st❡r✐♥❣ ♣❤❛s❡✳

❲❡ ❞❡✜♥❡✿
✕ Np = {Npi} ✐s t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞ ❧✐st✱ ❡❛❝❤ ♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞ Npi = {xj}
✐♥❝❧✉❞❡s ❛ ❧✐st ♦❢ ✐♠❛❣❡s ✇❤✐❝❤ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥ ❛ s❛♠❡ ❝❧✉st❡r ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✉s❡r
❢❡❡❞❜❛❝❦✳

✕ ❚✇♦ ♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞s Npi ❛♥❞ Npm ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ ❝❛♥♥♦t✲❧✐♥❦ ♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞s
✐❢ t❤❡r❡ ✐s ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ❝❛♥♥♦t✲❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ♣♦✐♥t ♦❢ Npi ❛♥❞ ❛ ♣♦✐♥t
♦❢ Npm✳ ❲❡ ❝❛❧❧ CannotNp t❤❡ ❝❛♥♥♦t✲❧✐♥❦ ♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞ ♠❛tr✐①✱ ✇❤❡r❡
CannotNpim = 1 s♣❡❝✐❢②✐♥❣ t❤❛t Npi ❛♥❞ Npm ❛r❡ ❝❛♥♥♦t✲❧✐♥❦ ♥❡✐❣❤❜♦✉r✲
❤♦♦❞s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✉s❡r ❢❡❡❞❜❛❝❦✱ ❛♥❞ CannotNpim = 0 ♦t❤❡r✇✐s❡✳

❆❢t❡r r❡❝❡✐✈✐♥❣ t❤❡ ❧✐st ♦❢ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ✐♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✐t❡r❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❧✐st Np ❛♥❞ t❤❡
♠❛tr✐① CannotNp ❛r❡ ✉♣❞❛t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

✶✳ ❯♣❞❛t❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ♣♦s✐t✐✈❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ✿ ❋♦r ❡❛❝❤ ❝❧✉st❡r Kh ✇❤✐❝❤ r❡❝❡✐✈❡s ✐♥t❡r✲
❛❝t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ✉s❡r✿

✭❛✮ ■❢ ❛❧❧ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♠❛❣❡s ♦❢ Kh ❛r❡ ♥♦t ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ ❛♥② ❡①✐st✐♥❣ ♥❡✐❣❤❜♦✉r✲
❤♦♦❞✱ ❛ ♥❡✇ ♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡s❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♠❛❣❡s ✐s ❝r❡❛t❡❞✳

✭❜✮ ■❢ s♦♠❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♠❛❣❡s ♦❢ Kh ❛r❡ ❛❧r❡❛❞② ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ ♦♥❡ ♦r ♠✉❧t✐♣❧❡
♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞s✱ t❤❡s❡ ♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞s ✭✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♥❡✐❣❤✲
❜♦✉r❤♦♦❞s✮ ❛r❡ ♠❡r❣❡❞ ✐♥t♦ ♦♥❡ s✐♥❣❧❡ ♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞✱ ❝❛❧❧❡❞ Np(Kh)✳
❚❤❡ ♦t❤❡r ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♠❛❣❡s ♦❢ Kh ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥♦t ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ ❛♥② ❡①✐st✐♥❣



✺✳✷✳ ❆ ♥❡✇ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✶✸✸

♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞ ❛r❡ ✐♥s❡rt❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞Np(Kh)✳ ❚❤❡ ♠❛tr✐①
CannotNp ✐s ✉♣❞❛t❡❞ ❜② ❞❡❧❡t✐♥❣ t❤❡ ❧✐♥❡s ❛♥❞ ❝♦❧✉♠♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
t♦ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞s ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ♠❡r❣❡❞✱ ❛♥❞ ✐♥s❡rt✐♥❣ ❛ ♥❡✇ ❧✐♥❡ ❛♥❞
❝♦❧✉♠♥ ❢♦r t❤❡ ♥❡✇ ♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞ Np(Kh)✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♥❡✇ ❧✐♥❡ ❛♥❞
❝♦❧✉♠♥ ❢♦r Np(Kh) ✐s ✉♣❞❛t❡❞ ❢♦r s✐❣♥✐❢②✐♥❣ t❤❛t ♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞s✱ t❤❛t
❤❛❞ ❝❛♥♥♦t✲❧✐♥❦ ✇✐t❤ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞s ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ♠❡r❣❡❞✱ ♥♦✇
❤❛✈❡ ❝❛♥♥♦t✲❧✐♥❦ ✇✐t❤ t❤❡ ♥❡✇ ♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞ Np(Kh)✳

✷✳ ❯♣❞❛t❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ✿ ❋♦r ❡❛❝❤ ✐♠❛❣❡ xj ♦❢ ❡❛❝❤ ❝❧✉st❡rKh ✇❤✐❝❤
r❡❝❡✐✈❡s ♥❡❣❛t✐✈❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❢r♦♠ t❤❡ ✉s❡r✿

✭❛✮ ■❢ xj ✐s ♥♦t ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ ❛♥② ❡①✐st✐♥❣ ♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞✱ t❤❡♥ ❛ ♥❡✇ ♥❡✐❣❤✲
❜♦✉r❤♦♦❞ ✐s ❝r❡❛t❡❞ ❢♦r xj✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t Np(xj) ✐s t❤❡ ♥❡✇ ♥❡✐❣❤❜♦✉r✲
❤♦♦❞ ❢♦r xj✱ Np(Kh) ✐s t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡s ✐♠✲
❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ❝❧✉st❡r Kh✱ ✇❡ ✉♣❞❛t❡ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡♥tr✐❡s ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐①
CannotNp t♦ s✐❣♥✐❢② t❤❛t Np(xj) ❛♥❞ Np(Kh) ❤❛✈❡ ❝❛♥♥♦t✲❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡♠✳

✭❜✮ ■❢ xj ✐s ❛❧r❡❛❞② ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ ❛ ♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞ Np(xj)✱ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
❡♥tr✐❡s ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① CannotNp ❛r❡ ✉♣❞❛t❡❞ t♦ s✐❣♥✐❢② t❤❛t Np(xj) ❤❛s
❝❛♥♥♦t✲❧✐♥❦ ✇✐t❤ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞ Np(Kh) ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♠❛❣❡s
♦❢ t❤❡ ❝❧✉st❡r Kh✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ✉s❡r ❢❡❡❞❜❛❝❦ ✭◆♣✿
♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞✮✳ ▲❡❢t✿ ✉s❡r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ❘✐❣❤t✿ ❞❡❞✉❝❡❞ ♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞s ❛♥❞
❝❛♥♥♦t✲❧✐♥❦ ♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞s✳ ❚❤❡ r❡❞ ❡❧❧✐♣s❡s r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❈❋ ❡♥tr✐❡s✱ t❤❡ ❜❧❛❝❦
❡❧❧✐♣s❡s r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❝❧✉st❡rs✱ ❛♥❞ t❤❡ ❞❛s❤❡❞ ❡❧❧✐♣s❡s r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞s✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶ s❤♦✇s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ ♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ✉s❡r ❢❡❡❞✲
❜❛❝❦✳ ❯s❡r ❢❡❡❞❜❛❝❦ ✐s s❤♦✇♥ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t ❤❛♥❞✲s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ✜❣✉r❡ ✇❤✐❧❡ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣
♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞s ❛r❡ s❤♦✇♥ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t ❤❛♥❞✲s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ✜❣✉r❡✳ ◆♦t❡ t❤❛t ♦✉r ❝❧✉s✲
t❡r✐♥❣ ♦r❣❛♥✐③❡s t❤❡ ❈❋ ❡♥tr✐❡s ✐♥t♦ ❝❧✉st❡rs ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❡❛❝❤ ❈❋ ❡♥tr② ❛s ❛
❢❡❛t✉r❡ ♣♦✐♥t✳ ■♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✱ t❤❡ ❈❋ ❡♥tr✐❡s ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ r❡❞ ❡❧❧✐♣s❡s✱ t❤❡



✶✸✹ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ Pr♦♣♦s❡❞ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠♦❞❡❧

❝❧✉st❡rs ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ❜❧❛❝❦ ❡❧❧✐♣s❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞s ❛r❡ r❡♣r❡✲
s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ❞❛s❤❡❞ ❡❧❧✐♣s❡s✳ ❲❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t ❝❧✉st❡r ✶ ❝♦♥t❛✐♥s t✇♦ ❡♥tr✐❡s CF1

❛♥❞ CF2✱ ❝❧✉st❡r ✷ ❝♦♥t❛✐♥s t✇♦ ❡♥tr✐❡s CF3 ❛♥❞ CF4✱ ✇❤✐❧❡ ❝❧✉st❡r ✸ ❝♦♥t❛✐♥s t❤r❡❡
❡♥tr✐❡s CF5✱ CF6 ❛♥❞ CF7✳ ❲❤✐❧❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ s②st❡♠✱ t❤❡ ✉s❡r ✈✐s✉❛❧✐③❡s
t❤❡ ✐♠❛❣❡s ✐♥ ❝❧✉st❡rs ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡s ❢❡❡❞❜❛❝❦ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♠❛❣❡s✱ ♥♦t ✇✐t❤ t❤❡ ❈❋ ❡♥✲
tr✐❡s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥ ❝❧✉st❡r ✶✱ t❤❡ ✉s❡r ♠❛r❦s x1✱ x2✱ x4 ❛s ♣♦s✐t✐✈❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❛♥❞
x7 ❛s ♥❡❣❛t✐✈❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❢♦r t❤❡ ❝❧✉st❡r✳ ❚❤❡ ✉s❡r ❛❧s♦ ❝❤❛♥❣❡s t❤❡ ❝❧✉st❡r ❛ss✐❣♥✲
♠❡♥t ♦❢ x5 ❢r♦♠ ❝❧✉st❡r ✸ t♦ ❝❧✉st❡r ✶ ❛♥❞ ♠❛r❦s x15✱ x16✱ x17 ❛s ♣♦s✐t✐✈❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦
♦❢ ❝❧✉st❡r ✸✳ ❆❧❧ ♣♦s✐t✐✈❡ ♣♦✐♥ts ♦❢ ❝❧✉st❡r ✶ ❛r❡ ❣r♦✉♣❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞ Np1
✇❤✐❧❡ ❛❧❧ ♣♦s✐t✐✈❡ ♣♦✐♥ts ♦❢ ❝❧✉st❡r ✸ ❛r❡ ❣r♦✉♣❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞ Np3✳ ❆s
x5 ✐s ❝❤❛♥❣❡❞ ❢r♦♠ ❝❧✉st❡r ✸ t♦ ❝❧✉st❡r ✶✱ ✐t ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ♣♦s✐t✐✈❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ♦❢
❝❧✉st❡r ✶ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ♦❢ ❝❧✉st❡r ✸✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ x5 ✐s ❛❞❞❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ♥❡✐❣❤✲
❜♦✉r❤♦♦❞ Np1 ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ♣♦s✐t✐✈❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ♦❢ ❝❧✉st❡r ✶✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱
♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞ Np1 ❤❛s ❝❛♥♥♦t✲❧✐♥❦ ✇✐t❤ ♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞ Np3✳

❆❧❧ ✐♠❛❣❡s ✐♥ ❛ s❛♠❡ ♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥ ❛ s❛♠❡ ❝❧✉st❡r ❛♥❞ ✐♠❛❣❡s ♦❢
❝❛♥♥♦t✲❧✐♥❦ ♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❧✉st❡rs✳ ❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡✱
✇❡ ❤❛✈❡ t♦ s♣❧✐t ✐♥t♦ ♣✉r❡r ❈❋ ❡♥tr✐❡s✱ t❤❡ ❈❋ ❡♥tr✐❡s ✇❤✐❝❤ ✐♥❝❧✉❞❡ ❝❛♥♥♦t✲❧✐♥❦
✐♠❛❣❡s✱ ♦r ✇❤✐❝❤ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ❤❛✈❡ ♠✉st✲❧✐♥❦ ❛♥❞ ❝❛♥♥♦t✲❧✐♥❦ ✇✐t❤ ❛♥♦t❤❡r ❈❋
❡♥tr②✳ ❋♦r t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✱ t❤r❡❡ ❡♥tr✐❡s CF2✱ CF3 ❛♥❞ CF5✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥❝❧✉❞❡
❝❛♥♥♦t✲❧✐♥❦ ✐♠❛❣❡s✱ s❤♦✉❧❞ ❜❡ s♣❧✐t ✐♥t♦ ♣✉r❡r ❈❋ ❡♥tr✐❡s✳ ❚♦ ❞♦ s♦✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ❛
s❡❡❞ ♦❢ ❛♥ ❡♥tr② CFi ❛s ❛ s✉❜s❡t ♦❢ ✐♠❛❣❡s ♦❢ CFi ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ ❛ s❛♠❡
♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛♥ ❡♥tr② CFi ♠❛② ❝♦♥t❛✐♥ s♦♠❡ s❡❡❞s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞s✱ ❛♥❞ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♠❛❣❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥♦t ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ ❛♥②
♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞✳ ❈❛♥♥♦t✲❧✐♥❦ ♠❛② ♦r ♠❛② ♥♦t ❡①✐st ❜❡t✇❡❡♥ s❡❡❞s ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ❈❋
❡♥tr②✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ♣♦✐♥ts ♦❢ CF2 ❝❛♥ ❜❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ t✇♦ s❡❡❞s✳ ❚❤❡ ✜rst s❡❡❞
❝♦♥t❛✐♥s x1 ❛♥❞ x4✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞ Np1✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ s❡❡❞
❝♦♥t❛✐♥s x7✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞ Np4✳

❲✐t❤ ❡❛❝❤ ❈❋ ❡♥tr② t❤❛t s❤♦✉❧❞ ❜❡ s♣❧✐t✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ✉s❡r ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♣❛✐r
♦❢ s❡❡❞s ✇❤✐❝❤ ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ ❝❛♥♥♦t✲❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡♠❛♥❞ ♠♦r❡
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭❢♦r ❡❛❝❤ s❡❡❞✱ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❝❧♦s❡st t♦ t❤❡ ❝❡♥tr❡ ♦❢ t❤❡ s❡❡❞
✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ t♦ t❤❡ ✉s❡r✮✿

✕ ■❢ t❤❡ ✉s❡r ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♠✉st✲❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ t✇♦ s❡❡❞s✱ t❤❡♥ t❤❡s❡
t✇♦ s❡❡❞s ❛♥❞ t❤❡✐r ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞s ❛r❡ ♠❡r❣❡❞✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡
♠❛tr✐① CannotNp s❤♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❜❡ ✉♣❞❛t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧② ❢♦r s♣❡❝✐❢②✐♥❣ t❤❛t ❡❛❝❤
♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞ ❤❛✈✐♥❣ ❝❛♥♥♦t✲❧✐♥❦ ✇✐t❤ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣
t❤❡s❡ t✇♦ s❡❡❞s ♥♦✇ ❤❛s ❝❛♥♥♦t✲❧✐♥❦ ✇✐t❤ t❤❡ ♥❡✇ ♠❡r❣❡❞ ♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞✳

✕ ■❢ t❤❡ ✉s❡r ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❝❛♥♥♦t✲❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ t✇♦ s❡❡❞s✱ t❤❡♥
t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡♥tr✐❡s ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① CannotNp ❛r❡ ✉♣❞❛t❡❞ ❢♦r s♣❡❝✐❢②✐♥❣
t❤❛t t❤❡ t✇♦ ♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡s❡ t✇♦ s❡❡❞s ❤❛✈❡ ❝❛♥♥♦t✲
❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠✳

❆♥② ❡♥tr② CFi t❤❛t s❤♦✉❧❞ ❜❡ s♣❧✐t✱ ❡✐t❤❡r ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✐♥❝❧✉❞❡s ❝❛♥♥♦t✲❧✐♥❦ ✐♠❛❣❡s
♦r ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ❤❛s s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ♠✉st✲❧✐♥❦ ❛♥❞ ❝❛♥♥♦t✲❧✐♥❦ ✇✐t❤ ❛♥♦t❤❡r ❈❋ ❡♥tr②✱
✐s s♣❧✐t ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

✶✳ ❋♦r ❡❛❝❤ s❡❡❞ ♦❢ CFi✱ ❝r❡❛t❡ ❛ ♥❡✇ ❈❋ ❡♥tr② ❢♦r ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛❧❧ ♣♦✐♥ts ♦❢ t❤✐s
s❡❡❞✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐❢ CFi ❤❛s p s❡❡❞s✱ p ♥❡✇ ❈❋ ❡♥tr✐❡s ❛r❡ ❝r❡❛t❡❞ ✭■t ❤❛s t♦
❜❡ ♥♦t❡❞ t❤❛t ❛❧❧ t❤❡ s❡❡❞s t❤❛t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♠❡r❣❡❞ ✇❡r❡ ♠❡r❣❡❞ ❜❡❢♦r❡✮✳

✷✳ ❚❤❡♥✱ ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t ♦❢ CFi t❤❛t ✐s ♥♦t ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ ❛♥② s❡❡❞ ✐s ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ t❤❡



✺✳✷✳ ❆ ♥❡✇ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✶✸✺

♥❡✇ ❈❋ ❡♥tr② ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝❧♦s❡st s❡❡❞✳

●✐✈❡♥ t❤❡ ✐♥❢❡rr❡❞ ♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞s ❛♥❞ t❤❡ ✉s❡r ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❢r♦♠ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✳✸✱ t❤❡
♥❡①t s❡❝t✐♦♥ ♣r❡s❡♥ts ❤♦✇ t♦ ❞❡❞✉❝❡ ♣❛✐r✇✐s❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛s s✉♣❡r✈✐s❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
❢♦r t❤❡ r❡✲❝❧✉st❡r✐♥❣ ❜② t❤❡ s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✳✻✳

✺✳✷✳✺ P❛✐r✇✐s❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❞❡❞✉❝t✐♦♥ str❛t❡❣✐❡s

❆s t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✐s ❞♦♥❡ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❡❛❝❤ ❈❋ ❡♥tr② ❛s ❛ ♣♦✐♥t✱ ♣❛✐r✇✐s❡
❝♦♥str❛✐♥ts ✭s✉♣❡r✈✐s❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ❞❡✲
s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✳✻✮ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❞❡❞✉❝❡❞ ❢♦r ♣❛✐rs ♦❢ ❈❋ ❡♥tr✐❡s ❛t ❡❛❝❤ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡
✐t❡r❛t✐♦♥✱ ❛❢t❡r ✉s❡r ❢❡❡❞❜❛❝❦ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥✱ ♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❛♥❞ ❈❋✲tr❡❡ ✉♣✲
❞❛t❡✳

❲❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t✱ ❜② s♣❧✐tt✐♥❣ t❤❡ ♥❡❝❡ss❛r② ❈❋ ❡♥tr✐❡s ✐♥t♦ ♣✉r❡r ❈❋ ❡♥tr✐❡s ❛s
❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✳✹✱ ✇❡ ❝❛♥ ❡❧✐♠✐♥❛t❡ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ ❝❛♥♥♦t✲❧✐♥❦ ❡①✐sts
❜❡t✇❡❡♥ ✐♠❛❣❡s ♦❢ ❛ s❛♠❡ ❈❋ ❡♥tr② ♦r ✇❤❡r❡ ♠✉st✲❧✐♥❦ ❛♥❞ ❝❛♥♥♦t✲❧✐♥❦ s✐♠✉❧t❛✲
♥❡♦✉s❧② ❡①✐st ❜❡t✇❡❡♥ ✐♠❛❣❡s ♦❢ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❈❋ ❡♥tr✐❡s✳ ❙✉❜s❡q✉❡♥t❧②✱ ♣❛✐r✇✐s❡
❝♦♥str❛✐♥ts ❜❡t✇❡❡♥ ❈❋ ❡♥tr✐❡s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❞✉❝❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ ♣❛✐r✇✐s❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❜❡✲
t✇❡❡♥ ✐♠❛❣❡s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

✕ ■❢ t❤❡r❡ ✐s ❛ ✏♠✉st✲❧✐♥❦✑ ❜❡t✇❡❡♥ ❛♥ ✐♠❛❣❡ ♦❢ CFi ❛♥❞ ❛♥♦t❤❡r ✐♠❛❣❡ ♦❢ CFj✱
❛ ✏♠✉st✲❧✐♥❦✑ ✐s ❝r❡❛t❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ CFi ❛♥❞ CFj✳

✕ ■❢ t❤❡r❡ ✐s ❛ ✏❝❛♥♥♦t✲❧✐♥❦✑ ❜❡t✇❡❡♥ ❛♥ ✐♠❛❣❡ ♦❢ CFi ❛♥❞ ❛♥♦t❤❡r ✐♠❛❣❡ ♦❢ CFj✱
❛ ✏❝❛♥♥♦t✲❧✐♥❦✑ ✐s ❝r❡❛t❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ CFi ❛♥❞ CFj✳

❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♥♦✇ ✐s ❤♦✇ ❝❛♥ ✇❡ ❞❡❞✉❝❡ ♣❛✐r✇✐s❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❜❡t✇❡❡♥ ✐♠❛❣❡s
❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✉s❡r ❢❡❡❞❜❛❝❦ ♦❢ ❡❛❝❤ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ✐t❡r❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❛❧s♦ ♦♥ t❤❡ ♥❡✐❣❤✲
❜♦✉r❤♦♦❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✳✸✱ ✉s❡r ❢❡❡❞❜❛❝❦ ✐s r❡❝❡✐✈❡❞ ✐♥
❡❛❝❤ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ✐t❡r❛t✐♦♥ ✉♥❞❡r t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✐♠❛❣❡s ♦❢ ❡❛❝❤
❝❧✉st❡r✳ ❚❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❧✐st Np = {Npi}
❛♥❞ t❤❡ ♠❛tr✐① CannotNp✱ ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ ♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞ Npi ❝♦♥t❛✐♥s ✐♠❛❣❡s ✇❤✐❝❤
s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥ ❛ s❛♠❡ ❝❧✉st❡r ❛♥❞ CannotNpij s♣❡❝✐✜❡s ✐❢ t✇♦ ♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞s Npi
❛♥❞ Npj ❛r❡ ❝❛♥♥♦t✲❧✐♥❦ ♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞s ♦r ♥♦t ✭CannotNpij = 1 ✐❢ Npi ❛♥❞ Npj
❛r❡ ❝❛♥♥♦t✲❧✐♥❦ ♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞s✱ ❛♥❞ CannotNpij = 0 ♦t❤❡r✇✐s❡✮✳ ❆ s✐♠♣❧❡ ❛♥❞
❝♦♠♣❧❡t❡ ✇❛② t♦ ❞❡❞✉❝❡ ♣❛✐r✇✐s❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❜❡t✇❡❡♥ ✐♠❛❣❡s ✐s t♦ ❝r❡❛t❡ ♠✉st✲❧✐♥❦
❜❡t✇❡❡♥ ❡❛❝❤ ♣❛✐r ♦❢ ✐♠❛❣❡s ♦❢ ❛ s❛♠❡ ♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞✱ ❛♥❞ t♦ ❝r❡❛t❡✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣❛✐r
♦❢ ❝❛♥♥♦t✲❧✐♥❦ ♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞s (Npi, Npj)✱ ❝❛♥♥♦t✲❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ ❡❛❝❤ ✐♠❛❣❡ ♦❢ Npi
❛♥❞ ❡❛❝❤ ✐♠❛❣❡ ♦❢ Npj✳ ❚❤✐s str❛t❡❣② ❢♦r ❞❡❞✉❝✐♥❣ ♣❛✐r✇✐s❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❜❡t✇❡❡♥
✐♠❛❣❡s ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✷ ❛♥❞ ✇✐❧❧ ❜❡ ❢✉rt❤❡r ❝❛❧❧❡❞ ✏❙tr❛t❡❣② ✶✑✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✐♥
❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✱ ♦♥❧② ❝❛♥♥♦t✲❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ ♦❜❥❡❝ts ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❝❛♥♥♦t✲❧✐♥❦ ♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞s
Np1 ❛♥❞ Np3 ❛r❡ s❤♦✇♥✳ ❈❛♥♥♦t✲❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ ♣♦✐♥ts ♦❢ ♦t❤❡r ♣❛✐rs ♦❢ ❝❛♥♥♦t✲❧✐♥❦
♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞s ✭Np2 ❛♥❞ Np3✱ Np1 ❛♥❞ Np4✱ Np2 ❛♥❞ Np5✮ ❝❛♥ ❜❡ s✐♠✐❧❛r❧② ❞❡✲
❞✉❝❡❞✳ ❲❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t ❜② ❞❡❞✉❝✐♥❣ ♣❛✐r✇✐s❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❜❡t✇❡❡♥ ✐♠❛❣❡s ✐♥ t❤✐s
✇❛②✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts ❜❡t✇❡❡♥ ✐♠❛❣❡s ❝❛♥ ❜❡ ✈❡r② ❤✐❣❤✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts ❜❡t✇❡❡♥ ❈❋ ❡♥tr✐❡s ❝♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❜❡ ✈❡r② ❤✐❣❤✳ ❚❤❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣
t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t ♣❤❛s❡ ❝♦✉❧❞ t❤✉s ❜❡ ✈❡r② ❤✐❣❤
❞✉❡ t♦ t❤❡ ❤✐❣❤ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ s♦♠❡
❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ str❛t❡❣✐❡s ❢♦r ❞❡❞✉❝✐♥❣ ♣❛✐r✇✐s❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❜❡t✇❡❡♥ ✐♠❛❣❡s t❤❛t ❝♦✉❧❞
r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛♥❞ ❛❧s♦ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ t✐♠❡✳

❲❡ ❝❛♥ ❞✐✈✐❞❡ ♣❛✐r✇✐s❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❜❡t✇❡❡♥ ✐♠❛❣❡s ✐♥t♦ t✇♦ ❝❛t❡❣♦r✐❡s✿ ✉s❡r



✶✸✻ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ Pr♦♣♦s❡❞ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠♦❞❡❧

❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✿ ■❧❧✉str❛t✐✈❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ❙tr❛t❡❣② ✶ ❢♦r ❞❡❞✉❝✐♥❣ ♣❛✐r✇✐s❡ ❝♦♥str❛✐♥ts
❜❡t✇❡❡♥ ✐♠❛❣❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡❞✉❝❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✉s❡r
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ s❤♦✇♥ ♦♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✳ ❖♥❧② ❝❛♥♥♦t✲❧✐♥❦ ❝♦♥str❛✐♥ts ❜❡t✇❡❡♥ ♦❜❥❡❝ts ♦❢
t❤❡ t✇♦ ❝❛♥♥♦t✲❧✐♥❦ ♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞s Np1 ❛♥❞ Np3 ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ t❤✐s ✜❣✉r❡✳ ❈❛♥♥♦t✲
❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ ♣♦✐♥ts ♦❢ ♦t❤❡r ♣❛✐rs ♦❢ ❝❛♥♥♦t✲❧✐♥❦ ♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞s ✭Np2 ❛♥❞ Np3✱
Np1 ❛♥❞ Np4✱ Np2 ❛♥❞ Np5✮ ❛r❡ ❞❡❞✉❝❡❞ ✐♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ✇❛②✳

❝♦♥str❛✐♥ts ❛♥❞ ❞❡❞✉❝❡❞ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❯s❡r ❝♦♥str❛✐♥ts ❛r❡ ❞✐r❡❝t❧② ❝r❡❛t❡❞✱ ❜❛s❡❞ ♦♥
✉s❡r ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❛t ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❧❡ ❞❡❞✉❝❡❞ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛r❡ ❝r❡❛t❡❞ ❜② ❞❡❞✉❝t✐♦♥
r✉❧❡s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐♥ t❤❡ ✜rst ✐t❡r❛t✐♦♥✱ t❤❡ ✉s❡r ♠❛r❦s x1✱ x2 ❛s ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♠❛❣❡s
❛♥❞ x3 ❛s ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ ❝❧✉st❡r Ki ✇❤✐❧❡ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐t❡r❛t✐♦♥✱ ❤❡ ♠❛r❦s x1

❛♥❞ x4 ❛s ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♠❛❣❡s ♦❢ ❝❧✉st❡r Kj✳ ❚❤❡ ❝r❡❛t❡❞ ✉s❡r ❝♦♥str❛✐♥ts ❛r❡✿ ♠✉st✲❧✐♥❦
❜❡t✇❡❡♥ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♠❛❣❡s ✐♥ t❤❡ ✜rst ✐t❡r❛t✐♦♥ (x1, x2) ∈ ML✱ ♠✉st✲❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥
♣♦s✐t✐✈❡ ✐♠❛❣❡s ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐t❡r❛t✐♦♥ (x1, x4) ∈ ML✱ ❛♥❞ ❝❛♥♥♦t✲❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥
♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✐♠❛❣❡s ✐♥ t❤❡ ✜rst ✐t❡r❛t✐♦♥ (x1, x3) ∈ CL✱ (x2, x3) ∈ CL✳
❆s t❤❡r❡ ❛r❡ ♠✉st✲❧✐♥❦s (x1, x2) ∈ ML ❛♥❞ (x1, x4) ∈ ML✱ t❤❡r❡ ✐s ❛❧s♦ ❛ ❞❡❞✉❝❡❞
♠✉st✲❧✐♥❦ (x2, x4) ∈ ML✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❞❡❞✉❝❡❞ ❝❛♥♥♦t✲❧✐♥❦ (x3, x4) ∈ CL ✐s ❝r❡✲
❛t❡❞✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠✉st✲❧✐♥❦ (x1, x4) ∈ML ❛♥❞ t❤❡ ❝❛♥♥♦t✲❧✐♥❦ (x1, x3) ∈ CL✳ ❲❡
❝❛♥ s❡❡ t❤❛t ❞❡❞✉❝❡❞ ❝♦♥str❛✐♥ts ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❝r❡❛t❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ ♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞ ✐♥✲
❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❚❛❜❧❡ ✺✳✶ s✉♠♠❛r✐❡s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t str❛t❡❣✐❡s ✇❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❢♦r ❞❡❞✉❝✐♥❣
♣❛✐r✇✐s❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❜❡t✇❡❡♥ ✐♠❛❣❡s✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✱ t❤❡s❡ str❛t❡❣✐❡s ❛r❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞
❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡❞✳



✺
✳✷
✳

❆
♥
❡
✇

✐♥
t❡
r
❛
❝
t✐✈

❡
s❡
♠
✐✲s✉

♣
❡
r
✈
✐s❡

❞
❝
❧✉
st❡

r
✐♥
❣
♠
♦
❞
❡
❧

✶
✸
✼

❚❛❜❧❡ ✺✳✶✿ ❉✐✛❡r❡♥t str❛t❡❣✐❡s ❢♦r ❞❡❞✉❝✐♥❣ ♣❛✐r✇✐s❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❜❡t✇❡❡♥ ✐♠❛❣❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ ✉s❡r ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❛♥❞ ♦♥ ♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞ ✐♥❢♦r✲
♠❛t✐♦♥✳

◆◦ ❚❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❉❡t❛✐❧s
✶ ✕ ❆❧❧ ✉s❡r ❝♦♥str❛✐♥ts ♦❢ ❛❧❧ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡

✐t❡r❛t✐♦♥s✳
✕ ❆❧❧ ❞❡❞✉❝❡❞ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦❢ ❛❧❧ ✐♥t❡r✲
❛❝t✐✈❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s✳

❆❧❧ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛r❡ ❝r❡❛t❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✿
✕ ▼✉st✲❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ ❡❛❝❤ ♣❛✐r ♦❢ ✐♠❛❣❡s ♦❢ ❡❛❝❤ ♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞ Npi ∈ Np✳
✕ ❈❛♥♥♦t✲❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ ❡❛❝❤ ✐♠❛❣❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞ Npi ∈ Np ❛♥❞ ❡❛❝❤
✐♠❛❣❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞ ❤❛✈✐♥❣ ❝❛♥♥♦t✲❧✐♥❦ ✇✐t❤ Npi ✭s♣❡❝✐✜❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠❛tr✐①
CannotNp✮✳

✷ ✕ ❆❧❧ ✉s❡r ❝♦♥str❛✐♥ts ♦❢ ❛❧❧ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡
✐t❡r❛t✐♦♥s✳

✕ ◆♦♥❡ ♦❢ ❞❡❞✉❝❡❞ ❝♦♥str❛✐♥ts✳

■♥ ❡❛❝❤ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ✐t❡r❛t✐♦♥✱ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ✉s❡r ❝♦♥str❛✐♥ts ❛r❡ ❝r❡❛t❡❞✿
✕ ▼✉st✲❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ ❡❛❝❤ ♣❛✐r ♦❢ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♠❛❣❡s ♦❢ ❡❛❝❤ ❝❧✉st❡r✳
✕ ❈❛♥♥♦t✲❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ ❡❛❝❤ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♠❛❣❡ ❛♥❞ ❡❛❝❤ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ ❛ s❛♠❡ ❝❧✉s✲
t❡r✳

✸ ✕ ❆❧❧ ✉s❡r ❝♦♥str❛✐♥ts ♦❢ ❛❧❧ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡
✐t❡r❛t✐♦♥s✳

✕ ❆❧❧ ❞❡❞✉❝❡❞ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦❢ t❤❡ ❝✉r✲

r❡♥t ✐t❡r❛t✐♦♥ ✭❞❡❞✉❝❡❞ ❝♦♥str❛✐♥ts
✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ✐t❡r❛t✐♦♥s ❛r❡ ❡❧✐♠✐✲
♥❛t❡❞✮✳

✕ ■♥ ❡❛❝❤ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ✐t❡r❛t✐♦♥✱ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ✉s❡r ❝♦♥str❛✐♥ts ❛r❡ ❝r❡❛t❡❞ ❛s ✐♥ ❙tr❛t❡❣②
✷✳

✕ ❉❡❞✉❝❡❞ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ✐t❡r❛t✐♦♥ ❛r❡ ❝r❡❛t❡❞ ✇❤✐❧❡ ✉♣❞❛t✲
✐♥❣ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿
◦ ■❢ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♠✉st✲❧✐♥❦ ✭♦r ❝❛♥♥♦t✲❧✐♥❦✮ (xi, xj) ✭✉s❡r ❝♦♥str❛✐♥t ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t
✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ✐t❡r❛t✐♦♥✮✱ xj ∈ Npm✱ ❞❡❞✉❝❡❞ ♠✉st✲❧✐♥❦s ✭♦r ❝❛♥♥♦t✲❧✐♥❦s✮ (xi, xl)✱
∀xl ∈ Npm ❛r❡ ❝r❡❛t❡❞✳
◦ ■❢ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♠✉st✲❧✐♥❦ ✭♦r ❝❛♥♥♦t✲❧✐♥❦✮ (xi, xj) ✭✉s❡r ❝♦♥str❛✐♥t ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t
✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ✐t❡r❛t✐♦♥✮✱ xi ∈ Npm✱ xj ∈ Npn✱ ❞❡❞✉❝❡❞ ♠✉st✲❧✐♥❦s ✭♦r ❝❛♥♥♦t✲
❧✐♥❦s✮ (xk, xl)✱ ∀xk ∈ Npm✱ ∀xl ∈ Npn ❛r❡ ❝r❡❛t❡❞✳

◆♦t❡ t❤❛t ❞❡❞✉❝❡❞ ❝♦♥str❛✐♥ts ❝r❡❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ✐t❡r❛t✐♦♥s ❛r❡ ♦♠✐tt❡❞✳

❈♦♥t✐♥✉❡❞ ♦♥ ♥❡①t ♣❛❣❡
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❚❛❜❧❡ ✺✳✶ ✕ ❝♦♥t✐♥✉❡❞ ❢r♦♠ ♣r❡✈✐♦✉s ♣❛❣❡

◆◦ ❚❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❉❡t❛✐❧s
✹ ✕ ❯s❡r ❝♦♥str❛✐♥ts ❜❡t✇❡❡♥ ✐♠❛❣❡s ❛♥❞

❝❧✉st❡r ♣♦s✐t✐✈❡ ♣r♦t♦t②♣❡s ♦❢ ❛❧❧ ✐♥✲
t❡r❛❝t✐✈❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s✳

✕ ❉❡❞✉❝❡❞ ❝♦♥str❛✐♥ts ❜❡t✇❡❡♥ ✐♠❛❣❡s
❛♥❞ ❝❧✉st❡r ♣♦s✐t✐✈❡ ♣r♦t♦t②♣❡s ✐♥
t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✐t❡r❛t✐♦♥ ✭❞❡❞✉❝❡❞ ❝♦♥✲
str❛✐♥ts ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ✐t❡r❛t✐♦♥s ❛r❡
❡❧✐♠✐♥❛t❡❞✮✳

■♥ ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥✱ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♠❛❣❡ ❤❛✈✐♥❣ t❤❡ ❜❡st ✐♥t❡r♥❛❧ ♠❡❛s✉r❡ ✭❙❲✮ ✈❛❧✉❡
❛♠♦♥❣ ❛❧❧ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♠❛❣❡s ♦❢ ❡❛❝❤ ❝❧✉st❡r ✐s ❝❛❧❧❡❞ ♣♦s✐t✐✈❡ ♣r♦t♦t②♣❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ t❤✐s
❝❧✉st❡r✳
✕ ❯s❡r ❝♦♥str❛✐♥ts ❛r❡ ❝r❡❛t❡❞ ✐♥ ❡❛❝❤ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ✐t❡r❛t✐♦♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿
◦ ▼✉st✲❧✐♥❦s ❛r❡ ❝r❡❛t❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ❡❛❝❤ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♠❛❣❡ ❛♥❞ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ♣r♦t♦t②♣❡
✐♠❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝❧✉st❡r✳
◦ ❈❛♥♥♦t✲❧✐♥❦s ❛r❡ ❝r❡❛t❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ❡❛❝❤ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✐♠❛❣❡ ❛♥❞ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ♣r♦t♦✲
t②♣❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝❧✉st❡r✳

✕ ❉❡❞✉❝❡❞ ❝♦♥str❛✐♥ts ✐♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✐t❡r❛t✐♦♥ ❛r❡ ❝r❡❛t❡❞ ✇❤✐❧❡ ✉♣❞❛t✐♥❣ t❤❡ ♥❡✐❣❤✲
❜♦✉r❤♦♦❞s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿
◦ ■❢ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♠✉st✲❧✐♥❦ ✭♦r ❝❛♥♥♦t✲❧✐♥❦✮ (xi, xj) ✭✉s❡r ❝♦♥str❛✐♥t ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✐♥✲
t❡r❛❝t✐✈❡ ✐t❡r❛t✐♦♥✮✱ xj ∈ Npm✱ ❞❡❞✉❝❡❞ ♠✉st✲❧✐♥❦s ✭♦r ❝❛♥♥♦t✲❧✐♥❦s✮ ❛r❡ ❝r❡❛t❡❞
❜❡t✇❡❡♥ xi ❛♥❞ ❡❛❝❤ ♣♦s✐t✐✈❡ ♣r♦t♦t②♣❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ Npm✳
◦ ■❢ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♠✉st✲❧✐♥❦ ✭♦r ❝❛♥♥♦t✲❧✐♥❦✮ (xi, xj) ✭✉s❡r ❝♦♥str❛✐♥t ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t
✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ✐t❡r❛t✐♦♥✮✱ xi ∈ Npm✱ xj ∈ Npn✱ ❞❡❞✉❝❡❞ ♠✉st✲❧✐♥❦s ✭♦r ❝❛♥♥♦t✲
❧✐♥❦s✮ ❛r❡ ❝r❡❛t❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ xi ❛♥❞ ❡❛❝❤ ♣♦s✐t✐✈❡ ♣r♦t♦t②♣❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ Npn ❛♥❞
❜❡t✇❡❡♥ xj ❛♥❞ ❡❛❝❤ ♣♦s✐t✐✈❡ ♣r♦t♦t②♣❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ Npm✳

◆♦t❡ t❤❛t ❞❡❞✉❝❡❞ ❝♦♥str❛✐♥ts ❝r❡❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ✐t❡r❛t✐♦♥s ❛r❡ ♦♠✐tt❡❞✳

❈♦♥t✐♥✉❡❞ ♦♥ ♥❡①t ♣❛❣❡
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❚❛❜❧❡ ✺✳✶ ✕ ❝♦♥t✐♥✉❡❞ ❢r♦♠ ♣r❡✈✐♦✉s ♣❛❣❡

◆◦ ❚❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❉❡t❛✐❧s
✺ ✕ ❙♦♠❡ s❡❧❡❝t❡❞ ✉s❡r ❝♦♥str❛✐♥ts ✭♠✉st✲

❧✐♥❦s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠♦st ❞✐st❛♥t ✐♠❛❣❡s
❛♥❞ ❝❛♥♥♦t✲❧✐♥❦s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝❧♦s❡st
✐♠❛❣❡s✮ ♦❢ ❛❧❧ ✐t❡r❛t✐♦♥s✳

✕ ❙♦♠❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❞❡❞✉❝❡❞ ❝♦♥str❛✐♥ts
✭♠✉st✲❧✐♥❦s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠♦st ❞✐st❛♥t
✐♠❛❣❡s ❛♥❞ ❝❛♥♥♦t✲❧✐♥❦s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
❝❧♦s❡st ✐♠❛❣❡s✮ ♦❢ ❛❧❧ ✐t❡r❛t✐♦♥s✳

✕ ❯s❡r ❝♦♥str❛✐♥ts ❛r❡ ❝r❡❛t❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝❧✉st❡r ✐♥ ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿
◦ ▼✉st✲❧✐♥❦s ❛r❡ s✉❝❝❡ss✐✈❡❧② ❝r❡❛t❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♠❛❣❡s ✭❛t ❧❡❛st ♦♥❡

♦❢ t❤❡♠ ✐s ♥♦t s❡❧❡❝t❡❞ ❜② ❛♥② ♠✉st✲❧✐♥❦✮ t❤❛t ❤❛✈❡ t❤❡ ❧♦♥❣❡st ❞✐st❛♥❝❡ ✉♥t✐❧
❛❧❧ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♠❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ❝❧✉st❡r ❛r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❜② t❤❡s❡ ♠✉st✲❧✐♥❦s✳
◦ ❈❛♥♥♦t✲❧✐♥❦s ❛r❡ ❝r❡❛t❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ❡❛❝❤ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✐♠❛❣❡ ❛♥❞ t❤❡ ♥❡❛r❡st ♣♦s✐t✐✈❡

✐♠❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❝❧✉st❡r✳
✕ ❉❡❞✉❝❡❞ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛r❡ ❝r❡❛t❡❞ ✐♥ ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿
◦ ▼✉st✲❧✐♥❦s ❢♦r ❡❛❝❤ ♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞ ❛r❡ s✉❝❝❡ss✐✈❡❧② ❝r❡❛t❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ✐♠✲

❛❣❡s t❤❛t ❤❛✈❡ t❤❡ ❧♦♥❣❡st ❞✐st❛♥❝❡ ✉♥t✐❧ ❛❧❧ ✐♠❛❣❡s ♦❢ t❤✐s ♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞ ❛r❡
❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❜② t❤❡s❡ ♠✉st✲❧✐♥❦s✳
◦ ❈❛♥♥♦t✲❧✐♥❦s ❛r❡ ❞❡❞✉❝❡❞✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣❛✐r ♦❢ ❝❛♥♥♦t✲❧✐♥❦ ♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞s

✭Npi✱Npj✮✱ ❜❡t✇❡❡♥ ❡❛❝❤ ✐♠❛❣❡ ♦❢ Npi ❛♥❞ t❤❡ ♥❡❛r❡st ✐♠❛❣❡ ♦❢ Npj ❛♥❞ ❜❡✲
t✇❡❡♥ ❡❛❝❤ ✐♠❛❣❡ ♦❢ Npj ❛♥❞ t❤❡ ♥❡❛r❡st ✐♠❛❣❡ ♦❢ Npi✳

✻ ❙❛♠❡ ✐❞❡❛ ❛s ✐♥ ❙tr❛t❡❣② ✺✱ ❜✉t t❤❡ s✐③❡s
♦❢ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
✇❤✐❧❡ ❝r❡❛t✐♥❣ ❞❡❞✉❝❡❞ ❝❛♥♥♦t✲❧✐♥❦s✳

✕ ❯s❡r ❝♦♥str❛✐♥ts ❛r❡ ❝r❡❛t❡❞ ❛s ✐♥ ❙tr❛t❡❣② ✺✳
✕ ❉❡❞✉❝❡❞ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛r❡ ❝r❡❛t❡❞ ✐♥ ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿
◦ ❉❡❞✉❝❡❞ ♠✉st✲❧✐♥❦s ❛r❡ ❝r❡❛t❡❞ ❛s ✐♥ ❙tr❛t❡❣② ✺✳
◦ ❉❡❞✉❝❡❞ ❝❛♥♥♦t✲❧✐♥❦s✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣❛✐r ♦❢ ❝❛♥♥♦t✲❧✐♥❦ ♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞s✱ ❛r❡ ♦♥❧② ❝r❡✲

❛t❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ❡❛❝❤ ✐♠❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞ t❤❛t ❤❛s t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ✐♠❛❣❡s ❛♥❞ t❤❡ ♥❡❛r❡st ✐♠❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞ t❤❛t ❤❛s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠
♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♠❛❣❡s✳



✶✹✵ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ Pr♦♣♦s❡❞ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠♦❞❡❧

❚❤❡ ✜rst str❛t❡❣② ✭❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❧r❡❛❞② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧❛st ♣❛r❛❣r❛♣❤✱
✐s t❤❡ ♠♦st ❝♦♠♣❧❡t❡ ♦♥❡✳ ❇② ❝r❡❛t✐♥❣ ♠✉st✲❧✐♥❦s ❜❡t✇❡❡♥ ❡❛❝❤ ♣❛✐r ♦❢ ✐♠❛❣❡s ♦❢
❛ s❛♠❡ ♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞ ❛♥❞ ❝❛♥♥♦t✲❧✐♥❦s ❜❡t✇❡❡♥ ✐♠❛❣❡s ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞s ✇❤✐❝❤
❤❛✈❡ ❝❛♥♥♦t✲❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠✱ t❤❡ str❛t❡❣② ✶ ❝♦✈❡rs ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ✉s❡r ❝♦♥str❛✐♥ts
❛♥❞ ❞❡❞✉❝❡❞ ❝♦♥str❛✐♥ts t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❝r❡❛t❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ♦❢ ❛❧❧ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡
✐t❡r❛t✐♦♥s✳ ❇✉t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts ✉s❡❞ ✭❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡✮
♠❛② ❜❡ ❤✉❣❡ ✇❤❡♥ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞s ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞✳

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ✐s ❛ ✈❡r② ❜❛s✐❝ str❛t❡❣②✱ ❛s ✐t ❞♦❡s ♥♦t ✉s❡ ❞❡❞✉❝❡❞ ❝♦♥str❛✐♥ts✱
❜✉t ♦♥❧② ✉s❡s ❛❧❧ t❤❡ ♣❛✐r✇✐s❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❝r❡❛t❡❞ ❛t ❛❧❧ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡
✐t❡r❛t✐♦♥s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✉s❡r ❢❡❡❞❜❛❝❦✱ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ♥❡✐❣❤✲
❜♦✉r❤♦♦❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✉s❡r ❝♦♥str❛✐♥ts ♦❢ ❡❛❝❤ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ✐t❡r❛t✐♦♥ ❛r❡ ♠✉st✲
❧✐♥❦s ❜❡t✇❡❡♥ ❡❛❝❤ ♣❛✐r ♦❢ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♠❛❣❡s ♦❢ ❡❛❝❤ ❝❧✉st❡r ❛♥❞ ❝❛♥♥♦t✲❧✐♥❦s ❜❡t✇❡❡♥
❡❛❝❤ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♠❛❣❡ ❛♥❞ ❡❛❝❤ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ ❛ s❛♠❡ ❝❧✉st❡r✳ ❚❤✐s str❛t❡❣② ❤❡❧♣s
t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ str❛t❡❣② ✶✱ ❜✉t ✐t ❞♦❡s ♥♦t
✉s❡ ❞❡❞✉❝❡❞ ❝♦♥str❛✐♥ts✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛② ❛❧s♦ ❜❡ ✐♠♣♦rt❛♥t✳

❚❤❡ t❤✐r❞ str❛t❡❣② ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ str❛t❡❣② ✷✳ ❇✉t ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡
✉s❡r ❝♦♥str❛✐♥ts ❝r❡❛t❡❞ ✐♥ ❛❧❧ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s✱ ✐t ❛❧s♦ ✉s❡s ❝♦♥str❛✐♥ts ❞❡❞✉❝❡❞
❜② ✉s✐♥❣ ♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✐t❡r❛t✐♦♥ ✭❞❡❞✉❝❡❞ ❝♦♥str❛✐♥ts
✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ✐t❡r❛t✐♦♥s ❛r❡ ❡❧✐♠✐♥❛t❡❞✮✳ ❖♥❧② t❤❡ ♥❡✇❡st ❞❡❞✉❝❡❞ ❝♦♥str❛✐♥ts
❛r❡ ❦❡♣t✱ ❛s t❤❡② ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s t❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡❞✉❝❡❞ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❚❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ str❛t❡❣② ✸ ✐s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ str❛t❡❣② ✷✱ ❜✉t
❧❡ss t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ str❛t❡❣② ✶✳

❙tr❛t❡❣② ✹ r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ✉s✐♥❣ ✉s❡r ❝♦♥str❛✐♥ts ♦❢ ❛❧❧ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡
✐t❡r❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❞❡❞✉❝❡❞ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✐t❡r❛t✐♦♥ ❛s ❙tr❛t❡❣② ✸✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
✐t ❞♦❡s ♥♦t ❝r❡❛t❡✱ ✐♥ ❡❛❝❤ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ✐t❡r❛t✐♦♥✱ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ✉s❡r ❝♦♥str❛✐♥ts ❛♥❞✴♦r
❞❡❞✉❝❡❞ ❝♦♥str❛✐♥ts✱ ❜✉t ♦♥❧② ❛ ♣❛rt ♦❢ t❤❡s❡ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ✐s t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts ✉s❡❞ ❢♦r r❡✲❝❧✉st❡r✐♥❣✳ ■♥ ❡❛❝❤ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ✐t❡r❛t✐♦♥✱ ❛♠♦♥❣ ❛❧❧
♣♦s✐t✐✈❡ ✐♠❛❣❡s ♦❢ ❛ ❝❧✉st❡r✱ t❤✐s str❛t❡❣② ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❤❛✈✐♥❣ t❤❡ ❜❡st ✐♥t❡r✲
♥❛❧ ♠❡❛s✉r❡ ✭❙❲✮ ✈❛❧✉❡ ❛s t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ♣r♦t♦t②♣❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ t❤✐s ❝❧✉st❡r✳ ❚❤❡♥✱ ❢♦r
❡❛❝❤ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ ❛ ❝❧✉st❡r✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❝r❡❛t✐♥❣ ♠✉st✲❧✐♥❦ ✉s❡r ❝♦♥str❛✐♥ts ✇✐t❤
❛❧❧ ♦t❤❡r ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♠❛❣❡s ♦❢ t❤✐s ❝❧✉st❡r✱ ♦♥❧② ♦♥❡ ♠✉st✲❧✐♥❦ ❝♦♥str❛✐♥t ❜❡t✇❡❡♥ t❤✐s
♣♦s✐t✐✈❡ ✐♠❛❣❡ ❛♥❞ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ♣r♦t♦t②♣❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ t❤✐s ❝❧✉st❡r ✐s ❝r❡❛t❡❞✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱
✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❝r❡❛t✐♥❣ ❝❛♥♥♦t✲❧✐♥❦ ✉s❡r ❝♦♥str❛✐♥ts ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✐♠❛❣❡ ❛♥❞ ❛❧❧
♣♦s✐t✐✈❡ ✐♠❛❣❡s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❝❧✉st❡r✱ str❛t❡❣② ✹ ❝r❡❛t❡s ♦♥❧② ♦♥❡ ❝❛♥♥♦t✲❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥
t❤✐s ♥❡❣❛t✐✈❡ ✐♠❛❣❡ ❛♥❞ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ♣r♦t♦t②♣❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ t❤✐s ❝❧✉st❡r✳ ❘❡❣❛r❞✐♥❣
❞❡❞✉❝❡❞ ❝♦♥str❛✐♥ts✱ ✐❢ xi ❛♥❞ xj ♠✉st ❜❡ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✭♦r ❞✐✛❡r❡♥t✮ ❝❧✉st❡rs ✭❜❛s❡❞
♦♥ ✉s❡r ❢❡❡❞❜❛❝❦ ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✐t❡r❛t✐♦♥✮✱ ❞❡❞✉❝❡❞ ♠✉st✲❧✐♥❦s ✭♦r ❝❛♥♥♦t✲❧✐♥❦s✮ ❛r❡
❝r❡❛t❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ xi ❛♥❞ ♣♦s✐t✐✈❡ ♣r♦t♦t②♣❡ ✐♠❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣
xj✱ ❛♥❞ ✈✐❝❡ ✈❡rs❛✱ ❜❡t✇❡❡♥ xj ❛♥❞ ♣♦s✐t✐✈❡ ♣r♦t♦t②♣❡ ✐♠❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞
❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ xi✳ ❇② ❝r❡❛t✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥ts ✐♥ t❤✐s ✇❛②✱ ✇❡ ❤♦♣❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts
❜❡t✇❡❡♥ ❛♥ ✐♠❛❣❡ ❛♥❞ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ♣r♦t♦t②♣❡ ✐♠❛❣❡s ♦❢ ❛ ❣r♦✉♣ ✭♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞ ♦r
❝❧✉st❡r✮ ❝❛♥ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❜❡t✇❡❡♥ t❤✐s ✐♠❛❣❡ ❛♥❞ ❛❧❧ t❤❡ ✐♠❛❣❡s ♦❢ t❤❡
❣r♦✉♣✳

❇② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❛t ❜♦t❤ ❝♦♥str❛✐♥ts ❞❡❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✐t❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♥✲
str❛✐♥ts ❞❡❞✉❝❡❞ ✐♥ ♦❧❞❡r ✐t❡r❛t✐♦♥s ❛r❡ ❜♦t❤ ✐♠♣♦rt❛♥t✱ t❤❡ str❛t❡❣② ✺ ✉s❡s ❜♦t❤
✉s❡r ❝♦♥str❛✐♥ts ❛♥❞ ❞❡❞✉❝❡❞ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦❢ ❛❧❧ ✐t❡r❛t✐♦♥s✱ ❜✉t r❡❞✉❝❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts ❝r❡❛t❡❞ ✐♥ ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ✐s t♦ ♦♥❧② ❦❡❡♣ t❤❡ ✏❞✐✣❝✉❧t✑ ❝♦♥✲



✺✳✷✳ ❆ ♥❡✇ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✶✹✶

str❛✐♥ts✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ❝❧✉st❡r✱ ♠✉st✲❧✐♥❦ ✉s❡r ❝♦♥str❛✐♥ts ❛r❡ ♥♦t ❝r❡❛t❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ❡❛❝❤
♣❛✐r ♦❢ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♠❛❣❡s ♦❢ t❤✐s ❝❧✉st❡r✱ ❜✉t ❛r❡ s✉❝❝❡ss✐✈❡❧② ❝r❡❛t❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♣♦s✲
✐t✐✈❡ ✐♠❛❣❡s ♦❢ t❤✐s ❝❧✉st❡r ✭❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♦❢ t❤❡♠ ✐s ♥♦t ♣❛rt ♦❢ ❛♥② ❝r❡❛t❡❞ ♠✉st✲❧✐♥❦
✉s❡r ❝♦♥str❛✐♥t ♦❢ t❤✐s ❝❧✉st❡r✮ t❤❛t ❤❛✈❡ t❤❡ ❧♦♥❣❡st ❞✐st❛♥❝❡ ✉♥t✐❧ ❛❧❧ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡
✐♠❛❣❡s ♦❢ t❤✐s ❝❧✉st❡r ❛r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❜② t❤❡s❡ ✉s❡r ♠✉st✲❧✐♥❦s✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ❞❡❞✉❝❡❞
♠✉st✲❧✐♥❦ ❝♦♥str❛✐♥ts ❢♦r ❡❛❝❤ ♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞ ❛r❡ s✉❝❝❡ss✐✈❡❧② ❝r❡❛t❡❞✱ ✉♥t✐❧ ❛❧❧ ✐♠✲
❛❣❡s ♦❢ t❤✐s ♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞ ❛r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❜② t❤❡s❡ ❞❡❞✉❝❡❞ ♠✉st✲❧✐♥❦s✳ ❘❡❣❛r❞✐♥❣
❝❛♥♥♦t✲❧✐♥❦ ✉s❡r ❝♦♥str❛✐♥ts✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ ❛ ❝❧✉st❡r✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❝r❡❛t✐♥❣
♠✉❧t✐♣❧❡ ❝❛♥♥♦t✲❧✐♥❦s ❜❡t✇❡❡♥ t❤✐s ♥❡❣❛t✐✈❡ ✐♠❛❣❡ ❛♥❞ ❡❛❝❤ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ t❤❡
❝❧✉st❡r✱ ♦♥❧② ♦♥❡ ❝❛♥♥♦t✲❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤✐s ♥❡❣❛t✐✈❡ ✐♠❛❣❡ ❛♥❞ ✐ts ♥❡❛r❡st ♣♦s✐t✐✈❡
✐♠❛❣❡ ✐s ❝r❡❛t❡❞✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ❢♦r ❝❛♥♥♦t✲❧✐♥❦ ❞❡❞✉❝❡❞ ❝♦♥str❛✐♥ts✱ ✐❢ Npi ❛♥❞ Npj ❛r❡
❝❛♥♥♦t✲❧✐♥❦ ♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞s✱ t❤❡♥ ❞❡❞✉❝❡❞ ❝❛♥♥♦t✲❧✐♥❦s ❛r❡ ❝r❡❛t❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ❡❛❝❤
✐♠❛❣❡ ♦❢ Npi ❛♥❞ t❤❡ ♥❡❛r❡st ✐♠❛❣❡ ♦❢ Npj✱ ❛♥❞ ✈✐❝❡ ✈❡rs❛ ❜❡t✇❡❡♥ ❡❛❝❤ ✐♠❛❣❡ ♦❢
Npj ❛♥❞ t❤❡ ♥❡❛r❡st ✐♠❛❣❡ ♦❢ Npi✳

❙tr❛t❡❣② ✻ ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ ❙tr❛t❡❣② ✺✱ ❜✉t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❡❞✉❝❡❞ ❝❛♥♥♦t✲❧✐♥❦
❝♦♥str❛✐♥ts ✐♥ ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥ ✐s r❡❞✉❝❡❞✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐❢ Npi ❛♥❞ Npj ❛r❡ ❝❛♥♥♦t✲❧✐♥❦
♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞s ❛♥❞ |Npi| ≤ |Npj|✱ ✇❤❡r❡ |Npi| ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♠❛❣❡s ♦❢ Npi✱
t❤❡♥ ❞❡❞✉❝❡❞ ❝❛♥♥♦t✲❧✐♥❦s ❛r❡ ❝r❡❛t❡❞ ♦♥❧② ❜❡t✇❡❡♥ ❡❛❝❤ ✐♠❛❣❡ ♦❢ Npi ❛♥❞ t❤❡
♥❡❛r❡st ✐♠❛❣❡ ♦❢ Npj✳

❈♦♠❜✐♥✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❢r♦♠ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♦♥❡s✱ t❤❡ ♥❡①t
s❡❝t✐♦♥ ✐s ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ ♦✉r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ r❡❧❛t❡❞ t♦ s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞
❜❛s❡❞ ♦♥ ♣❛✐r✇✐s❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❜❡t✇❡❡♥ ❈❋ ❡♥tr✐❡s✳

✺✳✷✳✻ ❙❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ ♣❛✐r✇✐s❡

❝♦♥str❛✐♥ts ❜❡t✇❡❡♥ ❈❋ ❡♥tr✐❡s

❆❢t❡r ❞❡❞✉❝✐♥❣ ♣❛✐r✇✐s❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❢r♦♠ t❤❡ ✉s❡r ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❛♥❞ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦✉r✲
❤♦♦❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❈❋ ❡♥tr✐❡s ❛t t❤❡ ❧❡❛❢ ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ ❈❋✲tr❡❡ ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ r❡✲♦r❣❛♥✐③❡❞
❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✇✐s❤❡s ♦❢ t❤❡ ✉s❡r✳ ❖✉r s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ❛✐♠s ❛t
r❡✲♦r❣❛♥✐③✐♥❣ t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ ❧❡❛❢ ❡♥tr✐❡s SCF = (CF1, ..., CFm) ♦❢ t❤❡ ❈❋✲tr❡❡ ❜❛s❡❞ ♦♥
s✉♣❡r✈✐s❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ t✇♦ s❡ts ♦❢ ♣❛✐r✇✐s❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❜❡t✇❡❡♥ CF
❡♥tr✐❡s ❞❡❞✉❝❡❞ ❢r♦♠ ✉s❡r ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❛♥❞ ♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞
✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✳✺✳ ❲❡ ❝❛❧❧ MLCF = {(CFi, CFj)} ❛♥❞ CLCF = {(CFi, CFj)} t❤❡
s❡ts ♦❢ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ♠✉st✲❧✐♥❦s ❛♥❞ ❝❛♥♥♦t✲❧✐♥❦s ❝♦♥str❛✐♥ts ❜❡t✇❡❡♥ ❈❋ ❡♥tr✐❡s✳ ❆
♠✉st✲❧✐♥❦ ❝♦♥str❛✐♥t (CFi, CFj) ∈ MLCF ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t CFi✱ CFj✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❛❧❧
♣♦✐♥ts ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡s❡ t✇♦ ❡♥tr✐❡s✱ s❤♦✉❧❞ ❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡ s❛♠❡ ❝❧✉s✲
t❡r✱ ✇❤✐❧❡ ❛ ❝❛♥♥♦t✲❧✐♥❦ ❝♦♥str❛✐♥t (CFi, CFj) ∈ CLCF ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t CFi ❛♥❞ CFj

s❤♦✉❧❞ ❜❡❧♦♥❣ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❧✉st❡rs✳ ■♥s♣✐r❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❍▼❘❋✲❦♠❡❛♥s ♠❡t❤♦❞✱ ♦✉r
♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ t♦ ❜❡ ♠✐♥✐♠✐③❡❞ ✐s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

Jobj =
∑

CFi∈SCF

D(CFi, µ(CFi))

+
∑

(CFi,CFj)∈MLCF ,K(CFi) 6=K(CFj)

wNCFi
NCFj

D(CFi, CFj)

+
∑

(CFi,CFj)∈CLCF ,K(CFi)=K(CFj)

wNCFi
NCFj

(Dmax −D(CFi, CFj)) ✭✺✳✶✮

✇❤❡r❡✿



✶✹✷ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ Pr♦♣♦s❡❞ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠♦❞❡❧

✕ K(CFi) r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ❝❧✉st❡r ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ CFi✳
✕ µ(CFi) ✐s t❤❡ ❝❡♥tr❡ ♦❢ t❤❡ ❝❧✉st❡r ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ CFi✳
✕ ❚❤❡ ✜rst t❡r♠ ♦❢ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✶✮ ♠❡❛s✉r❡s t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❡❛❝❤ ❧❡❛❢ ❡♥tr②
CFi ❛♥❞ ✐ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝❧✉st❡r ❝❡♥tr❡ µ(CFi)✳

✕ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛♥❞ t❤❡ t❤✐r❞ t❡r♠s ♦❢ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✶✮ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ♣❡♥❛❧t② ❝♦sts
❢♦r r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✈✐♦❧❛t✐♥❣ t❤❡ ♠✉st✲❧✐♥❦ ❛♥❞ ❝❛♥♥♦t✲❧✐♥❦ ❝♦♥str❛✐♥ts ❜❡t✇❡❡♥
❈❋ ❡♥tr✐❡s✳ w ❛♥❞ w ❛r❡ ❝♦♥st❛♥t ✈❛❧✉❡s s♣❡❝✐❢②✐♥❣ t❤❡ ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ❝♦st ♦❢ ❛
♠✉st✲❧✐♥❦ ❛♥❞ ❛ ❝❛♥♥♦t✲❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♣♦✐♥ts✳ ❆s ❛♥ ❡♥tr② CFi r❡♣r❡s❡♥ts
t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❣r♦✉♣ ♦❢ NCFi

♣♦✐♥ts✱ ❛ ♣❛✐r✇✐s❡ ❝♦♥str❛✐♥t ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦
❡♥tr✐❡s CFi ❛♥❞ CFj ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ NCFi

×NCFj
❝♦♥str❛✐♥ts ❜❡t✇❡❡♥ ♣♦✐♥ts

♦❢ t❤❡s❡ t✇♦ ❡♥tr✐❡s✳ ❚❤❡ ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ❝♦st ♦❢ ❛ ♣❛✐r✇✐s❡ ❝♦♥str❛✐♥t ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦
❡♥tr✐❡s CFi✱ CFj ✐s t❤✉s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡✐r ❞✐st❛♥❝❡ D(CFi, CFj) ❛♥❞ ♦❢ t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦✐♥ts ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡s❡ t✇♦ ❡♥tr✐❡s✳ Dmax ✐s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✐s✲
t❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❈❋ ❡♥tr✐❡s ✐♥ t❤❡ s❡t SCF ✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❤✐❣❤❡r ♣❡♥❛❧t✐❡s
❛r❡ ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ✈✐♦❧❛t✐♦♥s ♦❢ ♠✉st✲❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ ❡♥tr✐❡s t❤❛t ❛r❡ ❞✐st❛♥t ❛♥❞
♦❢ ❝❛♥♥♦t✲❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ ❡♥tr✐❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝❧♦s❡✳ ❆s ✐♥ ❍▼❘❋✲❦♠❡❛♥s✱ t❤❡
t❡r♠ Dmax ❝❛♥ ♠❛❦❡ t❤❡ ❝❛♥♥♦t✲❧✐♥❦ ♣❡♥❛❧t② t❡r♠ s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ ❡①tr❡♠❡ ♦✉t✲
❧✐❡rs✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ❝♦✉❧❞ r❡❞✉❝❡ t❤✐s s❡♥s✐t✐✈✐t② ❜② ✉s✐♥❣ ❛♥ ♦✉t❧✐❡r ✜❧t❡r✐♥❣
t❡❝❤♥✐q✉❡s ♦r ❜② r❡♣❧❛❝✐♥❣ t❤❡ t❡r♠ Dmax ❜② t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥
t✇♦ ❝❧✉st❡rs ❛♥❞ s♣❡❝✐❢②✐♥❣ ❛ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ❢♦r t❤❡ t❡r♠ Dmax −D(CFi, CFj)✳
❚❤❡s❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② r❡❞✉❝t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ♦✉r ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦s✳

■♥ ♦✉r ❝❛s❡✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❢❛♠♦✉s sq✉❛r❡❞ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❛s ❞✐st♦rt✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡✳
❚❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❡♥tr✐❡s CFi ❂ (NCFi

✱ LSCFi
✱ SSCFi

)✱ CFj ❂ (NCFj
✱

LSCFj
✱ SSCFj

) ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡✐r ♠❡❛♥s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

D(CFi, CFj) =
d
∑

p=1

(

LSCFi
(p)

NCFi

−
LSCFj

(p)

NCFj

)2

✭✺✳✷✮

✇❤❡r❡ d ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡ s♣❛❝❡✳
■♥s♣✐r❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❍▼❘❋✲❦♠❡❛♥s✱ ♦✉r ♣r♦♣♦s❡❞ ♣❛✐r✇✐s❡ ❝♦♥str❛✐♥t s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞

❝❧✉st❡r✐♥❣ ✐s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿
■♥♣✉t✿ ❙❡t ♦❢ ❧❡❛❢ ❡♥tr✐❡s SCF = {CFi}

m
i=1 ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝❧✉st❡r❡❞ ✐♥t♦ k ❝❧✉st❡rs ✇✐t❤

t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝❡♥tr❡s {µh}
k
h=1✱

s❡t ♦❢ ♠✉st✲❧✐♥❦ ❝♦♥str❛✐♥ts MCF = {(CFi, CFj)}
s❡t ♦❢ ❝❛♥♥♦t✲❧✐♥❦ ❝♦♥str❛✐♥ts CCF = {(CFi, CFj)}✳

❖✉t♣✉t✿ ◆❡✇ ❞✐s❥♦✐♥t k ❝❧✉st❡rs ♦❢ SCF s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ ❊q✉❛✲
t✐♦♥ ✭✺✳✶✮ ✐s ❧♦❝❛❧❧② ♠✐♥✐♠✐③❡❞✳
▼❡t❤♦❞✿

✶✳ ❙❡t t← 0✳

✷✳ ❘❡♣❡❛t ✉♥t✐❧ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✿

✭❛✮ ❘❡✲❛ss✐❣♥♠❡♥t st❡♣✿ ●✐✈❡♥ {µ
(t)
h }

k
h=1✱ r❡✲❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❝❧✉st❡r ❛ss✐❣♥♠❡♥ts

{K(CFi)
(t+1)}mi=1 s♦ ❛s t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥

✭✺✳✶✮✳

✭❜✮ ❘❡✲❡st✐♠❛t✐♦♥ st❡♣✿ ●✐✈❡♥ t❤❡ ❝❧✉st❡r ❛ss✐❣♥♠❡♥ts {K(CFi)
(t+1)}mi=1✱ r❡✲

❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❝❧✉st❡r ❝❡♥tr❡s {µ
(t+1)
h }kh=1 t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝✲

t✐♦♥ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✶✮✳



✺✳✷✳ ❆ ♥❡✇ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✶✹✸

✭❝✮ t← t+ 1✳

■♥ t❤❡ r❡✲❛ss✐❣♥♠❡♥t st❡♣✱ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❝❧✉st❡r ❝❡♥tr❡s {µ
(t)
h }

k
h=1✱ ❡❛❝❤ ❡♥tr②

CFi ✐s r❡✲❛ss✐❣♥❡❞ t♦ t❤❡ ❝❧✉st❡r Kh∗ ∈ K ✇❤✐❝❤ ♠✐♥✐♠✐③❡s t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s
r❡✲❛ss✐❣♥♠❡♥t t♦ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✶✮✳ ❚❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ t❤❡
♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡✲❛ss✐❣♥♠❡♥t ♦❢ ❛♥ ❡♥tr② CFi t♦ ❛ ❝❧✉st❡r Kh ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞
❛s ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✸✮✿

Jobj(CFi, Kh) = D(CFi, µ
(t)
h )

+
∑

(CFi,CFj)∈MLCF ,Kh 6=K(CFj)(t)

wNCFi
NCFj

D(CFi, CFj) ✭✺✳✸✮

+
∑

(CFi,CFj)∈CLCF ,Kh=K(CFj)(t)

wNCFi
NCFj

(Dmax −D(CFi, CFj))

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❡❛❝❤ ❡♥tr② CFi ✐s r❡✲❛ss✐❣♥❡❞ t♦ t❤❡ ❝❧✉st❡rKh∗ ✭✐✳❡✳ K(CFi)
(t+1) = Kh∗✮

s✉❝❤ t❤❛t✿
h∗ = argmin

h

Jobj(CFi, Kh) ✭✺✳✹✮

❲❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ♦❢ ❡❛❝❤ ❈❋ ❡♥tr② ❛❧s♦ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t
❛ss✐❣♥♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r ❈❋ ❡♥tr✐❡s✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ❝♦st ♦❢ ♣❛✐r✇✐s❡ ❝♦♥str❛✐♥ts
✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛♥❞ t❤✐r❞ t❡r♠s ♦❢ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✸✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛❢t❡r ❛❧❧ ❡♥tr✐❡s ❛r❡ r❡✲
❛ss✐❣♥❡❞✱ t❤❡② ❛r❡ r❛♥❞♦♠❧② r❡✲♦r❞❡r❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡ r❡✲❛ss✐❣♥♠❡♥t ♣r♦❝❡ss ✐s r❡♣❡❛t❡❞
✉♥t✐❧ ♥♦ ❈❋ ❡♥tr② ❝❤❛♥❣❡s ✐ts ❝❧✉st❡r ❧❛❜❡❧ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s✳

■♥ t❤❡ r❡✲❡st✐♠❛t✐♦♥ st❡♣✱ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ❝❧✉st❡r ❛ss✐❣♥♠❡♥ts {K(CFi)
(t+1)}mi=1 ♦❢ ❛❧❧

❈❋ ❡♥tr✐❡s✱ t❤❡ ❝❧✉st❡r ❝❡♥tr❡s {µh}
k
h=1 ❛r❡ r❡✲❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡

♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❛ss✐❣♥♠❡♥t✳ ❋♦r s❛✈✐♥❣ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ t✐♠❡✱ ❡❛❝❤
❝❧✉st❡r ❝❡♥tr❡ ✐s ❛❧s♦ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❛ ❈❋✲✈❡❝t♦r✳ ❇② ✉s✐♥❣ t❤❡ sq✉❛r❡❞
❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ♠❡❛s✉r❡✱ t❤❡ ❈❋✲✈❡❝t♦r ♦❢ ❡❛❝❤ ❝❧✉st❡r ❝❡♥tr❡ µh ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥
❈❋ ❡♥tr✐❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ t❤✐s ❝❧✉st❡r ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

Nµh
=

∑

K(CFi)(t+1)=Kh

NCFi
✭✺✳✺✮

LSµh
=

∑

K(CFi)(t+1)=Kh

LSCFi
✭✺✳✻✮

SSµh
=

∑

K(CFi)(t+1)=Kh

SSCFi
✭✺✳✼✮

❲❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t ✐♥ ❡❛❝❤ r❡✲❛ss✐❣♥♠❡♥t st❡♣✱ ❡❛❝❤ ❡♥tr② CFi ♠♦✈❡s t♦ ❛ ♥❡✇
❝❧✉st❡r Kh ✐❢ ✐ts ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❞❡❝r❡❛s❡❞ ✇✐t❤ t❤✐s r❡✲
❛ss✐❣♥♠❡♥t✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ Jobj ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✶✮ ✐s ❞❡❝r❡❛s❡❞ ♦r
✉♥❝❤❛♥❣❡❞ ❛❢t❡r t❤❡ r❡✲❛ss✐❣♥♠❡♥t st❡♣✳ ■♥ ❡❛❝❤ r❡✲❡st✐♠❛t✐♦♥ st❡♣✱ t❤❡ ♠❡❛♥ ♦❢ t❤❡

❈❋✲✈❡❝t♦r ♦❢ ❡❛❝❤ ❝❧✉st❡r ❝❡♥tr❡ µh ✭❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s
LSµh

Nµh

✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♠❡❛♥ ♦❢

t❤❡ ❈❋ ❡♥tr✐❡s ✭❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ♣♦✐♥ts✮ ✐♥ t❤✐s ❝❧✉st❡r✳ ❚❤❛t ♠✐♥✐♠✐③❡s t❤❡ ❝♦♥tr✐✲
❜✉t✐♦♥ ♦❢ µh t♦ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t

∑

CFi∈SCF
D(CFi, µ(CFi)) ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥

Jobj ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✶✮✱ ✇❤❡r❡ Kh = K(CFi)✳ ❚❤❡ ♣❡♥❛❧t② t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡
❢✉♥❝t✐♦♥ Jobj ❞♦ ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❝❧✉st❡r ❝❡♥tr❡s✱ t❤✉s t❤❡② ❞♦ ♥♦t t❛❦❡ ♣❛rt ✐♥
❝❧✉st❡r ❝❡♥tr❡ r❡✲❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ Jobj ♦❢ ♦✉r ♣r♦♣♦s❡❞



✶✹✹ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ Pr♦♣♦s❡❞ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠♦❞❡❧

♠❡t❤♦❞ ✇✐❧❧ ❞❡❝r❡❛s❡ ♦r r❡♠❛✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✐♥ t❤❡ r❡✲❡st✐♠❛t✐♦♥ st❡♣✳ ❙✐♥❝❡ Jobj ✐s
❜♦✉♥❞❡❞ ❜❡❧♦✇ ❛♥❞ ❞❡❝r❡❛s❡s ❛❢t❡r ❡❛❝❤ r❡✲❛ss✐❣♥♠❡♥t ❛♥❞ r❡✲❡st✐♠❛t✐♦♥ st❡♣s✱ t❤❡
♣r♦♣♦s❡❞ s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❝♦♥✈❡r❣❡s t♦ ❛ ✭❛t ❧❡❛st ❧♦❝❛❧✮ ♠✐♥✐♠✉♠ ✐♥ ❡❛❝❤
✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ✐t❡r❛t✐♦♥✳

❆❢t❡r ❡❛❝❤ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ✐t❡r❛t✐♦♥✱ ♥❡✇ ❝♦♥str❛✐♥ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ♥❡✇ ❢❡❡❞❜❛❝❦
❛r❡ ❣✐✈❡♥ t♦ t❤❡ s②st❡♠✳ ❚❤❡s❡ ♥❡✇ ❝♦♥str❛✐♥ts ♠✐❣❤t ❜❡ ✐♥ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ✇✐t❤
s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ♦♥❡s ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❞❡❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ s②st❡♠ ❢r♦♠ t❤❡ ❡❛r❧✐❡r ✉s❡r ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡
✐t❡r❛t✐♦♥s✳ ❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥✱ ❛♥❞ ❛❧s♦ ❢♦r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ t✐♠❡ ♠❛tt❡rs✱ ♦✉r s②st❡♠
♠❛② ❛t ❡❛❝❤ st❡♣ ♦♠✐t s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❞❡❞✉❝❡❞ ❛t ❡❛r❧✐❡r st❡♣s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱
t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ Jobj ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✶✮ ♠❛② ❜❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t
✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s✳ ❆♥❞ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ♠♦❞❡❧
✐s t❤✉s ♥♦t ❣✉❛r❛♥t❡❡❞✳ ❇✉t ✇❡ ❝❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ✈❡r✐❢② t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡
♠♦❞❡❧ ❜② ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣✱ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ❛❧❧ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♦❜❥❡❝t✐✈❡
❢✉♥❝t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✐❞❡rs ❛❧❧ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ✉s❡r ✐♥ ❛❧❧ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s
❛♥❞ t❤❡♥ ❜② ✈❡r✐❢②✐♥❣ ✐❢ t❤✐s ❣❧♦❜❛❧ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❤❛s ✐♠♣r♦✈❡❞ ♦r ♥♦t ❛❢t❡r
s❡✈❡r❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ st❡♣s✳

✺✳✸ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t s♦♠❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ♦❢ ♦✉r ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ s❡♠✐✲
s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t str❛t❡❣✐❡s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✶ ❢♦r
❞❡❞✉❝✐♥❣ ♣❛✐r✇✐s❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❜❡t✇❡❡♥ ✐♠❛❣❡s✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ❝♦♠♣❛r❡ ♦✉r
s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ t❤❡ s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❍▼❘❋✲❦♠❡❛♥s✱ ✇❤✐❝❤
❣✐✈❡s t❤❡ ❜❡st r❡s✉❧ts ✐♥ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❆s ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✹✱ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣
t❤❡ s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❍▼❘❋✲❦♠❡❛♥s ✐♥ t❤❡ r❡✲❝❧✉st❡r✐♥❣ ♣❤❛s❡✱ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✉♥s✉♣❡r✲
✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✐s ❦✲♠❡❛♥s✳

✺✳✸✳✶ ❊①♣❡r✐♠❡♥t ♣r♦t♦❝♦❧

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ♦✉r ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣
♠♦❞❡❧✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ s❛♠❡ ✐♠❛❣❡ ❞❛t❛❜❛s❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦❢ t❤❡
♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡rs✿

✕ ❲❛♥❣ ✭✶✵✵✵ ✐♠❛❣❡s ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ ✶✵ ❝❧❛ss❡s✮✳
✕ P❛s❝❛❧❱♦❝✷✵✵✻ ✭✺✸✵✹ ✐♠❛❣❡s ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ ✶✵ ❝❧❛ss❡s✮✳
✕ ❈❛❧t❡❝❤✶✵✶ ✭✾✶✹✸ ✐♠❛❣❡s ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ ✶✵✶ ❝❧❛ss❡s✮✳
✕ ❈♦r❡❧✸✵❦ ✭✸✶✻✾✺ ✐♠❛❣❡s ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ ✸✷✵ ❝❧❛ss❡s✮✳

◆♦t❡ t❤❛t ✐♥ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇❡ ✉s❡ t❤❡ s❛♠❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧✉st❡rs ❛s t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ❝❧❛ss❡s ✐♥ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤✳ ❈♦♥❝❡r♥✐♥❣ ❢❡❛t✉r❡ ❞❡s❝r✐♣t♦rs✱ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❞❡s❝r✐♣t♦r
r❣❙■❋❚ ✇✐t❤ t❤❡ s✐③❡ ✷✵✵ ♦❢ t❤❡ ✈✐s✉❛❧ ✇♦r❞ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ✐s ❛❧s♦ ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✳
❆s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✹✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✳✶✱ t❤❡ ❝❧✉st❡r ♣r♦t♦t②♣❡ ✐♠❛❣❡s ✭♦♥❡ ✐♠❛❣❡ ❢♦r
❡❛❝❤ ❝❧✉st❡r✮ ❛r❡ s❤♦✇♥ t♦ t❤❡ ✉s❡r ♦♥ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ♣❧❛♥❡✳ ❯s❡rs ❝❛♥ ❝❤♦♦s❡ t♦ ✈✐❡✇
❛♥❞ ✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤ ❛♥② ❝❧✉st❡r ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡② ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞✳ ❋♦r ❞❛t❛❜❛s❡s ✇❤✐❝❤
❤❛✈❡ ❛ s♠❛❧❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧❛ss❡s✱ s✉❝❤ ❛s ❲❛♥❣ ❛♥❞ P❛s❝❛❧❱♦❝✷✵✵✻✱ ❛❧❧ ♣r♦t♦t②♣❡
✐♠❛❣❡s ❝❛♥ ❜❡ s❤♦✇♥ ♦♥ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ♣❧❛♥❡✳ ❋♦r ❞❛t❛❜❛s❡s ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ❛ ❧❛r❣❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧❛ss❡s✱ s✉❝❤ ❛s ❈❛❧t❡❝❤✶✵✶ ❛♥❞ ❈♦r❡❧✸✵❦✱ ✐t ♠❛② ❜❡ ❞✐✣❝✉❧t ❢♦r t❤❡ ✉s❡r
t♦ s❡❧❡❝t t❤❡ ❣♦♦❞ ❝❧✉st❡rs t♦ ✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤✱ ✐❢ t♦♦ ♠❛♥② ❝❧✉st❡r ♣r♦t♦t②♣❡s ❛r❡ s❤♦✇♥
♦♥ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ♣❧❛♥❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❞❛t❛❜❛s❡s ❤❛✈✐♥❣ ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r



✺✳✸✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts ✶✹✺

♦❢ ❝❧❛ss❡s✱ ♦♥❧② ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ ✸✵ ❝❧✉st❡r ♣r♦t♦t②♣❡s ❝❛♥ ❜❡ s❤♦✇♥ t♦ t❤❡ ✉s❡r ♦♥
t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ♣❧❛♥❡ ✐♥ ❡❛❝❤ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ✐t❡r❛t✐♦♥✳ ❲❡ ✉s❡ t✇♦ s✐♠♣❧❡ str❛t❡❣✐❡s ❢♦r
❝❤♦♦s✐♥❣ ❝❧✉st❡rs t♦ ❜❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥✿

✕ ❙tr❛t❡❣② ✶✿ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ✉s❡r ♠❛② ❜❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ❛♥② ❝❧✉st❡rs✱ ✐♥
t❤✐s str❛t❡❣②✱ ✸✵ ❝❧✉st❡rs ❛r❡ r❛♥❞♦♠❧② ❝❤♦s❡♥ t♦ ❜❡ s❤♦✇♥ ♦♥ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧
♣❧❛♥❡✳

✕ ❙tr❛t❡❣② ✷✿ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ✉s❡r ♠❛② ✇❛♥t t♦ s❡♣❛r❛t❡ t❤❡ ❝❧✉st❡rs
✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝❧♦s❡ t♦❣❡t❤❡r✱ ✐♥ t❤✐s str❛t❡❣②✱ t❤❡ s②st❡♠ ✐t❡r❛t✐✈❡❧② ❝❤♦♦s❡s ♣❛✐rs
♦❢ ❝❧♦s❡st ❝❧✉st❡rs ✉♥t✐❧ r❡❛❝❤✐♥❣ ✸✵ ❝❧✉st❡rs✳

❆s t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡❛s✉r❡s ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ r❡s✉❧ts ✇✐t❤ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤✱
t❤❡② ❛r❡ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❢♦r ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✐♥✈♦❧✈✲
✐♥❣ ✉s❡r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡❛s✉r❡s ❛r❡ ✉s❡❞ ❢♦r ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ t❤❡ ❡①✲
♣❡r✐♠❡♥ts ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✹ s❤♦✇ t❤❛t ❞✐✛❡r❡♥t
❡①t❡r♥❛❧ ♠❡❛s✉r❡s ✭❱✲♠❡❛s✉r❡ ❬✶✶✹❪✱ ❘❛♥❞ ■♥❞❡① ❬✶✵✾❪ ❛♥❞ ❋♦✇❧❦❡s✲▼❛❧❧♦✇s ■♥✲
❞❡① ❬✸✷❪✮ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ✇❛②✳ ❚❤✉s✱ ✐♥ t❤✐s
❝❤❛♣t❡r✱ ♦♥❧② t❤❡ ❱✲♠❡❛s✉r❡ ✐s ✉s❡❞ ❢♦r ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ❚❤❡ ❣r❡❛t❡r
t❤❡ ❱✲♠❡❛s✉r❡ ✈❛❧✉❡s ❛r❡✱ t❤❡ ❜❡tt❡r t❤❡ r❡s✉❧ts ✭❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❣r♦✉♥❞✲tr✉t❤✮✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ✉♥❞❡rt❛❦❡ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ t❡sts ❛♥❞ t♦ ❛✈♦✐❞ t❤❡ s✉❜✲
❥❡❝t✐✈❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ♦♥ t❤❡ ❤✉♠❛♥ ✉s❡r✱ t❤❡ s♦❢t✇❛r❡ ❛❣❡♥t
s✐♠✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ t❤❡ ❤✉♠❛♥ ✉s❡r ✇❤❡♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ s②st❡♠ ✐s
❛❧✇❛②s ✉s❡❞ ❢♦r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✳ ❋♦r ❡✈❡r② ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ✐t❡r❛t✐♦♥✱ t❤❡
✉s❡r ❛❣❡♥t ❛❧✇❛②s ❝❤♦♦s❡s t♦ ✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤ ❛ ✜①❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ c ❝❧✉st❡rs ✭r❛♥❞♦♠
❝❧✉st❡rs ♦r ♥❡❛r❡st ❝❧✉st❡rs ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✉s❡❞ str❛t❡❣②✮✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦✈✐❞❡
t❤❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ t♦ t❤❡ s②st❡♠✱ t❤❡ s♦❢t✇❛r❡ ❛❣❡♥t s❤♦✉❧❞ ❦♥♦✇ ✇❤✐❝❤ ✐♠❛❣❡ ❝❧❛ss ✐♥
t❤❡ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❡❛❝❤ ❝❤♦s❡♥ ❝❧✉st❡r✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❢♦r ❡❛❝❤ ❝❤♦s❡♥
❝❧✉st❡r✱ ♦♥❧② ✷✶ ✐♠❛❣❡s ✭t❤❡ ♣r♦t♦t②♣❡ ✐♠❛❣❡✱ t❤❡ ✶✵ ♠♦st r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♠❛❣❡s ❛♥❞
t❤❡ ✶✵ ❧❡❛st r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♠❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ❝❧✉st❡r✮ ❝❛♥ ❜❡ ✈✐❡✇❡❞ ❜② t❤❡ ✉s❡r ✐♥ ❡❛❝❤
✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ✐t❡r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✐♠❛❣❡ ❝❧❛ss ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❡❛❝❤ ❝❧✉st❡r ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞
❜② t❤❡ ♠♦st r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❝❧❛ss ❛♠♦♥❣ ✷✶ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♠❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ❝❧✉st❡r✳ ■❢ t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♠❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ♠♦st r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❝❧❛ss ♦❢ ❛ ❝❧✉st❡r ✐s ♥♦t ❣r❡❛t❡r t❤❛♥
❛ t❤r❡s❤♦❧❞ MinImages✱ t❤✐s ❝❧✉st❡r ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ ♥♦✐s❡ ❝❧✉st❡r✱ ❛♥❞
t❤❡ ✉s❡r ❝❛♥ st✐❧❧ r❡✲❛ss✐❣♥ s♦♠❡ ✐♠❛❣❡s ❢r♦♠ t❤✐s ❝❧✉st❡r t♦ ❛♥♦t❤❡r ❝❧✉st❡r✳ ■♥
♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ MinImages = 5 ❢♦r ❞❛t❛❜❛s❡s ❤❛✈✐♥❣ ❛ s♠❛❧❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧❛ss❡s
✭❲❛♥❣✱ P❛s❝❛❧❱♦❝✷✵✵✻✮✱ ❛♥❞ MinImages = 2 ❢♦r ❞❛t❛❜❛s❡s ❤❛✈✐♥❣ ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ❝❧❛ss❡s ✭❈❛❧t❡❝❤✶✵✶✱ ❈♦r❡❧✸✵❦✮✳ ❲❤❡♥ s❡✈❡r❛❧ ❝❧✉st❡rs ✭❛♠♦♥❣ t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❝❧✉s✲
t❡rs✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❛ s❛♠❡ ❝❧❛ss Cj ✐♥ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤✱ t❤❡ ❝❧✉st❡r ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡
✐♠❛❣❡s ♦❢ Cj ❛r❡ t❤❡ ♠♦st ♥✉♠❡r♦✉s ✭❛♠♦♥❣ t❤❡ ✷✶ s❤♦✇♥ ✐♠❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ❝❧✉st❡r✮
✐s ❝❤♦s❡♥ ❛s t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❝❧✉st❡r ♦❢ Cj✳ ❋♦r t❤❡ ♦t❤❡r ❝❧✉st❡rs ❛❧s♦ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
t♦ t❤❡ ❝❧❛ss Cj✱ ❛♥♦t❤❡r ✐♠❛❣❡ ❝❧❛ss ❤❛s t♦ ❜❡ r❡❛ss✐❣♥❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡ ❝❧✉st❡rs✳
❚❤❡ ♥❡✇ ✐♠❛❣❡ ❝❧❛ss ✐s r❡❞❡✜♥❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝❧✉st❡r ❛s ✉s✉❛❧✱ ❜✉t ✇✐t❤♦✉t ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣
t❤❡ ✐♠❛❣❡s ♦❢ Cj✳ ■♥ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ✉s❡r ❛❣❡♥t ❣✐✈❡s ❛❧❧ ♣♦s✲
s✐❜❧❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ✐♥ ❡❛❝❤ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ✐t❡r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝❤♦s❡♥ ❝❧✉st❡r✱ t❤❡
✉s❡r ❛❣❡♥t ❧❛❜❡❧s ❛❧❧ ✐♠❛❣❡s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡
❣r♦✉♥❞ tr✉t❤✱ ❛s ♣♦s✐t✐✈❡ s❛♠♣❧❡s ♦❢ t❤✐s ❝❧✉st❡r✱ ❛♥❞ ❧❛❜❡❧s ❛❧❧ t❤❡ ♦t❤❡rs ✐♠❛❣❡s
✭❛♠♦♥❣ ✷✶ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♠❛❣❡s✮ ❛s ♥❡❣❛t✐✈❡ s❛♠♣❧❡s ♦❢ t❤✐s ❝❧✉st❡r✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡
✉s❡r ❛❣❡♥t ♠♦✈❡s ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✐♠❛❣❡s t♦ t❤❡ ❝❧✉st❡r ✭❛♠♦♥❣ t❤❡ c ❝❤♦s❡♥
❝❧✉st❡rs✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡✐r ❝❧❛ss ✐♥ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤✳



✶✹✻ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ Pr♦♣♦s❡❞ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠♦❞❡❧

❆s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✳✺✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t str❛t❡❣✐❡s ❢♦r ❞❡❞✉❝✐♥❣ ♣❛✐r✇✐s❡
❝♦♥str❛✐♥ts ❜❡t✇❡❡♥ ✐♠❛❣❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❢✉rt❤❡r r❡s✉❧t ✐♥ ♣❛✐r✇✐s❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❜❡t✇❡❡♥
❈❋ ❡♥tr✐❡s✱ t♦ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s s✉♣❡r✈✐s❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ ♦✉r ♣r♦♣♦s❡❞ s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞
❝❧✉st❡r✐♥❣✳ ❆❧❧ t❤❡ s✐① ♣❛✐r✇✐s❡ ❝♦♥str❛✐♥t ❞❡❞✉❝t✐♦♥ str❛t❡❣✐❡s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥
✺✳✷✳✺ ❛r❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ✐♥ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳

✺✳✸✳✷ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ♦✉r ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ s❡♠✐✲

s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠♦❞❡❧

❚❤❡ ✜rst s❡t ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛✐♠s ❛t ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ♦✉r ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡
s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ s✐① ♣❛✐r✇✐s❡ ❝♦♥str❛✐♥t ❞❡❞✉❝t✐♦♥ str❛t❡❣✐❡s
♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✳✺ ❛r❡ ✉s❡❞ ❢♦r ❞❡❞✉❝✐♥❣ ♣❛✐r✇✐s❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❜❡t✇❡❡♥ ✐♠❛❣❡s
❢r♦♠ t❤❡ ✉s❡r ❢❡❡❞❜❛❝❦✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❝♦♥str❛✐♥ts ❜❡t✇❡❡♥ ❈❋ ❡♥tr✐❡s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❞❡❞✉❝❡❞
❢r♦♠ ❝♦♥str❛✐♥ts ❜❡t✇❡❡♥ ✐♠❛❣❡s ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✳✺✮✱ ❜❡❢♦r❡ ❜❡✐♥❣ ✉s❡❞ ❛s s✉♣❡r✈✐s❡❞
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ r❡✲❝❧✉st❡r✐♥❣ ♣❤❛s❡ ✉s✐♥❣ ♦✉r ♣r♦♣♦s❡❞ s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✲
✐♥❣ ♠❡t❤♦❞✳ ❲❡ ✉s❡ t❤❡ ❲❛♥❣ ❛♥❞ t❤❡ P❛s❝❛❧❱♦❝✷✵✵✻ ✐♠❛❣❡ ❞❛t❛❜❛s❡s ❢♦r t❤❡s❡
❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ❚❤❡s❡ t✇♦ ❞❛t❛❜❛s❡s ❜♦t❤ ❤❛✈❡ ✶✵ ❝❧❛ss❡s ♦❢ ✐♠❛❣❡s ✭❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡
✶✵ ❝❧✉st❡rs✮✱ t❤✉s ❛❧❧ ♣r♦t♦t②♣❡ ✐♠❛❣❡s ❝❛♥ ❜❡ s❤♦✇♥ t♦ t❤❡ ✉s❡r ♦♥ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧
♣❧❛♥❡✳ ❋♦r t❤❡s❡ t✇♦ ❞❛t❛❜❛s❡s✱ ✇❡ ✉s❡ t❤r❡❡ t❡st s❝❡♥❛r✐♦s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❛❧r❡❛❞② ✉s❡❞
❢♦r t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✹✳
◆♦t❡ t❤❛t c s♣❡❝✐✜❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧✉st❡rs ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝❤♦s❡♥ ❢♦r ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ✐♥ ❡❛❝❤
✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ✐t❡r❛t✐♦♥✱ t❤❡ t❤r❡❡ s❝❡♥❛r✐♦s ❛r❡ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

✕ ❙❝❡♥❛r✐♦ ✶✿ c = 5 ❝❧♦s❡st ❝❧✉st❡rs ❛r❡ ❝❤♦s❡♥✳
✕ ❙❝❡♥❛r✐♦ ✷✿ c = 5 ❝❧✉st❡rs ❛r❡ r❛♥❞♦♠❧② ❝❤♦s❡♥✳
✕ ❙❝❡♥❛r✐♦ ✸✿ c = 10✱ ❛❧❧ ❝❧✉st❡rs ❛r❡ ❝❤♦s❡♥✳

◆♦t❡ t❤❛t ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛r❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧②✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ✐s
❣✐✈❡♥ ❜② ❛ s♦❢t✇❛r❡ ❛❣❡♥t s✐♠✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉rs ♦❢ t❤❡ ❤✉♠❛♥ ✉s❡r ✇❤❡♥ ✐♥✲
t❡r❛❝t✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ s②st❡♠✱ ❜✉t t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ s❝❡♥❛r✐♦s ❛r❡ ❛❧s♦ ❢❡❛s✐❜❧❡ ❜② ❛ ❤✉♠❛♥
✉s❡r✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡ ❤✉♠❛♥ ✉s❡r ❝❛♥ ❣✐✈❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❜② ❝❧✐❝❦✐♥❣ ❢♦r s♣❡❝✐❢②✐♥❣ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡
❛♥❞✴♦r ♥❡❣❛t✐✈❡ ✐♠❛❣❡s ♦❢ ❡❛❝❤ ❝❧✉st❡r ♦r ❜② ❞r❛❣❣✐♥❣ ❛♥❞ ❞r♦♣♣✐♥❣ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❢r♦♠
♦♥❡ ❝❧✉st❡r t♦ ❛♥♦t❤❡r ❝❧✉st❡r✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ❝❧✉st❡r s❡❧❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ✉s❡r✱ ♦♥❧② ✷✶ ✐♠❛❣❡s
♦❢ t❤✐s ❝❧✉st❡r ❛r❡ ❞✐s♣❧❛②❡❞✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❢♦r ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ✇✐t❤ 5 ❝❧✉st❡rs ✭s❝❡♥❛r✐♦s ✶
❛♥❞ ✷✮ ♦r ✶✵ ❝❧✉st❡rs ✭s❝❡♥❛r✐♦ ✸✮✱ t❤❡ ✉s❡r ❤❛s t♦ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② r❡❛❧✐③❡ ❛ ♠❛①✐♠✉♠
♦❢ ✶✵✺ ♦r ✷✶✵ ♠♦✉s❡ ❝❧✐❝❦s ✐♥ ❡❛❝❤ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ✐t❡r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡s❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞s
❞♦ ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♥❡✐t❤❡r ♦♥ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ♥♦r ♦♥ t❤❡ ♣❛✐r✇✐s❡
❝♦♥str❛✐♥t ❞❡❞✉❝t✐♦♥ str❛t❡❣②✱ ❛♥❞ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧✐❝❦s t❤❛t
t❤❡ ✉s❡r ❤❛s t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ✐s ❢❛r ❧♦✇❡r✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❡❞✉❝❡❞ ❝♦♥✲
str❛✐♥ts ♠❛② ❜❡ ♠✉❝❤ ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ t❤❡ ✉s❡r ❝❧✐❝❦s ✭❛♥❞ t❤✐s ♥✉♠❜❡r ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡
❞❛t❛❜❛s❡ s✐③❡ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ♣❛✐r✇✐s❡ ❝♦♥str❛✐♥t ❞❡❞✉❝t✐♦♥ str❛t❡❣②✮✳ ❲❤❡♥ ❛♣♣❧②✐♥❣
t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✐♥ t❤❡ ✐♥❞❡①✐♥❣ ♣❤❛s❡✱
t❤❡ ✉s❡r ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② r❡q✉✐r❡❞ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛s ♠✉❝❤ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❢♦r ❤❛✈✐♥❣ ❛
❣♦♦❞ ✐♥❞❡①✐♥❣ str✉❝t✉r❡ ✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ ❧❡❛❞ t♦ ❜❡tt❡r r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ ❢✉rt❤❡r r❡tr✐❡✈❛❧
♣❤❛s❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥❞❡①✐♥❣ ♣❤❛s❡✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧✐❝❦s ♣r♦♣♦s❡❞
✐♥ t❤❡s❡ s❝❡♥❛r✐♦s s❡❡♠s tr❛❝t❛❜❧❡✳

❋✐❣✉r❡s ✺✳✸ ❛♥❞ ✺✳✹ s❤♦✇ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ♦✉r ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞
❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ♦♥ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ ❲❛♥❣ ❛♥❞ P❛s❝❛❧❱♦❝✷✵✵✻ ✐♠❛❣❡ ❞❛t❛❜❛s❡s✱
✉s✐♥❣ ✻ str❛t❡❣✐❡s ❢♦r ❞❡❞✉❝✐♥❣ ♣❛✐r✇✐s❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❜❡t✇❡❡♥ ✐♠❛❣❡s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥
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Scenario 3

❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✿ ❘❡s✉❧ts ♦❢ ♦✉r ♣r♦♣♦s❡❞ s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❞✉r✐♥❣ ✺✵
✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❲❛♥❣ ✐♠❛❣❡ ❞❛t❛❜❛s❡✱ ✉s✐♥❣ ✻ str❛t❡❣✐❡s ❢♦r ❞❡❞✉❝✲
✐♥❣ ♣❛✐r✇✐s❡ ❝♦♥str❛✐♥t✳ ❚❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❛①✐s s♣❡❝✐✜❡s t❤❡ ❱✲♠❡❛s✉r❡ ✈❛❧✉❡s ❛♥❞ t❤❡
❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❛①✐s s♣❡❝✐✜❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s✳

❚❛❜❧❡ ✺✳✶✳ ❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ♣r♦♣♦s❡❞ s❝❡♥❛r✐♦s ✐s r❡❛❧✐③❡❞ ✐♥
✺✵ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✉s❡r ❛❣❡♥t ✐s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ❢♦r ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❢❡❡❞❜❛❝❦
t♦ t❤❡ s②st❡♠✳ ❚❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❛①✐s s♣❡❝✐✜❡s t❤❡ ❱✲♠❡❛s✉r❡ ✈❛❧✉❡s✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥✲
t❛❧ ❛①✐s s♣❡❝✐✜❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✉♥s✉♣❡r✈✐s❡❞
❝❧✉st❡r✐♥❣ ✭❇■❘❈❍✮ ✇✐t❤♦✉t ❛♥② s✉♣❡r✈✐s❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛t ✐t❡r❛t✐♦♥ 0✳
❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛t ✐t❡r❛t✐♦♥ i ✭0 < i ≤ 50✮ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ r❡✲❝❧✉st❡r✐♥❣
♣❤❛s❡✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥
✺✳✷✳✻✱ ❛❢t❡r i ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s ✉s✐♥❣ s✉♣❡r✈✐s❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ♣❛✐r✲
✇✐s❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❜❡t✇❡❡♥ ❈❋ ❡♥tr✐❡s ❞❡❞✉❝❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ✉s❡r ❢❡❡❞❜❛❝❦✳ ◆♦t❡
t❤❛t ✐♥ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ s❡❧❡❝t❡❞ ❝❧✉st❡r✱ t❤❡ ✉s❡r ❛❣❡♥t ❣✐✈❡s ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡
❢❡❡❞❜❛❝❦ ✭❝❤♦♦s❡s ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✐♠❛❣❡s ♦❢ ❡❛❝❤ s❡❧❡❝t❡❞ ❝❧✉s✲
t❡r✱ ♠♦✈❡s ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✐♠❛❣❡s t♦ t❤❡ r✐❣❤t ❝❧✉st❡r ✭❛♠♦♥❣ t❤❡ c s❡❧❡❝t❡❞
❝❧✉st❡rs✮✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❢♦r ❡❛❝❤ s❝❡♥❛r✐♦✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ✉s❡r ❢❡❡❞❜❛❝❦ ✭✉s❡r ❝❧✐❝❦s✮
❛r❡ s✐♠✐❧❛r ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛✐r✇✐s❡
❝♦♥str❛✐♥t ❞❡❞✉❝t✐♦♥ str❛t❡❣✐❡s✳ ❆s ✐♥ s❝❡♥❛r✐♦ ✷✱ t❤❡ ✉s❡r ❛❣❡♥t r❛♥❞♦♠❧② ❝❤♦♦s❡s
5 ❛♠♦♥❣ 10 ❝❧✉st❡rs ❢♦r ✈✐❡✇✐♥❣ ❛♥❞ ❣✐✈✐♥❣ ❢❡❡❞❜❛❝❦✱ ✇❡ r❡❛❧✐③❡ t❤✐s s❝❡♥❛r✐♦ ✶✵
t✐♠❡s ❢♦r ❡❛❝❤ ✐♠❛❣❡ ❞❛t❛❜❛s❡✳ ❚❤❡ ❝✉r✈❡s ♦❢ t❤❡ s❝❡♥❛r✐♦ ✷ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✸
❛♥❞ ✺✳✹ r❡♣r❡s❡♥t✱ ❛t ❡❛❝❤ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ✐t❡r❛t✐♦♥✱ t❤❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❱✲♠❡❛s✉r❡
♦✈❡r t❤❡s❡ ✶✵ ❡①❡❝✉t✐♦♥s✳ ❆s ✐♥ ❋✐❣✉r❡s ✺✳✸ ❛♥❞ ✺✳✹✱ t❤❡ ❝✉r✈❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦
t❤❡ ✻ ♣❛✐r✇✐s❡ ❝♦♥str❛✐♥t ❞❡❞✉❝t✐♦♥ str❛t❡❣✐❡s ❛r❡ ❝❧♦s❡ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✱ ✐t ✐s ♥♦t ✈✐s✐❜❧❡
✐❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❛r❡ s❤♦✇♥ ❛t ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡s ✺✳✸
❛♥❞ ✺✳✹✳ ■♥st❡❛❞✱ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ str❛t❡❣② ❛❢t❡r ✺✵ ✐♥t❡r❛❝✲
t✐✈❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✷✳ ❆♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ t✐♠❡s
♦✈❡r ❛❧❧ ✺✵ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡s❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✸✳ ◆♦t❡
t❤❛t t❤❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ t✐♠❡s ❢♦r t❤❡ s❝❡♥❛r✐♦ ✷ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✸ ❛r❡ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡
♣r♦❝❡ss✐♥❣ t✐♠❡s ♦❢ ✶✵ ❡①❡❝✉t✐♦♥s✳ ❆s ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡rs✱ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛r❡
❡①❡❝✉t❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ♥♦r♠❛❧ P❈ ✇✐t❤ ✷●❇ ♦❢ ❘❆▼✳



✶✹✽ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ Pr♦♣♦s❡❞ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠♦❞❡❧

❚❛❜❧❡ ✺✳✷✿ ❆✈❡r❛❣❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ ✺✵ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s ♦✈❡r ✶✵ ❡①❡❝✉✲
t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s❝❡♥❛r✐♦ ✷ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦❢ ♦✉r ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡
s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ♦♥ t❤❡ ❲❛♥❣ ❛♥❞ P❛s❝❛❧❱♦❝✷✵✵✻ ✐♠❛❣❡ ❞❛t❛❜❛s❡s
s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡s ✺✳✸ ❛♥❞ ✺✳✹✳ ✻ str❛t❡❣✐❡s ❢♦r ❞❡❞✉❝✐♥❣ ♣❛✐r✇✐s❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❜❡t✇❡❡♥
✐♠❛❣❡s ❛r❡ ✉s❡❞✳

❆✈❡r❛❣❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✭❙❝❡♥❛r✐♦ ✷✮
❲❛♥❣ ❞❛t❛❜❛s❡ P❛s❝❛❧❱♦❝✷✵✵✻ ❞❛t❛❜❛s❡

❙tr❛t❡❣② ✶ ✵✳✵✸✸ ✵✳✵✷✷
❙tr❛t❡❣② ✷ ✵✳✵✹✹ ✵✳✵✶✼
❙tr❛t❡❣② ✸ ✵✳✵✹✺ ✵✳✵✷✺
❙tr❛t❡❣② ✹ ✵✳✵✹✼ ✵✳✵✷✷
❙tr❛t❡❣② ✺ ✵✳✵✸✻ ✵✳✵✷✹
❙tr❛t❡❣② ✻ ✵✳✵✹✹ ✵✳✵✷✻

❚❛❜❧❡ ✺✳✸✿ Pr♦❝❡ss✐♥❣ t✐♠❡s ♦✈❡r ✺✵ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts s❤♦✇♥
✐♥ ❋✐❣✉r❡s ✺✳✸ ❛♥❞ ✺✳✹ ♦❢ ♦✉r ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠♦❞❡❧✳
❚❤❡s❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛r❡ ♦♥ t❤❡ ❲❛♥❣ ❛♥❞ P❛s❝❛❧❱♦❝✷✵✵✻ ✐♠❛❣❡ ❞❛t❛❜❛s❡s✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣
t♦ ✸ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ s❝❡♥❛r✐♦s ❛♥❞ ✻ str❛t❡❣✐❡s ❢♦r ❞❡❞✉❝✐♥❣ ♣❛✐r✇✐s❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❜❡t✇❡❡♥
✐♠❛❣❡s✳

❲❛♥❣ ❞❛t❛❜❛s❡
❙❝❡♥❛r✐♦ ✶ ❙❝❡♥❛r✐♦ ✷ ❙❝❡♥❛r✐♦ ✸

❙tr❛t❡❣② ✶ ✶❤✺✽✬ ✷❤✷✹✬ ✶❤✹✶✬
❙tr❛t❡❣② ✷ ✾✬ ✶✷✬ ✶✵✬
❙tr❛t❡❣② ✸ ✸✶✬ ✶✾✬ ✹✼✬
❙tr❛t❡❣② ✹ ✽✬ ✾✬ ✽✬
❙tr❛t❡❣② ✺ ✽✬ ✾✬ ✾✬
❙tr❛t❡❣② ✻ ✻✬ ✽✬ ✽✬

P❛s❝❛❧❱♦❝✷✵✵✻ ❞❛t❛❜❛s❡
❙❝❡♥❛r✐♦ ✶ ❙❝❡♥❛r✐♦ ✷ ❙❝❡♥❛r✐♦ ✸

❙tr❛t❡❣② ✶ ✶✻❞✶✷❤ ✶✹❞✶✶❤ ✶✹❤✾❤
❙tr❛t❡❣② ✷ ✷❤✺✺✬ ✹❤✵✷✬ ✺❤✻✬
❙tr❛t❡❣② ✸ ✸❤✷✸✬ ✻❤✸✾✬ ✻❤✷✷✬
❙tr❛t❡❣② ✹ ✶❤✾✬ ✶❤✸✸✬ ✷❤✶✼✬
❙tr❛t❡❣② ✺ ✸❤✸✸✬ ✹❤✹✷✬ ✸❤✶✵✬
❙tr❛t❡❣② ✻ ✶❤✸✬ ✶❤✷✶✬ ✷❤



✺✳✸✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts ✶✹✾

❋✐❣✉r❡ ✺✳✹✿ ❘❡s✉❧ts ♦❢ ♦✉r ♣r♦♣♦s❡❞ s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❞✉r✐♥❣ ✺✵
✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ P❛s❝❛❧❱♦❝✷✵✵✻ ✐♠❛❣❡ ❞❛t❛❜❛s❡✱ ✉s✐♥❣ ✻ str❛t❡❣✐❡s ❢♦r
❞❡❞✉❝✐♥❣ ♣❛✐r✇✐s❡ ❝♦♥str❛✐♥t✳ ❚❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❛①✐s s♣❡❝✐✜❡s t❤❡ ❱✲♠❡❛s✉r❡ ✈❛❧✉❡s ❛♥❞
t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❛①✐s s♣❡❝✐✜❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s✳

❚❤❡ r❡s✉❧ts ✐♥ ❋✐❣✉r❡s ✺✳✸ ❛♥❞ ✺✳✹ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ r❡s✉❧ts ♣r♦❣r❡ss✱
✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ❛❢t❡r ❡❛❝❤ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ✐t❡r❛t✐♦♥✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ s②st❡♠ r❡✲❝❧✉st❡rs ❛❧❧ t❤❡
❞❛t❛s❡t ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ s✉♣❡r✈✐s❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ♣❛✐r✇✐s❡ ❝♦♥str❛✐♥ts
❞❡❞✉❝❡❞ ❢r♦♠ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ✉s❡r ❛❣❡♥t ✇❤❡♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ s②st❡♠✳
❙✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ♣r❡s❡♥t❡❞
✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✹✱ ✐♥ ♠♦st ❝❛s❡s✱ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ r❡s✉❧ts ♦❢ ♦✉r ♣r♦♣♦s❡❞ s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞
❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❝♦♥✈❡r❣❡ ❛❢t❡r ♦♥❧② ❛ ❢❡✇ ✐t❡r❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ♠❛② ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜②
t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❛❢t❡r s♦♠❡ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❞❡❞✉❝❡❞ ❢r♦♠ ♥❡✇
♣r♦✈✐❞❡❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❛♥❞ ♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛r❡ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts
❞❡❞✉❝❡❞ ✐♥ ♣r❡✈✐♦✉s ✐t❡r❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡✱ ♥♦ ♥❡✇ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ t♦ t❤❡
s②st❡♠ ❛♥❞ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ r❡s✉❧ts ❝❛♥♥♦t ❜❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ ❢✉rt❤❡r✳

❘❡❣❛r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ t❤r❡❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ s❝❡♥❛r✐♦s✱ ✇❡ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② s❡❡ t❤❛t ❢♦r
❜♦t❤ ❲❛♥❣ ❛♥❞ P❛s❝❛❧❱♦❝✷✵✵✻ ✐♠❛❣❡ ❞❛t❛❜❛s❡s ❛♥❞ ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ✻ ♣❛✐r✇✐s❡ ❝♦♥str❛✐♥t
❞❡❞✉❝t✐♦♥ str❛t❡❣✐❡s✱ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❜❡tt❡r ❛♥❞ ❝♦♥✈❡r❣❡ ♠♦r❡ q✉✐❝❦❧②
✇❤❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❤♦s❡♥ ❝❧✉st❡rs ✐♥ ❡❛❝❤ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ✐t❡r❛t✐♦♥ ✐s ❤✐❣❤❡r ✭s❝❡♥❛r✐♦
✸ ❣✐✈❡s ❜❡tt❡r r❡s✉❧ts ❛♥❞ ❝♦♥✈❡r❣❡s ♠♦r❡ q✉✐❝❦❧② t❤❛♥ s❝❡♥❛r✐♦s ✶ ❛♥❞ ✷✮✳ ❚❤✐s
✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❤✐❣❤❡r t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧✉st❡rs ❝❤♦s❡♥ ❢♦r ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ✐♥
❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❤✐❣❤❡r t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts ✉s❡❞ ❢♦r r❡✲❝❧✉st❡r✐♥❣ ❜② t❤❡
♣r♦♣♦s❡❞ s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ♠❡t❤♦❞✱ ❛♥❞ t❤❡ ❜❡tt❡r t❤❡ r❡s✉❧ts✳ ❆♥❞ t❤❡ ❤✐❣❤❡r t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts ❞❡❞✉❝❡❞ ✐♥ ❡❛❝❤ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ✐t❡r❛t✐♦♥✱ t❤❡ s♦♦♥❡r ♥♦ ♠♦r❡
♥❡✇ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❛♥❞ t❤❡ s♦♦♥❡r t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❝♦♥✈❡r❣❡s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱
❢♦r ❜♦t❤ ✐♠❛❣❡ ❞❛t❛❜❛s❡s✱ s❝❡♥❛r✐♦ ✷✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❝❧✉st❡rs ❛r❡ r❛♥❞♦♠❧② ❝❤♦s❡♥ ❢♦r
✐♥t❡r❛❝t✐♥❣✱ ❣✐✈❡s ❜❡tt❡r r❡s✉❧ts t❤❛♥ s❝❡♥❛r✐♦ ✶✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❝❧♦s❡st ❝❧✉st❡rs ❛r❡
❝❤♦s❡♥✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ✇❤❡♥ ❝❧♦s❡st ❝❧✉st❡rs ❛r❡ ❛❧✇❛②s s❡❧❡❝t❡❞ ❢♦r ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ✐♥ ❡✈❡r②
✐t❡r❛t✐♦♥✱ t❤❡r❡ ♠❛② ❜❡ ♦♥❧② s♦♠❡ ❝❧✉st❡rs t❤❛t ❛❧✇❛②s r❡❝❡✐✈❡ ✉s❡r ❢❡❡❞❜❛❝❦ ✇❤✐❧❡
♦t❤❡rs ♥❡✈❡r r❡❝❡✐✈❡ ❛♥② ❢❡❡❞❜❛❝❦✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡❞✉❝❡❞



✶✺✵ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ Pr♦♣♦s❡❞ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠♦❞❡❧

❢r♦♠ ✉s❡r ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❛♥❞ ♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ♠♦r❡ ❧✐♠✐t❡❞ t❤❛♥ ✇❤❡♥ ❛❧❧
t❤❡ ❝❧✉st❡rs ❝♦✉❧❞ r❡❝❡✐✈❡ ✉s❡r ❢❡❡❞❜❛❝❦ ✇❤❡♥ ❝❧✉st❡rs ❛r❡ r❛♥❞♦♠❧② s❡❧❡❝t❡❞✳

❘❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t str❛t❡❣✐❡s ❢♦r ❞❡❞✉❝✐♥❣ ♣❛✐r✇✐s❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❜❡t✇❡❡♥ ✐♠✲
❛❣❡s✱ ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t✱ ❢♦r t❤❡ s❝❡♥❛r✐♦ ✷✱ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ♦❢ ✺✵ ✐♥t❡r✲
❛❝t✐✈❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s ♦✈❡r ✶✵ ❡①❡❝✉t✐♦♥s s❤♦✇♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✷ ❛r❡ s✐♠✐❧❛r ❢♦r ❛❧❧ str❛t❡❣✐❡s✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❞✐✛❡r❡♥t str❛t❡❣✐❡s ❝❛♥ ❜❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡s s❤♦✇♥ ✐♥
❋✐❣✉r❡s ✺✳✸ ❛♥❞ ✺✳✹✳ ❲❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t✿

✕ ❙tr❛t❡❣② ✶ s❤♦✇s✱ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ✈❡r② ❣♦♦❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❜✉t t❤❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ t✐♠❡ ✐s
❤✉❣❡✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ✉s❡r ❝♦♥str❛✐♥ts ❛♥❞
❞❡❞✉❝❡❞ ❝♦♥str❛✐♥ts ❝r❡❛t❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✉s❡r ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡❞ ❞✉r✐♥❣ ❛❧❧
✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s ❛r❡ ✉s❡❞ ❛s s✉♣❡r✈✐s❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ r❡✲❝❧✉st❡r✐♥❣
♣r♦❝❡ss✳ ❲❤❡♥ ✉s✐♥❣ ❛ ❤✐❣❤ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛✐r✇✐s❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛s s✉♣❡r✈✐s❡❞
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ r❡s✉❧t ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② ✐♠♣r♦✈❡❞✱ ❜✉t t❤❡ ♣r♦✲
❝❡ss✐♥❣ t✐♠❡ ✐s ✈❡r② ❤✐❣❤✱ ❛s ❛❧❧ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✇❤❡♥ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣
t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✺✳✶✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ❤✉❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ t✐♠❡✱
str❛t❡❣② ✶ ✐s ♥♦t s✉✐t❛❜❧❡ t♦ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ❝♦♥t❡①t ✇❤❡r❡ t❤❡ ✉s❡r
✐s ✐♥✈♦❧✈❡❞✳

✕ ❙tr❛t❡❣② ✷✱ ✇❤✐❝❤ ❞♦❡s ♥♦t ✉s❡ ❛♥② ❞❡❞✉❝❡❞ ❝♦♥str❛✐♥ts ❜✉t ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡
✉s❡r ❝♦♥str❛✐♥ts ❝r❡❛t❡❞ ❞✉r✐♥❣ ❛❧❧ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s ❢♦r r❡✲❝❧✉st❡r✐♥❣ t❤❡
❞❛t❛s❡t✱ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❣✐✈❡s t❤❡ ✇♦rst r❡s✉❧ts✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ❛♠♦♥❣ ✻ str❛t❡❣✐❡s ❢♦r
❞❡❞✉❝✐♥❣ ♣❛✐r✇✐s❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❜❡t✇❡❡♥ ✐♠❛❣❡s ✉s❡❞ ✐♥ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ♦♥❧②
t❤✐s str❛t❡❣② ❞♦❡s ♥♦t ✉s❡ ❛♥② ❞❡❞✉❝❡❞ ❝♦♥str❛✐♥t✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥❝❧✉❞❡
t❤❛t ❞❡❞✉❝❡❞ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞ ❢♦r ✐♠♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❚❤❡ ♣r♦✲
❝❡ss✐♥❣ t✐♠❡ ♦❢ t❤✐s str❛t❡❣② s❤♦✇♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✸ ✐s st✐❧❧ ❤✐❣❤ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❧❛r❣❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ✉s❡r ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✉s❡r ❝♦♥str❛✐♥ts ✉s❡❞
❢♦r r❡✲❝❧✉st❡r✐♥❣ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ r❡❞✉❝❡❞✳

✕ ❙tr❛t❡❣② ✸ s❤♦✇s ❣♦♦❞ ♦r ✈❡r② ❣♦♦❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❇② ❛❧s♦ ✉s✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥ts
❞❡❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✐t❡r❛t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ✉s❡r ❝♦♥str❛✐♥ts ❝r❡✲
❛t❡❞ ✐♥ ❛❧❧ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s✱ str❛t❡❣② ✸✱ ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ str❛t❡❣② ✷✱
❣✐✈❡s ❜❡tt❡r r❡s✉❧ts ❜✉t ✇✐t❤ ❛ ❤✐❣❤❡r ♣r♦❝❡ss✐♥❣ t✐♠❡✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇♥ ✐♥
❋✐❣✉r❡s ✺✳✸ ❛♥❞ ✺✳✹ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ str❛t❡❣② ✸ s❤♦✇ s♦♠❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥
❞✐✛❡r❡♥t ✐t❡r❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ♠❛② ❜❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t✱ ✇❤❡♥ ✇✐t❤❞r❛✇✐♥❣ ❞❡✲
❞✉❝❡❞ ❝♦♥str❛✐♥ts ❝r❡❛t❡❞ ✐♥ ♣r❡✈✐♦✉s ✐t❡r❛t✐♦♥s✱ s♦♠❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❝♦♥str❛✐♥ts
❛r❡ ♦♠✐tt❡❞✳

✕ ❙tr❛t❡❣② ✹✱ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ✉s✐♥❣ ✉s❡r ❝♦♥str❛✐♥ts ♦❢ ❛❧❧ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ✐t❡r✲
❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❞❡❞✉❝❡❞ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✐t❡r❛t✐♦♥✱ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❣✐✈❡s ❜❡tt❡r
r❡s✉❧ts t❤❛♥ str❛t❡❣② ✷✱ ❜✉t t❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ✉♥st❛❜❧❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ ❝♦♥✲
str❛✐♥ts ❞❡❞✉❝❡❞ ✐♥ ♣r❡✈✐♦✉s ✐t❡r❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐s str❛t❡❣② ❤❛s ❣♦♦❞ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡
✇❤✐❧❡ r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✉s❡r ❝♦♥str❛✐♥ts ❛♥❞ ❞❡❞✉❝❡❞ ❝♦♥str❛✐♥ts ❝r❡✲
❛t❡❞ ✐♥ ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✇♦rs❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ str❛t❡❣② ✹ ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥
t♦ t❤❡ str❛t❡❣② ✸ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❜❡t✇❡❡♥ ❛♥
✐♠❛❣❡ ❛♥❞ ❛❧❧ t❤❡ ✐♠❛❣❡s ♦❢ ❛ ❝❧✉st❡r ✭❛ ♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞✮ ❜② t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t
❜❡t✇❡❡♥ t❤✐s ✐♠❛❣❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝❡♥tr❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❝❧✉st❡r ✭♦r ♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞✮
✐s ♥♦t ❛ ❣♦♦❞ str❛t❡❣② ❢♦r r❡❞✉❝✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥ts ❝r❡❛t❡❞ ✐♥ ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥✱ ❛s ✐t
♣r♦❜❛❜❧② ♣r♦✈✐❞❡s ❛ t♦♦ ❧✐♠✐t❡❞ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳

✕ ❙tr❛t❡❣② ✺✱ ✇❤✐❝❤ ✉s❡s ❜♦t❤ ✉s❡r ❝♦♥str❛✐♥ts ❛♥❞ ❞❡❞✉❝❡❞ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦❢ ❛❧❧
✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s✱ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❣✐✈❡s ❣♦♦❞ ♦r ✈❡r② ❣♦♦❞ r❡s✉❧ts✳ ■ts ♣r♦❝❡ss✲



✺✳✸✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts ✶✺✶

✐♥❣ t✐♠❡ ✐s st✐❧❧ ❤✐❣❤✱ ❜✉t ❧❡ss t❤❛♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ str❛t❡❣② ✶✱ ❜②
r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛✐r✇✐s❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❝r❡❛t❡❞ ✐♥ ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥✳ ❍♦✇✲
❡✈❡r✱ str❛t❡❣② ✺ ❛♥❞ str❛t❡❣② ✶ s❤♦✇ s✐♠✐❧❛r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❚❤✐s ♠❛② ❜❡ ❞✉❡
t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t✱ ✇❤✐❧❡ r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts ✐♥ ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥✱
str❛t❡❣② ✺ ❦❡❡♣s t❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ✭✐✳❡✳ t❤❡ ♠♦st ✏❞✐✣❝✉❧t✑✮ ❝♦♥str❛✐♥ts
✭♠✉st✲❧✐♥❦s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠♦st ❞✐st❛♥t ✐♠❛❣❡s ❛♥❞ ❝❛♥♥♦t✲❧✐♥❦s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
❝❧♦s❡st ✐♠❛❣❡s✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤✐s str❛t❡❣② ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ ♣❧❛❝❡ ♦❢ t❤❡ str❛t❡❣②
✶ ❢♦r r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ t✐♠❡✳

✕ ❙tr❛t❡❣② ✻✱ ❜② r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❡❞✉❝❡❞ ❝❛♥♥♦t✲❧✐♥❦ ❝♦♥str❛✐♥ts ✐♥ ❝♦♠✲
♣❛r✐s♦♥ t♦ t❤❡ str❛t❡❣② ✺✱ ❣✐✈❡s ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ✈❡r② ❣♦♦❞ r❡s✉❧ts✳ ■ts ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡
✐s ❛ ❧✐tt❧❡ ❧❡ss t❤❛♥ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ str❛t❡❣② ✺✱ ❜✉t ✐ts ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡
✐s ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② ❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ str❛t❡❣② ✺✳

❋r♦♠ t❤✐s ❛♥❛❧②s✐s✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t str❛t❡❣② ✻ s❤♦✇s t❤❡ ❜❡st tr❛❞❡✲♦✛ ❜❡✲
t✇❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛♥❞ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ t✐♠❡✳ ❚❤✐s str❛t❡❣② ✐s s✉✐t❛❜❧❡ t♦ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡
✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ❝♦♥t❡①t ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ✐t ✐s ✉s❡❞ ✐♥ ♦✉r ❢✉rt❤❡r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇✐t❤ ❜✐❣❣❡r
✐♠❛❣❡ ❞❛t❛❜❛s❡s✳

✺✳✸✳✸ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣

❛♥❞ ❍▼❘❋✲❦♠❡❛♥s

❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❛✐♠s ❛t ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ♦✉r ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞
❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ t❤❡ s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❍▼❘❋✲❦♠❡❛♥s✱ t❤❡ ❧❛tt❡r ❣✐✈✐♥❣ t❤❡
❜❡st r❡s✉❧ts ✐♥ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣
♠♦❞❡❧s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❍▼❘❋✲
❦♠❡❛♥s ✐♥ t❤❡ r❡✲❝❧✉st❡r✐♥❣ ♣❤❛s❡✱ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✉♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✐s ❦✲♠❡❛♥s✳
❖✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦❢ ❜♦t❤ s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❝❛r✲
r✐❡❞ ♦✉t ✉s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ s♦❢t✇❛r❡ ❛❣❡♥t ❢♦r s✐♠✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ t❤❡ ❤✉♠❛♥
✉s❡r ✇❤❡♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ s②st❡♠✳ ■♥ ❡❛❝❤ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ✐t❡r❛t✐♦♥✱ ❢♦r ❡❛❝❤ s❡✲
❧❡❝t❡❞ ❝❧✉st❡r✱ t❤❡ ✉s❡r ❛❣❡♥t ❣✐✈❡s ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ✭❝❤♦♦s❡s ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣♦s✐t✐✈❡
❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✐♠❛❣❡s ♦❢ ❡❛❝❤ s❡❧❡❝t❡❞ ❝❧✉st❡r✱ ♠♦✈❡s ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✐♠❛❣❡s t♦
t❤❡ r✐❣❤t ❝❧✉st❡rs✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ s❝❡♥❛r✐♦✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ✉s❡r
❢❡❡❞❜❛❝❦ ✭✉s❡r ❝❧✐❝❦s✮ ❛r❡ s✐♠✐❧❛r ❢♦r ❜♦t❤ ♦✉r ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣
❛♥❞ t❤❡ ❍▼❘❋✲❦♠❡❛♥s ❝❧✉st❡r✐♥❣✳ ❚❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡
t❤✉s ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❜❡t✇❡❡♥ ✐♠❛❣❡s ❞❡❞✉❝❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ♦♥❡
♦❢ t❤❡ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ str❛t❡❣✐❡s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✶ ❛r❡ ❞✐r❡❝t❧② ✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❍▼❘❋✲
❦♠❡❛♥s ❝❧✉st❡r✐♥❣✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡② s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❞❡❞✉❝❡❞ ✐♥t♦ ♣❛✐r✇✐s❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❜❡t✇❡❡♥
❈❋ ❡♥tr✐❡s ❢♦r ❜❡✐♥❣ ✉s❡❞ ❜② ♦✉r s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞✳

❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✻ ♣❛✐r✇✐s❡ ❝♦♥str❛✐♥t ❞❡❞✉❝t✐♦♥ str❛t❡❣✐❡s ❲❡ ✜rst
❝♦♠♣❛r❡ ♦✉r ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ t❤❡ ❍▼❘❋✲
❦♠❡❛♥s ❝❧✉st❡r✐♥❣✱ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s✐① str❛t❡❣✐❡s
♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✶ ❢♦r ❞❡❞✉❝✐♥❣ ♣❛✐r✇✐s❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❜❡t✇❡❡♥ ✐♠❛❣❡s✳ ❚❤❡s❡
❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛r❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ♦♥ t❤❡ ❲❛♥❣ ✐♠❛❣❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ t❤r❡❡ s❝❡♥❛r✐♦s
✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳

❋✐❣✉r❡s ✺✳✺✱ ✺✳✻ ❛♥❞ ✺✳✼ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ r❡s✉❧ts ❢♦r ✺✵ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ✐t❡r❛✲
t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❲❛♥❣ ✐♠❛❣❡ ❞❛t❛❜❛s❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s❝❡♥❛r✐♦s ✶✱ ✷
❛♥❞ ✸ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ ♦✉r s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❍▼❘❋✲



✶✺✷ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ Pr♦♣♦s❡❞ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠♦❞❡❧

❋✐❣✉r❡ ✺✳✺✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ❍▼❘❋✲
❦♠❡❛♥s ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❲❛♥❣ ✐♠❛❣❡ ❞❛t❛❜❛s❡✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s❝❡♥❛r✐♦ ✶✳ ❚❤❡ ✻
str❛t❡❣✐❡s ❢♦r ❞❡❞✉❝✐♥❣ ♣❛✐r✇✐s❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❜❡t✇❡❡♥ ✐♠❛❣❡s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✶
❛r❡ ✉s❡❞✳

❦♠❡❛♥s ✐♥ t❤❡ r❡✲❝❧✉st❡r✐♥❣ ♣❤❛s❡✳ ❚❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❛①✐s s♣❡❝✐✜❡s t❤❡ ❱✲♠❡❛s✉r❡ ✈❛❧✉❡s
❛♥❞ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❛①✐s s♣❡❝✐✜❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢
s❝❡♥❛r✐♦ ✷✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✉s❡r ❛❣❡♥t r❛♥❞♦♠❧② ❝❤♦♦s❡s 5 ❛♠♦♥❣ 10 ❝❧✉st❡rs ♦❢ t❤❡
❞❛t❛❜❛s❡ ❢♦r ✈✐s✉❛❧✐③✐♥❣ ❛♥❞ ❣✐✈✐♥❣ ❢❡❡❞❜❛❝❦✱ r❡♣r❡s❡♥t✱ ❛t ❡❛❝❤ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ✐t❡r❛t✐♦♥✱
t❤❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❱✲♠❡❛s✉r❡ ♦✈❡r ✶✵ ❡①❡❝✉t✐♦♥s✱ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ♠❡❛♥✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ t✐♠❡s ♦✈❡r ❛❧❧ ✺✵
✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡s❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✹✳ ❆s ✉s✉❛❧✱
t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ t✐♠❡s ♦❢ ✶✵ ❡①❡❝✉t✐♦♥s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✹ ❢♦r t❤❡
❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦❢ s❝❡♥❛r✐♦ ✷✳

❲❡ ❝❛♥ s❡❡✱ ❢r♦♠ t❤❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✹ ❛♥❞ ❋✐❣✉r❡s ✺✳✺✱ ✺✳✻ ❛♥❞ ✺✳✼✱
t❤❛t ✐♥ ❛❧❧ s❝❡♥❛r✐♦s ❛♥❞ ❢♦r ❛❧❧ ❞✐✛❡r❡♥t str❛t❡❣✐❡s ❢♦r ❞❡❞✉❝✐♥❣ ♣❛✐r✇✐s❡ ❝♦♥str❛✐♥ts
❜❡t✇❡❡♥ ✐♠❛❣❡s✱ ♦✉r s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ❛❧✇❛②s ❣✐✈❡s ❜❡tt❡r r❡s✉❧ts✱
✐♥ ❛ ❧♦✇❡r ♣r♦❝❡ss✐♥❣ t✐♠❡ t❤❛♥ t❤❡ ❍▼❘❋✲❦♠❡❛♥s✳ ❲❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢



✺✳✸✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts ✶✺✸

0,4

0,5

0,6

0,7

0,8

0,9

1

V
-m

e
a
s
u
re

Proposed semi-supervised clustering HMRF-kmeans

Wang image database (Scenario 2)
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Strategy 4
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Strategy 5
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Strategy 6
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Strategy 6

❋✐❣✉r❡ ✺✳✻✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ❍▼❘❋✲
❦♠❡❛♥s ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❲❛♥❣ ✐♠❛❣❡ ❞❛t❛❜❛s❡✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s❝❡♥❛r✐♦ ✷✳ ❚❤❡ ✻
str❛t❡❣✐❡s ❢♦r ❞❡❞✉❝✐♥❣ ♣❛✐r✇✐s❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❜❡t✇❡❡♥ ✐♠❛❣❡s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✶
❛r❡ ✉s❡❞✳

t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✭❦✲♠❡❛♥s ❢♦r t❤❡ ❍▼❘❋✲❦♠❡❛♥s ❛♥❞ ❇■❘❈❍ ❢♦r ♦✉r ♠❡t❤♦❞✮
s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡s ✺✳✺✱ ✺✳✻ ❛♥❞ ✺✳✼ ❛r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② s✐♠✐❧❛r✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❜❡tt❡r ♣❡r✲
❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ♦✉r ♠♦❞❡❧ ✐s ♠❛✐♥❧② ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ♣❤❛s❡✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ❢♦r ❡❛❝❤
s❝❡♥❛r✐♦✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ✉s❡r ❢❡❡❞❜❛❝❦ ✭✉s❡r ❝❧✐❝❦s✮ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ s♦❢t✇❛r❡ ❛❣❡♥t ✐♥
❡❛❝❤ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ✐t❡r❛t✐♦♥ ❛r❡ s✐♠✐❧❛r ❢♦r ❜♦t❤ ♦✉r ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ t❤❡ ❍▼❘❋✲❦♠❡❛♥s
♠❡t❤♦❞✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ ❛ s❛♠❡ ♣❛✐r✇✐s❡ ❝♦♥str❛✐♥t ❞❡❞✉❝t✐♦♥ str❛t❡❣②✱ t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛✐r✇✐s❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❜❡t✇❡❡♥ ✐♠❛❣❡s ❝r❡❛t❡❞ ✐♥ ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥ ❛r❡ ❡q✉✐✈✲
❛❧❡♥t ❢♦r ❜♦t❤ ♠❡t❤♦❞s✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡ ♣❛✐r✇✐s❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❜❡t✇❡❡♥ ✐♠❛❣❡s ❛r❡ ❞✐r❡❝t❧②
✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❍▼❘❋✲❦♠❡❛♥s✱ t❤❡② ❛r❡ ❞❡❞✉❝❡❞ ✐♥t♦ ♣❛✐r✇✐s❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❜❡t✇❡❡♥ ❈❋
❡♥tr✐❡s ❢♦r ❜❡✐♥❣ ✉s❡❞ ❜② ♦✉r s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣✳ ❆s ❛ ❈❋ ❡♥tr② ❣r♦✉♣s ❛
❧✐st ♦❢ s✐♠✐❧❛r ✐♠❛❣❡s ✭✐♠❛❣❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝❧♦s❡ ✐♥ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡ s♣❛❝❡✮✱ ♠❛♥② ♣❛✐r✇✐s❡
❝♦♥str❛✐♥ts ❜❡t✇❡❡♥ s♦♠❡ ✐♠❛❣❡s ♦❢ ❡♥tr② CFi ❛♥❞ s♦♠❡ ✐♠❛❣❡s ♦❢ ❡♥tr② CFj ❝❛♥
r❡s✉❧t ✐♥ ♦♥❧② ♦♥❡ ♣❛✐r✇✐s❡ ❝♦♥str❛✐♥t ❜❡t✇❡❡♥ CFi ❛♥❞ CFj✳ ❚❤✉s✱ ✇✐t❤ ❛ s❛♠❡ s❡t



✶✺✹ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ Pr♦♣♦s❡❞ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠♦❞❡❧

❋✐❣✉r❡ ✺✳✼✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ❍▼❘❋✲
❦♠❡❛♥s ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❲❛♥❣ ✐♠❛❣❡ ❞❛t❛❜❛s❡✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s❝❡♥❛r✐♦ ✸✳ ❚❤❡ ✻
str❛t❡❣✐❡s ❢♦r ❞❡❞✉❝✐♥❣ ♣❛✐r✇✐s❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❜❡t✇❡❡♥ ✐♠❛❣❡s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✶
❛r❡ ✉s❡❞✳

♦❢ ✉s❡r ❢❡❡❞❜❛❝❦ ✭✉s❡r ❝❧✐❝❦s✮✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛✐r✇✐s❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❜❡t✇❡❡♥ ✐♠❛❣❡s✱
✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✉s❡❞ ❛s s✉♣❡r✈✐s❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❍▼❘❋✲❦♠❡❛♥s ❝❧✉st❡r✐♥❣✱ ✐s ❣❡♥❡r✲
❛❧❧② ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛✐r✇✐s❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❜❡t✇❡❡♥ ❈❋ ❡♥tr✐❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡
✉s❡❞ ❛s s✉♣❡r✈✐s❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ ♦✉r ♠❡t❤♦❞✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ❤✐❣❤❡r ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛✐r✲
✇✐s❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ✉s❡❞ ❢♦r r❡✲❝❧✉st❡r✐♥❣✱ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ❍▼❘❋✲❦♠❡❛♥s
✐s ♠✉❝❤ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ t✐♠❡ ♦❢ ♦✉r ♠❡t❤♦❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❍▼❘❋✲❦♠❡❛♥s
✇❛s ♥♦t ✐♥✐t✐❛❧❧② ♣r♦♣♦s❡❞ ❢♦r ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ✉s❡r ❢❡❡❞❜❛❝❦ ✐♥ ❛♥ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ❝♦♥t❡①t✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐♥ ♦✉r ♠❡t❤♦❞✱ ✇❤❡♥ ❛ ♠✉st✲❧✐♥❦ ✭♦r ❝❛♥♥♦t✲❧✐♥❦✮ (CFi, CFj) ✐s ❞❡❞✉❝❡❞
❢r♦♠ t❤❡ ♠✉st✲❧✐♥❦ ✭♦r ❝❛♥♥♦t✲❧✐♥❦✮ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✐♠❛❣❡s (xk, xl)✱ xk ∈ CFi✱
xl ∈ CFj✱ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t (CFi, CFj) ❢♦r❝❡s t❤❡ ❣r♦✉♣✐♥❣ ✭♦r s❡♣❛r❛t✐♥❣✮ ♦❢ ♥♦t ♦♥❧②
t❤❡ t✇♦ ✐♠❛❣❡s xk ❛♥❞ xl ❜✉t ❛❧s♦ t❤❡ ♦t❤❡r ✐♠❛❣❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❞♦ ♥♦t ❛♣♣❡❛r ✐♥ ❛♥②
♣❛✐r✇✐s❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❜❡t✇❡❡♥ ✐♠❛❣❡s✱ ❜✉t ❛r❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡♥tr✐❡s CFi ❛♥❞ CFj✳
❲❡ ❝❛♥ s❛② t❤❛t t❤❡ s❡t ♦❢ ♣❛✐r✇✐s❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❜❡t✇❡❡♥ ❈❋ ❡♥tr✐❡s ❞❡❞✉❝❡❞ ❢r♦♠



✺✳✸✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts ✶✺✺

❚❛❜❧❡ ✺✳✹✿ Pr♦❝❡ss✐♥❣ t✐♠❡s ♦✈❡r ✺✵ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts s❤♦✇♥
✐♥ ❋✐❣✉r❡s ✺✳✺✱ ✺✳✻ ❛♥❞ ✺✳✼ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ♦✉r ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞
❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ t❤❡ ❍▼❘❋✲❦♠❡❛♥s ❝❧✉st❡r✐♥❣✳ ❚❤❡s❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛r❡ ♦♥
t❤❡ ❲❛♥❣ ✐♠❛❣❡ ❞❛t❛❜❛s❡✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✸ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ s❝❡♥❛r✐♦s ❛♥❞ ✻ str❛t❡❣✐❡s ❢♦r
❞❡❞✉❝✐♥❣ ♣❛✐r✇✐s❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❜❡t✇❡❡♥ ✐♠❛❣❡s✳

❲❛♥❣ ❞❛t❛❜❛s❡
Pr♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧ ❍▼❘❋✲❦♠❡❛♥s

❙❝❡♥❛r✐♦ ✶ ❙❝❡♥❛r✐♦ ✷ ❙❝❡♥❛r✐♦ ✸ ❙❝❡♥❛r✐♦ ✶ ❙❝❡♥❛r✐♦ ✷ ❙❝❡♥❛r✐♦ ✸

❙tr❛t❡❣② ✶ ✶❤✺✽✬ ✷❤✷✹✬ ✶❤✹✶✬ ✼❤✶✵✬ ✹❤✷✺✬ ✸✵❤✺✻✬
❙tr❛t❡❣② ✷ ✾✬ ✶✷✬ ✶✵✬ ✶✽✬ ✶✷✬✸✺✧ ✷✸✬
❙tr❛t❡❣② ✸ ✸✶✬ ✶✾✬ ✹✼✬ ✸✽✬ ✺✸✬ ✹✹✬
❙tr❛t❡❣② ✹ ✽✬ ✾✬ ✽✬ ✾✬ ✶✷✬ ✶✷✬
❙tr❛t❡❣② ✺ ✽✬ ✾✬ ✾✬ ✶✹✬ ✶✼✬ ✶✺✬
❙tr❛t❡❣② ✻ ✻✬ ✽✬ ✽✬ ✼✬ ✶✶✬ ✶✵✬

t❤❡ s❡t ♦❢ ♣❛✐r✇✐s❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❜❡t✇❡❡♥ ✐♠❛❣❡s ❛r❡ str♦♥❣❡r ❛♥❞ ♠♦r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡
t❤❛♥ t❤❡ s❡t ♦❢ ♣❛✐r✇✐s❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❜❡t✇❡❡♥ ✐♠❛❣❡s ✐ts❡❧❢✳ ❚❤❛t ❡①♣❧❛✐♥s ✇❤② ♦✉r
♣r♦♣♦s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤ ✉s❡s ♣❛✐r✇✐s❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❜❡t✇❡❡♥ ❈❋ ❡♥tr✐❡s✱ ❣✐✈❡s ❜❡t✲
t❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ t❤❛♥ t❤❡ ❍▼❘❋✲❦♠❡❛♥s ❝❧✉st❡r✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤ ✉s❡s ♣❛✐r✇✐s❡ ❝♦♥str❛✐♥ts
❜❡t✇❡❡♥ ✐♠❛❣❡s✳

❘❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t str❛t❡❣✐❡s ❢♦r ❞❡❞✉❝✐♥❣ ♣❛✐r✇✐s❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❜❡t✇❡❡♥ ✐♠✲
❛❣❡s✱ ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ ❢♦r ❜♦t❤ ♦✉r s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ t❤❡ ❍▼❘❋✲
❦♠❡❛♥s ♠❡t❤♦❞✱ t❤❡ str❛t❡❣② ✻ ❣✐✈❡s ✈❡r② ❣♦♦❞ r❡s✉❧ts ✐♥ ❧♦✇ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ t✐♠❡ ✐♥
❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦ t❤❡ ♦t❤❡r str❛t❡❣✐❡s✳ ❚❤✐s str❛t❡❣② ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❣♦♦❞ tr❛❞❡✲♦✛ ❜❡t✇❡❡♥
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛♥❞ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ t✐♠❡✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ✐s s✉✐t❛❜❧❡ t♦ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r✲
❛❝t✐✈❡ ❝♦♥t❡①t✳ ❚❤✉s✱ ✐♥ ❢✉rt❤❡r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ✇❡ ♦♥❧② ✉s❡ str❛t❡❣② ✻ ❢♦r ❞❡❞✉❝✐♥❣
♣❛✐r✇✐s❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❜❡t✇❡❡♥ ✐♠❛❣❡s✳

❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ✉s✐♥❣ str❛t❡❣② ✻ ❢♦r ❞❡❞✉❝✐♥❣ ♣❛✐r✇✐s❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❚❤❡s❡
❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛✐♠ ❛t ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ♦✉r ♣r♦♣♦s❡❞ s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞
❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❍▼❘❋✲❦♠❡❛♥s ✐♥ ❧❛r❣❡r ✐♠❛❣❡ ❞❛t❛❜❛s❡s
✭P❛s❝❛❧❱♦❝✷✵✵✻✱ ❈❛❧t❡❝❤✶✵✶ ❛♥❞ ❈♦r❡❧✸✵❦✮✳ ❋♦r t❤❡ P❛s❝❛❧❱♦❝✷✵✵✻ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ✶✵
❝❧❛ss❡s ♦❢ ✐♠❛❣❡s✱ t❤❡ t❤r❡❡ s❝❡♥❛r✐♦s ✶✱ ✷ ❛♥❞ ✸ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡ ❛r❡ st✐❧❧ ✉s❡❞
❢♦r ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♠❡t❤♦❞s✳ ❋♦r ❞❛t❛❜❛s❡s ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ❛ ❧❛r❣❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧❛ss❡s✿ ❈❛❧t❡❝❤✶✵✶ ✭✶✵✶ ❝❧❛ss❡s✮ ❛♥❞ ❈♦r❡❧✸✵❦ ✭✸✷✵ ❝❧❛ss❡s✮✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t
s❤♦✇ ❛❧❧ ❝❧✉st❡r ♣r♦t♦t②♣❡ ✐♠❛❣❡s t♦ t❤❡ ✉s❡r ♦♥ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ♣❧❛♥❡✱ ❜✉t ♦♥❧②
t❤❡ ♣r♦t♦t②♣❡ ✐♠❛❣❡s ♦❢ ❛ s♠❛❧❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧✉st❡rs✱ ❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ✺✳✸✳✶✳ ❚❤❡
♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧✉st❡rs t❤❛t ❝♦✉❧❞ ❜❡ s❤♦✇♥ ♦♥ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ♣❧❛♥❡ ✐♥ ❡❛❝❤
✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ✐t❡r❛t✐♦♥ ✐s ✜①❡❞ t♦ ✸✵✳ ❚❤❡ s❡t ♦❢ ✸✵ ❝❧✉st❡rs ❝❤♦s❡♥ t♦ ❜❡ s❤♦✇♥ ♦♥ t❤❡
♣r✐♥❝✐♣❛❧ ♣❧❛♥❡ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s ♠❛② ❜❡ s❧✐❣❤t❧② ❞✐✛❡r❡♥t ♦r q✉✐t❡
❞✐✛❡r❡♥t✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ str❛t❡❣② ✉s❡❞ ❢♦r ❝❤♦♦s✐♥❣ t❤❡ ❝❧✉st❡rs✳ ❆s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥
❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✳✶✱ t✇♦ str❛t❡❣✐❡s ❛r❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❢♦r ❝❤♦♦s✐♥❣ ❝❧✉st❡rs t♦ ❜❡ s❤♦✇♥ ♦♥ t❤❡
♣r✐♥❝✐♣❛❧ ♣❧❛♥❡✿ ❡✐t❤❡r ✸✵ ❝❧✉st❡rs ❛r❡ r❛♥❞♦♠❧② ❝❤♦s❡♥ ♦r t❤❡ ✸✵ ❝❧♦s❡st ❝❧✉st❡rs
❛r❡ ❝❤♦s❡♥✳ ❇♦t❤ t❤❡s❡ t✇♦ str❛t❡❣✐❡s ❛r❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✳
❘❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ str❛t❡❣✐❡s ✉s❡❞ ❜② t❤❡ ✉s❡r ❛❣❡♥t ❢♦r ❝❤♦♦s✐♥❣ t❤❡ c ❝❧✉st❡rs ✭❛♠♦♥❣
t❤❡ ❞✐s♣❧❛②❡❞ ❝❧✉st❡rs✮✱ ❢♦r ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ✐♥ ❡❛❝❤ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ✐t❡r❛t✐♦♥✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢



✶✺✻ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ Pr♦♣♦s❡❞ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠♦❞❡❧

❋✐❣✉r❡ ✺✳✽✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ❍▼❘❋✲
❦♠❡❛♥s ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♦♥ t❤❡ P❛s❝❛❧❱♦❝✷✵✵✻ ✐♠❛❣❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s❝❡♥❛r✐♦
✶✱ ✷ ❛♥❞ ✸✳ ❙tr❛t❡❣② ✻ ❢♦r ❞❡❞✉❝✐♥❣ ♣❛✐r✇✐s❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❜❡t✇❡❡♥ ✐♠❛❣❡s ✐s ✉s❡❞ ✭s❡❡
❚❛❜❧❡ ✺✳✶✮✳

♣r❡✈✐♦✉s ❡①♣❡r✐♠❡♥ts s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ s❝❡♥❛r✐♦ ✷ ❣✐✈❡s ❜❡tt❡r r❡s✉❧ts t❤❛♥ t❤❡ s❝❡♥❛r✐♦
✶✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❝❧✉st❡rs ❛r❡ r❛♥❞♦♠❧② ❝❤♦s❡♥ ✐♥ t❤❡ s❝❡♥❛r✐♦ ✷✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❝❧♦s❡st
❝❧✉st❡rs ❛r❡ ❝❤♦s❡♥ ✐♥ t❤❡ s❝❡♥❛r✐♦ ✶✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦♥
t❤❡ ❈❛❧t❡❝❤✶✵✶ ❛♥❞ t❤❡ ❈♦r❡❧✸✵❦ ✐♠❛❣❡ ❞❛t❛❜❛s❡s✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ♦♥❧② t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣
r❡s✉❧ts ✇❤❡♥ c ❛♠♦♥❣ t❤❡ 30 ♣r❡s❡♥t❡❞ ❝❧✉st❡rs ❛r❡ r❛♥❞♦♠❧② ❝❤♦s❡♥ ❜② t❤❡ s♦❢t✇❛r❡
❛❣❡♥t s✐♠✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ t❤❡ ❤✉♠❛♥ ✉s❡r ✇❤❡♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ s②st❡♠✳
❲❡ ♣r♦♣♦s❡ t❤❡ ✹ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❝❡♥❛r✐♦s ❢♦r t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦♥ t❤❡ ❈❛❧t❡❝❤✶✵✶ ❛♥❞
❈♦r❡❧✸✵❦ ✐♠❛❣❡ ❞❛t❛❜❛s❡s ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜rst t❤r❡❡ s❝❡♥❛r✐♦s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛t t❤❡
❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✳✷✿

✕ ❙❝❡♥❛r✐♦ ✹✿ ✸✵ ❝❧♦s❡st ❝❧✉st❡rs ❛r❡ ❝❤♦s❡♥ t♦ ❜❡ s❤♦✇♥ t♦ t❤❡ ✉s❡r ♦♥ t❤❡
♣r✐♥❝✐♣❛❧ ♣❧❛♥❡ ✐♥ ❡❛❝❤ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ✐t❡r❛t✐♦♥✱ c = 5 ❝❧✉st❡rs ❛r❡ r❛♥❞♦♠❧②
❝❤♦s❡♥ ❜② t❤❡ ✉s❡r ❛❣❡♥t ❢♦r ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣✳

✕ ❙❝❡♥❛r✐♦ ✺✿ ✸✵ ❝❧✉st❡rs ❛r❡ r❛♥❞♦♠❧② ❝❤♦s❡♥ t♦ ❜❡ s❤♦✇♥ t♦ t❤❡ ✉s❡r ♦♥
t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ♣❧❛♥❡ ✐♥ ❡❛❝❤ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ✐t❡r❛t✐♦♥✱ c = 5 ❝❧✉st❡rs ❛r❡ r❛♥❞♦♠❧②
❝❤♦s❡♥ ❜② t❤❡ ✉s❡r ❛❣❡♥t ❢♦r ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣✳

✕ ❙❝❡♥❛r✐♦ ✻✿ ✸✵ ❝❧♦s❡st ❝❧✉st❡rs ❛r❡ ❝❤♦s❡♥ t♦ ❜❡ s❤♦✇♥ t♦ t❤❡ ✉s❡r ♦♥ t❤❡
♣r✐♥❝✐♣❛❧ ♣❧❛♥❡ ✐♥ ❡❛❝❤ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ✐t❡r❛t✐♦♥✱ c = 10 ❝❧✉st❡rs ❛r❡ r❛♥❞♦♠❧②
❝❤♦s❡♥ ❜② t❤❡ ✉s❡r ❛❣❡♥t ❢♦r ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣✳

✕ ❙❝❡♥❛r✐♦ ✼✿ ✸✵ ❝❧✉st❡rs ❛r❡ r❛♥❞♦♠❧② ❝❤♦s❡♥ t♦ ❜❡ s❤♦✇♥ t♦ t❤❡ ✉s❡r ♦♥
t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ♣❧❛♥❡ ✐♥ ❡❛❝❤ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ✐t❡r❛t✐♦♥✱ c = 10 ❝❧✉st❡rs ❛r❡ r❛♥❞♦♠❧②
❝❤♦s❡♥ ❜② t❤❡ ✉s❡r ❛❣❡♥t ❢♦r ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✽ ❝♦♠♣❛r❡s ♦✉r ♣r♦♣♦s❡❞ s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ❍▼❘❋✲
❦♠❡❛♥s ♠❡t❤♦❞ ❞✉r✐♥❣ ✺✵ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ P❛s❝❛❧❱♦❝✷✵✵✻ ✐♠❛❣❡ ❞❛t❛❜❛s❡✱
❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ t❤r❡❡ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ s❝❡♥❛r✐♦s ✶✱ ✷ ❛♥❞ ✸✳ ❋✐❣✉r❡s ✺✳✾ ❛♥❞ ✺✳✶✵
♣r❡s❡♥t t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♠❡t❤♦❞s ♦♥ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ ❈❛❧t❡❝❤✶✵✶
❛♥❞ ❈♦r❡❧✸✵❦ ✐♠❛❣❡ ❞❛t❛❜❛s❡s✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢♦✉r s❝❡♥❛r✐♦s ✹✱ ✺✱ ✻ ❛♥❞ ✼✳ ❆s ❢♦r ♣r❡✲



✺✳✸✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts ✶✺✼

❋✐❣✉r❡ ✺✳✾✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ❍▼❘❋✲
❦♠❡❛♥s ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❈❛❧t❡❝❤✶✵✶ ✐♠❛❣❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s❝❡♥❛r✐♦ ✹✱ ✺✱
✻ ❛♥❞ ✼✳ ❙tr❛t❡❣② ✻ ❢♦r ❞❡❞✉❝✐♥❣ ♣❛✐r✇✐s❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❜❡t✇❡❡♥ ✐♠❛❣❡s ✐s ✉s❡❞ ✭s❡❡
❚❛❜❧❡ ✺✳✶✮✳

✈✐♦✉s ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ s❝❡♥❛r✐♦ ✷ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✽ r❡♣r❡s❡♥t✱ ❛t
❡❛❝❤ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ✐t❡r❛t✐♦♥✱ t❤❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ♦✈❡r ✶✵ ❡①❡❝✉t✐♦♥s ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦r✲
r❡s♣♦♥❞✐♥❣ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐♥ ❛❧❧ t❤❡ s❝❡♥❛r✐♦s ✹✱ ✺✱ ✻ ❛♥❞ ✼ ✉s❡❞
❢♦r t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦♥ t❤❡ ❈❛❧t❡❝❤✶✵✶ ❛♥❞ ❈♦r❡❧✸✵❦ ❞❛t❛❜❛s❡✱ t❤❡ ❝❧✉st❡rs ❛r❡ ❛❧s♦
r❛♥❞♦♠❧② ❝❤♦s❡♥ ❢♦r t❤❡ ✉s❡r ❛❣❡♥t ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❡❛❝❤ s❝❡♥❛r✐♦ ✐s ❡①❡❝✉t❡❞
✺ t✐♠❡s ❛♥❞ ❋✐❣✉r❡s ✺✳✾ ❛♥❞ ✺✳✶✵ s❤♦✇ t❤❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡s ❛♥❞ ❛❧s♦ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ♦✈❡r ✺ ❡①❡❝✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡s❡ s❝❡♥❛r✐♦s✳
❚❤❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ t✐♠❡ ✭♦r ❛✈❡r❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ t✐♠❡✮ ♦✈❡r ❛❧❧ ✺✵ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡s ✺✳✽✱ ✺✳✾ ❛♥❞ ✺✳✶✵ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞
✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✺✳

❚❤❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡s ✺✳✽✱ ✺✳✾✱ ✺✳✶✵ ❛♥❞ ❚❛❜❧❡ ✺✳✺ s❤♦✇ t❤❛t ❢♦r ❛❧❧
s❝❡♥❛r✐♦s ❛♥❞ ❢♦r ❛❧❧ ✐♠❛❣❡ ❞❛t❛❜❛s❡s✱ ♦✉r ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞
❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ♦✉t♣❡r❢♦r♠s t❤❡ ❍▼❘❋✲❦♠❡❛♥s ✐♥ ❜♦t❤ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛♥❞ t❤❡
♣r♦❝❡ss✐♥❣ t✐♠❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❛❧s♦ ❜❡tt❡r ✇❤❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡rs



✶✺✽ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ Pr♦♣♦s❡❞ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠♦❞❡❧

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✵✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ❍▼❘❋✲
❦♠❡❛♥s ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❈♦r❡❧✸✵❦ ✐♠❛❣❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s❝❡♥❛r✐♦ ✹✱ ✺✱
✻ ❛♥❞ ✼✳ ❙tr❛t❡❣② ✻ ❢♦r ❞❡❞✉❝✐♥❣ ♣❛✐r✇✐s❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❜❡t✇❡❡♥ ✐♠❛❣❡s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥
❚❛❜❧❡ ✺✳✶ ✐s ✉s❡❞✳

♦❢ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❢♦r ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥ ✐s ❤✐❣❤❡r ✭s❝❡♥❛r✐♦s ✻ ❛♥❞ ✼✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
❝❧✉st❡rs ✉s❡❞ ❢♦r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐s ❤✐❣❤❡r✱ ❣✐✈❡ ❜❡tt❡r r❡s✉❧ts t❤❛♥ s❝❡♥❛r✐♦s ✹ ❛♥❞ ✺✮✳
❲❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ r❡s✉❧ts ♣r♦❣r❡ss ❧❡ss ✇❤❡♥ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡
✐♥❝r❡❛s❡s✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❜❡tt❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ♦✉r s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠♦❞❡❧
❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❤✐❣❤❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❇■❘❈❍ ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦ t❤❡
❦✲♠❡❛♥s ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❡♣✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r t❤❡ ❈♦r❡❧✸✵❦ ✐♠❛❣❡ ❞❛t❛❜❛s❡✳

✺✳✹ ❉✐s❝✉ss✐♦♥

❆ ♥❡✇ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣✲
t❡r✳ ❆❢t❡r r❡❝❡✐✈✐♥❣ ✉s❡r ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❢♦r ❡❛❝❤ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ✐t❡r❛t✐♦♥✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞
s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ r❡✲♦r❣❛♥✐③❡s t❤❡ ❞❛t❛s❡t ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ♣❛✐r✇✐s❡ ❝♦♥✲



✺✳✺✳ ❙✉♠♠❛r② ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♣t❡r ✶✺✾

❚❛❜❧❡ ✺✳✺✿ Pr♦❝❡ss✐♥❣ t✐♠❡s ♦✈❡r ✺✵ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts s❤♦✇♥
✐♥ ❋✐❣✉r❡s ✺✳✽✱ ✺✳✾ ❛♥❞ ✺✳✶✵ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ♦✉r ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞
❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ t❤❡ ❍▼❘❋✲❦♠❡❛♥s ❝❧✉st❡r✐♥❣✳ ❚❤❡s❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛r❡ ♦♥
t❤❡ P❛s❝❛❧❱♦❝✷✵✵✻✱ ❈❛❧t❡❝❤✶✵✶ ❛♥❞ ❈♦r❡❧✸✵❦ ✐♠❛❣❡ ❞❛t❛❜❛s❡s✱ ✉s✐♥❣ str❛t❡❣② ✻ ❢♦r
❞❡❞✉❝✐♥❣ ♣❛✐r✇✐s❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❜❡t✇❡❡♥ ✐♠❛❣❡s✳

P❛s❝❛❧❱♦❝✷✵✵✻ ❞❛t❛❜❛s❡
❙❝❡♥❛r✐♦ ✶ ❙❝❡♥❛r✐♦ ✷ ❙❝❡♥❛r✐♦ ✸

Pr♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧ ✶❤✸✬ ✶❤✷✶✬ ✷❤
❍▼❘❋✲❦♠❡❛♥s ✷❤✶✻✬ ✸❤✶✵✬ ✷❤✹✾✬

❈❛❧t❡❝❤✶✵✶ ❞❛t❛❜❛s❡
❙❝❡♥❛r✐♦ ✹ ❙❝❡♥❛r✐♦ ✺ ❙❝❡♥❛r✐♦ ✻ ❙❝❡♥❛r✐♦ ✼

Pr♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧ ✶✸❤✷✻✬ ✽❤✹✬ ✸✸❤✸✹✬ ✺✵❤✶✷✬
❍▼❘❋✲❦♠❡❛♥s ✹✽❤✸✸✬ ✸✸❤✹✺✬ ✶✺✼❤✷✻✬ ✶✵✶❤✶✶✬

❈♦r❡❧✸✵❦ ❞❛t❛❜❛s❡
❙❝❡♥❛r✐♦ ✹ ❙❝❡♥❛r✐♦ ✺ ❙❝❡♥❛r✐♦ ✻ ❙❝❡♥❛r✐♦ ✼

Pr♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧ ✹✺❤✵✺✬ ✾✹❤✵✹✬ ✶✵✶❤✹✼✬ ✷✶✼❤✸✽✬
❍▼❘❋✲❦♠❡❛♥s ✶✺✹❤✸✼✬ ✶✺✾❤✸✸✬ ✶✵✾❤✷✻✬ ✻✷✾❤✶✸✬

str❛✐♥ts ❜❡t✇❡❡♥ ❈❋ ❡♥tr✐❡s ❞❡❞✉❝❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✉s❡r ❢❡❡❞❜❛❝❦✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛♥❛❧②s✐s✱
✉s✐♥❣ ❛ s♦❢t✇❛r❡ ❛❣❡♥t ❢♦r s✐♠✉❧❛t✐♥❣ ❤✉♠❛♥ ✉s❡r ❜❡❤❛✈✐♦✉r✱ s❤♦✇s t❤❛t ♦✉r ♠♦❞❡❧
❤❡❧♣s t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ r❡s✉❧ts ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ ✉s❡r ❢❡❡❞❜❛❝❦✳ ◆♦t❡ t❤❛t ♦✉r ❡①✲
♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❝❡♥❛r✐♦s ❛r❡ r❡❛❧✐st✐❝✱ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ r❡❛❧✐③❡❞ ❜② ❛ r❡❛❧ ✉s❡r ❛s t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ❝❧✐❝❦s r❡q✉✐r❡❞ ✐s tr❛❝t❛❜❧❡✳ ❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♠❛❣❡ ❞❛t❛❜❛s❡s ✭❲❛♥❣✱
P❛s❝❛❧❱♦❝✷✵✵✻✱ ❈❛❧t❡❝❤✶✵✶✱ ❈♦r❡❧✸✵❦✮✱ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ❛❧s♦ s❤♦✇ t❤❛t ♦✉r
s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ♦✉t♣❡r❢♦r♠s t❤❡ s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❍▼❘❋✲❦♠❡❛♥s
✐♥ ❜♦t❤ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛♥❞ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ t✐♠❡✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ t✐♠❡s ♦❢ t❤❡
❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐♥❝❧✉❞❡ ❛❧s♦ t❤❡ t✐♠❡s ❢♦r ❛♥❛❧②③✐♥❣ t❤❡ ♣❡r✲
❢♦r♠❛♥❝❡ ❜② t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡❛s✉r❡s✱ ❢♦r s✐♠✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ t❤❡ ❤✉♠❛♥ ✉s❡r
❜② t❤❡ ✉s❡r ❛❣❡♥t✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ r❡❛❧ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♣❤❛s❡ ✐s
❧♦✇❡r✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ♦✉r ❝♦❞❡ ✐s ♥♦t ♦♣t✐♠✐③❡❞✳ ❚❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ♦✉r ❝♦❞❡ ✐s ❛ ♣❛rt
♦❢ ♦✉r ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦✳

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡✱ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧②✱ ❞✐✛❡r❡♥t str❛t❡❣✐❡s ❢♦r
❞❡❞✉❝✐♥❣ ♣❛✐r✇✐s❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❢r♦♠ t❤❡ ✉s❡r ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ ❛❧❧ ✐♥t❡r❛❝✲
t✐✈❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❛t str❛t❡❣② ✻ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✶✱ ✇❤✐❝❤
❦❡❡♣s ♦♥❧② t❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ❝♦♥str❛✐♥ts ✭♠✉st✲❧✐♥❦s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠♦st ❞✐st❛♥t
✐♠❛❣❡s ❛♥❞ ❝❛♥♥♦t✲❧✐♥❦s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝❧♦s❡st ✐♠❛❣❡s✮✱ ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ❜❡st tr❛❞❡✲♦✛
❜❡t✇❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛♥❞ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ t✐♠❡✳ ❙tr❛t❡❣② ✻ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ♠♦st s✉✐t✲
❛❜❧❡✱ ✐♥ ♦✉r ❝♦♥t❡①t ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ✉s❡r ✐♥ t❤❡ ✐♥❞❡①✐♥❣ ♣❤❛s❡ ❜② ❝❧✉st❡r✐♥❣✳

✺✳✺ ❙✉♠♠❛r② ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♣t❡r

❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✿ ❛ ♥❡✇ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡
s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✇❤✐❝❤ ❤❡❧♣s t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ s❡♠❛♥t✐❝ ❣❛♣ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ❤✐❣❤✲❧❡✈❡❧ s❡♠❛♥t✐❝ ❝♦♥❝❡♣ts ❡①♣r❡ss❡❞ ❜② t❤❡ ✉s❡r ❛♥❞ t❤❡ ❧♦✇✲❧❡✈❡❧ ❢❡❛t✉r❡s
❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♠❛❣❡s✱ ❜② ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ✉s❡r ❢♦r ♣r♦❣r❡ss✐✈❡❧② ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❢❡❡❞✲



✶✻✵ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ Pr♦♣♦s❡❞ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠♦❞❡❧

❜❛❝❦ t♦ t❤❡ s②st❡♠✳ ❖✉r s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢r♦♠ t❤❡
❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ❇■❘❈❍ ✉♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣✱ ❛♥❞ ✐s ✐♥s♣✐r❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ♣❛✐r✇✐s❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ✐♥ t❤❡ r❡✲❝❧✉st❡r✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❍▼❘❋✲❦♠❡❛♥s✳

❉✐✛❡r❡♥t ♦❢ t❤❡ ❍▼❘❋✲❦♠❡❛♥s✱ ♦✉r s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ✉s❡s
♣❛✐r✇✐s❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❜❡t✇❡❡♥ ❈❋ ❡♥tr✐❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♠♦r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t t❤❛♥ t❤❡ ♣❛✐r✇✐s❡
❝♦♥str❛✐♥ts ❜❡t✇❡❡♥ ✐♠❛❣❡s✳ ❯s✐♥❣ ♣❛✐r✇✐s❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❜❡t✇❡❡♥ ❈❋ ❡♥tr✐❡s ❝❛♥ ❤❡❧♣
t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts✱ s✐♥❝❡ ❛ ♣❛✐r✇✐s❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❈❋
❡♥tr✐❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♣❛✐r✇✐s❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❜❡t✇❡❡♥ ✐♠❛❣❡s ♦❢ t❤❡s❡ t✇♦ ❈❋
❡♥tr✐❡s✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ✐t ❝♦♥tr✐❜✉t❡s t♦ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t r❡❞✉❝✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣
t✐♠❡✳

❖✉r s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♣r♦♣♦s❡s t♦ ✉s❡ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
✐♥ ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ✉s❡r ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❢♦r ❞❡❞✉❝✐♥❣ ♣❛✐r✇✐s❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❢♦r t❤❡
r❡✲❝❧✉st❡r✐♥❣ ♣❤❛s❡✳ ❚❤❡ ✏♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞✑ ✐s ❛❧r❡❛❞② ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ❍▼❘❋✲
❦♠❡❛♥s ❢♦r ❣r♦✉♣✐♥❣ ♦❜❥❡❝ts ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✏♠✉st✲❧✐♥❦✑✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❜❛s✐s t❤❡ ♣❛✐r✇✐s❡
❝♦♥str❛✐♥ts ♣r♦✈✐❞❡❞ ❛s ♣r✐♦r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✳ ■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ♥❡✐❣❤✲
❜♦✉r❤♦♦❞ ❢♦r ♦✉r ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ❝♦♥t❡①t ✇❤❡r❡ s✉♣❡r✈✐s❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ♣r♦❣r❡ss✐✈❡❧②
♣r♦✈✐❞❡❞ ❞✉r✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s✱ ♥♦t ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ♣❛✐r✇✐s❡ ❝♦♥✲
str❛✐♥ts✱ ❜✉t ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❝❧✉st❡r✲❧❡✈❡❧ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ✭✐✳❡✳ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♠❛❣❡s ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡
✐♠❛❣❡s ♦❢ ❡❛❝❤ ❝❧✉st❡r✱ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ ✐♠❛❣❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❝❧✉st❡rs✮✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❞❡✜♥❡ ❛
♥❡✇ t❡r♠ ❝❛❧❧❡❞ ✏s❡❡❞✑ ✇❤✐❝❤ ❤❡❧♣s t♦ ❛❞❛♣t t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❈❋ ❡♥tr✐❡s
♦❢ t❤❡ ❇■❘❈❍ tr❡❡✳

❆♥♦t❤❡r ✐♠♣♦rt❛♥t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s t❤❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ✻ ❞✐✛❡r❡♥t
str❛t❡❣✐❡s ❢♦r ❞❡❞✉❝✐♥❣ ♣❛✐r✇✐s❡ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❚❤❡s❡ ✻ str❛t❡❣✐❡s ❛r❡ ❜♦t❤ t❤❡♦r❡t✐✲
❝❛❧❧② ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ❛♥❛❧②③❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✳ ❋r♦♠ t❤❡s❡ ❛♥❛❧②s❡s✱ t❤❡ str❛t❡❣②
✻ ✇❤✐❝❤ ❦❡❡♣s ♦♥❧② t❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ❝♦♥str❛✐♥ts ✭♠✉st✲❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠♦st ❞✐s✲
t❛♥t ♦❜❥❡❝ts ❛♥❞ ❝❛♥♥♦t✲❧✐♥❦s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝❧♦s❡st ♦❜❥❡❝ts✮ ❣✐✈❡s t❤❡ ❜❡st tr❛❞❡✲♦✛
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ t✐♠❡✳

❚❤❡ ✜♥❛❧ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ♦✉r
♠❡t❤♦❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❍▼❘❋✲❦♠❡❛♥s✱ ✉s✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♠❛❣❡ ❞❛t❛❜❛s❡s ♦❢ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣
s✐③❡s ✭❲❛♥❣✱ P❛s❝❛❧❱♦❝✷✵✵✻✱ ❈❛❧t❡❝❤✶✵✶ ❛♥❞ ❈♦r❡❧✸✵❦✮✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts s❤♦✇
t❤❛t ♦✉r s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♦✉t♣❡r❢♦r♠s t❤❡ ❍▼❘❋✲❦♠❡❛♥s✱ ✐♥ ❜♦t❤ ♣❡r✲
❢♦r♠❛♥❝❡ ❛♥❞ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ t✐♠❡✳



❈❤❛♣t❡r ✻

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

■♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ t❤❡ str✉❝t✉r✐♥❣ ♣❤❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❈♦♥t❡♥t✲❇❛s❡❞
■♠❛❣❡ ❘❡tr✐❡✈❛❧ ✭❈❇■❘✮ ♠♦❞❡❧✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❢❡❛t✉r❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ♣❤❛s❡ ✐s
❝♦♠♣❧❡t❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❢❡❛t✉r❡ ❞❡s❝r✐♣t♦rs ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ■♥st❡❛❞ ♦❢ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧
✐♥❞❡①✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ✉s❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ✐♥ t❤❡ str✉❝t✉r✐♥❣ ♣❤❛s❡✳
❚❤❡ ❛✐♠ ✐s t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛♥ ✐♥❞❡①❡❞ str✉❝t✉r❡ ♠♦r❡ ❛❞❛♣t❡❞ t♦ t❤❡ r❡tr✐❡✈❛❧ ♦❢ ❤✐❣❤
❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ✉♥❜❛❧❛♥❝❡❞ ❞❛t❛✳ ❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ✐s t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t
t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✐♥ ❛♥ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ❝♦♥t❡①t ✇❤❡r❡ t❤❡ ✉s❡r ✐s ✐♥✈♦❧✈❡❞ t♦ ✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤
t❤❡ s②st❡♠ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ✏s❡♠❛♥t✐❝ ❣❛♣✑ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❤✐❣❤✲❧❡✈❡❧ s❡♠❛♥t✐❝
❝♦♥❝❡♣ts ❡①♣r❡ss❡❞ ❜② t❤❡ ✉s❡r ❛♥❞ t❤❡ ❧♦✇✲❧❡✈❡❧ ❢❡❛t✉r❡s ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♠✲
❛❣❡s✳ ❚❤❛t ♠❛② ❤❡❧♣ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ r❡s✉❧ts ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❢✉rt❤❡r r❡tr✐❡✈❛❧✳

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ t❤❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✶ s✉♠♠❛r✐③❡s t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ♦♥
t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ✐♠❛❣❡ ❞❛t❛❜❛s❡s ♦❢ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ s✐③❡s✳ ❙❡❝t✐♦♥
✻✳✷ ♣r❡s❡♥ts ❛ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛s ✇❡❧❧ ❛s s♦♠❡ ❢✉t✉r❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s
❢♦r t❤✐s t❤❡s✐s✳

✻✳✶ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ s✉♠♠❛r✐③❡ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ❢♦r ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ t❤❡
✉s❡r ✐♥ t❤❡ str✉❝t✉r✐♥❣ ♣❤❛s❡✱ ❜② ✉s✐♥❣ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ✐♥st❡❛❞ ♦❢ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧
✐♥❞❡①✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ s❡♠❛♥t✐❝ ❣❛♣ ❜❡t✇❡❡♥ ❤✐❣❤✲❧❡✈❡❧ s❡♠❛♥t✐❝
❝♦♥❝❡♣ts ❡①♣r❡ss❡❞ ❜② t❤❡ ✉s❡r ❛♥❞ t❤❡ ❧♦✇ ❧❡✈❡❧ ❢❡❛t✉r❡s ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♠❛❣❡s✳

❖✉r ✜rst ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥✱ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ str✉❝t✉r❡❞ s✉r✈❡② ♦❢ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ t❡❝❤✲
♥✐q✉❡s ✉s❡❞ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❤❛s❡s ♦❢ ❈❇■❘✱ ❧✐❡s ✐♥ ❛♥❛❧②③✐♥❣ t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢ ✉s✐♥❣
❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ✐♥st❡❛❞ ♦❢ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ❢❡❛t✉r❡ s♣❛❝❡ str✉❝t✉r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r str✉❝✲
t✉r✐♥❣ ❧❛r❣❡ ✐♠❛❣❡ ❞❛t❛❜❛s❡s✳ ❚❤❡ ✉s❡❢✉❧♥❡ss ♦❢ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ✉s❡r ✐♥ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣
♣❤❛s❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ s❡♠❛♥t✐❝ ❣❛♣ ✐s ❛❧s♦ ❛♥❛❧②③❡❞✳

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ✐s ❛ s✉r✈❡② ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ✉♥s✉♣❡r✈✐s❡❞
❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡❛s✉r❡s ✭✐♥t❡r♥❛❧ ♠❡❛s✉r❡s ❛♥❞ ❡①t❡r♥❛❧
♠❡❛s✉r❡s✮ ❢♦r ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ r❡s✉❧ts✳ ❉✐✛❡r❡♥t ♦❢ ♦t❤❡r s✉r✈❡②s ✐♥ t❤❡
❧✐t❡r❛t✉r❡✱ ✇❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ❛♥❞ ❞r❛✇❜❛❝❦s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ✉♥s✉✲
♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ✐♥ ❛ ❝♦♥t❡①t ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✉s❡r ✐s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❧✉st❡r✲
✐♥❣ ♦❢ ❧❛r❣❡ ✐♠❛❣❡ ❞❛t❛❜❛s❡s ❛♥❞ ✇❤❡r❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧✐t② ❛♥❞ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ str✉❝t✉r✐♥❣
❛r❡ ♥❡❡❞❡❞✳ ❖✉r ❢♦r♠❛❧ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ♠❡t❤♦❞s s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❤✐❡r✲



✶✻✷ ❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

❛r❝❤✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s ✭❇■❘❈❍✱ ❘✲tr❡❡✱ ❙❙✲tr❡❡ ❛♥❞ ❙❘✲tr❡❡✮ ❛r❡ t❤❡ ♠♦st s✉✐t❛❜❧❡ t♦
♦✉r ❝♦♥t❡①t ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡✐r ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡s✱ t❤❡✐r ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧✐t② ❛♥❞ t❤❡✐r
❛❞❛♣t❛❜✐❧✐t② t♦ ❧❛r❣❡ ❞❛t❛❜❛s❡s✳

❖✉r t❤✐r❞ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✱ ✉s✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥t❡r♥❛❧
❛♥❞ ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡❛s✉r❡s✱ ♦❢ s♦♠❡ ✉♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ✭❣❧♦❜❛❧ ❦✲♠❡❛♥s✱
❆❍❈✱ ❘✲tr❡❡✱ ❙❘✲tr❡❡ ❛♥❞ ❇■❘❈❍✮ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♠❛❣❡ ❞❛t❛❜❛s❡s ♦❢ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣
s✐③❡s ✭❲❛♥❣✱ P❛s❝❛❧❱♦❝✷✵✵✻✱ ❈❛❧t❡❝❤✶✵✶ ❛♥❞ ❈♦r❡❧ ✸✵❦✮✳ ❚❤❡ ❛✐♠ ✐s t♦ st✉❞② t❤❡
s❝❛❧❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡s❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✇❤❡♥ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ✐s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣✳ ■♥
♦r❞❡r t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡s❡ ✉♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❤✐❣❤✲
❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❞❛t❛✱ ❞✐✛❡r❡♥t ❢❡❛t✉r❡ ❞❡s❝r✐♣t♦rs ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t s✐③❡s ❛r❡ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡s❡
❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤✐s ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✱ t❤❡ ❇■❘❈❍✰r❣❙■❋❚✱ ✉s✐♥❣
t❤❡ ❇❛❣s ♦❢ ❲♦r❞s ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❛♣♣❡❛rs t♦ ❜❡ t❤❡ ❜❡st ❝❤♦✐❝❡ ✐♥ ♦✉r ❝♦♥t❡①t ❜❡❝❛✉s❡
✐t ❣✐✈❡s ❤✐❣❤ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥ ❧♦✇ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ t✐♠❡✳

❖✉r ❢♦✉rt❤ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❛ ❜r✐❡❢ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt ♦❢ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞
❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ✭tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ♠❡t❤♦❞s ✉s✐♥❣ ♣r✐♦r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✐♥t❡r❛❝✲
t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞s ✉s✐♥❣ ❢❡❡❞❜❛❝❦✮✳ ❚❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt ❧✐❡s ✐♥ t❤❡
❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ ✉s❡ ❞✐✛❡r❡♥t s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ✐♥ ❛♥
✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ❝♦♥t❡①t ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✉s❡r ✐s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ❢♦r ♣r♦❣r❡ss✐✈❡❧② ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❢❡❡❞❜❛❝❦
t♦ t❤❡ s②st❡♠✳

❚❤❡ ✜❢t❤ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ✐s t❤❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r ✐♠♣❧❡✲
♠❡♥t✐♥❣ ❛♥② s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ❝♦♥t❡①t✳ ❆ ✷❉
✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✐s ♣r♦♣♦s❡❞✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ✉s❡r t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ t♦ t❤❡ s②s✲
t❡♠✳ ❱✐❛ t❤✐s ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡✱ t❤❡ ✉s❡r ❝❛♥ ❣✐✈❡ ❝❧✉st❡r✲❧❡✈❡❧ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ✭♣♦s✐t✐✈❡
✐♠❛❣❡s✱ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✐♠❛❣❡s ♦❢ ❡❛❝❤ ❝❧✉st❡r✱ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ ✐♠❛❣❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❝❧✉st❡rs✮✱
✇✐t❤♦✉t ❤❛✈✐♥❣ ❛♥② ♣r✐♦r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛❜♦✉t t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❞❛t❛❜❛s❡✳ ❲❡ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦
✉s❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ♠❡❛s✉r❡s ❢♦r ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡s ✐♥ t❤❡✐r ❝❧✉st❡rs✱ ✐♥
♦r❞❡r t♦ s❡❧❡❝t t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ✐♠❛❣❡s t❤❛t ❛r❡ s❤♦✇♥ ❢♦r ❡❛❝❤ s❡❧❡❝t❡❞ ❝❧✉st❡r ♦♥
t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡✳ ■♥t❡r♥❛❧ ♠❡❛s✉r❡s ❛r❡ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ❜❡ ✉s❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡②
❞♦ ♥♦t ♥❡❡❞ ❛♥② ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤ ❛❜♦✉t t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❞❛t❛❜❛s❡✳

❇❛s❡❞ ♦♥ ♦✉r t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠s✱ ♦✉r s✐①t❤ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❧✐❡s ✐♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ s♦♠❡ s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞
❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ✭t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ❝❧✉st❡r✲❧❡✈❡❧ s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣✱ t❤❡ ❘♦❝✲
❝❤✐♦ ❢♦r♠✉❧❛ ❜❛s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ❍▼❘❋✲❦♠❡❛♥s✮✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ t❤❡ ♠♦st s✉✐t❛❜❧❡
❢♦r ♦✉r ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ❝♦♥t❡①t✳ ❊①t❡r♥❛❧ ♠❡❛s✉r❡s✱ ✇❤✐❝❤ ♣r♦✈✐❞❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❝❧♦s❡ t♦
t❤❡ ✇✐s❤❡s ♦❢ t❤❡ ✉s❡r ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤✱ ❛r❡ ✉s❡❞ ❢♦r ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ t❤❡s❡
❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ❚❤❡ ❘♦❝❝❤✐♦ ❢♦r♠✉❧❛ ❜❛s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✐s ♦✉r ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡
s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❘♦❝❝❤✐♦ ❢♦r♠✉❧❛ ❢♦r ✐♥❝♦r♣♦r❛t✲
✐♥❣ ✉s❡r ❢❡❡❞❜❛❝❦ ✐♥ ✐♥✐t✐❛❧✐③✐♥❣ t❤❡ ❝❧✉st❡r ❝❡♥tr❡s ❢♦r t❤❡ r❡✲❝❧✉st❡r✐♥❣ ♣❤❛s❡✳ ❲❡
❛❞❛♣t t❤❡ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❍▼❘❋✲❦♠❡❛♥s ❢♦r ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ✉s❡r ❢❡❡❞❜❛❝❦
✐♥ ♦✉r ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ♠♦❞❡❧✳ ❲✐t❤ t❤❡ ❛✐♠ ♦❢ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ✉♥❞❡rt❛❦✐♥❣ t❤❡s❡ ✐♥t❡r❛❝✲
t✐✈❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛♥❞ ❛✈♦✐❞✐♥❣ t❤❡ s✉❜❥❡❝t✐✈❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts
♦♥ ❛ ❤✉♠❛♥ ✉s❡r✱ ❛ s♦❢t✇❛r❡ s♦❢t✇❛r❡ ❛❣❡♥t s✐♠✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ t❤❡ ❤✉♠❛♥
✉s❡r ✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❢♦r ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ✐♥ ❡❛❝❤ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ✐t❡r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❡①♣❡r✲
✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts s❤♦✇ ❛♥ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ r❡s✉❧ts ✇❤❡♥ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ✉s❡r
❢❡❡❞❜❛❝❦✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❍▼❘❋✲❦♠❡❛♥s ✇❤✐❝❤ ✉s❡s ♣❛✐r✇✐s❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❜❡t✇❡❡♥
✐♠❛❣❡s ❣✐✈❡s t❤❡ ❜❡st r❡s✉❧t ✐♥ ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ t✐♠❡✳

❚❤❡ s❡✈❡♥t❤ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♦✉r ♠❛✐♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✐s ❛



✻✳✷✳ ❉✐s❝✉ss✐♦♥ ❛♥❞ ❢✉t✉r❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ✶✻✸

♥❡✇ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ✉s❡r ❢♦r ♣r♦❣r❡s✲
s✐✈❡❧② ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❢❡❡❞❜❛❝❦ t♦ t❤❡ s②st❡♠✳ ❖✉r s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞
✐s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ❇■❘❈❍ ✉♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣✱ ❛♥❞ ✐s ✐♥s♣✐r❡❞
❢r♦♠ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛✐r✇✐s❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ✐♥ t❤❡ r❡✲❝❧✉st❡r✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❍▼❘❋✲
❦♠❡❛♥s✳ ❉✐✛❡r❡♥t ♦❢ t❤❡ ❍▼❘❋✲❦♠❡❛♥s✱ ♦✉r s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞
✉s❡s ♣❛✐r✇✐s❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❜❡t✇❡❡♥ ❈❋ ❡♥tr✐❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♠♦r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t t❤❛♥ t❤❡
♣❛✐r✇✐s❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❜❡t✇❡❡♥ ✐♠❛❣❡s✳ ❯s✐♥❣ ♣❛✐r✇✐s❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❜❡t✇❡❡♥ ❈❋ ❡♥tr✐❡s
❝❛♥ ❤❡❧♣ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣
t✐♠❡✱ s✐♥❝❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♣❛✐r✇✐s❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❜❡t✇❡❡♥ ✐♠❛❣❡s ♦❢ t✇♦ ❈❋ ❡♥tr✐❡s ❝❛♥ ❜❡
r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ♦♥❧② ♦♥❡ ♣❛✐r✇✐s❡ ❝♦♥str❛✐♥t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ t✇♦ ❈❋ ❡♥tr✐❡s✳ ❲❡ ♣r♦✲
♣♦s❡ t♦ ✉s❡ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ✉s❡r ❢❡❡❞❜❛❝❦
❢♦r ❞❡❞✉❝✐♥❣ ♣❛✐r✇✐s❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❢♦r t❤❡ r❡✲❝❧✉st❡r✐♥❣ ♣❤❛s❡✳ ❚❤❡ ✏♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞✑
✐s ❛❧r❡❛❞② ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ❍▼❘❋✲❦♠❡❛♥s ❢♦r ❣r♦✉♣✐♥❣ ♦❜❥❡❝ts ✇❤✐❝❤ ❛r❡
✏♠✉st✲❧✐♥❦✑ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣❛✐r✇✐s❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ♣r♦✈✐❞❡❞ ❛s ♣r✐♦r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✳ ■♥ ♦✉r
✇♦r❦✱ ✇❡ ❡①♣❧❛✐♥ ❤♦✇ t♦ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞ t♦ ♦✉r ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ❝♦♥t❡①t✱ ✇❤❡r❡
s✉♣❡r✈✐s❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ♣r♦❣r❡ss✐✈❡❧② ♣r♦✈✐❞❡❞ ♥♦t ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ♣❛✐r✇✐s❡ ❝♦♥✲
str❛✐♥ts✱ ❜✉t ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❝❧✉st❡r✲❧❡✈❡❧ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ✭✐✳❡✳ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♠❛❣❡s ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡
✐♠❛❣❡s ♦❢ ❡❛❝❤ ❝❧✉st❡r✱ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ ✐♠❛❣❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❝❧✉st❡rs✮✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❞❡✜♥❡ ❛
♥❡✇ t❡r♠ ❝❛❧❧❡❞ ✏s❡❡❞✑ ✇❤✐❝❤ ❤❡❧♣s t♦ ❛❞❛♣t t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❈❋ ❡♥tr✐❡s
♦❢ t❤❡ ❇■❘❈❍ tr❡❡✳

❚❤❡ ❡✐❣❤t❤ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ✐s t❤❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ✻ ❞✐✛❡r❡♥t str❛t❡✲
❣✐❡s ❢♦r ❞❡❞✉❝✐♥❣ ♣❛✐r✇✐s❡ ❝♦♥str❛✐♥ts✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✉s❡r ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡
♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❇♦t❤ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛♥❛❧②s❡s ♦❢ t❤❡s❡ ✻
str❛t❡❣✐❡s ❛r❡ ♣r♦♣♦s❡❞✳ ❋r♦♠ t❤❡s❡ ❛♥❛❧②s❡s✱ t❤❡ str❛t❡❣② ✻ ✇❤✐❝❤ ❦❡❡♣s ♦♥❧② t❤❡
♠♦st ✏❞✐✣❝✉❧t✑ ❝♦♥str❛✐♥ts ✭♠✉st✲❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠♦st ❞✐st❛♥t ♦❜❥❡❝ts ❛♥❞ ❝❛♥♥♦t✲
❧✐♥❦s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝❧♦s❡st ♦❜❥❡❝ts✮ ❣✐✈❡s t❤❡ ❜❡st tr❛❞❡✲♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡
❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ t✐♠❡✳ ❚❤✐s str❛t❡❣② ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ♠♦st s✉✐t❛❜❧❡ t♦ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥
t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ❝♦♥t❡①t ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✉s❡r ✐s ✐♥✈♦❧✈❡❞✳

❚❤❡ ♥✐♥t❤ ❛♥❞ ✜♥❛❧ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ✐s ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥
♦❢ ♦✉r s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❍▼❘❋✲❦♠❡❛♥s✱ ✉s✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♠❛❣❡
❞❛t❛❜❛s❡s ♦❢ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ s✐③❡s ✭❲❛♥❣✱ P❛s❝❛❧❱♦❝✷✵✵✻✱ ❈❛❧t❡❝❤✶✵✶ ❛♥❞ ❈♦r❡❧✸✵❦✮✳ ❆❝✲
❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤✐s ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✱ ♦✉r s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♦✉t♣❡r❢♦r♠s t❤❡ ❍▼❘❋✲
❦♠❡❛♥s✱ ✐♥ ❜♦t❤ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛♥❞ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ t✐♠❡✳

✻✳✷ ❉✐s❝✉ss✐♦♥ ❛♥❞ ❢✉t✉r❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s

❙✐♥❝❡ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❢♦r ❢❡❛t✉r❡ s♣❛❝❡ str✉❝t✉r✐♥❣ ♦❢ ❧❛r❣❡ ✐♠❛❣❡ ❞❛t❛❜❛s❡s
✐s st✐❧❧ ❛ ❞✐✣❝✉❧t ♣r♦❜❧❡♠✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥✉♠❡r♦✉s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❢♦r ✐♠♣r♦✈✐♥❣ ♦✉r ♠♦❞❡❧✳

❚❤❡ ✜rst ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ❛ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✱ ❝♦♥❝❡r♥s t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥
♠❡❛s✉r❡s✳ ❆s ❢❛r ❛s ✇❡ ❦♥♦✇✱ t❤❡r❡ ❡①✐st ♦♥❧② ✐♥t❡r♥❛❧ ♠❡❛s✉r❡s ✇❤✐❝❤ ❞♦ ♥♦t ✉s❡
❛♥② s❡♠❛♥t✐❝ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡❛s✉r❡s ✇❤✐❝❤ r❡q✉✐r❡ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤
s♣❡❝✐❢②✐♥❣ t❤❡ ❝❧❛ss ❧❛❜❡❧s ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ✐♠❛❣❡s ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡✳ ■♥ ♦✉r s②st❡♠✱ s✐♥❝❡
t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ s②st❡♠ ❞♦❡s ♥♦t ❦♥♦✇ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤✱ ✇❡ ✉s❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ♠❡❛s✉r❡s
❢♦r ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡s ✐♥ ❡❛❝❤ ❝❧✉st❡r ✐♥ ♦r❞❡r t♦ s❡❧❡❝t
t❤❡ ✐♠❛❣❡s ✇❤✐❝❤ s❤♦✉❧❞ ❜❡ s❤♦✇♥ t♦ t❤❡ ✉s❡r ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡✳ ❆s ♦♥❧②
✷✶ ✐♠❛❣❡s ♦❢ ❡❛❝❤ s❡❧❡❝t❡❞ ❝❧✉st❡r ❛r❡ ❞✐s♣❧❛②❡❞ ❢♦r t❤❡ ✉s❡r ✐♥ ❡❛❝❤ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡



✶✻✹ ❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

✐t❡r❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡s❡ ✐♠❛❣❡s ✐s ✈❡r② ✐♠♣♦rt❛♥t✳ ■t ✐♥✢✉❡♥❝❡s t❤❡ q✉❛❧✐t②
♦❢ t❤❡ ✉s❡r ❢❡❡❞❜❛❝❦✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❧❛r❣❡ ✐♠❛❣❡ ❞❛t❛❜❛s❡s ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❡❛❝❤
❝❧✉st❡r ❣❡♥❡r❛❧❧② ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ❤✐❣❤ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♠❛❣❡s✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡ s②st❡♠ r❡❝❡✐✈❡s
❛ s♠❛❧❧ ❛♠♦✉♥t ♦❢ s✉♣❡r✈✐s❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ✉s❡r ❢❡❡❞❜❛❝❦✳ ■t ♠❛②
❜❡ ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t ✐❢ t❤❡r❡ ❛r❡ s♦♠❡ ♠❡❛s✉r❡s ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡
✐♠❛❣❡s ✐♥ ❡❛❝❤ ❝❧✉st❡r ✇✐t❤ ❛ s♠❛❧❧ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ✉s❡r✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ ❢♦r ❤✉❣❡ ✐♠❛❣❡ ❞❛t❛❜❛s❡s✱ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤ ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❜❡
❣❡♥❡r❛t❡❞✳ ❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡s ✇❤✐❝❤ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ r❡s✉❧ts ✉s✐♥❣ ❛ s♠❛❧❧ ❛♠♦✉♥t
♦❢ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛r❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ♠♦r❡ s✉✐t❛❜❧❡ t❤❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡❛s✉r❡s✳ ❚❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t
♦❢ t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ ♠❡❛s✉r❡s ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ♦✉r ❢✉t✉r❡ ❧✐♥❡s ♦❢ ✇♦r❦✳ ❚❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢
♠❡❛s✉r❡s ✇✐❧❧ ❜❡ ✈❛❧✉❛❜❧❡ ♥♦t ♦♥❧② ❢♦r ♦✉r ❝♦♥t❡①t✱ ❜✉t ❛❧s♦ ❢♦r ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ t❤❡
r❡s✉❧t ♦❢ ❛♥② ✉♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ♦r s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ s♠❛❧❧
❛♠♦✉♥t ♦❢ s✉♣❡r✈✐s❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ❡❛s✐❡r t♦ ❤❛✈❡ t❤❛♥ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡
❣r♦✉♥❞ tr✉t❤✳

❚❤❡ ♥❡①t ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❝♦♥❝❡r♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛s♣❡❝ts✳ ❯♥t✐❧ ♥♦✇✱ ♦✉r ❡①♣❡r✲
✐♠❡♥t❛❧ ❛♥❛❧②s❡s ❣❡♥❡r❛❧❧② ✉s❡s ❛ s♦❢t✇❛r❡ ❛❣❡♥t ❢♦r s✐♠✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢
t❤❡ ❤✉♠❛♥ ✉s❡r ❢♦r ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❢❡❡❞❜❛❝❦ t♦ t❤❡ s②st❡♠✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ✉s❡r ✐♥t❡r❢❛❝❡
✐s ❛❧r❡❛❞② ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛♥❞ s♦♠❡ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇✐t❤ ❛ r❡❛❧ ✉s❡r ❛r❡
♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜✉t ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ❛ ❤✉♠❛♥ ✉s❡r ✇❛s ♥♦t
♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛t ❛ ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡ ②❡t✳ ❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❤✉♠❛♥ ✉s❡rs ✐♥ t❤❡
❝❧✉st❡r✐♥❣ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♠❛❣❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ❛r❡ ❡♥✈✐s❛❣❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡❛r ❢✉t✉r❡ ❢♦r st✉❞②✐♥❣
t❤❡ s❝❛❧❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♦✉r ♠♦❞❡❧ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ✉s❡rs✳ ❖✉r ❝✉r✲
r❡♥t ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇❡r❡ ♦♥❧② ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ ✸✵ ✵✵✵ ✐♠❛❣❡s✳ ▲❛r❣❡r
✐♠❛❣❡ ❞❛t❛❜❛s❡s s✉❝❤ ❛s ▼■❘❋▲■❈❑ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛❜♦✉t ♦♥❡ ♠✐❧❧✐♦♥ ✐♠❛❣❡s ❛r❡ ❛❧s♦
❡♥✈✐s❛❣❡❞ ❢♦r ❢✉rt❤❡r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❢♦r ❛♥❛❧②③✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❛s
✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❤✉❣❡ ✐♠❛❣❡ ❞❛t❛❜❛s❡s✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ ♦✉r ♠♦❞❡❧ ✐s ❛❝t✉❛❧❧② ♦♥❧② ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❝♦♥✲
t❡①t✳ ■t ✇❛s ♥♦t ❛♣♣❧✐❡❞ ②❡t ✐♥ t❤❡ str✉❝t✉r✐♥❣ ♣❤❛s❡ ♦❢ ❛ r❡❛❧ ❈❇■❘ s②st❡♠✳ ■♥
t❤❡ ♥❡❛r ❢✉t✉r❡✱ ✇❡ ❡♥✈✐s❛❣❡ t♦ ❛❞❛♣t ♦✉r ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ str✉❝t✉r✐♥❣ ♣❤❛s❡ ♦❢ ❛ r❡❛❧
❈❇■❘ s②st❡♠ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ st✉❞② t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡tr✐❡✈❛❧ r❡s✉❧ts ✇❤❡♥ t❤❡ ✉s❡r
✐s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ str✉❝t✉r✐♥❣ ♣❤❛s❡ ❢♦r ✐♠♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ ✐♥❞❡①❡❞ str✉❝t✉r❡✳

❆♥♦t❤❡r ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♦✉r ✇♦r❦✱ ❛ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✱ ✐s t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡
✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐♥t❡r❢❛❝❡✳ ❚❤❡ ❡✣❝✐❡♥t ✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ r❡s✉❧ts ♦❢ ❤✉❣❡
✐♠❛❣❡ ❞❛t❛❜❛s❡s ✐s st✐❧❧ ❛♥ ♦♣❡♥ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡✳ ❆t t❤❡ ♠♦♠❡♥t✱ ♦♥❧② ✉♣ t♦ ✸✵ ❝❧✉st❡rs
❝❛♥ ❜❡ ✈✐s✉❛❧✐③❡❞ ♦♥ ❛ ✷❉ P❈❆ ♣❧❛♥❡ s✉♠♠❛r✐③✐♥❣✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ r♦✉❣❤❧② 65%
♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❲❛♥❣ ❛♥❞ P❛s❝❛❧❱♦❝✷✵✵✻ ✐♠❛❣❡s ❞❛t❛❜❛s❡s✳ ❚❤✐s
♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♠❛② ❜❡ r❡❞✉❝❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ✐s ❤✐❣❤❡r✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
t❤❡ ✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ r❡s✉❧ts str♦♥❣❧② ✐♥✢✉❡♥❝❡s t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢
t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ♣r♦❝❡ss✳ ❆ ♠♦r❡ ❛❞❛♣t❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❤❡❧♣ t❤❡ ✉s❡r ❜❡tt❡r
♦❜s❡r✈❡ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ r❡s✉❧ts ❛♥❞ ❣✐✈❡ ♠♦r❡ r❡❧❡✈❛♥t ❢❡❡❞❜❛❝❦ ✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ ❧❡❛❞ t♦
❛ ❜❡tt❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ r❡✲❝❧✉st❡r✐♥❣ ♣❤❛s❡✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ❢✉rt❤❡r r❡tr✐❡✈❛❧✳

❖✉r ✜♥❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ❛ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧✴t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✱ ❧✐❡s ♦♥ ✐♠♣r♦✈✐♥❣
t❤❡ ✉s❡r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ❆t t❤❡ ♠♦♠❡♥t✱ t❤❡ ✉s❡r ❝❛♥ ♣r♦✈✐❞❡ ❝❧✉st❡r✲❧❡✈❡❧ ❢❡❡❞❜❛❝❦
✈✐❛ s♦♠❡ s✐♠♣❧❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✭❝❧✐❝❦s ❢♦r s♣❡❝✐❢②✐♥❣ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞✴♦r ♥❡❣❛t✐✈❡ ✐♠❛❣❡s
❢♦r ❡❛❝❤ ❝❧✉st❡r✱ ❞r❛❣s ❛♥❞ ❞r♦♣s ✐♠❛❣❡s ❢r♦♠ ❛ ❝❧✉st❡r t♦ ❛♥♦t❤❡r✮✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡
✉s❡r ♠❛② s♦♠❡t✐♠❡s ✇❛♥t t♦ ♠❡r❣❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❧✉st❡rs ✐♥t♦ ♦♥❧② ♦♥❡ ❝❧✉st❡r✱ ❤❡ ♠❛②
❛❧s♦ ✇❛♥t t♦ s♣❧✐t ❛ ❝❧✉st❡r ✐♥t♦ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❝❧✉st❡rs✳ ❚❤❡s❡ ❦✐♥❞s ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛r❡



✻✳✷✳ ❉✐s❝✉ss✐♦♥ ❛♥❞ ❢✉t✉r❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ✶✻✺

r❡❛❧✐st✐❝✱ ❛♥❞ ❞♦ ♥♦t r❡q✉✐r❡ ❛♥② ♣r✐♦r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛❜♦✉t t❤❡ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤✱ ❜✉t ❝❛♥
❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ♦♥❧② ❜❛s✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✈✐s✉❛❧✐③✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ r❡s✉❧ts✳ ■♥ ♦✉r
♥❡❛r ❢✉t✉r❡✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❛❞❛♣t ♦✉r ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❢♦r ♣r♦✈✐❞✐♥❣ t❤❡s❡ ❦✐♥❞s ♦❢
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s t♦ t❤❡ ✉s❡r✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ ✉s❡r ❝❛♥ ❞r❛❣ ❛ ❝❧✉st❡r✱ ❜② ❝❧✐❝❦✐♥❣ ♦♥
t❤❡ ❝✐r❝❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤✐s ❝❧✉st❡r✱ ❛♥❞ ❞r♦♣ ✐t t♦ ❛♥♦t❤❡r ❝❧✉st❡r ❢♦r ❞❡♠❛♥❞✐♥❣
t♦ ♠❡r❣❡ t❤❡s❡ t✇♦ ❝❧✉st❡rs✳ ❋♦r s♣❧✐tt✐♥❣ ❝❧✉st❡r✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ ♥❡✇ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡
✐♥t❡r❢❛❝❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ ✉s❡r t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ ❝r❡❛t❡ ❛ ♥❡✇ ✏❡♠♣t②✑ ❝❧✉st❡r ♦♥
t❤❡ s❝r❡❡♥✱ ❛♥❞ t❤❡ ✉s❡r t❤❡♥ ❝❛♥ ❞r❛❣ ❛♥❞ ❞r♦♣ s♦♠❡ ✐♠❛❣❡s ❢r♦♠ ❛♥♦t❤❡r ❝❧✉st❡r t♦
t❤✐s ❡♠♣t② ❝❧✉st❡r✳ ❖✉r s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛❧s♦ ❤❛s t♦ ❜❡ ❛❞❛♣t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣
t♦ t❤❡s❡ ♥❡✇ ❦✐♥❞s ♦❢ ✉s❡r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝r❡❛t❡ ♠✉st✲❧✐♥❦s
❜❡t✇❡❡♥ ✐♠❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ❝❧✉st❡rs ✇❤✐❝❤ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♠❡r❣❡❞✱ ♦r ❝❛♥♥♦t✲❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥
✐♠❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ❝❧✉st❡r ✇❤✐❝❤ s❤♦✉❧❞ ❜❡ s♣❧✐t ❛♥❞ t❤✉s ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ r❡✲❝❧✉st❡r✐♥❣ ✇✐t❤
t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧✉st❡rs✳ ❆♥♦t❤❡r ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡
❡♥✈✐s❛❣❡❞ ❢♦r ❝❧✉st❡r✐♥❣ t❤❡ ❈❋ ❡♥tr✐❡s ♦❢ t❤❡ ❇■❘❈❍ tr❡❡ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ❦✲♠❡❛♥s
❢♦r ♠♦r❡ ❛❞❛♣t✐♥❣ t♦ t❤❡ ♠❡r❣❡ ❛♥❞ s♣❧✐t ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳



✶✻✻ ❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s



❖✉r ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s

■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✉r♥❛❧s ✇✐t❤ ❙❡❧❡❝t✐♦♥ ❈♦♠♠✐tt❡❡

✶✳ ❍✐❡♥ P❤✉♦♥❣ ▲❆■✱ ▼✉r✐❡❧ ❱■❙❆◆■✱ ❆❧❛✐♥ ❇❖❯❈❍❊❘ ❛♥❞ ❏❡❛♥✲▼❛r❝ ❖●■❊❘✳
❯♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❛♥❞ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❢♦r ❧❛r❣❡ ✐♠❛❣❡ ❞❛t❛❜❛s❡
✐♥❞❡①✐♥❣ ❛♥❞ r❡tr✐❡✈❛❧✳ ❆❝❝❡♣t❡❞ ❢♦r ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥ ❋✉♥❞❛♠❡♥t❛ ■♥❢♦r♠❛t✐❝❛❡
■♥t❡r♥❛❧t✐♦♥❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ♦♥ t❤❡ ✶✶t❤ ♦❢ ❙❡♣t❡♠❜❡r ✷✵✶✸✳

✷✳ ❍✐❡♥ P❤✉♦♥❣ ▲❆■✱ ▼✉r✐❡❧ ❱■❙❆◆■✱ ❆❧❛✐♥ ❇❖❯❈❍❊❘ ❛♥❞ ❏❡❛♥✲▼❛r❝ ❖●■❊❘✳
❆ ♥❡✇ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❧❛r❣❡ ✐♠❛❣❡ ❞❛t❛❜❛s❡
✐♥❞❡①✐♥❣✳ P❛tt❡r♥ ❘❡❝♦❣♥✐t✐♦♥ ▲❡tt❡r ✭✷✵✶✸✮✱

❤tt♣✿✴✴❞①✳❞♦✐✳♦r❣✴✶✵✳✶✵✶✻✴❥✳♣❛tr❡❝✳✷✵✶✸✳✵✻✳✵✶✹✳

✸✳ ❍✐❡♥ P❤✉♦♥❣ ▲❆■✱ ▼✉r✐❡❧ ❱■❙❆◆■✱ ❆❧❛✐♥ ❇❖❯❈❍❊❘ ❛♥❞ ❏❡❛♥✲▼❛r❝ ❖●■❊❘✳
❆♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ❝♦♥t❡♥t✲❜❛s❡❞ ✐♥❞❡①✐♥❣
♦❢ ❧❛r❣❡ ✐♠❛❣❡ ❞❛t❛❜❛s❡s✳ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ♦♥ P❛tt❡r♥ ❆♥❛❧②s✐s ❛♥❞
❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ✈♦❧✉♠❡ ✶✺✱ ✐ss✉❡ ✹ ✭✷✵✶✷✮✱ ♣♣✳ ✸✹✺✲✸✺✻✳

Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡s ❲✐t❤ ❙❡✲

❧❡❝t✐♦♥ ❈♦♠♠✐tt❡❡

✶✳ ❍✐❡♥ P❤✉♦♥❣ ▲❆■✱ ▼✉r✐❡❧ ❱■❙❆◆■✱ ❆❧❛✐♥ ❇❖❯❈❍❊❘ ❛♥❞ ❏❡❛♥✲▼❛r❝ ❖●■❊❘✳
❯♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❛♥❞ ❙❡♠✐✲❙✉♣❡r✈✐s❡❞ ❈❧✉st❡r✐♥❣ ❢♦r ▲❛r❣❡ ■♠❛❣❡ ❉❛t❛❜❛s❡ ■♥✲
❞❡①✐♥❣ ❛♥❞ ❘❡tr✐❡✈❛❧✳ ✷✵✶✷ ■❊❊❊ ❘■❱❋ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❈♦♠✲
♣✉t✐♥❣ ❛♥❞ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s✱ ❘❡s❡❛r❝❤✱ ■♥♥♦✈❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❱✐s✐♦♥
❢♦r t❤❡ ❋✉t✉r❡ ✭❘■❱❋✮✱ ♣♣✳ ✶✲✻✱ ✷✵✶✷✱ ❞♦✐✿ ✶✵✳✶✶✵✾✴r✐✈❢✳✷✵✶✷✳✻✶✻✾✽✻✾✳
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❬✶❪ ❆✳❊✳ ❆❜❞❡❧✲❍❛❦✐♠ ❛♥❞ ❆✳❆✳ ❋❛r❛❣✳ ❈s✐❢t✿ ❆ s✐❢t ❞❡s❝r✐♣t♦r ✇✐t❤ ❝♦❧♦r ✐♥✈❛r✐✲
❛♥t ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✳ ■♥ ✷✵✵✻ ■❊❊❊ ❈♦♠♣✉t❡r ❙♦❝✐❡t② ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❈♦♠♣✉t❡r
❱✐s✐♦♥ ❛♥❞ P❛tt❡r♥ ❘❡❝♦❣♥✐t✐♦♥✱ ✈♦❧✉♠❡ ✷✱ ♣❛❣❡s ✶✾✼✽✕✶✾✽✸✱ ◆❡✇②♦r❦✱ ◆❨✱
❯❙❆✱ ✷✵✵✻✳

❬✷❪ ❍✳ ❆❜❞✐ ❛♥❞ ▲✳❏✳ ❲✐❧❧✐❛♠s✳ Pr✐♥❝✐♣❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛♥❛❧②s✐s✳ ❲✐❧❡② ■♥t❡r❞✐s❝✐✲
♣❧✐♥❛r② ❘❡✈✐❡✇s✿ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❙t❛t✐st✐❝s✱ ✷✭✹✮✿✹✸✸✕✹✺✾✱ ✷✵✶✵✳

❬✸❪ ❘✳ ❆❣r❛✇❛❧✱ ❏✳ ●❡❤r❦❡✱ ❉✳ ●✉♥♦♣✉❧♦s✱ ❛♥❞ P✳ ❘❛❣❤❛✈❛♥✳ ❆✉t♦♠❛t✐❝ s✉❜s♣❛❝❡
❝❧✉st❡r✐♥❣ ♦❢ ❤✐❣❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❞❛t❛ ❢♦r ❞❛t❛ ♠✐♥✐♥❣ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✲
✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✶✾✾✽ ❆❈▼ ❙■●▼❖❉ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ▼❛♥❛❣❡♠❡♥t ♦❢
❞❛t❛✱ ❙■●▼❖❉ ✬✾✽✱ ♣❛❣❡s ✾✹✕✶✵✺✱ ◆❡✇ ❨♦r❦✱ ◆❨✱ ❯❙❆✱ ✶✾✾✽✳ ❆❈▼✳

❬✹❪ ▼✳ ❆♥❦❡rst✱ ▼✳▼✳ ❇r❡✉♥✐❣✱ ❍✳P✳ ❑r✐❡❣❡❧✱ ❛♥❞ ❏✳ ❙❛♥❞❡r✳ ❖♣t✐❝s✿ ♦r❞❡r✐♥❣
♣♦✐♥ts t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ str✉❝t✉r❡✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✶✾✾✾ ❆❈▼
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