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Introduction

Ce mémoire résume les travaux que j’ai effectués depuis mon arrivée a Grenoble, dans
I’équipe MOISE (INRIA — LJK), en septembre 2006.

Le theme général de mes travaux est ’assimilation de données, et plus généralement
les problemes inverses et des questions liées (comme le controle et ’analyse de sensibi-
lité). Jattache également une grande importance aux applications, avec un gotit parti-
culierement marqué pour 'environnement. En effet, je pense que, dans le domaine des
problemes inverses, la théorie et les applications n’ont pas de sens I'une sans les autres.

Mon travail est donc un incessant aller-retour entre les aspects méthodologiques et
théoriques et les applications numériques et pratiques. J’ai ainsi élargi mon spectre de
recherche depuis ma these en allant & la fois plus loin vers les applications et plus loin
dans les méthodes, au gré de collaborations grenobloises ou nicoises. On pourrait se de-
mander pourquoi mes collaborations internationales sont peu développées, au regard des
standards universitaires actuels. Mais ce serait oublier que ma motivation profonde est
I’environnement, et qu’a ce titre je rechigne a faire chaque année le tour de la planeéte en
avion, et je préfere les collaborations qui se menent en train, ou a vélo...

J’ai choisi une organisation de ce mémoire en deux chapitres : les aspects plutot ap-
plicatifs d’une part, les aspects plutét méthodologiques d’autre part. Il existe bien str des
recouvrements entre les deux aspects. Essentiellement, dans la premiere partie on part du
probleéme concret (glaciologie, océanographie, images) et on étend les méthodes classiques
d’assimilation a des modeles complexes, tandis que dans la deuxieme partie on investigue
des questions plus amont, que l'on étudie sur des modeles tres simples. Chaque partie
comprend un résumé des résultats obtenus et une bibliographie propre. Des perspectives
sont proposées en fin de document. Je donne un apercu du contenu de ces deux parties
ci-dessous.

Tout au long du document, les références entre crochets numérotées sont mes propres
travaux, en gris pour les documents en lien avec la these, en couleur pour les travaux
postérieurs a la these.
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Introduction 5

Apercu du contenu du mémoire

Dans la premiere partie, je présente les aspects applicatifs de mon travail. Cette par-
tie comprend peu de théoréemes, mais beaucoup de développements numériques et algo-
rithmiques pour des problemes concrets. Mes directions de recherche appliquées sont les
suivantes :

Glaciologie. Quelques années apres mon arrivée a Grenoble, j’ai eu la chance de
rencontrer les glaciologues de 1’équipe EDGeH du LGGE (Laboratoire de Glaciologie et
Géophysique de 'Environnement, Grenoble), en particulier Catherine Ritz, Olivier Ga-
gliardini, Fabien Gillet-Chaulet et Gaél Durand. Ainsi une fructueuse collaboration s’est
mise en place, autour de plusieurs questions glaciologiques actuelles. Par exemple, une
question (tres & la mode en ce moment en raison du probléme grandissant du changement
climatique) est celle de la contribution de I’Antarctique et du Groenland au changement
de niveau des mers. Cette question est un probleme d’assimilation de données typique :
comment initialiser les modeles (en vue de faire des prévisions) grace aux observations
disponibles ? D’autres problemes existent également, avec des échelles de temps (20 ans ou
20000 ans) et d’espace (un glacier ou tout I’Antarctique) tres variées. Ces différentes ques-
tions ont mené au co-encadrement de la thése de Bertrand Bonan (avec Catherine Ritz)
et a 'encadrement de plusieurs stagiaires de licence et master. Ces différents travaux sont

résumés au paragraphe

Assimilation de données lagrangiennes. Cette thématique est dans la droite ligne
de ma these, ou j’ai étudié I'assimilation de positions de flotteurs dérivants dans ’océan.
Pendant ma these j’ai étudié la faisabilité du probleme d’assimilation, avec un modele
d’océan certes réaliste mais dans une configuration tres idéalisée. En vue de transmettre
la méthode aux modeles opérationnels, nous avons souhaité la généraliser & un modele plus
réaliste, le code NEMO. A mon arrivée a Grenoble, Arthur Vidard (INRIA MOISE) et
moi avons donc encadré le post-doc de Claire Chauvin. Son travail consistait & mettre en
place 'assimilation lagrangienne de maniere plus générale, dans le code d’océan NEMO,
dans une configuration plus proche de 'océanographie opérationnelle. Ce travail est résumé
dans le paragraphe

Assimilation de séquences d’images. Cette thématique existait déja dans ’équipe
MOISE lorsque je suis arrivée, autour du groupe de Frangois-Xavier Le Dimet et Ar-
thur Vidard (avec Innocent Souopgui en these et Olivier Titaud en post-doc). Vu le lien
étroit entre les données lagrangiennes et les séquences d’images, je m’y suis intéressée
tout naturellement. En effet, une séquence d’image, vue a 1’ceil nu, ressemble tres for-
tement a une collection de traceurs lagrangiens qui se déplacent avec le flot. Certaines
méthodes opérationnelles d’assimilation des images reposent d’ailleurs sur le suivi lagran-
gien de certaines structures. Contrairement a ces méthodes, nous cherchons & mettre en
place 'assimilation directe des images, sans recourir a l'usage de pseudo-observations.
Nous avons en particulier exploré différents opérateurs d’observation, certains basés sur
une décomposition multi-échelle de I'image (ondelettes, curvelettes), d’autres sur les gra-
dients. Nous encadrons avec Arthur Vidard la thése de Vincent Chabot sur ce sujet, et
une nouvelle thése commencera bientot. Ces travaux sont résumés au paragraphe

1. EDGe : Dynamique de I’Ecoulement et physique de la Déformation du matériau Glace
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Introduction 6

Dans la deuxieme partie, je présente les aspects méthodologiques et théoriques de mon
travail. L’idée cette fois est de se pencher sur des questions plus théoriques, et de les étudier
avec des modeles plus simples (Burgers, transport, Venturi, ondes, ...).

Analyse de sensibilité et réduction de dimension. Lorsque Clémentine Prieur est
arrivée dans 1’équipe MOISE en 2008, nous avons souhaité mettre en place une collabo-
ration sur des sujets mélant a la fois des intéréts déterministes et stochastiques. Une telle
question pour moi était la suivante : étant donné un modele, avec de nombreux parametres
d’entrée inconnus (modele de glace ou d’océan par exemple), et un certain nombre d’ob-
servations disponibles, comment choisir les parametres a identifier 7 En effet, ’approche
conservative consisterait a chercher a identifier tous les parametres inconnus, mais au prix
d’un gros effort de calcul. Il est parfois plus intéressant de cibler le controle d’un petit
nombre de parametres bien choisis, car trés influents. Cette question est typiquement un
probleme d’analyse de sensibilité : trouver les parametres d’entrée d’un modele qui ont le
plus d’influence sur Iincertitude de la sortie. L’analyse de sensibilité globale, et plus par-
ticulierement les indices de Sobol, sont une maniere de répondre a cette question. La seule
difficulté est que les méthodes numériques de calcul de ces indices impliquent en général
la méthode de Monte-Carlo et nécessitent donc un tres grand nombre d’appels au modele.
Ceci est bien sir inenvisageable en pratique, d’ou notre deuxiéme piste de recherche : la
réduction de dimension. L’idée est de remplacer le modele par un méta-modele approché
mais plus rapide. Les questions qui nous ont guidées dans ce travail ont été les suivantes :
comment réduire efficacement un modele ? Comment quantifier 'erreur commise sur les
indices de Sobol lorsque 'on remplace le modele par le métamodele? Ces questions ont
motivé la theése d’Alexandre Janon, co-encadrée avec Clémentine Prieur, et les résultats
obtenus sont présentés aux paragraphes (réduction de dimension) et (analyse de
sensibilité avec modeles réduits).

Back and Forth Nudging (BFN). Lorsque j’étais en theése a Nice, Didier Auroux et
Jacques Blum ont développé ensemble un nouvel algorithme d’assimilation de données :
le Back and Forth Nudging. Le nudging direct consiste a ajouter un terme de rappel aux
observations dans les équations du modele d’évolution. C’est une méthode d’assimilation
ancienne et tres simple & implémenter, qui donne de bons résultats quand la quantité
d’observations est suffisante. Le nudging rétrograde fait la méme chose, mais sur I’équation
du modele rétrograde, i.e. en changeant le sens du temps. Le BFN consiste a itérer des
étapes de nudging direct et rétrograde. Comme beaucoup de gens a ’époque, j’étais a la
fois impressionnée par les résultats positifs obtenus et attérée par 'idée de changer le sens
du temps dans les modeles (qui comportent pour la plupart des termes de diffusion). Avec
Didier Auroux et Jacques Blum, nous avons donc étudié plus en détail le BFN et proposé
des améliorations. Ces résultats sont présentés au paragraphe

Méthode HUM numérique. Peu aprés mon départ de Nice, Gilles Lebeau (Nice)
m’a proposé de collaborer sur une question de contréle pour ’équation des ondes. Pour ce
probleme bien connu, la méthode HUM donne une condition nécessaire et suffisante a la
controlabilité de I’équation et donne une expression de I'opérateur de controle. Gilles Le-
beau avait prouvé au préalable des résultats théoriques sur les propriétés de cet opérateur,
et il souhaitait observer numériquement ces propriétés. Nous avons donc fait un travail
expérimental, consistant a implémenter une méthode de Galerkin robuste pour résoudre
le probleme de controle, et a I'utiliser pour mettre en évidence les résultats théoriques
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prouvés, ainsi qu’émettre de nouvelles conjectures sur le probleme. Ce travail, présenté au
paragraphe §2.4] est bien siir plus éloigné de 'assimilation de données en pratique, mais il
est néanmoins connexe, au sens ou il m’a permis de mieux comprendre certaines difficultés
rencontrées en assimilation (non-controlabilité, instabilités numériques dues aux ondes,
etc.).
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1.1 Méthodes d’assimilation de données

Dans ce paragraphe, on présente les principales méthodes d’assimilation de données
qui seront utilisées dans la suite du chapitre. Les documents cités sont référencés dans la
bibliographie du chapitre, a la page [78

1.1.1 Introduction

Qu’est-ce que I'assimilation de données ?

L’assimilation de données est la “science des compromis fructueux” : c’est I’ensemble
des méthodes qui permettent de combiner de maniére optimale (dans un sens a définir) les
informations disponibles sur un systéme : équations mathématiques (décrivant le modele
physique) ; observations (mesures physiques de la réalité) ; statistiques d’erreurs (erreurs
d’observation, du modele...). Ces informations sont souvent hétérogenes en nature, en
quantité et en qualité.

L’assimilation de données a été introduite pour le probleme d’estimation de la condi-
tion initiale en météorologie. Actuellement, ses domaines d’application sont trés nombreux
(météorologie toujours, mais aussi océanographie, sismique et prospection pétroliere, fu-
sion nucléaire, médecine, glaciologie, agronomie, batiment, etc.). De la méme facon, on
ne se contente plus d’estimer la condition initiale d’un systeme, mais on recherche aussi
de nombreux autres parametres (conditions aux limites, forgages, parametres numériques,
parametres des lois physiques, forme et domaine, etc.).

Dans tous les cas, I'idée est de résoudre un probleme inverse posé sur un systeme
physique dont une partie des parametres d’entrée sont inconnus et dont les sorties sont
(partiellement, indirectement) observées. Ce type de probléme inverse présente en général
les caractéristiques suivantes : les systemes considérés sont complexes ; les observations sont
parfois indirectes, partielles (en espace et/ou en temps), entachées d’erreurs; le probleme
est souvent mal posé (par exemple : pas assez d’observations ou observations contradic-
toires).

Le BLUE

Il existe essentiellement deux grandes classes d’assimilation de données. L’une est basée
sur 'estimation statistique optimale, et est le fondement des méthodes de filtrage de Kal-
man. L’autre est basée sur la théorie du controle optimal, et donne les méthodes variation-
nelles. Sous certaines hypotheses restrictives ces deux méthodes sont équivalentes, comme
on va le voir ici brievement.

On considere le probléme inverse suivant : estimer &' € R” connaissant des observations
y° € R™ telles que
y’ = Hz! + €°

ou H est I'opérateur d’observation (linéaire) et €° est le vecteur d’erreurs d’observations,
supposées sans biais (ie d’espérance nulle E(e?) = 0), de matrice de covariances connue
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R = IE(GOGOT). On suppose aussi qu’on dispose d’une ébauche x :

xb = x4 €

ou lerreur d’ébauche est supposée sans biais, de matrice de covariance connue P° =

T . 12 . .
E(e’€"" ) et décorrélée des erreurs d’observations. On cherche alors le BLUE (Best Linear
Unbiased Estimator), estimateur linéaire sans biais de variance minimum, ie on cherche
x® tel que I'estimation soit :

— linéaire : ** = Ly°;
— sans biais : E(xz® —x) = 0, autrement dit LH =T ;
— de variance Tr(P%) minimale.

ol P% est la matrice des erreurs d’analyse €* = % — . La solution & ce probleme est
donnée par la formule
z¢ =2’ + K(y° — Ha?)

ou K est la matrice de gain de Kalman :
K=(P" ' +H'R'H)"'H"R ' = PPH"(R+ HP'H")!
Dans ce cas, I’erreur d’analyse a pour matrice de covariance
P = (I - KH)P?
On obtient la méme estimation si on cherche le minimiseur Z de la fonction cout suivante :

J(x) = %(:I: — mb)TPb_l(:I: - mb) + %(Hm —y) "R Y (Hzx — y°)
— Yo —a'3,  + LI He -yl

= J=z)+ J(x)
Les méthodes de filtrage consistent alors a calculer directement la matrice de gain de
Kalman, tandis que les méthodes variationnelles consistent a résoudre ce dernier probleme

de minimisation, grace a des outils d’optimisation. On donnera plus de détails sur tout
ceci dans les paragraphes qui suivent.

1.1.2 Présentation des méthodes variationnelles

Les méthodes varationnelles résolvent le probleme inverse en minimisant directement la
fonction cott, en général par une méthode de descente de gradient. Le calcul du gradient
est fait par la méthode adjointe, qui vient de la théorie du contrdle optimal des EDP
(Lions, [1968)). On rappelle brievement ci-dessous de quoi il s’agit.

Méthode adjointe

La méthode adjointe (Lions, [1968)) a été introduite pour le probleme du controle de
la condition initiale en météorologie (Le Dimet, 1982; Le Dimet and Talagrand, |1986).
On rappelle formellement de quoi il s’agit ci-dessous. La fonction inconnue est ’état du
systeme (température, pression, vents, humidité) a l'instant initial, noté U. Le vecteur
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d’état X (t) vérifie alors un systeme d’équations aux dérivées partielles que I'on appelle le

modele : iX

E:M(X), dans € x [O,T]

X(t=0)=U
ou 'on a explicité uniquement la dérivée en temps. Les opérateurs différentiels en espace
sur le domaine 2 ainsi que les conditions aux limites sont contenus dans M. On suppose

également que 'on dispose d’observations de 1'état X (¢) :
Y°=HX +¢€°

ou Y vit sur un espace Q° que 'on munit (pour simplifier ’écriture) de la norme et du
produit scalaire L?. On cherche donc & minimiser la fonction coiit suivante, qui mesure

I’écart aux observations : -
1
J(U) = / |HX —Y°|?dt
2 Jo
La minimisation de J requiert son gradient. On commence par exprimer la dérivée de J

en U dans la direction u :

a—0 «

U] (w) = tim LYW = IO) /T(X, HT(HX —Y)) dt
0

ott X est la dérivée directionnelle de X en U dans la direction u

£ = X[U)(w) = 1im Y How) = X(U)

a—0 «

On sait que X vérifie I’équation dite du modéle linéaire tangent :

dX [oM] .
dt—[ax]X
X(t=0)=u

On introduit ensuite I’équation (rétrograde) du modéle adjoint :

P [oM]" .
dt+[8X} P=HT(HX -Y)

P(t=T)=0

qui permet d’exprimer facilement le gradient de J :

T T
J[U] (u) :/O (X,Cg + [g]\)ﬂ P) = —(u, P(0)) = (VJy,u) = V.Jy=—P(0)

Cette méthode tout a fait générique peut s’appliquer également dans d’autres cas : modele
discret en temps comme en espace, avec d’autres contréles que la condition initiale, en
tenant compte des covariances d’erreurs, etc.

Principaux algorithmes variationnels

En assimilation variationnelle, la matrice de covariance d’erreur d’ébauche est classi-
quement notée B plutdt que PP, on utilisera donc cette notation dans ce paragraphe.
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4D-Var. L’algorithme de référence est le 4D-Var. Sa formulation classique est celle
du controle de la condition initiale &, connaissant des observations distribuées en temps
y?, comme dans le probleme de controle optimal décrit précédemment. La fonction coiit
du 4D-Var est la suivante :

N
1 1
J(@) = 5z~ 2’| + 3 > I iz — vyl -1
=1

Le premier terme est le terme d’ébauche, il joue un double role. D’abord il contient les
informations a priori dont on dispose sur le systéme, & savoir une ébauche x® de es-
timation recherchée et les statistiques de covariance d’erreur via la matrice B. Ensuite
mathématiquement il joue un role régularisant, car en général le probleme de minimiser
seul I’écart aux observations est mal posé (non-unicité, pas de continuité par rapport aux
données).

Le deuxieme terme, qui contient I’écart aux données, est appelé le terme d’observation. La
somme se fait sur les indices ¢ qui représentent divers instants d’observations, auxquels sont
associés un vecteur d’observations y?, ainsi qu'un certaine connaissance des statistiques
d’erreurs d’observations, via les matrices R;. L’opérateur linéaire H; fait le lien entre la
variable d’état du modele x; a I'instant i et le vecteur d’observations y?. On est donc ici
en train de chercher la condition initiale d’'un modele, connaissant des observations dis-
tribuées sur une fenétre temporelle donnée. L’état du systéme aux instants d’observation,
x;, est 1ié & la condition initiale & par le modele (linéaire) d’évolution en temps :

r; — Mo_n'$ = Mi_1_>iMi_2_>1...M1_>2M0_>1$ = MZ'MZ'_l...MQMl.’B

ou on a noté pour simplifier My = Mj_1_,; une étape en temps du modele envoyant
Zp—1 sur xx. On peut ainsi réécrire la fonction cott en explicitant la dépendance en x (on
rappelle que x est 1’état initial, autrement dit @ = xg) :

N
1 1
J(m) = 5”% - ar:b||2B,1 + 5 Z HHZMZMZ,1M2M1$ - yﬂﬁ{;l
=1

On peut alors exprimer le gradient de J :
N
VJ(x)=B ' (x—a") - M. M MIH'R'(y) - HM;M; ;... Mix)
i=1

que 'on réécrit traditionnellement en utilisant les vecteurs innovations d; :
di=vy) —H,M;M,; ;.. Mx
de la maniere suivante :
VJ(z)=B Yz -2’ - M{ [H{ R{'di + Mj [Hi Ry'd>+...+ M H'R,'d,]]

Cette factorisation montre que I’on peut calculer le gradient de J avec une intégration du
modele direct (pour les vecteurs d;) et une intégration du modele adjoint.

Ceci est a la base de I'agorithme du 4D-Var qui procede ainsi, a partir d’'un point de départ
pour x : calculer J et VJ, faire une étape d’une méthode de descente pour minimiser J,
mettre a jour & et recommencer.
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3D-Var et 3D-FGAT. Lorsque le modeéle ne dépend pas du temps, 'algorithme du
3D-Var procede de la méme facon pour minimiser la fonction cofit :

1 1
J(x) = 5”3: — x5+ iHHa: —Y°|| %1, avec VJ(z) = B (x —2") - H'R™'d

avec d = y° — Hzx. Cet algorithme est également utilisé avec des modeles d’évolution, en
supposant que toutes les observations sont effectuées au temps initial. La fonction cofit
s’écrit alors

N
1 b2 1 2
J@)=Sllw— a5+ 5 3 1 He - el
i=1
Comme il est peu satisfaisant de comparer une observation au temps i avec I’état du modele
au temps initial, il existe une variante appelée le 3D-FGAT (first guess at appropriate
time), qui s’écrit ainsi :

1. Calcul des vecteurs innovations grace au modele direct :
dl' = yZ-O — HzMzszl . Mlar:

2. Calcul de J :

1 1
b
J=3le—= 15 + 3 > lIdilf3 -1
=1

(notez qu’on retrouve alors la fonction cott du 4D-Var)

3. Calcul de V.J grace a 'adjoint H” de I'opérateur d’observation :

N
VJ(z)=B Y« -a") - Y HR;'d
=1

Le 3D-FGAT est donc une variante du 4D-Var, dans lequel on remplace les opérateurs
adjoints M par l'identité. Ceci simplifie grandement la mise en pratique puisqu’alors
seul I'adjoint de I'opérateur d’observation est requis.

1.1.3 Algorithmes variationnels en pratique

La mise en ceuvre pratique des méthodes variationnelles requiert de nombreux ingré-
dients, qui font actuellement tous ’objet de recherches actives. On va passer rapidement
en revue les principaux.

Implémentation effective du modele adjoint

L’obtention du modele adjoint, en vue d’obtenir le gradient, peut se faire de deux
facons. La premiere méthode, que j’appellerai adjoint continu consiste & écrire les équations
adjointes continues (comme on ’a fait ci-dessus) et ensuite a les discrétiser. La deuxieme
facon de faire, que j’appellerai adjoint discret, consiste a écrire d’abord le modele direct
discret et a calculer ensuite ’adjoint du code discret.

Ces deux méthodes ne sont pas équivalentes, notamment lorsque les schémas numériques
utilisés ne sont pas symétriques. Ainsi, I’adjoint continu ne sera pas exactement 1’opérateur
adjoint du modele direct, alors que I'adjoint discret lui le sera bien. La “bonne” maniere
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de procéder est donc celle de ’adjoint discret, qui donne bien le gradient de la fonction
colt discrete.

Cependant, le calcul et 'implémentation de I’adjoint discret sont complexes et fastidieux,
et il peut arriver que par commodité on choisisse I’adjoint continu, au prix d’un gradient
approché.

Il existe néanmoins des outils qui permettent d’automatiser 1’écriture du code adjoint,
dits outils de différentiation automatique, comme le logiciel Tapenade (2002)); Hascoet and
Pascual (2013)). Ces outils sont puissants, en perpétuelle évolution, et peuvent désormais
dériver de gros codes de calcul en fortran. Il faut mentionner cependant que ces outils ne
s’utilisent pas compléetement en boite noire et nécessitent pas mal de travail de préparation
du code direct. On se réferera a (Giering and Kaminski (1998)); (Griewank and Walther
(2008) pour des détails sur la différentiation automatique de codes.

Non-linéarités

Les algorithmes classiques sont écrits pour des modeles et des opérateurs d’observa-
tion linéaires, mais en pratique les opérateurs sont rarement linéaires. Pour distinguer du
cas quadratique on utilise les notations J pour la fonction cotut et M; et H; pour les
opérateurs modele et d’observation non linéaires. Dans ce cas les hypotheses du BLUE
ne sont plus satsifaites, on perd donc 'optimalité des algorithmes et I’équivalence varia-
tionnelle/filtrage. On peut néanmoins continuer a utiliser les algorithmes précedents, la
fonction cotlit s’écrivant :

N
1 b2 1 2
T(@) = 5llw =2+ 5 S0 IHMMir MoMiz — g
i=1
En pratique on utilise deux types d’algorithmes pour minimiser J :

1. soit on minimise directement la fonctionnelle non quadratique, avec des méthodes
de type Quasi-Newton, en utilisant le gradient

N
VI()=B (@ —a") - M. . M M H R (y) — HiMiM; 1 ... M)
=1

ou les opérateurs adjoints sont les transposés des opérateurs linéarisés (communément
appelés opérateurs tangents dans la littérature d’assimilation) ;

2. soit on utilise des algorithmes dits incrémentaux qui consistent a supposer @ proche
d’une référence ", * = x" + dx, et a linéariser pour obtenir une fonctionnelle
quadratique approchant 7 :

N
1 1
Touad (T) = §||5;c||23,1 +3 > lidi - HiMiMi,l...MlamH;;l
i=1

oud; =y)—H;M;M,; ... Mix" et les opérateurs H et M sont les linéarisés de H
et M autour de la trajectoire de référence ”. On procede alors de maniere itérative :
minimisation de Jyuad, le minimiseur devient la nouvelle référence =", linéarisation
de H et M autour de =", nouvelle fonction quadratique, etc.
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Optimisation numérique

Une fois que le modele discret et son gradient (grace a l'adjoint) sont disponibles,
on procede a la minimisation itérative de la fonction colt griace a des algorithmes de
minimisation numérique. Le livre de Nocedal and Wright| (1999)) présente les méthodes
actuelles, c’est notre référence pour ce paragraphe, mais il existe de tres nombreux pa-
piers de recherche sur le sujet. Les méthodes qui sont utilisées en assimilation de données
(météo, océano et glacio) sont des variantes de la méthode de Newton, essentiellement les
méthodes de Quasi-Newton et de Gauss-Newton. La méthode de Quasi-Newton consiste a
remplacer I'opérateur hessien qui intervient dans la formule de Newton par une approxi-
mation (méthode BFGS, de Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno). En grande dimension
on se contente méme d’une approximation de rang réduit (méthode L-BFGS, autrement
dit BFGS a mémoire limitée). La méthode de Gauss-Newton est I’algorithme incrémental
présenté juste au-dessus, qui consiste a linéariser les opérateurs non linéaires H; et M,
a minimiser la fonctionnelle quadratique obtenue, puis a remettre a jour la trajectoire de
référence et a nouveau linéariser, et a itérer le processus jusqu’a convergence. Sous cer-
taines conditions (que l’on maitrise rarement en pratique) ’algorithme converge vers un
minimum de la fonction J.

Matrices de covariance

Les matrices de covariance d’erreurs d’ébauche B et d’observation R sont nécessaires
pour pouvoir mettre les algorithmes en pratique. Comme les dimensions de ces matrices
sont tres grandes, elles ne sont jamais stockées ni définies sous forme matricielle, on
implémente en général I'opérateur qui effectue le produit de ces matrices par un vecteur.
Leur role est trés important bien str, comme on peut le voir sur la formule du BLUE :

z¢ =2+ BH'(R+ HBHT) '(y° — H2?)

L’incrément d’analyse ¢ — x® est dans I'image de la matrice B! La modélisation de ces
matrices est délicate et fait 'objet de recherches actives, qui sont plus abouties pour la
matrice B que pour la matrice R (souvent choisie diagonale). On cite brievement ci-dessous
diverses facons de faire.

On rappelle que si €’ représente I'erreur d’ébauche (avec E(e’) = 0), alors B =

E(ebebT). Si on note B; j = E(efe?) ses coeflicients, on peut écrire classiquement
B=3XCX
ou X est la matrice diagonale des écarts-types \/37”, et C est la matrice des corrélations
B; ;
VBiiv/Bj;

La matrice des écarts-types X peut étre estimée par des statistiques sur des états du
modele, elle n’a que n coefficients (alors que B en a n?), ot n est la dimension du vecteur
d’état. Une premiere méthode naive consiste & dire que les fonctions de corrélation sont
des gaussiennes dépendant de la distance entre deux points :

d: s
Cij = c1exp <J>
e
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ol c1 et ¢ sont des coefficients de normalisation et d; ; représente la disctance entre le point
repéré par l'indice 7 dans la grille et celui repéré par l’indice j, de sorte que I'influence du
point ¢ sur le point j décroit avec la distance entre ces points. La méthode de 'opérateur
de diffusion (Weaver and Courtier, 2001)) améliore cette idée, en déformant les gaussiennes
pour suivre les frontieres du domaine, ou le flot. Ceci est réalisé grace a un opérateur de
diffusion (dont les solutions sont justement des gaussiennes déformées).

Le probleme de la méthode précédente est qu’elle produit des corrélations spatiales

entre deux points de grille différents pour une méme variable physique (température,
vitesses, etc.), mais pas de corrélations entre deux variables physiques différentes.
D’autres méthodes permettent de produire de matrices B multivariées (c’est-a-dire avec
des corrélations non nulles entre variables physiques distinctes) : méthode de réduction de
dimension, méthode de Monte-Carlo (appelée méthode d’ensemble en assimilation).
La méthode de réduction de dimension consiste a se donner une série temporelle d’états
du modele & suffisamment riche, et & former la matrice X qui contient en colonnes les
& moins leur moyenne. On effectue ensuite une décomposition en valeurs singulieres (ou
analyse en composante principales) de la matrice X X7 :

XXT = NANT

ou NN est la matrice des vecteurs propres et A la matrice diagonale des valeurs propres
(classées par ordre décroissant). L’'idée pour approcher B est de ne conserver que la partie
correspondant aux r premieres composantes (appelées aussi EOF pour Empirical Ortho-
gonal Functions en géophysique) :

B = N,A,NT

ou N, est une matrice comportant r colonnes qui sont les r premieres EOF, et A, est
une matrice diagonale de taille » par r contenant les r plus grandes valeurs propres. En
général, r < 100, donc une telle formulation de B est stockable en mémoire et manipulable
aisément.

Une autre facon de produire une matrice B multivariée est d’utiliser une méthode
d’ensemble (Monte-Carlo). Si on dispose d’un ensemble de p états possibles !, ..., P du
systeme, on peut estimer B par méthode de Monte-Carlo :

1 & L . _\T
B=— (¢ — ) (27 — )
p—1-

oll T est la moyenne des x/. Comme précédemment, on est ramené & des calculs moins
cotiteux. Tout le probléme est alors de calculer judicieusement les vecteurs &/ de I’ensemble.
On se reportera aux méthodes de filtre d’ensemble pour voir comment calculer ce éléments.
En général, p est de P'ordre de 80 a 100, de sorte que B est élémentaire a calculer. Comme

avec la méthode réduite, la matrice B obtenue est naturellement multivariée.

1.1.4 Méthodes séquentielles : le filtre de Kalman

Le filtre de Kalman étend, comme le 4D-Var, ’analyse BLUE aux problemes dépendant
du temps. Les notations sont les mémes que précédemment, a ceci pres que le filtre de
Kalman inclut naturellement la prise en compte de 'erreur du modele :

Tpr1 = My 1 + g
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ou 7 est un bruit non biaisé, décorrélé dans le temps, de matrice de covariance Q. Notez
que le 4D-Var permet aussi la prise en compte de l'erreur modele, comme par exemple
dans [Vidard et al. (2000} |2004); Freitag et al.| (2012), mais la mise en ceuvre est moins
naturelle que pour le filtre de Kalman. Comme pour le 4D-Var et le BLUE, on dispose
également d’observations a chaque instant ¢ :

yp = Hyxy + €,

On suppose également que les erreurs d’observation et de modele sont décorrélées, soit
]E(ezan) = 0 pour tous temps tg,t;. Comme pour le 4D-Var, le filtre de Kalman suppose
que les opérateurs M et H sont tous linéaires.

Algorithme

Le filtre de Kalman se décompose en une succession de deux étapes : 'analyse et
la prévision. L’étape d’analyse au temps t; est une simple application du BLUE : a cet
instant, on dispose d’une ébauche (qui est la prévision précédente), que 'on note m£

(exposant f pour forecast), de matrice de covariance P,{ supposée connue. On dispose
aussi d’observations selon ’équation précédente. I’analyse BLUE se réécrit donc :

xf = &l + K (y) — Hyel), K= P/H] (R, + H,P/H])™

et I'erreur d’analyse a pour matrice de covariance P’ donnée également selon la formule
du BLUE :
P¢ = (I — KiHy,)P/

La deuxieme étape du filtre de Kalman consiste a propager cette analyse jusqu’au prochain
instant d’observation, grace au modele, c’est la phase de prévision :

CB£+1 = M1z, PJH = My PEy M + Qi

Equivalence variationnelle

Sous les hypotheses du filtre de Kalman sur les erreurs et la linéarité des opérateurs, le
4D-Var et le filtre de Kalman sont équivalents. Plus précisément, en ’absence d’erreur de
modele, sur une méme fenétre temporelle [tg, ¢ x] avec les mémes observations et la méme
ébauche (ie 2 = a:g ), I'analyse de Kalman au temps final %, coincide avec le minimum
de la fonction cotit du 4D-Var (propagé jusqu’au temps ¢ty par le modele).

Non-linéarités

Comme pour le 4D-Var, en présence de non-linéarités on peut étendre I’algorithme, au
prix d’une perte d’optimalité. On perd également ’équivalence variationnelle. Le filtre de
Kalman étendu est une adaptation du filtre de base avec les opérateurs non linéaires My,
et Hy, et leurs linéarisés M), et Hj, autour de x et m£ L’analyse s’écrit

xf, = of + Ky(yl — Hyw)), K= P/H] (R, +HP/H])™', P¢=(—K.H)P]
et la phase de prévision devient

“"£+1 = M1y, P]f+1 = Mk+1P13+1MkT+1 + Qy
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1.1.5 Méthodes de filtrage d’ensemble

Le filtre de Kalman, méme dans sa version étendue, est rarement utilisable tel quel en
géosciences, car les dimensions des matrices mises en jeu sont bien trop grandes. Rappelons
en effet que si la dimension de ’espace d’état est n alors les matrices P et K sont de tailles
n X n. Dans les applications réalistes (météo, océano), n peut étre de lordre du million,
de sorte que ces matrices ne sont pas stockables en pratique. Une méthode empirique
a été proposée pour pallier ce probleme par Evensen| (1994); Burgers et al.| (1998) : le
filtre de Kalman d’Ensemble. Les justifications théoriques sont encore balbutiantes, on
pourra se référer aux travaux de |Bocquet| (2011) pour une interprétation mathématique
solide. Néanmoins, ce filtre donne d’assez bon résultats en pratique et il est assez facile a
implémenter, il est donc tres largement utilisé, et il en existe de tres nombreuses variantes.

Algorithme du filtre de Kalman d’ensemble

L’idée est de remplacer le vecteur d’état et sa matrice de covariance par un ensemble
(4)

de vecteurs x; ", i = 1,..., N, dont les premiers moments fournissent une estimation du
vecteur d’état et la matrice de covariance :

N, N,
R 1 @) () —
mk:Ne;Xé), Pk:Ne_lg(wé)—xk)(wlg)—wk)T

L’étape de prévision consiste a propager chacun des membres de I’ensemble :
@ _ M, <$z_1(i))

comme pour la prévision du filtre de Kalman standard. On a ensuite

f
Ly

N, N,
1 = ) 1 ~, @ 7 (i) AT
wl =y @l . Pl=5d (@l —a)@]” —a)
€ =1 ¢ i=1

Pour l'analyse, on commence par créer un jeu d’observations pour chaque élément de
I’ensemble : ' ‘
W =g 4 2@ =1, N,

ou le bruit ez(i) vérifie

Ne 1 Ne
oli) _ _ NONIIONA
;1 €' =0, Ry= N1 iEI(Ek )(2)

Ensuite la phase d’analyse est similaire a celle du filtre standard, pour chaque élément de
I’ensemble :

g V) = mi(l) + Ky, (yp " — Hkmi(z))a K, = P/H{ (R + HyP[H])™

Le vecteur analysé proprement dit et sa matrice de covariance d’erreur sont alors donnés
par les deux premiers moments de I’ensemble des analyses :

N, N,
1 e : 1 < , L
xlé = N E m,";(l), P = N —1 E (mz(l) - mz)(mz(l) —z)"
i=1 i=1
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Inflation et localisation

Le filtre de Kalman d’ensemble est bien connu pour étre sensible aux erreurs d’échan-
tillonnage, due a la taille réduite de I’ensemble. En effet, en pratique N, < 100 alors que
n = 10% 4 108. Cela conduit & deux défauts identifiés, pour lesquels deux types de remedes
ont été proposés.

1. La sous-estimation des variances. Pour y remédier, on procede en général a une

inflation artificielle de ’ensemble (Pham et al.l1996; | Anderson and Anderson) 1999)).
Autrement dit on éloigne artificiellement les membres de I’ensemble de leur moyenne :

mﬁ(z) = ;ﬁ%—p <:D£(Z) —a:fi) , avec p > 1

D’autres fagons d’appliquer une inflation existent, notamment aux niveaux des ob-
servations. Ce probleme est due a la formulation du filtre en elle-méme, car |Bocquet
(2011) a montré qu'une autre formulation tenant compte de la taille finie du filtre
(EnKF-N) permet de supprimer le recours a l'inflation (en fait, cette formulation de
taille finie introduit naturellement 'inflation optimale requise).

2. L’apparition de corrélations longue-distance artificielles. Ce probleme est résolu par
un outil appelé localisation (Hamill et al., 2001} |Houtekamer and Mitchell, 2001} |Ott
et al., 2004). La aussi il en existe de tres nombreuses formulations, I'idée générale
étant de supprimer les corrélations entre des points de grille trop éloignés, par
exemple en convolant les matrices de covariances avec des fonctions localisantes.

Ensemble Transform Kalman filter (ETKF)

L’ETKEF a été introduit par Bishop et al.|(2001)), il s’agit d’une réécriture particuliere de
la phase d’analyse du filtre de Kalman d’ensemble en utilisant un changement de variable
(d’ou le term transform), similaire a celle développée par Pham|(1996)); Pham et al.| (1998]);
Pham (2001) pour le filtre SEIK. On décrit ici la version du filtre donnée par [Hunt et al.
(2007). On commence par introduire la matrice X f des perturbations de I’ensemble des

prévisions @/ : les colonnes de X7 sont les perturbations [ch W _ E, - (Ne) _ E]
Ensuite, on va chercher la matrice P® comme une transformation par la formule :

P = x/pox/
ot P? est une matrice carrée de taille N,. On définit également les observations des

et on définit a la moyenne de cet ensemble et Y/ la matrice des perturbations associées.
La phase d’analyse consiste alors & minimiser la fonction cott suivante :

prévisions par :

N, —1
2

1 P
T(w) = =~ Jwl? + 5 ly" — v — YT wlhr, weR

On a une formule explicite pour le minimiseur :

~ - ~ —1
w? = PYT R (y° —yf), P°= (YfTR’lYf + (N, — 1)1)
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Et on a ensuite les vecteurs analysés grace a leur moyenne et leur matrice de perturbations :
1

7@ =2 + X w?, X=X/ ((Ne - 1)15a)5

Cette formulation admet également une version avec inflation et localisation, on réfere
aHunt et al| (2007)) et & Bonan| (2013)) pour les détails.
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1.2 Quelques problémes inverses en glaciologie

Dans ce paragraphe, on présente les problemes de inverses étudiés en collaboration
avec les glaciologues du LGGE. Pour commencer on explique les grandes lignes de la
modélisation en glaciologie, les principauzr modeles et les questions inverses que se posent

les glaciologues. Ensuite on résume les publications [17]|([22]| ainsi que les travauz

en cours.

1.2.1 Modeles d’écoulement de glace

Certains éléments de cette partie sont issus de larticle de vulgarisation |26 paru
dans le numéro 100 de Matapli a ’occasion de l'année 2013 des “Mathématiques pour la
planéte terre”. Pour plus de détails sur la modélisation des calottes, on renvoie a la these

de B.[Bonar] (2013).

Processus mis en jeu dans les écoulements de glace

La figure présente les différents processus physiques qui interviennent dans la dy-
namique de ’écoulement de la glace, passons les en revue.

o

2000 km
ACCUMULATION . *
ABLATION
%= ECOULEMENT
TEMPERATURE Ts

niveau

3 km mer

v
bt

fusion basale ————
Gl |
Flux Flux
géothermique geothermigue
ISOSTASIE
FiGUurRE 1.1 — Les différents processus physiques intervenant dans la dynamique des

écoulement de glace, vus sur un profil en coupe de calotte polaire. Source : C. Ritz.

Ecoulement. La premiere caractéristique de la glace est qu’il s’agit d’un fluide in-
compressible non-newtonien, qui flue (s’écoule) sous son propre poids. Si on regarde en
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FIGURE 1.2 — Vitesses d’écoulement de la glace en surface, d’apres Rignot et al. (2011)).

accéléré des photos prises chaque jour d’un glacier de montagne, on verra comme une
riviere de glace qui Couleﬂ Mais contrairement & ce qui se passe pour l’eau liquide, les
échelles de temps de ’écoulement sont telles que les effets d’accéleration sont négligeables.
Le terme “non-newtonien” signifie que la viscosité de la glace dépend non linéairement
de la dynamique, elle est donnée par une loi de comportement viscoplastique appelée la
loi de Glen, qui modélise la complexité du matériau et de sa capacité a se déformer. La
glace est un matériau d’autant plus complexe que ses propriétés physiques sont variables
a lintérieur d’une calotte. En effet, les conditions de température et de pression ne sont
pas homogenes dans la glace, ce qui modifie ses propriétés. De plus, la pression et les fu-
sions/regels successifs induisent aussi des modifications de la structure cristalline, et donc
des propriétés physiques et mécaniques.

Bilan de masse. Le bilan de masse est la différence entre la glace qui s’accumule (par
les précipitations, ou le regel de 'eau en surface, dans les crevasses, ou sous la glace) et
la glace qui disparait (par fusion en surface ou au sol, par vélageEl d’icebergs, ou encore
transport par le vent). Estimer ce bilan est un probléme tres complexe, qui dépend de
nombreux phénomenes extérieurs : les conditions météorologiques et la température de
surface influent sur la quantité de précipitations neigeuses, sur la fonte, et sur le transport
par le vent ; le flux géothermique influe sur la fusion a la base de la glace.

1. https://www.youtube.com/watch?v=HZaknW8m6tI
2. vélage : perte par un glacier de fragments, sous forme d’icebergs
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Conditions aux limites a la base. A la base de la glace il peut se passer essentiellement
deux choses : soit la glace est tres froide et elle adhere au socle rocheux, soit elle glisse
sur le sol. Le glissement a lieu pour diverses raisons : lorsque la glace est tempérée il y a
a sa base un film d’eau qui permet le glissement sur la roche, elle peut aussi étre posée
sur un sédiment gorgé d’eau, ou sur des débris rocheux, il peut aussi exister un réseau
hydrologique sous-glaciaire (cavités reliées par des ruisseaux, lacs, rivieres) sur lequel la
glace glisse, etc. En Antarctique et au Groenland, les zones de plus fort glissement sont
situées sur les cotes, dans des vallées ressemblant a des canyons ou a des fjords. La figure
[[.2) présente la carte des vitesses d’écoulement en surface, et met clairement en évidence
de nombreux et gigantesques fleuves de glace, qui s’écoulent & une vitesse supérieure a
10 km/an (14 km/an pour le glacier Jakobshavn au Groenland, qui a produit récemment
des épisodes de vélage d’icebergs spectaculairesE[). Les calottes se prolongent parfois sur
la mer en de gigantesques plates-formes de glace flottantes, les ice-shelves.

Bestaire des rétroactions. Une rétroaction, ou feedback, a lieu lorsqu’une cause pro-
duit un effet qui agit en retour sur la cause du phénomene. L’instabilité des petites calottes
en est un exemple : lorsque laltitude de la calotte devient trop basse, sa température de sur-
face augmente, ce qui induit davantage de fonte, et donc une décroissance supplémentaire
d’altitude. Le phénomene peut ainsi s’amplifier et la calotte disparaitre rapidement.

Mentionnons aussi le phénomeéne d’isostasie, ou encore rebond post-glaciaire, c’est-a-
dire I’enfoncement du socle rocheux sous le poids de la glace. L’enfoncement est de 1’ordre
du tiers, c’est-a~-dire qu’'une épaisseur de glace de 3000 m causera ’enfoncement du socle
a 1000 m de profondeur, avec un temps de relaxation de 'ordre de 10,000 ans. Ceci induit
une rétroaction sur la calotte, puisque ’enfoncement induit une modification de ’altitude
de surface, donc de la température de surface et du bilan de masse.

D’autres rétroactions impliquent 'océan : le niveau des mers joue un role sur les ca-
lottes, par les conditions aux limites au bord latéral (poussée d’Archimede), et les calottes
influent sur le niveau des mers. La température de 'océan aux abords et sous les plates-
formes flottantes joue également un role complexe, et la calotte elle-méme influe sur la
circulation océanique autour d’elle.

Notations

Les coordonnées spatiales sont x,y pour I'horizontale, z pour la verticale ; 'axe Oz est
orienté vers le haut.

La table suivante présente les variables géométriques :

Notation Description Unité
S(x,y,t) | altitude de la surface (m)
H(z,y,t) | épaisseur de la calotte (m)
B(z,y,t) | altitude de 'extrémité inférieure de la calotte | (m)
Bsoc(x,y,t) | altitude de la surface du socle rocheux (m)

Les altitudes se mesurent par rapport au niveau de la mer. Par convention, lorsqu’il n’y a
pas de glace, on a B = S = max(Bsoc, 0). L’épaisseur de glace H est définie par H = S— B.
La figure [I.3] présente une coupe d’une calotte.

3. http://www.youtube.com/watch?v=hC3VTgIPoGU
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F1GURE 1.3 — Géométrie d’une calotte polaire, avec plateforme flottante. Source http:

//www.solcomhouse.com/icecap.htm.

La table suivante présente les variables de vitesse :

Notation Description Unité
u(z,y, 2,t) | vitesse d’écoulement de la glace : u = (ug, uy, uz) (m.an=1)
U(z,y,t) | vitesse horizontale moyennée sur I’épaisseur : U = (U, Uy) (m.an™1)
up(w,y,t) | vitesse de glissement de la base sur le socle : up = (upz, upy) | (m.an™1)
us(z,y,t) | vitesse de la glace en surface : usy = (us 2, Usy) (m.an™1)

La vitesse moyenne est définie par

U(z,y,t)= u(x,y,z,t)dz

1 /S(:v,y,t)
H(.Z‘, Y, t) B(s,y,t)

et les vitesses a la base et en surface par

ub(x,y,t) = U(l‘,y, B(CE, Y, t)’t)v

Us(l‘,%t) = ’U,(CC, Y, S(l’,y,t),t)

La table suivante présente les tenseurs liés a la dynamique et a la loi visqueuse :

Notation Description Unité
n(z,y,z,t) viscosité de la glace (Pa.an™1)
7(x,y,t) viscosité moyenne ou effective de la colonne de glace | (Pa.an™1!)
o(z,y,z2,t) tenseur des contrainte (Pa)
T(z,9,2,1) déviateur des contrainte (Pa)
é(z,y,2,t) tenseur des taux de déformation (an™1)
oo = p(x,y, z,t) | premier invariant du tenseur des contrainte (Pa)
T(z,y,2,1) scission efficace (Pa)

Les trois tenseurs sont des matrices, par exemple o = (0;;) avec i, j = x,y, 2.

des contraintes est donné par 7 = o + pl, ou la pression p est donnée par

Ogx + Oyy + 022

3

p: :0’0

Le déviateur
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Le tenseur des taux de déformation est défini par

1 /0u; Ou;
€ij= = u,l+i,] , avec i,j = T,Y, 2
’ 2\ 0j 01

La scission efficace est le deuxieme invariant du déviateur des contraintes :

1
T = \/2 (12, + 72, +72,) + 72, T A T2,

Enfin, la table qui suit présente les divers forcages, conditions aux limites, et parametres
physiques :

Notation Description Unité
Ty(x,y,t) | contrainte basale : 7, = (T4, To,y) (Pa)
B(x,y,t) | coefficient de glissement basal -
f(z,y,t) | fusion basale (m.an™1)
b(z,y,t) | bilan de masse en surface, soit accumulation - ablation | (m.an™!)
Ts(x,y,t) | température a la surface de la calotte °C
Foim(t) | forgage climatique de la température en surface °C
n exposant de la loi de déformation -
Barn coeflicient de la loi de fluage (Pa~".an™1)
g accélération de la pesanteur (vecteur : g = —ge,) 9.81 m.s™2
0i densité de la glace 910 kg.m™3
Pw densité de 1’eau de mer 1028 kg.m™3

Modele d’écoulement petite échelle : Full-Stokes

Le modele Full-Stokes est un modele d’écoulement petite échelle, a la fois en temps (au
mieux 100 & 200 ans) et en espace (les tailles de mailles de discrétisation sont “petites”,
inférieures ou de 'ordre du kilometre). En raison des petites échelles de temps, on néglige
le phénomene d’isostasie : le socle rocheux est supposé stationnaire, ainsi que la base de
la glace. Ce modele est généralement utilisé pour étudier des bassins versants (un glacier
ou un fleuve de glace, comme dans , mais il a également été utilisé récemment pour la
totalité du Groenland dans

Les équations du modele Full Stokes sont celles d’'une fluide visqueux non newtonien
incompressible, elles sont données par les équations suivantes. On a d’abord ’équation
d’incompressibilité pour la conservation de la masse :

divu =0 (1.1)

On a ensuite I’équilibre quasi-statique, autrement dit la loi de Newton dans laquelle on a
négligé les effets de ’accélération, compte tenu des échelles des différents termes :

div o+ pig=0 (1.2)

Et on a enfin la loi de comportement visqueuse de la glace (Duval, [1979; [Lliboutry, [1993;
Cuffey and Paterson, 2010) :

1
T =2né, — =Bar,™" ', avecn =1 et/ou 3 (1.3)
n
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autrement dit
26 = (Barj + Barst?) T (1.4)

On a ensuite des conditions aux limites. A la surface de la glace pour régir I’évolution
de la surface libre on a :

¢S 4 s 2028 + Us 0y S + ug, = b (1.5)

ainsi que
on=0 (1.6)

ou n est le vecteur unité normal & la surface. A la base de la glace, on a une condition de
type glissement :
t.(on)+pfut=0, un=0 (1.7)

ou n et t sont les vecteurs unité normal et tangent au socle. Enfin on a des conditions sur
le bord latéral, qui varient selon que le front se situe sous le niveau de la mer (supposé en
z=10) ou pas :

T

n’.oc.n = min(p,gz,0), tl.omn=0 (1.8)

Modeles d’écoulement grande échelle : Shallow-Ice, Shallow-Shelf

Il arrive en glaciologie qu’on souhaite considérer de grandes échelles, soit en temps
(jusqu’a des centaines de milliers d’années pour les questions de paléoclimatologie), soit
en espace (si on considere I’Antarctique, qui s’étend sur des milliers de kilometres). Dans
ce cas, le modele Full-Stokes est bien trop cotliteux pour étre résolu numériquement, on
procede donc a des approximations de type couche-mince (shallow), comme le passage des
équations de Navier-Stokes a celle de Shallow-Water pour les écoulements en eaux peu
profondes. On procede donc a une intégration sur la verticale, grace a 'hypothese que
les échelles verticales sont tres inférieures aux échelles horizontales. Mathématiquement,
la justification de ces asymptotiques est un probleme difficile qui n’a été que peu étudié
(Schoof and Hindmarsh|, 2010; |[Bassis, 2010).

En combinant I’équation d’incompressibilité avec et son pendant a la base :

0B + ub,maxB -+ ubyyayB + up, = f (1.9)

on obtient 1’équation de bilan (conservation de la masse) suivante, appelée Shallow-Ice
Approximation (STA) (Hutter, |1983)) :
on =b— f—div (HU) (1.10)
ot
ou div = d, + 9, est la divergence en 2D.

Pour I’évolution de la base de la glace il existe des modeles plus ou moins compliqué
d’isostasie. Les modeles les plus simples traduisent simplement ’enfoncement local égal
a un tiers de I’épaisseur de glace (avec un temps de relaxation de 10 000 ans). D’autres
modeles plus complexes ajoutent une équation de type plaques pour coupler la glace avec
la dynamique de la lithosphere (voir [Ritz| (1992)) pour plus de détails).

La vitesse moyennée sur la verticale se décompose en deux termes :

U = Upger + Ugig (1.11)

ot Uyt est la contribution liée & la déformation (loi de Glen) et Ugjq celle liée au glissement.
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La vitesse de déformation s’obtient en intégrant sur la verticale I’équation constitutive
(1.4), et on obtient, dans le cas ot les coefficients Bar,, ne dépendent pas de z :
H? H*

Ugeti = —pgdiS |Bari— + (pg)? (0:8% + 0,5%) BAT,S? ,

3 i =,y (1.12)

Pour la vitesse de glissement Ugjq, il existe plusieurs approximations. Formellement,
I'idée de base est de reprendre les équations de ’équilibre quasi-statique et de faire
un développement en séries de perturbation. A l'ordre 0, on obtient une approximation
SIA pour la vitesse de glissement :

pgHV S = 1, = — U4 (1.13)
Ici on a supposé que le frottement basal 7, est proportionnel a la vitesse de glissement :
7y = —BUslia (1.14)

Il existe également des lois de glissement plus complexes liant 7, et Ugiq (non-linéaires,
voir (Cuffey and Paterson| (2010)), mais on ne les étudiera pas ici.

A D’ordre 1 on obtient pour la vitesse de glissement Ug;q une équation elliptique non-
linéaire, appelée la Shallow-Shelf Approximation (SSA) :

o g

% (277H (2890Uslid,x + 8y(]slid,y)) + aiy (77H (8yUslid,x + 8acUslid,y)) = ngaZ‘S — Tb,x

o 0
873/ (277H (ZayUslid,y + 8ar:[]slid,x)) + % (77H (ayUslid,X + a:L’U'slid,y)) = ngayS - 7'b,y
(1.15)

Les conditions aux limites sont complexes, notamment en 2D. On impose tantot des
conditions aux limites cinématiques (de type vitesse nulle) ou dynamique (lorsqu’'un bilan
de forces est possible, par exemple dans le cas ou le front de glace rencontre la mer).
On se référera a Rommelaere| (1997); [Peyaud (2006) pour les détails et les subtilités de
modélisation et d’implémentation.

Un autre point est complexe a modéliser, il s’agit des bilan de masse en surface et a
la base b et f . A la base, f mesure la fonte. Des modeéles simples prescrivent f comme
une constante, des modeles plus complexes font intervenir le couplage avec la température
(lux géothermique) et/ou I’hydrologie sous-glaciaire. En surface, b est lié aux conditions
climatiques. En effet, comme on I’a vu plus haut, b est la somme entre I'accumulation (les
précipitations) et ’ablation (la fonte en particulier, comptée négativement) :

b= Acc + Abl (1.16)

Pour des simulations réalistes, il est nécessaire de disposer de bonnes données pour b. On
peut faire ceci en utilisant un modele de climat, ou bien des observations. Cette question
de modélisation / observation de b occupe une communauté entiere de glaciologues (Gallée
et al., 2011; Lenaerts et al. 2012} Favier et al., 2013; Frezzotti et al.l |2013]) et ce probleme
est complexe. Dans nos modeéles simplifiés on utilisera une modélisation donnant I’ablation
et 'accumulation comme des fonctions explicites de la température en surface :

Acc = Accge 15 (1.17)
Ty — Thomelt - .
Abl, [ =5__—Romert T T
Abl = 0( Too melt 8145 > Lnomelt (1.18)
0 sinon
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ou les parametres sont fixés par I'expérience des glaciologues. La température de surface
T, dépend de 'altitude de la surface S, de la latitude (axe x pour fixer les idées) et du
scénario climatique moyen Fijiy, (température au pole en z = 0, S = 0), selon la formule :

Ts(xvyat) :Fclim_‘_Ax"i_VS(x:y:t) (119)

ol A et v sont des parametres connus.

1.2.2 Introduction a la modélisation inverse en glaciologie

2800+
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1000

Bed elevation (m asl)

| -1000

-2000

<-2800

FIGURE 1.4 — Carte de topographie du socle rocheux en Antarctique Bedmap2, obtenue
a partir de mesures effectuées par avion en survol au-dessus du continent, d’aprés [Fretwell
(2013)). Le plus haut sommet culmine & plus de 4500 metres. A cause du poids de la

glace, de nombreuses zones sont situées environ 1000 metres sous le niveau des mers.

Initialisation des modeles pour le probleme du niveau des mers

La contribution des glaciers et calottes polaires au changement de niveau des mers
est significative et il est crucial de pouvoir en faire de bonnes prévisions pour le futur
(Hanna et al. 2013). Elle est essentiellement la combinaison de deux phénomenes : la
modification du bilan de masse en surface (en raison des modifications climatiques et/ou
d’altitude de la calotte) d’une part, et ’évacuation de la glace par vélage d’icebergs dans
les fleuves de glace et les plates-formes flottantes d’autre part. Ici on ne considere pas la
contribution liée aux modifications de bilan de masse en surface. En effet, ces modifications
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FiGURE 1.5 — Carte des erreurs estimées pour les observations de topographie du socle
rocheux en Antarctique, d’apres [Fretwell et al.| (2013)). L’incertitude maximale atteint 1000
metres dans les zones non observées, elle descend autour de 20 metres au niveau des points
de mesure (traces de survol par avion).

sont intrinsequement liées au changement climatique, sont également tres complexes, et
font 'objet d’actives recherches par ailleursﬁ

La perte de masse des calottes polaires par vélage d’icebergs est contrélée par un petit
nombre de fleuves de glace. On estime par exemple qu’environ 10% de la périphérie de
I’ Antarctique contrdle 90% de 1’évacuation de la glace. La présence ou non de fleuves de
glace est intimement liée a la nature des conditions basales, qui permettent ou pas un
fort glissement et donc de grandes vitesses d’écoulement. Un autre parametre essentiel est
la géométrie du socle rocheux (altitude et pente), notamment dans les zones cotieres. La
vitesse de déformation dépend en effet a la fois de altitude de surface S(t,x) mais aussi
de Iépaisseur de glace H(t,x), et donc de l'altitude du socle B(t,z) = S — H. De plus, la
profondeur du socle joue également sur I’épaisseur de glace (a altitude de surface fixée),
donc sur les conditions de pression a la base de la glace, qui elles-mémes influent sur la
présence ou non d’eau liquide.

Le probleme de l'initialisation des modeles consiste donc essentiellement & obtenir
une bonne géométrie de la calotte et de bonnes conditions basales, en vue d’initialiser
correctement les modeles dévolution. Il s’agit d’un probleme inverse, ou 1’on souhaite
estimer ces parameétres sensibles grace aux observations disponibles (voir ci-dessous).

4. Voir le 5¢me rapport du GIEC/IPCC (2013-14) : http://www.ipcc.ch|
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FIGURE 1.6 — Mesures de volume de glace. En noir : mesure de Raymo| (1997). En gris :
résultats obtenus par différents modeles. Figure extraite de [Paillard and Parrenin| (2004).

Identification des conditions basales. A une échelle plus locale (glacier ou bassin
versant), les glaciologues ont généralement une connaissance plus précise de la géométrie,
grace a des campagnes régionales de mesure. Dans ce cas, 1’étude locale se résume essen-
tiellement & l’identification des conditions de frottement a la base, soit en identifiant le
coefficient 8 de nos équations, soit en cherchant & mettre en évidence des lois de frotte-
ment plus complexes, comme 7, = —f||Uguq||* Uslia, ou encore a étudier plus finement
I'hydrologie sous-glaciaire, voir par exemple |de Fleurian (2010) et les références incluses,

et au paragraphe le résumé du papier

Observations des calottes et des glaciers

Comme on ’'a vu précédemment, les conditions a la base de la glace sont liées a la
profondeur et la nature du socle et aux conditions hydrologiques et thermiques.

Les observations pour les conditions de frottement & la base sont tres limitées. En
effet il est quasiment impossible d’aller faire des mesures sous la glace, sauf dans de rares
points de forages profonds ou le socle a été atteint. Dans ces cas-1a, 'analyse de la glace
des carottes renseigne sur ces conditions basales. Les expériences en laboratoire sont assez
peu représentatives, il est en effet impossible de restituer la pression équivalente a des
milliers de metres d’épaisseur de glace. L’autre incertitude cruciale est sur la nature du
socle : s’agit-il de sédiments, de roche, de débris de roche? La présence d’eau liquide,
déterminante pour le glissement, est aussi liée a des parametres mal connus comme le
flux géothermique. On n’a donc aucune mesure pour la loi de frottement et les coefficients
associés.

Pour la profondeur du socle, on dispose d’un nombre limité de mesures, faites par
avionlﬂ Les observations sont ainsi restreintes a des traces de survol. En ces points de
mesure, la précision est d’une vingtaine de metres. En dehors des points de mesure, des
stratégies d’interpolation (en général par krigeage) sont utilisées, mais I'incertitude dans
les zones non observées peut aller jusqu’a plusieurs centaines de metres. De plus, les cartes
sont fabriquées par méthode de krigeage, sans tenir compte de I’écoulement de la glace. Les
figures et montrent 1’état de I'art des cartes actuelles pour I’Antarctique
: la premiere est une carte de socle, la deuxieme est celle des erreurs estimées.

5. Les mesures satellitales seraient possibles, malheureusement les fréquences radar requises pour ob-
server le socle rocheux sous la glace sont réservées a ’armée. Pour la méme raison, les campagnes par avion
sont coliteuses et complexes a mettre en place.
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On voit clairement sur cette deuxieme carte les trace de survol d’avion, ou la précision
est bonne, et les zones non observées, avec de grandes erreurs possibles. Précisons ici que
le relief de I’Antarctique est tres chahuté, et tout a fait similaire a nos Alpes, avec des
changements brutaux d’altitude et des chaines de montagnes.

Les autres observations dont on dispose, et qui permettront d’extraire de I'information
pour retrouver les parametres non observés, sont des données de surface, obtenues par
satellite : altitude de la surface, vitesse de la glace en surface. L’altitude de surface est
observée depuis une vingtaine d’année par satellite (ERS-1, ENVISAT par radar, ICESat
par laser). La précision est relativement bonne, en général de l'ordre de 2 metres, sauf
dans les zones montagneuses ou la RMS de l'erreur peut monter a 130 metres (Griggs
and Bamber} 2009)). Pour la vitesse de la glace on a également une bonne couverture,
la résolution spatiale est de 'ordre du kilometre, comme pour 'altitude de surface. Les
erreurs pour la vitesse sont de I'ordre de 1 & 17 meétres par an (Rignot et al., 2011; Joughin
et al., 2010).

Paléoclimatologie

Plusieurs questions de modélisation inverse se posent pour la paléoclimatologie (étude
des climats passés). Le plus connu du grand public est celui de la datation des carottes
de glace, pour lesquelles des avancées récentes au moyen de méthodes inverses ont été
obtenues par |Lemieux-Dudon et al.| (2008}, 2010); Buiron et al.| (2011). Une autre question
qui nous a intéressés est liée a un type tres particulier d’observations disponibles : la
mesure du volume total des calottes polaires. En effet, ce volume est directement lié au
niveau de la mer, qui lui a pu étre mesuré sur de gigantesques échelles de temps (centaines
de milliers d’années), grace notamment & des marqueurs biostratigraphiques comme les
foraminiferes (Paillard and Parreninl [2004). La figure présente de telles données. La
question qui se pose alors est la suivante : sachant que la température de surface influence
directement 1’évolution de la calotte et donc de son volume, peut-on estimer un scénario
climatique & partir de mesure de volume de glace ? Avec le modele simplifié présenté plus
haut, cela revient a chercher le parametre Fij;y, on étudie un tel probleme dans .

Etat de I'art des méthodes inverses en glaciologie

L’assimilation de données, essentiellement par méthode de controle, est plus récente
en glaciologie qu’elle ne 'est en météorologie ou en océanographie. [ MacAyeal (1992, 1993)
a introduit les méthodes de controle pour identifier le coefficient de frottement £ a la
base d’un fleuve de glace (équation de la SSA seule), en utilisant le caractére auto-adjoint
de I’équation. Plusieurs applications & divers fleuves de glace ont suivi, par exemple par
Rommelaere and MacAyeal| (1997); |Vieli and Payne (2003). Plus récemment, la méthode
adjointe (toujours appelée méthode de contrdle par les glaciologues) a été également mise
en ceuvre de maniere approchée pour un modele Full-Stokes par Morlighem et al.| (2010), en
utilisant comme adjoint le modele lui-méme. Ceci est une approximation, car les équations
du modele Full-Stokes ne sont auto-adjointes que lorsque la viscosité est linéaire (loi de
Glen avec n = 1). L'utilisation d’un adjoint complet est di & Heimbach and Bugnion
(2009), qui ont utilisé un dérivateur automatique pour générer I’adjoint du code SICOPO-
LIS (Greve, 1997)) en vue de faire de I'analyse de sensibilité.

D’autres méthodes inverses ont été introduites récemment. Les méthodes du BLUE
et de l'interpolation optimale (OI) ont été utilisées par |Arthern and Hindmarsh (2003)
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et Berliner et al.| (2008). Une méthode due & |Chaabane and Jaoua| (1999) a également
été utilisée par |Arthern and Gudmundsson (2010). Cette méthode est appelée méthode
de Robin par la suite, elle consiste & minimiser une fonction cout mesurant I’écart aux
observations par une descente de gradient sur le coefficient [, en itérant des résolutions
du modele Full-Stokes avec soit une condition de Dirichlet en surface (en imposant les
vitesses observées), soit une condition de Neumann homogene (la condition naturelle du
modele). A convergence, la solution vérifie a la fois la condition de Dirichlet et celle de
Neumann et produit le champ de 3 désiré.

La plupart de ces articles s’intéressent a identifier le frottement basal 8 seul pour des
problemes locaux, a ’échelle d’un glacier, d’un fleuve de glace ou d’un bassin versant.
La reconstruction du champ de 8 pour tout le Groenland est tres récente : |Arthern and
Hindmarsh| (2006) par une méthode de type BLUE/OI, par méthode de controle et de
Robin. De plus, récemment, les glaciologues s’intéressent a reconstruire conjointement le
frottement 3 et le socle Bgoe, voir [Raymond-Pralong and Gudmundsson (2011) (méthode
de Bayes, qui est en fait la minimisation directe du BLUE avec un gradient approché) et
van Pelt et al.| (2013)) (simple itération de Picard pour réduire 1’écart aux observations).
Cette question est plus difficile car on n’a pas toujours unicité : une méme vitesse en
surface peut étre expliquée soit par un By, bas (grande vitesse de déformation) et peu de
glissement ou bien par un socle plus haut et beaucoup de glissement.

Du c6té des méthodes inverses pour la paléoclimatologie, pour la question de recons-
tituer le climat par des observations de volume de glace, on peut citer |Bintanja et al.
(2004, 2005) qui utilisent une méthode tres simple de correction, semblable au nudging
(relaxation newtonienne, qui consiste a mettre un terme de rappel aux observations dans
le second membre du modele d’évolution). Pour le probleme de datation des carottes, les
méthodes inverses sont plus développées, voir par exemple |Lemieux-Dudon et al| (2008,
2010).

La suite de ce paragraphe résume les résultats obtenus en glaciologie.

1.2.3 Etude des conditions basales du glacier Variegated

Ce paragraphe résume les résultats contenus dans ’article étudiant la surgelﬂ du
glacier Variegated en 1982-83.

Introduction

Le glacier Variegated en Alaska est connu pour surger régulierement. La premiere surge
relevée a eu lieu en 1905-06, et il y en a eu sept autres jusqu’a la derniere en 2003—04.
L’étude présentée dans ce papier s’intéresse a la surge de 1982-83 car elle a été bien ob-
servée et 1'on dispose d’'un bon nombre de mesures. D’apres Raymond! (1987)) on sait que
les surges pour les glaciers tempéréslﬂ sont dues a des modifications du systeme hydrolo-
gique sous-glaciaire, qui passe d’un systeme efficace a un inefficace. Un systeme efficace
correspond a un bon drainage de I’eau sous la glace, par de larges canaux, engendrant une
faible pression d’eau sous le glacier. Au contraire, un systéme inefficace n’a pas ces larges
canaux mais des petites cavités reliées, donnant lieu a une augmentation de la pression

6. Une surge glaciaire est un phénomene brutal et bref qui consiste en une avancée tres rapide d’un
glacier.
7. Un glacier tempéré a sa glace proche du point de fusion.
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FIGURE 1.7 — Evolution du facteur de forme f(x) le long de la ligne d’écoulement centrale
du glacier Variegated pour la topographie de surface zs(x) de 1973.

sous-glaciaire et des modifications des conditions de glissement. Le passage d’'un systéme
efficace a un systeéme inefficace, par 'ouverture et la fermeture des larges canaux, est gou-
verné par les changements de géométrie (altitude de surface et sa pente) et de température
(par lalternance saisonniere, qui influe sur la fonte). [Kamb et al.| (1985)) ont fait des me-
sures de vitesse de déformation dans un trou de forage pendant la surge et ont montré que
la vitesse du glacier est expliqué a 95% par le glissement & la base. Ce papier s’intéresse
donc & I'identification des conditions basales tout au long du glacier, avant et pendant la
surge, pour tenter de confirmer cette hypothese.

Observations et modeéle

L’altitude de surface et les vitesses de surface ont été mesurées pendant la décennie
1973-83 par |Bindschadler et al.|(1977); KKamb et al. (1985); Raymond and Harrison| (1988)),
qui couvre une partie de la phase de latence ainsi que la surge. Les données sont réparties
en temps : deux fois par an avant la surge et huit fois pendant les deux ans de la surge.
En espace, les données ont été récoltées tous les 250 metres le long des 20 kilometres de la
ligne centrale du glacier, avec quelques trous (dus notamment a la présence de crevasses).

Comme les mesures sont disponibles seulement selon une ligne d’écoulement, on a
utilisé un modele 2D (z, z). La base du socle b(z) est fixe, et I'altitude de surface est notée
zs(x), o z est la direction horizontale, avec x = 0 au sommet du glacier (a 'altitude
d’environ 2000 metres) et x = 20 kilometres au front, ou le glacier termine dans la mer. Le
modele choisi résout les équations Full-Stokes présentées plus haut, avec une particularité
liée & I’absence de 3D. En effet, I’équation de conservation de la quantité de mouvement

(1.2) se lit alors :

div o+ pig + f1 =0, pour z € [0,20], z € [b(x), z5(z)]
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FI1GURE 1.8 — Distribution du coefficient de friction basal 8 identifié par méthode inverse
de Robin le long de la ligne d’écoulement centrale, pour les 25 dates d’observations. Les
pointillés indiquent ’absence de mesures de vitesse en surface en ces points. Dans la
légende, W Y1-Y2 représente les hivers entre 'année Y1 et 'année Y2; S Y représente
I’été de 'année Y ; Surge Y-M1-M2 représente 'année Y du mois M1 au mois M2.

ou f; est un terme qui permet de modéliser les effets latéraux :
fi=pigt(1-f)t

ou t est le vecteur unitaire tangent a la surface et f est appelé le facteur de forme. Si f
est égal & 1 on a f; = 0, ce qui correspond & un glacier infiniment large. Au contraire si
f est petit on modélise des sections étroites. La formule utilisée pour f est la suivante :

2 0.8146
J@) =2 o i)

ou a(x) représente la forme locale du socle rocheux, cf pour les détails, et la figure
pour la fonction f(x) obtenue.

Les conditions aux limites en surface et au fond sont les mémes que précédemment
, en particulier on a la loi de frottement a la base faisant intervenir le
coefficient 5 que l'on cherche a identifier.

La résolution numérique se fait avec le code éléments finis Elmer/Ice (Gagliardini et al.,
2007; |Gagliardini and Zwinger, [2008; (Gagliardini et al., [2013).
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FIGURE 1.9 — Distribution du rapport entre la vitesse basale u(zp) (donnée par le modele)
et la vitesse en surface u(zs) le long de la ligne centrale d’écoulement pour les 25 observa-
tions. Les résultats ne sont affichés qu’en présence d’observations. La légende est la méme
que celle de la figure [1.8

Méthode inverse

La question d’inverser les conditions basales grace a des observations de surface a été
bien étudiée en glaciologie, voir le paragraphe pour un résumé bibliographique. Dans
cet article, on a utilisé la méthode de Robin (Chaabane and Jaoual [1999; Arthern and|
\Gudmundsson), [2010), que l'on a un peu modifiée pour introduire une régularisation de
type Tikhonov. Comme on I’a dit précédemment, le principe de la méthode de Robin est de
résoudre alternativement les équations Full-Stokes présentées ci-dessus avec la conditions
de Dirichlet :

u(zs) = u®™

puis avec la condition de Neumann (|1.6). On définit ensuite la fonction cotut qui mesure
I’écart en surface entre la solution du probléeme de Dirichlet u” et celle du probleme de
Neumann u? :

on/ (u —uP).(6e — oP).ndl

ou I's représente la surface de la glace. On peut facilement calculer la dérivée directionnelle
de J, par rapport a  (dans la direction ') afin de mettre en ceuvre une méthode de
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FIGURE 1.10 — Comparaison entre les géométries de surface du modele (a) et mesurées
(b), par rapport a la topographie de surface de 1973, pour la phase de latence.

descente :

dsT(8) = /F B ([uP? — [uN[?) dr

ou I'y est la frontiere avec le socle. Il est important de noter ici que cette dérivée n’est
exacte que dans le cas d’une rhéologie linéaire (ie loi de Glen avec n = 1). Dans le cas
réaliste n = 3, la dérivée n’est qu'une approximation.

Comme f est positif et varie de plusieurs ordres de grandeur, il est plus logique de

changer de variable pour « par
8 =10¢

Finalement, le probleme est régularisé en ajoutant un terme de régularisation :
L, _
Fu (@) = @) + 5 Mo Ta@): - Tro() = [ (@) ar
Ty

Le terme 7,ps est la moyenne des vitesses en surface observées pour le jeu de données
considéré, c’est un facteur de normalisation entre les différentes années d’observation. On
observe en effet de grandes variations de Tgps selon les années. Son ajout permet de choisir
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FIGURE 1.11 — Comparaison entre les géométries de surface du modele (a) et mesurées
(b), par rapport a la topographie de surface de 1973, pour la phase de surge.

un poids entre le terme d’observation et le terme de régularisation qui soit indépendant
du jeu de données.

Les aspects techniques, comme le choix du parametre ), sont décrits dans 'article.

Il faut cependant noter que cette méthode de Robin s’applique a 1’équation des vitesses
seulement, et non au couplage avec I’évolution de la surface libre : a chaque pas de temps
on met en ceuvre la méthode inverse. Ainsi, lorsque ’on n’a pas d’observation a un certain
instant, on n’a pas d’estimation de .

Résultats

Le modele et la méthode sont implémentés dans le code élements finis Elmer/Ice (pa-
rallele, en fortran 95) (Gagliardini et al., 2013).

Les résultats sont décrits en détail dans ’article, ici on présente rapidement les figures
principales. La figure [1.8| présente le coefficient S obtenu par assimilation. On voit, outre
lalternance saisonniere hiver/été, que 8 diminue progressivement au cours des années
pendant la phase de latence jusqu’a devenir tres faible durant la surge. De plus, on voit
que pendant la phase de latence, 8 diminue plus fortement dans la partie haute du glacier
(x proche de 0). On voit aussi trés nettement le changement de régime lié & la surge, ainsi
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que la diminution progressive de 5 depuis le haut vers le bas du glacier.

La figure [1.9) présente le quotient entre la vitesse basale u(zp) (glissement) et la vitesse
en surface u(zs). On voit également une variation progressive de ce quotient, d’a peine 10%
en 1973 jusqu’a 60% a 1’été 81, avec méme 90% en 81 en haut du glacier. Ceci suggere
que laccélération se fait bien par une augmentation progressive du glissement (et non un
déclenchement brutal), et que le glissement entre pour une large part dans I’accélération du
glacier pendant la surge, mais aussi pendant la phase de latence. Sur cette figure également
on voit se dégager nettement deux régimes surge/latence, avec des rapports proches de
100% pendant la surge, et 'augmentation de ce rapport depuis le haut du glacier vers le
bas.

Le paragraphe §6 du papier présente des résultats auxquels je n’ai pas contribués,
proposant une loi de glissement plus complexe, pour tenir compte de la pression de ’eau
sous-glaciaire, je ne rentre pas dans les détails ici.

Les figures [1.10] et présentent des simulations directes effectuées avec les pa-
rametres [ identifiés, pendant la phase de latence et pendant la surge, comparées aux
observations. Pour cela, on fait tourner le modele direct avec 8 et ’équation d’évolution
suivante pour la surface libre :

Or2s + UgOz2s — U, = G

ou as est le bilan de masse en surface, modélisé par une fonction explicite dépendant
linéairement de zs. Les différences que 'on remarque entre les observations et le modele
peuvent s’expliquer par les erreurs dans ce bilan de masse et/ou par les effets tri-dimen-
sionnels que l'on a négligés. Malgré cela, on arrive a mettre en évidence correctement avec
le modele les éléments suivants :

— la surge est en phase avec les observations, autrement dit le champ de S reconstruit
permet bien de générer la surge du glacier ;

— le modele présente bien la caractéristique typique d’amincissement du glacier en haut
et d’épaississement en bas.

En conclusion, la capacité du modele a bien de rendre compte des caractéristiques
principales de la surge offre une validation a posteriori de la reconstruction du coefficient
B par assimilation de données avec la méthode de |Chaabane and Jaoua| (1999); Arthern
and Gudmundsson| (2010). Ce papier proposait la premiére application de cette méthode a
un cas réel, et en démontre la faisabilité, et la pertinence pour étudier le frottement basal.

1.2.4 Contribution du Groenland a la montée du niveau des mers

Ce paragraphe résume les résultats contenus dans Uarticle |||, qui s’intéresse a la
contribution du Groenland a la montée du niveau des mers.

Introduction

Le Groenland perd de la masse a un rythme qui va s’accélérant (Rignot et al., 2011)).
11 semble que ceci soit dii a la combinaison de deux phénomenes : changement du bilan de
masse en surface (plus de fonte et/ou moins de précipitations) et augmentation du flux de
glace vers l'océan (vélage d’icebergs). Des études antérieures (Howat et al., 2007; Pritchard
et al.,[2009; Joughin et al [2010) ont montré que I'accélération du vélage était tres variable
dans le temps et dans I’espace, de sorte que des prédictions réalistes doivent nécessairement
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FIGURE 1.12 — Maillage éléments finis non structuré et vitesses en surface modélisées
pour le Groenland, apres optimisation du frottement basal 8 par la méthode de Robin.
Les zooms présentent quelques glaciers émissaires particulierement intéressants.

utiliser & la fois un modele haute précision, un état initial le plus précis possible, et des
projections climatiques fiables. Le probleme de l'initialisation d’un modele petite échelle
pour le Groenland est donc la motivation de cet article. Les ingrédients de base sont :
un modele Full-Stokes sur une grille non structurée, des méthodes inverses pour tirer le
meilleur parti des observations disponibles. Cet article est la premiere tentative d’utiliser
tous ces éléments a 1’échelle du Groenland. Plus précisément, I'objectif est d’identifier le
champ de frottement basal 5(x,y) dans un modele Full-Stokes a partir des observations
disponibles en vue de faire des prédictions d’évolution du Groenland.

Modeéle et données

Le modele utilisé résout les équations Full-Stokes non linéaires (loi de Glen avec n = 3)
en 3D (1.1) & (L.8) décrites page Le coeflicient Bar,, dans I’équation (1.3) dépend

effectivement de la température dans la glace (selon une loi d’Arrhenius, cf détails dans
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FIGURE 1.13 — Vitesses en surface pour le Groenland, & gauche (a) les vitesses observées;
a droite (b) les vitesses reconstruites apres identification de § par la méthode de Robin.

larticle). Le champ de température dans la glace est donné par le modele STA SICOPOLIS
(Grevel, 1997} Seddik et al., 2012), pris constant en temps.

Le code numérique Elmer/IceEl Gagliardini et al.| (2013) résout ces équations sur la
totalité du Groenland avec un maillage non structuré. La construction du maillage initial
utilise des ingrédients classiques : estimation d’erreur grace a la matrice Hessienne des
vitesses observées, puis adaptation de maillage avec le logiciel YAMS (Frey and Alauzet),
. Au cours de la simulation, dans une certaine mesure, ce maillage est adaptatif, mais
les noeuds ne peuvent se déplacer que verticalement. Le maillage est visible par exemple
sur la figure[1.12] On renvoie & |Gagliardini and Zwinger| (2008) pour les détails numériques
du modele.

Le socle et la topographie de surface viennent des données SeaRiseEl (Bamber et al.

2001)). Les vitesses observées proviennent de Joughin et al. (2010)), elles sont présentées

8. http://elmerice.elmerfem.org
9. http://tinyurl.com/srise-umt
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20 km

FIGURE 1.14 — Erreur absolue pour les vitesses de surface |u
identification de § par la méthode de Robin.

modele _ 4,0bs| en m /an apres

a la figure [1.13] (a). On observe également le taux de variation de laltitude de surface
(Pritchard et al., [2009). Notons ici que les vitesses observées sont produites a partir de
données distribuées en temps sur la décennie 2000-09, alors que la topographie de surface a
été produite en 2001 (avec tout de méme des mises & jour pour les trois glaciers émissaires
principaux).

Méthodes

Rappelons que l'objectif est d’identifier le champ de frottement basal f(z,y). Dans
cet article on utilise et on compare deux méthodes : la méthode de Robin et la méthode
de controle approchée en faisant I’approximation auto-adjointe pour le modele, introduite
pour le modele Full-Stokes par Morlighem et al| (2010).

La méthode de Robin a déja été présentée au paragraphe[I.2.3] La méthode de controle
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FIGURE 1.15 — Erreur relative pour les vitesses de surface |[u™m°de — 4°b5| /|4°PS| en %
apres identification de B par la méthode de Robin. Les zones ot [u®P®| < 2.5 m/an ne sont
pas représentées.

consiste & minimiser la fonction colt suivante :
1 2
b
g, = / 5 (lunl = fugpe))” ar
s

ol u°™ sont les vitesses observées et H représente la composante horizontale de la vitesse.
La dérivée de la vitesse est donnée par

dsT0(8) = /F _BuAdl

ol A est la solution des équations adjointes.
Noter comme précédemment que ces deux méthodes présentent deux défauts :
1. les dérivées des fonctions cotits ne sont exactes que pour des rhéologies linéaires
(n = 1), et seulement approchées dans le cas réaliste qui nous intéresse ici, ou la
viscosité suit la loi de Glen avec n = 3;
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FIGURE 1.16 — Projections de I’évolution du niveau des mers pour les scénarios climatiques
C1 (conditions actuelles), C2 (scénario IPCC A1B) et les scénarios de friction basale BF1
(constant), BF2 (moitié moindre que BF1), BF3 (décroissant d'un ordre de grandeur en
100 ans).

2. de plus, elles ne permettent pas d’assimiler des séries temporelles de données, puisque
I'une comme 'autre ne travaillent que sur la partie diagnostique du modele (équation
pour les vitesses) et non sur 1’équation d’évolution de la surface libre.

Néanmoins, ces méthodes présentent ’avantage d’étre facilement implémentables et assez
peu cotliteuses. A contrario, calculer I’adjoint du modele Full-Stokes est complexe en pra-
tique. En effet, la non-linéarité est traitée numériquement par des itérations de Picard,
et calculer 'adjoint d’un tel algorithme est aussi cotiteux que délicat, voir |Griewank and
Walther (2008).

Ces deux méthodes sont implémentées en cherchant o tel que 5 = 10%, et sont
régularisées comme précédemment :

1
x7tot(04) - jo(a) + )\\Z‘eg(a)’ \.7reg(05) = 2/ (8ma)2 + (8ka)2 dar
Ty
Le choix de X se fait par la méthode de la L-curve, et la minimisation par la méthode
quasi-Newton M1QN3 de |Gilbert and Lemaréchal| (1989), on renvoie a l'article pour les
détails.

Résultats

Le modele et la méthode sont implémentés dans le code élements finis Elmer/Ice (pa-
rallele, en fortran 95) (Gagliardini et al., 2013).

Reconstruction des vitesses en surface. Les figures et (b) présentent les
vitesses reconstruites apres identification de [ par la méthode de Robin. Les résultats
obtenus avec la méthode de contrdle sont tres similaires. Les grandes lignes de I’écoulement
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sont tres bien reconstituées : faibles vitesses dans les zones centrales, fleuves de glace bien
localisés et individualisables, bonne reconstitution des plus grands glaciers émissaires et
de leurs bassins versants.

Les figures [1.14] et présentent les erreurs absolues et relatives entre les vitesses
reconstituées et les vitesses observées. Comme pour les vitesses, les erreurs varient de
plusieurs ordres de grandeur entre I'intérieur et la cote. On trouve les plus grandes erreurs
sur les bords. Plusieurs explications permettent de les comprendre :

1. les observations de vitesses en surface et de topographie de surface ne correspondent
pas, puisqu’elles ne sont pas mesurées aux mémes dates ;

2. certains fleuves de glace, notamment au nord, se terminent par de longues langues
de glace flottantes, non résolues par le modele;

3. la minimisation se fait avec un gradient approché;

4. on n’identifie que le parametre de glissement 3(z,y) et pas les autres sources d’in-
certitudes du modele (notamment le socle rocheux) ;

5. la résolution du modele est moins bonne que celle des données de vitesse ;

6. la résolution des données d’épaisseur de glace est moins bonne que celle du modele,
notamment dans les glaciers émissaires oli une bonne résolution est cruciale.

Expériences de sensibilité et projections. L’objectif de I'identification du champ de
B(x,y) est d’initialiser le modele en vue de faire des prévisions de I’évolution du volume
de glace sur le Groenland. Ceci pose a priori plusieurs problémes et questions :

1. le probleme (bien connu des glaciologues pour toute méthode inverse n’incorporant
pas de série temporelle de données) du choc d’initialisation : la surface libre présente
des taux de variation non physiques, en particulier sur les bords, et I’ajustement vers
des taux réalistes peut prendre quelques dizaines d’années ;

2. quel scénario choisir pour le bilan de masse en surface (précipitations — fonte), en
lien avec quel scénario climatique ?

3. comment va évoluer le parametre 8 avec le temps ?

Pour répondre au premier point, on commence par relaxer le modele, c’est-a-dire le
laisser évoluer librement pendant 50 an, en gardant constant le bilan de masse en surface.
Ceci permet de stabiliser un peu la calotte et de corriger en partie les erreurs de vitesse
et de vélage dans les glaciers émissaires (voir le papier pour les détails).

Pour les points suivants, on choisit deux scénarios pour le bilan de masse en surface
(C1 : conditions actuelles; C2 : scénario AlBH de l’IPCCE[), et trois scénarios pour
I’évolution de B (BF1 : constant ; BF2 : divisé par deux; BF3 : décroissant d’un ordre de
grandeur sur 100 ans), et on a fait tourner des expériences pour chacun de ces scénarios.
La figure montre I’évolution du volume du Groenland (et de 1’équivalent en terme
de changement de niveau de mers), et montre une grande sensibilité aux conditions de
frottement. Le scénario BF3 correspond a l'accélération simultanée de tous les glaciers
émissaires, c¢’est donc une borne supérieure pour nos projections. Combinée avec le scénario
climatique C2, la projection est de 14 cm d’élévation du niveau des mers en 100 ans pour

10. Scénario A1B : Croissance économique forte, équilibre entre les différentes sources dénergie, voir
http://fr.wikipedia.org/wiki/Special_Report_on_Emissions_Scenarios

11. TPCC : International Panel on Climate Change, Groupe International d’Experts sur le Climat
(GIEC).
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le Groenland. Cette valeur est dans les bornes fournies par d’autres travaux sur le sujet.
Le scénario intermédiaire C2-BF2 donne également des valeurs comparables avec celles
disponibles dans la littérature. On renvoie a I'article pour des discussions plus approfondies
de ces résultats.

En conclusion, on a montré que ’on pouvait obtenir des résultats satisfaisants avec les
méthodes d’assimilation approchées disponibles actuellement en glaciologie et le modele
réaliste Elmer/Ice (Gagliardini et al., |2013). On a vu qu’il subsistait beaucoup d’incerti-
tudes, il y a donc une bonne marge d’amélioration des méthodes. Cependant ceci permet
déja de fournir des premieres estimations de la contribution de la dynamique du Groenland
a son changement de masse et au niveau des mers.

1.2.5 Paléoclimatologie : reconstruction d’un scénario climatique

Dans ce paragraphe, on résume la problématique, le modéle et la méthode contenus
dans l'acte de conférence||17|| Les résultats sont plus complets ici que ceux qui sont dans
lacte, et ont été présentés oralement dans plusieurs conférences.

Présentation du probleme

Le probléeme étudié dans ce travail est celui que I’'on a mentionné plus haut a la page
: connaissant des observations de volume de glace au cours du temps, comment recons-
tituer le scénario de température a l'origine de ces variations. On étudie ce probléme dans
un cadre simplifié d’expériences jumelles, c’est-a-dire que nous générons nous-mémes des
observations a partir d’'un modele. Le modele choisi est un modele SIA (voir la section
page sur une ligne d’écoulement. Le choix de I'approximation STA est justifié
par les échelles de temps mises en jeu : nos expériences ont lieu sur 20,000 ans! Le choix
du modele en ligne d’écoulement 2D est plus discutable, il faudrait en pratique pouvoir
proposer plusieurs lignes d’écoulement (un pour chacune des grandes calottes de la période
étudiée), mais on commence avec une seule ligne pour étudier la faisabilité du probléme.

Comme on 'a dit précédemment, il n’y a actuellement que peu de méthodes inverses
mises en ceuvre pour résoudre un tel probleme, on propose donc une premiere expérience
avec la méthode adjointe.

Modele et méthode adjointe

C)

Ftlim
volume (m?)

| . .
5 000 10 000 15 000 20 000
time (year) time (year)

L L L L L L L L L
Z000 4000 6000 8000 10000 12000 14 000 16 000 18 000 20 000

FIGURE 1.17 — Etat de référence (vrai) pour les expériences jumelles. A gauche, le scénario
climatique choisi Ty, ; & droite les observations de volume générées Volobs.
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FicURE 1.18 — Identification de la température par expériences jumelles avec des obser-
vations de volume. Assimilation par fenétre croissante, nouvelle ébauche choisie égale a la
précédente. En haut & gauche : lere étape. En haut a droite : choix de I’ébauche pour la
deuxieme étape. En bas a gauche : 2eme étape. En bas a droite : résultat obtenu & la fin
de I'assimilation.

Le modele choisi est donc I'approximation SIA 2D (z, z). Pour cela on reprend les
équations précédentes, sans la variable y : conservation de la masse , équation pour
la dynamique U = Uyt avec Uger donnée par et Ugiq nulle, bilan de masse en
surface donné par les équations a . Numériquement, on utilise le code Winnie
développé par le LGGE (C. Ritz), qui est un prototype du code 3D GRISLI de Ritz et al.
(2001). Pour cette premiere expérience on a choisi le socle plat B(t,xz) = 0 et le bilan de
masse au fond nul f = 0. La température en surface est donnée par

Ts(t,x) = Teim(t) + bz +cS(t, )

et le but du papier est de retrouver Ty (t) grace a des observations du volume de glace
au cours du temps :

Vol(t) = /H(t,m) dx

Pour cela on se donne un état de référence, ’état vrai, que l'on utilise pour générer
des observations de volume de glace pendant 20,000 ans. Ensuite on forme une fonction
cout qui mesure ’écart aux observations, a laquelle on ajoute un terme d’ébauche pour
régulariser.

On minimise la fonction colt par une méthode de descente Quasi-Newton. Le gradient
est calculé grace a 1’état adjoint du modele, que 'on a dérivé a la main en suivant les
recettes de (Giering and Kaminski (1998). L’adjoint est validé au moyen des tests du
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FiGURE 1.19 — Identification de la température par expériences jumelles avec des ob-
servations de volume. Assimilation par fenétre croissante, nouvelle ébauche choisie par
interpolation linéaire avec les deux pas de temps précédents. En haut a gauche : lere
étape. En haut a droite : choix de I’ébauche pour la deuxieme étape. En bas a gauche :
2eme étape. En bas a droite : résultat obtenu & la fin de I'assimilation.

gradient, qui vérifient que le gradient calculé par ’adjoint et par différences finies coicident
a l'ordre 1 et a 'ordre 2 pour quelques perturbations. Plus précisément, on se donne une
température T, = on choisit une perturbation T', on calcule J (T3, +aT) — J (13;,,) pour
divers a avec le modele direct, on calcule le gradient avec le modele adjoint et on vérifie

la formule de Taylor a 'ordre 1 et 2.

Résultats numériques

Nous travaillons ici avec la version Matlab de Winnie.

Les expériences numériques ont montré une tres grande sensibilité au choix de 1’ébauche
et des difficultés a obtenir la convergence de l'algorithme vers le scénario voulu, on va
illustrer tout ceci avec quelques tests.

Tout d’abord, on a commencé avec le scénario climatique présenté a la figure [1.17
Pour commencer, on a choisi un signal oscillant avec une période de 20,000 ans variant
entre —11°C et 5°C. Le choix de I’ébauche et du point de départ de la minimisation
était déterminant : en partant d’une température nulle, 'algorithme n’a jamais réussi a
converger vers quelque chose approchant la vérite. Nous avons donc décidé d’utiliser une
fenétre croissante, c’est-a-dire de faire plusieurs expériences d’assimilation successives : la
premiere sur lintervalle de temps [0;500], la deuxiéme sur [0;1000], puis sur [0;1500],
et ainsi de suite jusqu’a assimiler les observations sur [0;20,000]. Pour chaque nouvelle
expérience on reprend comme ébauche le résultat obtenu précédemment, et on choisit une
nouvelle estimation pour le nouveau point ou I’ébauche est requise.
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F1GURE 1.20 — Identification de la température par expériences jumelles avec des observa-
tions de volume. Assimilation par fenétre globale. Résultat obtenu pour une température
de référence comprise entre -6°Cet 2°C.

La figure présente la premiere option que nous avons choisie : apres avoir faire
I’assimilation sur [0;500] on prend 7°(100) = T°(500). Ceci donne de mauvais résultats,
I’algorithme part instantanément dans un minimum local et n’arrive pas a en sortir.

La figure m présente une autre stratégie : 7°(1000) est calculée en prolongeant la
droite qui relie 7°(0) & T?(500). Cette fois la convergence est trés bonne, mais elle est un
peu “facile” car ce choix de 1’ébauche est tres proche de la solution vraie, puisqu’il s’agit
d’une fonction sinus tres réguliére, bien approchée par sa tangente.

Nous avons donc procédé a un autre type d’expériences, & savoir assimiler globalement
(ie directement sur [0;20,000]) une température réelle qui ne soit pas un sinus mais une
perturbation d’un sinus, en prenant comme ébauche une fonction sinusoidale proche. Ceci
a donné de bons résultats (non montrés ici). Ensuite, nous avons cherché a augmenter la
température de référence afin qu’elle soit plus réaliste. Nous ’avons donc fait augmenter
jusqu'a [—6°C;2°C], et nous présentons les résultats obtenus a la figure Au-dela de
ces températures la reconstruction marche tres mal. Ceci peut s’expliquer aisément par
le fait que lorsque la température est élevée, dans la deuxieme partie de la période, la
calotte se déglace, autrement dit elle perd de la masse par fusion. Le probléeme ici est que
n’importe quelle température au-dela d’un certain seuil peut permettre d’expliquer cette
déglaciation : on n’a donc plus unicité du minimum global, donc perte de controlabilité,
ce qui explique nos difficultés.
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1.2.6 Initialisation d’un modéle grande échelle par filtrage ETKF

Ce paragraphe résume les résultats contenus dans larticle soumis|[22], dans le cadre
du travail de thése de B. Bonan, en collaboration avec C. Ritz et V. Peyaud du LGGE.

Présentation

Cet article s’intéresse au probleme de la contribution des calottes polaires au change-
ment de niveau des mers, comme décrit dans le paragraphe [[.2.2] & savoir : comment tenir
compte des observations disponibles pour construire un bon état initial, en vue de faire
des prévisions de volume de glace gagné ou perdu par la calotte. Dans le paragraphe
on a présenté le probleme, les observations disponibles, et les travaux passés sur le sujet.
Ici on va s’intéresser a ce probleme d’initialisation dans le contexte suivant :

m méthode d’assimilation moderne (filtre de Kalman d’Ensemble ETKF) ;
m modele grande échelle STA, pour le moment en 2D le long d’une ligne d’écoulement ;

m inversion simultanée du coefficient de frottement ((z) ainsi que du socle rocheux
Bgoc ().
Le modele choisi est la SIA en 2D z, z, et plus précisément les équations pour la
conservation de la masse, avec f = 0, les équations pour la dynamique
(avec vitesse de glissement SIA), et enfin les équations a (1.19) pour le bilan de
masse en surface.

Pour le moment, I'utilisation de la SSA pour calculer la vitesse de glissement
Usiiq ne fonctionne pas encore, on se heurte je pense a des problemes de controlabilité déja
évoqués plus haut : la vitesse totale U se décompose en une partie de déformation qui
dépend fortement de Bsoc et une partie de glissement qui dépend fortement de 3, de sorte
que deux couples distincts Bgoc, S peuvent mener a deux couples distincts Uger, Ugig qui
menent a la méme vitesse totale U. On réfléchit actuellement a des moyens de lever ce
probléeme, mais en attendant, les résultats présentés ici se contentent du modele STA.

L’usage d’un modele en ligne d’écoulement plutét que d’un modele 3D n’est pas res-
trictif d’'un point de vue méthodologique. En effet, le code 2D utilisé, Winnie, est un
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FIGURE 1.21 — Etat vrai (reference state) et ébauche (background state) pour la géométrie
(a gauche) et le coefficient de frottement basal (& droite). L’axe x représente I’étendue de
la calotte, en kilometres. A gauche, l'altitude de surface S(x) est la méme pour I’ébauche
et la référence.
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FIGURE 1.22 — Exemple de membres de I'’ensemble de départ pour 'ETKF, pour les
variables de topographie du socle Bgoc(x) et d’altitude de surface S(x). Pour des raisons
de lisibilité on n’a dessiné ici que 50 éléments de I’ensemble.

prototype du code 3D GRISLI (Ritz et al., 2001), et on l'utilise pour des validations
méthodologiques comme notre travail. Le passage a GRISLI ne poserait de probleme qu’en
termes de temps de calcul, puisqu’il est nettement plus cotteux. Cependant, les possibilités
de parallélisation des algorithmes d’EnKF font que le passage a GRISLI sera envisageable
dans un avenir proche.

Méthodes

La méthode d’assimilation est le filtre ETKF, décrit au paragraphe On effectue
des expériences jumelles pour valider le filtre, la figure [1.21| présente 1’état vrai et 1’ébauche
choisie pour Bgoc(z), S(z) et B(z) qui sont nos variables et parametres de contrdle. La
référence est une ligne d’écoulement du Groenland, en coupe entre ’est et 'ouest, choisie
de telle sorte que les extrémités de cette ligne soient dans des glaciers émissaires rapides
(Jakobshavn a I’ouest). En pratique, on a choisi des erreurs assez réalistes entre la référence
et I’ébauche. L’article détaille la construction et le choix de ces valeurs.

Les éléments de I’ensemble de départ sont générés comme des réalisations d’une loi
gaussienne de moyenne 1’ébauche et de matrice de covariance donnée. Pour le socle rocheux,
la matrice de covariance est donnée par un couple 3, C' de variances/corrélations. Les
variances sont choisies de maniere réaliste, plus grandes a 'intérieur du domaine la ou
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FIGURE 1.23 — Topographie du socle reconstitué apres 20 ans d’analyse ETKF sans (a
gauche, pour un ensemble & 100 éléments) ou avec (& droite, pour des ensembles & 30, 50
et 100 éléments) inflation/localisation.

I’ébauche est tres mauvaise et plus petites sur les bords. Les corrélations sont isotropes,
elles sont données par une fonction de corrélation qui est une somme de deux gaussiennes,
pour capturer les corrélations grande et petite échelles. On procéde de maniére similaire
pour f(x) et S(z) (voir le papier pour plus de détails). La figure m présente un exemple
de membres de I’ensemble.

Les observations sont générées une fois par an pendant 20 ans (on effectue ainsi 20
étapes d’analyse dans le filtre ETKF). On observe alors la surface S(z) et la vitesse de
surface Ug(x) en chaque point de grille (c’est-a-dire tous les 5 kilometres). On observe le
socle Bgoc tous les 60 kilometres (tous les 30 points de grille). Ces observations sont alors
bruitées de maniere réaliste, par un bruit blanc gaussien dont ’écart-type est de 2 metres
pour S, de 3 metres/an pour Us et de 20 metres pour Bgoe.

Résultats numériques

Ici nous travaillons avec la version fortran 95 de Winnie.

Ensemble de grande taille. On effectue tout d’abord une expérience de validation de
la méthode avec un grand ensemble (taille N, = 1000), afin de ne pas avoir a gérer tout de
suite les problemes liés au sous-échantillonnage. Pour cette expérience, les résultats sont
tres bons : I'erreur RMS pour le socle passe de 207m pour 1’ébauche a 46m apres 20 ans
d’ETKF. Pour 8 on a également une bonne reconstruction, cependant les erreurs RMS
n’ont pas beaucoup de sens : en effet, au dela d’une certaine valeur I'effet de 3 est ’absence
de glissement, le modele ne peut donc distinguer entre 8 = 10% ou 107. On regarde donc
plutét Peffet de Iassimilation sur la contrepartie “utile”, a savoir les vitesses de glissement.
En l'occurrence, les erreurs RMS ne sont pas beaucoup réduites, on passe de 238 m/an
a 230 m/an apres 20 ans. Cependant, ceci masque les bons résultats sur la quasi totalité
de la calotte, a ’exception de quelques points mal restitués aux alentours de x = 1000.
En ces points, la dynamique est tres singuliere, de sorte que I'approximation SIA n’est
plus valide, et le filtre a également du mal a reconstituer 5. On renvoie au papier pour les
figures.
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Ensemble de petites tailles. On passe ensuite a des ensembles de plus petites tailles,
afin de se placer dans un cadre réaliste pour les futures expériences avec un modele 3D.
On effectue donc des expériences avec N, = 100, 50 et 30. Pour ces tailles de filtre il est
nécessaire de mettre en place des stratégies d’inflation et de localisation. On voit en effet
sur la figure [1.23] & gauche que, sans c¢a, les résultats avec N. = 100 sont mauvais. On
constate méme une augmentation de 50% de ’erreur RMS pour le socle au bout de 20
analyses.

On a donc mis en place l'inflation et la localisation (voir le papier pour les détails).
Les résultats, au moins pour la topographie du socle, sont bien meilleurs. La figure m (a
droite) présente les socles obtenus apres 20 analyses, on voit une nette amélioration par
rapport a I’ébauche, méme pour des petites tailles d’ensemble.

Pour les vitesses de glissement, les performances du filtre sont moins claires. Elles sont
raisonnablement bonnes sur la plupart de I’étendue de la calotte, mais le sont moins dans
certaines zones, qui sont celles ot le modele lui-méme semble étre en difficulté. Ceci vient
probablement du fait que la ligne d’écoulement choisie passe par des glaciers émissaires
rapides ainsi que des zones de montagne au relief chahuté, et que la SIA est en défaut
dans ces conditions. Malgré cela, la répartition entre vitesse de glissement / vitesse de
déformation est tout de méme meilleure apres assimilation.

1.2.7 Initialisation grande échelle par méthode variationnelle

Ce paragraphe présente un travail en cours, qui a été présenté oralement a 'EGU en
2012, non encore rédigé.

Modeéles et configuration

En collaboration avec C. Ritz (LGGE), nous avons également étudié ce probleme de
Iidentification conjointe du socle et du coefficient de frottement par une méthode varia-
tionnelle, dans une configuration un peu plus complexe que la précédente. Nous travaillons
également avec le code Winnie (fortran), toujours en 2D (z, z), toujours avec la STA
a mais cette fois nous la combinons avec la SSA pour obtenir la contribution Ugjiq
. Le bilan de masse est le méme, donné par les équations a . La topogra-
phie du socle rocheux utilisée pour les expériences jumelles est également différente, elle
se base sur une ligne d’écoulement réelle du Groenland, telle qu’'indiquée a la figure

Pour le modele adjoint, nous utilisons le dérivateur automatique TAPENADE (Hascoét
and Pascual, 2013])). Les tests de validation montrent une grande sensibilité de la qualité du
résultats aux divers choix d’ébauche pour le socle et le coefficient de frottement, suggérant
de fortes non-linéarités.

On subodore également un probléme de non-controlabilité ici, car comme on a pu le
dire plus haut, on n’a en général pas unicité dans les couples (Bsoc, ) qui produisent un
jeu d’observations de vitesses et d’altitudes donné.

Expériences jumelles

A T’heure actuelle, I'identification conjointe de Bgo. et de S ne marche pas, nous
présentons donc ci-dessous les résultats positifs, en assimilant d’abord le socle puis la
friction.
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FIGURE 1.24 — Ligne d’écoulement choisie, au Groenland. En haut a gauche la topographie
(estimée) du socle rocheux, zoomée en bas autour du canyon du Jakobshavn. En haut a
droite l'altitude de la surface de la calotte.
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FI1GURE 1.25 — Expérience d’identification du socle rocheux : socles obtenus pour I’ébauche,
la référence, I'analyse, et les observations.
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FiGURE 1.26 — Expérience d’dentification du coefficient § : Décroissance de la fonction
colt et de son gradient au cours des itérations de minimisation.
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Comme précédemment on effectue des expériences jumelles. On se donne un état vrai
que l'on utilise pour générer des observations de vitesses de surface, socle et altitude de
surface. On ajoute ensuite un bruit aux observations :

m pour le socle : 20 metres dans les zones cotieres et 100 metres a l'intérieur des terres,
ce qui est inférieur a la réalité pour le moment ;

m pour le frottement : on écrit 8 = 10% et on prend une erreur de 1 pour a.

Pour ce qui est de I’ébauche, on utilise les vitesses en surface et ’équation de la STA
pour estimer 3, et on prend pour le socle le minimum des valeurs données sur la carte de
socle dans un rayon de 20 kilometres autour du point considéré sur la ligne d’écoulement.

On procede ensuite en deux étapes :

1. On fixe 8 a I’ébauche, on estime le Bg,..

2. Avec le socle obtenu, on identifie 3

Premiére étape : identification du socle. La figure [I.25] présente le résultat obtenu.
Cette étape consiste essentiellement en un lissage des observations. On peut en effet écrire
la fonction cotlit associée a ce probleme :

J(B) = §IGB — B, +ep|B— B S|
Elle est quadratique, son gradient est explicite :
VJ(B) = GTR(GB — B + cC(B — Bt sues)
Au minimum, VJ(B) =0, et on a :
B¥sim = (GTRG +C) "' (GTRB + CB' &%)

En pratique on n’a pas calculé directement le socle avec la formule ci-dessus mais on a
utilisé un algorithme de 4D-Var avec ’adjoint donné par TAPENADE.

Deuxiéme étape : identification de la friction. Dans un deuxiéme temps, on a iden-
tifié o = log;o(B). La figure montre la décroissance de la fonction coiit et de son
gradient. La table suivante montre les erreurs RMS apres ’assimilation et confirme la
convergence :

‘ I5] «  erreur sur les vitesses en surface
avant assimilation | 74% 16% 18
apres assimilation | 9% 1% 0.007

ol on a pris comme mesure d’erreur RMS

| X — X
RMS(X) = =

La suite du travail consistera a étudier puis lever la non-contrélabilité, en vue d’assi-
miler conjointement les deux variables.
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1.3 Assimilation de données lagrangiennes en océano-
graphie

L’assimilation de données lagrangiennes en océanographie a fait l’objet de mon travail
de these @]] Dans ce paragraphe, on rappelle bricvement les résultats obtenus pendant la

these [1]|[B[X2]|[13]} puis on explique l’extension qui en a été faite en collaboration avec
A. Vidard et C. Chauvin, pendant son post-doctorat |[24]|

1.3.1 Présentation du probleme

Les données lagrangiennes

Comme on I'a vu au paragraphe I’assimilation variationnelle est d’abord née en
météorologie. Elle a ensuite été introduite en océanographie (Thacker and Long) [1988;
Sheinbaum and Anderson, [1990)) et est désormais utilisée largement, en particulier en
océanographie opérationnelle (Brasseur et all 2005). Les données lagrangiennes sont un
type particulier de données dont I'assimilation a commencé plus récemment. Traditionnel-
lement, les observations disponibles en océanographie sont de deux sortes : in-situ (navires,
bouées, mouillages), ou satellitales. Les données satellitales offrent une grande quantité
d’information, avec une bonne couverture spatiale et temporelle. Leur arrivée a grande-
ment amélioré notre connaissance de 'océan et a permis la mise en place de systemes
opérationnels de prévision de 'océan. Cependant, ces données concernent essentiellement
la surface de I’océan, ou tout au moins ses premiers metres. Les données in-situ, bien moins
nombreuses et inégalement réparties dans le temps et dans l’espace, permettent d’avoir une
information sur les zones plus profondes de ’océan, et completent donc les données satel-
litaires. Les observations lagrangiennes sont de ce type : il s’agit des positions de flotteurs
dérivants dans 'océan. Il existe plusieurs types de flotteurs dérivants. Certains sont suivis
en profondeur par un systéme acoustique, mais ceci implique un déploiement technique
important et seules quelques campagnes localisées ont pu étre effectuées. D’autres dérivent
en surface, mais dans ce cas ils sont extrémement sensibles aux conditions météorologiques
et leur utilisation dans un modeéle purement océanique est complexe. Le dernier type de
flotteur est celui des flotteurs Argo (ou Med-Argo en Méditerranée) : ces flotteurs dérivent
a une profondeur de parking d’environ 1,000 metres, et tous les dix jours (5 jours en
Méditerranée) ils plongent & 2000 metres puis remontent en surface en mesurant un pro-
fil vertical de température et salinité. Arrivés en surface, ils sont localisés par GPS et
transmettent leurs données. Lorsque j'ai commencé ma these, ces flotteurs étaient essen-
tiellement utlisés pour leurs données de température et salinité, et la question d’utiliser
I'information contenue dans leurs positions commencait tout juste a se poser 1
et al.l |2000; Ide et al. 2002; Kuznetsov et al., 2003).

Rappel des travaux antérieurs

L’utilisation des trajectoires / positions de flotteurs lagrangiens est effectuée de deux
manieres différentes : soit en les utilisant pour obtenir des informations sur les vitesses
eulériennes des courants (méthode des pseudo-observations), soit en les assimilant direc-
tement (par filtrage de Kalman ou méthode variationnelle). Cette distinction a lieu car a
priori les positions de flotteurs de font pas partie des variables d’état d’un modele d’océan,
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qui sont en général la température 7', la salinité S, les vitesses horizontales (u,v) et la
surface libre de l'océan 7. La relation entre les variables d’état du modele et les positions
est non-linéaire (elle suppose la résolution d’une équation d’advection), contrairement a
la plupart des observations utilisées en océanographie (qui sont des observations directes
de u, v, T, S et/ou n).

La méthode des pseudo-observations consiste donc a transformer les positions des flot-
teurs en information de vitesse, par une simple formule de taux d’accroissement, et ensuite
d’utiliser ces vitesses comme de nouvelles observations dans un systeme de prévision. Cette
méthode assez simple a été utilisée avec succes, en particulier pour des études avec des
données réelles en Méditerranée, voir Chang et al. (2011)); Molcard et al.| (2006]); Nilsson
et al. (2011); [Taillandier et al.| (2006, [2008).

Par ailleurs, ’assimilation directe a également été étudiée. Contrairement a la méthode
des pseudo-observations, la méthode permet d’utiliser directement les observations. Pour
cela, il suffit soit d’utiliser un opérateur d’observation complexe, soit d’ajouter au modele
I'advection des flotteurs (ce qui revient au méme). Ceci a été effectué avec des méthodes de
filtrage de Kalman, puis filtrage de Kalman d’Ensemble (voir Ide et al.| (2002)); [Kuznetsov
et al. (2003); Salman et al. (2006))), et également par méthode variationnelle (voir mes

travaux [[0]][L]][12]|[13]), dans le modele OPA (Madec et all, [1998).

1.3.2 Assimilation lagrangienne dans un contexte opérationnel

Le systeme opérationnel NEMOVAR

Les travaux d’assimilation directe évoqués précédemment ont été réalisés dans un cadre
idéalisé, soit avec des modeles simplifiés, soit avec des modeles réalistes mais dans des
configurations simplifiées. Le travail présenté ici présente une implémentation dans
le modele opérationnel NEMO/NEMOVAR. NEMO (Madec| (2008))) est une plateforme
de modélisation de 'océan, pour la recherche et I'opérationnel, qui fait suite au modele
d’océan OPA (Madec et al.|(1998)). L’initiative NEMOVAR regroupe les outils autour de
’assimilation variationnelle dans NEMO (Mogensen et al., 2009; |Vidard et al., 2010, 2012),
et est actuellement utilisé en opérationnel a 'TECMWF et au Met-Office au Royaume-Uni,
ainsi qu’a disposition de la communauté recherche.

Dans NEMOVAR sont disponibles : le modele tangent et 1’adjoint (NEMOTAM, Vi-
dard et al. (2010)), des implémentations d’algorithmes variationnels (3D-FGAT et 4D-Var
incrémentaux), ainsi que plusieurs cas-tests (applications a différentes échelles : locale,
régionale, globale). On renvoie le lecteur au projet VODAE et a|Vidard| (2012) pour plus
de détails.

La configuration utilisée ici, appelée SQB (Cosme et al.| (2010))), est celle d'un océan
idéalisé aux latitudes moyennes, avec une résolution dite de méso-échelle de 1/4°, forcée
par un vent de surface constant, de maniere a obtenir une circulation en double-gyre. On
a ainsi un jet central instable et de la turbulence méso-échelle semblable a celle que 'on
trouve autour du Gulf-Stream.

Opérateur d’observation pour les flotteurs lagrangiens

Comme on I’a dit plus haut, le vecteur d’état dans ’océan est composé des variables
w,v,T,5,n). L’opérateur d’observation pour les flotteurs fait le lien entre les variables
TS5 L’opérat d’ob ti les flott fait le li tre 1 iabl

12. http://voda.gforge.inria.fr
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FI1GURE 1.27 — Trajectoires de 100 flotteurs pendant deux mois, pour la configuration SQB
utilisée, entre les longitudes —60°W, —30°W et les latitudes 24° N, 44° N.

d’état (ici u et v) et les variables observées, qui sont les positions d’un flotteur d’érivant
a profondeur fixée zg, que l'on note Xy, X1,..., X, en m temps d’observation dans la
fenétre d’assimilation [0, T]. Définir 'opérateur d’observation revient donc & construire la
trajectoire sur [0; 7], en utilisant la vitesse du modele U (¢, z) = (u,v) et la position initiale
Xp a la profondeur zg. L’équation que ’on considére est la suivante :

dX
i U(t, (X(t),20)),
X(to) = Xo.

Code direct. On la discrétise par un schéma saute-mouton :
1. initialisation

{ Xo donné, { X1 = &y + At Uy,
Uy = I(Up,Xp). U, =I(Uy, ).

2. pour ty, k=2,...,n:
Xy = X2 + 2At U1,
Uy = I(Ug, X).

Le pas de temps At est égal (ou un multiple) au pas de temps du modele d’océan.
L’opérateur I(U, X') est un opérateur d’interpolation destiné a approcher la valeur exacte
de U(t, X). En effet, dans le modele discret U est un vecteur disponible & chaque pas de
temps sur la grille de calcul, alors que le flotteur lui dérive en général hors des points
de grille. On suppose pour simplifier que zy est une des profondeur de la grille (voir
pour le cas général). Dans ce cas, l'interpolation consiste & identifier les 4 points de grille
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horizontaux qui entourent X', puis a chercher les poids a; tels que

4
X = Z aiQi7
i=1
et ensuite poser
4
I(f,X) =) aif(Q:)
i=1

La figure présente cent trajectoires de flotteurs ainsi construites, pour deux mois
de dérive dans la configuration SQB. Ces trajectoires mettent bien en évidence le caractere
chaotique de I’écoulement, puisqu’on peut voir des flotteurs proches au départ emprunter
des trajectoires différentes, notamment dans la zone autour de la latitude 34°N et de
longitudes entre -60 et -40°W, qui est celle du jet.

Code tangent. Pour le code tangent, on dérive le code saute-mouton :
0X = 0X)_o + 2At 60U _q,

oU, = I((SUk, Xk) + 5Xk.87I(Uk, Xk).
0Xy

On voit ici qu’il est nécessaire de pouvoir dériver 'opérateur d’interpolation I. Sa dérivée
par rapport a U est simple, car I est linéaire en U. Par contre, par rapport a la position
c’est plus complexe, et tout repose sur un bon choix de la méthode pour calculer les
poids a;. On utilise pour cela la méthode proposée par Daget| (2006)), qui est une méthode
itérative qui a l'avantage d’étre a la fois précise pour l'interpolation, et assez aisément
dérivable par rapport aux a;. On renvoie a pour les détails.

Quelques résultats numériques

On renvoie au document pour la description et la validation des algorithmes
3D-FGAT et 4D-Var incrémental (et aux sections et pour un rappel sur ces
algorithmes). On effectue des expériences de 15 ou 30 jours, dans notre configuration
idéalisée mais réaliste, sur le principe des expériences jumelles : un état vrai est choisi, il
nous sert a générer des observations. Pour le choix des observations, nous avons reproduit
ce qui était disponible dans la zone réelle de SQB au mois de janvier 2010 :

m 49 profileurs dérivent a environ mille metres de profondeur, et mesurent des profils
verticaux de température et salinité entre 2000 m et 200 m. On dispose pour ce mois
de 84 profils en tout. Les observations associées sont notées PRF.

m Le satellite ENVISAT mesure périodiquement les anomalies de hauteur d’eau notées
SLA dans la suite. On dispose d’environ 12800 mesures pendant un mois sur tout la
zone.

m Enfin, chaque flotteur donne sa position tous les 10 ou 15 jours, on note ces obser-
vations LAG.

Le document montre que I'assimilation des profils PRF et de la hauteur d’eau SLA
fonctionne bien et que ces deux types d’informations sont complémentaires. On présente ici
simplement les résultats associées aux données lagrangiennes LAG. La figure [I.28| présente
les erreurs RMS pour les 5 variables T', U, V, eke (énergie cinétique turbulente) et 1 soit
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FI1GURE 1.28 — Comparaison des erreurs RMS pour les 5 variables T', U, V, eke and 7.
Trois expériences sont comparées a I’ébauche (bleu) : 3D-FGAT avec des observations de
profils et de hauteur d’eau (rouge), 4D-Var incrémental avec des observations de profils et
de hauteur d’eau (jaune) puis avec en plus des observations lagrangiennes (noir).

pour I’ébauche (pas d’assimilation), soit pour les observations PRF+SLA (en 3D-FGAT et
en 4D-Var incrémental), soit en 4D-Var incrémental pour PRF+SLA+LAG. On constate
alors que l'ajout des observations lagrangiennes n’améliore pas les erreurs RMS, et les
dégrade méme légerement pour la température et ’énergie cinétique turbulente. On peut
proposer plusieurs explications a ceci : d’abord, I’assimilation des données “grande échelle”
PRF et SLA introduit dans I'incrément d’analyse des phénomenes petite échelle qui vont
pertubrer les trajectoires des flotteurs et donc perturber la minimisation. D’autre part,
on utilise ici un algorithme incrémental, qui suppose donc de linéariser le modele, avec
une fenétre d’assimilation de 15 jours. On voit dans le document que la durée de
validité de 'hypothese linéaire tangent dépend des observations considérées : elle est assez
longue pour les variables d’état (plus de 30 jours), mais pour les positions de flotteurs
elle serait plutot de l'ordre de 8 jours, ce qui est inférieur a la durée entre deux relevés
de position et qui pose sans doute un probleme ici. Cependant, ce choix de 15 jours est
un compromis entre cette hypothese linéaire tangent (plus c’est court, mieux c’est) et le
nombre de données (plus la fenétre est longue, plus on a d’observations).

On voit néamoins un gain de ’assimilation des positions lagrangiennes quand on com-
pare les distributions des températures observées et prédites. Pour cela, on présente en
figure deux types de diagrammes statistiques. Dans la colonne de gauche, on dessine
simplement le nuage des points formés par une observation de température d’un profi-
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FI1GURE 1.29 — Diagrammes statistiques pour la température des profils, pour les différentes
expériences d’assimilation (en ligne : profils seuls en haut, avec hauteur d’eau au mi-
lieu, et en ajoutant les observations lagrangiennes en bas). A gauche, le nuage des points
température observée / température prédite, pour chaque point de mesure de profil. A
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droite, diagramme quantile-quantile pour les températures observées / prédites.
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leur (en ordonnée) et la prévision de température de ce méme profileur (en abscisse). La
proximité avec la droite d’équation y = x montre la fiabilité de la prédiction par rapport
aux observations associées. Dans la colonne de gauce, on dessine un diagramme quantile-
quantile (QQ plot). Pour cela on classe par ordre croissant toutes les observations de
température, puis toutes les température prévues aux mémes points. Ensuite on associe
la plus petite température observée a la plus petite prédite et on dessine le point sur
le graphe. On procede de méme pour la deuxieme plus petite valeur et ainsi de suite.
Cela revient a dessiner les quantiles de la distribution observée en fonction de ceux de la
distribution prédite. La proximité a la droite ¥y = x montre ’adéquation entre les deux
distributions. Pour ce type de diagnostique on a pu voir I’avantage de 'assimilation des
données lagrangiennes : I’adéquation observation/prévision est meilleure avec I'ajout des
positions lagrangiennes, en particulier pour les extrémes valeurs de la température. Ce-
pendant, le document présente les mémes diagrammes pour les valeurs de 7 et celles-ci
sont au contraire dégradées par l’assimilation des observations lagrangiennes.

Ces résultats en demi-teinte font que nous avons renoncé a essayer d’appliquer cette
méthode a des données réelles et que j’ai mis de coté cette direction de recherche pour le
moment.
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[® METEO FRANCE |

FIGURE 1.30 — Séquence Meteosat, avril 2008, 6h entre chaque image (source
MétéoFrance).

1.4 Assimilation de séquences d’images

L’assimilation de séquences d’images est tres proche conceptuellement de l'assimilation
lagrangienne, comme on va le voir ci-dessous, je m’y suis donc intéressée naturellement
en arrivant dans l'équipe MOISE, ot A. Vidard, F.-X. Le Dimet et leurs (post-)doctorants
(O. Titaud, I. Souopgui) travaillaient déja sur le sujet. Ce paragraphe présente d’abord les
spécificités des images et fait le point sur [’état de ’art de [’assimilation dans ce domaine,
en particulier les travaux antérieurs dans 'équipe MOISE. Enfin, je présente les travauz
en cours dans le cadre de la these de V. Chabot, que je co-encadre avec A. Vidard
(ainsi que les papiers de conférences et avec N. Papadakis et A. Makris).

1.4.1 Séquences d’images : intéréts et difficultés

Les séquences d’images sont un type particulier d’observations, que l'on utilise (ou
voudrait utiliser) en assimilation de données dans différents domaines : météorologie,
océanographie, mais aussi glaciologie, agronomie, sismologie, biologie, médecine, etc. Le
travail que 'on présente dans [[19]] [20]| et [[23]| est destiné & la météorologie et a I'océa-
nographie, donc les exemples sont restreints a ces domaines.

Les séquences d’images ont a la fois des avantages et des inconvénients si on veut les
utiliser en assimilation de données.
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FIGURE 1.31 — New Zealand Eddies. (source : image MODIS)
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FI1GURE 1.32 — Nuage lenticulaire. Le nuage semble stationnaire au dessus de la montagne,
tandis qu’en réalité il y a un fort vent horizontal la ou il se trouve.

Un gros potentiel informatif, mais difficilement exploitable. Du c6té des avantages,
ce sont des données qui manifestement ont un grand potentiel informatif. Il suffit pour s’en
convaincre de regarder la figure qui présente une séquence de quatre images Meteosat
successives (espacées de six heures) : on y voit clairement le déplacement de fronts, et un
prévisionniste averti peut tirer de cette séquence des informations précieuses.

Cependant, il est difficile d’utiliser ces images telles quelles dans les systemes de
prévision environnementaux. En effet, ce ne sont pas toujours des variables d’état du
modele, tout comme les données lagrangiennes. Ce sont un reflet 2D de processus 3D im-
pliquant d’autres variables (traceur passif ou actif : humidité, température, chlorophylle,
etc.), et cela nécessite donc des opérateurs d’observations complexes, incluant la résolution
d’équations aux dérivées partielles (comme pour les observations lagrangiennes).

De plus, comme pour les observations lagrangiennes, les images sont le reflet de pro-
cessus multi-échelle, et en particulier de processus de petite échelle, qui ne sont pas résolus
par le modele.

Une grande quantité de données, mais de qualité discutable. Les satellites four-
nissent chaque jour une grande quantité d’images, que ce soient des satellites géostation-
naires ou a orbite polaire. Cependant, les images produites sont composites, c’est-a-dire
qu’elles sont la combinaison de plusieurs clichés. Par exemple, MeteoSat met quinze mi-
nutes pour produire une image cliché par cliché. L’image composite obtenue est donc bien
homogene en terme de date. A 'opposé, les images de hauteur de 'océan sont produites
par un satellite a orbite polaire qui peut mettre plusieurs jours pour couvrir une zone
donnée. L’image composite obtenue contient donc des images produites a des instants
différents. On voit facilement que ceci peut poser des problémes en assimilation, avec des
inconsistances a la fois dans les données et entre modele et données, dont les dates ne
correspondent pas.

De plus, et notamment en océanographie, il y a souvent des “trous” dans les images,
a cause de l'occultation par les nuages, comme on peut le voir sur la figure de chlo-
rophylle autour de la Nouvelle-Zélande.

En météo, la détermination de ’altitude des nuages a partir d’images 2D est également
un sujet de discussion.

Maélle Nodet Problemes inverses pour |'environnement



1.4 Assimilation de séquences d'images 70

Un autre probléeme commun & la météo et a I'océano est celui de l'aliasing (repli de
spectre en frangais). L’aliasing est le fait que le mouvement apparent donné par les images
peut étre tres différent du mouvement réel. On peut penser par exemple au mouvement
d’une roue de voiture dans une capture cinématographique a 24 images par seconde. Un
autre exemple est celui des nuages lenticulaires, dont I'immobilité contraste avec le fort
vent horizontal, voir la figure [1.32

1.4.2 Rappel des travaux antérieurs

Pseudo-observations

Actuellement, les données ne sont pas utilisées directement dans les systémes de pré-
vision météo, mais elles sont transformées en une information (appelée pseudo-observation)
pouvant étre exploitée en assimilation de données. On explique brieévement ci-dessous de
quoi il s’agit, et on renvoie a [Vidard (2012); Souopgui (2010) pour plus de détails et de
références sur le sujet.

Bogus. La plus simple des méthodes consiste a suivre des structures dans la séquence
d’images, et a les assimiler comme des données de position dans le modele. Historiquement
fait a la main, ce suivi de structures connait maintenant des automatisations (Michel and
Bouttier}, 2006)), appliqué a la vorticité potentielle dans Michel (2011)). De la méme maniere,
Thomas et al.| (2010) procedent au suivi de cellules convectives par méthode level set.

Atmospheric Motion Vectors (AMV). D’autres fagon de créer des pseudo-observations
consistent a utiliser la séquence d’images pour en déduire un champ de vitesse apparente,
qui pourra étre ensuite assimilé, voir par exemple [Schmetz et al.| (1993). L’idée est simi-
laire & celle de la PIV (Particle Image Velocimetry, voir Wikipedia pour une introduction
et |Adrian (1991) pour larticle de référence). L’idée est de mettre des particules dans le
fluide, qui seront visibles sur les images. Ensuite, il s’agit d’identifier chaque particule et
de la suivre dans la séquence d’images pour obtenir un vecteur vitesse. Ceci se fait par une
méthode statistique de corrélation-croisée, afin de chercher quelle particule correspond a
celle recherché dans les images. Les AMV sont obtenus de la méme maniere, les nuages
atmosphériques jouant alors le jeu de particules dans le flot.

Flot optique. Le flot optique est une autre gamme de méthodes pour identifier un
champ de vitesse apparente. L’idée est de chercher un champ de vecteur w qui déplace les
images tout en conservant la luminosité I (Horn and Schunck, [1981) :

Ol +VIw=0, I(0)=1I (1.20)

Comme cette hypothese de luminosité constante ne fournit qu’une seule équation scalaire
et que 'on cherche un vecteur déplacement, le probleme du flot optique admet une infinité
de solutions (probleme d’ouverture) et doit donc étre régularisé, voir par exemple |Auroux
and Fehrenbach| (2010) pour une comparaison des régularisations. On peut aussi citer
Corpetti et al.| (2002) qui interprétent I’équation de conservation de la luminosité comme
une équation de continuité dans un fluide, et qui donne de meilleurs résultats pour des
images issus de fluides.
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Modele image. Comme le flot optique fournit un champ de vecteur entre deuzx images
successives, on n’a pas forcément de cohérence dans le temps du champ de vitesse obtenu.
L’idée du modele image (Herlin et al.l 2006) est d’ajouter & 1’équation du flot optique un
modele d’évolution pour w :

w = M(w), w(t=0)=wp (1.21)

ol M est un modele dynamique 2D simplifié pour I’évolution de w. Ensuite on minimise
la fonction cotit :
T (wo) = ||I — I°®||? + régularisation

sous les contraintes ((1.201.21)).

Assimilation directe

L’assimilation de pseudo-observations présente I’avantage d’étre relativement facile a
mettre en place dans un systéme d’assimilation existant. Le probléeme est que la création
des pseudo-observations par la transformation des images ajoute des erreurs que l'on
maitrise mal et qui sont en général corrélées en espace.

On voudrait donc éviter le recours aux pseudo-observations, et assimiler les images
directement en utilisant un opérateur d’observation adéquat. Dans le formalisme du 4D-
Var, cela revient & minimiser une fonction cout J = J° + J b composée d'un terme
d’observation et d’un terme d’ébauche, sous la contrainte des équations du modele fluide.

Pixels. La premiere idée pour construire I'opérateur d’observation est d’utiliser sim-
plement

ty
T (@o) = Y | H(@o)(t) = ¥ ()%,

ou y° est le vecteur contenant la valeur de la luminosité de 'image et R,;, la matrice
de covariance d’erreur d’observation. La taille de y° est donc égal au nombre de pixels
de 'image. L’opérateur d’observation contient alors la fabrication de I'image a partir des
variables d’état du modele. Pour nous, cela consiste a considérer la densité ¢ d’un traceur
transporté par le fluide :

oq+VaqU —vAgq, q(to) = qo (1.22)

ou U est le champ de vitesse 2D au niveau de l'image, v est le coefficient de diffusion
choisi, et go est la concentration initiale (obtenue par exemple grace a la premiere image).
Par exemple, la figure [1.33| présente une comparaison entre une observation et une image
générée de la sorte par le modele.

Pour les premiers travaux sur le sujet, on peut citer [Huot et al. (2010) et Papadakis
and Mémin| (2008)) (avec un opérateur d’observation différent de celui mentionné ci-dessus,
basé sur I’équation du flot optique). Cette derniere étude a montré que I’assimilation
directe donnait de meilleurs résultats (dans un cas simple de flot 2D) que 'utilisation de
pseudo-observations de flot optique. Cependant, ce type de comparaison “pixel a pixel”
entre le modele et I'image semble peu adaptée, car elle ne tient pas du tout compte des
structures dans l'image. Ainsi, d’autres approches directes ont été mises en place, qui
tentent d’extraire les informations pertinentes dans les images.
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F1GURE 1.33 — Comparaison modele données. A gauche, données Meteosat, a droite sortie
équivalente du modele de PTECMWF (source : ECMWF).

Décomposition multi-échelle. La premiere approche est celle de Titaud et al.| (2010);
'Souopgui| (2010)), qui consiste & décomposer I'image dans une base multi-échelle de curve-
lettes (Candes and Donoho|, 2000; |Candes et al., [2006) ou d’ondelettes et
de comparer les décompositions multi-échelles de 'image et du modele. La fonction cotit
s’écrit alors

ty
T(@o) =D IW(a(t)) = Wy’ (1))l

ou W est la transformée en ondelettes choisie.

Comme ces décompositions multi-échelles vérifient une égalité de type Parseval, la
distance multi-échelle est équivalente a la distance pixel. L’idée des travaux ci-dessus est
de ne garder qu’une partie des coefficients. Ceci s’appelle le seuillage, et consiste a ne
garder que les coefficients principaux, selon une regle a déterminer (par exemple les 5%
coefficients les plus importants de I'image, ou encore les 5% principaux a chaque échelle,
etc.). Souopgui| (2010) a montré que le choix du seuillage était crucial dans 1’assimilation
d’images multi-échelles. La fonction cout s’écrit dans ce cas

Ly
T(@0) = 3 g, o W(g(t)) — 7o Wy @)%
to
ou T est le seuillage appliqué aux coefficients de 'image observée. Ceci permet de définir un
espace de travail 27 sur lequel on projette 'image issue du modele, en vue de la comparer a
I’observation. Dans notre étude, le seuillage consiste & supprimer les plus petits coefficients.

Autre approche. Une autre facon d’extraire de 'information relative aux structures
de I'image a été explorée dans Titaud et al.| (2011]), qui fabriquent une carte de Structures
Lagrangiennes Cohérentes (LCS en anglais), liées aux exposants de Lyapunov du fluide

(voir (2012) pour une revue).
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1.4.3 Travaux en cours

Le modele utilisé est un code Shallow-Water en fortran 90, associé a la bibliotheque
d’assimilation d’images BALAISE (Souopgui, [2010)), que nous enrichissons avec les méthodes
et opérateurs présentés ci-dessous.

Opérateurs d’observation pour les images basés sur les gradients

Le constat de départ de cette étude est le suivant : les informations pertinentes de
I’image sont contenues dans les fronts, autrement dit les zones de fort gradient dans I'image.
Ainsi, on propose dans [[23]| de considérer deux opérateurs d’observation basés sur les
gradients.

Opérateur gradient. Le premier opérateur calcule simplement les gradients de I'image,
il donne la fonction cofit suivante :

T () ZHW Vil

ou (I;);=1.n est la séquence d’images observée, et (¢;);=1.n le traceur défini par I’équation
(discrétisée), ou U est donné par le modele fluide initialisé par xg.

Opérateur angulaire. Pour le second opérateur, on voudrait pouvoir mesurer 1’écart
angulaire entre les gradients de I'image et ceux produits par le modele. Pour cela on
souhaite comparer les vecteurs unitaires VI/||VI|| et Vq/||Vq|. Ici ||.|| représente la norme
euclidienne en deux dimensions, de sorte qu’en chaque pixel (zy,yr) de 'image on peut
définir le vecteur unitaire ainsi :

VI (ks y) = L
VI oI (@, yi)? + Oy L@k, i)

ou la dérivée 0, 0y est calculée par différences finies au pixel voulu. Bien stir, cette formule
pose probleme lorsque VI s’annule, on remplace donc la norme ||| par ||.||s, avec

(O I(k, k), Oyl (ke Yi))

HaHg = ai + az +¢

ou ¢ est bien choisi (voir [23]| pour les détails), de maniere a garantir que VI/||VI|. est
soit nul soit proche de VI/||VI||. La fonction cout est alors donnée par :

N

VI VI
ang o 2_ dt
T @) ZHHWHs TV =

Validation avec des données parfaites

La pertinence de ces deux opérateurs est étudiée dans le cadre d’expériences jumelles
avec des données parfaites (non bruitées). Les conditions expérimentales sont celles de la
plaque expérimentale Coriolisﬂ autrement dit un modele Shallow-Water avec une force

13. http://coriolis.legi.grenoble-inp.fr
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FIGURE 1.34 — Valeurs initiales choisies pour les expériences jumelles : a gauche et au
centre les “vraies” composantes zonale ug et meridionale vy du champ de vitesse initiale.
A droite, la premiére image du champ de traceur passif ¢;.

de Coriolis en g-plan, ie f = fo + By (ou y est la latitude et f la force de Coriolis). Les
variables d’état du modele sont les vitesses horizontales U = (u,v) et la hauteur d’eau h,
ce sont également les variables de contrdle, autrement dit les variables que 1’on cherche
a identifier par assimilation. La simulation est réalisée sur un domaine carré (un sous-
domaine de la plaque), la figure montre les vitesses initiales, le champ de traceur
initial et la vorticité initiale (o = d,v9 — Oyug. Ces valeurs initiales permettent de générer
des observations, qui sont ensuite utilisées dans le systeme d’assimilation avec les différents
opérateurs. Pour valider quantitativement chaque systéeme, on calcule le rapport suivant :

RMSE(22)

— =0 avec RMSE(z) = ||z — 2|
RMSE(z})

en prenant pour x successivement chaque variable ug, vg, ho (avec les exposants a pour
assimilé, b pour ébauche et ¢ pour vrai). La figure m présente 1’évolution de ce rapport
RMSE pour ug au fur et a mesure des itérations de minimisation. On voit ainsi que tous les
opérateurs implémentés permettent de réduire ’erreur RMSE & moins de 10% de D’erreur
de I’ébauche (sans assimilation), et que 'opérateur angulaire est plus efficace que les autres.

Assimilation d’images en présence de bruit

Comme le travail sur ce sujet est encore en cours a ’heure de la rédaction de ce
mansucrit, je ne rentre pas trop dans les détails et je présente ici les résultats préliminaires
contenus dans L’idée de ce travail est de considérer I'assimilation d’images bruitées
par un bruit additif gaussien corrélé en espace. Du coup, la matrice de covariance d’erreur
d’observation ne peut plus étre choisie proportionnelle a l'identité comme on le fait en
général.

Images bruitées. Trois niveaux de bruit sont considérés, et les images bruitées obte-
nues sont présentées a la figure Pour ces images, la matrice de corrélation du bruit
est identique, seule change l'intensité du bruit, qui est quantifiée par le SNR (Signal to

Noise Ratio) :
Yacol'(@)?) >
Yzeal' () — I°(x))?

SNR =10 loglo <
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F1GURE 1.35 — Evolution du rapport des erreurs RMS pour la vitesse v en fonction du
nombre d’itérations de 4D-Var. Les observations sont parfaites et les quatre opérateurs
d’observations sont comparés.

Modélisation des matrices de covariance d’erreur d’observation. On appelle R;m
la véritable matrice de covariance d’erreur d’observation dans ’espace des pixels. Le bruit
étant corrélé en espace cette matrice n’est pas diagonale. Comme le niveau de bruit est
homogene dans I'image, sa diagonale est constante, égale & o2.,,..

Dans les expériences préliminaires de on ne considere que des matrices R diago-

nales, et on compare les différents couples opérateur d’observation / matrice R suivants :

— Pizels. On choisit comme matrice de covariance la diagonale de la vraie matrice :

R, = diag(Rfm) = UfmeIn, n = F#pixels

— Ondelettes avec seuillage. On choisit ensuite de quantifier 'effet du seuillage 7 par
rapport a la distance précédente. Pour cela on prend la matrice Ry, (qui est donc
diagonale) et on la transporte dans I’espace des ondelettes (de Daubechies pour fixer
les idées) seuillées. On obtient :

RWT =7Whs diag(R;iac)WII;STT = O-t2rueIk7 k= #Y

ou l'identité agit sur I’espace seuillé 2;. On voit alors que s’il n’y a pas de seuillage
on retrouve exactement la distance pixel. Ce choix de matrice permet donc d’évaluer
I'impact du seuillage dans la distance, pour une matrice diagonale dans ’espace des
pixels.

— Gradients. La vraie matrice dans I’espace des gradients est VR:. V7’ on prend sa

pra
diagonale pour nos expériences :

Ry,qq = diag(VR!,, V")

piT

Comme les corrélations utilisées sont isotropes, cette matrice est elle aussi propor-
tionnelle a l'identité.
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FIGURE 1.36 — Exemples d’observations bruitées pour chaque niveau de bruit étudié. Le
ratio Signal/Bruit (SNR) de I'image de gauche est de 26.8 dB, celui de 'image centrale de
20.8 dB et celui de I'image de droite de 14.8 dB.

TABLE 1.1 — Moyenne sur 10 expériences du pourcentage de l'erreur résiduelle dans la
composante analysée, ug, par rapport a l'erreur présente dans ’ébauche, ug. Ce pourcen-
tage a été calculé pour différents niveaux de bruit, caractérisés par leur ratio Signal Bruit
(SNR), présent au sein des séquences d’images.

Pixels W, Gradients D8 Haar
14.8 dB 60.8% 60.1% 34.0% 9.3% 22.8%
20.8 dB 26.2% 28.5% 17.8% 7.6% 12.5%
26.8 dB 15.6% 17.1% 12.4% 72% 8.4%

Perfect data | 7.6%  8.5% 7.4% 71% 6.4%

— Ondelettes de Haar sans seuillage. La vraie matrice de covariance est WHaaer,ingaar,
on prend sa diagonale :
Ryaar = diag(WHaaT R;n:v Wgaar)
— Ondelettes de Daubechies sans seuillage. Enfin, sans seuillage, on choisit la matrice
suivante :
T
ixWDS)

Rpg = diag(ng R;,

qui est la diagonale de la vraie matrice dans ’espace des ondelettes D8.
Remarquons que si on se ramene a I’espace des pixels par changement de variable, les
trois derniéres R produisent des matrices de covariance non diagonales. A contrario, les
deux premieres font I’hypothese que le bruit est décorrélé dans I'espace des pixels.
Remarquons également qu’il aurait été souhaitable de pouvoir comparer 'effet du
seuillage avec une matrice non scalaire, par exemple en prenant
R = diag(tWpsR!

T T
PIT WD8T )

mais ceci est encore en cours de développement & ’heure actuelle.
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FIGURE 1.37 — Composante u du champ de vitesse analysé pour une séquence d’observa-
tion correspondant au bruit fort (SNR 14.8 dB). A gauche est présenté le résultat d’une
assimilation basée sur la distance entre pixel, au centre sur la distance entre gradients, a
droite sur la distance entre les coefficients d’ondelettes de Daubechies.

Résultats. La table [I.I] présente le ratio entre les erreurs RMS pour I'analyse et celle
pour ’ébauche, pour différents niveaux de bruit et les différents choix de distances/matrices
présentés plus haut. On remarque tout d’abord que la distance pixels est tres sensible au
bruit. Ensuite, on voit que I'influence du seuillage seul est moindre, puisque le méme genre
de résultat est atteint pour W,. Pour un grand niveau de bruit les meilleurs résultats sont
atteints pour les gradients et les ondelettes de Haar et Daubechies non seuillées. Ceci
permet d’affirmer qu'une matrice diagonale bien choisie donne de meilleurs résultats que
I'identité.

Enfin, la figure [I.37] montre le champ de vitesse u analysé avec un fort bruit dans les
images, pour pixels, gradients, et D8, qui confirme la bonne performance des deux derniers
par rapport aux pixels.

Ceci est certes préliminaire, puisque les matrices considérées sont toutes diagonales,
mais la grande variabilité des résultats vis a vis du choix de la matrice est encourageante
et montre que les efforts de modélisation de R, méme modestes, peuvent étre payants.
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2.1 Réduction de dimension 89

2.1 Réduction de dimension

Dans ce paragraphe, on présente les problemes de réduction de dimension que l’on a
étudiés avec C. Prieur, dans le cadre de la thése d’A. Janon, que nous avons encadrée en-
semble. Pour commencer, on présente le principe des bases réduites et des bornes d’erreur
certifices. Ensuite on résume les publications publiée et soumise .

2.1.1 Présentation

L’idée de la réduction de dimension est la suivante. Supposons qu’on souhaite résoudre
un systeme d’équations aux dérivées partielles avec un ordinateur. Apres discrétisation,
on est ramené a un systeme (éventuellement non linéaire) en tres grande dimension; la
dimension étant le nombre de point de grille, le nombre de fonctions éléments finis, le
nombre de cellules de volumes finis, etc. Il existe ensuite diverses raisons pour vouloir éviter
de calculer en si grande dimension : on peut vouloir calculer tres rapidement la solution
(applications de type temps-réel), ou bien vouloir effectuer un grand nombre de calculs
(méthode de Monte-Carlo, optimisation itérative, etc.). La réduction de dimension consiste
alors a chercher le vecteur solution (a priori de trés grande taille) comme une combinaison
linéaire d’un petit nombre de vecteurs indépendants. Les inconnues du systeme sont alors
ce petit nombre de coefficients, et la dimension de I’espace de travail s’en trouve réduite.

Cadre de travail

Le cadre de travail est celui des équations aux dérivées partielles (EDP) & parameétres.
On verra par exemple une application plus loin a I’équation de Burgers visqueuse, dans
lesquelles les parametres sont la viscosité et les conditions aux limites. On verra aussi plus
loin le benchmark d’un probleme de Venturi, dans lequel la géométrie du domaine joue le
role de parametres. Ainsi, le systéme considéré pourra se mettre sous une forme entrée /
sortie :

po u(p) = s(p) = s(u(p)
ou u € RP est le vecteur des parametres, u la solution du systeme d’EDP, et s la sortie,
que 'on calcule en fonction de I’état du systeme (par exemple la valeur de u sur un bord,
une moyenne de u, ou tout autre quantité d’intérét). Le cadre classique des méthodes de
réduction de dimension (voir Prud’homme et al.| (2002); Veroy et al.| (2003); Prud’homme,
and Pateral (2004); |Cuong et al. (2005)); (Grepl et al. (2007)) est celui oi 'EDP considérée
est linéaire, mise sous la forme variationnelle suivante :

a(u(p),v;p) =U(v; ), Vv € H, pour tout jeu de parametres (2.1)

avec u(p) € H un espace de Hilbert de dimension A d’éléments finis, a(.,.; 1) une forme
bilinéaire sur H et [(.; ) une forme linéaire. La linéarité de 'EDP est supposée ici pour
simplifier la présentation, mais on peut voir dans |Grepl and Patera (2005); Urban and|
Pateral (2012)); [Knezevic et al| (2010); [Veroy and Pateral (2005) et [10]] des applications &
des EDP non linéaires. Ensuite on suposera, toujours pour des questions de lisibilité, que
a et [ dépendent de p de la maniere dite affine suivante :

Q Q'
a( i) =Y 0g(wag(.), 1sm) =D v (Wlg(), Vu
q=1 q'=1
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ou @ et @ sont des entiers, 6, et v, sont des fonction réelles et a4 et I, sont des formes
bilinéaires et linéaires qui ne dépendent pas de p. Dans le cas non-linéaire, la méthode
des magic points (interpolation empirique, voir (Grepl et al.| (2007)) permet de se ramener
approximativement a une forme affine.

Enfin, on suppose que a est coercive, a u fixé :

Y, Balp) >0, a(u,vip) > a()llullfv]l, Vu,v e H

Systeme réduit

Dans le cadre précédent (éléments finis), la solution u se décompose dans une base
@1, ..., Onr de H, ou N est grand :

On souhaite donc désormais chercher une approximation de u en dimension réduite n :
n
a(p) =Y wi(p)G
i=1

ou ((1, ..., () est une famille libre de vecteur de H (indépendants de p), que I'on appelle la
base réduite. L’espace réduit engendré par les (;, Vect (§~1, .oty Cn), est noté H. On cherche
alors @ comme solution du probleme variationnel dans H :

a(@(p), v; p) = U(v; p), Yo € H

ce qui est équivalent &

n
1=

Q/
aizeq(ﬂ) aq(CzﬁCj) = Z 'Yq’(,u) lq’(<j)7 Vi<j<n
q'=1

1 q=1

Cette écriture permet de mettre en évidence le fonctionnement offline / online de la
méthode :

m Offline : apres avoir choisi la base, on calcule et on stocke les nombres indépendants
de 1 1 ag(Gi,¢j) et ly(¢;), pour tout 7,5 = 1.n. Ceci peut étre coliteux, car sa
complexité dépend de N, mais n’est effectué qu’une seule fois.

= Online : pour chaque valeur du paramete u voulue, on calcule 6,(u) et vy (1), et
grace aux éléments stockés dans la phase online on assemble le systeme (de taille n)
pour les ; et on le résout. La complexité de cette phase est indépendante de N.

Sous réserve que le probleéme et le choix de la base permettent d’avoir n << N tout en
ayant % proche de u, on gagne ainsi en temps de calcul, a la condition que 'on puisse
négliger le coiit de la phase offline, ce qui est le cas si on fait de trés nombreux calculs ou
bien qu’on travaille en temps réel.
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Borne d’erreur a posteriori

Le grand intérét de la méthode de réduction proposée par Prud’homme et al. (2002);
Veroy et al| (2003); Prud’homme and Patera| (2004)); Cuong et al. (2005); |Grepl et al.
(2007) est de fournir une borne d’erreur a la fois certifiée et calculable online (c’est-a-dire
avec une complexité indépendante de N) :

lu(p) — a(p)| <e(pn), Yu

Dans le cas ou la forme bilinéaire a(., .; u) est symétrique, la borne peut se mettre sous la
forme :

_ o)
e(p) = o) (2.2)

ot p(p) est la norme duale du résidu r(.; p) :

()= sup |r(v;p)l, r(v;p) = ala(p),v;p) — (v p)
veH,||v||=1

Tout 'intérét de la méthode réside évidemment dans le fait qu’on peut mettre en ceuvre une
procédure offline / online pour calculer un majorant de cette borne d’erreur, de maniére a
produire une approximation @(u) certifiée (sans que la certification fasse exploser le temps

de calcul). On renvoie a Nguyen et al. (2005); Huynh et al.| (2007a)); |Chen et al.| (2009)
pour les détails de cette mise en ceuvre.

Choix de la base réduite

Tout ce qu’on a vu jusqu'a présent peut étre mis en ceuvre avec n’importe quelle
base réduite (autrement dit n’importe quelle famille libre (i, ...,(, de vecteurs de H).
La question suivante est bien str de trouver une bonne base, c’est-a-dire une base qui
garantisse une erreur a posteriori petite. On passe en revue ci-dessous rapidement les
différentes options qui existent dans la littérature.

Décomposition orthogonale aux valeurs propres (POD). La POD (proper orthogo-
nal decomposition) porte divers noms selon le domaine ou elle est employée (analyse en
composantes principales PCA, fonctions empiriques orthogonales EOF, décomposition en
valeurs singulieres SVD, transformation de Karhunen-Loeve, etc.). L’idée est de chercher
la base POD B comme la base orthonormée de taille n qui minimise 'erreur quadratique
de projection sur cette base Ilg, en moyenne sur les parametres p :

B= argmin / () — Ty (o)) | ds

b base orthonormée de taille n
ou 'on a supposé que les parametres p étaient distribués selon la densité de probabilité
du. En pratique, on calcule une approximation de la base B par la méthode des snapshots,

autrement dit on évalue l'intégrale ci-dessus par méthode de Monte-Carlo en utilisant un
(grand) échantillon M de la loi de y :

B~ argmin Z lJu(p) — Hb(“(#))“2

b base orthonormée de taille n peEM
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Ceci se fait en calculant la décomposition en valeurs singulieres de la matrice des snapshots.
Tout d’abord on forme cette matrice A en plagant dans ses colonnes les snapshots centrés :

A= [u(pr) — a;..;u(ps) —al, a= %Zu(uz), M = {p;,i =1..m}
i=1

ensuite on effectue la décomposition en valeurs singulieres de A :
A=Usv?

ou ¥ est la matrice diagonale des valeurs singulieres (classées dans l'ordre décroissant).
La base recherchée B est alors formée des n premieres colonnes de V', que ’on normalise.

Algorithme glouton. La méthode greedy (voir Nguyen et al. (2005); Buffa et al.
(2009)) consiste a construire itérativement la base de sorte que la borne d’erreur de
réduction soit la plus faible possible. On commence, comme précédemment, par choisir
un (grand) échantillon M selon la loi de p. Ensuite on initialise la base B en prenant

B ={u(uo)}, o choisi au hasard selon la loi de p

et ensuite on itere les deux étapes suivantes :
L. calculer y; = argmax, s €(p), ot la borne d’erreur € est calculée avec la base B
courante ;

2. mettre a jour la base B en y ajoutant le vecteur u(yu;) et réorthonormaliser.

Base orientée-sortie. L’idée cette fois est de choisir une base qui permette de mini-
miser non plus l'erreur commise sur I’état £(p) mais sur la sortie ||s(u(p)) — s(a(w))]]. Ce
probléme est résolu comme un probléme de contrdle optimal dans |Bui-Thanh et al.| (2007)
pour des systémes dynamiques linéaires, mais la méthode est tres cotliteuse a mettre en
ceuvre en pratique.

2.1.2 Borne certifiée pour I'équation de Burgers avec viscosité

Ce paragraphe résume les résultats contenus dans Uarticle|[10||, écrit en collaboration
avec C. Prieur et A. Janon, dans le cadre de son travail de thése.

Modeéle et problématique

Le point de départ de ce travail est d’étudier la mise en ceuvre de la méthode de bases
réduites présentée plus haut pour un modele “jouet” d’équation d’écoulement géophysique,
a savoir 1’équation de Burgers avec viscosité. La question que ’on se posera plus tard sera
celle de la sensibilité de I’équation & certains de ses parametres d’entrée. Comme pour
cela on mettra en ceuvre une méthode de Monte-Carlo, on aura besoin de calculer de
nombreuses solutions (associées a divers jeux de parametres), d’ou le besoin d’avoir un
modele réduit fiable et peu cotliteux.

Le probleme que I’on considere est le suivant, et se pose pour une fonction u de ’espace
z € [0;1] et du temps ¢ € [0;T] (avec T > 0), assez réguliere : u € C* ([0, 7], H'(]0,1[)),
satisfaisant ’équation de Burgers visqueuse :

ou 10,4 Pu
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ot v € R est la viscosité et f € CY([0,T7], L*(]0,1[)) est le terme source. On ajoute bien
sir les conditions initiales et aux limites suivantes :

u(t =0,z) = ug(x) Vo € [0;1] (2.4)
avec ug € H'(]0,1])

{u(t, T=0=b) o 0.1y (2.5)

u(t,x =1) = by (t)

ott by, by € C°([0,T]) vérifient avec ug la condition de compatibilité suivante :
UO(O) == bO(O) and UQ(l) = bl(O)

L’existence et 'unicité de la solution u recherchée est un résultat classique (Hopf, [1950).

Les parametres d’entrée de ce modele sont v, ug, by, b1 et f. En effet, dans une perspec-
tive d’extension a l'océanographie ce sont les parametres importants du modele (forcages
externes, conditions aux limites, viscosité, conditions initiales), ils sont en général mal
connus.

A Texception de la viscosité ce sont des parameétres fonctionnels. Comme nos stratégies
de réduction fonctionnent avec un nombre pas trop grand de parametres scalaires, on
choisit de paramétriser les fonctions dans des bases adéquates (que 1’on ne précise pas ici,
mais qui sont supposées assez régulieres, comme les séries de Fourier par exemple) :

n(bo) n(b1)
bo(t) = bom + Y AR (1) bi(t) = bim + D A9 (1)
=1 =1
. n(uo)
s(t,2) = fn + Z Z AlelTmel5@)  uolx) =uom + Y A0 (x)
=1

ou les fonctions de base sont ®%, @?1, <I>lf T, @gset P, sont fixées, ainsi que les entiers
n(bg), n(b1), nr(f), ns(f) et n(up). Ainsi, notre jeu de parametres comprend les variables
scalaires suivantes :

¥, bom: b1m, fms tom, (A?())l:l,...,n(bo)’(A?l>l:1,...,n(b1) (Al];’)l, o (F)p=1,..n5(f) (AUO)

sujets a la condition de compatibilité :

n(uo)
bom = ugm and b1y, = uom + Z A?OCI)?O (x)
=1

Méthodes

Discrétisation et décomposition offline / online. Dans Nguyen et al. (2005) les
auteurs étudient ce probleme en ne considérant qu’un seul parametre, la viscosité. Nous
avons adapté cette méthode pour prendre en compte les autres parametres, mais le principe
est le méme. L’idée est de partir de I’équation continue et de se ramener a la résolution
d’un systéme linéaire en dimension A, pour lequel on peut mettre en ceuvre la méthode
de réduction présentée plus haut. On procede ainsi, en suivant Nguyen et al. (2005) (a
I'exception de I’étape 2 que nous avons ajoutée) :
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1. Etablissement de la forme faible de ([2.3[[2.4])
2. Pénalisation dans la forme faible des conditions aux limites (2.5|)

3. Discrétisation par éléments finis P'. On obtient ainsi un systeme d’équations diffé-
rentielles ordinaires en dimension N.

4. Discrétisation en temps par méthode d’Euler implicite. On obtient ainsi un systeme
non-linéaire en dimension .

5. Résolution par méthode de Newton. A chaque itération, on doit résoudre un systéme
linéaire en dimension V.

Pour une base réduite (1, ..., (;, donnée, on peut mettre en ceuvre sur ce dernier systéme
linéaire une stratégie offline / online, qui permet le de résoudre avec une complexité
indépendante de N. La complexité globale dépend alors de n, du nombre d’itérations
de Newton et du nombre de pas de temps. On renvoie a pour les détails.

Borne d’erreur. Des calculs techniques détaillés dans permettent d’établir une
borne d’erreur pour la réduction proposée. Pour cela on procede en deux étapes : d’abord,
on établit un théoreme donnant une estimation de l'erreur ey = u(tx) — @(tx) & chaque pas
de temps t;. Ensuite, on propose une stratégie pour effectivement estimer un majorant de
cette borne qui soit calculable online. La difficulté principale repose sur 'estimation de
bornes supérieures et inférieures pour les nombres Cj, appelés constantes de stabilité :

Cr= inf  2c(ug,v,v) + va(v,v)
vEH, ||v]|=1

ol ¢ et a sont les formes tri- et bi-linéaires issues des termes associés a %&C (u2) et —v0zzu
dans la formulation variationnelle de I’équation . Pour ceci, on utilise la méthode des
contraintes successives (SCM) (Huynh et al., |2007b; Nguyen et al., 2009), qui est reprise
de maniere détaillée dans

Choix de la base réduite. L’article propose de comparer trois choix de bases : POD,
Greedy, et hybride. On ne revient pas sur les bases POD et Greedy qui ont été présentées
plus haut.

La base hybride est un mélange des stratégies POD et Greedy, proposée dans Haasdonk
and Ohlberger| (2008). L’algorithme de construction de la base est le suivant :

1. Se donner un entier P.
2. Choisir un (grand) échantillon des parametres.

3. Choisir un p au hasard, et initialiser la base B en orthonomalisant 1’espace vectoriel
engendré par les u(ty, ), pour tous les pas de temps t.

4. Itérer la procédure suivante :

a) Trouver le pu* qui maximise (pour tous les p dans 1’échantillon) 'indicateur
©oq P 0
d’erreur online, calculé avec la base B courante.

(b) Calculer les P premiers modes POD de ’ensemble de snapshots u(ty, u*), pour
tous les pas de temps tg.

(c) Ajouter ces modes a la base B (en orthonormalisant).

A toutes ces bases on ajoute les fonctions de base pour la condition initiale, afin d’avoir
une erreur initiale nulle.
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0.001

" L2 error bound ('relative)

L2 actual error (relative) --------

0.0001

1e-05 £
1e-06

1e-07 |

1e-08 |

1e-09

FIGURE 2.1 — Erreurs relatives pour 7 parametres variables et une base POD a 7 éléments,
en fonction du temps. Le trait plein désigne la borne online relative €/ Hﬁk’
pointillé Huk - ﬂkH/HﬁkH désigne l'erreur réelle.

, et le trait

Résultats numériques

Premiers résultats. On présente les résultats pour un premier cas-test simplifié, avec
seulement 7 parametres actifs, avec la base POD. La figure [2.1] présente la borne d’erreur
produite avec 7 modes POD, ainsi que l'erreur réelle. On obtient ainsi une borne d’erreur
inférieure & 1 pour 1000, avec une réduction du temps de calcul de 85% (calcul de la borne
compris).

Comparaison des bases. La figure présente une comparaison des bornes d’erreur
obtenues avec les trois bases proposées, en fonction du nombre d’éléments dans chaque
base, pour un cas-test simplifié, avec un seul parametre (pour la condition initiale). Le
temps de calcul varie a peu pres du simple au double selon la méthode (simple pour POD-
Greedy, moyen pour POD, double pour Greedy), le temps de calcul online restant le méme.
Les trois bases produisent des résultats sensiblement similaires, la base POD-Greedy est
légerement en retrait, tandis que la base POD est meilleure en erreur moyenne (en temps)
et la base Greedy est meilleure pour 'erreur maximale (en temps).

Comparaison avec la borne existante. Enfin, la figure présente la comparaison
avec la borne existant dans la littérature (Nguyen et al., 2009). Elle met en évidence la
performance de notre borne (calculée avec la base POD), qui permet de gagner un ordre
de grandeur. Ceci peut aussi se voir sur le calcul, puisque dans le contexte de Nguyen et al.
(2009), seul le parametre v est considéré, ce qui simplifie grandement les calculs. En effet,
la borne existante est :

2 A 2 ~
Hek—l” + Tt HT/CHO avec CNk — inf 4c(uk77}7 U) —+ VCL(U, ’U)
, =

1+ aj:;At veXop HUHQ

alors que notre borne est :

lew—1]l + At [rello : ~k
er|| < , avec Cf, = nf [20 ,0,0) + va(v, ]
llexll = —— TCAt vee G = of | (u”,v,v) (v, v)

lexll <
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Mean relative error bound (Greedy)' —_—
Mean relative error bound (POD) --------
Mean relative error bound (POD-Greedy) -
01 F J
0.01 4
0.001 1
0.0001 | 1
16-05 1 1 1 1 1 1
2 4 6 8 10 12 14 16
10 T — — T T
Maximal relative error bound (Greedy) ——
Maximal relative error bound (POD) --------
Maximal relative error bound (POD-Greedy) -
1F 4
0.1 F J
0.01 b 1
0.001 1
0.0001 L L L . . 1
2 4 6 8 10 12 14 16

F1GURE 2.2 — Comparaison des bases POD, Greedy et POD-Greedy. On dessine l'erreur
moyenne en temps (en haut) et erreur maximale en temps (en bas) en fonction de la
taille de la base, pour un échantillon aléatoire uniforme de taille 100 de I'unique parametre
Uom € [0, 1].
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L2 error bound ('relative)
L2 reference bound (relative)
L2 actual error (relative)

0.1 F

0.001 }fi
00001
16-05 L
0 05 1 15 2

FIGURE 2.3 — Comparaison entre notre borne, la borne [Nguyen et al.| (2009) (appelée
reference) et la vraie erreur, en fonction du temps, pour v = 0.1.

2.1.3 Borne d’erreur orientée-sortie

Ce paragraphe résume les résultats contenus dans le travail soumis|[21], en collabo-
ration avec C. Prieur et A. Janon, dans le cadre de sa thése.

Présentation du probleme

Présentation. Le point de départ de ce travail est le suivant : la borne d’erreur
proposée précédemment est une borne sur la solution v du probleme d’EDP considéré.
Lorsque la quantité d’intérét (la sortie) n’est pas u mais une fonction de wu, on voudrait
pouvoir proposer une borne qui soit meilleure, et adaptée & la sortie. Admettons par
exemple que u se décompose dans une base réduite choisie, par exemple u = ) u;¢;,
mais que la sortie s(u) ne “voie” que certaines composantes de u, par exemple s(u) =
> pair s;u;¢;. On voudrait dans ce cas ne pas avoir dans la borne les termes d’erreur
associés aux modes impairs de u. Ceci permet de réduire la borne, et donc soit de proposer
un résultat plus précis, soit en conservant la précision de réduire le nombre d’éléments dans
la base réduite et donc le temps de calcul.

Cadre de travail et notations. On se place dans le cadre précédent d’une EDP a
parametres, mise sous forme variationnelle et discrétisée par éléments finis. L’espace de
travail est noté X, sa dimension est A'. On suppose cette fois dans que a est bilinéaire
définie positive et que le second membre [ est linéaire, de sorte que 1’équation se raméne
a la résolution d’un systeme linéaire a parametres dans X :

A(p)ulp) = U(p)

Comme précédemment, on peut choisir une base réduite et obtenir une solution approchée,
par une décomposition offline / online adéquate. On note X I'espace réduit (de dimension
n), et Z la matrice (de taille /' x n) contenant en colonnes les vecteurs de la base réduite.
Si on note @ les composantes de la projection de u sur X on a

ZTAzu =771
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On suppose également que la sortie s(u) = s(u(n)) est une fonction linéaire de w,
autrement dit une forme linéaire de X. Pour le produit scalaire choisi, cette forme linéaire
admet un représentant dans X, que I'on note S (autrement dit s(u) = (S,u)). On définit
ensuite la sortie réduite par

3(p) = (S, Za()) = (28, a(n))

et on note également S = Z7S.
L’objectif de ce travail est de produire une borne sur la sortie 5(u) calculé par réduction
de dimension par rapport a la sortie réelle s(u).

Travaux antérieurs. Il existe deux bornes orientées-sortie dans la littérature. La
premiere consiste simplement a utiliser une borne existante pour u et la linéarité de la
sortie :

[s(u) = 8G)| < (IS lu(p) = Za(u)]]

On appelle cette borne la borne Lipschitz. Elle s’étend tout naturellement au cas ou la
sortie n’est pas linéaire mais lipschitzienne.

La deuxieme approche (Nguyen et all [2005) est d’utiliser la solution du probleme
adjoint pour corriger la sortie, et de proposer une borne (meilleure) sur la sortie corrigée.
La solution du probleme adjoint s’écrit (dans le cas simplifié ou A est symétrique) :

A(p)u®(p) = =5

On peut mettre en ccuvre comme précédemment une méthode de réduction, avec une base
réduite stockée dans les colonnes de la matrice Z¢, et les coordonnées 4% de la solution
réduite approchée dans cette base.

La sortie corrigée est alors

s*(n) = s(Zu(p)) + (r(p), 2% (1))

our(u) = A(p)Zu(u) — () est le résidu. Et la borne d’erreur associée est

ot p(p) est la norme duale du résidu (i), p®(u) la norme duale du résidu adjoint r%(u) =
AZ*u* — S et a(p) la constante de coercivité de A (faire le paralléle avec I'équation [2.2).

Borne d’erreur probabiliste

L’objet du travail [[21||est de proposer une borne en probabilité, dépendant d’un niveau
de risque § €]0, 1] de la fagon suivante :

P(Js() = 5(0)| = (. 8)) < 8

Autrement dit, on prend un risque 8 que I'erreur ne soit pas inférieure a la borne produite.
On explique en quelques lignes le point de départ de la preuve, qui part de ’égalité

AYr=Za— A =Zi—u
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'y 1 I'p

\
\

Q

FIGURE 2.4 — Domaine Q(p) pour le probleme de Venturi.

On a donc
5(u) = s(n) = (S, Za — u) = (S, A7'r) = (A5, r)

On décompose le résidu dans une base orthonormée ¢1, ..., ppr de X :

N
r(p) =Y riln)éi

i=1
de sorte que 'on peut écrire
N
() — () =D () (A7TS, ¢)
i=1

L’idée de la preuve de la borne en probabilité est alors de séparer cette somme en deux et
de borner les deux morceaux par un choix adéquat de la base (¢;)1<i<n-

Ce travail s’étend naturellement & la méthode existant dans la littérature avec la borne
duale, de maniere & obtenir également une borne en probabilité sur la sortie corrigée.

Résultats numériques

Nous validons notre méthode sur un benchmark classique pour les bases réduite, le
modele de Venturi (Rozza and A.T.| [2008). L'EDP considérée est la suivante :

Aue =0 1in Q(p)
u.=0onIp

e — ) on 9Q\ (Cy UTp)

Les trois parametres :
n= (H17M27M3) eP= [025705] X [2>4-] X [01702]7

définissent la géométrie du domaine Q(u), voir a la figure Pour ce modele on met en
ceuvre une stratégie offline / online et on calcule les quatre bornes vues précédemment :

1. borne Lipschitz
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T T
= Bound on non-corrected output
=—e— Bound on corrected output
==©— Dual-based output bound
++vooo True error on non—corrected output |
== True error on corrected output

Equivalent reduced-basis size

FI1GURE 2.5 — Comparaison des bornes d’erreur en fonction de la taille de la base réduite.
Pour la sortie non corrigée, la borne d’erreur en probabilité avec risque 5 = 0.0001 est en
bleu, la vraie erreur en pointillés noirs. Pour la sortie corrigée, la vraie erreur est en bleu
clair, la borne duale en rouge, et la borne en probabilité (risque 8 = 0.0001) est en vert.
La borne Lipschitz est trop grande pour apparatre sur la figure.

2. borne duale (avec 'adjoint, sur la sortie corrigée)
3. borne probabiliste
4. borne probabiliste sur la sortie corrigée

La figure compare ces bornes avec 'erreur réelle, en fonction de la taille de la base
réduite. Afin de comparer des choses comparables, on a fait un changement d’échelle sur la
taille de base pour les bornes faisant intervenir I’adjoint (car elle nécessitent deux fois plus
de calcul offline et online) (voir pour les détails). La borne Lipschitz est nettement
moins bonne que toutes les autres et n’apparait pas sur la figure. On peut voir que notre
borne d’erreur, pour un risque 8 = 0.0001 est assez proche de la vraie erreur (moins d’un
ordre de grandeur), et meilleure que la borne duale existante.

Le document présente également la mise en ceuvre de cette méthode pour une équation
de transport, avec le méme type de conclusions, voir
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2.2 Analyse de sensibilité globale

Dans ce paragraphe, on présente les problemes d’analyse de sensibilité globale que
l'on s’est posés (en paralléle de nos études sur la réduction de dimension) avec C. Prieur,
A. Janon, et les statisticiens toulousains F. Gamboa, T. Klein et A. Lagnoux. Pour com-
mencer, on présente les indices de sensibilité de Sobol. Ensuite on résume les articles[@]]

et .

2.2.1 Présentation

Comme on a pu le voir dans la premiere partie, la plupart des modeles géophysiques
comportent un nombre certain de parametres mal connus, que ’on essaie bien souvent
d’estimer par méthodes inverses. La toute premiere étape évidemment, avant méme d’en-
visager une méthode inverse, est d’identifier les parametres les plus sensibles d’un modele,
ceux dont l'incertitude se ressentira le plus fortement sur les erreurs de prévisions.

Cadre de travail

Pour fixer les notations, on supposera dans cette section que les parametres d’entrée
sont p variables réelles X1, ..., X,,, et que la sortie du modele Y est une variable réelle aussi,
donnée par

Y = f(Xy,...,X)p)

ou f est une fonction de RP — R. Par exemple, dans le modele de Venturi vu précédemment,
les X; sont les parametres géométriques du modele et Y est le flux du fluide au travers
d’une des frontieres. Ou encore, dans un modele de glaciologie pour la paléoclimatologie,
les X; sont les parametres liés a la température et Y est le volume de glace a un temps
donné.

Il est naturel de supposer que les parametres inconnus X; sont des variables aléatoires
réelles. Leurs lois sont en général inconnues, mais modélisées grace a l'expertise des
modélisateurs et des spécialistes. Pour le moment, de nombreux modeles géophysiques
sont déterministes, autrement dit la fonction f ne comporte pas d’aléa, mais si on voit les
X,; comme des variables aléatoires, alors Y est également une variable aléatoire.

Il existe différentes fagons de quantifier la sensibilité d’un modele a ses parametres
d’entrée. On peut déja distinguer la mesure globale de la mesure locale. Cette derniere
est simplement la traduction mathématique de la question : si je perturbe légerement
les parametres d’entrée autour d’une wvaleur de référence, comme se trouve modifiée la
sortie du modele ? La dérivation du modele par rapport aux parametres au point voulu
Ox, f(z1,...,zp) donne une réponse a cette question.

Si on veut une mesure globale de la sensibilité a un parametre donné, on peut encore
utiliser la dérivée, par exemple de la maniére suivante :

/Rp(axif(xl, oy Xp))? dX...d X,

ou 'intégrale doit étre comprise comme ’espérance mathématiques de la variable aléatoire
2
(Ox,J (X1, o X))
Mais bien souvent on préfere tirer parti du cadre de travail stochastique et proposer
une mesure de la sensibilité basée sur la variance, comme on va le voir plus bas.
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Indices de sensibilité globale de Sobol

Une fagon populaire de mesurer la sensibilité globale sont les indices de Sobol (Sobol,
1993)) basés sur la variance. L’indice de sensibilité du modele par rapport au parameétre
X; est défini ainsi :

g Var (E(Y|X;))
" Var(Y)

ou E(Y|X;) est 'espérance conditionnelle de Y sachant X;. C’est une variable aléatoire
qui ne dépend que de X;. De plus, si les variables aléatoires sont de carré intégrable, alors
on peut voir E(Y|X;) comme la projection orthogonale de Y sur les variables aléatoires
de L? ne dépendant que de X;. C’est donc, parmi les fonctions de Xj;, la plus proche de
Y au sens des moindres carrés. La variance de E(Y'|X;) quantifie ainsi la dispersion de Y
lorsque seul X; varie. Par conséquent, le quotient S; est la part de dispersion de Y que
I'on peut expliquer grace aux seules variations de X;. Un indice proche de 0 indique que
Y varie peu en fonction de X;. A l'inverse, un indice proche de 1 montre que X; est tres
influent sur Y.

Estimation par méthode de Monte-Carlo

Mis a part dans des cas tres simples (en général des exemples académiques), on ne
peut pas calculer exactement les indices de Sobol, pas méme les expliciter comme des
fonctions des parametres d’entrée, et on doit recourir a des approximations numériques.
La méthode de Monte-Carlo est une facon populaire de procéder. L’idée est de simuler
I’aléa des variables d’entrée en choisissant convenablement un grand échantillon de ces
parametres, puis en calculant Y pour chacun de ces parametres. On obtient ainsi un
échantillon d’entrée et un échantillon de sortie qui permet d’estimer les indices.

On définit ici 'estimateur original proposé par |Sobol| (2001). Pour cela on définit deux
échantillons (aléatoires et de méme loi celle des parametres) de taille N des p parameétres :

’

(XF, o X ey (X X et
On définit ensuite

g = FOXE, XD, e = FOXR XL XE XR L XR), VE=1,, N

L’estimateur est alors donné par

ot I'on définit la moyenne empirique ¢ d’un vecteur ¢ = (¢1,...¢)n) par
| X
o= kZ_l O

Il existe également d’autres estimateurs que celui-ci, on en verra quelques uns par la
suite. Il existe également d’autres méthodes d’estimation des indices. Sans rentrer dans
les détails, on peut citer la méthode FAST (voir Tissot| (2012)) pour une approche récente
et les références historiques) et les polynémes de chaos (Ghanem and Spanos, [2003). On
renvoie a la these |Janon! (2012)) pour plus de détails sur ces sujets.
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2.2.2 Utilisation de métamodeles pour estimer les indices de So-
bol : quelle perte d’information ?

Ce paragraphe résume les résultats contenus dans l’article [E]], en collaboration avec
C. Prieur et A. Janon, dans le cadre de sa thése.

Présentation du probleme

Dans ce travail on estime I'indice de Sobol S; avec I'estimateur proposé par |Sobol
(2001). D’un point de vue pratique, il est souvent difficile de faire un grand nombre de
runs du modele, pour calculer les yi, car le modele est en général assez cotliteux. Dans
ces cas la, on remplace le modele f par une approximation f , appelée métamodele, plus
rapide a calculer. Par exemple, on a vu dans la partie précédente que la réduction de
dimension permettait de construire un tel métamodele, mais il existe d’autres méthodes
d’approximation, notamment stochastiques (krigeage, régression, etc.). L’estimateur qui
nous intéresse s’écrit ainsi : -

-y
oll les vecteurs ¢ et ¢ sont définis avec le métamodele au lieu du modele complet :
g = fXE, XD, g = FOXGR xR xR xR L XR), VE=1,0N

L’article [E]] consiste a répondre a la question suivante : peut-on quantifier I’erreur
entre l'estimateur §Z et la vraie valeur de I'indice ? On distingue deux sources d’erreur :
la premieére vient de l'usage du métamodele & la place du modele complet (erreur de
métamodele) ; la deuxieme vient de 'approximation par Monte-Carlo avec un échantillon
de taille N (erreur d’échantillonnage).

Travaux antérieurs. Il existe peu de travaux qui quantifient cette erreur d’estimation,
en particulier I'erreur due au métamodele, bien que la plupart des calculs d’estimations
d’indice de sensibilité soient menés avec des métamodeles. On peut citer Marrel et al.
(2009), qui proposent une estimation de 'erreur dans le cas d’'un métamodele de krigeage.

Storlie et al. (2009)) proposent aussi ’estimation de cette erreur, en utilisant une ap-
proche basée sur le bootstrap (Efron, 1979). On reprend ci-dessous la description de la
méthode donnée dans Janon (2012). On se donne un échantillon d’apprentissage

D= {(X", f(X")), ... (X", F(X"))}

qui sert a construire un métamodele fp. On répéte ensuite pour » = 1,..., R les étapes
suivantes :

1. on tire de maniere équiprobable avec remise dans (X!,..., X") un échantillon de
taille n (X*!,..., X*");

2. on tire de maniere équiprobable avec remise dans les résidus

{f(XF) = f(XP) k=1,...,n}

un échantillon de résidus de taille n (e*!,...,e*);
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3. on calcule une version bruitée de 1’échantillon d’apprentissage
D — {(X*l,f(X*l) +6*1), s (X*n7f<X*n) +e*n)};

4. avec cet échantillon on fabrique un nouveau métamodele fp+, et avec ce métamodele
on calcule une réplication 5] de l'estimateur.

Ensuite on utilise ’ensemble

R={S}....5/}

pour construire un intervalle de confiance pour .5;. Cette méthode est plus générale que
la précédente, car elle peut s’appliquer a différents types de métamodeles. Cependant elle
est trés coliteuse, notamment a cause de 1’étape 4 qui nécessite de construire un nouveau
métamodele a partir du nouvel échantillon.

Quantification des erreurs d’estimation

Erreur de métamodele. Le point de départ de ce travail, pour pouvoir calculer
numériquement ’erreur commise, est de pouvoir disposer d’une borne d’erreur sur le
métamodele. En se basant sur nos travaux sur les bases réduites, on est parti du prin-
cipe qu’on pouvait disposer d’une borne d’erreur :

f(X) = f(X)| <e(X), vX

ol on a noté pour simplifier X = (X7i,...,X,) le vecteur des parametres d’entrée du
modele. Pour un élément X* de 1’échantillon cela s’écrit :

ly — G| < e(XF) =¢,

On commence par la remarque suivante : S; est la pente de la régression linéaire des y;
sur les y :

N
5 . — 2 . _ =
S; = argmin ¥ ((vh — ) — alyx —¥))" = argmin R(a, v,y 7,7/

1 a€R
ou on a noté y = (y1, ..., yn) 'échantillon (et pareil pour y'). L’idée est ensuite d’écrire
que chaque yj est dans I'intervalle [0k — €k; Uk — €k) et de produire un encadrement de
R(a,y,y’,7,y’). On en déduit ensuite un encadrement

Sm< S, < SM

Dans le cas ol € est grand, cette derniere méthode est assez pessimiste. En supposant
un peu plus de régularité sur la fonction f (ce qui est le cas en général, car les modeéles
considérés sont souvent assez réguliers), on propose également une version lissée de cet
encadrement afin d’obtenir un encadrement plus fin.

Erreur d’échantillonnage. Pour estimer cette erreur, on utilise la méthode du boots-
trap (voir plus haut), appliquée directement aux estimateurs §Zm et §ZM . Les réplications
permettent de construire deux intervalles de confiance : [I]", I3"] pour :9;’” et [IM, 1)) pour
§ZM , ce qui nous donne un intervalle [I1, I] pour ;.
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FiGURE 2.6 — Convergence des intervalles de confiance pour I'estimation des indices de
sensibilité, a gauche pour v, a droite pour ug,,. En ordonnée apparaissent les bornes §Zm
et §ZM , ainsi que les extrémités des intervalles de confiance & 95%. En abscisses, la taille
de la base réduite. La taille de ’échantillon Monte-Carlo est fixée a N = 2000.

Application

La méthode pour construire les intervalles de confiance est appliquée a 1’équation de
Burgers visqueuse paramétrique que 1'on a vue au paragraphe On considere pour
commencer que seuls deux parametres sont inconnus, la viscosité v et ug,, dans la condition
initiale ug(x) = uom + 5sin(z/2). On suppose que v varie entre 1 et 20 et que ug,, entre
0 et 0.3, que les deux parametres sont indépendants et suivent des lois uniformes sur ces
intervalles. Comme ce modele est moins couteux qu’un modele géophysique 3D, on a pu
calculer des intervalles de confiance tres précis pour les indices de sensibilité a ces deux
parametres :

S, € [0.0815;0.0832], S, € [0.9175;0.9182]

om

qui nous servent de référence pour la suite.

Intervalles de confiance et probabilité de couverture. Avec une base réduite an =9
élements et une taille d’échantillon Monte-Carlo N = 300 on peut calculer un intervalle
de confiance a 95% selon la méthode présentée plus haut. Si I'intervalle de confiance est
parfait, cela signifie que la probabilité de couverture (ie la probabilité que la vraie valeur
soit effectivement dans lintervalle) vaut 0.95. Afin de valider ceci, on peut répéter la
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méthode 100 fois et regarder combien de fois I'intervalle de confiance contient effectivement
le vrai indice, ce qui nous donne une probabilité de couverture empirique. La table ci-
dessous présente les résultats et permet de valider la méthode :

Parametre | Intervalle de confiance moyen | Probabilité de couverture empirique
v [0.0139;0.2083] 0.91
UQm, [0.8421;0.9491] 0.87

Convergence. La figure présente ’évolution des bornes §:” et §ZM en fonction de
la taille de la base réduite, pour une taille d’échantillon Monte-Carlo fixée. On voit ainsi
que lerreur due au métamodele décroit vite avec la taille de la base réduite. La largeur
de l'intervalle de confiance reste grande car ’erreur d’échantillonnage est fixée. Notez que
les intervalles [§Z”, §1M | ne tiennent pas compte de 'erreur Monte-Carlo et ne contiennent
donc pas, en général, la vraie valeur de I’indice.

La fin de 'article [@]] présente d’autres applications : au méme modele de Burgers avec
davantage de parametres variables, et & un autre type de modele (interpolation & noyaux).
Toutes deux mettent en évidence les bonnes performances de l'intervalle de confiance
proposé, notamment par rapport aux méthodes existant dans la littérature.

2.2.3 Etude asymptotique de I'estimation d’indices de Sobol

Ce paragraphe résume les résultats contenus dans article 11|, produit d’un travail
en collaboration avec F. Gamboa, A. Lagnoux et T. Klein de Toulouse, avec C. Prieur et
A. Janon, dans le cadre de la thése de ce dernier et de ’ANR COSTA-BRAVA.

Présentation

Le cadre de ce travail est ’étude des propriétés asymptotiques de deux estimateurs
de Monte-Carlo pour les indices de Sobol. Plus précisément, on s’intéresse au compor-
tement asymptotique des deux erreurs (de métamodele et d’échantillonnage) lorsqu’a la
fois la taille de ’échantillon Monte-Carlo et celle de 1’échantillon d’apprentissage pour le
métamodele tendent vers 'infini.

Les notions sous-jacentes qui nous intéressent sont la normalité et I'efficacité asympto-
tique. La premiere mesure la convergence de I'estimateur vers le vrai indice, ce qui permet
de justifier des intervalles de confiance asymptotiques. La deuxiéme permet de parler d’op-
timalité d’un estimateur, en un certain sens, et ainsi d’obtenir des intervalles de confiance
les plus précis possible.

Notations. On s’intéresse a un modele du type
Y = f(X,2)

ou X € RPt et Z € RP2 sont des variables aléatoires indépendantes que I'on appelle les
parametres d’entrée. On note p = p; + ps le nombre total de parametres. Si Y est de
variance non nulle et de carré intégrable, on s’intéresse a I'indice de sensibilité par rapport
aX:

_ Var (E(Y]X))

SX_Var—(Y)G[O’l]
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Si on note YX = f(X,Z’) ou Z’ est une copie indépendante de Z, on peut remarquer que

Cov (Y, Y)

X _
5= Var (Y)

Le premier estimateur que ’on considere est le suivant :

N DYV - (V) (7 XY

SJ)V(: 1 2 1 2
y LYV (g 2Y)

avec pourt=1,...,N :
ou {(Xi, Zi) Yi=1,..n et {(Xi, Z))}i=1,... N sont deux échantillons indépendants et de méme

loi celle (X, Z), avec {Z;}; indépendant de {Z]},.
Le deuxieme estimateur est le suivant :

N LYV — (NZ [E?XDQ
N [mfy)} _ (%Z [YiZYiXDQ

Tx =

Normalité asymptotique

On donne deux résultats de normalité asymptotique : le premier lorsque 1’estimateur
est calculé avec le modele exact, le second avec un métamodele.

Avec un modele exact. On établit d’abord un résultat de consistance, c’est-a-dire la
convergence presque sure (a.s. pour almost sure) des estimateurs vers les indices :

SY 2% 8N et T B §X
N—o00 N—o00

On a ensuite la proposition suivante, de normalité asymptotique.

Supposons que E(Y?) < co. Alors on a les convergences en loi (£) :

VN (SN =8%) 5 Ni(0.03) et VN(IF-5¥) 5 A1 (0,07)
—»00 —00

o o _ Var (Y —E(Y)) [(YX¥ —E(Y)) - S¥(Y —E(Y))])
’ <Var< )’
,  Var (Y —E(Y)(Y¥ —E(Y)) - S¥/2((Y + (YX —E(Y))?))
e <Var< )2 |

avec o1 < og (et égalité si et seulement si S¥ € {0,1}).
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Avec un métamodele. On suppose cette fois que 'on dispose d’un métamodele peu
colteux et approché pour calculer Y :

ou la perturbation 0 = §(X, Z, &) est fonction d’une variable aléatoire £ indépendante de
X et Z. Comme précédemment, on définit 'indice approché :

x_ Var(E(V 1)
Var (Y)

et les deux estimateurs associés

AV - (328) (F27)

G : 8
FEV - (FXV)
S i o )

bE [ (yx [BE])

On commence d’abord par une remarque : si 0 ne dépend pas de N (par exemple si
on envisage de conserver le méme métamodele alors qu’on grandit la taille de I’échantillon
Monte-Carlo), alors en général les estimateurs S])\g et T]f,( ne sont pas consistants pour
estimer S%X. On suppose donc désormais que § dépend de N, on note dy, et on suppose
également que Vardy tend vers 0 quand N — oo. On s’intéresse alors a la convergence
normale de v N (SJ)\§ — 58X ) en fonction de la vitesse de convergence de Vardy vers 0. On
a le théoreme suivant.

On définit

Csy = 2Var (Y)Y2 [Corr (Y,6%) — Corr (Y, YX)Corr (Y, 6x)]
+Var (dy)"/? [Corr (6, 03) — Corr (Y, Y™)]

ot 65 = 6n(X, Z') et Corr (A, B) est la corrélation entre A et B (covariance normalisée
par les écarts-types). On suppose que Cj y ne converge pas vers 0. Alors

1. Si Var(dy) = o ( N) alors SJ)\? et T J{,( sont asymptotiquement normaux pour estimer

Sx

\/N@VLSX) —s N(0,0%) et VNI -S%) — N(0,02).
N—+o00 N—+o00

2. Si NVar (0x) — 00, alors ils ne sont pas asymptotiquement normaux.

3. Si Csn converge vers une constante C' et il existe v € R tel que Var (dn) = &y +
0 (%), alors :

VN(SY = 8%) — N(v,08) et VNIF -SY) — N(y.07)

N—4o00 N—+o00

Bien stir, si C5 n converge vers 0, alors on a la normalité asymptotique pour §J)V( et T J{f .
Les preuves de ces résultats sont disponibles dans|[11]]
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Efficacité asymptotique

Je n’ai pas contribué aux résultats d’efficacité asymptotique. En quelques mots, la no-
tion d’efficacité est la suivante. Supposons qu’on a un estimateur Sy, qui forme donc pour
N € N une suite d’estimateurs (Sy)nen, pour une variable S. Si Sy est asymptotiquement
normale pour S, alors on a

VN(Sy - S) Néoo N(O,0?)

Ceci nous permet de construire des intervalles de confiance asymptotiques pour S dont
la largeur est o. La notion d’efficacité asymptotique s’applique a la suite qui produit une
variance asymptotique la plus petite possible (et donc 'intervalle de confiance le plus étroit,
donc le plus précis). En réalité, la notion d’efficacité est plus complexe, car 'optimalité
a lieu sur un sous-ensemble de suites d’estimateurs dites régulieres, on renvoie a [Janon
(2012) et a van der Vaart| (1998) pour plus de détails. Dans ’article on montre que
sous certaines conditions les suites d’estimateurs (75 )y et (fﬁf )N sont asymptotiquement
efficaces pour estimer SX.

lllustrations numériques

On illustre les résultats précédents avec la fonction d’Ishigami (voir [Ishigami and
Homma (1990))

f(X1, Xa, X3) = sin X1 + 7sin? X 4+ 0.1X3 sin X

ot (Xj)j=1,2,3 sont des variables aléatoires indépendantes et de méme loi uniforme sur
[—7; 7).

On note S! I'indice de Sobol S*' avec Z = (X3, X3), et on note de méme S? et S3.
Les valeurs exactes de ces indices sont connues :

St =0.3139, S?=0.4424, S®=0.

Pour illustrer les résultats précédents on va procéder ainsi : on construit un intervalle
de confiance asymptotique de niveau 0.95, puis pour valider cet intervalle on calcule sa
probabilité de couverture empirique (comme on I’a vu précédemment au paragraphe
en réplicant R = 1000 intervalles de confiance. La proportion d’intervalles contenant la
vraie valeur donne la couverture empirique, que ’on veut proche de 0.95 pour valider la
construction de l'intervalle.

Modeéle exact. On commence par utiliser les estimateurs S])\g et Tﬁ,{ avec le modele
exact. La figure montre les probabilités de couverture empirique obtenue en fonction
de N. On constate que ces probabilités tendent bien vers 0.95 quand N tend vers l'infini,
ce qui illustre la fiabilité des intervalles de confiance asymptotiques construits.

La figure compare 'efficacité de Sy et Ty en montrant la largeur de l'intervalle
de confiance (multipliée par v/N) en fonction de N. On constate bien que Ty est meilleur
que Sy, sauf pour S pour lequel on a S% = 0.
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FIGURE 2.7 — Probabilité de couverture empirique pour les intervalles de confiance asymp-
totiques pour les indices S! (en haut), S? (au milieu) et S* (en bas), en fonction de la
taille de I’échantillon Monte-Carlo N, pour les estimateurs Sy (a gauche) et Ty (& droite)
avec le modele exact.
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FIGURE 2.9 — Couverture empirique des intervalles de confiance asymptotique pour S,

S? et S2, en fonction du niveau de bruit 8, pour le modele perturbé par un bruit gaussien
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Modele perturbé. On considere ensuite un modele perturbé par un bruit gaussien

_ 5¢
fN=f+W

ou B > 0 et £ suit une loi normale centrée réduite. On a dy = 5# et Vardy oc N5,
puis

Cs=0 (Var (5N)1/2> -0 <N—ﬁ/2> 7

La preuve du théoreme nous dit que S N est asymptotiquement normal pour S si > 1 /2.
Pour X; et X», on a la réciproque car C5 ~ N—5/2. Pour X3, on a Cs = 0 et Sy est
asymptotiquement normal pour S quel que soit 5 > 0. La figure illustre ceci. On a
fixé N assez grand et on trace la probabilité de couverture empirique en fonction de .
On voit alors que cette probabilité est proche de 0.95 des que 8 > 1/2 pour S! et S?, et
pour tout 3 pour S3.

Métamodele de krigeage. On considere ensuite un métamodele de krigeage, construit
a partir d’un échantillon d’apprentissage de taille n. Plus n est grand plus le métamodele
est précis, mais plus il est coliteux & construire. Sans rentrer dans les détails (on renvoie
a[[11]), on arrive & montrer que, sous certaines hypotheses, le bruit d’un tel métamodele
vérifie

Vard < Ce—kn'/?

ou C et k sont des constantes. En appliquant ceci a la fonction d’Ishigami et en utilisant
une régression exponentielle pour estimer les coefficients, on obtient

Var (§) ~ Ce ™" k=101
Ceci conduit a proposer la relation suivante entre n et N :
n=(alnN)>

et le théoreme nous dit que 'on a normalité asymptotique si a > l/E, autrement dit
a > 0.52. Bien qu’on n’ait pas prouvé que cette condition est nécessaire et suffisante, on
peut néanmoins étudier la probabilité de couverture empirique en fonction de a (sachant
que la couverture théorique est encore de 0.95 ici) :

a N n | Proba de couverture empirique pour S | pour S? | pour S°
4| 3000 | 33 0.1 0 0.7
4 | 4000 | 37 0.08 0 0.78
4 | 6000 | 43 0.26 0.3 0.88
4 | 10000 | 51 0.28 0.18 0.78
4 | 20000 | 77 0.28 0.1 0.59
.6 | 3000 | 111 0.79 0.37 0.9
.6 | 4000 | 124 0.8 0.7 0.94
.6 | 10000 | 169 0.92 0.82 0.94
.6 | 20000 | 210 0.93 0.85 0.95
.71 3000 | 177 0.93 0.88 0.93
.7 | 4000 | 196 0.9 0.91 0.94
.7 | 6000 | 226 0.94 0.93 0.97
.8 | 4000 | 293 0.95 0.95 0.95

et on constate effectivement un changement de régime entre a = 0.4 et a = 0.6.
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Régression non paramétrique. L’article propose également un autre type de métamodele
(régression non paramétrique) qui donne le méme genre de résultat. L’avantage de ce
métamodele est qu’il n’est pas nécessaire de disposer du vrai modele pour le construire,
mais que des observations bruitées suffisent. L’inconvénient est que cette fois n = N% a >
1.16, ce qui nécessite une plus grande taille d’échantillon d’apprentissage pour que le
métamodele donne la normalité asymptotique des estimateurs.
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2.3 Algorithme du nudging direct et rétrograde (BFN)

Dans ce paragraphe on s’intéresse aux tmvaux et E]] menés en collaboration
avec D. Aurouz et J. Blum (Nice) sur un nouvel algorithme d’assimilation de données, le
nudging direct et rétrograde (BFN — Back and Forth Nudging).

2.3.1 Présentation

Nudging

L’algorithme du nudging direct et rétrograde (BFN) a été introduit récemment par
Auroux and Blum| (2005) comme une méthode d’assimilation de données extrémement
simple & mettre en ceuvre. Cette méthode est basée sur le nudging, encore appelé relaxation
newtonienne, ou observateur de Luenberger (cas linéaire). L’idée du nudging est de relaxer
le modele vers les observations, en ajoutant un terme de rappel dans le second membre de
I’EDP du modele. Si ’équation d’évolution du modele s’écrit ainsi :

X
dcTt:F(X)’ 0<t<T, X(0)=so

et que 'on dispose d’observations X Obs(t) via un opérateur d’observation C, alors le nud-
ging s’écrit

X
L~ PO - K(OX) - X™), 0<t<T, X(0)= a0

ou K est un coefficient (ou une matrice) positif.

La théorie des observateurs permet de dire que, sous certaines conditions et pour un
choix optimal de K, I’état X tend vers les observations, lorsque ¢ tend vers l'infini. Pour
les modeles de géophysique, ces hypotheses ne sont pas valides, et on veut des résultats en
temps fini (la taille de la fenétre d’assimilation est de quelques heures en météo et quelques
semaines en océanographie). Cependant, le nudging a été utilisé avec un certain succes en
météorologie (Hoke and Anthes|, 1976) puis en océanographie (Verron and Holland, [1989;
Blayo et al., [1994).

Algorithme du BFN

Le point de départ du BFN est le suivant : puisque l'on est limité a une fenétre de
temps finie, on voudrait pouvoir corriger ceci en effectuant plusieurs étapes de nudging
successives, sur la méme fenétre de temps. Pour cela, on remarque qu’il faut disposer d’une
condition initiale corrigée, que 'on propose d’obtenir par nudging rétrograde
:

dX % / % obs %
7 =FX)+ K (C(X)—=—X°®), T>t>0, X(T)=X(T)

ou cette fois le modele est résolu en inversant le sens du temps, en partant de la condition
finale X(7T'), et en changeant le signe de la relaxation. On obtient ainsi une nouvelle
condition initiale X (0) qui peut servir & initialiser une nouvelle étape de nudging.
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L’algorithme du BFN s’écrit donc ainsi (Auroux and Blum) 2005 :

Initialiser X (0) = g, puis itérer jusqu’a convergence, pour k > 1 :

{ 0 Xy, = F(X3) + K(X°” — H(X})), { 0, Xy = F(Xy) — K'(X°™ — H(Xy)),
Xk(O) :Xk_l(O), 0<t<T, Xk(T):Xk(T), T>t>0.

Une présentation approfondie de ’algorithme, notamment son interprétation variation-
nelle et son lien avec les observateurs, est disponible dans |Auroux| (2008).

2.3.2 Résultats théoriques négatifs

Ce paragraphe résume l’artz’cle en collaboration avec D. Aurouz (Nice).

Discussion

Comme peut s’en douter le lecteur qui tomberait pour la premiere fois sur 1’algo-
rithme du BFN appliqué a 1’équation de la chaleur, I’équation rétrograde peut avoir de
gros problemes de stabilité en présence de viscosité. Les premiers articles applicatifs du
BFN (Auroux and Blum, 2008; |Auroux, 2009) montrent cependant de bonnes perfor-
mances numériques du BFN pour des modeles de complexité variée (Lorenz, Burgers,
quasi-géostrophique, Shallow-Water), méme en présence de viscosité. Il s’avere cependant
que les coefficients de viscosité sont tres faibles, et les coefficients de nudging rétrogrades
K’ suffisamment fort pour compenser l'instabilité 1ié au laplacien rétrograde.

Avec D. Auroux, on a donc entrepris de faire I’étude théorique de la (non-)convergence
de I’algorithme dans au moins pour des équations de transport (linéaire et Burgers).
On a réussi a prouver qu’en I'absence de viscosité on avait bien convergence. Par contre,
en présence de viscosité on n’avait plus de convergence, voire plus de solution a I’équation
rétrograde, sauf dans le cas tres particulier ou I’état est observé partout et en tout temps
(ie C =1, cas peu intéressant). On énonce ci-dessous les théoremes obtenus dans le cas
linéaire, on a le méme genre de résultats dans le cas non-linéaire.

Equation de transport sans viscosité

Le cadre de travail est le suivant. On considere ’équation de transport

Orrue + a(x)axutrue = 0, (t7 1‘) € [07 T] x Q
utrue|x:0 = utrue|x=1a
utrue|t:0 = u‘?rue’

ot1 Q est le tore R/Z, a(x) € C1(Q) et ul.,, € C1(N) sont tous deux périodiques en espace.
Sous ces hypotheses, on a existence et unicité de la solution e € CH([0;T] x Q).
On se donne ensuite des observations associées :

Uobs (t, ) = Utrue(t, @), 81 (L, ) € w;  ueps(t,z) =0, si (t,x) ¢ w

w = Support (K) C [0,T] x

Les constantes de nudging K et K’ € C1([0;T] x Q) sont positives et peuvent dépendre
de t et de z, et il existe une constante x € R telle que K'(t,z) = kK(t, x).
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Les équations d’une étape du BFN s’écrivent

ou+ a(r)dpu = —K(u— Ugps),
(F) Uz=0 = Ula=1,
uli=0 = wuo,

ot + a(x)0,t = K'(T — Ueps),
a‘t:T = U(T)v

On note ensuite
(5,9(s,2))

les courbes caractéristiques de ’équation directe avec K = 0, de pied x au temps s = 0,
i.e. telles que

(37 ¢(87 1’))‘5:0 = (0, x)

Les caractéristiques sont bien définies et ne s’intersectent pas sur [0, 7).
Avec ces hypotheses et notations, on peut alors énoncer le théoréme suivante :
On a existence et unicité de solutions classique u et u € C*([0; 7] x £2). On note

w(t) = U(t)_utrue(t)a
’U}(t) = ﬁ(t)_utrue(t)-

On a alors le théoréme suivant :

1. Si K(t,z) = K constante en temps et en espace, alors pour tout ¢ € [0,7] on a :
W(t) = w(t)e KN,

2. Si K(t,x) = K1y, 4,)(t) avec 0 <13 <t2 < T, alors on a :
@(0) = w(0)el KK )t2=t)

3. Si K(t,z) = K(x), alors pour tout ¢t € [0,7] on a :

T
Bt 0(t,2)) = wlt, w(t.2) exp (— | K. 0) + K 05,0 ds) |

Dans le dernier cas, ’erreur ne diminue que lorsque la caractéristique croise le support de
K (z). Quoi qu’il en soit, les équations du BFN sont bien posées, et si on a suffisamment
d’observation en temps et en espace, 'erreur diminue (au moins dans les zones observées).

Equation de transport avec viscosité

On considere cette fois I’équation

Opu — vOzpu + a(x)dpu = 0,
u|x:0 = u|z:1 0,
Ut=0 = u(t)rue

avec

— a(z) € WH(Q);
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— v > 0 constante;

—ud . € L2(Q) et ug € L*(Q).

On a alors existence et unicité de la solution uge € CY(0,T; L2(2)) N L2(0,T; HY(Q)).
On utilise cette solution pour générer des observations uyns comme précédemment.

On définit ensuite les coefficients de nudging ayant le méme support w que les obser-
vations : K € L>®([0;T] x Q) et K’ € L>([0;T] x Q) sont positives et il existe £ € R tel
que K'(t,z) = kK (t,x), et on a Support (K) = Support (K') =w C [0,7T] x [0, 1].

Une étape du BFN s’écrit de la méme facon :

O — VO0pgu + a(x)0pu = —K(u — Uobs),
(F) Ulg=0 = ula=1 = 0,
U’t:o = Uuo,

Ot — VOt + a(x)0,u = K'(U— tops),
(B) ﬂ|ac:0 = fmle = 0,
ule=r = u(T),

On suppose que 1y € L?(Q) est donné. On a alors le théoréme suivant :
L’équation directe (F') admet une unique solution u € C%(0,T; L3(Q)) N L?(0, T; HY()).
De plus :
1. Si K(t,z) = K € R, alors I’équation (B) admet une unique solution & € C°(0, T'; L?(2))N
L?(0,T; H'(2)). De plus, si on note

w(t) = U(t)—utrue(t),
w(t) = ult) — uprue(t),

alors pour tout ¢ € [0,7] on a :
w(t) = eTEET=0y(¢)

2. Si K(t,x) = Kﬂ[thtz](t) avec K € Ret 0 <t <ty <T, alors "équation (B) admet
aussi une unique solution @ € C°(0,T; L?(R2)) N L2(0,T; H*(Q)) et on a

w(0) = e(_K_K/)(tQ_tl)w(O)

3. Si K(t,z) = K(x), avec Support (K) C [a,b] ou a < b et a # 0 ou b # 1, alors
Iéquation rétrograde (B) est mal posée : il n’existe pas, en général, de solution u,
méme au sens des distributions.

Remarquons que 'existence de la solution rétrograde repose fermement sur I’hypothese
que 'on dispose d’observations completes en espace, au moins pendant un certain temps.
En pratique, ce n’est bien stir pas réaliste, mais certaines observations (satellites notam-
ment) ont néanmoins une trés bonne couverture.

2.3.3 Amélioration de I'algorithme

Ce paragraphe résume l’article@ en collaboration avec D. Auroux et J. Blum (Nice).
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Point de départ

La plupart des modeles géophysiques que ’on utilise en météorologie et en océanogra-
phie comportent des termes visqueux. La viscosité intrinseque du fluide est en générale
tout petite, de sorte que 'on peut considérer que la solution exacte vérifie les équations
non visqueuses. Cependant, en pratique on ajoute des termes visqueux pour permettre la
paramétrisation des phénomenes sous-maille, autrement dit ceux qui ont lieu aux échelles
non résolues par le modele. Suite aux résultats négatifs [[8]| pour le BFN en présence de
viscosité, on a proposé une amélioration de ’algorithme dans la note [@]} L’idée est tout
simplement de considérer que la viscosité est un terme de paramétrisation numérique, et
donc de changer son signe dans les équations rétrograde.

Alorithme du BFN diffusif

On se place dans le cadre des fluides géophysiques newtoniens (atmosphere, océan).
On suppose que 'état du systeme vérifie I’équation suivante :

(X =F(X)+vAX, 0<t<T, X(0)=ux

ou 'on a explicité les termes visqueux sous la forme vAX, en supposant que F' contient
uniquement des termes de transport (éventuellement non linéaire) et inclut également
les conditions aux limites. L’opérateur d’observation est cette fois noté H, et on dispose
d’observations X,ps(t) que 'on compare a leur équivalent modele H (X (¢)).

Pour k£ > 1 lalgorithme du BFN diffusif (D-BFN) s’écrit

Xi(0) = Xp_1(0), 0<t<T
(B) { @Xk:F(Xk)—VAXk—K/(XObS—H(Xk>)
Xk(T) :Xk(T), T>t>0

(F) { ath:F(Xk)—I—I/AXk—l-K(XObS—H(Xk))

Le changement de signe de la diffusion rend le probleme rétrograde en général bien posé,
et on a alors convergence de I’algorithme (voir [E]] pour une preuve dans un cadre idéalisé).

Applications

La note [@]] illustre ’algorithme dans le cas élémentaire d’'une équation de transport
avec des observations completes. Des tests plus complets ont été effectués dans l'article
Auroux et al.| (2013)), ol les auteurs proposent de comparer les algorithmes BFN et D-BFN
(appelé BFN2 dans ’article) pour I’assimilation d’observations bruitées avec 1’équation de
Burgers sans choc. La figure [2.10| montre les erreurs RMS obtenues pour trois méthodes
d’assimilation :

1. le BFN avec v = 0, autrement dit sur I’éqaution de Burgers non visqueuse

2. le BFN avec v = 0.001

3. le D-BFN avec la méme viscosité v = 0.001
et pour trois jeux de données différents :

1. observations parfaites, disponibles tout les 4 points de grille et tous les 4 pas de
temps
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n.=4 n,=10 n,=10
n,=4 n,=10 n,=10
Unnoisy Unnoisy Noisy (15%)

BFN with v=0 No. iterations 2 2 2
Relative RMS (%) 0.11 0.15 7.70

K 15 43 52

K 30 86 104

BFN with v=0.001 No. iterations 3 3 3
Relative RMS (%) 0.15 0.34 8.62

K 17 45 55

K 34 90 110

BFN2 with v=0.001 No. iterations 6 4 3
Relative RMS (%) 0.48 0.34 7.28

K 2 10 18

K 4 20 36

FIGURE 2.10 — Table de comparaison entre le BEN et le D-BFN pour I’équation de Burgers
sans choc avec des observations discretes et bruites, d’apres |Auroux et al.| (2013) table 3.

n.=4 n,=10 n,=10
n,=4 n,=10 n,=10
Unnoisy Unnoisy Noisy (15%)
BFN2 with v=0.02 No. iterations 3 3 3
Relative RMS (%) 1.13 1.22 6.97
K 8 20 20
K 16 40 40

FIGURE 2.11 — Table de résultat du D-BFN pour I’équation de Burgers avec choc avec
des observations discretes et bruites, d’apreés |Auroux et al.| (2013)) table 6.
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2. observations parfaites, disponibles tout les 10 points de grille et tous les 10 pas de
temps

3. observations bruitées, disponibles tout les 10 points de grille et tous les 10 pas de
temps

On constate que I'algorithme du D-BFN donne des résultats légerement meilleurs dans le
cas d’observations bruitées, et permet surtout d’utiliser des constantes de nudging plus
faibles.

Plus intéressant, les auteurs considerent ensuite ’équation de Burgers avec choc. Dans
ce cas, le BFN ne converge pas, alors que le D-BFN donne de bons résultats (voir la figure
2.11)).
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2.4 Etude expérimentale de la méthode HUM pour
I’équation des ondes

Ce paragraphe présente les travauz effectués en collaboration avec G.Lebeau (Nice)
sur le contréole de l'équation des ondes. L’idée de ce travail était a la fois de proposer
une méthode numérique robuste et de l'utiliser pour illustrer quelques résultats théoriques
récents. On commence par présenter le probleme de controélabilité de ’équation des ondes
et la méthode HUM, ensuite on décrit la méthode numérique et enfin on présente quelques
résultats numériques. Ce qui suit est directement tiré des tmvauaz et .

2.4.1 Présentation

Controlabilité des ondes

Pour un point de départ f = (ug,u1) € H(Q) x L?(Q) donné, le probleme est de
trouver une source v(t,z) € L*(0,T; L*()) telle que la solution u = S(v) de I’équation
des ondes linéaires

Ou = xv in |0, 4o00[x
upq =0, t>0 (2.7)
(ult=0, duli=0) = (0,0)
atteigne 1'état f = (ug,u1) = (u(T,.),du(T,.)) au temps T, ol :
—~ O =02 — A est le d’alembertien (avec vitesse ¢ = 1)
— Q est un ouvert borné de R%,

— le domaine de contréle U est un ouvert non vide de €2,

x(t,z) = ¥(t)xo(z) ot xo est une fonction L™ & valeurs réelles sur Q, telle que

Support (xo) = U et xo(x) continue et positive pour z € U, v € C*([0,T]) et
P(t) > 0 sur |0, 77.

L’espace atteignable en temps 7' est un sous-espace de H = H} () x L?() défini par :
Ry =A{f = (uo,u1) € H,Jv, (S()(T,.),0:S(w)(T,.)) = (up,u1)}.

Alors on a controlabilité approchée si Ry est dense dans H et controlabilité exacte si
Rr=H.

Méthode HUM

La méthode HUM (Hilbert Uniqueness Method) de (1988) consiste a choisir la
fonction v de norme L? minimale. Alors v est de la forme yd;w olt w est solution de
I’équation duale :

Ow =0 1in ]0,+oo[x
Wpn = 0, t>0
(w]t:T,atw|t:T) = (wo,wl) =heH= H&(Q) X LQ(Q)
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L’opérateur de controle HUM est alors défini par :

A H — H
" f=(uo,u1) — h=(wo,wr)

Notons A = A* l'opérateur de H = H}(Q) x L?(2) défini par

. 0 Id
ZA_(A 0>

Posons A = /—Ap. Alors 'équation des ondes (2.7) se rééerit (0; — iA)u = B(t)v avec

B® = ( x(t(,).)/\ 8 > B*(t) = < 8 Al>(<)(1f, ) )

On sait qu’on a équivalence entre la contrélabilité exacte et la condition :

T
3C > 0, My = / GHAB(T — B (T — t)e— ™" dt > C'd
0

et dans ce cas, on a :

A= M;?

Condition de controle géométrique

On se place sous les hypotheses précédentes pour x(¢, x), et sous une condition liant les

rayons optiques de ’équation des ondes et la frontiere 0€2. On rappelle ensuite le théoreme
de Bardos et al.|(1992) :
Si x et T sont tels que la condition de contréle géométrique est vérifiée, alors I'opérateur
My est un isomorphisme, i.e. on a la controlabilité exacte (Rr = H). La condition de
controle géométrique (GCC) s’énonce ainsi : toute géodésique de €2 se déplacant a vitesse
1 et partant a ¢ = 0 rencontre l'ouvert U = {z € Q, xo(x) # 0} en temps t < T.

2.4.2 Méthode numérique

Précédemment, Glowinski et al.| (1990) commencent par discrétiser 1'équation des ondes
continues, et ensuite calculent le controle pour le systeme discret. Mais|Zuazua; (2002, 2005))
a montré que le modele discret n’est pas uniformément controlable quand la taille de la
grille tend vers zéro. Ainsi, I'opération “discrétiser puis controler” n’est pas équivalente a
“controler puis discrétiser”. Des approches multi-grilles ont été développées pour pallier
ce probleme (Glowinski et al., 2008; Asch and Lebeau, |1998)). Ici on propose de procéder
directement a I’opération “controler puis discrétiser”, autrement dit discrétiser directement
l'opérateur de contréle A, par une méthode spectrale, que 'on résume briévement ci-
dessous (on renvoie a|[4] pour les détails).

Soit (wjz) la suite des valeurs propres de —Ap et (e;) la base orthonormée de vecteurs

propres de L?(Q) associée :
2
—Aej = wjej,ej|ag =0

Pour une fréquence de coupure w, on définit le sous-espace

L2 = Span{e;,w; < w}
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log abs (trunc(inv JMJ) — inv(trunc JMJ))

I I I I I L o i
100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

FIGURE 2.12 — Logarithme des coefficients de la matrice ((Mr)~1), — ((Mr),) ™!, ot My
est calculée avec 2000 valeurs propres, et la fréquence de coupure w vaut la 500eme valeur
propre.

et on note II,, le projecteur orthogonal sur L2 :
H, =, (H} x L?)
On définit enfin la matrice Mr, :
My, = 1, M1, Mt pnm = (Mrdn|dm)m

ol (¢p) est une base orthonormée de H,,.

On rappelle que A = M:Fl et Mr,, = II, MrIL,.

Alors on peut montrer que My, est inversible sur H,, et || M, 1| est borné uniformément
sur w. Sous la condition de controle géométrique, on a le résultat suivant :

1l existe ¢ > 0 tel que pour tout f € H on a :

IACH) = Mg, (ol < ellf = fullm + 1A(fw) = Mz g (fo)lla

avec f, = Il f et limy o0 [|A(fu) — Mii(fw)HH =0.

En d’autres termes, 'inversion et la discrétisation de Galerkin “commutent presque”
pour Myp. La figure [2.12] illustre ce résultat : elle représente le logarithme des valeurs
absolues des coefficients de la matrice ((Mr)™ 1), — (Mr)w) ™! (tous inférieurs a 107%).

2.4.3 Etude expérimentale de I'opérateur HUM

Nous avons implémenté en fortran 90 (ainsi qu’en Matlab) la méthode présentée plus
haut.

Maélle Nodet Problemes inverses pour |I'environnement



2.4 Etude expérimentale de la méthode HUM pour I'équation des ondes 124

control domain smooth control domain

FIGURE 2.13 — Géométries (vert) et domaines de controle (marron), sans (a gauche) et
avec (a droite) lissage.

log J*M*inv(J) log J"Minv(J)

T T T
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FIGURE 2.14 — Effet du lissage sur la matrice Mr,,. Le logarithme des coefficients de
Mr,, pour la carré avec la condition GCC, est dessiné a gauche avec un controle lisse et
a droite avec un controle non lisse. L’échelle de couleur est la méme pour les deux images.
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‘Spectral coeffs Spectal coefs Spectal coeffs ‘Spectral coeffs

—w —wr —wo —w
wo u w ut

120)

cural coefficient

absolute value of the spectral coefficient

absolute value of the spe

FIGURE 2.15 — Expérience de localisation en fréquence dans le carré. La décomposition
spectrale de (wp, w1) (gauche, droite) est représentée, sans lissage (deux graphes de gauche)
et avec lissage (deux graphes de droite). En abscisses sont les valeurs propres, en ordonnées
la valeur du coefficient associé a cette valeur propre. La cible ug vaut le 50éme vecteur
propre, et la valeur propre associée vaut environ 26.8, u; = 0.

Data u0 Contour ud
100 200 300 400 500
Control wC Contour wC
100 200 300 400 500
FIGURE 2.16 — Localisation en espace dans le carré, avec lissage. Le contréle wg est

représenté en bas, tandis que la cible ug est en haut. Les vues 3D sont a gauche, les
contours sont a droite.
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Effet du lissage

Nous avons implémenté 1’algorithme pour plusieurs domaines 2D. On présente ici uni-
quement la géométrie carrée (on renvoie au papier pour d’autres exemples). Pour
chaque géométrie, on a choisi un domaine de controle U standard satisfaisant la condi-
tion de controle géométrique. La figure montre la géométrie (en vert) et le domaine
de controle (en marron). Comme il a été prouvé par Dehman and Lebeau (2009) que
lopérateur A a de bonnes propriétés quand la fonction de controle x(¢,x) est lisse, on a
considéré deux cas : controle non lisse : x(t, ) = 1o 771y ; controle lisse x (¢, z) = 1(t)xo0(z)

T2
les domaines de controle avec lissage.

Au sujet du lissage, la figure montre les coefficients de la matrice My avec (a
gauche) et sans (a droite) lissage. La méme échelle de couleur a été utilisée, on voit que
la décroissance des coefficients est bien meilleure avec que sans lissage.

avec Y(t) = I Lo, et xo(z) lissé de maniere similaire. La figure montre (en bas)

Localisation en fréquence

Le premier résultat que nous avons illustré est le suivant (voir [Dehman and Lebeau
(2009); Lebeau (1992) pour les détails). Soient ¢ (D), k € N les opérateurs de localisation
spectrale associés a la décomposition de Littlewood-Paley :

k

@Z)k(D)(Z ajej) = Zwk(wj)ajej, Se(D) = (D), k>0

J=0

Supposons que la condition de controle géométrique est validée, et que le controle x(t, z)
est lisse. Alors il existe C' > 0 tel que pour tout £ € N on a :

[r(D)A — Ay (D)||lm < C27F
|Sk(D)A — ASK(D)|| g < C27F

La figure illustre ce résultat : la cible f = (up,u1) est telle que ug = e5p (50eme

vecteur propre) et u; = 0. On voit alors que le contrdle (wp,w;) est quasiment égal a ce
vecteur propre, et que ceci est d’autant plus vrai que la fonction de controle est lisse.

Localisation en espace

Pour la localisation en espace, on n’a pas de résultats théoriques. Cependant, la figure
[2.16] est un exemple dans lequel le support du controle wy est identique & celui de la cible
ug. On a d’autres exemples, avec et sans lissage, dans d’autres géométrie et avec d’autres
cibles (voir qui peuvent laisser penser que 'opérateur My pourrait étre un opérateur
microlocal, ce qui signifierait effectivement qu’il préserve la localisation en espace tout
comme la localisation en fréquence.
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Perspectives

Perspectives a court-terme

Chacune de mes directions de recherche actuelles présente de maniere immédiate des
perspectives & court terme, qui consistent & poursuivre, approfondir ou améliorer ’existant,
je les énumere rapidement ci-dessous.

m Glaciologie petite échelle (code Elmer/Ice) :
m améliorer le gradient approché,
m améliorer les algorithmes,
m ajouter le controle de la topographie du socle,
= implémenter le BFN.
m Glaciologie grande échelle (code Winnie et GRISLI) :

= ajouter plus de physique dans les équations de Winnie pour I’assimilation (Kal-
man et 4D-Var),

m obtenir l'adjoint complet (4D-Var),
m passer du prototype Winnie au modele complet GRISLI,
= implémenter le BFN.

m Données lagrangiennes : proposer une application & des données réelles (par exemple
la Mer Noire).

m Séquences d’images : poursuivre ’étude des matrices de covariances d’erreur d’ob-
servation.

m Analyse de sensibilité et réduction de dimension : étudier un probleéme plus proche
d’un écoulement géophysique réaliste, avec un modele Shallow-Water.

= BFN:
m améliorations de l'algorithme,
m implémentation en glaciologie.

m HUM : application a un probleme concret de controle non destructif ou d’imagerie
(identifier un défaut ou une source).
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Perspectives a moyen terme

Pour les perspectives a moyen terme, plusieurs directions me semblent particulierement
intéressantes a explorer.

Assimilation de séquences d’images. D’abord, du coté de 'assimilation d’images,
nous aimerions étudier une nouvelle distance entre images, qui soit plus adaptée au suivi
des structures. Nous pensons en particulier & une distance basée sur le transport optimal.
La distance de Wasserstein entre deux images est le cotit de transport d’une image sur une
autre. Cette notion a été introduite par Monge, qui devait optimiser les trajets entre des
zones de déblais (terre & évacuer) et des remblais (terre & ajouter), autrement dit trouver le
trajet qui minimise le cotit de transport. Le colit dépend ainsi de la masse transportée et de
la distance sur laquelle on la transporte. La formule qui donne la distance de Wasserstein
entre les images (vues comme des densités) pg et p; est la suivante :

Wipnp) = it [ 1)~ aloo(a) da

ou (E) est la contrainte non-linéaire suivante
(E):  det(VM(x))p1(M(z)) = po(z)

(M est un champ de transport qui envoie py sur pj)

Cette notion de distance nous semble plus adapté a ’assimilation de données image.
En effet, contrairement & la distance L? (ol les images sont comparées pixel & pixel), cette
distance tient compte de la distance entre les supports des structures (fronts, tourbillons,
etc.). Comme cette distance ne dérive pas d’un produit scalaire, la théorie usuelle du
controle optimal des EDP ne s’applique pas. On veut néanmoins faire de 'assimilation
variationnelle en calculant la dérivée de cette distance par rapport aux images, afin de
mettre en ceuvre une méthode de gradient. Ce travail, a la fois théorique et numérique,
est ’objet d’une these qui commencera au moins de novembre.

Glaciologie. On a vu précédemment le point suivant, bien connu des biologistes :
dans certains cas particuliers (calottes simplifées ou on peut faire des calculs explicites), il
est impossible d’assimiler conjointement le socle et le coefficient de frottement basal. En
effet, dans une configuration idéalisée, un socle profond avec peu de glissement produit
les mémes observations (vitesses en surface) qu'un socle peu profond avec beaucoup de
glissement. Dans ce cadre la, le probleme n’est donc pas controlable. J’aimerais étudier
dans le cas général (écoulement SIA flowline 1D) ce probléme de contrélabilité, au moins
numériquement si la théorie n’est pas abordable.

Ensuite, on peut s’intéresser a la levée de cette non-controlabilité. Une solution que
nous pourrions étudier est celle d’un couplage avec la géothermie au niveau du socle
rocheux. Ceci donnerait une information de température qui permettrait de dire si la
glace est au point de fusion ou pas. Dans ce cas, cela pourrait aider a faire le distingo
entre les zones ou le glissement est fort, et celle ou la glace est posée sans glisser.

Une autre possibilité, plus complexe sans doute d’un point de vue théorique, est
détudier le modele couplé thermomécanique, ou ’on résout également une équation pour
la température dans la glace. Le modeéle complet 3D GRISLI est basé sur ces équations
couplées. De la méme facon cela donnerait une information supplémentaire sur la nature
de la glace au fond qui permettrait peut-étre de rendre le probleme controlable.
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Ouverture vers la biologie et I'écologie

Enfin, je m’intéresse également a d’autres thématiques liées a I’environnement, notam-
ment en lien avec la biologie et 1’écologie.

Couplage fluide—vivant. Sur ce sujet, j’ai commencé a étudier avec A. Rousseau
(MOISE) un probléeme de dépollution de lac, par assimilation de données variationnelle.
Le probleme est le suivant : on préleve de ’eau dans un lac, I’eau est envoyé dans un
bio-réacteur. Dans le bioréacteur, des bactéries se chargent de consommer la pollution,
ensuite ces bactéries sont décantées et I'eau “propre” retourne dans le lac, selon le dessin

suivant |I| :
Q

bioreactor

Vi

<

Q Q

f—

l settler

hiomass

Fig. 1. Interconnection of the bioreactor with the resource.

La question est alors d’identifier le débit optimal des pompes qui tirent/rendent 1’eau
du lac. Ce probleme a été étudié précédemment', dans un cadre un peu simplifié, ot 1'on
suppose que la concentration en polluant dans le lac est régi par une équation différentielle
ordinaire. Avec A. Rousseau on souhaite étudier le probleme dans un cadre plus réaliste,
ou la circulation fluide dans le lac est prise en compte par une EDP (Navier-Stokes). Le
modele que I'on considere représente le couplage entre

m la circulation du fluide dans le lac (avec entrée/sortie d’eau dues aux pompes);
m le transport-diffusion du polluant par le fluide dans le lac;

m la disparition du polluant dans le bioréacteur par I'action des bactéries ;

m ’évolution de la population de bactéries dans le bioréacteur.

Dans ce modele intervient le parametre inconnu : le débit de la pompe qui connecte le lac
et le bioréacteur. On tente actuellement de mettre en ceuvre une méthode adjointe pour
trouver la valeur du parametre qui maximise la dépollution au temps final.

Toujours du coté couplage fluide—vivant, on pourrait également utiliser les outils déve-
loppés dans la these d’A. Janon pour étudier un probléme couplé océan littoral — biologie
marine. De tels modeles sont actuellement en attente de calibration, avec de nombreux
parametres inconnus. L’analyse de sensibilité permettrait d’identifier les parametres sen-
sibles, avant que 1’on puisse procéder a leur identification optimale.

1. P. Gajardo, J. Harmand, H. Ramirez C., A. Rapaport, Minimal time bioremediation of natural water
resources, Automatica, 2011
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Ecologie. Je m’intéresse également a d’autres sujets en lien avec 'agriculture écolo-
gique :
m agroécologie : modélisation de la microbiologie du sol et son lien avec I’hydrologie et
les plantes en surface;

m agroforestrie : couplage arbres—agriculture-hydrologie—sol

avec comme objectifs de mieux protéger les cultures, d’améliorer la résistance aux rava-
geurs, de mieux comprendre les interactions entre les différents acteurs (plantes, minéraux,
biomasse du sol, hydrologie, etc.). Dans ces domaines se posent des questions de modéli-
sation, puis de calibration des modeles et enfin d’optimisation et d’assimilation de données,
et je compte prochainement démarrer des collaborations sur ces sujets.
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