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✶✵✳✻ ❈♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ❢♦r ✈❛r✐♦✉s r❛♥❣❡s ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✷
✶✵✳✼ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ♦♥❡ ❞❡s❝❡♥t st❡♣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✸
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✶✵✳✽ ❙✉♣♣♦rt✐♥❣ t❤❡ ❤❡✉r✐st✐❝ ❛r❣✉♠❡♥t ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✹
✶✵✳✾ ❆♥ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❤❡✉r✐st✐❝s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✻
✶✵✳✶✵ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✻

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❛♥❞ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ✶✺✾

❘és✉♠é ✶✻✷

❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤② ✶✼✶
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▼♦t✐✈❛t✐♦♥

❈r②♣t♦❣r❛♣❤② ✐s ❝♦♥❝❡r♥❡❞ ✇✐t❤ s❡❝✉r❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❡♥t✐t✐❡s✱ ❢♦r
❡①❛♠♣❧❡ t✇♦ ❝♦♠♣✉t❡rs ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ t❤❡ ■♥t❡r♥❡t✳ ❚❤❡ ❡❛s✐❡st ♠❡t❤♦❞ r❡q✉✐r❡s
t❤❛t t❤❡ t✇♦ ❡♥t✐t✐❡s ❤❛✈❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❡①❝❤❛♥❣❡❞ ❛ s❡❝r❡t ❦❡② ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s t❤❡♠ t♦
❡♥❝r②♣t ❛♥❞ t❤❡♥ t♦ ❞❡❝r②♣t t❤❡ ♠❡ss❛❣❡✳ ❲❤❡♥ t❤✐s ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡✱ ♦♥❡ ✉s❡s ❛
♠❡t❤♦❞ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s t❤❡ t✇♦ ❡♥t✐t✐❡s t♦ ❛❣r❡❡ ♦♥ ❛ ❝♦♠♠♦♥ s❡❝r❡t ❦❡② ✇❤✐❧❡ ✉s✐♥❣
❛♥ ✐♥s❡❝✉r❡ ❝❤❛♥♥❡❧✳ ❚❤✐s ✐❞❡❛✱ ✇❤✐❝❤ ❣♦❡s ❜❛❝❦ t♦ ❉✐✣❡ ❛♥❞ ❍❡❧❧♠❛♥ ✐♥ 1976
✐s t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ ♣✉❜❧✐❝ ❦❡② ❝r②♣t♦❣r❛♣❤②✳ ■ts ♠❛✐♥ t♦♦❧✱ t❤❡ ♦♥❡✲✇❛② ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ❛r❡
♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❡❛s② t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ✐♥ ♦♥❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❤❛r❞ ✐♥ t❤❡
♦t❤❡r✳ ❚❤❡ ✜rst ❡①❛♠♣❧❡ ❬❉❍✼✻❪ ♦❢ s✉❝❤ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇❛s t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥
✐♥t❡❣❡r ♠♦❞✉❧♦ ❛ ♣r✐♠❡ ❜❡❝❛✉s❡ ✐ts ✐♥✈❡rs❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠✱
s❡❡♠❡❞ t♦ t❛❦❡ ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ t✐♠❡✳ ■t ✐s t❤❡ ❞✐✣❝✉❧t② ♦❢ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ t❤❛t ✇❡
❛♥❛❧②③❡ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✳

❚❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠ ✐s ❝✉rr❡♥t❧② ✐♥ ✉s❡✱ ❜✉t ♦t❤❡r ♦♥❡✲✇❛② ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡
♠♦r❡ ♣♦♣✉❧❛r✳ ❚❤❡ ♠♦st ♥♦t✐❝❡❛❜❧❡ ❛r❡ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡❣❡rs ❬❘❙❆✼✽❪✱
❤❛✈✐♥❣ ❛s ✐♥✈❡rs❡ t❤❡ ✐♥t❡❣❡r ❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡ s❝❛❧❛r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦♥ ❛♥
❡❧❧✐♣t✐❝ ❝✉r✈❡ ❬▼✐❧✽✻✱ ❑♦❜✽✼❪✱ ✇❤♦s❡ ✐♥✈❡rs❡ ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❡❧❧✐♣t✐❝ ❝✉r✈❡ ❞✐s❝r❡t❡
❧♦❣❛r✐t❤♠✳ ❆♥ ✉♥❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❢❛❝t ✐s t❤❛t ❡✈❡r② t✐♠❡ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐❝ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ❤❛s
❜❡❡♥ ♠❛❞❡ ✐♥ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠ ♣r♦❜❧❡♠ ✭❉▲P✮ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ tr❛♥s❧❛t❡❞ t♦ t❤❡
❢❛❝t♦r✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ ✈✐❝❡✲✈❡rs❛✱ ♠❛❦✐♥❣ ✐t ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ t❛❝❦❧❡ t❤❡ t✇♦ ♣r♦❜❧❡♠s
t♦❣❡t❤❡r✳ ❚❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❡❧❧✐♣t✐❝ ❝✉r✈❡ ❝r②♣t♦❣r❛♣❤② ✐s ❞✐✛❡r❡♥t ❜❡❝❛✉s❡✱ ❡①❝❡♣t ❢♦r
s♦♠❡ ✇❡❛❦ ❝❛s❡s✱ t❤❡ ❜❡st ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❦♥♦✇♥ ❛r❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss ✐t ✐s
❛❧s♦ ❛ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ❢♦r ✉s ❜❡❝❛✉s❡✱ t❤❡ t✇♦ t②♣❡s ♦❢ ❛tt❛❝❦s ♦♥ ❡❧❧✐♣t✐❝ ❝✉r✈❡s ❛r❡
❡✐t❤❡r ✐♥s♣✐r❡❞ ❢r♦♠ ❞✐s❝r❡t❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❬●❍❙✵✷❪ ♦r ❝♦♥s✐st ✐♥ r❡❞✉❝✐♥❣
t❤❡ ❡❧❧✐♣t✐❝ ❝✉r✈❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠ t♦ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❞✐s❝r❡t❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠ ✐♥
✜♥✐t❡ ✜❡❧❞s ❬▼❖❱✾✸✱ ❋❘✾✹❪✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡ ♦♥❡ ❝❛♥ s♦❧✈❡ t❤❡ ❉▲P ♦♥ s✉♣❡r✲s✐♥❣✉❧❛r
❡❧❧✐♣t✐❝ ❝✉r✈❡s ❞❡✜♥❡❞ ♦✈❡r F2n ❛♥❞ F3n ✐❢ ♦♥❡ ❝♦♠♣✉t❡s ❞✐s❝r❡t❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠s ✐♥ F24·n

❛♥❞✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ F36·n ✳
❲❤❡♥ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ✈❛r✐♦✉s ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r t❤❡ ❉▲P ✐t ✐s ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♥♦t❛t✐♦♥✿

Lx(α, c) = exp
(
c(log x)α(log log x)1−α

)
,

✇❤❡r❡ 0 ≤ α ≤ 1 ❛♥❞ c > 0✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠s t❛❦❡ ❛
t✐♠❡ Lx(1, c) ❢♦r s♦♠❡ ❝♦♥st❛♥t c✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ♦❢
❝♦♠♣❧❡①✐t② (log x)k ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s Lx(0, k)✳

❈♦♠♣✉t✐♥❣ ❞✐s❝r❡t❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠s ✐♥ ❛ ♣r✐♠❡ ✜❡❧❞ Fp ❤❛s ❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥ ❛❞❞r❡ss❡❞
❜② ❑r❛✐t❝❤✐❦ ✐♥ ❬❑r❛✷✷❪✳ ❚❤❡ ❦❡② ♥♦t✐♦♥ ✇❛s t❤❛t ♦❢ s♠♦♦t❤ ♥✉♠❜❡rs✿ ❛♥ ✐♥t❡❣❡r ✐s
B✲s♠♦♦t❤ ✐❢ ❛❧❧ ✐ts ♣r✐♠❡ ❞✐✈✐s♦rs s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ B✳ ❚❤✐s ♥♦t✐♦♥ ✇❛s t❤❡♥ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡
✇♦r❧❞ ♦❢ ❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ ▲❡❤♠❡r ❛♥❞ P♦✇❡rs ❬▲P✸✶❪ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ♠❡t❤♦❞ ✇❤✐❝❤
♣r♦✈❡❞ t♦ ❜❡ ✈❡r② ❡✛❡❝t✐✈❡ ✐♥ ❬▼❇✼✺❪✳ ■ts ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✇❛s LN(1/2, c)✱ c > 0✱ ❜✉t
t❤❡ t♦♦❧s t♦ ♣r♦✈❡ ✐t ✇❡r❡ ♦♥❧② ❞❡s✐❣♥❡❞ ❛ ❝♦✉♣❧❡ ♦❢ ②❡❛rs ❧❛t❡r ❬❈❊P✽✸❪✳ ❚❤❡ ❜❡st
❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❞✐s❝r❡t❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✐♥ 1976 ✇❛s ❙❤❛♥❦s✬
❜❛❜②✲st❡♣✲❣✐❛♥t✲st❡♣ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡①✐t②

√
p = Lp(1,

1
2
)✱ ❛s ✐t ✐s ♥♦t❡❞ ✐♥ ❬❉❍✼✻❪✳

❚❤❡ ✜rst s✉❜✲❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❞✐s❝r❡t❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠s✱ ■♥❞❡① ❈❛❧❝✉❧✉s✱
✐s ✐♥s♣✐r❡❞ ❢r♦♠ ❑r❛✐t❝❤✐❦✬s ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ ✇❛s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ❞✐s❝♦✈❡r❡❞ ❜② t✇♦
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t❡❛♠s ❬❆❞❧✼✾❪ ❛♥❞ ❬P♦❤✼✼❪✳ ■t ❤❛s ❛ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t②♣❡ Lp(1/2, ·)✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛s
❢❛st ❛s t❤❡ ❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❦♥♦✇♥ ❛t t❤❛t t✐♠❡✳ ❲❡ st❛rt ❜② ❝❤♦♦s✐♥❣ ❛♥
✐♥t❡❣❡r B > 0 ❛♥❞ ❜② ♠❛❦✐♥❣ ❛ ❧✐st ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ♣r✐♠❡s ❧❡ss t❤❛♥ B✱ ✇❤♦s❡ s❡t ✐s
❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❢❛❝t♦r ❜❛s❡✳ ❚❤❡ ✜rst st❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ♣✐❝❦✐♥❣ r❛♥❞♦♠
♥✉♠❜❡rs ❢r♦♠ ❛ ❧✐st ❛♥❞ t❡st✐♥❣ t❤❡✐r B✲s♠♦♦t❤♥❡ss✱ ✉♥t✐❧ ♦♥❡ ❝♦❧❧❡❝t B ♥✉♠❜❡rs✳
❲❡ ✇✐❧❧ s❡❡ ❤♦✇ ❡❛❝❤ s♠♦♦t❤ ♥✉♠❜❡r ♣r♦❞✉❝❡s ❛ ❧✐♥❡❛r ❡q✉❛t✐♦♥ ❛♠♦♥❣ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡
❧♦❣❛r✐t❤♠s ♦❢ t❤❡ ♣r✐♠❡s ✐♥ t❤❡ ❢❛❝t♦r ❜❛s❡✳ ❆ s❡❝♦♥❞ st❡♣ ❝♦♥s✐sts ✐♥ s♦❧✈✐♥❣ ❛ ❧❛r❣❡
❧✐♥❡❛r s②st❡♠✱ ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s ✉s t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠s ♦❢ t❤❡ ❢❛❝t♦r ❜❛s❡ ❡❧❡♠❡♥ts✳ ❆
t❤✐r❞ st❛❣❡ ❝❛❧❧❡❞ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❧♦❣❛r✐t❤♠ st❛❣❡ ❡①♣r❡ss❡s t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❧♦❣❛r✐t❤♠ ✇✐t❤
r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠s ♦❢ t❤❡ ❢❛❝t♦r ❜❛s❡ ❡❧❡♠❡♥ts✳

▼❛♥② ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✇❤✐❝❤ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ♠❛✐♥ st❛❣❡s✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❡
♠♦❞❡r♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ♦❢ ❝♦♠♣❧❡①✐t② L(1/3, ·)✳ ■♥ t❤❡s❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ♦♥❡ ❤❛s ❛♥ ❛❞❞✐✲
t✐♦♥❛❧ st❛❣❡ ✇❤✐❝❤ s❡❧❡❝ts t✇♦ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s f ❛♥❞ g ✐♥ Q[x] ♦r Fq[t][x]
❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ✜♥✐t❡ ✜❡❧❞s ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥✿ ❧❛r❣❡ ♦r s♠❛❧❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✲
✐st✐❝✳ ❚❤❡ ❢♦✉r st❛❣❡s t♦ ❦❡❡♣ ✐♥ ♠✐♥❞ ❛r❡ t❤❡♥✿

• P♦❧②♥♦♠✐❛❧ s❡❧❡❝t✐♦♥✳ ◆♦t ♣r❡s❡♥t ✐♥ ❛❧❧ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ t❤✐s st❛❣❡ ❝♦rr❡✲
s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s f ❛♥❞ g s✉❜❥❡❝t t♦ ❛ s❡t ♦❢ ❝♦♥✲
❞✐t✐♦♥s✳

• ❘❡❧❛t✐♦♥ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥✳ ❲❡ ❝♦❧❧❡❝t ❛ ❧✐st ♦❢ ♥✉♠❜❡rs✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ♦❢ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s
✇❤✐❝❤ ❛r❡ s♠♦♦t❤✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✇❡ ❝♦❧❧❡❝t ♣❛✐rs ♦❢ ✐♥t❡❣❡rs (a, b) s✉❝❤ t❤❛t
F (a, b) ❛♥❞ G(a, b) ❛r❡ B✲s♠♦♦t❤ ✇❤❡r❡ F (x, y) = ydeg ff(x/y) ❛♥❞ G(x, y) =
ydeg gg(x/y)✳

• ▲✐♥❡❛r ❛❧❣❡❜r❛ st❛❣❡✳ ❲❡ s♦❧✈❡ ❛ ❧❛r❣❡ s②st❡♠ ♦❢ ❧✐♥❡❛r ❡q✉❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❝♦❡❢✲
✜❝✐❡♥ts ♠♦❞✉❧♦ t❤❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠ ❣r♦✉♣✳

• ■♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❧♦❣❛r✐t❤♠✳ ❲❡ ✉s❡ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s r❡s✉❧t t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞
❧♦❣❛r✐t❤♠✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✇❡ ❞♦ ♥♦t ♥❡❡❞ t♦ r❡♣❡❛t t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s st❛❣❡s ✐❢ ♠♦r❡
t❤❛♥ ♦♥❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠ ✐s ♥❡❡❞❡❞✳

■♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ♦❢ L(1/3) ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❬●♦r✾✸✱ ❙❝❤✾✸✱ ❏▲✵✸✱ ❏▲❙❱✵✻❪✱ t❤❡ s♠♦♦t❤✲
♥❡ss t❡sts ❝♦♥t✐♥✉❡ t♦ ♣❧❛② ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t r♦❧❡✳ ❖♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡
t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✉s❡s ❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❝❛❧❧❡❞ s✐❡✈✐♥❣✱ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡
❞✉❡ t♦ t❤❡ ♠❡♠♦r② ❝♦♥str❛✐♥ts ♦♥❡ ♣r♦❝❡❡❞s ✐♥ t✇♦ st❡♣s✿ ♦♥❡ ❝♦❧❧❡❝ts ♣❛✐rs ✇❤✐❝❤
❛r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ ❜❡ s♠♦♦t❤ ❛♥❞ t❤❡♥ ♦♥❡ t❡sts t❤❡✐r s♠♦♦t❤♥❡ss✳

❚❤❡ ❢❛st❡st s♠♦♦t❤♥❡ss t❡st ❦♥♦✇♥ t♦❞❛② ✐s ▲❡♥str❛✬s ❬▲❡♥✽✼❪ ❡❧❧✐♣t✐❝ ❝✉r✈❡
♠❡t❤♦❞ ♦❢ ❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥ ✭❊❈▼✮✳ ❚❤✐s ❤❡✉r✐st✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❤❛s ❛ ♣r♦✈❡♥ ❝♦✉♥t❡r♣❛rt
✉s✐♥❣ ❤②♣❡r❡❧❧✐♣t✐❝ ❝✉r✈❡s ✭❍❊❈▼✮✱ ❜✉t ❊❈▼ s❡❡♠s t♦ ❤❛✈❡ ❜❡tt❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝✐❡s
✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ ❬❄❪✳ ❊❈▼ ❤❛s ❜❡❡♥ t❤❡ ♦❜❥❡❝t ♦❢ ♠❛♥② ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts✱ t❤❡ ♠♦st ♥♦✲
t✐❝❡❛❜❧❡ ❜❡✐♥❣ t❤❡ ❙t❛❣❡ 2 ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❝✉r✈❡ ❛r✐t❤♠❡t✐❝ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡
s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❝✉r✈❡s ✇✐t❤ ❧❛r❣❡r t♦rs✐♦♥ ♦✈❡r Q✳ ❍❡♥❝❡ ✐t ✇❛s ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ♣✉t t❤❡
❡❧❧✐♣t✐❝ ❝✉r✈❡s ✐♥ ♥❡✇ ❢♦r♠s s♦ t❤❛t t❤❡ ❝✉r✈❡ ❛r✐t❤♠❡t✐❝ ♥❡❡❞s ❢❡✇❡r ✜❡❧❞ ♦♣❡r❛✲
t✐♦♥s ❬▼♦♥✾✷❪✱❬❇▲✵✼✱ ❇❇▲P✶✸❪✳ ❆ ❞✐✛❡r❡♥t ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ✇❛s t♦ s❡❧❡❝t
❝✉r✈❡s ✇✐t❤ ❜❡tt❡r s✉❝❝❡ss ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❬❙✉②✽✺❪✱ ❬❆▼✾✸❪✱ ❬❇❇▲✶✵❪✳ ❚❤✐s ♠♦t✐✈❛t❡❞
✉s t♦ ✜♥❞ ❛ ✉♥✐✜❡❞ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✇❤✐❝❤ s❡❧❡❝ts ❣♦♦❞ ❝✉r✈❡s ♦♥ ❛♥② ❢❛♠✐❧② ♦❢ ❡❧❧✐♣t✐❝
❝✉r✈❡s ❛♥❞ t❤❡♥ t♦ ❞❡♠♦♥str❛t❡ ✐ts ❡✣❝✐❡♥❝② ✇✐t❤ ❝♦♥❝r❡t❡ ❡①❛♠♣❧❡s✳
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▲❡t ✉s r❡t✉r♥ t♦ t❤❡ ♠❛✐♥ t♦♣✐❝ ♦❢ ❞✐s❝r❡t❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠s✳ ❖♥❡ t❛❝❦❧❡s t❤❡ ✜❡❧❞s Fp

✇✐t❤ p ♣r✐♠❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ✜❡❧❞ s✐❡✈❡ ✭◆❋❙✮ ❬▲▲✾✸✱ ●♦r✾✸✱ ❙❝❤✾✸✱ ❏▲✵✸✱ ❙❝❤✵✺✱
❈❙✵✻❪✳ ❱❡r② s✐♠✐❧❛r ✐s t❤❡♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ✜❡❧❞s ♦❢ s♠❛❧❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ✇❤❡r❡ ♦♥❡ ✉s❡s
t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✜❡❧❞ s✐❡✈❡ ✭❋❋❙✮ ❬❆❞❧✾✹✱ ❆❍✾✾✱ ❏▲✵✷❪✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❝❛s❡✱ ❝❛❧❧❡❞
t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ♣r✐♠❡ ❝❛s❡✱ r❡♠❛✐♥❡❞ ❧❡ss ✉♥❞❡rst♦♦❞ ❢♦r ♦✈❡r ❛ ❞❡❝❛❞❡✳ ❋✐rst ✐t ❤❛s
❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t❤❛t ❋❋❙ ❡①t❡♥❞s t♦ ❛ s❤❛r♣ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ♣r✐♠❡ ❝❛s❡ ❬❏▲✵✻❪✳
❚❤❡♥ ◆❋❙ ✇❛s ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ❛ ❧❛r❣❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ ✜❡❧❞s ♦❢ ❧❛r❣❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❬❏▲❙❱✵✻❪
❛♥❞✱ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❛rt✐❝❧❡✱ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ✜❡❧❞s ✇❡r❡ ❛tt❛❝❦❡❞ ❜② ❛ ♥❡✇ ✈❛r✐❛♥t ♦❢
◆❋❙✳ ❍❡♥❝❡ ✇❡ ❝❛♥ ♥♦✇ ❝♦♠♣✉t❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠s ✐♥ ❛♥② ✜♥✐t❡ ✜❡❧❞ FQ ✐♥
t✐♠❡ LQ(1/3, c)✱ c > 0✳ ■♥ t❤✐s t❤❡s✐s ✇❡ ❤❛✈❡ s❡❛r❝❤❡❞ ♦♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞ ❢♦r
✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ✐♥ ❛❧❧ t❤❡s❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ◆❋❙ ❛♥❞ ❋❋❙✳

❚❤❡ ❋❋❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♠✐❣❤t s❡❡♠ ❧❡ss ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t❤❛♥ ◆❋❙ ❜❡❝❛✉s❡ ✐♥ ❝r②♣t♦❣✲
r❛♣❤② ♦♥❡ ❤❛s ❛✈♦✐❞❡❞ t❤❡ ✜♥✐t❡ ✜❡❧❞s ♦❢ s♠❛❧❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐♥ 1984
✇❤❡♥ ■♥❞❡① ❈❛❧❝✉❧✉s ✇❛s t❤❡ ❜❡st ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ✜❡❧❞s Fp ✇✐t❤ ❛ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢
Lp(1/2, c)✱ c > 0✱ ❈♦♣♣❡rs♠✐t❤ ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❤✐❝❤ s♦❧✈❡s t❤❡ ❉▲P ✐♥
❜✐♥❛r② ✜❡❧❞s FQ ✐♥ t✐♠❡ LQ(1/3, c

′)✱ c′ > 0❀ t❤❡② ✇❡r❡ ❤❡♥❝❡ ♠✉❝❤ ✇❡❛❦❡r t❤❛♥ t❤❡
♣r✐♠❡ ✜❡❧❞s ❬❈♦♣✽✹❪✳ ◆♦✇❛❞❛②s ❛❧❧ t❤❡ ✜♥✐t❡ ✜❡❧❞s ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥ ❝❛♥
❜❡ t❛❝❦❧❡❞ ✇✐t❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ♦❢ t②♣❡ L(1/3, ·)✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❋❋❙ r❡❣❛✐♥❡❞ ✐♠♣♦r✲
t❛♥❝❡ ✐♥ 2000 ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥✈❡♥t✐♦♥ ♦❢ ♣❛✐r✐♥❣ ❜❛s❡❞ ❝r②♣t♦❣r❛♣❤②✱ tr❛♥s❢♦r♠✐♥❣ t❤❡
♣❛✐r✐♥❣s ❢r♦♠ ❛♥ ❛tt❛❝❦ ✐♥t♦ ❛ ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐❝ t♦♦❧ ❬❏♦✉✵✵❪✳ ■♥ t❤❡ ❧❛st ❢❡✇ ②❡❛rs✱ ✐t
❤❛s ❜❡❡♥ ❛♥ ❛❝t✐✈❡ ❛r❡❛ ♦❢ r❡s❡❛r❝❤ t♦ ❛❝❝❡❧❡r❛t❡ t❤❡ ❋❋❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✇✐t❤ ❛ s♣❡✲
❝✐❛❧ ❝♦♥❝❡r♥ ♦♥ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❡✣❝✐❡♥❝② ❬❍❙❲+✶✵✱ ❍❙❙❚✶✷❪✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ t❤❡
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ s❤♦✇❡❞ t❤❛t ❛ ❣♦♦❞ ❝❤♦✐❝❡ ❝❛♥ ❞✐✈✐❞❡ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ t✐♠❡ ❜②
❛ ❢❛❝t♦r ♦❢ 2✳

❘❡❝❡♥t❧②✱ ❛ s✉r♣r✐s✐♥❣ ❜r❡❛❦t❤r♦✉❣❤ ✇❛s ♠❛❞❡ ❜② ❏♦✉① ✐♥ ❬❏♦✉✶✸❛❪✳ ❲❤✐❧❡
❦❡❡♣✐♥❣ t❤❡ s❡tt✐♥❣ ♦❢ ❋❋❙✱ ❤❡ s❤♦✇❡❞ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ♣r✐♠❡ ❝❛s❡ ♦♥❡ ❝❛♥ r❡❞✉❝❡
t❤❡ ❝♦st ♦❢ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ st❛❣❡ ✉s✐♥❣ ❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❝❛❧❧❡❞ ♣✐♥♣♦✐♥t✐♥❣✳ ❍✐s
✐❞❡❛ ✇❛s t❤❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ✜♥✐t❡ ✜❡❧❞s ♦❢ ✈❡r② s♠❛❧❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ✐♥ t✇♦ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t
✇♦r❦s ❬❏♦✉✶✸❜❪ ❛♥❞ ❬●●▼❩✶✸❪✳ ■t ❜r♦❦❡ t❤❡ ❜❛rr✐❡r ♦❢ t❤❡ L(1/3, ·) ❝♦♠♣❧❡①✐t②
s✐♥❝❡ ❏♦✉① ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t②♣❡ L(1/4+ o(1))✳ ❖♥❡ ♠✉st ♥♦t❡ t❤❛t ❜♦t❤
❛❧❣♦r✐t❤♠s ❝♦✉❧❞ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠s ♦❢ t❤❡✐r r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❢❛❝t♦r ❜❛s❡s
✐♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡✳ ❍❡♥❝❡ ❏♦✉① ❛s❦❡❞ ✐❢ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ t❤❡
✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❧♦❣❛r✐t❤♠ st❛❣❡✱ ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t❡❞✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ t❤❡ ♥❡✇ ✐❞❡❛ ❝♦✉❧❞
♥♦t ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ✜❡❧❞s ✐♥ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ ❋❋❙✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❣✐✈❡ ❛♥s✇❡rs
t♦ t❤❡s❡ t✇♦ ✐ss✉❡s ❜② s❤♦✇✐♥❣ t❤❛t✱ ❢♦r ❛❧❧ ✜♥✐t❡ ✜❡❧❞s ✇❤❡r❡ ❋❋❙ ✇♦r❦s✱ ❡①❝❡♣t
❢♦r t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ♣r✐♠❡ ❝❛s❡✱ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ t✐♠❡ L(α, ·)
✇✐t❤ α < 1/3✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ✜❡❧❞s FQ ✇✐t❤ Q = qk s✉❝❤ t❤❛t q < k+2
❛♥❞ q ≈ k ♦♥❡ ❝❛♥ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠ ✐♥ t✐♠❡ (logQ)O(log logQ) ✇❤✐❝❤
✐♥ ❝♦♠♣❧❡①✐t② t❤❡♦r② ✐s ❝❛❧❧❡❞ q✉❛s✐✲♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✱ ❛♥❞ ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ L(ǫ, ·) ❢♦r ❛♥②
ǫ > 0✳

❙✉♠♠❛r② ♦❢ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s

P❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥s ❚❤❡ s❡❛r❝❤ ♦❢ ❡❧❧✐♣t✐❝ ❝✉r✈❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❜❡st s✉✐t❡❞ ❢♦r ❊❈▼
✐s ❛♥ ❛❝t✐✈❡ t♦♣✐❝ ✐♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐❝ ♥✉♠❜❡r t❤❡♦r② ❬❙✉②✽✺✱ ▼♦♥✾✷✱ ❆▼✾✸✱ ❇❇▲✶✵✱
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❇❈✶✵✱ ❘❛❜✶✵❪✱ ❜✉t t❤❡ ♠❡t❤♦❞s s❡❡♠ t♦ ❜❡ ❛❞✲❤♦❝✳ ❲❡ ❣✐✈❡ ❛ ✈✐❡✇♣♦✐♥t ✇❤✐❝❤
❡♥❝♦♠♣❛ss ❛❧❧ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♠❡t❤♦❞s ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇❡❞ ✉s t♦ ✜♥❞ ♥❡✇ ❢❛♠✐❧✐❡s ♦❢
❝✉r✈❡s ❬❄❪✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❣✐✈❡♥ ❛ ❝✉r✈❡ ✇❡ ❝❛♥ ♠❡❛s✉r❡ ✐ts ❡✣❝✐❡♥❝② ❜② ❝♦♠♣✉t✐♥❣
t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❋r♦❜❡♥✐✉s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ❢❛st ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❡①✐st ❬❙✉t✶✷❪✳
❚❤❡ ♥❡✇ ❢❛♠✐❧✐❡s t❤❛t ✇❡ ❞✐s❝♦✈❡r❡❞ ✇❡r❡ ✉s❡❞ ❜② ❇♦✉✈✐❡r ✐♥ t❤❡ ●P❯ ❝♦❞❡ ♦❢
●▼P✲❊❈▼✱ ❛ ✈❡r② ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡ s♦❢t✇❛r❡ ♦❢ ❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❊❈▼✳

❙♠♦♦t❤✐♥❣ P❛rt ♦❢ t❤❡ ❝r②♣t♦❧♦❣② ❝♦♠♠✉♥✐t② ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❛t ❛♥ ❛tt❛❝❦❡r ❝❛♥
♣❡r❢♦r♠ ❛ s❧✐❣❤t❧② ❧♦♥❣❡r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ♦♣❡♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡✳ ■♥ t❤✐s
❝❛s❡ t❤❡ s❡❝✉r✐t② ♦❢ ❞✐s❝r❡t❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠ ❝r②♣t♦s②st❡♠s ✇♦✉❧❞ ❞r♦♣ t♦ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t②
♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❧♦❣❛r✐t❤♠ st❛❣❡✳ ■t ✐s ❦♥♦✇♥ t❤❛t t❤✐s st❛❣❡ ✐s ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜② ✐ts
✜rst st❡♣✱ ❝❛❧❧❡❞ s♠♦♦t❤✐♥❣✳ ■♥ ♦✉r ✇♦r❦✱ ✇❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ ✐t ✉s✐♥❣ ❛ str❛t❡❣② ✐♥
t✇♦✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ♠♦r❡✱ st❡♣s✳ ❚❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❦♥♦✇♥ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ Lp(1/3, 1.44) ✇❛s
r❡❞✉❝❡❞ t♦ Lp(1/3, 1.232)✳

❉▲ ❢❛❝t♦r② ❚❤❡ ③♦♦❧♦❣② ♦❢ ❞✐s❝r❡t❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r ♣r✐♠❡ ✜❡❧❞s ♣❛r✲
❛❧❧❡❧s t❤❛t ♦❢ t❤❡ ❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ ✇✐t❤ ♦♥❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐s ✇❤② ✇❡
♣r♦♣♦s❡❞ t❤❡ ❉▲ ❢❛❝t♦r② ❜② tr❛♥s❧❛t✐♥❣ t❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ❈♦♣♣❡rs♠✐t❤✬s ❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥
❢❛❝t♦r② t♦ ♦✉r ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐✣❝✉❧t② ✇❛s t♦ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❧♦❣❛✲
r✐t❤♠ st❛❣❡ r❡♠❛✐♥s ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♦t❤❡r st❛❣❡s✱ ❞❡s♣✐t❡ ✐ts ✐♥❝r❡❛s❡
✐♥ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✳ ❚❤❡ s♣❡❝✐✜❝✐t② ♦❢ t❤❡ ❉▲ ❢❛❝t♦r② ✐s t❤❛t ♦♥❡ ❝❛♥ s❤❛r❡ t❤❡ ♣r❡✲
❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ♣r✐♠❡s ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ❜✐t✲s✐③❡✳ ❍❡♥❝❡✱ ❛❢t❡r s♦♠❡
♣r❡✲❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ♦❢ ❝♦♠♣❧❡①✐t② Lp(1/3, 2.007)✱ t❤❡ ♠❛✐♥ ♣❤❛s❡ ♦❢ ◆❋❙ ❢♦r ❡❛❝❤
♣r✐♠❡ t❛❦❡s t✐♠❡ Lp(1/3, 1.639)✱ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❧♦❣❛r✐t❤♠ st❛❣❡ t❛❦❡s t✐♠❡
Lp(1/3, 1.232)✳ ❚❤❡ ❞r❛✇❜❛❝❦ ✐s t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛ ❞✐s❦✲s♣❛❝❡ ♦❢ Lp(1/3, 1.639)✳

P♦❧②♥♦♠✐❛❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❢♦r ❋❋❙ ❚❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ st❛❣❡ ♦❢ ♠♦❞❡r♥ ❛❧✲
❣♦r✐t❤♠s ❛s ◆❋❙ ♦r ❋❋❙ ✇❡r❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ❛♥ ♥♦♥✲✉♥✐✜❡❞ ♠❛♥♥❡r✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❢♦r
❋❋❙ ✐t ✇❛s ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ✉s❡ ♣✉r❡❧② ✐♥s❡♣❛r❛❜❧❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ❬❈♦♣✽✹✱ ❚❤♦✵✸❪✱ ❝❧❛s✲
s✐❝❛❧ ❋❋❙ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ❬❏▲✵✷✱ ❏▲✵✼❪✱ t✇♦ r❛t✐♦♥❛❧ s✐❞❡ ❋❋❙ ❬❏▲✵✻❪ ❛♥❞ ✐♥s❡♣❛r❛❜❧❡
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ❬❍❙❲+✶✵✱ ❍❙❙❚✶✷❪✳ ❖♥❡ ❝❛♥ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ❧✐st ✇✐t❤ ♠♦r❡ ❛♥❞ ♠♦r❡
✐❞❡❛s ❛♥❞✱ ❛s ✐♥ t❤❡ ◆❋❙ ❝❛s❡✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ✈❛r✐♦✉s ❢✉♥❝t✐♦♥s ❧✐❦❡ ▼✉r♣❤②✬s
α ❛♥❞ E ❬▼✉r✾✾✱ ❇❛✐✶✶❪✳ ■♥ ❬❇❛r✶✸❪✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❛❞❞✐♥❣ ♥❡✇ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ✇❡ ❝♦♠✲
♣❛r❡❞ t❤❡ ✈❛r✐♦✉s ♠❡t❤♦❞s t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ❲❡ s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡ t✇♦ r❛t✐♦♥❛❧ s✐❞❡
❋❋❙ ♦✛❡rs ❛ s♠❛❧❧ s❡t ♦❢ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ❛♥❞ ✇❡ ❣❛✈❡ t❤❡ ❡①❛❝t ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ✐♥s❡♣✲
❛r❛❜❧❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡❞ t❤❡ ǫ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ♠✐①✐♥❣ α ❛♥❞ E✱ ✇❤✐❝❤
❝♦♠♣❛r❡s ❛r❜✐tr❛r② s❡♣❛r❛❜❧❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s✳ ❲❡ ❣❛✈❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❡✈✐❞❡♥❝❡ t❤❛t ǫ
♣r❡❞✐❝ts t❤❡ s✐❡✈❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✉♣ t♦ ❛ 5% ❡rr♦r✳ ■t ✇❛s r❛♣✐❞ ❡♥♦✉❣❤
t♦ ❛❧❧♦✇ t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ❢♦r t✇♦ r❡❝♦r❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❋❋❙ ✐♥
❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ 2 ❬❇❇❉+✶✷✱ ❇❇❉+✶✸❪✳

◗✉❛s✐✲♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❚❤❡ r❡❝❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠s ♦❢ ❏♦✉① ❬❏♦✉✶✸❜❪ ❛♥❞
●r❛♥❣❡r ❛♥❞ ♦t❤❡rs ❬●●▼❩✶✸❪ ❤❛❞ t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✐t② t❤❛t t❤❡ ♠❛✐♥ ♣❤❛s❡ ❝♦♠✲
♣✉t❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ✐♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡✳ ❚❤❡ ❢❛st❡r ♠❡t❤♦❞ ❢♦r t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧
❧♦❣❛r✐t❤♠ st❛❣❡✱ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬❏♦✉✶✸❜❪✱ ♣r♦❝❡❡❞s ✐♥ t❤r❡❡ st❡♣s✿ ❛ st❡♣ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✲
✐♥❣ t♦ t❤❡ s♠♦♦t❤✐♥❣ ✐♥ ◆❋❙✱ ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❞❡s❝❡♥t ✇❤✐❝❤ ✇❛s ❛❧r❡❛❞② ✉s❡❞ ✐♥ ❋❋❙
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❛♥❞ ❛ ♥❡✇ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✉s✐♥❣ ●rö❜♥❡r ❜❛s✐s✳ ■♥ ❛ ❥♦✐♥t ✇♦r❦ ✇✐t❤ ●❛✉❞r②✱ ❏♦✉① ❛♥❞
❚❤♦♠é ❬❇●❏❚✶✸❪ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ logP ❢♦r
❛♥② ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ P ❛s ❛ ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ logQi ❢♦r ❛ s❡t ♦❢ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s Qi

♦❢ ❞❡❣r❡❡ ❧❡ss t❤❛♥ degP/2✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❧♦❣❛r✐t❤♠ st❛❣❡ ❝♦♥s✐sts ♦♥❧②
✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❞❡s❝❡♥t tr❡❡✳ ❲❡ s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦❞❡s ✐♥
t❤❡ tr❡❡ ✐s q✉❛s✐✲♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❞♦♥❡ ❛t ❡✈❡r② st❡♣ t❛❦❡ ❛
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡✳

❑❛r❛ts✉❜❛✲❧✐❦❡ ❢♦r♠✉❧❛❡ ❆♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❣♦❡s ❜❡②♦♥❞ t❤❡
s❝♦♣❡ ♦❢ t❤✐s ❞♦❝✉♠❡♥t ✐s t❤❡ r❡s❡❛r❝❤ ♦❢ ❑❛r❛ts✉❜❛✲❧✐❦❡ ❢♦r♠✉❧❛❡✳ ❆❧❧ t❤❡ ✐♥t❡❣❡r
❛♥❞ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❤❛✈❡ ❡①♣❧✐❝✐t st❛❣❡s ♦❢ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥✱ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥
❛♥❞ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥✳ ❆ s❡♠✐♥❛❧ ♣❛♣❡r ♦❢ ▼♦♥t❣♦♠❡r② ❬▼♦♥✵✺❪ s❤♦✇❡❞ t❤❛t ♦t❤❡r
✉♥❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❢♦r♠✉❧❛❡ ❡①✐sts✱ ❛♥❞ t❤❡② ❛r❡ ✈❡r② ❡✛❡❝t✐✈❡ ✐♥ t❤❡ ❛r✐t❤♠❡t✐❝ ♦❢ ✜♥✐t❡
✜❡❧❞s ❬❆❧❜✶✶✱ ❆❧❜✶✷❪✳ ❆ s❡r✐❡s ♦❢ ♥❡✇ ❢♦r♠✉❧❛❡ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t ②❡❛rs ❬❈❍✵✼✱
❋❍✵✼✱ ❖s❡✵✽✱ ❈Ö✵✽✱ ❈❖✵✾✱ ❈❑❖✵✾✱ ❈Ö✶✵✱ ❈Ö✶✶✱ ❈❇❍✶✶❪✱ ❜✉t ✈✐rt✉❛❧❧② ♥♦t❤✐♥❣
✇❛s ❞✐s❝♦✈❡r❡❞ ❛❢t❡r ✷✵✶✶✱ s♦ t❤❛t ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ❛s❦ ✐❢ t❤❡s❡ ❢♦r♠✉❧❛❡ ❛r❡ ♦♣t✐♠❛❧✳
❲❡ st❛rt❡❞ ❛ ♣r♦❥❡❝t ✇✐t❤ ❉❡tr❡②✱ ❊st✐❜❛❧s ❛♥❞ ❩✐♠♠❡r♠❛♥♥ ✇❤✐❝❤ ❛✐♠❡❞ t♦
r❡♣r♦❞✉❝❡ ❛♥❞ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ♠❛❞❡ ❜② ▼♦♥t❣♦♠❡r②✳ ❚❤❡ ♦✉t❝♦♠❡ ✇❛s
❞✐✛❡r❡♥t s✐♥❝❡ ✇❡ ❞✐s❝♦✈❡r❡❞ ❛ ❢❛st❡r ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ■t ❛❧❧♦✇❡❞ ✉s ✐♥ ❬❇❉❊❩✶✷❪ t♦
❝♦♠♣❧❡t❡ t❤❡ ❡①❤❛✉st✐✈❡ s❡❛r❝❤ ♦❢ ▼♦♥t❣♦♠❡r② ❛♥❞ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧✐t② ♦❢ ❤✐s
❢♦r♠✉❧❛❡✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❢♦r ♠♦st ♦❢ t❤❡ ♠❛❣✐❝❛❧ ❢♦r♠✉❧❛❡ ❦♥♦✇♥ t♦❞❛②✳ ❆s ❛ ❜♦♥✉s✱
✇❡ ❢♦✉♥❞ ♥❡✇ ❢♦r♠✉❧❛❡ ✐♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ 3 ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❝r②♣t♦❣r❛♣❤②❀ ❢♦r
❡①❛♠♣❧❡ ❆❧❣♦r✐t❤♠ 1 ✐♥ ❬❊st✶✵❪ ✉s❡s 12 ♣r♦❞✉❝ts ✇❤❡r❡❛s ✇❡ ❞✐s❝♦✈❡r❡❞ ❛ ❢♦r♠✉❧❛
✇✐t❤ 11 ♣r♦❞✉❝ts✳ ◆♦t❡ ❤♦✇❡✈❡r t❤❛t ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ q✉❛s✐✲♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t❤❡ ♠❛✐♥
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♦✉r ❢♦r♠✉❧❛✱ t❤❡ ♣❛✐r✐♥❣✲❜❛s❡❞ ❝r②♣t♦❣r❛♣❤② ✐♥ ❝❛r❛❝t❡r✐st✐❝ 3✱ ✐s ♥♦
❧♦♥❣❡r ✐♥t❡r❡st✐♥❣✳

❈❤❛♣t❡r ♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥

❚❤❡ t❤❡s✐s ❤❛s t✇♦ ♣❛rts✿ ♦♥❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✇❡ st✉❞② ❊❈▼ ❛s t❤❡ ❜❡st s♠♦♦t❤♥❡ss
t❡st t♦❞❛② ❛♥❞ ♦♥❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❛❞❞r❡ss t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❞✐s❝r❡t❡
❧♦❣❛r✐t❤♠s ✐♥ ❛♥② ✜♥✐t❡ ✜❡❧❞✳

■♥ ❈❤❛♣t❡r ✶ ✇❡ ♠❛❦❡ ❛ ❧✐st ♦❢ t❤❡ s♠♦♦t❤♥❡ss r❡s✉❧ts ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ ♥❡❡❞❡❞
t❤r♦✉❣♦✉t t❤❡ ❞♦❝✉♠❡♥t✳ ■♥ ❈❤❛♣t❡r ✷ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❊❈▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✇❤✐❝❤
s❡r✈❡s ❛s ❜❛s✐s ❢♦r t❤❡ ♥❡①t t✇♦ ❝❤❛♣t❡rs✳ ■♥ ❈❤❛♣t❡r ✸ ✇❡ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠
✐ts❡❧❢ ❛♥❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✹ ✇❡ ♣✉t ❊❈▼ ❛t ✇♦r❦ ✐♥ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❧♦❣❛r✐t❤♠ st❛❣❡ ♦❢
◆❋❙✳

❲❡ st❛rt t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt ✇✐t❤ ❈❤❛♣t❡r ✺ ✇❤✐❝❤ ♣r❡s❡♥ts ❜❛s✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱
st✐❧❧ ✉s❡❞ t♦❞❛② t♦ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ ♠♦❞❡r♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ■♥ ❈❤❛♣t❡r ✻ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛
♠✐❞❞❧❡❜r♦✇ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ◆❋❙ ❛♥❞ ❋❋❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ■♥ t❤❡ ♥❡①t ❝❤❛♣t❡r ✇❡
❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t✐❡s ♦❢ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s ✉s t❤❡
♦❝❝❛s✐♦♥ t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❉▲ ❢❛❝t♦r②✳ ❙♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡t❛✐❧s t❤❛t ✇❡ s❦✐♣♣❡❞ ✐♥ t❤❡
✜rst ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ◆❋❙ ❛♥❞ ❋❋❙ ✇❡r❡ ✐♥s❡rt❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✽ ✇❤❡r❡ ✇❡ ❛❧s♦ ♣r❡s❡♥t
t✇♦ ♥❡✇ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts✳ ■♥ ❈❤❛♣t❡r ✾ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ st❛❣❡
♦❢ ❋❋❙✱ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ❛ ♥❡✇ ❢✉♥❝t✐♦♥ t♦ r❛♥❦ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡✐r s✐❡✈❡
❡✣❝✐❡♥❝②✳ ❚❤❡ ❧❛st ❝❤❛♣t❡r ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ r❡st✳ ■t
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♣r❡s❡♥ts ❛ q✉❛s✐✲♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ s♠❛❧❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❛s ❛ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡
r❡❝❡♥t ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦♥ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✳

P❡rs♦♥❛❧ ✇♦r❦s

❬❇❛r✶✸❪ ❘✳ ❇❛r❜✉❧❡s❝✉✳ ❙❡❧❡❝t✐♥❣ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ❢♦r t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✜❡❧❞ s✐❡✈❡✱ ✷✵✶✸✳
❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛t ❈r②♣t♦❧♦❣② ❡Pr✐♥t ❆r❝❤✐✈❡ ❘❡♣♦rt ✷✵✶✸✴✷✵✵✱ ❆❝❝❡♣t❡❞ ❢♦r ♣✉❜❧✐❝❛✲
t✐♦♥ ✐♥ ▼❛t❤✳ ❈♦♠♣✳

❬❄❪ ❘✳ ❇❛r❜✉❧❡s❝✉✱ ❏✳ ❲✳ ❇♦s✱ ❈✳ ❇♦✉✈✐❡r✱ ❚✳ ❑❧❡✐♥❥✉♥❣✱ ❛♥❞ P✳ ▲✳ ▼♦♥t❣♦♠❡r②✳
❋✐♥❞✐♥❣ ❊❈▼✲❢r✐❡♥❞❧② ❝✉r✈❡s t❤r♦✉❣❤ ❛ st✉❞② ♦❢ ●❛❧♦✐s ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ■♥❆❧❣♦r✐t❤♠✐❝
◆✉♠❜❡r ❚❤❡♦r②✕❆◆❚❙ ❳✱ ♣❛❣❡s ✻✸✕✽✻✱ ✷✵✶✸✳

❬❇❇❉+✶✸❪ ❘✳ ❇❛r❜✉❧❡s❝✉✱ ❈✳ ❇♦✉✈✐❡r✱ ❏✳ ❉❡tr❡②✱ P✳ ●❛✉❞r②✱ ❍✳ ❏❡❧❥❡❧✐✱ ❊✳ ❚❤♦♠é✱
▼✳ ❱✐❞❡❛✉✱ ❛♥❞ P✳ ❩✐♠♠❡r♠❛♥♥✳ ❉✐s❝r❡t❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠ ✐♥ ●❋✭2809✮ ✇✐t❤ ❋❋❙✱
✷✵✶✸✳ ❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛t ❈r②♣t♦❧♦❣② ❡Pr✐♥t ❆r❝❤✐✈❡ ❘❡♣♦rt ✷✵✶✸✴✶✾✼✱ ❆❝❝❡♣t❡❞ ❢♦r
♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❛t t❤❡ P✉❜❧✐❝ ❑❡② ❈r②♣t♦❣r❛♣❤② ✷✵✶✹ ❝♦♥❢❡r❡♥❝❡✳

❬❇❉❊❩✶✷❪ ❘✳ ❇❛r❜✉❧❡s❝✉✱ ❏✳ ❉❡tr❡②✱ ◆✳ ❊st✐❜❛❧s✱ ❛♥❞ P✳ ❩✐♠♠❡r♠❛♥♥✳ ❋✐♥❞✐♥❣
♦♣t✐♠❛❧ ❢♦r♠✉❧❛❡ ❢♦r ❜✐❧✐♥❡❛r ♠❛♣s✳ ■♥ ❆r✐t❤♠❡t✐❝ ♦❢ ❋✐♥✐t❡ ❋✐❡❧❞s✕❲❆■❋■ ✷✵✶✷✱
✈♦❧✉♠❡ ✼✸✻✾ ♦❢ ▲❡❝t✉r❡ ◆♦t❡s ✐♥ ❈♦♠♣✉t✳ ❙❝✐✳✱ ♣❛❣❡s ✶✻✽✕✶✽✻✳ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ✷✵✶✷✳

❬❇●❏❚✶✸❪ ❘✳ ❇❛r❜✉❧❡s❝✉✱ P✳ ●❛✉❞r②✱ ❆✳ ❏♦✉①✱ ❛♥❞ ❊✳ ❚❤♦♠é✳ ❆ q✉❛s✐✲♣♦❧②♥♦♠✐❛❧
❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❞✐s❝r❡t❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠ ✐♥ ✜♥✐t❡ ✜❡❧❞s ♦❢ s♠❛❧❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝✱ ✷✵✶✸✳ ❈r②♣✲
t♦❧♦❣② ❡Pr✐♥t ❆r❝❤✐✈❡ ❘❡♣♦rt ✷✵✶✸✴✹✵✵✱ ❙✉❜♠✐tt❡❞ t♦ ❊✉r♦❝r②♣t ✷✵✶✹✳
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❙♠♦♦t❤♥❡ss ❛♥❞ ❊❈▼

✶





❈❤❛♣t❡r ✶

❙♠♦♦t❤♥❡ss Pr♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s

▼♦st ♦❢ t❤❡ s✉❜✲❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❞✐s❝r❡t❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠ ❛❧❣♦r✐t❤♠s r❡❧② ♦♥ t❤❡
♥♦t✐♦♥ ♦❢ s♠♦♦t❤♥❡ss✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❜❧♦❝❦ t❤❛t ✇❡ ✇✐❧❧ ♠❡❡t ❡✈✲
❡r②✇❤❡r❡ ✐♥ t❤✐s ❞♦❝✉♠❡♥t✳ ❋✐rst ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ✐♥t❡❣❡rs✱
s♠♦♦t❤♥❡ss ✐s ❛❧s♦ ✐♠♣♦rt❛♥t ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s✳ ❚❤✐s s❤♦rt
❝❤❛♣t❡r s✉♠♠❛r✐③❡s ❛❧❧ t❤❡ ❜❛s✐❝ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ❛❜♦✉t t❤❡ s♠♦♦t❤✲
♥❡ss ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✇❤✐❝❤ ❝♦♠❡ ❢r♦♠ ❛♥❛❧②t✐❝ ♥✉♠❜❡r t❤❡♦r②✳
❲❡ ♣r♦❝❡❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❆❢t❡r ❣✐✈✐♥❣ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ s♠♦♦t❤ ♥✉♠❜❡rs
✇❡ r❡❝❛❧❧ t❤❡ ♠❛✐♥ r❡s✉❧t ♦❢ ❬❈❊P✽✸❪✳ ❲❡ t❤❡♥ r❡✐♥t❡r♣r❡t ✐t ✉s✐♥❣ t❤❡ L✲
♥♦t❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t ❢♦r t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❞✐s❝r❡t❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠ ❛♥❞
❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❲❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ❝❤❛♣t❡r ✇✐t❤ t❤❡ ❛♥❛❧♦❣♦✉s
r❡s✉❧ts ❢♦r ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s✳

✶✳✶ ❙♠♦♦t❤ ♥✉♠❜❡rs

▼❛♥② ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❣❡♥❡r❛t❡ r❛♥❞♦♠ ♥✉♠❜❡rs ❜❡❧♦✇ ❛ ❣✐✈❡♥ ❜♦✉♥❞
❛♥❞ t❡st ✐❢ ❛❧❧ t❤❡✐r ♣r✐♠❡ ❢❛❝t♦rs ❛r❡ s♠❛❧❧✳ ▼♦r❡ ❢♦r♠❛❧❧②✱ ✐❢ B ✐s ❛♥ ✐♥t❡❣❡r✱ ✇❡
s❛② t❤❛t ❛♥ ✐♥t❡❣❡r ✐s B✲s♠♦♦t❤ ✐❢ ✐ts ♣r✐♠❡ ❢❛❝t♦rs ❛r❡ ❧❡ss t❤❛♥ ♦r ❡q✉❛❧ t♦ B✳
❲❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ψ(x, y) ♦❢ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥t❡❣❡rs ❧❡ss t❤❛♥
♦r ❡q✉❛❧ t♦ x ✇❤✐❝❤ ❛r❡ y✲s♠♦♦t❤✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡t

Ψ(x, y) =
{
n ∈ [1, x] | n ✐s y✲s♠♦♦t❤

}
.

❲❡ ♥❡①t ❞❡✜♥❡ ❢♦r♠❛❧❧② t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ ♥✉♠❜❡r ✐♥ [1, x] t♦ ❜❡ s♠♦♦t❤✿

Ps♠♦♦t❤(x, y) = ψ(x, y)/x.

♥♦t❛t✐♦♥ ♠❡❛♥✐♥❣
f = O(g) ∃c > 0, x0 > 0 x ≥ x0 ⇒ |f | ≤ c|g|
f = o(g) ∀ǫ > 0 ∃xǫ x ≥ xǫ ⇒ |f | ≤ ǫ|g|
f = Θ(g) f = O(g) ❛♥❞ g = O(f)

f = Õ(g) ∃k ∈ N f = O
(
(log g)kg

)
✳

❚❛❜❧❡ ✶✳✶✿ ❆ ❧✐st ♦❢ ♥♦t❛t✐♦♥s✳

✸
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❚❤❡ ✜rst ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❢♦r♠✉❧❛ ❢♦r ψ(x, y) ✇❛s t❤❛t ♦❢ ❉✐❝❦♠❛♥ ✐♥ 1930 ✭s❡❡
❬❍❚✾✸❪✮ ✇❤♦ ♣r♦✈❡❞ t❤❛t ❢♦r ❛♥② ✜①❡❞ u > 0

lim
x→∞

ψ(x, x1/u)/x = ρ(u),

✇❤❡r❡ ρ(u) ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ✭✉♥✐q✉❡✮ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❢✉♥❝t✐♦♥ s✉❝❤ t❤❛t ρ(u) = 1 ❢♦r
u ∈ [0, 1] ✇❤✐❝❤ s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥

uρ′(u) = −ρ(u− 1) (u > 1).

◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s t♦ ❡st✐♠❛t❡ ❉✐❝❦♠❛♥✬s r❤♦ t♦ ❛♥② ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♦♥ ❛♥②
✜①❡❞ ✐♥t❡r✈❛❧ [0, c]✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❤❡♥ u ✐s ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤✱ ρ(u) ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞
❜② u−u ✭❈♦r♦❧❧❛r② ✶✳✸✱❬❍❚✾✸❪✮✿

lim
u→∞

ρ(u) = u−u(1+o(1)).

■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ✐♥t❡r✈❛❧ ❢♦r u ✐s [1, 10] ♦♥ ✇❤✐❝❤ u−u ❤❛s t❤❡ ❣♦♦❞ ♦r❞❡r
♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡✳

❚❤❡ ❞r❛✇❜❛❝❦ ♦❢ ❉✐❝❦♠❛♥✬s r❡s✉❧t ✐s t❤❛t ✐t ❞♦❡s ♥♦t ❝♦✈❡r t❤❡ ❝❛s❡ ψ(x, x1/u)
✇❤❡♥ u ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ x✱ ❡✳❣✳ u =

√
log x✳ ❈❛♥✜❡❧❞✱ ❊r❞ös ❛♥❞ P♦♠❡r❛♥❝❡ ♣r♦✈❡❞ ❛

str♦♥❣❡r r❡s✉❧t✿

❚❤❡♦r❡♠ ✶✳✶✳✶ ✭❬❈❊P✽✸❪✮✳ ■❢ ǫ > 0 ✐s ✜①❡❞ ❛♥❞ 3 ≤ u ≤ (1 − ǫ) log x/ log log x✱
t❤❡♥

ψ(x, x1/u) = x exp
{
−u
(
log u+ log log u− 1 + o(1)

)}
.

■♥ s❤♦rt Psmooth = u−u(1+o(1))✱ ✇❤❡r❡ o(1) ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ x ❛♥❞ u
✇❤✐❝❤ t❡♥❞s t♦ 0 ✉♥✐❢♦r♠❧② ✇❤❡♥ x t❡♥❞s t♦ ✐♥✜♥✐t②✳ ▼♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧②✱ ✇❡ ♠❛❦❡ t❤❡
❧✐st ♦❢ t❤❡ ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ ♥♦t❛t✐♦♥s ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶✳✶✳

■♥ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✇❡ ✇✐❧❧ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
t❤❛t t✇♦ ♥✉♠❜❡rs ❛r❡ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② s♠♦♦t❤✳ ■t t✉r♥s ♦✉t t❤❛t ✇❡ ✇✐❧❧ ♦❜t❛✐♥ ❣♦♦❞
❢♦r♠✉❧❛❡ ✉s✐♥❣ t❤❛t✱ ❢♦r x1, x2, y > 0✱ ♦♥❡ ❤❛s t❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t②

Psmooth(x1, y)Psmooth(x2, y) ≥ Psmooth(x1x2, y)
1+o(1).

◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ❛ s❧✐❣❤t❧② ❧♦♥❣❡r ❛r❣✉♠❡♥t s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❡q✉❛❧✐t② ❤♦❧❞s✳

❈♦r♦❧❧❛r② ✶✳✶✳✷✳ ▲❡t x ❛♥❞ y ❜❡ s✉❝❤ t❤❛t u = log x
log y

s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥
❚❤❡♦r❡♠ ✶✳✶✳✶✳ ❚❤❡♥ ❢♦r x1 ❛♥❞ x2 s✉❝❤ t❤❛t y ≤ x1, x2 ≤ x ✇❡ ❤❛✈❡

Psmooth(x1, y)Psmooth(x2, y) = Psmooth(x1x2, y)
1+o(1).

Pr♦♦❢✳ P✉t u1 = (log x1)/(log y) ❛♥❞ u2 = (log x2)/(log y) ❛♥❞✱ ✇✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢
❣❡♥❡r❛❧✐t②✱ ❛ss✉♠❡ u2 ≥ u1✳ ❙✐♥❝❡ u1, u2 ≥ 1✱ t❤❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠s ♦❢ u1✱ u2 ❛♥❞ u1 +
u2 ❛r❡ ♣♦s✐t✐✈❡✳ P✉t L(u1, u2) = u2(log u2) + u1(log u1) ❛♥❞ R(u1, u2) = (u1 +
u2) log(u1 + u2)✳ ❲❡ ❤❛✈❡ t♦ s❤♦✇ t❤❛t L = R(1 + o(1))✳ ❖♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞ ♦♥❡
❤❛s L ≤ R✳ ❋♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✇❡ t❛❦❡ ǫ > 0 ❛♥❞ ✇❡ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ t❤❡ ❝❛s❡s
❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✇❤✐❝❤ u1 ≥ u2/(log u2) ♦r ♥♦t✳
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■❢ u1 ≥ u2/(log u2) t❤❡♥ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t log u1 = (1 + o(1)) log u2✳ ■♥❞❡❡❞✱
✇❡ ❤❛✈❡ log u1 ≥ log u2 − log log u2✳ ❙✐♥❝❡ log(u1 + u2) ≤ log u2 + log 2 ✇❡ ♦❜t❛✐♥

L(u1, u2) ≥ (u1 + u2)
(
log(u1 + u2)− log 2− log log u2

)
.

❍❡♥❝❡✱ ❢♦r ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤ u2 ✇❡ ❤❛✈❡ L ≥ (1− ǫ)R✳
■❢ u1 ≤ u2/(log u2) ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t u2 log u2 ❞♦♠✐♥❛t❡s ❜♦t❤ L(u1, u2) ❛♥❞

R(u1, u2)✳ ❖♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞ u2 log u2 ≤ L(u1, u2)✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ ✇❡ ❤❛✈❡
u1 + u2 ≤ u2(1 +

1
log u2

)✱ s♦

(u1 + u2) log(u1 + u2) ≤ u2(log u2)

(
1 +

1

log u2

)(
1 + log

(
1 +

1

log u2

))
.

❋♦r ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤ u2 ✇❡ ❤❛✈❡ R(u1, u2) ≤ (1 + ǫ)u2 log u2 ≤ (1 + ǫ)L(u1, u2)✳

✶✳✷ ❚❤❡ L ♥♦t❛t✐♦♥

❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ❛ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❛♥❞ s♠❛❧❧❡r
t❤❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ s✉❜✲❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧✳ ▼♦r❡ ❢♦r♠❛❧❧②✱ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s s✉❜✲
❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❝♦♥st❛♥t α < 1 s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r ❛♥ n✲❜✐t ✐♥♣✉t✱ ✐t t❛❦❡s
❛ t✐♠❡ ❧❡ss t❤❛♥ exp(nα)✳ ❚❤❡ ✜rst ✐❞❡❛ ✇♦✉❧❞ ❜❡ t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡✐r ❝♦♠♣❧❡①✐t②
✉s✐♥❣ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s exp(nα) ✇✐t❤ 0 < α < 1✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ❛❧❧ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ♦❢
t❤✐s t❤❡s✐s ♦♣t✐♠✐③❡ t❤❡✐r ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✇❤❡♥ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡✐r ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ❛ s♠♦♦t❤♥❡ss
❜♦✉♥❞ t❤❛t ✇❡ ❝❛❧❧❡❞ B✱ s❛t✐s✜❡s ❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

B1+o(1) = Ps♠♦♦t❤(x,B)−1.

❖♥❡ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② t❡st t❤❛t✱ ❢♦r ♥♦ ❝♦♥st❛♥t α✱ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❛❜♦✈❡ ❤♦❧❞s ❢♦r B =
exp((log x)α)✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s ✉s t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❜❡❧♦✇

Lx(α, c) = exp
(
c(log x)α(log log x)(1−α)

)
.

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❤❛✈❡ ❛ ❝♦♠♣❧❡①✐t② L(0, c) ❢♦r s♦♠❡ ❝♦♥st❛♥t
c✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ♦♥❡s ❤❛✈❡ ❛ ❝♦♠♣❧❡①✐t② L(1, c)✳

❉✉❡ t♦ t❤❡ L ♥♦t❛t✐♦♥ ✇❡ ❝❛♥ ❣✐✈❡ ❛ s✐♠♣❧❡r ❢♦r♠ ❢♦r ❚❤❡♦r❡♠ ✶✳✶✳✶✳

❈♦r♦❧❧❛r② ✶✳✷✳✶✳ ▲❡t a, b, c, d ❜❡ ♣♦s✐t✐✈❡ r❡❛❧ ♥✉♠❜❡rs ❛♥❞ s✉♣♣♦s❡ a > c✳ ❚❤❡♥
✇❡ ❤❛✈❡

Ps♠♦♦t❤

(
Lx(a, b), Lx(c, d)

)
= Lx

(
a− c, (a− c) b

d

)−1+o(1)

.

Pr♦♦❢✳ ❯s✐♥❣ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✳✶✳✶ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t t❤❡ s♠♦♦t❤♥❡ss ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❡q✉❛❧s
exp(−(1 + o(1))u log u) ❢♦r u = log(Lx(a, b))/ log(Lx(c, d))✳ ❚❤✐s ❢✉rt❤❡r ❣✐✈❡s
u = b

d
(log x)a−c ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧t ❢♦❧❧♦✇s✳

❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❤❛♣t❡rs ✇✐❧❧ ♦❢t❡♥ ❜❡♥❡✜t ❢r♦♠ ❛
❝♦✉♣❧❡ ♦❢ ❡❛s② ❢♦r♠✉❧❛❡ ❢♦r t❤❡ L ❢✉♥❝t✐♦♥s✳
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Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✷✳✷✳ ▲❡t (a, b) ❛♥❞ (c, d) ❜❡ t✇♦ ♣❛✐rs ♦❢ ♣♦s✐t✐✈❡ r❡❛❧s✳ ❚❤❡♥ ✇❡
❤❛✈❡

L{Lx(a,b)}(c, d) = Lx

(
ac, dbca(1−c)

)1+o(1)

❛♥❞ Lx(a, b) · Lx(c, d) =

{
Lx(a, b)

1+o(1), ✐❢ a > c;
Lx(a, b+ d), ✐❢ a = c.

■❢ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t (a, b) ✐s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ (c, d) ✐♥ ❧❡①✐❝♦❣r❛♣❤✐❝❛❧ ♦r❞❡r✱
✐✳❡✳✱ a > c ♦r ✇❡ ❤❛✈❡ a = c ❛♥❞ b > d✱ t❤❡♥ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

Lx(a, b) + Lx(c, d) = Lx(a, b)
1+o(1).

✶✳✸ ❙♠♦♦t❤ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s

▼❛♥② ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ ✐♥t❡❣❡r ❛r✐t❤♠❡t✐❝ ❝❛♥ ❜❡ tr❛♥s❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s✳ ❊✈❡♥ ♠♦r❡✱ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✻ ✇❡ s❡❡ t✇♦ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ♦♥ ♥✉♠❜❡r ❛♥❞ r❡✲
s♣❡❝t✐✈❡❧② ❢✉♥❝t✐♦♥ ✜❡❧❞s ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ✐❢ ♦♥❡ r❡♣❧❛❝❡s ♥✉♠❜❡rs
✇✐t❤ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ ❡①t❡♥❞ t❤❡ s♠♦♦t❤♥❡ss ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❛♥❞ s❛②✱
❢♦r ❛♥ ✐♥t❡❣❡r β ❝❛❧❧❡❞ s♠♦♦t❤♥❡ss ❜♦✉♥❞✱ t❤❛t ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐s β✲s♠♦♦t❤ ✐❢ ❛❧❧ ✐ts
✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ❢❛❝t♦rs ❤❛✈❡ ❞❡❣r❡❡ ❧❡ss t❤❛♥ ♦r ❡q✉❛❧ t♦ β✳ ❈♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ψ ✐♥ ♥✉♠✲
❜❡rs✬ ✇♦r❧❞✱ ❢♦r ❛♥② ✜♥✐t❡ ✜❡❧❞ Fq✱ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s♠♦♦t❤ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s
❜②

Nq(n,m) = #
{
h(t) ∈ Fq[t], deg h(t) = n, ♠♦♥✐❝ ❛♥❞ m✲s♠♦♦t❤

}
.

❙✉r♣r✐s✐♥❣❧②✱ t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ Nq(n,m)/qn ❤❛s ❛ ❧✐♠✐t ❢♦r ❛♥② ✜♥✐t❡ ✜❡❧❞ Fq✱ ✐♥❞❡✲
♣❡♥❞❡♥t ♦♥ q ❛♥❞ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❉✐❝❦♠❛♥✬s r❤♦✳ ❲❡ ❝✐t❡ ❛ t❤❡♦r❡♠
♣r♦✈❡♥ ✉s✐♥❣ ❈❛✉❝❤②✬s ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❢♦r♠✉❧❛✳

❚❤❡♦r❡♠ ✶✳✸✳✶ ✭❬P●❋✾✽❪✮✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ m✲s♠♦♦t❤ ♠♦♥✐❝ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ♦❢ ❞❡❣r❡❡
n ♦✈❡r Fq s❛t✐s✜❡s

Nq(n,m) = qnρ

(
n

m

)(
1 +O

(
log n

m

))
,

✇❤❡r❡ O() ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ q✳

■❢ ♦♥❡ ♣✉ts u = n
m

t❤✐s t❤❡♦r❡♠ st❛t❡s t❤❛t t❤❡ s♠♦♦t❤♥❡ss ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐s
u−u(1+o(1))✳ ■❢ ♦♥❡ ❜♦✉♥❞s ♦♥❡s❡❧❢ t♦ ❛ ♠♦r❡ ❜❛s✐❝ t❡❝❤♥✐q✉❡✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ✜♥❞ ❛ ❧♦✇❡r
❜♦✉♥❞ ♦❢ u−cu ❢♦r ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t ❝♦♥st❛♥t c > 0✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✸✳✷ ✭❬❏▲✵✻❪✮✳ ▲❡t 0 < α1 < α2 < 1 ❜❡ t✇♦ ❝♦♥st❛♥ts✳ ❋♦r ❛♥②
✜♥✐t❡ ✜❡❧❞ Fq ❛♥❞ ❢♦r ❛♥② ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥t❡❣❡rs m ≥ 8 ❛♥❞ n s✉❝❤ t❤❛t nα1 < m < nα2

✇❡ ❤❛✈❡
Nq(n,m)/qn ≥ u−cu,

❢♦r ❛♥② ❝♦♥st❛♥t c ❧❛r❣❡r t❤❛♥ 1/(1− α2)✳
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Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ ❜❛s✐❝ ✐❞❡❛ ✐s t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r Im(q) ♦❢ ♠♦♥✐❝ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ♣♦❧②✲
♥♦♠✐❛❧s ♦✈❡r Fq ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ❞❡❣r❡❡ m✿

Im(q) =
1

m

∑

d|m
µ(d)qm/d ≥ 1

m

(
qm − ⌈log2m⌉qm/2

)
,

✇❤❡r❡ µ ✐s ▼ö❜✐✉s✬ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❆s m ≥ 8 t❤❡ r✐❣❤t ❤❛♥❞ s✐❞❡ ♠❡♠❜❡r ✐♥ t❤❡
✐♥❡q✉❛❧✐t② ❛❜♦✈❡ ✐s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ qm/2m✳

❙✐♥❝❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ♦❢ ❞❡❣r❡❡ m ✐s ❧❛r❣❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦t❤❡r ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ♦❢ s♠❛❧❧❡r ❞❡❣r❡❡✱ ❛ ❣♦♦❞ ❣✉❡ss ✐s t❤❛t
❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ m✲s♠♦♦t❤ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ❤❛✈❡ ℓ := ⌊n/m⌋ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ❢❛❝t♦rs ♦❢
❞❡❣r❡❡ m✳ ▲❡t ✉s ✜♥❞ ❛ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ❢♦r

Tq(n,m) := #{h(t) ∈ Fq[t] | deg h(t) = n ♠♦♥✐❝ ✇✐t❤ ℓ ❞✐st✐♥❝t ✐rr❡❞✳ ❞❡❣r❡❡✲m ❢❛❝t♦rs}.

❚❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ Tq(n,m) ✐s ❝❧❡❛r❧②
(
Im(q)

ℓ

)
qn−mℓ✳ ❍❡♥❝❡ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

Tq(n,m)

qn
=

1

ℓ!qn

ℓ∏

i=1

(
Im(q)− i

)
≥ (Im(q)/2)

ℓ

ℓ!
≥ 1

ℓ!(4m)ℓ
.

❚❛❦✐♥❣ ❧♦❣❛r✐t❤♠s ❛♥❞ ✉s✐♥❣ ❙t✐r❧✐♥❣✬s ❢♦r♠✉❧❛ ✇❡ ❣❡t log(Tq(n,m)/qn) ≥ −(1 −
ǫ)ℓ(log ℓ + logm + log 4) ❢♦r ❛♥② ǫ > 0✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦♥ m ❛♥❞ n ✇❡
❤❛✈❡ logm + log ℓ ≥ c log ℓ ❢♦r ❛♥② ❝♦♥st❛♥t c > 1/(1 − α2)✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♠♣❧❡t❡s t❤❡
♣r♦♦❢✳
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❈❤❛♣t❡r ✷

❚❤❡ ❊❧❧✐♣t✐❝ ❈✉r✈❡ ▼❡t❤♦❞ ♦❢
❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥

❚❡st✐♥❣ t❤❡ s♠♦♦t❤♥❡ss ♦❢ ❛♥ ✐♥t❡❣❡r ✐s ❛ ❞✐✣❝✉❧t t❛s❦✳ ❚❤❡ ❜❡st ❦♥♦✇♥
❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ▲❡♥str❛✬s ❊❈▼ ❬▲❡♥✽✼❪✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝❡♥tr❛❧ ✐♥ t❤✐s ❞♦❝✉♠❡♥t✳
■t ✜♥❞s t❤❡ ❢❛❝t♦rs ♦❢ ❛♥ ✐♥t❡❣❡r N ❜❡❧♦✇ ❛ ❜♦✉♥❞ B ❛♥❞ ❜❡❝♦♠❡s
❛ ❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❤❡♥ B =

√
N ✳ ❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡

❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❛❜♦✉t t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t t✇♦
❝❤❛♣t❡rs✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✸ ✇❡ ✇✐❧❧ ♣r♦♣♦s❡ ❛♥ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t t♦ t❤❡
❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐ts❡❧❢✳ ■♥ ❈❤❛♣t❡r ✹ ✇❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ ❊❈▼ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t
❜✉✐❧❞✐♥❣ ❜❧♦❝❦ ♦❢ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ ❝❛❧❧❡❞ s♠♦♦t❤✐♥❣✳
❲❡ st❛rt t❤❡ ❝❤❛♣t❡r ❜② r❡❝❛❧❧✐♥❣ t❤❡ ❜❛s✐❝s ♦❢ ❡❧❧✐♣t✐❝ ❝✉r✈❡s✳ ❚❤❡♥ ✇❡
♣r❡s❡♥t ❛ ✈❡r② ❜❛s✐❝ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❊❈▼✱ ❛s ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ P♦❧❧❛r❞✬s
p − 1 ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❛♥❞ ❣✐✈❡ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ✐ts ❝♦♠♣❧❡①✐t②✳ ❚❤❡ r❡st ♦❢
t❤❡ ❝❤❛♣t❡r ✐s ❞❡✈♦t❡❞ t♦ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳
❚❤✐s ✐s ♥♦t ❡①❤❛✉st✐✈❡ ❛s ✇❡ ❞♦ ♥♦t ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❙t❛❣❡ 2 ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t✳

✷✳✶ ❊❧❧✐♣t✐❝ ❝✉r✈❡s

❲❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❧❧✐♣t✐❝ ❝✉r✈❡s ✇❤✐❝❤ ❛✈♦✐❞s t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❣❡♥❡r❛❧
r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❣❡♦♠❡tr②✳ ❍❡♥❝❡✱ ✇❡ ♣r♦✈❡ t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡s ♦❢ ✐♥t❡r❡st
❢♦r ❊❈▼ ❜② ❞✐r❡❝t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ♦r ❜② r❡♣❡❛t✐♥❣ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❛r❣✉♠❡♥ts✳

●✐✈❡♥ ❛ ✜❡❧❞ K✱ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② Pn(K) t❤❡ n✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣r♦❥❡❝t✐✈❡ s♣❛❝❡(
Kn+1\(0, . . . , 0)

)
/ ≡ ✇❤❡r❡ (x0, . . . , xn) ≡ (x′0, . . . , x

′
n) ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛

♥♦♥ ③❡r♦ λ ✐♥ K s✉❝❤ t❤❛t (x′0, . . . , x
′
n) = (λx0, · · · , λxn)✳ ❚❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ (x0, . . . , xn)

✐s ❞❡♥♦t❡❞ (x0 : · · · : xn)✳
▲❡t K ❞❡♥♦t❡ ❛♥ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝❧♦s✉r❡ ♦❢ K✳ ❆♥ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ s❡t ❞❡✜♥❡❞ ♦✈❡r K ✐s ❛♥②

s✉❜s❡t V ♦❢ Pn(K) ❣✐✈❡♥ ❛s t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ❛ s②st❡♠ ♦❢ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s
✇✐t❤ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✐♥ K✳ ❋♦r ❛♥② ✜❡❧❞ L ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ K✱ t❤❡ L✲r❛t✐♦♥❛❧ ♣♦✐♥ts ♦❢ V
❛r❡ t❤❡ ③❡r♦s ✐♥ Pn(L) ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❞❡✜♥❡ V ❀ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② V (L) t❤❡
s❡t ♦❢ L✲r❛t✐♦♥❛❧ ♣♦✐♥ts✳ ■❢ t❤❡ ✐❞❡❛❧ I(V ) ♦❢ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ✐♥ K[x0, . . . , xn] ✇❤✐❝❤
✈❛♥✐s❤ ♦♥ V ✐s ♣r✐♠❡ ✇❡ s❛② t❤❛t V ✐s ❛ ✈❛r✐❡t②✳

❆ ♠♦r♣❤✐s♠ ❜❡t✇❡❡♥ ✈❛r✐❡t✐❡s V1 ❛♥❞ V2 ✐s ❛ ♠❛♣ ϕ : V1 → V2 ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡
❡①♣r❡ss❡❞ ❜② ❛ ✜♥✐t❡ s❡t ♦❢ ❢♦r♠✉❧❛❡✳ ■♥ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧✱ ❛ ♠♦r♣❤✐s♠ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡
❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✜♥✐t❡ s❡t ♦❢ (n + 1)✲t✉♣❧❡s g(i)✱ i = 1, 2, . . . ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❊❛❝❤ g(i) ✐s

✾
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❞❡✜♥❡❞ ♦♥ ❛♥ ♦♣❡♥ s✉❜s❡t ♦❢ V1✱ ✐✳❡✳✱ ♦♥ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② ♦❢ ❛ ✜♥✐t❡ s❡t✳ ❊❛❝❤
g(i) ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② n+ 1 ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s g(i) = (g

(i)
0 , · · · , g

(i)
n ) ✇❤✐❝❤ ❞♦ ♥♦t

✈❛♥✐s❤ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ♦♥ Ui✳ ■❢ t✇♦ t✉♣❧❡s g(i) ❛♥❞ g(j) ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛t t❤❡ s❛♠❡
♣♦✐♥t P t❤❡♥ g(i)(P ) = g(j)(P )✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ g(i) ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛t ❡✈❡r② ♣♦✐♥t✳
■❢ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ✈❛r✐❡t✐❡s V1 ❛♥❞ V2 t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ϕ s✉❝❤ t❤❛t ϕ ❛♥❞ ϕ−1

❛r❡ ♠♦r♣❤✐s♠s✱ ✇❡ s❛② t❤❛t V1 ❛♥❞ V2 ❛r❡ ✐s♦♠♦r♣❤✐❝✳
❆ ✈❛r✐❡t② ♦❢ P2 ❣✐✈❡♥ ❜② ♦♥❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ ♣❧❛♥❡ ❝✉r✈❡✳ ■❢ ❛ ♣❧❛♥❡ ❝✉r✈❡

✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥ P (x, y, z) = 0✱ ✇❡ s❛② t❤❛t ❛ ♣♦✐♥t (x : y : z) ✐s s✐♥❣✉❧❛r ✐❢
❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ∂P

∂x
= ∂P

∂y
= ∂P

∂z
= 0✳ ❲❡ ❝❛♥ ♥♦✇ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❡❧❧✐♣t✐❝ ❝✉r✈❡s✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✳✶✳ ▲❡t A ❛♥❞ B ❜❡ t✇♦ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ ❛ ✜❡❧❞ K✱ char(K) 6= 2, 3✳
❆ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❜❡❧♦✇ ❤❛s ♥♦ s✐♥❣✉❧❛r ♣♦✐♥t ✐♥ P2(K)✿

EW,A,B : y2z = x3 + Axz2 +Bz3. ✭✷✳✶✮

❚❤❡♥ ❛♥ ❡❧❧✐♣t✐❝ ❝✉r✈❡ ✐♥ s❤♦rt ❲❡✐❡rstr❛ss ❢♦r♠ ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s ✐♥ P2(K) ♦❢
t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥✳

❲❡ ❛❧s♦ ❝❛❧❧ ❡❧❧✐♣t✐❝ ❝✉r✈❡ ❡✈❡r② ♣❧❛♥❡ ❝✉r✈❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐s♦♠♦r♣❤✐❝ t♦ ❛♥ ❡❧❧✐♣t✐❝
❝✉r✈❡ ✐♥ s❤♦rt ❲❡✐❡rstr❛ss ❢♦r♠✳ ❲❡ ✇❛r♥ t❤❡ r❡❛❞❡r t❤❛t ✇✐❞❡r ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ♦❢
❡❧❧✐♣t✐❝ ❝✉r✈❡s ❡①✐st ✐♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ 2 ❛♥❞ 3✱ ❜✉t t❤❡② ❛r❡ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r② ❢♦r t❤❡
❊❈▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❲❤❡♥✱ ❢♦r ❛♥ ❡❧❧✐♣t✐❝ ❝✉r✈❡ E ✇❡ ✇r✐t❡ ❛♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐❝ ❡❧❧✐♣t✐❝
❝✉r✈❡ ✐♥ s❤♦rt ❲❡✐❡rstr❛ss ❢♦r♠ ✇❡ s❛② t❤❛t ✇❡ ✏♣✉t E ✐♥ s❤♦rt ❲❡✐❡rstr❛ss ❢♦r♠✑✳

■♥ t❤❡ s❡q✉❡❧ ✇❡ ✇✐❧❧ ✇r✐t❡ ❛✣♥❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❢♦r♠✉❧❛❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② s❡tt✐♥❣
z = 1✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ❛❧❧ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛❡ ♠✉st ❜❡ r❡❛❞ ✐♥ ♣r♦❥❡❝t✐✈❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✱
✐✳❡✳✱ ❡❛❝❤ ♠♦♥♦♠✐❛❧ ♠✉st ❜❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡❞ ❜② t❤❡ r✐❣❤t ♣♦✇❡r ♦❢ z ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥
❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ y2 = x3 + Ax + b ♠✉st ❜❡
r❡❛❞ ❛s ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✮✳

◆♦t❡ ♥♦✇ t❤❛t ✐♥ s❤♦rt ❲❡✐❡rstr❛ss ❢♦r♠ ♦♥❡ t❡sts ✐❢ EW,A,B ❤❛s s✐♥❣✉❧❛r ♣♦✐♥ts
❜② s✐♠♣❧② t❡st✐♥❣ ✐❢ Disc(x3 +Ax+B) = −(4A3 + 27B2) ✐s ③❡r♦✳ ❚❤✐s q✉❛♥t✐t② ✐s
❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t ♦❢ E ❛♥❞ ✐t ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ∆(E)✳

■❢ EW,A,B ✐s ❛♥ ❡❧❧✐♣t✐❝ ❝✉r✈❡ ♦✈❡r Q ♦♥❡ ❝❛♥ ❛ss♦❝✐❛t❡ ✐t t♦ ❛ ❝✉r✈❡ ♦✈❡r Fp ❢♦r
❛❧♠♦st ❛❧❧ ♣r✐♠❡s p✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✳✷✳ ▲❡t A = A1/A2 ❛♥❞ B = B1/B2 ❜❡ t✇♦ r❛t✐♦♥❛❧ ♥✉♠❜❡rs s✉❝❤
t❤❛t EW,A,B ✐s ❛♥ ❡❧❧✐♣t✐❝ ❝✉r✈❡✳ ■❢ p ✐s ❛ ♣r✐♠❡ ✇❤✐❝❤ ❞♦❡s ♥♦t ❞✐✈✐❞❡ 6∆(EW,A,B)
♥♦r t❤❡ ❞❡♥♦♠✐♥❛t♦rs A2 ❛♥❞ B2 ♦❢ A ❛♥❞ B ✇❡ s❛② t❤❛t EW,A,B ❤❛s ❣♦♦❞ r❡❞✉❝✲
t✐♦♥✶ ♠♦❞✉❧♦ p✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ EW,A,B(Fp) ❛s t❤❡ ❡❧❧✐♣t✐❝ ❝✉r✈❡✿

EW,A,B : y2z = x3 + Ax2z +Bz3, ✭✷✳✷✮

✇❤❡r❡ A = (A1 mod p) × (A2 mod p)−1 ❛♥❞ B = (B1 mod p) × (B2 mod p)−1 ❛r❡
t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥s ♦❢ A ❛♥❞ B ♠♦❞✉❧♦ p✳

■t ✐s ♥♦✇ t✐♠❡ t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❣r♦✉♣ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❛♥ ❡❧❧✐♣t✐❝ ❝✉r✈❡✳ ❙❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶
❢♦r ❛♥ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥✳

✶❚❤✐s ✐s ❛♥ ❛❞✲❤♦❝ ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♦♥❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢
♠✐♥✐♠❛❧ ♠♦❞❡❧ ✭s❡❡ ❬❙✐❧✵✾✱ ❈❤❛♣t❡r ❱■■❪✮✳
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✿ ❆❞❞✐t✐♦♥ ❧❛✇ ♦♥ ❛ ❝✉r✈❡ ✐♥ s❤♦rt ❲❡✐❡rstr❛ss ❢♦r♠✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✳✸✳ ▲❡t EW,A,B ❜❡ ❛♥ ❡❧❧✐♣t✐❝ ❝✉r✈❡ ✐♥ s❤♦rt ❲❡✐❡rstr❛ss ❢♦r♠ ♦✈❡r
❛ ✜❡❧❞ K✱ charK 6= 2, 3✳ ❋♦r ❛♥② ♣♦✐♥t P = (x : y : z) ✇❡ ❞❡✜♥❡ ✐ts ✐♥✈❡rs❡ ❜②
−P = (x : −y : z) ❛♥❞ t❤❡♥ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❧❛✇ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳

✶✳ ❋♦r ❛♥② ❞✐st✐♥❝t ♣♦✐♥ts P ❛♥❞ Q ✇❡ ❝❛❧❧ P +Q t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♦❢ t❤❡ t❤✐r❞ ♣♦✐♥t
♦❢ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡ PQ ✇✐t❤ t❤❡ ❝✉r✈❡✳

✷✳ ❋♦r ❛♥② ♣♦✐♥t P ✇❡ ❝❛❧❧ P + P t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♦❢ t❤❡ t❤✐r❞ ♣♦✐♥t ♦❢ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥
tP ✇✐t❤ t❤❡ ❝✉r✈❡✱ ✇❤❡r❡ tP ✐s t❤❡ t❛♥❣❡♥t ❧✐♥❡ ❛t P t♦ EW,A,B✳

❈❧❡❛r❧② t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❛ss♦❝✐❛t❡s t♦ ❛♥② t✇♦ ♣♦✐♥ts ♦♥ t❤❡ ❝✉r✈❡ ❛ t❤✐r❞ ♦♥❡ ♦♥
t❤❡ s❛♠❡ ❝✉r✈❡ ❛♥❞ ✐t ✐s tr✐✈✐❛❧❧② ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❧❛✇
t❤❛t ✇❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❛ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ✇❛② ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❛♥ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ♠❛♥♥❡r✳
❍❡r❡ ✐s t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✐♥ ❛✣♥❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✿

λ =

{
y2−y1
x2−x1

✐❢ x1 6= x2
3x2

1+A

2y1
✐❢ (x1, y1) = (x2, y2)

ν =

{
y1x2−y2x1

x2−x1
✐❢ x1 6= x2

−x2
1+Ax1+2B

2y1
✐❢ (x1, y1) = (x2, y2)

x3 = λ2 − (x1 + x2)

y3 = −λx3 − ν.

❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✶✳✹ ✭❈❤❛♣t❡r ■■■✱❬❙✐❧✵✾❪✮✳ ▲❡t E ❜❡ ❛♥ ❡❧❧✐♣t✐❝ ❝✉r✈❡ ✐♥ ❲❡✐❡rstr❛ss
❢♦r♠✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ❤❛✈❡✿

✭✐✮ ❊❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ t❤❡ s✉♠ ♣♦✐♥t P + Q ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❛ ♣♦❧②✲
♥♦♠✐❛❧ ✐♥ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ P ❛♥❞ Q✳

✭✐✐✮ ❚❤❡ ❧❛✇ ❡♥❞♦✇s E ✇✐t❤ ❛ ❣r♦✉♣ str✉❝t✉r❡✳

✭✐✐✐✮ ❚❤❡ ✉♥✐q✉❡ ♣♦✐♥t (x : y : z) ♦❢ E s✉❝❤ t❤❛t z = 0 ✐s t❤❡ ♥❡✉tr❛❧ ❡❧❡♠❡♥t
(0 : 1 : 0)✳
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■♥ t❤❡ ❊❈▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❡ ✉s❡ ✐♥ ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ♠❛♥♥❡r ❛♥ ❡st✐♠❛t❡ ♦♥ t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦✐♥ts ♦❢ ❛♥ ❡❧❧✐♣t✐❝ ❝✉r✈❡ ♦✈❡r ❛ ✜♥✐t❡ ✜❡❧❞ Fq✱ ❛s ❣✐✈❡♥ ❜❡❧♦✇✳

❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✶✳✺ ✭❍❛ss❡✮✳ ▲❡t E/Fq ❜❡ ❛♥ ❡❧❧✐♣t✐❝ ❝✉r✈❡ ❞❡✜♥❡❞ ♦✈❡r t❤❡ ✜❡❧❞ ✇✐t❤
q ❡❧❡♠❡♥ts✳ ❚❤❡♥ ∣∣#E(Fq)− q − 1

∣∣ ≤ 2
√
q. ✭✷✳✸✮

✷✳✷ ❚❤❡ ❊❈▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠

❚❤❡ s✉❜r♦✉t✐♥❡ ♦❢ ❊❈▼ ❝❛♥ ❜❡ ✉♥❞❡rst♦♦❞ ❜② ❛♥❛❧♦❣② ✇✐t❤ t❤❡ ✏p − 1✑ ♠❡t❤♦❞✳
❚❤✐s ❧❛tt❡r s❡❛r❝❤❡s t❤❡ ❢❛❝t♦rs p ♦❢ ❛♥ ✐♥t❡❣❡r N s✉❝❤ t❤❛t p− 1 ✐s B1✲s♠♦♦t❤ ❢♦r
❛ ♣❛r❛♠❡t❡r B1✳ ❚❤❡ ❜❛s✐❝ ✐❞❡❛ ✐s t❤❛t✱ ✐❢ x0 ✐s ❝♦♣r✐♠❡ t♦ N ✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ t♦ p✱ ❛♥❞
✐❢ M ✐s ❛ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♦❢ p− 1 t❤❡♥ p ❞✐✈✐❞❡s xM0 − 1✳ ❍❡♥❝❡ ✇❡ ✇r✐t❡ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷✳✶✳

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷✳✶ ❚❤❡ ✏p− 1✑ ♠❡t❤♦❞
✶✿ P✐❝❦ r❛♥❞♦♠ x0 ∈ [2, N − 2] ❝♦♣r✐♠❡ t♦ N ✳
✷✿ M ←

∏
q ≤ B1✱ ♣r✐♠❡ q

⌊logq N⌋✳
✸✿ ❊✈❛❧✉❛t❡ xM0 mod N ✳
✹✿ g ← gcd(xM0 − 1, N)✳
✺✿ ✐❢ g > 1 t❤❡♥
✻✿ r❡t✉r♥ g❀
✼✿ ❡❧s❡
✽✿ r❡t✉r♥ ✏❋❆■▲✑✳
✾✿ ❡♥❞ ✐❢

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝❛♥ ❜❡ ❡①❡❝✉t❡❞ s✐♥❝❡ ✇❡ ♦♥❧② ✉s❡❞ N ✱ ♥♦t ✐ts t♦✲❜❡✲
❢♦✉♥❞ ❢❛❝t♦r p✳ ■❢ p ✐s s✉❝❤ t❤❛t p− 1 ✐s B1✲s♠♦♦t❤✱ t❤❡♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r M s❡t ❛t
❧✐♥❡ 2. ✐s ❛ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♦❢ p− 1✳ ❍❡♥❝❡ g ✐s ❛ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♦❢ p s♦ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦✉t♣✉ts ❛
♠✉❧t✐♣❧❡ ♦❢ p✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r② ❛ss✉♠❡ t❤❛t p′ ✐s ❛ ♣r✐♠❡ ❢❛❝t♦r ♦❢ N s✉❝❤ t❤❛t M
✐s ♥♦t ❛ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♦❢ p′− 1✳ ❚❤❡♥ p′− 1 ❤❛s ❛ ❧❛r❣❡ ♣r✐♠❡ ❢❛❝t♦r ℓ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♣r✐♠❡
t♦ M ✳ ❍❡♥❝❡ xM0 6≡ 1 mod p′ ❡①❝❡♣t ✐❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ x0 ✐s ❝♦♣r✐♠❡ t♦ ℓ✱ ✇❤✐❝❤
❤❛♣♣❡♥s ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② 1/ℓ✳ ❲❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t g ✐s ❛ ♣r♦♣❡r ❢❛❝t♦r ♦❢ N ❡①❝❡♣t
✐❢ ✇❡ ♠❛❞❡ ❛♥ ✉♥❧✉❝❦② ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ x0 ♦r ✐❢ ❛❧❧ t❤❡ ♣r✐♠❡ ❞✐✈✐s♦rs ♦❢ N ❛r❡ s✉❝❤ t❤❛t
p− 1 ✐s B1✲s♠♦♦t❤✳ ❋♦r ♠♦st ✐♥♣✉ts N t❤✐s ✐s ♥♦t ❛ ♣r♦❜❧❡♠ ❜❡❝❛✉s❡ ✇❡ ❝❛♥ r✉♥
t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐t❤ ❛ s♠❛❧❧❡r ♣❛r❛♠❡t❡r B1 ✉♥t✐❧ ✇❡ ♠❛♥❛❣❡ t♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ❢❛❝t♦rs ♦❢ N ✳ ❆♠♦♥❣ t❤❡ ❜❛❞ ❝❛s❡s ✇❡ ❤❛✈❡ N = F3 × F4 ✇❤❡r❡ Fn = 22

n
+ 1✳

❚❤❡ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❜❧♦❝❦ ♦❢ ❊❈▼ ✐s ❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✏p − 1✑ ♠❡t❤♦❞ ✇❤❡r❡ t❤❡
♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❣r♦✉♣ (Z/pZ)∗ ✐s r❡♣❧❛❝❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❣r♦✉♣ ♦❢ ♣♦✐♥ts ♦❢ ❛♥ ❡❧❧✐♣t✐❝
❝✉r✈❡✳ ▲❡t E ❜❡ ❛♥ ❡❧❧✐♣t✐❝ ❝✉r✈❡ ✇✐t❤ ✐♥t❡❣❡r ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✱ E : y2 = x3 + Ax + B✱
❛♥❞ ❧❡t x0, y0, z0 ❜❡ t❤r❡❡ ✐♥t❡❣❡rs s✉❝❤ t❤❛t P0 = (x0 : y0 : z0) ✐s ❛ ♣♦✐♥t ♦❢ E(Q)✳
❲❡ ❢✉rt❤❡r ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ P0 ✐s ✐♥✜♥✐t❡✳ ❘❡❝❛❧❧ t❤❛t t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥ ❢♦r♠✉❧❛❡
❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❜② ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❢♦r♠✉❧❛❡ ✇✐t❤ ✐♥t❡❣❡r ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳ ❍❡♥❝❡✱ ✐❢ t❤❡
st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t ❤❛s ✐♥t❡❣❡r ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✱ ❛❧❧ ✐ts ♠✉❧t✐♣❧❡s ❤❛✈❡ ✐♥t❡❣❡r ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✳
❲❡ s❛② t❤❛t ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ ❛ ♣♦✐♥t ♦❢ E(Q) ♠♦❞✉❧♦ N ✐❢ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ r❡s✐❞✉❡s
♠♦❞✉❧♦ N ♦❢ ✐ts t❤r❡❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✳ ❍❡♥❝❡ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ♠♦❞✉❧♦ N ♠❡❛♥s t❤❛t ❛❧❧
t❤❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ r❡s✉❧ts ❤❛✈❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ✐♥ [0, N − 1]✳
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◆♦t❡ t❤❛t✱ ✐❢ p ✐s ❛ ♣r✐♠❡ ❞✐✈✐s♦r ♦❢ N ✱ t❤❡♥ ✐❢ ♦♥❡ ❢✉rt❤❡r r❡❞✉❝❡s ♠♦❞✉❧♦
p t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♠♦❞✉❧♦ N ✱ t❤❡♥ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥s t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ✐♥ E(Fp)✳ ❙♦♠❡
s✉❜t❧❡t✐❡s r❡s✐❞❡ ✐♥ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t✇♦ ♣♦✐♥ts ❝❛♥ ❜❡ ❡q✉❛❧ ♠♦❞✉❧♦ p ❜✉t ❞✐✛❡r❡♥t
♠♦❞✉❧♦ N ✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ ♦♥❡ ♠✐st❛❦❡♥❧② ✉s❡s t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥ ❢♦r♠✉❧❛❡ s♣❡❝✐✜❝ t♦ ♣❛✐rs
♦❢ ❞✐st✐♥❝t ♣♦✐♥ts ✇❤❡♥ ❛❞❞✐♥❣ t✇♦ ❡q✉❛❧ ♣♦✐♥ts✳ ❚❤✐s ✐s ❡❛s② t♦ ❛✈♦✐❞ ❜❡❝❛✉s❡ ♦♥❡
❝❛♥ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ gcd ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♣♦✐♥ts✬ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❛♥❞ ✜♥❞ ❛♥ ✏❛❝❝✐❞❡♥t❛❧✑ ❢❛❝t♦r
♦❢ N ✳ ❆❧t❡r♥❛t✐✈❡❧②✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❝❤❡❝❦ t❤❛t ✐❢ ♦♥❡ ✉s❡s t❤❡ ♠✐st❛❦❡♥ ❢♦r♠✉❧❛ ✐♥ ❊❈▼
t❤❡♥ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥s t❤❡ ❢♦r❜✐❞❞❡♥ tr✐♣❧❡t (0, 0, 0) ✐♥ F3

p✳ ❋✉rt❤❡r✱ ❛❧❧ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s
✇❤✐❝❤ ❢♦❧❧♦✇ ✇✐❧❧ r❡♠❛✐♥ ❝♦♥❣r✉❡♥t t♦ (0, 0, 0) ♠♦❞✉❧♦ p✱ s♦ ✇❡ ❝❛♥ st✐❧❧ ❝♦♠♣✉t❡
p ❛s t❤❡ ❣r❡❛t❡st ❝♦♠♠♦♥ ❞✐✈✐s♦r ♦❢ N ❛♥❞ ♦♥❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡✳ ❲❡ ❝❛♥ ♥♦✇ ♣r❡s❡♥t
❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷✳✷✳

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷✳✷ ❇✉✐❧❞✐♥❣ ❜❧♦❝❦ ♦❢ ❊❈▼
■♥♣✉t✿ ❛ ❝✉r✈❡ EW,A,B ♦✈❡r Q✱ ❛ ♣♦✐♥t P0 ♦❢ ✐♥✜♥✐t❡ ♦r❞❡r ❛♥❞ ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r B1✳
✶✿ M ←

∏
q ≤ B1 ♣r✐♠❡ q

⌊logq N⌋

✷✿ ❊✈❛❧✉❛t❡ (X : Y : Z) =M × P0 ♠♦❞✉❧♦ N
✸✿ g ← gcd(Z,N)
✹✿ ✐❢ g > 1 t❤❡♥
✺✿ r❡t✉r♥ g❀
✻✿ ❡❧s❡
✼✿ r❡t✉r♥ ✏❋❆■▲✑✳
✽✿ ❡♥❞ ✐❢

❆s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ✏p − 1✑ ♠❡t❤♦❞✱ ❧❡t ✉s s✉♣♣♦s❡ t❤❛t N ❤❛s ❛ ❢❛❝t♦r p
s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ E(Fp) ✐s B1✲s♠♦♦t❤✳ ❚❤❡♥ M ✐s ❛ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♦❢ #E(Fp) ❛♥❞
M × P0 ✐s t❤❡ ♥❡✉tr❛❧ ❡❧❡♠❡♥t✳ ❇② ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✶✳✹ t❤✐s s❤♦✇s t❤❛t Z ≡ 0 mod p✱
s♦ g ✐s ❛ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♦❢ p✳ ■❢ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ p′ ✐s ❛ ♣r✐♠❡ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ P0

✐s ♥♦t ❛ ❞✐✈✐s♦r ♦❢ M ✱ t❤❡♥ g 6≡ 0 mod p′✳ ❆❧s♦ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢❛✐❧s ✐❢
E ❤❛s ❜❛❞ r❡❞✉❝t✐♦♥ ❛t t❤❡ ❞✐✈✐s♦rs ♦❢ N ✱ ❜✉t t❤✐s ❝❛♥ ❜❡ t❡st❡❞ ❜② ❝♦♠♣✉t✐♥❣
gcd(N,∆(E))✳ ❍❡♥❝❡✱ ❡①❝❡♣t ❢♦r ❛♥ ✉♥❧✉❝❦② ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ E ❛♥❞ P0✱ t❤❡ ♦✉t♣✉t g ✐s
❛ ♣r♦♣❡r ❞✐✈✐s♦r ♦❢ N ✳

❚❤❡ r❡❛❞❡r ♠✐❣❤t ✇♦♥❞❡r ✇❤❛t ✐s t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷✳✷ ✇❤❡♥ ❝♦♠✲
♣❛r❡❞ t♦ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷✳✶✳ ■❢ ♦♥❡ r✉♥s t❤❡♠ ❛s ❝♦♠♣❧❡t❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ ✇✐t❤ t❤❡ ♣❛✲
r❛♠❡t❡r B1 ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ❜♦✉♥❞ B ✉♣ t♦ ✇❤✐❝❤ ✇❡ s❡❛r❝❤ ❢♦r ❢❛❝t♦rs✱ t❤❡♥ t❤❡② ❛r❡
✈❡r② s✐♠✐❧❛r✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ❍✳ ▲❡♥str❛ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ r✉♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷✳✷ ❛s s✉❜r♦✉✲
t✐♥❡ ❛♥❞ t♦ s❡t ♣❛r❛♠❡t❡r B1 t♦ ❛ ♠✉❝❤ s♠❛❧❧❡r ✈❛❧✉❡ t❤❛♥ B❀ ♦♥❡ t❡sts ❛s ♠❛♥②
❝✉r✈❡s E ❛s ♥❡❡❞❡❞ ✉♥t✐❧ ✇❡ ✜♥❞ ❛♥ ❡❧❧✐♣t✐❝ ❝✉r✈❡ s✉❝❤ t❤❛t #E(Fp) ✐s B1✲s♠♦♦t❤✳
■♥❞❡❡❞✱ ❛ t❤❡♦r❡♠ ♦❢ ❍✳ ▲❡♥str❛ st❛t❡s t❤❛t ❛❧❧ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ✐♥ ❛ s✉❜s❡t ♦❢ t❤❡ ❍❛ss❡
✐♥t❡r✈❛❧✱ ❣✐✈❡♥ ❜② ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✶✳✺✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ s♦♠❡ ❡❧❧✐♣t✐❝ ❝✉r✈❡s EW,A,B ❛♥❞
t❤❛t t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ✈❛❧✉❡s ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② ✉♥✐❢♦r♠✳ ❍❡♥❝❡✱ ❡❛❝❤ r✉♥ ♦❢
❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷✳✷ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ r♦❧❧✐♥❣ ❛ ❞✐❝❡✳

❇❡❢♦r❡ ♣❛ss✐♥❣ t♦ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s✱ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛❜♦✈❡ ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❙t❛❣❡
1 ♦❢ ❊❈▼✳ ■t ✇❛s ❧❛t❡r ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ s❡❛r❝❤ ❢♦r ❝✉r✈❡s E s✉❝❤ t❤❛t #E(Fp) ❤❛s ❛❧❧
✐ts ♣r✐♠❡ ❞✐✈✐s♦rs ❜❡❧♦✇ t❤❡ ❜♦✉♥❞ B1 ❡①❝❡♣t ❢♦r ♦♥❡ ❢❛❝t♦r π ✇❤✐❝❤ ✐s ❜❡❧♦✇ ❛
s❡❝♦♥❞ ❜♦✉♥❞ B2✳ ❋♦r t❤✐s✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ✉s❡ t❤❡ ♣♦✐♥t P = (X : Y : Z) ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛t
st❡♣ 2. ♦❢ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷✳✷✳ ◆❡①t✱ ♦♥❡ ❝♦♠♣✉t❡s ❛❧❧ t❤❡ ✈❛❧✉❡s π × P ❢♦r t❤❡ ♣r✐♠❡s
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❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷✳✸ ❚❤❡ ❊❧❧✐♣t✐❝ ❈✉r✈❡ ▼❡t❤♦❞ ♦❢ ❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥✿ st❛❣❡ 1✳

■♥♣✉t✿ ❛♥ ✐♥t❡❣❡r N ❛♥❞ ❛ s♠♦♦t❤♥❡ss ❜♦✉♥❞ B
B1 ← LB(1/2,

√
2)

✇❤✐❧❡ ♥♦ ❢❛❝t♦r ❢♦✉♥❞ ❞♦
P✐❝❦ r❛♥❞♦♠ A ❛♥❞ B ∈ Z ❛♥❞ ❛ ♣♦✐♥t P0 ♦♥ EW,A,B,/Q ♦❢ ✐♥✜♥✐t❡ ♦r❞❡r
❘✉♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷✳✷ ♦♥ N ❢♦r ♣❛r❛♠❡t❡r B1✱ ❝✉r✈❡ EW,A,B ❛♥❞ ♣♦✐♥t P0

❡♥❞ ✇❤✐❧❡

π ∈ [B1, B2] ❜② ❛ ♠❡❡t✲✐♥✲t❤❡✲♠✐❞❞❧❡ t❡❝❤♥✐q✉❡✳ ❙✐♥❝❡ t❤✐s ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t✱ ❝❛❧❧❡❞
❙t❛❣❡ 2✱ ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ ❙t❛❣❡ 1 ✇❡ r❡❢❡r t❤❡ r❡❛❞❡r t♦ ❬▼♦♥✾✷❪✳

✷✳✷✳✶ ❈♦♠♣❧❡①✐t② ❛♥❛❧②s✐s

❚❤❡ ❝♦st ♦❢ r✉♥♥✐♥❣ ♦♥❡ ❝✉r✈❡ ▲❡t ✉s ✜rst ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢
❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷✳✷✳ ❚❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ M ✐♥ ❧✐♥❡ 1. ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ✐♥ B1 st❛❣❡s ♦❢
(logB1)

O(1)(logN)2 ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❡❛❝❤✱ ✇❤❡r❡❛s ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ ✐t ✐s ❛ ♣r❡✲❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳
❚❤❡ st❡♣ ✐♥ ❧✐♥❡ 2. ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ❜② ❛ ❋❛st ❊①♣♦♥❡♥t✐❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
t♦ O(logM) ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❝✉r✈❡✱ ♠♦❞✉❧♦ N ✳ ❆s ❛♥ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ❢♦r logM ✇❡
❤❛✈❡

logM ≤
∑

q≤B1

logqN log q = O (logN · B1) .

❍❡♥❝❡✱ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷✳✷ ❤❛s ❛ ❝♦st ♦❢ B1(logN)3 ❜✐t ♦♣❡r❛t✐♦♥s✳

❚❤❡ s✉❝❝❡ss ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❲❡ ❝❛❧❧ PB(B1) t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t ✇❡ ✜♥❞ ❛ ❢❛❝t♦r
❜❡❧♦✇ B ❛❢t❡r r✉♥♥✐♥❣ ❛ r❛♥❞♦♠ ❝✉r✈❡ ✇✐t❤ ♣❛r❛♠❡t❡r B1✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❡st✐♠❛t❡
PB(B1)✱ ❧❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ s❡t S ♦❢ t❤❡ B1✲s♠♦♦t❤ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ (p −√
p, p+

√
p) ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❍❛ss❡ ✐♥t❡r✈❛❧✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡♦r❡♠ st❛t❡s

t❤❛t✱ ✉♣ t♦ ❛ ❢❛❝t♦r O(log p)✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t ❛ r❛♥❞♦♠ ❝✉r✈❡ ❤❛s ✐ts ❝❛r❞✐♥❛❧✐t②
✐♥ S ✐s ❛t ❧❡❛st #S/(2

√
p)✳

❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✷✳✶ ✭❬▲❡♥✽✼❪✮✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❝♦♠♣✉t❛❜❧❡ ❝♦♥st❛♥t c s✉❝❤
t❤❛t ❢♦r ❡✈❡r② ♣r✐♠❡ ♥✉♠❜❡r p > 3 ❛♥❞ ❡✈❡r② s❡t S ♦❢ ✐♥t❡❣❡rs s ✇✐t❤ |s−(p+1)| ≤√
p✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ tr✐♣❧❡s (A, x, y) ∈ F3

p ❢♦r ✇❤✐❝❤

∆(EW,A,B) 6= 0 ❛♥❞ #EW,A,B(Fp) ∈ S

✇❤❡r❡ B = y2 − x3 − Ax✱ ✐s ❛t ❧❡❛st cp3

log p
#S−2
2
√
p
✳

❍❡♥❝❡✱ ✇❡ s✉❝❝❡❡❞ ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② c
log p
· #S

2
√
p
✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞ t♦

#S/(2
√
p) ✐❢ ♦♥❡ ❢♦r❣❡ts t❤❡ log p ❢❛❝t♦rs ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❲❡

❤❛✈❡ t❤❡♥ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t ❛ ♥✉♠❜❡r ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ (p−√p, p+√p)
✐s B1✲s♠♦♦t❤✳ ❚❤✐s ✐s ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ t❤❡ ❙♠♦♦t❤ ◆✉♠❜❡rs ✐♥
❙❤♦rt ■♥t❡r✈❛❧ ❬●r❛✵✽❪✳

Pr♦❜❧❡♠ ✷✳✷✳✷✳ ▲❡t x✱ y ❛♥❞ z ❜❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ♥✉♠❜❡rs s✉❝❤ t❤❛t z, y < x✳ ❉❡❝✐❞❡ ✐❢✱
❡①❝❡♣t ❢♦r ❛ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ s❡t ♦❢ tr✐♣❧❡s✱ ✇❡ ❤❛✈❡

ψ(x+ z, y)− ψ(x, y)
z

= Psmooth(x, y)
1+o(1). ✭✷✳✹✮
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❆♠♦♥❣ t❤❡ ❛♥s✇❡rs ❣✐✈❡♥✱ t❤❡ ♦♥❡ ✐♥ ❬❍❚✾✸❪ ❝♦✈❡rs t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ y ≥ L(5/6+
o(1), 1) ❛♥❞ z = y · L(1/6 + o(1), 1)✱ ❜✉t ✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡ t❤❛t t❤✐s ✐s ♥♦t ❡♥♦✉❣❤ ❢♦r
♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❊❈▼✳

❲❡ ♠❛❦❡ t❤❡ ❤❡✉r✐st✐❝ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ (p−√p, p+√
p) ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t♦ ❜❡ B1✲s♠♦♦t❤ ❛s t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ [1, p]✳ ❍❡♥❝❡✱

t❤❡ s✉❝❝❡ss ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❡❛❝❤ ❝✉r✈❡ ✐s ❛s ❢♦❧❧♦✇s

PB(B1) ≥ Psmooth(B, B1)
1+o(1). ✭✷✳✺✮

❖♣t✐♠❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❙✐♥❝❡ ❡❛❝❤ ❝✉r✈❡ r✉♥ ✐♥ ❊❈▼ ✐s ❛♥ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t tr✐❛❧✱ ✐❢
N ❤❛s ❛ ❢❛❝t♦r p ❜❡❧♦✇ B✱ t❤❡♥ ♦♥❡ ❤❛s ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② 1/2 t♦ ✜♥❞ p ❛❢t❡r t❡st✐♥❣
O(1/PB(B1)) ❝✉r✈❡s✳ ❚❤❡ ❝♦st ♦❢ r✉♥♥✐♥❣ ❛ ❝✉r✈❡ ✭❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷✳✷✮ ✐s B1(logN)3✱
s♦ t❤❡ t♦t❛❧ ❝♦st ✐s

❝♦st✭❊❈▼✮ ≥ B1(logN)3

Psmooth(B, B1)
. ✭✷✳✻✮

◆♦t❡ t❤❛t ❛ s♠❛❧❧ ❜♦✉♥❞ B1 ♠❡❛♥s ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ tr✐❛❧s ❜❡❢♦r❡ s✉❝❝❡ss✳ ❆❧s♦✱
❛ ❧❛r❣❡ ♣❛r❛♠❡t❡r B1 ♠❡❛♥s ❛ ❧❛r❣❡ ❝♦st ♦❢ ❡❛❝❤ ❝✉r✈❡✳ ❆s ❛♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ✈❛❧✉❡
✇❡ s❡t B1 = LB(α, c) ✇✐t❤ α ∈ [0, 1] ❛♥❞ c > 0✱ t❤❛t ✇❡ ✇✐❧❧ s❤♦✇ t♦ ❜❡ ♦♣t✐♠❛❧
✇❤❡♥ s❡t ❛s ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷✳✷✳ ❇② ❈♦r♦❧❧❛r② ✶✳✷✳✶✱ Psmooth(B;B1) = LB(1− α, (1−
α)/c)1+o(1)✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✐s

LB
(
max(α, 1− α), O(1)

)
(logN)3

❛s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛❡ ✐♥ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✷✳✷✳ ❚❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡ ✐s α = 1/2✳
❋✉rt❤❡r✱ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❜❡❝♦♠❡s LB(1/2, c

′)1+o(1) ❢♦r

c′ = c+
1

2c
.

❲❡ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤✐s ❜② s❡tt✐♥❣ c = 1/
√
2✱ s♦ t❤❛t c′ =

√
2✳ ❲❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ ✇✐t❤ t❤❡

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢❛❝t ✇❤✐❝❤ ♣r❡s❡♥ts ❊❈▼ ❛s ❛ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

❋❛❝t ✷✳✷✳✸✳ ▲❡t N ❜❡ ❛♥ ✐♥t❡❣❡r ❛♥❞ ❧❡t B ❜❡ ❛ ❜♦✉♥❞✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t ❛♥ ✐♥t❡❣❡r ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ (p−√p, p+√p) ✐s Lp(1/2,

√
2)✲s♠♦♦t❤

✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❛s ❛♥ ✐♥t❡❣❡r ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ (1, p)✱ ✉♣ t♦ ❛♥ 1 + o(1)
❡①♣♦♥❡♥t✳ ■❢ N ❤❛s ❛ ♣r✐♠❡ ❢❛❝t♦r ❜❡❧♦✇ B✱ t❤❡♥ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ 1/2 t♦
✜♥❞ ✐t ✇✐t❤ ❊❈▼ ❛❢t❡r ❛t ♠♦st LB(1/2,

√
2)1+o(1)(logN)3 ♦♣❡r❛t✐♦♥s✳

✷✳✸ ❈❧❛ss✐❝❛❧ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts

❚❤❡ ❙t❛❣❡ 1 ♦❢ ❊❈▼ ✇❛s ✐♠♣r♦✈❡❞ ✐♥ t✇♦ ✇❛②s✿ ❜② s♣❡❡❞✐♥❣ ✉♣ t❤❡ ❝✉r✈❡ ❛r✐t❤✲
♠❡t✐❝ ❛♥❞ ❜② r❡str✐❝t✐♥❣ t♦ ❡❧❧✐♣t✐❝ ❝✉r✈❡s ✇✐t❤ ❛ ❤✐❣❤❡r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ s✉❝❝❡ss✳
❊❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❛r❡ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✳

✷✳✸✳✶ ❆r✐t❤♠❡t✐❝

▼♦♥t❣♦♠❡r② ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥ ●✐✈❡♥ ❛♥ ❡❧❧✐♣t✐❝ ❝✉r✈❡ E ✐♥ ❲❡✐❡rstr❛ss ❢♦r♠✱
❢♦r ❡❛❝❤ ✈❛❧✉❡ ♦❢ x✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ❛t ♠♦st t✇♦ ✈❛❧✉❡s ♦❢ y s✉❝❤ t❤❛t (x : y : 1) ✐s ♦♥
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E✳ ❍❡♥❝❡✱ ✇❤❡♥ ♦♥❡ ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ s✉♠ ♦❢ t✇♦ ♣♦✐♥ts P ❛♥❞ Q ♦♥ E✱ ✐t s❡❡♠s
❡①♣❡♥s✐✈❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ y ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s✐♥❝❡ ✐t ♦♥❧② ❛❧❧♦✇s t♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ❜❡t✇❡❡♥
t✇♦ ♣♦✐♥ts P +Q ❛♥❞ −(P +Q)✳

▲❡t ✉s ❝❛❧❧ x+ ❛♥❞ x− t❤❡ x ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ t❤❡ s✉♠ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ t✇♦
❞✐st✐♥❝t ♣♦✐♥ts P1 = (x1 : y1 : 1) ❛♥❞ P2 = (x2 : y2 : 1)✳ ▼♦♥t❣♦♠❡r② ♥♦t❡❞ t❤❛t x+
❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ x1✱ x2 ❛♥❞ x−✳ ❚♦ s❡❡ t❤✐s✱ ❧❡t E : y2 = b3x

3+b2x
2+b1x+b0

❜❡ ❛♥ ❡❧❧✐♣t✐❝ ❝✉r✈❡✳ ❚❤❡♥ ❛♥ ❡❛s② ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❣✐✈❡s t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛❡ ❢♦r x+ ❛♥❞ x−
❜❡❧♦✇

x+ =

(
y1−y2
x1−x2

)2
− b2

b3
− x1 − x2

x− =

(
y1+y2
x1−x2

)2
− b2

b3
− x1 − x2.

❍❡♥❝❡✱ ✐❢ ✇❡ ♣✉t

P (x) = ((x+ x1 + x2)b3 + b2)(x1 − x2)2,

t❤❡♥ P (x+) = (y1 − y2)2 ❛♥❞ P (x−) = (y1 + y2)
2✱ s♦ P (x+)P (x−) = (y21 − y22)2✳

❚❤✐s ✐s ❛♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐♥ x1 ❛♥❞ x2 ❛❧♦♥❡ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ E✳
❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐❞❡❛ ✐s t♦ ❝❤♦s❡ ✈❛❧✉❡s ❢♦r t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs b0, b1, b2, b3 ✇❤✐❝❤ s✐♠♣❧✐❢②

t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛❡✳ ■♥ ❤✐s t❤❡s✐s✱ ▼♦♥t❣♦♠❡r② ✇r✐t❡s ✏❜✉t ❊❈▼ ❧❡ts ✐ts ✉s❡r t♦ ❝❤♦♦s❡
t❤❡ ❝✉r✈❡✱ ❛♥❞ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♣r♦❤✐❜✐t✐♦♥ ❛❣❛✐♥st s❡❧❡❝t✐♥❣ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ ❬✭✷✳✼✮❪✑✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✶✳ ▲❡t A ❛♥❞ B ❜❡ t✇♦ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ ❛ ♥♦♥✲❜✐♥❛r② ✜❡❧❞ K✳ ❆ss✉♠❡
t❤❛t (A2 − 4)B ✐s ♥♦♥ ③❡r♦✳ ❆ ▼♦♥t❣♦♠❡r② ❝✉r✈❡ ✐s ❛♥ ❡❧❧✐♣t✐❝ ❝✉r✈❡ ✇✐t❤ ❛✣♥❡
❡q✉❛t✐♦♥✿

EM,A,B : By2 = x3 + Ax2 + x. ✭✷✳✼✮

◆♦t❡ t❤❛t ✐t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ s❡tt✐♥❣ b1 = 1/B2✱ b2 = A/B✱ b3 = 1✱ b2 = A ❛♥❞
b0 = 0 t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ♠❛❦✐♥❣ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s x = x′/B ❛♥❞ y = y′/B2✳
❚❤✐s s✐♠♣❧✐✜❡s t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ x+ ❛s ❢♦❧❧♦✇s

x+ =
1

x−

(
x1x2 − 1

x1 − x2

)2

. ✭✷✳✽✮

❖♥❡ ❝❛♥ t❤❡r❡❢♦r❡ ❝♦♠♣✉t❡ ✐♥ ❛✣♥❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ✉s✐♥❣ x ♦♥❧② ♦r✱ ✐♥ ♣r♦❥❡❝t✐✈❡
❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✱ ✉s✐♥❣ (X : Z) ♦♥❧②✳

❙✐♥❝❡✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣✉t❡ P + Q ♦♥❡ ♥❡❡❞s P − Q✱ t❤❡ ❋❛st ❊①♣♦♥❡♥t✐❛t✐♦♥
❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ❛ s❡r✐❡s ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ m× P ✇❤❡r❡ m ❛r❡
❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ ❛ ❝❤❛✐♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❆ ▲✉❝❛s ❝❤❛✐♥ ✐s ❛♥② s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ✐♥t❡❣❡rs s✉❝❤ t❤❛t
i+j ❝❛♥ ♦❝❝✉r ♦♥❧② ✐❢ |i−j| ❞♦❡s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❛♥② s❡q✉❡♥❝❡ (an)n∈N ✇❤✐❝❤ s❛t✐s✜❡s
an+2 = an+1 + an ✐s ❛ ▲✉❝❛s ❝❤❛✐♥✳ ▼♦♥t❣♦♠❡r② ♣r♦♣♦s❡❞ t❤❡ P❘❆❈ ❛❧❣♦r✐t❤♠
✇❤✐❝❤ ❝♦♥str✉❝ts ❛ ▲✉❝❛s ❝❤❛✐♥ ❢♦r ❛♥② ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥t❡❣❡r a ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ❤❡✉r✐st✐❝❛❧❧②
r❡❞✉❝❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ✈❛❧✉❡s✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ✐s t♦ ❝❤♦♦s❡ ❛ ✈❛❧✉❡ b ❧❡ss t❤❛♥
a ❛♥❞ t❤❡♥ t♦ ✐t❡r❛t❡ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ (a, b)→ (b, a− b) ✉♥t✐❧ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥s b = 1✳ ■t ✐s

❦♥♦✇♥ t❤❛t s✉❝❤ s❡q✉❡♥❝❡s ❤❛✈❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② logφ a ❡❧❡♠❡♥ts ✇❤❡r❡ φ = (1+
√
5)

2
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✐s t❤❡ ❣♦❧❞❡♥ r❛t✐♦✳ P❘❆❈ ♠✐♥✐♠✐③❡s t❤✐s ♥✉♠❜❡r ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ ❜② s❡tt✐♥❣ b ❝❧♦s❡ t♦
⌊a/φ⌋✳

❚❤✐s s❤♦rt ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▼♦♥t❣♦♠❡r② ❝✉r✈❡s ✐♥ ❊❈▼ ♦♠✐tt❡❞ ♠❛♥② ✐s✲
s✉❡s✳ ❚❤❡ r❡❛❞❡r ❝❛♥ ✜♥❞ ❛ ❣♦♦❞ r❡✈✐❡✇ ✐♥ ❬❩❉✵✻❪ ❛♥❞ ❝❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✇✐t❤ ❊❈▼
✉s✐♥❣ ●▼P✲❊❈▼ ❬❩+✶✸❪✳

❚❤❡ ❊❞✇❛r❞s ❢♦r♠ ❊✉❧❡r ❛♥❞ ●❛✉ss st✉❞✐❡❞ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ✐♥ R ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥
x2+y2+x2y2 = 1 ❛♥❞ ♥♦t❡❞ ✇❤❛t ✐♥ ♠♦❞❡r♥ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ❣r♦✉♣ ❧❛✇
♦♥ t❤✐s s❡t✳ ❚❤✐s ❧❡❞ ❊❞✇❛r❞s ❬❊❞✇✵✼❪ t♦ st✉❞② t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ t②♣❡ x2 + y2 =
a2(1+x2y2) ✇❤❡r❡ a ✐s ❛♥② ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ ❛ ✜❡❧❞ K✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❇❡r♥st❡✐♥ ❡t ❛❧✳ ❬❇❇❏+✵✽❪
❞❡✜♥❡❞ t❤❡ t✇✐st❡❞ ❊❞✇❛r❞s ❝✉r✈❡s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✷✳ ▲❡t K ❜❡ ❛ ♥♦♥✲❜✐♥❛r② ✜❡❧❞✱ ✐✳❡✳✱ char(K) 6= 2✳ ▲❡t a ❛♥❞ d ❜❡
t✇♦ ❞✐st✐♥❝t ♥♦♥✲③❡r♦ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ K✳ ❲❡ ❝❛❧❧ t✇✐st❡❞ ❊❞✇❛r❞s ❝✉r✈❡ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s
✐♥ P2(K) ♦❢ t❤❡ ❛✣♥❡ ❡q✉❛t✐♦♥

EE,a,d : ax
2 + y2 = 1 + dx2y2. ✭✷✳✾✮

❚❤❡ ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇✐st❡❞ ❊❞✇❛r❞s ❛♥❞ ❲❡✐❡rstr❛ss ❝✉r✈❡s ✇✐❧❧ ❜❡ st✉❞✐❡❞
❧❛t❡r ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ❛♥ ❊❞✇❛r❞s ❝✉r✈❡ ✐s ❛ t✇✐st❡❞ ❊❞✇❛r❞s ❝✉r✈❡ EE,a,d
✇✐t❤ a = 1✱ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦ ✇❡ ❛❜✉s✐✈❡❧② ❞r♦♣ t❤❡ ✇♦r❞ ✏t✇✐st❡❞✑ ✇❤❡♥ t❛❧❦✐♥❣ ♦❢ ❛♥②
t✇✐st❡❞ ❊❞✇❛r❞s ❝✉r✈❡✳ ❆❧s♦ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ t✇✐st❡❞ ❊❞✇❛r❞s ❝✉r✈❡s ✇✐t❤ a = −1
♣❧❛② ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t r♦❧❡✱ ❤❡♥❝❡ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❝✉r✈❡ EE,−1,d ❜② Ed✳

❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✸✳✸ ✭❬❇❇❏+✵✽❪✮✳ ▲❡t K ❜❡ ❛ ♥♦♥✲❜✐♥❛r② ✜❡❧❞ ❛♥❞ EE,a,d ❛ t✇✐st❡❞
❊❞✇❛r❞s ❝✉r✈❡✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t ❜♦t❤ d/a ❛♥❞ d ❛r❡ ♥♦♥✲sq✉❛r❡s ✐♥ K✳ ❚❤❡♥ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠✉❧❛❡ ❞❡✜♥❡ ❛ ❣r♦✉♣ ❧❛✇ ♦♥ EE,a,d(K) ❢♦r ✇❤✐❝❤ (0, 1) ✐s t❤❡ ♥❡✉tr❛❧
❡❧❡♠❡♥t✳

(X, Y ) =

(
xy′ + ax′y

1 + dxx′yy′
,
yy′ − axx′
1− dxx′yy′

)
✭✷✳✶✵✮

❚❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s str❛✐❣❤t✲❢♦r✇❛r❞ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ✉s✐♥❣ ❛ ❝♦♠♣✉t❡r ❛❧❣❡❜r❛ s♦❢t✲
✇❛r❡ ♣❛❝❦❛❣❡✳

❚❤❡ ✉♥✐✜❡❞ ❧❛✇ ❖♥❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❊❞✇❛r❞s ❝✉r✈❡s ✐s t❤❛t✱ ✐❢ d ❛♥❞ d/a ❛r❡
♥♦♥✲sq✉❛r❡s✱ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥ ❧❛✇ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ✇❤❡♥ ♦♥❡ ❝♦♠♣✉t❡s P + Q ❢♦r ❞✐st✐♥❝t
♦r ❡q✉❛❧ ♣♦✐♥ts P ❛♥❞ Q✳ ■♥ ♣✉❜❧✐❝✲❦❡② ♣r♦t♦❝♦❧s✱ t❤❡ ❝r②♣t♦❣r❛♣❤❡r ❝❛♥ s❡❧❡❝t ❛
❝✉r✈❡ EE,a,d ✇✐t❤ a = 1 ❛♥❞ ❛ ❜❛s❡ ✜❡❧❞ Fp s✉❝❤ t❤❛t d ✐s ♥♦t ❛ q✉❛❞r❛t✐❝ r❡s✐❞✉❡
♠♦❞✉❧♦ p✳ ❚❤✐s ✐s ♥♦t t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r ❊❈▼ ❛s ✐t ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❦♥♦✇ ✐❢ ❛♥ ✐♥t❡❣❡r
N ❤❛s ❛ ❢❛❝t♦r s✉❝❤ t❤❛t ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r d ✐s ❛ q✉❛❞r❛t✐❝ ♥♦♥✲r❡s✐❞✉❡ ♠♦❞✉❧♦ p ✭❛
❏❛❝♦❜✐ s②♠❜♦❧ −1 ♠♦❞✉❧♦ N ❞♦❡s ♥♦t ❣✉❛r❛♥t❡❡ ❛ ▲❡❣❡♥❞r❡ s②♠❜♦❧ −1 ❢♦r ❛❧❧
❢❛❝t♦rs ♦❢ N✮✳ ❲❡ ♥❡①t ❡①♣❧❛✐♥ ❤♦✇ t♦ ❝✐r❝✉♠✈❡♥t t❤✐s ❞✐✣❝✉❧t②✳

◆♦t❡ ✜rst t❤❛t ✐❢ ♦♥❡ ❝♦♥s✐❞❡rs ❛ ♣♦✐♥t P = (x0, y0) ♦♥ ❛♥ ❊❞✇❛r❞s ❝✉r✈❡ EE,a,d
✇✐t❤ a 6= 1 ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥s

(x0, y0) +

(
1√
d

1

y0
,− 1√

d

1

x0

)
= (∞, c), ✭✷✳✶✶✮

✇❤❡r❡ c ✐s ❛ ♥♦♥✲③❡r♦ r❛t✐♦♥❛❧ ❢r❛❝t✐♦♥ ✐♥ x0 ❛♥❞ y0✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ❛❞❞
s♦♠❡ ♣♦✐♥ts ❛t ✐♥✜♥✐t② ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❤❛✈❡ ❛ ❣r♦✉♣ str✉❝t✉r❡ ♦♥ EE,a,d(L) ✐♥ ✜❡❧❞s L
✇❤❡r❡ d ✐s ❛ sq✉❛r❡✳
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❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✹✳ ▲❡t a, d ∈ K ❜❡ s✉❝❤ t❤❛t ad(a−d) 6= 0✳ ❆ ❝♦♠♣❧❡t❡❞ ❊❞✇❛r❞s
❝✉r✈❡ ✐s t❤❡ s❡t

EE,a,d =
{(

(X : Z), (Y : T )
)
∈ P1(K)× P1(K) | aX2T 2 + Y 2Z2 = Z2T 2 + dX2Y 2

}
.

✭✷✳✶✷✮

❲❡ ❝❛♥ ♥♦✇ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❡ t❤❡ ❧❛✇ ✐♥ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✸✳✸ ❜② s❡tt✐♥❣ x = X/Z ❛♥❞
y = Y/T ✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝❛❧❧ ❊❞✇❛r❞s ❢♦r♠✉❧❛❡ t♦♦✳ ❲❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡s✉❧t✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✺ ✭❚❤❡♦r❡♠ ✽✳✶✱ ❬❇▲✶✶❪ ✮✳ ▲❡t EE,a,d/K ❜❡ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡❞ ❊❞✇❛r❞s
❝✉r✈❡✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ❤❛✈❡

✭✐✮ ❚❤❡ ♥♦♥✲❛✣♥❡ ♣♦✐♥ts ♦❢ EE,a,d ❛r❡ M± = (∞,±
√

a
d
) ❛♥❞ N± = (± 1√

d
,∞)✳

✭✐✐✮ M− ❛♥❞ M+ ❤❛✈❡ ♦r❞❡r 2 ✇❤❡r❡❛s N− ❛♥❞ N+ ❤❛✈❡ ♦r❞❡r 4✳

✭✐✐✐✮ ❚❤❡ ♦♥❧② ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥ ❢♦r♠✉❧❛❡ ❢♦r P + Q ❛r❡ ✐♥✈❛❧✐❞✱ ✐✳❡✳✱
♣r♦❞✉❝❡ (X,Z) = (0, 0) ♦r (Y, T ) = (0, 0)✱ ✐s ✇❤❡♥ P − Q ❜❡❧♦♥❣s t♦
{M−,M+, N−, N+}✳

❚❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ❊❞✇❛r❞s ❢♦r♠✉❧❛❡ ❢❛✐❧ ✐s ❤❛♥❞❧❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡t ♦❢
❢♦r♠✉❧❛❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❬❍❲❈❉✵✽❪✿

X3 = X1Y1Z2T2 +X2Y2Z1T1

Z3 = aX1X2T1T2 + Y1Y2Z1Z2

Y3 = X1Y1Z2T2 −X2Y2Z1T1

T3 = X1Y2Z2T1 −X2Y1Z1T2.

❍❡♥❝❡✱ ✇❤❡♥ r✉♥♥✐♥❣ ❊❈▼ ♦♥ ❛♥ ❊❞✇❛r❞s ❝✉r✈❡✱ M × P0 ❝❛♥ ❜❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❛s
i × (2m × P0) ✇❤❡r❡ i ❛♥❞ m ❛r❡ ✐♥t❡❣❡rs s✉❝❤ t❤❛t M = 2mi ❛♥❞ i ✐s ♦❞❞✳ ❆❢t❡r
t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ 2m × P0✱ ❛❧❧ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s t❛❦❡ ♣❧❛❝❡ ✐♥ ❛ s✉❜❣r♦✉♣ ♦❢ ♦❞❞
♦r❞❡r✳ ❍❡♥❝❡✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✺✱ t❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ✉s✐♥❣ ❡①❝❧✉s✐✈❡❧②
t❤❡ ❊❞✇❛r❞s ❢♦r♠✉❧❛❡✳

❊q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♦❢ ❊❞✇❛r❞s ❛♥❞ ▼♦♥t❣♦♠❡r② ❝✉r✈❡s ❚❤❡ ▼♦♥t❣♦♠❡r② ❝✉r✈❡s
✇❡r❡ st✉❞✐❡❞ s❡✈❡r❛❧ ②❡❛rs ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❊❞✇❛r❞s ❝✉r✈❡s✳ ❍❡♥❝❡✱
❞❡s♣✐t❡ ❛ ❜❡tt❡r ❛r✐t❤♠❡t✐❝✱ t❤❡ ❊❞✇❛r❞s ❤❛❞ ❛t t❤❡ ♠♦♠❡♥t ♦❢ t❤❡✐r ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥ t❤❡
❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡ t❤❛t ♥♦ ❣♦♦❞ ❢❛♠✐❧✐❡s ♦❢ ❊❞✇❛r❞s ❝✉r✈❡s ❤❛❞ ❣♦♦❞ t♦rs✐♦♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳
❋♦rt✉♥❛t❡❧②✱ ❛♥② t✇✐st❡❞ ❊❞✇❛r❞s ❝✉r✈❡ ❝❛♥ ❜❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✐♥t♦ ❛ ▼♦♥t❣♦♠❡r②
❝✉r✈❡ ❛♥❞ ✈✐❝❡✲✈❡rs❛✳

❚♦ s❡❡ t❤✐s✱ ✇❡ ♣✉t ❛♥ ❊❞✇❛r❞s ❝✉r✈❡ ✐♥t♦ ❛ ❲❡✐❡rstr❛ss ❢♦r♠✳ P✉t x := u/v
❛♥❞ y := (u−1)/(u+1) ❢♦r ✈❛r✐❛❜❧❡s u ❛♥❞ v✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ EE,a,d ❜❡❝♦♠❡s

au2(u+ 1)2 + (u− 1)2v2 = v2(u+ 1)2 + du2(u− 1)2

⇔ 4uv2 = u2[((a− d)u2 + (a+ d)u+ (a− d)]
⇔ v2 = αu3 + βu2 + γu,

❢♦r ♣❛r❛♠❡t❡rs α, β, γ✱ ✇❤❡r❡ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ❞✐✈✐❞❡ ❜② 4 ❛s t❤❡ ✜❡❧❞ ✐s ♥♦♥✲❜✐♥❛r②✳ ❚❤✐s
❜r✐♥❣s ✉s t♦ t❤❡ ♠❛✐♥ r❡s✉❧t ♦❢ t❤✐s ♣❛r❛❣r❛♣❤✳
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❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✸✳✻ ✭❚❤❡♦r❡♠ ✼✳✶✱❬❇▲✶✶❪✮✳ ▲❡t a✱ d✱ A ❛♥❞ B ❜❡ ❢♦✉r ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ ❛
♥♦♥✲❜✐♥❛r② ✜❡❧❞ s✉❝❤ t❤❛t ad(a− d) 6= 0 ❛♥❞

A = 2
a+ d

a− d ❛♥❞ B =
4

a− d. ✭✷✳✶✸✮

❚❤❡♥ EE,a,d ❛♥❞ EM,A,B ❛r❡ ❜✐r❛t✐♦♥❛❧❧② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♦✈❡r K✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❜✐❥❡❝t✐♦♥
ϕ ❜❡t✇❡❡♥ EE,a,d ❛♥❞ EM,A,B s✉❝❤ t❤❛t✱ ❡①❝❡♣t ❢♦r ❛ ✜♥✐t❡ s❡t ♦❢ ♣♦✐♥ts✱ ❜♦t❤ ϕ ❛♥❞
ϕ−1 ❛r❡ r❛t✐♦♥❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✐♥ K✳

Pr♦♦❢✳ ▲❡t ✉s ❞❡✜♥❡ ϕ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳

EE,a,d → EM,A,B

(X : Z, Y : T ) 7→
(
(T + Y )X : (T + Y )Z : (T − Y )X

)

(0 : 1,−1 : 1) 7→ (0 : 0 : 1)

❆ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ s❤♦✇s t❤❛t ✐ts ✐♥✈❡rs❡ ϕ−1 ✐s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

EM,A,B → EE,a,d

(u : v : w) 7→
(
u : v, (u− v) : (u+ v)

)

(0 : 0 : 1) 7→ (0 : 1,−1 : 1)

(0 : 1 : 0) 7→ (0 : 1, 1 : 1)

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ t❤❡♦r❡♠ st❛t❡s ✐♥ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❧❛♥❣✉❛❣❡ t❤❛t t❤❡ ❝✉r✈❡s EE,a,d ❛♥❞
EM,A,B ❛r❡ ✐s♦♠♦r♣❤✐❝✳ ❆ ❞✐r❡❝t ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ✐s t❤❛t✱ ❢♦r ❛♥② ✜❡❧❞ L✱ EE,a,d ❛♥❞
EM,A,B ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❛t✐♦♥❛❧ ♣♦✐♥ts ♦✈❡r L✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❡①❝❡♣t ❢♦r
❛ s♠❛❧❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❝❝✐❞❡♥t❛❧ ❢❛❝t♦rs ❢♦✉♥❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✱
r✉♥♥✐♥❣ ❊❈▼ ✇✐t❤ ❛ ▼♦♥t❣♦♠❡r② ❝✉r✈❡ s✉❝❝❡❡❞s ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ❊❈▼ s✉❝❝❡❡❞s ♦♥
✐ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t✇✐st❡❞ ❊❞✇❛r❞s ❝✉r✈❡✳

❈♦r♦❧❧❛r② ✷✳✸✳✼✳ ▲❡t a✱ d✱ A ❛♥❞ B ❜❡ ❢♦✉r r❛t✐♦♥❛❧ ♥✉♠❜❡rs s✉❝❤ t❤❛t ad(a−d) 6=
0✱ A = 2a+d

a−d
❛♥❞ B = 4

a−d
✳ ❚❤❡♥ ❢♦r ❛♥② ♣r✐♠❡ p s✉❝❤ t❤❛t EE,a,d ❛♥❞ EM,A,B

❤❛✈❡ ❣♦♦❞ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✇❡ ❤❛✈❡

#EE,a,d(Fp) = #EM,A,B(Fp). ✭✷✳✶✹✮

❲❤❡♥ s❡❧❡❝t✐♥❣ ❣♦♦❞ ❝✉r✈❡s✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♥❡❡❞ t♦ ❦♥♦✇ t❤❛t t❤❡ ❣r♦✉♣ str✉❝t✉r❡s ♦❢
EE,a,d ❛♥❞ EM,A,B ❛r❡ ✐s♦♠♦r♣❤✐❝✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠ ϕ ♣r❡s❡r✈❡s t❤❡ ♥❡✉tr❛❧
❡❧❡♠❡♥t ✭✐t ✐s ❛♥ ✐s♦❣❡♥②✮✱ ✐t ✐s ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❢❛❝t t❤❛t ✐t ❛❧s♦ ♣r❡s❡r✈❡s t❤❡ ❣r♦✉♣
str✉❝t✉r❡✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣r♦♦❢ ❛s ✇❡❧❧✳

❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✸✳✽ ✭❚❤❡♦r❡♠ ✼✳✸✱❬❇▲✶✶❪✮✳ ❋✐① ❛ ✜❡❧❞ K ✇✐t❤ char(K) 6= 2✳ ❋✐①
❞✐st✐♥❝t ♥♦♥③❡r♦ ❡❧❡♠❡♥ts a, d ∈ K✳ ❉❡✜♥❡ A = 2(a + d)/(a − d) ❛♥❞ B =
4/(a − d)✳ ❉❡✜♥❡ ϕ : EE,a,d → EM,A,B ❛s t❤❡ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ✐♥ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✸✳✻✳ ❚❤❡♥
ϕ(P1 + P2) = ϕ(P1) + ϕ(P2) ❢♦r ❛❧❧ P1, P2 ∈ EE,a,d(K)✳
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❚❤❡ ❙♠❛❧❧ P♦✐♥t ❋❛♠✐❧② ❇♦✉✈✐❡r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❊❈▼ ✉s✐♥❣ ▼♦♥t❣♦♠❡r② ❝✉r✈❡s
♦♥ ●r❛♣❤✐❝s Pr♦❝❡ss✐♥❣ ❯♥✐ts ❬❩+✶✸❪✳ ❋♦r t❤✐s✱ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❛r❡ s♣❡❞ ✉♣ ✐❢
t❤❡ st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t P0 ❤❛s s♠❛❧❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ♦♥❧② ♣♦✐♥ts (x : y : z)
✇✐t❤ x ∈ {−1, 0, 1} ❛r❡ t❤❡ ♥❡✉tr❛❧ ❡❧❡♠❡♥t (0 : 1 : 0)✱ t❤❡ ♦r❞❡r 2 ❡❧❡♠❡♥t
(0 : 0 : 1) ❛♥❞ t❤❡ ♣♦✐♥ts (1,±

√
(A± 2)/B) ♦❢ ♦r❞❡r 4✱ ✇❡ ❝❛♥♥♦t ❝❤♦♦s❡ ❛♥② ♦❢

t❤❡♠✳ ❍❡♥❝❡✱ ✇❡ ❝❛❧❧ ❙♠❛❧❧ P♦✐♥t ❢❛♠✐❧② t❤❡ s❡t ♦❢ ▼♦♥t❣♦♠❡r② ❝✉r✈❡s EM,A,B

s✉❝❤ t❤❛t (2, 1) ∈ EM,A,B✳ ❚❤✐s ❝❧❡❛r❧② tr❛♥s❧❛t❡s ✐♥t♦ B = 4A+ 10✳

✷✳✸✳✷ ❚♦rs✐♦♥ ♣♦✐♥ts

❚❤❡ ♣♦✐♥ts ♦❢ ❛♥ ❡❧❧✐♣t✐❝ ❝✉r✈❡ ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ✜♥✐t❡ ♦r❞❡r ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ t♦rs✐♦♥ ♣♦✐♥ts✳ ■❢
t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ❛ ♣♦✐♥t P ❞✐✈✐❞❡s m ✇❡ s❛② t❤❛t P ✐s ❛♥ m✲t♦rs✐♦♥ ♣♦✐♥t✳ ■❢ E/K ✐s
❛♥ ❡❧❧✐♣t✐❝ ❝✉r✈❡✱ ✇❡ ✇r✐t❡ E[m] ❢♦r t❤❡ s❡t ♦❢ m✲t♦rs✐♦♥ ♣♦✐♥ts ❛♥❞ E(L)[m] ❢♦r
t❤❡ s✉❜❣r♦✉♣ ♦❢ L✲r❛t✐♦♥❛❧ ♣♦✐♥ts ♦❢ E[m]✱ ✇❤❡♥ L ✐s ❛♥ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ K✳
❚❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ E[m] ✐s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳

❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✸✳✾ ✭❬❙✐❧✵✾❪✱■■■✱ ❈♦r♦❧❧❛r② ✻✳✹ ✭❜✮✮✳ ▲❡t E/K ❜❡ ❛♥ ❡❧❧✐♣t✐❝ ❝✉r✈❡ ❛♥❞
m ❛ ♥♦♥✲③❡r♦ ✐♥t❡❣❡r✳ ■❢ char(K) = 0 ♦r ✐❢ m ✐s ❝♦♣r✐♠❡ t♦ char(K) t❤❡♥ ✇❡ ❤❛✈❡

E[m] ≃ Z/mZ× Z/mZ. ✭✷✳✶✺✮

❙✉②❛♠❛ ❬❙✉②✽✺❪ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ▼♦♥t❣♦♠❡r② ❝✉r✈❡s ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ❛ r❛t✐♦♥❛❧
♣♦✐♥t P3 ♦❢ ♦r❞❡r 3 ❛♥❞ ❛ r❛t✐♦♥❛❧ ♥♦♥✲t♦rs✐♦♥ ♣♦✐♥t P∞✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✉s❡❞ ❛s ❛ st❛rt✐♥❣
♣♦✐♥t ❢♦r ❊❈▼✳ ❚❤❡ ❜❛s✐❝ ✐❞❡❛ ✐s t❤❛t ✐❢ E ❤❛s ❛ t♦rs✐♦♥ ♣♦✐♥t t❤❡♥✱ ❢♦r ❛❧❧ ❜✉t
✜♥✐t❡❧② ♠❛♥② ♣r✐♠❡s✱ E(Fp) ❤❛s ❛ ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ♦r❞❡r✳ ❍❡✉r✐st✐❝❛❧❧②✱ ✐❢ t❤❡
❝❛r❞✐♥❛❧✐t② ♦❢ ❛ ❝✉r✈❡ ✐s ❞✐✈✐s✐❜❧❡ ❜② 3 ✐t ❤❛s ❛ ❧❛r❣❡r s♠♦♦t❤♥❡ss ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳ ❋♦r
♥♦✇ ❧❡t ✉s ♣r♦✈❡ t❤❛t t❤❡ ❙✉②❛♠❛ ❢❛♠✐❧② ✐♠♣♦s❡s t❤❛t #E(Fp) ✐s ❞✐✈✐s✐❜❧❡ ❜② 3✳
❋♦r t❤✐s ❧❡t ✉s ❞❡✜♥❡ t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣♦✐♥t✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✶✵✳ ▲❡t E/Q ❜❡ ❛♥ ❡❧❧✐♣t✐❝ ❝✉r✈❡ ❛♥❞ P ❛ r❛t✐♦♥❛❧ ♣♦✐♥t ♦♥ E✳
▲❡t x0✱ y0 ❛♥❞ z0 ❜❡ 3 ❝♦♣r✐♠❡ ✐♥t❡❣❡rs s✉❝❤ t❤❛t P = (x0 : y0 : z0)✳ ▲❡t p ❜❡ ❛
♣r✐♠❡ s✉❝❤ t❤❛t E ❤❛s ❣♦♦❞ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♠♦❞✉❧♦ p✳ ❲❡ ❝❛❧❧ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ P ♠♦❞✉❧♦
p t❤❡ ♣♦✐♥t (x0 : y0 : z0) ♦❢ E(Fp)✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❜❛r ❞❡♥♦t❡s t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♠♦❞✉❧♦ p✳

❙✐♥❝❡ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥ ❧❛✇s ♦❢ ❛♥ ❡❧❧✐♣t✐❝ ❝✉r✈❡ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s✱ t❤❡ ❝♦♥✲
❞✐t✐♦♥ 3 × P = 0 ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❜② ❛ s②st❡♠ ♦❢ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ❛s ✇❡
❡①♣❧❛✐♥ ✐♥ ❞❡t❛✐❧ ❧❛t❡r✳ ❍❡♥❝❡ P ❤❛s ♦r❞❡r 3 ♦r 0✳ ❋♦r ❛❧❧ ❜✉t ✜♥✐t❡❧② ♠❛♥② ♣r✐♠❡s
p✱ t❤❡ z ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ♦❢ P ✐s ❝♦♣r✐♠❡ t♦ p✱ s♦ t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ P ♦❢ P ♠♦❞ p ✐s ♥♦t t❤❡
♥❡✉tr❛❧ ❡❧❡♠❡♥t❀ ✐t ❤❛s t❤❡♥ ♦r❞❡r 3✳

❚❤✐s r❡s✉❧t ✐s ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r❡♠ ❜❡❧♦✇✳ ❋♦r ❛♥② ❡❧❧✐♣t✐❝ ❝✉r✈❡
E/Q✱ ❛♥② ♥✉♠❜❡r ✜❡❧❞ K ❛♥❞ ❛♥② ♣r✐♠❡ ✐❞❡❛❧ p ♦❢ K ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥
♠♦❞✉❧♦ p ♦❢ ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t P = (x : y : z) ∈ E(K) ❛s t❤❡ ♣♦✐♥t ♦❢ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s
(x : y : z) ✇❤❡r❡ t❤❡ ❜❛r r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ r❡s✐❞✉❡ ♠♦❞✉❧♦ p✳

❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✸✳✶✶ ✭❬❙✐❧✵✾❪✱❱■■✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✭❜✮✮✳ ▲❡t E/K ❜❡ ❛♥ ❡❧❧✐♣t✐❝ ❝✉r✈❡✱
m ≥ 1 ❛♥ ✐♥t❡❣❡r ❛♥❞ p ❛ ♣r✐♠❡ ✐❞❡❛❧ ✇❤♦s❡ ♥♦r♠ ✐s ❝♦♣r✐♠❡ t♦ m✳ ▲❡t kp ❜❡ t❤❡
r❡s✐❞✉❡ ✜❡❧❞ ♦❢ p✳ ■❢ E ❤❛s ❣♦♦❞ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♠♦❞✉❧♦ p✱ t❤❡♥ t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♠❛♣

E(K)[m] → E(kp)[m]

P 7→ P



✷✳✸✳ ❈▲❆❙❙■❈❆▲ ■▼P❘❖❱❊▼❊◆❚❙ ✷✶

✐s ✐♥❥❡❝t✐✈❡✳

■t ✐s ❤❡♥❝❡ ♥❛t✉r❛❧ t♦ s❡❛r❝❤ ❢♦r ❝✉r✈❡s ✇✐t❤ ♠❛♥② r❛t✐♦♥❛❧ t♦rs✐♦♥ ♣♦✐♥ts✳ ❆
❝❧❛ss✐❝❛❧ r❡s✉❧t st❛t❡s t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ❝✉r✈❡s E/Q ✇✐t❤ ♠♦r❡ t❤❛♥ 16 r❛t✐♦♥❛❧
♣♦✐♥ts✳

❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✸✳✶✷ ✭▼❛③✉r✱❬❙✐❧✵✾❪✱❱■■■✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✼✳✺✮✳ ▲❡t E/Q ❜❡ ❛♥ ❡❧❧✐♣t✐❝ ❝✉r✈❡✳
❚❤❡♥ t❤❡ t♦rs✐♦♥ s✉❜❣r♦✉♣ Et♦rs(Q) ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✜❢t❡❡♥ ❣r♦✉♣s✿

Z/NZ 1 ≤ N ≤ 10 ♦r N = 12;

Z/2Z× Z/2NZ 1 ≤ N ≤ 4.

P❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥ t♦♦❧s ❆ ✜rst ♦❜❥❡❝t t❤❛t ✇❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ ❛r❡ t❤❡ ❞✐✈✐s✐♦♥ ♣♦❧②♥♦✲
♠✐❛❧s✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✶✸✳ ▲❡t EW,A,B : y2 = x3 + Ax + B ❜❡ ❛♥ ❡❧❧✐♣t✐❝ ❝✉r✈❡ ♦✈❡r Q
❛♥❞ m ≥ 2 ❛♥ ✐♥t❡❣❡r✳ ❚❤❡ m✲❞✐✈✐s✐♦♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ Pm ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ♠♦♥✐❝
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✇❤♦s❡ r♦♦ts ❛r❡ t❤❡ x✲❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ m✲t♦rs✐♦♥ ❛✣♥❡ ♣♦✐♥ts✳
P new
m ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ♠♦♥✐❝ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✇❤♦s❡ r♦♦ts ❛r❡ t❤❡ x✲❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ t❤❡

❛✣♥❡ ♣♦✐♥ts ♦❢ ♦r❞❡r ❡①❛❝t❧② m✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✶✹ ✭❬❇❙❙✾✾❪✱ ❙❡❝t✐♦♥ ■■■✳✹✮✳ ❋♦r ❛❧❧ m ≥ 2 ✇❡ ❤❛✈❡✿

✶✳ Pm, P
new
m ∈ Q[X]❀

✷✳ deg(Pm) =
(m2+2−3η)

2
✱ ✇❤❡r❡ η ✐s t❤❡ r❡♠❛✐♥❞❡r ♦❢ m ♠♦❞✉❧♦ 2✳

❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ 2✲❞✐✈✐s✐♦♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐s x3 +Ax+B✳ ◆♦t❡ t❤❛t ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥s
❞✐✛❡r❡♥t ❞✐✈✐s✐♦♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ❢♦r ♦t❤❡r s❤❛♣❡s ♦❢ ❡❧❧✐♣t✐❝ ❝✉r✈❡s ✭s❤♦rt ❲❡✐❡rstr❛ss✱
▼♦♥t❣♦♠❡r②✱ ❊❞✇❛r❞s✱ ❡t❝✳✮✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡ 2✲❞✐✈✐s✐♦♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♦❢ EM,A,B ✐s
x3+Ax2+x✳ ❖♥❡ ❝❛♥ r❛♣✐❞❧② ❝♦♠♣✉t❡ ❛♥② ❞✐✈✐s✐♦♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t
❢♦r♠✉❧❛❡ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ■■■✳✹ ♦❢ ❬❇❙❙✾✾❪✳

❆ s❡❝♦♥❞ ❝♦♥❝❡♣t ✉s❡❞ ✐s t❤❡ ❣❡♥✉s ♦❢ ❛ ❝✉r✈❡✱ ❛s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❬❙t✐✵✽❪✳ ❙✐♥❝❡ ✐t
❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ❝♦♠♣✉t❡❞ ✉s✐♥❣ ❝♦♠♣✉t❡r ❛❧❣❡❜r❛ s♦❢t✇❛r❡✱ t❤❡ ❣❡♥✉s ✐s ❛ t♦♦❧ t♦
❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ❜❡t✇❡❡♥ t❤r❡❡ t②♣❡s ♦❢ ❝✉r✈❡s ❬❙❲P❉✵✼❪✳

■❢ ❛ ♣❧❛♥❡ ❝✉r✈❡ ❤❛s ❣❡♥✉s 0 ❛♥❞ ♦♥❡ ❤❛s ❛ ♣♦✐♥t (x0, y0)✱ t❤❡♥ ♦♥❡ ❝❛♥ ✜♥❞ ❛
♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥ ❡①♣r❡ss❡❞ ❜② r❛t✐♦♥❛❧ ❢r❛❝t✐♦♥s

{
(Px(t), Py(t)) | t ∈ Q

}
✳

■❢ ❛ ❝✉r✈❡ ❤❛s ❣❡♥✉s 1 ❛♥❞ ♦♥❡ ❤❛s ❛ ♣♦✐♥t (x0, y0)✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ♣✉t t❤❡ ❝✉r✈❡ ✐♥
t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❛♥ ❡❧❧✐♣t✐❝ ❝✉r✈❡✳ ■❢✱ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ♦♥❡ ❤❛s ❛ ♣♦✐♥t P ♦❢ ✐♥✜♥✐t❡ ♦r❞❡r ♦♥
t❤❡ ♥❡✇❧② ♦❜t❛✐♥❡❞ ❡❧❧✐♣t✐❝ ❝✉r✈❡✱ t❤❡♥ ♦♥❡ ❝❛♥ ✜♥❞ ✐♥✜♥✐t❡❧② ♠❛♥② s♦❧✉t✐♦♥s ❜②
❝♦♠♣✉t✐♥❣ n × P ✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ♥♦ ♣r♦✈❡♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❦♥♦✇♥ ❢♦r ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ s✉❝❤
❛ ♣♦✐♥t P ✱ ▼❛❣♠❛ ✐♠♣❧❡♠❡♥ts ❛ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❢❛st✱ ♥♦♥✲❝❡rt✐✜❡❞ ♠❡t❤♦❞✳ ◆♦t❡ ❛❧s♦
t❤❛t ❛ t❤❡♦r❡♠ ♦❢ ▼♦r❞❡❧❧✲❲❡✐❧ st❛t❡s t❤❛t✱ ❢♦r ❛♥② ❡❧❧✐♣t✐❝ ❝✉r✈❡ ✇❡ ❤❛✈❡

E(Q) ≃ Et♦rs(Q)× Zr ✭✷✳✶✻✮

❢♦r ❛ ✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r r✳ ❚❤✐s ❧❛tt❡r ✈❛❧✉❡ ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ r❛♥❦ ♦❢ t❤❡ ❡❧❧✐♣t✐❝ ❝✉r✈❡ E✳
❍❡♥❝❡✱ ❛♥ ❡❧❧✐♣t✐❝ ❝✉r✈❡ ❤❛s ❛♥ ✐♥✜♥✐t② ♦❢ r❛t✐♦♥❛❧ ♣♦✐♥ts ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ✐ts r❛♥❦ ✐s
♣♦s✐t✐✈❡✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ✐❢ ❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ❝❛♥♥♦t ❜❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✐♥t♦ ❛ ❝♦♥✐❝ ♦r ❛♥ ❡❧❧✐♣t✐❝ ❝✉r✈❡✱
t❤❡♥ ✐t ❤❛s ❛ ✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❛t✐♦♥❛❧ ♣♦✐♥ts✳
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❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✸✳✶✺ ✭❋❛❧t✐♥❣s✮✳ ❆♥② ❝✉r✈❡ ♦❢ ❣❡♥✉s g ≥ 2 ❤❛s ❛ ✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
r❛t✐♦♥❛❧ ♣♦✐♥ts✳

■♥ s❤♦rt✱ ✐❢ ♦♥❡ s❡❛r❝❤❡s ❢♦r ✐♥✜♥✐t❡❧② ♠❛♥② s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ 2 ✉♥✲
❦♥♦✇♥s ♦♥❡ ❝❛♥ st❛rt ❜② ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❣❡♥✉s ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥✳ ■❢ ✐t ✐s 0✱ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥s
❛ r❛t✐♦♥❛❧ ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥✳ ■❢ ✐t ✐s 1 ✇❡ ❤❛✈❡ ❛♥ ❡❧❧✐♣t✐❝ ❝✉r✈❡ ❛♥❞✱ ✐❢ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②
t❤❡ r❛♥❦ ✐s ♣♦s✐t✐✈❡✱ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥s ❛ ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥ ✐♥❞❡①❡❞ ❜② Z✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✐❢ t❤❡
❣❡♥✉s ✐s 2 ♦r ❧❛r❣❡r✱ t❤❡♥ ♦♥❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡s t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ ♦♥❧② ✜♥✐t❡❧② ♠❛♥② s♦❧✉t✐♦♥s✳

❙✉②❛♠❛ ❢❛♠✐❧② ❚❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ♣❛rt❧② r❡♣r♦❞✉❝❡s ❬❄❪✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❥♦✐♥t
✇♦r❦ ✇✐t❤ ❇♦✉✈✐❡r✱ ❇♦s✱ ❑❧❡✐♥❥✉♥❣ ❛♥❞ ▼♦♥t❣♦♠❡r②✳ ▲❡t ✉s s❡❡ ❤♦✇ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡
♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❙✉②❛♠❛✳ ❋♦r t❤✐s ❧❡t ✉s ♣✉t E(A,B, x, y) = By2−(x3+Ax2+x)✳
❲❡ ✇❛♥t t♦ ✜♥❞ A ❛♥❞ B s✉❝❤ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ♣♦✐♥t (x3, y3) ♦♥ t❤❡ ▼♦♥t❣♦♠❡r②
❝✉r✈❡ EM,A,B✳ ❇② t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐✈✐s✐♦♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ P3✱ t❤✐s tr❛♥s❧❛t❡s ✐♥t♦
P3(x3) = 0 ❛♥❞ E(A,B, x3, y3) = 0✳ ◆❡①t✱ ✇❡ ✇❛♥t ❛ s❡❝♦♥❞ ♣♦✐♥t (x∞, y∞) ♦♥
EM,A,B s♦ ✇❡ ✐♠♣♦s❡ E(A,B, x∞, y∞) = 0✳ ❚❤✐s ❝♦✉♥ts ❢♦r 6 ✉♥❦♥♦✇♥s✱ A✱ B✱
x3✱ y3✱ x∞ ❛♥❞ y∞✱ ❛♥❞ 4 ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡s❝r✐❜❡ ❛ s✉r❢❛❝❡ ♦♥ ✇❤✐❝❤
✇❡ ❝❛♥ s❡❛r❝❤ ❢♦r ❛s ♠❛♥② s♦❧✉t✐♦♥s ❛s ♥❡❡❞❡❞✱ ❜✉t ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ ❛ ♠❡t❤♦❞ t♦
♣❛r❛♠❡tr✐③❡ t❤❡ s❡t ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❙✉②❛♠❛ ✐♠♣♦s❡❞ ❛ ♥❡✇ ❛❞✲❤♦❝ ❡q✉❛t✐♦♥ s♦ t❤❛t
t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ s②st❡♠ r❡❞✉❝❡s t♦ ♦♥❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t✇♦ ✉♥❦♥♦✇♥s✳ ❚❤❡ ❢✉rt❤❡r
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❛r❡ ❢❛❝✐❧✐t❛t❡❞ ❜② ❛❞❞✐♥❣ ❛♥ ❡①tr❛ ✉♥❦♥♦✇♥ k ✇✐t❤ t❤❡ ❡①tr❛ ❡q✉❛t✐♦♥
k = y3/y∞✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✶✻✳ ❆ ▼♦♥t❣♦♠❡r② ❝✉r✈❡ EM,A,B ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡r❡ ❡①✐st
x3, y3, k, x∞, y∞ ∈ Q s✉❝❤ t❤❛t





P3(x3) = 0, By23 = x33 + Ax23 + x3 ✭✸✲t♦rs✐♦♥ ♣♦✐♥t✮

k =
y3
y∞

, k2 =
x33 + Ax23 + x3
x3∞ + Ax2∞ + x∞

✭♥♦♥✲t♦rs✐♦♥ ♣♦✐♥t✮

x∞ = x33. ✭❙✉②❛♠❛ ❡q✉❛t✐♦♥✮

✭✷✳✶✼✮

✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ ❙✉②❛♠❛ ❝✉r✈❡✳

❯s✐♥❣ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r✲3 ❞✐✈✐s✐♦♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✱ P3(x) = x4 + 4
3
Ax3 +

2x2− 1
3
✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ A ❛s ❛ r❛t✐♦♥❛❧ ❢r❛❝t✐♦♥ A(x3) ♦❢ x3✳ ❚❤❡♥ k ❛♥❞ x3 ♠✉st s❛t✐s❢②

t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥

C(x3, k) : (x
6
3 + A(x3)x

3
3 + 1)− k2(x23 + A(x3)x3 + 1) = 0. ✭✷✳✶✽✮

■❢ ✇❡ ❢❛❝t♦r C ✇❡ ♦❜t❛✐♥

C = (x3 − 1)(x3 + 1)

(
x43 +

5

4
x23 −

1

4
k2
)
. ✭✷✳✶✾✮

❚❤❡ ✈❛❧✉❡s x3 = 1 ❛♥❞ x3 = −1 ❛r❡ ❢♦r❜✐❞❞❡♥ s✐♥❝❡ t❤❡② ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ 4✲t♦rs✐♦♥
♣♦✐♥ts✳ ❚❤❡ ❧❛st ❢❛❝t♦r ♦❢ C ❤❛s ❣❡♥✉s 0 ❛♥❞ ✐t ❧❡❛❞s t♦ ❛ r❛t✐♦♥❛❧ ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥✳
❋♦r ❛♥② r❛t✐♦♥❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r σ ∈ Q\

{
0,±1,±3,±5,±5

3

}
✱ ✇❡ ♣✉t✿

{
x3 = −σ

4
( 5
σ2 − 1)

k = σ4−25
8σ2 .

✭✷✳✷✵✮
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(0, 1)

(0,−1)

(±
√
a−1, 0)

(x8,±
√
ax8)

(±
√
d−1,∞)

(x̂8,±
√
d−1x̂−1

8 )

(∞,
√

a
d
)

(±
√
−a−1 4

√
a
d
,± 4
√

a
d
)

(∞,−
√

a
d
)

(±
√
a−1 4
√

a
d
,±i 4
√

a
d
)

✶✲t♦rs✐♦♥

✷✲t♦rs✐♦♥

✹✲t♦rs✐♦♥

✽✲t♦rs✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✿ ❆♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ ❛❧❧ ✶✲✱ ✷✲ ❛♥❞ ✹✲t♦rs✐♦♥ ❛♥❞ s♦♠❡ ✽✲t♦rs✐♦♥ ♣♦✐♥ts ♦♥
t✇✐st❡❞ ❊❞✇❛r❞s ❝✉r✈❡s✳ x8 ❛♥❞ x̂8 ✐♥ t❤❡ ✽✲t♦rs✐♦♥ ♣♦✐♥ts ❛r❡ s✉❝❤ t❤❛t adx48 −
2ax28 + 1 = 0 ❛♥❞ adx̂48 − 2dx̂28 + 1 = 0✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ✉s✐♥❣ ❊q✉❛t✐♦♥ ✷✳✶✼✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ A ♦r✐❣✐♥❛❧❧② ❣✐✈❡♥ ❜②
❙✉②❛♠❛ ❬❙✉②✽✺❪✱ ❬❩❉✵✻❪✿

u = σ2 − 5, v = 4σ, A = −2− (3u+ v)(u− v)3/(4vu3), x∞ = u3/v3.
✭✷✳✷✶✮

❲❡ ♦♠✐t t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ ❢♦r B ❛s ✐t ✐s ♥♦t ✉s❡❞ ✇❤❡♥ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ♦♥ ▼♦♥t❣♦♠❡r②
❝✉r✈❡s✳

▼♦♥t❣♦♠❡r②✴t✇✐st❡❞ ❊❞✇❛r❞s ❝✉r✈❡s ✇✐t❤ ❧❛r❣❡ t♦rs✐♦♥ ❣r♦✉♣s ✐♥ Q✳
❙✉②❛♠❛ ♥♦t❡❞ t❤❛t ❛♥② ▼♦♥t❣♦♠❡r② ❝✉r✈❡ E ❤❛s ❛ r❛t✐♦♥❛❧ 2✲t♦rs✐♦♥ ♣♦✐♥t✱
✇❤❡r❡❛s✱ ❢♦r ❛♥② ♣r✐♠❡ p✱ E(Fp) ❤❛s ❛ s✉❜❣r♦✉♣ Z/4Z ♦r ❛ s✉❜❣r♦✉♣ Z/2Z×Z/2Z✳
❉✉❡ t♦ t❤❡ ▼♦♥t❣♦♠❡r②✲t✇✐st❡❞ ❊❞✇❛r❞s ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡✱ t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦♣❡rt② ✐s s❤❛r❡❞
❜② t✇✐st❡❞ ❊❞✇❛r❞s ❝✉r✈❡s✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤✐s r❡s✉❧t ♦♥❡ ❝❛♥ ❝♦♠♣✉t❡
t❤❡ 4✲t♦rs✐♦♥ ♣♦✐♥ts ♦❢ EE,a,d ✐♥ t❤❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝❧♦s✉r❡ ♦❢ Q(a, d)✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥
✜❡❧❞ ♦❢ t✇♦ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳

❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✸✳✶✼ ✭❬❇❇▲P✶✸❪✮✳ ▲❡t Q(a, d) ❜❡ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ r❛t✐♦♥❛❧ ❢r❛❝t✐♦♥s ✐♥ t✇♦
✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ■❢ x8 ❛♥❞ x̂8 ❛r❡ s✉❝❤ t❤❛t adx48− 2ax28+1 = 0 ❛♥❞ adx̂48− 2dx̂8+1 = 0✳
❚❤❡♥ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❧✐st ♦❢ 4✲t♦rs✐♦♥ ♣♦✐♥ts ❛♥❞ ❛ ♣❛rt✐❛❧ ❧✐st ♦❢ 8✲t♦rs✐♦♥ ❧✐st ✐s ❛s
✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✳

❍❡♥❝❡✱ ✐❢ a/d ✐s ❛ sq✉❛r❡✱ EE,a,d ❤❛s ❢♦✉r 2✲t♦rs✐♦♥ ♣♦✐♥ts✳ ■❢ a ♦r d ✐s ❛ sq✉❛r❡✱
EE,a,d ❤❛s ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♣♦✐♥t ♦❢ ♦r❞❡r 4✳ ❙✐♥❝❡ a✱ d ❛♥❞ a/d ♠✉❧t✐♣❧② t♦ ❛ sq✉❛r❡✱
t❤❡② ❝❛♥♥♦t ❜❡ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ♥♦♥✲sq✉❛r❡s ♠♦❞✉❧♦ ❛ ♣r✐♠❡✳ ❍❡♥❝❡✱ ❛♥② t✇✐st❡❞
❊❞✇❛r❞s ❝✉r✈❡✱ r❡❞✉❝❡❞ ♠♦❞✉❧♦ ❛♥② ♣r✐♠❡ ♦❢ ❣♦♦❞ r❡❞✉❝t✐♦♥ p ❤❛s ❛t ❧❡❛st 4 ♣♦✐♥ts
♦❢ 4✲t♦rs✐♦♥✳ ■❢ ♦♥❡ ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❡ ❝❛s❡s ✇❤❡♥ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❛r❡ sq✉❛r❡s✱
♦♥❡ ♦❜t❛✐♥s ❛ str♦♥❣❡r r❡s✉❧t✳

❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✸✳✶✽✳ ▲❡t E = EE,a,d ❜❡ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡❞ t✇✐st❡❞ ❊❞✇❛r❞s ❝✉r✈❡ ✭r❡s♣✳ ❛
▼♦♥t❣♦♠❡r② ❝✉r✈❡ EM,A,B✮ ♦✈❡r Q✳ ▲❡t p ❜❡ ❛ ♣r✐♠❡ s✉❝❤ t❤❛t E ❤❛s ❣♦♦❞ r❡❞✉❝✲
t✐♦♥ ❛t p✳



✷✹ ❈❍❆P❚❊❘ ✷✳ ❚❍❊ ❊▲▲■P❚■❈ ❈❯❘❱❊ ▼❊❚❍❖❉ ❖❋ ❋❆❈❚❖❘■❩❆❚■❖◆

✶✳ ■❢ p ≡ 3 (mod 4) ❛♥❞ a
d
✭r❡s♣✳ A2 − 4✮ ✐s ❛ q✉❛❞r❛t✐❝ r❡s✐❞✉❡ ♠♦❞✉❧♦ p✱ t❤❡♥

E(Fp)[4] ≃ Z/2Z× Z/4Z❀

✷✳ ■❢ p ≡ 1 (mod 4)✱ a ✭r❡s♣✳ A+2
B

✮ ✐s ❛ q✉❛❞r❛t✐❝ r❡s✐❞✉❡ ♠♦❞✉❧♦ p ✭✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r
a = ±1✮ ❛♥❞ a

d
✭r❡s♣✳ A2 − 4✮ ✐s ❛ q✉❛❞r❛t✐❝ r❡s✐❞✉❡ ♠♦❞✉❧♦ p✱ t❤❡♥ Z/2Z×

Z/4Z ⊂ E(Fp)[4]❀

✸✳ ■❢ p ≡ 1 (mod 4)✱ a
d
✭r❡s♣✳ A2 − 4✮ ✐s ❛ q✉❛❞r❛t✐❝ ♥♦♥✲r❡s✐❞✉❡ ♠♦❞✉❧♦ p ❛♥❞

a− d ✭r❡s♣✳ B✮ ✐s ❛ q✉❛❞r❛t✐❝ r❡s✐❞✉❡ ♠♦❞✉❧♦ p✱ t❤❡♥ E(Fp)[8] ≃ Z/8Z✳

Pr♦♦❢✳ ❯s❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✳

▼♦♥t❣♦♠❡r② ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛♥ ❡❧❧✐♣t✐❝ ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❢❛♠✐❧✐❡s ♦❢ ❝✉r✈❡s
✇✐t❤ ❛ ♥♦♥✲t♦rs✐♦♥ r❛t✐♦♥❛❧ ♣♦✐♥t ❛♥❞ ✇✐t❤ ❛ r❛t✐♦♥❛❧ t♦rs✐♦♥ ❣r♦✉♣ ♦❢ Z/12Z ❛♥❞
Z/2Z×Z/8Z r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❬▼♦♥✾✷❪✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❤❡ ❣❛✈❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❡✈✐❞❡♥❝❡ t❤❛t
t❤❡ ❢❛♠✐❧② ♦❢ 12 r❛t✐♦♥❛❧ ♣♦✐♥ts ❤❛s ❜❡tt❡r r❡s✉❧ts t❤❛♥ t❤❡ ❙✉②❛♠❛ ❢❛♠✐❧②✳ ❇❡r♥✲
st❡✐♥ ❡t ❛❧✳ ❬❇❇❏+✵✽❪ tr❛♥s❧❛t❡❞ t❤❡s❡ ❢❛♠✐❧✐❡s ✐♥t♦ t❤❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ♦❢ t✇✐st❡❞ ❊❞✇❛r❞s
❝✉r✈❡s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❇❡r♥st❡✐♥ ❛♥❞ ▲❛♥❣❡ ❬❇❇▲✶✵❪ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛ ❢❛♠✐❧② ♦❢ r❛t✐♦♥❛❧ t♦r✲
s✐♦♥ ❣r♦✉♣ Z/2Z × Z/4Z ✇❤❡♥ a = −1✳ ❚❤❡② ❛❧s♦ ❣❛✈❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❡✈✐❞❡♥❝❡
t❤❛t t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❙✉②❛♠❛ ❢❛♠✐❧② t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ a = −1 t✇✐st❡❞ ❊❞✇❛r❞s
❝✉r✈❡s ❤❛s ❡q✉❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❛s t❤❡✱ ❡①♣❡❝t❡❞ ❜❡tt❡r✱ ❢❛♠✐❧② ♦❢ 12 r❛t✐♦♥❛❧ ♣♦✐♥ts✳
❯♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ t❤✐s s✉r♣r✐s✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ t❤❡ a = −1 t✇✐st❡❞ ❊❞✇❛r❞s ❝✉r✈❡s ✐s
♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❤❛♣t❡r✳
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❋✐♥❞✐♥❣ ❊❈▼✲❢r✐❡♥❞❧② ❝✉r✈❡s
t❤r♦✉❣❤ ❛ st✉❞② ♦❢ ●❛❧♦✐s ♣r♦♣❡rt✐❡s

❲❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r t❤❛t ❊❈▼ ✐s ❢❛st❡r ✇❤❡♥ ♦♥❡ ✉s❡s
❡❧❧✐♣t✐❝ ❝✉r✈❡s ✇✐t❤ ♠❛♥② t♦rs✐♦♥ ♣♦✐♥ts ♦✈❡rQ✳ ❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛
❥♦✐♥t ✇♦r❦ ✇✐t❤ ❈②r✐❧ ❇♦✉✈✐❡r✱ ❏♦♣♣❡ ❇♦s✱ ❚❤♦rst❡♥ ❑❧❡✐♥❥✉♥❣ ❛♥❞ P❡t❡r
▼♦♥t❣♦♠❡r② ❬❄❪✱ ❣♦❡s ❜❡②♦♥❞ t❤❡ ❤❡✉r✐st✐❝ ❛r❣✉♠❡♥ts ✉s❡❞ ❜❡❢♦r❡ ✐♥
t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❲❡ ❡st❛❜❧✐s❤ ❛ ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❣♦♦❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢
❛♥ ❡❧❧✐♣t✐❝ ❝✉r✈❡ ❛♥❞ t❤❡ ●❛❧♦✐s ❣r♦✉♣ ♦❢ ✐ts ❞✐✈✐s✐♦♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s✳ ■♥
♣❛rt✐❝✉❧❛r ✇❡ ❡①♣❧❛✐♥ s♦♠❡ ❣♦♦❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✳ ■t
❢✉rt❤❡r ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ✐♠♣r♦✈❡ ❊❈▼ ❜② ♣r♦♣♦s✐♥❣ ♥❡✇ ❢❛♠✐❧✐❡s ♦❢ ❡❧❧✐♣t✐❝
❝✉r✈❡s✳ ❆♠♦♥❣ ♦t❤❡r✱ ✐t ❛❝❝❡❧❡r❛t❡s t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s♠♦♦t❤✐♥❣
st❡♣ st✉❞✐❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✹✳
❲❡ ♦r❣❛♥✐③❡ t❤❡ ❝❤❛♣t❡r ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❲❡ st❛rt ❜② r❡❝❛❧❧✐♥❣ ♦✉r ♠❛✐♥ t♦♦❧✿
❈❤❡❜♦t❛r❡✈✬s t❤❡♦r❡♠✳ ■t ❣✐✈❡s ✉s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t ❛♥ ❡❧❧✐♣t✐❝ ❝✉r✈❡
❤❛s ❛ ❣✐✈❡♥ t♦rs✐♦♥ ❣r♦✉♣ ✇❤❡♥ r❡❞✉❝❡❞ ♠♦❞✉❧♦ ❛ r❛♥❞♦♠ ♣r✐♠❡✳ ❖❢
❝♦✉rs❡ ♦♥❡ st✐❧❧ ❤❛s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t ●❛❧♦✐s ❣r♦✉♣ ♦❢ t❤❡ ❞✐✈✐s✐♦♥
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s✳ ❲❡ t❤❡♥ ✉s❡ t❤✐s ♠❛❝❤✐♥❡r② t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ♥❡✇ ❢❛♠✐❧✐❡s ♦❢
❊❈▼✲❢r✐❡♥❞❧② ❝✉r✈❡s✳

✸✳✶ ●❛❧♦✐s ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t♦rs✐♦♥ ♣♦✐♥ts ♦❢ ❡❧❧✐♣t✐❝

❝✉r✈❡s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❣✐✈❡ ❛ s②st❡♠❛t✐❝ ✇❛② t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t t❤❡ ♦r❞❡r
♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ❡❧❧✐♣t✐❝ ❝✉r✈❡ r❡❞✉❝❡❞ ❜② ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ♣r✐♠❡ ✐s ❞✐✈✐s✐❜❧❡ ❜② ❛ ❝❡rt❛✐♥
♣r✐♠❡ ♣♦✇❡r✳

✸✳✶✳✶ ❚♦rs✐♦♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❡❧❧✐♣t✐❝ ❝✉r✈❡s✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✶✳ ▲❡t K ❜❡ ❛ ✜♥✐t❡ ●❛❧♦✐s ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ Q✱ p ❛ ♣r✐♠❡ ❛♥❞ p ❛
♣r✐♠❡ ✐❞❡❛❧ ❛❜♦✈❡ p ✇✐t❤ r❡s✐❞✉❡ ✜❡❧❞ kp✳ ❚❤❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❣r♦✉♣ Dec(p) ♦❢ p ✐s
t❤❡ s✉❜❣r♦✉♣ ♦❢ Gal(K/Q) ✇❤✐❝❤ st❛❜✐❧✐③❡s p✳ ❈❛❧❧ α(p) t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ♠♦r♣❤✐s♠
❢r♦♠ Dec(p) t♦ Gal(kp/Fp) ❛♥❞ ❧❡t φp ❜❡ t❤❡ ❋r♦❜❡♥✐✉s ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠ ♦♥ t❤❡ ✜❡❧❞
kp✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ Frobenius(p) =

⋃
p|p(α

(p))−1(φp)✳

✷✺
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■♥ ♦r❞❡r t♦ st❛t❡ ❈❤❡❜♦t❛r❡✈✬s t❤❡♦r❡♠ ✇❡ s❛② t❤❛t ❛ s❡t S ♦❢ ♣r✐♠❡s ❛❞♠✐ts ❛
♥❛t✉r❛❧ ❞❡♥s✐t② ❡q✉❛❧ t♦ δ ❛♥❞ ✇❡ ✇r✐t❡ Prob(S) = δ ✐❢ limN→∞

#(S
⋂

Π(N))
#Π(N)

❡①✐sts
❛♥❞ ❡q✉❛❧s δ✱ ✇❤❡r❡ Π(N) ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ♣r✐♠❡s ✉♣ t♦ N ✳ ■❢ ❡✈❡♥t✭p✮ ✐s ❛ ♣r♦♣❡rt②
✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❢♦r ❛❧❧ ♣r✐♠❡s ❡①❝❡♣t ❛ ✜♥✐t❡ s❡t ✭t❤✉s ♦❢ ③❡r♦ ❞❡♥s✐t②✮✱ ✇❤❡♥
✇❡ ♥♦t❡ Prob(❡✈❡♥t(p)) ✇❡ t❛❝✐t❧② ❡①❝❧✉❞❡ t❤❡ ♣r✐♠❡s ✇❤❡r❡ ❡✈❡♥t(p) ❝❛♥♥♦t ❜❡
❞❡✜♥❡❞✳

❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✶✳✷ ✭❈❤❡❜♦t❛r❡✈✱ ❬◆❡✉✽✻❪✮✳ ▲❡t K ❜❡ ❛ ✜♥✐t❡ ●❛❧♦✐s ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ Q✳
▲❡t H ⊂ Gal(K/Q) ❜❡ ❛ ❝♦♥❥✉❣❛❝② ❝❧❛ss✳ ❚❤❡♥

Prob
(
Frobenius(p) = H

)
=

#H

#Gal(K/Q)
.

❲❡ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ t❤❡♦r❡♠ ❜② ♣r♦✈✐♥❣ ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ r❡s✉❧t✳

❈♦r♦❧❧❛r② ✸✳✶✳✸ ✭❋r♦❜❡♥✐✉s✬ t❤❡♦r❡♠✮✳ ▲❡t f ❜❡ ❛ ♠♦♥✐❝ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐♥ Z[x]✱ ♥♦t✲
♥❡❝❡ss❛r✐❧② ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡✳ ▲❡t G ❜❡ t❤❡ ●❛❧♦✐s ❣r♦✉♣ ♦❢ f ✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ●❛❧♦✐s ❣r♦✉♣ ♦❢ t❤❡
s♣❧✐tt✐♥❣ ✜❡❧❞ ♦❢ f ✳ ❲❡ ❝❛❧❧ ❝②❝❧❡ ♣❛tt❡r♥ ♦❢ ❛ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ σ t❤❡ ❧✐st ♦❢ ❝❛r❞✐♥❛❧✐t✐❡s
♦❢ t❤❡ ♦r❜✐ts ♦❢ σ✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❝❛❧❧ ❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥ ♦❢ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t❤❡ ❧✐st ♦❢
❞❡❣r❡❡s ♦❢ ✐ts ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ❢❛❝t♦rs✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ♣r✐♠❡s p s✉❝❤
t❤❛t f mod p ❤❛s ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥ (n1, n2, . . .) ❡q✉❛❧s t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥
♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ G ✇❤✐❝❤ ♣❡r♠✉t❡ t❤❡ r♦♦ts ♦❢ f ✇✐t❤ ❛ ❝②❝❧❡ ♣❛tt❡r♥ (n1, n2, . . .)✳

❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ x2 − 2 s♣❧✐ts ✇❤❡♥ r❡❞✉❝❡❞ ♠♦❞✉❧♦ ❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡
♣r✐♠❡s✳ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ❢r♦♠ ❬❙▲❏✾✻❪ ✐s f = x4 +3x2 +7x+4✳ ❚❤❡ ●❛❧♦✐s ❣r♦✉♣ ♦❢ f
❤❛s 12 ❡❧❡♠❡♥ts✱ ✇❤✐❝❤ ❛❝t ❛s ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ r♦♦ts ♦❢ f ✇✐t❤ ❝②❝❧❡ ♣❛tt❡r♥s ❛s
❢♦❧❧♦✇s✿ (1, 3) ❢♦r 2/3 ♦❢ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts✱ (2, 2) ❢♦r 1/4 ♦❢ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❛♥❞ (1, 1, 1, 1)
❢♦r t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② ❡❧❡♠❡♥t✳ ❚❤❡ t❤❡♦r❡♠ st❛t❡s t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ ♣r✐♠❡s✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤
t❤❡ ♠♦❞✉❧❛r r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ f ❤❛s ❛ ❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥ (1, 3)✱ (2, 2) ♦r (1, 1, 1, 1)✳
■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r f ✐s r❡❞✉❝✐❜❧❡ ❢♦r ❛❧❧ ♣r✐♠❡s ❡①❝❡♣t ❢♦r ❛ s❡t ♦❢ ③❡r♦ ❞❡♥s✐t②✳ ❚❤❡
♣r♦♦❢ ♦❢ ❈♦r♦❧❧❛r② ✸✳✶✳✸ ✐s ❛✐♠❡❞ t♦ ✐❧❧✉str❛t❡ ❋r♦❜❡♥✐✉s✭p✮✳

Pr♦♦❢✳ ❈❛❧❧ K t❤❡ s♣❧✐tt✐♥❣ ✜❡❧❞ ♦❢ f ❛♥❞ ❧❡t T ❜❡ ❛ ❞❡✜♥✐♥❣ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❢♦r K
❛♥❞ θ ❛ r♦♦t ♦❢ T ✐♥ K✳ ❲❡ ❝❤♦♦s❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s αi(x) ✇✐t❤ i ∈ [1, deg f ] s✉❝❤ t❤❛t
t❤❡ r♦♦ts ♦❢ f ✐♥ K ❛r❡ αi(θ)✳ ❙✐♥❝❡ T ✐s ❛ ●❛❧♦✐s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✱ t❤❡ ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠s
♦❢ K ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② θ 7→ σ(θ) ✇❤❡r❡ σ ✐s ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐♥ Q[x] s✉❝❤ t❤❛t T (σ(x)) ≡
0 mod T (x)✳

▲❡t p ❜❡ ❛ ♣r✐♠❡ ✇❤✐❝❤ ❞♦❡s ♥♦t ❞✐✈✐❞❡ t❤❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t Disc(T )✳ ▲❡t T ≡∏
i Ti mod p ❜❡ t❤❡ ❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ T mod p✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❢❛❝t♦rs ♦❢ ❡q✉❛❧ ❞❡❣r❡❡s

❜❡❝❛✉s❡ T ✐s ❛ ●❛❧♦✐s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✳ ❙✐♥❝❡ p ❞♦❡s ♥♦t ❞✐✈✐❞❡ Disc(T )✱ t❤❡ ♣r✐♠❡
✐❞❡❛❧s ♦❢ K ♦✈❡r p ❛r❡ pi := 〈p, Ti(θ)〉 ✇✐t❤ Ti ❞✐✈✐s♦rs ♦❢ T mod p✳

▲❡t φp ❜❡ t❤❡ ❋r♦❜❡♥✐✉s ♠❛♣ ✐♥ Fp✳ ❲❡ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ✜❡❧❞ F ♦❢ pdeg T1 ❡❧❡♠❡♥ts
❛s Fp[y]/〈T1(y)〉✳ ❲❡ ❝❛❧❧ θ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t y mod 〈p, T1〉✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ r♦♦t ♦❢ T1 ✐♥ F ✳
◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ r♦♦ts ♦❢ T ✐♥ F ❛r❡ σ(θ) ✇✐t❤ σ ∈ Gal(K)✳ ❲❡ ❝❛❧❧ ❋r♦❜❡♥✐✉s ♦❢ p1
t❤❡ ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠ x 7→ σ(x) ♦❢ K s✉❝❤ t❤❛t σ(θ) = φp(θ)✳ ❋r♦❜❡♥✐✉s✭p✮ ❤❛s ❛s
♠❛♥② ❡❧❡♠❡♥ts ❛s ❢❛❝t♦rs ♦❢ T mod p✳

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ r♦♦ts ♦❢ f ✐♥ F ❛r❡ {αi(θ) | αi(θ) ✐s r♦♦t ♦❢ f ✐♥ K}✳ ▲❡t ✉s s❤♦✇
t❤❛t t❤❡ ❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥ ♦❢ f mod p ❝♦✐♥❝✐❞❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❝②❝❧❡ ♣❛tt❡r♥ ♦❢ t❤❡
❋r♦❜❡♥✐✉s ♦❢ p1 ♦♥ t❤❡ r♦♦ts ♦❢ f ✳
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■♥❞❡❡❞✱ ❡❛❝❤ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ❢❛❝t♦r ♦❢ f mod p ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛♥ ♦r❜✐t ♦❢ φp ♦♥ t❤❡
r♦♦ts ♦❢ f ✳ ❇② t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ σ✱ φp ❝♦✐♥❝✐❞❡s ✇✐t❤ θ 7→ σ(θ) ♦♥ t❤❡ r♦♦ts ♦❢ f ✳ ❍❡♥❝❡
φp ❤❛s t❤❡ s❛♠❡ ♦r❜✐ts ♦♥ t❤❡ r♦♦ts αi(θ) ♦❢ f ✐♥ F ❛s θ 7→ σ(θ) ❞♦❡s ♦♥ t❤❡ r♦♦ts
♦❢ f ✐♥ K✳

❲❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ ❈❤❡❜♦t❛r❡✈✬s t❤❡♦r❡♠✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ ♣r✐♠❡s p
✇❤♦s❡ ❋r♦❜❡♥✐✉s ❤❛s ❛ ❣✐✈❡♥ ❝②❝❧❡ ♣❛tt❡r♥ ♦♥ t❤❡ r♦♦ts ♦❢ f ✐♥ F ✐s t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥
♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ G ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ t❤❡ ❣✐✈❡♥ ❝②❝❧❡ ♣❛tt❡r♥ ♦♥ t❤❡ r♦♦ts ♦❢ f ✐♥ K✳

❇❡❢♦r❡ ❛♣♣❧②✐♥❣ ❈❤❡❜♦t❛r❡✈✬s t❤❡♦r❡♠ t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❡❧❧✐♣t✐❝ ❝✉r✈❡s✱ ✇❡ ✐♥tr♦✲
❞✉❝❡ ❛ ♥♦t❛t✐♦♥✳ ❋♦r ❡✈❡r② ❡❧❧✐♣t✐❝ ❝✉r✈❡ E ♦✈❡r ❛ ✜❡❧❞ F ❛♥❞ ❛❧❧ m ∈ N✱ m ≥ 2✱
✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✜❡❧❞ F (E[m]) ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ s♠❛❧❧❡st ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ F ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛❧❧
t❤❡ m✲t♦rs✐♦♥ ♦❢ E✳ ❚❤❡ ♥❡①t r❡s✉❧t ✐s ❝❧❛ss✐❝❛❧✱ ❜✉t ✇❡ ♣r❡s❡♥t ✐ts ♣r♦♦❢ ❢♦r t❤❡
✐♥t✉✐t✐♦♥ ✐t ❜r✐♥❣s✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✹✳ ❋♦r ❡✈❡r② ✐♥t❡❣❡r m ≥ 2 ❛♥❞ ❛♥② ❡❧❧✐♣t✐❝ ❝✉r✈❡ E ♦✈❡r s♦♠❡
✜❡❧❞ F ✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❤♦❧❞✿

✶✳ F (E[m])/F ✐s ❛ ●❛❧♦✐s ❡①t❡♥s✐♦♥❀

✷✳ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ✐♥❥❡❝t✐✈❡ ♠♦r♣❤✐s♠ ιm : Gal(F (E[m])/F ) →֒ Aut(E(F )[m])✳

Pr♦♦❢✳ ✭1✮ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥ ❧❛✇ ♦❢ E ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❜② r❛t✐♦♥❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦✈❡r
F ✱ t❤❡r❡ ❡①✐st ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s fm, gm ∈ F [X, Y ] s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ t❤❡
♣♦✐♥ts ✐♥ E(F )[m] ❛r❡ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ (fm = 0, gm = 0)✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡
F (E[m]) ✐s t❤❡ s♣❧✐tt✐♥❣ ✜❡❧❞ ♦❢ ResX(fm, gm) ❛♥❞ ResY (fm, gm) ❛♥❞ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r
✐s ●❛❧♦✐s✳
✭2✮ ❋♦r ❡❛❝❤ σ ∈ Gal(F (E[m])/F ) ✇❡ ❝❛❧❧ ιm(σ) t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ s❡♥❞s
(x, y) ∈ E(F )[m] ✐♥t♦ (σ(x), σ(y))✳ ❚❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❛❜♦✈❡✱ ιm(σ) s❡♥❞s
t❤❡ ♣♦✐♥ts ♦❢ E(F )[m] ✐♥ E(F )[m]✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥ ❧❛✇ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❜②
r❛t✐♦♥❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦✈❡r F ✱ ❢♦r ❡❛❝❤ σ✱ ιm(σ) ∈ Aut(E(F )[m])✳ ❖♥❡ ❡❛s✐❧② ❝❤❡❝❦s
t❤❛t t❤❡ ❦❡r♥❡❧ ♦❢ ιm ✐s t❤❡ ✐❞❡♥t✐t②✳

◆♦t❛t✐♦♥ ✸✳✶✳✺✳ ❲❡ ❝❤♦♦s❡ t✇♦ ♣♦✐♥ts ✇❤✐❝❤ ❣❡♥❡r❛t❡ E(Q)[m] ✭s❡❡ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✸✳✾✮✱
t❤❡r❡❜② ✐♥❞✉❝✐♥❣ ❛♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠

ψm : Aut(E(Q)[m])→ GL2(Z/mZ).

▲❡t ιm ❜❡ t❤❡ ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ❜② Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✹✳ ❲❡ ❝❛❧❧

ρm : Gal(Q(E[m])/Q)→ GL2(Z/mZ)

t❤❡ ✐♥❥❡❝t✐✈❡ ♠♦r♣❤✐s♠ ψm ◦ ιm✳
❘❡♠❛r❦ ✸✳✶✳✻✳ ◆♦t❡ t❤❛t #Gal(Q(E[m])/Q) ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② #GL2(Z/mZ)✳ ❋♦r
❡✈❡r② ♣r✐♠❡ π✱ ✇❡ ❤❛✈❡ #GL2(Z/πZ) = (π − 1)2(π + 1)π✱ ❛♥❞ ❢♦r ❡✈❡r② ✐♥t❡❣❡r
k ≥ 1✱ #GL2(Z/π

k+1Z) = π4#GL2(Z/π
kZ)✳

▲❡t p ❜❡ ❛ ♣r✐♠❡ s✉❝❤ t❤❛t E ❤❛s ❣♦♦❞ r❡❞✉❝t✐♦♥ ❛t p ❛♥❞ p ∤ m✳ ▲❡t ι(p)m

❜❡ t❤❡ ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ Gal(Fp(E[m])/Fp) ✐♥t♦ Aut(E(Fp)[m]) ❣✐✈❡♥ ❜② Pr♦♣♦s✐t✐♦♥
✸✳✶✳✹✳ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✸✳✶✶ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦K = Q(E[m]) ✐♠♣❧✐❡s t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧
✐s♦♠♦r♣❤✐s♠ ❢r♦♠ Aut(E(Q)[m]) t♦ Aut(E(Fp)[m]) ❢♦r ❡❛❝❤ ♣r✐♠❡ ✐❞❡❛❧ p ❛❜♦✈❡ p✳



✷✽ ❈❍❆P❚❊❘ ✸✳ ❋■◆❉■◆● ❊❈▼✲❋❘■❊◆❉▲❨ ❈❯❘❱❊❙

◆♦t❛t✐♦♥ ✸✳✶✳✼✳ ❋♦r ❛❧❧ g ∈ GL2(Z/mZ) ✇❡ ♣✉t Fix(g) = {v ∈ (Z/mZ)2 | g(v) =
v}✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❛♥② ❡❧❡♠❡♥t ❝♦♥❥✉❣❛t❡❞ t♦ g ❤❛s ❛♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐❝ ❣r♦✉♣ ♦❢ ✜①❡❞
❡❧❡♠❡♥ts✳ ■❢ ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ♦♥❧② ✐♥ t❤❡ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠ ❝❧❛ss ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥
Fix(C) ✇❤❡r❡ C ✐s ❛ s❡t ♦❢ ❝♦♥❥✉❣❛t❡❞ ❡❧❡♠❡♥ts✳ ❲❡ ✉s❡ ❛♥❛❧♦❣♦✉s ♥♦t❛t✐♦♥s ❢♦r
Aut(E(Q)[m]) ❛♥❞ Aut(E(Fp)[m])✳

❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✶✳✽✳ ▲❡t E ❜❡ ❛♥ ❡❧❧✐♣t✐❝ ❝✉r✈❡ ♦✈❡r Q ❛♥❞ m ≥ 2 ❜❡ ❛♥ ✐♥t❡❣❡r✳ P✉t
K = Q(E[m])✳ ▲❡t T ❜❡ ❛ s✉❜❣r♦✉♣ ♦❢ Z/mZ× Z/mZ✳ ❚❤❡♥✱

✶✳ Prob(E(Fp)[m] ≃ T ) =
#{g ∈ ρm(Gal(K/Q)) | Fix(g) ≃ T}

#Gal(K/Q)
.

✷✳ ▲❡t a, n ∈ N s✉❝❤ t❤❛t a ≤ n ❛♥❞ gcd(a, n) = 1 ❛♥❞ ❧❡t ζn ❜❡ ❛ ♣r✐♠✐t✐✈❡ nt❤
r♦♦t ♦❢ ✉♥✐t②✳ P✉t Ga = {σ ∈ Gal(K(ζn)/Q) | σ(ζn) = ζan}✳ ❚❤❡♥✿

Prob(E(Fp)[m] ≃ T | p ≡ a mod n) =
#{σ ∈ Ga | Fix(ρm(σ|K)) ≃ T}

#Ga

.

Pr♦♦❢✳ ✭1✮ ▲❡t p ∤ m ❜❡ ❛ ♣r✐♠❡ ❢♦r ✇❤✐❝❤ E ❤❛s ❣♦♦❞ r❡❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❧❡t p ❜❡ ❛ ♣r✐♠❡
✐❞❡❛❧ ♦❢ K ♦✈❡r p✳ ❲❡ ❛❜❜r❡✈✐❛t❡ H = {σ ∈ Gal(K/Q) | Fix(ιm(σ)) ≃ T}✳ ❋✐rst
♥♦t❡ t❤❛t E(Fp)[m] = Fix(ι

(p)
m (φp)) ✇❤❡r❡ φp ✐s t❤❡ ❋r♦❜❡♥✐✉s ✐♥ Gal(Fp(E[m])/Fp)✳

❙✐♥❝❡ t❤❡ ❞✐❛❣r❛♠

Dec(p ) �

�

//

α(p)

��

Gal(Q(E[m])/Q) �

� ιm
// Aut(E(Q)[m])

��

Gal(kp/Fp)
∼

// Gal(Fp(E[m])/Fp)
�

�ι
(p)
m

// Aut(E(Fp)[m])

✐s ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ❛♥❞ s✐♥❝❡ Frobenius(p) ⊂ Gal(K/Q) ✐s t❤❡ ❝♦♥❥✉❣❛❝② ❝❧❛ss ❣❡♥❡r✲
❛t❡❞ ❜② (α(p))−1(φp) ✇❡ ❤❛✈❡ E(Fp)[m] ≃ Fix(ιm(Frobenius(p)))✳

❉❡❝♦♠♣♦s❡ H ✐♥t♦ ❛ ❞✐s❥♦✐♥t ✉♥✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥❥✉❣❛❝② ❝❧❛ss❡s C1, . . . , CN ✳
❚❤❡♥ Fix(ιm(Frobenius(p))) ≃ T ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ Frobenius(p) ❜❡✐♥❣ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ Ci✳
❚❤❛♥❦s t♦ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✶✳✷ ✇❡ ♦❜t❛✐♥✿

Prob(E(Fp)[m] ≃ T ) =
N∑

i=1

Prob(Frobenius(p) = Ci) =
N∑

i=1

#Ci

#Gal(K/Q)
=

#H

#Gal(K/Q)
.

✭2✮ ❯s✐♥❣ s✐♠✐❧❛r ❛r❣✉♠❡♥ts ❛s ✐♥ ✭1✮ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡

Prob(Frobenius(p) ∈ {C1, . . . , CN}, p ≡ a mod n)

Prob(p ≡ a mod n)
.

▲❡t p ❜❡ ❛ ♣r✐♠❡ ❛♥❞ p ❛ ♣r✐♠❡ ✐❞❡❛❧ ❛s ✐♥ t❤❡ ✜rst ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢✱ ❛♥❞ ❧❡t
P ❜❡ ❛ ♣r✐♠❡ ✐❞❡❛❧ ♦❢ K(ζn) ❧②✐♥❣ ♦✈❡r p✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡ ❧❡t C̃1, . . . , C̃Ñ ❜❡ t❤❡
❝♦♥❥✉❣❛❝② ❝❧❛ss❡s ♦❢ Gal(K(ζn)/Q) t❤❛t ❛r❡ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✲✐♠❛❣❡s ♦❢ C1, . . . , CN ❛♥❞
✇❤♦s❡ ❡❧❡♠❡♥ts σ s❛t✐s❢② σ(ζn) = ζan✳ ❙✐♥❝❡ Gal(K(ζn)/Q) ♠❛♣s ζn t♦ ♣r✐♠✐t✐✈❡
nt❤ r♦♦ts ♦❢ ✉♥✐t② ✇❡ ❤❛✈❡ ❢♦r σ ∈ (α(P))−1(φP) t❤❛t σ(ζn) = ζbn ❤♦❧❞s ❢♦r ❛♥
✐♥t❡❣❡r b✳ ❚♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ σ(x) ≡ xp mod P ✇❡ ❣❡t ζbn ≡ ζpn mod P✳ ■❢ ✇❡ ❡①❝❧✉❞❡
t❤❡ ✜♥✐t❡❧② ♠❛♥② ♣r✐♠❡s ❞✐✈✐❞✐♥❣ t❤❡ ♥♦r♠s ♦❢ ζcn − 1 ❢♦r c = 1, . . . , n − 1 ✇❡
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♦❜t❛✐♥ b ≡ p mod n✳ ❙✐♥❝❡ Frobenius(K(ζn), p)✱ t❤❡ ❋r♦❜❡♥✐✉s ❝♦♥❥✉❣❛❝② ❝❧❛ss
❢♦r K(ζn)✱ ✐s t❤❡ ♣r❡✲✐♠❛❣❡ ♦❢ Frobenius(p)✱ ✇❡ ❣❡t ✇✐t❤ t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t ❛❜♦✈❡
Prob(Frobenius(p) ∈ {C1, . . . , CN}, p ≡ a mod n) = Prob(Frobenius(K(ζn), p) ∈
{C̃1, . . . , C̃Ñ}). ❆ s✐♠✐❧❛r ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❞❡♥♦♠✐♥❛t♦r Prob(p ≡ a mod n)
❝♦♠♣❧❡t❡s t❤❡ ♣r♦♦❢✳

❘❡♠❛r❦ ✸✳✶✳✾✳ P✉t K = Q(E[m])✳ ■❢ [K(ζn) : Q(ζn)] = [K : Q]✱ t❤❡♥ ♦♥❡ ❤❛s
Prob(E(Fp)[m] ≃ T | p ≡ a mod n) = Prob(E(Fp)[m] ≃ T ) ❢♦r a ❝♦♣r✐♠❡ t♦ n✳
■♥❞❡❡❞✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ●❛❧♦✐s t❤❡♦r②✱ Gal(K(ζn)/Q)/Gal(K(ζn)/K) ≃ Gal(K/Q)
t❤r♦✉❣❤ σ 7→ σ|K ✳ ❙✐♥❝❡ [K(ζn) : Q(ζn)] = [K : Q]✱ ✇❡ ❤❛✈❡ [K(ζn) : K] = ϕ(n)
❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❡❛❝❤ ❡❧❡♠❡♥t σ ♦❢Gal(K/Q) ❡①t❡♥❞s ✐♥ ❡①❛❝t❧② ♦♥❡ ✇❛② t♦ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t
♦❢ Gal(K(ζn)/Q) ✇❤✐❝❤ s❛t✐s✜❡s σ(ζn) = ζan✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❢♦r n ∈ {3, 4} t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ζn 6∈ K✳

❚❤❡ ❢❛♠✐❧✐❡s ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❜② ❇r✐❡r ❛♥❞ ❈❧❛✈✐❡r ❬❇❈✶✵❪✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦
✐♥t❡❣❡rs N s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ nt❤ ❝②❝❧♦t♦♠✐❝ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❤❛s r♦♦ts ♠♦❞✉❧♦ ❛❧❧ ♣r✐♠❡
❢❛❝t♦rs ♦❢ N ✱ ♠♦❞✐❢② [K(ζn) : Q(ζn)] ❜② ✐♠♣♦s✐♥❣ ❛ ❧❛r❣❡ t♦rs✐♦♥ s✉❜❣r♦✉♣ ♦✈❡r
Q(ζn)✳

❆♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✶✳✽ ✐s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

❈♦r♦❧❧❛r② ✸✳✶✳✶✵✳ ▲❡t E ❜❡ ❛♥ ❡❧❧✐♣t✐❝ ❝✉r✈❡ ❛♥❞ π ❜❡ ❛ ♣r✐♠❡ ♥✉♠❜❡r✳ ❚❤❡♥✱

Prob
(
E(Fp)[π] ≃ Z/πZ

)
=

#{g ∈ ρπ(Gal(Q(E[π])/Q)) | det(g − Id) = 0, g 6= Id}
#Gal(Q(E[π])/Q)

,

Prob
(
E(Fp)[π] ≃ Z/πZ× Z/πZ

)
=

1

#Gal(Q(E[π])/Q)
.

❊①❛♠♣❧❡ ✸✳✶✳✶✶✳ ▲❡t ✉s ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡s❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❢♦r t❤❡ ❝✉r✈❡s E1 : y2 =
x3 +5x+7 ❛♥❞ E2 : y

2 = x3− 11x+14 ❛♥❞ t❤❡ ♣r✐♠❡s π = 3 ❛♥❞ π = 5✳ ❍❡r❡ E1

✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ❣❡♥❡r✐❝ ❝❛s❡✱ ✇❤❡r❡❛s E2 ❤❛s s♣❡❝✐❛❧ ●❛❧♦✐s ❣r♦✉♣s✳ ❖♥❡ ❝❤❡❝❦s ✇✐t❤
❙❛❣❡ ❬❙+✶✶❪ t❤❛t [Q(E1[3]) : Q] = 48 ❛♥❞ #GL2(Z/3Z) = 48✳ ❇② Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✹
✇❡ ❞❡❞✉❝❡ t❤❛t ρ3(Gal(Q(E1[3])/Q)) = GL2(Z/3Z)✳ ❆ s✐♠♣❧❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ s❤♦✇s
t❤❛t GL2(Z/3Z) ❝♦♥t❛✐♥s 21 ❡❧❡♠❡♥ts ❤❛✈✐♥❣ 1 ❛s ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡✱ ♦♥❡ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ✐s Id✳
❈♦r♦❧❧❛r② ✸✳✶✳✶✵ ❣✐✈❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✿ Prob(E1(Fp)[3] ≃ Z/3Z) = 20

48

❛♥❞ Prob(E1(Fp)[3] ≃ Z/3Z× Z/3Z) = 1
48
✳ ❲❡ ✉s❡❞ t❤❡ s❛♠❡ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❛❧❧ t❤❡

♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ ❚❛❜❧❡ ✸✳✶✱ ✇❤❡r❡ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡♠ t♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✈❛❧✉❡s✳
◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✈❛❧✉❡s

♥❡✈❡r ❡①❝❡❡❞s 0.4%✳ ■t ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ●❛❧♦✐s ❣r♦✉♣
❞♦❡s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✱ ❛s ✐t ✐s s❤♦✇♥ ❢♦r π = 3✳

✸✳✶✳✷ ❊✛❡❝t✐✈❡

❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ♦❢ Q(E[m]) ❛♥❞ ρm(Gal(Q(E[m])/Q)) ❢♦r

♣r✐♠❡ ♣♦✇❡rs✳

❘❡❝❛❧❧ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐✈✐s✐♦♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✶✸✳ ❖♥❡
❝❛♥ ❝♦♠♣✉t❡ Q(E[π]) ❢♦r ❛♥② ♣r✐♠❡ π ≥ 3 ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠❡t❤♦❞✿
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E1 E2

#GL2(Z/3Z) 48
#Gal(Q(E[3])/Q) 48 16

Prob(E(Fp)[3] ≃ Z/3Z× Z/3Z)
❚❤✳ 1

48
≈ 0.02083 1

16
= 0.06250

❊①♣✳ 0.02082 0.06245

Prob(E(Fp)[3] ≃ Z/3Z)
❚❤✳ 20

48
≈ 0.4167 4

16
= 0.2500

❊①♣ 0.4165 0.2501

#GL2(Z/5Z) 480
#Gal(Q(E[5])/Q) 480 32

Prob(E(Fp)[5] ≃ Z/5Z× Z/5Z)
❚❤✳ 1

480
≈ 0.002083 1

32
= 0.03125

❊①♣✳ 0.002091 0.03123

Prob(E(Fp)[5] ≃ Z/5Z)
❚❤✳ 114

480
= 0.2375 10

32
= 0.3125

❊①♣✳ 0.2373 0.3125

❚❛❜❧❡ ✸✳✶✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡s ✭❚❤✮ ♦❢ ❈♦r♦❧❧❛r② ✸✳✶✳✶✵ t♦ t❤❡
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ❢♦r ❛❧❧ ♣r✐♠❡s ❜❡❧♦✇ 225 ✭❊①♣✮✳

✶✳ ▼❛❦❡ ❛ ✜rst ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ Q t❤r♦✉❣❤ ❛♥ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ❢❛❝t♦r ♦❢ Pπ ❛♥❞ ♦❜t❛✐♥ ❛
♥✉♠❜❡r ✜❡❧❞ F1 ✇❤❡r❡ Pπ ❤❛s ❛ r♦♦t α1✳

✷✳ ▲❡t f2(y) = y2 − (α3
1 + Aα1 + B) ∈ F1[y] ❛♥❞ F2 ❜❡ t❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ F1 ❜② f2✳

F2 ❝♦♥t❛✐♥s ❛ π✲t♦rs✐♦♥ ♣♦✐♥t M1✳ ■♥ F2✱ Pπ ❤❛s π−1
2

tr✐✈✐❛❧ r♦♦ts r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣
t❤❡ x ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧❡s ♦❢ M1✳

✸✳ ❈❛❧❧ F3 t❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ F2 t❤r♦✉❣❤ ❛♥ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ❢❛❝t♦r ♦❢ Pπ ∈ F2[x] ♦t❤❡r
t❤❛♥ t❤♦s❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ tr✐✈✐❛❧ r♦♦ts✳

✹✳ ▲❡t α2 ❜❡ t❤❡ ♥❡✇ r♦♦t ♦❢ Pπ ✐♥ F3✳ ▲❡t f4(y) = y2 − (α3
2 + Aα2 + B) ∈ F3[y]

❛♥❞ F4 ❜❡ t❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ F3 t❤r♦✉❣❤ f4✳ F4 ❝♦♥t❛✐♥s ❛❧❧ t❤❡ π✲t♦rs✐♦♥✳

❚❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♣r✐♠❡ ♣♦✇❡rs πk ✇✐t❤ k ≥ 2 ✐s ❤❛♥❞❧❡❞ r❡❝✉rs✐✈❡❧②✳ ❍❛✈✐♥❣ ❝♦♠✲
♣✉t❡❞ Q(E[πk−1])✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ Q(E[πk]) ❜② r❡♣❡❛t✐♥❣ t❤❡ ✹ st❡♣s ❛❜♦✈❡ ✇✐t❤ P new

πk

✐♥st❡❛❞ ♦❢ Pπ ❛♥❞ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛s tr✐✈✐❛❧ r♦♦ts ❛❧❧ t❤❡ x✲❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥ts
{P +M1 | P ∈ E[πk−1]}✳

■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ Pπ, f2, P
(F2)
π ❛♥❞ f4 ❛r❡ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡✱

✇❤❡r❡ P (F2)
π ✐s Pπ ❞✐✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ❢❛❝t♦rs ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ tr✐✈✐❛❧ r♦♦ts✳ ■❢ t❤✐s ✐s

t❤❡ ❝❛s❡✱ ❛s deg(Pπ) =
π2−1
2

✭Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✶✹✮✱ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ F4 ✐s π2−1
2
·

2 · π2−π
2
·2 = (π−1)2(π+1)π✳ ❇② ❘❡♠❛r❦ ✸✳✶✳✻✱ #GL2(Z/πZ) = (π − 1)2(π + 1)π✱

t❤❡r❡❢♦r❡ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ✇❡ ❡①♣❡❝t ρπ(Gal(Q(E[π])/Q)) = GL2(Z/πZ)✳ ❆❧s♦✱ ✇❡ ♦❜✲
s❡r✈❡❞ t❤❛t ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ t❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ Q(E[πk])/Q(E[πk−1]) ✐s π4✳

❙❡rr❡ ❬❙❡r✼✶❪ ♣r♦✈❡❞ t❤❛t t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛❜♦✈❡ ❛r❡ ❛❧♠♦st ❛❧✇❛②s tr✉❡✳ ❚❤❡
♥❡①t t❤❡♦r❡♠ ✐s ❛ r❡st❛t❡♠❡♥t ♦❢ ✐t❡♠s (1) ❛♥❞ (6) ✐♥ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❬❙❡r✼✶❪✳

❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✶✳✶✷ ✭❙❡rr❡✮✳ ▲❡t E ❜❡ ❛♥ ❡❧❧✐♣t✐❝ ❝✉r✈❡ ✇✐t❤♦✉t ❝♦♠♣❧❡① ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛✲
t✐♦♥✳

✶✳ ❋♦r ❛❧❧ ♣r✐♠❡s π ❛♥❞ k ≥ 1 t❤❡ ✐♥❞❡① [GL2(Z/π
kZ) : ρπk(Gal(Q(E[πk])/Q))]

✐s ♥♦♥✲❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❛♥❞ ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② ❛ ❝♦♥st❛♥t ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ E ❛♥❞ π✳



✸✳✶✳ ●❆▲❖■❙ P❘❖P❊❘❚■❊❙ ✸✶

✷✳ ❋♦r ❛❧❧ ♣r✐♠❡s π ♦✉ts✐❞❡ ❛ ✜♥✐t❡ s❡t ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ E ❛♥❞ ❢♦r ❛❧❧ k ≥ 1✱
ρπk(Gal(Q(E[πk])/Q) = GL2(Z/π

kZ)✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✶✸✳ P✉t I(E, π, k) = [GL2(Z/π
kZ) : ρπk(Gal(Q(E[πk])/Q))]✳ ■❢

E ❞♦❡s ♥♦t ❛❞♠✐t ❝♦♠♣❧❡① ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❝❛❧❧ ❙❡rr❡✬s ❡①♣♦♥❡♥t t❤❡ ✐♥t❡❣❡r
n(E, π) = min{n ∈ N∗ | ∀k ≥ n, I(E, π, k + 1) = I(E, π, k)}✳

■♥ ❬❙❡r✽✶❪ ❙❡rr❡ s❤♦✇❡❞ t❤❛t ✐♥ s♦♠❡ ❝❛s❡s ♦♥❡ ❝❛♥ ♣r♦✈❡ t❤❛t I(E, π, k) = 1
❢♦r ❛❧❧ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥t❡❣❡rs k✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❙❡rr❡ ♣r♦✈❡❞ t❤❛t t❤❡ s✉r❥❡❝t✐✈✐t② ♦❢ ρπk ✭♦r
❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧② I(E, π, k) = 1✮ ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ t❤❡ s✉r❥❡❝t✐✈✐t② ♦❢ ρπ ✭♦r ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧②
I(E, π, 1) = 1✮ ❢♦r ❛❧❧ r❛t✐♦♥❛❧ ❡❧❧✐♣t✐❝ ❝✉r✈❡s E ✇✐t❤♦✉t ❝♦♠♣❧❡① ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥
❛♥❞ ❢♦r ❛❧❧ ♣r✐♠❡s π ≥ 5✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❦✐♥❞ ♦❢ r❡s✉❧ts ❢♦r π = 2 ✭r❡s♣✳
π = 3✮ ♦♥❡ ❤❛s t♦ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t ρ2✱ ρ4 ❛♥❞ ρ8 ❛r❡ s✉r❥❡❝t✐✈❡ ✭r❡s♣✳ ρ3 ❛♥❞ ρ9 ❛r❡
s✉r❥❡❝t✐✈❡✮✳

❙❡rr❡ ❛❧s♦ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡❞ t❤❛t ♦♥❧② ❛ ✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r✐♠❡s✱ ♥♦t ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡
❝✉r✈❡ E✱ ❝❛♥ ♦❝❝✉r ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣♦✐♥t ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✶✳✶✷✳ ❚❤❡ ❝✉rr❡♥t ❝♦♥❥❡❝t✉r❡
✐s t❤❛t ❢♦r ❛❧❧ r❛t✐♦♥❛❧ ❡❧❧✐♣t✐❝ ❝✉r✈❡s ✇✐t❤♦✉t ❝♦♠♣❧❡① ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛❧❧ ♣r✐♠❡s
π ≥ 37✱ ρπ ✐s s✉r❥❡❝t✐✈❡✳ ■♥ ❬❩②✇✶✶❪ ❩②✇✐♥❛ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛t ❝♦♠♣✉t❡s
t❤❡ ♣r✐♠❡s π ❢♦r ✇❤✐❝❤ ρπ ✐s ♥♦t s✉r❥❡❝t✐✈❡ ❛♥❞ ❝❤❡❝❦❡❞ t❤❡ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ❢♦r ❛❧❧ ❡❧❧✐♣t✐❝
❝✉r✈❡s ✐♥ ▼❛❣♠❛✬s ❞❛t❛❜❛s❡ ✭❝✉rr❡♥t❧② t❤✐s ❝♦✈❡rs ❝✉r✈❡s ✇✐t❤ ❝♦♥❞✉❝t♦r ❛t ♠♦st
14000✮✳ ✶

❘❡♠❛r❦ ✸✳✶✳✶✹✳ ❖♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❙❡rr❡✬s r❡s✉❧ts ✐s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts s❤♦✇
t❤❛t ❛♥ ❡❧❧✐♣t✐❝ ❝✉r✈❡ ✇✐t❤♦✉t ❝♦♠♣❧❡① ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐s ❝❧♦s❡ t♦ ❛ ❝②❝❧✐❝ ❣r♦✉♣
✇❤❡♥ r❡❞✉❝❡❞ ♠♦❞✉❧♦ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ♣r✐♠❡✱ r❡❣❛r❞❧❡ss ♦♥ ✐ts r❛♥❦ ♦✈❡r Q✳ ❋♦r ❛
❣✐✈❡♥ ❜♦✉♥❞ B✱ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ Prob(∃π > B,Z/πZ × Z/πZ ⊂ E(Fp)) ❣♦❡s ❜❡②♦♥❞
t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r✳ ❙t✐❧❧✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♠♣✉t❡ Prob(Z/πZ × Z/πZ ⊂ E(Fp)) ❢♦r
❡✈❡r② π s✉❝❤ t❤❛t ρπ ✐s s✉r❥❡❝t✐✈❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❢♦r t❤❡s❡ ♣r✐♠❡s✱ ❈♦r♦❧❧❛r② ✸✳✶✳✶✵ ❣✐✈❡s
t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② Prob(Z/π × Z/π ⊂ E(Fp)) =

1
π(π+1)(π−1)2

✳

❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ Q(E[m]) ❛s ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥
t♦✇❡r✳ ❚❤❡♥ ✐t ✐s ❡❛s② t♦ ♦❜t❛✐♥ ✐ts ❛❜s♦❧✉t❡ ❞❡❣r❡❡ ❛♥❞ ❛ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ❡❧❡♠❡♥t✳
■❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ρπ(Gal(Q(E[m])/Q)) ✭✉♣ t♦ ❝♦♥❥✉❣❛❝②✮ ✐s ❡❛s② ✇❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ♦♥❧② ♦♥❡
s✉❜❣r♦✉♣ ✭✉♣ t♦ ❝♦♥❥✉❣❛❝②✮ ♦❢ GL2(Z/mZ) ✇✐t❤ t❤❡ r✐❣❤t ♦r❞❡r✳ ■♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❝❛s❡
✇❡ ❝❤❡❝❦ ❢♦r ❡❛❝❤ g ∈ GL2(Z/mZ) ✉s✐♥❣ t❤❡ ✜①❡❞ ❣❡♥❡r❛t♦rs ♦❢ E(Q)[m] ✇❤❡t❤❡r
g ❣✐✈❡s r✐s❡ t♦ ❛♥ ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠ ♦♥ Q(E[m])✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ t❤❡ ❜♦tt❧❡♥❡❝❦ ♦❢ t❤✐s
♠❡t❤♦❞ ✐s t❤❡ ❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ✇✐t❤ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦✈❡r ♥✉♠❜❡r ✜❡❧❞s✳

❆ ❢❛st❡r ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ Gal(Q(E[π])/Q) ✇❛s ♣r♦♣♦s❡❞
❜② ❙✉t❤❡r❧❛♥❞ ❬❙✉t✶✷❪✳

✸✳✶✳✸ ❉✐✈✐s✐❜✐❧✐t② ❜② ❛ ♣r✐♠❡ ♣♦✇❡r

■t ✐s ❛ ❝♦♠♠♦♥ ❢❛❝t t❤❛t✱ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ♣r✐♠❡ π✱ t❤❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐t② ♦❢ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ❡❧❧✐♣t✐❝
❝✉r✈❡ ♦✈❡r Fp ❤❛s ❛ s❧✐❣❤t❧② ❧❛r❣❡r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t♦ ❜❡ ❞✐✈✐s✐❜❧❡ ❜② π t❤❛♥ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r②
✐♥t❡❣❡r ♦❢ s✐③❡ p✳ ■♥ t❤✐s s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ✇✐❧❧ r✐❣♦r♦✉s❧② ❝♦♠♣✉t❡ t❤♦s❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s
✉♥❞❡r s♦♠❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t②✳

✶❲❡ t❤❛♥❦ ❆♥❞r❡✇ ❙✉t❤❡r❧❛♥❞ ❢♦r ❜r✐♥❣✐♥❣ t❤✐s ❛rt✐❝❧❡ t♦ ♦✉r ❛tt❡♥t✐♦♥✳
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◆♦t❛t✐♦♥ ✸✳✶✳✶✺✳ ▲❡t π ❜❡ ❛ ♣r✐♠❡ ❛♥❞ i, j, k ∈ N s✉❝❤ t❤❛t i ≤ j✳ ❲❡ ♣✉t✿

pπ,k(i, j) = Prob(E(Fp)[π
k] ≃ Z/πiZ× Z/πjZ).

▲❡t ℓ ≤ m ❜❡ ✐♥t❡❣❡rs✳ ❲❤❡♥ ✐t ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✇❡ ❞❡♥♦t❡✿

pπ,k(ℓ,m|i, j) = Prob(E(Fp)[π
k+1] ≃ Z/πℓZ× Z/πmZ | Ep[π

k] ≃ Z/πiZ× Z/πjZ).

❲❤❡♥ ✐t ✐s ❝❧❡❛r ❢r♦♠ ❝♦♥t❡①t✱ π ✐s ♦♠✐tt❡❞✳

❘❡♠❛r❦ ✸✳✶✳✶✻✳ ❙✐♥❝❡ ❢♦r ❡✈❡r② ♥❛t✉r❛❧ ♥✉♠❜❡rm ❛♥❞ ❡✈❡r② ♣r✐♠❡ p ❝♦♣r✐♠❡ t♦m✱
E(Fp)[m] ⊂ Z/mZ× Z/mZ✱ ✇❡ ❤❛✈❡ pπ,k(i, j) = 0 ❢♦r j > k✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ j < k✱ ✐❢
pπ,k(ℓ,m | i, j) ✐s ❞❡✜♥❡❞✱ ✐t ❡q✉❛❧s 1 ✐❢ (ℓ,m) = (i, j) ❛♥❞ ❡q✉❛❧s 0 ✐❢ (ℓ,m) 6= (i, j)✳
❋✐♥❛❧❧②✱ ❢♦r j = k✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ♦♥❧② t❤r❡❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡
♥♦♥✲③❡r♦✿ pπ,k(i, k | i, k)✱ pπ,k(i, k + 1 | i, k)✱ ❛♥❞ pπ,k(k + 1, k + 1 | k, k)✳

❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✶✳✶✼✳ ▲❡t π ❜❡ ❛ ♣r✐♠❡ ❛♥❞ E ❛♥ ❡❧❧✐♣t✐❝ ❝✉r✈❡ ♦✈❡r Q✳ ■❢ k ✐s ❛♥
✐♥t❡❣❡r s✉❝❤ t❤❛t I(E, π, k + 1) = I(E, π, k)✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐❢ E ❤❛s ♥♦ ❝♦♠♣❧❡①
♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ k ≥ n(E, π)✱ t❤❡♥ ❢♦r ❛❧❧ 0 ≤ i < k ✇❡ ❤❛✈❡✿

✶✳ pπ,k(k + 1, k + 1 | k, k) = 1

π4
❀

✷✳ pπ,k(k, k + 1 | k, k) = (π − 1)(π + 1)2

π4
❀

✸✳ pπ,k(i, k + 1 | i, k) = 1

π
✳

Pr♦♦❢✳ ▲❡t M ❜❡ t❤❡ r✐♥❣ Z/πk+1Z✳ ❋♦r ❛❧❧ g ∈ GL2(πM)✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡
s❡t Lift(g) = {h ∈ GL2(M) | h|πM = g} = {g + πk

(
a b
c d

)
| a, b, c, d ∈

Z/πZ}✱ ✇❤♦s❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐t② ✐s π4✳ ❙✐♥❝❡ I(E, π, k + 1) = I(E, π, k)✱ ✇❡ ❤❛✈❡
#Gal(Q(E[πk])/Q)

#Gal(Q(E[πk+1])/Q)
=

#GL2(Z/π
kZ)

#GL2(Z/πk+1Z)
✱ ✇❤✐❝❤ ❡q✉❛❧s 1

π4 ❜② ❘❡♠❛r❦ ✸✳✶✳✻✳ ❙♦

❢♦r ❛❧❧ g ∈ ρπk

(
Gal(Q(E[πk])/Q)

)
✱ Lift(g) ⊂ ρπk+1(Gal(Q(E[πk+1])/Q))✳ ❚❤❛♥❦s

t♦ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✶✳✽✱ t❤❡ ♣r♦♦❢ ✇✐❧❧ ❢♦❧❧♦✇ ✐❢ ✇❡ ❝♦✉♥t ❢♦r ❡❛❝❤ g t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧✐❢ts
✇✐t❤ ❛ ❣✐✈❡♥ ✜①❡❞ ❣r♦✉♣✳

✶✳ ❋♦r g = Id ∈ ρπk(Gal(Q(E[πk])/Q)✱ t❤❡r❡ ✐s ♦♥❧② ♦♥❡ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ Lift(g) ✜①✐♥❣
(Z/πk+1Z)2✱ s♦ pπ,k(k + 1, k + 1 | k, k) = 1

π4 ✳

✷✳ ❚❤❡ ❡❧❡♠❡♥t g = Id ∈ ρπk(Gal(Q(E[πk])/Q)✱ ❝❛♥ ❜❡ ❧✐❢t❡❞ ✐♥ ❡①❛❝t❧② π4−1−
#GL2(Z/πZ) ✇❛②s t♦ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ GL2(Z/π

k+1Z) ✇❤✐❝❤ ✜① t❤❡ πk✲t♦rs✐♦♥✱
❛ ♣♦✐♥t ♦❢ ♦r❞❡r πk+1✱ ❜✉t ♥♦t ❛❧❧ t❤❡ πk+1✲t♦rs✐♦♥✳
❚❤❡r❡❢♦r❡ pπ,k(k, k + 1 | k, k) = (π−1)(π+1)2

π4 ✳

✸✳ ❊✈❡r② ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ GL2(Z/π
kZ) ✇❤✐❝❤ ✜①❡s ❛ ❧✐♥❡✱ ❜✉t ✐s ♥♦t t❤❡ ✐❞❡♥t✐t②✱ ❝❛♥

❜❡ ❧✐❢t❡❞ ✐♥ ❡①❛❝t❧② π3 ✇❛②s t♦ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ GL2(Z/π
k+1Z) ✇❤✐❝❤ ✜①❡s ❛

❧✐♥❡ ♦❢ (Z/πk+1Z)2✳ ❙♦ pπ,k(i, k + 1 | i, k) = π3

π4 = 1
π
✳



✸✳✶✳ ●❆▲❖■❙ P❘❖P❊❘❚■❊❙ ✸✸

❚❤❡ t❤❡♦r❡♠ ❜❡❧♦✇ ✉s❡s t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ Gal(Q(E[πn(E,π)])/Q) ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥
♣r✐♠❡ π ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ ❞✐✈✐s✐❜✐❧✐t② ❜② ❛♥② ♣♦✇❡r ♦❢ π✳
❲❡ ✇✐❧❧ ❛❧s♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ #E(Fp) ❛t π✳ ▲❡t ✉s ❞❡♥♦t❡ ❛♥❞
❞❡✜♥❡ ✐t ❜②

vπ =
∑

k≥1

k Prob(vπ(#E(Fp)) = k),

✇❤❡r❡ vπ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❛t π✳ ❖♥❡ ❝❛♥ r❡♠❛r❦ t❤❛t t❤❡ s✉♠ ♠❛② ❤❛✈❡ ❛♥
✐♥✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❡r♠s✱ s♦ ✇❡ ♠✉st ❜❡ ❝❛r❡❢✉❧ ✇❤❡♥ ✇♦r❦✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ s②♠❜♦❧s
Prob ✇❤✐❝❤ ❞❡♥♦t❡ ♥❛t✉r❛❧ ❞❡♥s✐t✐❡s✳

◆♦t❛t✐♦♥ ✸✳✶✳✶✽✳ ▲❡t π ❜❡ ❛ ♣r✐♠❡ ❛♥❞ γn(h) = πn

h∑

ℓ=0

πℓpn(ℓ, n)✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❞❡✜♥❡

δ(k) =

{
pi+1(i+ 1, i+ 1) ✐❢ k = 2i+ 1

0 ♦t❤❡r✇✐s❡
❛♥❞ Sk(h) = πk




⌊ k
2
⌋∑

ℓ=h

pk−ℓ(ℓ, k − ℓ) + δ(k)


 .

❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✶✳✶✾✳ ▲❡t π ❜❡ ❛ ♣r✐♠❡✱ E ❛♥ ❡❧❧✐♣t✐❝ ❝✉r✈❡ ♦✈❡r Q✱ ❛♥❞ n ❜❡ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡
✐♥t❡❣❡r s✉❝❤ t❤❛t ∀k ≥ n✱ I(E, π, k) = I(E, π, n) ✭❡✳❣✳✱ ❛ ❝✉r✈❡ ✇✐t❤♦✉t ❝♦♠♣❧❡①
♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ n ≥ n(E, π)✮✳ ❚❤❡♥✱ ❢♦r ❛♥② k ≥ 1✱

Prob(πk | #E(Fp)) =





Sk(0)

πk
✐❢ 1 ≤ k ≤ n,

1

πk
(γn(k − n− 1) + Sk(k − n)) ✐❢ n < k ≤ 2n,

1

πk
(γn(n) + pn(n, n)π

2n−1 − π4n−1pn(n, n)

πk
) ✐❢ k > 2n.

❚❤❡♥✱ vπ ✐s ✜♥✐t❡ ❛♥❞

vπ = 2
n−1∑

ℓ=1

pℓ(ℓ, ℓ) +
π

π − 1

n−1∑

ℓ=0

pn(ℓ, n) +
n−2∑

ℓ=0

n−1∑

i=ℓ+1

pi(ℓ, i) +
π(2π + 1)

(π − 1)(π + 1)
pn(n, n).

Pr♦♦❢✳ ▲❡t k ❜❡ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥t❡❣❡r✳ ❯s✐♥❣ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✱ ♦♥❡ ❝❤❡❝❦s t❤❛t

Prob(πk | #E(Fp)) =

⌊ k
2
⌋∑

ℓ=0

pk−ℓ(ℓ, k − ℓ) + δ(k). ✭✸✳✶✮

▲❡t c1 = 1
π4 ✱ c2 =

(π−1)(π+1)2

π4 ✱ ❛♥❞ c3 = 1
π
✳ ❲✐t❤ t❤❡s❡ ♥♦t❛t✐♦♥s✱ t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥

❝❛♥ ❜❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ❜② ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✳ ❋♦r j > n ❛♥❞ ℓ < n✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② pj(ℓ, j) ✐s
t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ♣❛t❤ ❢r♦♠ (ℓ, j) t♦ (ℓ, n)
✐♥ t❤❡ ❣r❛♣❤ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶ t✐♠❡s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② pn(ℓ, n)✳ ❋♦r j > n ❛♥❞ ℓ ≥ n✱
t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② pj(ℓ, j) ✐s t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ✉♥✐q✉❡
♣❛t❤ ❢r♦♠ (ℓ, j) t♦ (n, n) ✐♥ t❤❡ ❣r❛♣❤ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶ t✐♠❡s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② pn(n, n)✳

❚❤❡r❡ ❛r❡ t❤r❡❡ ❝❛s❡s t❤❛t ❛r❡ t♦ ❜❡ tr❡❛t❡❞ s❡♣❛r❛t❡❧②✿ 1 ≤ k ≤ n✱ n < k ≤ 2n
❛♥❞ k > 2n✳ ❋♦r 1 ≤ k ≤ n✱ t❤❡ r❡s✉❧t ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✮✳ ▲❡t ✉s ❡①♣❧❛✐♥
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c3 c3 c3

c3c3

c3

c3c3c3

c2

c2

c2

c1

c1

c1

0,0

1,1

0,1 0,2

1,2

2,2

π2i | #E(Fp)

π2i+1 | #E(Fp)

n = 2

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✿ ❊❛❝❤ ♥♦❞❡ ♦❢ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s (i, j) r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❡✈❡♥t(
E(Fp)[π

j] ≃ Z/πiZ× Z/πjZ
)
. ❚❤❡ ❛rr♦✇s r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❛✲

❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✶✳✶✼✳

t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r k > 2n✱ ✇✐t❤ k = 2i✿

Prob(π2i | #E(Fp)) =
i∑

ℓ=0

p2i−ℓ(ℓ, 2i− ℓ) + δ(2i) =
i∑

ℓ=0

p2i−ℓ(ℓ, 2i− ℓ)

=
n−1∑

ℓ=0

p2i−ℓ(ℓ, 2i− ℓ) +
i−1∑

ℓ=n

p2i−ℓ(ℓ, 2i− ℓ) + pi(i, i)

=
n−1∑

ℓ=0

c2i−l−n
3 pn(ℓ, n) +

i−1∑

ℓ=n

c2i−2l−1
3 c2c

l−n
1 pn(n, n) + ci−n

1 pn(n, n).

❆❢t❡r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✱ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥s t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❢♦r♠✉❧❛✳ ❚❤❡ ❝❛s❡s k > 2n ♦❞❞✱ ❛♥❞
n < k ≤ 2n ❛r❡ tr❡❛t❡❞ s✐♠✐❧❛r❧②✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ st❛t❡♠❡♥ts r❡❣❛r❞✐♥❣ vπ✱ ❧❡t ✉s r❡♠❛r❦ t❤❛t
Prob(#E(Fp) ≡ 0 mod πk) ✐s O( 1

πk )✳ ■♥❞❡❡❞ ❢♦r k ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤ ✭k >
2n✮✱ t❤❡ ♣r♦✈❡♥ ❢♦r♠✉❧❛ ❢♦r Prob(#E(Fp) ≡ 0 mod πk) ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② Cn

πk ✱
✇❤❡r❡ Cn ✐s ❛ ❝♦♥st❛♥t ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥❧② ♦♥ n✳ ❚❤✐s r❡♠❛r❦ ♣r♦✈❡s t❤❛t∑

k≥1 Prob(#E(Fp) ≡ 0 mod πk) ✐s ✜♥✐t❡✳ ❚❤❡♥✱ ❛s

Prob(vπ(#E(Fp)) = k) = Prob(#E(Fp) ≡ 0 mod πk)−Prob(#E(Fp) ≡ 0 mod πk+1)

❛♥❞✱ ❜② t❤❡ r❡♠❛r❦ ❛❜♦✈❡✱

lim
K→∞

K Prob(#E(Fp) ≡ 0 mod πK+1) = 0,

♦♥❡ s❤♦✇s t❤❛t
∑

k≥1

k Prob(vπ(#E(Fp)) = k) =
∑

k≥1

Prob(#E(Fp) ≡ 0 mod πk).

❙♦ vπ ✐s ✜♥✐t❡ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s
∑

k≥1 Prob(#E(Fp) ≡ 0 mod πk)✳ ■❢ ♦♥❡
❝♦♠♣✉t❡s t❤✐s s✉♠✱ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥s t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❢♦r♠✉❧❛✳
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❆✈❡r❛❣❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ 2 ❆✈❡r❛❣❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ 3 ❆✈❡r❛❣❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ 5

n ❚❤✳ ❊①♣✳ n ❚❤✳ ❊①♣✳ n ❚❤✳ ❊①♣✳
E1 1 14

9
≈ 1.556 1.555 1 87

128
≈ 0.680 0.679 1 695

2304
≈ 0.302 0.301

E3 3 895
576
≈ 1.554 1.554 1 39

32
≈ 1.219 1.218 1 155

192
≈ 0.807 0.807

❚❛❜❧❡ ✸✳✷✿ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✈❛❧✉❡s ✭❊①♣✳✮ ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❛❧❧ ♣r✐♠❡s ❜❡❧♦✇ 225✳
❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡s ✭❚❤✳✮ ❝♦♠❡ ❢r♦♠ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✶✳✶✾✳

❊①❛♠♣❧❡ ✸✳✶✳✷✵✳ ▲❡t ✉s ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛✈❡r❛❣❡ ✈❛❧✲
✉❛t✐♦♥ ♦❢ π = 2✱ π = 3 ❛♥❞ π = 5 ❢♦r t❤❡ ❝✉r✈❡ E1 : y2 = x3 + 5x + 7 ❛♥❞
E3 : y

2 = x3 − 10875x+ 526250✳ ❲❡ ❡①❝❧✉❞❡ E2 ✐♥ t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡ s✐♥❝❡ ✐t ❤❛s ❝♦♠✲
♣❧❡① ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❋♦r E1✱ ✇❡ ❛♣♣❧② ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✶✳✶✾ ✇✐t❤ n = 1 ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❡
t❤❡ ♥❡❝❡ss❛r② ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ✇✐t❤ ❈♦r♦❧❧❛r② ✸✳✶✳✶✵ ❦♥♦✇✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ●❛❧♦✐s ❣r♦✉♣s
❛r❡ ✐s♦♠♦r♣❤✐❝ t♦ GL2(Z/πZ)✳ ❋♦r E3✱ ✇❡ ❛♣♣❧② ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✶✳✶✾ ✇✐t❤ n = 3 ❢♦r
π = 2 ❛♥❞ n = 1 ❢♦r π = 3 ❛♥❞ π = 5✱ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♥❡❝❡ss❛r② ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s
✇✐t❤ ❈♦r♦❧❧❛r② ✸✳✶✳✶✵ ✭✇❤❡♥ n = 1✮ ❛♥❞ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✶✳✽ ✭✇❤❡♥ n = 3✮✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts
❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳✷✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛♣♣❧② ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✶✳✶✾✱ ♦♥❡ ❤❛s t♦ s❤♦✇ t❤❛t I(E, π, k) = I(E, π, n)
❢♦r ❛❧❧ k ≥ n ✭♦r n ≥ n(E, π) s✐♥❝❡ E1 ❛♥❞ E3 ❤❛✈❡ ♥♦ ❝♦♠♣❧❡① ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥✮✳ ❋♦r
E1✱ ✇❡ ✇❡r❡ ❛❜❧❡ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t n(E, π) = 1 ❢♦r π = 2✱ π = 3 ❛♥❞ π = 5 ❜② ✉s✐♥❣
t❤❡ r❡♠❛r❦s ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✳✷✳ ❋♦r E3✱ ❆♥❞r❡✇ ❙✉t❤❡r❧❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢♦r
✉s t❤❡ ●❛❧♦✐s ❣r♦✉♣s ✉♣ t♦ t❤❡ 25✲✱ 33✲ ❛♥❞ 52✲t♦rs✐♦♥✳ ■t ✐s s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❝♦♠♣✉t❡
t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❛♥❞ ❤❛✈❡ s♦♠❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ n✱ ❜✉t ✇❡ ✇❡r❡ ♥♦t ❛❜❧❡
t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t t❤❡② ❛r❡ ❝♦rr❡❝t✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢
n ❢♦r ✇❤✐❝❤ ✇❡ ✇❡r❡ ❛❜❧❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ●❛❧♦✐s ❣r♦✉♣ ✭❛♥❞ s♦ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✮
❛r❡ ❝♦rr❡❝t✳

✸✳✷ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t♦ s♦♠❡ ❢❛♠✐❧✐❡s ♦❢ ❡❧❧✐♣t✐❝ ❝✉r✈❡s

❆s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ♣r❡❝❡❞✐♥❣ s❡❝t✐♦♥✱ ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ t♦rs✐♦♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t
t♦ ♠♦❞✐❢②✐♥❣ t❤❡ ●❛❧♦✐s ❣r♦✉♣✳ ❖♥❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❡ ❢❛❝t ♦❢ ✐♠♣♦s✐♥❣ r❛t✐♦♥❛❧ t♦rs✐♦♥
♣♦✐♥ts ❛s ❛ ✇❛② ♦❢ ♠♦❞✐❢②✐♥❣ t❤❡ ●❛❧♦✐s ❣r♦✉♣✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ●❛❧♦✐s
❣r♦✉♣ ❡✐t❤❡r ❜② s♣❧✐tt✐♥❣ t❤❡ ❞✐✈✐s✐♦♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ♦r ❜② ✐♠♣♦s✐♥❣ s♦♠❡ ❡q✉❛t✐♦♥s
t❤❛t ❞✐r❡❝t❧② ♠♦❞✐❢② t❤❡ ●❛❧♦✐s ❣r♦✉♣✳ ❲✐t❤ t❤❡s❡ ✐❞❡❛s✱ ✇❡ ✜♥❞ ♥❡✇ ✐♥✜♥✐t❡
❊❈▼✲❢r✐❡♥❞❧② ❢❛♠✐❧✐❡s ❛♥❞ ✇❡ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ s♦♠❡ ❦♥♦✇♥ ❝✉r✈❡s✳

✸✳✷✳✶ ●❡♥❡r✐❝ ●❛❧♦✐s ❣r♦✉♣ ♦❢ ❛ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ❝✉r✈❡s

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❤❡♥ ✇❡ t❛❧❦ ❛❜♦✉t t❤❡ ●❛❧♦✐s ❣r♦✉♣ ♦❢ t❤❡ m✲t♦rs✐♦♥ ♦❢ ❛ ❢❛♠✐❧②
♦❢ ❝✉r✈❡s✱ ✇❡ t❛❧❦ ❛❜♦✉t ❛ ❣r♦✉♣ ✐s♦♠♦r♣❤✐❝ t♦ t❤❡ ●❛❧♦✐s ❣r♦✉♣ ♦❢ t❤❡ m✲t♦rs✐♦♥
❢♦r ❛❧❧ ❝✉r✈❡s ♦❢ t❤❡ ❢❛♠✐❧② ❡①❝❡♣t ❢♦r ❛ s♣❛rs❡ s❡t ♦❢ ❝✉r✈❡s ✭✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❤❛✈❡ ❛
s♠❛❧❧❡r ●❛❧♦✐s ❣r♦✉♣✮✳

❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❧❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ●❛❧♦✐s ❣r♦✉♣ ♦❢ t❤❡ 2✲t♦rs✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❢❛♠✐❧② {Er : y2 = x3 + rx2 + x | r ∈ Q\{±2}}✳ ❚❤❡ ●❛❧♦✐s ❣r♦✉♣ ♦❢ t❤❡ 2✲t♦rs✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❝✉r✈❡ E : y2 = x3 + Ax2 + x ♦✈❡r Q(A) ✐s Z/2Z✳ ❍❡♥❝❡✱ ❢♦r ♠♦st ✈❛❧✉❡s ♦❢
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p ≡ 1 (mod 4)

Z/2× Z/2

1

2

Z/2

1

2

1

1

2
;0
1

4
;1
2

1

4
;1
2

Z/2× Z/2

Z/2× Z/4

Z/4× Z/4

Z/4
2-torsion 4-torsion

p ≡ 3 (mod 4)

1Z/2× Z/2

1

2

Z/2

1

2

1

Z/2× Z/4

Z/4
2-torsion 4-torsion

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✿ Pr♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s t❤❛t E(Fp)[m] t❛❦❡s ❡❛❝❤ ♣♦ss✐❜❧❡ ✈❛❧✉❡ ❢♦r m = 2 ❛♥❞
4✳ ■❢ ❛♥ ❡❞❣❡ ❤❛s ❛ ✉♥✐q✉❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✱ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ▼♦♥t❣♦♠❡r② ❝✉r✈❡s ❛♥❞ t❤❡
s✉❜❢❛♠✐❧② s❛t✐s❢②✐♥❣ ❊q✉❛t✐♦♥ ✸✳✷ ❛r❡ s✐♠✐❧❛r✳ ❲❤❡♥ t❤❡② ❤❛✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦❜❛❜✐❧✲
✐t✐❡s ✇❡ ✇r✐t❡ p1; p2 ✇❤❡r❡ p1 ✐s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡ ❛♥❞ p2 ✐♥ t❤❡
♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡✳

r t❤❡ ●❛❧♦✐s ❣r♦✉♣ ✐s Z/2Z ❛♥❞ ❢♦r ❛ s♣❛rs❡ s❡t ♦❢ ✈❛❧✉❡s t❤❡ ●❛❧♦✐s ❣r♦✉♣ ✐s t❤❡
tr✐✈✐❛❧ ❣r♦✉♣✳ ❙♦✱ ✇❡ s❛② t❤❛t t❤❡ ●❛❧♦✐s ❣r♦✉♣ ♦❢ t❤❡ 2✲t♦rs✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❢❛♠✐❧② ✐s
Z/2Z✳

▲❡t ✉s ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ●❛❧♦✐s ❣r♦✉♣ ❢♦r ❡✈❡r② ❝✉r✈❡ ♦❢ ❛ ❢❛♠✐❧②✱ s♦ t❤❛t ✇❡ ❝❛♥
❣✉❡ss t❤❡ ●❛❧♦✐s ❣r♦✉♣ ♦❢ t❤❡ ❢❛♠✐❧② ❢r♦♠ ❛ ✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥st❛♥t✐❛t✐♦♥s✳ ■♥
♣r❛❝t✐❝❡✱ ✇❡ t♦♦❦ ❛ ❞♦③❡♥ r❛♥❞♦♠ ❝✉r✈❡s ✐♥ t❤❡ ❢❛♠✐❧② ❛♥❞ ✐❢ ❛❧❧ t❤❡s❡ ●❛❧♦✐s
❣r♦✉♣s ♦❢ t❤❡ m✲t♦rs✐♦♥ ✇❡r❡ t❤❡ s❛♠❡✱ ✇❡ ❣✉❡ss❡❞ t❤❛t ✐t ✇❛s t❤❡ ●❛❧♦✐s ❣r♦✉♣ ♦❢
t❤❡ m✲t♦rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ❝✉r✈❡s✳

❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✸✳✶✽ s✉❣❣❡sts t❤❛t✱ ❜② ✐♠♣♦s✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs a ❛♥❞
d ♦❢ ❛ t✇✐st❡❞ ❊❞✇❛r❞s ❝✉r✈❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ t♦rs✐♦♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❚❤❡ ❝❛s❡
✇❤❡r❡ a

d
✐s ❛ sq✉❛r❡ ❤❛s ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞ ✐♥ ❬❇❇▲P✶✸❪ ❛♥❞ ❬❇❇▲✶✵❪ ❢♦r t❤❡ ❢❛♠✐❧② ♦❢

❊❞✇❛r❞s ❝✉r✈❡s ❤❛✈✐♥❣ Z/2Z × Z/8Z ✭✇❤❡♥ a = 1✮ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② Z/2Z × Z/4Z
✭✇❤❡♥ a = −1✮ r❛t✐♦♥❛❧ t♦rs✐♦♥✳ ❍❡r❡ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ t✇♦ ♦t❤❡r ❡q✉❛t✐♦♥s✿

∃c ∈ Q, a = −c2 ✭A+ 2 = −Bc2 ❢♦r ▼♦♥t❣♦♠❡r② ❝✉r✈❡s✮✱ ✭✸✳✷✮

∃c ∈ Q, a− d = c2 ✭B = c2 ❢♦r ▼♦♥t❣♦♠❡r② ❝✉r✈❡s✮✳ ✭✸✳✸✮

❚❤❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ●❛❧♦✐s ❣r♦✉♣ ♦❢ t❤❡ 4✲t♦rs✐♦♥ ❢♦r ❣❡♥❡r✐❝ ▼♦♥t❣♦♠❡r②
❝✉r✈❡s ✐s 16 ❛♥❞ t❤✐s ✐s r❡❞✉❝❡❞ t♦ 8 ❢♦r t❤❡ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ❝✉r✈❡s s❛t✐s❢②✐♥❣ ✭✸✳✷✮✳
❯s✐♥❣ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✶✳✽✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡s ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❞✉❡ t♦ t❤✐s ♥❡✇
●❛❧♦✐s ❣r♦✉♣✱ ❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✳ ❋♦r ❛❧❧ ❝✉r✈❡s s❛t✐s❢②✐♥❣ ✭✸✳✷✮ ❛♥❞ ❛❧❧
♣r✐♠❡s p ≡ 1 (mod 4)✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❤❛✈✐♥❣ Z/2Z × Z/2Z ❛s t❤❡ 4✲t♦rs✐♦♥
❣r♦✉♣ ❜❡❝♦♠❡s 0 ✭✐♥st❡❛❞ ♦❢ 1

4
✮❀ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ ❤❛✈✐♥❣ Z/2Z × Z/4Z ❛♥❞

Z/4Z× Z/4Z ❛s t❤❡ 4✲t♦rs✐♦♥ ❣r♦✉♣ ❜❡❝♦♠❡ 1
4
✭✐♥st❡❛❞ ♦❢ 1

8
✮✳

❚❤❡ ●❛❧♦✐s ❣r♦✉♣ ♦❢ t❤❡ 8✲t♦rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ❝✉r✈❡s s❛t✐s❢②✐♥❣ ✭✸✳✸✮ ❤❛s ❝❛r✲
❞✐♥❛❧✐t② 128 ✐♥st❡❛❞ ♦❢ 256 ❢♦r ❣❡♥❡r✐❝ ▼♦♥t❣♦♠❡r② ❝✉r✈❡s✳ ❯s✐♥❣ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✶✳✽✱
♦♥❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ ❤❛✈✐♥❣ ❛♥ 8✲t♦rs✐♦♥ ♣♦✐♥t ❛r❡ ✐♠♣r♦✈❡❞✳

❯s✐♥❣ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✶✳✶✾✱ ♦♥❡ ❝❛♥ s❤♦✇ t❤❛t ❜♦t❤ ❢❛♠✐❧✐❡s ♦❢ ❝✉r✈❡s✱ t❤❡ ❢❛♠✐❧②
s❛t✐s❢②✐♥❣ ✭✸✳✷✮ ❛♥❞ t❤❡ ♦♥❡ s❛t✐s❢②✐♥❣ ✭✸✳✸✮✱ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❤❛✈✐♥❣ t❤❡
❝❛r❞✐♥❛❧✐t② ❞✐✈✐s✐❜❧❡ ❜② 8 ❢r♦♠ 62.5% t♦ 75% ❛♥❞ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ 2 ❢r♦♠
10
3
t♦ 11

3
✳
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✸✳✷✳✷ ❇❡tt❡r t✇✐st❡❞ ❊❞✇❛r❞s ❝✉r✈❡s ✇✐t❤ t♦rs✐♦♥

Z/2Z× Z/4Z ✉s✐♥❣ ❞✐✈✐s✐♦♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s✳

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ s❡❛r❝❤ ❢♦r ❝✉r✈❡s s✉❝❤ t❤❛t s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ❢❛❝t♦rs ♦❢ t❤❡ ❞✐✲
✈✐s✐♦♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s s♣❧✐t ❛♥❞ ❜② ❞♦✐♥❣ s♦ ✇❡ tr② t♦ ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ●❛❧♦✐s ❣r♦✉♣s✳
❆s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢❛♠✐❧② ♦❢ a = −1 t✇✐st❡❞ ❊❞✇❛r❞s ❝✉r✈❡s Ed

✇✐t❤ Z/2Z× Z/4Z✲t♦rs✐♦♥✱ t❤❡s❡ ❝✉r✈❡s ❛r❡ ❡①❛❝t❧② t❤❡ ♦♥❡s ✇✐t❤ d = −e4
✭s❡❡ ❬❇❇▲✶✵❪✮✳ ❚❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ♠✐❣❤t ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❛♥② ❝♦♥t❡①t✳

▲♦♦❦✐♥❣ ❢♦r s✉❜❢❛♠✐❧✐❡s✳

❋♦r ❛ ❣❡♥❡r✐❝ d✱ P new
8 s♣❧✐ts ✐♥t♦ t❤r❡❡ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ❢❛❝t♦rs✿ t✇♦ ♦❢ ❞❡❣r❡❡ 4 ❛♥❞ ♦♥❡

♦❢ ❞❡❣r❡❡ 16✳ ■❢ ♦♥❡ t❛❦❡s d = −e4✱ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♦❢ ❞❡❣r❡❡ 16 s♣❧✐ts ✐♥t♦ t❤r❡❡
❢❛❝t♦rs✿ t✇♦ ♦❢ ❞❡❣r❡❡ 4✱ ❝❛❧❧❡❞ P8,0 ❛♥❞ P8,1✱ ❛♥❞ ♦♥❡ ♦❢ ❞❡❣r❡❡ 8✱ ❝❛❧❧❡❞ P8,2✳ ❇②
tr②✐♥❣ t♦ ❢♦r❝❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡s❡ t❤r❡❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s t♦ s♣❧✐t✱ ✇❡ ❢♦✉♥❞ ❢♦✉r ❢❛♠✐❧✐❡s✱ ❛s
s❤♦✇♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳✸✳

d = −e4 ✏❣❡♥❡r✐❝✑ e e = g2 e = 2g2+2g+1
2g+1

e = g2

2
e =

g− 1
g

2

❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❢❛❝t♦rs ♦❢ P8,0 4 4 4 2, 2 2, 2
❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❢❛❝t♦rs ♦❢ P8,1 4 4 4 4 2, 2
❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❢❛❝t♦rs ♦❢ P8,2 8 4, 4 4, 4 8 8
❛✈❡r❛❣❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ 2 14

3
29
6

29
6

29
6

16
3

❢♦r p = 3 mod 4 4 4 4 4 5
❢♦r p = 1 mod 4 16

3
17
3

17
3

17
3

17
3

❚❛❜❧❡ ✸✳✸✿ ❙✉❜❢❛♠✐❧✐❡s ♦❢ t✇✐st❡❞ ❊❞✇❛r❞s ❝✉r✈❡s ✇✐t❤ t♦rs✐♦♥ ❣r♦✉♣ ✐s♦♠♦r♣❤✐❝
t♦ Z/2Z× Z/4Z ❛♥❞ t❤❡ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ t❤❡ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ❢❛❝t♦rs ♦❢ P8,0✱ P8,1 ❛♥❞ P8,2✳

■♥ ❛❧❧ t❤❡s❡ ❢❛♠✐❧✐❡s t❤❡ ❣❡♥❡r✐❝ ❛✈❡r❛❣❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ 2 ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❜② 1
6
✭29
6

✐♥st❡❛❞ ♦❢ 14
3
✮✱ ❡①❝❡♣t t❤❡ ❢❛♠✐❧② e =

g− 1
g

2
❢♦r ✇❤✐❝❤ ✐t ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❜② 2

3
✱ ❜r✐♥❣✐♥❣

✐t t♦ t❤❡ s❛♠❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❛s ❢♦r t❤❡ ❢❛♠✐❧② ♦❢ t✇✐st❡❞ ❊❞✇❛r❞s ❝✉r✈❡s ✇✐t❤ a = 1
❛♥❞ t♦rs✐♦♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐❝ t♦ Z/2Z × Z/8Z✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡s❡ ❢♦✉r ❢❛♠✐❧✐❡s ❝♦✈❡r ❛❧❧
t❤❡ ❝✉r✈❡s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜rst t❤r❡❡ ❝♦❧✉♠♥s ♦❢ ❬❇❇▲✶✵✱ ❚❛❜❧❡ ✸✳✶❪✱ ❡①❝❡♣t t❤❡
t✇♦ ❝✉r✈❡s ✇✐t❤ e = 26

7
❛♥❞ e = 19

8
✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ❛ ❣❡♥❡r✐❝ ●❛❧♦✐s ❣r♦✉♣ ❢♦r t❤❡

8✲t♦rs✐♦♥✳

❚❤❡ ❢❛♠✐❧② e =
g− 1

g

2
✳

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ st✉❞② ✐♥ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧ t❤❡ ❢❛♠✐❧② e =
g− 1

g

2
✳ ❯s✐♥❣ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✶✳✽

♦♥❡ ❝❛♥ ♣r♦✈❡ t❤❛t t❤❡ ❣r♦✉♣ ♦r❞❡r ♠♦❞✉❧♦ ❛❧❧ ♣r✐♠❡s ✐s ❞✐✈✐s✐❜❧❡ ❜② 16✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
✇❡ ❣✐✈❡ ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♣r♦♦❢ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❧s♦ ♦❢ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✐♥t❡r❡st✳ ❲❡ ♥❡❡❞ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡♦r❡♠ ✇❤✐❝❤ ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ ✽✲t♦rs✐♦♥ ♣♦✐♥ts t❤❛t ❞♦✉❜❧❡ t♦ t❤❡ 4✲t♦rs✐♦♥
♣♦✐♥ts (± 4

√
−d−1,± 4

√
−d−1)✳

❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✷✳✶✳ ▲❡t Ed ❜❡ ❛ t✇✐st❡❞ ❊❞✇❛r❞s ❝✉r✈❡ ♦✈❡r Q ✇✐t❤ d = −e4✱ e = g− 1
g

2

❛♥❞ g ∈ Q \ {−1, 0, 1}✳ ▲❡t p > 3 ❜❡ ❛ ♣r✐♠❡ ♦❢ ❣♦♦❞ r❡❞✉❝t✐♦♥✳ ■❢ t ∈ {1,−1} s✉❝❤
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t❤❛t tg(g−1)(g+1) ✐s ❛ q✉❛❞r❛t✐❝ r❡s✐❞✉❡ ♠♦❞✉❧♦ p t❤❡♥ t❤❡ ♣♦✐♥ts (x, y) ∈ Ed(Fp)✱
✇✐t❤ w ∈ {1,−1}✱ ❛♥❞

x = ±gwy, y = ±
√

4tg2−w

(g − tw)3(g + tw)
✭✸✳✹✮

❤❛✈❡ ♦r❞❡r ❡✐❣❤t ❛♥❞ ❞♦✉❜❧❡ t♦ (±e−1, te−1)✳

Pr♦♦❢✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❛❧❧ ♣♦✐♥ts (x, y) ♦❢ ♦r❞❡r ❡✐❣❤t s❛t✐s❢② ∞ 6= x 6= 0 6= y 6=∞✳ ❋♦❧✲
❧♦✇✐♥❣ ❬❇❇▲P✶✸✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✶✵❪ ❛ ♣♦✐♥t (x, y) ❞♦✉❜❧❡s t♦ ((2xy : 1 + dx2y2), (x2 +
y2 : 1− dx2y2)) = ((2xy : −x2 + y2), (x2 + y2 : 2− (−x2 + y2)))✳ ▲❡t s, t ∈ {1,−1}
s✉❝❤ t❤❛t (x, y) ❞♦✉❜❧❡s t♦ (se−1, te−1)✱ ❤❡♥❝❡

2xy

−x2 + y2
=
s

e
❛♥❞

x2 + y2

2− (−x2 + y2)
=
t

e
.

❋r♦♠ t❤❡ t❡r♠s ✐♥ t❤❡ ✜rst ❡q✉❛t✐♦♥ ✇❡ ♦❜t❛✐♥
(

x
y

)2
+ 2exs

y
+ e2 = 1 + e2✳ ❲r✐t❡

e =
g− 1

g

2
s✉❝❤ t❤❛t

(
x
y
+ se

)2
=

(
g+ 1

g

2

)2

✳ ❍❡♥❝❡ x
y
∈
{
±g,±1

g

}
❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥

t❤❡ s✐❣♥ s ❛♥❞ t❤❡ s✐❣♥ ❛❢t❡r t❛❦✐♥❣ t❤❡ sq✉❛r❡ r♦♦t✳ ❚❤✐s ❣✐✈❡s x2 = G2y2 ✇✐t❤
G2 ∈ {g2, g−2}✳

❋r♦♠ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❡q✉❛t✐♦♥ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ (e − t)x2 + (e + t)y2 = 2t ❛♥❞ s✉❜st✐✲
t✉t✐♥❣ x2 r❡s✉❧ts ✐♥

(
(e− t)G2 + (e+ t)

)
y2 = 2t✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ❢♦r y ✇❤❡♥

2t
(
(e− t)G2 + (e+ t)

)
✐s ❛ q✉❛❞r❛t✐❝ r❡s✐❞✉❡ ♠♦❞✉❧♦ p✳ ❚❤✐s ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦

❝❤❡❝❦✐♥❣ ✐❢ ❛♥② ♦❢

2t
(
(e− 1)g2 + (e+ 1)

)
=

t(g − 1)3(g + 1)

g
, ✭✸✳✺✮

2t
(
(e− 1) + (e+ 1)g2

)
=

t(g − 1)(g + 1)3

g
✭✸✳✻✮

✐s ❛ q✉❛❞r❛t✐❝ r❡s✐❞✉❡ ♠♦❞✉❧♦ p✳ ❇② ❛ss✉♠♣t✐♦♥ tg(g − 1)(g + 1) ✐s ❛ q✉❛❞r❛t✐❝
r❡s✐❞✉❡ ♠♦❞✉❧♦ p✳ ❍❡♥❝❡✱ ❜♦t❤ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭✸✳✺✮ ❛♥❞ ✭✸✳✻✮ ❛r❡ q✉❛❞r❛t✐❝ r❡s✐❞✉❡s
♠♦❞✉❧♦ p✳ ❙♦❧✈✐♥❣ ❢♦r y ❛♥❞ ❦❡❡♣✐♥❣ tr❛❝❦ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ s✐❣♥s r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛❡
✐♥ ✭✸✳✹✮✳

❆ ❞✐r❡❝t ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤✐s t❤❡♦r❡♠ ✐s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳

❈♦r♦❧❧❛r② ✸✳✷✳✷✳ ▲❡t E = Ed ❜❡ ❛ t✇✐st❡❞ ❊❞✇❛r❞s ❝✉r✈❡ ♦✈❡r Q ✇✐t❤ d =

−
(

g− 1
g

2

)4

✱ g ∈ Q \ {−1, 0, 1} ❛♥❞ p > 3 ❛ ♣r✐♠❡ ♦❢ ❣♦♦❞ r❡❞✉❝t✐♦♥✳ ❚❤❡♥ E(Q)

❤❛s t♦rs✐♦♥ ❣r♦✉♣ ✐s♦♠♦r♣❤✐❝ t♦ Z/2Z× Z/4Z ❛♥❞ t❤❡ ❣r♦✉♣ ♦r❞❡r ♦❢ E(Fp) ✐s
❞✐✈✐s✐❜❧❡ ❜② 16✳

Pr♦♦❢✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t✇♦ ❝❛s❡s✳
✭1✮ ■❢ p ≡ 1 (mod 4) t❤❡♥ −1 ✐s ❛ q✉❛❞r❛t✐❝ r❡s✐❞✉❡ ♠♦❞✉❧♦ p✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ✹✲t♦rs✐♦♥
♣♦✐♥ts (±i, 0) ❡①✐st ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✮ ❛♥❞ 16 | #E(Fp)✳
✭2✮ ■❢ p ≡ 3 (mod 4) t❤❡♥ −1 ✐s ❛ q✉❛❞r❛t✐❝ ♥♦♥✲r❡s✐❞✉❡ ♠♦❞✉❧♦ p✳ ❚❤❡♥ ❡①❛❝t❧②
♦♥❡ ♦❢ {g(g − 1)(g + 1),−g(g − 1)(g + 1)} ✐s ❛ q✉❛❞r❛t✐❝ r❡s✐❞✉❡ ♠♦❞✉❧♦ p✳ ❯s✐♥❣
❚❤♠✳ ✸✳✷✳✶ ✐t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t t❤❡ ❝✉r✈❡ E(Fp) ❤❛s ❡✐❣❤t ✽✲t♦rs✐♦♥ ♣♦✐♥ts ❛♥❞ ❤❡♥❝❡
16 | #E(Fp)✳
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❈♦r♦❧❧❛r② ✸✳✷✳✷ ❡①♣❧❛✐♥s t❤❡ ❣♦♦❞ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ❝✉r✈❡ ✇✐t❤ d = −(77
36
)4 ❛♥❞

t♦rs✐♦♥ ❣r♦✉♣ ✐s♦♠♦r♣❤✐❝ t♦ Z/2Z× Z/4Z ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬❇❇▲✶✵❪✳ ❚❤✐s ♣❛r❛♠❡t❡r ❝❛♥

❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s d = −(77
36
)4 = −

(
g− 1

g

2

)4

❢♦r g = 9
2
❛♥❞✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❣r♦✉♣ ♦r❞❡r

✐s ❞✐✈✐s✐❜❧❡ ❜② ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❢❛❝t♦r t✇♦✳

❈♦r♦❧❧❛r② ✸✳✷✳✸✳ ▲❡t g ∈ Q \ {−1, 0, 1}✱ d = −
(

g− 1
g

2

)4

❛♥❞ p ≡ 1 (mod 4) ❜❡ ❛

♣r✐♠❡ ♦❢ ❣♦♦❞ r❡❞✉❝t✐♦♥✳ ■❢ g(g − 1)(g + 1) ✐s ❛ q✉❛❞r❛t✐❝ r❡s✐❞✉❡ ♠♦❞✉❧♦ p t❤❡♥
t❤❡ ❣r♦✉♣ ♦r❞❡r ♦❢ Ed(Fp) ✐s ❞✐✈✐s✐❜❧❡ ❜② 32✳

Pr♦♦❢✳ ❆❧❧ ✶✻ ✹✲t♦rs✐♦♥ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ✐♥ Ed(Fp) ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✮✳ ❇② ❚❤♠✳ ✸✳✷✳✶ ✇❡
❤❛✈❡ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ✽✲t♦rs✐♦♥ ♣♦✐♥t✳ ❍❡♥❝❡✱ 32 | #Ed(Fp)✳

❲❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s g ∈ Q ❜② s❡tt✐♥❣ g = i
j
✇✐t❤ 1 ≤ i < j ≤ 200 s✉❝❤

t❤❛t gcd(i, j) = 1✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t❡❞ ✐♥ 12 231 ♣♦ss✐❜❧❡ ✈❛❧✉❡s ❢♦r g ❛♥❞ ❙❛❣❡ ❬❙+✶✶❪
❢♦✉♥❞ 614 ♥♦♥✲t♦rs✐♦♥ ♣♦✐♥ts✳ ❆s ❡①♣❡❝t❡❞✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t t❤❡② ❜❡❤❛✈❡ s✐♠✐❧❛r❧②
❛s t❤❡ ❣♦♦❞ ❝✉r✈❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬❇❇▲✶✵❪✳

P❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥

❆ ❢❛♠✐❧② ♦❢ t✇✐st❡❞ ❊❞✇❛r❞s ❝✉r✈❡s ✇✐t❤ a = −1✱ r❛t✐♦♥❛❧ t♦rs✐♦♥ ❣r♦✉♣ ❡q✉❛❧ t♦
Z/2Z× Z/4Z ❛♥❞ ❛ ♥♦♥✲t♦rs✐♦♥ ♣♦✐♥t ✇❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬❇❇▲✶✵❪ ✉s✐♥❣ ❛♥ ❡❧❧✐♣t✐❝
♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥✳ ❯s✐♥❣ ✐❞❡❛s ♦❢ ❬❇❈✶✵❪✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❤❡r❡ ❛ r❛t✐♦♥❛❧ ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥✳

❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✷✳✹✳ ▲❡t t ∈ Q \ {0,±1} ❛♥❞ d = −e4✱ e = 3(t2−1)
8t

✱ x∞ = (4e3 +3e)−1

❛♥❞ y∞ = 9t4−2t2+9
9t4−9

✳ ❚❤❡♥ t❤❡ t✇✐st❡❞ ❊❞✇❛r❞s ❝✉r✈❡ −x2 + y2 = 1 + dx2y2 ❤❛s
t♦rs✐♦♥ ❣r♦✉♣ Z/2Z× Z/4Z ❛♥❞ (x∞, y∞) ✐s ❛ ♥♦♥✲t♦rs✐♦♥ ♣♦✐♥t✳

Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ t✇✐st❡❞ ❊❞✇❛r❞s ❝✉r✈❡ ❤❛s t♦rs✐♦♥ ❣r♦✉♣ Z/2Z× Z/4Z ❜❡❝❛✉s❡ d =
−e4 ❛♥❞ e ✐s ♥♦t ❡q✉❛❧ t♦ 0 ❛♥❞ ±1✳ ❚❤❡ ♣♦✐♥t (x∞, y∞) ✐s ♦♥ t❤❡ ❝✉r✈❡ ❛♥❞ s✐♥❝❡
x∞ /∈ {0,∞, e−1,−e−1} t❤✐s ✐s ❛ ♥♦♥✲t♦rs✐♦♥ ♣♦✐♥t✳

❚❤✐s r❛t✐♦♥❛❧ ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥ ❛❧❧♦✇❡❞ ✉s t♦ ✐♠♣♦s❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦♥
t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r e✳ ❋♦r t❤❡ ❢♦✉r ❢❛♠✐❧✐❡s✱ ❡①❝❡♣t e = g2 ✇❤✐❝❤ ✐s tr❡❛t❡❞ ❜❡❧♦✇✱ t❤❡
♣❛r❛♠❡t❡r e ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ❛♥ ❡❧❧✐♣t✐❝ ❝✉r✈❡ ♦❢ r❛♥❦ 0 ♦✈❡r Q✳

❈♦r♦❧❧❛r② ✸✳✷✳✺✳ ▲❡t P = (x, y) ❜❡ ❛ ♥♦♥✲t♦rs✐♦♥ ♣♦✐♥t ♦♥ t❤❡ ❡❧❧✐♣t✐❝ ❝✉r✈❡
y2 = x3 − 36x ❤❛✈✐♥❣ r❛♥❦ 1✳ ▲❡t t = x+6

x−6
✱ ✉s✐♥❣ ♥♦t❛t✐♦♥s ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✷✳✹✱ t❤❡

❝✉r✈❡ E−e4 ❜❡❧♦♥❣s t♦ t❤❡ ❢❛♠✐❧② e = g2 ❛♥❞ ❤❛s ♣♦s✐t✐✈❡ r❛♥❦ ♦✈❡r Q✳

✸✳✷✳✸ ❇❡tt❡r ❙✉②❛♠❛ ❝✉r✈❡s ❜② ❛ ❞✐r❡❝t ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ●❛❧♦✐s

❣r♦✉♣

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ✇✐❧❧ ♣r❡s❡♥t t✇♦ ❢❛♠✐❧✐❡s t❤❛t ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ●❛❧♦✐s ❣r♦✉♣ ♦❢ t❤❡ 4✲
❛♥❞ 8✲t♦rs✐♦♥ ✇✐t❤♦✉t ♠♦❞✐❢②✐♥❣ t❤❡ ❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥ ♦❢ t❤❡ 4✲ ❛♥❞ 8✲❞✐✈✐s✐♦♥
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✳
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❙✉②❛♠❛✲11✳

❑r✉♣♣❛ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ❬❑r✉✶✵❪ t❤❛t ❛♠♦♥❣ t❤❡ ❙✉②❛♠❛ ❝✉r✈❡s✱ t❤❡ ♦♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
t♦ σ = 11 ✜♥❞s ❡①❝❡♣t✐♦♥❛❧❧② ♠❛♥② ♣r✐♠❡s✳ ■♥ ✷✵✵✾ ✇❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ✐t t♦ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡
❢❛♠✐❧② t❤❛t ✇❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥ ❞❡t❛✐❧ ❤❡r❡✳

❊①♣❡r✐♠❡♥ts s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ σ = 11 ❝✉r✈❡ ❞✐✛❡rs ❢r♦♠ ♦t❤❡r ❙✉②❛♠❛ ❝✉r✈❡s ♦♥❧②
❜② ✐ts ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s t♦ ❤❛✈❡ ❛ ❣✐✈❡♥ 2k✲t♦rs✐♦♥ ✇❤❡♥ r❡❞✉❝❡❞ ♠♦❞✉❧♦ ♣r✐♠❡s p ≡ 1
(mod 4)✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ✐s t❤❛t t❤❡ σ = 11 ❝✉r✈❡ s❛t✐s✜❡s ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✷✮✳ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✷
✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ σ = 11 ❝✉r✈❡ ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❝✉r✈❡s
✇❤✐❝❤ ❞♦ ♥♦t s❛t✐s❢② ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✷✮ ❛♥❞ s❤♦✇s t❤❛t ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✷✮ ✐♠♣r♦✈❡s t❤❡
❛✈❡r❛❣❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ 2 ❢r♦♠ 10

3
t♦ 11

3
✳

▲❡t ✉s ❝❛❧❧ ❙✉②❛♠❛✲11 t❤❡ s❡t ♦❢ ❙✉②❛♠❛ ❝✉r✈❡s ✇❤✐❝❤ s❛t✐s❢② ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✷✮✳
❲❤❡♥ s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ s②st❡♠ ❢♦r♠❡❞ ❜② ❙✉②❛♠❛✬s s②st❡♠ ♣❧✉s ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✷✮✱ ✇❡
♦❜t❛✐♥ ❛♥ ❡❧❧✐♣t✐❝ ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥ ❢♦r σ✳ ●✐✈❡♥ ❛ ♣♦✐♥t (u, v) ♦♥ S11 : v2 = u3 −
u2 − 120u + 432✱ σ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛s σ = 120

u−24
+ 5✳ ❚❤❡ ❣r♦✉♣ S11(Q) ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞

❜② t❤❡ ♣♦✐♥ts P∞ = (−6, 30)✱ P2 = (−12, 0) ❛♥❞ Q2 = (4, 0) ♦❢ ♦r❞❡rs ∞✱ 2 ❛♥❞ 2
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❲❡ ❡①❝❧✉❞❡ 0,±P∞✱ P2✱ Q2✱ P2 + Q2✱ ❛♥❞ Q2 ± P∞✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ t❤❡
♣♦✐♥ts ♣r♦❞✉❝✐♥❣ ♥♦♥✲✈❛❧✐❞ ✈❛❧✉❡s ♦❢ σ✳ ❚❤❡ ♣♦✐♥ts ±R,Q2±R ❧❡❛❞ t♦ ✐s♦♠♦r♣❤✐❝
❝✉r✈❡s✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ σ = 11 ❝✉r✈❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♣♦✐♥t (44, 280) = P∞ + P2✳

❊❞✇❛r❞s Z/6Z✿ ❙✉②❛♠❛✲11 ✐♥ ❞✐s❣✉✐s❡✳

■♥ ❬❇❇▲✶✵✱ ❙❡❝✳ 5❪ ✐t ✐s s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ a = −1 t✇✐st❡❞ ❊❞✇❛r❞s ❝✉r✈❡s ✇✐t❤
Z/6Z✲t♦rs✐♦♥ ♦✈❡r Q ❛r❡ ♣r❡❝✐s❡❧② t❤❡ ❝✉r✈❡s Ed ✇✐t❤ d = −16u3(u2−u+1)

(u−1)6(u+1)2
✇❤❡r❡ u

✐s ❛ r❛t✐♦♥❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r✳✷ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❬❇❇▲✶✵✱ ❙❡❝✳ 5.3❪ ♦♥❡ ❝❛♥
tr❛♥s❧❛t❡ ❛♥② ❙✉②❛♠❛ ❝✉r✈❡ ✐♥ ❊❞✇❛r❞s ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❛♥❞ t❤❡♥ ✐♠♣♦s❡ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
t❤❛t −a ✐s ❛ sq✉❛r❡ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❝✉r✈❡s ♦❢ t❤❡ a = −1 t②♣❡✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❬❇❇▲✶✵✱ ❙❡❝✳ 5.5❪
♣♦✐♥ts ♦✉t t❤❛t t❤✐s ❢❛♠✐❧② ❤❛s ❡①❝❡♣t✐♦♥❛❧ t♦rs✐♦♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤✐s ❢❛♠✐❧②✱ ✇❡ tr❛♥s❧❛t❡ ✐t ❜❛❝❦ t♦
▼♦♥t❣♦♠❡r② ❧❛♥❣✉❛❣❡ ✉s✐♥❣ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✸✳✻✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ❙✉②❛♠❛
❝✉r✈❡s ✇❤✐❝❤ s❛t✐s❢② ❡q✉❛t✐♦♥ A + 2 = −Bc2 ✭t❤❡ ▼♦♥t❣♦♠❡r② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❢♦r −a
❜❡✐♥❣ ❛ sq✉❛r❡✮✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ ❙✉②❛♠❛✲11 ❢❛♠✐❧②✱ s♦ ✐ts t♦rs✐♦♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✇❡r❡
❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✸✳ ❚❤❡s❡ t✇♦ ❢❛♠✐❧✐❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞✐s❝♦✈❡r❡❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧②
✐♥ ♦✉r ✐♥t❡r♥s❤✐♣ r❡♣♦rt ♦❢ 2009 ❛♥❞ ✐♥ ❬❇❇▲✶✵❪✳

❙✉②❛♠❛✲9
4
✳

■♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❜② ❩✐♠♠❡r♠❛♥♥✱ ♥❡✇ ❙✉②❛♠❛ ❝✉r✈❡s ✇✐t❤ ❡①❝❡♣t✐♦♥❛❧ t♦rs✐♦♥
♣r♦♣❡rt✐❡s ✇❡r❡ ❞✐s❝♦✈❡r❡❞✱ s✉❝❤ ❛s σ = 9

4
✳ ❋✉rt❤❡r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts s❤♦✇ t❤❛t t❤❡✐r

s♣❡❝✐❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ 2k✲t♦rs✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♥❝❡r♥ ❡①❝❧✉s✐✈❡❧② ♣r✐♠❡s p ≡ 1
(mod 4)✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ σ = 9

4
❝✉r✈❡ s❛t✐s✜❡s ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✸✮ ❛♥❞ ♦♥❡ ❝❛♥ ❝❤❡❝❦ t❤❛t

✐ts ❛✈❡r❛❣❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ 2 ✐s ✐♠♣r♦✈❡❞ ❢r♦♠ 10
3
t♦ 11

3
✳

▲❡t ✉s ❝❛❧❧ ❙✉②❛♠❛✲9
4
t❤❡ s❡t ♦❢ ❙✉②❛♠❛ ❝✉r✈❡s ✇❤✐❝❤ s❛t✐s❢② ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✸✮✳

❲❤❡♥ s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ s②st❡♠ ❢♦r♠❡❞ ❜② ❙✉②❛♠❛✬s s②st❡♠ ♣❧✉s ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✸✮✱ ✇❡
♦❜t❛✐♥ ❛♥ ❡❧❧✐♣t✐❝ ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥ ❢♦r σ✳ ●✐✈❡♥ ❛ ♣♦✐♥t (u, v) ♦♥ S9/4 : v2 = u3−5u✱

✷❚❤❡r❡ ✐s ❛ t②♣♦ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❬❇❇▲✶✵✱ ❚❤♠✳ ✺✳✶❪❀ t❤❡ 16u3(u2
−u+1)

(u−1)6(u+1)2 ♠✐ss❡s ❛ ♠✐♥✉s s✐❣♥✳



✸✳✸✳ ❙❖▼❊ ❖❚❍❊❘ ❆PP▲■❈❆❚■❖◆❙ ✹✶

❋❛♠✐❧✐❡s ❈✉r✈❡s
❆✈❡r❛❣❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ 2 ❆✈❡r❛❣❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ 3

n ❚❤✳ ❊①♣✳ n ❚❤✳ ❊①♣✳
❙✉②❛♠❛ σ = 12 2 10

3
≈ 3.333 3.331 1 27

16
≈ 1.688 1.689

❙✉②❛♠❛✲11 σ = 11 2 11
3
≈ 3.667 3.669 1 27

16
≈ 1.688 1.687

❙✉②❛♠❛✲9
4

σ = 9
4

3 11
3
≈ 3.667 3.664 1 27

16
≈ 1.688 1.687

Z/2Z× Z/4Z E−114 3 14
3
≈ 4.667 4.666 1∗ 87

128
≈ 0.680 0.679

e =
g− 1

g

2
E−( 77

36)
4 3 16

3
≈ 5.333 5.332 1∗ 87

128
≈ 0.680 0.679

e = g2 E−94 3 29
6
≈ 4.833 4.833 1∗ 87

128
≈ 0.680 0.680

e = g2

2
E−( 81

8 )
4 3 29

6
≈ 4.833 4.831 1∗ 87

128
≈ 0.680 0.679

e = 2g2+2g+1
2g+1

E−( 5
3)

4 3 29
6
≈ 4.833 4.833 1∗ 87

128
≈ 0.680 0.679

❚❛❜❧❡ ✸✳✹✿ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✈❛❧✉❡s ✭❊①♣✳✮ ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❛❧❧ ♣r✐♠❡s ❜❡❧♦✇ 225✳
❚❤❡ ❝❛s❡ n = 1∗ ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ●❛❧♦✐s ❣r♦✉♣ ✐s ✐s♦♠♦r♣❤✐❝ t♦ GL2(Z/πZ)✳

σ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛s σ = u✳ ❚❤❡ ❣r♦✉♣ S9/4(Q) ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♣♦✐♥ts P∞ = (−1, 2)
❛♥❞ P2 = (0, 0) ♦❢ ♦r❞❡rs ∞ ❛♥❞ 2 r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❲❡ ❡①❝❧✉❞❡ t❤❡ ♣♦✐♥ts 0,±P∞✱ P2

❛♥❞ P2 ± P∞ ✇❤✐❝❤ ♣r♦❞✉❝❡ ♥♦♥✲✈❛❧✐❞ ✈❛❧✉❡s ♦❢ σ✳ ■❢ t✇♦ ♣♦✐♥ts ✐♥ S9/4(Q) ❞✐✛❡r
❜② P2 t❤❡② ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ✐s♦♠♦r♣❤✐❝ ❝✉r✈❡s✳ ❲❡ r❡❝♦❣♥✐③❡ t❤❡ ❝✉r✈❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦
σ = 9

4
✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ♣♦✐♥t (9

4
,−3

8
) = [2]P∞✳

✸✳✷✳✹ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥✳

❚❛❜❧❡ ✸✳✹ ❣✐✈❡s ❛ s✉♠♠❛r② ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ❢❛♠✐❧✐❡s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✳ ❚❤❡ t❤❡♦✲
r❡t✐❝❛❧ ❛✈❡r❛❣❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✇✐t❤ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✶✳✶✾✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✶✳✽ ❛♥❞
❈♦r♦❧❧❛r② ✸✳✶✳✶✵ ✉♥❞❡r s♦♠❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦♥ ❙❡rr❡✬s ❡①♣♦♥❡♥t ✭s❡❡ ❊①❛♠♣❧❡ ✸✳✶✳✷✵
❢♦r ♠♦r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✮✳

◆♦t❡ t❤❛t✱ ✇❤❡♥ ✇❡ ✐♠♣♦s❡ t♦rs✐♦♥ ♣♦✐♥ts ♦✈❡r Q✱ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞♦❡s
♥♦t s✐♠♣❧② ✐♥❝r❡❛s❡ ❜② 1✱ ❛s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳✹ ❢♦r t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢
3✳

✸✳✸ ❙♦♠❡ ♦t❤❡r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s

❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✶✳✽ r❡❞✉❝❡s t❤❡ s❡❛r❝❤ ♦❢ ❊❈▼✲❢r✐❡♥❞❧② ❡❧❧✐♣t✐❝ ❝✉r✈❡s t♦ t❤❡ s❡❛r❝❤ ♦❢
❝✉r✈❡s ✇✐t❤ ❛ s♣❡❝✐❛❧ ●❛❧♦✐s ❣r♦✉♣✳ ❍❡♥❝❡ ✇❡ r❡♣❧❛❝❡❞ t❤❡ ❝♦st❧② ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧
❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝✉r✈❡ E ❛t s♦♠❡ ♣r✐♠❡ π ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♠✲
♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❋r♦❜❡♥✐✉s ♦❢ E ❛t π✳ ❙✉t❤❡r❧❛♥❞ ❬❙✉t✶✷❪ s♦❧✈❡s t❤✐s
❧❛st ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ❛ ✈❡r② ❡✛❡❝t✐✈❡ ✇❛② ❜② ✉s✐♥❣ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✶✳✽ ✐♥ r❡✈❡rs❡✿ ❢r♦♠ t❤❡
✐♠❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❋r♦❜❡♥✐✉s ♠♦❞✉❧♦ s♠❛❧❧ ♣r✐♠❡s ♦♥❡ ❞❡❞✉❝❡s ✐ts ✈❛❧✉❡✳

❚❤❡ ✜rst ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐s t♦ s❡❛r❝❤ ❢♦r ❡❧❧✐♣t✐❝ ❝✉r✈❡s ✇✐t❤ ❣♦♦❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✇❤✐❝❤
❞♦ ♥♦t ❜❡❧♦♥❣ t♦ ❛♥② ✐♥✜♥✐t❡ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ❣♦♦❞ ✈❛❧✉❛t✐♦♥✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡ ❈❆❉❖✲
◆❋❙ s♦❢t✇❛r❡ ❬❇❋●+✵✾❪ ✉s❡s ❛ s♠❛❧❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❧❧✐♣t✐❝ ❝✉r✈❡s✱ ♥❛♠❡❧② 3 ✐♥ t❤❡
✜rst ✈❡rs✐♦♥✱ t♦ t❡st ❢♦r s♠♦♦t❤♥❡ss✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ♦♥❡ ❝❛♥ s❡❛r❝❤ ❢♦r ❝✉r✈❡s ✇✐t❤
s♠❛❧❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❜❡❝❛✉s❡ ❛ 1✲✇♦r❞ t✐♠❡s n✲✇♦r❞ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐s ❢❛st❡r t❤❛♥ ❛
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❢✉❧❧ n✲✇♦r❞ t✐♠❡s n✲✇♦r❞ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❍❡♥❝❡✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❝✉r✈❡s ♦❢ t❤❡ ❙✉②❛♠❛
❢❛♠✐❧② ✇❡ ❝❛♥ ✉s❡ ♦t❤❡r ❝✉r✈❡s ♦❢ s❛♠❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❜✉t ✇❤✐❝❤ ❞♦ ♥♦t ✈❡r✐❢② ❙✉②❛♠❛✬s
❡q✉❛t✐♦♥✳

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♠❡s ❢r♦♠ ❛ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ♦❢ ▼♦♥t❣♦♠❡r② ❬▼♦♥✾✷❪✿

❈♦♥❥❡❝t✉r❡ ✸✳✸✳✶✳ ▲❡t E ❜❡ ❛♥ ❡❧❧✐♣t✐❝ ❝✉r✈❡ ✇✐t❤ t♦rs✐♦♥ s✉❜❣r♦✉♣ Z/12Z ♦✈❡r
Q✳ ❋♦r ❛♥② ♣r✐♠❡ p✱ ❧❡t #E(Fp) ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ✐ts r❡❞✉❝t✐♦♥ ♠♦❞✉❧♦ p✳ ❚❤❡♥

❛✮ ❆s p r❛♥❣❡s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♣r✐♠❡s ❝♦♥❣r✉❡♥t t♦ 5 ♠♦❞✉❧♦ 6✱ t❤❡ ❧❛r❣❡st ♣♦✇❡r ♦❢
3 ❞✐✈✐❞✐♥❣ #E(Fp) ✐s 3α ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② 2 · 3−α ❢♦r ❡❛❝❤ α ≥ 1✳

❜✮ ❆s p r❛♥❣❡s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♣r✐♠❡s ❝♦♥❣r✉❡♥t t♦ 3 ♠♦❞✉❧♦ 4✱ t❤❡ ❧❛r❣❡st ♣♦✇❡r ♦❢
2 ❞✐✈✐❞✐♥❣ #E(Fp) ✐s 2α ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② 1/4 ✐❢ α = 2 ❛♥❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② 3 · 2−α ✐❢
α ≥ 3✳

❝✮ ❆s p r❛♥❣❡s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♣r✐♠❡s ❝♦♥❣r✉❡♥t t♦ 5 ♠♦❞✉❧♦ 8✱ t❤❡ ❧❛r❣❡st ♣♦✇❡r ♦❢ 2
❞✐✈✐❞✐♥❣ #E(Fp) ✐s 2α ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② 1/4 ✐❢ α = 2 ♦r α = 3✱ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② 3/16
✐❢ α = 4✱ ❛♥❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② 5 · 2−α ✐❢ α ≥ 5✳

❋♦r ❡✈❡r② ❝✉r✈❡ t❤❛t ✇❡ t❡st❡❞ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❋r♦❜❡♥✐✉s ❛♥❞
✇❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ t❤❡ r❡s✉❧ts ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② ▼♦♥t❣♦♠❡r②✳ ❚❤❡ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ t❤❡♥ st❛t❡s t❤❛t
❛❧❧ t❤❡ ❝✉r✈❡s ✇✐t❤ t♦rs✐♦♥ Z/12Z ♦✈❡r Q ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ 2α ●❛❧♦✐s ❣r♦✉♣ ❢♦r ❡✈❡r②
α✳ ■♥ s❡❛r❝❤ ♦❢ ❛ ❝♦✉♥t❡r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❙✉t❤❡r❧❛♥❞ ✇❛s ❛❜❧❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❋r♦❜❡♥✐✉s
✐♠❛❣❡ ❢♦r 500, 000 ❡❧❧✐♣t✐❝ ❝✉r✈❡s✳ ❚❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ r❡s✉❧t str❡♥❣t❤❡♥s t❤❡ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡✳



❈❤❛♣t❡r ✹

■♠♣r♦✈❡♠❡♥ts t♦ t❤❡ s♠♦♦t❤✐♥❣
♣r♦❜❧❡♠

■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ st✉❞✐❡❞ ❤♦✇ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ ❊❈▼ ✇✐t❤♦✉t ♣❧❛②✐♥❣
✇✐t❤ t❤❡ s♠♦♦t❤♥❡ss ❜♦✉♥❞s✳ ■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ♣✉t ❊❈▼ ✐♥ ❛❝t✐♦♥ t♦
s♦❧✈❡ ❛ s❧✐❣❤t❧② ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① t❛s❦✱ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ s♠♦♦t❤✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤✐s
❛❧❣♦r✐t❤♠✐❝ t❛s❦ ✐s t❤❡ ❜♦tt❧❡♥❡❝❦ ♦❢ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❧♦❣❛r✐t❤♠
st❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ◆❋❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ st❛t❡✲♦❢✲❛rt ✐♥ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❞✐s❝r❡t❡ ❧♦❣❛✲
r✐t❤♠s ✐♥ ♣r✐♠❡ ✜❡❧❞s ✭s❡❡ ❈❤❛♣t❡r ✻✮✳ ■♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✐s
✉s✉❛❧❧② s♦❧✈❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♥❛✐✈❡ ❝❛❧❧ t♦ t❤❡ ❊❈▼ ♣r✐♠✐t✐✈❡✳ ❲❡ ❞❡♠♦♥str❛t❡
t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ❞♦ ❜❡tt❡r ✉♥❞❡r t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t ❛♥ ❊❈▼✲❧✐❦❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠
✐s ♣r♦✈❡♥✳ ❚❤✐s ❛❧s♦ ❣✐✈❡s ❤✐♥ts ❢♦r ❛ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✳
❚❤❡ ❝❤❛♣t❡r ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❆❢t❡r ❣✐✈✐♥❣ ❛ ♣r❡❝✐s❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❡ ❣✐✈❡ t❤❡ ❞✐r❡❝t ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛♥❞ ✐ts ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✳
❲❡ t❤❡♥ r❡❝❛❧❧ ❛ s♠♦♦t❤♥❡ss r❡s✉❧t ♦❢ P♦♠❡r❛♥❝❡ ✇❤✐❝❤ r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡
t❤❡♦r❡♠s ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✶✳ ❚❤✐s ❣✐✈❡s ✉s ❛ str❛t❡❣② ✐♥ t✇♦ st❡♣s✱ t❤❛t ✐s
❛♥ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t t♦ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ■♥ t❤❡ ❧❛st s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❡①t❡♥❞ t❤✐s
t♦ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ♥✉♠❜❡r ♦❢ st❡♣s t♦ ❣❡t t❤❡ ❜❡st ❝♦♠♣❧❡①✐t② r❡s✉❧ts✳

✹✳✶ ❊①♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠

▼♦st ♦❢ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✉s❡ ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❧♦❣❛r✐t❤♠ st❛❣❡ ✇❤✐❝❤
❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❧♦❣❛r✐t❤♠ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠s ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ ♣r❡✈✐♦✉s st❛❣❡s✳
❆s ❜❡❢♦r❡✱ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❜♦✉♥❞ B✱ ✇❡ s❛② t❤❛t ❛♥ ✐♥t❡❣❡r ✐s s♠♦♦t❤ ✐❢ ✐ts ♣r✐♠❡ ❢❛❝t♦rs
❛r❡ ❜❡❧♦✇ B✳ ❲❤❡♥ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠ logt s ✐♥ ❛ ♣r✐♠❡ ✜❡❧❞ Fp✱
♦♥❡ st❛rts t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❧♦❣❛r✐t❤♠ st❛❣❡ ❜② ✜♥❞✐♥❣ ❛♥ ✐♥t❡❣❡r h s✉❝❤ t❤❛t

(ths mod p) ✐s B✲s♠♦♦t❤

❢♦r ❛ ❜♦✉♥❞ B✳ ❙✐♥❝❡ t ✐s r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❜❡ ❛ ❣❡♥❡r❛t♦r ♦❢ F∗
p✱ ♣✐❝❦✐♥❣ r❛♥❞♦♠ ✐♥t❡❣❡rs h

✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ♣✐❝❦✐♥❣ r❛♥❞♦♠ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ [0, p−1] ❛♥❞ t❡st✐♥❣ t❤❡✐r s♠♦♦t❤♥❡ss✳
❚❤✐s ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r t❤❡ ■♥❞❡① ❈❛❧❝✉❧✉s ❛♥❞ t❤❡ ◆✉♠❜❡r ❋✐❡❧❞ ❙✐❡✈❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s
t❤❛t ✇❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❆ s✐♠✐❧❛r ❝❛s❡ ✐s t❤❛t ♦❢ ✜❡❧❞s Fpn ✇✐t❤ p ❛ ♣r✐♠❡
r❡❧❛t✐✈❡❧② ❧❛r❣❡ ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ pn✱ s♦❧✈❡❞ ❜② t❤❡ ◆✉♠❜❡r ❋✐❡❧❞ ❙✐❡✈❡ ✐♥ ❍✐❣❤
❉❡❣r❡❡ ❬❏▲❙❱✵✻❪✳

✹✸
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❚❤❡ st❛t❡✲♦❢✲❛rt ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r s♠♦♦t❤♥❡ss t❡st✐♥❣ ✐s ❊❈▼✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ♣r❡s❡♥t❡❞
❛s ❛ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❘❡❝❛❧❧ t❤❡ ❤❡✉r✐st✐❝ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❝♦♠♣❧❡①✐t② s✉♠♠❛✲
r✐③❡❞ ✐♥ ❋❛❝t ✷✳✷✳✸✿ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❜♦✉♥❞ B ❛♥❞ ❛♥ ✐♥t❡❣❡r n✱ ❊❈▼ ✜♥❞s t❤❡ B✲s♠♦♦t❤
♣❛rt ♦❢ n ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② 1/2 ✐♥ t✐♠❡✿

LB(1/2,
√
2)1+o(1)(log n)O(1).

❆ s✐♠✐❧❛r s♠♦♦t❤♥❡ss t❡st ♠❛❦❡s ✉s❡ ♦❢ ❤②♣❡r✲❡❧❧✐♣t✐❝ ❝✉r✈❡s ❬▲PP✾✸❪✳ ❋♦r s✐♠✲
♣❧✐❝✐t② ✇❡ ❛ss✉♠❡ ✜rst t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♠✲
♣❧❡①✐t② ❛s ❊❈▼✱ ❜✉t ✇❡ ✇✐❧❧ ❧❛t❡r s❤♦✇ t❤❛t ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❡♥♦✉❣❤✳
❲❡ ❝❛♥ ♥♦✇ st❛t❡ t❤✐s ✜rst st❡♣ ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❧♦❣❛r✐t❤♠ st❛❣❡✱ t❤❛t ✇❡ ❝❛❧❧ t❤❡
s♠♦♦t❤✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠✱ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳

Pr♦❜❧❡♠ ✹✳✶✳✶ ✭❙♠♦♦t❤✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠✮✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t ♦♥❡ ❤❛s ❛ ❜❧❛❝❦ ❜♦① ✇❤✐❝❤✱
❣✐✈❡♥ ❛♥ ✐♥t❡❣❡r x ❧❡ss t❤❛t ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r n ❛♥❞ ❛♥② ❜♦✉♥❞ B✱ ❞❡❝✐❞❡s ✐❢ x ✐s B✲
s♠♦♦t❤ ✐♥ t✐♠❡ LB(1/2,

√
2)1+o(1)(log n)O(1)✳ ❖♥❡ ✐s r❡q✉❡st❡❞ ❛ ♣❛✐r ♦❢ ❝♦♥st❛♥ts

(α, c) ∈ (0, 1)× (0,∞) ❛♥❞ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✿

• t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❤❛s ❛s ✐♥♣✉t ❛♥ ✐♥t❡❣❡r n ❛♥❞ ❛s ♠❛♥② t❡r♠s ❛s ♥❡❡❞❡❞ ♦❢ ❛
r❛♥❞♦♠❧② ❣❡♥❡r❛t❡❞ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ [0, n]❀

• t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦✉t♣✉ts ❛ t❡r♠ ♦❢ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ✇❤✐❝❤ ✐s Ln(α, c)✲s♠♦♦t❤✳

❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✇❛s ❛❧r❡❛❞② ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❬❇❡r✵✹❪ ❜✉t ✇✐t❤ ❛♥ ✐♠♣♦s❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ α
❛♥❞ c✳

❲❡ ♣r❡s❡♥t ✜rst t❤❡ ♥❛✐✈❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✳ ❲❡ t❤❡♥ ❛❞❛♣t ❛ ❝♦♠✲
♠♦♥❧② ✉s❡❞ ✐❞❡❛ ✇❤❡♥ ❞♦✐♥❣ s❡❧❡❝t✐♦♥s✳ ❖♥❡ ♣r♦❝❡❡❞s ✐♥ t✇♦ st❡♣s✿ ✜rst ♦♥❡ r❡❞✉❝❡s
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s ❜② ❛ q✉✐❝❦ t❡st✱ t❤❡♥ ♦♥❡ ❞♦❡s ❛ t❤♦r♦✉❣❤ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢
t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s✱ ❝❛❧❧❡❞ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s✱ ✉♥t✐❧ ❛ ❣♦♦❞ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ✐s ❛❞♠✐tt❡❞✳
❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ s♦♠❡ ❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ s❡❡ ❬P♦♠✽✷❪✱ ✉s❡❞ t❤✐s ✐❞❡❛ ✉♥❞❡r t❤❡
♥❛♠❡ ♦❢ ❡❛r❧②✲❛❜♦rt ♠❡t❤♦❞✳

✹✳✶✳✶ ❚❤❡ ❞✐r❡❝t ❛♣♣r♦❛❝❤

❚❤❡ ♥❛✐✈❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❛s ✜rst ❛♥❛❧②③❡❞ ❜② ❈♦♠♠❡✐♥❡ ❛♥❞ ❙❡♠❛❡✈ ❬❈❙✵✻❪✳ ▲❡t ✉s
❝❛❧❧ st❛rt✐♥❣ s♠♦♦t❤♥❡ss ❜♦✉♥❞ ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r C = Ln(α, c) ❢♦r ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥ts
α ❛♥❞ c✳ ❖♥❡ ❝♦♥s✐❞❡rs r❛♥❞♦♠ ✐♥t❡❣❡rs ❧❡ss t❤❛♥ n ❛♥❞ t❡sts t❤❡✐r C✲s♠♦♦t❤♥❡ss
✉s✐♥❣ ❊❈▼✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❢♦r s✐♠♣❧✐❝✐t② ♦❢ ❡①♣♦s✐t✐♦♥✳ ❚❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s t♦ ❜❡ t❡st❡❞ ✐s Psmooth(n,C)

−1 = Ln

(
1− α, (1− α)/c

)1+o(1)
✳

❊❛❝❤ t❡st ❞♦❡s LC(1/2,
√
2)1+o(1) ♦♣❡r❛t✐♦♥s✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❢❛❝t♦r (log n)O(1)

✐s ❤✐❞❞❡♥ ❜② t❤❡ o(1)✳ ❇② Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✷✳✷ t❤✐s ❡q✉❛❧s Ln(α/2,
√
2cα)✳ ❍❡♥❝❡ ✇❡

♦❜t❛✐♥

t✐♠❡ =

(
Ln

(
1− α, (1− α)/c

)
Ln

(
α/2,

√
2cα
))1+o(1)

. ✭✹✳✶✮

❚❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❛s ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡s✉❧t✳

❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✶✳✷ ✭❈♦♠♠❡✐♥❡ ✫ ❙❡♠❛❡✈✮✳ ❚❤❡ ❜❡st ✈❛❧✉❡ ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡r α ✐♥ t❤❡
s♠♦♦t❤✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s α = 2/3✳ ❲❤❡♥ s❡tt✐♥❣ c = 1/ 3

√
3✱ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞

✐♥ t✐♠❡ Ln

(
1/3, 3
√
3
)
✳
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Dickman’s rho function

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✿ P❧♦tt✐♥❣ log(ρ(u)) ❢♦r u ∈ [1, 10]✳

✹✳✶✳✷ Pr❛❝t✐❝❛❧ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t

■♥ ❞✐s❝r❡t❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ ❛♥ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ❬❇❋❍▼❱✽✹❪ ❝♦♥s✐sts ✐♥ s♣❧✐tt✐♥❣
❡❛❝❤ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ✐♥t♦ t✇♦ ✉s✐♥❣ ❛ r❛t✐♦♥❛❧ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❬✈③●●✵✸❪✳ ❚❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡
✇r✐t❡s ❛♥② r❡s✐❞✉❡ z ♠♦❞✉❧♦ n✱ ❝♦♣r✐♠❡ t♦ n✱ ❛s

z ≡ z1z
−1
2 mod n, ✭✹✳✷✮

✇✐t❤ z1 ❛♥❞ z2 ♦❢ ♦r❞❡r
√
n✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s ❞♦❡s ♥♦t ✜t ✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢

Pr♦❜❧❡♠ ✹✳✶✳✶✳
❚❤❡ r❡❛s♦♥ ❢♦r t❤❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ♠✐❣❤t ❜❡ ✉♥❝❧❡❛r ❜❡❝❛✉s❡ ✇❡ r❡♣❧❛❝❡

Psmooth (n,C) ❜② Psmooth

(√
n,C

)2
✱ ✇❤✐❝❤ ✐s r♦✉❣❤❧② ❡q✉❛❧ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❈♦r♦❧✲

❧❛r② ✶✳✶✳✷✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ❛s t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ log(ρ) ✐s ❝♦♥❝❛✈❡✱ ✇❤❡r❡ ρ ✐s ❉✐❝❦♠❛♥✬s
❢✉♥❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❧❛tt❡r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ t❤❡ ❢♦r♠❡r ♦♥❡✳ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶ s❤♦✇s
t❤❡ ❣r❛♣❤ ♦❢ log(ρ) ❢♦r t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ♣r❛❝t✐❝❛❧ r❡❧❡✈❛♥❝❡✳

■❢ t❤❡ s♠♦♦t❤♥❡ss ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❢♦r♠✉❧❛ ✇❛s u−u ♦♥❡ ✇♦✉❧❞ r❡♣❧❛❝❡ u−u ❜②(
(u/2)−u/2

)2
✇❤✐❝❤ ✐s exp(u log 2) ❧❛r❣❡r✳ ❇✉t✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ o(1) ❡rr♦r ✐♥ t❤❡

❡①♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ s♠♦♦t❤♥❡ss ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ✉s❡ t❤❡ ❡①❛❝t st❛t❡♠❡♥t ♦❢
❚❤❡♦r❡♠ ✶✳✶✳✶✿

Psmooth

(
x, x

1
u

)
= exp

{
−u(log u+ log log u− 1 + o(1))

}
.

❲❤❡♥ C(n) = Ln(2/3, c) ❛ s✐♠♣❧❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❣✐✈❡s u = 1
c
(log n)1/3(log log n)−1/3

s♦ ✇❡ ❤❛✈❡

Psmooth(
√
n,C)2

Psmooth (n,C)
= exp

(
log 2 + o(1)

c
(log n)1/3(log log n)−1/3

)
. ✭✹✳✸✮

❚❤✐s ✐s ❤✐❞❞❡♥ ✐♥ Ln(1/3, ·)o(1)✱ ❜✉t ❢♦r t❤❡ s✐③❡s ♦❢ ♣r❛❝t✐❝❛❧ r❡❧❡✈❛♥❝❡ ✐t ✐s ❛♥
✐♠♣♦rt❛♥t ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t✳

❙✐❡✈✐♥❣ ✐♥ t❤❡ s♠♦♦t❤✐♥❣ st❛❣❡ ❏♦✉① ❛♥❞ ▲❡r❝✐❡r ❬❏▲✵✸❪ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♥ ✐♠♣r♦✈❡✲
♠❡♥t t♦ t❤❡ r❛t✐♦♥❛❧ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✐❞❡❛ ❛❜♦✈❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ✐♥t❡❣❡rs z1 ❛♥❞ z2 ✐♥
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❊q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✷✮ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② ❛ ❧❛tt✐❝❡ ❜❛s✐s r❡❞✉❝t✐♦♥ ❛s ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✽✳✷✳
❏♦✉① ❛♥❞ ▲❡r❝✐❡r ♣r♦♣♦s❡ t♦ ✉s❡ t❤❡ s❤♦rt❡st t✇♦ ✈❡❝t♦rs (z1, z2) ❛♥❞ (z′1, z

′
2)✱ s♦

t❤❛t ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❢r❛❝t✐♦♥s ❝♦♥❣r✉❡♥t t♦ z✿

z ≡ z1
z2
≡ z′1
z′2

mod n. ✭✹✳✹✮

◆♦t❡ t❤❛t z ≡ (z1i+z
′
1j)(iz2+ jz

′
2)

−1 mod n ❢♦r ❛♥② ✐♥t❡❣❡rs i ❛♥❞ j✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ❝❛♥
s✐❡✈❡ ❢♦r t❤❡ ♣❛✐rs (i, j) s✉❝❤ t❤❛t iz1+jz′1 ❛♥❞ iz2+jz

′
2 ❛r❡ s♠♦♦t❤✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱

t❤❡ s♠♦♦t❤♥❡ss ❜♦✉♥❞ ♦❢ t②♣❡ L(2/3)✱ ♠❛❦❡s ✐t ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✉s❡ ❡①❝❧✉s✐✈❡❧② t❤❡
s✐❡✈❡ t❡❝❤♥✐q✉❡✳ ❖♥❡ ❝❛♥ ✉s❡ s✐❡✈✐♥❣ ❛s ❛ ✜rst st❡♣ ✇❤✐❝❤ s❡❧❡❝ts ♣❛✐rs (i, j) ✇✐t❤ ❛
❧❛r❣❡ B′✲s♠♦♦t❤ ♣❛rt✱ ✇❤❡r❡ B′ ✐s ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r ♦❢ t②♣❡ L(1/3)✳ ■♥ t❤❡ ❧✐❣❤t ♦❢ t❤❡
❛❞♠✐ss✐❜✐❧✐t② str❛t❡❣②✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ s✐❡✈❡ ❛s ❛♥ ❛❞♠✐ss✐❜✐❧✐t② t❡st✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ t❡st ✐s
❛ s♠♦♦t❤♥❡ss t❡st ✇✐t❤ ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r ♦❢ s✐③❡ L(2/3)✳

✹✳✷ ❙tr♦♥❣❡r s♠♦♦t❤♥❡ss r❡s✉❧ts

▲❡t ✉s ♣r❡s❡♥t s♦♠❡ ♣r❡♣❛r❛t♦r② r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ♥❡✇ str❛t❡❣②✳ ❋✐rst✱ ✐t ✐s ✐♥t✉✐t✐✈❡
t❤❛t ❧❛r❣❡r ♥✉♠❜❡rs ❤❛✈❡ ❛ s♠❛❧❧❡r s♠♦♦t❤♥❡ss ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳ ❚❤❡ t❡❝❤♥✐❝❛❧✐t② ✐s t♦
s❛② t❤❛t t❤❡ o(1) ❡rr♦r ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r t✇♦ ✈❛❧✉❡s ♦❢ x ✇❤✐❝❤ ❛r❡ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡✳

▲❡♠♠❛ ✹✳✷✳✶✳ ▲❡t α ❜❡ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥t✳ ❋♦r ❛❧❧ δ > 0✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts xδ > 0
s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r ❛❧❧ r❡❛❧s x, x′ ❛♥❞ y s✉❝❤ t❤❛t x ≥ xδ ❛♥❞ y1+α ≤ x, x′ ≤ exp(y1−α)
✇❡ ❤❛✈❡

x ≤ x′ ⇒ Psmooth(x, y) ≤ Psmooth(x
′, y)1−δ.

Pr♦♦❢✳ ❚❛❦❡ ǫ > 0 s✉✣❝✐❡♥t❧② s♠❛❧❧ s✉❝❤ t❤❛t 2ǫ/(1 − ǫ) < δ✳ ❙✐♥❝❡ ✇❡ s✉♣♣♦s❡❞
x ≤ x′✱ ✐❢ ✇❡ ♣✉t u′ = log x′/ log y ❛♥❞ u = log x/ log y✱ t❤❡♥ u′ ≥ u✳ ❯s✐♥❣
❚❤❡♦r❡♠ ✶✳✶✳✶✱ ❢♦r s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡ x ❛♥❞ x′✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

Psmooth(x
′, y) ≤ (u′)−u′(1+ǫ) ≤ u−u(1+ǫ) ≤ Psmooth(x, y)

1−ǫ,

✇❤❡r❡ ǫ = 2ǫ/(1− ǫ)✳ ❙✐♥❝❡ ǫ < δ ✇❡ ❣❡t t❤❡ r❡s✉❧t✳

P♦♠❡r❛♥❝❡ ❬P♦♠✽✷❪ str❡♥❣t❤❡♥❡❞ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✳✶✳✶ ✇❤❡♥ st✉❞②✐♥❣ t❤❡ ❡❛r❧② ❛❜♦rt
♠❡t❤♦❞ ✐♥ s♦♠❡ ❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ▲❡t ✉s ✜rst ❞❡✜♥❡ Ψ(x, y, z) ❛s t❤❡ s❡t
♦❢ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥t❡❣❡rs ❧❡ss t❤❛♥ x ❢♦r ✇❤✐❝❤ ❛❧❧ t❤❡ ♣r✐♠❡ ❢❛❝t♦rs ❛r❡ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧
[z, y]✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r Ψ(x, y, 1) = Ψ(x, y)✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐t② ♦❢ Ψ(x, y, z)
❜② ψ(x, y, z) ❛♥❞ ✇❡ ❝❛❧❧ s♠♦♦t❤♥❡ss ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❡ q✉❛♥t✐t② Psmooth(x, y, z) =
ψ(x, y, z)/x✳

❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✷✳✷ ✭❬P♦♠✽✷❪✱ ❚❤❡♦r❡♠ 2.2✮✳ ▲❡t α > 0✳ ❋♦r ❛❧❧ ǫ > 0 t❤❡r❡ ❡①✐sts
xǫ > 0 s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❛❧❧ tr✐♣❧❡s x✱ y✱ z s✉❝❤ t❤❛t

x ≥ xǫ, (log x)1+α ≤ y ≤ exp
(
(log x)1−α

)
, z ≤ y1−1/ log u,

✇❤❡r❡ u = log x/ log y✱ ♦♥❡ ❤❛s

u−u(1−ǫ) ≤ Psmooth (x, y, z) ≤ u−u(1+ǫ).
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❆s t❤❡ t❤❡♦r❡♠ ❤❛s ❛ ❝♦♠♣❧❡① st❛t❡♠❡♥t✱ ✐t ✐s ♣r❡❢❡r❛❜❧❡ t♦ r❡st❛t❡ t✇♦ ♦❢ ✐ts
❝❛s❡s ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛s ❛ ❝♦r♦❧❧❛r②✳ ◆❡①t✱ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ♦❜t❛✐♥ ❛ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✷✳✷
✐♥ L ♥♦t❛t✐♦♥ ❛s ✇❡ ❞✐❞ ✇✐t❤ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✳✶✳✶✱ ❜✉t ✇❡ r❡str✐❝t ♦✉rs❡❧✈❡s t♦ t✇♦ ✈❡r②
s♣❡❝✐✜❝ s✐t✉❛t✐♦♥s✳

❈♦r♦❧❧❛r② ✹✳✷✳✸✳ ▲❡t a, c, θ, θ′ > 0 ❜❡ ❢♦✉r r❡❛❧ ♥✉♠❜❡rs ✇✐t❤ θ′ < θ✳ ❋♦r ❛❧❧
♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥t❡❣❡r n ✇❡ s❡t L(n) = Ln(2/3, a)✱ ✇❤✐❝❤ ❢♦r ❡❛s❡ ♦❢ ♥♦t❛t✐♦♥s ✐s ❛❧s♦
✇r✐tt❡♥ L✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ❤❛✈❡

Psmooth

(
nc, Lθ, Lθ′

)
= Ln

(
1/3,

c

3θa

)−1+o(1)

Psmooth

(
ncLn(1/2, 1), L

θ, Lθ′
)

= Ln

(
1/3,

c

3θa

)−1+o(1)

Pr♦♦❢✳ ❲❡ ❝♦♠♣✉t❡ u(n) = log(nc)/ log(L(n)θ) ♦r
u(n) = log

(
ncLn(1/2, 1)

)
/ log(L(n)θ)✳ ■♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s ✇❡ ♦❜t❛✐♥

u =
c log n

aθ log n2/3(log log n)1/3
=

c

θa

(
log n

log log n

)1/3

. ✭✹✳✺✮

❍❡♥❝❡ uu = Ln

(
1/3, c

3aθ

)
✱ ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s t❤❡ r❡s✉❧t✳

✹✳✸ ❙❡❧❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ♦♥❡ ❛❞♠✐ss✐❜✐❧✐t② t❡st

❲❡ s❛✇ t❤❛t✱ ✇❤❡♥ s♦❧✈✐♥❣ Pr♦❜❧❡♠ ✹✳✶✳✶✱ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ α ✐s 2/3 ✭❚❤❡✲
♦r❡♠ ✹✳✶✳✷✮✳ ❍❡♥❝❡✱ ✇❡ s❡❛r❝❤ ❢♦r ❡❧❡♠❡♥ts ✇❤✐❝❤ ❛r❡ L(n)✲s♠♦♦t❤✱ ✇❤❡r❡
L(n) := Ln(2/3, a) ❢♦r ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r a t♦ ❜❡ ❝❤♦s❡♥✳ ▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r ❛s ❛❞♠✐ss✐❜✐❧✐t②
t❡st t❤❡ ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❧❛❝❦ ❜♦① ♦♥ t❤❡ ✐♥♣✉t ❝❛♥❞✐❞❛t❡s ✇✐t❤ ❛ s♠♦♦t❤♥❡ss
❜♦✉♥❞ L(n)θ ❢♦r ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r θ < 1 t♦ ❜❡ ❝❤♦s❡♥✳ ❆ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ✐s ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ✐❢ t❤❡
❛❞♠✐ss✐❜✐❧✐t② t❡st ✜♥❞s ❛ ❢❛❝t♦r ♦❢ s✐③❡ ❛t ❧❡❛st nc ❢♦r ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r c t♦ ❜❡ ❝❤♦s❡♥✳
❚❤❡ s❡t ♦❢ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡♥♦t❡❞ ❜②M1✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡
❝❛♥❞✐❞❛t❡s ✇❤✐❝❤ s✉❝❝❡❡❞ t❤❡ ♠❛✐♥ t❡st ✐s ❞❡♥♦t❡❞M2✳ ❚♦ s❤♦✇ t❤❛t t❤✐s ✐s ❛ ❣♦♦❞
❛❞♠✐ss✐❜✐❧✐t② t❡st ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t ✐t ❞r❛st✐❝❛❧❧② r❡❞✉❝❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s✱
❜✉t t❤❛t✱ ❛♠♦♥❣ t❤❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s✱ t❤❡r❡ ✐s ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ♣❛ss
t❤❡ ♠❛✐♥ t❡st✳

❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✸✳✶✳ ▲❡t a ❜❡ ❛ r❡❛❧✳ ❋♦r ❛♥② ✐♥t❡❣❡r n ♣✉t L(n) = Ln(2/3, a)✱ ❛❧s♦
❞❡♥♦t❡❞ L✳ ▲❡t c ❛♥❞ θ ❜❡ t✇♦ r❡❛❧s ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ (0, 1)✳ ❈❛❧❧ M1 t❤❡ s❡t ♦❢
♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥t❡❣❡rs ❧❡ss t❤❛♥ n ✇❤♦s❡ Lθ✲s♠♦♦t❤ ♣❛rt ✐s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ nc✳ ❈❛❧❧ M2 t❤❡
s✉❜s❡t ♦❢ M1 ❢♦r♠❡❞ ♦❢ t❤❡s❡ ❡❧❡♠❡♥ts ✇❤✐❝❤ ❛r❡ L✲s♠♦♦t❤✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ❤❛✈❡✿

✭✐✮ #M1 ≤ nLn

(
1/3, c

3aθ

)−1+o(1)
❀

✭✐✐✮ #M2 ≥ nLn

(
1/3, c

3θa
+ 1−c

3a

)−1+o(1)
✳
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Pr♦♦❢✳ ✿
✭✐✮ ❆♥② ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ M1 ❝❛♥ ❜❡ ✉♥✐q✉❡❧② ✇r✐tt❡♥ ❛s t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ ✐ts Lθ✲s♠♦♦t❤
♣❛rt m ❛♥❞ ✐ts ♦t❤❡r ❞✐✈✐s♦r t✳ P✉t T = Ψ(n1−c, n1−c, Lθ)

⋃
{1}✳ ❲❡ s♣❧✐t M1 ✐♥

❞✐s❥♦✐♥t s✉❜s❡ts ❤❛✈✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❞✐✈✐s♦r t ✐♥ T ❛s ❢♦❧❧♦✇s

M1 =
⋃

t∈T

{
tm | m ∈ Ψ(n/t, Lθ),m ≥ nc

}
. ✭✹✳✻✮

❍❡♥❝❡ #M1 ≤
∑

t∈T ψ(n/t, L
θ)✳

▲❡t ǫ > 0 ❛♥❞ xǫ ❛s ✐♥ ❈♦r♦❧❧❛r② ✹✳✷✳✶✳ ❚❤❡♥✱ ❢♦r n s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡ s♦ t❤❛t
nc ≥ xǫ✱ ✇❡ ❤❛✈❡

∀t ∈ T, Psmooth

(
n/t, Lθ

)
≤ Psmooth

(
nc, Lθ

)1−ǫ

. ✭✹✳✼✮

❍❡♥❝❡✱ ❢♦r ❛❧❧ t ✐♥ T ✱ ✇❡ ❤❛✈❡

ψ
(
n/t, Lθ

)
≤ (n/t)Psmooth

(
nc, Lθ

)1−ǫ

. ✭✹✳✽✮

❲❤❡♥ ✐♥❥❡❝t✐♥❣ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✹✳✻ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

#M1 ≤ n



∑

t∈T
1/t


Psmooth

(
nc, Lθ

)1−ǫ

. ✭✹✳✾✮

❯s✐♥❣ ❈♦r♦❧❧❛r② ✹✳✷✳✸✱ ❢♦r ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤ n ✇❡ ❤❛✈❡

Psmooth

(
nc, Lθ

)
≤ Ln

(
1/3,

c

3θa

)1−ǫ

. ✭✹✳✶✵✮

❆❧s♦✱ t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❡r♠s 1/t ✐♥ T ✐s ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜② t❤❡ s✉♠ 1/t ✇❤❡♥ t ❣♦❡s ❢r♦♠ 1 t♦
n✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐♥ log n✱ s♦ ✐t ✐s ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜② Ln(1/3, ·)ǫ) ❢♦r ❛♥② ❝♦♥st❛♥t
❛t t❤❡ ♣❧❛❝❡ ♦❢ ·✳ ❲❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❛♥♥♦✉♥❝❡❞ r❡s✉❧t

#M1 ≤ nLn

(
1/3,

c

3θa

)−(1−2ǫ)

. ✭✹✳✶✶✮

✭✐✐✮ ❚❤❡ ❜❛s✐❝ ✐❞❡❛ ✐s t❤❛t ❛♥② ❡❧❡♠❡♥t ✐♥ M2 ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s t ×m ✇✐t❤ t
❛♥ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ Ψ(n1−c, L, Lθ) ❛♥❞ m r♦✉❣❤❧② ✐♥ Ψ(nc, Lθ)✳ ❚❤❡ ❞✐✣❝✉❧t② ✇❡ ❢❛❝❡ ✐s
t❤❛t m ✐s s✉♣♣♦s❡❞ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ nc✱ s♦ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ❡①t❡♥❞ s❧✐❣❤t❧② t❤❡ s❡t ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts
m✳

P✉t ℓ(n) = Ln(1/2, 1)✳ ❈❧❡❛r❧②✱ ❛♥② ♣r♦❞✉❝t t × m ✇✐t❤ m ✐♥
Ψ(ncℓ(n), Lθ)\Ψ(nc, Lθ) ❛♥❞ t ∈ Ψ(n1−c/ℓ(n), L, Lθ) ❜❡❧♦♥❣s t♦ M2✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱
t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛✐rs (t,m) ❝❛♥♥♦t ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦❞✉❝t✳ ❍❡♥❝❡ ✇❡ ❤❛✈❡

#M2 ≥
[
ψ
(
ncℓ(n), L, Lθ

)
− ψ

(
nc, L, Lθ

)]
ψ
(
n1−c/ℓ(n), L, Lθ

)
. ✭✹✳✶✷✮
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❇② ❈♦r♦❧❧❛r② ✹✳✷✳✸ ✇❡ ❤❛✈❡ Psmooth(n
c, Lθ) = Psmooth(n

cℓ(n), Lθ)1+o(1)✳ ❍❡♥❝❡ t❤❡
✈❛❧✉❡ ✐♥ t❤❡ ❜r❛❝❦❡t✱ ❝❛❧❧ ✐t B✱ ✐s

B = ncℓ(n)Ln

(
1/3,− c

3θa

)[
1− L(1/3, 1)o(1)/ℓ(n)

]

= ncℓ(n)Ln

(
1/3,− c

3θa

)1+o(1)

.

❆❣❛✐♥ ❈♦r♦❧❧❛r② ✹✳✷✳✸ ❣✐✈❡s ψ(n1−c/ℓ(n), L, Lθ) = n1−c/ℓ(n)Ln

(
1/3,−1−c

3a

)1+o(1)
✳

❚❤✐s ❝♦♠♣❧❡t❡s t❤❡ ♣r♦♦❢✳

❖♣t✐♠❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs

▲❡t ✉s ♦♣t✐♠✐③❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r ✜♥❞✐♥❣ ♦♥❡ ❛❞♠✐tt❡❞ ♥✉♠❜❡r✱ ✐✳❡✳✱ ✜♥❞✐♥❣ ❛♥ ❡❧✲

❡♠❡♥t ♦❢ M2✳ ◆♦t❡ ✜rst t❤❛t ❡❛❝❤ ❛❞♠✐ss✐❜✐❧✐t② t❡st ❝♦sts t1 := Ln

(
1/3,

√
4aθ/3

)

❛♥❞ ❡❛❝❤ ♠❛✐♥ t❡st ❝♦sts t♠❛✐♥ := Ln

(
1/3,

√
4a/3

)
✳ ❚❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❛♥❞✐✲

❞❛t❡s t♦ ❜❡ t❡st❡❞ ❜❡❢♦r❡ ✜♥❞✐♥❣ ♦♥❡ ✐♥ M2 ✐s

♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s =
#M2

n
. ✭✹✳✶✸✮

❚❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s ✇❤✐❝❤ s✉❝❝❡❡❞ t❤❡ ❛❞♠✐ss✐❜✐❧✐t② t❡st ✐s n/#M1✱ s♦

♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s =
#M2

#M1

. ✭✹✳✶✹✮

❚❤✉s✱ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ t✐♠❡ ❢♦r t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♦♥❡ ❡❧❡♠❡♥t ✐♥ M2 ✐s✿

t✐♠❡ (s❡❧❡❝t✐♦♥) =
n

#M2

t1 +
#M1

#M2

t♠❛✐♥, ✭✹✳✶✺✮

✇❤✐❝❤✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✸✳✶✱ ✐s ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜②✿

Ln

(
1

3
,
1− c
3a

+
c

3θa
+

√
4

3
θa

)1+o(1)

+ Ln

(
1

3
,
1− c
3a

+

√
4

3
a

)1+o(1)

. ✭✹✳✶✻✮

❋♦r ✜①❡❞ ✈❛❧✉❡s ♦❢ a ❛♥❞ c✱ ✇❡ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ t✐♠❡ ❜② s❡tt✐♥❣ θ =
(

c2

3a3

) 1
3
✳ ❚❤✐s

❧❡❛❞s t♦ ❛ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

Ln


1

3
,
1− c
3a

+ 3

(
c

9

) 1
3




1+o(1)

+ Ln

(
1

3
,
1− c
3a

+

√
4

3
a

)1+o(1)

. ✭✹✳✶✼✮

❋♦r ❛ ✜①❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ a✱ ✇❡ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❜② s❡tt✐♥❣ c =
( 4
3
a)

3
2

3
✳ ❲❡ ♦❜t❛✐♥

❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ a ✇❤✐❝❤ r❡❛❝❤❡s ✐ts ♠✐♥✐♠✉♠ ❢♦r a ≈ 0.7715✳ ■t ❣✐✈❡s c ≈ 0.348 ❛♥❞
θ ≈ 0.445✱ ✇❤✐❝❤ ✈❡r✐❢② t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ 0 < θ, c < 1✳ ❲❡ ✐♥s❡rt t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡s
✐♥ ✭✹✳✶✻✮ ❛♥❞ ♦❜t❛✐♥✿

t✐♠❡ (s❡❧❡❝t✐♦♥) = Ln

(
1

3
, 1.296

)1+o(1)

. ✭✹✳✶✽✮

❚❤✐s ✐♠♣r♦✈❡s ♦♥ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② Ln(1/3, 1.442)
1+o(1) ♦❢ t❤❡ ❞✐r❡❝t ❛♣♣r♦❛❝❤✳
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✹✳✹ ❚❤❡ ❛❞♠✐ss✐❜✐❧✐t② str❛t❡❣②

❊♥❝♦✉r❛❣❡❞ ❜② ♦✉r s✉❝❝❡ss ✇✐t❤ ♦♥❡ ❛❞♠✐ss✐❜✐❧✐t② t❡st✱ ✇❡ ❝❛♥ ✐♠❛❣✐♥❡ ❛ str❛t❡❣②
✇✐t❤ k ≥ 2 ❛❞♠✐ss✐❜✐❧✐t② t❡sts✱ t❛❦❡♥ ♦♥❡ ❛❢t❡r ❛♥♦t❤❡r✳ ▲❡t 0 < θ1 < · · · <
θk < 1 ❜❡ k ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❆❧s♦ ❧❡t 0 < c1, . . . , ck < 1 ❜❡ k ♣❛r❛♠❡t❡rs s✉❝❤ t❤❛t
c1 + · · ·+ ck ≤ 1✳ ❋♦r ❝♦♥✈❡♥✐❡♥❝❡ ✇❡ ♣✉t θ0 = 0✳ ❆ ♥❛t✉r❛❧ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❛❞♠✐ss✐❜✐❧✐t② ✐❞❡❛ ✐s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❋♦r h ∈ [1, k]✱ ✇❡ s❛② t❤❛t ❛ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ♥✉♠❜❡r m
s✉❝❝❡❡❞s t❤❡ ht❤ ❛❞♠✐ss✐❜✐❧✐t② t❡st ✐❢ ✐t ✐s (h− 1)t❤ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ❛♥❞ m ❤❛s ❛ ❞✐✈✐s♦r
mh ❧❛r❣❡r t❤❛t mch ❛❧❧ ♦❢ ✇❤♦s❡ ♣r✐♠❡ ❢❛❝t♦rs ❛r❡ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ [L(n)θh−1 , L(n)θh ]✳
❊❛❝❤ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ t❛❦❡s t❤❡ ✜rst ❛❞♠✐ss✐❜✐❧✐t② t❡st✳ ■❢ ✐t s✉❝❝❡❡❞s✱ ✐t ❣♦❡s ♦♥ t♦
t❤❡ ♥❡①t ❛❞♠✐ss✐❜✐❧✐t② t❡st✱ ✇❤❡r❡❛s ✐❢ ✐t ❢❛✐❧s ✇❡ ❞✐s❝❛r❞ ✐t ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♥❡①t
❝❛♥❞✐❞❛t❡✳

❲❡ ❛♥❛❧②③❡❞ t❤✐s str❛t❡❣② ✐♥ ♦✉r ▼❛st❡r ❚❤❡s✐s ✐♥ 2011✳ ❍❡r❡ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛
s❧✐❣❤t❧② ❞✐✛❡r❡♥t str❛t❡❣② ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❤❛✈❡ ❛ s✐♠♣❧❡r ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ ✇✐t❤♦✉t
♦❜t❛✐♥✐♥❣ ❛ ✇♦rs❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✳ P✉t ℓ(n) := Ln(1/2, 1)✳ ❋♦r ❛♥② h ✐♥ [1, k]✱ ✇❡ s❛②
t❤❛t ❛ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ✐s ht❤ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ✐❢ ✐t ❤❛s h ❢❛❝t♦rs m1✱ . . .✱ mh s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r
i ∈ [1, h]✱

mi ❜❡❧♦♥❣s t♦ Bi := Ψ
(
nciℓ(n), Lθi , Lθi−1

)
\Ψ
(
nci , Lθi , Lθi−1

)
. ✭✹✳✶✾✮

❲❡ ❝❛❧❧ Mh t❤❡ s❡t ♦❢ ht❤ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s ❛♥❞ M t❤❡ s❡t ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ Mk

✇❤✐❝❤ s✉❝❝❡❡❞ t❤❡ ♠❛✐♥ t❡st✱ ✐✳❡✳✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ L✲s♠♦♦t❤✳
❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡s✉❧t ❣❡♥❡r❛❧✐③❡s t❤❡♦r❡♠ ✹✳✸✳✶✳

❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✹✳✶✳ ▲❡t a > 0 ❜❡ ❛ r❡❛❧✳ ❋♦r ❛❧❧ n ✇❡ ♣✉t L(n) = Ln(2/3, a)✳ ❚❤❡♥✱
❢♦r M1✱ . . .✱ Mk ❛♥❞ M ❞❡✜♥❡❞ ❛❜♦✈❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡✿

✭✐✮ #M ≥ n · Ln

(
1/3, c1

3θ1a
+ · · ·+ ck

3θka
+ 1−(c1+···+ck)

3a

)−1+o(1)

❀

✭✐✐✮ ∀h ∈ [1, k],#Mh ≤ n · Ln

(
1/3, c1

3θ1a
+ · · ·+ ch

3θha

)−1+o(1)

✳

Pr♦♦❢✳ ✭✐✮ ❊✈❡r② ❡❧❡♠❡♥t m ♦❢ M ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s

m = m1 · · ·mkt

✇✐t❤ mi ∈ Bi ❛♥❞ t ∈ Ψ(n1−c1−···−ck , L, Lθk)✳ ❲❡ ♣✉t Bi = ψ(nciℓ(n), Lθi , Lθi−1)−
ψ(nci , Lθi , Lθi−1)✳ ❆s ❛ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ❢♦r t❤❡ s❡t ♦❢ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t ✇❤✐❝❤ ♦❝❝✉r ✐♥ ❡❧❡♠❡♥ts
m ♦❢ Mh ✇❡ ✉s❡ B := ψ(n1−c1−···−ck/ℓ(n)k, L, Lθk)✱ s♦ ♦♥❡ ❤❛s #M ≥ (

∏k
i=1Bi)B✳

❖♥❡ ❛❧s♦ ❤❛s

Bi = nciℓ(n)Psmooth(n
ciℓ(n), Lθi , Lθi−1)

(
1− ℓ(n)−1 Psmooth

(
nci , Lθi , Lθi−1

)

Psmooth

(
nciℓ(n), Lθi , Lθi−1

)
)
.

✭✹✳✷✵✮
❇② ❈♦r♦❧❧❛r② ✹✳✷✳✸✱ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ s♠♦♦t❤♥❡ss ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❡q✉❛❧ Ln(1/3,

ci
3aθi

)−1+o(1)✳
■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ✐♥ t❤❡ ♣❛r❡♥t❤❡s✐s ❡q✉❛❧s Ln(1/3, 1)

o(1)✱
✇❤✐❝❤ ✐s ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜② ℓ(n) = Ln(1/2, 1)✳ ❍❡♥❝❡ t❤❡ ♣❛r❡♥t❤❡s✐s ❡q✉❛❧s 1 + o(1)✳
❲❡ ♦❜t❛✐♥

Bi = nciℓ(n)Ln

(
1/3,

ci
3aθi

)−1+o(1)

. ✭✹✳✷✶✮
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❲❡ ✉s❡ ❛❣❛✐♥ ❈♦r♦❧❧❛r② ✹✳✷✳✸ ❛♥❞ ♦❜t❛✐♥ B = n1−c1−···−ck

ℓ(n)k
Ln(1/3,

1−(c1+···+ck)
3a

)1+o(1)✳
❚❤✐s ❝♦♠♣❧❡t❡s t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ✭✐✮✳

✭✐✐✮ ▲❡t N(n) ❜❡ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ n✱ t❤❛t ✇❡ s♣❡❝✐❢② ❧❛t❡r✳ ❊✈❡r②
❡❧❡♠❡♥t m ♦❢ Mh ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s m = m1 · · ·mhth ✇✐t❤ mi ✐♥ Bi✳ ❈♦♥s✐❞❡r
❛ t✉♣❧❡ ♦❢ ✐♥❞✐❝❡s j1✱. . .✱jh ✇✐t❤ ji ∈ [0, N − 1] ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ ❛❧❧
mi ∈ Bi

⋂
[nciℓ(n)ji/N , nciℓ(n)(ji+1)/N ]✳ ❲❡ ❤❛✈❡ Bi

⋂
[nciℓ(n)ji/N , nciℓ(n)(ji+1)/N ] ⊂

Ψ(nciℓ(n)(ji+1)/N , Lθi)✱ s♦

#Bi
⋂

[nciℓ(n)ji/N , nciℓ(n)(ji+1)/N ] ≤ ψ(nciℓ(n)(ji+1)/N , Lθi)

= nciℓ(n)(ji+1)/NPsmooth(n
ciℓ(n)(ji+1)/N , Lθi).

❉✉❡ t♦ ▲❡♠♠❛ ✹✳✷✳✶ t❤❡ s♠♦♦t❤♥❡ss ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❛❜♦✈❡ ❡q✉❛❧s Psmooth(n
ci , Lθi)1+o(1)✳

❙✐♥❝❡ th = m/
∏h

i=1mi✱ ✇❡ ❤❛✈❡

th ∈ [n1−c1−···ch/ℓ(n)(h+j1+···+jh)/N , n1−c1−···ch/ℓ(n)(j1+···+jh)/N ].

❍❡♥❝❡✱ ❢♦r ❡❛❝❤ t✉♣❧❡ (j1, . . . , jh) ✇❡ ❤❛✈❡

#{m ∈Mh | m = m1 · · ·mhth,mi ∈ Bi
⋂

[nciℓ(n)ji/N , nciℓ(n)(ji+1)/N ]} ≤

nℓ(n)h/N
h∏

i=1

Psmooth(n
ci , Lθi)1+o(1),

✇❤❡r❡ t❤❡ o(1) ❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ t✉♣❧❡ (j1, . . . , jh) ❛♥❞ ♦❢ N ✳
❲❤❡♥ ✇❡ s✉♠ t❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ❛❜♦✈❡ ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ Nh t✉♣❧❡s ✇❡ ♦❜t❛✐♥✿

#Mh ≤ (Nhℓ(n)h/N)n
h∏

i=1

Psmooth(n
ci , Lθi)1+o(1). ✭✹✳✷✷✮

❲❡ t❛❦❡ N = log n s♦ t❤❛t Nhℓ(n)h/N = L(1/3, 1)o(1)✳ ❇② ❈♦r♦❧❧❛r② ✹✳✷✳✸ ✇❡ ❝❛♥
❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ s♠♦♦t❤♥❡ss ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✷✷✮ ❛♥❞ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ r❡s✉❧t✳

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ℓ(n) tr✐❝❦ ❛❧❧♦✇❡❞ ✉s t♦ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ (i) ♣❛rt ♦❢ t❤❡
t❤❡♦r❡♠ ✇❤❡r❡❛s ♦♥❡ ❝❛♥ ✉s❡ t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦♦❢ ❢♦r ❛ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ✐♥ ♣❛rt (ii)✳

✹✳✺ ❇❡st ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥ t❤❡ ❛❞♠✐ss✐❜✐❧✐t② str❛t❡❣②

▲❡t ✉s ✜rst ♥♦t❡ t❤❛t✱ ❢♦r ❡❛❝❤ h✱ t❤❡ ht❤ ❛❞♠✐ss✐❜✐❧✐t② t❡st ❞♦♥❡ ✇✐t❤ ❊❈▼

t❛❦❡s t✐♠❡ th := Ln

(
1/3,

√
4aθh/3

)
✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ♠❛✐♥ t❡st t❛❦❡s t✐♠❡ t♠❛✐♥ :=

Ln

(
1/3,

√
4a/3

)
✳ ❋♦r ❝♦♥✈❡♥✐❡♥❝❡ ✇❡ ♣✉t M0 = [1, n]✳ ❚❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢

❝❛♥❞✐❞❛t❡s t❤❛t ♠✉st ❜❡ t❡st❡❞ ❜❡❢♦r❡ ✜♥❞✐♥❣ ♦♥❡ ✐♥ M ✐s ❛s ❢♦❧❧♦✇s

♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s = n/#M. ✭✹✳✷✸✮

❋♦r ❛♥② h ∈ [1, k]✱ t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s ✇❤✐❝❤ s✉❝❝❡❡❞ t❤❡ ht❤ ❛❞♠✐ss✐❜✐❧✐t②
t❡st ✐s #Mh/n✳ ❍❡♥❝❡ ✇❡ ❤❛✈❡

♥✉♠❜❡r ♦❢ ht❤ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s =
#Mh

#M
. ✭✹✳✷✹✮
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❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ t✐♠❡ t♦ ✜♥❞ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ M ✐s

t✐♠❡ (s❡❧❡❝t✐♦♥) =




k∑

h=1

#Mh−1

#M
th


+

#Mk

#M
t♠❛✐♥. ✭✹✳✷✺✮

❍❡♥❝❡ ✇❡ ❤❛✈❡ t✐♠❡(s❡❧❡❝t✐♦♥) = Ln

(
1
3
,max{f1, . . . , fk+1}

)1+o(1)
✱ ✇❤❡r❡

fi :=

(
ci

3θia
+ · · ·+ ck

3θka

)
+

1− (c1 + · · ·+ ck)

3a
+

√
4

3
θia, ✭✹✳✷✻✮

❢♦r i ∈ [1, k] ❛♥❞ fk+1 = 1−(c1+···+ck)
3a

+
√

4
3
a✳ ❲❡ ♣✉t θk+1 = 1 s✐♥❝❡ ✐t ✉♥✐✲

✜❡s t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ❢♦r fi ✇✐t❤ i ∈ [1, k] ❛♥❞ ❢♦r fk+1✳ ❋♦r ✜①❡❞ ✈❛❧✉❡s ♦❢
θi+1, . . . , θk+1, c1, . . . , ck✱ ✇❡ ♠✐♥✐♠✐③❡ fi ❜② ✐♠♣♦s✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡✲
t✇❡❡♥ ci ❛♥❞ θi✿

θi =

(
c2i
3a3

) 1
3

. ✭✹✳✷✼✮

❲❡ ❛❧s♦ ✐♠♣♦s❡ fi = fi+1 ❜② s❡tt✐♥❣

ci = 9

(
ω

3

)3

✇✐t❤ ω =

(
4

3
aθi+1

) 1
2

. ✭✹✳✷✽✮

❚❤✐s ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ✐♥ ♦r❞❡r ck✱ θk✱ ck−1✱ · · · ❛♥❞ t♦ ❡❧✐♠✐♥❛t❡ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s
ci ❛♥❞ θi ❢r♦♠ ❊q✉❛t✐♦♥ ✹✳✷✻✳ ❍❡♥❝❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ ❛♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐♥ a ❛❧♦♥❡✳

❋♦r ❡❛❝❤ k ∈ [0, 6] ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ a ❛♥❞ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞
✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs (c1, θ1, . . . , ck, θk)✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✷✽✮ ✐♠♣♦s❡s ❢♦r
t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ck ❛ ✈❛❧✉❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ k✳ ❙✐♠✐❧❛r❧② ❊q✉❛t✐♦♥s ✭✹✳✷✽✮
❛♥❞ ✭✹✳✷✼✮ ✐♠♣♦s❡ t❤❛t✱ ❢♦r ❡❛❝❤ i✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ci ✐♥ (c1, θ1, · · · , ck, θk) ❞❡♣❡♥❞s ♦♥
k − i r❛t❤❡r t❤❛♥ ♦♥ t❤❡ ♣❛✐r (k, i)✳

❲❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳✶ t❤❡ ❜❡st ✈❛❧✉❡s ❢♦r t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs a ❛♥❞ θi✱ ci ❢♦r
i ∈ [0, 6]✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❝❛s❡ k = 0✱ ✐✳❡✳✱ ✇✐t❤♦✉t ❛❞♠✐ss✐❜✐❧✐t② t❡st✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦
t❤❡ ❝❛s❡ st✉❞✐❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✳✶✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t ❛ s❡♥s✐❜❧❡ ❝❤♦✐❝❡ ✐s t♦
♠❛❦❡ ❛♥ ❛❞♠✐ss✐❜✐❧✐t② str❛t❡❣② s❡❧❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ 6 t❡sts✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

t✐♠❡(str❛t❡❣② s❡❧❡❝t✐♦♥) = Ln

(
1

3
, 1.232 . . .

)1+o(1)

. ✭✹✳✷✾✮

■♥ ♦r❞❡r t♦ ✉s❡ t❤❡ ❛♥s✇❡r ✇❡ ❣❛✈❡ t♦ Pr♦❜❧❡♠ ✹✳✶✳✶ ✇❡ r❡❝❛❧❧ t❤❛t ❊❈▼ ✐s
❛ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❤✐❝❤ t❡sts s♠♦♦t❤♥❡ss✳ ❙✐♥❝❡ ❡❛❝❤ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ t❛❦❡s ❛t
♠♦st 6 t❡sts ❛♥❞ ✐♥ ❛t ❧❡❛st 1/26 ❝❛s❡s ❛❧❧ t❤❡ ❛♥s✇❡rs ♦❢ ❊❈▼ ❛r❡ ❝♦rr❡❝t✱ ✇❡
❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t ❊❈▼ ♣❧❛②s t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ ❛ ❜❧❛❝❦ ❜♦① ❢♦r ♦✉r ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
r❡s✉❧t ❛ss✉♠❡s t❤❛t t❤❡ ❋❛❝t ✷✳✷✳✸ ❝❛♥ ❜❡ ♣r♦✈❡❞✳

❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✺✳✶✳ ❆ss✉♠❡ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❤✐❝❤ t❡sts t❤❡ B✲
s♠♦♦t❤♥❡ss ♦❢ ❛♥② ❡❧❡♠❡♥t ✐♥ [1, n] ✐♥ t✐♠❡ LB(1/2,

√
2)1+o(1)(log n)O(1)✱ ❤❛s ❛ 50%

♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❝♦rr❡❝t ❛♥s✇❡r ✐❢ t❤❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ✐s s♠♦♦t❤ ❛♥❞ ❛❧✇❛②s ❣✐✈❡s t❤❡ ❝♦rr❡❝t
❛♥s✇❡r ✇❤❡♥ t❤❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ✐s ♥♦t s♠♦♦t❤✳ ❚❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❤✐❝❤✱
❣✐✈❡♥ ❛ r❛♥❞♦♠❧② ❣❡♥❡r❛t❡❞ s❡q✉❡♥❝❡✱ ❝♦♠♣✉t❡s ❛ Ln(2/3, 0.811)✲s♠♦♦t❤ ❡❧❡♠❡♥t
♦❢ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ✐♥ Ln(1/3, 1.232)

1+o(1) ♦♣❡r❛t✐♦♥s✳
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k 0 1 2 3 4 5 6 7
a 0.693 0.771 0.799 0.808 0.811 0.811 0.811 0.811

t✐♠❡ 1.442 1.296 1.251 1.238 1.234 1.233 1.232 1.232

k − i 0 1 2 3 4 5 6
ci 0.367 0.109 0.032 0.010 0.003 0.001 ≈ 0.000
θi 0.444 0.198 0.088 0.039 0.017 0.008 0.003

❚❛❜❧❡ ✹✳✶✿ ❱❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs t❤❛t ♦❝❝✉r ✐♥ t❤❡ ❛❞♠✐ss✐❜✐❧✐t② str❛t❡❣②✳
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P❛rt ■■

❉✐s❝r❡t❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠s ✐♥ ✜♥✐t❡ ✜❡❧❞s

✺✺





❈❤❛♣t❡r ✺

❇❛s✐❝ ❞✐s❝r❡t❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠ ❛❧❣♦r✐t❤♠s

❚❤✐s ✜rst ❝❤❛♣t❡r ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt ✐s ❛ ✇❛r♠✲✉♣ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ♠♦r❡ ❝♦♠✲
♣❧✐❝❛t❡❞ t♦♣✐❝ ♦❢ ◆❋❙ ❛♥❞ ❋❋❙ t❤❛t ✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t ❝❤❛♣t❡rs✳
❲❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡ ❤❡r❡ ♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✇❤✐❝❤ ❞♦ ♥♦t r❡q✉✐r❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧
❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♦♥ ♥✉♠❜❡r ❛♥❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✜❡❧❞s✳ ❙♦♠❡ ❣❡♥❡r✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠s
❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❢♦r ✜♥✐t❡ ✜❡❧❞s ❛♥❞ ❛r❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥♦✇❛✲
❞❛②s ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛s ♣r❡r❡q✉✐s✐t❡s ✇❤✐❝❤ ❞r♦♣ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ t❡❝❤♥✐❝❛❧✐t✐❡s✳
❖✉r ✇✐s❤ ✐s t♦ ❣✐✈❡ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ✐❞❡❛s ❛❜♦✉t t❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♠♣❧❡①✐t✐❡s t❤❛t
✇❡ ❡♥❝♦✉♥t❡r✿ L(1/2, ·) ❢♦r ■♥❞❡① ❈❛❧❝✉❧✉s ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛♥❞ L(1/3, ·) ❢♦r
♠♦❞❡r♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ t❤❛t ✇❡ ✐❧❧✉str❛t❡ ✇✐t❤ ❏♦✉①✲▲❡r❝✐❡r✬s ✏t✇♦ r❛t✐♦♥❛❧
s✐❞❡ ❋❋❙✑✳
❲❡ ♦r❣❛♥✐③❡ t❤❡ ❝❤❛♣t❡r ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❆❢t❡r ♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❣❡♥❡r✐❝ ❛❧✲
❣♦r✐t❤♠s✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ■♥❞❡① ❈❛❧❝✉❧✉s✱ t❤❡ ✜rst s✉❜✲❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠ ❢♦r ✜♥✐t❡ ✜❡❧❞s✳ ■t ❤❛s ❛ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ L(1/2, ·) ❛♥❞ ✐♥tr♦❞✉❝❡s
t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❧✐♥❡s ♦❢ ❛❧❧ s✐❡✈✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❚❤❡♥ ✇❡ s❤♦✇ ❤♦✇✱ ❜② ✉s✐♥❣
t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ❜❡t✇❡❡♥ ♥✉♠❜❡rs ❛♥❞ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s✱ ■♥❞❡① ❈❛❧❝✉❧✉s ❝❛♥ ❜❡
tr❛♥s❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ✜♥✐t❡ ✜❡❧❞s ♦❢ s♠❛❧❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝✳ ❲❡ ❝♦♥✲
❝❧✉❞❡ t❤❡ ❝❤❛♣t❡r ❜② ♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡①✐t② L(1/3, ·)✳

✺✳✶ ●❡♥❡r✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r ❞✐s❝r❡t❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠

●✐✈❡♥ t✇♦ ❡❧❡♠❡♥ts t ❛♥❞ s ♦❢ ❛ ❝②❝❧✐❝ ❣r♦✉♣ G s✉❝❤ t❤❛t t ✐s ❛ ❣❡♥❡r❛t♦r✱ t❤❡ ❉✐s✲
❝r❡t❡ ▲♦❣❛r✐t❤♠ Pr♦❜❧❡♠ ✭❉▲P✮ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡
✐♥t❡❣❡r x s✉❝❤ t❤❛t

tx = s. ✭✺✳✶✮

❲❡ ❞❡♥♦t❡ x ❜② logt s ❛♥❞ ♥♦t❡ t❤❛t ✐❢ t′ ✐s ❛ s❡❝♦♥❞ ❣❡♥❡r❛t♦r t❤❡♥ logt(s) =
logt′(s) logt(t

′) mod #G✳ ❙♦♠❡ ❛✉t❤♦rs ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❉▲P ❛s t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❊q✉❛✲
t✐♦♥ ✭✺✳✶✮ ❢♦r ❛r❜✐tr❛r② ✈❛❧✉❡s ♦❢ t ❛♥❞ s s♦ t❤❛t t❤❡r❡ ♠✐❣❤t ♦r ♠✐❣❤t ♥♦t ❡①✐st
❛ s♦❧✉t✐♦♥✳ ■♥ ❝r②♣t♦❣r❛♣❤② t❤❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠ ❣r♦✉♣ ✐s
❛ss✉♠❡❞ ❦♥♦✇♥ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛ ❣❡♥❡r❛t♦r✳ ■♥ t❤✐s ✇♦r❦ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ✇❡ ❦♥♦✇
t❤❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐t② ❛♥❞ t❤❛t ✇❡ ❦♥♦✇ ✐ts ❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥✱ ❡①❝❡♣t ♠❛②❜❡ ❢♦r s♦♠❡ ✈❡r②
❧❛r❣❡ ❢❛❝t♦rs✳ ❋♦r s✐♠♣❧✐❝✐t② ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ❣❡♥❡r❛t♦r t ♦❢ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡
❧♦❣❛r✐t❤♠ ❣r♦✉♣✱ ❜✉t t❤✐s ✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r② ❢♦r t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳

✺✼
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P♦❤❧✐❣✲❍❡❧❧♠❛♥ ❆♥ ❡❛s② ❜✉t ✐♠♣♦rt❛♥t r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐s t❤❛t✱ ✐❢ ♦♥❡ ❤❛s ❛ ❜❧❛❝❦
❜♦① ✇❤✐❝❤ s♦❧✈❡s t❤❡ ❉▲P ✐♥ ❝②❝❧✐❝ ❣r♦✉♣s ♦❢ ♣r✐♠❡ ♦r❞❡r✱ t❤❡♥ ♦♥❡ ❝❛♥ s♦❧✈❡ ✐t ✐♥
❛♥② ❣r♦✉♣ ❜② t❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ♦❢ P♦❤❧✐❣ ❛♥❞ ❍❡❧❧♠❛♥ ❬P❍✼✽❪✳ ■♥❞❡❡❞✱ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t
t❤❡ ❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ #G ✐s ❦♥♦✇♥✿ #G =

∏k
i=1 p

ei
i ❢♦r ♣r✐♠❡ ♥✉♠❜❡rs p1, . . . , pk ❛♥❞

❡①♣♦♥❡♥ts e1, . . . , ek✳ ■❢ ♦♥❡ ❝♦♠♣✉t❡s✱ ❢♦r ❡❛❝❤ i ❛ ✈❛❧✉❡ xi s✉❝❤ t❤❛t
(
t#G/p

ei
i

)xi

=

s#G/p
ei
i ✱ t❤❡♥ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥s x ❜② t❤❡ ❈❤✐♥❡s❡ ❘❡♠❛✐♥❞❡r ❚❤❡♦r❡♠✳ ❍❡♥❝❡ ✇❡ r❡❞✉❝❡❞

t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ t♦ t❤❡ ❝❛s❡ #G = pe✳ ❈❛❧❧ a0, . . . , ae−1 t❤❡ ❞✐❣✐ts ♦❢ t❤❡ ❜❛s❡✲p
❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ logt s✿ logt s = a0 + · · ·+ ae−1p

e−1 ✇✐t❤ a0, . . . , ape−1 ✐♥ [0, p− 1]✳ ❲❡
❝♦♠♣✉t❡ a0✱ . . .✱ ae−1 ❜② ❛ s❡r✐❡s ♦❢ ❉▲P ✐♥st❛♥❝❡s ✐♥ ❣r♦✉♣s ♦❢ ♣r✐♠❡ ♦r❞❡r✱ ❛s
❢♦❧❧♦✇s✳ ❖♥❡ ❤❛s

sp
e−1

= ta0p
e−1

,

❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ a0 = logt0 s0 ❢♦r t0 = tp
e−1

❛♥❞ s0 = sp
e−1

✳ ❙✐♥❝❡ t0 ❛♥❞ s0 ❜❡❧♦♥❣ t♦
❛ s✉❜❣r♦✉♣ ♦❢ ♦r❞❡r p✱ ✇❡ r❡❞✉❝❡❞ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ a0 t♦ t❤❛t ♦❢ s♦❧✈✐♥❣ ❉▲P
✐♥ ❛ ❣r♦✉♣ ♦❢ ♣r✐♠❡ ♦r❞❡r✳ ❘❡❝✉rs✐✈❡❧②✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♠♣✉t❡ a1 + a2p+ · · ·+ ae−1p

e−2

❛s t❤❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠ ♦❢ (t−a0s)p ✐♥ ❜❛s❡ tp✳

❇❛❜②✲st❡♣ ❣✐❛♥t✲st❡♣ ❙❤❛♥❦s ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ♠❡t❤♦❞ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ❉▲P ✐♥ ❛♥② ❝②❝❧✐❝
❣r♦✉♣ G ✐♥ O(

√
#G) ♦♣❡r❛t✐♦♥s✳ ▲❡t t ❜❡ ❛ ❣❡♥❡r❛t♦r ♦❢ G ❛♥❞ s ❛♥② ❡❧❡♠❡♥t ♦❢

G❀ t❤❡♥ ♣✉t n = ⌈
√
#G⌉✳ ❲❡ ♠❛❦❡ t✇♦ t❛❜❧❡s st♦r✐♥❣ (i, tin) ❢♦r i ∈ [0, n] ❛♥❞

(j, st−j) ❢♦r j ∈ [0, n]✳ ◆♦t❡ t❤❛t✱ ✐❢ ♦♥❡ ✜♥❞s i ❛♥❞ j s✉❝❤ t❤❛t tin = st−j✱ t❤❡♥
♦♥❡ ♦❜t❛✐♥s logt s = in + j✳ ❍❡♥❝❡✱ ❛❧❧ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ❞♦ ✐s t♦ ✜♥❞ ❛ ♠❛t❝❤ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ t✇♦ t❛❜❧❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ✐♥ Õ(

√
#G) ♦♣❡r❛t✐♦♥s✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ♦♥❡ ❝❛♥

✉s❡ ❤❛s❤✲t❛❜❧❡s ❛♥❞ ❤❛✈❡ ❛ t✐♠❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦
√
#G✳

P♦❧❧❛r❞✬s r❤♦ ❙❤❛♥❦✬s ♠❡t❤♦❞ ✇❛s ❧❛t❡r ♦✈❡r♣❛ss❡❞ ❜② P♦❧❧❛r❞✬s r❤♦ ♠❡t❤♦❞
✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❜✉t ✇✐t❤ ♥♦ ♠❡♠♦r② ✉s❛❣❡ ✭s❡❡ ❬P♦❧✼✽❪✮✳ ■t st❛rts
❜② ❝❤♦♦s✐♥❣ t✇♦ ♠❛♣s f, g : [0,#G − 1] → [0;#G − 1] ✇❤✐❝❤ ❧♦♦❦ r❛♥❞♦♠✳ ❋♦r
❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ ♦♥❡ ❝❛♥ ✉s❡ x 7→ (x2+c mod #G) ✇❤❡r❡ c ✐s ❛ r❛♥❞♦♠❧② ❝❤♦s❡♥
❝♦♥st❛♥t ❬❚❡s✵✶❪✳ ❚❤❡♥ ♦♥❡ ❝♦♠♣✉t❡s t✇♦ s❡q✉❡♥❝❡s ai ❛♥❞ bi ❣✐✈❡♥ ❜② ai+1 = f(ai)
❛♥❞ bi+1 = g(bi)✳ ❆t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ ♦♥❡ ❝♦♠♣✉t❡s s❡q✉❡♥❝❡s a2i = f

(
f(a2i−2)

)
❛♥❞

b2i = g
(
g(b2i−2)

)
✳ ●✐✈❡♥ ai ❛♥❞ bi ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♠♣✉t❡ ✐♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡ xi ❞❡✜♥❡❞

❛s ❢♦❧❧♦✇s
xi = taisbi . ✭✺✳✷✮

❚❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ x0✱ x1✱ . . . ✐s t❤❡ ♦r❜✐t ♦❢ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t ❜② ❛ r❛♥❞♦♠ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ♦❢ G✳
❚❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ s❡q✉❡♥❝❡s ❞❡s❝r✐❜❡ ρ✲s❤❛♣❡❞ ♦r❜✐ts✿ ❛❢t❡r ❛ ✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ st❡♣s✕t❤❡
s♦✲❝❛❧❧❡❞ t❛✐❧✕✱ t❤❡② ❧♦♦♣ ♦♥ ❛ ❝✐r❝❧❡ ❛s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✳ ❯s✐♥❣ s✐♠✐❧❛r ✐❞❡❛s ❛s t❤❡
❇✐rt❤❞❛② ♣❛r❛❞♦① t❤❡♦r❡♠ ♦♥❡ ❝❛♥ ❡①♣❡❝t t❤❛t t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ ❛♥ ♦r❜✐t ♦❢
t❤✐s ❦✐♥❞ ✐s O(

√
#G)✳ ■❢ ✇❡ ❝❛❧❧ T t❤✐s ♣❡r✐♦❞✱ ✇❤❡♥ i ✐s ❛ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♦❢ T ❧❛r❣❡r

t❤❛♥ t❤❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ t❛✐❧ ✇❡ ❤❛✈❡ x2i = xi ♦r ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧②

taisbi = ta2isb2i . ✭✺✳✸✮

❲✐t❤ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ 1 − o(1) ✇❡ ❤❛✈❡ bi 6= b2i✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ❞✐r❡❝t❧② ♦❜t❛✐♥ logt s =
(a2i − ai)(bi − b2i)−1 mod #G✳
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①✺

①✻

①✼①✽

①✹

①✸

①✷

①✶

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✿ ❚②♣✐❝❛❧ ♦r❜✐t ♦❢ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t ❜② ❛ r❛♥❞♦♠ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥✳

❈♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ✐♥ ❝r②♣t♦❣r❛♣❤② ❉✉❡ t♦ P♦❤❧✐❣✲❍❡❧❧♠❛♥✬s ♠❡t❤♦❞ t❤❡ ❣r♦✉♣s
✇❤♦s❡ ♦r❞❡rs ❛r❡ s♠♦♦t❤ ❛r❡ ❢♦r❜✐❞❞❡♥ ❢♦r ❉▲P✲❜❛s❡❞ ❝r②♣t♦✲s②st❡♠s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡
✐❢ ♦♥❡ s❡❛r❝❤❡s ❛ ♣r✐♠❡ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❉▲P ✐♥ F∗

p ✐s s❡❝✉r❡✱ ♦♥❡ ✇✐❧❧ ❝❤❡❝❦ t❤❛t p−1
❤❛s ❛ ❧❛r❣❡ ♣r✐♠❡ ❢❛❝t♦r π✳ ■❢ π ✐s ❧❛r❣❡r t❤❛♥

√
p ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t π2 ❝❛♥♥♦t ❞✐✈✐❞❡

p− 1✳ ■♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ❛❧❧ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠s ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ♠♦❞✉❧♦ s✉❝❤ ♣r✐♠❡s
π✳ ❆❧s♦✱ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t❤❛t t ✐s ❛ ❣❡♥❡r❛t♦r ✐s r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t❤❛t t❤❡
♦r❞❡r ♦❢ t ✐s ❛ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♦❢ π✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛♣♣❡♥s ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② 1− 1/π✳

❉✉❡ t♦ P♦❧❧❛r❞✬s r❤♦ ♠❡t❤♦❞✱ ✐❢ ♦♥❡ ❞❡s✐r❡s ❛ s❡❝✉r✐t② ♦❢ 2128 ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♦♣✲
❡r❛t✐♦♥s✱ ♦♥❡ ♠✉st ✉s❡ ❛ ❣r♦✉♣ ♦❢ ❛t ❧❡❛st 2256 ❡❧❡♠❡♥ts✳ ❆s P♦❧❧❛r❞✬s r❤♦ ✐s t❤❡
st❛t❡✲♦❢✲❛rt ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❣❡♥❡r✐❝ ❡❧❧✐♣t✐❝ ❝✉r✈❡s✱ ✐t ✐s ❛♥ ❛❝t✐✈❡ r❡s❡❛r❝❤ t♦♣✐❝ t♦
r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❝♦♥st❛♥t ❤✐❞❞❡♥ ✐♥ t❤❡ O() ❬❚❡s✵✶❪✳❬●P❘✶✸❪✱❬❇▲✶✷❪✳

✺✳✷ ■♥❞❡① ❈❛❧❝✉❧✉s

✺✳✷✳✶ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠

▼❛♥② ❉▲P ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❦♥♦✇♥ t♦❞❛② s❤❛r❡ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❧✐♥❡s ♦❢ ■♥❞❡① ❈❛❧❝✉❧✉s✳
●✐✈❡♥ ❛ ♣r✐♠❡ p✱ ■♥❞❡① ❈❛❧❝✉❧✉s st❛rts ❜② ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠ ♦❢
s♠❛❧❧ ♣r✐♠❡s✱ s❡❡♥ ❛s ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ F∗

p❀ t❤✐s ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ♠❛✐♥ ♣❤❛s❡✳
■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❝❛❧❧❡❞ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❧♦❣❛r✐t❤♠✱ ♦♥❡ ❝♦♠♣✉t❡s ❛♥②
❧♦❣❛r✐t❤♠ logt s ❜② ❡①♣r❡ss✐♥❣ ✐t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠s ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ t❤❡
✜rst ♣❛rt✳

▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ❧❡t p ❜❡ ❛ ♣r✐♠❡ ❛♥❞ ❧❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ♣r✐♠❡ ❞✐✈✐s♦r π ♦❢ p− 1✳
▲❡t t ❜❡ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ ♦r❞❡r π ✐♥ F∗

p ❛♥❞ s ❛♥ ♦t❤❡r ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ (Z/pZ)∗ ✇❤♦s❡
❞✐s❝r❡t❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠ ✐s s♦✉❣❤t✳ ❲❡ ❝❤♦♦s❡ B t♦ ❜❡ t❤❡ ❝❧♦s❡st ✐♥t❡❣❡r t♦ Lp(1/2, β)
❢♦r ❛ ❝♦♥st❛♥t β s♣❡❝✐✜❡❞ ❧❛t❡r✳ ❲❡ ❝❛❧❧ ❢❛❝t♦r ❜❛s❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ♣r✐♠❡s ❧❡ss t❤❛♥ B✿
F(B) = {q ♣r✐♠❡ | q < B, q 6= t}✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ♣❤❛s❡ ❣♦❡s ❛s ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺✳✶✳

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ s♠♦♦t❤♥❡ss t❡st ✐♥ ❧✐♥❡ 4. ❛♥❞ t❤❡ ❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ❧✐♥❡ 10. ❛r❡
❞♦♥❡ ✉s✐♥❣ ❊❈▼✳ ❍❡♥❝❡✱ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ ♦♥❡ ❝❛♥ st♦r❡ t❤❡ ❢❛❝t♦rs ❢♦✉♥❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡
s♠♦♦t❤♥❡ss t❡st✳
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❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺✳✶ ■♥❞❡① ❈❛❧❝✉❧✉s✿ ♠❛✐♥ ♣❤❛s❡
■♥♣✉t✿ ❛ ♣r✐♠❡ p✱ ❛ ♣r✐♠❡ ❞✐✈✐s♦r π ✇✐t❤ valπ(p− 1) = 1 ❛♥❞ t ∈ F∗

p ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t
❛ πt❤ ♣♦✇❡r

❖✉t♣✉t✿ {logt q mod π | q ∈ F(B)}
✶✿ r❡❧❛t✐♦♥s←❡♠♣t② ❧✐st
✷✿ ✇❤✐❧❡ ★r❡❧❛t✐♦♥s ❁ B ❞♦
✸✿ h← r❛♥❞♦♠

(
[1, p− 2]

)

✹✿ ✐❢ (th mod p) ✐s B✲s♠♦♦t❤ t❤❡♥
✺✿ r❡❧❛t✐♦♥s←r❡❧❛t✐♦♥s

⋃
{h}

✻✿ ❡♥❞ ✐❢
✼✿ ❡♥❞ ✇❤✐❧❡
✽✿ ▼←❡♠♣t② ♠❛tr✐①
✾✿ ❢♦r h ✐♥ r❡❧❛t✐♦♥s ❞♦

✶✵✿ ❋❛❝t♦r (th mod p) =
∏

q∈F(B) q
v(h,q)✳

✶✶✿ ❆❞❞ t♦ M t❤❡ r♦✇ [−h, v(h, 2), . . . , v(h, q), . . .] ✇✐t❤ ❛ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ❢♦r ❡❛❝❤
q ∈ F(B)✳

✶✷✿ ❡♥❞ ❢♦r
✶✸✿ ❋✐♥❞ ❛ ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ B × (#F(B) + 1) s②st❡♠ Mu = 0 ♦✈❡r Fπ

✶✹✿ ❙❝❛❧❡ u s♦ t❤❛t t❤❡ ✜rst ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ✐s 1
✶✺✿ ❖✉t♣✉t u

✺✳✷✳✷ ❆♥❛❧②s✐s

▲❡t ✉s ❡①♣❧❛✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺✳✶✳ ■♥ ❧✐♥❡s 2. − 7. ♦♥❡ ❝♦❧❧❡❝ts B s♠♦♦t❤ r❡❧❛t✐♦♥s✳
❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛♥ ✐♥t❡❣❡r h✳ ❲❤❡♥ t❛❦✐♥❣ ❧♦❣❛r✐t❤♠s ✐♥
❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ❜❛s❡ t0 ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥s

h logt0(t) ≡
∑

q∈F(B)

v(h, q) logt0(q) mod π. ✭✺✳✹✮

❍❡♥❝❡ t❤❡ ♠❛tr✐① ❝♦♥str✉❝t❡❞ ✐♥ ❧✐♥❡s 8.−12. ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s s②st❡♠
✇❤♦s❡ ✉♥❦♥♦✇♥s ❛r❡ logt0(q) ✇✐t❤ q ∈ F(B) ♣❧✉s ❛♥ ✉♥❦♥♦✇♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦
logt0 t✳

❚❤❡ ♠❛tr✐① M ❤❛s B r♦✇s ❛♥❞ π(B) + 1 ❝♦❧✉♠♥s✳ ■t ❤❛s t❤❡r❡❢♦r❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛✲
t✐✈❡❧② logB t✐♠❡s ♠♦r❡ r♦✇s t❤❛♥ ❝♦❧✉♠♥s✳ ❆ ❝♦♠♠♦♥ ❤❡✉r✐st✐❝ ✐s t♦ ❛ss✉♠❡ t❤❛t✱
✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② 1 − o(1)✱ t❤❡ r❛♥❦ ♦❢ M ❤❛s ✐ts ♠❛①✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ❝♦❧✉♠♥s ♠✐♥✉s 1✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ s②st❡♠ s♦❧✈❡❞ ✐♥ ❧✐♥❡ 13. ❤❛s ❛ s♦❧✉t✐♦♥ s♣❛❝❡ ♦❢
❞✐♠❡♥s✐♦♥ 1✳ ❊❛❝❤ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠s ♦❢ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts
✐♥ t❤❡ ❢❛❝t♦r ❜❛s❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛ ❣❡♥❡r❛t♦r t0✳ ❚❤❡ r❡s❝❛❧✐♥❣ ✐♥ ❧✐♥❡ 14. ❝❤♦♦s❡s
t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠s ✐♥ ❜❛s❡ t✳

❋♦r t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❛♥❛❧②s✐s✱ r❡❝❛❧❧ t❤❛t ♦♥❡ ❝❛♥ s♦❧✈❡ ❛ B×B ❧✐♥❡❛r s②st❡♠ ♦✈❡r
❛ ✜❡❧❞ Fπ ✐♥ O(B3) ✜❡❧❞ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✉s✐♥❣ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✳ ❚❤✐s
✐s ❡♥♦✉❣❤ t♦ s❤♦✇ t❤❛t ■♥❞❡① ❈❛❧❝✉❧✉s ❤❛s ❛ s✉❜✲❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✳ ❆ ❜❡tt❡r
❝♦♠♣❧❡①✐t② ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ♠❛tr✐①M ✐s s♣❛rs❡✳ ■♥❞❡❡❞✱
❡❛❝❤ ♥✉♠❜❡r (th mod p) ✐s ❧❡ss t❤❛♥ p✱ s♦

∑
q∈F(B) v(h, q) ≤ log2 p✳ ❍❡♥❝❡✱ M ❤❛s

❛t ♠♦st log2 p ♥♦♥✲③❡r♦ ❡♥tr✐❡s ♣❡r ❧✐♥❡✳ ❚❤❡ ❲✐❡❞❡♠❛♥♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥
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❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✸✳✹✱ s♦❧✈❡s t❤❡ s②st❡♠Mu = 0 ✐♥ O(B2λ) ♦♣❡r❛t✐♦♥s✱ ✇❤❡r❡ B ✐s t❤❡ s✐③❡
♦❢ M ❛♥❞ λ ✐s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦♥③❡r♦ ❡♥tr✐❡s ♣❡r r♦✇✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ❧✐♥❡❛r
❛❧❣❡❜r❛ st❡♣ ✐♥ ❧✐♥❡ 13. ❤❛s ❛ ❝♦st ♦❢ B2+o(1) ♦♣❡r❛t✐♦♥s✳

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❧✐♥❡s 9. − 12. ❤❛✈❡ ❛ ❝♦st ♦❢ B1+o(1) ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✭s❡❡ ❈❤❛♣t❡r ✷
❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❊❈▼✮✱ ❜❡✐♥❣ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❛❧❣❡❜r❛
st❛❣❡✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ✐♥ ❧✐♥❡s 2.− 7. ❤❛s ❛ ❝♦st ♦❢ B/Psmooth(p,B)
♦♣❡r❛t✐♦♥s✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❈♦r♦❧❧❛r② ✶✳✷✳✶✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

t✐♠❡✭r❡❧❛t✐♦♥ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥✮ = Lp

(
1/2, β

)
Lp

(
1/2,

1

2β

)1+o(1)

. ✭✺✳✺✮

❲❡ ♦♣t✐♠✐③❡ t❤❡ t✐♠❡ ❜② ❡q✉❛❧✐③✐♥❣ t❤❡ t✐♠❡ ♦❢ ❧✐♥❡❛r ❛❧❣❡❜r❛ ❛♥❞ ♦❢ r❡❧❛t✐♦♥
❝♦❧❧❡❝t✐♦♥✱ s♦ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡

2β = β +
1

2β
. ✭✺✳✻✮

❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s β = 1/
√
2 ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ♣❤❛s❡ ✐s ❛s ❢♦❧❧♦✇s

t✐♠❡✭♠❛✐♥ ♣❤❛s❡✮ = Lp

(
1/2,
√
2
)1+o(1)

. ✭✺✳✼✮

✺✳✷✳✸ ■♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❧♦❣❛r✐t❤♠ st❛❣❡

❚❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ♠❛✐♥ ♣❤❛s❡ ❛❧❧♦✇ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡
❧♦❣❛r✐t❤♠ ♦❢ ❛♥② B✲s♠♦♦t❤ ❡❧❡♠❡♥t s✳ ❲❤❡♥ s ✐s ♥♦t s♠♦♦t❤ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡
✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺✳✷✳

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺✳✷ ■♥❞❡① ❈❛❧❝✉❧✉s✿ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❧♦❣❛r✐t❤♠
■♥♣✉t✿ {logt q mod π | q ∈ F(B)} ❛♥❞ s ∈ F∗

p

❖✉t♣✉t✿ logt s mod π
✶✿ r❡♣❡❛t
✷✿ ❤←❘❛♥❞♦♠

(
[1, p− 2]

)

✸✿ ✉♥t✐❧ (ths mod p) ✐s B✲s♠♦♦t❤
✹✿ ❋❛❝t♦r (ths mod p) =

∏
q∈F(B) q

w(h,q)

✺✿ ❖✉t♣✉t −h+
∑

q∈F(B)w(h, q) logt q✳

❆s t❤❡ ❝♦rr❡❝t♥❡ss r❡q✉✐r❡s ♥♦ ❢✉rt❤❡r ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❝❛♥ ♣❛ss ❞✐r❡❝t❧② t♦ t❤❡
❝♦♠♣❧❡①✐t②✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ s✉❝❝❡ss ♦❢ ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ❧♦♦♣ ❡q✉❛❧s
t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t ❛ r❛♥❞♦♠ ✐♥t❡❣❡r ❧❡ss t❤❛♥ p ✐s B✲s♠♦♦t❤✳ ❍❡♥❝❡ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧♦♦♣s ✐s 1/Psmooth(p,B)✳ ❲✐t❤ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ B t❤❛t ✇❡ s❡t ✐♥ t❤❡ ♠❛✐♥
♣❤❛s❡✱ B = Lp(1/2,

√
2)✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

t✐♠❡✭✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❧♦❣❛r✐t❤♠✮ = Lp

(
1/2,

√
2

2

)1+o(1)

. ✭✺✳✽✮

❲❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t t❤❡ ■♥❞❡① ❈❛❧❝✉❧✉s ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❡q✉❛❧s t❤❛t ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ♣❤❛s❡✿

t✐♠❡✭■♥❞❡① ❈❛❧❝✉❧✉s✮ = Lp

(
1/2,
√
2
)1+o(1)

. ✭✺✳✾✮
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✺✳✸ ■♥❞❡① ❈❛❧❝✉❧✉s ✐♥ s♠❛❧❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝

■♥❞❡① ❈❛❧❝✉❧✉s ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛♥② ✜♥✐t❡ ✜❡❧❞ Fqk ✱ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠s ♦❢ ❝♦st Lqk(1/2, ·) ✭s❡❡ ❬❆❉✾✸❪✮✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ s❤♦✇ ❤❡r❡ t❤❛t ✐t ✐s ❡❛s②
t♦ tr❛♥s❧❛t❡ ■♥❞❡① ❈❛❧❝✉❧✉s t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ✜♥✐t❡ ✜❡❧❞s ♦❢ s♠❛❧❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝✳

■♥❞❡❡❞✱ ❧❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❉▲P ✐♥ ❛ ✜♥✐t❡ ✜❡❧❞ Fqk ✇❤♦s❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❛r❡ r❡♣✲
r❡s❡♥t❡❞ ❛s ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ Fq[X]/〈ϕ〉 ❢♦r ❛♥ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ϕ✳ ❲❡ ❝❛❧❧
✜❡❧❞s ♦❢ s♠❛❧❧ ❝❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❢♦r ■♥❞❡① ❈❛❧❝✉❧✉s t❤♦s❡ ❢♦r ✇❤✐❝❤ q ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥
Lqk(1/2, 1/

√
2)✳ ❖♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ♦❢ ❞✐s❝r❡t❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠s ✐♥ F∗

q

❛r❡ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ s✐♥❝❡ q ✐s s♠❛❧❧ ✇❡ ❝❛♥ ✜♥❡❧② t✉♥❡ t❤❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐t②
♦❢ t❤❡ ❢❛❝t♦r ❜❛s❡ ❜② ❝❤❛♥❣✐♥❣ ✐ts ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡❣r❡❡✳ ❚❤❡ ■♥❞❡① ❈❛❧❝✉❧✉s ❛❧❣♦r✐t❤♠
❝❛♥ ❜❡ tr❛♥s❧❛t❡❞ ✇✐t❤ ♥♦ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥✱ ✐❢ ♦♥❡ ♠❛❦❡s ϕ ♣❧❛② t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ p✳ ■♥❞❡❡❞✱
✇❡ ❝❛❧❧ x ❛ r♦♦t ♦❢ ϕ ✐♥ Fqk ✳ ❚❤❡ ❢❛❝t♦r ❜❛s❡ ❝♦♥s✐sts ✐♥ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ Fqk ✇❤✐❝❤
❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ✐♥ x ♦❢ ❞❡❣r❡❡ ❧❡ss t❤❛♥ ❛ ❝♦♥st❛♥t β✿

F(β) =
{
ℓ(x) ∈ Fq[X] | ℓ ✐s ♠♦♥✐❝ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ❛♥❞ deg ℓ ≤ β

}
⊂ F∗

qk . ✭✺✳✶✵✮

▲❡t t ❜❡ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐♥ Fq[X] s✉❝❤ t❤❛t t(x) ❣❡♥❡r❛t❡s (Fq[X]/〈ϕ〉)∗✳ ❖♥❡ ❝♦❧❧❡❝ts
✐♥t❡❣❡rs h s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ th mod ϕ ✐s β✲s♠♦♦t❤✳ ❚❤❡♥ ♦♥❡ s♦❧✈❡s ❛ s♣❛rs❡
❧✐♥❡❛r s②st❡♠ ❛♥❞ ♦❜t❛✐♥s t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠s ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ F(β)✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡
✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❧♦❣❛r✐t❤♠ st❛❣❡ r❡♣❧✐❝❛t❡s ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺✳✷✳

❚❤❡♦r❡♠ ✶✳✸✳✶ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❤❛s ❛ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ Lqk(1/2,
√
2)1+o(1)✱

✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❝♦st ♦❢ ■♥❞❡① ❈❛❧❝✉❧✉s✳
◆♦t❡ t❤♦✉❣❤ ♦♥❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ■♥❞❡① ❈❛❧❝✉❧✉s ✐♥ ♣r✐♠❡ ✜❡❧❞s ❛♥❞ r❡s♣❡❝✲

t✐✈❡❧② ✜❡❧❞s ♦❢ s♠❛❧❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝✳ ▲❡t ✉s ❛ss✉♠❡ t❤❛t q ✐s s♠❛❧❧ ❡♥♦✉❣❤ s♦ t❤❛t
♦♥❡ ❝❛♥ ✉s❡ P♦❧❧❛r❞✬s r❤♦ ♠❡t❤♦❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ logt s mod (q − 1)✳ ◆❡①t✱ ❧❡t π
❜❡ ❛ ♣r✐♠❡ ❞✐✈✐s♦r ♦❢ qn−1

q−1
✱ ❝♦♣r✐♠❡ t♦ (q − 1)✳ ▲❡t h ∈ [1, π − 1] ❜❡ s✉❝❤ t❤❛t

P (X) := th mod ϕ(X) ✐s β✲s♠♦♦t❤✳ ❲❡ ❢❛❝t♦r P (X) = a
∏m

i=1 pi(X) ✇✐t❤ a ∈ F∗
q

❛♥❞ pi ✐♥ t❤❡ ❢❛❝t♦r ❜❛s❡ ✭♠♦♥✐❝✮✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

h = logt(t
h) ≡ logt a+

m∑

i=1

logt(pi(x)) mod π. ✭✺✳✶✶✮

❙✐♥❝❡ a ∈ F∗
q ✇❡ ❤❛✈❡ a

q−1 = 1✱ ❤❡♥❝❡ (q−1) logt a ≡ 0 mod π✱ s♦ logt a ≡ 0 mod π✳
❚❤✐s ❜r✐♥❣s ✉s t♦ ❡r❛s❡ logt a ❢r♦♠ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✶✶✮✱ s♦ t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ♣r♦❝❡❡❞ ❛s ✐♥
t❤❡ ♣r✐♠❡ ❝❛s❡✳ ❲❡ t❛❝✐t❧② ❡r❛s❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠s ♦❢ ❝♦♥st❛♥t ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ✐♥ ❛❧❧ t❤❡
❛❧❣♦r✐t❤♠s ♦❢ s♠❛❧❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝✳

✺✳✹ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ❤❛❧❢✲r❡❧❛t✐♦♥s✿ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ❜②

❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦❢ ❏♦✉① ❛♥❞ ▲❡r❝✐❡r

❆♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦❢ ❏♦✉① ❛♥❞ ▲❡r❝✐❡r ❬❏▲✵✻❪ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✈❛r✐❛♥t ♦❢ ■♥❞❡① ❈❛❧❝✉❧✉s✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ✐t ✐s ❛ r❡❧❛t✐✈❡❧② r❡❝❡♥t ♠❡t❤♦❞✱
t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♠❛❦❡s ❛ ❣♦♦❞ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ ♠♦❞❡r♥ ❉▲P ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❖♥ t❤❡ ♦♥❡
❤❛♥❞✱ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✉s❡s ❢❡✇ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♣r❡r❡q✉✐s✐t❡s❀ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♥♦ ❢✉♥❝t✐♦♥
✜❡❧❞s ❛r❡ ♥❡❝❡ss❛r②✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✐t ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❡①♣❧❛✐♥ ❤♦✇ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t②
♦❢ ❉▲P ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✇❛s r❡❞✉❝❡❞ ❢r♦♠ L(1/2, ·) t♦ L(1/3, ·)✳
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❆♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ t♦ ♣r❡s❡♥t ❤❡r❡ t❤❡ ❈♦♣♣❡rs♠✐t❤ ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠ ❬❈♦♣✽✹❪ ❛s t❤❡ ✜rst ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦❢ ❞✐s❝r❡t❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡①✐t② L(1/3, ·)✱
❜✉t ✐t ✐s ❡❛s✐❡r t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ❛s ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡ ♦❢ ❋❋❙✱ ✇❤✐❝❤ ✉s❡s ❢✉♥❝t✐♦♥
✜❡❧❞s✳

✺✳✹✳✶ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠

❲❡ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❛ ✜♥✐t❡ ✜❡❧❞ Fqk ❛♥❞ ❛ ♣r✐♠❡ ❞✐✈✐s♦r π ♦❢ (qk − 1)/(q − 1)✱ ❝♦♣r✐♠❡
t♦ q − 1✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t q ✐s ❧❡ss t❤❛♥ Lqk(1/3, c) ❢♦r ❛ ❝♦♥st❛♥t c > 0✱ s♦ t❤❛t
❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❞✐s❝r❡t❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠s ✐♥ F∗

q ✐s ❛ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥✳
▲❡t γ1 ❛♥❞ γ2 ❜❡ t✇♦ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ✐♥ Fq[X] s✉❝❤ t❤❛t γ1(γ2(X)) − X ❤❛s ❛♥

✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ❢❛❝t♦r ♦❢ ❞❡❣r❡❡ k✳ ❯♥❞❡r t❤❡ ❤❡✉r✐st✐❝ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t t❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥
❜❡❤❛✈❡s ❛s ❛ r❛♥❞♦♠ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ✜♥❞ s✉❝❤ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ❜② t❡st✐♥❣
r❛♥❞♦♠ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ♦❢ ❞❡❣r❡❡ d1 ❛♥❞ d2 s✉❝❤ t❤❛t d1d2 ≥ k✳ ❚❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡s
♦❢ d1 ❛♥❞ d2 ❛r❡ s♣❡❝✐✜❡❞ ❧❛t❡r✳ ❈❛❧❧ ϕ t❤✐s ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ❢❛❝t♦r ❛♥❞ r❡♣r❡s❡♥t Fqk ❛s
Fq[X]/〈ϕ〉✳ ▲❡t x ❜❡ ❛ r♦♦t ♦❢ ϕ ✐♥ Fqk ✳ P✉t y = γ2(x) ❛♥❞ ♥♦t❡ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡

{
y = γ2(x)
x = γ1(y).

✭✺✳✶✷✮

■♥❞❡❡❞✱ γ1(y) = γ1(γ2(x)) = x ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♦❢ x ❞✐✈✐❞❡s
γ1(γ2(X)) − X✳ ❋✐♥❛❧❧② ❧❡t ✉s ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❢❛❝t♦r ❜❛s❡✱ ❢♦r ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r β t♦ ❜❡
s♣❡❝✐✜❡❞✱ ❛s ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✶✸✮✳

F(β) = {ℓ(x) | ℓ ∈ Lβ}
⋃{ℓ(y) | ℓ ∈ Lβ} ⊂ F∗

qk
,

✇❤❡r❡ Lβ =
{
ℓ(X) ∈ Fq[X] | ℓ ✐s ♠♦♥✐❝ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ❛♥❞ deg ℓ ≤ β

}
.

✭✺✳✶✸✮

❈♦♥tr❛r② t♦ ■♥❞❡① ❈❛❧❝✉❧✉s✱ ✇❤❡r❡ ♦♥❡ ❞✐r❡❝t❧② s❡❛r❝❤❡s ❢♦r ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡
❧♦❣❛r✐t❤♠s✱ ✇❡ s❡❛r❝❤ ❢♦r ♣❛✐rs ♦❢ ✏❤❛❧❢✲r❡❧❛t✐♦♥s✑✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❢♦r ❛♥② ❜✐✈❛r✐❛t❡ ♣♦❧②✲
♥♦♠✐❛❧ φ ∈ Fq[X, Y ] ✇❡ ❤❛✈❡

φ
(
x, γ2(x)

)
= φ(x, y) = φ

(
γ1(y), y

)
. ✭✺✳✶✹✮

❲❡ s❛② t❤❛t ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ φ ♦❢ Fq[X, Y ] ✐s ❞♦✉❜❧②✲β✲s♠♦♦t❤ ✐❢ t❤❡ t✇♦ ✉♥✐✈❛r✐❛t❡
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s φ(X, γ2(X)) ❛♥❞ φ(γ1(Y ), Y ) ❛r❡ β✲s♠♦♦t❤✳ ■❢ φ ✐s ❞♦✉❜❧②✲β✲s♠♦♦t❤✱
✇❡ ❝❛♥ ❡✈❛❧✉❛t❡ ✐♥ x ❛♥❞ y t❤❡ t✇♦ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥s✿

φ(x, γ2(x)) = u1
∏

ℓ∈Lβ

ℓ(x)v1(φ,ℓ) ✭✺✳✶✺✮

φ(γ1(y), y) = u2
∏

ℓ∈Lβ

ℓ(y)v2(φ,ℓ), ✭✺✳✶✻✮

✇✐t❤ u1 ❛♥❞ u2 ✐♥ F∗
q✳ ▲❡t t ❜❡ ❛ ❣❡♥❡r❛t♦r ♦❢ F∗

qk
✳ ❙✐♥❝❡ F∗

q ❤❛s ❝❛r❞✐♥❛❧✐t② q − 1

✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♣r✐♠❡ t♦ π✱ ✇❡ ❤❛✈❡ logt u1 ≡ 0 ≡ logt u2 mod π✳ ❉✉❡ t♦ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✶✹✮
✇❡ ❤❛✈❡

∑

ℓ∈Lβ

v1(φ, ℓ) logt(ℓ(x)) ≡
∑

ℓ∈Lβ

v2(φ, ℓ) logt(ℓ(y)) mod π. ✭✺✳✶✼✮
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❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺✳✸ ❚❤❡ t✇♦ r❛t✐♦♥❛❧ s✐❞❡ ❋❋❙✿ ♠❛✐♥ ♣❤❛s❡
■♥♣✉t✿ ❛ ♣r✐♠❡ ❞✐✈✐s♦r π ♦❢ (qk − 1)/(q− 1) s♦ t❤❛t gcd(π, q− 1) = 1❀ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t

t ♦❢ F∗
qk

✇❤♦s❡ ♦r❞❡r ✐s ❞✐✈✐s✐❜❧❡ ❜② π✱ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ F(β)
❖✉t♣✉t✿ {logt z mod π | z ∈ F(β)}
✶✿ s❡❧❡❝t γ1 ❛♥❞ γ2 ❛s ❛❜♦✈❡
✷✿ ❝♦❧❧❡❝t #F(β) ♣❛✐rs (a, b) ✐♥ Fq[X]2 ✇✐t❤ deg a, deg b ≤ e, gcd(a, b) = 1 ❛♥❞ a

✐s ♠♦♥✐❝ s✉❝❤ t❤❛t

t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ φ = a(Y )−Xb(Y ) ✐s ❞♦✉❜❧②✲β✲s♠♦♦t❤

✸✿ ♦❜t❛✐♥ ❛ ♠❛tr✐① M ♦❢ #F(β) ❡q✉❛t✐♦♥s✱ s✐♠✐❧❛r t♦ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✶✼✮
✹✿ s♦❧✈❡ t❤❡ s②st❡♠ Mu = 0 ♦✈❡r Fπ

✺✿ s❝❛❧❡ u s♦ t❤❛t logt t = 1 ❛♥❞ ♦✉t♣✉t u

❲❡ ❝❛♥ ♥♦✇ ✉s❡ ❞♦✉❜❧②✲β✲s♠♦♦t❤ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s✱ ❛s ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺✳✸❀ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧
✈❛❧✉❡ ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡r e ✐s s♣❡❝✐✜❡❞ ❧❛t❡r✳

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t ∈ F(B) ✐s s✉♣❡r✢✉♦✉s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t
t❤❡ ♠❛✐♥ ♣❤❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠s ✐♥ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r②
❜❛s❡✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ logt1 t2 ❢♦r ❛♥② t1 ❛♥❞ t2 ✐♥ t❤❡ ❢❛❝t♦r ❜❛s❡✳

✺✳✹✳✷ ❍❡✉r✐st✐❝ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❛♥❛❧②s✐s

▲❡t ✉s ❝❤♦♦s❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ e ❛♥❞ β ✇❤✐❝❤ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ t✐♠❡ ♦❢ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺✳✸✳
❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❛r❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ✇❤❡♥ ✇❡ ✐♠♣♦s❡ t❤❛t k ✐s ❛t ♠♦st ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐♥
β ❛♥❞ e✿

log k = O(log β) ❛♥❞ log k = O(log e). ✭✺✳✶✽✮

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❛❧❣❡❜r❛ st❛❣❡✱ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♠❛tr✐①
M ✐s s♣❛rs❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ r❡s✐❞✉❡s ♦❢ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s φ

(
X, γ2(X)

)
❛♥❞ φ

(
γ1(Y ), Y

)

♠♦❞✉❧♦ ϕ ❤❛✈❡ ❞❡❣r❡❡s ❛t ♠♦st k✱ s♦ t❤❛t ❡❛❝❤ r♦✇ ♦❢ M ❤❛s ❛t ♠♦st 2k ♥♦♥✲
③❡r♦ ❡❧❡♠❡♥ts✳ ❲❤❡♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❲✐❡❞❡♠❛♥♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✸✳✹✱
♦♥❡ s♦❧✈❡s t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s s②st❡♠ ✐♥ O(k#F(β)2) ♦♣❡r❛t✐♦♥s✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡r❡ ❛r❡
qi ♠♦♥✐❝ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ♦❢ ❞❡❣r❡❡ i✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ F(β) ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜②
2
∑β

i=0 q
i ≤ 4qβ✳ ❲❡ ♦❜t❛✐♥

t✐♠❡✭❧✐♥❡❛r ❛❧❣❡❜r❛✮ = kq2β+o(1) = q2β+o(1). ✭✺✳✶✾✮

❚❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ st❛❣❡ ✐♥ ❧✐♥❡ 2. ❝♦♥s✐sts ✐♥ t❡st✐♥❣ t❤❡ β✲s♠♦♦t❤♥❡ss ♦❢ q2e+1

♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s✳ ❖♥ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❝♦♠♣✉t❡ ❬❇❇✵✼❪ t❤❛t t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ ♣❛✐rs a, b ♦❢
❞❡❣r❡❡ ✉♣ t♦ e ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝♦♣r✐♠❡ ✐s 1 − 1

q
+ q−1

q2e
✳ ❍❡♥❝❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♣r✐♠❡

♣❛✐rs (a, b) ✐s Θ(q2e)✳
❙✐♥❝❡ t❤❡ ❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ♦✈❡r Fq ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ✐♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♣♦❧②✲

♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡✱ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❤❛s ❛ t♦t❛❧ ❝♦st ♦❢ q2e+1(k log q)O(1) ♦♣❡r❛t✐♦♥s✿

t✐♠❡✭r❡❧❛t✐♦♥ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥✮ = q2e+1+o(1). ✭✺✳✷✵✮

■♥ ♦r❞❡r t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ t✐♠❡ ✇❡ t❛❦❡ e = β✳ ❲❡ ♠❛❦❡ t❤❡ ❤❡✉r✐st✐❝
❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s a(γ2(x)) − xb(γ2(x)) ❛♥❞ a(y) − γ1(y)b(y) ❤❛✈❡ t❤❡
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s❛♠❡ s♠♦♦t❤♥❡ss ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❛s r❛♥❞♦♠ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❞❡❣r❡❡✳ ◆♦t❡
t❤❛t✱ ✇❤❡♥ ♥♦ ❝❛♥❝❡❧❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ t❡r♠s ♦❝❝✉r ❛♥❞ a ❛♥❞ b ❤❛✈❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡❣r❡❡✱
✇❡ ❤❛✈❡

deg a(γ2(x))− xb(γ2(x)) = d2e+ 1

deg a(y)− γ1(y)b(y) = d1 + e.
✭✺✳✷✶✮

❚❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✇❡ ❝♦❧❧❡❝t s✉✣❝✐❡♥t❧② ♠❛♥② r❡❧❛t✐♦♥s tr❛♥s❧❛t❡s ✐♥

q2e+1Ps♠♦♦t❤(d2e+ 1, e)Ps♠♦♦t❤(e+ d1, e) ≥ 2qe. ✭✺✳✷✷✮

❙✐♥❝❡ γ1(γ2(X))−X ✐s r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❤❛✈❡ ❛ ❢❛❝t♦r ♦❢ ❞❡❣r❡❡ k ✇❡ ✐♠♣♦s❡

d1d2 ≥ k. ✭✺✳✷✸✮

❍❡♥❝❡✱ ♦♥❡ ♠✐♥✐♠✐③❡s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ t❤❡ ❞❡❣r❡❡s ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✷✶✮ ❢♦r d1 =
√
ke

❛♥❞ d2 =
√
k/e✳ ❏♦✉① ❛♥❞ ▲❡r❝✐❡r s❡t e = 1

log q
log
(
Lqk(1/3,

3
√

4/9)
)
❛♥❞ s❤♦✇❡❞

t❤❛t t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❤❛s ❛ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ Lqk

(
1/3, 3

√
32/9

)1+o(1)

✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♠✉❝❤

❢❛st❡r t❤❛♥ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ Lqk

(
1/2,
√
2
)1+o(1)

❢♦r ■♥❞❡① ❈❛❧❝✉❧✉s✳

■♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❧♦❣❛r✐t❤♠ ■♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❧♦❣❛r✐t❤♠s ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s ✐♥ t❤❡ ■♥✲
❞❡① ❈❛❧❝✉❧✉s ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛❧r❡❛❞② ✇✐t❤ t❤❡ s♠♦♦t❤♥❡ss ❜♦✉♥❞ ♦❢ ■♥❞❡①
❈❛❧❝✉❧✉s t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❧♦❣❛r✐t❤♠s ✇♦✉❧❞ t❛❦❡ ❛ t✐♠❡ L(1/2, ·)✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡
s♠♦♦t❤♥❡ss ❜♦✉♥❞ ✐s s♠❛❧❧❡r ✐♥ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦❢ ❏♦✉① ❛♥❞ ▲❡r❝✐❡r✳ ❚❤❡ ♣✉r♣♦s❡
♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❜❡✐♥❣ t♦ ❡①♣♦s❡ t❤❡ ❤❛❧❢✲r❡❧❛t✐♦♥s ✐❞❡❛✱ ✇❡ s❦✐♣ t❤❡ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ t❤✐s
st❛❣❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✸✳✺✳

❯♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ t❤❡ s♣❡❡❞✲✉♣ ❚❤✐s ✐♠♣♦rt❛♥t s♣❡❡❞✲✉♣ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥
❛ s✐♠♣❧❡ ✇❛②✳ ❚❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ✇❤✐❝❤ ♠✉st ❜❡ β✲s♠♦♦t❤ ✐♥ ■♥❞❡① ❈❛❧❝✉❧✉s ❤❛✈❡
❞❡❣r❡❡ k✳ ❚❤❡ ❞❡❣r❡❡s ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥s ✭✺✳✷✶✮ ❛r❡ r♦✉❣❤❧②

√
ke ≈ k2/3✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s t♦

t❛❦❡ ❛ s♠♦♦t❤♥❡ss ❜♦✉♥❞ β ❡q✉❛❧ t♦ r♦✉❣❤❧② k1/3 ❛♥❞ t♦ ❤❛✈❡ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②

Prob
(
❞♦✉❜❧②✲k1/3✲s♠♦♦t❤

)
= ρ

(
k1/3

)2
= L(1/3, ·), ✭✺✳✷✹✮

✇❤✐❝❤ ✐s t♦ ❜❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ρ(
√
k
√
log k/2) = L(1/2, ·) ✐♥ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✈❛r✐❛♥t

♦❢ ■♥❞❡① ❈❛❧❝✉❧✉s✳ ■♥ s❤♦rt✱ ♦♥❡ r❡♣❧❛❝❡❞ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♦❢ ❧❛r❣❡
❞❡❣r❡❡ ✐s s♠♦♦t❤ ❜② t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t t✇♦ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ♦❢ ✈❡r② s♠❛❧❧ ❞❡❣r❡❡ ❛r❡
s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② s♠♦♦t❤✳
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❖✈❡r✈✐❡✇ ♦♥ ◆❋❙ ❛♥❞ ❋❋❙

■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ❤❛✈❡ ♣♦st♣♦♥❡❞ ❛s ♠✉❝❤ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ t❤❡
t❡❝❤♥✐❝❛❧✐t✐❡s ✐♥❤❡r❡♥t t♦ ❞✐s❝r❡t❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ♦❢ ❝♦♠♣❧❡①✲
✐t② L(1/3)✳ ◆♦✇ ✇❡ ❡♥t❡r t❤❡ ❝♦r❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥
♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ ❋❋❙ ❛♥❞ ◆❋❙ ❢♦r ❞✐s❝r❡t❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠s ✐♥ ✜♥✐t❡ ✜❡❧❞s✳ ❲❡ ❞♦
♥♦t s♣❡♥❞ t♦♦ ♠✉❝❤ t✐♠❡ ♦♥ t❤❡ ❜❛s✐❝s ♦❢ ♥✉♠❜❡r ❛♥❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✜❡❧❞s
❛s t❤❡r❡ ❡①✐st ❣♦♦❞ r❡❢❡r❡♥❝❡s ♦♥ t❤❡ t♦♣✐❝✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r② ✇❡ ❣✐✈❡ ❛
r❡❧❛t✐✈❡❧② ❧♦♥❣ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ◆❋❙ ❛t t❤❡ ❤✐❣❤❡st ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳
■t ✇✐❧❧ ❛❧❧♦✇ ✉s t♦ ♠❛❦❡ ❛ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ t♦ ♣r♦♣♦s❡ ❛♥ ✐♠✲
♣r♦✈❡♠❡♥t ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✼✳ ❲❡ ❧❡❛✈❡ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts
❢♦r ❈❤❛♣t❡r ✽ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ❛r❡ ❝✉♠❜❡rs♦♠❡ ❛t t❤❡ ✜rst ❝♦♥t❛❝t ✇✐t❤
t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❛❧s♦ ❢♦❝✉s ♦♥ ✈✐rt✉❛❧ ❧♦❣❛r✐t❤♠s ❛♥❞ ♦♥ t❤❡
❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦❜❧❡♠❛t✐❝ ♣r✐♠❡s✱ t♦♣✐❝s ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❛✈♦✐❞❡❞ ✐♥
t❤❡ ❢❛❝t♦r✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳
❲❡ ♦r❣❛♥✐③❡ t❤❡ ❝❤❛♣t❡r ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❆❢t❡r ❛ s❤♦rt r❡❝❛♣✐t✉❧❛t✐♦♥ ♦♥
t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ◆❋❙ ❛♥❞ ✈✐rt✉❛❧ ❧♦❣❛r✐t❤♠s✳
❚❤❡♥ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❋❋❙✱ ✜rst ❜② ❛♥❛❧♦❣② ✇✐t❤ ◆❋❙✱ t❤❡♥ ✇✐t❤ ❡①♣❧✐❝✐t
❞❡t❛✐❧s ♦♥ ❡❛❝❤ st❡♣✳

✻✳✶ Pr❡r❡q✉✐s✐t❡s ♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♥✉♠❜❡r ✜❡❧❞s

▲❡t ✉s r❡✈✐❡✇ t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t s✐❡✈✲
✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✿ ◆❋❙ ❛♥❞ ❋❋❙✳ ❖✉r ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥
✐♥ ❬◆❡✉✾✾❪ ❛♥❞ ❬▲♦r✾✻❪✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✉❧t❡❞ ❢♦r r❡❢❡r❡♥❝❡✳ ●✐✈❡♥ ❛♥ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ f ✐♥ Fq(t)[x]✱ ✇❡ ❝❛❧❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✜❡❧❞ ♦❢ f t❤❡ ✜❡❧❞ Fq(t)[x]/〈f〉✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱
❛♥② ♥✉♠❜❡r ✜❡❧❞✱ ✐✳❡✳✱ ✜♥✐t❡ ❞❡❣r❡❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ Q✱ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s Q[x]/〈f〉 ❢♦r
❛♥ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ f ✐♥ Q[x]✳ ❚❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ ❛ ♥✉♠❜❡r ✜❡❧❞ ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞
❛❧❣❡❜r❛✐❝ ♥✉♠❜❡rs ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✜❡❧❞ ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ ❛❧❣❡❜r❛✐❝
❢✉♥❝t✐♦♥s✳

❚❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞s ♦❢ r❛t✐♦♥❛❧ ♥✉♠❜❡rs Q ❛♥❞ ♦❢ r❛t✐♦♥❛❧
❢✉♥❝t✐♦♥s Fq(t) ✐♠♣❧② ❛ s❡r✐❡s ♦❢ s✐♠✐❧❛r✐t✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ❛♥❞ ❢✉♥❝t✐♦♥
✜❡❧❞s✳ ❚❤✐s ✐s ✇❤② ✇❡ ❧✐st t❤❡✐r ♣r♦♣❡rt✐❡s ✐♥ ❛ ✉♥✐✜❡❞ ♠❛♥♥❡r✳

❚❤❡♦r❡♠ ✻✳✶✳✶✳ ▲❡t K ❜❡ ❛ ♥✉♠❜❡r ✜❡❧❞ ✭r❡s♣✳ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✜❡❧❞✮✳ ▲❡t OK ❜❡ t❤❡ s❡t
♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ K ✇❤♦s❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ✭♠♦♥✐❝✮ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❤❛s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✐♥ Z ✭r❡s♣✳

✻✼
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Fq[t]✮✳ ❚❤❡♥ OK ✐s ❛ ❉❡❞❡❦✐♥❞ r✐♥❣✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❡✈❡r② ✐❞❡❛❧ ♦❢ OK ❢❛❝t♦rs ✐♥t♦
♣r✐♠❡ ✐❞❡❛❧s ✐♥ ❛ ✉♥✐q✉❡ ✇❛② ✉♣ t♦ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ ❢❛❝t♦rs✳

❆ ❦❡② ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss ♦❢ t❤✐s t❤❡♦r❡♠ ✐s t❤❡ ❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❡❧❡♠❡♥ts ℓOK ❢♦r ♣r✐♠❡s ✭r❡s♣✳ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s✮ ℓ✳ ■♥ t❤❡ s❡q✉❡❧ f ✐s
s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❜❡ ♠♦♥✐❝ ✇✐t❤ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✐♥ Z ✭r❡s♣✳ Fq[t]✮❀ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♥♦♥✲♠♦♥✐❝
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ✇✐❧❧ ❜❡ st✉❞✐❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✺✳ ▲❡t ✉s ❝❛❧❧ ❝♦♥❞✉❝t♦r ♦❢ f t❤❡ s♠❛❧❧❡st
♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥t❡❣❡r ✭r❡s♣✳ ♠♦♥✐❝ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✮ c s✉❝❤ t❤❛t cOK ⊂ Z[α] ✭r❡s♣✳ cOK ⊂
Fq[t][α]✮✱ ✇❤❡r❡ α ✐s ❛ r♦♦t ♦❢ f ✐♥ K✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✶✳✷✳ ▲❡t K ❜❡ ❛ ♥✉♠❜❡r ✭r❡s♣✳ ❢✉♥❝t✐♦♥✮ ✜❡❧❞ ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ♠♦♥✐❝
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ f ✇✐t❤ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✐♥ Z ✭r❡s♣✳ Fq[t]✮✳ ▲❡t ℓ ❜❡ ❛ ♣r✐♠❡ ✭r❡s♣✳ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✮ ❝♦♣r✐♠❡ t♦ t❤❡ ❝♦♥❞✉❝t♦r c ♦❢ f ✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐❞❡❛❧
ℓOK ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

ℓOK =
r∏

i=1

〈ℓ, fi(α)〉ei , ✭✻✳✶✮

✇❤❡r❡

(f(X) mod ℓ) =
r∏

i=1

fi(X)ei ✭✻✳✷✮

✐s t❤❡ ❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ f ✐♥ Fℓ[X] ✭r❡s♣✳ (Fq[t]/〈ℓ〉)[X]✮✳

■❢ K/Q ✐s ❛ ✜❡❧❞ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ✜♥✐t❡ ❞❡❣r❡❡✱ ❢♦r ❛♥② γ ∈ K ✇❡ ❝❛❧❧ χγ ✐ts
❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♦✈❡r Q ❛♥❞ ❝❛❧❧ ♥♦r♠ ♦❢ γ ♦✈❡r Q t❤❡ ❝♦♥st❛♥t t❡r♠ ♦❢
χγ❀ ✐t ✐s ❞❡♥♦t❡❞ NK/Q(γ) ♦r N(γ) ✇❤❡♥ K ❛♥❞ Q ❛r❡ ❝❧❡❛r ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥t❡①t✳ ❚❤❡
♥♦r♠ ♦❢ ❛♥ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ♥✉♠❜❡r ✭r❡s♣✳ ❢✉♥❝t✐♦♥✮ ♣❧❛②s ❛ ❦❡② r♦❧❡ ✐♥ ◆❋❙ ❛♥❞ ❋❋❙✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✶✳✸✳ ▲❡t K ❜❡ ❛ ♥✉♠❜❡r ✭r❡s♣✳ ❢✉♥❝t✐♦♥✮ ✜❡❧❞ ♦❢ ❞❡✜♥✐♥❣ ♣♦❧②✲
♥♦♠✐❛❧ f ∈ Z[x] ✭r❡s♣✳ f ∈ Fq[t][x]✮ ❛♥❞ α ❛ r♦♦t ♦❢ f ✐♥ K✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t f ✐s
♠♦♥✐❝✳✶ ❚❤❡♥✱ ❢♦r ❛♥② a ❛♥❞ b ✐♥ Q ✭r❡s♣✳ Fq(t)✮ ✇❡ ❤❛✈❡

N(a− αb) = F (a, b), ✭✻✳✸✮

✇❤❡r❡ F (x, y) = f(x/y)ydeg f ✐s t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ f ✳

❖♥❡ ❛❧s♦ ❞❡✜♥❡s t❤❡ ♥♦r♠ ♦❢ ❛♥ ✐❞❡❛❧ u ❛s N(u) := [OK : u]✳ ❚❤❡ ♠♦st
✐♠♣♦rt❛♥t ♣r♦♣❡rt② ✐s ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈✐t②✿ ❢♦r ❛❧❧ ✐❞❡❛❧s I ❛♥❞ J ✇❡ ❤❛✈❡ N(IJ) =
N(I) N(J)✳ ❆❧s♦✱ ✐❢ γ ∈ OK t❤❡♥ ♦♥❡ ❤❛s N(γ) = ±N(γOK)✳ ▲❡t ✉s s❡❡ ❤♦✇ t♦
❡✛❡❝t✐✈❡❧② ❢❛❝t♦r ❛♥ ✐❞❡❛❧ ♦❢ t②♣❡ (a− bα)OK ✐♥t♦ ♣r✐♠❡ ✐❞❡❛❧s✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✶✳✹ ✭❉❡❞❡❦✐♥❞✬s ♠❡t❤♦❞✮✳ ▲❡t K ❜❡ ❛ ♥✉♠❜❡r ✜❡❧❞ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ f ✇✐t❤ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✐♥ Z ✭r❡s♣✳ Fq[t]✮✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t f ✐s ♠♦♥✐❝ ❛♥❞ ❝❛❧❧
α ❛ r♦♦t ♦❢ f ✐♥ K ❛♥❞ c t❤❡ ❝♦♥❞✉❝t♦r ♦❢ f ✳ ▲❡t a ❛♥❞ b ❜❡ t✇♦ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ Z
✭r❡s♣✳ Fq[t]✮ s✉❝❤ t❤❛t gcd(a, b) = 1 ❛♥❞ gcd(N(a− bα), c) = 1✳ ❚❤❡♥ ♦♥❡ ❤❛s

(a− bα)OK =
∏

ℓ|F (a,b)

〈ℓ, α− ab−1 mod ℓ〉valℓ F (a,b). ✭✻✳✹✮

✶■❢ α ✐s r♦♦t ♦❢ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♦✈❡r Z ✇❤♦s❡ ❧❡❛❞✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥t fd ✐s ♥♦t 1✱ t❤❡♥ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥s
F (a, b) = fd N(a− bα)✳
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Pr♦♦❢✳ ■❢ I ✐s ❛♥ ✐❞❡❛❧ ✇❤✐❝❤ ❞✐✈✐❞❡s (a−bα)OK ✱ t❤❡♥ N(I) ❞✐✈✐❞❡s N(a−bα)✳ ❍❡♥❝❡
❛❧❧ t❤❡ ❞✐✈✐s♦rs ♦❢ (a − bα)OK ❛r❡ ❛❜♦✈❡ ♣r✐♠❡s ✭r❡s♣✳ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s✮
✇❤✐❝❤ ❞✐✈✐❞❡ N(a− bα)✳

▲❡t ℓ ❜❡ ❛ ♣r✐♠❡ ❞✐✈✐s♦r ♦❢ N(a − bα) = F (a, b)✳ ❇② Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✶✳✷✱ ❛s
gcd(c, ℓ) = 1✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t t❤❡ ✐❞❡❛❧s ♦❢ OK ❛❜♦✈❡ ℓ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② 〈ℓ, P (α)〉 ✇❤❡r❡
P ❛r❡ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ❢❛❝t♦rs ♦❢ f ✱ t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ f ♠♦❞✉❧♦ ℓ✳

❙✐♥❝❡ gcd(a, b) = 1✱ bX − a mod ℓ ✐s ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ❛♥❞ ✐t ✐s t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ❞✐✈✐s♦r
♦❢ a − bX mod ℓ ✉♣ t♦ ❛ s❝❛❧❛r ❢❛❝t♦r✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ✐❞❡❛❧ l := 〈ℓ, bα − a mod ℓ〉
✐s ♣r✐♠❡ ❛♥❞ ✐t ✐s t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ❞✐✈✐s♦r ♦❢ (a − bα)OK ❛❜♦✈❡ ℓ✳ ❖♥❡ ❝❛♥ ❝❤❡❝❦ t❤❛t
[OK : l] = ℓ✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t ♦❢ l ✐♥ (a − bα)OK ✐s t❤❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ℓ ✐♥
N((a− bα)OK) = ±N(a− bα)✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ s✐♥❝❡ f ✐s ♠♦♥✐❝ ❛♥❞ gcd(a, b) = 1 ✇❡ ❤❛✈❡
b 6≡ 0 mod ℓ✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ l = 〈ℓ, α− ab−1 mod ℓ〉 ❛♥❞ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ r❡s✉❧t✳

❙✐♥❝❡ ✜♥❞✐♥❣ ❛ ❜❛s✐s ♦❢ OK ✐s ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ❤❛r❞ ♣r♦❜❧❡♠ ❬❈♦❤✾✸❪✱ ✇❡
❝❛♥♥♦t ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❝♦♥❞✉❝t♦r c ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ✐t ✐s ❝♦♠♠♦♥ t♦ r❡♣❧❛❝❡ c ✐♥ t❤❡
st❛t❡♠❡♥t ❛❜♦✈❡ ❜② t❤❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥tDisc(f) ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♦❢ c✳ ❚❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
t❤❛t f ✐s ♠♦♥✐❝ ❝❛♥ ❜❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t❤❛t ℓ ✐s ❝♦♣r✐♠❡ t♦ t❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣
❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ f ✳ ❖♥❡ ❤❛s t❤❡r❡❢♦r❡ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ❢❛❝t♦r (a−bα)OK ❢♦r ❛❧❧ ❝♦♣r✐♠❡
♣❛✐rs (a, b) ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♥♦r♠ ✐s ❝♦♣r✐♠❡ t♦ Disc(f) ❛♥❞ t❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢
f ✳ ❚❤✐s ✐s ❡♥♦✉❣❤ ❢♦r ❛ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ st✉❞② ♦❢ ◆❋❙ ❛♥❞ ❋❋❙✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ♦♥❡ ♣r❡❢❡rs
t♦ ✉s❡ ❛❧❧ t❤❡ ❝♦♣r✐♠❡ ♣❛✐rs (a, b)❀ ❤❡♥❝❡ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ❢❛❝t♦r✐♥❣ (a− bα)OK

✇✐❧❧ ❜❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✺✳
❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦❜❥❡❝t ✐s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ❤❛r❞ ❛♥❞ ✐s ✉s❡❞ ❡①❝❧✉s✐✈❡❧② ✐♥ t❤❡

❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❲❡ ❝❛❧❧ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ✐❞❡❛❧ ❛♥② s✉❜s❡t ♦❢ K ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠
1
m
I ✇❤❡r❡ I ✐s ❛ ♥♦♥✲③❡r♦ ✐❞❡❛❧ ♦❢ OK ❛♥❞ ❛ m ✐s ❛ ♥♦♥✲③❡r♦ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ Z ✭r❡s♣✳

Fq[t])✮✳ ■t ✐s ❦♥♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ✐❞❡❛❧s ❢♦r♠ ❛ ❣r♦✉♣ ❬◆❡✉✾✾❪✳ ❆♥ ✐❞❡❛❧ ♦❢
t②♣❡ γOK ✇✐t❤ γ ∈ K ✐s ❝❛❧❧❡❞ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ✐❞❡❛❧✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✶✳✺✳ ▲❡t K ❜❡ ❛ ♥✉♠❜❡r ✭r❡s♣✳ ❢✉♥❝t✐♦♥✮ ✜❡❧❞✳ ❲❡ ❝❛❧❧ G t❤❡
❣r♦✉♣ ♦❢ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ✐❞❡❛❧s ❛♥❞ P t❤❡ ❣r♦✉♣ ♦❢ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ✐❞❡❛❧s✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢
t❤❡ q✉♦t✐❡♥t ❣r♦✉♣ G/P ✱ ❝❛❧❧❡❞ ❝❧❛ss ❣r♦✉♣✱ ✐s ✜♥✐t❡✳ ■ts ♦r❞❡r ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❝❧❛ss
♥✉♠❜❡r ♦❢ K✳

❚❤❡ ❣r♦✉♣ O∗
K ♦❢ ✐♥✈❡rt✐❜❧❡ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ OK ✐s ❛❜❡❧✐❛♥ ❛♥❞ ✐ts r❛♥❦ ❝❛♥ ❡❛s✐❧②

❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡s✉❧t✳

❚❤❡♦r❡♠ ✻✳✶✳✻✳ ▲❡t K ❜❡ ❛ ♥✉♠❜❡r ✜❡❧❞ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ f ✐♥ Q[x]✳ ❲❡
❞❡♥♦t❡ ❜② nR ❛♥❞ nC t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡❛❧ r♦♦ts ♦❢ f ❛♥❞ ❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r♦♦ts
✐♥ C\R✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ❤❛✈❡

O∗
K = U × ZnR+nC−1, ✭✻✳✺✮

✇❤❡r❡ U ✐s t❤❡ ❣r♦✉♣ ♦❢ r♦♦ts ♦❢ ✉♥✐t② ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ K✳

❚❤❡ ♣❛✐r (nR, nC) ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ s✐❣♥❛t✉r❡ ♦❢K ❛♥❞ ♦♥❡ ✉s✉❛❧❧② ❞❡♥♦t❡s nR+nC−1
❜② rK ✳ ❆♥② ❜❛s✐s ♦❢ t❤❡ ♥♦♥✲t♦rs✐♦♥ ♣❛rt ♦❢ O∗

K ✐s ❝❛❧❧❡❞ s②st❡♠ ♦❢ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧
✉♥✐ts✳

■♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ✜❡❧❞ s✐❡✈❡✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ ❛ s✐♠♣❧❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ t♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❛t ❛
♥✉♠❜❡r ✜❡❧❞ K ❤❛s ♥♦ r♦♦ts ♦❢ ✉♥✐t② ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ♦r❞❡r✳
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log n

log log p

x = 2y

y = 2x

❋❋❙

◆❋❙✲❍❉

◆❋❙

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✿ ❚❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ ❉▲P ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✐♥ F∗
Q ✇✐t❤ Q = pn✳

▲❡♠♠❛ ✻✳✶✳✼✳ ▲❡t K ❜❡ ❛ ♥✉♠❜❡r ✜❡❧❞ ❛♥❞ π ❛♥ ♦❞❞ ♣r✐♠❡✳ ■❢ π ❞♦❡s ♥♦t ❞✐✈✐❞❡
Disc(K)✱ t❤❡♥ K ❤❛s ♥♦ πt❤ r♦♦t ♦❢ ✉♥✐t②✳

Pr♦♦❢✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t K ❤❛s ❛ r♦♦t ζπ ♦❢ ♦r❞❡r π✳ ❚❤❡♥✱ K ❝♦♥t❛✐♥s Q(ζπ) ❛♥❞✱ ✐♥
♣❛rt✐❝✉❧❛r Disc(Q(ζπ)) ❞✐✈✐❞❡s Disc(K)✳ ❙✐♥❝❡ Disc(ζπ) ✐s ❛ ♣♦✇❡r ♦❢ π ❬◆❡✉✾✾❪✱
Disc(K) ♠✉st ❜❡ ❞✐✈✐s✐❜❧❡ ❜② π✳

❚❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✜❡❧❞s ✐s ❛t ❧❡❛st ❛s ❡❛s② ❛s t❤❛t ♦❢ ♥✉♠❜❡r ✜❡❧❞s✳ ■♥❞❡❡❞✱
❊q✉❛t✐♦♥ ✭✻✳✺✮ tr❛♥s❧❛t❡s t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✜❡❧❞s ✇❤❡♥ ♦♥❡ r❡♣❧❛❝❡s U ✇✐t❤
F∗
q ✭t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ❝♦♥st❛♥ts✮ ❛♥❞ nR + nC ❜② t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❧❛❝❡s ❛t ✐♥✜♥✐t②✳ ❲❡

✇✐❧❧ r❡t✉r♥ t♦ t❤✐s ♠❛tt❡r ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✻✳✸✳

✻✳✷ ❚❤❡ ◆✉♠❜❡r ❋✐❡❧❞ ❙✐❡✈❡

❚❤❡ ◆✉♠❜❡r ❋✐❡❧❞ ❙✐❡✈❡ ✭◆❋❙✮ ❬●♦r✾✸❪✱❬❏▲✵✸❪ ❛♥❞ t❤❡ ❋✉♥❝t✐♦♥ ❋✐❡❧❞ ❙✐❡✈❡ ✭❋❋❙✮
❬❆❞❧✾✹❪✱❬❏▲✵✷❪ ❛r❡ t❤❡ ♠♦st st✉❞✐❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❉▲P ✐♥ ✜♥✐t❡ ✜❡❧❞s✳
❲❤✐❧❡ ◆❋❙ ❛♣♣❧✐❡s t♦ ✜❡❧❞s ♦❢ ❧❛r❣❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t♦ ✜❡❧❞s Z/pZ ✇✐t❤
p ♣r✐♠❡✱ ❋❋❙ ❛♣♣❧✐❡s t♦ ✜❡❧❞s Fqk ✇✐t❤ s♠❛❧❧ q✳ ❆ ✈❛r✐❛♥t ♦❢ ◆❋❙✱ t❤❡ ◆✉♠❜❡r
❋✐❡❧❞ ❙✐❡✈❡ ✐♥ ❍✐❣❤ ❉❡❣r❡❡ ✭◆❋❙✲❍❉✮ ❬❏▲❙❱✵✻❪✱ ❛♣♣❧✐❡s t♦ t❤❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❝❛s❡s
s♦ t❤❛t ♦♥❡ ❝❛♥ s♦❧✈❡ t❤❡ ❉▲P ✐♥ ❛♥② ✜♥✐t❡ ✜❡❧❞ FQ ✐♥ t✐♠❡ LQ(1/3, c) ✇❤❡r❡ c ✐s ❛♥
❡①♣❧✐❝✐t ❝♦♥st❛♥t✳ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶ s❤♦✇s t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❢♦r ◆❋❙✱ ◆❋❙✲❍❉
❛♥❞ ❋❋❙ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

❙✐♠✐❧❛r❧② t♦ ■♥❞❡① ❈❛❧❝✉❧✉s✱ ✐♥ ◆❋❙ ❛♥❞ ❋❋❙ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ❛ ❢❛❝t♦r ❜❛s❡✱ ✇❡ ❝♦❧❧❡❝t
r❡❧❛t✐♦♥s ❛♠♦♥❣ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❢❛❝t♦r ❜❛s❡✱ ✇❡ s♦❧✈❡ ❛ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠ t♦ ❝♦♠♣✉t❡
❞✐s❝r❡t❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❢❛❝t♦r ❜❛s❡ ❛♥❞ t❤❡♥ ✇❡ ❞❡❞✉❝❡ t❤❡ r❡q✉❡st❡❞
❧♦❣❛r✐t❤♠✳ ❲❡ ❛❧s♦ ✉s❡ t❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ✏❤❛❧❢✲r❡❧❛t✐♦♥s✑ t❤❛t ✇❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✹✱
❤❡♥❝❡ ✉s✐♥❣ t✇♦ ♥✉♠❜❡r ✭r❡s♣✳ ❢✉♥❝t✐♦♥✮ ✜❡❧❞s✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✐♥ t❤✐s
s❡❝t✐♦♥ ❛♣♣❧✐❡s t♦ t❤❡ t❤r❡❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✕◆❋❙✱ ❋❋❙ ❛♥❞ ◆❋❙✲❍❉✕✱ ❢♦r s✐♠♣❧✐❝✐t② ✇❡
❢♦❝✉s ♦♥ ◆❋❙✱ ❛♥❞ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡ ♦❢ ♣r✐♠❡ ✜❡❧❞s✳



✻✳✷✳ ❚❍❊ ◆❯▼❇❊❘ ❋■❊▲❉ ❙■❊❱❊ ✼✶

Z[x]

Z[x]/〈h(x), p〉 ≃ Fpn

Z[x]/〈f(x)〉 Z[x]/〈g(x)〉

a− bx

a− bαf a− bαg

a− bm

❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✿ ❚❤❡ ◆❋❙ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ❞✐❛❣r❛♠✳

▲❡t Fp ❜❡ ❛ ♣r✐♠❡ ✜❡❧❞ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♦♥❡ ✇❛♥ts t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ❉▲P✳ ▲❡t f1 ❛♥❞ f2
❜❡ t✇♦ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ✐♥ Z[x] ✇❤♦s❡ r❡❞✉❝t✐♦♥s f1 ❛♥❞ f2 ♠♦❞✉❧♦ p ❤❛✈❡
❛ ❝♦♠♠♦♥ r♦♦t m✳ ❋♦r s✐♠♣❧✐❝✐t② ✇❡ ❢✉rt❤❡r ❛ss✉♠❡ t❤❛t f1 ❛♥❞ f2 ❛r❡ ♠♦♥✐❝✱
♣♦st♣♦♥✐♥❣ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡ ✉♥t✐❧ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✺✳ ❈❛❧❧ α1 ❛♥❞ α2 t✇♦ r♦♦ts ♦❢ f1 ❛♥❞
f2 ✐♥ t❤❡✐r r❡s♣❡❝t✐✈❡ ♥✉♠❜❡r ✜❡❧❞s K1 ❛♥❞ K2✳ ❆s f1 ❛♥❞ f2 ❛r❡ ♠♦♥✐❝ ✇❡ ❦♥♦✇
t❤❛t α1 ❛♥❞ α2 ❛r❡ ✐♥t❡❣❡rs ✐♥ K1 ❛♥❞ K2✳

■♥ ✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s✱ ❛♥② ♦❜❥❡❝t ♦❢ ✐♥❞❡① i r❡❢❡rs t♦ fi ❢♦r i = 1, 2✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥
♣r♦♣❡rt② ♦❢ f1 ❛♥❞ f2 ✐s t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ r✐♥❣ ❤♦♠♦♠♦r♣❤✐s♠s ❢r♦♠ Z[α1] ❛♥❞
Z[α2] t♦ Fp✿

Z[αi] → Fp

P (αi) 7→ P (m),
✭✻✳✻✮

✇❤❡r❡ P ✐s ❛♥② ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐♥ Z[x]✳ ◆♦t❡ t❤❛t✱ ❢♦r ❛❧❧ P ∈ Z[x]✱ P (α1) ❛♥❞ P (α2)
❛r❡ ♠❛♣♣❡❞ t♦ t❤❡ s❛♠❡ ❡❧❡♠❡♥t P (m)✱ ❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❞✐❛❣r❛♠ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✳

▲❡t B ❜❡ ❛♥ ✐♥t❡❣❡r ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ s♠♦♦t❤♥❡ss ❜♦✉♥❞✳ ❚❤❡ ❢❛❝t♦r ❜❛s❡ ♦❢ fi✱ ❞❡♥♦t❡❞
Fi(B)✱ ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ♣r✐♠❡ ✐❞❡❛❧s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ 〈ℓ, αi − r〉 ✇✐t❤ ℓ ❛ ♣r✐♠❡ ❜❡❧♦✇ B
❛♥❞ r s✉❝❤ t❤❛t fi(r) ≡ 0 mod ℓ✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❢♦r t❤❡ ♣r✐♠❡s ℓ ♥♦t ❞✐✈✐❞✐♥❣ Disc(fi)
♥♦r t❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ fi t❤❡s❡ ❛r❡ ❡①❛❝t❧② t❤❡ ❞❡❣r❡❡ 1 ♣r✐♠❡ ✐❞❡❛❧s ♦❢ Oi

♦❢ ♥♦r♠ ❧❡ss t❤❛♥ B✳ ❚❤❡ ❢❛❝t♦r ❜❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s F(B) := F1(B)
⋃F2(B)✳

❲❡ s❛② t❤❛t ❛ ♣❛✐r (a, b) ∈ Z2 ✐s ❞♦✉❜❧②✲B✲s♠♦♦t❤ ✐❢ N(a−bα1) ❛♥❞ N(a−bα2)
❛r❡ ❜♦t❤ B✲s♠♦♦t❤✳ ❋♦r ❡❛s❡ ♦❢ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❢♦r❣❡t t❤❡ ♣r✐♠❡s
✇❤✐❝❤ ❞✐✈✐❞❡ Disc(f1)Disc(f2) ❛♥❞ t❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s✳
■♥❞❡❡❞✱ t❤❡② r❡q✉✐r❡ s♣❡❝✐❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛♥❞ ❛r❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✺✳ ❍❡♥❝❡✱
✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❛ ♣❛✐r ✐s ❞♦✉❜❧②✲B✲s♠♦♦t❤ ✐❢✱ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱
t❤❡ t✇♦ ♥♦r♠s ❛r❡ ❝♦♣r✐♠❡ t♦ t❤❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥ts ❛♥❞ t❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ f1
❛♥❞ f2✳
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▲❡t (a, b) ❜❡ ❛ ❞♦✉❜❧②✲B✲s♠♦♦t❤ ♣❛✐r s✉❝❤ t❤❛t gcd(a, b) = 1✳ ❲❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡

(a− bα1)O1 =
∏

l∈F1(B)

lv1(a,b,l) ✭✻✳✼✮

(a− bα2)O2 =
∏

l∈F2(B)

lv2(a,b,l). ✭✻✳✽✮

▲❡t ✉s ❛ss✉♠❡ t❤❛t✱ ✇❤❡♥ K ✐s ❛ ♥✉♠❜❡r ♦r ❢✉♥❝t✐♦♥ ✜❡❧❞✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦❜✲
❧❡♠s ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ❡❛s②✿

✶✳ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❝❧❛ss ♥✉♠❜❡r h ♦❢ K❀

✷✳ ✜♥❞✐♥❣ ❛ ❣❡♥❡r❛t♦r ❢♦r ❛♥② ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ✐❞❡❛❧ P ♦❢ OK ❀

✸✳ ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ ❛ s②st❡♠ ♦❢ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ✉♥✐ts u1, . . . , ur ♦❢ O∗
K ❀

❖♥❡ ❝❛♥ ❝❤❡❝❦ t❤❛t✱ ❣✐✈❡♥ ❛ ❜❛s✐s {uj | j ∈ [1, r]} ♦❢ O∗
K ❛♥❞ ❛ ✉♥✐t u✱ ♦♥❡ ❝❛♥

❡❛s✐❧② ❝♦♠♣✉t❡ ❛ s❡t ♦❢ ❡①♣♦♥❡♥ts ej ✇✐t❤ j ∈ [1, r] ❛♥❞ ❛ r♦♦t ♦❢ ✉♥✐t② κ s✉❝❤ t❤❛t
u = κ

∏r
j=1 u

ej
j ✳

❚❤❡s❡ ❤❛r❞✲t♦✲♠❡❡t ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛r❡ s❛t✐s✜❡❞ ❢♦r t❤❡ ♥✉♠❜❡r ✜❡❧❞s ♦❢ ♣♦❧②♥♦♠✐✲
❛❧s f ✇✐t❤ ✈❡r② s♠❛❧❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ✉s❡❞ ❜② ❏♦✉①
❛♥❞ ▲❡r❝✐❡r ✐♥ ❬❏▲✵✸❪ ✇❛s f = x3+2✳ ❋♦r ✐ts ♥✉♠❜❡r ✜❡❧❞ ♦♥❡ ❤❛sO = Z[ 3

√
2] ❛♥❞ ❛❧❧

♣r✐♠❡ ✐❞❡❛❧s ❛r❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧✳ ■❢ l ✐s ❛ ❞❡❣r❡❡ 1 ✐❞❡❛❧ 〈ℓ,− 3
√
2−r〉✱ t❤❡♥ l = (al+bl

3
√
2)O

✇❤❡r❡ al ❛♥❞ bl ❛r❡ t✇♦ ✐♥t❡❣❡rs s✉❝❤ t❤❛t al+ bl
3
√
2 = gcd(ℓ,− 3

√
2− r) ✐♥ t❤❡ ♣r✐♥✲

❝✐♣❛❧ ✭❜✉t ♥♦t ❊✉❝❧✐❞❡❛♥✮ r✐♥❣ Z[ 3
√
2]✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ u1 := 1− 3

√
2 ✐s ❛ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ✉♥✐t

❛♥❞ ❛♥② ✉♥✐t ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s ±un1 ❢♦r ❛♥ ✐♥t❡❣❡r n✳
❋♦r ♣r✐♠❡s ♦❢ ❧❡ss t❤❛♥ 100 ❞❡❝✐♠❛❧ ❞✐❣✐ts t❤❡ ❜❡st ✈❛❧✉❡ ♦❢ d s❡❡♠s t♦

❜❡ 2✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ ♦♥❡ ❝❛♥ ♣r✐✈✐❧❡❣❡ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s f = x2 + r ✇✐t❤ r ∈
{1, 2, 3, 7, 11, 19, 43, 67, 163}✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❢♦r t❤❡s❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ r t❤❡ r✐♥❣ O ✐s ♣r✐♥❝✐♣❛❧
❛♥❞ t❤❡ ✉♥✐t r❛♥❦ ✐s 0✳ ❲❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ✐♥t❡❣❡r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬❈❖❙✽✻❪✱❬❲❡❜✾✼❪
❛s ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡ ♦❢ ◆❋❙✳

❘❡t✉r♥✐♥❣ t♦ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡✱ ❢♦r i = 1, 2 ❛♥❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ✐❞❡❛❧ l ✐♥ Fi(B) ✇❡ ❦♥♦✇
t❤❛t lhi ✐s ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ✇❤❡r❡ hi ✐s t❤❡ ❝❧❛ss ♥✉♠❜❡r ♦❢ Ki✳ ❯♥❞❡r t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ 2
✇❡ ❝❛♥ ✜♥❞ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t γl s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r i = 1, 2✱

lhi = γlOi. ✭✻✳✾✮

❍❡♥❝❡ ❊q✉❛t✐♦♥s ✭✻✳✼✮ ❛♥❞ ✭✻✳✽✮ ❜❡❝♦♠❡

(a− bα1)
h1 = U1

∏

l∈F1(B)

γ
v1(a,b,l)
l ✭✻✳✶✵✮

(a− bα2)
h2 = U2

∏

l∈F2(B)

γ
v2(a,b,l)
l , ✭✻✳✶✶✮

❢♦r s♦♠❡ ✉♥✐ts U1 ∈ O1 ❛♥❞ U2 ∈ O2✳ ❯♥❞❡r ❛ss✉♠♣t✐♦♥ 3 ✇❡ ❝❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡❧② ✇r✐t❡
U1 = κ1

∏r1
j=1 u

e1(a,b,j)
1,j ❛♥❞ s✐♠✐❧❛r❧② ❢♦r U2✳ ❇❡✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ Q(α1) ❛♥❞ Q(α2)✱

t❤❡ ✉♥✐ts U1✱ U2 ❛♥❞ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts γl ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s P (α1) ♦r P (α2) ❢♦r s♦♠❡
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s P ✐♥ Q[x]✳
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❲❡ ❦♥♦✇ ❤♦✇ t♦ ♠❛♣ ✐♥ Fp ❛♥② ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ Z[α1] ♦r Z[α2] ❞✉❡ t♦ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✻✳✻✮
♦r t♦ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✳ ❖♥❡ ❝❛♥ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ♠♦r♣❤✐s♠ t♦ ❡❧❡♠❡♥ts γ ✐♥ K ✇❤♦s❡ ♥♦r♠
✐s ❝♦♣r✐♠❡ t♦ p✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❧❡t ✉s ♣✉t p1 = 〈p, α1−m〉 ❛♥❞ p2 = 〈p, α2−m〉✳ ❋♦r ❛♥②
γ ∈ O1 ✭r❡s♣ O2 ✮✱ ✇❤♦s❡ ♥♦r♠ ❞❡♥♦♠✐♥❛t♦r ✐s ❝♦♣r✐♠❡ t♦ p✱ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② γ t❤❡
r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ γ ♠♦❞✉❧♦ p1 ✭r❡s♣✳ p2✮✿ ✐❢ γ = P (α1)/Q ✭r❡s♣✳ P (α2)/Q✮ ❢♦r s♦♠❡
P ∈ Z[X] ❛♥❞ Q ∈ Z ✇✐t❤ Q ❝♦♣r✐♠❡ t♦ p✱ t❤❡♥ γ = P (m)Q

−1
✇❤❡r❡ P ❛♥❞ Q

❛r❡ t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥s ♦❢ P ❛♥❞ Q ♠♦❞✉❧♦ p✳
❲❡ ✜♥❛❧❧② ♦❜t❛✐♥






κ1

r1
∏

i=1

u1,i
e1(a,b,i)

∏

l∈F1(B)

γl

v1(a,b,l)







h
−1
1 mod π

=






κ2

r2
∏

i=1

u2,i
e2(a,b,i)

∏

l∈F2(B)

γl

v2(a,b,l)







h
−1
2 mod π

✭✻✳✶✷✮

❚❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥✈♦❧✈❡s ♦♥❧② ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ Fp✳ ❲❡ ♠❛❦❡ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥
t❤❛t t❤❡ ❝❧❛ss ♥✉♠❜❡rs h1 ❛♥❞ h2 ❛r❡ ❝♦♣r✐♠❡ t♦ t❤❡ ❧❛r❣❡ ♣r✐♠❡ ❢❛❝t♦r π ♦❢ p− 1
✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ♠♦❞✉❧✉s ♦❢ ♦✉r ❧♦❣❛r✐t❤♠s✳ ❙✐♥❝❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞
✇✐t❤ P♦❧❧❛r❞✬s ♠❡t❤♦❞ ✐♥ t✐♠❡ Lp(1/3, ·) ✇❤❡♥ π < Lp(1/3, c) ❢♦r ❛ ❝♦♥st❛♥t c > 0✱
✇❡ ❝❛♥ ❛ss✉♠❡ π > Lp(1/3, 1)✱ s♦ t❤❛t t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t ✐t ❞✐✈✐❞❡s h1 ♦r h2 ✐s
t✐♥②✳

❋♦r i = 1, 2✱ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ κi ✐♥ F∗
p ❞✐✈✐❞❡s t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ κi ✐♥ Oi✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡

t❤❛t π ✐s ❝♦♣r✐♠❡ t♦ Disc(fi)✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❤✐❣❤❧② ♣r♦❜❛❜❧❡ ❜❡❝❛✉s❡ π > Lp(1/3, 1)✳ ❇②
▲❡♠♠❛ ✻✳✶✳✼✱ K1 ❛♥❞ K2 ❤❛✈❡ ♥♦ πt❤ r♦♦t ♦❢ ✉♥✐t②✳ ❚❤❡♥✱ ❢♦r ❛♥② ❣❡♥❡r❛t♦r t ♦❢
F∗
p ✇❡ ❤❛✈❡

logt κ1 ≡ logt κ2 ≡ 0 mod π. ✭✻✳✶✸✮

❲❡ ❝❛♥ ♥♦✇ ✇r✐t❡ ❛♥ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠s logt(u1,i)✱
logt(u2,i) ❛♥❞ logt γl ❢♦r l ✐♥ F(B)✿

∑r1
i=1 e1(a, b, i)

logt(u1,i)

h1
+
∑

l∈F1(B) v1(a, b, l)
logt(γl)

h1
≡∑r2

i=1 e2(a, b, i)
logt(u2,i)

h2
+
∑

l∈F2(B) v2(a, b, l)
logt(γl)

h2
mod π.

✭✻✳✶✹✮

❚❤❡ q✉❛♥t✐t✐❡s h−1
1 logt γl ❛♥❞ h

−1
2 logt γl ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ ✈✐rt✉❛❧ ❧♦❣❛r✐t❤♠s ♦❢ l ❛♥❞ ✇✐❧❧

❜❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ✐♥ ❞❡t❛✐❧ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✽✳ ❲❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ ❤♦✇ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥
❛♠♦♥❣ t❤❡ ✈✐rt✉❛❧ ❧♦❣❛r✐t❤♠s ❢♦r ❛♥② ❞♦✉❜❧②✲B✲s♠♦♦t❤ ❛♥❞ ❝♦♣r✐♠❡ ♣❛✐r (a, b)✳
❲❡ ♠❛❦❡ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❤❡✉r✐st✐❝ t❤❛t t❤❡ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇❤❡♥ ✇r✐t✐♥❣
❡q✉❛t✐♦♥s ✐♥ t❤✐s ♠❛♥♥❡r ❤❛s ❛ ❦❡r♥❡❧ ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 1✳ ❚❤❡♥ ♦♥❡ ❝❛♥ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡
✈✐rt✉❛❧ ❧♦❣❛r✐t❤♠s ♦❢ ❛❧❧ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ ❢❛❝t♦r ❜❛s❡✳

❲❡ ❝❛♥ ♥♦✇ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ♠❛✐♥ ♣❤❛s❡ ♦❢ t❤❡ ◆❋❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ B ❛♥❞ E
❛r❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs t❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ❧❛t❡r✳

✻✳✸ ❉❡t❛✐❧❡❞ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ◆❋❙ st❛❣❡s

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✻✳✶ ❝❛♥ ❜❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ st❛❣❡s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ P♦❧②♥♦♠✐❛❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ ✭❧✐♥❡ 1✮✱
❘❡❧❛t✐♦♥ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ✭❧✐♥❡ 2✮✱ ❋✐❧t❡r✐♥❣ ✭❧✐♥❡ 3 ❛♥❞ t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ 4✮ ❛♥❞ ▲✐♥❡❛r
❛❧❣❡❜r❛ st❛❣❡ ✭❧✐♥❡ 4✮✳ ❆s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ■♥❞❡① ❈❛❧❝✉❧✉s✱ ❛ s❡❝♦♥❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝❛❧❧❡❞
■♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❧♦❣❛r✐t❤♠ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠ ♦❢ ❛♥② ❣✐✈❡♥ ❡❧❡♠❡♥t
s ♦❢ F∗

p✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❧✐♠✐t ♦✉rs❡❧✈❡s t♦ ❛ s❤♦rt ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ ❜✉t ✇❡ ✇✐❧❧ r❡t✉r♥
t♦ t❤❡ ❘❡❧❛t✐♦♥ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ▲✐♥❡❛r ❛❧❣❡❜r❛ st❛❣❡s ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✽✳
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❆❧❣♦r✐t❤♠ ✻✳✶ ❚❤❡ ◆✉♠❜❡r ❋✐❡❧❞ ❙✐❡✈❡✿ ♠❛✐♥ ♣❤❛s❡
■♥♣✉t✿ ❛ ♣r✐♠❡ p✱ ❛ ♣r✐♠❡ ❢❛❝t♦r π ♦❢ p − 1✱ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t t ∈ F∗

p

⋂
F(B) ♦❢ ♦r❞❡r

♠✉❧t✐♣❧❡ ♦❢ π
❖✉t♣✉t✿ ✈✐rt✉❛❧ ❧♦❣❛r✐t❤♠s ♦❢ ✐❞❡❛❧s l ✐♥ F(B) ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ✉♥✐ts ♦❢

K1 ❛♥❞ K2

✶✿ ❙❡❧❡❝t t✇♦ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s f1 ❛♥❞ f2 ✇✐t❤ ❛ ❝♦♠♠♦♥ r♦♦t m ♠♦❞✉❧♦ p
✷✿ ❈♦❧❧❡❝t #F(B) ❝♦♣r✐♠❡ ♣❛✐rs (a, b) ∈ Z2 ✇✐t❤ |a|, |b| ≤ E ❛♥❞

N(a− bα1) ❛♥❞ N(a− bα2) ❛r❡ B✲s♠♦♦t❤

✸✿ ❈♦♥str✉❝t ❛ ♠❛tr✐① M ❢r♦♠ t❤❡ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥s
✹✿ ❙♦❧✈❡ Mu = 0 ♦✈❡r Fπ

✺✿ ❙❝❛❧❡ u s♦ t❤❛t logt t = 1 ❛♥❞ ♦✉t♣✉t u

✻✳✸✳✶ P♦❧②♥♦♠✐❛❧ s❡❧❡❝t✐♦♥

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❦❡❡♣ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♥♦t❛t✐♦♥s✱ ❢r♦♠ ♥♦✇ ♦♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❝❛❧❧ f ❛♥❞ g t❤❡
t✇♦ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s f1 ❛♥❞ f2 ✉s❡❞ ✐♥ ◆❋❙✳ ❘❡❝❛❧❧ t❤❛t ◆❋❙ r❡q✉✐r❡s t❤❛t f ❛♥❞ g
❛r❡ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ✐♥ Z[x] ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥s f ❛♥❞ g ♠♦❞✉❧♦ p ❤❛✈❡ ❛ ❝♦♠♠♦♥
r♦♦t m✳ ❇❡❢♦r❡ s❡❡✐♥❣ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ♠❡t❤♦❞s ✐♥ t❤❡ ♥❡①t ❝❤❛♣t❡r✱ ❧❡t ✉s s❡❡ t❤❡
s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❜❛s❡✲m ♠❡t❤♦❞ ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✻✳✷✳

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✻✳✷ P♦❧②♥♦♠✐❛❧ s❡❧❡❝t✐♦♥✿ t❤❡ ❜❛s❡✲m ♠❡t❤♦❞
■♥♣✉t✿ ❛ ♣r✐♠❡ p ❛♥❞ ❛♥ ✐♥t❡❣❡r ♣❛r❛♠❡t❡r d
❖✉t♣✉t✿ t✇♦ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s f ❛♥❞ g✱ ✇✐t❤ deg f = d ❛♥❞ deg g = 1✱ s❤❛r✐♥❣ ❛ r♦♦t

m ♠♦❞✉❧♦ p
✶✿ m←

⌈
d
√
p
⌉

✷✿ r❡♣❡❛t
✸✿ m← m− 1
✹✿ ❲r✐t❡ p ✐♥ ❜❛s❡ m✿ p =

∑d
i=0 pim

i

✺✿ f ←∑d
i=0 pix

i ❛♥❞ g ← x−m
✻✿ ✉♥t✐❧ f ✐s ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡
✼✿ ❖✉t♣✉t f ❛♥❞ g

■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♥♦t❡ t❤❛t f ✐s ♠♦♥✐❝ ❛♥❞ ✇❡ ❤❛✈❡

max
(
‖f‖∞ ,‖g‖∞

)
≤ m ≤ p1/d. ✭✻✳✶✺✮

■♥❞❡❡❞✱ ♥♦t❡ ✜rst t❤❛t t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ f ❛♥❞ g ❛r❡ ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② m ✇❤✐❝❤ ✐s
s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ p1/d✳ ◆❡①t✱ s✐♥❝❡ ❛ r❛♥❞♦♠ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐♥ Z[x] ✐s ❤❡✉r✐st✐❝❛❧❧② ❛❧✇❛②s
✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡✱ t❤❡ ❧♦♦♣ ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✻✳✷ ❤❛s ❛ s♠❛❧❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s✱ s♦ t❤❛t
m > (p/2)1/d✳ ❚❤✐s ♣r♦✈❡s t❤❛t f ✐s ♠♦♥✐❝✳

✻✳✸✳✷ ❘❡❧❛t✐♦♥ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥✿ t❤❡ s✐❡✈❡

❘❡❝❛❧❧ t❤❛t✱ ❣✐✈❡♥ ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r E✱ ◆❋❙ ❝♦❧❧❡❝ts ❛❧❧ t❤❡ ❝♦♣r✐♠❡ ♣❛✐rs (a, b) ✇✐t❤
|a|, |b| ≤ E s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❛t
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(a, b)✱ F (a, b) ❛♥❞ G(a, b)✱ ❛r❡ B✲s♠♦♦t❤ ❢♦r ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r B✳ ❙✐♥❝❡ ♣❛✐rs (a, b)
❛♥❞ (−a,−b) ❣✐✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛❞❞✐t✐✈❡ r❡❧❛t✐♦♥✱ ✇❡ r❡str✐❝t t♦ t❤❡ ♣❛✐rs (a, b) ✐♥ t❤❡
r❡❝t❛♥❣❧❡ [0, E]× [−E,E]✳

❚❤❡ ♥❛✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇♦✉❧❞ ❜❡ t♦ ❡♥✉♠❡r❛t❡ ❛❧❧ t❤❡ ♣❛✐rs (a, b) ❛♥❞ t♦ t❡st t❤❡
B✲s♠♦♦t❤♥❡ss ♦❢ F (a, b) ·G(a, b) ✉s✐♥❣ ❊❈▼✳ ❆s ✇❡ s❤♦✇ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✼✱ t❤❡ ❝♦♠✲
♣❧❡①✐t② ♦❢ r❡❧❛t✐♦♥ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ st❛❣❡ ✐s Lp(1/3, ·)1+o(1) ❛♥❞ t❤❡ s♠♦♦t❤♥❡ss ❜♦✉♥❞
B = Lp(1/3, β) ❢♦r s♦♠❡ ❝♦♥st❛♥t β > 0✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✷✳✷ t❤❡ t✐♠❡
♦❢ ❡❛❝❤ ❊❈▼ t❡st ✇✐t❤ s♠♦♦t❤♥❡ss ❜♦✉♥❞ B ✐s Lp(1/6, ·)✳ ❍❡♥❝❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡
❜❡t✇❡❡♥ t❤✐s ♥❛✐✈❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❛♥❞ ❛♥② ♦t❤❡r t❡❝❤♥✐q✉❡ ✇❤✐❝❤ ❡♥✉♠❡r❛t❡s t❤❡ s✐❡✈✲
✐♥❣ ❞♦♠❛✐♥ [0, E] × [−E,E] ✐s ❤✐❞❞❡♥ ✐♥ t❤❡ o(1) t❡r♠ ✐♥ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❝♦♠♣❧❡①✐t②✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ✐t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ❣❛✐♥ ❛ ❢❛❝t♦r Lp(1/6, ·) ♦♥ ❛♥ ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡①✐t② Lp(1/3, ·)✳ ❋♦r t❤✐s ✇❡ ✉s❡ ❛ ✏s✐❡✈✐♥❣✑ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐♥s♣✐r❡❞ ❢r♦♠
❊r❛t❤♦st❡♥❡✬s s✐❡✈❡✳

❚❤❡ ❜❛s✐❝ ✐❞❡❛ ✐s t❤❛t ✐❢ F (x, y) ✐s ❛ ❜✐✈❛r✐❛t❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❛♥❞ ℓ ❛ ♣r✐♠❡✱ t❤❡♥
♦♥❡ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ♠❛r❦ ❛❧❧ t❤❡ ♣❛✐rs (a, b) s✉❝❤ t❤❛t F (a, b) ≡ 0 mod ℓ✳ ◆♦✇ s✉♣♣♦s❡
t❤❛t ❡❛❝❤ ♣❛✐r (a, b) ✐♥ t❤❡ s✐❡✈✐♥❣ r❡❝t❛♥❣❧❡ [0, E] × [−E,E] r❡❝❡✐✈❡❞ ❛ ♠❛r❦ ❢♦r
❡❛❝❤ ♣r✐♠❡ ℓ ✇❤✐❝❤ ❞✐✈✐❞❡s F (a, b)✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ F (a, b) ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♣r✐♠❡
❛r❡ ❡①❛❝t❧② t❤❡s❡ ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ♥♦ ♠❛r❦✳ ■♥ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ❝❛s❡✱ ✐❢ ✇❡ ♣✉t ♠❛r❦s ♦♥❧②
❢♦r ♣r✐♠❡s ℓ ❧❡ss t❤❛♥ t❤❡ s♠♦♦t❤♥❡ss ❜♦✉♥❞ B✱ t❤❡♥ t❤❡ ♣❛✐rs (a, b) ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡
♠❛♥② ♠❛r❦s ❤❛✈❡ ❛ ❤✐❣❤❡r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t F (a, b) ✐s B✲s♠♦♦t❤✳

■♥ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧✱ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t ✇❡ ❦♥♦✇ ❛❧❧ t❤❡ ♣❛✐rs (ℓk, r) s✉❝❤ t❤❛t f(r) ≡
0 mod ℓk✳ ▲❡t ℓ ❜❡ ❛ ♣r✐♠❡ ❛♥❞ k ≥ 1 ❛♥ ✐♥t❡❣❡r✳ ❙✐♥❝❡ f ✐s ♠♦♥✐❝✱ t❤❡ ♣❛✐rs
(a0, b0) ✐♥ [0, ℓk]2 s✉❝❤ t❤❛t gcd(a, b, ℓ) = 1 ❛♥❞ F (a0, b0) ≡ 0 mod ℓk ❛r❡ ❡①❛❝t❧②
t❤♦s❡ s✉❝❤ t❤❛t a ≡ br mod ℓk✳ ❍❡♥❝❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ♠❛r❦ ❛❧❧ t❤❡ ♣❛✐rs (a, b) ✇✐t❤
a ≡ a0 mod ℓk ❛♥❞ b ≡ b0 mod ℓk✳

❚❤❡ s✐❡✈✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❣♦❡s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❲❡ ♠❛❦❡ ❛♥ ❛rr❛② ✇❤♦s❡ ❡♥tr✐❡s
❛r❡ ✐♥❞❡①❡❞ ❜② ♣❛✐rs (a, b) ❛♥❞ ✇❡ ✐♥✐t✐❛❧✐③❡ ✐t t♦ log2 F (a, b)✳ ❚❤❡♥✱ ❢♦r ❡❛❝❤
♣❛✐r (ℓ, k) ✇❡ s✉❜tr❛❝t log2 ℓ ❢r♦♠ ❛rr❛② ❡♥tr✐❡s ✐♥❞❡①❡❞ ❜② ♣❛✐rs (a, b) s✉❝❤
t❤❛t F (a, b) ≡ 0 mod ℓk✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✐♥ t♦t❛❧✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣❛✐r (a, b) ✇❡ s✉❜tr❛❝t
valℓ(F (a, b)) t✐♠❡s log2 ℓ ❢r♦♠ t❤❡ ❡♥tr② ♦❢ ✐♥❞❡① (a, b)✳ ❚❤❡ ♣❛✐rs s✉❝❤ t❤❛t
log2 F (a, b) =

∑
ℓ∈F(a,b) log2 ℓ valℓ F (a, b) ❛r❡ ❡①❛❝t❧② t❤❡ s♠♦♦t❤ ♣❛✐rs✳ ■♥ ♣r❛❝✲

t✐❝❡✱ ✇❡ ✇♦r❦ ✇✐t❤ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ♦❢ ❧♦❣❛r✐t❤♠s✱ s♦ t❤❛t ✇❡ ❦❡❡♣ ❢♦r ❛ s♠♦♦t❤♥❡ss
t❡st ❛❧❧ t❤❡ ♣❛✐rs ✇❤✐❝❤ ❛❢t❡r t❤❡ s✐❡✈❡ ❤❛✈❡ ❛ ✈❛❧✉❡ ❧❡ss t❤❛♥ ❛ t❤r❡s❤♦❧❞ ♣❛r❛♠❡t❡r✳
❲❡ ❣✐✈❡ ❛ ♣r❡❝✐s❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✻✳✸✳ ❲❡ r✉♥ ✐t ❢♦r f ❛♥❞ t❤❡♥ ❢♦r g ❛♥❞
✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❞♦✉❜❧②✲B✲s♠♦♦t❤ ♣❛✐rs ❜② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ t✇♦ s✐❡✈❡s✳

❚❤❡ r❡❛❞❡r ♠✐❣❤t ♦❜❥❡❝t t♦ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✻✳✸ ❛s t❤❡ ❢♦❧❦❧♦r❡
❝♦♥t❛✐♥s ♠❛♥② ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s✳ ◆♦t❡ ✜rst t❤❛t ◆❋❙ ❞♦❡s ♥♦t r❡q✉✐r❡ ❛❧❧ t❤❡ ❞♦✉❜❧②✲
s♠♦♦t❤ ♣❛✐rs (a, b)✱ ❜✉t r❛t❤❡r ✐t r❡q✉✐r❡s t❤❛t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡❧❛t✐♦♥s ❡①❝❡❡❞s t❤❡
❝❛r❞✐♥❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❢❛❝t♦r ❜❛s❡✳ ❍❡♥❝❡✱ ♦♥❡ ♣r❡❢❡rs t♦ ❧♦s❡ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s ✐❢
♦♥❡ ♦❜t❛✐♥s ❛ ❣♦♦❞ r❛t✐♦ r❡❧❛t✐♦♥s✴s❡❝♦♥❞✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ t❤❡ s♠♦♦t❤♥❡ss t❡st ✉s❡❞
✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ ✐s ❊❈▼✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✐t ✐s ♥♦t ❝❧❡❛r ✐❢
♦♥❡ ♠✉st ❦❡❡♣ t❤❡ ♣❛✐rs (ℓk, r) ✐♥ ❧✐♥❡ 1. ❢♦r k ≥ 2 ❛♥❞ ℓ ≥ 5✳ ■♥❞❡❡❞✱ s✐❡✈✐♥❣ t❤❡
♣♦✇❡rs ✐s ❝♦st❧② ❛♥❞ ✐t ♠✐❣❤t ♥♦t r❡❞✉❝❡ ❜② ♠✉❝❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛✐rs ✇❤✐❝❤ ♣❛ss
t❤❡ s♠♦♦t❤♥❡ss t❡st✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡ ❡❛r❧✐❡r ✈❡rs✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❈❆❉❖✲◆❋❙ s♦❢t✇❛r❡
✉s❡❞ t♦ s❦✐♣ s✐❡✈✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ♣♦✇❡rs✳

◆♦t❡ t❤❛t ❢r♦♠ ❛ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r τ ❝❛♥ ❜❡ s❡t t♦ 0
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❆❧❣♦r✐t❤♠ ✻✳✸ ▲✐♥❡ s✐❡✈✐♥❣
■♥♣✉t✿ ❛ ♠♦♥✐❝ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ f(x) ✐♥ Z[x]

❛ ♣❛r❛♠❡t❡r τ > 0 ✭t❤r❡s❤♦❧❞✮
❖✉t♣✉t✿ ❛❧❧ t❤❡ ❝♦♣r✐♠❡ ♣❛✐rs (a, b) ∈ [0, E] × [−E,E] s✉❝❤ t❤❛t F (a, b) ✐s B✲

s♠♦♦t❤
✶✿ ▼❛❦❡ ❛ ❧✐st (ℓk, r) ♦❢ ♣r✐♠❡ ♣♦✇❡rs ℓ ≤ B ❛♥❞ ✐♥t❡❣❡rs 0 ≤ r < ℓ s✉❝❤ t❤❛t
f(r) ≡ 0 mod ℓk

✷✿ ❉❡✜♥❡ ❛♥ ❛rr❛② ✐♥❞❡①❡❞ ❜② t❤❡ ♣❛✐rs (a, b) ✐♥ [0, E]× [−E,E] ❛♥❞ ✐♥✐t✐❛❧✐③❡ ✐t
✇✐t❤ log2 F (a, b)

✸✿ ❢♦r ❛❧❧ (ℓk, r) ❞♦
✹✿ ❢♦r b ✐♥ [−E,E] ❞♦
✺✿ a0 ← br mod ℓk

✻✿ ❢♦r u ✐♥
[
−⌊a0

ℓk
⌋, ⌊E−a0

ℓk
⌋
]
❞♦

✼✿ ❙✉❜tr❛❝t log2 ℓ ❢r♦♠ t❤❡ ❡♥tr② ♦❢ ✐♥❞✐❝❡s (a0 + uℓk, b)
✽✿ ❡♥❞ ❢♦r
✾✿ ❡♥❞ ❢♦r

✶✵✿ ❡♥❞ ❢♦r
✶✶✿ ❢♦r ♣❛✐rs (a, b) ✐♥ [0, E]× [−E,E] ❞♦
✶✷✿ ✐❢ gcd(a, b) = 1 ❛♥❞ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ✐♥ t❤❡ ❡♥tr② ♦❢ (a, b) ✐s ❧❡ss t❤❛♥ τ t❤❡♥
✶✸✿ ✐❢ ❛ B✲s♠♦♦t❤♥❡ss t❡st ♦♥ F (a, b) ✇✐t❤ ❊❈▼ ❛♥s✇❡rs tr✉❡ t❤❡♥
✶✹✿ ❖✉t♣✉t (a, b)
✶✺✿ ❡♥❞ ✐❢
✶✻✿ ❡♥❞ ✐❢
✶✼✿ ❡♥❞ ❢♦r
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s♦ t❤❛t t❤❡ ❊❈▼ t❡st ❝❛♥ ❜❡ s❦✐♣♣❡❞✳ ❋r♦♠ ❛ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ t❤✐s t❡st ✐s
t❛❦❡♥ ❜② ❛ s♠❛❧❧ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ♣❛✐rs✱ s♦ t❤❛t t❤❡ ❛❝t✉❛❧ s✐❡✈✐♥❣ ✐♥ ❧✐♥❡s 3. − 10. ❛♥❞
t❤❡ ✏❝♦❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥✑ ✐♥ ❧✐♥❡s 11.−17. t❛❦❡ ❛ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❡q✉❛❧ ❛♠♦✉♥t ♦❢ t✐♠❡✳ ◆♦t❡
t❤❛t t❤❡ ❝♦❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥ ❣✐✈❡s ✉s t❤❡ ❢❛❝t♦rs ♦❢ t❤❡ ♥♦r♠s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞ ❢♦r t❤❡
♥❡①t st❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

✻✳✸✳✸ ❋✐❧t❡r✐♥❣

❙♦♠❡t✐♠❡s s❡❡♥ ❛s ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❛❧❣❡❜r❛ st❛❣❡ ♦❢ ◆❋❙✱ t❤❡ ✜❧t❡r✐♥❣ tr❛♥s❢♦r♠s
t❤❡ s❡t ♦❢ ♣❛✐rs (a, b) ✐♥t♦ ❛ ♠❛tr✐① ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ ✐t ❡❧✐♠✐♥❛t❡s t❤❡ ♥♦♥✲♥❡❝❡ss❛r②
r♦✇s ❛♥❞ ❝♦❧✉♠♥s✳ ■t ✐s ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ❢♦r ◆❋❙✷✱ ❋❋❙ ❛♥❞ ◆❋❙✲❍❉ ❛♥❞ ❤❛s str♦♥❣
s✐♠✐❧❛r✐t✐❡s ✐♥ t❤❡ ❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳

❲❤❡♥ ✇r✐t✐♥❣ ❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r ❛ ♣❛✐r (a, b)✱ ♦♥❡ st❛rts ❜② ❢❛❝t♦r✐♥❣ a− bα ❛♥❞
a−bm ✐♥t♦ ❞❡❣r❡❡ 1 ✐❞❡❛❧s ❛s ✐♥ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✶✳✹✳ ◆❡①t✱ ♦♥❡ ❝♦♠♣✉t❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✉♥✐ts ♦❢ Of ✉s✐♥❣ t❤❡ ❙❝❤✐r♦❦❛✉❡r ♠❛♣s✱ ❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥
❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✹✳

❖♥❡ ❝❛♥ ✜♥❛❧❧② s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ ♠❛tr✐① ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ■❢ ♦♥❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ♦❝❝✉rs ✐♥ ❛
✉♥✐q✉❡ ❡q✉❛t✐♦♥✱ ❝❛❧❧❡❞ s✐♥❣❧❡t♦♥✱ ♦♥❡ st♦r❡s t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r ❧❛t❡r ✉s❡ ❛♥❞ ❞❡❧❡t❡s
t❤❡ r♦✇ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦❧✉♠♥ ❢r♦♠ t❤❡ ♠❛tr✐①✳ ❙❡❝♦♥❞❧②✱ ✐❢ ♦♥❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ♦❝❝✉rs ✐♥
❡①❛❝t❧② t✇♦ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ t❤❡♥ ✇❡ ❝❛♥ s✉❜tr❛❝t ♦♥❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♦t❤❡r✳ ❚❤✐s tr❛♥s❢♦r♠s
♦♥❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❡q✉❛t✐♦♥s ✐♥t♦ ❛ s✐♥❣❧❡t♦♥ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❡r❛s❡❞✳ ■❢ t❤❡ t✇♦ ❡q✉❛t✐♦♥s
❤❛✈❡ w1 r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② w2 ♥♦♥✲③❡r♦ ❡♥tr✐❡s✱ t❤❡♥ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ❡q✉❛t✐♦♥ ❤❛s ❛t ♠♦st
w1+w2−2 ♥♦♥✲③❡r♦ ❡♥tr✐❡s✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ✇❡✐❣❤t✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦♥✲③❡r♦ ❡♥tr✐❡s✱
♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① ✐s ❞❡❝r❡❛s❡❞ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✐ts ♥✉♠❜❡r ♦❢ r♦✇s ❛♥❞ ❝♦❧✉♠♥s✳ ❚❤✐s st❛❣❡
✐s ❝❛❧❧❡❞ ❝❧✐q✉❡✲r❡♠♦✈❛❧ ❛♥❞ ✐s ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛ st❛❣❡✱ ❝❛❧❧❡❞ ♠❡r❣❡✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦
t❤❡ ✜rst ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❆ t❤♦r♦✉❣❤ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢
t❤❡ ❋✐❧t❡r✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬▲❖✾✶❪✱❬P❙✾✷❪✱❬❈❛✈✵✵❪✱ ❛♥❞ ❬❇♦✉✶✸❪✳

✻✳✸✳✹ ❚❤❡ ❧✐♥❡❛r ❛❧❣❡❜r❛ st❛❣❡

■♥ s❤♦rt✱ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❛❧❣❡❜r❛ st❛❣❡ t❛❦❡s ❛s ✐♥♣✉t ❛ sq✉❛r❡ ♠❛tr✐① M ♦❢ ③❡r♦ ❞❡t❡r✲
♠✐♥❛♥t ✇✐t❤ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦✈❡r Fπ ❢♦r ❛ ❧❛r❣❡ ♣r✐♠❡ π ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❡s ❛ ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧
✈❡❝t♦r u s✉❝❤ t❤❛t Mu = 0✳ ❚❤❡ st❛❣❡ ♦❝❝✉rs ✐♥ ✈❛r✐♦✉s ❞✐s❝r❡t❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠ ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠s✱ st❛rt✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ s✐❡✈✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ❝♦♥t✐♥✉✐♥❣
✇✐t❤ ♦t❤❡r ❛❧❣♦r✐t❤♠s ♦❢ ✜♥✐t❡ ✜❡❧❞s ❬❆▼✶✷❪✱❬❏♦✉✶✸❜❪ ❛♥❞ ❡♥❞✐♥❣ ✇✐t❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠s
❢♦r ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝✉r✈❡s ❬●❛✉✵✾❪ ❛♥❞ ❬❏❱✶✷❪✳

◆♦t❡ ✜rst t❤❛t t❤❡ ♠❛tr✐① M ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ◆❋❙ ✭r❡s♣✳ ❋❋❙✮ ✐s s♣❛rs❡✳ ■♥❞❡❡❞✱
❛♣❛rt ❢r♦♠ ✉♣ t♦ deg f + deg g ❝♦❧✉♠♥s ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐①✱ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❙❝❤✐r♦❦❛✉❡r
♠❛♣s✱ t❤❛t ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✹✱ t❤❡ ♥♦♥✲③❡r♦ ❡♥tr✐❡s ♦❢ ❛♥② r♦✇ (a, b) ❛r❡
t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♣r✐♠❡ ❞✐✈✐s♦rs ♦❢ F (a, b)G(a, b) ✭s❡❡ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✶✳✹✮✳ ❙✐♥❝❡
❛♥② ♥✉♠❜❡r ❧❡ss t❤❛♥ p ❤❛s ❛t ♠♦st log2 p ♣r✐♠❡ ❞✐✈✐s♦rs ❛♥❞ ❜② t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ✐♥
❙❡❝t✐♦♥ ✼✳✶ |F (a, b)| ❛♥❞ |a − bm| ❛r❡ ❧❡ss t❤❛♥ d✱ ❡❛❝❤ r♦✇ ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① ❤❛s ❛t
♠♦st 2 log2 p+ deg f + deg g ♥♦♥✲③❡r♦ ❡♥tr✐❡s✳

✷■♥ t❤✐s ❞♦❝✉♠❡♥t ◆❋❙ st❛♥❞s ❢♦r t❤❡ ❉▲P ❛❧❣♦r✐t❤♠❀ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠ ❤❛✈✐♥❣ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ✜❧t❡r✐♥❣ st❛❣❡✳
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❚✇♦ ♦❢ t❤❡ ❢❛st❡st ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r s♦❧✈✐♥❣ s♣❛rs❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s s②st❡♠s ❛r❡
❲✐❡❞❡♠❛♥♥✬s ❛♥❞ ▲❛♥❝③♦s✬ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❚❤❡✐r ❝♦♠♣❧❡①✐t✐❡s ❛r❡ O(N2λ) ✇❤❡r❡
λ ✐s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦♥✲③❡r♦ ❡♥tr✐❡s ♣❡r r♦✇ ❛♥❞ N t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r♦✇s
❛♥❞ ❝♦❧✉♠♥s ♦❢ M ✳

■♥ t❤✐s ❞♦❝✉♠❡♥t ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ❢♦r♠❡r ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ❤❛s ❜❡tt❡r ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ♣r♦♣✲
❡rt✐❡s✱ ❛s ✇❡ ❛r❣✉❡ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✽✳✷✳✷✳ ❚❤❡ ❜❛s✐❝ ✐❞❡❛ ✐s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❛♥② ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧
C ∈ Fπ[x]✱ C(x) =

∑degC
i=0 cix

i s✉❝❤ t❤❛t C(M) = 0✿

degC∑

i=0

ciM
i = 0. ✭✻✳✶✻✮

❙✐♥❝❡ M ✐s s✐♥❣✉❧❛r✱ ✐✳❡✳✱ detM = 0✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts v ∈ FN×1
π ✱ v 6= 0 s✉❝❤ t❤❛t

Mv = 0✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ❤❛✈❡ c0v = −
∑degM

i=1 ciM
iv = 0✱ s♦ c0 = 0✳ ❍❡♥❝❡ ✇❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡

C(X) = Xch(X) ✇✐t❤ c ∈ N∗ ❛♥❞ ✇❤❡r❡ h(X) ✐s ♥♦t ❛ ✈❛♥✐s❤✐♥❣ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❢♦r
M ✳ ◆♦t❡ t❤❛t h+(X) := Xh(X) ✐s ❛ ✈❛♥✐s❤✐♥❣ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♦❢M ✳ ■❢ v ✐s ❛♥② ✈❡❝t♦r
♥♦t ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❦❡r♥❡❧ ♦❢ h(M)✱ ❛♥❞ ✐❢ ✇❡ ♣✉t w = h(M)v t❤❡♥ ✇❡ ❤❛✈❡

w 6= 0 ❛♥❞ Mw = h+(M)v = 0. ✭✻✳✶✼✮

❍❡♥❝❡✱ ❲✐❡❞❡♠❛♥♥✬s ❛❧❣♦r✐t❤♠ r❡❞✉❝❡s t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ v t♦ t❤❛t
♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥② ✈❛♥✐s❤✐♥❣ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ C ♦❢ M ✳ ❋♦r t❤✐s ❧❛tt❡r t❛s❦✱ ❛
♥❡❝❡ss❛r② s✉❜r♦✉t✐♥❡ ✐s t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❧✐♥❡❛r ❣❡♥❡r❛t♦r ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✻✳✸✳✶✳ ▲❡t K ❜❡ ❛ ✜❡❧❞ ❛♥❞ (ai)i∈N ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ K✳ ❲❡
s❛② t❤❛t ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ Λ(X) ∈ K[X] ✐s ❛ ❧✐♥❡❛r ❣❡♥❡r❛t♦r ♦❢ (ai) ✐❢ t❤❡ ❢♦r♠❛❧ s❡r✐❡s
(
∑∞

i=0 aiX
i)Λ(X) ✐s ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✳ ■❢ Λ ❤❛s ❛ ♥♦♥✲③❡r♦ ❝♦♥st❛♥t ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❛♥❞ ✇❡

❝❛❧❧ N ′ ✐ts ❞❡❣r❡❡✱ Λ(X) =
∑N ′

i=0 ΛiX
i✱ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦

∀n ≥ N ′ + 1, an =
−1
Λ0

N ′∑

i=1

an−iΛi. ✭✻✳✶✽✮

◆♦t❡ t❤❛t ♦♥❡ ❝❛♥ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❣❡♥❡r❛t♦r ♦❢ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ❛s t❤❡ ✉♥✐q✉❡
♠♦♥✐❝ ❧✐♥❡❛r ❣❡♥❡r❛t♦r Λ ♦❢ ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡❣r❡❡✳ ❆❧s♦ ♥♦t❡ t❤❛t✱ ❣✐✈❡♥ ❛ s❡q✉❡♥❝❡
✇❤✐❝❤ ✐s ❦♥♦✇♥ t♦ ❤❛✈❡ ❛ ❞❡❣r❡❡ N ′ ❧✐♥❡❛r ❣❡♥❡r❛t♦r✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ❛ ❧✐♥❡❛r
❣❡♥❡r❛t♦r ❢r♦♠ ❛♥② 2N ′ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ t❡r♠s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❧❡t ✉s s✉♣♣♦s❡ t❤❛t ✇❡ ❦♥♦✇
an0−N ′ ✱ an0−N ′+1✱ . . .✱ an0+N ′−1 ❢♦r s♦♠❡ n0✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ✇r✐t❡ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✻✳✶✽✮ ❢♦r
n = n0, n0 + 1, . . . , n0 + N ′ − 1✳ ❲❡ ✐♠♣♦s❡ Λ0 = 1 ❛♥❞ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❧✐♥❡❛r
s②st❡♠ ♦❢ s✐③❡ N ′ × N ′ ✇❤♦s❡ ✉♥❦♥♦✇♥s ❛r❡ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ ❛ ❧✐♥❡❛r ❣❡♥❡r❛t♦r
Λ✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ t❤✐s ♥❛✐✈❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s ✐♠♣r❛❝t✐❝❛❧ s✐♥❝❡ ✐t ❤❛s ❛ ❝♦st ♦❢ O(N ′3)✳

❆ ❢❛st❡r ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❣❡♥❡r❛t♦r ✇❛s ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❇❡r❧❡❦❛♠♣
❛♥❞ ▼❛ss❡② ✭s❡❡ Pr♦❣r❛♠♠❡ 8.1 ✐♥ ❬❚❤♦✵✸❪✮✱ ❛♥❞ ❤❛s ❛ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ O(N ′2)
♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ Fπ✳ ■t ❝♦♥s✐sts ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ✐♥ ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❊①t❡♥❞❡❞ ❊✉❝❧✐❞
❆❧❣♦r✐t❤♠ ✭❊❊❆✮ t♦ a =

∑2N ′−1
i=0 aiX

i ❛♥❞ b = X2N ′

❛♥❞ ✐♥t❡rr✉♣t✐♥❣ ✐t ✐♥ t❤❡
♠✐❞❞❧❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❊❊❆ ❝♦♠♣✉t❡s ✐t❡r❛t✐✈❡❧② tr✐♣❧❡ts (di, si, ti) ♦❢ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s s✉❝❤
t❤❛t

di = sia+ tib. ✭✻✳✶✾✮
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❚❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ di ❝❛♥ ❜❡ ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ t♦ ❞❡❝r❡❛s❡ ❜② ❡①❛❝t❧② 1 ❛t ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥✳ ❆t
t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱ t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ si ✐♥❝r❡❛s❡s ♦❢ ❛t ♠♦st 1 ❛t ❡❛❝❤ st❡♣✳ ❲❡ ✐♥t❡rr✉♣t
❊❊❆ ✇❤❡♥ deg di = N ′ − 1 s♦ t❤❛t deg si ≤ N ′✳ ❲❤❡♥ ✇❡ ✇r✐t❡ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✻✳✶✾✮
❢♦r t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ i ❛t t❤❡ ✐♥t❡rr✉♣t✐♦♥ t✐♠❡ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

sia ≡ di mod XN ′

. ✭✻✳✷✵✮

❚❤✐s ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠ ✇❤✐❝❤ ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❣❡♥❡r❛t♦r ✉♣
t♦ ❛ s❝❛❧❛r✳ ❍❡♥❝❡ si ✐s ❛ ❧✐♥❡❛r ❣❡♥❡r❛t♦r ♦❢ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ (ai)✳

❲❡ ❝❛♥ ♥♦✇ s✉♠♠❛r✐③❡ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❛❧❣❡❜r❛ st❛❣❡ ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✻✳✹✳

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✻✳✹ ❚❤❡ ❧✐♥❡❛r ❛❧❣❡❜r❛ st❛❣❡✿ ❲✐❡❞❡♠❛♥♥
■♥♣✉t✿ ❆♥ N ×N s✐♥❣✉❧❛r ♠❛tr✐① M ♦✈❡r ❛ ✜❡❧❞ K
❖✉t♣✉t✿ ❛ ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ Mu = 0
✶✿ ①←❘❛♥❞♦♠✭KN×1✮✱ ②←❘❛♥❞♦♠✭K1×N✮✱
✷✿ ❬❑r②❧♦✈❪ ❈♦♠♣✉t❡ ai = yM i① ❢♦r ✐ ✐♥ [0, 2N − 1]
✸✿ ❬▲✐♥❡❛r ❣❡♥❡r❛t♦r❪ ❈♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❣❡♥❡r❛t♦r Λ =

∑deg Λ
i=0 cdeg Λ−iX

i ♦❢
(an)n∈N

✹✿ C(X)←
∑deg Λ

i=0 ciX
i

✺✿ h(X)← X− valX CC(X)
✻✿ v ←❘❛♥❞♦♠✭KN×1✮❀ ⊲ ❝❛♥ ❜❡ v ← ①
✼✿ ❬▼❛❦❡ s♦❧✉t✐♦♥❪ u← h(M)v
✽✿ ❘❡♣❡❛t u←Mu ✉♥t✐❧ Mu = 0 ❛♥❞ u 6= 0 ⊲ ❛t ♠♦st N + 1− deg Λ ✐t❡r❛t✐♦♥s

▲❡t ✉s ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ❝♦rr❡❝t♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ C ✐♥ ❆❧❣♦✲
r✐t❤♠ ✻✳✹ ✐s s✉❝❤ t❤❛t

y




degC∑

i=0

ciM
i


x = 0. ✭✻✳✷✶✮

❖♥❡ ❝❛♥ s❤♦✇ t❤❛t
∑degC

i=0 ciM
i = 0 ❡①❝❡♣t ✐❢ x✱ y ♦r v ❛r❡ ✐♥ t❤❡ ❦❡r♥❡❧ ♦❢ Q(M)

❢♦r ❛ ❞✐✈✐s♦r Q ♦❢ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♦❢ M ✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢
❢❛✐❧✉r❡ ✐s ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ t♦ 1/#K ✭s❡❡ ❛ ❞❡t❛✐❧❡❞ st✉❞② ✐♥ ❬❚❤♦✵✸❪✮✳ ❈♦♠✐♥❣ ❜❛❝❦
t♦ t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡ K = Fπ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t✱ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❣❡♥❡r❛t♦r Λ ❛❧❧♦✇s t♦
♦❜t❛✐♥ ❛ ✈❛♥✐s❤✐♥❣ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♦❢ M ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② 1−O(1/π)✳ ❈♦♥tr❛r② t♦ t❤❡
❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥ ❝♦♥t❡①t✱ t❤❡ ❢❛✐❧✐♥❣ ❝❛s❡s ✐♥ ❲✐❡❞❡♠❛♥♥✬s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛r❡ ♥♦t ❛♥ ✐ss✉❡
✐♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ♦❢ ❞✐s❝r❡t❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠ ✇❤❡r❡ π ✐s ✈❡r② ❧❛r❣❡✳

❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❡❛❝❤ ♠❛tr✐①✲✈❡❝t♦r ♣r♦❞✉❝t ✐s Nλ✱ ✇❤❡r❡ λ ✐s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦♥✲③❡r♦ ❡♥tr✐❡s ♣❡r r♦✇✳ ❆ ❞♦t ♣r♦❞✉❝t ❝♦sts N ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛♥❞
N ❛❞❞✐t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ✜❡❧❞✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ❑r②❧♦✈ st❡♣ ✐♥ ❧✐♥❡ 2. ❤❛s ❛ ❝♦st ♦❢ (2 +
o(1))N2λ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✳ ❲❡ s❛✇ t❤❛t t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❣❡♥❡r❛t♦r ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ O(N2)
♦♣❡r❛t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ N2λ ✇❤❡♥ λ ❣r♦✇s ✇✐t❤ N ✳ ❋✐♥❛❧❧②✱
t❤❡ ❝♦st ♦❢ ♠❛❦✐♥❣ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜② t❤❡ r❡❡✈❛❧✉❛t✐♦♥✸ ♦❢ M iv ❢♦r i ✐♥
[0, N ]✳ ❚❤✐s t❛❦❡s ❛♥♦t❤❡r (1 + o(1))N2λ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✳ ❲❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t

t✐♠❡ (❧✐♥❡❛r ❛❧❣❡❜r❛ st❛❣❡) =
(
3 + o(1)

)
N2λ. ✭✻✳✷✷✮

✸❙t♦r✐♥❣ t❤❡ t♦t❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ M ix ✐s ✉s✉❛❧❧② ✉♥❢❡❛s✐❜❧❡✳
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✻✳✸✳✺ ■♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❧♦❣❛r✐t❤♠

●✐✈❡♥ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t s ♦❢ F∗
p ❛♥❞ t❤❡ ✈✐rt✉❛❧ ❧♦❣❛r✐t❤♠s ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ t❤❡

❢❛❝t♦r ❜❛s❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛ ❣❡♥❡r❛t♦r t ♦❢ F∗
p✱ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❧♦❣❛r✐t❤♠ st❛❣❡

❝♦♥s✐sts ✐♥ s❡❛r❝❤✐♥❣ ❢♦r logt s✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ g ✐s
❧✐♥❡❛r ❛♥❞ ✇❡ ❞✐s❝✉ss ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✽✳✹ t❤❡ ♥❡❝❡ss❛r② ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r
❝❛s❡✳ ■♥ t❤❡ ✜rst st❡♣ ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❧♦❣❛r✐t❤♠ st❛❣❡✱ ❝❛❧❧❡❞ s♠♦♦t❤✐♥❣✱ ✇❡ ✜♥❞
❛♥ ✐♥t❡❣❡r h ∈ [1, p − 2] s✉❝❤ t❤❛t (ths mod p) ✐s Lp(2/3, c)✲s♠♦♦t❤ ❢♦r ❛ ♣♦s✐t✐✈❡
❝♦♥st❛♥t c✳ ❚❤❡ ❜❡st ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥st❛♥t c ✇❛s ❛♥❛❧②③❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ■♥ t❤❡
s❡❝♦♥❞ st❡♣ ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❧♦❣❛r✐t❤♠ st❛❣❡✱ ❝❛❧❧❡❞ ❞❡s❝❡♥t ✭❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ r❡❞✉❝t✐♦♥
✐♥ ❬❙❡♠✵✷❪✱❬❈❙✵✻❪✮✱ ♦♥❡ ❡①♣r❡ss❡s ❛♥② ❞❡s✐r❡❞ ✈✐rt✉❛❧ ❧♦❣❛r✐t❤♠ ❛s ❛ s✉♠ ♦❢ ✈✐rt✉❛❧
❧♦❣❛r✐t❤♠s ♦❢ s♠❛❧❧❡r ♣r✐♠❡s ❛♥❞ ♣r✐♠❡ ✐❞❡❛❧s✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♣r✐♠❡s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s
♣r✐♠❡ ✐❞❡❛❧s ♦❢ t❤❡ r❛t✐♦♥❛❧ s✐❞❡✳ ❚❤❡ ❞❡s❝❡♥t ❡♥❞s ✇❤❡♥ ❛❧❧ t❤❡ ♣r✐♠❡s ❛♥❞ ♣r✐♠❡
✐❞❡❛❧s ❛r❡ ✐♥ t❤❡ ❢❛❝t♦r ❜❛s❡✱ ♠❛❦✐♥❣ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ r❡❝♦♥str✉❝t t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠
♦❢ ❡✈❡r② ♣r✐♠❡ ✐♥ t❤❡ ❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ (ths mod p)✳

▲❡t q ❜❡ ❛ ♣r✐♠❡ ❞✐✈✐❞✐♥❣ (ths mod p) ❢♦r t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ h ❢♦✉♥❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡
s♠♦♦t❤✐♥❣✳ ❚❡❤❡ ◗✲❧❛tt✐❝❡ ♦❢ q ✐s t❤❡ ❧❛tt✐❝❡

Lat(q) =
{
(a, b) ∈ Z2 | a−mb ≡ 0 mod q

}
. ✭✻✳✷✸✮

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ❝♦♥st❛♥t λ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ (0, 1)✳ ❯s✐♥❣ ❊❈▼ ♦r ❜② s✐❡✈✐♥❣✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣
♦♥ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ q✱ ❛s ✇❡ ❡①♣❧❛✐♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✼✳✸✱ ♦♥❡ ✜♥❞s ❛ ♣❛✐r (a, b) ✐♥ Lat(q) s✉❝❤
t❤❛t

• (a− bm)/q ✐s qλ✲s♠♦♦t❤❀

• N(a− bα) ✐s qλ✲s♠♦♦t❤✳

❚❤✐s s✉❜r♦✉t✐♥❡ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ ❞❡s❝❡♥t st❡♣✳ ❉✉❡ t♦ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✻✳✶✹✮ ✭❧❛t❡r r❡✜♥❡❞ ✐♥
❊q✉❛t✐♦♥ ✭✻✳✸✻✮✮ ✇❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡ logt q ❛s ❛ ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❙❝❤✐r♦❦❛✉❡r ♠❛♣s✱
❞✐s❝r❡t❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠s ❛♥❞ ✈✐rt✉❛❧ ❧♦❣❛r✐t❤♠s ♦❢ s♠❛❧❧❡r ♣r✐♠❡s ♦r ♣r✐♠❡ ✐❞❡❛❧s ♦❢
s♠❛❧❧❡r ♥♦r♠✳

❲❡ ♣r♦❝❡❡❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ♠❛♥♥❡r ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❢✉rt❤❡r ❞❡s❝❡♥❞ ❛❧❧ t❤❡ ♣r✐♠❡s
✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② q✳ ❋♦r ❛♥② ♣r✐♠❡ ✐❞❡❛❧ q = 〈q1, α− ρ〉 ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❧❛tt✐❝❡

▲❛t(q) =
{
(a, b) ∈ Z2 | a− bρ ≡ 0 mod q1

}
. ✭✻✳✷✹✮

❲❡ ✉s❡ ❛ ❝♦♣r✐♠❡ ♣❛✐r (a, b) s✉❝❤ t❤❛t N(a− bα)/q1 ❛♥❞ (a− bm) ❛r❡ qλ1 ✲s♠♦♦t❤✳
❍❡♥❝❡ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥s ❛ ❞❡s❝❡♥t tr❡❡✱ ✇❤❡r❡ ❛❧❧ ♣r✐♠❡s ♦r ♣r✐♠❡ ✐❞❡❛❧s ❞❡s❝❡♥❞ t♦

♣r✐♠❡s ♦r ♣r✐♠❡ ✐❞❡❛❧s ♦❢ s♠❛❧❧❡r ♥♦r♠✳ ❲❤❡♥ ❛❧❧ t❤❡ ❧❡❛✈❡s ♦❢ t❤❡ ❞❡s❝❡♥t tr❡❡
❛r❡ ✐♥ t❤❡ ❢❛❝t♦r ❜❛s❡✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ logs t ❛s ❛ ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡
❧♦❣❛r✐t❤♠s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✈✐rt✉❛❧ ❧♦❣❛r✐t❤♠s✱ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ ❢❛❝t♦r ❜❛s❡✳

■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♥♦t❡ t❤❛t ❛❧❧ t❤❡ ✐❞❡❛❧s ✇❤✐❝❤ ♦❝❝✉r ✐♥ t❤❡ tr❡❡ ❡✐t❤❡r ❤❛✈❡
❞❡❣r❡❡ 1 ♦r ❞✐✈✐❞❡ t❤❡ ❝♦♥❞✉❝t♦r ♦❢ f ✳ ■♥❞❡❡❞✱ s✐♥❝❡ ✇❡ ✉s❡ ❝♦♣r✐♠❡ ♣❛✐rs (a, b)✱
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✶✳✹ ❣✉❛r❛♥t❡❡s t❤❛t ❛❧❧ ♣r✐♠❡ ✐❞❡❛❧s ✐♥ (a− bα) ❤❛✈❡ ❞❡❣r❡❡ 1✳ ❚❤✐s
❡q✉❛❧❧② ❛♣♣❧✐❡s ✇❤❡♥ ❜♦t❤ f ❛♥❞ g ❛r❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r✳

▲❡t ✉s ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦❞❡s ✐♥ t❤❡ ❞❡s❝❡♥t tr❡❡✳ ❊❛❝❤ ♣r✐♠❡ ♦r ♣r✐♠❡
✐❞❡❛❧✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡s❝❡♥❞s ❞✉❡ t♦ ❛ ♣❛✐r (a, b)✱ ✐♥tr♦❞✉❝❡s ❛t ♠♦st log2 F (a, b)+log2 |a−
bm| ♥❡✇ ♥♦❞❡s✳ ❚❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ❞♦♥❡ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✼✳✸ s❤♦✇s t❤❛t N(a−bα) ❛♥❞ |a−bm|
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❛r❡ ❧❡ss t❤❛♥ p✱ s♦ t❤❡ ❛r✐t② ♦❢ t❤❡ tr❡❡ ✐s ❧❡ss t❤❛♥ 2 log2 p✳ ■ts ❞❡♣t❤ ✐s t❤❡ ❧❡❛st
✐♥t❡❣❡r w s✉❝❤ t❤❛t

λw log2 Lp(2/3, c) ≤ log2B. ✭✻✳✷✺✮

❍❡♥❝❡ w = O(log log p) ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦❞❡s ✐♥ t❤❡ tr❡❡ ✐s exp
(
(log log p)2

)
✳

▲❡t ✉s ❝❛❧❧ T t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❡❛❝❤ ❞❡s❝❡♥t st❡♣✳ ❯♥❞❡r t❤❡ r❡s❡r✈❡ ♦❢ ♣r♦✈✐♥❣
t❤❛t T ✐s ❛ s✉❜✲❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ log p✱ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t

t✐♠❡ (❞❡s❝❡♥t) = T 1+o(1). ✭✻✳✷✻✮

❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ T ❞✐✛❡rs ❛♠♦♥❣ t❤❡ ✈❛r✐❛♥ts ♦❢ ◆❋❙✱ s♦ ✇❡ ❧❡❛✈❡ ✐t ❢♦r ❙❡❝✲
t✐♦♥ ✼✳✸✳

✻✳✹ ❱✐rt✉❛❧ ❧♦❣❛r✐t❤♠s

❲❡ s❤♦✇❡❞ ❤♦✇ t♦ tr❛♥s❢♦r♠ ❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✐♥t♦ ❛♥ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❛ s❡r✐❡s ♦❢
❛ss✉♠♣t✐♦♥s✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ s❤♦✇ ❤♦✇ t❤✐s ❞❡✜♥❡ ✈✐rt✉❛❧ ❧♦❣❛r✐t❤♠s ❛♥❞ ❤♦✇
t❤❡② ❛❧❧♦✇ t♦ ✏t❛❦❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠s✑ ✐♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ r❡❧❛t✐♦♥s✳ ▲❡tK ❜❡ ❛ ♥✉♠❜❡r ✜❡❧❞
❛♥❞ π ❛ ❧❛r❣❡ ♣r✐♠❡✳ ■t ✐s r❡❛s♦♥❛❜❧❡ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t Disc(f) ✐s ♥♦t ❞✐✈✐s✐❜❧❡ ❜②
π ❢♦r s♦♠❡ ❞❡✜♥✐♥❣ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ f ♦❢ K✳ ❚❤✐s ❣✉❛r❛♥t❡❡s t❤❛t K ❤❛s ♥♦ πt❤ r♦♦ts
♦❢ ✉♥✐t② ✭s❡❡ ▲❡♠♠❛ ✻✳✶✳✼✮✳ ❲❡ ❛❧s♦ s✉♣♣♦s❡ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✕❡①❝❡♣t ✐♥ ✻✳✹✳✹✕t❤❛t
t❤❡ ❝❧❛ss ♥✉♠❜❡r h ♦❢ K ✐s ❝♦♣r✐♠❡ t♦ π✳

✻✳✹✳✶ ❉❡✜♥✐♥❣ ✈✐rt✉❛❧ ❧♦❣❛r✐t❤♠s

❇❡❢♦r❡ s❤♦✇✐♥❣ ❤♦✇ t♦ ✉s❡ t❤❡ ✈✐rt✉❛❧ ❧♦❣❛r✐t❤♠s ✐♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ✜❡❧❞ s✐❡✈❡✱ ✇❡
♠✉st ❞❡✜♥❡ t❤❡♠ ❢♦r♠❛❧❧②✳ ❚❤✐s r❡q✉✐r❡s t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞
❙❝❤✐r♦❦❛✉❡r ♠❛♣s✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✻✳✹✳✶✳ ▲❡t π ❜❡ ❛ ♣r✐♠❡✱ ❧❡t K ❜❡ ❛ ♥✉♠❜❡r ✜❡❧❞ ✇✐t❤
gcd(Disc(K), π) = 1✱ O ✐ts r✐♥❣ ♦❢ ✐♥t❡❣❡rs ❛♥❞ ❝❛❧❧ r t❤❡ r❛♥❦ ♦❢ ✐ts ❣r♦✉♣ ♦❢
✉♥✐ts O∗✳ P✉t Kπ = {γ ∈ K∗ | valπ(N(γ)) = 0}✳ ❲❡ ❝❛❧❧ ❙❝❤✐r♦❦❛✉❡r ♠❛♣ ❛♥②
❧✐♥❡❛r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥

Λ : Kπ/(Kπ)
π → (Z/πZ)r ✭✻✳✷✼✮

✇❤✐❝❤ ❤❛s ❢✉❧❧ r❛♥❦ ♦♥ O∗✱ ✐✳❡✳✱ {Λ(u) | u ∈ O∗} ❡q✉❛❧s (Z/πZ)r✳

❆s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✱ r❡❝❛❧❧ t❤❛t✱ ❢♦r ❛♥② ❡❧❡♠❡♥t γ ♦❢ K∗ ♦♥❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡

γh = u′
r∏

i=1

u
v(γ,ui)
i

∏

l ♣r✐♠❡ ✐❞❡❛❧

γ
v(γ,l)
l , ✭✻✳✷✽✮

✇❤❡r❡ u′ ✐s ❛ r♦♦t ♦❢ ✉♥✐t②✱ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ui ❢♦r♠ ❛ s②st❡♠ ♦❢ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ✉♥✐ts ❛♥❞
✇❤❡r❡✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣r✐♠❡ ✐❞❡❛❧ l✱ γl ✐s ❛ ❣❡♥❡r❛t♦r ♦❢ lh✳ ❖♥❡ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❝❤❡❝❦ t❤❛t✱
❢♦r ✜①❡❞ ✈❛❧✉❡s ♦❢ γl✱ u′ ❛♥❞ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ✉♥✐ts ui ❛r❡ ✉♥✐q✉❡❧② ❞❡✜♥❡❞✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ♠❛♣ Λ ❣✐✈❡♥ ❜② Λ(γ) =

(
v(γ, ui) mod π | i ∈ [1, r]

)
✐s ❛ ❙❝❤✐r♦❦❛✉❡r

♠❛♣✳ ❇✉t r❡❝❛❧❧ t❤❛t ✐t ✐s ❤❛r❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❛ s②st❡♠ ♦❢ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ✉♥✐ts✳
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❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✻✳✹✳✷✳ ▲❡t p ❜❡ ❛ ♣r✐♠❡✱ π ❜❡ ❛ ♣r✐♠❡ ❞✐✈✐s♦r ♦❢ p− 1 ❛♥❞ ❧❡t t ❜❡ ❛♥
❡❧❡♠❡♥t ♦❢ F∗

p ✇❤♦s❡ ♦r❞❡r ✐s ❞✐✈✐s✐❜❧❡ ❜② π✳ ▲❡t K ❜❡ ❛ ♥✉♠❜❡r ✜❡❧❞ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣
❛ ♣r✐♠❡ ✐❞❡❛❧ p ♦❢ ❞❡❣r❡❡ 1 ♦✈❡r p✳ ❋♦r ❛♥② ❡❧❡♠❡♥t γ ✐♥ Kπ ✇❡ ✇r✐t❡ γ ❢♦r t❤❡
r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ γ ♠♦❞✉❧♦ p✳ ▲❡t Λ ❜❡ ❛ ❙❝❤✐r♦❦❛✉❡r ♠❛♣ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ K ❛♥❞ π✳ ❋♦r
❡❛❝❤ ♣r✐♠❡ ✐❞❡❛❧ l ♦❢ O✱ ❝♦♣r✐♠❡ t♦ pO✱ ✇❡ ✜① ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t γl ∈ K∗ s✉❝❤ t❤❛t

• γl ❣❡♥❡r❛t❡s lh❀

• Λ(γl) = 0✳

❚❤❡♥ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ✈✐rt✉❛❧ ❧♦❣❛r✐t❤♠ ♦❢ l ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t ❛♥❞ Λ ❛s

logt,Λ(l) = h−1 logt γl mod π. ✭✻✳✷✾✮

✻✳✹✳✷ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ ❙❝❤✐r♦❦❛✉❡r ♠❛♣s

▲❡t K ❜❡ ❛ ♥✉♠❜❡r ✜❡❧❞ ❛♥❞ π ❛ ♣r✐♠❡✳ ❈❛❧❧ O t❤❡ r✐♥❣ ♦❢ ✐♥t❡❣❡rs ✐♥ K✳ ▲❡t
P1, . . . , Pk ❜❡ t❤❡ ♣r✐♠❡ ✐❞❡❛❧s ✐♥ t❤❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ π✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡
✉♥r❛♠✐✜❡❞ ✭❢♦r ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s s❡❡ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✶✳✷✮✿

πO =
k∏

i=1

Pi. ✭✻✳✸✵✮

❋♦r ❡❛❝❤ i ✐♥ [1, k]✱ ♣✉t mi = [O/Pi : Fπ]✱ t❤❡ ✐♥❡rt✐❛ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ Pi✳ ◆❡①t✱ ♣✉t
m = lcm

(
mi | i ∈ [1, k]

)
❛♥❞ e = πm− 1✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ Λ ♠❛♣ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤

✈❛❧✉❡s ✐♥ (Z/πZ)[K:Q] ❜✉t ✐t ✐s ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t t♦ s❡❡ ✐t ❛s ❛ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✇❤✐❝❤ ✜rst ♠❛♣s
❛♥ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ K ✐♥ πO/π2O ❛♥❞ t❤❡♥ ❢✉rt❤❡r ❜r✐♥❣s ✐t ✐♥ (Z/πZ)[K:Q]✿

Λ :

{ {
γ ∈ K∗ | valπ N(γ) = 0

}
→ πO/π2O → (Z/πZ)[K:Q]

γ 7→ γe − 1 7→ 1
π
(γe − 1).

✭✻✳✸✶✮

❆s ❜❡❢♦r❡✱ ❧❡t f ∈ Z[x] ❜❡ ❛ ❞❡✜♥✐♥❣ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❢♦r K s✉❝❤ t❤❛t π ✐s ❝♦♣r✐♠❡ t♦
Disc(f) ❛♥❞ t♦ t❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥t cd ♦❢ f ✳ ❈❛❧❧ α ❛ r♦♦t ♦❢ f ✐♥ K✳ ▲❡t γ ❜❡
❛♥ ❡❧❡♠❡♥t ❢♦r ✇❤✐❝❤ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ❝♦♠♣✉t❡ Λ(γ)✳ ❲✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t②✱ ♦♥❡
❝❛♥ ❛ss✉♠❡ t❤❛t γ ❜❡❧♦♥❣s t♦ cdeg fd Z[α] ⊂ O✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛♥② ❡❧❡♠❡♥t γ ♦❢ K ❝❛♥ ❜❡
✇r✐tt❡♥ ❛s γ = γ1

γ2
✇✐t❤ γ1 ✐♥ c

deg f
d Z[α] ❛♥❞ γ2 ∈ Z ⊂ Z[α]✱ s♦ t❤❛t ♦♥❡ ❝❛♥ ♦❜t❛✐♥

Λ(γ) ❛s Λ(γ1) − Λ(γ2)✳ ❲❡ ❝♦♠♣✉t❡ γe ✉s✐♥❣ ❛ ❢❛st ❡①♣♦♥❡♥t✐❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐♥
Z[x]/〈π2, f〉✳ ❍❡♥❝❡ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ γe− 1 ✐♥ Z[α]/π2Z[α]✳ ❙✐♥❝❡ π ✐s
❝♦♣r✐♠❡ t♦ Disc(f) ❛♥❞ cd✱ t❤❡② ❛r❡ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ γe− 1 ✐♥ ❛ ❜❛s✐s ♦❢ O/π2O✳
❲❤❡♥ ❞✐✈✐❞✐♥❣ t❤❡♠ ♠♦❞✉❧♦ π✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ [K : Q] ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ Λ✳

❲❡ ❝❧❛✐♠ t❤❛t ✐♥ ♠♦st ❝❛s❡s t❤❡ ♠❛♣ Λ ✐s ❛ ❙❝❤✐r♦❦❛✉❡r ♠❛♣✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✇❡ ❤❛✈❡
♥♦ ❡❛s② ✇❛② t♦ t❡st t❤❡ r❛♥❦ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ♠❛♣ λ ❜❡❝❛✉s❡ ♥♦ ❢❛st ❛❧❣♦r✐t❤♠
♦❢ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❛ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ s❡t ♦❢ O∗ ✐s ❦♥♦✇♥✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ Λ ✐s ❛❧✇❛②s ❧✐♥❡❛r✱
❛s s❤♦✇♥ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡s✉❧t✳

▲❡♠♠❛ ✻✳✹✳✸✳ ▲❡t Λ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✻✳✸✶✮✳ ❚❤❡♥ Λ ✐s ✇❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞
❛♥❞✱ ❢♦r ❛❧❧ γ1 ❛♥❞ γ2 ✐♥ Kπ✱ ✇❡ ❤❛✈❡

Λ(γ1γ2) = Λ(γ1) + Λ(γ2). ✭✻✳✸✷✮
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Pr♦♦❢✳ ▲❡t γ ❜❡ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ O ✇❤♦s❡ ♥♦r♠ ✐s ❝♦♣r✐♠❡ t♦ π✳ ❋♦r ❛❧❧ i ∈ [1, k]✱
t❤❡ r❡s✐❞✉❡ ♦❢ γ ♠♦❞✉❧♦ Pi ✐s ❛ ♥♦♥✲③❡r♦ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ r❡s✐❞✉❡ ✜❡❧❞ ♦❢ Pi✳ ❚❤✐s
❧❛tt❡r ✜❡❧❞ ❤❛s ❝❛r❞✐♥❛❧✐t② πmi ✱ s♦ ✇❡ ❤❛✈❡ γe ≡ 1 mod Pi✳ ❆s π ✐s ✉♥r❛♠✐✜❡❞✱ ✇❡
❤❛✈❡ πO =

∏k
i=1 Pi✱ s♦ γe ≡ 1 mod πO✳ ❚❤✐s s❤♦✇s t❤❛t Λ ✐s ✇❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞✳

▲❡t γ1 ❛♥❞ γ2 ❜❡ t✇♦ ❡❧❡♠❡♥ts ✇❤♦s❡ ♥♦r♠s ❛r❡ ❝♦♣r✐♠❡ t♦ π✳ ▲❡t δ1 ❛♥❞ δ2 ❜❡
t✇♦ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ O/πO s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r i ∈ [1, 2]✱ γei − 1 ≡ πδi mod π2✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t
❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥

(πδ1 + 1)(πδ2 + 1) ≡ π(δ1 + δ2) + 1 mod π2. ✭✻✳✸✸✮

◆♦t❡ t❤❛t Λ ❤❛s [K : Q] ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✳ ■❢ r ✐s t❤❡ r❛♥❦ ♦❢ O∗✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❡①tr❛❝t r
❝♦♦r❞✐♥❛t❡s (λ1, . . . , λr) ✇✐t❤♦✉t r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ r❛♥❦ ♦❢ Λ✳

❲❡ ❡♠♣❤❛s✐③❡ t❤❛t✱ ❞❡s♣✐t❡ t❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ ❛ ❢❛st ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ t❡st t❤❡ r❛♥❦ ❝♦♥✲
❞✐t✐♦♥✱ ✇❡ ❡①♣❡❝t ✐t t♦ ❜❡ ✈✐rt✉❛❧❧② ❛❧✇❛②s tr✉❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❙❝❤✐r♦❦❛✉❡r ❬❙❝❤✵✺❪ ❣❛✈❡
❤❡✉r✐st✐❝ ❛r❣✉♠❡♥ts t❤❛t t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t Λ ❤❛s ❢✉❧❧ r❛♥❦ ✐s 1−O(1/π)✱ ✇❤❡♥
π ❣♦❡s t♦ ✐♥✜♥✐t②✳

✻✳✹✳✸ ❯s✐♥❣ ✈✐rt✉❛❧ ❧♦❣❛r✐t❤♠s ✐♥ ◆❋❙

▲❡t Λ ❜❡ ❛ ❙❝❤✐r♦❦❛✉❡r ♠❛♣✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡ ♦♥❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛❜♦✈❡✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ r❛♥❦
♦❢ (λ1, . . . , λr)(O∗) ✐s ❢✉❧❧✱ t❤❡r❡ ❡①✐st ✉♥✐ts ui ❢♦r i ∈ [1, r] s✉❝❤ t❤❛t

λi(ui) = h−1 mod π

∀j 6= i, λj(ui) = 0.

◆♦t❡ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❛t (ui) ✐s ❛ s②st❡♠ ♦❢ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ✉♥✐ts ✐♥ K✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥♥♦t
❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞✱ ❜✉t ✇❤✐❝❤ ❤❡❧♣s ✉s ❣✐✈❡ ❛ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠❡❛♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢
Λ ❛s ❞✐s❝r❡t❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠s✳

❲❡ ❝❧❛✐♠ t❤❛t✱ ✐❢ Λ(u) = 0 ❢♦r ❛ ✉♥✐t u ∈ O∗✱ t❤❡♥ u ✐s ❛ r♦♦t ♦❢ ✉♥✐t② ♠✉❧t✐♣❧✐❡❞
❜② ❛ πt❤ ♣♦✇❡r✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✇r✐t❡ u = u0

∏r
i=1 u

ei
i ❢♦r ❛ r♦♦t ♦❢ ✉♥✐t② u0 ❛♥❞ ✐♥t❡❣❡rs ei✳

■❢ ǫ ✐s t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ u0✱ t❤❡♥ ǫΛ(u0) = 0✳ ❙✐♥❝❡✱ K ❤❛s ♥♦ πt❤ r♦♦ts✱ gcd(ǫ, π) = 1✱
s♦ Λ(u0) = 0✳ ❚❤❡♥ Λ(u) = (e1h

−1 mod π, . . . , erh
−1 mod π)✱ s♦ ❛❧❧ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥ts

ei ❛r❡ ♠✉❧t✐♣❧❡s ♦❢ π✳
❋♦r ❡❛❝❤ ♣r✐♠❡ ✐❞❡❛❧ l✱ ❧❡t γl ❜❡ ❛ ❣❡♥❡r❛t♦r ♦❢ lh s✉❝❤ t❤❛t Λ(γl) = 0✳ ❚❤❡♥✱

❢♦r ❛♥② γ ∈ O✱ ✇✐t❤ valπ N(γ) = 0 ✇❡ ❤❛✈❡

γh = u

r∏

i=1

u
hλi(γ)
i

∏

l ♣r✐♠❡ ✐❞❡❛❧

γ
v(γ,l)
l , ✭✻✳✸✹✮

✇❤❡r❡ u ✐s ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ O✱ λi ✐s t❤❡ it❤ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ♦❢ Λ ❛♥❞ v(γ, l) ✐s t❤❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥
♦❢ γ ❛t l✳ ❙✐♥❝❡ u ❤❛s ③❡r♦ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❛t ❛♥② ♣r✐♠❡ ✐❞❡❛❧✱ ✐t ❜❡❧♦♥❣s t♦ O∗✳ ❆ ❞✐r❡❝t
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ s❤♦✇s t❤❛t Λ(u) = 0 ❛♥❞ t❤❡♥ ✇❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡ u = u0ω

π ❢♦r ❛ r♦♦t ♦❢
✉♥✐t② u0 ❛♥❞ ❛♥ ✐♥t❡❣❡r ❡❧❡♠❡♥t ω ♦❢ K✳

❙✐♥❝❡ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ u0 ✐s ❝♦♣r✐♠❡ t♦ π✱ t❤❡ s❛♠❡ ✐s tr✉❡ ❢♦r t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ✐ts ✐♠❛❣❡
u0 ✐♥ Fp✱ ❤❡♥❝❡ log u0 ≡ 0 mod π r❡❣❛r❞❧❡ss ♦❢ t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ t❤❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠✳ ❋✉rt❤❡r



✽✹ ❈❍❆P❚❊❘ ✻✳ ❖❱❊❘❱■❊❲ ❖◆ ◆❋❙ ❆◆❉ ❋❋❙

logt u ≡ 0 mod π✳ ❇② s❡♥❞✐♥❣ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✻✳✸✹✮ ✐♥ F∗
p ❛♥❞ t❛❦✐♥❣ ❞✐s❝r❡t❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠s

♠♦❞✉❧♦ π✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥

logt γ ≡
r∑

i=1

λi(γ) logt ui +
∑

l ♣r✐♠❡ ✐❞❡❛❧

v(γ, l) logt,Λ(l) mod π, ✭✻✳✸✺✮

✇❤❡r❡ γ ❛♥❞ ui✱ i ∈ [1, r]✱ st❛♥❞ ❢♦r t❤❡ r❡s✐❞✉❡s ♦❢ γ ❛♥❞ ui ✐♥ Fp✳ ■❢ (a, b) ✐s ❛
❞♦✉❜❧②✲s♠♦♦t❤ ♣❛✐r ❢♦r ◆❋❙✱ ♦❢ ♥✉♠❜❡r ✜❡❧❞s Q(αf ) ❛♥❞ Q(αg) ❤❛✈✐♥❣ ✉♥✐t r❛♥❦
rf ❛♥❞ rg✱ t❤❡♥ ✇❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡ ❛♥ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿
∑rf

i=1 λ
(f)
i (a− bαf ) logt ui +

∑
l ♣r✐♠❡ ✐❞❡❛❧ v(a− bαf , l) logt,Λg

(l) ≡
≡
∑rg

i=1 λ
(g)
i (a− bαg) logt ui +

∑
l ♣r✐♠❡ ✐❞❡❛❧ v(a− bαg, l) logt,Λg

(l) mod π

✭✻✳✸✻✮
◆♦t❡ t❤❛t ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✻✳✸✻✮ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡s ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✻✳✶✹✮✳

✻✳✹✳✹ ❘❡♠♦✈✐♥❣ t❤❡ ❝❧❛ss ♥✉♠❜❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥

❖♥❡ ✉s✉❛❧❧② ♠❛❦❡s t❤❡ ❤❡✉r✐st✐❝ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ❝❧❛ss ♥✉♠❜❡r ♦❢ K ✐s ❝♦♣r✐♠❡
t♦ π✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✐t ✐s ❛ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣r❡r❡q✉✐s✐t❡ ❢♦r t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈✐rt✉❛❧ ❧♦❣❛✲
r✐t❤♠s✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t ❡✈❡♥ ✇❤❡♥ t❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢❛✐❧s ✇❡ ❡①♣❡❝t t❤❡
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ✐♥ ◆❋❙ t♦ s✉❝❝❡❡❞✳

▲❡t K ❜❡ ❛ ♥✉♠❜❡r ✜❡❧❞✱ π ❛ ♣r✐♠❡ ❛♥❞ Λ ❛ ❙❝❤✐r♦❦❛✉❡r ♠❛♣ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦
K ❛♥❞ π✳ ▲❡t F ❜❡ t❤❡ ✭✐♥✜♥✐t❡✮ s❡t ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ❞❡❣r❡❡ 1 ♣r✐♠❡ ✐❞❡❛❧s ✇❤✐❝❤ ❧✐❡
❛❜♦✈❡ ♣r✐♠❡s ♦t❤❡r t❤❛♥ π✳ ❆s ❜❡❢♦r❡ Kπ ✐s t❤❡ ❣r♦✉♣ ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ K∗ ♦❢ ♥♦r♠
❝♦♣r✐♠❡ t♦ π✳ ▲❡t ✉s ❞❡✜♥❡

ψ :

{
Kπ/(Kπ)

π → (Z/πZ)r × (Z/πZ)F

γ 7→
(
Λ(γ), (vall γ, l ∈ F)

)
,

✭✻✳✸✼✮

✇❤❡r❡ r ✐s t❤❡ r❛♥❦ ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♣ ♦❢ ✉♥✐ts ✐♥ K✳
▲❡t ♥♦✇ ❛ss✉♠❡ t❤❛t K ✐s ❛s ✐♥ t❤❡ ◆❋❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❞❡❣r❡❡ 1

♣r✐♠❡ ✐❞❡❛❧ ❛❜♦✈❡ p✳ ▲❡t t ❜❡ ❛ ❣❡♥❡r❛t♦r ♦❢ F∗
p✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡

L :

{
■♠(ψ) ⊂ (Z/πZ)r × (Z/πZ)F → Z/πZ

w 7→ logt γ,
✭✻✳✸✽✮

✇❤❡r❡ γ ✐s t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ Kπ/(Kπ)
π s✉❝❤ t❤❛t ψ(γ) = w ❛♥❞ ✇❤❡r❡ γ ✐s ✐ts

✐♠❛❣❡ ✐♥ Fp✳ ❚♦ s❡❡ t❤❛t γ ✐s ✉♥✐q✉❡ r❡♠❡♠❜❡r t❤❛t ✐❢ ❛ ✉♥✐t u ✐s s✉❝❤ t❤❛t Λ(u) = 0
t❤❡♥ u ✐s ❛ r♦♦t ♦❢ ✉♥✐t② ♠✉❧t✐♣❧✐❡❞ ❜② ❛ πt❤ ♣♦✇❡r ❛♥❞ ✉s❡ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t
π ✐s ❝♦♣r✐♠❡ t♦ Disc(f) s♦ t❤❛t K ❤❛s ♥♦ πt❤ r♦♦ts ♦❢ ✉♥✐t②✳

▲❡t ✉s ❝❛❧❧ L1✱ L2✱ ψ1 ❛♥❞ ψ2 t❤❡ L ❛♥❞ ψ ♠❛♣s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ t✇♦
♥✉♠❜❡r ✜❡❧❞s ✐♥ ◆❋❙✳ ❊❛❝❤ ♣❛✐r (a, b) ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ st❛❣❡ ♦❢
◆❋❙ ②✐❡❧❞s ❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇s

L1(w1) = L2(w2), ✭✻✳✸✾✮

✇❤❡r❡ wi = ψi(a − bαi) ❢♦r i ∈ [1, 2]✳ ❲❡ ♠❛❦❡ t❤❡ ❤❡✉r✐st✐❝ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t
t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❤❡♥❝❡ ❢♦r♠❡❞ ②✐❡❧❞ ❛ ♠❛tr✐① ♦❢ ❢✉❧❧ r❛♥❦✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ s✐♥❝❡ L1 ❛♥❞
L1 ❛r❡ ❧✐♥❡❛r✱ ✐♥ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❛❧❣❡❜r❛ st❛❣❡ ♦❢ ◆❋❙ ♦♥❡ ❝♦♠♣✉t❡s L1 ❛♥❞ L2✳ ❚❤❡
❞✐s❝r❡t❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠ ♦❢ ❛♥② s♠♦♦t❤ ❡❧❡♠❡♥t ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✉s✐♥❣ L1 ❛♥❞ L2✳
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✻✳✺ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ ✈❛❧✉❛t✐♦♥s ❛t ♣r♦❜❧❡♠❛t✐❝ ♣r✐♠❡s

❲❡ s❛✇ t❤❛t✱ ✇❤❡♥ f ✐s ♠♦♥✐❝ ❛♥❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ❢❛❝t♦r ❜❛s❡ ❝♦♥t❛✐♥s ♥♦ ♣r✐♠❡ ♦r ♣r✐♠❡
✐❞❡❛❧ ❞✐✈✐❞✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥❞✉❝t♦r ♦❢ Z[α] ✭r❡s♣✳ Fq[t][α]✮✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❝♦♥str✉❝t t❤❡ ♠❛tr✐①
✉s✐♥❣ ❉❡❞❡❦✐♥❞✬s ♠❡t❤♦❞ ✭Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✶✳✹✮✳ ❚❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t❤❛t f ✐s ♠♦♥✐❝ ✐s t♦♦
r❡str✐❝t✐✈❡ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ ✇❤❡r❡ ♦♥❡ ✇❛♥ts t♦ s❡❧❡❝t t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ✇❤✐❝❤ ♦♣t✐♠✐③❡
t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡ s✐❡✈✐♥❣ st❛❣❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐❢ t❤❡ ❝♦♥❞✉❝t♦r ❤❛s s♠❛❧❧ ❞✐✈✐s♦rs✱
❡✳❣✳ 2 ✭r❡s♣✳ t✮✱ t❤❡♥ ♦♥❡ ✇✐❧❧ ❧♦♦s❡ ❛ ❧❛r❣❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞♦✉❜❧②✲s♠♦♦t❤ ♣❛✐rs ✐❢
♦♥❡ ❡❧✐♠✐♥❛t❡s t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠❛t✐❝ ♣r✐♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t♦r ❜❛s❡✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡✱ ♦♥❡ ✉s❡s ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠s
❢♦r ✇❤✐❝❤ ✇❡ r❡❢❡r t♦ ❬❈♦❤✾✸❪✳ ❲❡ ♠❛❦❡ ❤❡r❡ ❛ s❤♦rt ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛♥♥❡r
✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡s❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ♠✉st ❜❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✐♥ ◆❋❙ ❛♥❞ ❋❋❙✳

❚❤❡ ♥❛t✉r❛❧ q✉❡st✐♦♥ ✐s ✇❤❛t ❛r❡ t❤❡ ♣r✐♠❡s ✭r❡s♣✳ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s✮
❢♦r ✇❤✐❝❤ ♦♥❡ ❝❛♥ ✉s❡ ❉❡❞❡❦✐♥❞✬s ♠❡t❤♦❞✳ ❈❛❧❧ fd t❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ f ❛♥❞
♥♦t❡ t❤❛t θ := fdα ✐s ❛♥ ✐♥t❡❣❡r ♦❢ K✳ ❲❡ s♣❧✐t t❤❡ ♣r✐♠❡s ✭r❡s♣✳ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s✮ ✐♥ ❢♦✉r ❝❛t❡❣♦r✐❡s✿

✶✳ ❝♦♣r✐♠❡ t♦ fd Disc(f)✳

✷✳ r❛♠✐✜❡❞✱ ✐✳❡✳✱ ❞✐✈✐s♦rs ♦❢ Disc(K) ❛♥❞✱ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ❝♦♣r✐♠❡ t♦ fd❀

✸✳ ❜❛❞✱ ✐✳❡✳✱ ❞✐✈✐s♦rs ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❞✉❝t♦r ♦❢ f ❛♥❞✱ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ❝♦♣r✐♠❡ t♦ fd❀

✹✳ ❞✐✈✐s♦rs ♦❢ fd❀

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ℓ ✐s ❛ ♣r✐♠❡ ♦r ❛♥ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❀ ❢♦r ❝♦♥✈❡♥✐❡♥❝❡✱ ❛❧❧ t❤❡
r❡s✉❧ts ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❛r❡ st❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ◆❋❙ ❝♦♥t❡①t✳

●❡♥❡r✐❝ ℓ✳ ▲❡t ℓ ❜❡ ❛ ♣r✐♠❡ ✭r❡s♣✳ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✮ ♦❢ t❤❡ ✜rst t②♣❡✳ ❲❡
♣✉t θ = fdα ❛♥❞ ♥♦t❡ t❤❛t θ ✐s ❛♥ ✐♥t❡❣❡r ♦❢ K✳ ▲❡t (a, b) ❜❡ ❛ ❝♦♣r✐♠❡ ♣❛✐r✳
❙❡t a′ ❛♥❞ b′ s✉❝❤ t❤❛t afd = a′g ❛♥❞ b = b′g ✇✐t❤ g = gcd(fd, b)✳ ◆♦t❡ t❤❛t
♦♥❡ ❝❛♥ ❛♣♣❧② ❉❡❞❡❦✐♥❞✬s ♠❡t❤♦❞ ✭s❡❡ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✶✳✹✮ t♦ a′ − b′θ ❢♦r ❛❧❧ ♣r✐♠❡
✐❞❡❛❧s ❛❜♦✈❡ ℓ✳ ❙✐♥❝❡ a′ − b′θ ✐s a − bα ♠✉❧t✐♣❧✐❡❞ ❜② ❛ ❞✐✈✐s♦r ♦❢ fd✱ t❤❡② ❤❛✈❡
t❤❡ s❛♠❡ ♣r✐♠❡ ✐❞❡❛❧ ❞✐✈✐s♦rs ❛♥❞ ❤❛✈❡ ❡q✉❛❧ ✈❛❧✉❛t✐♦♥s ❛❜♦✈❡ ❛❧❧ ♣r✐♠❡s ✭r❡s♣✳
✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s✮ ✇❤✐❝❤ ❞♦ ♥♦t ❞✐✈✐❞❡ fd✳ ❍❡♥❝❡✱ ✐♥ ◆❋❙ ✐t ✐s ❡♥♦✉❣❤ t♦

❛♣♣❧② ❉❡❞❡❦✐♥❞✬s ♠❡t❤♦❞ t♦ t❤❡ ♣❛✐r
(

afd
gcd(fd,b)

, b
gcd(b,fd)

)
✳

❘❛♠✐✜❡❞ ℓ✳ ❉❡❞❡❦✐♥❞✬s ♠❡t❤♦❞ ❛♣♣❧✐❡s t♦ r❛♠✐✜❡❞ ♣r✐♠❡s ✭r❡s♣✳ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s✮ ✇❤✐❝❤ ❞♦ ♥♦t ❞✐✈✐❞❡ fd ✭s❡❡ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✶✳✹✮✳ ❚❤❡ ❞✐✣❝✉❧t② ✐s t♦
❞✐st✐♥❣✉✐s❤ r❛♠✐✜❡❞ ❢r♦♠ ❜❛❞ ♣r✐♠❡s ✭r❡s♣✳ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s✮✳

❲❡ ✉s❡ ❛s ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❙❡❝t✐♦♥s 4.8 ❛♥❞ 6.2 ✐♥ ❬❈♦❤✾✸❪✳ ❇② tr✐❛❧ ❞✐✈✐s✐♦♥ ♦♥❡
❝❛♥ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❞✐✈✐s♦rs ♦❢ Disc(f) ✉♣ t♦ t❤❡ s♠♦♦t❤♥❡ss ❜♦✉♥❞ B✳ ❍❡♥❝❡ ✇❡
❤❛✈❡ ❛ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ❧✐st ♦❢ ❜❛❞ ❛♥❞ r❛♠✐✜❡❞ ♣r✐♠❡s ✭r❡s♣✳ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s✮
✐♥ t❤❡ ❢❛❝t♦r ❜❛s❡✳ ▲❡t ✉s s❡❡ ❤♦✇ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ❛ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ℓ✳ ❲❡ ❝❛❧❧
ℓ✲♠❛①✐♠❛❧ ❛♥② ♦r❞❡r Oℓ s✉❝❤ t❤❛t [O : Oℓ] ✐s ❝♦♣r✐♠❡ t♦ ℓ✳ ❚❤✐s ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜②
t❤❡ ❘♦✉♥❞ 2 ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ log ℓ ✭r❡s♣✳ deg ℓ✮ ❛♥❞
deg f ✳ ❚❤❡♥ ℓ ✐s ❜❛❞ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ Z[θ] ✭r❡s♣✳ Fq[t][θ]✮ ✐s ♥♦t ℓ✲♠❛①✐♠❛❧✳
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❇❛❞ ♣r✐♠❡s ❛♥❞ ❞✐✈✐s♦rs ♦❢ fd✳ ▲❡t ✉s ♥♦✇ st✉❞② t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡✳ ▲❡t ℓ ❜❡
❛ ♣r✐♠❡ ✭r❡s♣✳ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✮ ❛♥❞ ❧❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛♥ ℓ✲
♠❛①✐♠❛❧ ♦r❞❡rOℓ✳ ❖♥❡ ❝❛♥ ✐♠♣♦s❡ t❤❛tOℓ ✐s ❛ s✉❜✲r✐♥❣ ♦❢O ❛s t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢
Oℓ ✐s ❞♦♥❡ ❜② ❡♥❧❛r❣✐♥❣ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦r❞❡r ✐♥ O✳ ❚❤✐s ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ Z✲♠♦❞✉❧❡
✭r❡s♣ Fq[t]✲♠♦❞✉❧❡✮ ❜❛s✐s ♦❢ Oℓ✱ ❡❛❝❤ ❡❧❡♠❡♥t ❜❡✐♥❣ ❣✐✈❡♥ ❜② ✐ts ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ✐♥ ❜❛s✐s
(1, α, α2, . . . , αdeg f−1)✳ ❆ ❦❡② r❡♠❛r❦ ✐s t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣r✐♠❡
✐❞❡❛❧s ✐♥ t❤❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ℓOℓ ❛♥❞ t❤❡ ♣r✐♠❡ ✐❞❡❛❧s ✐♥ t❤❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢
ℓO✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❢♦r ❛♥② ✐❞❡❛❧ I ✐♥ Oℓ ❛♥❞ ❛ ♣r✐♠❡ ✐❞❡❛❧ l ♦❢ Oℓ✱ ♦♥❡ ❤❛s✿

vall I = val(lO)(IO). ✭✻✳✹✵✮

❖♥❡ ❞❡❝♦♠♣♦s❡s ✐♥t♦ ♣r✐♠❡ ✐❞❡❛❧s t❤❡ ✐❞❡❛❧ ℓOℓ ✐♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡ ✉s✐♥❣
❇✉❝❤♠❛♥♥✲▲❡♥str❛✬s ♠❡t❤♦❞ ✭❆❧❣♦r✐t❤♠ 6.2.9 ✐♥ ❬❈♦❤✾✸❪✮ ✇✐t❤ Oℓ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ O✳
❚❤❡ r❡s✉❧t t❤❡ ❧✐st ♦❢ ♣r✐♠❡ ✐❞❡❛❧s ❞✐✈✐❞✐♥❣ ℓOℓ ❛♥❞ t❤❡✐rs ✈❛❧✉❛t✐♦♥s ✐♥ ℓ✳ ❊❛❝❤
✐❞❡❛❧ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ❛ Z✲♠♦❞✉❧❡ ✭r❡s♣✳ Fq[t]✲♠♦❞✉❧❡✮ ❜❛s✐s ❢♦r♠❡❞ ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢
Oℓ ⊂ K✳ ❆❧s♦ ✐♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡✱ ❜② ❆❧❣♦r✐t❤♠ 4.8.17 ✐♥ ❬❈♦❤✾✸❪✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣r✐♠❡
✐❞❡❛❧ l ❛❜♦✈❡ ℓ✱ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t πl s✉❝❤ t❤❛t

πl ∈ K\Oℓ ❛♥❞ πll ⊂ Oℓ. ✭✻✳✹✶✮

❇② ▲❡♠♠❛ 4.8.16 ✐♥ ❬❈♦❤✾✸❪✱ ❢♦r ❛❧❧ ✐❞❡❛❧ I ♦❢ O ✇❡ ❤❛✈❡ vallOℓ
(IOℓ) = max{k ∈

N | πk
l I ⊂ Oℓ}✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t πl ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ l ❛❧❧♦✇s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡

✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ l ❛t ❛♥② ✐❞❡❛❧ ♦❢ O✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❛t (a − bα) ❢♦r ❛♥② ♣❛✐r (a, b)
♦❝❝✉rr✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✳

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♣❛ss❛❣❡ ❢r♦♠ (a− αb) t♦ ❛♥ ✐❞❡❛❧ ♦❢ O ❝❛♥ ❜❡ tr✐✈✐❛❧❧② ♦❜t❛✐♥❡❞
✇❤❡♥ ♠✉❧t✐♣❧②✐♥❣ ❜② fd✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ♣r❡❢❡r t♦ ♠✉❧t✐♣❧② (a− bα) ❜② t❤❡
✐❞❡❛❧ J = 〈fd, fdα + fd−1, . . . ,

∑d
i=1 fiα

i−1〉✳ ■♥❞❡❡❞✱ ♦♥❡ ❝❛♥ s❤♦✇ t❤❛t J ✐s ❛♥
✐❞❡❛❧ ♦❢ O ♦❢ ♥♦r♠ fd ❛♥❞ t❤❛t✱ ❢♦r ❛❧❧ ♣❛✐rs (a, b)✱ Ja,b := (a− bα)J ✐s ❛♥ ✐❞❡❛❧ ♦❢
O ❬▼♦♥✾✼❪✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ♥♦r♠ ♦❢ Ja,b ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ♥♦r♠ ♦❢ fd(a − bα)O✱ ♦♥❡
♦❜t❛✐♥s ❛ ♠❛tr✐① ✇✐t❤ s❧✐❣❤t❧② ❧❡ss ❡♥tr✐❡s ♣❡r r♦✇✳

❆❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚♦ s✉♠ ✉♣✱ ♦♥❡ ♥❡❡❞s t♦ ♣r❡♣❛r❡ t❤❡ ♠❛tr✐① ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❜② ♠❛❦✐♥❣
❛ ❧✐st ♦❢ ❜❛❞ ♣r✐♠❡s ✭r❡s♣✳ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s✮ ❛♥❞ ❞✐✈✐s♦rs ♦❢ fd✳ ❆❧s♦ ✐♥
t❤❡ ♣r❡✲❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✱ ♦♥❡ ❞❡❝♦♠♣♦s❡s ✐♥t♦ ♣r✐♠❡ ✐❞❡❛❧s ❛❧❧ t❤❡s❡ ♣r✐♠❡s ✭r❡s♣✳
✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s✮ ❛♥❞✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣r✐♠❡ ✐❞❡❛❧ l ❛❜♦✈❡ ❜❛❞ ♣r✐♠❡s ♦r ♣r✐♠❡
❞✐✈✐s♦rs ♦❢ fd ✭r❡s♣✳ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s✮✱ ♦♥❡ ✜♥❞s ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t πℓ ∈ K ❛s ✐♥
❊q✉❛t✐♦♥ ✭✻✳✹✶✮✳ ❚❤❡ ❛❝t✉❛❧ ♠❛tr✐① ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡✐t❤❡r ✉s❡s ❉❡❞❡❦✐♥❞✬s ♠❡t❤♦❞
♦r ✉s❡s t❤❡ ♣r❡✲❝♦♠♣✉t❡❞ ❡❧❡♠❡♥ts πl✳ ❍❡♥❝❡ t❤❡ t✐♠❡✲❞♦♠✐♥❛t✐♥❣ st❡♣ ✐♥ t❤❡
♠❛tr✐① ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ F (a, b) ❛♥❞ G(a, b)✳ ❲❡ ❣✐✈❡ ❛ ♣r❡❝✐s❡
♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✻✳✺✳ ◆♦t❡ t❤❛t✱ ❢♦r s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t g ✐s ❧✐♥❡❛r
❛♥❞ m ✐s ✐ts r♦♦t ♠♦❞✉❧♦ p✳

✻✳✻ ❚❤❡ ❋✉♥❝t✐♦♥ ❋✐❡❧❞ ❙✐❡✈❡

✻✳✻✳✶ ❉✐✛❡r❡♥❝❡s ✇✐t❤ ◆❋❙

❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✜❡❧❞ s✐❡✈❡ ✐s ✈❡r② s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ✜❡❧❞ s✐❡✈❡ ✐❢ ❛♥❛❧②③❡❞ ❛t
❛ ❤✐❣❤ ❧❡✈❡❧✱ ❜✉t ❛t ❛ ❝❧♦s❡r ❧♦♦❦ s♦♠❡ st❛❣❡s ❛r❡ ❡❛s✐❡r✳ ■♥❞❡❡❞✱ ♦♥ t❤❡ ♦♥❡
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❆❧❣♦r✐t❤♠ ✻✳✺ ❈♦♥str✉❝t✐♥❣ t❤❡ ♠❛tr✐①
■♥♣✉t✿ t❤❡ s♠♦♦t❤♥❡ss ❜♦✉♥❞ B ❛♥❞ ❛ ❧✐st ♦❢ ❞♦✉❜❧②✲B✲s♠♦♦t❤ ❝♦♣r✐♠❡ ♣❛✐rs

(a, b)
❖✉t♣✉t✿ t❤❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥s ✈❡❝t♦r ♦❢ (a− bα) ❛♥❞ (a− bm)
✶✿ ▼❛❦❡ ❛ ❧✐st L ♦❢ ❜❛❞ ♣r✐♠❡s ♦❢ f ❛♥❞ ❞✐✈✐s♦rs ♦❢ fd ✉♣ t♦ B
✷✿ ❢♦r ℓ ✐♥ L ❞♦
✸✿ ❈♦♠♣✉t❡ ❛♥ ℓ✲♠❛①✐♠❛❧ ♦r❞❡r Oℓ❀
✹✿ ❋✐♥❞ ❛ ❜❛s✐s ❛♥❞ t❤❡ r❛♠✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ♣r✐♠❡ ✐❞❡❛❧ ❛❜♦✈❡ ℓ❀
✺✿ ❢♦r l ♣r✐♠❡ ✐❞❡❛❧ ❛❜♦✈❡ ℓ ❞♦
✻✿ ❋✐♥❞ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t πl ❛s ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✻✳✹✶✮
✼✿ ❡♥❞ ❢♦r
✽✿ ❡♥❞ ❢♦r
✾✿ ❢♦r ♣❛✐r (a, b) ❞♦

✶✵✿ ❋❛❝t♦r F (a, b) ❛♥❞ a− bm
✶✶✿ ❈♦♠♣✉t❡ t❤❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦r ♦❢ a− bm
✶✷✿ ❢♦r ℓ ♣r✐♠❡ ❞✐✈✐s♦r ♦❢ F (a, b) ❞♦
✶✸✿ ✐❢ ℓ 6∈ L t❤❡♥
✶✹✿ ❈♦♠♣✉t❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥s ♦❢ a− bα ✇✐t❤ ❉❡❞❡❦✐♥❞✬s ♠❡t❤♦❞
✶✺✿ ❡❧s❡
✶✻✿ ❈♦♠♣✉t❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥s ♦❢ a− bα ✉s✐♥❣ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts πl
✶✼✿ ❡♥❞ ✐❢
✶✽✿ ❡♥❞ ❢♦r
✶✾✿ ❡♥❞ ❢♦r
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❤❛♥❞ ♠❛♥② ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ♦♥ ✐♥t❡❣❡r ♥✉♠❜❡rs ❝❛♥ ❜❡ tr❛♥s❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s✱ ❡✳❣✳ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ s✐❡✈✐♥❣ ❡t❝✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r
❤❛♥❞✱ s♦♠❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡ ❢❛st❡r ✐♥ t❤✐s ♥❡✇ ❝♦♥t❡①t✱ t❤❡ ♠♦st ♥♦t✐❝❡❛❜❧❡ ❜❡✐♥❣
t❤❡ ❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥✳ ❍❡♥❝❡ ♦♥❡ ❝❛♥ ♦❜t❛✐♥ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦❢ s❛♠❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❛s ◆❋❙
❜② tr❛♥s❧❛t✐♥❣ ❡❛❝❤ st❡♣ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ✭s❡❡ ❬❆❞❧✾✹❪✮✳ ❇✉t t❤❡ ♠♦st
✐♠♣♦rt❛♥t ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ❢♦r ❋❋❙ ✐s t❤❛t ❛♥② ❣✐✈❡♥ ✜❡❧❞ Fqk ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s
Fq[t]/〈ϕ〉 ❢♦r ❛♥② ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ϕ ∈ Fq[t] ♦❢ ❞❡❣r❡❡ k ✭s❡❡ ❬❆❍✾✾❪✱❬❏▲✵✷❪✮✳
❲❡ ✇✐❧❧ s❡❡ t❤❛t t❤✐s r❡❞✉❝❡s t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✼✳✺✮✳
❆❢t❡r ♠❛❦✐♥❣ ❛ ❧✐st ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ♦❢ ❋❋❙ ✇✐t❤ ◆❋❙✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♠❛❦❡ ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t
♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ st❡♣ ♦❢ t❤❡ ❋❋❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

P♦❧②♥♦♠✐❛❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❘❡❝❛❧❧ t❤❡ ❜❛s❡✲m ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ ✐♥ ❆❧✲
❣♦r✐t❤♠ ✻✳✷✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❝❛♥ ❜❡ tr❛♥s❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❋❋❙✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❧❡t Fqk ❜❡
❛ ✜❡❧❞ ✇❤♦s❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s r❡s✐❞✉❡ ❝❧❛ss❡s ✐♥ Fq[t]/〈ϕ〉 ❢♦r ❛♥ ✐rr❡✲
❞✉❝✐❜❧❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ϕ ♦❢ ❞❡❣r❡❡ k✳ ❖♥❡ ♠✐♠✐❝s t❤❡ ❜❛s❡✲m ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r
d✿ ♦♥❡ ♣✐❝❦s ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ m(t) ∈ Fq[t] ♦❢ ❞❡❣r❡❡ d❀ ♦♥❡ ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ ❜❛s❡✲m
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ϕ(t)✿

∑⌊k/d⌋
i=0 fi(t)m(t)i ❛♥❞ ♦♥❡ ♦✉t♣✉ts f =

∑⌊k/d⌋
i=0 fi(t)x

i ❛♥❞
g = x−m(t)✳

❆♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❏♦✉① ❛♥❞ ▲❡r❝✐❡r ❬❏▲✵✷❪ ❝♦♥s✐sts ✐♥ s❡❧❡❝t✐♥❣ t❤❡
t✇♦ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ♦❢ ❋❋❙✱ f ❛♥❞ g✱ ❜❡❢♦r❡ ❝❤♦♦s✐♥❣ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ Fq[t]/〈ϕ〉 ♦❢
t❤❡ ✜♥✐t❡ ✜❡❧❞ Fqk ✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❧❡t Fqk ❜❡ ❛ ❣✐✈❡♥ ✜♥✐t❡ ✜❡❧❞ Fqk ❛s t❤❡ s❡t ♦❢ r❡s✐❞✉❡
❝❧❛ss❡s ♠♦❞✉❧♦ ❛♥ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ϕ0 ❛♥❞ ❧❡t T0 ❛♥❞ S0 ❜❡ t✇♦ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢
Fqk r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t✇♦ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ♠♦❞✉❧♦ ϕ0✳ ❇② ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❛ r♦♦t t0 ♦❢ ϕ ✐♥
Fq[t]/〈ϕ〉✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ❛ ✜❡❧❞ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠ Ψ ❢r♦♠ Fq[t]/〈ϕ0〉 t♦ Fq[t]/〈ϕ〉✳
❍❡♥❝❡ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ❡q✉❛❧✐t②

logT0
S0 = logΨ(T0) Ψ(S0). ✭✻✳✹✷✮

■t ✐s t❤❡♥ s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠s ✐s t❤❡ ✜❡❧❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢
♦✉r ❝❤♦✐❝❡✳

❲❡ ❣✐✈❡ ❛ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❏♦✉① ❛♥❞ ▲❡r❝✐❡r✬s ♠❡t❤♦❞ ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✻✳✻✳
❲❡ ❡♠♣❤❛s✐③❡ t❤❛t t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ f ❤❛s s♠❛❧❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✐♥ t✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ♣✉t
✐♥ ❛♥❛❧♦❣② ✇✐t❤ t❤❡ s♣❡❝✐❛❧ ♥✉♠❜❡r ✜❡❧❞ s✐❡✈❡ ✭❝❢✳ ❥♦❦❡ ✐♥ t❤❡ t✐t❧❡ ♦❢ ❬❏▲✵✷❪✮✳

❋❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ s♠♦♦t❤♥❡ss t❡sts ❉✉❡ t♦ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✲t✐♠❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝
❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r ❢❛❝t♦r✐♥❣ ✉♥✐✈❛r✐❛t❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s✱ ❛ s❡r✐❡s ♦❢ ♣r♦❜❧❡♠s ✇❤✐❝❤ ❛r❡
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ❞✐✣❝✉❧t ❢♦r ♥✉♠❜❡r ✜❡❧❞s ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ✐♥ ❡①♣❡❝t❡❞ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧
t✐♠❡ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✜❡❧❞s✳ ❘❡❝❛❧❧ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❛t✱ ✐♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r
✜❡❧❞ ❝♦♥t❡①t ❡❛❝❤ st❡♣ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ♦❢ OK ✐s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐♥ t✐♠❡✱ ❡①❝❡♣t
❢♦r t❤❡ ❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ Disc(f)✳ ❍❡♥❝❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ OK ✱ ❝❛❧❧❡❞ ❛ss✉♠♣t✐♦♥
1. ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✷✱ ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ✐♥ t❤❡ ❋❋❙ ❝♦♥t❡①t ✐♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡✳

❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t s♣❡❡❞✲✉♣ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡
s♠♦♦t❤♥❡ss t❡sts ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ✉♥✐✈❛r✐❛t❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ❝♦st❧② s♠♦♦t❤✲
♥❡ss t❡sts ✇✐t❤ ❊❈▼ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ◆❋❙ ❝❛♥ ❤❡r❡ ❜❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ❛ s✐♠♣❧❡ ❢❛❝t♦r✲
✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ✉s❡ ❛ ❢❛st❡r s♠♦♦t❤♥❡ss t❡st ✇❤✐❝❤ ❞♦❡s ♥♦t
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❆❧❣♦r✐t❤♠ ✻✳✻ P♦❧②♥♦♠✐❛❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ ✐♥ ❋❋❙✿ t❤❡ ❏♦✉① ▲❡r❝✐❡r ♠❡t❤♦❞
■♥♣✉t✿ ❛ ♣r✐♠❡ ♣♦✇❡r q ❛♥❞ ❛♥ ✐♥t❡❣❡r k❀ ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r d
❖✉t♣✉t✿ ❛ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ Fqk ❛s Fq[t]/〈ϕ〉 ❛♥❞ t✇♦ ♠♦♥✐❝ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ♣♦❧②♥♦✲

♠✐❛❧s f ❛♥❞ g ✐♥ Fq[t][x] s✉❝❤ t❤❛t

f(tϕ, x) ❛♥❞ g(tϕ, x) ∈ (Fq[t]/〈ϕ〉)[x] ❤❛✈❡ ❛ ❝♦♠♠♦♥ r♦♦t m(tϕ)✱

✇❤❡r❡ tϕ ✐s ❛ r♦♦t ♦❢ ϕ ✐♥ Fq[t]/〈ϕ〉 ❛♥❞ m ✐s ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐♥ Fq[t]✳
✶✿ P✐❝❦ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ f ✐♥ Fq[t][x] ✇✐t❤ degx f = d ❛♥❞ degt f s♠❛❧❧
✷✿ ❚r② r❛♥❞♦♠ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s g = g0(t) − g1(t)x ✇✐t❤ degt g = ⌈k/d⌉ ✉♥t✐❧

Res(f, g) = F (g0, g1) ❤❛s ❛♥ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ❢❛❝t♦r ϕ ♦❢ ❞❡❣r❡❡ k
✸✿ ❈❛❧❧ tϕ ❛ r♦♦t ♦❢ ϕ ✐♥ Fqk ❛♥❞ ❝❤♦♦s❡ m ❛s ❛ ❝♦♠♠♦♥ r♦♦t ✐♥ Fqk ♦❢ t❤❡

♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s f(tϕ, x) ❛♥❞ g(tϕ, x)
✹✿ ❖✉t♣✉t f ✱ g✱ ϕ ❛♥❞ m

❢❛❝t♦r t❤❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐❞❡♥t✐t②

∀β ∈ N, tq
β − t =

∏

h∈H
h, ✭✻✳✹✸✮

✇❤❡r❡ H ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ♠♦♥✐❝ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ♦❢ ❞❡❣r❡❡ ❞✐✈✐❞✐♥❣ β✳ ❚❤❡♥✱
❢♦r ❛♥② ❜♦✉♥❞ β✱ ♦♥❡ ❝❛♥ t❡st ✐❢ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ P (t) ✐s β✲s♠♦♦t❤ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

❝♦♠♣✉t❡ P ′(t)

β∏

i=⌈β/2⌉

(
tq

i − t
)

mod P (t) ✭✻✳✹✹✮

❛♥❞ ❞❡❝❧❛r❡ t❤❛t P ✐s s♠♦♦t❤ ✐❢ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥s 0✳

❊❧✐♠✐♥❛t✐♥❣ t❤❡ ❙❝❤✐r♦❦❛✉❡r ♠❛♣s ❆ ❢✉rt❤❡r s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ♦❝❝✉rs
✇❤❡♥ r❡♣❧❛❝✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ✜❡❧❞s ✇✐t❤ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✜❡❧❞s ✐s t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ♣❧❛❝❡s
❛t ✐♥✜♥✐t②✳ ❚❤❡② ✇✐❧❧ ❛❧❧♦✇ ✉s t♦ s❤♦✇ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✜❡❧❞s✱
t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ 3. ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✷ ❝❛♥ ❜❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ❡❛s② t❛s❦✿
❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ ♣❧❛❝❡s ❛t ✐♥✜♥✐t②✳ ❉✉❡ t♦ ✐ts ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❡❝❤♥✐❝❛❧✐t②✱ ✇❡ ❧❡❛✈❡ t❤✐s
♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦r ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✻✳✸✳
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✻✳✻✳✷ ❚❤❡ ❋❋❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠✿ st❛❣❡ ❜② st❛❣❡

▲❡t ✉s ♠❛❦❡ ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✜❡❧❞ s✐❡✈❡✱ ❣✐✈✐♥❣ ❞❡t❛✐❧s ♦♥
❡❛❝❤ ♣♦✐♥t ♦❢ ❛♥❛❧♦❣② ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ✜❡❧❞ s✐❡✈❡✳

P♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❙❡❧❡❝t✐♦♥ ❖♥❡ ❝❛♥ s❡❧❡❝t t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s f ❛♥❞ g ✐♥ Fq[t][x] ✉s✐♥❣
❆❧❣♦r✐t❤♠ ✻✳✻✳ ■t ✐s t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛t ✇❡ st✉❞② ✐♥ ❞❡t❛✐❧ ❛♥❞ ✐♠♣r♦✈❡ ✐♥ ❈❤❛♣✲
t❡r ✾✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✇❡ ✇✐❧❧ ❛r❣✉❡ t❤❛t t❤❡ t✐♠❡ ❝♦st ♦❢ t❤✐s st❛❣❡ ✐s ♥♦t ❝r✐t✐❝❛❧ ❛♥❞
t❤❛t t❤❡ ❧✐♥❡❛r ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ g ❤❛s ❧✐tt❧❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ s✐❡✈❡✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥t
❛s♣❡❝t ♦❢ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ f ✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ✇❡
♣r♦♣♦s❡ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❛♥❛❧②s✐s✳

❘❡❧❛t✐♦♥ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ●✐✈❡♥ t✇♦ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s f ❛♥❞ g ✐♥ Fq[t][x]✱ ✇❡ ❝♦❧❧❡❝t ❝♦✲
♣r✐♠❡ ♣❛✐rs (a, b) ✐♥ Fq[t]

2 s✉❝❤ t❤❛t F (a, b) ❛♥❞ G(a, b) ❛r❡ β✲s♠♦♦t❤✱ ✇❤❡r❡
F (X, Y ) = f(X/Y )Y deg f ❛♥❞ G = g(X/Y )Y deg g ❛r❡ t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❛t✐♦♥s ♦❢ f
❛♥❞ g ❛♥❞ ✇❤❡r❡ β ✐s ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ❆s ✐♥ t❤❡ ◆❋❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❡ ✐♠♣♦s❡❞ t❤❛t a
✐s ♣♦s✐t✐✈❡✱ ❤❡r❡ ✇❡ ✐♠♣♦s❡ t❤❛t a ✐s ♠♦♥✐❝ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛✈♦✐❞ ♣❛✐rs (a, b) ✇❤✐❝❤ ❛r❡
♠✉❧t✐♣❧❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ❋♦r t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♥♦t❡ t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ t❛❦❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡
s♠♦♦t❤♥❡ss t❡st ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✻✳✹✹✮✳ ❚❤❡ r❡❛❞❡r ❝❛♥ ✜♥❞ ♠❛♥② ♠♦r❡
♠❡t❤♦❞s t♦ ❛❝❝❡❧❡r❛t❡ t❤❡ s✐❡✈❡ ✐♥ ❬❉●❱✶✸❪✳

❋✐❧t❡r✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❛❧❣❡❜r❛ st❛❣❡ ❋✐❧t❡r✐♥❣ ❤❛s ✈✐rt✉❛❧❧② ♥♦ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥
✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ◆❋❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❞✐s❝r❡t❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠ ❬❇♦✉✶✸❪✳

❚❤❡ ❧✐♥❡❛r ❛❧❣❡❜r❛ st❛❣❡ ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ♠♦r❡ ❡✛❡❝t✐✈❡❧② ✐♥ t❤❡ ❋❋❙ ❛❧✲
❣♦r✐t❤♠ t❤❛♥ ✐♥ ◆❋❙✳ ■♥❞❡❡❞✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❞✐✈✐❞❡ ❛ ◆❋❙ ♠❛tr✐① ✐♥✱ ♦♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞
t❤❡ ❝♦❧✉♠♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ✈❛❧✉❛t✐♦♥s ❛t ♣r✐♠❡ ✐❞❡❛❧s ❛♥❞✱ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱
t❤❡ ❝♦❧✉♠♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❙❝❤✐r♦❦❛✉❡r ♠❛♣s✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❝♦❧✉♠♥s ❝♦♥t❛✐♥
s♠❛❧❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✱ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ❛ ❝♦♠♣✉t❡r ✇♦r❞✱ ❛♥❞ ♠♦st ♦❢ t❤❡♠ ❛r❡ 1 ❛♥❞ −1✳
■♥❞❡❡❞✱ t❤❡② ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ✐♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s
♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ F (a, b) ✇❤❡r❡ F ✐s t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ f ❛♥❞ (a, b) ❛r❡ ❝♦♣r✐♠❡
✐♥t❡❣❡rs✳ ❲❡ ♠❛❦❡ t❤❡ ❤❡✉r✐st✐❝ t❤❛t t❤❡ ✐♥t❡❣❡rs ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ F (a, b) ❜❡❤❛✈❡ ❛s
r❛♥❞♦♠ ✐♥t❡❣❡rs✳ ❖♥❡ ❝❛♥ s❤♦✇ t❤❛t✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t ❛ r❛♥❞♦♠ ✐♥t❡❣❡r ❤❛s
sq✉❛r❡ ❢❛❝t♦rs ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r B0 ❣♦❡s t♦ 0 ✇❤❡♥ B0 ❣♦❡s t♦ ✐♥✜♥✐t②✳ ❖♥
t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ❙❝❤✐r♦❦❛✉❡r ❝♦❧✉♠♥s ❝♦♥t❛✐♥ ✐♥t❡❣❡rs ♠♦❞✉❧♦ π✱ t❤❡ ♠♦❞✉❧✉s
♦❢ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠✳ ❚❤✐s ✉s✉❛❧❧② ✐s ❛ ♣r✐♠❡ ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ❝♦♠♣✉t❡r ✇♦r❞s✳ ■♥
t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❋❋❙✱ t❤❡ ❙❝❤✐r♦❦❛✉❡r ♠❛♣s ❛r❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ✈❛❧✉❛t✐♦♥s ❛t t❤❡ ♣❧❛❝❡s ❛t
✐♥✜♥✐t②✱ ✇❤✐❝❤ ❜❡❤❛✈❡ ❛s ✈❛❧✉❛t✐♦♥s ❛t ❛♥② ♦t❤❡r ♣❧❛❝❡ ♦r✱ ❜② ❛♥❛❧♦❣②✱ ❛s ✈❛❧✉❛t✐♦♥s
❛t ♣r✐♠❡ ✐❞❡❛❧s ✐♥ t❤❡ ◆❋❙ ❝❛s❡✳ ❚❤❡ r❡❛❞❡r ❝❛♥ ✜♥❞ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ♦♥ t❤✐s st❛❣❡ ♦❢
t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ ❬❚❤♦✵✸❪ ❛♥❞ ❬❏❡❧✶✷❪✳

■♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❧♦❣❛r✐t❤♠ st❛❣❡ ●✐✈❡♥ t❤❡ ✈✐rt✉❛❧ ❧♦❣❛r✐t❤♠s ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts
✐♥ t❤❡ ❢❛❝t♦r ❜❛s❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛ ❜❛s❡ t ∈ F∗

qk
❛♥❞ ❣✐✈❡♥ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t s ∈ F∗

qk
✱ ✇❡

✇❛♥t t♦ ❝♦♠♣✉t❡ logt s✳
❘❡❝❛❧❧ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ◆❋❙✱ t❤❡ ✜rst st❡♣ ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❧♦❣❛r✐t❤♠ st❛❣❡ ✐s

t❤❡ s♠♦♦t❤✐♥❣✳ ❚❤✐s st❡♣ tr❛♥s❧❛t❡s ♣❡r❢❡❝t❧② t♦ ❋❋❙✿ r❛♥❞♦♠❧② ❝❤♦♦s❡ h ∈ [1, π−
2] ✉♥t✐❧ ths ✐s C✲s♠♦♦t❤ ❢♦r C = ck2/3(log k)1/3✱ ✇✐t❤ c > 0✳ ❖♥❡ ❝❛♥ ❝❤❡❝❦ t❤❛t
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t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✐s ♦❢ t②♣❡ L(1/3, ·) ❞✉❡ t♦ t❤❡ s♠♦♦t❤♥❡ss ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s t❤❡ s♠♦♦t❤♥❡ss t❡sts ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ✐♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡✱
t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝♦♥st❛♥t ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✐s s♠❛❧❧❡r✱ ✐♥❝✐t✐♥❣ ❚❤♦♠é ✐♥ ❬❚❤♦✵✸❪ t♦ ❝❛❧❧
t❤✐s st❡♣ t❤❡ ✏✐❣♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡s❝❡♥t✑ ✭❛♠♦r❝❡ ❞❡ ❧❛ ❞❡s❝❡♥t❡✮✳

❚❤❡ ❞❡s❝❡♥t ♣r♦❝❡ss ✐s ✈❡r② s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ st❡♣ ♦❢ t❤❡ ◆❋❙
❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❲❡ ✐❧❧✉str❛t❡ ✐t ✇✐t❤ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ g ✐s ♠♦♥✐❝ ❛♥❞ ❧✐♥❡❛r✳ ●✐✈❡♥
❛♥ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ q1 ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♣❛✐rs ♦❢ ❝♦♣r✐♠❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ✐♥
▲❛t✭q1✮❂{(a, b) ∈ Fq[t]

2 | a − bm ≡ 0 mod q1} ✇❤❡r❡ m ✐s t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ r♦♦t ♦❢
f ❛♥❞ g ♠♦❞✉❧♦ ϕ✳ ❇② ❞✐r❡❝t tr✐❛❧ ♦r ✉s✐♥❣ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ s✐❡✈❡ t❡❝❤♥✐q✉❡✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣
♦♥ t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ q1✱ ✇❡ ✜♥❞ ❛ ♣❛✐r (a, b) s✉❝❤ t❤❛t (a − mb)/q1 ❛♥❞ F (a, b) ❛r❡
λ deg q1✲s♠♦♦t❤✱ ✇❤❡r❡ λ > 0 ✐s ❛ ❝♦♥st❛♥t✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡ ♦♥❡ ❝❛♥ s❡t λ t♦ ✐ts ✈❛❧✉❡
✐♥ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ st❡♣ ♦❢ t❤❡ ◆❋❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❇② t❤✐s ✇❡ ✇r✐t❡ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡
❧♦❣❛r✐t❤♠ ♦❢ q1 ❛s ❛ ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❞✐s❝r❡t❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠s ♦❢ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ♣♦❧②✲
♥♦♠✐❛❧s ❛♥❞ ♦❢ ✈✐rt✉❛❧ ❧♦❣❛r✐t❤♠s ♦❢ ❞❡❣r❡❡ 1 ✐❞❡❛❧s ✇❤♦s❡ ♥♦r♠ ✐s ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧
♦❢ ❞❡❣r❡❡ ❧❡ss t❤❛♥ λ deg q1✳ ❲❡ t❤❡♥ ❞❡s❝❡♥❞ ❡❛❝❤ ❞❡❣r❡❡ 1 ✐❞❡❛❧ q = 〈q1, x− ρ〉 ✐♥
t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✜❡❧❞ ♦❢ f ✐♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ♠❛♥♥❡r✱ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ♣❛✐rs ♦❢ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s
✐♥ ▲❛t✭q✮❂{(a, b) ∈ Fq[t]

2 | a − bρ ≡ 0 mod q1}✳ ●✐✈❡♥ ❛ ♣❛✐r (a, b) ♦♥ ▲❛t✭q✮
♦♥❡ ✇r✐t❡s t❤❡ ✈✐rt✉❛❧ ❧♦❣❛r✐t❤♠ ♦❢ q ❛s ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❞✐s❝r❡t❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠s
♦❢ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ♦❢ ❞❡❣r❡❡ ❛t ♠♦st λ degN(q) ❛♥❞ ✈✐rt✉❛❧ ❧♦❣❛r✐t❤♠s ♦❢
❞❡❣r❡❡ 1 ✐❞❡❛❧s ✇❤♦s❡ ♥♦r♠ ❤❛s ❞❡❣r❡❡ ❛t ♠♦st λ degN(q)✳ ❲❡ ❡♥❞ t❤❡ ❞❡s❝❡♥t
✇❤❡♥ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ logt s ❛s ❛ ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❞✐s❝r❡t❡ ❛♥❞ ✈✐rt✉❛❧ ❧♦❣❛r✐t❤♠s ♦❢
❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ ❢❛❝t♦r ❜❛s❡✳

✻✳✻✳✸ ❘❡♣❧❛❝✐♥❣ ❙❝❤✐r♦❦❛✉❡r ♠❛♣s ❜② ✈❛❧✉❛t✐♦♥s ❛t ✐♥✜♥✐t②

❲❡ ✇✐❧❧ ♠❛❦❡ ✉s❡ ♦❢ ❛ s❡r✐❡s ♦❢ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✜❡❧❞s✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤
✇❡ ✉s❡ ❬❙t✐✵✽❪ ❛♥❞ ❬▲♦r✾✻❪ ❛s r❡❢❡r❡♥❝❡s✳ ❋✐rst✱ t❤❡ s❡t ♦❢ ♣❧❛❝❡s ♦❢ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✜❡❧❞
K ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ s❡t ♦❢ ♣r✐♠❡ ✐❞❡❛❧s ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡❣❡r r✐♥❣ O t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ❛ ✜♥✐t❡
s❡t ♦❢ ♣❧❛❝❡s✱ ❝❛❧❧❡❞ ♣❧❛❝❡s ❛t ✐♥✜♥✐t②✳ ◆❡①t✱ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ ❞✐✈✐s♦r ❝❧❛ss ❣r♦✉♣
❡q✉❛❧s t❤❡ ❝❧❛ss ♥✉♠❜❡r h ♦❢ K✳

▲❡t ✉s ✜① ❛ ❞✐✈✐s♦r I ♦❢ ❞❡❣r❡❡ 1✳ ❚❤❡♥✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣❧❛❝❡ P ✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥
❡❧❡♠❡♥t γP ✐♥ K s✉❝❤ t❤❛t

div(γP ) = h
(
P − (degP )I

)
. ✭✻✳✹✺✮

❲❡ ❝❛♥ ♥♦✇ st❛t❡ t❤❡ ♠❛✐♥ r❡s✉❧t ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✳

❚❤❡♦r❡♠ ✻✳✻✳✶✳ ▲❡t f ∈ Fq[t][x] ❜❡ ❛♥ ❛❜s♦❧✉t❡❧② ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❛♥❞ ❧❡t
K ❜❡ ✐ts ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✜❡❧❞✳ ❈❛❧❧ h t❤❡ ❝❧❛ss ♥✉♠❜❡r ♦❢ K✳ ❋♦r ❛❧❧ ♣❧❛❝❡s
P ♦❢ K ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② γP ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ K s✉❝❤ t❤❛t div(γP ) = h(P − (degP )I)✱
✇❤❡r❡ I ✐s ❛ ❞❡❣r❡❡ 1 ❞✐✈✐s♦r✳ ❚❤❡♥✱ ❢♦r ❡✈❡r② ♥♦♥✲③❡r♦ ❡❧❡♠❡♥t z ♦❢ K ♦♥❡ ❝❛♥
✇r✐t❡

zh = κ
∏

P ♣❧❛❝❡ ♦❢ K

γ
v(z,P )
P , ✭✻✳✹✻✮

✇❤❡r❡ κ ∈ F∗
q ❛♥❞ v(z, P ) ❛r❡ ✐♥t❡❣❡rs✳
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Pr♦♦❢✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ♣❧❛❝❡ P ♦❢ K ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② v(z, P ) t❤❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ P ❛t z✳ ❇②
t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts γP ✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

div


zh/




∏

P ♣❧❛❝❡ ♦❢ K

γ
v(z,P )
P





 = nII, ✭✻✳✹✼✮

✇❤❡r❡ nI ✐s ❛♥ ✐♥t❡❣❡r✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❞✐✈✐s♦r ✐♥ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s ❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ♦♥❡✱ ✐ts
❞❡❣r❡❡ ✐s 0❀ ❤❡♥❝❡ nI = 0✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❈♦r♦❧❧❛r② ■✳1.19 ✐♥ ❬❙t✐✵✽❪✱ ✐❢ ❛♥
❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❤❛s ❛ ③❡r♦ ❞✐✈✐s♦r✱ t❤❡♥ ✐t ✐s ❛ ❝♦♥st❛♥t κ ∈ Fq

∗⋂
K✳ ❙✐♥❝❡ f ✐s

❛❜s♦❧✉t❡❧② ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡✱ κ ❜❡❧♦♥❣s t♦ F∗
q✳

▲❡t ✉s s❡❡ ❤♦✇ t♦ ✉s❡ t❤✐s t❤❡♦r❡♠ ✐♥ t❤❡ ❋❋❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❈❛❧❧ f ❛♥❞ g t❤❡
t✇♦ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ✐♥ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛♥❞✱ ❢♦r ❝♦♥✈❡♥✐❡♥❝❡✱ ❛ss✉♠❡ t❤❛t g = x−m(t)
❢♦r s♦♠❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ m✳ ❲❡ ❝❛❧❧ K t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✜❡❧❞ ♦❢ f ❛♥❞ α ❛ r♦♦t ♦❢ f ✐♥
K✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣✉t❡ v(a− bα, P ) ✐♥ ❚❤❡♦r❡♠ ✻✳✻✳✶ ❢♦r ❛ ♣r✐♠❡ ✐❞❡❛❧s P ♦❢ O✱
♦♥❡ ❝❛♥ ✉s❡ ❉❡❞❡❦✐♥❞✬s ♠❡t❤♦❞ ✭s❡❡ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✶✳✹✮✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥s ♦❢ ♣❧❛❝❡s
❛t ✐♥✜♥✐t② ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s ✈❛❧✉❛t✐♦♥s ♦❢ ✐❞❡❛❧s ❛❜♦✈❡ t ✐♥ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✜❡❧❞ ♦❢
f(1/t, x)✳

◆♦t❡ t❤❛t ▼❛ts✉♠♦t♦ ❬▼❛t✾✾❪ ♣r♦♣♦s❡❞ t❤❡ Ca,b ❢❛♠✐❧② ♦❢ ❝✉r✈❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❛✈♦✐❞s
t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ✈❛❧✉❛t✐♦♥s ❛t ✐♥✜♥✐t②✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡s❡ ❝✉r✈❡s ❛r❡ ❦♥♦✇♥ t♦ ❤❛✈❡
❛ ✉♥✐q✉❡ ♣❧❛❝❡ ❛t ✐♥✜♥✐t②✳ ❙✐♥❝❡ ❛♥② ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞✐✈✐s♦r ❤❛s ❞❡❣r❡❡ 0✱ t❤❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥
❛t ✐♥✜♥✐t② ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥s ❛t t❤❡ ♣r✐♠❡ ✐❞❡❛❧s ♦❢ O✳

▲❡t ✉s ✉s❡ ❚❤❡♦r❡♠ ✻✳✻✳✶ t♦ ✏✉♥✐q✉❡❧② ❢❛❝t♦r ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥t♦ ♣❧❛❝❡s✑✳ ▲❡t (a, b)
❜❡ ❛ ❝♦♣r✐♠❡ ♣❛✐r ♦❢ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ✐♥ Fq[t] s✉❝❤ t❤❛t F (a, b) ❛♥❞ a− bm ❛r❡ s♠♦♦t❤✳
❚❤❡♥✱ ❜② ❚❤❡♦r❡♠ ✻✳✻✳✶✱ ✇❡ ❤❛✈❡

(a− bα)h = κ
∏

P ♣❧❛❝❡ ♦❢ K

γ
v1(a,b,P )
P ✭✻✳✹✽✮

(a− bm) = κ2
∏

P ♠♦♥✐❝ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ✐♥ Fq [t]

P (t)v2(a,b,P ), ✭✻✳✹✾✮

✇✐t❤ κ1 ❛♥❞ κ2 ✐♥ F∗
q✳

❘❡❝❛❧❧ t❤❛t p := 〈ϕ, α − m(t)〉 ✐s ❛ ♣r✐♠❡ ✐❞❡❛❧ ✐♥ K✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② ❛ ❜❛r
t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ✐♥ Fq[t] ♠♦❞✉❧♦ ϕ ❛♥❞ ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ K ♠♦❞✉❧♦ p✳
◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts κ1 ❛♥❞ κ2 ❛r❡ ✐♥ F∗

q ⊂ F∗
qk
✱ s♦ t❤❡② ❛r❡ ✉♥❝❤❛♥❣❡❞ ❜② t❤❡

r❡❞✉❝t✐♦♥ ♠♦❞✉❧♦ ϕ ❛♥❞ p✳
❙✐♥❝❡ t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥s ♦❢ (a − bα) ❛♥❞ (a − bm) ✐♥ Fqk ❛r❡ ❡q✉❛❧✱ ✇❤❡♥ s❡♥❞✐♥❣

❊q✉❛t✐♦♥s ✭✻✳✹✽✮ ❛♥❞ ✭✻✳✹✾✮ ✐♥ Fqk ✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥


κ1

∏

P ♣❧❛❝❡ ♦❢ K

γP
v1(a,b,P )


 =


κ2

∏

P ♠♦♥✐❝ ✐rr❡❞✳ ✐♥ Fq [t]

γP
v2(a,b,P )




h

. ✭✻✳✺✵✮

❙✐♥❝❡ π ✐s ❝♦♣r✐♠❡ t♦ q − 1✱ ✇❡ ❤❛✈❡ logt κ1 ≡ logt κ2 ≡ 0 mod π ❢♦r ❛♥② ❣❡♥❡r❛✲
t♦r t ♦❢ Fqk ✳ ❚❤❡♥✱ ✇❤❡♥ t❛❦✐♥❣ ❧♦❣❛r✐t❤♠s ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✻✳✺✵✮ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❊q✉❛✲



✻✳✻✳ ❚❍❊ ❋❯◆❈❚■❖◆ ❋■❊▲❉ ❙■❊❱❊ ✾✸

t✐♦♥ ✭✻✳✺✶✮✳

∑

P ♣❧❛❝❡ ♦❢ K1

v1(a, b, P )
log(γP )

h
≡

∑

P ♠♦♥✐❝ ✐rr❡❞ ✐♥ Fq [t]

v2(a, b, P ) log(P ) mod π.

✭✻✳✺✶✮
❲❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t t❤❡ ❙❝❤✐r♦❦❛✉❡r ♠❛♣s ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✻✳✸✻✮ ❝❛♥ ❜❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜②
✈❛❧✉❛t✐♦♥s ❛t ✐♥✜♥✐t②✳
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❈❤❛♣t❡r ✼

❖❧❞ ❛♥❞ ♥❡✇ ❝♦♠♣❧❡①✐t✐❡s ❢♦r ◆❋❙

❲❡ ❛r❡ ♥♦✇ r❡❛❞② t♦ st❛t❡ ♦✉r ♠❛✐♥ ❝♦♠♣❧❡①✐t② r❡s✉❧ts ♦♥ ◆❋❙ ❢♦r
❞✐s❝r❡t❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠✳ ❖♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞ ✇❡ ♣♦✐♥t ♦✉t t❤❛t t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢
❈❤❛♣t❡r ✹ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❧♦❣❛r✐t❤♠ ♦❢ ◆❋❙✳
❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ♥❡✇ ✈❛r✐❛♥t ♦❢ ◆❋❙ ❝❛❧❧❡❞ ✏t❤❡ ❉▲
❢❛❝t♦r②✑✱ s✐♠✐❧❛r t♦ ❈♦♣♣❡rs♠✐t❤✬s ❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥ ❢❛❝t♦r②✳ ❚❤❡ ❞✐✣❝✉❧t②
r❡s✐❞❡s ✐♥ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✇❡ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❢❛❝t♦r ❜❛s❡ s♦ t❤❛t t❤❡ ❞❡s❝❡♥t
♣r♦❝❡ss ✐s ❧♦♥❣❡r✳ ❋♦r ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss✱ ✇❡ ✐♥❝❧✉❞❡ s♦♠❡ r❡s✉❧ts ♦♥ t❤❡
❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❋❋❙✱ ❜♦t❤ ✐♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ♣r✐♠❡ ❝❛s❡✳
❚❤❡ ❝❤❛♣t❡r ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❆❢t❡r t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡
❝❧❛ss✐❝❛❧ ✈❛r✐❛♥t ♦❢ ◆❋❙✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❉▲ ❢❛❝t♦r②✳ ❲❡ t❤❡♥ ♠❛❦❡
❛ ❧✐st ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❡r♦✉s ✈❛r✐❛♥ts ♦❢ ◆❋❙✿ ❝❧❛ss✐❝❛❧✱ ❙◆❋❙✱ ♠✉❧t✐✲✜❡❧❞ ❛♥❞
❉▲ ❢❛❝t♦r②✳ ❲❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ ❜② ♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❋❋❙✳

✼✳✶ ❈❧❛ss✐❝❛❧ ◆❋❙ ♦✈❡r ♣r✐♠❡ ✜❡❧❞s

▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❜❛s✐❝ ✈❛r✐❛♥t ♦❢ ◆❋❙✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❜❛s❡✲m ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧
s❡❧❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❧✐♥❡ s✐❡✈❡ ❛♥❞ t❤❡ ❲✐❡❞❡♠❛♥♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✇❤✐❝❤
✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ t✐♠❡ ♦❢ ◆❋❙ ❛r❡ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

• B ❂ t❤❡ s♠♦♦t❤♥❡ss ❜♦✉♥❞❀

• E ❂ t❤❡ s✐❡✈❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✱ ✐✳❡✳✱ ✇❡ s✐❡✈❡ ❢♦r ♣❛✐rs (a, b) ✐♥ [0, E]× [−E,E]❀

• d ❂ deg f ✳

❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❈❤❛♣t❡r ✻ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ s✐❡✈❡ ✐s E2+o(1) ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❝♦♠✲
♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❛❧❣❡❜r❛ st❛❣❡ ✐s B2+o(1)✳ ❲❡ ♦♣t✐♠✐③❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r t❤❡
r❡❧❛t✐♦♥ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❧✐♥❡❛r ❛❧❣❡❜r❛ st❛❣❡✳ ❲❡ ✇✐❧❧ s❡❡ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✼✳✸ t❤❛t✱ ❢♦r
t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛❧✉❡s t❤❛t ✇❡ ♦❜t❛✐♥✱ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❧♦❣❛r✐t❤♠ st❛❣❡ ✐s ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡
✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ s✐❡✈❡ ❛♥❞ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❛❧❣❡❜r❛ st❛❣❡✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ t♦
❜❡ ♠✐♥✐♠✐③❡❞ ✐s✿

t✐♠❡(◆❋❙) = B2+o(1) + E2+o(1)

= max(B,E)2+o(1).

■♥ ♦r❞❡r t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ max(E,B) ✇❡ ♥♦t❡ t❤❛t E ✐♥❝r❡❛s❡s ✇❤❡♥ B ❞❡❝r❡❛s❡s ❛♥❞
✈✐❝❡✲✈❡rs❛✳ ❚♦ s❡❡ t❤✐s r❡q✉✐r❡s ❛ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ♦♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞ ✇❤❡♥

✾✺
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E ❞❡❝r❡❛s❡s✱ t❤❡ ♥♦r♠s ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ t✉r♥ s♦ ✇❡ ❝❛♥ ❢✉rt❤❡r ❞❡❝r❡❛s❡ E✳ ❍❡♥❝❡ ✇❡
❝❛♥ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦r♠s ✐s ❝♦♥st❛♥t s♦ t❤❛t E2 = B/Psmooth(c, B) ❢♦r
s♦♠❡ ❝♦♥st❛♥t c > 0✳ ●✐✈❡♥ t❤❡ r❛♣✐❞ ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ Psmooth(c, B) ✇❤❡♥ B ✐♥❝r❡❛s❡s✱
t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r E ❛❧s♦ ❞❡❝r❡❛s❡s ✇❤❡♥ B ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ❍❡♥❝❡✱ ✇❡ ✐♠♣♦s❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❡q✉❛❧✐t② ✿

E = B. ✭✯✮

◆❡①t✱ ❧❡t ✉s ♠❛❦❡ t❤❡ ❤❡✉r✐st✐❝ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ♥♦r♠ ♦❢ ❛ ♣❛✐r ✐♥ t❤❡
s✐❡✈✐♥❣ ❞♦♠❛✐♥ ✐s s♠♦♦t❤ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❛s ❛ r❛♥❞♦♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤❡
s❛♠❡ s✐③❡✳ ❲❡ ❡q✉❛❧❧② ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s t♦ ❜❡ s♠♦♦t❤ ♦♥ t❤❡ r❛t✐♦♥❛❧
❛♥❞ t❤❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ s✐❞❡s ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t ❛ ♣❛✐r ✐s
❞♦✉❜❧②✲B✲s♠♦♦t❤ ❡q✉❛❧s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t t✇♦ r❛♥❞♦♠ ♥✉♠❜❡rs ❤❛✈✐♥❣ t❤❡
s✐③❡ ♦❢ N(a − bα) ❛♥❞ |a − bm| ❛r❡ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② B✲s♠♦♦t❤✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② P
t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t ❛ ♣❛✐r ♦❢ t❤❡ s✐❡✈❡ ❞♦♠❛✐♥ ✐s ❞♦✉❜❧②✲B✲s♠♦♦t❤✳ ❚❤❡♥✱ ✐♥
♦r❞❡r t♦ ❤❛✈❡ ❡♥♦✉❣❤ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❛❧❣❡❜r❛✱ ✇❡ ✐♠♣♦s❡ t❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t②
2E2P ≥ 2B✳ ❚❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✇❡ ❡♥❞ t❤❡ s✐❡✈✐♥❣ st❛❣❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦❧❧❡❝t❡❞
❡q✉❛t✐♦♥s ✐s ❥✉st ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❢❛❝t♦r ❜❛s❡ tr❛♥s❧❛t❡s ✐♥ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥✿

2E2P = 2B, ✭✯✯✮

✇❤❡r❡ 2B ✐s ❛♥ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ❢♦r t❤❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❢❛❝t♦r ❜❛s❡✳
▲❡t ✉s ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② P ✳ ❚❤❡ ♥♦r♠ ♦♥ t❤❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ s✐❞❡ ✐s ❜♦✉♥❞❡❞

❛s ❢♦❧❧♦✇s
N(a− bα) ≤ deg f‖f‖∞Ed.

❙✐♥❝❡ ‖f‖∞ ≤ p1/d ❛♥❞ E = B✱ t❤❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ♥♦r♠ ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② p1/dBd+o(1)✳
❚❤❡ r❛t✐♦♥❛❧ ♥♦r♠ ✐s |a− bm| ✇❤❡r❡ m ✐s ❧❡ss t❤❛♥ p1/d✳ ❙✐♥❝❡ |a|, |b| ≤ E = B

✇❡ ❤❛✈❡
|a− bm| ≤ 2Bp1/d = B1+o(1)p1/d. ✭✼✳✶✮

❲❡ ❝❛♥ ♥♦✇ ✇r✐t❡

P = ρ

(
log(p1/dB1+o(1))

logB

)
ρ

(
log(p1/dBd+o(1))

logB

)

≥ ρ

(
(1 + o(1))

log(p2/dB(d+1)(1+o(1)))

logB

)1+o(1)

◆♦t❡ t❤❛t ✇❡ ✉s❡❞ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t✱ ❢♦r
x1, x2, y > 0✱ ✇❡ ❤❛✈❡ Psmooth(x1, y)Psmooth(x2, y) ≥ Psmooth(x1x2, y)

1+o(1) ✇❤✐❝❤
✐s tr✐✈✐❛❧❧② tr✉❡ ✭s❡❡ ❛❧s♦ ❈♦r♦❧❧❛r② ✶✳✶✳✷✮✳

◆♦✇✱ ❢♦r ✜①❡❞ B✱ ✇❡ ♦♣t✐♠✐③❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② P ❜② ❜❛❧❛♥❝✐♥❣ t❤❡ s✐③❡s ♦❢Bd ❛♥❞
p2/d✳ ❆ r♦✉❣❤ ❡st✐♠❛t✐♦♥ s❤♦✇s t❤❛t✱ ✐❢ B = Lp(θ, ·) ❢♦r ❛ ❝♦♥st❛♥t θ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧
(0, 1)✱ t❤❡♥ ♦♥❡ ♠✉st t❛❦❡ d s✉❝❤ t❤❛t Bd = L(1+θ

2
, ·) ❛♥❞ P 1/d = L(1+θ

2
, ·)✳ ❚❤❡♥

P = Lp(
1−θ
2
; ·) ❛♥❞ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✯✯✮ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t θ = 1/3✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡

t❤❡ ❝♦♥st❛♥ts β ❛♥❞ δ ❛s ❢♦❧❧♦✇s

B = E1+o(1) = Lp

(
1/3, β

)1+o(1)
❛♥❞ d = δ

(
log p

log log p

)1/3
.
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❲❡ ♦❜t❛✐♥ P = Lp

(
1/3, 1

3
(δ + 2

δβ
)
)−1

✳ ❲❤❡♥ ✐♥❥❡❝t✐♥❣ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✯✯✮ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

β =
1

3
(δ +

2

δβ
).

❙✐♥❝❡ δ ♠✉st ❜❡ ❛ r❡❛❧ ♥✉♠❜❡r ✇❡ ✐♠♣♦s❡ t❤❛t t❤❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥
❛❜♦✈❡ ✐s ♣♦s✐t✐✈❡✿

0 ≤ ∆ = 9β2 − 8

β
.

❲❡ ♠✐♥✐♠✐③❡ β✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ t❤❡ t✐♠❡ ♦❢ ◆❋❙✱ ❜② t❛❦✐♥❣ β = 3
√

8/9✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s
δ = 3

2
β = 31/3✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ◆❋❙ ✐s 2B2+o(1)✱ s♦

t✐♠❡(◆❋❙) = Lp

(
1/3, 3

√
64/9

)1+o(1)

. ✭✼✳✷✮

✼✳✷ ❉✐s❝r❡t❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠ ❢❛❝t♦r②

❚❤❡ ❉▲ ❢❛❝t♦r② ✐s ❛♥ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ t❤❡ ❋❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥ ❢❛❝t♦r② t♦ t❤❡
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❞✐s❝r❡t❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠s ✐♥ ♣r✐♠❡ ✜❡❧❞s✳ ❚❤✐s ✐❞❡❛ ✐s t♦ r❡✲✉s❡ t❤❡
❧✐st ♦❢ ♣❛✐rs (a, b) ✇❤✐❝❤ ❛r❡ s♠♦♦t❤ ♦♥ t❤❡ r❛t✐♦♥❛❧ s✐❞❡✳ ■♥ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧✱ ❢♦r ❛❧❧
t❤❡ ♣r✐♠❡s ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ❜✐t✲s✐③❡✱ ✐✳❡✳✱ ⌊log p⌋ ✐s ❝♦♥st❛♥t✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ s❛♠❡ ✐♥t❡❣❡r
m0 ≈ p1/d✳ ◆❡①t ✇❡ ♣r❡♣❛r❡ ❛ ♣❡r♠❛♥❡♥t ✜❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♣r✐♠❡ ♣❛✐rs (a, b) ✐♥ ❛
s✐❡✈❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡r E s✉❝❤ t❤❛t a − bm0 ✐s s♠♦♦t❤✳ ●✐✈❡♥ ❛ ♣r✐♠❡ p✱ ✇❡
s❡❧❡❝t ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ f s✉❝❤ t❤❛t f(m0) ≡ 0 mod p✳ ❚❤❡ s✐❡✈❡ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ✉s✐♥❣ ❊❈▼
t♦ t❡st t❤❡ s♠♦♦t❤♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ s✐❞❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ♣❛✐r (a, b) ✐♥ t❤❡ ♣❡r♠❛♥❡♥t
✜❧❡✳ ❚❤❡ ❧✐♥❡❛r ❛❧❣❡❜r❛ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❧♦❣❛r✐t❤♠ st❛❣❡ ❛r❡ ❧❡❢t ✉♥❝❤❛♥❣❡❞✳

▲❡t ✉s ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❆s ✐♥ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ✈❡rs✐♦♥✱ E ❛♥❞ d
❞❡♥♦t❡ t❤❡ s✐❡✈❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❛♥❞ t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ f ✳ ❚❤❡ s♠♦♦t❤♥❡ss ♣❛r❛♠❡t❡r B
❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ r❛t✐♦♥❛❧ s✐❞❡ ❛♥❞ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ s♠♦♦t❤♥❡ss ♣❛r❛♠❡t❡r C ❢♦r
t❤❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ s✐❞❡✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ r❛t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ s✐❞❡ ❤❛✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t r♦❧❡s ✐♥
t❤❡ ❉▲ ❢❛❝t♦r②✱ B ❛♥❞ C ❤❛✈❡ ❛ ♣r✐♦r✐ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s✳ ❲❡ s❡t ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥ts
β✱ γ✱ δ ❛♥❞ ǫ s✉❝❤ t❤❛t B = Lp(1/3, β)✱ C = Lp(1/3, γ)✱ E = Lp(1/3, ǫ) ❛♥❞

d = δ
(

log p
log log p

)1/3
✳

❚❤❡ ♦♣t✐♠❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ s✐❡✈✐♥❣ ❞♦♠❛✐♥ tr❛♥s❧❛t❡s ✐♥t♦ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥

E2PfPg = (B + C), ✭✯✮

✇❤❡r❡ Pf ❛♥❞ Pg ❛r❡ t❤❡ s♠♦♦t❤♥❡ss ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❛♥❞ r❛t✐♦♥❛❧ s✐❞❡s✳
❲❡ ❛❧s♦ ✐♠♣♦s❡ t❤❛t t❤❡ s✐❡✈❡ ❛♥❞ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❛❧❣❡❜r❛ ❤❛✈❡ ❡q✉❛❧ ❝♦sts✳ ❚❤❡

❧✐♥❡❛r ❛❧❣❡❜r❛ ❤❛s ❛ ❝♦st (B + C)2 ❛s ✐♥ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ✈❛r✐❛♥t✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢
t❤❡ s✐❡✈❡ ❤❛s ❛ ♥❡✇ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❛s ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ t❡st s♠♦♦t❤♥❡ss ♦♥ t❤❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝
s✐❞❡ ♦♥❧②✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ s♠♦♦t❤♥❡ss t❡st ✇✐t❤ ❛ ❜♦✉♥❞ ♦❢ s✐③❡ Lp(1/3, c)✱ ✇✐t❤ c > 0✱
❝♦sts Lp(1/6, ·)1+o(1)✱ t❤❡ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ s✐❡✈❡ ❡q✉❛❧s t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ♣❡r♠❛♥❡♥t ✜❧❡
✉♣ t♦ ❛ 1 + o(1) ❡①♣♦♥❡♥t✳ ❚❤✐s ❧❛tt❡r ✜❧❡ ♠✉st ❝♦♥t❛✐♥ P−1

f ♠♦r❡ ♣❛✐rs t❤❛♥ t❤❡
❝❛r❞✐♥❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❢❛❝t♦r ❜❛s❡✳ ❚❤✐s tr❛♥s❧❛t❡s ✐♥

P−1
f (B + C) = (B + C)2. ✭✯✯✮
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◆♦t❡ t❤❛t ✇❡ ♠✉st ❤❛✈❡ β = γ✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐❢ ✇❡ ❤❛❞ β < γ✱ t❤❡♥✱ ❜② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣
β✱ ✇❡ ❝♦✉❧❞ r❡❞✉❝❡ t❤❡ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ s✐❡✈❡ ✇✐t❤♦✉t ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r
❛❧❣❡❜r❛ ❡①❝❡♣t ❢♦r ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t 1 + o(1)✳ ■❢ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ β > γ✱ t❤❡♥ ♦♥❡ ❝❛♥
✐♥❝r❡❛s❡ C ❛♥❞ r❡❞✉❝❡ E s✉❝❤ t❤❛t ❜♦t❤ ❊q✉❛t✐♦♥s ✭✯✯✮ ❛♥❞ ✭✯✮ ❛r❡ st✐❧❧ s❛t✐s✜❡❞✳
❍❡♥❝❡ ✇❡ ❛r❡ ❧❡❢t ✇✐t❤ t❤❡ t❤r❡❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs β✱ δ ❛♥❞ ǫ✳

❖♥❡ ❝♦♠♣✉t❡s

Pf = Lp

(
1/3,

1

3δβ
+
δǫ

3β

)−1+o(1)

❛♥❞ Pg = Lp

(
1/3,

1

3δβ

)−1+o(1)

.

❊q✉❛t✐♦♥ ✭✯✮ t❤❡♥ ❜❡❝♦♠❡s

2ǫ− 2

3δβ
− ǫδ

3β
= β. ✭✼✳✸✮

❊q✉❛t✐♦♥ ✭✯✯✮ ❛❧s♦ tr❛♥s❧❛t❡s ✐♥t♦

2β = β +
1

3βδ
+
ǫδ

3β
. ✭✼✳✹✮

■❢ ♦♥❡ ❝♦♠♣✉t❡s 2 · (✼✳✸)− (7.4)✱ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥s✿

ǫ =
9β2

6β + δ
. ✭✼✳✺✮

❲❤❡♥ ✐♥❥❡❝t✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ǫ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✼✳✹✮ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❞❡❣r❡❡ 2 ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢
✉♥❦♥♦✇♥ δ ❢♦r ✇❤✐❝❤ β ✐s ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r✿

δ2(6β2) + δ(1− 18β3) + 6β = 0. ✭✼✳✻✮

❚❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❤❛s ♥❡❣❛t✐✈❡ r❡❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r 0 < β ≤ ((5−2
√
6)/18)1/3 ❛♥❞ ♣♦s✐t✐✈❡

r❡❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r β ≥ ((5 + 2
√
6)/18)1/3✳ ❲❡ s❡t β t♦ ✐ts ♠✐♥✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡✱ ❝♦♠♣✉t❡

δ = β(3
√
6−6) ❢r♦♠ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✼✳✻✮ ❛♥❞ ǫ = β

√
6/2 ❢r♦♠ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✼✳✺✮✳ ■♥ s❤♦rt

✇❡ ✜♥❞✿
β ≈ 0.8193, γ ≈ 0.8193, ǫ ≈ 1.0034, δ ≈ 1.1048. ✭✼✳✼✮

❈♦♠♣❧❡①✐t✐❡s ❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ❚❤❡ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❛❧❣❡❜r❛ ❛♥❞ t❤❡ s✐❡✈❡
✐s t❤❡♥ Lp(1/3, 2β) ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡

t✐♠❡(❉▲ ❢❛❝t♦r②) = Lp

(
1/3, 1.639 . . .

)1+o(1)
. ✭✼✳✽✮

❚❤❡ ♣r❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❡r♠❛♥❡♥t ✜❧❡ ❤❛s ❛ ❝♦st Lp(1/3, 2ǫ)✱ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s

t✐♠❡(✜❧❡ ♣r❡♣❛r❛t✐♦♥) = Lp(1/3, 2.007 . . .)
1+o(1). ✭✼✳✾✮

❚❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ♣❡r♠❛♥❡♥t ✜❧❡ ✐s E2Pg✱ ✇❤✐❝❤ ❡q✉❛❧s t❤❡ t✐♠❡ ❢♦r t❤❡ s✐❡✈✐♥❣✱ ✉♣
t♦ ❛ 1 + o(1) ❡①♣♦♥❡♥t✿

s♣❛❝❡(❉▲ ❢❛❝t♦r②) = Lp(1/3, 1.639 . . .)
1+o(1). ✭✼✳✶✵✮

◆♦t❡ ✜rst t❤❛t ♦♥❡ ❝❛♥ r❡❞✉❝❡ t❤❡ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ✜❧❡ ♣r❡♣❛r❛t✐♦♥ ❜② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡
t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ❉▲ ❢❛❝t♦r②✳ ◆♦t❡ ♥❡①t t❤❛t t❤❡ s♣❛❝❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✐s ♠✉❝❤ ❧❛r❣❡r t❤❛♥
t❤❛t ♦❢ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ◆❋❙✱ ✐✳❡✳✱ Lp(1/3, 0.96 . . .)

1+o(1)✳
❆ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ♦♣t✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r t❤❡ ❉▲ ❢❛❝t♦r② ✐s t❤❡ ❞❡❝r❡❛s❡

♦❢ t❤❡ s♠♦♦t❤♥❡ss ♣❛r❛♠❡t❡r B✱ ✇✐t❤ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ♦♥ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❧♦❣❛r✐t❤♠
st❛❣❡✳



✼✳✸✳ ❈❖▼P▲❊❳■❚❨ ❖❋ ❉❊❙❈❊◆❚ ❙❚❊P❙ ✾✾

✼✳✸ ❈♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❞❡s❝❡♥t st❡♣s

❚❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❧♦❣❛r✐t❤♠ st❛❣❡✱ ❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✸✳✺✱ ✐s ❞♦♥❡ ✐♥ t✇♦
st❛❣❡s✿ s♠♦♦t❤✐♥❣ ❛♥❞ ❞❡s❝❡♥t✳ ❲❡ ❛♥❛❧②③❡❞ t❤❡ s♠♦♦t❤✐♥❣ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✹ ❛♥❞
❢♦✉♥❞ ❛ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ Lp(1/3, 1.232 . . .)

1+o(1)✳ ■t ✐♠♣♦s❡s t❤❛t t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛r❣❡st
s♣❡❝✐❛❧✲◗ t♦ ❜❡ ❞❡s❝❡♥❞❡❞ ✐s Lp(2/3, c) ✇✐t❤ c = 0.811 . . .✳ ▲❡t ✉s ♥♦✇ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡
❞❡s❝❡♥t✳

▲❡t λ ❜❡ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❧❡ss t❤❛♥ 1 ❛♥❞ ❧❡t E ′ ❜❡ ❛ s♦✲❝❛❧❧❡❞ s✐❡✈❡ ♣❛r❛♠✲
❡t❡r ✐♥ s♣❡❝✐❛❧✲◗✳ ▲❡t q ❜❡ ❛ ❞❡❣r❡❡ 1 ♣r✐♠❡ ✐❞❡❛❧ ♦❢ ♥♦r♠ q ✐♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ✜❡❧❞ ♦❢
f ❛♥❞ ❧❡t (a1, b1) ❛♥❞ (a2, b2) ❜❡ t✇♦ ✈❡❝t♦rs ♦❢ ▲❛t✭q) ✇❤✐❝❤ ❢♦r♠ ❛ ❜❛s✐s✳ ❍❡♥❝❡
✇❡ ❧✐st t❤❡ ♣❛✐rs (a, b) ♦❢ ▲❛t✭q✮ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♣❛✐rs (i, j) ✐♥ [0, E ′]× [−E ′, E ′] ❛♥❞
♣✉tt✐♥❣ a = ia1+ja2 ❛♥❞ b = ib1+jb1✳ ❲❡ ❛❧s♦ ♣✉t Fq = F (a1i+a2j, b1i+b2j) ❛♥❞
Gq = G(a1i+ a2j, b1i+ b2j)✳ ❚❤❡♥✱ ❛ ❞❡s❝❡♥t st❡♣ ✐s ♥♦t❤✐♥❣ ♠♦r❡ t❤❛♥ s❡❛r❝❤✐♥❣
❛ ♣❛✐r (i, j) ✐♥ [0, E ′]× [−E ′, E ′] s✉❝❤ t❤❛t

• Fq(i, j)/q ✐s qλ✲s♠♦♦t❤❀

• Gq(i, j) ✐s qλ✲s♠♦♦t❤✱

♦r t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ r♦❧❡s ♦❢ f ❛♥❞ g ❛r❡ ❡①❝❤❛♥❣❡❞✳
❲❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✸✳✺ t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❞❡s❝❡♥t ✐s T 1+o(1) ✇❤❡r❡

T ✐s t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❛ ❞❡s❝❡♥t st❡♣✳ ▲❡t ✉s ❡✈❛❧✉❛t❡ T ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡s
♦❢ β ❛♥❞ δ ❝❤♦s❡♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✼✳✶ ❛♥❞ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❙❡❝t✐♦♥ ✼✳✷✳ ■t ✇✐❧❧ ❛❧❧♦✇ ✉s t♦
✈❡r✐❢② t❤❛t ✐♥ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ✈❛r✐❛♥t ♦❢ ◆❋❙ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ❉▲ ❢❛❝t♦r②✱ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧
❧♦❣❛r✐t❤♠ st❛❣❡ ✐s ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♠❛✐♥ ♣❤❛s❡✳

❲❡ ❤❛✈❡ t♦ s❡t ♣❛r❛♠❡t❡r λ✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝❤♦♦s❡ ❛ ❝♦♥st❛♥t ✈❛❧✉❡ ❢♦r ✐❞❡❛❧s
q ♦❢ ❧❛r❣❡ ❛♥❞ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ♥♦r♠ ❛♥❞ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ♦♥❡ ❢♦r ✐❞❡❛❧s ♦❢ s♠❛❧❧ ♥♦r♠✱
❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜❡❧♦✇✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❤❛✈❡ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥t ǫ′ s✉❝❤ t❤❛t
E ′ = Lp(1/3, ǫ

′)✳ ❙✐♠✐❧❛r❧② ǫ′ ❤❛s ❛ ✈❛❧✉❡ ❢♦r ❧❛r❣❡ ❛♥❞ ♠❡❞✐✉♠ ✐❞❡❛❧s ❛♥❞ ❛ s❡❝♦♥❞
♦♥❡ ❢♦r s♠❛❧❧ ✐❞❡❛❧s✳

❲❡ s♣❧✐t t❤❡ ♣r✐♠❡ ✐❞❡❛❧s q t♦ ❜❡ ❞❡s❝❡♥❞❡❞ ✐♥ t❤r❡❡ t②♣❡s ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡✐r
s✐③❡ q := N(q) ✿

• ✭❧❛r❣❡✮ q = Lp(2/3, c) ✇✐t❤ c > 0❀ ✇❡ ✉s❡ ❊❈▼ t♦ t❡st t❤❡ qλ✲s♠♦♦t❤♥❡ss ♦❢
❛❧❧ t❤❡ ♣❛✐rs (i, j) ✐♥ [0, E ′] × [−E ′, E ′]✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ qλ✲s♠♦♦t❤♥❡ss t❡sts
✇✐t❤ ❊❈▼ t❛❦❡ ❛ t✐♠❡ Lp(1/3, ·)✳

• ✭♠❡❞✐✉♠✮ q = Lp(γ, ·) ✇✐t❤ 1/3 < γ < 2/3❀ ✇❡ ♣r♦❝❡❡❞ ❛s ✐♥ t❤❡ ❧❛r❣❡ ❝❛s❡✱
✇✐t❤ ❛ t✐♠❡ ❢♦r ❊❈▼ ♦❢ t②♣❡ Lp(γ/2, ·) ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ Lp(1/3, ·)✳

• ✭s♠❛❧❧✮ q = Lp(1/3, c) ✇✐t❤ c > 0❀ ❢♦r ♣r❛❝t✐❝❛❧ r❡❛s♦♥s ❤❡r❡ ✇❡ s✐❡✈❡ ♦♥
[0, E ′] × [−E ′, E ′] ✉s✐♥❣ t❤❡ s♣❡❝✐❛❧✲◗ t❡❝❤♥✐q✉❡ t❤❛t ✇❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥ ❆❧❣♦✲
r✐t❤♠ ✽✳✶✳

❘❡♠❛r❦ t❤❛t✱ ❢♦r ❧❛r❣❡ ✐❞❡❛❧s q✱ ✇❡ ❝❛♥♥♦t r❡❧② ❡①❝❧✉s✐✈❡❧② ♦♥ ❛ s✐❡✈✐♥❣ t❡❝❤✲
♥✐q✉❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r✐♠❡s t♦ ❜❡ s✐❡✈❡❞✱ ✐✳❡✳✱ ❧❡ss t❤❛♥ qλ✱ ✐s Lp(2/3, ·)✳
❍♦✇❡✈❡r✱ s✐❡✈✐♥❣ ♠✐❣❤t ❛❝❝❡❧❡r❛t❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ✐❢ ✐t ❛❧❧♦✇s t♦ q✉✐❝❦❧② s❡❧❡❝t
❣♦♦❞ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s ❢♦r t❤❡ ❊❈▼ t❡sts ✭s❡❡ ❬❏▲✵✸❪✮✳
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❲❡ ✐♠♣♦s❡ t❤❛t (a1, b1) ❛♥❞ (a2, b2) ❤❛✈❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ s✐③❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡❧②√
q✱ ❛s ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❞✉❡ t♦ ❙❡❝t✐♦♥ ✽✳✶✳✷✳ ❚❤❡♥✱ ❢♦r ❛❧❧ |i|, |j| ≤ E ′ ✇❡ ❤❛✈❡

∣∣Fq(i, j)
∣∣ ≤ (d+ 1)E ′dqd/2p1/d,∣∣Gq(i, j)
∣∣ ≤ 2E ′q1/2p1/d.

✭✼✳✶✶✮

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❡ ♠❛❦❡ t❤❡ ❤❡✉r✐st✐❝ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t ❢♦r r❛♥❞♦♠ ✐♥t❡❣❡rs i ❛♥❞
j✱ t❤❡ ✐♥t❡❣❡rs Gq(i, j) ❛♥❞ Fq(i, j)/q ❛r❡ qλ✲s♠♦♦t❤ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❛s
r❛♥❞♦♠ ✐♥t❡❣❡rs ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ s✐③❡✳ ❲❡ ♥❡①t ♠❛❦❡ t❤❡ ❤❡✉r✐st✐❝ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t t❤❡
s♠♦♦t❤♥❡ss ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ t✇♦ s✐❞❡s ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✳

❚❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t t❤❡ t✇♦ ♥♦r♠s ❛r❡ qλ✲s♠♦♦t❤ ✐s ❣r❡❛t❡r ♦r ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ s✐③❡ ❛s t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ t❤❡ ♥♦r♠s ✐s qλ✲
s♠♦♦t❤✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t ❛ ♣❛✐r (i, j) ❞❡s❝❡♥❞s✱ ✐✳❡✳✱ Fq(i, j)/q ❛♥❞
Gq(i, j) ❛r❡ qλ✲s♠♦♦t❤✱ ✐s ❛s ❢♦❧❧♦✇s

Prob(❛ ♣❛✐r (i, j) ❞❡s❝❡♥❞s) ≥ ρ

(
(d− 1)(log q)/2 + (d+ 1) logE ′ + (2 log p)/d

λ log q

)1+o(1)

✭✼✳✶✷✮

= ρ

(
d− 1

2λ
+

(d+ 1) logE ′

λ log q
+

2 log p

dλ log q

)1+o(1)

. ✭✼✳✶✸✮

■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❧❛r❣❡ q✱ t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t ♦❢ ρ() ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✼✳✶✸✮ ✐s (1 + o(1)) d
2λ
✳

❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♦❢ t❤❡ qλ✲s♠♦♦t❤♥❡ss ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠✉❧t✐♣❧✐❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦st ♦❢ ❛
qλ✲s♠♦♦t❤♥❡ss t❡st ✐s ❛s ❢♦❧❧♦✇s

t✐♠❡(❞❡s❝❡♥t ❧❛r❣❡ q) = Lp

(
1/3,

δ

6λ
+ 2

√
cλ

3

)1+o(1)

. ✭✼✳✶✹✮

❲❡ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ t✐♠❡ ❜② t❛❦✐♥❣

λ =

(
δ2

12c

)1/3

. ✭✼✳✶✺✮

◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s ✐s ❧❡ss t❤❛♥ 1 ✇❤❡♥ δ ❛♥❞ c ❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ [3
4
, 3
2
]✳ ❲❡ ♦❜t❛✐♥

❛ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❛s ❢♦❧❧♦✇s

t✐♠❡ (❞❡s❝❡♥❞ ❧❛r❣❡ q) = Lp

(
1/3,

(
3δc

2

)1/3
)1+o(1)

, ✭✼✳✶✻✮

✇❤❡r❡ c ≈ 0.811 ✇❛s ✐♠♣♦s❡❞ ❜② t❤❡ s♠♦♦t❤✐♥❣ st❛❣❡ ❛♥❞ ✇❤❡r❡ δ ≈ 1.44 ♦r 1.10
❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ✈❛r✐❛♥t ♦❢ ◆❋❙✕❝❧❛ss✐❝❛❧ ♦r ❉▲ ❢❛❝t♦r②✳

❚❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♠❡❞✐✉♠ q ✐s t❤❡ ❢❛st❡st✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t ♦❢ ρ ✐♥ ❊q✉❛✲
t✐♦♥ ✭✼✳✶✸✮ ✐s (1 + o(1)) d

2λ
✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❊❈▼ ✇✐t❤ ❛ s♠♦♦t❤♥❡ss ❜♦✉♥❞ ♦❢

s✐③❡ ❧❡ss t❤❛♥ q ✐s ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ Lp(1/3, γ) ❢♦r ❛♥② γ > 0✳ ❍❡♥❝❡ t❤❡
❝♦♠♣❧❡①✐t② ✐s Lp(1/3,

δ
6λ
)✱ ✇❤✐❝❤ ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❛t ♦❢ ❞❡s❝❡♥❞✐♥❣ ❛ ❧❛r❣❡ q✳

❙✐♥❝❡ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠ ❝❛s❡ ✐s ✈❡r② ❢❛st✱ ✇❡ ❝❛♥ ✐♠♣♦s❡ ❛ str♦♥❣❡r s♠♦♦t❤♥❡ss
❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r✐❝❡ ♦❢ s❧✐❣❤t❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ❝♦st ♦❢ ❡❛❝❤ ❞❡s❝❡♥t
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✈❛r✐❛♥t s♠❛❧❧ q ❧❛r❣❡ q
❝❧❛ss✐❝❛❧ ◆❋❙ 0.97 1.21
❉▲ ❢❛❝t♦r② 1.19 1.10

❚❛❜❧❡ ✼✳✶✿ ❱❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥st❛♥t τ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❛ ❞❡s❝❡♥t st❡♣ ✐s
Lp(1/3, τ)

1+o(1)✳

st❡♣ ✇❡ ❝❛♥ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❤❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ❞❡s❝❡♥t tr❡❡✳ ■♥s♣✐r❡❞ ❢r♦♠ ❬❈♦♣✽✹❪✱ ✇❡
❞❡s❝❡♥❞ ✐❞❡❛❧s ♦❢ s✐③❡ q = Lp(lq, ·) t♦ ✐❞❡❛❧s ♦❢ s✐③❡ Lp(

lq+1/3

2
, ·) ✐❢ ✇❡ ✐♠♣♦s❡ ❛

s♠♦♦t❤♥❡ss ❜♦✉♥❞ ♦❢ exp
(√

log q logB
)
✳ ❖♥❡ ❝❛♥ ❝❤❡❝❦ t❤❛t t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢

♥♦❞❡s ✐♥ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ♣❛rt ♦❢ ❞❡s❝❡♥t tr❡❡ ✐s exp
(
(log log p)(log log log p)

)
✐♥st❡❛❞ ♦❢

exp
(
(log log p)2

)
✳

❚❤❡ ❤❛r❞❡st ❞❡s❝❡♥t st❡♣ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ s♠❛❧❧ ♣r✐♠❡ ✐❞❡❛❧s q ♦❢ s✐③❡ Lp(1/3, u)
✇✐t❤ u > 0✳ ❋♦r ✜①❡❞ E ′✱ t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t ♦❢ ρ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✼✳✶✸✮ ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤
q✳ ❲❤❡♥ t❤❡ s♠♦♦t❤♥❡ss ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐♥❝r❡❛s❡s✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❞❡❝r❡❛s❡ E ′ ❛♥❞ ❢✉rt❤❡r
✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳ ❍❡♥❝❡ t❤❡ ❤❛r❞❡st ❞❡s❝❡♥t st❡♣ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❝❛s❡
✇❤❡♥ qλ = B✳ ❲❤❡♥ r❡♣❧❛❝✐♥❣ (λ log q) ❜② logB ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✼✳✶✸✮✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

Prob (❛ s♠❛❧❧ q ❞❡s❝❡♥❞s) = Lp

(
1/3,

δ

6λ
+
δǫ′

3β
+

2

3δβ

)−1+o(1)

. ✭✼✳✶✼✮

❚❤❡ ♦♣t✐♠❛❧✐t② ♦❢ E ′ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t✱ t❤❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ ♣♦✐♥ts t❤❛t ✇❡ s✐❡✈❡
❡q✉❛❧s t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♦❢ t❤❡ s✉❝❝❡ss ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳ ❚❤✐s ✇r✐t❡s ❛s ❢♦❧❧♦✇s

2ǫ′ =
δ

6λ
+
δǫ′

3β
+

2

3δβ
. ✭✼✳✶✽✮

❚❤✐s s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡ ❢♦r λ ✐s 0.999✱ ✐✳❡✳✱ ❝❧♦s❡ ❜✉t ♥♦t ❡q✉❛❧ t♦ 1✱ ❛♥❞
✇❡ ❤❛✈❡

t✐♠❡ (❞❡s❝❡♥❞ s♠❛❧❧ q) = Lp

(
1/3,

(
δ

6
+

2

3δβ

)
/

(
2− δ

3β

))1+o(1)

, ✭✼✳✶✾✮

✇❤❡r❡ β ❛♥❞ δ ❛r❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ✐♠♣♦s❡❞ ❜② t❤❡ ♠❛✐♥ ♣❤❛s❡✳

◆✉♠❡r✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡s ❛♥❞ ❝♦♠♠❡♥ts ▲❡t ✉s ✇r✐t❡ t❤❡ t✐♠❡ ♦❢ ❞❡s❝❡♥❞✐♥❣ ♦♥❡
✐❞❡❛❧ q ❛s T = Lp(1/3, τ)

1+o(1)✳ ❲❡ s✉♠♠❛r✐③❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥st❛♥ts τ ❢♦r
t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ❉▲ ❢❛❝t♦r② ✈❛r✐❛♥ts ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✼✳✶✳ ❖♥❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ r❡♠❛r❦ t❤❛t
t❤❡ ♠♦st ❡①♣❡♥s✐✈❡ ❞❡s❝❡♥t st❡♣ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❧❛r❣❡ qs ❢♦r t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ◆❋❙ ❛♥❞
t♦ s♠❛❧❧ qs ❢♦r t❤❡ ❉▲ ❢❛❝t♦r②✳ ■♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s✱ t❤❡ ❞❡s❝❡♥t ✐s ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t
t♦ t❤❡ s♠♦♦t❤✐♥❣ st❡♣✱ ✇❤♦s❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✐s Lp(1/3, 1.232 . . .)

1+o(1) ✭s❡❡ ❈❤❛♣t❡r ✹✮✳
■♥ t✉r♥✱ r❡❣❛r❞❧❡ss ♦♥ t❤❡ ✈❛r✐❛♥t✱ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❧♦❣❛r✐t❤♠ st❛❣❡ ✐s ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ✇✐t❤
r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♠❛✐♥ ♣❤❛s❡✳

✼✳✹ ❩♦♦❧♦❣② ♦❢ ◆❋❙ ✈❛r✐❛♥ts

❚❤❡ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ◆❋❙ ✈❛r✐❛♥ts ♠✐❣❤t ❜❡ ❝♦♥❢✉s✐♥❣✳ ■t ♠♦t✐✈❛t❡❞ ✉s t♦ ♠❛❦❡ ❛
r❡❝❛♣✐t✉❧❛t✐♦♥ t❛❜❧❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❡rs✐♦♥s✳
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❚❤❡ ♠✉❧t✐✲✜❡❧❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ◆❋❙✱ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬▼❛t✵✸❪ ❛♥❞ ✐♠♣r♦✈❡❞ ✐♥ ❬❈❙✵✻❪✱
❤❛s ♦♥❡ r❛t✐♦♥❛❧ s✐❞❡ ❛♥❞ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ s✐❞❡s✳ ■♥ ♦✉r ▼❛st❡r ❚❤❡s✐s ✇❡ ❢♦✉♥❞
t❤❛t ✐♥ t❤❡ ♠✉❧t✐✲✜❡❧❞ ✈❛r✐❛♥t t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ❞❡s❝❡♥t r❡♠❛✐♥s ❧❡ss t❤❛♥
Lp(1/3, 1.232)✳ ❆ s✐♠♣❧❡ ❛r❣✉♠❡♥t ✇♦✉❧❞ ❜❡ t♦ s❛② t❤❛t t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛
s✉❝❝❡ss❢✉❧ ♣❛✐r (i, j) ✐♥ t❤❡ ❞❡s❝❡♥t st❡♣s ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞✱ ❜✉t ✇❡ ❛❧s♦ ❤❛✈❡ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r
t❤❡ s♠❛❧❧ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ δ ❛♥❞ β✳

❚❤❡ s♣❡❝✐❛❧ ♥✉♠❜❡r ✜❡❧❞ s✐❡✈❡ ❢♦r ❞✐s❝r❡t❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠ ✭❙◆❋❙✮ ✇❛s ♣r♦♣♦s❡❞
✐♥ ❬❙❡♠✵✷❪✳ ❙❡♠❛❡✈ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ s❡t t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ s♠♦♦t❤✐♥❣
st❡♣ t❛❦❡s t✐♠❡ Lp(1/3, 1.446 . . .) ❛♥❞ s❤♦✇❡❞ t❤❛t ✐t ✇❛s t❤❡ ❞♦♠✐♥❛t✐♥❣ st❡♣ ♦❢
t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❧♦❣❛r✐t❤♠ st❛❣❡✳ ❆s ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞ ✇❡ ❝❛♥ ✉s❡ t❤❡ s❛♠❡
t❡❝❤♥✐q✉❡ ❛s ❢♦r t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ✈❛r✐❛♥t ❛♥❞ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❝♦♥st❛♥t ♦❢ 3

√
3 ≈ 1.442 ✇❤✐❝❤

✐s s❧✐❣❤t❧② ❜❡tt❡r✳ ❖✉r ✐♠♣r♦✈❡❞ s♠♦♦t❤✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ❛❧s♦ ❛♣♣❧✐❡s s♦ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡
♥❡✇ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ Lp(1/3, 1.232)✳ ❋♦r t❤❡ ❙◆❋❙ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs β ❛♥❞
δ✱ δ = 32/32−1/3 ≈ 1.44 ❛♥❞ β = 3

√
4/9 ≈ 0.763 ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❛t t❤❡ ❞❡s❝❡♥t ❤❛s ❛

❝♦♠♣❧❡①✐t② ❧❡ss t❤❛♥ Lp(1/3, 1)✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t②
♦❢ t❤❡ s♠♦♦t❤✐♥❣ st❡♣✳

■♥ ❚❛❜❧❡ ✼✳✷ ✇❡ ✇r✐t❡ ✐♥ ❡❛❝❤ ❝❛s❡ ❛ ❝♦♥st❛♥t c s♦ t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢
t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ st❛❣❡ ✐s Lp(1/3, c)

1+o(1)✳ ❲❡ ✇r✐t❡ ✐♥ ❜♦❧❞ ❝❤❛r❛❝t❡rs t❤❡ ♥❡✇
❝♦♠♣❧❡①✐t✐❡s✳

✈❛r✐❛♥t s✐❡✈❡
❧✐♥❡❛r
❛❧❣❡❜r❛

✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧
❧♦❣❛r✐t❤♠

✜❧❡
♣r❡♣❛r❛t✐♦♥

❝❧❛ss✐❝❛❧ ◆❋❙ 1.923 1.923 1.442/✶✳✷✸✷ ♥♦♥❡
❙◆❋❙ 1.526 1.526 1.461/✶✳✷✸✷ ♥♦♥❡

♠✉❧t✐✲✜❡❧❞ ◆❋❙ 1.902 1.902 1.442/✶✳✷✸✷ ♥♦♥❡

❉▲ ❢❛❝t♦r② ✶✳✻✸✾ ✶✳✻✸✾ ✶✳✷✸✷ ✷✳✵✵✼

❚❛❜❧❡ ✼✳✷✿ ❈♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ◆❋❙ ✈❛r✐❛♥ts ♦❢ ❞✐s❝r❡t❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠✳ ❋♦r ❛♥② ❝♦♠✲
♣❧❡①✐t② Lp(1/3, c)

1+o(1) ✇❡ ✇r✐t❡ ❛ t❤r❡❡ ❞❡❝✐♠❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ c✳

✼✳✺ ❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✜❡❧❞ s✐❡✈❡

▲❡t ✉s ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ✈❛r✐❛♥t ♦❢ t❤❡ ❋❋❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❤❡♥ g ✐s ❛ ❧✐♥❡❛r ♣♦❧②♥♦✲
♠✐❛❧ ❛♥❞ f ✐s ♠♦♥✐❝ ✇✐t❤ s♠❛❧❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳ ❲❡ ❝❛❧❧ θ t❤❡ r♦♦t ♦❢ f ✐♥ ✐ts ❢✉♥❝t✐♦♥
✜❡❧❞✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs t♦ ❜❡ s❡t ❛r❡

• d ❂ t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ f ✐♥ x❀

• e ❂ t❤❡ s✐❡✈❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ♣❛✐rs (a, b) ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ s✐❡✈❡ st❛❣❡ ❛r❡
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ✐♥ Fq[t]✱ a ♠♦♥✐❝✱ ♦❢ ❞❡❣r❡❡ ❛t ♠♦st e✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡
D ♣❛r❛♠❡t❡r ✐♥ ❬❏▲✵✻❪❀

• b1 ❂ t❤❡ s♠♦♦t❤♥❡ss ❜♦✉♥❞✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ❢❛❝t♦r ❜❛s❡ ✐s ❢♦r♠❡❞ ♦❢ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ♦❢ ❞❡❣r❡❡ ✉♣ t♦ b1 ❛♥❞ ♦❢ ♣r✐♠❡ ✐❞❡❛❧s 〈q1, θ−ρ〉 ✇✐t❤ deg q1 ≤ b1✳
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❲❡ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡ ❛♥❞ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ♣r✐♠❡ ❝❛s❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s✐③❡
♦❢ q ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ qk✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❜♦t❤ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❋❋❙ ❛♥❞ t❤❡ t✇♦ r❛t✐♦♥❛❧
s✐❞❡ ❋❋❙ ❛♣♣❧② ✐♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ♣r✐♠❡ ❝❛s❡✳

●❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡✿ q = Lqk(α, c) ✇✐t❤ 0 ≤ α < 1/3 ❛♥❞ c > 0✳ ❇❡❢♦r❡ ❛♥② ♦t❤❡r
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✇❡ ✜♥❞ t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ g ✐♥ t✳ ❙✐♥❝❡ Resx(f, g) ♠✉st ❤❛✈❡ ❛ ❞❡❣r❡❡ k
❞✐✈✐s♦r✱ ✇❡ ❤❛✈❡ degResx(f, g) ≥ k✳ ❙✐♥❝❡ t❤✐s ❞❡❣r❡❡ ✐s ❛t ♠♦st degt g · d+degt f
❛♥❞ f ❤❛s s♠❛❧❧ ❞❡❣r❡❡ ✐♥ t ✇❡ ♦❜t❛✐♥ degt g ≈ k/d✳

▲❡t Pf ❛♥❞ Pg ❜❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s t❤❛t F (a, b) ❛♥❞✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② a − bm✱ ❛r❡
b1✲s♠♦♦t❤ ✇❤❡♥ (a, b) ✐s ❛ ♣❛✐r ♦❢ t❤❡ s✐❡✈✐♥❣ ❞♦♠❛✐♥✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛✐rs ❢♦✉♥❞
❜② t❤❡ s✐❡✈❡ ❡q✉❛❧s PfPgq

2e−1 ❛♥❞ ♠✉st s❧✐❣❤t❧② ❡①❝❡❡❞ t❤❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❢❛❝t♦r
❜❛s❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❧❡ss t❤❛♥ 2qb1 ✳ ❍❡♥❝❡ ✇❡ ✐♠♣♦s❡

PfPgq
2e−1 = 2qb1(1+o(1)). ✭✼✳✷✵✮

◆❡①t✱ t❤❡ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ s✐❡✈❡ ✐s q2e−1 ❛♥❞ t❤❡ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❛❧❣❡❜r❛ st❛❣❡ ✐s
(qb1)2+o(1)✳ ❆s ✐♥ t❤❡ ◆❋❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✇❡ ❜❛❧❛♥❝❡ t❤❡ t✇♦ st❛❣❡s ❜② ✐♠♣♦s✐♥❣

e = b1. ✭✼✳✷✶✮

❇② ❛♥❛❧♦❣② ✇✐t❤ t❤❡ ◆❋❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✇❡ ❡①♣❡❝t t❤❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❢❛❝t♦r
❜❛s❡ t♦ ❜❡ Lqk(1/3, ·)✳ ❍❡♥❝❡✱ ✇❡ ✐♠♣♦s❡

e = b1 =
βk1/3(log k)2/3

log q2/3
, ✭✼✳✷✷✮

❢♦r ❛ ❝♦♥st❛♥t β > 0 t♦ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞✳ ❆s ✇❡ ❛r❣✉❡ ✐♥ ❘❡♠❛r❦ ✾✳✷✳✷✱ ✐t ✐s ♦♣t✐♠❛❧
t♦ ❤❛✈❡ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ F (a, b) ❛♥❞ a − bm ♦❢ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ s✐③❡✳ ❲❡ ❤❛✈❡
degt

(
F (a, b)

)
≤ de + degt f ≈ de✱ ❜❡❝❛✉s❡ f ❝❛♥ ❤❛✈❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✐♥ t ❛s s♠❛❧❧ ❛s

❞❡s✐r❡❞✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❤❛✈❡ deg(a − bm) ≈ k/d + e✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ✇❡ ✐♠♣♦s❡ (d − 1)e =
❝♦♥st❛♥t · k/d ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t d ♠✉st ❜❡ ♦❢ t②♣❡

d = δ

(
k log q

log k

)1/3

, ✭✼✳✷✸✮

✇❤❡r❡ δ ✐s ❛ ❝♦♥st❛♥t✳ ❇② ❚❤❡♦r❡♠ ✶✳✸✳✶✱ ✇❡ ❤❛✈❡ Pf = u−u(1+o(1)) ✇❤❡r❡ u = de
b1

=

d✱ s♦ Pf = Lqk(1/3,
δ
3
)−1+o(1)❀ ✇❡ ✉s❡❞ b1 = e✳ ❙✐♠✐❧❛r❧② Pg = v−v(1+o(1)) ✇❤❡r❡ v =

k/d
b1

❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ Pg = Lqk(1/3,
1

3δβ
)−1+o(1)✳ ❲❤❡♥ ✐♥❥❡❝t✐♥❣ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥s ✭✼✳✷✵✮

❛♥❞ ✭✼✳✷✶✮ ✇❡ ♦❜t❛✐♥
1

3δβ
+
δ

3
= β. ✭✼✳✷✹✮

❲❡ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ β✕❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t✐♠❡✕s✉❝❤ t❤❛t t❤❡r❡
❡①✐sts ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ δ s❛t✐s❢②✐♥❣ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥✳ ■t ✐s ❛ ❞❡❣r❡❡ 2 ❡q✉❛t✐♦♥
✇✐t❤ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t β2 − 4

9β
✳ ❍❡♥❝❡ ✇❡ t❛❦❡✱ β = 3

√
4/9✱ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s δ = 3

2
β > 0✳

❙✐♥❝❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t✐♠❡ ✐s (qb1)2+o(1) ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❤❡✉r✐st✐❝ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡
♠❛✐♥ ♣❤❛s❡ ♦❢ ❋❋❙✿

t✐♠❡ (❋❋❙) = Lqk

(
1/3,

3

√
32

9

)
. ✭✼✳✷✺✮
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❘❡♠❛r❦ ✼✳✺✳✶✳ ❲❡ ✉♥❞❡r❧✐♥❡ t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ♦❢ ❋❋❙ ✇✐t❤ ❙◆❋❙✱ ❛s ❛♥❛❧②③❡❞ ❜② ❙❡✲
♠❛❡✈ ❬❙❡♠✵✷❪✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s✱ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ f ❛r❡ s♠❛❧❧
❛♥❞ ✐♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s t❤❡ ❜✐t✲s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ g ❡q✉❛❧s 1/d t✐♠❡s t❤❡ ❜✐t✲s✐③❡
♦❢ t❤❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ✜♥✐t❡ ✜❡❧❞✳ ■❢ ✐♥ ❙◆❋❙ ✇❡ s❡t B = β(log p)1/3(log log p)2/3

❛♥❞ d = δ(log p)1/3(log log p)−1/3✱ t❤❡♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✼✳✷✹✮ ❤♦❧❞s ❢♦r ❜♦t❤ ❋❋❙ ❛♥❞
❙◆❋❙✳ ■♥ s❤♦rt ♦♥❡ ❝❛♥ s❛② t❤❛t ✏❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✜❡❧❞ s✐❡✈❡ ✐s q✉✐t❡ s♣❡❝✐❛❧✑✳

❚❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ♣r✐♠❡ ❝❛s❡✿ q = Lqk(1/3, α) ✇✐t❤ α > 0✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✐♥ ❊q✉❛✲
t✐♦♥ ✭✼✳✷✵✮ ✇❡ ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ t✉♥❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs e ❛♥❞ b1 s♦ t❤❛t t❤❡ s✐❡✈✐♥❣
❞♦♠❛✐♥ ❝♦♥t❛✐♥s ❥✉st ❡♥♦✉❣❤ r❡❧❛t✐♦♥s s♦ t❤❛t ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❛ sq✉❛r❡ ♠❛tr✐① ❢♦r t❤❡
❧✐♥❡❛r ❛❧❣❡❜r❛✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ✇❤❡♥ q ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ qk✱ t❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥
✐s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣❧② ❤❛r❞ t♦ ♠❡❡t✳ ❋r♦♠ ❛♥ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ ✇❤❡♥ q ✐s ✐♥ t❤❡
♠✐❞❞❧❡ ♣r✐♠❡ ❝❛s❡✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❢❛❝t♦r ❜❛s❡ ✐s qb1 ✱ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t②
♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❛❧❣❡❜r❛ ✐s Lqk(1/3, 2αb1)

1+o(1)✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ ❝❛♥♥♦t ✐♠♣♦s❡ t❤❛t
♥♦♥❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ st❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ♣❤❛s❡✱ t❤❡ s✐❡✈❡ ❛♥❞ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❛❧❣❡❜r❛✱ ✐s ♥❡❣✲
❧✐❣✐❜❧❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♦t❤❡r✳ ❇✉t ❧❡t ✉s ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ✐♥ ❬❏▲✵✻❪✱ ✇❤✐❝❤
✇✐❧❧ ❛❧❧♦✇ ✉s t♦ ❝♦♠♣❛r❡ ❋❋❙ ✇✐t❤ t❤❡ ♥❡✇ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ ❬❏♦✉✶✸❛❪✳

❋♦r ❡❛❝❤ ❝♦♥st❛♥t D ≥ 1 ✐♥ N ✇❡ ❞❡✜♥❡ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✐sts ✐♥ r✉♥♥✐♥❣
t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ✈❛r✐❛♥t ♦❢ ❋❋❙ ✇✐t❤ ♣❛r❛♠❡t❡rs e = D ❛♥❞ b1 = D✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ♦❜t❛✐♥ t❤❡
s❛♠❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t✐❡s ❛s ❢♦r t❤❡ t✇♦ r❛t✐♦♥❛❧ s✐❞❡ ✈❛r✐❛♥t ✐♥ ❬❏▲✵✻❪✳ ▲❡t ✉s ❞❡t❡r♠✐♥❡✱
❢♦r ❡❛❝❤ ❝♦♥st❛♥t α > 0✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❜❡st ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r t❤❡ ✜♥✐t❡ ✜❡❧❞s Fqk ✇✐t❤
q = Lqk(1/3, α) ❛♥❞ ✇❤❛t ✐s t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❤❡♥ q ❣♦❡s t♦ ✐♥✜♥✐t②✳
◆♦t❡ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡

k =
1

α

(
logQ

log logQ

)1/3

, ✭✼✳✷✻✮

✇❤❡r❡ Q = qk✳
❚❤❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♣❛✐rs (a, b) ✐♥ t❤❡ s✐❡✈✐♥❣ ❞♦♠❛✐♥ ✐s q2D−1✿ t❤❡r❡ ❛r❡

qD ✈❛❧✉❡s ❢♦r b ❛♥❞ qD−1 ✈❛❧✉❡s ❢♦r a ❛s ✇❡ ✐♠♣♦s❡❞ t❤❛t a ✐s ♠♦♥✐❝✳ ❆❧s♦✱ t❤❡
❝❛r❞✐♥❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❢❛❝t♦r ❜❛s❡ ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② 2qD✱ s♦ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r
❛❧❣❡❜r❛ st❛❣❡ ✐s L(1/3, c2)1+o(1) ✇✐t❤

c2 = 2αD. ✭✼✳✷✼✮

❚❤❡ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ s✐❡✈❡ ✐s P−1
f P−1

g 2qD ✇❤❡r❡ Pf ❛♥❞ Pg ❛r❡ t❤❡ s♠♦♦t❤♥❡ss ♣r♦❜✲
❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ f ❛♥❞ t❤❡ g s✐❞❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ◆♦t❡ ❤♦✇❡✈❡r t❤❛t t❤✐s ✐s ♥♦t ♥❡❝✲
❡ss❛r✐❧② ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ s✐❡✈✐♥❣ ❞♦♠❛✐♥ ❛s ✐t ✇❛s ❢♦r t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧
❝❛s❡✳ ❙✐♥❝❡

√
k/D ❣♦❡s t♦ ✐♥✜♥✐t② ✇✐t❤ q✱ ✇❡ ❝❛♥ t✉♥❡ degx f t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡❧②√

k/D ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ✇❡ ❝❛♥ ❤❛✈❡ degF (a, b) ≈ deg(a − bm) ≈
√
kD✳ ❍❡♥❝❡✱

Pf = Pg = LQ

(
1/3, 1√

3αD

)−1+o(1)

✳ ❚❤❡ ❝♦st ♦❢ t❤❡ s✐❡✈❡ ✐s t❤❡♥ LQ(1/3, c1)
1+o(1)

✇✐t❤

c1 = D +
2

3
√
αD

. ✭✼✳✷✽✮

❖♥❡ ❝❛♥ ❝❤❡❝❦ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ s✐❡✈✐♥❣ ❞♦♠❛✐♥ ❝♦♥t❛✐♥s ❡♥♦✉❣❤ ❝♦♣r✐♠❡
♣❛✐rs ✐s

(D + 1)α ≥ 2

3
√
αD

. ✭✼✳✷✾✮
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c

alpha

Complexity of FFS in the middle case

sieve is dominating
linear algebra is dominating

❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✿ ❈♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❋❋❙ ✐♥ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ♣r✐♠❡ ❝❛s❡✳ ❲❡ ♣❧♦t c s✉❝❤ t❤❛t t❤❡
❝♦♠♣❧❡①✐t② ❡q✉❛❧s LQ(1/3, c)

1+o(1) ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ α s♦ t❤❛t q = LQ(1/3, α)
1+o(1)✳

❲❡ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ t❤❡ r❛♥❣❡s ✇❤❡r❡ t❤❡ s✐❡✈❡ ❛♥❞ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❛❧❣❡❜r❛ st❛❣❡ ❞♦♠✐♥❛t❡
❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ✈✐s✉❛❧✐③❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❡✈❡r② ✈❛❧✉❡ ♦❢ α ✐♥ t❤❡
✐♥t❡r✈❛❧ [0.001, 2]✳ ❋♦r ❡❛❝❤ α ✇❡ t❡st❡❞ t❤❡ t✇♦ ✈❛❧✉❡s ♦❢ D ❝❧♦s❡st t♦ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢
D ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ ❡q✉❛❧✐③❡ t❤❡ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ s✐❡✈❡ ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❛❧❣❡❜r❛✳ ❍❡♥❝❡ ✇❡
♦❜t❛✐♥❡❞ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡✱ ✇❡ s✇✐t❝❤ t♦ ◆❋❙✲❍❉ ✭s❡❡ ❬❏▲❙❱✵✻❪✮ ✇❤❡♥ t❤❡

❝♦♠♣❧❡①✐t② ✐s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ LQ

(
1/3, 3

√
128
9

)
✭s❡❡ ❬❏▲❙❱✵✻❪✮✳

❘❡♠❛r❦ ✼✳✺✳✷✳ ❏♦✉① ❬❏♦✉✶✸❛❪ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ♥❡✇ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r t❤❡ s❛♠❡ r❛♥❣❡ ♦❢
✜❡❧❞s✳ ❚❤✐s ♥❡✇ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✉s❡s ❛ ❢❛st❡r t❡❝❤♥✐q✉❡ ❢♦r t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥✱
❝❛❧❧❡❞ ♣✐♥♣♦✐♥t✐♥❣✳ ■♥ t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱ t❤✐s ♥❡✇ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✉s❡s t❤❡ s❛♠❡ ❢❛❝t♦r ❜❛s❡
❛s ❋❋❙✳ ❍❡♥❝❡✱ ❋❋❙ ❛♥❞ t❤❡ ♥❡✇ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❛❦❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝ t✐♠❡ ❢♦r
t❤❡ r❛♥❣❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❛❧❣❡❜r❛ ❞♦♠✐♥❛t❡s t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ st❛❣❡✳ ❖♥
❋✐❣✉r❡ ✼✳✶ ♦♥❡ s❡❡s t❤❛t t❤❡ s✐❡✈❡ ❞♦♠✐♥❛t❡s ❢♦r s♠❛❧❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ α ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❧✐♥❡❛r
❛❧❣❡❜r❛ ❞♦♠✐♥❛t❡s ✇❤❡♥ α ✐s ❧❛r❣❡✳ ❏♦✉① s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡ ❝r♦ss✐♥❣ ♣♦✐♥t ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ s✐❡✈❡ ❛♥❞ ❧✐♥❡❛r ❛❧❣❡❜r❛ ❞♦♠✐♥❛♥❝❡ ✐s (2/3)2/3✳ ❍❡♥❝❡✱ ❋❋❙ ✐s ❛s ❢❛st ❛s t❤❡
♣✐♥♣♦✐♥t✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ✜❡❧❞s Fqk ✇❤❡r❡ q = Lqk(1/3, α)

1+o(1) ✇✐t❤ α ≥ (2/3)2/3✳
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❈❤❛♣t❡r ✽

❈❧❛ss✐❝❛❧ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ❛♥❞
✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦♥ ◆❋❙ ❛♥❞ ❋❋❙

◆♦✇ t❤❛t ✇❡ ♠❛❞❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ◆❋❙ ❛♥❞ ❋❋❙✱ ✇❡ ❝❛♥
❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ✇❤✐❝❤ ❞♦ ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❜✉t
❤❛✈❡ ❛ ♠❛❥♦r ✐♠♣❛❝t ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛♥ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ✇❤✐❝❤ ✐s
❤✐❞❞❡♥ ✐♥ t❤❡ o(1) ♦❢ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t ❝❛♥ ♠❡❛♥ ❛ ❢❛❝t♦r 20 ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡
❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ♠❛❦❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❜❡✐♥❣ ❢❡❛s✐❜❧❡ ❛♥❞ ♥♦t✳ ❲❡
❞♦ ♥♦t s❡❡❦ ❡①❤❛✉st✐✈❡♥❡ss ❜✉t r❛t❤❡r ♣r❡s❡♥t t❤❡ t✇♦ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t
✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ✭t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ s✐❡✈❡ ❛♥❞ ❜❧♦❝❦ ❲✐❡❞❡♠❛♥♥✮✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❞❡❛❧
✇✐t❤ t✇♦ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ✇❤✐❝❤ ✇❡r❡ ♥♦t ✇❡❧❧ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡
✭❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ t✇♦ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s✱ s❡❧❡❝t✐♥❣ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ❢♦r ◆❋❙
✐♥ t❤❡ ♥♦♥✲♣r✐♠❡ ❝❛s❡✮✳
❲❡ st❛rt t❤❡ ❝❤❛♣t❡r ✇✐t❤ t❤❡ s✐❡✈✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✜rst ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢❛❝✲
t♦r✐③❛t✐♦♥ ❝♦♥t❡①t✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❧s♦ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞❡s❝❡♥t✳ ❚❤❡♥ ✇❡ s❤♦✇
❤♦✇ t♦ ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❡ ❛♥❞ ❞✐str✐❜✉t❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❛❧❣❡❜r❛
st❛❣❡✳ ❲❡ s❤♦✇ ❤♦✇ t♦ s❡❧❡❝t ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ❢♦r ✜❡❧❞s Fpn ✇✐t❤ n > 1✳
❲❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ ✇✐t❤ t❤❡ st✉❞② ♦❢ t❤❡ t❡❝❤♥✐❝❛❧✐t② ✇❤✐❝❤ ♦❝❝✉rs ✐♥ t❤❡
s♠♦♦t❤✐♥❣ st❡♣ ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❧♦❣❛r✐t❤♠ st❛❣❡ ✇❤❡♥ ❜♦t❤ ♣♦❧②♥♦♠✐✲
❛❧s ❛r❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r✳

✽✳✶ ❚❤❡ ❧❛tt✐❝❡ s✐❡✈❡

✽✳✶✳✶ ❚❤❡ ❧❛tt✐❝❡ s✐❡✈❡ t❡❝❤♥✐q✉❡

P♦❧❧❛r❞ ❬P♦❧✾✸❪ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ s✐❡✈✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡✱ ❝❛❧❧❡❞ ❧❛tt✐❝❡ s✐❡✈❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❢❛st❡r
t❤❛♥ t❤❡ ❧✐♥❡ s✐❡✈❡✱ t❤❛t ✇❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✸✳✷✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ ♥✉♠❡r♦✉s
s✐❡✈✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❢♦r t❤❡ ❋❋❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛♥❞ t❤❡ ◆❋❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱
✐♥ ❜♦t❤ ✐ts ❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞✐s❝r❡t❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠ ✈❡rs✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❜❛s✐❝ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✐s
t♦ s✐❡✈❡ ♦♥❧② t❤❡ ♣❛✐rs (a, b) ✐♥ t❤❡ s✐❡✈✐♥❣ ❞♦♠❛✐♥ ✇❤♦s❡ ♥♦r♠s ❛r❡ ❞✐✈✐s✐❜❧❡ ❜②
❛ ♣r✐♠❡ q s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ s♠♦♦t❤♥❡ss ❜♦✉♥❞✳ ❆❢t❡r ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠
✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s t♦ s✐❡✈❡ ♣❛✐rs (a, b) ♦❢ t❤✐s t②♣❡✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥ ❞❡t❛✐❧ ♦♥❡ ♦❢ ✐ts s✉❜✲
r♦✉t✐♥❡s ✇❤✐❝❤ ✜♥❞s s❤♦rt ✈❡❝t♦rs ✐♥ ❛ 2✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❧❛tt✐❝❡✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡
t❤❡ s❡❝t✐♦♥ ❜② ❛♥❛❧②s✐♥❣ t❤❡ s♣❡❡❞✲✉♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ❧✐♥❡ s✐❡✈❡✳

▲❡t ✉s ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ s♣❡❝✐❛❧✲◗ t❡❝❤♥✐q✉❡✳ ▲❡t αf ❛♥❞ αg ❜❡ r♦♦ts ♦❢ f ❛♥❞ g

✶✵✼
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✐♥ t❤❡✐r ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✜❡❧❞s✳ ▲❡t q = 〈q, αf − ρ〉 ❜❡ ❛ ♣r✐♠❡ ✐❞❡❛❧ ✐♥ t❤❡ ✜❡❧❞ ❞❡✜♥❡❞
❜② f ✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡✱ ❛♥② r❡s✉❧t ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s tr✉❡ ✐❢ ♦♥❡ ❡①❝❤❛♥❣❡s t❤❡ r♦❧❡s ♦❢ f
❛♥❞ g ✭✐t ❤❛♣♣❡♥s ♦❢t❡♥ ✐♥ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❙◆❋❙✮✳ ■♥ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧
❧♦❣❛r✐t❤♠ st❛❣❡✱ ♦♥❡ ✉s❡s t❤❡ s♣❡❝✐❛❧✲◗ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❢♦r ✐❞❡❛❧s ♦♥ ❜♦t❤ t❤❡ f ❛♥❞ g
s✐❞❡✳ ■♥ t❤❡ s✐❡✈❡ st❛❣❡ ✇❡ ❝❛♥ ✉s❡ ❢♦r s✐♠♣❧✐❝✐t② t❤❡ f s✐❞❡ ♦♥❧②✱ ❜✉t ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡
✐t ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ❛❧s♦ ✉s❡ t❤❡ g s✐❞❡✳ ❲❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t✇♦ ♥❡✇ ♣❛r❛♠❡t❡rs✿ B′

✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ s♠♦♦t❤♥❡ss ❜♦✉♥❞ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐❛❧✲◗ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❛♥❞ E ′✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡
s✐❡✈❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❢♦r t❤❡ s♣❡❝✐❛❧✲◗ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ❲❤❡♥ ❛♥❛❧②s✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢
t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❧♦❣❛r✐t❤♠ st❛❣❡ ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✼✳✸✮✱ ✇❡ ❝❤♦s❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ E ′ ❛♥❞ ✇❡
s❡t B′ := qλ ❢♦r ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥t λ✳ ■♥ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ s✐❡✈❡✱ ✇❡ s❡t B′ t♦ B ❛♥❞ E ′

t♦ E/
√
q❀ t❤✐s ❝❤♦✐❝❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❧❛t❡r✳ ■t ✐s t✐♠❡ t♦ ♣r❡s❡♥t t❤❡ s♣❡❝✐❛❧✲◗

t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✽✳✶✳

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✽✳✶ ❚❤❡ s♣❡❝✐❛❧✲◗ t❡❝❤♥✐q✉❡✳
■♥♣✉t✿ ❛ ♣r✐♠❡ ✐❞❡❛❧ q = 〈q, αf − ρ〉 ❛♥❞ t✇♦ ♣❛r❛♠❡t❡rs✿ E ′ > 0 ❛♥❞ B′ > 0
❖✉t♣✉t✿ ❛❧❧ t❤❡ ❝♦♣r✐♠❡ ♣❛✐rs (a, b) s✉❝❤ t❤❛t a− bαf ≡ 0 mod q ❛♥❞

N(a− bαf )/q ❛♥❞ N(a− bαg) ❛r❡ B′✲s♠♦♦t❤✳

✶✿ ❋✐♥❞ t✇♦ ✈❡❝t♦rs v1 = (a1, b1) ❛♥❞ v2 = (a2, b2) ♦♥ Lat(q) ✇✐t❤ ‖vi‖∞ ♦❢ ♦r❞❡r√
q ❢♦r i = 1, 2

✷✿ Fq(X, Y )← F (a1X + a2Y, b1X + b2Y )
✸✿ Gq(X, Y )← G(a1X + a2Y, b1X + b2Y )
✹✿ ❙✐❡✈❡ t❤❡ ❝♦♣r✐♠❡ ♣❛✐rs (i, j) ✐♥ [0, E ′]× [−E ′, E ′] s✉❝❤ t❤❛t

Fq(i, j)/q ❛♥❞ Gq(i, j) ❛r❡ B′✲s♠♦♦t❤

✺✿ ❋♦r ❡❛❝❤ ♣❛✐r (i, j) ❢♦✉♥❞ ❛t t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s st❡♣✱ ♦✉t♣✉t (a, b) := (a1i+a2j, b1i+
b2j)

❆ ✜rst q✉❡st✐♦♥ ✐s ✇❤② t❤❡ s♣❡❝✐❛❧✲◗ t❡❝❤♥✐q✉❡ ②✐❡❧❞s ❝♦♣r✐♠❡ ♣❛✐rs✳

▲❡♠♠❛ ✽✳✶✳✶✳ ■❢ t❤❡ ♣❛✐r (i, j) ✐s ❝♦♣r✐♠❡ ❛♥❞ ♣❛r❛♠❡t❡r E ′ <
√
q✱ t❤❡♥ t❤❡

❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣❛✐r (a, b) ✐s ❝♦♣r✐♠❡✳

Pr♦♦❢✳ ❖♥❡ ❤❛s (
a
b

)
=

(
a1 a2
b1 b2

)(
i
j

)
. ✭✽✳✶✮

❙✐♥❝❡ t❤❡ 2 × 2 ♠❛tr✐① ❛❜♦✈❡ ❤❛s ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t q✱ t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ❞✐✈✐s♦r t❤❛t a ❛♥❞
b ❝❛♥ ❤❛✈❡ ✐♥ ❝♦♠♠♦♥ ✐s q✳ ❙✐♥❝❡ E ′ <

√
q ❛♥❞ t❤❡ ✈❡❝t♦rs (a1, b1) ❛♥❞ (a2, b2)

❤❛✈❡ ♥♦r♠s ♦❢ s✐③❡ ❛t ♠♦st
√
q✱ ✇❡ ❤❛✈❡ max(|a|, |b|) < q❀ ❤❡♥❝❡ (a, b) ✐s ❛ ❝♦♣r✐♠❡

♣❛✐r✳

❇❡❢♦r❡ ❣♦✐♥❣ ♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ q✉❡st✐♦♥s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ s♣❡❝✐❛❧✲◗ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✇❡ ♥♦t❡
t❤❛t t❤❡ s✐❡✈❡ ✐♥ ❧✐♥❡ ✹✳ ♦❢ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✽✳✶ ✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② t❤❡ ❧✐♥❡ s✐❡✈❡✳ ❖♥❡ ❝❛♥
✉s❡ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ s✐❡✈❡ ❜② ✈❡❝t♦rs ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳ ♦❢ ❬❑❆❋+✶✵❪ t♦ ❞❡❛❧
✇✐t❤ t❤❡ ♣r✐♠❡s p ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❧❛r❣❡ ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ E ′✳ ❇✉t t❤❡ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ♠❛❦❡s ✐t ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ❤❛✈❡ ❛ ❧♦♦❦ ❞✐r❡❝t❧② t♦ t❤❡ ❝♦❞❡ ♦❢ s♦♠❡
✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ❧✐❦❡ ●●◆❋❙ ❬❑+✵✺❪ ❛♥❞ ❈❆❉❖✲◆❋❙ ❬❇❋●+✵✾❪✳



✽✳✶✳ ❚❍❊ ▲❆❚❚■❈❊ ❙■❊❱❊ ✶✵✾

✽✳✶✳✷ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ s❤♦rt ✈❡❝t♦rs

▲❡t q = 〈q, αf − ρ〉 ❜❡ ❛ ♣r✐♠❡ ✐❞❡❛❧ ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r ✐ts ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❧❛tt✐❝❡ ▲❛t(q)✳ ▲❡t
v1 = (a1, b1) ❛♥❞ v2 = (a2, b2) ❜❡ t✇♦ ✈❡❝t♦rs ✇❤✐❝❤ ❢♦r♠ ❛ ❜❛s✐s ♦❢ ▲❛t✭q✮✳ ❲❡ ❛❧s♦
♣✉t Fq(i, j) = F (a1i+ a2j, b1i+ b2j) ❛♥❞ Gq = G(a1i+ a2j, b1i+ b2j)✳ ❖♥❡ ❤❛s

∀(i, j) ∈ [−E ′, E ′]2,
∣∣Fq(i, j)

∣∣ ≤‖f‖∞ max
(
‖v1‖∞ ,‖v2‖∞

)deg f
(deg f + 1)E ′ deg(f).

✭✽✳✷✮
❆ s✐♠✐❧❛r ❡q✉❛t✐♦♥ ❤♦❧❞s ❢♦r g❀ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✐❢ g ✐s ❧✐♥❡❛r ✇❡ ❤❛✈❡✱ ❢♦r ❛❧❧ ♣❛✐rs
(i, j)✱ |Gq(i, j)| ≤ 2‖g‖∞ max

(
‖v1‖∞ ,‖v2‖∞

)
E ′✳ ❍❡♥❝❡✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡

s♠♦♦t❤♥❡ss ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ r❡❞✉❝❡ max(‖v1‖∞ ,‖v2‖∞)✳
❲❤❡♥ ❣✐✈❡♥ ❛ ❜❛s✐s ♦❢ ❛ 2✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❧❛tt✐❝❡✱ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✽✳✷ ❝♦♠♣✉t❡s ❛ ❜❛s✐s

❢♦r♠❡❞ ♦❢ s❤♦rt ✈❡❝t♦rs✳

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✽✳✷ ▲❛tt✐❝❡ ❜❛s✐s r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 2✳
■♥♣✉t✿ ❚✇♦ ✈❡❝t♦rs u ❛♥❞ v ✐♥ Z2

❖✉t♣✉t✿ ❚✇♦ ✈❡❝t♦rs u′ ❛♥❞ v′ s✉❝❤ t❤❛t 〈u′, v′〉 ≤ 1
2
‖u′‖2‖v′‖2

✶✿ ✇❤✐❧❡ 〈u, v〉 > 1
2
‖u‖2‖v‖2 ❞♦

✷✿ ✐❢ ‖u‖2 >‖v‖2 t❤❡♥
✸✿ ❡①❝❤❛♥❣❡ u ❛♥❞ v
✹✿ ❡♥❞ ✐❢
✺✿ µ∗ ← 〈u, v〉/‖u‖22
✻✿ µ← ⌊µ∗⌉
✼✿ v ← v − µu
✽✿ ❡♥❞ ✇❤✐❧❡
✾✿ ♦✉t♣✉t u ❛♥❞ v

❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✽✳✷ ✐s t❤❛t ♦❢ t❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱
❛s ♣r♦✈❡♥ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r 16 ✐♥ ❬✈③●●✵✸❪✳

❚❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② t❤❡ ♣❛✐r (u, v) ✇❤✐❝❤ ♦♣t✐♠✐③❡s
max(‖u‖∞ ,‖v‖∞) ❜✉t ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ ✐t ✐s ❝❧♦s❡ t♦ t❤❛t✳ ■♥❞❡❡❞✱ ♦♥❡ ♦❢ u ❛♥❞ v ❤❛s ❛
s♠❛❧❧ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ♥♦r♠✱ ❛s s❤♦✇♥ ❜② t❤❡ ♥❡①t ❝❧❛ss✐❝❛❧ r❡s✉❧t✱ ✇❤✐❝❤ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡s t♦
❧❛tt✐❝❡s ♦❢ ❛♥② ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✽✳✶✳✷ ✭❈❤❛♣t❡r 16✱❬✈③●●✵✸❪✮✳ ▲❡t u ❛♥❞ v ❜❡ t✇♦ ✈❡❝t♦rs ♦❢ Z2 ❛♥❞
❝❛❧❧ q t❤❡✐r ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t✳ ■❢ 〈u, v〉 ≤ 1

2
‖u‖2‖v‖2✱ t❤❡♥ ♦♥❡ ❤❛s

min
(
‖u‖2 ,‖v‖2

)
≤
(
4

3

)1/4√
q. ✭✽✳✸✮

▲❡t ♥♦✇ u ❛♥❞ v ❜❡ t❤❡ ✈❡❝t♦rs ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ◆❋❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❤❡♥ r❡❞✉❝✐♥❣
▲❛t✭q✮ ❢♦r ❛ ♣r✐♠❡ ✐❞❡❛❧ q✳ ❙✐♥❝❡ det(u, v) ❡q✉❛❧s t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t ♦❢ ▲❛t✭q✮✱ ♦♥❡
❤❛s u1v2 − u2v1 = q✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts s❤♦✇ t❤❛t✱ ❢♦r ❛❧♠♦st ❛❧❧ ✐❞❡❛❧s q✱ t❤❡ s❤♦rt
✈❡❝t♦rs u ❛♥❞ v ❤❛✈❡ r♦✉❣❤❧② ❡q✉❛❧ ♥♦r♠✳ ❍❡♥❝❡ ‖u‖∞ ❛♥❞ ‖v‖∞ ❤❛✈❡ ❛ s✐③❡ ♦❢
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡❧②

√
q✳ ❋♦r t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❢❡✇ ♣r✐♠❡ ✐❞❡❛❧s q ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞

❜❛s✐s ✐s ✉♥❜❛❧❛♥❝❡❞✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❧❛r❣❡ r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❧❡♥❣t❤s ♦❢ t❤❡ ♦✉t♣✉t



✶✶✵ ❈❍❆P❚❊❘ ✽✳ ■▼P❘❖❱❊▼❊◆❚❙ ❚❖ ◆❋❙ ❆◆❉ ❋❋❙

✈❡❝t♦rs✱ ✐♥ ◆❋❙ ✇❡ s❦✐♣ q ❛s ✐t ✐s ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t t♦ s✐❡✈❡ ♦♥ ❧❛tt✐❝❡s ♦❢ ❧❛r❣❡r ♣r✐♠❡
✐❞❡❛❧s r❛t❤❡r t❤❛♥ ♦♥ ❛♥ ✉♥❜❛❧❛♥❝❡❞ ❧❛tt✐❝❡✳

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✽✳✷ ✇❛s tr❛♥s❧❛t❡❞ t♦ ❋❋❙ ✐♥ ❬❏▲✵✷❪✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛♥❞
t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ❛r❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❛s t❤❡ s❝❛❧❛r µ ✐s r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ q✉♦t✐❡♥t
❛♥❞ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛♥ ✐♥t❡❣❡r ✐s r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✳

✽✳✶✳✸ ❊✈❛❧✉❛t✐♥❣ t❤❡ s♣❡❡❞✲✉♣

P♦❧❧❛r❞ ❬P♦❧✾✸❪ ❣❛✈❡ ❜r✐❡❢ ❛r❣✉♠❡♥ts ❢♦r t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ s✐❡✈❡✳ ❲❡ s❤♦✇
❤❡r❡ t❤❛t✱ ✉♥❞❡r ❛ ♣❧❛✉s✐❜❧❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ s✐❡✈❡ ✐s Θ(logB) t✐♠❡s ❢❛st❡r
t❤❛♥ t❤❡ ❧✐♥❡ s✐❡✈❡✳

▲❡t B ❜❡ t❤❡ s♠♦♦t❤♥❡ss ♣❛r❛♠❡t❡r ❛♥❞ ♣✉t B1 = cB ❢♦r ❛ ❝♦♥st❛♥t c < 1✳ ❚❤❡
❧❛tt✐❝❡ s✐❡✈❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ s♣❡❝✐❛❧✲◗ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ♣r✐♠❡
✐❞❡❛❧s q ✐♥ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ f ✇✐t❤ ♥♦r♠s ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ [B1, B]✳ P❛r❛♠❡t❡r E ′ ✐s ❝❤♦s❡♥
❡q✉❛❧ t♦ E/

√
q s♦ t❤❛t t❤❡ ♣❛✐rs (a, b) ♦❜t❛✐♥❡❞ ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ s✐③❡ ❛s ✐♥ t❤❡ ❧✐♥❡

s✐❡✈❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✇❡ s❛✇ t❤❛t ❤❡✉r✐st✐❝❛❧❧② ♦♥❡ ❝❛♥ ✜♥❞ t✇♦ ✈❡❝t♦rs ✐♥ ▲❛t✭q✮ ✇❤♦s❡
♥♦r♠ ❤❛s s✐③❡

√
q✳ ❚❤❡♥✱ E ′ = E/

√
q✱ ❣✉❛r❛♥t❡❡s t❤❛t t❤❡ s♣❡❝✐❛❧✲◗ t❡❝❤♥✐q✉❡

❝♦♥s✐❞❡rs t❤❡ ♣❛✐rs (a, b) ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ [0, E]× [−E,E] ✇✐t❤ ▲❛t✭q✮✳
❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡s✉❧t s❤♦✇s t❤❛t ✐♥ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ s✐❡✈❡ ♦♥❡ ❤❛s ❛ s♠❛❧❧❡r s✐❡✈✐♥❣

❝♦st✱ ✇❤❡r❡❛s ♦♥❧② ❛ s♠❛❧❧ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞♦✉❜❧②✲B✲s♠♦♦t❤ ❝♦♣r✐♠❡ ♣❛✐rs ❛r❡
♠✐ss❡❞✳ ❋♦r s✐♠♣❧✐❝✐t② ✇❡ st❛t❡ ✐t ✐♥ t❤❡ ◆❋❙ ❝♦♥t❡①t✱ ❜✉t ✐t ❛❧s♦ ❛♣♣❧✐❡s ❢♦r t❤❡
❋❋❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✽✳✶✳✸✳ ▲❡t Q ❜❡ t❤❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐t② ♦❢ ❛ ✜♥✐t❡ ✜❡❧❞✳ ❈❛❧❧ E t❤❡ s✐❡✈❡
♣❛r❛♠❡t❡r ✐♥ t❤❡ ❧✐♥❡ s✐❡✈❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛♥❞ B t❤❡ s♠♦♦t❤♥❡ss ❜♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ◆❋❙
❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❲❡ ✉s❡ t❤❡ ♣r♦♣❡rt② t❤❛t B = LQ(1/3, β)

1+o(1) ❛♥❞ E = LQ(1/3, ǫ)
1+o(1)

❢♦r t✇♦ ❝♦♥st❛♥ts β ❛♥❞ ǫ✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ss❡rt✐♦♥s ❛r❡ tr✉❡✳

✶✳ ❚❤❡ ❝♦st ♦❢ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ s✐❡✈❡ ✇❤❡♥ B1 = cB✱ ❢♦r ❛ ❝♦♥st❛♥t c < 1✱ ✐s log cB
| log c|

t✐♠❡s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡ s✐❡✈❡✳

✷✳ ▲❡t ✉s ♠❛❦❡ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s t❤❛t✱ ❢♦r ❛♥② ♣r✐♠❡ ✐❞❡❛❧ q✱ t❤❡ ♥♦r♠ ♦❢ ❛ ♣❛✐r ✐♥
▲❛t✭q✮ ❤❛s t❤❡ s❛♠❡ s♠♦♦t❤♥❡ss ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❛s ❛ r❛♥❞♦♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤❡ s❛♠❡
s✐③❡✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞♦✉❜❧②✲B✲s♠♦♦t❤ ♣❛✐rs ♠✐ss❡❞ ❜② t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ s✐❡✈❡
❡q✉❛❧s o(1) ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ✇❤❡♥ Q ❣♦❡s t♦ ✐♥✜♥✐t②✳

Pr♦♦❢✳ 1. ▲❡t S ❡q✉❛❧ 2E2✱ t❤❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ s✐❡✈✐♥❣ ❞♦♠❛✐♥✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ❝♦st
♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡ s✐❡✈❡ ✐s

W❧✐♥❡(S,B) =
∑

ℓ≤B ♣r✐♠❡

(
log(ℓ)O(1) +

S

ℓ

)
. ✭✽✳✹✮

❋♦r ❛♥② ❝♦♥st❛♥t k ∈ N∗✱ t❤❡ s✉♠
∑

ℓ≤B, ♣r✐♠❡ (log ℓ)
k+1 ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ B(logB)k

✇❤✐❝❤ ✐s ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ S✱ ✇❤✐❝❤ ✐s r♦✉❣❤❧② B2✳ ❍❡♥❝❡ ✇❡ ❤❛✈❡

W❧✐♥❡(S,B) =
(
1 + o(1)

)



∑

ℓ≤B ♣r✐♠❡

1

ℓ


S. ✭✽✳✺✮



✽✳✶✳ ❚❍❊ ▲❆❚❚■❈❊ ❙■❊❱❊ ✶✶✶

■♥ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ s✐❡✈❡✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣r✐♠❡ ✐❞❡❛❧ q = 〈q, αf − ρ〉 ✇✐t❤ q ∈ [B1, B]✱ ♦♥❡
❞♦❡s t❤❡ ✇♦r❦ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❧✐♥❡ s✐❡✈❡ ✇✐t❤ s✐❡✈❡ ♣❛r❛♠❡t❡r E ′ = E/

√
q❀

❤❡♥❝❡ t♦ ❛ s✐❡✈❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ S/q ♣❛✐rs✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ t♦t❛❧ ❝♦st ♦❢ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ s✐❡✈❡ ✐s

W❧❛tt✐❝❡(S,B) =
∑

q∈[B1,B],♣r✐♠❡

W❧✐♥❡(S/q,B) ✭✽✳✻✮

= (1 + o(1))S



∑

q∈[B1,B]

1

q






∑

ℓ≤B ♣r✐♠❡

1

ℓ


 . ✭✽✳✼✮

❚❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ✇♦r❦ ❞♦♥❡ ✐♥ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ s✐❡✈❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❧✐♥❡ s✐❡✈❡ ✐s t❤❡♥∑
q∈[B1,B]

1
q
✳ ❲❡ ✉s❡ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛

∑

p ♣r✐♠❡≤X

1

p
= log logX +M + o(1), ✭✽✳✽✮

✇❤❡r❡ M ✐s t❤❡ ▼❡✐ss❡❧✲▼❡rt❡♥s ❝♦♥st❛♥t✳ ❲❡ ♦❜t❛✐♥

❝♦st(❧❛tt✐❝❡ s✐❡✈❡)
❝♦st(❧✐♥❡ s✐❡✈❡)

= log logB − log log cB

= log

(
1 +
| log c|
log cB

)

=
(
1 + o(1)

) | log c|
log cB

.

2. ❚❤❡ ♣❛✐rs (a, b) ♠✐ss❡❞ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ s✐❡✈❡ ❛r❡ t❤♦s❡ ✇❤♦s❡ ♥♦r♠ ♦♥
t❤❡ f s✐❞❡ ❤❛s ♥♦ ♣r✐♠❡ ❢❛❝t♦r ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ [B1, B]✳ ❲❡ ❤❛✈❡ t❤❡♥ t♦ s❤♦✇ t❤❛t
✇❡ ❤❛✈❡

ψ(x, cB)

ψ(x,B)
= o(1), ✭✽✳✾✮

✇❤❡r❡ x ✐s t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦r♠s ♦♥ t❤❡ f s✐❞❡✳ ❋♦r t❤✐s ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠✉❧❛

ψ(x,B) ∼
∏

p≤B

log x

p log p
. ✭✽✳✶✵✮

❚❤❡♥ ✇❡ ❤❛✈❡ ψ(x, cB)/ψ(x,B) =
∏

p∈[cB,B]
p log p
log x

✳ ❙✐♥❝❡ B = LQ(1/3, ·) ❛♥❞
x = LQ(2/3, ·)✱ ❢♦r ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤ Q ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t ❡❛❝❤ ❢❛❝t♦r ♦❢ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ✐s ❧❡ss
t❤❛♥ 1/2✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❧♦st ♣❛✐rs ❣♦❡s t♦ 0 ✇❤❡♥ Q ❣♦❡s t♦ ✐♥✜♥✐t②✳

❚❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ log logB − log log cB ♠✐❣❤t ❜❡ ♥♦t ✐♥t✉✐t✐✈❡✳ ❆ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①✲
❛♠♣❧❡ ✐s ❛s ❢♦❧❧♦✇s ∑

q∈[220,221], ♣r✐♠❡

1

q
≈ 0.049. ✭✽✳✶✶✮

❍❡♥❝❡ ♦♥❡ ❝❛♥ ✉s❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r✉❧❡ ♦❢ t❤✉♠❜✿ t❤❡ s♣❡❡❞✲✉♣ ♦❢ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ s✐❡✈❡
✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❧✐♥❡ s✐❡✈❡ ✐s t❤❡ ❜✐t✲s✐③❡ ♦❢ t❤❡ s♠♦♦t❤♥❡ss ❜♦✉♥❞ B✳✶

✶❆s ❛♥ ❛♥❡❝❞♦t❡✱ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ♠❛❞❡ ❜② P♦❧❧❛r❞ t♦ s❤♦✇ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ s✐❡✈❡
✇❛s 30% s❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡ ❧✐♥❡ s✐❡✈❡ ❬P♦❧✾✸❪✳
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▲❛r❣❡ ♣r✐♠❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ◆♦t❡ t❤♦✉❣❤ t❤❛t t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ✐s ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ✇❤❡♥
❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❧❛r❣❡ ♣r✐♠❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❧❛tt❡r ❣♦❡s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛
♥❡✇ ♣❛r❛♠❡t❡r B1 s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ B✱ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❢❛❝t♦r ❜❛s❡ ❜♦✉♥❞✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ♣r✐♠❡ q
✐♥ ❛ s✉❜s❡t ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ [B1, B]✱ ❝❛❧❧❡❞ s♣❡❝✐❛❧✲◗s✱ ✇❡ ❞♦ ❛ ❧✐♥❡ s✐❡✈❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡
❢♦r ♣r✐♠❡s ℓ ✉♣ t♦ B1✳ ❚❤❡♥ ✇❡ r✉♥ ❛ s♠♦♦t❤♥❡ss t❡st ✇✐t❤ t❤❡ s♠♦♦t❤♥❡ss ❜♦✉♥❞
B t♦ ❛❧❧ ♣❛✐rs ✇❤♦s❡ ♥♦r♠✱ ❛❢t❡r ❡❧✐♠✐♥❛t✐♥❣ t❤❡ ❢❛❝t♦rs s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ B1✱ ✐s ❧❡ss
t❤❛♥ ❛ t❤r❡s❤♦❧❞ τ ✳ ■♥ t❤✐s ♥❡✇ ❝♦♥t❡①t✱ t❤❡ s♠♦♦t❤♥❡ss ❜♦✉♥❞ B ✐s r❡♥❛♠❡❞ ❧❛r❣❡
♣r✐♠❡ ❜♦✉♥❞✳ ■♥ s❤♦rt✱ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❧❛r❣❡ ♣r✐♠❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐♥ ◆❋❙✱ ❜② s✐❡✈✐♥❣
♦♥❡ ❝♦❧❧❡❝ts ♣❛✐rs ✇❤♦s❡ ♥♦r♠s ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇s

♥♦r♠ =
∏

ℓ≤B1

ℓv(ℓ) · q ·
∏

L∈[B1,B]

Lv(L), ✭✽✳✶✷✮

❢♦r ❛ ♣r✐♠❡ q ✐♥ [B1, B] ❛♥❞ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ t❤❡ ❧❛r❣❡ ♣r✐♠❡s L ∈ [B1, B] ✐s
❧❡ss t❤❛♥ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ τ ✳

❙✐♥❝❡✱ ✐♥ t❤❡ ◆❋❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✇❡ ❡♥❞ t❤❡ s✐❡✈✐♥❣ ✇❤❡♥ ❡♥♦✉❣❤ ♣❛✐rs ❛r❡ ❝♦❧✲
❧❡❝t❡❞✱ ♥♦t ❛❧❧ t❤❡ ♣r✐♠❡s q ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ [B1, B] ❛r❡ ✉s❡❞ ❛s ❛ s♣❡❝✐❛❧✲◗✳ ❆ ♣❛✐r
❝❛♥ ❜❡ r❡♣♦rt❡❞ ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❝❡✱ ❜❡✐♥❣ ❝❛❧❧❡❞ ❛ ❞✉♣❧✐❝❛t❡✱ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ✐ts ♥♦r♠
❤❛s ❛t ❧❡❛st t✇♦ ♣r✐♠❡ ❢❛❝t♦rs ✇❤✐❝❤ ✇❡r❡ ✉s❡❞ ❛s ❛ s♣❡❝✐❛❧✲◗✳ ■t ✐s t❤❡♥ ❞✐✣❝✉❧t
t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t✐♠❡s t❤❛t ❛ ♣❛✐r ✐s r❡♣♦rt❡❞✳ ❚❤❡ t❛s❦ ✐s ❡✈❡♥
❤❛r❞❡r ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ ✇❤❡r❡ ✐t s❡❡♠s t❤❛t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✉♣❧✐❝❛t❡s ♠✉st ❜❡ ❦❡♣t ❧♦✇✳
❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ r❡❝♦r❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ♦❢ ❬❑❆❋+✶✵❪ ❛♥❞ ❬❇❇❉+✶✸❪✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ◆❋❙
❛♥❞ t❤❡ ❋❋❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ 1.27 ❛♥❞ 1.42 r❡♣♦rts
♣❡r ✉♥✐q✉❡ r❡❧❛t✐♦♥✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ s✐♥❝❡ ❊❈▼ ✐s ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝✱ ✐t ✐s ❤❛r❞ t♦ ❞❡❝✐❞❡ ✐❢ ❛
♣❛✐r ✐s ❛ ❞✉♣❧✐❝❛t❡ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ st❛❣❡✳

✽✳✷ P❛r❛❧❧❡❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❛❧❣❡❜r❛ st❛❣❡

✽✳✷✳✶ ●❡♥❡r❛❧ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠

❲❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❲✐❡❞❡♠❛♥♥✬s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✸✳✹✳ ❖♥❡ ❞✐s♣♦s❡s ♦❢ t✇♦ ♠❛♥✲
♥❡rs t♦ s❤❛r❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ✜rst ✐s ♦❢t❡♥ ❝❛❧❧❡❞ ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛❧❧♦✇s t♦
s♣❧✐t ♠❡♠♦r②✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞ ❛❧❧♦✇s t♦ s❤❛r❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛✲
t✐♦♥ t✐♠❡ ✇✐t❤ ♥♦ ♦✈❡r❤❡❛❞ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✳

❚❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐sts ✐♥ s♣❧✐tt✐♥❣ t❤❡ ♠❛tr✐①A ✐♥ ❜❧♦❝❦s ❛♥❞ ✐♥ ❝♦♠♣✉t✐♥❣
t❤❡ ♠❛tr✐①×✈❡❝t♦r ♣r♦❞✉❝t ❛s ❛ ❜❧♦❝❦ ♣r♦❞✉❝t✳ ■t ❛❧❧♦✇s ❡❛❝❤ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ✉♥✐t✱
●P❯ ♦r ❈P❯✱ t♦ st♦r❡ ❛ ✉♥✐q✉❡ ❜❧♦❝❦ ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐①✳ ❚❤❡ ❞r❛✇❜❛❝❦ ♦❢ t❤✐s ❦✐♥❞
♦❢ s❤❛r✐♥❣ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ✐s t❤❛t✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ✉♥✐ts ❜❡❝♦♠❡s
❧❛r❣❡✱ t❤❡ t✐♠❡ ♦❢ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ❛♥❞ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥s ❜❡❝♦♠❡s ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧❡✳
P❛r❛❧❧❡❧✐③❛t✐♦♥ ✐s ✉s❡❞ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ t❤❡ ❈❆❉❖✲◆❋❙ s♦❢t✇❡❛r ❬❇❋●+✵✾❪✳

❚❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❞✉❡ t♦ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝❛❧❧❡❞ ❜❧♦❝❦ ❲✐❡❞❡✲
♠❛♥♥ ❬❈♦♣✾✹❪ t❤❛t ♠❛❦❡s t❤❡ ♦❜❥❡❝t ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✭❛❧s♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞
✐♥ ❬❇❋●+✵✾❪✮✳
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✽✳✷✳✷ ❇❧♦❝❦ ❲✐❡❞❡♠❛♥♥

❲❡ ❝❛❧❧ K ❛♥❞ N t❤❡ ✜❡❧❞ ❛♥❞ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① B ❣✐✈❡♥ ❛s ✐♥♣✉t t♦ t❤❡ ❧✐♥❡❛r
❛❧❣❡❜r❛ st❛❣❡✳

❚❤❡ ♠♦st ❡①♣❡♥s✐✈❡ st❡♣ ✐♥ ❲✐❡❞❡♠❛♥♥✬s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
✜rst 2N t❡r♠s ♦❢ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ yBix ✇✐t❤ i = 1, 2, . . . ❚❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤❡ ❜❧♦❝❦ ✈❡rs✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s t♦ r❡♣❧❛❝❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s s❡q✉❡♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛✲
t✐♦♥✱ ❢♦r ❛ ✜♥✐t❡ s❡t ♦❢ ✈❡❝t♦rs xν ✱ ν ∈ [1, n]✱ ♦❢ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡s yBixν ✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s
t♦ ❞✐str✐❜✉t❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ③❡r♦ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♦✈❡r❤❡❛❞✳

▲❡t ✉s ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ ❛♥ ✐♥❢♦r♠❛❧ ♠❛♥♥❡r❀ t❤❡ r❡❛❞❡r ❝❛♥ ✜♥❞ ❛
❞❡t❛✐❧❡❞ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✐♥ ❬❚❤♦✵✸❪✳ ❋♦r ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r n ❛♥❞ ❛ s❡t ♦❢ n r❛♥❞♦♠ r♦✇
✈❡❝t♦rs xν ✐♥ KN×1✱ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ s❡t

{
Bixν | ❢♦r i ∈

[
1, ⌈N/n⌉

]
❛♥❞ ν ∈ [1, n]

}
. ✭✽✳✶✸✮

❙✐♥❝❡ t❤❡ ❢❛♠✐❧② ❤❛s ♠♦r❡ t❤❛♥ N ❡❧❡♠❡♥ts✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ✜♥❞ ❛ ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧ ❧✐♥❡❛r
❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥✿

0 =
∑

i∈[1,⌈N/n⌉],ν∈[1,n]

λ⌈N/n⌉−i,νB
ixν . ✭✽✳✶✹✮

❲❡ s❡t
w =

∑

i∈[1,⌈N/n⌉],ν∈[1,n]

λ⌈N/n⌉−i,νB
i−1xν . ✭✽✳✶✺✮

❚❤❡♥ Bw = 0 ❛♥❞ w 6= 0 ❡①❝❡♣t ✐❢ ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❝❤♦s❡♥ ❛ ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥
✉s✐♥❣ ❧♦✇❡r ♣♦✇❡rs ♦❢ B✳ ❍❡♥❝❡✱ ✇❡ r❡❞✉❝❡❞ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧
s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ Bw t♦ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ s✉❝❤ ❛ ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥✳

❲❡ ❝❛❧❧ ♠❛tr✐① ❧✐♥❡❛r ❣❡♥❡r❛t♦r ♦❢ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ♠❛tr✐❝❡s ai ✇✐t❤ i ∈ N✱ ❛
❧✐♥❡❛r r❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r k ♦❢ t❡r♠s✱ ✇❤✐❝❤ ❡①♣r❡ss❡s ❡❛❝❤ ❝♦❧✉♠♥ ♦❢ ai
❛s ❛ ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦❧✉♠♥s ♦❢ ai−1✱ ai−2✱ . . .✱ ai−k✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡
s❡q✉❡♥❝❡ ❜❡❧♦✇




1 1
8 13
55 89


 ,




1 2
13 21
89 144


 , . . . ,




Fi Fi+1

Fi+5 Fi+6

Fi+9 Fi+10


 , . . . ✭✽✳✶✻✮

✇✐t❤ i ∈ N✱ Fi ❜❡✐♥❣ t❤❡ it❤ ❋✐❜♦♥❛❝❝✐ ♥✉♠❜❡r✱ ❛❞♠✐ts t❤❡ ♠❛tr✐① ❧✐♥❡❛r ❣❡♥❡r❛t♦r
♦❢ ❞❡❣r❡❡ 1 ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥

ai = ai−1

(
0 1
1 1

)
. ✭✽✳✶✼✮

◆♦t❡ t❤❛t ♦♥❡ ❝❛♥ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ♠❛tr✐① ❧✐♥❡❛r ❣❡♥❡r❛t♦r ❛❜♦✈❡ ❢r♦♠ t❤❡ ✜rst
r♦✇ ♦♥❧②✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ✇❤❡♥ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ai ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛s t❤❡ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ✈❛❧✉❡s
♦❢ Bix ❢♦r ❛ ♠❛tr✐① B ❛♥❞ ✈❡❝t♦r x ❛s ✐♥ ❜❧♦❝❦ ❲✐❡❞❡♠❛♥♥✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❞❡t❡r♠✐♥❡
t❤❡ ♠❛tr✐① ❧✐♥❡❛r ❣❡♥❡r❛t♦r ✉s✐♥❣ ♦♥❧② ❛ s♠❛❧❧ ♥✉♠❜❡r m ♦❢ r♦✇s ♦❢ ai✳ ▼♦r❡
❢♦r♠❛❧❧②✱ ❧❡t m ❜❡ ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r ❛♥❞ yµ ✇✐t❤ µ ∈ [1,m] ❜❡ ❛ s❡t ♦❢ ❝♦❧✉♠♥s ✐♥
K1×N ✳ ❖♥❡ ❝❛♥ s❤♦✇ t❤❛t✱ ✇✐t❤ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ 1−O(1/#K)✱ t❤❡ s❡t {yµBi | i ∈
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[
1, ⌈N/m⌉

]
, µ ∈ [1,m]} s♣❛♥s KN ✳ ❍❡♥❝❡✱ ✐❢ ❛ ✈❡❝t♦r ❤❛s ❛ ③❡r♦ ♣r♦❞✉❝t ✇✐t❤ ❛❧❧

t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ s❡t✱ t❤❡♥ ✐t ✐s ③❡r♦✳ ■t ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ s✉✣❝✐❡♥t t♦ ✜♥❞ ❛ ♠❛tr✐①
❧✐♥❡❛r ❣❡♥❡r❛t♦r s❛t✐s✜❡❞ ❜② m r❛♥❞♦♠ r♦✇s ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐❝❡s ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✽✳✶✸✮
❢♦r N/m ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ i✳ ❲❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t ♦♥❡ ❝❛♥ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❧✐♥❡❛r
❣❡♥❡r❛t♦r ❢♦r B ✉s✐♥❣ yµBixν ❢♦r i ∈ [1, N/n + N/m]✱ ν ∈ [1, n] ❛♥❞ µ ∈ [1,m]✳
❚❤❡ r❡❛❞❡r ❝❛♥ ✜♥❞ ❛ r❡✈✐❡✇ ♦❢ ♠❛tr✐① ❧✐♥❡❛r ❣❡♥❡r❛t♦r ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✐♥ ❬❑❨✵✻❪✳ ❖♥❡
♦❢ t❤❡ ❜❡st r❡s✉❧ts ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❚❤♦♠é✬s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬❚❤♦✵✸❪✱ ✇✐t❤ ❛

❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ O
(

(m+n)3

mn
N(logN)2

)
♦♣❡r❛t✐♦♥s✳

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✽✳✸ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❜❧♦❝❦ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❲✐❡❞❡♠❛♥♥✬s ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✽✳✸ ❇❧♦❝❦ ❲✐❡❞❡♠❛♥♥
■♥♣✉t✿ ❆ s✐♥❣✉❧❛r ♠❛tr✐① B ∈ KN×N ❀ t✇♦ ♣❛r❛♠❡t❡rs m ❛♥❞ n
❖✉t♣✉t✿ ❆ ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ w ♦❢ Bw = 0
✶✿ x←❘❛♥❞♦♠✭KN×m✮✱ y ←❘❛♥❞♦♠✭Kn×N✮
✷✿ ❬❑r②❧♦✈❪ ❝♦♠♣✉t❡ ai = yBix ❢♦r i ✐♥

[
1, ⌈N/n+N/m+m/n⌉

]

✸✿ F ←✭♠❛tr✐① ❧✐♥❡❛r ❣❡♥❡r❛t♦r ♦❢ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ai✮
✹✿ C ← XdegFF (1/X) ⊲ ✐♥ Kn×m[X]
✺✿ ❈❛❧❧

∑degC
i=0 X ici t❤❡ ✜rst ❝♦❧✉♠♥ ♦❢ C✱ ✇✐t❤ ci ∈ Kn×1

✻✿ ❬▼❛❦❡ ❙♦❧✉t✐♦♥❪ ❝♦♠♣✉t❡ w ←∑degC
i=0 Bix · ci ⊲ ✐♥ KN×1

✼✿ ❘❡♣❧❛❝❡ w ❜② Bw ✉♥t✐❧ Bw = 0 ❛♥❞ w 6= 0

■♥ ♦r❞❡r t♦ st❛t❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✽✳✸✱ ✇❡ ❝❛❧❧ λ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ♥♦♥✲③❡r♦ ❡♥tr✐❡s ♦❢ t❤❡ r♦✇s ♦❢ B✱ M0 t❤❡ ❝♦st ♦❢ ❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t
♦❢ K ❜② ❛ s♠❛❧❧ ❡❧❡♠❡♥t ❛♥❞ M1 t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ t✇♦ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ K✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡
♠❛tr✐①×✈❡❝t♦r ♣r♦❞✉❝t ✐♥ t❤❡ ◆❋❙ ❛♥❞ ❋❋❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✉s❡s ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♦❢ ❝♦stM0

❛s t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① B ❛r❡ s♠❛❧❧ ✭❡①❝❡♣t ❢♦r t❤❡ ❙❝❤✐r♦❦❛✉❡r ❝♦❧✉♠♥s✮✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✽✳✷✳✶ ✭Pr♦♣✳ 6.12✱❬❚❤♦✵✸❪✮✳ ❖♥ ❛ ✜❡❧❞ K✱ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ n ♠❛❝❤✐♥❡s✱
t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ❑r②❧♦✈ ❛♥❞ ▼❛❦❡ s♦❧✉t✐♦♥ st❡♣s ♦❢ t❤❡ ❜❧♦❝❦ ❲✐❡❞❡✲
♠❛♥♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛r❡ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

❑r②❧♦✈✿ (λM0 +mM1)
(
1 + n

m

)
N2/n❀

▼❛❦❡ s♦❧✉t✐♦♥✿ λM0N
2/n✳

◆♦t❡ t❤❛t ✇❤❡♥ t❤❡ r❛t✐♦ m/n ✐♥❝r❡❛s❡s✱ t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❛tr✐①×✈❡❝t♦r
♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ st❡♣s ❑r②❧♦✈ ❛♥❞ ▼❛❦❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡❝r❡❛s❡s✳ ❲❤❡♥ m = n t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❛tr✐①×✈❡❝t♦r ♣r♦❞✉❝ts ✐s 3N ✱ t❤✐s ❜❡✐♥❣ t❤❡ ❝❛s❡ ✐♥ t❤❡ ♣❧❛✐♥ ❲✐❡❞❡✲
♠❛♥♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❲❤❡♥ m/n ✐s ❧❛r❣❡ ❜✉t ❝♦♥st❛♥t✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ 20✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
♠❛tr✐①×✈❡❝t♦r ♣r♦❞✉❝ts ✐s ❝❧♦s❡ t♦ 2N ✳

❚❤❡ ❝♦st ♦❢ t❤❡ ❜❧♦❝❦ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❲✐❡❞❡♠❛♥♥✬s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♠✉st ❜❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦
t❤❡ ❜❧♦❝❦ ▲❛♥❝③♦s ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤✐s ❧❛tt❡r r❡q✉✐r❡s 2N ♠❛tr✐①×✈❡❝t♦r ♣r♦❞✉❝ts✱ ❜✉t
✐t ❤❛s t❤❡ ❞r❛✇❜❛❝❦ ♦❢ ❛ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❞❡❧❛② ❛❢t❡r ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ r❡❛❞❡r ❝❛♥
s❡❡ ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✐♥ ❬❑r✉✶✶❪✳
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✽✳✸ P♦❧②♥♦♠✐❛❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❢♦r Fpn ✇✐t❤ s♠❛❧❧ ❞❡✲

❣r❡❡ n

❚❤❡ ✜♥✐t❡ ✜❡❧❞s Fpn ✇✐t❤ s♠❛❧❧ n✱ ♣♦ss✐❜❧② ❣r♦✇✐♥❣ s❧♦✇❧② ✇✐t❤ p✱ ❝♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ❤❛♥✲
❞❧❡❞ ✇✐t❤ ◆❋❙ ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ ❞❡❝❛❞❡ ❛❢t❡r t❤❡ ♣r✐♠❡ ✜❡❧❞s Fp✳ ❙❝❤✐r♦❦❛✉❡r ❬❙❝❤✵✵❪
♣r♦♣♦s❡❞ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❤❡♥ n ✐s ❝♦♥st❛♥t✱ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❛s ◆❋❙ ✐♥
t❤❡ ♣r✐♠❡ ❝❛s❡✳ ❇✉t ❤✐s ♠❡t❤♦❞ r❡♠❛✐♥❡❞ ✉♥✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❛r✐t❤♠❡t✐❝
❞✐✣❝✉❧t✐❡s ✇❤❡♥ ✇♦r❦✐♥❣ ✇✐t❤ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ♦✈❡r ♥✉♠❜❡r ✜❡❧❞s✳ ❆ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❛♥✲
s✇❡r ✇❛s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❬❏▲❙❱✵✻❪✱ s❤♦✇✐♥❣ t❤❛t ◆❋❙ s✉✐ts ❛♥② ✜♥✐t❡ ✜❡❧❞ Fpn ✇❤❡♥ n ✐s
s♠❛❧❧❡r ♦r ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡r d✱ ✐✳❡✳✱ δ(logQ)1/3(log logQ)−1/3

✇✐t❤ Q = pn ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✮✳ ❚❤❡ ♦♥❧② ❝❤❛♥❣❡s ❛r❡ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❛♥❞
t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ t✇♦ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ♠✉st ❜❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r✳ ❚❤✐s ❤❛s ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦♥
t❤❡ s✐❡✈❡ ❛♥❞ t❤❡ s♠♦♦t❤✐♥❣ st❡♣ ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❧♦❣❛r✐t❤♠ st❛❣❡✳ ❆❢t❡r s❡❡✐♥❣ ✐♥
t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❤♦✇ t♦ ❤❛♥❞❧❡ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ ✇❡ ✇✐❧❧ ❞✐s❝✉ss t❤❡ s♠♦♦t❤✐♥❣
st❡♣ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✳

✽✳✸✳✶ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞

▲❡t ✉s ❣❡♥❡r❛❧✐③❡ ❤❡r❡ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❏♦✉① ❛♥❞ ▲❡r❝✐❡r ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢
♣r✐♠❡ ✜❡❧❞s ❬❏▲✵✸❪✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞✐✛❡r❡♥t t❤❛♥ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✐♥ ❬❏▲❙❱✵✻❪✳

❲❡ st❛rt ❜② s❡tt✐♥❣
d′ = ⌊d/2⌋,

❢♦r d ✐s t❤❡ ❝❧♦s❡st ✐♥t❡❣❡r t♦ δ(logQ)1/3(log logQ)−1/3✱ ✇❤❡r❡ δ = 31/3 ✐s t❤❡
❝♦♥st❛♥t s❡t ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✼✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❡ s❧✐❣❤t❧② str♦♥❣❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t❤❛t d′ ≥
n+ 1✳

◆❡①t✱ ✇❡ s❡❧❡❝t ❛♥ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ f ✐♥ Z[x] ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❞❡❣r❡❡ d′ + 1✱
✇✐t❤ ❛s s♠❛❧❧ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✱ ❣♦♦❞ s✐❡✈✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛♥❞ ❛♥ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡
♠♦♥✐❝ ❢❛❝t♦r ϕ ♦❢ ❞❡❣r❡❡ n ♠♦❞✉❧♦ p✳ ❖♥❡ ❝❛♥ ♥♦t❡ t❤❡ ❛♥❛❧♦❣② ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥
✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✾✳

❲❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❜② ❝♦♥str✉❝t✐♥❣ g ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ▲❡t ✉s ❞❡✜♥❡

▲❛t(ϕ, p) =



(a0, . . . , ad′) ∈ Zd′+1

∣∣∣∣∣∣

d′∑

i=0

aix
i ≡ 0 mod

〈
p, ϕ(x)

〉


 . ✭✽✳✶✽✮

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ r♦✇s ♦❢ t❤❡ (d′ + 1) × (d′ + 1) ♠❛tr✐① M ❜❡❧♦✇ ❢♦r♠ ❛ ❜❛s✐s ♦❢
▲❛t✭ϕ, p✮✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✜rst n r♦✇s ❤❛✈❡ ❛ ✉♥✐q✉❡ ♥♦♥✲③❡r♦ ❡♥tr② ❡q✉❛❧ t♦ p ❛♥❞ t❤❡
♥❡①t d′+1−n r♦✇s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ ϕ✱ ✇✐t❤ ❧❡❛❞✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥t
❛t t❤❡ r✐❣❤t✳

M =




p
✳ ✳ ✳

p
✈❡❝t♦r(ϕ)

✳ ✳ ✳
✈❡❝t♦r(ϕ)




✭✽✳✶✾✮
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❙✐♥❝❡ detM = Q ❛♥❞M ❤❛s s✐③❡ d′+1✱ ♦♥❡ ✜♥❞s ✇✐t❤ ▲▲▲ ❛ ✈❡❝t♦r (g0, . . . , gd′) ♦❢
❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ♥♦r♠ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡❧② Q1/(d′+1)✳ ❲❡ s❡t g =

∑d′

i=0 gix
i✳ ❇② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥

ϕ ✐s ❛ ❝♦♠♠♦♥ ❢❛❝t♦r ♦❢ f ❛♥❞ g ♠♦❞✉❧♦ p✳ ❙✐♥❝❡ ϕ ❤❛s r❛♥❞♦♠ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♠♦❞✉❧♦
p✱ ϕ ❤❛s ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ♥♦r♠ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡❧② p✱ ✇❤✐❝❤ ❡①❝❡❡❞s Q1/(d′+1)✳ ❍❡♥❝❡ t❤❡
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t f ❛♥❞ g s❤❛r❡ ❛ ❢❛❝t♦r ✐♥ Z[x] ✐s ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡✳

✽✳✸✳✷ ❆♥❛❧②s✐s

◆♦t❡ ✜rst t❤❛t t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s f ❛♥❞ g ❛r❡ s✉❝❤ t❤❛t deg f = d′ + 1✱ ‖f‖∞ ≈ 1✱
deg g = d′ ❛♥❞ ‖g‖∞ ≈ Q1/(d′+1)✳ ❆s ❜❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② E t❤❡ s✐❡✈❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✳
❖♥❡ ❤❛s

N(a− bαf ) ≤ Ed′+1+o(1)

N(a− bαg) ≤ Ed′+o(1)Q1/(d′+1),
✭✽✳✷✵✮

✇❤❡r❡ αf ❛♥❞ αg ❛r❡ r♦♦ts ♦❢ f ❛♥❞ g ✐♥ t❤❡✐r ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✜❡❧❞s✳
❆s ❛ ✜rst ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t ❛ ❝♦♣r✐♠❡ ♣❛✐r (a, b) ✐s ❞♦✉❜❧②

s♠♦♦t❤ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♥♦r♠s ♦❢ (a, b) ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ f ❛♥❞
g✳ ❚❤✐s ✐s

E2d′+1Q1/(d′+1) =
(
Ed+1Q2/(d+1)

)1+o(1)

.

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ r✐❣❤t s✐❞❡ ♠❡♠❜❡r ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s✕♦r s❧✐❣❤t❧② s♠❛❧❧❡r t❤❛♥✕t❤❡ ♥♦r♠s
♣r♦❞✉❝t ✐♥ t❤❡ ♣r✐♠❡ ❝❛s❡✱ ❛s ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✼✳✶✮✳ ❇② t❛❦✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡
♣❛r❛♠❡t❡rs ❛s ✐♥ t❤❡ ♣r✐♠❡ ❝❛s❡✱ ♦♥❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡s t❤❛t

t✐♠❡
(
◆❋❙ ✐♥ FQ ♦❢ s♠❛❧❧ ❞❡❣r❡❡

)
= LQ

(
1/3, 3

√
64/9

)1+o(1)

. ✭✽✳✷✶✮

✽✳✸✳✸ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ ♦t❤❡r ♠❡t❤♦❞s ♦❢ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ s❡❧❡❝✲

t✐♦♥

❈❛s❡ ♦❢ n = 1✳ ▲❡t ✉s ❝♦♠♣❛r❡ ❏♦✉①✲▲❡r❝✐❡r✬s ♠❡t❤♦❞ t♦ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢r♦♠ t❤❡
❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥ ✇♦r❧❞✳ ❋♦r t❤✐s ✇❡ ✜① n = 1✱ s♦ t❤❛t ✇❡ ❛❞❞r❡ss t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♣r✐♠❡
✜❡❧❞s✱ t♦ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧ t❤❡ ❢♦r♠❡r ❛❧❣♦r✐t❤♠s tr❛♥s❧❛t❡ ❡❛s✐❧②✳ ❋♦r ❛ r❡✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ ✐♥ ❢❛❝t♦r✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✇❡ r❡❢❡r t♦ ❬❇❛✐✶✶❪✳ ❖♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱
❞✉❡ t♦ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✺✱ f ❝❛♥ ❜❡ ♥♦♥✲♠♦♥✐❝✱ s♦ ✇❡ ❝❛♥ ♠♦❞✐❢② t❤❡ ❜❛s❡✲m ♠❡t❤♦❞ s♦
t❤❛t ‖f‖∞ ≈ p1/(d+1) ✐♥st❡❛❞ ♦❢ p1/d✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✇❡ t❛❦❡ m = ⌊p1/(d+1)⌋✱ s♦ t❤❛t ❛❧❧
t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ f ✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ ♦♥❡✱ ❤❛✈❡ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ m✳ ❖t❤❡r ♠❡t❤♦❞s✱
❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❑❧❡✐♥❥✉♥❣✬s s❡❝♦♥❞ ♠❡t❤♦❞ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❇❛✐ ✭s❡❡ ♣❛❣❡ 51 ✐♥ ❬❇❛✐✶✶❪✮✱
s❡❡♠ t♦ ②✐❡❧❞ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ✇✐t❤ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❛✈❡r❛❣❡ s✐③❡✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡
♣r♦❞✉❝t ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♥♦r♠s ✐♥ t❤❡ ❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥ ✐ss✉❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❛s
❢♦❧❧♦✇s

|F (a, b)(a− bm)| ≤ Ed+1p2/(d+1). ✭✽✳✷✷✮

■♥ ❚❛❜❧❡ ✽✳✶ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦r♠s ✇❤❡♥ d = 4✱ 5 ❛♥❞ 6✳ ❚❤❡
❜❡tt❡r ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❏♦✉①✲▲❡r❝✐❡r✬s ♠❡t❤♦❞ ✐♥ t❤❡ ✜rst ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♠✉st ❜❡
❝♦♥❢r♦♥t❡❞ t♦ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐❛ ❛s ❢♦❧❧♦✇✳ ❚❤❡ ♥♦r♠s ♦❢ f ❛♥❞ g
❛r❡ ❤✐❣❤❧② ✉♥❜❛❧❛♥❝❡❞ ✐♥ ❏♦✉①✲▲❡r❝✐❡r✬s ♠❡t❤♦❞ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ f ❛r❡
❛❧♠♦st ❝♦♥st❛♥t✱ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ g ❛r❡ ❧❛r❣❡✱ ✇❤✐❧❡ deg f ≈ deg g✳ ❇♦t❤ ❏♦✉①✲
▲❡r❝✐❡r ❛♥❞ ❑❧❡✐♥❥✉♥❣✬s ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❝❛♥ ✐♠♣r♦✈❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❧✐♥❦❡❞ t♦ t❤❡ r❡❛❧ ❛♥❞
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❑❧❡✐♥❥✉♥❣ ❏♦✉①✲▲❡r❝✐❡r
d d′ |a− bm| |F (a, b)| |a− bm||F (a, b)| |F (a, b)| |G(a, b)| |G(a, b)||F (a, b)|
4 2 p1/5E p1/5E4 p2/5E5 E3 p1/3E2 p1/3E5

5 2 p1/6E p1/6E5 p1/3E6 E3 p1/3E2 p1/3E5

6 3 p1/7E p1/7E6 p2/7E7 E4 p1/4E3 p1/4E7

❚❛❜❧❡ ✽✳✶✿ ❙✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞s ♦♥ t❤❡ ♥♦r♠s ♦❢ ❛ ♣❛✐r (a, b) ✐♥ t❤❡ s✐❡✈✐♥❣ ❞♦♠❛✐♥✱
✇❤❡♥ E ✐s t❤❡ s✐❡✈❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❛♥❞ d ✐s t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ f ✐♥ t❤❡ ❜❛s❡✲m
♠❡t❤♦❞ ♦❢ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ s❡❧❡❝t✐♦♥✳

❏♦✉①✲▲❡r❝✐❡r✲❙♠❛rt✲❱❡r❝❛✉t❡r❡♥ ❏♦✉①✲▲❡r❝✐❡r
d d′ |a− bm| |F (a, b)| |a− bm||F (a, b)| |F (a, b)| |G(a, b)| |G(a, b)||F (a, b)|
4 2 p1/5E2 p1/5E5 p2/5E7 E3 p1/3E2 p1/3E5

5 2 p1/6E2 p1/6E6 p1/3E8 E3 p1/3E2 p1/3E5

6 3 p1/7E2 p1/7E7 p2/7E9 E4 p1/4E3 p1/4E7

❚❛❜❧❡ ✽✳✷✿ ❍❡r❡ n = 2✳ ❙✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞s ♦♥ t❤❡ ♥♦r♠s ♦❢ ❛ ♣❛✐r (a, b) ✐♥ t❤❡
s✐❡✈✐♥❣ ❞♦♠❛✐♥✱ ✇❤❡♥ E ✐s t❤❡ s✐❡✈❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❛♥❞ d ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧
❞❡❣r❡❡ ♦❢ f ❢♦r ♣r✐♠❡ ✜❡❧❞s✳

♠♦❞✉❧❛r r♦♦ts ♦❢ f ❛♥❞ g✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐♥ t❤❡ ❏♦✉①✲▲❡r❝✐❡r ♠❡t❤♦❞ ♦♥❡ ❝❛♥ r❡♣❡❛t
t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s f ✉♥t✐❧ ❜♦t❤ f ❛♥❞ g ❤❛✈❡ ❣♦♦❞ r♦♦t
♣r♦♣❡rt✐❡s✳

❈❛s❡ ♦❢ n > 1✳ ❏♦✉①✱ ▲❡r❝✐❡r✱ ❙♠❛rt ❛♥❞ ❱❡r❝❛✉t❡r❡♥ ❬❏▲❙❱✵✻❪ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♥ ❛❧✲
t❡r♥❛t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞✳ ❖♥❡ st❛rts ❜② s❡❧❡❝t✐♥❣ f0(x) ♦❢ ❞❡❣r❡❡ n ✇✐t❤ s♠❛❧❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳
❚❤❡♥ ♦♥❡ ♣✉ts f1 = f0(x +W ) ✇✐t❤ W s❡❧❡❝t❡❞ s✉❝❤ t❤❛t ‖f1‖∞ ≈ 2d+1p1/(d+1)✳
❚❤❡♥ ♦♥❡ r❡❞✉❝❡s t❤❡ (d+ 1)✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❧❛tt✐❝❡ s♣❛♥♥❡❞ ❜② f1(x)✱ . . .✱ xd−nf1(x)
❛♥❞ p✱ . . .✱ pxn−1✳ ❍❡♥❝❡ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥s ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ f2 ✇✐t❤‖f2‖∞ < 2d+1p1/(d+1) ≈
‖f1‖∞✳ ❚❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♥♦✇ ✐s t❤❛t t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ f ❛♥❞ g ❛r❡ ❜❛❧❛♥❝❡❞✳ ❚❤❡
❞r❛✇❜❛❝❦ ✐s t❤❛t t❤❡ t♦t❛❧ ❞❡❣r❡❡ ✐s n+ d+1✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ 2d′ +1 ≈ d+1
❢♦r t❤❡ ♥❡✇ ♠❡t❤♦❞✳ ❙❡❡ ❚❛❜❧❡ ✽✳✷ ❢♦r ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❢♦r n = 2 ❛♥❞ d = 4, 5, 6✳

✽✳✹ ❙♠♦♦t❤✐♥❣ ✇✐t❤ t✇♦ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s

❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❤❡♥ r✉♥♥✐♥❣ ◆❋❙ ❢♦r ✜♥✐t❡ ✜❡❧❞s FQ ✇✐t❤
Q = pn ❛♥❞ s♠❛❧❧ n > 1✱ ♦♥❡ ♠✉st ✉s❡ t✇♦ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s✳ ❖♥❡ ♠✐❣❤t ❛❧s♦
✇❛♥t t♦ ❞♦ s♦ ❢♦r ♣r✐♠❡ ✜❡❧❞s✳ ❘❡❝❛❧❧ t❤❛t t❤❡ s♠♦♦t❤✐♥❣ st❡♣ ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧
❧♦❣❛r✐t❤♠ st❛❣❡ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ✜♥❞✐♥❣ ❛♥ ✐♥t❡❣❡r h s✉❝❤ t❤❛t ths ✐s LQ(2/3, c) ❢♦r ❛
❝♦♥st❛♥t c > 0✳ ❆s s❡❡♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✸✳✺ t❤❡ ❞❡s❝❡♥t ♣r♦❝❡ss ✐♥tr♦❞✉❝❡s ❡①❝❧✉s✐✈❡❧②
✐❞❡❛❧s ♦❢ ❞❡❣r❡❡ 1 ✐❢ ✇❡ st❛rt ✐t ✇✐t❤ ❛ ❞❡❣r❡❡ 1 ✐❞❡❛❧✳ ❍❡♥❝❡✱ ✇❡ r❡q✉✐r❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②
t❤❛t ths s♣❧✐ts ✐♥t♦ ❞❡❣r❡❡ 1 ✐❞❡❛❧s✳ ❲❤❡♥ n = 1 ❛♥❞ g ✐s ❧✐♥❡❛r t❤❡ s♣❧✐tt✐♥❣
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s tr✐✈✐❛❧❧② s❛t✐s✜❡❞ ❛s ❛❧❧ t❤❡ ✐❞❡❛❧s ✐♥ Q ❤❛✈❡ ❞❡❣r❡❡ 1✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥
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✇❡ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ s♠♦♦t❤✐♥❣ st❡♣ ✇❤❡♥ f ❛♥❞ g ❛r❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r✳ ❲❡
❛r❣✉❡ t❤❛t✱ ♦♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ t❤❡ ♥❛✐✈❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❤❛s ❛ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✉♣ t♦ LQ(2/3, ·)✳
❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❛t✐♦♥❛❧ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱
s❡❡♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✳✷✱ r❡❞✉❝❡s t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❧♦❣❛r✐t❤♠ t♦ ✐ts
✈❛❧✉❡ ✇❤❡♥ ♥♦ s♣❧✐tt✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ✐♠♣♦s❡❞✳

▲❡t ✉s r❡❝❛❧❧ s♦♠❡ ♥♦t❛t✐♦♥s✿ Q = pn ✐s ❛ ♣r✐♠❡ ♣♦✇❡r ✇✐t❤ n ≥ 1 t♦ ✇❤✐❝❤
t❤❡ ◆❋❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s r✉♥❀ ϕ ✐s ❛ ❞❡❣r❡❡ n ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♦❢ Z[x] ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ♦✈❡r Fp

❛♥❞ w ❛ r♦♦t ♦❢ ϕ ✐♥ Fpn ✳ ❲❡ ❝❛❧❧ d t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ f ∈ Z[x] ❛♥❞ ✇❡
❝❛❧❧ α ❛ r♦♦t ♦❢ f ✐♥ ✐ts ♥✉♠❜❡r ✜❡❧❞✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ logt s ✇❤❡♥
t =

∑n−1
i=0 tiw

i ❛♥❞ s =
∑n−1

i=0 siw
i ✐♥ FQ = Fp(w)✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ❧❡tt❡rs

t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts t =
∑n−1

i=0 tiα
i ❛♥❞ s =

∑n−1
i=0 siα

i ✐♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ✜❡❧❞ K = Q(α) ♦❢
f ✳ ❋♦r s✐♠♣❧✐❝✐t② ✇❡ ❝❛♥ ❛ss✉♠❡ ❤❡r❡ t❤❛t f ✐s ♠♦♥✐❝✳

✽✳✹✳✶ ■♥❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ♥❛✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤

❘❡❝❛❧❧ t❤❛t ✐❢ P ∈ Z[x] ✐s ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❛♥❞ ℓ ❛ ♣r✐♠❡ ❢❛❝t♦r ♦❢ t❤❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ♥✉♠❜❡r
P (α)✱ t❤❡♥ t❤❡ ♣r✐♠❡ ✐❞❡❛❧s ♦❢ K ❛❜♦✈❡ ℓ ✇❤✐❝❤ ❞✐✈✐❞❡ P (α) ❛r❡ ♦❢ t②♣❡ 〈ℓ, g(α)〉
✇✐t❤ g ❛ ❞✐✈✐s♦r ♦❢ gcd(P (X), f(X)) ✇❤❡r❡ t❤❡ ❜❛r ❞❡♥♦t❡s t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♠♦❞✉❧♦
ℓ✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✐❢ ❛♥ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ♥✉♠❜❡r a0 + αa1 + · · · + an−1α

n−1 ✐♥ K ✇❤♦s❡
♥♦r♠ ✐s ❞✐✈✐s✐❜❧❡ ❜② ℓ ❛♥❞ ℓ ∤ an−1 ❤❛s ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ 1/(n− 1)! t❤❛t ❛❧❧ ✐ts ✐❞❡❛❧
❢❛❝t♦rs ❛❜♦✈❡ ℓ ❤❛✈❡ ❞❡❣r❡❡ 1✳ ❙✐♥❝❡ s♠♦♦t❤ ♥♦r♠s ❤❛✈❡ ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r✐♠❡
❞✐✈✐s♦rs✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t ❛ r❛♥❞♦♠ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ♥✉♠❜❡r ❤❛s ❛❧❧ ✐ts ♣r✐♠❡ ✐❞❡❛❧s
♦❢ ❞❡❣r❡❡ 1 ❛♥❞ ♦❢ s♠❛❧❧ ♥♦r♠ ✐s s♠❛❧❧✳ ❲❤❡♥ n > 1 t❤✐s ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥
t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ t❤❛t ✇❡ ✉s❡ ❛♥❞ ✇❡ s❦✐♣ ✐t s✐♥❝❡ ✇❡ ✇✐❧❧ ❣✐✈❡
❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s✉❜s❡❝t✐♦♥✳

■♥st❡❛❞ ❧❡t ✉s ❞✐s❝✉ss t❤❡ ❝❛s❡ n = 1 ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ♠♦st ✉♥❢❛✈♦r❛❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ♥❛✐✈❡
❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❙✐♥❝❡ n = 1✱ t❤❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ♥✉♠❜❡rs t ❛♥❞ s ❛r❡ ✐♥ ❢❛❝t ✐♥t❡❣❡rs ❛♥❞✱
❢♦r ❛♥② h✱ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t z := ths mod pO ✐s ❛❧s♦ ❛♥ ✐♥t❡❣❡r✱ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ [0, p− 1]✳
❍❡♥❝❡✱ ✐t ❤❛s ♦♥❧② ❞❡❣r❡❡ 1 ✐❞❡❛❧s ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ✐ts ♣r✐♠❡ ❞✐✈✐s♦rs ❛r❡ t♦t❛❧❧② s♣❧✐t✳

■❢ z ✐s Lp(2/3, c)✲s♠♦♦t❤✱ ✐t ❤❛s ✐♥ ❛✈❡r❛❣❡ θ
(
(log p)1/3

)
♣r✐♠❡ ❞✐✈✐s♦rs✳ ❍❡♥❝❡✱

t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t z ✐s s♣❧✐t ✐s ❧❡ss t❤❛♥ P θ((log p)1/3) ✇✐t❤ P t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t
❛ ♣r✐♠❡ ✐s s♣❧✐t ✐♥ K✳

❇② ❋r♦❜❡♥✐✉s✬ t❤❡♦r❡♠ ✭s❡❡ ❈♦r♦❧❧❛r② ✸✳✶✳✸✮✱ P ❡q✉❛❧s 1/#Gal(K)✳ ■♥ t❤❡
❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡ ✇❡ ❤❛✈❡

#Gal(K) = deg(K)! = dd(1+o(1)) = exp(δ/3(log p)1/3(log log p)2/3).

❲❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t ths mod p ❤❛s ♦♥❧② ❞❡❣r❡❡ 1 ♣r✐♠❡ ✐❞❡❛❧s
✐s ♦❢ t②♣❡ Lp(2/3, ·)❀ ❤❡♥❝❡ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s ♥❡❡❞❡❞✳

✽✳✹✳✷ ❘❛t✐♦♥❛❧ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦✈❡r ♥✉♠❜❡r ✜❡❧❞s

❲❡ r❡t✉r♥ t♦ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡ n ≥ 1✳ ❲❡ ♣✉t p = 〈p, ϕ(α)〉✳ ❇② r❛t✐♦♥❛❧ r❡❝♦♥✲
str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t z ∈ Z[α] ♠♦❞✉❧♦ p ✇❡ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ❛ ♣❛✐r ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts a ❛♥❞
b ✐♥ K s✉❝❤ t❤❛t

z ≡ a · b−1 mod p. ✭✽✳✷✸✮
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▲❡t ✉s ♣✉t

▲❛t(z, p) =



(a0, . . . , ad−1, b0, . . . , bd−1) ∈ Z2d |

d−1∑

i=0

aiα
i ≡ z




d−1∑

i=0

biα
i


 mod p



 .

✭✽✳✷✹✮
❖♥❡ ❝❛♥ ❝❤❡❝❦ t❤❛t t❤❡ r♦✇s ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠❛tr✐① ❢♦r♠ ❛ ❜❛s✐s ♦❢ ▲❛t✭z, p)✿

M =




p
✳ ✳ ✳

p
✈❡❝t♦r(ϕ)

✳ ✳ ✳
✈❡❝t♦r(ϕ)

✈❡❝t♦r(z) 1

✈❡❝t♦r(zα)
✳ ✳ ✳

✳✳✳
✳ ✳ ✳

✈❡❝t♦r(zαd−1) 1




, ✭✽✳✷✺✮

✇❤❡r❡ ✈❡❝t♦r✭z✮ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ z ✐♥ ❜❛s✐s (1, α, . . . , αd−1)✳
◆♦t❡ t❤❛t M ❤❛s ❢♦✉r d× d ❜❧♦❝❦s ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r♦✇s ✇❤♦s❡ ✉♥✐q✉❡

♥♦♥✲③❡r♦ ❡♥tr② ✐s p ❡q✉❛❧s n✳ ❍❡♥❝❡ detM = pn ❛♥❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ▲▲▲ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦♥❡
✜♥❞s ❛ ✈❡❝t♦r v ✐♥ ▲❛t✭z, p✮ ♦❢ ♥♦r♠ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡❧② Q1/2d✳ ❍❡♥❝❡ ♦♥❡ ❝❛♥ ✜♥❞ ❛
r❛t✐♦♥❛❧ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ z ♠♦❞✉❧♦ p ✇✐t❤ N(a) ❛♥❞ N(b) ≤ √Q✳

✽✳✹✳✸ ❚❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ r❛t✐♦♥❛❧ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥

▲❡t z ≡ ab−1 mod p ❜❡ t❤❡ r❛t✐♦♥❛❧ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ z ♠♦❞✉❧♦ p✳ ❍❡♥❝❡ ✇❡
r❡♣❧❛❝❡❞ t❤❡ ✐❞❡❛❧ zO ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❛ s♠❛❧❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t♦ ❤❛✈❡ ♦♥❧② ❞❡❣r❡❡ 1 ✐❞❡❛❧s
❜② t✇♦ r❛♥❞♦♠ ❡❧❡♠❡♥ts a ❛♥❞ b ♦❢ K✳

❲❡ ♠❛❦❡ t❤❡ ❤❡✉r✐st✐❝ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t a ❛♥❞ b ❛r❡ r❛♥❞♦♠ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ K ♦❢
♥♦r♠ ❧❡ss t❤❛♥

√
Q✳ ▲❡t ✉s ❝❛❧❧ L2 t❤❡ s❡t ♦❢ ♣r✐♠❡ ✐❞❡❛❧s ♦❢ K ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ❞❡❣r❡❡

2 ♦r ♠♦r❡✳ ❖♥❡ ❤❛s

Prob

(
❛♥ ❡❧❡♠❡♥t γ ∈ K s♣❧✐ts

✐♥ ❞❡❣r❡❡ 1 ✐❞❡❛❧s

)
=
∏

l∈L2

(
1− 1

N(l)

)
. ✭✽✳✷✻✮

❇✉t t❤✐s ♣r♦❞✉❝t ✐s ❛ ❝♦♥st❛♥t ✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ K✱ ❡✳❣✳ ✐t ❡q✉❛❧s 6/π2 ✇❤❡♥
K = Q✳ ❯♥❞❡r t❤❡ ❤❡✉r✐st✐❝ t❤❛t t❤❡ s♠♦♦t❤♥❡ss ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ t❤❡ s♣❧✐tt✐♥❣
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✱ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ s♠♦♦t❤✐♥❣ st❡♣ ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧
❧♦❣❛r✐t❤♠ st❛❣❡ ❡q✉❛❧s✱ ✉♣ t♦ ❛♥ 1 + o(1) ❡①♣♦♥❡♥t✱ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ s❛♠❡
st❛❣❡ ✇❤❡♥ ♥♦ s♣❧✐tt✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ✐♠♣♦s❡❞✳

❚♦ s✉♠ ✉♣✱ t❤❡ r❛t✐♦♥❛❧ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s t♦

• ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ♥✉♠❜❡rs ✇❤❡♥ n > 1❀

• r❡♣❧❛❝❡ ✐♥t❡❣❡rs✱ ♦❢ ❜❛❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✱ ❜② ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ✐♥t❡❣❡rs✱ ♦❢ ❛✈❡r❛❣❡ ♣r♦❜❛✲
❜✐❧✐t②✱ ✇❤❡♥ n = 1✳
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❈❤❛♣t❡r ✾

❙❡❧❡❝t✐♥❣ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ❢♦r ❋❋❙

❲❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ♦✉r ❥♦✉r♥❡② t❤r♦✉❣❤ ❞✐s❝r❡t❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠s ✇✐t❤ ❛♥ ✐♠♣r♦✈❡✲
♠❡♥t t♦ ❋❋❙✳ ■♥ ❈❤❛♣t❡r ✻ ✇❡ ❤❛✈❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ❏♦✉① ❛♥❞
▲❡r❝✐❡r ❬❏▲✵✷❪ ❢♦r s❡❧❡❝t✐♥❣ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ❢♦r ❋❋❙✳ ❖✉r ❣♦❛❧
❤❡r❡ ✐s t♦ s❤♦✇ t❤❛t ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ❝❛♥ ❤❛✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❡r❢♦r✲
♠❛♥❝❡s ❢♦r t❤❡ s✐❡✈❡✳ ❲❡ ❞✐s❝✉ss t❤❡ r❡❧❡✈❛♥❝❡ ♦❢ s♦♠❡ ❝r✐t❡r✐❛ ✇❤✐❝❤
r❛♣✐❞❧② s❛② ✐❢ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐s ❡✣❝✐❡♥t ✐♥ t❤❡ ❋❋❙ r❡❧❛t✐♦♥ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥✳
❚❤❡ ❈❛r❛♠❡❧ t❡❛♠ ♠❛❞❡ r❡❝❡♥t❧② ❛ s❡r✐❡s ♦❢ r❡❝♦r❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ✉s✐♥❣
❋❋❙ ✐♥ ✜♥✐t❡ ✜❡❧❞s ♦❢ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ 2✳ ❖✉r ❝r✐t❡r✐❛ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉s❡❞ t♦
s❡❧❡❝t ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ❢♦r t❤❡ r❡❝♦r❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ✐♥ ❬❇❇❉+✶✷✱ ❇❇❉+✶✸❪✳
■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ♣r♦❝❡❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❲❡ st❛rt ❜② ♠❛❦✐♥❣ ❛ ❧✐st ♦❢
t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✇❤✐❝❤ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ s✐❡✈❡✬s ②✐❡❧❞✳ ❲❡ t❤❡♥ ❝♦♠❜✐♥❡ t❤❡
♣r❡✈✐♦✉s❧② ❞❡✜♥❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣❛r❡ ❛r❜✐tr❛r② ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s
❛♥❞ ✇❡ s❤♦✇ ❤♦✇ t♦ r❛♣✐❞❧② t❡st ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ♣♦❧②♥♦✲
♠✐❛❧s✳ ◆❡①t ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ✐♥s❡♣❛r❛❜❧❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ❛♥❞✱ ✐♥
♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ♦♥ t❤❡ ❈♦♣♣❡rs♠✐t❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❲❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ ✇✐t❤ ❛ s❡r✐❡s ♦❢
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ♦✉r t❤❡♦r❡t✐❝ r❡s✉❧ts t♦ s♦♠❡ ❡①❛♠♣❧❡s ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳

✾✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❲❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✜❡❧❞ s✐❡✈❡ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✻✳✶✳ ❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡✜♥✐♥❣
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s f ❛♥❞ g ❢♦r t❤❡ t✇♦ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✜❡❧❞s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② st❛❣❡
♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ■t t❛❦❡s ❛ s♠❛❧❧ ❛♠♦✉♥t ♦❢ t✐♠❡ ❜✉t ✐t ❝❛♥ ❣r❡❛t❧② ✐♥✢✉❡♥❝❡
t❤❡ s✐❡✈✐♥❣ st❛❣❡ ❜② s❧✐❣❤t❧② ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ s♠♦♦t❤♥❡ss✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦
s♦❧✈❡ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠ ✐♥ Fqn ✱ t❤❡ ♠❛✐♥ r❡q✉✐r❡❞ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ f, g ∈ Fq[t][x] ✐s
t❤❛t t❤❡✐r r❡s✉❧t❛♥t Resx(f, g) ❤❛s ❛♥ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ❢❛❝t♦r ϕ(t) ♦❢ ❞❡❣r❡❡ n✳ ❱❛r✐♦✉s
♠❡t❤♦❞s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ❜✉✐❧❞ s✉❝❤ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s✳

❚❤❡ ❜❛s❡✲m ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ s❡❧❡❝t✐♦♥✱ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❆❞❧❡♠❛♥ ❬❆❞❧✾✹❪✱
❝♦♥s✐sts ✐♥ ❝❤♦♦s✐♥❣ ϕ(t) ❛♥ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♦❢ ❞❡❣r❡❡ n✱ s❡tt✐♥❣ g = x−m✱
✇❤❡r❡ m ✐s ❛ ♣♦✇❡r ♦❢ t✱ ❛♥❞ f ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ❜❛s❡✲m ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ ϕ✳ ❍❡ ♦❜t❛✐♥❡❞
❛ s✉❜✲❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ Lqn(

1
3
, c)1+o(1) ✇✐t❤ c = 3

√
64/9✳ ❆❞❧❡♠❛♥ ❛♥❞

❍✉❛♥❣ ❬❆❍✾✾❪ ❝❤♦s❡ ϕ t♦ ❜❡ ❛ s♣❛rs❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❛♥❞ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛ ❝♦♥st❛♥t c =
3
√

32/9✳ ❚❤❡② ❛❧s♦ ♥♦t❡❞ t❤❛t t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❦♥♦✇♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦❢ ❈♦♣♣❡rs♠✐t❤
❬❈♦♣✽✹❪ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❋❋❙✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❏♦✉① ❛♥❞ ▲❡r❝✐❡r
❬❏▲✵✷❪ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛ ♠❡t❤♦❞ ✇❤✐❝❤✱ ✇✐t❤♦✉t ✐♠♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✱ ❜❡❤❛✈❡s

✶✷✶
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❜❡tt❡r ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✳ Pr❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✻✳✻✱ ✐t ❝♦♥s✐sts ✐♥ s❡❧❡❝t✐♥❣ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧
f ✇✐t❤ s♠❛❧❧ ❞❡❣r❡❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛♥❞ t❤❡♥ ♦❢ r❛♥❞♦♠❧② t❡st✐♥❣ ❧✐♥❡❛r ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s
g = g1x+ g0 ✉♥t✐❧ Resx(f, g) ❤❛s ❛♥ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ❢❛❝t♦r ♦❢ ❞❡❣r❡❡ n✳ ■♥ ❬❏▲✵✻❪ ❏♦✉①
❛♥❞ ▲❡r❝✐❡r ♣r♦♣♦s❡❞ t✇♦ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✈❛r✐❛♥ts ♦❢ t❤❡✐r ♠❡t❤♦❞s✳ ■♥ t❤❡ ✜rst ♦♥❡✱
t❤❡ ❚✇♦ r❛t✐♦♥❛❧ s✐❞❡s t❤❛t ✇❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✹✱ ✇❡ ❛❞❞ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t❤❛t
f ❤❛s ❞❡❣r❡❡ 1 ✐♥ t✳ ■ts ♠❛✐♥ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ✐s t❤❛t ✐ts ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t r❡q✉✐r❡
t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✜❡❧❞s✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ✈❛r✐❛♥t✱ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ●❛❧♦✐s ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t✱
❛♣♣❧✐❡s t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ n ✐s ❝♦♠♣♦s✐t❡✳

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ❏♦✉① ❛♥❞ ▲❡r❝✐❡r ❬❏▲✵✷❪ ❜② s❤♦✇✐♥❣
❤♦✇ t♦ s❡❧❡❝t t❤❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ f ✳ ❋♦r t❤❛t ✇❡ ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ str❛t❡❣② t❤❛t ✇❛s
❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥ ❝♦♥t❡①t✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ▼✉r♣❤② ❬▼✉r✾✾❪ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞
❛♥❞ ✉s❡❞ ❝r✐t❡r✐❛ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇ t♦ r❛♣✐❞❧② r❛♥❦ ❛♥② s❡t ♦❢ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s✳ ❙❡❡ ❬❇❛✐✶✶❪✱
❢♦r r❡❝❡♥t ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts ✐♥ t❤✐s ❞✐r❡❝t✐♦♥✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ r❡❧❡✈❛♥t ❢✉♥❝t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ s✐❡✈✐♥❣ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ ❛ ♣♦❧②✲
♥♦♠✐❛❧✱ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❛ s✐③❡ ♣r♦♣❡rt②✱ ❛ s♦✲❝❛❧❧❡❞ r♦♦t ♣r♦♣❡rt② t❤❛t r❡✢❡❝ts
t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♠♦❞✉❧♦ s♠❛❧❧ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s✱ ❛♥❞ ❛ ❝❛♥❝❡❧❧❛t✐♦♥ ♣r♦♣❡rt②✱
✇❤✐❝❤ ✐s ❛♥❛❧♦❣♦✉s t♦ t❤❡ r❡❛❧ r♦♦ts ♣r♦♣❡rt② ❢♦r t❤❡ ◆❋❙✳ ❲❡ ❛❧s♦ ♣r❡s❡♥t ❡✣❝✐❡♥t
❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r q✉❛♥t✐❢②✐♥❣ t❤❡s❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❆ s♣❡❝✐❛❧ ❛tt❡♥t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ t♦ t❤❡
♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ f ✐s ♥♦t s❡♣❛r❛❜❧❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤✐s ✐s ❛ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ t❤❛t ❤❛s
♥♦ ❛♥❛❧♦❣✉❡ ✐♥ t❤❡ ❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥ ✇♦r❧❞ ❛♥❞ t❤❛t ❤❛s str♦♥❣ r❡♣❡r❝✉ss✐♦♥s ♦♥ t❤❡
s✐❡✈✐♥❣ ❡✣❝✐❡♥❝②✳

✾✳✷ ◗✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s

✾✳✷✳✶ ❙✐③❡ ♣r♦♣❡rt②

❲❡ st❛rt ❜② ❞❡❝✐❞✐♥❣ t❤❡ ❞❡❣r❡❡s ✐♥ t ❛♥❞ x ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s f ❛♥❞ g✳ ❚❤❡
❋❋❙ ❤❛s ❛❧✇❛②s ❜❡❡♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❢♦r ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s f ♦❢ s♠❛❧❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✐♥ t ❛♥❞
❢♦r ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s g ♦❢ ❞❡❣r❡❡ 1 ✐♥ x✱ ❧✐❦❡ ✐♥ ❬❏▲✵✷❪✳ ■t ♠✐❣❤t ♥♦t ❜❡ ♦❜✈✐♦✉s t❤❛t
t❤✐s ✐s t❤❡ ❜❡st ❝❤♦✐❝❡✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ◆❋❙ ❜♦t❤ ❢♦r ❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥
❬▼♦♥✵✻✱ P❩✶✶❪ ❛♥❞ ❞✐s❝r❡t❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠ ❬❏▲✵✸❪✱ ♣❛✐rs ♦❢ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ✇❡r❡
✉s❡❞✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ❛r❣✉❡ t❤❛t t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❝❤♦✐❝❡ ✐s ✐♥❞❡❡❞ t❤❡ ❜❡st ♦♥❡✳

▲❡t ✉s ✜rst r❡❝❛❧❧ t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝ts ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ t❡st ❢♦r s♠♦♦t❤♥❡ss✳ ■♥
❋❋❙ ♦♥❡ ❝♦❧❧❡❝ts ❝♦♣r✐♠❡ ♣❛✐rs (a(t), b(t)) ∈ Fq[t] s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ♥♦r♠s ♦❢ a− bx ✐♥
t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✜❡❧❞s ♦❢ f ❛♥❞ g ❛r❡ ❜♦t❤ s♠♦♦t❤✳ ❚❤❡s❡ ♥♦r♠s ❛r❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ✐♥ t ♦❢
❛ s✐♠♣❧❡ ❢♦r♠✿ ❞❡♥♦t✐♥❣ F (X, Y ) = f(X

Y
)Y degx f t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ f(x)✱ t❤❡

♥♦r♠ ♦❢ a−bx ✐s ❥✉st F (a, b)✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ G(X, Y ) t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢
g(x) ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♥♦r♠ ✐s G(a, b)✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ s❡❧❡❝t✐♦♥
st❛❣❡ ❝❛♥ ❜❡ r❡st❛t❡❞ ❛s t❤❡ s❡❛r❝❤ ❢♦r ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s f ❛♥❞ g s✉❝❤ t❤❛t F (a, b) ❛♥❞
G(a, b) ❛r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ ❜❡ ❜♦t❤ s♠♦♦t❤ ❢♦r ❝♦♣r✐♠❡ ♣❛✐rs (a, b) ✐♥ ❛ ❣✐✈❡♥ r❛♥❣❡✳

❆s ❛ ✜rst ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ✇❡ tr❛♥s❧❛t❡ t❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡
❞❡❣r❡❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t F (a, b)G(a, b) ✐s ❛s s♠❛❧❧ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✳ ■t ✇✐❧❧ ❜❡ r❡✜♥❡❞ ❛❧❧
❛❧♦♥❣ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✳

❋❛❝t ✾✳✷✳✶✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠s ✐♥ Fqn✱ ✇✐t❤
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s f, g ∈ Fq[t][x]✱ s✉❝❤ t❤❛t degx g ≤ degx f ✳ ■❢✱ ❢♦r a ❛♥❞ b ✐♥ ❛ s❡t
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♦❢ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ❣✐✈❡♥ ❜② ❛♥ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ e ♦♥ t❤❡ ❞❡❣r❡❡✱ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s f ❛♥❞ g
♠✐♥✐♠✐③❡ max{degF (a, b)G(a, b)}✱ t❤❡♥ ✇❡ ❤❛✈❡ degx g = 1✳

❆r❣✉♠❡♥t✳ ▲❡t (a, b) ❜❡ ❛♥② ♣❛✐r ♦❢ ❞❡❣r❡❡ e✱ ❛♥❞ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❝❛♥❝❡❧✲
❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦♥♦♠✐❛❧s ✐♥ F (a, b) ❛♥❞ G(a, b) r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡♥ ♦♥❡ ❤❛s

deg
(
F (a, b)G(a, b)

)
= degt g + e degx g + degt f + e degx f. ✭✾✳✶✮

❚❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧t❛♥t ♦❢ f ❛♥❞ g ❝❛♥ ❜❡ ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② degRes(f, g) ≤
degx f degt g + degx g degt f ✳ ❙✐♥❝❡ ✇❡ ♥❡❡❞ t❤✐s r❡s✉❧t❛♥t t♦ ❜❡ ♦❢ ❞❡❣r❡❡ ❛t ❧❡❛st
n✱ ✇❡ ✐♠♣♦s❡

degx f degt g + degx g degt f ≥ n. ✭✾✳✷✮

❋♦r ❛ ✜①❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ degx f ❛♥❞ degx g ✇❡ ✈❛r② degt f ❛♥❞ degt g ✇✐t❤♦✉t ❝❤❛♥❣✐♥❣
t❤❡ ❧❡❢t ❤❛♥❞ s✐❞❡ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✾✳✷✳ ❙✐♥❝❡ degx g ≤ degx f ✱ ✇❡ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ❡①✲
♣r❡ss✐♦♥ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✾✳✶ ✇❤❡♥ ✇❡ ♠✐♥✐♠✐③❡ degt f ✳ ❙✐♥❝❡ t❤✐s ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥
degx f ❛♥❞ degx g✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐♥ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ f
❛♥❞ g ✇❡ ❤❛✈❡ degt f ≈ 0✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ✇❡ s❡t degt f ❛s s♠❛❧❧ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✱ ❧❡t ✉s ❝❛❧❧
t❤✐s ❞❡❣r❡❡ ε✳ ❍❡♥❝❡ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❜❡❝♦♠❡s

♠✐♥✐♠✐③❡ (degx f + ε+ e degx g + degt g)

✇❤❡♥ degx f degt g + ε degx g ≥ n.

❙✐♥❝❡ ♦♥❡ ❝❛♥ ❞❡❝r❡❛s❡ degx g ✇✐t❤♦✉t ❝❤❛♥❣✐♥❣ t♦♦ ♠✉❝❤ t❤❡ ❧❡❢t ❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ t❤❡
❝♦♥str❛✐♥t✱ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ degx g = 1 ✐s ♦♣t✐♠❛❧✳ �

❖❢ ❝♦✉rs❡ t❤❡ ♥✉♠❡r♦✉s s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥s ❝❛♥ ♠❛❦❡ t❤❛t✱ ❢♦r s♦♠❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢
n✱ t❤❡r❡ ❡①✐st ♣❛✐rs ♦❢ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ s❧✐❣❤t❧② ❜❡tt❡r ✇✐t❤♦✉t s❛t✐s❢②✐♥❣
degx g = 1✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ❢♦r ❛ ❣❡♥❡r✐❝ ✈❛❧✉❡s ♦❢ n✱ ✇❡ ❡①♣❡❝t t❤❛t t❤❡ ❜❡st ♣❛✐rs
(f, g) ❤❛✈❡ ❛ ❧✐♥❡❛r g✳ ■♥ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ❛rt✐❝❧❡ ✇❡ s✐♠♣❧② ✇r✐t❡ d ❢♦r degx f ✳ ❚❤❡
❞❡❣r❡❡ ♦❢ g ✐♥ t ✐s t❤❡♥ ❛❜♦✉t n/d✳

❘❡♠❛r❦ ✾✳✷✳✷✳ ❲❡ ❞❡❝✐❞❡❞ t♦ ♦♣t✐♠✐③❡ t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ t❤❡ ♥♦r♠s✳ ■♥
t❡r♠s ♦❢ s♠♦♦t❤♥❡ss ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✱ ✐t ✐s ♦♥❧② ♣❡rt✐♥❡♥t ✐❢ ❜♦t❤ ♥♦r♠s ❤❛✈❡ s✐♠✐❧❛r
❞❡❣r❡❡s✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ❛s t❤❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠ ♦❢ ❉✐❝❦♠❛♥✬s r❤♦ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❝♦♥❝❛✈❡
✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶ ❛♥❞ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✶✮✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❤♦✇♥ t❤❛t ✐t ✐s ♦♣t✐♠❛❧ t♦ ❜❛❧❛♥❝❡
t❤❡ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ t❤❡ ♥♦r♠s✳ ❍❡♥❝❡ s❡♥s✐❜❧❡ ❝❤♦✐❝❡s ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ s✉❝❤ t❤❛t
de ≈ n

d
+ e✳

❲❡ ❛r❡ ♥♦✇ r❡❛❞② t♦ q✉❛♥t✐❢② t❤❡ s✐③❡ ♣r♦♣❡rt② ❢♦r ❛ s✐♥❣❧❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ f ✳ ■t
❝❧❡❛r❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞ e ♦♥ ❜♦t❤ deg a ❛♥❞ deg b✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱
✇❡ ❛❧s♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ s❦❡✇♥❡ss ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ❛s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❬❉●❱✶✸❪✱
t❤❛t ✐s✱ ✇❡ s❡t t❤❡ s❦❡✇♥❡ss s t♦ ❜❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞s ♦♥ t❤❡ ❞❡❣r❡❡
♦❢ a ❛♥❞ ♦❢ b✳ ❲❡ ❝❛♥ t❤❡♥ ❞❡✜♥❡ s✐❣♠❛ t♦ ♠❛t❝❤ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ F (a, b) ❢♦r
(a, b) ✐♥ ❛ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ♦❢ ❞❡❣r❡❡s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② ⌊e+ s/2⌋ ❛♥❞ ⌊e− s/2⌋✱
✇❤❡♥ ♥♦ ❝❛♥❝❡❧❧❛t✐♦♥ ♦❝❝✉rs ❛♠♦♥❣ t❤❡ ♠♦♥♦♠✐❛❧s ♦❢ F (a, b)✳ ❚❤✐s tr❛♥s❧❛t❡s ✐♥t♦
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥✳
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❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✾✳✷✳✸✳ ▲❡t f ∈ Fq[t][x] ❜❡ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✱ s t❤❡ s❦❡✇♥❡ss ♣❛r❛♠❡t❡r ❛♥❞
e t❤❡ s✐❡✈❡ s✐③❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ s✐③❡ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ f ❛s

σ(f, s, e) =
∑

0 ≤ da ≤ e+ s/2
0 ≤ db ≤ e− s/2

pda,db max
i∈[0,d]

(
deg(fi) + ida + (d− i)db

)
, ✭✾✳✸✮

✇✐t❤ pda,db = (q − 1)2qda+db/q⌊e+s/2⌋+⌊e−s/2⌋+2✳

✾✳✷✳✷ ❘♦♦t ♣r♦♣❡rt②

❆s ❛ ✜rst ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ❢♦r ❛ r❛♥❞♦♠ ♣❛✐r (a, b) ∈ Fq[t]
2✱ F (a, b) ❤❛s ❛ s♠♦♦t❤♥❡ss

♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❛s r❛♥❞♦♠ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡
❞❡❣r❡❡✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ✇❡ ✇✐❧❧ s❤♦✇ t❤❛t ❢♦r ❛ ✜①❡❞ s✐③❡ ♣r♦♣❡rt②✱ s♦♠❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s
✐♠♣r♦✈❡ t❤✐s ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❜② ❛ ❢❛❝t♦r ♦❢ 2 ♦r ♠♦r❡✳

❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ f = x(x − 1) − (t64 − t) ✐♥ F2[t][x]✳ ❋♦r ❛❧❧ ♠♦♥✐❝
✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ℓ ♦❢ ❞❡❣r❡❡ ❛t ♠♦st 3✱ ℓ ❞✐✈✐❞❡s t❤❡ ❝♦♥st❛♥t t❡r♠✱ s♦ f
❤❛s t✇♦ r♦♦ts ♠♦❞✉❧♦ ℓ✳ ❋♦r ❡❛❝❤ s✉❝❤ ℓ ❛♥❞ ❢♦r ❛❧❧ b ♥♦t ❞✐✈✐s✐❜❧❡ ❜② ℓ✱ t❤❡r❡
❛r❡ 2 r❡s✐❞✉❡s ♦❢ a ♠♦❞✉❧♦ ℓ s✉❝❤ t❤❛t F (a, b) ≡ 0 mod ℓ✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❢♦r ❛❧❧ ℓ ♦❢
❞❡❣r❡❡ 3 ♦r ❧❡ss✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t ℓ ❞✐✈✐❞❡s t❤❡ ♥♦r♠ ✐s ❤❡✉r✐st✐❝❛❧❧② t✇✐❝❡ ❛s
❧❛r❣❡ ❛s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t ✐t ❞✐✈✐❞❡s ❛ r❛♥❞♦♠ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✳ ❚❤✐s ✐♥✢✉❡♥❝❡s ✐♥
t✉r♥ t❤❡ s♠♦♦t❤♥❡ss ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳ ❚❤✐s ❡✛❡❝t ✐s q✉❛♥t✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛❧♣❤❛
t❤❛t ✇❡ ♥♦✇ ✐♥tr♦❞✉❝❡✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛❧♣❤❛

■♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ▼✉r♣❤② ❬▼✉r✾✾❪ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ◆❋❙✱ ❛❧♣❤❛ ❝❛♥ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦
t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❋❋❙✳ ▲❡t ℓ ❜❡ ❛ ♠♦♥✐❝ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐♥ Fq[t] ❛♥❞ ❧❡t ✉s
❝❛❧❧ ℓ✲♣❛rt ♦❢ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ P ✱ t❤❡ ❧❛r❣❡st ♣♦✇❡r ♦❢ ℓ ✐♥ P ✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ♣r♦✈❡ t❤❛t
t❤❡ q✉❛♥t✐t② αℓ ❜❡❧♦✇ ✐s t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ℓ✲♣❛rt ♦❢ ❛ r❛♥❞♦♠
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ℓ✲♣❛rt ♦❢ F (a, b) ❢♦r ❛ r❛♥❞♦♠ ❝♦♣r✐♠❡ ♣❛✐r (a, b) ∈ Fq[t]✳

▲❡t ✉s ✜rst ♣r♦♣❡r❧② ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦♥ ❛ s❡t ♦❢ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✾✳✷✳✹✳ ▲❡t v ❜❡ ❛ r❡❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ♦♥❡ ♦r t✇♦ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s
v : Fq[t] → R ♦r v : Fq[t] × Fq[t] → R✳ ▲❡t S ❜❡ ❛ s✉❜s❡t ♦❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ v✳ ❋♦r
❛♥② ♣❛✐r (a, b) ♦❢ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s✱ ✇❡ ✇r✐t❡ deg(a, b) ❢♦r max(deg(a), deg(b))✳ ■❢ t❤❡
❧✐♠✐t ❜❡❧♦✇ ❡①✐sts ✇❡ ❝❛❧❧ ✐t ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ v ♦✈❡r S ❛♥❞ ❞❡♥♦t❡ ✐t ❜② A(v, S)✿

A(v, S) = lim
N→∞

∑
s∈S,deg(s)≤N ϕ(s)

#{s ∈ S | deg(s) ≤ N} .

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✾✳✷✳✺✳ ▲❡t L ❞❡♥♦t❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ♠♦♥✐❝ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ✐♥ Fq[t]✳
P✉t D = {(a, b) ∈ Fq[t]

2 | gcd(a, b) = 1}✳ ❚❛❦❡ ❛ ♥♦♥✲❝♦♥st❛♥t ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ f ∈
Fq[t][x]✳ ❲❤❡♥ t❤❡ r✐❣❤t ❤❛♥❞ ♠❡♠❜❡rs ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞✱ ✇❡ s❡t ❢♦r ❛❧❧ ℓ ∈ L✿

αℓ(f) = deg(ℓ)
(
A
(
vℓ(P ), {P ∈ Fq[t]}

)
− A

(
vℓ(F (a, b)), {(a, b) ∈ D}

) )
,

α(f) =
∑

ℓ∈L
αℓ(f),
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✇❤❡r❡ vℓ ✐s t❤❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❛t ℓ✳ ❚❤❡ ✐♥✜♥✐t❡ s✉♠ ✇❤✐❝❤ ❞❡✜♥❡s α(f) ♠✉st ❜❡ s❡❡♥
❛s ❛ ❢♦r♠❛❧ ♥♦t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❜② ✐ts s✉♠ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❧✐♠✐t ✇❤❡♥ b0 ❣♦❡s t♦ ✐♥✜♥✐t②
♦❢ α(f, b0) :=

∑
ℓ∈L,deg ℓ≤b0

αℓ(f)✳

◆♦t❛t✐♦♥ ✾✳✷✳✻✳ ❋♦r ❛❧❧ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ℓ ∈ Fq[t]✱ N(ℓ) ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ r❡s✐❞✉❡s ♠♦❞✉❧♦ ℓ✱ ✐✳❡✳✱ qdeg ℓ✳

❲❡ ❝❛❧❧ ❛✣♥❡ r♦♦t ♦❢ f ♠♦❞✉❧♦ ℓk ❛♥② r ∈ Fq[t] s✉❝❤ t❤❛t deg r < k deg ℓ
❛♥❞ F (r, 1) = f(r) ≡ 0 mod ℓk✳ ❆❧s♦ ✇❡ ❝❛❧❧ ♣r♦❥❡❝t✐✈❡ r♦♦t ♦❢ f ♠♦❞✉❧♦ ℓk t❤❡
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s r ∈ Fq[t] s✉❝❤ t❤❛t ℓ | r✱ deg r < k deg ℓ ❛♥❞ F (1, r) ≡ 0 mod ℓk✳
◆♦t❡ t❤❛t✱ ✇❤❡♥ k = 1 ❛♥② ❛✣♥❡ ❛♥❞ ♣r♦❥❡❝t✐✈❡ r♦♦ts ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t
♦❢ P1(Fq(t))✱ ❤❡♥❝❡ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ t❤❡♠ (r : 1) ❛♥❞ (1 : r) r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

◆♦t❛t✐♦♥ ✾✳✷✳✼✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② S(f, ℓ) t❤❡ s❡t ♦❢ ❛✣♥❡ ❛♥❞ ♣r♦❥❡❝t✐✈❡ r♦♦ts ♠♦❞✉❧♦
ℓk ❢♦r ❛♥② k✿

S(f, ℓ) =
{
(r, k) | k ≥ 1, r ❛✣♥❡ ♦r ♣r♦❥❡❝t✐✈❡ r♦♦t ♦❢ f ♠♦❞✉❧♦ ℓk

}
. ✭✾✳✹✮

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✾✳✷✳✽✳ ▲❡t f ∈ Fq[t][x] ❛♥❞ ℓ ∈ Fq[t] ❛ ♠♦♥✐❝ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✳
❚❤❡♥ αℓ ❡①✐sts ❛♥❞ ✇❡ ❤❛✈❡

αℓ(f) = deg ℓ


 1

N(ℓ)− 1
− N(ℓ)

N(ℓ) + 1

∑

(r,k)∈S(f,ℓ)

1

N(ℓ)k


 . ✭✾✳✺✮

Pr♦♦❢✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ ❊q✉❛t✐♦♥ ✾✳✺✱ ♥♦t❡ t❤❛t s♦♠❡ ❡❧❡♠❡♥ts
♦❢ S(f, ℓ) ❣r♦✉♣ ✐♥t♦ ✐♥✜♥✐t❡ s❡q✉❡♥❝❡s {(r(k), k)}k ✇✐t❤ r(k) ≡ r(k−1) mod ℓk−1✳
❙✐♥❝❡ ❡❛❝❤ ✐♥✜♥✐t❡ s❡q✉❡♥❝❡ ❞❡✜♥❡s ❛ r♦♦t ♦❢ f ✐♥ t❤❡ ℓ✲❛❞✐❝ ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ ♦❢ Fq(t)✱
t❤❡r❡ ❛r❡ ❛t ♠♦st d s✉❝❤ s❡q✉❡♥❝❡s✱ ✇❤♦s❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❝♦♥✈❡r❣❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧❧②✳
❚❤❡r❡ ❛r❡ ♦♥❧② ✜♥✐t❡❧② ♠❛♥② r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ S(f, ℓ) ❜❡❝❛✉s❡ ♦t❤❡r✇✐s❡ ♦♥❡
❝♦✉❧❞ ❡①tr❛❝t ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ℓ✲❛❞✐❝ r♦♦t✳ ❚❤✐s ♣r♦✈❡s t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ s❤♦✇ t❤❡ ❡q✉❛❧✐t②✱ ♥♦t❡ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ A(vℓ(P ),Fq[t]) =
∑∞

k=1
1

N(ℓ)k
=

1
N(ℓ)−1

✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❢♦r ❛❧❧ k ∈ N✱ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ s❡t ♦❢ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ❞✐✈✐s✐❜❧❡ ❜② ℓk

✐s t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡s✐❞✉❡s ♠♦❞✉❧♦ ℓk✱ ✇❤✐❝❤ ✐s qdeg(ℓ)k = N(ℓ)k✳
▲❡t ✉s ❝♦♠♣✉t❡ a(ℓ)h := A(vℓ(F (a, b)), {(a, b) ∈ Fq[t]

2 | gcd(a, b) 6≡ 0 mod ℓ})✳
❚❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ F (a, b) ✐♥ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ αℓ✳ ❚❤❡ ❝♦♥✲
❞✐t✐♦♥ gcd(a, b) = 1 ❤❛s ❜❡❡♥ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ❛ ❧♦❝❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ❙✐♥❝❡ ✇❡ ❛r❡ ♦♥❧②
✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ℓ✲✈❛❧✉❛t✐♦♥s✱ t❤✐s ❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ r❡s✉❧t✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ℓ✲
❝♦♣r✐♠❡ ♣❛✐rs (a, b) ♦❢ ❞❡❣r❡❡ ❧❡ss t❤❛♥ k deg ℓ ✐s N(ℓ)2k − N(ℓ)2k−2✳ ❙✉❝❤ ❛ ♣❛✐r
(a, b) s❛t✐s✜❡s ℓk | F (a, b) ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ℓ ∤ b ❛♥❞ ab−1 ✐s ❛♥ ❛✣♥❡ r♦♦t ♠♦❞✉❧♦ ℓk

♦r ℓ | b ❛♥❞ ba−1 ✐s ❛ ♣r♦❥❡❝t✐✈❡ r♦♦t ♠♦❞✉❧♦ ℓk✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ❛✣♥❡ r♦♦t r✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ℓ✲❝♦♣r✐♠❡ ♣❛✐rs (a, b) s✉❝❤ t❤❛t a ≡ br mod ℓk ❡q✉❛❧s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❤♦✐❝❡s
❢♦r b✱ ✇❤✐❝❤ ✐s N(ℓ)k − N(ℓ)k−1✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣r♦❥❡❝t✐✈❡ r♦♦t✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
❝♦♣r✐♠❡ ♣❛✐rs (a, b) s✉❝❤ t❤❛t b ≡ ar mod ℓk ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❤♦✐❝❡s ❢♦r a✱ ✇❤✐❝❤
✐s N(ℓ)k − N(ℓ)k−1✳ ❍❡♥❝❡✱ ✐t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t ❢♦r ❡❛❝❤ (r, k) ∈ S(f, ℓ)✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
t❤❛t t❤❡ r❡s✐❞✉❡s ♦❢ ❛ ❝♦♣r✐♠❡ ♣❛✐r (a, b) ♠♦❞✉❧♦ ℓk ♠❛t❝❤ t❤❡ r♦♦t (r, k) ✐s ❣✐✈❡♥
❜② t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ ❜❡❧♦✇✱ ✇❤❡r❡ (a : b) ≡ r mod ℓk ✐s s❤♦rt ❢♦r r ≡ ab−1 mod ℓk

✇❤❡♥ ℓ ∤ b ♦r r ≡ ba−1 mod ℓk ✇❤❡♥ ℓ | b✳

Prob((a : b) ≡ r mod ℓk) =
1

N(ℓ)k
N(ℓ)

N(ℓ) + 1
, ✭✾✳✻✮
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▲❡t ✉s ❝♦♠♣❧❡t❡ t❤❡ ♣r♦♦❢ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥✱ t❤❛t ✇❡ ♣r♦✈❡ ✐♥
▲❡♠♠❛ ✾✳✷✳✶✵✿

a
(ℓ)
h (f) =

∑∞
k=1 k Prob(vℓ(F (a, b)) = k)

=
∑∞

k=1 Prob(vℓ(F (a, b)) ≥ k) =
∑

(r,k)∈S(f,ℓ) Prob((a : b) ≡ r mod ℓk).
✭✾✳✼✮

❲❤❡♥ r❡♣❧❛❝✐♥❣ a
(ℓ)
h ✐♥ ❢♦r♠✉❧❛ αℓ(f) = deg ℓ

N(ℓ)−1
− deg(ℓ)a

(ℓ)
h (f) ❛♥❞ ✉s✐♥❣ ❊q✉❛✲

t✐♦♥ ✾✳✻ ✇❡ ♦❜❛t✐♥ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ r❡s✉❧t✳

■❢ f ❤❛s ♦♥❧② s✐♠♣❧❡ r♦♦ts ♠♦❞✉❧♦ ℓ✱ t❤❡♥ ❜② ❍❡♥s❡❧✬s ▲❡♠♠❛ f ❤❛s t❤❡ s❛♠❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ r♦♦ts ♠♦❞✉❧♦ ❡✈❡r② ♣♦✇❡r ♦❢ ℓ✳ ❲❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠✉❧❛✳

❈♦r♦❧❧❛r② ✾✳✷✳✾✳ ▲❡t f ∈ Fq[x][t] ❛♥❞ ℓ ❛ ♠♦♥✐❝ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐♥ Fq[t]
s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❛✣♥❡ ❛♥❞ ♣r♦❥❡❝t✐✈❡ r♦♦ts ♦❢ f ♠♦❞✉❧♦ ℓ ❛r❡ s✐♠♣❧❡ ❛♥❞ ❝❛❧❧ nℓ t❤❡✐r
♥✉♠❜❡r✳ ❚❤❡♥

αℓ(f) =
deg ℓ

N(ℓ)− 1

(
1− N(ℓ)

N(ℓ) + 1
nℓ

)
. ✭✾✳✽✮

▲❡t ✉s ❝♦♠❡ ❜❛❝❦ t♦ ❊q✉❛t✐♦♥♥ ✭✾✳✼✮✳ ❚❤❡ t❡❝❤♥✐❝❛❧✐t✐❡s ❛r✐s❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t
t❤❡ ✏♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✑ s✐❣♥ st❛♥❞s ❢♦r t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ❞❡♥s✐t②✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳

▲❡♠♠❛ ✾✳✷✳✶✵✳ ❯♥❞❡r t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥s ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✾✳✷✳✽✱ ❊q✉❛t✐♦♥ ✾✳✼ ❤♦❧❞s✳

Pr♦♦❢✳ ❲❡ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❡q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❢♦✉r ♠❡♠❜❡rs ♦❢ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✾✳✼✮ ❢r♦♠ r✐❣❤t t♦
❧❡❢t✳ ❋✐rst✱ t❤❡ ❡q✉❛❧✐t② ❜❡❧♦✇ ❤♦❧❞s ❛s ✇❡ ❝❛♥ ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ s✉♠♠❛t✐♦♥ ♦r❞❡r ♦❢ ❛♥
❛❜s♦❧✉t❡❧② ❝♦♥✈❡r❣❡♥t s❡r✐❡s✳

∞∑

k=1

Prob

(
vℓ(F (a, b)) ≥ k

)
=

∑

(r,k)∈S(f,ℓ)
Prob

(
(a : b) ≡ r mod ℓk

)
.

❙❡❝♦♥❞❧②✱ ❢♦r ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤ k t❤❡ r♦♦ts ♠♦❞✉❧♦ ℓk ❛r❡ s✐♠♣❧❡✱ s♦ k Prob(ℓk |
F (a, b)) → 0 ✇❤❡♥ k ❣♦❡s t♦ ✐♥✜♥✐t②✳ ❙✐♥❝❡ ❢♦r ❛❧❧ k✱ Prob(vℓ(F (a, b)) = k) =
Prob(ℓk | F (a, b))− Prob(ℓk+1 | F (a, b))✱ ✇❡ ❤❛✈❡

∞∑

k=1

k Prob

(
vℓ(F (a, b)) = k

)
=

∞∑

k=1

Prob

(
vℓ(F (a, b)) ≥ k

)
.

❋✐♥❛❧❧②✱ ❧❡t ✉s ♣r♦✈❡ t❤❛t a❤♦♠(f) ❡①✐sts ❛♥❞ ❡q✉❛❧s
∑∞

k=1 k Prob
(
vℓ(F (a, b)) = k

)
✳

❋♦r ❡❛❝❤ N ❛♥❞ k ♣✉t

a❤♦♠(f ;N, k) =

∑
{min(vℓ(F (a, b)), k) | gcd(a, b) 6≡ 0 mod ℓ, deg a, deg b ≤ N}

#{(a, b) | gcd(a, b) 6≡ 0 mod ℓ, deg a, deg b ≤ N} .

❈❛❧❧ a❤♦♠(f ;N) t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❛❜♦✈❡ ✇❤❡♥ min(vℓ(F (a, b)), k) ✐s r❡♣❧❛❝❡❞ ✇✐t❤
vℓ(F (a, b))✳ ❖♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ ❢♦r ❛♥② k0 ∈ N✱ ✇❡ ❤❛✈❡ a❤♦♠(f ;N, k0) ≤ a❤♦♠(f ;N)✱
s♦

k0∑

k=1

k Prob(vℓ(F (a, b)) = k) ≤ lim inf
N→∞

a❤♦♠(f ;N).
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❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❧❡t k1 ❜❡ ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤ s✉❝❤ t❤❛t ❛❧❧ t❤❡ ❛✣♥❡ ❛♥❞ ♣r♦✲
❥❡❝t✐✈❡ r♦♦ts ♠♦❞✉❧♦ ℓk1 ❛r❡ s✐♠♣❧❡ ❛♥❞ ♣✉t N = k1 deg ℓ✳ ❋♦r t❤✐s ✈❛❧✉❡ ♦❢
N ✱ t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ ♣❛✐rs (a, b) ♦❢ ❞❡❣r❡❡ ❛t ♠♦st N s✉❝❤ t❤❛t (a : b) ≡ r
mod ℓk ❢♦r ❛ r♦♦t (r, k) ❡q✉❛❧s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② Prob((a : b) ≡ r mod ℓk)✳ ❍❡♥❝❡
a❤♦♠(f ;N,N/ deg ℓ) =

∑k1
k=1 k Prob(vℓ(F (a, b)) = k)✳ ◆♦✇✱ s✐♥❝❡ t❤❡ r♦♦ts ♠♦❞✲

✉❧♦ ℓk1 ❛r❡ s✐♠♣❧❡ t❤❡r❡ ❛r❡ ❛t ♠♦st deg f ♦❢ t❤❡♠✳ ❆❧s♦✱ ❢♦r a ❛♥❞ b ♦❢ ❞❡❣r❡❡
❜♦✉♥❞❡❞ ❜② N ✱ t❤❡ ♥♦r♠ F (a, b) ❤❛s ❞❡❣r❡❡ ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② N degx f +degt f ✳ ❍❡♥❝❡
✇❡ ♦❜t❛✐♥

|a❤♦♠(f ;N)− a❤♦♠(f ;N,N/ deg ℓ)| ≤
degx f(N degx f + degt f)

qN/ deg ℓ
.

❚❤✐s ❢✉rt❤❡r ✐♠♣❧✐❡s

lim sup
N→∞

a❤♦♠(f ;N) ≤
∑

k∈N
k Prob(vℓ(F (a, b)) = k).

❲❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t a❤♦♠(f ;N) ❝♦♥✈❡r❣❡s t♦
∑

k∈N k Prob(vℓ(F (a, b)) = k)✳

❚❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❧✐♥❡❛r ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s

❙❤♦✇✐♥❣ t❤❛t α(f) ❝♦♥✈❡r❣❡s ✐s ♥♦t tr✐✈✐❛❧ ❛♥❞✱ t♦ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ ✐t ✐s ♥♦t ♣r♦✈❡♥
✐♥ t❤❡ ◆❋❙ ❝❛s❡✳ ❆ ❥♦✐♥t ✇♦r❦ ✇✐t❤ ❆r♠❛♥❞ ▲❛♥❝❤❛♥❞✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥ ♣r❡♣❛r❛t✐♦♥✱
st✉❞✐❡s α(f) ✐♥ t❤❡ ◆❋❙ ❝❛s❡✳ ▲❡t ✉s ✜rst s❤♦✇ t❤❛t α(g) ❝♦♥✈❡r❣❡s ❢♦r ❧✐♥❡❛r
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s g✳ ❚❤✐s r❡q✉✐r❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ✐❞❡♥t✐t②✳

▲❡♠♠❛ ✾✳✷✳✶✶✳ ✭❈❤❛♣t❡r ■✱❬❆♣♦✾✵❪✮ ▲❡t µ ❞❡♥♦t❡ ▼ö❜✐✉s✬ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❧❡t x ❜❡
s✉❝❤ t❤❛t |x| < 1✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ❤❛✈❡

∑

h≥1

µ(h)
xh

1− xh = x.

◆♦t❛t✐♦♥ ✾✳✷✳✶✷✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② Ik t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦♥✐❝ ❞❡❣r❡❡✲k ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ♣♦❧②✲
♥♦♠✐❛❧s ✐♥ Fq[t]✳

❚❤❡♦r❡♠ ✾✳✷✳✶✸✳ ▲❡t g ∈ Fq[t][x] ❜❡ s✉❝❤ t❤❛t degx g = 1✳ ❚❤❡♥

α(g) =
1

q − 1
.

Pr♦♦❢✳ ▲❡t L ❜❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ♠♦♥✐❝ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ✐♥ Fq[t]✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ♣r♦✈❡
t❤❛t✱ ✇❤❡♥ b0 ❣♦❡s t♦ ✐♥✜♥✐t②✱

∑
ℓ∈L,deg ℓ≤b0

αℓ(g) t❡♥❞s t♦ 1
q−1

✳ ■♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✾✳✽ ♦♥❡
❤❛s nℓ = 1 ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡

∑

ℓ∈L,deg ℓ≤b0

αℓ(g) =
∑

ℓ∈L,deg ℓ≤b0

deg(ℓ)

N(ℓ)2 − 1
=
∑

k≤b0

kIk
q2k − 1

. ✭✾✳✾✮

❙✐♥❝❡ kIk =
∑

h|k µ(h)q
k
h ✱ t❤❡ s❡r✐❡s tr❛♥s❢♦r♠s ✐♥t♦ ❛ ❞♦✉❜❧❡ s❡r✐❡s ❢♦r ✇❤✐❝❤

✇❡ ✇✐❧❧ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❛♥❞ ✇✐❧❧ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ s✉♠✿

∑

k≥1

∑

h|k

1

q2k − 1
µ(h)q

k
h .
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❚❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ t❡r♠

∣∣∣∣µ(h)
q
k
h

q2k−1

∣∣∣∣ ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② q
k
h

q2k−1
✳ ■t ❢♦❧❧♦✇s ❡❛s✐❧②

t❤❛t t❤❡ s✉♠ ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② 4
q−1

✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ s✉♠♠❛t✐♦♥ ♦r❞❡r✿

∑

k≥1

∑

h|k
µ(h)

q
k
h

q2k − 1
=
∑

i≥1



∑

h≥1

µ(h)
qi

q2hi − 1


 . ✭✾✳✶✵✮

❲❤❡♥ ❛♣♣❧②✐♥❣ ▲❡♠♠❛ ✾✳✷✳✶✶ t♦ x = 1
q2i

✇❡ ♦❜t❛✐♥
∑

h≥1 µ(h)
1

q2hi−1
= 1

q2i
✳

❚❤✐s s❤♦✇s t❤❛t✱ ✇❤❡♥ b0 ❣♦❡s t♦ ✐♥✜♥✐t②✱
∑

deg ℓ≤b0
αℓ(g) t❡♥❞s t♦

∑
i≥1

1
qi
= 1

q−1
✳

❲❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❡ s✉❜s❡❝t✐♦♥ ❜② s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ ❛❧♣❤❛✳ ▲❡t ♥♦✇ C
❜❡ ❛ ✭s✐♥❣✉❧❛r ♦r ♥♦♥✲s✐♥❣✉❧❛r✮ ♣r♦❥❡❝t✐✈❡ ❝✉r✈❡✳ ❈❛❧❧ Pk(C) t❤❡ s❡t ♦❢ ♣♦✐♥ts ♦❢ C
✇✐t❤ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✐♥ Fqk ❛♥❞ Pk(C) ✐ts ❝❛r❞✐♥❛❧✐t②✳ ◆❡①t✱ ❝❛❧❧ P ′

k(C) t❤❡ s❡t ♦❢ ♣♦✐♥ts
✐♥ Pk(C) ✇❤♦s❡ t✲❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ❞♦❡s ♥♦t ❜❡❧♦♥❣ t♦ ❛ str✐❝t s✉❜✜❡❧❞ ♦❢ Fqk ✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡
❞❡♥♦t❡ ❜② P ′

k(C) ✐ts ❝❛r❞✐♥❛❧✐t②✳
❲❡ ✇✐❧❧ ♥❡❡❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ r❡s✉❧t✳

▲❡♠♠❛ ✾✳✷✳✶✹✳ ▲❡t C ❜❡ ♣r♦❥❡❝t✐✈❡ ♣❧❛♥❡ ❝✉r✈❡ ♦❢ ❞❡❣r❡❡ d0 ❞❡✜♥❡❞ ♦✈❡r Fq ❛♥❞
❧❡t g0 = (d0 − 1)(d0 − 2)/2 ❜❡ ✐ts ❛r✐t❤♠❡t✐❝ ❣❡♥✉s✳ ❚❤❡♥✱ ❢♦r ❛❧❧ k ≥ 1✱

∣∣∣P ′
k(C)− (qk + 1)

∣∣∣ < (4g0 + 6)q
k
2 . ✭✾✳✶✶✮

Pr♦♦❢✳ ▲❡t C̃ ❜❡ ❛ ♥♦♥✲s✐♥❣✉❧❛r ♠♦❞❡❧ ❢♦r C ❛♥❞ ❧❡t g ❜❡ ✐ts ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❣❡♥✉s✳ ❲❡
❛♣♣❧② t❤❡ ❍❛ss❡✲❲❡✐❧ ❚❤❡♦r❡♠ ❛♥❞ ♦❜t❛✐♥✿

∣∣∣Pk(C̃)− (qk + 1)
∣∣∣ ≤ 2g · q k

2 . ✭✾✳✶✷✮

◆❡①t✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❈❤❛♣t❡r ❱■ ✐♥ ❬❋✉❧✻✾❪✱

|Pk(C̃)− Pk(C)| ≤ g0 − g. ✭✾✳✶✸✮

❊✈❡r② ♣♦✐♥t (t0, x0) ♦❢ Pk(C)\P ′
k(C) ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢✿ ❛✮ ❛ str✐❝t

❞✐✈✐s♦r d ♦❢ k✱ ❜✮ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t t0 ∈ F
q
k
d
❛♥❞ ❝✮ ❛ r♦♦t x0 ♦❢ f(t0, x) ✐♥ Fqk ✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✿

∣∣P ′
k(C)− Pk(C)

∣∣ ≤
∑

d|k,1<d≤k

q
k
d degx(f). ✭✾✳✶✹✮

❖♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞ degx f < g0 + 3❀ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✐❢ ♦♥❡ ❝❛❧❧s d1 t❤❡ s♠❛❧❧✲

❡st ♣r♦♣❡r ❞✐✈✐s♦r ♦❢ k✱
∑

d|k,1<d≤k q
k
d = q

k
d1

∑
d|k,1<d≤k q

k
d
− k

d1 ✳ ❙✐♥❝❡ d | k ❛♥❞

d ≥ d1✱ k
d
− k

d1
✐s ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♦r ③❡r♦ ✐♥t❡❣❡r✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ t❤✐s s✉♠ ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜②

q
k
d1

∑
i≥0 q

−i ≤ q
k
d1

∑
i≥0 2

−i = 2q
k
d1 ✳ ❇✉t d1 ≥ 2✱ s♦

∣∣P ′
k(C)− Pk(C)

∣∣ ≤ 2q
k
2 degx f < 2(g0 + 3)q

k
2 . ✭✾✳✶✺✮

❚❤❡ r❡s✉❧t ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ ❊q✉❛t✐♦♥s ✾✳✶✷✱ ✾✳✶✸ ❛♥❞ ✾✳✶✺✳
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❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡♦r❡♠ s❤♦✇s t❤❛t α(f) ✐s ✇❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞✳ ▼♦r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ❝❛❧❧
L t❤❡ s❡t ♦❢ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ♠♦♥✐❝ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ✐♥ Fq[t]✳ ❲❡ s❤♦✇ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛❧♣❤❛
❜② s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ vb0 :=

∑
ℓ∈L,deg ℓ≤b0

(αℓ(f)− αℓ(x))✳

❚❤❡♦r❡♠ ✾✳✷✳✶✺✳ ▲❡t f ∈ Fq[t][x] ❛♥ ❛❜s♦❧✉t❡❧② ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ s❡♣❛r❛❜❧❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✳
❚❤❡♥ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ vb0 ❞❡✜♥❡❞ ❛❜♦✈❡ ❝♦♥✈❡r❣❡s✳ ■❢ ♦♥❡ ❞❡✜♥❡s ❛❧♣❤❛ ❜② α(f) =
limb0→∞

∑
deg ℓ≤b0,ℓ∈L αℓ(f)✱ t❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐st ❡①♣❧✐❝✐t ❜♦✉♥❞s ♦♥ α t❤❛t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥❧②

♦♥ degx f ✱ degt f ❛♥❞ q✳

Pr♦♦❢✳ ❈❛❧❧ d0 = deg f t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ f ❛s ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐♥ t✇♦ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞
g0 = (d0 − 1)(d0 − 2)/2✳ ▲❡t L0 ❜❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ❞✐✈✐s♦rs ♦❢ Disc(f) · fd✳
❈❛❧❧ b0 t❤❡ ❧❛r❣❡st ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ L0✳ ▲❡t k > b0✳ ❲❡ ❛r❡ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢
❈♦r♦❧❧❛r② ✾✳✷✳✾✱ ❤❡♥❝❡ ❊q✉❛t✐♦♥ ✾✳✽ ❣✐✈❡s

∑

ℓ∈L,deg ℓ=k

αℓ(f)− αℓ(x) =

=
kqk

q2k − 1

(
#{(ℓ, r) | deg(ℓ) = k, f(r) ≡ 0 mod ℓ} − Ik

)
.

❊❛❝❤ ♣❛✐r (ℓ, r) ❛s ✐♥ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❛❜♦✈❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❡①❛❝t❧② k ♣♦✐♥ts ♦♥ t❤❡
❝✉r✈❡ C ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ f ✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❡❛❝❤ ℓ ❤❛s ❡①❛❝t❧② k ❞✐st✐♥❝t r♦♦ts ✐♥ Fqk ✳ ❍❡♥❝❡
✇❡ ❤❛✈❡ Ik = 1

k
P ′
k(P

1(Fq)) ❛♥❞ #{(ℓ, r) | f(r) ≡ 0 mod ℓ} = 1
k
P ′
k(C)✱ ❛♥❞ ❢✉rt❤❡r✿

∣∣#{(ℓ, r) | f(r) ≡ 0 mod ℓ} − Ik
∣∣ = 1

k

∣∣P ′
k(C)− P ′

k(P
1(Fq))

∣∣ . ✭✾✳✶✻✮

❋✐♥❛❧❧②✱ ▲❡♠♠❛ ✾✳✷✳✶✹ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ C ❛♥❞ P1(Fq)) r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❣✐✈❡s
∣∣∣P ′

k(C)− (qk + 1)
∣∣∣ ≤ (4g0 + 6)

√
qk ✭✾✳✶✼✮

∣∣∣P ′
k(P

1(Fq))− (qk + 1)
∣∣∣ ≤ 6

√
qk, ✭✾✳✶✽✮

✇❤❡r❡ g0 ✐s t❤❡ ❛r✐t❤♠❡t✐❝ ❣❡♥✉s ♦❢ C✳
❍❡♥❝❡

∣∣#{(ℓ, r) | f(r) ≡ 0 mod ℓ} − Ik
∣∣ kqk

q2k−1
≤ (4g0 + 12) qk

q2k−1

√
qk✳ ❚❤❡ s❡✲

r✐❡s
∑

k≥1
qk

q2k−1

√
qk ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ s❡r✐❡s

∑
k

√
q−k ✇❤✐❝❤ ❝♦♥✈❡r❣❡s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡

t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ vb0 ❝♦♥✈❡r❣❡s ✇❤❡♥ b0 t❡♥❞s t♦ ✐♥✜♥✐t②✳
❋♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ♣❛✐r d0 ❛♥❞ q✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❝❧❡❛r❧② ❜♦✉♥❞ t❤❡ s❡t L0✳ ❋♦r ❛❧❧ ℓ ∈ L0✱ ❜②

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✾✳✷✳✽✱ S(f, ℓ) ✐s ❢♦r♠❡❞ ❜② ❛t ♠♦st degx f ≤ d0 ✐♥✜♥✐t❡ s❡q✉❡♥❝❡s ❛♥❞ ❛
✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts✳ ❲❡ ❛r❡ t❤✉s ❧❡❢t ✇✐t❤ ✜♥❞✐♥❣ ❛ ❜♦✉♥❞ ❢♦r t❤❡
r♦♦ts ✇❤✐❝❤ ❞♦ ♥♦t ❡①t❡♥❞ ✐♥t♦ ℓ✲❛❞✐❝ r♦♦ts✳ ❇② ❍❡♥s❡❧✬s ▲❡♠♠❛✱ ✐❢ ❛ r♦♦t (r, k)
❞♦❡s ♥♦t ❧✐❢t t♦ ❛♥ ℓ✲❛❞✐❝ ♦♥❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ f ′(r) ≡ 0 mod ℓk✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s Disc(f) ≡ 0
mod ℓk ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s ❛ ❜♦✉♥❞ ♦♥ k✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛❧♣❤❛ ❛❞♠✐ts ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❜♦✉♥❞
❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ❡①❝❧✉s✐✈❡❧② ♦♥ q ❛♥❞ d0✳

❊①❛♠♣❧❡ ✾✳✷✳✶✻✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s t❤❡♦r❡♠ ✇❡ ❝❛♥✱ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥
t♦ ✜♥❞✐♥❣ ❛ ❜♦✉♥❞ ♦♥ α✱ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳ ❚❛❦❡ q = 2✱ ❛♥❞ ❧❡t
f ∈ Fq[t][x] s✉❝❤ t❤❛t degx f = 6 ❛♥❞ g̃ = 19 ❛♥❞ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t L0 ❝♦♥t❛✐♥s ♦♥❧②
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ♦❢ ❞❡❣r❡❡ ❧❡ss t❤❛♥ 15✳ ❯s✐♥❣ ❊q✉❛t✐♦♥s ✾✳✶✻ ❛♥❞ ✾✳✶✼ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢
❛❜♦✈❡ ❛♥❞ t❤❡ ❡①❛❝t ❢♦r♠✉❧❛ ❢♦r Ik ✇❡ ❝❛♥ ♣r♦✈❡ t❤❛t α(f) ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ✉♣ t♦ ❛♥
❡rr♦r ♦❢ 0.567 ✐❢ ✇❡ s✉♠ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ℓ ✉♣ t♦ ❞❡❣r❡❡ 15 ❛♥❞ ✇❡ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❡rr♦r t♦
0.097 ✐❢ ✇❡ ❣♦ t♦ ❞❡❣r❡❡ 20✳
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✾✳✷✳✸ ❈❛♥❝❡❧❧❛t✐♦♥ ♣r♦♣❡rt②✲▲❛✉r❡♥t r♦♦ts

❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ f = x3 + t2x + 1 ∈ F2[t][x]✳ ❋♦r ❛❧❧ (a, b) ∈
F2[t]

2✱ ✐❢ ♥♦ ❝❛♥❝❡❧❧❛t✐♦♥s ♦❝❝✉r✱ t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ F (a, b) = a3 + t2ab2 + b3 ✐s
max(deg a3, deg(t2ab2), deg b3)✳ ❖♥❡ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❝❤❡❝❦ t❤❛t t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ F (a, b)
✐s ❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤✐s ✈❛❧✉❡ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ deg a − deg b ❡q✉❛❧s 1 ♦r −2✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐♥
t❤❡ ✜rst ❝❛s❡ t❤❡ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐s ❛t ❧❡❛st 2 ✇❤✐❧❡ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛s❡ ✐t ✐s ❛t ❧❡❛st 1✳
❚❤❡s❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❜❡tt❡r ❡①♣❧❛✐♥❡❞ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ▲❛✉r❡♥t s❡r✐❡s✳

❲❡ ❝❛❧❧ ▲❛✉r❡♥t s❡r✐❡s ✭✐♥ 1/t✮ ♦✈❡r Fq ❛♥② s❡r✐❡s
∑

n≥n0
an

1
tn

✇✐t❤ n0 ∈ Z ❛♥❞
❝♦❡✣❝✐❡♥ts an ✐♥ Fq✳ ❲❡ ♠❛❦❡ t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ t♦ ❝❛❧❧ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❛ r❛t✐♦♥❛❧
❢r❛❝t✐♦♥ f1/f2 ✇✐t❤ f1, f2 ∈ Fq[t] t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ deg f1 − deg f2✳ ❚❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❛
▲❛✉r❡♥t s❡r✐❡s ✐s t❤❡♥ ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❛♥② ♦❢ ✐ts ♥♦♥③❡r♦ tr✉♥❝❛t✐♦♥s ❡✳❣
t + 1 + 1/t2 + · · · ❤❛s ❞❡❣r❡❡ 1✳ ❊q✉✐✈❛❧❡♥t❧②✱ ✐t ✐s t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ♦❢ t❤❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ▲❛✉r❡♥t s❡r✐❡s ✐♥ 1/t✳ ❲❡ ❝❛❧❧ ▲❛✉r❡♥t ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❛ ♣❛✐r (r,m) s✉❝❤ t❤❛t
r ∈ Fq(t)✱ m ✐s ❛♥ ✐♥t❡❣❡r ❛♥❞ r ✐s t❤❡ s✉♠ ♦❢ ❛ ▲❛✉r❡♥t s❡r✐❡s ✇❤♦s❡ t❡r♠s ❛r❡ ③❡r♦
st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ✐♥❞❡① m + 1✳ ❲❡ ♠❛② ❛❧s♦ ✉s❡ r + O( 1

tm+1 ) ❢♦r ✇r✐t✐♥❣ t❤❡ ▲❛✉r❡♥t
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ (r,m)✳

❋♦r♠❛❧❧②✱ ❛ ♣❛✐r (a, b) ❤❛s ❛ ✏❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ ❞❡❣r❡❡✑ ✐❢ maxi deg(fia
ibd−i) ✐s str✐❝t❧②

❧❛r❣❡r t❤❛♥ degF (a, b)✳ ◆♦t❡ t❤❛t F (a, b) ❤❛s ❛ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ ❞❡❣r❡❡ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧②
✐❢ b 6= 0 ❛♥❞ t❤❡ ✜rst t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ▲❛✉r❡♥t s❡r✐❡s a

b
♠❛t❝❤ t❤♦s❡ ♦❢ ❛ ▲❛✉r❡♥t

♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ r ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦♣❡rt② ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡✜♥✐t✐♦♥✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✾✳✷✳✶✼✳ ▲❡t f ∈ Fq[t][x] ❜❡ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❛♥❞ ❝❛❧❧ d ✐ts ❞❡❣r❡❡ ✐♥ x✳
▲❡t (r,m) ❜❡ ❛ ▲❛✉r❡♥t ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✳ ❲❡ s❛② t❤❛t (r,m) ✐s ❛ ▲❛✉r❡♥t r♦♦t ♦❢ f ✐❢

max
i∈[0,d]

deg(fir
i)− deg f(r) > 0. ✭✾✳✶✾✮

❲❡ ❝❛❧❧ ❣❛♣ ♦❢ (r,m) t❤❡ ❧❡❛st ✈❛❧✉❡ ✐♥ t❤❡ ❧❡❢t ❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❛❜♦✈❡
✇❤❡♥ ✇❡ r❡♣❧❛❝❡ r ❜② ❛♥② ▲❛✉r❡♥t s❡r✐❡s ❡①t❡♥❞✐♥❣ r✳ ❆ ▲❛✉r❡♥t s❡r✐❡s s✉❝❤ t❤❛t
❛❧❧ ✐ts tr✉♥❝❛t✐♦♥s ❛r❡ ▲❛✉r❡♥t r♦♦ts ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ▲❛✉r❡♥t r♦♦t✳

■♥ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ❛❜♦✈❡✱ 1
t2
+ 1

t8
+O( 1

t9
) ✐s ❛ ▲❛✉r❡♥t r♦♦t ♦❢ ❣❛♣ 7 ❛♥❞ ✐t ❡①t❡♥❞s

✐♥t♦ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ▲❛✉r❡♥t r♦♦t✳ ❆❧s♦ t+O(1) ✐s ❛ ▲❛✉r❡♥t r♦♦t ♦❢ ❣❛♣ 2 t❤❛t ✐s ♥♦t
t❤❡ tr✉♥❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥② ▲❛✉r❡♥t r♦♦t (r,m) ✇✐t❤ m ≥ 2 ✭❢♦r m = 1 ✐t ❡①t❡♥❞s ✐♥
t+O(1

t
) ✇❤✐❝❤ ❤❛s t❤❡ s❛♠❡ ❣❛♣✮✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❣❛♣ ✐s ♥♦t ❞✐r❡❝t❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦

t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❡r♠s ✐♥ t❤❡ ▲❛✉r❡♥t ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✳

❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥

❖♥❡ ❝❛♥ ❝♦♠♣✉t❡ ❡✈❡r② ▲❛✉r❡♥t r♦♦t ✐♥ t✇♦ st❡♣s✳ ❋✐rst✱ ♦♥❡ ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ ▲❛✉r❡♥t
r♦♦ts ♦❢ t②♣❡ λtδ ✇✐t❤ λ ✐s ✐♥ Fq ❛♥❞ δ ✐s ❛♥ ✐♥t❡❣❡r✳ ❋♦r t❤✐s✱ ❝❛❧❧ ◆❡✇t♦♥ ♣♦❧②❣♦♥ ♦❢
f ✱ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ − deg✱ t❤❡ ❝♦♥✈❡① ❤✉❧❧ ♦❢ {(d− i, deg(fi)) | i ∈ [0, d]}✳
❈❤❛♣t❡r ■■ ✐♥ ❬◆❡✉✾✾❪ s❤♦✇s t❤❛t δ ♠✉st ❜❡ ❛♥ ✐♥t❡❣❡r s❧♦♣❡ ♦❢ t❤❡ ◆❡✇t♦♥ ♣♦❧②❣♦♥
♦❢ f ✳ ◆❡①t✱ t♦ ❡①t❡♥❞ ❛ ▲❛✉r❡♥t r♦♦t r = an0t

n0 + · · ·+am 1
tm

✇✐t❤ am 6= 0 t♦ ❛ r♦♦t
✇✐t❤ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ m✱ ♦♥❡ ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ ▲❛✉r❡♥t r♦♦ts λtδ ♦❢ f(x + r) ❢♦r
✇❤✐❝❤ δ ✐s ❛♥ ✐♥t❡❣❡r s✉❝❤ t❤❛t δ < −m✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ❍❡♥s❡❧
❧✐❢t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ − deg✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❣❛♣ ♦❢ ❛ ▲❛✉r❡♥t r♦♦t (r,m)✱ ♥♦t❡ t❤❛t ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✾✳✶✾
t❤❡ t❡r♠ maxi∈[0,d] deg(fir

i) ❞❡♣❡♥❞s ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ t❡r♠ ♦❢ r✳ ❍❡♥❝❡ t❤❡
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♣r♦❜❧❡♠ ✐s r❡❞✉❝❡❞ t♦ t❤❛t ♦❢ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ f(R) ❢♦r t❤❡
▲❛✉r❡♥t s❡r✐❡s R ✇❤✐❝❤ ❡①t❡♥❞ r✳ ❋♦r t❤✐s✱ ♦♥❡ s❡ts ❛♥ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ❛♥❞ t❤❡♥ t❡sts
▲❛✉r❡♥t ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣❧② ♠♦r❡ t❡r♠s ❛♥❞ r❡❞✉❝❡s t❤❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞
✉♥t✐❧ t❤❡② ♣r♦❞✉❝❡ ❛ ❝❡rt✐✜❝❛t❡✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ α∞✳

❋♦r ❡❛❝❤ ▲❛✉r❡♥t r♦♦t (r,m)✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ ♣❛✐rs (a, b) ♦♥ ❛
s✐❡✈❡ ❞♦♠❛✐♥ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ✜rst t❡r♠s ♦❢ a/b ♠❛t❝❤ (r,m)✳ ❘❡❝❛❧❧ t❤❛t ❛ s✐❡✈❡
❞♦♠❛✐♥ ♦❢ s✐❡✈❡ ♣❛r❛♠❡t❡r e ❛♥❞ s❦❡✇♥❡ss s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛❧❧ t❤❡ ♣❛✐rs (a, b) ✇✐t❤
deg a ≤ ⌊e+ s/2⌋ ❛♥❞ deg b ≤ ⌊e− s/2⌋✳

▲❡♠♠❛ ✾✳✷✳✶✽✳ ▲❡t r + O( 1
tm+1 ) ❜❡ ❛ ▲❛✉r❡♥t r♦♦t ♦❢ f ∈ Fq[t][x]✳ ❈❛❧❧

Nr = deg(r) + m✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❡r♠s ♦❢ r ♦t❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ ♦♥❡✳ ❚❤❡♥
t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ ♣❛✐rs (a, b) ♦♥ ❛ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ s✐❡✈❡ ♣❛r❛♠❡t❡r e ≥ Nr + | deg r| ❛♥❞
s❦❡✇♥❡ss ♣❛r❛♠❡t❡r s s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ▲❛✉r❡♥t s❡r✐❡s a/b ♠❛t❝❤❡s r +O( 1

tm+1 ) ✐s✿

Prob

(
a

b
= r +O

(
1

tm+1

))
=
q−Nr−|s−deg r|

q + 1

(
1 +Oe→∞(1/q2e)

)
.

Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ ♣❛✐rs (a, b) s✉❝❤ t❤❛t deg a − deg b = deg r ✐s ❛♣♣r♦①✐✲
♠❛t❡❞ ❜② ( q−1

q
)2· ·

∑
i≥0

1
q2i
q−|s−deg r| = q−1

q+1
q−|s−deg r|✳ ❙❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✾✳✶ ❢♦r ❛♥ ✐❧❧✉str❛✲

t✐♦♥✳ ❚❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❡rr♦r ♠❛❞❡ ✐s O(1/q2e) ❛♥❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ s❡r✐❡s∑
1
q2i

♠✉st ❜❡ tr✉♥❝❛t❡❞ ❛t i = e−| deg r| ❛♥❞ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❢♦r deg a, deg b < |s|
t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♣❛✐r (a, b) s✉❝❤ t❤❛t deg a − deg b = s✳ ◆❡①t✱ ♦♥❧② ❛ ❢r❛❝t✐♦♥ 1

q−1
♦❢

t❤❡s❡ ♣❛✐rs ❤❛✈❡ ❧❡❛❞✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts s✉❝❤ t❤❛t a/b = r(1 + O(1
t
))✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❤❡♥

a/b ♠❛t❝❤❡s t❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ t❡r♠ ♦❢ r✱ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t❤❛t ✐t ♠❛t❝❤❡s t❤❡ ♦t❤❡r t❡r♠s
♦❢ r✱ a/b = r + O( 1

tm+1 ) = r
(
1 +O( 1

tNr+1 )
)
✱ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❛ s②st❡♠ ♦❢ Nr

❧✐♥❡❛r ❡q✉❛t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ✐s tr✐❛♥❣✉❧❛r ♦♥ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ a✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛ ♣❛✐r ✇✐t❤
deg a − deg b = deg r ❛♥❞ a/b = r(1 + O(1/t)) ❤❛s ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② q−Nr t♦ s❛t✐s❢②
a/b = r(1 + O( 1

tNr+1 ))✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ❛♥♥♦✉♥❝❡❞ ✐♥ t❤❡ st❛t❡♠❡♥t✳
◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ e > Nr + | deg r| ❣✉❛r❛♥t❡❡s t❤❛t t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s a ❛♥❞ b
❤❛✈❡ s✉✣❝✐❡♥t❧② ♠❛♥② ❝♦❡✣❝✐❡♥ts s♦ t❤❛t t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♠❛❦❡ s❡♥s❡✳

❲❡ ❝❛♥ ♥♦✇ ❞❡✜♥❡ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇❤✐❝❤✱ ❢♦r ❧❛r❣❡ s✐❡✈❡ ❞♦♠❛✐♥s✱ ♠❡❛s✉r❡s t❤❡
❛✈❡r❛❣❡ ❞❡❣r❡❡ ❣❛✐♥❡❞ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❝❛♥❝❡❧❧❛t✐♦♥s✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✾✳✷✳✶✾✳ ❋♦r ❛♥② ▲❛✉r❡♥t r♦♦t r+O( 1
tm+1 ) ✇❡ ❝❛❧❧ trunc(r) t❤❡ ▲❛✉r❡♥t

♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❞❡❧❡t✐♥❣ t❤❡ t❡r♠ ✐♥ 1
tm
✳ ■❢ trunc(r) 6= 0 ✇❡ ✇r✐t❡ γ(r,m)

❢♦r t❤❡ ❣❛♣ ♦❢ r + O( 1
tm+1 ) ♠✐♥✉s t❤❡ ❣❛♣ ♦❢ trunc(r) + O( 1

tm
)✳ ❖t❤❡r✇✐s❡ γ(r,m)

✐s t❤❡ ❣❛♣ ♦❢ r +O( 1
tm+1 )✳ ❲❡ ❝❛❧❧ ❛❧♣❤❛ ✐♥✜♥✐t② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ q✉❛♥t✐t②

α∞(f, s) :=
∑

(r,m) ▲❛✉r❡♥t r♦♦t

−γ(r,m)
1

q + 1
q−Nr−|s−deg(r)|. ✭✾✳✷✵✮
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❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ ❛❧❧ t❤❡ ▲❛✉r❡♥t r♦♦ts ♦❢ f ❡①t❡♥❞ ✐♥✜♥✐t❡❧② ✐♥t♦ t❤❡
▲❛✉r❡♥t s❡r✐❡s r1✱ r2✱ . . .✱ rh✳ ■❢✱ ❢♦r ❛❧❧ i✱ ❡❛❝❤ ♥❡✇ t❡r♠ ♦❢ a/b ✇❤✐❝❤ ♠❛t❝❤❡s ri
✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ❣❛♣ ❜② ♦♥❡✱ t❤❡♥ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ s✐♠♣❧❡r ❢♦r♠✉❧❛ ❜❡❧♦✇✳

α∞(f, s) =
−q

q2 − 1

h∑

i=1

q−|s−deg ri|. ✭✾✳✷✶✮

❆s ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡✱ ✐t ✐s ❝❧❡❛r t❤❛t t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ♦❢ ❞❡❣r❡❡ 1 ✐♥ x ❤❛✈❡ ❡①❛❝t❧②
♦♥❡ ✐♥✜♥✐t❡ ▲❛✉r❡♥t r♦♦t✳ ■❢ ♦♥❡ s❡ts t❤❡ s❦❡✇♥❡ss s = degt f ✱ t❤❡♥ α∞(f, s) =
− q

q2−1
✳ ❆s ❛ s❡❝♦♥❞ ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛ ❞❡❣r❡❡✲6 ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ f ♦✈❡r F2 ✇❤✐❝❤ ❤❛s ✐♥✜♥✐t❡

▲❛✉r❡♥t r♦♦ts ♦❢ ❞❡❣r❡❡s 3, 2, 1, 0,−1 ❛♥❞ −2 ❤❛s α∞(f, 0) = −1.75✳

❊①❛♠♣❧❡ ✾✳✷✳✷✵✳ ❆ s♣❡❝✐❛❧ ❝❧❛ss ♦❢ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ❛r❡ t❤♦s❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ C❛,❜
❝✉r✈❡s✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡r❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❋❋❙ ✐♥ ❬▼❛t✾✾❪✳ ■❢ f ✐s ❛ C❛,❜ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❛♥❞
✐❢ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ❛ = degx f ❛♥❞ ❜ = degt f0− deg f❛✱ t❤❡♥ ❢♦r ❛❧❧ i ∈ [0, ❛− 1] ✇❡ ❤❛✈❡
deg fi < deg f❛ + (❛− i)❜

❛
✳

❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t ❛ C❛,❜ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ f ❤❛❞ ❛ ▲❛✉r❡♥t r♦♦t r✳ ■❢ deg r < ❜
❛
✱ t❤❡♥

max{deg firi | i ∈ [1, ❛]} < deg f0✳ ■❢ deg r ≥ ❛
❜
t❤❡♥ deg f❛r

❛ ❞♦♠✐♥❛t❡s ❛❧❧ t❤❡
♦t❤❡r t❡r♠s ♦❢ f(r)✱ s♦ f ❤❛s ♥♦ ▲❛✉r❡♥t r♦♦ts✳ ❍❡♥❝❡✱ ❢♦r ❛♥② s✱ α∞(f, s) = 0✳

❋✐❣✉r❡ ✾✳✶✿ ❆ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ ♣❛✐rs (a, b) ✐♥ ❧❡①✐❝♦❣r❛♣❤✐❝❛❧ ♦r❞❡r ❤❛✈✐♥❣ s❦❡✇♥❡ss s✳
❲❡ ✇r✐t❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ deg a− deg b− s ❢♦r ❡❛❝❤ r❡❣✐♦♥ ✇❤❡r❡ ✐t ✐s ❝♦♥st❛♥t✳

✵✲✶

✶

✲✷

✷

✵✲✶

✶
❛

❜

✶
1
q

1
q

✶

1
q2

1
q2

✵

❈♦♥str✉❝t✐♥❣ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ✇✐t❤ ♠❛♥② ▲❛✉r❡♥t r♦♦ts

❖♥❡ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❝❤❡❝❦ t❤❛t✱ ✐❢ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ f =
∑

i fix
i s❛t✐s✜❡s deg(fd) = 0✱

deg(fd−1) = s ❢♦r s♦♠❡ s > 0 ❛♥❞ deg(fi) < (d − i)s ❢♦r ❛❧❧ i ∈ [0, d − 2]✱ t❤❡♥ f
❤❛s ❛ ▲❛✉r❡♥t r♦♦t ♦❢ ❞❡❣r❡❡ s✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ t♦ ✉♣ t♦ d r♦♦ts✳

❋♦r ❛♥② ❡❞❣❡ (vi, i)↔ (vj, j) ♦❢ t❤❡ ◆❡✇t♦♥ ♣♦❧②❣♦♥ ✇❡ ❝❛❧❧ ❧❡♥❣t❤ t❤❡ q✉❛♥t✐t②
|i− j|✳
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Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✾✳✷✳✷✶✳ ✭❙❡❝t✐♦♥ ■■✳✻✱❬◆❡✉✾✾❪✮ ■❢ f ∈ Fq[t][x] ✐s ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✱ ❡❛❝❤
❡❞❣❡ ♦❢ ❧❡♥❣t❤ 1 ✐♥ t❤❡ ◆❡✇t♦♥ ♣♦❧②❣♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ▲❛✉r❡♥t r♦♦t ❢♦r
f ✳

❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ f = x7 + t3x6 + t5x5 + (t6 + 1)x4 + t6x3 + (t5 +
t+ 1)x2 + t3x+ 1 ❤❛s ❛ ◆❡✇t♦♥ ♣♦❧②❣♦♥ ✇✐t❤ 7 ❡❞❣❡s ♦❢ ❧❡♥❣t❤ 1 ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ 7
✐♥✜♥✐t❡ ▲❛✉r❡♥t r♦♦ts✳

◆♦t❡ ❤♦✇❡✈❡r t❤❛t t❤❡ ❝♦♥✈❡rs❡ ♦❢ t❤❡ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✾✳✷✳✷✶ ✐s ❢❛❧s❡ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✿ ❛
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♠✐❣❤t ❤❛✈❡ ✐♥✜♥✐t❡ ▲❛✉r❡♥t r♦♦ts ✇❤✐❝❤ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❝♦✉♥t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡
◆❡✇t♦♥ ♣♦❧②❣♦♥✱ ❡✳❣✳ ❢♦r t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ f ❛❜♦✈❡✱ f 1 := f(x+t4) ❛❧s♦ ❤❛s 7 ✐♥✜♥✐t❡
▲❛✉r❡♥t r♦♦ts✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ✐ts ◆❡✇t♦♥ ♣♦❧②❣♦♥ ❤❛s ♥♦ ❡❞❣❡ ♦❢ ❧❡♥❣t❤ 1✳

✾✳✸ ❈♦♠❜✐♥✐♥❣ s✐③❡✱ r♦♦t ❛♥❞ ❝❛♥❝❡❧❧❛t✐♦♥ ♣r♦♣❡r✲

t✐❡s

❚❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥s ✐❞❡♥t✐✜❡❞ t❤r❡❡ ❡❧❡♠❡♥ts ✇❤✐❝❤ ❛✛❡❝t t❤❡ s✐❡✈❡ ❛♥❞ ❞❡✜♥❡❞
❛ss♦❝✐❛t❡❞ ♠❡❛s✉r❡s✿ σ ❢♦r t❤❡ s✐③❡ ♣r♦♣❡rt②✱ α ❢♦r t❤❡ r♦♦t ♣r♦♣❡rt② ❛♥❞ α∞
❢♦r t❤❡ ❝❛♥❝❡❧❧❛t✐♦♥ ♣r♦♣❡rt②✳ ❚❤❡ ❧✐st ♠✐❣❤t ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ✇✐t❤ ♦t❤❡r ♣r♦♣❡rt✐❡s
❛♥❞ t❤❡ q✉❛♥t✐❢②✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❢❛s❤✐♦♥s ✐♥ ♦r❞❡r t♦
❝♦♠♣❛r❡ ❛r❜✐tr❛r② ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t✇♦ ❣❡♥❡r❛❧ ♣✉r♣♦s❡
❢✉♥❝t✐♦♥s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ t❤r❡❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛❜♦✈❡ ❛♥❞ s❤♦✇ t❤❡✐r r❡❧❡✈❛♥❝❡ t❤r♦✉❣❤
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛t✐♦♥✳

✾✳✸✳✶ ❆❞❛♣t✐♥❣ ▼✉r♣❤②✬s E t♦ t❤❡ ❋❋❙

❆s ❛ ✜rst ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❝♦♠♣❛r❡s ❛r❜✐tr❛r② ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s✱ ✇❡ ❛❞❛♣t ▼✉r♣❤②✬s E✱
❛❧r❡❛❞② ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ◆❋❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭❊q✉❛t✐♦♥ 5.7✱ ❬▼✉r✾✾❪✮✳ ❍❡✉r✐st✐❝❛❧❧②✱ E ✉s❡s
❉✐❝❦♠❛♥✬s ρ t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡❧❛t✐♦♥s ❢♦✉♥❞ ❜② f ❛♥❞ g ♦♥ ❛ s✐❡✈✐♥❣
❞♦♠❛✐♥✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✾✳✸✳✶✳ ▲❡t f, g ∈ Fq[t][x] ❜❡ t✇♦ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s✱ s ❛♥ ✐♥t❡❣❡r
❝❛❧❧❡❞ s❦❡✇♥❡ss ♣❛r❛♠❡t❡r✱ e ❛ ❤❛❧❢ ✐♥t❡❣❡r ❝❛❧❧❡❞ s✐❡✈❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❛♥❞ β ❛♥ ✐♥t❡❣❡r
❝❛❧❧❡❞ s♠♦♦t❤♥❡ss ❜♦✉♥❞✳ ▲❡t D(s, e) ❜❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ❝♦♣r✐♠❡ ♣❛✐rs (a, b) ∈ Fq[t]

2

s✉❝❤ t❤❛t 0 ≤ deg(a) ≤ ⌊e+ s
2
⌋ ❛♥❞ 0 ≤ deg(b) ≤ ⌊e− s

2
⌋✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡✿

E(f, g, s, e, β) =
∑

(a,b)∈D(s,e)

ρ

(
degF (a, b) + α(f)

β

)
· ρ
(
degG(a, b) + α(g)

β

)
.

❯♥❧✐❦❡ t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ◆❋❙ ❝❛s❡✱ ✇❤❡r❡ E ♠✉st ❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② ♥✉♠❡r✲
✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❋❋❙ ♦♥❡ ❝❛♥ ❝♦♠♣✉t❡ E ✐♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡ ✇✐t❤
r❡s♣❡❝t t♦ deg(f)✱ deg(g) ❛♥❞ e+ |s|✳ ◆♦t❡ t❤❛t ρ ❝❛♥ ❜❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✐♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧
t✐♠❡ t♦ ❛♥② ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ✇❤✐❝❤ ✐s r❡❧❡✈❛♥t ✐♥ t❤✐s ❢♦r♠✉❧❛✳

❲❡ r❡❝❛❧❧ t❤❛t ✇❡ ❢♦❝✉s ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ♦♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ g ✐s
❧✐♥❡❛r✱ ❛s ✐♥ ❬❏▲✵✷❪✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t g = g1x+ g0 ✐s ❝❤♦s❡♥ ✇✐t❤ g0
♦❢ ♠✉❝❤ ❤✐❣❤❡r ❞❡❣r❡❡ t❤❛♥ g1✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❣♦❡s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

✶✳ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ▲❛✉r❡♥t r♦♦ts ♦❢ f ✉♣ t♦ ⌊d(e+ s
2
) + degt f⌋ t❡r♠s❀
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❚❛❜❧❡ ✾✳✶✿ ❈❤♦♦s✐♥❣ t❤❡ ❜❡st s❦❡✇♥❡ss ✉s✐♥❣ E✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ s❡t t♦ e = 24.5
❛♥❞ β = 22✳

s −1 1 3 5 7
10−5E(f, g, s, e, β) 2.54 3.31 3.46 2.88 2.12

✷✳ ❢♦r ❡❛❝❤ da ≤ ⌊e+ s
2
⌋✱ db ≤ ⌊e− s

2
⌋ ❛♥❞ i ∈ N✱ ✉s❡ ▲❡♠♠❛ ✾✳✷✳✶✽ t♦ ❝♦♠♣✉t❡

t❤❡ ♥✉♠❜❡r n(da, db, i) ♦❢ ♣❛✐rs (a, b) s✉❝❤ t❤❛t deg(a) = da✱ deg(b) = db ❛♥❞
deg(F (a, b)) = i❀

✸✳ ❝♦♠♣✉t❡

∑

da,db,i

n(da, db, i)ρ

(
i+ α(f)

β

)
· ρ
(
db + deg g0 + α(g)

β

)
. ✭✾✳✷✷✮

❖♥❡ ❝❛♥ ✉s❡ ▼✉r♣❤②✬s E t♦ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s❦❡✇♥❡ss ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛
♣❛✐r (f, g) ♦❢ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s✳

❊①❛♠♣❧❡ ✾✳✸✳✷✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ t❤❡ t✇♦ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛✲
t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠ ✐♥ GF (2619)✿ f = x6+(t2+t+1)x5+(t2+t)x✰✵①✶✺✷❛
❛♥❞ g = x− t104−0①✻❞❜❜ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ ❤❡①❛❞❡❝✐♠❛❧✶ ♥♦t❛t✐♦♥ ❬❇❇❉+✶✷❪✳ ❚❤❡② ✉s❡❞
t❤❡ s♠♦♦t❤♥❡ss ❜♦✉♥❞ 22 ❛♥❞ ♠♦st ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ❞♦♥❡ ✉s✐♥❣ s♣❡❝✐❛❧✲
◗✬s (q, r) ✇✐t❤ deg q = 25✳ ❚❤❡ ♣❛✐rs (a, b) ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ s♣❡❝✐❛❧✲◗ ✇❡r❡
(ia0+ ja1, ib0+ jb1) ✇✐t❤ (a0, b0) ❛♥❞ (a1, b1) t✇♦ ♣❛✐rs ♦♥ t❤❡ s♣❡❝✐❛❧✲◗ ❧❛tt✐❝❡ ❛♥❞
i, j ✇❡r❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ♦❢ ❞❡❣r❡❡ ❛t ♠♦st 12✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ♣❛✐rs (a, b) ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✇❡r❡
s✉❝❤ t❤❛t deg a + deg b = deg q + 24✱ s♦ e = (deg a + deg b)/2 = 24.5✳ ◆♦t❡ t❤❛t✱
✐❢ a ❛♥❞ b ❤❛✈❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡❣r❡❡ ♦♥ ♦✉r s❡t✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ deg a− deg b ❝❛♥♥♦t ❜❡
❡✈❡♥✳ ❚❛❜❧❡ ✾✳✶ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❜❡st s❦❡✇♥❡ss ✈❛❧✉❡ ✐s 3✳

◆♦t❡ t❤♦✉❣❤ t❤❛t ✐♥ ❬❇❇❉+✶✷❪ ♦♥❡ st❛rt❡❞ ❜② ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ❝❤♦♦s✐♥❣ t❤❡ ❜❡st
s❦❡✇♥❡ss ❢♦r ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ❜♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ ❞❡❣r❡❡s✳ ❚❤❡♥ t❤❡② s❡❧❡❝t❡❞ ♣♦❧②✲
♥♦♠✐❛❧s ✇❤✐❝❤✱ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ s✱ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❡♣s✐❧♦♥✱ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥
t❤❛t ✇❡ ❞❡✜♥❡ ❜❡❧♦✇✳

❆♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ t♦ E✿ ❊♣s✐❧♦♥ ❘❡❝❛❧❧ t❤❛t σ ✐s t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦r♠ ✇❤❡♥
♥♦ ❝❛♥❝❡❧❧❛t✐♦♥ ♦❝❝✉rs✱ α ✐s t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ❣❛✐♥❡❞ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♠♦❞✉❧❛r r♦♦ts ❛♥❞ α∞ ✐s
t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ❣❛✐♥❡❞ t❤❛♥❦s t♦ ❝❛♥❝❡❧❧❛t✐♦♥s✳ ■t s❡❡♠s ♥❛t✉r❛❧ t❤❛t t❤❡✐r s✉♠ ✐s t❤❡
❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✇❤✐❝❤ ❤❛s t❤❡ s❛♠❡ s❦❡✇♥❡ss ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❛s F (a, b) ❢♦r ❛♥
✏❛✈❡r❛❣❡✑ ♣❛✐r (a, b) ♦♥ t❤❡ s✐❡✈✐♥❣ ❞♦♠❛✐♥✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✾✳✸✳✸✳ ❋♦r ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ f ∈ Fq[t][x]✱ ❛ s❦❡✇♥❡ss ♣❛r❛♠❡t❡r s ❛♥❞ ❛
s✐❡✈❡ ♣❛r❛♠❡t❡r e✱ ✇❡ ❝❛❧❧ ❡♣s✐❧♦♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛✈❡r❛❣❡ ❞❡❣r❡❡

ǫ(f, s, e) = α(f) + α∞(f, s) + σ(f, s, e).

✶❊❛❝❤ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ℓ ♦❢ F2[t]✱ ℓ =
∑

i
ℓit

i ✇✐t❤ ℓi ∈ {0, 1}✱ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❜❛s❡✲16 ♥♦t❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ✐♥t❡❣❡r

∑
i
ℓi2

i✳
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❋✐❣✉r❡ ✾✳✷✿ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❡♣s✐❧♦♥ ♦♥ ❛ s❛♠♣❧❡ ♦❢ 20000 ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ♦❢ F2[t][x] ♦❢
❞❡❣r❡❡ 6 ✐♥ x ❛♥❞ 12 ✐♥ t✳

❊♣s✐❧♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ s♣❡❡❞✉♣ ♦❢ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✇✐t❤ ❣♦♦❞ ♣r♦♣✲
❡rt✐❡s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✐❢ t❤❡ s♠♦♦t❤♥❡ss ❜♦✉♥❞ ✐s 28 ❛♥❞ t✇♦ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ❤❛✈❡ t❤❡
✈❛❧✉❡ ♦❢ ❡♣s✐❧♦♥ ❡q✉❛❧ t♦ 107 ❛♥❞ 109 r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ t❤❡♥ ✇❡ ❡①♣❡❝t ❛ s♣❡❡❞✉♣ ♦❢
ρ(107/28)/ρ(109/28) ≈ 1.19✳

❈♦♠♣❛r✐♥❣ ǫ ❛♥❞ E ❙✐♥❝❡ t❤❡ st❡♣s ♥❡❝❡ss❛r② ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ǫ ❛r❡
❡q✉❛❧❧② ✉s❡❞ ✇❤❡♥ ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ E✱ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ ❡♣s✐❧♦♥ ✐s ❢❛st❡r t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❛♥ E✳
❚❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ E ✐s t❤❛t ✐t ✐s ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡✱ ❜✉t t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♥❡①t
s❡❝t✐♦♥ ✇✐❧❧ s❤♦✇ t❤❛t ❡♣s✐❧♦♥ ✐s r❡❧✐❛❜❧❡ ❡♥♦✉❣❤✳

✾✳✸✳✷ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥

❚❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✐s t❤❡ ♦♥❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❬❉●❱✶✸❪✱
✇❤✐❝❤ ✐s ❢r❡❡❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛t ❬❇❋●+✵✾❪✳ ❚♦ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ ♥♦ ♦t❤❡r ♣r❡ss✲❛✲❜✉tt♦♥
✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❋❋❙ ✐s ♣✉❜❧✐❝❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥
❞♦❡s r❡❧❛t✐✈❡❧② ❢❡✇ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ ❧♦♦s❡ r❡❧❛t✐♦♥s✱ ♠❛❦✐♥❣ ❛ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧
st✉❞② ✐♥❡①❛❝t✳

❚❤❡ r❡❛❧✲❧✐❢❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ❡✐t❤❡r ❜② t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
r❡❧❛t✐♦♥s ♣❡r s❡❝♦♥❞✱ ❜② t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡❧❛t✐♦♥s✱ ♦r ❛s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
r❡❧❛t✐♦♥s ♣❡r s♣❡❝✐❛❧✲◗✳ ❲❡ ❦❡♣t t❤❡ ❧❛st ♦♥❡ ❛s ❛ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ ❡✣❝✐❡♥❝② s✐♥❝❡ t❤❡
s♦❢t✇❛r❡ ♦✛❡rs ❛♥ ♦♣t✐♦♥ t♦ r❡❧✐❛❜❧② ♠❡❛s✉r❡ ✐t ❛♥❞ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ❝♦♥s✐❞❡rs ♦♥❧② t❤❡
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s r❛t❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ q✉❛❧✐t②✳

❊①♣❡r✐♠❡♥t ✾✳✸✳✹✳ ❲❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❛ s❛♠♣❧❡ ♦❢ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s f ❛❢t❡r ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ ❡♣s✐❧♦♥
❢♦r ❛ r❛♥❣❡ ♦❢ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♦♥❡ ❛❢t❡r ❛♥♦t❤❡r ✐♥ ❧❡①✐❝♦❣r❛♣❤✐❝❛❧ ♦r❞❡r
st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ x6+(t2+ t+1)x5+(t3+ t2+ t+1)x3+ tx+ t11✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❝❤♦✐❝❡
♦❢ t❤❡ st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t ❣✉❛r❛♥t❡❡s t❤❛t t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❤❛✈❡ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡
✐♥✜♥✐t❡ ▲❛✉r❡♥t r♦♦t✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❡♣s✐❧♦♥ ✇❛s t❤❛t ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✾✳✷✱
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1.05h

♠♦st ♦❢ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s t❡st❡❞ ❤❛❞ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❡♣s✐❧♦♥ ✐♥ ❛ ♥❛rr♦✇ ✐♥t❡r✈❛❧✳ ❚❤✐s
❧❡❛❞ ✉s t♦ s❡❧❡❝t ♦♥❧② ♦♥❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐♥ ❡❛❝❤ ✐♥t❡r✈❛❧ ♦❢ ❧❡♥❣t❤ 0.01✱ t♦ ❛ t♦t❛❧
♦❢ 119 ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s✳ ◆❡①t ✇❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✇✐t❤ 60 ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s st❛rt✐♥❣
❢r♦♠ x6 + t3x5 + (t5 + 1)x4 + t6x3 + t6 + 1✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ f ✇❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞
❛ r❛♥❞♦♠ ♠♦♥✐❝ ❧✐♥❡❛r ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ g s✉✐t❡❞ ❢♦r ❋❋❙✱ ❤❛✈✐♥❣ ❞❡❣r❡❡ ✐♥ t ❡q✉❛❧ t♦
104✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❚❤❡♦r❡♠ ✾✳✷✳✶✸ ❛♥❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✾✳✷✳✸ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❧✐♥❡❛r
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ α ❛♥❞ α∞ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

❲❡ s❡t t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ■ = ❏ = 12✱ ❢❜❜0 = ❢❜❜1 = 22✱ ❧♣❜0 =
❧♣❜1 = 28✱ t❤r❡s❤0 = t❤r❡s❤1 = 100✱ sqs✐❞❡ = 1✳ ❚❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s q ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡
s♣❡❝✐❛❧✲◗ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✇❡r❡ t❤❡ ✜rst ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ♦♥❡s st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t25✳ ❲❡ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡
♦♣t✐♦♥ ✏r❡❧✐❛❜❧❡♥r❡❧s✑ ✇❤✐❝❤ t❡sts ❛s ♠❛♥② ✈❛❧✉❡s ♦❢ q ❛s ♥❡❡❞❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛
♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡rr♦r ♦❢±3% ✇✐t❤ ❛ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ 95%✳ ❚❤❡ s❦❡✇♥❡ss ♣❛r❛♠❡t❡r
✇❛s s❡t t♦ S = 3 ❜❡❝❛✉s❡✱ ❢♦r t❤❡ ✜♥✐t❡ ✜❡❧❞s ✇❤❡r❡ t❤❡ ❞❡❣r❡❡✲6 ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ❛r❡
♦♣t✐♠❛❧✱ t❤✐s ✐s ❛ s❡♥s✐❜❧❡ ❝❤♦✐❝❡✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r sqt ✇❛s s❡t t♦ 1 s♦ t❤❛t✱
❢♦r ♠♦st s♣❡❝✐❛❧✲◗✬s✱ t❤❡ s✐❡✈✐♥❣ ❞♦♠❛✐♥ ✇❛s s✉❝❤ t❤❛t deg a ≤ 26 ❛♥❞ deg b ≤ 23✳

❚❤❡ r❡s✉❧ts ♣❧♦tt❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✾✳✸ ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t t❤❡ s✐❡✈❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ✐s ♥♦t ❢❛r ❢r♦♠
❛ str✐❝t❧② ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❡♣s✐❧♦♥✳ ❚♦ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤✐s✱ ✇❡ ♣❧♦tt❡❞ ❛ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣
❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t ✜ts ♦✉r r❡s✉❧ts✱ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❡rr♦r ♦❢ ♦✉r ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✐s
❛❧✇❛②s ❧❡ss t❤❛♥ 5%✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ♦♥❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t ❛ s❡♥s✐❜❧❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❝❛♥ s❛✈❡ ❛ ❢❛❝t♦r
2 ✐♥ t❤❡ s✐❡✈❡ t✐♠❡ ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❛ ❜❛❞ ❝❤♦✐❝❡✳
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❚❛❜❧❡ ✾✳✷✿ ■♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s g ♦♥ t❤❡ s✐❡✈❡ ❡✣❝✐❡♥❝②✳ f = f̃ + f0
❛♥❞ g = g̃ + g00 ✇✐t❤ f̃ ❛♥❞ g̃ ❣✐✈❡♥ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✾✳✸✳✸✳

f0 g00 s♠❛❧❧ ❢❛❝t♦rs ♦❢ Res(f, g) ❡✣❝✐❡♥❝② ✭r❡❧s✴sq✮
0①19 0①❜✷ − 3.3
0①12 0①❜❢ − 3.4
0①12 0①❜✽ − 3.4
0①12 0①❛❡ t · (t+ 1) 3.5
0①12 0①❛✵ t · (t+ 1) 3.5
0①12 0①❜❜ t · (t+ 1) · (t3 + t2 + 1) 3.5
0①1e 0①❜❜ t · (t+ 1) · (t3 + t+ 1) · (t6 + · · · ) 3.6

✾✳✸✳✸ ❈♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ f ❛♥❞ g

❆ st❛♥❞❛r❞ ❤❡✉r✐st✐❝ st❛t❡s t❤❛t t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ F (a, b) ❛♥❞ G(a, b) t♦ ❜❡
s♠♦♦t❤ ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✱ ❡✳❣✳ ▼✉r♣❤②✬s E ♠✉❧t✐♣❧✐❡s t❤❡ t✇♦ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✳ ❚❤❡
✐♥❡①❛❝t♥❡ss ♦❢ t❤✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❝❛❧❧❡❞ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♣r♦♣❡rt②✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣
t♦ ❊①♣❡r✐♠❡♥t ✾✳✸✳✹✱ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♣r♦♣❡rt② ❤❛s ❛ s♠❛❧❧ ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ s✐❡✈❡✱ s♦
t❤❛t ✇❡ ❜♦✉♥❞ ♦✉rs❡❧✈❡s t♦ ✐❧❧✉str❛t❡ ✐t ❜② ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ❛♥❞ ❛ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳

❊①❛♠♣❧❡ ✾✳✸✳✺✳ ▲❡t f = x2− t2(t+1)✱ g1 = x−(t2+ t)7 ❛♥❞ g2 = x−(t2+ t+1)7✳
▲❡t F ✱ G1 ❛♥❞ G2 ❜❡ t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❛t✐♦♥s ♦❢ f ✱ g1 ❛♥❞ g2 r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ◆♦t❡ t❤❛t✱
❢♦r ❝♦♣r✐♠❡ ♣❛✐rs (a, b) ∈ Fq[t]✱ F (a, b) ✐s ❞✐✈✐s✐❜❧❡ ❜② t ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ a ≡ 0 mod t✳
❋♦r t❤❡s❡ ♣❛✐rs ✇❡ ❤❛✈❡ G1(a, b) ≡ 0 mod t ✇❤❡r❡❛s G2(a, b) 6≡ 0 mod t✳ ■♥ s❤♦rt✱
g1 ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞♦✉❜❧② s♠♦♦t❤ ♣❛✐rs ✇❤❡r❡❛s g2 t❤❛t ♦❢ ♣❛✐rs ✇❤✐❝❤ ❛r❡
s♠♦♦t❤ ♦♥ t❤❡ r❛t✐♦♥❛❧ ♦r t❤❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ s✐❞❡✱ ❜✉t ♥♦t ♦♥ ❜♦t❤✳

■❢ degx g = 1✱ t❤❡♥ ❡✈❡r② ♣r✐♠❡ ♣♦✇❡r ℓk ♦❢ Res(f, g) ✐♠♣❧✐❡s ❛ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡✈❡♥ts ℓk | F (a, b) ❛♥❞ ℓk | G(a, b) ♦♥ ❛ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ ♣❛✐rs (a, b)✳ ❚❛❜❧❡ ✾✳✷
s✉♠♠❛r✐③❡s ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛✐rs (f, g) ✇✐t❤ f
❤❛✈✐♥❣ s✐♠✐❧❛r ✈❛❧✉❡s ♦❢ ǫ✳ ❲❡ s❡❧❡❝t❡❞ t❤r❡❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s f ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ f = f̃ + f0
✇✐t❤ f̃ = x6+ tx5+(t+1)x4+(t2+ t+1)x3 ❛♥❞ ✇❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❡❛❝❤ ♦♥❡ ❛ ❧✐♥❡❛r
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ g ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ g = g̃ + g00 ✇✐t❤ g̃ = x− t104 − t14 + t13 + t11 + t10 + t8✳
■♥st❡❛❞ ♦❢ ✐♠♣♦s✐♥❣ t❤❛t Res(f, g) ❤❛s ❛♥ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ❢❛❝t♦r ♦❢ ❞❡❣r❡❡ 619 ❛s ✐♥
t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ✇❡ ❛✐♠❡❞ t♦ ✜♥❞ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s g s✉❝❤ t❤❛t Res(f, g) ❤❛s
✜rst ♥♦✱ t❤❡♥ ♠❛♥②✱ s♠❛❧❧ ❢❛❝t♦rs✳ ❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✐♥❞✐❝❛t❡❞ t❤❛t t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥
♣r♦♣❡rt② ❡①♣❧❛✐♥s ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❡rr♦r ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ❊①♣❡r✐♠❡♥t ✾✳✸✳✹✱ ❜r✐♥❣✐♥❣ ✐t ❝❧♦s❡
t♦ 3%✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ♦✉r ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡rr♦r✳

❙✐♥❝❡ ✐t ✐s ❡❛s② t♦ ❛ss♦❝✐❛t❡ ♠❛♥② ❧✐♥❡❛r ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s g t♦ ❛ ✉♥✐q✉❡ f ❛♥❞ s✐♥❝❡
❧✐♥❡❛r ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❡♣s✐❧♦♥✱ ✐t ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ s❡❧❡❝t g s✉❝❤
t❤❛t Res(f, g) ❤❛s ♠❛♥② s♠❛❧❧ ❢❛❝t♦rs✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ f ❛♥❞ g ❛r❡ ❝❤♦s❡♥ s✉❝❤ t❤❛t
Res(f, g) ❤❛s ❞❡❣r❡❡ d(⌊n

d
⌋ + 1) ❛♥❞ ✇❡ r❡q✉✐r❡ ❛♥ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ❢❛❝t♦r ♦❢ ❞❡❣r❡❡ n✱

❧❡❛✈✐♥❣ ❧✐tt❧❡ r♦♦♠ ❢♦r ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❢❛❝t♦rs✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❤❡♥ f ✐♠♣♦s❡s ❛♥ ❡①tr❛
❢❛❝t♦r t♦ Res(f, g) ✭❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❜② ❤❛✈✐♥❣ 1 ♣r♦❥❡❝t✐✈❡ ❛♥❞ q ❛✣♥❡ r♦♦ts ♠♦❞✉❧♦
t✮✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ ♦❢ n ♠♦❞✉❧♦ d✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❝❤♦♦s❡ g
♦❢ ♦♣t✐♠❛❧ ❞❡❣r❡❡ ✐♥ t✳ ❙❡❡ ✾✳✺✳✷ ❢♦r ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✳
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✾✳✸✳✹ ❆ s✐❡✈✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❢♦r ❛❧♣❤❛

❆❢t❡r ✇❡ s❤♦✇❡❞ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥❝❡ ♦❢ ❡♣s✐❧♦♥✱ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❝♦♠❡s t♦ ❡✈❛❧✲
✉❛t✐♥❣ ❡♣s✐❧♦♥ ♦♥ ❛ ❧❛r❣❡ s❡t ♦❢ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s✳ ❖♥❡ ❝❛♥ tr② ✈❛r✐♦✉s r❛♥❣❡s ♦❢ ♣♦❧②✲
♥♦♠✐❛❧s f =

∑
fix

i✱ ❣✐✈❡♥ ❜② s♦♠❡ ❞❡❣r❡❡ ❜♦✉♥❞s ♦♥ t❤❡✐r ❝♦❡✣❝✐❡♥ts fi✱ ✇❤✐❝❤
♦♣t✐♠✐③❡ s✐❣♠❛ ❛♥❞✴♦r ✐♠♣♦s❡ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ▲❛✉r❡♥t r♦♦ts✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ✾✳✷✳✸✳ ❚❤❡
♠♦st t✐♠❡✲❝♦♥s✉♠✐♥❣ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❧♣❤❛✱ ❝❛♥ ❜❡
❞♦♥❡ ♦♥ ❡❛❝❤ r❛♥❣❡ ❜② ❛ s✐❡✈✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳

❚❤❡ ✐❞❡❛ ✐s t❤❛t✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ℓ ∈ Fq[t]✱ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ αℓ ❢♦r
❛❧❧ t❤❡ r❡s✐❞✉❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s f ♦❢ Fq[t][x] ♠♦❞✉❧♦ ℓ ❛♥❞ t❤❡♥ ✇❡ ✉♣❞❛t❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡s
♦❢ αℓ ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s f ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡✳

▲❡t d✱ e0, . . . , ed−1 ❛♥❞ ed ❜❡ ✐♥t❡❣❡rs✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s
f =

∑d
i=0 fix

i ∈ Fq[t][x] s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r i ∈ [0, d]✱ degt fi ≤ ei✳ ❈❛❧❧ H t❤❡ s❡t ♦❢
✈❛❧✉❡s t❛❦❡♥ ❜② t❤❡ t✉♣❧❡ (fd, . . . , f2) ❛♥❞ T t❤♦s❡ t❛❦❡♥ ❜② (f1, f0)✳ ▲❡t L ❜❡ t❤❡
s❡t ♦❢ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ✉♣ t♦ ❛ ❣✐✈❡♥ ❜♦✉♥❞✳ ▲❡t k♠❛① ❜❡ ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r ❛♥❞
❧❡t ✉s s✉♣♣♦s❡ t❤❛t✱ ❢♦r ❛❧❧ ℓ ∈ L✱ ❛❧❧ t❤❡ r♦♦ts r mod ℓk ✇✐t❤ deg(ℓk) ≥ k♠❛①
❡①t❡♥❞ ✐♥❞❡✜♥✐t❡❧②✳

❋♦r ❛♥ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ℓ✱ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✾✳✶ ❜❡❧♦✇ ❝♦♠♣✉t❡s αℓ(f) ❢♦r ❛❧❧ f
✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❛ st❡♣s t♦ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ α(f) ❢♦r t❤❡ s❛♠❡ r❛♥❣❡✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡
❜② r❡s✐❞✉❡s(ℓk) t❤❡ s❡t ♦❢ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ✐♥ Fq[t] ♦❢ ❞❡❣r❡❡ ❛t ♠♦st k deg ℓ− 1✳

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✾✳✶ ❚❤❡ ❛❧♣❤❛ s✐❡✈❡

✶✿ ■♥✐t✐❛❧✐③❡ αℓ t♦ ❛ ✈❡❝t♦r ♦❢ ✈❛❧✉❡ deg(ℓ)/(N(ℓ)− 1)
✷✿ k0 ← ⌈k♠❛①/ deg ℓ⌉
✸✿ ❢♦r (fd, fd−1, . . . , f2) ✐♥ H ❞♦
✹✿ ❢♦r k ✐♥ [1..k0] ❛♥❞ r ✐♥ r❡s✐❞✉❡s✭ℓk✮ ❞♦
✺✿ ❢♦r (f1, f0) ✐♥ T s✉❝❤ t❤❛t f1r + f0 ≡ −

∑d
i=2 fir

i mod ℓk ❞♦

✻✿ f ←
∑d

i=0 fix
i

✼✿ ✐❢ k < k0 t❤❡♥

✽✿ αℓ(f) ← αℓ(f) − deg(ℓ)N(ℓ)1−k

N(ℓ)+1

✾✿ ❡❧s❡
✶✵✿ αℓ(f) ← αℓ(f) − deg(ℓ)N(ℓ)2−k

N(ℓ)2−1

✶✶✿ ❡♥❞ ✐❢
✶✷✿ ❡♥❞ ❢♦r
✶✸✿ ❡♥❞ ❢♦r
✶✹✿ ❡♥❞ ❢♦r

❚❤❡ ❝♦rr❡❝t♥❡ss ♦❢ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✾✳✶ ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✾✳✷✳✽✳ ❋♦r ❛ ✜①❡❞
✈❛❧✉❡ ♦❢ kmax✱ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♣❡r ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐s O(1)✱ ❛s t❤❡ ♠♦st t✐♠❡✲❝♦♥s✉♠✐♥❣
st❡♣s ❛r❡ t❤♦s❡ ✐♥ ❧✐♥❡s 8 ❛♥❞ 10✳ ❋♦r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✱ ✐♥ t❤❡ ♥❛✐✈❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❢♦r
❡❛❝❤ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✱ ♦♥❡ ♥❡❡❞s t♦ ✜♥❞ t❤❡ r♦♦ts ♠♦❞✉❧♦ ℓ✱ ✇❤✐❝❤ t❛❦❡s ❛ ♥♦♥✲❝♦♥st❛♥t
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡ ✐♥ d+deg(ℓ)✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✾✳✶ s❤♦✇❡❞ t♦ ❜❡ ♠✉❝❤ ❢❛st❡r✱
❛s P❛✉❧ ❩✐♠♠❡r♠❛♥♥ ✉s❡❞ ✐t t♦ ❝♦♠♣✉t❡ αℓ(f)✱ ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s
ℓ ✇✐t❤ deg ℓ ≤ 6✱ ♦♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ 248 ♠♦♥✐❝ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s f ∈ F2[t][x] ♦❢ ❞❡❣r❡❡
6 s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r i ∈ [0, 6]✱ degt fi ≤ 12− 2i✳
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✾✳✹ ■♥s❡♣❛r❛❜❧❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s

✾✳✹✳✶ P❛rt✐❝✉❧❛r✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥s❡♣❛r❛❜❧❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s

❉❡s♣✐t❡ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❛❞❞✐♥❣ ♥❡✇ t❡❝❤♥✐❝❛❧✐t✐❡s✱ t❤❡ ✐♥s❡♣❛r❛❜❧❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s
❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r❡❢❡rr❡❞ ✐♥ t✇♦ r❡❝♦r❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❬❍❙❲+✶✵❪✱ ❬❍❙❙❚✶✷❪✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱
t❤❡ ❈♦♣♣❡rs♠✐t❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❬❚❤♦✵✸❪✱ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r
❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❋❋❙✱ ✉s✐♥❣ ✐♥s❡♣❛r❛❜❧❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❈♦♣✲
♣❡rs♠✐t❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢r♦♠ t❤✐s ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ ❛♥❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣❛r❡ ✐♥s❡♣❛r❛❜❧❡
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s t♦ s❡♣❛r❛❜❧❡ ♦♥❡s✱ ✇❡ st❛rt ✇✐t❤ t❤❡✐r ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② t❤❡✐r
♠❛✐♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✾✳✹✳✶✳ ❆♥ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ♥♦♥✲❝♦♥st❛♥t ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ f ∈ Fq[t][x] ✐s s❛✐❞
✐♥s❡♣❛r❛❜❧❡ ✐❢ f ′ = 0✱ ✇❤❡r❡ f ′ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ x✳

❋♦r ❡✈❡r② ✐♥s❡♣❛r❛❜❧❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ f ✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ♣♦✇❡r ♦❢ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♦❢
Fq✱ d✱ ❛♥❞ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ f̂ ∈ Fq[t][x] s✉❝❤ t❤❛t f = f̂(xd) ❛♥❞ f̂ ′ 6= 0✳ ❚❤✐s s✐♠♣❧❡
♣r♦♣❡rt② ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❢❛❝t♦r ❛♥② ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ℓ ✐♥ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✜❡❧❞ ♦❢ f ✐♥
t✇♦ st❡♣s✳ ❋✐rst ✇❡ ❢❛❝t♦r ℓ ✐♥ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✜❡❧❞ ♦❢ f̂ ✱ t❤❡♥ ✇❡ ❢✉rt❤❡r ❢❛❝t♦r ❡✈❡r②
♣r✐♠❡ ✐❞❡❛❧ l ♦❢ f̂ ✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ✐s t❤❛t s♦♠❡ ♣r✐♠❡ ✐❞❡❛❧ ❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥
❛❧❣♦r✐t❤♠s ✇♦r❦ ♦♥❧② ❢♦r s❡♣❛r❛❜❧❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ✭❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ▼❛❣♠❛ ❬❇❈P✾✼❪
✐♠♣❧❡♠❡♥ts t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✜❡❧❞s ♦♥❧② ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ s❡♣❛r❛❜❧❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s✮✳ ❚❤❡
❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐❞❡❛❧s l ♦❢ f̂ ✐♥ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✜❡❧❞ ♦❢ f ✐s ❡❛s② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
r❡s✉❧t✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✾✳✹✳✷✳ ✭❈♦r♦❧❧❛r② ❳✳✶✳✽✱❬▲♦r✾✻❪✮ ▲❡t p > 0 ❜❡ ❛ ♣r✐♠❡ ❛♥❞ q ❛♥❞
d t✇♦ ♣♦✇❡rs ♦❢ p✳ ▲❡t K̂/Fq(t) ❜❡ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✜❡❧❞✳ ▲❡t K/K̂ ❜❡ ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ xd − θ1 ✇✐t❤ θ1 ∈ K̂✳ ❚❤❡♥ ❡✈❡r② ♣r✐♠❡ ✐❞❡❛❧ l ♦❢ K̂ ❞❡❝♦♠♣♦s❡s ❛s

lOK = Ld ✭✾✳✷✸✮

❢♦r ❛ ♣r✐♠❡ ✐❞❡❛❧ L s✉❝❤ t❤❛t L
⋂OK̂ = l✳

■♥ t❤❡ ❋❋❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✐t ✐s r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❢♦r ❡❛❝❤ s♠♦♦t❤ ❡❧❡♠❡♥t a− bθ
♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✜❡❧❞ ♦❢ f ✱ t❤❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❡✈❡r② ♣r✐♠❡ ✐❞❡❛❧ L ✐♥ t❤❡ ❢❛❝t♦r ❜❛s❡✳
❋♦r t❤✐s✱ ✇❡ st❛rt ❜② ❢❛❝t♦r✐♥❣ (a− bθ)d ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡❣❡r r✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✜❡❧❞ K̂
♦❢ f̂ ✿

(a− bθ)dOK̂ = (ad − bdθ1)OK̂ =
∏

i

leii

❛♥❞ t❤❡♥ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ (a− bθ)OK =
∏

i Lei
i ✇❤❡r❡ t❤❡ Li ❛r❡ s✉❝❤ t❤❛t liOK = Ld

i ✳

✾✳✹✳✷ ❙♣❡❡❞✲✉♣ ✐♥ t❤❡ ❋❋❙ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✐♥s❡♣❛r❛❜✐❧✐t②

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✾✳✹✳✸✳ ▲❡t f ❛♥❞ g ❜❡ t✇♦ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ♦❢ Fq[t][x] s✉❝❤ t❤❛t Res(f, g)
❤❛s ❛♥ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ❢❛❝t♦r ♦❢ ❞❡❣r❡❡ n✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t degx g = 1 ❛♥❞ ✇r✐t❡ f = f̂(xd)
❢♦r ❛ s❡♣❛r❛❜❧❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ f̂ ❛♥❞ s♦♠❡ ✐♥t❡❣❡r d ✇❤✐❝❤ ✐s ❡✐t❤❡r 1 ♦r ❛ ♣♦✇❡r
♦❢ ❝❤❛r✭Fq✮✳ ❲❡ ❝❛❧❧ ❢r❡❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❛♥② ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ℓ ∈ Fq[t] s✉❝❤ t❤❛t
ℓ ∤ Disc(f̂)fd ❛♥❞ (f mod ℓFq[t][x]) s♣❧✐ts ✐♥t♦ ❞❡❣r❡❡✲1 ❢❛❝t♦rs✳
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❈❧❡❛r❧② ❡❛❝❤ ❢r❡❡ r❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ ♥♦r♠ ❧❡ss t❤❛♥ t❤❡ s♠♦♦t❤♥❡ss ❜♦✉♥❞ ❝r❡❛t❡s ❛♥
❛❞❞✐t✐✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✈✐rt✉❛❧ ❧♦❣❛r✐t❤♠s ♦❢ t❤❡ ✐❞❡❛❧s ✐♥ t❤❡ ❢❛❝t♦r ❜❛s❡✳

❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢r❡❡ r❡❧❛t✐♦♥s ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ❈❤❡❜♦t❛r❡✈✬s ❚❤❡♦r❡♠ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❋✐rst
♥♦t❡ t❤❛t✱ ❞✉❡ t♦ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✾✳✹✳✷✱ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ℓ ✐s ❛ ❢r❡❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❢♦r f ✐❢ ❛♥❞
♦♥❧② ✐❢ ✐t ✐s ❛ ❢r❡❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❢♦r f̂ ✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ ❢r❡❡ r❡❧❛t✐♦♥s ❛♠♦♥❣ t❤❡ ✐r✲
r❡❞✉❝✐❜❧❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ✐s✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❈❤❡❜♦t❛r❡✈✬s ❚❤❡♦r❡♠ ✭s❡❡ ❈♦r♦❧❧❛r② ✸✳✶✳✸✮✱
❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♦❢ t❤❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ●❛❧♦✐s ❣r♦✉♣ ♦❢ t❤❡
s♣❧✐tt✐♥❣ ✜❡❧❞ ♦❢ f̂ ✳ ❈❛❧❧ N t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦♥✐❝ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ✐♥ Fq[t]
♦❢ ❞❡❣r❡❡ ❧❡ss t❤❛♥ t❤❡ s♠♦♦t❤♥❡ss ❜♦✉♥❞✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢r❡❡ r❡❧❛t✐♦♥s ✐s✿

#{❢r❡❡ r❡❧❛t✐♦♥s} = N

#Gal(f̂)
. ✭✾✳✷✹✮

❲❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤✐s t♦ t❤❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❢❛❝t♦r ❜❛s❡✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐t②
♦❢ t❤❡ r❛t✐♦♥❛❧ s✐❞❡ ✐s N ❛♥❞ f ❤❛s ❛s ♠❛♥② ✐❞❡❛❧s ❛s f̂ ✱ ✐t ✐s ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡
t❤❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ s✐❞❡✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❈❤❡❜♦t❛r❡✈✬s ❚❤❡♦r❡♠✱ t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛✐rs (ℓ, r) s✉❝❤ t❤❛t f(r) ≡ 0 mod ℓ✱ deg r < deg ℓ ❛♥❞ deg ℓ ✐s ❧❡ss
t❤❛♥ t❤❡ s♠♦♦t❤♥❡ss ❜♦✉♥❞ ✐s χN ✇❤❡r❡ χ ✐s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r♦♦ts ♦❢ f̂
✜①❡❞ ❜② t❤❡ ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠s ♦❢ t❤❡ s♣❧✐tt✐♥❣ ✜❡❧❞ ♦❢ f̂ ✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ❝❤❡❝❦❡❞ t❤❛t ❡❛❝❤
r♦♦t ♦❢ f̂ ✐s ✜①❡❞ ❜② ❛ ❢r❛❝t✐♦♥ 1/ deg(f̂) ♦❢ t❤❡ ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠s✱ s♦ χ = 1✳ ❍❡♥❝❡✱
❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② t❤❡ ❢❛❝t♦r ❜❛s❡ ❤❛s 2N+o(N) ❡❧❡♠❡♥ts✳ ❖♥❡ ❝♦✉❧❞ ❛❞❛♣t t❤❡ ♣r♦♦❢
♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✾✳✷✳✶✺ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ s❤❛r♣❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ 2N +O(

√
N)✳

❍❡✉r✐st✐❝❛❧❧②✱ Gal f̂ ✐s t❤❡ ❢✉❧❧ s②♠♠❡tr✐❝ ❣r♦✉♣ ❢♦r ❛❧❧ ❜✉t ❛ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ s❡t ♦❢
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s f̂ ✱ s♦ ♠♦st ♦❢t❡♥ ✇❡ ❤❛✈❡ #Gal(f̂) = deg(f̂)!✳ ❲❡ ❧✐st t❤❡ r❡s✉❧ts
❢♦r deg f ❡q✉❛❧ t♦ 6 ❛♥❞ 8 ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✾✳✸✳ ❚❤❡ ❝❛s❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ d = 3 ❛♥❞ deg f̂ = 2
❜r♦✉❣❤t ❛ 4

3
✲❢♦❧❞ s♣❡❡❞✉♣ ✐♥ ❬❍❙❲+✶✵❪✳

❈♦♣♣❡rs♠✐t❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❚❤❡ ❝❛s❡ d = 8 ❛♥❞ deg f̂ = 1 ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡
❈♦♣♣❡rs♠✐t❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ■♥❞❡❡❞✱ s✐♥❝❡ ❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ❢r❡❡ r❡❧❛t✐♦♥s✱ t❤❡
s✐❡✈❡ ✐s ❛❝❝❡❧❡r❛t❡❞ ❜② ❛ ❢❛❝t♦r ♦❢ 2✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ s✐♥❝❡ deg(f̂) = 1✱ t❤❡ ❢r❡❡ r❡❧❛t✐♦♥s
❛r❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② s✐♠♣❧❡✱ ❧✐♥❦✐♥❣ ❡①❛❝t❧② ♦♥❡ ❡❧❡♠❡♥t ✐♥ t❤❡ r❛t✐♦♥❛❧ s✐❞❡ t♦ ♦♥❡
❡❧❡♠❡♥t ✐♥ t❤❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ❢❛❝t♦r ❜❛s❡ ✭Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✾✳✹✳✷✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡
♦♥❡ ❝❛♥ r❡✇r✐t❡ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s ✉s✐♥❣ ♦♥❧② t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ r❛t✐♦♥❛❧ s✐❞❡✱ ❤❡♥❝❡
s♣❡❡❞✐♥❣ ✉♣ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❛❧❣❡❜r❛ st❡♣ ❜② ❛ ❢❛❝t♦r ♦❢ 4✳

✾✳✹✳✸ ❘♦♦t ♣r♦♣❡rt② ♦❢ ✐♥s❡♣❛r❛❜❧❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s

❉❡s♣✐t❡ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ✐♥s❡♣❛r❛❜❧❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ❛r❡ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❢❡✇✱ ❜❡✐♥❣ ♣♦ss✐❜❧❡
t♦ ❡①❤❛✉st✐✈❡❧② t❡st t❤❡♠✱ ✐t ❤❛s ✐ts ♦✇♥ ✐♥t❡r❡st t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ✇❤② ✐♥s❡♣❛r❛❜❧❡
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ❤❛✈❡ ❛ ❜❛❞ r♦♦t ♣r♦♣❡rt② ❛♥❞ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❤② t❤❡ ❛❧♣❤❛ ✈❛❧✉❡ ♦❢
♠❛♥② ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❈♦♣♣❡rs♠✐t❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s 2✳ ◆♦t❡ t❤❛t ♦✉r ♣r♦♦❢
t❤❛t ❛❧♣❤❛ ❝♦♥✈❡r❣❡s ❝♦✈❡rs ♦♥❧② t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ s❡♣❛r❛❜❧❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥
✇❡ ❣✐✈❡ s♦♠❡ r❡s✉❧ts ♦♥ t❤❡✐r r♦♦t ♣r♦♣❡rt②✳

❋✐rst✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛✐rs (ℓ, r) ✇✐t❤ ℓ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ❛♥❞ r ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♦❢ ❞❡❣r❡❡
❧❡ss t❤❛♥ deg(ℓ) s✉❝❤ t❤❛t f(r) ≡ 0 mod ℓ ❤❛s ❛ ♥❛rr♦✇❡r r❛♥❣❡ ♦❢ ✈❛❧✉❡s t❤❛♥ ✐t
❞♦❡s ❢♦r t❤❡ s❡♣❛r❛❜❧❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛s s❤♦✇♥ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡s✉❧t✱ t❤✐s
♥✉♠❜❡r ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r♦♦ts ♦❢ f̂ ✳ ❚❤❡ ❜♦✉♥❞s ✐♥ ❚❤❡♦r❡♠ ✾✳✷✳✶✺✱
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❚❛❜❧❡ ✾✳✸✿ ◆✉♠❜❡r ♦❢ ❢r❡❡ r❡❧❛t✐♦♥s ♦❢ ❛ ♣❛✐r f, g ✇✐t❤ f = f̂(xd)✱ f̂ s❡♣❛r❛❜❧❡ ❛♥❞
deg(g) = 1✳ N ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ♠♦♥✐❝ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ♦❢ ❞❡❣r❡❡ ❜❡❧♦✇ t❤❡
s♠♦♦t❤♥❡ss ❜♦✉♥❞✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❛ss✉♠❡ t❤❛t #Gal(f̂) = (deg f̂)!✳

❝❤❛r✭Fq✮ d deg(f̂) #{❢❛❝t♦r ❜❛s❡} #{❢r❡❡ r❡❧❛t✐♦♥s}
❛♥② 1 6 2N N/720
2 2 3 2N N/6
3 3 2 2N N/2

❛♥② 1 8 2N N/40320
2 2 4 2N N/24
2 4 2 2N N/2
2 8 1 2N N

✇❤❡♥ ✇r✐tt❡♥ ❡①♣❧✐❝✐t❧②✱ ❛r❡ ♥❛rr♦✇❡r ❢♦r ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ♦❢ ❞❡❣r❡❡ deg(f̂) t❤❛♥ ❢♦r
t❤♦s❡ ♦❢ ❞❡❣r❡❡ deg f ✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐❢ f̂ ✐s ❧✐♥❡❛r✱ t❤✐s ♥✉♠❜❡r ✐s ❛ ❝♦♥st❛♥t✳

▲❡♠♠❛ ✾✳✹✳✹✳ ▲❡t f̂ ∈ Fq[t][x] ❜❡ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✱ d ❛ ♣♦✇❡r ♦❢ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝
♦❢ Fq ❛♥❞ f = f̂(xd)✳ ▲❡t ℓ ❜❡ ❛♥ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐♥ Fq[t]✳ ❚❤❡♥ t❤❡r❡
✐s ❛ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❡ts {r̂ ∈ Fq[t] | deg r̂ < deg ℓ, f̂(r̂) ≡ 0 mod ℓ} ❛♥❞
{r ∈ Fq[t] | deg r < deg ℓ, f(r) ≡ 0 mod ℓ}✳

Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ ♥♦♥✲③❡r♦ r❡s✐❞✉❡s ♦❢ ℓ ❢♦r♠ ❛ ❣r♦✉♣ ♦❢ ❝❛r❞✐♥❛❧✐t② N(ℓ) − 1✱ ✇❤✐❝❤ ✐s
❝♦♣r✐♠❡ t♦ q ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ t♦ d✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ❛♥② r♦♦t r̂ ❛❝❝❡♣ts ♦♥❡ ❛♥❞ ♦♥❧② ♦♥❡ dt❤

r♦♦t ♠♦❞✉❧♦ ℓ✳

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ r❡❛s♦♥ ❢♦r ❤❛✈✐♥❣ ❜❛❞ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❛❧♣❤❛ ✐s t❤❛t ♠♦st ♦❢ t❤❡ r♦♦ts ♠♦❞✲
✉❧♦ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ℓ ❞♦ ♥♦t ❧✐❢t t♦ r♦♦ts ♠♦❞✉❧♦ ℓ2✳ ❘❡❝❛❧❧ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❝❧❛ss✐❝❛❧ r❡s✉❧t✳

▲❡♠♠❛ ✾✳✹✳✺✳ ▲❡t ℓ ∈ Fq[t] ❜❡ ❛♥ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✳ ❲r✐t❡ (Fq[t]/〈ℓ2〉)∗ ❢♦r
t❤❡ ❣r♦✉♣ ♦❢ r❡s✐❞✉❡s ♠♦❞✉❧♦ ℓ2 ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥♦t ❞✐✈✐s✐❜❧❡ ❜② ℓ✳ P✉t U = {eN(ℓ) | e ∈
(Fq[t]/〈ℓ2〉)∗} ❛♥❞ V = {1 + ℓw | degw < deg ℓ}✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ❤❛✈❡

(Fq[t]/〈ℓ2〉)∗ ≃ U × V.

❚❤❡ ❣r♦✉♣ U ❤❛s ♦r❞❡r N(ℓ) − 1 ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♣r✐♠❡ t♦ d✱ s♦ dt❤ r♦♦ts ❛❧✇❛②s
❡①✐st ❛♥❞ ❛r❡ ✉♥✐q✉❡ ✐♥ U ✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✐♥ V ✱ ♦♥❧② t❤❡ ♥❡✉tr❛❧ ❡❧❡♠❡♥t ✐s
❛ d✲t❤ ♣♦✇❡r✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦♥❧② ❛ ❢r❛❝t✐♦♥ 1/#V = 1/N(ℓ) ♦❢ t❤❡ r❡s✐❞✉❡s
r̂ ♠♦❞✉❧♦ ℓ2 ❝❛♥ ❤❛✈❡ dt❤ r♦♦ts ♠♦❞✉❧♦ ℓ2✳ ▲❡t ✉s ♠❛❦❡ t❤❡ ❤❡✉r✐st✐❝ ❛ss✉♠♣t✐♦♥
t❤❛t t❤❡ r♦♦ts ♦❢ f̂ ♠♦❞✉❧♦ ℓ2 ❛r❡ r❛♥❞♦♠ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ Fq[t]/〈ℓ2〉✳ ❚❤❡♥ ♦♥❧② ❛
s♠❛❧❧ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r♦♦ts ♦❢ f ❧✐❢t ♠♦❞✉❧♦ sq✉❛r❡s ♦❢ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ❛♥❞✱
❢♦r ❛ ♥♦♥ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s f ♥♦ r♦♦t r ♠♦❞✉❧♦ s♦♠❡ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ℓ ❧✐❢ts ♠♦❞✉❧♦ ℓ2✳

❆♠♦♥❣ t❤❡ ❈♦♣♣❡rs♠✐t❤ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s f ✱ ✐✳❡✳✱ s✉❝❤ t❤❛t f̂ ✐s ❧✐♥❡❛r✱ ♠❛♥② f ❛r❡
s✉❝❤ t❤❛t ♥♦ ♠♦❞✉❧❛r r♦♦t ♦❢ f ❧✐❢ts ♠♦❞✉❧♦ sq✉❛r❡s✳ ▲❡t ✉s ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢
❛❧♣❤❛ ✐♥ t❤✐s s✐t✉❛t✐♦♥✳
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α(f) α∞(f, s) σ(f, s, e) ǫ(f, s, e) E(f, g, s, e, β) ❡✣❝✐❡♥❝②
f0 1.27 0 108.12 109.39 1.82 · 108 15.2
f1 −1.05 0 108.42 107.36 2.10 · 108 18.8

❚❛❜❧❡ ✾✳✹✿ ❈♦♣♣❡r♠✐t❤ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ❢♦r F2607 ✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥ t❤❡ t❛❜❧❡ ❛r❡ s =
7✱ e = 24.5 ❛♥❞ β = 28✳ ❚❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝②✱ ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ r❡❧s✴sq✱ ✉s❡s t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs
✐♥ ❊①♣❡r✐♠❡♥t ✾✳✸✳✹✳

▲❡♠♠❛ ✾✳✹✳✻✳ ▲❡t f̂ ❜❡ ❛ ❧✐♥❡❛r ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♦❢ Fq[t][x]✱ d ❛ ♣♦✇❡r ♦❢ t❤❡ ❝❤❛r❛❝✲
t❡r✐st✐❝ ♦❢ Fq ❛♥❞ ♣✉t f = f̂(xd)✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♣❛✐r ♦❢ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ℓ
❛♥❞ r ✇✐t❤ ℓ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ❛♥❞ r ♦❢ ❞❡❣r❡❡ ❧❡ss t❤❛♥ t❤❛t ♦❢ ℓ2 s✉❝❤ t❤❛t f(r) ≡ 0
mod ℓ2✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ❤❛✈❡

α(f) =
2

q − 1
.

Pr♦♦❢✳ ❇② ▲❡♠♠❛ ✾✳✹✳✹✱ ❢♦r ❛❧❧ ℓ✱ f ❤❛s ❡①❛❝t❧② nℓ = 1 ❛✣♥❡ ♦r ♣r♦❥❡❝t✐✈❡ r♦♦ts
♠♦❞✉❧♦ ℓ✳ ❇② ❈♦r♦❧❧❛r② ✾✳✷✳✾✱ ❢♦r ❛❧❧ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ℓ ✇❡ ❤❛✈❡

αℓ(f) = deg ℓ

(
1

N(ℓ)− 1
− 1

N(ℓ)

N(ℓ)

N(ℓ) + 1

)
= 2

deg ℓ

q2 deg ℓ − 1
.

❍❡♥❝❡ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ α(f) = 2

(∑
k≥1

kIk
q2k−1

)
✇✐t❤ Ik t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ♠♦♥✐❝

♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ♦❢ ❞❡❣r❡❡ k ✐♥ Fq[t]✳ ❚❤❡ s✉♠ ✐♥ t❤❡ ♣❛r❡♥t❤❡s✐s ✇❛s ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✾✳✷✳✶✸ ❛♥❞ ❡q✉❛❧s 1/(q − 1)✳ ❚❤✐s ❝♦♠♣❧❡t❡s t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✳

✾✳✺ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t♦ s♦♠❡ ❡①❛♠♣❧❡s ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛✲

t✉r❡

✾✳✺✳✶ ❚❤♦♠é✬s r❡❝♦r❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❈♦♣♣❡rs♠✐t❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠

❚❤♦♠é ❬❚❤♦✵✸❪ s♦❧✈❡❞ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ F2607 ✉s✐♥❣ t❤❡ ❈♦♣♣❡r✲
s♠✐t❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ♦♥❡ s❡ts g = x− t152 ❛♥❞ f = x4 + tλ
❢♦r ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ λ ∈ Fq[t] s✉❝❤ t❤❛t t607 + λ ✐s ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡✳ ❚❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧
λ0 = t9 + t7 + t6 + t3 + t + 1 ✉s❡❞ ❜② ❚❤♦♠é ♠✐♥✐♠✐③❡s t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ λ✳ ■❢ ♦♥❡
s❡❛r❝❤❡s ❢♦r ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡✱ ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ degt f ✱ ❜✉t t❤✐s ✐s ♣♦ss✐❜❧❡
✇✐t❤♦✉t ❛✛❡❝t✐♥❣ ♠✉❝❤ t❤❡ s✐③❡ ♣r♦♣❡rt②✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ s❡♥s✐❜❧❡ ❝❤♦✐❝❡ ✐s t♦ s❡t t❤❡
s❦❡✇♥❡ss s t♦ 7✱ s♦ s✐❣♠❛ ❞♦❡s ♥♦t ✈❛r② ♠✉❝❤ ✐❢ ♦♥❡ ✐♥❝r❡❛s❡s deg f0✳ ❇② t❡st✐♥❣ t❤❡
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s λ ✇✐t❤ deg λ ≤ 18✱ ✇❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ t❤❛t t❤❡ ❜❡st ❛❧♣❤❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦
f1 = x4+t(t16+t12+t11+t7+t4+1)✳ ❲❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ t✇♦ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✾✳✹
✉s✐♥❣ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤✐s ❛rt✐❝❧❡ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ s✐❡✈❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♠❡❛s✉r❡❞
✇✐t❤ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❬❉●❱✶✸❪ ❛♥❞ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥ ❊①♣❡r✐♠❡♥t ✾✳✸✳✹✳ ❲❡
❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t t❤❡ ♥❡✇ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❢♦r t❤❡ ❈♦♣♣❡rs♠✐t❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦❜t❛✐♥s 23%
♠♦r❡ r❡❧❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ s❛♠❡ s✐❡✈❡❞ ❞♦♠❛✐♥✳
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f, g α(f) α∞(f, s) σ(f, s, e) ǫ(f, s, e) E(f, g, s, e, β) ❡✣❝✐❡♥❝②
f2, g2 2.15 0 122.33 124.46 8.54 · 108 66.0
f3, g3 −0.24 0 123.66 123.36 8.64 · 108 73.8
f4, g4 −0.10 0 123.66 123.42 9.49 · 108 76.0

❚❛❜❧❡ ✾✳✺✿ ❈❧❛ss✐❝❛❧ ❋❋❙ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ❢♦r F2607 ✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ s = 1✱
e = 24.5✱ β = 28✳ ❚❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝②✱ ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ r❡❧s✴sq✱ ✉s❡s t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥
❊①♣❡r✐♠❡♥t ✾✳✸✳✹✳

✾✳✺✳✷ ❏♦✉①✲▲❡r❝✐❡r✬s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ✈❛r✐❛♥t

♦❢ t❤❡ ❋❋❙

❏♦✉① ❛♥❞ ▲❡r❝✐❡r ❬❏▲✵✷✱ ❏▲✵✼❪ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❡ ✜❡❧❞s F2n ✇✐t❤ n = 521✱ 607 ❛♥❞ 613✳
❋♦r n = 607 t❤❡② s❡t f2 = x5+x+t2+1 ❛♥❞ g2 = (t121+t8+t7+t5+t4+1)x+1✳ ■❢
♦♥❡ s❡❛r❝❤❡s ❢♦r ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡✱ t❤❡ s❡♥s✐❜❧❡ ❝❤♦✐❝❡ ✐s t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ r♦♦t ♣r♦♣❡rt②
✇✐t❤♦✉t ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ s✐③❡ ♣r♦♣❡rt②✳ ❙✐♥❝❡ degt f2 = 2 ✇❡ t❡st❡❞ ❛❧❧ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s
✇❤♦s❡ ❞❡❣r❡❡ ✐♥ t ✐s 1 ♦r 2✳

❊①♣❡r✐♠❡♥t ✾✳✺✳✶✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ 218 ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s f s✉❝❤ t❤❛t degt f ≤ 2✱ ♦✉t ♦❢
✇❤✐❝❤ 212 ❤❛✈❡ degt f ≤ 1✳ ❚❤❡r❡ ✇❡r❡ 1776 ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ✇✐t❤ degt f ≤
1 ✇❤♦s❡ ❛❧♣❤❛ ✐s ❜❡❧♦✇ 3✳ ❚❤❡r❡ ✇❡r❡ 650 ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s f ✱ ✇✐t❤ degt f ≤
2✱ ✇❤♦s❡ ❛❧♣❤❛ ✐s ♥❡❣❛t✐✈❡ ❛♥❞ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ s✉♠ ♦❢ ❛❧♣❤❛ ✉♣ t♦ ❞❡❣r❡❡ 6
✐s ❧❡ss t❤❛♥ 0.5✳

❚❤❡ ❜❡st 10 ✈❛❧✉❡s ❢♦r ǫ ✇✐t❤ s❦❡✇♥❡ss s = 0 ❛♥❞ s✐❡✈❡ ♣❛r❛♠❡t❡r e = 24.5
✇❡r❡ ❛❧❧ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s f ✇✐t❤ degt f = 2✳ ❚❤❡ ❜❡st ✈❛❧✉❡ ✇❛s t❤❛t ♦❢
f3 = (t2+ t)x5+(t2+ t+1)x4+(t+1)x3+ t2x2+ t2x+ t2✳ ❲❡ ❝♦✉❧❞ ♥♦t ❛ss♦❝✐❛t❡
❛ ❧✐♥❡❛r ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ g ✇✐t❤ degt g = 121 ❜❡❝❛✉s❡ Res(f, g) ✐s ❛❧✇❛②s ❞✐✈✐s✐❜❧❡ ❜② t
✭s❡❡ ✾✳✸✳✸ ❢♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s✮✱ ❤❡♥❝❡ ✇❡ t♦♦❦ g3 = x+ t122+ t13+ t11+ t6+ t5+ t3+ t2✳
❚❤❡ ❜❡st f ❢♦r ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝♦✉❧❞ s❡❧❡❝t ❛ ❧✐♥❡❛r ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ g ♦❢ ❞❡❣r❡❡ 121 ✇❛s
f4 = (t2 + t+ 1)x5 + (t2 + t+ 1)x4 + x3 + (t2 + t+ 1)x2 + (t2 + t+ 1)x+ t2 + t✱ ❢♦r
✇❤✐❝❤ ✇❡ t♦♦❦ g4 = x+ t121 + t12 + t11 + t8 + t6 + t2 + 1✳ ■♥ ❚❛❜❧❡ ✾✳✺ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡
(f3, g3) ❛♥❞ (f4, g4) t♦ (f2, g2)✳ ◆♦t❡ ❛❧s♦ t❤❛t ❛❧❧ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s f t❡st❡❞ ❤❛✈❡ ❛
s♠❛❧❧ ❣❡♥✉s✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ s♠❛❧❧ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ ❛❧♣❤❛ ✇❤❡♥ degt f ≤ 2✳

❲❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t

• t❤❡ ♥❡✇ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♦❜t❛✐♥s 15% ♠♦r❡ r❡❧❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ s❛♠❡ s✐❡✈❡❞ ❞♦♠❛✐♥
t❤❛♥ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✉s❡❞ ❜② ❏♦✉① ❛♥❞ ▲❡r❝✐❡r✳

• t❤❡ ♥❡✇ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐s 2.5 t✐♠❡s ♠♦r❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ t❤❛♥ ❚❤♦♠é✬s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❛❢t❡r
✇❡ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝♦✉♥t t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❋❋❙ ❛♥❞ t❤❡ ❈♦♣♣❡rs♠✐t❤ ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✇✐t❤ t❤❡ ♥❡✇ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✇❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ 5 t✐♠❡s ♠♦r❡ r❡❧❛t✐♦♥s
t❤❛♥ ✇✐t❤ ❚❤♦♠é✬s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✳ ❲❡ ❞✐✈✐❞❡ t❤✐s ❜② 2✱ s✐♥❝❡ ❈♦♣♣❡rs♠✐t❤✬s
❛❧❣♦r✐t❤♠ r❡q✉✐r❡s 2 t✐♠❡s ❧❡ss r❡❧❛t✐♦♥s✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✾✳✸✳
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✾✳✺✳✸ ❏♦✉①✲▲❡r❝✐❡r✬s t✇♦ r❛t✐♦♥❛❧ s✐❞❡ ✈❛r✐❛♥t

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ❢♦❝✉ss❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ✈❛r✐❛♥t ♦❢ ❋❋❙✳ ❆ s❤♦rt ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤
t❤❡ ❚✇♦ r❛t✐♦♥❛❧ s✐❞❡ ✈❛r✐❛♥t ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✹ ✐s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❋✐rst✱ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s
✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❜❡ s♠♦♦t❤✱ F (a, b) ❢♦r t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ✈❛r✐❛♥t ❛♥❞ t❤❡ x ❛♥❞
y✲s✐❞❡s ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✶✹✮ ❢♦r t❤❡ t✇♦ r❛t✐♦♥❛❧ s✐❞❡ ✈❛r✐❛♥t✱ ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❞❡❣r❡❡
❛s s❤♦✇♥ ❜② ❊q✉❛t✐♦♥s ✭✺✳✷✶✮ ❛♥❞ ✭✾✳✶✮✳

▲❡t ✉s ♥❡①t ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ r♦♦t ♣r♦♣❡rt②✳ ❲❡ r❡♥❛♠❡ t t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ y ✐♥ t❤❡ ❚✇♦
r❛t✐♦♥❛❧ s✐❞❡ ✈❛r✐❛♥t✳ ❲❡ ❝❛❧❧ f = γ2(x)− t ❛♥❞ g = x− γ1(t)✳ ❚❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s
❞✉❡ t♦ t❤❡ s✐③❡ ♣r♦♣❡rt② ✐♠♣♦s❡ t❤❛t f ❤❛s t❤❡ s❛♠❡ ❞❡❣r❡❡ ✐♥ t❤❡ t✇♦ ✈❛r✐❛♥ts✳
❖♥❡ ❝❛♥ ❝❤❡❝❦ t❤❛t t❤❡ x ❛♥❞✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② y✲s✐❞❡✱ ♦❢ ❛ ♣❛✐r (a, b) ✐♥ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠
❛r❡ Resx(g, a−bx) ❛♥❞ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② Rest(f, a−bx)✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ y✲s✐❞❡✱ Resx(g, a−bx)
❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♥♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐♥ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ✈❡rs✐♦♥✱ ♥♦ r♦♦t
♣r♦♣❡rt② ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣♦s❡❞ ♦♥ t❤✐s s✐❞❡✳ ❚❤❡ x✲s✐❞❡✱ Rest(f, a− bx) ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❡❛s✐❧②
❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ ♥♦r♠ ♦❢ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✜❡❧❞ ♦✈❡r Fq(t)✱ s♦ ♦✉r ❛♥❛❧②s✐s ❞♦❡s
♥♦t ❛♣♣❧②✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❤♦✐❝❡s ♦❢ f ✐s ✈❡r② ❧✐♠✐t❡❞✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱
t❤❡r❡ ❛r❡ 26 ♣♦ss✐❜❧❡ ❝❤♦✐❝❡s ❢♦r f s✉❝❤ t❤❛t degx f = 6✳

✾✳✺✳✹ ❘❡❝♦r❞s ♦♥ ♣❛✐r✐♥❣✲❢r✐❡♥❞❧② ❝✉r✈❡s

❚❤❡ ✜❡❧❞s F36n ❛r❡ ♦❢ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐♥t❡r❡st ✐♥ ❝r②♣t♦❣r❛♣❤② ❛s ♦♥❡ ❝❛♥
❜r❡❛❦ t❤❡ ❝r②♣t♦s②st❡♠s ✇❤✐❝❤ ✉s❡ ♣❛✐r✐♥❣✲❢r✐❡♥❞❧② ❝✉r✈❡s ♦✈❡r F3n ❜② s♦❧✈✲
✐♥❣ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ F36n ✳ ❚❤❡ r❡❝❡♥t❧② ♣r♦♣♦s❡❞ ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠s ❬❏♦✉✶✸❛❪✱❬❏♦✉✶✸❜❪✱❬●●▼❩✶✸❪ ❛♥❞ ❬❇●❏❚✶✸❪ ♣r♦✈❡❞ t♦ ❜❡ ✈❡r② ❢❛st ❢♦r t❤❡
✜❡❧❞s ♦❢ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ❞❡❣r❡❡✳ ■t r❡♥❞❡r❡❞ ❋❋❙ ♦❜s♦❧❡t❡ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ❛♥❞ ❞r❛st✐❝❛❧❧②
r❡❞✉❝❡❞ t❤❡ s❡❝✉r✐t② ♦❢ t❤❡s❡ ❝✉r✈❡s✱ ❛s ✇❛s ♥♦t❡❞ ✐♥ ❬❆▼❖❘❍✶✸❪✳ ❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s
❛❧s♦ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❢♦r ✐❧❧✉str❛t✐♥❣ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r s❡♣❛r❛❜❧❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s✳

❚❤❡s❡ ✜❡❧❞s ❛❧❧♦✇ ✉s t♦ r✉♥ t❤❡ ❋❋❙ ✇✐t❤ ❛ ❜❛s❡ ✜❡❧❞ F3d ✇✐t❤ d = 2, 3 ♦r 6✳
❍❡♥❝❡ ✇❡ ❝♦❧❧❡❝t ❝♦♣r✐♠❡ ♣❛✐rs (a, b) ♦❢ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ✐♥ F3d [t] s✉❝❤ t❤❛t ❜♦t❤ F (a, b)
❛♥❞ G(a, b) ❢❛❝t♦r ✐♥t♦ s♠❛❧❧ ❞❡❣r❡❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ♦❢ F3d [t]✳ ❚❤❡ ●❛❧♦✐s ✈❛r✐❛♥t
❬❏▲✵✻❪ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❝❤♦♦s✐♥❣ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s f ❛♥❞ g t♦ ❤❛✈❡ t❤❡✐r ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✐♥
F3[t] r❛t❤❡r t❤❛♥ F3d [t]✳ ■ts ♠❛✐♥ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ✐s t❤❛t✱ ❞✉❡ t♦ ●❛❧♦✐s ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ t❤❡
❢❛❝t♦r ❜❛s❡ ✐s r❡❞✉❝❡❞ ❜② ❛ ❢❛❝t♦r ♦❢ d✳

❍❛②❛s❤✐ ❡t ❛❧✳ ❬❍❙❲+✶✵❪ ✉s❡❞ t❤❡ ❜❛s❡ ✜❡❧❞ F36 ❛♥❞ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ fi = x6+ t
t♦ ❜r❡❛❦ ❝✉r✈❡s ♦✈❡r F371 ✳ ❚✇♦ ②❡❛rs ❧❛t❡r✱ ❍❛②❛s❤✐ ❡t ❛❧✳ ❬❍❙❙❚✶✷❪ ✉s❡❞ t❤❡ ❜❛s❡
✜❡❧❞ F33 ❛♥❞ ❛❣❛✐♥ fi = x6 + t t♦ ❜r❡❛❦ ❝r②♣t♦s②st❡♠s ♦✈❡r F397 ✳

❙✐♥❝❡ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ fi ✐s ✐♥s❡♣❛r❛❜❧❡✱ ❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ✾✳✹✳✷✱ ♦♥❡ q✉❛rt❡r ♦❢
t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❋❋❙ ❛r❡ ❢r❡❡✳ ❚❤✐s r♦✉❣❤❧② tr❛♥s❧❛t❡s ✐♥t♦ ❛ 4/3✲❢♦❧❞
s♣❡❡❞✉♣ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ s❡♣❛r❛❜❧❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ❤❛✈✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ s✐❡✈❡ ❡✣❝✐❡♥❝②✳
◆♦t❡ t❤❛t fi ❤❛s t❤❡ ❜❡st ❡♣s✐❧♦♥ ❛♠♦♥❣ t❤❡ 486 ✐♥s❡♣❛r❛❜❧❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s f ✐♥
F3[t][x] ✇✐t❤ degt f ≤ 1 ❛♥❞ degx f = 6✳

❆ ❜❡tt❡r ❝❤♦✐❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ♦♥❧② ❛ s❡♣❛r❛❜❧❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✇✐t❤ ❛ ❜❡tt❡r ❡✣❝✐❡♥❝②✳
❙✐♥❝❡ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❜❛s❡ ✜❡❧❞ ♦❢ t❤❡ ❢❛❝t♦r ❜❛s❡✱
✇❡ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ F3 ❢r♦♠ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ F3d ✇✐t❤ d = 2, 3 ♦r 6✳

❊①♣❡r✐♠❡♥t ✾✳✺✳✷✳ ❙✐♥❝❡ degt(fi) = 1 ✇❡ ❝❛♥ ✉s❡ ❛♥② ♦❢ t❤❡ 8 · 312 ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s
f ✐♥ F3[t][x] s✉❝❤ t❤❛t degt f ≤ 1✱ ✇✐t❤♦✉t ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ s✐③❡ ♣r♦♣❡rt②✳ ❚❤❡ ❜❡st
❛❧♣❤❛ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ F3 ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡❞ t♦ fs = tx6− tx4+(−t+1)x3+(t−1)x+ t✳
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f, g α(f) α∞(f, s) σ(f, s, e) ǫ(f, s, e) E(f, g, s, e, β) ❡✣❝✐❡♥❝②
fi 1.33 0 94.00 95.33 1.03 · 108 14.6
fs 0.29 0 94.75 95.04 1.23 · 108 17.0
fs′ −3.67 0 96.75 93.03 1.61 · 108 21.3

❚❛❜❧❡ ✾✳✻✿ P♦❧②♥♦♠✐❛❧s f ❢♦r ✜❡❧❞s ♦❢ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ 3✳ ❚❤❡ ❧❛st ❝♦❧✉♠♥ ✇❛s
♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ s❛♠❡ s♦❢t✇❛r❡ ❛s ✐♥ ❊①♣❡r✐♠❡♥t ✾✳✸✳✹ ❛♥❞ ✇✐t❤ ♣❛r❛♠❡t❡rs
❢❜❜✵❂❢❜❜✶❂✶✹✱ ❧♣❜✵❂❧♣❜✶❂✶✼✱ ❙❂✶ ❛♥❞ q0 = t15✳

f α(f,F3) α(f,F32) α(f,F33) α(f,F36)
fi 2.11 0.35 0.53 0.03
fs 0.46 0.16 0.21 0.08

❚❛❜❧❡ ✾✳✼✿ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❛❧♣❤❛ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❜❛s❡ ✜❡❧❞✳ ❚❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥
α(f,Fq) ❞❡♥♦t❡s log(q)/ log(2) · α(f) ✇✐t❤ ❛❧♣❤❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✜❡❧❞ Fq✳

❙✐♥❝❡ ❛❧♣❤❛ ❤❛s ❛ s♠❛❧❧ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s t❡st❡❞ ✐♥ ❊①♣❡r✐♠❡♥t ✾✳✺✳✷✱
✇❡ ❛❧s♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ s❡♣❛r❛❜❧❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ fs′ = x6 − x2 + (t8 + t6 − t4 + t2 + 1)✱
✇❤✐❝❤ ✐s ✇❡❧❧ s✉✐t❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ s❦❡✇♥❡ss ♣❛r❛♠❡t❡r ✐s s❡t t♦ 1✳ ❚❛❜❧❡ ✾✳✻ ❝♦♠♣❛r❡s
fs ❛♥❞ fs′ t♦ fi ❢♦r r❛♥❞♦♠❧② ❝❤♦s❡♥ ❧✐♥❡❛r ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s✳

■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ❜❛s❡ ✜❡❧❞ ✐s F36 ❛♥❞ F33 t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❧♣❤❛ ✐s s❧♦✇❡r✱
✇✐t❤ ❛ ❢❛❝t♦r ♦❢ 200 ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ F36 ✳ ◆♦t❡ ✜rst t❤❛t t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧
fs✱ ✇❤♦s❡ r♦♦t ♣r♦♣❡rt② ♦✈❡r F3 ✐s ❜❡tt❡r t❤❛♥ t❤❛t ♦❢ fi✱ ❤❛s ❛ ♣♦♦r❡r ✈❛❧✉❡ ♦❢
❛❧♣❤❛ ✇❤❡♥ t❤❡ ❜❛s❡ ✜❡❧❞ ✐s F36 ✳ ■♥ ❚❛❜❧❡ ✾✳✼ ✇❡ ✉s❡ log q

log 2
× α ❛s ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♦❢

❛❧♣❤❛ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❝♦♠♣❛r❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s f ✇✐t❤ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t r✐♥❣s
Fq[t]✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❛❧♣❤❛ ❛r❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♦♥❧② t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥
♦❢ ❛t ♠♦st 1000 ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ✐♥ F3d ✇✐t❤ d = 1, 2, 3 ♦r 6✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡
✈❛❧✉❡s ♦❢ log q

log 2
× α ❛r❡ ❝❧♦s❡ t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ✇❤❡♥ q = 36✳ ❚❤✐s ♦♣❡♥s t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ♦❢

❤♦✇ ❞♦❡s t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❛❧♣❤❛ ❡✈♦❧✈❡ ✇❤❡♥ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ ✐t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛
❢❛❝t♦r ❜❛s❡ ✐♥ F36 [t] ❜✉t ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s f ❛r❡ ✐♥ F3[t][x]✳

✾✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

■♠♣r♦✈✐♥❣ ♦♥ ❏♦✉① ❛♥❞ ▲❡r❝✐❡r✬s ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❬❏▲✵✷❪✱ ✇❡ ♥♦t❡❞
t❤❛t ❛ ✉♥✐q✉❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ f ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠ ♣r♦❜❧❡♠
♦♥ ❛ r❛♥❣❡ ♦❢ ✐♥♣✉ts✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ f ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ ♣r❡❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✱
✇❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛ s❡r✐❡s ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❝♦♠♣❛r❡ ❛r❜✐tr❛r② ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ❛♥❞ ✇❤✐❝❤
❛r❡ ♠✉❝❤ ❢❛st❡r t❤❛♥ ❞✐r❡❝t❧② t❡st✐♥❣ t❤❡ s✐❡✈❡ ❡✣❝✐❡♥❝②✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✇❡ ♦❜t❛✐♥❡❞
❛ s✐❡✈✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❛❧♣❤❛✱ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛s✉r❡s t❤❡ r♦♦t
♣r♦♣❡rt② ❛♥❞ ✇❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ ❝❛♥❝❡❧❧❛t✐♦♥ ♣r♦♣❡rt②✳

❚❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ✐♥s❡♣❛r❛❜❧❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ✇❛s ♦❢ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐♥t❡r❡st ❛s ✐t ❤❛s ♥♦
❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♥♦t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ◆❋❙ ✇♦r❧❞✳ ❲❡ s❤♦✇❡❞ t❤❛t ✐♥s❡♣❛r❛❜❧❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s
❤❛✈❡ t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢r❡❡ r❡❧❛t✐♦♥s✱ ❜✉t ♠♦st ♦❢ t❤❡ ✐♥s❡♣❛r❛❜❧❡
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ❤❛✈❡ ❛ ❜❛❞ r♦♦t ♣r♦♣❡rt②✳ ❚❤❡ ❧❛st s❡❝t✐♦♥ ❛♣♣❧✐❡❞ t❤❡ ♥❡✇ ❢✉♥❝t✐♦♥s t♦



✶✹✻ ❈❍❆P❚❊❘ ✾✳ ❙❊▲❊❈❚■◆● P❖▲❨◆❖▼■❆▲❙ ❋❖❘ ❋❋❙

s♦♠❡ r❡❝♦r❞s ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❲❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡❞ t❤❛t t❤❡ ✐♥s❡♣❛r❛❜❧❡ ♣♦❧②♥♦♠❛✐❧s ♦✛❡r
❛ ❜❡tt❡r ❡✣❝✐❡♥❝② ❢♦r t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡s ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ s❛✇ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡
✇❤❡r❡ ❈♦♣♣❡rs♠✐t❤✬s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭❋❋❙ ✇✐t❤ t♦t❛❧② ✐♥s❡♣❛r❛❜❧❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s✮ ✐s 2.5
t✐♠❡s s❧♦✇❡r t❤❛♥ ❋❋❙✳ ❙✐♥❝❡ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❞✐❞ ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ✈❛❧✉❡s
♦❢ q ♦t❤❡r t❤❛♥ 2 ❛♥❞ 3✱ ✇❡ ❝❛♥♥♦t ❞❡❝✐❞❡ ✐❢ t❤❡ s❡♣❛r❛❜❧❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ❛r❡ ♠♦r❡
❡✛❡❝t✐✈❡ ❢♦r ❧❛r❣❡r ❜❛s❡ ✜❡❧❞s✱ ❡✳❣✳ q = 36✳



❈❤❛♣t❡r ✶✵

❆ q✉❛s✐✲♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r
❞✐s❝r❡t❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠ ✐♥ ✜♥✐t❡ ✜❡❧❞s ♦❢
s♠❛❧❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝

❲❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤✐s ♣❛rt ✇✐t❤ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛t ✐s ♥♦t ❛ ✈❛r✐❛♥t ♦❢ ❋❋❙
❛❧t❤♦✉❣❤ ❞✉r✐♥❣ ✐ts ❣❡♥❡s✐s ✐t ♦r✐❣✐♥❛❧❧② ✇❛s✳ ❚❤✐s ❝♦♠❡s ✐♥ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥
t♦ r❡❝❡♥t ♣r♦❣r❡ss ♠❛❞❡ ✐♥ ✷✵✶✸ ❜② ❏♦✉① ❬❏♦✉✶✸❛❪✱ ❏♦✉① ❬❏♦✉✶✸❜❪ ❛♥❞
●ö❧♦➜❧✉ ❛♥❞ ♦t❤❡rs ❬●●▼❩✶✸❪✳ ■♥ ❛ ❥♦✐♥t ✇♦r❦ ✇✐t❤ ❏♦✉①✱ ●❛✉❞r② ❛♥❞
❚❤♦♠é ❬❇●❏❚✶✸❪ ✇❡ ✜♥❛❧❧② s❤♦✇❡❞ t❤❛t ✉♥❞❡r r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❤❡✉r✐st✐❝s
♦♥❡ ❝❛♥ s♦❧✈❡ t❤❡ ❉▲P ✐♥ ✜♥✐t❡ ✜❡❧❞s ♦❢ s♠❛❧❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ✐♥ ❛ q✉❛s✐✲
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡✳ ❆s ❛ ♥✐❝❡ ❜♦♥✉s✱ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♥♦ ❧♦♥❣❡r ♠❛❦❡s ✉s❡
♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✜❡❧❞ t❤❡♦r② ❛♥❞ ✐s ♥♦t ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ t❤❛♥ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s
t❤❛t ✇❡ ❝❛❧❧❡❞ ❜❛s✐❝ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✺✳
❲❡ ♦r❣❛♥✐③❡ t❤❡ ❝❤❛♣t❡r ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❲❡ st❛rt ✇✐t❤ ❛ s❤♦rt r❡❝❛♣✐t✉❧❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ r❡❝❡♥t ♣r♦❣r❡ss ♦♥ t❤❡ t♦♣✐❝✳ ❲❡ t❤❡♥ ♣r❡s❡♥t t❤❡ s❡tt✐♥❣ ❛♥❞
✇❡ s❤♦✇ ❤♦✇ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠s ♦❢ t❤❡ ❢❛❝t♦r ❜❛s❡
✐♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡✳ ❲❡ t❤❡♥ st❛t❡ t❤❡ ♠❛✐♥ r❡s✉❧t ❛♥❞ s❤♦✇ ❤♦✇ t♦
♣❡r❢♦r♠ ❡❛❝❤ ❞❡s❝❡♥t st❡♣✳ ❲❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ ✇✐t❤ ❛r❣✉♠❡♥ts ✐♥ s✉♣♣♦rt
♦❢ ♦✉r ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛♥❞ ✇❡ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ ❛ s❧✐❣❤t❧②
str♦♥❣❡r ❛ss✉♠♣t✐♦♥✳

✶✵✳✶ ❘❡❝❡♥t ❉▲P ♣r♦❣r❡ss

❚❤❡ ♥❡✇ ✇❛✈❡ ♦❢ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts st❛rt❡❞ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ 2012 ✇❤❡♥ ❏♦✉① ❬❏♦✉✶✸❛❪
♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ♥❡✇ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❢♦r t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ st❛❣❡ ♦❢ ❋❋❙✳ ■♥ t❤❡ ❚✇♦
r❛t✐♦♥❛❧ s✐❞❡ ✈❛r✐❛♥t ♦❢ ❋❋❙✱ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✹✱ ❛❢t❡r s❡tt✐♥❣ γ1✱ γ2 ❛♥❞ D ✐♥
t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ st❛❣❡✱ ✇❡ ❝♦❧❧❡❝t ✉♥✐✈❛r✐❛t❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧sA ❛♥❞B s✉❝❤ t❤❛t
A
(
γ2(x)

)
x+B

(
γ2(x)

)
✱ t❤❡ x✲s✐❞❡✱ ❛♥❞ A(y)γ1(y)+B(y)✱ t❤❡ y✲s✐❞❡✱ ❛r❡ ❜♦t❤ D✲

s♠♦♦t❤✳ ❚❤❡ ❜❛s✐❝ ✐❞❡❛ ♥♦✇ ✐s t♦ ✉s❡ t❤❡ ♠❛♣s ✇❤✐❝❤ s❡♥❞ t❤❡ ❢❛❝t♦r ❜❛s❡ t♦ ✐ts❡❧❢
❛♥❞ ✇❤✐❝❤ s❡♥❞ ❛ ♣❛✐r (A,B) ✇✐t❤ ❜♦t❤ s✐❞❡s s♠♦♦t❤ t♦ ❛♥♦t❤❡r ♣❛✐r (A′, B′) ✇✐t❤
❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ x ❛♥❞ t❤❡ y✲s✐❞❡s s♠♦♦t❤✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s ✐❞❡❛ ✇❛s ❛❧r❡❛❞② ✉s❡❞
✐♥ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ●❛❧♦✐s ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ✐♥ ❬❏▲✵✻✱ ❙❡❝✳ 2.3❪ ❛♥❞ ❬❏▲❙❱✵✻✱ ❙❡❝✳ 4.3❪✳
❏♦✉① s❡ts γ1(y) = yd2 ❢♦r s♦♠❡ ♣❛r❛♠❡t❡r d2 ✭♥♦t❛t✐♦♥ ❝♦♥❢♦r♠❛❧ t♦ ❬❏♦✉✶✸❛❪✮ ❛♥❞
✉s❡s ❛ ♠❛♣ ❝❛❧❧❡❞ ❛♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥✿

(
A(y), B(y)

)
7→
(
a−d2A(y/a), B(y/a)

)
✳ ◆♦t❡ t❤❛t

✶✹✼
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✐❢ ✇❡ ❝❛❧❧ T t❤❡ y✲s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛✐r (A,B)✱ t❤❡♥ t❤❡ y✲s✐❞❡ ♦❢
(
a−d2A(y/a), B(y/a)

)

❡q✉❛❧s T (y/a)✿

[a−d2A(y/a)] · yd2 +B(y/a) = [A(y)yd2 +B(y)](y/a). ✭✶✵✳✶✮

❍❡♥❝❡✱ ✐❢ (A,B) ✐s ❛ ♣❛✐r s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ y✲s✐❞❡ ✐s D✲s♠♦♦t❤✱ t❤❡♥ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❢♦r ❢r❡❡
q − 2 ♦t❤❡r ♣❛✐rs ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦♣❡rt②✳ ❲❤❡♥ ❝♦❧❧❡❝t✐♥❣ r❡❧❛t✐♦♥s ❢♦r ❋❋❙✱ ✇❡
st❛rt ❜② tr②✐♥❣ r❛♥❞♦♠ ✈❛❧✉❡s ♦❢ A ❛♥❞ B ✉♥t✐❧ t❤❡ y✲s✐❞❡ ✐s D✲s♠♦♦t❤✳ ◆❡①t ✇❡
♦❜t❛✐♥ q−2♠♦r❡ ♣❛✐rs (A,B) ❜② ❛♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♥❞✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣❛✐r (A,B)✱ ✇❡ t❡st t❤❡
D✲s♠♦♦t❤♥❡ss ♦❢ t❤❡ x✲s✐❞❡✳ ❏♦✉① ❢✉rt❤❡r ♣r♦♣♦s❡❞ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❑✉♠♠❡r ✈❛r✐❛♥t✱
✇❤✐❝❤ s✉✐ts t❤♦s❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ k ✇❤❡r❡ ✇❡ ❝❛♥ s❡t γ1(y) = yd2 ❛♥❞ γ2(x) = xd1/α ❢♦r
s♦♠❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs d1✱ d2 ❛♥❞ α✳ ❋♦r t❤✐s ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ γ1 ❛♥❞ γ2✱ ❜♦t❤ t❤❡ x ❛♥❞ t❤❡
y✲s✐❞❡s r❡♠❛✐♥ D✲s♠♦♦t❤ ✇❤❡♥ ✇❡ ❛♠♣❧✐❢② ❛ ❞♦✉❜❧②✲s♠♦♦t❤ ♣❛✐r (A,B)✳

●ö❧♦➜❧✉✱ ●r❛♥❣❡r✱ ▼❝●✉✐r❡ ❛♥❞ ❩✉♠❜rä❣❡❧ ❬●●▼❩✶✸❪ ❢✉rt❤❡r ✐♠♣r♦✈❡❞ t❤❡
❝❛s❡ ♦❢ ✜❡❧❞s Fqk ✇❤❡♥ q ✐s ❛ ♣♦✇❡r ♦❢ 2✳ ❚❤❡ ❢❛❝t♦r ❜❛s❡ ✐s ❢♦r♠❡❞ ♦❢ ❞❡❣r❡❡ 1
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❛❦✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r D = 1 ✐♥ ❋❋❙✳ ❚❤❡ s✐❡✈✐♥❣
s♣❛❝❡ ❛r❡ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♣❛✐rs (A,B) = (a + x, bx + c)✳ ❚❤❡ ♠♦st s✉r♣r✐s✐♥❣
r❡s✉❧t ✐s t❤❛t t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ st❛❣❡ t❛❦❡s ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡ ✇❤❡♥ q ≈ k
❛♥❞ k ❤❛s ❛ ❝♦♥st❛♥t ❞✐✈✐s♦r k′ ≥ 3✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡② s❡t γ2(x) = xq ❛♥❞ t❤❡②
✐♠♣♦s❡ t❤❛t t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ γ1(y) ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② ❛ ❝♦♥st❛♥t❀ ❧❡t ✉s ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡
❝❛s❡ γ1(y) = h01y + h00✳ ❙✐♥❝❡ ❢♦r ❛❧❧ a ∈ Fqk

′ ✇❡ ❤❛✈❡ (y + a)q = x + aq ✇❡
❝❛♥ r❡str✐❝t t❤❡ ❢❛❝t♦r ❜❛s❡ t♦ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ✐♥ x✳ ❚❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ s❡❧❡❝t✐♦♥
❝♦♥s✐sts ✐♥ ❝❤♦♦s✐♥❣ h00, h01 ∈ Fqk′ s✉❝❤ t❤❛t xq − (h01x + h00) ❤❛s ❛♥ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡
❢❛❝t♦r ♦❢ ❞❡❣r❡❡ k/k′✳ ■♥ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ st❛❣❡✱ t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ t❤❡ y✲s✐❞❡ ✐s
❜♦✉♥❞❡❞ ❜② ❛ ❝♦♥st❛♥t✱ s♦ ✐t ❤❛s ❛ ❝♦♥st❛♥t ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t♦ ❜❡ 1✲s♠♦♦t❤✳ ❖♥ t❤❡
♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❢♦r ❛♥② ♣❛✐r (A,B) = (x + a, bx + c)✱ t❤❡ x✲s✐❞❡ ✐s ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♦❢ ❛
✈❡r② s♣❡❝✐❛❧ ❢♦r♠✿ xq+1 + axq + bx + c✳ ❇② ❚❤❡♦r❡♠ 1 ✐♥ ❬❍❑✶✵❪ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧
♦❢ t❤✐s ❢♦r♠ ❤❛s ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡❧② 1/q3 t♦ ❜❡ 1✲s♠♦♦t❤ ✐♥st❡❛❞ ♦❢
ρ(q + 1) ≈ q−q(1+o(1)) ❛s ❡①♣❡❝t❡❞ ❢♦r ❛ r❛♥❞♦♠ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❞❡❣r❡❡✳
■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ❞♦♥❡ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✾ ❞♦❡s ♥♦t ❛♣♣❧② ❤❡r❡ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s A ❛♥❞ B ❛r❡ ❧✐♥❡❛r ✇❤❡r❡❛s ✇❡ ❛ss✉♠❡❞ degA, degB →∞✳

❏♦✉① ❬❏♦✉✶✸❜❪ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ♦❜t❛✐♥s s✐♠✐❧❛r r❡s✉❧ts✱ ❜✉t ❤❡ ✐♥✈❡♥ts ❛ ♥❡✇ ❞❡✲
s❝❡♥t t❡❝❤♥✐q✉❡ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ ❛ L(1/4 + o(1)) ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❆s ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s
❛❧❣♦r✐t❤♠ ❤❡ ✉s❡s ❛ ❢❛❝t♦r ❜❛s❡ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❞❡❣r❡❡ 1 ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ✐♥ x✳ ❆s ✐♥
t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❡ ❜❡st ❝❛s❡ ✐s ✇❤❡♥ q ≈ k ❛♥❞ k ❤❛s ❛ ❝♦♥st❛♥t ❞✐✈✐✲
s♦r k′ ✇❤✐❝❤ ❤❡r❡ ❝❛♥ ❜❡ ❡q✉❛❧ t♦ 2✳ ❚❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ st❛❣❡ s❡❛r❝❤❡s ❢♦r
h00, h01, h10, h11 ∈ Fqk

′ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ♥✉♠❡r❛t♦r ♦❢ xq − h01x+h00

h11x+h10
❤❛s ❛ ❞❡❣r❡❡ k/k′

✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ❢❛❝t♦r✳ ❇✉t ❏♦✉①✬s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ♥♦t ❛ ✈❛r✐❛♥t ♦❢ ❋❋❙ s✐♥❝❡ ♥♦ ♣♦❧②✲
♥♦♠✐❛❧s γ1 ❛♥❞ γ2 ❛r❡ ♠❛❞❡ ❡①♣❧✐❝✐t✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ st❛❣❡ ✐♥
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡ ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ❛ ❞✐✛❡r❡♥t t❡❝❤♥✐q✉❡ ❝❛❧❧❡❞ s②st❡♠❛t✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥s✱
t❤❛t ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ✐♥ ❞❡t❛✐❧ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✵✳✹✳ ❚❤❡ ❞❡s❝❡♥t ✐s ❞♦♥❡ ✐♥ t❤r❡❡ st❡♣s✿

• ❙♠♦♦t❤✐♥❣✱ ❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ ✐❣♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡s❝❡♥t ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✻✳✷ ♦r ❝♦♥t✐♥✉❡❞
❢r❛❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✐♥ ❬❆▼❖❘❍✶✸❪✳ ❚❤❡ s♠♦♦t❤✐♥❣ ❜♦✉♥❞ ✐s t✉♥❡❞ s♦ t❤❛t t❤❡
s♠♦♦t❤♥❡ss ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐s L(1/4)−1✳

• ❈❧❛ss✐❝❛❧ ❞❡s❝❡♥t ❜② s♣❡❝✐❛❧✲◗✳ ❍❡r❡ ✇❡ ♠❛❦❡ ✉s❡ ♦❢ t✇♦ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s γ1 ❛♥❞
γ2 ❛s ✐♥ t❤❡ t✇♦ r❛t✐♦♥❛❧ s✐❞❡ ❋❋❙✱ ❜✉t ✇❡ ❞♦ ♥♦t ♠❛❦❡ t❤❡♠ ❡①♣❧✐❝✐t✳ ❚❤✐s
❛❧❧♦✇s t♦ ✉s❡ t❤❡ s❛♠❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❛s ✐♥ ❋❋❙✳
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• ❇✐❧✐♥❡❛r s②st❡♠ ❞❡s❝❡♥t ♠❛❦✐♥❣ ✉s❡ ♦❢ ●rö❜♥❡r ❜❛s✐s✳ ❆s ✐♥ t❤❡ s♣❡❝✐❛❧✲◗
❞❡s❝❡♥t ✇❡ ❡①♣r❡ss t❤❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠ ♦❢ ❛ ❞❡❣r❡❡ m ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦
❞❡❣r❡❡ m−d ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ✇✐t❤ d = logq

(
L(1/4)

)
✳ ❲❡ ❡♥❞ t❤❡ ❞❡s❝❡♥t ❛t t❤❡

♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ♦❢ ❞❡❣r❡❡ 2✳ ❉❡s❝❡♥❞✐♥❣ ❢r♦♠ ❞❡❣r❡❡ 2 t♦ ❞❡❣r❡❡ 1 ❝❛♥♥♦t ❜❡
❞♦♥❡ ❜② ●rö❜♥❡r ❜❛s✐s✱ ❜✉t ❏♦✉① ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t t❡❝❤♥✐q✉❡ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧
❜❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✵✳✼✳

✶✵✳✷ ❖✉r r❡s✉❧ts

■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛ ♥❡✇ ❞✐s❝r❡t❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡
✈❡✐♥ ❛s ✐♥ ❬❏♦✉✶✸❜❪ t❤❛t ✉s❡s ❛♥ ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t ❞❡s❝❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤✳
❚❤❡ ♠❛✐♥ r❡s✉❧t ❣✐✈❡s ❛ q✉❛s✐✲♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❤❡✉r✐st✐❝ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❢♦r t❤❡ ❉▲P ✐♥
✜♥✐t❡ ✜❡❧❞ ♦❢ s♠❛❧❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝✳ ❇② q✉❛s✐✲♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✱ ✇❡ ♠❡❛♥ ❛ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢
t②♣❡ nO(logn) ✇❤❡r❡ n ✐s t❤❡ ❜✐t✲s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ✜♥✐t❡ ✜❡❧❞✳ ❙✉❝❤ ❛
❝♦♠♣❧❡①✐t② ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ❛♥② L(ε) ❢♦r ǫ > 0✳ ■t r❡♠❛✐♥s s✉♣❡r✲♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐♥
t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t✱ ❜✉t ♦✛❡rs ❛ ♠❛❥♦r ❛s②♠♣t♦t✐❝ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦
L(1/4 + o(1))✳

❚❤❡ ❦❡② ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛r❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳

• ❲❡ ❦❡❡♣ t❤❡ ✜❡❧❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ s②st❡♠❛t✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ ❬❏♦✉✶✸❜❪✳

• ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐❝ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❜❧♦❝❦s ❛r❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r②✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ ❛✈♦✐❞ t❤❡
✉s❡ ♦❢ ●rö❜♥❡r ❜❛s✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳

• ❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② r❡s✉❧t r❡❧✐❡s ♦♥ t❤r❡❡ ❦❡② ❤❡✉r✐st✐❝s✿ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♣♦❧②✲
♥♦♠✐❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❢♦r♠❀ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ s♠♦♦t❤♥❡ss
♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ s♦♠❡ ♥♦♥✲✉♥✐❢♦r♠❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ❛r❡ s✐♠✐❧❛r t♦
t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❢♦r ✉♥✐❢♦r♠❧② r❛♥❞♦♠ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❞❡❣r❡❡❀ ❛♥❞
t❤❡ ❧✐♥❡❛r ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ s♦♠❡ ✜♥✐t❡ ✜❡❧❞ ❡❧❡♠❡♥ts r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ♦❢
PGL2(Fq)✳

❚❤❡ ❤❡✉r✐st✐❝s ❛r❡ ✈❡r② ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ♦♥❡s ✉s❡❞ ✐♥ ❬❏♦✉✶✸❜❪ ❛♥❞ ✇❡ ✇✐❧❧ ❝♦♠♣❧❡✲
♠❡♥t t❤❡♠ ✇✐t❤ ❛ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✵✳✽✳

❆❧t❤♦✉❣❤ ✇❡ ✐♥s✐st ♦♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ✜♥✐t❡ ✜❡❧❞s ♦❢ ✈❡r② s♠❛❧❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝✱ ✇❤❡r❡
q✉❛s✐✲♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s L(1/4 + o(1))✱
♦✉r ♥❡✇ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♠♣r♦✈❡s t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❞✐s❝r❡t❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s
✐♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❢♦r ❋❋❙ ❡①❝❡♣t ❢♦r t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ♣r✐♠❡ ❝❛s❡✱ ✐✳❡✳✱
q = LQ(1/3)✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ✐♥ ✜♥✐t❡ ✜❡❧❞s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ FQ✱ ✇❤❡r❡ Q = qk

❛♥❞ q ❣r♦✇s ❛s LQ(α)✱ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❜❡❝♦♠❡s LQ(α + o(1))✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱
♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② ❢❛st❡r t❤❛♥ t❤❡ ❋✉♥❝t✐♦♥ ❋✐❡❧❞ ❙✐❡✈❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥
❛❧♠♦st ❛❧❧ t❤❡ r❛♥❣❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❝♦✈❡r❡❞ ❜② t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❲❤❡♥❡✈❡r α < 1/3✱ ♦✉r
♥❡✇ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦✛❡rs t❤❡ s♠❛❧❧❡st ❝♦♠♣❧❡①✐t②✳ ❋♦r t❤❡ ❧✐♠✐t✐♥❣ ❝❛s❡ L(1/3, c)✱ t❤❡
❢✉♥❝t✐♦♥ ✜❡❧❞ s✐❡✈❡ r❡♠❛✐♥s ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t ❢♦r s♠❛❧❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ c✱ ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r
✜❡❧❞ s✐❡✈❡ ✐s ❜❡tt❡r ❢♦r ❧❛r❣❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ c ✭s❡❡ ❬❏▲❙❱✵✻❪✮✳
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✶✵✳✸ ❙❡tt✐♥❣

❲❡ st❛rt ❜② ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ s❡tt✐♥❣ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛♣♣❧✐❡s✳ ❲❡ ♠❛❦❡ t❤❡
s❛♠❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛s ✐♥ ❬❏♦✉✶✸❜❪ ❜✉t ✇❡ ❛♣♣❧② ✐t t♦ ❛♥② ✜❡❧❞ Fqk ✇✐t❤ q s♠❛❧❧❡r
t❤❛♥ Lqk(1/3, ·)✳

▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r ✜rst t❤❡ ❝❛s❡ k ≤ q + δ ❢♦r ❛ ❝♦♥st❛♥t δ✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❣✐✈❡ ❧❛t❡r
❤❡✉r✐st✐❝ ❛r❣✉♠❡♥ts t❤❛t ♦♥❡ ❝❛♥ ❛❧✇❛②s ✉s❡ δ = 2 ❜✉t ❛♥② ❝♦♥st❛♥t ✐s ❡♥♦✉❣❤ ❢♦r
♦✉r r❡s✉❧t✳ ❲❡ tr② r❛♥❞♦♠ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s h0(X) ❛♥❞ h1(X) ♦❢ ❞❡❣r❡❡ ❛t ♠♦st δ ✐♥
Fq2 ✉♥t✐❧ h1Xq−h0 ❤❛s ❛ ❞❡❣r❡❡ k ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ❢❛❝t♦r ϕ(X)✳ ❲❡ r❡♣r❡s❡♥t K = Fq2k

❛s
K = Fq2 [X]/ϕ(X) ∼= Fq2k .

▲❡t ✉s ♥❡①t ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝❛s❡ k > q+ δ✳ ❚❤❡♥ ✇❡ r❡♣❧❛❝❡ q ❜② ❛ s✉✐t❛❜❧❡ q′ ❛♥❞
❝♦♠♣✉t❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠s ✐♥ F(q′)2k ✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦✐♥❝✐❞❡ ✇✐t❤ ❞✐s❝r❡t❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠s ✐♥
Fq2k ✳ ❲❡ ✇✐❧❧ s❡❡ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✵✳✻ t❤❛t t❤✐s ❤❛s ❧✐tt❧❡ ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✳

✶✵✳✹ ▲♦❣❛r✐t❤♠s ♦❢ t❤❡ ❢❛❝t♦r ❜❛s❡

❲❡ ❝❛❧❧ x ❛ r♦♦t ♦❢ ϕ ✐♥ Fq2k ❛♥❞ ♥♦t❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉❛❧✐t②✿

xq =
h0(x)

h1(x)
. ✭✶✵✳✷✮

❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❢❛❝t♦r ❜❛s❡ ❛s t❤❡ s❡t ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ Fq2k ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s
♠♦♥✐❝ ❞❡❣r❡❡ 1 ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ✐♥ x t♦ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❛❞❞ h1(x)

F =
{
x+ a | a ∈ Fq2

}⋃
{h1(x)}. ✭✶✵✳✸✮

❲❡ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❧♦❣s ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ ❢❛❝t♦r ❜❛s❡ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❈♦♥s✐❞❡r
t❤❡ s②st❡♠❛t✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥

Y q − Y =
∏

(α:β)∈P1(Fq)

(βY − α), ✭✶✵✳✹✮

✇❤❡r❡ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡s ♦❢ P1(Fq) ❛r❡ ❝❤♦s❡♥ s♦ t❤❛t t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ✐s ✐♥❞❡❡❞
♠♦♥✐❝✳ ❋♦r ❛❧❧ q✉❛❞r✉♣❧❡s (a, b, c, d) ∈ Fq2 ✇✐t❤ (a, b) 6= (0, 0) ❛♥❞ (c, d) 6= (0, 0) ✇❡
s✉❜st✐t✉t❡ ax+b

cx+d
t♦ Y ✐♥ t❤❡ s②st❡♠❛t✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✇❡ ♠✉❧t✐♣❧② ❜② (cx+ d)q+1✿

(ax+ b)q(cx+d)− (ax+ b)(cx+d)q =
∏

(α:β)∈P1(Fq)

(
β(ax+ b)− α(cx+ d)

)
. ✭✶✵✳✺✮

❉✉❡ t♦ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✶✵✳✷✮✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ ✇r✐t❡ t❤❡ ❧❡❢t ❤❛♥❞ ♠❡♠❜❡r ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

(
ã
h0
h1

+ b̃

)
(cx+ d)−

(
c̃
h0
h1

+ d̃

)
(ax+ b) = (ax+ b)q(cx+ d)− (ax+ b)(cx+ d)q,

✭✶✵✳✻✮
✇❤❡r❡ ã = aq✱ b̃ = bq✱ c̃ = cq ❛♥❞ d̃ = dq✳
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❍❡♥❝❡✱ t♦ ❡❛❝❤ q✉❛❞r✉♣❧❡ (a, b, c, d) ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥s✿
(
ã
h0
h1

+ b̃

)
(cx+ d)−

(
c̃
h0
h1

+ d̃

)
(ax+ b) =

∏

(α:β)∈P1(Fq)

(
β(ax+ b)− α(cx+ d)

)
.

✭✶✵✳✼✮
❲❡ st❛rt t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❜② ❝♦❧❧❡❝t✐♥❣ #F s✉❝❤ r❡❧❛t✐♦♥s ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❧❡❢t ❤❛♥❞
♠❡♠❜❡r ✐s 1✲s♠♦♦t❤ ❛♥❞ ✇r✐t✐♥❣ ❞♦✇♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡
❞✐s❝r❡t❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠s✳ ■❢ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠ ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡
❞✐s❝r❡t❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠s ♦❢ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ ❢❛❝t♦r ❜❛s❡✳

❍♦✇ ♠❛♥② ❞✐st✐♥❝t ❡q✉❛t✐♦♥s ❛r❡ t❤❡r❡❄ ▲❡t ✉s ❛ss♦❝✐❛t❡ t♦ ❡❛❝❤ q✉❛❞r✉♣❧❡

(a, b, c, d) t❤❡ ♠❛tr✐①

(
a b
c d

)
✳ ◆♦t❡ ✜rst t❤❛t q✉❛❞r✉♣❧❡s ✇✐t❤ s✐♥❣✉❧❛r ♠❛tr✐❝❡s

❣✐✈❡ ❛ tr✐✈✐❛❧ r❡❧❛t✐♦♥ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✶✵✳✺✮✳ ❖♥❡ ❝❛♥ ❝❤❡❝❦ t❤❛t t✇♦ q✉❛❞r✉♣❧❡s ❣✐✈❡
t❤❡ s❛♠❡ r✐❣❤t ❤❛♥❞ ♠❡♠❜❡r ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✶✵✳✺✮ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡✐r ❛ss♦❝✐❛t❡❞
♠❛tr✐❝❡s ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❝❧❛ss ✐♥ Pq := PGL(2,Fq2)/PGL(2,Fq)✳ ❙✐♥❝❡✱ ❢♦r ❛❧❧ ✜❡❧❞s
κ✱ PGL(2, κ) ❤❛s #κ3 −#κ ❡❧❡♠❡♥ts✱ t❤❡r❡ ❛r❡ q3 + q q✉❛❞r✉♣❧❡s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r✳

❚❤❡ ♥✉♠❡r❛t♦r ♦❢ (ãh0

h1
+ b̃)(cX + d) − (c̃h0

h1
+ d̃)(aX + b)✱ ❝❛❧❧ ✐t L✱ ❤❛s ❛

❞❡❣r❡❡ ❧❡ss t❤❛♥ ♦r ❡q✉❛❧ t♦ δ + 1✳ ❯♥❞❡r t❤❡ ❤❡✉r✐st✐❝ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t ✐t ❤❛s t❤❡
s❛♠❡ s♠♦♦t❤♥❡ss ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❛s ❛ r❛♥❞♦♠ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♦❢ ❞❡❣r❡❡ δ + 1✱ t❤❡r❡ ❛r❡
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡❧② (q3 + q)/(δ + 1)! q✉❛❞r✉♣❧❡s (a, b, c, d) ❢♦r ✇❤✐❝❤ L ✐s 1✲s♠♦♦t❤✳

❙✐♥❝❡ t❤❡ s②st❡♠ ❤❛s q2 ✉♥❦♥♦✇♥s ❛♥❞ Θ(q3) ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ♠❛❦❡ t❤❡ ❤❡✉r✐st✐❝
❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t ✐ts ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ♠❛tr✐① ❤❛s ❢✉❧❧ r❛♥❦✳ ❖♥❡ ❝♦♠♣❧❡t❡s t❤❡ ❝♦♠♣✉✲
t❛t✐♦♥ ❜② s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ❡✐t❤❡r ✇✐t❤ s♣❛rs❡ ♠❛tr✐①
t❡❝❤♥✐q✉❡s ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✸✳✹✮ ♦r ✇✐t❤ ●❛✉ss✐❛♥ ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡
❡①♣♦♥❡♥t ω ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✳✶ ■❢ ♦♥❡ ✉s❡s s♣❛rs❡ ♠❛tr✐①
t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ ♦♥❡ ❤❛s ❛ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ O(q5)✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① ✐s q2✕✇❡
✉s❡ #F ≈ q2 r♦✇s ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ sq✉❛r❡ ♠❛tr✐①✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ♥♦♥✲③❡r♦ ❡♥tr✐❡s ♣❡r r♦✇ ✐s ❛t ♠♦st q + 3 + δ✿ ♦♥❡ ❢♦r h1(x)✱ δ + 1 ❢❛❝t♦rs ✐♥ L✱
❛♥❞ q + 1 ❢❛❝t♦rs ✐♥ t❤❡ r✐❣❤t ❤❛♥❞ ♠❡♠❜❡r ♦❢ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✶✵✳✼✮✳

✶✵✳✺ ▼❛✐♥ r❡s✉❧t

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✵✳✺✳✶✳ ❯♥❞❡r ♣❧❛✉s✐❜❧❡ ❤❡✉r✐st✐❝s✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛t
t❛❦❡s ❛s ✐♥♣✉t ❛ ✜❡❧❞ K ❛s ❛❜♦✈❡✱ ❛♥❞ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ P (X) ♦❢ ❞❡❣r❡❡ D ≤ k ♦✈❡r
Fq2 ❛♥❞ r❡t✉r♥s ❛ ❧✐♥❡❛r r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠ ♦❢ P ✐♥ K ❛♥❞ t❤❡
❞✐s❝r❡t❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠s ♦❢ O(q2D) ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ♦❢ ❞❡❣r❡❡ ❧❡ss t❤❛♥ max(2, ⌈D/2⌉) ✐♥
t✐♠❡ ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐♥ q ❛♥❞ D✳

❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✳ ❲❡ ✜rst s❤♦✇ ❤♦✇ t♦ ✉s❡ t❤✐s ❛s ❛
❜✉✐❧❞✐♥❣ ❜❧♦❝❦ ❢♦r ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

▲❡t P ❜❡ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ K ❢♦r ✇❤✐❝❤ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠✳
❲❡ ❝❛♥ ❛ss✉♠❡ t❤❛t P ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♦❢ ❞❡❣r❡❡ ❧❡ss t❤❛♥ k ♦✈❡r
Fq2 ✳ ❲❡ st❛rt ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✵✳✺✳✶ t♦ P ✳ ❲❡ ♦❜t❛✐♥ ❛
r❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠

logP =
∑

ei logPi,

✶❚❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ❞❡♥s❡ ♠❛tr✐① t❡❝❤♥✐q✉❡s ✇❛s s✉❣❣❡st❡❞ t♦ ✉s ❜② ❉❛♥ ❇❡r♥st❡✐♥✳



✶✺✷ ❈❍❆P❚❊❘ ✶✵✳ ❆ ◗❯❆❙■✲P❖▲❨◆❖▼■❆▲ ❆▲●❖❘■❚❍▼

✇❤❡r❡ t❤❡ s✉♠ ❤❛s ❛t ♠♦st κq2k t❡r♠s ❢♦r ❛ ❝♦♥st❛♥t κ ❛♥❞ t❤❡ Pi✬s ❤❛✈❡ ❞❡❣r❡❡
❧❡ss t❤❛♥ ⌈degP/2⌉✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ❛♣♣❧② r❡❝✉rs✐✈❡❧② t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ t❤❡ Pi✬s✱ t❤✉s
❝r❡❛t✐♥❣ ❛ ❞❡s❝❡♥t ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✇❤❡r❡ ❛t ❡❛❝❤ st❡♣✱ ❛ ❣✐✈❡♥ ❡❧❡♠❡♥t P ✐s ❡①♣r❡ss❡❞
❛s ❛ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts✱ ✇❤♦s❡ ❞❡❣r❡❡ ✐s ❛t ♠♦st ❤❛❧❢ t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ P ✭r♦✉♥❞❡❞
✉♣✮ ❛♥❞ t❤❡ ❛r✐t② ♦❢ t❤❡ ❞❡s❝❡♥t tr❡❡ ✐s ✐♥ O(q2k)✳

❆t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✱ t❤❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠ ♦❢ P ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❛ ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐✲
♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠s ♦❢ ❧✐♥❡❛r ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✵✳✹ ✇❡ s❤♦✇❡❞ t❤❛t
t❤❡s❡ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡ ✐♥ q✳ ❙♦ ✇❡ ❛r❡ ❧❡❢t ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t②
❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❞❡s❝❡♥t ♣r♦❝❡ss✳

❊❛❝❤ ✐♥t❡r♥❛❧ ♥♦❞❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡s❝❡♥t tr❡❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ♦♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✵✳✺✳✶✱ t❤❡r❡❢♦r❡ ❡❛❝❤ ✐♥t❡r♥❛❧ ♥♦❞❡ ❤❛s ❛ ❝♦st ✇❤✐❝❤ ✐s
❜♦✉♥❞❡❞ ❜② ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐♥ q ❛♥❞ k✳ ❚❤❡ t♦t❛❧ ❝♦st ♦❢ t❤❡ ❞❡s❝❡♥t ✐s t❤❡r❡❢♦r❡
❜♦✉♥❞❡❞ ❜② t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦❞❡s ✐♥ t❤❡ ❞❡s❝❡♥t tr❡❡ t✐♠❡s ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐♥ q ❛♥❞
k✳ ❚❤❡ ❞❡♣t❤ ♦❢ t❤❡ ❞❡s❝❡♥t tr❡❡ ✐s ✐♥ O(log k)✳ ❆t t❤❡ i✲t❤ ❞❡♣t❤✲❧❡✈❡❧✱ ✇❡ ❤❛✈❡
❛t ♠♦st (κq2k)i ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥t❡r♥❛❧ ♥♦❞❡s ✐s ❜♦✉♥❞❡❞
❜② (q2k)O(log k)✳ ❙✐♥❝❡ ❛♥② ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐♥ q ❛♥❞ k ✐s ❛❜s♦r❜❡❞ ✐♥ t❤❡ O() ♥♦t❛t✐♦♥
✐♥ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡s✉❧t✳

❚❤❡♦r❡♠ ✶✵✳✺✳✷✳ ❆ss✉♠✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❤❡✉r✐st✐❝s ❛s ✐♥ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✵✳✺✳✶✱ ❛♥②
❞✐s❝r❡t❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠ ✐♥ K ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ t✐♠❡ ❜♦✉♥❞❡❞ ❜②

max(q, k)O(log k).

✶✵✳✻ ❈♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ❢♦r ✈❛r✐♦✉s r❛♥❣❡s ♦❢ ♣❛r❛♠❡✲

t❡rs

❈❛s❡ ✇❤❡r❡ q ✐s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐♥ t❤❡ ✐♥♣✉t s✐③❡✳ ❆ss✉♠❡ q = (logQ)O(1)✳ ■❢
k ≤ q + δ ✇❡ ❝❛♥ ❛♣♣❧② ❞✐r❡❝t❧② t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❙✐♥❝❡ k log q = logQ ❛♥❞ s✐♥❝❡ ✇❡
❛r❡ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ q = logQO(1) ✇❡ ♦❜t❛✐♥ max(q, k)log k ≤ 2O((log logQ)2)✳

■❢ k > q + δ ✇❡ ♣✉t q′ = q⌈logq k⌉ ❛♥❞ ❛♣♣❧② t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ Fq′2k ✳ ◆♦t❡ t❤❛t
q′ ≤ kq ≤ (logQ)O(1)✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✐s max(k, q′)O(log k)✳ ❲❡ ♦❜t❛✐♥ ❛

❝♦♠♣❧❡①✐t② max(q, k)O(log k) ≤ 2O((log logQ)2) ✇✐t❤ ❛ ❝♦♥st❛♥t ❤✐❞❞❡♥ ✐♥ O() ✇❤✐❝❤
✐s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❛s❡✳ ■t ✐s ✇♦rt❤ ❡♠♣❤❛s✐③✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❝❛s❡ K = F2n

❢♦r ❛ ♣r✐♠❡ n ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤✐s ❝❛s❡✳

❈❛s❡ ✇❤❡r❡ q = Lqk(α)✳ ■❢ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♦❢ t❤❡ ❜❛s❡ ✜❡❧❞ ✐s ♥♦t s♦ s♠❛❧❧
❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡❣r❡❡✱ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❞♦❡s ♥♦t ❦❡❡♣
✐ts ♥✐❝❡ q✉❛s✐✲♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❢♦r♠✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ❛❧♠♦st t❤❡ ✇❤♦❧❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐t②
♦❢ t❤❡ ❋✉♥❝t✐♦♥ ❋✐❡❧❞ ❙✐❡✈❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② ❜❡tt❡r t❤❛♥
❋❋❙✳

❲✐t❤ ♦✉r ❤②♣♦t❤❡s✐s✱ log q = (logQ)α(log logQ)1−α ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ k =
logQ/ log q = O((logQ/ log logQ)1−α)✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✇❡ ❤❛✈❡ k ≤ q + δ✳

❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✵✳✺✳✷✱ t❛❦❡s t❤❡ ❢♦r♠ qO(log k) = LQ(α)
O(log logQ)✳

❚❤✐s ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ LQ(α
′) ❢♦r ❛♥② α′ > α✳

❍❡♥❝❡✱ ❢♦r ❛♥② α < 1/3✱ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❢❛st❡r t❤❛♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❜❡st ❦♥♦✇♥
❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ♥❛♠❡❧② ❋❋❙ ❛♥❞ ✐ts ✈❛r✐❛♥ts✳
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✶✵✳✼ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ♦♥❡ ❞❡s❝❡♥t st❡♣

Pr♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✵✳✺✳✶✳ ❚♦ ❞❡❝♦♠♣♦s❡ t❤❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠ ♦❢ P (X)✱ ✇❡ ❛r❡ ❣♦✲
✐♥❣ t♦ ❞❡❝♦♠♣♦s❡ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ❛❧❧ t❤❡ tr❛♥s❧❛t❡s ♦❢ P (X) ❜② ❛ ❝♦♥st❛♥t ✐♥ Fq2 ✳

❚♦ ❡❛❝❤ ❡❧❡♠❡♥t m =

(
a b
c d

)
♦❢ Pq✱ ✇❡ ❛ss♦❝✐❛t❡ t❤❡ ❊q✉❛t✐♦♥ (Em) ♦❜✲

t❛✐♥❡❞ ❜② s✉❜st✐t✉t✐♥❣ m · P = aP+b
cP+d

✐♥ ♣❧❛❝❡ ♦❢ Y ✐♥ t❤❡ s②st❡♠❛t✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥
✭❊q✉❛t✐♦♥ ✭✶✵✳✹✮✮✳ ❈❧❡❛r✐♥❣ ❞❡♥♦♠✐♥❛t♦rs ✇✐t❤ ❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❜② (cP + d)q+1✱ ✐t
❜❡❝♦♠❡s✿

(aP + b)q(cP + d)− (aP + b)(cP + d)q =
∏

(α:β)∈P1(Fq)

β(aP + b)− α(cP + d)

✭Em✮

=
∏

(α:β)∈P1(Fq)

(βa− αc)P + (βb− αd)

= λ
∏

(α:β)∈P1(Fq)

P +
βb− αd
βa− αc

= λ
∏

(α:β)∈P1(Fq)

P −m−1 · (α : β),

✇❤❡r❡ P (X)−∞✱ ✐❢ ✐t ❛♣♣❡❛rs✱ ✐s ❜② ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② 1❀ ✐♥❞❡❡❞✱ ✇❤❡♥ a/c
✐s ✐♥ Fq✱ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ βa − αc ✈❛♥✐s❤❡s ❢♦r ❛ ♣♦✐♥t (α : β) ∈ P1(Fq) s♦ t❤❛t ♦♥❡
♦❢ t❤❡ ❢❛❝t♦rs ♦❢ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ❝♦♥t❛✐♥s ♥♦ t❡r♠ ✐♥ P (X)✳

❚❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡✱ ✉♣ t♦ ❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥t λ ∈ F∗
q2 ❛

♣r♦❞✉❝t ♦❢ tr❛♥s❧❛t❡s ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t P (X) ❜② ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ Fq2 ✳
❋♦r t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ r❡❞✉❝❡

t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠❛t✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ s♣❡❝✐❛❧ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❞❡✜♥✐♥❣
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✿ ✐♥ K ✇❡ ❤❛✈❡ xq ≡ h0(x)

h1(x)
✳ ▲❡t ✉s ❞❡♥♦t❡ ❜② ❛ t✐❧❞❡ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢

t✇✐st✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ Fq2 ❜② t❤❡ ❋r♦❜❡♥✐✉s ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ q✲t❤
♣♦✇❡r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ P̃ (X) ✐s t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ P (X) ✇✐t❤ ❛❧❧ ✐ts
❝♦❡✣❝✐❡♥ts r❛✐s❡❞ t♦ t❤❡ ♣♦✇❡r q✳ ❚❤❡ ❧❡❢t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s

(ãP̃ (Xq) + b̃)(cP (X) + d)− (aP (X) + b)(c̃P̃ (Xq) + d̃),

❛♥❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❞❡✜♥✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✜❡❧❞ K✱ ✐t ✐s ❝♦♥❣r✉❡♥t t♦

Lm =

(
ãP̃

(
h0(X)

h1(X)

)
+ b̃

)
(cP (X) + d)− (aP (X) + b)

(
c̃P̃

(
h0(X)

h1(X)

)
+ d̃

)
.

❆s ❛ r❛t✐♦♥❛❧ ❢r❛❝t✐♦♥✱ t❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥ Lm ❤❛s ❛ ❞❡♥♦♠✐♥❛t♦r ♦❢ ❞❡❣r❡❡ ❧❡ss t❤❛♥
δD ❛♥❞ ❛ ♥✉♠❡r❛t♦r ♦❢ ❞❡❣r❡❡ ❧❡ss t❤❛♥ (1 + δ)D✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❞❡♥♦♠✐♥❛t♦r ✐s ❛
♣♦✇❡r ♦❢ h1(X) ❛♥❞ ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ m✱ ❢r♦♠ ♥♦✇ ♦♥✱ ✇❤❡♥ s♣❡❛❦✐♥❣ ❛❜♦✉t
s♠♦♦t❤ ❡❧❡♠❡♥ts✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t h1(X) ✐s ❡✐t❤❡r ✐♥❞❡❡❞ s♠♦♦t❤✱ ♦r ❤❛s ❜❡❡♥
❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ ❢❛❝t♦r ❜❛s❡ ❡❧❡♠❡♥ts✳ ❍❡♥❝❡✱ ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ t❤❡ s♠♦♦t❤♥❡ss ♦❢
t❤❡ ♥✉♠❡r❛t♦r ♦❢ Lm✱ ❛♥❞ ✇❡ s❛② t❤❛t m ∈ Pq ②✐❡❧❞s ❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✐❢ t❤✐s ♥✉♠❡r❛t♦r
♦❢ Lm ✐s ⌈D/2⌉✲s♠♦♦t❤✳
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❚♦ ❛♥② m ∈ Pq✱ ✇❡ ❛ss♦❝✐❛t❡ ❛ r♦✇ ✈❡❝t♦r v(m) ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❛②✳ ❈♦✲
♦r❞✐♥❛t❡s ❛r❡ ✐♥❞❡①❡❞ ❜② λ ∈ Fq2 ✱ ❛♥❞ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ λ ∈ Fq2 ✐s 1 ♦r 0
❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ✇❤❡t❤❡r P − λ ❛♣♣❡❛rs ✐♥ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ (Em)✳
❊q✉✐✈❛❧❡♥t❧②✱ ✇❡ ♠❛② ✇r✐t❡

v(m)λ∈Fq2
=

{
1 ✐❢ (λ : 1) = κm−1 · (α : β) ✇✐t❤ (α : β) ∈ P1(Fq) ❛♥❞ κ ∈ F∗

q2 ,

0 ♦t❤❡r✇✐s❡.

❲❡ ❛ss♦❝✐❛t❡ t♦ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ P ❛ ♠❛tr✐① ✇❤♦s❡ r♦✇s ❛r❡ t❤❡ ✈❡❝t♦rs v(m)
❢♦r t❤❡ ❝♦s❡ts m ∈ Pq ✇❤✐❝❤ ②✐❡❧❞ ❛ r❡❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✈❛❧✐❞✐t② ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✵✳✺✳✶
❝r✉❝✐❛❧❧② r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❤❡✉r✐st✐❝✳

❍❡✉r✐st✐❝ ✶✵✳✼✳✶✳ ❋♦r ❛♥② P (X)✱ t❤❡ s❡t ♦❢ r♦✇s v(m) ❢♦r ❝♦s❡ts m ∈ Pq t❤❛t
②✐❡❧❞ ❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❢♦r♠ ❛ ♠❛tr✐① ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❢✉❧❧ r❛♥❦✳

■❢ t❤❡ ♠❛tr✐① ❤❛s ❢✉❧❧ r❛♥❦✱ t❤❡♥ t❤❡ ✈❡❝t♦r (. . . , 0, 1, 0, . . .) ✇✐t❤ 1 ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
t♦ P (X) ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s ❛ ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r♦✇s✳ ❚❤✐s ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐✲
♥❛t✐♦♥ ❡①♣r❡ss❡s logP (X) ❛s ❛ ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❧♦❣❛r✐t❤♠s ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ t❤❡
❧❡❢t✲❤❛♥❞ s✐❞❡s✱ t❤❛t ✐s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ♦❢ ❞❡❣r❡❡ ❧❡ss t❤❛♥ ⌈D/2⌉ ❛s ❡①♣❡❝t❡❞✳ ❙✐♥❝❡
t❤❡r❡ ❛r❡ O(q2) ❝♦❧✉♠♥s✱ t❤❡ ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✐♥✈♦❧✈❡s ❛t ♠♦st O(q2) r♦✇s✱ ❛♥❞
s✐♥❝❡ ❡❛❝❤ r♦✇ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥ (Em)✱ ✐t ✐♥✈♦❧✈❡s ❛t ♠♦st D ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s
✐♥ t❤❡ ❧❡❢t✲❤❛♥❞✲s✐❞❡✷✳ ■♥ t♦t❛❧✱ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ D ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ❜② ❛ ❧✐♥❡❛r ❝♦♠✲
❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❛t ♠♦st O(q2D) ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ♦❢ ❞❡❣r❡❡ ❧❡ss t❤❛♥ ⌈D/2⌉✳ ❚❤✐s ❧✐♥❡❛r
❛❧❣❡❜r❛ st❡♣ ❝♦sts O(q5) ✉s✐♥❣ s♣❛rs❡ ♠❛tr✐① t❡❝❤♥✐q✉❡s✳

✶✵✳✽ ❙✉♣♣♦rt✐♥❣ t❤❡ ❤❡✉r✐st✐❝ ❛r❣✉♠❡♥t ✐♥ t❤❡

♣r♦♦❢

❍❡✉r✐st✐❝ ✶✵✳✼✳✶ ❛✛❡❝ts t❤❡ ✈❛❧✐❞✐t② ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s
s❡❝t✐♦♥✳ ❲❡ ♣r♦♣♦s❡ t✇♦ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t♦ s✉♣♣♦rt t❤✐s ❤❡✉r✐st✐❝✳ ❇♦t❤ ❛❧❧♦✇ t♦
❣❛✐♥ s♦♠❡ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ✈❛❧✐❞✐t② ♦❢ t❤❡ ❤❡✉r✐st✐❝✱ ❜✉t ♦❢ ❝♦✉rs❡ ♥♦♥❡ ❛✛❡❝t t❤❡
❤❡✉r✐st✐❝ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤✐s st❛t❡♠❡♥t✳

❆ ✜rst ❧✐♥❡ ♦❢ ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥ ❝❛❧❧s ❢♦r ❛♥♦t❤❡r ❤❡✉r✐st✐❝ ❛r❣✉♠❡♥t✱ s✐♠✐❧❛r t♦ ❤❡✉r✐s✲
t✐❝s ✇❤✐❝❤ ✉♥❞❡r♣✐♥ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ♠❛♥② s✉❜✲❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥ ♦r ❞✐s❝r❡t❡
❧♦❣❛r✐t❤♠ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❍❡✉r✐st✐❝ ✶✵✳✼✳✶ ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❡ r❛♥❦ ♦❢ ❛ ♠❛tr✐① ✇❤✐❝❤ ❞❡✲
♣❡♥❞s ♦♥ P ✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ t❤✐s ♠❛tr✐① ❜② H(P )✳ ❯s✐♥❣ ♥♦t❛t✐♦♥s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥
❙❡❝t✐♦♥ ✶✵✳✼✱ ✇❡ r❡♠❛r❦ t❤❛t t❤❡ r♦✇s ♦❢ H(P ) ❛r❡ ❛ s✉❜s❡t ♦❢ t❤❡ s❡t ♦❢ r♦✇
✈❡❝t♦rs v(m) ❢♦r m ∈ Pq✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② H t❤❡ ❧❛r❣❡r ♠❛tr✐① ✇❤♦s❡ r♦✇s ❛r❡ ❛❧❧
t❤❡s❡ ✈❡❝t♦rs v(m)✳ ❚❤❡ ♠❛tr✐① H ❤❛s #Pq = q3 + q r♦✇s ❛♥❞ q2 ❝♦❧✉♠♥s✳

■❢ t❤❡ ♥✉♠❡r❛t♦r ♦❢ Lm ❜❡❤❛✈❡s ❧✐❦❡ ❛ r❛♥❞♦♠ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♦❢ s✐♠✐❧❛r ❞❡❣r❡❡
✭✇❤✐❝❤ ✇❡ ♠✐❣❤t ❤❡✉r✐st✐❝❛❧❧② ❡①♣❡❝t✮✱ t❤❡♥ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t ✐t ✐s s♠♦♦t❤ ✐s
❝♦♥st❛♥t✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ s♠♦♦t❤♥❡ss ❜♦✉♥❞ ✐s ❛ ❝♦♥st❛♥t t✐♠❡s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡
t♦t❛❧ ❞❡❣r❡❡✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ✇❡ ✇❛♥t ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♦❢ ❞❡❣r❡❡ (1 + δ)D t♦ ❜❡

✷❚❤✐s ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ❢❛❝t♦rs ✐s ❛ ♣❡ss✐♠✐st✐❝ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱
♦♥❡ ❡①♣❡❝ts t♦ ❤❛✈❡ ♦♥❧② O(logD) ❢❛❝t♦rs ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❝r✉❞❡ ❡st✐♠❛t❡ ❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡
t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✱ ✇❡ ❦❡❡♣ ✐t t❤❛t ✇❛② t♦ ❛✈♦✐❞ ❛❞❞✐♥❣ ❛♥♦t❤❡r ❤❡✉r✐st✐❝✳
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⌈D/2⌉✲s♠♦♦t❤✱ ✇❤✐❝❤ ♦❝❝✉rs ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❝❧♦s❡ t♦ ρ
(
2(1 + δ)

)
✳ ❲✐t❤ δ ❜❡✐♥❣ ❛

❝♦♥st❛♥t✱ ❛ ❝♦♥st❛♥t ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦s❡tsm ②✐❡❧❞ ❛ r❡❧❛t✐♦♥✱ ✇❤❡♥❝❡ t❤❡ ♠❛tr✐①
H(P ) ✐s ♠❛❞❡ ♦❢ ❛ ❝♦♥st❛♥t ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r♦✇s ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① H✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱
t❤❡ ♠❛tr✐① H(P ) ❤❛s ❡①♣❡❝t❡❞ s✐③❡ Θ(q3)×q2✱ ❛♥❞ ❍❡✉r✐st✐❝ ✶✵✳✼✳✶ ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ H(P ) ❤❛✈✐♥❣ ♠❛①✐♠❛❧ r❛♥❦ q2✳ ❯♥❧❡ss s♦♠❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♦❜str✉❝t✐♦♥
♦❝❝✉rs✱ ✇❡ ❡①♣❡❝t t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t♦ ❤❛✈❡ ❛ ♠❛tr✐① t❤❛t ✐s ♥♦t ❢✉❧❧ r❛♥❦ t♦ ❜❡ ✐♥
O(1/q)✳ ❚❤❡ ♠❛tr✐① H ✐s ❤♦✇❡✈❡r ♣❡❝✉❧✐❛r✱ ❛♥❞ ❞♦❡s ❡♥❥♦② r❡❣✉❧❛r✐t② ♣r♦♣❡rt✐❡s
✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✇♦rt❤ ♥♦t✐❝✐♥❣✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✵✳✽✳✶✳ ▲❡t ℓ ❜❡ ❛ ♣r✐♠❡ ♥♦t ❞✐✈✐❞✐♥❣ q3 − q✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ♠❛tr✐① H
♦✈❡r Fℓ ❤❛s ❢✉❧❧ r❛♥❦ q2✳

Pr♦♦❢✳ ■❢ ✇❡ ❡①t❡♥❞ H ❜② ♦♥❡ ❡①tr❛ ❝♦❧✉♠♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ∞ ∈ P1(Fq2)✱ t❤✉s
❢♦r♠✐♥❣ ❛ ♠❛tr✐① H+✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ r♦✇s ♦❢ H+ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t
♣♦ss✐❜❧❡ ✐♠❛❣❡ s❡ts ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐✈❡ ❧✐♥❡ P1(Fq) ✇✐t❤✐♥ P1(Fq2)✱ ✉♥❞❡r ✐♥❥❡❝t✐♦♥s ♦❢
t❤❡ ❢♦r♠ (α : β) 7→ m−1 · (α : β)✳ ❆❧❧ t❤❡s❡ q3+q ✐♠❛❣❡ s❡ts ❤❛✈❡ s✐③❡ q+1✱ ❛♥❞ ❜②
s②♠♠❡tr② ❛❧❧ ♣♦✐♥ts ♦❢ P1(Fq2) ❛r❡ r❡❛❝❤❡❞ ❡q✉❛❧❧② ♦❢t❡♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ s✉♠ ♦❢ ❛❧❧
r♦✇s ♦❢ H+ ✐s t❤❡ ✈❡❝t♦r ✇❤♦s❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❛r❡ ❛❧❧ ❡q✉❛❧ t♦ 1

1+q2
(q3 + q)(q + 1) =

q2 + q✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ❤♦❧❞s ❢♦r t❤❡ ♠❛tr✐① H✳
▲❡t ✉s ♥♦✇ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ r♦✇s ✐♥ H+ ✇❤♦s❡ ✜rst ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ✐s 1 ✭❛s

✇❡ ❤❛✈❡ ❥✉st s❤♦✇♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡ q2 + q s✉❝❤ r♦✇s✮✳ ❚❤♦s❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ✐♠❛❣❡ s❡ts
♦❢ P1(Fq) ✇❤✐❝❤ ❝♦♥t❛✐♥ ♦♥❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♣♦✐♥t✱ s❛② (0 : 1)✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ s✉♠
❢♦r ❛♥② ♦t❤❡r ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ✐♥❞❡①❡❞ ❜② ❡✳❣✳ Q ∈ P1(Fq2) ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♠❛❣❡ s❡ts
m−1 · P1(Fq) ✇❤✐❝❤ ❝♦♥t❛✐♥ ❜♦t❤ (0 : 1) ❛♥❞ Q✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ♣r♦✈❡ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ q + 1
❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❲✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t②✱ ✇❡ ♠❛② ❛ss✉♠❡ Q =∞ = (1 : 0)✳ ❲❡ ♥❡❡❞
t♦ ❝♦✉♥t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦s❡ts m✳ ❲❡ ♥❡❡❞ t♦ ❝♦✉♥t t❤❡ ❤♦♠♦❣r❛♣❤✐❡s
m−1 ∈ PGL2(Fq2)✱ ♠♦❞✉❧♦ PGL2(Fq)✲❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ m ≡ hm✱ ✜①✐♥❣ (0 : 1) ❛♥❞

(1 : 0)✳ ▲❡tt✐♥❣ m−1 =

(
a b
c d

)
✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ (b : d) = (0 : 1) ❛♥❞ (a : c) = (1 : 0)✱

✇❤❡♥❝❡ b = c = 0✱ ❛♥❞ ❜♦t❤ a, d 6= 0✳ ❲❡ ♠❛② ♥♦r♠❛❧✐③❡ t♦ d = 1✱ ❛♥❞ ♥♦t✐❝❡
t❤❛t ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ a ❜② ❛ s❝❛❧❛r ✐♥ F∗

q ✐s ❛❜s♦r❜❡❞ ✐♥ PGL2(Fq)✲❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡✳
❚❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉✐t❛❜❧❡ m ✐s #F∗

q2/F
∗
q = q + 1✳

❚❤❡s❡ t✇♦ ❢❛❝ts s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ r♦✇ s♣❛♥ ♦❢H+ ✭❛♥❞✱ ❧✐❦❡✇✐s❡✱ ♦❢H✮ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡
✈❡❝t♦rs (q2+q, . . . , q2+q) ❛♥❞ (q2+q, q+1, . . . , q+1)✳ ❚❤❡ ✈❡❝t♦r (q3−q, 0, . . . , 0) ✐s
♦❜t❛✐♥❡❞ ❛s ❛ ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ t✇♦ ✈❡❝t♦rs✱ ✇❤✐❝❤ s✉✣❝❡s t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t
H+ ❛♥❞ H ❤❛✈❡ ❢✉❧❧ r❛♥❦✱ s✐♥❝❡ t❤❡ s❛♠❡ r❡❛s♦♥✐♥❣ ❤♦❧❞s ❢♦r ❛♥② ❝♦♦r❞✐♥❛t❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✵✳✽✳✶✱ ✇❤✐❧❡ ❡♥❝♦✉r❛❣✐♥❣✱ ✐s ❝❧❡❛r❧② ♥♦t s✉✣❝✐❡♥t✳ ❲❡ ❛r❡✱ ❛t t❤❡
♠♦♠❡♥t✱ ✉♥❛❜❧❡ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❛ ♠♦r❡ ✉s❡❢✉❧ st❛t❡♠❡♥t✳ ❖♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐✲
♠❡♥t❛❧ s✐❞❡✱ ✐t ✐s r❡❛s♦♥❛❜❧② ❡❛s② t♦ s❛♠♣❧❡ ❛r❜✐tr❛r② s✉❜s❡ts ♦❢ t❤❡ r♦✇s ♦❢ H
❛♥❞ ❝❤❡❝❦ ❢♦r t❤❡✐r r❛♥❦✳ ❆❧❧ tr✐❛❧s ✇❡ ❤❛✈❡ ♠❛❞❡ ✇✐t❤ r❛♥❞♦♠ s✉❜s❡ts ♦❢ ❛s ❢❡✇
❛s q2 r♦✇s ❤❛✈❡ ❧❡❞ t♦ ❢✉❧❧ r❛♥❦ ♠❛tr✐❝❡s ✭❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ✉♣ t♦
q = 25✮✳

❆ s❡❝♦♥❞ ❧✐♥❡ ♦❢ ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s ♠♦r❡ ❞✐r❡❝t ❛♥❞ ♥❛t✉r❛❧✱ ❛s ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦
✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦✉t❧✐♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✵✳✼✱ ❛♥❞ ✈❡r✐❢② t❤❛t ✐t ❞♦❡s ♣r♦✈✐❞❡
t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ r❡s✉❧t✳ ❆ ▼❛❣♠❛ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✈❛❧✐❞❛t❡s t❤✐s ❝❧❛✐♠✱ ❛♥❞ ❤❛s ❜❡❡♥
✉s❡❞ t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ❞❡s❝❡♥t st❡♣s ❢♦r ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ❞❡❣r❡❡ 31 ♦✈❡r F210 ✳ ❖❢
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❝♦✉rs❡ t❤✐s t✐♥② ❡①❛♠♣❧❡ s✐③❡ ✉s❡s ♥♦ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ✐s ♦♥❧② ✐♥t❡♥❞❡❞ t♦ ❝❤❡❝❦
t❤❡ ✈❛❧✐❞✐t② ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✵✳✺✳✶✳

❋✐♥❞✐♥❣ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ h0 ❛♥❞ h1✳ ❖♥❡ ❦❡② ❢❛❝t ❛❜♦✉t t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s t❤❡
❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ t✇♦ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s h0 ❛♥❞ h1 ✐♥ Fq[X] s✉❝❤ t❤❛t h1(X)Xq − h0(X) ❤❛s
❛♥ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ❢❛❝t♦r ♦❢ ❞❡❣r❡❡ k✳ ❆ ♣❛rt✐❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❞✉❡ t♦ ❏♦✉① ❬❏♦✉✶✸❜❪ ✇❤♦
s❤♦✇❡❞ ❤♦✇ t♦ ❝♦♥str✉❝t s✉❝❤ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ✇❤❡♥ k ∈ {q − 1, q, q + 1}✳ ◆♦ s✉❝❤
❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✐s ❦♥♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡✱ ❜✉t ❡①♣❡r✐♠❡♥ts s❤♦✇
t❤❛t ♦♥❡ ❝❛♥ ❛♣♣❛r❡♥t❧② ❝❤♦♦s❡ h0 ❛♥❞ h1 ♦❢ ❞❡❣r❡❡ ❛t ♠♦st 2✳ ❲❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛♥
❡①♣❡r✐♠❡♥t ❢♦r ❡✈❡r② ♦❞❞ ♣r✐♠❡ ♣♦✇❡r q ✐♥ [3, 1000] ❛♥❞ ❡✈❡r② k ≤ q ❛♥❞ ❢♦✉♥❞
t❤❛t ✇❡ ❝♦✉❧❞ s❡❧❡❝t a ∈ Fq2 s✉❝❤ t❤❛t Xq + X2 + a ❤❛s ❛♥ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ❢❛❝t♦r
♦❢ ❞❡❣r❡❡ k✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ r❡s✉❧t ❥♦✐♥s ❛ ❝♦♠♠♦♥❧② ♠❛❞❡ ❤❡✉r✐st✐❝ ✐♥
❞✐s❝r❡t❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✿ ❢♦r ✜①❡❞ f ∈ Fq2 [X, Y ] ❛♥❞ r❛♥❞♦♠ g ∈ Fq2 [X, Y ]✱
t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❘❡sY (f, g) ❜❡❤❛✈❡s ❛s ❛ r❛♥❞♦♠ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♦❢ s❛♠❡ ❞❡❣r❡❡ ✇✐t❤
r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ✐ts ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ❢❛❝t♦rs✳

✶✵✳✾ ❆♥ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❤❡✉r✐s✲

t✐❝s

❚❤❡ ❍❡✉r✐st✐❝ ✶✵✳✼✳✶ t❡❧❧s t❤❛t ❛ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ♠❛tr✐① ✇✐t❤ Θ(q) t✐♠❡s ♠♦r❡ r♦✇s
t❤❛♥ ❝♦❧✉♠♥s ❤❛s ❢✉❧❧ r❛♥❦✳ ■t s❡❡♠s r❡❛s♦♥❛❜❧❡ t♦ ❡①♣❡❝t t❤❛t ♦♥❧② ❛ ❝♦♥st❛♥t
t✐♠❡s ♠♦r❡ r♦✇s t❤❛♥ ❝♦❧✉♠♥s ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❣❡t t❤❡ ❢✉❧❧ r❛♥❦ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳
❚❤❡♥✱ ✐t ♠❡❛♥s t❤❛t ✇❡ ❡①♣❡❝t t♦ ❤❛✈❡ ❛ ❧♦t ♦❢ ❝❤♦✐❝❡s t♦ s❡❧❡❝t t❤❡ ❜❡st r❡❧❛t✐♦♥s✱
✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t t❤❡✐r ❧❡❢t✲❤❛♥❞ s✐❞❡s s♣❧✐t ✐♥t♦ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ❢❛❝t♦rs ♦❢ ❞❡❣r❡❡s ❛s
s♠❛❧❧ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✳

❖♥ ❛✈❡r❛❣❡✱ ✇❡ ❡①♣❡❝t t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ tr② Θ(q) r❡❧❛t✐♦♥s ❢♦r ❡❛❝❤ r♦✇ ♦❢ t❤❡ ♠❛✲
tr✐①✳ ❙♦✱ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♥✉♠❡r❛t♦rs ♦❢ Lm ❜❡❤❛✈❡ ❧✐❦❡ r❛♥❞♦♠ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ♦❢
s✐♠✐❧❛r ❞❡❣r❡❡s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ s♠♦♦t❤♥❡ss t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ❤♦♣❡ ❢♦r
❛❢t❡r tr②✐♥❣ Θ(q) ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ♦❢ ❞❡❣r❡❡ (1 + δ)D ♦✈❡r Fq2 ✳ ❙❡t u = log q/ log log q✱
s♦ t❤❛t uu ≈ q✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✳✸✳✶ ✐t ✐s t❤❡♥ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ r❡♣❧❛❝❡ ⌈D/2⌉
✐♥ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✵✳✺✳✶ ❜② t❤❡ ✈❛❧✉❡ O(D log log q/ log q)✳

❚❤❡♥✱ t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✵✳✺✳✷ ❝❛♥ ❜❡ ❝❤❛♥❣❡❞ t♦ t❛❦❡ t❤✐s
❢❛st❡r ❞❡s❝❡♥t ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳ ❲❡ ❦❡❡♣ t❤❡ s❛♠❡ ❡st✐♠❛t❡ ❢♦r t❤❡ ❛r✐t② ♦❢ ❡❛❝❤ ♥♦❞❡
✐♥ t❤❡ tr❡❡✱ ❜✉t t❤❡ ❞❡♣t❤ ✐s ♥♦✇ ♦♥❧② ✐♥ log k/ log log q✳ ❙✐♥❝❡ t❤✐s ❞❡♣t❤ ❡♥❞s ✉♣
✐♥ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✱ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✐♥ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✵✳✺✳✷ ✐s t❤❡♥

qO(log k/ log log q).

✶✵✳✶✵ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❛❝❤✐❡✈❡s ❛ ❞r❛♠❛t✐❝ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡
❛s②♠♣t♦t✐❝ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❞✐s❝r❡t❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠ ✐♥ ✜♥✐t❡ ✜❡❧❞s✱ ✐♥ ❛❧♠♦st t❤❡ ✇❤♦❧❡
r❛♥❣❡ ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✇❤❡r❡ t❤❡ ❋✉♥❝t✐♦♥ ❋✐❡❧❞ ❙✐❡✈❡ ✇❛s ♣r❡s❡♥t❧② t❤❡ ♠♦st ❝♦♠✲
♣❡t✐t✐✈❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❈♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❡①✐st✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✱ ❛♥❞ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t♦ t❤❡
❧✐♥❡ ♦❢ r❡❝❡♥t ✇♦r❦s ❬❏♦✉✶✸❛✱ ●●▼❩✶✸❪✱ t❤❡ ♣r❛❝t✐❝❛❧ r❡❧❡✈❛♥❝❡ ♦❢ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s



✶✵✳✶✵✳ ❈❖◆❈▲❯❙■❖◆ ✶✺✼

♥♦t ❝❧❡❛r✱ ❛♥❞ ✇✐❧❧ ❜❡ ❡①♣❧♦r❡❞ ❜② ❢✉rt❤❡r ✇♦r❦✳ ❱❛r✐♦✉s ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ t✉♥✐♥❣
str❛t❡❣✐❡s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✳

• ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❛r✐t② ♦❢ t❤❡ ❞❡s❝❡♥t tr❡❡✱ t❤❡ ❜r❡❛❞t❤ ❡✈❡♥t✉❛❧❧② ❡①❝❡❡❞s
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ❜❡❧♦✇ s♦♠❡ ❞❡❣r❡❡ ❜♦✉♥❞✳ ■t ♠❛❦❡s ♥♦ s❡♥s❡✱
t❤❡r❡❢♦r❡✱ t♦ ✉s❡ t❤❡ ❞❡s❝❡♥t ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❜❡②♦♥❞ t❤✐s ♣♦✐♥t✱ ❛s t❤❡ r❡❝♦✈❡r②
♦❢ ❞✐s❝r❡t❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠s ♦❢ ❛❧❧ t❤❡s❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ✐s ❜❡tt❡r ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❛s ❛ ♣r❡✲
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳

• ❚❤❡ s❡t ♦❢ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ✐♥ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ ❊q✉❛t✐♦♥ (Em) ✐♥
❙❡❝t✐♦♥ ✶✵✳✼ ✐s {P −λ}✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐♥ t❤❡ ❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ Y q−Y ✱ ✇❡ s✉❜st✐t✉t❡
X ✇✐t❤ m · P ❢♦r ❤♦♠♦❣r❛♣❤✐❡s m✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ✇❡ ♠❛② ❛♣♣❧② m t♦ (P0 : P1)
❢♦r t✇♦ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s P0,1 ✭P ❜❡✐♥❣ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡♠✮✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ ❢❛❝t♦rs ♦❢ t❤❡
❢♦r♠ λ1P0−λ0P1 ✐♥ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡s✳ ❚❤✐s ✈❛r✐❛♥t ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❧❡❛❞ t♦
❛ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t✱ ❛♥❞ ❛❧s♦ ♦✛❡rs ♦♣♣♦rt✉♥✐t✐❡s ❢♦r ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ❜❡tt❡r
s♠♦♦t❤♥❡ss ❡st✐♠❛t❡s✳

❲❡ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❤❡r❡ ✐s ❤❡✉r✐st✐❝✱ ❛s ❞✐s❝✉ss❡❞
✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✵✳✽✳ ❙♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ❤❡✉r✐st✐❝s ✇❡ st❛t❡❞✱ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ♠❛tr✐✲
❝❡s H(P ) ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♠❛tr✐① H✱ s❡❡♠ ❛❝❝❡ss✐❜❧❡ t♦ ♠♦r❡ s♦❧✐❞ ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥✳
■t s❡❡♠s ♣❧❛✉s✐❜❧❡ t♦ ❤❛✈❡ t❤❡ ✈❛❧✐❞✐t② ♦❢ ❛❧❣♦r✐t❤♠ r❡❧② ♦♥ t❤❡ s♦❧❡ ❤❡✉r✐st✐❝ ♦❢ t❤❡
✈❛❧✐❞✐t② ♦❢ t❤❡ s♠♦♦t❤♥❡ss ❡st✐♠❛t❡s✳

❚❤❡ ❝r♦ss✐♥❣ ♣♦✐♥t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ L(1/4) ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛♥❞ ♦✉r q✉❛s✐✲♣♦❧②♥♦♠✐❛❧
♦♥❡ ✐s ♥♦t ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ②❡t✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ❦❡② ❢❛❝t♦rs ✇❤✐❝❤ ❤✐♥❞❡rs t❤❡ ♣r❛❝t✐❝❛❧
❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s t❤❡ O(q2D) ❛r✐t② ♦❢ t❤❡ ❞❡s❝❡♥t tr❡❡✱ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦
t❤❡ O(q) ❛r✐t② ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② t❡❝❤♥✐q✉❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ ●rö❜♥❡r ❜❛s❡s ❬❏♦✉✶✸❛❪ ❛t t❤❡
❡①♣❡♥s❡ ♦❢ ❛ L(1/4+ ǫ) ❝♦♠♣❧❡①✐t②✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ❆❞❥ ❡t ❛❧✳ ❬❆▼❖❘❍✶✸❪ ♣r♦♣♦s❡❞
t♦ ♠✐① t❤❡ t✇♦ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛♥❞ ❞❡❞✉❝❡❞ t❤❛t t❤❡ ♥❡✇ ❞❡s❝❡♥t t❡❝❤♥✐q✉❡ ♠✉st ❜❡
✉s❡❞ ❢♦r ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐❝ s✐③❡s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❜② ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ t✐♠❡ r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡
❞✐s❝r❡t❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠s ✐♥ F36·509 ✱ t❤❡② s❤♦✇❡❞ t❤❡ ✇❡❛❦♥❡ss ♦❢ s♦♠❡ ♣❛✐r✐♥❣✲❜❛s❡❞
❝r②♣t♦✲s②st❡♠s✳
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❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❛♥❞ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s

■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦ ✇❡ st✉❞✐❡❞ ❛t ❧❡♥❣t❤ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ✜♥✐t❡
✜❡❧❞s✳ ❚❤✐s ❝❧❛ss✐❝❛❧ t♦♣✐❝ ✐♥ ❝r②♣t♦❣r❛♣❤② ✐s ❧❡ss ❦♥♦✇♥ t❤❛♥ t❤❡ ❝❧♦s❡❧② r❡❧❛t❡❞
♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥✳ ❲❡ ❤❡♥❝❡ tr✐❡❞ t♦ ♦✛❡r ❛ ❝❧❡❛r ✐♠❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❢❛♠✐❧② ♦❢
❞✐s❝r❡t❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ ✇✐t❤ ❛ s♣❡❝✐❛❧ ❛tt❡♥t✐♦♥ t♦ t❤❡✐r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳

❋✐rst ✇❡ ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ s♠♦♦t❤♥❡ss ❛♥❞ ♦♥ ❊❈▼✱ t❤❡ ❢❛st❡st ❦♥♦✇♥
s♠♦♦t❤♥❡ss t❡st✳ ❲❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛♥ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t t♦ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐ts❡❧❢ ❜② ❛♥❛❧②③✐♥❣
t❤❡ ●❛❧♦✐s ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❞✐✈✐s✐♦♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s✳ ❲❡ t❤❡♥ ✉s❡❞ ❊❈▼ t♦ s♣❡❡❞ ✉♣
t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❧♦❣❛r✐t❤♠ st❛❣❡ ♦❢ ◆❋❙✱ r❡❞✉❝✐♥❣ ❤❡♥❝❡ t❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✳

◆❡①t ✇❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ◆❋❙ ❛♥❞ ❋❋❙ ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss❡❞ s♦♠❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✲
✉❧❛r ✇❡ s❤♦✇❡❞ t❤❛t✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦st ♦❢ ❛ ♣r❡✲❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❜✐t✲s✐③❡
♦❢ ❛ r❛♥❣❡ ♦❢ ♣r✐♠❡s p✱ ♦♥❡ ❝❛♥ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❞✐s❝r❡t❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠s ✐♥ ❛❧❧
t❤❡ ✜❡❧❞s Fp ♦❢ t❤❛t r❛♥❣❡✳

❚❤❡♥ ✇❡ ❛♥❛❧②③❡❞ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ st❛❣❡ ♦❢ ❋❋❙✳ ❲❡ s❤♦✇❡❞ ❤♦✇ t♦
♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❝❛♥❝❡❧❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ✐♥s❡♣❛r❛❜❧❡ ♣♦❧②♥♦♠✐✲
❛❧s✳ ■t ♠❛❦❡s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ ❛r❜✐tr❛r② ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ✇✐t❤ ❛ ✉♥✐q✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳
❚❤✐s ❧❛tt❡r ✇❛s s✉✣❝✐❡♥t❧② ❢❛st t♦ ❛❧❧♦✇ ✉s t♦ s❡❧❡❝t ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ❢♦r t✇♦ r❡❝♦r❞
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛ ♥❡✇ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ✜❡❧❞s ♦❢ s♠❛❧❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝✳ ❋♦❧✲
❧♦✇✐♥❣ t❤❡ r❡❝❡♥t ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ♦♥ t❤❡ t♦♣✐❝✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛ q✉❛s✐✲♣♦❧②♥♦♠✐❛❧
❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ✜♥✐t❡ ✜❡❧❞s ♦❢ s♠❛❧❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝✳ ❚❤❡ ❦❡② ❢❛❝t ✇❛s t♦ ❝r❡❛t❡ ❛
❞❡s❝❡♥t ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❛ q✉❛s✐✲♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦❞❡s✱ ❡❛❝❤ r❡q✉✐r✐♥❣
❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡✳

P❡rs♣❡❝t✐✈❡s

●❛❧♦✐s ❣r♦✉♣ ♦❢ t♦rs✐♦♥ ✜❡❧❞s ■♥ ❈❤❛♣t❡r ❄❄ ✇❡ ❢♦✉♥❞ ♥❡✇ s✉❜✲❢❛♠✐❧✐❡s ♦❢
❊❈▼✲❢r✐❡♥❞❧② ❢❛♠✐❧✐❡s ♦❢ ❝✉r✈❡s✳ ❈❛♥ ♦♥❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢
❧✐st✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ s✉❜✲❢❛♠✐❧✐❡s ✇✐t❤ s♣❡❝✐❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✇❤❡♥ ❣✐✈❡♥ ❛ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ❡❧❧✐♣t✐❝
❝✉r✈❡s❄ ❚❤❡ ✜rst st❡♣ ✇❛s t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡s❡ s✉❜✲❢❛♠✐❧✐❡s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ●❛❧♦✐s
❣r♦✉♣✳ ❚❤❡ ♥❡①t ❞✐✣❝✉❧t② t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ ✐s t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❝❤❛r✲
❛❝t❡r✐③❡ ❡❛❝❤ ●❛❧♦✐s ❣r♦✉♣✳ ❆ st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t ❝❛♥ ❜❡ t❤❡ ❘❡s♦❧✈❡♥t ▼❡t❤♦❞ ❬❈♦❤✾✸❪
♦❢ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ●❛❧♦✐s ❣r♦✉♣✳ ❆ s❡❝♦♥❞ ❞✐✣❝✉❧t② ✐s t♦ ✜♥❞ ❛ ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥ ❢♦r
t❤❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ s❡t ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ s②st❡♠ ❤❡♥❝❡ ♦❜t❛✐♥❡❞✳ ❋♦r t❤✐s ✇❡
❡①♣❡❝t t♦ ❤❛✈❡ ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ●rö❜♥❡r ❜❛s❡s s✐♥❝❡ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡s s❡❡♥ ✐♥
❈❤❛♣t❡r ✸ ♠❛❦❡ ✉s❡ ♦❢ s♠❛❧❧ s②st❡♠s ♦❢ ❛❜♦✉t 5 ✉♥❦♥♦✇♥s ❛♥❞ ♦♥❡ ❧❡ss ❡q✉❛t✐♦♥✳
❆♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ s✉❝❤ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇♦✉❧❞ ❜❡ t♦ ❝❡rt✐❢② t❤❛t ❛ ❣✐✈❡♥ ❢❛♠✐❧② ♦❢

✶✺✾
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❡❧❧✐♣t✐❝ ❝✉r✈❡s ❤❛s ♥♦ ✐♥✜♥✐t❡ s✉❜✲❢❛♠✐❧② ♦❢ ❡❧❧✐♣t✐❝ ❝✉r✈❡s✳ ❆ ❣♦♦❞ ♠✐❧❡st♦♥❡ ✐s
▼♦♥t❣♦♠❡r②✬s ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ t❤❛t ✇❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳

❚❤❡ ❛❧♣❤❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r ◆❋❙ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡
◆❋❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠ r❡❧✐❡s ♦♥ ❛ s❡r✐❡s ♦❢ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡s✳ ❚❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ♦♥❡ st❛t❡s
t❤❛t t❤❡ ♥♦r♠ ♦❢ ❛♥ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ♥✉♠❜❡r ❤❛s t❤❡ s❛♠❡ s♠♦♦t❤♥❡ss ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❛s
❛ r❛♥❞♦♠ ✐♥t❡❣❡r ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ s✐③❡✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❛❝t✐✈❡❧② r❡s❡❛r❝❤❡❞ ✐♥ t❤❡
❝♦♠♠✉♥✐t② ♦❢ ❛♥❛❧②t✐❝ ♥✉♠❜❡r t❤❡♦r② ❬❇❇❉❚✶✷❪✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡
✐❞❡❛s ✇❤✐❝❤ st❡♠♠❡❞ ✇❤❡♥ ✇♦r❦✐♥❣ ✇✐t❤ ◆❋❙ ❛♥❞ ❋❋❙ r❡♠❛✐♥❡❞ ❝♦♥✜♥❡❞ t♦ ♦✉r
❝♦♠♠✉♥✐t②✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡ ▼✉r♣❤②✬s α✱ ✇❤✐❝❤ ♣r♦✈❡❞ ✐ts ❡✣❝✐❡♥❝② ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ❤❛s
♥♦t ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞ ❢r♦♠ ❛ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✳ ❚❤✐s ✐s ✇❤② ✇❡ ❧❛✉♥❝❤❡❞ ❛
❝♦♠♠♦♥ ✇♦r❦ ✇✐t❤ ▲❛❝❤❛♥❞ ❛✐♠✐♥❣ ❛t ✜rst t♦ st✉❞② t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❛❧♣❤❛✳

❚❤❡ ✉♥✐t ❣r♦✉♣ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ✐♥ ◆❋❙ ❆ s❡❝♦♥❞ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ✐♥ t❤❡ ◆❋❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠
❝♦♥❝❡r♥s t❤❡ ✉♥✐t ❣r♦✉♣ ❛♥❞ t❤❡ ❙❝❤✐r♦❦❛✉❡r ♠❛♣s✳ ❚❤❡s❡ ♠❛♣s ❛❧❧♦✇ t♦ ❛✈♦✐❞ ❛♥②
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ✉♥✐t ❣r♦✉♣ ❜✉t t❤❡② ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ❝♦st ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❛❧❣❡❜r❛
st❛❣❡ ✐♥ ◆❋❙ ❜② ❛❞❞✐♥❣ ❤❡❛✈② ❝♦❧✉♠♥s t♦ t❤❡ ♠❛tr✐①✳ ❆ ❜❡tt❡r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢
t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r t❤❡ ✉♥✐t ❣r♦✉♣ ❝♦✉❧❞ ❛❧❧♦✇ ✉s t♦ r❡♣❧❛❝❡ t❤❡ ❙❝❤✐r♦❦❛✉❡r ♠❛♣s
✇✐t❤ ♠❛♣s ❤❛✈✐♥❣ s♠❛❧❧❡r ✈❛❧✉❡s✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡ s✉❜✲❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ✇✐t❤
r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ✜❡❧❞✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❜❡✐♥❣ ✈❡r② ❢❛st ✐♥
❙◆❋❙✳ ◆❡✇ ✐❞❡❛s ✇❡r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❢♦r t❤❡ t♦♣✐❝ ✐♥ ❬❇❋✶✷❪✳

❉✐s❝r❡t❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠ ✇✐t❤ ❝♦❞❡s ❚❤❡ ♥❡✇ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬❆▼✶✷❪ ❤❛s
❛ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t②♣❡ L(1/2, ·)✱ ❜✉t ✐t s❡❡♠s t♦ ❜❡ ♠✉❝❤ ❢❛st❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦t❤❡r
❛❧❣♦r✐t❤♠s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ t②♣❡ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✳ ■♥ t❤❡ ❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥ ✇♦r❧❞ t❤❡ ❝r♦ss✐♥❣
♣♦✐♥t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ L(1/2, ·) ❛♥❞ L(1/3, ·) ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✐s ❛t t❤❡ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ❛❜♦✉t 200
❜✐ts✱ s♦ ❢♦r t❤❡ ❡✈❡r②❞❛② ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ✐♥ ♥✉♠❜❡r t❤❡♦r② t❤❡ ❜❡st ❝❤♦✐❝❡ ❛r❡ t❤❡
L(1/2) ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❲❡ ❡①♣❡❝t ❛ s✐♠✐❧❛r s✐t✉❛t✐♦♥ ❢♦r ❞✐s❝r❡t❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳
❍❡♥❝❡ ✐t ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ ❆✉❣♦t ❛♥❞ ▼♦r❛✐♥✬s ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❝❡♥t ❉▲ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❊✛❡❝t✐✈❡❧② ✉s✐♥❣ t❤❡ ♥❡✇
❞✐s❝r❡t❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❝❛♥ ❜❡ ❛ s♦✉r❝❡ ♦❢ ♥❡✇ ✐❞❡❛s✳ ❍❡♥❝❡ ✇❡ ♣❧❛♥ t♦
✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡♠ ✜rst ✐♥ ❤✐❣❤✲❧❡✈❡❧ ❧❛♥❣✉❛❣❡s ✭❙❛❣❡✱ ▼❛❣♠❛✱ ✳ ✳ ✳ ✮✱ t❤❡♥ ✐♥ ❧♦✇ ❧❡✈❡❧
♦♥❡s✱ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✐♥ ❈✳ ❚❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢ ♥❡✇ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳

• ❚❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ st❛❣❡ s❡❡♠s t♦ r❡q✉✐r❡ ❧❡ss ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ s❦✐❧❧s✕ ❋❋❙
✉s❡s ❛ ♠❡♠♦r② ♦❢ t②♣❡ L(1/3)✳

• ❚❤❡ ♥❡✇ ❧✐♥❡❛r ❛❧❣❡❜r❛ st❛❣❡ ❝♦♥s✐sts ✐♥ s♦❧✈✐♥❣ ♠❛♥② ❧✐♥❡❛r s②st❡♠s r❛t❤❡r
t❤❛♥ ♦♥❡ ♦❢ L(1/3) ✉♥❦♥♦✇♥s ❛s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❋❋❙✳ ❍❡♥❝❡ ♦♥❡ ❝❛♥ s♦❧✈❡
r❡❛s♦♥❛❜❧② ❧❛r❣❡ ✐♥st❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ❉▲P ✉s✐♥❣ ❝♦♠♣✉t❡r ❛❧❣❡❜r❛ ♣r♦❣r❛♠s✳
❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ s✐♥❝❡ ♥♦ ✈✐rt✉❛❧ ❧♦❣❛r✐t❤♠s ❛r❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❝❤❡❝❦ t❤❡
❝♦rr❡❝t♥❡ss ♦❢ ❛♥② ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡rs✳

■♠♣r♦✈❡♠❡♥ts t♦ t❤❡ q✉❛s✐✲♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❉▲ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❚❤❡ ♥❡✇ q✉❛s✐✲
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝❛♥ ❜❡ t❤❡ ♦❜❥❡❝t ♦❢ ♥✉♠❡r♦✉s ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts✳
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• ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ r❡❧✐❡s ♦♥ ❛ s❡r✐❡s ♦❢ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♠♦st ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❛s✲
s✉♠♣t✐♦♥ ✐s t❤❛t ❛ ♠❛tr✐① ✇✐t❤ Θ(q3) r❛♥❞♦♠ r♦✇s ❛♥❞ Θ(q2) ❝♦❧✉♠♥s ❤❛s
❢✉❧❧ r❛♥❦✳

• ❚❤❡ s❡tt✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ r❡q✉✐r❡s t♦ s❡❧❡❝t ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s h1 ❛♥❞ h0 ✇✐t❤
❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✐♥ Fq2 ✳ ■❢ ♦♥❡ s❡❧❡❝ts t❤❡s❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ✇✐t❤ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✐♥ ❛
s✉❜✜❡❧❞ F ♦❢ Fq2 t❤❡♥ ♦♥❡ ❝❛♥ s♣❡❡❞ ✉♣ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛s ✐♥ t❤❡
●❛❧♦✐s ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ♦❢ ❋❋❙ ❛♥❞ ◆❋❙✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡✱ ❢♦r ❡❛❝❤ r❡❧❛t✐♦♥✱ ♦♥❡
♠♦r❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❢♦r ❡❛❝❤ σ ∈ Gal(Fq2/F )✳

• ❚❤❡ ●rö❜♥❡r ❜❛s❡s ❛r❡ ♥❡✇ ✐♥ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠ ❛❧❢♦r✐t❤♠s✳ ❍❡♥❝❡ t❤❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ st❡♣ ♦❢ ❏♦✉①✬s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❞❡s❡r✈❡s ❛ s♣❡❝✐❛❧ ❛tt❡♥t✐♦♥✳

❚❤✐♥❦✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❧♦♥❣ t❡r♠ ❆❢t❡r ❛ ❧♦♥❣ ❤✐st♦r② ♦❢ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ♦✈❡r ♠♦r❡
t❤❛♥ 30 ②❡❛rs✱ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠ r❡♠❛✐♥s ❛ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❞✐✣❝✉❧t ♣r♦❜❧❡♠✱ ❜✉t ✐t
❝♦♥t✐♥✉❡s t♦ ❜❡ ❛ ❢❡rt✐❧❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ r❡s❡❛r❝❤✳

❲❡ ♥♦t❡ ✜rst t❤❛t ❞✐s❝r❡t❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠ ✐s st✐❧❧ s✉❜✲❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ✐♥ ✜❡❧❞s ♦❢ ❧❛r❣❡
❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝✳ ❚❤✐s ❝♦♥✜r♠s t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ♦❢ ❈♦♣♣❡rs♠✐t❤ ❬❈♦♣✽✹❪ ✇❤♦ ✇r♦t❡✿
✏■♥ s♦♠❡ s❡♥s❡ ❬❞✐s❝r❡t❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠ ♠♦❞✉❧♦ ❛ ♣r✐♠❡❪ ✐s t♦ ❬❢❛❝t♦r✐♥❣ ✐♥t❡❣❡rs❪ ✇❤❛t
❬❞✐s❝r❡t❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠s ✐♥ ●❋✭2n✮❪ ✐s t♦ ❬❢❛❝t♦r✐♥❣ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ♦✈❡r ●❋✭2✮❪✑✳ ■♥❞❡❡❞✱
t❤❡ ❜❡st ❦♥♦✇♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r ❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞✐s❝r❡t❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠s ✐♥ ●❋✭p✮ ❛r❡
t❤❡ t✇♦ ✈❛r✐❛♥ts ♦❢ ◆❋❙✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ●❋✭2✮❬x❪ ✐s ♣r♦❜❛✲
❜✐❧✐st✐❝ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✱ ❞✐s❝r❡t❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠s ✐♥ ●❋✭2n✮ ✐s q✉❛s✐✲♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✳

▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛❞❛♣t✐♥❣ t❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ♦❢ s♠❛❧❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ t♦ t❤❡ ❧❛r❣❡ ♦♥❡ ✐s
♥♦t ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❜r❡❛❦ t❤❡ L(1/3) ❜❛rr✐❡r ❢♦r ❞✐s❝r❡t❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠s ✐♥ ●❋✭p✮ ❢♦r ♣r✐♠❡s
p✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛♣❛rt ❢r♦♠ t❤❡ ♠❛✐♥ ♣❤❛s❡ ✇❤✐❝❤ ❝♦♠♣✉t❡s ❧♦❣❛r✐t❤♠s ♦❢ t❤❡ ❢❛❝t♦r
❜❛s❡✱ ♦♥❡ ❛❧s♦ ❤❛s t♦ ❛❝❝❡❧❡r❛t❡ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❧♦❣❛r✐t❤♠ st❛❣❡✳ ❚❤✐s ❧❛tt❡r st❛❣❡
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Algorithmes de logarithme discret

dans les corps finis
Résumé

Introduction

Étant donnée sa difficulté estimée, le logarithme discret constitue avec la factorisation
les deux problèmes les plus étudiés en cryptographie. De manière générale, dans un
groupe quelconque, le logarithme discret de s en base t est le plus petit entier positif
x tel que tx = s. Sa difficulté dépend du groupe considéré, étant sous-exponentielle
dans les groupes multiplicatifs des corps finis. Pour mesurer la complexité des problèmes
sous-exponentiels, on introduit

Ln(α, c) = exp
(
c(log n)α(log log n)1−α

)
.

Notons que la complexité de la factorisation est Ln(1/3, c), pour une constante positive c.
Celle-ci était aussi la difficulté du logarithme discret dans les corps finis avant de récentes
avancées. On énonce les différentes améliorations de la thèse en aboutissant sur un nouvel
algorithme quasi-polynomial en petite caractéristique.

1 Probabilités de friabilité

L’ubiquité des résultats de friabilité nous a incités à dédier un chapitre à cet aspect.
Un nombre entier est y-friable si tous ses diviseurs premiers sont plus petits que y en
valeur absolue. On note Ψ(x, y) = {n ∈ [1, x], n est y-friable} et on dénote par ψ(x, y)
son cardinal.

Théorème 1 ([CEP83]). Soit ǫ > 0 fixé. Pour tout couple (x, u) de réels tels que 3 ≤
u ≤ (1− ǫ)(log x)/(log log x) on a :

ψ(x, x1/u) = x exp
{
−u
(
log u+ log log u− 1 + o(1)

)}
.

Dans le cas où x et x1/u s’écrivent en fonction d’une autre quantité n à l’aide de la
notation Ln, alors le théorème mentionné ci-dessus prend une forme simplifiée. De même,
les calculs avec des quantités sous-exponentielles sont facilités par cette même notation.
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Les innombrables similarités entre les entiers et les polynômes commencent avec leurs
résultats de friabilité. Un polynôme est m-friable si tous ses facteurs irréductibles ont un
degré inférieur à m.

Théorème 2 ([PGF98]). Le nombre Nq(n,m) des polynômes sur Fq, m-friables et uni-
taires satisfait la relation suivante :

Nq(n,m) = qnρ

(
n

m

)(
1 +O

(
log n

m

))
,

où O() est une fonction indépendante de q et ρ est la fonction de Dickman.

2 La méthode de factorisation par courbes elliptiques

Tester la friabilité d’un entier est un problème difficile pour lequel le meilleur algo-
rithme est la méthode de factorisation par courbes elliptiques, abrégée ECM, et due à
Lenstra [Len87]. Celle-ci repose sur la théorie des courbes elliptiques dont nous utilisons
uniquement quelques résultats. Une courbe elliptique sous forme de Weierstrass sur un
corps K est l’ensemble des solutions dans K2 de l’équation E : y2 = x3 + Ax+ B dont
on rajoute un point dit point à l’infini. Si p est un nombre premier, on appelle réduction
de E modulo p la courbe elliptique sur Fp définie par E(Fp) : y2 = x3 + Ax + B, où la
barre désigne la réduction modulaire. On admet qu’on peut définir une opération sur cet
ensemble à l’aide de fonctions rationnelles et qu’on obtient ainsi un groupe commutatif.
Si P est un point de la courbe et m un entier positif, on dénote par [m]P la somme de
P avec lui-même m fois.

L’algorithme consiste à répéter une sous-routine sur des paramètres choisis aléatoire-
ment jusqu’à trouver un facteur strict. Si on arrête l’algorithme après un nombre donné
de tests, on a une probabilité de 99% que le nombre n’est pas friable. Notons N le nombre
à factoriser et p un facteur premier de N , inconnu au moment de l’exécution de l’algo-
rithme. La sous-routine mentionnée plus haut commence par le choix d’une courbe E sur
Q et d’un point P = (x, y) ∈ E à coefficients dans Q. L’étape suivante est de calculer
un entier m qui est le produit de tous les nombres premiers jusqu’à une borne donnée,
chacun élevé à une puissance de l’ordre de logN . On calcule ensuite Q = [m]P . Si m est
divisible par #E(Fp) on vérifie que la coordonnée x de Q est divisible par p. Dans ce cas,
on retrouve p en calculant pgcd(x,N). Pour calculer la probabilité de succès, Lenstra a
montré que #E(Fp) prend chaque valeur entière de l’intervalle [p−√p, p+√p] avec une
fréquence d’au moins 1/(2 log p). La nature heuristique de l’algorithme est due exclusi-
vement au manque de résultats suffisants sur la probabilité de friabilité d’un entier de
l’intervalle précédent.

La littérature propose plusieurs axes d’amélioration pour ECM. Nous nous concentrons
sur le choix de courbes adéquates, comme par exemple des courbes où l’arithmétique
est efficace ou encore des courbes offrant de bonnes propriétés de friabilité. Montgo-
mery [Mon92] a proposé les courbes By2 = x3 + Ax + x qui permettent de calculer en
utilisant uniquement la coordonnée x ; cela améliore l’arithmétique. Une nouvelle pa-
ramétrisation de courbes elliptiques a été proposée par Edwards [Edw07] et modifiée
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ensuite dans [BL07, BBJ+08] pour obtenir les courbes d’Edwards tordues qui optimisent
l’addition et le doublement. On note que toute courbe de Montgomery correspond à une
courbe tordue d’Edwards et vice-versa. Quant à la probabilité de friabilité, Suyama et
Montgomery ont proposé d’utiliser des courbes sur Q qui ont des points rationnels de
torsion, ces derniers étant des points P qui ont un multiple [m]P égal à l’élément neutre.
Le théorème de Mazur limite le nombre de possibilités pour le choix des points de torsion.
La recherche des courbes correspondantes a été exhaustive. Nous proposons des familles
de courbes qui ont une meilleure probabilité de succès sans avoir une meilleure torsion
sur Q.

3 Familles de courbes pour ECM

Afin de caractériser les courbes elliptiques qui accélèrent l’algorithme ECM, on com-
mence par prouver un résultat théorique. Pour toute courbe elliptique E et tout entier
positif m on note E[m] l’ensemble des points de m-torsion et par Q(E[m]) le plus petit
corps de nombres qui contient les coordonnées des points de E[m]. Soit f le polynôme de
définition de K = Q(E[m]), θ une racine de f dans Q et p un premier quelconque. Pour
tout automorphisme σ ∈ Gal(K), déterminé par θ 7→ A(θ) avec A ∈ Z[x], on définit sa
réduction modulo p par θ 7→ A(θ) où θ est une racine de f dans Fp. On appelle Frobenius
de Q(θ) modulo p le sous-ensemble de Gal(K) dont la réduction modulo p correspond à
l’automorphisme x 7→ xp. Le théorème de Chebotarev affirme que, pour tout corps galoi-
sien, la densité naturelle de premiers p tels que le Frobenius de K modulo p correspond
à une classe de conjugaison C de Gal(K) est égale à #C/#Gal(K).

Le corps Q(E[m]) peut être calculé effectivement à l’aide des polynômes dits de m-
division. Ses automorphismes se représentent de manière unique comme matrices de
GL2(Z/mZ). Le point de départ de notre résultat est l’observation qu’une courbe E sur
Q a des points de m-torsion modulo un premier p si et seulement si le Frobenius de Fp

fixe des points de E(Fp)[m] autres que l’élément neutre. On remarque ensuite que tout
automorphisme de K a la même matrice dans GL2(Z/mZ) que sa réduction modulo p.
Quandm est une puissance de premier πk, on relie alors la proportion de premiers tels que
m divise #E(Fp) à la proportion de matrices dans l’image de Gal(K) dans GL2(Z/mZ)
qui fixent au moins un point non-nul. En particulier, pour m = π on a le résultat suivant.

Corollaire 3. Soit E une courbe elliptique et π un nombre premier. Alors on a :

Prob
(
E(Fp)[π] ≃ Z/πZ

)
=

#{g ∈ ρπ(Gal(Q(E[π])/Q)) | det(g − Id) = 0, g 6= Id}
#Gal(Q(E[π])/Q)

,

Prob
(
E(Fp)[π] ≃ Z/πZ× Z/πZ

)
=

1

#Gal(Q(E[π])/Q)
.

Dans la suite on considère que E est sans multiplication complexe. Un théorème de
Serre [Ser71] caractérise les images de Gal(Q(E[πk])) dans GL2(Z/π

kZ) quand π est
premier et k ≥ 1. En effet, l’application est surjective à l’exception d’un nombre fini de
premiers π. De plus, pour tout premier π et pour k suffisamment grand, chaque matrice
de l’image de Gal(Q(E[πk])) se relève en exactement π4 matrices de Gal(Q(E[πk+1])).
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D’après un troisième résultat de Serre [Ser81], pour montrer la surjectivité de l’injection
pour toute paire (π, k), il suffit de tester la surjectivité pour les paires (π = 2, k = 3),
(π = 3, k = 2) et (π, k = 1) quand π ≥ 5. Si on applique les théorèmes de Serre et
on utilise notre caractérisation, on obtient un résultat bien connu en pratique. Celui-ci
affirme que, si p est un premier aléatoire, la probabilité que #E(Fp) est divisible par une
puissance de premier πk est égale à celle d’un entier quelconque, à un facteur constant
près, indépendant de k. C’est ce facteur constant qui fait la différence entre les différentes
courbes elliptiques.

Armés des outils théoriques, nous pouvons maintenant caractériser les sous-familles des
paramétrisations utilisées en pratique. Ainsi, nous nous sommes intéressés dans [BBB+12]
au courbes d’Edwards d’équation −x2+y2 = 1−e4x2y2, qui ont une torsion Z/2Z×Z/2Z
sur Q. Afin de modifier leur groupe de Galois, on a choisit de diminuer le degré de Q(E[4])
en choisissant des valeurs de e qui factorisent un ou plusieurs facteurs du polynôme de
4-division. Ainsi on a trouvé les équations e = g2, e = (2g2 + 2g + 1)/(2g + 1), e = g2/2
et e = (q − 1/g)/2. On remarque que cela explique toutes les courbes qui avaient été
remarquées par Bernstein et al. [BBLP13].

On englobe ensuite un résultat antérieur de l’auteur qui concerne les courbes de Suyama
ayant de bonnes propriétés de friabilité. Ainsi les paramètres σ = 11 et σ = 9/4 ont des
groupes de Galois différents des autres courbes de Suyama. Une analyse des points de
4-torsion et de 8-torsion nous suggère des équations à imposer. Les résultats théoriques
nous permettent de calculer l’amélioration d’efficacité. Ces résultats confirment les ob-
servations de Bernstein et al. sur la traduction de la famille de Suyama en coordonnées
d’Edwards. Leur étude avait révélée la même efficacité pour cette famille avec 6 points de
torsion que pour la famille de 12 points de torsion sur Q. Cela se rajoute à une meilleure
arithmétique pour la famille à 6 points de torsion.

4 Améliorations du problème de friabilisation

La première partie de l’étape de logarithme individuel des algorithmes de logarithme
discret peut être modélisée comme un problème d’algorithmique, qu’on appelle friabili-
sation. Comme données d’entrée, on a une liste infinie d’entiers appartenant à [1, n], ou
de manière équivalente un générateur de nombres aléatoires. On peut également utiliser
une boîte noire qui teste la friabilité ayant la même complexité que ECM et qui renvoie
la partie friable. Il est demandé de trouver dans le moindre temps un entier de la liste
qui est Ln(α, c)-friable pour les paramètres α ∈]0, 1[ et c > 0 de notre choix.

La méthode naïve consiste à considérer les entiers à la suite et à faire un test de
friabilité. Nous proposons un algorithme en deux, puis en plusieurs, étapes. La première
étape utilise le test de friabilité avec une petite borne de friabilité. Les candidats qui
réussissent le premier test sont appelés admissibles et ils sont soumis à un deuxième test
avec une borne de friabilité plus grande. La raison du test en deux étapes est que, pour
toute constante θ de ]0, 1[, il existe c > 0 tel qu’une grande proportion des nombres
B-friables n a une partie Bθ-friable au moins égale à nc.
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Théorème 4. Soit a un réel positif. Pour tout entier n, on pose L(n) = Ln(2/3, a),
abrégé aussi L. Soient c et θ deux constantes positives dans l’intervalle ]0, 1[. Notons M1

l’ensemble des entiers de [1, n] dont la partie Lθ-friable est plus grande que nc. De même,
notons M2 le sous-ensemble des éléments L-friables de M1. On a alors :

(i) #M1 ≤ nLn

(
1/3, c

3aθ

)−1+o(1)
;

(ii) #M2 ≥ nLn

(
1/3, c

3θa + 1−c
3a

)−1+o(1)
.

Après l’optimisation des paramètres c et θ, on trouve un algorithme de complexité
Lp(1/3, 1.296), améliorant ainsi l’algorithme naïf dont la complexité est Lp(1/3, 1.442).
À l’aide de plusieurs tests d’admissibilité on obtient une complexité de Lp(1/3, 1.232).

5 Algorithmes élémentaires de logarithme discret

Avant de présenter des algorithmes rapides qui font intervenir des outils mathéma-
tiques relativement avancés, on commence par des algorithmes généraux. Ceux-ci conti-
nuent d’être utilisés en conjonction avec les nouveaux algorithmes afin d’écarter une série
de difficultés techniques. En effet, l’algorithme de Pohlig-Hellman réduit le problème au
calcul du logarithme discret modulo un facteur premier ℓ du cardinal du groupe. L’al-
gorithme ρ de Pollard rend possible le calcul des logarithmes modulo ℓ dans O(

√
ℓ)

opérations, permettant ainsi de supposer que ℓ est très grand.
Passons maintenant aux algorithmes spécifiques aux corps finis. Premier algorithme

de sa famille, Index calculus permet de calculer des logarithmes discrets dans les corps
Z/pZ avec p premier. Soient t et s deux éléments du groupe et supposons que t est un
générateur. On commence par calculer des relations (th mod p) =

∏
pi où les nombres

premiers pi qui apparaissent au membre droit sont inférieurs à un entier B dit borne de
friabilité. Chaque relation permet d’écrire une équation entre les logarithmes discrets en
base t : h =

∑
ei logt pi où ei est la valuation de pi dans (th mod p). Une étape d’algèbre

linéaire résout le système formé par ces équations et trouve logt pi pour tout premier pi
apparaissant dans le système. Finalement, une étape appelée logarithme individuel relie
logt s aux logarithmes des premiers pi.

L’algorithme s’étend aux corps à 2n éléments sans aucune difficulté. Toujours sans
utiliser des outils sophistiqués, on présente un algorithme de complexité L(1/3). N’étant
pas le premier algorithme de cette complexité, cet algorithme proposé par Joux et Lercier
a l’avantage de la simplicité.

6 Présentation des algorithmes NFS et FFS

Après les travaux de Joux, Lercier, Smart et Vercauteren [JLSV06], on peut calculer
les logarithmes discrets dans tous corps finis Fpn dans un temps Lpn(1/3, c) avec c > 0.
Selon la taille relative de p et n, on utilise le crible algébrique (NFS), le crible des corps
de fonctions (FFS) ou le crible algébrique de haut degré (NFS-HD), conformément à la
Figure 1. Le crible algébrique pour logarithme discret suit les mêmes lignes que Index
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log n

log log p

x = 2y

y = 2x

FFS

NFS-HD

NFS

Figure 1: Le domaine d’application de FFS, NFS-HD et NFS selon F∗
Q avec Q = pn.

calculus. On commence par choisir deux polynômes f et g dans Z[x] irréductibles qui
partagent une racine m modulo p. Les relations sont des polynômes a − bx ∈ Z[x] tels
que Nf = bdeg ff(a/b) et Ng = bdeg gg(a/b) sont friables. Les deux quantités Nf et Ng

portent une notion de taille qui caractérise les éléments a− bαf et a− bαg où αf et αg

sont des racines algébriques de f et g. Ces nombres se factorisent en idéaux de corps de
nombres, par exemple a − bαf =

∏
pi. À condition de résoudre une série de difficultés

techniques, on peut écrire des équations additives comme suit :
∑

i

ei(a, b) log pi +
∑

j

e′jλj(a, b) ≡
∑

i

fi(a, b) log qi +
∑

j

f ′jλ
′
j(a, b) mod ℓ, (1)

où pi et qi sont des idéaux premiers des corps de nombres de f et g et où il reste à définir
les logarithmes et les fonctions λ qui interviennent. Pour cela on définit les fonctions de
Schirokauer, notées λj et λ′j , apparentées au logarithme p-adique. Les logarithmes des
idéaux sont appelés logarithmes virtuels et ils sont définis comme suit. Soit h le nombre de
classes du corps défini par f . Le logarithme de p, noté log p, est égal au logarithme discret
de z, le générateur de ph qui a une valeur nulle sur toutes les fonctions de Schirokauer.

Le crible des corps de fonctions est similaire à NFS. La principale différence vient du
fait qu’un corps fini Fpn peut être représenté par de multiples polynômes irréductibles
ϕ ∈ Fp[x] de degré n. Ainsi, on peut commencer par choisir un polynôme f de bonne
qualité pour lequel on choisit un polynôme aléatoire g tel que Res(f, g) a un facteur
irréductible de degré n. De façon heuristique, cela arrive avec probabilité 1/n et permet
de choisir ϕ égal au facteur mentionné plus haut. Les autres avantages de FFS par rapport
à NFS sont le test de friabilité qui est polynomial, à la place du test sous-exponentiel
(ECM) pour NFS, et le remplacement des fonctions de Schirokauer par les valuations
aux places à l’infini.
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7 Complexités pour NFS et FFS

Afin d’avoir une présentation complète du sujet, on consacre quelques pages à la com-
plexité des principaux algorithmes. Cela nous permet en particulier d’étudier une version
de NFS appelée l’usine de logarithmes discrets. Inspirés d’un algorithme de factorisation,
on propose d’utiliser un polynôme g = x −m commun pour tous les premiers p d’une
taille donnée. Ainsi on collecte les paires (a, b) telles que a − bm est friable et on les
stocke dans un fichier persistant. Pour chaque premier p, on parcourt le fichier précé-
demment constitué et on teste la friabilité de bdeg ff(a/b) à l’aide d’ECM. Cela donne
un précalcul de complexité Lp(1/3, 2.007) pour constituer le fichier mais une complexité
de Lp(1/3, 1.638) pour tout calcul ultérieur. L’obstacle pratique est la taille prohibitive
du fichier, qui vaut Lp(1/3, 1.638).

8 Améliorations à NFS et FFS

L’algorithme NFS n’est jamais implémenté sans deux améliorations qui ont été pro-
posées ultérieurement et que nous avons préféré omettre dans la première description de
l’algorithme. Il s’agit de la version par blocs de l’algèbre linéaire, qui permet de paral-
léliser les calculs, et de la version par spécial-Q pour l’étape de collecte de relations. À
cela, on rajoute une amélioration personnelle et on explique l’efficacité d’une modification
de [JLSV06]. Plus en détail, on propose une nouvelle sélection polynomiale de NFS pour
les corps Fpn quand n > 1 en généralisant une méthode de Joux et Lercier ; elle était
utilisée précédemment uniquement pour les corps premiers.

9 Sélection polynomiale pour FFS

Les calculs effectifs de logarithmes discrets montrent qu’il existe des différences impor-
tantes d’efficacité pour FFS en fonction des polynômes f utilisés. Un bon choix permet
de gagner un facteur 2 dans l’étape de collecte de relations. L’idée que nous avons utilisé
dans [Bar13] est de définir des fonctions facilement calculables qui déterminent l’effica-
cité d’un polynôme, à l’instar des méthodes utilisées pour la factorisation [Mur99]. Ces
fonctions sont ensuite calculées pour tous les polynômes qui minimisent ce qu’on appelle
la propriété de taille, notée σ, ou de manière équivalente le degré moyen de la quantité
Nf vue plus haut.

La première propriété des polynômes adaptés à FFS est le fait d’avoir un grand nombre
de racines modulo des petits polynômes irréductibles. Par racine de f(t, x) modulo
ℓ(t) ∈ Fq[t] on entend un polynôme r(t) de degré plus petit que ℓ(t) tel que f(t, r(t)) est
divisible par ℓ(t). L’analyse détaillée dans la thèse montre que la probabilité que Nf soit
divisible par ℓ(t) est essentiellement proportionnelle au nombre de racines de f modulo
ℓ(t). Ainsi, un polynôme adapté a une bonne probabilité que Nf ait des petits facteurs
et par conséquent une meilleure probabilité de friabilité. Pour quantifier cette propriété,
dite propriété des racines modulaires, on définit la quantité αℓ(f). Celle-ci mesure la dif-
férence de degré entre la partie ℓ(t)-friable d’un polynôme quelconque et, respectivement,
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de la quantité Nf . Finalement, on définit la série α(f) =
∑

ℓ αℓ(f) dont la convergence
est basée sur le théorème de Hasse-Weil.

La deuxième propriété étudiée est celle des annulations des termes. Cela concerne les
paires (a, b) ∈ Fq[t]

2 pour lesquelles le degré de Nf n’est pas égal à sa valeur attendue :
degt f + degx f max(deg a, deg b). On caractérise les paires avec cette propriété à l’aide
des polynômes de Laurent r tels que f(r) a un degré inférieur à degt f +degx f deg r, où
le degré d’une fraction rationnelle est la différence des degrés de son numérateur et son
dénominateur. Pour mesurer cette propriété, on introduit la fonction α∞ qui correspond
au degré moyen gagné grâce aux annulations.

En combinant les fonctions précédentes, on souhaite comparer des polynômes aléa-
toires. On définit ǫ par σ + α+ α∞, qui donne l’intuition d’un degré équivalent pour les
polynômes aléatoires qui ont la même probabilité de friabilité que Nf . La correction de
ǫ n’est pas prouvée, mais on illustre sa fiabilité de manière expérimentale. Nos résultats
indiquent qu’un polynôme qui a une meilleure valeur de ǫ peut être au plus 5% moins
efficace. Ainsi ǫ est une alternative plus rapide pour la fonction E, qu’on peut définir par
analogie avec les cas de la factorisation.

L’utilisation des polynômes inséparables (∂f∂x = 0) et de l’algorithme de Coppersmith
dans les records n’est pas un accident. En effet, les mauvaises valeurs de α sont compen-
sées pour ces polynômes par un très grand nombre de relations dites gratuites, qui sont
générées dans un temps négligeable. Cela permet de voir l’algorithme de Coppersmith
comme une cas particulier de FFS et de ne pas distinguer entre les deux algorithmes lors
des améliorations pratiques.

Ayant les outils théoriques dans notre possession, il a été possible de tester un nombre
de 248 polynômes f , dont on a gardé les dix meilleurs pour un test direct. Les plus
efficaces ont été utilisés dans les records de calcul de logarithme discret par l’équipe
Caramel, correspondant à F2619 et F2809 . On revoit aussi d’autres records de logarithmes
discrets et on cherche des alternatives aux polynômes utilisés.

10 Un algorithme quasi-polynomial

Suite aux avancées récentes de Joux [Jou13], le cas des corps finis de très petite ca-
ractéristique s’est avéré avoir une complexité de type L(1/4). Dans [BGJT13], nous pro-
posons une amélioration qui calcule le logarithme dans FQ en temps quasi-polynomial
(logQ)O(log logQ).

Un point important est le choix des polynômes ϕ qui représentent FQ pour Q = q2k.
On choisit de manière aléatoire des polynômes h0 et h1 de degré 2 dans Fq2 [x] jusqu’à
trouver une paire telle que h1xq − h0 a un diviseur irréductible ϕ de degré k. Cela arrive
de manière heuristique avec une probabilité de 1/k. On note que, si x est une racine de
ϕ dans FQ, alors xq = h0(x)

h1(x)
. La brique de base se résume dans le résultat suivant.

Proposition 5. Soit K = Fq2k un corps fini pour lequel il existe des polynômes h0
et h1 comme ci-dessus. Sous des heuristiques bien spécifiées, il existe un algorithme de
complexité polynomiale en q et k qui peut effectuer les deux tâches suivantes.
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1. Étant donné un élément de K représenté par un polynôme P ∈ Fq2 [X] avec 2 ≤
degP ≤ k − 1, l’algorithme fournit une expression de logP (x) comme combinai-
son linéaire d’au plus O(kq2) logarithmes logPi(x) avec degPi ≤ ⌈12 degP ⌉ et de
log h1(x).

2. L’algorithme fournit le logarithme de h1(x) et ceux des éléments de K de la forme
x+ a, pour tout a dans Fq2 .

L’algorithme ci-dessus permet de construire un algorithme complet de logarithme dis-
cret. En effet, on exprime le logarithme du polynôme donné en fonction de polynômes
de degré (degP )/2, ensuite (degP )/22 et ainsi de suite jusqu’au polynômes de degré 1.
Comme chaque étape prend un temps polynomial en q et k, ayant tous les deux une
taille de l’ordre de logQ, il suffit de compter le nombre de noeuds de l’arbre ainsi
obtenu. La hauteur de l’arbre étant log2 k et son arité O(kq2), on trouve un nombre
qO(log k) = (logQ)O(log logQ).

Conclusion

Après avoir vu comment améliorer l’algorithme ECM de factorisation, on montre com-
ment l’intégrer dans un algorithme de logarithme discret. La présentation générale des
algorithmes phares de logarithme discret, le crible algébrique et le crible des corps des
fonctions, nous a permis de proposer des améliorations. On a ainsi vu une nouvelle ver-
sion de l’algorithme, basée sur le stockage d’un fichier persistant, et on a proposé une
modification pour NFS dans le cas non-premier. On a vu ensuite comment accélérer
FFS par le choix de polynômes adéquats. Enfin, on a proposé un algorithme qui est
asymptotiquement meilleur que FFS. Parmi les problèmes qui restent ouverts, on re-
marque l’utilisation de notre caractérisation des courbes elliptiques adaptées à ECM afin
de trouver des nouvelles familles par une méthode systématique. De même, le nouvel
algorithme quasi-polynomial peut faire l’objet de nombreuses améliorations.
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❚❤❡♦r②✱ ✶✼✭✶✮✿✶✕✷✽✱ ✶✾✽✸✳

❬❈❍✵✼❪ ❏✳ ❈❤✉♥❣ ❛♥❞ ▼✳ ❆✳ ❍❛s❛♥✳ ❆s②♠♠❡tr✐❝ sq✉❛r✐♥❣ ❢♦r♠✉❧❛❡✳ ■♥
■❊❊❊ ❙②♠♣♦s✐✉♠ ♦♥ ❈♦♠♣✉t❡r ❆r✐t❤♠❡t✐❝✕❆❘■❚❍ ✶✽✱ ♣❛❣❡s ✶✶✸✕
✶✷✷✳ ■❊❊❊✱ ✷✵✵✼✳

❬❈❑❖✵✾❪ ▼✳ ❈❡♥❦✱ ❈✳❑✳ ❑♦ç✱ ❛♥❞ ❋✳ ❖③❜✉❞❛❦✳ P♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦✈❡r
✜♥✐t❡ ✜❡❧❞s ✉s✐♥❣ ✜❡❧❞ ❡①t❡♥s✐♦♥s ❛♥❞ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥✳ ■♥ ■❊❊❊ ❙②♠♣♦✲
s✐✉♠ ♦♥ ❈♦♠♣✉t❡r ❆r✐t❤♠❡t✐❝✕❆❘■❚❍ ✶✾✱ ♣❛❣❡s ✽✹✕✾✶✳ ■❊❊❊✱ ✷✵✵✾✳

❬❈Ö✵✽❪ ▼✳ ❈❡♥❦ ❛♥❞ ❋✳ Ö③❜✉❞❛❦✳ ❊✣❝✐❡♥t ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥ F3ℓm ✱ m ≥ 1
❛♥❞ 5 ≤ ℓ ≤ 18✳ ■♥ Pr♦❣r✳ ✐♥ ❈r②♣t♦❧♦❣②✕❆❋❘■❑❆❈❘❨P❚ ✷✵✵✽✱
✈♦❧✉♠❡ ✺✵✷✸ ♦❢ ▲❡❝t✉r❡ ◆♦t❡s ✐♥ ❈♦♠♣✉t✳ ❙❝✐✳✱ ♣❛❣❡s ✹✵✻✕✹✶✹✱ ✷✵✵✽✳

❬❈❖✵✾❪ ▼✳ ❈❡♥❦ ❛♥❞ ❋✳ ❖③❜✉❞❛❦✳ ■♠♣r♦✈❡❞ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❢♦r✲
♠✉❧❛s ♦✈❡r F2 ✉s✐♥❣ ❈❤✐♥❡s❡ r❡♠❛✐♥❞❡r t❤❡♦r❡♠✳ ■❊❊❊ ❚r❛♥s✳ ❈♦♠✲
♣✉t✳✱ ✺✽✭✹✮✿✺✼✷✕✺✼✻✱ ✷✵✵✾✳

❬❈Ö✶✵❪ ▼✳ ❈❡♥❦ ❛♥❞ ❋✳ Ö③❜✉❞❛❦✳ ❖♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥ ✜♥✐t❡ ✜❡❧❞s✳ ❏✳
❈♦♠♣❧❡①✐t②✱ ✷✻✿✶✼✷✕✶✽✻✱ ✷✵✶✵✳

❬❈Ö✶✶❪ ▼✳ ❈❡♥❦ ❛♥❞ ❋✳ Ö③❜✉❞❛❦✳ ▼✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ♠♦❞✉❧♦ xn✳
❚❤❡♦r❡t✳ ❈♦♠♣✉t✳ ❙❝✐✳✱ ✹✶✷✿✸✹✺✶✕✸✹✻✷✱ ✷✵✶✶✳

❬❈♦❤✾✸❪ ❍✳ ❈♦❤❡♥✳ ❆ ❝♦✉rs❡ ✐♥ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ♥✉♠❜❡r t❤❡♦r②✱ ✈♦❧✲
✉♠❡ ✶✸✽ ♦❢ ●r❛❞✉❛t❡ ❚❡①ts ✐♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s✳ ❙♣r✐♥❣❡r✲❱❡r❧❛❣✱ ✶✾✾✸✳

❬❈♦♣✽✹❪ ❉✳ ❈♦♣♣❡rs♠✐t❤✳ ❋❛st ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❧♦❣❛r✐t❤♠s ✐♥ ✜❡❧❞s ♦❢ ❝❤❛r❛❝t❡r✲
✐st✐❝ t✇♦✳ ■❊❊❊ ❚r❛♥s✳ ■♥❢♦r♠✳ ❚❤❡♦r②✱ ✸✵✭✹✮✿✺✽✼✕✺✾✹✱ ✶✾✽✹✳

❬❈♦♣✾✹❪ ❉✳ ❈♦♣♣❡rs♠✐t❤✳ ❙♦❧✈✐♥❣ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❧✐♥❡❛r ❡q✉❛t✐♦♥s ♦✈❡r ●❋✭✷✮
✈✐❛ ❜❧♦❝❦ ❲✐❡❞❡♠❛♥♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ▼❛t❤✳ ❈♦♠♣✳✱ ✻✷✭✷✵✺✮✿✸✸✸✕✸✺✵✱
✶✾✾✹✳

❬❈❖❙✽✻❪ ❉✳ ❈♦♣♣❡rs♠✐t❤✱ ❆✳ ▼✳ ❖❞❧②③❦♦✱ ❛♥❞ ❘✳ ❙❝❤r♦❡♣♣❡❧✳ ❉✐s❝r❡t❡ ❧♦❣❛✲
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❬❈❙✵✻❪ ❆✳ ❈♦♠♠❡✐♥❡ ❛♥❞ ■✳ ❙❡♠❛❡✈✳ ❆♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❧♦❣❛✲
r✐t❤♠ ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ✜❡❧❞ s✐❡✈❡✳ ■♥ P✉❜❧✐❝ ❑❡② ❈r②♣t♦❧♦❣②✕
P❑❈ ✷✵✵✻✱ ✈♦❧✉♠❡ ✸✾✺✽ ♦❢ ▲❡❝t✉r❡ ◆♦t❡s ✐♥ ❈♦♠♣✉t✳ ❙❝✐✳✱ ♣❛❣❡s
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❬❉●❱✶✸❪ ❏✳ ❉❡tr❡②✱ P✳ ●❛✉❞r②✱ ❛♥❞ ▼✳ ❱✐❞❡❛✉✳ ❘❡❧❛t✐♦♥ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡
❢✉♥❝t✐♦♥ ✜❡❧❞ s✐❡✈❡✳ ■♥ ■❊❊❊ ❙②♠♣♦s✐✉♠ ♦♥ ❈♦♠♣✉t❡r ❆r✐t❤♠❡t✐❝✕
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❬❉❍✼✻❪ ❲✳ ❉✐✣❡ ❛♥❞ ▼✳ ❍❡❧❧♠❛♥✳ ◆❡✇ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ✐♥ ❝r②♣t♦❣r❛♣❤②✳ ■❊❊❊
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❬❊❞✇✵✼❪ ❍✳▼✳ ❊❞✇❛r❞s✳ ❆ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠ ❢♦r ❡❧❧✐♣t✐❝ ❝✉r✈❡s✳ ❇✉❧❧❡t✐♥ ♦❢ t❤❡
❆♠❡r✐❝❛♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❙♦❝✐❡t②✱ ✹✹✭✸✮✿✸✾✸✕✹✷✷✱ ✷✵✵✼✳

❬❊st✶✵❪ ◆✳ ❊st✐❜❛❧s✳ ❈♦♠♣❛❝t ❤❛r❞✇❛r❡ ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❚❛t❡ ♣❛✐r✲
✐♥❣ ♦✈❡r 128✲❜✐t✲s❡❝✉r✐t② s✉♣❡rs✐♥❣✉❧❛r ❝✉r✈❡s✳ ■♥ P❛✐r✐♥❣✲❇❛s❡❞
❈r②♣t♦❣r❛♣❤②✕P❛✐r✐♥❣ ✷✵✶✵✱ ✈♦❧✉♠❡ ✻✹✽✼ ♦❢ ▲❡❝t✉r❡ ◆♦t❡s ✐♥ ❈♦♠✲
♣✉t✳ ❙❝✐✳✱ ♣❛❣❡s ✸✾✼✕✹✶✻✳ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ✷✵✶✵✳

❬❋❍✵✼❪ ❍✳ ❋❛♥ ❛♥❞ ❆✳ ❍❛s❛♥✳ ❈♦♠♠❡♥ts ♦♥ ✜✈❡✱ s✐①✱ ❛♥❞ s❡✈❡♥✲t❡r♠
❑❛r❛ts✉❜❛✲❧✐❦❡ ❢♦r♠✉❧❛❡✳ ■❊❊❊ ❚r❛♥s✳ ❈♦♠♣✉t✳✱ ✺✻✭✺✮✿✼✶✻✕✼✶✼✱
✷✵✵✼✳

❬❋❘✾✹❪ ●✳ ❋r❡② ❛♥❞ ❍✳✲●✳ ❘ü❝❦✳ ❆ r❡♠❛r❦ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ m✲❞✐✈✐s✐❜✐❧✐t② ❛♥❞ t❤❡
❞✐s❝r❡t❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠ ✐♥ t❤❡ ❞✐✈✐s♦r ❝❧❛ss ❣r♦✉♣ ♦❢ ❝✉r✈❡s✳ ▼❛t❤✳ ❈♦♠♣✳✱
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❬❋✉❧✻✾❪ ❲✳ ❋✉❧t♦♥✳ ❆❧❣❡❜r❛✐❝ ❝✉r✈❡s✳ ❆♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❣❡♦♠❡tr②✳
▼❛t❤❡♠❛t✐❝s ▲❡❝t✉r❡ ◆♦t❡s ❙❡r✐❡s✳ ❲❆ ❇❡♥❥❛♠✐♥✱ ■♥❝✳✱ ◆❡✇ ❨♦r❦✲
❆♠st❡r❞❛♠✳ ❇❡♥❥❛♠✐♥✲❈✉♠♠✐♥❣s P✉❜❧✐s❤✐♥❣ ❈♦✳✱ ✶✾✻✾✳

❬●❛✉✵✾❪ P✳ ●❛✉❞r②✳ ■♥❞❡① ❝❛❧❝✉❧✉s ❢♦r ❛❜❡❧✐❛♥ ✈❛r✐❡t✐❡s ♦❢ s♠❛❧❧ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❛♥❞
t❤❡ ❡❧❧✐♣t✐❝ ❝✉r✈❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❏✳ ❙②♠❜♦❧✐❝ ❈♦♠♣✉t✳✱
✹✹✭✶✷✮✿✶✻✾✵✕✶✼✵✷✱ ✷✵✵✾✳

❬●●▼❩✶✸❪ ❋✳ ●ö❧♦➜❧✉✱ ❘✳ ●r❛♥❣❡r✱ ●✳ ▼❝●✉✐r❡✱ ❛♥❞ ❏✳ ❩✉♠❜rä❣❡❧✳ ❖♥ t❤❡
❢✉♥❝t✐♦♥ ✜❡❧❞ s✐❡✈❡ ❛♥❞ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ❤✐❣❤❡r s♣❧✐tt✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✿
❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❞✐s❝r❡t❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠s ✐♥ F21971 ✱ ✷✵✶✸✳ ❈r②♣t♦❧♦❣② ❡Pr✐♥t
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t✐✈❡ ❢❛❝❡ts ♦❢ ❲❡✐❧ ❞❡s❝❡♥t ♦♥ ❡❧❧✐♣t✐❝ ❝✉r✈❡s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❈r②♣t♦❧♦❣②✱
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❬●♦r✾✸❪ ❉✳ ▼✳ ●♦r❞♦♥✳ ❉✐s❝r❡t❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠s ✐♥ ●❋✭♣✮ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ✜❡❧❞
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❬●P❘✶✸❪ ❙✳ ●❛❧❜r❛✐t❤✱ ❏✳ P♦❧❧❛r❞✱ ❛♥❞ ❘✳ ❘✉♣r❛✐✳ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ ❞✐s❝r❡t❡ ❧♦❣❛✲
r✐t❤♠s ✐♥ ❛♥ ✐♥t❡r✈❛❧✳ ▼❛t❤✳ ❈♦♠♣✳✱ ✽✷✭✷✽✷✮✿✶✶✽✶✕✶✶✾✺✱ ✷✵✶✸✳

❬●r❛✵✽❪ ❆✳ ●r❛♥✈✐❧❧❡✳ ❙♠♦♦t❤ ♥✉♠❜❡rs✿ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♥✉♠❜❡r t❤❡♦r② ❛♥❞
❜❡②♦♥❞✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠✐❝ ♥✉♠❜❡r t❤❡♦r②✿ ❧❛tt✐❝❡s✱ ♥✉♠❜❡r ✜❡❧❞s✱ ❝✉r✈❡s
❛♥❞ ❝r②♣t♦❣r❛♣❤②✱ ▼❛t❤✳ ❙❝✐✳ ❘❡s✳ ■♥st✳ P✉❜❧✱ ✹✹✿✷✻✼✕✸✷✸✱ ✷✵✵✽✳

❬❍❑✶✵❪ ❚✳ ❍❡❧❧❡s❡t❤ ❛♥❞ ❆✳ ❑❤♦❧♦s❤❛✳ \ ❜♦❧❞s②♠❜♦❧ {①✂{✷✂ ❧✰ ✶}✰ ①✰
❛} ❛♥❞ r❡❧❛t❡❞ ❛✣♥❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ♦✈❡r ❣❢ ✭✷ ❦✮✳ ❈r②♣t♦❣r❛♣❤② ❛♥❞
❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✱ ✷✭✶✮✿✽✺✕✶✵✾✱ ✷✵✶✵✳

❬❍❙❙❚✶✷❪ ❚✳ ❍❛②❛s❤✐✱ ❚✳ ❙❤✐♠♦②❛♠❛✱ ◆✳ ❙❤✐♥♦❤❛r❛✱ ❛♥❞ ❚✳ ❚❛❦❛❣✐✳ ❇r❡❛❦✲
✐♥❣ ♣❛✐r✐♥❣✲❜❛s❡❞ ❝r②♣t♦s②st❡♠s ✉s✐♥❣ ηt ♣❛✐r✐♥❣ ♦✈❡r ●❋✭397✮✳ ■♥
❆❞✈❛♥❝❡s ✐♥ ❈r②♣t♦❧♦❣②✕❆❙■❆❈❘❨P❚ ✷✵✶✷✱ ✈♦❧✉♠❡ ✼✻✺✽ ♦❢ ▲❡❝t✉r❡
◆♦t❡s ✐♥ ❈♦♠♣✉t✳ ❙❝✐✳✱ ♣❛❣❡s ✹✸✕✻✵✱ ✷✵✶✷✳
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❬❍❙❲+✶✵❪ ❚✳ ❍❛②❛s❤✐✱ ◆✳ ❙❤✐♥♦❤❛r❛✱ ▲✳ ❲❛♥❣✱ ❙✳ ▼❛ts✉♦✱ ▼✳ ❙❤✐r❛s❡✱ ❛♥❞
❚✳ ❚❛❦❛❣✐✳ ❙♦❧✈✐♥❣ ❛ ✻✼✻✲❜✐t ❞✐s❝r❡t❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ●❋✭36n✮✳
■♥ P✉❜❧✐❝ ❑❡② ❈r②♣t♦❧♦❣②✕P❑❈ ✷✵✶✵✱ ✈♦❧✉♠❡ ✻✵✺✻ ♦❢ ▲❡❝t✉r❡ ◆♦t❡s
✐♥ ❈♦♠♣✉t✳ ❙❝✐✳✱ ♣❛❣❡s ✸✺✶✕✸✻✼✳ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ✷✵✶✵✳

❬❍❚✾✸❪ ❆✳ ❍✐❧❞❡❜r❛♥❞ ❛♥❞ ●✳ ❚❡♥❡♥❜❛✉♠✳ ■♥t❡❣❡rs ✇✐t❤♦✉t ❧❛r❣❡ ♣r✐♠❡
❢❛❝t♦rs✳ ❏✳ ❚❤é♦r✳ ◆♦♠❜r❡s ❇♦r❞❡❛✉①✱ ✺✭✷✮✿✹✶✶✕✹✽✹✱ ✶✾✾✸✳

❬❍❲❈❉✵✽❪ ❍✳ ❍✐s✐❧✱ ❑✳ ❲♦♥❣✱ ●✳ ❈❛rt❡r✱ ❛♥❞ ❊✳ ❉❛✇s♦♥✳ ❚✇✐st❡❞ ❊❞✇❛r❞s
❝✉r✈❡s r❡✈✐s✐t❡❞✳ ■♥ ❆❞✈❛♥❝❡s ✐♥ ❈r②♣t♦❧♦❣②✕❆❙■❆❈❘❨P❚ ✷✵✵✽✱ ✈♦❧✲
✉♠❡ ✺✸✺✵ ♦❢ ▲❡❝t✉r❡ ◆♦t❡s ✐♥ ❈♦♠♣✉t✳ ❙❝✐✳✱ ♣❛❣❡s ✸✷✻✕✸✹✸✳ ❙♣r✐♥❣❡r✱
✷✵✵✽✳

❬❏❡❧✶✷❪ ❍✳ ❏❡❧❥❡❧✐✳ ❆❝❝❡❧❡r❛t✐♥❣ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❙♣▼❱ ❢♦r ❞✐s❝r❡t❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠ ♣r♦❜✲
❧❡♠ ✉s✐♥❣ ●P❯s✱ ✷✵✶✷✳ Pr❡♣r✐♥t✱ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦♥ ❛r❳✐✈✿✶✷✵✾✳✺✺✷✵✳

❬❏▲✵✷❪ ❆✳ ❏♦✉① ❛♥❞ ❘✳ ▲❡r❝✐❡r✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✜❡❧❞ s✐❡✈❡ ✐s q✉✐t❡ s♣❡❝✐❛❧✳ ■♥
❆❧❣♦r✐t❤♠✐❝ ◆✉♠❜❡r ❚❤❡♦r②✕❆◆❚❙ ❱✱ ✈♦❧✉♠❡ ✷✸✻✾ ♦❢ ▲❡❝t✉r❡ ◆♦t❡s
✐♥ ❈♦♠♣✉t✳ ❙❝✐✳✱ ♣❛❣❡s ✹✸✶✕✹✹✺✳ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ✷✵✵✷✳

❬❏▲✵✸❪ ❆✳ ❏♦✉① ❛♥❞ ❘✳ ▲❡r❝✐❡r✳ ■♠♣r♦✈❡♠❡♥ts t♦ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♥✉♠❜❡r ✜❡❧❞ ❢♦r
❞✐s❝r❡t❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠s ✐♥ ♣r✐♠❡ ✜❡❧❞s✳ ▼❛t❤✳ ❈♦♠♣✳✱ ✼✷✭✷✹✷✮✿✾✺✸✕✾✻✼✱
✷✵✵✸✳

❬❏▲✵✻❪ ❆✳ ❏♦✉① ❛♥❞ ❘✳ ▲❡r❝✐❡r✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✜❡❧❞ s✐❡✈❡ ✐♥ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠ ♣r✐♠❡
❝❛s❡✳ ■♥ ❆❞✈❛♥❝❡s ✐♥ ❈r②♣t♦❧♦❣②✕❊❯❘❖❈❘❨P❚ ✷✵✵✻✱ ✈♦❧✉♠❡ ✹✵✵✺
♦❢ ▲❡❝t✉r❡ ◆♦t❡s ✐♥ ❈♦♠♣✉t✳ ❙❝✐✳✱ ♣❛❣❡s ✷✺✹✕✷✼✵✳ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ✷✵✵✻✳

❬❏▲✵✼❪ ❆✳ ❏♦✉① ❛♥❞ ❘✳ ▲❡r❝✐❡r✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉
❧♦❣❛r✐t❤♠❡ ❞✐s❝r❡t ❞❛♥s ❧❡s ❝♦r♣s ✜♥✐s✳ ■♥ ◆♦✉✈❡❧❧❡s ▼ét❤♦❞❡s ▼❛t❤✲
é♠❛t✐q✉❡s ❡♥ ❈r②♣t♦❣r❛♣❤✐❡✱ ✈♦❧✉♠❡ ❋❛s❝✐❝✉❧❡ ❏♦✉r♥é❡s ❆♥♥✉❡❧❧❡s✱
♣❛❣❡s ✷✸✕✺✸✳ ❙♦❝✐été ▼❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❋r❛♥❝❡✱ ❏✉♥❡ ✷✵✵✼✳

❬❏▲❙❱✵✻❪ ❆✳ ❏♦✉①✱ ❘✳ ▲❡r❝✐❡r✱ ◆✳ ❙♠❛rt✱ ❛♥❞ ❋✳ ❱❡r❝❛✉t❡r❡♥✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r
✜❡❧❞ s✐❡✈❡ ✐♥ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠ ♣r✐♠❡ ❝❛s❡✳ ■♥ ❆❞✈❛♥❝❡s ✐♥ ❈r②♣t♦❧♦❣②✕
❈❘❨P❚❖ ✷✵✵✻✱ ✈♦❧✉♠❡ ✹✶✶✼ ♦❢ ▲❡❝t✉r❡ ◆♦t❡s ✐♥ ❈♦♠♣✉t✳ ❙❝✐✳✱ ♣❛❣❡s
✸✷✻✕✸✹✹✳ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ✷✵✵✻✳

❬❏♦✉✵✵❪ ❆✳ ❏♦✉①✳ ❆ ♦♥❡ r♦✉♥❞ ♣r♦t♦❝♦❧ ❢♦r tr✐♣❛rt✐t❡ ❉✐✣❡✕❍❡❧❧♠❛♥✳ ■♥ ❆❧✲
❣♦r✐t❤♠✐❝ ◆✉♠❜❡r ❚❤❡♦r②✕❆◆❚❙ ■❱✱ ✈♦❧✉♠❡ ✶✽✸✽ ♦❢ ▲❡❝t✉r❡ ◆♦t❡s
✐♥ ❈♦♠♣✉t✳ ❙❝✐✳✱ ♣❛❣❡s ✸✽✺✕✸✾✸✳ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ✷✵✵✵✳

❬❏♦✉✶✸❛❪ ❆✳ ❏♦✉①✳ ❋❛st❡r ✐♥❞❡① ❝❛❧❝✉❧✉s ❢♦r t❤❡ ♠❡❞✐✉♠ ♣r✐♠❡ ❝❛s❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
t♦ ✶✶✼✺✲❜✐t ❛♥❞ ✶✹✷✺✲❜✐t ✜♥✐t❡ ✜❡❧❞s✳ ■♥ ❆❞✈❛♥❝❡s ✐♥ ❈r②♣t♦❧♦❣②✕
❊❯❘❖❈❘❨P❚ ✷✵✶✸✱ ✈♦❧✉♠❡ ✼✽✽✶ ♦❢ ▲❡❝t✉r❡ ◆♦t❡s ✐♥ ❈♦♠♣✉t✳ ❙❝✐✳✱
♣❛❣❡s ✶✼✼✕✶✾✸✳ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ✷✵✶✸✳

❬❏♦✉✶✸❜❪ ❆✳ ❏♦✉①✳ ❆ ♥❡✇ ✐♥❞❡① ❝❛❧❝✉❧✉s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐t❤ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ▲(1/4 +
o(1)) ✐♥ ✈❡r② s♠❛❧❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝✱ ✷✵✶✸✳ ❈r②♣t♦❧♦❣② ❡Pr✐♥t ❆r❝❤✐✈❡
❘❡♣♦rt ✷✵✶✸✴✵✾✺✳
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❬❏❱✶✷❪ ❆✳ ❏♦✉① ❛♥❞ ❱✳ ❱✐ts❡✳ ❈♦✈❡r ❛♥❞ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥❞❡① ❝❛❧❝✉✲
❧✉s ♦♥ ❡❧❧✐♣t✐❝ ❝✉r✈❡s ♠❛❞❡ ♣r❛❝t✐❝❛❧✳ ■♥ ❆❞✈❛♥❝❡s ✐♥ ❈r②♣t♦❧♦❣②✕
❊❯❘❖❈❘❨P❚ ✷✵✶✷✱ ✈♦❧✉♠❡ ✼✷✸✼ ♦❢ ▲❡❝t✉r❡ ◆♦t❡s ✐♥ ❈♦♠♣✉t✳ ❙❝✐✳✱
♣❛❣❡s ✾✕✷✻✳ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ✷✵✶✷✳

❬❑+✵✺❪ ❚✳ ❑❧❡✐♥❥✉♥❣ ❡t ❛❧✳ ●●◆❋❙✱ ✷✵✵✺✳ ❙♦❢t✇❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛t ❤tt♣s✿

✴✴❣✐t❤✉❜✳❝♦♠✴r❛❞✐✐✴❣❣♥❢s✳

❬❑❆❋+✶✵❪ ❚✳ ❑❧❡✐♥❥✉♥❣✱ ❑✳ ❆♦❦✐✱ ❏✳ ❋r❛♥❦❡✱ ❆✳ ❑✳ ▲❡♥str❛✱ ❊✳ ❚❤♦♠é✱ ❏✳ ❲✳
❇♦s✱ P✳ ●❛✉❞r②✱ ❆✳ ❑r✉♣♣❛✱ P✳ ▲✳ ▼♦♥t❣♦♠❡r②✱ ❉✳ ❆✳ ❖s✈✐❦✱ ❡t ❛❧✳
❋❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ 768✕❜✐t ❘❙❆ ♠♦❞✉❧✉s✳ ■♥ ❆❞✈❛♥❝❡s ✐♥ ❈r②♣t♦❧♦❣②✕
❈❘❨P❚❖ ✷✵✶✵✱ ✈♦❧✉♠❡ ✻✷✷✸ ♦❢ ▲❡❝t✉r❡ ◆♦t❡s ✐♥ ❈♦♠♣✉t✳ ❙❝✐✳✱ ♣❛❣❡s
✸✸✸✕✸✺✵✳ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ✷✵✶✵✳

❬❑♦❜✽✼❪ ◆✳ ❑♦❜❧✐t③✳ ❊❧❧✐♣t✐❝ ❝✉r✈❡ ❝r②♣t♦s②st❡♠s✳ ▼❛t❤✳ ❈♦♠♣✳✱ ✹✽✭✶✼✼✮✿✷✵✸✕
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Résumé

Dans cette thèse nous examinons en détail le problème du logarithme discret dans les
corps finis. Dans la première partie, nous nous intéressons à la notion de friabilité et à
l’algorithme ECM, le plus rapide test de friabilité connu. Nous présentons une améliora-
tion de l’algorithme en analysant les propriétés galoisiennes des polynômes de division.
Nous continuons la présentation par une application d’ECM dans la dernière étape du
crible algébrique (NFS).

Dans la deuxième partie, nous présentons NFS et son algorithme correspondant uti-
lisant les corps de fonctions (FFS). Parmi les améliorations examinées, nous montrons
qu’on peut accélérer le calcul de logarithme discret au prix d’un pré-calcul commun pour
une plage de premiers ayant le même nombre de bits. Nous nous concentrons ensuite
sur la phase de sélection polynomiale de FFS et nous montrons comment comparer des
polynômes quelconques à l’aide d’une unique fonction.

Nous concluons la deuxième partie avec un algorithme issu des récentes améliorations
du calcul de logarithme discret. Le fait marquant est la création d’une procédure de
descente qui a un nombre quasi-polynomial de nœuds, chacun exigeant un temps poly-
nomial. Cela a conduit à un algorithme quasi-polynomial pour les corps finis de petite
caractéristique.

Abstract

In this thesis we study at length the discrete logarithm problem in finite fields. In the first
part, we focus on the notion of smoothness and on ECM, the fastest known smoothness
test. We present an improvement to the algorithm by analyzing the Galois properties of
the division polynomials. We continue by an application of ECM in the last stage of the
number field sieve (NFS).

In the second part, we present NFS and its related algorithm on function fields (FFS).
We show how to speed up the computation of discrete logarithms in all the prime finite
fields of a given bit-size by using a pre-computation. We focus later on the polynomial
selection stage of FFS and show how to compare arbitrary polynomials with a unique
function.

We conclude the second part with an algorithm issued from the recent improvements
for discrete logarithm. The key fact was to create a descent procedure which has a
quasi-polynomial number of nodes, each requiring a polynomial time. This leads to a
quasi-polynomial algorithm for finite fields of small characteristic.
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