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ner
e� HS Permittivité e�ective obtenue avec le modèle deHashin

et Shtrikman
e� MG Permittivité e�ective obtenue avec le modèle de

Maxwell-Garnett
e� �

MG Permittivité e�ective complexe obtenue avec le modèle
de Maxwell-Garnett

e� O Permittivité e�ective obtenue avec le modèle deOllen-
dorff

e� AC Permittivité e�ective obtenue avec le modèle auto-
cohérent

e� P I Permittivité e�ective obtenue avec la méthode d'homo-
généisation basée sur des problèmes d'inclusion

e� Perméabilité e�ective
e� Tenseur de perméabilité e�ective

e� Conductivité électrique e�ective
e� Tenseur de conductivité électrique e�ective
N

i
Tenseur dépolarisant de la phasei

N u
i Facteur dépolarisant de la phasei dans la directionu



x NOTATIONS

Notation Signification

wF ibre
J Énergie locale dissipée par e�et Joule dans une �bre

w1
J Énergie locale dissipée par e�et Joule dans le milieu de

référence
W F ibre

J Énergie totale dissipée par e�et Joule dans une �bre
W 1

J Énergie totale dissipée par e�et Joule dans le milieu de
référence

qI Coe�cient de ré�exion d'une interface
pI Coe�cient de transmission d'une interface
qP Coe�cient de ré�exion d'une plaque
pP Coe�cient de transmission d'une plaque

 ef f Taille e�ective de la microstructure

 Taille caractéristique de la microstructure
l Épaisseur de la plaque
� Diamètre des �bres
R Rayon des �bres
h Hauteur des �bres

c Célérité
A Tenseur dé�nissant un ellipsoïde
a1, au et a3 Demi-axes d'un ellipsoïde
� Excentricité d'un ellipsoïde de révolution
f i Fraction volumique de la phasei
u Vecteur unitaire
I Tenseur identité
rot Opérateur rotationnel
div Opérateur divergeant
I (i ) Fonction indicatrice de la phasei
S(ij )

2 (r ) Fonction de probabilité à deux-points
� (i ) Autocovariance de la phasei
J � (x) Fonction de Bessel de première espèce d'ordre�
Y� (x) Fonction de Bessel de deuxième espèce d'ordre�
H (2)

� (x) Fonction de Hankel de deuxième espèce d'ordre�
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Abréviation Signification

EM Électromagnétique
OPPM Onde Plane Progressive Monochromatique
PML Perfectly Matched Layer
MHE Milieu Homogène Équivalent
FADEC Full Authority Digital Engine Control
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Introduction

Depuis l'apparition du torchis au Néolithique, l'homme n'acessé de développer

de nouveaux matériaux composites. Combinant les propriétés de leurs di�érents

constituants, les matériaux composites o�rent de nombreuxavantages. D'abord

introduits dans le génie civil, ils sont aujourd'hui présents dans de très nombreux

domaines comme les sports mécaniques, les transports ou l'aérospatiale. Leur prin-

cipal intérêt réside essentiellement dans le fait qu'ils o�rent à la fois de bonnes

propriétés et une faible masse.

Depuis plusieurs années, ils sont de plus en plus utilisés par l'industrie aéronau-

tique pour alléger les structures mécaniques. C'est le cas de la structure de l'A350,

qui se concrétise par une proportion en masse de52 % fabriquée en matériaux

composites. Principalement utilisés dans la conception dufuselage, des ailes et de

la queue, les di�érentes pièces composites sont généralement constituées de maté-

riaux à base de �bres de carbone noyées dans une matrice epoxy. S'ils o�rent cet

immense avantage d'être légers tout en étant résistants, iln'en demeure pas moins

que leur modélisation est plus compliquée que celle des matériaux homogènes. Mais,

si l'utilisation de matériaux composites, pour des applications mécaniques, est ren-

due possible par l'expertise acquise dans ce domaine depuisplusieurs décennies,

l'emploi des composites pour des applications de blindage électromagnétique est

en revanche freinée par manque de modèles.

Avant d'envisager l'utilisation de matériaux composites pour fabriquer des boî-

tiers de blindage d'équipements électroniques, il est nécessaire de développer des

modèles appropriés. Pour parvenir à modéliser le comportement électromagnétique

de matériaux composites, la méthode retenue dans ce travailde thèse est celle de

l'homogénéisation analytique. Il existe de nombreuses méthodes d'homogénéisa-

tion numérique, mais le modèle recherché doit être rapide, facilement applicable et

basé sur des dé�nitions physiques pour faciliter l'étape depré-dimensionnement.

L'homogénéisation analytique est adaptée à l'optimisation de matériaux compo-

1
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sites et permet d'obtenir rapidement des estimations des propriétés e�ectives. Le

milieu homogène équivalent ainsi obtenu, peut être introduit dans des modèles

numériques, a�n d'étudier le comportement de structures complètes en évitant de

modéliser la microstructure des matériaux utilisés. En e�et, le maillage des hété-

rogénéités rend impossible la modélisation de structures complexes. Les propriétés

e�ectives fournies par certains modèles sont des bornes (supérieure et inférieure),

encadrant les propriétés e�ectives macroscopiques d'un matériau composite. Plus

les informations dé�nissant le composite sont riches (propriétés des constituants,

répartition, . . . ), plus les bornes sont restreintes. Il convient ainsi d'appliquer le

modèle adapté au composite à étudier car chaque estimation est plus ou moins per-

tinente en fonction de la microstructure étudiée. Modéliser un matériau hétérogène

par homogénéisation, consiste donc à estimer ou encadrer ses propriétés e�ectives.

Cependant, les modèles analytiques classiques ont été développés pour des sol-

licitations statiques. Même si certains peuvent être utilisés pour des sollicitations

quasi-statiques, ils ne sont pas applicables pour modéliser des phénomènes dyna-

miques. C'est pourquoi il est nécessaire de développer des méthodes d'homogénéi-

sation dynamique qui permettent d'anticiper le comportement électromagnétique

dynamique des matériaux composites. Pour y parvenir, on choisit d'adapter une

méthode d'homogénéisation basée sur des problèmes d'inclusion. Dans cette mé-

thode, le comportement de chaque phase du composite, représentée par une inclu-

sion plongée dans un milieu de référence, est étudié séparément. C'est le milieu de

référence qui caractérise les interactions entre les di�érentes phases du composite.

En adaptant le choix du milieu de référence, cette méthode permet de tenir compte

de nombreux phénomènes (non-linéarité, couplage, . . . ). L'objectif de cette thèse

est de caractériser les phénomènes dynamiques qui interviennent au sein des ma-

tériaux composites illuminés par des ondes électromagnétiques. En intégrant ces

phénomènes dans le choix du milieu de référence, cette démarche permet de mettre

au point des méthodes d'homogénéisation dynamique.

Le premier des cinq chapitres de ce mémoire présente les outils nécessaires à la

modélisation des phénomènes électromagnétiques. Les équations de Maxwell ainsi

que les lois de comportement décrites permettent de calculer analytiquement le

coe�cient de blindage de plaques homogènes.

Le deuxième chapitre expose les di�érents modèles d'homogénéisation analy-

tique fréquemment utilisés. Une application numérique meten évidence leur in-

aptitude à la modélisation de phénomènes dynamiques. Les di�érentes étapes né-
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cessaires pour appliquer la méthode d'homogénéisation basée sur des problèmes

d'inclusion sont détaillées dans une deuxième partie.

Le troisième chapitre décrit la démarche permettant d'obtenir une méthode

d'homogénéisation dynamique. Cette méthode étend les modèles d'homogénéisa-

tion classiques en intégrant un e�et de taille entre les hétérogénéités du composite

et la longueur d'onde dans le choix du milieu de référence. Cependant, elle reste

limitée par l'apparition de l'e�et de peau dans les �bres.

A�n de permettre la modélisation de matériaux composites après l'apparition

de l'e�et de peau dans les �bres, le quatrième chapitre décrit une deuxième mé-

thode dynamique. Cette méthode d'homogénéisation dynamique étendue prend en

compte l'énergie dissipée par les �bres dans le choix du milieu de référence. Cette

considération permet d'étendre la modélisation de matériaux composites à toute

la gamme de fréquences nécessaire.

La modélisation électromagnétique par éléments �nis d'un boîtier de blindage

constitué d'un matériau composite, est présentée dans le dernier chapitre. Les di�é-

rentes étapes nécessaires au calcul par éléments �nis y sontdétaillées. La méthode

d'homogénéisation dynamique étendue est utilisée pour obtenir les propriétés e�ec-

tives de la pièce en composite en fonction de la fréquence. Les courbes de propriétés

e�ectives sont ensuite introduites dans le modèle numérique. La dernière section de

ce chapitre présente les résultats obtenus qui permettent de caractériser l'e�cacité

de blindage du boîtier en fonction de la fréquence.
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Ce chapitre a pour objectif de synthétiser les outils nécessaires à la modélisation

du comportement électromagnétique des matériaux. Ces outils serviront premiè-

rement à modéliser des plaques illuminées par des ondes électromagnétiques pour

déterminer leurs coe�cients de blindage. Ils serviront ensuite à modéliser les phéno-

mènes dissipatifs qui apparaissent à haute fréquence dans les matériaux composites

et en�n à modéliser le comportement électromagnétique de boîtiers de blindage.

1.1 Les champs électromagnétiques

Un champ électromagnétique (EM) est la combinaison d'un champ électrique

et d'un champ magnétique. Un champ électrique se forme sous l'e�et d'une dif-

férence de potentiel électrique alors qu'un champ magnétique apparaît lorsqu'il

y a circulation de courants. Les champs EM peuvent avoir une origine naturelle

comme le champ magnétique terrestre, les phénomènes météorologiques ou encore

la lumière. Certains sont arti�ciels et ont des origines diverses comme les appareils

de diagnostic médical, les di�érents réseaux électriques ou encore les systèmes de

télécommunications.

1.2 Équations de Maxwell

Les phénomènes électromagnétiques font apparaître des couplages entre le champ

électrique et le champ magnétique. Ces observations expérimentales sont exprimées

sous forme mathématique par les équations de Maxwell (Maxwell 1873). Ce sont

des équations d'équilibre valables en toutes circonstances. Elles sont indispensables

à la modélisation des phénomènes électromagnétiques.

div B = 0 (1.1a)

div D = � (1.1b)

rot E = �
@B
@t

(1.1c)

rot H = J +
@D
@t

(1.1d)

Ces quatre équations s'appliquent aux di�érents champs de vecteurs (tenseurs

d'ordre 1) qui composent les champs EM. Elles régissent le champ d'induction ma-

gnétiqueB , le champ magnétiqueH , le champ électriqueE, le champ de vecteurs



1.3. LOIS DE COMPORTEMENT 7

courants J et le champ d'induction électriqueD . L'équation de Maxwell-Gauss

(1.1b) fait intervenir � , la densité de charges libres.

1.3 Lois de comportement

En plus des équations de Maxwell, la modélisation du comportement électro-

magnétique des matériaux, passe par l'utilisation de lois de comportement. Elles

dé�nissent la réponse du milieu face à une sollicitation (électrique, magnétique,

mécanique, thermique ...). Les lois de comportement nécessaires à la modélisation

du comportement électromagnétique utilisées ici sont linéaires et découplées :

B = � H (1.2a)

D = � E (1.2b)

J = � E (1.2c)

Ces lois de comportement font intervenir des propriétés intrinsèques des maté-

riaux (tenseurs diagonaux d'ordre 2), mettant en relation les champs de vecteurs.

Le champ d'induction magnétiqueB et le champ magnétiqueH sont liés par le

tenseur de perméabilité magnétique� . Le champ d'induction électriqueD et le

champ de vecteurs courantsJ sont liés respectivement au champ électriqueE par

le tenseur de permittivité � et le tenseur de conductivité électrique� . Les matéri-

aux modélisés par la suite sont tous considérés isotropes magnétiquement. La loi

de comportement magnétique (1.2a) peut être simpli�ée par :

B = � H (1.3)

1.4 Propagation des ondes

1.4.1 Équation d'onde

Une onde EM est un champ EM fonction du temps et de l'espace. Les ondes

EM traduisent un couplage entre un champ électrique et un champ magnétique se

propageant à travers l'espace. La dé�nition de l'équation d'onde est l'une des appli-

cations principales des équations de Maxwell (Harrington 1961). L'équation du

champ électrique dans un milieu homogène est obtenue en prenant le rotationel de
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l'équation de Maxwell-Faraday (1.1c), puis en remplaçantrot H avec l'équation de

Maxwell-Ampère (1.1d). Combinée avec les lois de comportement (1.2), on obtient

alors l'équation d'onde suivante :

� E � ��
@2E
@t2

� ��
@E
@t

= 0 (1.4)

Les solutions satisfaisant l'équation d'onde (1.4) et les équations de Maxwell (1.1)

sont des dé�nitions d'ondes EM possibles.

1.4.2 Ondes planes progressives monochromatiques polari-
sées

On s'intéressera ici, au cas simple des ondes planes, progressives, monochro-

matiques (OPPM) avec une polarisation rectiligne. L'adjectif planes signi�e que

les champs des ondes sont uniformes par plans, perpendiculaires à la direction de

propagation. Il existe d'autres cas particuliers comme lesondes cylindriques ou

sphériques. Le termeprogressivesindique que les ondes se déplacent dans l'espace

et monochromatiquescaractérise des ondes oscillant suivant une seule fréquence f .

La polarisation rectiligne signi�e que les champs n'ont qu'une seule composante.

uy

ux

uz

E (x; t )
E0

H (x; t )
� yE0

Figure 1.1 � Schéma, à un instant donné, d'une onde électromagnétique
plane progressive monochromatique et polarisée suivantuz, se propageant
suivant ux .

Dans le cas d'une OPPM se propageant suivant la directionux , polarisée élec-

triquement suivant uz (�gure 1.1), en fréquentiel l'équation (1.4) devient :

d2Ez

dx2
+ k2Ez = 0 (1.5)
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où k =
p

� z�! 2 � |�� z! est la constante de propagation de l'onde et! sa pulsa-

tion ( ! = 2�f ). Le champ électriqueE(x; t ) d'une OPPM d'amplitude réelle E0

satisfaisant ces équations peut s'écrire sous la forme suivante :

E (x; t ) = E0e| (!t � kx )uz (1.6)

Le champ magnétique d'une onde, est en tout point perpendiculaire à son champ

électrique. Le champ magnétique associé à (1.6) est obtenu àpartir de (1.1d) :

H (x; t ) = �E 0e| (!t � kx )uy (1.7)

Le rapport kEk=kH k est appelé impédance caractéristique� . Elle est constante en

tout point d'un même milieu et dépend de ses propriétés. Dansle cas du vide,

l'impédance caractéristique s'écrit� 0 =
p

� 0=� 0 � 377 
 .

1.4.3 E�et de peau

On appelle e�et de peau le phénomène qui engendre la concentration des champs

à la surface d'un milieu conducteur. En e�et, la partie imaginaire de la constante

de propagationk, induit une décroissance exponentielle de l'amplitude deschamps

électromagnétiques dans le matériau. Dans le cas d'un milieu conducteur, on peut

simpli�er la constante de propagation park �
p

|!�� z. L'équation du champ

électrique, polarisé suivantuz, se propageant dans ce milieu suivantux s'écrit :

E (x; t ) = E0e| ( !t � kx )uz (1.8)

E (x; t ) = E0e� (
p

!�� z=
p

2)xe| (!t � (
p

!�� z=
p

2)x)uz (1.9)

E (x; t ) = E0e� x=� e| (!t � (
p

!�� z=
p

2)x)uz (1.10)

La �gure 1.2 montre, à un instant donné, le champ électrique d'une onde électro-

magnétique se propageant dans un milieu conducteur. L'amplitude du champ élec-

trique, représentée en pointillés, est dé�nie pare� x=� . La décroissance des champs

dans un matériau conducteur se fait en fonction de l'épaisseur de peau� , qui s'écrit

dans ce cas :

� =

r
2

!�� z
(1.11)
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ux

uz

E (x; t )

E0 jEj

Figure 1.2 � Schéma, à un instant donné, du champ électrique d'une
onde électromagnétique polarisée suivantuz, se propageant suivantux dans
un milieu conducteur. L'amplitude du champ électrique est représentée en
pointillés.

1.4.4 Conditions aux interfaces

Pour modéliser la propagation des ondes électromagnétiques, il est nécessaire

de dé�nir les conditions de passage (Harrington 1961). Ces conditions à l'in-

terface satisfont les équations de Maxwell (1.1) et leur formulation dépend de la

conductivité électrique des deux milieux. Elles s'appliquent sur les composantes

tangentielles ou normales (�gure 1.3) des champs à l'interfaceS des deux milieux.

On considère ici, que l'onde se propage du milieu 1 (�
1
, �

1
, � 1) vers le milieu 2 (�

2
,

�
2
, � 2), tous deux homogènes.

n
t

Milieu 1

Milieu 2

S

Figure 1.3 � Schéma d'une interface.

Trois cas apparaissent. Dans le premier, les deux milieux nesont pas conduc-

teurs (� t1 = � t2 = 0), dans le deuxième, les deux sont conducteurs (� t1 et � t2 < 1 )

et dans le troisième, seul le milieu 2 est considéré comme parfaitement conducteur

(� t1 = 0 et � t2 = 1 ). Les conditions aux limites de ces trois cas sont récapitulées

dans le tableau 1.1. Lorsque le milieu 2 est considéré comme parfaitement conduc-

teur (� t2 = 1 ), aucun champ ne pénètre à l'intérieur. Dans ce cas, la discontinuité

de la composante tangentielle du champ magnétique s'exprime en fonction des
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� t E t Dn H t Bn

� t1 = � t2 = 0 E t1 = E t2 Dn1 = Dn2 H t1 = H t2 Bn1 = Bn2

� t1 et � t2 < 1 E t1 = E t2 (� t1 + |!� t1) En1 = H t1 = H t2 Bn1 = Bn2

(� t2 + |!� t2) En2

� t2 = 1 E t1 = 0 Dn1 = � s H t1 = j s? Bn1 = 0

E t2 = 0 Dn2 = 0 H t2 = 0 Bn2 = 0

Tableau 1.1 � Conditions aux limites.

courants surfaciques perpendiculairesj s? et la composante normale de l'induction

électrique dépend de la densité surfacique de charges� s.

1.4.5 Relation de passage

A partir des conditions aux limites, présentées dans le tableau 1.1, on peut

déterminer le coe�cient de ré�exion et de transmission d'une interface entre deux

milieux (�gure 1.4). On considère ici, le milieu 1 non conducteur et le milieu 2 bon

conducteur (cas 2 du tableau 1.1). L'interface entre les deux milieux est orthogonale

à ux et illuminée par une OPPM polarisée électriquement suivantuz, se propageant

suivant ux .

uy

ux

uz

H I

E I

H R

ER

H T

ET

Milieu 1 ( �
1
, � 1, �

1
) Milieu 2 ( �

2
, � 2, �

2
)

Figure 1.4 � Onde ré�échie et transmise par une interface plane soumise
à une OPPM polarisée ayant une incidence normale.

Le calcul des champs ré�échis et transmis en fonction des champs de l'onde

incidente est détaillé en annexe A. On peut en déduire le coe�cient de ré�exion de
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l'interface qI , dé�ni comme le rapport de l'amplitude complexe du champ électrique

ré�échi ER sur celle du champ électrique incidentE I :

qI =
ER

E I
=

HR

H I
=

n1

� r 1
�

n2

� r 2
n1

� r 1
+

n2

� r 2

(1.12)

où � ri est la perméabilité relative du milieui . L'indice ni de ce milieu dépend de

la vitesse de la lumièrec (ni = c
! ki = k i

k0
). Le coe�cient de transmission pI , est

lui dé�ni par le rapport de l'amplitude complexe du champ électrique transmis ET

sur celle du champ électrique incident :

pI =
ET

E I
=

HT

H I
=

2
n1

� r 1
n1

� r 1
+

n2

� r 2

(1.13)

Les normes de ces deux coe�cients fournissent respectivement l'amplitude du

champ électrique rayonné et celle du champ électrique transmis. Leurs modules

donnent le déphasage des ondes avec l'onde incidente.

1.5 Comportement d'une plaque in�nie soumise à
une onde électromagnétique

Lorsqu'une OPPM illumine avec une incidence normale, une plaque supposée

in�nie, elles interagissent en fonction de la fréquence de l'onde et des propriétés

de la plaque. Une partie de l'onde incidente est ré�échie, une deuxième partie est

transmise à travers et une dernière partie est absorbée par la plaque (�gure 1.5).

On considère la plaque entourée d'air et constituée d'un matériau homogène

linéaire et anisotrope (permittivité et conductivité). En supposant l'onde incidente

polarisée électriquement suivantuz, d'amplitude E0, se propageant dans l'air sui-

vant la direction ux :

E I = E0e| ( !t � k0x)uz (1.14)

aveck0 la constante de propagation du vide, on peut déterminer l'amplitude com-

plexe relative des di�érentes ondes. Ces calculs se font à partir des équations de

Maxwell (1.1) et des conditions aux limites (tableau 1.1). Les résultats des calculs

des di�érentes amplitudes complexes, e�ectués en annexe B,sont décrits ci-après.

Le cas où l'incidence de l'onde est oblique n'est pas traité ici.
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Figure 1.5 � Onde ré�échie et transmise par une plaque homogène à un
instant t (incidence normale).

1.5.1 Onde ré�échie

L'amplitude complexe du champ électrique de l'onde ré�échie ER est donnée

par :

ER = E0
n2 + � 2

r

(n � � r )
2 � (n + � r )

2 e2|kl

�
e2|kl � 1

�
(1.15)

Elle dépend de l'indice (n = k=k0) du matériau, de la constante de propagation

(k =
p

� z�! 2 � |�� z! ), de la perméabilité relative � r et de l'épaisseurl de la

plaque. Son modulejER j varie entre 0 et E0. L'onde ré�échie par la plaque se

propage dans la direction opposée à l'onde incidente mais ses champs ont conservé

les mêmes directions. Le champ électrique de l'onde ré�échie s'écrit alors :

ER = ERe| (!t + k0x)uz (1.16)

1.5.2 Onde transmise

L'amplitude complexe du champ électrique de l'onde transmise ET dé�nit la

proportion d'onde EM passée à travers la plaque. Son modulejET j est compris

entre 0 et E0. Il permet ensuite de calculer le coe�cient de blindage (paragraphe

1.5.3). L'amplitude complexe du champ électrique de l'ondetransmise est dé�nie

par :

ET = E0
� 4� r n

(n � � r )
2 � (n + � r )

2 e2|kl
e| (k0+ k)l (1.17)

L'onde transmise à travers la plaque se propage dans la même direction que l'onde

incidente et ses champs ont conservé les mêmes directions. L'équation du champ
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électrique de l'onde transmise s'écrit :

ET = ET e| ( !t � k0x)uz (1.18)

1.5.3 Coe�cient de blindage

Le coe�cient de blindage caractérise l'étanchéité d'une plaque vis-à-vis des

ondes EM. Plus il est élevé, plus la plaque empêche la propagation des ondes. Il

dépend de la fréquence de l'onde incidente, des propriétés du matériau et de la

géométrie de la plaque. Il est dé�ni par le rapport entre l'amplitude du champ

incident et le module de l'amplitude complexe du champ transmis :

SE = 20 log10
E0

jET j
(1.19)

Dans le cas de la plaque homogène, anisotrope, in�nie, soumise à une OPPM

ayant une incidence normale (�gure 1.5), il est possible de le calculer analytique-

ment (voir en annexe B). Il peut être divisé en trois partiesSE = SEA + SEB � SER ,

avec1 :

SEA = 20 log10

�
�e|kl

�
� (1.20a)

SEB = 20 log10

�
�1 � qP e� 2|kl

�
� (1.20b)

SER = 20 log10 jpP j (1.20c)

L'atténuation de l'onde est premièrement causée par l'absorption du matériau

SEA . La deuxième partieSEB correspond aux multiples ré�exions à l'intérieur de

la plaque et la troisièmeSER , est la partie ré�échie par la plaque. Les coe�cients

de ré�exion qP et de transmissionpP d'une plaque sont dé�nis par :

qP =

�
n
� r

� 1
� 2

�
n
� r

+ 1
� 2 pP =

4
n
� r�

n
� r

+ 1
� 2 (1.21)

La contribution des di�érentes parties est tracée sur la �gure 1.6. Les calculs

ont été e�ectués pour une plaque homogène de6 mm d'épaisseur, de conductivité

� z = 1 S:m� 1, de permittivité � z = 5� 0 et de perméabilité� = 2� 0.

1. Commek peut être complexe,
�
�e|kl

�
� n'est pas forcément égal à1.
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Figure 1.6 � Contribution des di�érentes parties du coe�cient de blin-
dage d'une plaque homogène soumise à une OPPM polarisée ayant une
incidence normale (� z = 1 S:m� 1, � z = 5� 0 et � = 2� 0).

1.5.4 Validation numérique des résultats

Pour limiter l'utilisation de ressources informatiques, le calcul du coe�cient de

blindage de plaques homogènes peut être fait analytiquement. La validation de la

solution analytique de l'équation (1.19) permet par la suite de se concentrer sur

l'étude de l'in�uence des constituants sur le coe�cient de blindage.

La formulation analytique du blindage d'une plaque homogène développée dans

la section précédente est comparée à des calculs par éléments �nis réalisés à l'aide

du logiciel Comsol Multiphysics R
 . Pour réduire le temps de calcul, seule une

portion de la plaque in�nie (�gure 1.7(a)) est modélisée. Des PML (Perfectly mat-

ched layer (Sacks et al. 1995)) sont ajoutées aux extrémités du domaine pour

simuler l'in�ni en évitant les ré�exions. L'onde ayant une incidence normale, la

condition de Neumann est appliquée sur les bords du domaine pour simuler une

plaque in�nie. Les conditions des calculs numériques sont décrites par la �gure 1.7.

Les résultats des calculs du blindage de trois plaques homogènes sont tracés sur

la �gure 1.8. Jusqu'à une certaine fréquence, les résultatsanalytiques et numériques

sont en bon accord. Les calculs par éléments �nis sont limités, car à partir d'une

certaine fréquence, l'amplitude de l'onde transmise devient trop faible, d'un ordre

de grandeur similaire à celui de l'erreur numérique deComsol Multiphysics R
 .
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b

uz

uy

ux

(1) (2) (1)

(a) Schéma d'une plaque homogène(2) entourée par de l'air (1) et soumise à une OPPM. La
zone en pointillés représente le domaine modélisé par éléments �nis.

PML (1) (2) (1) PML

(b) Conditions aux limites (gras : onde incidente, pointillés : condition de Neumann et grisé :
condition d'interface).

Figure 1.7 � Conditions des calculs par éléments �nis.

C'est pourquoi, les résultats numériques à haute fréquencene sont pas tracés.

L'utilisation de la méthode analytique pour calculer le coe�cient de blindage de

plaques homogènes est justi�ée.

1.6 Conclusion

Les démarches analytiques permettent de modéliser le comportement de géo-

métries simples illuminées par des ondes EM. Mais le comportement d'un boîtier

de blindage est nettement plus compliqué et le recours aux méthodes numériques

est indispensable. Cependant, les outils numériques de calcul du blindage électro-

magnétique nécessitent des ressources informatiques conséquentes en raison des

géométries complexes des boîtiers. La modélisation complète d'un boîtier de blin-

dage électromagnétique composite est de ce fait impossible. En e�et, le maillage

de toutes les hétérogénéités de la structure impliquerait un nombre d'inconnues

trop élevé. Une des possibilités pour parvenir à modéliser des structures compo-

sites est d'avoir recours à l'homogénéisation. Cette méthode permet d'obtenir des

estimations des propriétés e�ectives du matériau composite. Il sera ensuite possible

de modéliser numériquement la structure complète constituée du milieu homogène

équivalent obtenu par homogénéisation.
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Figure 1.8 � Coe�cient de blindage de trois plaques homogènes, de6 mm
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L'homogénéisation consiste à remplacer un milieu hétérogène par un milieu ho-

mogène ayant le même comportement macroscopique. En électromagnétisme, l'ho-

mogénéisation est généralement réalisée avec des méthodesnumériques. Ces der-

nières suscitent un intérêt plus conséquent de la part de la communauté scienti�que

que les méthodes analytiques, mais elles requièrent des ressources informatiques et

des temps de calculs plus élevés. Elles sont principalementbasées sur le calcul des

champs d'une cellule unitaire par la méthode des éléments �nis (Waki et al. 2006 ;

Cyr et al. 2009 ;Bottauscio et al. 2009 ;Niyonzima et al. 2012 ;Bordianu

et al. 2012 ;Wasselynck et al. 2013). Les méthodes numériques donnent accès à

la totalité des champs locaux, permettant ainsi de dé�nir précisément la réponse

du matériau en chaque point. Cet avantage peut se transformer en inconvénient

si la microstructure présente une forte variabilité, obligeant alors à réaliser un

grand nombre de calculs pour atteindre une représentativité statistique su�sante.

Les méthodes analytiques quant à elles fournissent des informations locales moins

précises mais sont rapides et simples à mettre en ÷uvre.

L'objectif de ce travail de thèse est de proposer une méthodepermettant de

faciliter la conception de matériaux composites a�n d'anticiper et d'optimiser leur

coe�cient de blindage sur une large gamme de fréquences. C'est pourquoi l'intérêt

s'est porté uniquement sur les méthodes analytiques (typeMaxwell-Garnett )

qui sont plus adaptées au pré-dimensionnement de matériauxcomposites.

La première partie de ce chapitre présente la dé�nition du milieu homogène

équivalent et des propriétés e�ectives. La deuxième partiedétaille des outils d'ho-

mogénéisation analytique existants, principalement ceuxappliqués aux sollicita-

tions électromagnétiques, tout en précisant leurs conditions d'utilisation. Une troi-

sième partie met en évidence les limites dynamiques de ces modèles.

2.1 Dé�nition du milieu homogène équivalent

Le comportement e�ectif d'un matériau composite dépend naturellement de

tous ses constituants. Il serait donc attrayant de prendre en compte l'e�et de cha-

cune des hétérogénéités qui le composent pour modéliser soncomportement exact.

Il est très compliqué de procéder ainsi car les capacités de calcul et de modélisation

des outils informatiques actuels ne le permettent pas. De plus, les informations lo-

cales de la microstructure ne sont pas forcément nécessaires. Il est donc utile, pour

modéliser le comportement d'un milieu hétérogène, de dé�nir un milieu homogène
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équivalent. Pour cela, il faut faire le lien entre les e�ets induits par les hétérogénéi-

tés à l'échelle microscopique, et le comportement du matériau à l'échelle macrosco-

pique. L'homogénéisation est une méthode de modélisation qui permet de réaliser

cette transition d'échelles.

MILIEU
HÉTÉROGÈNE

MILIEU HOMOGÈNE
ÉQUIVALENT

Figure 2.1 � Homogénéisation.

L'objectif de l'homogénéisation est de dé�nir un milieu homogène équivalent au

milieu hétérogène (�gure 2.1) à partir d'informations sur les propriétés et la dis-

tribution spatiale des constituants du matériau hétérogène. Ce milieu homogène

équivalent (MHE) doit présenter la même réponse macroscopique que le milieu hé-

térogène quand il est soumis aux mêmes sollicitations. Appliquée au comportement

diélectrique, l'homogénéisation vise à dé�nir le tenseur de permittivité e�ective e�

reliant le champ d'induction électrique moyen1 D au champ électrique moyenE :

D = hD i = e� hEi = e� E (2.1)

La recherche des propriétés e�ectives (ou macroscopiques)d'un milieu hété-

rogène est un problème très ancien et classique dans le domaine de la physique.

De nombreux physiciens commePoisson (1825), Faraday (1832), Maxwell

(1873), Rayleigh (1892) ou encoreEinstein (1905) se sont intéressés aux pro-

priétés macroscopiques de certains matériaux hétérogènes.

2.1.1 Volume élémentaire représentatif

L'homogénéisation a pour but de réaliser une transition d'échelles depuis le

microscopique jusqu'au macroscopique où le matériau hétérogène pourra être con-

sidéré comme homogène. Les di�érentes échelles doivent respecter un principe de

séparation, illustré sur la �gure 2.2. Pour le choix de l'échelle microscopique, il

1. L'opérateur h:i représente la moyenne volumique.
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est nécessaire de prendre en compte la taille caractéristique d des hétérogénéités.

La dimension caractéristiquel du volume élémentaire représentatif, doit être bien

supérieure à celle des hétérogénéités pour pouvoir le considérer représentatif de

la microstructure. Toutefois, il faut aussi que cette dimension macroscopique soit

bien plus petite que celle de la structure (de tailleL), pour ensuite pouvoir traiter

la structure comme un milieu homogène.

� �

d � l � L

Figure 2.2 � Séparation des échelles.

2.2 Bornes et estimations des propriétés e�ectives

Cette partie récapitule les principaux modèles analytiques utilisables en élec-

tromagnétisme parmi les nombreux modèles d'homogénéisation existants.

2.2.1 Bornes de Voigt et Reuss

Les approximations deVoigt (1889) et Reuss (1929) ont été obtenues en

modélisant les propriétés élastiques (tenseur de rigiditéC ou de souplesseS) de

matériaux composites. L'approximation deVoigt considère que les déformations

sont uniformes dans le matériau alors que celle deReuss considère que ce sont les

contraintes qui sont uniformes. On peut également montrer que ces deux approxi-

mations forment des bornes du tenseur e�ectif. Ces bornes sont optimales car elles

sont atteintes dans le cas de microstructures strati�ées.

Les bornes deVoigt et Reuss appliquées aux comportements électrique et

magnétique sont connues sous le nom de bornes deWiener (1913). Elles sont

obtenues en considérant uniforme, soit le champ d'induction électrique :

D =


D i

�
=

D
�

i
E i

E
=

D
�

i

E
E (2.2)
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soit le champ électrique :

E =


E i

�
=

D
� � 1

i
D i

E
=

D
� � 1

i

E
D (2.3)

Le tenseur de permittivité e�ective e� est encadré2 par :

e�
W �

6 e� 6 e�
W +

(2.4)

avec

e�
W �

=
D

� � 1
i

E� 1
et e�

W +
=

D
�

i

E
(2.5)

2.2.2 Bornes de Hashin et Shtrikman

Les bornes deHashin et Shtrikman (Hashin 1962 ;Hashin et Shtrikman

1962, 1963) sont un encadrement des propriétés e�ectives pour des matériaux bi-

phasés isotropes (isotropie de la répartition des phases ainsi que des propriétés des

composants). Elles sont plus restrictives que les bornes devoigt et Reuss, car

elles font apparaître, en plus des fractions volumiquesf i , l'isotropie du matériau.

Ces bornes sont optimales car il existe des matériaux biphasés isotropes qui

admettent ces bornes comme propriétés e�ectives. C'est le cas de l'assemblage de

sphères composites deHashin (Hashin 1962). Les sphères composites (�gure 2.3)

sont constituées d'un noyau central et d'une enveloppe de matrice concentrique

et remplissent totalement le volume de matériau grâce à une répartition fractale

aléatoire.

Figure 2.3 � Sphère composite (gauche) et assemblage deHashin
(droite).

2. pour tous tenseurs diagonaux à déterminant non nul (correspondants à des tenseurs de
propriétés physiques) du même ordrec et d, c 6 d implique que

�
d � c

�
est un tenseur dé�ni

positif ( Bornert et al. 2001 ;Torquato 2002).
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Les bornes deHashin et Shtrikman peuvent s'appliquer au comportement

diélectrique de matériaux isotropes. En 2D, dans le cas d'uncomposite biphasé où

� 2 > � 1, la permittivité e�ective e� est encadrée par :

e� HS � 6 e� 6 e� HS + (2.6)

avec

e� HS � = � 1 +
f 2

1
� 2 � � 1

+
1 � f 2

2� 1

et e� HS + = � 2 +
1 � f 2

1
� 1 � � 2

+
f 2

2� 2

(2.7)

En 3D, ces bornes s'écrivent :

e� HS � = � 1 +
f 2

1
� 2 � � 1

+
1 � f 2

3� 1

et e� HS + = � 2 +
1 � f 2

1
� 1 � � 2

+
f 2

3� 2

(2.8)

2.2.3 Estimation de Maxwell-Garnett

L'estimation de Maxwell-Garnett (1904) a été développée dans le cas de

sollicitations EM quasi-statiques (taille des hétérogénéités petite devant la lon-

gueur d'onde). Elle décrit la permittivité complexe e�ective (e� � = e� � | e� =! ) d'un

composite biphasé isotrope, composé de sphères conductrices diluées dans un milieu

diélectrique. L'estimation de la permittivité e�ective complexe e� �
MG est exprimée

en fonction de la fraction volumique des inclusionsf 2, de la permittivité complexe

de la matrice � �
1 et de celle des inclusions� �

2 :

e� �
MG = � �

1 +
3f 2� �

1
� �

2 � � �
1

� �
2 + 2� �

1

1 � f 2
� �

2 � � �
1

� �
2 + 2� �

1

(2.9)

Elle peut également s'écrire en 2D :

e� �
MG = � �

1 +
2f 2� �

1
� �

2 � � �
1

� �
2 + � �

1

1 � f 2
� �

2 � � �
1

� �
2 + � �

1

(2.10)

Dans le cas statique, (� �
i = � i ), cette estimation est équivalente à une des bornes

de Hashin et Shtrikman . Le modèle deMaxwell-Garnett n'est pas symé-

trique : en e�et, la matrice et les inclusions ne contribuentpas de la même manière

à la permittivité e�ective.
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2.2.4 Estimation d'Ollendor�

Le modèle d'Ollendorff 1931 a été développé pour des microstructures bi-

phasées anisotropes (anisotropie de la distribution des phases), composées d'ellip-

soïdes de révolution magnétiques, dilués dans une matrice amagnétique (consti-

tuants isotropes). L'anisotropie est prise en compte par ladé�nition d'un facteur

démagnétisant longitudinalN l et un transversalN q. Appliqué au cas diélectrique,

dans la directionu (u = l; q), ce modèle s'écrit :

e� u
O = � 0

� 0 + ( � 2 � � 0) (N u (1 � f 2) + f 2)
� 0 + ( � 2 � � 0) N u (1 � f 2)

(2.11)

Les facteurs dépolarisants, détaillés en annexe C, dépendent de la forme des in-

clusions (allongées ou aplaties). Ils sont encadrés dans uncas par0 6 N l 6 1=3 et
1=3 6 N q 6 1=2 et dans l'autre par 1=3 6 N l 6 1 et 0 6 N q 6 1=3.

Cette estimation est équivalente (dans le cas statique) auxmodèles deHashin

et Shtrikman et de Maxwell-Garnett , lorsque le matériau est biphasé et

isotrope (N l = N q = 1=3 en 3D et N q = 1=2 en 2D).

2.2.5 Estimation auto-cohérente

Cette estimation décrit un milieu dans lequel toutes les phases contribuent de la

même manière au comportement e�ectif. Elle est bien adaptéeaux matériaux ayant

un grand nombre de phases, dont aucune ne joue un rôle prépondérant (matériaux

parfaitement désordonnés), comme les polycristaux.

L'estimation auto-cohérente est aussi appelée estimationde Bruggeman en

électromagnétisme (Bruggeman 1935 ;Sihvola 1999). Dans le cas d'un compo-

site isotrope à constituants isotropes, la permittivité e�ective e� AC estimée par le

modèle auto-cohérent est donnée par (composite àn phases) :
nX

i =1

f i :
� i � e� AC

2e� AC + � i
= 0 (2.12)

Chaque phase se comporte comme plongée dans un milieu homogène. Ce milieu

homogène (milieu de référence) étant justement le milieu e�ectif recherché (Her-

shey 1954 ; Hill 1965 ; Kröner 1958). Les propriétés du milieu e�ectif étant

par dé�nition inconnues, l'équation (2.12) se ramène à une équation de degrén à

résoudre. Il est en général nécessaire d'e�ectuer un calculitératif pour obtenir les

propriétés du milieu e�ectif.
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De nombreux modèles ont été développés par la suite sur un schéma auto-

cohérent (Stroud 1975 ;Floc'h et al. 1995 ;Karkkainen et al. 2000 ;Bariou

et al. 2001 ;Queffelec et al. 2005). Ils sont principalement appliqués au com-

portement électrique et magnétique de polycristaux.

2.2.6 Application numérique

Chacune des méthodes analytiques présentées précédemmenta été appliquée

pour estimer la permittivité relative e�ective e� r d'un matériau biphasé. Les calculs

ont été e�ectués pour une microstructure 2D isotrope à constituants isotropes. La

permittivité relative � r 1 du milieu 1 est égale à1, et celle du milieu 2 vaut 10.

Les résultats sont présentés sur la �gure 2.4 en fonction du pourcentagef 2 de

phase2. Dans cette con�guration (� r 1 < � r 2), les modèles deMaxwell-Garnett

et d'Ollendorff sont équivalents à la borne inférieure d'Hashin et Shtrikman

(e� MG = e� O = e� HS � ). On véri�e bien que l'estimation auto-cohérente est encadrée

par les bornes d'Hashin et Shtrikman , elles-mêmes encadrées par les bornes de

Wiener .
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10

f 2 (%)

e� r e� W
+

e� HS +

e� AC

e� HS �

e� W
�

Figure 2.4 � Application numérique 2D des di�érents modèles d'homo-
généisation (� r 1 = 1 et � r 2 = 10).
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2.3 Problèmes d'inclusion

2.3.1 Dé�nition

De nombreux modèles, comme ceux présentés précédemment, peuvent être re-

trouvés avec une méthode d'homogénéisation basée sur des problèmes d'inclusion

(Bornert et al. 2001). Il s'agit alors de dé�nir le comportement de chacune des

phases séparément. Dans chaque problème, on étudie le comportement d'une seule

inclusion, représentant toutes les hétérogénéités d'une même phase, plongée dans

un milieu de référence. Chaque inclusion a les mêmes propriétés que la phase qu'elle

représente. La superposition des problèmes d'inclusion (�gure 2.5) permet de dé�-

nir le comportement moyen du matériau. C'est le choix du milieu de référence, que

l'on choisit en général commun à tous les problèmes, qui amène à des estimations

di�érentes.

VOLUME ÉLÉMENTAIRE
REPRÉSENTATIF

MILIEU HOMOGÈNE
ÉQUIVALENT

PROBLÈMES D'INCLUSION

MILIEU DE RÉFÉRENCE (INFINI)
phase 1

phase 2

phase 3

phase 4

phase 5

+ + + ...

Figure 2.5 � Schéma de la méthode basée sur des problèmes d'inclusion.

2.3.2 Problème d'Eshelby

La résolution d'un problème d'inclusion peut s'e�ectuer analytiquement, si

celle-ci est ellipsoïdale, à partir de la solution du problème d'Eshelby (1957).

Le champ dans l'inclusion (milieui ) est uniforme et se déduit du champ appliqué

au milieu de référence. Dans le cas diélectrique, le champ électrique dans l'inclusion

représentativeE i peut être calculé (Stratton 1941 ;Sihvola et Lindell 1996 ;

Daniel et Corcolle 2007) à partir du champ électrique appliqué aux bords du

milieu de référence (supposé in�ni)E1 :

E i =
�

I + N
i
� �

1
� 1 �

�
�

i
� �

1

�� � 1
� E1 (2.13)

où N
i
est le tenseur dépolarisant de l'inclusion représentativeet I le tenseur identité

d'ordre 2.
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2.3.3 Superposition des problèmes d'inclusion

En faisant la superposition des problèmes d'inclusion (moyenne des champs

dans chacune des phases), on obtient le tenseur de permittivité e�ective e�
P I

(Cor-

colle 2009) qui s'exprime :

e�
P I

=
�

�
i
�
�

I + N
i
� �

1
� 1 �

�
�

i
� �

1

�� � 1
�

�
� �

I + N
i
� �

1
� 1 �

�
�

i
� �

1

�� � 1
� � 1

(2.14)

où �
1

et �
i

sont les tenseurs de permittivité du milieu de référence et de la phasei .

Dans le cas particulier de composites biphasés (i = 1; 2) à constituants isotropes,

la permittivité e�ective e� u
P I , dans la directionu se simpli�e :

e� u
P I =

� 1
f 1

� 1 + N u
1 (� 1 � � 1 )

+ � 2
f 2

� 1 + N u
2 (� 2 � � 1 )

f 1

� 1 + N u
1 (� 1 � � 1 )

+
f 2

� 1 + N u
2 (� 2 � � 1 )

(2.15)

N u est la projection du tenseur dépolarisantN dans la directionu (N u = tu�N �u).

Pour s'adapter à toute microstructure, ce modèle dépend de la distribution des

phases (paragraphe 2.3.4) au travers des tenseurs dépolarisantsN
i

et du choix des

propriétés du milieu de référence�
1

(paragraphe 2.3.6).

2.3.4 Distribution des phases

La forme d'une inclusion représentative dépend de la distribution de la phase

qu'elle représente dans le milieu hétérogène. On choisit d'approximer la distribu-

tion des phases par une distribution ellipsoïdale pour êtreen mesure d'utiliser la

solution du problème d'Eshelby. L'inclusion représentative d'une phase est donc

ellipsoïdale. Elle est en revanche adimensionnelle, seul compte le ratio entre les

di�érents demi-axes. Dans certains cas simples, il est facile d'obtenir la forme de

l'inclusion représentative (tableau 2.1). Pour des cas plus compliqués, les fonctions

de probabilité àn-points permettent d'obtenir des informations sur la microstruc-

ture (Torquato 2002). La fonction de probabilité à un-point permet seulement

d'obtenir les fractions volumiquesf i , alors que la fonction de probabilité à deux-

points permet d'obtenir beaucoup plus d'informations sur la microstructure.

Elle peut être explicitée par la �gure 2.6. C'est la probabilité que les deux

extrémités d'un vecteurr , positionné enx, soient dans deux phases dé�niesi et j .
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rx

Figure 2.6 � Schéma de la fonction de probabilité à deux-points.

Elle dépend donc de la norme der et de sa direction :

S(ij )
2 (r ) =



I (i )(x)I (j )(x + r )

�
(2.16)

où I (i )(x) est la fonction indicatrice du milieu i (I (i ) (x) = 1 si x 2 phasei et

I (i ) (x) = 0 sinon).

Torquato (2002) propose la dé�nition d'une taille e�ective 
 ef f , calculée à

partir de la fonction de probabilité à deux-points d'un mêmemilieu (i = j ) :


 (i )
ef f =

� Z 1

0
r� ( i )dr

� 1=2

=
� Z 1

0
r

h
S(ii )

2 (r ) � f 2
i

i
dr

� 1=2

(2.17)

avecr = k r k et � ( i ) l'autocovariance de la phasei :

� ( i ) (r ) = S(22)
i (r ) � f 2

i =

�

I ( i ) (r ) � f i

� �
I ( i ) (x + r ) � f i

��
(2.18)

En e�ectuant ce calcul dans plusieurs directions, on peut identi�er les trois demi-

axes de l'ellipsoïde représentative.

Dans le cas des microstructures biphasées, l'autocovariance de la phase1 est

égale à celle de la phase2 (Torquato 2002) :

� (1) (r ) = � (2) (r ) = S(11)
2 (r ) � f 2

1 = S(22)
2 (r ) � f 2

2 (2.19)

En remplaçant l'équation (2.19) dans (2.17), on montre que la taille e�ective 
 ef f ,

ne fait aucune distinction entre les deux phases. On peut également en déduire, dans

le cas précis des composites biphasés, que la forme des inclusions représentatives

est identique pour les deux phases.

2.3.5 Tenseur dépolarisant

Une fois la forme de l'inclusion représentative déterminée, il faut ensuite calculer

son tenseur dépolarisant. Le tenseur dépolarisantN d'une inclusion ellipsoïdale
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plongée dans un milieu isotrope, peut être calculé à partir de l'intégrale elliptique

suivante (Stratton 1941 ;Sihvola et Lindell 1996) :

N =
detA

2

Z 1

0

�
A2 + sI

� � 1

q
det

�
A2 + sI

� ds (2.20)

où A est le tenseur symétrique dé�ni positif d'ordre 2 décrivantl'ellipsoïde, dé�ni

par r tA � 2r 6 1. Pour des cas particuliers, il existe des formulations simpli�ées

présentées en annexe C. Les tenseurs dépolarisants de quatre distributions simples

sont présentés dans le tableau 2.1. Il est important de noterque la trace d'un

tenseur dépolarisant est toujours égale à1.

Exemple Distribution
Inclusion Tenseur dépolarisant

représentative (ux ; uy ; uz)

ux

uy

uz

N =

0

@
1/ 3 0 0
0 1/ 3 0
0 0 1/ 3

1

AIsotrope Sphère

ux

uy

uz

Cylindre in�ni

N =

0

@
1/ 2 0 0
0 1/ 2 0
0 0 0

1

AIsotrope à section circulaire,
transverse orienté suivant

l'axe uz

ux

uy

uz

N =

0

@
1/ 3 0 0
0 1/ 3 0
0 0 1/ 3

1

AIsotrope Sphère

ux

uy

uz

N =

0

@
0 0 0
0 0 0
0 0 1

1

AIsotrope Plan in�ni,
transverse orthogonal àuz

Tableau 2.1 � Tenseurs dépolarisants de microstructures simples à cons-
tituants isotropes.
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2.3.6 Choix du milieu de référence

Le choix des propriétés du milieu de référence permet de construire di�érentes

estimations du comportement e�ectif (2.14). Il permet notamment de décrire les

interactions entre phases, mais aussi de modéliser des comportements non-linéaires

ou visqueux (Bornert et al. 2001). Les modèles présentés précédemment (section

2.2) peuvent être retrouvés à partir de choix particuliers (Daniel et Corcolle

2007) récapitulés dans le tableau 2.2.

Exemple
Modèles Classiques Milieu de référence des

(ux ; uy ; uz) problèmes d'inclusion

ux

uy

uz

e� =

0

@
e� HS � 0 0

0 e� HS � 0
0 0 e� HS �

1

A �
1

= �
1

ux

uy

uz

e� =

0

@
e� HS � 0 0

0 e� HS � 0
0 0 e� W +

1

A �
1

= �
1

ux

uy

uz

e� =

0

@
e� AC 0 0
0 e� AC 0
0 0 e� AC

1

A �
1

= e�

ux

uy

uz

e� =

0

@
e� W + 0 0

0 e� W + 0
0 0 e� W �

1

A �
1

=

0

@
1 0 0
0 1 0
0 0 0

1

A

Tableau 2.2 � Synthèse des méthodes d'homogénéisation analytique adap-
tées pour des microstructures simples à constituants isotropes.

Les bornes deWiener (Voigt et Reuss) sont obtenues en choisissant respec-

tivement un tenseur à composantes in�nies ou nulles comme tenseur de propriété
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du milieu de référence. Les bornes deHashin et Shtrikman sont retrouvées en

appliquant successivement les extremas des propriétés desconstituants. Dans le cas

de composites biphasés à renforts (distinction inclusions-matrice), l'utilisation du

vide comme milieu de référence conduit au modèle d'Ollendorff et l'utilisation

de la matrice au modèle deMaxwell-Garnett . En appliquant les propriétés du

milieu e�ectif obtenu à l'itération précédente au milieu deréférence, la répétition

de la méthode basée sur des problèmes d'inclusion permet de retrouver l'estimation

auto-cohérente. Le choix du milieu de référence est donc un élément essentiel des

méthodes d'homogénéisation analytique basées sur des problèmes d'inclusion.

2.3.7 Démarche des méthodes d'homogénéisation basées sur
des problèmes d'inclusion

Pour conclure, la démarche des méthodes d'homogénéisationbasées sur des

problèmes d'inclusion est schématisée sur la �gure (2.7).

Etude de la distribution
des phases

N

Choix du
milieu de référence

� �
1

Calcul des propriétés e�ectives

e�
P I

=
�

�
i
�
�

I + N
i
� �

1
� 1 �

�
�

i
� �

1

�� � 1
�

�
� �

I + N
i
� �

1
� 1 �

�
�

i
� �

1

�� � 1
� � 1

Figure 2.7 � Démarche des méthodes d'homogénéisation basées sur des
problèmes d'inclusion.

Les distributions des di�érentes phases sont intégrées dans les problèmes d'in-

clusion au travers des tenseurs dépolarisants. Les interactions entre les phases du

composite sont prises en compte par l'intermédiaire du milieu de référence. En

incorporant ces deux paramètres dans l'équation fournie par la superposition des

problèmes d'inclusion, ces méthodes permettent d'obtenirdes estimations des pro-

priétés e�ectives de matériaux composites.
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2.4 Mise en évidence des limites dynamiques

Il existe de nombreux modèles permettant de déterminer les propriétés e�ec-

tives de matériaux composites (Sihvola 1999 ;Milton 2002). Ces modèles ont

principalement été développés pour des sollicitations statiques. Mais certains sont

utilisés en EM et fournissent des estimations satisfaisantes si la taille des hétéro-

généités est petite devant la longueur d'onde (Holloway et al. 2005 ;Kuester

et Holloway 1990, 1994).

Pour mettre en évidence les limites dynamiques des modèles présentés précé-

demment, ils sont appliqués au cas d'une plaque composite soumise à une OPPM.

Les résultats obtenus sont comparés à des calculs numériques par éléments �nis

(�gures 2.9 et 2.10). Les calculs par éléments �nis ont été réalisés avec les mêmes

paramètres que précédemment (�gure 1.7), mais en remplaçant la plaque homo-

gène par la microstructure de la �gure 2.8. En dynamique, la propriété homo-

généisée avec les modèles analytiques est la permittivité complexe � � = � � | � =!

(1=|! rot H = � � E). Pour une microstructure constituée de �bres parallèles (�gure

2.8), le tenseur dépolarisant et le tenseur de permittivitédu milieu de référence

sont donnés par les deuxièmes lignes des tableaux 2.1 et 2.2.

b

uy

uxuz

Figure 2.8 � Plaque de 6 mm d'épaisseur, constituée de 30 rangées de
�bres parallèles de diamètre100 �m .

Lorsque le champ électrique incident est aligné avec les �bres (E I � uz et k =
p

� z�! 2 � |�� z! ), le milieu e�ectif fourni par la borne supérieure du modèlede

Wiener a un coe�cient de blindage comparable aux simulations par éléments

�nis (�gure 2.9). Pour être en mesure de comparer les résultats numériques aux

résultats analytiques dans cette con�guration, la conductivité des �bres doit rester

faible (� 2 < 200 S:m� 1) pour ne pas dépasser les limites imposées par le logiciel

Comsol Multiphysics R
 .

Lorsque le champ électrique incident est perpendiculaire aux �bres ( E I � uy et

k =
p

� y �! 2 � |�� y! ), le champ électrique au sein de la plaque est contenu dans

le plan (ux , uy ). Dans ce plan, la microstructure peut être considérée isotrope
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2D. Dans ce cas, le modèle deMaxwell-Garnett (2.10), très utilisé dans la

littérature ( De Rosa et al. 2009 ;Koledintseva et al. 2009 ;Kuzhir et al. 2012 ;

Sarto et al. 2012 ;Nisanci et al. 2012), est adapté. Si la conductivité des �bres

reste faible (� 2 < 100 S:m� 1) l'estimation de Maxwell-Garnett correspond à

celle fournie numériquement. Mais comme le montre la �gure 2.10, une conductivité

des �bres de1000 S:m� 1 su�t pour que les propriétés e�ectives fournies par le

modèle deMaxwell-Garnett sous-estiment le coe�cient de blindage à haute

fréquence. Même si cette conductivité n'est pas représentative de la conductivité de

renforts conducteurs (� 40000S:m� 1), elle est su�sante pour mettre en évidence

la limitation des modèles classiques.

Certains modèles permettant d'obtenir les propriétés e�ectives de matériaux

composites pour la modélisation du blindage EM dans une gamme de fréquences

plus large sont disponibles dans la littérature.Koledintseva et al. (2006) ont

étendu le modèle deMaxwell-Garnett en y intégrant des e�ets dynamiques.

La résonance et l'e�et de peau des inclusions conductrices sont intégrés à l'aide

du modèle de Drude. Leur méthode est utilisable dans le domaine optique et li-

mitée aux microstructures aléatoires de nanoparticules conductrices avec un taux

d'inclusion en deçà du seuil de percolation. Des modèles numériques ont égale-

ment été développés pour étendre les gammes de fréquences oupour modéliser des

microstructures di�érentes. Comme par exemple la méthode de Tsang et Kong

(1980) qui inclue l'e�et de di�usion des inclusions, ou les modèles de calcul des

champs sur une cellule unitaire périodique (Sareni et al. 1997 ;El Feddi et al.

1997 ;Ouchetto et al. 2013). Mais ces méthodes sont limitées en fréquence et

nécessitent des ressources informatiques conséquentes.

2.5 Conclusion

Pour homogénéiser les propriétés de matériaux composites,dans le cadre de la

compatibilité électromagnétique de boîtiers de blindage,il est nécessaire de prendre

en compte les e�ets dynamiques induits par la microstructure. Les modèles d'ho-

mogénéisation analytiques classiques ne prennent pas en compte ces e�ets et les

estimations des propriétés e�ectives qu'ils fournissent ne sont pas valables à haute

fréquence. Il n'est donc pas possible de les utiliser pour modéliser le comportement

d'un boîtier composite à renforts conducteurs soumis à des rayonnements électro-

magnétiques. Pour y parvenir, il est nécessaire d'étendre les domaines de validité

des modèles existants.
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Figure 2.9 � Coe�cient de blindage de la plaque composite (�gure 2.8)
lorsqueE I � uz, calculé analytiquement avec le modèle deWiener (ligne)
et par éléments �nis (� ) ( f 2 = 19:63 %, � 1 = 0 S:m� 1, � 2 = 100 S:m� 1,
� 1 = � 2 = � 0 et � 1 = � 2 = � 0).
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Figure 2.10 � Coe�cient de blindage de la plaque composite (�gure
2.8) lorsqueE I � uy , calculé analytiquement avec le modèle deMaxwell-
Garnett (ligne) et par éléments �nis (� ) ( f 2 = 19:63 %, � 1 = 0 S:m� 1,
� 2 = 1000 S:m� 1, � 1 = � 2 = � 0 et � 1 = � 2 = � 0).
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L'objectif de ce chapitre est d'obtenir une méthode d'homogénéisation permet-

tant de dé�nir les propriétés e�ectives de matériaux composites dans le cas de

sollicitations électromagnétiques dynamiques. Pour y parvenir, on choisit d'adap-

ter une méthode basée sur des problèmes d'inclusion présentée dans le chapitre

précédent. La méthode d'homogénéisation dynamique obtenue sera ensuite appli-

quée dans plusieurs cas de �gures pour identi�er son domained'application et ses

limites.

3.1 Dé�nition de la méthode d'homogénéisation dy-
namique

Pour étendre les méthodes d'homogénéisation quasi-statiques à la modélisa-

tion de matériaux composites soumis à des ondes électromagnétiques, on choisit

d'adapter une méthode basée sur des problèmes d'inclusion.C'est une méthode

performante et évolutive car elle dépend de deux paramètres, le milieu de référence

et le tenseur dépolarisant, qui permettent de l'adapter à denombreuses con�gura-

tions. Le tenseur dépolarisant est principalement lié à la distribution des phases. Il

apparaît plus judicieux d'adapter les propriétés du milieude référence pour étendre

la méthode aux sollicitations fréquentielles.

La modélisation du blindage de plaques composites à l'aide du modèle de

Maxwell-Garnett est limitée par la fréquence de l'onde incidente. Cette li-

mitation est due aux interactions qui surviennent entre la structure du matériau

composite et l'onde incidente. Un e�et de taille apparaît entre la longueur d'onde

et les hétérogénéités du matériau composite. Cependant, aucune notion de dimen-

sion n'apparaît dans les di�érents modèles analytiques existants. Les choix des

milieux de référence correspondants aux modèles classiques font seulement appa-

raître les propriétés des constituants et parfois les fractions volumiques. D'autre

part, les termes du tenseur dépolarisant sont adimensionnels et le milieu de réfé-

rence est supposé in�ni. L'idée pour étendre la méthode d'homogénéisation basée

sur des problèmes d'inclusion est d'introduire un terme dimensionnel dans le choix

du milieu de référence.

La première étape consiste à faire varier les propriétés du milieu de référence

a�n de mettre en évidence leur in�uence sur le comportement des milieux homo-

gènes obtenus. Cela permet, dans une deuxième étape, de caractériser un milieu de
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référence dynamique. Le modèle deMaxwell-Garnett étant valable à fréquence

faible, le milieu de référence correspondant sera utilisé comme point de départ. On

introduit ensuite un terme dimensionnel pertinent, à ce milieu de référence initial,

permettant de caractériser l'interaction entre l'onde incidente et la microstructure.

À partir d'une étude paramétrique, il sera ensuite possiblede dé�nir les propriétés

du milieu de référence adapté à la modélisation de matériauxcomposites illuminés

par des ondes électromagnétiques.

3.1.1 In�uence du milieux de référence sur le comportement
du milieu homogène

L'objectif de cette première étude est de mettre en évidencel'in�uence des

paramètres du milieu de référence sur les propriétés e�ectives en dynamique. Cette

étude se fera uniquement avec la microstructure de la �gure 2.8. La matrice et les

inclusions sont considérées isotropes avec les mêmes propriétés que l'application

numérique de la �gure 2.10 (� 1 = 0 S:m� 1, � 2 = 1000 S:m� 1, � 1 = � 2 = � 0 et � 1 =

� 2 = � 0). Aucun contraste de perméabilité magnétique n'est pris encompte dans

cette étude (� 1 = � 2). La plaque est soumise à une OPPM, polarisée électriquement

suivant uy , ayant une incidence normale et une fréquence de30 GHz.

La microstructure est biphasée et isotrope transverse (axeuz), ses tenseurs

dépolarisants valent :

N
1

= N
2

=

0

@
1/ 2 0 0
0 1/ 2 0
0 0 0

1

A

(u x ;u y ;u z )

(3.1)

Les calculs étant fréquentiels, la permittivité des matériaux introduite dans

l'équation (2.14) s'exprime sous forme complexe (� �
i

= �
i

�
|
!

�
i
). Le tenseur de

permittivité complexe du milieu de référence s'écrit :

� �
1

=
�

� 1 � |
� 1

!

�
I (3.2)

Il est choisi isotrope. Mais comme la composante suivantuz du tenseur dépolarisant

est nulle, l'équation (2.14) se simpli�e dans la direction correspondante. La compo-

sante suivantuz du milieu de référence n'a donc aucune in�uence sur l'estimation

des propriétés e�ectives.

Le modèle issu des problèmes d'inclusion (équation (2.14))est appliqué en fai-

sant varier les propriétés du milieu de référence. Elles varient autour des propriétés
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du milieu de référence correspondant au modèle deMaxwell-Garnett (� �
1

= �
1
)

dans des intervalles supérieurs aux extremas des propriétés des constituants :

0 6 � 1 6 10 � 0 (3.3)

0 6 � 1 6 2 � 2 (3.4)

Les coe�cients de blindage des plaques homogènes ayant les propriétés e�ectives

ainsi obtenues sont calculés analytiquement. Ils sont tracés sur la �gure 3.1 en

fonction de la conductivité et de la permittivité relative du milieu de référence.

Le graphique du bas est un zoom de celui du haut dans la zone d'intérêt. Les

résultats analytiques forment une surface continue polychrome. Contrairement à

la permittivité ( � 1 ), la conductivité (� 1 ) du milieu de référence a une très forte

in�uence sur le coe�cient de blindage du milieu e�ectif obtenu. Comme le choix

de la permittivité du milieu de référence a peu d'in�uence sur le coe�cient de

blindage du milieu homogène obtenu, la suite de l'étude portera uniquement sur

la caractérisation de la conductivité� 1 du milieu de référence.

Le coe�cient de blindage de la plaque composite est obtenu numériquement

avecComsol Multiphysics R
 . Le calcul est unique et fournit un seul coe�cient

de blindage (indépendant de� 1 et � 1 ) tracé sous forme d'un plan monochrome.

L'intersection entre le plan (éléments �nis) et la surface multicolore (analytique)

donne les couples de propriétés du milieu de référence (� 1 , � 1 ), pour lesquels les

plaques constituées des milieux homogènes correspondantsont le même coe�cient

de blindage que la plaque hétérogène. Cette intersection forme une courbe quasi-

parallèle à l'axe des� 1 . Pour obtenir un MHE à la plaque hétérogène, on peut faire

varier la permittivité du milieu de référence, mais sa conductivité est unique et

supérieure à zéro (� 1 > 0). Avec la méthode des problèmes d'inclusion, le choix de

la matrice comme milieu de référence conduit au modèle deMaxwell-Garnett .

Cette étude montre que ce choix n'est pas adapté à haute fréquence car le milieu

de référence doit nécessairement être conducteur pour que la plaque constituée du

milieu homogène obtenu ait un blindage similaire à la plaquecomposite.

3.1.2 Caractérisation du milieu de référence

On base la dé�nition des propriétés du milieu de référence sur le modèle de

Maxwell-Garnett (� �
1

= � �
1
), valable pour des fréquences faibles. Le milieu de

référence devant nécessairement être conducteur, il est également dé�ni en fonc-
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Figure 3.1 � Coe�cient de blindage des milieux e�ectifs obtenus en fai-
sant varier les propriétés du milieu de référence. Le plan monochrome re-
présente le coe�cient de blindage de la microstructure de la�gure 2.8 ob-
tenu par éléments �nis (f = 30 GHz, f 2 = 19:63 %, � 1 = 0 S:m� 1,
� 2 = 1000 S:m� 1, � 1 = � 2 = � 0 et � 1 = � 2 = � 0).



42 CHAPITRE 3. MÉTHODE D'HOMOGÉNÉISATION DYNAMIQUE

tion de la permittivité complexe � �
2

des inclusions. De plus, il est nécessaire de faire

apparaître un terme dimensionnel pour tenir compte de l'e�et de taille. Le terme

retenu pour prendre en compte les interactions entre la microstructure et l'onde

incidente est le rapport d'une taille caractéristique de lamicrostructure et de la

longueur d'onde� dans le matériau homogène. Dans le cas étudié ici, il apparaît

naturel de choisir le diamètre� des �bres comme taille caractéristique de la mi-

crostructure. On choisit d'écrire la permittivité complexe du milieu de référence

sous la forme suivante :

� �
1

= � �
1

+ A� �
2

�
�
�

� B

(3.5)

A basse fréquence, ce choix de milieu de référence se rapporte à celui deMaxwell-

Garnett car le terme� =� tend vers0. Comme la matrice n'est pas conductrice,

la conductivité du milieu de référence� 1 s'écrit sous la forme suivante :

� 1 = A� 2

�
�
�

� B

(3.6)

La suite de cette partie a pour but d'identi�er A et B , et ainsi, de dé�nir un milieu

de référence adapté en dynamique (3.5). L'étude paramétrique se fera en fonction

de la fréquence de l'onde incidente, du diamètre et de la conductivité des �bres.

3.1.3 Dé�nition du milieu de référence

Les calculs de la �gure 3.1 sont répétés pour plusieurs fréquences d'onde in-

cidente. Pour chaque calcul, la conductivité du milieu de référence optimal est

donnée par l'intersection des deux surfaces pour une permittivité du milieu de ré-

férence correspondant à celle modèle deMaxwell-Garnett (� 1 = � 1). Cette

conductivité, unique pour chaque simulation, est tracée sur la �gure 3.2 en fonc-

tion du rapport � =� . A�n de renforcer la représentativité des résultats, l'étude est

répétée pour di�érents diamètres de �bres� (50, 75, 100, 150 et 200 �m ). Pour

chaque diamètre, les calculs sont répétés pour di�érentes conductivités des �bres� 2

(100, 500, 1000et 2000S:m� 1), tout en conservant identiques les autres propriétés

(f 2 = 19:63 %, � 1 = 0 S:m� 1, � 1 = � 2 = � 0 et � 1 = � 2 = � 0). Seuls les calculs

e�ectués avec� 2 = 100 et 1000S:m� 1 sont tracés sur la �gure 3.2 pour conserver

la lisibilité du graphique, mais des conclusions similaires sont obtenues avec500et

2000S:m� 1.

On peut voir sur la �gure 3.2, que pour une même conductivité des �bres,

tous les points sont globalement alignés sur une même droitede pente deux. On
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Figure 3.2 � Conductivité du milieu de référence optimal (points), en
fonction du rapport � =� pour cinq microstructures et deux conductivités
des �bres, tracée avec des courbes de tendance (pointillés).

peut conclure, que pour les di�érent diamètres testés, la conductivité du milieu

de référence dépend linéairement de
�
� =�

� 2
. Donc B = 2. De plus, si on prolonge

cette droite, elle passe par� 2 lorsque � =� = 1. On peut en conclure queA = 1.

Les courbes de tendance correspondantes sont tracées sur la�gure 3.2. Ces valeurs

permettent une bonne approximation. On peut donc réécrire� 1 sous la forme

suivante :

� 1 = � 2

�
�
�

� 2

(3.7)

La permittivité complexe du milieu de référence permettantde prendre en compte

les phénomènes dynamiques, s'écrit :

� �
1

= � �
1

+ � �
2

�
�
�

� 2

(3.8)
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3.1.4 Dé�nition de la méthode d'homogénéisation dynamique

La méthode d'homogénéisation dynamique est dé�nie par l'utilisation du milieu

de référence décrit par (3.8) dans la méthode basée sur des problèmes d'inclusion

(équation (2.14)). La démarche complète pour obtenir les propriétés e�ectives de

plaques composites est décrite par le diagramme de la �gure 3.3.

Etude de la distribution
des phases

N

Choix du
milieu de référence

� �
1

= � �
1

+ � �
2

�
�
�

� 2

Calcul des propriétés e�ectives

e�
P I

=
�

�
i
�
�

I + N
i
� �

1
� 1 �

�
�

i
� �

1

�� � 1
�

�
� �

I + N
i
� �

1
� 1 �

�
�

i
� �

1

�� � 1
� � 1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . . . .

Modélisation de dispositifs
en matériaux composites

homogénéisation

application

Figure 3.3 � Démarche de la méthode d'homogénéisation dynamique.

Elle consiste premièrement à calculer le tenseur dépolarisant N de la micro-

structure (section 2.3.5). Le choix du milieu de référence est dé�ni par l'équation

(3.8). Ce milieu de référence dépend de la taille caractéristique de la microstruc-

ture. Il permet de prendre en compte l'e�et de taille qui intervient au sein du

matériau lorsque la fréquence augmente. Deuxièmement, il su�t de calculer les

propriétés e�ectives en insérant le tenseur dépolarisant calculé, ainsi que le milieu

de référence choisi, dans l'équation fournie par la méthodebasée sur des problèmes

d'inclusion. Il est alors possible d'utiliser les propriétés e�ectives obtenues pour

modéliser le comportement de dispositifs en matériaux composites illuminés par

des ondes électromagnétiques.
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3.1.5 Validation numérique de la méthode

La méthode d'homogénéisation dynamique est appliquée à la microstructure de

la �gure 2.8 (� = 100 �m ) avec les mêmes conditions que la �gure 2.10 (E I � uy ,

f 2 = 19:63 %, � 1 = 0 S:m� 1, � 2 = 1000 S:m� 1, � 1 = � 2 = � 0 et � 1 = � 2 = � 0). Les

résultats sont tracés sur la �gure 3.4.
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Figure 3.4 � Coe�cient de blindage de la plaque composite (�gure 2.8)
lorsque E I � uy , calculé analytiquement avec le modèle deMaxwell-
Garnett (pointillés), la méthode d'homogénéisation dynamique (ligne)
et par éléments �nis (� ) ( � = 100 �m , f 2 = 19:63 %, � 1 = 0 S:m� 1,
� 2 = 1000 S:m� 1, � 1 = � 2 = � 0 et � 1 = � 2 = � 0).

Contrairement au coe�cient de blindage obtenu avec le modèle deMaxwell-

Garnett , celui calculé avec le MHE fourni par la méthode d'homogénéisation

dynamique est en bon accord avec la simulation par éléments �nis. Cette nouvelle

méthode étend ainsi la gamme de fréquences de la modélisation de plaques de maté-

riaux composites soumises à des ondes électromagnétiques.On observe également

qu'à basses fréquences, elle est équivalente au modèle deMaxwell-Garnett ,

car la longueur d'onde dans le MHE est très grande devant la taille des �bres, donc
�
� =�

� 2
tend vers0 et � �

1 vers � �
1.
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3.2 Dé�nition de la taille caractéristique des �bres

L'extension de la méthode basée sur des problèmes d'inclusion se fait par l'in-

troduction du diamètre des �bres (équation (3.8)) dans la dé�nition des propriétés

du milieu de référence. Cette longueur caractérise des �bres circulaires. Pour être

en mesure de modéliser d'autre distributions des phases, ilest nécessaire de dé�nir

plus précisément la taille caractéristique de la microstructure. Cette taille caracté-

ristique 
 , permet de tenir compte de l'in�uence de la forme et de la distribution

des �bres dans la dé�nition du milieu de référence. Elle est égale au diamètre

des �bres uniquement lorsque la microstructure est constituée de �bres circulaires

identiques. Dans le cas général, l'équation (3.8) s'écrit :

� �
1 = � �

1 + � �
2

� 

�

� 2
(3.9)

La première partie de cette section présente les microstructures étudiées. La

deuxième dé�nit la procédure pour déterminer la longueur caractéristique
 à partir

de la fonction de probabilité à 2 points. La dernière comporte des applications

numériques a�n de valider la démarche.

3.2.1 Présentation des microstructures étudiées

(a) Microstructure a
ax = 70:7 �m;
ay = 70:7 �m;
f 2 = 19:63 %:

(b) Microstructure b
ax = 100 �m;
ay = 50 �m;
f 2 = 19:63 %:

(c) Microstructure c
ax = 50 �m;
ay = 100 �m;
f 2 = 19:63 %:

ux

uy

uz

(d) Repère

Figure 3.5 � Microstructures étudiées.

On s'intéresse ici à trois microstructures (�gure 3.5), constituées de �bres

conductrices identiques disposées aléatoirement sans chevauchement dans une ma-

trice diélectrique. Les sections des �bres sont soit circulaires (a), soit elliptiques

alignées suivantux (b) ou alignées suivantuy (c). Le taux de �bres est toujours

de 19:63 %.
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3.2.2 Méthode de calcul de la taille caractéristique

La taille caractéristique 
 est obtenue à partir de la fonction de probabilité à

2 points (Preault et al. 2013b) de la phase des �bres (i = 2). C'est la longueur

pour laquelle S(22)
2 (équation (2.16)) est minimum dans la direction parallèle à

l'onde incidente (ici ux ) :


 = k r m k avec S(22)
2 (r m ) = min

�
S(22)

2 (r )
�

; r � ux (3.10)

Les fonctions de probabilité à 2 points suivant la directionux , des trois micro-

structures, sont tracées sur la �gure 3.6. Les calculs ont été e�ectués sur un carré

de2 mm de coté rempli avec50 �bres disposées de façon aléatoire. Les courbes sont

obtenues à partir d'un tirage de 5000 positions aléatoiresx, puis d'un balayage de

la microstructure suivant x + r (avec r � ux ).
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Figure 3.6 � Fonctions de probabilité à deux points de la phase conduc-
trice (2) de trois microstructures (�gure 3.5) dans la directionux (direction
de l'onde incidente). Les calculs ont été réalisés sur un carré de 2 mm de
coté remplit avec50 �bres.

Les tailles caractéristiques des microstructures peuventêtre lues à partir des

courbes :
 a = 141:4 �m , 
 b = 197:5 �m et 
 c = 98:25 �m . La propriété des

fonctions de probabilité à 2 points a�rmant que S(22)
2 (0) = f 2 est véri�ée. Pour la

microstructure (a), 
 a = 2ax , ce qui correspond bien à la dé�nition de l'équation

(3.8).
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3.2.3 Validation numérique

Pour valider la méthode de calcul de la taille caractéristique de microstructures

aléatoires, le coe�cient de blindage du MHE calculé analytiquement pour les trois

types de microstructures (�gure 3.5) est comparé au coe�cient de blindage calculé

numériquement.

Les tenseurs dépolarisants (voir en annexe C) des trois microstructures valent :
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Les tenseurs de permittivité complexe des milieux de référence s'écrivent :
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En incorporant ces tenseurs dans (2.14), il est possible de calculer le MHE des

microstructures de la �gure 3.5 en tenant compte des dimensions des �bres et de

la fréquence de l'onde incidente.

Pour les trois types de microstructure ((a), (b) et (c)),20 microstructures aléa-

toires sont modélisées par éléments �nis. Le coe�cient de blindage de ces60micro-

structures est calculé par éléments �nis pour10 fréquences d'onde incidente. Les

résultats des calculs du coe�cient de blindage sont présentés sur la �gure 3.7.
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Figure 3.7 � Coe�cient de blindage de plaques composites constituées
de �bres parallèles à section elliptique (�gure 3.5) lorsque E I � uy , cal-
culé analytiquement avec le modèle deMaxwell-Garnett (pointillés),
la méthode d'homogénéisation dynamique (ligne) et par éléments �nis ( � )
(f 2 = 19:63 %, � 1 = 1 S:m� 1, � 2 = 1000 S:m� 1, � 1 = 2� 0, � 2 = � 0 et
� 1 = � 2 = � 0).

Les croix et les barres d'erreurs représentent respectivement les moyennes et

les extremas du coe�cient de blindage des20 microstructures aléatoires, calcu-

lés pour chaque fréquence. Les propriétés des matériaux sont di�érentes de celles

utilisées pour les microstructures périodiques (f 2 = 19:63%, � 1 = 1 S:m� 1, � 2 =

1000 S:m� 1, � 1 = 2� 0, � 2 = � 0 et � 1 = � 2 = � 0). La conductivité de la ma-
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trice est choisie di�érente de0 pour diminuer l'amplitude des barres d'erreur. En

e�et, la �abilité des résultats e�ectués avecComsol Multiphysics R
 sur des mi-

crostructures aléatoires diminue lorsque le coe�cient de blindage est très faible.

C'est pourquoi, pour augmenter le coe�cient de blindage desplaques sur toute la

gamme de fréquences, la conductivité de la matrice est choisie égale à1 S:m� 1.On

constate à nouveau que le domaine de validité du modèle deMaxwell-Garnett

est étendu par la méthode d'homogénéisation dynamique. Le coe�cient de blin-

dage calculé avec le MHE obtenu en tenant compte des e�ets dynamiques est en

bon accord avec les résultats éléments �nis jusqu'à la limite du tracé (50 GHz).

3.3 Domaine de validité de la méthode d'homogé-
néisation dynamique

La méthode d'homogénéisation dynamique permet d'évaluer le coe�cient de

blindage de divers matériaux hétérogènes. Dans cette partie, elle sera appliquée

à de nombreux types de microstructures a�n de mettre en évidence son domaine

d'application et d'en identi�er les premières limites. L'étude est restreinte à des

plaques composites biphasées à constituants isotropes. Pour simpli�er les calculs,

on s'intéressera seulement à des microstructures périodiques.

3.3.1 Diamètre des �bres

La �gure 3.8 permet de comparer le coe�cient de blindage de cinq plaques

constituées de �bres circulaires, avec la même fraction volumique (f 2 = 19:63 %),

mais le diamètre des �bres� est di�érent pour chacune des cinq plaques. Les

constituants ont les mêmes propriétés que les précédents calculs e�ectués avec les

microstructures périodiques.

Le modèle deMaxwell-Garnett n'est pas tracé. Il donnerait le même ré-

sultat pour les cinq microstructures puisqu'il ne prend pasen considération le

diamètre des �bres. Les calculs par éléments �nis montrent que le coe�cient de

blindage augmente avec le diamètre des �bres. Cet e�et est également pris en

compte par la méthode d'homogénéisation dynamique. Si le diamètre des �bres est

trop grand, on remarque que l'erreur entre les résultats analytiques et numériques

augmente avec la fréquence. Cette erreur provient en partiedu fait que, à frac-

tion volumique constante, plus le diamètre des �bres augmente, plus leur nombre
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Figure 3.8 � Coe�cient de blindage de plaques composites à �bres pa-
rallèles lorsqueE I � uy , calculé avec la méthode d'homogénéisation dyna-
mique (lignes) et par éléments �nis (points) (f 2 = 19:63 %, � 1 = 0 S:m� 1,
� 2 = 1000 S:m� 1, � 1 = � 2 = � 0 et � 1 = � 2 = � 0).

diminue. Il n'y a plus assez de �bres dans l'épaisseur de la plaque pour que la

microstructure puisse être considérée comme un volume élémentaire représentatif.

De plus, lorsque le diamètre des �bres est élevé, le ratio
 =� augmente avec la fré-

quence. L'e�et de taille est alors conséquent et on atteint la limite de validité de

la méthode d'homogénéisation dynamique.

3.3.2 Taux de �bres

Sur la �gure 3.9, on peut comparer le coe�cient de blindage deplaques com-

posites ayant des �bres identiques mais à di�érentes concentrations. Comme on

pouvait s'y attendre, plus la quantité de �bres conductrices est grande, plus le

coe�cient de blindage est élevé.

Pour des fractions volumiques de �bres supérieures à20%, la di�érence entre

les deux méthodes de calcul augmente. La raison peut être liée au choix du milieu

de référence. Il est en e�et connu (Sihvola 1999 ;Bornert et al. 2001) que les

modèles de typeMaxwell-Garnett (ou Mori-Tanaka ) ne sont valables que

pour des milieu dilués. Dans le cas de fractions volumiques élevées, il serait plus

judicieux de s'appuyer sur le modèle auto-cohérent (modèlede Bruggeman ).
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Figure 3.9 � Coe�cient de blindage de plaques composites à �bres pa-
rallèles, lorsqueE I � uy , calculé avec la méthode d'homogénéisation dyna-
mique (lignes) et par éléments �nis (points) (� = 50 �m , � 1 = 0 S:m� 1,
� 2 = 4000 S:m� 1, � 1 = � 2 = � 0 et � 1 = � 2 = � 0).

3.3.3 Propriétés des constituants

La �gure 3.10 montre l'e�et de la conductivité des �bres sur le coe�cient de

blindage des plaques, tous les autres paramètres étant conservés constants. L'aug-

mentation de la conductivité des �bres a un e�et direct sur lecoe�cient de blindage.

Sans surprise, plus les �bres sont conductrices, plus le coe�cient de blindage est

élevé. Dans le cas de �bre très conductrices, une di�érence entre la méthode ana-

lytique et la méthode des éléments �nis apparaît. Cette observation est commune

avec celle de la �gure 3.8. La conductivité des �bres augmente la conductivité du

MHE et donc le ratio 
 =� . Lorsque la conductivité des �bres est élevée, l'e�et de

taille augmente et limite la méthode d'homogénéisation dynamique.

La �gure 3.11 montre l'e�et de la permittivité de la matrice sur le coe�cient

de blindage des plaques. On peut noter que la permittivité dela matrice augmente

l'amplitude des oscillations du coe�cient de blindage, de même que la fréquence

à laquelle elles apparaissent. Cela peut être expliqué par le fait que la permitti-

vité de la matrice augmente la permittivité du MHE. La partiede l'onde incidente

absorbée (SEA ) par la plaque homogénéisée dépend principalement de la conduc-
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Figure 3.10 � Coe�cient de blindage d'une plaque composite à �bres
parallèles lorsqueE I � uy , calculé avec la méthode d'homogénéisation dy-
namique (lignes) et par éléments �nis (points), en faisant varier la con-
ductivité des �bres (� = 50 �m , f 2 = 19:63 %, � 1 = 0 S:m� 1, � 1 = � 2 = � 0

et � 1 = � 2 = � 0).
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Figure 3.11 � Coe�cient de blindage d'une plaque composite à �bres
parallèles lorsqueE I � uy , calculé avec la méthode d'homogénéisation dy-
namique (lignes) et par éléments �nis (points), en faisant varier la per-
mittivité de la matrice (� = 50 �m , f 2 = 19:63 %, � 1 = 0 S:m� 1,
� 2 = 4000 S:m� 1, � 2 = � 0 et � 1 = � 2 = � 0).
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tivité (équation (1.20a)), mais très peu de la permittivitéde la matrice. Mais la

permittivité du MHE favorise les multiples ré�exions (SEB ) au sein de la plaque

(équations (1.21) et (1.20b)) et modi�e la longueur d'onde au sein du MHE. Glo-

balement, le coe�cient de blindage augmente, principalement à basse fréquence,

avec la permittivité de la matrice car la permittivité du MHE favorise la ré�exion

de l'onde incidente (équations (1.21) et (1.20c)).

3.3.4 Microstructures aléatoires à �bres elliptiques orie ntées

Les calculs e�ectués (section 3.2) sur les microstructuresdes �gures 3.5(b) et

3.5(c) ont été répétés en changeant l'orientation des �bres. Elles sont toujours

parallèles à l'axeuz, mais l'orientation de leurs sections elliptiques varie de0�

(microstructure (b)) à 90� (microstructure (c)). Tous les autres paramètres sont

conservés (f 2 = 19:63 %, � 1 = 1 S:m� 1, � 2 = 1000 S:m� 1, � 1 = 2� 0, � 2 = � 0 et

� 1 = � 2 = � 0). Seuls les résultats des calculs analytiques sont tracés sur la �gure

3.12. La concordance du modèle avec les simulations numériques a été véri�ée dans

la section 3.2. Ces résultats permettent de caractériser l'in�uence de la forme et de

la disposition des �bres sur le coe�cient de blindage.
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Figure 3.12 � Coe�cient de blindage de plaques composites, constituées
de �bres parallèles à sections elliptiques disposées aléatoirement (�gure 3.5),
lorsque E I � uy , calculé avec la méthode d'homogénéisation dynamique
(f 2 = 19:63 %, � 1 = 1 S:m� 1, � 2 = 1000 S:m� 1, � 1 = 2� 0, � 2 = � 0 et
� 1 = � 2 = � 0).
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Lorsque le grand axe des sections des �bres est aligné avec ladirection de

propagation de l'onde incidente (microstructure (b)), le coe�cient de blindage de

la plaque est plus faible. Il augmente progressivement pouratteindre un maxi-

mum lorsque le grand axe des sections des �bres est parallèleau champ électrique

(microstructure (c)). Dans ce cas, même si la taille caractéristique de la microstruc-

ture est plus faible, elle est compensée par l'augmentationdu facteur dépolarisant

conduisant à un coe�cient de blindage plus élevé.

3.3.5 Synthèse

Pour tous les calculs e�ectués dans ce chapitre, l'erreur decoe�cient de blindage

mesurée entre les deux modèles analytiques (Maxwell-Garnett et la méthode

d'homogénéisation dynamique) et le calcul numérique a été tracée sur la �gure 3.13.

Le ratio entre la taille des �bres et la longueur d'onde, qui aété introduit dans

la méthode d'homogénéisation dynamique, est un critère essentiel pour caractéri-

ser l'erreur des modèles d'homogénéisation. Cependant, ilne prend pas en compte

la conductivité des �bres qui est également un paramètre essentiel du domaine

de validité de la méthode d'homogénéisation dynamique. Pour mettre en évidence

le domaine de validité des di�érents modèles d'homogénéisation en con�guration

dynamique, les résultats sont tracés en fonction du rapportentre la taille carac-

téristique 
 de la microstructure et l'épaisseur de peau� 2 des �bres. Ce rapport

permet de tenir compte des trois paramètres principaux permettant de dé�nir le

domaine de validité des modèles en dynamique : la fréquence,la dimension et la

conductivité des �bres.

L'erreur de coe�cient de blindage fournie par le modèle deMaxwell-Garnett

peut devenir très élevée dès un ratio
 =� 2 = 1. Au dessus de cette valeur, l'esti-

mation du coe�cient de blindage de certaines con�gurationss'écarte de plus de

1 dB. On remarque que les valeurs d'erreur sont toujours positives car le modèle

de Maxwell-Garnett sous-estime systématiquement le coe�cient de blindage.

L'erreur entre la méthode d'homogénéisation dynamique et les éléments �nis reste

faible dans les conditions de calculs présentées dans ce chapitre. Ces conditions

peuvent êtres dé�nies par :

� respecter la séparation des échelles (�gure 3.8)

� rapport 
 =� 2 < 1:5 (�gures 3.8 et 3.10)

� taux de �bres 6 30 %(�gure 3.9)
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Figure 3.13 � Di�érence, pour chacun des calculs e�ectués précédem-
ment, entre le coe�cient de blindage calculé avec le modèle de Maxwell-
Garnett (+) , la méthode d'homogénéisation dynamique(� ) et le coe�-
cient de blindage calculé par éléments �nis en fonction du rapport entre la
taille caractéristique des �bres
 et l'épaisseur de peau des �bres� 2.

La permittivité de la matrice ne fait pas partie de cette liste car elle a peu

d'in�uence sur le domaine de validité des deux modèles. Néanmoins, en augmen-

tant, elle diminue l'écart entre le modèle deMaxwell-Garnett et la méthode

d'homogénéisation dynamique. En e�et, cette augmentationde permittivité réduit

la contribution de la conductivité au coe�cient de blindage et les deux modèles

fournissent la même estimation de permittivité e�ective.

La méthode d'homogénéisation dynamique permet d'étendre la gamme de fré-

quence de la modélisation de matériaux composites illuminés par des ondes élec-

tromagnétiques, de5 à 60 GHz pour la con�guration de la �gure 3.4. Mais elle ne

permet pas de modéliser des matériaux dont les �bres ont une conductivité élevée

(sauf si leurs diamètres sont très petits pour conserver la condition 
 =� 2 < 1:5).

De plus, les valeurs de conductivité des �bres utilisées dans ce chapitre ont étés

dimensionnées pour mettre en défaut le modèle deMaxwell-Garnett . Mais

ces valeurs ne sont pas celles de matériaux réalistes comme les �bres de carbone

(� � 40000S:m� 1).
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3.4 Conclusion

Les applications numériques présentées dans ce chapitre montrent que la mé-

thode d'homogénéisation dynamique peut servir à modéliserdes plaques compo-

sites a�n d'obtenir leur coe�cient de blindage en tenant compte de nombreux

paramètres (taux, forme, dimension et orientation des �bres, propriétés des cons-

tituants). C'est une méthode bien adaptée à l'étape de pré-dimensionnement de

matériaux composites pour le blindage électromagnétique car elle est rapide et

simple à appliquer comparée aux méthodes numériques.

Une application typique de cette méthode est la modélisation d'une plaque

constituée de �bres de carbone dans une matrice epoxy. La conductivité du carbone

caractérisée parDe Rosa et al. 2009, est utilisée pour modéliser une plaque compo-

site (type �gure 2.8 avec� = 50 �m ), avec des �bres ayant une conductivité réaliste

(� 2 = 40000 S:m� 1). Toutes les autres propriétés sont inchangées (f 2 = 19:63 %,

� 1 = 0 S:m� 1, � 1 = � 2 = � 0 et � 1 = � 2 = � 0). La conductivité des �bres n'est pas

su�samment élevée pour les considérer comme parfaitement conductrices dans le

modèle éléments �nis. Cependant, elle implique de fortement ra�ner leur maillage.

La modélisation de la plaque, par éléments �nis, est possible avecComsol Mul-

tiphysics R
 si le champ incident est perpendiculaire aux �bres (E I � uy ) car son

coe�cient de blindage est inférieur à150 dB dans cette direction. Les résultats

obtenus avec la méthode d'homogénéisation dynamique et paréléments �nis sont

tracés sur la �gure 3.14.

On peut voir que lorsque la fréquence augmente, pour un ratiode 
 =� 2 supérieur

à 2 (axe des abscisses supérieur), les résultats obtenus avec la méthode d'homogé-

néisation dynamique s'éloignent des estimations calculées numériquement. En e�et,

dans ces conditions, la distribution des champs n'est pas uniforme dans les �bres

à cause de l'e�et de peau. Le critère de validité de la méthoded'homogénéisation

dynamique est dé�ni par 
 < 1:5� 2 (Preault et al. 2013a). Le chapitre suivant

propose une méthode pour étendre ce domaine de validité.
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Figure 3.14 � Coe�cient de blindage d'une plaque composite à �bres
parallèles lorsqueE I � uy , calculé avec la méthode d'homogénéisation dy-
namique (pointillés) et par éléments �nis (� ) ( � = 50 �m , f 2 = 19:63 %,
� 1 = 0 S:m� 1, � 2 = 40000 S:m� 1, � 1 = � 2 = � 0 et � 1 = � 2 = � 0).
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