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Explosion des solutions de Schrédinger de masse critique sur une
variété riemannienne.

par Thomas Boulenger

Résumé détaillé en Francais

Le but de ce travail est de mieux comprendre le processus d’explosion d’une solution dans le cadre de
Péquation de Schrédinger non linéaire focalisante en dimension 2, sur une variété riemannienne (M, g) en
présence d’'une fonction d’inhomogénéité k devant la non linéarité, en somme d’étudier les solutions qui
cessent d’exister dans ’espace d’énergie H' en temps fini pour le probleme

{i@tu-i—(A g FV(@)u+ k() [uf~tu=0,(t2)€0,T)x M O

u(0,.)=up: M - Cec H'

Mais commencons avec quelques rappels généraux.

Solutions explosives en métrique plane dans le cas homogene

Lorsque l'on regarde I’équation en dimension N > 1 dans le cas d’'une métrique plane g = 1 et d’une non
linéarité homogene, k = 1, il est déja connu depuis les résultats de Ginibre-Velo | ] que le probleme
associé en est bien posé pour toute condition initiale ug € H'(RY), et toute non-linéarité H'-sous critique.
Autrement dit, lorsque 1 <p < +ocosi N=1,2et 1 <p<1+ ﬁ si N > 3, il existe un temps T > 0 tel
que le probleme

{i@tu—i—Au—&—uVo_lu:O,(t,x) €[0,T) x RY @)

u(0,.) =ug : RY = C e H!

admet une unique solution maximale u € C([0,7), H'). De plus le temps d’existence 7" d’une solution

peut étre minoré par une fonction de |lul| g1, laissant pour seuls choix T' < +00 et tlirr%\|u(t)|\H1 = +00 ou
—

T = +o0 et (|[u(t)| g1): bornée. L’étude de I'explosion, & savoir si une solution reste ou non dans H', est
donc directement liée au controle de la taille dans H' d’une solution. On comprend alors que les lois de
conservations de masse, d’énergie et de moment y jouent un role important :

Masse : [ ut)?dx = f lug|? da
Energie :  E(u) = § [|Vu(t)]? dz — 25 [ u(t)P! dz = E(uo) (3)
Moment : Imeuu (t,x) dac = ImeuO Uo d

Par ailleurs le groupe des symétries de I’équation (2) peut se résumer en

* Invariance par translation d’espace-temps : si u(t,z) est solution de (2), alors w(t + to, +xo) aussi,

(t(),f[:o) € R x RV,
Invariance par changement de phase : si u(t, ) est solution de (2), alors u(t, z) e’? aussi, v € R.

Invariance par changement d’échelle : si u(t,x) est solution de (2), alors uy(t,x) = AFT u(A%t, \x)
aussi, A > 0.

Invariance par transformation Galiléenne : si u(t, z) est solution de (2), alors u(t,z — Bt) ¢! Z@=30

aussi, f € RV,
Dans le cas particulier L?-sous-critique, & savoir 1 < p < 1+ %, I'inégalité de Gagliardo-Nirenberg

N(p-1)

/|v|p+1dz < Can(N,p) /|Vv|2dx 2dz)"s — (4)




fournit une majoration dans H' des solutions de (2) qui sont donc globales en temps. Cet argument
s’évanouit dans le cas critique p =1+ % qui est le plus petit exposant de non-linéarité pour lequel il peut y
avoir explosion, et a donc souvent constitué un cadre d’étude privilégié.

Une particularité notable de ’équation (2) est lexistence de solutions périodiques de la forme W (¢, z) =
Q(z) e't ot pour faire au plus simple @Q est 'unique solution positive, radiale et exponentiellement décrois-
sante a I'infini de I’équation elliptique

Ap—o+olplPt =0, ¢eH(RY) (5)

Cette solution @ est communément appelé le "Ground-State” ou état fondamental dans la mesure ou elle
fournit d’importantes informations sur les solutions de (2).

Dans le cas L2?-sous-critique, les symétries de I'équation (2) par invariance d’échelle et par transformation
Galiléenne sont responsables de deux types d’instabilité :

* Pour tout A > 0, la solution de ’équation (2) avec condition initiale ug(z) = APT Q(Azx) est u(t,z) =

ATT Q(Az) e ¢,

* Pour tout 3 € RY, la solution de I’équation (2) avec condition initiale ug(z) = Q(x)e'? est u(t,r) =
Q- t)eita(En,

On constate la une forte dépendance aux conditions initiales puisque la solution ne reste alors pas uni-
formément proche du soliton W (t,z) = Q(x)e'’. Néanmoins, Cazenave et Lions | ] ont prouvé que ces
instabilités sont alors les seules :

Ve>0,36>0, [luo— Q| <d=3Tal)eRY, I4(t) eR, |ult,z) — Qx — at) e "D g < e

Ce résultat repose sur une caractérisation variationnelle du Ground-State : la famille des fonctions
translatées et déphasées & partir de @ est solution du probléme de minimisation de 1’énergie E(u) & masse
constante. De plus les suites minimisantes d’un niveau d’énergie a masse constante admettent toute une
sous-suite qui converge vers une fonction du type précédent. Ce résultat repose a son tour sur la description
des cas possibles dans le défaut de compacité de 'injection de Sobolev H' — LP*1,

Dans les cas critique et sur-critique, c’est a dire p > 1+ %, I’argument dit du Viriel assure un critere
d’explosion dans un espace d’énergie plus petit que H! : pour toute condition initiale ug € ¥ = H' N{zxu €
L?} telle que E(ug) < 0, la solution associée de (2) explose en temps fini 0 < T' < +o00. Si pour des conditions
initiales suffisamment petites la solution est toujours globale, I'inégalité de Gagliardo-Nirenberg ne permet
plus d’empécher ’explosion de certaines solutions.

Concentrons nous maintenant sur le cas critique p = 1 + % et le probleme associé

(6)

i 0+ Au A+ |u|YNu =0, (t,z) € [0,T) x RY
u(0,.) =ug : RV = C e H!

La caractérisation variationnelle précédente du Ground-State ne tient plus, mais le manque d’information
peut étre comblé justement en considérant le probleme de minimisation de la constante Cgy dans I'inégalité
de Gagliardo-Nirenberg (4) comme le fait Weinstein [ ]. Ce changement de régime peut se comprendre
par le fait que le cas critique correspond a 1’équilibre entre énergie cinétique et énergie potentielle (E(Q) = 0).
Ceci permet alors d’obtenir une condition de globalité dépendant uniquement de la masse d’une solution, a
savoir que pour toute condition initiale ug € H' de masse ||uo| > < ||@||z2, la solution associée de (6) est
globale.

Le role fondamental du Ground-State dans la compréhension des propriétés du probléme non linéaire (6)
ne s’arréte pas la. Alors que les solutions de schrodinger linéaire se dispersent suivant I'inégalité ||u(t)| pe <
It\%/z |luollzr, Tonde solitaire W (t,x) = Q(z)e'? se propage sans dispersion. Par ailleurs un résultat de



dispersion peut aussi étre obtenu pour les solutions globales précédentes associées aux conditions initiales
ug € X, |Jupl|r2 < ||@Q||r2. Le Ground-State apparait donc comme le représentant de la masse minimale pour
laquelle il peut ne pas y avoir de dispersion. Enfin, la combinaison d’une onde solitaire et d’une symétrie
de I’équation (6) dite pseudo-conforme fournit une solution explosive explicite de masse ||Q|| 2, rendant au
passage optimal le critere de Weinstein.

La symétrie pseudo-conforme de I'équation (6) vient du fait que si u(t) est solution, alors v(t) =

; LzI? . o .
t|=N/27m (1,2) el 5 Dest également. Ainsi la fonction

1 T\ =
St) = e @ (Z) et (7)

est-elle solution de (6) avec explosion en 7" = 0. Un trés important théoréeme de Merle | ] permet
qui plus est de connaitre toutes les solutions explosives de masse minimale ||@||z2 : pour toute condition
initiale ug € H' de masse critique ||ug||z2 = ||Q|| L2, si la solution associée de I’équation (6) explose en temps
fini 0 < T < 400, alors u(t) = S(t) aux symétries de I'équation preés. Il est intéressant de remarquer que
S est une solution & énergie strictement positive, de vitesse d’explosion ||VS(¢)||pz ~ ‘71“ t — 0 et qu’elle

explose sans perte de masse en un Dirac & lorigine : |S(t)| — ||Q|| L2 0z=0, t — 0.

Le résultat de stabilité déjd énoncé dans le cas L2-sous critique peut étre encore ici prolongé au cas
critique, avec cette fois une stabilité par rapport aux invariants de masse et d’énergie :

Pour tout n > 0, assez petit, et toute solution u(t) de (6) existant jusqu’au temps 0 < T < 400 telle que
/|u(t)|2dx < /Q2 de+e et E(u)<e /|Vu|2 dz, il existe a(t) € RN, y(t) € R,

et 8(n) > 0, tel que 8(n) — 0,7 — 0, de sorte que | A(&)N/2u(t, \(t)z + a(t)) e 7" — Q|| g1 < 5(n)

V@l

WA = a0 2

mesure la taille H! de la solution et I'explosion éventuelle en t = T.

Ce résultat est trées important puisqu’il permet de décomposer toute solution explosive u € B(n) = {v €
HY Q2 < w2 < |Qllz2 +n} de (6) sous la forme

1

MO

u(t,z) = W (Q + e) (t7 ;((:)(t)> 7 avec le@) g <n et Alt)

ce qui permet de renvoyer I’étude u caractere explosif de la solution & ’analyse des parametres ainsi
introduit. La vitesse d’explosion est alors pilotée par A(t) et son comportement a l'approche du temps
d’explosion; 'existence d’un point de concentration de la masse a I’explosion correspond a 'existence d’une
limite forte pour a(t), t — T'; et U'exces de masse par rapport & une solution de masse critique est représenté
par €(t). Cette décomposition géométrique est la premiere étape dans la construction de solutions explosives
dont on peut également déterminer le régime d’explosion.

La question du régime d’explosion a longtemps été problématique, la théorie ne retrouvant les prévisions
numériques | ] qw’avec les travaux de Raphaél et Merle | [ L ]. Commengons par
introduire un invariant des solutions de 1’équation (6) :

Bo(u) = Bu) - 5 (2L’

On peut résumer rapidemment les régimes connus des solutions explosives aux données initiales légerement
sur-critiques ug € B(n) de la fagon suivante :

- Energie positive : si Eg(ug) > 0 et si la solution de (6) u(t) associée explose au temps T' < 400, alors
pour des temps t suffisamment proches de T :

* ou bien ||[Vu(t)|| 2 ~ (%)1/2, et la solution est dans le régime dit du "log-log”,



* ou bien [|[Vu(t)|| 2 > W, et la solution est au dessus du régime du log-log, et explose

au moins aussi vite que S(t).

- Energie négative : si Eg(ug) < 0, la solution est alors dans le régime du log-log.

Il est important de remarquer que les solutions de type S(t) sont instables, au sens ot pour toute condition
initiale ug engendrant une solution explosive de ce type, on peut trouver une autre condition initiale sous-
critique vg € {|Jv — uollzr < n} N {||lv]lz2 < ||Q]|z2} aussi proche de ug dans H' que I'on veut qui engendre
cette fois une solution globale.

Classification des solutions explosives dans le cadre d’une géométrie
particuliere

Dans le cas d’une géométrie plane, Raphaél et Szeftel | | utilisent la méthode dite de modulation des
parametres géométriques pour obtenir un résultat d’existence et d’unicité de la solution explosive de type
S(t) pour les niveaux d’énergies supérieures a une borne dépendant de I'inhomogénéité k : & supposer que
la fonction k est assez réguliere k € C® N W5, bornée et atteint un maximum en un point non dégénéré
2o € R? tel que V2k(0) < 0, alors pour toute condition initiale ug de masse critique |lug||z: = ||Q]|z2 et de
niveau d’énergie Ey = E(ug) tel que

Eo-+ g [ VAHOM0) @' dy > 0

il existe une unique solution explosive associée, a déphasage pres, qui concentre alors toute sa masse au
temps d’explosion 7" en un Dirac au point z : |u(t)|* = || Q|32 6z=z0. t — T’; qui plus est, cette solution est de
moment nulle, la valeur de sa loi de conservation étant obtenue asymptotiquement : lin711 Im f Vuudz = 0.

t—

Par ailleurs, utilisant un résultat de Merle | ], la condition d’existence d’un extremum de k en un point
xo est nécessaire, ce qui permet de traiter le probleme par perturabtions autour de ce point.

Cas ol I'opérateur vaut A, = ﬁ div(G(z)V)

Dans une premiere partie, on remplace le Laplacien usuel A par un opérateur introduisant des termes
métriques : la fonction numérique g(z) et la matrice G(x). On suppose par ailleurs que le point z( en lequel
k atteint son maximum est également point critique pour les fonctions g et G. Cette hypothese pourra
se justifier par 1’étude variationnelle qui sera menée sur la décomposition géométrique utilisée, arguant
qu’une déformation trop violente en ce point empéche I’explosion; ou plus simplement comme on le redira en
comprenant que cette hypothése peut étre réduite a un bon choix de coordonnées. Pour plus de simplicité,
on suppose encore que les valeurs de ces fonctions au point xy sont unitaires : g(0) =1 et G(0) = Id.

L’idée principale pour la preuve de l’existence d’une solution explosive en T' = 0 de masse critique (pour
la métrique induite g(x)dx) est d’obtenir une solution de masse critique approchée suffisamment précise
et d’en déduire une solution exacte par intégration temporelle rétrograde depuis le temps d’explosion. La
convergence de ce processus est assurée par des estimations des parametres et des différents termes d’erreurs
en jeu mettant en place une méthode de bootstrap : sachant qu’une fonction F(t) existe sur un intervalle
[to,0) ou elle est contrdlée en un sens assez assez précis pour assurer son existence sur un un intervalle
[to —1,0), n > 0, on finit par assurer le prolongement de F'(t) sur un intervalle [—1,0) indépendant des
estimées locales.

Afin de gérer les perturabtions par rapport a 'Hamiltionien du flot linéaire de Schrédinger, apportées
d’un c6té a la non linéarité par la fonction k, et d’un autre c6té aux mesures des éléments géométriques par les
termes métriques g et G, il faut modifier la fonctionnelle d’énergie et en mesurer les termes supplémentaires.
Ceci est permis par une estimation d’énergie et un Viriel local dont on déduit une propriété de monotonie
sur la fonctionnelle d’énergie grace a laquelle on peut conclure 'existence.

Premiere étape : construction d’une solution approchée

De méme qu’avec la seule inhomogénéité k, la décomposition géométrique (8) n’est pas suffisante pour



mener a bien l'analyse par perturbations autour de 'extremum zg de k. En effet, le Ground-State @ est
solution du probléme linéarisé de Schrédinger mais pour y inclure les apports des fonctions k, g et G, on
commence par affiner le profil autour duquel on va construire la solution approchée. On utilise alors les
symétries de I’équation, en développant la solution u de (1) suivant ’ansatz

1 1 x—a(t)y ,; ds 1 T—a
t - - - TN giv(®) Lo - _
b @) = T A ( T ) R CAE A\ (9)
. |2 .
w(s,y) = v(s,y) e 10
de sorte que 'on utilise la décomposition géométrique suivante pour u
. 1 1 T — Oé(t) iy(t) : —
ult,) = oy w (@po +e®) (65557 ) €700 )l =0 (10)

ou P = (b, A, B, ,) forme I'ensemble des parametres géométriques par rapport auxquels on développe
la solution, et ou le passage en coordonnées réajustées (s,y) permet en quelque sorte de zoomer sur le
processus d’explosion. Comme expliqué précédemment, la propriété A(t) — 0, t — 0 symbolise I’explosion a
lapproche du temps T = 0 en un Dirac, le comportement asymptotique de «(t) renseigne sur le le devenir
du point d’explosion, alors que celui de €(¢) indique le sort de I'exces de masse, sa dissipation, la vitesse de
son expulsion. De plus, en vertu du théoréme des fonctions implicites, 'unicité de la décomposition (10) est
assurée par un ensemble de conditions supplémentaires, dites conditions d’orthogonalités, puisqu’il s’agit de
chercher € = €1 +1 €5 dans U'intersection d’un certain nombre d’espaces orthogonaux définis par Qp = X +i 0

(2, V=) = (a1, VO) =0

(617 yE) ¥ (62, y@) —0

- (61, A@) + (62, AE) —0 (11)
(1. WP2) + (e, w26) =0

—(61» 92) + (62, 91) =0

Dans le cas homogene k = 1, la solution explosive (7) obtenue par symétrie pseudo-conforme se retrouve

iy lvl® N . N .
avec Qp + €= Q(y) e *? " +iB-Y ol P est solution du systéme dynamique

bt =0, A b=0, 242520, B4bB=0, %t1=0 (12)

dont les lois apparaissent dans le calcul de I’équation satisfaite par w et permettent ainsi de quantifier sur
les parametres la proximité voulue de la solution par rapport a la solution S(t). Les modifications apportées
par 1’équation (1) par rapport au cas plat et homogeéne vont maintenant se lire directement sur les lois de P,
de sorte que la dynamique régissant le probleme est maintenant de la forme

bs +b* = Bi(\, a,b, ), % +0=0, % +28=0, Bs+bB=DBy(\a,b,p3), 7s+1=|8] (13)

Qp est 'approximation de v, c’est la version approchée du Ground-State précédant qui inclus dans sa
construction les apports de k, g et G. Afin de mener a bien la preuve de l'existence d’une solution explosive,
une précision a l'ordre 2 par rapport a P est nécessaire; cela étant, I'unicité nécessite de savoir gérer les
erreurs jusqu’a 'ordre 4; de sorte que ’on détermine le profil Qp par son développement jusque ’ordre 4
par rapport a P. La construction de cette approximation Qp, comme solution du probléme suppose encore
quelques informations sur le noyau de 1'opérateur linéarisé autour du Ground-State :

4
Qp=Q+ Y (T;+iS;) +O(P]"), on
j=1

LyT; = F; € Vect(VQ)*™ = Ker(Ly)* =Im(Ly), Ly=-A+1-3Q?
L-Sj = Gj S V@Ct(Q)J— = KGT(L_)J' = Im(L_)’ L =—-A +1— Q2



Une fois le profil @p construit, les fonctions By et By intervenant dans la dynamique (13) de P sont
explicites. Une compensation algébrique providentielle dans le calcul du cas plat avait permis d’éviter de
trop fortes perturbations et méme en particulier d’assurer B; = 0. Ce n’est ici plus le cas. Alors que le
systéme dynamique dans le cas homogeéne fournit des parametres explicites du type A(t) ~ [t], b(t) ~ |t| avec
une perturbation en O(|t|?) dans le cas inhomogene plat, 'apport d'un terme B; = O(\?) ici est responsable
d’une perturbation en O([t|?) du systéme dynamique précédent qui nous fait changer de régime. Dans la
premiere partie, on choisit de suivre le plus longtemps possible les effets de cette perturbations, avant de
Pannuler pour terminer la preuve, en ajoutant des hypotheses sur les dérivées secondes de g et G au point
d’explosion, hypotheses que 1’on relie ensuite a la courbure au point d’explosion.

Deuxiéme étape : calcul des invariants de masse, d’énergie du profil et de la solution approchée dont
on déduit une premiere indication de taille sur le régime.

On cherche a estimer la stabilité de la méthode de bootstrap en supposant que ’on a une solution sur
un intervalle de temps & gauche de I'explosion [tg,t1], t1 < 0, admettant une décomposition (10) avec les
hypotheses

P@|+ el < CAWD), ¢ € [to, 1] (14)

qui introduit le fait que le parametre d’échelle A\ est supposé contenir la taille du systeme P qui doit
rester suffisamment petit, ainsi que le controle a priori sur l’exceés de masse €, qui doit lui aussi rester assez
petit dans H'; et

| [0 gl — (14 X 8g(0)0) [ @ dy| < CAD", 1€ fo.ti] (15)

qui introduit le fait que u est solution de masse quasi-critique. A noter que bien que trop perturbateur
par la suite, on maintient le terme A\? Ag(0) tant que possible afin de mieux voir son réle dans la sortie du
régime ’on essaie d’instaurer.

La construction du profil Qp nous fournit un développement de sa masse et de son énergie jusque
l'ordre 4 par rapport a P. Réinjecter ces développements dans les lois de conservations pour la solution
U = W (Qp + €) e*? fournit une estimation du type :

b? 2 18/ 2 €0 i q2 L o2 1 2
Sl Q3 + HIQI3: + Dlels — 5 V2 (k= 5 Tr(G) ) (0).(a0) QI3
< )\2 (E 1 4 342 3 2 (16)
<X (Bo+ 35 Cr) +O(P* +[al + 2ol + el + P? e]2)
y 2 1 1
b= AGk+0) )| U2, A+ 5 TrG)0) + 26u0) + 0,C1(0)] 1191 Qs +4V(0) QI

Dés lors que Ey + %C’E > 0, on obtient alors une premiere estimation de la taille des parametres qui
affine et stabilise (14) et va conditionner le régime. Au passage la minoration précédente sur 1’énergie semble
optimale en ce sens que sans elle on quitte a priori le régime ot P est piloté par A. Ceci sera confirmé dans
la suite par I’étude variationnelle de la décomposition géométrique d’une solution.

A noter qu’avec I’hypothese supplémentaire sur les dérivées secondes de g et G dont on a parlé précédem-
ment, on pourra obtenir une amélioration de cette estimation des parametres de P par rapport a A\ :

b 1 . b(t) ly Q1%
2 2 - — <O\ - = L 17
off #1847 (5 Co> SO G=30 ~\sEo+os Y 1

on pourra utiliser cette estimation dés que I'on aura besoin de 'hypothese supplémentaire, comme une
rétroaction afin de simplifier les calculs en négligeant notamment les termes en O(|a|?+ |82+ A2 (|a| +|8]) +

Aol |B]).

Par ailleurs, lorsque 'on réinjecte dans I’équation de la solution exacte v = Qp + € celle vérifiée par le
profil approché Qp, on obtient I’équation de I’exces de masse €. De cette équation et du calcul des produits



scalaires introduits par les conditions d’orthogonalités (11), on déduit un controle sur les lois des parametres
de P :

As Qg
|bs+b2—Bl—Kb\+‘7+b‘+’7—25‘+|Bs+bﬁ—Bg|+lvs+1—|B\2—KW|

S C A+ Nl + |al® + M lell 2 + llellZ> + [lell3) (18)
)\2
Ky = —V?k(0).(a, ) Cg.1 — 5 a.V(Ag)(0), K,=CgaK,

ot Cg 1, Cg,2 sont des constantes dépendant seulement de (). On obtient ainsi un premier résultat de
consistance : on mesure ainsi de combien dévient les lois fixées pour les parametres. On verra que cette
déviation est suffisamment faible pour assurer la convergence de la méthode.

Enfin il faut noter qu’une information supplémentaire sur le régime qui influera sur la suite est contenue
dans la conservation de la masse de la solution exacte et lie plus particuliere la taille L? de I'exces de masse
€ aux parametres a et A :

2Re [ <Qr g+ ady+ [ I g+ a)dy

= 3 V2 (k— ) 0).(ar,0) /Q?- 2 9(29)(0) 0 /%Q2+(’)(P4+|a|3)

Troisieme étape : Intégration rétrograde et conservation de la petite taille des parametres. Introdution
d’une nouvelle fonctionnelle d’énergie calcul de sa dérivée temporelle.

On arrive ici au bout de ce qu’il est possible de faire avec cette méthode sans ajouter de condition
supplémentaire sur les dérivées secondes de g et GG. En effet, jusqu’a présent les loi des parametres A et 5
sont modifiés en (13) par lintroduction des termes métriques par l’ajout des fonctions B; et Bs qui sont
données par

)\2
B = 5 Kg g+ O(P4 + |0¢|2 + 22 \oz|)

Ka.g = Ag(0) — (2 Koy +1) 03Gi:(0) — (2 K + 1) 82,Gp(0) — 4 K219%,G1(0) (20)
BQ = )\C()(Ck) + )\3 Cg + O(P4)

avec la notation {p,p} = {1,2} et ol Ko7 et Koy sont des constantes dépendant uniquement du Ground-
State (). Le probleme s’illustre simplement lorsque 1'on cherche a évaluer le ratio %. En effet utlisiant les
lois de (13) on obtient avec (20)

(£) -5 ) B

ceci implique donc apreés intégration en variable réajustée sur [s, s1] :

i(sl)—i(s):/sll (%)SdUSC/S 1)\(U)daz t 1 )\CZ)

Une petite étude perturbative issue du cas homogene ot A\(7) ~ |7| suggere que cette derniére intégrale
n’a aucune raison d’exister. On constate alors tres précisemment dans ce cas la sortie du régime instauré
dans la partie précédente, avec maintenant b > .

A partir de maintenant, on suppose donc K¢g 4 = 0 ou plus simplement VZg(0) = 0 et V2G(0) = 0, ce
qui permettra d’obtenir dans la derniére partie de 'existence les estimations plus précises (17) qu’on utlise
dés maintenant pour simplifier les calculs.

On décompose encore la solution © = w + % ou w représente la partie du profil Qp dans la déomposition
(10) et @ celle de l'exces de masse €. On considere alors la fonctionnelle d’énergie modifiée selon les données
du probleme :



1
I:§/G( YVi. Vudz+

2
il gdr + b AGV¢<

SVl X > Vau gdz

AN
= [ ke [Futw + @)~ Fyfw) = Fy(w). ] g(a)do

- /V(m) [Fy(w + @) — Fa(w) — Fy'(w). ] g(a)de

avec  Fy(u) = i W, Fo(u) = % uf?

qui représente & O(]|€||L2) pres les variations homogénéisées des lois de conservation :

B() ~ B(w) + 15 (m(w) ~ m(w)) + 5 (Mo, () ~ My, a(w) =T + O] z2)

avec m(u) = % /|u|2g(9:)d:1:, My a( Im/AGng( ).Vuug(x)dz

¢ fonction C*°a support compact telle que Vo(y) =y, si|y| <1, et |V¢| bornée, si |y| > 1

Quelques efforts de calculs permettent alors d’aboutir & une premiere estimation sur la dérivée temporelle
de cette fonctionnelle :

dZl
dt ~ /\4
Cette estimation associée a l'intégration temporelle rétrograde des lois de conservations et de I’estimation
de leurs déviations déja estimées en (18) permet d’obtenir un résultat de stabilité qui pourra étre implémenté
dans dans 'ultime procédé pour la preuve de I'existence : & supposer qu’il existe t; < 0 assez proche de 0
tel que

/\u|2gda:+o(x’>+ lal2) (22)

lullzz,, = (L+2%(t) £) Q22| < X (1), (23)
. a3
IVa)Izs + =g S A%, (24)
E E < til < )3 b(tl) 2
S+ S| sae). e+ G s v, |55 - &l s 2w (25)
alors il existe un temps ¢y < t; dépendant seulement de Cy = ;lzf_y%; tel que pour tout ¢ € [to, t1],
RPN LG >||L2 < , <t1>||L2 6
b 1
Z(t) — < \2
HORFREIN0 (27)
t 3
A® + 2| s 2 (28)
Co
a 8
S sao, S0 s (29)



Quatrieme étape : Existence d’une solution explosive de masse critique comme limite d’une suite par
un argument de concentration compacité.

On commence par fixer une phase 7y € R et un niveau d’énergie Fy + é Cg > 0. On prouve alors qu’il
existe une solution u. € C([t,0), H*/?) explosive en T = 0, de masse critique Huc||L§ .. = Q|| 2, d’énergie
E(u.) = Eyg admettant une décomposition géométrique du type (10) pour laquelle 'exces de masse associé
vérifie les conditions d’orthogonalité (11) et les parametres correspondant satisfont aux estimations suivantes

[Telle SN Maclm SN2 el gare S N2,
t 3 be I 9
>\c + CO - O(/\c)7 )\c CO - O()‘c)a (30)

02
e + 18| S Az, Ye = —70 + 79 + O(Ae)

Avec ces estimations, on vient ni plus ni moins de mesurer ’écart que prend le régime par rapport au
cas plat et homogene a mesure que 1’on approche du temps d’explosion.

La preuve est séquentielle et en deux temps. D’abord on construit u. comme limite forte H' d’une
suite aux propriétés satisfaisantes. Ensuite on affine la régularité de cette limite par des estimations H?3/2
qui nécessiteront pour la premiere fois de s’intéresser aux propriétés spatiales asymptotiques du flot de
lopérateur Ay + V. Pour cela on sera amené a utiliser des outils d’étude du semi-groupe associé ett(Bg+V),
en particulier les inégalités de Strichartz, l'effet régularisant de Schrédinger, pour lesquels il faudra encore
ajouter des hypotheses sur les termes métriques. Essentiellement que la métrique sous jacente est non
captante, ou autrement dit qu’aucune géodésique périodique n’est engendrée par cette métrique.

On se donne donc une suite croissante de temps ¢, — 0 et wu, la solution de (1) associée & la condition
initiale donnée au temps t,, par

1 .
b, 7) = +— @p, ey (- ) €770 (31)
A'H/ ) ) A"L
o 'ensemble des parametres au temps t,, Py (t,) = (bn(tn), An(tn), Br(tn), an(tn)) est défini par :
t t Cc?
bn(tn) = _07”2’ n(tn) = _Oi7 an(tn) = ﬁn(tn) =0, ’Yn(tn) =% — =2, (32)
0 0 tn
de sorte que 'exces de masse associé €, et son équivalent en coordonnées non-réajustées (t,z) vérifie

Un(tn) = 0.
De plus le calcul de la masse du profil Qp, implique le caractere quasi-critique de la masse de u,, :

funtn)ly, = (140 X2(0)) [ @2+ O(th) (33)

A ce stade, la solution wu,, satisfait donc les hypotheses du résultat précédent au temps ”t; = t,”, ce
qui permet de lui appliquer une intégration temporelle rétrograde et prouve l'existence d’'un temps tg < t,
indépendant de n tel que la décomposition géométrique de la solution u, est valable sur [tg,t,] :

B 1 1 T — an(t) () L~
unts2) = p s 5y 9P (t,w)e ® 44, (34)

avec la borne uniforme sur ’exceés de masse
[ ()]172
A% ()

et les estimations associées & (27)-(29) sur les parametres.
Ceci étant fait, on prouve que (uy,(tg)) est compacte dans H' afin d’en déduire une limite forte dans cet
espace de Hilbert. Pour ce faire, on localise u,,(tp) en la multipliant par une fonction C*® & support compact

Vi ()17 + SAS(), tE ot (35)



X

du type xr(z) = x(E) ot x(x) = 0 pour |z| <1 et 1 pour [z| > 2. On prouve alors les estimées pour tout
R>0

1 1
[ lunP £ 50 [ xalVunttol 5 3

ce qui permet ensuite de placer u, (o) dans un espace intermédiaire qui s’injecte de fagon compacte dans
H*!. Ceci prouve qu’il existe alors une limite forte dans H' pour la suite (u,(tp)), que I'on note u.(ty). On
considere alors la solution, encore notée u., de '’équation (1) avec condition initiale au temps ¢ = ¢y, donnée
par u.(tp). Par continuité du flot de Schrodinger pour A,4, pour tout temps ¢t € [tg,0), la suite (u,(t))
converge donc fortement dans H' vers u.(t).

En décomposant la solution u,. ainsi trouvée comme en (10) avec un sensemble de parametre associé P,
par continuité de la décomposition, on obtient également P, (t) — P.(t) pour tout ¢ € [tg,0). Par passage &
la limite dans (33), on retrouve que la solution u. est de masse critique : [luc|z2 = ||Q||r2. Par passage
a la limite dans les estimations des parametres de P,, issues de 'application du résultat d’intégration de la
partie précédente, on obtient les résultats de (30). Enfin, par passage a la limite dans la conservation de
I’énergie, on retrouve un niveau d’énergie Ey pour u..

Comme expliqué précédemment, les estimées de régularité H3/? s’obtiennent par I’écriture implicite de
la solution en utilisant la formule de Duhamel, puis par une application des inégalités de Strichartz et de
l'effet régularisant du flot qui permettent de gérer les différents termes.

Cinquiéme étape : Complément d’étude des propriétés des parameétres. Premiers pas vers I'unicité.

Depuis le début de I’étude, on a utilisé une décomposition géométrique (10) d’une solution u avec diverses
hypotheses sur les parametres associées, sur les valeurs des fonctions caractérisant le probleme au point
d’explosion (k(0) = 1, g(0) = 1, G(0) = Id) et sur le niveau d’énergie acceptable d'une solution (Ey+ 3 Cg >
0).

On justifie maintenant ces hypotheses en étudiant quelles sont les conséquences d’une telle décomposition
sur une solution. Certaines hypotheses deviennent des conditions nécessaires, on prouve que la minoration
sur les niveaux d’énergie est optimale. On obtient également un résultat de dispersion de I'exces de masse
a l'explosion, une indication sur la vitesse de dispersion, ainsi qu’une estimation affinée des parameétres
géométriques.

Etude variationnelle de la décompoition géométrique et conditions nécessaire d’existence d’une
telle décomposition sur les parametres.

Dans un premier temps, on mene une étude variationnelle de la décomposition de la solution autour du
Ground-State . Ceci afin de justifier la validité du régime dynamique de P grace auquel la construction de
la solution exacte a été rendue possible. Cela permet également de justifier un certain nombre d’hypotheses
qui ont été faites, les rendant nécessaire dans un tel régime. A supposer que la solution u admet une
décomposition géométrique de la forme

1 x—a(t)\ ;
ta = 3 (ta 7) Z’Y(t),
uthn) =5 @I )
on obtient des conditions de contdle par A des parametres de décomposition
|Ga) = 1d|'? + |g() = 11V2 + [1 = k(@)|"? + [|e(®)l| r.r2) < CA®)
ainsi que la convergence du point de concentration et une minoration du parametre d’échelle A

alt) — o et k(a®)=1, gla®)=1, deplus A(t) < C(ug)|t|

On retrouve ainsi comme une condition nécessaire '’hypothese de condition initiale qui a été choisie pour
les termes métriques, a savoir qu’au point d’explosion que I'on a voulu en 0, on a g(0) = 1 et G(0) = Id. On
remarque par ailleurs que durant cette étude apparait également une condition sur le potentiel V' > V(0).

Ceci prouve également que la décomposition précédente va dans le bon sens puisque les parameétres asso-
ciés (A, ) sont dans un régime qui les fait tendre vers (0,0) lorsque ’on se rapproche du temps d’explosion.
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Pour des temps ¢ assez proches de 0, on peut donc décomposer u selon (10) avec les parametres de P(t) qui
sont alors dans le régime décrit lors de la Deuxiéme étape avec (14), (15), (16) et (18).

Enfin, une fois dans ce régime, l'estimation (16) issue de la sommation des conservations de masse et
d’énergie, fournit une condition nécessaire sur I'énergie, celle-la méme que 1’on avait imposée afin de controler
la taille de P par A, justifiant au passage son caractére optimal :

1
EO+§CE>O

Dans un second temps, afin de tirer meilleur profit des estimations sur ‘g avec la fonctionnelle d’énergie 7

définie par (21), on cherche & affiner le controle sur les termes issus du moment. Exprimée dans les variables
réajustées, cela débouche sur une estimation de type Viriel faisant intervenir une mesure de 1’énergie sur
I'exces de masse € : la fonction de coupure ¢ étant définie comme précédemment, on peut trouver des
constantes ¢, ¢ > 0, et une constante A > 0 choisie suffisamment grande de sorte que pour des temps ¢ assez
proches de O :

{_ (g) Hya”Lz +51 /Ag()\y+a)v¢(£).V6Egdy} (36)

c
§|M2L/WH% fdy+/kF@ +O(Alel3: + P +151)

Sachant que d’apres (16) le premier terme est borné puisque controlé par ¢ b4 le ”H L < C, une intégration
en temps ajusté fournit une estimation plus précise sur « et € et va s’avérer tres utlle

oo Iyl
—kﬁ+/W¥fﬂ+/M2@§1
| }

ou encore /t (V:;-l-() [”V ®)17- (== a)dw+”ﬁ()t\)2”2L2Ddt

(S
*P VAN

Dispersion de I’excées de masse.

On cherche ensuite & prouver un résultat de dispersion de l’exces de masse € dans H'. Autrement dit,
on veut montrer que @(t) — 0 dans H! : la solution que I'on a construite explose au temps 7' = 0, au point
o = 0 avec toute la masse contenue dans le profil Qp, et seulement cette masse. Tout supplément de masse
est comme spatialement éjecté vers 'infini et aura disparu a ’heure de I’explosion.

Ce résultat de convergence vers 0 du reste u s’obtient en deux temps, traitant séparemment les cas
du voisinage du point d’explosion et son complémentaire, des points situés loin de ce point. Afin de ne pas
alourdir le probléme d’hypothéses suplémentaire, on prendra ces régions de la forme {|z| > 3n} et {|z| < 3n}
ot 7 > 0 est une constante assez petite pour tirer profit des hypotheses g(0) = 1, G(0) = Id et assurer que
g et G sont assez proches de 1 et Id respectivement sur {|z| < 37}.

Pour le cas de la région "loin du point d’explosion’, on cherche d’abord & obtenir une estimation L? H Zi/f
de l'exces de masse u qui vérifie I’équation

PO+ (Ay + V)i = —R — k(z) |a* @ (38)

ou la fonction R contient I’équation du profil ainsi que les termes linéaires et quadratiques dans le
développement autour du profil de la non-linéarité. Afin de se concentrer sur I"apport principal que constitue
ce terme R dans I’équation de @, on considere I'unique solution ¢ de I’équation

$0:C+ (Ag + V)¢ = —k(z) |a]*a, {(0)=0

de w = DY?(i—¢) ot D = (1 — A)Y/2 qui fournira
voulue sur 4, puisque l'effet régularisant du flot de Schrédinger linéaire associé

On cherche alors a obtenir une estimation L H! Ioc

alors 'estimation L?H lo/c
aux inégalités de Strichartz assurent un contrdle suffisant sur (.
Pour estimer w, on procede ici aussi a une régularisation de @ par une bonne fonction radiale de coupure

dont on contrdle la dérivée seconde x” = 1 sur la couronne 21 < |z| < 4, nulle au voisinage de 0 et
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rapidemment décroissante hors de cette couronne. Ceci afin que le calcul de la variation du moment ainsi
localisé de w, soit é 7 Im f Vx .V 1w gdz, méne & un contréle H' de @ grace & un passage en coordonnées
polaires

0
~ 112 1/2 pp2
/t ||VwHL2(2n§r§4n) dt < C+ |z D2R|72 < 400
0

la derniere borne s’obtenant au prix de quelques efforts de calcul pseudo-différentiel.

On implémente alors cette méthode pour obtenir une borne uniforme dans H! en procédant encore par
régularisation de @ avec cette fois une simple fonction de coupure ¢ = 0 sur || < 2net ) =1 sur |z| > 3 7.
L’application des inégalités de Strichartz couplées a l'effet régularisant a la fonction w = 1 u permet alors
de conclure ||w||pe(ty,0);51 — 0 quand to — 0, ce qui assure la dipersion loin de I'origine.

Afin de propager la dispersion a la région autour du point d’explosion, on commence par obtenir un
résultat de dispersion en moyenne de @ qui lisse les éventuels effets trop violents

N (5 T do) dr =0 (39)

=0 [t] J, \r| S, THTED
Ce résultat est encore une fois basé sur une bonne localisation de @ avc une fonction de coupure, une
estimation du moment localisé associé qui permet des estimations H! controlés par des termes de reste du

type de la fonction R, et I'utilisation de I’estimation (37) sur la taille en moyenne des parametres « et € issue
du Viriel local basé lui aussi sur une minoration d’un moment localisé.

Enfin, un résultat du méme type de dispersion en moyenne, sur les quantités §, g basé sur le calcul des
lois de a, 8 et A associé & (39) donne

|a|2 161> el _
Hot|/ m/ ZES CELS ¥ )d")‘”_o
Blta)l | el

ATt T ) s . : le(tn)l | | | _
dont on déduit 'existence d’une suite de temps t,, — 0 pour laquelle ngrilw Ny Ty T L) = 0.

A partir de la, en réinjectant cette suite de temps dans P'estimation (16) issue des lois de conservations, on

obtient la convergence de )\((tt )) — &, lorsque n — +o0 avec Cp définie comme on 'avait annoncé en (17).

En reprenant la loi du Viriel local (36) et en l'intégrant entre t et t,,, puis en faisant tendre n vers +o0o, on
obtient avec une utilisation combinée de (16) et de la limite finie de % une amélioration des estimations sur
les parametres de P

b t
B+ lol+ el £ 2% |22 - L <ae A= L+ 0(?). pour tous to <t <0
)\(8) C() CO (40)

C?
De plus, il existe vy € R tel que ~(t) = —70 + 70 + O([t])

qui conclut & la fois la preuve de la dispersion, de l'estimation améliorée annoncée par (17), ainsi que la
caractérisation des parametres associés a la décomposition géométrique d’une solution. On acheve la aussi
la preuve de 'existence.

Sixiéme étape : Unicité.

On a maintenant construit une solution exacte u. de (1). On cherche & prouver que dans les conditions
du Théoreme énoncé au début de ce cas, c’est aussi la seule. Pour cela, on suppose qu’il en existe une autre
u, et on cherche a prouver que u = u.. On procede en trois étapes.

u converge vers u. dans H'.

On commence tout d’abord par prouver la proximité asymptotique des solutions u et u. dans H' et plus
précisemment ’estimation
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[[u = tellz2

i <CItf, quand t— 0 (41)

IV (e = o)l 2 +

Pour comparer ainsi u et u., il faut d’abord comparer les parameétres associées aux décompositions P et
P.. On utilise la de fagon déterminante les raffinements issus de (17) afin d’obtenir
A=A
2|

loe — ]

|t| +‘B_Bc|+|7_70|§0|t|4

b~ be| +

Estimation d’énergie pour u autour de u..

On décompose ensuite la solution u autour de u. selon

L = 1 x—ac(t)\ ;-
u=u.+u u(tx)= e(t, )e’%() 42
o ) = ey am A )
I1 faut alors faire bien attention : il ne s’agit plus ici d’une décomposition géométrique autour du Ground-
State comme on 'a fait depuis le début. On perd donc les conditions d’orthogonalités et les estimations qui
en découlaient pour controler e. On peut néanmoins utiliser les estimations (30) issues de la construction
explicite de u, ainsi que (41) pour déduire

[l
A

Afin de conclure, on va justement regarder ce que deviennent les produits scalaires intervenants dans les
conditions d’orthogonalités précédentes

+ i)l g < C N3 (43)

Scal(t) = <e1, Q)2 + (62 , AQ)2 + (el, IyIQQ)2 + (62, 9)2 + (61 ) yQ)2 + (62, VQ>2 (44)

en les comparant a l'estimateur d’énergie

t<7T<0 A2 ()

N(t) := sup (Hﬁ(T)HZl + Hﬁ(T)HLQ) (45)

En utilisant les estimations (30) et le méme type de développements qui avaient conduit au estimations
la dérivée temporelle de la fonctionnelle d’énergie (21), on obtient une premiére estimation

N(t) < C ( sup 20al(r) | /t " Seallr) dT) (46)

t<r<0 AZ(T) A7)

Controle sur les produits scalaires des conditions d’orthogonalité.

Gréce & un controle plus précis de @ sur le noyau de 'opérateur linéarisé (qui correspond aux conditions
orthognales) de la forme

Scal(t) < C[t|'/?|t]? N(t) (47)

on peut conclure a 'unicité. En effet, sachant que A, ~ |t| d’apres (30), réinjecter ce dernier résultat dans
I’estimation précédente (46) aboutit & N(t) < C'[t|'/? N(t) pour t assez proche de 0. Ceci permet d’affirmer
que N (t) = 0 pour t assez proche de 0, et donc par définition de N que u = u,.

Ce résultat s’obtient 1a encore par une réécriture précise des équations des différentes parties des décom-
positions en jeu, ainsi que d’estimations précises sur chaque produit scalaire, de la méme maniere que 'on
avait précédemment calculé les lois des parametres.
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Cas ou A, est vu comme un opérateur de Laplace-Beltrami sur une variété
riemannienne

On se place maintenant dans un contexte plus géométrique en supposant que 1’on travaille sur une variété rie-
mannienne (M, g). Le probléme (1) est toujours bien posé au moins localement comme on le voit par exemple
avec | I, [ ]. Dans le cas précédent, on a vu que les dérivées secondes des termes métriques g et
G ont été une vraie opposition a la méthode employée, notamment dans I'intégration temporelle rétrograde,
avec une perturbation qui a’avere non intégrable. Ces dérivées secondes sont liées a la courbure au point
d’explosion de la surface R? sur laquelle on consideére la métrique induite par les termes g et G, comme on
tente de I’expliquer en Appendice ?7. On souhaite donc appliquer la méthode décrite dans le cas précédent
avec cette fois une mise en avant du role de cette courbure. Pour cela on va utiliser une idée inspirée de
[ ], qui pour nous va consister & intégrer dans le profil @p les contributions de la métrique par une
modification de ansatz (9).

On commence par mener une discussion sur la meilleure description a choisir pour la métrique. Etant
donné que le phénomene d’explosion est local, et ne voit finalement pas tellement les contributions hors de
la région du point d’explosion, & part comme on 1’a vu dans le cas précédent lors des troisieme et quatriéme
parties dans lesquelles on a besoin d’informations sur le comportement du flot & I'infini afin d’utiliser les outils
techniques que sont les inégalités de Strichartz et d’effet régularisant pour obtenir de bonnes estimations,
on choisit de décrire la métrique seulement localement autour du point d’explosion. Etant donnée la variété
(M, g), on étudie donc le probleme (1) associé a l'opérateur de Laplace-Beltrami, qui s’écrit en coordonnées
locales

1 ..
= ——0;(\/|9l 9" (x) 8;), (gij) = écriture matricielle en coordonnées locales de g

A =
T Vdl@)

(g") = écriture matricielle de I'inverse de g, |g| = det(g;;)

Au point g € M en lequel on souhaite réaliser I’explosion comme précédemment, on considere autour de
x( une carte géodésique normale polaire. A noter que I'on cartographie ici aussi la région du point d’explosion
x¢ par un ouvert autour de 0 dans R? associé & une care normale. Il est intéressant de se placer dans une
carte normale dans la mesure ou cela rend automatique la nullité Vg(zg) = 0. Au moins localement, en
notant k(0) la courbure au point xg, on écrit la métrique sous la forme

K(x 2 —
g=1d— % ( :;EQx 3;12@) + 73 g3(r,0), (r,0) coordonnées polaires associées & = dans R?
—41 42 1

K, g3 des fonctions régulieres

(48)

A partir de 14, il conviendrait de considérer d’une part une écriture pour g valable dans cette zone autour
du point d’explosion, d’autre part une écriture loin de la région d’explosion, et de les recoller en utilisant par
exemple une fonction de coupure. Ceci dit, pour s’épargner des lourdeurs de notations on prend le parti de
mettre le point de vue local au centre du probléme en globalisant ’expression précédente de g. On suppose
donc qu’il existe une carte globale dans laquelle g est de cette forme. Ainsi pourra-t-on suivre le chemin de
la courbure k(0) dans la méthode. On retraduit alors les hypotheéses asymptotiques spatiales du flot de A,
nécessaires a 'application des inéglités de Strichartz et de l'effet régularisant par des hypotheses sur k et gs.
Grace aux hypotheses

(H1) ge C°NWhH> admet l'expression globale (48)
(H2) keC'nNWh>® 0<k <k(x)<1, k0)=1, VEk(0)=0,
V?k(0) + max (0, %) Id <0, ko= r(0)= coubure Gaussienne de M en 0,
(H3) Vec*nwh> vV >V(0)
(H4) co=Tr(gs3(0)) =0, V3k(0)=0, VV(0)=0
(H5): Toute hypotheése nécessaire pour appliquer Strichartz et I’Effet régularisant

On obtiendra finalement le résultat plus concis et plus élégant suivant : a supposer que les fonctions k, V
and g vérifient (H1) — (H3) et (H5), alors pour tout niveau d’énergie Ey tel que Ey + Cg > 0, ou

1

Cp = g/ [va(O) n %Id (y,y) Q dy + %/ [V(O) n %] Q2 dy
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il existe une solution a (1) de masse critique [u(t)||z2(4q) = ||Q||L>, d’énergie Ep, explosant au temps
T =0, au point zg avec toute sa masse

lu(t)]?> = Q|32 0x=z,, lorsque ¢t — 0, dans L?(dg)

De plus, on obtient une valeur nulle du moment a ’asymptote temporelle

limZm (/Vuu dggC) =0
t—0

Par ailleurs, I'hypothese (H4) assure l'unicité & déphasage pres de la solution précédente.

Ici, on favorise I’écriture en coordonnées polaires pour une autre raison : les calculs de la partie précédente
prouvent que le profil Qp = @ + Ty + O(P?) est radial en coordonnées ajustées, au moins jusqu’a l'ordre 2.
On va tacher ici d’en profiter.

De méme que précédemment, on considere d’un coté les variables spatio-temporelles de départ (¢, x), et
de lautre des variables ajustées au probleme (s,y) définies avec les parametres d’échelle et de translation
intervenants dans la décomposition géométrique comme en (10). A noter que ces parametres (A, «,7y) de-
vraient dépendre de la coordonnée x utilisée pour les définir, c’est a dire de la carte sur laquelle on travaille.
On voit bien ici qu’en supposant ’existence d’une carte globale dans laquelle exprimer la métrique, et ainsi
tous les calculs, on s’est également épargné un recollement sur les parametres pour obtenir une définition
globale sur toutes les cartes. Ainsi ayant défini globalement une variable 2 vu maintenant comme élément de
R2, on défini globalement des parameétres (), ) grace auxquels on définit encore les variables (s, y) telles que
y="5%et % = % On note encore (r, ) les coordonnées polaires associées a z, et (p,w) les coordonnées
polaires associées a y.

Afin d’incorporer les modifications métriques sur la solution, on considere maintenant ’ansatz suivant :

u(t,ac):('0)1/214(0[(1))1/21@(t,"ﬁ_()‘(t»eiv(t)7 ds _ 1 y:ac—a

® A(t) A(t) dt 2\’ A (49)
B(s,y) = v(s,y) e T
associé a la décomposition géométrique suivante pour u
AR T z—al)\ iy _
utn) = (2) " way x (@ <) (6 =557) €7 tmlle@ln =0 60)

ou ¢ est une fonction choisie de sorte que la transformation pécédente aplanisse a un ordre suffisant
l’action de 'opérateur A, sur le nouveau profil ). En choisissant

Ko Co Ko Co
pOn ) =pexp (=502 + G ) =0 (1= 0+ () + A0 (51)

Apres la définition des nouvelles lois régissant le systeme dynamique que doit vérifier P, et la construction
jusque l'ordre 4 du profil, on constate que l'action de A, sur Qp peut en effet se résumer a

AQp = (A+V,)Qp + O(X® + [a?) O(VZQp)
V, = % A% 4+ O(N®) potentiel résiduel

De méme que dans la Cinquieme étape précédente, on peut prouver des estimations sur les parametres
comme en (17) qui s’avérent plus précises que celles obtenues par les lois de conservations comme en (16).
Néanmoins, la correction métrique continue de perturber les parametres géométriques qui deviennent a
priori moins petits que précédemment. Avec le méme état d’esprit que celui du cas anterieur, on pousse le
raisonnement aussi loin que possible, avec aussi peu d’hypotheses que possible. On est donc amené a n’avoir
a dispositions que les estimées :

(52)

o + 8] + llellzr SN2, b~X, 0<pSA3

() lal(r) 12 53
avec ps = blal?, u(t):/o WdT (53)
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Cette restriction, se ressentira donc jusque dans la dispersion H' de I'excés de masse qui ne s’effectuera
plus assez vite pour assurer 'unicité. Il faudra alors inclure I'hypotheése (H4) afin de supprimer le frein
métrique et de retrouver des estimées du type (17) avec lesquels on pourra reproduire la méhode déja
employée au cas précédent, et ainsi récupérer 'unicité.

On reprend alors toute la méthode décrite lors du cas précédent. Les idées sont les mémes, mais les
calculs sont assez différents, parfois plus techniques, mais aussi d’expression plus élégante, notamment parce
que le profil @p mieux adapté au probleme est en quelque sorte plus proche du Ground-State associé.

Conclusion

Pour finir, les enseignements de cette méthode aboutissent a une meilleure compréhension de ce que peut
étre un phénomene d’explosion en présence de termes métriques. La courbure au point d’explosion semble
étre le bon parametre a regarder et a inclure dans le traitement des solutions. Les termes métriques semblent
agir comme un frein, un obstacle & la méthode de modulation des parametres de décomposition géométrique
d’une solution autour du Ground-State du probleme. Cependant avec des ajouts assez simples d’hypotheses
comme un simple décalage sur la borne de la Hessienne de la fonction d’homogénéité proportionnel a la
courbure au point d’explosion ont suffit a assurer l'existence d’une solution explosive de masse critique.
Pour obtenir I'unicité, il faut encore regarder la vitesse a laquelle évolue la courbure en ce point.

Il semble par ailleurs qu'une adaptation de ce travail a des dimensions supéreures soit possible au simple
prix de quelques soucis techniques principalement issus de la régularité de la non linéarité en dimension
supérieure.

Une modification métrique dans la résolution de Schrédinger non linéaire avec des fonctions explosives
dans un régime de type log-log parait également possible.
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