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❊t✉❞❡ t❤é♦r✐q✉❡ ❡t s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❞❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ♠♦❧é❝✉❧❛✐r❡ ❞✉ ❢r♦tt❡✲
♠❡♥t ❧✐q✉✐❞❡✴s♦❧✐❞❡ ❞❛♥s ❞❡s ♥❛♥♦♣♦r❡s à ❜❛s❡ ❞❡ ❣r❛♣❤✐t❡ ✿
rô❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ ❞❛♥s ❧❡ tr❛♥s♣♦rt r❛♣✐❞❡ ❞❡s ✢✉✐❞❡s à ❧✬✐♥tér✐❡✉r
❞❡s ♥❛♥♦t✉❜❡s ❞❡ ❝❛r❜♦♥❡

❈❡ ♠❛♥✉s❝r✐t ♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ t❤é♦r✐q✉❡ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ tr❛♥s♣♦rt ❡①❝❡♣✲
t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❞❡s ❧✐q✉✐❞❡s ❞❛♥s ❧❡s ♥❛♥♦t✉❜❡s ❞❡ ❝❛r❜♦♥❡ ✭❈◆❚ ♣♦✉r ❈❛r❜♦♥ ◆❛♥♦❚✉❜❡s✮✳
▲❛ ♣❡r♠é❛❜✐❧✐té ❞❡ ❝❡s ❝❛♥❛✉①✱ q✉✐ ♣♦ssè❞❡♥t ✉♥ ❞✐❛♠ètr❡ ❞❡ q✉❡❧q✉❡s ♥❛♥♦♠ètr❡s✱
❞é♣❛ss❡ ❧❛r❣❡♠❡♥t ❝❡ q✉✐ ❡st ♣ré✈✉ ♣❛r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✬❤②❞r♦❞②♥❛♠✐q✉❡ ❡t ❧❛ ❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥ ❧✐♠✐t❡ ❞❡ ♥♦♥✲❣❧✐ss❡♠❡♥t✳ ❆✉ ❝♦✉rs ❞❡s ❞❡r♥✐èr❡s ❛♥♥é❡s✱ ♣❧✉s✐❡✉rs ❣r♦✉♣❡s ♦♥t
❡✛❡❝t✉é ❞❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ❞✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❡❛✉ ❡t ❞✬❛✉tr❡s ❧✐q✉✐❞❡s ❞❛♥s ❞❡s ♠❡♠✲
❜r❛♥❡s ❞❡ ❈◆❚✳ ❈❡s ❣r♦✉♣❡s ♦♥t ♦❜s❡r✈é ✉♥❡ ♣❡r♠é❛❜✐❧✐té très s✉♣ér✐❡✉r❡ ✭❥✉sq✉✬à
q✉❛tr❡ ♦r❞r❡s ❞❡ ❣r❛♥❞❡✉r✮ à ❧✬❛tt❡♥t❡ ❝❧❛ss✐q✉❡✳ ❉✬❛✉tr❡s ❣r♦✉♣❡s ♦♥t ❝♦♥❞✉✐t ❞❡s
s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❞❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ♠♦❧é❝✉❧❛✐r❡ ✭▼❉ ♣♦✉r ▼♦❧❡❝✉❧❛r ❉②♥❛♠✐❝s✮ ❞❡ ❧✬❡❛✉ ❞❛♥s
❞❡s ❈◆❚✱ q✉✐ ♦♥t ❝♦♥✜r♠é ❡♥ ♣❛rt✐❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉①✳ ❈❡t é❝♦✉❧❡♠❡♥t
r❛♣✐❞❡ ❛ été ❛ttr✐❜✉é ❛✉① ♣❛rt✐❝✉❧❛r✐tés ❞❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡s ✢✉✐❞❡s ❞❛♥s ❧❡s ♥❛♥♦✲
s②stè♠❡s✳ ❉✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐q✉❡✱ q✉✐ ❡st ✉♥❡ t❤é♦r✐❡ ❝♦♥t✐♥✉❡✱
❛tt❡✐♥t s❡s ❧✐♠✐t❡s q✉❛♥❞ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s s②stè♠❡s ❝♦♥s✐❞érés ❡st ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ ❛✉ ❞✐✲
❛♠ètr❡ ♠♦❧é❝✉❧❛✐r❡ ✭❡♥ ❞❡ss♦✉s ❞✬✉♥ ♥❛♥♦♠ètr❡ ❡♥✈✐r♦♥ ♣♦✉r ❧✬❡❛✉✮✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱
❧♦rsq✉❡ ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❞✐♠✐♥✉❡✱ ❧❡s ❡✛❡ts ❞❡ s✉r❢❛❝❡ ❞❡✈✐❡♥♥❡♥t ✐♠♣♦rt❛♥ts✳
❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❛♣rès ✉♥❡ ✈✐♥❣t❛✐♥❡ ❞✬❛♥♥é❡s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧❛
♠✐❝r♦✴♥❛♥♦✲✢✉✐❞✐q✉❡✱ ✐❧ ❡st ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❛r❣❡♠❡♥t ❛❝❝❡♣té q✉✬✉♥❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐té ❞❡
✈✐t❡ss❡ ♣❡✉t ❛♣♣❛r❛îtr❡ à ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❡♥tr❡ ✉♥ ❧✐q✉✐❞❡ ❡t ✉♥ s♦❧✐❞❡✱ q✉❛♥t✐✜é❡ ♣❛r ❧❛
❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡s ❧♦♥❣✉❡✉rs ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r ❡①✲
♣❧✐q✉❡r ❧❡s ❞é❜✐ts ♠❡s✉rés ❞❛♥s ❧❡s ❈◆❚ s♦♥t ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ❣r❛♥❞s q✉❡ ❝❡❧❧❡s q✉✐
♦♥t été ♣ré❞✐t❡s ❡t ♠❡s✉ré❡s ❛✉♣❛r❛✈❛♥t ♣♦✉r ❞✬❛✉tr❡s ✐♥t❡r❢❛❝❡s ❧✐ss❡s✳ ❈❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t
❡①❝❡♣t✐♦♥♥❡❧ ✕ éq✉✐✈❛❧❡♥t à ✉♥ ❢r♦tt❡♠❡♥t ❧✐q✉✐❞❡✴s♦❧✐❞❡ très ré❞✉✐t ✕ ♦✉✈r✐r❛✐t ❧❛ ✈♦✐❡
à ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣r♦♠❡tt❡✉s❡s✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✉♥❡ ❞és❛❧✐♥✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡❛✉ ♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡
♣❛r ♦s♠♦s❡ ✐♥✈❡rs❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❛✉ss✐ ❜✐❡♥ q✉❡ ❧✬❛♠♣❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ♣❡r♠é❛❜✐❧✐té
❛❝❝r✉❡ ❞❡s ❈◆❚ r❡st❛✐❡♥t ✐♥❝❡rt❛✐♥s ❧♦rsq✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é❜✉té ❝❡ tr❛✈❛✐❧✳

❉❛♥s ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠❡♥é ✉♥❡ ét✉❞❡ ❡①❤❛✉st✐✈❡ ❞✉ ❢r♦tt❡♠❡♥t ❧✐q✲
✉✐❞❡✴s♦❧✐❞❡ q✉✐ ❛♣♣❛r❛ît ♣❡♥❞❛♥t ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ✢✉✐❞❡ ❞❛♥s ✉♥ ❈◆❚✱ à ❧✬❛✐❞❡
❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❞❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ♠♦❧é❝✉❧❛✐r❡✳ ❯♥❡ ❛tt❡♥t✐♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❛ été ♣♦rté❡
à ❧✬❡❛✉✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é s♦♥ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♣♦✉r ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❡♥✈✐s❛❣é❡s✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s
❞✬❛✉tr❡s ❧✐q✉✐❞❡s ♦♥t été ❝♦♥s✐❞érés ✭❞é❝❛♥❡✱ ét❤❛♥♦❧✱ ♦❝t❛♠ét❤②❧❝②❝❧♦tétr❛s✐❧♦①❛♥❡✮✱
❡t ❧❡s ♣♦✐♥ts ❢♦rts ♣rés❡♥tés ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ s♦♥t ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ✈r❛✐s ♣♦✉r t♦✉s ❝❡s
❧✐q✉✐❞❡s✳ ❆✜♥ ❞❡ ❞✐st✐♥❣✉❡r ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞✉ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥t ❡t ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡✱ ♣❧✉s✐❡✉rs
s②stè♠❡s ❛✈❡❝ ❞❡s ❣é♦♠étr✐❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♦♥t été s✐♠✉❧és ✿ ❞❡s ❈◆❚ ❞❡ r❛②♦♥s ✈❛r✐és✱
r❡♠♣❧✐s ♦✉ ❡♥t♦✉rés ♣❛r ❞❡ ❧✬❡❛✉✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡ ❧✬❡❛✉ ❝♦♥✜♥é❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ♣❧❛♥s ❞❡
❣r❛♣❤è♥❡ ♣❛r❛❧❧è❧❡s sé♣❛rés ❞✬✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❉❛♥s ❝❡s s②stè♠❡s✱ ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t
❞❡ ❢r♦tt❡♠❡♥t λ = −F/Avslip ❛ été ♠❡s✉ré ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ♣❧✉s✐❡✉rs ♠ét❤♦❞❡s ✐♥❞é♣❡♥✲
❞❛♥t❡s✳ ❈❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t λ ❝♦♥trô❧❡ ❧❛ ❢♦r❝❡ ✭♣❛r ✉♥✐té ❞❡ s✉r❢❛❝❡✮ F/A s✉❜✐❡ ♣❛r ✉♥
✢✉✐❞❡ q✉✐ ❣❧✐ss❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ✈✐t❡ss❡ vs❧✐♣ s✉r ✉♥❡ ♣❛r♦✐✳ ▲❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✬❡❛✉ ❡♥tr❡
❞❡✉① ♣❧❛♥s ❞❡ ❣r❛♣❤è♥❡ ♦♥t ♠♦♥tré q✉❡ ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ❢r♦tt❡♠❡♥t ét❛✐t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t
❞✉ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥t t❛♥t q✉❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐ r❡st❛✐t s✉♣ér✐❡✉r à ✸✲✹ ❢♦✐s ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✬✉♥❡ ♠♦❧é❝✉❧❡✳

■



P❛r ❝♦♥tr❡✱ ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ ❞✉ ♠✉r ❛ ✉♥❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡ s✉r ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ❢r♦t✲
t❡♠❡♥t✳ ❈❡❧✉✐✲❝✐ ❞✐♠✐♥✉❡ ❛✈❡❝ ❧❡ r❛②♦♥ ❧♦rsq✉❡ ❧✬❡❛✉ ❡st à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞✉ t✉❜❡✱ ❡t ✐❧
❛✉❣♠❡♥t❡ ❧♦rsq✉❡ ❧✬❡❛✉ ❡st à ❧✬❡①tér✐❡✉r ❞✉ t✉❜❡ ✭❝♦✉r❜✉r❡ ♥é❣❛t✐✈❡✮✳ P♦✉r ❞❡s r❛②♦♥s
s✉♣ér✐❡✉rs à 10 ♥♠ ❡♥✈✐r♦♥✱ ♦♥ r❡tr♦✉✈❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ λ ✭t❛♥t à ❧✬✐♥tér✐❡✉r q✉✬à
❧✬❡①tér✐❡✉r✮ q✉❡ ♣♦✉r ❧✬❡❛✉ s✉r ❧❡ ❣r❛♣❤è♥❡✳

❊♥s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ét❛❜❧✐ ✉♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡ ❞✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ❢r♦t✲
t❡♠❡♥t q✉✐ ❧❡ r❡❧✐❡ ❛✈❡❝ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ♠✐❝r♦s❝♦♣✐q✉❡s ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡ ❧✐q✉✐❞❡
❡t ❧❛ ♣❛r♦✐✳ ❈❡tt❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ r❡♣r♦❞✉✐t ❧❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ❢r♦tt❡♠❡♥t
❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡✱ ❡t ❡❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❧✬❡①♣❧✐q✉❡r à ♣❛rt✐r ❞❡s tr♦✐s ♣❛r❛♠ètr❡s st❛t✐q✉❡s
s✉✐✈❛♥ts ✿ t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❧✬❡❛✉✱ ♣✉✐s ❧❛ r✉❣♦s✐té ❞❡ ❧❛ ♣❛r♦✐
✭❝❛r❛❝tér✐sé❡ ♣❛r ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞✉ ♣♦t❡♥t✐❡❧ s✉❜✐t ♣❛r ❧✬❡❛✉ ❛✉ ❝♦♥t❛❝t ❞❡ ❧❛ ♣❛r♦✐✮✱ ❡t
✜♥❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ❝♦♠♠❡♥s✉r❛❜✐❧✐té ❡♥tr❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛r♦✐ ❡t ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❧❛
♣r❡♠✐èr❡ ❝♦✉❝❤❡ ❞✬❡❛✉ à ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡ ❢❛✐❜❧❡ ❢r♦tt❡♠❡♥t ❡♥tr❡ ❧✬❡❛✉ ❡t
❧❡ ❣r❛♣❤è♥❡ ❡st ❞û à ❧❛ r✉❣♦s✐té ❡①trê♠❡♠❡♥t ❢❛✐❜❧❡ ❞✉ ♣♦t❡♥t✐❡❧✳ ❉❛♥s ❧❡s ❈◆❚✱
❧❡s tr♦✐s ♣❛r❛♠ètr❡s ♠❡♥t✐♦♥♥és ❝✐✲❞❡ss✉s ✈❛r✐❡♥t ❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡✱ ❝❡ q✉✐ ♠♦❞✐✜❡
❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ❢r♦tt❡♠❡♥t✳ ■❧ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ♥♦t❡r q✉❡ ❧❡ s❡♥s ❡t ❧✬❛♠♣❧❡✉r ❞✉
❝❤❛♥❣❡♠❡♥t s♦♥t très s♣é❝✐✜q✉❡s ❛✉① str✉❝t✉r❡s ♠♦❧é❝✉❧❛✐r❡s ❞✉ ♥❛♥♦t✉❜❡ ❞❡ ❝❛r✲
❜♦♥❡ ❡t ❞❡ ❞❡ ❧✬❡❛✉ à ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♦❜s❡r✈é ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t
✉♥❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝❤✐r❛❧✐té ❞✉ t✉❜❡ s✉r ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ❢r♦tt❡♠❡♥t✱ ❝♦❤ér❡♥t❡ ❛✈❡❝
❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♣r♦♣♦sé✳

❊♥ rés✉♠é✱ ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❞❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ♠♦❧é❝✉❧❛✐r❡ ❡t ❞✬✉♥❡
♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ t❤é♦r✐q✉❡ ❛ ♠❡♥é à ✉♥❡ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❞ét❛✐❧❧é❡ ❞✉ ❢r♦tt❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❡❛✉
❞❛♥s ❧❡s ♥❛♥♦t✉❜❡s ❞❡ ❝❛r❜♦♥❡✳ ◆♦tr❡ ét✉❞❡ ❝♦♥✜r♠❡ ❧❡ tr❛♥s♣♦rt r❛♣✐❞❡ ❞❡s ❧✐q✉✐❞❡s
❞❛♥s ❝❡s t✉❜❡s ❡t ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ❞✉ ❢r♦tt❡♠❡♥t q✉✐ ❡①♣❧✐q✉❡
q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡♠❡♥t ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞❡ s❛ ✈❛❧❡✉r ❡①trê♠❡♠❡♥t ❜❛ss❡✳

♠♦ts ❝❧és✿ ♥❛♥♦✢✉✐❞✐q✉❡✱ ❣❧✐ss❡♠❡♥t✱ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ❢r♦tt❡♠❡♥t ❧✐q✉✐❞❡✴s♦❧✐❞❡✱ ♥❛♥✲
♦t✉❜❡ ❞❡ ❝❛r❜♦♥❡✱ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❞❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ♠♦❧é❝✉❧❛✐r❡
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▼♦❧❡❦✉❧❛r❞②♥❛♠✐❦✲❙t✉❞✐❡ ③✉r ✢üss✐❣✴❢❡st ●r❡♥③✢ä❝❤❡♥r❡✐❜✉♥❣✿
❑rü♠♠✉♥❣s❛❜❤ä♥❣✐❣❡r ❯rs♣r✉♥❣ s❝❤♥❡❧❧❡♥ ❋❧üss✐❣❦❡✐tstr❛♥s♣♦rts ✐♥
❑♦❤❧❡♥st♦✛♥❛♥♦rö❤r❝❤❡♥

❉✐❡s❡ ❆r❜❡✐t ❣✐❜t ❡✐♥❡ t❤❡♦r❡t✐s❝❤❡ ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❞❡r s♣❡③✐❡❧❧❡♥ ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ❞❡s
❋❧üss✐❣❦❡✐tstr❛♥s♣♦rts ✐♥ ❑♦❤❧❡♥st♦✛♥❛♥♦rö❤r❝❤❡♥ ✭❈◆❚ ✲ ❝❛r❜♦♥ ♥❛♥♦t✉❜❡✮✳ ❉✐❡s❡
♠✐❦r♦s❦♦♣✐s❝❤❡♥ ❑❛♥ä❧❡✱ ❞✐❡ ❡✐♥❡♥ ❉✉r❝❤♠❡ss❡r ✈♦♥ ✇❡♥✐❣❡♥ ◆❛♥♦♠❡t❡r♥ ❤❛❜❡♥✱
s✐♥❞ ✇❡s❡♥t❧✐❝❤ ❞✉r❝❤❧äss✐❣❡r ❢ür ❋❧✉✐❞❡✱ ❛❧s ♠❛♥ ❡s ✐♠ ❘❛❤♠❡♥ ❞❡r ❦❧❛ss✐s❝❤❡♥ ❤②❞r♦✲
❞②♥❛♠✐s❝❤❡♥ ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ✉♥❞ ✉♥t❡r ❆♥♥❛❤♠❡ ❞❡r ♥♦✲s❧✐♣ ❘❛♥❞❜❡❞✐♥❣✉♥❣ ❡r✇❛rt❡♥
✇ür❞❡✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧❡ ▼❡ss✉♥❣❡♥ ❞❡r P❡r♠❡❛❜✐❧✐tät ✈♦♥ ▼❡♠❜r❛♥❡♥ ❛✉s ❈◆❚✱ ❞✐❡
✈♦♥ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥ ❋♦rs❝❤❡r❣r✉♣♣❡♥ ✐♥♥❡r❤❛❧❜ ❞❡r ❧❡t③t❡♥ ❏❛❤r❡ ❞✉r❝❤❣❡❢ü❤rt ✇✉r❞❡♥✱
❡r❣❛❜❡♥ ❢ür ♠❡❤r❡r❡ ❋❧üss✐❣❦❡✐t❡♥ ✕ ✐♥s❜❡s♦♥❞❡r❡ ❛✉❝❤ ❢ür ❲❛ss❡r ✕ ❡✐♥❡♥ ❉✉r❝❤✢✉ss✱
❞❡r ❜✐s ③✉ ✈✐❡r ●röÿ❡♥♦r❞♥✉♥❣❡♥ ü❜❡r ❞❡♥ ❊r✇❛rt✉♥❣❡♥ ❧❛❣✳ ■♠ ❣❧❡✐❝❤❡♥ ❩❡✐tr❛✉♠
❢ü❤rt❡♥ ❛♥❞❡r❡ ●r✉♣♣❡♥ ▼♦❧❡❦✉❧❛r❞②♥❛♠✐❦ ✭▼❉✮ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥❡♥ ✈♦♥ ❲❛ss❡r ✐♥ ❈◆❚
❞✉r❝❤✱ ✐♥ ❞❡♥❡♥ ❞✐❡ ❡r❤ö❤t❡ ❉✉r❝❤❧äss✐❣❦❡✐t ❞❡r ❈◆❚ ❜❡stät✐❣t ✉♥❞ ❛✉❢ ❞✐❡ ❇❡s♦♥❞❡r✲
❤❡✐t❡♥ ❞❡r ❋❧✉✐❞❞②♥❛♠✐❦ ❛✉❢ ◆❛♥♦♠❡t❡r✲▲ä♥❣❡♥s❦❛❧❡♥ ③✉rü❝❦❣❡❢ü❤rt ✇✉r❞❡♥✿ ❩✉♠
❡✐♥❡♥ stöÿt ❞✐❡ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐s❝❤❡ ❑♦♥t✐♥✉✉♠s❜❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❜❡✐ ❙②st❡♠❣röÿ❡♥✱ ❞✐❡ ♠✐t
❡✐♥❡♠ ▼♦❧❡❦ü❧❞✉r❝❤♠❡ss❡r ✈❡r❣❧❡✐❝❤❜❛r s✐♥❞ ✭❢ür ❲❛ss❡r ✉♥t❡r ❡✐♥❡♠ ◆❛♥♦♠❡t❡r✮✱
❛✉❢ ❞✐❡ ●r❡♥③❡ ✐❤r❡r ●ü❧t✐❣❦❡✐t✳ ❩✉♠ ❛♥❞❡r❡♥ ✇❡r❞❡♥ ♠✐t s❝❤✇✐♥❞❡♥❞❡♠ ❱♦❧✉♠❡♥
❖❜❡r✢ä❝❤❡♥❡✛❡❦t❡ ❞♦♠✐♥❛♥t✳ ❚❛tsä❝❤❧✐❝❤ ❤❛t ❞✐❡ ✐♥t❡♥s✐✈❡ ❋♦rs❝❤✉♥❣ ✐♠ ❇❡r❡✐❝❤ ❞❡r
▼✐❦r♦✲ ✉♥❞ ◆❛♥♦✢✉✐❞✐❦ ✐♥ ❞❡♥ ❧❡t③t❡♥ ③✇❡✐ ❏❛❤r③❡❤♥t❡♥ ❡r❣❡❜❡♥✱ ❞❛ss ✐♥ ♠❛♥❝❤❡♥
❙②st❡♠❡♥ ❛♥ ❞❡r ●r❡♥③✢ä❝❤❡ ③✇✐s❝❤❡♥ ❋❧üss✐❣❦❡✐t ✉♥❞ ❲❛♥❞ ❡✐♥❡ ❉✐s❦♦♥t✐♥✉✐tät
❞❡r ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ❛✉❢tr✐tt✳ ❉✐❡s❡r ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐tss♣r✉♥❣ ✇✐r❞ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❙❧✐♣✲
▲ä♥❣❡ ❝❤❛r❛❦t❡r✐s✐❡rt✳ ❯♠ ❞✐❡ ❣❡♠❡ss❡♥❡♥ ❋❧✉ssr❛t❡♥ ③✉ ❡r❦❧är❡♥✱ ♠✉ss ♠❛♥ ❥❡❞♦❝❤
❢ür ❈◆❚ ✈♦♥ ❞❡✉t❧✐❝❤ ❣röÿ❡r❡♥ ❙❧✐♣✲▲ä♥❣❡♥ ❛✉s❣❡❤❡♥✱ ❛❧s ♠❛♥ ❡s ❛✉❢ ●r✉♥❞❧❛❣❡
❞❡s ❛❦t✉❡❧❧❡♥ ❱❡rstä♥❞♥✐ss❡s ❡r✇❛rt❡♥ ✇ür❞❡✳ ❉✐❡s❡r ❛✉ÿ❡r❣❡✇ö❤♥❧✐❝❤ ❣r♦ÿ❡ ❙❧✐♣ ✐st
❣❧❡✐❝❤❜❡❞❡✉t❡♥❞ ♠✐t ❡✐♥❡r ❡①tr❡♠ ❦❧❡✐♥❡♥ ❘❡✐❜✉♥❣ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡r ❋❧üss✐❣❦❡✐t ✉♥❞ ❞❡r
❲❛♥❞✳ ❊✐♥ s♦❧❝❤❡r r❡✐❜✉♥❣s❛r♠❡r ❚r❛♥s♣♦rt ✈♦♥ ❋❧üss✐❣❦❡✐t❡♥ ✐♥ ◆❛♥♦❦❛♥ä❧❡♥ ✇ür❞❡
✈✐❡❧✈❡rs♣r❡❝❤❡♥❞❡ ❆♥✇❡♥❞✉♥❣s♠ö❣❧✐❝❤❦❡✐t❡♥ ❜✐❡t❡♥✱ ✇✐❡ ③✉♠ ❇❡✐s♣✐❡❧ ❡✐♥❡ ❡✣③✐❡♥✲
t❡r❡ ❚r✐♥❦✇❛ss❡r❣❡✇✐♥♥✉♥❣ ❛✉s ❙❛❧③✇❛ss❡r ❞✉r❝❤ ❯♠❦❡❤r✲❖s♠♦s❡✳ ❆❧❧❡r❞✐♥❣s ✇❛r❡♥
❞✐❡ ❯rs❛❝❤❡ s♦✇✐❡ ❞❛s ❆✉s♠❛ÿ ❞❡r ❡r❤ö❤t❡♥ ❈◆❚✲P❡r♠❡❛❜✐❧✐tät ③✉ ❇❡❣✐♥♥ ❞✐❡s❡r
❙t✉❞✐❡ ✇❡✐t❡st❣❡❤❡♥❞ ✉♥❦❧❛r✳

❱♦r ❞✐❡s❡♠ ❍✐♥t❡r❣r✉♥❞ ✇✉r❞❡ ✐♥ ❞❡r ✈♦r❧✐❡❣❡♥❞❡♥ ❆r❜❡✐t ♠✐tt❡❧s ▼♦❧❡❦✉❧❛r❞②✲
♥❛♠✐❦ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥❡♥ ❞✐❡ ❘❡✐❜✉♥❣ ✉♥t❡rs✉❝❤t✱ ❞✐❡ ❜❡✐♠ ❧❛♠✐♥❛r❡♥ ❋❧✉ss ❡✐♥❡s ❋❧✉✐❞s
❞✉r❝❤ ❡✐♥ ❈◆❚ ❛♥ ❞❡r ✢üss✐❣✲❢❡st ●r❡♥③✢ä❝❤❡ ❛✉❢tr✐tt✳ ❩✐❡❧ ❞✐❡s❡r ❙t✉❞✐❡ ✇❛r ❡s✱
③✉♥ä❝❤st P❛r❛♠❡t❡r ③✉ ✐❞❡♥t✐✜③✐❡r❡♥✱ ❞✐❡ ❞✐❡s❡ ❘❡✐❜✉♥❣ ❜❡❡✐♥✢✉ss❡♥✱ ✉♥❞ ❞❛♥♥ ♠✐t✲
t❡❧s ❡✐♥❡r t❤❡♦r❡t✐s❝❤❡♥ ▼♦❞❡❧❧✐❡r✉♥❣ ③✉ ❡✐♥❡♠ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡♥ ❱❡rstä♥❞♥✐s ③✉ ❣❡❧❛♥✲
❣❡♥✳ ❆✉❢ ●r✉♥❞ s❡✐♥❡r ❜❡s♦♥❞❡r❡♥ ❇❡❞❡✉t✉♥❣ ❢ür ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡ ❆♥✇❡♥❞✉♥❣❡♥ ✈♦♥
❈◆❚✲▼❡♠❜r❛♥❡♥✱ ✇✉r❞❡ ❞❛s ❍❛✉♣t❛✉❣❡♥♠❡r❦ ③✉♥ä❝❤st ❛✉❢ ❲❛ss❡r ❣❡❧❡❣t✳ ❩✉sät✲
③❧✐❝❤ ✇✉r❞❡ ❥❡❞♦❝❤ ❛✉❝❤ ❞❛s ❋❧✐❡ÿ✲❱❡r❤❛❧t❡♥ ✈♦♥ ❉❡❝❛♥✱ ❊t❤❛♥♦❧ ✉♥❞ ❖❝t❛♠❡t❤②❧✲
❝②❝❧♦t❡tr❛s✐❧♦①❛♥ ✭❖▼❈❚❙✮ ✉♥t❡rs✉❝❤t✱ ✉♥❞ ❞✐❡ ❢♦❧❣❡♥❞❡♥ ❊r❧ä✉t❡r✉♥❣❡♥ ❢ür ❲❛ss❡r
❣❡❧t❡♥ ✐♠ ❲❡s❡♥t❧✐❝❤❡♥ ❛✉❝❤ ❢ür ❞✐❡ ❛♥❞❡r❡♥ ❋❧üss✐❣❦❡✐t❡♥✳ ❯♠ ❞❡♥ ❊✐♥✢✉ss ❞❡r
rä✉♠❧✐❝❤❡♥ ❇❡s❝❤rä♥❦✉♥❣ ✭❈♦♥✜♥❡♠❡♥t✮ ✉♥❞ ❞❡r ❲❛♥❞❦rü♠♠✉♥❣ ✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣ ✈♦♥✲
❡✐♥❛♥❞❡r ✉♥t❡rs✉❝❤❡♥ ③✉ ❦ö♥♥❡♥✱ ✇✉r❞❡♥ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡ ●❡♦♠❡tr✐❡♥ ❜❡tr❛❝❤t❡t✿ ❲❛ss❡r✲
❣❡❢ü❧❧t❡ ❈◆❚ ✉♥❞ ✈♦♥ ❲❛ss❡r ✉♠❣❡❜❡♥❡ ❈◆❚ s♦✇✐❡ ❲❛ss❡r ✐♥ ❡✐♥❡♠ ❙♣❛❧t ③✇✐s❝❤❡♥
③✇❡✐ ♣❛r❛❧❧❡❧❡♥ ●r❛♣❤❡♥✲P❧❛tt❡♥✳ ■♥ ❞✐❡s❡♥ ❙②st❡♠❡♥ ✇✉r❞❡ ♠✐t ♠❡❤r❡r❡♥ ▼❡t❤♦✲
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❞❡♥ ❞❡r ❘❡✐❜✉♥❣s❦♦❡✣③✐❡♥t λ = −F/Avslip ❣❡♠❡ss❡♥✱ ❞❡r ❛♥❣✐❜t ✇❡❧❝❤❡ ❘❡✐❜❦r❛❢t
✭♣r♦ ❋❧ä❝❤❡♥❡✐♥❤❡✐t✮ F/A ❛✉❢ ❡✐♥ ❋❧✉✐❞ ✇✐r❦t✱ ❞❛s ♠✐t ❡✐♥❡r ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t vs❧✐♣
ü❜❡r ❡✐♥❡ ❢❡st❡ ❲❛♥❞ ❣❧❡✐t❡t✳ ❉✐❡ ▼❡ss✉♥❣❡♥ ❡r❣❛❜❡♥✱ ❞❛ss ❞❡r ❘❡✐❜✉♥❣s❦♦❡✣③✐❡♥✲
t❡♥ ✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣ ✈♦♠ ❈♦♥✜♥❡♠❡♥t ✐st✱ s♦❧❛♥❣❡ ❞❡r ❑❛♥❛❧✲◗✉❡rs❝❤♥✐tt ♥✐❝❤t ✉♥t❡r
✇❡♥✐❣❡r ❛❧s ❡t✇❛ ✸✲✹ ▼♦❧❡❦ü❧❞✉r❝❤♠❡ss❡r ❢ä❧❧t✳ ❉✐❡ ❲❛♥❞❦rü♠♠✉♥❣ ❤❛t ❞❛❣❡❣❡♥
❡✐♥❡♥ ❡r❤❡❜❧✐❝❤❡♥ ❊✐♥✢✉ss ❛✉❢ ❞✐❡ ❘❡✐❜❦r❛❢t✿ ❉❡r ❘❡✐❜✉♥❣s❦♦❡✣③✐❡♥t ✐st ❢ür ❲❛ss❡r
❛♥ ❞❡r ❈◆❚✲■♥♥❡♥s❡✐t❡ ❢ür ❦❧❡✐♥❡r❡ ❈◆❚✲❘❛❞✐❡♥ ✭❣röÿ❡r❡ ❑rü♠♠✉♥❣✮ ❦❧❡✐♥❡r ✉♥❞
✉♠❣❡❦❡❤rt ❢ür ❲❛ss❡r ❛♥ ❞❡r ❈◆❚✲❆✉ÿ❡♥s❡✐t❡ ✭♥❡❣❛t✐✈❡ ❑rü♠♠✉♥❣✮ ❣röÿ❡r✳ ❋ür
❣r♦ÿ❡ ❈◆❚✲❘❛❞✐❡♥ ü❜❡r ❝❛✳ 10 ♥♠✱ ✜♥❞❡t ♠❛♥ ✐♥♥❡♥ ✉♥❞ ❛✉ÿ❡♥ ❞❡♥ ❣❧❡✐❝❤❡♥ ❲❡rt
❢ür ❞❡♥ ❘❡✐❜✉♥❣s❦♦❡✣③✐❡♥t❡♥ ✇✐❡ ❛♥ ❡✐♥❡r ❡❜❡♥❡♥ ●r❛♣❤❡♥✲❲❛♥❞✳

■♠ ✇❡✐t❡r❡♥ ❱❡r❧❛✉❢ ❞❡r ❆r❜❡✐t ✇✉r❞❡ ❛♥❛❧②t✐s❝❤ ❡✐♥ ♥ä❤❡r✉♥❣s✇❡✐s❡r ❆✉s❞r✉❝❦
❢ür ❞❡♥ ❘❡✐❜✉♥❣s❦♦❡✣③✐❡♥t❡♥ ❤❡r❣❡❧❡✐t❡t✱ ❞❡r ❞✐❡ ❘❡✐❜✉♥❣ ♠✐t ♠✐❦r♦s❦♦♣✐s❝❤❡♥ ❊✐❣❡♥✲
s❝❤❛❢t❡♥ ❞❡r ●r❡♥③s❝❤✐❝❤t ✈❡r❦♥ü♣❢t✳ ❉✐❡s❡r ❆✉s❞r✉❝❦ ❣✐❜t ❞✐❡ ❑rü♠♠✉♥❣s❛❜❤ä♥❣✲
✐❣❦❡✐t ❞❡s ❘❡✐❜✉♥❣s❦♦❡✣③✐❡♥t❡♥ q✉❛❧✐t❛t✐✈ ✇✐❡❞❡r ✉♥❞ ❡r♠ö❣❧✐❝❤t ❡s✱ s✐❡ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡
❱❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡r ❢♦❧❣❡♥❞❡♥ ❞r❡✐ st❛t✐s❝❤❡♥ ●röÿ❡♥ ③✉ ❡r❦❧är❡♥✿ ❊rst❡♥s ❞✐❡ ❖❜❡r✢ä❝❤❡♥✲
❞✐❝❤t❡ ❞❡s ❲❛ss❡rs✱ ③✇❡✐t❡♥s ❞✐❡ ❘❛✉✐❣❦❡✐t ❞❡r ❲❛♥❞✱ q✉❛♥t✐✜③✐❡rt ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❆♠✲
♣❧✐t✉❞❡ ❞❡s ❧❛t❡r❛❧❡♥ ❲❛ss❡r✲❲❛♥❞ P♦t❡♥t✐❛❧s✱ ✉♥❞ ❞r✐tt❡♥s ❞❛s ❱❡r❤ä❧t♥✐s ③✇✐s✲
❝❤❡♥ ❞❡r ❲❛♥❞✲ ✉♥❞ ❞❡r ❲❛ss❡rstr✉❦t✉r ❛♥ ❞❡r ●r❡♥③✢ä❝❤❡✳ ❉✐❡ ❣❡r✐♥❣❡ ❘❡✐❜✉♥❣
✈♦♥ ❲❛ss❡r ❛✉❢ ●r❛♣❤❡♥ ✐st ❞❡♠♥❛❝❤ ❛✉❢ ❞✐❡ ❣❧❛tt❡ ❇❡s❝❤❛✛❡♥❤❡✐t ❞❡r ●r❛♣❤❡♥✲
❖❜❡r✢ä❝❤❡ ③✉rü❝❦③✉❢ü❤r❡♥✳ ■♥ ❈◆❚ ä♥❞❡r♥ s✐❝❤ ❞✐❡ ❞r❡✐ ♦❜❡♥ ❣❡♥❛♥♥t❡♥ ●röÿ❡♥
❛✉❢ ●r✉♥❞ ❞❡r ❑rü♠♠✉♥❣✱ ✇♦❜❡✐ ❞✐❡ ♠♦❧❡❦✉❧❛r❡ ❙tr✉❦t✉r s♦✇♦❤❧ ❞❡s ❑♦❤❧❡♥st♦✛✲
♥❛♥♦rö❤r❝❤❡♥s ❛❧s ❛✉❝❤ ❞❡r ❲❛ss❡r✲●r❡♥③s❝❤✐❝❤t ❡✐♥❡ ❡♥ts❝❤❡✐❞❡♥❞❡ ❘♦❧❧❡ ❢ür ❞❛s
❆✉s♠❛ÿ ✉♥❞ ❞✐❡ ❘✐❝❤t✉♥❣ ❞❡r ❱❡rä♥❞❡r✉♥❣ s♣✐❡❧❡♥✿ ■♥ ❞❡♥ ▼❉ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥❡♥ ✇✉r❞❡
❡✐♥ ❯♥t❡rs❝❤✐❡❞ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥ ❘❡✐❜✉♥❣s❦♦❡✣③✐❡♥t❡♥ ❢ür ❈◆❚ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡r ❈❤✐r❛❧✐tät
✭✬❛r♠❝❤❛✐r✬ ✉♥❞ ✬③✐❣③❛❣✬✮ ♥❛❝❤❣❡✇✐❡s❡♥✱ ❞❡r ♠✐t ❞❡♠ ▼♦❞❡❧ ❦♦♥s✐st❡♥t ✐st✳

❆❧❧❡s ✐♥ ❛❧❧❡♠ ❢ü❤rt❡ ❞✐❡ ❑♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❛✉s ▼❉ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥❡♥ ✉♥❞ t❤❡♦r❡t✐s❝❤❡r
▼♦❞❡❧❧✐❡r✉♥❣ ③✉ ❡✐♥❡♠ ❞❡t❛✐❧❧✐❡rt❡♥ ❱❡rstä♥❞♥✐s ❞❡r ❲❛ss❡r✲❈◆❚ ❘❡✐❜✉♥❣✳ ❉✐❡s❡
❆r❜❡✐t ❜❡stät✐❣t ❞✐❡ ❊①✐st❡♥③ ❡✐♥❡s s❝❤♥❡❧❧❡♥✱ ♥❛❤❡③✉ r❡✐❜✉♥❣s❧♦s❡♥ ❋❧üss✐❣❦❡✐tstr❛♥s✲
♣♦rts ✐♥ ❑♦❤❧❡♥st♦✛♥❛♥♦rö❤r❝❤❡♥✳ ❉❡s✇❡✐t❡r❡♥ ❦♦♥♥t❡ ❞✐❡ ♠✐❦r♦s❦♦♣✐s❝❤❡ ❯rs❛❝❤❡
❞❡r ❣❡r✐♥❣❡♥ ❘❡✐❜✉♥❣ ❡r♠✐tt❡❧t ✉♥❞ q✉❛♥t✐t❛t✐✈ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥ ✇❡r❞❡♥✳

❙❝❤❧üss❡❧✇ört❡r✿ ◆❛♥♦✢✉✐❞✐❦✱ ❙❧✐♣✱ ❑♦❤❧❡♥st♦✛♥❛♥♦rö❤r❝❤❡♥✱ ❘❡✐❜✉♥❣s❦♦❡✣③✐❡♥t
✢üss✐❣✴❢❡st✱ ▼♦❧❡❦✉❧❛r❞②♥❛♠✐❦s✐♠✉❧❛t✐♦♥

■❱





❆❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡♠❡♥ts

■ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ t❤❛♥❦ ♠② s✉♣❡r✈✐s♦rs ▲✳ ❇♦❝q✉❡t✱ ▲✳ ❏♦❧② ❛♥❞ ❑✳ ▼❡❝❦❡ ❢♦r ♦✛❡r✐♥❣
♠❡ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ ✇♦r❦ ♦♥ t❤✐s ♣r♦❥❡❝t ❛♥❞ ❢♦r t❤❡✐r ❡①t❡♥s✐✈❡ s✉♣♣♦rt ❞✉r✐♥❣ t❤✐s
✇♦r❦✳ ▼❛♥② t❤❛♥❦s ❢♦r t❤❡ t✐♠❡ ②♦✉ ✐♥✈❡st❡❞ ♦♥ s❝✐❡♥t✐✜❝ ❞✐s❝✉ss✐♦♥s✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♦♥
❛❞♠✐♥✐str❛t✐✈❡ t❛s❦s✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❡ ♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦✲s✉♣❡r✈✐s✐♦♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t✱
❛♥❞ ❛❧s♦ ❢♦r t❤❡ ✜♥❛♥❝✐❛❧ s✉♣♣♦rt t❤❛t ❢❛❝✐❧✐t❛t❡❞ ♥♦t ♦♥❧② t❤✐s ❝♦✲s✉♣❡r✈✐s✐♦♥ ❜✉t
❛❧s♦ ♠② ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥ ❛t s❡✈❡r❛❧ s❝❤♦♦❧s ❛♥❞ ❝♦♥❢❡r❡♥❝❡s✳

❋✉rt❤❡r✱ ■ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ t❤❛♥❦ ❋✳ ❙❡❞❧♠❡✐❡r ❢♦r ❝❛rr②✐♥❣ ♦✉t t❤❡ ●❘❖▼❆❈❙ s✐♠✲
✉❧❛t✐♦♥s✱ ❇✳ ▼❛♥t✐s✐ ❢♦r ♣r♦✈✐❞✐♥❣ t❤❡ s✐❧✐❝❛ ❣❧❛ss ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ■❚
s❡r✈✐❝❡ ❣r♦✉♣❡ ♦❢ t❤❡ ▲P▼❈◆✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❘✳ ▼❛s❝❛rt✱ ❢♦r ■❚✲s✉♣♣♦rt✳

❙✐♥❝❡r❡ t❤❛♥❦s ❛r❡ ❛❧s♦ ❣✐✈❡♥ t♦ ❲✳ ▼✐❝❦❡❧✱ ❙✳ ❑❛♣❢❡r✱ ❇✳ ●❡r❛✉❞✱ ❍✳ ▲❛st❛❦♦✇s❦✐✱
■✳ ❚❤❡✉r❦❛✉✛ ❛♥❞ t♦ ❛❧❧ ♦t❤❡r ♣❡♦♣❧❡ ✐♥ ❜♦t❤ ❣r♦✉♣s t❤❛t ❞✐r❡❝t❧② ♦r ✐♥❞✐r❡❝t❧② ❝♦♥✲
tr✐❜✉t❡❞ t♦ t❤✐s ✇♦r❦ ❜② ❤❡❧♣❢✉❧ ❞✐s❝✉ss✐♦♥s ♦r ❜② ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛ ♣❧❡❛s❛♥t ❛♥❞ ✇❡❧❝♦♠✐♥❣
❛t♠♦s♣❤❡r❡✳

▲❛st ❜✉t ♥♦t ❧❡❛st✱ ■ t❤❛♥❦ ♠② ❢❛♠✐❧❧② ❢♦r t❤❡✐r ❝♦♥t✐♥✉♦✉s s✉♣♣♦rt✳
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■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

◆❛♥♦✢✉✐❞✐❝s ❞❡❛❧s ✇✐t❤ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ✢✉✐❞s ✐♥ s②st❡♠s ✇✐t❤ ♥❛♥♦♠❡tr✐❝ s✐③❡s ❬✾✵✱ ✽❪✳
❆t s✉❝❤ s❝❛❧❡s ✢✉✐❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♠❛② ❜❡ ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ str♦♥❣❧② ❞❡♣❛rt ❢r♦♠ ✇❤❛t t❤❡
❢r❛♠❡✇♦r❦s ♦❢ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✕❡✳❣✳ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝s ✕ ✇♦✉❧❞ ♣r❡❞✐❝t✱ t❤❡r❡❢♦r❡
❛❧❧♦✇✐♥❣ t♦ ❜②♣❛ss t❤❡✐r ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♦♣❡♥ ❛ ❜r♦❛❞ r❛♥❣❡ ♦❢ ♥♦✈❡❧ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s✳ ■♥
t❤✐s ❝♦♥t❡①t r❡❝❡♥t ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✇♦r❦s ❤❛✈❡ ♣✉t ❢♦r✇❛r❞ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ❡①❝❡♣t✐♦♥❛❧
♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❝❛r❜♦♥ ♥❛♥♦t✉❜❡ ♠❡♠❜r❛♥❡s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ✇❛t❡r tr❛♥s♣♦rt ❬✸✽✱ ✻✼✱ ✶✶✵❪✳
❚❤❡s❡ ♠❡♠❜r❛♥❡s✱ ♠❛❞❡ ♦❢ ❛ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❤♦❧❧♦✇ ❛❧✐❣♥❡❞ ❝❛r❜♦♥ ♥❛♥✲
♦t✉❜❡s ✭❈◆❚✮ ❬✹✸❪ ✇✐t❤ ❞✐❛♠❡t❡rs ❛s ❧❡ss ❛s ✷ ♥♠✱ ✇❡r❡ ❝❧❛✐♠❡❞ t♦ ❡①❤✐❜✐t ✇❛t❡r ✢♦✇
✉♣ t♦ ❢♦✉r ♦r❞❡rs ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❢❛st❡r t❤❛♥ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳
❚❤✐s ❢✉rt❤❡r♠♦r❡ ❡❝❤♦❡s t❤❡ r❡♣♦rt❡❞ ✬s♦❢t ❞②♥❛♠✐❝s✬ ♦❢ ✇❛t❡r ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② ✐♥❡❧❛st✐❝
♥❡✉tr♦♥ s❝❛tt❡r✐♥❣ ✐♥ s✐♥❣❧❡ ✇❛❧❧ ❈◆❚ ✇✐t❤ ✶✳✹ ♥♠ ❞✐❛♠❡t❡r ❬✺✸❪✳ ❚❤❡ r❡♣♦rt❡❞ ❢❛st
✇❛t❡r tr❛♥s♣♦rt ❤❛s r❛✐s❡❞ ❣r❡❛t ❤♦♣❡s t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ♠❡♠❜r❛♥❡s ✇✐t❤ ❜♦t❤ ❤✐❣❤ s❡❧❡❝✲
t✐✈✐t② ❛♥❞ ❤✐❣❤ ✢✉① ✕ r❡❛❝❤✐♥❣ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣♦r❡s s✉❝❤ ❛s ❛q✉❛♣♦r✐♥s
❬✾✶❪ ✕✱ ✇✐t❤ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❢♦r ✉❧tr❛✲✜❧tr❛t✐♦♥ ♦r ❡♥❡r❣② ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❬✼✷✱ ✽✷✱ ✼✻❪✳

❍♦✇❡✈❡r ✉♣ t♦ ♥♦✇ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts r❡♠❛✐♥ ✉♥❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❛♥❞ t❤❡✐r ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ✐s
❝♦♥tr♦✈❡rs✐❛❧ ✇✐t❤✐♥ st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ❬✾✽❪✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✇❤✐❧❡ ❧♦✇ ❢r✐❝t✐♦♥
♦❢ ✇❛t❡r ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ❛t ❤②❞r♦♣❤♦❜✐❝ s✉r❢❛❝❡s
❬✼✱ ✽❪✱ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s r❡❛❝❤❡❞ ❜② t❤❡ ❈◆❚ ♠❡♠❜r❛♥❡s ❛r❡ ♦r❞❡rs ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡

❛❜♦✈❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ♠❡❛s✉r❡❞ ✉♣ t♦ ♥♦✇ ❢♦r ✬✉s✉❛❧✬ ✭❝❤❡♠✐❝❛❧❧② ♠♦❞✐✜❡❞✮ ✐♥t❡r❢❛❝❡s✳
❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ q✉❛♥t✐✜❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ s❧✐♣ ❧❡♥❣t❤ b ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ ❧✐q✉✐❞✲
s♦❧✐❞ ❢r✐❝t✐♦♥✿ ✇❤✐❧❡ b ✐s ♦♥ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ t❡♥s ♦❢ ♥❛♥♦♠❡t❡rs ❢♦r ✇❛t❡r ♦♥ ❤②❞r♦♣❤♦❜✐❝
s✉r❢❛❝❡s ❬✽❪✱ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s❧✐♣ ❧❡♥❣t❤ ❢♦r t❤❡ ❈◆❚ ♠❡♠❜r❛♥❡s ✇♦✉❧❞ r❡❛❝❤
♠✐❝r♦♥s ❬✸✽❪✱ ✐✳❡✳ ❢❛r ❛❜♦✈❡ ✉s✉❛❧ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s ❢♦r s❧✐♣♣❛❣❡ ♦❢ ✇❛t❡r ♦♥ ❤②❞r♦♣❤♦❜✐❝
s✉r❢❛❝❡s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❢r♦♠ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ s✐❞❡✱ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✇♦r❦s ❤❛✈❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②
❡①♣❧♦r❡❞ ✢✉✐❞ ✢♦✇s ✐♥ ❈◆❚ ✉s✐♥❣ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❞②♥❛♠✐❝s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❬✶✱ ✷✾✱ ✸✹✱ ✹✶✱ ✹✽✱
✽✾✱ ✾✽✱ ✾✾❪✳ ❍♦✇❡✈❡r ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ t❤❡ s❧✐♣ ❧❡♥❣t❤s ❢♦r ✇❛t❡r✱ ❡①tr❛❝t❡❞
❢r♦♠ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡s✱ r❡♠❛✐♥ r❛t❤❡r s❝❛tt❡r❡❞✱ ❛♥❞ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♠♦❞❡❧
✉s❡❞ ❢♦r ✇❛t❡r✱ s♦ t❤❛t ♥♦ s②st❡♠❛t✐❝ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ♦r ❝❧❡❛r✲❝✉t ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❝♦✉❧❞
❜❡ ❞r❛✇♥ t♦ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ❬✾✽❪✳ ❆s ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥✱
♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ❛❧s♦ ✐♥✈♦❦❡ t❤❡ ❜r❡❛❦❞♦✇♥ ♦❢ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝s ❛t s✉❝❤ s❝❛❧❡s
❛s t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ♦❢ ❧♦✇ ❢r✐❝t✐♦♥✱ ❛s ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ ❢♦r s✐♥❣❧❡✲✜❧❡ ✇❛t❡r tr❛♥s♣♦rt ✐♥ ❈◆❚
❬✺✱ ✹✶✱ ✾✾❪✳ ❍♦✇❡✈❡r t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ❢♦r ❈◆❚ ♠❡♠❜r❛♥❡s ✐♥ r❡❢❡r❡♥❝❡s
❬✸✽✱ ✻✼✱ ✶✶✵❪✱ ✇❡r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r t✉❜❡s ✇✐t❤ ❞✐❛♠❡t❡rs ❛❜♦✈❡ ♦♥❡ ♥❛♥♦♠❡t❡r✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤
❞❡✈✐❛t✐♦♥s t♦ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝s ❛r❡ ❛ ♣r✐♦r✐ ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❜❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❬✽✱ ✾✾❪✳
❚❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❛t t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ♦❢ t❤❡ r❡♣♦rt❡❞ ❢❛st ✢♦✇s t❤✉s r❡♠❛✐♥s ❢✉❧❧②
♦♣❡♥ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ s❧✐♣♣❛❣❡✱ ❧❡❛✈✐♥❣ ✉♥❝❡rt❛✐♥ t❤❡
♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛t st❛❦❡✳

❖✉r ❛✐♠ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ t♦ ❛ss❡ss ♦♥ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❣r♦✉♥❞s t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢
❈◆❚ ♠❡♠❜r❛♥❡s ❢♦r ✇❛t❡r tr❛♥s♣♦rt ❛♥❞ t♦ ❣✐✈❡ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r t❤❡ s♣❡❝✐✜❝
✇❛t❡r tr❛♥s♣♦rt ✐♥ ❈◆❚ t❤❛t ❡✐t❤❡r ❛❧❧♦✇s t♦ ❝♦♥✈✐♥❝✐♥❣❧② r❡❢✉t❡ ♦r t♦ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡
♣r❡✈✐♦✉s❧② r❡♣♦rt❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts✳

❚♦ t❤✐s ❡♥❞✱ ✇❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❛ s②st❡♠❛t✐❝ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧✐q✉✐❞✴s♦❧✐❞ ❢r✐❝t✐♦♥
♦❢ ✇❛t❡r ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♦t❤❡r ❧✐q✉✐❞s ✐♥ ✈❛r✐♦✉s ♥❛♥♦♠❡tr✐❝ ❣r❛♣❤✐t✐❝ s②st❡♠s✱ ✉s✐♥❣ ❜♦t❤

✶



♠♦❧❡❝✉❧❛r ❞②♥❛♠✐❝s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s✳ ❆❧t♦❣❡t❤❡r✱ ♦✉r r❡s✉❧ts ❞♦
✐♥❞❡❡❞ ❝♦♥✜r♠ t❤❛t ❈◆❚ ❛❝t ❛s ❢❛st ✇❛t❡r tr❛♥s♣♦rt❡rs✱ ♣♦✐♥t✐♥❣ t♦ ❛♥ ✉♥❢♦r❡s❡❡♥
♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❛t t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ♦❢ t❤❡ ✉❧tr❛ ❧♦✇ ✇❛t❡r✲❝❛r❜♦♥ ❢r✐❝t✐♦♥✳

❚❤❡ ♠❛♥✉s❝r✐♣t ❛t ❤❛♥❞ ❣✐✈❡s ❛ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦✱ st❛rt✐♥❣ ✐♥ ♣❛rt
■ ✇✐t❤ ❛ s❤♦rt ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ♥❛♥♦✢✉✐❞✐❝s✱ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛ r❡❝❛♣✐t✉❧❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ✇♦r❦ ♦♥ ✇❛t❡r ✢♦✇ t❤r♦✉❣❤ ❈◆❚ t❤❛t ❤❛s ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ s♦ ❢❛r ❜② ♦t❤❡rs✳
P❛rt ■■ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❞②♥❛♠✐❝ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s t❤❛t ✇❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ t♦ ❝❤❡❝❦ ✉♣
♦♥ t❤❡ ❤✐❣❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✢♦✇ r❛t❡s✳ ❚❤❡r❡❛❢t❡r✱ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ❧❡❛❞✐♥❣ t♦
❛♥ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✇❛t❡r✴❣r❛♣❤✐t❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ♦♥ ❛ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❧❡✈❡❧✱ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥
♣❛rt ■■■✳ ❚❤❡ ❧❛st s❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♣❛rt ✐s ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② ▼❉ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s
t❤❛t ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤✐s ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✐♥ ♣❛rt ■❱
t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♦✉r r❡s✉❧ts ✐s ❜r♦❛❞❡♥❡❞ ❜② st✉❞②✐♥❣ ♦t❤❡r ❧✐q✉✐❞s t❤❛♥
✇❛t❡r✳

✷



❈♦♥t❡♥ts

■ ❋r❛♠❡✇♦r❦ ✭❧✐t❡r❛t✉r❡✮ ✾

✶ ❋❧✉✐❞ ✢♦✇ ❛t t❤❡ ♥❛♥♦s❝❛❧❡ ✶✶
✶✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ ✬♥❛♥♦✢✉✐❞✐❝s✬ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶
✶✳✷ ❈♦♥✜♥❡♠❡♥t ❡✛❡❝ts ❛♥❞ ❜r❡❛❦❞♦✇♥ ♦❢ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝ t❤❡♦r② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷
✶✳✸ ▲✐q✉✐❞✴s♦❧✐❞ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛t t❤❡ ♠✐❝r♦✲ ❛♥❞ ♥❛♥♦s❝❛❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸

✷ ❋❧✉✐❞ ✢♦✇ ✐♥ ❝❛r❜♦♥ ♥❛♥♦t✉❜❡ ♠❡♠❜r❛♥❡s ✶✽
✷✳✶ ▼♦❧❡❝✉❧❛r ❞②♥❛♠✐❝s s✐♠✉❧❛t✐♦♥ st✉❞✐❡s ♦❢ ✢✉✐❞ ❞②♥❛♠✐❝s ✐♥ ❝❛r❜♦♥

♥❛♥♦t✉❜❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾
✷✳✷ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ ❝❛r❜♦♥ ♥❛♥♦♣♦r❡ ♠❡♠❜r❛♥❡ ♣❡r♠❡❛❜✐❧✐t② ✷✹
✷✳✸ ❉✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ ♦♣❡♥ q✉❡st✐♦♥s ❛♥❞ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛✐♠ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✲

s❡♥t❡❞ st✉❞② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✾

■■ ▼♦❧❡❝✉❧❛r ❞②♥❛♠✐❝s s✐♠✉❧❛t✐♦♥ st✉❞② ♦❢ ✇❛t❡r ✐♥ ❝♦♥✜♥❡❞
❣r❛♣❤✐t✐❝ s②st❡♠s ✸✶

✸ ▼❉ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ✇❛t❡r✴❣r❛♣❤✐t❡ s②st❡♠s ✸✸
✸✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ t♦ ✉s❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❞②♥❛♠✐❝s s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✳ ✸✸
✸✳✷ ❊♠♣✐r✐❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧s t♦ ♠♦❞❡❧ ✇❛t❡r ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✺
✸✳✸ ❈♦♥✜♥❡❞ ✇❛t❡r ✐♥ ❣r❛♣❤✐t✐❝ s②st❡♠s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✼
✸✳✹ ❙✉♠♠❛r②✿ ■♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧s ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥ t❤❡ st✉❞② ❛t ❤❛♥❞ ✳ ✳ ✳ ✸✼

✹ ❊q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❛♥❞ ✢♦✇ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ ✇❛t❡r✴❣r❛♣❤✐t❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ✸✾
✹✳✶ ▼❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✲ ❛ ♥❡✇ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡

❧✐q✉✐❞✴s♦❧✐❞ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✾
✹✳✷ ●❡♦♠❡tr② ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ s②st❡♠s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✵
✹✳✸ ❊q✉✐❧✐❜r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✭t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ ♣r❡ss✉r❡ ❝♦♥tr♦❧✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✷
✹✳✹ ❋❧♦✇ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✸
✹✳✺ ❊q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✺
✹✳✻ ❉✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ r❡s✉❧ts✿ ❈✉r✈❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ❢r✐❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✻
✹✳✼ ❚❡st✐♥❣ t❤❡ r♦❜✉st♥❡ss ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ♦✉t❝♦♠❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✼

✺ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦ ❧✐t❡r❛t✉r❡✿ ▲✐♥❦✐♥❣ ❢r✐❝t✐♦♥✱ s❧✐♣✱ s❤❡❛r ✈✐s❝♦s✐t② ❛♥❞
❞✐✛✉s✐♦♥ ✺✵
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P❛rt ■

❋r❛♠❡✇♦r❦ ✭❧✐t❡r❛t✉r❡✮

■♥ t❤✐s ✜rst ♣❛rt✱ ✇❡ ❧❛② t❤❡ ❣r♦✉♥❞✇♦r❦ ❢♦r t❤❡ ❧❛t❡r ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ ♦✉r
✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ ❧✐q✉✐❞ ✢♦✇ t❤r♦✉❣❤ ❣r❛♣❤✐t✐❝ ♥❛♥♦♣♦r❡s✱ ❛♥❞ ❛t t❤❡ s❛♠❡
t✐♠❡✱ s❡t ♦✉r st✉❞✐❡s ✐♥t♦ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❛❝t✐✈❡ r❡s❡❛r❝❤✳
❚♦ ❜❡❣✐♥ ✇✐t❤✱ ❛ s❤♦rt ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ ♥❛♥♦✢✉✐❞✐❝s ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✶✳
❲❡ ❤✐❣❤❧✐❣❤t s♦♠❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ ✢✉✐❞ ✢♦✇ ❛t t❤❡ ♥❛♥♦s❝❛❧❡✱ ✇❤✐❝❤
♦♣❡♥ ♣r♦♠✐s✐♥❣ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ❢♦r ✈❛r✐♦✉s ♥❛♥♦t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
❛♥❞ t❤✉s ❣✐✈❡ ❛♥ ✐❞❡❛ ✇❤② ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❡✛♦rt ✐s ❝✉rr❡♥t❧② t❛❦❡♥ ✐♥ t❤❡
r❡s❡❛r❝❤ ❝♦♠♠✉♥✐t② t♦ ♣r♦❣r❡ss ✐♥ t❤✐s ✜❡❧❞✳ ❆s ♣❛rt ♦❢ t❤✐s ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✱
✇❡ ♣✉t ❛ ❧❛r❣❡ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❧✐q✉✐❞✴s♦❧✐❞ s❧✐♣✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛♥ ✐♠✲
♣♦rt❛♥t ❢❛❝t♦r ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ s♠❛❧❧✲s❝❛❧❡ ✢✉✐❞ ❞②♥❛♠✐❝s✳ ❚❤❡ q✉❡st✐♦♥ ✇❤✐❝❤
✢✉✐❞ ♦r s♦❧✐❞ s✉r❢❛❝❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ s❧✐♣ ✐s st✐❧❧ ✉♥✲
❞❡r ❞❡❜❛t❡✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ s♦♠❡ ❦❡② ♣♦✐♥ts ❛❜♦✉t s❧✐♣♣❛❣❡ t❤❛t ❛r❡ ♥♦✇
♠♦st❧② ❛❣r❡❡❞ ✉♣♦♥✱ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ■♥ s❤♦rt✱ ❢♦r ❧✐q✉✐❞ ✢♦✇ ♦✈❡r ✢❛t
❛♥❞ ❛t♦♠✐❝❛❧❧② s♠♦♦t❤ s✉r❢❛❝❡s✱ s❧✐♣ ✇❛s ❢♦✉♥❞ t♦ ❜❡ ❞✐r❡❝t❧② r❡❧❛t❡❞ t♦
t❤❡ ✇❡tt✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s✿ ❲❡tt✐♥❣ s②st❡♠s ❛r❡ t❤♦✉❣❤t t♦ ❜❡ ❛❝❝✉r❛t❡❧②
❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ ♥♦✲s❧✐♣ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ✇❤✐❧❡ ❢♦r ✈❡r② ♥♦♥✲✇❡tt✐♥❣
s✐t✉❛t✐♦♥s✱ t❤❡ s❧✐♣ ❧❡♥❣t❤ ❝❛♥ ❛tt❛✐♥ t❡♥t❤ ♦❢ ♥❛♥♦♠❡t❡rs✳ ❚❤✐s ✈✐❡✇ ✐s
s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❜② t❤❡♦r❡t✐❝❛❧
❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♥♦t ❛❧❧ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s ♦❢ ❧✐q✉✐❞✴s♦❧✐❞ s❧✐♣ ❛r❡ ✐♥
❛❝❝♦r❞❛♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❡s❡ ✜♥❞✐♥❣s✳ ❊s♣❡❝✐❛❧❧② t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❝❛r❜♦♥ ♥❛♥♦t✉❜❡s
❤❛s ❛ttr❛❝t❡❞ ❧♦ts ♦❢ ❛tt❡♥t✐♦♥✿ ❆❧t❤♦✉❣❤ ✇❛t❡r ✐♥ ❈◆❚ ✇❛s ❢♦✉♥❞ t♦
❢♦r♠ ❛ ❧♦✇ ❝♦♥t❛❝t ❛♥❣❧❡ ❬✷✽❪✱ ♥✉♠❡r♦✉s st✉❞✐❡s ♦❢ ✇❛t❡r ✢♦✇ t❤r♦✉❣❤
❈◆❚ s✉❣❣❡st ♠✉❝❤ ❧❛r❣❡r s❧✐♣ ❧❡♥❣t❤ t❤❛♥ t❤❡② ✇❡r❡ ❢♦✉♥❞ ❢♦r ♦t❤❡r ✕
❡✈❡♥ ❢♦r ❤✐❣❤❧② ♥♦♥✲✇❡tt✐♥❣ ✕ ♠❛t❡r✐❛❧s✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥s ❢♦r t❤✐s ❧❛r❣❡ s❧✐♣✲
♣❛❣❡ ❛r❡ s♦ ❢❛r ♦❜s❝✉r❡✳ ❚❤✐s ❧❛❝❦ ♦❢ ❝❧❛r✐t② ♠♦t✐✈❛t❡s ✉s t♦ ✉♥❞❡rt❛❦❡
❛ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ ✇❛t❡r ✢♦✇ t❤r♦✉❣❤ ❈◆❚❀ ❛ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤
✐s ❢✉rt❤❡r ❜❛❝❦❡❞ ✉♣ ❜② t❤❡ ♥❡✇ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ ✈✐❡✇✳ ❚❤❡
s❡❝♦♥❞ s❡❝t✐♦♥ ✐s t❤✉s ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦st✲♥♦t✐❝❡❞
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ st✉❞✐❡s ♦❢ ❧✐q✉✐❞ ✢♦✇ t❤r♦✉❣❤ ❈◆❚✱ ✇❤♦s❡
r❡s✉❧ts ♣r❡s❡♥t t❤❡ st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t ❢♦r ♦✉r ✇♦r❦✳

✾



P❛rt ■

❈♦♥t❡♥ts

✶ ❋❧✉✐❞ ✢♦✇ ❛t t❤❡ ♥❛♥♦s❝❛❧❡ ✶✶

✶✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ ✬♥❛♥♦✢✉✐❞✐❝s✬ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶

✶✳✷ ❈♦♥✜♥❡♠❡♥t ❡✛❡❝ts ❛♥❞ ❜r❡❛❦❞♦✇♥ ♦❢ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝ t❤❡♦r② ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷

✶✳✸ ▲✐q✉✐❞✴s♦❧✐❞ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛t t❤❡ ♠✐❝r♦✲ ❛♥❞ ♥❛♥♦s❝❛❧❡ ✳ ✳ ✳ ✶✸

✶✳✸✳✶ ◆❛✈✐❡r s❧✐♣ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛♥❞ ✐ts ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ♦♥
✢✉✐❞ ✢♦✇ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸

✶✳✸✳✷ ❈✉rr❡♥t ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛❜♦✉t s❧✐♣♣❛❣❡ ✲ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ♣✐❝t✉r❡s
❛♥❞ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs t♦ ❡①♣❧❛✐♥ ❧✐q✉✐❞✴s♦❧✐❞ s❧✐♣ ✳ ✳ ✶✸

✶✳✸✳✸ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❢♦r ✐♥tr✐♥s✐❝ s❧✐♣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺

✷ ❋❧✉✐❞ ✢♦✇ ✐♥ ❝❛r❜♦♥ ♥❛♥♦t✉❜❡ ♠❡♠❜r❛♥❡s ✶✽

✷✳✶ ▼♦❧❡❝✉❧❛r ❞②♥❛♠✐❝s s✐♠✉❧❛t✐♦♥ st✉❞✐❡s ♦❢ ✢✉✐❞ ❞②♥❛♠✐❝s ✐♥ ❝❛r❜♦♥
♥❛♥♦t✉❜❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾

✷✳✶✳✶ ❇r❡❛❦❞♦✇♥ ♦❢ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝ t❤❡♦r② ❛♥❞ ❢r✐❝t✐♦♥❧❡ss ✢♦✇ ♦❢
s✐♥❣❧❡ ✜❧❡ ✇❛t❡r ✐♥ s✉❜✲♥❛♥♦♠❡t❡r ❝❛r❜♦♥ ♥❛♥♦t✉❜❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾

✷✳✶✳✷ ❋✐rst ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥s ❢♦r ❢❛st ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ❧✐q✉✐❞ ✢♦✇ ✐♥ ❝❛r❜♦♥
♥❛♥♦t✉❜❡s✿ r❛♣✐❞ ❞❡❝❛♥❡ ✐♠❜✐❜✐t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵

✷✳✶✳✸ ❲❛t❡r ✢♦✇ ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥t✿ ❧♦✇ ❢r✐❝t✐♦♥ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ♣❧✉❣ ✢♦✇ ✳ ✷✶

✷✳✶✳✹ ❈✉r✈❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ✢♦✇ ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✷

✷✳✶✳✺ ❈♦♠♣❛r❛t✐✈❡ s✉♠♠❛r② ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❞②♥❛♠✐❝s s✐♠✉❧❛t✐♦♥
r❡s✉❧ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✸

✷✳✷ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ ❝❛r❜♦♥ ♥❛♥♦♣♦r❡ ♠❡♠❜r❛♥❡ ♣❡r✲
♠❡❛❜✐❧✐t② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✹

✷✳✷✳✶ ❖✉t♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ♣❡r♠❡❛❜✐❧✐t② ♦❢ 7 ♥♠✲❝❛r❜♦♥ ♥❛♥♦t✉❜❡ ♠❡♠✲
❜r❛♥❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✹

✷✳✷✳✷ ▲❛r❣❡ ✢♦✇ ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥t ❢♦r 2 ♥♠ ❝❛r❜♦♥ ♥❛♥♦t✉❜❡ ♠❡♠✲
❜r❛♥❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✻

✷✳✷✳✸ ■♠♣♦rt❛♥t ✢♦✇ ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥t ❢♦r 44 ♥♠ ❝❛r❜♦♥ ♥❛♥♦♣✐♣❡
❛rr❛② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✼

✷✳✷✳✹ ❙✉♠♠❛r② ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦✉t❝♦♠❡s ✳ ✳ ✳ ✷✽

✷✳✸ ❉✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ ♦♣❡♥ q✉❡st✐♦♥s ❛♥❞ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛✐♠ ♦❢ t❤❡
♣r❡s❡♥t❡❞ st✉❞② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✾

✶✵



✶ ❋❧✉✐❞ ✢♦✇ ❛t t❤❡ ♥❛♥♦s❝❛❧❡

✶ ❋❧✉✐❞ ✢♦✇ ❛t t❤❡ ♥❛♥♦s❝❛❧❡ ✲ ♠♦r❡ t❤❛♥ ❥✉st s♠❛❧❧❡r

✶✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ ✬♥❛♥♦✢✉✐❞✐❝s✬

❚❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ✬◆❛♥♦✢✉✐❞✐❝s✬ ❛s ✐ts ♦✇♥ r❡s❡❛r❝❤ ❛r❡❛ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ♦♥❧② ✐♥ t❤❡ ❧❛st
②❡❛rs✱ ❜② ❞♦✇♥s✐③✐♥❣ ❢✉rt❤❡r ❛♥❞ ❢✉rt❤❡r t❤❡ s❝❛❧❡s ❛t ✇❤✐❝❤ ✢✉✐❞ tr❛♥s♣♦rt ❝❛♥ ❜❡
st✉❞✐❡❞ ❬✽✱ ✷✵✱ ✾✵❪✳ ❆❞✈❛♥❝❡s ✐♥ t❤✐s ❡✈♦❧✈✐♥❣ ✜❡❧❞ ❛r❡ ❝❧♦s❡❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ ♣r♦❣r❡ss ✐♥
♥❛♥♦t❡❝❤♥♦❧♦❣② ✕ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ❛♥❞ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❞❡✈✐❝❡s t♦ ♦❜s❡r✈❡ ❛♥❞ ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡
♦❜❥❡❝ts ❛t t❤❡ ♥❛♥♦s❝❛❧❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐t ✐s ❛❧s♦ ❞✐r❡❝t❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♣♦✇❡r t❤❛t ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ s✐♥❝❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ st✉❞✐❡s ♦❢ ♠✉❧t✐✲♣❛rt✐❝❧❡ s②s✲
t❡♠s✱ ❡✳❣✳ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❞②♥❛♠✐❝s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ❤❛✈❡ ❡✈♦❧✈❡❞ ❛s ❛ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② ✇❛② t♦
st✉❞② s♠❛❧❧✲s❝❛❧❡ s②st❡♠s✳ ■♥ ❜♦t❤ ❛r❡❛s✱ r❡♠❛r❦❛❜❧❡ ♣r♦❣r❡ss ❤❛s ❜❡❡♥ ♠❛❞❡ ♦✈❡r
t❤❡ ❧❛st ❞❡❝❛❞❡s ❬✷✵❪✳

▼♦t✐✈❛t✐♦♥ t♦ str✐✈❡ ❢♦r ❡✈❡r s♠❛❧❧❡r r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s ♦❢ ✢✉✐❞ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ❛r✐s❡ ❢r♦♠
❞✐✛❡r❡♥t ✜❡❧❞s✿ ■t ✐♥❝❧✉❞❡s✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❜✐♦❝❤❡♠✐str②✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❛✐♠ t♦ ❞❡✈❡❧♦♣
❤✐❣❤❧② s❡♥s✐t✐✈❡ ❛♥❛❧②t✐❝ t❡❝❤♥✐q✉❡s t♦ ✐s♦❧❛t❡ ❛♥❞ st✉❞② ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♠❛❝r♦♠♦❧❡❝✉❧❡s
❬✾✻❪✱ ♦r ❜✐♦✲♠❡❞✐❝✐♥❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣②✱ str✐✈✐♥❣ ❢♦r ♣r❡❝✐s✐♦♥ ❞r✉❣ ❞❡❧✐✈❡r② ❬✾✺❪✳ ❈♦♥❝❡♣✲
t✉❛❧❧②✱ t❤❡s❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s r❡q✉✐r❡ ✜rst ♦❢ ❛❧❧ ❛ ❞♦✇♥✲s❝❛❧✐♥❣ ♦❢ ✢✉✐❞ ❞❡✈✐❝❡s ✭❝❤❛♥✲
♥❡❧s✱ ♣✉♠♣s✱ ✜❧t❡rs✱ ♠✐①❡rs✱ ❡t❝✳✮✳ ❋r♦♠ t❤✐s ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ ♥❛♥♦✢✉✐❞✐❝s ✐s ❥✉st ❛
❧♦❣✐❝❛❧ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ♠✐❝r♦✢✉✐❞✐❝s✱ ♣✉s❤✐♥❣ ❞♦✇♥ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ s②s✲
t❡♠s✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝s ❢r❛♠❡✇♦r❦✱
❤♦✇❡✈❡r✱ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ♠✐♥✐❛t✉r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ✢✉✐❞ ❞❡✈✐❝❡s ❝♦♠❡ ❣r❡❛t ♣r♦❜❧❡♠s ❝♦♥✲
❝❡r♥✐♥❣ ❡✣❝✐❡♥❝②✿ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ s✐♠♣❧❡ ❧✐q✉✐❞ t❤❛t ✐s ♣✉s❤❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❛ ❝②❧✐♥❞r✐✲
❝❛❧ ♣✐♣❡ ✇✐t❤ r❛❞✐✉s R ❜② ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡✱ ❡✳❣✳ ❛ ♣r❡ss✉r❡ ❣r❛❞✐❡♥t✳ ❋♦r ❧❛r❣❡
r❛❞✐✐✱ t❤❡ ✢♦✇ ❞②♥❛♠✐❝s ❛r❡ ❛❝❝✉r❛t❡❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s ❡q✉❛t✐♦♥ ❛♥❞
❛ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ ③❡r♦ ✈❡❧♦❝✐t② ❛t t❤❡ ✇❛❧❧✳ ❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s t❤❡ ♣❛r❛❜♦❧✐❝
P♦✐s❡✉✐❧❧❡ ✢♦✇ ♣r♦✜❧❡ v♥♦✲s❧✐♣(r) =

1
4η (R

2 − r2)(−∂zP )✱ ❛♥❞ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡tr✐❝ ✢♦✇ r❛t❡
✐s Q♥♦✲s❧✐♣ = π

8ηR
4(−∂zP )✳ ❈♦♠♣❛r✐♥❣ ♥♦✇✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t✇♦ ♠❡♠❜r❛♥❡s ✇✐t❤ ✐❞❡♥✲

t✐❝❛❧ ✢♦✇ ❛r❡❛✱ ❜✉t ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦r❡ s✐③❡s✱ ✇❡ ✜♥❞ t❤❛t t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ t❤❛t ✐s ♥❡❡❞❡❞ t♦
❛❝❤✐❡✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ✢♦✇ r❛t❡ ❞❡♣❡♥❞s q✉❛❞r❛t✐❝❛❧❧② ♦♥ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ ♣♦r❡
r❛❞✐✐✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ❢♦r ❛ 10 t✐♠❡s s♠❛❧❧❡r r❛❞✐✉s✱ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❤❛s t♦ ❜❡ 100 t✐♠❡s
❤✐❣❤❡r ✶✳

❚❤❡♥ ❛❣❛✐♥✱ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♦❢ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ♥❛♥♦♣♦r❡s str♦♥❣❧② ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ t❤❡s❡ t❤❡✲
♦r❡t✐❝❛❧ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s✿ ❚❤❡ tr❛♥s✲♠❡♠❜r❛♥❡ ♣r♦t❡✐♥ ❛q✉❛♣♦r✐♥❡✲✶✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❤✐❝❤
s❡r✈❡s ❛s ❛ ✇❛t❡r ✜❧t❡r✐♥❣ ❝❤❛♥♥❡❧ ✐♥ ♠❛♥② ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss❡s✱ ✐s ❛t ♦♥❝❡ ❤✐❣❤❧②
s❡❧❡❝t✐✈❡ ✐♥ ❜❧♦❝❦✐♥❣ ❛❧❧ t②♣❡s ♦❢ ✐♦♥s✱ ❛♥❞ st✐❧❧ ❡①tr❡♠❡❧② ♣❡r♠❡❛❜❧❡ ❢♦r ✇❛t❡r✳ ❈♦♥✲
❝r❡t❡❧②✱ t❤❡ ♣❡r♠❡❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛q✉❛♣♦r✐♥❡ ♣♦r❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❞✐❛♠❡t❡r ♦❢
∼ 0.4 ♥♠✱ ✇❛s ❢♦✉♥❞ t♦ ❜❡ t❤r❡❡ ♦r❞❡rs ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ♣❡r♠❡❛❜✐❧✐t② ♦❢
❛ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ❝❤❛♥♥❡❧ ♦❢ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t s✐③❡ ❛s ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s ❡q✉❛t✐♦♥s
❬✼✹✱ ✾✶✱ ✶✶✶❪✳ ❚❤❡s❡ ✜♥❞✐♥❣s s✉❣❣❡st t❤❛t ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❝❧❛ss✐❝❛❧
❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❤♦❧❞ tr✉❡ ♦♥ t❤❡ ♥❛♥♦s❝❛❧❡✳ ❆❝t✉❛❧❧②✱ t❤✐s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥
❞♦❡s ♥♦t ❝♦♠❡ ❛s ❛ s✉r♣r✐s❡✱ s✐♥❝❡ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s✱ ❧✐❦❡ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝s✱ ❛r❡
❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❜r❡❛❦ ❞♦✇♥ ✐❢ t❤❡ ❦❡② ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✕ s❝❛❧❡✲s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t②♣✐❝❛❧

✶❈♦♥s✐❞❡r t✇♦ ♠❡♠❜r❛♥❡s i = 1, 2 ✇✐t❤ ni ♣♦r❡s ♦❢ r❛❞✐✉s Ri❀ ✢♦✇ ❛r❡❛ ❂ t♦t❛❧ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥

Ai = niR
2
iπ❀ ✢♦✇ r❛t❡ Qi ∝ niR

4
i∆Pi✳ ❋♦r A1 = A2 ❛♥❞ Q1 = Q2 ✇❡ ✜♥❞ ∆P1

∆P2
=

(

R2

R1

)2

✳

✶✶



P❛rt ■

t✐♠❡✲ ❛♥❞ ❧❡♥❣t❤ s❝❛❧❡s ♦❢ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ✢✉✐❞ ✢♦✇ ❛♥❞ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♠♦❧❡❝✉❧❛r
❞②♥❛♠✐❝s ✕ ❢❛✐❧s✳ ■t ✐s ❛t t❤✐s ♣♦✐♥t ✇❤❡r❡ ♥♦✈❡❧ ❛s♣❡❝ts ❝♦♠❡ t♦ ♣❧❛② t❤❛t ❞✐st✐♥❣✉✐s❤
✬♥❛♥♦✬ ❢r♦♠ ✬♠✐❝r♦✬✳ ❋❧✉✐❞ tr❛♥s♣♦rt ❛t t❤❡ s♠❛❧❧❡st s❝❛❧❡s ❢♦❧❧♦✇s ✉♥❢♦r❡s❡❡♥ ♣r✐♥❝✐✲
♣❧❡s✱ ❛s t❤❡ ✐♥❝r❡❞✐❜❧❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❜✐♦✲♠♦❧❡❝✉❧❡s ❛s ❝❤❛♥♥❡❧s✱ ✜❧t❡rs✱ ❡t❝✳✱
❞❡♠♦♥str❛t❡s✳ ❙♣❡❝✐✜❝ ♥❛♥♦✢✉✐❞✐❝ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ♦✛❡r t❤✉s ♥❡✇ ♣r♦♠✐s✐♥❣ ♣♦ss✐❜✐❧✐✲
t✐❡s✱ ✐❢ t❤❡② ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❡①♣❧♦✐t❡❞ ❢♦r t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ❧✐❦❡ ✇❛t❡r ❞❡s❛❧✐♥❛t✐♦♥
❬✼✷❪ ♦r ❡♥❡r❣② ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❬✽✷✱ ✼✻❪✳ ❚❤❡s❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ♣r❡s❡♥t ❛ ❣r❡❛t ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ t♦
❝♦♥t✐♥✉❡ t❤❡ ♣❛t❤ t♦✇❛r❞s ❢❛❜r✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♥❛♥♦s❝❛❧❡ ✢✉✐❞ ❞❡✈✐❝❡s ❛♥❞ t♦ ✇♦r❦ ♦♥ t❤❡
❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ ✢✉✐❞ ❞②♥❛♠✐❝s ♦♥ t❤❡s❡ s❝❛❧❡s✳

✶✳✷ ❈♦♥✜♥❡♠❡♥t ❡✛❡❝ts ❛♥❞ ❜r❡❛❦❞♦✇♥ ♦❢ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝ t❤❡♦r②

❚❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝s ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ✈✐❡✇ ♦❢ ✢✉✐❞ ♠❡✲
❞✐❛✳ ❖r✐❣✐♥❛❧❧②✱ ✐t ✇❛s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t♦ ♣r❡❞✐❝t ✢✉✐❞ ❜❡❤❛✈✐♦r ❛t ✬❤✉♠❛♥✬ ❧❡♥❣t❤✲ ❛♥❞
t✐♠❡s❝❛❧❡s t❤❛t ❛r❡ ♦r❞❡rs ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❧❡♥❣t❤✲ ❛♥❞
t✐♠❡s❝❛❧❡s ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ♦✈❡r❧♦♦❦✐♥❣ t❤❡
❛t♦♠✐❝ ♥❛t✉r❡ ♦❢ ♠❛tt❡r✱ ❤✐❞✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❛ 1023✲♣❛rt✐❝❧❡ s②st❡♠ ✐♥ ❛ ❢❡✇
♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✱ ❧✐❦❡ ✈✐s❝♦s✐t②✱ ❝♦♠♣r❡ss✐❜✐❧✐t②✱ ❡t❝✳ ❖♥❡ ❝❛♥ t❤✉s ♥♦t
❡①♣❡❝t ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥s t♦ ❤♦❧❞ tr✉❡ ❢♦r s②st❡♠s ✇❤❡r❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❧❡♥❣t❤✲
❛♥❞ t✐♠❡s❝❛❧❡s ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ t♦ t❤♦s❡ ♦❢ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❞②♥❛♠✐❝s✳ ❙t✐❧❧✱
♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❢r♦♠ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❢♦✉♥❞ t♦ ❜❡ ❛❝❝✉r❛t❡ ❢♦r s✉r♣r✐s✐♥❣❧②
s♠❛❧❧ s②st❡♠s✳ ❋♦r s✐♠♣❧❡ ❧✐q✉✐❞s✱ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❜r❡❛❦❞♦✇♥ ♦❢ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ t❤❡♦r②
♦❝❝✉rs ♦♥❧② ✇❤❡♥ t❤❡ ❧✐q✉✐❞ ✐s ❝♦♥✜♥❡❞ t♦ s②st❡♠s ❛s s♠❛❧❧ ❛s 1 ♥♠ ❬✶✹✱ ✷✻✱ ✶✽❪✳

❍♦✇❡✈❡r✱ st❛t✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✐❞✐t② ♦❢ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝ t❤❡♦r② ✐s ♥♦t ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❝❧❛✐♠✲
✐♥❣✱ t❤❛t t❤❡ ✜♥✐t❡ s②st❡♠ s✐③❡ ❞♦❡s ♥♦t ❤❛✈❡ ❛♥② ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ ✢✉✐❞ ❞②♥❛♠✐❝s ✐♥
r❡str✐❝t❡❞ ❣❡♦♠❡tr✐❡s✳ ❚❤❡s❡ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥t ❡✛❡❝ts ❛r❡ r❡✢❡❝t❡❞ ✐♥ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡
♠❡♥t✐♦♥❡❞ tr❛♥s♣♦rt ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❢r♦♠ t❤❡✐r r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❜✉❧❦ ✈❛❧✉❡s✳ ■t ✐s t❤✉s ✇♦rt❤
❡♠♣❤❛s✐③✐♥❣✱ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ✇❛t❡r✱ t❤❡ ✈✐s❝♦s✐t② ❛❧s♦ s❡❡♠s t♦ ❦❡❡♣ ✐ts ❜✉❧❦ ✈❛❧✉❡
❛❧❧ ♦✈❡r t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝ t❤❡♦r② ❬✹✵✱ ✻✵✱ ✽✶❪✳ ❚❤❛t t❤✐s ✐s
❣❡♥❡r❛❧❧② ♥♦t t❤❡ ❝❛s❡✱ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ♦♥ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✳ ❯♥✲
❞❡r ❝♦♥✜♥❡♠❡♥t✱ t❤❡ ❜✉❧❦ ❙t♦❦❡s✲❊✐♥st❡✐♥ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✈✐s❝♦s✐t② ❛♥❞ ❞✐✛✉s✐♦♥
D = k❇T/(3πηa) ✭a ♣❛rt✐❝❧❡ ❞✐❛♠❡t❡r✮ ✐s ♥♦t ❡①❛❝t❀ ❉✐✛✉s✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞s ♥♦t ♦♥❧② ♦♥
t❤❡ ✢✉✐❞ ✈✐s❝♦s✐t②✱ ❜✉t ❛❧s♦ ♦♥ t❤❡ s②st❡♠ s✐③❡ ❛♥❞ ❣❡♦♠❡tr②✳ ❚♦ ❣✐✈❡ ❛♥ ✐❞❡❛✱ ❝♦rr❡❝✲
t✐♦♥s ❞✉❡ t♦ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥t ❛r❡ ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❜❡ ♦♥ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ s✐③❡ ♦✈❡r t❤❡
❝❤❛♥♥❡❧ ✇✐❞t❤✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❞✐✛✉s✐♦♥ ✐♥ ❛ ❝♦♥✜♥❡❞ s②st❡♠ ✐s ❛❧s♦ s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ t❤❡
❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛t t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❬✽✺❪✳ ❚❤❡ ❧❛st ♣♦✐♥t ❧❡❛❞s ❞✐r❡❝t❧② t♦ t❤❡ s❡❝♦♥❞
t②♣❡ ♦❢ ✜♥✐t❡✲s✐③❡ ❡✛❡❝ts✿ ❚❤❡ s♠❛❧❧❡r t❤❡ s②st❡♠✱ t❤❡ ❧❛r❣❡r ✐s t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ ✐♥t❡r❢❛❝❡
r❡❣✐♦♥ t♦ ❜✉❧❦ r❡❣✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♠♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❛r❡ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❢♦r t❤❡
♦✈❡r❛❧❧ s②st❡♠s ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ■❢ ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ✢✉✐❞ ✢♦✇ t❤r♦✉❣❤ ❛ ❝❤❛♥♥❡❧✱ t❤✐s
❝♦♥❝❡r♥s t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✜❡❧❞ ❛t t❤❡ s♦❧✐❞ ✇❛❧❧✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ✇✐t❤
✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ♠✐❝r♦✲t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛♣♣❛r❛t✉s ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♣♦✇❡r✱
✐t ❜❡❝❛♠❡ ❛♣♣❛r❡♥t t❤❛t t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♥♦✲s❧✐♣ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ❤♦❧❞
tr✉❡ ❢♦r ❛❧❧ ✐♥t❡r❢❛❝❡s✳ ■♥st❡❛❞✱ ❛ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t❛♥❣❡♥t✐❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢
t❤❡ ✇❛❧❧ ❛♥❞ t❤❡ ✢✉✐❞ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ❛t t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❝❛♥ ♦❝❝✉r✿ t❤❡ ✢✉✐❞ ✬s❧✐♣s✬ ♦✈❡r t❤❡
s✉r❢❛❝❡✳

✶✷



✶ ❋❧✉✐❞ ✢♦✇ ❛t t❤❡ ♥❛♥♦s❝❛❧❡

✶✳✸ ▲✐q✉✐❞✴s♦❧✐❞ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛t t❤❡ ♠✐❝r♦✲ ❛♥❞ ♥❛♥♦s❝❛❧❡

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ◆❛✈✐❡r s❧✐♣ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♠♠♦♥❧②
✉s❡❞ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ♦❢ s❧✐♣♣❛❣❡✳ ❆❢t❡r✇❛r❞s✱ t❤❡ ✉♣✲t♦✲❞❛t❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡
❛❜♦✉t s❧✐♣♣❛❣❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ♦✉t❧✐♥❡❞✳ ❚❤❡ ❢♦❝✉s ✇✐❧❧ t❤❡r❡❜② ❧✐❡ ♦♥ ✬✐♥tr✐♥s✐❝✬ s❧✐♣ ❛t t❤❡
♠♦❧❡❝✉❧❛r s❝❛❧❡ ✕ ❛ ✈❡❧♦❝✐t② ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t② ❛t ❛ t✇♦✲♣❤❛s❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❧✐q✉✐❞
❛♥❞ t❤❡ s♦❧✐❞ ❛r❡ ✐♥ ❞✐r❡❝t ❝♦♥t❛❝t✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤✐s ❞✐s❝✉ss✐♦♥✱ ✇❡ ❝❛♥ t❤❡♥ ❢♦r♠✉❧❛t❡ ❛♥
❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ s②st❡♠s ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥✱ ♥❛♠❡❧② ✇❛t❡r✴❣r❛♣❤✐t❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡s✳

✶✳✸✳✶ ◆❛✈✐❡r s❧✐♣ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛♥❞ ✐ts ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ♦♥ ✢✉✐❞ ✢♦✇

❚❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ s❧✐♣♣❛❣❡ ✐s ✉s✉❛❧❧② q✉❛♥t✐✜❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s❧✐♣ ❧❡♥❣t❤ b✳ ❚❤✐s ❧❡♥❣t❤ ❞❡✲
♥♦t❡s t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ t♦ t❤❡ ♣♦✐♥t ✇❤❡r❡ t❤❡ ❧✐♥❡❛r❧② ❡①tr❛♣♦❧❛t❡❞
✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡ r❡❛❝❤❡s t❤❡ ✇❛❧❧ ✈❡❧♦❝✐t②❀ s❡❡ ❋✐❣✳ ✶✭❛✮✳ ❚❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r
t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✜❡❧❞ r❡❛❞s ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧②

b ∂nvt = vs❧✐♣ ✭✶✮

❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ s❧✐♣ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛❧r❡❛❞② ❡①✐sts ❛s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡ ◆❛✈✐❡r✲
❙t♦❦❡s ❡q✉❛t✐♦♥s t❤❡♠s❡❧✈❡s✱ t❤❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ♦♥❧② st❛rt❡❞ t♦ ❜❡ ✐♥t❡♥s✐✈❡❧② ✐♥✈❡st✐✲
❣❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧❛st t✇♦ ❞❡❝❛❞❡s✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ❢♦r t❤✐s ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❜❡ ✉♥❞❡rst♦♦❞ ❢r♦♠ ❛
❧♦♦❦ ❛t t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❞r✐✈❡♥ ✢✉✐❞ ✢♦✇ t❤r♦✉❣❤ ❛ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧
t✉❜❡ ✇✐t❤ t❤❡ s❧✐♣ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡ ✐s s❤✐❢t❡❞ ✇✐t❤
r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♥♦✲s❧✐♣ ❝❛s❡ v(r) = v♥♦✲s❧✐♣ +

Rb
2η (−∂zP )✱ ❛♥❞ t❤❡ ✢♦✇ r❛t❡ ❜❡❝♦♠❡s

Q =
π

8η
R4

(

1 + 4
b

R

)

(−∂zP ). ✭✷✮

❙❧✐♣♣❛❣❡ ❤❛s ♥♦ ♣❡r❝❡✐✈❛❜❧❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡✱ ✇❤❡♥ t❤❡ s❧✐♣ ❧❡♥❣t❤ ✐s s♠❛❧❧ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦
t❤❡ s②st❡♠ s✐③❡ b ≪ R✱ ❛s ✐t ✐s ❝❡rt❛✐♥❧② t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ s②st❡♠s✱ t❤❡r❡❜②
❥✉st✐❢②✐♥❣ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦✲s❧✐♣ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ■❢ ❜♦t❤ t❤❡ s②st❡♠ s✐③❡ ❛♥❞ t❤❡
s❧✐♣ ❧❡♥❣t❤ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♦❢ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡✱ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r s✐❞❡✱ s❧✐♣♣❛❣❡ ❜❡❝♦♠❡s ♦❢
♣❛r❛♠♦✉♥t ✐♠♣♦rt❛♥❝❡✱ ❛♥❞ ✇♦✉❧❞ ✐♥❞❡❡❞ ❛❧❧♦✇ t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s
❢♦r s♠❛❧❧✲s❝❛❧❡ ✢✉✐❞ ❞❡✈✐❝❡s t❤❛t ✇❡r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ❛❜♦✈❡✳ ❙♦ ❤♦✇ ❜✐❣ ✐s t❤❡ s❧✐♣ ❧❡♥❣t❤
❢♦r r❡❛❧✐st✐❝ ❧✐q✉✐❞✴s♦❧✐❞ ✐♥t❡r❢❛❝❡s❄ ❚❤✐s q✉❡st✐♦♥ ✇❛s s✉❜❥❡❝t t♦ ❞❡❜❛t❡ ❢♦r ❛❜♦✉t
t❤❡ ❧❛st t❡♥ ②❡❛rs ❬✽✱ ✶✵✼❪✳ ❚❤❡ st❛t❡ ♦❢ ❛✛❛✐rs ✐♥ t❤✐s ❝♦♥tr♦✈❡rs② ✐s s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳

✶✳✸✳✷ ❈✉rr❡♥t ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛❜♦✉t s❧✐♣♣❛❣❡ ✲ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ♣✐❝t✉r❡s ❛♥❞ ♠❛❝r♦✲
s❝♦♣✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs t♦ ❡①♣❧❛✐♥ ❧✐q✉✐❞✴s♦❧✐❞ s❧✐♣

❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ s❧✐♣ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ s✐♠♣❧❡ ❧✐q✉✐❞s r❛♥❣❡ ❢r♦♠ ✬♥♦ s❧✐♣✬ t♦ ♦✈❡r
♦♥❡ ♠✐❝r♦♥ ❬✽✱ ✺✻✱ ✶✵✼❪✳ ❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts ✇❡r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r ❛ ♠✉❧t✐t✉❞❡ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t
s②st❡♠s ✇✐t❤ ✈❛r✐♦✉s ✐♥t❡r❢❛❝❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✭❢♦r ❛ ❧✐st ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❧✐q✉✐❞✴s✉r❢❛❝❡
❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❡❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t t❡❝❤♥✐q✉❡s s❡❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❬✶✷❪✮✳ ❆ ❞✐✈✐✲
s✐♦♥ ✐♥ t❤r❡❡ ❝❛t❡❣♦r✐❡s ✇❛s ♣r♦♣♦s❡❞ ❢♦r t❤❡ s②st❡♠s ✇❤✐❝❤ ✇❡r❡ ❢♦✉♥❞ t♦ ❢❡❛t✉r❡
s❧✐♣ ❬✶✵✼❪✳ ❚❤❡s❡ ❝❛t❡❣♦r✐❡s ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ t❤❡♠s❡❧✈❡s ✐♥ t❤❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ✐♠❛❣❡ ♦❢ t❤❡
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P❛rt ■

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ s❧✐♣ ❧❡♥❣t❤

❋✐❣✉r❡ ✶✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t
♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s ♦❢ s✉r❢❛❝❡ s❧✐♣ ✭❢r♦♠
❱✐♥♦❣r❛❞♦✈❛ ❡t ❛❧✳ ❘❡✈✐❡✇ ❬✶✵✼❪✮✳
✭❛✮ ✐♥tr✐♥s✐❝✱
✭❜✮ ❛♣♣❛r❡♥t ❛♥❞
✭❝✮ ❡✛❡❝t✐✈❡ s❧✐♣ ❧❡♥❣t❤

✐♥t❡r❢❛❝❡ ❛r❡❛ ❛s s❦❡t❝❤❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✿ ❚❤❡ ✜rst ❝❛s❡ r❡♣r❡s❡♥ts ✬✐♥tr✐♥s✐❝ s❧✐♣✬✱ ✇❤❡r❡
t❤❡ ❧✐q✉✐❞ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✐♥ ❝♦♥t❛❝t ✇✐t❤ t❤❡ ✇❛❧❧ r❡❛❧❧② ❤❛✈❡ ❛ ♥♦♥✲③❡r♦ ♠❡❛♥ ✈❡❧♦❝✐t②
✕ t❤❡② s❧✐♣ ♦✈❡r t❤❡ s✉r❢❛❝❡✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛s❡ ✐s s♦✲❝❛❧❧❡❞ ✬❛♣♣❛r❡♥t s❧✐♣✬✿ ❚❤❡ ✢♦✇
✈❡❧♦❝✐t② ✐♥ t❤❡ ❜✉❧❦ r❡❣✐♦♥ ✐s ❡♥❤❛♥❝❡❞ ✐♥ ❛❝❝♦r❞❛♥❝❡ ✇✐t❤ ❛ s❧✐♣ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳
❇✉t ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ✇❛❧❧✱ t❤❡ ✢✉✐❞ ✈❡❧♦❝✐t② ❛❝t✉❛❧❧② ❞❡✈✐❛t❡s ❢r♦♠ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♣r♦✲
✜❧❡ ❛♥❞ ❞❡❝r❡❛s❡s t♦ ③❡r♦ ✐♥ ❛ s♠❛❧❧ ③♦♥❡ ♦❢ r❡❞✉❝❡❞ ❞❡♥s✐t② ✭❞❡♣❧❡t✐♦♥ ③♦♥❡✮✳ ❚❤❡
❞❡♣✐❝t✐♦♥s ♦❢ ❜♦t❤✱ ✐♥tr✐♥s✐❝ ❛♥❞ ❛♣♣❛r❡♥t s❧✐♣✱ ❛ss✉♠❡ ❛t♦♠✐❝❛❧❧② s♠♦♦t❤ s✉r❢❛❝❡s✳
❈♦♥tr❛r✐✇✐s❡✱ ✬❡✛❡❝t✐✈❡ s❧✐♣✬ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ♦♥ r♦✉❣❤ s✉r❢❛❝❡s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❧✐q✉✐❞ ✐s ♦♥❧②
♣❛rt✐❛❧❧② ✐♥ ❝♦♥t❛❝t ✇✐t❤ t❤❡ s♦❧✐❞ str✉❝t✉r❡✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ❝❛s❡ ✐♥❝❧✉❞❡s s♦✲❝❛❧❧❡❞ s✉♣❡r✲
❤②❞r♦♣❤♦❜✐❝ s✉r❢❛❝❡s ✕ ♥❛♥♦✲ ♦r ♠✐❝r♦✲str✉❝t✉r❡❞ ❤②❞r♦♣❤♦❜✐❝ s✉r❢❛❝❡s t❤❛t ❝❛♥ ❧❡❛❞
t♦ ❤✉❣❡ s❧✐♣♣❛❣❡ ❬✹✼✱ ✺✽❪✳ ❚❤✐s ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ✐s r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ❤✐❣❤ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡
♠❡❛s✉r❡❞ s❧✐♣ ❧❡♥❣t❤ ✐♥ t❤❡ ♠✐❝r♦♠❡t❡r r❛♥❣❡✱ ❛♥❞ ✐t ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ✈❡r② ♣r♦♠✐s✐♥❣ ✐♥
✈✐❡✇ ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ ✢♦✇ ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥t✳ ❙t✐❧❧✱ ✇❡ ♦♥❧② ♠❡♥t✐♦♥ t❤✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❡✛❡❝t ❢♦r
t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ✇❤❡♥ t❛❧❦✐♥❣ ❛❜♦✉t s❧✐♣♣❛❣❡✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ t❤❡ ❞✐s❝✉s✲
s✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ r❡str✐❝t❡❞ t♦ ❛t♦♠✐❝❛❧❧② s♠♦♦t❤ s✉r❢❛❝❡s✱ s✐♥❝❡ t❤✐s ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r t❤❡
❣r❛♣❤✐t❡✲❜❛s❡❞ ♥❛♥♦♣♦r❡s t❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♥ t❤❡ ❢♦❝✉s ❧❛t❡r ♦♥✳

❋♦r t❤❡s❡ s♠♦♦t❤ s✉r❢❛❝❡s✱ ✐t ✐s ❛❣r❡❡❞ ✉♣♦♥ t❤❛t ✇❡tt✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ ❛ ❝r✉❝✐❛❧
❝♦♥tr♦❧ ♣❛r❛♠❡t❡r ❢♦r t❤❡ s❧✐♣ ❧❡♥❣t❤ ❬✽✱ ✶✷✱ ✶✵✼❪✳ ●❡♥❡r❛❧❧② s♣❡❛❦✐♥❣✱ ❧✐q✉✐❞s ✇❡tt✐♥❣
❛ s✉r❢❛❝❡ ❛r❡ ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ st✐❝❦ t♦ t❤❡ ✇❛❧❧✱ ✇❤✐❧❡ ♥♦♥✲✇❡tt✐♥❣ s✐t✉❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ❢♦✉♥❞
t♦ r❡s✉❧t ✐♥ s❧✐♣ ❧❡♥❣t❤s ♦❢ t❡♥t❤ ♦❢ ♥❛♥♦♠❡t❡rs✳ ❚❤✐s ✜♥❞✐♥❣s ✇❡r❡ ❛❧s♦ ❝♦♥✜r♠❡❞ ✐♥
♠♦❧❡❝✉❧❛r ❞②♥❛♠✐❝s s✐♠✉❧❛t✐♦♥ st✉❞✐❡s ❬✸✱ ✹✵❪✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ❍✉❛♥❣ ❡t ❛❧✳ s❤♦✇❡❞✱
t❤❛t ❛ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ b ∝ (1 + cos θ)−2 ❜❡t✇❡❡♥ s❧✐♣ ❧❡♥❣t❤ b ❛♥❞ ❝♦♥t❛❝t ❛♥❣❧❡ θ
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✶ ❋❧✉✐❞ ✢♦✇ ❛t t❤❡ ♥❛♥♦s❝❛❧❡

r❡♣r♦❞✉❝❡s ✇❡❧❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❢♦r ✇❛t❡r ♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❤②❞r♦♣❤♦❜✐❝ s✉r❢❛❝❡s ✭❋✐❣✳ ✷✮✳
❚❤✐s r❡❧❛t✐♦♥ ❝♦♠❡s ♦✉t ❢r♦♠ ❛ r♦✉❣❤ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ s❧✐♣ ❧❡♥❣t❤✱ ✇❤✐❝❤
✇✐❧❧ ❜❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜❡❧♦✇✳

❇❡❢♦r❡ t❤❛t✱ ❝♦♥t✐♥✉✐♥❣ t♦ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ❧✐q✉✐❞✴✇❛❧❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♠❡♥t✐♦♥ t❤❛t
t❤❡ s❛♠❡ ❛✉t❤♦rs ❛❧s♦ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② r❡❧❛t❡❞ t❤❡ s❧✐♣ ❧❡♥❣t❤ t♦ t❤❡ ❞❡♣❧❡t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤ δ ❛s
b ∝ δ4✳ ❚❤❡ ❞❡♣❧❡t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s δ =

∫∞
−∞ ❞z

(

1− ρs(z)/ρs❜✉❧❦ − ρ❧(z)/ρ❧❜✉❧❦
)

✇✐t❤ t❤❡ ❧✐q✉✐❞ ❛♥❞ s♦❧✐❞ ❞❡♥s✐t✐❡s ρ❧✱s(z) ❛♥❞ t❤❡✐r ❜✉❧❦ ✈❛❧✉❡s ρ❧✱s❜✉❧❦✳ ■t ✐s ❛ ♠❡❛s✉r❡
❢♦r t❤❡ ✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ❞❡♣❧❡t✐♦♥ ❧❛②❡r✱ ❛ ③♦♥❡ ♦❢ r❡❞✉❝❡❞ ❞❡♥s✐t② ❛t t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡✳
❚❤✐♥❦✐♥❣ ♦❢ s❧✐♣ ❛s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❞❡♣❧❡t✐♦♥ ③♦♥❡ ✐s r❡♠✐♥✐s❝❡♥t ♦❢
t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ ❛♣♣❛r❡♥t s❧✐♣✳ ❚❤❡ s❝❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦rt❤ ♣♦✇❡r ♦❢ δ✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✐s
✐♥ ❞✐s❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❡st✐♠❛t❡ ✉s✉❛❧❧② ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ❛♣♣❛r❡♥t s❧✐♣
♣✐❝t✉r❡✳ ■t ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐❞❡❛✿ ●❛s t❤❛t ✐s ❞✐ss♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐q✉✐❞ ✉♥❞❡r
♥♦r♠❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡s ❛t t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✉♥❞❡r ❝♦♥✜♥❡♠❡♥t✱ ❛♥❞ ❜✉✐❧❞s ❛♥ ✏❛✐r
❝✉s❤✐♦♥✑ t❤❛t r❡❞✉❝❡s t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ✇❛❧❧✳ ❆ss✉♠✐♥❣ ❛ ❣❛s ❧❛②❡r ♦❢ t❤✐❝❦♥❡ss
δ ✭❣❛s ✈✐s❝♦s✐t② ηg✮ ✐s s❛♥❞✇✐❝❤❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s♦❧✐❞ s✉r❢❛❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ❧✐q✉✐❞ ❜✉❧❦
✭✈✐s❝♦s✐t② ηl✮✱ t❤❡ ❛♣♣❛r❡♥t s❧✐♣ ❧❡♥❣t❤ ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❞❡♣❡♥❞ ❧✐♥❡❛r❧② ♦♥ t❤❡ ❣❛s
❧❛②❡r t❤✐❝❦♥❡ss✿ b = δ

(

ηl/ηg − 1
)

❬✶✾✱ ✶✵✻✱ ✶✵✼❪✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
❞❡♣❧❡t✐♦♥ ③♦♥❡ ♦❢ ❛ ♦♥❡✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛♥❞ t❤❡ ❣❛s ❧❛②❡r ✐♥ ❛ t✇♦✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ✢✉✐❞ ❧✐❡s
✐♥ t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❧❛②❡r✳ ❚❤❡ t②♣✐❝❛❧ t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢ ❛ ❞❡♣❧❡t✐♦♥ ❧❛②❡r ✐s
❛❜♦✉t ♦♥❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❞✐❛♠❡t❡r✳ ❚❤✐s ✐s t♦♦ s♠❛❧❧ t♦ r❡❛s♦♥❛❜❧② ❞❡✜♥❡ ❛ ✬❣❛s✬ ✈✐s❝♦s✐t②
❢♦r t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ r❡❣✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ✬❛♣♣❛r❡♥t s❧✐♣✬ ♣✐❝t✉r❡ ❢❛✐❧s t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡
❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s❧✐♣ ❧❡♥❣t❤ ♦♥ t❤❡ ❞❡♣❧❡t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ❛s ❛ ❧❛st ♣❛r❛♠❡t❡r t❤❛t ✇❛s ❢♦✉♥❞ t♦ ✐♥✢✉❡♥❝❡ s❧✐♣✱ ✇❡ ♠❡♥t✐♦♥ t❤❡
❤②❞r♦st❛t✐❝ ♣r❡ss✉r❡✳ ■♥ ▼❉ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ s✐♠♣❧❡ ▲❡♥♥❛r❞✲❏♦♥❡s ❧✐q✉✐❞s ♦♥ ♥♦♥✲
✇❡tt✐♥❣ s✉r❢❛❝❡s✱ s❧✐♣ ✇❛s ❢♦✉♥❞ t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ ❢♦r ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ♣r❡ss✉r❡ ❬✷❪✳

✶✳✸✳✸ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❢♦r ✐♥tr✐♥s✐❝ s❧✐♣

❲❤✐❧❡ t❤❡ s❧✐♣ ❧❡♥❣t❤ ❣✐✈❡s ❛ ❝❧❡❛r ❣❡♦♠❡tr✐❝ ✐♠❛❣❡ ♦❢ s❧✐♣♣❛❣❡ ✭❋✐❣✳ ✶✮✱ ✐ts ♣❤②s✐❝❛❧
♠❡❛♥✐♥❣ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ s②st❡♠ ♣r♦♣❡rt✐❡s r❡♠❛✐♥s s♦♠❡✇❤❛t ♦❜s❝✉r❡ ✇✐t❤♦✉t ❢✉rt❤❡r
❝❧❛r✐✜❝❛t✐♦♥s✳ ❋♦r t❤✐s✱ ✐t ✐s ✐♥str✉❝t✐✈❡ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❛❝t✐♥❣ ❢♦r❝❡s ❛t t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡✿
❆t t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ ❢♦r ❛ ◆❡✇t♦♥✐❛♥ ❧✐q✉✐❞ t❤❡ t❛♥❣❡♥t✐❛❧ str❡ss ♦♥ ❛ ♣❧❛♥❡ s♦❧✐❞ ✇❛❧❧ ✐s
σt = η∂nvt ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s ❡q✉❛t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡ t, n ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s
t❛♥❣❡♥t✐❛❧ ❛♥❞ ♥♦r♠❛❧ t♦ t❤❡ s✉r❢❛❝❡✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❛ss✉♠✐♥❣ ❛ ❧✐♥❡❛r r❡s♣♦♥s❡✱
t❤❡ ✇❛❧❧ ✭❛r❡❛ A✮ ❡①❡rts ❛ ❢r✐❝t✐♦♥ ❢♦r❝❡ ♦♥ t❤❡ ❧✐q✉✐❞ t❤❛t ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ s❧✐♣
✈❡❧♦❝✐t②

F = −A λ vs❧✐♣ ✭✸✮

▲✐♥❡❛r✐t② ❤❛s ❜❡❡♥ ❢♦✉♥❞ ❢♦r s❤❡❛r r❛t❡s t❤❛t ❛r❡ ❛❝❝❡ss✐❜❧❡ ✐♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❬✶✻❪✳ ■♥
❛ st❛t✐♦♥❛r② st❛t❡✱ t❤❡ t✇♦ ❢♦r❝❡s ❜❛❧❛♥❝❡ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✱ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥
η
λ
∂nvt = vs❧✐♣ ❢♦r t❤❡ s❧✐♣ ✈❡❧♦❝✐t②✳ ❈♦♠♣❛r✐♥❣ t❤✐s t♦ t❤❡ s❧✐♣ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥

❊q✳ ✭✶✮ r❡✈❡❛❧s t❤❛t t❤❡ s❧✐♣ ❧❡♥❣t❤ ✐s ✐♥ ❢❛❝t t❤❡ q✉♦t✐❡♥t ♦❢ ✢✉✐❞ ✈✐s❝♦s✐t② ❛♥❞ t❤❡
❢r✐❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✿

b =
η

λ
✭✹✮

❆ ❧❛r❣❡ s❧✐♣ ❧❡♥❣t❤ b ✐s t❤✉s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❧♦✇ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❢r✐❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t
λ✱ ✐♥ t✉r♥✱ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✈✐❛ ❧✐♥❡❛r r❡s♣♦♥s❡ t❤❡♦r② ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❛ ●r❡❡♥✲❑✉❜♦

✶✺
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r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣✱ r❡❧❛t✐♥❣ λ t♦ ❛ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✢✉❝t✉❛t✐♥❣ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ✈❛r✐❛❜❧❡
❛t ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❬✻❪✿

λ =
1

AkBT

∫ ∞

0
〈F (t)F (0)〉equ ❞t ✭✺✮

✇❤❡r❡ F (t) ✐s t❤❡ t♦t❛❧ t❛♥❣❡♥t✐❛❧ ❢♦r❝❡ ❛❝t✐♥❣ ♦♥ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ✇✐t❤ ❛r❡❛ A ❛♥❞ t❤❡
❛✈❡r❛❣❡ r✉♥s ♦✈❡r ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✳ ❆♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥
❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r t❤❡ s❧✐♣ ❧❡♥❣t❤ ✭s❡❡ ❬✷✱ ✼❪ ❢♦r ❛ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥✮✿

b =
η

λ
≈ ηk❇TD

S(q‖)C⊥ρσǫ2
✭✻✮

❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤✐s ❡st✐♠❛t✐♦♥✱ t❤❡ s❧✐♣ ❧❡♥❣t❤ s❝❛❧❡s ❧✐♥❡❛r❧② ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ηD ✭D
❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✮✱ ❛♥❞ ✐♥✈❡rs❡❧② ✇✐t❤ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r s✐③❡ σ✱ ❛♥❞ t❤❡
sq✉❛r❡ ♦❢ ❛ t②♣✐❝❛❧ ✢✉✐❞✲s♦❧✐❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ǫ✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ C⊥ ✐s ❛ ❣❡♦♠❡tr✐❝
❢❛❝t♦r t❤❛t ❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r r♦✉❣❤♥❡ss ❡✛❡❝ts ✭❧❛r❣❡ C⊥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ❧❛r❣❡ ❛t♦♠✐❝
r♦✉❣❤♥❡ss✷✮ ❛♥❞ S(q‖) ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ st❛t✐❝ str✉❝t✉r❡ ❢❛❝t♦r ♦❢ t❤❡ ❧✐q✉✐❞✱ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❛t
❛ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ✇❛✈❡ ✈❡❝t♦r ♦❢ t❤❡ s♦❧✐❞ s✉r❢❛❝❡✱ ♠❡❛s✉r❡s t❤❡ ❝♦♠♠❡♥s✉r❛❜✐❧✐t② ♦❢
❧✐q✉✐❞ ❛♥❞ s♦❧✐❞ str✉❝t✉r❡✳ ❚❤❡ ❞❡♣❡♥❞❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s❧✐♣ ❧❡♥❣t❤ ♦♥ ǫ−2 r❡✢❡❝ts t❤❡ ♦❜✲
s❡r✈❡❞ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✇❡tt✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s✿ ❲✐t❤ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ❜❡✐♥❣ r❡❧❛t❡❞
t♦ t❤❡ ❝♦♥t❛❝t ❛♥❣❧❡ ❛s ǫ ∝ 1+cos θ ❬✽✸✱ ✽✻❪ ✸ t❤❡ s❝❛❧✐♥❣ b ∝ (1+cos θ)−2 ✐s r❡❝♦✈❡r❡❞✳

■t ✐s ✐♥ ♥♦ s♠❛❧❧ ♣❛rt ❞✉❡ t♦ t❤✐s s✉❝❝❡ss t♦ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② ❧✐♥❦ ❜♦t❤ ❡✛❡❝ts✱ t❤❛t
❤②❞r♦♣❤♦❜✐❝✐t② s❡❡♠s ♥♦✇ ❣❡♥❡r❛❧❧② t❤♦✉❣❤t t♦ ❜❡ ❛ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r ✐♥tr✐♥s✐❝ s❧✐♣✳
■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ♦♥❡ ❛ss✉♠❡s t❤❡ ♥♦✲s❧✐♣ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t♦ ❤♦❧❞ tr✉❡ ❢♦r ✇❡tt✐♥❣
s✉r❢❛❝❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s♦♠❡ r❡s✉❧ts ♣❡rs✐st❡♥t❧② ❡s❝❛♣❡ t❤✐s ♣✐❝t✉r❡ ✳ ❖♥❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥ t❤❛t
❤❛s ❛ttr❛❝t❡❞ ❧♦ts ♦❢ ❛tt❡♥t✐♦♥ ❛r❡ ❝❛r❜♦♥ ♥❛♥♦t✉❜❡s ✭❈◆❚✮✳ ■t ✇❛s s❤♦✇♥ t❤❛t ❈◆❚
❝❛♥ ❜❡ ✜❧❧❡❞ ✇✐t❤ ✇❛t❡r✱ ❛♥❞ t❤❛t ✇❛t❡r ❞r♦♣❧❡ts ✐♥s✐❞❡ ❈◆❚ ❢♦r♠ ❛ ✇❡tt✐♥❣ ❝♦♥t❛❝t
❛♥❣❧❡ ❬✷✽❪✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♥t❛❝t ❛♥❣❧❡ ❛♥❞ s❧✐♣♣❛❣❡✱
♦♥❡ ❧♦❣✐❝❛❧❧② ❛ss✉♠❡s ❛ ♥♦✲s❧✐♣ s✐t✉❛t✐♦♥ ❢♦r ✇❛t❡r ✢♦✇ t❤r♦✉❣❤ ❈◆❚✳ ❈♦♥tr❛r② t♦
t❤✐s ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥✱ t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ♣❡♦♣❧❡ s✉❣❣❡sts ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❜❡❤❛✈✐♦r✿ ❈◆❚✱
✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❛❧r❡❛❞② ❦♥♦✇♥ t♦ ❤❛✈❡ ♦✉tst❛♥❞✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❛♥❞ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s
❬✶✵✶❪✱ ❡①❤✐❜✐t ❛♥ ❡①❝❡♣t✐♦♥❛❧ ❛❜✐❧✐t② ❢♦r ❢❛st ✢✉✐❞ tr❛♥s♣♦rt✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡
♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✢♦✇ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts t❤r♦✉❣❤ ❈◆❚ ♠❡♠❜r❛♥❡s ✐♠♣❧✐❡s ♥♦t ♦♥❧② t❤❡
❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ s❧✐♣✱ ❜✉t s❧✐♣ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ > 102 ♥♠ ❛♥❞ ❡✈❡♥ ✉♣ t♦ 50 µ♠ ❬✸✽✱ ✻✼✱ ✶✶✵❪ ✕
❢❛r ❛❜♦✈❡ ✇❤❛t ♦♥❡ ❡①♣❡❝ts ❡✈❡♥ ❢♦r ✈❡r② ❤②❞r♦♣❤♦❜✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧s✳ ❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❛r❡
♣❛rt❧② ❜❛❝❦❡❞ ❜② ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❢r♦♠ ▼❉ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❬✸✹✱ ✹✶✱ ✹✽✱ ✽✾✱ ✾✽❪✳ ❚❤❡s❡ st✉❞✐❡s
✇✐❧❧ ❜❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳

✷■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t ✬r♦✉❣❤♥❡ss✬ r❡❢❡rs t♦ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❝♦rr✉❣❛t✐♦♥ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❛t♦♠✐❝ str✉❝t✉r❡ ♦❢
t❤❡ s♦❧✐❞✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❛t♦♠ s✐③❡ ❛♥❞ ❧❛tt✐❝❡ ❢♦r♠❀ ♥♦t t♦ ❝♦♥❢✉s❡ ✇✐t❤ t❤❡ ✬r♦✉❣❤♥❡ss✬ ♦❢
s✉♣❡r✲❤②❞r♦♣❤♦❜✐❝ s✉r❢❛❝❡s t❤❛t ❛r❡ str✉❝t✉r❡❞ ♦♥ ❛ ♠✉❝❤ ❧❛r❣❡r s❝❛❧❡✳

✸ ❚❤✐s r❡❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❨♦✉♥❣✬s ❡q✉❛t✐♦♥ cos θ = γs✈−γ❧s
γ❧✈

✇✐t❤ t❤❡ ▲❛♣❧❛❝❡
❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ t❡♥s✐♦♥ ❛s t❤❡ ✇♦r❦ t❤❛t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ s❡♣❛r❛t❡ ❛ ❧✐q✉✐❞ ❛♥❞ ❛ s♦❧✐❞ s❧❛❜
H = γs✈ + γ❧✈ − γ❧s✱ ✇❤❡r❡ H ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ǫ❧s ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ❧✐q✉✐❞ ❛♥❞ ❛
s♦❧✐❞ ❬✶✵✼❪ ♣❛rt✐❝❧❡✳

✶✻



✶ ❋❧✉✐❞ ✢♦✇ ❛t t❤❡ ♥❛♥♦s❝❛❧❡

❙❧✐♣ ❧❡♥❣t❤ ❛♥❞ ❝♦♥t❛❝t ❛♥❣❧❡

❍✉❛♥❣ ❡t ❛❧✳✱ P❘▲ ✷✵✵✽✱ ✶✵✶

❇♦❝q✉❡t ❛♥❞ ❈❤❛r❧❛✐①✱ ❈❤❡♠✳❙♦❝✳❘❡✈✳ ✷✵✵✽ ✸✾ ✭❘❡✈✐❡✇✮

❋✐❣✉r❡ ✷✿ ❙❧✐♣ ❧❡♥❣t❤ b ♦❢ ✇❛t❡r ♦♥ ✈❛r✐♦✉s s♠♦♦t❤ s✉r❢❛❝❡s ✐♥ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥t❛❝t
❛♥❣❧❡ θ✳ ❚♦♣✿ ❘❡s✉❧ts ❢r♦♠ ▼♦❧❡❝✉❧❛r ❉②♥❛♠✐❝s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❜② ❍✉❛♥❣ ❡t ❛❧✳ ❬✹✵❪✳ ❚❤❡
❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡ ✐s ❛ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ✜t s❝❛❧✐♥❣ ❧✐❦❡ b ∝ (1+cos θ)−2✳ ❇♦tt♦♠✿ ❈♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ♦❢ ✈❛r✐♦✉s
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ✭s❡❡ ❘❡✈✐❡✇ ❬✽❪ ❢♦r ❞❡t❛✐❧s✮

✶✼



P❛rt ■

✷ P✉s❤✐♥❣ t❤❡ ❧✐♠✐ts ✲ ✢✉✐❞ ✢♦✇ ✐♥ ❝❛r❜♦♥ ♥❛♥♦t✉❜❡
♠❡♠❜r❛♥❡s

❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❝♦♥t❛✐♥s ❛ s②♥t❤❡s✐s ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✇♦r❦ ♣r❡❞✐❝t✐♥❣
✉❧tr❛✲❢❛st ❧✐q✉✐❞ ✢♦✇ t❤r♦✉❣❤ ❝❛r❜♦♥ ♥❛♥♦t✉❜❡ ✭❈◆❚✮ ♠❡♠❜r❛♥❡s✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❢♦✲
❝✉s ✇✐❧❧ ❧✐❡ ♦♥ ❛ ❤❛♥❞❢✉❧ ♦❢ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♥❞ t❤r❡❡ ♠❛❥♦r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ st✉❞✐❡s ✇❤♦s❡
r❡s✉❧ts ❛r❡ t❤❡ st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t ❢♦r ♦✉r ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s✳ ▼♦❧❡❝✉❧❛r ❞②♥❛♠✐❝s ✭▼❉✮ s✐♠✲
✉❧❛t✐♦♥s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ❍✉♠♠❡r ❡t ❛❧✳ ❬✹✶✱ ✹✾❪ ❝♦♥st✐t✉t❡ s✉❝❤ ❛ ❝♦r♥❡rst♦♥❡ ❢♦r t❤❡
❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ t❤❡ s❝✐❡♥t✐✜❝ ✐♥t❡r❡st ✐♥ t❤❡ ❡♠❡r❣✐♥❣ ✜❡❧❞ ♦❢ ♥❛♥♦✢✉✐❞✐❝s✳ ❚❤❡✐r
st✉❞② ♦❢ ♦s♠♦t✐❝❛❧❧② ❞r✐✈❡♥ ✇❛t❡r ✢♦✇ t❤r♦✉❣❤ ❈◆❚ ♠❡♠❜r❛♥❡s s✉❣❣❡sts t❤❛t t❤❡
❤✐❣❤ ✇❛t❡r ♣❡r♠❡❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣♦r❡s ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r♦❞✉❝❡❞ ✇✐t❤ ❈◆❚ ♦❢ s✉❜✲
♥❛♥♦♠❡t❡r s✐③❡✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡② ♦❜s❡r✈❡❞ ✢♦✇ r❛t❡s ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ t♦ t❤❡ ♦♥❡s ♠❡❛s✉r❡❞
❢♦r t❤❡ tr❛♥s✲♠❡♠❜r❛♥❡ ♣r♦t❡✐♥ ❛q✉❛♣♦r✐♥❡✲✶ ❬✶✶✶✱ ✾✶❪✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡♥✱ t❤❡ ♣r♦s♣❡❝t
t♦ ❡♥❣✐♥❡❡r ♥❛♥♦✢✉✐❞✐❝ ❞❡✈✐❝❡s t❤❛t ✇♦r❦ ✇✐t❤ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ s②st❡♠s✱
♠♦t✐✈❛t❡s ❢✉rt❤❡r r❡s❡❛r❝❤ ♦♥ ✢✉✐❞ ✢♦✇ t❤r♦✉❣❤ ❈◆❚ ♠❡♠❜r❛♥❡s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✐t
❛❧s♦ ✐♥✐t✐❛t❡❞ s❡✈❡r❛❧ ❣r♦✉♣s t♦ ♠❡❛s✉r❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② t❤❡ ♣❡r♠❡❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❣r❛♣❤✐t✐❝
♥❛♥♦♣♦r❡ ♠❡♠❜r❛♥❡s✳ ❚❤✐s ❝❤r♦♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ♦r❞❡r ✐s t❤❡ r❡❛s♦♥ ✇❤②✱ ✜rst✱ ✇❡ st❛rt ✇✐t❤
❞✐s❝✉ss✐♥❣ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ st✉❞✐❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✇✐t❤♦✉t ❡①❝❡♣t✐♦♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠❡❛♥s ♦❢ ▼❉
s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❬✹✶✱ ✹✾✱ ✺✹✱ ✸✹✱ ✹✽✱ ✾✽✱ ✾✾❪✳ ■♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ st✉❞✐❡s✱ ♦t❤❡r
❣r♦✉♣s s❡✐③❡❞ t❤❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ t❛s❦ t♦ ♠❡❛s✉r❡ ✢♦✇ r❛t❡s t❤r♦✉❣❤ ❈◆❚ ♠❡♠❜r❛♥❡s
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ❬✸✽✱ ✻✼✱ ✶✶✵❪✳ ❚❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇✐❧❧ ❢♦❧❧♦✇ ✐♥ t❤❡
♥❡①t s✉❜s❡❝t✐♦♥✳ ❆t t❤✐s ♣♦✐♥t✱ ✇❡ ❥✉st ✇❛♥t t♦ ♠❡♥t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥✲
t❛❧ r❡s✉❧ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡❧② ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❛♥♦✢✉✐❞✐❝ ❝♦♠♠✉♥✐t② ✐♥ t❡r♠s
♦❢ t❤❡ s♦ ❝❛❧❧❡❞ ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥t ❢❛❝t♦r✳ ❚❤✐s ❢❛❝t♦r ✐s t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ ♠❡❛s✉r❡❞ t♦ ❡①♣❡❝t❡❞
✢♦✇ r❛t❡✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✈❛❧✐❞✐t② ♦❢ t❤❡ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝ ❡q✉❛✲
t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ♥♦✲s❧✐♣ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ■❢ t❤❡ ✢✉✐❞ ✢♦✇ ✐s ❝♦rr❡❝t❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜②
❛ss✉♠✐♥❣ ❛ s❧✐♣ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥t ❢❛❝t♦r ❢♦r ❛ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ♣♦r❡
❣❡♦♠❡tr② r❡❛❞s

Q

Q♥♦✲s❧✐♣
=

η❜✉❧❦
η

(

1 + 4
b

R

)

✭✼✮

✇✐t❤ η❜✉❧❦ ❛♥❞ η t❤❡ ❜✉❧❦ ✇❛t❡r ✈✐s❝♦s✐t② ❛♥❞ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✈✐s❝♦s✐t② ✐♥ t❤❡ ❝♦♥✜♥❡❞
s②st❡♠✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤✐s ❢♦❝✉s ♦♥ ❛ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✕ t❤❡ ✢✉① ✕ ✐s ❛ ❞✐r❡❝t
❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐✣❝✉❧t② t♦ ❤❛♥❞❧❡ r❡❛❧ ♦❜❥❡❝ts ♦❢ ♥❛♥♦♠❡tr✐❝ s✐③❡✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧
t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞✐❞ ♥♦t ②❡t ❛❧❧♦✇ t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ✢✉✐❞ ✢♦✇ t❤r♦✉❣❤ ❛ s✐♥❣❧❡ ❈◆❚✳ ❈♦♥tr♦❧
♦❢ t❤❡ ❈◆❚ r❛❞✐✉s ❛♥❞ str✉❝t✉r❡ ✭❝❤✐r❛❧✐t②✱ ❞❡❢❡❝ts✱ ✳✳✳✮ ✐s ❧✐♠✐t❡❞✳ ❱✐s✉❛❧✐③✐♥❣ ✢♦✇
♣r♦✜❧❡s ✐♥s✐❞❡ ❛ ❈◆❚ ✇✐t❤ ✇❡❧❧✲❞❡✜♥❡❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✐s ✐♥❢❡❛s✐❜❧❡ ✇✐t❤ st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt
t❡❝❤♥♦❧♦❣②✳ ■♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❛ ❞✐r❡❝t ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✢♦✇ ❣❡♦♠❡tr② ✐s
♣♦ss✐❜❧❡ ❛♥❞ ♠♦st st✉❞✐❡s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ▼❉ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❢♦❝✉s ♦♥ t❤✐s
t❛s❦✳ ❙t✐❧❧✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣❛r❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts✱ t❤❡ ❧❛tt❡r ❛r❡
❛❧s♦ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ✢♦✇ ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥t ❢❛❝t♦r ❛s ✐t ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛❜♦✈❡✳ ❆
❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ s✉♠♠❛r② s❤♦✇s t❤❛t r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐♦✉s ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s ❞✐s❛❣r❡❡ t♦ ❛
❧❛r❣❡ ❡①t❡♥❞✳ ❚❤✐s ❞✐r❡❝t❧② ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ❢♦r ❛♥❞ t❤❡ ❛✐♠ ♦❢ t❤❡ ✇♦r❦ t❤❛t
✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s ♠❛♥✉s❝r✐♣t✱ ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ ♦✉t❧✐♥❡❞ ✐♥ ✷✳✸✳
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✷ ❋❧✉✐❞ ✢♦✇ ✐♥ ❝❛r❜♦♥ ♥❛♥♦t✉❜❡ ♠❡♠❜r❛♥❡s

❑❛❧r❛ ❡t ❛❧✳✱ P◆❆❙ ✷✵✵✸✱ ✶✵✵ ❝©❜② t❤❡ ◆❛t✐♦♥❛❧ ❆❝❛❞❡♠② ♦❢ ❙❝✐❡♥❝❡s

❋✐❣✉r❡ ✸✿ ❙♥❛♣s❤♦t ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ s②st❡♠ st✉❞✐❡❞ ❜② ❍✉♠♠❡r ❡t ❛❧✳✳ ❚❤❡ ♣✉r❡✲✇❛t❡r
❝♦♠♣❛rt♠❡♥t ❛t t❤❡ ❝❡♥t❡r ✐s s❡♣❛r❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s❛❧t✲s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♠♣❛rt♠❡♥ts ✭❧❡❢t ❛♥❞ r✐❣❤t✮
❜② t✇♦ ✇❛t❡r✲♣❡r♠❡❛❜❧❡ ♠❡♠❜r❛♥❡s ♦❢ ❤❡①❛❣♦♥❛❧❧② ♣❛❝❦❡❞ ❈◆❚ ✭❜❧✉❡✱ ◆❛✰❀ ②❡❧❧♦✇✱ ❈❧✲❀ r❡❞✱
♦①②❣❡♥❀ ✇❤✐t❡✱ ❤②❞r♦❣❡♥✮✳ P❡r✐♦❞✐❝ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ ❛❧❧ t❤r❡❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✳
❚❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝❛❧❧② r❡♣❧✐❝❛t❡❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❜♦① ✐s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❛s ❛ ✇❤✐t❡ r❡❝t❛♥❣❧❡ ✐♥ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡✳
■♥s❡t✿ ❊♥❧❛r❣❡❞ ✐♠❛❣❡ ♦❢ ❛ ❝❛r❜♦♥ ♥❛♥♦t✉❜❡ ✜❧❧❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❤②❞r♦❣❡♥✲❜♦♥❞❡❞ ✇❛t❡r ✇✐r❡✳

✷✳✶ ▼♦❧❡❝✉❧❛r ❞②♥❛♠✐❝s s✐♠✉❧❛t✐♦♥ st✉❞✐❡s ♦❢ ✢✉✐❞ ❞②♥❛♠✐❝s ✐♥ ❝❛r✲
❜♦♥ ♥❛♥♦t✉❜❡s

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❛r❛❣r❛♣❤s✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ▼❉ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ✢✉✐❞s ✐♥
❈◆❚ ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✐♥ t❤❡ ❧❛st ❞❡❝❛❞❡✳ ❇♦t❤ ❧✐q✉✐❞ ❛♥❞ ❣❛s tr❛♥s♣♦rt
❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞✱ t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ❧✐♠✐t❡❞ t♦ ❧✐q✉✐❞s✱ ❛♥❞ ♠♦r❡
♣r❡❝✐s❡❧② ♠♦st❧② t♦ ✇❛t❡r✳ ❊✈❡♥ ✇✐t❤ t❤✐s r❡str✐❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❝❡rt❛✐♥❧② ❝❛♥ ♥♦t ✐♥❝❧✉❞❡
❛❧❧ ✇♦r❦ t❤❛t ❤❛s ❜❡❡♥ ❞♦♥❡ ♦♥ t❤❡ s✉❜❥❡❝t✱ ❜✉t ✇❡ ✇✐❧❧ ❢♦❝✉s ♦♥ s♦♠❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✱
t❤❛t ❤❛✈❡ ❛ttr❛❝t❡❞ ♦✉r ❛tt❡♥t✐♦♥✳

✷✳✶✳✶ ❇r❡❛❦❞♦✇♥ ♦❢ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝ t❤❡♦r② ❛♥❞ ❢r✐❝t✐♦♥❧❡ss ✢♦✇ ♦❢ s✐♥❣❧❡
✜❧❡ ✇❛t❡r ✐♥ s✉❜✲♥❛♥♦♠❡t❡r ❝❛r❜♦♥ ♥❛♥♦t✉❜❡s

❚❤❡ s②st❡♠ ❍✉♠♠❡r ❡t ❛❧✳ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❬✹✾❪ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ t✇♦ ❈◆❚ ♠❡♠❜r❛♥❡s t❤❛t
s❡♣❛r❛t❡❞ ❞✐✛❡r❡♥t ✇❛t❡r ❝♦♠♣❛rt♠❡♥ts✿ ❚❤❡ r❡❣✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❜♦t❤ ♠❡♠❜r❛♥❡s ✐s ✐♥✐✲
t✐❛❧❧② ✜❧❧❡❞ ✇✐t❤ ♣✉r❡ ✇❛t❡r✱ t❤❡ t✇♦ ♦✉ts✐❞❡ r❡s❡r✈♦✐rs ❝♦♥t❛✐♥ s❛❧t s♦❧✉t✐♦♥s ✭◆❛❈❧✮✳
❚❤❡ ♠❡♠❜r❛♥❡s ❛r❡ ❜✉✐❧t ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧❧② ❛❧✐❣♥❡❞ ✭✻✱✻✮ ❛r♠❝❤❛✐r ❈◆❚ ✇✐t❤ ❞✐❛♠❡t❡r
0.81 ♥♠ t❤❛t ❛r❡ ❤❡①❛❣♦♥❛❧❧② st❛❝❦❡❞✳ ❚❤✐s ♠❡♠❜r❛♥❡ ✐s s❡♠✐♣❡r♠❡❛❜❧❡❀ ❚❤❡ ❤②✲
❞r❛t❡❞ ◆❛+ ❛♥❞ ❈❧− ✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♥✜♥❡❞ t♦ t❤❡ ♦✉ts✐❞❡ r❡❣✐♦♥s✳ ■♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✇❛t❡r
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P❛rt ■

♠♦❧❡❝✉❧❡s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❝❛♥ ❡♥t❡r t❤❡ ❈◆❚ ✭❜✉t ♥♦t t❤❡ s♣❛❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❈◆❚✮ ❛♥❞ ♣❛ss
t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♠❡♠❜r❛♥❡ t♦ ❛ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ❝♦♠♣❛rt♠❡♥t✳ ❈◆❚ ✇❡r❡ ❢♦✉♥❞ t♦ ❜❡ ✜❧❧❡❞
✇✐t❤ ✇❛t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❛rr❛♥❣❡❞ ✐♥ s✐♥❣❧❡ ✜❧❡✳

❚❤❡ ♦s♠♦t✐❝ ♣r❡ss✉r❡ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ♥❡t ✢✉① ♦❢ ✇❛t❡r ❢r♦♠ t❤❡ ♣✉r❡ ✇❛t❡r t♦ t❤❡
s❛❧t s♦❧✉t✐♦♥ r❡s❡r✈♦✐rs✱ ❞r❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ♣✉r❡ ✇❛t❡r ❝♦♠♣❛rt♠❡♥t ✐♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✳ ❚❤❡
❛♠♦✉♥t ♦❢ ✢✉① ✇❛s st❛t❡❞ t♦ ❜❡ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡❧② ✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦♥
t❤❡ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ✇❛t❡r ❝❤❛♥♥❡❧ ❛q✉❛♣♦r✐♥❡ ❛♥❞ ✐t ✐s t❤✉s ♠✉❝❤ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ✇❤❛t ❝♦✉❧❞
❜❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❢r♦♠ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝ t❤❡♦r② ❢♦r ❛ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ t✉❜❡ ✇✐t❤ t❤❡
❣✐✈❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ✢✉① ✇❛s ❢♦✉♥❞ t♦ ❜❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ❈◆❚
❧❡♥❣t❤✱ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ ✇❛t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s ♠♦✈❡ q✉❛s✐ ✇✐t❤♦✉t ❢r✐❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡
t✉❜❡✳ ❚❤❡ ❧✐♠✐t✐♥❣ ❢❛❝t♦r ❢♦r t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✇❛t❡r ✢♦✇ ✐s ♥♦t t❤❡ ✇❛t❡r ❞②♥❛♠✐❝s
✐♥ t❤❡ ♣♦r❡s✱ ❜✉t t❤❡ ❡♥tr❛♥❝❡ ❛♥❞ ❡①✐t ❡✈❡♥ts ♦❢ s✐♥❣❧❡ ✇❛t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❛t t❤❡ ♦♣❡♥
t✉❜❡ ❡♥❞s✳ ❚❤❡ ❡♥t❡r✐♥❣ ♦❢ ❛ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ✐♥ ❛ t✉❜❡ ✐s ❤✐❣❤❧② ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①✐t
♦❢ ❛♥♦t❤❡r ♦♥❡ ❛t t❤❡ ♦t❤❡r s✐❞❡❀ ❜♦t❤ ❡✈❡♥ts ❝♦♠❡ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ❛ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ♠♦t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ✇❛t❡r ❝❤❛✐♥ ✐♥ t❤❡ ❈◆❚✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ♥❡t ✢✉① ✐s ❞✐r❡❝t❡❞ t♦✇❛r❞s
t❤❡ s❛❧t s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♠♣❛rt♠❡♥ts✱ ❜❛❝❦✲✢♦✇ ❛❣❛✐♥st t❤❡ ♦s♠♦t✐❝ ❣r❛❞✐❡♥t ❛❧s♦ ♦❝❝✉rs✳
❍✉♠♠❡r ❡t ❛❧✳ st❛t❡ t❤❛t ✇❛t❡r ✢♦✇ t❤r♦✉❣❤ s✉❜✲♥❛♥♦♠❡t❡r ♣♦r❡s ✐s ♥♦t ❣♦✈❡r♥❡❞
❜② t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ❜✉t ✐s ❛ st♦❝❤❛st✐❝ ♣r♦❝❡ss ❞r✐✈❡♥ ❜②
t❤❡r♠❛❧ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡② s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤✐s s✐♥❣❧❡ ✜❧❡ ✇❛t❡r
tr❛♥s♣♦rt ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♦♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s t✐♠❡ r❛♥❞♦♠ ✇❛❧❦
♠♦❞❡❧✳ ■♥ t❤✐s ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ✢✉① ✐s ❛ s✉♠ ♦❢ ❞✐s❝r❡t❡ ❤♦♣♣✐♥❣ ❡✈❡♥ts✱ ❤❛♣♣❡♥✐♥❣ ❛❢t❡r
❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ✇❛✐t✐♥❣ t✐♠❡s✳ ❆ ❤♦♣♣✐♥❣ ❡✈❡♥t ❝❛♥ ❜❡ ❡✐t❤❡r ✐♥ ❜❛❝❦✇❛r❞
♦r ❢♦r✇❛r❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s p ❛♥❞ q = 1− p ❛r❡ ❧✐♥❦❡❞ t♦ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡
✐♥ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦♠♣❛rt♠❡♥ts ✈✐❛ p/q = ❡①♣(−β∆µ)✳

✷✳✶✳✷ ❋✐rst ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥s ❢♦r ❢❛st ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ❧✐q✉✐❞ ✢♦✇ ✐♥ ❝❛r❜♦♥ ♥❛♥✲
♦t✉❜❡s✿ r❛♣✐❞ ❞❡❝❛♥❡ ✐♠❜✐❜✐t✐♦♥

❚❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ ✢♦✇ ✐♥ ❈◆❚ ✇❛s ♥♦t ❧✐♠✐t❡❞ t♦ ✇❛t❡r✳ ❆❧♦♥❣s✐❞❡ t♦ ❍✉♠♠❡r✱
◗✉✐r❦❡ ❡t ❛❧✳ ♣❡r❢♦r♠❡❞ st❡❛❞② st❛t❡ P♦✐s❡✉✐❧❧❡ ✢♦✇ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ s✐♠♣❧❡ ▲❡♥♥❛r❞✲
❏♦♥❡s ✢✉✐❞s✱ ❡✳❣✳ ♠❡t❤❛♥❡✱ ✐♥ ❣r❛♣❤❡♥❡ s❧✐ts ❬✽✽❪ ❛♥❞ ✐♥ ❛r♠❝❤❛✐r ❈◆❚ ❬✽✾❪✳ ❚❤❡ s❧✐t
s✐③❡ ✇❛s ❛❜♦✉t 7♥♠ ✭❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝❛r❜♦♥ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ t✇♦ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❣r❛♣❤❡♥❡
s❤❡❡ts✮ ❛♥❞ ❈◆❚ ❞✐❛♠❡t❡rs ✈❛r✐❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ 1−3 ♥♠✳ ❚❤❡ ✢✉✐❞✲s♦❧✐❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✇❡r❡
❛❧s♦ ♦❢ ▲❡♥♥❛r❞✲❏♦♥❡s t②♣❡ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ str❡♥❣t❤ ✇❛s ✈❛r✐❡❞ t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡
s❡✈❡r❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t ✇❡tt✐♥❣ s✐t✉❛t✐♦♥s✳ ■♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s♣✷ ❤②❜r✐❞✐③❡❞ ❝❛r❜♦♥
❛t♦♠s ❢r♦♠ t❤❡ s❛♠❡ ❣r❛♣❤❡♥❡ s❤❡❡t ♦r ❈◆❚✱ ✇❡r❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ✇✐t❤ ❛ r❡❛❧✐st✐❝ ♠❛♥②✲
❜♦❞② ❜♦♥❞✲♦r❞❡r ♣♦t❡♥t✐❛❧ t❤❛t ❤❛s ❜❡❡♥ ❢♦✉♥❞ t♦ ❛❝❝✉r❛t❡❧② r❡♣r♦❞✉❝❡ ❣r❛♣❤❡♥❡
str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ❞②♥❛♠✐❝s ✭❚❡rs♦✛✲❇r❡♥♥❡r✱ ❬✾✼✱ ✶✶❪✮✳ ❋❧✉✐❞ ✢♦✇ ✇❛s ✐♠♣♦s❡❞ ❜② ❛
❝♦♥st❛♥t ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❛❢t❡r ❡q✉✐❧✐❜r❛t✐♦♥✱ ❜♦t❤ t❤❡ ♠❡t❤❛♥❡ s❤❡❛r ✈✐s❝♦s✐t② ❛♥❞
t❤❡ s❧✐♣ ❧❡♥❣t❤ ✹ ✇❡r❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♣❛r❛❜♦❧✐❝ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡s✳ ❲❡ ✇❛♥t t♦
❡♠♣❤❛s✐③❡ t✇♦ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♣♦✐♥ts ❡♠❡r❣✐♥❣ ❢r♦♠ t❤✐s st✉❞②✿ ❋✐rst✱ s❧✐♣ ❧❡♥❣t❤ ❛r❡
20−50 ♥♠✱ ✇❤✐❝❤ ✐s s✉r♣r✐s✐♥❣❧② ❧❛r❣❡✱ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ♠❡t❤❛♥❡ ✇❡ts t❤❡ ❣r❛♣❤❡♥❡

✹◗✉✐r❦❡ ❡t ❛❧✳ ✉s❡ ❛♥♦t❤❡r ❧❡ss ❝♦♠♠♦♥ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ s❧✐♣ ❧❡♥❣t❤✱ ♥❛♠❡❧② ✬t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡
✇❛❧❧ ❛t t❤❡ ♣♦✐♥t ✇❤❡r❡ t❤❡ ❡①tr❛♣♦❧❛t❡❞ str❡❛♠✐♥❣ ✈❡❧♦❝✐t② ✈❛♥✐s❤❡s✬✳ ❚❤✐s ❧❡♥❣t❤ ✭❧❡ts ❝❛❧❧ ✐t l✮ ✐s
♦♥❧② ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ s❧✐♣ ❧❡♥❣t❤ b ❛s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❊q✳ ✭✶✮ ✇❤❡♥ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡ ✐s ❧✐♥❡❛r✳ ❋♦r P♦✐s❡✉✐❧❧❡
✢♦✇ ✐t ❝❛♥ ❜❡ r❡❛❞✐❧② ❝♦♥✈❡rt❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ b =

(

(R+ l)2 −R2
)

/2R✳

✷✵



✷ ❋❧✉✐❞ ✢♦✇ ✐♥ ❝❛r❜♦♥ ♥❛♥♦t✉❜❡ ♠❡♠❜r❛♥❡s

s✉r❢❛❝❡ ❛♥❞ s❧✐♣♣❛❣❡ ❤❛s s♦ ❢❛r ❜❡❡♥ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ③❡r♦ ❢♦r ✇❡tt✐♥❣ s②st❡♠s✳ ❚❤❡
♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ t❤✐s ❧❛r❣❡ s❧✐♣ ✐s ❛ttr✐❜✉t❡❞ ❜② ◗✉✐r❦❡ ❡t ❛❧✳ t♦ t❤❡ s♠♦♦t❤♥❡ss ♦❢ t❤❡
❧✐q✉✐❞✲✇❛❧❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧✳ ❚❤✐s ✈✐❡✇ ✐s s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❤✐❣❤
✇❛❧❧ ❝♦rr✉❣❛t✐♦♥✱ t❤❛t r❡s✉❧t ✐♥❞❡❡❞ ✐♥ ③❡r♦ s❧✐♣♣❛❣❡✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣♦✐♥t ❝♦♥❝❡r♥s
t❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✇❛❧❧ ❞②♥❛♠✐❝s ❛♥❞ t♦ ✇❤❛t ❡①t❡♥❞ ✐t ✐♥✢✉❡♥❝❡s t❤❡ ✢✉✐❞ ✢♦✇✳
❈♦♠♣❛r✐♥❣ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ s②st❡♠s ✇✐t❤ r❡❛❧✐st✐❝❛❧❧② ♠♦❞❡❧❡❞ ✇❛❧❧s ✭❈◆❚ ❛s ✇❡❧❧ ❛s
❣r❛♣❤❡♥❡✮ ❛♥❞ ✇✐t❤ r✐❣✐❞ ✇❛❧❧s✱ ✐t ✇❛s ❢♦✉♥❞ t❤❛t ✜①✐♥❣ t❤❡ ❝❛r❜♦♥ ♣♦s✐t✐♦♥s ❧❡❛❞s t♦
❧♦✇❡r ✢♦✇ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s✳ ❚❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ t❤❡ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐s 10− 20%✳ ❚❤✐s ✜♥❞✐♥❣ ❥✉st✐✜❡s
t♦ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ✉s❛❣❡ ♦❢ r✐❣✐❞ ✇❛❧❧s ✐♥ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ st✉❞✐❡s ✭❜② t❤✐s ❛♥❞ ♦t❤❡r
❣r♦✉♣s✮✳

▲❛t❡r ♦♥✱ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❡❝❛♥❡ ✐♠❜✐❜✐t✐♦♥ ✐♥ ❣r❛♣❤✐t✐❝ ♥❛♥♦♣♦r❡s ✭❣r❛♣❤❡♥❡
s❧❛❜ ❛♥❞ ❛r♠❝❤❛✐r ❈◆❚ ✇✐t❤ ❞✐❛♠❡t❡r 0.58− 2.62 ♥♠✮ s❤♦✇❡❞ ❛❣❛✐♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s
♦❢ ❧♦✇ ❧✐q✉✐❞✲s♦❧✐❞ ❢r✐❝t✐♦♥ ❬✾✸❪✿ ❛ ❈◆❚ ✐♥ ❝♦♥t❛❝t ✇✐t❤ ❛ ❞❡❝❛♥❡ r❡s❡r✈♦✐r ✇❛s ✐♠❜✐❜❡❞
✈❡r② r❛♣✐❞❧② ✕ ✜❧❧✐♥❣ s♣❡❡❞ ✇❛s ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ 102 − 103 ♠

s
✕ ❛♥❞ t❤❡ t✐♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥

♦❢ t❤❡ ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤ ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♠♣❧② ✇✐t❤ t❤❡ ▲✉❝❛s✲❲❛s❤❜✉r♥ ❧❛✇ ❬✻✸✱ ✶✵✽❪ ❛s
❡①♣❡❝t❡❞ ❢♦r ❛ ❝♦♥t❛❝t ❛♥❣❧❡ 180◦✳ ■♥st❡❛❞✱ t❤❡ ✐♠❜✐❜✐t✐♦♥ ✈❡❧♦❝✐t② ✐s ❝♦♥st❛♥t ♦✈❡r
t❤❡ ♣r♦❜❡❞ t✐♠❡s ✭∼ 1 ♥s✮✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ✜❧❧✐♥❣ s♣❡❡❞ ❞❡♣❡♥❞s ❝r✉❝✐❛❧❧② ♦♥ t❤❡
t✉❜❡ r❛❞✐✉s✱ ✇✐t❤ ❛ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ ♦♥❡ ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ❛♥❞
t❤❡ ❧❛r❣❡st ❈◆❚ r❛❞✐✉s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳

✷✳✶✳✸ ❲❛t❡r ✢♦✇ ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥t✿ ❧♦✇ ❢r✐❝t✐♦♥ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ♣❧✉❣ ✢♦✇

❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ✐♥tr✐❣✉✐♥❣ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❢♦r s✐♥❣❧❡✲✜❧❡ ✇❛t❡r ✢♦✇ ✐♥ s✉❜✲♥❛♥♦♠❡tr✐❝ ❈◆❚
❛♥❞ ♦✐❧ ✐♠❜✐❜✐t✐♦♥ ✐♥ ❧❛r❣❡r ❈◆❚✱ s❡✈❡r❛❧ st✉❞✐❡s ♦❢ ✇❛t❡r ✐♥ ❈◆❚ ✇✐t❤ ❧❛r❣❡r r❛❞✐✐
✇❡r❡ ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ❜② ❞✐✛❡r❡♥t ❣r♦✉♣s✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ✇❛t❡r✴❈◆❚ ❜♦✉♥❞❛r②
❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ❑❛ss✐♥♦s ❡t ❛❧✳ r❡♣♦rt❡❞ ♦♥ s❧✐♣ ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ 10 ♥♠ ❢♦r t✉❜❡ r❛❞✐✐ ❛❜♦✉t
2 − 6 ♥♠ ❬✺✵✱ ✺✹❪✳ ❚❤❡② ❢✉rt❤❡r s✉❣❣❡st❡❞ ❛ ❝✉r✈❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ✐♥ ❝❧❛✐♠✐♥❣ t❤❛t
s❧✐♣ ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ t❤❡ t✉❜❡ ❞✐❛♠❡t❡r✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡s❡ st❛t❡♠❡♥ts ✇❡r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡
❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ s❧✐♣ ❧❡♥❣t❤ t❤❛t ✇❛s ❛❧s♦ ✉s❡❞ ❜② ◗✉✐r❦❡ ❡t ❛❧✳ ✭❋♦♦t♥♦t❡
♦♥ ♣❛❣❡ ✷✵✮✿ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ l ❢r♦♠ t❤❡ ✇❛❧❧ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❡①tr❛♣♦❧❛t❡❞ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡
✈❛♥✐s❤❡s v(R+ l) = 0✳ ❚r❛♥s❢♦r♠✐♥❣ t❤❡✐r r❡s✉❧ts ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣r♦♣❡r ❞❡✜♥✐t✐♦♥
♦❢ s❧✐♣ ❧❡♥❣t❤ ❣✐✈❡s b ∼ 50 ♥♠ ❢♦r ❛❧❧ r❛❞✐✐✳ ❍❛♥❛s❛❦✐ ❛♥❞ ◆❛❦❛t❛♥✐ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♣r❡ss✉r❡
❞r✐✈❡♥ ✢♦✇ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✐♥ ❈◆❚ ✇✐t❤ r❛❞✐✐ ❜❡t✇❡❡♥ 0.8−3 ♥♠ ❛♥❞ ❢♦✉♥❞ t❤❛t ❢♦r ✢♦✇
✈❡❧♦❝✐t✐❡s ♦♥ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ 100 ♠✴s✱ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡s ❛r❡ ✢❛t✱ ♥♦t ♣❛r❛❜♦❧✐❝ ❬✸✹❪✳ ◆♦
✈❛❧✉❡s ❢♦r t❤❡ s❧✐♣ ❧❡♥❣t❤ ♦r t❤❡ ✢♦✇ r❛t❡ ❛r❡ ❣✐✈❡♥✳ ❇✉t✱ s✐♥❝❡ ♣❧✉❣ ✢♦✇ ♦❝❝✉rs ✐♥ t❤❡
❧✐♠✐t ♦❢ ❞✐s❛♣♣❡❛r✐♥❣ ❧✐q✉✐❞✴✇❛❧❧ ❢r✐❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s ❞✐✈❡r❣✐♥❣ s❧✐♣ ❧❡♥❣t❤✱ s❧✐♣ ❤❛s
t♦ ❜❡ ♠✉❝❤ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ t✉❜❡ r❛❞✐✉s b ≫ R ∼ 1 ♥♠✳ ❏♦s❡♣❤ ❛♥❞ ❆❧✉r✉ ❢♦✉♥❞ t❤❡
s❛♠❡ ♣❧✉❣✲❧✐❦❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡ ❢♦r ❣r❛✈✐t② ❞r✐✈❡♥ ✇❛t❡r ✢♦✇ ✐♥ ❈◆❚ ✇✐t❤ ❞✐❛♠❡t❡r
2.17 ♥♠ ❛t ❛ ✢♦✇ ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ 200 ♠✴s ❬✹✽❪✳ ❚❤❡② ♠❡❛s✉r❡❞ ❛ ✢♦✇ r❛t❡ ♦✈❡r 2000
t✐♠❡s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝ ♥♦✲s❧✐♣ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥✳ ❆t t❤✐s ♣♦✐♥t✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦
♠❡♥t✐♦♥ ❛ s✉❜t❧❡t② ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✢♦✇ ❛r❡❛ ✭t✉❜❡ ❝r♦ss
s❡❝t✐♦♥✮✿ ❚❤❡ ✢✉① ❡♥t❡r✐♥❣ ❊q✳ ✭✼✮ ❢♦r t❤❡ ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥t ❢❛❝t♦r✱ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠
t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ P♦✐s❡✉✐❧❧❡ ✢♦✇ ♣r♦✜❧❡ ❜② ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦✈❡r t❤❡ t✉❜❡✬s ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥✱
✇❤❡r❡ t❤❡ t✉❜❡ r❛❞✐✉s R ✐s t❛❦❡♥ t♦ ❜❡ ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❛r❜♦♥ ❛t♦♠s✳
❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ♦✈❡r❡st✐♠❛t❡s t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✢♦✇ ❛r❡❛✱ s✐♥❝❡ t❤❡ r❡♣✉❧s✐✈❡ ✇❛t❡r✴✇❛❧❧
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❧✐♠✐ts t❤❡ ✇❛t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s✬ ♣♦s✐t✐♦♥s t♦ r❛❞✐✐ s♠❛❧❧❡r ∼ R − σ✳ ❚♦ t❛❦❡

✷✶
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t❤✐s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✱ ❛ r❡❞✉❝❡❞ r❛❞✐✉s ✐s s♦♠❡t✐♠❡s ✉s❡❞ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ✢✉①✳ ❲❤✐❧❡ ❢♦r
❧❛r❣❡ r❛❞✐✐ R ≫ σ✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡✱ ✐t ❝❛♥ ♣r♦❞✉❝❡ ❜✐❣ ❝❤❛♥❣❡s ❢♦r s♠❛❧❧
❈◆❚ ❞✐❛♠❡t❡r✳ ❙✉❝❤ ❛ r❡❞✉❝❡❞ r❛❞✐✉s ✇❛s ✉s❡❞ ✐♥ ❬✹✽❪✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛♥ ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥t
❢❛❝t♦r > 2000 ❢♦r ❛ t✉❜❡ ❞✐❛♠❡t❡r R = 2.17 ♥♠✱ ✇❤✐❧❡ ❛ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❈◆❚
r❛❞✐✉s ❣✐✈❡s ❛♥ ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥t ♦❢ ♦♥❧② ∼ 460✳ ❚❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❛r❡❛ ✐s ❛❝t✉❛❧❧② ♠♦r❡
r❡❛❧✐st✐❝✱ s✐♥❝❡ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥✱ t❤❛t ❢♦r ❛ t②♣✐❝❛❧ ✇❡tt✐♥❣ ❝❛s❡ ✇✐t❤♦✉t s❧✐♣✱ t❤❡
❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ✕ t❤❛t ♠❡❛♥s t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t②
♣r♦✜❧❡ ❜❡❝♦♠❡s ③❡r♦ ✕ ✐s ❛❜♦✉t ♦♥❡ σ ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ ❛t♦♠✐❝ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r②
✬✐♥s✐❞❡✬ t❤❡ ❧✐q✉✐❞ ❬✸❪✳

✷✳✶✳✹ ❈✉r✈❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ✢♦✇ ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥t

❙t✉❞✐❡s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ❚❤♦♠❛s ❛♥❞ ▼❝●❛✉❣❤❡② ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ s②st❡♠❛t✐❝❛❧❧② t❤❡ ✐♥✢✉✲
❡♥❝❡ ♦❢ ❈◆❚ ❝✉r✈❛t✉r❡ ♦♥ s❧✐♣♣❛❣❡✳ ❚♦ t❤✐s ❛✐♠✱ t❤❡② s✐♠✉❧❛t❡❞ ♣r❡ss✉r❡ ❞r✐✈❡♥ ✇❛t❡r
✢♦✇ t❤r♦✉❣❤ ❛r♠❝❤❛✐r ❈◆❚ ✇✐t❤ ✐♥✜♥✐t❡ ❧❡♥❣t❤ ❛♥❞ ❞✐❛♠❡t❡rs ❜❡t✇❡❡♥ 1.5 ❛♥❞ 5 ♥♠
❬✾✽❪✳ ❚❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❣r❛❞✐❡♥t ✇❛s t✉♥❡❞ t♦ ❣✐✈❡ ♠❡❛♥ ✢♦✇ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s < 15 ♠

s
✇❤✐❝❤ ✐s

♠✉❝❤ ❧♦✇❡r t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ st✉❞✐❡s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❥✉st ❜❡❢♦r❡✳ ❙t✐❧❧✱ ❚❤♦♠❛s ❛♥❞ ▼❝●❛✉❣❤❡②
✇❡r❡ ❛❜❧❡ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ❛ ♣❛r❛❜♦❧✐❝ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡ ✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝
◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s ❡q✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ s❧✐♣ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ✢♦✇
❝♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ♦♥❡ ❛♥❞ t❤❡ s❛♠❡ ✈❛❧✉❡ ❢♦r b ❢♦r ❛❧❧ ❈◆❚ r❛❞✐✐✳ ❚❤❡②
r❡♣♦rt ♦♥ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ s❧✐♣ ❧❡♥❣t❤ ✇✐t❤ s♠❛❧❧❡r r❛❞✐✐✱ ❛❝❝♦♠♣❛♥✐❡❞ ❜② ❛ ❞❡❝r❡❛s❡
♦❢ t❤❡ ✇❛t❡r ✈✐s❝♦s✐t②✳ ❚❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ✈❛❧✉❡s r❛♥❣❡ ❢r♦♠ 30 ♥♠ ❢♦r s❧✐♣♣❛❣❡ ♦♥ ❛ ✢❛t
❣r❛♣❤❡♥❡ s❤❡❡t t♦ ❛❜♦✉t 110 ♥♠ ✐♥ ❛ ❈◆❚ ✇✐t❤ ❞✐❛♠❡t❡r 1.66 ♥♠✱ ❛♥❞ ❢r♦♠ 0.80
t♦ 0.66♠P❛ s ❢♦r t❤❡ ✈✐s❝♦s✐t② ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ s②st❡♠s✳ ❚❤❡ s❧✐♣ ❧❡♥❣t❤ ✇❛s ❡①tr❛❝t❡❞
❢r♦♠ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡ ✇✐t❤ ❛ ♣❛r❛❜♦❧✐❝ ✜t ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤✐s r❡q✉✐r❡s ❧❛r❣❡ st❛t✐st✐❝s✱
❜❡❝❛✉s❡ ❛s ✐t ✇❛s ❞✐s❝✉ss❡❞ ❥✉st ❛❜♦✈❡✱ t❤❡ ❡①tr❡♠❡❧② ❧♦✇ ✢✉✐❞✴✇❛❧❧ ❢r✐❝t✐♦♥ ❧❡❛❞s
t♦ ✈❡r② ✢❛t ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ s✐❣♥❛❧✲t♦✲♥♦✐s❡ r❛t✐♦ ✐s ❧❛r❣❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡r♠❛❧
✢✉❝t✉❛t✐♦♥s✳ ❚♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✱ ▼❝●❛✉❣❤❡② ❡t ❛❧✳ ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧②
t❤❡ ✇❛t❡r s❡❧❢✲❞✐✛✉s✐♦♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ k❇T/(3πaD) ✇✐t❤ a ❛♥ ❡st✐♠❛t❡❞ ✇❛t❡r
♠♦❧❡❝✉❧❡ ❞✐❛♠❡t❡r✳ ❚❤✐s q✉❛♥t✐t② ✇❛s t❤❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛s
t❤❡ ✈✐s❝♦s✐t② η✱ ✇❤✐❝❤ ❧✐♠✐ts t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✜t ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡
t♦ ♦♥❧② ♦♥❡✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡ s❧✐♣ ❧❡♥❣t❤ b✳ ■t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦t❡❞ ❛t t❤✐s ♣♦✐♥t✱ t❤❛t t❤✐s
❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ✐♥s♦❢❛r ♣r♦❜❧❡♠❛t✐❝ ❛s t❤❡ ❙t♦❦❡s✲❊✐♥st❡✐♥ r❡❧❛t✐♦♥ η = k❇T/(3πaD) ✐s
♦♥❧② ✈❛❧✐❞ ❢♦r ❜✉❧❦ ✇❛t❡r✳ ■♥ ♣♦r❡s ♦❢ ✜♥✐t❡ s✐③❡✱ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ ✈✐s❝♦s✐t② ❛♥❞ ❞✐✛✉s✐♦♥
❝♦❡✣❝✐❡♥t ✐s ♠♦❞✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥t✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛t
t❤❡ ❝♦♥✜♥✐♥❣ ✇❛❧❧s ✕ ❡✳❣✳ t❤❡ s❧✐♣ ❧❡♥❣t❤ ✕ ❡♥t❡rs ✐♥t♦ t❤✐s r❡❧❛t✐♦♥ ❬✽✺❪✳ ❚❤❛t ✐s
✇❤② s♦♠❡ ❝❛✉t✐♦♥ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ❢♦r t❤❡ s❧✐♣
❧❡♥❣t❤ ✐s ❛❞✈✐s❛❜❧❡✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s❧✐♣ ❧❡♥❣t❤ t❤❛t
▼❝●❛✉❣❤❡② ❡t ❛❧✳ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐s ✈❡r② ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❛♥❞ ❛❞❞s t♦ t❤❡ ♦♣❡♥ q✉❡st✐♦♥s ❛❜♦✉t
✇❛t❡r✴❈◆❚ ❢r✐❝t✐♦♥✳

■♥ ❛ s✉❜s❡q✉❡♥t ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥✱ t❤❡ s❛♠❡ ❛✉t❤♦rs ♣r❡s❡♥t r❡s✉❧ts ❢♦r ✇❛t❡r ✢♦✇
t❤r♦✉❣❤ ❈◆❚ ✇✐t❤ ❞✐❛♠❡t❡r 1.66 ♥♠ ❞♦✇♥ t♦ 0.83✱ ✇✐t❤ ✜♥✐t❡ ❧❡♥❣t❤ ❛♥❞ ❝♦♥♥❡❝t❡❞
t♦ ✇❛t❡r r❡s❡r✈♦✐rs ❛t ❜♦t❤ ♦♣❡♥ ❡♥❞s ❬✾✾❪✳ ❚❤❡ ❛✉t❤♦rs r❡♣♦rt ♦♥ ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ t♦
s✉❜✲❝♦♥t✐♥✉✉♠ tr❛♥s♣♦rt✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✇❛t❡r ✢♦✇ ❝❛♥ ♥♦t ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❛♥②♠♦r❡ ✇✐t❤
❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐s tr❛♥s✐t✐♦♥ ✕ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ❜r❡❛❦❞♦✇♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✲
✉✉♠ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✕ ❝♦✐♥❝✐❞❡♥❝❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ ♦r❞❡r❡❞ ✇❛t❡r str✉❝t✉r❡s✳ ❋♦r

✷✷



✷ ❋❧✉✐❞ ✢♦✇ ✐♥ ❝❛r❜♦♥ ♥❛♥♦t✉❜❡ ♠❡♠❜r❛♥❡s

t❤❡ ♥❛rr♦✇❡st ❈◆❚✱ t❤❡ ❝♦♥✜♥❡❞ ✇❛t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❛rr❛♥❣❡ ✐♥ ♦r❞❡r❡❞ str✉❝t✉r❡s ❬✶✵✵❪✳
❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ t✉❜❡ r❛❞✐✉s✱ t❤❡ ✇❛t❡r t❤r♦✉❣❤♣✉t ✇❛s ❢♦✉♥❞ t♦ ❜❡ 2 − 3 ♦r❞❡rs
♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ❡①♣❡❝t❡❞ ❢♦r ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤♦✉t s❧✐♣♣❛❣❡✳ ❲❡
♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ str♦♥❣ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❢r♦♠ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝ t❤❡♦r② ❛t ❝♦♥✜♥❡✲
♠❡♥ts ✉♥❞❡r 1 ♥♠ ✐s ✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ ❛ s❝❛❧✐♥❣ ❛r❣✉♠❡♥t ❜② ❇♦❝q✉❡t ❛♥❞ ❈❤❛r❧❛✐①
❬✽❪ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ s②st❡♠ s✐③❡ t♦ ❛ t②♣✐❝❛❧ ✬✈✐s❝♦✉s✬ ❧❡♥❣t❤ s❝❛❧❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡
str❡ss✲str❡ss ❞❡❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ t✐♠❡✳

✷✳✶✳✺ ❈♦♠♣❛r❛t✐✈❡ s✉♠♠❛r② ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❞②♥❛♠✐❝s s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts

❇❡❢♦r❡ ❞✐s❝✉ss✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✇♦r❦✱ ✇❡ ✇❛♥t t♦ s✉♠ ✉♣ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ r❡s✉❧ts ❢♦r
✢✉✐❞ tr❛♥s♣♦rt ✐♥ ❣r❛♣❤✐t✐❝ ♥❛♥♦♣♦r❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❞②♥❛♠✐❝s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s
❢r♦♠ ✈❛r✐♦✉s ❣r♦✉♣s ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❧❛st t❡♥ ②❡❛rs✳ ❲❡ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡② ❛❧❧ ❛❣r❡❡ ✉♣♦♥ t❤❡
❢❛❝t t❤❛t t❤❡s❡ ♥❛♥♦♣♦r❡s✱ ❧✐❦❡ ❈◆❚ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❡①❤✐❜✐t s♣❡❝✐❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛❧❧♦✇✐♥❣
❢♦r ❡①tr❡♠❡❧② ❧❛r❣❡ t❤r♦✉❣❤♣✉t✳ ❋❧✉✐❞ ✢♦✇ t❤r♦✉❣❤ ❈◆❚ ✐s ❣♦✈❡r♥❡❞ ❜② ✈❡r② ❧♦✇
✐♥t❡r❢❛❝❡ ❢r✐❝t✐♦♥✱ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❧❛r❣❡ s❧✐♣ ❧❡♥❣t❤ t❤❛t ❧❡❛❞ t♦ ✢❛t✱ ❛❧♠♦st ♣❧✉❣✲❧✐❦❡
✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡s✳ ❋♦r ❈◆❚ ❞✐❛♠❡t❡r ❛r♦✉♥❞ ∼ 1 ♥♠✱ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥t ❡✛❡❝ts ❧❡❛❞ t♦ ❛
tr❛♥s✐t✐♦♥ t♦ ❛ s✉❜✲❝♦♥t✐♥✉✉♠ r❡❣✐♠❡✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❢❛✐❧s t♦
❞❡s❝r✐❜❡ ✢✉✐❞ ✢♦✇✳ ■♥ ❛❧❧ ❝❛s❡s✱ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧❡ ❤✐❣❤❡r ✢♦✇ r❛t❡s ✇❡r❡ ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛♥
❡①♣❡❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝ ♥♦✲s❧✐♣ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✳ ❚♦ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡❧② ❝♦♠♣❛r❡
t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛✉❣♠❡♥t❡❞ ✢♦✇ r❛t❡s✱ ✇❡ ❧♦♦❦ ❛t t❤❡ ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥t ❢❛❝t♦r Q/Q♥♦✲s❧✐♣

✭❊q✳ ✭✼✮✮✱ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ ❚❛❜✳ ✶✳ ❙✐♥❝❡ ♠♦st ❛✉t❤♦rs ✉s❡ t❤❡ ❢✉❧❧ r❛❞✐✉s t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡
t❤❡ ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥t✱ ✇❡ ❣✐✈❡ ❛❧❧ r❡s✉❧ts ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❢♦r ❜❡tt❡r ❝♦♠♣❛✲
r❛❜✐❧✐t②✳ ❙t✐❧❧✱ ❡✈❡♥ ✇❤❡♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ❛r❡ ♣r♦♣❡r❧② t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✱
♥♦ ❝♦❤❡r❡♥t ✐♠❛❣❡ ❢♦r t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✢♦✇ ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥t ❡♠❡r❣❡s✳ ❋♦r t✉❜❡ ❞✐❛♠❡t❡r
∼ 2.7 ♥♠✱ ♦✉t❝♦♠❡s ❢♦r t❤❡ ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥t ❢❛❝t♦r ✈❛r② ❜❡t✇❡❡♥ ✹✵ ❛♥❞ ✺✵✵✳ ■♥ ❝❛s❡ ♦❢
s✉❜✲❝♦♥t✐♥✉✉♠ tr❛♥s♣♦rt✱ t❤❡ ✢♦✇ ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥t ✐s ❡✈❡♥ ♠♦r❡ ✐♠♣r❡ss✐✈❡✱ ✉♣ t♦ ♦✈❡r
✶✵✵✵✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❑❛ss✐♥♦s ❡t ❛❧✳ ❢♦✉♥❞ ❛ ❝♦♥st❛♥t s❧✐♣ ❧❡♥❣t❤ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❈◆❚
r❛❞✐✐✱ ✐♥ ❝♦♥tr❛r② t♦ ❚❤♦♠❛s ❡t ❛❧✳✱ ✇❤♦ r❡♣♦rt ♦♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ s❧✐♣♣❛❣❡ ❢♦r s♠❛❧❧❡r
❈◆❚ ❞✐❛♠❡t❡r✳

❆ ♣r♦❜❛❜❧❡ ❝❛✉s❡ ❢♦r ❞✐s❝r❡♣❛♥❝✐❡s ❛r❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② ❢✉♥❝t✐♦♥s
t❤❛t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉s❡❞ t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡✲♣❛rt✐❝❧❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡ ❛♣✲
♣❧✐❡❞ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ ✇❛t❡r ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ✇❛t❡r✴✇❛❧❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❢♦r ❡✈❡r②
❣r♦✉♣✱ ✇❤♦s❡ ✇♦r❦ ✇❛s ❥✉st ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❇✉t t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❧✐q✉✐❞✴s♦❧✐❞ ✐♥t❡r❛❝✲
t✐♦♥ str❡♥❣t❤✱ t❤❛t ❛❧s♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ✇❡tt✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ✐s s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❜❡ ❝r✉❝✐❛❧
❢♦r t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❢r✐❝t✐♦♥✳ ❆ ♠♦r❡ ❡❧❛❜♦r❛t❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ ✇❛t❡r ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ t❤❡ ✇❛✲
t❡r✴❣r❛♣❤✐t❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ ✐s ❞❡❢❡rr❡❞ t♦ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ st✉❞✐❡❞ s②st❡♠s ❛r❡ ❝♦♠♣❛✲
r❛❜❧❡ ✭❤②❞r♦st❛t✐❝ ♣r❡ss✉r❡ ❛♥❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✇❡r❡ ❛❧✇❛②s ❦❡♣t ❛t 1 ❜❛r ♦r 1 ❛t♠ ❛♥❞
298 ♦r 300❑✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✺✮✱ ❣❡♦♠❡tr✐❡s ❛r❡ s♦♠❡✇❤❛t ❞✐✛❡r❡♥t✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ s♦♠❡
✢♦✇ r❛t❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ ✐♥✜♥✐t❡❧② ❧♦♥❣ t✉❜❡s ✭♣❡r✐♦❞✐❝ ❜♦✉♥❞❛r②
❝♦♥❞✐t✐♦♥s✮✱ ✇❤✐❧❡ ♦t❤❡rs ❧♦♦❦❡❞ ❛t t✉❜❡s ✇✐t❤ ✜♥✐t❡ ❧❡♥❣t❤✱ ✉s✉❛❧❧② ❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ t✇♦
✇❛t❡r r❡s❡r✈♦✐rs✳ ■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛s❡✱ ❞②♥❛♠✐❝s ❛t t❤❡ t✉❜❡ ♦♣❡♥✐♥❣s ♠❛② ♣❧❛② ❛ ❜✐❣

✺✇✐t❤ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥ ♦❢ r❡❢❡r❡♥❝❡s ❬✺✵✱ ✺✹❪ ✇❤❡r❡ t❤❡ s②st❡♠s ❛r❡ ♥♦t ❡q✉✐❧✐❜r❛t❡❞ ❛t
✇❡❧❧✲❞❡✜♥❡❞ ♣r❡ss✉r❡

✷✸



P❛rt ■

r♦❧❡ ❢♦r t❤❡ ♣❡r♠❡❛❜✐❧✐t②✱ ♠❛❦✐♥❣ ✐t ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❝♦♠♣❛r❡ r❡s✉❧ts ✇✐t❤ ✢♦✇ ✐♥ ❝❧♦s❡❞
t✉❜❡s✳

✷✳✷ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ ❝❛r❜♦♥ ♥❛♥♦♣♦r❡ ♠❡♠❜r❛♥❡ ♣❡r✲
♠❡❛❜✐❧✐t②

❍❛✈✐♥❣ ❞✐s❝✉ss❡❞ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❢♦r ✇❛t❡r ✢♦✇ ✐♥ ❈◆❚ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ▼❉
s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ♥♦✇ t✉r♥ t♦ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡✱ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♥❣
s❡t✉♣s ✇✐t❤ ♦♥❡ s✐♥❣❧❡ ❈◆❚ ♦❢ ✇❡❧❧ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❞✐❛♠❡t❡r ✇♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ ✉❧t✐♠❛t❡ ❣♦❛❧
✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞✐r❡❝t❧② ❝♦♠♣❛r❡ r❡❛❧✐t②✱ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡♦r② ♦♥ ❛ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❧❡✈❡❧✳
❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ♣✉r♣♦s❡ r❡q✉✐r❡s ❛ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ ♥❛♥♦s❝♦♣✐❝
♦❜❥❡❝ts t❤❛t ❤❛s ♥♦t ❜❡❡♥ r❡❛❝❤❡❞ s♦ ❢❛r✳ ❚❤❡ t❤r❡❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣s t❤❛t ❤❛✈❡
❜❡❡♥ r❡❛❧✐③❡❞✱ ✉s❡❞ ♠❡♠❜r❛♥❡s ♦❢ ❛ ♠✉❧t✐t✉❞❡ ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❛❧✐❣♥❡❞ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ♣♦r❡s✿
❋✐rst✱ ✐♥ ✷✵✵✺✱ ▼❛❥✉♠❞❡r ❡t ❛❧✳ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✢♦✇ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❢♦r ❛ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ❧✐q✉✐❞s
t❤r♦✉❣❤ ❛ ❝❛r❜♦♥ ♥❛♥♦t✉❜❡ ♠❡♠❜r❛♥❡ ♠❛❞❡ ♦❢ ❛❧✐❣♥❡❞ ♠✉❧t✐✇❛❧❧❡❞ ❈◆❚ ✇✐t❤ 7 ♥♠
✐♥♥❡r ❞✐❛♠❡t❡r ❬✻✼❪✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ②❡❛r✱ ✷✵✵✻✱ ❍♦❧t ❡t ❛❧✳ ♣r❡s❡♥t❡❞ st✉❞✐❡s ♦❢ ✇❛t❡r
❛♥❞ ❣❛s ♣❡r♠❡❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♠❡♠❜r❛♥❡s ♠❛❞❡ ♦❢ ❞♦✉❜❧❡ ✇❛❧❧❡❞ ❈◆❚ ✇✐t❤ ✐♥♥❡r ❞✐❛♠❡t❡rs
❧❡ss t❤❛♥ 2 ♥♠ ❬✸✽❪✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✐♥ ✷✵✵✽✱ ❲❤✐t❜② ❡t ❛❧✳ ♠❡❛s✉r❡❞ ✇❛t❡r✱ ❞❡❝❛♥❡ ❛♥❞
❡t❤❛♥♦❧ ✢♦✇ r❛t❡s t❤r♦✉❣❤ ♠❡♠❜r❛♥❡s ♣❡r❢♦r❛t❡❞ ❜② 44 ♥♠ ✇✐❞❡ ♥❛♥♦♣✐♣❡s✱ ♠❛❞❡ ♦❢
❛♥ ❛♠♦r♣❤♦✉s ❝❛r❜♦♥ str✉❝t✉r❡ ❞❡♣♦s✐t❡❞ ✐♥s✐❞❡ ❛❧✉♠✐♥❛ t❡♠♣❧❛t❡s ❬✶✶✵❪✳ ❆❧❧ t❤r❡❡
❣r♦✉♣s r❡♣♦rt ♦♥ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧❡ ✢♦✇ ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥ts t❤❛t✱ ✐♥ s♦♠❡ ❝❛s❡s✱ ❛r❡ st❛t❡❞ t♦
r❡❛❝❤ ♠❛❣♥✐t✉❞❡s ✉♣ t♦ 104✳

❚❤❡ ❜✐❣❣❡st ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ✐♥ t❤❡s❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❧✐❡s ✐♥ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✲
✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡♠❜r❛♥❡✳ P♦r❡s s❤♦✉❧❞ ❜❡ str❛✐❣❤t ❛♥❞ ❢✉❧❧② ♦♣❡♥ ✇✐t❤ ❛ ❝♦♥st❛♥t
✐♥♥❡r ❞✐❛♠❡t❡r ❛❧♦♥❣ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❧❡♥❣t❤✳ ●❛♣s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♣♦r❡s ❤❛✈❡
t♦ ❜❡ ✜❧❧❡❞ s✐♥❝❡ ❧✐q✉✐❞ ✐s s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ♣❛ss t❤❡ ♠❡♠❜r❛♥❡ ♦♥❧② ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❈◆❚ ♦r
❝❛r❜♦♥ ♣✐♣❡s✳ P♦r❡ ❞✐❛♠❡t❡rs✱ ♣♦r❡ ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ ♠❡♠❜r❛♥❡ t❤✐❝❦♥❡ss ❤❛✈❡ t♦ ❜❡
❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❛❝❝✉r❛t❡❧② t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ✢✉① ❛♥❞ ✢♦✇ ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥t✳ ❚❤❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞
❣r♦✉♣s t❛❝❦❧❡❞ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ✇❛②s✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ ❞✐✛❡r✲
❡♥t t②♣❡s ♦❢ ❝❛r❜♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧s✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ❛❧❧ t❤r❡❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✇✐❧❧ ❜❡ s❤♦rt❧②
♣r❡s❡♥t❡❞✱ s♦ t❤❛t ❛❢t❡r✇❛r❞s t❤❡ r❡s✉❧ts ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ❛♥❞ t❤❡
❜❡❢♦r❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳

✷✳✷✳✶ ❖✉t♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ♣❡r♠❡❛❜✐❧✐t② ♦❢ 7 ♥♠✲❝❛r❜♦♥ ♥❛♥♦t✉❜❡ ♠❡♠❜r❛♥❡s

❚❤❡ ♠❡♠❜r❛♥❡ ❢❛❜r✐❝❛t❡❞ ❜② ▼❛❥✉♠❞❡r ❡t ❛❧✳ ✇❛s ❛♥ ❛rr❛② ♦❢ ❛❧✐❣♥❡❞ ♠✉❧t✐ ✇❛❧❧❡❞
❈◆❚ ✇✐t❤ ✐♥♥❡r ❞✐❛♠❡t❡r ♦❢ ∼ 7 ♥♠✱ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥ ♣♦❧②st②r❡♥❡ ❬✻✼❪✳ ❚❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥
♦❢ t❤✐s ♠❡♠❜r❛♥❡ ❝♦♥s✐st❡❞ ♦❢ s❡✈❡r❛❧ st❡♣s ❬✸✼❪✳ ❋✐rst✱ ❈◆❚ ❛r❡ ❣r♦✇♥ ❜② ❝❛t❛❧②t✐❝
❝❤❡♠✐❝❛❧ ✈❛♣♦r ❞❡♣♦s✐t✐♦♥ ✭❈❱❉✮ t♦ ❛ ❞❡♥s❡ ❛rr❛② ♦❢ ❛❧✐❣♥❡❞ ❈◆❚ ♦♥ ❛ q✉❛rt③
s✉❜str❛t❡✳ ❚❤❡ ✐♥♥❡r t✉❜❡ ❞✐❛♠❡t❡r ❝❛♥ ❜❡ t✉♥❡❞ ❜② t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❝❛t❛❧②st ♣❛rt✐❝❧❡s✳
■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ st❡♣✱ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ ❈◆❚ t✐♣s ✐s s♣✐♥✲❝♦❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♣♦❧②st②r❡♥❡✲t♦❧✉❡♥❡
s♦❧✉t✐♦♥✳ P♦❧②st②r❡♥❡✱ ✇❤✐❝❤ ❡①❤✐❜✐ts ❛ ❤✐❣❤❧② ✇❡tt✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦♥ ❈◆❚✱ ✇❛s t❤❡♥
s✉❝❦❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ s♣❛❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✉❜❡s✳ ❆❢t❡r ❞r②✐♥❣ ✐♥ ✈❛❝✉✉♠✱ t❤❡ ♣♦❧②st②r❡♥❡✲
❈◆❚ ✜❧♠ ✇❛s r❡♠♦✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s✉❜str❛t❡ ❜② ❡t❝❤✐♥❣ ✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❈◆❚ ✇❡r❡
✉♥❝❛♣♣❡❞ ✇✐t❤ ♣❧❛s♠❛ ♦①✐❞❛t✐♦♥✳ ■♥ t✇♦ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✇❛②s ✭❜② tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❡❧❡❝tr♦♥
♠✐❝r♦s❝♦♣② ✭❚❊▼✮ ❛♥❞ ❜② ◆2 ❞❡s♦r♣t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✮ t❤❡ ■♥♥❡r t✉❜❡ ❞✐❛♠❡t❡rs

✷✹



✷ ❋❧✉✐❞ ✢♦✇ ✐♥ ❝❛r❜♦♥ ♥❛♥♦t✉❜❡ ♠❡♠❜r❛♥❡s

❈♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ♦❢ ✇❛t❡r ✢♦✇ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✐♥ ❝❛r❜♦♥ ♥❛♥♦♣♦r❡s✳✳✳

✳✳✳▼❉ s✐♠✉❧❛t✐♦♥

✇❛t❡r ❖✲❈ ❈◆❚ s❧✐♣ ✢♦✇
♠♦❞❡❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❞✐❛♠❡t❡r ❧❡♥❣t❤ ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥t r❡❢❡r❡♥❝❡

✭♥♠✮ ✭♥♠✮

❚■P✸P ❆▼❇❊❘ 0.81∗
s✉❜✲❝♦♥t✐♥✉✉♠

❬✹✶✱ ✹✾❪
✢♦✇

❙P❈✲❊ ❲❡r❞❡r❬✶✵✾❪
2.71 56 (84)

❬✺✹❪4.07 55 (55)
5.42 57 (43)

❙P❈✲❊ ❄ 0.81 t♦ 2.71 ♣❧✉❣ ✢♦✇ ❬✸✹❪

❙P❈✲❊ ❄ 2.17 ✭249✮ 460
❬✹✽❪

❚■P✺P ❲❡r❞❡r❬✶✵✾❪

1.66 105 433

❬✾✽❪

2.22 70 193
2.77 40 106
3.33 37 82
3.88 29 53
4.44 31 49
4.99 30 47
0.83∗ O(103)

❬✾✾❪
0.96∗ s✉❜✲❝♦♥t✐♥✉✉♠ O(103)
1.10∗ ✢♦✇ O(102)
1.39∗ O(102)

❚❛❜❧❡ ✶✿ ❘❡s✉❧ts ❢r♦♠ ▼❉ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ st✉❞✐❡s ♦❢ ✇❛t❡r ✢♦✇ t❤r♦✉❣❤ ❝❛r❜♦♥ ♥❛♥♦t✉❜❡s t❤❛t
❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ❞✐✛❡r❡♥t ❛✉t❤♦rs ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❧❛st ✶✵ ②❡❛rs✳ ❚❤❡ ✇❛t❡r ✢✉① ✐s q✉❛♥✲
t✐✜❡❞ ❜② ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥t ❢❛❝t♦r ✭s❡❡ ❊q✳ ✭✼✮✮ ❛♥❞ s❧✐♣ ❧❡♥❣t❤ ✭❊q✳ ✭✶✮✮✳ ❚✉❜❡s ✇✐t❤ st❛rr❡❞
✭✯✮ ❞✐❛♠❡t❡r ❤❛✈❡ ✜♥✐t❡ ❧❡♥❣t❤✱ ✐♥ ❛❧❧ ♦t❤❡r ❝❛s❡s✱ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥
❛♣♣❧✐❡❞❀ ✭❄✮ q✉❛♥t✐t② ♥♦t s♣❡❝✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ❛✉t❤♦rs❀ ✈❛❧✉❡s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❜r❛❝❦❡ts ✭✮ ✇❡r❡ ♥♦t
s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡s ❛♥❞ ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛ss✉♠✐♥❣ ✇❛t❡r ❦❡❡♣s ✐ts ❜✉❧❦ ✈✐s❝♦s✲
✐t②✳

✳✳✳❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t

♣♦r❡ t②♣❡ s❧✐♣ ❧❡♥❣t❤ ✭♥♠✮ ✢♦✇ ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥t ✭♥♠✮ r❡❢❡r❡♥❝❡
✭❞✐❛♠❡t❡r✮ ✇❛t❡r ❞❡❝❛♥❡ ❡t❤❛♥♦❧ ✇❛t❡r ❞❡❝❛♥❡ ❡t❤❛♥♦❧

❈◆❚
53728 3448 28124 61404 3941 32143 ❬✻✼❪

✭∼ 7 ♥♠✮
❈◆❚ 560 t♦

✲ ✲
140 t♦

✲ ✲ ❬✸✽❪
✭< 2 ♥♠✮ 8400 1400

♥❛♥♦♣✐♣❡
35± 3 41± 2 29± 2 34± 3 45± 2 25± 2 ❬✶✶✵❪

✭44 ♥♠✮

❚❛❜❧❡ ✷✿ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ❢♦r ✢♦✇ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ ✇❛t❡r✱ ❡t❤❛♥♦❧ ❛♥❞ ❞❡❝❛♥❡ t❤r♦✉❣❤
❝❛r❜♦♥ ♥❛♥♦♣♦r❡s ✇✐t❤ ❞✐❛♠❡t❡r < 50 ♥♠✳

✷✺



P❛rt ■

❍♦❧t ❡t ❛❧✳✱ ❙❝✐❡♥❝❡ ✷✵✵✻✱ ✸✶✷✳ ❘❡♣r✐♥t❡❞ ✇✐t❤ ♣❡r♠✐ss✐♦♥ ❢r♦♠ ❆❆❆❙

❋✐❣✉r❡ ✹✿ ✭❆✮ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ♦❢ t❤❡ ❢❛❜r✐❝❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳ ❙t❡♣ ✶✿ ♠✐❝r♦ s❝❛❧❡ ♣✐t ❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭❜②
❑❖❍ ❡t❝❤✐♥❣✮✳ ❙t❡♣ ✷✿ ❝❛t❛❧②st ❞❡♣♦s✐t✐♦♥✴❛♥♥❡❛❧✐♥❣✳ ❙t❡♣ ✸✿ ♥❛♥♦t✉❜❡ ❣r♦✇t❤✳ ❙t❡♣
✹✿ ❣❛♣ ✜❧❧✐♥❣ ✇✐t❤ ❧♦✇✲♣r❡ss✉r❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ✈❛♣♦r✕❞❡♣♦s✐t❡❞ ❙✐3◆4✳ ❙t❡♣ ✺✿ ♠❡♠❜r❛♥❡ ❛r❡❛
❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✭❜② ❳❡❋2 ✐s♦tr♦♣✐❝ ❙✐ ❡t❝❤✐♥❣✮✳ ❙t❡♣ ✻✿ s✐❧✐❝♦♥ ♥✐tr✐❞❡ ❡t❝❤ t♦ ❡①♣♦s❡ ♥❛♥♦t✉❜❡s
❛♥❞ r❡♠♦✈❡ ❝❛t❛❧②st ♥❛♥♦♣❛rt✐❝❧❡s ✭❜② ❆r ✐♦♥ ♠✐❧❧✐♥❣✮❀ t❤❡ ♠❡♠❜r❛♥❡ ✐s st✐❧❧ ✐♠♣❡r♠❡❛❜❧❡
❛t t❤✐s st❡♣✳ ❙t❡♣ ✼✿ ♥❛♥♦t✉❜❡ ✉♥❝❛♣♣✐♥❣ ✭r❡❛❝t✐✈❡ ✐♦♥ ❡t❝❤✐♥❣✮❀ t❤❡ ♠❡♠❜r❛♥❡ ❜❡❣✐♥s t♦
❡①❤✐❜✐t ❣❛s ♣❡r♠❡❛❜✐❧✐t② ❛t t❤✐s st❡♣✳ ✭❇✮ ❙❊▼ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛s✲❣r♦✇♥ ❈◆❚s✳ ✭❈✮
❙❊▼ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡♠❜r❛♥❡✱ ✐❧❧✉str❛t✐♥❣ t❤❡ ❡①❝❡❧❧❡♥t ❣❛♣ ✜❧❧✐♥❣ ❜② s✐❧✐❝♦♥ ♥✐tr✐❞❡✳
✭❉✮ P❤♦t♦❣r❛♣❤ ♦❢ t❤❡ ♦♣❡♥ ♠❡♠❜r❛♥❡ ❛r❡❛s❀ ✐♥s❡t s❤♦✇s ❛ ❝❧♦s❡✲✉♣ ♦❢ ♦♥❡ ♠❡♠❜r❛♥❡✳ ✭❊✮
P❤♦t♦❣r❛♣❤ ♦❢ t❤❡ ♠❡♠❜r❛♥❡ ❝❤✐♣ t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s ✽✾ ♦♣❡♥ ✇✐♥❞♦✇s❀ ❡❛❝❤ ✇✐♥❞♦✇ ✐s ✺✵ µ♠ ✐♥
❞✐❛♠❡t❡r✳

✇❡r❡ ❝♦♥✜r♠❡❞ t♦ ❧✐❡ ❜❡t✇❡❡♥ 6−10 ♥♠ ✇✐t❤ ❛ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ 7.5 ♥♠✳ ❚❤❡ ♣♦r❡ ❞❡♥s✐t②
✇❛s ❡st✐♠❛t❡❞ ❢r♦♠ ✐♦♥ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✉s✐♥❣ t❤❡ ❑♥✉❞s❡♥ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♠♦❞❡❧
❬✺✶❪✳

▼❛❥✉♠❞❡r ❡t ❛❧✳ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✢♦✇ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✇✐t❤ ✇❛t❡r✱ ❛❧❝♦❤♦❧s ✭❡t❤❛♥♦❧
❛♥❞ ✐s♦✲♣r♦♣❛♥♦❧✮ ❛♥❞ ❤②❞r♦❝❛r❜♦♥s ✭❤❡①❛♥❡ ❛♥❞ ❞❡❝❛♥❡✮✳ ❚❤❡✐r r❡s✉❧ts s✉❣❣❡st ❛
♣❡r♠❡❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ♠❡♠❜r❛♥❡ t❤❛t ✐s 3 t♦ 4 ♦r❞❡rs ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❛❜♦✈❡ t❤❡
❝♦♥t✐♥✉✉♠ ♥♦✲s❧✐♣ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ❢♦r ❛❧❧ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❧✐q✉✐❞s✳ ❚❤❡ s❧✐♣ ❧❡♥❣t❤ t❤❛t ❤❛✈❡
❜❡❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✢✉① r❡❛❝❤ t❡♥t❤ ♦❢ ♠✐❝r♦♠❡t❡rs✱ ✇✐t❤ ❞❡❝❛♥❡ ♦♥ t❤❡ ❧♦✇❡r
❡♥❞ ✇✐t❤ ∼ 3 µ♠ ❛♥❞ ✇❛t❡r ♦♥ t❤❡ ✉♣♣❡r ❡♥❞ ✇✐t❤ 40− 70 µ♠✳

✷✳✷✳✷ ▲❛r❣❡ ✢♦✇ ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥t ❢♦r 2♥♠ ❝❛r❜♦♥ ♥❛♥♦t✉❜❡ ♠❡♠❜r❛♥❡s

❍♦❧t ❡t ❛❧✳ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✇❛t❡r ❛♥❞ ❣❛s ✢♦✇ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts t❤r♦✉❣❤ ♠❡♠❜r❛♥❡s ♠❛❞❡ ♦❢
❞♦✉❜❧❡ ✇❛❧❧❡❞ ❈◆❚ ✇✐t❤ ❞✐❛♠❡t❡rs ❜❡t✇❡❡♥ 1.3 ❛♥❞ 2.0 ♥♠ ❬✸✽❪✳ ❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✱

✷✻



✷ ❋❧✉✐❞ ✢♦✇ ✐♥ ❝❛r❜♦♥ ♥❛♥♦t✉❜❡ ♠❡♠❜r❛♥❡s

t❤❡ ♠❡♠❜r❛♥❡ ✇❛s ❛❣❛✐♥ ♣r♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ♠✉❧t✐♣❧❡ st❡♣s✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❜❛s✐❝ ✐❞❡❛s
❛s ❥✉st ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡✳ ❈◆❚ ❛r❡ ❣r♦✇♥ ❜② ❝❛t❛❧②t✐❝ ❈❱❉✱ t❤✐s t✐♠❡ ♦♥ ❛ s✐❧✐❝♦♥
s✉❜str❛t❡ ❛♥❞ ✇✐t❤ s♠❛❧❧❡r ❝❛t❛❧②st ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ t❤❡ ❣❛♣s ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ t✉❜❡s ❤❛❞ t♦ ❜❡ ✜❧❧❡❞✳ ❋♦r t❤✐s✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ✉s❡ ❧♦✇✲♣r❡ss✉r❡ ❈❱❉ ♦❢ s✐❧✐❝♦♥
♥✐tr✐❞❡ ✭❙✐3◆✐4✮ t❤❛t r❡❛❞✐❧② ❡♥❝❛♣s✉❧❛t❡s t❤❡ ❈◆❚✳ ❆❢t❡r✇❛r❞s✱ t❤❡ ❡①❝❡ss s✐❧✐❝♦♥
♥✐tr✐❞❡ ✐s r❡♠♦✈❡❞ ❜② ✐♦♥ ♠✐❧❧✐♥❣ t♦ r❡✲❡①♣♦s❡ t❤❡ st✐❧❧ ❝❧♦s❡❞ ❈◆❚ ❡♥❞s✳ ❚❤❡ s❛♠❡
t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s ✉s❡❞ t♦ r❡♠♦✈❡ t❤❡ s✉❜str❛t❡ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r s✐❞❡✱ ❜✉t ♦♥❧② ✐♥ ❛ s♠❛❧❧
♣r❡✲❞❡✜♥❡❞ ❛r❡❛✱ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛✈❡s ❛ s✉♣♣♦rt✐♥❣ ❜❛s❡ t❤❛t r❡❞✉❝❡s t❤❡ r✐s❦ ♦❢ ❞❛♠❛❣✐♥❣
t❤❡ ♠❡♠❜r❛♥❡✳ ❆❢t❡r t❤✐s st❡♣✱ t❤❡ ♠❡♠❜r❛♥❡ ✇❛s ❢♦✉♥❞ t♦ ❜❡ st✐❧❧ ✐♠♣❡r♠❡❛❜❧❡✱
♣r♦✈✐♥❣ t❤❛t t❤❡ s✐❧✐❝♦♥ ♥✐tr✐❞❡ ♠❛tr✐① ❡✛❡❝t✐✈❡❧② ❝❧♦s❡s t❤❡ s♣❛❝❡ ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ t✉❜❡s
❛♥❞ ♥♦ ♠✐❝r♦✲❝r❛❝❦s ♦❝❝✉rr❡❞ ❛❢t❡r✇❛r❞s✳ ■♥ ❛ ✜♥❛❧ st❡♣ t❤❡ ❈◆❚ t✐♣s ✇❡r❡ r❡♠♦✈❡❞
❜② r❡❛❝t✐✈❡ ✐♦♥ ❡t❝❤✐♥❣ t♦ ♦♣❡♥ t❤❡ ♠❡♠❜r❛♥❡ ♣♦r❡s✳

❚❤❡ t✉❜❡s ✐♥♥❡r ❞✐❛♠❡t❡r ✇❡r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✇✐t❤ s✐③❡ ❡①❝❧✉s✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✿
❚❡st ♣❛rt✐❝❧❡s ✇✐t❤ 1.3 ♥♠ s✐③❡ ✇❡r❡ ❢♦✉♥❞ t♦ ♣❛ss t❤❡ ♠❡♠❜r❛♥❡✱ ❜✉t ❧❛r❣❡r s✐③❡❞ ❣♦❧❞
❝♦❧❧♦✐❞s ✭2 ♥♠✮ ✇❡r❡ ❜❧♦❝❦❡❞✳ ❋✉rt❤❡r ❡✈✐❞❡♥❝❡ ❢♦r ❈◆❚ ❞✐❛♠❡t❡rs ♦❢ 1.3 t♦ 2.0 ♥♠
✇❛s ❢♦✉♥❞ ❜② tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ♠✐❝r♦s❝♦♣② ✭❚❊▼✮✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
♣♦r❡s ♣❡r ❛r❡❛ ✇❛s ❢♦✉♥❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❚❊▼ ✐♠❛❣❡s✳ ❚❤❡ ❛✉t❤♦rs ♣♦✐♥t ♦✉t t❤❛t t❤✐s
❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦r❡ ❞❡♥s✐t② ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❧❛r❣❡st ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❢♦r t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ✢✉①✳ ❚❤❡② ❢✉rt❤❡r st❛t❡ t❤❛t t❤❡ ✢♦✇ ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥t ❢❛❝t♦rs t❤❛t ❛r❡ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ❛r❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞❛r② ❡st✐♠❛t❡s✳

❍♦❧t ❡t ❛❧✳ ♠❡❛s✉r❡❞ ✇❛t❡r ✢♦✇ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ♠❡♠❜r❛♥❡s ❛♥❞ ♦❜t❛✐♥❡❞
✢♦✇ r❛t❡s t❤❛t ❛r❡ t❤r❡❡ ♦r❞❡rs ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝ ❝♦♥t✐♥✲
✉✉♠ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ s❧✐♣ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ❤✉♥❞r❡❞ ♥❛♥♦♠❡t❡rs✳
❋♦r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✱ t❤❡ s❛♠❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✇❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧ ♣♦❧②❝❛r✲
❜♦♥❛t❡ ♠❡♠❜r❛♥❡ ✇✐t❤ ♣♦r❡ s✐③❡ 15 ♥♠✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛♥ ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥t ❢❛❝t♦r ♦❢ ❧❡ss
t❤❛♥ 4 ❛♥❞ s❧✐♣ ❧❡♥❣t❤ ∼ 5 ♥♠✳

✷✳✷✳✸ ■♠♣♦rt❛♥t ✢♦✇ ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥t ❢♦r 44 ♥♠ ❝❛r❜♦♥ ♥❛♥♦♣✐♣❡ ❛rr❛②

❚❤❡ ❧❛t❡st ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ ✇❛t❡r ✢♦✇ t❤r♦✉❣❤ ♥❛♥♦♠❡tr✐❝ ❣r❛♣❤✐t✐❝ ♣♦r❡s ✇❛s
r❡❛❧✐③❡❞ ❜② ❲❤✐t❜② ❡t ❛❧✳ ❬✶✶✵❪ ✇✐t❤ ❝❛r❜♦♥ ♠❡♠❜r❛♥❡s t❤❛t ✇❡r❡ s❧✐❣❤t❧② ❞✐✛❡r❡♥t
❢r♦♠ t❤❡ ❈◆❚ ♠❡♠❜r❛♥❡s ✉s❡❞ ❜② t❤❡ ♦t❤❡r ❣r♦✉♣s✳ ■♥st❡❛❞ ♦❢ ❣r♦✇✐♥❣ ✜rst ❛
❈◆❚ ❛rr❛② ❛♥❞ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ t❤❡ t✉❜❡s s✉❜s❡q✉❡♥t❧② ✐♥ ❛ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ ♠❛tr✐①✱ t❤❡②
✜rst ♣r♦❞✉❝❡❞ ❛♥ ❛♥♦❞✐❝ ❛❧✉♠✐♥✉♠ ♦①✐❞❡ t❡♠♣❧❛t❡ ❛♥❞ t❤❡♥ ✉s❡❞ ❈❱❉ t♦ ❜✉✐❧t
✉♣ ❛ ❝❛r❜♦♥ ❧❛②❡r ♦♥ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ♣♦r❡s✳ ❚❤❡ t❡♠♣❧❛t❡s ❝♦♥s✐st❡❞ ♦❢
❤❡①❛❣♦♥❛❧❧② ♦r❞❡r❡❞ ♣♦r❡s ♦❢ 62±4 ♥♠ ❞✐❛♠❡t❡r✳ ❚❤❡ ❝❛r❜♦♥ ♥❛♥♦♣✐♣❡s ❣r♦✇♥ ✐♥s✐❞❡
t❤❡s❡ ♣♦r❡s ❤❛❞ ❛ ❞✐❛♠❡t❡r ♦❢ 43± 3 ♥♠✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ❈◆❚
❞✐❛♠❡t❡rs ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❜② ▼❛❥✉♠❞❡r ❡t ❛❧✳ ✭7 ♥♠✮ ❛♥❞ ❍♦❧t ❡t ❛❧✳ ✭< 2 ♥♠✮✳ ❆♣❛rt
❢r♦♠ t❤❡ s✐③❡✱ t❤❡ ♥❛♥♦♣✐♣❡s ❞✐✛❡r ❢r♦♠ ❝❛r❜♦♥ ♥❛♥♦t✉❜❡s ❜② t❤❡ str✉❝t✉r❡✿ ❲❤✐❧❡
❈◆❚ ❛r❡ ❜✉✐❧t ♦❢ ❛t♦♠✐❝❛❧❧② s♠♦♦t❤ s❤❡❡ts ♦❢ ❤❡①❛❣♦♥❛❧❧② ❛rr❛♥❣❡❞ ❝❛r❜♦♥ ❛t♦♠s✱
t❤❡ ❝❛r❜♦♥ ❧❛②❡r ❜✉✐❧❞✐♥❣ t❤❡ ♥❛♥♦♣✐♣❡ ✇❛❧❧ ❤❛s ❛♥ ❛♠♦r♣❤♦✉s str✉❝t✉r❡✳ ❆❞✈❛♥t❛❣❡s
♦❢ t❤❡ ♥❛♥♦♣✐♣❡ ♠❡♠❜r❛♥❡ ❛r❡✱ ✜rst❧②✱ t❤❡ ✇❡❧❧✲❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❣❡♦♠❡tr② ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s
t♦ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ ♣♦r❡ ❞✐❛♠❡t❡r ❛♥❞ ❞❡♥s✐t② ✕ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✢♦✇ ❛r❡❛
✕ ✇✐t❤ ❤✐❣❤❡r ❛❝❝✉r❛❝② t❤❛♥ ❢♦r t❤❡ r❛t❤❡r r❛♥❞♦♠❧② ❣r♦✇✐♥❣ ❈◆❚✳ ❙❡❝♦♥❞❧②✱ t❤❡
❢❛❜r✐❝❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❡♥s✉r❡s t❤❛t t❤❡ ❝❛r❜♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧s ❛r❡ t❤❡ ♦♥❧② ❝❛✈✐t✐❡s ♣❡r♠❡❛t✐♥❣
t❤❡ ♠❡♠❜r❛♥❡ s✐♥❝❡ t❤❡ ❛❧✉♠✐♥✉♠ ♦①✐❞❡ t❡♠♣❧❛t❡ ❡✛❡❝t✐✈❡❧② ✜❧❧s t❤❡ s♣❛❝❡ ❜❡t✇❡❡♥
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P❛rt ■

❲❤✐t❜② ❡t ❛❧✳✱ ◆❛♥♦ ▲❡tt✳✷✵✵✽✱ ✽✳ ❘❡♣r✐♥t❡❞ ✇✐t❤ ♣❡r♠✐ss✐♦♥ ❢r♦♠ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❈❤❡♠✐❝❛❧ ❙♦❝✐❡t②

❋✐❣✉r❡ ✺✿ ❋✐❣✉r❡ ✶✳ ❙❊▼ ✐♠❛❣❡s s❤♦✇✐♥❣ ✭❛❀ t♦♣ ❧❡❢t✮ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ ♣♦r♦✉s ❛❧✉♠✐♥❛ t❡♠♣❧❛t❡
♣r✐♦r t♦ ❈❱❉ tr❡❛t♠❡♥t❀ ✭❜❀ t♦♣ r✐❣❤t✮ t❡♠♣❧❛t❡ ❛❢t❡r ❈❱❉ ♥♦✇ ❝♦✈❡r❡❞ ✐♥ ❛ ❧❛②❡r ♦❢
❛♠♦r♣❤♦✉s ❝❛r❜♦♥ ✇❤✐❝❤ ❤❛s r❡❞✉❝❡❞ t❤❡ ❞✐❛♠❡t❡r ♦❢ t❤❡ ♣♦r❡s❀ ✭❝❀ ❜♦tt♦♠ ❧❡❢t✮ ❝r♦ss
s❡❝t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ s♥❛♣♣❡❞ ♠❡♠❜r❛♥❡❀ ✭❞❀ ❜♦tt♦♠ r✐❣❤t✮ ❤✐❣❤❡r ♠❛❣♥✐✜❝❛t✐♦♥ ✈✐❡✇ ♦❢ ❝r♦ss
s❡❝t✐♦♥ r❡✈❡❛❧✐♥❣ t❤❡ ✇❡❧❧✲❛❧✐❣♥❡❞ ❛♥❞ ❤✐❣❤❧② r❡❣✉❧❛r ❝❛r❜♦♥ ♥❛♥♦♣✐♣❡ ❛rr❛②✳

♥❛♥♦♣✐♣❡s ✭❝♦♠♣❛r❡ ❋✐❣✳ ✺✮✳
❙❧✐♣ ❧❡♥❣t❤ ❛♥❞ ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥t ❢❛❝t♦r ❢♦r ✇❛t❡r ✢♦✇ t❤r♦✉❣❤ t❤❡s❡ ❝❛r❜♦♥ ♥❛♥♦♣✐♣❡s✱

❛r❡ r❡♣♦rt❡❞ t♦ ❜❡ 35± 3 ♥♠ ❛♥❞ 34± 3✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ ❲❤✐t❜② ❡t ❛❧✳ ✐♥✲
✈❡st✐❣❛t❡❞ t❤❡ ❞❡❝❛♥❡ ❛♥❞ ❡t❤❛♥♦❧ ♣❡r♠❡❛❜✐❧✐t②✱ ❛♥❞ ❢♦✉♥❞ s✐♠✐❧❛r ✈❛❧✉❡s ❢♦r s❧✐♣♣❛❣❡
❛♥❞ ✢♦✇ ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥t✳ ❘❡s✉❧ts ❢♦r ❞❡❝❛♥❡ ✇❡r❡ ❤✐❣❤❡r✱ ❛♥❞ ❢♦r ❡t❤❛♥♦❧ ❧♦✇❡r t❤❛♥
❢♦r ✇❛t❡r✱ ❜✉t ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ❧❡ss t❤❛♥ 30%✳

✷✳✷✳✹ ❙✉♠♠❛r② ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦✉t❝♦♠❡s

❈♦♠♣❛r✐♥❣ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ st✉❞✐❡s✱ ✇❡ ❜❛s✐❝❛❧❧② ❝♦♠❡ t♦ t❤❡
s❛♠❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❛s ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ❧❛st ♣❛rt✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ❤❛✈❡
❜❡❡♥ ❞✐s❝✉ss❡❞✿ ❆❧❧ ❣r♦✉♣s ❛❣r❡❡ t❤❛t ✢✉✐❞ tr❛♥s♣♦rt t❤r♦✉❣❤ ❝❛r❜♦♥ ♥❛♥♦ ❝❤❛♥♥❡❧s
❡①❝❡❡❞s ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝ ♥♦✲s❧✐♣ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡
✐♥❞✐❝❛t❡❞ ♠❛❣♥✐t✉❞❡s ♦❢ t❤✐s ✢♦✇ ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥t✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❣❛t❤❡r❡❞ ✐♥ ❚❛❜✳ ✷✱ ❛r❡
s❝❛tt❡r❡❞ ♦✈❡r t❤r❡❡ ♦r❞❡rs ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❞❡t❡❝t q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥❝✐❡s✳
❲❤✐❧❡ ▼❛❥✉♠❞❡r ❡t ❛❧✳ ❢♦✉♥❞ t❤❡ 7 ♥♠✲▼❲❈◆❚ ♠❡♠❜r❛♥❡ t♦ ❜❡ 15 t✐♠❡s ♠♦r❡ ♣❡r✲
♠❡❛❜❧❡ ❢♦r ✇❛t❡r t❤❛♥ ❢♦r ❞❡❝❛♥❡✱ ❲❤✐t❜② ❡t ❛❧✳ r❡♣♦rt ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ ✢✉① t❤r♦✉❣❤ t❤❡
44 ♥♠✲♥❛♥♦♣✐♣❡ ♠❡♠❜r❛♥❡ ❢♦r ❜♦t❤ ❧✐q✉✐❞s✱ ✇✐t❤ ❛ s❧✐❣❤t❧② ❤✐❣❤❡r ✈❛❧✉❡ ❢♦r ❞❡❝❛♥❡✳
❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❛s ❢♦r t❤❡ ▼❉ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ❞✐✛❡r❡♥t
❣r♦✉♣s ❞♦ ♥♦t ❣✐✈❡ ❛ ❝❧❡❛r tr❡♥❞ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ ❛♥ ❡✈❡♥t✉❛❧ ❝✉r✈❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢
✢♦✇ ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥t ❛♥❞ s❧✐♣ ❧❡♥❣t❤✳ ❙❧✐♣ ❧❡♥❣t❤ r❡❛❝❤ ❢r♦♠ t❡♥t❤ ♦❢ ♥❛♥♦♠❡t❡rs ❢♦r
t❤❡ 44 ♥♠✲♥❛♥♦♣✐♣❡s✱ t♦ t❡♥t❤ ♦❢ ♠✐❝r♦♠❡t❡rs ❢♦r t❤❡ 7 ♥♠✲▼❲❈◆❚✱ ✇✐t❤ r❡s✉❧ts ❢♦r
t❤❡ 2 ♥♠✲❉❲❈◆❚ ✐♥ ❜❡t✇❡❡♥✳ ■t ❝♦✉❧❞ ❜❡ s♣❡❝✉❧❛t❡❞ t❤❛t s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐s❛❣r❡❡♠❡♥t
♠✐❣❤t ❜❡ ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❝❛r❜♦♥ ♣♦r❡s ✭❞♦✉❜❧❡ ✇❛❧❧❡❞ ✈s✳
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✷ ❋❧✉✐❞ ✢♦✇ ✐♥ ❝❛r❜♦♥ ♥❛♥♦t✉❜❡ ♠❡♠❜r❛♥❡s

♠✉❧t✐ ✇❛❧❧❡❞ ❈◆❚ ❛♥❞ ❛♠♦r♣❤♦✉s ♥❛♥♦♣✐♣❡ ✈s✳ ✇❡❧❧✲♦r❞❡r❡❞ ❈◆❚✮✱ ♦r t❤❡ ❞✐✈❡rs❡
s✉r❢❛❝❡ tr❡❛t♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ ♠❡♠❜r❛♥❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ t❤❛t ♠✐❣❤t ❧❡❛❞ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❤❡♠✲
✐❝❛❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈◆❚ ❡♥❞s ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ ♠❡♠❜r❛♥❡ ♣❡r♠❡❛❜✐❧✐t②✳

■♥ s❤♦rt✱ ❜♦t❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♣r❡s❡♥t ❡✈✐❞❡♥❝❡ ❢♦r ❡①❝❡♣t✐♦♥❛❧❧②
r❛♣✐❞ ✢✉✐❞ tr❛♥s♣♦rt ✐♥ ❝❛r❜♦♥ ♥❛♥♦ ❝❤❛♥♥❡❧s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ q✉❛♥t✐✲
t❛t✐✈❡ ❛♥❞ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐♦✉s st✉❞✐❡s✬ r❡s✉❧ts✱ t❤❡ ❡①t❡♥t ♦❢ t❤❡ ✢♦✇
❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥t r❡♠❛✐♥s ✉♥❝❧❡❛r✳ ❆❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❛✉❣♠❡♥t❡❞ t❤r♦✉❣❤✲
♣✉t ✐♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞✿ ■♥s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧
s❡t✉♣✱ ❧✐❦❡ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❛s ❛ s✉♣♣❧❡♠❡♥t❛r② ❡①t❡r♥❛❧ ❞r✐✈✐♥❣ ❢♦r❝❡✱
t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❧❡❛❦s✱ ♦r ❛ ♠✐s❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦r❡ ❞❡♥s✐t② ❬✾✽✱ ✶✵✺❪✳ ❆ ❥✉①t❛♣♦s✐✲
t✐♦♥ ♦❢ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✈❛❧✉❡s ❞♦❡s ♥♦t r❡✈❡❛❧ ❛ ❝❧❡❛r❡r ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t r❡s✉❧ts ❡✐t❤❡r ✭❝♦♠♣❛r❡ ❚❛❜✳ ✶ ❛♥❞ ❚❛❜✳ ✷✮✳

✷✳✸ ❉✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ ♦♣❡♥ q✉❡st✐♦♥s ❛♥❞ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛✐♠ ♦❢ t❤❡
♣r❡s❡♥t❡❞ st✉❞②

■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ ❤✐t❤❡rt♦ ❡①✐st✐♥❣ st✉❞✐❡s ♦❢ ❧✐q✉✐❞ tr❛♥s♣♦rt ✐♥ ❝❛r✲
❜♦♥ ♥❛♥♦ ❝❤❛♥♥❡❧s✱ ✐t ❝❛♠❡ ♦✉t t❤❛t ♥❛♥♦♣♦r♦✉s ❣r❛♣❤✐t✐❝ ♠❡❞✐❛ ♠✐❣❤t ❢❛❝✐❧✐t❛t❡
❡①tr❡♠❡❧② ❡❧❡✈❛t❡❞ ✢♦✇ r❛t❡s✱ ✇❤✐❧❡ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ❡①❤✐❜✐t✐♥❣ ❤✐❣❤ s❡❧❡❝t✐✈✐t② ❞✉❡
t♦ t❤❡ ♥❛♥♦♠❡tr✐❝ ♣♦r❡ ❞✐❛♠❡t❡rs✳ ❚❤✐s ✇♦✉❧❞ ♦✛❡r ❡①❝✐t✐♥❣ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s ❢♦r ❞✐✛❡r✲
❡♥t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ ♥✉♠❡r♦✉s ✐♥❝♦♥s✐st❡♥❝✐❡s ♦❢ ❜♦t❤ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❛♥❞
q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ♥❛t✉r❡✱ ❣✐✈❡ ❝❛✉s❡ t♦ ❞♦✉❜t t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ✕ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② t❤❡ ♠♦st ♣r♦♠✐s✲
✐♥❣ ♦♥❡s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t♦ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ ♥♦ ❛tt❡♠♣t ❡①✐sts t♦ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ✢♦✇
❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥t ❢r♦♠ ❛ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❧✐❦❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡ ♦♥❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ✶✳✸✳✸✱
❛♥❞ t♦ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡❧② ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡ ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ st✉❞✐❡s t♦ s✉❝❤ ❛ ♠♦❞❡❧✳
■♥st❡❛❞✱ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ❛tt❡♠♣ts r❡❢❡r t♦ t❤❡ ❜r❡❛❦❞♦✇♥ ♦❢ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ t❤❡♦✲
r✐❡s ❬✹✶✱ ✾✾✱ ✶✵✺❪✱ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥t ❡✛❡❝ts ✐♥✢✉❡♥❝✐♥❣ ✇❛t❡r ♣r♦♣❡rt✐❡s ❧✐❦❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❛♥❞
✈✐s❝♦s✐t② ❬✶✵✵❪✱ ♦r ❧♦✇ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❛t♦♠✐❝ s♠♦♦t❤♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤✐t❡
✇❛❧❧ ❬✻✼❪✳ ❖t❤❡rs ❡✈♦❦❡ ❛ ♥♦♥✲✇❡tt✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ✇❛t❡r ✐♥ ❈◆❚ ❛♥❞ ❛ttr✐❜✉t❡ t❤❡
❤✐❣❤ s❧✐♣♣❛❣❡ t♦ ❛ ❧♦✇ ❧✐q✉✐❞✴s♦❧✐❞ ❜✐♥❞✐♥❣ ❡♥❡r❣② ❬✶✵✵✱ ✺✹❪✱ ♦r ♣♦st✉❧❛t❡ ❛ ❞❡♣❧❡t✐♦♥
③♦♥❡ ❛t t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❬✹✽✱ ✼✺❪✳ ❇✉t s♦ ❢❛r✱ ♥♦ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❛t❡r✴❈◆❚ ✐♥t❡r✲
❢❛❝❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❤❛s ❜❡❡♥ ❣✐✈❡♥ t❤❛t ❝♦✉❧❞ ❝♦♥❝❧✉s✐✈❡❧② ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❤✐❣❤ ✢♦✇
r❛t❡s✳

❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ✐♥ ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛t st❛❦❡✱ t❤❡r❡ ✐s ❣r❡❛t ♥❡❡❞ ❢♦r ❢✉rt❤❡r
❝❛r❡❢✉❧ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠❛tt❡r✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝❧❛r✐❢② t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥✳ ❇❡②♦♥❞ t❤❛t✱
❢r♦♠ ❛ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ ✐t ✐s ❛❧s♦ ♦❢ ♠❛❥♦r ✐♥t❡r❡st t♦ ❣❛✐♥ ❢✉rt❤❡r ✉♥❞❡r✲
st❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❛t t❤❡ ❜♦tt♦♠ ♦❢ ❧✐q✉✐❞✲s♦❧✐❞ ❢r✐❝t✐♦♥ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✳

❆❣❛✐♥st t❤✐s ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✱ ✇❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛ t❤♦r♦✉❣❤ st✉❞② ♦❢ ❧✐q✉✐❞✴s♦❧✐❞ ✐♥t❡r❢❛❝❡
❢r✐❝t✐♦♥ ✐♥ ❣r❛♣❤✐t✐❝ s②st❡♠s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❣❡♦♠❡tr✐❡s✳ ■♥ r❡❝♦❣♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t
r♦❧❡ ♦❢ ✇❛t❡r ❢♦r t❤❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛t st❛❦❡✱ ✇❡ ♣✉t ♦✉r ♠❛✐♥ ❢♦❝✉s ♦♥
✇❛t❡r✴❈◆❚ s②st❡♠s✳ ❖✉r ✜rst ❛✐♠ ✐s t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✲
s✐❞❡r❡❞ s②st❡♠s✱ t❤❛t ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❢r✐❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡✱ t❤❡ ✇❛t❡r
✢♦✇ ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ❚♦ t❤✐s ❡♥❞✱ ✇❡ ✉s❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❞②♥❛♠✐❝s s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ t❤❛t ♣❡r♠✐ts t♦

✷✾



P❛rt ■

♣❡r❢❡❝t❧② ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ s②st❡♠✬s ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✱ t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ s②st❡♠❛t✐❝❛❧❧② t❤❡ ✐♥✢✉✲
❡♥❝❡ ♦❢ ✈❛r✐♦✉s ❢❛❝t♦rs✱ ❧✐❦❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ❈◆❚ r❛❞✐✉s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❡ ❜❡♥❡✜t
❢r♦♠ t❤❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ♥❛t✉r❡ ♦❢ ▼❉ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s t♦ s❡❛r❝❤ ♦♥ ❛ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❧❡✈❡❧ ❢♦r
t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ❖✉r ✉❧t✐♠❛t❡ ❣♦❛❧
✐s t♦ ❣✐✈❡ ❛ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ✇❛t❡r✴❣r❛♣❤✐t❡ ❢r✐❝t✐♦♥ t❤❛t q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡❧② ❡①✲
♣❧❛✐♥s t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ♠❡❛s✉r❡❞ ✢♦✇ r❛t❡s✳ ❙✉❝❤ ❛ ♠♦❞❡❧ ✇♦✉❧❞ ❡♥❛❜❧❡ ✉s t♦ ♠❛❦❡
❛ s♦✉♥❞❧② ❜❛s❡❞ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ✢♦✇ ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥t ❢♦r
✇❛t❡r ✐♥ ❈◆❚✳

✸✵



P❛rt ■■

▼♦❧❡❝✉❧❛r ❞②♥❛♠✐❝s s✐♠✉❧❛t✐♦♥ st✉❞② ♦❢
✇❛t❡r ✐♥ ❝♦♥✜♥❡❞ ❣r❛♣❤✐t✐❝ s②st❡♠s

❚❤✐s ♣❛rt ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛♥ ❡①❤❛✉st✐✈❡ st✉❞② ♦❢ ♥❛♥♦♠❡tr✐❝ ✇❛t❡r✴❣r❛♣❤✐t✐❝
s②st❡♠s ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❞②♥❛♠✐❝ ✭▼❉✮ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❆❢t❡r ❛ s❤♦rt
✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ ▼❉ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ✇❛t❡r ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ❛♥❞ ♦❢ ✇❛t❡r ✐♥ ❈◆❚
✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ ♣❛ss t♦ t❤❡ ✜rst ♠❛✐♥ ♣❛rt ♦❢ ♦✉r ✇♦r❦✿ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t
♦❢ ✇❛t❡r✴❣r❛♣❤✐t❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ✐♥ s②st❡♠s ♦❢ ✈❛r✐♦✉s ❣❡♦♠❡tr✐❡s ❛♥❞ t♦♣♦❧♦❣✐❡s✳
❲❡ ♠♦t✐✈❛t❡ t❤❡ ❢♦❝✉s ♦♥ ✇❛t❡r✴❣r❛♣❤✐t❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ s②st❡♠s
t❤❛t ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ ❜❡❢♦r❡ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❛♥❞ ❢r✐❝t✐♦♥
♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞s✳ ❆ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ r❡s✉❧ts ❢♦❧❧♦✇s✿ ❲❡
r❡♣♦rt ♦♥ ❧♦✇ ❢r✐❝t✐♦♥ s✉♣♣♦rt✐♥❣ ❤✐❣❤ ✇❛t❡r ✢♦✇ r❛t❡s❀ ❢✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡
❢r✐❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✇❛s ❢♦✉♥❞ t♦ ❜❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥t✱ ❜✉t ❡①✲
tr❡♠❡❧② s❡♥s✐❜❧❡ t♦ ✇❛❧❧ ❝✉r✈❛t✉r❡✳ ❆❢t❡r✇❛r❞s✱ t❤❡ r♦❜✉st♥❡ss ♦❢ t❤❡
r❡s✉❧ts ✐s ✈❛❧✐❞❛t❡❞ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ✈❛r✐♦✉s t❡sts✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❛ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡
❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ r❡s✉❧ts ✕ t❤❛t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✲
✈✐♦✉s ♣❛rt ✕ ✐s ❝♦♥❞✉❝t❡❞✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ✇✐t❤ r❡❣❛r❞ t♦
♣❛r❛♠❡t❡rs t❤❛t ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❧✐q✉✐❞✴s♦❧✐❞ s❧✐♣ ❛s ✐t ✇❛s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥
✶✳✸✱ ♥❛♠❡❧② ✇❡tt✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ❞❡♣❧❡t✐♦♥ ❛♥❞ ♣r❡ss✉r❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♥♦♥❡ ♦❢
t❤❡s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✇❛s ❢♦✉♥❞ t♦ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ❢r✐❝t✐♦♥
❝♦❡✣❝✐❡♥t✳ ❆♥t✐❝✐♣❛t✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❛rt ■■■✱ ✇❡ ♠❡♥t✐♦♥ t❤❛t t❤✐s ❧❛❝❦
♦❢ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✢♦✇ ❜❡❤❛✈✐♦r ♣r♦♠♣t❡❞ ✉s t♦ t❤❡♦r❡t✐✲
❝❛❧ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❛❧❧♦✇ t♦ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ✇❛t❡r✴❣r❛♣❤✐t❡ ❢r✐❝t✐♦♥
❝♦❡✣❝✐❡♥t ❜❛s❡❞ ♦♥ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡✳

✸✶



P❛rt ■■

❈♦♥t❡♥ts

✸ ▼❉ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ✇❛t❡r✴❣r❛♣❤✐t❡ s②st❡♠s ✸✸

✸✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ t♦ ✉s❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❞②♥❛♠✐❝s s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✸✸

✸✳✷ ❊♠♣✐r✐❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧s t♦ ♠♦❞❡❧ ✇❛t❡r ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✺

✸✳✸ ❈♦♥✜♥❡❞ ✇❛t❡r ✐♥ ❣r❛♣❤✐t✐❝ s②st❡♠s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✼

✸✳✹ ❙✉♠♠❛r②✿ ■♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧s ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥ t❤❡ st✉❞② ❛t ❤❛♥❞ ✳ ✸✼

✹ ❊q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❛♥❞ ✢♦✇ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ ✇❛t❡r✴❣r❛♣❤✐t❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ✸✾

✹✳✶ ▼❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✲ ❛ ♥❡✇ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡
t❤❡ ❧✐q✉✐❞✴s♦❧✐❞ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✾

✹✳✷ ●❡♦♠❡tr② ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ s②st❡♠s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✵

✹✳✸ ❊q✉✐❧✐❜r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✭t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ ♣r❡ss✉r❡ ❝♦♥tr♦❧✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✷

✹✳✹ ❋❧♦✇ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✸

✹✳✺ ❊q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✺

✹✳✻ ❉✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ r❡s✉❧ts✿ ❈✉r✈❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ❢r✐❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✻

✹✳✼ ❚❡st✐♥❣ t❤❡ r♦❜✉st♥❡ss ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ♦✉t❝♦♠❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✼

✹✳✼✳✶ ■♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦♥ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✼

✹✳✼✳✷ ❋✉rt❤❡r ❝❤❡❝❦✲✉♣s ♦♥ t❤❡ r♦❜✉st♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥ r❡s✉❧ts ✳ ✹✽

✺ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦ ❧✐t❡r❛t✉r❡✿ ▲✐♥❦✐♥❣ ❢r✐❝t✐♦♥✱ s❧✐♣✱ s❤❡❛r ✈✐s❝♦s✐t②
❛♥❞ ❞✐✛✉s✐♦♥ ✺✵

✺✳✶ ❋✉rt❤❡r st✉❞✐❡s ♦❢ ✇❛t❡r ❝♦♥✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❣r❛♣❤❡♥❡ s❧❛❜ ❣❡♦♠❡tr②✿
✈✐s❝♦s✐t② ❛♥❞ ❞✐✛✉s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✵

✺✳✶✳✶ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ s❧✐♣♣❛❣❡ ❛♥❞ ✈✐s❝♦s✐t② ✐♥ ❈♦✉❡tt❡ ✢♦✇ s✐♠✲
✉❧❛t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✵

✺✳✶✳✷ ❊q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ s❡❧❢ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✳ ✳ ✺✷

✺✳✷ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦ ♦t❤❡r ❣r♦✉♣s✬ r❡s✉❧ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✸

✻ ■♥❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ s❧✐♣ ♠♦❞❡❧s ✺✻

✻✳✶ ◆♦r♠❛❧ ♣r❡ss✉r❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✻

✻✳✷ ❲❡tt✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r✿ ❞❡♣❧❡t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♥t❛❝t ❛♥❣❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✽

✻✳✸ ■♥t❡r❢❛❝❡ ✇❛t❡r str✉❝t✉r❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✾

✻✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✷
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✸ ▼❉ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ✇❛t❡r✴❣r❛♣❤✐t❡ s②st❡♠s

✸ ▼♦❧❡❝✉❧❛r ❞②♥❛♠✐❝s s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ✇❛t❡r✴❣r❛♣❤✐t❡ s②s✲
t❡♠s

❚❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✇❛t❡r ✢♦✇ t❤r♦✉❣❤ ❈◆❚ ❤❛s ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞ ❛❜♦✈❡ ❛❧❧ ✇✐t❤ ♠♦❧❡❝✉❧❛r
❞②♥❛♠✐❝ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✐s ❛ ❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✐❞❡❛ ▼❉ s✐♠✉❧❛t✐♦♥
✐s ❜❛s❡❞ ♦♥✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ❛ r❡♠✐♥❞❡r ♦❢ t❤✐s ❜❛s✐❝ ✐❞❡❛ ♦❢ ▼❉✱ ✐ts ❛❞✈❛♥t❛❣❡s
❛♥❞ ✐♥❝♦♥✈❡♥✐❡♥❝❡s✱ ✇✐❧❧ ♠❛❦❡ ✐t ❛♣♣❛r❡♥t ✇❤② ▼❉ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ❛ s✉✐t❛❜❧❡ t♦♦❧
❢♦r ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s ♦❢ ✢✉✐❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛t t❤❡ ♥❛♥♦s❝❛❧❡✳ ❋♦r ❛ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦
▼❉ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇❡ r❡❢❡r t♦ t❤❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ t❡①t❜♦♦❦s ❬✽✸✱ ✷✺✱ ✽✵❪✳

❲❡ t❤✉s ♠♦t✐✈❛t❡ ✇❤② ✇❡ ♣❡r❢♦r♠ ②❡t ❛♥♦t❤❡r ▼❉ st✉❞② ♦❢ ✇❛t❡r ✢♦✇ t❤r♦✉❣❤
❈◆❚✱ ❜❡❢♦r❡ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ s♦♠❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣♦✐♥ts ♦❢ ▼❉ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ✇❛t❡r ✐♥ ❣❡♥✲
❡r❛❧✱ ❛♥❞ ✜♥❛❧❧②✱ ♦❢ ✇❛t❡r✴❣r❛♣❤✐t❡ s②st❡♠s ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✳ ▼❛♥② ♣♦✐♥ts t❤❛t ❛r❡ r❛✐s❡❞
✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❛r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ❛t ❧❡♥❣t❤ ✐♥ ❛♥ ✐♥str✉❝t✐✈❡ r❡✈✐❡✇ ❣✐✈❡♥ ❜② ❆❧❡①✐❛❞✐s ❛♥❞
❑❛ss✐♥♦s✱ t❤❛t s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ❞❡❛❧s ✇✐t❤ ▼❉ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ✇❛t❡r ✐♥ ❝❛r❜♦♥ ♥❛♥♦t✉❜❡s

❬✶❪✳
❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ ✇❛t❡r ♠♦❞❡❧s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ t✇♦

♠♦❞❡❧s ✕ ❚■P✸P ❛♥❞ ❙P❈✲❊ ✕ t❤❛t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ❢♦r ♦✉r st✉❞✐❡s✳

✸✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ t♦ ✉s❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❞②♥❛♠✐❝s s✐♠✉✲
❧❛t✐♦♥

❚❤❡ ❜❛s✐❝ ✐❞❡❛ ♦❢ ▼❉ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✐s t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ♦❢ ❛ s❡t ♦❢ ❛t♦♠s
✭♠❛ss mi ❛♥❞ ♣♦s✐t✐♦♥s ri✱ i = 1...N✮ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ◆❡✇t♦♥✬s ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ ♠♦t✐♦♥

mi ∂
2
t ri = −∇ri (U(r1, ..., rN ) + U❡①t) ✭✽✮

✇❤❡r❡ U ✐s t❤❡ t♦t❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ❛❧❧ ❛t♦♠ ♣♦s✐t✐♦♥s ❛♥❞ U❡①t

❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❧✐❦❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ✜❡❧❞✳ ■♥ ▼❉ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱
t❤❡s❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛r❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛t ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡
♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ♣❛rt✐❝❧❡ ❛❢t❡r n t✐♠❡ st❡♣s δt✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡✐r ♣♦s✐t✐♦♥s ❛t ♣r❡❝❡❞✐♥❣
t✐♠❡ st❡♣s✳ ▼✉❧t✐♣❧❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡ ❝♦♥❝❡✐✈❛❜❧❡ t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤✐s t❛s❦✱ ❜✉t ♥♦t ❛❧❧
♦❢ t❤❡♠ ✇✐❧❧ r❡s✉❧t ✐♥ r❡❛❧✐st✐❝ t✐♠❡✲❡✈♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢
t❤❡ ❣✐✈❡♥ s②st❡♠✳ ■♥ ♥♦ ❝❛s❡ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ✇✐❧❧ ❜❡ t❤❡ ❡①❛❝t s♦❧✉t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ ♠♦t✐♦♥❀ ❞✉❡ t♦ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡rr♦rs✱ t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ❛❧✇❛②s ❞✐✈❡r❣❡
❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ❢r♦♠ t❤❡ ✬r❡❛❧✬ ♦♥❡s ❛❢t❡r ❛ ❧✐♠✐t❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t✐♠❡ st❡♣s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡
❛✈❡r❛❣❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✐s st✐❧❧ t❤♦✉❣❤t t♦ ❜❡ ❛❝❝✉r❛t❡❧②
♣r❡❞✐❝t❡❞ ✉♥❞❡r ❝❡rt❛✐♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ t❤❛t ✐s ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t❧②✱ ✐❢ ❡♥❡r❣② ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥
✐s r❡s♣❡❝t❡❞ ❛❞❡q✉❛t❡❧②✳ ❆ ♣r❡r❡q✉✐s✐t❡ ❢♦r ❡♥❡r❣② ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ✐s ❛ t✐♠❡✲r❡✈❡rs✐❜❧❡
❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❢✉❧✜❧❧✐♥❣ t❤❡s❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts✱ ✐s t❤❡
❱❡r❧❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦r ❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ t❤❡r❡♦❢✳

❆♣❛rt ❢r♦♠ t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ q✉❡st✐♦♥ ✇❤❡t❤❡r ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛❝❝✉r❛t❡❧② r❡♣r♦✲
❞✉❝❡s ♦r ♥♦t✱ t❤❡ ❧♦♥❣✲t✐♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✬s st❛t✐st✐❝s✱ ❛ s❡❝♦♥❞ ❢❛❝t♦r ✐♥✲
t❡r✈❡♥❡s ✇❤❡♥ ✐t ❝♦♠❡s t♦ ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❛ r❡❛❧ ♣❤②s✐❝❛❧ s②st❡♠✳ ❚❤❡
s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧t ❞❡♣❡♥❞s ❝r✉❝✐❛❧❧② ♦♥ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧❧② ❝❤♦s❡♥ ❡♥❡r❣②
♣♦t❡♥t✐❛❧✳

✸✸



P❛rt ■■

❚❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② ✐♥❝❧✉❞❡s ✐♥tr❛♠♦❧❡❝✉❧❛r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s
❢r♦♠ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ❛t♦♠s t❤❛t ❛r❡ ♣❛rt ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦❧❡❝✉❧❡s✳ ❋♦r t❤❡ ❧❛tt❡r✱
♥♦♥ ❜♦♥❞❡❞✱ ❛t♦♠s✱ ♦♥❧② t✇♦ ♣❛rt✐❝❧❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✭❛t♦♠s i ❛♥❞ j ❛t ❞✐st❛♥❝❡ rij✮
❛r❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥✿ ❊❧❡❝tr♦st❛t✐❝ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❝❤❛r❣❡s qi ❛♥❞
qj ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ♣♦t❡♥t✐❛❧

U❈♦✉❧♦♠❜(rij) =
qiqj

4πε0rij
✭✾✮

✇✐t❤ t❤❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❝♦♥st❛♥t ε0✳ ▲♦♥❣ r❛♥❣❡❞ ❛ttr❛❝t✐✈❡ ❱❛♥ ❞❡r ❲❛❛❧s ❢♦r❝❡ ❛♥❞
s❤♦rt r❛♥❣❡❞ r❡♣✉❧s✐✈❡ ❢♦r❝❡ ❞✉❡ t♦ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ❡❧❡❝tr♦♥ ♦r❜✐ts ✭P❛✉❧✐ r❡♣✉❧s✐♦♥✮ ❛r❡
❝♦♠♠♦♥❧② ♠♦❞❡❧❡❞ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✈✐❛ t❤❡ ▲❡♥♥❛r❞✲❏♦♥❡s ♣♦t❡♥t✐❛❧

U▲❏(rij) = 4ǫij

[

(

σij
rij

)12

−
(

σij
rij

)6
]

✭✶✵✮

✇❤❡r❡ ǫij ✐s t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ σij t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧
✐s ③❡r♦✳

❚❤❡ ✐♥tr❛♠♦❧❡❝✉❧❛r ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② ✐s ✉s✉❛❧❧② s♣❧✐t ✐♥t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥tr✐❜✉✲
t✐♦♥s✿ ❖♥❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❜♦♥❞❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ ❛ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡
❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❛♥❣❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ❜♦♥❞s ❛♥❞ ❢✉rt❤❡r ♣❛rts ❛ss♦❝✐✲
❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ t♦rs✐♦♥ ❛♥❣❧❡ ♦❢ t✇♦ ❛t♦♠s s❡♣❛r❛t❡❞ ❜② t❤r❡❡ ❜♦♥❞s✳ ❚❤❡ ✜rst t✇♦ ✕
❜♦♥❞ ❛♥❞ ❛♥❣❧❡ ✕ ❛r❡ ❝♦♠♠♦♥❧② ♠♦❞❡❧❡❞ ✇✐t❤ ❤❛r♠♦♥✐❝ ♣♦t❡♥t✐❛❧s✱ t❤❡ t❤✐r❞ ♦♥❡ ✇✐t❤
❛ ❞✐❤❡❞r❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧✳ ■♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♦❢ ❛t♦♠s t❤❛t ❛r❡ s❡♣❛r❛t❡❞ ❜② ♠♦r❡ t❤❛♥ t❤r❡❡
❜♦♥❞s ❛r❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞ ✐♥ ♠♦st ♠♦❞❡❧s✳ ■♥st❡❛❞ ♦❢ ✉s✐♥❣ t❤❡s❡ ✐♥t❡r♠♦❧❡❝✉❧❛r ♣♦t❡♥✲
t✐❛❧s✱ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❛r❡ ❛❧s♦ ♦❢t❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s r✐❣✐❞ ❜♦❞✐❡s✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ❢♦r t❤✐s ❢✉rt❤❡r
s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s ♠♦st❧② t❤❡ ♥❡❡❞✴✇✐s❤ t♦ s❛✈❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡✱ ❛ ♣♦✐♥t ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s
❞✐r❡❝t❧② t♦ t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ s♦♠❡ ♠❛❥♦r ✭❞✐s✮❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢ ▼❉ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳

❙②st❡♠s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ st✉❞✐❡❞ ✇✐t❤ ▼❉ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ t②♣✐❝❛❧❧② ♦❢ ♥❛♥♦♠❡tr✐❝
s✐③❡ ✭❜❡t✇❡❡♥ 10−9 − 10−7 ♠✮ ❛♥❞ ❝♦♥t❛✐♥ 103 − 104 ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ t✐♠❡s ❛r❡
❛❧s♦ ✐♥ t❤❡ ♥❛♥♦s❡❝♦♥❞s✲r❛♥❣❡✳ ❚❤❡s❡ ❧❡♥❣t❤ ❛♥❞ t✐♠❡s❝❛❧❡s ❛r❡ ✐♥❝♦♥❝❡✐✈❛❜❧② s❤♦rt
❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ✇♦r❧❞ ✇❡ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ✐♥ ❡✈❡r② ❞❛② ❧✐❢❡✳ ❙❡❡♠✐♥❣❧② s✐♠✲
♣❧❡ ❡✛❡❝ts ✭❧✐❦❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❢r❡❡③✐♥❣ ✇❛t❡r✮✱ ❝♦♥st✐t✉t❡ ❛ ❜✐❣ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ t♦ ♦❜s❡r✈❡ ✐♥
s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ✐♠♣❧✐❡❞ t✐♠❡✲ ❛♥❞✴♦r ❧❡♥❣t❤ s❝❛❧❡s ❝❛♥ ♥♦t ❜❡ ❤❛♥❞❧❡❞ ✇✐t❤
❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♣♦✇❡r✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❤❛t ♣r❡s❡♥ts ✐ts❡❧❢ ❛s ❛ ♠❛❥♦r ✐♥❝♦♥✈❡✲
♥✐❡♥❝❡ ♦❢ ▼❉ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✇❤❡r❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ s②st❡♠s ❛r❡ ❝♦♥❝❡r♥❡❞✱ tr❛♥s❢♦r♠s ✐♥ ❛
❣r❡❛t ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ✇❤❡♥ ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ t❤❡ ✬♥❛♥♦✇♦r❧❞✬✳ ❋♦r s②st❡♠ s✐③❡s ❝♦♠♣❛✲
r❛❜❧❡ t♦ ❛t♦♠✐❝ ❧❡♥❣t❤s✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐s ❢❡❛s✐❜❧❡ ❛♥❞ ♣❤②s✐❝❛❧ ❡✛❡❝ts t❤❛t
❤❛♣♣❡♥ ♦♥ t❤❡ ♥❛♥♦s❝❛❧❡ ❝❛♥ ❜❡ ♣❡r❢❡❝t❧② ✇❡❧❧ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ▼❉ s✐♠✉✲
❧❛t✐♦♥s✳ ❈♦♥tr❛r✐❧②✱ t❤✐s ❝❛♥ ♥♦t ②❡t ❜❡ s❛✐❞ ❛❜♦✉t t❤❡ ❤❛♥❞❧✐♥❣ ♦❢ ♥❛♥♦✲♦❜❥❡❝ts ❢♦r
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♦r t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣✉r♣♦s❡s✱ ✐♥ s♣✐t❡ ♦❢ ✐♠♣r❡ss✐✈❡ ❛❞✈❛♥❝❡s ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣
s❝❛❧❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ t♦ ♠✐❝r♦✲ ❛♥❞ ✉❧t✐♠❛t❡❧② t♦ ♥❛♥♦✢✉✐❞✐❝ ❞❡✈✐❝❡s✳ ▼❉ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦♥
t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ ♥♦t ♦♥❧② r❡♣r❡s❡♥t ❛ s✉✐t❛❜❧❡ t♦♦❧ t♦ st✉❞② t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ❛♥❞ t✐♠❡s❝❛❧❡s
♦❢ ✐♥t❡r❡st✱ ❜✉t ❛❧s♦ ♦✛❡r ❛ ♣❡r❢❡❝t ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ s②st❡♠ s✐③❡ ❛♥❞ ❣❡♦♠❡tr②✳ ■♥ ❢❛❝t✱
✐♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇❡ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❡①❝❡❡❞ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ♦❢ r❡❛❧ ✇♦r❧❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts
❛♥❞ ♣r❡♣❛r❡ ✬❛rt✐✜❝✐❛❧✬ s❡t✉♣s ✕ s②st❡♠s t❤❛t ❤❛✈❡ ♥♦t ②❡t ❜❡❡♥ r❡❛❧✐③❡❞✱ ♦r ❛r❡ ♥♦t

✸✹



✸ ▼❉ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ✇❛t❡r✴❣r❛♣❤✐t❡ s②st❡♠s

r❡❛❧✐③❛❜❧❡ ❛t ❛❧❧✳ ❚❤✐s ❝♦♥tr♦❧ ♠❛❦❡s ✐t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ ❝❡rt❛✐♥
♣❛r❛♠❡t❡rs ✇✐t❤ t❛✐❧♦r✲♠❛❞❡ s❡t✉♣s✳

❙t✐❧❧✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ❛ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t ❛♥❞ s✉✐t❛❜❧❡ t♦♦❧ ❢♦r ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s
✐♥ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ♥❛♥♦✢✉✐❞✐❝s✱ t❤❡② ❞♦ ♥♦t s✉♣❡rs❡❞❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ❚❤❡ ♣❡rt✐♥❡♥❝❡ ♦❢
▼❉ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❞❡♣❡♥❞s ❝r✉❝✐❛❧❧② ♦♥ t❤❡ ❛❝❝✉r❛t❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣②
❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ ❊q✳ ✭✽✮ t❤❛t ✐s ✉s❡❞ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ ❛❧❧ ❛t♦♠✐❝ ❢♦r❝❡s✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ t❤✐s ❛❝✲
❝♦✉♥ts t♦ ❝❤♦♦s✐♥❣ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❛♥❞ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❢♦r♠s ♦❢ t❤❡
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧s ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❢r❡❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❧✐❦❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❝❤❛r❣❡s✱ ▲❡♥♥❛r❞✲
❏♦♥❡s ǫ ❛♥❞ σ✱ ❡t❝✳✳✳ ✐♥ ❛ ✇❛② t❤❛t q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡❧② r❡♣r♦❞✉❝❡s r❡❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ t❤❛t
✐s t♦ s❛② ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ♠❡❛s✉r❛❜❧❡ ✈❛❧✉❡s ❧✐❦❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❞❡♥s✐t②✱ ✈✐s❝♦s✐t②✱ ❡t❝✳✳✳
♦❢ ❛ ✢✉✐❞✳ ❚❤❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♦❢ t❤❡s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♠❛❦❡s ✉♣ ❛ ♠♦❞❡❧✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱
s♦♠❡ ❝♦♠♠♦♥ ✇❛t❡r ♠♦❞❡❧s ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ✇❤✐❝❤ ✇❛t❡r ♠♦❞❡❧s
✇❡ ✉s❡ ❢♦r ♦✉r st✉❞✐❡s ✇✐❧❧ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞✳

✸✳✷ ❊♠♣✐r✐❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧s t♦ ♠♦❞❡❧ ✇❛t❡r

❚❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ✇❛t❡r ❛s ✐t ✐s ❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ✐♥ ❡✈❡r② ❞❛② ❧✐❢❡ ❢♦r♠s t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ✈✐❡✇
♦❢ ✬♥♦r♠❛❧✬ ❧✐q✉✐❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s t♦ ❛ ❧❛r❣❡ ❡①t❡♥❞✳ ❆♥❞ ❢r♦♠ ❛ s❝✐❡♥t✐✜❝ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱
❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ✢✉✐❞ ❞②♥❛♠✐❝s✱ ✇❛t❡r ✐s ❝❧❛ss✐✜❡❞ ❛s ❛ s✐♠♣❧❡ ❧✐q✉✐❞✱ r❡❢❡rr✐♥❣
t♦ ✐ts ✬s✐♠♣❧❡✬ r❤❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s✿ ✇❛t❡r ❦❡❡♣s t❤❡ s❛♠❡ ✈✐s❝♦s✐t② ✉♥❞❡r s❤❡❛r✱
✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ s❤❡❛r r❛t❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❝♦♥tr❛r② t♦ t❤❡ ✐♠♣r❡ss✐♦♥ ♦♥❡
❝♦✉❧❞ ❣❡t✱ ✇❛t❡r ✐s ❢❛r ❢r♦♠ ❜❡✐♥❣ ❛♥ ✬♦r❞✐♥❛r②✬ s✉❜st❛♥❝❡✿ ❉♦③❡♥s ♦❢ ❝❛s❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥
❢♦✉♥❞ t♦ ❞❛t❡✱ ✇❡r❡ ✇❛t❡r ❜❡❤❛✈❡s ✐♥ ❛♥ ❛♥♦♠❛❧♦✉s ✇❛②✱ ✇❤✐❝❤ ❡①♣❧❛✐♥s ✇❤② t❤❡
❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ✇❛t❡r ✕ ❛❧s♦ ❡①t❡♥s✐✈❡❧② st✉❞✐❡❞ ✕ ✐s st✐❧❧ ♥♦t ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ✉♥❞❡rst♦♦❞✳

◆♦t s✉r♣r✐s✐♥❣❧②✱ ✇❤❡♥ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❡♠❡r❣❡❞ ❛s ❛ ♥❡✇ ❝♦♠♣❧✐♠❡♥t❛r②
✇❛② t♦ st✉❞② ♠❛t❡r✐❛❧s✱ ✇❛t❡r ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥ t❤❡ ♠❛✐♥ ❢♦❝✉s✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ ✐t ❛❧s♦
t✉r♥❡❞ ♦✉t t♦ ❜❡ r❛t❤❡r r❡s✐st❛♥t t♦ t❤❡ ❛tt❡♠♣t t♦ ✜♥❞ ❛ ♠♦❞❡❧ t❤❛t q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡❧②
r❡♣r♦❞✉❝❡s ❛❧❧ ✐ts ♣❤②s✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❖✈❡r t❤❡ ②❡❛rs✱ ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✇❛t❡r ♠♦❞❡❧s
❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ✭❛❧♠♦st ✺✵ ♠♦❞❡❧s ✐♥ ✷✵✵✷✱ ❬✸✸❪✮✳ ❙t❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ s♦♠❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝
❛ss✉♠♣t✐♦♥s✱ ❛ ♠♦❞❡❧ ✇❛s ✉s✉❛❧❧② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ✜tt✐♥❣ t❤❡ ❢r❡❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs
t♦ r❡♣r♦❞✉❝❡ ♦♥❡ ✭♦r ❢❡✇✮ ♣❛rt✐❝✉❧❛r r❡❛❧ ✇❛t❡r ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✳ ■♠♣r♦✈✐♥❣ ❛ ♠♦❞❡❧
✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ♦♥❡ ♣r♦♣❡rt② ♦❢t❡♥ ✐♠♣❧✐❡❞ ❛ ❧❡ss ❣♦♦❞ ❝♦♠♣❧✐❛♥❝❡ ✇✐t❤ ❛♥♦t❤❡r ♦♥❡✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ ❜❡tt❡r q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇❛s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✇✐t❤ ❡✈❡r ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞
♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ♣❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡✳ ❚❤✐s ❤❛s
♥❡❣❛t✐✈❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ♥❡❝❡ss❛r② ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ t✐♠❡✳

❈♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ ♠♦❞❡❧s ✐♥❝❧✉❞❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✇❛t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡
✇✐t❤ t❤r❡❡✱ ❢♦✉r ♦r ✜✈❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ s✐t❡s✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ s✐t❡s ♦❢ t❤❡ s♦ ❝❛❧❧❡❞ ✬✸✲s✐t❡
♠♦❞❡❧s✬ ❛r❡ t❤❡ ♦①②❣❡♥ ❛♥❞ t❤❡ t✇♦ ❤②❞r♦❣❡♥ ❛t♦♠s✱ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ♣♦✐♥t ♠❛ss❡s✳
❚♦ r❡♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ ✇❛t❡r ❞✐♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t✱ ❡✈❡r② ♠❛ss ❛❧s♦ ❝❛rr✐❡s ❛ ❝❤❛r❣❡✳ ❆ ▲❡♥♥❛r❞✲
❏♦♥❡s ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐s ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ t❤❡ ♦①②❣❡♥ ❛t♦♠✱ ❜✉t ♥♦t t♦ t❤❡ ❤②❞r♦❣❡♥ ❛t♦♠s✳
P♦♣✉❧❛r ✸✲s✐t❡ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ t❤❡ tr❛♥s❢❡r❛❜❧❡ ✐♥t❡r♠♦❧❡❝✉❧❛r ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✸ ♣♦✐♥t ✭❚■P✸P✮
✇❛t❡r ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐♠♣❧❡ ♣♦✐♥t ❝❤❛r❣❡ ✭❙P❈✲❊✮ ✇❛t❡r
♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡s❡ ❛r❡ t❤❡ t✇♦ ♠♦❞❡❧s t❤❛t ✇❡ ✉s❡❞ ❢♦r ♦✉r st✉❞✐❡s✳ ■♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s✱
♠♦❧❡❝✉❧❡s ❛r❡ ❦❡♣t r✐❣✐❞✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t ✐♥tr❛♠♦❧❡❝✉❧❛r ❜♦♥❞ ❧❡♥❣t❤s ❛♥❞ ❛♥❣❧❡s
❛r❡ ✜①❡❞✳ ❚■P✸P ❛♥❞ ❙P❈✲❊ ❞✐✛❡r ✐♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ❢♦r t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ✭❜♦♥❞ ❧❡♥❣t❤
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P❛rt ■■

❚■P✸P ❙P❈❊

0.9
6 A

+104.5

−

+ 109.5

1.0
 A −

+ +

❋✐❣✉r❡ ✻✿ ●❡♦♠❡tr② ♦❢ t❤❡ ✸✲s✐t❡ ✇❛t❡r ♠♦❞❡❧s ❚■P✸P ❛♥❞ ❙P❈✲❊✳

❲❛t❡r✴❝❛r❜♦♥ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs

❚■P✸P✴❆▼❇❊❘ ❙P❈✲❊✴❲❡r❞❡r

d❖❍✭➴✮ 0.9572 1.0
∢ ❍❖❍ 104.52 109.47

q❖(❡) −0.834 −0.8476
q❍(❡) 0.417 0.4238

σ❖❖✭➴✮ 3.151 3.166
ǫ❖❖✭❦❏✴♠♦❧✮ 0.636 0.650

σ❖❈✭➴✮ 3.276 3.190
ǫ❖❈✭❦❏✴♠♦❧✮ 0.477 0.392

❚❛❜❧❡ ✸✿ ❲❛t❡r ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r t❤❡ t✇♦ ✇❛t❡r ♠♦❞❡❧s ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥ t❤❡
♣r❡s❡♥t❡❞ st✉❞②✳

❛♥❞ ❛♥❣❧❡✮ ❛♥❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭▲❏✲σ✱ǫ ❛♥❞ ❝❤❛r❣❡s✮✳ ❚❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ❢♦r ❜♦t❤
♠♦❞❡❧s ✐s s❦❡t❝❤❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✻✳ ■♥ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ♠♦❞❡❧s ❢✉rt❤❡r ❤②♣♦t❤❡t✐❝❛❧ ✐♥t❡r✲
❛❝t✐♦♥ s✐t❡s ✇✐t❤ ♣♦✐♥t ❝❤❛r❣❡s✱ ❛r❡ ❛❞❞❡❞✳ ❊①❛♠♣❧❡s ❛r❡ t❤❡ ❚■P✹P ❛♥❞ ❚■P✺P ❬✻✻❪
✇❛t❡r ♠♦❞❡❧✱ ✇✐t❤ ♦♥❡ ♦r t✇♦ ❡①tr❛✲❝❤❛r❣❡s ❛❞❞❡❞✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

❚❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❣❡♥❡r❛❧ ❛♥s✇❡r t♦ t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ♠♦❞❡❧ ✐s t❤❡ ❜❡st ♦♥❡✳ ❆
❝❤♦✐❝❡ ❤❛s t♦ ❜❡ ♠❛❞❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❛✐♠s ♦❢ t❤❡ ❡♥✈✐s✐♦♥❡❞ st✉❞②✿ ❲❤✐❝❤ ♣❤②s✲
✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ st✉❞✐❡❞ ✉♥❞❡r ✇❤❛t t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ❤♦✇ ♠✉❝❤
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♣♦✇❡r ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ✸✲s✐t❡ ♠♦❞❡❧s ❤❛✈❡ t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❧♦✇
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st ❛♥❞✱ ❞❡s♣✐t❡ t❤❡✐r s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ❣✐✈❡ ✐♥str✉❝t✐✈❡ r❡s✉❧ts t❤❛t q✉❛❧✐t❛✲
t✐✈❡❧② ❛♥❞ s❡♠✐✲q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡❧② r❡♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ ❜❛s✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ✇❛t❡r ✉♥❞❡r ❛♠❜✐❡♥t
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❬✷✸✱ ✸✸✱ ✶✵✹❪✳

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❛❧❧ ✇❛t❡r ♠♦❞❡❧s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❢♦r t❤❡ r❡♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❜✉❧❦
✇❛t❡r ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❙♦ ❢❛r✱ ❧❛❝❦✐♥❣ t❤❡ ♥❡❝❡ss❛r② ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts t♦ ❞♦ s♦✱ t❤❡②
❤❛✈❡ ♥♦t ❜❡❡♥ ✈❛❧✐❞❛t❡❞ ❢♦r ❝♦♥✜♥❡❞ ✇❛t❡r✳ ❆❜ ✐♥✐t✐♦ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ✇❛t❡r ❝♦♥✜♥❡❞
✐♥ s✐❧✐❝❛❧✐t❡ ♣♦r❡s✱ s✉❣❣❡st t❤❛t t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❞✐♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t ❞❡❝r❡❛s❡s ❛❜♦✉t 10%✱
✇✐t❤ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ❢♦r t❤❡ ✇❡tt✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❬✼✾❪✳ ■♥ ♦✉r ♦♣✐♥✐♦♥✱ t❤❡ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡
✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ❢♦r t❤❡ ❜✉❧❦ ✇❛t❡r ♣r♦♣❡rt✐❡s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ r❡❛❝❤❡❞ ✇✐t❤ ♠♦r❡ s♦♣❤✐s✲
t✐❝❛t❡❞ ♠♦❞❡❧s ✐s ♥♦t ✇♦rt❤ t❤❡ ✐♠♣❧✐❡❞ ❡❧❡✈❛t❡❞ ❡①♣❡♥❞✐t✉r❡ ♦❢ t✐♠❡✳ ❊✈❡♥ ♠♦r❡
s♦✱ s✐♥❝❡ ✐t ✐s ♥♦t ❝❧❡❛r t❤❛t t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s ❛❧s♦ ❣✐✈❡ ♠♦r❡ r❡❧✐❛❜❧❡ r❡s✉❧ts ✐♥ ❝♦♥✜♥❡❞
s②st❡♠s✳
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✸ ▼❉ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ✇❛t❡r✴❣r❛♣❤✐t❡ s②st❡♠s

✸✳✸ ❈♦♥✜♥❡❞ ✇❛t❡r ✐♥ ❣r❛♣❤✐t✐❝ s②st❡♠s

❆❢t❡r t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❜r✐❡❢ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ❜✉❧❦ ✇❛t❡r✱ ✇❡
♥♦✇ t✉r♥ t♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ✇❛t❡r✴❣r❛♣❤✐t❡ s②st❡♠s✳ ■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱ ✇❡ ❢♦❝✉s
♠❛✐♥❧② ♦♥ t❤❡ ✇❛t❡r✴❝❛r❜♦♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ P♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s t♦ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ✐♥✲
✈❡st✐❣❛t❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❣r❛♣❤✐t✐❝ s♦❧✐❞s ✭❧✐❦❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❣r❛♣❤❡♥❡✱ ❝❛r❜♦♥ ♥❛♥♦t✉❜❡s✱
❢✉❧❧❡r❡♥❡s✮ ✇✐❧❧ ❜❡ s❦✐♣♣❡❞✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ❢♦r t❤✐s ✐s✱ t❤❛t ✐♥ ♦✉r s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ❝❛r❜♦♥
✇❛❧❧s ❛r❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❛s ❛ r✐❣✐❞ ❜♦❞②✱ ✇❤❡r❡ ❛t♦♠s ❛r❡ ✜①❡❞ ❛t ❛❧❧ t✐♠❡s ❛t t❤❡✐r ❡q✉✐✲
❧✐❜r✐✉♠ ♣♦s✐t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡
❜♦♥❞❡❞ ❝❛r❜♦♥✲❝❛r❜♦♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s s✉♣❡r✢✉♦✉s✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ✢❡①✐❜❧❡ ❛♥❞ ✜①❡❞
✇❛❧❧s ✇❡r❡ s❤♦✇♥ t♦ ❣✐✈❡ s✐♠✐❧❛r r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ st❛t✐❝s ❛♥❞ ❢r✐❝t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥✜♥❡❞ ✇❛t❡r
❬✶✱ ✾✾✱ ✶✵✾❪✱ ✢❡①✐❜✐❧✐t② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✢♦✇ ❜② ❛ s♠❛❧❧ ✭✶✵✲✷✵%✮ ❛♥❞ s②st❡♠❛t✐❝ ❛♠♦✉♥t
❬✽✾✱ ✹✽❪✳

❈♦♥tr❛r✐❧②✱ ♦♥❡ ❡①♣❡❝ts t❤❡ ❧✐q✉✐❞✲s♦❧✐❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ t♦ ❜❡ ❝r✉❝✐❛❧ ❢♦r t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧
s②st❡♠s ❜❡❤❛✈✐♦r✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r ❤✐❣❤❧② ❝♦♥✜♥❡❞ ✇❛t❡r✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ r❡❣✐♦♥
✐s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ❜✉❧❦ r❡❣✐♦♥✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❲❡r❞❡r ❡t ❛❧✳ ❢♦✉♥❞ t❤❛t t❤❡ ✇❛t❡r✲❝❛r❜♦♥
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ❤❛s ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ✇❛t❡r✴❣r❛♣❤✐t❡ ❝♦♥t❛❝t ❛♥❣❧❡
❬✶✵✾✱ ✹✹❪ ❛♥❞ ✉s❡❞ t❤✐s t♦ ❝❛❧✐❜r❛t❡ t❤❡ ♦①②❣❡♥✲❝❛r❜♦♥ ▲❡♥♥❛r❞✲❏♦♥❡s ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭❢♦r
✉s❛❣❡ ✐♥ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❙P❈✲❊ ♠♦❞❡❧✮ t♦ r❡♣r♦❞✉❝❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ❬✷✹✱
✼✸❪ ❢♦r t❤❡ ✇❛t❡r✴❣r❛♣❤✐t❡ ❝♦♥t❛❝t ❛♥❣❧❡ 84− 86◦✳ ❚❤❡s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❧❡❛❞
t♦ ❛ ♥♦♥✲✇❡tt✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ✇❛t❡r ✐♥ ❈◆❚✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ t♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts
❬✷✽❪✳ ❆ ❧♦t ♦❢ ♦t❤❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs ❤❛✈❡ ❛❧s♦ ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ✭s❡❡ ❚❛❜✳ ✶ ❢♦r t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧
st✉❞✐❡s ♦❢ ✇❛t❡r ✢♦✇ ✐♥ ❈◆❚ t❤❛t ✇❡r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ♣❛rt ■✮✳ ❚❤❡② ❛r❡ ❡✐t❤❡r ♦❜t❛✐♥❡❞
❜② ✜tt✐♥❣ t❤❡♠ t♦ s♦♠❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛✱ ♦r ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ ▲♦r❡♥t③✲❇❡rt❤❡❧♦t ♠✐①✐♥❣
r✉❧❡s

ǫij =
√
ǫiǫj σij = (σi + σj) /2 ✭✶✶✮

t♦ ❛❧r❡❛❞② ❡①✐st✐♥❣ ❈✲❈ ❛♥❞ ❖✲❖ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ t❤❛t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞
❢♦r ♦t❤❡r s②st❡♠s✳

❚♦ s✉♠ ✉♣ t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥✱ t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✇❛t❡r ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ❈✲❖ ✐♥t❡r✲
❛❝t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❜❡st t♦ ✉s❡ ❢♦r s✐♠✉❧❛t✐♥❣ ✇❛t❡r ✐♥ ❈◆❚ ✐s st✐❧❧ ✇✐❞❡ ♦♣❡♥ ❛♥❞
❝❛♥ ♥♦t ❜❡ ❛♥s✇❡r❡❞ ♣r♦♣❡r❧② ✇✐t❤♦✉t ❛♥❛❧♦❣♦✉s ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦r ✇✐t❤ st✐❧❧ ✐♥❝r❡❛s✲
✐♥❣ ❝♦♠♣✉t❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ❛❜ ✐♥✐t✐♦ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥✱ ✇❡
✉s❡❞ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ ✇❛t❡r ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❈✲❖ ♣❛r❛♠❡t❡rs t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❡
r♦❜✉st♥❡ss ♦❢ ♦✉r r❡s✉❧ts✳

✸✳✹ ❙✉♠♠❛r②✿ ■♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧s ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥ t❤❡ st✉❞② ❛t
❤❛♥❞

❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ❍✉♠♠❡r ❡t ❛❧✳ ❬✹✶❪✱ ✇❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♠♦st s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❚■P✸P ✇❛t❡r ❛♥❞
t❤❡ ❆▼❇❊❘✾✻ ❢♦r❝❡ ✜❡❧❞ ❬✶✺❪✳ ❋♦r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✱ ✇❡ ❛❧s♦ ✉s❡❞ t❤❡ ❙P❈✲❊ ✇❛t❡r ♠♦❞❡❧
✐♥ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♦①②❣❡♥✲❝❛r❜♦♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❣✐✈❡♥ ❜② ❲❡r❞❡r ❡t

❛❧✳ ❬✶✵✾❪✱ ✇✐t❤ ❛ ❝✉t✲♦✛ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ 1.0 ♥♠✳ P❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r ❜♦t❤ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ s✉♠✲
♠❛r✐③❡❞ ✐♥ ❚❛❜✳ ✸✳ ❚❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❝❛r❜♦♥ ❛t♦♠s ✇❡r❡ ✜①❡❞ ❛t ❛❧❧ t✐♠❡s✳ ❚❤✐s
s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ✇❛s ❢♦✉♥❞ ❜② ♦t❤❡rs t♦ ❣✐✈❡ s♦♠❡✇❤❛t ❧♦✇❡r ✢♦✇ r❛t❡s ❢♦r ✇❛t❡r ✢♦✇

✸✼



P❛rt ■■

✐♥ ❈◆❚✱ ❜✉t t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ s✐♥❝❡ ✐t ✐s s②st❡♠❛t✐❝ ❛♥❞ r❡❧❛t✐✈❡❧② s♠❛❧❧
❬✶✱ ✾✾✱ ✶✵✾✱ ✽✾✱ ✹✽❪✳

❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ♠❛✐♥❧② ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ▲❆▼▼P❙ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❞②♥❛♠✐❝s ♣❛❝❦✲
❛❣❡ ❬✼✼❪✱ t❤❛t ✉s❡s ❛ ♠♦❞✐✜❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❱❡r❧❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❊❧❡❝tr♦st❛t✐❝ ✐♥t❡r❛❝✲
t✐♦♥s ✇❡r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡✲♣❛rt✐❝❧❡ ♣❛rt✐❝❧❡✲♠❡s❤ ✭PPP▼✮ ♠❡t❤♦❞ ❬✼✽❪
❛♥❞ r✐❣✐❞✐t② ♦❢ t❤❡ ✇❛t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✇❛s ❛ss✉r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❙❍❆❑❊ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬✽✹❪✳
❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❛❧s♦ ✉s❡❞ ●❘❖▼❆❈❙ ❬✶✵✸❪ ❛s ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✳ ❚❤❡ ●❘❖▼❆❈❙ s✐♠✲
✉❧❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❜② ❋❡❧✐① ❙❡❞❧♠❡✐❡r ✐♥ t❤❡ ❣r♦✉♣ ♦❢ ❘♦❧❛♥❞ ❘✳ ◆❡t③ ✭P❤②s✐❝s
❉❡♣❛rt♠❡♥t✱ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧ ❯♥✐✈❡rs✐t② ▼✉♥✐❝❤✮✳

✸✽



✹ ❊q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❛♥❞ ✢♦✇ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ ✇❛t❡r✴❣r❛♣❤✐t❡ ❢r✐❝t✐♦♥

✹ ❊q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❛♥❞ ✢♦✇ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ ✇❛t❡r✴❣r❛♣❤✐t❡
❢r✐❝t✐♦♥ ✐♥ ✈❛r✐♦✉s ❝♦♥✜♥❡❞ ❣❡♦♠❡tr✐❡s

❆❧t❤♦✉❣❤ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ▼❉ st✉❞✐❡s ♦❢ ✇❛t❡r ✐♥ ❈◆❚ ❤❛s ❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥ ✉♥❞❡rt❛❦❡♥✱
t❤❡ ✇♦r❦ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ st❛♥❞s ♦✉t ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❞✐r❡❝t ❢♦❝✉s ♦♥ ❧✐q✉✐❞✴s♦❧✐❞
❢r✐❝t✐♦♥✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❡ ♣❡r❢♦r♠ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ❛ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ❣r❛♣❤✐t✐❝ s②st❡♠s t♦
❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❝✉r✈❛t✉r❡ ❛♥❞ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥t✱ ❛♥❞ ✇❡ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡
❢r✐❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✐♥ t✇♦ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✇❛②s✳

✹✳✶ ▼❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✲ ❛ ♥❡✇ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❞❡t❡r✲
♠✐♥❡ t❤❡ ❧✐q✉✐❞✴s♦❧✐❞ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥

❚❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ♦❢ ❧✐q✉✐❞s ♦♥ s♦❧✐❞ s✉r❢❛❝❡s ✐s ✉s✉❛❧❧② ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧
s❧✐♣ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t❤❛t r❡❧❛t❡s t❤❡ ✢✉✐❞ ✈❡❧♦❝✐t② vslip ❛t t❤❡ s♦❧✐❞
s✉r❢❛❝❡ t♦ ✐ts ❣r❛❞✐❡♥t ∂nv ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♥♦r♠❛❧ t♦ ✐t ❛s✿

b ∂nv = vslip ✭✶✷✮

✇❤❡r❡ b ✐s t❤❡ s❧✐♣ ❧❡♥❣t❤ ❬✼❪✳ ❱❛r✐♦✉s ♥✉♠❡r✐❝❛❧ st✉❞✐❡s ❤❛✈❡ q✉❛♥t✐✜❡❞ s❧✐♣♣❛❣❡ ♦❢
✇❛t❡r ✐♥ ❈◆❚ ❜② ♠❡❛s✉r✐♥❣ ❞✐r❡❝t❧② t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡s ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ✐t t♦ t❤❡
❡①♣❡❝t❡❞ ♣❛r❛❜♦❧✐❝ ❢♦r♠

v(r) =
R2

4η

(

1− r2

R2
+

2b

R

)

(−∂zP ) ✭✶✸✮

❚❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡ ❞❡♣❡♥❞s ❛♣❛rt ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥t ❛♥❞ t❤❡
❡①t❡r♥❛❧ ❞r✐✈✐♥❣ ❢♦r❝❡✱ ❡✳❣✳ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❣r❛❞✐❡♥t ∂zP ✱ ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ s❤❡❛r ✈✐s❝♦s✐t② η
♦❢ t❤❡ ✢✉✐❞ ❛♥❞ t❤❡ s❧✐♣ ❧❡♥❣t❤ b✳ ❍❡♥❝❡✱ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥t ❛♥❞ ❢♦r❝✐♥❣✱ ❜♦t❤
t❤❡ s❧✐♣ ❧❡♥❣t❤ ❛♥❞ t❤❡ ✈✐s❝♦s✐t② ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❢r♦♠ ❛ ✷✲♣❛r❛♠❡t❡r ✜t t♦ t❤❡ ♠❡❛✲
s✉r❡❞ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡✳ ❇✉t t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❜❡❝♦♠❡s ✐♥❡✣❝✐❡♥t ✇❤❡♥ b ✐s s✉❜st❛♥t✐❛❧❧②
❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥t✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡ t❡♥❞s t♦ ❛ ♣❧✉❣ ✇❤✐❝❤
❧❡❛❞s t♦ ❧❛r❣❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ❢♦r t❤❡ ♣❛r❛❜♦❧✐❝ ✜t✳ ❙♦♠❡ ❛✉t❤♦rs ♠❛❞❡ ❛♥ ❡✛♦rt t♦
r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❡rr♦r ❜② ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ ✈✐s❝♦s✐t② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧②✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ❜②
♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ s❡❧❢ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ t❤❡ ✢✉✐❞ ✈✐s❝♦s✐t②✳ ■♥
❜✉❧❦ s②st❡♠s ✇❤❡r❡ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✈✐s❝♦s✐t② ❛♥❞ ♠♦❜✐❧✐t②✴❞✐✛✉s✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②
t❤❡ ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ ❙t♦❦❡s✲❊✐♥st❡✐♥ r❡❧❛t✐♦♥ Dbulk = kBT/3πηa ✇✐t❤ a t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❞✐✲
❛♠❡t❡r✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✉♥❞❡r ❝♦♥✜♥❡♠❡♥t t❤✐s r❡❧❛t✐♦♥ ✐s ♠✉❝❤ ♠♦r❡ s✉❜t❧❡ t❤❛♥ ✐♥ ❜✉❧❦
❬✽✺❪✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ❊✐♥st❡✐♥ r❡❧❛t✐♦♥ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ s❤❡❛r ✈✐s❝♦s✐t② ❢r♦♠ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞
❞✐✛✉s✐♦♥ r❡♠❛✐♥s q✉❡st✐♦♥❛❜❧❡✳

■♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤✉s t❛❦❡♥ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛♥❞ ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❧✐q✲
✉✐❞✴s♦❧✐❞ ❢r✐❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ ✇❛t❡r ❛t ❣r❛♣❤✐t✐❝ s✉r❢❛❝❡s✳ ❚❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✐s
t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧❧② r❡❧❡✈❛♥t ♣r♦♣❡rt② ❝❤❛r❛❝t❡r✐③✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝✐❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s✱ ❛ ❧❛r❣❡ s❧✐♣
❧❡♥❣t❤ ❜❡✐♥❣ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❧♦✇ ❢r✐❝t✐♦♥✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ s❧✐♣ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥ st❡♠s ♣❤②s✐❝❛❧❧② ❢r♦♠ t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✬❜✉❧❦✬ ✈✐s❝♦✉s str❡ss σf = η ∂nv
✇✐t❤ ❛ s✉r❢❛❝❡ ✢✉✐❞✴s♦❧✐❞ ❢r✐❝t✐♦♥ ❢♦r❝❡ F/A = −λ vslip = −σf ✱ ✇✐t❤ λ t❤❡ ✢✉✐❞✴s♦❧✐❞
❢r✐❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❛♥❞ A t❤❡ ❝♦♥t❛❝t ❛r❡❛✳ ❚❤❡ s❧✐♣ ❧❡♥❣t❤ ✐s ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧② ❞❡❞✉❝❡❞

✸✾
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❜② t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ b = η/λ✳ ❋♦r ❧❛r❣❡ s❧✐♣ ❧❡♥❣t❤ b ≫ R✱ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡ ❊q✳ ✭✶✸✮
t❡♥❞s t♦ ♣❧✉❣ ✢♦✇

v(r) ≡ vs❧✐♣ =
R

2λ
(−∂zP ) ✭✶✹✮

❛♥❞ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ ✈✐s❝♦s✐t② ❛♥❞ s❧✐♣ ❧❡♥❣t❤✱ ♦r ✐♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ✐t ❞❡✲
♣❡♥❞s ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✳ ❯♥❞❡r t❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ✢✉✐❞✬s ❞②♥❛♠✐❝s ❛r❡
❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❢r✐❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ ♥♦t ❜② t❤❡ ✈✐s❝♦s✐t②✳ ❚❤✐s ❝❛♥
❛❧s♦ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ ❊q✳✭✷✮ ❢♦r t❤❡ ✢✉① t❤❛t r❡❞✉❝❡s t♦ Q = πR3

2λ (−∂zP )

■♥ t❤✐s st✉❞②✱ ✇❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜♦t❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❛♥❞ ♥♦♥✲❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♠♦❧❡❝✉❧❛r
❞②♥❛♠✐❝s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ✇❛t❡r ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❣r❛♣❤✐t✐❝ ❝❤❛♥♥❡❧s✳ ❚✇♦ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t
❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✇❡r❡ ❢♦❧❧♦✇❡❞ t♦ ❡①tr❛❝t t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t λ✿

✶✳ ■♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ♣r❡ss✉r❡ ❞r✐✈❡♥ ✢♦✇s✱ t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ❢♦r❝❡ ♦❢ ✇❛t❡r ❛t t❤❡ s✉r❢❛❝❡
❛♥❞ t❤❡ s❧✐♣ ✈❡❧♦❝✐t② ✇❡r❡ ♠❡❛s✉r❡❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❛s

λ = − F

A vslip
✭✶✺✮

✷✳ ■♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✭✢♦✇ ❢r❡❡✮ s✐t✉❛t✐♦♥s t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠
t❤❡ ●r❡❡♥✲❑✉❜♦ r❡❧❛t✐♦♥

λ =
1

Ak❇T

∫ ∞

0
〈F (t)F (0)〉 ❞t ✭✶✻✮

✹✳✷ ●❡♦♠❡tr② ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ s②st❡♠s

❙❡✈❡r❛❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ❢♦r t❤❡ ✉♥❡①♣❡❝t❡❞ ❤✐❣❤
✢♦✇ r❛t❡ t❤❛t ✇❛s ❢♦✉♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧②✳ ■♥ ♣❛rt ■ ✇❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ✐✮ ❛
❜r❡❛❦❞♦✇♥ ♦❢ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝ t❤❡♦r② ✐♥ ✉❧tr❛✲❤✐❣❤ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥t✱ ✐✐✮ ❣r❛❞✉❛❧❧② ❝❤❛♥❣✐♥❣
✢✉✐❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✭❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✈✐s❝♦s✐t②✮ ❞✉❡ t♦ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥t ❛♥❞ ✐✐✐✮ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ❜♦✉♥❞❛r②
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭s❧✐♣ ❧❡♥❣t❤✮ ❝❛✉s❡❞ ❜② ✇❛❧❧ ❝✉r✈❛t✉r❡✳

❑❡❡♣✐♥❣ t❤❡s❡ ❤②♣♦t❤❡s❡s ✐♥ ♠✐♥❞✱ ✇❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t
s②st❡♠ t②♣❡s✿

✶✳ ✇❛t❡r ✐♥s✐❞❡ ❛r♠❝❤❛✐r ❈◆❚

✷✳ ✇❛t❡r ♦✉ts✐❞❡ ❛r♠❝❤❛✐r ❈◆❚

✸✳ ✇❛t❡r ✐♥ ❣r❛♣❤❡♥❡ s❧❛❜

❲✐t❤ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❛r♠❝❤❛✐r ♥❛♥♦t✉❜❡ ✭❝❤✐r❛❧✐t② ✭♥✱♥✮✮✱ ✇❡ ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ ❧❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r
❣r♦✉♣s t❤❛t ❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞② ♣❡r❢♦r♠❡❞ ▼❉ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ✇❛t❡r ✐♥ ❈◆❚❀ s❡❡ s❡❝t✐♦♥
✷✳✶✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ③✐❣③❛❣ ❈◆❚ ✭❝❤✐r❛❧✐t② ✭✵✱♥✮✮ t♦ t❡st t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❈◆❚
str✉❝t✉r❡ ♦♥ t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✳ ❘❡s✉❧ts ❢♦r t❤✐s t❡st ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ❧❛t❡r ♦♥
✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✾✳ ❋✐rst✱ ✇❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡ ♦♥ t❤❡ ❛r♠❝❤❛✐r s②st❡♠s✳ ❲❡ ❝❤❛♥❣❡ ❝✉r✈❛t✉r❡
❛♥❞ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥t ❜② ✉s✐♥❣ ✈❛r✐♦✉s t✉❜❡s ✇✐t❤ ❞✐❛♠❡t❡rs r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ 10.2 ♥♠ ❞♦✇♥

✹✵



✹ ❊q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❛♥❞ ✢♦✇ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ ✇❛t❡r✴❣r❛♣❤✐t❡ ❢r✐❝t✐♦♥

❈♦♥s✐❞❡r❡❞ ❣❡♦♠❡tr✐❡s✿ ✇❛t❡r ✐♥ ❣r❛♣❤❡♥❡ s❧❛❜✱ ✐♥s✐❞❡ ❛♥❞ ♦✉ts✐❞❡ ❈◆❚

❋✐❣✉r❡ ✼✿ ❱❛r✐♦✉s ❣❡♦♠❡tr✐❡s ✇❡r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ st✉❞② ♦❢ ✇❛t❡r✲❝❛r❜♦♥ ❢r✐❝t✐♦♥✿
✇❛t❡r ✐♥s✐❞❡ ✭✉♣♣❡r✮ ❛♥❞ ♦✉ts✐❞❡ ✭♠✐❞❞❧❡✮ ❛r♠❝❤❛✐r ❈◆❚✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✇❛t❡r ❝♦♥✜♥❡❞ ✐♥ ❛ s❧❛❜
♦❢ t✇♦ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❣r❛♣❤❡♥❡ s❤❡❡ts ✭❧♦✇❡r ✜❣✉r❡✮✳ ❚❤❡s❡ s❡t✉♣s ❛❧❧♦✇ t♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ❜❡t✇❡❡♥
❝♦♥✜♥❡♠❡♥t ❛♥❞ ❝✉r✈❛t✉r❡ ❡✛❡❝ts ♦♥ t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✳

✹✶
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t♦ 0.68 ♥♠✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝ s❡t✉♣ ♦❢ ❛ ✇❛t❡r ✜❧❧❡❞ ♥❛♥♦t✉❜❡✱ ✇❡ ❛❧s♦ ❧♦♦❦❡❞
❛t ♥❛♥♦t✉❜❡s s✉rr♦✉♥❞❡❞ ❜② ✇❛t❡r✳ ❚❤✐s ❡①♣❛♥❞s t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ r❛♥❣❡ t♦ ♥❡❣❛t✐✈❡
✇❛❧❧ ❝✉r✈❛t✉r❡ ❛♥❞ ✐t ❛❧❧♦✇s t♦ ❧♦♦❦ ❛t t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❝✉r✈❛t✉r❡ ✐♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢
❝♦♥✜♥❡♠❡♥t✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❢✉❧❧② ❞✐s❡♥t❛♥❣❧❡ t❤❡ r♦❧❡s ♦❢ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥t ❛♥❞
t♦♣♦❧♦❣②✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛❧s♦ ❡①♣❧♦r❡❞ ❛ s❧❛❜ ❣❡♦♠❡tr②✱ ✇✐t❤ ✇❛t❡r ❝♦♥✜♥❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦
♣❛r❛❧❧❡❧ ❣r❛♣❤❡♥❡ s❤❡❡ts✱ ✇✐t❤ ✇✐❞t❤ ✈❛r②✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ 6.1 ♥♠ ❛♥❞ 0.68 ♥♠✳ ❙♥❛♣s❤♦ts
♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t s②st❡♠s ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✼✳

❚❤❡ ❣r❛♣❤❡♥❡ str✉❝t✉r❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ❛ ❤♦♥❡②❝♦♠❜ ❧❛tt✐❝❡ ✇✐t❤ ❛ ❝❛r❜♦♥✲❝❛r❜♦♥
❞✐st❛♥❝❡ d = 0.142 ♥♠✳ ❈❛r❜♦♥ ♣♦s✐t✐♦♥s ❛r❡ n+a+ + n−a− ✇✐t❤ n± ∈ N ❛♥❞ t❤❡
❧❛tt✐❝❡ ✈❡❝t♦rs

a+ =
l0
2

(√
3

1

)

a− =
l0
2

(√
3

−1

)

✭✶✼✮

✇❤❡r❡ l0 =
√
3d✳ ❈❛r❜♦♥ ♥❛♥♦t✉❜❡ ❛r❡ ✬♣r❡♣❛r❡❞✬ ❜② ✬r♦❧❧✐♥❣✬ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❣r❛♣❤❡♥❡

s❤❡❡ts t♦ ❛ ❝②❧✐♥❞❡r✳ ❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✉❜❡ ❛①✐s na++ma− ✇✐t❤
r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❣r❛♣❤❡♥❡ str✉❝t✉r❡✱ ❈◆❚ ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ ✬❛r♠❝❤❛✐r✬✱ ✬③✐❣③❛❣✬ ♦r ✬❝❤✐r❛❧✬
❈◆❚✳ ❋♦r ❛r♠❝❤❛✐r ❈◆❚ t❤❡ ❝②❧✐♥❞❡r ❛①✐s ✐s ✐♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥ a+ − a−❀ ❢♦r ③✐❣③❛❣ ❈◆❚
✐t ✐s ✐♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥ a+ + a−✳

✹✳✸ ❊q✉✐❧✐❜r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✭t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ ♣r❡ss✉r❡ ❝♦♥tr♦❧✮

❆❧❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞

❋✐❣✉r❡ ✽✿ ❙②st❡♠ ❡q✉✐❧✐❜r❛t✐♦♥ ✭◆P❚✮ ✇✐t❤ r❡s❡r✈♦✐r

❛t ❝♦♥st❛♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s✱
✈♦❧✉♠❡ ❛♥❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✭◆❱❚✮✳
❉✉r✐♥❣ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✢♦✇
s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✇❛s ❤❡❧❞
❝♦♥st❛♥t ❛t ✸✵✵❑ ❜② ❛ ◆♦sé✲❍♦✈❡r
t❤❡r♠♦st❛t ✇❤✐❝❤ ✇❛s ❝♦✉♣❧❡❞ ♦♥
t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♣❡r♣❡♥✲
❞✐❝✉❧❛r t♦ t❤❡ ✢♦✇ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ◆♦ ❤❡❛t✐♥❣ ✇❛s ♦❜s❡r✈❡❞✳ ❚❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢
t❤❡ t❤❡r♠♦st❛t ✇❛s ✵✳✷ ♣s ✭❂ ✶✵✵ t✐♠❡ st❡♣s✮ ✇❤✐❝❤ ✐s s❡✈❡r❛❧ ♦r❞❡rs ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡
s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ t✐♠❡ ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❡st❛❜❧✐s❤ ❛ st❛t✐♦♥❛r② ✢♦✇ ♣r♦✜❧❡ ✭∼ 1 ♥s✮✳ ❍❡♥❝❡✱
✇❡ ❛r❡ ❝♦♥✜❞❡♥t t❤❛t t❤❡ t❤❡r♠♦st❛t✐♥❣ ❞✐❞ ♥♦t ❛✛❡❝t t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ✢✉✐❞ ✢♦✇ ✐♥ ❛♥②
✉♥♣❤②s✐❝❛❧ ✇❛②✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❡♥s✉r❡ ❡q✉❛❧ ♣r❡ss✉r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r ❛❧❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
✇❛t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✇❛s ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s
✇✐t❤ t✉❜❡s ♦❢ ✜♥✐t❡ ❧❡♥❣t❤✳ ❋♦r ✇❛t❡r ✐♥s✐❞❡ ❛ ❈◆❚✱ r❡s❡r✈♦✐rs ✇❡r❡ ❛❞❞❡❞ ❛t ❜♦t❤
♦♣❡♥ ❡♥❞s ♦❢ t❤❡ t✉❜❡✳ ❚❤❡ r❡s❡r✈♦✐rs ✇❡r❡ ❦❡♣t ❛t 1 ❛t♠ ❜② ❛ ♣✐st♦♥✳ ❋♦r s✐♠✉❧❛t✐♦♥s
♦❢ ✇❛t❡r ♦✉ts✐❞❡ ❈◆❚✱ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ✇❛s ❛❧s♦ ✐♠♣♦s❡❞ ❜② ❛ ♣✐st♦♥ ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r t♦
t❤❡ t✉❜❡ ❛①✐s✳ ❆❢t❡r ❛ ❝❡rt❛✐♥ t✐♠❡✱ t❤❡ s②st❡♠s r❡❛❝❤❡❞ ❛ st❛❜❧❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳ ❚❤❡♥
t❤❡ r❡s❡r✈♦✐rs ✇❡r❡ r❡♠♦✈❡❞ ❛♥❞ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✇❡r❡ ❛♣♣❧✐❡❞✳

■♥ ♠♦st ♦❢ t❤❡ s❧❛❜ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✇❛s ✜①❡❞ ❛r❜✐tr❛r✐❧②✱
❛♥❞ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ✇❛s ❛❞❥✉st❡❞ ✐♥st❡❛❞ t♦ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡✿ ❖♥❡ ❣r❛♣❤❡♥❡ ♣❧❛♥❡

✹✷



✹ ❊q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❛♥❞ ✢♦✇ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ ✇❛t❡r✴❣r❛♣❤✐t❡ ❢r✐❝t✐♦♥

P❧✉❣ ✢♦✇ ♦❢ ✇❛t❡r ✐♥ ❈◆❚ ✭t✐♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥✮
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❋✐❣✉r❡ ✾✿ ❋❧♦✇ ♣r♦✜❧❡s ✐♥s✐❞❡ ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ ♦✉ts✐❞❡ ✭r✐❣❤t✮ ❛ ❈◆❚ ✇✐t❤ r❛❞✐✉s R = 3.39♥♠✳
❲❛t❡r ✇❛s ✐♥✐t✐❛❧❧② ❛t r❡st ❛♥❞ ✇❛s t❤❡♥ ❛❝❝❡❧❡r❛t❡❞ ❜② ❛ ❝♦♥st❛♥t ❢♦r❝❡✳ ❚❤❡ s❤♦✇♥ ♣r♦✜❧❡s
r❡s✉❧t ❢r♦♠ t✐♠❡ ❛✈❡r❛❣❡s ♦✈❡r 20 ❢s✱ st❛rt✐♥❣ 0✭✰✮✱ 0.08✭△✮ ❛♥❞ 0.18 ♥s✭×✮ ❛❢t❡r s✇✐t❝❤✐♥❣
♦♥ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡✳

✇❛s ✉s❡❞ ❛s ❛ ♣✐st♦♥ ✇❤✐❧❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❧❛♥❡ ✇❛s ✜①❡❞✳ ❋♦r t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t ♠❡❛✲
s✉r❡♠❡♥ts✱ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ ❜♦t❤ ♣❧❛♥❡s ✇❡r❡ ✜①❡❞ ❛t t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❞✐st❛♥❝❡ ✇❤✐❝❤
✇❛s ❢♦✉♥❞✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡ss r❡q✉✐r❡s ❧❡ss ♣❛rt✐❝❧❡s ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❧❡ss ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t✐♠❡
t❤❛♥ ❛♥ ❡q✉✐❧✐❜r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ♣❛rt✐❝❧❡ r❡s❡r✈♦✐rs✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ♥♦t s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r s❧❛❜
s✐③❡s H . 1.5♥♠✱ ✇❤❡r❡ ❤②❞r♦♣❤♦❜✐❝ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ✇❛❧❧s st❛rt t♦ ❜❡❝♦♠❡
♥♦t✐❝❡❛❜❧❡✳ ■❢ t❤❡ ✇❛❧❧ ✐s ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ ♠♦✈❡✱ ❞❡✇❡tt✐♥❣ ♠❛② ♦❝❝✉r ❛♥❞ ❧❡❛❞ t♦ ❛✐r ❝❛✈✐✲
t✐❡s✳ ❈♦♠♣❧❡t❡❧② ✇❛t❡r ✜❧❧❡❞ ❣r❛♣❤❡♥❡ s❧❛❜s ♦❢ s✉❜ ♥❛♥♦♠❡t❡r s✐③❡ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞✱
❤♦✇❡✈❡r✱ ❜② ✉s✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡ r❡s❡r✈♦✐rs ✭❛t 1❛t♠✮ ❛s ❢♦r t❤❡ ❈◆❚✳

✹✳✹ ❋❧♦✇ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t

■♥ ♥♦♥✲❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✇❛s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦
❊q✳ ✭✶✺✮ ❜② ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ❢♦r❝❡ F ❛♥❞ t❤❡ s❧✐♣ ✈❡❧♦❝✐t② vs❧✐♣ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✢♦✇
✈❡❧♦❝✐t✐❡s✳

❲❛t❡r ✢♦✇ ✇❛s ❞r✐✈❡♥ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ ❛ ❝♦♥st❛♥t ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ a0 ∼ 10−4 ♥♠
♣s2

t♦ ❛❧❧

❖ ❛♥❞ ❍ ❛t♦♠s ✭❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛ ♣r❡ss✉r❡ ❣r❛❞✐❡♥t ∼ 1014P❛
♠
✱ ❛ ❞r✐✈✐♥❣ ❢♦r❝❡

s✐♠✐❧❛r ♦r ❧♦✇❡r t❤❛♥ ✐♥ ♣r❡✈✐♦✉s ✇♦r❦s ❬✾✽✱ ✹✽❪✮✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ✈❡r② ❧❛r❣❡ s❧✐♣♣❛❣❡ ❛t
t❤❡ s✉r❢❛❝❡s✱ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡s ❛r❡ ✢❛t ✭♣❧✉❣✲❧✐❦❡✮ ♦✈❡r t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧s✬ ✇✐❞t❤✳ ❚❤❡ s❧✐♣
✈❡❧♦❝✐t② vslip ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ✢✉✐❞ ✈❡❧♦❝✐t② ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✜rst ✇❛t❡r ❧❛②❡r ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡
s✉r❢❛❝❡✳ ❇✉t ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✢❛t ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡s✱ t❤❡ s❧✐♣ ✈❡❧♦❝✐t② ❝❛♥ ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✐♥ ❣♦♦❞
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡❞ ✢✉✐❞ ✈❡❧♦❝✐t②✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡ r❛❞✐❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡
✇❛s ❢♦✉♥❞ t♦ ❜❡ ❝♦♥st❛♥t ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ❞✉❡ t♦ st❛t✐st✐❝❛❧ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ♦❢
t❤❡ str❡❛♠✐♥❣ ✈❡❧♦❝✐t②✳ ■♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ s❧✐♣ ✈❡❧♦❝✐t②✱ ✇❡ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ❢♦r❝❡
F ❜❡t✇❡❡♥ ✇❛❧❧ ❛♥❞ ✇❛t❡r ❞✉❡ t♦ ❛❧❧ ♣❛rt✐❝❧❡✲♣❛rt✐❝❧❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ♦①②❣❡♥

✹✸



P❛rt ■■

❋r✐❝t✐♦♥ ❢♦r❝❡ ✈s✳ s❧✐♣ ✈❡❧♦❝✐t②

❋✐❣✉r❡ ✶✵✿ ❋r✐❝t✐♦♥ ❢♦r❝❡ ♦❢ ✇❛t❡r ✈❡r✲
s✉s s❧✐♣ ✈❡❧♦❝✐t② ❛t t❤❡ ❝❛r❜♦♥ ♥❛♥♦t✉❜❡
s✉r❢❛❝❡ ❢♦r ✈❛r✐♦✉s ❝♦♥✜♥❡♠❡♥ts ✐♥s✐❞❡
t❤❡ ❈◆❚✳ ❋r♦♠ ❜♦tt♦♠ t♦ t♦♣ t❤❡ ❈◆❚
r❛❞✐✉s ✐s R = 0.34, 0.68, 1.02, 2.03 ♥♠✳
❚❤❡ t♦♣ r❡s✉❧t ✐s ❢♦r t❤❡ ❣r❛♣❤❡♥❡
s❧❛❜ ✭✇✐t❤ ✇❛❧❧✲t♦✲✇❛❧❧ ❞✐st❛♥❝❡ h =
3.23 ♥♠✮✳

❛♥❞ ❝❛r❜♦♥ ❛t♦♠s✳ ❚❤❡ ❝♦♥t❛❝t ❛r❡❛

A = 2πr❡✛L ✭✶✽✮

❜❡t✇❡❡♥ ✇❛t❡r ❛♥❞ ❈◆❚ ✭✐♥s✐❞❡ ❛♥❞ ♦✉ts✐❞❡✮ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ r❛❞✐✉s

r❡✛ = R∓ 1

2
σ♦❝. ✭✶✾✮

❉✉r✐♥❣ ❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❜♦t❤ t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ❢♦r❝❡ F ❛♥❞ s❧✐♣ ✈❡❧♦❝✐t② vslip ✐♥❝r❡❛s❡ ♦✈❡r
✈❡r② ❧♦♥❣ t✐♠❡ s❝❛❧❡s ✭♥❛♥♦s❡❝♦♥❞✮✱ t♦ ✜♥❛❧❧② r❡❛❝❤ ❛ st❛t✐♦♥❛r② st❛t❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s
❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❧♦✇ ❧✐q✉✐❞✴s♦❧✐❞ ❢r✐❝t✐♦♥✱ t❤✐s r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡ τ ∼ ρR/λ ✐s ♠✉❝❤
❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❞✐✛✉s✐♦♥ tr❛♥s❢❡r t✐♠❡ s❝❛❧❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❜✉✐❧❞✐♥❣
✉♣ ♦❢ t❤❡ ✢♦✇ ♣r♦✜❧❡✱ ❛♥❞ ♦♥❡ ♠❛② ❝♦♥s✐❞❡r t❤✐s r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❛s ❛ q✉❛s✐✲st❛t✐♦♥❛r②
st❛t❡ ✻✳ ❖♥❡ ❡①❛♠♣❧❡ ❢♦r t❤❡ t✐♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡s ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✾✳
❲❡ t❤✉s t❛❦❡ ❜❡♥❡✜t ♦❢ t❤✐s t✐♠❡✲s❝❛❧❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❜② ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ ❢♦r❝❡✲✈❡❧♦❝✐t②
r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ✐♥ ❛ s✐♥❣❧❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ s✉❝❤ ❛ q✉❛s✐✲st❛t✐♦♥❛r② r❡❣✐♠❡✳ ❉✉r✐♥❣
0.2 ♥s✱ F ❛♥❞ vs❧✐♣ ✇❡r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❡✈❡r② 2 ❢s ❛♥❞ ❛✈❡r❛❣❡❞ ♦✈❡r t✐♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧s ♦❢ 20 ❢s✳
❚❤❡ s❧♦♣❡ ♦❢ F (vs❧✐♣) ✇❛s t❤❡♥ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❛ ❧✐♥❡❛r ✜t ♦♥ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ 10 ❞❛t❛
♣♦✐♥ts✳ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ✇❡r❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② r❡♣❡❛t✐♥❣ t❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❢♦r ∼ 20
❞✐✛❡r❡♥t ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✳ ❲❡ ✜♥❞ ❛ ❧✐♥❡❛r r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥
❢♦r❝❡ ❛♥❞ t❤❡ s❧✐♣ ✈❡❧♦❝✐t② ✉♣ t♦ vslip ∼ 50m/s✳ ◆♦♥✲❧✐♥❡❛r ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❛r❡ ♦❜s❡r✈❡❞
❢♦r ❤✐❣❤❡r ✈❡❧♦❝✐t✐❡s✿ ❚❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ❢♦r❝❡ ✇❛s ❢♦✉♥❞ t♦ ❞❡♣❡♥❞ ✉♥❞❡r ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ♦♥
t❤❡ s❧✐♣ ✈❡❧♦❝✐t② ❢♦r ❤✐❣❤❡r ✈❡❧♦❝✐t✐❡s✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❝♦♠❡ ❜❛❝❦ t♦ t❤✐s ♣♦✐♥t ❧❛t❡r ♦♥✳

✻❚❤❡ t✐♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❢♦r ♣❧✉❣ ✢♦✇ ✉♥❞❡r ❛ ❝♦♥st❛♥t ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ a0✱ ✇❤❡r❡ v(t =
0) = 0✱ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ❞v

❞t
= −

λA
M

v + a0 ✭M t❤❡ t♦t❛❧ ♠❛ss ♦❢ t❤❡ ❧✐q✉✐❞✮✳ ❚❤❡

s♦❧✉t✐♦♥ ✐s v(t) = τa0(1− exp(−t/τ)) ✇✐t❤ t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡ τ = M
λA

= ρR

2λ
✳
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✹ ❊q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❛♥❞ ✢♦✇ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ ✇❛t❡r✴❣r❛♣❤✐t❡ ❢r✐❝t✐♦♥

❋r✐❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✈✐❛ ●r❡❡♥✲❑✉❜♦ ❡①♣r❡ss✐♦♥
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R  =  0.814 nm

R  =  1.356 nm

R  =  5.085 nm

graphene

❋✐❣✉r❡ ✶✶✿ ■♥t❡❣r❛❧ ♦❢ t❤❡ ❢♦r❝❡ ❛✉t♦
❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ ❡q✉✐✲
❧✐❜r✐✉♠ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❢♦r ✈❛r✐♦✉s ❈◆❚
r❛❞✐✐✳ ❚❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✇❛s ♦❜✲
t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♣❧❛t❡❛✉ ✈❛❧✉❡✳ ❆s ✐♥
t❤❡ ✢♦✇ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ ❛ ❞❡✲
❝r❡❛s❡ ✐♥ ❢r✐❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❈◆❚ r❛❞✐✉s✳

❋✐❣✳ ✶✵ s❤♦✇s s♦♠❡ r❡s✉❧ts ❢♦r F (vs❧✐♣) ✐♥ t❤❡ ❧✐♥❡❛r r❡❣✐♠❡✳ ❋♦r ❜❡tt❡r ✈✐s✐❜✐❧✐t②✱
t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts ✭✷✵✵ ❢♦r ❡❛❝❤ t✉❜❡✮ ✇❡r❡ ❛✈❡r❛❣❡❞ ✇✐t❤✐♥ ❝❡rt❛✐♥ ✈❡❧♦❝✐t②
✐♥t❡r✈❛❧s✳ ❚❤❡ ❞♦tt❡❞ ❧✐♥❡s r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t λ t❤❛t ✇❡
♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳

✹✳✺ ❊q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t

❚♦ t❡st t❤❡ r♦❜✉st♥❡ss ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ t❤❡ ✢♦✇ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ❝♦✲
❡✣❝✐❡♥t ✇❛s ❛❧s♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✈✐❛ t❤❡ ●r❡❡♥✲❑✉❜♦ r❡❧❛t✐♦♥ ❊q✳ ✭✶✻✮✳ ■♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠
s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ❛❜♦✉t 1 ♥s✱ ✇❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❡✈❡r② 2 ❢s t❤❡ t♦t❛❧ ❢♦r❝❡ F ❜❡t✇❡❡♥ ❛❧❧
♦①②❣❡♥ ❛♥❞ ❝❛r❜♦♥ ❛t♦♠s ✲ ❛s ✐t ✇❛s ❞♦♥❡ ❜❡❢♦r❡ ✐♥ ✢♦✇ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ❜✉t ✇✐t❤♦✉t
❛♥② ❡①t❡r♥❛❧ ❢♦r❝✐♥❣ ✭❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ③❡r♦ ♠❡❛♥ ❢♦r❝❡ 〈F 〉 ✐♥ t❤❡ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ ❧✐♠✐t✮✳
❲❡ ❛r❡ ♥♦✇ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦r❝❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♠♦r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ✐ts t❡♠♣♦r❛❧
❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ 〈F (t)F (0)〉✳

❆ ✇❡❧❧ ❞♦❝✉♠❡♥t❡❞ ❞✐✣❝✉❧t② ♦❢ s✉❝❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ ●r❡❡♥✲❑✉❜♦ r❡❧❛✲
t✐♦♥s❤✐♣s ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✜♥✐t❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ s②st❡♠✱ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s ♦♥
✈❡r② ❧♦♥❣ t✐♠❡s t♦ ❛ ✈❛♥✐s❤✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞✉❡ t♦ ❛♥ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ✐♥✜✲
♥✐t❡ t✐♠❡ ❛♥❞ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ ❧✐♠✐t ❬✷✶✱ ✻❪✳ ❍♦✇❡✈❡r t❤✐s ❞❡❝❛② ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ ✐♥t❡❣r❛❧
♦❝❝✉rs ♦♥ ✈❡r② ❧♦♥❣ t✐♠❡ s❝❛❧❡s ✭❤❡r❡✱ t②♣✐❝❛❧❧② ♥s✮ ❛♥❞ ❛ ♣❧❛t❡❛✉ ✈❛❧✉❡ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✲
✜♥❡❞ ♦✈❡r ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ t✐♠❡s ✐♥ t❤❡ ♣✐❝♦s❡❝♦♥❞ r❛♥❣❡ ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✶✶✮✱ t❤❡r❡❜② ❛✈♦✐❞✐♥❣
t❤✐s s♣✉r✐♦✉s ❧♦♥❣ t✐♠❡ ❡✛❡❝t✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ t❛❦❡ t❤✐s ♣❧❛t❡❛✉ ✈❛❧✉❡ ❛s t❤❡
❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✈❛❧✉❡ ❢♦r t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡ ❢♦r λ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡
♣❧❛t❡❛✉ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ❢♦r❝❡ ❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ♦❜t❛✐♥❡❞ t②♣✐❝❛❧❧② ✐♥ t❤❡
r❛♥❣❡ t ∈ [✶♣s;✶✵♣s]✳
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P❛rt ■■

✹✳✻ ❉✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ r❡s✉❧ts✿ ❈✉r✈❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ❢r✐❝t✐♦♥

❚❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❣❡♦♠❡tr✐❡s ❛♥❞ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♠❡t❤✲
♦❞s ❛r❡ ❣❛t❤❡r❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✷✳ ❲❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❢♦r ✇❛t❡r ✐♥s✐❞❡ ❛
❣r❛♣❤❡♥❡ s❧❛❜ ❛♥❞ ✇❛t❡r ✐♥s✐❞❡ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♦✉ts✐❞❡ ❛ ❈◆❚ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✲
✜♥❡♠❡♥t✳ ❋♦r t❤❡ s❧❛❜ ❣❡♦♠❡tr② t❤❡ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥t ✐s q✉❛♥t✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ❤❛❧❢ ❞✐st❛♥❝❡
♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤❡♥❡ s❤❡❡ts✱ ❛♥❞ ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❈◆❚ ❜② t❤❡ ♥❛♥♦t✉❜❡ r❛❞✐✉s✳

❚❤❡ ✜rst ❦❡② r❡s✉❧t ❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞ ❜② t❤✐s ♣❧♦t ✐s✱ t❤❛t t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t λ ✐s
str♦♥❣❧② ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤✐t✐❝ s✉r❢❛❝❡✿ ✐t ❞❡❝❛②s ✇✐t❤ ❈◆❚
r❛❞✐✉s ❢♦r ♣♦s✐t✐✈❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ ✭✇❛t❡r ✐♥s✐❞❡ ♥❛♥♦t✉❜❡s✮✱ ❜✉t ✐♥❝r❡❛s❡s ❢♦r ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝✉r✲
✈❛t✉r❡ ✭✇❛t❡r ♦✉ts✐❞❡ ♥❛♥♦t✉❜❡s✮✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❢♦r t❤❡ ❣r❛♣❤❡♥❡
s❧❛❜ ✭✇✐t❤ ③❡r♦ ❝✉r✈❛t✉r❡✮ ✐s ❢♦✉♥❞ ♥♦t t♦ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥t✱ ❝♦♥✜r♠✐♥❣
t❤❛t t❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ ✐s t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ♣❛r❛♠❡t❡r ❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣ ❢r✐❝t✐♦♥✳ ❆ s❡❝♦♥❞ ❦❡② ❝♦♥✲
❝❧✉s✐♦♥ ✐s t❤❛t t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✈❛♥✐s❤❡s ✲ ✇✐t❤✐♥ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✲ ❜❡❧♦✇
❛ t❤r❡s❤♦❧❞ r❛❞✐✉s ✭Rc ≈ ✵✳✹♥♠✮✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ ✬s✉♣❡r❧✉❜r✐❝✬ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ✇❛t❡r ✐♥ ❈◆❚
✇✐t❤ r❛❞✐✉s ❜❡❧♦✇ Rc✳ ❆♥♦t❤❡r r❡♠❛r❦❛❜❧❡ ❢❡❛t✉r❡ t♦ ❜❡ ♥♦t❡❞ ✐s t❤❛t t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥

❋r✐❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❚■P✸P ✇❛t❡r ✐♥ ❛r♠❝❤❛✐r ❈◆❚

1 10
R (nm)

0

0,5

1

1,5

2

2,5

λ 
 (

 1
04   N

s 
/ m

3  )

outside (flow)
outside (equilibrium)
graphene (flow)
graphene (equilibrium)
inside (flow)
inside (equilibrium)

❋✐❣✉r❡ ✶✷✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t λ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥t R✱ ❢♦r ✇❛t❡r ✐♥✲
s✐❞❡✴♦✉ts✐❞❡ ❈◆❚ ❛♥❞ ❜❡t✇❡❡♥ ❣r❛♣❤❡♥❡ s❤❡❡ts✳ ❋♦r ❈◆❚✱ R ✐s t❤❡ r❛❞✐✉s ♦❢ t❤❡ t✉❜❡✱ ✇❤✐❧❡
❢♦r s❧❛❜s ✐t ✐s t❤❡ ❤❛❧❢✲❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❣r❛♣❤❡♥❡ s❤❡❡ts✳ ❋❧♦✇ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✿ ❣r❛♣❤❡♥❡
✭×✮❀ ❛r♠❝❤❛✐r ❈◆❚✱ ✐♥s✐❞❡ ✭∗✮ ❛♥❞ ♦✉ts✐❞❡ ✭•✮✳ ❊q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✿ ❣r❛♣❤❡♥❡ ✭�✮❀
❛r♠❝❤❛✐r ❈◆❚✱ ✐♥s✐❞❡ ✭#✮ ❛♥❞ ♦✉ts✐❞❡ ✭•✮✳ ❖t❤❡r✇✐s❡ ✐♥❞✐❝❛t❡❞✱ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ❛r❡ ♦♥ t❤❡
♦r❞❡r ♦❢ s②♠❜♦❧ s✐③❡✳

✹✻



✹ ❊q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❛♥❞ ✢♦✇ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ ✇❛t❡r✴❣r❛♣❤✐t❡ ❢r✐❝t✐♦♥

❝♦❡✣❝✐❡♥t ✐s ❢♦✉♥❞ t♦ ❞❡✈✐❛t❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❢r♦♠ ✐ts ✢❛t s✉r❢❛❝❡ ✈❛❧✉❡ ✭R → ∞✮ ❛❧✲
r❡❛❞② ❢♦r ❧♦✇ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥t✱ t❤❛t ✐s t♦ s❛② ❢♦r ❈◆❚ ❞✐❛♠❡t❡rs ❛❜♦✉t ∼ 10 ♥❛♥♦♠❡t❡rs✳
❚❤❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ s✉❝❤ ❛♥ ❡✛❡❝t ❛t r❡❧❛t✐✈❡❧② ✬❧❛r❣❡✬ s②st❡♠ s✐③❡s ✲ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦
t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❞✐❛♠❡t❡r ♦❢ ✇❛t❡r ✲ ✐s q✉✐t❡ ♣✉③③❧✐♥❣✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ♣♦✐♥t ♦✉t t❤❛t t❤❡ ✈❛❧✉❡s ❢♦r t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ ✢♦✇
❛♥❞ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♠❛t❝❤ ✇❡❧❧✱ ❝♦♥✜r♠✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧
r♦❜✉st♥❡ss ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts✱ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ✢♦✇ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡
❢r✐❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✇❛s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✐♥ t❤❡ ❧✐♥❡❛r r❡s♣♦♥s❡ r❡❣✐♠❡ λ ∝ vslip✳

✹✳✼ ❚❡st✐♥❣ t❤❡ r♦❜✉st♥❡ss ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ♦✉t❝♦♠❡

❉✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❢r♦♠ t✇♦ t♦t❛❧❧② ✐♥❞❡♣❡♥✲
❞❡♥t ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞s ❛❣r❡❡ q✉✐t❡ ✇❡❧❧✱ ✇❡ ❛r❡ ❝♦♥✜❞❡♥t ❛❜♦✉t t❤❡✐r ✈❛❧✐❞✐t②✳
❙t✐❧❧✱ s♦ ❢❛r ✇❡ ❧❛❝❦ ❛♥ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ❧✐q✉✐❞✴s♦❧✐❞ ❢r✐❝t✐♦♥
❛♥❞ t❤❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ s✉♣❡r❧✉❜r✐❝✐t②✳ ❊✈❡♥ ♠♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t✱ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts
❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧s t❤❛t ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡
t❤❡ ❛t♦♠✐❝ ❢♦r❝❡s✳ ❆♥❞ ✜♥❛❧❧②✱ ❡rr♦♥❡♦✉s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥
♣❛❝❦❛❣❡ ♠✐❣❤t ❧❡❛❞ t♦ ✉♥♣❤②s✐❝❛❧ ❡✛❡❝ts✱ ❛s ✐t ✇❛s✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❢♦✉♥❞ r❡❝❡♥t❧② ❢♦r
▼❉ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ✇❛t❡r ✇✐t❤ ●❘❖▼❆❈❙ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ ❡❧❡❝tr✐❝
✜❡❧❞ ❬✶✵❪✳ ❈♦♥s✐❞❡r❛❜❧❡ ❡✛♦rt ❤❛s t❤✉s ❜❡❡♥ ♠❛❞❡ t♦ ❛s❝❡rt❛✐♥ t❤❡ ❝♦rr❡❝t♥❡ss ♦❢ t❤❡
♣r❡s❡♥t❡❞ r❡s✉❧ts✿ ❖♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ ✇❡ ❢✉rt❤❡r t❡st❡❞ t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ t❤❛t ❝♦♥✜♥❡✲
♠❡♥t ❞♦❡s ♥♦t ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❜② s✐♠✉❧❛t✐♥❣ ✇❛t❡r ✐♥ ❛ sq✉❛r❡ ❈◆❚
✭❋✐❣✳ ✶✸✮✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✇❡ ❝❤❡❝❦❡❞ ❢♦r ❛ ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝❤♦s❡♥ ✇❛t❡r
♠♦❞❡❧ ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ s♦❢t✇❛r❡✳ ❚❤❡s❡ t❡sts ❛r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳

✹✳✼✳✶ ■♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦♥ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥t

❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ❣r❛♣❤❡♥❡ s❧❛❜ s✐♠✲

❋✐❣✉r❡ ✶✸✿ sq✉❛r❡ t✉❜❡

✉❧❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ❛r❣✉❡❞ t❤❛t t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✐s
✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥t✳ ❚❤✐s ✐s ❜❛❝❦❡❞ ❜② t❤❡
r❡s✉❧ts ❢♦r ❧❛r❣❡ ❈◆❚ ❞✐❛♠❡t❡rs > 10 ♥♠ ✇❤✐❝❤ ❛♣✲
♣r♦❛❝❤ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ❢♦r ③❡r♦ ❝✉r✈❛t✉r❡ ❢♦r ❜♦t❤ ✇❛t❡r
✐♥s✐❞❡ ❛♥❞ ♦✉ts✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ❈◆❚✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ♦♥❡ ♠✐❣❤t ♥♦t❡ t❤❛t ✐♥ t❤❡ s❧❛❜ ❣❡♦♠✲
❡tr②✱ ✇❛t❡r ✐s ❝♦♥✜♥❡❞ ♦♥❧② ✐♥ ♦♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✱ ✇❤✐❧❡
✐♥ ❈◆❚ ✐t ✐s ❝♦♥✜♥❡❞ ✐♥ t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❧❡❛✈❡ ♥♦ ❞♦✉❜t ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤✐s
q✉❡st✐♦♥✱ ✇❡ ❛❧s♦ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✇❛t❡r ✐♥ ❛ ❜❧♦❝❦✲s❤❛♣❡❞ t✉❜❡ ✇✐t❤ ❛ sq✉❛r❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥
♦❢ 4.26×4.26 ♥♠2 ❛♥❞ 7.87 ♥♠ ❧❡♥❣t❤✳ ❆ s♥❛♣s❤♦t ♦❢ t❤✐s s②st❡♠ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✸✳
▼❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❊q✳ ✭✶✻✮ ✭✐♥ ❛♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ s✐♠✲
✉❧❛t✐♦♥✮ r❡s✉❧t❡❞ ✐♥ λ = 1.29 × 104 ◆s

♠2 ✱ ✐♥ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r
t❤❡ s❧❛❜ ❣❡♦♠❡tr②✱ ❲❤❡r❡❛s ✐♥ ❛ ❈◆❚ ✇✐t❤ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ ❞✐❛♠❡t❡r ∼ 4 ♥♠✱ t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥
❝♦❡✣❝✐❡♥t ✐s ❛❜♦✉t 40% s♠❛❧❧❡r✳
❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❢♦r ✇❛t❡r ✐♥ ❛ sq✉❛r❡ t✉❜❡ ❝♦♥✜r♠ t❤❛t ❢r✐❝t✐♦♥ ♦❢ ✇❛t❡r ♦♥ ❣r❛♣❤✐t✐❝
s✉r❢❛❝❡s ✐s ♥♦t ✐♥✢✉❡♥❝❡❞ ❜② ❝♦♥✜♥❡♠❡♥t t❤❛t ✐s s❡✈❡r❛❧ t✐♠❡s t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❞✐❛♠❡t❡r✳

✹✼



P❛rt ■■

✹✳✼✳✷ ❋✉rt❤❡r ❝❤❡❝❦✲✉♣s ♦♥ t❤❡ r♦❜✉st♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥ r❡s✉❧ts

❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❲❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ s❡✈❡r❛❧ st❛♥❞❛r❞ t❡sts t♦ ❡①❝❧✉❞❡ ❛ ❞❡♣❡♥✲
❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦✉t❝♦♠❡ ♦♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs✿ ❆ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡
❢❛❝t t❤❛t t❤❡ t❤❡r♠♦st❛t ✇❛s ❝♦✉♣❧❡❞ ♦♥❧② ♦♥ t✇♦ ✈❡❧♦❝✐t② ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ✇❛s r✉❧❡❞
♦✉t ✐♥ ❛♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✇✐t❤ ❛ ❝♦✉♣❧✐♥❣ t♦ ❛❧❧ t❤r❡❡ v✲❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ▲✐❦❡✲
✇✐s❡✱ ✐t ✇❛s ❝❤❡❝❦❡❞ t❤❛t t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❜♦① ✇❛s ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤✱ s♦ t❤❛t ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
♦❢ ♣❡r✐♦❞✐❝ ✐♠❛❣❡s ♦❢ ✇❛t❡r ✜❧❧❡❞ t✉❜❡s ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ❞✐❞ ♥♦t ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ r❡s✉❧ts✳
❉✐♠✐♥✐s❤✐♥❣ t❤❡ t✐♠❡ st❡♣ ❞✐❞ ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡ ❡✐t❤❡r✳

❲❛t❡r ♠♦❞❡❧ ❆s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✱ t❤❡ ✈❛❧✐❞✐t② ♦❢ ▼❉ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts
❞❡♣❡♥❞ ❝r✉❝✐❛❧❧② ♦♥ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ t❤❛t ✐s ✉s❡❞ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ✈❛r✐♦✉s
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✲ ✐♥ t❤✐s st✉❞②✱ t❤❡ ✇❛t❡r ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ♦①②❣❡♥✲❝❛r❜♦♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ❚♦
t❡st t❤❡ r♦❜✉st♥❡ss ♦❢ ♦✉r r❡s✉❧ts ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ✇❡ ❛❧s♦ ♣❡r✲
❢♦r♠❡❞ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❢♦r ❛❧❧ s②st❡♠ t②♣❡s ✭✇❛t❡r ✐♥s✐❞❡✴ ♦✉ts✐❞❡ ❈◆❚ ❛♥❞
✐♥ ❣r❛♣❤❡♥❡ s❧❛❜✮ ✇✐t❤ t❤❡ ❙P❈✲❊ ✇❛t❡r ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ✇❛t❡r✴❝❛r❜♦♥ ❢♦r❝❡ ✜❡❧❞
✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❲❡r❞❡r ❡t ❛❧✳ ❬✹✹❪✳ ❆❧❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ❙P❈✲❊ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✐♥ ❝♦♠✲
♣❛r✐s♦♥ t♦ ❚■P✸P✴❆▼❇❊❘ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❚❛❜✳ ✸✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥
❜♦t❤ ♠♦❞❡❧s ✐s t❤❡ ✇❛t❡r✲❣r❛♣❤❡♥❡ ❝♦♥t❛❝t ❛♥❣❧❡✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✇❛t❡r ❞r♦♣❧❡t ♦♥ ❛
❣r❛♣❤❡♥❡ s❤❡❡t ❣❛✈❡ ❛ ✇❛t❡r✲❝❛r❜♦♥ ❝♦♥t❛❝t ❛♥❣❧❡ ♦❢ θ = 95◦ ❢♦r ❙P❈✲❊ ❛♥❞ θ = 57◦

❢♦r ❚■P✸P✳
❚❤❡ ♥♦♥✲✇❡tt✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ❙P❈✲❊ ✇❛t❡r ❝❛✉s❡❞ s♦♠❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ t❤❡

♣r❡ss✉r❡ ❡q✉✐❧✐❜r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❢♦r ✇❛t❡r ✐♥ t❤❡ ❈◆❚ ❛s ✐t ✇❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡
❜❡❣✐♥♥✐♥❣✳ ❋♦r t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❚■P✸P✴❆▼❇❊❘✱ t❤❡ ❈◆❚ ✇❛s ❡♠♣t② ✐♥ t❤❡ st❛rt✐♥❣
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ ❜✉t ✇❛t❡r ❢r♦♠ t❤❡ r❡s❡r✈♦✐rs ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❜❡❣❛♥ t♦ ✜❧❧ t❤❡ t✉❜❡✳ ❋♦r
❙P❈✲❊✴❲❊❘❉❊❘ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❛ ♣r❡ss✉r❡ ♦❢ 1 ❛t♠ ✐s t♦♦ ❧♦✇ t♦ ❢♦r❝❡ ✇❛t❡r
✐♥t♦ ❈◆❚✳ ❙♦✱ ❢♦r t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✇✐t❤ ❙P❈✲❊ ✇❛t❡r ✐♥s✐❞❡ ❈◆❚✱ ✇❡ ✉s❡❞
t❤❡ s❛♠❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛s ❢♦r t❤❡ ❚■P✸P s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡s❡
r❡s✉❧ts ✇❡r❡ ❝❡rt❛✐♥❧② ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛t ❛ ❤✐❣❤❡r ♣r❡ss✉r❡ t❤❛♥ ❢♦r ❙P❈✲❊ ✇❛t❡r ♦✉ts✐❞❡ ❛♥❞
✐♥ t❤❡ ❣r❛♣❤❡♥❡ s❧❛❜✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞
✇✐t❤♦✉t ♣r♦❜❧❡♠s✳

❚❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ✇❛t❡r ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ✐♥ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t✳ ❚❤❡
❢r✐❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❢♦r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❙P❈✲❊ s②st❡♠s ✲ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✹ ✲ ❡①❤✐❜✐ts t❤❡
s❛♠❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ❛s ✐t ✇❛s ❢♦✉♥❞ ❜❡❢♦r❡✿ ❋r✐❝t✐♦♥ ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥t✱ ❜✉t
✈❡r② s❡♥s✐❜❧❡ t♦ ❝✉r✈❛t✉r❡✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ❢r✐❝t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❙P❈✲❊ ✇❛t❡r ♠♦❞❡❧
✐s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ❢♦r ❚■P✸P✳ ❋♦r ❣r❛♣❤❡♥❡✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s ♦♥❧② ❛❜♦✉t 10%❀ ❢♦r ✇❛t❡r
♦✉ts✐❞❡ ❈◆❚✱ t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✐s ✉♣ t♦ ≈ 50% ❧❛r❣❡r✳ ●✐✈❡♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥
t❤❡ ✇❡tt✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r ❢♦r ❜♦t❤ ♠♦❞❡❧s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s s♦♠❡✇❤❛t s✉r♣r✐s✐♥❣ t❤❛t ✇❡ ❞♦
♥♦t ✜♥❞ ❛ ❜✐❣❣❡r ❞✐s❝r❡♣❛♥❝②✳

■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ▼❉ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭s♦❢t✇❛r❡ ♣❛❝❦❛❣❡✮ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❡ ❛❧s♦
❝r♦ss✲❝❤❡❝❦❡❞ ♦✉r r❡s✉❧ts ✇✐t❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t
▼❉ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣❛❝❦❛❣❡✱ ♥❛♠❡❧② ●❘❖▼❆❈❙ ❬✶✵✸❪✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡ s✉r❡ t❤❡② ✇❡r❡
♥♦t ❢❛❧s✐✜❡❞ ❜② ❛♥② ❡rr♦r ✐♥ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ✭■t ❤❛s r❡❝❡♥t❧② ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t❤❛t
s♦♠❡ ✬s♣✉r✐♦✉s r❡s✉❧ts✬ ❢♦r ✇❛t❡r ✐♥ ❈◆❚ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ st❛t✐❝ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞

✹✽



✹ ❊q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❛♥❞ ✢♦✇ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ ✇❛t❡r✴❣r❛♣❤✐t❡ ❢r✐❝t✐♦♥

❋r✐❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❙P❈✲❊ ✇❛t❡r ✐♥ ❛r♠❝❤❛✐r ❈◆❚

1
R (nm)

0

1

2

3

4

5

6

7

λ 
(1

04  N
s/

m
3 )

outside CNT
graphene
inside CNT

❋✐❣✉r❡ ✶✹✿ ❘❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ❝♦✲
❡✣❝✐❡♥t ❢♦r ✇❛t❡r ✐♥s✐❞❡✱ ♦✉ts✐❞❡ ❛r♠✲
❝❤❛✐r ❈◆❚ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ❣r❛♣❤❡♥❡ s❧❛❜
❣❡♦♠❡tr② ❢♦r t❤❡ ❙P❈✲❊ ✇❛t❡r ♠♦❞❡❧
❛♥❞ ❆▼❇❊❘ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳
❘❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥
♣❛❝❦❛❣❡s ▲❆▼▼P❙ ❛♥❞ ●❘❖▼❆❈❙
❛r❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣❧♦t✳ ❚❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥
❝♦❡✣❝✐❡♥t ❡①❤✐❜✐ts t❤❡ s❛♠❡ ❜❡❤❛✈✐♦r
❢♦r ❙P❈✲❊ ✇❛t❡r ❛s ❢♦r ❚■P✸P ✇❛t❡r
✭❝♦♠♣❛r❡ ❋✐❣✳ ✶✷✮✿ λ ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢
❝♦♥✜♥❡♠❡♥t❀ ✐t ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ ♣♦s✐t✐✈❡
❛♥❞ ❞❡❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝✉r✈❛t✉r❡✳
❚❤❡ ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ r❡s✉❧ts ❢♦r
❜♦t❤ ✇❛t❡r ♠♦❞❡❧s ✐s q✉✐t❡ s✉r♣r✐s✐♥❣
s✐♥❝❡ t❤❡ ✇❛t❡r ❝❛r❜♦♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✉s❡❞
✇✐t❤ ❙P❈✲❊ ❛♥❞ ❚■P✸P ✭❆▼❇❊❘ ❛♥❞
❲❊❘❉❊❘✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✮ ❧❡❛❞ t♦ ✈❡r②
❞✐✛❡r❡♥t ✇❡tt✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ✇❛t❡r ♦♥
❣r❛♣❤✐t✐❝ s✉r❢❛❝❡s✳

✇❡r❡ ❝❛✉s❡❞ ❜② ❛ ❜✉❣ ✐♥ ●❘❖▼❆❈❙ ❬✶✵❪✳✮ ❚❤❡s❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❛♥❞
❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❜② ❋❡❧✐① ❙❡❞❧♠❡✐❡r ❛t t❤❡ P❤②s✐❝s ❞❡♣❛rt♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧ ❯♥✐✈❡rs✐t②
▼✉♥✐❝❤✳ ❘❡s✉❧ts ✇❡r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ❢♦r t❤❡ ❚■P✸P ✇❛t❡r ♠♦❞❡❧ ✐♥s✐❞❡ ❛ ❈◆❚ ✇✐t❤
❞✐❛♠❡t❡r 1.36 ♥♠ ❛♥❞ ❢♦r t❤❡ ❙P❈✲❊ ♠♦❞❡❧ ♦✉ts✐❞❡ ❈◆❚ ✇✐t❤ ❞✐❛♠❡t❡rs 2.04✱ 4.06
❛♥❞ 6.78 ♥♠✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡s ❢♦r t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❛❣r❡❡ ✇✐t❤✐♥ 20%✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②
t♦ t❤❡s❡ t❡sts✱ ♠♦st s②st❡♠s ♦❢ ❙P❈✲❊ ✇❛t❡r ♦✉ts✐❞❡ ❈◆❚ ✇❡r❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ♦♥❧② ✇✐t❤
●❘❖▼❆❈❙✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ❋✐❣✳ ✶✹ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❢♦r ❙P❈✲❊ ✇❛t❡r ✐♥
❛❧❧ t❤r❡❡ ❣❡♦♠❡tr✐❡s ✐s ❞✐s♣❧❛②❡❞✱ ❣❛t❤❡rs r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ❜♦t❤ ♣❛❝❦❛❣❡s✱ ▲❆▼▼P❙ ❛♥❞
●❘❖▼❆❈❙✳

✹✾



P❛rt ■■

✺ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦ ❧✐t❡r❛t✉r❡✿ ▲✐♥❦✐♥❣ ❢r✐❝t✐♦♥✱ s❧✐♣✱ s❤❡❛r
✈✐s❝♦s✐t② ❛♥❞ ❞✐✛✉s✐♦♥

❇❡❢♦r❡ ❝❤❛♥❣✐♥❣ ♦✈❡r t♦ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ❢r✐❝✲
t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ ♦✉r ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts t♦ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧②
❝♦♥❞✉❝t❡❞ st✉❞✐❡s t❤❛t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷ ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✭s❡❡ ❚❛❜✳ ✷✮
❛♥❞ ♦❢ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♥❛t✉r❡ ✭❚❛❜✳ ✶✮✳

❖❜s❡r✈✐♥❣ t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t λ t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r
✇❛t❡r ✢♦✇ ✐♥ ❈◆❚ ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ♥♦✈❡❧ ❛s♣❡❝ts ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦✳ ❯s✉❛❧❧②✱ t❤❡
❧✐q✉✐❞✴s♦❧✐❞ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ s❧✐♣ ❧❡♥❣t❤ b✳ ❚♦ ❧✐♥❦ ♦✉r
✇♦r❦ t♦ ♣r❡✈✐♦✉s st✉❞✐❡s ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡ r❡s✉❧ts ❞✐r❡❝t❧②✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ❦♥♦✇ ❤♦✇
♦✉r r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t tr❛♥s❧❛t❡ ✐♥t♦ t❤❡ ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ s❧✐♣ ❧❡♥❣t❤✳
❆s ❛❧r❡❛❞② ♠❡♥t✐♦♥❡❞✱ λ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ s❤❡❛r ✈✐s❝♦s✐t② η ❛♥❞ s❧✐♣
❧❡♥❣t❤ b✳ ❚❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝ ✇❛② t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ s❧✐♣ ❧❡♥❣t❤ ✐♥ ❛ ❝②❧✐♥❞r✐❝ ❣❡♦♠❡tr②✱ ✐s
t♦ ✐♠♣♦s❡ ❛ ♣♦✐s❡✉✐❧❧❡ ✢♦✇ ❛♥❞ ❡①tr❛❝t b ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ✈✐s❝♦s✐t② ❢r♦♠ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t②
♣r♦✜❧❡ ❊q✳ ✭✶✸✮✳ ❇✉t✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❧❛r❣❡ s❧✐♣ b ≫ R t❤❡ P♦✐s❡✉✐❧❧❡ ✢♦✇ ♣r♦✜❧❡ t❡♥❞s t♦
❛ ♣❧✉❣✳ ■♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❢♦r t❤❡ st✉❞② ❛t ❤❛♥❞✱ st❛t✐st✐❝❛❧ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s
♠❛❦❡ t❤❡ ✢♦✇ ♣r♦✜❧❡ ✐♥❞❡❡❞ ✐♥❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜❧❡ ❢r♦♠ ♣❧✉❣ ✢♦✇✳ ❲❤✐❧❡ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ✉s❡
t❤✐s ❢❛❝t t♦ ♦✉r ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ❢♦r t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✱ ✐t r❡♥❞❡rs
t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ s❧✐♣ ❧❡♥❣t❤ ❛♥❞ ✈✐s❝♦s✐t② ✈✐❛ P♦✐s❡✉✐❧❧❡ ✢♦✇ ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❢♦r t❤❡
s②st❡♠ s✐③❡s ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t✐♠❡s t❤❛t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ✭❝♦♠♣❛r❡ ❋✐❣✳ ✾✮✳

◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞r❛✇ ✉s❡❢✉❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦ t❤❡ ♦t❤❡r
❣r♦✉♣s r❡s✉❧ts✱ ❛s ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ❜❡❧♦✇✳ ❆♠♦♥❣ ♦t❤❡r t❤✐♥❣s✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❤✐❣❤❧✐❣❤t
s♦♠❡ s✉❜t❧❡t✐❡s ✐♥ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ❢r✐❝t✐♦♥✱ s❧✐♣ ❛♥❞ ✇❛t❡r ✈✐s❝♦s✐t② ♦♥ t❤❡ ♦♥❡
❤❛♥❞✱ ❛♥❞ ✈✐s❝♦s✐t② ❛♥❞ s❡❧❢ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❛♥❞ t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥t
t❤❡r❡♦♥✳

✺✳✶ ❋✉rt❤❡r st✉❞✐❡s ♦❢ ✇❛t❡r ❝♦♥✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❣r❛♣❤❡♥❡ s❧❛❜ ❣❡♦♠❡✲
tr②✿ ✈✐s❝♦s✐t② ❛♥❞ ❞✐✛✉s✐♦♥

❚♦ ❣❡t ❛♥ ✐❞❡❛ ♦❢ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥t ❢♦r ✈✐s❝♦s✐t② ❛♥❞ ❞✐✛✉s✐♦♥✱ ✇❡ ❡①✲
♣❛♥❞❡❞ ♦✉r ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤❡♥❡ s❧❛❜ ❣❡♦♠❡tr②✿ ❲❡ ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ❈♦✉❡tt❡
✢♦✇ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ η ❛♥❞ b ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t s❧❛❜ s✐③❡✳ ❆❞❞✐t✐♦♥✲
❛❧❧②✱ t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥❛❧ s❡❧❢ ❞✐✛✉s✐♦♥ ✇❛s ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡
♦✉t❝♦♠❡ ♦❢ t❤❡s❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇✐❧❧ ❜❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ❜❡❢♦r❡ ✇❡ t✉r♥ t♦
t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ ♦t❤❡r ❣r♦✉♣s✳

✺✳✶✳✶ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ s❧✐♣♣❛❣❡ ❛♥❞ ✈✐s❝♦s✐t② ✐♥ ❈♦✉❡tt❡ ✢♦✇ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ✇❛t❡r ❝♦♥✜♥❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❣r❛♣❤❡♥❡ ♣❧❛♥❡s ❛t ❞✐st❛♥❝❡ H✳
❚❤❡ s②st❡♠ ✐s s❤❡❛r❡❞ ❜② ✐♠♣♦s✐♥❣ t❤❡ ✇❛❧❧ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s v = (±U, 0, 0)✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣
st❛t✐♦♥❛r② ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡ ✐s t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❈♦✉❡tt❡ ✢♦✇ ♣r♦✜❧❡ ✇❤♦s❡ s❧♦♣❡ s ❞❡♣❡♥❞s
♦♥❧② ♦♥ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✇✐❞t❤ H✱ t❤❡ ✇❛❧❧ ✈❡❧♦❝✐t② U ❛♥❞ t❤❡ s❧✐♣ ❧❡♥❣t❤ b ✭❝♦♠♣❛r❡
s❦❡t❝❤ ❋✐❣✳ ✶✺✮ ❙♦ ❢♦r ❣✐✈❡♥ H ❛♥❞ U ✱ ✇❡ ❣❡t t❤❡ s❧✐♣ ❧❡♥❣t❤ ❢r♦♠ ❛ s✐♠♣❧❡ ❧✐♥❡❛r ✜t
♦♥ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡✳

✺✵



✺ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦ ❧✐t❡r❛t✉r❡✿ ▲✐♥❦✐♥❣ ❢r✐❝t✐♦♥✱ s❧✐♣✱ s❤❡❛r ✈✐s❝♦s✐t② ❛♥❞ ❞✐✛✉s✐♦♥

H

b
U

z

−U

v
x

❋✐❣✉r❡ ✶✺✿ ❈♦✉❡tt❡ ✢♦✇ ❣❡♦♠❡tr②✿ ❙❤❡❛r✲
✐♥❣ ✇❛t❡r ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❣r❛♣❤❡♥❡ ✇❛❧❧s
❧❡❛❞s t♦ ❛ ❧✐♥❡❛r ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡ ✇❤♦s❡ s❧♦♣❡
❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ✇❛❧❧ ❞✐st❛♥❝❡ H✱ t❤❡ ✇❛❧❧ ✈❡✲
❧♦❝✐t✐❡s ±U ❛♥❞ t❤❡ s❧✐♣ ❧❡♥❣t❤ b✳

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ♠❡❛s✉r✐♥❣ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ t❤❡ s❤❡❛r ❢♦r❝❡ F ❛t t❤❡ ✇❛❧❧ ❛❧❧♦✇s t♦ ❞❡t❡r✲
♠✐♥❡ t❤❡ ✈✐s❝♦s✐t② η = F/γ̇✳ ❲❡ ❤❛✈❡ t❤✉s ♥♦t ♦♥❧② t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡
s❧✐♣ ❧❡♥❣t❤ ❜✉t ❛❧s♦ ❣❡t ❛♥ ✐❞❡❛ ♦❢ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥t ♦♥ ✇❛t❡r ✈✐s❝♦s✐t②✳ ■♥
❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❜② ♠❡❛s✉r✐♥❣ ❜♦t❤ η ❛♥❞ b✱ ✇❡ ❛❧s♦ ❥✉st ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛ t❤✐r❞ ✇❛② t♦ ♠❡❛s✉r❡
t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t λ ✐♥ t❤❡ s❧❛❜ ❣❡♦♠❡tr②✳

❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ✐s ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ❝♦♥tr♦❧❧❛❜❧❡ t❤❛♥ ❢♦r ♣♦✐s❡✉✐❧❧❡ ✢♦✇✱ ❜❡❝❛✉s❡
t❤❡ ♠❡❛♥ t♦t❛❧ ♠♦♠❡♥t✉♠ ✐s ③❡r♦✱ t❤❡ ❧♦✇ ✢✉✐❞ ✇❛❧❧ ❢r✐❝t✐♦♥ ❛❧s♦ ♣♦s❡s s♦♠❡ ♣r♦❜❧❡♠s
✐♥ t❤❡ ❈♦✉❡tt❡ ✢♦✇ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✿ ❙✐♥❝❡ ❧♦✇ ❢r✐❝t✐♦♥ ♠❡❛♥s ❧♦✇ ♠♦♠❡♥t✉♠ tr❛♥s❢❡r✱ t❤❡
✢✉✐❞ ✈❡❧♦❝✐t② ✐s ♠✉❝❤ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ✇❛❧❧ ✈❡❧♦❝✐t② ✭❛❜♦✉t ♦♥❡ ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡✮✳
❚❤✐s ✐s ✐♥s♦❢❛r ♣r♦❜❧❡♠❛t✐❝ ❛s ❢♦r U ≫ v✢✉✐❞ t❤❡ ✇❛❧❧ ✈❡❧♦❝✐t② ❛❧s♦ s❡ts t❤❡ s❧✐♣
✈❡❧♦❝✐t② vs❧✐♣ ≈ U ✳ ❇✉t ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ ✈❛❧✐❞ r❡s✉❧ts ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ❧✐♠✐t t❤❡ s❧✐♣
✈❡❧♦❝✐t② t♦ t❤❡ r❡❣✐♠❡ ♦❢ ❧✐♥❡❛r r❡s♣♦♥s❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s ♠❛①✐♠✉♠ ✇❛❧❧ ✈❡❧♦❝✐t② 50
♠✴s✳ ❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥✱ ✇❛t❡r ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ❛r❡ ♦♥❧② ❛❜♦✉t ∼ 1♠

s
✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ s❛♠❡

♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❛s t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ ♠❛ss ✈❡❧♦❝✐t②
❧❛t❡r❛❧ t♦ t❤❡ ❝❛r❜♦♥ ✇❛❧❧ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ s②st❡♠s ✭♦❢ ✜♥✐t❡ s✐③❡✮✳ ❉✉❡ t♦ t❤✐s
❧❛r❣❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ ♠❛ss ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ✭✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✢♦✇ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s✮✱
♣r♦✜❧❡s ❛r❡ ♦❢t❡♥ ❢♦✉♥❞ t♦ ❜❡ ✉♥s②♠♠❡tr✐❝ ❡✈❡♥ ❢♦r t✐♠❡ ❛✈❡r❛❣❡s ∼ 1♥s✳ ❚❤✐s ✐s
♥♦t ❞✉❡ t♦ ❛ ❧❛❝❦ ♦❢ ❡q✉✐❧✐❜r❛t✐♦♥ t✐♠❡✱ ❜✉t ❝❛✉s❡❞ ❜② ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡
st❛t✐♦♥❛r② ✢♦✇ ♣r♦✜❧❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s❧♦♣❡ ❛r❡ ♠✉❝❤ s♠❛❧❧❡r✱ ❥✉st✐❢②✐♥❣ t❤❡
t❡r♠ ✬st❛t✐♦♥❛r②✬ ❡✈❡♥ ✐❢ t✇♦ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ t✐♠❡ ❛✈❡r❛❣❡s ♠✐❣❤t r❡s✉❧t ✐♥ t✇♦ ❞✐st✐♥❝t❧②
❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦✜❧❡s✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❞✐s❛♣♣❡❛rs ❢♦r ✐♥✜♥✐t❡ t✐♠❡s ♦r s②st❡♠ s✐③❡s✳ ■♥ ♦r❞❡r
t♦ ❡✈❛❞❡ ✉♥❢❡❛s✐❜❧❡ ❧♦♥❣ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t✐♠❡s✱ ✇❡ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✈❡❝t♦rs ✐♥st❡❛❞✱ ❜②
s✉❜tr❛❝t✐♥❣ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ ♠❛ss ✈❡❧♦❝✐t② ❢r♦♠ ❛❧❧ ♣❛rt✐❝❧❡ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s✳

❚❤❡ s❧❛❜ s✐③❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ s❧✐♣ ❧❡♥❣t❤ ❛♥❞ ✈✐s❝♦s✐t② ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✻✳ ■♥ ❛❞❞✐✲
t✐♦♥✱ t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡s❡ t✇♦ q✉❛♥t✐t✐❡s ✐s ♣❧♦tt❡❞✳ ◆♦t❡ ✜rst
♦❢ ❛❧❧ t❤❛t t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ✐s ❝♦♥st❛♥t ❛♥❞ ✐ts ✈❛❧✉❡ λ ≈ 1.2 ◆s

♠3 ✐s ✐♥ ❡①❝❡❧❧❡♥t ❛❣r❡❡♠❡♥t
✇✐t❤ t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♣❧✉❣ ✢♦✇ ❛♥❞ t❤❡ ●r❡❡♥✲❑✉❜♦ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❚❤❡ ❜❡✲
❤❛✈✐♦r ♦❢ b ❛♥❞ η ✉♥❞❡r ❝❤❛♥❣✐♥❣ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥t ✐s ❝♦✉♣❧❡❞✿ ❲❡ ❢♦✉♥❞ ❛ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s
✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ s❤❡❛r ✈✐s❝♦s✐t② ❛♥❞ t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✇✐t❤ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ s❧❛❜ s✐③❡✱
✇❤✐❧❡ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ❜♦t❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❬✽✶✱ ✻✵❪ ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❬✺✾✱ ✽✻❪ s✉❣❣❡st t❤❛t
✇❛t❡r ❦❡❡♣s ✐ts ❜✉❧❦ ✈✐s❝♦s✐t② ❢♦r s②st❡♠ s✐③❡s t❤❛t ❛r❡ s❡✈❡r❛❧ t✐♠❡s t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r

✺✶



P❛rt ■■

❈♦✉❡tt❡ ✢♦✇ r❡s✉❧ts✿ ✈✐s❝♦s✐t②✱ s❧✐♣ ❧❡♥❣t❤✱ ❢r✐❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t

❋✐❣✉r❡ ✶✻✿ ❙❤❡❛r ✈✐s❝♦s✐t② η = F/s ❛♥❞ s❧✐♣
❧❡♥❣t❤ b = U/γ̇ − H/2✱ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ ❈♦✉✲
❡tt❡ ✢♦✇ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✭✇❛❧❧ ✈❡❧♦❝✐t② U✮ ✐♥ ❛
❣r❛♣❤❡♥❡ s❧❛❜ ♦❢ s✐③❡ H✱ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
s❧❛❜ s✐③❡✳ ❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✐s ❛✤✐❝t❡❞ ✇✐t❤
❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ❡rr♦rs ❞✉❡ t♦ ✢✉❝t✉❛✲
t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s❤❡❛r r❛t❡ γ̇ ♦❢ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✲
✜❧❡ ❛♥❞ t❤❡ s❤❡❛r ❢♦r❝❡ F ✳ ❲✐t❤✐♥ t❤❡ ❡r✲
r♦rs✱ t❤❡ ✈✐s❝♦s✐t② ✐s ✐♥ ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤
t❤❡ ❜✉❧❦ ✈✐s❝♦s✐t② ❢♦r t❤❡ ❚■P✸P ✇❛t❡r ♠♦❞❡❧
✭❜❧✉❡ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡✮✳ ❋♦r t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t
λ = η/b ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ H✱ ✇❡ r❡❝♦✈❡r
t❤❡ s❛♠❡ ✈❛❧✉❡ ✭❣r❡❡♥ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡✮ ❛s ✐♥ t❤❡
✢♦✇ ❛♥❞ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❞✐s❝✉ss❡❞
✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳

❞✐❛♠❡t❡r✳ ■♥❞❡❡❞✱ ♦✉r ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✇❡r❡ ❛✤✐❝t❡❞ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ❡rr♦rs
t❤❛t ✇❡r❡ ❞✉❡ t♦ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❛♥❞ t❤❡ s❤❡❛r ❢♦r❝❡✳ ❲❡ ❝❛♥ t❤❡r❡❢♦r❡
♥♦t st❛t❡ ❛♥② s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❜✉❧❦ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❚■P✸P ✇❛t❡r ♠♦❞❡❧
0.32♠P❛ s✱ ✇❤✐❝❤ ✇❛s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✐♥ ❛♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❜✉❧❦ s✐♠✉❧❛t✐♦♥
✉s✐♥❣ t❤❡ ●r❡❡♥✲❑✉❜♦ r❡❧❛t✐♦♥ η = β

V

∫∞
0 ❞t 〈σij(t)σij(0)〉 ❬✸✺❪✳ ❚❤✐s ✈❛❧✉❡ ❢♦r t❤❡

❜✉❧❦ ✈✐s❝♦s✐t② ✐s ✐♥ ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❬✸✵❪✳
❋✉rt❤❡r st✉❞✐❡s ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ✇❛t❡r ✈✐s❝♦s✐t② ✉♥❞❡r ❝♦♥✜♥❡✲

♠❡♥t✳ ❇✉t t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥✜♥❡❞ ❧✐q✉✐❞ ❞②♥❛♠✐❝s ✐s ❛ ❞❡❧✐❝❛t❡ ♦♥❡✱ ❢r♦♠ ❛ t❤❡✲
♦r❡t✐❝❛❧ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❢r♦♠ ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ ❬✽✻✱ ✼✶✱ ✽✺✱ ✶✶✷✱ ✺✺✱ ✺✸❪✳ ❆
♣r♦♣❡r❧② ❝♦♥❞✉❝t❡❞ st✉❞② ♦❢ ✇❛t❡r ✈✐s❝♦s✐t② ✐♥ ♥❛♥♦♣♦r❡s ✐s ❛♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡✱
❜✉t ❣♦❡s ❜❡②♦♥❞ t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦ ✼✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ❥✉st ✇❛♥t t♦ s❤♦rt❧②
❞❡♠♦♥str❛t❡✱ t❤❛t t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❛♥❞ ✈✐s❝♦s✐t② ✉♥❞❡r ❝♦♥✜♥❡♠❡♥t ✐s
♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① t❤❛♥ ✐♥ ❜✉❧❦ ❧✐q✉✐❞✳

✺✳✶✳✷ ❊q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ s❡❧❢ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t

❚❤❡ ❜✉❧❦ ❙t♦❦❡s✲❊✐♥st❡✐♥ r❡❧❛t✐♦♥ ♣r❡❞✐❝ts ❛ ❞❡♣❡♥❞❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t
D ∝ η−1✳ ❋r♦♠ t❤❡ s❤❡❛r ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ ✇❡ ❢♦✉♥❞ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✈✐s❝♦s✐t② ❢♦r ❤✐❣❤❡r
❝♦♥✜♥❡♠❡♥t✳ ❚♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✈✐s❝♦s✐t② ✇✐t❤ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❢r♦♠
t❤❡ ❊✐♥st❡✐♥ r❡❧❛t✐♦♥✱ ✇❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ♠❡❛s✉r❡❞ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✈✐❛ t❤❡

✼●✐✈❡♥ t❤❛t ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ ✇❛t❡r ♠♦❞❡❧s✱ ❚■P✸P ❣✐✈❡s t❤❡ ✇♦rst r❡s✉❧t ❢♦r t❤❡ ❜✉❧❦
✇❛t❡r ✈✐s❝♦s✐t②✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t r❡❝♦♠♠❡♥❞ t♦ ✉s❡ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ❢♦r s✉❝❤ ❛♥ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥

✺✷



✺ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦ ❧✐t❡r❛t✉r❡✿ ▲✐♥❦✐♥❣ ❢r✐❝t✐♦♥✱ s❧✐♣✱ s❤❡❛r ✈✐s❝♦s✐t② ❛♥❞ ❞✐✛✉s✐♦♥

✈❡❧♦❝✐t② ❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✽

Dt =

∫ ∞

0
❞t 〈vt(t)vt(0)〉 . ✭✷✵✮

❢♦r t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❲❡ ✜♥❞ ❜❛s✐❝❛❧❧② ❝♦♥st❛♥t tr❛♥s✈❡rs❡ ❞✐✛✉✲
s✐✈✐t② ❢♦r t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ s❧❛❜ s✐③❡s 6.1 t♦ 1.5 ♥♠✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡s t❤❛t ✇❡ ✜♥❞ ❢♦r t❤❡ s❡❧❢
❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❧✐❡ ❛❧❧ ✇✐t❤✐♥ 10% ♦❢ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✈❛❧✉❡ ❢♦r t❤❡ ❚■P✸P ❜✉❧❦ s❡❧❢
❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t D ∼ 5.6♠

2

s
❛t 300❑ ❛♥❞ 1 ❛t♠ ❬✻✽❪✳ ❚❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ✇❛t❡r ❞✐❢✲

❢✉s✐✈✐t② ✉♥❞❡r ❝♦♥✜♥❡♠❡♥t ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s ✐♥ ❜✉❧❦ ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ♥♦t t❤❡ ❝❛s❡✳ ❇♦♥♥❛✉❞
❡t ❛❧✳ ♦❜s❡r✈❡❞✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❞✐✛✉s✐✈✐t② ♦❢ ✇❛t❡r ✐♥ ❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝ s✐❧✐❝❛
♥❛♥♦♣♦r❡s ♦❢ ✇✐❞t❤ 1−2 ♥♠ ❬✾❪✳ ❚❤❡ ❝♦♥st❛♥t❧② ❤✐❣❤ ♠♦❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ✇❛t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s
❡✈❡♥ ✉♥❞❡r r❡❧❛t✐✈❡❧② ❤✐❣❤ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥ts ✐s ❛ ❢✉rt❤❡r ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❧♦✇ ❢r✐❝t✐♦♥ ❛t
t❤❡ ❣r❛♣❤✐t❡✳ ■❢ t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ❛t t❤❡ ✇❛❧❧ ✐s ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡✱ ♠♦❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✐s ♥♦t
r❡❞✉❝❡❞ ❞❡s♣✐t❡ t❤❡ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥t✳ ❋♦r ❛ ♠♦r❡ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ ❞✐✛✉s✐♦♥ ✐♥
s♠❛❧❧ ♣♦r❡s ✇❡ r❡❢❡r t♦ st✉❞✐❡s ♦❢ ❙❛✉❣❡② ❡t ❛❧✳ ❬✽✺❪✱ ❛♥❞ ❛❧s♦ t♦ ▲❛✉❣❛ ❛♥❞ ❙q✉✐r❡s
❬✺✼❪✳

✺✳✷ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦ ♦t❤❡r ❣r♦✉♣s✬ r❡s✉❧ts

❚♦ ❞✐s❝✉ss ♦✉r r❡s✉❧ts ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦ t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ♦t❤❡r ❣r♦✉♣s✱ ✇❡ ♠❛② ❛ss✉♠❡ t❤❛t
t❤❡ ✇❛t❡r ✈✐s❝♦s✐t② ❦❡❡♣s ✐ts ❜✉❧❦ ✈❛❧✉❡ ❢♦r ❧♦✇ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥ts✳ ❯♥❞❡r t❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱
t❤❡ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❢r✐❝t✐♦♥ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ s❧✐♣ ❧❡♥❣t❤ ❛s ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ ❢♦✉♥❞
✐♥ ❬✾✽❪✳ ❚♦ ❣✐✈❡ s♦♠❡ ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡✱ ✇❡ t❛❦❡ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✈❛❧✉❡ ❢♦r t❤❡ ❜✉❧❦
✈✐s❝♦s✐t② ♦❢ ✇❛t❡r η ∼ 0.9♠P❛ s ✭298❑✱ 1 ❛t♠✮✳ ❚❤❡♥ t❤❡ s❧✐♣ ❧❡♥❣t❤ ❛♠♦✉♥ts t♦
b ≈ 80 ♥♠ ❢♦r ✇❛t❡r ♦♥ ❣r❛♣❤❡♥❡ s✉r❢❛❝❡s ✕ ❢♦r ❜♦t❤ ❚■P✸P ❛♥❞ ❙P❈✲❊ ♠♦❞❡❧s✳ ❇✉t
✐♥ ❈◆❚ ✇✐t❤ ❞✐❛♠❡t❡r < 2 ♥♠✱ t❤❡ ▼❉ r❡s✉❧ts ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✷ ❧❡❛❞ t♦ ❛ s❧✐♣ ❧❡♥❣t❤ ♦❢
b & 250 ♥♠✱ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ t♦ t❤❡ r❡s✉❧t ❜② ❍♦❧t ❡t ❛❧✳ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❬✸✽❪✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ t❛❝❦❧❡ ❛ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❛t❛✱ ✇❡ ❧♦♦❦ ❛t t❤❡
♣r♦❜❧❡♠ t❤❡ ♦t❤❡r ✇❛② r♦✉♥❞ ❛♥❞ tr❛♥s❧❛t❡ t❤❡ ♦t❤❡r ❣r♦✉♣s✬ r❡s✉❧ts ✐♥t♦ ❢r✐❝t✐♦♥
❝♦❡✣❝✐❡♥ts✱ ✇❤❡♥❡✈❡r ❛❧❧ t❤❡ ♥❡❡❞❡❞ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ❖✉r ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❧✉❣
✢♦✇ ✐s ✐♥ ❛❝❝♦r❞❛♥❝❡ ✇✐t❤ r❡❢❡r❡♥❝❡s ❬✸✹✱ ✹✽❪✳ ❚❤❡ ❛✉t❤♦rs ♦❢ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❬✹✽❪ ✐♥❞✉❝❡❞
t❤❡ ✇❛t❡r ✢♦✇ ✇✐t❤ ❛ ❝♦♥st❛♥t ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ a❡①t = 2.0× 10−3 ♥♠

♣s2
✳ ❲✐t❤ t❤✐s ❞r✐✈✐♥❣

❢♦r❝❡✱ t❤❡② ❣❡t ❛ st❛t✐♦♥❛r② ♣❧✉❣ ✢♦✇ ♦❢ ∼ 200♠
s
✐♥ ❛ ❈◆❚ ✇✐t❤ r❛❞✐✉s 1.1 ♥♠✳ ❇❛❧✲

❛♥❝❡ ♦❢ ❢♦r❝❡s λAvs❧✐♣ = ρV a❡①t ❛❧❧♦✇s t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❢♦r t❤❡✐r
s②st❡♠ t♦ λ ≈ 5× 103 ◆s

♠3 ✭❛ss✉♠✐♥❣ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ✇❛t❡r ❞❡♥s✐t② 103 ❦❣
♠3 ✮✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t

✐s ✐♥ ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ ✇❤❛t ✇❡ ✜♥❞ ❢♦r ❛ t✉❜❡ ♦❢ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ ❞✐❛♠❡t❡r ✾✳ ■♥
r❡❢❡r❡♥❝❡ ❬✸✹❪ t❤❡ ❞r✐✈✐♥❣ ❢♦r❝❡ ✐s ♥♦t s♣❡❝✐✜❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ♣r❡✈❡♥ts ❛ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❝♦♠✲
♣❛r✐s♦♥✳ ❚❤♦♠❛s ❛♥❞ ▼❝●❛✉❣❤❡② ❢♦✉♥❞ ❛ ♣❛r❛❜♦❧✐❝ ✭❛❧t❤♦✉❣❤ ♣r❡tt② ✢❛t✮ P♦✐s❡✉✐❧❧❡
♣r♦✜❧❡ t❤❛t ❡♥❛❜❧❡❞ t❤❡♠ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✈✐s❝♦s✐t② ❛♥❞ s❧✐♣ ❧❡♥❣t❤ ❬✾✽❪✳ ❚❤❡② ♣❡r❢♦r♠❡❞
✢♦✇ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❈◆❚ s✐③❡s ❛♥❞ ❢♦✉♥❞ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ s❧✐♣ ❧❡♥❣t❤ ❛♥❞ ❛

✽■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ❝♦rr❡❝t t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ❜② s✉❜tr❛❝t✐♥❣ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ ♠❛ss ✈❡❧♦❝✐t② ✭s❡❡
❈♦✉❡tt❡ ✢♦✇ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❢♦r ❛ ❞✐s❝✉ss✐♦♥✮

✾ ❲❡ ♥♦t❡✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❛t t❤❡ ❛✉t❤♦rs ❞♦ ♥♦t ❝♦♠♠❡♥t ♦♥ ❧✐♥❡❛r✐t② ♦❢ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥
❛♣♣❧✐❡❞ ❢♦r❝✐♥❣ ❛♥❞ st❛t✐♦♥❛r② ✈❡❧♦❝✐t②✳ ■♥ ♦✉r s②st❡♠✱ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡
s❧✐♣ ✈❡❧♦❝✐t② st❛rt❡❞ t♦ ❜❡ ♥♦t✐❝❡❛❜❧❡ ❛❜♦✈❡ 50♠

s
✳ ❚❤✐s ♠❛❦❡s ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ r❡s✉❧ts ❢♦r ❤✐❣❤❡r

✈❡❧♦❝✐t✐❡s s♦♠❡✇❤❛t ❛♠❜✐❣✉♦✉s✳

✺✸



P❛rt ■■

❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ✈✐s❝♦s✐t② ❢♦r ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ r❛❞✐✉s ✶✵✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❝❛♥
❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❞✐r❡❝t❧② ❢♦r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦ ♦✉r r❡s✉❧ts✿ ■t ❛♠♦✉♥ts t♦ ∼ 2.7× 104 ◆s

♠3 ♦♥
❛ ✢❛t ❣r❛♣❤❡♥❡ s✉r❢❛❝❡✳ ◆♦ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤✐s ❣r❛♣❤❡♥❡ r❡s✉❧t ❛r❡ ❢♦✉♥❞ ❢♦r ❈◆❚
r❛❞✐✐ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ∼ 2 ♥♠✳ ❋♦r s♠❛❧❧❡r t✉❜❡s✱ ❢r✐❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ❞❡❝r❡❛s❡s t♦ ❛❜♦✉t
25% ♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤❡♥❡ ✈❛❧✉❡ ❢♦r t✉❜❡ r❛❞✐✉s 0.8 ♥♠✳ ❚❤✐s ✐s ✐♥ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t
✇✐t❤ ♦✉r r❡s✉❧ts✳ ◗✉❛♥t✐t❛t✐✈❡❧②✱ t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ✐s ❛❜♦✉t t❤❡ ❞♦✉❜❧❡ ❢r♦♠ ♦✉r ✈❛❧✉❡s ❢♦r
❣r❛♣❤❡♥❡✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❢♦r ❈◆❚ r❛❞✐✉s 0.8 ♥♠✳ ❇✉t ✇❤✐❧❡ ❚❤♦♠❛s✴▼❝●❛✉❣❤❡② ♣r❡❞✐❝t
❝✉r✈❛t✉r❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥❧② ❢♦r t✉❜❡ r❛❞✐✐ < 2 ♥♠✱ ✇❡ ✜♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❢r♦♠
t❤❡ ✢❛t ❝❛s❡ ❢♦r r❛❞✐✐ ❛s ❧❛r❣❡ ❛s 5 ♥♠✳ ◆♦t❡✱ t❤❛t ❚❤♦♠❛s ❛♥❞ ▼❝●❛✉❣❤❡② ✉s❡ ♥♦t ❛
✸✲s✐t❡ ♠♦❞❡❧✱ ❜✉t ❚■P✺P✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ❲❡r❞❡r✬s ❡t ❛❧✳ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r ♦①②❣❡♥✲❝❛r❜♦♥
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❡ ❢♦st❡r s♦♠❡ r❡s❡r✈❛t✐♦♥s ❛❜♦✉t t❤❡ ❡①❛❝t ♣r♦❝❡❞✉r❡
t❤❛t ✐s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡✐r ✇♦r❦ t♦ ♠❡❛s✉r❡ η ❛♥❞ b✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ✈❛❧✐❞✐t② ♦❢ t❤❡
❜✉❧❦ ❙t♦❦❡s✲❊✐♥st❡✐♥ r❡❧❛t✐♦♥ η = k❇T/(3πσDz)✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t ❣❡♥❡r❛❧❧② tr✉❡ ✉♥❞❡r
❝♦♥✜♥❡♠❡♥t ❬✽✺❪ ❛s ✇❛s ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ❛❜♦✈❡ ❢♦r t❤❡ ❣r❛♣❤❡♥❡ s❧❛❜ ❣❡♦♠❡tr②✳ ■♥✲
st❡❛❞ ♦❢ ❡①tr❛❝t✐♥❣ ❜♦t❤ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢r♦♠ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡✱ ❚❤♦♠❛s✴▼❝●♦✉❣❤❡②
❞❡t❡r♠✐♥❡❞ t❤❡ ✈✐s❝♦s✐t② ✈✐❛ t❤❡ s❡❧❢ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❊q✳ ✭✷✵✮✳ ❚❤❡ ❛✉t❤♦rs ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡♠✲
s❡❧✈❡s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ❢♦r t✉❜❡ r❛❞✐✉s 1.6 ♥♠✿ ❋r♦♠ ❛ ✷✲♣❛r❛♠❡t❡r✲✜t
♦❢ t❤❡ ♣r♦✜❧❡✱ t❤❡② ❣❡t η = 0.42♠P❛ s ❛♥❞ b = 24♥♠✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ✈✐s❝♦s✐t② ❝❛❧❝✉✲
❧❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❊✐♥st❡✐♥ r❡❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥❛❧ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❛♠♦✉♥ts
t♦ 0.72♠P❛ s✳ ❲✐t❤ η s❡t t♦ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✈❛❧✉❡✱ ❛ ✶✲♣❛r❛♠❡t❡r✲✜t ♦❢ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡
❣✐✈❡s b = 41 ♥♠✳ ■t ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ s❡❡✱ t❤❛t ❜♦t❤ ❝❛s❡s r❡s✉❧t ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❢r✐❝t✐♦♥

❝♦❡✣❝✐❡♥t✳ ❊✈❡♥t✉❛❧❧②✱ t❤✐s ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ r❡s✉❧ts ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣
❢r✐❝t✐♦♥ ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ ❛♥❞ s✉❣❣❡sts ❛❣❛✐♥ t❤❛t ❢r✐❝✲
t✐♦♥ ✐s t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ♣❛r❛♠❡t❡r ❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣ t❤❡ ✢♦✇ ❜❡❤❛✈✐♦r✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ✢♦✇ ♣r♦✜❧❡
t❡♥❞s t♦ ♣❧✉❣ ✢♦✇ v ∝ (λR)−1✳

■♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ✇❡ ❡♠♣❤❛s✐③❡ t❤❛t ❛ ♠♦st ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t ♣❛r❛♠❡t❡r t♦ ❝♦♠♣❛r❡ ▼❉
s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ✇❛t❡r✴❣r❛♣❤✐t❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ❝♦❡✣✲
❝✐❡♥t✳ ❲❡ ✜♥❞ ❛ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❛♥❞ s❡♠✐✲q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
♥✉♠❡r✐❝❛❧ st✉❞✐❡s ♦♥ ✇❛t❡r✴❈◆❚ s②st❡♠s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ♦t❤❡r ❣r♦✉♣s ❬✸✹✱ ✹✽✱ ✾✽❪✳
❆ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ✐♥ t❡r♠s ♦❢ s❧✐♣ ❧❡♥❣t❤ ✐s ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ❞❡❧✐❝❛t❡✱
❜❡❝❛✉s❡ ✐t ❞❡♣❡♥❞s ♥♦t ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❢r✐❝t✐♦♥✱ ❜✉t ❛❧s♦ ♦♥ t❤❡ ❧✐q✉✐❞ ✈✐s✲
❝♦s✐t②✳ ■♥ s✐t✉❛t✐♦♥s ♦❢ ❧❛r❣❡ s❧✐♣♣❛❣❡✱ ❛ r❡❧✐❛❜❧❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ✈✐s❝♦s✐t② ✐s
❞✐✣❝✉❧t✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❤✐❧❡ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❛❣r❡❡ s✉r♣r✐s✐♥❣❧②
✇❡❧❧ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✇❛t❡r ♠♦❞❡❧s t❤❡ ❜✉❧❦ ✈✐s❝♦s✐t② ✐s ❧❛r❣❡❧② ♠♦❞❡❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ✭❙P❈✲
❊✿ η = 0.73♠P❛ s✱❚■P✸P✿ η = 0.32♠P❛ s✱❚■P✺P✿ η = 0.70♠P❛ s✱ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✿η =
0.90♠P❛ s❬✸✵❪✮✳ ❖♥ t♦♣ ♦❢ t❤❛t✱ t♦ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ ♥♦ ♠♦❞❡❧✲s♣❡❝✐✜❝ s②st❡♠❛t✐❝ ❡①✲
❛♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ✈✐s❝♦s✐t② ✐♥ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥t ❡①✐sts✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ♦♥❡ st✉❞②✱ t❤❛t ❤❛s ♥♦t ❜❡❡♥
♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ ♣❛rt ②❡t✱ ✐s t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✇♦r❦ ♦❢ ❍✉♠♠❡r ❡t ❛❧✳✱ ✇❤♦
♦❜s❡r✈❡ ❛ q✉❛s✐✲❢r✐❝t✐♦♥❧❡ss ♠♦t✐♦♥ ♦❢ s✐♥❣❧❡✲✜❧❡ ✇❛t❡r ✐♥ ✭✻✱✻✮ ❈◆❚ ❬✹✾❪✳ ❖✉r r❡s✉❧ts
s✉♣♣♦rt t❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ③❡r♦ ❢r✐❝t✐♦♥ ✐♥ t❤✐s s②st❡♠✳

❆❧t♦❣❡t❤❡r✱ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts ♣r♦✈✐❞❡ ❛ str♦♥❣ s✉♣♣♦rt ❢♦r r❡♣♦rt❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✢♦✇
❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥t ♦❢ 102 t♦ 103✱ ❛s st❛t❡❞ ❜② ❍♦❧t ❡t ❛❧✳ ❬✸✽❪✳ ❚❤❡② ❛r❡ ❛❧s♦ ✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t
✇✐t❤ t❤❡ ✢♦✇ ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ 10 ✇❤✐❝❤ ✇❛s ❢♦✉♥❞ ❜② ❲❤✐t❜②

✶✵▼❡❛♥ ✢♦✇ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ✐♥ t❤✐s st✉❞② ❛r❡ ❧♦✇ ✭❛❜♦✉t 10♠
s
✮❀ ❧✐♥❡❛r✐t② ❝❛♥ ❜❡ s❛❢❡❧② ❛ss✉♠❡❞✳

✺✹



✺ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦ ❧✐t❡r❛t✉r❡✿ ▲✐♥❦✐♥❣ ❢r✐❝t✐♦♥✱ s❧✐♣✱ s❤❡❛r ✈✐s❝♦s✐t② ❛♥❞ ❞✐✛✉s✐♦♥

❡t ❛❧✳ ❢♦r ✇❛t❡r ✢♦✇ ✐♥ ❝❛r❜♦♥ ♥❛♥♦♣✐♣❡s ✇✐t❤ 44 ♥♠ ❞✐❛♠❡t❡r ❬✶✶✵❪✳ ◆♦t❡✱ ❤♦✇❡✈❡r✱
t❤❛t ♦✉r r❡s✉❧ts ❞♦ ♥♦t ❛❣r❡❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜②
▼❛❥✉♠❞❡r ❡t ❛❧✳ ❬✻✼❪✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡② r❡♣♦rt❡❞ ♦♥ ❛ ✇❛t❡r ✢♦✇ ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥t ♦❢ > 104 ❢♦r
❈◆❚ ♠❡♠❜r❛♥❡s ✇✐t❤ ♣♦r❡ s✐③❡s ∼ 7 ♥♠✱ ♦✉r s✐♠✉❧❛t✐♦♥s r❡s✉❧t❡❞ ♦♥❧② ✐♥ ✢♦✇ r❛t❡s
t❤❛t ✇❡r❡ ❛❜♦✉t 102 t✐♠❡s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ❡①♣❡❝t❡❞ ❢♦r t❤❡ ♥♦✲s❧✐♣ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥
✉♥❞❡r t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳

✺✺



P❛rt ■■

✻ ■♥❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ❢r✐❝t✐♦♥ ❝♦✲
❡✣❝✐❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ s❧✐♣ ♠♦❞❡❧s

❚❤❡ ✜rst st❡♣ t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❝♦♥s✐sts
♦❢ ❡①♣❧♦r✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs t❤❛t ❤❛✈❡ ❢♦r♠❡r❧② ❜❡❡♥ ❢♦✉♥❞ t♦ ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ s❧✐♣ ❧❡♥❣t❤
❡✐t❤❡r ✐♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧②✳ ❙✉❝❤ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡

✶✳ ♣r❡ss✉r❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞✉❡ t♦ ❝✉r✈❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ✇❛t❡r✴❝❛r❜♦♥ ✐♥t❡r❢❛❝❡

✷✳ ❝❤❛♥❣✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✇❛t❡r✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❞❡♥s✐t② ✭❧❛②❡r✐♥❣✮ ❝❤❛r✲
❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡ ❞❡♣❧❡t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤

✸✳ ♦r ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ❧✐q✉✐❞ str✉❝t✉r❡ ❞✉❡ t♦ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥t

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡s❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✐♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t s②st❡♠s
♣r❡s❡♥t❡❞ ❛❜♦✈❡✳ ❆♥❞✱ ♦♥❡ ❜② ♦♥❡✱ ✇❡ ❞✐s❝❛r❞ t❤❡♠ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡
❝✉r✈❛t✉r❡ ❡✛❡❝t✱ s✐♥❝❡ ✇❡ ✜♥❞ ✐♥❞❡❡❞ t❤❛t ♥♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❝♦rr❡❧❛t❡
✇✐t❤ t❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✳

✻✳✶ ◆♦r♠❛❧ ♣r❡ss✉r❡

❲❤✐❧❡ t❤❡ t❛♥❣❡♥t✐❛❧ ♣r❡ss✉r❡ p❚ = 1 ❛t♠ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ✐♥ ❛❧❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ♥♦r♠❛❧
❢♦r❝❡ ♦♥ t❤❡ ❝❛r❜♦♥ ✇❛❧❧ ✐s ❝✉r✈❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❧✐q✉✐❞ s♦❧✐❞ ✐♥t❡r❢❛❝❡
t❡♥s✐♦♥ γ❧s✿

p◆(R) = p❚ − γ❧s
R

✭✷✶✮

❲❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❛ str♦♥❣ ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❈◆❚ r❛❞✐✉s✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦
❧❛r❣❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ p◆ ✭✉♣ t♦ ❛❜♦✉t −1000 ❛t♠ ❢♦r t❤❡ s♠❛❧❧❡st r❛❞✐✉s✮✳ ❚❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s
t♦ ❛♥ ✐♥t❡r❢❛❝❡ t❡♥s✐♦♥ ♦❢ γ❧s ≈ 0.07◆

♠
✭❋✐❣✳ ✶✼✱ ❧❡❢t✮✳ ■♥ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ st✉❞✐❡s ♦❢ s✐♠♣❧❡

❧✐q✉✐❞s ✐t ✇❛s ❢♦✉♥❞ ♣r❡✈✐♦✉s❧② t❤❛t ❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ p◆ ❝❤❛♥❣❡s t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ✇❛t❡r
❝♦♥✜♥❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❤②❞r♦♣❤♦❜✐❝ ✇❛❧❧s ✭s❧❛❜ ❣❡♦♠❡tr②✮ ❬✷✼❪❀ ❢✉rt❤❡r♠♦r❡ ❧♦✇❡r
♣r❡ss✉r❡ ✇❛s ❢♦✉♥❞ t♦ r❡s✉❧t ✐♥ ❧♦✇❡r ❢r✐❝t✐♦♥ ❬✷❪✳

❲❡ ❝❤❡❝❦❡❞ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ❢♦r
③❡r♦ ❝✉r✈❛t✉r❡✳ ❋♦r t❤✐s ✇❡ ♣r❡♣❛r❡❞ s②st❡♠s ♦❢ ✇❛t❡r ❝♦♥✜♥❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❣r❛♣❤❡♥❡
s❧❛❜s ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ♣r❡ss✉r❡s ❜❡t✇❡❡♥ −1000 ❛t♠ ❛♥❞ 500 ❛t♠✳ ❚❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ✇❛s
❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ✐♥ t❤❡ r✐❣❤t ♣❧♦t
♦❢ ❋✐❣✳ ✶✼✿ ◆♦ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✇❛s ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ❢r♦♠
−500 ❛t♠ t♦ 500 ❛t♠✱ ❛♥❞ ♦♥❧② ❛ s♠❛❧❧ ❞❡❝r❡❛s❡ ❢♦r ❡✈❡♥ ❤✐❣❤❡r ♥❡❣❛t✐✈❡ ♣r❡ss✉r❡
p = −1000 ❛t♠✳

❲❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t t❤❡ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r❝❡ ✐♥ ❈◆❚ ✐s ♥♦t r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r t❤❡
❝✉r✈❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧② t♦ t❤❡ ❣r❛♣❤❡♥❡ s❧❛❜
s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ❝❤❡❝❦❡❞ t❤✐s r❡s✉❧t ❢♦r ♦♥❡ ❈◆❚ ✇✐t❤ r❛❞✐✉s R = 1.02 ♥♠ ❛t p❚ =
500 ❛t♠ ❛♥❞ −500 ❛t♠ ❛♥❞ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ r❡s✉❧t ❢♦r t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞✐✛❡r❡❞ ❧❡ss
t❤❛♥ 15% ❛♥❞ 5%✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

✺✻



✻ ■♥❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ s❧✐♣ ♠♦❞❡❧s

❋r✐❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❛♥❞ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r❝❡
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❋✐❣✉r❡ ✶✼✿ ▲❡❢t✿ ❉✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ ♥♦r♠❛❧ ❛♥❞ t❛♥❣❡♥t✐❛❧ ♣r❡ss✉r❡ ✐♥ ❛ ❈◆❚ ♦❢ r❛❞✐✉s R =
1.02 ♥♠✳ ❋♦r ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❝✉r✈❛t✉r❡ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ♥♦r♠❛❧ t♦ t❤❡ ❈◆❚ ✇❛❧❧ ✐s r❡❞✉❝❡❞ ❛❜♦✉t
102 − 103 ❛t♠ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❧✐q✉✐❞✲s♦❧✐❞ s✉r❢❛❝❡ t❡♥s✐♦♥✳ ❆ ✜t p◆(R) − p❚ = −γ❧s

R
✭❞♦tt❡❞

❧✐♥❡✮ ❣✐✈❡s γ❧s ≈ 0.07◆
♠

❢♦r t❤❡ ✇❛t❡r ❣r❛♣❤❡♥❡ s✉r❢❛❝❡ t❡♥s✐♦♥✳ ❘✐❣❤t✿ ❋r✐❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t
λ ❢♦r ✇❛t❡r ✐♥ ❛ ❣r❛♣❤❡♥❡ s❧❛❜ ✭H ≈ 2.5 ♥♠✮ ❢♦r ✈❛r②✐♥❣ ♣r❡ss✉r❡✳ ❋♦r ♣r❡ss✉r❡ ❜❡t✇❡❡♥
[−1000; 500] ❛t♠✱ ♥♦ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ❢r✐❝t✐♦♥ ✇❛s ♦❜s❡r✈❡❞✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡
❞r♦♣ ❛t t❤❡ ❈◆❚ ✇❛❧❧ ❞✉❡ t♦ s✉r❢❛❝❡ t❡♥s✐♦♥ ❝❛♥ ♥♦t ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❝✉r✈❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥✲
❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✳
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❋✐❣✉r❡ ✶✽✿ ❉❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡ ❛♥❞ ♣♦t❡♥✲
t✐❛❧ ❢♦r ❚■P✸P ✇❛t❡r ✐♥ ❛r♠❝❤❛✐r ❈◆❚✳
❯♣♣❡r ♣❧♦t ✿ r❛❞✐❛❧ ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢
♦①②❣❡♥ ❛♥❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② V (r) ♦❢
♦♥❡ ♦①②❣❡♥ ❛t♦♠ ♣♦s✐t✐♦♥❡❞ ❛t (r; θ =
0, z = 0) ❢♦r R = 2.03♥♠✳ ❚❤❡ ❝♦♥t❛❝t
❞❡♥s✐t② ✐♥❝r❡❛s❡s ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❝✉r✈❛✲
t✉r❡ ✭❧♦✇❡r ❧❡❢t✮ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❞❡❡♣❡♥✐♥❣
♦❢ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✇❡❧❧ ✭❧♦✇❡r r✐❣❤t✮✳ ❖♥❡
❡①❝❡♣t✐♦♥ ✐s t❤❡ (7, 7) ❈◆❚ ✭R = 0.48✮✱
✇❤❡r❡ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡♥s✐t② ✐s str♦♥❣❧②
r❡❞✉❝❡❞ ❞✉❡ t♦ s✐③❡ ❡①❝❧✉s✐♦♥✿ t✇♦ ✇❛✲
t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❜❛r❡❧② ✜t ✐♥ t❤❡ ❝r♦ss s❡❝✲
t✐♦♥ ✐♥❤✐❜✐t✐♥❣ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ tr✉❡
✐♥t❡r❢❛❝❡ ❧❛②❡r✳ ❇✉t t❤❡ t✉❜❡ ✐s st✐❧❧ t♦♦
❧❛r❣❡ t♦ ✐♠♣♦s❡ ❛ r❡❛❧ s✐♥❣❧❡ ✜❧❡✳ ■♥ t❤✐s
✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ s✐t✉❛t✐♦♥✱ ✇❛t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s
❛r❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛❧♠♦st ❡q✉❛❧❧② ♦✈❡r t❤❡
t✉❜❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ ❛
s♠❛❧❧❡r ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡♥s✐t②✳

✺✼



P❛rt ■■

✻✳✷ ❲❡tt✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r✿ ❞❡♣❧❡t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♥t❛❝t ❛♥❣❧❡

■t ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞✱ t❤❛t ✇❛t❡r ✐♥s✐❞❡ ❈◆❚ ❤❛s ❛❝t✉❛❧❧② ❛ ♥♦♥✲✇❡tt✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r
❬✺✹❪✱ ❛♥❞ t❤❛t ❛ ❞❡♣❧❡t✐♦♥ ❛r❡❛ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝❛r❜♦♥ ✇❛❧❧ ❛♥❞ t❤❡ ✜rst ✇❛t❡r ❧❛②❡r ✐s
r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ❧♦✇ ❢r✐❝t✐♦♥ ❬✹✽❪✳ ❆♥ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ s❧✐♣ ❧❡♥❣t❤ ❛♥❞
❝♦♥t❛❝t ❛♥❣❧❡ b ∝ (1+cos θ)2✱ ♦r ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡❧② ❜❡t✇❡❡♥ s❧✐♣ ❛♥❞ ❞❡♣❧❡t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤ b ∝
δ4 ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t♦ ❤♦❧❞ ❢♦r ❤②❞r♦♣❤♦❜✐❝ ♣❧❛♥❛r s✉r❢❛❝❡s ❬✹✵✱ ✽✻❪✳ ■♥ t❤✐s ♣❛r❛❣r❛♣❤✱
✇❡ t❡st t❤✐s ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✇❛t❡r✴❈◆❚ s②st❡♠s✱ ❜② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡
♠❡❛s✉r❡❞ ❝✉r✈❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t t♦ t❤❡ ❞❡♣❧❡t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤✳

❚♦ st❛rt ✇✐t❤✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ❧♦♦❦ ❛t t❤❡ ✉♣♣❡r ♣❧♦t ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✽✱ ✇❤✐❝❤ s❤♦✇s t❤❡
♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② V (r) ♦❢ ♦♥❡ ♦①②❣❡♥ ❛t♦♠ ♣♦s✐t✐♦♥❡❞ ❛t (r, θ = 0, z = 0) ❞✉❡ t♦ ✐ts
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛❧❧ ❝❛r❜♦♥ ❛t♦♠s✱ ❛♥❞ t❤❡ r❛❞✐❛❧ ❞❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡ ♦❢ ♦①②❣❡♥ ρ(r)✳ ❚❤❡
♦①②❣❡♥✲❝❛r❜♦♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ r❡❣✐♦♥ ♦❢ ❤✐❣❤❧② ✐♥❝r❡❛s❡❞ ✇❛t❡r ❞❡♥s✐t② ♥❡①t
t♦ t❤❡ ✇❛❧❧ ✭❣r❛② ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✮✳ ❲❡ r❡❢❡r t♦ t❤✐s r❡❣✐♦♥ ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❛r t❤✐❝❦♥❡ss ❛s t♦
t❤❡ ✬✜rst ✇❛t❡r ❧❛②❡r✬✳ ❋r♦♠ t❤❡ ♦✉ts✐❞❡ t♦ t❤❡ ✐♥s✐❞❡✱ t❤❡ ✜rst ❧❛②❡r ✐s ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜②
❛ s❡❝♦♥❞ ❧❛②❡r ❛♥❞ t❤❡ ❜✉❧❦ r❡❣✐♦♥✳ ❚❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✜rst ❧❛②❡r ❛♥❞ t❤❡
❝❛r❜♦♥ ✇❛❧❧ ✭∼ σ♦❝ = 0.33 ♥♠✮ ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ❈◆❚ r❛❞✐✉s✳ ❋♦r ❞❡❝r❡❛s✐♥❣
t✉❜❡ r❛❞✐✐ ❞♦✇♥ t♦ R ≈ 1 ♥♠✱ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✇❡❧❧ ❞❡❡♣❡♥s s❧✐❣❤t❧② ✭❧♦✇❡r r✐❣❤t ♣❧♦t✮
✇❤✐❝❤ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② ❧❡❛❞s t♦ ❛♥ ❡q✉❛❧❧② s❧✐❣❤t ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥t❛❝t ❞❡♥s✐t② ✭❧♦✇❡r
❧❡❢t✮✳ ❋♦r ❡✈❡♥ s♠❛❧❧❡r r❛❞✐✐ R < 1 ♥♠ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✇❡❧❧ ❞❡❡♣❡♥s ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧②✳ ❚❤❡
s♠❛❧❧ ❞✐❛♠❡t❡r ❛❧❧♦✇s ♦♥❧② ❢♦r ❢♦✉r ✇❛t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s ♦r ❧❡ss✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡s❡ t✉❜❡s
❞♦ ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ ❜✉❧❦ ✇❛t❡r✳

❚❤❡ ❧❛②❡r✐♥❣ ♦❢ ❛ ✢✉✐❞ ♥❡❛r ❛ ♣❧❛♥❛r ✇❛❧❧ ❛s ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✽ ❝❛♥ ❜❡ q✉❛♥✲
t✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ❞❡♣❧❡t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤ δ✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ❞❡♥s✐t② ✈❛r✐❛t✐♦♥✳
❋♦r ❛ ❣r❛♣❤❡♥❡ s❧❛❜ ✇✐t❤ ❝❛r❜♦♥ ♣♦s✐t✐♦♥s z = ±H

2 ✱ t❤❡ ❞❡♣❧❡t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤ ✐s

δ♣❧❛♥❛r =
1

2

∫ H
2

−H
2

❞z
(

1− ρ(z)

ρ❜✉❧❦

)

✭✷✷✮

❛♥❞ ❢♦r ❛ ❈◆❚ ✇✐t❤ r❛❞✐✉s R ✇❡ ❞❡✜♥❡

δ❝②❧✐♥❞r✐❝ =
1

R

∫ R

0
❞r r

(

1− ρ(r)

ρ❜✉❧❦

)

. ✭✷✸✮

❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡s❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s✱ t❤❡ ❜✉❧❦ r❡❣✐♦♥ ρ = ρ❜✉❧❦ s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ t❤❡
❞❡♣❧❡t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤✱ ❜✉t ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ st❛t✐st✐❝❛❧ ❞❡♥s✐t② ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ✐♥ ▼❉ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s
❛❞❞ t♦ t❤❡ r❡s✉❧t✳ ❚♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ❞✐❞ ♥♦t ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ❜✉❧❦
r❡❣✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡♣❧❡t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡s ✇❡ t❤✉s ❣❡t ❢♦r t❤❡
❞❡♣❧❡t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤ ✇✐t❤ t❤❡ ❜✉❧❦ ❞❡♥s✐t② ρ❜✉❧❦ = 32.4 ♠♦❧❡❝✉❧❡s✴♥♠3 ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥
❋✐❣✳ ✶✾✳

❲❡ ❞♦ ♥♦t ♦❜s❡r✈❡ ❛ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❛♥❞ t❤❡ ❞❡♣❧❡t✐♦♥
❧❡♥❣t❤✳ ❆♥❞ ✇❤✐❧❡ ✇❡ ❡①♣❡❝t t❤❡ s❧✐♣ ❧❡♥❣t❤ b ∝ 1/λ t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ ✕ ❛ss✉♠✐♥❣ ❝♦♥st❛♥t
η ✕✱ t❤❡ ❞❡♣❧❡t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤ ❞❡❝r❡❛s❡s s❧✐❣❤t❧② ✇✐t❤ t❤❡ ❈◆❚ r❛❞✐✉s ✭❧❡ss t❤❛♥ 10✪ ✐♥
t❤❡ r❛♥❣❡ ❢r♦♠ 5 t♦ 1 ♥♠✮✳ ❚❤✐s ✐s ✐♥ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥
b ∝ δ4✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ r❡s✉❧t ❢♦r t✉❜❡s ♦❢ ❜✐❣ ❞✐❛♠❡t❡rs ❞♦ ♥♦t ♠❛t❝❤ t❤❡ r❡s✉❧t ❢♦r
❣r❛♣❤❡♥❡✱ ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ ❣❡ts s♠❛❧❧✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡
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✻ ■♥❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ s❧✐♣ ♠♦❞❡❧s

❉❡♣❧❡t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤

0 1 2 3 4 5 6
R (nm)

0,165

0,17

0,175

0,18

0,185

0,19

δ 
(n

m
)

❋✐❣✉r❡ ✶✾✿ ❉❡♣❧❡t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ✇❛t❡r ✐♥
❣r❛♣❤❡♥❡ s❧❛❜s ♦❢ s✐③❡ H = 2R ✭�✮ ❛♥❞ ♦❢
✇❛t❡r ✐♥ ❈◆❚ ✇✐t❤ r❛❞✐✉sR ✭◦✮ ✲ ❛❝❝♦r❞✐♥❣
t♦ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ❊q✳ ✭✷✷✮ ❛♥❞ ✭✷✸✮✳ ◆♦t❡
t❤❡ s♠❛❧❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ δ ♦✈❡r t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢
❞✐❛♠❡t❡r st✉❞✐❡❞✳

❞❡♣❧❡t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤ ✐s ♥♦t ❛ ❣♦♦❞ ♣❛r❛♠❡t❡r t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ ✇❛t❡r ❈◆❚ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
❢♦r ❤✐❣❤ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥t R < 1 ♥♠✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♥♦ ❜✉❧❦ ❞❡♥s✐t② ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r ❜♦t❤ ✇❛t❡r ♠♦❞❡❧s✱ ❚■P✸P ❛♥❞ ❙P❈✲
❊✱ ✇❡ s❡❡ t❤❡ s❛♠❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ❜❡❤❛✈✐♦r ✐♥ t❤❡ ❈◆❚✱ ❛♥❞ ❛ ❢❛✐r q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡
❛❣r❡❡♠❡♥t ❢♦r t❤❡ ❣r❛♣❤❡♥❡ s❧❛❜s✳ ❇✉t s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ❛ ✇❛t❡r ❞r♦♣❧❡t ♦♥ ❛ ❣r❛♣❤❡♥❡
s❤❡❡t r❡✈❡❛❧ ❛ ✈❡r② ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥t❛❝t ❛♥❣❧❡✿ 57◦ ❢♦r ❚■P✸P✴❆▼❇❊❘ ❛♥❞ 95◦ ❢♦r
❙P❈✲❊✴❲❡r❞❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs✳

■♥ ✜♥❡✱ ❛ t❤❡♦r② ❜❛s❡❞ s♦❧❡❧② ♦♥ t❤❡ ✇❛t❡r✴❝❛r❜♦♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ✕ ❧✐❦❡ t❤❡
❝♦♥t❛❝t ❛♥❣❧❡ ♦r t❤❡ ❞❡♣❧❡t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤ ✕ ❝❛♥ ♥♦t ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡
❢r✐❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✐♥ ✇❛t❡r✴❣r❛♣❤✐t❡ s②st❡♠s✳

✻✳✸ ■♥t❡r❢❛❝❡ ✇❛t❡r str✉❝t✉r❡

▲❛st ❜✉t ♥♦t ❧❡❛st✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❛t t❤❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✇❛❧❧ ❝✉r✈❛t✉r❡ ♠✐❣❤t ✐♥❞✉❝❡
❛ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ✇❛t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✐♥ ❝❧♦s❡ ♣r♦①✐♠✐t② t♦
t❤❡ ✇❛❧❧✳ ❆ r❡str✉❝t✉r✐♥❣ ❝♦✉❧❞ ✐♥ t✉r♥ ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ ✇❛t❡r✴❝❛r❜♦♥ ❢r✐❝t✐♦♥ ❞✉❡ t♦ ❛
❝❤❛♥❣✐♥❣ ❝♦♠♠❡♥s✉r❛❜✐❧✐t② ❜❡t✇❡❡♥ ✇❛t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✐♥ t❤❡ ✜rst ❧❛②❡r ❛♥❞ t❤❡ ❈◆❚
✇❛❧❧✳ ❲❡ q✉❛♥t✐❢② ♦r❞❡r✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ✜rst ✇❛t❡r ❧❛②❡r ✇✐t❤ t❤❡ ✷✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ st❛t✐❝
str✉❝t✉r❡ ❢❛❝t♦r

S(q) =
1

N

〈

N
∑

j=1

N
∑

l=1

exp(✐q · (xl − xj))

〉

✭✷✹✮

=
1

N

〈





N
∑

j=1

cos(q · xj)





2

+





N
∑

j=1

sin(q · xj)





2
〉

✇❤❡r❡ x ✐s t❛♥❣❡♥t✐❛❧ t♦ t❤❡ ✇❛t❡r✴❝❛r❜♦♥ ✐♥t❡r❢❛❝❡✳ ■♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❈◆❚✱ t❤✐s ♠❡❛♥s
x = (r♦θ, z) ✇✐t❤ t❤❡ r❛❞✐❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥ r♦ ♦❢ t❤❡ ✜rst ❧❛②❡r ✭♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❞❡♥s✐t② ♠❛①✐♠✉♠

✺✾
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✐♥ ❋✐❣✳ ✶✽✮✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ✐♠❛❣✐♥❡❞ ❛s ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ✷❉ str✉❝t✉r❡ ❢❛❝t♦r ♦❢ t❤❡
✬✉♥r♦❧❧❡❞✬ ✇❛t❡r ❧❛②❡r✳ ✬❯♥r♦❧❧❡❞✬ ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ ❛❧❧ ♦①②❣❡♥ ❛t♦♠s ✐♥ t❤❡
✜rst ❧❛②❡r ❛r❡ ♠❛♣♣❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦

R

ro
z

s

❋✐❣✉r❡ ✷✵

r =





r
θ
z



 −→ x =

(

s = rθ

z

)

✭✷✺✮

♦♥ t❤❡ ❡✉❝❧✐❞❡❛♥ ♣❧❛♥❡✳ ❚❤❡ str✉❝t✉r❡ ❢❛❝t♦r S(q)
❢♦r t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝✐❛❧ ✇❛t❡r ❧❛②❡r ❛t ❛ ♣❧❛♥❡ ❣r❛♣❤❡♥❡
s❤❡❡t ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ❧❡❢t ♣❛rt ♦❢ ❋✐❣✳ ✷✷✳ ■t ✐s
❢♦✉♥❞ t♦ ❜❡ ✐s♦tr♦♣✐❝ ❛♥❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ ❝♦♥✜♥❡✲
♠❡♥t ❢♦r s❧❛❜ s✐③❡s ❛❜♦✉t t❤r❡❡ t✐♠❡s t❤❡ ♠♦❧❡❝✲
✉❧❛r ❞✐❛♠❡t❡r ❛♥❞ ❧❛r❣❡r✳ ❙✉r♣r✐s✐♥❣❧②✱ ✇❡ ✜♥❞
t❤❡ s❛♠❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ❢♦r t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡
✐♥t❡r❢❛❝❡ ✇❛t❡r ✐♥ ❈◆❚✿ ❚❤❡ str✉❝t✉r❡ ❢❛❝t♦r ✐s
✐s♦tr♦♣✐❝ S(q) = S(q) ✭q = |q|✮ ❛♥❞ ✐t ✐s ♥♦t ❛✛❡❝t❡❞ ❜② ❝♦♥✜♥❡♠❡♥t ❢♦r ❈◆❚ r❛❞✐✐
❛❜♦✈❡ ✵✳✽ ♥♠✳ ❚❤✐s ✐s ❡①❤✐❜✐t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ♣❧♦t ♦❢ ❋✐❣✳ ✷✷✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ str✉❝t✉r❡
❢❛❝t♦r ♦❢ ♦①②❣❡♥ ❛t♦♠s ✐♥ t❤❡ ✜rst ✇❛t❡r ❧❛②❡r ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ✐s s❤♦✇♥ ❢♦r ✈❛r✐♦✉s
❈◆❚ r❛❞✐✐✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✇❤✐❝❤
✐s ❡♠✐♥❡♥t ❡✈❡♥ ❢♦r t✉❜❡ r❛❞✐✐ ❛s ❧❛r❣❡ ❛s 3 ♥♠ ❝❛♥ ♥♦t st❡♠ ❢r♦♠ ❛ r❡❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦❢
t❤❡ ✇❛t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✐♥ t❤❡ ❈◆❚ ❞✉❡ t♦ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥t✳ ❆❣❛✐♥✱ t❤❡ ✇❛t❡r str✉❝t✉r❡ ✐s
♥♦t ❢♦✉♥❞ t♦ ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡❝r❡❛s❡✱ t❤❡ ❧❛tt❡r ❜❡✐♥❣ ❛❧r❡❛❞②
s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❢♦r ❧❛r❣❡ t✉❜❡s✳

❆ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ❢❛❝t♦r ✇❛s ♦♥❧② ♦❜s❡r✈❡❞ ❢♦r ❈◆❚ ❞✐❛♠❡t❡r
s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ 1 ♥♠✳ ❋♦r t❤❡ ❤✐❣❤❡st ❝♦♥✜♥❡♠❡♥ts✱ ✇❛t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❛r❡ ❢♦r❝❡❞ t♦
❛rr❛♥❣❡ ✐♥ s✐♥❣❧❡ ✜❧❡ ♦♥ t❤❡ t✉❜❡ ❛①✐s✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ t❤❡ r✐❣❤t ♣❧♦t ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✷✱
✇❤❡r❡ t❤❡ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ str✉❝t✉r❡ ❢❛❝t♦r ✐♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✉❜❡ ❛①✐s ✐s s❤♦✇♥ ❢♦r
❞✐✛❡r❡♥t r❛❞✐✐✳

❲❡ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ str✉❝t✉r❡ ❢❛❝t♦r ♦❢

z
0

K

❋✐❣✉r❡ ✷✶✿ ❇❡❛❞✲s♣r✐♥❣ ♠♦❞❡❧

s✐♥❣❧❡ ✜❧❡ ✇❛t❡r ✐s ✐❞❡♥t✐❝❛❧ t♦ t❤❡ str✉❝✲
t✉r❡ ❢❛❝t♦r ♦❢ ❛ ❜❡❛❞✲s♣r✐♥❣ ❝❤❛✐♥ ❛s ✐t ✐s
s❦❡t❝❤❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✶✿ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛t ❡q✉✐❧✐❜✲
r✐✉♠ ❞✐st❛♥❝❡ z0 ❛r❡ ❝♦✉♣❧❡❞ ❜② ❛ ❤❛r✲
♠♦♥✐❝ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✇✐t❤ s♣r✐♥❣ ❝♦♥st❛♥t κ✳

❚❤❡ str✉❝t✉r❡ ❢❛❝t♦r ♦❢ t❤✐s s②st❡♠ r❡❛❞s

S(q) =
1− ❡

−q2

βκ

1− 2❡
−q2

2βκ cos(qz0) + ❡
−q2

βκ

✭✷✻✮

✇✐t❤ β = 1/k❇T ✭s❡❡ ❛♣♣❡♥❞✐① ❆ ❢♦r ❛ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥✮✳ ❆ ✜t ♦❢ t❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦♥ t❤❡
❞❛t❛ ❢♦r t❤❡ t✇♦ s♠❛❧❧❡st t✉❜❡s ✭✜t ♣❛r❛♠❡t❡rs κ ❛♥❞ z0✮ ❣✐✈❡s t❤❡ s♦❧✐❞ ❧✐♥❡s ✐♥ t❤❡
r✐❣❤t ♣❧♦t ♦❢ ❋✐❣✳ ✷✷✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ✈❛❧✉❡s ❢♦r z0 ❝♦✐♥❝✐❞❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢
t✇♦ ✇❛t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❛❧♦♥❣ z✱ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❈◆❚ ❧❡♥❣t❤ ❞✐✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
✇❛t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✐♥ t❤❡ t✉❜❡✳

✻✵



✻ ■♥❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ s❧✐♣ ♠♦❞❡❧s

❋✐rst ✇❛t❡r ❧❛②❡r str✉❝t✉r❡ ❢❛❝t♦r ✭❚■P✸P ♠♦❞❡❧✮
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❋✐❣✉r❡ ✷✷✿ ❙tr✉❝t✉r❡ ❢❛❝t♦r ♦❢ ✇❛t❡r ✐♥ t❤❡ ✜rst ✇❛t❡r ❧❛②❡r ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❝❛r❜♦♥ s✉r❢❛❝❡
✭❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❊q✳ ✭✷✺✮✮✳ ❧❡❢t✿ S(q) ❢♦r t❤❡ ✇❛t❡r ❜♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡r ♦♥ ❛ ♣❧❛♥❡ ❣r❛♣❤❡♥❡ s❤❡❡t✳
❚❤❡ ✇❛t❡r str✉❝t✉r❡ ✐s ✐s♦tr♦♣✐❝❀ t❤❡ ❙❋ ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡ ✈❡❝t♦r ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✳
♠✐❞❞❧❡✿ S(q) ♦❢ ✇❛t❡r ✐♥ t❤❡ ✜rst ❧❛②❡r✱ ❢♦r t❤❡ s❧❛❜ ❣❡♦♠❡tr② ❛♥❞ s✐① ❛r♠❝❤❛✐r ❈◆❚ ✇✐t❤
r❛❞✐✐ ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ 0.81 t♦ 3.39 ♥♠✳ ❋♦r ❧♦✇ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥t t❤❡ ❙❋ ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ t✉❜❡
r❛❞✐✉s✳ r✐❣❤t✿ S(qz) ✇✐t❤ ✇❛✈❡ ✈❡❝t♦r qz ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❈◆❚ ❧❡♥❣t❤✱ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ❈◆❚
✇✐t❤ r❛❞✐✐ R = 0.34 ♥♠ ✭r❡❞✮✱ R = 0.41 ♥♠ ✭♣✐♥❦✮✱ R = 0.48 ♥♠ ✭❜❧✉❡✮ ❛♥❞ S(q) ♦❢ t❤❡ ✜rst
✇❛t❡r ❧❛②❡r ♦♥ ❣r❛♣❤❡♥❡ ❢♦r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✭❜❧❛❝❦✮✳ ❲❛t❡r ✐♥ t❤❡ t✇♦ s♠❛❧❧❡st t✉❜❡s ✐s ❛rr❛♥❣❡❞
✐♥ s✐♥❣❧❡ ✜❧❡✳ ❚❤❡ ❧✐♥❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❛ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ✶❉ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ✇❛t❡r str✉❝t✉r❡
✭s❡❡ ❊q✳ ✭✷✻✮✮✳ ■♥s❡t✿ ▼❛①✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ❢❛❝t♦r✱ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛t ✐ts ✜rst ♣❡❛❦✳
❚❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ Smax = 2.85 ❞❡✜♥❡s t❤❡ ♦♥s❡t ♦❢ ✇❛t❡r ❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦
t❤❡ ❍❛♥s❡♥✲❱❡r❧❡t ❝r✐t❡r✐♦♥ ❬✸✻❪✳
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✻✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ♦✉r s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ s❡✈❡r❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs t❤❛t ✇❡
❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❤❛✈❡ ❛♥ ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ✇❛t❡r✴❈◆❚ ❢r✐❝t✐♦♥✿ ♥♦r♠❛❧ ♣r❡ss✉r❡✱ ❞❡♣❧❡t✐♦♥✱
✇❛t❡r str✉❝t✉r❡✱ ❡t❝✳ ❙✉r♣r✐s✐♥❣❧②✱ ♥♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢❛❝t♦rs ✇❛s ❢♦✉♥❞ t♦ ❜❡ ❛t
t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ♦❢ t❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱
t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✇❛s ❢♦✉♥❞ t♦ ❜❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ ♣r❡ss✉r❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ✐♥ ❛ r❛♥❣❡
♦✈❡r t❤r❡❡ ♦r❞❡rs ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡✳ ❲❡tt✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❞✐❞ ♥♦t ♣❧❛② ❛ ❝r✉❝✐❛❧ r♦❧❡ ❡✐t❤❡r
✕ ❚■P✸P ❛♥❞ ❙P❈❊ ✇❛t❡r ♠♦❞❡❧ ❤❛✈❡ ❛ ✈❡r② ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥t❛❝t ❛♥❣❧❡ ♦♥ ❣r❛♣❤❡♥❡✱
❜✉t t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❡①❤✐❜✐ts ♥❡✈❡rt❤❡❧❡ss ❛ q✉✐t❡ s✐♠✐❧❛r ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ❋✐♥❛❧❧②✱
♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✇❛t❡r ❧✐❦❡ t❤❡ ❞❡♣❧❡t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤ ❛♥❞ t❤❡ st❛t✐❝ str✉❝t✉r❡
❢❛❝t♦r ❜❛r❡❧② ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ❧♦✇ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥t✳

❆t t❤✐s ♣♦✐♥t✱ t❤❡ r❡❛s♦♥ ❢♦r t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❢r✐❝t✐♦♥ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ ❈◆❚ ✐s t❤✉s st✐❧❧
❝♦♠♣❧❡t❡❧② ✉♥❝❧❡❛r✳ ❚❤✐s ✐s ✇❤② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❛rt ✐s ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ ❛ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ✐♥✲
✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❛✐♠ t♦ r❡✈❡❛❧ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s
❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣ t❤❡ ❧✐q✉✐❞✴s♦❧✐❞ ❢r✐❝t✐♦♥ ❢♦r❝❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ s②st❡♠s✳
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❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡
❝✉r✈❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ❢r✐❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t

■♥ t❤✐s ♣❛rt✱ ❛ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❛t❡r✴❝❛r❜♦♥ ❢r✐❝t✐♦♥ ✐s ♣r♦✲
♣♦s❡❞✳ ❙t❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t ❢♦r t❤✐s st✉❞② ✇✐❧❧ ❜❡ t❤❡ ●r❡❡♥✲❑✉❜♦ ❡①♣r❡ss✐♦♥
❊q✳ ✭✶✻✮✳ ❆♥ ❛♥❛❧②t✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇✐❧❧ t❤❡♥ ❧❡❛❞ ✉s t♦ ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❡①♣r❡s✲
s✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t t❤❛t ❝♦♥s✐sts s♦❧❡❧② ♦❢ ✐♥t❡r❢❛❝✐❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱
t❤❛t ✐s t♦ s❛② ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ✜rst ✇❛t❡r ❧❛②❡r✳ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ♦✉r s✐♠✉✲
❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤✐s ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✇✐❧❧ s❤♦✇ t❤❛t ✐t ❝❛♣t✉r❡s t❤❡
♦❜s❡r✈❡❞ ❝✉r✈❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✇✐❧❧ t❤❡♥ ❛❧❧♦✇ ✉s t♦
✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❛t t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ♦❢ t❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦r✱ ♥❛♠❡❧② ❧♦✇ str✉❝✲
t✉r❡ ❝♦♠♠❡♥s✉r❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ s♠♦♦t❤✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✇❛❧❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧✳ ❚❤❡s❡ t✇♦
❡✛❡❝ts ❝♦♥❝✉r t♦ t❤❡ ❡①tr❛♦r❞✐♥❛r✐❧② ❤✐❣❤ ✢♦✇ r❛t❡s ❢♦r ✇❛t❡r ✐♥ ❈◆❚✳
❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ♣❤②s✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss❡s ♦♥ ❛ ♠♦❧❡❝✉✲
❧❛r ❧❡✈❡❧✱ ✇❡ ♠❛❦❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❜❛s❡❞ ♦♥ ♦✉r t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r t❤❡
❢r✐❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✐♥ ♦t❤❡r s②st❡♠s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ✉s❡ ❛❣❛✐♥ ▼❉ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s
t♦ ❝♦♥✜r♠ t❤❡s❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✳
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❈♦♥t❡♥ts

✼ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✻✺

✼✳✶ ❉✐st✐♥❝t✐♦♥ ♦❢ ✬st❛t✐❝✬ ❛♥❞ ✬❞②♥❛♠✐❝✬ ♣❛rt ✐♥ t❤❡ ●r❡❡♥✲❑✉❜♦ ❡①✲
♣r❡ss✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✺

✼✳✷ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ♠❡❛♥ sq✉❛r❡❞ ❢♦r❝❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✺

✼✳✷✳✶ ▲♦✇ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥t ✭❈◆❚ ❞✐❛♠❡t❡r > 1.5 ♥♠✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✼

✼✳✷✳✷ ❍✐❣❤ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥t ✭s✐♥❣❧❡ ✜❧❡✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✽

✽ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡♦r② ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✼✵

✽✳✶ ❙t❛t✐❝ ♦r✐❣✐♥ ♦❢ t❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ❢r✐❝t✐♦♥ ✭✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
t❤❡♦r②✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✵

✽✳✷ ▼✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ♦r✐❣✐♥ ♦❢ t❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡✿ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣
❢r✐❝t✐♦♥ ♦♥ ❛ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❧❡✈❡❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✶

✽✳✷✳✶ ▲♦✇ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✶

✽✳✷✳✷ ❍✐❣❤ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✹

✾ ❚❡st✐♥❣ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ✼✺

✾✳✶ ❈❤❛♥❣✐♥❣ ✇❛❧❧ str✉❝t✉r❡ ✇✐t❤♦✉t ❝✉r✈❛t✉r❡ ✲ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤❡♥❡
❧❛tt✐❝❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✺

✾✳✷ ❈❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ❝❛r❜♦♥ ♥❛♥♦t✉❜❡ str✉❝t✉r❡ ✲ ③✐❣③❛❣ ❝❤✐r❛❧✐t② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✼

✾✳✸ ◆♦♥✲❧✐♥❡❛r ❜❡❤❛✈✐♦r ❢♦r ❧❛r❣❡ s❧✐♣ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✸

✶✵ ◗✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r♠s ❢♦r❝❡ ❛♥❞ ✐ts ❛♣♣r♦①✲
✐♠❛t✐♦♥ ✽✹

✶✵✳✶ ◆❡❣❧❡❝t ♦❢ s❡❝♦♥❞ ✇❛t❡r ❧❛②❡r ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✹

✶✵✳✷ ❚r✉♥❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r❝❡ ✜❡❧❞ ❋♦✉r✐❡r ❡①♣❛♥s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✹

✶✵✳✸ Pr♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜rst ✇❛t❡r ❧❛②❡r ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✻

✻✹



✼ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t

✼ ❆♥❛❧②t✐❝ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r
t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t

❚♦ ❣❡t ❢✉rt❤❡r ✐♥s✐❣❤t ✐♥t♦ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❛t ♣❧❛②✱ ✇❡ t❛❦❡ ❛ ❝❧♦s❡r ❧♦♦❦ ❛t
t❤❡ ●r❡❡♥✲❑✉❜♦ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❊q✳ ✭✶✻✮ ❢♦r t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✳ ❚❤❡ ❝❤♦s❡♥ ❛♣♣r♦❛❝❤
✐♠✐t❛t❡s t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❊q✳ ✭✻✮ ❢♦r t❤❡ s❧✐♣ ❧❡♥❣t❤ ❜②
❇❛rr❛t ❛♥❞ ❇♦❝q✉❡t ❬✷❪ ✕ ❛❞❛♣t❡❞ t♦ t❤❡ ❝②❧✐♥❞r✐❝ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢ t❤❡ ❈◆❚ ❛♥❞ t❤❡
s♣❡❝✐✜❝✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ✇❛t❡r✴❣r❛♣❤✐t❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡✳

✼✳✶ ❉✐st✐♥❝t✐♦♥ ♦❢ ✬st❛t✐❝✬ ❛♥❞ ✬❞②♥❛♠✐❝✬ ♣❛rt ✐♥ t❤❡ ●r❡❡♥✲❑✉❜♦
❡①♣r❡ss✐♦♥

❚❤❡ ●❑ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♠❛② ❜❡ ✜rst r❡✇r✐tt❡♥ ❢♦r♠❛❧❧② ❛s

λ = βτF

〈

F 2
〉

A ✭✷✼✮

β = 1/k❇T ✱ ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ❞❡❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ t✐♠❡

τF =
1

〈F 2〉

∫ ∞

0
❞t〈F (t)F (0)〉. ✭✷✽✮

t❤❛t ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡s t❤❡ ❞❡❝❛② ♦❢ t❤❡ ❢♦r❝❡✲❢♦r❝❡ ❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ■♥t❡r❡st✐♥❣❧②
t❤✐s t✐♠❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥❧② ✈❡r② ✇❡❛❦❧② ♦♥ t❤❡ ❈◆❚ ❝✉r✈❛t✉r❡ ✐♥ t❤❡ ✇❡❛❦ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥t
r❡❣✐♠❡✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✸✳ ❚②♣✐❝❛❧❧② ✐t ✐s ♦♥ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ✶✵✵ ❢s✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱
❝✉r✈❛t✉r❡ ❤❛s ❛ str♦♥❣ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ st❛t✐❝ r♠s ❢♦r❝❡✳ ❚❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥
❝♦❡✣❝✐❡♥t λ ♦♥ ❈◆❚ ❝✉r✈❛t✉r❡ ✐s ❢♦✉♥❞ t♦ ❞✐r❡❝t❧② ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ t❤❡ st❛t✐❝ r♠s
❢♦r❝❡ 〈F 2〉✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✹✱ ❜♦t❤ ❢♦r ✇❛t❡r ✐♥s✐❞❡ ✭✬♣♦s✐t✐✈❡✬ ❝✉r✈❛t✉r❡✮ ❛♥❞
♦✉ts✐❞❡ ✭✬♥❡❣❛t✐✈❡✬ ❝✉r✈❛t✉r❡✮✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ✇❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡
♠❡❛♥ sq✉❛r❡❞ ❢♦r❝❡ 〈F 2〉 t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❡✛❡❝ts ❛t t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ♦❢ t❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡
❞❡♣❡♥❞❡♥t ❢r✐❝t✐♦♥✳

✼✳✷ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ♠❡❛♥ sq✉❛r❡❞ ❢♦r❝❡

❚❤❡ ✇❛t❡r✲❝❛r❜♦♥ ❢♦r❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❢♦r♠

F =

∫

❞3r ρ(r)f(r) ✇✐t❤ f(r) = −∇V (r) ✭✷✾✮

✇❤❡r❡ V (r) ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② ♦❢ ♦♥❡ ♦①②❣❡♥ ❛t♦♠ ❛t ♣♦s✐t✐♦♥ r ❞✉❡ t♦
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ❛❧❧ ✇❛❧❧ ❛t♦♠s✳ ❙t❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ❊q✳ ✭✷✾✮ ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥
❢♦r t❤❡ r♠s ❢♦r❝❡ ✐s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ s✐♠♣❧✐❢② ❊q✳ ✭✷✾✮ ❢♦r t❤❡ ❢♦r❝❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞✐❢✲
❢❡r❡♥t t♦♣♦❧♦❣✐❡s ✐♥ ❧♦✇ ❛♥❞ ❤✐❣❤ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥t ✲ ❜✉❧❦ ✇❛t❡r ❛♥❞ ❧❛②❡r✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠❡r✱
s✐♥❣❧❡ ✜❧❡ str✉❝t✉r❡ ✐♥ t❤❡ ❧❛tt❡r ❝❛s❡✳ ❲❡ ✜rst ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡ ♦♥ t❤❡ ❧♦✇ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥t
❝❛s❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝❧♦s❡r t♦ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ❣❡♦♠❡tr② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❬✷❪✳

✻✺



P❛rt ■■■

❙t❛t✐❝ r♠s ❢♦r❝❡ ❛♥❞ ❞❡❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ t✐♠❡

❋✐❣✉r❡ ✷✸✿ ❙t❛t✐❝ r♠s ❢♦r❝❡ 〈F 2〉 ❛♥❞
❞❡❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ t✐♠❡ τF ❢♦r ✇❛t❡r ✐♥s✐❞❡
❛♥❞ ♦✉ts✐❞❡ ❈◆❚ ♦❢ r❛❞✐✉s R ✭♥♦r♠❛❧✲
✐③❡❞ ♦♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ❢♦r ❣r❛♣❤❡♥❡✮✳

❋r✐❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✈s✳ st❛t✐❝ r♠s ❢♦r❝❡

0 2 4 6 8

<F
 2

> / A (10
-4

 N
2
/m

2
)

0

0,5

1

1,5

2

2,5

λ 
 (

10
4   N

s 
/ m

3 )

inside (equilibrium)
outside (equilibrium)
graphene (equilibrium)

❋✐❣✉r❡ ✷✹✿ ❋✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢
t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t λ ✈❡rs✉s t❤❡
st❛t✐❝ r♠s ❢♦r❝❡ 〈F 2〉✳ ❚❤✐s ♣❧♦t ❣❛t❤✲
❡rs r❡s✉❧ts ❢♦r ❛❧❧ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥ts ❛♥❞ ❣❡✲
♦♠❡tr✐❡s✿ # ✇❛t❡r ✐♥s✐❞❡ ❈◆❚❀ • ✇❛✲
t❡r ♦✉ts✐❞❡ ❈◆❚❀ � s❧❛❜ ❣❡♦♠❡tr②✳ ❚❤❡
❢r✐❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✐s ❞✐r❡❝t❧② ❝♦rr❡❧❛t❡❞
✇✐t❤ t❤❡ r♠s ❢♦r❝❡✳ ❚❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ ❞❡✲
♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ✐s ♠❛✐♥❧② ❛
st❛t✐❝ ❡✛❡❝t✳ ❉❡✈✐❛t✐♦♥s ❢r♦♠ ❛ ❧✐♥❡❛r
r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ λ ∝ 〈F 2〉 ❞✉❡ t♦ ❝❤❛♥❣✐♥❣
❞❡❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ t✐♠❡s ❛r❡ s♠❛❧❧✳

✻✻



✼ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t

✼✳✷✳✶ ▲♦✇ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥t ✭❈◆❚ ❞✐❛♠❡t❡r > 1.5 ♥♠✮

❑❡❡♣✐♥❣ ✐♥ ♠✐♥❞ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✽✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❛t t❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦
t❤❡ ❢♦r❝❡ st❡♠s ❢r♦♠ t❤❡ ✇❛t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✐♥ t❤❡ ✜rst ❧❛②❡r t♦ ✇r✐t❡

F ≈
∫

❞z
∫

❞s ∂zV (r♦, s, z) ✭✸✵✮

✇❤❡r❡ r♦ = R ± σ♦❝ ✐s t❤❡ ♠❡❛♥ r❛❞✐❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❛t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✐♥ t❤❡ ✜rst
❧❛②❡r ✭✐♥s✐❞❡ ♦r ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ ❈◆❚✮ ❛♥❞ s = r♦θ✳ ❲❡ ❢✉rt❤❡r ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝✐t②
♦❢ t❤❡ ♦①②❣❡♥✲✇❛❧❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ V (s, z) ❛t t❤❡ r❛❞✐❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜rst ❧❛②❡r ✐s ❣✐✈❡♥
❜② t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❛r❜♦♥ str✉❝t✉r❡ ♦♥ t❤❡ ❝②❧✐♥❞❡r ✇✐t❤ r❛❞✐✉s r♦✳ ❚❤❡ ❧❛tt✐❝❡
✈❡❝t♦rs ❢♦r t❤❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞ str✉❝t✉r❡ ❛r❡

a+ =
l0
2

(√
3 r♦
R

1

)

a− =
l0
2

(√
3 r♦
R

−1

)

✭✸✶✮

✇❤❡r❡ l0 =
√
3d ✭❝❛r❜♦♥✲❝❛r❜♦♥ ❞✐st❛♥❝❡ d = 0.142 ♥♠✮ ✐s t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡

✈❡❝t♦rs ❢♦r t❤❡ ❣r❛♣❤❡♥❡ str✉❝t✉r❡ ✇❤✐❝❤ ✐s r❡❝♦✈❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t r♦
R

→ 1✳ ❚❤❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ r❡❝✐♣r♦❝❛❧ ❧❛tt✐❝❡ ✈❡❝t♦rs ❛r❡

q+ = q0

(

R√
3r♦

1

)

q− = q0

(

R√
3r♦

−1

)

✭✸✷✮

✇❤❡r❡ q0 = 2π/l0 ≈ 25.55 ♥♠−1✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❢♦r❝❡ ✜❡❧❞ f(s, z) = −∂zV ❢♦r ❛♥
♦①②❣❡♥ ❛t♦♠ ✐♥ t❤❡ ✜rst ❧❛②❡r ❤❛s t❤❡ s❛♠❡ ♣❡r✐♦❞✐❝✐t②✳ ❚❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ V (s, z) ❛♥❞
t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ∂zV (s, z) ❢♦r ❛ ♣❧❛♥❡ ❣r❛♣❤❡♥❡ s❤❡❡t ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✺✳ ❊①♣r❡ss✐♥❣
t❤❡ ❢♦r❝❡ ❛s ❛ ❋♦✉r✐❡r s❡r✐❡s ❛♥❞ ♦♠✐tt✐♥❣ ❤✐❣❤❡r ♦r❞❡rs ✭s❡❡ ❋✐❣✳✸✼✮

f (x = (s, z)) ≈ fq‖ (sin(q+ · x)− sin(q− · x)) ✭✸✸✮

t❤❡ ♠❡❛♥ ❢♦r❝❡ ❝❛♥ ✐♥ ✜rst ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s

〈

F 2
〉

=

∫

❞2x
∫

❞2x′ f(x)f(x′)
〈

ρ(x)ρ(x′)
〉

≈ f2
q‖

∫

❞2x
∫

❞2x′ (sin(q+ · x)− sin(q− · x))×
(

sin(q+ · x′)− sin(q− · x′)
) 〈

ρ(x)ρ(x′)
〉

=
1

2
N1 (S(q+) + S(q−)) . ✭✸✹✮

❚❤❡ ❧❛st ❡q✉❛❧✐t② ❤♦❧❞s ❞✉❡ t♦ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ 〈ρ̃ (q) ρ̃ (−q)〉 = N1S(q) ✇❤❡r❡ N1 ✐s t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✐♥ t❤❡ ✜rst ✇❛t❡r ❧❛②❡r✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✐s♦tr♦♣② ♦❢ t❤❡ ✇❛t❡r

✻✼
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P♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② ❧❛♥❞s❝❛♣❡ ❢♦r ✇❛t❡r ♥❡①t t♦ ❣r❛♣❤❡♥❡ ❛♥❞ ❈◆❚

 0  1  2  3  4  5

s/d

 0

 1

 2

 3

 4

 5

z/
d

-1

 0

 0  1  2  3  4  5

s/d

 0

 1

 2

 3

 4

 5

z/
d

-1

 1

❋✐❣✉r❡ ✷✺✿ P♦t❡♥t✐❛❧ ❧❛♥❞s❝❛♣❡ V (s, z) ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ ✐ts ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ∂zV ✭r✐❣❤t✮ ❢♦r ♦♥❡ ♦①②❣❡♥
❛t♦♠ ❛t t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ σ ♦❢ ❛ ❣r❛♣❤❡♥❡ ♣❧❛♥❡ ✭❞✐st❛♥❝❡s ❛r❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❜② t❤❡ ❈✲❈✲❞✐st❛♥❝❡
d = 0.142 ♥♠✮

str✉❝t✉r❡ ❢❛❝t♦r ❛♥❞ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ r❡❝✐♣r♦❝❛❧ ❧❛tt✐❝❡ ✈❡❝t♦rs q+ = q− =: q‖✱ ✇❡
✜♥❞

λ

βτF
=

〈

F 2
〉

A ≈ N1

A f2
q‖
S(q‖). ✭✸✺✮

❚❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❝♦♥st✐t✉t❡s ❛ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❛t❡r ❝❛r❜♦♥ ❢r✐❝t✐♦♥✳ ■t
r❡❧❛t❡s t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✈✐❛ t❤❡ ♠❡❛♥ sq✉❛r❡❞ ❢♦r❝❡ t♦ t❤❡

✶✳ ❛✈❡r❛❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✇❛t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✐♥ t❤❡ ✜rst ❧❛②❡r N1 ♣❡r ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❛r❡❛❀ ✐♥
♦t❤❡r ✇♦r❞s t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❞❡♥s✐t② N1

A

✷✳ ❢♦r❝❡ ✜❡❧❞ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ fq‖ ✭s❡❡ ❊q✳ ✭✸✸✮✮ ✇❤✐❝❤ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡s t❤❡ r♦✉❣❤♥❡ss ♦❢ t❤❡
❧❛t❡r❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧

✸✳ ✷✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ str✉❝t✉r❡ ❢❛❝t♦r S(q) ♦❢ t❤❡ ✜rst ✇❛t❡r ❧❛②❡r✱ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❛t t❤❡
♠❛✐♥ r❡❝✐♣r♦❝❛❧ ❧❛tt✐❝❡ ✈❡❝t♦r q‖ ♦❢ t❤❡ ✇❛t❡r✴✇❛❧❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛t t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ✜rst ❧❛②❡r

❆❧❧ q✉❛♥t✐t✐❡s ✐♥ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❛❜♦✈❡ ❛r❡ ✐✮ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡✱ ❛♥❞ ✐✐✮
❡❛s✐❧② ❛❝❝❡ss✐❜❧❡ ✐♥ ▼❉ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳

✼✳✷✳✷ ❍✐❣❤ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥t ✭s✐♥❣❧❡ ✜❧❡✮

❲✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥t✱ t❤❡ ✇❛t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❣❡t ♠♦r❡ ❛♥❞ ♠♦r❡ ♦r❞❡r❡❞ ❛❧♦♥❣
t❤❡ t✉❜❡ ❛①✐s✱ ✉♣ t♦ t❤❡ ♣♦✐♥t ✇❤❡r❡ t❤❡② ❜✉✐❧❞ ❛ s✐♥❣❧❡ ✜❧❡ ❝❤❛✐♥ ❢♦r t❤❡ t✇♦ s♠❛❧❧❡st
t✉❜❡s ✭R = 0.34 ❛♥❞ 0.41 ♥♠✮✳ ❍❡♥❝❡ ❛♥ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ❢❛❝t♦r ❞❡✜♥❡❞
✐♥ ❊q✳ ✭✷✺✮ ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s = θr♦
❜❡❝♦♠❡s t♦♦ s♠❛❧❧✱ ❢r♦♠ ❛ ❢❡✇ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❞✐❛♠❡t❡rs t♦ s ≈ 0 ❢♦r ✇❛t❡r ❛rr❛♥❣❡❞ ✐♥
s✐♥❣❧❡ ✜❧❡ ✕ t❤❡ t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✇❛t❡r ❧❛②❡r ✐s r❡❞✉❝❡❞ t♦ ❛ ♦♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝❤❛✐♥✳

✻✽



✼ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t

❚♦ q✉❛♥t✐❢② t❤❡ str✉❝t✉r✐♥❣ t❤❛t ♦❝❝✉rs ❤❡r❡❜②✱ ✇❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ❢❛❝t♦r ✐♥
z✲❞✐r❡❝t✐♦♥✿

S(q) =
1

N

〈

N
∑

j=1

N
∑

l=1

exp(✐q(zl − zj))

〉

✭✸✻✮

❙tr✉❝t✉r❡ ❢❛❝t♦rs ❢♦r R = 0.34✱ 0.41 ❛♥❞ 0.47♥♠ ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✐♥ t❤❡ r✐❣❤t ♣❧♦t ♦❢
❋✐❣✳ ✷✷✳ ❚❤❡ ✐♥s❡t s❤♦✇s t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ✜rst ♣❡❛❦ ❢♦r str♦♥❣ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥ts✳ ❋♦r
t❤❡ s✐♥❣❧❡ ✜❧❡ ❝❛s❡s✱ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❡①❝❡❡❞s t❤❡ ❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥ S = 2.85 ♦❢
❍❛♥s❡♥ ❛♥❞ ❱❡r❧❡t ❬✸✻❪✳

◆♦✇ ❝♦♠✐♥❣ ❜❛❝❦ t♦ t❤❡ r♠s ❢♦r❝❡✱ ✐t t✉r♥s ♦✉t t❤❛t ❢♦r t❤❡ ♦♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝❛s❡ ♦❢
❛ ✇❛t❡r ❝❤❛✐♥ ✐♥ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ♦❢ t❤❡ ❈◆❚✱

〈

F 2
〉

t❛❦❡s t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r♠ ❛s ✐♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥
✭✸✺✮✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ ✐♥ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❛♥❛❧♦❣② t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
✇❛t❡r ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❧❛②❡r✿ ❲❛t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s s✐t✉❛t❡❞ ♦♥ t❤❡ t✉❜❡ ❛①✐s ❛r❡ s✉❜❥❡❝t t♦ ❛ ♦♥❡
❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❢♦r❝❡ ✜❡❧❞

f(z) = fq0 sin(q0z) ✭✸✼✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝✐t② ✐s q0 = 2π/
√
3d = 25.5 ♥♠−1✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t ❢♦r t❤❡ r♠s ❢♦r❝❡ ✐s

t❤❡♥
〈

F 2
〉

=
1

2

N

A f2
q0
S(q0). ✭✸✽✮

✻✾
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✽ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡♦r② ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡
❢r✐❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t

■♥ t❤❡ ❧❛st s❡❝t✐♦♥✱ ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✇❛s ❞❡❞✉❝❡❞✱
t❤❛t ❝♦♥♥❡❝ts ✇❛t❡r✴❣r❛♣❤✐t❡ ❢r✐❝t✐♦♥ t♦ st❛t✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ✇❛t❡r ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❧❛②❡r✳
❚❤❡ ♥❡①t st❡♣✱ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ t❛❦❡♥ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ✈❡r✐❢②✐♥❣ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥❝❡
♦❢ t❤✐s ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ s❡❝t✐♦♥ ✹✳ ❊✈❛❧✉❛t✐♥❣
t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❊q✳ ✭✸✺✮ s❤♦✇s t❤❛t t❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❝❛♣t✉r❡s ✐♥ ❢❛❝t
t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❝✉r✈❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✳ ❆❢t❡r ❡st❛❜❧✐s❤✐♥❣ t❤❡
♣❡rt✐♥❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ t❤r❡❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s t♦ t❤❡ ♠❡❛♥ sq✉❛r❡❞ ❢♦r❝❡
✇✐❧❧ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧❧②✳ ❚❤✐s ✇✐❧❧ ❧❡❛❞ t♦ ❛ ❝♦♥❝r❡t❡ ♣✐❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧
♣r♦❝❡ss❡s ❛t t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦✇ ❢r✐❝t✐♦♥✳

✽✳✶ ❙t❛t✐❝ ♦r✐❣✐♥ ♦❢ t❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ❢r✐❝t✐♦♥ ✭✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ t❤❡♦r②✮

■♥ ♦r❞❡r t♦ t❡st t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ ❊q✳ ✭✸✺✮ ❢♦r t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✱ ✇❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡
t❤r❡❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s t♦ t❤❡ r♠s ❢♦r❝❡ ✕ ❝♦♥t❛❝t ❞❡♥s✐t② N1

A ✱ str✉❝t✉r❡ ❢❛❝t♦r S(q‖) ❛♥❞
♣♦t❡♥t✐❛❧ r♦✉❣❤♥❡ss fq‖ ✳

❚❤❡ ❝♦♥t❛❝t ❞❡♥s✐t② ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ ♠❡❛♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✐♥ t❤❡
✜rst ❧❛②❡r N1 ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥t❛❝t ❛r❡❛ A✳ ❲❡ ❣❡t N1 ❢r♦♠ ❛ t✐♠❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ♦①②❣❡♥ ❛t♦♠s ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❛r❡❛ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✽✳ ❚❤❡ ❝♦♥t❛❝t ❛r❡❛ ✐s ❝❛❧❝✉✲
❧❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ t✉❜❡ r❛❞✐✉s ✭❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❊q✳ ✭✶✽✮✮✳ ❚❤❡ ✇❛t❡r str✉❝t✉r❡ ❢❛❝t♦r
✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❊q✳ ✭✷✺✮ ❛♥❞ ❛✈❡r❛❣❡❞ ♦✈❡r ❛ ❢❡✇ ❤✉♥❞r❡❞ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✳
❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❢♦r❝❡ ✜❡❧❞ ❛t t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜rst ❧❛②❡r ✐s t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ♣❛✐r ✐♥t❡r✲
❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ♦♥❡ ♦①②❣❡♥ ❛t♦♠ ❛t ♣♦s✐t✐♦♥ r = (r♦ cos θ; r♦ sin θ; z) ❛♥❞ ❛❧❧ ❝❛r❜♦♥
❛t♦♠s Ri = (R cos θi;R sin θi; zi)

f(θ, z) = −
∑

i

∂zU▲❏ (Ri − r) ✭✸✾✮

✇❤❡r❡ U▲❏ ✐s t❤❡ ▲❡♥♥❛r❞✲❏♦♥❡s ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✭❣✐✈❡♥ ✐♥ ❊q✳ ✭✶✵✮✮✳
❚❤✐s ❢♦r❝❡ ✜❡❧❞ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢♦r ❛ ❞✐s❝r❡t❡ s❛♠♣❧❡ ♦❢ ♦①②❣❡♥ ♣♦s✐t✐♦♥s rn ✇❤✐❝❤

✐s t❤❡♥ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t st❡♣ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡ ✈❡❝t♦r
q± ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦

fq‖ =
∑

n

f (θn, zn) exp (✐q± · {r♦θn; zn}) ✭✹✵✮

❲❡ ❝❛♥ ♥♦✇ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ r♠s ❢♦r❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
N
Af2

q‖
S(q‖)✳ ❚❤✐s ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✱ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✻✱ r❡✈❡❛❧s ❛ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣✳

❊q✳ ✭✸✺✮ ❝❛t❝❤❡s ❛❧❧ ❡✛❡❝ts t❤❛t ❧❡❛❞ t♦ t❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ r♠s ❢♦r❝❡
❛♥❞ t❤✉s ♦❢ t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✳

❚❤❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❛❧❧♦✇s t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ♦r✐❣✐♥
♦❢ t❤✐s ❝✉r✈❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦♥ ❛ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❧❡✈❡❧✳
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✽ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡♦r② ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s

❚❤❡♦r② st❛t✐❝ r♠s ❢♦r❝❡
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❋✐❣✉r❡ ✷✻✿ ❈♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r♠s
❢♦r❝❡ ❛♥❞ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡✲
r✐✈❡❞ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ r✐❣❤t ❤❛♥❞ s✐❞❡
♦❢ ❊q✳ ✭✸✺✮✳ ❆s t❤❡ ❧✐♥❡❛r r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣
♣r♦✈❡s✱ t❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❝❛t❝❤❡s ❛❧❧ ❡❢✲
❢❡❝ts t❤❛t ❧❡❛❞ t♦ t❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥✲
❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ r♠s ❢♦r❝❡✳

✽✳✷ ▼✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ♦r✐❣✐♥ ♦❢ t❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡✿ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣
❢r✐❝t✐♦♥ ♦♥ ❛ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❧❡✈❡❧

❆❢t❡r ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ♣❤②s✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✐♥✢✉❡♥❝✐♥❣ t❤❡ ✇❛t❡r✲❝❛r❜♦♥ ❢r✐❝✲
t✐♦♥✱ ✇❡ ♥♦✇ ✇❛♥t t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ✐♥ ❞❡t❛✐❧ ✇❤❛t ❡✛❡❝ts ❝❛✉s❡ t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥ t♦ ❞✐♠✐♥✐s❤
✇✐t❤ t❤❡ ❈◆❚ r❛❞✐✉s✳ ❲❡ ✜♥❞ t❤❛t ❛❧❧ t❤r❡❡ ❢❛❝t♦rs ✕ ❝♦♥t❛❝t ❞❡♥s✐t② N1

A ✱ r♦✉❣❤♥❡ss
fq‖ ❛♥❞ ❝♦♠♠❡♥s✉r❛❜✐❧✐t② ❢❛❝t♦r S(q‖) ✕ ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ t❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ❜❡✲
❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ r♠s ❢♦r❝❡✱ ❛s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✵✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡r❡ ❝❧❡❛r❧② ❡①✐sts
❛♥ ✐♥✈❡rs❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢♦r ❧♦✇ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥t ✭❤✐❣❤❡r N

A
✱ fq‖ ✱ S(q‖) ❢♦r ❧♦✇❡r ❝✉r✈❛t✉r❡

❛♥❞ ✈✐❝❡ ✈❡rs❛✮✱ t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ s❡❡♠s ❧❡ss ❝♦❤❡r❡♥t ❢♦r ❤✐❣❤❡r ❝♦♥✜♥❡♠❡♥t ✭s♠❛❧❧ R✮✳
■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ❜♦t❤ r❡❣✐♠❡s ❛r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ s❡♣❛r❛t❡❧②✳

✽✳✷✳✶ ▲♦✇ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥t

■♥ ❧♦✇ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥t✱ ❛❧❧ t❤r❡❡ r❡❧❡✈❛♥t ❢❛❝t♦rs ❝❤❛♥❣❡ ♠♦♥♦t♦♥♦✉s❧② ✇✐t❤ ❝✉r✈❛t✉r❡✳
❚❤✐s ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✼✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ♦❢ t❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ❝❤❛♥❣❡s
♦❢ ❝♦♥t❛❝t ❞❡♥s✐t②✱ ✇❛❧❧ r♦✉❣❤♥❡ss ❛♥❞ str✉❝t✉r❡ ❝♦♠♠❡♥s✉r❛❜✐❧✐t② ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞
♦♥❡ ❜② ♦♥❡✳

❈♦♥t❛❝t ❞❡♥s✐t② ■♥ s❡❝t✐♦♥ ✻✱ ✇❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ t❤❛t ❤✐❣❤❡r ❝✉r✈❛t✉r❡ ❧❡❛❞s t♦ ❛
s♦♠❡✇❤❛t ❞❡❡♣❡r ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✇❡❧❧ ❛t t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜rst ✇❛t❡r ❧❛②❡r ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡
t♦ ❛ s❧✐❣❤t❧② ❤✐❣❤❡r ❞❡♥s✐t② ✐♥ t❤❡ ✜rst ✇❛t❡r ❧❛②❡r ✭❋✐❣✳ ✶✽✮✳ ◆♦✇✱ ❋✐❣✳ ✷✼ st❛t❡s
❛ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❝♦♥t❛❝t ❞❡♥s✐t②✳ ❚❤✐s ✐s ♥♦t ❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✱ ❜✉t ❛ s✐♠♣❧❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝
❡✛❡❝t✿ ❚❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ t❤❡ r❛❞✐❛❧ ❞❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡ r❡❛❧❧② ✐♥❝r❡❛s❡s ✭❜✉t ♥♦t ♠✉❝❤✮✳
❇✉t ✇❤❛t ✇❡ ❝❛❧❧ ❝♦♥t❛❝t ❞❡♥s✐t② ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ♣❡r ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❛r❡❛ N1

A
❛♥❞ ✐t ❞❡❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ t❤❡ r❛❞✐✉s✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❛r❡❛ A = 2π (r♦ + σ/2) L③

✐♥❝r❡❛s❡s ✐♥ r❡❧❛t✐♦♥ t♦ 2πr♦✳
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P❛rt ■■■

❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s t♦ r♠s ❢♦r❝❡ ✐♥ ❛r♠❝❤❛✐r ❈◆❚ ✭❧♦✇ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥t✮

❋✐❣✉r❡ ✷✼✿ ❈✉r✈❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡
❝♦♥t❛❝t ❞❡♥s✐t② N1

A ✱ t❤❡ ❢♦r❝❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡
fq‖ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♠❡♥s✉r❛❜✐❧✐t② ❢❛❝t♦r S(q‖)
♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ♦♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ❢♦r ❣r❛♣❤❡♥❡
✭③❡r♦ ❝✉r✈❛t✉r❡✮ ✐♥ t❤❡ ❧♦✇ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥t
r❡❣✐♠❡ R > 1 ♥♠✳
❆❧❧ t❤r❡❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❞❡❝r❡❛s❡ ✇✐t❤ ✐♥✲
❝r❡❛s✐♥❣ ❝✉r✈❛t✉r❡ ❛♥❞ ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦
t❤❡ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❢r✐❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t λ ∝
N1

A f2
q‖
S(q‖)✳ ❚❤❡ ❝♦♠♠❡♥s✉r❛❜✐❧✐t② ♦❢

❈◆❚ ❛♥❞ ✇❛t❡r str✉❝t✉r❡ ✐s t❤❡ ♠♦st ✐♠✲
♣♦rt❛♥t ❢❛❝t♦r ❢♦r t❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥✲
❞❡♥❝❡ ♦❢ λ ✐♥ t❤✐s ❧♦✇ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥t r❡❣✐♠❡✳
❚❤✐s ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ S(q‖) ✐s ♥♦t ❞✉❡ t♦ ❛
❝❤❛♥❣✐♥❣ ✇❛t❡r str✉❝t✉r❡✱ ❜✉t ♦♥❧② t♦ t❤❡
❝✉r✈❛t✉r❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧
❧❛♥❞s❝❛♣❡ ❛t t❤❡ s✐t❡ ♦❢ t❤❡ ✜rst ✇❛t❡r
❧❛②❡r✳

P♦t❡♥t✐❛❧ r♦✉❣❤♥❡ss ❈✉r✈❛t✉r❡ ❝❤❛♥❣❡s t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝✐t② ♦❢ t❤❡ ♦①②❣❡♥✲✇❛❧❧ ♣♦t❡♥✲
t✐❛❧ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✐ts r♦✉❣❤♥❡ss✿ ❋♦r t❤❡ ✜rst ✇❛t❡r ❧❛②❡r ✐♥s✐❞❡ ❛ ❈◆❚✱ ❤✐❣❤❡r ❝✉r✈❛t✉r❡
s♠♦♦t❤❡♥s t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐♥ ❧❛t❡r❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ ✇❛❧❧✱ s♦ t❤❛t t❤❡ ❢♦r❝❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡
fq‖ ❞❡❝r❡❛s❡s✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r s✐❞❡✱ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ ❈◆❚ ❣❡ts r♦✉❣❤❡r✳ ❆♥
❡①❛♠♣❧❡ ❢♦r t❤✐s s♠♦♦t❤✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♦①②❣❡♥✲✇❛❧❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐s ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✽✳

❙tr✉❝t✉r❡ ✭✐♥✮❝♦♠♠❡♥s✉r❛❜✐❧✐t② ■♥ t❤✐s ❧♦✇ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥t r❡❣✐♠❡✱ t❤❡ ❜✐❣❣❡st
❝❤❛♥❣❡ ✇✐t❤ ❝✉r✈❛t✉r❡ t❛❦❡s ♣❧❛❝❡ ❢♦r t❤❡ str✉❝t✉r❛❧ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ S(q‖)✳ ❚❤❡ ✇❛t❡r
str✉❝t✉r❡ ❢♦r ✇❛t❡r ✐♥ ❈◆❚ ❛♥❞ ❣r❛♣❤❡♥❡ s❧❛❜s ✇❛s ❛❧r❡❛❞② ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ✻✳ ❚❤❡
str✉❝t✉r❡ ❢❛❝t♦r ✇❛s ❢♦✉♥❞ t♦ ❜❡ ✐s♦tr♦♣✐❝ ❛♥❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ ❝✉r✈❛t✉r❡ ✐♥ ❧♦✇ ❝♦♥✲
✜♥❡♠❡♥t✳ ❚❤✐s ❤♦❧❞s ❡q✉❛❧❧② tr✉❡ ❢♦r ✇❛t❡r ♦✉ts✐❞❡ ❈◆❚✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❦❡② ♣♦✐♥t ✐s
t❤❛t ♦♥❡ ❡st✐♠❛t❡s S(q) ❛t ❛ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥t ❞❡♣❡♥❞❡♥t ✇❛✈❡ ✈❡❝t♦r q‖(R)✳ ❚❤❡ str✉❝✲
t✉r❛❧ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ S(q||) t♦ t❤❡ r♠s ❢♦r❝❡ ✐s ❝r✉❝✐❛❧✱ ❡✈❡♥ ❢♦r s♠❛❧❧ ✇❛❧❧ ❝✉r✈❛t✉r❡✳
❆❣❛✐♥✱ t❤✐s ✐s ♥♦t ❞✉❡ t♦ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ s♣❛❝✐❛❧ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ✇❛t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s✳
❇✉t✱ t❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ ❝❛✉s❡s ❛ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦①②❣❡♥✲✇❛❧❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❢♦r ❛ ♠♦❧❡❝✉❧❡
✐♥ t❤❡ ✜rst ✇❛t❡r ❧❛②❡r ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♥❡①t t♦ ❛ ♣❧❛♥❡ ❣r❛♣❤❡♥❡ s❤❡❡t✱ ❛s
✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✽✳

❚❤❡ ✉♥✐t ❝❡❧❧ ♦❢ t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ ♣♦t❡♥t✐❛❧✱ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ ✈❡❝t♦rs a± ✭❊q✳ ✭✸✶✮✮✱
✐s ❝♦♠♣r❡ss❡❞ ✭♣♦s✐t✐✈❡ ❝✉r✈❛t✉r❡✮ ♦r ❡①♣❛♥❞❡❞ ✭♥❡❣❛t✐✈❡ ❝✉r✈❛t✉r❡✮ ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥
♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r t♦ t❤❡ t✉❜❡ ❛①✐s✳ ■♥ ❋♦✉r✐❡r s♣❛❝❡✱ t❤✐s ❧❡❛❞s t♦ ❛♥ ❡❧♦♥❣❛t✐♦♥ ❛♥❞
s❤♦rt❡♥✐♥❣✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡ ✈❡❝t♦r q||✳ ❙♦ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ❢❛❝t♦r ♦❢ t❤❡ ✜rst
✇❛t❡r ❧❛②❡r ✇❤✐❝❤ ✜❣✉r❡s ✐♥ ❊q✳ ✭✸✺✮ ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐ts❡❧❢ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ❈◆❚
r❛❞✐✉s✱ ❤❛s t♦ ❜❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❛t ❛♥♦t❤❡r ✇❛✈❡ ✈❡❝t♦r ❢♦r ❡❛❝❤ r❛❞✐✉s✳ ❈♦♥❝r❡t❡❧②✱ t❤❡
r❛❞✐✉s ❞❡♣❡♥❞❡♥t ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ r❡❝✐♣r♦❝❛❧ ❧❛tt✐❝❡ ✈❡❝t♦r q|| ✭s❡❡ ❊q✳ ✭✸✷✮✮ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

✼✷



✽ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡♦r② ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s

❖①②❣❡♥✲✇❛❧❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦❢ t❤❡ ✜rst ✇❛t❡r ❧❛②❡r ❢♦r ❣r❛♣❤❡♥❡ ❛♥❞ ❈◆❚
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a) graphene b) (10,10) CNT
❋✐❣✉r❡ ✷✽✿ ■♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ❧❛♥❞s❝❛♣❡ ✭s❤✐❢t❡❞ ❛♥❞ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞✮ ❢❡❧t ❜② ❛ s✐♥❣❧❡ ✇❛t❡r
♠♦❧❡❝✉❧❡ ✐♥ t❤❡ ✜rst ❧❛②❡r ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❝❛r❜♦♥ ✇❛❧❧✱ ❢♦r ✇❛t❡r ✐♥ ❛ ❣r❛♣❤❡♥❡ s❧❛❜ ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞
✐♥s✐❞❡ ❛ ❈◆❚ ✇✐t❤ r❛❞✐✉s R = 0.68 ♥♠ ✭r✐❣❤t✮✳ ❚❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ ❛ ❞✐r❡❝t
s✉♠♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❛t❡r✲❝❛r❜♦♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛t ❛ ❞✐st❛♥❝❡ σ ❢r♦♠ t❤❡ ✇❛❧❧❀ ■♥ ❝❛s❡ ♦❢ ③❡r♦
❝✉r✈❛t✉r❡✱ t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝✐t② ♦❢ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐s ✐❞❡♥t✐❝❛❧ t♦ t❤❡ ❣r❛♣❤❡♥❡ str✉❝t✉r❡❀ ❢♦r t❤❡
❈◆❚✱ t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝✐t② ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❛❧❧ str✉❝t✉r❡ ♦♥ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
✜rst ✇❛t❡r ❧❛②❡r✳ ❈✉r✈❛t✉r❡ ❛❧s♦ ✐♥❞✉❝❡s ❛ s♠♦♦t❤❡r ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❈◆❚✳

❘❛❞✐✉s ❞❡♣❡♥❞❡♥t q✲✈❡❝t♦r

1 10
R (nm)

28

29

30

31

32

33

34

q ||(R
) 

(1
/n

m
)

inside CNT
outside CNT
graphene

❋✐❣✉r❡ ✷✾✿ ❘❛❞✐✉s ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛❜✲
s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡ ✈❡❝t♦rs |q+| =
|q−| = q‖✳ q± ❛r❡ t❤❡ r❡❝✐♣r♦❝❛❧ ❧❛t✲
t✐❝❡ ✈❡❝t♦rs ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝✐t② ♦❢
t❤❡ ✇❛t❡r✲❝❛r❜♦♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❢♦r ❛ ✇❛t❡r
♠♦❧❡❝✉❧❡ ✐♥ t❤❡ ✜rst ❧❛②❡r ♥❡❛r ❛ ❣r❛♣❤✐t✐❝
✇❛❧❧✳ ❚❤❡② ❝❤❛♥❣❡ ✇✐t❤ ❝✉r✈❛t✉r❡ s✐♥❝❡
❜❡♥❞✐♥❣ t❤❡ ✇❛❧❧ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❧❛♥❞s❝❛♣❡ ❢♦r ✇❛t❡r ✐♥ ✐ts
♣r♦①✐♠✐t②✳ ■♥s✐❞❡ ♦r ♦✉ts✐❞❡ ❈◆❚✱ t❤❡ ♣❡✲
r✐♦❞✐❝✐t② ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❧❛♥❞s❝❛♣❡ ❢♦r ✇❛t❡r
✐♥ t❤❡ ✜rst ❧❛②❡r ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❝❛r❜♦♥ str✉❝t✉r❡ ♦♥ t❤❡ ✜rst ❧❛②❡rs
♣♦s✐t✐♦♥✳ q‖ ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ ❝✉r✈❛t✉r❡ ❢♦r
✇❛t❡r ✐♥s✐❞❡ ❛♥❞ ❞❡❝r❡❛s❡s ❢♦r ✇❛t❡r ♦✉t✲
s✐❞❡ ❛♥ ❛r♠❝❤❛✐r ❈◆❚✳
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P❛rt ■■■

q‖(R) =
2π

l0

√

R2

3r2♦
+ 1 ✭✹✶✮

❋♦r ✇❛t❡r ✐♥s✐❞❡ ❛♥❞ ♦✉ts✐❞❡ ❈◆❚ ✇✐t❤ r❛❞✐✉s R > 1♥♠✱ q‖(R) ❝♦✈❡rs ❛♥ ✐♥t❡r✈❛❧
[27.8; 33.5 ♥♠−1] ✭❋✐❣✳ ✷✾✮✳ ❚❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ r❛♥❣❡ ♦❢ ❧❛r❣❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡
✇❛t❡r str✉❝t✉r❡ ❢❛❝t♦r ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✜rst ♠❛①✐♠✉♠ ❛♥❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠✐♥✐♠✉♠✳

✽✳✷✳✷ ❍✐❣❤ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥t

■♥ t❤❡ ❤✐❣❤ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥t r❡❣✐♠❡ t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ ❝♦♥t❛❝t ❞❡♥s✐t②✱ r♦✉❣❤♥❡ss ❛♥❞ str✉❝t✉r❡
❢♦r t❤❡ r♠s ❢♦r❝❡ ❛r❡ s♦♠❡✇❤❛t ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ ✇❤❛t ✇❛s ❥✉st ❞✐s❝✉ss❡❞ ❢♦r ❧♦✇ ❝♦♥✜♥❡✲
♠❡♥t✳ ❖♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ t❤❡ ✈❡❝t♦r q0 ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ♦①②❣❡♥✲✇❛❧❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧✬s ♣❡r✐♦❞✐❝✐t②
✐s r❛❞✐✉s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✐s ♦r✐❡♥t❡❞ ✐♥ ❛①✐❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱
t❤❡ str✉❝t✉r❡ ❢❛❝t♦r ✐♥ z✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ❝❤❛♥❣❡s ❞r❛st✐❝❛❧❧② ✇✐t❤ t❤❡ t✉❜❡ r❛❞✐✉s ❞✉❡ t♦ t❤❡
r❡❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦❢ ✇❛t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✐♥ ❤✐❣❤ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥t✳ ❇♦t❤ ❢❛❝ts ❝♦♠❜✐♥❡❞ ❧❡❛❞ t♦
❛ r❛t❤❡r ✉♥s②st❡♠❛t✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❛❧ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ S(q0)✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱
✇❡ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ str♦♥❣ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥t ❛❧s♦ ❤❛s ❛♥ ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ✇❛t❡r ❞②♥❛♠✐❝s✿ ■t
✐♥✢✉❡♥❝❡s t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ t✐♠❡ τ t❤❛t✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❊q✳ ✭✸✺✮✱ ❛❧s♦ ❞✐r❡❝t❧② ❛✛❡❝ts t❤❡
❢r✐❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✳ ❇✉t t❤❡ ❞♦♠✐♥❛t✐♥❣ ❢❛❝t♦r ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ ❢r✐❝t✐♦♥❧❡ss ♠♦t✐♦♥ ❢♦r
s✐♥❣❧❡ ✜❧❡ ✇❛t❡r ✐s t❤❡ ❞✐s❛♣♣❡❛r✐♥❣ r♦✉❣❤♥❡ss ♦❢ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧✱ ❛s ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥
t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡s❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✵✳

❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s t♦ r♠s ❢♦r❝❡ ✐♥ ❛r♠❝❤❛✐r ❈◆❚ ✭❛❧❧ r❛❞✐✐✮

❋✐❣✉r❡ ✸✵✿ ❈♦♥t❛❝t ❞❡♥s✐t② N1

A ✱ ❢♦r❝❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ fq‖ ❛♥❞ ❝♦♠♠❡♥s✉r❛❜✐❧✐t② ❢❛❝t♦r S(q‖) ❛s ✐♥
❋✐❣✳ ✷✼✱ ❜✉t ♥♦✇ ❢♦r ❛❧❧ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ r❛❞✐✐✳ ❋♦r ❈◆❚ r❛❞✐✐ R > 1 ♥♠ t❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡
♦❢ ❛❧❧ t❤r❡❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ✐s ♠♦♥♦t♦♥♦✉s✳ ❇✉t ✐♥ ❤✐❣❤ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥t ✭R < 1 ♥♠✮ t❤❡ str✉❝t✉r❡
❢❛❝t♦r ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ ❛♥ ✉♥s②st❡♠❛t✐❝ ✇❛② ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥t ✐♥❞✉❝❡❞ ♦r❞❡r✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✇❛t❡r
♠♦❧❡❝✉❧❡s ❛❧♦♥❣ t❤❡ t✉❜❡ ❛①✐s✳ ❚❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥❧❡ss ✢♦✇ ♦❜s❡r✈❡❞ ❢♦r s✐♥❣❧❡ ✜❧❡ ✇❛t❡r ✐s ❝❛✉s❡❞
❜② t❤❡ ✈❛♥✐s❤✐♥❣ r♦✉❣❤♥❡ss fq‖ ♦❢ t❤❡ ♦①②❣❡♥✲✇❛❧❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧✳

✼✹



✾ ❚❡st✐♥❣ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s

✾ ❚❡st✐♥❣ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s

■♥ ♦r❞❡r t♦ t❡st ♦✉r t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❛t ♣❧❛②✱
✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ s♦♠❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✇❛t❡r✴❝❛r❜♦♥ s②st❡♠s ✇✐t❤ ♦t❤❡r ❣❡♦♠❡tr✐❡s t❤❛♥ ✐♥
s❡❝t✐♦♥ ✹✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ✇❡ t❡st❡❞ ♦✉r ♠❛✐♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ❝r✉❝✐❛❧ ♣♦✐♥t t♦
❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✭✐♥ ❧♦✇ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥t✮ ✐s
t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❝♦♠♠❡♥s✉r❛❜✐❧✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✇❛t❡r ❛♥❞ t❤❡ ❝❛r❜♦♥ str✉❝t✉r❡✳ ❚♦
t❤✐s ❛✐♠✱ ✇❡ ♣❡r❢♦r♠ ❛❣❛✐♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ s❧❛❜ ❣❡♦♠❡tr② ✭❋✐❣✳ ✼✮ ❜✉t ❝❤❛♥❣❡ t❤❡
❝❛r❜♦♥✲❝❛r❜♦♥ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❤❡①❛❣♦♥❛❧ ❣r❛♣❤❡♥❡ str✉❝t✉r❡✳

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ✇❛t❡r ✐♥ ③✐❣③❛❣ ❈◆❚ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡
❢r✐❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❈◆❚ ❝❤✐r❛❧✐t② ✐♥ ❛❝❝♦r❞❛♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞
❛❧❧♦✇ t♦ ❣❛✐♥ ❢✉rt❤❡r ✲ ❛♥❞ s♦♠❡✇❤❛t s✉r♣r✐s✐♥❣ ✲ ✐♥s✐❣❤t ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s
❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣ t❤❡ ✇❛t❡r✲❣r❛♣❤✐t❡ ❢r✐❝t✐♦♥✳

✾✳✶ ❈❤❛♥❣✐♥❣ ✇❛❧❧ str✉❝t✉r❡ ✇✐t❤♦✉t ❝✉r✈❛t✉r❡ ✲ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡
❣r❛♣❤❡♥❡ ❧❛tt✐❝❡ ♣❛r❛♠❡t❡r

❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦✛❡r ❛♥ ❡❛s② ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ ✈❡r✐❢② t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s♦❧✐❞ str✉❝t✉r❡ ❢♦r
t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝✐❛❧ ❢r✐❝t✐♦♥✿ ❲❡ ❝❛♥ t✉♥❡ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ s♣❛❝✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s♦❧✐❞ ✇❛❧❧✱ ❛♥❞ t❤❡r❡✲
❢♦r❡ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ r❡❝✐♣r♦❝❛❧ ❧❛tt✐❝❡ ✈❡❝t♦r q‖✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ str✉❝t✉r❛❧
❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ S(q‖) t♦ t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✳ ❲❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s
♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤❡♥❡ s❧❛❜ s②st❡♠ ❡①❛❝t❧② ❛s ❜❡❢♦r❡✱ ❜✉t ✇✐t❤ ❛ ✜①❡❞ ❝❛r❜♦♥✲❝❛r❜♦♥ ❞✐s✲
t❛♥❝❡ t❤❛t ✇❛s ❡✐t❤❡r ❧❛r❣❡r ✭d = 0.173 ♥♠✮ ♦r s♠❛❧❧❡r ✭d = 0.118 ♥♠✮ t❤❛♥ t❤❡ r❡❛❧
✈❛❧✉❡ ✭d = 0.142 ♥♠✮✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡s ❢♦r t❤❡ ❝❛r❜♦♥✲❝❛r❜♦♥ ❞✐st❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ✬❛rt✐✜❝✐❛❧✬
❣r❛♣❤❡♥❡ ✇❡r❡ ❝❤♦s❡♥ t♦ r❡s✉❧t ✐♥ q||✲✈❛❧✉❡s t❤❛t ♠❛r❦ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜rst ♠❛①✲
✐♠✉♠ ✭q♠❛①

|| = 24.2 ♥♠−1✮ ❛♥❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠✐♥✐♠✉♠ ✭q♠✐♥
|| = 35.5 ♥♠−1✮ ♦❢ t❤❡

✐♥t❡r❢❛❝❡ ✇❛t❡r str✉❝t✉r❡ ❢❛❝t♦r ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✷✷✮ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❣❡t t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ♣♦ss✐❜❧❡
❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✳

❆s ❡①♣❡❝t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❊q✳ ✭✸✺✮✱ t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥❞❡❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡
s♣❛❝✐♥❣✿ ❲❡ ✜♥❞ ❛ s♠❛❧❧❡r ✈❛❧✉❡ ❢♦r t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t λ = 1.8 × 10−5 ◆s

♠3 ❢♦r
t❤❡ s♠❛❧❧❡r ❝❛r❜♦♥✲❝❛r❜♦♥ ❞✐st❛♥❝❡ ✲ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ q♠✐♥

|| ✲ ❛♥❞ ❛ ❧❛r❣❡r ✈❛❧✉❡ λ =

4.9× 10−4 ◆s
♠3 ❢♦r t❤❡ ❧❛r❣❡r d ✭q♠❛①

|| ✮✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❛♥❞ ♠✐♥✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢
t❤❡ str✉❝t✉r❡ ❢❛❝t♦r✱ ✇❡ ♥♦t❡ ❤♦✇❡✈❡r t❤❛t t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s ❡✈❡♥ ♠♦r❡ ❞r❛♠❛t✐❝ t❤❛♥
❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ♦♥❧② ✇✐t❤ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ S(q||)✿ ✇❤✐❧❡ ✇❡ ❡①♣❡❝t S(q||)
t♦ ❞✐✛❡r ❜② ❛ ❢❛❝t♦r ♦❢ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② 2✱ t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✈❛r✐❡s ♠♦r❡ t❤❛♥ ❛
❢❛❝t♦r ♦❢ 20✳

❆ ❝❛r❡❢✉❧ ❧♦♦❦ ❛t ❛❧❧ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s s❤♦✇s t❤❛t t❤✐s ❜✐❣❣❡r ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐s ❛❣❛✐♥ ❝♦✲
❤❡r❡♥t ✇✐t❤ ♦✉r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ r♠s ❢♦r❝❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✐♥ ❚❛❜✳ ✹
s❤♦✇s t❤❛t S(q||) ✐s ♥♦t t❤❡ ♦♥❧② ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✐♥✢✉❡♥❝❡❞ ❜② t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ s♣❛❝✐♥❣ ♦❢
t❤❡ ❣r❛♣❤❡♥❡ str✉❝t✉r❡✱ ❜✉t t❤❡ ❝♦♥t❛❝t ❞❡♥s✐t② N1

A ❛♥❞ r♦✉❣❤♥❡ss fq|| ❛❧s♦ ❝❤❛♥❣❡
❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧②✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ st❛t✐❝ r♠s ❢♦r❝❡ ✇❤✐❝❤ ❡①♣❧❛✐♥ ✐♥ ❧❛r❣❡ ♣❛rts
t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ λ✳ ❲❡ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤✐s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ❙✐♠✐❧❛r t♦ ❜❡♥❞✐♥❣ t❤❡ ✇❛❧❧✱ ❝❤❛♥❣✲
✐♥❣ t❤❡ ❝❛r❜♦♥✲❝❛r❜♦♥ ❞✐st❛♥❝❡ ♠♦❞✉❧❛t❡s t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❧❛♥❞s❝❛♣❡ ❢❡❧t ❜② t❤❡ ♦①②❣❡♥
❛t♦♠s✳ ❋✐rst✱ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✇❡❧❧ ✭✐♥ ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r ❞✐r❡❝t✐♦♥❀ s❡❡ ❛❧s♦ ❋✐❣✳ ✶✽ ❢♦r ❈◆❚✮
♥❡①t t♦ t❤❡ ✇❛❧❧ ❞❡❡♣❡♥s ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❛r❜♦♥ ❛t♦♠s ♣❡r ✉♥✐t ❛r❡❛✳ ❉❡❝r❡❛s✐♥❣

✼✺



P❛rt ■■■

❘❡s✉❧ts ✬❛rt✐✜❝✐❛❧✬ ❣r❛♣❤❡♥❡

d q‖ S(q‖) fq‖ N/A
〈

F 2
〉

t❤❡♦r②
/A

〈

F 2
〉

/A τ❋ λ

✭10−10♠✮ ✭♥♠−1✮ ✭10−12◆✮ ✭♥♠−2✮ ✭10−4 ◆2

♠2 ✮ ✭10−4 ◆2

♠2 ✮ ✭❢s✮ ✭104 ◆s
♠3 ✮

1.18 35.5 0.6 1.6 9.06 0.14 1.01 74 0.18
1.42 29.5 1.0 3.1 8.25 0.79 4.74 109 1.25
1.73 24.2 1.7 4.4 7.17 2.36 14.3 142 4.90

❚❛❜❧❡ ✹✿ ❘❡s✉❧ts ❢♦r ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ✇❛t❡r ✐♥ ✬❛rt✐✜❝✐❛❧✬ ❣r❛♣❤❡♥❡ s❧❛❜s ✭❂❝❛r❜♦♥
❤♦♥❡②❝♦♠❜s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❈✲❈ ❞✐st❛♥❝❡s✮✳ ❚❤❡ r❡❛❧ ❣r❛♣❤❡♥❡ ✈❛❧✉❡ ✐s d = 1.42➴❀ t❤❡
♦t❤❡r ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❝❤♦s❡♥ t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ ✭d = 1.73➴✮ ❛♥❞ ♠✐♥✐♠✐③❡ ✭d = 1.18➴✮ t❤❡ str✉❝t✉r❡
❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ S(q‖)✳ t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t λ ❚❤❡ st❛t✐❝ r♠s ❢♦r❝❡

〈

F 2
〉

/A ❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧②
❛❧s♦ t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✱ ❝❤❛♥❣❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ s♣❛❝✐♥❣✿ ❛s ❡①♣❡❝t❡❞ t❤❡② ❛r❡ ❜✐❣❣❡r ❢♦r
d = 1.73➴❛♥❞ s♠❛❧❧❡r ❢♦r d = 1.18➴✳ ❚❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r♠s ❢♦r❝❡ ❝♦♠♣♦s❡❞
♦❢ t❤❡ ✈❛r✐♦✉s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ✭NA ✱ S(q‖) ❛♥❞ fq‖✮ ❡①♣❧❛✐♥s t❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ❆ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡
❞❡❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ t✐♠❡ τF ❢✉rt❤❡r ❛❞❞s t♦ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦♥ λ✳

❉❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡s ❢♦r ✇❛t❡r ♥❡①t t♦ ✬❛rt✐✜❝✐❛❧✬ ❣r❛♣❤❡♥❡
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) d = 0.118 nm

d = 0.124 nm

d = 0.173 nm

❋✐❣✉r❡ ✸✶✿ ❲❛t❡r ❞❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡ ✐♥ ♣r♦①✲
✐♠✐t② ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ✬❛rt✐✜❝✐❛❧✬ ❣r❛♣❤❡♥❡ ✇❛❧❧s
❢♦r ❝♦♥st❛♥t t❡♠♣❡r❛t✉r❡ T = 300❑ ❛♥❞
♣r❡ss✉r❡ p = 1 ❛t♠✳ ❚❤❡ ❝❛r❜♦♥ ✇❛❧❧
❛t♦♠s ❛r❡ ♦r❣❛♥✐③❡❞ ✐♥ ❛ ❤♦♥❡②❝♦♠❜ ❧❛t✲
t✐❝❡ ✐♥ ❛❧❧ t❤r❡❡ s❡t✉♣s✱ ❜✉t ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t
❈✲❈ ❞✐st❛♥❝❡s d✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ✈❛❧✉❡ ❢♦r r❡❛❧
❣r❛♣❤❡♥❡ ✐s d = 1.42➴✳ ❚❤❡ ❧❛②❡r✐♥❣ ❡✛❡❝t
♦❢ ✇❛t❡r ❛t t❤❡ ❣r❛♣❤❡♥❡ ✇❛❧❧ ✐s str♦♥❣❡r
❢♦r ❤✐❣❤❡r ❝❛r❜♦♥ s✉r❢❛❝❡ ❞❡♥s✐t✐❡s ✭s❤♦rt❡r
❈✲❈ ❞✐st❛♥❝❡✮✳

✼✻



✾ ❚❡st✐♥❣ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s

t❤❡ ❝❛r❜♦♥✲❝❛r❜♦♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❧❡❛❞s t♦ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ s♦❧✐❞ s✉r❢❛❝❡ ❞❡♥s✐t②✱ ❛♥❞ ✐♥
t✉r♥ t♦ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ✇❛t❡r ❝♦♥t❛❝t ❞❡♥s✐t② ❜❡❝❛✉s❡ ❛ttr❛❝t✐♦♥ ✐s ❤✐❣❤❡r ✇✐t❤ ❛
❞❡♥s❡r s✉r❢❛❝❡ ✭s❡❡ ❞❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡s ❋✐❣✳ ✸✶✮✳ ❱✐❝❡ ✈❡rs❛✱ t❤❡ ❝♦♥t❛❝t ❞❡♥s✐t② ❞❡❝r❡❛s❡s
❢♦r ❛ ❧❛r❣❡r ❈✲❈ ❞✐st❛♥❝❡✳ ❙❡❝♦♥❞❧②✱ t❤❡ r♦✉❣❤♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❢♦r❝❡ ✜❡❧❞ fq|| ❛t t❤❡ ❜♦tt♦♠
♦❢ t❤❡ ✇❡❧❧ ❞❡♣❡♥❞s ❛❧s♦ str♦♥❣❧② ♦♥ t❤❡ ❈✲❈ ❞✐st❛♥❝❡✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❛♥❞ r♠s ❢♦r❝❡
❢♦❧❧♦✇s ❧❡ss ❛❝❝✉r❛t❡❧② t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ r❡❧❛t✐♦♥ ❢♦✉♥❞ ❢♦r t❤❡ ✇❛t❡r✴❈◆❚ s②st❡♠s✳ ■♥
♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ✉♥❧✐❦❡ ❢♦r t❤❡ s②st❡♠s st✉❞✐❡❞ ❜❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❞❡❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ t✐♠❡ τ❋ ❝❤❛♥❣❡s
♥♦t❛❜❧②✳ ❚❤✐s ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t t❤❡ ❞❡❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ t✐♠❡ ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ✐♥ t❤❡
✜rst ✇❛t❡r ❧❛②❡r✳

✾✳✷ ❈❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ❝❛r❜♦♥ ♥❛♥♦t✉❜❡ str✉❝t✉r❡ ✲ ③✐❣③❛❣ ❝❤✐r❛❧✐t②

❇♦t❤ t❤❡ r♦✉❣❤♥❡ss ❛♥❞ t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝✐t② ♦❢

❋✐❣✉r❡ ✸✷✿ ❲❛t❡r ✐♥ ③✐❣③❛❣ ❈◆❚

t❤❡ ♦①②❣❡♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♥❡①t t♦ ❛ ❝❛r❜♦♥ ✇❛❧❧✱ ❛r❡
❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❝❛r❜♦♥ str✉❝t✉r❡✳ ❚❤✐s ❞❡✲
♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦♥ t❤❡ ✇❛❧❧
str✉❝t✉r❡ ✇❛s ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♣❛r❛✲
❣r❛♣❤ ❜② ✈❛r②✐♥❣ t❤❡ ❝❛r❜♦♥✲❝❛r❜♦♥ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢
t❤❡ ❣r❛♣❤❡♥❡ ❤♦♥❡②❝♦♠❜✳ ❲❛❧❧ ❝✉r✈❛t✉r❡ ❤❛s ❛
s✐♠✐❧❛r ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛♥❞ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡
♦❜s❡r✈❡❞ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❢♦r ✇❛t❡r ✐♥s✐❞❡ ❛♥❞ ♦✉ts✐❞❡ ❛r♠❝❤❛✐r
❈◆❚ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t r❛❞✐✐✳

▼♦r❡♦✈❡r✱ ❜❡♥❞✐♥❣ ❛ ❣r❛♣❤❡♥❡ s❤❡❡t t♦ ❛ ❝②❧✐♥❞r✐❝ s❤❛♣❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡s ♦♥❧② ♦♥❡ ❝♦♠✲
♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ ✈❡❝t♦rs ❢♦r t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❧❛♥❞s❝❛♣❡ ❢♦r ✇❛t❡r ✐♥ ♣r♦①✐♠✐t② t♦
t❤❡ ✇❛❧❧ ✭❝♦♠♣❛r❡ ❊q✳ ✭✸✷✮ t♦ ❊q✳ ✭✹✸✮ ❢✉rt❤❡r ❞♦✇♥✿ s❡❡ ❛❧s♦ ❋✐❣✳ ✷✽✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡
❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝②❧✐♥❞❡r ❛①✐s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❣r❛♣❤❡♥❡ str✉❝t✉r❡ ❛❧s♦ ♣❧❛②s ❛ r♦❧❡
❢♦r t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧✳ ❋♦r ♦t❤❡r ❈◆❚ ❝❤✐r❛❧✐t② t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡✈♦❧✈❡s ❞✐✛❡r❡♥t❧②
✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❝✉r✈❛t✉r❡ ❬✻✶❪✳ ●✐✈❡♥ ✐ts s❡♥s✐❜✐❧✐t② t♦ ❜♦t❤ t❤❡ r♦✉❣❤♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❢♦r❝❡
✜❡❧❞ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❝♦♠♠❡♥s✉r❛❜✐❧✐t② ❜❡t✇❡❡♥ ✇❛t❡r ❛♥❞ ✇❛❧❧ str✉❝t✉r✱ t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥
❝♦❡✣❝✐❡♥t s❤♦✉❧❞ ♥♦t ♦♥❧② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❈◆❚ r❛❞✐✉s✱ ❜✉t ❛❧s♦ ♦♥ t❤❡ ❝❤✐r❛❧✐t②✳ ❚♦
t❡st t❤✐s ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❛♥❞ ✢♦✇ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ✇❛t❡r ✐♥ ③✐❣③❛❣

❈◆❚ ✇✐t❤ r❛❞✐✐ ❜❡t✇❡❡♥ 0.35 ♥♠ ❛♥❞ 9.8 ♥♠✳ ❚❤❡r❡ ✐s ✐♥❞❡❡❞ ❛ ♠❡❛s✉r❛❜❧❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡
♦❢ t❤❡ ❈◆❚ ❝❤✐r❛❧✐t② ♦♥ t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥✿ ■♥ ③✐❣③❛❣ ❈◆❚ ♦❢ R . 2 ♥♠✱ ✇❡ ✜♥❞ ❛ ❝♦♥s✐❞❡r✲
❛❜❧❡ ❤✐❣❤❡r ❢r✐❝t✐♦♥ t❤❛♥ ✐♥ ❛r♠❝❤❛✐r ❈◆❚ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ s✐③❡✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❛❧t❤♦✉❣❤
❢r✐❝t✐♦♥ ❞❡❝r❡❛s❡s ❛❣❛✐♥ ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❝✉r✈❛t✉r❡✱ ✐t ❞♦❡s ♥♦t ❞✐s❛♣♣❡❛r ❝♦♠♣❧❡t❡❧②
❢♦r s✐♥❣❧❡ ✜❧❡ ♠♦t✐♦♥ ✐♥ ③✐❣③❛❣ ❈◆❚✱ ✐♥ ❝♦♥tr❛r② t♦ ❛r♠❝❤❛✐r ❈◆❚ ✭❝♦♠♣❛r❡ ❋✐❣✳ ✸✸✮✳

❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❢♦r ✇❛t❡r ✐♥ ❛r♠❝❤❛✐r ♦r ③✐❣③❛❣
❈◆❚ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ t❤❡♦r②✳ ■♥ t❤❡ ❧♦✇ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥t r❡❣✐♠❡
✭t✉❜❡ ❞✐❛♠❡t❡r ❛❜♦✈❡ ♦♥❡ ♥❛♥♦♠❡t❡r✮✱ t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❢♦r ③✐❣③❛❣ ❈◆❚ ✐s
❛❣❛✐♥ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ r♠s ❢♦r❝❡ ✭❋✐❣✳ ✸✹✮✳ ❋♦r ❤✐❣❤❡r ❝♦♥✜♥❡♠❡♥t ✇❤❡r❡ t❤❡
✇❛t❡r str✉❝t✉r❡ ❝❤❛♥❣❡s✱ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ❛❧s♦ ❝❤❛♥❣❡ ♥♦t❛❜❧②✳ ❚❤✐s ❤❛s ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧
✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t λ = βτF 〈F 2〉/A ✈✐❛ t❤❡ ❞❡❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ t✐♠❡ τF ♦❢ t❤❡
❢♦r❝❡ ❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ ❧✐♥❡ t❤r♦✉❣❤

✼✼



P❛rt ■■■

❋r✐❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❢♦r ✇❛t❡r ✐♥ ❛r♠❝❤❛✐r ❛♥❞ ③✐❣③❛❣ ❈◆❚

1 10
R (nm)

0

0.5

1

1.2

1.5

λ 
 (

 1
04   N

s 
/ m

3  )

zigzag CNT (flow)
zigzag CNT (equ)
armchair CNT (flow)
armchair CNT (equ)

❋✐❣✉r❡ ✸✸✿ ❋r✐❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t
✈❡rs✉s ❝❛r❜♦♥ ♥❛♥♦t✉❜❡ r❛❞✐✉s
❢♦r ✇❛t❡r ✐♥s✐❞❡ ❈◆❚ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t
❝❤✐r❛❧✐t✐❡s✱ ♥❛♠❡❧② ❛r♠❝❤❛✐r ❛♥❞
③✐❣③❛❣✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✇❛❧❧ str✉❝✲
t✉r❡ ❝❛✉s❡s ❛ ♠❡❛s✉r❛❜❧❡ ✈❛r✐❛✲
t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❢♦r
r❛❞✐✐ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ 2 − 3♥♠✳ ❲❡
❞✐❞ ♥♦t ✜♥❞ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❝❤❛♥❣❡
♦❢ ❢r✐❝t✐♦♥ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✢♦✇ ❞✐r❡❝✲
t✐♦♥s ♦♥ ❣r❛♣❤❡♥❡✳

❋r✐❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✈s✳ r♠s ❢♦r❝❡ ❢♦r ✇❛t❡r ✐♥ ③✐❣③❛❣ ❈◆❚

❋✐❣✉r❡ ✸✹✿ ❚❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t λ ✐s
♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ r♠s ❢♦r❝❡ 〈F 2〉/A ✐♥
t❤❡ ❧♦✇ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥t r❡❣✐♠❡ ✭R > 1 ♥♠✮✳
❋♦r s♠❛❧❧❡r r❛❞✐✐✱ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥t ❡✛❡❝ts ✐♥✲
✢✉❡♥❝❡ t❤❡ ✇❛t❡r ❞②♥❛♠✐❝s ❛♥❞ ✈✐❛ t❤❡
❞❡❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦r❝❡ ❛✉t♦❝♦rr❡✲
❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛❧s♦ t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t
λ = βτF 〈F 2/〉/A

✼✽



✾ ❚❡st✐♥❣ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s

♦r✐❣✐♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✹ ❢♦r s♠❛❧❧ r❛❞✐✐✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ❧♦✇ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥t
r❡❣✐♠❡✱ ✇❤❡r❡ ♦♥❧② st❛t✐❝ ❡✛❡❝ts ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ r♠s ❢♦r❝❡
❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ s✐♠✐❧❛r❧② ❛s ✐♥ ❊q✳✸✹✳ ❚❤❡ ♦♥❧② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ t♦ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ❢♦r
❛r♠❝❤❛✐r ❈◆❚ ✐s t❤❡ ❋♦✉r✐❡r ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r❝❡ ✜❡❧❞✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ♠♦r❡ ♣❛rts ♦❢ t❤❡
❋♦✉r✐❡r s❡r✐❡s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ t♦ ❣❡t ❛ ❞❡❝❡♥t ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✸✼✮✳ ✭❚❤❡
♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ❡rr♦r ❞✉❡ t♦ t❤❡ tr✉♥❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r ❡①♣❛♥s✐♦♥✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s
♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s t❤❛t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✱ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥
✶✵✳✮ ❲❡ ✇r✐t❡ t❤❡ ❢♦r❝❡ fz ♦♥ ♦♥❡ ♦①②❣❡♥ ❛t♦♠ ✐♥ t❤❡ ✜rst ✇❛t❡r ❧❛②❡r ❢♦r t❤❡ ③✐❣③❛❣
❝❤✐r❛❧✐t② ❛s

fz(x = (s, z)) ≈ fq||(sin(q+ · x)− sin(q− · x)) + fqz sin((q+ + q−) · x) ✭✹✷✮

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ q± t❤❡♠s❡❧✈❡s ❛r❡ ❛❧s♦ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥ ❛ s✉❜t❧❡ ✇❛②✳ ❚❤✐s
✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t s✇✐t❝❤✐♥❣ ❢r♦♠ ❛r♠❝❤❛✐r t♦ ③✐❣③❛❣ ❝❤✐r❛❧✐t② ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡
❛①✐❛❧ ✭z✮ ❛♥❞ ❛♥❣✉❧❛r ✭s = rθ✮ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❛r❡ ✐♥✈❡rt❡❞✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ❦❡❡♣✐♥❣ t❤❡
♥♦t❛t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ✜rst ✈❡❝t♦r ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❞❡♥♦t❡s t❤❡ r❛❞✐✉s ❞❡♣❡♥❞❡♥t s✲❝♦♦r❞✐♥❛t❡✱
✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ✇r✐t❡

q+ = q0

(

R
r♦
1√
3

)

q− = q0

(

− R
r♦
1√
3

)

✭✹✸✮

❈❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞✉❧✉s ♦❢ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❢♦r ❢♦r❝❡ ✜❡❧❞s ♦♥ ❣r❛♣❤❡♥❡ ❛♥❞ ✐♥
❈◆❚✱ ✇❡ ✜♥❞ t❤❛t t❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ st❡♠s ❢r♦♠ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ (q++q−
✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✈❡❝t♦rs✳ ❋♦r ❣r❛♣❤❡♥❡✱ f2

qz ✐s ❛❜♦✉t t✇✐❝❡ t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡
♦❢ f2

q||
❛♥❞ ❢♦r ❈◆❚ t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥s s❤✐❢t ♠♦r❡ ❛♥❞ ♠♦r❡ ✐♥ ❢❛✈♦r ♦❢ f2

qz ✇✐t❤ ❞❡✲
❝r❡❛s✐♥❣ t✉❜❡ r❛❞✐✉s✳ ❙♦✱ ✐♥ ❝♦♥tr❛r② t♦ t❤❡ ❛r♠❝❤❛✐r ❝❛s❡✱ t❤❡ ♠❛✐♥ q✲✈❡❝t♦r ❢♦r t❤❡
♣❡r✐♦❞✐❝✐t② ♦❢ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❧❛♥❞s❝❛♣❡ ✐♥ ③✐❣③❛❣ t✉❜❡s

q+ + q− = q0

(

0
2√
3

)

✭✹✹✮

✐s r❛❞✐✉s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✳ ❚❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤✐s ✈❡❝t♦r ✐s qz = 29.5♥♠−1✳
❲✐t❤ t❤❡ ❛❜♦✈❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r❝❡ f(s, z)✱ t❤❡ r♠s ❢♦r❝❡ ❝❛♥✱ ✐♥ ❝♦♠♣❧❡t❡

❛♥❛❧♦❣② t♦ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ❢♦r ❛r♠❝❤❛✐r ❈◆❚✱ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ t♦

〈

F 2
〉

≈ N1

(

f2
q‖
S(q‖) +

1

2
f2
qzS(qz)

)

✭✹✺✮

✇❤❡r❡ N1 ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✇❛t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✐♥ t❤❡ ✜rst ❧❛②❡r ❛♥❞ S(q) ✐s t❤❡ st❛t✐❝
str✉❝t✉r❡ ❢❛❝t♦r ♦❢ t❤✐s ❧❛②❡r✳ ❚❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡ ✈❡❝t♦rs |q±| = q‖ ✐s ❛❣❛✐♥
r❛❞✐✉s ❞❡♣❡♥❞❡♥t✱ ❜✉t qz ❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② S(qz)✱ ✐s ♥♦t ❛✛❡❝t❡❞ ❜② ❝✉r✈❛t✉r❡✳

❉❛t❛ ❢♦r t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t s✉♣❡r✐♠♣♦s❡ r❡❛s♦♥❛❜❧② ✇❡❧❧ ❢♦r ❛r♠❝❤❛✐r ❛♥❞
③✐❣③❛❣ ❈◆❚ ✇❤❡♥ ❞✐s♣❧❛②❡❞ ❛s λ ✈❡rs✉s N1

A f2
q‖
S(q‖) ❛♥❞

N1

A

(

f2
q‖
S(q‖) +

1
2f

2
qzS(qz)

)

✱

✼✾



P❛rt ■■■

❋r✐❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✈s✳ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ r♠s ❢♦r❝❡✿ ✭❛rt✐✜❝✐❛❧✮ ❣r❛♣❤❡♥❡✱ ③✐❣③❛❣
❛♥❞ ❛r♠❝❤❛✐r ❈◆❚

❋✐❣✉r❡ ✸✺✿ ❋r✐❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✈s✳ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ r♠s ❢♦r❝❡ ❢♦r ❛❧❧ ❣❡♦♠❡tr✐❡s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ s♦
❢❛r✿ ✇❛t❡r ✐♥s✐❞❡ ❛♥❞ ♦✉ts✐❞❡ ❛r♠❝❤❛✐r ❈◆❚✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✐♥s✐❞❡ ③✐❣③❛❣ ❈◆❚ ❛♥❞ ✇❛t❡r ✐♥
❛ ❣r❛♣❤❡♥❡ s❧❛❜ ♠♦❞❡❧❡❞ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t s❝❛❧❡s ❢♦r t❤❡ ❝❛r❜♦♥ ❤♦♥❡②❝♦♠❜ ❧❛tt✐❝❡✳ ❘❡s✉❧ts
❢♦r t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✐♥ ❛❧❧ t❤❡s❡ s❡t✉♣s s✉♣❡r✐♠♣♦s❡ ✇❡❧❧ ✇❤❡♥ ♣❧♦tt❡❞ ❛❣❛✐♥st t❤❡
t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❊q✳ ✭✸✹✮ ❛♥❞ ❊q✳ ✭✹✺✮ ❢♦r ❛r♠❝❤❛✐r ❛♥❞ ③✐❣③❛❣✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡
✜❣✉r❡ r❡❝❛♣✐t✉❧❛t❡s t✇♦ ♠❛❥♦r r❡s✉❧ts ♦❢ t❤✐s st✉❞②✿ ✐t s❤♦✇s ❛❧❧ ❛t ♦♥❝❡ t❤❛t ✭✐✮ t❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡
❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✐s ❛ st❛t✐❝ ❡✛❡❝t λ ∝ 〈F 2〉/A ✭✐✐✮ t❤❡ st❛t✐❝ r♠s ❢♦r❝❡ ♦❢
✇❛t❡r ♦♥ ❣r❛♣❤✐t✐❝ s✉r❢❛❝❡s ❝❛♥ ❜❡ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡❧② ✉♥❞❡rst♦♦❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ t❤❡♦r②✳
❇❡♥❞✐♥❣ t❤❡ ✇❛❧❧ ♦r ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ❝❛r❜♦♥ str✉❝t✉r❡ ❛✛❡❝ts t❤❡ r♦✉❣❤♥❡ss ♦❢ t❤❡ ✇❛❧❧ ❛s ✐t
✐s s❡❡♥ ❜② t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝✐❛❧ ✇❛t❡r ❧❛②❡r✳ ■t ❛❧s♦ ❛✛❡❝ts t❤❡ ❝♦♠♠❡♥s✉r❛❜✐❧✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t❤✐s
✐♥t❡r❢❛❝❡ ❧❛②❡r ❛♥❞ t❤❡ ❝❛r❜♦♥ ✇❛❧❧✳ ❑♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ❢❛❝t♦r ♦❢ t❤❡ ✜rst ✇❛t❡r
❧❛②❡r ❛❧❧♦✇s t♦ t✉♥❡ t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ❜② ❝❤♦♦s✐♥❣ t❤❡ ✇❛❧❧ str✉❝t✉r❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧② ❛s ✇❡ ❤❛✈❡ ❞♦♥❡
✇❤❡♥ s❡tt✐♥❣ t❤❡ ❈✲❈✲❞✐st❛♥❝❡ ❢♦r ✬❛rt✐✜❝✐❛❧✬ ❣r❛♣❤❡♥❡✳
❖♥❧② ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts ❢♦r ❧♦✇ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥t ❛r❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣❧♦t s✐♥❝❡ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ λ ∝ 〈F 2〉/A
❛♥❞ ❊q✳ ✭✸✹✮ ❛♥❞ ✭✹✺✮ ❤♦❧❞ ♥♦t tr✉❡ ✐♥ ❤✐❣❤ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥t ✇❤❡r❡ ✇❛t❡r str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ❞②♥❛♠✐❝s
❝❤❛♥❣❡ ❞r❛st✐❝❛❧❧②✳

✽✵



✾ ❚❡st✐♥❣ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s

r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤✐s ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✺✳ ❚❤❡ ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ❢♦r ❛r♠❝❤❛✐r ❛♥❞ ③✐❣③❛❣
❈◆❚ ❢✉rt❤❡r ❡♠♣❤❛s✐③❡s t❤❛t t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t
❝❛♣t✉r❡s t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ❡✛❡❝ts✳

❚♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ❜❡tt❡r ❤♦✇ ❞✐✛❡r❡♥t ❈◆❚ ❝❤✐r❛❧✐t✐❡s ❣❡♥❡r❛t❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❢r✐❝t✐♦♥
❢♦r❝❡s✱ ✐t ✐s ✈❡r② ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ t❤r❡❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s t♦ t❤❡ r♠s ❢♦r❝❡ ❢♦r
t❤❡ t✇♦ ❈◆❚ ❝❤✐r❛❧✐t✐❡s ✭❋✐❣✳ ✸✻✱ ❝♦♠♣❛r❡ ❛❧s♦ ❋✐❣✳ ✸✵✮✳

❈♦♥t❛❝t ❞❡♥s✐t② ❚❤❡ ✇❛t❡r ❝♦♥t❛❝t ❞❡♥s✐t② s❤♦✇s ❛ ✈❡r② s✐♠✐❧❛r ❜❡❤❛✈✐♦r ✐♥
③✐❣③❛❣ ❛♥❞ ✐♥ ❛r♠❝❤❛✐r ❈◆❚✳ ❚❤✐s ✐s ♥♦t s✉r♣r✐s✐♥❣ s✐♥❝❡ t❤❡ ❝❛r❜♦♥ s✉r❢❛❝❡ ❞❡♥s✐t②
r❡♠❛✐♥s t❤❡ s❛♠❡✳ ❚❤❡ ❝♦♥t❛❝t ❞❡♥s✐t② ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ♣❡r ✐♥t❡r✲
❢❛❝❡ ❛r❡❛ ❞❡❝r❡❛s❡s✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❛r❡❛ ✐♥❝r❡❛s❡s ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦ t❤❡ ❛r❡❛
❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ r❛❞✐❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧✐q✉✐❞ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❛r❡❛✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❛s
❢♦❧❧♦✇s✿ ❲❤✐❧❡ t❤❡ ♠❛ss ❞❡♥s✐t② ρ ❝❤❛♥❣❡s ♦♥❧② s❧✐❣❤t❧② ✇✐t❤ t❤❡ t✉❜❡ r❛❞✐✉s ✐♥ ❧♦✇
❝♦♥✜♥❡♠❡♥t✱ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❞❡♥s✐t② ❛t t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❞❡❝r❡❛s❡s ❞✉❡ t♦ ❛ ❝❤❛♥❣✐♥❣ r❛t✐♦
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❛r❡❛ A ❛♥❞ t❤❡ ❛r❡❛ ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
✜rst ❧✐q✉✐❞ ❧❛②❡r A1✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ✐s A1 = 2πr1L③✱ ❛ ❝②❧✐♥❞❡r s✉r❢❛❝❡ ✇✐t❤ r❛❞✐✉s r1✱
✇❤❡r❡ r1 ≈ R − σ ✐s t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜rst ❧✐q✉✐❞ ❧❛②❡r✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡
❛r❡❛ ✐s ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧② 2πr❡✛L③✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ r❛❞✐✉s r❡✛ = (R + r1)/2 ≈ R − σ/2✳
❊st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛t♦♠s ✐♥ t❤❡ ✜rst ❧❛②❡r ✇✐t❤ N1 = ρ(r1)A1σ✱ ✇❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡

N1

A ≈ ρ(r1)σ
A1

A ≈ ρ(r1)σ
R− σ

R− σ/2
✭✹✻✮

❙♦ ❢♦r ❝♦♥st❛♥t ✭♦r ❡✈❡♥ ❢♦r s❧✐❣❤t❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣✮ ρ(r1)✱ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❞❡♥s✐t② N1/A
❞❡❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ t❤❡ t✉❜❡ r❛❞✐✉s R✳ ❚❤✐s ✐s ❛ ♣✉r❡❧② ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❡✛❡❝t✱ t❤❛t ❝♦♥tr✐❜✉t❡s
♥❡✈❡rt❤❡❧❡ss t♦ t❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ r♠s ❢♦r❝❡✳

P♦t❡♥t✐❛❧ r♦✉❣❤♥❡ss ❛♥❞ ❝♦♠♠❡♥s✉r❛❜✐❧✐t② ❚❤❡ str✉❝t✉r❡ ❢❛❝t♦r ❛♥❞ ❡s♣❡✲
❝✐❛❧❧② t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ r♦✉❣❤♥❡ss✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❡①❤✐❜✐t ❛ ✈❡r② ❞✐✛❡r❡♥t ❜❡❤❛✈✐♦r ❢♦r ❜♦t❤
❝❤✐r❛❧✐t✐❡s✳ ■♥ ❛r♠❝❤❛✐r ❈◆❚✱ t❤❡ ❝❤❛♥❣✐♥❣ str✉❝t✉r❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✐s t❤❡ ♠❛✐♥ ❡✛❡❝t
✐♥ ❧♦✇ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥t✳ ❚❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ r♦✉❣❤♥❡ss ❛❧s♦ ❞❡❝r❡❛s❡s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ❛♥❞✱ ✐♥
♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✐t ✐s r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥❧❡ss ♠♦t✐♦♥ ♦❢ s✐♥❣❧❡ ✜❧❡ ✇❛t❡r ✐♥ ✭5, 5✮ ❛♥❞
✭6, 6✮ ❈◆❚✳ ■♥ ③✐❣③❛❣ ❈◆❚✱ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ S(q‖) ❛♥❞ fq‖ ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♦♥❡ ✐♥
❛r♠❝❤❛✐r ❈◆❚✱ ❜✉t t❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t st❡♠s
♥♦t ❢r♦♠ q‖ ❜✉t ❢r♦♠ qz✿ ❋♦r t❤❡ ③✐❣③❛❣ ✢♦✇ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦♥ ❣r❛♣❤❡♥❡✱ fqz ✐s ❛❜♦✉t
t❤❡ ❞♦✉❜❧❡ ♦❢ fq‖ ❛♥❞ ✐s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❢✉rt❤❡r ❢♦r ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ③✐❣③❛❣ ❈◆❚ r❛❞✐✉s✱ ❧❡❛❞✐♥❣
t♦ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ r♦✉❣❤♥❡ss ♦❢ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② ❧❛♥❞s❝❛♣❡ ❛t t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
✜rst ✇❛t❡r ❧❛②❡r✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ S(qz) ✐s ❝✉r✈❛t✉r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✐♥ ✇❡❛❦ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥t✱
❜❡❝❛✉s❡ ♥❡✐t❤❡r t❤❡ ✇❛t❡r str✉❝t✉r❡ ❢❛❝t♦r ♥♦r t❤❡ qz✲✈❡❝t♦r ❝❤❛♥❣❡ ✇✐t❤ t❤❡ r❛❞✐✉s✳
❚❤❛t ♠❡❛♥s ♥♦ ✐♥❝♦♠♠❡♥s✉r❛❜✐❧✐t② ❧✐❦❡ ✐♥ ❛r♠❝❤❛✐r ❈◆❚ ♦❝❝✉rs✳ ❚❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ❞❡✲
❝r❡❛s❡ ❢♦r r❛❞✐✐ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ∼ 1 ♥♠ ✐s ♦♥❧② ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❝♦♥t❛❝t ❞❡♥s✐t②✳ ❚❤✐s
❡①♣❧❛✐♥s ✇❤② t❤❡ ❡✛❡❝t ✐s s♠❛❧❧❡r ✐♥ ③✐❣③❛❣ t❤❛♥ ✐♥ ❛r♠❝❤❛✐r ❈◆❚ ✐♥ ✇❡❛❦ ❝♦♥✜♥❡✲
♠❡♥t✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ♥♦t❡ t❤❛t ❢♦r ✇❛t❡r ♦♥ ❣r❛♣❤❡♥❡ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❢♦r t❤❡
r♠s ❢♦r❝❡ ✐♥ t❤❡ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ✢♦✇ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ♣r❡❞✐❝t ✐♥❞❡❡❞ t❤❡ s❛♠❡ ✈❛❧✉❡✱ ❛❧t❤♦✉❣❤

✽✶



P❛rt ■■■

❋✐❣✉r❡ ✸✻✿ ❈✉r✈❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡
❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s t♦ t❤❡ st❛t✐❝ r♠s ❢♦r❝❡ 〈F 2〉 ✕
❝♦♥t❛❝t ❞❡♥s✐t② ✭✉♣♣❡r✮✱ ❝♦♠♠❡♥s✉r❛❜✐❧✐t②
❢❛❝t♦r ✭♠✐❞❞❧❡✮ ❛♥❞ r♦✉❣❤♥❡ss ♦❢ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧
❧❛♥❞s❝❛♣❡ ✭❧♦✇❡r✮ ✕ ❢♦r ✇❛t❡r ✐♥ ③✐❣③❛❣ ❛♥❞
❛r♠❝❤❛✐r ❝❛r❜♦♥ ♥❛♥♦t✉❜❡s ✐♥ t❤❡ ❧♦✇ ❝♦♥✲
✜♥❡♠❡♥t r❡❣✐♠❡✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡
❝♦♥t❛❝t ❞❡♥s✐t② ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❜❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ❢♦r
❛❧❧ ❈◆❚ ❝❤✐r❛❧✐t✐❡s✱ ❜♦t❤ t❤❡ r♦✉❣❤♥❡ss ❛♥❞
t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝✐t② ♦❢ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛r❡ s❡♥s✐❜❧❡ t♦
t❤❡ ✇❛❧❧ str✉❝t✉r❡✳ ❋♦r t✉❜❡ r❛❞✐✐ ❜❡❧♦✇ 2 ♥♠
t❤✐s ❧❡❛❞s t♦ ❛ ♠❡❛s✉r❛❜❧❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❢r✐❝t✐♦♥ ✐♥
❛r♠❝❤❛✐r ❛♥❞ ③✐❣③❛❣ ❈◆❚✳

❯♣♣❡r✿ ❚❤❡ ❝♦♥t❛❝t ❞❡♥s✐t② ❞❡❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ t❤❡
❝✉r✈❛t✉r❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ρ0(R − σ)/(R − σ/2)
❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❞♦tt❡❞ ❧✐♥❡ ✭s❡❡ ❊q✳ ✭✹✻✮✮ ✐♥❞❡✲
♣❡♥❞❡♥t❧② ♦❢ t❤❡ ❈◆❚ ❝❤✐r❛❧✐t②✳

▼✐❞❞❧❡✿ ❚❤❡ ✇❛✈❡ ✈❡❝t♦r q‖ ❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧②
t❤❡ str✉❝t✉r❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ S(q‖) ❞❡♣❡♥❞ ♦♥
t❤❡ r❛❞✐✉s ❢♦r ❜♦t❤ ❛r♠❝❤❛✐r ❛♥❞ ③✐❣③❛❣ t✉❜❡s
✭s❡❡ ❊q✳ ✭✸✷✮ ❛♥❞ ❊q✳ ✭✹✸✮✮✳ ❚❤❡ str✉❝t✉r❡
❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❞❡❝r❡❛s❡ ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❝✉r✈❛✲
t✉r❡ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ ❛ ❣r♦✇✐♥❣ ✐♥❝♦♠♠❡♥s✉r❛❜✐❧✐t②
❜❡t✇❡❡♥ ✇❛t❡r ❛♥❞ ❝❛r❜♦♥ str✉❝t✉r❡✳ ❍♦✇✲
❡✈❡r✱ ✐♥ ③✐❣③❛❣ ❈◆❚✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✇❛✈❡ ✈❡❝t♦r
qz = 29.5 ♥♠−1 ✇❤✐❝❤ ❛❝t✉❛❧❧② ❝♦♥tr✐❜✉t❡s
♠♦st t♦ t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ❢♦r❝❡ ✐s r❛❞✐✉s ✐♥❞❡✲
♣❡♥❞❡♥t✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ✇❛t❡r str✉❝t✉r❡ ✐♥ ❧♦✇
❝♦♥✜♥❡♠❡♥t ✐s ❛❧s♦ ✉♥❝❤❛♥❣❡❞✱ S(qz) ≈ 1 ✐s
❝♦♥st❛♥t✳

▲♦✇❡r✿ ❈♦♥tr❛r② t♦ ❛r♠❝❤❛✐r ❈◆❚ t❤❡
✇❛t❡r✲✇❛❧❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❣❡ts r♦✉❣❤❡r ✐♥ ③✐❣③❛❣
❈◆❚ ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❝✉r✈❛t✉r❡✳ ❊✈❡♥ ✇❤❡♥
fq‖ ❞❡❝r❡❛s❡s ❛❧s♦ ❢♦r ③✐❣③❛❣ ❝❤✐r❛❧✐t②✱ t❤❡
❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r ❝♦❡✣❝✐❡♥t fqz
✐s ♠✉❝❤ ❧❛r❣❡r✳

❲❤✐❧❡ ❛❧❧ t❤r❡❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s t♦ t❤❡ r♠s ❢♦r❝❡
❞❡❝r❡❛s❡ ✇✐t❤ t❤❡ r❛❞✐✉s ✐♥ ❛r♠❝❤❛✐r ❈◆❚✱
t❤✐s ✐s ♦♥❧② t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥t❛❝t ❞❡♥s✐t②
✐♥ ③✐❣③❛❣ ❈◆❚✳ ◆♦ ✐♥❝♦♠♠❡♥s✉r❛❜✐❧✐t② ♦❝❝✉rs
❢♦r t❤❡ ♠❛✐♥ ✇❛✈❡ ✈❡❝t♦r qz ❛♥❞ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞
❋♦✉r✐❡r ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❡✈❡♥ ✐♥❝r❡❛s❡s ❢♦r s♠❛❧❧❡r
r❛❞✐✐✳ ❆❧t♦❣❡t❤❡r✱ t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✐♥
③✐❣③❛❣ ❈◆❚ ❛❧s♦ ❞❡❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❝✉r✲
✈❛t✉r❡✱ ❜✉t s❧♦✇❡r t❤❛♥ ❢♦r ❛r♠❝❤❛✐r t✉❜❡s✳

❝
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❞
❡
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❢❛
❝
t♦
r
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❣
❤
♥
❡
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✾ ❚❡st✐♥❣ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s

t❤❡② ❝♦♠♣♦s❡ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ✭❝♦♠♣❛r❡ ✈❛❧✉❡s ❛t 1/R = 0 ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✻✮✳

■♥ s❤♦rt✱ ❢♦r ❜♦t❤ ❈◆❚ t②♣❡s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❝✉r✈❛t✉r❡ ❧❡❛❞s t♦ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❢r✐❝t✐♦♥✱ ❜✉t
❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ♦✉r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣✱ ❝❛✉s❡❞ ❜② s✉❜t❧② ❞✐✛❡r❡♥t ❡✛❡❝ts✳ ❙✐♥❝❡ ❛r♠❝❤❛✐r
❛♥❞ ③✐❣③❛❣ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ t✇♦ ❡①tr❡♠❡s ♦❢ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝❤✐r❛❧✐t✐❡s✱ ✐t s❡❡♠s ❧✐❦❡❧② t❤❛t
t❤❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ✭❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❝♦♥t❛❝t ❞❡♥s✐t②✱ s♠♦♦t❤✐♥❣ ♦❢ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛♥❞
✐♥❝♦♠♠❡♥s✉r❛❜✐❧✐t②✮ ❛❧s♦ ❧❡❛❞ t♦ ❛ ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ ❢r✐❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❝❤✐r❛❧✐t✐❡s✳

✾✳✸ ◆♦♥✲❧✐♥❡❛r ❜❡❤❛✈✐♦r ❢♦r ❧❛r❣❡ s❧✐♣ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s

❍❛✈✐♥❣ ❢♦✉♥❞ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ❢r✐❝t✐♦♥ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥
❈◆❚✱ ✇❡ ❝❛♥ ♥♦✇ tr② t♦ ❛❧s♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ ❢r✐❝t✐♦♥ t❤❛t ❤❛s ❜❡❡♥ ❡♥✲
❝♦✉♥t❡r❡❞ ✐♥ ✢♦✇ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s✳ ❚❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ s❧✐♣ ✈❡❧♦❝✐t②
vs❧✐♣ ❛♥❞ ❢r✐❝t✐♦♥ ❢♦r❝❡ F ❜❡❝♦♠❡s ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❢♦r vs❧✐♣ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ∼ 50♠

s
✕ t❤❡ ❞❡r✐✈❛✲

t✐✈❡ ❞F
❞(vslip)

❞❡❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ ❤✐❣❤❡r ✢♦✇ ✈❡❧♦❝✐t②✳ ❚❤✐s ✇❛s ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ s❡✈❡r❛❧ ❣r❛♣❤❡♥❡
s❧❛❜ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ❜♦t❤ ✇✐t❤ ❚■P✸P ❛♥❞ ❙P❈✲❊ ✇❛t❡r ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ t❤❡ ▲❆▼▼P❙ s♦❢t✲
✇❛r❡ ♣❛❝❦❛❣❡✳ ▼❛ ❡t ❛❧✳ ❛❧s♦ r❡♣♦rt ❛❜♦✉t t❤✐s ❡✛❡❝t ✐♥ r❡❝❡♥t❧② ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ✇♦r❦
❬✻✹❪✳ ❚❤❡② ♣❡r❢♦r♠❡❞ ▼❉ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ✇❛t❡r ✢♦✇ t❤r♦✉❣❤ ❈◆❚ ✉♣ t♦ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s
❛❜♦✉t ∼ 1000♠

s
✳ ■♥ ❛ ❣r❛♣❤❡♥❡ s❧❛❜ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✭s❧❛❜ s✐③❡ H = 2.08 ♥♠✮✱ ✇❡ ❝❤❡❝❦❡❞

✐❢ t❤✐s ❢r✐❝t✐♦♥ ❞❡❝r❡❛s❡ ❤❛s ❛❣❛✐♥ ❛ st❛t✐❝ ♦r✐❣✐♥✳ ❈♦♥t❛❝t ❞❡♥s✐t② ♦r ✇❛t❡r str✉❝t✉r❡
♠✐❣❤t ❜❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡❞ ❜② t❤❡ ❤✐❣❤ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥s✳ ❇✉t ❢♦r ✢♦✇ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ∼ 103 ♠

s
✱ ✇❡ ❞✐❞

♥♦t ♦❜s❡r✈❡ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ✇❛t❡r ❞❡♥s✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦r t❤❡ ✇❛t❡r str✉❝t✉r❡ ❢❛❝t♦r✳
❚❤✉s✱ t❤❡ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❢r✐❝t✐♦♥ ♠✉st ❤❛✈❡ ❛ ❞②♥❛♠✐❝ ❝❛✉s❡✳ ❈❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s
❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❢♦✉♥❞ ❜② ♦t❤❡rs✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❧♦♥❣❡r ❤②❞r♦❣❡♥ ❜♦♥❞ ❧✐❢❡t✐♠❡ ❢♦r ❤✐❣❤❡r
✢♦✇ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ❬✸✹❪✳

✽✸
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✶✵ ◗✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r♠s ❢♦r❝❡ ❛♥❞ ✐ts
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥

❇❡❢♦r❡✱ ✇❡ s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ 〈F 2〉 ✇❛s ❝♦rr❡❝t❧② r❡♣r♦❞✉❝❡❞
❜② ✐ts ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ s✐♠♣❧❡ ❢♦r♠ N1f

2
q‖
S(q‖)✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ t✇♦ q✉❛♥t✐t✐❡s ❞✐✛❡r ❜② ❛

♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♣r❡❢❛❝t♦r✱ ❛s s❡❡♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✻✳ ●✐✈❡♥ t❤❛t s❡✈❡r❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥
❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❢♦r♠✉❧❛✱ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝② ✐s ♥♦t s✉r♣r✐s✐♥❣✳ ■♥
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡s❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ♦♥❡ ❜② ♦♥❡✳ ❲❡
❛♥t✐❝✐♣❛t❡ t❤❛t t❤✐s ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝② ✐♥ t❤❡ ♣r❡❢❛❝t♦r st❡♠s ❢r♦♠ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ t♦
t❤❡ ✇❛❧❧ ❛t ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❢♦r❝❡ ❧❛♥❞s❝❛♣❡ ❢♦r ✇❛t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✐s ❡✈❛❧✉❛t❡❞✳ ❚❤✐s ❣❧♦❜❛❧❧②
s❝❛❧❡s ✉♣ t❤❡ ❢♦r❝❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✇✐t❤♦✉t ❛✛❡❝t✐♥❣ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛♥❞s❝❛♣❡ ❛♥❞
t❤✉s t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♣❤②s✐❝s✳

✶✵✳✶ ◆❡❣❧❡❝t ♦❢ s❡❝♦♥❞ ✇❛t❡r ❧❛②❡r

❚❤❡ ✜rst ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✇❛s t♦ ♥❡❣❧❡❝t ❛❧❧ ✇❛t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❡①❝❡♣t t❤♦s❡ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r✲
❢❛❝❡ ❧❛②❡r✳ ■♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ ✐♥ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ▼❉ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ✐t ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣♦ss✐❜❧❡
t♦ ❞✐r❡❝t❧② ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ❢♦r❝❡ t❤❛t st❡♠s ❢r♦♠ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡
✜rst ✇❛t❡r ❧❛②❡r ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ t♦ t❤❡ t♦t❛❧ ❢♦r❝❡✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ t❤❡
♥❡❝❡ss❛r② ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ ❞♦ s♦ ✇❛s ♥♦t r❡❝♦r❞❡❞✳ ■♥st❡❛❞ ♦❢ r❡✲r✉♥♥✐♥❣ t✐♠❡ ❝♦♥s✉♠✲
✐♥❣ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♦♠✐tt❡❞ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞
♦✉t ♦❢ ❡①✐st✐♥❣ ❞❛t❛ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ t❤❡♦r② ❢♦r t❤❡ r♠s ❢♦r❝❡✿ ✇❡ ❝❛♥ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡
s❡❝♦♥❞ ✇❛t❡r ❧❛②❡r s✐♠✐❧❛r❧② t♦ t❤❡ ✜rst ♦♥❡✱ t❤❛t ♠❡❛♥s ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ N2

A f2
qS(q) ❢♦r t❤❡

s❡❝♦♥❞ ✇❛t❡r ❧❛②❡r✳ ■♥ t❤❡ ❝♦✉rs❡ ♦❢ t❤✐s ❛♥❛❧②s✐s✱ ✐t ✇❛s ❢♦✉♥❞ t❤❛t t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡
♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② ❧❛♥❞s❝❛♣❡ ❛t t❤❡ r❛❞✐❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❧❛②❡r ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❧②
❞✐✛❡r❡♥t t❤❛♥ ❢♦r t❤❡ ✜rst ❧❛②❡r ✭s❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ❇✮✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ✇❡ ❝❛♥ ♥♦t ❛ss✉♠❡
t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ✇❛✈❡ ✈❡❝t♦r q t♦ ❜❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛s ❢♦r t❤❡ ✜rst ❧❛②❡r✳ ▼♦r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
❛❜♦✉t t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ♦①②❣❡♥ ✇❛❧❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛♥❞ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❛❜♦✉t t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡
♦❢ ✐ts ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦♥ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡ ✇❛❧❧✱ ✇✐❧❧ ❜❡ ❣✐✈❡♥ ❧❛t❡r ♦♥✳ ❆t t❤✐s ♣♦✐♥t✱ ✇❡
t❛❦❡ t❤❡ ❢♦r❝❡ ✜❡❧❞ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ (f♠❛①

z − f♠✐♥
z )/2 ❛s ❛♥ ✉♣♣❡r ❧✐♠✐t ❢♦r t❤❡ r♦✉❣❤♥❡ss

fq✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ✇❛t❡r ♦♥ ❣r❛♣❤❡♥❡✱ ✇❡ ✜♥❞ t❤❛t t❤❡ ❢♦r❝❡ ✜❡❧❞ ❛♠♣❧✐t✉❞❡
❢♦r ❛ ✇❛t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❧❛②❡r ✐s t❤r❡❡ ♦r❞❡rs ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥
❢♦r t❤❡ ✜rst ❧❛②❡r ✭s❡❡ ❛❧s♦ ❋✐❣✳ ✸✽✮✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡♣❡♥❞s q✉❛❞r❛t✲
✐❝❛❧❧② ♦♥ fq✱ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✇❛t❡r ❧❛②❡r ✐s ✐♥❞❡❡❞
✐♥s✐❣♥✐✜❝❛♥t✳

✶✵✳✷ ❚r✉♥❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r❝❡ ✜❡❧❞ ❋♦✉r✐❡r ❡①♣❛♥s✐♦♥

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ tr✉♥❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦①②✲
❣❡♥✴✇❛❧❧ ❢♦r❝❡ ✜❡❧❞ ❛t t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜rst ✇❛t❡r ❧❛②❡r ❛❢t❡r t❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ t❡r♠✳ ❚♦
❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞ ♣❛rt✱ ✇❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② t❤❡ ❋♦✉r✐❡r
❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❡r♠✳ ❋♦r ❣r❛♣❤❡♥❡✱ t❤❡ ❢♦r❝❡ ✜❡❧❞ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠s ❢♦r
❜♦t❤ ✢♦✇ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✱ ✬❛r♠❝❤❛✐r✬ ❛♥❞ ✬③✐❣③❛❣✬✱ ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✼✳ ❋♦r t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥
❢♦r❝❡ ✐♥ x✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ✭❛r♠❝❤❛✐r✮ ✇❡ ✇r✐t❡ fx ≈ fq||(sin(q+ · x)− sin(q− · x)✳ ❚❤❡ ♥❡①t
❜✐❣❣❡st ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s st❡♠ ❢r♦♠ t❤❡ ✇❛✈❡ ✈❡❝t♦r q+−q−✳ ❇✉t t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡

✽✹



✶✵ ◗✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r♠s ❢♦r❝❡ ❛♥❞ ✐ts ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥

❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ ❢♦r❝❡ ✜❡❧❞ ❢♦r ✶st ✇❛t❡r ❧❛②❡r ♦♥ ❣r❛♣❤❡♥❡
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❋✐❣✉r❡ ✸✼✿ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ✭❋❚✮ ♦❢ t❤❡ ❢♦r❝❡ ✜❡❧❞ ♦♥ ❛♥ ♦①②❣❡♥ ❛t♦♠ ❛t ❞✐st❛♥❝❡ σ ❢r♦♠
❛ ❣r❛♣❤❡♥❡ s❤❡❡t✳
▲❡❢t✿ ❋❚ ♦❢ ❢♦r❝❡ ✜❡❧❞ ✐♥ x✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ✭✬❛r♠❝❤❛✐r✬ ❞✐r❡❝t✐♦♥✮ Fx(x) = fq‖(sin(q+ ·x)− sin(q− ·
x))+❤✐❣❤❡r ♦r❞❡r t❡r♠s❀
❘✐❣❤t✿ ❋❚ ♦❢ ❢♦r❝❡ ✜❡❧❞ ✐♥ y✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ✭✬③✐❣③❛❣✬ ❞✐r❡❝t✐♦♥✮ Fy(x) = fq‖(sin(q+ · x)− sin(q− ·
x)) + fq++q− sin((q+ + q−) · x)+❤✐❣❤❡r ♦r❞❡r t❡r♠s❀

✽✺
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❆♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛t❡r❛❧ ❢♦r❝❡ ✜❡❧❞ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✇❛❧❧ ❞✐st❛♥❝❡
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R = 2.71 nm
R = 1.36 nm

❋✐❣✉r❡ ✸✽✿ ❆♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛t❡r❛❧ ❢♦r❝❡
✜❡❧❞ ❢♦r ♦♥❡ ♦①②❣❡♥ ❛t♦♠ ❝❧♦s❡ t♦ ❛ ❈◆❚ ✐♥
❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♦①②❣❡♥✲✇❛❧❧ ❞✐st❛♥❝❡ d✳
◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♣❧♦t ❛❝t✉❛❧❧② s❤♦✇s t❤❡ ❧♦❣✲
❛r✐t❤♠ ln f♠❛①✳ ❚❤❡ ❣r❛② ❛r❡❛ ✐s ❛ s❦❡t❝❤
♦❢ t❤❡ ♦①②❣❡♥ ❞❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡ ❛♥❞ t❤✉s ❣✐✈❡s
t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ✜rst ❛♥❞ s❡❝♦♥❞ ✇❛t❡r ❧❛②❡r✳
❚❤❡ r♦✉❣❤♥❡ss ✭❛♠♣❧✐t✉❞❡✮ ♦❢ t❤❡ ❢♦r❝❡
✜❡❧❞ ✐♥❝r❡❛s❡s ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ❛♣♣r♦❛❝❤✐♥❣
t❤❡ ✇❛❧❧ f♠❛①(d) ∝ exp(−αd) ✇❤❡r❡ t❤❡ ❡①✲
♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥t α ❝❤❛♥❣❡s ❛❜r✉♣t❧② ❛t
❛ ❞✐st❛♥❝❡ ∼ 1.5σ✳ ■♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜rst
❧❛②❡r✱ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t ✐s r❛❞✐✉s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✳

❋♦✉r✐❡r ❝♦❡✣❝✐❡♥ts fq+q− ✐s ❧❡ss t❤❛♥ 3% ♦❢ fq± ✳ ❋♦r t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ❢♦r❝❡ ✐♥ y✲❞✐r❡❝t✐♦♥
✭③✐❣③❛❣✮✱ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ✇❛✈❡ ✈❡❝t♦r q+ + q− ✐s t❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ♦♥❡✱
❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❢r♦♠ fq± ✳ ❍❡♥❝❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ✇r✐t❡ ❢♦r t❤❡ ❢♦r❝❡ ✜❡❧❞
fy ≈ fq||(sin(q+ · x)− sin(q− · x)) + fqz sin((q+ + q−) · x)✳ ❍✐❣❤❡r ♦r❞❡r t❡r♠s t❤❛t
❛r❡ ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤✐s ❢♦r♠✉❧❛ ❛r❡ s❡✈❡r❛❧ ♦r❞❡rs ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ s♠❛❧❧❡r✳ ■♥ ♦t❤❡r
✇♦r❞s✱ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❢♦r❝❡ ✜❡❧❞s ❛r❡ ✈❡r② ❣♦♦❞✳

✶✵✳✸ Pr♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜rst ✇❛t❡r ❧❛②❡r

❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ✜rst ✇❛t❡r ❧❛②❡r ✇❛s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❛ t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣❧❛♥❡✿ ❡✈❡r②
♦①②❣❡♥ ❛t♦♠ ✇❛s s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❜❡ ❧♦❝❛t❡❞ ❛t ❛ ✜①❡❞ ❞✐st❛♥❝❡ σ ❢r♦♠ t❤❡ ✇❛❧❧✳ ■♥
r❡❛❧✐t②✱ t❤❡ ✇❛t❡r ❧❛②❡r ❤❛s ❛ ❝❡rt❛✐♥ t❤✐❝❦♥❡ss ∼ σ/2✳ ❚❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤✐s s✐♠♣❧✐✲
✜❝❛t✐♦♥ ✐s ❞✐✣❝✉❧t t♦ q✉❛♥t✐❢② ❞✐r❡❝t❧②✳ ❇✉t s✐♥❝❡ t❤❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❛r❡
t❤❡ ♦♥❧② ♦♥❡s ❡♥t❡r✐♥❣ ✐♥t♦ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❊q✳ ✭✸✺✮✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛ttr✐❜✉t❡ t❤❡ q✉❛♥t✐t❛✲
t✐✈❡ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝② t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❝♦✉♥t❡❞ ❢♦r ♥❡✐t❤❡r ❜② t❤❡ tr✉♥❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r
❡①♣❛♥s✐♦♥ ♥♦r ❜② t❤❡ ♥❡❣❧❡❝t ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❧❛②❡r✱ t♦ t❤✐s r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t②
✭❢r♦♠ ✸❉ ❧❛②❡r t♦ ✷❉ ♣❧❛♥❡✮✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ✜rst t✇♦ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❢♦✉♥❞
♥♦t t♦ r❡s✉❧t ✐♥ ❛♥② s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❡rr♦rs✱ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛t♦♠ ♣♦s✐t✐♦♥s ❤❛s t♦ ❜❡
r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r♠s ❢♦r❝❡ 〈F 2〉
❛♥❞ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝❤❡❝❦ t❤❡ r❡❛❧✐t② ♦❢ t❤✐s ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❜② ♠❡❛✲
s✉r✐♥❣ t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ❢♦r❝❡ ♦♥ ♦♥❡ s✐♥❣❧❡ ❣r❛♣❤❡♥❡ ♣❧❛♥❡✱ t❤❛t ✐s ✇❡tt❡❞ ❜② ❛ s✐♥❣❧❡
✇❛t❡r ❧❛②❡r ✇✐t❤ ♠♦❧❡❝✉❧❛r t❤✐❝❦♥❡ss✿ ❲❡ r❡str✐❝t t❤❡ ♦①②❣❡♥ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ t❤✐s ✇❛t❡r
❧❛②❡r ❛rt✐✜❝✐❛❧❧② t♦ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ σ ❢r♦♠ t❤❡ ✇❛❧❧✳ ■♥ t❤✐s s❡t✉♣✱ t❤❡ ♦♥❧② ✐♥❡①❛❝t♥❡ss
✐♥ ❊q✳ ✭✸✹✮ ❛♥❞ ✭✹✺✮ ❢♦r t❤❡ ♠❡❛♥ sq✉❛r❡❞ ❢r✐❝t✐♦♥ ❢♦r❝❡ ✐♥ ❛r♠❝❤❛✐r ❛♥❞ ✐♥ ③✐❣③❛❣
❞✐r❡❝t✐♦♥✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ st❡♠s ❢r♦♠ t❤❡ ❢♦r❝❡ ✜❡❧❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✇❛s ❢♦✉♥❞ t♦
❜❡ ✈❡r② ❛❝❝✉r❛t❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ✈❛❧✉❡s ❢♦r 〈F 2〉 ❞✐✛❡r ❧❡ss t❤❛♥ 3% ❢r♦♠ t❤❡
✬t❤❡♦r②✬ ❢♦r ❜♦t❤ ✢♦✇ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✳

❚❤❡ r❡❛s♦♥ ✇❤② ❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❛t❡r ♣♦s✐t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❝②❧✐♥❞❡r s✉r❢❛❝❡ ❛tR−σ

✽✻



✶✵ ◗✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r♠s ❢♦r❝❡ ❛♥❞ ✐ts ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥

❧❡❛❞s t♦ ❛♥ ✉♥❞❡r❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ❢♦r❝❡ ❜❡❝♦♠❡s ❝❧❡❛r ❢r♦♠ ❛ ❞❡❡♣❡r ❧♦♦❦
❛t t❤❡ ♦①②❣❡♥ ✇❛❧❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧✳ ❈❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❧❛♥❞s❝❛♣❡ V (s, z) ❛t ✈❛r②✐♥❣
❞✐st❛♥❝❡s ❢r♦♠ t❤❡ ✇❛❧❧✱ ✇❡ ✜♥❞ t❤❛t t❤❡ ❢♦r❝❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐♥❝r❡❛s❡s ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧②
✇❤❡♥ ❛ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t❤❡ ✇❛❧❧✳ P❛rt✐❝❧❡s ❛t ❛ ❞✐st❛♥❝❡ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ σ ❢❡❡❧ ❛
❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧❡ r♦✉❣❤❡r ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛s ✇❡ ❡st✐♠❛t❡ ✐♥ ❊q✳ ✭✸✺✮ ❛♥❞ t❤✉s t❤❡✐r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥
t♦ t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ❢♦r❝❡ ✐s ✉♥❞❡r❡st✐♠❛t❡❞✳ ❚❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ st❛②s ❛❜♦✉t t❤❡
s❛♠❡ ♦✈❡r t❤❡ ✇❤♦❧❡ r❛❞✐❛❧ r❛♥❣❡ ♦❝❝✉♣✐❡❞ ❜② t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✐♥ t❤❡ ✜rst ❧❛②❡r❀ s❡❡
❆♣♣❡♥❞✐① ❇ ❢♦r ♣❧♦ts ♦❢ t❤❡ ❢♦r❝❡ ✜❡❧❞ ❧❛♥❞s❝❛♣❡ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t r✳
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P❛rt ■❱

■♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ ♦t❤❡r ❧✐q✉✐❞✴s♦❧✐❞
❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s
❚❤❡ ❧❛st ♣❛rt ♦❢ t❤✐s ♠❛♥✉s❝r✐♣t ✐s ❝♦♥❝❡r♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ❤♦✇ t❤❡
❤✐t❤❡rt♦ ❞✐s❝✉ss❡❞ st✉❞② ♦❢ t❤❡ ✇❛t❡r✴❝❛r❜♦♥ ❢r✐❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦
♦t❤❡r ✢✉✐❞✴s♦❧✐❞ ✐♥t❡r❢❛❝❡s✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ✐♥ ❤♦✇ ❢❛r
t❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❝♦♥tr♦❧✲
❧✐♥❣ ❢r✐❝t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r♠s ❢♦r❝❡✱ ✐s tr❛♥s❢❡r❛❜❧❡ t♦
♦t❤❡r ❧✐q✉✐❞✴s♦❧✐❞ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s✳ ■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱ ✇❡ ❧♦♦❦ ❛t t✇♦ ✐♥t❡r❢❛❝❡
t②♣❡s✿ ❋✐rst✱ ✇❛t❡r ✐♥ ❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝ ♥❛♥♦♠❡tr✐❝ s✐❧✐❝❛ ♣♦r❡s ❛r❡ st✉❞✐❡❞ ❛s ❛
❝♦✉♥t❡r ❡①❛♠♣❧❡ ✇❤❡r❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ❛t t❤❡ s♦❧✐❞ ✇❛❧❧ ✐s ✈❡r② ❧❛r❣❡✱ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦
❣r❛♣❤✐t✐❝ ✇❛❧❧s✳ ■♥ t❤✐s s②st❡♠ ✇❡ ❡①♣❡❝t t❤❡ ♥♦✲s❧✐♣ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥
t♦ ❤♦❧❞ tr✉❡✱ ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❛ ❞✐✈❡r❣✐♥❣ ❢r✐❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t
λ = η/b✳ ❲❡ ✇✐❧❧ s❡❡ t♦ ✇❤✐❝❤ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢
t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t r❡✢❡❝ts t❤✐s t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱
❛ s✐♠♣❧❡ ♣♦✐s❡✉✐❧❧❡ ✢♦✇ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ♣r♦♣❡rt② ✐♠✲
♣❛❝t✐♥❣ ✇❛t❡r ✢♦✇ ✐♥ ♥❛♥♦♠❡tr✐❝ s✐❧✐❝❛ ♣♦r❡s✱ ✐s ♥♦t t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❢r✐❝t✐♦♥✱
❜✉t t❤❡ ✇❛t❡r ✈✐s❝♦s✐t②✳
■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ s❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♣❛rt✱ ✇❡ ❝♦♠❡ ❜❛❝❦ t♦ t❤❡ ❣r❛♣❤✐t✐❝ s②s✲
t❡♠s t❤❛t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✐♥ ❞❡t❛✐❧ ❛❜♦✈❡✱ ❜✉t ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❧✐♠✐t✐♥❣
t❤❡ st✉❞✐❡s t♦ ✇❛t❡r ✜❧❧❡❞ ♣♦r❡s✱ ✈❛r✐♦✉s ♦t❤❡r ❧✐q✉✐❞s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥
t❤✐s ❧❛st s❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❛✐♠ ✐s t♦ ❜r♦❛❞❡♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♦✉r
✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♦r✐❣✐♥ ♦❢ ❧✐q✉✐❞✴❈◆❚ ❢r✐❝t✐♦♥ t♦ ♦t❤❡r ❧✐q✲
✉✐❞s✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❞❡❝❛♥❡ ❛♥❞ ❡t❤❛♥♦❧✱ ❜❡❝❛✉s❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧
r❡s✉❧ts ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r t❤❡s❡ t✇♦ ❧✐q✉✐❞s✳
❲❡ ❛❧s♦ ♣❡r❢♦r♠❡❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❖▼❈❚❙✱ t❤❛t ✐s ♦❢t❡♥ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✜❡❧❞ ❛s ❛ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❛ ▲❡♥♥❛r❞✲❏♦♥❡s ❧✐q✉✐❞✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❛ ❝♦♠✲
♣❛r❛t✐✈❡ s✉♠♠❛r② ❝♦♠♣❧❡t❡s t❤❡ ❝❤❛♣t❡r✳

✽✾



P❛rt ■❱

❈♦♥t❡♥ts

✶✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ✾✶

✶✷ ❲❛t❡r ✢♦✇ ✐♥ ❛ s✐❧✐❝❛ ♣♦r❡ ✾✸

✶✷✳✶ ❙②st❡♠ s❡t✉♣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✸

✶✷✳✷ ❊q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✹

✶✷✳✸ P♦✐s❡✉✐❧❧❡ ✢♦✇ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ s❧✐♣ ❧❡♥❣t❤ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✺

✶✸ ❋❛st ✢✉✐❞ ✢♦✇ ✐♥ ❈◆❚ ✲ ♦t❤❡r ❧✐q✉✐❞s ✾✼

✶✸✳✶ ▼♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✿ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ❣❡♦♠❡tr✐❡s ❛♥❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧s ✾✼

✶✸✳✷ ❈♦♥s✐❞❡r❡❞ s②st❡♠s ❛♥❞ t❤❡✐r ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❞❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✾

✶✸✳✸ ▲✐q✉✐❞✴❣r❛♣❤✐t❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ❢♦r ❧❛r❣❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✷

✶✸✳✸✳✶ ❈✉r✈❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ❢r✐❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✷

✶✸✳✸✳✷ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r② ❢♦r t❤❡ r♠s ❢♦r❝❡ t♦ ♦r❣❛♥✐❝ ❧✐q✉✐❞s✶✵✹

✶✸✳✸✳✸ ▼✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ❡✛❡❝ts t❤❛t ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❧✐q✉✐❞✴❣r❛♣❤✐t❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ✳ ✶✵✻

✶✸✳✹ ❙✉♠♠❛r② ❛♥❞ ♦✉t❧♦♦❦ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✾

✾✵



✶✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥

✶✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥

❚❤❡ ♠❛✐♥ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ st✉❞② ❝♦♥❝❡r♥s ✇❛t❡r ✢♦✇ ✐♥ ❣r❛♣❤✐t✐❝ s②st❡♠s✱ ❛♥❞
❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥ ❝❛r❜♦♥ ♥❛♥♦ t✉❜❡s✳ ❚❤✐s ❢♦❝✉s ✇❛s ♠♦t✐✈❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❤✐❣❤ ❤♦♣❡s ❈◆❚
❤❛✈❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ♣♦ss✐❜❧❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❜② t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ r♦❧❡ ♦❢ ❛q✉❡✲
♦✉s s♦❧✉t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✐♥ ♠❛♥② ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛♥❞
❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss❡s ♦♥ t❤❡ ♠✐❝r♦✲ ♦r ♥❛♥♦s❝❛❧❡✳ ❚❤❡ q✉❡st✐♦♥ ❛r✐s❡s ✐❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞
❤✐❣❤ ♣❡r♠❡❛❜✐❧✐t② ✲ ❞✉❡ t♦ ❧♦✇ ❢r✐❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❡✈❡♥ s✉♣❡r❧✉❜r✐❝✐t② ✲ ✐s ❛ ✉♥✐q✉❡ ♣r♦♣❡rt②
♦❢ ✇❛t❡r✴❈◆❚ s②st❡♠s✳ ❈♦✉❧❞ ♠❡♠❜r❛♥❡ ♦❢ ♦t❤❡r ♠❛t❡r✐❛❧s ❢❡❛t✉r❡ t❤❡ s❛♠❡ ❤✐❣❤
✇❛t❡r ✢♦✇ r❛t❡s❄ ❆♥❞ ✇♦✉❧❞ ♦t❤❡r ✢✉✐❞s ✐♥ ❈◆❚ ❡①❤✐❜✐t ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ ❛s ✇❛t❡r❄ ❚♦
✜♥❞ ❛♥s✇❡rs t♦ s♦♠❡ ❛s♣❡❝ts ♦❢ t❤❡s❡ q✉❡st✐♦♥s✱ ✇❡ ❛❧s♦ ♣❡r❢♦r♠❡❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢
♦t❤❡r ❧✐q✉✐❞✴s♦❧✐❞ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s✳
❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♦✉r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❧✐q✉✐❞ s♦❧✐❞ ❢r✐❝t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❤✐t❤❡rt♦ ❡①✲
✐st✐♥❣ r❡s✉❧ts✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛❧r❡❛❞② ♣❛rt❧② ❣✐✈❡ ❛♥ ❛♥s✇❡r✳ ❲❡ r❡♠✐♥❞ t❤❡ ❡✛❡❝ts ❧❡❛❞✐♥❣
t♦ t❤❡ ❧♦✇ ✇❛t❡r✲❝❛r❜♦♥ ❢r✐❝t✐♦♥ t❤❛t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♣❛rt✿ ✐✮
❡①tr❡♠❡ s♠♦♦t❤♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤✐t✐❝ ✇❛❧❧✱ ❛♥❞ ✐✐✮ ✐♥❝♦♠♠❡♥s✉r❛❜✐❧✐t② ❜❡t✇❡❡♥ ✇❛t❡r
❛♥❞ ❝❛r❜♦♥ str✉❝t✉r❡✳ ❯❧t✐♠❛t❡❧②✱ ❜♦t❤ ❡✛❡❝ts r❡❧② ♦♥ t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐t② ♦❢ t❤❡ ❛t♦♠✐❝❛❧❧②
s♠♦♦t❤ ❝❛r❜♦♥ ❤♦♥❡②❝♦♠❜ str✉❝t✉r❡✱ ❛♥ ✐♥tr✐♥s✐❝ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ ❣r❛♣❤❡♥❡✳ ❚♦ ✉♥❞❡r✲
s❝♦r❡ t❤❡ ❤✉❣❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❢❛st tr❛♥s♣♦rt ✐♥ ❈◆❚ ❛♥❞ ✇❛t❡r ✢♦✇ t❤r♦✉❣❤ ❛
♠❛t❡r✐❛❧ ✇✐t❤ ✈❛♥✐s❤✐♥❣ s❧✐♣✱ ✇❡ ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ❛ st✉❞② ♦❢ ✇❛t❡r ✢♦✇ ✐♥ ❛ ♥❛♥♦♠❡tr✐❝ ♣♦r❡
♠❛❞❡ ♦❢ s✐❧✐❝❛ ❣❧❛ss✳ ❚❤❡ ♦✉t❝♦♠❡ ♦❢ t❤❡s❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥
✶✷✳

❲❡ ♥♦✇ ❝♦♠❡ ❜❛❝❦ t♦ t❤❡ s❡❝♦♥❞ q✉❡st✐♦♥ ✲ ❛r❡ ❈◆❚ ❢❛st tr❛♥s♣♦rt❡rs ♦♥❧② ❢♦r ✇❛✲
t❡r ♦r ❛❧s♦ ❢♦r ♦t❤❡r ✢✉✐❞s❄ ❋✐rst❧②✱ ✇❡ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ✭✐♥✮❝♦♠♠❡♥s✉r❛❜✐❧✐t② ✐s
♦❢ ❝♦✉rs❡ s❡♥s✐❜❧❡ t♦ t❤❡ s♦❧✐❞ ❛♥❞ ✢✉✐❞ str✉❝t✉r❡✱ ❛♥❞ t❤✉s ❛ s♣❡❝✐✜❝ ✭❛♥❞ ✉♥❦♥♦✇♥✮
♣r♦♣❡rt② ♦❢ ❡❛❝❤ ✢✉✐❞✴s♦❧✐❞ ✐♥t❡r❢❛❝❡✳ ❇✉t ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ s♠♦♦t❤ ❈◆❚ s✉r❢❛❝❡✱ t❤✐s
❝❛✉s❡ ❢♦r ❧♦✇ ❢r✐❝t✐♦♥ ❤♦❧❞s tr✉❡ ❢♦r ❛❧❧ ❧✐q✉✐❞s✱ ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❛t t❤❡✐r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤
t❤❡ ❝❛r❜♦♥ ✇❛❧❧ ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡❧② ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② ✕ ❛ s❤♦rt r❛♥❣❡❞ ♣♦t❡♥✲
t✐❛❧ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ❛♥ ❛ttr❛❝t✐✈❡ ❛♥❞ ❛ r❡♣✉❧s✐✈❡ ♣❛rt✳ ❲❡ t❤✉s ❡①♣❡❝t ❈◆❚ ♠❡♠❜r❛♥❡s
t♦ ❜❡ ❢❛st tr❛♥s♣♦rt❡rs ❢♦r ❛ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ✢✉✐❞s✳

❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ s❝✐❡♥t✐✜❝ ❝♦♠♠✉♥✐t②✬s ♠❛✐♥ ✐♥t❡r❡st ✇❛s ♦♥ ✇❛t❡r ✢♦✇ t❤r♦✉❣❤
❈◆❚✱ ♠♦st ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♣s ✇❤♦s❡ ✇♦r❦ ✇❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ✭s❡❝t✐♦♥ ✷✮✱
❛❧s♦ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♦t❤❡r ✢✉✐❞s✱ ❧✐q✉✐❞s ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❣❛s❡s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❡t❤❛♥♦❧ ❛♥❞ ❞❡✲
❝❛♥❡ ✇❡r❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ s❡✈❡r❛❧ st✉❞✐❡s✳ ❆s ❢♦r ✇❛t❡r✱ ✜rst ❡✈✐❞❡♥❝❡ ♦❢ ❧♦✇ ❞❡❝❛♥❡✴❈◆❚
❢r✐❝t✐♦♥ ✇❛s ❢♦✉♥❞ ✐♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✿ ❙✉♣♣❧❡ ❛♥❞ ◗✉✐r❦❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ▼❉ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢
❞❡❝❛♥❡ ✐♠❜✐❜✐t✐♦♥ ✐♥ s✐♥❣❧❡ ✇❛❧❧❡❞ ❈◆❚ ❬✾✷✱ ✾✸✱ ✾✹❪ ❛♥❞ ❢♦✉♥❞ t❤❛t t❤❡ t✉❜❡ ✇❛s ✜❧❧❡❞
♠✉❝❤ ♠♦r❡ r❛♣✐❞❧② t❤❛♥ ❡①♣❡❝t❡❞ ✭✈❡❧♦❝✐t✐❡s ∼ 800♠

s
❢♦r t✉❜❡ r❛❞✐✉s R = 0.48 ♥♠✮✳

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ✐♠❜✐❜✐t✐♦♥ s♣❡❡❞ ✇❛s ❝♦♥st❛♥t ♦✈❡r t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t✐♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧s❀
❚❤❡ ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤ ✇❛s ❢♦✉♥❞ t♦ ❜❡ ❛ ❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡√
t✲❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❲❛s❤❜✉r♥ ❧❛✇ ❬✶✵✽❪✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡s❡ ✜♥❞✐♥❣s✱

▼❛❥✉♠❞❡r ❡t ❛❧✳ ❬✻✼❪ ❛♥❞ ❲❤✐t❜② ❡t ❛❧✳ ❬✶✶✵❪ ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦❢ ✢♦✇ ♠❡❛✲
s✉r❡♠❡♥ts ♥♦t ♦♥❧② ✇✐t❤ ✇❛t❡r✱ ❜✉t ❛❧s♦ ✇✐t❤ ❞❡❝❛♥❡ ❛♥❞ ❡t❤❛♥♦❧✳ ❚❤❡② ❜♦t❤ r❡♣♦rt❡❞
♦♥ r❡s✉❧ts ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ t♦ t❤♦s❡ ❢♦r ✇❛t❡r✳ ▲✐❦❡ ❢♦r ✇❛t❡r✱ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ❞✐s✲
❛❣r❡❡ t♦ ❛ ❧❛r❣❡ ❡①t❡♥❞✳ ▼❛❥✉♠❞❡r ❡t ❛❧✳ st❛t❡ s❧✐♣ ❧❡♥❣t❤ ✐♥ t❤❡ ♠✐❝r♦♠❡t❡r r❛♥❣❡
❢♦r ❈◆❚ r❛❞✐✉s 7 ♥♠✳ ❚❤❡ s❧✐♣ t❤❡② ♦❜s❡r✈❡ ❢♦r ❡t❤❛♥♦❧ ✐s ❛❜♦✉t t✇♦ t✐♠❡s✱ ❛♥❞ ❢♦r

✾✶



P❛rt ■❱

❞❡❝❛♥❡ ❛❜♦✉t t❡♥ t✐♠❡s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ❢♦r ✇❛t❡r✳ ❲❤✐t❜② ❡t ❛❧✳ ❣❡t s❧✐♣ ❧❡♥❣t❤ 30 t♦
40 ♥❛♥♦♠❡t❡rs ❛♥❞ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ t❤r❡❡ ❧✐q✉✐❞s ❞✐✛❡r ❧❡ss t❤❛♥ 20%✳

❲❤✐❧❡ t❤❡s❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ❛❣r❡❡ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ✇✐t❤ ♦✉r ❡①♣❡❝✲
t❛t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ✇❛t❡r ❛❧s♦ ❤♦❧❞s tr✉❡ ❢♦r ♦t❤❡r ❧✐q✉✐❞s✱ t❤❡ ❞❡❣r❡❡
♦❢ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ r❡♠❛✐♥s ✉♥s❛t✐s❢❛❝t♦r②✳ P❛rt✐❝✉❧❛r❧②✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ♠❛❦❡ ❛ ♣r❡✲
❞✐❝t✐♦♥ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❢♦r t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❛♥❞ ✐ts ❝✉r✈❛t✉r❡
❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❝❝♦♠♣❧✐s❤ t❤✐s✱ ✇❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ▼❉ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛
t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❧✐q✉✐❞✴s♦❧✐❞ ❢r✐❝t✐♦♥ ❢♦r ❞❡❝❛♥❡ ❛♥❞ ❡t❤❛♥♦❧ ✐♥ ❛r♠❝❤❛✐r ❈◆❚✱
❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✇♦r❦ t❤❛t ✇❡ ❞✐❞ ❜❡❢♦r❡ ❢♦r ✇❛t❡r✳

❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❛❧s♦ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♦❝t❛♠❡t❤②❧❝②❝❧♦t❡tr❛s✐❧♦①❛♥❡ ✭❖▼❈❚❙✮✳ ❚❤✐s
♦r❣❛♥✐❝ ❧✐q✉✐❞ ♠❛❞❡ ♦❢ ❣❧♦❜✉❧❛r✲s❤❛♣❡❞ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ♦❢ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❧❛r❣❡ ❞✐❛♠❡t❡r ✭∼
1 ♥♠✮✱ ✐s ❛♥ ✐♥❤❡r❡♥t ♣❛rt ♦❢ ❛ ❧♦♥❣ ♦♥❣♦✐♥❣ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❛❜♦✉t ❧✐q✉✐❞ ❞②♥❛♠✐❝s ✉♥❞❡r
❝♦♥✜♥❡♠❡♥t✳ ■t ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥✱ t❤❛t ❛ s♦❧✐❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❧✐q✉✐❞ ❝❛♥ ♦❝❝✉r✱ ✇❤❡♥ ✐t ✐s
s✐t✉❛t❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♣❧❛t❡s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛❜♦✉t 6 t✐♠❡s t❤❡ ♠♦❧❡❝✲
✉❧❛r ❞✐❛♠❡t❡r✳ ❉✉❡ t♦ ✐ts ♥❡❛r s♣❤❡r✐❝❛❧ s❤❛♣❡ ❖▼❈❚❙ ❜❡❝❛♠❡ ♣♦♣✉❧❛r ❛s ❛ ♠♦❞❡❧
❢♦r s✐♠♣❧❡ ▲❡♥♥❛r❞✲❏♦♥❡s ✢✉✐❞s✱ ❛♥❞ ✐s ❡①t❡♥s✐✈❡❧② ✉s❡❞ ✐♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts t♦ st✉❞② s✉❝❤
❝♦♥✜♥❡♠❡♥t ❡✛❡❝ts ❬✹✱ ✶✽✱ ✻✺❪✳ ❆ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ t❤❛t ❛❝❝✉r❛t❡❧② r❡♣r♦❞✉❝❡s
t❤✐s ♣❤❛s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ t♦ ❛♥ ♦r❞❡r❡❞ st❛t❡ ✐s st✐❧❧ ♠✐ss✐♥❣✳ ❚❤❡ ❧✐q✉✐❞✴✇❛❧❧ ❢r✐❝t✐♦♥
❝♦✉❧❞ ♣❧❛② ❛ ❜✐❣ r♦❧❡ ✐♥ t❤✐s q✉❡st✐♦♥✳ ❚❤❛t ✐s ✇❤② ✇❡ ❝❤❡❝❦❡❞ ✐❢ ♦✉r t❤❡♦r❡t✐❝❛❧
♠♦❞❡❧ ❛❧s♦ ✇♦r❦s ❢♦r ♦t❤❡r ❧✐q✉✐❞s t❤❛♥ ✇❛t❡r✳
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✶✷ ❲❛t❡r ✢♦✇ ✐♥ ❛ s✐❧✐❝❛ ♣♦r❡

✶✷ ❲❛t❡r ✢♦✇ ✐♥ ❛ s✐❧✐❝❛ ♣♦r❡

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ r❡♣♦rt ♦♥ ▼❉ r❡s✉❧ts ❢♦r ✇❛t❡r ✢♦✇ t❤r♦✉❣❤ ❛♠♦r♣❤♦✉s s✐❧✐❝❛
♥❛♥♦♣♦r❡s✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝✐t② ♦❢ t❤❡ ♣♦r❡ s✉r❢❛❝❡ ✐♥ t❤❡ s✐❧✐❝❛ ❣❧❛ss t❤❛t ✇❛s
✉s❡❞✱ ✇❡ ❡①♣❡❝t t❤❡ ♥♦✲s❧✐♣ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t♦ ❤♦❧❞ tr✉❡ ✐♥ t❤✐s s②st❡♠✳ ❚❤✐s
❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ✐s ❜❛❝❦❡❞ ❜② r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ●r✉❡♥❡r ❡t ❛❧✳ ✇❤♦ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts
♦♥ ❝❛♣✐❧❧❛r② r✐s❡ ♦❢ ✇❛t❡r ❬✸✶❪ ❛♥❞ ❤②❞r♦❝❛r❜♦♥s ❬✸✷❪ ✐♥ ❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝ s✐❧✐❝❛ ♣♦r❡s ✇✐t❤
♠❡❛♥ r❛❞✐✐ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ 5 ♥♠✳ ❚❤❡② ♠❡❛s✉r❡❞ t❤❡ ♠❛ss ✉♣t❛❦❡ ♦❢ ❛ ♣♦r♦✉s s✐❧✐❝❛
s❛♠♣❧❡ ❞✉❡ t♦ ✇❛t❡r ✐♠❜✐❜✐t✐♦♥ ❛♥❞ ❢♦✉♥❞ ❛♥ ❡①❝❡❧❧❡♥t ❝♦♠♣❧✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ sq✉❛r❡ r♦♦t
♦❢ t✐♠❡ ▲✉❝❛s✲❲❛s❤❜✉r♥ ❧❛✇ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ♥♦ s❧✐♣♣❛❣❡ ♦❝❝✉rs✳

✶✷✳✶ ❙②st❡♠ s❡t✉♣

❚❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❝♦♥s✐st❡❞ ♦❢ t✇♦ st❡♣s✿ ❋✐rst✱ t❤❡ s✐❧✐❝❛ ♣♦r❡ ✇❛s
♣r❡♣❛r❡❞ ❛♥❞ t❤❡♥ ✐t ✇❛s ✜❧❧❡❞ ✇✐t❤ ✇❛t❡r ❛♥❞ ❡q✉✐❧✐❜r❛t❡❞ ❛t ❝♦♥st❛♥t t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱
♣r❡ss✉r❡ ❛♥❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s✳

Pr❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ s✐❧✐❝❛ ♣♦r❡ ❚❤❡ ♣r❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝✉❜❡ s❤❛♣❡❞ s❛♠♣❧❡ ♦❢ s✐❧✐❝❛
❣❧❛ss ✇❛s ❛❝t✉❛❧❧② ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ❇♦r✐s ▼❛♥t✐s✐ ✐♥ t❤❡ ❣r♦✉♣ ✬❚❤❡♦r② ❛♥❞ ▼♦❞❡❧✐♥❣✬
❛t t❤❡ ▲P▼❈◆✱ ▲②♦♥✳ ❚❤✐s ♣❛rt ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇❛s ❞♦♥❡ ✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢
❤✐s P❤❉ st✉❞✐❡s ❛❜♦✉t ❧♦✇ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ s✐❧✐❝❛ ❣❧❛ss❡s✳ ❆ ♠♦❞✐✜❡❞ ❇❑❙✲
♣♦t❡♥t✐❛❧ ❬✶✸✱ ✶✵✷❪ ✇❛s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❙✐❖2 ♣r♦❜❡✳ ❚❤❡ s✐❧✐❝❛ ❣❧❛ss ✇❛s ♦❜t❛✐♥❡❞
❜② st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❝r✐st♦❜❛❧✐t❡ ❜❡t❛ ❙✐❖2 ❝r②st❛❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✇❛s t❤❡♥
❤❡❛t❡❞ t♦ 5200❑ ✐♥ 10−10 s✳ ❙✉❜s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ s②st❡♠ r❡❧❛①❡❞ ❢♦r ❢✉rt❤❡r 10−10 s✱
❜❡❢♦r❡ ✐t ✇❛s q✉❡♥❝❤❡❞ t♦ 1❑ ✐♥ 10−9 s✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✇❛s ♠✐♥✐♠✐③❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ ✜♥❛❧❧②✱ t❤❡
s❛♠♣❧❡ s✐③❡ ✇❛s ❛❞❛♣t❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ ③❡r♦ ♣r❡ss✉r❡✳

❆❢t❡r ♣r❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❡q✉✐❧✐❜r❛t❡❞ s❛♠♣❧❡ ♦❢ s✐❧✐❝❛ ❣❧❛ss ❛s ✐t ✇❛s ❥✉st ❞❡s❝r✐❜❡❞✱
t❤❡ s✐❧✐❝♦♥ ❛♥❞ ♦①②❣❡♥ ♣♦s✐t✐♦♥s ✇❡r❡ ✜①❡❞✳ ❆ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ♣♦r❡ ✇❛s ❞r✐❧❧❡❞ ✐♥t♦ t❤❡
❝✉❜❡ ❜② ♦♠✐tt✐♥❣ ❛❧❧ ❛t♦♠s ✇✐t❤ ♣♦s✐t✐♦♥s x2 + y2 < R2✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♣♦r❡s ✇✐t❤
r❛❞✐✐ R = 0.5✱ 1.0 ❛♥❞ 2.0 ♥♠✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ❛♠♦r♣❤♦✉s str✉❝t✉r❡✱ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♣♦r❡
s✉r❢❛❝❡ ✐s r❡❧❛t✐✈❡❧② r♦✉❣❤ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❣r❛♣❤❡♥❡ ❛♥❞ ❢❡❛t✉r❡s ♥♦ ❞✐st✐♥❝t ♣❡r✐♦❞✐❝✐t②✳

❲❛t❡r ✜❧❧✐♥❣ ❆ s✐❧✐❝❛ ❢♦r❝❡ ✜❡❧❞ ❢♦r t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❚■P✸P ✇❛t❡r ❤❛s ❜❡❡♥
♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❈r✉③✲❈❤✉ ❡t ❛❧✳ ❬✶✼❪✳ ❚❤❡② ❛♣♣❧✐❡❞ ❛ s✐♠✐❧❛r ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❛s ❲❡r❞❡r ❡t

❛❧✳ ✉s❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ✇❛t❡r✴❣r❛♣❤✐t❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs✿ ❲❤✐❧❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ❢♦r
♦①②❣❡♥ ❛♥❞ ❤②❞r♦❣❡♥ ❝♦♠♣♦s✐♥❣ ✇❛t❡r ❛r❡ t❤♦s❡ ♦❢ t❤❡ ❚■P✸P ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ▲❡♥♥❛r❞✲
❏♦♥❡s ❛♥❞ ❈♦✉❧♦♠❜ ❢♦r❝❡ ✜❡❧❞s ❢♦r s✐❧✐❝♦♥ ❛♥❞ ♦①②❣❡♥ ✐♥ s✐❧✐❝❛ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ t✉♥❡❞ t♦
r❡♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝♦♥t❛❝t ❛♥❣❧❡ ♦❢ ✇❛t❡r ♦♥ s✐❧✐❝❛ ❣❧❛ss ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t s✉r❢❛❝❡
tr❡❛t♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ s✐❧✐❝❛ ❣❧❛ss✳ P❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r ❙✐ ❛♥❞ ❖ ♦❢ s✐❧✐❝❛ ❛r❡

σ ✭➴✮ ǫ ✭❦❝❛❧✴♠♦❧✮ q ✭❡✮
❙✐ 3.83 0.30 1.0
❖ 3.12 0.15 −0.5

P❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r t❤❡ ✇❛t❡r✲s✐❧✐❝❛ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✭❖✇❛t❡r✲❖s✐❧✐❝❛ ❛♥❞ ❖✇❛t❡r✲❙✐✮ ❛r❡ ❝❛❧❝✉✲
❧❛t❡❞ ✇✐t❤ st❛♥❞❛r❞ ♠✐①✐♥❣ r✉❧❡s σXY = (σX +σY )/2 ❛♥❞ ǫXY =

√
ǫXǫY ✳ ❚♦ ✜❧❧ t❤❡

✾✸



P❛rt ■❱

❊q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ ❢r✐❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❢♦r ✇❛t❡r ✐♥ s✐❧✐❝❛ ♣♦r❡
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❋✐❣✉r❡ ✸✾✿ ■♥t❡❣r❛t❡❞ ❢♦r❝❡ ❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥
❢♦r ✇❛t❡r ✐♥ s✐❧✐❝❛ t✉❜❡ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t r❛❞✐✐✳
❚♦ ❝♦♠♣❛r❡ ✇❛t❡r✴s✐❧✐❝❛ ❛♥❞ ✇❛t❡r✴❈◆❚
❢r✐❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t
✇✐t❤ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ❝♦rr❡✲
❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛t ∼ 30 ❢s✳

s✐❧✐❝❛ ♣♦r❡s ✇✐t❤ ✇❛t❡r✱ t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❛s ❢♦r ❈◆❚ ✇❛s ✉s❡❞ ✭❝♦♠♣❛r❡ s❡❝t✐♦♥
✹✮✳ ❚❤❡ ✇❡tt✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ s✐❧✐❝❛ ❧❡❛❞ t♦ ❛♥ ❡❛s② ✐♥✜❧tr❛t✐♦♥ ♦❢ ✇❛t❡r ❢r♦♠ t❤❡
r❡s❡r✈♦✐rs ❛t ❜♦t❤ ♦♣❡♥ ❡♥❞s ♦❢ t❤❡ ♣♦r❡s ✭❛t 1 ❛t♠✮✳ ❆❢t❡r ❛tt❛✐♥✐♥❣ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠
❞❡♥s✐t②✱ r❡s❡r✈♦✐rs ✇❡r❡ r❡♠♦✈❡❞ ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛t ❝♦♥st❛♥t ♥✉♠✲
❜❡r ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ ✈♦❧✉♠❡ ❛♥❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ❡①❛❝t❧② ❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❞❡t❛✐❧ ❢♦r ✇❛t❡r ✐♥
❈◆❚✳

✶✷✳✷ ❊q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥

❉✉❡ t♦ ✐ts ❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝✐t② ❛♥❞ ✭r❡❧❛t✐✈❡❧②✮ ❤✐❣❤ r♦✉❣❤♥❡ss✱ ✇❡ ❡①♣❡❝t t❤❡ ♥♦✲s❧✐♣
❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t♦ ❤♦❧❞ tr✉❡ ❢♦r t❤❡ s✐❧✐❝❛✲✇❛t❡r ✐♥t❡r❢❛❝❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥ t❤❡♦r②✱
❛♠♦✉♥ts t♦ ❛ ❞✐✈❡r❣✐♥❣ ❢r✐❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t λ = η/b✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s ♦♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ t❤❛t
❝♦♥tr❛r② t♦ ✇❛t❡r ✢♦✇ ✐♥ ❈◆❚✱ t❤❡ ✢♦✇ r❛t❡ t❤r♦✉❣❤ s✐❧✐❝❛ ♣♦r❡s ✐s ♥♦t ❞❡t❡r♠✐♥❡❞
❜② t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝✐❛❧ ❢r✐❝t✐♦♥✱ ❜✉t ❜② t❤❡ ✢✉✐❞ ✈✐s❝♦s✐t②✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥
❝♦❡✣❝✐❡♥t ✐s ♥♦t t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ♣❤②s✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt② ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ✇❛t❡r ✢♦✇ t❤r♦✉❣❤ s✐❧✐❝❛
♣♦r❡s✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❢♦r s♠❛❧❧ s❧✐♣ ❧❡♥❣t❤✱ ❛ ❝❧❡❛r ♣❛r❛❜♦❧✐❝ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡ ✐s
❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ✐♥ ✢♦✇ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ P♦✐s❡✉✐❧❧❡ ✢♦✇ ♣r♦✜❧❡
❛❧❧♦✇s t♦ ♠❡❛s✉r❡ η ❛♥❞ b✳ ❲❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ s✉❝❤ ✢♦✇ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧ts ✇✐❧❧
❜❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s✉❜s❡❝t✐♦♥✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t♦ ❞✐r❡❝t❧② ❝♦♠♣❛r❡ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡
✇❛t❡r✴❈◆❚ ❛♥❞ t❤❡ ✇❛t❡r✴s✐❧✐❝❛ ❢r✐❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✱ ✇❡ ❛❧s♦ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠
s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡❞ t❤❡ ❢♦r❝❡ ❛✉t♦✲❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳

❚❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❢♦r t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✐s ❛❣❛✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❛s ❢♦r ✇❛t❡r ✐♥
❈◆❚✿ ❉✉r✐♥❣ 4 ♥s t❤❡ ❢♦r❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ s✐❧✐❝❛ ❛♥❞ ✇❛t❡r ✇❛s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❡✈❡r② 2 ❢s ❛♥❞
t❤❡♥✱ λ ✇❛s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ●r❡❡♥✲❑✉❜♦ r❡❧❛t✐♦♥ ❊q✳ ✭✶✻✮✳ ❘❡s✉❧ts ❢♦r
t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ❢♦r❝❡ ❛✉t♦ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✾✳ ■❢ ✇❡ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡
❢r✐❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧✱ ✇❡ ✜♥❞ ❛ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧②
1.8 × 106 ◆s

♠3 ✳ ❚❤✐s ✐s t✇♦ ♦r❞❡rs ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ❢r✐❝t✐♦♥ ♦♥ ❣r❛♣❤❡♥❡✳ ❚♦
❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s❧✐♣ ❧❡♥❣t❤✱ ✇❡ t❛❦❡ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✈❛❧✉❡ ❢♦r t❤❡ ❚■P✸P

✾✹



✶✷ ❲❛t❡r ✢♦✇ ✐♥ ❛ s✐❧✐❝❛ ♣♦r❡

✇❛t❡r ❜✉❧❦ ✈✐s❝♦s✐t② η❚■P✸P = 0.3 × 10−3 ◆s
♠2 ❬✸✵❪✱ ❛♥❞ ✜♥❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧② b = η/λ ≈

0.2 ♥♠✳ ●✐✈❡♥ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♦♥ t❤❡ ❡①❛❝t ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝ ❜♦✉♥❞❛r②✱
t❤✐s r❡s✉❧t ❢♦r t❤❡ s❧✐♣ ❧❡♥❣t❤ b < σ ✐s ✐♥ ❣♦♦❞ ❛❝❝♦r❞❛♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦✲s❧✐♣ ❜♦✉♥❞❛r②
❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ❲❡ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ✇❛❧❧ r♦✉❣❤♥❡ss ❛❧s♦ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡s t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❝♦♥t❛❝t ❛r❡❛ A ✇❤✐❝❤ ❡♥t❡rs ❊q✳ ✭✶✻✮✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡ r❛t❤❡r ♣♦r♦✉s ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✭✇✐t❤
r❡s♣❡❝t t♦ s✐③❡ ♦❢ ❛ ✇❛t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡✮ ❧❡❛❞s t♦ s❧✐❣❤t❧② ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ✇❛t❡r ❛♥❞ s✐❧✐❝❛
❞❡♥s✐t✐❡s ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ r❡❣✐♦♥✳ ■♥ t❤✐s s✐t✉❛t✐♦♥✱ ❛ ♣r♦♣❡r ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥t❛❝t
❛r❡❛ ✐s ♥♦t ♦❜✈✐♦✉s✳ ❇✉t t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐s ♦♥❧② ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ ✇❛❧❧ r♦✉❣❤♥❡ss❀
t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ t♦ s❡t t❤❡ ❝♦♥t❛❝t ❛r❡❛ A = 2πRL ✇✐t❤ t❤❡ t✉❜❡ r❛❞✐✉s R ✐s ❛ ❣♦♦❞ ❡♥♦✉❣❤
❡st✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❣✐✈❡♥ ♣✉r♣♦s❡ ✭❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ ✇❛t❡r✴s✐❧✐❝❛
❢r✐❝t✐♦♥✮✳ ❆s ❛ ✜♥❛❧ r❡♠❛r❦ ❜❡❢♦r❡ ✇❡ s✇✐t❝❤ t♦ t❤❡ ✢♦✇ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ ✇❡ ❡♠♣❤❛s✐③❡
t❤❛t ♥♦ ❝✉r✈❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ✇❛s ♦❜s❡r✈❡❞✳ ❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❢r✐❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❤♦❧❞s
tr✉❡ ❢♦r ❛❧❧ t❡st❡❞ t✉❜❡ s✐③❡s R = 0.5✱ 1.0 ❛♥❞ 2.0 ♥♠✳

✶✷✳✸ P♦✐s❡✉✐❧❧❡ ✢♦✇ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ s❧✐♣ ❧❡♥❣t❤

❲❛t❡r ✢♦✇ t❤r♦✉❣❤ ❛ s✐❧✐❝❛ ♣♦r❡ ✇✐t❤ r❛❞✐✉s R = 2♥♠ ✇❛s ❞r✐✈❡♥ ❜② ❛ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧
❢♦r❝❡✿ ❛❧❧ ❧✐q✉✐❞ ❛t♦♠s ✇❡r❡ s✉❜❥❡❝t t♦ ❛ ❝♦♥st❛♥t ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ 2.9 × 10−10♠

s2
✳ ❆❢t❡r

❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② 10−11s ❛ st❛t✐♦♥❛r② ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡ ✇❛s ♦❜t❛✐♥❡❞✳ ❚❤✐s ✐s ♠✉❝❤ ❢❛st❡r
t❤❛♥ ✐♥ ❈◆❚✱ ✇❤❡r❡ ✐t t❛❦❡s ♠♦r❡ ❧✐❦❡ 10−9s t♦ ❡st❛❜❧✐s❤ st❛t✐♦♥❛r② ✢♦✇✳ ❋r♦♠
t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✵ ✐t ✐s ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❛♣♣❛r❡♥t t❤❛t✱ ❛s ❡①♣❡❝t❡❞✱ ♥♦ s❧✐♣
♦❝❝✉rs✿ ✇❛t❡r ✈❡❧♦❝✐t② ❢❛❧❧s t♦ ③❡r♦ ❛t ❛ r❛❞✐✉s ❡✈❡♥ s❧✐❣❤t❧② s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ 2 ♥♠✳ ❲❡
t❤✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ P♦✐s❡✉✐❧❧❡ ♣r♦✜❧❡ ❊q✳ ✭✶✸✮ ❢♦r b = 0✱ ✇❤✐❝❤ s✐♠♣❧② r❡❛❞s

v(r) =
R̃2

4η

(

1− r2

R̃2

)

ρg ✭✹✼✮

✇✐t❤ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ g ❛♥❞ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝ r❛❞✐✉s R̃ ✇❤❡r❡ v(R̃) = 0✳
❋✐tt✐♥❣ t❤✐s t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❝✉r✈❡ ❛❧❧♦✇s t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ✇❛t❡r ✈✐s❝♦s✐t② η❀ R̃ ✐s ❛ s❡❝✲

P♦✐s❡✉✐❧❧❡ ♣r♦✜❧❡ ✇❛t❡r ✐♥ s✐❧✐❝❛ t✉❜❡

0 0,5 1 1,5 2
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100
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200
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z
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)

❋✐❣✉r❡ ✹✵✿ P♦✐s❡✉✐❧❧❡ ✢♦✇ ♣r♦✜❧❡ ♦❢ ✇❛t❡r ✐♥
s✐❧✐❝❛ t✉❜❡✳ ❚❤❡ ♣♦r❡ r❛❞✐✉s✱ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡
♠♦st ✐♥♥❡r s✐❧✐❝❛ ❛t♦♠s✱ ✐s 2 ♥♠✳ ❚❤❡ ♥♦✲
s❧✐♣ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❤♦❧❞s tr✉❡ ❛t t❤❡
❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝ ❜♦✉♥❞❛r② ✇❤✐❝❤ ✇❛s ❢♦✉♥❞
t♦ ❜❡ ♣♦s✐t✐♦♥❡❞ 0.18 ♥♠ ❢✉rt❤❡r ✐♥s✐❞❡✳
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P❛rt ■❱

♦♥❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✜t ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ❚❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ♦❢ t❤❡ t✉❜❡ ✐s ❡①❝❧✉❞❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✜t
r❛♥❣❡ ❜❡❝❛✉s❡ st❛t✐st✐❝s ❛r❡ ♣♦♦r✳ ❚❤❡ r❡❣✐♦♥ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ✇❛❧❧ ✐s ❡q✉❛❧❧② ❡①❝❧✉❞❡❞✱
❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡ ❞❡✈✐❛t❡s ❢r♦♠ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣❛r❛❜♦❧✐❝ s❤❛♣❡✳ ❚❤❡ ❤②✲
❞r♦❞②♥❛♠✐❝ ❜♦✉♥❞❛r② ✐s ❢♦✉♥❞ t♦ ❜❡ 1.8 ➴✐♥s✐❞❡ t❤❡ r❛❞✐❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥ R ♦❢ t❤❡ ♠♦st
✐♥♥❡r s✐❧✐❝❛ ❛t♦♠s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ❬✸❪✳ ❲❡ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ r❡s✉❧t
❢♦r η = 1.5× 10−4 ◆s

♠2 ✐s ❛❜♦✉t t✇♦ t✐♠❡s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ❜✉❧❦ ✈✐s❝♦s✐t②✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥
❢♦r t❤✐s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛ t♦♦ ❡❧❡✈❛t❡❞ ✢♦✇ ✈❡❧♦❝✐t②✳

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r ✇❛t❡r ✐♥ ❛ ❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝
♣♦r❡✳ ❲❡ ❝♦♥✜r♠ ✐♥ ❛ P♦✐s❡✉✐❧❧❡ ✢♦✇ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t❤❡ ❛❝❝✉r❛t❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ ♥♦✲s❧✐♣
❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ st✉❞✐❡❞ ✇❛t❡r✴s✐❧✐❝❛ s②st❡♠✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦
❝❛❧❝✉❧❛t❡ ❛ ❢r✐❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ●r❡❡♥✲❑✉❜♦ r❡❧❛t✐♦♥ ✐♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠
s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✐♥ t❤✐s ♥♦✲s❧✐♣ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ t❤❡ ✉s❡❢✉❧♥❡ss ♦❢ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❝❧❡❛r❧② ❧✐♠✲
✐t❡❞✳ ❚❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✐s ♥♦t t❤❡ ❝r✉❝✐❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r ❢♦r t❤❡ ✢♦✇ r❛t❡ ✐♥ t❤❡
♥♦✲s❧✐♣ ❝❛s❡✱ ✐t ✐s t❤❡ ✇❛t❡r ✈✐s❝♦s✐t②✳
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✶✸ ❋❛st ✢✉✐❞ ✢♦✇ ✐♥ ❈◆❚ ✲ ♦t❤❡r ❧✐q✉✐❞s

✶✸ ❋❛st ✢✉✐❞ ✢♦✇ ✐♥ ❈◆❚ ✲ ❚r❛♥s❢❡r ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧
✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ t♦ ♦t❤❡r ❧✐q✉✐❞s

❉✉❡ t♦ t❤❡✐r ❡①tr❡♠❡ s♠♦♦t❤♥❡ss✱ ✇❡ s✉s♣❡❝t ❈◆❚ t♦ ❡①❤✐❜✐t ❧♦✇ ❢r✐❝t✐♦♥ ♥♦t ♦♥❧②
❢♦r ✇❛t❡r✱ ❜✉t ❛❧s♦ ❢♦r ♦t❤❡r ❧✐q✉✐❞s✳ ❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥✱ ✇❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ♦✉r st✉❞✐❡s ♦❢
❧✐q✉✐❞✴❣r❛♣❤✐t❡ s②st❡♠s t♦ ❞❡❝❛♥❡✱ ❡t❤❛♥♦❧ ❛♥❞ ❖▼❈❚❙✳

✶✸✳✶ ▼♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✿ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ❣❡♦♠❡tr✐❡s ❛♥❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣♦✲
t❡♥t✐❛❧s

❉❡❝❛♥❡ ❜❡❧♦♥❣s t♦ t❤❡ ❣r♦✉♣ ♦❢ s❛t✉r❛t❡❞ ❤②❞r♦❝❛r✲

❋✐❣✉r❡ ✹✶✿ ❙❦❡t❝❤ ♦❢ ❞❡✲
❝❛♥❡ ✭✉♣♣❡r✮ ❛♥❞ ❡t❤❛♥♦❧
✭❧♦✇❡r✮ ♠♦❧❡❝✉❧❡

❜♦♥s ✭❛❧❦❛♥❡s✮✳ ❍②❞r♦❝❛r❜♦♥s ❛r❡ ❝♦♠♣♦s❡❞ s♦❧❡❧② ♦❢ ❤②✲
❞r♦❣❡♥ ❛♥❞ ❝❛r❜♦♥ ❛t♦♠s❀ t❤❡② ❛r❡ ♥♦♥✲♣♦❧❛r✳ ❆ ❞❡❝❛♥❡
♠♦❧❡❝✉❧❡ ✐s ❛ ✢❡①✐❜❧❡ ❝❤❛✐♥ ❜✉✐❧❞ ♦❢ t❡♥ ❝❛r❜♦♥ ❛t♦♠s
✇❤❡r❡ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❜♦♥❞s ❛r❡ s❛t✉r❛t❡❞ ✇✐t❤ ❤②❞r♦❣❡♥
❛t♦♠s✳ ❊❛❝❤ ❝❛r❜♦♥ ❛t♦♠ ❢♦r♠s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❣r♦✉♣ t♦✲
❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐r❡❝t❧② ❜♦♥❞❡❞ ❤②❞r♦❣❡♥ ❛t♦♠s❀ t❤❛t ✐s
❞❡❝❛♥❡ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❡✐❣❤t ❈❍2 s❡❣♠❡♥ts ✭♠❡t❤②❧❡♥❡ ❣r♦✉♣s✮
❛♥❞ t✇♦ ❈❍3 s❡❣♠❡♥ts ✭♠❡t❤②❧ ❣r♦✉♣s✮❀ t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❢♦r✲
♠✉❧❛ ✐s t❤✉s ❈❍3✭❈❍2✮8❈❍3✳ ❋✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❣r♦✉♣s ❛r❡ ❝♦♠✲
♣❧❡①❡s ♦❢ ❛t♦♠s ✇✐t❤✐♥ ♠♦❧❡❝✉❧❡s t❤❛t ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❝❤❡♠✲
✐❝❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡s❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✱ ❜❡❝❛✉s❡ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧
❣r♦✉♣ ✇✐❧❧ s❤♦✇ s✐♠✐❧❛r r❡❛❝t✐✈✐t② ♥♦ ♠❛tt❡r t❤❡ s✐③❡ ♦❢
t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ✐t ✐s ♣❛rt ♦❢✳ ❉❡❝❛♥❡ ❝❛♥ t❤❡r❡❢♦r❡ ❜❡ ❝♦♥✲
s✐❞❡r❡❞ ❛s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ❢♦r t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❣r♦✉♣ ♦❢ ♥✲❛❧❦❛♥❡s
❈❍3✭❈❍2✮n❈❍3 ✇✐t❤ t❤❡ ❝❤❛✐♥ ❧❡♥❣t❤ n+ 2 t❤❡ ♦♥❧② s✐❣✲
♥✐✜❝❛♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡✳ ❋r♦♠ ❛ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ ✐t
s✉❣❣❡sts ✐ts❡❧❢ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❣r♦✉♣s ❛s ♦♥❡ ♣s❡✉❞♦✲
❛t♦♠✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✐s ♦❢ ❝♦✉rs❡ ❛ s♦♠❡✇❤❛t ❧❡ss
❛❝❝✉r❛t❡ ♣✐❝t✉r❡ ♦❢ r❡❛❧✐t② t❤❛♥ t♦ tr❡❛t ❡❛❝❤ ❤②❞r♦❣❡♥
❛♥❞ ❝❛r❜♦♥ ❛t♦♠ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧❧②✳ ❇✉t ✐t ❛❧s♦ r❡❞✉❝❡s ❝♦♥✲
s✐❞❡r❛❜❧② t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ s✐t❡s✱ ❛♥❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱
t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❡✛♦rt ❢♦r ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ✇❤✐❧❡
st✐❧❧ ❛❧❧♦✇✐♥❣ t♦ ❢❛✐r❧② r❡♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ ❧✐q✉✐❞s ♣r♦♣❡rt✐❡s
❬✽✼✱ ✻✾✱ ✹✻❪✳ ❲❡ t❤✉s ❛❞❛♣t t♦ ❝♦♠♠♦♥ ♣r❛❝t✐❝❡ t♦ ✉s❡
s✉❝❤ ❛ ✉♥✐t❡❞ ❛t♦♠ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛r ♦♣t✐♠✐③❡❞ ♣♦t❡♥✲
t✐❛❧s ❢♦r ❧✐q✉✐❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✭❖P▲❙✮ ❬✹✻❪✱ ❢♦r ♦✉r ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ ❧✐q✉✐❞✴s♦❧✐❞ ❢r✐❝t✐♦♥
❢♦r ❞❡❝❛♥❡ ✐♥ ❝❛r❜♦♥ ♥❛♥♦t✉❜❡s✳ ❚❤❡ ❈❍2 ❛♥❞ ❈❍3 ❝♦♠♣❧❡①❡s ❛r❡ ❡❛❝❤ r❡♣r❡s❡♥t❡❞
❜② ♦♥❡ ♥❡✉tr❛❧ ♣♦✐♥t ♠❛ss✳ ❇♦♥❞ ❧❡♥❣t❤ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛♥❣❧❡s ❛r❡ ✜①❡❞ ❛t 1.53➴❛♥❞ 112◦✱
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❆♥ ✐♥tr❛♠♦❧❡❝✉❧❛r r♦t❛t✐♦♥❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✭❞✐❤❡❞r❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧✮ ❢♦r ❣r♦✉♣s
♦❢ ❢♦✉r ❞✐r❡❝t❧② ❧✐♥❦❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❣r♦✉♣s ❧✐♠✐ts t♦rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ❜♦♥❞✳ Ps❡✉❞♦✲
❛t♦♠s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✐♥t❡r❛❝t ❛s ▲❡♥♥❛r❞✲❏♦♥❡s ♣❛rt✐❝❧❡s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ▲❏
♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r ♠❡t❤②❧ ❛♥❞ ♠❡t❤②❧❡♥❡ ❣r♦✉♣s✳

✾✼



P❛rt ■❱

❊t❤❛♥♦❧ ✐s ❛♥ ❛❧❝♦❤♦❧✳ ❆♥ ❡t❤❛♥♦❧ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ✐s ❛ ❝❤❛✐♥ ♦❢ ♦♥❡ ♠❡t❤②❧✱ ♦♥❡ ♠❡t❤②✲
❧❡♥❡ ❛♥❞ ♦♥❡ ❤②❞r♦①②❧ ❣r♦✉♣ ✭❈❍3❈❍2❖❍✮✳ ❈♦♥s✐st❡♥t❧②✱ ✇❡ ✉s❡❞ t❤❡ ❖P▲❙ ♣♦✲
t❡♥t✐❛❧ ❢♦r ❧✐q✉✐❞ ❛❧❝♦❤♦❧s ❬✹✺❪✳ ❚❤❡ ❈❍3 ❛♥❞ ❈❍2 ❝♦♠♣❧❡①❡s ❛r❡ ❛❣❛✐♥ ✉♥✐t❡❞ t♦
♦♥❡ ♣s❡✉❞♦✲❛t♦♠ ❡❛❝❤✳ ❚❤❡ ❤②❞r♦①②❧ ❣r♦✉♣✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✐s ♠♦❞❡❧❡❞ ✇✐t❤ t✇♦ ❞✐st✐♥❝t
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ s✐t❡s ✇❤✐❝❤ ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❝♦♠❡ ✉♣ t♦ ❛ r❡❛❧✐st✐❝ ❝❤❛r❣❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳
P♦✐♥t ❝❤❛r❣❡s ❛r❡ ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ t❤❡ ❍✱ ❖ ❛♥❞ ❈❍2 s✐t❡s✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛ ❞✐♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t
2.2❉✳ ❇♦♥❞s ❛♥❞ ❛♥❣❧❡s ❛r❡ ❛❣❛✐♥ ✜①❡❞ ❛♥❞ ❛❧❧ ❢♦✉r ♠❛ss❡s ❛r❡ ❧✐♥❦❡❞ ❜② ❛ ❞✐❤❡❞r❛❧
♣♦t❡♥t✐❛❧✳

❖❝t❛♠❡t❤②❧❝②❝❧♦t❡tr❛s✐❧♦①❛♥❡ ✭❖▼❈❚❙✮ ✐s ❛ ❝②❝❧✐❝ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ✇❤❡r❡ ❢♦✉r s✐❧✲
✐❝♦♥ ❛♥❞ ❢♦✉r ♦①②❣❡♥ ❛t♦♠s ❢♦r♠ ❛♥ ✐♥♥❡r r✐♥❣✳ ❚♦ ❡✈❡r② ❙✐ ❛t♦♠ t✇♦ ♠❡t❤②❧ ❣r♦✉♣s
❛r❡ ❜♦♥❞❡❞✳ ❚❤❡s❡ ❡✐❣❤t ❈❍3 ❣r♦✉♣s ❜✉✐❧❞ t❤❡ ♦✉t❡r ✬s❤❡❧❧✬ ♦❢ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ✇❤♦s❡
❞✐♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t ✐s s♠❛❧❧✳ ❚❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ s❤❛♣❡ ♦❢ ❛♥ ❖▼❈❚❙ ♣❛rt✐❝❧❡ ✐s ♦❢t❡♥ ❞❡s❝r✐❜❡❞
❛s ❛❧♠♦st s♣❤❡r✐❝❛❧✱ ❜✉t s♦♠❡✇❤❛t ❝♦♠♣r❡ss❡❞ ✐♥ ♦♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ■ts ♠♦❧❡❝✉❧❛r r❛✲
❞✐✉s ∼ 0.9 ♥♠ ✐s t❤r❡❡ t✐♠❡s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ✇❛t❡r✳ ❉✉❡ t♦ ✐ts r❡❧❛t✐✈❡❧② ❧❛r❣❡ s✐③❡ ❛♥❞
♥❡❛r✲s♣❤❡r✐❝❛❧ s❤❛♣❡✱ ❖▼❈❚❙ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ ❣♦♦❞ ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❛ s✐♠✲
♣❧❡ ▲❡♥♥❛r❞✲❏♦♥❡s ❧✐q✉✐❞✳ ■t ✇❛s ✉s❡❞ t♦ st✉❞② ❝♦♥✜♥❡♠❡♥t ❡✛❡❝ts ♦♥ ❧✐q✉✐❞s ❛t
s②st❡♠ s✐③❡s ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ t♦ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❞✐❛♠❡t❡r✱ ❜✉t st✐❧❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ❝♦♥tr♦❧✲
❧❛❜❧❡ ❬✺✺✱ ✹✱ ✶✽❪✳ ■♥ t❤❡ s❛♠❡ s♣✐r✐t✱ ✜rst ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t♦ s✐♠✉❧❛t❡ ❧✐q✉✐❞ ❖▼❈❚❙
❝♦♥s✐st❡❞ ♦❢ ❛ s✉♣❡r✲✉♥✐✜❡❞ ♠♦❞❡❧ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ✐s r❡❞✉❝❡❞ t♦ ♦♥❡ ❧❛r❣❡
▲❡♥♥❛r❞✲❏♦♥❡s ♣❛rt✐❝❧❡ ♦r ❡✈❡♥ t♦ ❛ ❤❛r❞ s♣❤❡r❡ ❬✼✵❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥
❧♦s❡s s✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ✐♥tr❛♠♦❧❡❝✉❧❛r str✉❝t✉r❡✳ ❑❡❡♣✐♥❣ ✐♥ ♠✐♥❞ t❤❛t ♦✉r ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥
♦❢ ✇❛t❡r✴❣r❛♣❤✐t❡ s②st❡♠s ❥✉st r❡✈❡❛❧❡❞ ❧✐q✉✐❞ str✉❝t✉r❡ t♦ ♣❧❛② ❛ ❝r✉❝✐❛❧ r♦❧❡ ❢♦r t❤❡
❛♠♦✉♥t ♦❢ ❧✐q✉✐❞✴s♦❧✐❞ ❢r✐❝t✐♦♥✱ t❤✐s ✈✐❡✇ ❞♦❡s ♥♦t ❛♣♣❡❛r s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ♦✉r ♣✉r♣♦s❡✳

❆ ♠♦r❡ s♦♣❤✐st✐❝❛t❡❞ ❢♦r❝❡ ✜❡❧❞ ✇❛s ♣r♦♣♦s❡❞

❋✐❣✉r❡ ✹✷✿ ❙❦❡t❝❤ ♦❢ ❖▼❈❚❙
♠♦❧❡❝✉❧❡

♦♥❧② ✐♥ ✷✵✶✵ ❜② ▼❛ts✉❜❛r❛ ❡t ❛❧✳ ❬✼✵❪✳ ■t ✐s ♠♦❞❡❧❡❞
❛s ❛ r✐❣✐❞ ❜♦❞② ✭✜①❡❞ ❜♦♥❞ ❧❡♥❣t❤ ❛♥❞ ❛♥❣❧❡s✮ ♦❢ ✶✻
♣♦✐♥t ♠❛ss❡s✿ t❤❡ ✐♥♥❡r r✐♥❣ ♦❢ ✹ s✐❧✐❝♦♥ ❛♥❞ ✹ ♦①②✲
❣❡♥ ❛t♦♠s ❛♥❞ t❤❡ ♦✉t❡r s❤❡❧❧ ♦❢ ✽ ♠❡t❤②❧❡♥ ❣r♦✉♣s✳
❚♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝❤❛r❣❡✱ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✐♥✲
t❡r❛❝t ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ♦♥❧② ✈✐❛ t❤❡ ♦✉t❡r ♠❡t❤②❧❡♥❡
❣r♦✉♣s✳ ❚❤❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ▲❡♥♥❛r❞✲❏♦♥❡s ♣❛r❛♠❡t❡rs
❢♦r t❤❡ ❈❍3 ♣s❡✉❞♦✲❛t♦♠s t❤❡r❡❢♦r❡ ✐♠♣❧✐❝✐t❧② ✐♥✲
❝❧✉❞❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥♥❡r ♦①②❣❡♥ ❛♥❞ s✐❧✐❝♦♥
❛t♦♠s✳ ◆♦t s✉r♣r✐s✐♥❣❧②✱ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♣♦✲
t❡♥t✐❛❧ ✐s ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ❈❍3 ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐♥ t❤❡
❖P▲❙ ♠♦❞❡❧✳

❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐♦✉s ❛t♦♠ t②♣❡s
✭❖✱ ❈❍2 ❛♥❞ ❈❍3✮ t❤❛t ❛r❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥ ♦♥❡ ♦r ♠♦r❡
♦❢ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❧✐q✉✐❞s✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❝❛r❜♦♥ ✇❛❧❧ ❤❛s
t♦ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞✳ ❙✐♥❝❡ ❣r❛♣❤❡♥❡ ❛♥❞ ❈◆❚ s♦❧❡❧② ❝♦♥s✐sts ♦❢ sp2 ❤②❜r✐❞✐③❡❞ ❝❛r❜♦♥
❛t♦♠s ❛♥❞ ❖P▲❙ ❛❧s♦ ♦✛❡rs ❛ ❢♦r❝❡ ✜❡❧❞ ❢♦r t❤✐s ❛t♦♠ t②♣❡✱ t❤✐s ✐s t❤❡ ❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤♦✐❝❡
❢♦r ❞❡❝❛♥❡ ❛♥❞ ❡t❤❛♥♦❧✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❧❛❝❦✐♥❣ ❛ ❞✐st✐♥❝t ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❈❍3✴❈✲

✾✽



✶✸ ❋❛st ✢✉✐❞ ✢♦✇ ✐♥ ❈◆❚ ✲ ♦t❤❡r ❧✐q✉✐❞s

σ ✭➴✮ ǫ ✭❦❝❛❧✴♠♦❧✮ q ✭❡✮

❞❡❝❛♥❡ ❈❍3 3.905 0.175 0.0
❈❍2 3.905 0.118 0.0

❡t❤❛♥♦❧ ❈❍3 3.905 0.175 0.0
❈❍2 3.905 0.118 0.265
❖ 3.07 0.170 −0.700
❍ 0.0 0.0 0.435

❖▼❈❚❙ ❈❍3 3.54 0.39 0.0

❚❛❜❧❡ ✺✿ ■♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r t❤❡ ✐♥t❡r♠♦❧❡❝✉❧❛r ♣♦t❡♥t✐❛❧s ♦❢ ❛❧❧ ✭♣s❡✉❞♦✮❛t♦♠s ✜❣✲
✉r✐♥❣ ✐♥ ♦♥❡ ♦r❡ ♠♦r❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❧✐q✉✐❞s✳

❳ σ❳❈ ✭➴✮ ǫ❳❈ ✭❦❝❛❧✴♠♦❧✮

❈❍3 3.828 0.136
❈❍2 3.828 0.111
❖ 3.41 0.134
❍ 0.0 0.0

❚❛❜❧❡ ✻✿ ▲❡♥♥❛r❞✲❏♦♥❡s ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r t❤❡ ❧✐q✉✐❞✲✇❛❧❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧s ❢♦r ❛❧❧ ❛t♦♠
t②♣❡s✳

♣♦t❡♥t✐❛❧ t♦ ♠❛t❝❤ t❤❡ ❖▼❈❚❙✴❣r❛♣❤✐t❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ✇❡ ❛❧s♦ ❢❛❧❧ ❜❛❝❦ t♦
t❤❡ ❖P▲❙ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❖▼❈❚❙✳

❱❛❧✉❡s ❢♦r t❤❡ ✐♥t❡r♠♦❧❡❝✉❧❛r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧s ❢♦r ❞❡❝❛♥❡✱ ❡t❤❛♥♦❧ ❛♥❞ ❖▼✲
❈❚❙ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛❜✳ ❄❄ ❛♥❞ ❢♦r t❤❡ ❞✐❤❡❞r❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦❢ ❡t❤❛♥♦❧ ❛♥❞ ❞❡❝❛♥❡ ✐♥
❆♣♣❡♥❞✐① ❈✳ P❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r t❤❡ ▲❡♥♥❛r❞ ❏♦♥❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❝❛r❜♦♥ ✇❛❧❧ ❛r❡
❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛❜✳ ❄❄✳

✶✸✳✷ ❈♦♥s✐❞❡r❡❞ s②st❡♠s ❛♥❞ t❤❡✐r ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❞❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡s

❚♦ st✉❞② ❧✐q✉✐❞✴s♦❧✐❞ ❢r✐❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❧✐q✉✐❞s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛❜♦✈❡✱ ❈◆❚ ✇✐t❤ r❛❞✐✐ R =
0.54, 0.68, 1.36 ❛♥❞ 2.71 ♥♠ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❣r❛♣❤❡♥❡ s❧❛❜s ❜❡t✇❡❡♥ r♦✉❣❤❧② 1 ❛♥❞ 7 ♥♠
✇❡r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❚❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❢♦r s②st❡♠ ❡q✉✐❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜❧❧❡❞ t✉❜❡s✴s❧❛❜s
✇❛s ✐❞❡♥t✐❝❛❧ t♦ t❤❡ ♦♥❡ ✉s❡❞ ❢♦r ✇❛t❡r✳ ❆❧❧ s②st❡♠s ✇❡r❡ ❦❡♣t ❛t 300❑ ❛♥❞ 1 ❛t♠✳
❖▼❈❚❙ ❞✐❞ ♥♦t ❡♥t❡r ✐♥ ❈◆❚ ✇✐t❤ r❛❞✐✐ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ∼ 0.6 ♥♠✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❡❛s✐❧②
✉♥❞❡rst❛♥❞❛❜❧❡ ❣✐✈❡♥ ✐ts ❧❛r❣❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❞✐❛♠❡t❡r✳ ❑❡❡♣✐♥❣ ✐♥ ♠✐♥❞ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡
♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ❢♦r t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❢r✐❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ❧✐q✉✐❞
❜♦✉♥❞❛r② r❡❣✐♦♥ ❛r❡ ❣♦✐♥❣ t♦ ❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ❢♦r t❤❡ ✈❛r✐♦✉s ❧✐q✉✐❞s✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱
✇❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡ ✜rst ♦♥ t❤❡ ❧❛②❡r✐♥❣ ❡✛❡❝t ❛♥❞ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡❧② t❤❡ s♣❛t✐❛❧
❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❧❛②❡r✭s✮✳ ▲❛t❡r ♦♥✱ ❛ ♠♦r❡ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡
❛♥❛❧②s✐s ❢♦❧❧♦✇s ✕ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ str✉❝t✉r❡ ❢❛❝t♦r ✇✐❧❧ ❜❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤
❛♥ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❛t✐❝ r♠s ❢♦r❝❡✳

✾✾
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❋✐❣✉r❡ ✹✸✿ ❉❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡s ❢♦r t❤❡ t❤r❡❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❧✐q✉✐❞s ✐♥ t❤❡ ❣r❛♣❤❡♥❡ s❧❛❜ ❣❡♦♠❡tr②
❛♥❞ ✐♥ ❈◆❚ ✇✐t❤ r❛❞✐✉s R = 2.7 ♥♠✿ ❞❡❝❛♥❡ ✭✉♣♣❡r ❧❡❢t✮✱ ❖▼❈❚❙ ✭✉♣♣❡r r✐❣❤t✮ ❛♥❞ ❡t❤❛♥♦❧
✭❧♦✇❡r ❧❡❢t ❣r❛♣❤❡♥❡✱ ❧♦✇❡r r✐❣❤t ❈◆❚✮
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✶✸ ❋❛st ✢✉✐❞ ✢♦✇ ✐♥ ❈◆❚ ✲ ♦t❤❡r ❧✐q✉✐❞s

❉❡❝❛♥❡✱ ❡t❤❛♥♦❧ ❛♥❞ ❖▼❈❚❙ ❡①❤✐❜✐t ❛❧❧ t❤r❡❡ ❛ ✇❡tt✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r ❛♥❞ ❛ ♣r♦✲
♥♦✉♥❝❡❞ ❧❛②❡r✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❣r❛♣❤✐t✐❝ s✉r❢❛❝❡s✳ ▲♦♦❦✐♥❣ ❛t t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❞❡♥s✐t② ♣r♦✲
✜❧❡s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✸✱ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ❛ttr❛❝t ❛tt❡♥t✐♦♥ t♦ s❡✈❡r❛❧ ♣♦✐♥ts✳ ❆t ✜rst✱ ♥♦t❡
t❤❛t ❋✐❣✳ ✹✸ ❞✐s♣❧❛②s t❤❡ t✐♠❡ ❛✈❡r❛❣❡❞ r❛❞✐❛❧ ❞❡♥s✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s s❡♣❛r❛t❡❧② ❢♦r ❛❧❧
♣♦✐♥t ♠❛ss❡s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡✳ ❙✐❧✐❝❛ ❛♥❞ ♦①②❣❡♥ ♦❢ ❖▼❈❚❙ ❛r❡ ♥♦t s❤♦✇♥✱ s✐♥❝❡
t❤❡② ❞♦ ♥♦t ✐♥t❡r❛❝t ❛♥②✇❛②✱ ❛♥❞ ❛r❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ♥♦t ♦❢ ❞✐r❡❝t ✐♥t❡r❡st ❢♦r t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥
❢♦r❝❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✳

❋✐rst✱ t❤❡ t✇♦ ❧✐q✉✐❞s ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ s♦❧❡❧② ✈✐❛ ❝❛r❜♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❣r♦✉♣s ✇✐t❤ t❤❡
❝❛r❜♦♥ ✇❛❧❧✱ ❞❡❝❛♥❡ ❛♥❞ ❖▼❈❚❙✱ ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ✜rst ❞❡♥s✐t② ♣❡❛❦
✐s q✉✐t❡ ♣r♦♠✐♥❡♥t✳ ❚❤✐s ✬✜rst ❧❛②❡r✬ ✐s ✈❡r② ✇❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t t❤❡ ✇✐❞t❤
♦❢ t❤❡ ♣❡❛❦ ✐s ♥❛rr♦✇ ❛♥❞ ✐t ✐s ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛ ③♦♥❡ ♦❢ ❞❡♣❧❡t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❞❡♥s✐t②
✐s ❡✛❡❝t✐✈❡❧② ③❡r♦✱ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ✬s❡❝♦♥❞ ❧❛②❡r✬ ❢♦❧❧♦✇s✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ❢♦r t❤✐s ③❡r♦ ❞❡♥s✐t②
③♦♥❡✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✐s ❞✐✛❡r❡♥t ❢♦r ❞❡❝❛♥❡ ❛♥❞ ❖▼❈❚❙✳ ■t ✐s ❛ ❞✐r❡❝t ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢
t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡s ✭❧✐♥❡❛r ♦r s♣❤❡r✐❝✮ ❛♥❞ t❤❡ ✇❛② t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡s
❛r❡ ♦r❣❛♥✐③❡❞✳ ❋♦r ❞❡❝❛♥❡✱ t❤❡ ✜rst ❛♥❞ s❡❝♦♥❞ ❧❛②❡r ❞♦ r❛r❡❧② s❤❛r❡ ❛t♦♠s ❢r♦♠ ❛
s✐♥❣❧❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✳ ❚❤❛t ♠❡❛♥s ❛ ❞❡❝❛♥❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ♣❛rt ♦❢
t❤❡ ✜rst ❧❛②❡r ✐s ✉s✉❛❧❧② ❝♦♠♣❧❡t❡❧② s✐t✉❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜rst ❧❛②❡r✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ✐s tr✉❡ ✕ t♦
❛ s♦♠❡✇❤❛t ❧❡ss❡r ❡①t❡♥❞ ✕ ❢♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❧❛②❡r✳ ❈♦♥tr❛r✐❧②✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❖▼❈❚❙✱
❛❧❧ t❤r❡❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❧❛②❡rs ♦❢ t❤❡ ❈❍3 ❞❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✸ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ♦♥❧② ♦♥❡

❧❛②❡r ♦❢ ❖▼❈❚❙ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✳ ❆ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ✐♥ t❤❡ ✜rst ❧❛②❡r ✉s✉❛❧❧② ❤❛s ♦♥❡ ♦❢ t✇♦
♣♦ss✐❜❧❡ ✇❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s✿ ❚❤❡ ✐♥♥❡r ❙✐✲❖✲r✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ♦r✐❡♥t❡❞ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♦r
♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r t♦ t❤❡ ❝❛r❜♦♥ ✇❛❧❧✳ ❊✐t❤❡r ✇❛②✱ ❢♦✉r ❈❍3 ❧✐❡ ✐♥ t❤❡ ✜rst ❧❛②❡r✳ ■❢ t❤❡
r✐♥❣ ✐s ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧✱ t❤❡s❡ ❛r❡ ❢♦✉r ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❣r♦✉♣s ♣♦s✐t✐♦♥❡❞ ❛t ♦♥❡ s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥♥❡r
r✐♥❣ ❛♥❞ ❜♦♥❞❡❞ ❡❛❝❤ t♦ ❛♥♦t❤❡r ❙✐ ❛t♦♠✳ ❚❤❡ ❢♦✉r ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❣r♦✉♣s ♦♥ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡
s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ r✐♥❣ ❧✐❡ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❧❛②❡r✳ ■❢ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ✐s ♦r✐❡♥t❡❞ ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r✱ ❢♦✉r
❈❍3 ♦❢ t✇♦ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ❙✐ ❛t♦♠s ❛r❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ✜rst ❧❛②❡r ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r ❢♦✉r ❈❍3

❧✐❡ ✐♥ t❤❡ t❤✐r❞ ❧❛②❡r✳

❈♦♥❝❡r♥✐♥❣ ❡t❤❛♥♦❧✱ t❤❡ ❧❛②❡r✐♥❣ ✐s ♥♦t ❛s ❝❧❡❛r ❝✉t ❛s ❢♦r ❞❡❝❛♥❡ ❛♥❞ ❖▼❈❚❙✳
❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ t❤❡ r❛❞✐❛❧ ❞❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡s ❢♦r t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❝♦♥st✐t✉❡♥ts✿ ♠❡t❤②❧✱
♠❡t❤②❧❡♥❡✱ ♦①②❣❡♥ ❛♥❞ ❤②❞r♦❣❡♥ ✭❋✐❣✳ ✹✸✱ ❧♦✇❡r ♣❧♦ts✮✳ ▲✐❦❡ ❢♦r ✇❛t❡r✱ ✜rst ❛♥❞
s❡❝♦♥❞ ❡t❤❛♥♦❧ ❧❛②❡r ❛r❡ ♥♦t s❡♣❛r❛t❡❞ ❜② ❛ r❡❣✐♦♥ ♦❢ ③❡r♦ ❞❡♥s✐t②✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱
s♦♠❡ ♣❡❛❦s ❡①❤✐❜✐t ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ ♠❛①✐♠✉♠✱ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ s❡❧❢
❛ss❡♠❜❧② ♦❢ t❤❡ ❡t❤❛♥♦❧ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❛ ❤✐❣❤ s❡♥s✐t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r
♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ t♦ ❝✉r✈❛t✉r❡ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞✿ ❉❡♥s✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♥❡①t t♦ ❛ ♣❧❛♥❡ ❣r❛♣❤❡♥❡
s❤❡❡t ❛♥❞ ♥❡①t t♦ ❛ ❈◆❚ ❞✐✛❡r s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②✱ ❡✈❡♥ ❢♦r ❛ r❛❞✐✉s ❛s ❧❛r❣❡ ❛s 2.7 ♥♠✳
❋♦r ❛❧❧ ♦t❤❡r ❧✐q✉✐❞s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ s♦ ❢❛r✱ ❧♦✇ ✇❛❧❧ ❝✉r✈❛t✉r❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ♦♥❧② s♠❛❧❧ ❞❡♥s✐t②
❝❤❛♥❣❡s ✐♥ ♣r♦①✐♠✐t② t♦ t❤❡ ✇❛❧❧✳

❚♦ s✉♠ ✉♣ t❤❡ st❛t✐❝ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❝♦♥✜♥❡❞ ❞❡❝❛♥❡✱ ❡t❤❛♥♦❧ ❛♥❞ ❖▼✲
❈❚❙ ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦ ✇❛t❡r✱ ✇❡ ✜♥❞ ❣❧♦❜❛❧❧② ❛ s✐♠✐❧❛r ❜❡❤❛✈✐♦r✿ t❤❡ ❧✐q✉✐❞✴✇❛❧❧
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❧❡❛❞s t♦ ❛♥ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❧✐q✉✐❞ ✐♥ ♣r♦①✐♠✐t② ♦❢ t❤❡ ✇❛❧❧✳ ❲✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✲
✐♥❣ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ ✇❛❧❧✱ t❤✐s ❞❡♥s❡ ❧✐q✉✐❞ ❧❛②❡r ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❛r t❤✐❝❦♥❡ss ✐s ❢♦❧❧♦✇❡❞
❜② ❛ ③♦♥❡ ♦❢ ❞❡♣❧❡t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ❡✈❡♥t✉❛❧❧② ❜② ❛ s❡❝♦♥❞ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❧❛②❡r ♣❛ss✐♥❣ ✐♥t♦
t❤❡ ❜✉❧❦ r❡❣✐♦♥✳ ❇✉t t❤❡r❡ ❛r❡ ❛❧s♦ s✉❜t❧❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢
♠♦❧❡❝✉❧❛r s✐③❡ ❛♥❞ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❧✐q✉✐❞s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ♦♥❡ ❧❛②❡r ♦❢ ❖▼✲
❈❚❙ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤r❡❡ ❧❛②❡rs ♦❢ ❈❍3 ♣s❡✉❞♦✲❛t♦♠s✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧② t♦

✶✵✶
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t❤❡ st❛t✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ✇❡ ❛❧s♦ ♥♦t❡❞ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r✿ ❆ s✐♠♣❧❡
✈✐s✉❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ✭✇✐t❤ t❤❡ st❛♥✲
❞❛r❞ ✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥ s♦❢t✇❛r❡ ❱▼❉ ❬✹✷❪✮ r❡✈❡❛❧s t❤❛t t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ r❛t❡s ♦❢ ✐♥t❡r❢❛❝❡
❛♥❞ ❜✉❧❦ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❢♦r ❞❡❝❛♥❡ ❛♥❞ ❖▼❈❚❙ ✐s ❞r❛♠❛t✐❝❛❧❧② s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ❢♦r ✇❛t❡r✳
❲❡ ❞✐❞ ♥♦t ♣❡r❢♦r♠ ❛ ♠♦r❡ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❞②♥❛♠✐❝s✱ s✐♥❝❡
t❤❡ ❡✛❡❝t ✇❡ ❛r❡ ♠❛✐♥❧② ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ❢r✐❝t✐♦♥ ✐s
♣r❡❞♦♠✐♥❛♥t❧② s❡t ❜② st❛t✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ✐✳❡✳ t❤❡ r♠s ❢♦r❝❡✳

✶✸✳✸ ▲✐q✉✐❞✴❣r❛♣❤✐t❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ❢♦r ❧❛r❣❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s

❲❡ ♠❡❛s✉r❡❞ t❤❡ ❧✐q✉✐❞✴s♦❧✐❞ ❢r✐❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❢♦r ❞❡❝❛♥❡✱ ❡t❤❛♥♦❧ ❛♥❞ ❖▼❈❚❙
✐♥s✐❞❡ ❛r♠❝❤❛✐r ❈◆❚ ❛♥❞ ✐♥ ❣r❛♣❤❡♥❡ s❧❛❜s✳ ❚♦ t❤✐s ❡♥❞✱ ✇❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♠♦st❧②
❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✉s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❛s ❜❡❢♦r❡ ❢♦r ✇❛t❡r ✕ ♥❛♠❡❧②✱ ❧✐♥❦✐♥❣
t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ✈✐❛ ●r❡❡♥✲❑✉❜♦ ❢♦r♠✉❧❛ t♦ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❢♦r❝❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s✳ ❋♦r ❡t❤❛♥♦❧
❛♥❞ ❞❡❝❛♥❡ ✐♥ ❈◆❚✱ t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✇❛s ❛❧s♦ ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ ✢♦✇ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s t♦
✈❡r✐❢② t❤❛t t❤❡ ❧✐q✉✐❞ str✉❝t✉r❡ ✇❛s ♥♦t ❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ✢♦✇✳

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t
✇✐❧❧ ❜❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss❡❞ ♦♥ t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ ♦✉r ♥❡✇❧② ❣❛✐♥❡❞ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ❢♦r
t❤❡ ✇❛t❡r✴ ❣r❛♣❤✐t❡ ❢r✐❝t✐♦♥✳ ❋✐rst✱ t❤❡ ✐♥t❡r❡st ❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥t
❛♥❞ ❝✉r✈❛t✉r❡ ♦♥ ❢r✐❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡♥ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❢r✐❝t✐♦♥ ❛♥❞ r♠s ❢♦r❝❡ ✐s
❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❊q✳ ✭✸✺✮ ♦❢ t❤❡ r♠s ❢♦r❝❡ ✐s ❛❞❛♣t❡❞
t♦ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ♠❛❞❡ ♦❢ ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ ❛t♦♠ t②♣❡✳

✶✸✳✸✳✶ ❈✉r✈❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ❢r✐❝t✐♦♥

■♥ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ s②st❡♠s✱ ❛❧❧ t❤r❡❡ ❧✐q✉✐❞s s❤♦✇ t❤❡ s❛♠❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ❛s
✇❛t❡r✿ t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✐s ❝✉r✈❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t❀ ✐t ❞❡❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ t❤❡ t✉❜❡ r❛✲
❞✐✉s ✭❝♦♠♣❛r❡ ❋✐❣✳ ✹✹✮✳ ❋♦r ❡t❤❛♥♦❧ ❛♥❞ ❞❡❝❛♥❡✱ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t
❛r❡ ❡✈❡♥ ❧♦✇❡r t❤❛♥ ❢♦r ✇❛t❡r✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡ ✇❡ ✜♥❞ ❢♦r ❢r✐❝t✐♦♥ ♦♥ ❣r❛♣❤❡♥❡ ❛t ❧❛r❣❡
❝♦♥✜♥❡♠❡♥ts✱ ✐s ❛❜♦✉t 30% s♠❛❧❧❡r ❢♦r ❡t❤❛♥♦❧ ❛♥❞ ♦✈❡r 50% s♠❛❧❧❡r ❢♦r ❞❡❝❛♥❡✳
❈♦♥tr❛r✐❧②✱ t❤❡ r❡s✉❧t ❢♦r ❖▼❈❚❙ ✐s ❛❜♦✉t ❛ ❢❛❝t♦r ✹ ❤✐❣❤❡r✳ ❇✉t t❤❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ ♦❢
t❤✐s q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✐s ❧✐♠✐t❡❞ ❜② t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❧✐q✉✐❞ ♠♦❞❡❧s✱
✇❤✐❝❤ r❡♠❛✐♥ ✉♥❦♥♦✇♥ ❛s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡r❡ ✐s ♥♦ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ❛✈❛✐❧✲
❛❜❧❡✳ ❚❤❛t ✐s ✇❤② ✇❡ ❦❡❡♣ t❤❡ ❢♦❝✉s ♦♥ ❛ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❛♥❞ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣✳
❚❤❡ ✜rst ❦❡② r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡s❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✐s✱ t❤❛t ❈◆❚ ❛❝t ❛s ❢❛st tr❛♥s♣♦rt❡rs ♥♦t
♦♥❧② ❢♦r ✇❛t❡r✱ ❜✉t ❛❧s♦ ♦❢ ♦t❤❡r ❧✐q✉✐❞s ❧✐❦❡ ❛❧❝❛♥❡s✱ ❛❧❝♦❤♦❧✱ ✳✳✳
❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s ❢♦r ✇❛t❡r✱ ✇❡ ❛❧s♦ ♥♦t❡ s♦♠❡ ❧✐q✉✐❞✲
s♣❡❝✐✜❝ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✳ ❋♦r ❞❡❝❛♥❡✱ t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❡①❤✐❜✐ts ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❞❡♣❡♥✲
❞❡♥❝❡ ♦♥ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥t ✇❤✐❝❤ ❜❡❝♦♠❡ ❡♠✐♥❡♥t ✐♥ t❤❡ ❣r❛♣❤❡♥❡ s❧❛❜ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤
s❧❛❜ s✐③❡ H < 3 ♥♠✳ ❚❤✐s ✐s ♥♦t t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r ❡t❤❛♥♦❧ ❛♥❞ ❖▼❈❚❙ ✭❛♥❞ ✇❛t❡r✮✳ ❋✉r✲
t❤❡r♠♦r❡✱ ❢♦r ❞❡❝❛♥❡ ❛♥❞ ❖▼❈❚❙✱ ✇❡ ✜♥❞ ❛ s✉r♣r✐s✐♥❣❧② ❧❛r❣❡ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝② ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r ❣r❛♣❤❡♥❡ ❛♥❞ ❈◆❚ ❡✈❡♥ ❢♦r t✉❜❡ r❛❞✐✐ ❛s ❧❛r❣❡ ❛s 3− 5 ♥♠✳

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ t❤❡ s❛♠❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❛♥❞ t❤❡
r♠s ❢♦r❝❡ t❤❛t ✇❛s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❞❡t❛✐❧ ❢♦r ✇❛t❡r ✐♥ t❤❡ ❛❜♦✈❡ s❡❝t✐♦♥s✱ ✇✐❧❧ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞
t♦ t❤❡ ♦t❤❡r ❧✐q✉✐❞s✳

✶✵✷



✶✸ ❋❛st ✢✉✐❞ ✢♦✇ ✐♥ ❈◆❚ ✲ ♦t❤❡r ❧✐q✉✐❞s

❈✉r✈❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t
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❋✐❣✉r❡ ✹✹✿ ❋r✐❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❢♦r ❞❡❝❛♥❡
✭✉♣♣❡r ❧❡❢t✮✱ ❡t❤❛♥♦❧ ✭✉♣♣❡r r✐❣❤t✮ ❛♥❞ ❖▼✲
❈❚❙✭❧♦✇❡r✮ ❝♦♥✜♥❡❞ ✐♥ ❈◆❚ ♦❢ ❞✐❛♠❡t❡r
2R ✭# ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ ⋆ ✢♦✇ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✮
❛♥❞ ✐♥ ❣r❛♣❤❡♥❡ s❧❛❜s ✭� ❡q✉✳ ♠❡❛s✉r❡✲
♠❡♥t✮ ♦❢ s✐③❡ 2R✳

✶✵✸



P❛rt ■❱

✶✸✳✸✳✷ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r② ❢♦r t❤❡ r♠s ❢♦r❝❡ t♦ ♦r❣❛♥✐❝ ❧✐q✉✐❞s

❋✐rst t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ λ ∝ 〈F 2〉/A ✐s t❡st❡❞✳ ❚❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❢r✐❝t✐♦♥
❝♦❡✣❝✐❡♥t ❛♥❞ t❤❡ r♠s ❢♦r❝❡ ✐s st✐❧❧ ✈❛❧✐❞ ✭❝♦♠♣❛r❡ ❧❡❢t ♣❧♦ts ♦❢ ❋✐❣✳ ✹✺✮✱ ❜✉t ❝❤❛♥❣❡s
♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ t✐♠❡ ♣❧❛② ❛ ♠♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t r♦❧❡ t❤❛♥ ❢♦r ✇❛t❡r ✭❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❢r♦♠
❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡ t❤r♦✉❣❤ ♦r✐❣✐♥✮✳ ❆t t❤✐s ♣♦✐♥t✱ ✇❡ ♠❡♥t✐♦♥ t❤❛t ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ τ ❛r❡ ♥♦t
♥❡❝❡ss❛r✐❧② s②st❡♠❛t✐❝❛❧❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥t✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧✐t② ♦❢ ❢r✐❝✲
t✐♦♥ ❛♥❞ r♠s ❢♦r❝❡ ✇♦r❦s ❜❡st ❢♦r ❞❡❝❛♥❡ ✇❤❡r❡ ❛♥ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥t ♦♥ t❤❡
❢r✐❝t✐♦♥ ✇❛s ♦❜s❡r✈❡❞✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t✱ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ❛♥❞ ❝♦♥tr❛r✐❧② t♦ ♦✉r ✜♥❞✐♥❣s
❢♦r ✇❛t❡r✱ t❤❡ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥t ❝❤❛♥❣❡s t❤❡ r♠s ❢♦r❝❡✱ ❜✉t ♥♦t t❤❡ ❞❡❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ t✐♠❡✳ ❖♥
t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❢♦r ❡t❤❛♥♦❧ ❛♥❞ ❖▼❈❚❙ t❤❛t ❤❛✈❡ ❛ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥t ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✐♥t❡r✲
❢❛❝❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ♦♥ ❣r❛♣❤❡♥❡✱ τ s❡❡♠s t♦ ❝❤❛♥❣❡ ❛♥❞ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❢r✐❝t✐♦♥✳ ❆s t♦ t❤❡ r❡❛s♦♥
❢♦r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ t✐♠❡✱ ♥♦ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❣✐✈❡♥ ✇✐t❤♦✉t st✉❞②✐♥❣
t❤❡ ❝♦♥✜♥❡❞ ❧✐q✉✐❞ ❞②♥❛♠✐❝s✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❛r❛❣r❛♣❤s ❛r❡ ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ t❤❡ st❛t✐❝
❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ r♠s ❢♦r❝❡✳

❖♥❡ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡♥t❡rs t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s✿ ❝♦♥tr❛r② t♦ ✇❛t❡r ❛♥❞
❖▼❈❚❙✱ ✇❤❡r❡ ♦♥❧② ♦♥❡ ❛t♦♠ t②♣❡ ✭❈❍3 ❜❡✐♥❣ tr❡❛t❡❞ ❛s ♦♥❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❣r♦✉♣✮
✐♥t❡r❛❝ts ✇✐t❤ t❤❡ ❝❛r❜♦♥ ✇❛❧❧✱ s❡✈❡r❛❧ ❞✐st✐♥❝t ❛t♦♠ t②♣❡s ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ t❤❡ ❧✐q✉✐❞✲
✇❛❧❧ ❢♦r❝❡ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❞❡❝❛♥❡ ❛♥❞ ❡t❤❛♥♦❧✳ ❚❤❡ ❢♦r❝❡ t❤✉s ❤❛s t♦ ❜❡ r❡s♦❧✈❡❞ ✐♥t♦
t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐♦✉s ❛t♦♠ t②♣❡s i✿ F =

∑

i F
(i)✳ ❚❤❡ ❛✉t♦ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥

❢✉♥❝t✐♦♥ r❡❛❞s

〈F (t)F (0)〉 =
∑

i

〈

F (i)(t)F (i)(0)
〉

+
∑

i 6=j

〈

F (i)(t)F (j)(0)
〉

✭✹✽✮

■t t✉r♥s ♦✉t t❤❛t t❤❡ ♠✐①❡❞ ♣❛rts 〈F (i)(t)F (j)(0)〉 ❛r❡ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ✜rst
s✉♠✳ ❲❡ ❝❛♥ t❤❡r❡❢♦r❡ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t❧② ✇r✐t❡ t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❛s t❤❡ s✉♠

λ = β
∑

i

τ (i)
〈

(F (i))2
〉

A(i)
≈ β

∑

i

τ (i)
N

(i)
1

A(i)
(f (i)

q||
)2S(i)(q||) ✭✹✾✮

❈❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② t❤❡ ❝♦♥t❛❝t ❞❡♥s✐t② N1/A✱ t❤❡ ❢♦r❝❡ ✜❡❧❞ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ fq||
❛♥❞ t❤❡ st❛t✐❝ str✉❝t✉r❡ ❢❛❝t♦r ♦❢ t❤❡ ✜rst ❧❛②❡r S(q) ❢♦r ❡❛❝❤ ❛t♦♠ t②♣❡ ❛❧❧♦✇s ❡s✲
t✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ r♠s ❢♦r❝❡ ❢♦r ❧✐q✉✐❞s ✇✐t❤ ❛ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ♠♦❧❡❝✉❧❛r str✉❝t✉r❡✳ ■♥
❋✐❣✳ ✹✺ ✭r✐❣❤t ♣❧♦ts✮✱ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ ❧❡❢t ❛♥❞ r✐❣❤t ❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ ❊q✳ ✭✹✾✮ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
❧✐q✉✐❞s ❛♥❞ ✇❡ ✜♥❞ t❤❛t t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡❧② r❡♣r♦❞✉❝❡s t❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡
r♠s ❢♦r❝❡ ❛❧s♦ ❢♦r ♣♦❧②❛t♦♠✐❝ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t
✐s ❛❧s♦ r❡❛s♦♥❛❜❧❡✿ ❋♦r ❞❡❝❛♥❡✱ ❡t❤❛♥♦❧ ❛♥❞ ❖▼❈❚❙ ✐♥ ❈◆❚✱ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
∑

i τ
(i)N

(i)
1 (f

(i)
q|| )

2S(i)(q||) ✉♥❞❡r❡st✐♠❛t❡s t❤❡ r♠s ❢♦r❝❡ 〈F 2〉 r♦✉❣❤❧② ❜② ❛ ❢❛❝t♦r ♦❢ 4✱
2✱ ❛♥❞ 10✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ s❛♠❡ ♦r ❛ ❜❡tt❡r ❞❡❣r❡❡ ♦❢ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t
❛s ✐t ✇❛s ❢♦✉♥❞ ❢♦r ✇❛t❡r✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ❛❧s♦ ♥♦t❡ ❛ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝② ❢♦r ❣r❛♣❤❡♥❡ ❛♥❞
❈◆❚ r❡s✉❧ts ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❡t❤❛♥♦❧✳ ❚❤❡ r♠s ❢♦r❝❡ ❢♦r ❡t❤❛♥♦❧ ♦♥ ❣r❛♣❤❡♥❡ s❡❡♠s ♥♦t t♦
❜❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ✇❡❧❧✱ ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦ t❤❡ ❈◆❚ r❡s✉❧ts✳ ❚❤❡ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts ❢♦r ❣r❛♣❤❡♥❡
❞❡✈✐❛t❡ ❝❧❡❛r❧② ❢r♦♠ t❤❡ ❧✐♥❡ t❤r♦✉❣❤ ♦r✐❣✐♥ ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ❈◆❚ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts✳ ❆
♣❧❛✉s✐❜❧❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ❢♦r t❤✐s ❧✐❡s ✐♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡s ❢♦r ❣r❛♣❤❡♥❡ ❛♥❞
❈◆❚✱ ❛♥❞ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❛ss✉♠❡s ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡❧② t❤✐♥ ❧❛②❡r

✶✵✹
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❋✐❣✉r❡ ✹✺✿ ❋r✐❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✈❡rs✉s st❛t✐❝ r♠s ❢♦r❝❡ ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥
❊q✳ ✭✹✾✮ ✈❡rs✉s t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ r♠s ❢♦r❝❡ ✭r✐❣❤t✮ ❢♦r ❞❡❝❛♥❡ ✭✉♣♣❡r✮✱ ❡t❤❛♥♦❧ ✭♠✐❞❞❧❡✮ ❛♥❞
❖▼❈❚❙ ✭❧♦✇❡r✮❀ # ❈◆❚✱ � ❣r❛♣❤❡♥❡
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P❛rt ■❱

❛t ❞✐st❛♥❝❡ σ ♦❢ t❤❡ ✇❛❧❧✳ ❉❡✈✐❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r♠s ❢♦r❝❡ ❛♥❞ ✐ts ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
❛r❡ ♠❛✐♥❧② ❞✉❡ t♦ t❤✐s ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✭s❡❝t✐♦♥ ✶✵✮✱ ❜❡❝❛✉s❡ ❛ ✢✉✐❞ ♣❛rt✐❝❧❡ t❤❛t ✐s ❝❧♦s❡r
t♦ t❤❡ ✇❛❧❧ ❢❡❡❧s ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ❤✐❣❤❡r r♦✉❣❤♥❡ss✳ ❚❤❡ ❡①❛❝t ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❞❡♥s✐t②
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛t t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✐s t❤✉s r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r t❤❡ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡✲
t✇❡❡♥ t❤❡ r♠s ❢♦r❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❧❛②❡r ♦❢
❡t❤❛♥♦❧ ✐♥ ♣r♦①✐♠✐t② ♦❢ ❣r❛♣❤❡♥❡ t❛❦❡s ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❢♦r♠ t❤❛♥ ✐♥ ❈◆❚✱ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢
t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐s ❛❧s♦ ♥♦t t❤❡ s❛♠❡✳ ❚❤✐s ✐s ✇❤② ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✺✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t
s❧♦♣s ❢♦r t❤❡ ❡t❤❛♥♦❧✴❣r❛♣❤❡♥❡ ❛♥❞ ❡t❤❛♥♦❧✴❈◆❚ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ r♠s ❢♦r❝❡✳

❖✈❡r❛❧❧✱ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r ❧✐q✉✐❞✴s♦❧✐❞ ❢r✐❝t✐♦♥✱ ✇❤♦s❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t
✇❛s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✇❛t❡r✴❣r❛♣❤✐t❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts✱ ❛❧s♦ ♦✛❡rs ❛ ♣❡rt✐♥❡♥t ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥
♦❢ ❧✐q✉✐❞✴❣r❛♣❤✐t❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ❢♦r ♦t❤❡r ❧✐q✉✐❞s t❤❛♥ ✇❛t❡r✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ❜❡♥❡✜t
❢r♦♠ t❤✐s ❢❛❝t t♦ ❡①❛♠✐♥❡ ❝❧♦s❡❧② t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ r♠s ❢♦r❝❡✳
❚❤❡ ❛✐♠ ♦❢ t❤✐s ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ✐s t♦ ❝❤❡❝❦ ✐❢ t❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥
❝♦❡✣❝✐❡♥t ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ s❛♠❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❡✛❡❝ts t❤❛t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ✇❛t❡r✱
♥❛♠❡❧② s♠♦♦t❤✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ r♦✉❣❤♥❡ss ❛♥❞ str✉❝t✉r❛❧ ✐♥❝♦♠♠❡♥s✉r❛❜✐❧✐t②✳

✶✸✳✸✳✸ ▼✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ❡✛❡❝ts t❤❛t ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❧✐q✉✐❞✴❣r❛♣❤✐t❡ ❢r✐❝t✐♦♥

❚❤r❡❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ✜① t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❢r✐❝t✐♦♥ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❊q✳ ✭✹✾✮✿ ❝♦♥✲
t❛❝t ❞❡♥s✐t② N1

A ✱ st❛t✐❝ str✉❝t✉r❡ ❢❛❝t♦r S(q‖) ❛♥❞ ❢♦r❝❡ ✜❡❧❞ ❋♦✉r✐❡r ❝♦❡✣❝✐❡♥t fq‖ ✳
❋♦r ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❧✐q✉✐❞s ❜✉✐❧t ♦❢ ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ ❛t♦♠ t②♣❡ i✱ ❡❛❝❤ t②♣❡ ❛❞❞s ✐♥❞❡♣❡♥✲
❞❡♥t❧② t♦ t❤❡ r♠s ❢♦r❝❡

〈

F 2
〉

≈
∑

i

〈

(F (i))2
〉

❛♥❞ ❤❡♥❝❡✱ t❤❡ t❤r❡❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❛r❡
❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧❧② ❢♦r ❡❛❝❤ ❛t♦♠ t②♣❡✳ ❋♦r ✇❛t❡r ✐♥ ❛r♠❝❤❛✐r ❈◆❚✱ t❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡
❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✇❛s ❢♦✉♥❞ t♦ st❡♠ ♠❛✐♥❧② ❢r♦♠ ❛♥ ✐♥t❡r♣❧❛② ♦❢
t✇♦ ❡✛❡❝ts✳ ❋✐rst❧②✱ ✐♥❝♦♠♠❡♥s✉r❛❜✐❧✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❧❛t❡r❛❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛✲
❝✐❛❧ ✇❛t❡r ❛♥❞ t❤❡ ❈◆❚ str✉❝t✉r❡ ♣❧❛② ❛ ❝r✉❝✐❛❧ r♦❧❡✳ ■t ✐s ✐♥ ❧❛r❣❡ ♣❛rts r❡s♣♦♥s✐❜❧❡
❢♦r t❤❡ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❢r✐❝t✐♦♥ ✐♥ ❛r♠❝❤❛✐r ❈◆❚ ♦❢ ❞✐❛♠❡t❡rs > 1 ♥♠✳ ❙❡❝♦♥❞❧②✱ ❝✉r✲
✈❛t✉r❡ ✐♥❞✉❝❡s ❛ s♠♦♦t❤✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❧❛t❡r❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❢❡❧t ❜② t❤❡ ✇❛t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✐♥
♣r♦①✐♠✐t② t♦ t❤❡ ✇❛❧❧ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ t✉❜❡✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✭❛❧♠♦st✮ ✈❛♥✐s❤✐♥❣ ♣♦t❡♥t✐❛❧
r♦✉❣❤♥❡ss ❧❡❛❞s t♦ q✉❛s✐✲❢r✐❝t✐♦♥❧❡ss ♠♦t✐♦♥ ♦❢ s✐♥❣❧❡ ✜❧❡ ✇❛t❡r ✐♥ ✭5, 5✮ ❛♥❞ ✭6, 6✮
❛r♠❝❤❛✐r ❈◆❚✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ t❤❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ t❤r❡❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❛r❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❢♦r
❞❡❝❛♥❡✱ ❡t❤❛♥♦❧ ❛♥❞ ❖▼❈❚❙✱ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ✜♥❞✐♥❣s ❢♦r ✇❛t❡r✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦
❡st❛❜❧✐s❤ ✇❤✐❝❤ ❡✛❡❝t✭s✮ ❧✐❡ ❛t t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ♦❢ t❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ❢r✐❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡
❝❛s❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❧✐q✉✐❞s✳ ❆ ❣r❛♣❤✐❝❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ ❛❧❧
❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❢♦r ❡❛❝❤ ❧✐q✉✐❞ ❛♥❞ ❛t♦♠ t②♣❡ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❉✳

❈♦♥t❛❝t ❞❡♥s✐t② ❚❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥t❛❝t ❞❡♥s✐t✐❡s ✐s s✐♠✐❧❛r
❢♦r ❛❧❧ ❛t♦♠ t②♣❡s ✜❣✉r✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❧✐q✉✐❞s✳ ❋♦r ❛ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥t❛❝t ❞❡♥s✐t②✱ ✇❡ r❡❢❡r t♦ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡
r❡s✉❧ts ❢♦r ✇❛t❡r ✐♥ ❛r♠❝❤❛✐r ❛♥❞ ③✐❣③❛❣ ❈◆❚ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✾✳

❙t❛t✐❝ str✉❝t✉r❡ ❢❛❝t♦r ❋♦r ✇❛t❡r ✐♥s✐❞❡ ❛♥❞ ♦✉ts✐❞❡ ❛r♠❝❤❛✐r ❈◆❚✱ t❤❡ ❧❛t❡r❛❧
t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ✜rst ✇❛t❡r ❧❛②❡r ✇❛s ❢♦✉♥❞ t♦ ❜❡ ✐s♦tr♦♣✐❝ ❛♥❞ ✐♥❞❡✲
♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ t✉❜❡ r❛❞✐✉s ✐♥ ❧♦✇ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥t✳ ❈❤❛♥❣❡s ♦❢ t❤❡ ✭✐♥✮❝♦♠♠❡♥s✉r❛❜✐❧✐t②✱

✶✵✻



✶✸ ❋❛st ✢✉✐❞ ✢♦✇ ✐♥ ❈◆❚ ✲ ♦t❤❡r ❧✐q✉✐❞s

q✉❛♥t✐✜❡❞ ❜② t❤❡ str✉❝t✉r❛❧ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ S(q‖)✱ ✇❡r❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ ✐♥❞✉❝❡❞
❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❛t❡r❛❧ ♦①②❣❡♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡ ✈❡❝t♦r q‖✳ ◆♦✇✱
♥♦t ♦♥❧② ✐s t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r s✐③❡ ♦❢ ❞❡❝❛♥❡✱ ❡t❤❛♥♦❧ ❛♥❞ ❖▼❈❚❙ ❜✐❣❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡
♦❢ ✇❛t❡r✱ ❜✉t t❤❡② ❛❧s♦ ❤❛✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t s❤❛♣❡s✳ ❆s ❛❧r❡❛❞② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦✉rs❡ ♦❢
t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡s✱ ❞❡❝❛♥❡ ❛♥❞ ❖▼❈❚❙ ❡①❤✐❜✐t ♣r❡❢❡r❡♥t✐❛❧ ♦r✐❡♥✲
t❛t✐♦♥s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❣r❛♣❤❡♥❡ ✇❛❧❧✳ ❖♥ ❣r❛♣❤❡♥❡✱ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❛①❡s ♦❢ t❤❡
r❡❧❛t✐✈❡❧② st✐✛ r♦❞✲❧✐❦❡ ❞❡❝❛♥❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❧✐❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ ✇❛❧❧ ❢♦r t❤❡ ✜rst ❞❡❝❛♥❡
❧❛②❡r✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥♥❡r s✐❧✐❝♦♥✲♦①②❣❡♥ r✐♥❣ ♦❢ ♦♥❡ ❖▼❈❚❙
♠♦❧❡❝✉❧❡ ❧✐❡s ❡✐t❤❡r ♣❛r❛❧❧❡❧ ♦r ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r t♦ t❤❡ ❣r❛♣❤❡♥❡ ✇❛❧❧✳

❉❡❝❛♥❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❛❧s♦ t❡♥❞ t♦ s❡❧❢ ♦r❣❛♥✐③❡✳ ❉♦♠❛✐♥s ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧
❛❧✐❣♥❡❞ ❞❡❝❛♥❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❝❛♥ ❡①t❡♥❞ ♦✈❡r s❡✈❡r❛❧ ♥❛♥♦♠❡t❡rs ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ st❛❜❧❡ ❢♦r
∼ 10−10 s✱ ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥t ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t✐♠❡✳ ❙♥❛♣s❤♦ts ♦❢ t❤❡
✐♥t❡r❢❛❝❡ ❞❡❝❛♥❡ ❧❛②❡r ♦♥ ❣r❛♣❤❡♥❡ s❤♦✇ t❤❛t s♦♠❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❤❡①❛❣♦♥❛❧
❣r❛♣❤❡♥❡ ❣r✐❞ s❡❡♠ t♦ ❜❡ ❢❛✈♦r❡❞ ❢♦r t❤✐s ❛❧✐❣♥♠❡♥t✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❡s ✐♥
t❤❡ st❛t✐❝ str✉❝t✉r❡ ❢❛❝t♦r S(q)✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ♠❡♥t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞
❛♥✐s♦tr♦♣② ♠✐❣❤t ❛❧s♦ ❜❡ ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ✐♥s✉✣❝✐❡♥t st❛t✐st✐❝s✿ ❉✉❡ t♦ s✐③❡ ❛♥❞
st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ s❡❧❢ ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❞♦♠❛✐♥s✱ ✇❡ s✉s♣❡❝t t❤❛t s♣❛t✐❛❧ ❛♥❞ t❡♠♣♦r❛❧ ❛✈❡r❛❣❡s
❤❛✈❡ ❜❡❡♥ t♦♦ s❤♦rt t♦ s❛♠♣❧❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s♣❛❝❡✳

❈♦♥tr❛r② t♦ t❤❡ ♦t❤❡r ❧✐q✉✐❞s✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❛♥ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥t ♦♥ t❤❡ ❢r✐❝✲
t✐♦♥ ❢♦r ❞❡❝❛♥❡ ✐♥ ❛ ❣r❛♣❤❡♥❡ s❧❛❜✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♠❡❛s✉r❡❞ ❢♦r s❧❛❜
s✐③❡s 1.15 ❛♥❞ 1.97 ♥♠ ✐s s♠❛❧❧❡r ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❧♦✇❡r ❝♦♥✜♥❡♠❡♥ts✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝t ✐s ✇❡❧❧
❝❛♣t✉r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ r♠s ❢♦r❝❡ ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✹✺✮✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ❢♦r t❤✐s ❢r✐❝t✐♦♥
❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ s♠❛❧❧ ❣r❛♣❤❡♥❡ s❧❛❜s ✐s ❛♥ ♦r❞❡r✐♥❣ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ✇❤♦❧❡ s❧❛❜ ❤❡✐❣❤t
t❤❛t ❝❤❛♥❣❡s t❤❡ ❞❡❝❛♥❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ str✉❝t✉r❡ ❢❛❝t♦r ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ ❞❡❝❛♥❡✴❣r❛♣❤❡♥❡
❝♦♠♠❡♥s✉r❛❜✐❧✐t② S(q‖)✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡ ❜✉❧❦ r❡❣✐♦♥ ❞✐s❛♣♣❡❛rs ❛♥❞ ❞❡❝❛♥❡ ❛rr❛♥❣❡s
✐♥ ❧❛②❡rs ✭✷ ❧❛②❡rs ❢♦r H = 1.15 ♥♠❀ ✹ ❢♦r H = 1.97 ♥♠✮ t❤❛t ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✿
■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❞♦♠❛✐♥s ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❛❧✐❣♥❡❞ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ♦❝❝✉rr❡❞ ♥♦t ♦♥❧②
✇✐t❤✐♥ ♦♥❡ ❧❛②❡r✱ ❜✉t ❡①t❡♥❞❡❞ ♦✈❡r ❛❧❧ ❧❛②❡rs✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡✐r st❛❜✐❧✐t② ❛♥❞
❝❤❛♥❣❡s t❤❡ ❞❡❝❛♥❡ str✉❝t✉r❡ ❢❛❝t♦r ❛t t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡✳

■♥ ❈◆❚✱ t❤❡ t✉❜❡ ❣❡♦♠❡tr② ✐♥tr♦❞✉❝❡s ❛ ♣r❡❢❡r❡♥t✐❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❞❡❝❛♥❡
♠♦❧❡❝✉❧❡s ✕ t❤❡② t❡♥❞ t♦ ♦r✐❡♥t❛t❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ t✉❜❡ ❛①✐s✳ ❈♦♥tr❛r✐❧② t♦ ✇❛t❡r✱ t❤❡
❞❡❝❛♥❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ str✉❝t✉r❡ ✐s r❛❞✐✉s ❞❡♣❡♥❞❡♥t✳ ❋♦r ❤✐❣❤❡r ❝✉r✈❛t✉r❡✱ ♠♦r❡ ❛♥❞ ♠♦r❡
♠♦❧❡❝✉❧❡s r❡♦r✐❡♥t❛t❡ t❤❡♠s❡❧✈❡s t♦ ❡✈❛❞❡ ❜❡♥❞✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ✇❛❧❧ ❝✉r✈❛t✉r❡ ✐♠♣♦s❡s
✐♥ ❛♥❣✉❧❛r ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❚❤✐s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✐s ✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❢♦r
❞❡❝❛♥❡ str✉❝t✉r❡ ✐♥ ❈◆❚ ❢r♦♠ ❙✉♣♣❧❡ ❛♥❞ ◗✉✐r❦❡ ❬✾✹❪✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t✇♦ ❡✛❡❝ts
❛❞❞ t♦ t❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ S(q±)✳ ❋✐rst❧②✱ t❤❡
✇❛✈❡ ✈❡❝t♦rs q± ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ❧❡♥❣t❤ ❛♥❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❲❡ ❛r❡ ❛❧r❡❛❞② ❢❛♠✐❧✐❛r ✇✐t❤ t❤✐s
♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❢r♦♠ t❤❡ ✇❛t❡r st✉❞②✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ❢♦r ✇❛t❡r✱ ✇❡ ♦♥❧② ❝❛r❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝❤❛♥❣✲
✐♥❣ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡ ✈❡❝t♦r✱ ✐ts ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❜❡✐♥❣ ✐rr❡❧❡✈❛♥t ❢♦r ✐s♦tr♦♣✐❝ S(q)✳ ❆♥❞
s❡❝♦♥❞❧②✱ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ❢❛❝t♦r ✐ts❡❧❢ ✐s ✐♥✢✉❡♥❝❡❞ ❜② t❤❡ ❈◆❚ s✐③❡✱ ✐♥
❢❛❝t✱ ✐t ❜❡❝♦♠❡s ♠♦r❡ ❛♥❞ ♠♦r❡ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ❢♦r ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❞✐❛♠❡t❡r✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r♣❧❛②
♦❢ ❜♦t❤ ❡✛❡❝ts ✕ ❝❤❛♥❣✐♥❣ ❞❡❝❛♥❡ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ❝❤❛♥❣✐♥❣ ✇❛✈❡ ✈❡❝t♦r q‖ ✕ r❡s✉❧ts ✐♥
❛♥ ♥♦♥✲s②st❡♠❛t✐❝ ❝✉r✈❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ S(q‖)✳
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P❛rt ■❱

❙t❛t✐❝ str✉❝t✉r❡ ❢❛❝t♦r ♦❢ ❞❡❝❛♥❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❧❛②❡r

❣r❛♣❤❡♥❡ ✭✷✵✱✷✵✮ ❈◆❚

s♥❛♣s❤♦t ✶st ❧❛②❡r S(q‖) ❛❧❧ r❛❞✐✐
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R = 2.71 nm
R = 1.36 nm
R = 0.68 nm
R = 0.54 nm

❋✐❣✉r❡ ✹✻✿ ❋✐rst ❧✐q✉✐❞ ❧❛②❡r ❢♦r ❞❡❝❛♥❡✴❣r❛♣❤✐t❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡s✳ ▲♦✇❡r ❧❡❢t✿ ❚❤❡ r♦❞✲❧✐❦❡ ❞❡❝❛♥❡
♠♦❧❡❝✉❧❡s ❛❞❤❡r❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ ✇❛❧❧ ❛♥❞ ❜✉✐❧❞ ❛ ❧✐q✉✐❞ ❧❛②❡r ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❛r t❤✐❝❦♥❡ss✳ ❯♣♣❡r✿
✷✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ st❛t✐❝ str✉❝t✉r❡ ❢❛❝t♦r ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❞❡❝❛♥❡ ❧❛②❡r ♦♥ ❣r❛♣❤❡♥❡ ✭✉♣♣❡r ❧❡❢t✮
❛♥❞ ✐♥ ❛ ❈◆❚ ✇✐t❤ r❛❞✐✉s 1.36 ♥♠ ✭✉♣♣❡r r✐❣❤t✮✳ ❋♦r ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ t✉❜❡ ❞✐❛♠❡t❡r✱ t❤❡ ❞❡❝❛♥❡
♠♦❧❡❝✉❧❡s ❛❧✐❣♥ ♠♦r❡ ❛♥❞ ♠♦r❡ ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✉❜❡ ❛①✐s✱ ❛♥❞ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ❢❛❝t♦r ❣❡ts
❛♥✐s♦tr♦♣✐❝✳ ▲♦✇❡r r✐❣❤t✿ ❙t❛t✐❝ str✉❝t✉r❡ ❢❛❝t♦r ♦❢ ❛❧❧ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❞❡❝❛♥❡✴❣r❛♣❤✐t❡ s②st❡♠s
✐♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡ ✈❡❝t♦r q‖ ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❧✐q✉✐❞✴✇❛❧❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧✳ ❉✉❡ t♦
t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ❛♥✐s♦tr♦♣②✱ S(q) ❝❤❛♥❣❡s ❞r❛st✐❝❛❧❧② ✇✐t❤ t❤❡ r❛❞✐✉s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❧❡♥❣t❤
❛♥❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ q‖ ❛r❡ r❛❞✐✉s✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ✭✇❤✐t❡ ✈❡❝t♦rs✮✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ ❛♥ ✉♥s②st❡♠❛t✐❝
❝✉r✈❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♠❡♥s✉r❛❜✐❧✐t② ❢❛❝t♦r S(q‖) ✭♠❛r❦❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ r❡❞ ❞♦ts✮✳
◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❞✐s♣❧❛②❡❞ str✉❝t✉r❡ ❢❛❝t♦rs ❛r❡ t❤❡ ♦♥❡s ❢♦r t❤❡ ❈❍2✲♣s❡✉❞♦✲❛t♦♠s ✭❜❧✉❡ ❜❧♦❜s
✐♥ t❤❡ s♥❛♣s❤♦t✮❀ t✇♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❧❡♥❣t❤s ❛♣♣❡❛r ✐♥ t❤❡ ❙❋✱ t❤❡ ✐♥tr❛♠♦❧❡❝✉❧❛r ❜♦♥❞ ❧❡♥❣t❤✱
❛♥❞ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❛❧✐❣♥❡❞ ❞❡❝❛♥❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✳
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✶✸ ❋❛st ✢✉✐❞ ✢♦✇ ✐♥ ❈◆❚ ✲ ♦t❤❡r ❧✐q✉✐❞s

❍❡r❡✱ ✇❡ ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ ❞❡❝❛♥❡ ❜❡❝❛✉s❡ ✐ts s✐♠♣❧❡ s❤❛♣❡ ♠❛❦❡s ✐ts str✉❝t✉r❛❧ r❡❛r✲
r❛♥❣❡♠❡♥t ❛t ❝✉r✈❡❞ ✇❛❧❧s ❡❛s✐❧② ✉♥❞❡rst❛♥❞❛❜❧❡✳ ❇✉t ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ❛♥❞✴♦r ❝✉r✈❛t✉r❡
❞❡♣❡♥❞❡♥t str✉❝t✉r❡ ❢❛❝t♦rs ✇❡r❡ ❛❧s♦ ❢♦✉♥❞ ❢♦r ❖▼❈❚❙ ❛♥❞ ❡t❤❛♥♦❧✳ ◆♦ s♣❡❝✐✜❝
✐♥❝♦♠♠❡♥s✉r❛❜✐❧✐t② ✇✐t❤ t❤❡ ❛r♠❝❤❛✐r ❈◆❚ str✉❝t✉r❡ ✇❛s ♦❜s❡r✈❡❞ ❢♦r ❛♥② ♦❢ t❤❡s❡
❧✐q✉✐❞s✳

P♦t❡♥t✐❛❧ r♦✉❣❤♥❡ss ❚❤❡ ❋♦✉r✐❡r ❝♦❡✣❝✐❡♥t fq‖ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❛ ❣♦♦❞ ♠❡❛s✉r❡ ❢♦r
t❤❡ r♦✉❣❤♥❡ss ✭❂ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✮ ♦❢ t❤❡ ❢♦r❝❡ ✜❡❧❞ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ ▲❡♥♥❛r❞✲❏♦♥❡s
♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❧✐q✉✐❞ ❛♥❞ ✇❛❧❧ ❛t♦♠s✳ ●✐✈❡♥ t❤❛t σ ❢♦r t❤❡
✈❛r✐♦✉s ❧✐q✉✐❞ ❛t♦♠ t②♣❡s ❛r❡ ❛❧❧ s✐♠✐❧❛r✱ ✐t ✐s ♥♦t s✉r♣r✐s✐♥❣ t♦ ✜♥❞ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡❧② t❤❡
s❛♠❡ r❛❞✐✉s ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ fq‖ ❛s ❢♦r ✇❛t❡r✳ ❚❤❡ r♦✉❣❤♥❡ss ✐♥s✐❞❡ ❛r♠❝❤❛✐r ❈◆❚ ✐s
❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❝✉r✈❛t✉r❡✳

✶✸✳✹ ❙✉♠♠❛r② ❛♥❞ ♦✉t❧♦♦❦

❖✉r s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts s✉❣❣❡st t❤❛t ❛ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ✢✉✐❞s✱ ❧✐❦❡ ✇❛t❡r✱ ❛❧❝♦❤♦❧s ❛♥❞ ❤②✲
❞r♦❝❛r❜♦♥s ❡①❤✐❜✐t ❛❧❧ ❛ ✈❡r② s✐♠✐❧❛r ✢♦✇ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐♥ ❣r❛♣❤✐t✐❝ ♥❛♥♦ s②st❡♠s ❧✐❦❡
❣r❛♣❤❡♥❡ s❧❛❜s ♦r ❝❛r❜♦♥ ♥❛♥♦t✉❜❡s✿ ❋❧♦✇ r❛t❡s ❧✐❡ ❢❛r ❛❜♦✈❡ ✇❤❛t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❡①✲
♣❡❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝ ♥♦✲s❧✐♣ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ❞✉❡ t♦ ❡①tr❡♠❡❧② ❧♦✇
❢r✐❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❝❛r❜♦♥ ✇❛❧❧✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ ♣❧✉❣ ✢♦✇ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛❜♦❧✐❝ ✈❡❧♦❝✐t②
♣r♦✜❧❡s ❢♦✉♥❞ ✇✐t❤♦✉t s❧✐♣♣❛❣❡✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✐♥ t❤❡ ❈◆❚ s②st❡♠s ✇❡ st✉❞✐❡❞ s♦ ❢❛r
✭❛r♠❝❤❛✐r ❈◆❚ ❢♦r ❞❡❝❛♥❡✱ ❡t❤❛♥♦❧✱ ❖▼❈❚❙ ❛♥❞ ✇❛t❡r❀ ③✐❣③❛❣ ❈◆❚ ❢♦r ✇❛t❡r✮✱ t❤❡
❢r✐❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✐s ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❢✉rt❤❡r ❢♦r ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❝✉r✈❛t✉r❡✱ ❢❛✈♦r✐♥❣ ❢❛st ✢✉✐❞
tr❛♥s♣♦rt ❡✈❡♥ ❢♦r ❈◆❚ ✇✐t❤ ✈❡r② s♠❛❧❧ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥s ✭❞✐❛♠❡t❡r ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ t♦ t❤❡
♠♦❧❡❝✉❧❛r s✐③❡✮✳ ❚❤✐s ❝✉r✈❛t✉r❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❝❛♥ ❜❡
✉♥❞❡rst♦♦❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ t❤❡♦r② ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ♣❛rt ■■■✳ ❈❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ❝♦❡✣✲
❝✐❡♥t ❛r❡ ❞✐r❡❝t❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ r♠s ❢♦r❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❧✐q✉✐❞ ❛♥❞
❝❛r❜♦♥ ✇❛❧❧✳ ❚❤❡ r♠s ❢♦r❝❡✱ ✐♥ t✉r♥✱ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤r❡❡ ✐♥t❡r❢❛❝✐❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s✿
❧✐q✉✐❞ ❝♦♥t❛❝t ❞❡♥s✐t②✱ ✇❛❧❧ r♦✉❣❤♥❡ss ❛♥❞ ✭✐♥✮❝♦♠♠❡♥s✉r❛❜✐❧✐t② ♦❢ ✇❛❧❧ str✉❝t✉r❡
❛♥❞ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❧✐q✉✐❞ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❧❛②❡r✳ ❚❤✐s ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✇♦r❦s ✈❡r② ✇❡❧❧ ❢♦r
❛❧❧ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❧✐q✉✐❞s✳

❖♥❡ st❡♣ ❢✉rt❤❡r✿ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❢♦r ③✐❣③❛❣ ❈◆❚✴❞❡❝❛♥❡ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛♥ ❡✈❛❧✉❛✲
t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐♦✉s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s t♦ t❤❡ st❛t✐❝ r♠s ❢♦r❝❡ r❡✈❡❛❧s ❛ str✐❦✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥❝❡
❜❡t✇❡❡♥ ✇❛t❡r ❛♥❞ t❤❡ ❧✐q✉✐❞s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣❛rt✿ ❢♦r t❤❡ ❧❛tt❡r ✐♥❝♦♠♠❡♥✲
s✉r❛❜✐❧✐t② ❞♦❡s ♥♦t ♣❧❛② ❛ r♦❧❡ ❢♦r t❤❡ s♠❛❧❧ ❢r✐❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❛♥❞ ✐ts ❝✉r✈❛t✉r❡
❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ❢❛❝t♦r S(q‖) ✐s ♠♦st❧② ❧❛r❣❡r t❤❡♥ ♦♥❡
❛♥❞ ✐❢ ❛♥② ❝❤❛♥❣❡ ✇✐t❤ ❝✉r✈❛t✉r❡ ✇❛s ♦❜s❡r✈❡❞ ✐t ✇❛s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❜② tr❡♥❞✳ ❋♦r ❞❡✲
❝❛♥❡✱ ❡t❤❛♥♦❧ ❛♥❞ ❖▼❈❚❙✱ ❛ s②st❡♠❛t✐❝ ❞❡❝r❡❛s❡ ✇✐t❤ ❝✉r✈❛t✉r❡ ✐s ♦♥❧② ♦❜s❡r✈❡❞
❢♦r t❤❡ ❝♦♥t❛❝t ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ r♦✉❣❤♥❡ss✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤✐s r❡s✉❧ts st✐❧❧ ✐♥ t❤❡
s❛♠❡ ♦✈❡r❛❧❧ tr❡♥❞ ❢♦r t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✐♥ ❛r♠❝❤❛✐r ❈◆❚✱ ✐t ♠✐❣❤t ✇❡❧❧ ❜❡ ✈❡r②
❞✐✛❡r❡♥t ✐♥ ③✐❣③❛❣ ❈◆❚✳ ❘❡♠❡♠❜❡r t❤❛t ❝♦♥tr❛r✐❧② t♦ ❛r♠❝❤❛✐r ❈◆❚✱ t❤❡ r♦✉❣❤♥❡ss
♦❢ t❤❡ ❢♦r❝❡ ✜❡❧❞ ✐♥s✐❞❡ ③✐❣③❛❣ ❈◆❚ ✐s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❢♦r s♠❛❧❧ r❛❞✐✐✳ ■❢ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦
❛ ❤✐❣❤❡r r♦✉❣❤♥❡ss✱ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❝❤❛♥❣❡s ✉♥♣r❡❞✐❝t❛❜❧② ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡
❧✐q✉✐❞ ❛❞❛♣ts t♦ t❤❡ ✇❛❧❧ ❝✉r✈❛t✉r❡✱ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✐s ❡q✉❛❧❧②

✶✵✾



P❛rt ■❱

✉♥❢♦r❡s❡❡❛❜❧❡✳ ■❢ ♥♦ ✐♥❝♦♠♠❡♥s✉r❛❜✐❧✐t② ♦❝❝✉rs t♦ ❝♦✉♥t❡r t❤❡ ❤✐❣❤❡r r♦✉❣❤♥❡ss ✐♥
③✐❣③❛❣ ❈◆❚✱ ❛ ♠✉❝❤ ❤✐❣❤❡r ❢r✐❝t✐♦♥ ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❛♥ ❛r♠❝❤❛✐r ❈◆❚ ♦❢
s✐♠✐❧❛r ✭s♠❛❧❧✮ r❛❞✐✉s✳ ❲❡ ❝❤❡❝❦❡❞ t❤✐s ❢♦r ❞❡❝❛♥❡ ✐♥ ❛ ✭✵✱✶✹✮ ❈◆❚ ✭R = 0.55♥♠✮
❛♥❞ ✇❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥❞❡❡❞ ❛ ❢r✐❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t λ ≈ 1.2×104 ◆s

♠3 ✕ ❛ ✈❛❧✉❡ t❤❛t ✐s 300 t✐♠❡s
❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ ✭✽✱✽✮ ❈◆❚ ✭R = 0.54 ♥♠✮✳

✶✶✵



❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❛♥❞ ♦✉t❧♦♦❦

❆t ❧❛st✱ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❛s♣❡❝ts ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✇♦r❦ ❛r❡ ❛❣❛✐♥ ❜r✐❡✢② s✉♠♠❛r✐③❡❞✱
❜❡❢♦r❡ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ ✇✐t❤ ❛♥ ♦✉t❧♦♦❦ ♦♥ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦✳

❆✐♠ ♦❢ t❤✐s st✉❞② ❚❤✐s ✇♦r❦ ✇❛s ♠♦t✐✈❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❛st♦♥✐s❤✐♥❣ r❡s✉❧ts ♦❢ ♦t❤❡r
❣r♦✉♣s t❤❛t ♣r❡✈✐♦✉s❧② ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ ❝❛r❜♦♥ ♥❛♥♦t✉❜❡
✭❈◆❚✮ ♠❡♠❜r❛♥❡ ♣❡r♠❡❛❜✐❧✐t✐❡s✳ ❚❤❡② r❡♣♦rt❡❞ ❡①❝❡♣t✐♦♥❛❧❧② ❤✐❣❤ ❧✐q✉✐❞ t❤r♦✉❣❤✲
♣✉t ❞✉❡ t♦ ✉❧tr❛ ❢❛st ✢✉✐❞ tr❛♥s♣♦rt ✐♥ ❈◆❚✳ ❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ✢♦✇ r❛t❡s ❡①❝❡❡❞❡❞
t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝s ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✇✐t❤ ♥♦✲s❧✐♣ ❜♦✉♥❞❛r②
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❜② s❡✈❡r❛❧ ♦r❞❡rs ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡✳ ❚❤❡s❡ ✢♦✇ r❛t❡s ✐♠♣❧② s❧✐♣ ❧❡♥❣t❤ ❢r♦♠
s❡✈❡r❛❧ ❤✉♥❞r❡❞ ♥❛♥♦♠❡t❡rs ✉♣ t♦ ♠✐❝r♦♠❡t❡rs✳ ❚❤✐s ✐s ❢❛r ❛❜♦✈❡ t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥
❢♦r ❛t♦♠✐❝❛❧❧② s♠♦♦t❤ ♥♦♥✲✇❡tt✐♥❣ ❧✐q✉✐❞✴s♦❧✐❞ ✐♥t❡r❢❛❝❡s✳ Pr❡✈✐♦✉s ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts
♦♥ ♦t❤❡r ✐♥t❡r❢❛❝❡s ♦❢ t❤✐s t②♣❡ r❡s✉❧t❡❞ ✐♥ s❧✐♣ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ♦♥❧② ❛ ❢❡✇ ♥❛♥♦♠❡t❡rs✳
❙✉❝❤ ❛ ❧♦✇✲❢r✐❝t✐♦♥ tr❛♥s♣♦rt ♦❢ ❧✐q✉✐❞s ✐♥ ♥❛♥♦♣♦r❡s ✐s ♦t❤❡r✇✐s❡ ♦♥❧② ❦♥♦✇♥ ❢r♦♠
❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ s②st❡♠s ❧✐❦❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❝❡❧❧ ♠❡♠❜r❛♥❡ ♣♦r❡s ✭❛q✉❛♣♦r✐♥❡s✮✳ ❈❛r❜♦♥
♥❛♥♦t✉❜❡ ♠❡♠❜r❛♥❡s t❤❛t r❡♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡s❡ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ✜❧t❡rs ✇♦✉❧❞
♦✛❡r ♣r♦♠✐s✐♥❣ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ❢♦r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❧✐❦❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❛t❡r ❞❡s❛❧✐♥❛t✐♦♥
❜② r❡✈❡rs❡ ♦s♠♦s✐s✳ ❇✉t ✉♣ t♦ ♥♦✇✱ t❤❡ r❡❛s♦♥ ❢♦r t❤❡ ❧❛r❣❡ s❧✐♣♣❛❣❡ ✐♥ ❈◆❚ ✇❛s
✉♥❝❧❡❛r✱ ❧❡❛✈✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ✉♥❝♦♥✜r♠❡❞ ❜② ❛♥② t❤❡♦r②✳

❚❤❡ ❛✐♠ ♦❢ t❤✐s st✉❞② ✇❛s t❤❡r❡❢♦r❡ t♦ r❡❛ss❡ss t❤❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ ❢❛st ✢✉✐❞ tr❛♥s✲
♣♦rt ✐♥ ❝❛r❜♦♥ ♥❛♥♦t✉❜❡s ❛s ✐t ✇❛s ♣r❡✈✐♦✉s❧② ♠❡❛s✉r❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ✇✐t❤ ♠♦❧❡❝✲
✉❧❛r ❞②♥❛♠✐❝s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❡ ✇❛♥t❡❞ t♦ ❣✐✈❡ ❛ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥
♦❢ ❧✐q✉✐❞✴s♦❧✐❞ ❢r✐❝t✐♦♥ ♦♥ ❣r❛♣❤✐t✐❝ s✉r❢❛❝❡s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♠❡❝❤✲
❛♥✐s♠s ❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣ ❢r✐❝t✐♦♥✳

▼♦❧❡❝✉❧❛r ❞②♥❛♠✐❝s ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❧✐q✉✐❞✴s♦❧✐❞ ❢r✐❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t
❚❤❡ ❧✐q✉✐❞✴s♦❧✐❞ ❢r✐❝t✐♦♥ ♦❝❝✉rr✐♥❣ ❢♦r ❧❛♠✐♥❛r ✢✉✐❞ ✢♦✇ ✐♥ ❣r❛♣❤✐t✐❝ ♥❛♥♦♣♦r❡s ✇❛s
✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✇✐t❤ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❞②♥❛♠✐❝s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ❝♦❡❢✲
✜❝✐❡♥t λ t❤❛t ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡s t❤❡ ❧✐♥❡❛r r❡s♣♦♥s❡ F = −λAvs❧✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ ❢r✐❝t✐♦♥ ❢♦r❝❡
❛♥❞ s❧✐♣ ✈❡❧♦❝✐t②✱ ✇❛s ♠❡❛s✉r❡❞ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❧✐q✉✐❞s✱ ❣❡♦♠❡tr✐❡s ❛♥❞ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥ts✿
❚❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❣❡♦♠❡tr✐❡s ✇❡r❡ ✬❧✐q✉✐❞ ✐♥s✐❞❡✬ ♦r ✬♦✉ts✐❞❡ ♦❢ ❝❛r❜♦♥ ♥❛♥♦t✉❜❡✬ ❛♥❞
✬❧✐q✉✐❞ ✐♥ ❣r❛♣❤❡♥❡ s❧❛❜✬✳ ❚❤❡ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥t ✇❛s ✈❛r✐❡❞ ❜② ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ t✉❜❡ r❛❞✐✉s
❛♥❞ t❤❡ s❧❛❜ s✐③❡✳ ❚❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✇❛s ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ t✇♦ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✇❛②s
❢♦r ❢♦✉r ❞✐✛❡r❡♥t ❧✐q✉✐❞s✱ ♥❛♠❡❧② ✇❛t❡r✱ ❡t❤❛♥♦❧✱ ❞❡❝❛♥❡ ❛♥❞ ❖▼❈❚❙✳ ❖♥❡ ♠❡t❤♦❞
❝♦♥s✐st❡❞ ♦❢ ❞✐r❡❝t❧② ♠❡❛s✉r✐♥❣ ❢r✐❝t✐♦♥ ❢♦r❝❡ ❛♥❞ s❧✐♣ ✈❡❧♦❝✐t② ✐♥ ✢♦✇ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳
❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♠❡t❤♦❞ ♠❛❞❡ ✉s❡ ♦❢ ❛ ●r❡❡♥✲❑✉❜♦ r❡❧❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t
✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ λ ✐♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳

❖✉r s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ ❝♦♥✲
✜♥❡♠❡♥t✱ ❜✉t str♦♥❣❧② ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ ❝✉r✈❛t✉r❡✿ ❲❤✐❧❡ r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ ❣r❛♣❤❡♥❡ s❧❛❜
❣❡♦♠❡tr② ✇❡r❡ ❝♦♥st❛♥t ❢♦r ❝❤❛♥❣✐♥❣ s❧❛❜ s✐③❡✱ t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✐♥ ❈◆❚ ❞❡✲
❝r❡❛s❡s ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② ✇✐t❤ t❤❡ t✉❜❡ r❛❞✐✉s✳ ■♥ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ❛r♠❝❤❛✐r ❈◆❚✱ ✇❛t❡r
❛rr❛♥❣❡❞ ✐♥ s✐♥❣❧❡ ✜❧❡ ✢♦✇❡❞ ❛❧♠♦st ❢r✐❝t✐♦♥❧❡ss✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❝♦♥✜r♠
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ♠❡❛s✉r❡❞ ✢♦✇ r❛t❡ ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥ts ✉♣ t♦ 103✳

✶✶✶



❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦✇ ❢r✐❝t✐♦♥ ❲❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❞❡✲
s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ❧✐q✉✐❞✴s♦❧✐❞ ❢r✐❝t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ●r❡❡♥✲❑✉❜♦ r❡❧❛t✐♦♥ λ = βτF 〈F 2〉/A
✇✐t❤ τF =

∫∞
0 ❞t〈F (t)F (0)〉/〈F 2〉 t❤❡ ❞❡❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦r❝❡ ❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥

❢✉♥❝t✐♦♥✳ ■t t✉r♥❡❞ ♦✉t t❤❛t t❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ✐s ❛❧♠♦st ❡①❝❧✉s✐✈❡❧② ❞✉❡ t♦
❛ ❝❤❛♥❣✐♥❣ r♠s ❢♦r❝❡ 〈F 2〉✳ ❖♥❧② ✐♥ ❤✐❣❤ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥t ✇❤❡r❡ t❤❡ ❧✐q✉✐❞ str✉❝t✉r❡ ✐s
❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥t✱ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❧✐q✉✐❞ ❛❞❞
t♦ t❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✳ ❙✉❜s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥
♦❢ ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r t❤❡ r♠s ❢♦r❝❡ r❡✈❡❛❧❡❞ t❤❛t ✐t ✐s ❞✐r❡❝t❧② ❧✐♥❦❡❞ t♦
t❤r❡❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✭♦❢ t❤❡ ✜rst ❧❛②❡r ♦❢ ❧✐q✉✐❞ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❛❞❤❡r✐♥❣ t♦ t❤❡ ✇❛❧❧
❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ✇❛❧❧ ✐ts❡❧❢✮✳ ❚❤❡s❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ t❤❡ ❧✐q✉✐❞ s✉r❢❛❝❡ ❞❡♥s✐t②✱ t❤❡ r♦✉❣❤♥❡ss
♦❢ t❤❡ ✇❛❧❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❢❡❧t ❜② t❤❡ ❧✐q✉✐❞ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✐♥ t❤❡ ✜rst ❧❛②❡r ❛♥❞ ❛ ❝♦♠♠❡♥✲
s✉r❛❜✐❧✐t② ❢❛❝t♦r ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✭♠✐s✮♠❛t❝❤ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡
♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ❧✐q✉✐❞✳ ■♥ t❤❡ ❧♦✇ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥t r❡❣✐♠❡ R > 1 ♥♠✱ t❤❡s❡ t❤r❡❡
q✉❛♥t✐t✐❡s ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✳ ❚❤❡ ✇❛❧❧ str✉❝t✉r❡ ♣❧❛②s
❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✐♠♣♦rt❛♥t r♦❧❡ s✐♥❝❡ ✐t ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ✇❛❧❧ r♦✉❣❤♥❡ss ❛♥❞ ❡♥t❡rs ❛❧s♦
✐♥t♦ t❤❡ ❝♦♠♠❡♥s✉r❛❜✐❧✐t② ❢❛❝t♦r✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛r♠❝❤❛✐r ❈◆❚ ❣❡t s♠♦♦t❤❡r ✇✐t❤
❞❡❝r❡❛s✐♥❣ r❛❞✐✉s✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ r♦✉❣❤♥❡ss ♦❢ ③✐❣③❛❣ ❈◆❚ ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ❘❡♠❛r❦❛❜❧②✱ ❢♦r
✇❛t❡r✱ t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡❝r❡❛s❡s ✐♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s✱ ❛❧❜❡✐t ❧❡ss ✐♥ ③✐❣③❛❣ ❈◆❚✳ ❚❤✐s
✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r ❛❧❧ ❧✐q✉✐❞s ❛s ❛ t❡st ✇✐t❤ ❞❡❝❛♥❡ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞✿ ❋♦r
❛ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ r❛❞✐✉s ❛❜♦✉t 5➴✱ t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✇❛s t✇♦ ♦r❞❡rs ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡
❧❛r❣❡r ❢♦r ③✐❣③❛❣ t❤❛♥ ❢♦r ❛r♠❝❤❛✐r ❝❤✐r❛❧✐t②✳ ❆❧t♦❣❡t❤❡r✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧
❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❡①♣❧❛✐♥s t❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✐♥ ❛r♠❝❤❛✐r
❈◆❚ ❢♦r ❛❧❧ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❧✐q✉✐❞s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✐t ❛❧s♦ ❝❛t❝❤❡s t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡
❢r✐❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦♥ t❤❡ ❈◆❚ ❝❤✐r❛❧✐t② t❤❛t ✇❛s ♦❜s❡r✈❡❞ ❢♦r ✇❛t❡r ✐♥ ❛r♠❝❤❛✐r ❛♥❞
③✐❣③❛❣ ❈◆❚✳ ❲❡ ❤❛✈❡ t❤✉s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ♦✉r ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐♥ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ❛ ❣♦♦❞ ✉♥❞❡rst❛♥❞✲
✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♦r✐❣✐♥ ♦❢ ❢❛st ✢✉✐❞ tr❛♥s♣♦rt ✐♥ ❝❛r❜♦♥ ♥❛♥♦t✉❜❡s✳ P❛rt❧②✱ t❤❡s❡
r❡s✉❧ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ✐♥ ❘❡❢✳ ❬✷✷❪ ✭r❡s✉❧ts ❢♦r ✇❛t❡r✮✳

P❡rs♣❡❝t✐✈❡s ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ t❤❡♦r② ✐t ✐s ♥♦✇ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♠❛❦❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s
❢♦r ✢♦✇ r❛t❡s ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t s②st❡♠s✳ ❙✐♥❝❡ ♦✉r r❡s✉❧ts s✉❣❣❡st t❤❛t t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡
✇❛❧❧ ❛♥❞ t❤❡ ❧✐q✉✐❞ ❛r❡ ❛ ❝r✉❝✐❛❧ ❢❛❝t♦r✱ ❢✉rt❤❡r ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡
❈◆❚ ❝❤✐r❛❧✐t② ♠✐❣❤t ♣❡r♠✐t t♦ ✜♥❞ ❧✐q✉✐❞✴♥❛♥♦t✉❜❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧②
❧♦✇ ❢r✐❝t✐♦♥✳ ❋♦r t❤✐s✱ t❤❡ ❤✐❣❤ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥t r❡❣✐♠❡ ✐s ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥t❡r❡st✐♥❣ s✐♥❝❡ ✐t
❢❛✈♦r❡s str♦♥❣ ♦r❞❡r✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❧✐q✉✐❞ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✱ ❧✐❦❡ s✐♥❣❧❡ ✜❧❡ ✇❛t❡r✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✳ ■♥
♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ s✉❝❤ ❝r②st❛❧❧✐♥❡ str✉❝t✉r❡s ♦✛❡r t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❢r✐❝t✐♦♥❧❡ss s❧✐❞✐♥❣ ❞✉❡ t♦
❝♦♠♣❧❡t❡ ✐♥❝♦♠♠❡♥s✉r❛❜✐❧✐t② ✭③❡r♦ ❧✐q✉✐❞ str✉❝t✉r❡ ❢❛❝t♦r ❛t t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ✇❛✈❡
❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐t ✇♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❜❡ ✈❡r② ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t t❤❡
tr❛♥s♣♦rt ♦❢ ❧❛r❣❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s✱ ❧✐❦❡ ❉◆❆ ♦r ♦t❤❡r ❜✐♦✲♣♦❧②♠❡r❡s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❜r❡❛❦❞♦✇♥
♦❢ t❤❡ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝ t❤❡♦r② ✇❤✐❝❤ ♠❛r❦s t❤❡ ♦♥s❡t ♦❢ ❤✐❣❤ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥t✱ ♦❝❝✉r❡s ❛t
❧❛r❣❡r s②st❡♠ s✐③❡s✳ ▲♦✇❡r✐♥❣ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦r ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ✐s ❛ ❢✉rt❤❡r
♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ ❧✐q✉✐❞ str✉❝t✉r❡ ✐♥s✐❞❡ ❈◆❚✿ ❋♦r ✇❛t❡r✱ ✐❝❡✲❧✐❦❡ str✉❝t✉r❡s
✐♥ ❈◆❚ ✉♥❞❡r ❞✐✛❡r❡♥t p, T ✲❝♦♥❞✐t✐♦♥s t❤❛♥ ❢♦r ❜✉❧❦ ✇❛t❡r ✇❡r❡ ❢♦✉♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧②
❛♥❞ ✐♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❬✺✷✱ ✺✸❪✳ ❆♥♦t❤❡r ♦♣t✐♦♥ ❢♦r ♣♦❧❛r ❧✐q✉✐❞s ♠✐❣❤t ❜❡ t♦ ✐♥❞✉❝❡ ♦r
❝❤❛♥❣❡ ❛ ♣r❡❢❡rr❡❞ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞✱ t♦ ✉s❡ ❝❤❛r❣❡❞ ❈◆❚
❬✸✾❪✱ ♦r t♦ ❛❞❞ ✐♦♥s t♦ t❤❡ ❧✐q✉✐❞✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ tr❛♥s♣♦rt ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❛q✉❡♦✉s s❛❧t
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s♦❧✉t✐♦♥s ❛r❡ ❛ ✈❡r② r❡❧❡✈❛♥t t♦♣✐❝ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ❡✳❣✳ ❡♥❡r❣②
❝♦♥✈❡rs✐♦♥✳ ❚♦ ♣✉rs✉❡ ❛❧❧ t❤❡s❡ ✐❞❡❛s✱ ❢✉rt❤❡r ▼❉ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❢✉❧✳

❆❜♦✈❡ ❛❧❧✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❛ ❞✐r❡❝t ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♥❡❡❞❡❞
t♦ ✈❛❧✐❞❛t❡ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❧❡❝✉❧❛r t❤❡♦r② ❢♦r ❧✐q✉✐❞✴s♦❧✐❞ ❢r✐❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❧✐q✉✐❞
♠♦❞❡❧s t❤❛t ✇❡r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ st✉❞② ❛r❡
✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✢♦✇ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇✐t❤ 2 ♥♠✲❈◆❚ ♠❡♠❜r❛♥❡s ❬✸✽❪✳
❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ r❡s✉❧ts ❢♦r ✢♦✇ r❛t❡s ✐♥ 7 ♥♠✲❈◆❚ ✇❡r❡ ❢❛r ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ♦✉r ♣r❡✲
❞✐❝t✐♦♥s ❬✻✼❪✳ ❆ ♣♦ss✐❜❧❡ r❡❛s♦♥ ❢♦r t❤✐s ✐s ❛♥ ✉♥❞❡r❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✢♦✇
❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ✐♥ t❤✐s ❡①♣❡r✐♠❡♥t s✐♥❝❡ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❈◆❚✲
♠❡♠❜r❛♥❡s ✐s ❛ ❞❡❧✐❝❛t❡ t❛s❦✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ ♥♦ s②st❡♠❛t✐❝ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥
❡①✐sts s♦ ❢❛r t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❈◆❚ r❛❞✐✉s ❛♥❞ ❝❤✐r❛❧✐t②✳ ❚❤❡ ✉❧t✐♠❛t❡ ❣♦❛❧
❢♦r s✉❝❤ ❛ st✉❞② ✇♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ ✢♦✇ r❛t❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t t❤r♦✉❣❤ ❛ s✐♥❣❧❡ ❈◆❚ ✇✐t❤
✇❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❛♥❞ str✉❝t✉r❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ P❡r❢♦r♠✐♥❣ s✉❝❤ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✐s
❝❡rt❛✐♥❧② ❛ ✈❡r② ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❋✐rst st❡♣s ✐♥ t❤✐s ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❤❛✈❡ r❡❝❡♥t❧② ❜❡❡♥
s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ❛ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❧❡❞ ❜② t❤❡ ❣r♦✉♣ ✬▲✐q✉✐❞s ❛♥❞ ■♥t❡r❢❛❝❡s✬ ✐♥
t❤❡ ▲P▼❈◆ ✭❯♥✐✈❡rs✐t② ▲②♦♥ ✶✮✿ ❙✐❧✐❝♦♥ ♥✐tr✐❞❡ ♠❡♠❜r❛♥❡s ♣❡r❢♦r❛t❡❞ ❜② ❛ s✐♥✲
❣❧❡ ❝❛r❜♦♥ ♦r ❜♦r♦♥ ♥✐tr✐❞❡ ♥❛♥♦t✉❜❡ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r❡❞✳ ❖t❤❡rs ❤❛✈❡ ♠❛❞❡
❛❞✈❛♥❝❡s ✐♥ s❡♣❛r❛t✐♥❣ ❈◆❚ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❞✐r❡❝t❧②
❧✐♥❦❡❞ t♦ ❝❤✐r❛❧✐t② ❬✻✷❪✳ ❇✉t ✐♠♣♦rt❛♥t ♦❜st❛❝❧❡s st✐❧❧ ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ♦✈❡r❝♦♠❡ t♦ ❝♦♥❞✉❝t
❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✢♦✇ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❛s ✇❡❧❧ ❛s t♦ ❧❛r❣❡❧② ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ ❈◆❚ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❍♦✇✲
❡✈❡r✱ ❦❡❡♣✐♥❣ ✐♥ ♠✐♥❞ ♦✉r t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡✐r ♣r♦s♣❡❝t✐✈❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱
✐t s❡❡♠s ❝❡rt❛✐♥❧② ✇♦rt❤ t❤❡ ❡✛♦rt t♦ ♣✉rs✉❡ t❤✐s ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ r♦❛❞✳
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❆♣♣❡♥❞✐①

❆ ❙tr✉❝t✉r❡ ❢❛❝t♦r ♦❢ ❛ ♦♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❜❡❛❞✲s♣r✐♥❣ ❝❤❛✐♥

❚❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ s✐♥❣❧❡ ✜❧❡ ✇❛t❡r ✐♥ ❛ r✐❣✐❞ ❈◆❚ ♦❢ s✉❜✲♥❛♥♦♠❡t❡r ❞✐❛♠❡t❡r ❝❛♥ ❜❡
q✉✐t❡ ❛❝❝✉r❛t❡❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✇✐t❤ ❛ s✐♠♣❧❡ ❜❡❛❞✲s♣r✐♥❣ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ str✉❝t✉r❡ ❢❛❝t♦r
♦❢ s✉❝❤ ❛ s②st❡♠ ❤❛s ❜❡❡♥ ❢♦✉♥❞ t♦ ♠❛t❝❤ t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ s②st❡♠ ✈❡r② ✇❡❧❧✳ ■♥ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ❢❛❝t♦r✳

❚❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ ❛ N ✲♣❛rt✐❝❧❡ ❝❤❛✐♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

ρ(z) =
N
∑

i=1

δ(zi − z) ✭✺✵✮

❛♥❞ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✐s

V =
∑

j

κ

2
y2j . ✭✺✶✮

✇❤❡r❡ yj ✐s t❤❡ ❡❧♦♥❣❛t✐♦♥ ♦❢ s♣r✐♥❣ j ❜❡t✇❡❡♥ ♣❛rt✐❝❧❡s j − 1 ❛♥❞ j✳ ❚❤❡ str✉❝t✉r❡
❢❛❝t♦r ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♣r✐♥❣ ❡❧♦♥❣❛t✐♦♥s✿

S(q) =
1

N

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
❞z❞z′ ❡✐q(z−z′) 〈ρ(z)ρ(z′)〉

= 1 +
1

N

N−2
∑

j=1

N−1
∑

l=j+1

〈

l
∏

m=j+1

❡✐q(ym+z0) +

l
∏

m=j+1

❡−✐q(ym+z0)

〉

. ✭✺✷✮

❲✐t❤ t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❛✈❡r❛❣❡
〈

l
∏

m=j+1

❡±✐q(ym+z0)

〉

= ❡
(l−j)

(

− q2

2βκ
±✐qz0

)

✭✺✸✮

✇❤❡r❡ β = 1/k❇T ✱ ❛♥❞ ✇✐t❤ t❤❡ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ ❧✐♠✐t N → ∞✱ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ❢❛❝t♦r
r❡❛❞s

S(q) =
1− ❡

−q2

βκ

1− 2❡
−q2

2βκ cos(qz0) + ❡
−q2

βκ

. ✭✺✹✮
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❇ ▲❛t❡r❛❧ ❢♦r❝❡ ✜❡❧❞ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ♦①②❣❡♥✲t♦✲✇❛❧❧ ❞✐st❛♥❝❡s

■♥ s❡❝t✐♦♥ ✶✵✱ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦r❝❡ ✜❡❧❞ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦♥ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡
✇❛❧❧ ✇❛s ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❆♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❞❡❝❛② ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❞✐st❛♥❝❡ ✇❛s ♦❜s❡r✈❡❞✳
❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ✇❡ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐s q✉❛❧✐t❛t✐✈❡❧② t❤❡ s❛♠❡ ♦✈❡r
t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜rst ✇❛t❡r✳ ❚❤❡ ❢♦r♠ ❝❤❛♥❣❡s r❛t❤❡r ❛❜r✉♣t❧② ✐♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✜rst ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✇❛t❡r ❧❛②❡r✱ ❛r♦✉♥❞ 1.5σ ✭❝♦♠♣❛r❡ ❛❧s♦ ❋✐❣✳ ✸✽✮✳

◆♦r♠❛❧✐③❡❞ ❧❛t❡r❛❧ ❢♦r❝❡ ✜❡❧❞ ✐♥ z✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛❝t✐♥❣ ♦♥ ❛ ✇❛t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡
❛t ❞✐st❛♥❝❡ D ❢r♦♠ ❛ ❈◆❚ R = 1.36 ♥♠

z

s
D

❞✐st❛♥❝❡ 0.54σ ❞✐st❛♥❝❡ 1.31σ

❞✐st❛♥❝❡ 1.46σ ❞✐st❛♥❝❡ 1.61σ

❋✐❣✉r❡ ✹✼✿ ❋♦r❝❡ ✐♥ z✲❞✐r❡❝t✐♦♥ t❤❛t ✐s ❡①❡rt❡❞ ♦♥ ♦♥❡ ♦①②❣❡♥ ❛t♦♠ ❛t ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❞✐st❛♥❝❡ D
t♦ t❤❡ ✇❛❧❧ ✭❛r♠❝❤❛✐r ❈◆❚ ✇✐t❤ R = 1.36✮✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ✐ts ❧❛t❡r❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥ ✭s = rθ✱z✮✳
❚❤❡ ❢♦r❝❡ ✐s ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ t♦ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ −1 ✭❜❧❛❝❦✮ t♦ 1 ✭②❡❧❧♦✇✮✳ ❚❤❡ ✇❤✐t❡ ❧✐♥❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞
t♦ t❤❡ ❈◆❚ str✉❝t✉r❡✱ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ♦♥ t❤❡ r❛❞✐❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥ r = R−D ♦❢ t❤❡ ✇❛t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡✳

✶✶✻



❈ ●❡♦♠❡tr② ❛♥❞ ❞✐❤❡❞r❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❢♦r ❡t❤❛♥♦❧ ❛♥❞ ❞❡✲
❝❛♥❡

❉❡❝❛♥❡ ❛♥❞ ❡t❤❛♥♦❧ ❛r❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ♣♦t❡♥✲

❋✐❣✉r❡ ✹✽✿
❞✐❤❡❞r❛❧ ❛♥❣❧❡

t✐❛❧ ❢♦r ❧✐q✉✐❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✭❖P▲❙✮✳ ❇♦♥❞ ❧❡♥❣t❤ ❛♥❞ ❛♥❣❧❡s ❛r❡
✜①❡❞✳ ❚❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❝❤❛r❣❡s ✐♥ ❝❛s❡
♦❢ ❡t❤❛♥♦❧✱ ✐s s❦❡t❝❤❡❞ ❜❡❧♦✇✳ ❚♦rs✐♦♥ ♦❢ ❜♦♥❞s ✐s ♣♦ss✐❜❧❡✱ ❜✉t
❧✐♠✐t❡❞ ❜② t❤❡ ❞✐❤❡❞r❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧

V (Φ) =
1

2
V1(1 + cos Φ) +

1

2
V2(1− cos 2Φ) +

1

2
V3(1 + cos 3Φ)

✭✺✺✮
✇✐t❤ t❤❡ ❞✐❤❡❞r❛❧ ❛♥❣❧❡ Φ ❛s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✽ ❛♥❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❝♦❡✣❝✐❡♥ts V1, V2 ❛♥❞ V3✿

V1 V2 V3 ✭❦❝❛❧✴♠♦❧✮
❞❡❝❛♥❡ ✭❈✲❈✲❈✲❈✮ 1.411 −0.271 3.145
❡t❤❛♥♦❧ ✭❈✲❈✲❖✲❍✮ 0.834 −0.116 0.747

❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧② t♦ t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r t❤❡ ✐♥tr❛♠♦❧❡❝✉❧❛r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✱ ▲❡♥♥❛r❞
❏♦♥❡s ❛♥❞ ❈♦✉❧♦♠❜ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✐♥t❡r♠♦❧❡❝✉❧❛r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ▲❏ ♣❛r❛♠✲
❡t❡rs ❛♥❞ ❝❤❛r❣❡s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ♠❛✐♥ t❡①t ✭s❡❝t✐♦♥ ✶✸✳✶✱ ❚❛❜✳❄❄ ♦♥ ♣❛❣❡ ✾✾✮✳

112
1.5

3 A
1.5

3 A

0.9
45

1
.4

3

108

108.5

+

−

+

❋✐❣✉r❡ ✹✾✿ ●❡♦♠❡tr② ♦❢ ❞❡❝❛♥❡ ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ ❡t❤❛♥♦❧ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ✭r✐❣❤t✮✳
❈❍2 ♣s❡✉❞♦✲❛t♦♠s ❛r❡ ❝♦❧♦r❡❞ ❜❧✉❡✱ ❈❍3 ❣r❡❡♥✱ ❖ r❡❞ ❛♥❞ ❝❤❛r❣❡❞ ❍ ✇❤✐t❡✳

✶✶✼



❉ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s t♦ r♠s ❢♦r❝❡ ❢♦r ❖▼❈❚❙✱ ❞❡❝❛♥❡✱ ❡t❤❛♥♦❧

❙✉r❢❛❝❡ ❞❡♥s✐t②✱ ♣♦t❡♥t✐❛❧ r♦✉❣❤♥❡ss ❛♥❞ str✉❝t✉r❡ ❢❛❝t♦r ❢♦r ❖▼❈❚❙✱
❞❡❝❛♥❡ ❡t❤❛♥♦❧

❖
▼
❈
❚
❙

❞
❡
❝
❛
♥
❡

❡
t❤
❛
♥
♦
❧

❋✐❣✉r❡ ✺✵✿ ❈✉r✈❛t✉r❡
❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t
❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s t♦ t❤❡ r♠s
❢♦r❝❡ ♦❢ ❛❧❧ ❝♦♥st✐t✉❡♥t
✭♣s❡✉❞♦✮❛t♦♠ t②♣❡s ❢♦r
❖▼❈❚❙✱ ❞❡❝❛♥❡ ❛♥❞
❡t❤❛♥♦❧✳ ❋♦r ❖▼❈❚❙ ❛♥❞
❞❡❝❛♥❡✱ ❛❧❧ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ♥♦r✲
♠❛❧✐③❡❞ t♦ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡
✈❛❧✉❡s ❢♦r t❤❡ ❣r❛♣❤❡♥❡ s❧❛❜
❣❡♦♠❡tr② ✭③❡r♦ ❝✉r✈❛t✉r❡✮✳
❋♦r ❡t❤❛♥♦❧✱ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥
✇❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ t❤❡
✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❧❛r❣❡st ❝♦♥✲
s✐❞❡r❡❞ ❈◆❚✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢
t❤❡ ❞✐s❝r❡♣❛♥② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
r❡s✉❧t ❢♦r t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡
r♠s ❢♦r ❣r❛♣❤❡♥❡ ❛♥❞ ❢♦r
❈◆❚ ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✹✺✮✳

✶✶✽



❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❬✶❪ ❆❧❡ss✐♦ ❆❧❡①✐❛❞✐s ❛♥❞ ❙t❛✈r♦s ❑❛ss✐♥♦s✳ ▼♦❧❡❝✉❧❛r s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ✇❛t❡r ✐♥ ❝❛r✲
❜♦♥ ♥❛♥♦t✉❜❡s✳ ❈❤❡♠✐❝❛❧ ❘❡✈✐❡✇s✱ ✶✵✽✭✶✷✮✿✺✵✶✹✕✺✵✸✹✱ ✷✵✵✽✳

❬✷❪ ❏✳ ▲✳ ❇❛rr❛t ❛♥❞ ▲✳ ❇♦❝q✉❡t✳ ■♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ✇❡tt✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦♥ ❤②❞r♦❞②✲
♥❛♠✐❝ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛t ❛ ✢✉✐❞✴s♦❧✐❞ ✐♥t❡r❢❛❝❡✳ ❋❛r❛❞❛② ❉✐s❝✉ss✐♦♥s✱
✶✶✷✭✶✶✷✮✿✶✶✾✕✶✷✼✱ ✶✾✾✾✳

❬✸❪ ❏✳ ▲✳ ❇❛rr❛t ❛♥❞ ▲✳ ❇♦❝q✉❡t✳ ▲❛r❣❡ s❧✐♣ ❡✛❡❝t ❛t ❛ ♥♦♥✇❡tt✐♥❣ ✢✉✐❞✲s♦❧✐❞
✐♥t❡r❢❛❝❡✳ P❤②s✐❝❛❧ ❘❡✈✐❡✇ ▲❡tt❡rs✱ ✽✷✭✷✸✮✿✹✻✼✶✕✹✻✼✹✱ ✶✾✾✾✳

❬✹❪ ❚❤♦♠❛s ❇❡❝❦❡r ❛♥❞ ❋r✐❡❞❡r ▼✉❣❡❧❡✳ ◆❛♥♦✢✉✐❞✐❝s✿ ❱✐s❝♦✉s ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ✐♥ ❧❛②✲
❡r❡❞ ❧✐q✉✐❞ ✜❧♠s✳ P❤②s✳ ❘❡✈✳ ▲❡tt✳✱ ✾✶✭✶✻✮✿✶✻✻✶✵✹✕✱ ❖❝t♦❜❡r ✷✵✵✸✳

❬✺❪ ❆❧❡①❛♥❞❡r ❇❡r❡③❤❦♦✈s❦✐✐ ❛♥❞ ●❡r❤❛r❞ ❍✉♠♠❡r✳ ❙✐♥❣❧❡✲✜❧❡ tr❛♥s♣♦rt ♦❢ ✇❛t❡r
♠♦❧❡❝✉❧❡s t❤r♦✉❣❤ ❛ ❝❛r❜♦♥ ♥❛♥♦t✉❜❡✳ P❤②s✳ ❘❡✈✳ ▲❡tt✳✱ ✽✾✭✻✮✿✵✻✹✺✵✸✕✱ ❏✉❧②
✷✵✵✷✳

❬✻❪ ▲✳ ❇♦❝q✉❡t ❛♥❞ ❏✳ ▲✳ ❇❛rr❛t✳ ❍②❞r♦❞②♥❛♠✐❝ ❜♦✉♥❞❛r②✲❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✲
❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ❦✉❜♦ r❡❧❛t✐♦♥s ❢♦r ❝♦♥✜♥❡❞ ✢✉✐❞s✳ P❤②s✐❝❛❧ ❘❡✈✐❡✇ ❊✱
✹✾✭✹✮✿✸✵✼✾✕✸✵✾✷✱ ✶✾✾✹✳

❬✼❪ ▲✳ ❇♦❝q✉❡t ❛♥❞ ❏✳ ▲✳ ❇❛rr❛t✳ ❋❧♦✇ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢r♦♠ ♥❛♥♦✲ t♦ ♠✐❝r♦✲
s❝❛❧❡s✳ ❙♦❢t ▼❛tt❡r✱ ✸✭✻✮✿✻✽✺✕✻✾✸✱ ✷✵✵✼✳

❬✽❪ ▲②❞❡r✐❝ ❇♦❝q✉❡t ❛♥❞ ❊❧✐s❛❜❡t❤ ❈❤❛r❧❛✐①✳ ◆❛♥♦✢✉✐❞✐❝s✱ ❢r♦♠ ❜✉❧❦ t♦ ✐♥t❡r❢❛❝❡s✳
❈❤❡♠✳ ❙♦❝✳ ❘❡✈✳✱ ✸✾✭✸✮✿✶✵✼✸✕✶✵✾✺✱ ✷✵✶✵✳

❬✾❪ P ❆ ❇♦♥♥❛✉❞✱ ❇ ❈♦❛s♥❡✱ ❛♥❞ ❘ ❏✲▼ P❡❧❧❡♥q✳ ▼♦❧❡❝✉❧❛r s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ✇❛✲
t❡r ❝♦♥✜♥❡❞ ✐♥ ♥❛♥♦♣♦r♦✉s s✐❧✐❝❛✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ P❤②s✐❝s✿ ❈♦♥❞❡♥s❡❞ ▼❛tt❡r✱
✷✷✭✷✽✮✿✷✽✹✶✶✵✱ ✷✵✶✵✳

❬✶✵❪ ❉✳ ❏✳ ❇♦♥t❤✉✐s✱ ❑✳ ❋❛❧❦✱ ❈✳ ◆✳ ❑❛♣❧❛♥✱ ❉✳ ❍♦r✐♥❡❦✱ ❆✳ ◆✳ ❇❡r❦❡r✱ ▲✳ ❇♦❝q✉❡t✱
❛♥❞ ❘✳ ❘✳ ◆❡t③✳ ❈♦♠♠❡♥t ♦♥ ✧♣✉♠♣✐♥❣ ♦❢ ❝♦♥✜♥❡❞ ✇❛t❡r ✐♥ ❝❛r❜♦♥ ♥❛♥✲
♦t✉❜❡s ❜② r♦t❛t✐♦♥✲tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ❝♦✉♣❧✐♥❣✧✳ P❤②s✳ ❘❡✈✳ ▲❡tt✳✱ ✶✵✺✭✷✵✮✿✷✵✾✹✵✶✕✱
◆♦✈❡♠❜❡r ✷✵✶✵✳

❬✶✶❪ ❉♦♥❛❧❞ ❲✳ ❇r❡♥♥❡r✳ ❊♠♣✐r✐❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❢♦r ❤②❞r♦❝❛r❜♦♥s ❢♦r ✉s❡ ✐♥ s✐♠✉❧❛t✐♥❣
t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ✈❛♣♦r ❞❡♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❞✐❛♠♦♥❞ ✜❧♠s✳ P❤②s✳ ❘❡✈✳ ❇✱ ✹✷✭✶✺✮✿✾✹✺✽✕✱
◆♦✈❡♠❜❡r ✶✾✾✵✳
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