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❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ❥❡ s♦✉❤❛✐t❡ ❡①♣r✐♠❡r ♠❛ ♣r♦❢♦♥❞❡ ❣r❛t✐t✉❞❡ ❡♥✈❡rs ♠♦♥ ❞✐r❡❝t❡✉r ❞❡ t❤ès❡
❏❡❛♥✲▼✐❝❤❡❧ ❈♦r♦♥✳ ❏✬❛✐ ♣❧❡✐♥❡♠❡♥t ❝♦♥s❝✐❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬✐♠♠❡♥s❡ ❝❤❛♥❝❡ q✉❡ ❥✬❛✐ ❡✉❡ ❞✬❛✈♦✐r ♣✉
❡✛❡❝t✉❡r ✉♥❡ t❤ès❡ s♦✉s s❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ❡t ❝❡❝✐ ❞✬❛✉t❛♥t ♣❧✉s q✉❡ ♥♦s ♣r❡♠✐❡rs ❝♦♥t❛❝ts s♦♥t ❧❡
❢r✉✐t ❞✉ ❤❛s❛r❞✳ P❡♥❞❛♥t ♠❛ t❤ès❡✱ ❥✬❛✐ ❜é♥é✜❝✐é à ❧❛ ❢♦✐s ❞✬✉♥ ❡♥❝❛❞r❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ❡①❝❡❧❧❡♥t❡
q✉❛❧✐té ❡t ❞✬✉♥❡ très ❣r❛♥❞❡ ❧✐❜❡rté ❞❡ ❝❤♦✐① ❞❛♥s ❧❡s s✉❥❡ts q✉❡ ❥❡ s♦✉❤❛✐t❛✐s ❛❜♦r❞❡r ❛✐♥s✐
q✉✬✉♥❡ s♦✉♣❧❡ss❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♥❞✉✐t❡ ❞❡ ♠❡s r❡❝❤❡r❝❤❡s✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ✉♥❡ ♠❛rq✉❡ ❞❡
❝♦♥✜❛♥❝❡ q✉✐ ♠✬❛ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t t♦✉❝❤é✳ ■❧ ❡st é✈✐❞❡♥t q✉❡ ❧❛ ré✉ss✐t❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❡st ❡♥
❣r❛♥❞❡ ♣❛rt✐❡ tr✐❜✉t❛✐r❡ ❞❡s q✉❛❧✐tés s❝✐❡♥t✐✜q✉❡s ❡①❝❡♣t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❞❡ ❏❡❛♥✲▼✐❝❤❡❧✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐
❞❡ s❡s q✉❛❧✐tés ❤✉♠❛✐♥❡s q✉✐ ♥❡ ❧❡ s♦♥t ♣❛s ♠♦✐♥s ✿ ❛tt❡♥t✐♦♥✱ ♣❛t✐❡♥❝❡✱ ♦♣t✐♠✐s♠❡✱ ✉♥ ✐♥térêt
❡t ❞❡s ❡♥❝♦✉r❛❣❡♠❡♥ts ❝♦♥st❛♥ts ♣♦✉r ♠♦♥ tr❛✈❛✐❧ ❡t s✉rt♦✉t ✉♥❡ ❡①trê♠❡ ❞é❧✐❝❛t❡ss❡ q✉✐ ❡♥
❢♦♥t ♣♦✉r ♠♦✐ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ à s✉✐✈r❡✳ ❊♥✜♥✱ ❥✬❛✐ ❡✉ ❧✬♦♣♣♦rt✉♥✐té ❞❡ ♣❛rt✐r s♦✉✈❡♥t ❡♥ ❝♦♥❢ér❡♥❝❡
❡♥ ❋r❛♥❝❡ ♦✉ à ❧✬étr❛♥❣❡r✱ ❝❡ q✉✐ ♠✬❛ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❛♣♣♦rté ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ♣r♦❢❡ss✐♦♥♥❡❧ ❡t
♣❡rs♦♥♥❡❧✳ ❈❤❡r ❏❡❛♥✲▼✐❝❤❡❧✱ ❥❡ t❡ r❡♠❡r❝✐❡ ✐♥✜♥✐♠❡♥t ♣♦✉r t♦✉t ✦

❏❡ s♦✉❤❛✐t❡ ❡♥s✉✐t❡ r❡♠❡r❝✐❡r ✈✐✈❡♠❡♥t ❊♥r✐q✉❡ ❋❡r♥❛♥❞❡③✲❈❛r❛ ❡t ❏❡❛♥✲P✐❡rr❡ P✉❡❧ ♣♦✉r
❛✈♦✐r ❛❝❝❡♣té ❞❡ r❛♣♣♦rt❡r ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❞❛♥s ✉♥ ❞é❧❛✐ ❝♦✉rt✱ ❞❡ ❧❡✉r ✐♥térêt ♣♦✉r ♠♦♥ tr❛✈❛✐❧ ❡t
❧❡s ❞✐s❝✉ss✐♦♥s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣✉ ❛✈♦✐r à ❝❡ s✉❥❡t✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ♣♦✉r ❧❡✉rs r❡♠❛rq✉❡s ♣♦s✐t✐✈❡s ❡t
❡♥❝♦✉r❛❣❡❛♥t❡s✳

❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❙❡r❣✐♦ ●✉❡rr❡r♦✱ ❖❧✐✈✐❡r ●❧❛ss✱ ❏❡❛♥✲P✐❡rr❡ ❘❛②♠♦♥❞✱ ▼❛r✐✉s ❚✉❝s✲
♥❛❦ ❡t ❊♥r✐q✉❡ ❩✉❛③✉❛✱ ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ❥✬❛✐ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞✬❡st✐♠❡✱ ❞❡ ♠❡ ❢❛✐r❡ ❧✬❤♦♥♥❡✉r ❞✬êtr❡
♠❡♠❜r❡s ❞❡ ♠♦♥ ❥✉r②✳ ❏❡ ♣r♦✜t❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♦❝❝❛s✐♦♥ ♣♦✉r r❡♠❡r❝✐❡r ❙❡r❣✐♦ ❞❡ s♦♥ ❛✐❞❡ à ❇❡✲
♥❛sq✉❡ ❡t ❧❡s ❥♦✉rs s✉✐✈❛♥ts✱ q✉✐ ❛ ♣❡r♠✐s q✉❡ ❥❡ ♣✉✐ss❡ ❞é♣♦s❡r ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t ❡♥ t❡♠♣s ❡t ❡♥
❤❡✉r❡✳

❏❡ s♦✉❤❛✐t❡ r❡♠❡r❝✐❡r ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ▼❛tt❤✐❡✉ ▲é❛✉t❛✉❞ ♣♦✉r ❛✈♦✐r ♣r✐s ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ r❡❧✐r❡
❡♥ ❞ét❛✐❧ ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✳ ❙❡s r❡♠❛rq✉❡s ❞❡ ❢♦♥❞ ❡t ❞❡ ❢♦r♠❡ ♦♥t ❢♦rt❡♠❡♥t ❝♦♥tr✐❜✉é à ❛♠é❧✐♦r❡r
❞❡ ♠❛♥✐èr❡ s✉❜st❛♥t✐❡❧❧❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐✳ ❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ ❛✉ss✐ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ▼❛①✐♠❡ ❈❤✉♣✐♥ ❞❡ ♠✬❛✈♦✐r ❛✐❞é à
♠❡ttr❡ ❡♥ ❢♦r♠❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❡♥ s❡ ❞é♠❡♥❛♥t ♣♦✉r tr♦✉✈❡r ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❛✉① ❞ét❛✐❧s
❞❡ st②❧❡ ❧❡s ♣❧✉s ♣♦✐♥t✉s✱ ✈♦✐r❡ ♣♦✐♥t✐❧❧❡✉①✳

❏❡ ✈❡✉① ❛✉ss✐ s♦✉❧✐❣♥❡r ✐❝✐ ❧❛ ❝❤❛♥❝❡ q✉❡ ❥✬❛✐ ❡✉❡ ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ♠❛ t❤ès❡ ❛✉ ❧❛❜♦r❛t♦✐r❡ ❏❛❝q✉❡s✲
▲♦✉✐s ▲✐♦♥s ♣♦✉r ❧✬❛♠❜✐❛♥❝❡ très ❛❣ré❛❜❧❡ q✉✐ ② rè❣♥❡✳ ▼❡r❝✐ ❞✬❛❜♦r❞ à ▼♠❡ ❇♦✉❧✐❝ ❡t ▼♠❡
❘✉♣r❡❝❤t✱ ❋❧♦r❡♥❝❡✱ ❈❛t❤❡r✐♥❡✱ ◆❛❞✐♥❡ ❡t ❙❛❧✐♠❛✱ ♣♦✉r ❧❡✉r ❡✣❝❛❝✐té✱ ❧❡✉r ❞é✈♦✉❡♠❡♥t ❡t ❧❡✉r
❜♦♥♥❡ ❤✉♠❡✉r✳ ❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ ❛✉ss✐ très ❝❤❛❧❡✉r❡✉s❡♠❡♥t ❈❤r✐st✐❛♥✱ q✉✐ ✈❛ ♠❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t ♥♦✉s
q✉✐tt❡r ♣r♦❝❤❛✐♥❡♠❡♥t✱ ♣♦✉r s❛ ❣é♥ér♦s✐té ❡t s❛ s❡r✈✐❛❜✐❧✐té✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ ✢❡①✐❜✐❧✐té ❞♦♥t ✐❧
❛ ❢❛✐t ♣r❡✉✈❡ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧✬✐♠♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ✉❧t✐♠❡ t❤ès❡✳ ❙♦♥ ❞é♣❛rt ✈❛ ❧❛✐ss❡r ✉♥ ❣r♦s ✈✐❞❡
❞❛♥s ❧❡ ❧❛❜♦r❛t♦✐r❡✳ ❏❡ s♦✉❤❛✐t❡ é❣❛❧❡♠❡♥t r❡♠❡r❝✐❡r ❑❤❛s❤❛②❛r ♣♦✉r s♦♥ ❛✐❞❡ ♣ré❝✐❡✉s❡ ❡♥
✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ ✭❛✐♥s✐ q✉❡ ♣♦✉r ♠✬❛✈♦✐r ♦✉✈❡rt ❧❡s ②❡✉① s✉r ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✬❡①❡r❝✐❝❡s ❞✐✣❝✐❧❡s ❞✉
♠ét✐❡r ❞❡ ♣♦rt✐❡r✮✳ ❏❡ s♦✉❤❛✐t❡ ❡♥s✉✐t❡ r❡♠❡r❝✐❡r ♠❡s ❝♦❧❧è❣✉❡s ❞❡ ❜✉r❡❛✉ ✭❛♥❝✐❡♥s ❡t ❛❝t✉❡❧s✮
❆♥♥❡❣r❡t✱ ❏❛♥✱ ❏❡❛♥✲P❤✐❧✐♣♣❡✱ ▼❛tt❤✐❡✉ ✭❞♦♥t ❥✬❡s♣èr❡ q✉✬✐❧ ❢❡r❛ ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❍❛♠st❡r
■■ ✉♥ ❥♦✉r✮✱ ▼❛①✐♠❡ ✭❧❡ ❘♦✉❣❡ ❡t ❧❡ ◆♦✐r✮✱ ◆❛st❛s✐❛ ✭✐♠❜❛tt❛❜❧❡ à ❧❛ ❝♦✐♥❝❤❡✮✱ P✐❡rr❡ ❏✳ ✭❡t



s♦♥ t❛❧❡♥t ✐♥❝r♦②❛❜❧❡ ❞❡ ❣r✐♠♣❡✉r ✉r❜❛✐♥✮✱ ❙❛r❛❤ ❡t ❚❤✐❜❛✉❧t ▲✳ ✭❧❡s ♦✉rs q✉✐ s❡ ❜❛❧❛❞❡♥t ❞❛♥s
❚♦❦②♦✱ ❝✬❡st q✉❛♥❞ ♠ê♠❡ ❜✐❡♥ ♣❧✉s ✐♥tér❡ss❛♥t q✉❡ ❞❡s s❡♥t✐♥❡❧❧❡s✮✳ ▼❡r❝✐ ❛✉ss✐ ❜❡❛✉❝♦✉♣
♣♦✉r t♦✉s ❧❡s ❜♦♥s ♠♦♠❡♥ts ♣❛ssés ✭❡t ♣❧✉tôt ❝♦♥❝❡♥trés à ✉♥ ♠♦♠❡♥t ♣ré❝✐s ❞❡ ❧❛ s❡♠❛✐♥❡✮
à ❈❤❛r❧❡s ✭❡t s♦♥ s❡♥s ❞❡ ❧✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ ❛✉ ♠✐❡♥✮✱ ◆✐❝♦❧❡ ✭t♦✉❥♦✉rs ♣❛rt❛♥t❡ ♣♦✉r
❧❡ ❥❛♣♦♥❛✐s ❝❛♥♦♥✐q✉❡✮✱ ▼❛❧✐❦ ✭♣♦✉r ❧✬✐♥✈❡♥t✐♦♥ ❞✉ ❝❤♦❝♦❧❛t ❝❤❛✉❞ ❞❡ ✷✸❤✮✱ ❊✉❣é♥✐❡ ❧✬✐♥❣é♥✉❡✱
❏❡❛♥✲P❛✉❧ ❧✬✐♥❝♦rr✉♣t✐❜❧❡ ✭s❛✉❢ ❛✉ ♠♦✐s ❞❡ ❥✉✐❧❧❡t✮✱ ❱✐♥❝❡♥t ✭♥♦tr❡ ♠❛îtr❡ à t♦✉s ❡t ❧❡❛❞❡r
✐♥❝♦♥t❡st❛❜❧❡✮✱ ❛✐♥s✐ q✉✬à ❆♥❣❡✱ ❨❛♥♥✐❝❦ ❉✳✱ ❇❡♥❥❛♠✐♥✱ ❋❧♦r❡♥t✱ ❖❛♥❛✱ ▲✐s❡✲▼❛r✐❡✱ ❚❤✐❜❛✉❧t
❇✳✱ P❡✐♣❡✐✱ ❏✉❧✐❡tt❡✱ ▲✉❞♦✈✐❝❦✱ ●✐❛❝♦♠♦✱ ◆✐❝♦❧❛s ❈✳✱ ❈❛s✐♠✐r✱ ❆♥♥❡✲❈❧❛✐r❡✱ ❈❛♠✐❧❧❡✱ ■✈♦♥♥❡ ❡t
t♦✉s ❧❡s ❛✉tr❡s t❤és❛r❞s ♦✉ ♣♦st❞♦❝s q✉❡ ❥❡ ♥✬❛✐ ♣✉ ❝✐t❡r✱ ❡♥ ❡s♣ér❛♥t q✉✬✐❧s ♥❡ ♠✬❡♥ t✐❡♥♥❡♥t ♣❛s
r✐❣✉❡✉r✳ ▼❡♥t✐♦♥ s♣é❝✐❛❧❡ à ▼❛♠❛❞♦✉ ✭❡t à s❡s t❛❧❡♥ts ❞❡ ♥é❣♦❝✐❛t❡✉r✮ ♣♦✉r ré✉ss✐r à s✉♣♣♦rt❡r
♠♦♥ ❝❛r❛❝tèr❡ ❜✉té ❡♥ t❛♥t q✉❡ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t❡✉r✳ ❏❡ s♦✉❤❛✐t❡ ❛✉ss✐ r❡♠❡r❝✐❡r ❆♥t♦✐♥❡✱ ❆②♠❛♥✱
❈❧é♠❡♥t✱ ❋❛❜r✐❝❡✱ ❋r❛♥❝❦✱ ❑❛❜❡r✱ ▲❛✉r❡♥t✱ ▼❛r✐❡ P✳✱ ◆✐❝♦❧❛s ❱✳✱ ❏❛♥♥✐❝❦✱ ❊♠♠❛♥✉❡❧ ❡t ❡♥✜♥
▼②r✐❛♠ ♣♦✉r s❛ ❣❡♥t✐❧❧❡ss❡ ❡t ♣♦✉r ♠✬❛✈♦✐r ❞♦♥♥é ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ♠♦♥ ♠♦♥✐t♦r❛t à
P♦❧②t❡❝❤✬❯P▼❈✳

❏✬❛❞r❡ss❡ ❛✉ss✐ ♠❡s r❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts ❛✉① ♠❡♠❜r❡s ❞❡ ❧❛ très s②♠♣❛t❤✐q✉❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉té ❞✉
❝♦♥trô❧❡ ✭❛✉ s❡♥s ❧❛r❣❡✮ q✉❡ ❥✬❛✐ ❡✉ ❧❡ ♣❧❛✐s✐r ❞❡ r❡♥❝♦♥tr❡r à ❞✐✈❡rs❡s ♦❝❝❛s✐♦♥s ♣❡♥❞❛♥t ♠❛
t❤ès❡✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❋❛t✐❤❛✱ ❏✉❧✐❡♥ ▲✳✱ ❏✉❧✐❡♥ ❙✳✱ ❏✉❧✐❡✱ ❑❛r✐♥❡✱ ▼❛②❛✱ ❘♦❜❡rt♦✱ ❘♦♠❛✐♥✱ ❡t ❙②❧✈❛✐♥
✭♣♦✉r ❧❛ ❚r❛♥s♠✉t❛t✐♦♥✮✳

❏❡ s♦✉❤❛✐t❡ r❡♠❡r❝✐❡r ❛✉ss✐ t♦✉t❡s ❧❡s ♣❡rs♦♥♥❡s ❡①tér✐❡✉r❡s ❛✉① ♠❛t❤s q✉❡ ❥✬❛✐ ❝♦♥♥✉❡s ❝❡s
tr♦✐s ❞❡r♥✐èr❡s ❛♥♥é❡s ❡t ♦♥t ❞♦♥❝ ♣❛rt✐❝✐♣é ❞✬✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ♠❛♥✐èr❡ à ❧❛ ré✉ss✐t❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✱
♥♦t❛♠♠❡♥t ❧❡s ♠❡♠❜r❡s ❞❡s P❆▼✳ ❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❇❛♣t✐st❡ ✭♣♦✉r ❧✬✐♥✈❡♥t✐♦♥
❞❡ s♦♥ ♣♦✐♥t✮✱ ❇❡♥❥❛♠✐♥✱ ❈é❝✐❧❡✱ ❈❧é❧✐❛✱ ➱♠✐❧✐❡♥✱ ❋❧♦r❡♥t ✭❡t s❡s ❞é❣✉st❛t✐♦♥s ❞❡ ♠❡ts ✜♥s
à ▲❡✐♣③✐❣✮✱ ●✉✐❧❤❡♠ ✭❡t s♦♥ ✏❣♦♦❞ st✉✛✑ é❝♦ss❛✐s✮✱ ●ré❣♦✐r❡ ✭❡t s♦♥ ré♣❡rt♦✐r❡ ✐♥❝r♦②❛❜❧❡ ❞❡
❝❤❛♥s♦♥s✮✱ ▲❛♣✐♥♦✉ ✭❡t s❡s t❛❧❡♥ts ❞✬❤❡r❜♦r✐st❡✮✱ ▼❛▼ ❧❡ ❢❛♥ ❞✬❛❝❝♦r❞é♦♥ ✭❝❡❧❛ ♠❡ r❛♣♣❡❧❧❡
❞✬❛✐❧❧❡✉rs✳✳✳✮✱ ▼❛t❤✐❛s✱ ◆❛t❤❛♥❛ë❧ ❧❡ ♠♦✐♥❡ ❝❤❛rtr❡✉① ❜❛❧è③❡ ✭❡t s♦♥ ♠❡❧♦♥✮✱ ▼é❧❛♥✐❡✱ ◆♦é♠✐❡✱
P❛s❝❛❧✱ P❛t✱ P✐❡rr❡ ●✳✱ ❘é♠✐✱ ❙②❧✈❛✐♥ ❧✬é❧❡❝tr♦♥ ❧✐❜r❡✱ ❡t ❚♦♠✳

❏❡ ♥✬♦✉❜❧✐❡ é✈✐❞❡♠♠❡♥t ♣❛s t♦✉s ❧❡s ❣❡♥s q✉✐ ❝♦♥t✐♥✉❡♥t ❞❡ ♠✬❛❝❝♦♠♣❛❣♥❡r ❞❡♣✉✐s ❧♦♥❣✲
t❡♠♣s✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❏❡❛♥ ✭♣♦✉r s♦♥ s♦✉t✐❡♥ ♠♦r❛❧ ❡t ♣❛r❢♦✐s ♣❤②s✐q✉❡✮✱ ❏✉❧❡s ✭♣♦✉r ❧❡s ✈❛❝❛♥❝❡s
❡♥ ❇r❡t❛❣♥❡✮✱ ❈❤r✐st♦♣❤❡r ✭❡t ❧❡s ❝❛rt❡s ❣é❛♥t❡s✮✱ ❆♥t♦✐♥❡ ✭♣♦✉r ❧❡ tr♦✐s✐è♠❡s ❥❡✉❞✐ ❞❡ ♥♦✈❡♠❜r❡
❡♥❝❤❛♥té✮✱ ❆rt❤✉r ✭❡t ❧❡s ♥♦♠❜r❡✉① ❞î♥❡rs ❞❛♥s ✉♥ r❡st❛✉r❛♥t ré♣✉té ❞✉ ✶✹è♠❡✮✱ ▼♦r❣❛♥ ✭q✉✐
♠✬❛ ✐♥✐t✐é à ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ♠❛♥✐èr❡ ❞❡ ❝♦♥s♦♠♠❡r ❧❡s ❜❛✐❡s ❞❡ ❣❡♥✐è✈r❡✮✱ ❆❧✐❝❡ ✭♣♦✉r s❡s ✐♥✈✐✲
t❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ❙✉❞✮✱ ❍♦ë❧ ✭❡t s❡s q✉❡st✐♦♥s ♣❡rt✐♥❡♥t❡s ❞❡ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❡♥ ❝♦✉rs ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥✮✱
❋❧♦r❡♥t ✭❡t ❙❤❡r❧♦❝❦ ❍♦❧♠❡s✮✱ ❈r✐❝r✐ ✭❡t ▼❛②❛✮✱ ❙❛r❛❤ ✭❝✬❡st ♣r♦♠✐s✱ ♦♥ ❧❡ ❢❡r❛ ✉♥ ❥♦✉r ❝❡
s❤❛❜❛❞❛❜❛❞❛✮✱ ❳❛♥✱ ■r❡♥❡ ❡t t♦✉s ❧❡s ❛✉tr❡s ❈❛❝❤❛♥❛✐s✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❝❡✉① q✉✐ ♠✬❛❝❝♦♠♣❛❣♥❡♥t
❞❡♣✉✐s ❡♥❝♦r❡ ♣❧✉s ❧♦♥❣t❡♠♣s ✿ ❇❡✉❜❡✉ ✭❡t ♥♦s é❝❤❡❝s ❡♥ ❢♦rêt ❞❡ ❋♦♥t❛✐♥❡❜❧❡❛✉✮✱ ❊st❡❧❧❡✱ ❡t
t♦✉t❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ❞❡s ❇♦❢s ✭❇❛♠❜✐✱ ❈❧é♠❡♥t✱ ●✉s✱ P✉♣✉❝❡✱ ❘❛♣❤✐✱ ❚♦t♦✱ ■r✐s✱ ❩♦é✮ ♣♦✉r t♦✉t ❝❡
q✉✬♦♥ ❛ ✈é❝✉ ❡♥s❡♠❜❧❡✳

▼❡s ❞❡r♥✐❡rs r❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts ✈♦♥t à ♠❛ ❢❛♠✐❧❧❡✱ ❡t ♣❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t à ♠❡s ♣❛r❡♥ts ❡t à
♠❛ s♦❡✉r ♣♦✉r ❧❡✉r ❛✛❡❝t✐♦♥ ❡t ❧❡✉r s♦✉t✐❡♥ ♣❡♥❞❛♥t ❝❡s ❧♦♥❣✉❡s ❛♥♥é❡s ❞✬ét✉❞❡s✱ ❡t s❛♥s q✉✐
r✐❡♥ ❞❡ t♦✉t ❝❡❝✐ ♥✬❛✉r❛✐t été ♣♦ss✐❜❧❡✳



❈❡ q✉❡ ❥✬❛✐♠❡ ❞❛♥s ❧❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❛♣♣❧✐q✉é❡s✱ ❝✬❡st q✉✬❡❧❧❡s ♦♥t ♣♦✉r ❛♠❜✐t✐♦♥ ❞❡
❞♦♥♥❡r ❞✉ ♠♦♥❞❡ ❞❡s s②stè♠❡s ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡ ❞❡ ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❡t ❞✬❛❣✐r✳ ❊t✱
❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s✱ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡✱ ❧♦rsq✉✬❡❧❧❡ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡✱ ❡st ❝❡❧❧❡
q✉✐ ❡st ❧❛ ♣❧✉s s♦✉♣❧❡ ❡t ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡✳

❏❛❝q✉❡s✲▲♦✉✐s ▲✐♦♥s





➚ ♠❡s ♣❛r❡♥ts ❡t ❣r❛♥❞s✲♣❛r❡♥ts✱





❚❛❜❧❡ ❞❡s ♠❛t✐èr❡s

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✺
✶ ❈♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥s ❣é♥ér❛❧❡s s✉r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❛✉① ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❡t

❧❡✉r ❝♦♥trô❧❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺
✶✳✶ Prés❡♥t❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺
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✹ ❈♦♥trô❧❛❜✐❧✐té ✉♥✐❢♦r♠❡ ❞✬✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s♣♦rt✲❞✐✛✉s✐♦♥ ❞é❣é♥éré❡ ✶✶✸
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✺ ❈♦ût ❞❡s ❝♦♥trô❧❡s r❛♣✐❞❡s ♣♦✉r ❝❡rt❛✐♥❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ♣❛r❛❜♦❧✐q✉❡s
♦✉ ❞✐s♣❡rs✐✈❡s ✶✷✸
✺✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✸
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❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✇✐t❤ ❛ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥tr♦❧ ♦♥ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡
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✷



❚❛❜❧❡ ❞❡s ♠❛t✐èr❡s

✺✳✸✳✷ ▲✐♥❡❛r ❑❞❱ ❡q✉❛t✐♦♥s ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ♦♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r②✿ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❉✐r✐❝❤❧❡t
❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✇✐t❤ ❛ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥tr♦❧ ♦♥ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡
st❛t❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✷

✺✳✸✳✸ ❆♥♦♠❛❧♦✉s ❞✐✛✉s✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥ ♦♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✹
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❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡ ✶✹✺

✸





■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

✶ ❈♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥s ❣é♥ér❛❧❡s s✉r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❛✉① ❞ér✐✈é❡s ♣❛r✲
t✐❡❧❧❡s ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❡t ❧❡✉r ❝♦♥trô❧❡✳

✶✳✶ Prés❡♥t❛t✐♦♥

❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣é♥ér❛❧❡✱ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❛✉① ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ♣❡✉✈❡♥t s✬é❝r✐r❡ s♦✉s
❧❛ ❢♦r♠❡ 




d

dt
y(t) = f(t, y(t)),

❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉ ❜♦r❞,

❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡,

✭✶✮

♦ù y r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬ét❛t ✭t❡♠♣ér❛t✉r❡✱ ✈✐t❡ss❡✱ ♣♦s✐t✐♦♥✱ ❡t❝✳✮ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ✭❞✬♦r✐❣✐♥❡ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡✲
♠❡♥t ♣❤②s✐q✉❡ ❞❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t✮ é✈♦❧✉❛♥t ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ t❡♠♣s✳ ❉✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡✱
❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ q✉❡st✐♦♥ q✉❡ ❧✬♦♥ s❡ ♣♦s❡ ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ❝♦♠♠❡♥t rés♦✉❞r❡ ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❝♦♠♠❡
✭✶✮ ❄ ▲❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❞✐✣❝✉❧té ❝♦♥s✐st❡ à tr♦✉✈❡r ✭❧♦rsq✉❡ ❝✬❡st ♣♦ss✐❜❧❡✮ ✉♥ ❝❛❞r❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧
s❛t✐s❢❛✐s❛♥t q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡ ❞❡ ❞♦♥♥❡r ✉♥ s❡♥s à ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❡t ❞✬❛ss✉r❡r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❡t ❧✬✉♥✐❝✐té ❞❡s
s♦❧✉t✐♦♥s ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡✉r ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ❞♦♥♥é❡s ✐♥✐t✐❛❧❡s ✭♦♥ ❞✐t ❛❧♦rs
q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❡st ❜✐❡♥ ♣♦sé ❛✉ s❡♥s ❞❡ ❍❛❞❛♠❛r❞✮✱ ❡t ❝❡❝✐ ❛✉ ♠♦✐♥s ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❡♥ t❡♠♣s✳
▲❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✬✉♥ t❡❧ s②stè♠❡ ❡st ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ❞ét❡r♠✐♥é ♣❛r ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
✐♥✐t✐❛❧❡✳ ◆♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ❛✉❝✉♥ ♠♦②❡♥ ❞✬❛❝t✐♦♥ s✉r ♥♦tr❡ s②stè♠❡✳

▲✬♦❜❥❡t ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞✉ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❛✉① ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❡st ❞❡
s✬✐♥tér❡ss❡r à ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ ❞✬❛❣✐r s✉r ❞❡ t❡❧s s②stè♠❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s✳ ❊♥ ❣é♥ér❛❧✱ ♦♥ ♥❡ ✈❛ ♣❛s
❝❤❡r❝❤❡r à ♣r❡s❝r✐r❡ ❡♥ t♦✉t t❡♠♣s ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❜✐❡♥ ❞ét❡r♠✐♥é à ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ✭❝❡ s❡r❛✐t
❧❡ ♣❧✉s s♦✉✈❡♥t ✐♠♣♦ss✐❜❧❡✮ ♠❛✐s ♣❧✉tôt à s❡ ❞♦♥♥❡r ✉♥ ét❛t ✐♥✐t✐❛❧ y0 ✭❝❤♦✐s✐ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❞❛♥s
✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s✮ ❡t à s✬✐♠♣♦s❡r ✉♥ ét❛t ✜♥❛❧ yF ✭❝❤♦✐s✐ ❧✉✐ ❛✉ss✐ ❞❛♥s ✉♥❡
❝❡rt❛✐♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣♦✉✈❛♥t êtr❡ é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ré❞✉✐t❡ à ✉♥ é❧é♠❡♥t ❝♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❛
❝♦♥trô❧❛❜✐❧✐té à 0✮ q✉❡ ❧✬♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ à ❛tt❡✐♥❞r❡ ❡♥ ✉♥ t❡♠♣s ✜♥✐ ♦✉ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❛✉
♠♦②❡♥ ❞✬✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ u ❜✐❡♥ ❝❤♦✐s✐❡✳ ❈❡t ét❛t ✜♥❛❧ ♣❡✉t ♥♦t❛♠♠❡♥t êtr❡ ✉♥ ét❛t ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡
❞✉ s②stè♠❡ ❀ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ s✐ ❧❡ s②stè♠❡ ❡st ❜✐❡♥ ♣♦sé✱ ✉♥❡ ❢♦✐s ❝❡t ét❛t ❛tt❡✐♥t ♦♥ ② r❡st❡r❛
✐♥❞é✜♥✐♠❡♥t✳

❖♥ ♣❡✉t sé♣❛r❡r ❧❡s ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡s ❡♥ t❤é♦r✐❡ ❞✉ ❝♦♥trô❧❡ ❡♥ ❞❡✉① ❝❛té❣♦r✐❡s ✿

✶✳ ▲❡ ❝♦♥trô❧❡ ❡♥ ❜♦✉❝❧❡ ♦✉✈❡rt❡✱ ❛♣♣❡❧é ❧❛ ✏❝♦♥trô❧❛❜✐❧✐té✑ ✿ ❧❡ s②stè♠❡ q✉✐ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡
s✬é❝r✐t s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ 




d

dt
y(t) = f(t, y(t), u(t)),

❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉ ❜♦r❞,

❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡,

❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✜♥❛❧❡,

✭✷✮

✺



✶✳ ❈♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥s ❣é♥ér❛❧❡s s✉r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❛✉① ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❡t ❧❡✉r ❝♦♥trô❧❡✳

❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ u ét❛♥t ❛♣♣❡❧é ❝♦♥trô❧❡ ♦✉ ❝♦♠♠❛♥❞❡✱ é✈♦❧✉❛♥t ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ t❡♠♣s ♠❛✐s ♥❡
❞é♣❡♥❞❛♥t ♣❛s ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬ét❛t y ❞✉ s②stè♠❡✱ ❡t q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❝❤♦✐s✐r à ♥♦tr❡ ❣ré
♣♦✉r ❛♠❡♥❡r ❧❡ s②stè♠❡ ❞❛♥s ❧✬ét❛t s♦✉❤❛✐té✳ ▲❡ ❝❛s u = 0 ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❧❡ ♣❧✉s s♦✉✈❡♥t ❛✉
❝❛s ♦ù ♦♥ ❧❛✐ss❡ ❧❡ s②stè♠❡ é✈♦❧✉❡r ❧✐❜r❡♠❡♥t ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✮✳ ❊♥ ❣é♥ér❛❧✱ ♦♥
❡ss❛✐❡ ❞✬❛tt❡✐♥❞r❡ yF ❡♥ ✉♥ t❡♠♣s ✜♥✐ ♠❛✐s ❝❡ ♥✬❡st ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t t♦✉❥♦✉rs ❧❡ ❝❛s ✿
♦♥ ♣♦✉rr❛✐t t♦✉t ❛✉ss✐ ❜✐❡♥ ✐♠❛❣✐♥❡r q✉❡ ❧✬♦♥ s♦✉❤❛✐t❡ ❝♦♥trô❧❡r ❧❡ s②stè♠❡ ❡♥ ❤♦r✐③♦♥
❞❡ t❡♠♣s ✐♥✜♥✐✳

✷✳ ▲❡ ❝♦♥trô❧❡ ❡♥ ❜♦✉❝❧❡ ❢❡r♠é✱ ❛♣♣❡❧é ❧❛ ✏st❛❜✐❧✐s❛t✐♦♥✑ ✿ ❧❡ s②stè♠❡ q✉✐ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡ s✬é❝r✐t
❛❧♦rs s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ 




d

dt
y(t) = f(t, y(t), u(t, y(t))),

❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉ ❜♦r❞,

❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡,

❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✜♥❛❧❡.

✭✸✮

▲❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ u ❞é♣❡♥❞ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t ❞✉ t❡♠♣s ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❞❡ ❧✬ét❛t ❛❝t✉❡❧
❞✉ s②stè♠❡ ✿ ❧✬❡✛❡t ✭✐✳❡✳ ❧✬❛❝t✐♦♥ q✉❡ ❧✬♦♥ ❡✛❡❝t✉❡✮ ❡st r❡❧✐é à ❧❛ ❝❛✉s❡ ✭✐✳❡✳ ❧✬ét❛t ❞✉
s②stè♠❡✮✱ ♦♥ ❛ ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❜♦✉❝❧❡ ❞❡ ❝❛✉s❡s ❡t ❞✬❡✛❡ts ✐♠❜r✐q✉és q✉❡ ❧✬♦♥ ♥♦♠♠❡r❛ ❜♦✉❝❧❡
❞❡ rétr♦❛❝t✐♦♥ ♦✉ ✏❢❡❡❞❜❛❝❦✑✳ ❊♥ ❣é♥ér❛❧✱ ♦♥ ❡ss❛✐❡ ❞✬❛tt❡✐♥❞r❡ ✉♥ ét❛t ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❞✉
s②stè♠❡ ❡♥ t❡♠♣s ✐♥✜♥✐✱ ♠❛✐s ❝❡ ♥✬❡st ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t t♦✉❥♦✉rs ❧❡ ❝❛s ✿ ♦♥ ♣♦✉rr❛✐t
très ❜✐❡♥ ✐♠❛❣✐♥❡r ❢❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ st❛❜✐❧✐s❛t✐♦♥ ❡♥ t❡♠♣s ✜♥✐✳

❯♥ ❞❡s ❛✈❛♥t❛❣❡s ❞✉ ❝♦♥trô❧❡ ❡♥ ❜♦✉❝❧❡ ♦✉✈❡rt❡ ❡st ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ rétr♦❛❝t✐♦♥ q✉✐ ❢❛❝✐❧✐t❡
❧✬ét✉❞❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❞✉ s②stè♠❡ ✿ ✐❧ s✉✣t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥ ❜♦♥ ❝❛❞r❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧
♣♦✉r y ❡t u q✉✐ ❛ss✉r❡ à t♦✉t u ✜①é ❞❛♥s ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❧❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ❜✐❡♥ ♣♦sé
✭♦✉ ❛✉ ♠✐♥✐♠✉♠ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s✮ ❞✉ s②stè♠❡✳ ❙♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥t ❡st ❧✬❛❜s❡♥❝❡
❞❡ r♦❜✉st❡ss❡ ✿ s✐ ❥❛♠❛✐s t♦✉t ♥❡ s❡ ♣❛ss❡ ♣❛s ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❝♦♠♠❡ ♣ré✈✉ ✭❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t s✐ ✉♥❡
♣❡t✐t❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ✈✐❡♥t ♠♦❞✐✜❡r ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✉ s②stè♠❡✮✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ ❧❡ ❝♦♥trô❧❡ ♥❡
s❡ ♣ré♦❝❝✉♣❡ ♣❛s ❞❡ ❧✬ét❛t ❞✉ s②stè♠❡ ♣♦✉r ❛❣✐r s✉r ❝❡❧✉✐✲❝✐✱ ✐❧ s❡ ♣❡✉t q✉❡ ❧✬ét❛t ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ♦♥
❛rr✐✈❡ s♦✐t très ❞✐✛ér❡♥t ❞❡ ❝❡❧✉✐ s♦✉❤❛✐té✳ P♦✉rt❛♥t✱ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ♣r❛t✐q✉❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡
❝♦♥trô❧❛❜✐❧✐té ♣❡✉t ❛✉ss✐ ❛✈♦✐r s♦♥ ✐♥térêt✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t s✐ ❧❡ ❢❛✐t ❞❡ ♠❡s✉r❡r ❧✬ét❛t ❞✉ s②stè♠❡
r✐sq✉❡ ❞❡ ❧❡ ♠♦❞✐✜❡r ❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉✬♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ♠❛îtr✐s❡r ❡t q✉✐ r❡♥❞ ❞❡ ❝❡ ❢❛✐t ❝❛❞✉q✉❡
❧❛ ♠❡s✉r❡ ✭♦♥ ♣❡✉t ♣❡♥s❡r à ❞❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s q✉❛♥t✐q✉❡s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✮✳

▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❛t♦✉t ❞✉ ❝♦♥trô❧❡ ❡♥ ❜♦✉❝❧❡ ❢❡r♠é❡ ❡st ❧❛ r♦❜✉st❡ss❡ ✿ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❜♦✉❝❧❡ ❞é♣❡♥❞
❞❡ ❧✬ét❛t ❞✉ s②stè♠❡✱ t♦✉t❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ s✉✣s❛♠♠❡♥t ♣❡t✐t❡ ❞❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ♣❡✉t êtr❡ ♣r✐s❡
❡♥ ❝♦♠♣t❡ ♣❛r ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ u q✉✐ ♣♦✉rr❛ r❡❝t✐✜❡r s♦♥ ❛❝t✐♦♥ ♣♦✉r ❛rr✐✈❡r à st❛❜✐❧✐s❡r t♦✉t
❞❡ ♠ê♠❡ ❧❡ s②stè♠❡✳ ❆✉ ❝♦♥tr❛✐r❡✱ s✐ ❧❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❡st tr♦♣ ❣r❛♥❞❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛✈♦✐r ✉♥ ❡✛❡t
❜♦✉❧❡ ❞❡ ♥❡✐❣❡ ❡t ✉♥ ❡♠❜❛❧❧❡♠❡♥t ❞✉ s②stè♠❡ q✉✐ r✐sq✉❡ ❞✬êtr❡ ❛♠♣❧✐✜é ♣❛r ❧❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦✱ ❡t
❞♦♥❝ ❛❜♦✉t✐r à ❞❡s ❣r♦ss❡s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ✈♦✐r❡ ♠ê♠❡ à ✉♥❡ ❡①♣❧♦s✐♦♥ ❡♥ t❡♠♣s ✜♥✐ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s
✭❝❡ q✉✐ ❡st ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♦♣♣♦sé ❞❡ ❝❡❧✉✐ s♦✉❤❛✐té✮✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧✬ét✉❞❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ s❡r❛
♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ♣❧✉s ❝♦♠♣❧✐q✉é❡✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ♣♦✉r tr♦✉✈❡r ✉♥ ❝❛❞r❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧ ❛❞éq✉❛t ❞✉
❢❛✐t ❞❡ ❧❛ ré✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬ét❛t ❞✉ s②stè♠❡ y ❞❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥✳

❉❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡r❛ ❡①❝❧✉s✐✈❡♠❡♥t ❛✉① ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❝♦♥trô❧❛❜✐❧✐té ❞✬✉♥ ❝❡r✲
t❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s②stè♠❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ♦✉ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❛✉① ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ❞✬é✈♦❧✉✲
t✐♦♥✱ ❡t ♣❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❛✉① q✉❡st✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿ ❡st✲✐❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❛❣✐r s✉r ❧❡ s②stè♠❡ ❡♥
❝♦♥trô❧❛♥t s❡✉❧❡♠❡♥t ✉♥ ♥♦♠❜r❡ r❡str❡✐♥t ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❞✉ s②stè♠❡ ✭✷✮ ❄ ❈♦♠❜✐❡♥ ❝❡❧❛ ❝♦ût❡✲✐❧
❞✬é♥❡r❣✐❡ à ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❞❡ ❝♦♥trô❧❡r ❧❡ s②stè♠❡ ✭✷✮ ❄ ❈♦♠♠❡♥t é✈♦❧✉❡ ❝❡ ❝♦ût q✉❛♥❞ ❧❡ t❡♠♣s
❞♦♥t ♦♥ ❞✐s♣♦s❡ ♣♦✉r ❝♦♥trô❧❡r ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡✈✐❡♥t ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s ♣❡t✐t ❄ ◗✉❡❧❧❡ ❡st ❧❛ ❞é♣❡♥✲
❞❛♥❝❡ ❞❡ ❝❡ ❝♦ût ✈✐s✲à✲✈✐s ❞❡ ❝❡rt❛✐♥s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❄

✻



■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❝♦♠♠❡♥❝❡r ♣❛r ❡①♣♦s❡r q✉❡❧q✉❡s ♥♦t✐♦♥s ❣é♥ér❛❧❡s ❧✐é❡s à ❧❛ ❝♦♥trô❧❛❜✐❧✐té
❞❡ s②stè♠❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ❡t ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s q✉✐ r❡♥❞❡♥t ♣❧✉s ♣ré❝✐s❡s ❧❡s ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡s é♥♦♥❝é❡s
♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳ ◆♦✉s ❡①♣❧✐q✉❡r♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❛
❝♦♥trô❧❛❜✐❧✐té ✐♥t❡r♥❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧✱ ❧❛ ❝♦♥trô❧❛❜✐❧✐té ❢r♦♥t✐èr❡
✉♥✐❢♦r♠❡ ❞❡ ❝❡rt❛✐♥❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ tr❛♥s♣♦rt✲❞✐✛✉s✐♦♥ ❡t ❧❡ ❝♦ût ❞✉ ❝♦♥trô❧❡ ❢r♦♥t✐èr❡ ❡♥ t❡♠♣s
♣❡t✐t ♣♦✉r ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✐ss✐♣❛t✐✈❡s ♦✉ ❞✐s♣❡rs✐✈❡s✳

✶✳✷ ❈♦♥trô❧❛❜✐❧✐té ❞❡s s②stè♠❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ❛✉t♦♥♦♠❡s

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ✉♥ ❝❛❞r❡ ❛❜str❛✐t ❛ss❡③ ❣é♥ér❛❧ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡
♠❡ttr❡ ❡♥ ❛✈❛♥t ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♥♦t✐♦♥s ❡t ❞✬✐❞é❡s ✐♠♣♦rt❛♥t❡s ❡♥ t❤é♦r✐❡ ❞✉ ❝♦♥trô❧❡✱
❡t ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s s❡♠✐✲❣r♦✉♣❡s ✭❝❢✳ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧❡s ❛rt✐❝❧❡s ❬❉❘✼✼❪✱ ❬❈P✼✽❪✱ ❬❙❛❧✽✼❪✱
❬❲❡✐✽✾❪✱❬❈❲✽✾❪✱ ❡t ❧❡s ❧✐✈r❡s ❬❑▲✵✺❪ ❡t ❬❚❲✵✾❪✮✳ ❈❡ ❝❛❞r❡ ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t ❝❛r ✐❧ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r
✉♥❡ ✈✐s✐♦♥ ❛ss❡③ ✉♥✐✜é❡✱ ♠ê♠❡ s✐ ❧✬♦♥ ✈❡rr❛ q✉❡ ❧✬♦♥ ♥❡ ♣♦✉rr❛ ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❢❛✐r❡ r❡♥tr❡r
t♦✉t❡s ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ét✉❞✐é❡s ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛❞r❡✳ P♦✉r ✉♥❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ à
❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s s❡♠✐✲❣r♦✉♣❡s✱ ♦♥ ♣♦✉rr❛ ❝♦♥s✉❧t❡r ❬P❛③✽✸❪✳

✶✳✷✳✐ ▲❡ ❝❛❞r❡ ❛❜str❛✐t

❉❛♥s ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡✱ ♦♥ s✉✐t ❧❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❡✛❡❝t✉é❡ ❞❛♥s ❬❈♦r✵✼✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸❪✳ ❖♥ ❝♦♥s✐✲
❞èr❡ ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❍✐❧❜❡rt ✭ré❡❧ ♦✉ ❝♦♠♣❧❡①❡✮ (H, 〈, 〉H)✱ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❡s♣❛❝❡ ❞❡s ét❛ts ❡t
❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧✬❡♥❞r♦✐t ♦ù ✈✐t ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ♥♦tr❡ s②stè♠❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡✱ ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥ ❛✉tr❡
❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❍✐❧❜❡rt ✭ré❡❧ ♦✉ ❝♦♠♣❧❡①❡✮ (U, 〈, 〉U )✱ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❝♦♥trô❧❡s ❡t ❝♦rr❡s✲
♣♦♥❞❛♥t à ❧✬❡♥❞r♦✐t ♦ù ✈✐t ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞✬❛❝t✐♦♥ s✉r ♥♦tr❡ s②stè♠❡✳ ❉❛♥s t♦✉t❡ ❧❛ s✉✐t❡✱ H
s❡r❛ ♣r✐s ❝♦♠♠❡ ✏❡s♣❛❝❡ ♣✐✈♦t✑ ❡t ❞♦♥❝ s②sté♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ✐❞❡♥t✐✜é à s♦♥ ❞✉❛❧ ✭❝❡ q✉✐ ✐♥t❡r❞✐r❛
❞✬✐❞❡♥t✐✜❡r à ❧❡✉r ❞✉❛✉① ❞✬é✈❡♥t✉❡❧s s♦✉s✲❡s♣❛❝❡s ❞❡H ♠✉♥✐s ❞✬✉♥❡ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❞✐✛ér❡♥t❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡
❞❡ H✮✳ ❖♥ ♣♦✉rr❛✐t ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ✉♥❡ t❤é♦r✐❡ s❡♠❜❧❛❜❧❡ ❞❛♥s ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❇❛♥❛❝❤ ♠❛✐s ❝❡❧❛
❝♦♠♣❧✐q✉❡r❛✐t ❧❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥✱ ❡t ❧✬♦♥ ✈❡rr❛ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞✉ ♠❛♥✉s❝r✐t
s❡ ❧✐♠✐t❡r ❛✉ ❝❛s ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❍✐❧❜❡rt✳ ❉❛♥s t♦✉t ❝❡ q✉✐ s✉✐t✱ s✐ E ❡t F s♦♥t ❞❡s ❡s♣❛❝❡s
✈❡❝t♦r✐❡❧s ♥♦r♠és✱ Lc(E,F ) ❞és✐❣♥❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s ❝♦♥t✐♥✉❡s ❞❡ E ❞❛♥s F ✳

❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ♥♦♥✲❜♦r♥é (A,D(A))✱ ❢❡r♠é✱ à ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡♥s❡ ❞❛♥s
H✳ ❖♥ ♠✉♥✐t D(A) ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ ✭éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ❧❛ ♥♦r♠❡ ❞✉ ❣r❛♣❤❡✮ ✐ss✉❡ ❞✉ ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡

〈u, v〉D(A) := 〈u, v〉H + 〈Au,Av〉H .

A ♣❡✉t ❛❧♦rs êtr❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡♠❡♥t ✈✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❜♦r♥é ❞❡D(A) ❞❛♥sH✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡r❛
q✉❡ A ❡st ❞✐ss✐♣❛t✐❢✱ ✐✳❡✳

❘❡ 〈Ay, y〉H 6 0, ∀y ∈ D(A),

❡t ♦♥ s✉♣♣♦s❡r❛ ❛✉ss✐ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ λ̃ > 0 t❡❧❧❡ q✉❡ λ̃Id−A s♦✐t s✉r❥❡❝t✐❢✳
❈✬❡st ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧❡ ❝❛s s✐ A∗ ❡st ❧✉✐✲♠ê♠❡ s✉♣♣♦sé êtr❡ ❞✐ss✐♣❛t✐❢ ✭❝❢✳ ❬P❛③✽✸✱ Pr❡✉✈❡ ❞✉
❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✹✳✹❪✮✳ ❖♥ s❡ ♣❧❛❝❡r❛ ❞♦ré♥❛✈❛♥t ❞❛♥s ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ❝❛s✳ ❉❛♥s ❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦♥ ❛ ❧❡
t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ▲✉♠♠❡r✲P❤✐❧❧✐♣s ✭❝❢✳ ❬P❛③✽✸✱ ❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✸❪✮ ✿ A ❡st ❧❡ ❣é♥ér❛t❡✉r ✐♥✜♥✐tés✐♠❛❧
❞✬✉♥ s❡♠✐✲❣r♦✉♣❡ ❢♦rt❡♠❡♥t ❝♦♥t✐♥✉ s✉r H✱ ♥♦té S(t)t>0✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ s✐ ❧✬♦♥ r❡❣❛r❞❡ ❧❡ s❡♠✐✲
❣r♦✉♣❡ ❛❞❥♦✐♥t S(t)∗✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞é♠♦♥tr❡r q✉❡ ❝✬❡st ❜✐❡♥ ✉♥ s❡♠✐✲❣r♦✉♣❡ ❢♦rt❡♠❡♥t ❝♦♥t✐♥✉ ❞❡
❣é♥ér❛t❡✉r ✐♥✜♥✐tés✐♠❛❧ A∗ ✭❝❢✳ ❬P❛③✽✸✱ ❚❤é♦rè♠❡ ✶✵✳✹❪✮✳

■♥tér❡ss♦♥s✲♥♦✉s ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿

y′ = Ay +Bu, t ∈ [0, T ], ✭✹✮

♦ù B ❡st ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❧✐♥é❛✐r❡ q✉✐ ❞é❝r✐t ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ ❞♦♥t ❧❡ ❝♦♥trô❧❡ u ❛❣✐t s✉r ❧❡ s②stè♠❡ ❡t T ∈
(0,∞) ❡st ✉♥ t❡♠♣s ✜♥❛❧✱ ❛✈❡❝ ❞♦♥♥é❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ y0 ∈ H✳ ❯♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ q✉❡st✐♦♥ à s❡ ♣♦s❡r ❡st ✿

✼



✶✳ ❈♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥s ❣é♥ér❛❧❡s s✉r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❛✉① ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❡t ❧❡✉r ❝♦♥trô❧❡✳

❝♦♠♠❡♥t ❝❤♦✐s✐r B ♣♦✉r ❛ss✉r❡r ❧❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ❜✐❡♥ ♣♦sé ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❄ ❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡✱
q✉❛♥❞ ♦♥ ✈❡✉t rés♦✉❞r❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ✐♥❤♦♠♦❣è♥❡✱ ♦♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ❉✉❤❛♠❡❧✳ ■❝✐ ♦♥
♦❜t✐❡♥❞r❛✐t

y(t) = S(t)y0 +

∫ t

0
S(t− s)Bu(s)ds. ✭✺✮

❆ ♣r✐♦r✐✱ ❝❡❝✐ ♥é❝❡ss✐t❡r❛✐t ❞♦♥❝ q✉✬❡♥ t♦✉t t❡♠♣s ♦♥ ❛✐t Bu ∈ H✳ ■♠♣♦s❡r ❝❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
s❡r❛✐t tr♦♣ r❡str✐❝t✐❢ ✭♦♥ ♥❡ ♣♦✉rr❛✐t ♣❛s tr❛✐t❡r ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❝♦♥trô❧❡s ❢r♦♥t✐èr❡s ✉t✐❧✐sés ❞❛♥s ❧❛
s✉✐t❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✮✱ ✐❧ ❢❛✉t ❞♦♥❝ tr♦✉✈❡r ✉♥ ❝❛❞r❡ ❛❜str❛✐t ♣❧✉s ❧❛r❣❡✳

❯♥❡ ✐❞é❡ ♣❡✉t êtr❡ ❞❡ ♣r♦❝é❞❡r ✉♥ ♣❡✉ ❝♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♣❛r tr❛♥s✲
♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❛✉① ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s✳ ❖♥ ♣❛rt ❞❡ ✭✺✮ ❡t ♦♥ ♣r❡♥❞ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡
❛✈❡❝ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ z ∈ H✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t

〈y(t), z〉H = 〈S(t)y0, z〉H +

∫ t

0
〈S(t− s)Bu(s), z〉Hds.

❊♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❡ ♣r♦♣❛❣❛t❡✉r ❛❞❥♦✐♥t S∗(t) ❛ss♦❝✐é à A∗✱ ♦♥ ❛ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❢♦r♠❡❧❧❡

〈y(t), z〉H = 〈y0, S∗(t)z〉H +

∫ t

0
〈u(s), B∗S∗(t− s)z〉Uds. ✭✻✮

❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ❝❡tt❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❛ ✉♥ s❡♥s ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞ès q✉❡ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s s♦♥t
ré✉♥✐❡s s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t ✿

✶✳ z ∈ D(A∗)✱

✷✳ B∗ ∈ Lc(D(A∗), U), ❝❡ q✉✐ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à B ∈ Lc(U,D(A∗)′), ✭♦♥ ❛ ❞♦♥❝ ❜✐❡♥ ✉♥ ❝❛❞r❡
♣❧✉s ❧❛r❣❡ q✉❡ ❝❡❧✉✐ ♦ù B ∈ Lc(U,H) ♣✉✐sq✉❡ H ⊂ D(A∗)′✮✳

✸✳ ∀t ∈ [0, T ], B∗S∗(·) ∈ Lc(D(A∗), L2((0, t), U)) ❛✈❡❝ D(A∗) ♠✉♥✐ ✐❝✐ ❞❡ ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❞❡
H✱ ✐✳❡✳ ∀t ∈ [0, T ], ∃C(t) > 0 t❡❧ q✉❡

∫ t

0
||B∗S∗(·)z||2U 6 C(t)||z||2H , ∀z ∈ D(A∗)′. ✭✼✮

✭■❧ s✉✣t ♣♦✉r ❝❡❝✐ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❞❡✉① ❢♦✐s ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❈❛✉❝❤②✲❙❝❤✇❛r③ à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞❡ ❧❛
♣❛rt✐❡ ✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ✭✻✮✮

❉❡ ♣❧✉s✱ s✐ ❥❛♠❛✐s ❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s♦♥t ✈ér✐✜é❡s✱ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ✭✼✮ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♣r♦❧♦♥❣❡r B∗S∗ ❡♥ ✉♥❡
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❞❡ H ❞❛♥s U ✱ q✉❡ ❧✬♦♥ ♥♦t❡r❛ t♦✉❥♦✉rs B∗S∗✱ ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉❡
✭✻✮ ❛✐t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉♥ s❡♥s ❞ès q✉❡ z ∈ H✳ ▲✬✐♥é❣❛❧✐té ✭✼✮ ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬❛❞♠✐ss✐❜✐❧✐té✱
❡t ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r B ✈ér✐✜❛♥t ✭✼✮ ❡st ❞✐t ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ♣♦✉r ❧❡ s❡♠✐✲❣r♦✉♣❡ S(t)t>0✳ ❊❧❧❡ ❛ss✉r❡ q✉❡
❧❡ ❝♦♥trô❧❡ q✉✬♦♥ t❡♥t❡ ❞❡ ❞é✜♥✐r ❛ ❜✐❡♥ ✉♥ s❡♥s ✭❡t s✬❛♣♣❛r❡♥t❡ s♦✉✈❡♥t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♣♦✉r ❧❡s
❝♦♥trô❧❡s ❢r♦♥t✐èr❡s à ✉♥ rés✉❧t❛t ❞❡ tr❛❝❡ ♦✉ ❞❡ ré❣✉❧❛r✐té ❝❛❝❤é❡✮✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞é♠♦♥tr❡r
q✉✬✐❧ s✉✣t ❞❡ ✈ér✐✜❡r ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ✭✼✮ ❡♥ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ t❡♠♣s T0 > 0 ✭❡❧❧❡ s❡r❛ ❛❧♦rs ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t
✈ér✐✜é❡ ❡♥ t♦✉t t❡♠♣s t > 0✮✳

❖♥ ♣♦s❡ ❞♦♥❝ ❝❡❝✐ ❝♦♠♠❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ✭✹✮ ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳ ❯♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ✭✹✮ ❛✈❡❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ y0 ∈ H ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ y ❛♣♣❛rt❡✲
♥❛♥t à C0([0, T ], H) ✈ér✐✜❛♥t y(0) = y0 ❡t ❧✬✐❞❡♥t✐té s✉✐✈❛♥t❡ ♣♦✉r t♦✉t τ ❞❛♥s [0, T ] ❡t t♦✉t
zτ ❞❛♥s H ✿

〈y(τ), zτ 〉H − 〈y0, S(τ)∗zτ 〉H =

∫ τ

0
〈u(t), B∗S∗(τ − t)zτ 〉Udt. ✭✽✮

✽



■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❖♥ ❛ ❛❧♦rs ❧❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t ✭❝❢✳ ❬❲❡✐✽✾❪✮ ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✶✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ B ❛❞♠✐ss✐❜❧❡✳ P♦✉r t♦✉t y0 ❞❛♥s H ❡t t♦✉t u ❞❛♥s L2((0, T ), U)✱
▲❡ s②stè♠❡ ✭✹✮ ❛✈❡❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ y0 ❛ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ y ∈ C0([0, T ], H)✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ✐❧
❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ C(T ) ✭✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ y0 ❡t u ♠❛✐s ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs A ❡t B✮
t❡❧❧❡ q✉❡

||y||C0((0,T ),H) 6 C(T )(||y0||H + ||u||L2((0,T ),U)). ✭✾✮

✶✳✷✳✐✐ ❈♦♥trô❧❛❜✐❧✐té ❡t ♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞é✜♥✐r ❞❡✉① ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♥trô❧❛❜✐❧✐té q✉✐ s❡r♦♥t ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s
❧❛ s✉✐t❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳ ▲❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ✭✹✮ ❡st ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❝♦♥trô❧❛❜❧❡ ❡♥ t❡♠♣s T s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t
s✐ ♣♦✉r t♦✉t y0 ❞❛♥s H ❡t t♦✉t yT ❞❛♥s H✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❝♦♥trô❧❡ u ❞❛♥s L2((0, T ), U) t❡❧ q✉❡ ❧❛
s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ✭✹✮ ❛✈❡❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ y0 ∈ H s❛t✐s❢❛ss❡ y(T ) = yT ✳

▲❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ✭✹✮ ❡st ❝♦♥trô❧❛❜❧❡ à 0 ❡♥ t❡♠♣s T s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ♣♦✉r t♦✉t y0

❞❛♥s H✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❝♦♥trô❧❡ u ❞❛♥s L2((0, T ), U) t❡❧ q✉❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ✭✹✮ ❛✈❡❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
✐♥✐t✐❛❧❡ y0 ∈ H s❛t✐s❢❛ss❡ y(T ) = 0✳

▲❡ s②stè♠❡ ✭✹✮ ét❛♥t ❧✐♥é❛✐r❡✱ q✉✐tt❡ à r❡tr❛♥❝❤❡r à y ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❞✉ s②stè♠❡
♥♦♥ ❝♦♥trô❧é✱ ❧❛ ❝♦♥trô❧❛❜✐❧✐té à 0 ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ❛♠❡♥❡r ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡
à ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡ ❡①tré♠✐té ❞❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❧✐❜r❡ ✭❝✬❡st ❝❡ q✉✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❧❛ ❝♦♥trô❧❛❜✐❧✐té ❛✉①
tr❛❥❡❝t♦✐r❡s✮✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❢èr❡ ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐té à ❧❛ ❝♦♥trô❧❛❜✐❧✐té à 0 ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t❡ q✉✬✐♥✐✲
t✐❛❧❡♠❡♥t ✈✐s✐❜❧❡✳ ❙✐❣♥❛❧♦♥s q✉❡ ❝❡tt❡ éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♥✬❡st ♣❛s ✈ér✐✜é❡ ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ♣♦✉r ❧❡s s②stè♠❡s
♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s✱ ❝♦♠♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s q✉❡ ❧✬♦♥ ét✉❞✐❡r❛ ♣❧✉s ❧♦✐♥✳ ■❧
❡st ✐♠♠é❞✐❛t s✉r ❧❛ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷ q✉❡ ❧❛ ❝♦♥trô❧❛❜✐❧✐té ❡①❛❝t❡ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❧❛ ❝♦♥trô❧❛❜✐❧✐té à 0✱ ♠❛✐s
❧❛ ré❝✐♣r♦q✉❡ ❡st ❢❛✉ss❡ ❡♥ ❣é♥ér❛❧✳ ❖♥ ❞é♠♦♥tr❡ t♦✉t❡❢♦✐s q✉❡ ❝❡s ♥♦t✐♦♥s s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s s✐
❧❡ s❡♠✐✲❣r♦✉♣❡ ❣é♥éré ♣❛r A ❡st ❡♥ ❢❛✐t ✉♥ ❣r♦✉♣❡✱ ❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t s✐ ❧❡ s②stè♠❡ ❡st ré✈❡rs✐❜❧❡ ❡♥
t❡♠♣s✳ ❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❧❛ t❤ès❡✱ ♦♥ ♥❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r❛ ♣❧✉s q✉❡ ❞❡s s②stè♠❡s ♣❛r❛❜♦❧✐q✉❡s ✭♣♦✉r
❧❡sq✉❡❧s ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥trô❧❛❜✐❧✐té ❡①❛❝t❡ ♥✬❡st ♣❛s ♣❡rt✐♥❡♥t❡ ❝❛r ♦♥ ❛ ✉♥ ❢♦rt ❡✛❡t ré❣✉❧❛r✐✲
s❛♥t q✉✐ ✐♥t❡r❞✐t ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❛tt❡✐♥❞r❡ ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ ét❛t ❞❡ H✮ ♦✉ ❞❡s s②stè♠❡s ré✈❡rs✐❜❧❡s
❡♥ t❡♠♣s ✭♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ❧❛ ❝♦♥trô❧❛❜✐❧✐té ❡①❛❝t❡ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ❧❛ ❝♦♥trô❧❛❜✐❧✐té à 0✱ ❡t ♦ù ❧❡s
❝♦ûts ❞❡s ❝♦♥trô❧❡s s♦♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡s ❡♥ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ s❡♥s ❞é✜♥✐ ❛✉ P❛r❛❣r❛♣❤❡ ✶✳✷✳✈✮✳ ❈❡❝✐ ❥✉st✐✜❡
q✉❡ ♥♦✉s ♦✉❜❧✐❡r♦♥s ❞♦ré♥❛✈❛♥t ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥trô❧❛❜✐❧✐té ❡①❛❝t❡ ❡t ♥♦✉s ♥♦✉s ❝♦♥❝❡♥tr❡r♦♥s
s✉r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥trô❧❛❜✐❧✐té à 0✳

❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉✬✐❧ ♥✬② ❛ ❛✉❝✉♥❡ r❛✐s♦♥ ❞✬❛✈♦✐r ✉♥✐❝✐té ❞✉ ❝♦♥trô❧❡ ❛♠❡♥❛♥t y0 à ❧✬ét❛t ✜♥❛❧
0✳ ▼❛❧❣ré t♦✉t✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦♥trô❧❡s ❢♦r♠❛♥t ❞❛♥s ❝❡ ❝❛❞r❡ ✉♥ ❝♦♥✈❡①❡ ❢❡r♠é ❞✬✉♥ ❡s♣❛❝❡
❞❡ ❍✐❧❜❡rt ✭❝✬❡st ♠ê♠❡ ✉♥ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ ❢❡r♠é✮✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝❤♦✐s✐r ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ✉♥
❝♦♥trô❧❡ ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ 0 s✉r ❝❡ ❝♦♥✈❡①❡ q✉✐ s❡r❛ ❛❧♦rs ❞❡ ♥♦r♠❡ L2((0, T ), U)
♠✐♥✐♠❛❧❡✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥ ❝♦♥trô❧❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✭❛✉ s❡♥s ♦ù s❛ ♥♦r♠❡ L2((0, T ), U) ❡st ♠✐♥✐♠❛❧❡✮
♥♦té uopt(y0)✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t ✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳ ▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ y0 7→ uopt(y
0) ❡st ❧✐♥é❛✐r❡ ❝♦♥t✐♥✉❡✱ ❞❡ ♥♦r♠❡ ❞✬♦♣ér❛t❡✉r ♥♦té❡

Copt(T ) ❡t ❛♣♣❡❧é❡ ❝♦ût ❞✉ ❝♦♥trô❧❡✳ Copt(T ) ❡st ❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ❝♦♥st❛♥t❡ C > 0 t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r
t♦✉t y0 ∈ H✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ u ∈ L2((0, T ), U) t❡❧ q✉❡

||u||L2((0,T ),U) 6 C||y0||H .

▲❛ ❝♦♥st❛♥t❡ Copt(T ) ❞é♣❡♥❞ ❛✉ss✐ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r A ❡t ❞✉ ❝♦♥trô❧❡ B✱ ♠❛✐s ♦♥ ❝❤♦✐s✐t ❞❡
❧✬✐♥❞❡①❡r s❡✉❧❡♠❡♥t ♣❛r T ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ✭❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ♦♥ ♣♦✉rr❛ r❛✣♥❡r ❧❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s

✾



✶✳ ❈♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥s ❣é♥ér❛❧❡s s✉r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❛✉① ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❡t ❧❡✉r ❝♦♥trô❧❡✳

❞❡ Copt(T ) ♥♦t❛♠♠❡♥t q✉❛♥❞ ♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡r❛ à ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❛❜✐❧✐té ✉♥✐❢♦r♠❡✮✳ ▲❛
♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝♦ût ❞✉ ❝♦♥trô❧❡ ❡t s♦♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ✈✐s à ✈✐s ❞❡ T ✭♦✉ é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡rt❛✐♥s
♣❛r❛♠ètr❡s✮ ❛✉r❛ ✉♥❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡ ❞❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t✳

❆ ❝❡ st❛❞❡✱ ✐❧ ♣❡✉t s❡♠❜❧❡r ❞✐✣❝✐❧❡ ❞✬ét❛❜❧✐r ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❛❜✐❧✐té ♣✉✐sq✉✬✐❧ ❢❛✉t ❡s✲
s❛②❡r ❞❡ ♣r♦✉✈❡r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ♦❜❥❡t ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡✱ ❝❡ q✉✐ r❡✈✐❡♥t très s♦✉✈❡♥t à ❧❡ ❝♦♥str✉✐r❡
❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t✳ ❙✬✐❧ ❡①✐st❡ q✉❡❧q✉❡s ♠ét❤♦❞❡s ❡✣❝❛❝❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❝ré❡r ❞❡s ❝♦♥trô❧❡s ✭♥♦t❛♠✲
♠❡♥t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ♠♦♠❡♥ts✱ q✉✐ s❡r❛ ♣rés❡♥té❡ ❛✉ P❛r❛❣r❛♣❤❡ ✶✳✷✳✐✈ ❡t ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛
❞✐♠❡♥s✐♦♥ 1✮✱ ✉♥ ❞❡s ♦✉t✐❧s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé r❡st❡ ❧❛ ❞✉❛❧✐té ♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té✲❝♦♥trô❧❛❜✐❧✐té
q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ s❡ r❛♠❡♥❡r à ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ♣❧✉s ✏s✐♠♣❧❡✑✱ ❡♥ t♦✉t ❝❛s ♣❧✉s ♣r❛t✐q✉❡
✭❞é♠♦♥tr❡r ❞❡s ✐♥é❣❛❧✐tés✮✳ ❈♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ♣ré❝✐s❡r ❝❡ q✉✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ✉♥ s②stè♠❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳ ❙♦✐t D ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ♥♦♥✲❜♦r♥é ❢❡r♠é à ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡♥s❡ ❞✐ss✐♣❛t✐❢ ❞✬❛❞❥♦✐♥t
❞✐ss✐♣❛t✐❢ s✉r H ❡t O ∈ Lc(D(D), U). ❖♥ ❞✐t q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ rétr♦❣r❛❞❡

{
−z′ = Dz, t ∈ (0, T ),

v = Oz, t ∈ (0, T ),
✭✶✵✮

❡st ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❛✉ t❡♠♣s T > 0 s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ C(T ) > 0
t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t❡ s♦❧✉t✐♦♥ z ❞❡ ✭✶✵✮ ❛✈❡❝ ❞♦♥♥é❡ ✜♥❛❧❡ zT ❞❛♥s ❍✱

||z(0)||2H 6 C2

∫ T

0
||v(t)||2Udt(= C2

∫ T

0
||Oz(t)||2Udt). ✭✶✶✮

❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té ✭q✉❡ ❧✬♦♥ ♥♦t❡ Cobs(T )✮ ❧❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ✭❞♦♥t ♦♥ ♠♦♥tr❡
q✉✬❡❧❧❡ ❡st ❛tt❡✐♥t❡✮ ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s C > 0 ✈ér✐✜❛♥t ✭✶✶✮✳

❈❡tt❡ ✐♥é❣❛❧✐té s✐❣♥✐✜❡ ❡①❛❝t❡♠❡♥t q✉❡ ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥
∫ T
0 ||Oz(t)||2Udt ♣❡r♠❡t

❞❡ r❡tr♦✉✈❡r ❧✬é♥❡r❣✐❡ ✏✜♥❛❧❡✑ ✭❧❡ s②stè♠❡ ❡st rétr♦❣r❛❞❡✮ ❞❡ z✱ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ q✉✐ à ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥
❛ss♦❝✐❡ ❧✬ét❛t ✜♥❛❧ ét❛♥t ❞❡ ♣❧✉s ❝♦♥t✐♥✉❡✳ ▲❡ ❧✐❡♥ ❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦♥trô❧❛❜✐❧✐té à 0 ❡st ❧❡ s✉✐✈❛♥t ✭❝❢✳
❬❉❘✼✼❪ ❡t ❬▲✐♦✽✽❛❪✮ ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳ ▲✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✹✮ ❡st ❝♦♥trô❧❛❜❧❡ à 0 ❡♥ t❡♠♣s T s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❧✬éq✉❛t✐♦♥

{
−z′ = A∗z, t ∈ (0, T ),

v = B∗z, t ∈ (0, T )
✭✶✷✮

❡st ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❡♥ t❡♠♣s T ✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ Copt(T ) = Cobs(T )✳

▲❡ s❡♥s ✉t✐❧✐sé ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡ ❡st ❝❡❧✉✐ ♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té ⇒ ❝♦♥trô❧❛❜✐❧✐té ❝❛r ✐❧ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♣❛ss❡r
❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬❡①✐st❡♥❝❡ à ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❞é♠♦♥tr❡r ✉♥❡ ✐♥é❣❛❧✐té s✉r ❧❡ s②stè♠❡ ❛❞❥♦✐♥t✳ ❉❡ ♣❧✉s✱
♣♦✉r ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧s✱ ❧✬❛❞❥♦✐♥t ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ♥✬❡st ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ♣❛s ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t
très ❞✐✛ér❡♥t ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❧✉✐✲♠ê♠❡✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡✉t ❢❛❝✐❧✐t❡r ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❛❞❥♦✐♥t❡✳
➱✈✐❞❡♠♠❡♥t✱ ❝❡ t❤é♦rè♠❡ ♥❡ ❢♦✉r♥✐t ❛✉❝✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ❞❡ ❞é♠♦♥tr❡r ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✉♥❡ t❡❧❧❡
✐♥é❣❛❧✐té ❞✬♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té✱ ❝✬❡st ❞♦♥❝ ✉♥ ♦✉t✐❧ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♠❛✐s ❧✬❡ss❡♥t✐❡❧ ❞✉ tr❛✈❛✐❧ ❡st ❡♥❝♦r❡
à ❢❛✐r❡✳

❙✐❣♥❛❧♦♥s ✐❝✐ ✉♥❡ ❞❡s ♠❛♥✐èr❡s ❞❡ ❞é♠♦♥tr❡r ❧✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té ⇒ ❝♦♥trô❧❛❜✐❧✐té
❝♦♠♠❡ ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❬▲✐♦✽✽❛❪ s♦✉s ❧❡ ♥♦♠ ❞❡ ♠ét❤♦❞❡ ❍❯▼ ♣♦✉r ✏❍✐❧❜❡rt ❯♥✐q✉❡♥❡ss ▼❡✲
t❤♦❞✑✳ ❋✐①♦♥s ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ y0 ∈ H✳ ❈♦♠♣t❡ t❡♥✉ ❞❡ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭✽✮✱ ✉♥❡ ✐❞é❡ ❡st ❞❡ s✬✐♥tér❡ss❡r
❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿ tr♦✉✈❡r zT ∈ H t❡❧ q✉❡

a(zT , z̃T ) = l(z̃T ), ∀z̃T ∈ H, ✭✶✸✮

✶✵



■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

♦ù

a(zT , z̃T ) =

∫ T

0
〈v(t), ṽ(t)〉Udt

❡t
l(z̃T ) = 〈y0, z̃(0)〉H ,

(z, v) ✭r❡s♣✳ z̃, ṽ✮ ét❛♥t ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ✭✶✷✮ ❛✈❡❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✜♥❛❧❡ zT ∈ H ✭r❡s♣✳ z̃T ∈ H✮✳ ❖♥
✈ér✐✜❡ q✉❡ ❧❛ ❝♦♥t✐♥✉✐té ❞❡ a ♣r♦✈✐❡♥t ❞❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞✬❛❞♠✐ss✐❜✐❧✐té ✭✼✮ ❡t ❝❡❧❧❡ ❞❡ l ♣r♦✈✐❡♥t ❞✉
❝❛r❛❝tèr❡ ❜✐❡♥ ♣♦sé ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ rétr♦❣r❛❞❡ ✭♣❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥t ❞❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té
✭✾✮ ♣✉✐sq✉❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ rétr♦❣r❛❞❡ ❡st ♥♦♥ ❝♦♥trô❧é❡✮✳ ■❧ ♣❡✉t ❝❡♣❡♥❞❛♥t ❛rr✐✈❡r q✉❡ a ♥❡ s♦✐t
♣❛s ❝♦❡r❝✐✈❡ ❡t ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ▲❛①✲▼✐❧❣r❛♠ ♣❡✉t ♥❡ ♣❛s s✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❡♥ ❣é♥ér❛❧✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ s✐
❧✬♦♥ ❛❥♦✉t❡ ❛✉ s②stè♠❡ ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été ❞✬✉♥✐❝✐té rétr♦❣r❛❞❡✱ ❛❧♦rs a ❞❡✈✐❡♥t ✉♥ ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡
s✉r H ✭❝❛r ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞✬♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ z(0) = 0 ❡t ❧✬✉♥✐❝✐té rétr♦❣r❛❞❡ ❞♦♥♥❡ ❛❧♦rs
zT = 0✮✳ ❙♦✉❧✐❣♥♦♥s q✉❡ ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ♥✬❡st ♣❛s ✐♥❞✐s♣❡♥s❛❜❧❡ ♣♦✉r ❞é♠♦♥tr❡r ❧✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥
♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té ⇒ ❝♦♥trô❧❛❜✐❧✐té ✭❝❢✳ ❬❈♦r✵✼✱ Pr❡✉✈❡ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✹✹❪✮ ♠❛✐s ❡❧❧❡ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡
♣♦✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❍❯▼✱ ❡t ❡❧❧❡ ❡st ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡ q✉❛s✐♠❡♥t t♦✉❥♦✉rs ✈ér✐✜é❡ ✭✉♥❡ ✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❈❛r✲
❧❡♠❛♥ ♣❡r♠❡t ❡♥tr❡ ❛✉tr❡s ❞✬♦❜t❡♥✐r ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❧✬✉♥✐❝✐té rétr♦❣r❛❞❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✮✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡
H ❧❡ ❝♦♠♣❧été ❞❡ H ♣♦✉r ❝❡ ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡ ❡t ♦♥ ♠✉♥✐t ❞♦ré♥❛✈❛♥t H ❞✉ ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡ a✳
❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞✬♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té ✭✶✶✮ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡

||l(z̃T )|| 6 Cobs||y0||H
√
a(z̃T , z̃T ) = Cobs||y0||H ||z̃T ||H

❡t ❞♦♥♥❡ ❧❛ ❝♦♥t✐♥✉✐té ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ l s✉r H ♠✉♥✐ ❞❡ ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ✐♥❞✉✐t❡ ♣❛r H✳ H
ét❛♥t ❞❡♥s❡ ❞❛♥s H ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ♣r♦❧♦♥❣❡♠❡♥t ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t
❝♦♥t✐♥✉❡s ♥♦✉s ❛ss✉r❡ q✉❡ l s❡ ♣r♦❧♦♥❣❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✉♥✐q✉❡ ❡♥ ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ s✉r
H ❞❡ ♠ê♠❡ ♥♦r♠❡ ❞✬♦♣ér❛t❡✉r q✉❡ l ✭❡t q✉❡ ♥♦✉s ♥♦♠♠❡r♦♥s ❡♥❝♦r❡ l✮✳ ▲❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❘✐❡s③
❛ss✉r❡ ❛❧♦rs ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❡t ❧✬✉♥✐❝✐té ❞❡ zT ∈ H t❡❧ q✉❡ ❧✬é❣❛❧✐té ✭✶✸✮ ❛✐t ❧✐❡✉ ♣♦✉r t♦✉t z̃T ∈ H✳
❖♥ ♣♦s❡ ❛❧♦rs u(t) := v = B∗S∗(T − t)zT ✭♦♥ ♣❡✉t ét❡♥❞r❡ B∗S∗ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✉♥✐q✉❡ ❡♥ ✉♥❡
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❞❡ H ❞❛♥s U ❣râ❝❡ ❛✉① ✐♥é❣❛❧✐tés ✭✼✮ ❡t ✭✶✶✮✮✱ ❡t ♦♥ ✈ér✐✜❡ q✉❡
❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ y ❞❡ ✭✹✮ ❛✈❡❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ y0 ❡t ❝♦♥trô❧❡ u s❛t✐s❢❛✐t ❜✐❡♥ y(T ) = 0✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♦♥
♣❡✉t ❞é♠♦♥tr❡r q✉❡ u ❡st ❜✐❡♥ ❧❡ ❝♦♥trô❧❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❡♥ ♥♦r♠❡ L2((0, T ), U)✳

❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛ ❧✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞✬êtr❡ ❛ss❡③ ✢❡①✐❜❧❡ ❝❛r ❡❧❧❡ ♣❡✉t s❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡r ❛✉ ❝❛s ♦ù
♦♥ ❛✉r❛✐t ♣❧✉s ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s q✉✬✉♥❡ s✐♠♣❧❡ ✐♥é❣❛❧✐té ❞✬♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té ✏♣♦♥❝t✉❡❧❧❡✑ ❡♥ t = 0
❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ✭✶✶✮ ♠❛✐s ♣❧✉tôt ✉♥❡ ✐♥é❣❛❧✐té ✐♥té❣r❛❧❡ à ♣♦✐❞s s✉r t♦✉t ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ (0, T ) ✭t❡❧❧❡
q✉❡ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❞❡s ✐♥é❣❛❧✐tés ❞❡ ❈❛r❧❡♠❛♥ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✮✱ ♦♥ ét✉❞✐❡r❛✐t ❛❧♦rs ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡
r❡ss❡♠❜❧❛♥t à ✭✶✸✮ ♦ù ❧❡s ✐♥❝♦♥♥✉❡s s❡r❛✐❡♥t ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s z ❡t z̃ ❡❧❧❡s✲♠ê♠❡s ❡t ♣❧✉s s❡✉❧❡♠❡♥t
❧❡✉rs ❞♦♥♥é❡s ✜♥❛❧❡s✱ ❝♦♠♠❡ ❢❛✐t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❛♥s ❬❋■✾✻❛✱ Pr❡✉✈❡ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✶❪ ♦✉ ❞❛♥s
❬❋❈●■P✵✹✱ Pr❡✉✈❡ ❞❡ ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷❪ ✭♦♥ ♣♦✉rr❛ ❛✉ss✐ ❝♦♥s✉❧t❡r ❬❋✉r✵✵❪✮✳ Pr♦❝é❞❡r ❛✐♥s✐
❝❤❛♥❣❡r❛ ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❧❡ ❝♦♥trô❧❡ ❡t ❝❡❧✉✐✲❝✐ ♥❡ s❡r❛ ♣❧✉s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❧❡ ❝♦♥trô❧❡ ♦♣t✐♠❛❧
❡♥ ♥♦r♠❡ L2((0, T ), U) ✭♠❛✐s ✐❧ s❡r❛ ♦♣t✐♠❛❧ ❡♥ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ s❡♥s q✉✐ ♥❡ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡ ❡♥ ❣é♥ér❛❧
♣❛s ❡t ❡st ❞♦♥❝ ♦✉❜❧✐é ❝♦♠♠❡ ❡①♣❧✐q✉é ❞❛♥s ❬❋■✾✻❜✱ P❛❣❡ ✶✸✻✹❪ ✿ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ z ♣❡✉t êtr❡ ✈✉❡
❝♦♠♠❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞✉❛❧❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♠❛✐s ♦♥ ♣❡✉t ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t
♦✉❜❧✐❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ s♦✉s✲❥❛❝❡♥t ❡t s❡ ❝♦♥❝❡♥tr❡r s✉r ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ z✮✳ ❈❡ r❛✣♥❡♠❡♥t
❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❍❯▼ ❡st ❝r✉❝✐❛❧ ❡♥ ✈✉❡ ❞✬ét✉❞✐❡r ❧❡s s②stè♠❡s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s ❝❛r ♦♥ ♦❜t✐❡♥❞r❛
❛❧♦rs ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❛❜✐❧✐té ❞❛♥s ❞❡s ❡s♣❛❝❡s à ♣♦✐❞s q✉✐ ♣❡r♠❡ttr♦♥t ❞❡ r❡✈❡♥✐r ❛✉ ❝❛s
♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ s✐ ❧❡s ♣♦✐❞s ♦♥t été ❝❤♦✐s✐s ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t✳

✶✳✷✳✐✐✐ ▲❡ ❝❛s ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞✐❛❣♦♥❛✉① ❡t ❞❡s ❝♦♥trô❧❡s s❝❛❧❛✐r❡s

❈❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ❡st ✐♥s♣✐ré ❞❡ ❬❍❘✽✸❪ ❡t ❬❲❡✐✽✽❪ ✭♦♥ ♣♦✉rr❛ ❛✉ss✐ ❝♦♥s✉❧t❡r ❬❚❲✵✾❪✮ ❡t ✈✐s❡ à
❡①♣r✐♠❡r ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✹✮ ❡t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬❛❞♠✐ss✐❜✐❧✐té ✭✼✮ s♦✉s ❝❡rt❛✐♥❡s

✶✶



✶✳ ❈♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥s ❣é♥ér❛❧❡s s✉r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❛✉① ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❡t ❧❡✉r ❝♦♥trô❧❡✳

❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉r H ❡t A✳ P♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r✱ ♦♥ s❡ ♣❧❛❝❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❍✐❧❜❡rt H ❡st
sé♣❛r❛❜❧❡ ❡t ♦ù ❧✬♦♣ér❛t❡✉r A ❡st ❛✉t♦❛❞❥♦✐♥t ♦✉ ❛♥t✐✲❛✉t♦❛❞❥♦✐♥t à rés♦❧✈❛♥t❡ ❝♦♠♣❛❝t❡ ✭♦♥
♣♦✉rr❛✐t ❣é♥ér❛❧✐s❡r ❝❡❝✐ à ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞✐❛❣♦♥❛✉① ❞❛♥s ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❇❛♥❛❝❤✱ ♣♦✉r✈✉ q✉❡
❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs ♣r♦♣r❡s s♦✐t ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❘✐❡s③✱ ❡t à ❞❡s ❝♦♥trô❧❡s à ✈❛❧❡✉r ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡
✈❡❝t♦r✐❡❧ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡✮ ❡t ♦ù U = R ♦✉ C✳ ▲✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ s❡ réé❝r✐t ❛❧♦rs s♦✉s ❧❛
❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❞✉✐t Bu = bu, ❛✈❡❝ b ∈ D(A)′ ❡t u ∈ R ♦✉ C✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ A s♦✐t ❛✉t♦❛❞❥♦✐♥t
✭♦♥ ♣♦✉rr❛✐t ❢❛✐r❡ ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ❝❤♦s❡ ❛✈❡❝ A ❛♥t✐✲❛✉t♦❛❞❥♦✐♥t✮✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs ✉♥❡ ❜❛s❡
❤✐❧❜❡rt✐❡♥♥❡ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs ♣r♦♣r❡s ♥♦tés ej ✭j ∈ N

∗✮ ❡t ♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ −λj ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ❛ss♦❝✐é❡
à ej ✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s

||f ||2H =
∑

j∈N∗
|〈f, ej〉H |2.

❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡
inf
k∈N∗

λk > −∞,

✭❝❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❡st s✉♣♣r✐♠é❡ ❞❛♥s ❧❡s ❝❛s ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❛♥t✐✲❛✉t♦❛❞❥♦✐♥ts✮ ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉❡
q✉✐tt❡ à r❡♠♣❧❛❝❡r A ♣❛r A− λId ❛✈❡❝ λ > 0✱ ♦♥ s✉♣♣♦s❡r❛

inf
k∈N∗

λk > 0.

❖♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❛✐♥s✐ ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ❛❜str❛✐ts s✉✐✈❛♥ts✱ ♣♦✉r γ > 0 ✿

Xγ := D((−A)γ),

❡t X−γ s♦♥ ❞✉❛❧ ❛✈❡❝ ❡s♣❛❝❡ ♣✐✈♦t H✳ ❖♥ ♣❡✉t ♠✉♥✐r Xγ ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡

||f ||2Xγ
:=
∑

j∈N∗
(1 + λγj )|〈f, ej〉H |2,

❡t X−γ ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡

||f ||2X−γ
:=
∑

j∈N∗

1

1 + λγj
|〈f, ej〉H |2.

❖♥ ♦❜s❡r✈❡ q✉❡ X1 s✬✐❞❡♥t✐✜❡ à D(A) ✭❡t ❞♦♥❝ X−1 s✬✐❞❡♥t✐✜❡ à D(A)′✮✳
❖♥ ♣❡✉t ❛✉ss✐ ❞é❝♦♠♣♦s❡r b s✉r ❧❡s ek ❡t ♦♥ ♣♦s❡

bk := 〈b, ek〉D(A)′,D(A).

❉é❝♦♠♣♦s♦♥s ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡

y0(x) =

∞∑

k=1

akek(x),

❛✈❡❝ (ak)k∈N ∈ l2(N)✳ ❈♦♠♣t❡ t❡♥✉ ❞❡ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭✽✮✱ ❞é✜♥✐r ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ✭✹✮ r❡✈✐❡♥t
♠❛✐♥t❡♥❛♥t à ❛✈♦✐r ♣♦✉r t♦✉t k ❡t t♦✉t t ∈ (0, T )

〈y(t, x), ek〉H = ake
−λkt + bk

∫ t

0
e−λk(t−s)u(s)ds, ✭✶✹✮

❝❡ q✉✐ ❞é✜♥✐t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✉♥✐q✉❡ y✳
❖♥ ❝♦♥♥❛ît ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❡t s✉✣s❛♥t❡ ♣♦✉r ❛ss✉r❡r ❧✬❛❞♠✐ss✐❜✐❧✐té ❞❡ b ♣♦✉r ❧❡

s❡♠✐✲❣r♦✉♣❡ ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r A✱ q✉✐ ❡st ❜❛sé s✉r ❧❡ ❝♦♥❝❡♣t ❞❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❈❛r❧❡s♦♥ ✭✈♦✐r ❬❍❘✽✸❪ ❡t
❬❲❡✐✽✽❪✮✳ ◆♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ♥é❛♥♠♦✐♥s ♣❛s ✈r❛✐♠❡♥t ❜❡s♦✐♥ ❞❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❝❡ ❝♦♥❝❡♣t
❡t ♦♥ ♣❡✉t s❡ ❝♦♥t❡♥t❡r ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉✣s❛♥t❡ s✉✐✈❛♥t❡✱ q✉✐ ❡st ✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞✉ ❝r✐tèr❡
❞♦♥♥é ❞❛♥s ❬❍❘✽✸❪ ✿

✶✷



■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❚❤é♦rè♠❡ ✸✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❛ s✉✐t❡ (λn)n∈N∗ ❡st ré❣✉❧✐èr❡ ❛✉ s❡♥s q✉❡

γ((λn)n∈N∗) := inf
m 6=n

|λm − λn| > 0. ✭✶✺✮

❙✐ ||(bk)k∈N∗ ||∞ < +∞✱ ❛❧♦rs b ❡st ❛❞♠✐ss✐❜❧❡✳

✶✳✷✳✐✈ ➱q✉❛t✐♦♥s ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✶ ✿ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ♠♦♠❡♥ts

▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ♠♦♠❡♥ts ❡st ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ s♣é❝✐✜q✉❡ ❛✉ ❝❛s ♦ù ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞✬❡s♣❛❝❡ ❡st
é❣❛❧❡ à 1 ✭♦♥ ♣❡✉t ❛✉ss✐ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❞❡s s②stè♠❡s ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ✉♥✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡s ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s
❬❆❑❇●❇❞❚✶✶❛❪ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✮✳ ❖♥ s✬✐♥s♣✐r❡ ✐❝✐ ❞❡s ♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❢❛✐t❡s ❞❛♥s ❬❋❘✼✶❪ ❡t ❬❚❚✵✼❪✳
P♦✉r ❞❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡ts s✉r ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡✱ ♦♥ ♣♦✉rr❛ ❧✐r❡ ❬❑▲✵✺❪ ♦✉ ❬❆■✾✺❪✳

❖♥ r❡♣r❡♥❞ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞✉ P❛r❛❣r❛♣❤❡ ✶✳✷✳✐✐✐✳ P❛r ❧✬é❣❛❧✐té ✭✶✹✮✱ ♦♥ ♦❜s❡r✈❡ q✉✬✐♠♣♦s❡r
y(T, x) = 0 r❡✈✐❡♥t à ✐♠♣♦s❡r ❡♥ ♣♦✉r t♦✉t k q✉❡

ake
−λkT + bk

∫ T

0
e−λk(T−t)u(t)dt = 0.

❈❡❝✐ ♥é❝❡ss✐t❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❞♦✐✈❡ ❢❛✐r❡ ❡♥ s♦rt❡ q✉❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s bk s♦✐t ❞✐✛ér❡♥t ❞❡ 0 ✭♦✉ ❛❧♦rs ♦♥
♥❡ ♣♦✉rr❛ ♣❛s ♣❛rt✐r ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s t❡❧❧❡s q✉❡ ak 6= 0✮ ❡t q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t k ♦♥ ❛✐t

∫ T

0
eλktu(t)dt = −ak

bk
. ✭✶✻✮

❙✐ ❧✬♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛rr✐✈❡ à ❝ré❡r ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❜✐♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡ à ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞✬❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡s
{t 7→ eλnt} ❞❛♥s L2(0, T )✱ ✐✳❡✳ ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ {ψm}m∈N∗ t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t (k, l) ∈ (N∗)2 ♦♥ ❛✐t

〈eλkt, ψl〉L2(0,T ) = δkl, ✭✶✼✮

❛❧♦rs ✐❧ s✉✣r❛ ❞❡ ♣♦s❡r ❝♦♠♠❡ ❝♦♥trô❧❡

u(t) := −
∑

k∈N∗

ak
bk
ψk(t),

♣♦✉r ♣❡✉ q✉❡ ❝❡tt❡ sér✐❡ ❛✐t ✉♥ s❡♥s✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧❡ ❝❛s s✐ ❧❡s |bk| s♦♥t ♠✐♥♦rés ♣❛r ✉♥
♥♦♠❜r❡ str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢✳ ■❧ ❡st ❝♦♥♥✉ ✭❝❢✳ ❬❆■✾✺❪✮ q✉✬✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉✣s❛♥t❡ ❛❜str❛✐t❡ ♣♦✉r
q✉✬✉♥❡ t❡❧❧❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❡①✐st❡ ❡st q✉❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ {t 7→ eλnt} s♦✐t ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❘✐❡s③ ❞❡ L2(0, T )✳ ❉✬✉♥
♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ♣❧✉s ❝♦♥❝r❡t✱ ✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ❞❡ ♣r♦❝é❞❡r ❡st ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ P❛❧❡②✲❲✐❡♥❡r
✭✈♦✐r ❬P❲✽✼❪✱ ❬❙❝❤✺✷❪ ♦✉ ❬❍ör✼✻❪✮✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♦♥ ♣❡✉t r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❧✬é❣❛❧✐té ✭✶✼✮ r❡✈✐❡♥t à
❞é♠♦♥tr❡r q✉❡ F(ψj)(−iλk) = δjk✱ ✭♦ù F ❡st ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r✮ ♣♦✉r✈✉
q✉❡ ❧❡ s✉♣♣♦rt ❞❡ ψj s♦✐t ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s (0, T )✳ ❖r ✐❧ ❡st très s✐♠♣❧❡ ❞❡ tr♦✉✈❡r ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s Jk
t❡❧❧❡s q✉❡ Jk(−iλj) = δkj ✿ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ♣♦s❡r

Jk(z) :=
Ψ(z)

Ψ′(−iλk)(z + iλk)
, ✭✶✽✮

♦ù Ψ ❡st ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❛❞♠❡tt❛♥t ❧❡s −iλj ❝♦♠♠❡ r❛❝✐♥❡s s✐♠♣❧❡s✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✉♥
♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❲❡✐❡rstr❛ss ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

Ψ(z) :=

∞∏

k=1

(1− iz/λk).

❖♥ ✈ér✐✜❡ q✉❡ s♦✉s ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡s s✉r ❧❡s λk✱ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s Jk ✈ér✐✜❡♥t ❜✐❡♥ ✉♥❡
❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ❛ss✉r❛♥t q✉❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ✐♥✈❡rs❡ F−1(Jk)

✶✸



✶✳ ❈♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥s ❣é♥ér❛❧❡s s✉r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❛✉① ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❡t ❧❡✉r ❝♦♥trô❧❡✳

❡st à s✉♣♣♦rt ❝♦♠♣❛❝t ✭✐❧ s✉✣t ❛❧♦rs ❞❡ ❢❛✐r❡ ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛✣♥❡ ♣♦✉r r❡♠❡ttr❡ ❧❡ s✉♣♣♦rt
s✉r (0, T )✮✳ P♦✉rt❛♥t✱ ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❝❡tt❡ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ✐♥✈❡rs❡ ♥❡ s❡r❛ q✉✬✉♥❡ ♠❡s✉r❡
✭♦✉ ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✮ à s✉♣♣♦rt ❝♦♠♣❛❝t ❡t ♥♦♥ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝❛r Jk ♥✬❛ ♣❛s ❞❡ ♣r♦♣r✐étés
❞✬✐♥té❣r❛❜✐❧✐té s✉✣s❛♥t❡s s✉r ❧❛ ❞r♦✐t❡ ré❡❧❧❡✳ ❈❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ Jk s❡✉❧❡ ♥❡ ✈❛ ❞♦♥❝ ♣❛s s✉✣r❡ ♣♦✉r
❝♦♥❝❧✉r❡✱ ❧✬✐❞é❡ ❡st ❞♦♥❝ ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡r Jk ♣❛r ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ Mk ✭❛♣♣❡❧é ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t❡✉r✮
❛②❛♥t ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❛ss✉r❛♥t q✉❡ ❧❡ ♣r♦❞✉✐tMkJk r❡st❡ ❞❡ t②♣❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧✱
❛ ❧❡s ♠ê♠❡s r❛❝✐♥❡s q✉❡ Jk ❡t ❛ ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t s✉✣s❛♠♠❡♥t ❛❣ré❛❜❧❡ s✉r ❧❛ ❞r♦✐t❡ ré❡❧❧❡✱
♣✉✐s ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r F−1(JkMk)✳ ◆♦t❛♠♠❡♥t✱ s✐ ❧✬♦♥ s♦✉❤❛✐t❡ ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡
❞❡ P❛❧❡②✲❲✐❡♥❡r ❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s ❬❘✉❞✻✻✱ ❚❤é♦rè♠❡ ✶✾✳✸❪✱ ✐❧ ❡st s✉✣s❛♥t ❞✬✐♠♣♦s❡rMkJk ∈ L2(R)
✭❡♥ ♣❧✉s ❞❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ t②♣❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡✮✳

✶✳✷✳✈ ▲❡ ❝♦ût ❞✉ ❝♦♥trô❧❡ ❡♥ t❡♠♣s ♣❡t✐t

❯♥❡ q✉❡st✐♦♥ s♦✉✈❡♥t ✐♥tér❡ss❛♥t❡ ❡st ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✉ ❝♦ût ❞✉ ❝♦♥trô❧❡
Copt(T ) q✉❛♥❞ T t❡♥❞ ✈❡rs 0 ♣♦✉r ❧❡s s②stè♠❡s ❝♦♥trô❧❛❜❧❡s ❡♥ t❡♠♣s ❛r❜✐tr❛✐r❡♠❡♥t ♣❡t✐t✳ ■❧
❡st ❛ss❡③ ♥❛t✉r❡❧ ❞❡ s✬❛tt❡♥❞r❡ à ❝❡ q✉❡ ❝❡ ❝♦ût ❡①♣❧♦s❡ ♣✉✐sq✉✬✐❧ s❡r❛ ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s ❞✐✣❝✐❧❡
❞✬❛♠❡♥❡r r❛♣✐❞❡♠❡♥t ✉♥❡ ❞♦♥♥é❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ♥♦♥ ♥✉❧❧❡ à 0✳ ❖♥ ♣❡✉t s❡ ❞❡♠❛♥❞❡r à q✉❡❧❧❡ ✈✐t❡ss❡
❝❡ ❝♦ût ❡①♣❧♦s❡✳ ❈❡tt❡ q✉❡st✐♦♥ ❛ été t♦t❛❧❡♠❡♥t rés♦❧✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❊❉❖ ♦ù ❧✬❡①♣❧♦s✐♦♥
❡st ♣❡✉ ✈✐♦❧❡♥t❡✱ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ T−γ ♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ γ > 0 r❡❧✐é à ❧✬❡①♣♦s❛♥t ♠✐♥✐♠✉♠ ♥é❝❡ss❛✐r❡
♣♦✉r s❛t✐s❢❛✐r❡ ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ❑❛❧♠❛♥ ✭❝❢✳ ❬❙❡✐✽✽❪ ❡t ❬❙❨✾✻❪✮✳ ❊♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡s ❊❉P✱ ❝❡tt❡
q✉❡st✐♦♥ ❡st ♠♦✐♥s ❜✐❡♥ ❝♦♠♣r✐s❡✱ ❡t ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ✈r❛✐♠❡♥t ❞❡ ❝❛s ♦ù ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❡①❛❝t ❞❡
Copt(T ) ❡st ❝♦♥♥✉✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ♦♥ ❞✐s♣♦s❡ ❞✬✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ rés✉❧t❛ts ♣♦✉r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s
♣❛r❛❜♦❧✐q✉❡s ♦✉ ❞❡ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦♥trô❧❡s ❞✐str✐❜✉és ♦✉ ❛✉ ❜♦r❞✳

■♥tér❡ss♦♥s✲♥♦✉s ♣♦✉r ❝♦♠♠❡♥❝❡r à ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛❧❡✉r s❝❛❧❛✐r❡ s✉r ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ (0, L)
❛✈❡❝ L > 0 ❛✈❡❝ ✉♥ ❝♦♥trô❧❡ s✉r ❧❡ ❜♦r❞ ❣❛✉❝❤❡





zt − zxx = 0 ❞❛♥s (0, T )× (0, L),

z(·, 0) = w(t) ❞❛♥s (0, T ),

z(·, L) = 0 ❞❛♥s (0, T ),

✭✶✾✮

❛✈❡❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ z(0, ·) = z0 ∈ H−1(0, L) ❡t ❝♦♥trô❧❡ w ∈ L2(0, T ) ✭♦♥ ✈❡rr❛ ❛✉ P❛✲
r❛❣r❛♣❤❡ ✺✳✸✳✐ q✉❡ ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❡st ❜✐❡♥ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ♣♦✉r ❧❡ s❡♠✐✲❣r♦✉♣❡ ❣é♥éré ♣❛r ❧❡
▲❛♣❧❛❝✐❡♥ s✉r H−1(0, L)✮✳ ■❧ ❡st ❝♦♥♥✉ ❞❡♣✉✐s ❧♦♥❣t❡♠♣s ✭❝❢✳ ❬❋❘✼✶❪ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ✉♥✐❞✐♠❡♥s✐♦♥✲
♥❡❧ ❡t ♣❧✉s ré❝❡♠♠❡♥t ❬▲❘✾✺❪✱ ❬❋■✾✻❛❪ ❡t ❬▲é❛✶✵❪ ♣♦✉r ❞❡s rés✉❧t❛ts ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❡t
❛✈❡❝ ❞❡s t❡r♠❡s ❞✬♦r❞r❡ 0 ♦✉ 1✮ q✉✬✉♥❡ t❡❧❧❡ éq✉❛t✐♦♥ ❡st ❝♦♥trô❧❛❜❧❡ à ③ér♦ ❡♥ t❡♠♣s ❛r❜✐tr❛✐r❡✲
♠❡♥t ♣❡t✐t✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ CH(T, L) ❧❡ ❝♦ût ❞✉ ❝♦♥trô❧❡ ✭❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❡st ✉♥❡ ❞♦♥♥é❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡
q✉✐ ✐♥t❡r✈✐❡♥❞r❛ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ✐❝✐✮✳

❉❛♥s t♦✉t ❝❡ q✉✐ s✉✐t✱ f(x) . g(x) ✭❛✈❡❝ f ❡t g ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s à ✈❛❧❡✉rs ❝♦♠♣❧❡①❡s ❛②❛♥t ♣♦✉r
✈❛r✐❛❜❧❡ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ x ❞❛♥s ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ S✮ s✐❣♥✐✜❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡
C > 0 ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ x ✭♠❛✐s ❞é♣❡♥❞❛♥t é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❞✬❛✉tr❡s ♣❛r❛♠ètr❡s✮ t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r
t♦✉t x ∈ S✱ ♦♥ ❛✐t

|f(x)| 6 C|g(x)|. ✭✷✵✮

❯♥ t❡❧ C ❡st ❛♣♣❡❧é ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ✐♠♣❧✐❝✐t❡ ❞❛♥s ❧✬✐♥é❣❛❧✐té f(x) . g(x)✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ f(x) ≃ g(x)
s✐❣♥✐✜❡ q✉✬♦♥ ❛ s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t f(x) . g(x) ❡t g(x) . f(x)✳ ▲❛ ♥♦t❛t✐♦♥ f(x) . g(x,A+)
s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t K > A✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ C(K) t❡❧❧❡ q✉❡

|f(x)| 6 C(K)g(x,K).

✶✹



■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

✭❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ C(K) ❞❡✈❛♥t g ♣❡✉t é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❡①♣❧♦s❡r ❛✉ ❢✉r ❡t à ♠❡s✉r❡ q✉❡
K s❡ r❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ A✮ ❖♥ ✐♥tr♦❞✉✐t

α∗ := lim sup
T→0

T
ln(CH(T, L))

L2

❡t

α∗ := lim inf
T→0

T
ln(CH(T, L))

L2
.

α∗ ❡t α∗ s♦♥t ❜✐❡♥ ❧❡s ❜♦♥♥❡s q✉❛♥t✐tés à ❝♦♥s✐❞ér❡r ❝❛r ✐❧ ❛ été ❞é♠♦♥tré q✉❡ α∗ > 0
❞❛♥s ❬●ü✐✽✺❪ ❡t q✉❡ α∗ < +∞ ❞❛♥s ❬❙❡✐✽✹❪✳ ❯♥ ❛r❣✉♠❡♥t ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞✬é❝❤❡❧❧❡ ♣❡r♠❡t
❞✬♦❜s❡r✈❡r q✉❡ α∗ ❡t α∗ s♦♥t ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s ♥❡ ❞é♣❡♥❞❛♥t ♣❛s ❞❡ L ❡t T ✳ ❈❡s
rés✉❧t❛ts ♦♥t été r❛✣♥és ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ✿ ♦♥ ❛ ❡♥ ❢❛✐t ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t α∗ > 1/4 ✭❝❢✳ ❬▼✐❧✵✹❜❪ ♦✉
❬❚❚✵✼❪✮✱ ❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t q✉❡ ♣♦✉r T s✉✣s❛♠♠❡♥t ♣❡t✐t eL

2/(4T ) . CH(T, L)✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡✉t s❡
❞é♠♦♥tr❡r ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s très s✐♥❣✉❧✐èr❡s ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛❧❡✉r ❡t ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡
❞❡ ❱❛r❛❞❤❛♥ s✉r ❧❡ ♥♦②❛✉ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛❧❡✉r ✭❝❢✳ ❬❱❛r✻✼❪✮✳ ❊♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡s ❜♦r♥❡s s✉♣ér✐❡✉r❡s✱
❬❙❡✐✽✹❪ ❞♦♥♥❡ α∗ < 171✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ❛♠é❧✐♦ré ❡♥ α∗ < 33 ❣râ❝❡ ❛✉① rés✉❧t❛ts s✉r ❧❡s s♦♠♠❡s
❞✬❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡s ❞❡ ❬❙❡✐✽✻❪✳ ❈❡❝✐ ❛ été ❛♠é❧✐♦ré ❡♥ α∗ 6 2(36/37)2 ❞❛♥s ❬▼✐❧✵✹❛❪ ❡t ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡
❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ❝♦♥♥✉❡ à ❝❡ ❥♦✉r ❡st α∗ 6 3/4 ❞❛♥s ❬❚❚✵✼❪✳

❊♥ ❢❛✐t ✐❧ ❡st ❝♦♥❥❡❝t✉ré ✭♥♦t❛♠♠❡♥t ❞❛♥s ❬▼✐❧✵✹❛❪ ❡t ❬❊❩✶✶❜❪✮ q✉❡

❈♦♥❥❡❝t✉r❡ ✶✳ α∗ = 1/4 = α∗✱ ✐✳❡✳ ♣♦✉r T s✉✣s❛♠♠❡♥t ♣❡t✐t CH(T, L) . e(L
2/4)+/T ✳

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❞✉❛❧✐té ❝♦♥trô❧❛❜✐❧✐té✲♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛✉ss✐ s✬✐♥tér❡ss❡r
❞❡ ♠❛♥✐èr❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ❧✬✐♥é❣❛❧✐té

∫ L

0
|ϕ(T, x)|2 6 CH(T, L)2

∫ T

0
|∂xϕ(t, 0)|2, ✭✷✶✮

♦ù ϕ s❛t✐s❢❛✐t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t❡




ϕt − ϕxx = 0 ❞❛♥s (0, T )× (0, L),

ϕ(·, 0) = 0 ❞❛♥s (0, T ),

ϕ(·, L) = 0 ❞❛♥s (0, T ),

ϕ(0, ·) = ϕ0 ❞❛♥s (0, L),

✭✷✷✮

❛✈❡❝ ϕ0 ∈ H1
0 (0, L)✳ ❉❛♥s ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✱ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞✉ t②♣❡ ❞❡ ✭✷✶✮ ❝♦♥❝❡r♥❛✐t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡

❛❞❥♦✐♥t ❞❡ ✭✸✳✶✳✶✮ ♠❛✐s ♦♥ ♣❡✉t ❛✉ss✐ ❝❤♦✐s✐r ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ❞✐r❡❝t
❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t t ♣❛r T − t✳ P♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❞❡s ✐♥é❣❛❧✐tés ❞✬♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té ❞✉ t②♣❡ ❞❡ ✭✷✶✮✱ ✉♥ ❞❡s
♦✉t✐❧s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ❡st ❧❡s ✐♥é❣❛❧✐tés ❞❡ ❈❛r❧❡♠❛♥ ♣❛r❛❜♦❧✐q✉❡s t❡❧❧❡s q✉✬✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❬❋■✾✻❛❪
♣♦✉r ❞é♠♦♥tr❡r ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❛❜✐❧✐té ♣♦✉r ❧❡s s②stè♠❡s ♣❛r❛❜♦❧✐q✉❡s ❞✬♦r❞r❡ 2 ❡♥
❞✐♠❡♥s✐♦♥ q✉❡❧❝♦♥q✉❡✳ ❉❡ t❡❧❧❡s ✐♥é❣❛❧✐tés ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s ✐♥é❣❛❧✐tés ✐♥té❣r❛❧❡s à ♣♦✐❞s
s✐♥❣✉❧✐❡r ❡♥ t❡♠♣s t = 0 ✭❝❡tt❡ s✐♥❣✉❧❛r✐té ❡st ✐♥❞✐s♣❡♥s❛❜❧❡ à ❝❛✉s❡ ❞✉ ❝❛r❛❝tèr❡ ✐rré✈❡rs✐❜❧❡
❞✉ s❡♠✐✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛❧❡✉r✮ s✉r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ϕ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✷✮ s♦✉s ❧❡s ❢♦r♠❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

∫ T

0
e−

C1(L)
t |ϕ(t, x)|2dt 6 C2(T, L)

∫ T

0
|∂xϕ(t, 0)|2dx ✭✷✸✮

♦✉ ∫ ∞

0
e−

C3(L)
t |ϕ(t, x)|2dt 6 C4(L)

∫ ∞

0
|∂xϕ(t, 0)|2dx, ✭✷✹✮

♣♦✉r ❝❡rt❛✐♥❡s ❝♦♥st❛♥t❡s C1(L), C2(L), C3(T, L) ❡t C4(L)✳ ▲❡s ❧✐❡♥s ❡♥tr❡ ❧❡s ✐♥é❣❛❧✐tés ✭✷✶✮✱
✭✷✸✮ ❡t ✭✷✹✮ ♦♥t été ét✉❞✐és ❞❛♥s ❬▼✐❧✵✻❜❪✳

✶✺



✶✳ ❈♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥s ❣é♥ér❛❧❡s s✉r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❛✉① ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❡t ❧❡✉r ❝♦♥trô❧❡✳

▲❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ✭✷✸✮ ♣❡r♠❡tt❡ ❞❡ ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ✐♥é❣❛❧✐té ❞✬♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té ♣r♦✈✐❡♥t ❡ss❡♥✲
t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❞✉ ❝❛r❛❝tèr❡ ❞✐ss✐♣❛t✐❢ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛❧❡✉r✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✉♣♣♦s♦♥s q✉ ❧✬♦♥ s❡
✜①❡ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ 0 < r < 1✳ ▲❛ ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❡♥ ♥♦r♠❡ L2(0, L) ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ t❡♠♣s ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s
❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✷✮ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r

∫ T

0

∫ L

0
e−

C1(L)
t |ϕ(t, x)|2dxdt > e−

C1(L)
rT

∫ T

rT

∫ L

0
|ϕ(t, x)|2dxdt

> (1− r)Te−
C1(L)
rT

∫ L

0
|ϕ(T, x)|2dx.

❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❞♦♥❝ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞✬♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té

∫ L

0
|ϕ(T, x)|2dx 6 C2(T, L)

e
C1(L)
rT

T (1− r)

∫ T

0
|∂xϕ(t, 0)|2dt, ✭✷✺✮

q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❡♥ ♦✉tr❡ q✉❡

CH(T, L)2 6 C2(T, L)
e

C1(L)
rT

T (1− r)
,

❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ ✭♣✉✐sq✉❡ r ❡st ❛r❜✐tr❛✐r❡♠❡♥t ♣r♦❝❤❡ ❞❡ 1✮

CH(T, L)2 . C2(T, L)e
C1(L)+

T . ✭✷✻✮

❉✉ ❢❛✐t ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ ❞♦♥t s♦♥t ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❞é♠♦♥tré❡s ❧❡s ✐♥é❣❛❧✐tés ❞❡ ❈❛r❧❡♠❛♥ ♣❛✲
r❛❜♦❧✐q✉❡s ✭❝❢✳ ❬❋■✾✻❛❪✮✱ ❝❡❧❧❡s✲❝✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s t♦✉❥♦✉rs ❛❞❛♣té❡s ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥
♣ré❝✐s❡ ❞✉ ❝♦ût ❞✉ ❝♦♥trô❧❡✱ ❝❛r ❧❡s ❝♦♥st❛♥t❡s C1 ❡t C2(T ) s♦♥t ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❧♦✐♥ ❞✬êtr❡ ♦♣t✐✲
♠❛❧❡s✱ ✈♦✐r❡ ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❝♦♥♥✉❡s✱ ❡t ❧❛ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥ ✭✷✻✮ s❡r❛ ❛❧♦rs ♣❡✉
✐♥tér❡ss❛♥t❡✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ✐❧ ❡st ❞é♠♦♥tré ❞❛♥s ❬❊❩✶✶❜❪ ✭❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♦r✐❣✐♥❛❧❡ ❞❡
tr❛♥s♠✉t❛t✐♦♥ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡s ♦♥❞❡s ❡♥ s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛❧❡✉r✮
❧✬✐♥é❣❛❧✐té s✉✐✈❛♥t❡ ✿

∫ ∞

0

∫ L

0
e−

L2

2t |ϕ(t, x)|2dxdt 6 C(L)

∫ ∞

0
|∂xϕ(t, 0)|2dt, ✭✷✼✮

✭♦ù C(L) ♣❡✉t ❞é♣❡♥❞r❡ ❞❡ L ♠❛✐s ♣❛s ❞❡ T ✮✱ q✉✐ ❡st ♦♣t✐♠❛❧❡ ✭❝❢✳ ❬❋❘✼✶❪✮✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs
❞é❞✉✐r❡ ❞❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ✭✷✼✮ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡♥ t❡♠♣s ✜♥✐ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

∫ ∞

0

∫ L

0
e−

L2

2t |ϕ(t, x)|2dxdt 6 Cint(T, L)

∫ T

0
|∂xϕ(t, 0)|2dt, ✭✷✽✮

♦ù Cint(T, L) ❞é♣❡♥❞ ❞❡ T ❡t ❞❡ L✳ ▼❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t✱ ❞❛♥s ❬❊❩✶✶❜❪ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ✭✷✽✮ ❡st ❞é♠♦♥✲
tré❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣❛r ❧✬❛❜s✉r❞❡✱ ❝❡ q✉✐ ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❞❡ ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥
♣ré❝✐s❡ ❞❡ Cint(T, L)✳

❯♥❡ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ✭❝❢✳ ❬❊❩✶✶❜✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✺❪✮ s❡r❛✐t q✉❡ ❧❛
❝♦♥st❛♥t❡ Cint(T, L) ♥✬❡①♣❧♦s❡ ♣❛s ❞❡ ❢❛ç♦♥ tr♦♣ ✈✐♦❧❡♥t❡✱ ❛✉ s❡♥s s✉✐✈❛♥t ✿

❈♦♥❥❡❝t✉r❡ ✷✳ ❙♦✐t δ > 0 ❡t L > 0✳ ❖♥ ♣❡✉t ❝❤♦✐s✐r Cint(T, L) ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉❡

Cint(T, L) = O
T→0

(e
δ
T ).

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s s✐♠✐❧❛✐r❡s à ❝❡✉① q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❢❛✐t ♣♦✉r ♣❛ss❡r ❞❡ ✭✷✸✮ à ✭✷✻✮✱ ♦♥
♣❡✉t ❞é♠♦♥tr❡r ✿

✶✻



■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳ ▲❛ ❈♦♥❥❡❝t✉r❡ ✷ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❧❛ ❈♦♥❥❡❝t✉r❡ ✶✳

■♥tér❡ss♦♥s✲♥♦✉s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t à ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞✉ ♠ê♠❡ t②♣❡ ♣♦✉r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r
❝♦♥trô❧é❡ s✉r ❧❡ ❜♦r❞ ❣❛✉❝❤❡ ✿





izt + zxx = 0 ❞❛♥s Q,

z(·, 0) = w(t) ❞❛♥s (0, T ),

z(·, L) = 0 ❞❛♥s (0, T ),

✭✷✾✮

❛✈❡❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ z(0, ·) = z0 ∈ H−1(0, L) ❡t ❝♦♥trô❧❡ w ∈ L2(0, T )✱ ❞♦♥t ♦♥ s❛✐t q✉✬❡❧❧❡
❡st ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❝♦♥trô❧❛❜❧❡ ❡♥ t❡♠♣s ❛r❜✐tr❛✐r❡♠❡♥t ♣❡t✐t ✭❝❢✳ ❬▲❡❜✾✷❪ ❡t ❬▲❚✾✷❪ q✉✐ ❞♦♥♥❡♥t
❞❡s rés✉❧t❛ts ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ❣é♥ér❛✉① ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ q✉❡❧❝♦♥q✉❡✮✳ ❊①❛♠✐♥♦♥s ❧❡ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ❧❛
❝♦♥trô❧❛❜✐❧✐té ❡①❛❝t❡ ❡t ❧❛ ❝♦♥trô❧❛❜✐❧✐té à 0✳ ❆♣♣❡❧♦♥s CS(T, L) ❧❡ ❝♦ût ❞✉ ❝♦♥trô❧❡ à 0✳ ❙♦✐❡♥t
♠❛✐♥t❡♥❛♥t y0 ∈ H ❡t y1 ∈ H✳ ❆♣♣❡❧♦♥s S ❧❡ ♣r♦♣❛❣❛t❡✉r ❞✉ s❡♠✐✲❣r♦✉♣❡ ❛ss♦❝✐é à ❧✬éq✉❛t✐♦♥✳
❊♥ r❡♣r❡♥❛♥t ❝❡ q✉✐ ❡st ❢❛✐t ❞❛♥s ❬❈♦r✵✼✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✱ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✹✶❪✱ ♦♥ ♣♦s❡ ỹ0 := y0 −
S(−T )y1✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥ ❝♦♥trô❧❡ u q✉✐ ❡♥✈♦✐❡ ỹ0 à 0 ❡t t❡❧ q✉❡

||u||L2((0,T ),U) 6 CS(T, L)||ỹ0||H−1(0,L). ✭✸✵✮

❆❧♦rs ♦♥ ✈♦✐t ♣❛r ❧✐♥é❛r✐té ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ q✉❡ ❝❡ ❝♦♥trô❧❡ ❡♥✈♦✐❡ y0 s✉r y1 ❡♥ t❡♠♣s T ✳ ❉❡ ♣❧✉s✱
❞❡ ✭✸✵✮ ♦♥ ❞é❞✉✐t ✭❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ H−1✮

|u||L2(0,T ) 6 CS(T, L)(||y0||H−1(0,L) + ||y1||H−1(0,L))

6 2CS(T, L)♠❛①(||y0||H−1(0,L), ||y1||H−1(0,L)).
✭✸✶✮

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❡♥✈♦②❡r y0 s✉r y1 ♥❡ ❝♦ût❡ ✭à ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ♣rès✮ ♣❛s ♣❧✉s ❝❤❡r
q✉❡ ❞✬❡♥✈♦②❡r ❧✬é❧é♠❡♥t ♣❛r♠✐ y0 ❡t y1 ❞❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ♥♦r♠❡ à 0✱ ❡t ❝❡❝✐ ❥✉st✐✜❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♥❡
s✬✐♥tér❡ss❡ ♣❧✉s q✉✬à ❧❛ ❝♦♥trô❧❛❜✐❧✐té à 0 ❞❡ ❝❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥✳

❖♥ ♣❡✉t ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ♣♦✉r ❝❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥ ❧❡s ♠ê♠❡s q✉❛♥t✐tés α∗ ❡t α∗ ✭❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t
CH(T, L) ♣❛r CS(T, L)✮✱ t❡❧❧❡s q✉❡ α∗ > 1/4 ❡t α∗ 6 4(36/37)2 ✭❝❢✳ ❬▼✐❧✵✹❜❪✮✳ ▲❛ ❜♦r♥❡
s✉♣ér✐❡✉r❡ ❛ été ❛♠é❧✐♦ré❡ ❞❛♥s ❬❚❚✵✼❪ ❡♥ α∗ 6 3/2 ❡t ♦♥ ❛ ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡
q✉❡ ♣♦✉r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛❧❡✉r✳

❙✐❣♥❛❧♦♥s q✉❡ ❧✬ét✉❞❡ s♣é❝✐✜q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 1 ❡st ❡♥ ♣❛rt✐❡ ❥✉st✐✜é❡ ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡
❞❡ tr❛♥s♠✉t❛t✐♦♥ q✉✐ ❛ été ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ❞❛♥s ❬P❤✉✵✶❪ ♣✉✐s ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ♣❧✉s s②sté♠❛t✐q✉❡♠❡♥t
❞❛♥s ❬▼✐❧✵✻❛❪✱ ❡♥ ❡✛❡t ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ rés✉❧t❛t s✉r ❧❡s ❝♦♥trô❧❡s r❛♣✐❞❡s ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 1 s✉r ✉♥❡
éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ ❝❤❛❧❡✉r ♦✉ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ❢♦✉r♥✐r❛ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉❛s✐✲❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ✉♥ rés✉❧t❛t
❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ✭❝♦♠♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❛♥s ❬❚❚✵✼❪✮✱ t♦✉t❡❢♦✐s s♦✉s ❞❡s r❡str✐❝t✐♦♥s
❣é♦♠étr✐q✉❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s s✉r ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ✐♥❤ér❡♥t❡s à ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ✭♦♥ ❞♦✐t ♣❛ss❡r
♣❛r ❧✬✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ ❞✉ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡s ♦♥❞❡s✱ ❡t ♦♥ ❞♦✐t ❞♦♥❝ s✉♣♣♦s❡r q✉❡ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡
❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ✈ér✐✜❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❛♣♣❡❧é❡ ●❈❈✱ ❝❢✳ ❬❇▲❘✾✷❪ ❡t ❬❇●✾✼❪✮✳

✶✳✸ ❘és♦❧✉t✐♦♥ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❞❡ s②stè♠❡s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧s ❡t ❧✐❡♥ ❛✈❡❝ ❧❛ t❤é♦r✐❡
❞✉ ❝♦♥trô❧❡

▲❡s ✐❞é❡s q✉❡ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ✐❝✐ s♦♥t ✐♥s♣✐ré❡s ❞❡ ❬●r♦✽✻✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✽❪✳ ❊❧❧❡s ✈✐s❡♥t à
❡①♣❧✐q✉❡r ❝♦♠♠❡♥t ❝♦♥trô❧❡r ❞❡s s②stè♠❡s ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❛✈❡❝ ✉♥ ❝♦♥trô❧❡ ❛②❛♥t ♠♦✐♥s ❞❡ ❝♦♠✲
♣♦s❛♥t❡s q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ t♦t❛❧ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s✳ ❈❡❝✐ ❡st ❞✬✉♥ ✐♥térêt ❛✉ss✐ t❤é♦r✐q✉❡ q✉❡ ♣r❛t✐q✉❡✱
❧❡ ❝♦ût ❞❡ ❧❛ ❢❛❜r✐❝❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ♣♦✉r ✉♥ ✐♥❞✉str✐❡❧ ét❛♥t ❞✬❛✉t❛♥t ♠♦✐♥s
é❧❡✈é q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛❝t✐♦♥♥❡✉rs à ✉t✐❧✐s❡r s❡r❛ ❜❛s✳ ➱✈✐❞❡♠♠❡♥t✱ s✐ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s s♦♥t ❞é✲
❝♦✉♣❧é❡s✱ ✐❧ ♥✬② ❛✉r❛ ❛✉❝✉♥❡ ❝❤❛♥❝❡ ❞✬❡s♣ér❡r ❞✐♠✐♥✉❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡s✱ ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t
❞♦♥❝ s✬✐♥tér❡ss❡r q✉✬à ❞❡s s②stè♠❡s ❝♦✉♣❧és✱ ❧❡ ❝♦♥trô❧❡ s✉r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ♥♦♥ ❝♦♥trô❧é❡s s❡

✶✼



✶✳ ❈♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥s ❣é♥ér❛❧❡s s✉r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❛✉① ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❡t ❧❡✉r ❝♦♥trô❧❡✳

❢❛✐s❛♥t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐♥❞✐r❡❝t❡ ✈✐❛ ❧❡s t❡r♠❡s ❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡✳ ▲❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡s
♣♦✉r ❧❡s s②stè♠❡s ❝♦✉♣❧és ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡s ♦✉ ♣❛r❛❜♦❧✐q✉❡s ❡st ✉♥ s✉❥❡t ❞✬ét✉❞❡ ❡①trê♠❡♠❡♥t
✈✐✈❛♥t ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ s✬❡st ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❡♥r✐❝❤✐❡ ❝❡s ❞❡r♥✐èr❡s ❛♥♥é❡s ✭❝❢✳ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡
❬❆❑❇❉●❇✵✾❪✱ ❬❆❑❇●❇❞❚✶✶❛❪ ♦✉ ❬▼❛✉✶✸❪ ♣♦✉r ❧❡s s②stè♠❡s ♣❛r❛❜♦❧✐q✉❡s ❝♦✉♣❧és✱ ❬❈●✵✾❛❪
❡t ❬❈●✶✸❛❪ ♣♦✉r ❞❡s s②stè♠❡s ❞❡ t②♣❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s ❧✐♥é❛r✐sés✱ ❬❆❇▲✶✸❪ ❡t ❬❘❞❚✶✶❪ ♣♦✉r ❧❡s
s②stè♠❡s ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡s ❝♦✉♣❧és✮✱ ♠❛✐s ♦ù ✐❧ r❡st❡ ❛✉ss✐ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ ♣♦✐♥ts ♥♦♥ ❝♦♠♣r✐s✳ ❖♥
♣♦✉rr❛ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧✐r❡ ❬❆❑❇●❇❞❚✶✶❝❪ ♣♦✉r ✉♥ ❛♣❡rç✉ ❞❡s ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡s ❛❝t✉❡❧❧❡s ❡♥ ❝❡ q✉✐
❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡s s②stè♠❡s ♣❛r❛❜♦❧✐q✉❡s ❝♦✉♣❧és✳

Prés❡♥t♦♥s ✐❝✐ ✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ♦r✐❣✐♥❛❧❡ ❞❡ ♣r♦❝é❞❡r q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ❞❛♥s ❬❈▲✶✷❪✳
❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❞✐s♣♦s❡ ❞✬✉♥ rés✉❧t❛t ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞✉ s②stè♠❡ q✉❛♥❞ ♦♥ ❝♦♥trô❧❡ t♦✉t❡s
❧❡s éq✉❛t✐♦♥s✱ ♣✉✐s ♦♥ ❡ss❛✐❡ ❞❡ ✏s✉♣♣r✐♠❡r✑ ❞❡s ❝♦♥trô❧❡s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡✳ P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱
✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ s②stè♠❡s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧s ❛❧❣é❜r✐q✉❡♠❡♥t rés♦❧✉❜❧❡s✳

❈♦♥s✐❞ér♦♥s Q0 ✉♥ ♦✉✈❡rt ❞❡ R
n+1 ✭❛✈❡❝ n ∈ N

∗✮✱ ❞❡s ❡♥t✐❡rs ♥❛t✉r❡❧s k,m, p, s✱ ❡t ❞❡✉①
♦♣ér❛t❡✉rs ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧s L : C∞(Q0)

m → C∞(Q0)
s ❡t B : C∞(Q0)

k → C∞(Q0)
s✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡

✉♥ ❝❡rt❛✐♥ f ∈ C∞(Q0)
s ❡t ❧✬éq✉❛t✐♦♥

Ly = Bf, ✭✸✷✮

♦ù ❧✬✐♥❝♦♥♥✉❡ ❡st y✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳ ▲✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✸✷✮ ❡st ❛❧❣é❜r✐q✉❡♠❡♥t rés♦❧✉❜❧❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥
♦♣ér❛t❡✉r ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧ M : C∞(Q0)

p → C∞(Q0)
m t❡❧ q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t f ∈ C∞(Q0)

k✱ Mf s♦✐t
s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ✭✸✷✮✱ ✐✳❡✳ t❡❧ q✉❡

L ◦M = B. ✭✸✸✮

▲✬é❣❛❧✐té ✭✸✸✮ ❢❛✐t ❜✐❡♥ ♠✐❡✉① q✉❡ rés♦✉❞r❡ ❧❡ s②stè♠❡ ✭✸✷✮✱ ❡❧❧❡ ré❛❧✐s❡ ❡♥ ❢❛✐t ✉♥❡ ❢❛❝t♦✲
r✐s❛t✐♦♥ à ❞r♦✐t❡ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r B à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ M✱ q✉✐ ❡st ❧✉✐✲♠ê♠❡ ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧✱
❡t ❡st ❞♦♥❝ ♥♦t❛♠♠❡♥t ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❧♦❝❛❧ ❝♦♥s❡r✈❛♥t ❧❡ s✉♣♣♦rt ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s✱ ❝❡ q✉✐ ✈❛ s❡
ré✈é❧❡r ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡✳ ❖♥ ♦❜s❡r✈❡ q✉❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✸✸✮ éq✉✐✈❛✉t à

M∗ ◦ L∗ = B∗, ✭✸✹✮

❡♥ ♥♦t❛♥t O∗ ❧✬❛❞❥♦✐♥t ❢♦r♠❡❧ ❞✬✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r O✳
❊①♣❧✐q✉♦♥s ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ s✉r ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ s✐♠♣❧❡ ♣♦✉r ❜✐❡♥ ❢❛✐r❡ ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧✬✐❞é❡✳

❊①❡♠♣❧❡ ✶✳ ❙♦✐❡♥t f ∈ C∞
0 (R) ❡t a1, a2, a3, b1, b2, b3 ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ré❡❧s✳ ❖♥ ❞és✐r❡ tr♦✉✈❡r

x1, x2 ❛✉ss✐ ❞❛♥s C∞
0 (R) ✈ér✐✜❛♥t

a1x1 − a2x1
′ + a3x

′′
1 + b1x2 − b2x2

′ + b3x2
′′ = f. ✭✸✺✮

❈✬❡st ✉♥ s②stè♠❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡♠❡♥t s♦✉s✲❞ét❡r♠✐♥é ✭✐❧ ② ❛ ♣❧✉s ❞✬✐♥❝♦♥♥✉❡s ✭2✮ q✉❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s
✭1✮✮✱ ♦♥ ❛ ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❝❤❛♥❝❡ ❞❡ tr♦✉✈❡r ❞❡ t❡❧s x1, x2✳ ❖♥ ♣❡✉t é❝r✐r❡ ✭✸✺✮ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡
L(x1, x2) = Bf ❛✈❡❝ B = IdC∞(R) ❡t

L = ( a1 − a2∂t + a3∂tt, b1 − b2∂t + b3∂tt ).

P♦✉r ❝❤❡r❝❤❡r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ à ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ❡ss❛②❡r ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧
M t❡❧ q✉❡ L◦M = Id✳ ❊♥ ♣❛ss❛♥t à ❧✬❛❞❥♦✐♥t✱ ❝❡❝✐ éq✉✐✈❛✉t à tr♦✉✈❡r M∗ t❡❧ q✉❡ M∗◦L∗ = Id✳
◆♦t❛♠♠❡♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t

L∗x = 0 ⇒ x(= M∗ ◦ L∗x) = 0.
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■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❈❛❧❝✉❧♦♥s

L∗ =

(
a1 + a2∂t + a3∂tt
b1 + b2∂t + b3∂tt

)
.

❘és♦❧✈♦♥s L∗x = 0✳ ❈❡ s②stè♠❡ ❡st ♠❛✐♥t❡♥❛♥t s✉r✲❞ét❡r♠✐♥é ❛♥❛❧②t✐q✉❡♠❡♥t✱ ♠❛✐s ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t
❞❡ ✈✉❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡✱ s✐ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ x, x′, x′′ ❝♦♠♠❡ ❞❡s ✐♥❝♦♥♥✉❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s
✭❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t s✐ ❧✬♦♥ ✏♦✉❜❧✐❡✑ q✉❡ x′ ❡st ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❞❡ x ❡t q✉❡ x′′ ❡st ❧❛ ❞ér✐✈é❡ s❡❝♦♥❞❡ ❞❡ x✮✱
✐❧ ❡st s♦✉s✲❞ét❡r♠✐♥é ❝❛r ✐❧ ② ❛ s❡✉❧❡♠❡♥t 2 éq✉❛t✐♦♥s ❡t 3 ✐♥❝♦♥♥✉❡s✳
❖♥ ❡st ❛♠❡♥é à rés♦✉❞r❡ {

a1x+ a2x
′ + a3x

′′ = 0,

b1x+ b2x
′ + b3x

′′ = 0.
✭✸✻✮

P♦✉r r❡♥❞r❡ ❝❡ s②stè♠❡ ❞ét❡r♠✐♥é ❛❧❣é❜r✐q✉❡♠❡♥t✱ ❞ér✐✈♦♥s ❝❡s ❞❡✉① éq✉❛t✐♦♥s✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t
{
a1x

′ + a2x
′′ + a3x

′′′ = 0,

b1x
′ + b2x

′′ + b3x
′′′ = 0.

✭✸✼✮

❙✐ ❧✬♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ❛✉ ❝❛r❛❝tèr❡ ♣✉r❡♠❡♥t ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❢♦r♠é ♣❛r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ✭✸✻✮
❡t ✭✸✼✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥ s②stè♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ ✹ éq✉❛t✐♦♥s à ✹ ✏✐♥❝♦♥♥✉❡s✑ ✭❛❧♦rs q✉✬❛✉ ❞é♣❛rt ♦♥ ❛
s❡✉❧❡♠❡♥t 2 éq✉❛t✐♦♥s ❡t ✸ ✏✐♥❝♦♥♥✉❡s✑✮✱ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t é❝r✐r❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ C(x, x′, x′′, x′′′) = 0
❛✈❡❝

C =




a1 a2 a3 0

b1 b2 b3 0

0 a1 a2 a3
0 b1 b2 b3


.

❖♥ ✈♦✐t ❞♦♥❝ q✉❡ s♦✉s ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉r ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✭❧❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❞❡ C ❡st
♥♦♥ ♥✉❧✱ ✐✳❡✳ C ❡st ✐♥✈❡rs✐❜❧❡✮✱ ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t x ≡ 0✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡♠❡♥t
✈♦✐r C−1 ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧ N ✳ ▲✬é❣❛❧✐té C−1C = IdR4 ♣❡✉t ❛❧♦rs s❡ réé❝r✐r❡
s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ N ◦ L∗x = x ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉❡ M = N ∗ ❝♦♥✈✐❡♥♥❡ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r
L ◦M = Id✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ s✐ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ C ✐♥✈❡rs✐❜❧❡ ❡t q✉❡ ❧✬♦♥ é❝r✐t C−1 s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡

C−1 :=




c11 c12 c13 c14
c21 c22 c23 c24
c31 c32 c33 c34
c41 c42 c43 c44


,

❖♥ ❛ ❛❧♦rs

C−1C




x

x′

x′′

x′′′


 =




x

x′

x′′

x′′′


,

❡t ❞♦♥❝ ❡♥ r❡❣❛r❞❛♥t ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ❝❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

x = c11(a1x+a2x
′+a3x

′′)+c12(b1x+b2x
′+b3x

′′)+c13(a1x
′+a2x

′′+a3x
′′′)+c14(b1x

′+b2x
′′+b3x

′′′).

❖♥ ✈❡✉t é❝r✐r❡ ❝❡❝✐ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ N (L∗x) = x ❛✈❡❝

L∗x =

(
a1x+ a2x

′ + a3x
′′

b1x+ b1x
′ + b3x

′′

)
,

♦♥ ❝❤♦✐s✐t ❞♦♥❝
N := ( c11Id+ c13∂t, c12Id+ c14∂t ),

✶✾



✶✳ ❈♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥s ❣é♥ér❛❧❡s s✉r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❛✉① ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❡t ❧❡✉r ❝♦♥trô❧❡✳

❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉❡

N ∗ = M =

(
c11Id− c13∂t
c12Id− c14∂t

)

❝♦♥✈✐❡♥t✳ ❖♥ ❞✐r❛ q✉✬♦♥ ❛ rés♦❧✉ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧ L(x1, x2) = Bf ✳

❖♥ ♣❡✉t ❣é♥ér❛❧✐s❡r ❧❡ ♣r♦❝é❞é ♣ré❝é❞❡♥t à ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡ éq✉❛t✐♦♥ s♦✉s✲❞ét❡r♠✐♥é❡ ❛♥❛✲
❧②t✐q✉❡♠❡♥t✳ ◆♦t❛♠♠❡♥t✱ s✐ ❧✬♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡ à ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞✉ t②♣❡ ❞❡ ✭✹✮ ✭♣♦✉r✈✉
q✉❡ A s♦✐t ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧✮ ❡t q✉❡ ❧✬♦♥ s✉♣♣♦s❡ à u ✜①é ❧❡ s②stè♠❡ ❜✐❡♥ ♣♦sé✱ ❛❧♦rs
❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t

y′ = Ay +Bu+ f, t ∈ [0, T ], ✭✸✽✮

✭♦ù f ❡st ✉♥ t❡r♠❡ s♦✉r❝❡✮ ❝♦♠♠❡ ✉♥ s②stè♠❡ ❡♥ (y, u)✱ ❝❡ s②stè♠❡ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t s♦✉s✲
❞ét❡r♠✐♥é ❛♥❛❧②t✐q✉❡♠❡♥t✱ ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉❡ s✐ ❧✬♦♥ ❛ s✉✣s❛♠♠❡♥t ❞❡ ré❣✉❧❛r✐té ♦♥ ♣❡✉t ❞ér✐✈❡r
✭✸✽✮ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ t❡♠♣s ❡t à t♦✉t❡s ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ❞❛♥s ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧ A
❡t t❡♥t❡r ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡✳ ▲✬❛❞❥♦✐♥t ❡st s✉r✲❞ét❡r♠✐♥é ❛♥❛❧②t✐q✉❡♠❡♥t ♠❛✐s
❡♥ ❣é♥ér❛❧✱ s✐ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ❛❞❥♦✐♥t ❡t ❞❡ s❡s ❞ér✐✈é❡s
❝♦♠♠❡ ❞❡s ✐♥❝♦♥♥✉❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✱ ✐❧ s❡r❛ s♦✉s✲❞ét❡r♠✐♥é ❛❧❣é❜r✐q✉❡♠❡♥t ❝♦♠♠❡
✈✉ ❞❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ♣ré❝é❞❡♥t✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❡♥ ❞ér✐✈❛♥t✱ ✐❧ ✜♥✐r❛ ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t t♦✉❥♦✉rs ♣❛r ②
❛✈♦✐r ❛✉t❛♥t ✭♦✉ ♣❧✉s✮ ❞✬✐♥❝♦♥♥✉❡s ✏❛❧❣é❜r✐q✉❡s✑ q✉❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s✱ ❡t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣é♥ér✐q✉❡
✭❝❢✳ ❬●r♦✽✻✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✽❪✮✱ ♦♥ ♣♦✉rr❛ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ♣ré❝é❞❡♥t ✐♥✈❡rs❡r ❧✬♦♣ér❛t❡✉r
❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❝ré❡ ❡♥ ❞ér✐✈❛♥t ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s✳ ❉✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞✉ ❝♦♥trô❧❡✱ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❛❧❣é❜r✐q✉❡
♣❡✉t êtr❡ ✐♥tér❡ss❛♥t❡ ♣♦✉r s✉♣♣r✐♠❡r ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞✉ ❝♦♥trô❧❡ ❣râ❝❡ à ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥
✏❤❡✉r✐st✐q✉❡✑ s✉✐✈❛♥t❡ ✭♣♦✉r ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ♣❧✉s ❞ét❛✐❧❧é❡✱ ✈♦✐r ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✸✳✶ ❞✉ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✮ ✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳ ❙♦✐t T > 0 ✉♥ t❡♠♣s ✜♥❛❧✱ s♦✐t Ω ✉♥ ♦✉✈❡rt ❞❡ R
n✱ s♦✐t Q0 := (0, T )× Ω ❡t

L : C∞(Q0)
m → C∞(Q0)

s,

B : C∞(Q0)
k → C∞(Q0)

s

❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧s ✭♦ù L ❡st s✉♣♣♦sé r❡♣rés❡♥t❡r ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥✮✱ ❡t s♦✐t
m < s✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

Ly = (f1, f2, . . . fm, 0, . . . , 0), ✭✸✾✮

♦ù ♦♥ ❛❣✐t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t s✉r ❧❡s m ♣r❡♠✐èr❡s éq✉❛t✐♦♥s✳ ❖♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❛✉ss✐ ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡
s✉✐✈❛♥t✱ ♦ù ❧✬♦♥ ❝♦♥trô❧❡ à ♣r✐♦r✐ t♦✉t❡s ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ B ✭❧❡ ❝♦♥trô❧❡ ❡st g✮ ✿

Ly = Bg. ✭✹✵✮

❊♥✜♥✱ ♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❛✉ss✐ ❧❡ s②stè♠❡ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧ ✭à ✐♥❝♦♥♥✉❡ y, f1, . . . , fm ❡t à ❞♦♥♥é❡ g✮ ✿

L̃(y, f1, . . . , fm) = Bg, ✭✹✶✮

♦ù
L̃(y, f1, . . . , fm) = Ly − (f1, f2, . . . fm, 0, . . . 0).

❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ✿

✶✳ ▲❡ s②stè♠❡ ✭✹✶✮ ❡st ❛❧❣é❜r✐q✉❡♠❡♥t rés♦❧✉❜❧❡✳

✷✳ ▲✬♦♥ s❛✐t ❝♦♥trô❧❡r ✭✹✵✮ à 0✱ ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❞♦♥♥é❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ y0✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡
tr❛❥❡❝t♦✐r❡ (y, g) ❞❡ ✭✹✵✮ ✈ér✐✜❛♥t y(0) = y0 ❡t y(T, .) = 0 ♦ù ❧❡ ❝♦♥trô❧❡ g ✭❛②❛♥t t♦✉t❡s
s❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s✮ ♣❡✉t êtr❡ ❝❤♦✐s✐ à s✉♣♣♦rt ❝♦♠♣❛❝t ❡♥ t❡♠♣s✳

✷✵



■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❆❧♦rs ♦♥ s❛✐t ❝♦♥trô❧❡r ♥♦tr❡ s②stè♠❡ ❛✈❡❝ s❡✉❧❡♠❡♥t m ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ✭✐✳❡✳ ♦♥ s❛✐t ❝♦♥trô❧❡r
✭✸✾✮✳✮

❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ ❧✬♦♥ ❝♦♥trô❧❡ ❛✈❡❝ t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞❛♥s ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ B ❧❡ s②stè♠❡ ✭✹✵✮✱ ♦♥ ✈❛
tr♦✉✈❡r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ g à s✉♣♣♦rt ❝♦♠♣❛❝t ❡♥ t❡♠♣s ❡t ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ŷ t❡❧s q✉❡ Lŷ = Bg
❡t ❡♥✈♦②❛♥t y0 s✉r 0 ❡♥ t❡♠♣s T ✳ ❆❧❣é❜r✐q✉❡♠❡♥t ♦♥ tr♦✉✈❡ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ (ỹ, f1, . . . fm)(= Mg)
s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ✭✹✶✮✱ ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉❡

Lỹ = (f1, f2, . . . fm, 0, . . . 0) + Bg.

ỹ ❡t ❧❡s fi s♦♥t ❛❧♦rs à s✉♣♣♦rt ❝♦♠♣❛❝t ❡♥ t❡♠♣s✳ ❖♥ ♣♦s❡ ♣♦✉r ❝♦♥❝❧✉r❡ y = ŷ − ỹ✳ ❆❧♦rs y
✈ér✐✜❡ ✭✸✾✮ ✭❧❡s ❝♦♥trô❧❡s s♦♥t ❧❡s fi✱ ❡t ✐❧s s♦♥t ❜✐❡♥ ♣rés❡♥ts ✉♥✐q✉❡♠❡♥t s✉r ❧❡s m ♣r❡♠✐èr❡s
❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❝❛r ♦♥ ❛ ❢❛✐t ❡♥ s♦rt❡ q✉❡ ❧❡ t❡r♠❡ ❡♥ Bg ❞✐s♣❛r❛✐ss❡✮ ❡t ❡♥✈♦✐❡ ❜✐❡♥ y0 s✉r 0 ❡♥
t❡♠♣s T ✭❝❛r ỹ ❡st ♥✉❧ ❡♥ t = 0 ❡t t = T ✮✳

❆✐♥s✐✱ ❣râ❝❡ à ❝❡tt❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✱ ♦♥ ♣❡✉t s✉♣♣r✐♠❡r ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❞❡s ❝♦♥trô❧❡s✱
♣♦✉r✈✉ q✉❡ ❧✬♦♥ ❞✐s♣♦s❡ ❞é❥à ❞✬✉♥ rés✉❧t❛t ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❛❞❛♣té ❛✈❡❝ ♣❧✉s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡s ❡t q✉❡
❧✬♦♥ ♣r♦✉✈❡ ✉♥ rés✉❧t❛t ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ♣♦✉r ✉♥ s②stè♠❡ s♦✉s✲❞ét❡r♠✐♥é✱ q✉❡ ❧✬♦♥
♣❡✉t r❛♠❡♥❡r ❣râ❝❡ à ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞é❝r✐t❡ ❞❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ♣ré❝é❞❡♥t à ❧✬ét✉❞❡ ✉♥ s②stè♠❡ s✉r✲
❞ét❡r♠✐♥é ❡♥ ♣❛ss❛♥t à ❧✬❛❞❥♦✐♥t✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ❞❡✉① ♣❛rt✐❡s ❞✐st✐♥❝t❡s ✿ ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞✬❛♥❛❧②s❡
♦ù ♦♥ ❞♦✐t ❞é♠♦♥tr❡r ✉♥ rés✉❧t❛t ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❛♥s ❞❡s ❜♦♥s ❡s♣❛❝❡s ❡t ❛✈❡❝ s✉✣s❛♠♠❡♥t ❞❡
ré❣✉❧❛r✐té ♣♦✉r ♣♦✉✈♦✐r ❞ér✐✈❡r ❛♣rès✱ ♣✉✐s ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ♣✉r❡♠❡♥t ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡
s②stè♠❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ❞❡ ❣r❛♥❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳

✶✳✹ ➱q✉❛t✐♦♥s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s ✿ ❧✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥ ❡t ♠ét❤♦❞❡ ❞✉ r❡t♦✉r

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❡①♣❧✐q✉❡r ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠❛♥✐èr❡s ❞✬❛❜♦r❞❡r ❧❡s s②stè♠❡s ♥♦♥ ❧✐✲
♥é❛✐r❡s ❞❛♥s ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s 3 ❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❍✐❧❜❡rt U,H,E✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡
✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❛✉① ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡





d

dt
y(t) = f(t, y(t), u(t)),

❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉ ❜♦r❞,
✭✹✷✮

t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t u ❝❤♦✐s✐ ❞❛♥s U ✱ ❝❡ s②stè♠❡ ❛❞♠❡tt❡ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ E
♣♦✉r t♦✉t❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ y0 ∈ H✳ ❊♥ ♣❧✉s ❞❡s ♥♦t✐♦♥s ❣❧♦❜❛❧❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❛❜✐❧✐té ♣rés❡♥té❡s
♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ♦♥ ❛ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✺✳ ▲❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ✭✹✷✮ ❡st ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❝♦♥trô❧❛❜❧❡ ❡♥ t❡♠♣s ♣❡t✐t ❧❡ ❧♦♥❣
❞❡ ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ✭♦✉ ❛✉t♦✉r ❞❡ ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡ s✐ ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❡st ✉♥ ♣♦✐♥t ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡✮ (y, u) s✐ ❡t
s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ♣♦✉r t♦✉t ε > 0✱ ✐❧ ❡①✐st❡ η > 0 t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t y0 ∈ B(y(0), η), ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡
tr❛❥❡❝t♦✐r❡ (y, u) ❞❡ ✭✹✷✮ t❡❧❧❡ q✉❡ y(0) = y0 ❡t ♣♦✉r t♦✉t t ∈ [0, ε], ||u− u||U + ||y − y||E 6 ε✱
y(0) = y0 ❡t y(ε) = ȳ(ε)✳

❈♦♠♠❡ s♦✉✈❡♥t ❞❛♥s ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ s②stè♠❡s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s✱ ✐❧ ♣❡✉t êtr❡ ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ❧✐♥é❛r✐s❡r
❧❡ s②stè♠❡✱ ❛✉ s❡♥s s✉✐✈❛♥t ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✻✳ ❙♦✐t (y, u) ✉♥❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❞❡ ✭✹✷✮✳ ▲❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❧✐♥é❛r✐sé ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡
❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ✭♦✉ ❛✉t♦✉r ❞❡ ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡✮ (y, u) ❡st ❧❡ s②stè♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡

ẏ = dfy(y, u)y + dfu(y, u)u. ✭✹✸✮

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ✭✹✷✮ ❡st ❡♥ ❢❛✐t ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ♦r❞✐♥❛✐r❡ ❡t ♦ù f ❡st ❞❡ ❝❧❛ss❡
C1✱ ♦♥ ❛ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t ✭❝❢✳ ❬❈♦r✵✼✱ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻❪✮ ✿

✷✶



✶✳ ❈♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥s ❣é♥ér❛❧❡s s✉r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❛✉① ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❡t ❧❡✉r ❝♦♥trô❧❡✳

❚❤é♦rè♠❡ ✹✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ✭✹✷✮ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ❊❉❖ ❡t q✉❡ f ❡st ❞❡ ❝❧❛ss❡ C1✳ ❙♦✐t
(y, u) ✉♥❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❞❡ ✭✹✷✮✳ ❙✐ ❧❡ s②stè♠❡ ✭✹✸✮ ❡st ❝♦♥trô❧❛❜❧❡ à 0✱ ❛❧♦rs ❧❡ s②stè♠❡ ✭✹✷✮ ❡st
❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❝♦♥trô❧❛❜❧❡ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ (y, u)✳

❈❡ t❤é♦rè♠❡ ♥❡ ♣♦ssè❞❡ ♣❛s ✈r❛✐♠❡♥t ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ é✈✐❞❡♥t❡ ❛✉① ❊❉P ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ✏❝❧é
❡♥ ♠❛✐♥✑✱ à ❝❛✉s❡ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬❡s♣❛❝❡s ♦✉ ❞❡ ré❣✉❧❛r✐té q✉✐ ♥✬❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ♣❛s
❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡✳ ■❧ ❢♦✉r♥✐t ❝❡♣❡♥❞❛♥t ✉♥❡ ✐❞é❡ ❞❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛ss❡③ ❣é♥ér❛❧❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t
rés✉♠❡r ❛✐♥s✐ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ ✿

❘és✉❧t❛t ❞❡ ❝♦♥trô❧❛❜✐❧✐té s✉r ❧❡ ❧✐♥é❛r✐sé ✰ ♣r♦❝é❞é ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ♣❛ss❡r ❞✉ ❧✐♥é❛✐r❡ ❛✉
♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❂ rés✉❧t❛t ❧♦❝❛❧ s✉r ❧❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✳

P♦✉r ❧❡s ❊❉P ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s✱ ✐❧ ❢❛✉t ❞♦♥❝ ♣r♦❝é❞❡r ❛✉ ❝❛s ♣❛r ❝❛s✳ ❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡r❛ ❞♦♥❝
❡♥ ❣é♥ér❛❧ ♣❛r ❞é♠♦♥tr❡r ✉♥ rés✉❧t❛t s✉r ❧❡ s②stè♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ♦♥ ♣❡✉t ❛♣♣❧✐q✉❡r ✉♥
❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✉s✉❡❧❧❡s✱ ♣✉✐s ♦♥ t❡♥t❡r❛ ❞❡ r❡✈❡♥✐r ❛✉ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ✭❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡
ét❛♣❡ ♥✬❡st ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ♣❛s ❞é❧✐❝❛t❡ s✐ t♦✉t ❛ été ❢❛✐t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛❞éq✉❛t❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉ s②stè♠❡
❧✐♥é❛✐r❡✮✳ ▲❡s ♦✉t✐❧s ❧❡s ♣❧✉s ❝❧❛ss✐q✉❡s ♣♦✉r ❡✛❡❝t✉❡r ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ét❛♣❡ s♦♥t ✿ ❞❡s t❤é♦rè♠❡s
❞✬✐♥✈❡rs✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ à ❞r♦✐t❡ ❞✉ t②♣❡ ❞❡ ❝❡❧✉✐ ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❬❆❚❋✽✼✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸❪ ✭❝❢✳ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡
❬❋■✾✽❪✱ ❬■♠❛✾✽❛❪✱ ❬❈●✵✾❛❪✱ ❬●✉❡✶✸❪✱ ❡t❝✳✮✱ ♦✉ ❞❡s t❤é♦rè♠❡s ❞❡ ♣♦✐♥t ✜①❡s ✭❞❡ ❇❛♥❛❝❤ ❞❛♥s
❬❘♦s✾✼❪✱ ❞❡ ❙❝❤❛✉❞❡r ❞❛♥s ❬❩✉❛✾✶❪ ♦✉ ❬❋■✾✻❛✱ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✸❪ ❡t ❞❡ ❑❛❦✉t❛♥✐ ❞❛♥s
❬❋❈●■P✵✻❪ ♦✉ ❬●✉❡✵✻❪ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✮✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ✐❧ ❢❛✉t s✐❣♥❛❧❡r ✐❝✐ q✉✬❡♥ ❣é♥ér❛❧✱ t❡♥t❡r ❞❡
❞é♠♦♥tr❡r ✉♥❡ ✐♥é❣❛❧✐té ❞✬♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té ❞✉ t②♣❡ ❞❡ ✭✶✶✮ s❡r❛ ✐♥s✉✣s❛♥t ♣♦✉r r❡♣❛ss❡r ❛✉ ❝❛❞r❡
♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✳ ■❧ ❢❛✉❞r❛ ❞é♠♦♥tr❡r ❞❡s ✐♥é❣❛❧✐tés ❜✐❡♥ ♣❧✉s ♣ré❝✐s❡s ✭❝♦♠♠❡ ❧❡s ✐♥é❣❛❧✐tés ❞❡
❈❛r❧❡♠❛♥✮ ❡♥ ❛❥♦✉t❛♥t ✉♥ t❡r♠❡ s♦✉r❝❡ ❞❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❡t ❡①♣❧♦✐t❡r ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣❧✉s ♣r♦❢♦♥❞❡
❝❡ q✉❡ ❞♦♥♥❡♥t ❝❡s ✐♥é❣❛❧✐tés ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❞✉❛❧✐té ♣rés❡♥té❡ à ❧❛ ✜♥ ❞✉ P❛r❛❣r❛♣❤❡ ✶✳✷✳✐✐✳
❆✐♥s✐✱ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s s②stè♠❡s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s ♥✬❡st ♣❛s ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ✉♥❡ s✐♠♣❧❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ rés✉❧t❛ts
❝♦♥♥✉s s✉r ❧❡s s②stè♠❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ❡t ♥é❝❡ss✐t❡ ✈r❛✐♠❡♥t ✉♥❡ ét✉❞❡ ♣❧✉s ♣♦✉ssé❡ ❞❡s s②stè♠❡s
❧✐♥é❛r✐sés ❛ss♦❝✐és✳ ■❧ ② ❛ ❞♦♥❝ ✉♥❡ ré❡❧❧❡ ♣❧✉s✲✈❛❧✉❡ à ❛♣♣♦rt❡r ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s
♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s✱ ♠ê♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡ ❧✐♥é❛r✐sé ❡st ❝♦♥trô❧❛❜❧❡✳

❉❛♥s ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❛s✱ ✐❧ s❡ ♣❡✉t q✉❡ ❧❡ ❧✐♥é❛r✐sé ❛✉t♦✉r ❞❡ ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ♦✉ ❞❡
❧✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❛✉t♦✉r ❞✉q✉❡❧ ♦♥ s♦✉❤❛✐t❡ ❝♦♥trô❧❡r ❧❡ s②stè♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ♥❡ s♦✐t ♣❛s ❝♦♥trô❧❛❜❧❡✱ ❡t ❧❛
♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❧✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥ é❝❤♦✉❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ✉t✐❧✐s❡r ❝❡ q✉✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✉ r❡t♦✉r
q✉✐ ❛ été ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣❛r ❏❡❛♥✲▼✐❝❤❡❧ ❈♦r♦♥ ♣♦✉r ét✉❞✐❡r ❧❛ st❛❜✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ s②stè♠❡s ❛✣♥❡s
❛✈❡❝ ❞ér✐✈❡ ❞❛♥s ❬❈♦r✾✷❪✱ ♣✉✐s ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥trô❧❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬❊✉❧❡r ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡
❞❛♥s ❬❈♦r✾✸❪ ❡t ❬❈♦r✾✻❪✳ ❊❧❧❡ ❛ ❞❡♣✉✐s été ✉t✐❧✐sé❡ ❛✈❡❝ s✉❝❝ès ❞❛♥s ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
♣r♦❜❧è♠❡s ✈❛r✐és ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♣♦✉r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❞❡s ✢✉✐❞❡s ❞❛♥s ❬❈♦r✵✷❪✱
❬❍♦r✾✽❪✱ ❬●❧❛✵✵❪ ♦✉ ❬❈●✵✾❛❪✱ ❡♥ ❝♦♥trô❧❡ q✉❛♥t✐q✉❡ ❞❛♥s ❬❇❡❛✵✺❪✱ ❬❇❈✵✻❪ ❡t ❬▼♦r✶✸❪✱ ♦✉ ♣♦✉r
❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡s ❞❛♥s ❬●❧❛✵✸❪ ❡t ❬❈●❲✶✵❪✮✳ ❙♦✉❧✐❣♥♦♥s q✉❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣❡✉t
❛✉ss✐ ♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡ ❞é♠♦♥tr❡r ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❛❜✐❧✐té ❣❧♦❜❛❧❡ ♣♦✉r ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ♥♦♥
❧✐♥é❛✐r❡s ✭❝❢✳ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❬❈♦r✾✻❪✱ ❬❈❋✾✻❪✱ ❬❈❤❛✵✾❝❪✱ ❬❈❤❛✵✾❛❪ ♦✉ ❬❈❤❛✵✾❜❪✮✳

❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ♦♥ s✉♣♣♦s❡r❛ q✉❡ (0, 0) ❡st ✉♥ ♣♦✐♥t ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ✭✹✷✮✳
❚♦✉t❡s ❧❡s ✐❞é❡s ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✉ r❡t♦✉r s♦♥t s②♥t❤ét✐sé❡s ❞❛♥s ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✶✳ ❖♥ ❝❤❡r❝❤❡ ❡♥
❢❛✐t à ♣r♦✉✈❡r ✉♥ rés✉❧t❛t ❞❡ ❝♦♥trô❧❛❜✐❧✐té ❧♦❝❛❧❡ ❞❡ ✭✹✷✮ ❛✉t♦✉r ❞✉ ♣♦✐♥t ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ (0, 0)✳
▼❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t✱ ❧❡ s②stè♠❡ ❧✐♥é❛r✐sé ❛✉t♦✉r ❞❡ (0, 0) s✬❛✈èr❡ ♥♦♥ ❝♦♥trô❧❛❜❧❡✳ ❖♥ ✈❛ ❞♦♥❝
❝♦♥t♦✉r♥❡r ❝❡tt❡ ❞✐✣❝✉❧té ❡♥ ♥❡ ❧✐♥é❛r✐s❛♥t ♥♦♥ ♣❛s ♥♦tr❡ s②stè♠❡ ❛✉t♦✉r ❞❡ (0, 0) ♠❛✐s ❛✉t♦✉r
❞✬✉♥❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❝♦♥trô❧é❡ (yr, ur) ♣❛rt❛♥t ❡♥ t❡♠♣s t = 0 ❞✉ ♣♦✐♥t (0, 0) ❡t r❡✈❡♥❛♥t ❡♥ t❡♠♣s
t = T à (0, 0)✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ ❧✬♦♥ ♣❛rt ♥♦♥ ♣❧✉s ❞❡ (0, 0) ♠❛✐s ❞✬✉♥ ♣❡t✐t ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ (0, 0) ❛✉
❞é♣❛rt✱ ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ✉♥ t❤é♦rè♠❡ ❞✬✐♥✈❡rs✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ♦✉ ❞❡ ♣♦✐♥t ✜①❡ ♦♥ ❛rr✐✈❡r❛ à ❝♦♥trô❧❡r
❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❛✉t♦✉r ❞❡ (0, 0) ♣♦✉r ♣❡✉ q✉❡ ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ (yr, ur) ♥❡ s♦✐t ✏♣❛s tr♦♣ ❧♦✐♥✑ ❞❡ (0, 0)✳
❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ❞❡✉① ❞✐✣❝✉❧tés à s✉r♠♦♥t❡r ✿
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■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

T

x

tT

η

6 ε
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x(t)
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x1

B0 B1

❋✐❣✉r❡ ✶ ✕ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✉ r❡t♦✉r ✭❞❡ss✐♥ ❞❡ ❏✳▼✳ ❈♦r♦♥✮

✶✳ ❚r♦✉✈❡r ✉♥❡ ✭♦✉ ❞❡s✮ tr❛❥❡❝t♦✐r❡✭s✮ ❝♦♥trô❧é❡✭s✮ ❛❧❧❛♥t ❞❡ (0, 0) à (0, 0)✳ ❈✬❡st ✉♥❡ ét❛♣❡
❞é❧✐❝❛t❡ ❝❛r ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t é✈✐❞❡♥t ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❞❡ t❡❧❧❡s
tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡s✱ ❞✬❛✉t❛♥t ♣❧✉s q✉❡ r✐❡♥ ♥✬❛ss✉r❡ q✉✬✉♥❡ t❡❧❧❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❛❧❧❛♥t
❞❡ (0, 0) à (0, 0) ♣❡r♠❡ttr❛ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❝♦♥trô❧❛❜✐❧✐té s♦✉❤❛✐té✳ ■❧ ❢❛✉t ❞♦♥❝
❛✉ss✐ ❝❤♦✐s✐r ❝❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣❡rt✐♥❡♥t❡✳

✷✳ ❚r♦✉✈❡r ✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ❞❡ ❞é♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡ ❧✐♥é❛r✐sé ❛✉t♦✉r ❞❡ ❝❡tt❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❡st ❝♦♥trô✲
❧❛❜❧❡✱ s❛❝❤❛♥t q✉✬✉♥❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ✭❧❡s ✐♥é❣❛❧✐tés ❞❡ ❈❛r❧❡♠❛♥✮ ♥❡ ♣♦✉rr❛
♣❛s êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡ ✐❝✐ ♣✉✐sq✉✬❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❝❡s ✐♥é❣❛❧✐tés ❛❜s♦r❜❡♥t ❧❡s t❡r♠❡s ❞✬♦r❞r❡ ✐♥❢ér✐❡✉r
❛✉ t❡r♠❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ q✉✐ s❡r♦♥t ❧❡ ♣❧✉s s♦✉✈❡♥t ❧❡s s❡✉❧s ❛✛❡❝tés ♣❛r ❧❛ ❧✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥ ✭❧❛
❝♦♥trô❧❛❜✐❧✐té ❞✉ ❧✐♥é❛r✐sé ❛✉t♦✉r ❞❡ 0 ét❛♥t s✉♣♣♦sé❡ ♥❡ ♣❛s ❛✈♦✐r ❧✐❡✉✱ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡
❈❛r❧❡♠❛♥ ♥♦♥ ♣❧✉s ❝❛r ❡❧❧❡ ✐♠♣❧✐q✉❡r❛✐t ❧✬♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té ❞✉ ❧✐♥é❛r✐sé ❛✉t♦✉r ❞❡ 0✮✳

✶✳✺ Pr♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ t❤ès❡

❈❡tt❡ t❤ès❡ ❡st ♦r❣❛♥✐sé❡ ❡♥ ❞❡✉① ♣❛rt✐❡s ❜✐❡♥ ❞✐st✐♥❝t❡s✱ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♥t rés✉♠é❡ à ❧❛
❙❡❝t✐♦♥ ✷ ❞❡ ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❡t ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ét❛♥t rés✉♠é❡ ❛✉① ❙❡❝t✐♦♥s ✸✱ ✹ ❡t ✺✳

❖♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ❞❛♥s ❧❛ P❛rt✐❡ ■ ❛✉ ❝♦♥trô❧❡ ✐♥❞✐r❡❝t ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✱ à s❛✈♦✐r ❧❡
s②stè♠❡ ❞❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧✳ ❈❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶ ❞❡ ❧❛ t❤ès❡✳
◆♦✉s ② ❞é♠♦♥tr♦♥s ✉♥ rés✉❧t❛t ❞❡ ❝♦♥trô❧❛❜✐❧✐té ❧♦❝❛❧❡ à 0 ♣♦✉r ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s
❛✈❡❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛✉ ❜♦r❞ ❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t ❡t ❝♦♥trô❧❡ ❞✐str✐❜✉é s✉r ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❞❡s tr♦✐s éq✉❛t✐♦♥s✳ ▲❡s
♣r✐♥❝✐♣❛✉① ♦✉t✐❧s ✉t✐❧✐sés s♦♥t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✉ r❡t♦✉r ♣rés❡♥té❡ ❛✉ P❛r❛❣r❛♣❤❡ ✶✳✹✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡
♥♦✈❛tr✐❝❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠✐s❡ ❛✉ ♣♦✐♥t ❡t ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❧❡ P❛r❛❣r❛♣❤❡ ✶✳✸ ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥❡
✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❈❛r❧❡♠❛♥ ❜✐❡♥ ❛❞❛♣té❡ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡✳

▲❛ P❛rt✐❡ ■■ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡ ❝♦ût ❞✉ ❝♦♥trô❧❡ ❡♥ t❡♠♣s ♣❡t✐t ♦✉ ❡♥ ✈✐s❝♦s✐té é✈❛♥❡s❝❡♥t❡ ♣♦✉r
✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s s❝❛❧❛✐r❡s✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡ ❧✐❡♥ q✉✐ ♣❡✉t ❡①✐st❡r ❡♥tr❡ ❝❡s ❞❡✉① ♣r♦✲
❜❧è♠❡s✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ❞❛♥s ❧❡s ❈❤❛♣✐tr❡s ✷ ❡t ✸✱ ♥♦✉s ❡①♣❧✐q✉♦♥s ❝♦♠♠❡♥t ♦♥ ♣❡✉t ❡①♣❧♦✐t❡r
❧❡s rés✉❧t❛ts ❡t ❝♦♥❥❡❝t✉r❡s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡ ❝♦ût ❞✉ ❝♦♥trô❧❡ ❡♥ t❡♠♣s ♣❡t✐t ♣♦✉r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡
❧❛ ❝❤❛❧❡✉r ♣rés❡♥tés ❛✉ P❛r❛❣r❛♣❤❡ ✶✳✷✳✈ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞✬✐♥❝♦♥♥✉❡s q✉✐ ♣❡r♠❡t
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✷✳ ▲✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡ ❛✈❡❝ ❝♦♥trô❧❡ ❞✐str✐❜✉é s❝❛❧❛✐r❡

❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡s rés✉❧t❛ts ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❝♦♥♥✉s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥trô❧❛❜✐✲
❧✐té ✉♥✐❢♦r♠❡ ♣♦✉r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s♣♦rt✲❞✐✛✉s✐♦♥ ✉♥✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡ à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❝♦♥st❛♥ts
❝♦♥trô❧é❡ s✉r ❧❡ ❜♦r❞ ❣❛✉❝❤❡✳ ▲❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹ ♣rés❡♥t❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❛❜✐❧✐té ♣♦✉r ✉♥❡
éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s♣♦rt✲❞✐✛✉s✐♦♥ ❞♦♥t ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ tr❛♥s♣♦rt ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞✬❡s♣❛❝❡ ❡t
❞é❣é♥èr❡✳ ◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ✉♥ s❡♥s ❛✉ s♦❧✉t✐♦♥s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ tr❛♥s♣♦rt ❛ss♦❝✐é à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛
♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❡t ♥♦✉s ② ♦❜t❡♥♦♥s ✉♥ rés✉❧t❛t ❞❡ ♥♦♥✲❝♦♥trô❧❛❜✐❧✐té ✉♥✐❢♦r♠❡
❡♥ t❡♠♣s s✉✣s❛♠♠❡♥t ♣❡t✐t✳ P♦✉r ✜♥✐r✱ ❧❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺ ♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts
♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❡ P❛r❛❣r❛♣❤❡ ✶✳✷✳✈ ❛✉ ❝❛s ❞❡ ❢❛♠✐❧❧❡s ❞✬éq✉❛t✐♦♥s s❝❛❧❛✐r❡s ♣❛r❛❜♦❧✐q✉❡s ♦✉
❞✐s♣❡rs✐✈❡s ❝♦♥trô❧é❡s ♣❛r ❧❡ ❜♦r❞ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡s q✉❡ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❝❤❛❧❡✉r ❡t ❞❡ ❙❝❤rö❞✐♥✲
❣❡r✳ ◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❞❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ♣ré❝✐s❡s ❞✉ ❝♦ût ❞✉ ❝♦♥trô❧❡ ♣♦✉r ❝❡s ❝❧❛ss❡s ❞✬éq✉❛t✐♦♥s✱
❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❡♥tr❡ ❛✉tr❡s ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ♠♦♠❡♥ts ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❧❡ P❛r❛❣r❛♣❤❡ ✶✳✷✳✐✈✳ ◆♦✉s
❛♣♣❧✐q✉♦♥s ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s à ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s ❞❡ t②♣❡ ❑❞❱✱ ❝❤❛❧❡✉r ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡
❡t ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡✳

▲❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✱ ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✱ r❡♣r❡♥❞ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬❈▲✶✷❪✱ ❡♥ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❛✈❡❝
❏❡❛♥✲▼✐❝❤❡❧ ❈♦r♦♥✳ ▲❡s ❈❤❛♣✐tr❡s ✷ ❡t ✸✱ ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✱ r❡♣r❡♥♥❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t
❧❡s ❛rt✐❝❧❡s ❬▲✐s✶✷❪ ❡t ❬▲✐s✶✸❛❪✳ ▲❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹✱ ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛
♣❛rt✐❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ❛❝❤❡✈é❡ ✭❡t ♣♦✉r ❧❡ ♠♦♠❡♥t ♥♦♥ s♦✉♠✐s❡✮ ❞✬✉♥ tr❛✈❛✐❧ ❡♥ ❝♦✉rs ❛✈❡❝
▼❛♠❛❞♦✉ ●✉❡②❡ ✭❬●▲✶✸❪✮✳ ❊♥✜♥✱ ❧❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✱ ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✱ r❡♣r❡♥❞ ❧✬❛rt✐❝❧❡
❬▲✐s✶✸❜❪✳

✷ ▲✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡ ❛✈❡❝ ❝♦♥trô❧❡
❞✐str✐❜✉é s❝❛❧❛✐r❡

✷✳✶ Prés❡♥t❛t✐♦♥

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣rés❡♥t❡r ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❞✉r❛♥t ❧❛ t❤ès❡ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t
❧❛ ❝♦♥trô❧❛❜✐❧✐té ❧♦❝❛❧❡ à 0 ❡♥ t❡♠♣s ❛r❜✐tr❛✐r❡♠❡♥t ♣❡t✐t ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s tr✐❞✐✲
♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡ ❛✈❡❝ ❝♦♥trô❧❡ ❞✐str✐❜✉é ♥✬❛❣✐ss❛♥t q✉❡ s✉r ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❞❡s tr♦✐s éq✉❛t✐♦♥s✳

❙♦✐t Ω ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❜♦r♥é ré❣✉❧✐❡r ❞❡ R
3 ❡t ω ✉♥ s♦✉s✲♦✉✈❡rt ❞❡ Ω✳ ❙♦✐t ✉♥ t❡♠♣s T > 0✳

❖♥ ♣♦s❡

Q := [0, T ]× Ω,

Σ := [0, T ]× ∂Ω,

V := {y ∈ H1
0 (Ω)

3|∇ · y = 0},

H := {y ∈ L2(Ω)3|∇ · y = 0, y · n|∂Ω = 0}.

❉♦ré♥❛✈❛♥t ❧❛ i✲✐è♠❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❞✬✉♥ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈❡❝t❡✉r f s❡r❛ ♥♦té❡ f i ❡t s❛ ❞ér✐✈é❡ ♣❛r
r❛♣♣♦rt à ❧❛ j✲✐è♠❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ s❡r❛ ♥♦té❡ fj ✳

❙♦✐❡♥t v ∈ L2(Ω) ❡t y0 ∈ V ✳ ❖♥ s✬✐♥tér❡ss❡ à ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s ❝♦♥trô❧é❡ ❛✈❡❝ ✉♥
❝♦♥trô❧❡ ❛②❛♥t ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ✿





yt −∆y + (y · ∇)y +∇p = (0, 0, v1ω) ❞❛♥s Q,

∇ · y = 0 ❞❛♥s Q,

y(0, ·) = y0 ❞❛♥s Ω,

y ≡ 0 s✉r Σ.

✭✹✹✮

✷✹



■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

✷✳✷ ▲❡s rés✉❧t❛ts ❛♥tér✐❡✉rs

▲❛ ❝♦♥trô❧❛❜✐❧✐té ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 2 ♦✉ 3 ❛ été ét✉❞✐é❡ ❞❛♥s
❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❛rt✐❝❧❡s ❡t ❞❛♥s ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❝❛s ❞✐✛ér❡♥ts ✭❝♦♥trô❧❛❜✐❧✐té ❢r♦♥t✐èr❡ ♦✉ ✐♥t❡r♥❡✱
❝♦♥trô❧❛❜✐❧✐té à ③ér♦✱ ❛✉① tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ♦✉ ❛♣♣r♦❝❤é❡✱ ❝♦♥trô❧❛❜✐❧✐té ❧♦❝❛❧❡ ♦✉ ❣❧♦❜❛❧❡✱✳ ✳ ✳ ✮✳ ▲❛
❧✐ttér❛t✉r❡ ét❛♥t très ✈❛st❡✱ ♦♥ s❡ ❝♦♥t❡♥t❡r❛ ✐❝✐ ❞❡ ♣rés❡♥t❡r ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❛✈❛♥❝é❡s ❡♥ ❝❡ q✉✐
❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❛ ❝♦♥trô❧❛❜✐❧✐té à 0 ♦✉ ❧❛ ❝♦♥trô❧❛❜✐❧✐té ❛✉① tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦♥trô❧❡s ❞✐str✐❜✉és✳
P❛r♠✐ ❧❡s ❛rt✐❝❧❡s ♣✐♦♥♥✐❡rs ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 2✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝✐t❡r ❬❈❋✾✻❪ q✉✐ ♣r♦✉✈❡ ✉♥ rés✉❧t❛t ❞❡
❝♦♥trô❧❛❜✐❧✐té ❣❧♦❜❛❧❡ ❡①❛❝t❡ ❛✉① tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ✭♣♦✉r✈✉❡s q✉✬❡❧❧❡s s♦✐❡♥t s✉✣s❛♠♠❡♥t ré❣✉❧✐èr❡s✮
❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦♥trô❧❡s ✐♥t❡r♥❡s s✉r ✉♥❡ ✈❛r✐été s❛♥s ❜♦r❞✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ❞❛♥s ❬■♠❛✾✽❜❪✱ ❬❋■✾✾❛❪✱ ❡t
❬■♠❛✵✶❪✱ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❛❜✐❧✐té ❡①❛❝t❡ ❧♦❝❛❧❡ ❛✉① tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ♣♦✉r ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ◆❛✈✐❡r✲
❙t♦❦❡s ❛✈❡❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t ♦✉ ❞❡ ◆❛✈✐❡r s♦♥t ét❛❜❧✐❡s s♦✉s ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s t❡❝❤♥✐q✉❡s
❞✬❛❜♦r❞ ❛ss❡③ r❡str✐❝t✐✈❡s ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡✱ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s
❛✉t♦✉r ❞❡sq✉❡❧❧❡s ♦♥ ❝♦♥trô❧❡ ❡t ❞❡ ❧❛ ré❣✉❧❛r✐té ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s✱ q✉✐ s♦♥t ❛✉ ❢✉r ❡t à
♠❡s✉r❡ ❛✛❛✐❜❧✐❡s✳ ❉❛♥s ❬❋❈●■P✵✹❪✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ♣r♦✉✈❡♥t ✉♥ rés✉❧t❛t ❞❡ ❝♦♥trô❧❛❜✐❧✐té ❡①❛❝t❡
❧♦❝❛❧❡ ❛✉① tr❛❥❡❝t♦✐r❡s s❛♥s r❡str✐❝t✐♦♥ ❣é♦♠étr✐q✉❡ s✉r ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ✭❛✉tr❡s q✉❡ ❝❡❧❧❡ q✉✬✐❧ s♦✐t
❝♦♥♥❡①❡ ❡t ❞❡ ❝❧❛ss❡ C2✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ♥❛t✉r❡❧✮✱ ❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s ❛②❛♥t q✉❛s✐♠❡♥t ❧❛
ré❣✉❧❛r✐té ♥❛t✉r❡❧❧❡✱ ❡t ❞❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ❛ss❡③ ♣❡✉ ré❣✉❧✐èr❡s✳ ❉❛♥s ❝❡t ❛rt✐❝❧❡✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ♦♥t
é❣❛❧❡♠❡♥t ♣r♦✉✈é ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❛❜✐❧✐té ❡①❛❝t❡ ♣♦✉r ❧❡s s②stè♠❡s ❞❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s
❧✐♥é❛r✐sés✱ ❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ré❣✉❧❛r✐té très ❢❛✐❜❧❡s✳

▲✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s ❝♦✉♣❧❛♥t ❢♦rt❡♠❡♥t ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞❡ y✱ ✐❧ ♣❡✉t êtr❡ ✐♥tér❡s✲
s❛♥t ❞❡ s❡ ❞❡♠❛♥❞❡r s✐ ♠❡ttr❡ ✉♥ ❝♦♥trô❧❡ s✉r ❝❤❛q✉❡ éq✉❛t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s s✉♣❡r✢✉✱ ❡t s✐ ♦♥ ♥❡
♣❡✉t ♣❛s s❡ ❝♦♥t❡♥t❡r ❞❡ ❞❡✉① ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ♦✉ ❞✬✉♥❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ♣♦✉r ❝♦♥trô❧❡r ❧❡ s②stè♠❡✳
▲❡s ♠ê♠❡s ❛✉t❡✉rs ♦♥t ♣r♦✉✈é ❞❛♥s ❬❋❈●■P✵✻❪ ❧❛ ❝♦♥trô❧❛❜✐❧✐té ❡①❛❝t❡ ❧♦❝❛❧❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ❝♦♥trô❧❡
❛②❛♥t ✉♥❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❡♥ ♠♦✐♥s✱ à ❝♦♥❞✐t✐♦♥ q✉❡ ❧✬♦✉✈❡rt ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ✏t♦✉❝❤❡✑ ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ❞✉
❞♦♠❛✐♥❡ Ω ❡♥ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ s❡♥s✳ ❈❡tt❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❛ été ❧❡✈é❡ ❞❛♥s ❬❈●✶✸❛❪✱ ❛✉
♠♦✐♥s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ❝♦♥trô❧❛❜✐❧✐té à 0 ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s✳ ❉❛♥s t♦✉s ❝❡s ❛rt✐❝❧❡s✱
❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ♣♦✐♥ts ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❝♦♥s✐st❡♥t à ét❛❜❧✐r ❞✬❛❜♦r❞ ❧❛ ❝♦♥trô❧❛❜✐❧✐té ❞✉ s②stè♠❡
❧✐♥é❛r✐sé ❛✉t♦✉r ❞❡ ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❞❡ ❧❛ ❝✐❜❧❡ ❣râ❝❡ à ❞❡s ✐♥é❣❛❧✐tés ❞❡ ❈❛r❧❡♠❛♥ s✉r ❧✬❛❞❥♦✐♥t
❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛r✐sé❡✱ ♣✉✐s ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥ t❤é♦rè♠❡ ❞✬✐♥✈❡rs✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ♦✉ ✉♥ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ♣♦✐♥t
✜①❡ ♣♦✉r r❡✈❡♥✐r ❛✉ s②stè♠❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✳ ❈❡tt❡ str❛té❣✐❡ ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ ✈❛❧❛❜❧❡ q✉❡ s✐ ❧❡ ❧✐♥é❛r✐sé
❛✉t♦✉r ❞❡ ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❡♥ q✉❡st✐♦♥ ❡st ❧✉✐✲♠ê♠❡ ❝♦♥trô❧❛❜❧❡✱ s✐♥♦♥ ✐❧ ♥✬② ❛ str✐❝t❡♠❡♥t ❛✉❝✉♥
❡s♣♦✐r ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❞é♠♦♥tr❡r ✉♥❡ ✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❈❛r❧❡♠❛♥ s✉r ❧❡ s②stè♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡✳

❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ s❡ ♣♦s❡r ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❞❡ s❛✈♦✐r s✐ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 3 ♦♥ ♣❡✉t ❡♥❝♦r❡
❡♥❧❡✈❡r ✉♥❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❞❡ ♣❧✉s ❛✉ ❝♦♥trô❧❡ ❡t ❣❛r❞❡r ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❝♦♥trô❧❛❜✐❧✐té ❧♦❝❛❧❡ à 0✳

✷✳✸ ❘és✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❡t ♠ét❤♦❞❡s ✉t✐❧✐sé❡s

❖♥ s✬✐♥tér❡ss❡ à ❧❛ ❝♦♥trô❧❛❜✐❧✐té à 0 ❡♥ t❡♠♣s ❛r❜✐tr❛✐r❡♠❡♥t ♣❡t✐t ❞❡ ✭✹✹✮✳ ▲❡ t❤é♦rè♠❡
♣r✐♥❝✐♣❛❧ ♦❜t❡♥✉ ❡st ❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✺✳ ❬❈▲✶✷❪ P♦✉r t♦✉t T > 0 ❡t t♦✉t r > 0✱ ✐❧ ❡①✐st❡ η > 0 t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t
y0 ∈ V ✈ér✐✜❛♥t ||y0||H1(Ω)3 6 η✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❝♦♥trô❧❡ s❝❛❧❛✐r❡ v ∈ L2(Q) ❡t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥
(y, p) ∈ L2((0, T ), H2(Ω)3 ∩ V ) ∩ L∞((0, T ), H1(Ω)3 ∩ V )× L2(Q) ❞❡ ✭✹✹✮ t❡❧s q✉❡

y(T, ·) = 0,

||v||L2(Q)3 6 r,

||y||L2((0,T ),H2(Ω)3)∩L∞((0,T ),H1(Ω)3) 6 r.

❈♦♥❢♦r♠é♠❡♥t à ❝❡ q✉✐ ❛ été ❞é❝r✐t ❞❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✹✱ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝❤♦s❡ à ❢❛✐r❡ ❡st ❞♦♥❝
❞❡ s✬✐♥tér❡ss❡r ❛✉ ❧✐♥é❛r✐sé ❛✉t♦✉r ❞❡ 0 ♣♦✉r ✈♦✐r s✐ ✐❧ ❡st ❝♦♥trô❧❛❜❧❡✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❞♦♥❝ ❧❡
s②stè♠❡ ❞❡ ❙t♦❦❡s ✿

✷✺



✷✳ ▲✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡ ❛✈❡❝ ❝♦♥trô❧❡ ❞✐str✐❜✉é s❝❛❧❛✐r❡





yt −∆y +∇p = (0, 0, v1ω) ❞❛♥s Q,

∇ · y = 0 ❞❛♥s Q,

y(0, ·) = y0 ❞❛♥s Ω,

y = 0 s✉r Σ.

✭✹✺✮

▼❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t✱ ♦♥ s❛✐t q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ❣é♦♠étr✐❡s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ✭✹✺✮ ♥✬❡st ♣❛s ❛♣♣r♦①✐✲
♠❛t✐✈❡♠❡♥t ❝♦♥trô❧❛❜❧❡ ✭❡t ❞♦♥❝ ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥trô❧❛❜❧❡ à 0 ❡♥ t❡♠♣s ❛r❜✐tr❛✐r❡♠❡♥t ♣❡t✐t✱
❝❢✳ ❬❈♦r✵✼✱ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✹✺ ❡t ❘❡♠❛rq✉❡ ✷✳✺✵❪✮✱ ❝♦♠♠❡ ♠♦♥tré ❞❛♥s ❬▲❩✾✻❪ ✭♦♥ ❛ ❛✉ss✐ ✉♥
❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡ s✐♠✐❧❛✐r❡ ❞❛♥s ❬❉❋✾✼❪ ♠❛✐s ♣♦✉r ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉ ❜♦r❞ ❞✐✛ér❡♥t❡s✮✳

P♦✉r s✉r♠♦♥t❡r ❝❡tt❡ ❞✐✣❝✉❧té✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ✉t✐❧✐s❡r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✉ r❡t♦✉r ❞é❝r✐t❡ à ❧❛ ❙❡❝✲
t✐♦♥ ✶✳✹✱ ❡t ♥♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡s ❞❡ ✭✹✹✮
♣❛rt❛♥t ❞❡ 0 ❡t ❛❧❧❛♥t à 0✳ ❆♣♣❡❧♦♥s r :=

√
x21 + x22✳ ❙❛♥s ♣❡rt❡ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐té✱ ♦♥ ♣❡✉t tr❛♥s✲

❧❛t❡r Ω ♣♦✉r q✉❡ ❧✬♦♥ ❛✐t 0 ∈ ω✳ ❙♦✐t ❛❧♦rs r1 > 0 s✉✣s❛♠♠❡♥t ♣❡t✐t ♣♦✉r ❛✈♦✐r

C1 := {(x1, x2, x3) ∈ R
3; r 6 r1, |x3| 6 r1} ⊂ ω. ✭✹✻✮

❖♥ ♣♦s❡ ❛❧♦rs

ȳ(t, x) :=




εa(t)b(r2)c′(x3)x1
εa(t)b(r2)c′(x3)x2

εa(t)(b(r2) + r2b′(r2))c(x3)


, ✭✹✼✮

♦ù ε > 0 ❡st ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ q✉❡ ♥♦✉s ❝❤♦✐s✐r♦♥s s✉✣s❛♠♠❡♥t ♣❡t✐t ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✳ ❖♥ ❝❤♦✐s✐t a
t❡❧ q✉❡

❙✉♣♣(a) ⊂ [T/4, T ] ❡t a(t) = e
−ν

(T−t)5 s✉r [T/2, T ],

✭ν > 0 ❡st ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ q✉❡ ♥♦✉s ❝❤♦✐s✐r♦♥s à ♥♦tr❡ ❝♦♥✈❡♥❛♥❝❡ ♣❧✉s t❛r❞✮✱ b t❡❧ q✉❡

❙✉♣♣(b) ⊂ (−∞, r21) ❡t b(w) = w, s✉r (−∞, r21/4],

❡t c t❡❧ q✉❡
❙✉♣♣(c) ⊂ (−r1, r1) ❡t c(x3) = x23 s✉r [−r1/2, r1/2].

▲❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞❡ ȳ s♦♥t ❞♦♥❝ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡s ✭❞❡ ♣❡t✐t ❞❡❣ré✮ ❡♥ ❡s♣❛❝❡ s✉r ✉♥ s♦✉s✲❝②❧✐♥❞r❡
❞❡ ω ✭❝❡ q✉✐ ✈❛ s✐♠♣❧✐✜❡r ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ❡t ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ s✉r ♦r❞✐♥❛t❡✉r q✉✐ s✉✐✈r❛✮
❡t ♦♥t ✉♥ s✉♣♣♦rt ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s ω✳ ❖♥ ❞é♠♦♥tr❡ q✉✬♦♥ ❛ ❛❧♦rs ❜✐❡♥ ♣♦✉r ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ♣r❡ss✐♦♥ p
❡t ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ❝♦♥trô❧❡ v ✉♥❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❝♦♥trô❧é❡ ❞❡ ✭✹✹✮✳

▲❡ ❜✉t ❡st ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞❡ ❝♦♥trô❧❡r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛r✐sé❡ ❛✉t♦✉r ❞❡ ❝❡tt❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡✱ ❧❡
s✉♣♣♦rt ❞✉ ❝♦♥trô❧❡ ét❛♥t ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♦✉✈❡rt ω0 ♥♦♥ ✈✐❞❡ à ❝❤♦✐s✐r à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞❡

C2 :=
{
(x1, x2, x3); r <

r1
2
, |x3| <

r1
2

}
,

❝❛r ❝✬❡st à ❝❡t ❡♥❞r♦✐t q✉❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✉ ❧✐♥é❛r✐sé ❡st ❧❛ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡✳
▲❛ ❋✐❣✉r❡ ✷ rés✉♠❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts rô❧❡s ❥♦✉és ♣❛r ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥tr♦❞✉✐ts✳
▲✬éq✉❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛r✐sé❡ q✉✐ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡ ❞♦ré♥❛✈❛♥t ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✿





yt −∆y + (y · ∇)y + (y · ∇)y +∇p = f + (0, 0, 1ω0v) ❞❛♥s Q,

∇ · y = 0 ❞❛♥s Q,

y(0, ·) = y0 ❞❛♥s Ω,

y = 0 s✉r Σ.

✭✹✽✮

✷✻



■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

0

Ω

ω0 ✭s✉♣♣♦rt ❡✛❡❝t✐❢ ❞✉ ❝♦♥trô❧❡✮

C2 ✭ ♦ù ȳ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✮

C1 ✭s✉♣♣♦rt ❞❡ ȳ✮

ω ✭❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✮

❋✐❣✉r❡ ✷ ✕ ▲❡s ♦✉✈❡rts C1, C2, ω0, ω✳

P♦✉r ♠❡ttr❡ ❝❡❝✐ s♦✉s ❧❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❞❡ ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✱ ♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❡ ♣r♦❥❡❝t❡✉r ❞❡ ▲❡r❛②
P ❡t ♦♥ réé❝r✐t ✭✹✽✮ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ yt = Ay +Bv ❛✈❡❝

A = P(∆y − (y · ∇)y − (y · ∇)y),

❛✈❡❝ ❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛t H ❡t ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✬♦♣ér❛t❡✉r D(A) = H2(Ω) ∩ V ✳ ❊①♣r✐♠♦♥s ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡
❝♦♥trô❧❡ B✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ U = H ❡t

B : v ∈ H 7→ (ϕ ∈ D(A∗) 7→
∫

ω
ϕv).

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st q✉❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r A ❞é♣❡♥❞ ❡♥ ❢❛✐t ❛✉ss✐ ❞✉ t❡♠♣s ❡t ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ♣❛s
s❡ ♣❧❛❝❡r t♦✉t à ❢❛✐t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❛❜str❛✐t ❞é✜♥✐ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ s♦✉s ✉♥ ❝❡rt❛✐♥
♥♦♠❜r❡ ❞✬❤②♣♦t❤ès❡s r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡s q✉✐ s♦♥t ✈ér✐✜é❡s ✐❝✐ ✭✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❬❑❛t✺✸❪ ♦✉ ❬❚❡♠✽✷❪✮✱
✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❞é♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❝❤❡r❝❤❡r à ♦❜t❡♥✐r ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❝♦♥trô❧❛❜✐❧✐té à 0 s✉✐✈❛♥t ✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳ P♦✉r t♦✉t T > 0 s✉✣s❛♠♠❡♥t ♣❡t✐t✱ ♣♦✉r t♦✉t α ∈ (0, 1)✱ ✐❧ ❡①✐st❡ r0 ∈ (0, 1)
t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t r ∈ (r0, 1)✱ ✐❧ ❡①✐st❡ C1 > 0 t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t K1 > C1✱ ♣♦✉r t♦✉t f t❡❧ q✉❡

e
K1

2r(T−t)5 f ∈ L2(Q)3 ❡t ♣♦✉r t♦✉t y0 ∈ V ✱ s✐ ❧✬♦♥ ♣♦s❡

ν =
1− r

r
K1,

❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ (y, p, v) ❞✉ s②stè♠❡ ✭✹✽✮ t❡❧❧❡ q✉❡

e
αK1

2(T−t)5 y ∈ L2((0, T ), H2(Ω)3) ∩ L∞((0, T ), H1(Ω)3),

e
αK1

2(T−t)5 v ∈ L2(Q).

✷✼



✷✳ ▲✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡ ❛✈❡❝ ❝♦♥trô❧❡ ❞✐str✐❜✉é s❝❛❧❛✐r❡

❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❧❛ s✐♥❣✉❧❛r✐té ❞✉ ♣♦✐❞s e
αK1

2(T−t)5 ❡♥ t = T ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ y(T, .) = 0✱ ✐❧ s✬❛❣✐t
❞♦♥❝ ❜✐❡♥ ❞✬✉♥ rés✉❧t❛t ❞❡ ❝♦♥trô❧❛❜✐❧✐té à 0✳ ❯♥❡ ❢♦✐s ❝❡ rés✉❧t❛t ♦❜t❡♥✉✱ ✐❧ s✉✣r❛ ❞✬✉t✐❧✐s❡r
❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞✬✐♥✈❡rs✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ à ❞r♦✐t❡ ❞❡ ❬❆❚❋✽✼✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸❪ ♣♦✉r r❡✈❡♥✐r s❛♥s ❞✐✣❝✉❧té ❛✉
s②stè♠❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ✭❝❡❝✐ ❡st ❝❧❛ss✐q✉❡ ❡t ♥❡ s❡r❛ ♣❛s ❞ét❛✐❧❧é ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✮✳

■❧ r❡st❡ ♣♦✉r ❞é♠♦♥tr❡r ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹ à ✿

✶✳ ❚r♦✉✈❡r B t❡❧ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣✉✐ss❡ rés♦✉❞r❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡♠❡♥t ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ✭✹✹✮ ✭❡♥ y, p, v✮ ❛✈❡❝ ✉♥
s❡❝♦♥❞ ♠❡♠❜r❡ ❞❛♥s ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ B✳ ❈✬❡st ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❡t ❢♦r♠❡❧❧❡
❡t s❡ ❢❡r❛ s✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❝❡ q✉✐ ❛ été ❡①♣❧✐q✉é ❞❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✸✳

✷✳ ❈♦♥trô❧❡r ❞❛♥s ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ B✱ ❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦♥trô❧❡s s✉✣s❛♠♠❡♥t ré❣✉❧✐❡rs ✭✐❧ ✈❛ ❢❛❧❧♦✐r ❞ér✐✈❡r
❧❡s ❝♦♥trô❧❡s ♣✉✐sq✉❡ M ❡st ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧✮✳ P♦✉r ♣♦✉✈♦✐r ❢❛✐r❡ ❝❡❝✐✱ ❧❡ ♣❧✉s
s✐♠♣❧❡ ❡st ❞❡ ❞é♠♦♥tr❡r ✉♥❡ ✐♥é❣❛❧✐té ❞✬♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té ❛✈❡❝ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ B∗✱ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t
♦❜t❡♥✐r à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥❡ ✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❈❛r❧❡♠❛♥ ❜✐❡♥ ❝❤♦✐s✐❡✳

✷✳✸✳✐ ❘és♦❧✉t✐♦♥ ❛❧❣é❜r✐q✉❡

❖♥ tr❛✈❛✐❧❧❡ ❞♦ré♥❛✈❛♥t s✉r Q0 := (T/2, T )×ω0✱ ♦ù ω0 ❡st ✉♥ ♦✉✈❡rt à ❝❤♦✐s✐r à ❧✬✐♥tér✐❡✉r
❞❡ C2✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t L : C∞(Q0)

5 → C∞(Q0)
4 ♣❛r

L



y

p

v


 :=




y1t −∆y1 + (y · ∇)y1 + (y · ∇)y1 + p1
y2t −∆y2 + (y · ∇)y2 + (y · ∇)y2 + p2

y3t −∆y3 + (y · ∇)y3 + (y · ∇)y3 + p3 − v

∇ · y


, ✭✹✾✮

♣♦✉r y = (y1, y2, y3) ∈ C∞(Q0)
3✱ p ∈ C∞(Q0) ❡t v ∈ C∞(Q0)✳

❖♥ ❝❤♦✐s✐t B ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

B(f1, f2, f3, f4, f5, f6, f7) :=



f11 + f22 + f33
f41 + f52 + f63

f7


. ✭✺✵✮

❊♥ ❢❛✐t✱ ❡♥ ♣♦s❛♥t

L0

(
y

p

)
:=



y1t −∆y1 + (y · ∇)y1 + (y · ∇)y1 + p1
y2t −∆y2 + (y · ∇)y2 + (y · ∇)y2 + p2

∇ · y


 ✭✺✶✮

❡t

B0(f
1, f2, f3, f4, f5, f6) :=



f11 + f22 + f33
f41 + f52 + f63

0


, ✭✺✷✮

♦♥ ❞é♠♦♥tr❡ q✉❡ ❝❤❡r❝❤❡rM t❡❧ q✉❡ ✭✸✸✮ s♦✐t ✈r❛✐❡ r❡✈✐❡♥t ❡♥ ❢❛✐t à ❝❤❡r❝❤❡rM0 : C
∞(Q0)

6 →
C∞(Q0)

4 t❡❧ q✉❡

L0 ◦M0 = B0, ✭✺✸✮

❡t ❞♦♥❝ à ❝❤❡r❝❤❡r N t❡❧ q✉❡

N ◦ L∗
0 = B∗

0. ✭✺✹✮

✷✽



■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❖♥ ✈ér✐✜❡ ♣❛r ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s ❞✐r❡❝ts q✉❡

L∗
0

(
z

π

)
=




−z1t −∆z1 − (y · ∇)z1 + y11z
1 + y21z

2 − π1
−z2t −∆z2 − (y · ∇)z2 + y12z

1 + y22z
2 − π2

y13z
1 + y23z

2 − π3
−z11 − z22


, ✭✺✺✮

B∗
0

(
z

π

)
= (−z11 ,−z12 ,−z13 ,−z21 ,−z22 ,−z23). ✭✺✻✮

❖♥ s❡ r❛♠è♥❡ ❞♦♥❝ à ♣r♦✉✈❡r ❝❡ q✉✐ s✉✐t ✿
♣♦✉r t♦✉t ϕ = (ϕ1, ϕ2, ϕ3, ϕ4) ∈ C∞(Q0)

4✱ s✐ (z1, z2, π) ∈ C∞(Q0)
3 ❡st ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡

❧✬éq✉❛t✐♦♥




−z1t −∆z1 − (y · ∇)z1 + y11z
1 + y21z

2 − π1 = ϕ1,

−z2t −∆z2 − (y · ∇)z2 + y12z
1 + y22z

2 − π2 = ϕ2,

y13z
1 + y23z

2 − π3 = ϕ3,

−z11 − z22 = ϕ4,

✭✺✼✮

❛❧♦rs (−z11 ,−z12 ,−z13 ,−z21 ,−z22 ,−z23) = Nϕ✳ ❖♥ ❞é♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t s❡ ❞é❜❛rr❛ss❡r ❞❡ ❧❛
♣r❡ss✐♦♥ ❡t q✉✬♦♥ s❡ r❛♠è♥❡ à ét✉❞✐❡r ❧❡ s②stè♠❡ s✉r✲❞ét❡r♠✐♥é





a(t)(−4x31 − 4x1x
2
2)εz

1
1 + a(t)(−2x21x2 − 2x32)εz

1
2

+a(t)(14x21x3 + 10x22x3)εz
1
3 + a(t)(−2x21x2 − 2x32)εz

2
1 + 4a(t)x1x2x3εz

2
3

+a(t)(−2x31x3 − 2x1x
2
2x3)εz

1
13 + a(t)(−2x21x2x3 − 2x32x3)εz

1
23

+a(t)(4x21x
2
3 + 4x22x

2
3)εz

1
33 − z13t − z1113 − z1223 − z1333 = ϕ1

3 − ϕ3
1,

a(t)(−2x31 − 2x1x
2
2)εz

1
2 + a(t)4x1x2x3εz

1
3 + a(t)(−2x31 − 2x1x

2
2)εz

2
1

+a(t)(−4x21x2 − 4x32)εz
2
2 + a(t)(10x21x3 + 14x22x3)εz

2
3

+a(t)(−2x31x3 − 2x1x
2
2x3)εz

2
13 + a(t)(−2x21x2x3 − 2x32x3)εz

2
23

+a(t)(4x21x
2
3 + 4x22x

2
3)z

2
33 − z23t − z2113 − z2223 − z2333 = ϕ2

3 − ϕ3
2,

−z11 − z22 = ϕ4.

✭✺✽✮

❈❡ q✉✬✐❧ ♥♦✉s r❡st❡ à ❢❛✐r❡ ❡st ❞♦♥❝ ❞❡ ❞ér✐✈❡r s✉✣s❛♠♠❡♥t ❞❡ ❢♦✐s ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ✭✺✽✮
❥✉sq✉✬à ♦❜t❡♥✐r ❛✉t❛♥t ✭♦✉ ♣❧✉s✮ ❞✬✐♥❝♦♥♥✉❡s q✉❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s✳ ❖♥ ✈ér✐✜❡ q✉❡ ❝❡❝✐ ❡st ✈r❛✐
❞ès q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ ❞ér✐✈é 19 ❢♦✐s ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s 4 ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❝❡ q✉✐
❝♦♥❞✉✐t à 30360 éq✉❛t✐♦♥s ❡t 29900 ✐♥❝♦♥♥✉❡s ❛✉ ♠❛①✐♠✉♠ ✭s✐ ♦♥ ❞ér✐✈❛✐t s❡✉❧❡♠❡♥t 18 ❢♦✐s✱
♦♥ ♥✬♦❜t✐❡♥❞r❛✐t q✉❡ 25256 éq✉❛t✐♦♥s ❡t 25300 ✐♥❝♦♥♥✉❡s ❛✉ ♠❛①✐♠✉♠✱ ❝❡ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s s✉✣s❛♥t
❡♥ t❤é♦r✐❡✮✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥ s②stè♠❡ q✉❡ ❧✬♦♥ é❝r✐t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣✉r❡♠❡♥t ❛❧❣é❜r✐q✉❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡

L0(t, x)Z = Φ,

❛✈❡❝ L0 ∈ C∞(Q0;M30360×29900(R))✱ Z ∈ R
29900 ✭Z ❝♦♥t✐❡♥t ❧❡s ❞ér✐✈é❡s ❞❡ z1 ❡t z2 ❥✉sq✉✬à

❧✬♦r❞r❡ 19✱ ❡t ♦♥ ❢❛✐t ❡♥ s♦rt❡ q✉❡ ❧❡s 6 ♣r❡♠✐èr❡s ❝♦❧♦♥♥❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à z11 , z
1
2 , z

1
3 , z

2
1 , z

2
2 , z

2
3

♣r✐s ❞❛♥s ❝❡t ♦r❞r❡✮ ❡t Φ ∈ R
30360 ✭Φ ❝♦♥t✐❡♥t ❧❡s ❞ér✐✈é❡s ❞❡ ϕ ❥✉sq✉✬à ❧✬♦r❞r❡ 19✮✳ ❙✐ ❧✬♦♥

❛rr✐✈❡ à ❡①tr❛✐r❡ ❞❡ L0 ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ r❛♥❣ ♠❛①✐♠❛❧✱ ❛❧♦rs ♦♥ ♣♦✉rr❛ tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡
♠❛tr✐❝❡ N ✭q✉❡ ❧✬♦♥ ♣♦✉rr❛ ✈♦✐r ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧✮ t❡❧❧❡ q✉❡

N(t, x)L0(t, x)Z = (Z1, Z2, Z3, Z4, Z5, Z6), ∀(t, x) ∈ Q0, ∀Z ∈ R
29900. ✭✺✾✮

✷✾



✷✳ ▲✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡ ❛✈❡❝ ❝♦♥trô❧❡ ❞✐str✐❜✉é s❝❛❧❛✐r❡

❖♥ r❡str❡✐♥t Z à ❝❡s 6 ♣r❡♠✐èr❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❝❛r ❝✬❡st ✐❝✐ q✉❡ s❡ tr♦✉✈❡♥t ❧❡s ✐♥❝♦♥♥✉❡s
z11 , z

1
2 , z

1
3 , z

2
1 , z

2
2 , z

2
3 ✳

■❧ ❡st é✈✐❞❡♠♠❡♥t ✐♥❡♥✈✐s❛❣❡❛❜❧❡ ✭❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❝❡ q✉✐ ❛ été ❢❛✐t ❞❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ s✐♠♣❧❡
✭✶✮✮ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r à ❧❛ ♠❛✐♥ ❝❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞ér✐✈é❡s✳ ❊♥ ❢❛✐t✱ ✐❧ ❡st ♠ê♠❡ ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❡s♣ér❡r st♦✲
❝❦❡r ❡t ❡①♣❧♦✐t❡r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ L0 ❞❛♥s s♦♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛✉t❛♥t ♣❧✉s q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ L0 ❡st
❧✉✐✲♠ê♠❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥✱ ❡t ♦♥ ♥❡ ❝♦♥♥❛ît ♣❛s ✈r❛✐♠❡♥t ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s q✉✐ ♣❡r♠❡ttr❛✐t ❞❡ ♠♦♥tr❡r
q✉❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ♦❜t❡♥✉❡ s♦✐t ❞❡ r❛♥❣ ♠❛①✐♠❛❧ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ♦r❞✐♥❛t❡✉r ❝❛r ❝❡❧✉✐✲❝✐ ♥❡ ♣♦✉rr❛✐t
♣❛s ❝❛❧❝✉❧❡r ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛❜str❛✐t❡ ❧❡ r❛♥❣ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ (x1, x2, x3, t) ❣é♥ér❛❧✳
❖♥ ♠♦♥tr❡ ❞♦♥❝ ❣râ❝❡ à ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞✬✐♥❝♦♥♥✉❡s ❥✉❞✐❝✐❡✉① ❡t ❞❡s ❛r❣✉♠❡♥ts ❞✬❛♥❛❧②❝✐té
q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❡✛❡❝t✉❡r ❧❡s s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✶✳ ❖♥ ♣❡✉t ✜①❡r ε = 1✳

✷✳ ❖♥ ♣❡✉t r❡♠♣❧❛❝❡r a(t) ♣❛r 1 ✭❝❡❝✐ s✐♠♣❧✐✜❡ ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞✉ ❞ér✐✈❛t❡✉r ❢♦r♠❡❧ ❞♦♥t
♥♦✉s ❛✉r♦♥s ❜❡s♦✐♥ ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✮✳

✸✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞é♠♦♥tr❡r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ N ❡♥ ✉♥ ♣♦✐♥t ♣ré❝✐s ξ0 := (x01, x
0
2, x

0
3, t

0) ✭✐❝✐✱ ♦♥ ♣r❡♥✲
❞r❛ ξ0 := (1.1, 1.2, 1.3, 0)✱ ♣♦✉r✈✉ q✉❡ ❝❡ ♣♦✐♥t ♥❡ s♦✐t ✉♥❡ r❛❝✐♥❡ ❞✬❛✉❝✉♥ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts
♥♦♥ ✐❞❡♥t✐q✉❡♠❡♥t ♥✉❧s ❞❡ L0 ✭❝❡❝✐ s❡r❛ ✈ér✐✜é✮✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡r❛ ❞♦ré♥❛✈❛♥t L0

0 := L0(ξ
0)✳

▲❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♣ré❝✐s❡ ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ q✉✐ ❛ ♣❡r♠✐s ❞❡ ré❛❧✐s❡r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ L0
0 ❡t

❞✬❡♥ ❡①tr❛✐r❡ ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ r❛♥❣ ♠❛①✐♠❛❧ ❡st ❢❛✐t❡ ❡♥ ❛♥♥❡①❡ ❞✉ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡
q✉❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧ M t❡❧ q✉❡ ❧✬é❣❛❧✐té ✭✸✸✮ s♦✐t ✈ér✐✜é❡ s✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ω0 ❡st ❞✬♦r❞r❡
17✳

✷✳✸✳✐✐ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡s ré❣✉❧✐❡rs ❡♥ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡
❞ér✐✈é❡s

▲❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ t❡❧s ❝♦♥trô❧❡s r❡♣♦s❡ s✉r ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❈❛r❧❡♠❛♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

▲❡♠♠❡ ✶✳ ❙♦✐t θ : Ω → [0,+∞) ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ s❡♠✐✲❝♦♥t✐♥✉❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡♠❡♥t✱ ♥♦♥ ✐❞❡♥t✐q✉❡✲
♠❡♥t ♥✉❧❧❡ ❡t ♣♦s✐t✐✈❡✱ ❡t s♦✐t r ∈ (0, 1)✳ ■❧ ❡①✐st❡ C1 > 0 t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t K1 > C1 ❡t t♦✉t
ν > K1(1/r − 1)✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ε0 t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ε ∈ (0, ε0)✱ ✐❧ ❡①✐st❡ C > 0 t❡❧ q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t g

t❡❧ q✉❡ e
− K1

2(T−t)5 g ∈ L2((0, T ) × Ω)3 ❡t ♣♦✉r t♦✉t❡ s♦❧✉t✐♦♥ z ∈ L2((0, T ), H) ∩ L∞((0, T ), V )
❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s ❧✐♥é❛r✐sé ❛❞❥♦✐♥t s✉✐✈❛♥t ✿





−zt −∆z − (y · ∇tr)z − (z · ∇)y +∇π = g ❞❛♥s Q,

∇ · z = 0 ❞❛♥s Q,

z = 0 s✉r Σ,

z(T, ·) = zT ∈ V ❞❛♥s Ω,

✭✻✵✮

♦♥ ❛✐t

||e
−K1

2r(T−t)5 z||2L2((T/2,T ),H1(Ω)3) + ||z(T/2, ·)||2L2(Ω)3

6 C

(∫

(T/2,T )×Ω
θe

− K1
(T−t)5 |∇ ∧ z|2 +

∫

(T/2,T )×Ω
e
− K1

(T−t)5 |g|2
)
. ✭✻✶✮

❈❡tt❡ ✐♥é❣❛❧✐té ❡st ❛♥❛❧♦❣✉❡ à ❝❡❧❧❡s ❞❡ ❬●✉❡✵✼✱ ▲❡♠♠❡ ✺❪ ❡t ❬●✉❡✶✸✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶❪ q✉✐
❝♦♥❝❡r♥❛✐❡♥t ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❙t♦❦❡s ✭s❛♥s ♦✉ ❛✈❡❝ t❡r♠❡ s♦✉r❝❡✮✳ P♦✉r ❧❛ ❞é♠♦♥tr❡r✱ ✐❧ s✉✣t
❞❡ ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❬●✉❡✶✸❪ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❝♦♠♠❡ t❡r♠❡ s♦✉r❝❡ f ❡t ❧❡s t❡r♠❡s ❞✬♦r❞r❡s

✸✵



■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

✐♥❢ér✐❡✉rs q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✐❝✐✱ ❞❡ ❝❤❛♥❣❡r ✉♥ t♦✉t ♣❡t✐t ♣❡✉ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣♦✐❞s ✉t✐❧✐sé❡s ❡♥
r❛❥♦✉t❛♥t ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡✱ ♣✉✐s ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ε > 0 s✉✣s❛♠♠❡♥t ♣❡t✐t ♣♦✉r ❛❜s♦r❜❡r ❝❡s t❡r♠❡s
❞✬♦r❞r❡ ✐♥❢ér✐❡✉r ❞❛♥s ❧❡ ♠❡♠❜r❡ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡✳ ▲❡ ❢❛✐t ❞✬♦❜s❡r✈❡r ❛✉ ♠♦②❡♥ ❞✉ r♦t❛t✐♦♥♥❡❧ ❡st
❝r✉❝✐❛❧ ❝❛r ❝❡❧❛ ❛ss✉r❡r❛ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❝♦♥trô❧❡ q✉✐ s❡r❛ ❧❡ r♦t❛t✐♦♥♥❡❧ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥✱ ❡t
♥♦t❛♠♠❡♥t q✉✐ s❡r❛ ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ ❞ér✐✈é❡s s♣❛t✐❛❧❡s ❞✬♦r❞r❡ 1 ❞✬✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡
❢♦♥❝t✐♦♥✱ ❡t ❞♦♥❝ ❛ss✉r❡r❛ q✉❡ ❧✬♦♥ t♦♠❜❡ ❞❛♥s ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ B ❛✉ ✈✉❡ ❞❡ ✭✺✷✮ q✉✐ ❢❛✐t ✐♥t❡r✈❡♥✐r
❞❡s ❞ér✐✈é❡s s♣❛t✐❛❧❡s ❞✬♦r❞r❡ 1✳

▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ét❛♣❡ ❡st ❛❧♦rs ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❞✉❛❧✐té ❍❯▼ ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥
❝♦♥trô❧❡ ❡♥ ❢♦r♠❡ ❞❡ r♦t❛t✐♦♥♥❡❧ ❡t ré❣✉❧✐❡r✳ ▲❡ rés✉❧t❛t ♦❜t❡♥✉ ❡st ❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳ ❖♥ r❡♣r❡♥❞ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞✉ ▲❡♠♠❡ ✶✳ ❙♦✐t f ∈ L2(Q)3 t❡❧ q✉❡

eK1/(2r(T−t)5)f ∈ L2(Q)3.

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s ❧✐♥é❛r✐sé





yt −∆y + (y · ∇)y + (y · ∇)y +∇p = f +∇∧ ((∇∧ v)1̂ω0) ❞❛♥s Q,

∇ · y = 0 ❞❛♥s Q,

y = 0 s✉r Σ,

✭✻✷✮

♦ù ❧❡ ❝♦♥trô❧❡ ❡st v✳ ❆❧♦rs✱ ♣♦✉r t♦✉t y0 ∈ V ✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ (y, p, v) ❞❡ ✭✻✷✮ t❡❧❧❡ q✉❡
y(0, ·) = y0 ❡t ♣♦✉r t♦✉t K̃1 ✈ér✐✜❛♥t 0 < K̃1 < K1✱

eK̃1(2−1/r)/2(T−t)5(∇∧ v)1̂ω0 ∈ L2((0, T ), H53(Ω)3) ∩H27((0, T ), H−1(Ω)3),

eK̃1/2(T−t)5y ∈ L2((0, T ), H2(Ω)3) ∩ L∞((0, T ), H1(Ω)3).

P♦✉r ❧❡ ❞é♠♦♥tr❡r✱ ♦♥ ❧❛✐ss❡ ❞✬❛❜♦r❞ é✈♦❧✉❡r ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❧✐❜r❡ ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉❡
❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡✈✐❡♥♥❡ très ré❣✉❧✐èr❡✳ ❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ❛❧♦rs ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ✉s✉❡❧❧❡ ❞❡ ❞✉❛❧✐té ✭❍❯▼✮ ♠❛✐s
❡♥ ❛✛❛✐❜❧✐ss❛♥t ❧❛ ♥♦r♠❡ ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ à ❞r♦✐t❡ ❞❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ✭✻✶✮ ❡t ❡♥ ❧❛ r❡♠♣❧❛ç❛♥t ♣❛r
✉♥❡ ♥♦r♠❡ ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❙♦❜♦❧❡✈ ❞✬♦r❞r❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞✳ ❖♥ rés♦✉t ❛❧♦rs ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ t②♣❡
❞❡ ✭✶✸✮ ❞❛♥s ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❙♦❜♦❧❡✈ ❞✬♦r❞r❡ é❧❡✈é✳ P❛r ❞✉❛❧✐té✱ ❝❡❝✐ ❛ ♣♦✉r ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞❡
❝ré❡r ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ✭✻✷✮ ❡♥ ✉♥ s❡♥s très ❢❛✐❜❧❡✱ ❞♦♥t ♦♥ ♣❡✉t ❞é♠♦♥tr❡r q✉✬❡❧❧❡s s♦♥t ❡♥ ❢❛✐t
❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❢❛✐❜❧❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❛❧♦rs ❧❛ ré❣✉❧❛r✐té s♦✉❤❛✐té❡ ❞❡s ❝♦♥trô❧❡s ❣râ❝❡
à ❧✬❡✛❡t ré❣✉❧❛r✐s❛♥t ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✉ t②♣❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s ❧✐♥é❛r✐sé ✳

❖♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ♣♦✉r ❝♦♥❝❧✉r❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞é❝r✐t❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡✉✈❡
❞❡ ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸ ✿ ♦♥ ❝ré❡ ✉♥ ❝♦♥trô❧❡ ré❣✉❧✐❡r û ❡♥✈♦②❛♥t y0 à 0 ♣❛r ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺ ✭❧❛
tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡ ét❛♥t ❛♣♣❡❧é❡ (ŷ, p̂)✮✱ ♦♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ✉♥ rés✉❧t❛t ❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❞✉
t②♣❡ ❞❡ ❝❡✉① ❞❡ ❬▲▼✻✽✱ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶❪ ♣♦✉r ❡♥ ❞é❞✉✐r❡ q✉❡ ❧❡s ❝♦♥trô❧❡s ❝ré❡s à ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺
s♦♥t s✉✣s❛♠♠❡♥t ré❣✉❧✐❡rs ♣♦✉r q✉❡ ❧❡✉r ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧ ❝ré❡ à ❧❛ s❡❝t✐♦♥
♣ré❝é❞❡♥t❡ ❛✐t ✉♥ s❡♥s✳ ❖♥ ♣♦s❡ ❛❧♦rs (ỹ, p̃, v) = Mû✳ ❖♥ ❡✛❡❝t✉❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❛ s♦✉str❛❝t✐♦♥
❞❡s ❞❡✉① s♦❧✉t✐♦♥s (ŷ − ỹ, p̂− p̃) ♣♦✉r ❛rr✐✈❡r à ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳

✷✳✹ ❘❡♠❛rq✉❡s ❛❞❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❡t ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s

✶✳ ❖♥ ❞✐s♣♦s❡ ✐❝✐ s❡✉❧❡♠❡♥t ❞✬✉♥ rés✉❧t❛t ❞❡ ❝♦♥trô❧❛❜✐❧✐té ❧♦❝❛❧❡✳ ■❧ s❡r❛✐t ❞♦♥❝ ✐♥tér❡ss❛♥t
❞❡ s❡ ❞❡♠❛♥❞❡r s✐ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❛❜♦✉t✐r à ✉♥ rés✉❧t❛t ❞❡ ❝♦♥trô❧❛❜✐❧✐té ❣❧♦❜❛❧❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛
♠ét❤♦❞❡ ❞✉ r❡t♦✉r✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ ♦♥ ♥❡ s✬✐♥tér❡ss❡ q✉✬à ❧❛ ❝♦♥trô❧❛❜✐❧✐té à 0✳ ❖♥ ♣♦✉rr❛✐t
❞♦♥❝ ❡ss❛②❡r ❞✬ét❡♥❞r❡ ❝❡❝✐ ❛✉ ❝♦♥trô❧❡ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✬✉♥❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥
❞❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s✱ ❝❡ q✉✐ ♥❡ s❡♠❜❧❡ ♣❛s ♣♦✉✈♦✐r s❡ ❢❛✐r❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ✐❝✐ à
❝❛✉s❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ q✉✐ ♥é❝❡ss✐t❡ ❞❡s ❧✐♥é❛r✐sés ❡①♣❧✐❝✐t❡s✳

✸✶



✸✳ ❈♦♥trô❧❛❜✐❧✐té ✉♥✐❢♦r♠❡ ❞✬✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s♣♦rt✲❞✐✛✉s✐♦♥ ❡♥ ❧✐♠✐t❡ ❞❡ ✈✐s❝♦s✐té é✈❛♥❡s❝❡♥t❡

✷✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ é♥♦♥❝é❡ ✐❝✐ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡ ❜✐❡♥ ❣râ❝❡ à ❧✬❡✛❡t ré❣✉❧❛r✐s❛♥t ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡
◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s ❧✐♥é❛r✐sé❡s q✉✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s ❝♦♥trô❧❡s ❛✉ss✐ ré❣✉❧✐❡rs
q✉❡ ❧✬♦♥ ✈❡✉t ♣♦✉r ✉♥ t❡r♠❡ s♦✉r❝❡ ❡t ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♠♦✐♥s ré❣✉❧✐❡rs✳
❈❡❝✐ ♥❡ s❡r❛✐t ♥♦t❛♠♠❡♥t ♣❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ s②stè♠❡s ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡s ❞✉ t②♣❡
éq✉❛t✐♦♥s ❞✬♦♥❞❡s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s ❝♦✉♣❧é❡s✱ ❝❛r ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❞❡s ❝♦♥trô❧❡s ré❣✉❧✐❡rs s✉r ❧❡
❧✐♥é❛r✐sé ✐❧ ❢❛✉❞r❛✐t ❛✈♦✐r ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s ré❣✉❧✐èr❡s ✭❝❢✳ ❬❉▲✵✾❪ ♦✉ ❬❊❩✶✵❪✮✳ ❉❛♥s ❝❡
❝❛s✱ ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥❞r❛✐t ✉♥ ❛♥❛❧♦❣✉❡ ❞❡ ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹
❛✈❡❝ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ✐♥✐t✐❛❧❡s très ré❣✉❧✐èr❡s ❡t ❞❡s ❝♦♥trô❧❡s ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♠♦✐♥s ré❣✉❧✐❡rs✱ ❞❡
t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬✐♥✈❡rs✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ é❝❤♦✉❡r❛✐t✳ ■❧ s❡r❛✐t ❞♦♥❝ ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡
tr♦✉✈❡r ✉♥ ♠♦②❡♥ ❞❡ r❡♠é❞✐❡r à ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ s②stè♠❡s ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡s✱
♣❡✉t✲êtr❡ ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t ❧✬❛r❣✉♠❡♥t ❞✬✐♥✈❡rs✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ✉s✉❡❧ ♣❛r ✉♥ ❛r❣✉♠❡♥t ❞❡ t②♣❡
t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ◆❛s❤✲▼♦s❡r t❡❧ q✉❡ ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❬●r♦✽✻✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✷❪✳

✸✳ ■❧ ♣♦✉rr❛✐t êtr❡ ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ s❡ ❞❡♠❛♥❞❡r s✐ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ét❡♥❞r❡ ❝❡ rés✉❧t❛t ❛✉ ❝❛s ❞✉
❝♦♥trô❧❡ ✐♥s❡♥s✐❜✐❧✐s❛♥t ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡ ❛✈❡❝ ✉♥ s❡✉❧
❝♦♥trô❧❡ s❝❛❧❛✐r❡✱ ❝❡ q✉✐ ét❡♥❞r❛✐t ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❬❈●✶✸❜❪ ♦ù ✉♥ rés✉❧t❛t ❞❡ ❝♦♥trô❧❡
✐♥s❡♥s✐❜✐❧✐s❛♥t ❞❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s ❛✈❡❝ ✉♥ ❝♦♥trô❧❡ ❛②❛♥t 2 ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❡st ❞é♠♦♥tré✳

✸ ❈♦♥trô❧❛❜✐❧✐té ✉♥✐❢♦r♠❡ ❞✬✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s♣♦rt✲❞✐✛✉s✐♦♥
❡♥ ❧✐♠✐t❡ ❞❡ ✈✐s❝♦s✐té é✈❛♥❡s❝❡♥t❡

✸✳✶ Prés❡♥t❛t✐♦♥

✸✳✶✳✐ ➱q✉❛t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s♣♦rt✲❞✐✛✉s✐♦♥

◆♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ✐❝✐ à ❧❛ ❝♦♥trô❧❛❜✐❧✐té ✉♥✐❢♦r♠❡ ❞✬✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ tr❛♥s♣♦rt✲
❞✐✛✉s✐♦♥ ✉♥✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡s✳

❙♦✐❡♥t L > 0 ❡t T > 0✳ ❙♦✐❡♥t M 6= 0 ❡t ε > 0✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s♣♦rt✲
❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦♥trô❧é❡ s✉r ❧❡ ❜♦r❞ ❣❛✉❝❤❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿





yt − εyxx +Myx = 0 ❞❛♥s (0, T )× (0, L),

y(., 0) = v(t) ❞❛♥s (0, T ),

y(., L) = 0 ❞❛♥s (0, T ),

y(0, .) = y0 ❞❛♥s (0, L).

✭✻✸✮

❖♥ ♣♦s❡ A = εyxx −Myx, ❛✈❡❝ D(A) = H1
0 (0, L) ∩ H2(0, L) ❡t H = L2(0, L)✳ ❖♥ ❛ A∗ =

εyxx +Myx ❡t D(A∗) = D(A)✳ ❖♥ ❞é♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs A ❡t A∗ s♦♥t ✭é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t
❛♣rès ❛❥♦✉t ❞✬✉♥ ❝❡rt❛✐♥ λId ❛✈❡❝ λ < 0✮ ❞✐ss✐♣❛t✐❢s✱ ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧✬♦♥ r❡♥tr❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡
❞❡ ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳

❈❤❡r❝❤♦♥s q✉❡❧ ♦♣ér❛t❡✉r B ❝♦♥✈✐❡♥t ♣♦✉r r❡♥tr❡r ❞❛♥s ❧❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❞❡ ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳
P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♦♥ ✈❛ ✐❞❡♥t✐✜❡r B∗ ❞❛♥s ✭✻✮ ❡t r❡✈❡♥✐r ❛♣rès à B✳ ❖♥ ❝❤♦✐s✐t ✐❝✐ U = R✳ ❯♥❡
♠❛♥✐èr❡ ❞❡ ♣r♦❝é❞❡r ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ zτ ∈ H1

0 (0, L) ∩H2(0, L) ❡t ✉♥❡
❝❡rt❛✐♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦rt❡ y ∈ C0([0, T ], H1

0 (0, L) ∩H2(0, L)) ∩ C1([0, T ], L2(0, L)) ❞❡ ✭✻✸✮ ✭♣♦✉r
✉♥ ❝❡rt❛✐♥ y0 ❡t ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ u s✉✣s❛♠♠❡♥t ré❣✉❧✐❡rs✮✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs ❡♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❛♥t (yt −Ay) ♣❛r
✉♥ ϕ ∈ C0([0, T ], H1

0 (0, L) ∩H2(0, L)) ∩ C1([0, T ], L2(0, L)) ❡t ❡♥ ✐♥té❣r❛♥t ♣❛r ♣❛rt✐❡s q✉❡

0 = −
∫ τ

0

∫ L

0
y(−ϕt−A∗ϕ)+

∫ L

0
y(τ, x)ϕ(τ, x)dx−ε

∫ L

0
y(0, x)ϕ(0, x)dx−

∫ τ

0
u(t)ϕx(t, 0)dt.

✸✷



■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❆✐♥s✐✱ s✐ ❧✬♦♥ ❝❤♦✐s✐t ϕ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ −ϕt − A∗ϕ = 0 ❛✈❡❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✜♥❛❧❡ zτ ❡t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡
❉✐r✐❝❤❧❡t ❛✉ ❜♦r❞✱ ♦♥ ❛

∫ L

0
y(τ, x)ϕ(τ, x)dx =

∫ L

0
y(0, x)ϕ(0, x)dx+

∫ τ

0
u(t)ϕx(t, 0)dt.

❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ❡♥ ❝♦♠♣❛r❛♥t ❛✈❡❝ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭✽✮ q✉❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t

B∗ : ϕ ∈ H1
0 (0, L) ∩H2(0, L) 7→ εϕx(0),

✐✳❡✳
B : u ∈ R 7→ εu(ϕ 7→ ϕx(0)) = −εuδ′0.

❖♥ ♦❜s❡r✈❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ ❜✐❡♥ B ∈ Lc(R, D(A∗)′)✳ ❘❡st❡ à ✈♦✐r s✐ ❝❡t ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❝♦♥trô❧❡
❡st ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ♣♦✉r ❧❡ s❡♠✐✲❣r♦✉♣❡✳ ▼❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞é♠♦♥tr❡r ✭❝❢✳ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡
❬❍❘✽✸✱ P❛❣❡ ✷✷❪✮ q✉❡ ❝❡t ♦♣ér❛t❡✉r ♥✬❡st ♣❛s ❛❞♠✐ss✐❜❧❡✳ ❊♥ ❢❛✐t✱ ✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ❞❡ ♣r♦❝é❞❡r
♣♦✉r ❧❡ r❡♥❞r❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ s❡r❛✐t ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❞❡s ❝♦♥trô❧❡s ♣❧✉s ré❣✉❧✐❡rs ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ u ∈
H1(0, T )✮ ♦✉ ❛❧♦rs ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s ♠♦✐♥s ré❣✉❧✐èr❡s ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ y0 ∈ H−1(0, L)✮✳
❉❛♥s ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ❝❛s✱ ❝♦♠♠❡ ♦♥ ❝❤❛♥❣❡ ❞✬❡s♣❛❝❡ ♣✐✈♦t ❡t ❞❡ ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡✱ B s❡r❛ ♠♦❞✐✜é
✭t♦✉t ❝♦♠♠❡ A∗✮✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞é♠♦♥tr❡r q✉❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s B s✬é❝r✐r❛✐t s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ u ∈ R 7→ (ϕ ∈
D(A) 7→ εu(∆−1ϕ)x(0)) ✭∆−1 ❞és✐❣♥❡r❛ ❧✬✐♥✈❡rs❡ ❞✉ ❧❛♣❧❛❝✐❡♥ ❉✐r✐❝❤❧❡t ❞❛♥s t♦✉t ❝❡ q✉✐ s✉✐t✮✱
♣♦✉r✈✉ q✉❡ ❧✬♦♥ ♠✉♥✐ss❡ H−1(0, L) ❞✬✉♥ ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡ ❛❞éq✉❛t ✭❝❢✳ ❬❈♦r✵✼✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✼❪✮✳ ❊♥
❢❛✐t✱ ❝♦♠♠❡ r❡♠❛rq✉é ❞❛♥s ❬❈♦r✵✼✱ ❘❡♠❛rq✉❡ ✷✳✾✽❪✱ ♦♥ ♣❡✉t q✉❛♥❞ ♠ê♠❡ s✬✐♥tér❡ss❡r à ❞❡s
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s L2 ❡t ❞❡s ❝♦♥trô❧❡s L2✱ ❛✐♥s✐ q✉✬❛✉ ❝♦ût ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t✱ q✉✐ s❡r❛ ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐
❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❝♦♠♠❡ à ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ s♦✉s ❝❡rt❛✐♥❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s❡ ♣❛ss❡r
❞❡ ❧✬❛❞♠✐ss✐❜✐❧✐té✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t q✉❛♥❞ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s ❡st ✏tr♦♣ ré❣✉❧✐❡r✑ ♣❛r
r❛♣♣♦rt à ❧✬♦♣ér❛t❡✉r B✳ ❙✐ y0 ∈ L2(0, L)✱ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s s❡♠✐✲❣r♦✉♣❡s ♥♦✉s ❞✐t q✉✬♦♥ ❛✉r❛
❡①✐st❡♥❝❡ ❡t ✉♥✐❝✐té ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ y ✈ér✐✜❛♥t s❡✉❧❡♠❡♥t y ∈ C0([0, T ], H−1(0, L))✱ ♠❛✐s ♦♥
♣❡✉t ♠♦♥tr❡r ♣❛r ❞❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❛ ♣r✐♦r✐ q✉✬❡♥ ❢❛✐t ✉♥ t❡❧ y s❡r❛ ❞❛♥s L2((0, T ) × (0, L))
❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❬❈●✵✺✱ ❆♣♣❡♥❞✐❝❡ ❆❪ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✳

❈♦♠♠❡ ❡①♣❧✐q✉é ❛✉ ❞é❜✉t ❞✉ P❛r❛❣r❛♣❤❡ ✶✳✷✳✈✱ ♦♥ s❛✐t q✉❡ ❝❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥ ❡st ❝♦♥trô❧❛❜❧❡
à 0 ❡♥ t❡♠♣s ❛r❜✐tr❛✐r❡♠❡♥t ♣❡t✐t✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❡❧❧❡ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s êtr❡ ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❝♦♥trô❧❛❜❧❡
❝❛r ♣♦✉r t♦✉t t > 0✱ à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞✉ s❡❣♠❡♥t (0, L)✱ t♦✉t❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ✭✻✸✮ ❡st ❞❡ ❝❧❛ss❡ C∞

q✉❡❧ q✉❡ s♦✐t ❧❡ ❝♦♥trô❧❡ u ∈ L2(0, T ) ❝❤♦✐s✐✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r ✐❝✐ à ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡
❞❡ ❝♦♥trô❧❛❜✐❧✐té ✉♥✐❢♦r♠❡ ✈✐s✲à✲✈✐s ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ✈✐s❝♦s✐té ε q✉❛♥❞ ❝❡❧✉✐✲❝✐ t❡♥❞ ✈❡rs 0✱
❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ét✉❞✐❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✉ ❝♦ût ❞✉ ❝♦♥trô❧❡ ♥♦♥ ♣❧✉s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞❡ T ♠❛✐s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ε à ✉♥ t❡♠♣s T > 0 ✜①é ✭❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✉ ❝♦ût ♣♦✉✈❛♥t êtr❡
é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥t s❡❧♦♥ ❧❡ t❡♠♣s ♦ù ❧✬♦♥ s❡ ♣❧❛❝❡✮✳ ❈❡s ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡s ♦♥t été ✐♥tr♦❞✉✐t❡s
❞❛♥s ❬▲✐♦✽✽❜✱ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸❪✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ q✉❡st✐♦♥ ♣❡rt✐♥❡♥t❡ ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ♦ù ✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ✉s✉❡❧❧❡
❞❡ ❞é✜♥✐r ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ✭♦✉ ❞❡ s②stè♠❡s✮ ❞❡ ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦✉ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❞❡
❍❛♠✐❧t♦♥✲❏❛❝♦❜✐ ❡st ❞❡ ❧❡s ❞é✜♥✐r ❝♦♠♠❡ ❧✐♠✐t❡s q✉❛♥❞ ❧❛ ✈✐s❝♦s✐té t❡♥❞ ✈❡rs 0 ❞❡ s②stè♠❡s
♣❛r❛❜♦❧✐q✉❡s ❝♦♠♠❡ ❡①♣❧✐q✉é ❞❛♥s ❬❑r✉✼✵❪ ♦✉ ❬▲✐♦✽✷❪ ✭❝❡ ♥✬❡st é✈✐❞❡♠♠❡♥t ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡
❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ♣✉✐sq✉❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ q✉❡ ❧✬♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ε = 0 ❞❛♥s ✭✻✸✮
❡st ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s♣♦rt ❧✐♥é❛✐r❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t rés♦✉❞r❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s
❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s✮✳ ■❧ ❡st ❞♦♥❝ ♥❛t✉r❡❧ ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ❛✉① ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❝♦♥trô❧❛❜✐❧✐té ❞❡
❧♦✐s ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❛✉ss✐ ❧❛ ❝♦♥trô❧❛❜✐❧✐té ❞✉ s②stè♠❡ ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ♣❡rt✉r❜é ♣❛r
❞❡ ❧❛ ✈✐s❝♦s✐té ❡t ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡s ✭é✈❡♥t✉❡❧s✮ ❝♦♥trô❧❡s q✉❛♥❞ ε→ 0✱ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❬●●✵✼❪
♦✉ ❬▲é❛✶✷❪✳

❆✐♥s✐✱ s✐ ❧✬♦♥ ❡st ✐♥❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❝❡ q✉✐ s❡ ♣❛ss❡ ❞é❥à ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s
❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✻✸✮ q✉✐ ❡st ❧❛ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ♣♦ss✐❜❧❡✱ ✐❧ s❡r❛✐t ✐❧❧✉s♦✐r❡ ❞❡ ✈♦✉❧♦✐r ❡♥ ❞é❞✉✐r❡ ❧❡
♠ê♠❡ t②♣❡ ❞❡ rés✉❧t❛ts s✉r ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ♣❧✉s ❝♦♠♣❧✐q✉é❡s✱ ❝❡ q✉✐ ❥✉st✐✜❡ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ✭✻✸✮✳ ❈❡
♣r♦❜❧è♠❡ ❛ été ♣♦sé ❞❛♥s ❬❈●✵✺❪ ❡t ❡st t♦✉❥♦✉rs ♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t ♦✉✈❡rt✱ ♠❛❧❣ré ❧❛ s✐♠♣❧✐❝✐té ❞❡
❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❡t ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣♦sé✳

✸✸



✸✳ ❈♦♥trô❧❛❜✐❧✐té ✉♥✐❢♦r♠❡ ❞✬✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s♣♦rt✲❞✐✛✉s✐♦♥ ❡♥ ❧✐♠✐t❡ ❞❡ ✈✐s❝♦s✐té é✈❛♥❡s❝❡♥t❡

✸✳✷ ▲❡s rés✉❧t❛ts ❛♥tér✐❡✉rs

P♦✉r ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ✭✻✸✮✱ ✐❧ ❡st r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡ ❞❡ ❝♦♠♠❡♥❝❡r
♣❛r ❝❤❡r❝❤❡r à s❛✈♦✐r s✐ ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ✭✻✸✮ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t q✉❛♥❞ ε → 0 ✈❡rs ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞✬✉♥❡
éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s♣♦rt ♦ù ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❛✉r❛✐t ❞✐s♣❛r✉✱ ❞❛♥s ❧✬❡s♣♦✐r ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❡♥
❞é❞✉✐r❡ ✭♦✉ ❛✉ ♠♦✐♥s ❞✬❛✈♦✐r ✉♥❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥ ❞❡✮ ❝❡ q✉✐ s❡ ♣❛ss❡r❛✳ ❈✬❡st ❧✬♦❜❥❡t ❞✉ t❤é♦rè♠❡
s✉✐✈❛♥t ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✻✳ ❬❈●✵✺✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶❪ ❙♦✐t y0 ∈ L2(0, L)✳ ❙♦✐t (εn)n∈N ✉♥❡ s✉✐t❡ str✐❝t❡♠❡♥t
♣♦s✐t✐✈❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡s t❡♥❞❛♥t ✈❡rs 0✳ ❙♦✐❡♥t (vn)n∈N ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ L2(0, T ) ❡t v ∈
L2(0, T ) t❡❧❧❡s q✉❡ vn ⇀ v ✭♣♦✉r ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ L2✮✳ ❆ n ✜①é✱ ♦♥ ♥♦t❡ yn ❧✬✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉
♣r♦❜❧è♠❡ 




ynt − εnynxx +Mynx = 0 ❞❛♥s (0, T )× (0, L),

yn(·, 0) = vn(t) ❞❛♥s (0, T ),

yn(·, L) = 0 ❞❛♥s (0, T ),

y(0, ·) = y0 ❞❛♥s (0, L).

✭✻✹✮

❆❧♦rs yn ∈ L2((0, T )× (0, L)) ❡t yn ⇀ y ∈ L2((0, T )× (0, L))✱ ♦ù y ❡st ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ✿

✶✳ 



yt +Myx = 0 ❞❛♥s (0, T )× (0, L),

y(·, 0) = v(t) ❞❛♥s (0, T ),

yn(·, L) = 0 ❞❛♥s (0, T ),

y(0, ·) = y0 ❞❛♥s (0, L),

✭✻✺✮

♣♦✉r M > 0✳

✷✳ 



yt +Myx = 0 ❞❛♥s (0, T )× (0, L),

y(·, 0) = 0 ❞❛♥s (0, T ),

y(·, L) = 0 ❞❛♥s (0, T ),

y(0, ·) = y0 ❞❛♥s (0, L),

✭✻✻✮

♣♦✉r M < 0✳

■♥tér❡ss♦♥s✲♥♦✉s ❞♦♥❝ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❛✉① ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❝♦♥trô❧❛❜✐❧✐té à 0 ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡
tr❛♥s♣♦rt ✭✻✺✮ ❡t ✭✻✻✮✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s M > 0✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t
é❝r✐r❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ✭✻✺✮ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡

y(t, x) = y0(x−Mt) + v(t− x/M).

▲❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s♣♦rt à ✈✐t❡ss❡ ❝♦♥st❛♥t❡ M > 0 s♦♥t r❡♣rés❡♥té❡s
s✉r ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✸✳

❖♥ ❛ ❞❡ss✐♥é ❡♥ ✈❡rt ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ q✉✐ ❞é♣❡♥❞ ❡①❝❧✉s✐✈❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ✐♥✐t✐❛❧❡
❡t ❡♥ ❜❧❡✉ ❝❡❧❧❡ q✉✐ ❞é♣❡♥❞ ❡①❝❧✉s✐✈❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ❛✉ ❜♦r❞✳ ❖♥ ✈♦✐t ❣râ❝❡ à ❝❡tt❡ ✜❣✉r❡
q✉❡ s✐ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ T ❡st tr♦♣ ♣❡t✐t ✭T < L/M✮✱ ✐❧ ♥✬② ❛ str✐❝t❡♠❡♥t ❛✉❝✉♥❡ ❝❤❛♥❝❡
❞✬❡s♣ér❡r ♦❜t❡♥✐r ❡♥ ❣é♥ér❛❧ y(T, ·) ≡ 0 ✭✐❧ s✉✣t ♣♦✉r ❝❡❧❛ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡
y0 q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ✐❞❡♥t✐q✉❡♠❡♥t ♥✉❧❧❡ ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❣❛✉❝❤❡ ❞❡ L −MT ✮✳ ▲✬éq✉❛t✐♦♥ ❡st ❞♦♥❝
♥♦♥ ❝♦♥trô❧❛❜❧❡ à 0 ♣♦✉r T < L/M ❡t ♦♥ ❞✐r❛ q✉❡ ❧❡ ❝♦ût ❞✉ ❝♦♥trô❧❡ ❡st ✐♥✜♥✐✳ ■♥✈❡rs❡♠❡♥t✱
❞ès q✉❡ T > L/M ✱ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❡st s♦rt✐❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ (0, L) ❡t ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♥❡ ❞é♣❡♥❞
♣❧✉s q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ❛✉ ❜♦r❞ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❝❤♦✐s✐r à ♥♦tr❡ ❣✉✐s❡✳ ■❧ s✉✣t ❛❧♦rs ❞❡ ♣♦s❡r
v(t) = 0 ❡♥ t♦✉t t❡♠♣s ♣♦✉r ❛ss✉r❡r q✉❡ y(T, ·) ≡ 0✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡ ❝♦ût ❞✉ ❝♦♥trô❧❡ ❡st ❛❧♦rs

✸✹



■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
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L

M
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xy0
0

L

❋✐❣✉r❡ ✸ ✕ ▲❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s♣♦rt à ✈✐t❡ss❡ str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐✈❡ ❡t
❝♦♥st❛♥t❡✳

♥✉❧✳ P♦✉r M < 0✱ ♦♥ ♣❡✉t ❢❛✐r❡ ✉♥ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t q✉❛s✐♠❡♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡ ✭❡t ♠ê♠❡ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡
♣✉✐sq✉✬❡♥ ❢❛✐t ♦♥ ♥✬❛❣✐t ♣❛s ❞✉ t♦✉t s✉r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✐❝✐✮ ❡t ❛❜♦✉t✐r ❛✉① ♠ê♠❡s ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s✳ ❈❡❝✐
❛ ✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉ ❝♦ût ❞❡s ❝♦♥trô❧❡s✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❧❡ ✈♦✐r✳ ❖♥
♥♦t❡r❛ ❞♦ré♥❛✈❛♥t CTD(ε, T, L,M) ❧❡ ❝♦ût ❞❡ ❧❛ ❝♦♥trô❧❛❜✐❧✐té ✭♣♦✉r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ✐♥✐t✐❛❧❡s L2

❡t ❞❡s ❝♦♥trô❧❡s L2✱ ♠❛✐s ♦♥ ♣♦✉rr❛✐t t♦✉t ❛✉ss✐ ❜✐❡♥ ♣r❡♥❞r❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ✐♥✐t✐❛❧❡s H−1✱ ❝❢✳
❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✮ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✻✸✮✳

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✶✳ CTD(ε, T, L,M) → +∞ q✉❛♥❞ ε→ 0 s✐ T < L/M ✳

❊①♣❧✐q✉♦♥s r❛♣✐❞❡♠❡♥t ❧✬❛r❣✉♠❡♥t q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é♠♦♥tr❡r ❝❡❝✐✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡

CTD(ε, T, L,M) 6→ +∞.

■❧ ❡①✐st❡ ❛❧♦rs ✉♥❡ s✉✐t❡ (εn)n∈N t❡♥❞❛♥t ✈❡rs 0 t❡❧❧❡ q✉❡ (CTD(εn, T, L,M))n∈N s♦✐t ✉♥❡ s✉✐t❡
❜♦r♥é❡✳ ❙♦✐t y0 ∈ L2(0, L) ❡t s♦✐t vn ❧❡ ❝♦♥trô❧❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❡♥✈♦②❛♥t y0 à 0 ❞❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✻✹✮✳
❙♦✐t T0 ∈ (T, L/M)✳ ❖♥ ét❡♥❞ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s yn ❡t vn ♣❛r 0 s✉r (T, T0) ❡t ♦♥ ♥♦t❡ ❡♥❝♦r❡ yn ❡t
vn ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❜t❡♥✉❡✳ ❊❧❧❡ ✈ér✐✜❡ ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✻✹✮ s✉r ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ t❡♠♣s (0, T0)
✭❝❛r 0 ❡st ✉♥ ♣♦✐♥t ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❞✉ s②stè♠❡ ♥♦♥ ❝♦♥trô❧é✮✳

❉✬❛♣rès ❧✬✐♥é❣❛❧✐té
||vn||L2(0,T ) 6 CTD(εn)||y0||L2(0,T ),

(||vn||)n∈N ❢♦r♠❡ ✉♥❡ s✉✐t❡ ❜♦r♥é❡ ❞❡ L2(0, T0) ❞❡ ❧❛q✉❡❧❧❡ ♦♥ ♣❡✉t ❡①tr❛✐r❡ ✉♥❡ s♦✉s✲s✉✐t❡
❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ❝♦♥✈❡r❣❡♥t❡ ✭q✉❡ ♥♦✉s ♥♦t❡r♦♥s ❡♥❝♦r❡ (vn)n∈N✮✮ ✈❡rs ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ v ∈ L2(0, T0)✳

✸✺



✸✳ ❈♦♥trô❧❛❜✐❧✐té ✉♥✐❢♦r♠❡ ❞✬✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s♣♦rt✲❞✐✛✉s✐♦♥ ❡♥ ❧✐♠✐t❡ ❞❡ ✈✐s❝♦s✐té é✈❛♥❡s❝❡♥t❡

❉✬❛♣rès ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✻✱ yn ⇀ y s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ✭✻✺✮ ♦✉ ✭✻✻✮ s❡❧♦♥ ❧❡ s✐❣♥❡ ❞❡ M ✳ ❉❛♥s t♦✉s ❧❡s ❝❛s✱
♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t y ≡ 0 s✉r (T, T0)× (0, L) ✭♣✉✐sq✉❡ ❝✬❡st ❧❡ ❝❛s ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s yn✮✱ ❝❡ q✉✐ ❡st
❛❜s✉r❞❡ ✭✐❧ s✉✣t ❞❡ ❝❤♦✐s✐r y0 ♥♦♥ ✐❞❡♥t✐q✉❡♠❡♥t ♥✉❧ s✉r ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❣❛✉❝❤❡ ❞❡ L−MT0✮✳

P❛r ❝♦♥tr❡✱ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ é♥♦♥❝é ❞❛♥s ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✻ ♥❡ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r
❛✉❝✉♥ rés✉❧t❛t ♣♦s✐t✐❢✳ ■❧ ❡st ♥é❛♥♠♦✐♥s ♥❛t✉r❡❧ ❞❡ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡r q✉❡ CTD(ε, T, L,M) → 0 q✉❛♥❞
ε→ 0 ❞ès q✉❡ T > L/|M |✳ ❈❡❝✐ ❡st ❛✉ ♠♦✐♥s ♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t ❢❛✉① à ❝❛✉s❡ ❞✉ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✼✳ ❬❈●✵✺❪ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ C t❡❧❧❡ q✉❡ CTD(ε, T, L,M) > Ce
C
ε ❞ès q✉❡

T < L/M ♣♦✉r M > 0 ❡t T < 2L/|M | ♣♦✉r M < 0✳

❈❡ rés✉❧t❛t ❡st très s✉r♣r❡♥❛♥t à ❝❛✉s❡ ❞✉ ❢❛❝t❡✉r 2 ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s M < 0✱ ❞♦♥t ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ♥✬❡st
♣❛s ❡♥❝♦r❡ très ❜✐❡♥ ❝♦♠♣r✐s❡✳ ❈❡❧❛ ♣❡r♠❡t ❞❡ r❡❢♦r♠✉❧❡r ❧❛ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡
s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

❈♦♥❥❡❝t✉r❡ ✸✳ ❬❈●✵✺❪

✶✳ ❙✐ M > 0✱ ❛❧♦rs CTD(ε, T, L,M) → 0 q✉❛♥❞ ε→ 0 ♣♦✉r T > L/|M |✳

✷✳ ❙✐ M < 0✱ ❛❧♦rs CTD(ε, T, L,M) → 0 q✉❛♥❞ ε→ 0 ♣♦✉r T > 2L/|M |✳

❆ ❝❡ ❥♦✉r✱ ❝❡tt❡ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ❞❡♠❡✉r❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ♦✉✈❡rt✳ ❖♥ ♣❡✉t ♥é❛♥♠♦✐♥s ❞é♠♦♥tr❡r
q✉✬❡♥ t❡♠♣s s✉✣s❛♠♠❡♥t ❣r❛♥❞✱ ♦♥ ❛ ❜✐❡♥ ✉♥✐❢♦r♠❡ ❝♦♥trô❧❛❜✐❧✐té ✭❡t ♠ê♠❡ ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡
❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ❞✉ ❝♦ût ❞✉ ❝♦♥trô❧❡✮ ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✽✳ ❬❈●✵✺❪

✶✳ ❙✐ M > 0✱ ❛❧♦rs CTD(ε, T, L,M) 6 Ce
−C
ε q✉❛♥❞ ε ❡st ♣❡t✐t ♣♦✉r T > 4.3L/|M |✳

✷✳ ❙✐ M < 0✱ ❛❧♦rs CTD(ε, T, L,M) 6 Ce
−C
ε q✉❛♥❞ ε ❡st ♣❡t✐t ♣♦✉r T > 57.2L/|M |✳

❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ❝❡ rés✉❧t❛t ❡st ❛ss❡③ ❧♦✐♥ ✭♥♦t❛♠♠❡♥t ♣♦✉r M < 0✮ ❞❡ ❝❡ q✉❡ q✉✐ ❡st
❝♦♥❥❡❝t✉ré✳ ❈❡❧❛ ✈✐❡♥t ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ❞é♠♦♥tr❡r ❝❡s rés✉❧t❛ts✱ à s❛✈♦✐r ❧❡s ✐♥é❣❛✲
❧✐tés ❞❡ ❈❛r❧❡♠❛♥ ✿ ❝❡❧❧❡s✲❝✐ s♦♥t très ✉t✐❧❡s ♣♦✉r ❞é♠♦♥tr❡r ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❛❜✐❧✐té ♠❛✐s
❡❧❧❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ✈r❛✐♠❡♥t ❛❞❛♣té❡s ♣♦✉r ❡st✐♠❡r ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ✐♥t❡r✈❡♥❛♥t ❞❛♥s
❧❡ ❝♦ût ❞✉ ❝♦♥trô❧❡✳

❈❡s rés✉❧t❛ts ♦♥t été ❛♠é❧✐♦rés ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✾✳ ❬●❧❛✶✵❪

✶✳ ❙✐ M > 0✱ ❛❧♦rs CTD(ε, T, L,M) 6 Ce
−C
ε q✉❛♥❞ ε ❡st ♣❡t✐t ♣♦✉r T > 4.2L/|M |✳

✷✳ ❙✐ M < 0✱ ❛❧♦rs CTD(ε, T, L,M) 6 Ce
−C
ε q✉❛♥❞ ε ❡st ♣❡t✐t ♣♦✉r T > 6.1L/|M |✳

▲❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❡st s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ♠♦♠❡♥ts ✭♠❛✐s ❛♣♣❧✐q✉é❡ à ❧✬❛❞❥♦✐♥t
♣❧✉tôt q✉✬❛✉ s②stè♠❡ ❧✉✐✲♠ê♠❡✮✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛✉ss✐ s✐❣♥❛❧❡r ✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s rés✉❧t❛ts
❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ s✉♣ér✐❡✉r❡ ❡t ♣♦✉r ❞❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡ ✈✐t❡ss❡s ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞✉ t❡♠♣s ❡t ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡
❞❛♥s ❬●▲✵✼❪ ✭♠❛✐s s❛♥s ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣ré❝✐s❡ s✉r ❧❡ t❡♠♣s à ♣❛rt✐r ❞✉q✉❡❧ ♦♥ ❛ ❝♦♥trô❧❛❜✐❧✐té
✉♥✐❢♦r♠❡✮✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❬●●✵✽❪ ❡t ❬●●✵✾❪ q✉✐ s✬✐♥tér❡ss❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t à ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡
❞✐s♣❡rs✐♦♥ é✈❛♥❡s❝❡♥t❡ ❡t s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❡t ❞✐s♣❡rs✐♦♥ é✈❛♥❡s❝❡♥t❡✳

✸✻



■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

✸✳✸ ❘és✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❡t ♠ét❤♦❞❡s ✉t✐❧✐sé❡s

❏✬❛✐ ❞é♠♦♥tré ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✶✵✳ ❬▲✐s✶✷❪

✶✳ ❖♥ s❡ ♣❧❛❝❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù M > 0✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡

T >
2
√
3L

M
.

■❧ ❡①✐st❡ ❛❧♦rs ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s C,K > 0 ✭❞é♣❡♥❞❛♥t é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❞❡ T ✱ M ❡t L✮ t❡❧❧❡s
q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ε ∈ (0, 1)✱

CTD(ε, T, L,M) 6 Ce−
K
ε .

❉❡ ♣❧✉s✱ s✐ ❧✬♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❛ ❈♦♥❥❡❝t✉r❡ ✶ ❡st ✈ér✐✜é❡✱ ❛❧♦rs ♦♥ ❛ ❧❡ ♠ê♠❡ rés✉❧t❛t ❞ès
q✉❡

T >
2L

M
.

✷✳ ❖♥ s❡ ♣❧❛❝❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù M < 0✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡

T >
(2
√
3 + 2)L

|M | .

■❧ ❡①✐st❡ ❛❧♦rs ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s C,K > 0 ✭❞é♣❡♥❞❛♥t é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❞❡ T ✱ M ❡t L✮ t❡❧❧❡s
q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t ε ∈ (0, 1)✱

CTD(ε, T, L,M) 6 Ce−
K
ε .

❉❡ ♣❧✉s✱ s✐ ❧✬♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❈♦♥❥❡❝t✉r❡ ✶ ❡st ✈ér✐✜é❡✱ ❛❧♦rs ♦♥ ❛ ❧❡ ♠ê♠❡ rés✉❧t❛t ❞ès
q✉❡

T >
4L

|M | .

❈❡ rés✉❧t❛t ❡st ✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ r❡♠❛rq✉❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡

u(t, x) := e
M2t
4ε2

−Mx
2ε y(

t

ε
, x),

❛✈❡❝ y ✈ér✐✜❛♥t ✭✻✸✮✳ u ❡st ❞é✜♥✐ s✉r (0, εT )× (0, L) ❡t ✈ér✐✜❡ ❛❧♦rs ✭✶✾✮ s✉r (0, εT )× (0, L)

❛✈❡❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ u0(x) := e
−Mx
2ε y0(x) ❡t ❝♦♥trô❧❡ w(t) := e

M2t
4ε2 v(t/ε)✳

❖♥ ✈♦✐t ❞♦♥❝ q✉✬♦♥ ♣❡✉t à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❝❡tt❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ r❛♠❡♥❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝♦♥trô✲
❧❛❜✐❧✐té ✉♥✐❢♦r♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t à ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❛❜✐❧✐té ❡♥ t❡♠♣s ♣❡t✐t ♣♦✉r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡
❧❛ ❝❤❛❧❡✉r ✭♦♥ ❛ ❛♠❡♥é ❧❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❡♥ ε ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✻✸✮ ❞❛♥s ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ t❡♠♣s✮✳ ❖♥
♣❡✉t ❞♦♥❝ ❛♣♣❧✐q✉❡r à u ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞é❝r✐ts ❞❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✷ ✱ ❡t ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té
α∗ 6 3/4✱ ❡t à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧à ❡st✐♠❡r CTD(T, L,M, ε) à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ CD(ε(T − T0), L) ♣♦✉r t♦✉t
T0 ∈ (0, T )✱ ❡♥ ❧❛✐ss❛♥t é✈♦❧✉❡r ❧❡ s②stè♠❡ ❧✐❜r❡♠❡♥t ❥✉sq✉✬à ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ t❡♠♣s T0✱ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✉
❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿

✸✼



✸✳ ❈♦♥trô❧❛❜✐❧✐té ✉♥✐❢♦r♠❡ ❞✬✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s♣♦rt✲❞✐✛✉s✐♦♥ ❡♥ ❧✐♠✐t❡ ❞❡ ✈✐s❝♦s✐té é✈❛♥❡s❝❡♥t❡

▲❡♠♠❡ ✷✳ P♦✉r t♦✉t T0 < T ✱ ♦♥ ❛





CTD(T, L,M, ε) 6
e−

M2T0
4ε√
ε

CD(ε(T − T0), L) s✐ M > 0,

CTD(T, L,M, ε) 6
e−

M2T0
4ε

+
|M|L
2ε√

ε
CD(ε(T − T0), L) s✐ M < 0.

✭✻✼✮

❊♥ ♦♣t✐♠✐s❛♥t ❧❡ ♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡ T0 s✉r ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ (0, T )✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✶✵ ❡♥
❞✐st✐♥❣✉❛♥t ❧❡s ❝❛s M > 0 ❡t M < 0✳

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✱ ♦♥ ♣❡✉t ❡♥ ❢❛✐t ❛❧❧❡r ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ❧♦✐♥ ❡t ❛✉ss✐ ❢❛✐r❡ ✉♥ ❧✐❡♥
❡♥tr❡ ❧❛ ❈♦♥❥❡❝t✉r❡ ✷ ❡t ❧❛ ❈♦♥❥❡❝t✉r❡ ✸✱ ❝♦♠♠❡ ❡①♣❧✐q✉é ❞❛♥s ❬▲✐s✶✸❛❪ ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✶✶✳ ❬▲✐s✶✸❛❪ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❛ ❈♦♥❥❡❝t✉r❡ ✸✳✶✳✷ ❡st ✈ér✐✜é❡✳ ❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s
❝♦♥st❛♥t❡s C,K > 0 ✭❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥t ♣❛s ❞❡ ε ♠❛✐s ❞é♣❡♥❞❛♥t é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❞❡ T ✱ M ❡t L✮
t❡❧❧❡s q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ε ∈ (0, 1)✱

CTD(T, L, ε,M) 6 Ce−
K
ε

❞ès q✉❡

✶✳ T > L/M s✐ M > 0✱

✷✳ T > (1 +
√
2)L/|M | s✐ M < 0✳

▲❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✶✶ ❡st ♣❧✉tôt s✉r♣r❡♥❛♥t ❝❛r s✐ ♦♥ ❧❡ ❝♦♠♣❛r❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✶✵✱ ✐❧ s❡♠❜❧❡
✐♥❞✐q✉❡r q✉❡ ❧❛ ❈♦♥❥❡❝t✉r❡ ✷ ❡st ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ❢♦rt❡ q✉❡ ❧❛ ❈♦♥❥❡❝t✉r❡ ✶✳ ❈❡❝✐ ♥✬❡st ♣❛s
très ✐♥t✉✐t✐❢ ❝❛r ♦♥ ♣♦✉rr❛✐t ♣❡♥s❡r q✉❡ ❧❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ❞✐ss✐♣❛t✐❢ ❞✉ s②stè♠❡ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ❧❛
❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❡♥tr❡ T ❡t +∞ ❡st ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡
❡♥tr❡ 0 ❡t T ✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✶✶ ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❛♥s ❧❛ ♠❡s✉r❡ ♦ù ✐❧ ♣❡r♠❡t ❞❡ ✈♦✐r q✉❡
❞é♠♦♥tr❡r ❧❛ ❈♦♥❥❡❝t✉r❡ ✷ rés♦✉❞r❛ s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t ❧❛ ❈♦♥❥❡❝t✉r❡ ✶ ✭❝❢✳ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✮ ❡t ❧❛
❈♦♥❥❡❝t✉r❡ ✸ ❛✉ ♠♦✐♥s ♣♦✉r M > 0✳ ❈❡ t❤é♦rè♠❡ s✉❣❣èr❡ ❞♦♥❝ q✉✬✐❧ ❡st ♣❧✉s ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡
s✬❛tt❛q✉❡r ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t à ❧❛ ❈♦♥❥❡❝t✉r❡ ✷✳

P♦✉r ❞é♠♦♥tr❡r ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✶✶✱ ♦♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ❡✛❡❝t✉❡r ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞✬✐♥❝♦♥♥✉❡s
s❡♠❜❧❛❜❧❡ à ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ψ0 ∈ H1

0 (0, L) ❡t ψ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉
♣r♦❜❧è♠❡ ❛❞❥♦✐♥t ✿ 




ψt − εψxx −Mψx = 0 ✐♥ (0, T )× (0, L),

ψ(·, 0) = 0 ✐♥ (0, T ),

ψ(·, L) = 0 ✐♥ (0, T ),

ψ(0, ·) = ψ0 ✐♥ (0, T ).

❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡

ϕ(t, x) := e
M2t
4ε2

+Mx
2ε ψ(

t

ε
, x).

ϕ ❡st ♠❛✐♥t❡♥❛♥t s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✷✮ s✉r ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ (0, εT )✳ ❖♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ à ϕ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té
✭✷✽✮✳ ❖♥ r❡str❡✐♥t ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ à ❣❛✉❝❤❡ ❞❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ✭✷✽✮ à ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ (εaT, εT ) ❛✈❡❝
a ∈ (0, 1) ♣r♦❝❤❡ ❞❡ 1 ❡t à ❞r♦✐t❡ s✉r ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ (0, εbT ) ❛✈❡❝ b > 0 ♣r♦❝❤❡ ❞❡ 0 ♣✉✐s ♦♥
❛♣♣❧✐q✉❡ ✉♥❡ é❣❛❧✐té ❞❡ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ♣♦✉r ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ✭✷✷✮✳ ❖♥ r❡♠♣❧❛❝❡ ❡♥s✉✐t❡
ϕ ♣❛r ❝❡ q✉❡ ❝❡❧❛ ✈❛✉t ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ψ ❞❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ ❈♦♥❥❡❝t✉r❡ ✷✱ ♣✉✐s ♦♥
❞✐st✐♥❣✉❡ ❧❡s ❝❛s M > 0 ❡t M < 0 ♣♦✉r ❝♦♥❝❧✉r❡✳

✸✽



■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

✸✳✹ ❘❡♠❛rq✉❡s ❛❞❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❡t ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s

✶✳ ❉❛♥s ❧❡s ❚❤é♦rè♠❡s ✶✵ ❡t ✶✶✱ ♦♥ ♣❡✉t ❡♥ ré❛❧✐té ❝❤♦✐s✐r ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s ❞❛♥s
H−1(0, L)✳

✷✳ ●râ❝❡ ❛✉ ❧✐❡♥ ❢❛✐t ❡♥tr❡ ❧❛ ❈♦♥❥❡❝t✉r❡ ✶ ❡t ❧❛ ❈♦♥❥❡❝t✉r❡ ✸✱ ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♠❛✲
❥♦r❛t✐♦♥ ❞❡ α∗ ❢♦✉r♥✐r❛ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ✉♥ t❡♠♣s ♣❧✉s ♣❡t✐t ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ❧❛ ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡
❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ❞✉ ❝♦ût ❞✉ ❝♦♥trô❧❡ ❡st ✈ér✐✜é❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♦♥ ♥❡ ♣♦✉rr❛ ❥❛♠❛✐s ré✉ss✐r
à ❛❧❧❡r ❥✉sq✉✬à ❧❛ ❈♦♥❥❡❝t✉r❡ ✸✳ ❆ ♣r✐♦r✐✱ ♦♥ ♥✬❛ ❛✉❝✉♥❡ r❛✐s♦♥ ❞❡ ♣❡♥s❡r à ❧✬✐ss✉❡ ❞❡ ❝❡
tr❛✈❛✐❧ q✉❡ ❧❛ ❈♦♥❥❡❝t✉r❡ ✸ ♣♦✉rr❛✐t êtr❡ ❢❛✉ss❡ ❝❛r ❧❡ ❢❛✐t ❞❡ ❧❛✐ss❡r ❧❡ s②stè♠❡ é✈♦❧✉❡r
❧✐❜r❡♠❡♥t ♣❡♥❞❛♥t ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ t❡♠♣s ❛ ♣❡✉ ❞❡ ❝❤❛♥❝❡s ❞✬êtr❡ ♦♣t✐♠❛❧✱ ❡t ❝❡❝✐ ❞✬❛✉t❛♥t
♣❧✉s q✉❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♥✉♠ér✐q✉❡s ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❬❙❛❧✵✾❪ s❡♠❜❧❡♥t ✐♥❞✐q✉❡r q✉✬❛✉ ♠♦✐♥s
❞❛♥s ❧❡ ❝❛s M > 0✱ ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ α∗ ♥❡ ♣❡✉t ❡①❝é❞❡r 1.6✳

✸✳ ▲❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻ ♥❡ s❡♠❜❧❡ ♣❛s ♣♦✉✈♦✐r s❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡r ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ é✈✐❞❡♥t❡ ❛✉ ❝❛s ♦ù ❧❛
✈✐t❡ss❡ ❞é♣❡♥❞r❛✐t ❞✉ t❡♠♣s ❡t✴♦✉ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡✱ ❡t ♣❛s ♥♦♥ ♣❧✉s ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ s✉♣ér✐❡✉r❡✳

✹✳ P♦✉r ét❛❜❧✐r ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✶✵✱ ♦♥ ♥✬❛❣✐t ♣❛s ♣❡♥❞❛♥t ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ❧❛♣s ❞❡ t❡♠♣s✳ ❯♥❡ ✐❞é❡
❞✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ s❡r❛✐t ❞♦♥❝ ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ❞✬❛❣✐r ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♣♦✉r ❛❝❝é❧ér❡r ❧❛
❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❛✉ ❞é❜✉t ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s✮ q✉✐ ♥❡ ❝♦ût❡ ♣❛s tr♦♣ ❝❤❡r ♣♦✉r ♥❡
♣❛s tr♦♣ ❝❤❛♥❣❡r ❧❡ ❝♦ût ❞✉ ❝♦♥trô❧❡ ❞❛♥s ❧❡s ✐♥é❣❛❧✐tés ✭✻✼✮✳

✺✳ ■❧ ♣♦✉rr❛✐t êtr❡ ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ✈♦✐r s✐ ❧❡ ♠ê♠❡ ❣❡♥r❡ ❞❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣❡r♠❡ttr❛✐t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡
❞❡ ❞é❞✉✐r❡ ❞❡ rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❛❜✐❧✐té ❡♥ t❡♠♣s ♣❡t✐t ♣♦✉r ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ t②♣❡ ❑❞❱
❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts ♣♦✉r ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ t②♣❡ ❑❞❱ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ✭♦✉ ❞✐✛✉s✐♦♥✲
❞✐s♣❡rs✐♦♥✮ é✈❛♥❡s❝❡♥t❡✱ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts s✉r ❧❡ ❝♦ût ❞❡s ❝♦♥trô❧❡s r❛♣✐❞❡s ♣♦✉r ❞❡
t❡❧❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞♦♥♥és ❞❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳

✻✳ ▲❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✶✶ ♣❡r♠❡t ❞❡ r❡tr♦✉✈❡r ❧❛ ❈♦♥❥❡❝t✉r❡ ✸ ♣♦✉r M > 0✳ ❈❡❧❛ ♣❡✉t ❧❛✐ss❡r
♣❡♥s❡r q✉❡ ❧❛ ❈♦♥❥❡❝t✉r❡ ✸ ♥✬❡st ♣❛s ❧❛ ❜♦♥♥❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s M < 0 ❡t q✉✬❡❧❧❡ ♣♦✉rr❛✐t
é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t êtr❡ r❡♠♣❧❛❝é❡ ♣❛r ❝❡ q✉✐ ❡st tr♦✉✈é ❞❛♥s ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✶✶✱ à s❛✈♦✐r T >
(1 +

√
2)L/|M | ♣♦✉r M < 0✳

✹ ❈♦♥trô❧❛❜✐❧✐té ✉♥✐❢♦r♠❡ ❞✬✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s♣♦rt✲❞✐✛✉s✐♦♥
❛✈❡❝ tr❛♥s♣♦rt ❞é❣é♥éré

✹✳✶ Prés❡♥t❛t✐♦♥

❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r à ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛♥❛❧♦❣✉❡ à ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✱
♠❛✐s ❛✈❡❝ ✉♥❡ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ tr❛♥s♣♦rt ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡♥ ❡s♣❛❝❡ ❡t ❞é❣é♥ér❛♥t s✉r ❧❡ ❜♦r❞ ❣❛✉❝❤❡ ❞❡
❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞✬❡s♣❛❝❡✳ ❙♦✐❡♥t L > 0✱ T > 0 ❡t ε > 0✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ α ∈ (0, 1) ✭α = 0 ❝♦rr❡s♣♦♥❞
à ❝❡ q✉✐ ❛ été ❢❛✐t ❞❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✱ ❡t ❧❡ ❝❛s α > 1 ❡st tr♦♣ ❞é❣é♥éré✮ ❡t ♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡ à
❧✬éq✉❛t✐♦♥





yt − εyxx + xαyx = 0 ❞❛♥s (0, T )× (0, L),

y(0, x) = y0(x) ❞❛♥s (0, L),

y(t, 0) = u(t) ❞❛♥s (0, T ).

✭✻✽✮

❛✈❡❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ y0 ∈ L∞(0, L) ❡t ❝♦♥trô❧❡ u ∈ L∞(0, L)✳ ❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❝❡ q✉✐ ❛ été
❢❛✐t ❞❛♥s ❧❡s s❡❝t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✱ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛t ❡t ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❞❡s ❡s♣❛❝❡s
❞❡ ❍✐❧❜❡rt✳ ❖♥ ❛❞♠❡t ✐❝✐ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ✉♥❡ t❤é♦r✐❡ s❡♠❜❧❛❜❧❡ à ❝❡ q✉✐ ❡st ❢❛✐t ❞❛♥s

✸✾



✹✳ ❈♦♥trô❧❛❜✐❧✐té ✉♥✐❢♦r♠❡ ❞✬✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s♣♦rt✲❞✐✛✉s✐♦♥ ❛✈❡❝ tr❛♥s♣♦rt ❞é❣é♥éré

❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✷ ❡t q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ ♥♦t❛♠♠❡♥t ✉♥ éq✉✐✈❛❧❡♥t ❞❡ ❧❛ ❞✉❛❧✐té ♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té✲❝♦♥trô❧❛❜✐❧✐té
❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ x 7→ xα ét❛♥t ❞❛♥s L∞(0, L)✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞é♠♦♥tr❡r ❧❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ❜✐❡♥ ♣♦sé ❞❡ ❝❡
s②stè♠❡ ✭♦♥ ♣❡✉t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❝♦♥s✉❧t❡r ❬▲✐❡✾✻❪✮✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝♦♠♠❡ ♣ré❝✐sé ❞❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✱
♦♥ s❛✐t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❬❋■✾✻❛❪ q✉✬à ε ✜①é ❝❡ s②stè♠❡ ❡st ❝♦♥trô❧❛❜❧❡ à 0 ❡♥
t❡♠♣s ❛r❜✐tr❛✐r❡♠❡♥t ♣❡t✐t ♣♦✉r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ✐♥✐t✐❛❧❡s L2(0, L) ❡t ❞❡s ❝♦♥trô❧❡s H1(0, T )✱ ❝❡
q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❛ ❢♦rt✐♦r✐ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥trô❧❡r ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s L∞(0, L) ♣❛r ❞❡s ❝♦♥trô❧❡s
L∞(0, L)✳ ❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r à ❧❛ ❝♦♥trô❧❛❜✐❧✐té
✉♥✐❢♦r♠❡ q✉❛♥❞ ε→ 0 ❞❡ ❝❡tt❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s✳ ❖♥ ♥♦t❡ CTDdeg(ε, T, L) ❧❡ ❝♦ût ❞✉ ❝♦♥trô❧❡✳
❈❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡ q✉❡ ❧❡ ♣ré❝é❞❡♥t ❡t s♦✉❧è✈❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❛✉tr❡s q✉❡st✐♦♥s
♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ✐♥tér❡ss❛♥t❡s✳

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ♣♦✉r ❝♦♠♠❡♥❝❡r ❧❡ s②stè♠❡ ❧✐♠✐t❡





yt + xαyx = 0 ❞❛♥s (0, T )× (0, L),

y(0, x) = y0(x) ❞❛♥s (0, L),

y(t, 0) = u(t) ❞❛♥s (0, T ).

✭✻✾✮

■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s♣♦rt ♥♦♥ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ à ✈✐t❡ss❡ xα✳ ■❧ ♥✬❡st ♣❛s ❝❧❛✐r q✉❡ ❝❡
s②stè♠❡ ❡st ❜✐❡♥ ♣♦sé ♣♦✉r ❞❡✉① r❛✐s♦♥s✳

✶✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ r❛✐s♦♥ ♣r♦✈✐❡♥t ❞❡ ❧❛ ré❣✉❧❛r✐té ❞✉ t❡r♠❡ ❞❡ ✈✐t❡ss❡ b(x) := xα✳ P♦✉r rés♦✉❞r❡
❝❡ t②♣❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♠♠❡♥❝❡r ♣❛r t❡♥t❡r ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ❝❛r❛❝té✲
r✐st✐q✉❡s✳ ❊♥ ❣é♥ér❛❧ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ❞❡s ré❣✉❧❛r✐tés s✉r ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ ✈✐t❡ss❡ b ✭à
s❛✈♦✐r q✉❡ b ❞♦✐t êtr❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧✐♣s❝❤✐t③✐❡♥♥❡✱ ❝❢✳ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❬P❡r✶✵✱ ❆♥♥❡①❡ ❆❪ ♦ù
✉♥❡ ét✉❞❡ ❛✉t♦✲❝♦♥t❡♥✉❡ ❡t r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❝♦♠♣❧èt❡ ❞❡ ❝❡ t②♣❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❡st ♠❡♥é❡✮ q✉✐
♥❡ s♦♥t ♣❛s s❛t✐s❢❛✐t❡s ✐❝✐✳

✷✳ ▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ r❛✐s♦♥ ❡st q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❧❛❝❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛✉ ❜♦r❞ u à ❧✬❡♥❞r♦✐t ♦ù ❧❛ ✈✐t❡ss❡ b
❞é❣é♥èr❡✱ ❝❡ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ✉s✉❡❧✳ ■❧ ② ❛ t♦✉t ❞❡ ♠ê♠❡ ✉♥ ❡s♣♦✐r ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ♣r♦♣❛❣❡r ❝❡tt❡
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛✉ ❜♦r❞ à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡✱ ❝❛r ♠ê♠❡ s✐ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ b ❡st ♥✉❧❧❡ ❡♥ x = 0✱
❧✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ b′ ❡♥ x = 0 ❡st ✐♥✜♥✐❡✳

◆♦✉s ❞❡✈♦♥s ❞♦♥❝ ❛✈❛♥t t♦✉t r❡❞é✜♥✐r ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ♣♦✉r ✭✻✾✮ ❡t ❞é♠♦♥tr❡r
q✉❡ ❞❡ t❡❧❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s s♦♥t ✉♥✐q✉❡s✳

❯♥ ❛✉tr❡ ♣r♦❜❧è♠❡ rés✐❞❡ ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣❛r❛❜♦❧✐q✉❡ ✭✻✽✮ ✈❡rs ❧❡ ♣r♦✲
❜❧è♠❡ ❞❡ tr❛♥s♣♦rt ✭✻✾✮✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ à ❝❛✉s❡ ❞❡ ❧✬❡✛❡t ré❣✉❧❛r✐s❛♥t ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ♣❛r❛❜♦❧✐q✉❡s✱ ❧❡s
s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ✭✻✽✮ s♦♥t ❜✐❡♥ ♣❧✉s ré❣✉❧✐èr❡s q✉❡ ❝❡❧❧❡s ❞❡ ✭✻✾✮ ❡t ♦♥ ♣❡✉t ♦❜s❡r✈❡r q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡r❞
♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛✉ ❜♦r❞ ❡♥ ♣❛ss❛♥t à ❧❛ ❧✐♠✐t❡✳ ◆♦✉s ✈❡rr♦♥s ♣❧✉s t❛r❞ ❝♦♠♠❡♥t
r❡♠é❞✐❡r à ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✳ ❯♥❡ ❢♦✐s ❝❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ré❣❧és✱ ♦♥ ♣♦✉rr❛ s✬✐♥tér❡ss❡r ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡
❝♦♥trô❧❛❜✐❧✐té✳

✹✳✷ ▲❡s rés✉❧t❛ts ❛♥tér✐❡✉rs

❖♥ ❛ ❞❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✸ ❞é✈❡❧♦♣♣é ❧❡s rés✉❧t❛ts ❝♦♥♥✉s ♣♦✉r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s♣♦rt✲❞✐✛✉s✐♦♥
à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❝♦♥st❛♥ts ❡t ♣♦✉r ❧❡s ❧✐♠✐t❡s é✈❛♥❡s❝❡♥t❡s ❞❡ ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥s✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡
❧❛ ❝♦♥trô❧❛❜✐❧✐té ✉♥✐❢♦r♠❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ tr❛♥s♣♦rt✲❞✐✛✉s✐♦♥ ❛✈❡❝ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ tr❛♥s♣♦rt ♥♦♥
❝♦♥st❛♥t ♥✬❛ à ♠❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ été ét✉❞✐é q✉❡ ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬●▲✵✼❪✱ ♦ù ❧❡s ❛✉t❡✉rs ❝♦♥s✐❞èr❡♥t
✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ♣♦sé❡ s✉r ✉♥ ♦✉✈❡rt ❜♦r♥é ❞❡ R

n ❛✈❡❝ ❝♦♥trô❧❡ ✐♥t❡r♥❡ ♦✉ ❢r♦♥t✐èr❡✱ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡
♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♣♦✉✈❛♥t ❞é♣❡♥❞r❡ s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ t❡♠♣s ❡t ❞✬❡s♣❛❝❡✳ ▲❡ rés✉❧t❛t
♦❜t❡♥✉ ♣❛r ❧❡s ❛✉t❡✉rs ❡st ❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿ s✐ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❡st ♣❡t✐t ✭❛ss❡③ ♣❡t✐t ♣♦✉r q✉✬✐❧
❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ q✉✐ ♥✬✐♥t❡rs❡❝t❡ ♣❛s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❡t ❡t ♥❡ s♦rt❡ ♣❛s ❞❡ Ω✮✱

✹✵



■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

♦♥ ❛ ❡①♣❧♦s✐♦♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ❞✉ ❝♦ût ❞✉ ❝♦♥trô❧❡ q✉❛♥❞ ❧❛ ✈✐s❝♦s✐té t❡♥❞ ✈❡rs 0✳ ■♥✈❡rs❡♠❡♥t✱
❡♥ t❡♠♣s ❣r❛♥❞ ✭♣❧✉s ❣r❛♥❞ q✉✬✉♥ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❞✉ t❡♠♣s ❞❡ s♦rt✐❡ ❞❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s✮✱ ♦♥ ❛✉r❛
❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ❞✉ ❝♦ût ❞✉ ❝♦♥trô❧❡ q✉❛♥❞ q✉❛♥❞ ❧❛ ✈✐s❝♦s✐té t❡♥❞ ✈❡rs 0✳ ▼❛❧❤❡✉✲
r❡✉s❡♠❡♥t✱ ❧❡s ré❣✉❧❛r✐tés ❡①✐❣é❡s ♣♦✉r ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝❡t ❛rt✐❝❧❡ ♥❡ ♣❡r♠❡tt❡♥t ♣❛s
❞❡ s✬❡♥ s❡r✈✐r ❞❛♥s ♥♦tr❡ ❝❛s✳

✹✳✸ ❘és✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❡t ♠ét❤♦❞❡s ✉t✐❧✐sé❡s

❈♦♠♠❡ ❝❡❧❛ ❛ été ❡①♣❧✐q✉é ❞❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✱ ✐❧ ♣❛r❛ît r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡ ❞❡ ❝♦♠♠❡♥❝❡r ♣❛r
❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❡♥ q✉❡❧ s❡♥s ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ✭✻✽✮ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t ✈❡rs ❝❡❧❧❡s ❞❡ ✭✻✾✮✳ P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱
✐❧ ❢❛✉t ❝♦♠♠❡♥❝❡r ♣❛r ❞♦♥♥❡r ✉♥ s❡♥s ❛✉① s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ✭✻✾✮✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ♣♦✉r ❝♦♠♠❡♥❝❡r ✉♥
❡s♣❛❝❡ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s ré❣✉❧✐èr❡s

Cα([0, T ]× [0, L]) := {g ∈ C0([0, T ]× [0, L]|gt ∈ C0([0, T ]× [0, L]), xαgx ∈ C0([0, T ]× [0, L])}
✭✼✵✮

❡t ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s t❡sts

Sα((0, T )× (0, L)) :=W 1,1((0, T ), L1(0, L)) ∩ L1((0, T ),W 1
α(0, L)), ✭✼✶✮

♦ù
W 1

α(0, L) := {ϕ ∈ L1(0, L)|(xαϕ)x ∈ L1(0, L)}.
▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s g ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à Sα((0, T )× (0, L) ✈ér✐✜❡♥t ♥♦t❛♠♠❡♥t q✉❡

xαg ∈ C0([0, L], L1(0, T )), ✭✼✷✮

g ∈ C0([0, T ], L1(0, L)), ✭✼✸✮

❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉❡ xαg(t, x) ❛ ✉♥ s❡♥s ❞❛♥s L1(0, T ) à x ✜①é ❞❛♥s [0, L] ❡t q✉❡ g(t, x) ❛ ✉♥ s❡♥s
❞❛♥s L1(0, L) à t ✜①é ❞❛♥s [0, T ]✳ ❙✐ y ∈ Cα([0, T ]× [0, L]) ❡t ✈ér✐✜❡ ✭✻✾✮ ❛✈❡❝ y0 ∈ C0([0, L])
❡t u ∈ C0([0, T ])✱ ❛❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t ϕ ∈ Sα((0, T ) × (0, L))✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ✐♥té❣r❛t✐♦♥s ♣❛r
♣❛rt✐❡s✱ ♦♥ ❛

−
∫ T

0

∫ L

0
y(ϕt + (xαϕ)x) +

∫ T

0
y(t, L)Lαϕ(t, L)dt−

∫ T

0
u(t)(xαϕ(t, x))|x=0dt ✭✼✹✮

+

∫ L

0
y(T, x)ϕ(T, x)dx−

∫ L

0
y0(x)ϕ(0, x)dx = 0. ✭✼✺✮

❈❡❝✐ ❥✉st✐✜❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❢❛✐❜❧❡s ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✼✳ ❬●▲✶✸❪ ❯♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❈❛✉❝❤② ✭✻✾✮ ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ y ∈
L∞((0, T )× (0, L)) t❡❧❧❡ q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t ϕ ∈ Sα((0, T )× (0, L)) ✈ér✐✜❛♥t

ϕ(·, L) = 0 ❞❛♥s (0, T ), ✭✼✻✮

ϕ(T, ·) = 0 ❞❛♥s (0, L), ✭✼✼✮

♦♥ ❛✐t

−
∫ T

0

∫ L

0
y(ϕt + (xαϕ)x)−

∫ T

0
u(t)(xαϕ(t, x))|x=0dt−

∫ L

0
y0(x)ϕ(0, x)dx = 0. ✭✼✽✮

❖♥ ♣❡✉t ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞✐t❡s ré❣✉❧✐èr❡s ✈ér✐✜❡♥t ❜✐❡♥ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✻✾✮ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡
❝❧❛ss✐q✉❡✳ ❈❡❝✐ ❡st ❥✉st✐✜é ♣❛r ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

✹✶



✹✳ ❈♦♥trô❧❛❜✐❧✐té ✉♥✐❢♦r♠❡ ❞✬✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s♣♦rt✲❞✐✛✉s✐♦♥ ❛✈❡❝ tr❛♥s♣♦rt ❞é❣é♥éré

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✼✳ ❬●▲✶✸❪ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ y ❡st ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ❞❡ ✭✻✾✮ ✈ér✐✜❛♥t ❞❡ ♣❧✉s
y ∈ Cα([0, T ]× [0, L])✳ ❆❧♦rs ♦♥ ❛





yt + xαyx = 0 ∀(t, x) ∈ (0, T )× (0, L),

y0 ∈ C0([0, L]),

u ∈ C0([0, T ]),

y(0, x) = y0(x), ∀x ∈ (0, L),

y(t, 0) = u(t), ∀t ∈ (0, T ).

❖♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❛✉① ❝♦✉r❜❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥✳ ❈❡❧❧❡s✲❝✐ ♣❡✉✈❡♥t s❡
❝❛❧❝✉❧❡r ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡✱ ❡t s♦♥t r❡♣rés❡♥té❡s s✉r ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✽✳ ❙♦✐t x0 ∈ (0, L)✳ ▲❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ❧✬❊❉❖
{

x′ = xα,

x(0) = x0

s♦♥t ❞é✜♥✐❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ♣♦✉r t♦✉t t ∈ R ✿

x(t) = (x1−α
0 + (1− α)t)

1
1−α , t > − x1−α

0

1− α
, ✭✼✾✮

x(t) = 0, t 6 − x1−α
0

1− α
. ✭✽✵✮
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x

t

❋✐❣✉r❡ ✹ ✕ ◗✉❡❧q✉❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ♣♦✉r α = 1/3 ❡t L = 2✳

❖♥ ✈♦✐t q✉❡ ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s s✬✐♥t❡rs❡❝t❡♥t ❡t s♦♥t ♠ê♠❡ ❝♦♥❢♦♥❞✉❡s✱ ♠❛✐s ❝❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡
♥❡ ♣❡✉t ❛rr✐✈❡r q✉✬❡♥ x = 0✳ ❊♥ ❢❛✐t✱ ♣♦✉r t♦✉t ♣♦✐♥t ❞❛♥s (0, T )× (0, L)✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡
❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ♣❛ss❛♥t ♣❛r ❝❡ ♣♦✐♥t✳ ❈❡❝✐ ❧❛✐ss❡ ❞♦♥❝ ❡s♣ér❡r ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❞é✜♥✐r ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s
♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s✳ ❈✬❡st ❧✬♦❜❥❡t ❞✉ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿

✹✷



■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❚❤é♦rè♠❡ ✶✷✳ ❬●▲✶✸❪❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ y0 ∈ L∞(0, L) ❡t ❞❡ u ∈ L∞(0, T )✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡
❈❛✉❝❤② ✭✻✾✮ ❛❞♠❡t ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r

y(t, x) := y0((x1−α − t(1− α))
1

1−α ) + u(t− x1−α

1− α
). ✭✽✶✮

❉❡ ♣❧✉s✱ y ∈ L∞((0, T )× (0, L))✱ ✈ér✐✜❡

||y||L∞((0,T )×(0,L))) 6 ♠❛① (||y0||L∞(0,L), ||u||L∞(0,L)) ✭✽✷✮

❡t
y ∈ C0([0, T ], Lp(0, L)),

♣♦✉r t♦✉t p ∈ [1,∞)✳

❖♥ ✈♦✐t ♥♦t❛♠♠❡♥t q✉❡ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s♣♦rt à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts
❝♦♥st❛♥ts✱ ♦♥ ❛ ❣râ❝❡ à ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭✽✶✮ ❞❡✉① ③♦♥❡s ❞✐st✐♥❝t❡s ❞❛♥s (0, T )× (0, L) ✿

✶✳ ▲❛ ③♦♥❡ ❛✉✲❞❡ss♦✉s ❞❡ ❧❛ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ♣❛rt❛♥t ❞❡ x = 0 ✭❡♥ ✈❡rt s✉r ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✮✱
♦ù ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞é♣❡♥❞ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ y0✳ ❖♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥
❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡

Γ+(T ) := {(t, x) ∈ [0, T ]× [0, L]|x1−α > (1− α)t}.

✷✳ ▲❛ ③♦♥❡ ❛✉✲❞❡ss✉s ❞❡ ❧❛ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ♣❛rt❛♥t ❞❡ x = 0 ✭❡♥ ✈❡rt s✉r ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✮✱
♦ù ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞é♣❡♥❞ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛✉ ❜♦r❞ u✳ ❖♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥
❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡

Γ−(T ) := {(t, x) ∈ [0, T ]× [0, L]|x1−α < (1− α)t}.

❖♥ ❞é❞✉✐t ❞❡ ❝❡tt❡ r❡♠❛rq✉❡ ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t ✿

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✷✳ ✶✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ T < L1−α

1−α ✳ ❆❧♦rs ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✻✾✮ ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♥trô❧❛❜❧❡ à 0✳

✷✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ T > L1−α

1−α ✳ ❆❧♦rs ♣♦✉r u = 0✱ y ❡st ✐❞❡♥t✐q✉❡♠❡♥t ♥✉❧❧❡ s✉r (0, T ) × (0, L)✱
❞♦♥❝ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✻✾✮ ❡st ❝♦♥trô❧❛❜❧❡ à 0 ❡t ❧❡ ❝♦ût ❞✉ ❝♦♥trô❧❡ ❡st ♥✉❧✳

❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛♥❛❧♦❣✉❡ à ❝❡ q✉✐ ❛ été ❡①♣❧✐q✉é ❞❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✱ ♦♥ s✬❛tt❡♥❞ ❞♦♥❝ à ❝❡ q✉❡
❧✬ ♦♥ ❛✐t CTDdeg(ε, T, L) → ∞ q✉❛♥❞ ε→ 0 ❞ès q✉❡ T < L1−α/(1− α) ❡t CTDdeg(ε, T, L) → 0
q✉❛♥❞ ε → 0 ❞ès q✉❡ T > L1−α/(1− α)✳ P♦✉r ❞é♠♦♥tr❡r ❧❛ ♣r❡♠✐❡r ♣♦✐♥t✱ ♦♥ ♣❡✉t s✬✐♥s♣✐r❡r
❞❡ ❝❡ q✉✐ ❛ été ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶ ✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣r❡✉✈❡✱ ♦♥ r❡♠❛rq✉❡
q✉✬✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ✈r❛✐♠❡♥t ✐♥❞✐s♣❡♥s❛❜❧❡ q✉❡ ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ✭✻✽✮ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t ✈❡rs ❝❡❧❧❡s ❞❡ ✭✻✾✮
s✉r Γ−(T ) ♠❛✐s q✉✬✐❧ s✉✣t ❞❡ ❧❡ ❢❛✐r❡ s✉r Γ+(T )✳ ❊♥ ❢❛✐t✱ ✐❧ ❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❢❛✐r❡ ❝♦♥✈❡r❣❡r
✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ✭✻✽✮ ✈❡rs ❝❡❧❧❡ ❞❡ ✭✻✾✮ s✉r t♦✉t (0, T ) × (0, L) ❝♦♠♠❡ ❡①♣❧✐q✉é à ❧❛ ✜♥ ❞✉
P❛r❛❣r❛♣❤❡ ✹✳✶✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞é♠♦♥tré ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t ✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✾✳ ❬●▲✶✸❪ ❙♦✐t (εn)n∈N ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ R
+∗ q✉✐ ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs 0✳ ❙♦✐t (un)n∈N ✉♥❡

s✉✐t❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s L∞(0, T ) ❝♦♥✈❡r❣❡❛♥t ✈❡rs ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ u ∈ L∞(0, T ) ♣♦✉r ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ∗✲❢❛✐❜❧❡✳
❙♦✐t (yn)n∈N ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s L∞((0, T )× (0, L)) s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡





ynt − εnynxx + xαynx = 0 ❞❛♥s (0, T )× (0, L),

y(0, x) = y0(x) ❞❛♥s (0, L),

y(t, 0) = un(t) ❞❛♥s (0, T ),

y(t, L) = 0 ❞❛♥s (0, L).

✭✽✸✮

✹✸



✺✳ ❈♦ût ❞❡s ❝♦♥trô❧❡s r❛♣✐❞❡s ♣♦✉r ❝❡rt❛✐♥❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ♣❛r❛❜♦❧✐q✉❡s ♦✉ ❞✐s♣❡rs✐✈❡s

❆❧♦rs à ✉♥❡ s♦✉s✲s✉✐t❡ ♣rès ♦♥ ❛ s✉r Γ+(T ) q✉❡

yn ✯⇀y0((x1−α − (1− α)t)
1

1−α ) ∈ L∞(Γ+(T )).

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ♣❛r ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❛♥❛❧♦❣✉❡ à ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶ ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t ✿

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✸✳ ❬●▲✶✸❪ ❖♥ ❙✉♣♣♦s❡ T < L1−α/(1− α)✳ ❆❧♦rs

CTDdeg(ε, T, L) → ∞
q✉❛♥❞ ε→ 0✳

✹✳✹ ❘❡♠❛rq✉❡s ❛❞❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❡t ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s

✶✳ ■❝✐✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ ♣❛r s✐♠♣❧✐❝✐té ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s ❡t ❞❡s ❝♦♥trô❧❡s
❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❜♦r♥és✳ ■❧ ♣♦✉rr❛✐t êtr❡ ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ s❡ ♣♦s❡r ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥trô❧❛✲
❜✐❧✐té ✉♥✐❢♦r♠❡ ♣♦✉r y0 ∈ L2(0, L) ❡t ♣♦✉r u ∈ L2(0, T )✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ s❡ s✐t✉❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s
❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s♣♦rt ❀ ❡♥ ❡✛❡t✱ s✐ ❧✬♦♥ ❞é✜♥✐t ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡
❞❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s✱ ♦♥ ♣❡✉t ♦❜s❡r✈❡r q✉❡ y 6∈ L2((0, T )×(0, L))✱ ❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t ♦♥ ❛ ✉♥❡
♣❡rt❡ ❞✬✐♥té❣r❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ✭❝❡❧❛ ♣r♦✈✐❡♥t ❞✉
❝❛r❛❝tèr❡ ♥♦♥ ❝♦♥s❡r✈❛t✐❢ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥✮✳ ■❧ ♥✬❡st ❛❧♦rs ♣❛s ❞✉ t♦✉t é✈✐❞❡♥t ❞❡ ❝♦♠♣r❡♥❞r❡
❞❡ q✉❡❧❧❡ ♠❛♥✐èr❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✻✽✮ ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✻✾✮ ❡t ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ♣❛s
❞♦♥♥❡r ✉♥ ❛♥❛❧♦❣✉❡ ❞❡ ✭✸✮✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ s✐ ❧✬♦♥ ♥✬❛ ♣❛s ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣❛r❛❜♦❧✐q✉❡
✈❡rs ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ tr❛♥s♣♦rt✱ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥trô❧❛❜✐❧✐té ✉♥✐❢♦r♠❡ ♣❡r❞ ✉♥ ♣❡✉ ❞❡ s♦♥
✐♥térêt✳

✷✳ ❈♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✱ ♦♥ ❛ ❧❛ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

❈♦♥❥❡❝t✉r❡ ✹✳ CTDdeg(ε, T ) → 0 q✉❛♥❞ ε→ 0 ♣♦✉r T > L1−α/(1− α)✳

❊s♣ér❡r ❞é♠♦♥tr❡r ❝❡tt❡ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ s❡r❛✐t ✉♥ ♣❡✉ ❛♠❜✐t✐❡✉①✱ ♦♥ ♣❡✉t ♣❧✉tôt ❡ss❛②❡r ❞❛♥s
✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ❝♦♠♠❡ à ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✸ ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ♥✉♠ér✐q✉❡
Cnum ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ♦♥ ❛✐t CTDdeg(ε, T ) → 0 q✉❛♥❞ ε→ 0 ♣♦✉r T > CnumL

1−α/(1− α)✳
❈❡ tr❛✈❛✐❧ ❡st ❡♥ ❝♦✉rs ❛✈❡❝ ▼❛♠❛❞♦✉ ●✉❡②❡✳ P❧✉s✐❡✉rs ♣✐st❡s s♦♥t ❡♥✈✐s❛❣❡❛❜❧❡s ✿ t❡♥t❡r
❧❛ ♠ê♠❡ ♠ét❤♦❞❡ q✉❡ ❧❡s ❛rt✐❝❧❡s ❬❈●✵✺❪ ❡t ❬●▲✵✼❪✱ ♦✉ ❛❧♦rs ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❬●❧❛✶✵❪✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡
♠ét❤♦❞❡ s❡♠❜❧❡ ❞✐✣❝✐❧❡♠❡♥t s✬❛♣♣❧✐q✉❡r à ❝❛✉s❡ ❞✉ ♠❛♥q✉❡ ❞❡ ré❣✉❧❛r✐té ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ q✉✐
❡♠♣ê❝❤❡ ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ❡st✐♠é❡ ❞❡ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ❛❞❛♣té❡ ❝♦♠♠❡ ❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s ❬❉❛♥✾✼❪✳ ▲❛
❞❡✉①✐è♠❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ♣❧✉s ♣r♦♠❡tt❡✉s❡ ♠❛✐s ♥é❝❡ss✐t❡r❛✐t ✉♥❡ ét✉❞❡ ♣ré❝✐s❡ ❞✉ s♣❡❝tr❡
❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❛✉t♦❛❞❥♦✐♥t ✭♦❜t❡♥✉ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❞é♣❛rt ❡♥ ❝♦♥❥✉❣✉❛♥t ♣❛r
✉♥ ♣♦✐❞s ❜✐❡♥ ❝❤♦✐s✐✮

−ε∂2xx + (
x2α

4ε
− αxα−1

2
)Id,

❛✉ ♠♦✐♥s ♣♦✉r ε ❛ss❡③ ♣❡t✐t✳ ❈❡tt❡ q✉❡st✐♦♥ s❡♠❜❧❡ ❞✐✣❝✐❧❡ ❝❛r ❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ (x
2α

4ε − αxα−1

2 )
❞é♣❡♥❞ ❞❡ ε ❡t ♥✬❡st ♣❛s très ré❣✉❧✐❡r ✭✐❧ ❡st ✉♥ ♣❡t✐t ♣❡✉ ♠✐❡✉① q✉❡ L1✮✳ ◆♦t❛♠♠❡♥t✱ ❧❛
♠ét❤♦❞❡ ❞❡ t✐r ❡①♣❧✐q✉é❡ ❞❛♥s ❬P❚✽✼❪ ♥❡ s❡♠❜❧❡ ♣❛s ♣❡r♠❡ttr❡ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s
❛ss❡③ ♣ré❝✐s❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ ε ❡t ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s ♥♦♥ ♣❧✉s✳

✺ ❈♦ût ❞❡s ❝♦♥trô❧❡s r❛♣✐❞❡s ♣♦✉r ❝❡rt❛✐♥❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ❞✬éq✉❛t✐♦♥s
♣❛r❛❜♦❧✐q✉❡s ♦✉ ❞✐s♣❡rs✐✈❡s

✺✳✶ Prés❡♥t❛t✐♦♥

❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r à ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ❝♦ût ❞✉ ❝♦♥trô❧❡ ❡♥ t❡♠♣s
♣❡t✐t ♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ♣❛r❛❜♦❧✐q✉❡s ♦✉ ❞✐s♣❡rs✐✈❡s✳ ❖♥ s❡ r❡♣❧❛❝❡ ❞❛♥s ❧❡

✹✹



■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❞❡ ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✷ ❡t ♣❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❞✉ P❛r❛❣r❛♣❤❡ ✶✳✷✳✐✐✐✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥
♦♣ér❛t❡✉r ❛✉t♦❛❞❥♦✐♥t A à rés♦❧✈❛♥t❡ ❝♦♠♣❛❝t❡ ❡t ❞❡✉① éq✉❛t✐♦♥s✱ ✉♥❡ ❞❡ t②♣❡ ❞✐ss✐♣❛t✐❢ ❡t
✉♥❡ ❞❡ t②♣❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐❢ ✿

yt = −Ay +Bu ✭✽✹✮

❡t

yt = −iAy +Bu. ✭✽✺✮

▲❡ ❜✉t ❞❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬▲✐s✶✸❜❪ ❡st ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡r ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞é❝r✐ts ❞❛♥s ❧❡ P❛r❛❣r❛♣❤❡ ✶✳✷✳✈
❛✉ ❝❛s ♦ù ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s λk ❞❡ A ♥❡ s❡ ❝♦♠♣♦rt❡♥t ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t
❝♦♠♠❡ k2 ♠❛✐s ❝♦♠♠❡ kα ❛✈❡❝ α > 2✱ ❡t ♥♦t❛♠♠❡♥t à ❡st✐♠❡r ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❧❛ ♣❧✉s ♣ré❝✐s❡
♣♦ss✐❜❧❡ ❧❡ ❝♦ût ❞✉ ❝♦♥trô❧❡✳ ❖♥ ✈❡rr❛ q✉❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐ s✬é❝r✐r❛ ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ eC/Tβ

❛✈❡❝ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ β à ❞ét❡r♠✐♥❡r ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ α ❡t ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ C ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡✳
❖♥ ❞♦♥♥❡ ✉♥ ♠❛❥♦r❛♥t ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❞✉ ❝♦ût ❡t ♦♥ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡ 1/T à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞❡
❧✬❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ❡st ♦♣t✐♠❛❧❡✳ ❖♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❡♥s✉✐t❡ ❝❡s rés✉❧t❛ts à ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s
♣❛r❛❜♦❧✐q✉❡s ♦✉ ❞✐s♣❡rs✐✈❡s ✭éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ t②♣❡ ❑❞❱ ❧✐♥é❛✐r❡s✱ éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❝❤❛❧❡✉r ♦✉ ❞❡
❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡s✮✳

✺✳✷ ▲❡s rés✉❧t❛ts ❛♥tér✐❡✉rs

❖♥ ❛ ❞é❥à ❡①♣♦sé ❞❛♥s ❧❡ P❛r❛❣r❛♣❤❡ ✶✳✷✳✈ ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① rés✉❧t❛ts ❝♦♥♥✉s ❡♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡
❧❡ ❝♦ût ❞✉ ❝♦♥trô❧❡ ❡♥ t❡♠♣s ♣❡t✐t ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❝❤❛❧❡✉r ❡t ❞❡ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ❝♦♥trô❧é❡s
♣❛r ❧❡ ❜♦r❞✳ ▲❡s ❛rt✐❝❧❡s ❬▼❩✵✻❛❪ ❡t ❬▼✐❧✵✻❝❪ s❡ s♦♥t ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ✐♥tér❡ssés ❛✉ ❝♦ût ❞❡s
❝♦♥trô❧❡s r❛♣✐❞❡s ♣♦✉r ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ t②♣❡ ❝❤❛❧❡✉r ❛✈❡❝ ▲❛♣❧❛❝✐❡♥ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ❡t ❝♦♥trô❧❡s
❞✐str✐❜✉és✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❬▼✐❧✶✵❪ ❡t ❬❚❚✶✶❪ ❢♦♥t ✉♥ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ❧❡ ❝♦ût ❞❡s ❝♦♥trô❧❡s r❛♣✐❞❡s ❡t ❧❡s
✐♥é❣❛❧✐tés s♣❡❝tr❛❧❡s ❞❡ t②♣❡ ▲❡❜❡❛✉✲❘♦❜❜✐❛♥♦ ♣♦✉r ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❛ss❡③ ❣é♥ér❛✉① ✭❝❢✳ ❬▲❘✾✺❪✱
❬❏▲✾✾❪ ❡t ❬▲❩✾✽❪✮✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ t♦✉s ❝❡s ❛rt✐❝❧❡s s❡♠❜❧❡♥t ♣❧✉tôt s❡ ❝♦♥❝❡♥tr❡r s✉r ❧❡ ❝❛s ❞❡s
❝♦♥trô❧❡s ❞✐str✐❜✉és ❡t ♥❡ ❞♦♥♥❡♥t ♣❛s ❞❡ ❝♦♥st❛♥t❡s ❡①♣❧✐❝✐t❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡✳ ❉❡
♣❧✉s✱ ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡s rés✉❧t❛ts s❡ ❝♦♥❝❡♥tr❡♥t ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t s✉r ❧❡ ▲❛♣❧❛❝✐❡♥
❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡✳ ❈❡❝✐ ❥✉st✐✜❡ ❧✬✐♥térêt ❞❡ s✬✐♥tér❡ss❡r ❛✉ ❝♦ût ❞❡ ❧❛ ❝♦♥trô❧❛❜✐❧✐té ❢r♦♥t✐èr❡ ♣♦✉r
❞❡s ❝❧❛ss❡s ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❛❜str❛✐t❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✭✽✹✮ ♦✉ ✭✽✺✮ ♣❧✉s ❧❛r❣❡s q✉❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
❝❤❛❧❡✉r ♦✉ ❞❡ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r✳

✺✳✸ ❘és✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❡t ♠ét❤♦❞❡s ✉t✐❧✐sé❡s

❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s q✉❡ A ❡st ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞é✜♥✐ ♣♦s✐t✐❢✳ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡
❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s . ❡t ≃ ♦♥t été ❞é✜♥✐❡s ❛✉ ❞é❜✉t ❞✉ P❛r❛❣r❛♣❤❡ ✶✳✷✳✈ ❡t ♦♥ r❡♣r❡♥❞ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s
❡t ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞❡s P❛r❛❣r❛♣❤❡s ✶✳✷✳✐✐✐ ❡t ✶✳✷✳✐✈✳ ❖♥ ❛ ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t✳

❚❤é♦rè♠❡ ✶✸✳ ❬▲✐s✶✸❜❪

✶✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ (λn)n>1 ❡st ❡st ✉♥❡ s✉✐t❡ ré❣✉❧✐èr❡ ✭❛✉ s❡♥s ❞❡ ✭✶✺✮✮ ❞❡ ré❡❧s ✈ér✐✜❛♥t ❞❡
♣❧✉s q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ α > 2 ❡t R > 0 t❡❧s q✉❡

λn = Rnα + O
n→∞

(nα−1), ✭✽✻✮

❡t ♦♥ s✉♣♣♦s❡ bk ≃ 1 ✭❛✉ s❡♥s ♦ù ❧❛ s✉✐t❡ (|bk|)k∈N ❡st ♠✐♥♦ré❡ ❡t ♠❛❥♦ré❡ ♣❛r ❞❡s
❝♦♥st❛♥t❡s str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐✈❡s✮✳ ❆❧♦rs ❧❡ s②stè♠❡ ✭✽✺✮ ❡st ❝♦♥trô❧❛❜❧❡ à 0✱ ❞❡ ♣❧✉s ❧❡
❝♦ût ❞✉ ❝♦♥trô❧❡ CT ✈ér✐✜❡

CT . e
K

(RT )1/(α−1) , ♣♦✉r t♦✉t K >
21/(α−1)3(α− 1)πα/(α−1)

((α sin(π/(α)))α/(α−1))
. ✭✽✼✮

✹✺



✺✳ ❈♦ût ❞❡s ❝♦♥trô❧❡s r❛♣✐❞❡s ♣♦✉r ❝❡rt❛✐♥❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ♣❛r❛❜♦❧✐q✉❡s ♦✉ ❞✐s♣❡rs✐✈❡s

✷✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ (λn)n>1 ❡st ❡st ✉♥❡ s✉✐t❡ ré❣✉❧✐èr❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡s ✈ér✐✜❛♥t ❞❡ ♣❧✉s q✉✬✐❧
❡①✐st❡ α > 2 ❡t R > 0 t❡❧s q✉❡ ✭✽✻✮ ❡st ✈ér✐✜é✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ bk ≃ 1✳ ❆❧♦rs ❧❡ s②stè♠❡
✭✽✹✮ ❡st ❝♦♥trô❧❛❜❧❡ à 0✱ ❞❡ ♣❧✉s ❧❡ ❝♦♥trô❧❡ ♣❡✉t êtr❡ ❝❤♦✐s✐ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ C0([0, T ]) ❡t ❧❡
❝♦ût ❞✉ ❝♦♥trô❧❡ CT ✭❡♥ ♥♦r♠❡ L∞(0, T )✱ ❡t ❞♦♥❝ ❛✉ss✐ ❡♥ ♥♦r♠❡ L2(0, T )✮ ✈ér✐✜❡

CT . e
K

(RT )1/(α−1) , ♣♦✉r t♦✉t K >
21/(α−1)3(α− 1)πα/(α−1)

(2α sin(π/(2α)))α/(α−1))
✭✽✽✮

✭❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ ✐♠♣❧✐❝✐t❡ ❞❛♥s ❧❡s ✐♥é❣❛❧✐tés ♣ré❝é❞❡♥t❡s ♣❡✉t ❞é♣❡♥❞r❡ ❞❡ α ♦✉ R ♠❛✐s ♣❛s
❞❡ T ✮

❖♥ ét❡♥❞ ❝❡ rés✉❧t❛t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝♦♥s❡r✈❛t✐❢ ❛✉ ❝❛s ♦ù A ❡st t♦✉❥♦✉rs à rés♦❧✈❛♥t❡ ❝♦♠♣❛❝t❡
♠❛✐s ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢✳

❚❤é♦rè♠❡ ✶✹✳ ❬▲✐s✶✸❜❪ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❛ s✉✐t❡ (λn)(n∈Z)∗ ❡st ✉♥❡ s✉✐t❡ ré❣✉❧✐èr❡ ❝r♦✐ss❛♥t❡
❞❡ ♥♦♠❜r❡s ♥♦♥ ♥✉❧s ✈ér✐✜❛♥t ❞❡ ♣❧✉s q✉❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ α > 2 ❡t R > 0 t❡❧s q✉❡





λn = Rnα + O
n→∞

(nα−1),

λ−n = −Rnα + O
n→∞

(nα−1),

s❣♥(λn) = s❣♥(n),

✭✽✾✮

❡t ♦♥ s✉♣♣♦s❡ bk ≃ 1✳ ❆❧♦rs ❧❡ s②stè♠❡ ✭✽✺✮ ❡st ❝♦♥trô❧❛❜❧❡ à 0 ❡t ❧❡ ❝♦ût ❞✉ ❝♦♥trô❧❡ CT

s❛t✐s❢❛✐t

CT . e
K

(RT )1/(α−1) , ♣♦✉r t♦✉t K >
2(α+1)/(α−1)3(α− 1)πα/(α−1)

((α sin(π/(α)))α/(α−1))
.

✭❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ ✐♠♣❧✐❝✐t❡ ❞❛♥s ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ♣ré❝é❞❡♥t❡ ♣❡✉t ❞é♣❡♥❞r❡ ❞❡ α ♦✉ R ♠❛✐s ♣❛s ❞❡ T ✮✳

❖♥ ❞✐s♣♦s❡ ❛✉ss✐ ❞✬✉♥ rés✉❧t❛t s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ q✉✐ ♠♦♥tr❡ ❧✬♦♣t✐♠❛❧✐té ❞❡ ❧❛
♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡ T ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✶✺✳ ❬▲✐s✶✸❜❪ ❆✈❡❝ ❧❡s ♠ê♠❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❡t s♦✉s ❧❡s ♠ê♠❡s ❤②♣♦t❤ès❡s q✉❡ ❝❡❧❧❡s
❞❡s ❚❤é♦rè♠❡s ✶✸ ❡t ✶✹✱ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡ 1/T ✐♠♣❧✐q✉é❡ ❞❛♥s ❧✬❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ❡st ♦♣t✐♠❛❧❡ ❛✉
s❡♥s ♦ù ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❝♦♥st❛♥❝❡ C > 0 t❡❧❧❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛✐t

e
C

T1/(α−1) . CT . ✭✾✵✮

✭❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ ✐♠♣❧✐❝✐t❡ ❞❛♥s ❧❡s ✐♥é❣❛❧✐tés ♣ré❝é❞❡♥t❡s ♣❡✉t ❞é♣❡♥❞r❡ ❞❡ α ♠❛✐s ♣❛s ❞❡ T ✮✳

▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡s ❚❤é♦rè♠❡s ✶✸✱ ✶✹ ❡t ✶✺ r❡♣♦s❡ s✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ♠♦♠❡♥ts✳ ❈♦♠♠❡ ❡①♣❧✐q✉é
❛✉ P❛r❛❣r❛♣❤❡ ✶✳✷✳✐✈✱ ♦♥ ❞♦✐t ❞✬❛❜♦r❞ s✬✐♥tér❡ss❡r à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ Jk ❞é✜♥✐❡ ❡♥ ✭✶✽✮ ❡t ❞é♠♦♥tr❡r
❞❡s ❡st✐♠é❡s ♣ré❝✐s❡s s✉r ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥✱ ♣✉✐s ❞♦✐t ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t❡✉r q✉✐ ❝♦♥✈✐❡♥t✳
❊♥ ❢❛✐t✱ ♣♦✉r tr❛✐t❡r s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t ❧❡ ❝❛s ♣❛r❛❜♦❧✐q✉❡ ❡t ❝♦♥s❡r✈❛t✐❢✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ♣❧✉tôt ♣❛r
❝♦♠♠♦❞✐té ✭❝❢✳ ❬❚❚✵✼❪✮

Φk(z) :=
∏

j 6=k

(1− z

λj − λk
).

❖♥ ♣❡✉t ❢❛✐r❡ ❧❡ ❧✐❡♥ ❛✈❡❝ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞♦♥♥é❡ ❡♥ ✭✶✽✮ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

✶✳ ❙✐ ♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ❛✉ ❝❛s ♣❛r❛❜♦❧✐q✉❡ ✭❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s s♦♥t ❧❡s λk✮✱ ♦♥ ♦❜s❡r✈❡ q✉❡
Jk(z) = Φk(−iz − λk)✳

✹✻



■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

✷✳ ❙✐ ♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ❛✉ ❝❛s ❝♦♥s❡r✈❛t✐❢ ✭❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ A s♦♥t ❧❡s iλk✱ ❞♦♥❝ λk ❡st
r❡♠♣❧❛❝é ♣❛r iλk ❞❛♥s ✭✶✽✮ ✐❝✐✮✱ ♦♥ ♦❜s❡r✈❡ q✉❡ Jk(z) = Φk(z − λk)✳

❖♥ s✉♣♣♦s❡ ❞♦ré♥❛✈❛♥t s❛♥s ♣❡rt❡ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐té ❞❡ R = 1 ✭♦♥ ♣❡✉t r❡✈❡♥✐r ❛✉ ❝❛s ❣é♥ér❛❧ ❛✈❡❝
✉♥ ❛r❣✉♠❡♥t ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞✬é❝❤❡❧❧❡✮✳

❖♥ ❞é♠♦♥tr❡ ❧❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ♣♦✉r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s Φn ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞✉
❚❤é♦rè♠❡ ✶✸ ✿

▲❡♠♠❡ ✸✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ (λn)n∈N∗ ❡st ✉♥❡ s✉✐t❡ ré❣✉❧✐èr❡ ❝r♦✐ss❛♥t❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡s str✐❝t❡♠❡♥t
♣♦s✐t✐❢s t❡❧❧❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ α > 2 ❡t ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ R > 0 t❡❧s q✉❡ ✭✽✻✮ ❡st ✈ér✐✜é❡✳ ❆❧♦rs

✶✳ P♦✉r z ∈ C✱

Φn(z) . e
π

sin(π/α)
|z| 1α

P (|z|), ✭✾✶✮

♦ù P ❡st ✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡✳

✷✳ ❙✐ x ∈ R✱

Φn(−ix− λn) . e
π

2 sin(π/2α)
|x| 1α

P (λn, |x|), ✭✾✷✮

♦ù P ❡st ✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡✳

✭❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ ✐♠♣❧✐❝✐t❡ ❞❛♥s ❧❡s ✐♥é❣❛❧✐tés ♣ré❝é❞❡♥t❡s ♣❡✉t ❞é♣❡♥❞r❡ ❞❡ α ♠❛✐s ♣❛s ❞❡ z✱
x ♦✉ n✮✳

▲✬✐❞é❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ✭✾✶✮ r❡♣♦s❡ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t s✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❬❚❚✵✼❪ ✿ ♦♥ ♠❛❥♦r❡
Φn ♣❛r

❧♥|Φn(z)| 6
∫ |z|

0

∫ ∞

γ

Ln(s)

(t+ s)2
dsdt, ✭✾✸✮

❛✈❡❝

Ln(s) := #{k||λk − λn| 6 s}. ✭✾✹✮

❖♥ ❞♦✐t ❛❧♦rs ❡st✐♠❡r Ln ♣✉✐s s❡ r❛♠❡♥❡r ❣râ❝❡ à ✭✾✸✮ à ❞❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s s✉r ❞❡s ✐♥té❣r❛❧❡s à
♣❛r❛♠ètr❡s q✉✐ ♣♦✉r ❝❡rt❛✐♥❡s ♣❡✉✈❡♥t s✬❡①♣r✐♠❡r à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❤②♣❡r❣é♦♠étr✐q✉❡s ❡t
♣♦✉r ❞✬❛✉tr❡s ♥❡ s✬❡①♣r✐♠❡♥t ♣❛s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ✉s✉❡❧❧❡s✳ P♦✉r ✭✾✷✮✱ ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s s♦♥t
♥❡tt❡♠❡♥t ♣❧✉s ❡①♣❧✐❝✐t❡s✱ ❡t ♦♥ ♦❜s❡r✈❡ q✉❡

|❧♥Ψn(z)| . Bn

∫ |x|2/λ2
1

0

M(t)

1 + t
dt, ✭✾✺✮

♦ù
M(t) :=

∑

λk6|x|/
√
t

1

❡t Bn ❡st ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❡♥ λn✳ ▲✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ M ❛❜♦✉t✐t à ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬✐♥té❣r❛❧❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❡t ♦♥
♦❜t✐❡♥t ❧❡ rés✉❧t❛t ✈♦✉❧✉✳

■❧ r❡st❡ à ❞é✜♥✐r ✉♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t❡✉r ❛❞éq✉❛t✳ ❖♥ r❡♣r❡♥❞ ❡♥ ❢❛✐t q✉❛s✐♠❡♥t ❧❡ ♠ê♠❡ q✉❡
❞❛♥s ❬❚❚✵✼❪✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ν > 0 ❡t β > 0 r❡❧✐és ♣❛r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥

βνα−1 = (4(α− 1))α−1

(
π + δ

α sin(π/α)

)α

, ✭✾✻✮

✹✼



✺✳ ❈♦ût ❞❡s ❝♦♥trô❧❡s r❛♣✐❞❡s ♣♦✉r ❝❡rt❛✐♥❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ♣❛r❛❜♦❧✐q✉❡s ♦✉ ❞✐s♣❡rs✐✈❡s

♦ù δ > 0 ❡st ✉♥ ♣❡t✐t ♣❛r❛♠ètr❡✳
❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡

σν(t) := e
− ν

1−t2 ,

q✉❡ ❧✬♦♥ ♣r♦❧♦♥❣❡ ♣❛r 0 ❡♥ ❞❡❤♦rs ❞❡ (−1, 1)✳ ❖♥ ♣♦s❡

Hβ(z) := Cν

∫ 1

−1
σν(t)e

−iβtzdt,

♦ù
Cν := 1/||σν ||1.

❖♥ ❞é♠♦♥tr❡ ❛❧♦rs q✉❡ ❧✬♦♥ ❛

Hβ(0) = 1, ✭✾✼✮

Hβ(ix) &
eβ|x|/(2

√
ν+1)

√
ν + 1

, ✭✾✽✮

1

2
eν 6 Cν 6

3

2

√
ν + 1eν , ✭✾✾✮

|Hβ(z)| 6 eβ|■♠(z)|. ✭✶✵✵✮

▲❛ s❡✉❧❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ✐♠♠é❞✐❛t❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡s ❞❡ ❬❚❚✵✼❪ ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

▲❡♠♠❡ ✹✳ ❙✐ x ∈ R✱ ♦♥ ❛

Hβ(x) .
√
ν + 1e3ν/4−(π+δ/2)|x| 1α .

✭▲❛ ❝♦♥st❛♥t❡ ✐♠♣❧✐❝✐t❡ ♣❡✉t é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❞é♣❡♥❞r❡ ❞❡ α✮

❈❡tt❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ s❡ ❞é♠♦♥tr❡ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❬❚❚✵✼❪ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ❈❛✉❝❤② ♣♦✉r
❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❤♦❧♦♠♦r♣❤❡s ❡t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ σν ❡st à s✉♣♣♦rt ❝♦♠♣❛❝t✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r
✉♥❡ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥ ❞❡ Hβ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ ✐♥✜♥✐❡ ❞❡ ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡ ❞ér✐✈é❡ ❞❡ σν ✳ ❊♥
♦♣t✐♠✐s❛♥t ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❝❡tt❡ ❞ér✐✈é❡✱ ♦♥ ❛❜♦✉t✐t à ✭✹✮✳

■❧ r❡st❡ ❛❧♦rs à ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ♠♦♠❡♥ts ❝♦♠♠❡ ❞é❝r✐t❡ ❛✉ P❛r❛❣r❛♣❤❡ ✶✳✷✳✐✈✳ ❖♥
s❡ ♣❧❛❝❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✽✺✮✳ ❖♥ ♣♦s❡

gn(z) := Φn(−z − λn)Hβ(z + λn). ✭✶✵✶✮

❚♦✉t❡s ❧❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❡♥tr❡ ❛✉tr❡s ❞❡ ❞é♠♦♥tr❡r q✉❡ gn ❡st ❧❛ tr❛♥s✲
❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ fn ∈ L2(R) à s✉♣♣♦rt ❝♦♠♣❛❝t ❞❛♥s [−T/2, T/2] ♣♦✉r ✉♥
❝❤♦✐① ❛❞éq✉❛t ❞❡ β✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♣❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ {fn} ❡st ❜✐♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡ à ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡s {eiλnt}✳
❙♦✐t ❛❧♦rs y0 =

∑
akek ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡

u(t) := −
∑

k∈N
(ak/bk)e

−iTλk/2fk(t− T/2). ✭✶✵✷✮

❯♥ t❡❧ ❝♦♥trô❧❡ ❡♥✈♦✐❡ ❜✐❡♥ y0 à 0 ♣❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳ ❖♥ s❡ s❡rt ❞❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s
♣♦✉r ♠❛❥♦r❡r ❧❡ ❝♦ût ❞✉ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣ré❝✐s❡✱ ❡t ♦♥ ❛❜♦✉t✐t ❛✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✶✸ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s
❞✐s♣❡rs✐❢✳

P♦✉r ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✽✹✮✱ ♦♥ ♣♦s❡

hn(z) :=
Φn(−iz − λn)Hβ(z sin(π/α)

α/(2 sin(π/(2α))α))

Hβ(iλn sin(π/α)α/(2 sin(π/(2α))α))
. ✭✶✵✸✮

✹✽



■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

hn ❡st ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ wn ∈ L2(R) à s✉♣♣♦rt ❝♦♠♣❛❝t ❞❛♥s [−T/2, T/2]
♣♦✉r ✉♥ ❝❤♦✐① ❛❞éq✉❛t ❞❡ β✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♣❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ {wn} ❡st ❜✐♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡ à ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡s
{e−λnt}✳ ❙♦✐t ❛❧♦rs y0 =∑ akek ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡

u(t) := −
∑

(ak/bk)e
−Tλk/2wk(t− T/2). ✭✶✵✹✮

❯♥ t❡❧ ❝♦♥trô❧❡ ❡♥✈♦✐❡ ❜✐❡♥ y0 à 0 ♣❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳ ❖♥ s❡ s❡rt ❞❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s
♣♦✉r ♠❛❥♦r❡r ❧❡ ❝♦ût ❞✉ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣ré❝✐s❡✱ ❡t ♦♥ ❛❜♦✉t✐t ❛✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✶✸ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s
❞✐ss✐♣❛t✐❢✳

❊♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✶✹✱ ♦♥ ♦❜s❡r✈❡ q✉✬❡❧❧❡ s❡ r❛♠è♥❡ à ❞é♠♦♥tr❡r
❧✬❛♥❛❧♦❣✉❡ s✉✐✈❛♥t ❞✉ ▲❡♠♠❡ ✸ ✿

▲❡♠♠❡ ✺✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ (λn)n∈N∗ ❡st ✉♥❡ s✉✐t❡ ré❣✉❧✐èr❡ ❝r♦✐ss❛♥t❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡s ♥♦♥ ♥✉❧s
t❡❧❧❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ α > 2 ❡t ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ R > 0 t❡❧s q✉❡ ✭✽✾✮ s♦✐t ✈ér✐✜é❡✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t Φn

♣❛r ✿
Φn(z) :=

∏

k 6=n

(1− z

λk − λn
).

❆❧♦rs

Φn(z) . e
2π

sin( πα )
|z| 1α

P (|z|), ✭✶✵✺✮

♦ù P ❡st ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❡♥ |z|✳ ✭▲❛ ❝♦♥st❛♥t❡ ✐♠♣❧✐❝✐t❡ ♣❡✉t é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❞é♣❡♥❞r❡ ❞❡ α✮

P♦✉r ❞é♠♦♥tr❡r ❝❡tt❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ r❡♣r❡♥❞r❡ ❧❛ ♠ê♠❡ str❛té❣✐❡ q✉❡ ♣♦✉r ♣r♦✉✈❡r
❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞✉ ▲❡♠♠❡ ✸✳ ▲❡ t❡r♠❡ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ q✉✐ ❛♣♣❛r❛ît ❞❛♥s ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ Ln(s)
❢❛✐t ❛♣♣❛r❛îtr❡ ✉♥❡ ✐♥té❣r❛❧❡ à ♣❛r❛♠ètr❡ q✉✐ ♣❡✉t s❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t✳

❊♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✶✺✱ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ r❡♣♦s❡ ❡ss❡♥✲
t✐❡❧❧❡♠❡♥t s✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❬●ü✐✽✺❪✳ ❖♥ tr❛✐t❡ s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t ❧❡ ❝❛s ♣❛r❛❜♦❧✐q✉❡ ❡t ❞✐s♣❡rs✐❢ ❡♥
♣♦s❛♥t (µn) := (λn) ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✽✹✮ ♦ù (µn) := (−iλn) ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥
✭✽✺✮✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡

E(T ) := s♣❛♥({e−µnt|n ∈ N})L
2(0,T )

,

Em(T ) := s♣❛♥({e−µnt|n 6= m})L
2(0,T )

.

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❬❙❝❤✹✸❜❪ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ♣❛r❛❜♦❧✐q✉❡ ❡t ❞❡ ❬❙❝❤✹✸❛❪ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s
❞✐s♣❡rs✐❢✱ s✐ ❧❛ s✉✐t❡ (λn)n∈N∗ ✈ér✐✜❡ ✭✽✻✮✱ ❛❧♦rs E(T ) ❡st ✉♥ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ str✐❝t ❞❡ L2(0, T ) ❡t
e−µmt 6∈ Em(T )✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ s✐ ♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ dm(T ) ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r e−µmt ❡t ❧❡ s♦✉s✲
❡s♣❛❝❡ Em(T ) ❡t rm ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡ ❞❡ e−µmt s✉r Em(T )✱ ❛❧♦rs ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ {ψm}
❞é✜♥✐❡ ♣❛r

ψm(t) :=
e−µmt − rn(t)

dm(T )2

❡st ❜✐♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡ à ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞✬❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡s {e−µmt} ✭♦♥ ♣♦✉rr❛ ❝♦♥s✉❧t❡r ❬❋❘✼✶❪✱❬●ü✐✽✺❪ ♦✉
❬❑▲✵✺❪✮✳ ❉❡ ♣❧✉s✱

||ψm||L2(0,T ) =
1

dm(T )
. ✭✶✵✻✮

❙✐ ♦♥ s❡ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ y0 :=
∑
akek✱ ✉♥ ❝♦♥trô❧❡ ❡♥✈♦②❛♥t y0 à 0 ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r

u(t) := −
∑

ak/bke
−Tµk/2fk(t− T/2) ✭✶✵✼✮

❡t ♦♥ ♣❡✉t ❞é♠♦♥tr❡r q✉✬✐❧ ❡st ♦♣t✐♠❛❧ ❡♥ ♥♦r♠❡ L2(0, T )✳ P♦✉r ♠✐♥♦r❡r ❧❡ ❝♦ût ❞✉ ❝♦♥trô❧❡✱ ✐❧
s✉✣t ❞♦♥❝ ❞❡ ♠❛❥♦r❡r dm(T ) ❞✬❛♣rès ✭✶✵✻✮✳ ❖♥ ❛ ❧❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿

✹✾



✺✳ ❈♦ût ❞❡s ❝♦♥trô❧❡s r❛♣✐❞❡s ♣♦✉r ❝❡rt❛✐♥❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ♣❛r❛❜♦❧✐q✉❡s ♦✉ ❞✐s♣❡rs✐✈❡s

▲❡♠♠❡ ✻✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s a(m) ❡t C(m) t❡❧❧❡s q✉❡

dm(T ) 6 C(m)T 1/2(j!)α−1(a(m)T )j ✭✶✵✽✮

s♦✐t ✈ér✐✜é❡ ♣♦✉r t♦✉t j ∈ N ❡t t♦✉t T > 0✳

❈❡ ❧❡♠♠❡ s❡ ❞é♠♦♥tr❡ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❬●ü✐✽✺❪ ❡st✐♠❛♥t ❞❡s ♣r♦❞✉✐ts ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

m−1∏

r=1

|λr − λm|
j∏

r=m

|λr+1 − λm|.

■❧ s✉✣t ❛❧♦rs ❞❡ ♣r❡♥❞r❡

j := ⌈(1/(a(m)T ))
1

α−1 ⌉
❞❛♥s ❧✬é❣❛❧✐té ✭✶✵✽✮ ❡t ❞✬❡✛❡❝t✉❡r q✉❡❧q✉❡s ❝❛❧❝✉❧s s✐♠♣❧❡s ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❛ ❜♦r♥❡ ✭✾✵✮✳

✺✳✸✳✐ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛✉① éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ t②♣❡ ❝❤❛❧❡✉r ♦✉ ❞❡ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ❛✈❡❝ ❧❛♣❧❛❝✐❡♥
❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 1

❙♦✐t L > 0✳ ■♥tér❡ss♦♥s ♥♦✉s à ❧✬♦♣ér❛t❡✉r −∆ s✉r L2(0, L) à ❞♦♠❛✐♥❡ H1
0 (0, L)∩H2(0, L)✱

q✉✐ ❡st à rés♦❧✈❛♥t❡ ❝♦♠♣❛❝t❡ ❡t ❡st ❛✉t♦❛❞❥♦✐♥t ❞é✜♥✐ ♣♦s✐t✐❢✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs ✉♥❡ ❜❛s❡ ❤✐❧❜❡rt✐❡♥♥❡
❞❡ ✈❡❝t❡✉rs ♣r♦♣r❡s ♥♦tés ej ✭j ∈ N

∗✮ ❡t λj ❡st ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ej ✭♦♥ ❢❛✐t ❡♥ s♦rt❡
q✉❡ ❧❡s λj s♦✐❡♥t ♦r❞♦♥♥és ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❝r♦✐ss❛♥t❡✮✳ ❖♥ ❝♦♥♥❛ît ❡♥ ❢❛✐t ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs
♣r♦♣r❡s ❡t ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ✿

ek(x) =

√
2

L
sin(2kπx/L)

❡t

λk =
4k2π2

L2
.

❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ♦♥ ❛
||f ||2L2(Ω) =

∑

j∈N∗
|〈f, ej〉L2(0,L)|2.

❖♥ ♣❡✉t ✈♦✐r ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❙♦❜♦❧❡✈ H1
0 (0, L) ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧ét✐♦♥ ❞❡ C∞

0 (Ω) ♣♦✉r ❧❛ ♥♦r♠❡

||f ||2H1
0 (0,L)

:=
∑

j∈N∗
(1 + λj)|〈f, ej〉|2.

❉❡ ♠ê♠❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ✈♦✐r ❧❡ ❞✉❛❧ ❞❡ H1
0 (Ω) ❛✈❡❝ ❡s♣❛❝❡ ♣✐✈♦t L2(Ω) ✭✐✳❡✳ H−1(0, L)✮ ❝♦♠♠❡ ❧❛

❝♦♠♣❧ét✐♦♥ ✭❞❛♥s S ′(0, L)✮ ❞❡ C∞
0 (0, L) ♣♦✉r ❧❛ ♥♦r♠❡

||f ||2H−1(0,L) :=
∑

j∈N∗

|〈f, ej〉|2
1 + λj

.

❯♥❡ ❜❛s❡ ❤✐❧❜❡rt✐❡♥♥❡ ❞❡ H−1(0, L) ✭♠✉♥✐ ❞❡ ❝❡tt❡ ♥♦r♠❡✮ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❡st ❞♦♥❝

(
√

1 + λjej)j∈N.

❖♥ ♥♦t❡ ❞♦ré♥❛✈❛♥t 〈, 〉H−1(0,L) ❧❡ ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡ ❛ss♦❝✐é à ❧❛ ♥♦r♠❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❞é✜♥✐❡
s✉r H−1(0, L)✳ ■♥tér❡ss♦♥s✲♥♦✉s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❛✉ ❧❛♣❧❛❝✐❡♥ ✈✉ ❝♦♠♠❡ ♦♣ér❛t❡✉r ♥♦♥ ❜♦r♥é à
❞♦♠❛✐♥❡ ❞✬♦♣ér❛t❡✉r H1

0 (Ω) ❡t à ❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛t H−1(0, L)✳ ❈✬❡st ♠❛✐♥t❡♥❛♥t H−1(0, L) q✉✐ ❡st
♣r✐s ❝♦♠♠❡ ❡s♣❛❝❡ ♣✐✈♦t✳ ❖♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❛✐♥s✐ ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ❛❜str❛✐ts s✉✐✈❛♥ts✱ ♣♦✉r γ > 0 ✿

Xγ(0, L) := D((−∆)γ),

✺✵



■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❡t X−γ(0, L) s♦♥ ❞✉❛❧ ❛✈❡❝ ❡s♣❛❝❡ ♣✐✈♦t H−1(0, L)✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛✉ss✐ ✈♦✐r Xγ(0, L) ❝♦♠♠❡ ❧❛
❝♦♠♣❧ét✐♦♥ ❞❡ C∞

0 (Ω) ♣♦✉r ❧❛ ♥♦r♠❡

||f ||Xγ(0,L) :=
∑

j∈N∗
(1 + λγ−1

j )|〈f, ej〉L2(0,L)|2,

❡t X−γ(0, L) ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧ét✐♦♥ ❞❡ S ′(0, L) ♣♦✉r ❧❛ ♥♦r♠❡

||f ||X−γ(0,L) :=
∑

j∈N∗

1

1 + λγ−1
j

|〈f, ej〉H−1(0,L)|2.

❖♥ ♠✉♥✐t ♣♦✉r ❧❡ r❡st❡ ❞❡ ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ Xγ(0, L) ❡t X−γ(0, L) ❞❡ ❝❡s ♥♦r♠❡s✳ ❉❛♥s t♦✉t❡ ❧❛
s✉✐t❡✱ ♦♥ ♥♦t❡r❛ ∆γ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r −(−∆)γ ✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ♣❛r❛❜♦❧✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

{
yt = ∆γy + bu ❞❛♥s (0, T )× (0, L),

y(0, ·) = y0 ❞❛♥s (0, L),
✭✶✵✾✮

♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ γ > 1✱ ❛✈❡❝ b := δ′0 ◦∆−1✱ ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉❡

|bk| = |〈b, 1 +
√
λkek〉D(A)′,D(A)| = (1 +

√
λk)|e′k(0)|/(1 + λk). ✭✶✶✵✮

❖♥ ♣❡✉t ✈♦✐r ❝❡ s②stè♠❡ ❝♦♠♠❡ ❧✬❛♥❛❧♦❣✉❡ ❞✬✉♥ ❝♦♥trô❧❡ ❢r♦♥t✐èr❡ ✭❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù γ ❡st
❡♥t✐❡r✱ ♦♥ ♠♦♥tr❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ✐♥té❣r❛t✐♦♥s ♣❛r ♣❛rt✐❡s q✉❡ ❝❡❧❛ r❡✈✐❡♥t à ♣❧❛❝❡r ✉♥ ❝♦♥trô❧❡
à ❣❛✉❝❤❡ s✉r ❧❛ (γ−1)✲✐è♠❡ ❞ér✐✈é❡✮✱ ♠ê♠❡ s✐ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù γ ♥✬❡st ♣❛s ❡♥t✐❡r✱ ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s
✐❞❡♥t✐✜❡r ❝❡❝✐ à ✉♥ ❝♦♥trô❧❡ ❢r♦♥t✐èr❡ ✭❧❡ s②stè♠❡ ❛✈❡❝ ❝♦♥trô❧❡ ❢r♦♥t✐èr❡ ♥❡ s❡r❛✐t ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐✲
r❡♠❡♥t ❜✐❡♥ ♣♦sé✱ ❝❢✳ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❬●▼✵✺❪✮ ❡t ❧❡ s❡♥s à ❞♦♥♥❡r à ❝❡ s②stè♠❡ ❡st ♠♦✐♥s ❝❧❛✐r✳
❈❡ ❣❡♥r❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡s ❛ ❞é❥à été ❝♦♥s✐❞éré ❞❛♥s ❬▼✐❧✵✻❝❪ ✭♠❛✐s ♣♦✉r ❧❡ ❧❛♣❧❛❝✐❡♥ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡
❛✈❡❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ◆❡✉♠❛♥♥✮✳ ❖♥ ♣♦s❡ A = −∆γ ✱ ❛✈❡❝ H = H−1(0, L) ❡t D(A) = Xγ ♠✉♥✐
❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ ❞é✜♥✐❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳

❖♥ ♣❡✉t ❞é♠♦♥tr❡r ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ❝r✐tèr❡s ❛❞❛♣tés ❛✉① ♦♣ér❛t❡✉rs ❞✐❛❣♦♥❛✉① ❡t ❛✉①
❝♦♥trô❧❡s s❝❛❧❛✐r❡s ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✸ q✉❡ ❝❡t ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❡st ❜✐❡♥ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ✿ ❧❛ ❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥ ✭✶✺✮ ❡st ✈ér✐✜é❡ ❛✉ ✈✉❡ ❞❡ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s✳ ◗✉❛♥t ❛✉① bk✱ ♦♥
❞é♠♦♥tr❡ ❣râ❝❡ à ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭✶✶✵✮ q✉❡ |bk| ≃ 1✱ ❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ ♥♦t❛♠♠❡♥t q✉✬✐❧s ❢♦r♠❡♥t ❧❡
t❡r♠❡ ❣é♥ér❛❧ ❞✬✉♥❡ s✉✐t❡ ❜♦r♥é❡✳ ▲❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✸ s✬❛♣♣❧✐q✉❡✳

❖♥ ♣❡✉t ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡s ❚❤é♦rè♠❡s ✶✸ ❡t ✶✺ q✉✐ ❞♦♥♥❡♥t ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t

❚❤é♦rè♠❡ ✶✻✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ γ > 1✳ ▲✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✵✾✮ ❡st ❝♦♥trô❧❛❜❧❡ à 0 ❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦♥trô❧❡s
❝♦♥t✐♥✉s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡ ❝♦ût ❞✉ ❝♦♥trô❧❡ ❡♥ ♥♦r♠❡ L∞ ✭q✉❡ ❧✬♦♥ ♥♦t❡r❛ ❡♥❝♦r❡ CT ✮✱ ❡st t❡❧ q✉❡

CT . e
K

T1/(2γ−1) ♣♦✉r t♦✉t K > 3(α− 1)21/(2γ−1)L2γ/(2γ−1)/((4γ sin(π/(4γ)))2γ/(2γ−1)).
✭✶✶✶✮

❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡ 1/T à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞❡ ❧✬❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ❡st ♦♣t✐♠❛❧❡✳

❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❡ ♠ê♠❡ t②♣❡ ❞❡ rés✉❧t❛ts ♣♦✉r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ❢r❛❝✲
t✐♦♥♥❛✐r❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

{
yt = −i∆γy + bu ❞❛♥s (0, T )× (0, L),

y(0, ·) = y0 ❞❛♥s (0, L).
✭✶✶✷✮

♣♦✉r ❧❡ ♠ê♠❡ b q✉❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳ ▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✶✸ ❞♦♥♥❡ ❛❧♦rs

✺✶



✺✳ ❈♦ût ❞❡s ❝♦♥trô❧❡s r❛♣✐❞❡s ♣♦✉r ❝❡rt❛✐♥❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ♣❛r❛❜♦❧✐q✉❡s ♦✉ ❞✐s♣❡rs✐✈❡s

❚❤é♦rè♠❡ ✶✼✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ γ > 1✳ ▲✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✶✷✮ ❡st ❝♦♥trô❧❛❜❧❡ à 0✱ ❞❡ ♣❧✉s ❧❡ ❝♦ût ❞✉
❝♦♥trô❧❡ CT ❡st t❡❧ q✉❡

CT . e
K

T1/(2γ−1) ♣♦✉r t♦✉t K > 3(α− 1)21/(2γ−1)L2γ/(2γ−1)/((2γ sin(π/(2γ)))2γ/(2γ−1)).

❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡ 1/T à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞❡ ❧✬❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ❡st ♦♣t✐♠❛❧❡✳

➱✈✐❞❡♠♠❡♥t✱ ❝♦♠♠❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❡st ré✈❡rs✐❜❧❡ ❡♥ t❡♠♣s ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❛✉ss✐ ❧❛ ❝♦♥trô❧❛❜✐❧✐té
❡①❛❝t❡ ❞❛♥s H−1(0, L) ✭❡t ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ s✉r ❧❡ ❝♦ût ❞❡ ❧❛ ❝♦♥trô❧❛❜✐❧✐té ❡①❛❝t❡ ❡♥ t❡♠♣s ♣❡t✐t
❝♦♠♠❡ ❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s ✭✸✶✮✮✳

✺✳✸✳✐✐ ➱q✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❑♦rt❡✇❡❣✲❞❡✲❱r✐❡s ❧✐♥é❛r✐sé❡s

❖♥ ✈❛ ❝♦♥s✐❞ér❡r ✐❝✐ ❞❡✉① éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ t②♣❡ ❑❞❱ ❧✐♥é❛✐r❡ ❛✈❡❝ ❞❡✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞
❞✐✛ér❡♥t❡s✳ ❙♦✐t L > 0✳ P♦s♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❙♦❜♦❧❡✈ ♣ér✐♦❞✐q✉❡s s✉✐✲
✈❛♥ts ✿

Hk
p := {y ∈ Hk(0, L)|u(j)(0) = u(j)(L), j = 0 . . . k − 1}.

❖♥ ♣♦s❡ H = (H1
p )

′✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿





yt + yxxx = 0 ❞❛♥s (0, T )× (0, L),

y(t, 0) = y(t, L) ❞❛♥s (0, L),

yx(t, 0) = yx(t, L) + u(t) ❞❛♥s (0, L),

yxx(t, 0) = yxx(t, L) ❞❛♥s (0, T ),

✭✶✶✸✮

❛✈❡❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ y0 ∈ (H1
p )

′ ❡t ❝♦♥trô❧❡ u ∈ L2(0, T )✳
❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ A = ∂3xxx ❛✈❡❝ ❞♦♠❛✐♥❡

D(A) := H2
p (0, L).

❖♥ ♣❡✉t ❞é♠♦♥tr❡r ✭❝❢✳ ❬❈♦r✵✼✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✼ ♣❛❣❡ ✶✵✶❪✱ ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s s♦♥t ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❡s ♠ê♠❡s✮
q✉❡

B : u 7→ −uδ′0 ◦∆−1

❝♦♥✈✐❡♥t✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞é♠♦♥tr❡r q✉❡ ❝❡t ♦♣ér❛t❡✉r ❡st ❜✐❡♥ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t
✉♥❡ ❢♦✐s ❞❡ ♣❧✉s ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞♦♥♥é ❛✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✸ ✭✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❞❡ ✈♦✐r ❧❡s ❝❤♦s❡s
❡st ❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s ❬❘♦s✾✼✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷❪✮✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♦♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r A ❡st ❛♥t✐✲
❛✉t♦❛❞❥♦✐♥t ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s 8ik3π3/L3 ❡t ❞❡ ✈❡❝t❡✉r ♣r♦♣r❡ ✭♥♦r♠é ❞❛♥s (H1

p )
′✮

ek(x) :=
(1 + 2kπ/L)√

L
e

2ikπ
L .

▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✶✺✮ ❡st ❞♦♥❝ ❜✐❡♥ ✈ér✐✜é❡ ❡t ♦♥ ✈♦✐t q✉❡

bk =
(1 + 2kπ/L)e′k(0)

1 + 4k2π2/L2
≃ 1.

❙✐❣♥❛❧♦♥s q✉✬✐❧ ❡st ❞é♠♦♥tré ❞❛♥s ❬❘♦s✾✼❪ q✉❡ ✭✶✶✸✮ ❡st ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❝♦♥trô❧❛❜❧❡✳ ❊♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t
❧❡s ❚❤é♦rè♠❡s ✶✹ ❡t ✶✺✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

❚❤é♦rè♠❡ ✶✽✳ ▲✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✶✸✮ ❡st ❝♦♥trô❧❛❜❧❡ à 0 ❡t ❧❡ ❝♦ût ❞✉ ❝♦♥trô❧❡ CT ✈ér✐✜❡

CT . e
K√
T

♣♦✉r t♦✉t K > 8/35/4L3/2✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡ 1/T à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞❡ ❧✬❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ❡st
♦♣t✐♠❛❧❡✳

✺✷



■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧✬éq✉❛t✐♦♥





yt + yx + yxxx = 0 ❞❛♥s (0, T )× (0, L),

y(t, 0) = 0 ❞❛♥s (0, T ),

y(t, L) = 0 ❞❛♥s (0, T ),

yx(t, L) = u(t) + yx(t, 0) ❞❛♥s (0, L),

✭✶✶✹✮

❛✈❡❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ y0 ∈ H−1(0, L) ❡t ❝♦♥trô❧❡ u ∈ L2(0, T )✳
❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ A = ∂x + ∂3xxx ❛✈❡❝ ❞♦♠❛✐♥❡

D(A) := {y ∈ H3(0, L)|y(0) = y(L) = 0, y′(0) = 0}.
❖♥ ♣❡✉t ❞é♠♦♥tr❡r ❡♥ ❡✛❡❝t✉❛♥t ❞❡s ✐♥té❣r❛t✐♦♥s ♣❛r ♣❛rt✐❡s q✉❡

B : u 7→ u− δ′0 ◦∆−1

❝♦♥✈✐❡♥t✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝❡ ❝♦♥trô❧❡ ❡st ❜✐❡♥ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ❡t ❡st t❡❧ q✉❡ bk ≃ 1 ❝♦♠♠❡ ❞é♠♦♥tré ❞❛♥s
❬❈❈✵✾❪✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛❧♦rs ❧❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✶✾✳ ▲✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✶✹✮ ❡st ❝♦♥trô❧❛❜❧❡ à 0 ❡t ❧❡ ❝♦ût ❞✉ ❝♦♥trô❧❡ CT ✈ér✐✜❡

CT . e
K√
T

♣♦✉r t♦✉t K > 8/35/4L3/2✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡ 1/T à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞❡ ❧✬❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ❡st
♦♣t✐♠❛❧❡✳

✺✳✹ ❘❡♠❛rq✉❡s ❛❞❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❡t ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s

✶✳ ◆♦r♠❛❧❡♠❡♥t✱ ♦♥ ❞❡✈r❛✐t ♣♦✉✈♦✐r êtr❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❡ ♠ê♠❡ ❣❡♥r❡ ❞❡ rés✉❧t❛ts
♣♦✉r ❧❡ ❝♦♥trô❧❡ ❡♥ t❡♠♣s ♣❡t✐t ❞❡s s②stè♠❡s ✭✽✹✮ ❡t ✭✽✺✮ q✉❛♥❞ ✭✽✻✮ ✭♦✉ ✭✽✾✮ ♣♦✉r ❧❡
❝❛s ❞✐s♣❡rs✐❢✮ ❡st ✈ér✐✜é ♣♦✉r α ∈ (1, 2)✳ ❉❡✉① ♦❜st❛❝❧❡s ♥✬♦♥t ❝❡♣❡♥❞❛♥t ♣❛s ♣✉ êtr❡
s✉r♠♦♥tés ✿ ❞✬❛❜♦r❞ ✭✾✶✮ ❞❡✈✐❡♥t ❢❛✉ss❡ ✭❛❧♦rs q✉❡ ✭✾✷✮ r❡st❡ ❥✉st❡✮✱ ♠❛✐s ♦♥ ❞é♠♦♥tr❡
q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t r❡❝t✐✜❡r ❧❛ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥ ✭✾✶✮ ♣♦✉r ❧❛ r❡♥❞r❡ ❥✉st❡ ❡♥ r❛❥♦✉t❛♥t ✉♥ ❢❛❝t❡✉r
21/α à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞❡ ❧✬❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ✭❝❡ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ♦♣t✐♠❛❧ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ♥✉♠ér✐q✉❡
❡t ❞♦♥❝ ❞♦♥♥❡r❛✐t ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ♠♦✐♥s ❜♦♥♥❡s q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✶✸ ♠❛✐s ♥✬❡♠♣ê❝❤❡
♣❛s ❞❡ ♣♦✉rs✉✐✈r❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ à ❝❡ st❛❞❡✮✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ✈✐❡♥t ❞✉ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t❡✉r
q✉✐ ♥❡ ❝♦♥✈✐❡♥t ♣❧✉s ✐❝✐ ❝❛r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ✭✹✮ ♥❡ s❡r❛ ♣❧✉s ✈❛❧❛❜❧❡✳ ▼❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t✱ ❥❡
♥✬❛✐ ♣❛s tr♦✉✈é ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t❡✉rs q✉✐ s❡r❛✐t ❛❞éq✉❛t ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✲❧à✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ ✐❧ ♥✬❡st
♣❛s ♣♦ss✐❜❧❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ♣r♦♣♦sé❡ ❞✬ét❡♥❞r❡ ✭✾✵✮ ❛✉ ❝❛s α ∈ (1, 2)✳ ■❧ s❡r❛✐t
✐♥tér❡ss❛♥t ❞✬❡ss❛②❡r ❞✬❛✉tr❡s ♠♦②❡♥s ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✲❧à ❝❛r ❞❛♥s ❧❡
❝❛s ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ❡t ❞❡ ❧❛ ❝❤❛❧❡✉r ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡s✱ ❝✬❡st ❧❡ ❝❛s γ ∈ (1/2, 1)
q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❧❡ ♣❧✉s ❛✉① s✐t✉❛t✐♦♥s r❡♥❝♦♥tré❡s ❡♥ ♣❤②s✐q✉❡ ✭❝❢✳ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❬▼❑✵✹❪
❡t ❬●❳✵✻❪✮✳

✷✳ ❈♦♠♣t❡ t❡♥✉ ❞✉ tr❛✈❛✐❧ ♣rés❡♥té ✐❝✐✱ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ✈r❛✐♠❡♥t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❞✬ét❡♥❞r❡
❧❛ ❈♦♥❥❡❝t✉r❡ ✶ ✭❡t s♦♥ éq✉✐✈❛❧❡♥t ♣♦✉r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r✮ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s α > 2✳
■❧ s❡♠❜❧❡ ✭✈✉ q✉❡ ❧❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ✭✾✶✮ ❡t ✭✾✷✮ s♦♥t ♦♣t✐♠❛❧❡s✮ q✉❡ 1/ sin(π/α) ❛✐t ✉♥
rô❧❡ à ❥♦✉❡r✱ ♠❛✐s ❝✬❡st à ♣❡✉ ♣rès t♦✉t ❝❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❞é❞✉✐r❡✳ ❈❡❧❛ ♣r♦✈✐❡♥t ❞✉ ❢❛✐t
q✉❡ ♣♦✉r tr♦✉✈❡r ❞❡s ❜♦r♥❡s ✐♥❢ér✐❡✉r❡s ♦♥ ❛ ✉t✐❧✐sé ❧❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❬●ü✐✽✺❪ q✉✐ ♥❡
❞♦♥♥❡ ♣❛s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥s ♣ré❝✐s❡s✱ ❡t ♥♦♥ ❞❡s r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥ts ❝♦♠♠❡ ❝❡✉① ❞❡ ❬▼✐❧✵✹❜❪✱
❬▼✐❧✵✹❛❪ ♦✉ ❬❚❚✵✼❪ q✉✐ ❞♦♥♥❡♥t ✉♥❡ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ♠❛✐s ♥❡ s❡♠❜❧❡♥t ♣❛s
♣♦✉✈♦✐r êtr❡ ❛❞❛♣tés ✐❝✐✳ ■❧ ♣♦✉rr❛✐t êtr❡ ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ t❡♥t❡r ❞✬❛✈♦✐r ✉♥❡ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡
r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡ q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡r ❧❛ ❈♦♥❥❡❝t✉r❡ ✶ ✭❡t s♦♥ éq✉✐✈❛❧❡♥t ♣♦✉r ❧✬éq✉❛t✐♦♥
❞❡ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r✮✳

✺✸



✺✳ ❈♦ût ❞❡s ❝♦♥trô❧❡s r❛♣✐❞❡s ♣♦✉r ❝❡rt❛✐♥❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ♣❛r❛❜♦❧✐q✉❡s ♦✉ ❞✐s♣❡rs✐✈❡s

✸✳ ■❧ ② ❛ ❞❡ ❣r❛♥❞❡s ❝❤❛♥❝❡s q✉❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♣ré❝é❞❡♥ts ♣✉✐ss❡♥t s❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡r ❛✉ ❝❛s ♦ù ❧❡s
bk ♥❡ ✈ér✐✜❡♥t ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t bk ≃ 1✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ ❧✬♦♥ r❡❣❛r❞❡ ❜✐❡♥ ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s✱ t❛♥t
q✉❡ ❧❡s bk ♦♥t ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ✏r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡✑✱ ✐✳❡✳ t❛♥t q✉✬♦♥ ❡st sûr q✉❡ bk 6= 0 ♣♦✉r
t♦✉t k ❡t q✉❡ bk ≃ kβ ♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ β ∈ R✱ ❛❧♦rs ♦♥ ♣❡✉t ❛❜s♦r❜❡r ❧❡s bk à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡s
t❡r♠❡s ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧s ❞é❝r♦✐ss❛♥ts q✉✐ ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t✳ ❈❡❧❛ ❝♦✉✈r✐r❛✐t ❞♦♥❝ é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t
❧❡s ❝❛s ♦ù ❧✬♦♣ér❛t❡✉r B ❡st ♥♦♥ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❛♥s t♦✉s ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s ♣rés❡♥tés
♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ♦♥ ♣♦✉rr❛✐t r❡♠♣❧❛❝❡r ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛tH−1 ♣❛r ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛t L2 ❡t ❣❛r❞❡r
❞❡s ❝♦♥trô❧❡s L2✮✳

✹✳ ❈♦♠♠❡ ❡①♣❧✐q✉é ❞❛♥s ❧❡ P❛r❛❣r❛♣❤❡ ✸✳✹✱ ✉♥❡ ❢♦✐s ❝❡s rés✉❧t❛ts ❝♦♥♥✉s✱ ✐❧ ♣♦✉rr❛✐t êtr❡
✐♥tér❡ss❛♥t ❞✬❡♥ ❞é❞✉✐r❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❡♥ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ é✈❛♥❡s❝❡♥t❡ ♦✉ ❡♥ ❞✐s♣❡rs✐♦♥✲✈✐s❝♦s✐té
é✈❛♥❡s❝❡♥t❡ ♣♦✉r ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✉ t②♣❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡ ét✉❞✐é❡ ❞❛♥s ❬●●✵✽❪ ♦✉ ❬●●✵✾❪✳

✺✳ ❉❛♥s ❬❘♦s✾✼❪✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ ❑❞❱ ❧✐♥é❛r✐sé❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ét✉❞✐é❡ ❡st





yt + yx + yxxx = 0 ❞❛♥s (0, T )× (0, L),

y(t, 0) = 0 ❞❛♥s (0, T ),

y(t, L) = 0 ❞❛♥s (0, T ),

yx(t, L) = h(t) ❞❛♥s (0, L),

q✉✐ ❞✐✛èr❡ ❞❡ ✭✶✶✹✮ ♣❛r ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛✉ ❜♦r❞ s✉r ❧❛ ❞ér✐✈é❡✳ P♦✉r ❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉ ❜♦r❞✱
❧✬♦♣ér❛t❡✉r −∂3xxx − ∂x ♥✬❡st ♥✐ ❛✉t♦❛❞❥♦✐♥t ♥✐ ❛♥t✐✲❛✉t♦❛❞❥♦✐♥t ✭❡t ♠ê♠❡ ♣❡✉t✲êtr❡ ♥♦♥
❞✐❛❣♦♥❛❧✐s❛❜❧❡✮✱ ❝❡ q✉✐ ✐♥t❡r❞✐t ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❡s ❚❤é♦rè♠❡s ✶✸✱ ✶✹ ❡t ✶✺✳ ■❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ✈r❛✐♠❡♥t
❞❡ r❛✐s♦♥s q✉❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❡♥ t❡♠♣s ♣❡t✐t ❞✉ ❝♦♥trô❧❡ s♦✐t ❞✐✛ér❡♥t ❞❡ ❝❡ q✉✬✐❧ ❡st
♣♦✉r ✭✶✶✸✮ ♦✉ ✭✶✶✹✮✱ ♠❛✐s ❥❡ ♥❡ s✉✐s ♣❛s ♣❛r✈❡♥✉ à ❧❡ ❞é♠♦♥tr❡r ❡♥ t❡♥t❛♥t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡
❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❡ s②stè♠❡ ✭✶✶✹✮✳

✺✹



Pr❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡

❈♦♥trô❧❡ ✐♥❞✐r❡❝t ❞❡ s②stè♠❡s ♥♦♥

❧✐♥é❛✐r❡s

✺✺





❈❤❛♣✐tr❡ ✶

❈♦♥trô❧❛❜✐❧✐té à 0 ❧♦❝❛❧❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥

❞❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡

❛✈❡❝ ✉♥ ❝♦♥trô❧❡ ❞✐str✐❜✉é ❛②❛♥t ❞❡✉①

❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ♥✉❧❧❡s

❆❜str❛❝t

■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❡ ♣r♦✈❡ ❛ ❧♦❝❛❧ ♥✉❧❧ ❝♦♥tr♦❧❧❛❜✐❧✐t② r❡s✉❧t ❢♦r t❤❡ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ◆❛✈✐❡r✲
❙t♦❦❡s ❡q✉❛t✐♦♥s ♦♥ ❛ ✭s♠♦♦t❤✮ ❜♦✉♥❞❡❞ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ R3 ✇✐t❤ ♥✉❧❧ ❉✐r✐❝❤❧❡t ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳
❚❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ✐s ❞✐str✐❜✉t❡❞ ✐♥ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r✐❧② s♠❛❧❧ ♥♦♥❡♠♣t② ♦♣❡♥ s✉❜s❡t ❛♥❞ ❤❛s t✇♦ ✈❛♥✐s❤✐♥❣
❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❏✳✲▲✳ ▲✐♦♥s ❛♥❞ ❊✳ ❩✉❛③✉❛ ♣r♦✈❡❞ t❤❛t t❤❡ ❧✐♥❡❛r✐③❡❞ s②st❡♠ ✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧②
♥✉❧❧ ❝♦♥tr♦❧❧❛❜❧❡ ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ✐s ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♦♥ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❞♦♠❛✐♥✱ ❤❡♥❝❡ t❤❡ st❛♥❞❛r❞
❧✐♥❡❛r✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❢❛✐❧s✳ ❲❡ ✉s❡ t❤❡ r❡t✉r♥ ♠❡t❤♦❞ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ❛ ♥❡✇ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ♠❡t❤♦❞
✐♥s♣✐r❡❞ ❜② t❤❡ ✇♦r❦s ♦❢ ▼✳ ●r♦♠♦✈ ❛♥❞ ♣r❡✈✐♦✉s r❡s✉❧ts ❜② ▼✳ ●✉❡②❡✳

❑❡②✇♦r❞s✿ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s ❙②st❡♠❀ ◆✉❧❧ ❝♦♥tr♦❧❧❛❜✐❧✐t②❀ ❘❡t✉r♥ ♠❡t❤♦❞✳

✶✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

✶✳✶✳✶ ◆♦t❛t✐♦♥s ❛♥❞ st❛t❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r❡♠

▲❡t T > 0✱ ❧❡t Ω ❜❡ ❛ ♥♦♥❡♠♣t② ❜♦✉♥❞❡❞ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ R3 ♦❢ ❝❧❛ss C∞ ❛♥❞ ❧❡t ω ❜❡ ❛ ♥♦♥❡♠♣t②
♦♣❡♥ s✉❜s❡t ♦❢ Ω✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ Q ⊂ R× R

3 ❜②

Q := (0, T )× Ω = {(t, x)| t ∈ (0, T ) ❛♥❞ x ∈ Ω}

❛♥❞ ✇❡ ❝❛❧❧
Σ := [0, T ]× ∂Ω.

✺✼



✶✳✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❚❤❡ ❝✉rr❡♥t ♣♦✐♥t x ∈ R
3 ✐s x = (x1, x2, x3)✳ ❚❤❡ i✲t❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ ❛ ✈❡❝t♦r ✭♦r ❛ ✈❡❝t♦r ✜❡❧❞✮

f ✐s ❞❡♥♦t❡❞ f i✳ ❚❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ✐s u = (u1, u2, u3) ∈ L2(Q)3✳ ❲❡ r❡q✉✐r❡ t❤❛t t❤❡ s✉♣♣♦rt ♦❢ u ✐s
✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ ω✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♦✉r ❝♦♥tr♦❧ ❞♦♠❛✐♥✳ ❲❡ ✐♠♣♦s❡ t❤❛t t✇♦ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ u ✈❛♥✐s❤✱ ❢♦r
❡①❛♠♣❧❡ t❤❡ ✜rst t✇♦✿

u1 = 0 ❛♥❞ u2 = 0 ✐♥ Q, ✭✶✳✶✳✶✮

s♦ t❤❛t u ✇✐❧❧ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ✉♥❞❡r t❤❡ ❢♦r♠ (0, 0, 1ωv) ✇✐t❤ v ∈ L2(Q) ❢r♦♠ ♥♦✇ ♦♥✱ ✇❤❡r❡
1ω : Ω → R ✐s t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ω✿

1ω = 1 ✐♥ ω, 1ω = 0 ✐♥ Ω \ ω.
▲❡t ✉s ❞❡✜♥❡

V := {y ∈ H1
0 (Ω)

3|∇ · y = 0}.
❚❤❡ s♣❛❝❡ V ✐s ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ H1

0 ✲♥♦r♠✳ ▲❡t ✉s ❞❡♥♦t❡ ❜② H t❤❡ ❝❧♦s✉r❡ ♦❢ V ✐♥ L2(Ω)3✳
❚❤❡ s♣❛❝❡ H ✐s ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ L2✲♥♦r♠✳

❲❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s ❝♦♥tr♦❧ s②st❡♠✿




yt −∆y + (y · ∇)y +∇p = (0, 0, 1ωv) ✐♥ Q,

∇ · y = 0 ✐♥ Q,

y = 0 ♦♥ Σ.

✭✶✳✶✳✷✮

❋r♦♠ ❬❚❡♠✼✾✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✶✱ ♣✳ ✷✽✷❪✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①✐st❡♥❝❡ r❡s✉❧t✿ ❋♦r ❡✈❡r② y0 ∈ H✱
t❤❡r❡ ❡①✐st y ∈ L2((0, T ), V ) ∩ L∞((0, T ), H) ❛♥❞ p ∈ L2(Q) s❛t✐s❢②✐♥❣

y(0, ·) = y0 ✐♥ Ω ✭✶✳✶✳✸✮

s✉❝❤ t❤❛t ✭✶✳✶✳✷✮ ❤♦❧❞s✳
❖✉r ♠❛✐♥ r❡s✉❧t ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡♦r❡♠✱ ✇❤✐❝❤ ❡①♣r❡ss❡s t❤❡ s♠❛❧❧✲t✐♠❡ ❧♦❝❛❧ ♥✉❧❧ ❝♦♥✲

tr♦❧❧❛❜✐❧✐t② ♦❢ ✭✶✳✶✳✷✮✿

❚❤❡♦r❡♠ ✶✳✶✳✶✳ ❋♦r ❡✈❡r② T > 0 ❛♥❞ ❢♦r ❡✈❡r② r > 0✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts η > 0 s✉❝❤ t❤❛t✱
❢♦r ❡✈❡r② y0 ∈ V ✈❡r✐❢②✐♥❣ ||y0||H1

0 (Ω)3 6 η✱ t❤❡r❡ ❡①✐st v ∈ L2(Q) ❛♥❞ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ (y, p) ∈
L2((0, T ), H2(Ω)3 ∩ V ) ∩ L∞((0, T ), H1(Ω)3 ∩ V )× L2(Q) ♦❢ ✭✶✳✶✳✷✮✲✭✶✳✶✳✸✮ s✉❝❤ t❤❛t

y(T, ·) = 0, ✭✶✳✶✳✹✮

||v||L2(Q)3 6 r, ✭✶✳✶✳✺✮

||y||L2((0,T ),H2(Ω)3)∩L∞((0,T ),H1
0 (Ω)3) 6 r. ✭✶✳✶✳✻✮

❘❡♠❛r❦ ✶✳✶✳✶✳ ❖♥❝❡ ❛ ❝♦♥tr♦❧ v ∈ L2(Q) ✐s ❣✐✈❡♥✱ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s♦❧✉t✐♦♥ (y, p) ♦❢ ✭✶✳✶✳✷✮✱
✭✶✳✶✳✸✮ ❛♥❞ ✭✶✳✶✳✻✮ ❣✐✈❡♥ ❜② ❚❤❡♦r❡♠ ✶✳✶✳✶ ✐s ✉♥✐q✉❡ ✭r❡❝❛❧❧ t❤❛t ❢♦r t❤❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s s②st❡♠✱
t❤❡ ✉♥✐q✉❡♥❡ss ♦❢ (y, p) ♠❡❛♥s t❤❛t y ✐s ✉♥✐q✉❡ ❛♥❞ p ✐s ✉♥✐q✉❡ ✉♣ t♦ ❛ ❝♦♥st❛♥t ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥
t❤❡ t✐♠❡✮✳ ❚❤✐s ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ✉♥✐q✉❡♥❡ss r❡s✉❧t ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❬❚❡♠✼✾✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✹✱ ♣✳ ✷✾✼❪✿ ❖♥❡
❤❛s

L∞((0, T ), H1(Ω)3) ⊂ L8((0, T ), H1(Ω)3) ⊂ L8((0, T ), L4(Ω)3)

t❤❛♥❦s t♦ ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❙♦❜♦❧❡✈ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣✱ ❛♥❞ t❤❡r❡ ✐s ❛t ♠♦st ♦♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ (y, p) ♦❢ ✭✶✳✶✳✷✮ ❛♥❞
✭✶✳✶✳✸✮ ✐♥ t❤❡ s♣❛❝❡

L2((0, T ), V ) ∩ L∞((0, T ), H) ∩ L8((0, T ), L4(Ω)3)× L2(Q).

❘❡♠❛r❦ ✶✳✶✳✷✳ ❖♥❡ ♦❜s❡r✈❡s t❤❛t ✐♥ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✳✶✳✶ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ y0 ✐s ♠♦r❡ r❡❣✉❧❛r
t❤❛♥ ✉s✉❛❧ ✭y0 ∈ H✮✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❛r❣✉♠❡♥ts ❛s ✐♥ ❬❋❈●■P✵✹❪ ❛♥❞ ❬❋❈●■P✵✻❪ ✭s❡❡
❛❧s♦ ❬❈●✶✸❛✱ ❘❡♠❛r❦ ✶❪✮✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❡①t❡♥❞ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s t❤❡♦r❡♠ t♦ s♠❛❧❧ ✐♥✐t✐❛❧ ❞❛t❛
✐♥ H ∩ L4(Ω)3 ✇✐t❤ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ (y, p) ∈ L2((0, T ), V ) ∩ L∞((0, T ), H) × L2(Q)✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱
❘❡♠❛r❦ ✶✳✶✳✶ ✐s ♥♦ ❧♦♥❣❡r tr✉❡ ❛♥❞ t❤❡r❡ ♠✐❣❤t ♣♦ss✐❜❧② ❡①✐st ♠❛♥② s♦❧✉t✐♦♥s (y, p) ✈❡r✐❢②✐♥❣
✭✶✳✶✳✷✮ ❛♥❞ ✭✶✳✶✳✸✮ ♦♥❝❡ v ✐s ❣✐✈❡♥✳

✺✽



❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ▲✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡ ❛✈❡❝ ❝♦♥trô❧❡ ❞✐str✐❜✉é s❝❛❧❛✐r❡

✶✳✶✳✷ ❙♦♠❡ ♣r❡✈✐♦✉s r❡s✉❧ts

❚❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♦r t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s ❡q✉❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❛ ❞✐s✲
tr✐❜✉t❡❞ ❝♦♥tr♦❧ ❤❛s ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞ ✐♥ ♥✉♠❡r♦✉s ♣❛♣❡rs✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ❢♦r ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s ❡q✉❛t✐♦♥s✱
✐t ✐s r❡❧❡✈❛♥t t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❝♦♥tr♦❧❧❛❜✐❧✐t②✱ t❤❡ ♥✉❧❧ ❝♦♥tr♦❧❧❛❜✐❧✐t② ♦r t❤❡ ❡①❛❝t
❝♦♥tr♦❧❧❛❜✐❧✐t② t♦ t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ❜❡✐♥❣ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ t❤✐r❞ ♦♥❡✳

■♥ ❬■♠❛✾✽❜❪✱ ❛ ✜rst r❡s✉❧t ♦❢ ❧♦❝❛❧ ❡①❛❝t ❝♦♥tr♦❧❧❛❜✐❧✐t② t♦ t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ✇❛s ❡st❛❜❧✐s❤❡❞
✉♥❞❡r t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✿ Ω ❤❛❞ t♦ ❜❡ ❤♦♠❡♦♠♦r♣❤✐❝ t♦ ❛ ❜❛❧❧✱ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ❤❛❞ t♦ ❜❡ s✉♣✲
♣♦rt❡❞ ✐♥ ❛ ♥♦♥❡♠♣t② ♦♣❡♥ s✉❜s❡t ✇❤♦s❡ ❝❧♦s✉r❡ ✐s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ Ω✱ ❛♥❞ t❤❡ t❛r❣❡t tr❛❥❡❝t♦r②
❤❛❞ t♦ ❜❡ ❛ st❛t✐♦♥❛r② s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s ❡q✉❛t✐♦♥✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡r❡ ✇❡r❡ s♦♠❡ t❡❝❤✲
♥✐❝❛❧ r❡❣✉❧❛r✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r t❤❡s❡ st❛t✐♦♥❛r② s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❆ s✐♠✐❧❛r r❡s✉❧t ❢♦r t❤❡ ❧✐♥❡❛r✐③❡❞
◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s ❡q✉❛t✐♦♥s ✇❛s ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ❜✉t ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ str♦♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ▼❛♥② ♦❢ t❤❡s❡
❤②♣♦t❤❡s❡s ✇❡r❡ r❡♠♦✈❡❞ ✐♥ ❬■♠❛✵✶❪✳

❚❤❡♥✱ ✐t ✇❛s ♣r♦✈❡❞ ✐♥ ❬❋❈●■P✵✹❪ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❡①❛❝t ❝♦♥tr♦❧❧❛❜✐❧✐t② t♦ t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ✇✐t❤
r❡❣✉❧❛r✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s t❤❛t ✇❡r❡ ✇❡❛❦❡r ❛♥❞ ♠♦r❡ s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r t❤❡ st✉❞② ♦❢ t❤❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s
❡q✉❛t✐♦♥s✳ ■♥ t❤✐s ❛rt✐❝❧❡✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ❛❧s♦ ♣r♦✈❡❞ s♦♠❡ ❡①❛❝t ❝♦♥tr♦❧❧❛❜✐❧✐t② r❡s✉❧ts ❢♦r ❧✐♥✲
❡❛r✐③❡❞ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s s②st❡♠s✱ ✇✐t❤ ✈❡r② ✇❡❛❦ r❡❣✉❧❛r✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ❛✉t❤♦rs ♣r♦✈❡❞
✐♥ ❬❋❈●■P✵✻❪ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❡①❛❝t ❝♦♥tr♦❧❧❛❜✐❧✐t② t♦ t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ✇✐t❤ ❛ ❝♦♥tr♦❧ ❤❛✈✐♥❣ ♦♥❡ ✈❛♥✲
✐s❤✐♥❣ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✱ ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❛t ω ✏t♦✉❝❤❡s✑ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ Ω ✐♥ s♦♠❡ s❡♥s❡✳
▲❛t❡r ♦♥ ✐t ✇❛s ♣r♦✈❡❞ ✐♥ ❬❈●✵✾❜❪ ❛ ❧♦❝❛❧ ♥✉❧❧ ❝♦♥tr♦❧❧❛❜✐❧✐t② r❡s✉❧t ❢♦r t❤❡ ❙t♦❦❡s s②st❡♠
✇✐t❤ ❛ ❝♦♥tr♦❧ ❤❛✈✐♥❣ ❛ ✈❛♥✐s❤✐♥❣ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦♥ ω✱ ❜✉t
t❤❡ ❛✉t❤♦rs ✇❡r❡ ♥♦t ❛❜❧❡ t♦ ❡①t❡♥❞ ✐t t♦ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s s②st❡♠✳ ❆ r❡❝❡♥t ✇♦r❦
✭❬❈●✶✸❛❪✮ ✐♠♣r♦✈❡❞ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♦♥❡ ❛♥❞ ♣r♦✈❡❞ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♥✉❧❧ ❝♦♥tr♦❧❧❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❙t♦❦❡s
s②st❡♠ ✇✐t❤ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ s♦✉r❝❡ ♠❡♠❜❡r ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❛ ❝♦♥tr♦❧ ❤❛✈✐♥❣ ❛ ✈❛♥✐s❤✐♥❣ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✱
✇❤✐❝❤ ❡♥❛❜❧❡❞ t❤❡ ❛✉t❤♦rs t♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♥✉❧❧ ❝♦♥tr♦❧❧❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s s②st❡♠
❢♦r ❛ ❝♦♥tr♦❧ ❤❛✈✐♥❣ ❛ ✈❛♥✐s❤✐♥❣ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✳ ■♥ ❛❧❧ t❤❡s❡ ❛rt✐❝❧❡s✱ t❤❡ ♠❛✐♥ ♣♦✐♥ts ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢
✇❡r❡ t♦ ❡st❛❜❧✐s❤ ✜rst t❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r✐③❡❞ ❝♦♥tr♦❧ s②st❡♠ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ t❛r❣❡t
tr❛❥❡❝t♦r② t❤❛♥❦s t♦ ❈❛r❧❡♠❛♥ ❡st✐♠❛t❡s ♦♥ t❤❡ ❛❞❥♦✐♥t ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r✐③❡❞ ❡q✉❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡♥ t♦
✉s❡ ❛♥ ✐♥✈❡rs❡ ♠❛♣♣✐♥❣ t❤❡♦r❡♠ ♦r ❛ ✜①❡❞✲♣♦✐♥t t❤❡♦r❡♠ t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r s②st❡♠✳

❚❤❡ ♥❛t✉r❛❧ q✉❡st✐♦♥ ✐s t❤❡♥✿ ❈❛♥ ✇❡ r❡♠♦✈❡ ❛♥♦t❤❡r ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧✱ ✇❤✐❝❤
✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ r❡s✉❧t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♥tr♦❧s❄ ❘❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t ❢♦r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞ ♠❛♥②
t✐♠❡s ❢♦r ❧✐♥❡❛r ♦r ♣❛r❛❜♦❧✐❝ s②st❡♠s ♦❢ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ✭t❤❛t ❛r❡ q✉✐t❡ s✐♠✐❧❛r t♦ ❧✐♥❡❛r✐③❡❞ ◆❛✈✐❡r✲
❙t♦❦❡s s②st❡♠s✮✱ s❡❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❬❆❑❇●❇❞❚✶✶❛❪✱ ✇❤❡r❡ ❛ ♥❡❝❡ss❛r② ❛♥❞ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥
t♦ ❝♦♥tr♦❧ ❛ s②st❡♠ ♦❢ ❝♦✉♣❧❡❞ ♣❛r❛❜♦❧✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❝♦♥st❛♥t ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛♥❞ ✇✐t❤ ❧❡ss
❝♦♥tr♦❧s t❤❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥s ✐s ❣✐✈❡♥✱ ♦r ❬❆❑❇❉●❇✵✾✱ ▼❛✉✶✸❪ ❢♦r t✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳ ■❢
t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ t✐♠❡ ❛♥❞ t❤❡ s♣❛❝❡✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ❣❡♥❡r❛❧ r❡s✉❧ts✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐❢
✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t✇♦ ❝♦✉♣❧❡❞ ♣❛r❛❜♦❧✐❝ s②st❡♠s ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ r❡❣✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ r❡❣✐♦♥ ❞♦
♥♦t ✐♥t❡rs❡❝t ✭❛ ♣❛rt✐❛❧ r❡s✉❧t ✉♥❞❡r t❤❡ ●❡♦♠❡tr✐❝ ❈♦♥tr♦❧ ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❬❆❇▲✶✸❪✮✳ ❋♦r
❛ r❡❝❡♥t s✉r✈❡② ♦♥ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❝♦✉♣❧❡❞ ❧✐♥❡❛r ♣❛r❛❜♦❧✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ s❡❡ ❬❆❑❇●❇❞❚✶✶❝❪✳

✶✳✶✳✸ ❚❤❡ ❧✐♥❡❛r t❡st

❚♦ ♦❜t❛✐♥ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✳✶✳✶✱ t❤❡ ✜rst ♥❛t✉r❛❧ ✐❞❡❛ ✐s t♦ ❧✐♥❡❛r✐③❡ t❤❡ s②st❡♠ ❛r♦✉♥❞ 0✱ ✐✳❡✳ t♦
❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❙t♦❦❡s ❝♦♥tr♦❧ s②st❡♠





yt −∆y +∇p = (0, 0, v1ω) ✐♥ Q,

∇ · y = 0 ✐♥ Q,

y(0, ·) = y0 ✐♥ Ω,

y = 0 ♦♥ Σ.

✭✶✳✶✳✼✮

✺✾



✶✳✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

■t ✐s ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ✭s❡❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❬❋❈●■P✵✻❪✱ ♦r ❬■♠❛✵✶❪✮ t❤❛t ✐❢ t❤✐s ❧✐♥❡❛r s②st❡♠ ✇❡r❡ ♥✉❧❧
❝♦♥tr♦❧❧❛❜❧❡ ✭✇✐t❤✱ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② s♦✉r❝❡ t❡r♠ ✐♥ ❛ s✉✐t❛❜❧❡ s♣❛❝❡✮✱ t❤❡♥ ❛♣♣❧②✐♥❣ ❛♥
✐♥✈❡rs❡ ♠❛♣♣✐♥❣ t❤❡♦r❡♠ ✭❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡ ♦♥❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬❆❚❋✽✼❪✮ ✐♥ s♦♠❡ r❡❧❡✈❛♥t ✇❡✐❣❤t❡❞
s♣❛❝❡s✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ♦❜t❛✐♥ t❤❛t ✭✶✳✶✳✷✮ ✐s ❧♦❝❛❧❧② ♥✉❧❧ ❝♦♥tr♦❧❧❛❜❧❡ ❛r♦✉♥❞ 0✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❧✐♥❡❛r
❝♦♥tr♦❧ s②st❡♠ ✭✶✳✶✳✼✮ ✐s ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ♥♦t ♥✉❧❧ ❝♦♥tr♦❧❧❛❜❧❡ ❛♥❞ ♥♦t ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ❝♦♥tr♦❧❧❛❜❧❡✿ ■♥
❬▲❩✾✻❪✱ ✐t ✐s ♣r♦✈❡❞ t❤❛t t❤✐s ✐s ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡ ❝❛s❡ ✐❢ Ω ✐s ❛ ❝②❧✐♥❞❡r ✇✐t❤ ❛ ❝✐r❝✉❧❛r ❣❡♥❡r❛t✐♥❣
s❡t ❛♥❞ ✇✐t❤ ❛♥ ❛①✐s ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ e3✱ ❡✈❡♥ ✐❢ ✇❡ ❝♦♥tr♦❧ ♦♥ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❝②❧✐♥❞❡r ✭t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡
❝♦♥tr♦❧❧❛❜✐❧✐t② ♣r♦♣❡rt② ❤♦❧❞s ✏❣❡♥❡r✐❝❛❧❧②✑ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ s❡t ♦❢ t❤❡ ❝②❧✐♥❞❡r
❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❬▲❩✾✻❪ t❤♦✉❣❤✮✳

❙✐♥❝❡ ❧✐♥❡❛r✐③✐♥❣ ❛r♦✉♥❞ 0 ✐s ♥♦t r❡❧❡✈❛♥t✱ ✇❡ ❛r❡ ❣♦✐♥❣ t♦ ✉s❡ t❤❡ r❡t✉r♥ ♠❡t❤♦❞✱ ✇❤✐❝❤
❝♦♥s✐sts ✐♥ ❧✐♥❡❛r✐③✐♥❣ s②st❡♠ ✭✶✳✶✳✷✮ ❛r♦✉♥❞ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r tr❛❥❡❝t♦r② (y, p, u) ✭t❤❛t ✇❡ ❝♦♥str✉❝t
❡①♣❧✐❝✐t❧②✮ ✈❡r✐❢②✐♥❣ y(0, ·) = y(T, ·) = 0✱ ♣r♦✈✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❧✐♥❡❛r✐③❡❞ s②st❡♠ ✭✇✐t❤ ❛ s♦✉r❝❡
t❡r♠ f ✈❡r✐❢②✐♥❣ ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❞❡❝r❡❛s❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛t t✐♠❡ t = T ✮ ✐s ♥✉❧❧ ❝♦♥tr♦❧❧❛❜❧❡✱ ❛♥❞
t❤❡♥ ❝♦♥❝❧✉❞✐♥❣ ❜② ❛ ✉s✉❛❧ ✐♥✈❡rs❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ❛r❣✉♠❡♥t t❤❛t ♦✉r s②st❡♠ ✐s ❧♦❝❛❧❧② ♥✉❧❧ ❝♦♥tr♦❧✲
❧❛❜❧❡✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✇❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❬❈♦r✾✷❪ ❢♦r ❛ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ ♥♦♥❧✐♥❡❛r
♦r❞✐♥❛r② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ ✜rst ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ♣❛rt✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ✐♥
❬❈♦r✾✸❪✳ ❚❤❡ r❡t✉r♥ ♠❡t❤♦❞ ✇❛s ❛❧r❡❛❞② s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ✉s❡❞ ✐♥ ❬❈♦r✾✻✱ ❈❋✾✻✱ ❋■✾✾❜❪ t♦ ♦❜t❛✐♥
❣❧♦❜❛❧ ❝♦♥tr♦❧❧❛❜✐❧✐t② r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s ❡q✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ ✐♥ ❬❈●✵✾❛❪ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❧♦❝❛❧
♥✉❧❧ ❝♦♥tr♦❧❧❛❜✐❧✐t② ❢♦r t❤❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s ❡q✉❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ t♦r✉s T2 ✇❤❡♥ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ❤❛s ♦♥❡
✈❛♥✐s❤✐♥❣ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✳ ❋♦r ♠♦r❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥s ❛❜♦✉t t❤❡ r❡t✉r♥ ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ ♦t❤❡r ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ s❡❡ ❬❈♦r✵✼✱ ❈❤❛♣t❡r ✻❪✳

✶✳✶✳✹ ❙tr✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt✐❝❧❡ ❛♥❞ s❦❡t❝❤ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✳✶✳✶

❚❤❡ ♣❛♣❡r ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳

• ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✇❤❛t ✇❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ❙✉❜s❡❝t✐♦♥ ✶✳✶✳✸✱ ✇❡
❝♦♥str✉❝t ❛ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ❡①♣❧✐❝✐t ♣❛rt✐❝✉❧❛r tr❛❥❡❝t♦r✐❡s (y, p, u) ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ◆❛✈✐❡r✲
❙t♦❦❡s s②st❡♠ ✭✶✳✶✳✷✮ ❣♦✐♥❣ ❢r♦♠ 0 ❛t t✐♠❡ t = 0 t♦ 0 ❛t t✐♠❡ t = T ✳ ❚❤❡s❡ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ❛r❡
❝♦♠♣❛❝t❧② s✉♣♣♦rt❡❞ ✐♥ [T/4, T ]× ω ❛♥❞ ✈❛♥✐s❤ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ❛t t✐♠❡ t = T ✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱
t❤❡② ❛r❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ✐♥ s♣❛❝❡ ♦♥ s♦♠❡ s✉❜❝②❧✐♥❞❡r ♦❢ ω ❞❡♥♦t❡❞ C2✱ ❛♥❞ t❤❡② ❝❛♥ ❜❡
❛r❜✐tr❛r✐❧② s♠❛❧❧✳ ❲❡ t❤❡♥ ❧✐♥❡❛r✐③❡ ✭✶✳✶✳✷✮ ❛r♦✉♥❞ (y, p, u) ❛♥❞ st✉❞② t❤❡ ❧✐♥❡❛r✐③❡❞
❡q✉❛t✐♦♥





y1t −∆y1 + (y · ∇)y1 + (y · ∇)y1 + ∂x1p = f1 ✐♥ Q,

y2t −∆y2 + (y · ∇)y2 + (y · ∇)y2 + ∂x2p = f2 ✐♥ Q,

y3t −∆y3 + (y · ∇)y3 + (y · ∇)y3 + ∂x3p = 1ωv + f3 ✐♥ Q,

∇ · y = 0 ✐♥ Q,

y = 0 ♦♥ Σ,

✭✶✳✶✳✽✮

✇❤❡r❡ f ✐s s♦♠❡ s♦✉r❝❡ t❡r♠ ✐♥ ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ s♣❛❝❡✳

• ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✸ ✐s ❞❡✈♦t❡❞ t♦ ♣r♦✈✐♥❣ t❤❛t ✭✶✳✶✳✽✮ ✐s ✐♥❞❡❡❞ ♥✉❧❧ ❝♦♥tr♦❧❧❛❜❧❡ ✭Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✸✳✺✮✳
❙✉❜s❡❝t✐♦♥ ✶✳✸✳✶ ✐s ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ s♦♠❡ ✉s❡❢✉❧ ♥♦t❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ❝r✉❝✐❛❧ Pr♦♣♦✲
s✐t✐♦♥ ✶✳✸✳✶✳ ❚❤✐s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❡①♣❧❛✐♥s t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ s♣❧✐t ✉♣ ♦✉r ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ ♥✉❧❧ ❝♦♥tr♦❧✲
❧❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r✐③❡❞ ❡q✉❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❛ s❝❛❧❛r ❝♦♥tr♦❧ ✐♥t♦ t✇♦ ♣❛rts✿

✻✵



❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ▲✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡ ❛✈❡❝ ❝♦♥trô❧❡ ❞✐str✐❜✉é s❝❛❧❛✐r❡

• ❋✐rst❧②✱ ✇❡ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧✐♥❡❛r✐③❡❞ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s s②st❡♠✿





y∗1t −∆y∗1 + (y · ∇)y∗1 + (y∗ · ∇)y1 + ∂x1p
∗ = B1u∗ + f1 ✐♥ Q,

y∗2t −∆y∗2 + (y · ∇)y∗2 + (y∗ · ∇)y2 + ∂x2p
∗ = B2u∗ + f2 ✐♥ Q,

y∗3t −∆y∗3 + (y · ∇)y∗3 + (y∗ · ∇)y3 + ∂x3p
∗ = B3u∗ + f3 ✐♥ Q,

∇ · y∗ = 0 ✐♥ Q,

y∗ = 0 ♦♥ Σ,

✭✶✳✶✳✾✮

✇❤❡r❡ B ✐s s♦♠❡ s✉✐t❛❜❧❡ ❧♦❝❛❧ ❝♦♥tr♦❧ ♦♣❡r❛t♦r t❤❛t ❛❝ts ♦♥ ❡❛❝❤ ❡q✉❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡
♣✉r♣♦s❡ ♦❢ ❙✉❜s❡❝t✐♦♥ ✶✳✸✳✸✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❙②st❡♠ ✭✶✳✶✳✾✮ ✐s ♣r♦✈❡❞ t❤❛♥❦s
t♦ t❤❡ ✉s✉❛❧ ❍❯▼ ♠❡t❤♦❞✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ✇❡ ♣r♦✈❡ ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❈❛r❧❡♠❛♥ ❡st✐♠❛t❡
✇✐t❤ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ B∗ ♦♥ t❤❡ ❛❞❥♦✐♥t ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ ✭✶✳✶✳✾✮ ✭▲❡♠♠❛ ✶✳✸✳✸✮✱ s♦ t❤❛t ✇❡ ❝r❡❛t❡
❝♦♥tr♦❧s ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ B t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ st✉❞② ♦❢ ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ▲❛①✲▼✐❧❣r❛♠ t②♣❡
♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧s♦ ❡♥❛❜❧❡s ✉s t♦ ♦❜t❛✐♥ ❝♦♥tr♦❧s t❤❛t ❛r❡ ✈❡r② r❡❣✉❧❛r ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t
t❤❡② ❛r❡ ✐♥ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❙♦❜♦❧❡✈ s♣❛❝❡s ♦❢ ❤✐❣❤ ♦r❞❡r ✐♥ s♣❛❝❡ ❛♥❞ t✐♠❡ ✭Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✸✳✹✮✳
▲❡t (y∗, p∗, u∗) ❜❡ ❛ tr❛❥❡❝t♦r② ♦❢ ✭✶✳✶✳✾✮ t❤❛t ❜r✐♥❣s t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ y0 t♦ 0 ❛t
t✐♠❡ T ✱ ✇✐t❤ ❛ ✈❡r② r❡❣✉❧❛r u∗ ❝♦♠♣❛❝t❧② s✉♣♣♦rt❡❞ ✐♥ s♣❛❝❡ ❛t ❡❛❝❤ t✐♠❡ ✐♥ s♦♠❡ ♦♣❡♥
s✉❜s❡t ω0 ♦❢ C2 t♦ ❜❡ ❝❤♦s❡♥ ❧❛t❡r✱ ❛♥❞ t❤❛t ❞❡❝r❡❛s❡s ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ❛t t✐♠❡ t = T ✳ ❲❡
❡♠♣❤❛s✐③❡ t❤❛t (y∗, p∗) ✐s ❧❡ss r❡❣✉❧❛r t❤❛♥ Bu∗ ✭❤♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s ✐♥ s♦♠❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❙♦❜♦❧❡✈
s♣❛❝❡ ♦❢ s♠❛❧❧ ♦r❞❡r✮ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ s♦✉r❝❡ t❡r♠ f ✐s ♥♦t ❛s r❡❣✉❧❛r ❛s Bu∗✳

• ❙❡❝♦♥❞❧②✱ ✇❡ st✉❞② ✐♥ ❙✉❜s❡❝t✐♦♥ ✶✳✸✳✷ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s②st❡♠ ❧♦❝❛❧❧② ♦♥Q0 := [T/2, T ]×ω0✿





ỹ1t −∆ỹ1 + (y · ∇)ỹ1 + (ỹ · ∇)y1 + ∂x1 p̃ = −B1u∗ ✐♥ Q0,

ỹ2t −∆ỹ2 + (y · ∇)ỹ2 + (ỹ · ∇)y2 + ∂x2 p̃ = −B2u∗ ✐♥ Q0,

ỹ3t −∆ỹ3 + (y · ∇)ỹ3 + (ỹ · ∇)y3 + ∂x3 p̃ = −B3u∗ + ṽ ✐♥ Q0,

∇ · ỹ = 0 ✐♥ Q0,

✭✶✳✶✳✶✵✮

✇❤❡r❡ u∗ ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛❜♦✈❡✱ ❛♥❞ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥s ❛r❡ (ỹ, p̃, ṽ)✳ ❲❡ ✇❛♥t t♦
♣r♦✈❡ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ s♦❧✉t✐♦♥ (ỹ, p̃, ṽ) ♦❢ ✭✶✳✶✳✶✵✮ ✭❡①t❡♥❞❡❞ ❜② 0 ♦♥ [T/2, T ] × Ω✮
✇❤✐❝❤ ❤❛s t❤❡ s❛♠❡ s✉♣♣♦rt ❛s u∗✳ ❚❤✐s s❡❡♠s r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❜❡❝❛✉s❡ ❙②st❡♠ ✭✶✳✶✳✶✵✮ ✐s
❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧② ✉♥❞❡r❞❡t❡r♠✐♥❡❞✿ ✇❡ ❤❛✈❡ 5 ✉♥❦♥♦✇♥s ✭t❤❡ 3 ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ỹ✱ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡
p̃ ❛♥❞ t❤❡ s❝❛❧❛r ❝♦♥tr♦❧ ṽ✮ ❛♥❞ ♦♥❧② 4 ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ✇❡ ♣r♦✈❡ ✐♥ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✸✳✷
t❤❛t ✐s ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✜♥❞ s✉❝❤ ❛ (ỹ, p̃, ṽ) ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ♠♦r❡♦✈❡r ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❛ ❧✐♥❡❛r
❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ u∗ ❛♥❞ s♦♠❡ ♦❢ ✐ts ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ✉♣ t♦ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ♦r❞❡r✳ ❚❤✐s ❡①♣❧❛✐♥s ✇❤②
✇❡ ♥❡❡❞ u∗ t♦ ❜❡ ✈❡r② r❡❣✉❧❛r✳ ❙✐♥❝❡ u∗ ❞❡❝r❡❛s❡s ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ❛t t✐♠❡ T ✱ t❤✐s ✐s ❛❧s♦
t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r (ỹ, p̃, ṽ)✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ✐❞❡❛ ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ s✉❝❤ ❛ (ỹ, p̃, ṽ)
✐s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❛❞❥♦✐♥t s②st❡♠ ♦❢ ✭✶✳✶✳✶✵✮ ❛♥❞ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛♣♣❡❛r✐♥❣
✐♥ t❤✐s s②st❡♠ ✉♥t✐❧ ✇❡ ❣❡t ♠♦r❡ ❡q✉❛t✐♦♥s t❤❛♥ ✏✉♥❦♥♦✇♥s✑✱ t❤❡ ✏✉♥❦♥♦✇♥s✑ ❜❡✐♥❣ t❤❡r❡
t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛♥❞ ❛❧❧ t❤❡✐r ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❛❞❥♦✐♥t s②st❡♠✳
❙✐♥❝❡ ❙✉❜s❡❝t✐♦♥ ✶✳✸✳✷ ✐s t❤❡ ♠♦st ✐♥♥♦✈❛t✐✈❡✱ ✐♠♣♦rt❛♥t✱ ❛♥❞ ❞✐✣❝✉❧t ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❛rt✐❝❧❡✱
✇❡ ❣✐✈❡ s♦♠❡ ❢✉rt❤❡r ❞❡t❛✐❧s✳

✶✳ ■♥ P❛r❛❣r❛♣❤ ✶✳✸✳✷✳✐✱ ✇❡ ♠❛❦❡ ❛ ❝❤♦✐❝❡ ❢♦r ♦♣❡r❛t♦r B ❛♥❞ ✇❡ ♣r♦✈❡ t❤❛t t❤❡ ❡①✲
✐st❡♥❝❡ ♦❢ (ỹ, p̃, ṽ) ❝❛♥ ❜❡ r❡❞✉❝❡❞ t♦ ♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣❡rt②✿ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts
s♦♠❡ ω0 ❛♥❞ ❛ ❧✐♥❡❛r ♣❛rt✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ♦♣❡r❛t♦r N : C∞(Q0)

4 → C∞(Q0)
6 s✉❝❤

t❤❛t ❢♦r ❡✈❡r② ϕ = (ϕ1, ϕ2, ϕ3, ϕ4) ∈ C∞(Q0)
4✱ ✐❢ (z1, z2, π) ∈ C∞(Q0)

3 ✐s ❛ s♦❧✉t✐♦♥

✻✶



✶✳✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

♦❢





−2∂x3y
1∂x1z

1 − ∂x3y
2∂x2z

1 + (∂x1y
1 − ∂x3y

3)∂x3z
1 − y1∂2x1x3

z1

−y2∂2x2x3
z1 − y3∂2x3x3

z1 − ∂2x3tz
1 −∆∂x3z

1 − ∂x3y
2∂x1z

2

+∂x1y
2∂x3z

2 = ∂x3ϕ
1 − ∂x1ϕ

3,

−∂x3y
1∂x2z

1 + ∂x2y
1∂x3z

1 − ∂x3y
1∂x1z

2 − y1∂2x1x3
z2 − 2∂x3y

2∂x2z
2

−y2∂2x2x3
z2 + (∂x2y

2 − ∂x3y
3)∂x3z

2 − y3∂2x3x3
z2 − ∂2x3tz

2 −∆∂x3z
2

= ∂x3ϕ
2 − ∂x2ϕ

3,

−∂x1z
1 − ∂x2z

2 = ϕ4.

✭✶✳✶✳✶✶✮

t❤❡♥ (−∂x1z
1,−∂x2z

1,−∂x3z
1,−∂x1z

2,−∂x2z
2,−∂x3z

2) = Nϕ✳

✷✳ ■♥ P❛r❛❣r❛♣❤ ✶✳✸✳✷✳✐✐ ✇❡ st✉❞② t❤❡ ♦✈❡r❞❡t❡r♠✐♥❡❞ s②st❡♠ ✭✶✳✶✳✶✶✮✳ ■❢ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r
z1✱ z2✱ ❛♥❞ ❛❧❧ t❤❡✐r ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ❛t ❡✈❡r② ♦r❞❡r ❛s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ✉♥❦♥♦✇♥s
✭✐✳❡✳ ✇❡ ❢♦r❣❡t t❤❛t ∂x1z

1, . . . ❛r❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ z1 ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡♠ ❛s ✉♥❦♥♦✇♥s
♦❢ ❙②st❡♠ ✭✶✳✶✳✶✶✮✮✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❛ s②st❡♠ ♦❢ 3 ❡q✉❛t✐♦♥s ✇✐t❤ 20 ✉♥❦♥♦✇♥s✳ ❍♦✇✲
❡✈❡r✱ ✇❡ ❝❛♥ ♣r♦✈❡ t❤❛t ✐❢ ✇❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ ❙②st❡♠ ✭✶✳✶✳✶✶✮ ❡♥♦✉❣❤
t✐♠❡s✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ♦❜t❛✐♥ ♠♦r❡ ❡q✉❛t✐♦♥s t❤❛♥ ✉♥❦♥♦✇♥s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✐❢ t❤❡ t✇♦ ✜rst
❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ ✭✶✳✶✳✶✶✮ ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡❞ ✶✾ t✐♠❡s ❛♥❞ ✐❢ t❤❡ ❧❛st ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ ✭✶✳✶✳✶✶✮
✐s ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡❞ ✷✶ t✐♠❡s✱ t❤❡♥ ✇❡ ❣❡t 30360 ❡q✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ 29900 ✉♥❦♥♦✇♥s✳ ❲❡
❝❛♥ ✇r✐t❡ t❤❡ ❜✐❣ s②st❡♠ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡s❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

L0(t, x)Z = Φ,

✇❤❡r❡ L0 ∈ C∞(Q0;M30360×29900(R))✱ Z ∈ R
29900 ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ z1

❛♥❞ z2 ✉♣ t♦ t❤❡ ♦r❞❡r 22 ❛♥❞ Φ ∈ R
30360 ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ ϕ ✉♣ t♦ t❤❡

♦r❞❡r 21✳ ■❢ ✇❡ ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ✜♥❞ ❛ s✉✐t❛❜❧❡ s✉❜♠❛tr✐① ♦❢ L0 ✭❞❡♥♦t❡❞ P ✮ t❤❛t ✐s
✐♥✈❡rt✐❜❧❡✱ t❤❡♥ r♦✉❣❤❧② t❤❡ ♠❛tr✐① P−1 ✭s❡❡♥ ❛s ❛ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ♦♣❡r❛t♦r✮ ✇✐❧❧ ❜❡ ❛
❣♦♦❞ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ❢♦r N ✳

✸✳ ■♥ P❛r❛❣r❛♣❤ ✶✳✸✳✷✳✐✐✐✱ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ❤♦✇ ✇❡ ❝r❡❛t❡❞ ❛ ♣r♦❣r❛♠ t❤❛t ❡♥❛❜❧❡s ✉s t♦
❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ s②st❡♠ ✭✶✳✶✳✶✶✮ ❛♥❞ t❤❛t ✜♥❞s ❛ ♣r♦♣❡r ♠❛tr✐① P ✳ ❖❢
❝♦✉rs❡ ✐t ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❞♦♥❡ ❜② ❤❛♥❞✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ✉s❡ ❛ ❝♦♠♣✉t❡r✳ ▲❡t ✉s ♣♦✐♥t ♦✉t
t❤❛t ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❡r ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢✱ ✇❡ ♦♥❧② ✉s❡ s②♠❜♦❧✐❝ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✱ s♦ t❤❛t
♥♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❛r❡ ♠❛❞❡ ❜② t❤❡ ❝♦♠♣✉t❡r✳

❲❡ ✜rst ♣r♦✈❡ ✭❝❢✳ ▲❡♠♠❛ ✶✳✸✳✷✮ t❤❛t ✐t ✐s ❡♥♦✉❣❤ t♦ ✜♥❞ ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ♠❛tr✐① P ✇❤✐❝❤
✐s ✐♥✈❡rt✐❜❧❡ ❛t s♦♠❡ ♣r❡❝✐s❡ ♣♦✐♥t ξ0✱ ✐✳❡✳ ✐t ✐s ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r L0(ξ

0) ❢♦r s♦♠❡
✇❡❧❧✲❝❤♦s❡♥ ξ0✳ ❲❡ ❡①♣❧❛✐♥ ✐♥ ▲❡♠♠❛ ✶✳✸✳✶ ❤♦✇ ✇❡ ❢♦✉♥❞ P (ξ0) t❤❛♥❦s t♦ ❛ s✉✐t❛❜❧❡
r❡♦r❞❡r✐♥❣ ♦❢ ♠❛tr✐① L0(ξ

0) ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❉✉❧♠❛❣❡✲▼❡♥❞❡❧s♦❤♥ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢
L0(ξ

0)✳

• ❲❡ ♥♦✇ r❡♠❛r❦ t❤❛t (y∗+ ỹ, p∗+ p̃, ṽ) ✐s ❛ tr❛❥❡❝t♦r② ♦❢ ✭✶✳✶✳✽✮ ✭s❡❡ ✭✶✳✶✳✾✮ ❛♥❞ ✭✶✳✶✳✶✵✮✮
t❤❛t ❜r✐♥❣s t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ y0 t♦ 0 ❛t t✐♠❡ T ✳ ❲❡ t❤❡♥ ♣r♦✈❡ ✐♥ ❙✉❜s❡❝t✐♦♥ ✶✳✸✳✹
t❤❛t (y∗+ ỹ, p∗+ p̃, ṽ) ✐s ✐♥ s♦♠❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❙♦❜♦❧❡✈ s♣❛❝❡ ✭Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✸✳✺✮✳

• ❚♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡✱ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✹✱ ✇❡ ❡①♣❧❛✐♥ ❤♦✇ t❤❡ s✉✐t❛❜❧❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ s❡tt✐♥❣ ✇❡ ♦❜t❛✐♥❡❞
❢♦r t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s (y, p, v) ♦❢ ❙②st❡♠ ✭✶✳✶✳✽✮ ❡♥❛❜❧❡s ✉s t♦ ❣♦ ❜❛❝❦ t♦ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♥✉❧❧ ❝♦♥✲
tr♦❧❧❛❜✐❧✐t② ♦❢ ✭✶✳✶✳✷✮ t❤❛♥❦s t♦ ❛ ✉s✉❛❧ ❛r❣✉♠❡♥t ♦❢ ✐♥✈❡rs❡ ♠❛♣♣✐♥❣ t❤❡♦r❡♠✳

✻✷



❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ▲✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡ ❛✈❡❝ ❝♦♥trô❧❡ ❞✐str✐❜✉é s❝❛❧❛✐r❡

✶✳✷ ❈♦♥str✉❝t✐♥❣ ❛ r❡❧❡✈❛♥t tr❛❥❡❝t♦r②

■♥ t❤✐s s✉❜s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❝♦♥str✉❝t ❡①♣❧✐❝✐t ♣❛rt✐❝✉❧❛r tr❛❥❡❝t♦r✐❡s (y, p, u) ❣♦✐♥❣ ❢r♦♠ 0 t♦ 0
s♦ t❤❛t✱ ❛s ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ s❤♦✇♥ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✸✱ t❤❡ ❧✐♥❡❛r✐③❡❞ ❝♦♥tr♦❧ s②st❡♠ ❛r♦✉♥❞ t❤❡♠ ✐s ♥✉❧❧
❝♦♥tr♦❧❧❛❜❧❡✳

❲✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t② ✇❡ ♠❛② ❛ss✉♠❡ t❤❛t 0 ∈ ω✳ ▲❡t g ∈ C∞(R3)✱

g : (t, w, x3) 7→ g(t, w, x3),

❛♥❞ h ∈ C∞(R3)✱
h : (t, w, x3) 7→ h(t, w, x3).

❋♦r (x1, x2, x3) ∈ R
3✱ ❧❡t r :=

√
x21 + x22✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ y ∈ C∞(R4;R3) ❜②

y(t, x) :=



g(t, r2, x3)x1
g(t, r2, x3)x2
h(t, r2, x3)


, ∀t ∈ R, ∀x = (x1, x2, x3) ∈ R

3. ✭✶✳✷✳✶✮

▲❡t r1 > 0 ❜❡ s♠❛❧❧ ❡♥♦✉❣❤ s♦ t❤❛t

C1 := {(x1, x2, x3) ∈ R
3; r 6 r1, |x3| 6 r1} ⊂ ω. ✭✶✳✷✳✷✮

❖♥ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s g ❛♥❞ h✱ ✇❡ ❛❧s♦ r❡q✉✐r❡ t❤❛t

❙✉♣♣(g) ⊂ [T/4, T ]× (−∞, r21]× [−r1, r1], ✭✶✳✷✳✸✮

❙✉♣♣(h) ⊂ [T/4, T ]× (−∞, r21]× [−r1, r1]. ✭✶✳✷✳✹✮

■♥ ✭✶✳✷✳✸✮✱ ✭✶✳✷✳✹✮ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ❙✉♣♣(f) ❞❡♥♦t❡s t❤❡ s✉♣♣♦rt ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ f ✳ ❋r♦♠
✭✶✳✷✳✶✮✱ ✭✶✳✷✳✷✮✱ ✭✶✳✷✳✸✮ ❛♥❞ ✭✶✳✷✳✹✮✱ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥s

❙✉♣♣(y) ⊂ [T/4, T ]× C1 ⊂ (0, T ]× ω ⊂ (0, T ]× Ω, ✭✶✳✷✳✺✮

✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❛t y ❤❛s ♥✉❧❧ tr❛❝❡ ♦♥ Σ✳ ▲❡t p̂ ∈ C∞(R3) ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜②

p̂(t, w, x3) :=
1

2

∫ r21

w

(
∂tg − (4w′∂2wwg + 8∂wg + ∂2x3x3

g) + 2w′g∂wg + g2

+ h∂x3g
)
(t, w′, x3)dw

′. ✭✶✳✷✳✻✮

▲❡t p ∈ C∞(R4) ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜②

p(t, x1, x2, x3) := p̂(t, r2, x3). ✭✶✳✷✳✼✮

❋r♦♠ ✭✶✳✷✳✷✮✱ ✭✶✳✷✳✸✮✱ ✭✶✳✷✳✹✮✱ ✭✶✳✷✳✻✮ ❛♥❞ ✭✶✳✷✳✼✮✱ ✐t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t

❙✉♣♣(p) ⊂ [T/4, T ]× C1 ⊂ [T/4, T ]× ω ⊂ (0, T ]× Ω. ✭✶✳✷✳✽✮

❋r♦♠ ✭✶✳✷✳✶✮✱ ✭✶✳✷✳✻✮ ❛♥❞ ✭✶✳✷✳✼✮✱ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥s

y1t −∆y1 + (y · ∇)y1 + ∂x1p = 0, ✭✶✳✷✳✾✮

y2t −∆y2 + (y · ∇)y2 + ∂x2p = 0. ✭✶✳✷✳✶✵✮

▲❡t u ∈ C∞(R4)3 ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜②

u := (0, 0, y3t −∆y3 + (y · ∇)y3 + ∂x3p). ✭✶✳✷✳✶✶✮

✻✸



✶✳✸✳ ❆ ❝♦♥tr♦❧❧❛❜✐❧✐t② r❡s✉❧t ♦♥ t❤❡ ❧✐♥❡❛r✐③❡❞ s②st❡♠

❋r♦♠ ✭✶✳✷✳✶✶✮✱ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥s ✭✶✳✶✳✶✮✳ ❋r♦♠ ✭✶✳✷✳✺✮✱ ✭✶✳✷✳✽✮ ❛♥❞ ✭✶✳✷✳✶✶✮✱ ✇❡ ❤❛✈❡

❙✉♣♣(u) ⊂ (0, T ]× ω. ✭✶✳✷✳✶✷✮

❋r♦♠ ✭✶✳✷✳✾✮✱ ✭✶✳✷✳✶✵✮✱ ✭✶✳✷✳✶✶✮ ❛♥❞ ✭✶✳✷✳✶✷✮✱ ✇❡ ❤❛✈❡

yt −∆y + (y · ∇)y +∇p = 1ωu. ✭✶✳✷✳✶✸✮

❋✐♥❛❧❧②✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❤❛✈❡

❞✐✈ y = 0, ✭✶✳✷✳✶✹✮

✐t s✉✣❝❡s t♦ ✐♠♣♦s❡

∂x3h = −2(g + w∂wg). ✭✶✳✷✳✶✺✮

▲❡t ν ❜❡ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❝♦♥st❛♥t ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ ❝❤♦s❡♥ ❧❛t❡r✳ ▲❡t a ∈ C∞(R)✱ b ∈ C∞(R)
❛♥❞ c ∈ C∞(R) ❜❡ s✉❝❤ t❤❛t

❙✉♣♣(a) ⊂ [T/4, T ] ❛♥❞ a(t) = e
−ν

(T−t)5 ✐♥ [T/2, T ], ✭✶✳✷✳✶✻✮

❙✉♣♣(b) ⊂ (−∞, r21) ❛♥❞ b(w) = w, ∀s ∈ (−∞, r21/4], ✭✶✳✷✳✶✼✮

❙✉♣♣(c) ⊂ (−r1, r1) ❛♥❞ c(x3) = x23 ✐♥ [−r1/2, r1/2]. ✭✶✳✷✳✶✽✮

❲❡ t❤❡♥ s❡t

g(t, w, x3) = εa(t)b(w)c′(x3) ✭✶✳✷✳✶✾✮

❛♥❞

h(t, w, x3) = −2εa(t)(b(w) + wb′(w))c(x3), ✭✶✳✷✳✷✵✮

✇❤❡r❡ ǫ > 0 ✭✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ ❝❤♦s❡♥ s♠❛❧❧ ❡♥♦✉❣❤ ❧❛t❡r✮✳ ❋r♦♠ ✭✶✳✷✳✶✾✮ ❛♥❞ ✭✶✳✷✳✷✵✮✱ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥s
✭✶✳✷✳✶✺✮✳

■♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r♦✈❡ t❤❛t✱ ❢♦r ❡✈❡r② s♠❛❧❧ ❡♥♦✉❣❤ T ✱ ❢♦r ❡✈❡r② s♠❛❧❧ ❡♥♦✉❣❤
ε > 0 ❛♥❞ ❢♦r ❛ ✇❡❧❧✲❝❤♦s❡♥ ν✱ t❤❡ ❧✐♥❡❛r✐③❡❞ ❝♦♥tr♦❧ s②st❡♠ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r② (y, p, u) ✐s
❝♦♥tr♦❧❧❛❜❧❡✳

✶✳✸ ❆ ❝♦♥tr♦❧❧❛❜✐❧✐t② r❡s✉❧t ♦♥ t❤❡ ❧✐♥❡❛r✐③❡❞ s②st❡♠

✶✳✸✳✶ ❉❡✜♥✐t✐♦♥s ❛♥❞ ♥♦t❛t✐♦♥s

❚❤❡ ❧✐♥❡❛r✐③❡❞ ❝♦♥tr♦❧ s②st❡♠ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r② (y, p, u) ✐s t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❝♦♥tr♦❧ s②st❡♠





y1t −∆y1 + (y · ∇)y1 + (y · ∇)y1 + ∂x1p = f1 ✐♥ Q,

y2t −∆y2 + (y · ∇)y2 + (y · ∇)y2 + ∂x2p = f2 ✐♥ Q,

y3t −∆y3 + (y · ∇)y3 + (y · ∇)y3 + ∂x3p = 1ωv + f3 ✐♥ Q,

∇ · y = 0 ✐♥ Q,

y = 0 ♦♥ Σ,

✭✶✳✸✳✶✮

✇❤❡r❡ t❤❡ st❛t❡ ✐s y : Q→ R
3✱ f : Q→ R

3 ✐s ❛ s♦✉r❝❡ t❡r♠ ✭✐t ✇✐❧❧ ❜❡ s♣❡❝✐✜❡❞ ❧❛t❡r ✐♥ ✇❤✐❝❤
s♣❛❝❡ ❡①❛❝t❧② ✐t s❤❛❧❧ ❜❡✮ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ✐s v : Q→ R✳ ■♥ ❛❧❧ ✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❧✐❣❤t❡♥

✻✹



❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ▲✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡ ❛✈❡❝ ❝♦♥trô❧❡ ❞✐str✐❜✉é s❝❛❧❛✐r❡

0

Ω

C1 ✭s✉♣♣♦rt ♦❢ ȳ✮

C2 ✭✇❤❡r❡ ȳ ✐s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✮

ω ✭❝♦♥tr♦❧ ❞♦♠❛✐♥✮

ω0

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✿ ❚❤❡ ♦♣❡♥ s✉❜s❡ts C1, C2, ω0, ω✳

t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✇r✐t❡ y ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t ❛♥❞ x ♦♥❧②✱ ❜✉t ♦♥❡ ❤❛s t♦ r❡♠❡♠❜❡r t❤❛t y
❛❧s♦ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ε ❛♥❞ ν✳ ▲❡t ω0 ❜❡ ❛ ♥♦♥❡♠♣t② ♦♣❡♥ s✉❜s❡t ♦❢

C2 :=
{
(x1, x2, x3); r <

r1
2
, |x3| <

r1
2

}
, ✭✶✳✸✳✷✮

✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ ❝❤♦s❡♥ ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧② ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✳ ▲❡t Q0 := (T/2, T )×ω0. ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
✜❣✉r❡ s✉♠♠❛r✐③❡s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t r♦❧❡s ♦❢ ❡❛❝❤ ♦♣❡♥ s✉❜s❡t ♦❢ Ω ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✉♣ t♦ ♥♦✇✳

▲❡t L : C∞(Q0)
5 → C∞(Q0)

4 ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜②

L



y

p

v


 :=




y1t −∆y1 + (y · ∇)y1 + (y · ∇)y1 + ∂x1p

y2t −∆y2 + (y · ∇)y2 + (y · ∇)y2 + ∂x2p

y3t −∆y3 + (y · ∇)y3 + (y · ∇)y3 + ∂x3p− v

∇ · y


, ✭✶✳✸✳✸✮

❢♦r ❡✈❡r② y = (y1, y2, y3) ∈ C∞(Q0)
3✱ ❢♦r ❡✈❡r② p ∈ C∞(Q0) ❛♥❞ ❢♦r ❡✈❡r② v ∈ C∞(Q0)✳ ▲❡t

✉s ❞❡♥♦t❡ ❜②
ξ := (x0, x1, x2, x3) = (t, x1, x2, x3) = (t, x)

t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♣♦✐♥t ✐♥ Q0✳ ❋♦r α = (α0, α1, α2, α3) ∈ N
4 ❛♥❞ ϕ : Q0 → R

k✱ ∂αϕ✱ ❞❡♥♦t❡s✱ ❛s
✉s✉❛❧✱

∂α0
tα0∂

α1

x
α1
1

∂α2

x
α2
2

∂α3

x
α3
3

ϕ.

▲❡t L(Rk;Rl) ❜❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ❧✐♥❡❛r ♠❛♣s ❢r♦♠ R
k ✐♥t♦ R

l ❛♥❞ Mk,l(R) ❜❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ♠❛tr✐❝❡s
♦❢ s✐③❡ k × l ✇✐t❤ ✈❛❧✉❡s ✐♥ t❤❡ r✐♥❣ R✳

❆s ✉s✉❛❧✱ ✐♥ t❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ✇r✐tt❡♥ ✐♥ t❤✐s ❛rt✐❝❧❡ C ❞❡♥♦t❡s ❛ ❝♦♥st❛♥t ✭❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ✐♥
❣❡♥❡r❛❧ ♦♥❧② ♦♥ ω✱ Ω✱ T ✮ t❤❛t ♠❛② ❝❤❛♥❣❡ ❢r♦♠ ♦♥❡ ❧✐♥❡ t♦ ❛♥♦t❤❡r✳

▲❡t ✉s ❣✐✈❡ s♦♠❡ ♦t❤❡r ❞❡✜♥✐t✐♦♥s✳

✻✺



✶✳✸✳ ❆ ❝♦♥tr♦❧❧❛❜✐❧✐t② r❡s✉❧t ♦♥ t❤❡ ❧✐♥❡❛r✐③❡❞ s②st❡♠

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✸✳✶✳ ❆ ❧✐♥❡❛r ♠❛♣M : C∞(Q0)
k → C∞(Q0)

l ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ ❧✐♥❡❛r ♣❛rt✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧
♦♣❡r❛t♦r ♦❢ ♦r❞❡r m ✐❢✱ ❢♦r ❡✈❡r② α = (α0, α1, α2, α3) ∈ N

4 ✇✐t❤ |α| := α0 + α1 + α2 + α3 6 m✱
t❤❡r❡ ❡①✐sts Aα ∈ C∞(Q0;L(Rk;Rl)) s✉❝❤ t❤❛t

(Mϕ)(ξ) =
∑

|α|6m

Aα(ξ)∂
αϕ(ξ), ∀ξ ∈ Q0, ∀ϕ ∈ C∞(Q0)

k.

❆ ❧✐♥❡❛r ♠❛♣ M : C∞(Q0)
k → C∞(Q0)

l ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ ❧✐♥❡❛r ♣❛rt✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ♦♣❡r❛t♦r ✐❢
t❤❡r❡ ❡①✐sts m ∈ N s✉❝❤ t❤❛t M ✐s ❛ ❧✐♥❡❛r ♣❛rt✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ♦♣❡r❛t♦r ♦❢ ♦r❞❡r m✳

▲❡t k ❜❡ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥t❡❣❡r ❛♥❞ ❧❡t B := (B1,B2,B3) : C∞(Q0)
k → C∞(Q0)

3 ❜❡ ❛ ❧✐♥❡❛r
♣❛rt✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ♦♣❡r❛t♦r✳ ▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❡q✉❛t✐♦♥

L



y

p

v


 =




B1u

B2u

B3u

0


, ✭✶✳✸✳✹✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ❞❛t❛ ✐s u ∈ C∞(Q0)
k ❛♥❞ t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ✐s (y, p, v) ∈ C∞(Q0)

5✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ❬●r♦✽✻✱
♣✳ ✶✹✽❪✱ ✇❡ ❛❞♦♣t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡✜♥✐t✐♦♥✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✸✳✷✳ ❚❤❡ ❧✐♥❡❛r ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✸✳✹✮ ✐s ❛❧❣❡❜r❛✐❝❛❧❧② s♦❧✈❛❜❧❡ ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❧✐♥❡❛r
♣❛rt✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ♦♣❡r❛t♦r M : C∞(Q0)

k → C∞(Q0)
5 s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r ❡✈❡r② u ∈ C∞(Q0)

k✱
Mu ✐s ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✭✶✳✸✳✹✮✱ ✐✳❡✳ s✉❝❤ t❤❛t

L ◦M = (B, 0). ✭✶✳✸✳✺✮

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ❡✈❡r② ❢✉♥❝t✐♦♥ ϕ ∈ C∞(Q0)
l ✇✐t❤ ❛ ❝♦♠♣❛❝t s✉♣♣♦rt ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ Q0 ✐s

❡①t❡♥❞❡❞ ❜② 0 ✐♥ Q \Q0 ❛♥❞ ✇❡ st✐❧❧ ❞❡♥♦t❡ t❤✐s ❡①t❡♥s✐♦♥ ❜② ϕ✳
❚❤❡ ♥❡①t ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❡①♣❧❛✐♥s ❤♦✇ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ✏❛❧❣❡❜r❛✐❝ s♦❧✈❛❜✐❧✐t②✑ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❢✉❧ t♦

r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♥tr♦❧s ❛s s♦♦♥ ❛s ❛ ❝♦♥tr♦❧❧❛❜✐❧✐t② r❡s✉❧t ✐s ❛❧r❡❛❞② ❦♥♦✇♥ ❢♦r ❛ ❧❛r❣❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♥tr♦❧s✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉❧❧✲❝♦♥tr♦❧❧❛❜✐❧✐t② ♦❢ ✭✶✳✸✳✶✮ ❝❛♥ ❜❡ s♣❧✐t ✉♣
✐♥t♦ t✇♦ ❞✐st✐♥❝t ♣r♦❜❧❡♠s✿ ❖♥❡ ✏❛❧❣❡❜r❛✐❝✑ ♣❛rt ✭s♦❧✈✐♥❣ s②st❡♠✭✶✳✸✳✺✮✮ ❛♥❞ ♦♥❡ ✏❛♥❛❧②t✐❝✑
♣❛rt ✭✜♥❞✐♥❣ ❝♦♥tr♦❧s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ B✱ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ❛❝t✐♥❣ ♣♦ss✐❜❧② ♦♥ ❛❧❧ t❤❡
❡q✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♥♦t ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ t❤✐r❞ ♦♥❡✮✳ ❚❤✐s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❤❛s ❛ ✈❡r② ❣❡♥❡r❛❧ s❝♦♣❡ ❛♥❞ ❝♦✉❧❞
❜❡ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❢♦r ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝♦♥tr♦❧ s②st❡♠s✳ ■t ✐s ✐♥s♣✐r❡❞ ❜② t❡❝❤♥✐q✉❡s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧
♦❢ ♦r❞✐♥❛r② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭s❡❡✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❬❈♦r✵✼✱ ❈❤❛♣t❡r ✶✱ ♣❛❣❡s ✶✸✲✶✺❪✮✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✸✳✶✳ ▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❝♦♥tr♦❧ s②st❡♠





y1t −∆y1 + (y · ∇)y1 + (y · ∇)y1 + ∂x1p = B1u+ f1 ✐♥ Q,

y2t −∆y2 + (y · ∇)y2 + (y · ∇)y2 + ∂x2p = B2u+ f2 ✐♥ Q,

y3t −∆y3 + (y · ∇)y3 + (y · ∇)y3 + ∂x3p = B3u+ f3 ✐♥ Q,

∇ · y = 0 ✐♥ Q,

y = 0 ♦♥ Σ,

y(0, ·) = y0 ✐♥ Ω,

✭✶✳✸✳✻✮

✇❤❡r❡ t❤❡ st❛t❡ ✐s y : Q→ R
3✱ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ✐s u ∈ C∞(Q)k✱ ✇❤✐❝❤ ✐s r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❤❛✈❡ ❛ s✉♣♣♦rt

✐♥ Q0✱ ❛♥❞ f := (f1, f2, f3) ∈ C∞(Q)3 ✐s ❛ s♦✉r❝❡ t❡r♠✳ ▲❡t ✉s ❛ss✉♠❡ t❤❛t✿

✻✻



❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ▲✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡ ❛✈❡❝ ❝♦♥trô❧❡ ❞✐str✐❜✉é s❝❛❧❛✐r❡

A1✳ ❚❤❡ ❧✐♥❡❛r ❝♦♥tr♦❧ s②st❡♠ ✭✶✳✸✳✻✮ ✐s ♥✉❧❧ ❝♦♥tr♦❧❧❛❜❧❡ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ♦❢ t✐♠❡ [0, T ] ✐♥
t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t ❢♦r ❡✈❡r② y0 ∈ V ❛♥❞ ❢♦r ❡✈❡r② f ∈ C∞(Q) s✉❝❤ t❤❛t

t❤❡r❡ ❡①✐sts δ > 0 s✉❝❤ t❤❛t f = 0 ♦♥ [T − δ, T ]× Ω, ✭✶✳✸✳✼✮

t❤❡r❡ ❡①✐sts u ∈ C∞(Q)k ✇✐t❤ ❛ ❝♦♠♣❛❝t s✉♣♣♦rt ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ Q0 s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥
(y, p) ♦❢ ✭✶✳✸✳✻✮ ✇✐t❤ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ y(0, ·) = y0 s❛t✐s✜❡s y(T, ·) = 0✳

A2.

✭✶✳✸✳✹✮ ✐s ❛❧❣❡❜r❛✐❝❛❧❧② s♦❧✈❛❜❧❡✳ ✭✶✳✸✳✽✮

❚❤❡♥✱ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❝♦♥tr♦❧ s②st❡♠ ✭✶✳✸✳✶✮ ✐s ♥✉❧❧ ❝♦♥tr♦❧❧❛❜❧❡ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ♦❢ t✐♠❡ [0, T ]✿
❋♦r ❡✈❡r② y0 ∈ V ❛♥❞ ❢♦r ❡✈❡r② f ∈ C∞(Q) s❛t✐s❢②✐♥❣ ✭✶✳✸✳✼✮✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts v ∈ C∞(Q) ✇✐t❤ ❛
❝♦♠♣❛❝t s✉♣♣♦rt ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ Q0 s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ (y, p) ♦❢ ✭✶✳✸✳✶✮ ✇✐t❤ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
y(0, ·) = y0 s❛t✐s✜❡s y(T, ·) = 0✳

Pr♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✸✳✶✳
❋✐rst ♦❢ ❛❧❧✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ♥✉❧❧✲❝♦♥tr♦❧❧❛❜✐❧✐t② ♦❢ ✭✶✳✸✳✻✮ ✇✐t❤ ❝♦♥tr♦❧s ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ B ✭❆s✲

s✉♠♣t✐♦♥ A1✮ ✇✐t❤ s♦✉r❝❡ t❡r♠ f ✿ ❧❡t y0 ∈ V ❛♥❞ ❧❡t u∗ ∈ C∞(Q0)
k ✇✐t❤ ❝♦♠♣❛❝t s✉♣♣♦rt❡❞

✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ s♦♠❡ ♦♣❡♥ s✉❜s❡t Q∗ ⊂⊂ Q0 ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ Q0 s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ (y∗, p∗) ♦❢ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥✿





y∗1t −∆y∗1 + (y · ∇)y∗1 + (y∗ · ∇)y1 + ∂x1p = B1u∗ + f1 ✐♥ Q,

y∗2t −∆y∗2 + (y · ∇)y∗2 + (y∗ · ∇)y2 + ∂x2p = B2u∗ + f2 ✐♥ Q,

y∗3t −∆y∗3 + (y · ∇)y∗3 + (y∗ · ∇)y3 + ∂x3p = B3u∗ + f3 ✐♥ Q,

∇ · y∗ = 0 ✐♥ Q,

y∗ = 0 ♦♥ Σ,

✭✶✳✸✳✾✮

✇✐t❤ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ y∗(0, ·) = y0 s❛t✐s✜❡s y∗(T, ·) = 0✳ ▲❡t ✉s r❡♠❛r❦ t❤❛t B ✐s ❛ ❧♦❝❛❧
♦♣❡r❛t♦r✱ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t Bu∗|Q0

st✐❧❧ ❤❛s ❛ ❝♦♠♣❛❝t s✉♣♣♦rt ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ Q∗✳ ◆♦✇ ✇❡ ✉s❡
t❤❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ s♦❧✈❛❜✐❧✐t② ♦❢ ✭✶✳✸✳✹✮ ✭❆ss✉♠♣t✐♦♥ A2✮✳ ▲❡t M ❜❡ ❛s ✐♥ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✸✳✷✳ ❋♦r ❛
♠❛♣ h ∈ C∞(Q)k ✇✐t❤ ❛ s✉♣♣♦rt ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ Q0✱ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② M t❤❡ ♠❛♣ ❢r♦♠ Q ✐♥t♦ R

5

❞❡✜♥❡❞ ❜②

Mh = 0 ✐♥ Q \Q0,Mh = M(h|Q0
) ✐♥ Q0. ✭✶✳✸✳✶✵✮

❲❡ s❤❛❧❧ ✉s❡ t❤✐s s❧✐❣❤t ❛❜✉s❡ ♦❢ ♥♦t❛t✐♦♥ ✉♥t✐❧ t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ♣❛♣❡r✳ ◆♦t❡ t❤❛t✱ ❢♦r ❡✈❡r②
h ∈ C∞(Q)k ✇✐t❤ ❛ s✉♣♣♦rt ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ Q0✱ Mh ∈ C∞(Q)5 ❛♥❞ ❤❛s ❛ s✉♣♣♦rt ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ Q0

✭❜❡❝❛✉s❡ M ✐s ❛ ❧♦❝❛❧ ♦♣❡r❛t♦r✮✳ ▲❡t ✉s ❝❛❧❧

(ỹ, p̃, ṽ) := −Mu∗,

s♦ t❤❛t (ỹ, p̃, ṽ) ✈❡r✐✜❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧✐♥❡❛r✐③❡❞ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s ❡q✉❛t✐♦♥✿





ỹ1t −∆ỹ1 + (y · ∇)ỹ1 + (ỹ · ∇)y1 + ∂x1 p̃ = −B1u∗ ✐♥ Q,

ỹ2t −∆ỹ2 + (y · ∇)ỹ2 + (ỹ · ∇)y2 + ∂x2 p̃ = −B2u∗ ✐♥ Q,

ỹ3t −∆ỹ3 + (y · ∇)ỹ3 + (ỹ · ∇)y3 + ∂x3 p̃ = ṽ − B3u∗ ✐♥ Q,

∇ · ỹ = 0 ✐♥ Q,

ỹ = 0 ♦♥ Σ.

✭✶✳✸✳✶✶✮

✻✼



✶✳✸✳ ❆ ❝♦♥tr♦❧❧❛❜✐❧✐t② r❡s✉❧t ♦♥ t❤❡ ❧✐♥❡❛r✐③❡❞ s②st❡♠

❖♥❡ ♦❜s❡r✈❡s t❤❛t t❤❡ s✉♣♣♦rt ♦❢ (ỹ, p̃, ṽ) ✐s st✐❧❧ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ Q∗ ✭✇❤✐❝❤ ✐s str♦♥❣❧② ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥
Q0✮✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ỹ(0, ·) = 0 ❛♥❞ ỹ(T, ·) = 0✳ ▲❡t

(y, p, v) := (y∗ + ỹ, p∗ + p̃, ṽ).

◆♦t❡ t❤❛t (y, p) ✐s ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ (y∗, p∗) ♦♥❧② ♦♥ Q∗✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♦♥❡ ❤❛s y(0, ·) = y0 ❛♥❞
y(T, ·) = 0✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❢r♦♠ ✭✶✳✸✳✾✮ ❛♥❞ ✭✶✳✸✳✶✶✮✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❛t (y, p, v) ✈❡r✐✜❡s t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥





y1t −∆y1 + (y · ∇)y1 + (y · ∇)y1 + ∂x1p = f1 ✐♥ Q,

y2t −∆y2 + (y · ∇)y2 + (y · ∇)y2 + ∂x2p = f2 ✐♥ Q,

y3t −∆y3 + (y · ∇)y3 + (y · ∇)y3 + ∂x3p = 1ω∗v + f3 ✐♥ Q,

∇ · y = 0 ✐♥ Q,

y = 0 ♦♥ Σ,

✭✶✳✸✳✶✷✮

✇❤✐❝❤ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❝♦♥tr♦❧ s②st❡♠ ✭✶✳✸✳✶✮ ✐s ✐♥❞❡❡❞ ♥✉❧❧ ❝♦♥tr♦❧❧❛❜❧❡ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧
♦❢ t✐♠❡ [0, T ] ❛♥❞ ❝♦♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✸✳✶✳

❘❡♠❛r❦ ✶✳✸✳✶✳ ❋♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✸✳✶ ✐♥ ❛ C∞ s❡tt✐♥❣✳
▲❡t ✉s ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ u ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ ❆ss✉♠♣t✐♦♥ A1 ✐s ♥♦t ♦❢ ❝❧❛ss C∞✱ ❜✉t ✐s
❧❡ss r❡❣✉❧❛r ✭♦♥❡ s❡❡s t❤❛t t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐t✐❡s ♦❢ y∗✱ p∗ ❛♥❞ f ❞♦❡s ♥♦t ♠❛tt❡r ❢♦r t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✸✳✶ s✐♥❝❡ ♦♥❧② u∗ ✐s ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❧✐♥❡❛r ♣❛rt✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ♦♣❡r❛t♦r M✮✳
❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛ss✉♠❡ t❤❛t u∗ ∈ H1 ✇❤❡r❡ H1 ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡ ✭❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❛ ✇❡✐❣❤t❡❞
❙♦❜♦❧❡✈ s♣❛❝❡✮✱ ❛♥❞ ❛ss✉♠❡ t❤❛t M ❝❛♥ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ♦♥ H1✱ Mu∗ ❜❡✐♥❣ t❤❡♥ ✐♥ ❛♥♦t❤❡r
❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡ H2 ✭❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❛♥♦t❤❡r ✇❡✐❣❤t❡❞ ❙♦❜♦❧❡✈ s♣❛❝❡ ♦❢ ♦r❞❡r ❧❡ss t❤❛t H1 ✐♥
♦r❞❡r t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❛t M ✐s ❛ ❧✐♥❡❛r ♣❛rt✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ♦♣❡r❛t♦r✮✳ ❚❤❡♥ ♦♥❡ ❡❛s✐❧②
✈❡r✐✜❡s t❤❛t Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✸✳✶ r❡♠❛✐♥s tr✉❡ ❛s s♦♦♥ ❛s ❡✈❡r② ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ H1 ✭❛♥❞ ✐ts ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s
✉♥t✐❧ t❤❡ ♦r❞❡r ❛t ❧❡❛st t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ M✮ ✈❛♥✐s❤❡s ❛t t✐♠❡ t = T ✱ t❤❡ ✜rst ❆ss✉♠♣t✐♦♥ A1

❜❡✐♥❣ ❝❤❛♥❣❡❞ ❛s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❝♦♥tr♦❧ s②st❡♠ ✭✶✳✸✳✻✮ ✐s ♥✉❧❧ ❝♦♥tr♦❧❧❛❜❧❡ ❞✉r✐♥❣ t❤❡
✐♥t❡r✈❛❧ ♦❢ t✐♠❡ [0, T ]✱ ✐✳❡✳ ❢♦r ❡✈❡r② y0 ∈ V ❛♥❞ ❢♦r ❡✈❡r② f ∈ L2(Q) s❛t✐s❢②✐♥❣ ✭✶✳✸✳✼✮ t❤❡r❡
❡①✐sts u ∈ H1 ✇✐t❤ s✉♣♣♦rt ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ Q0 s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ (y, p) ♦❢ ✭✶✳✸✳✻✮ s❛t✐s❢②✐♥❣
t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ y(0, ·) = y0 s❛t✐s✜❡s y(T, ·) = 0✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ s❝❛❧❛r ❝♦♥tr♦❧ v ✐s ♥♦✇ ♦♥❧②
✐♥ H2✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♥❡❡❞ t♦ r❡❧❛① ♣r♦♣❡rt② ✭✶✳✸✳✼✮ ❜② r❡♣❧❛❝✐♥❣ ✐t ✇✐t❤ ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ❞❡❝❛②
r❛t❡ ♥❡❛r t = T ✳ ❚❤✐s ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ❙✉❜s❡❝t✐♦♥ ✶✳✸✳✹✳

■t r❡♠❛✐♥s t♦ ❞❡❛❧✱ ❢♦r ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ B✱ ✇✐t❤ ❆ss✉♠♣t✐♦♥ A2 ✭✇❡ s❤❛❧❧ ❞♦ ✐t ✐♥
❙✉❜s❡❝t✐♦♥ ✶✳✸✳✷✮ ❛♥❞ ✇✐t❤ ❆ss✉♠♣t✐♦♥ A1✱ ✐✳❡✳ ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉❧❧ ❝♦♥tr♦❧❧❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r
❝♦♥tr♦❧ s②st❡♠ ✭✶✳✸✳✻✮ ✐♥ s✉✐t❛❜❧❡ s♣❛❝❡s ✭✇❡ s❤❛❧❧ ❞♦ ✐t ✐♥ ❙✉❜s❡❝t✐♦♥ ✶✳✸✳✸✮✳

✶✳✸✳✷ ❆❧❣❡❜r❛✐❝ s♦❧✈❛❜✐❧✐t② ♦❢ ✭✶✳✸✳✹✮

❲❡ ❝❤♦♦s❡ k = 7 ❛♥❞ ❞❡✜♥❡ B ❜②

B(f1, f2, f3, f4, f5, f6, f7) :=



∂x1f

1 + ∂x2f
2 + ∂x3f

3

∂x1f
4 + ∂x2f

5 + ∂x3f
6

f7


. ✭✶✳✸✳✶✸✮

❚❤❡ ♠❛✐♥ r❡s✉❧t ♦❢ t❤✐s s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✸✳✷✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts ε∗ > 0✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts T ∗ > 0 s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r ❡✈❡r② ε ∈ (0, ε∗)✱
t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ♥♦♥❡♠♣t② ♦♣❡♥ s✉❜s❡t ω0 ♦❢ C2 s✉❝❤ t❤❛t ❆ss✉♠♣t✐♦♥ A2 ❤♦❧❞s ❢♦r ❡✈❡r② T < T ∗✿
❚❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❧✐♥❡❛r ♣❛rt✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ♦♣❡r❛t♦r M : C∞(Q0)

7 → C∞(Q0)
5 s✉❝❤ t❤❛t ✭✶✳✸✳✺✮

❤♦❧❞s✳

✻✽



❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ▲✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡ ❛✈❡❝ ❝♦♥trô❧❡ ❞✐str✐❜✉é s❝❛❧❛✐r❡

✶✳✸✳✷✳✐ ❚❤❡ ❛❞❥♦✐♥t ♣r♦❜❧❡♠

▲❡t L0 : C
∞(Q0)

4 → C∞(Q0)
3 ❜❡ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ♣❛rt✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ♦♣❡r❛t♦r ❞❡✜♥❡❞ ❜②

L0

(
y

p

)
:=



y1t −∆y1 + (y · ∇)y1 + (y · ∇)y1 + ∂x1p

y2t −∆y2 + (y · ∇)y2 + (y · ∇)y2 + ∂x2p

∇ · y


, ✭✶✳✸✳✶✹✮

❢♦r ❡✈❡r② y = (y1, y2, y3) ∈ C∞(Q0)
3✱ ❛♥❞ ❡✈❡r② p ∈ C∞(Q0)✳

▲❡t B0 : C
∞(Q0)

6 → C∞(Q0)
3 ❜❡ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ♣❛rt✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ♦♣❡r❛t♦r ❞❡✜♥❡❞ ❜②

B0(f
1, f2, f3, f4, f5, f6) :=



∂x1f

1 + ∂x2f
2 + ∂x3f

3

∂x1f
4 + ∂x2f

5 + ∂x3f
6

0


. ✭✶✳✸✳✶✺✮

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ t❤✐r❞ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ ✭✶✳✸✳✹✮ ❝❛♥ ❜❡ r❡❛❞ ❛s

v = y3t −∆y3 + (y · ∇)y3 + (y · ∇)y3 + ∂3p− f7.

❍❡♥❝❡✱ ♦♥❡ ❡❛s✐❧② s❡❡s t❤❛t ❆ss✉♠♣t✐♦♥ A2 ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❧✐♥❡❛r ♣❛rt✐❛❧
❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ♦♣❡r❛t♦r M0 : C

∞(Q0)
6 → C∞(Q0)

4 s✉❝❤ t❤❛t

L0 ◦M0 = B0. ✭✶✳✸✳✶✻✮

❆s ✐♥ ❬●r♦✽✻✱ ♣✳ ✶✺✼❪✱ ✇❡ st✉❞② ✭✶✳✸✳✶✻✮ ❜② ❧♦♦❦✐♥❣ ❛t t❤❡ ✏❛❞❥♦✐♥t ❡q✉❛t✐♦♥✑✳ ❋♦r ❡✈❡r② ❧✐♥✲
❡❛r ♣❛rt✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ♦♣❡r❛t♦r M : C∞(Q0)

k → C∞(Q0)
l✱ M =

∑
|α|6mAα∂

α✱ ✇❡ ❛ss♦❝✐❛t❡
✐ts ✭❢♦r♠❛❧✮ ❛❞❥♦✐♥t

M∗ : C∞(Q0)
l → C∞(Q0)

k

❞❡✜♥❡❞ ❜②

M∗ψ :=
∑

|α|6m

(−1)|α|∂α(AT
αψ), ∀ψ ∈ C∞(Q0)

l, ✭✶✳✸✳✶✼✮

✇❤❡r❡ AT
α(ξ) ✐s t❤❡ tr❛♥s♣♦s❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① Aα(ξ)✳ ✭❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✭✶✳✸✳✶✼✮ ♠❛❦❡s s❡♥s❡ s✐♥❝❡

∑

|α|6m

Aα∂
α = 0

✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ Aα ❛r❡ ❛❧❧ ❡q✉❛❧ t♦ 0✳✮ ❖♥❡ ❤❛s M∗∗ = M ❛♥❞✱ ✐❢ M : C∞(Q0)
k → C∞(Q0)

l

❛♥❞ N : C∞(Q0)
l → C∞(Q0)

m ❛r❡ t✇♦ ❧✐♥❡❛r ♣❛rt✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ♦♣❡r❛t♦rs✱ t❤❡♥ (N ◦M)∗ =
M∗ ◦ N ∗✳

❍❡♥❝❡✱ ✭✶✳✸✳✶✻✮ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦

M∗
0 ◦ L∗

0 = B∗
0. ✭✶✳✸✳✶✽✮

❉✐r❡❝t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ✭✶✳✷✳✶✹✮✱ s❤♦✇ t❤❛t✱ ❢♦r ❡✈❡r② z = (z1, z2) ∈ C∞(Q0)
2 ❛♥❞

❢♦r ❡✈❡r② π ∈ C∞(Q0)✱

L∗
0

(
z

π

)
=




−z1t −∆z1 − (y · ∇)z1 + ∂x1y
1z1 + ∂x1y

2z2 − ∂x1π

−z2t −∆z2 − (y · ∇)z2 + ∂x2y
1z1 + ∂x2y

2z2 − ∂x2π

∂x3y
1z1 + ∂x3y

2z2 − ∂x3π

−∂x1z
1 − ∂x2z

2


, ✭✶✳✸✳✶✾✮

B∗
0

(
z

π

)
= (−∂x1z

1,−∂x2z
1,−∂x3z

1,−∂x1z
2,−∂x2z

2,−∂x3z
2). ✭✶✳✸✳✷✵✮

✻✾



✶✳✸✳ ❆ ❝♦♥tr♦❧❧❛❜✐❧✐t② r❡s✉❧t ♦♥ t❤❡ ❧✐♥❡❛r✐③❡❞ s②st❡♠

❆ss✉♠♣t✐♦♥ A2 ✐s ♥♦✇ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣❡rt②✿ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❧✐♥❡❛r ♣❛rt✐❛❧ ❞✐✛❡r✲
❡♥t✐❛❧ ♦♣❡r❛t♦r N (= M∗

0) : C
∞(Q0)

4 → C∞(Q0)
6 s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❡✈❡r② ϕ = (ϕ1, ϕ2, ϕ3, ϕ4) ∈

C∞(Q0)
4✱ ✐❢ (z1, z2, π) ∈ C∞(Q0)

3 ✐s ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢





−z1t −∆z1 − (y · ∇)z1 + ∂x1y
1z1 + ∂x1y

2z2 − ∂x1π = ϕ1,

−z2t −∆z2 − (y · ∇)z2 + ∂x2y
1z1 + ∂x2y

2z2 − ∂x2π = ϕ2,

∂x3y
1z1 + ∂x3y

2z2 − ∂x3π = ϕ3,

−∂x1z
1 − ∂x2z

2 = ϕ4,

✭✶✳✸✳✷✶✮

t❤❡♥ (−∂x1z
1,−∂x2z

1,−∂x3z
1,−∂x1z

2,−∂x2z
2,−∂x3z

2) = Nϕ✳

❘❡♠❛r❦ ✶✳✸✳✷✳ ❚❤❡ ♠♦st ♥❛t✉r❛❧ ❧✐♥❡❛r ♣❛rt✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ♦♣❡r❛t♦r B t♦ tr② ✜rst ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡
❜❡❡♥ B : C∞(Q0)

3 → C∞(Q0)
3 ❞❡✜♥❡❞ ❜②

Bf :=



f1

f2

f3


, ∀f = (f1, f2, f3) ∈ C∞(Q0)

3. ✭✶✳✸✳✷✷✮

❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✸✳✷ ❞♦❡s ♥♦t ❤♦❧❞ ✇✐t❤ t❤✐s B✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ B∗
0 : C∞(Q0)

3 →
C∞(Q0)

2 ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦✇ ✭❝♦♠♣❛r❡ ✇✐t❤ ✭✶✳✸✳✷✵✮✮ s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r ❡✈❡r② z = (z1, z2) ∈ C∞(Q0)
2

❛♥❞ ❢♦r ❡✈❡r② π ∈ C∞(Q0)✱

B∗
0(z, π) = (z1, z2). ✭✶✳✸✳✷✸✮

▲❡t F1 ∈ C∞(T/2, T ) ❛♥❞ ❧❡t F2 ∈ C∞(T/2, T )✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ z = (z1, z2) ∈ C∞(Q0;R
2) ❛♥❞

π ∈ C∞(Q0) ❜②

z1(t, x) := F1(t), ✭✶✳✸✳✷✹✮

z2(t, x) := F2(t), ✭✶✳✸✳✷✺✮

π(t, x) := −F ′
1(t)x1 − F ′

2(t)x2 + F1(t)y
1 + F2(t)y

2. ✭✶✳✸✳✷✻✮

❚❤❡♥ L∗
0(z, π) = 0✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐❢ (F1, F2) 6= (0, 0)✱ t❤❡♥ B∗

0(z, π) 6= 0✳ ❍❡♥❝❡✱ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱
✭✶✳✸✳✶✽✮ ❞♦❡s ♥♦t ❤♦❧❞ ✇❤❛t❡✈❡r t❤❡ ❧✐♥❡❛r ♣❛rt✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ♦♣❡r❛t♦r M0 ✐s ❛♥❞ ✇❤❛t❡✈❡r
t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r② (y, p, u) ✐s✳

✶✳✸✳✷✳✐✐ ◆✉♠❜❡r ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ ❡q✉❛t✐♦♥s

▲❡t ✉s ❣✐✈❡ s♦♠❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ r❡s✉❧ts ❛❜♦✉t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ♦r❞❡r✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✸✳✸✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛ s❝❛❧❛r P❉❊ ✇✐t❤ ❛ s♠♦♦t❤ ✭❡♥♦✉❣❤✮ ✈❛r✐❛❜❧❡ z ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥
4 ✈❛r✐❛❜❧❡s x0, x1, x2, x3✳ ❲❡ ❝❛❧❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ ❧❡✈❡❧ n ❛❧❧ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❡q✉❛t✐♦♥s ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❜②
❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♥❣ t❤❡ P❉❊ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛❧❧ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ♠✉❧t✐✲✐♥t❡❣❡rs ♦❢ ❧❡♥❣t❤ n✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ✏❞✐st✐♥❝t✑ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ ❧❡✈❡❧ n ✐s ❞❡♥♦t❡❞ E(n)✱ ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✏❞✐st✐♥❝t✑ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ ❛
❧❡✈❡❧ ❧❡ss t❤❛♥ ♦r ❡q✉❛❧ t♦ n ✐s ❞❡♥♦t❡❞ F (n)✳

❘❡♠❛r❦ ✶✳✸✳✸✳ ❈❧❡❛r❧②✱ E(n) ✐s ❛❧s♦ t❤❡ ❞✐st✐♥❝t ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ ♦r❞❡r n ❢♦r ✭s♠♦♦t❤
❡♥♦✉❣❤✮ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❤❛✈✐♥❣ 4 ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❛♥❞ F (n) ✐s ❛❧s♦ t❤❡ ❞✐st✐♥❝t ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ ❛♥
♦r❞❡r ❧❡ss ♦r ❡q✉❛❧ t❤❛♥ n ❢♦r ✭s♠♦♦t❤ ❡♥♦✉❣❤✮ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❤❛✈✐♥❣ 4 ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐❢ ✇❡
❝♦♥s✐❞❡r ❛ s❝❛❧❛r P❉❊ ✇✐t❤ ♠❛♥② ✈❛r✐❛❜❧❡s z1, . . . , zk ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ x0, x1, x2, x3 ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣
❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ z1, . . . zk ♦❢ ♦r❞❡r m ❛t ♠♦st✱ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ z1, . . . zk

✇❡ ♠❛② ❡①♣❡❝t ✐♥ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ ❛ ❧❡✈❡❧ ❧❡ss t❤❛♥ ♦r ❡q✉❛❧ t♦ n ✐s kF (n+m)✳

✼✵



❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ▲✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡ ❛✈❡❝ ❝♦♥trô❧❡ ❞✐str✐❜✉é s❝❛❧❛✐r❡

❲❡ ✇❛♥t t♦ ❝♦♠♣✉t❡ E ❛♥❞ F ♣r❡❝✐s❡❧②✳ ❖♥❡ ❤❛s

E(n) =
(n+ 1)(n+ 2)(n+ 3)

6
, ✭✶✳✸✳✷✼✮

F (n) =
(n+ 1)(n+ 2)(n+ 3)(n+ 4)

24
. ✭✶✳✸✳✷✽✮

■♥❞❡❡❞

(α0, α1, α2, α3) 7→ {α0 + 1, α0 + α1 + 2, α0 + α1 + α2 + 3, α0 + α1 + α2 + α3 + 4}

❞❡✜♥❡s ❛ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❡t ♦❢ (α0, α1, α2, α3) ∈ N
4 s✉❝❤ t❤❛t α0 + α1 + α2 + α3 6 n

❛♥❞ t❤❡ s❡t ♦❢ s✉❜s❡ts ♦❢ {1, 2, . . . , n + 4} ❤❛✈✐♥❣ ✹ ❡❧❡♠❡♥ts✳ ❍❡♥❝❡✱ F (n) ❜❡✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ (α0, α1, α2, α3) ∈ N

4 s✉❝❤ t❤❛t α0 + α1 + α2 + α3 6 n✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ✭✶✳✸✳✷✽✮✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥
✭✶✳✸✳✷✼✮✱ ✐t s✉✣❝❡s t♦ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t

E(n) = F (n)− F (n− 1)

=
(n+ 1)(n+ 2)(n+ 3)

6
.

✶✳✸✳✷✳✐✐✐ ❆ r❡❧❛t❡❞ ♦✈❡r❞❡t❡r♠✐♥❡❞ s②st❡♠

▲❡t ✉s ♥♦✇ st✉❞② t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✸✳✷✶✮✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❞❛t❛ ✐s (ϕ1, ϕ2, ϕ3, ϕ4) ∈ C∞(Q0)
4 ❛♥❞

t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ✐s (z1, z2, π) ∈ C∞(Q0)
3✳

▲❡t ✉s ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ✐❞❡❛ ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ r❡❛s♦♥✐♥❣ ✇❡ ❛r❡ ❣♦✐♥❣ t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ✐♥ t❤✐s s✉❜s❡❝t✐♦♥✳
❊q✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✸✳✷✶✮ ✐s ✏❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧②✑ ♦✈❡r❞❡t❡r♠✐♥❡❞✱ s✐♥❝❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ♠♦r❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭4✮ t❤❛♥ ✉♥✲
❦♥♦✇♥s ✭3✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐❢ ✇❡ s❡❡ ✭✶✳✸✳✷✶✮ ❛s ❛ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠ ♦❢ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ✉♥❦♥♦✇♥s ✭t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥s
❜❡✐♥❣ z1, z2, π ❛♥❞ t❤❡✐r ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s✮ t❤❡ s②st❡♠ ✐s ♥♦✇ ✏❛❧❣❡❜r❛✐❝❛❧❧②✑ ✉♥❞❡r❞❡t❡r♠✐♥❡❞✿ ❲❡
❤❛✈❡ 4 ❡q✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ 19 ✉♥❦♥♦✇♥s✳ ❇✉t ✐t ✐s ❡❛s② t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛s ♠❛♥② ♥❡✇ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛s ✇❡
✇❛♥t✿ ■t s✉✣❝❡s t♦ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡ ✭✶✳✸✳✷✶✮ ❡♥♦✉❣❤ t✐♠❡s✳ ❙♦♠❡ ♥❡✇ ✏❛❧❣❡❜r❛✐❝ ✉♥❦♥♦✇♥s✑ ✭t❤❡
❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ z1, z2, π✮ ❛♣♣❡❛r✱ ❜✉t s✐♥❝❡ t❤❡ s②st❡♠ ✇❛s ✏❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧②✑ ♦✈❡r❞❡t❡r♠✐♥❡❞✱ ♦♥❡
❝❛♥ ❤♦♣❡ t❤❛t t❤❡② ❛r❡ ♥♦t ✏t♦♦ ♠❛♥②✑ ♥❡✇ ✉♥❦♥♦✇♥s ❛♣♣❡❛r✐♥❣✳ ◆♦t❛❜❧②✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❤♦♣❡ t❤❛t✱
❛❢t❡r ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♥❣ ❛ s✉✣❝✐❡♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ t✐♠❡s✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ♠♦r❡ ❡q✉❛t✐♦♥s t❤❛♥ ✏❛❧❣❡❜r❛✐❝ ✉♥✲
❦♥♦✇♥s✑✳ ❲❡ ✇♦✉❧❞ t❤❡♥ ❞❡❞✉❝❡ ❆ss✉♠♣t✐♦♥ A2 ❜② ✏✐♥✈❡rt✐♥❣✑ ✐♥ s♦♠❡ s❡♥s❡ t❤✐s ✇❡❧❧✲♣♦s❡❞
❧✐♥❡❛r s②st❡♠ ✭t❤✐s ✇✐❧❧ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❞❡t❛✐❧ ❧❛t❡r✮✳

❲❡ ✜rst ❡❧✐♠✐♥❛t❡ π ✐♥ ♦✉r ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✸✳✷✶✮✳ ❚♦ r❡❛❝❤ t❤✐s ❣♦❛❧✱ ✐♥ ✭✶✳✸✳✷✶✮✱ ✇❡ ❛♣♣❧② ∂3
t♦ t❤❡ ✜rst ❛♥❞ s❡❝♦♥❞ ❧✐♥❡s✱ ❛♥❞ ✉s❡ t❤❡ t❤✐r❞ ❧✐♥❡✳ ❲❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s✿





−2∂x3y
1∂x1z

1 − ∂x3y
2∂x2z

1 + (∂x1y
1 − ∂x3y

3)∂x3z
1 − y1∂2x1x3

z1

−y2∂2x2x3
z1 − y3∂2x3x3

z1 − ∂2x3tz
1 −∆∂x3z

1 − ∂x3y
2∂x1z

2 + ∂x1y
2∂x3z

2

= ∂x3ϕ
1 − ∂x1ϕ

3,

−∂x3y
1∂x2z

1 + ∂x2y
1∂x3z

1 − ∂x3y
1∂x1z

2 − y1∂2x1x3
z2 − 2∂x3y

2∂x2z
2

−y2∂2x2x3
z2 + (∂x2y

2 − ∂x3y
3)∂x3z

2 − y3∂2x3x3
z2 − ∂2x3tz

2 −∆∂x3z
2

= ∂x3ϕ
2 − ∂x2ϕ

3,

−∂x1z
1 − ∂x2z

2 = ϕ4.

✭✶✳✸✳✷✾✮

❚❤❡ ✜rst ❛♥❞ s❡❝♦♥❞ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ ✭✶✳✸✳✷✾✮ ❝♦♥t❛✐♥ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ z1 ❛♥❞ z2 ✉♣ t♦ ♦r❞❡r 3 ❛♥❞
t❤❡ t❤✐r❞ ❡q✉❛t✐♦♥ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ✉♣ t♦ ♦r❞❡r 1✳ ❲❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ♠❛①✐♠❛❧ ♦r❞❡r ♦❢
❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ✐♥ t❤❡ t❤r❡❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡ s✉r❡ t❤❛t t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ ♠❛①✐♠❛❧
♦r❞❡r ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ✜rst ❛♥❞ s❡❝♦♥❞ ❡q✉❛t✐♦♥ ♠✐❣❤t ❛❧s♦ ❛♣♣❡❛r ✐♥ t❤❡ t❤✐r❞ ♦♥❡✳ ❍❡♥❝❡

✼✶



✶✳✸✳ ❆ ❝♦♥tr♦❧❧❛❜✐❧✐t② r❡s✉❧t ♦♥ t❤❡ ❧✐♥❡❛r✐③❡❞ s②st❡♠

✇❡ ❛r❡ ❣♦✐♥❣ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡ t❤❡ ❧❛st ❡q✉❛t✐♦♥ 2 ♠♦r❡ t✐♠❡s t❤❛♥ t❤❡ ♦t❤❡rs✳ ■❢ ✇❡ ❝♦✉♥t t❤❡
♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ z1 ❛♥❞ z2 ✇❡ ❝r❡❛t❡ ❜② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♥❣ n t✐♠❡s t❤❡ ✜rst ❛♥❞
s❡❝♦♥❞ ❡q✉❛t✐♦♥ ❛♥❞ n+ 2 t✐♠❡s t❤❡ t❤✐r❞ ♦♥❡✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

H(n) = 2F (n+ 3) =
(n+ 4)(n+ 5)(n+ 6)(n+ 7)

12
✭✶✳✸✳✸✵✮

❞✐✛❡r❡♥t ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r G(n) ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ✐s t❤❡♥

G(n) = 2F (n) + F (n+ 2)

=
(3 + n)(4 + n)(34 + 17n+ 3n2)

24
.

✭✶✳✸✳✸✶✮

❋r♦♠ ✭✶✳✸✳✸✵✮ ❛♥❞ ✭✶✳✸✳✸✶✮✱ ♦♥❡ s❡❡s t❤❛t G(n)−H(n) ✐s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ n ❛♥❞ t❤❛t

G(18)−H(18) = −44 < 0 ❛♥❞ G(19)−H(19) = 460 > 0. ✭✶✳✸✳✸✷✮

❍❡♥❝❡✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❤❛✈❡ ♠♦r❡ ❡q✉❛t✐♦♥s t❤❛♥ ✉♥❦♥♦✇♥s ❛♥❞ ❛s ❢❡✇ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✱ ✇❡
❝❤♦♦s❡ n = 19✳ ❲❡ ❤❛✈❡ G(19) = 30360 ❡q✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ H(19) = 29900 ✉♥❦♥♦✇♥s✳ ❲❡ ❝❛♥ s❡❡
t❤✐s s②st❡♠ ♦❢ 30360 ♣❛rt✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛s ❛ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠

L0(t, x)Z = Φ,

✇❤❡r❡ L0 ∈ C∞(Q0;M30360×29900(R))✱ Z ∈ R
29900 ✭Z ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ z1 ❛♥❞ z2 ✉♣

t♦ t❤❡ ♦r❞❡r 19✮ ❛♥❞ Φ ∈ R
30360 ✭Φ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ ϕ ✉♣ t♦ t❤❡ ♦r❞❡r 19✮✳ ◆♦t❡

t❤❛t L0 ❛❧s♦ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ε ❛♥❞ ν✱ ❜✉t t❤✐s ❞♦❡s ♥♦t ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ❡♠♣❤❛s✐③❡❞ ✐♥ ✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s✳
❍❡♥❝❡✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❧✐❣❤t❡♥ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♦♥❧② s❡❡ L0 ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t ❛♥❞ x ✭❛s ❢♦r
L̃0, N, . . . t❤❛t ❛r❡ ❜❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❧❛t❡r✮✳ ❲❡ ♦r❞❡r t❤❡ 29900 ❧✐♥❡s ♦❢ Z s♦ t❤❛t

Z1 = ∂x1z
1, Z2 = ∂x2z

1, Z3 = ∂x3z
1, Z4 = ∂x1z

2, Z5 = ∂x2z
2, Z6 = ∂x3z

2. ✭✶✳✸✳✸✸✮

❆ss✉♠♣t✐♦♥ A2 ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ Pr♦✈❡ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♥♦♥❡♠♣t② ♦♣❡♥ s✉❜s❡t
ω0 ♦❢ C2 ❛♥❞ ♦❢ ❛ ♠❛♣ N ∈ C∞(Q0;M6×30360(R)) ✭N ✐s t❤❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r
♣❛rt✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ♦♣❡r❛t♦r N ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❙✉❜s❡❝t✐♦♥ ✶✳✸✳✷✱ ❡✈❡r② ❧✐♥❡❛r ♣❛rt✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧
♦♣❡r❛t♦r ❝❛♥ ❜❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡❧② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ ♠❛tr✐① ❛❝t✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t
❢✉♥❝t✐♦♥s✮ s✉❝❤ t❤❛t

N(t, x)L0(t, x)Z = (Z1, Z2, Z3, Z4, Z5, Z6), ∀(t, x) ∈ Q0, ∀Z ∈ R
29900. ✭✶✳✸✳✸✹✮

❙✐♥❝❡ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① L0(t, x) ✐s ✈❡r② ❧❛r❣❡✱ ✐t ✐s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✜♥❞ s♦♠❡ N ✈❡r✐❢②✐♥❣
❙②st❡♠ ✭✶✳✸✳✸✹✮ ❜② ❤❛♥❞ ❛♥❞ ✇❡ ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ t♦ ❞♦ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ♦♥ ❛ ❝♦♠♣✉t❡r✳ ◆♦t❛❜❧②✱ ✐t ✇♦✉❧❞
❜❡ ♠♦r❡ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t t♦ ♠❛❦❡ L0 ❜❡ ❛ s♣❛rs❡ ♠❛tr✐① ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✉s❡ r❡❧❡✈❛♥t t♦♦❧s ❛❞❛♣t❡❞ t♦
t❤❡ st✉❞② ♦❢ ❜✐❣ s♣❛rs❡ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠s✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ r❡❛s♦♥ ❢♦r ♦✉r s✐♠♣❧❡ ❝❤♦✐❝❡s ❢♦r a✱ b ❛♥❞ c
❣✐✈❡♥ ✐♥ ✭✶✳✷✳✶✻✮✱ ✭✶✳✷✳✶✼✮ ❛♥❞ ✭✶✳✷✳✶✽✮ ✭♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ♦❢ s♠❛❧❧ ♦r❞❡r ❞♦ ♥♦t ❝r❡❛t❡ t♦ ♠❛♥② ♥♦♥
③❡r♦ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✐♥ L0 ✇❤❡♥ t❤❡② ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡❞✮✳ ❯s✐♥❣ ✭✶✳✷✳✶✮✱ ✭✶✳✷✳✶✻✮✱ ✭✶✳✷✳✶✼✮✱ ✭✶✳✷✳✶✽✮✱

✼✷



❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ▲✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡ ❛✈❡❝ ❝♦♥trô❧❡ ❞✐str✐❜✉é s❝❛❧❛✐r❡

✭✶✳✷✳✶✾✮ ❛♥❞ ✭✶✳✷✳✷✵✮✱ ❙②st❡♠ ✭✶✳✸✳✷✾✮ ❜❡❝♦♠❡s s✐♠♣❧②✱ ✐♥ Q0✱





a(t)(−4x31 − 4x1x
2
2)ε∂x1z

1 + a(t)(−2x21x2 − 2x32)ε∂x2z
1 + a(t)(14x21x3

+10x22x3)ε∂x3z
1 + a(t)(−2x21x2 − 2x32)ε∂x1z

2 + 4a(t)x1x2x3ε∂x3z
2 + a(t)

(−2x31x3 − 2x1x
2
2x3)ε∂

2
x1x3

z1 + a(t)(−2x21x2x3 − 2x32x3)ε∂
2
x2x3

z1 + a(t)

(4x21x
2
3 + 4x22x

2
3)ε∂

2
x3x3

z1 − ∂2x3tz
1 − ∂3x1x3x3

z1 − ∂3x2x2x3
z1 − ∂3x3x3x3

z1333

= ∂x3ϕ
1 − ∂x1ϕ

3,

a(t)(−2x31 − 2x1x
2
2)ε∂x2z

1 + a(t)4x1x2x3ε∂x3z
1 + a(t)(−2x31 − 2x1x

2
2)

ε∂x1z
2 + a(t)(−4x21x2 − 4x32)ε∂x2z

2 + a(t)(10x21x3 + 14x22x3)ε∂x3z
2

+a(t)(−2x31x3 − 2x1x
2
2x3)ε∂

2
x1x3

z2 + a(t)(−2x21x2x3 − 2x32x3)ε∂
2
x2x3

z2

+a(t)(4x21x
2
3 + 4x22x

2
3)∂

2
x3x3

z2 − ∂2x3tz
2 − ∂3x1x1x3

z2 − ∂3x2x2x3
z2 − ∂3x3x3x3

z2

= ∂x3ϕ
2 − ∂x2ϕ

3,

−∂x1z
1 − ∂x2z

2 = ϕ4.

✭✶✳✸✳✸✺✮

▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s

s := εa(t)

❛♥❞

e :=
1

T − t
.

✭e ❛♣♣❡❛rs ✇❤❡♥ ✇❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡ t 7→ a(t) ♦♥ Q0✮✳ ▲❡t R[E,S,X] ❜❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s
✐♥ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s e✱ s✱ x1✱ x2✱ x3✱ ✇✐t❤ r❡❛❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳ ❚❤❡ 30360 × 29900 ❡♥tr✐❡s ♦❢ L0 ❝❛♥
❛❧t❡r♥❛t✐✈❡❧② ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥s ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ (t, x1, x2, x3, ε) ♦r ❛s ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ R[E,S,X]
❛♥❞✱ ❢r♦♠ ♥♦✇ ♦♥✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r L0 ❛s ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ M30360×29900(R[E,S,X])✳ ❆s ✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡
❛❢t❡r✱ ✐t t✉r♥s ♦✉t t❤❛t ♠❛♥② ♦❢ t❤❡ ❡♥tr✐❡s ♦❢ L0 ❛r❡ t❤❡ 0 ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✳

❋♦r ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥t❡❣❡r k✱ ❧❡t ✉s ❞❡♥♦t❡ ❜② Sk t❤❡ s❡t ♦❢ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s ♦❢ {1, . . . , k}✳ ❚♦ ❡❛❝❤
σ ∈ Sk✱ ✇❡ ❛ss♦❝✐❛t❡ t❤❡ ♠❛tr✐① Sσ ∈ Mk,k(R) ❞❡✜♥❡❞ ❜②

Sσ(i)i = 1, ∀i ∈ {1, . . . , k},
Sji = 0, ∀i ∈ {1, . . . , k}, ∀j ∈ {1, . . . , k} \ {σ(i)}.

✭✶✳✸✳✸✻✮

❋♦r t✇♦ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥t❡❣❡rs k ❛♥❞ l✱ ❧❡t ✉s ❞❡♥♦t❡ ❜② 0k×l t❤❡ ♥✉❧❧ ♠❛tr✐① ♦❢ Mk×l(R) ✭✇❤✐❝❤
✐s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ Mk×l(R[E,S,X])✮✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧❡♠♠❛ ✐s ❛ ❦❡② st❡♣ ❢♦r t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐✲
t✐♦♥ ✶✳✸✳✷✳

▲❡♠♠❛ ✶✳✸✳✶✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐st
ξ0 := (e0, s0, x0) ∈ R

5,

σ ∈ S29900,

σ̃ ∈ S30360,

P ∈ M7321×7321(R[E,S,X]),

Q ∈ M23039×7321(R[E,S,X])

❛♥❞
R ∈ M23039×22579(R[E,S,X])

✼✸



✶✳✸✳ ❆ ❝♦♥tr♦❧❧❛❜✐❧✐t② r❡s✉❧t ♦♥ t❤❡ ❧✐♥❡❛r✐③❡❞ s②st❡♠

s✉❝❤ t❤❛t

σ(i) = i, ∀i ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6}, ✭✶✳✸✳✸✼✮

Sσ̃L0Sσ =

(
P 07321,22579
Q R

)
, ✭✶✳✸✳✸✽✮

t❤❡ r❛♥❦ ♦❢ P (ξ0) ✐s 7321✳ ✭✶✳✸✳✸✾✮

▲❡t ✉s ❛ss✉♠❡ ❢♦r t❤❡ ♠♦♠❡♥t t❤❛t t❤✐s ❧❡♠♠❛ ❤♦❧❞s ❛♥❞ ❡♥❞ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✸✳✷✳
❆ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✶✳✸✳✶ ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

▲❡♠♠❛ ✶✳✸✳✷✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ♥♦♥❡♠♣t② ♦♣❡♥ s✉❜s❡t ω0 ♦❢ C2✱ T ∗ > 0 ❛♥❞ ε∗ > 0✱ s✉❝❤ t❤❛t

❞❡t P (
1

T − t
, εa(t), x) 6= 0, ∀T ∈ (0, T ∗], ∀t ∈ [T/2, T ), ∀ε ∈ (0, ε0], ∀x ∈ ω0. ✭✶✳✸✳✹✵✮

Pr♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✶✳✸✳✷✳
▲❡t ✉s ✜rst ♣♦✐♥t ♦✉t t❤❛t ❞❡t P ∈ R[E,S,X] ❛♥❞✱ ❜② ✭✶✳✸✳✸✾✮✱ t❤✐s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐s ♥♦t t❤❡

0 ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✳ ❍❡♥❝❡ t❤❡r❡ ❡①✐st ❛ ♥♦♥♥❡❣❛t✐✈❡ ✐♥t❡❣❡r m ❛♥❞ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ P̃ ∈ R[E,S,X]
s✉❝❤ t❤❛t

❞❡t P (E,S,X) = SmP̃ (E,S,X), ✭✶✳✸✳✹✶✮

P̃ (E, 0, X) ∈ R[E,X] ✐s ♥♦t t❤❡ 0 ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧. ✭✶✳✸✳✹✷✮

❇② ✭✶✳✸✳✹✷✮✱ t❤❡r❡ ❡①✐st δ > 0✱ C ′ > 0 ❛♥❞ ❛ ♥♦♥❡♠♣t② ♦♣❡♥ s✉❜s❡t ω0 ♦❢ C2 s✉❝❤ t❤❛t

|P̃ (e, 0, x)| > 2δ, ∀e ∈ [C ′,+∞), ∀x ∈ ω0. ✭✶✳✸✳✹✸✮

❇② t❤❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ t❤❡♦r❡♠✱ t❤❡r❡ ❡①✐st ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥t❡❣❡r l ❛♥❞ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ r❡❛❧ ♥✉♠❜❡r C∗ s✉❝❤
t❤❛t

|P̃ (e, s, x)− P̃ (e, 0, x)| 6 C∗|s|
(
|e|l + |s|l + 1

)
, ∀e ∈ R, ∀s ∈ R, ∀x ∈ ω0. ✭✶✳✸✳✹✹✮

❇② ✭✶✳✷✳✶✻✮✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ε∗ s✉❝❤ t❤❛t

ε∗|a(t)|
(
(T − t)−l + ε∗l|a(t)|l + 1

)
6

δ

C∗ , ∀T ∈ (0, 2/C ′], ∀t ∈ [T/2, T ). ✭✶✳✸✳✹✺✮

❋r♦♠ ✭✶✳✸✳✹✸✮✱ ✭✶✳✸✳✹✹✮ ❛♥❞ ✭✶✳✸✳✹✺✮✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❛t

|P̃ ((T − t)−1, εa(t), x)| > δ, ∀(T, t, ε, x) ∈ (0, 2/C ′]× [T/2, T )× (0, ε∗]× ω0, ✭✶✳✸✳✹✻✮

✇❤✐❝❤ ❝♦♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✶✳✸✳✷✳

▲❡t ✉s ♥♦✇ ❣♦ ❜❛❝❦ t♦ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✸✳✷✳ ❋♦r ❡✈❡r② ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥t❡❣❡r l✱ ✇❡ ❞❡♥♦t❡
❜② ■❞l t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② ♠❛tr✐① ♦❢ Rl✳ ❇② ✭✶✳✸✳✹✵✮✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts U ∈ C∞(Q0;M7321×7321(R)) s✉❝❤
t❤❛t

U(t, x)P (t, x, ε) = ■❞7321, ∀x ∈ ω0. ✭✶✳✸✳✹✼✮

▲❡t Ũ ∈ C∞(Q0;M7321×30360(R)) ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜②

Ũ(t, x) := (U(t, x) 07321,23039 ), ∀x ∈ ω0. ✭✶✳✸✳✹✽✮

❋r♦♠ ✭✶✳✸✳✸✽✮✱ ✭✶✳✸✳✹✼✮ ❛♥❞ ✭✶✳✸✳✹✽✮✱ ♦♥❡ ❤❛s

Ũ(t, x)Sσ̃L0(t, x) = ( ■❞7321 07321,22579 )S
−1
σ , ∀x ∈ ω0. ✭✶✳✸✳✹✾✮

✼✹



❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ▲✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡ ❛✈❡❝ ❝♦♥trô❧❡ ❞✐str✐❜✉é s❝❛❧❛✐r❡

▲❡t K ∈ M6,7321(R) ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜②

K := ( ■❞6 06,7315 ). ✭✶✳✸✳✺✵✮

❋r♦♠ ✭✶✳✸✳✸✼✮✱ ✭✶✳✸✳✹✾✮ ❛♥❞ ✭✶✳✸✳✺✵✮✱ ♦♥❡ ❤❛s

KŨ(t, x)Sσ̃L0(t, x) = ( ■❞6 06,29894 )S
−1
σ = ( ■❞6 06,29894 ), ∀x ∈ ω0, ✭✶✳✸✳✺✶✮

✇❤✐❝❤ s❤♦✇s t❤❛t ✭✶✳✸✳✸✹✮ ❤♦❧❞s ✇✐t❤ N(t, x) := KŨ(t, x)Sσ̃✱ ❛♥❞ ❡♥❞s t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐✲
t✐♦♥ ✶✳✸✳✷✳

❚♦ ✜♥✐s❤ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✸✳✷✱ ✐t s✉✣❝❡s t♦ ♣r♦✈❡ ▲❡♠♠❛ ✶✳✸✳✶✳
Pr♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✶✳✸✳✶✳
❚❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ y ❛♥❞ ✐ts ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ✐♥ t❤❡ t✐♠❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s q✉✐t❡ ❝♦♠♣❧✐✲

❝❛t❡❞ ✭✐t ✐s ❜♦t❤ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❛♥❞ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧✮ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ s♣❛❝❡ ✈❛r✐❛❜❧❡
✭✇❤✐❝❤ ✐s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✮ ✐s ♣r♦❜❧❡♠❛t✐❝✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✐s ♥♦t ✈❡r② ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t t♦ ✉s❡ ❢♦r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s
♦♥ ❛ ❝♦♠♣✉t❡r✳ ■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♣r♦♦❢ ✇❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ ❞❡t P ❛s ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐♥ s = εa(t)✱ e = 1

T−t
✭✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❡r♠s ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ✇❤❡♥ ✇❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡ t 7→ a(t)✮ ❛♥❞ x✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t
✇❡ ✜① e = 0✿ ❚❤✐s ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❞♦ ✏❛s ✐❢✑ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ a ✇❡r❡ ❛❧❧ ✐❞❡♥t✐❝❛❧❧② t❤❡ ♥✉❧❧
❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✐✳❡✳ t♦ ❞♦ ❛s ✐❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ t 7→ a(t) ✇❡r❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ❛ ❝♦♥st❛♥t ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s
s✐♠♣❧❡r t❤❛♥ ♦✉r ♦r✐❣✐♥❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ a✳ ❲❡ ✇✐❧❧ t❤❡♥ ✐♠♣♦s❡ e0 = 0 ❢♦r ♦✉r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✳ ▲❡t
✉s s❡t ξ0 := (e0, s0, x0) ✇✐t❤ e0 = 0✱ s0 = 1 ❛♥❞ x0 = (1.1, 1.2, 1.3)✳

❋✐rst ♦❢ ❛❧❧✱ ❧❡t ✉s ♣r♦✈❡ t❤❛t ♦♥❡ ❝❛♥ ❞❡❝♦♠♣♦s❡ M ❛s ✐♥ ✭✶✳✸✳✸✽✮ ❛t ❧❡❛st ❛t ♣♦✐♥t ξ0✳ ❲❡
♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ✶✳✹ ❤♦✇ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ t❤❡ ♠❛tr✐①

L0
0 := L0(ξ

0) ∈ M30360×29900(R)

t❤❛♥❦s t♦ ❛ C++ ♣r♦❣r❛♠✳
❋r♦♠ ♥♦✇ ♦♥ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ♠❛tr✐① L0

0 ❛t ♦✉r ❞✐s♣♦s❛❧ ❛♥❞ ✇❡ ❛r❡ ❣♦✐♥❣ t♦ ❡①♣❧❛✐♥
❤♦✇ t♦ ❡①♣❧♦✐t ✐t ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ ▲❡♠♠❛ ✶✳✸✳✶✳

❲❡ ❜❡❣✐♥ ✇✐t❤ r❡♦r❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❝♦❧✉♠♥s s♦ t❤❛t t❤❡ ♥✉❧❧ ❝♦❧✉♠♥s ♦❢ L0
0 ❛r❡ ♠♦✈❡❞ t♦ t❤❡ ❧❛st

❝♦❧✉♠♥s✳ ❖♥❡ ✈❡r✐✜❡s ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ t❤❛♥❦s t♦ ▼❛t❧❛❜ t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ ❡①❛❝t❧② 140 s✉❝❤ ❝♦❧✉♠♥s✳
❚❤❡r❡ ❡①✐st σ ∈ S29900 ❛♥❞ N0 ∈ M30360×29760(R) s✉❝❤ t❤❛t

L0
0Sσ = (N0 030360×140 ). ✭✶✳✸✳✺✷✮

❖♥❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s t❤❛t ✐t ❝♦✉❧❞ ❤❛♣♣❡♥ t❤❛t s♦♠❡ ❝♦❧✉♠♥s ♦❢ L0
0 ❛r❡ ❡q✉❛❧ t♦ 0 ❜✉t t❤❡ ❝♦rr❡✲

s♣♦♥❞✐♥❣ ❝♦❧✉♠♥s ♦❢ L0 ❛r❡ ♥♦t ✐❞❡♥t✐❝❛❧❧② ♥✉❧❧✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ❝❤❡❝❦ t❤❛t ✐t ✐s ♥♦t t❤❡ ❝❛s❡
✭t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ✶✳✹✮✳

▲❡t ✉s r❡❝❛❧❧ t❤❛t ♦✉r ❣♦❛❧ ✐s t♦ ❡①tr❛❝t ❛ ✇❡❧❧✲❝❤♦s❡♥ s✉❜♠❛tr✐① ♦❢ L0
0 ✇❤✐❝❤ ✐s ♦❢ ♠❛①✐♠❛❧

r❛♥❦✳ ❆ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❤♦♣❡ ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ t❤❛t t❤❡ ♠❛tr✐① N0 ✭♦❢ s✐③❡ 30360× 29760✮ ✐ts❡❧❢ ✐s
♦❢ ♠❛①✐♠❛❧ r❛♥❦ 29760 ✭✇❡ ✇♦✉❧❞ t❤❡♥ ❤❛✈❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ s♦♠❡t❤✐♥❣ s✐♠✐❧❛r t♦ ▲❡♠♠❛ ✶✳✸✳✶ ❜②
❝❤♦♦s✐♥❣ s♦♠❡ sq✉❛r❡❞ ❡①tr❛❝t❡❞ ♠❛tr✐① ♦❢ ♠❛①✐♠❛❧ r❛♥❦ P 0 ♦❢ N0✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❧✇❛②s ♣♦ss✐❜❧❡✱
t❤❡ ♠❛tr✐① P 0 ✇♦✉❧❞ t❤❡♥ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♦❢ s✐③❡ 29760 × 29760 ❛♥❞ t❤❡ ♥♦♥✲s❡❧❡❝t❡❞ ❧✐♥❡s ✇♦✉❧❞
❜❡ ♣❡r♠✉t❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ ♠❛tr✐❝❡s Q0 ♦❢ s✐③❡ 600× 29760 ❛♥❞ R0 ♦❢ s✐③❡ 600× 140✮✳ ❍♦✇❡✈❡r ✐t
t✉r♥s ♦✉t t♦ ❜❡ ❢❛❧s❡✱ ❛s ✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡ ❧❛t❡r✳

❙✐♥❝❡ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ r❛♥❦ ♦❢ L0
0 ♦♥ ❛ ❝♦♠♣✉t❡r ✐s t♦♦ ❧♦♥❣ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ✐ts s✐③❡✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡

t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ str✉❝t✉r❛❧ r❛♥❦✳

✼✺



✶✳✸✳ ❆ ❝♦♥tr♦❧❧❛❜✐❧✐t② r❡s✉❧t ♦♥ t❤❡ ❧✐♥❡❛r✐③❡❞ s②st❡♠

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✸✳✹✳ ▲❡tA ∈ Mn,m(R) ❛♥❞B ∈ Mn,m(R)✳ ❲❡ s❛② t❤❛tA ❛♥❞B ❛r❡ str✉❝t✉r❛❧❧②
❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✐❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣❡rt② ✐s ✈❡r✐✜❡❞✿

Aij = 0 ⇔ Bij = 0.

❚❤✐s ✐s ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥ ♦♥ Mn,m(R)✱ ❛♥❞ ✇❡ ❝❛❧❧ Cl(A) t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❝❧❛ss ♦❢ A✳
❚❤❡ str✉❝t✉r❛❧ r❛♥❦ ♦❢ ❛ ♠❛tr✐① A ✭❞❡♥♦t❡❞ s♣r❛♥❦(A) ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✮ ✐s t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ r❛♥❦
♦❢ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ Cl(A)✳ ❊q✉✐✈❛❧❡♥t❧②✱ ✐❢ ✇❡ ✜❧❧ r❛♥❞♦♠❧② t❤❡ ♥♦♥③❡r♦ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ A✱ t❤❡♥✱
✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② 1✱ t❤❡ r❛♥❦ ♦❢ A ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ str✉❝t✉r❛❧ r❛♥❦✳

❖♥❡ s❡❡s t❤❛t t❤❡ str✉❝t✉r❛❧ r❛♥❦ ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① ❜✉t ♦♥❧②
♦♥ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ③❡r♦s ✐♥ t❤❡ ♠❛tr✐① ❛♥❞ ✐s ♥❡✈❡r ❧❡ss t❤❛♥ t❤❡ r❛♥❦✳ ❚❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡
♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❛❧ r❛♥❦ ✐s t❤❛t ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢❛st ✭✐♥ ❛ ❝♦✉♣❧❡ ♦❢ s❡❝♦♥❞s ✐♥ ♦✉r ❝❛s❡✮✱
❡s♣❡❝✐❛❧❧② ♦♥ s♣❛rs❡ ♠❛tr✐❝❡s✳ ■t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ s♣r❛♥❦ ✐♥ ▼❛t❧❛❜✳

❈♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ str✉❝t✉r❛❧ r❛♥❦ ♦❢ N0 t❤❛♥❦s t♦ ▼❛t❧❛❜ ✇❡ ✜♥❞ t❤❛t

s♣r❛♥❦(N0) = 28654 < 29760,

❤❡♥❝❡ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❤♦♣❡ t❤❛t t❤❡ r❛♥❦ ♦❢ N0 ✐s ♠❛①✐♠❛❧✳
❚♦ ❡①tr❛❝t ❛ s✉❜♠❛tr✐① ♦❢ N0 ✇❤✐❝❤ ✐s ♦❢ ♠❛①✐♠❛❧ r❛♥❦✱ ✇❡ ❝❛♥✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❜❡❣✐♥ ✇✐t❤

❡①tr❛❝t✐♥❣ ❛ s✉❜♠❛tr✐① ♦❢ P 0 ✇❤✐❝❤ ✐s ♦❢ ♠❛①✐♠❛❧ str✉❝t✉r❛❧ r❛♥❦✱ ❛♥❞ ✈❡r✐❢② t❤❛t ✐t ✐s ♦❢
♠❛①✐♠❛❧ r❛♥❦ t♦♦✳ ❚❤❡ r✐❣❤t ✇❛② t♦ ❞♦ t❤✐s ✐s t♦ ❡①♣❧♦r❡ ♠♦r❡ ❝❛r❡❢✉❧❧② ❤♦✇ t❤❡ str✉❝t✉r❛❧
r❛♥❦ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞✳ ■♥ ❢❛❝t t❤❡ ❦❡② ♣♦✐♥t ✐s t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥ ❜❧♦❝❦ tr✐❛♥❣✉❧❛r
❢♦r♠ ✭✇❤✐❝❤ ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❉✉❧♠❛❣❡✲▼❡♥❞❡❧s♦❤♥ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❜✐♣❛rt✐t❡ ❣r❛♣❤
❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❛♥② ♠❛tr✐①✱ s❡❡ ❬❉▼✺✽❪ ❛♥❞ ❬P❋✾✵❪✮ ♦❢ ❛ ♠❛tr✐①✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✸✳✸✳ ▲❡t A ❜❡ ❛ ♠❛tr✐①✳ ❚❤❡♥ ♦♥❡ ❝❛♥ ♣❡r♠✉t❡ t❤❡ ❝♦❧✉♠♥s ❛♥❞ t❤❡ ❧✐♥❡s ♦❢
A t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ♠❛tr✐① ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠✿




A11 A12 A13 A14

0 0 A23 A24

0 0 0 A34

0 0 0 A44


, ✭✶✳✸✳✺✸✮

✇❤❡r❡✿

✶✳ (A11, A12) ✐s t❤❡ ✉♥❞❡r❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐①✱ ✐t ❛❧✇❛②s ❤❛s ♠♦r❡ ❝♦❧✉♠♥s t❤❛♥
r♦✇s✳

✷✳ (A33, A34) ✐s t❤❡ ♦✈❡r❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐①✱ ✐t ❛❧✇❛②s ❤❛s ♠♦r❡ r♦✇s t❤❛♥ ❝♦❧✉♠♥s✳

✸✳ A12, A23, A34 ❛r❡ sq✉❛r❡ ♠❛tr✐❝❡s ✇✐t❤ ♥♦♥③❡r♦ ❞✐❛❣♦♥❛❧s ✭✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❡s❡ ♠❛tr✐❝❡s
❛r❡ ♦❢ ♠❛①✐♠❛❧ str✉❝t✉r❛❧ r❛♥❦✮

✹✳ A23 ✐s t❤❡ ✇❡❧❧✲❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① ✭✐❢ t❤❡ ♠❛tr✐① ✐s sq✉❛r❡ ❛♥❞ ♥♦♥✲s✐♥❣✉❧❛r✱
✐t ✐s t❤❡ ❡♥t✐r❡ ♠❛tr✐①✮✳

▼♦r❡♦✈❡r✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ♣❡r♠✉t❡ r♦✇s ❛♥❞ ❝♦❧✉♠♥s s♦ t❤❛t A23 ✐s ❛❧s♦ ❜❧♦❝❦ tr✐❛♥❣✉❧❛r✳ ❚❤❡ ❞❡❝♦♠✲
♣♦s✐t✐♦♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❜❧♦❝❦ tr✐❛♥❣✉❧❛r ❢♦r♠ ♦❢ ♠❛tr✐① A✳ ❚❤❡ str✉❝t✉r❛❧ r❛♥❦ ♦❢ A ✐s
❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❛❧ r❛♥❦s ♦❢ A12, A23, A34✳

❚❤❡ ❜❧♦❝❦ tr✐❛♥❣✉❧❛r ❢♦r♠ ✭✶✳✸✳✺✸✮ ✭❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❝♦❛rs❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✮ ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① ✐s ✐♥
❢❛❝t ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❞♠♣❡r♠ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ ▼❛t❧❛❜✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧s♦ ❣✐✈❡s t❤❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ t❤❛t ♠❛❦❡s
t❤❡ ♠❛tr✐① ❜❡ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ✭✶✳✸✳✺✸✮ ❛♥❞ ❛ ❜❧♦❝❦ tr✐❛♥❣✉❧❛r ❢♦r♠ ❢♦r t❤❡ ✇❡❧❧✲❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ♣❛rt

✼✻



❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ▲✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡ ❛✈❡❝ ❝♦♥trô❧❡ ❞✐str✐❜✉é s❝❛❧❛✐r❡

✭✇❤✐❝❤ ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ✜♥❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✮✳ ❖♥❡ ❡❛s✐❧② ✉♥❞❡rst❛♥❞s ❤♦✇ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ♠❛tr✐① ✐♥
t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ✭✶✳✸✳✸✽✮ t❤❛♥❦s t♦ t❤✐s ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✿ ❖♥❡ ❝❛♥ ✭❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✮ ♣❡r♠✉t❡ t❤❡ ❜❧♦❝❦s
t♦ ♦❜t❛✐♥




A34 0 0 0

A44 0 0 0

A14 A11 A12 A13

A24 0 0 A23


, ✭✶✳✸✳✺✹✮

❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❡❛s✐❧② ❞❡❞✉❝❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✭✶✳✸✳✸✽✮✳
❚♦ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ❛r❡ ♥♦t ❣♦✐♥❣ t♦ ❛♣♣❧② t❤✐s ❜❧♦❝❦ tr✐❛♥❣✉❧❛r ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥

❞✐r❡❝t❧② t♦ L0
0 ❜✉t t♦ ❛ ✇❡❧❧✲❝❤♦s❡♥ s✉❜♠❛tr✐① L̃0

0✳ ❋✐rst ♦❢ ❛❧❧✱ ✇❡ ❣♦ ❜❛❝❦ t♦ L0 ❛♥❞ s❡❧❡❝t
s♦♠❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ ✉♥❦♥♦✇♥s✿ ❚❤❡r❡ ❡①✐st σ0 ∈ S29900✱ σ̃0 ∈ S30360✱ Q̃ ∈ M16623×14630(R)
❛♥❞ R̃ ∈ M16623×15270(R) s✉❝❤ t❤❛t ✭s❡❡ ✭✶✳✸✳✺✹✮✮

Sσ̃0L0Sσ0 =

(
L̃0 013737×15270

Q̃ R̃

)
, ✭✶✳✸✳✺✺✮

✇❤❡r❡ L̃0 ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❜② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♥❣ t❤❡ t✇♦ ✜rst ❡q✉❛t✐♦♥s
♦❢ ✭✶✳✸✳✷✾✮ ✶✺ t✐♠❡s ❛♥❞ t❤❡ ❧❛st ❡q✉❛t✐♦♥ 17 t✐♠❡s✱ s♦ t❤❛t L̃0 ✐s ♦❢ s✐③❡ (G(15), H(15)) =
(13737, 14630) ✭❤❡r❡ t❤❡r❡ ❛r❡ ♠♦r❡ ✉♥❦♥♦✇♥s t❤❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥s ❜✉t ✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡ t❤❛t t❤✐s ✇✐❧❧
♥♦t ❜❡ ❛ ♣r♦❜❧❡♠✮✳

▲❡t ✉s ❝❛❧❧
L̃0
0 := L̃0(ξ

0),

Q̃0 := Q̃(ξ0),

R̃0 := R̃(ξ0).

❖♥❡ ❤❛s

Sσ̃0L0
0Sσ0 =

(
L̃0
0 013737×15270

Q̃0 R̃0

)
.

❚❤❛♥❦s t♦ ▼❛t❧❛❜✱ ✇❡ ✜♥❞ t❤❡ ❉✉❧♠❛❣❡✲▼❡♥❞❡❧s♦❤♥ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ L̃0
0 ❛♥❞ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t

t❤❡r❡ ❡①✐sts s♦♠❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s ♠❛tr✐❝❡s σ1 ❛♥❞ σ̃1 s✉❝❤ t❤❛t ✭s❡❡ ✭✶✳✸✳✺✹✮✮

Sσ̃1L̃0
0Sσ1 =

(
L
0
0 09050×5578

Q0 R0

)
,

✇✐t❤ Q
0 ∈ M4687×9050(R)✱ R

0 ∈ M4687×5578(R)✱ ❛♥❞ L
0
0 ∈ M9050×9050(R) ✐s ♦❢ ♠❛①✐♠❛❧ str✉❝✲

t✉r❛❧ r❛♥❦ ❛♥❞ sq✉❛r❡ ✭✐t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❜❧♦❝❦ A34 ✐♥ t❤❡ ❜❧♦❝❦ tr✐❛♥❣✉❧❛r ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✮✳

❆♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❉✉❧♠❛❣❡✲▼❡♥❞❡❧s♦❤♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♥♦✇ ♦♥ L
0
0✱ ✇❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡ L

0
0 ✐♥ ❛♥ ✭✉♣♣❡r✮ ❜❧♦❝❦

tr✐❛♥❣✉❧❛r ❢♦r♠ ✇✐t❤ 352 ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❜❧♦❝❦s✱ t❤❡ ✜rst 351 ♦❢ t❤❡♠ ❜❡✐♥❣ ♦❢ ✏s♠❛❧❧✑ s✐③❡ ❛♥❞ t❤❡
❧❛tt❡r ♦♥❡ ❜❡✐♥❣ ♦❢ s✐③❡ 7321✳ ▲❡t ✉s ❝❛❧❧ L

0
0(i,j) ✭✇✐t❤ (i, j) ∈ [|1; 352|]2✮ t❤❡ ❜❧♦❝❦s ♦❢ L

0
0✳

❯s✐♥❣ t❤✐s ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ ♦♥❡ ❝❛♥ s❡❡ ✭✉s✐♥❣ ▼❛t❧❛❜✮ t❤❛t L
0
0 ✐s ♥♦t ♦❢ ♠❛①✐♠❛❧ r❛♥❦✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ❜② ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ r❛♥❦ ♦❢ t❤❡ ❜❧♦❝❦ L
0
0352,352 t❤❛♥❦s t♦ ▼❛t❧❛❜✱ ♦♥❡ s❡❡s t❤❛t ✐t ✐s

♦❢ ♠❛①✐♠❛❧ r❛♥❦ 7321✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❡ ✈❡r✐❢② t❤❛t

{
t❤❡ ❝♦❧✉♠♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥s ∂x1z

1, ∂x2z
1, ∂x3z

1, ∂x1z
2,

∂x2z
2, ∂x3z

2 ❛♣♣❡❛r ✐♥ t❤✐s ❜❧♦❝❦✱
✭✶✳✸✳✺✻✮

✼✼



✶✳✸✳ ❆ ❝♦♥tr♦❧❧❛❜✐❧✐t② r❡s✉❧t ♦♥ t❤❡ ❧✐♥❡❛r✐③❡❞ s②st❡♠

❜② ❧♦♦❦✐♥❣ ❝❛r❡❢✉❧❧② ♦♥ ▼❛t❧❛❜ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦❧✉♠♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡s❡ ✉♥❦♥♦✇♥s ❤❛✈❡
❜❡❡♥ ♠♦✈❡❞ ✉♥❞❡r t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ♠❛tr✐❝❡s Sσ0 ❛♥❞ Sσ1 ✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ∂xiz

1

❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ i✲t❤ ❝♦❧✉♠♥ ♦❢ L
0
0(352,352) ❛♥❞ ∂xiz

2 t♦ t❤❡ (3632+ i)✲t❤ ❝♦❧✉♠♥ ♦❢ L0
352,352✳

▲❡t ✉s ❝❛❧❧
P 0 := L

0
0352,352.

❚❤❡r❡ ❡①✐st
σ ∈ S29900, σ̃ ∈ S30360,

Q0 ∈ M23039×7321(R[E,S,X])

❛♥❞
R0 ∈ M23039×22579(R[E,S,X])

s✉❝❤ t❤❛t

Sσ̃L̃
0
0Sσ =

(
P 0 07321×22579

Q0 R0

)
, ✭✶✳✸✳✺✼✮

t❤❡ r❛♥❦ ♦❢ t❤❡ ✜rst ❜❧♦❝❦ P 0 ❜❡✐♥❣ ♠❛①✐♠❛❧✳ ❚❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥③❡r♦ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢
P 0 ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ 2✳

❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✿ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥③❡r♦ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ P 0✳

◆♦✇✱ ✇❡ ❝♦♠❡ ❜❛❝❦ t♦ t❤❡ ♠❛tr✐① L0 ❛♥❞ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠❛tr✐①✿

M̃0 := Sσ̃L̃
0Sσ,

✇❤❡r❡ Sσ̃ ❛♥❞ Sσ ❛r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ✭✶✳✸✳✺✼✮✳
▲❡t ✉s ❝❛❧❧ Θ t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ L0 ✭❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐♥ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s

E,S,X✮ t❤❛t ❛r❡ ♥♦t ✐❞❡♥t✐❝❛❧❧② ③❡r♦✱ ❛♥❞ Θ0 t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ L0
0 t❤❛t ❛r❡ ♥♦t ❡q✉❛❧

t♦ 0✳ ❈❧❡❛r❧② Θ0 ⊂ Θ ✭✐♥ ❢❛❝t t❤❛♥❦s t♦ ▼❛t❧❛❜ ♦♥❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t Θ0 ✐s ♠✉❝❤ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ Θ✮✱

✼✽



❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ▲✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡ ❛✈❡❝ ❝♦♥trô❧❡ ❞✐str✐❜✉é s❝❛❧❛✐r❡

♠♦r❡♦✈❡r Θ \Θ0 ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♥♦♥③❡r♦ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① t❤❛t ❜❡❝♦♠❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧❧②
♥✉❧❧ ✇❤❡♥ ✇❡ ❝❤❛♥❣❡ a(t) ✐♥t♦ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐❞❡♥t✐❝❛❧❧② ❡q✉❛❧ t♦ 1 ❛♥❞ ❛♣♣❧② ✐t ❛t ♣♦✐♥t ξ0✳
❲❤❛t ❝♦✉❧❞ ❤❛♣♣❡♥ ✐s t❤❛t M̃0 ✐s ♥♦t ♦❢ ❜❧♦❝❦ tr✐❛♥❣✉❧❛r ❢♦r♠ ❛s ✐♥ ✭✶✳✸✳✺✼✮ ✭t❤❡ ♥✉❧❧ ❜❧♦❝❦
♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① M̃0 ♠❛② ❝♦♥t❛✐♥ s♦♠❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ Θ \ Θ0✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ♦♥❧② ✐♠♣♦rt❛♥t
t❤✐♥❣ ✐s t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ Θ \ Θ0 ❛♥❞ ♥♦t t❤❡✐r ✈❛❧✉❡✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ✈❡r✐❢② ❡❛s✐❧② ♦♥
▼❛t❧❛❜ t❤❛t t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ Θ \ Θ0 ❞♦ ♥♦t ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ ❜❧♦❝❦ ❢♦r♠ ✭✶✳✸✳✺✼✮ ✭❜② ❧♦♦❦✐♥❣
✇❤❡r❡ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ Θ \Θ0 ❛r❡ ♠♦✈❡❞ ✉♥❞❡r t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ♦❢ Sσ̃ ❛♥❞ Sσ✮✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s
Sσ̃ ❛♥❞ Sσ ❛❧s♦ ❣✐✈❡ ❛ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛s ✐♥ ✭✶✳✸✳✺✼✮ ❢♦r L̃0✿ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts

P̃ ∈ M7321×7321(R[E,S,X]),

Q̃ ∈ M23039×7321(R[E,S,X])

❛♥❞
R̃ ∈ M23039×22579(R[E,S,X])

s✉❝❤ t❤❛t

Sσ̃L̃
0Sσ =

(
P̃ 07321×22579

Q̃ R̃

)
, ✭✶✳✸✳✺✽✮

✇✐t❤ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s P (ξ0) = P 0, Q(ξ0) = Q0, R(ξ0) = R0✳
Pr♦♣❡rt② ✭✶✳✸✳✸✽✮ ❢♦❧❧♦✇s t❤❡♥ ❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠ ✭✶✳✸✳✺✺✮ ❛♥❞ ✭✶✳✸✳✺✽✮✱ ✭✶✳✸✳✸✾✮ ✐s ❛ ❞✐r❡❝t ❝♦♥✲

s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ ✭✶✳✸✳✸✼✮ ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ❞❡❞✉❝❡❞ ❜② ♣❡r♠✉t✐♥❣ s♦♠❡
❧✐♥❡s ❛♥❞ ❝♦❧✉♠♥s ♦❢ Sσ̃ ❛♥❞ Sσ ✭t❤❛♥❦s t♦ Pr♦♣❡rt② ✭✶✳✸✳✺✻✮✮✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ▲❡♠♠❛ ✶✳✸✳✶ ❤♦❧❞s✳

❈♦♥s❡q✉❡♥t❧② Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✸✳✷ ❤♦❧❞s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ♦♥❡ ♦❜s❡r✈❡s t❤❛t t❤❡ ❧✐♥❡❛r ♣❛rt✐❛❧ ❞✐❢✲
❢❡r❡♥t✐❛❧ ♦♣❡r❛t♦r M0 t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ❥✉st ❝r❡❛t❡❞ s♦ t❤❛t ✭✶✳✸✳✶✻✮ ❤♦❧❞s ✐s ❡①❛❝t❧② P∗✱ ✭✇❤❡r❡
P ✐s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① P s❡❡♥ ❛s ❛ ♣❛rt✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ♦♣❡r❛t♦r ❛❝t✐♥❣ ♦♥
(∂x1z

1, ∂x2z
1, ∂x3z

1, ∂x1z
2, ∂x2z

2, ∂x3z
2)✮ ❛♥❞ ✐s ♦❢ ♦r❞❡r 17 ✭❜❡❝❛✉s❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡❞ t❤❡

❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ ✭✶✳✸✳✷✶✮ 16 t✐♠❡s✱ ❛♥❞ ✭✶✳✸✳✷✾✮ ✇❛s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♥❣ ❙②st❡♠ ✭✶✳✸✳✷✶✮ 1
t✐♠❡✮✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♦♣❡r❛t♦r M ✐♥ ❡q✉❛❧✐t② ✭✶✳✸✳✺✮ ✐s ❛❧s♦ ♦❢ ♦r❞❡r 17✳

❚❤✐s ❝♦♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✸✳✷✳

✶✳✸✳✸ ❈♦♥tr♦❧❧❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❝♦♥tr♦❧ s②st❡♠ ✭✶✳✸✳✻✮

■♥ t❤✐s s✉❜s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r♦✈❡ s♦♠❡ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❧❡♠♠❛s t❤❛t ✐♠♣❧② t❤❡ ♥✉❧❧ ❝♦♥tr♦❧❧❛❜✐❧✐t② ♦❢
✭✶✳✸✳✻✮ ✇✐t❤ ❝♦♥tr♦❧s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ s♠♦♦t❤ ❡♥♦✉❣❤ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❤❛✈✐♥❣ ❛ s♠❛❧❧ s✉♣♣♦rt✳
❚❤✐s ✐s ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥tr♦❧s ❛r❡ ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ B ✭t❤✐s ✐s ❡①❛❝t❧② ❆ss✉♠♣t✐♦♥
A1✮ ❛♥❞ t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❘❡♠❛r❦ ✶✳✸✳✶✳

❚❤❡ ✜rst ❧❡♠♠❛ ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦♥❡ ✭r❡♠✐♥❞ t❤❛t y ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ❝♦♥str✉❝t❡❞
✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✮✳ ■t ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❛ ❈❛r❧❡♠❛♥ ❡st✐♠❛t❡ ✇✐t❤ ❝✉r❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✳ ❲❡ ❝❛❧❧ Dy t❤❡
♦♣❡r❛t♦r

Dyz := (y.∇)z −



∂x1y

1z1 + ∂x1y
2z2 + ∂x1y

3z3

∂x2y
1z1 + ∂x2y

2z2 + ∂x2y
3z3

∂x3y
1z1 + ∂x3y

2z2 + ∂x3y
3z3


.

Dy ✐s ❡①❛❝t❧② t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ♦❢ t❤❡ ❛❞❥♦✐♥t ♦♣❡r❛t♦r ♦❢ y 7→ (y.∇y) + (y.∇)y ✭❜❡❝❛✉s❡ y ✐s
❞✐✈❡r❣❡♥❝❡✲❢r❡❡✮✳

▲❡♠♠❛ ✶✳✸✳✸✳ ▲❡t θ : Ω → [0,+∞) ❜❡ ❛ ❧♦✇❡r s❡♠✐✲❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t ✐❞❡♥✲
t✐❝❛❧❧② 0 ❛♥❞ ❧❡t r ∈ (0, 1)✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts C1 > 0 s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r ❡✈❡r② K1 > C1✱ ❡✈❡r②

✼✾



✶✳✸✳ ❆ ❝♦♥tr♦❧❧❛❜✐❧✐t② r❡s✉❧t ♦♥ t❤❡ ❧✐♥❡❛r✐③❡❞ s②st❡♠

ν > K1(1 − r)/r✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ε0 s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❡✈❡r② ε ∈ (0, ε0)✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts C > 0 s✉❝❤
t❤❛t✱ ❢♦r ❡✈❡r② g ∈ L2((0, T )×Ω)3 ❛♥❞ ❢♦r ❡✈❡r② s♦❧✉t✐♦♥ z ∈ L2((0, T ), V )∩L∞((0, T ), H) ♦❢
t❤❡ ❛❞❥♦✐♥t ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r✐③❡❞ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s s②st❡♠





−zt −∆z −Dyz +∇π = g ✐♥ Q,

∇ · z = 0 ✐♥ Q,

z = 0 ♦♥ Σ,

z(T ) = zT ∈ V,

✭✶✳✸✳✺✾✮

♦♥❡ ❤❛s

||e
−K1

2r(T−t)5 z||2L2((T/2,T ),H1(Ω)3) + ||z(T/2, ·)||2L2(Ω)3

6 C

(∫

(T/2,T )×Ω
θe

− K1
(T−t)5 |∇ ∧ z|2 +

∫

(T/2,T )×Ω
e
− K1

(T−t)5 |g|2
)
. ✭✶✳✸✳✻✵✮

Pr♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✶✳✸✳✸✳
■♥ t❤✐s ♣r♦♦❢✱ ♦✉r s②st❡♠✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥✐t✐❛❧❧② ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ (0, T )✱ ✇✐❧❧ ♦♥❧② ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞

♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ♦❢ t✐♠❡ (T/2, T )✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✭s❡❡✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✸✳✹✮✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♥♦t ❛❝t ♦♥ t❤❡ s②st❡♠ ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ (0, T/2)✱ ❤❡♥❝❡ ✇❡ ♦♥❧② ♥❡❡❞
❛ ❈❛r❧❡♠❛♥ ❡st✐♠❛t❡ ♦♥ (T/2, T )✳ ❋♦r ♦✉r ♣r♦♦❢✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ✉s❡ t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❢♦r♠ ♦❢ ♦✉r y
✐♥ t✐♠❡✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❛t ✭s❡❡ ✭✶✳✷✳✶✻✮✮

|y(t, x)|+ |∇y(t, x)| 6 Cεe
−ν

(T−t)5 , ∀(t, x) ∈ (T/2, T )× Ω. ✭✶✳✸✳✻✶✮

❲✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t②✱ ✇❡ ♠❛② ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ♥♦♥❡♠♣t② ♦♣❡♥ s✉❜s❡t ω∗ ♦❢ Ω
s✉❝❤ t❤❛t θ = 1ω∗ ✳ ▲❡t ✉s ♥♦✇ ❣✐✈❡ s♦♠❡ ♦t❤❡r ♥♦t❛t✐♦♥s✳ ▲❡t η0 ∈ C2(Ω) s✉❝❤ t❤❛t η > 0
❛♥❞ |∇η0| > 0 ✐♥ Ω \ ω∗ ❛♥❞ η0 = 0 ♦♥ ∂Ω✳ ❋♦r t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ η0✱ s❡❡ ❬❋■✾✻❛✱ ▲❡♠♠❛ ✶✳✶✱
♣✳ ✹❪✳ ▲❡t ✉s ❝❛❧❧

α(t, x) :=
e12λ||η

0||∞ − eλ(10||η
0||∞+η0(x))

(t− T/2)5(T − t)5
, ξ(t, x) :=

eλ(10||η
0||∞+η0(x))

(t− T/2)5(T − t)5

❛♥❞
α∗(t) := max

x∈Ω
α(t, x).

❲❡ ❝❛❧❧ Q/2 := (T/2, T )×Ω✳ ❯s✐♥❣ ✭✶✳✸✳✻✶✮ ❛♥❞ ❬●✉❡✶✸✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✱ ♣✳ ✻❪ ♦♥ t❤❡ ❛❞❥♦✐♥t
s②st❡♠ ✭✶✳✸✳✺✾✮ ✭✇❤❡r❡ ✇❡ s❡❡ t❤❡ ✜rst ❛♥❞ ③❡r♦ ♦r❞❡r t❡r♠s ♦❢ t❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥ ❛s ❛ s❡❝♦♥❞
♠❡♠❜❡r✱ ❜❡❝❛✉s❡ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶ ♦❢ ❬●✉❡✶✸❪ ❝♦♥❝❡r♥s ♦♥❧② t❤❡ ❙t♦❦❡s s②st❡♠✮✱ ♦♥❡ ❤❛s✱ ❢♦r
s♦♠❡ C ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤✱ λ > C ❛♥❞ s > C✱

s3λ4
∫

Q/2

e−2sα−2sα∗
ξ3|∇ ∧ z|2 + sλ2

∫

Q/2

e−2sα−2sα∗
ξ|∇(∇∧ z)|2

6 C

(
s3λ4

∫

(T/2,T )×ω∗
e−2sα−2sα∗

ξ3|∇ ∧ z|2 + ε2
∫

Q/2

e−2sα∗
e
− 2ν

(T−t)5 (|z|2

+|∇z|2) +
∫

Q/2

e−2sα∗ |g|2
)
. ✭✶✳✸✳✻✷✮

✽✵



❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ▲✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡ ❛✈❡❝ ❝♦♥trô❧❡ ❞✐str✐❜✉é s❝❛❧❛✐r❡

■♥ ❢❛❝t✱ ❧♦♦❦✐♥❣ ❝❛r❡❢✉❧❧② ❛t t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶ ♦❢ ❬●✉❡✶✸❪✱ ♦♥❡ r❡♠❛r❦s ✭❥✉st ❜②
❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ✇❡✐❣❤t ρ(t) := e−sα∗

❜② ρ(t) := e−µsα∗
✇❤❡r❡ µ > 1 ✐s ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r t❤❛t ❝❛♥ ❜❡

❝❤♦s❡♥ ❛s ❧❛r❣❡ ❛s ✇❡ ✇✐s❤✮ t❤❛t t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❛②✱
❛s s♦♦♥ ❛s s ✐s ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤✱ ❢♦r ❡✈❡r② µ > 1 ✭t❤❡ ❝♦♥st❛♥t C ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ µ✮✿

s3λ4
∫

Q/2

e−2sα−2µsα∗
ξ3|∇ ∧ z|2 + sλ2

∫

Q/2

e−2sα−2µsα∗
ξ|∇(∇∧ z)|2

6 C

(
s3λ4

∫

(T/2,T )×ω∗
e−2sα−2µsα∗

ξ3|∇ ∧ z|2 + ε2
∫

Q/2

e−2µsα∗
e
− 2ν

(T−t)5 (|z|2

+|∇z|2) +
∫

Q/2

e−2µsα∗ |g|2
)
. ✭✶✳✸✳✻✸✮

❆s ✉s✉❛❧✱ ✇❡ ♥♦✇ ❝❤❛♥❣❡ ♦✉r ✇❡✐❣❤ts s♦ t❤❛t t❤❡② ❞♦ ♥♦t ✈❛♥✐s❤ ❛t t✐♠❡ t = T/2✳ ▲❡t ✉s
❝❛❧❧ l : [T/2, T ] → R ❞❡✜♥❡❞ ❜② l(t) = T 2/16 ♦♥ [T/2, 3T/4] ❛♥❞ l(t) = (t − T/2)(T − t) ♦♥
[3T/4, T ]✳ ◆❡①t✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡

β(t, x) :=
e12λ||η

0||∞ − eλ(10||η
0||∞+η0(x))

l5(t)
, γ(t, x) :=

eλ(10||η
0||∞+η0(x))

l5(t)
,

β∗(t) := max
x∈Ω

β(t, x), γ∗(t) := max
x∈Ω

γ(t, x).

❈❧❡❛r❧②✱ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s α ❛♥❞ β ❝♦✐♥❝✐❞❡ ♦♥ [3T/4, T ]✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ξ ❛♥❞ γ✳ ❯s✐♥❣
❝❧❛ss✐❝❛❧ ❡♥❡r❣② ❛r❣✉♠❡♥ts✱ ✇❡ ❞❡❞✉❝❡ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ C ✭❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♥♦✇ ♦♥ s, λ✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡
❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤ ❛♥❞ ✜①❡❞ ❢r♦♠ ♥♦✇ ♦♥✱ ❛♥❞ µ✮ s✉❝❤ t❤❛t
∫

Q/2

e−2(1+µ)sβ∗ |∇ ∧ z|2 +
∫

Q/2

e−2(1+µ)sβ∗ |∇(∇∧ z)|2

6 C

(∫

(T/2,T )×ω∗
e−2µsβ∗

γ∗3|∇ ∧ z|2 + ε2
∫

Q/2

e−2µsβ∗
e
− 2ν

(T−t)5 (|z|2 + |∇z|2)

+

∫

Q/2

e−2µsβ∗ |g|2
)
. ✭✶✳✸✳✻✹✮

❖♥❡ r❡♠❛r❦s t❤❛t✱ s✐♥❝❡ ∇ · z = 0 ✐♥ Q ❛♥❞ z = 0 ♦♥ (0, T )× ∂Ω✱ ♦♥❡ ❤❛s

C||e−(1+µ)sβ∗∇∧ z||2L2(Q/2)
3 > ||e−(1+µ)sβ∗∇z||2L2(Q/2)

9 . ✭✶✳✸✳✻✺✮

❯s✐♥❣ P♦✐♥❝❛ré✬s ✐♥❡q✉❛❧✐t②✱ ✇❡ ❛❧s♦ ❤❛✈❡

C||e−(1+µ)sβ∗∇z||2L2(Q/2)
9 > ||e−(1+µ)sβ∗

z||2L2(Q/2)
3 . ✭✶✳✸✳✻✻✮

P✉tt✐♥❣ t❤✐s ✐♥t♦ ✭✶✳✸✳✻✹✮✱ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥s
∫

Q/2

e−2(1+µ)sβ∗ |∇z|2 +
∫

Q/2

e−2(1+µ)sβ∗ |z|2

6 C

(∫

(T/2,T )×ω∗
e−2µsβ∗

γ∗3|∇ ∧ z|2 + ε

∫

Q/2

e−2µsβ∗
e
− 2ν

(T−t)5 (|z|2 + |∇z|2)

+

∫

Q/2

e−2µsβ∗ |g|2
)
. ✭✶✳✸✳✻✼✮

✽✶



✶✳✸✳ ❆ ❝♦♥tr♦❧❧❛❜✐❧✐t② r❡s✉❧t ♦♥ t❤❡ ❧✐♥❡❛r✐③❡❞ s②st❡♠

▲❡t ✉s ❞❡✜♥❡✱ ❢♦r µ > 1✱

K0 := 26(1 + µ+
√
µ)s

e12λ||η
0||∞ − e10λ||η

0||∞

T 5
, ✭✶✳✸✳✻✽✮

K1 := 26(µ−√
µ)s

e12λ||η
0||∞ − e10λ||η

0||∞

T 5
. ✭✶✳✸✳✻✾✮

❋r♦♠ ❡q✉❛❧✐t② ✭✶✳✸✳✻✾✮✱ ♦♥❡ ❞❡❞✉❝❡s t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ C∗ > 0 ✭❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ µ > 1✱ λ >> 1 ❛♥❞
s >> 1✮ s✉❝❤ t❤❛t

e−2µsβ∗(t)γ∗3(t) 6 C∗e
−K1

(T−t)5 , ∀t ∈ (T/2, T ). ✭✶✳✸✳✼✵✮

▼♦r❡♦✈❡r✱ ❢r♦♠ ❡q✉❛❧✐t② ✭✶✳✸✳✻✽✮✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts Ĉ > 0 ✭❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ µ > 1✱ λ >> 1 ❛♥❞ s >> 1✮
s✉❝❤ t❤❛t

e
− K0

(T−t)5 6 Ĉe−2(1+µ)sβ∗
, ∀t ∈ (T/2, T ). ✭✶✳✸✳✼✶✮

❋✐①✐♥❣ s, λ ❛♥❞ ♠❛❦✐♥❣ µ→ +∞✱ ♦♥❡ ❡❛s✐❧② s❡❡s t❤❛tK0/K1 =
1+µ+

√
µ

µ−√
µ → 1+ s♦ t❤❛t ❢♦r ❡✈❡r②

r ∈ (0, 1)✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❢♦r µ ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤✱ K0 < K1/r✳ ❋♦r ε > 0 s♠❛❧❧ ❡♥♦✉❣❤ ❛♥❞ ❢♦r ν ❧❛r❣❡

❡♥♦✉❣❤ ✭ν > K0−K1✮✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❛❜s♦r❜ t❤❡ ✉♥❞❡s✐r❡❞ t❡r♠s ε2
∫
Q/2

e−2µsβ∗
e
− 2ν

(T−t)5 (|z|2+|∇z|2)
❢r♦♠ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ ✭✶✳✸✳✻✼✮✳ ❚❤❡♥ ✉s✐♥❣ s♦♠❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❡♥❡r❣② ❡st✐♠❛t❡s t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤
✭✶✳✸✳✼✵✮ ❛♥❞ ✭✶✳✸✳✼✶✮✱ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥s ✭✶✳✸✳✻✵✮✳

❋r♦♠ ♥♦✇ ♦♥✱ ✇❡ s❡t

ρr(t) := e
−K1

r(T−t)5 , ρ1(t) := e
−K1

(T−t)5 . ✭✶✳✸✳✼✷✮

▲❡t ✉s ♥♦✇ ❞❡r✐✈❡ ❢r♦♠ t❤✐s ❈❛r❧❡♠❛♥ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❛ r❡s✉❧t ♦❢ ♥✉❧❧✲❝♦♥tr♦❧❧❛❜✐❧✐t② ✇✐t❤ ❝♦♥tr♦❧s
✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ s♠♦♦t❤ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ▲❡t 1̂ω0 : R3 → [0, 1] ❜❡ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❝❧❛ss C∞ ✇❤✐❝❤
✐s ♥♦t ✐❞❡♥t✐❝❛❧❧② ❡q✉❛❧ t♦ 0 ❛♥❞ ❤❛✈✐♥❣ ❛ s✉♣♣♦rt ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ ω0✱ ✇❤❡r❡ ω0 ✇❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥
▲❡♠♠❛ ✶✳✸✳✷✳ ❲❡ ❛♣♣❧② ▲❡♠♠❛ ✶✳✸✳✸ ✇✐t❤ θ = 1̂ω0 ✳ ❖♥❡ ❤❛s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✸✳✹✳ ❲✐t❤ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥s ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✶✳✸✳✸✱ ❧❡t f ∈ L2(Q)3 ❜❡ s✉❝❤ t❤❛t ρr−1/2f ∈
L2(Q)3 ❛♥❞ ❧❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧✐♥❡❛r✐③❡❞ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s ❝♦♥tr♦❧ s②st❡♠





yt −∆y + (y · ∇)y + (y · ∇)y +∇p = f +∇∧ ((∇∧ v)1̂ω0) ✐♥ Q,

∇ · y = 0 ✐♥ Q,

y = 0 ♦♥ Σ,

✭✶✳✸✳✼✸✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ✐s v✳ ❚❤❡♥✱ ❢♦r ❡✈❡r② y0 ∈ V ✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ s♦❧✉t✐♦♥ (y, p, v) ♦❢ ✭✶✳✸✳✼✸✮ s✉❝❤
t❤❛t y(0, ·) = y0 ❛♥❞ ❢♦r ❡✈❡r② K̃1 ✈❡r✐❢②✐♥❣ 0 < K̃1 < K1✱

e
K̃1(2−1/r)

2(T−t)5 (∇∧ v)1̂ω0 ∈ L2((0, T ), H53(Ω)3) ∩H27((0, T ), H−1(Ω)3), ✭✶✳✸✳✼✹✮

e
K̃1

2(T−t)5 y ∈ L2((0, T ), H2(Ω)3) ∩ L∞((0, T ), H1(Ω)3). ✭✶✳✸✳✼✺✮

❘❡♠❛r❦ ✶✳✸✳✹✳ ❲❤❛t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❢❛❝t t❤❡ ❝♦♥tr♦❧s ❛r❡ ✈❡r②
r❡❣✉❧❛r ✭✇❤✐❝❤ ✐s q✉✐t❡ ♥❡✇ ❛♥❞ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ✐♥ ✐ts❡❧❢✮ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥tr♦❧s ❛r❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ✭✐♥
❢❛❝t ❝✉r❧s✮ ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ❛s ✐♥ ❬●✉❡✵✼❪✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✐t ✐s ❡♥♦✉❣❤ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ r❡❣✉❧❛r✐t②
L2((0, T ), H53(Ω)3)∩H27((0, T ), H−1(Ω)3) ❢♦r eK̃1(2−1/r)/(2(T−t)5)(∇∧v)1̂ω0 ❜✉t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
♣r♦♦❢ ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ❛❞❛♣t❡❞ t♦ ❞❡❞✉❝❡ ❝♦♥tr♦❧s v ✇✐t❤

eK̃1(2−1/r)/(2(T−t)5)(∇∧ v)1̂ω0 ∈ L2((0, T ), H2m+1(Ω)3) ∩Hm+1((0, T ), H−1(Ω)3)

❢♦r ❡✈❡r② ❣✐✈❡♥ m ❛s ❧❛r❣❡ ❛s ♦♥❡ ✇❛♥ts✳

✽✷



❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ▲✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡ ❛✈❡❝ ❝♦♥trô❧❡ ❞✐str✐❜✉é s❝❛❧❛✐r❡

Pr♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✸✳✹✳
■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ♦♥❧② ❝♦♥tr♦❧ ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ♦❢ t✐♠❡ (T/2, T )✱ ✐✳❡✳ ✇❡ s❡t v = 0 ♦♥

(0, T/2) ❛♥❞ ❧❡t t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s♦❧✉t✐♦♥ (y, p) ♦❢ ✭✶✳✸✳✼✸✮ ♦♥ (0, T/2) ❡✈♦❧✈❡ ♥❛t✉r❛❧❧② ✉♥t✐❧
t✐♠❡ T/2✳ ▲❡t yT/2 = y(T/2, ·)✳

▲❡t P : L2(0, L)3 → L2(0, L)3 ❜❡ t❤❡ ▲❡r❛② ♣r♦❥❡❝t♦r Pϕ := ϕ − ∇p✱ ✇❤❡r❡ ∆p = ❞✐✈ ϕ
✐♥ Ω ❛♥❞ ∂p/∂n = ϕ · n ♦♥ ∂Ω✱ ✭n ✐s t❤❡ ✉♥✐t ♦✉t✇❛r❞ ♥♦r♠❛❧ ✈❡❝t♦r ♦♥ ∂Ω✮✳ ❙✐♥❝❡
P∆ϕ = ∆Pϕ ❢♦r ❡✈❡r② ϕ ∈ C∞

0 (Ω)3✱ P ❝❛♥ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ❛s ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❧✐♥❡❛r ♠❛♣ ❢r♦♠
H−1(Ω)3 t♦ H−2(Ω)3✳ ❲❡ st✐❧❧ ❞❡♥♦t❡ ❜② P t❤✐s ❡①t❡♥s✐♦♥✳ ▲❡t S : D′((T/2, T ), H1

0 (Ω)
3) →

D′((T/2, T ), H−2(Ω)3) ❛♥❞ S∗ : D′((T/2, T );H1
0 (Ω)

3) → D′((T/2, T ), H−2(Ω)3) ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜②

Sz := −zt − P (∆z +Dyz) , ✭✶✳✸✳✼✻✮

S∗z := zt − P (∆z − (y · ∇)z − (z · ∇)y) . ✭✶✳✸✳✼✼✮

✭S∗ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❧✐♥❡❛r✐③❡❞ t✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s ♦♣❡r❛t♦r ❛♥❞✱ ❢♦r♠❛❧❧②✱ S ✐s
t❤❡ ❛❞❥♦✐♥t ♦❢ S∗✮✳

❙✐♥❝❡ yT/2 ✐s r❡❣✉❧❛r ❡♥♦✉❣❤✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❛ss✉♠❡ ❢r♦♠ ♥♦✇ ♦♥ ✇✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t② t❤❛t
yT/2 = 0 ❜② ❛❞❞✐♥❣ s♦♠❡ s✉✐t❛❜❧❡ t❡r♠ ✐♥ t❤❡ s♦✉r❝❡ t❡r♠ f ✭t❤❛t ✇❡ st✐❧❧ ❝❛❧❧ f✮ t❤❛t st✐❧❧
s❛t✐s✜❡s ρr−1/2f ∈ L2(Q)3✱ ❛♥❞ ♦♥❡ ❝❛♥ ❛❧✇❛②s ❛ss✉♠❡ t❤❛t Pf = f ❜② ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡✳
❲❡ ❞❡✜♥❡ ❛ ❝❧♦s❡❞ ❧✐♥❡❛r ✉♥❜♦✉♥❞❡❞ ♦♣❡r❛t♦r S : L2(Q/2)

3 → L2(Q/2)
3 ❜②

D(S) := {z ∈ L2((T/2, T ), H1
0 ∩H2(Ω)3) ∩H1((T/2, T ), L2(Ω)3)|z(T, ·) = 0}, ✭✶✳✸✳✼✽✮

Sz := −zt − P (∆z +Dyz) . ✭✶✳✸✳✼✾✮

❲❡ ❝❛❧❧
Xm := D(Sm)

❛♥❞
X−m := X ′

m,

✇❤❡r❡ t❤❡ ♣✐✈♦t s♣❛❝❡ ✐s L2(Q/2)
3✳ ❋♦r ❡✈❡r② (k, l) ∈ Z

2 s✉❝❤ t❤❛t k 6 l✱ ♦♥❡ ❤❛s

Xl ⊂ Xk.

▼♦r❡♦✈❡r Xm ✐s ❛♥ ❍✐❧❜❡rt s♣❛❝❡ ❢♦r t❤❡ s❝❛❧❛r ♣r♦❞✉❝t

< z1, z2 >Xm :=< Smz1,Smz2 >L2(Q/2)
3 .

❚❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ♥♦r♠ ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ||.||Xm ✳ ❋♦r m ∈ N✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❞❡✜♥❡ S∗ ❛s ❛♥ ♦♣❡r❛t♦r ❢r♦♠
X−m ✐♥t♦ X−m−1 ❜② s❡tt✐♥❣✱ ❢♦r ❡✈❡r② z1 ∈ X−m−1 ❛♥❞ z2 ∈ Xm+1✱

< S∗z1, z2 >X−m−1,Xm+1 :=< z1,Sz2 >X−m,Xm . ✭✶✳✸✳✽✵✮

✭❖♥❡ ❡❛s✐❧② ❝❤❡❝❦s t❤❛t t❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t✿ ✐t ❣✐✈❡s t❤❡ s❛♠❡ ✐♠❛❣❡ ✐❢ z1 ✐s ❛❧s♦ ✐♥
X−m′ ❢♦r s♦♠❡ m′ ∈ N)✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❛t✱ ❢♦r ❡✈❡r② z1 ∈ L2(Q/2)

3 ❛♥❞ ❢♦r ❡✈❡r②
z2 ∈ Xm✱ ♦♥❡ ❤❛s✱ ❢♦r ❡✈❡r② 0 6 j 6 l✱

< (S∗)lz1, z2 >X−l,Xl
=< (S∗)l−jz1, (S)jz2 >Xj−l,Xl−j

. ✭✶✳✸✳✽✶✮

▲❡t H0 ❜❡ t❤❡ s❡t ♦❢ z ∈ H1((T/2, T ), L2(Ω)3) ∩ L2((T/2, T ), H2(Ω) ∩ V ) s✉❝❤ t❤❛t

√
ρ1Sz ∈ X26, ✭✶✳✸✳✽✷✮

√
1̂ω0ρ1(∇∧ z) ∈ L2(Q/2)3. ✭✶✳✸✳✽✸✮

✽✸



✶✳✸✳ ❆ ❝♦♥tr♦❧❧❛❜✐❧✐t② r❡s✉❧t ♦♥ t❤❡ ❧✐♥❡❛r✐③❡❞ s②st❡♠

▲❡t a ❜❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❜✐❧✐♥❡❛r ❢♦r♠ ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ H0✿

a(z, w) :=<
√
ρ1Sz,

√
ρ1Sw >X26 +

∫

Q/2

1̂ω0ρ1(∇∧ z).(∇∧ w).

❋r♦♠ ✭✶✳✸✳✻✵✮✱ ✇❡ ❞❡❞✉❝❡ t❤❛t a ✐s ❛ s❝❛❧❛r ♣r♦❞✉❝t ♦♥ H0✳ ▲❡t H ❜❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ ♦❢ H0

❢♦r t❤✐s s❝❛❧❛r ♣r♦❞✉❝t✳ ◆♦t❡ t❤❛t✱ st✐❧❧ ❢r♦♠ ✭✶✳✸✳✻✵✮ ❛♥❞ ❛❧s♦ ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ H✱ H ✐s ❛
s✉❜s♣❛❝❡ ♦❢ L2

loc([T/2, T ), H
1
0 (Ω)

3) ❛♥❞✱ ❢♦r ❡✈❡r② z ∈ H✱ ♦♥❡ ❤❛s ✭✶✳✸✳✽✷✮✱ ✭✶✳✸✳✽✸✮ ❛♥❞

||ρr1/2z||L2((T/2,T ),H1(Ω)3) 6 C
√
a(z, z), ∀z ∈ H. ✭✶✳✸✳✽✹✮

▲❡t ✉s ♥♦✇ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❢♦r♠ l ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ H ❜②

l(w) :=

∫

Q/2

fw.

❚❤❡ ❧✐♥❡❛r ❢♦r♠ l ✐s ✇❡❧❧✲❞❡✜♥❡❞ ❛♥❞ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♦♥ H s✐♥❝❡✱ ❜② t❤❡ ❈❛✉❝❤②✲❙❝❤✇❛r③ ✐♥❡q✉❛❧✐t②
t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ✭✶✳✸✳✽✹✮✱ ♦♥❡ ❤❛s✱ ❢♦r ❡✈❡r② w ∈ H✱





∫

Q/2

|fw| 6 ||ρr−1/2f ||L2(Q/2)
3 ||ρr1/2w||L2(Q/2)

3

6 C||ρr−1/2f ||L2(Q/2)
3

√
a(w,w).

✭✶✳✸✳✽✺✮

❆♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❘✐❡s③ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ t❤❡♦r❡♠✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ✉♥✐q✉❡

ẑ ∈ H ✭✶✳✸✳✽✻✮

✈❡r✐❢②✐♥❣✱ ❢♦r ❡✈❡r② w ∈ H✱

< S26(
√
ρ1Sẑ),S26(

√
ρ1Sw) >L2(Q/2)

3 −
∫

Q/2

ûw =

∫

Q/2

fw, ✭✶✳✸✳✽✼✮

✇✐t❤

û := −ρ1∇∧ (1̂ω0∇∧ ẑ). ✭✶✳✸✳✽✽✮

❲❡ t❤❡♥ s❡t

ỹ := (S∗)26S26(
√
ρ1Sẑ) ∈ X−26. ✭✶✳✸✳✽✾✮

❲❡ ✇❛♥t t♦ ❣❛✐♥ r❡❣✉❧❛r✐t② ♦♥ ỹ ✭❜② ❛❝❝❡♣t✐♥❣ t♦ ❤❛✈❡ ❛ ✇❡❛❦❡r ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❞❡❝❛② r❛t❡ ❢♦r
ỹ ✇❤❡♥ t ✐s ❝❧♦s❡ t♦ T ✮✳ ▲❡t ψ ∈ C∞([T/2, T ]) ❛♥❞ y ∈ X−1✳ ❖♥❡ ❝❛♥ ❞❡✜♥❡ ψy ∈ X−1 ❜②
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❛②✳ ❙✐♥❝❡ S∗ : X0 → X−1 ✐s ♦♥t♦✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts h ∈ X0 s✉❝❤ t❤❛t S∗h = y✳ ❲❡
❞❡✜♥❡ ψy ❜②

ψy = ψS∗h := ψ′h− S∗(ψh). ✭✶✳✸✳✾✵✮

❚❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✐s ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ ✉s✉❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ψy ✐❢ y ∈ X0✳ ❲❡ ❝❛♥ t❤❡♥ ❞❡✜♥❡
❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ m ψy ∈ X−m ❢♦r ψ ∈ C∞([T/2, T ]) ❛♥❞ y ∈ X−m ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛②✳ ❯s✐♥❣
✭✶✳✸✳✽✾✮✱ t❤✐s ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❞❡✜♥❡

ŷ :=
√
ρ1ỹ ∈ X−26. ✭✶✳✸✳✾✶✮

✽✹



❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ▲✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡ ❛✈❡❝ ❝♦♥trô❧❡ ❞✐str✐❜✉é s❝❛❧❛✐r❡

❋r♦♠ ✭✶✳✸✳✽✼✮✱ ✭✶✳✸✳✽✽✮✱ ✭✶✳✸✳✽✾✮ ❛♥❞ ✭✶✳✸✳✾✶✮✱ ♦♥❡ ❣❡ts

S∗ŷ = f + û ✐♥ X−27. ✭✶✳✸✳✾✷✮

▲❡t K̃1 ∈ (0,K1) ❛♥❞ ρ̃1 := e−K̃1/(T−t)5 ✳ ❯s✐♥❣ ✭✶✳✸✳✽✽✮✱ ✭✶✳✸✳✽✾✮ ❛♥❞ ✭✶✳✸✳✾✷✮✱ ♦♥❡ ❤❛s

S∗
((√

ρ1/
√
ρ̃1

)
ỹ
)
=
(
1/
√
ρ̃1

)′√
ρ1ỹ +

(
1/
√
ρ̃1

)
(f + û) ∈ X−26. ✭✶✳✸✳✾✸✮

❲❡ ✇❛♥t t♦ ❞❡❞✉❝❡ ❢r♦♠ ✭✶✳✸✳✾✸✮ t❤❛t ỹ ✐s ♠♦r❡ r❡❣✉❧❛r✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧❡♠♠❛✿

▲❡♠♠❛ ✶✳✸✳✹✳ ▲❡t m ∈ N✳ ■❢ y ∈ X−m ❛♥❞ S∗y ∈ X−m✱ t❤❡♥ y ∈ X−m+1✳

Pr♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✶✳✸✳✹✳
■❢m = 0✱ ▲❡♠♠❛ ✶✳✸✳✹ ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ ✉s✉❛❧ ❡st✐♠❛t❡s ♦♥ ✉s✉❛❧ r❡❣✉❧❛r✐t② ♣r♦♣❡rt② ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s

♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r✐③❡❞ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s s②st❡♠✳ ❋r♦♠ ♥♦✇ ♦♥✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t m ∈ N
∗✳ ▲❡t h ∈ Xm✳

❙✐♥❝❡ S ✐s ❛♥ ♦♣❡r❛t♦r ❢r♦♠ Xm+1 ♦♥t♦ Xm✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts α ∈ Xm+1 s✉❝❤ t❤❛t Sα = h✳ ❚❤❛♥❦s
t♦ ✭✶✳✸✳✽✵✮✱ ♦♥❡ ❤❛s

< y, h >X−m,Xm=< S∗y, α >X−m−1,Xm+1=< S∗y, α >X−m,Xm , ✭✶✳✸✳✾✹✮

t❤❡ ❧❛st ❡q✉❛❧✐t② ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t S∗y ∈ X−m✳ ❲❡ ❞❡❞✉❝❡ ❢r♦♠ ✭✶✳✸✳✾✹✮ t❤❛t t❤❡r❡
❡①✐sts s♦♠❡ ❝♦♥st❛♥t C > 0 s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❡✈❡r② h ∈ Xm✱

| < y, h > |X−m,Xm 6 C||α||Xm = C||h||Xm−1 , ✭✶✳✸✳✾✺✮

✇❤✐❝❤ s❤♦✇s t❤❛t y ∈ X1−m✳ ❚❤✐s ❝♦♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✶✳✸✳✹✳

❋r♦♠ ✭✶✳✸✳✾✸✮ ❛♥❞ ▲❡♠♠❛ ✶✳✸✳✹✱ ♦♥❡ ❣❡ts t❤❛t

(√
ρ1/
√
ρ̃1

)
ỹ ∈ X−25, ∀K̃1 ∈ (0,K1).

❯s✐♥❣ ❛♥ ❡❛s② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❛r❣✉♠❡♥t t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ▲❡♠♠❛ ✶✳✸✳✹ ✭❛♥❞ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ♦♥❡ ❝❛♥ ❝❤♦♦s❡
K̃1 < K1 ❛r❜✐tr❛r✐❧② ❝❧♦s❡ t♦ K1✮✱ ✇❡ ❞❡❞✉❝❡ t❤❛t✱ ❢♦r ❡✈❡r② K̃1 ∈ (0,K1)✱

(√
ρ1/

√
ρ̃1
)
ỹ ∈ X0✳

▲❡t ✉s ♥♦✇ ❢♦❝✉s ♦♥ û✳ ▲❡t ✉s ❝❛❧❧ v := ρ1ẑ✳ ❯s✐♥❣ ✭✶✳✸✳✽✹✮✱ ♦♥❡ ❣❡ts t❤❛t

ρ1
−1ρr

1/2v ∈ L2(Q/2). ✭✶✳✸✳✾✻✮

❯s✐♥❣ ✭✶✳✸✳✽✻✮ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ r❡❣✉❧❛r✐t② r❡s✉❧ts ❢♦r S ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ ρ̃−1
1 ρr

1/2v ∈ L2(Q/2) ❛♥❞✱ ❛s
❛❜♦✈❡ ❢♦r t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ✭✶✳✸✳✾✻✮✱ ❛ ❜♦♦tstr❛♣ ❛r❣✉♠❡♥t ✭t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ♦♥❡ ❝❛♥
❝❤♦♦s❡ K̃1 ∈ (0,K1) ❛r❜✐tr❛r✐❧② ❝❧♦s❡ t♦ K1✮✱ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥s t❤❛t

ρ̃−1
1 ρr

1/2v ∈ X27, ∀K̃1 ∈ (0,K1). ✭✶✳✸✳✾✼✮

❋r♦♠ ✭✶✳✸✳✾✼✮ ❛♥❞ ✭✶✳✸✳✾✷✮✱ ✇❡ ❞❡❞✉❝❡ ✭❜② ❧♦♦❦✐♥❣ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✈❡r✐✜❡❞ ❜② (1/
√
ρ̃1)ŷ ❛♥❞ ✉s✐♥❣

✉s✉❛❧ r❡❣✉❧❛r✐t② r❡s✉❧ts ❢♦r ❧✐♥❡❛r✐③❡❞ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s s②st❡♠✮ t❤❛t

(
1/
√
ρ̃1

)
ŷ ∈ L2((T/2, T ), H2(Ω)3) ∩ L∞((T/2, T ), H1

0 (Ω)
3), ∀K̃1 ∈ (0,K1). ✭✶✳✸✳✾✽✮

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✸✳✹ ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ ✭✶✳✸✳✾✷✮✱ ✭✶✳✸✳✾✽✮ ❛♥❞ ✭✶✳✸✳✾✼✮✳

✽✺



✶✳✸✳ ❆ ❝♦♥tr♦❧❧❛❜✐❧✐t② r❡s✉❧t ♦♥ t❤❡ ❧✐♥❡❛r✐③❡❞ s②st❡♠

✶✳✸✳✹ ◆✉❧❧✲❝♦♥tr♦❧❧❛❜✐❧✐t② ♦❢ ✭✶✳✸✳✶✮

❚♦ ✜♥✐s❤✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❣❛t❤❡r t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❙✉❜s❡❝t✐♦♥ ✶✳✸✳✷ ❛♥❞ ❙✉❜s❡❝t✐♦♥ ✶✳✸✳✸ ✐♥ ♦r❞❡r t♦
❛♣♣❧② Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✸✳✶ ❛♥❞ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❝♦♥tr♦❧❧❛❜✐❧✐t② r❡s✉❧t ♦♥ ✭✶✳✸✳✶✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ❝❛♥♥♦t
✇♦r❦ ✐♥ t❤❡ C∞ s❡tt✐♥❣ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✸✳✶✱ s♦ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❘❡♠❛r❦ ✶✳✸✳✶
❛♥❞ t♦ ❜❡ ❝❛r❡❢✉❧ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ s♣❛❝❡s ✇❡ ❛r❡ ✇♦r❦✐♥❣ ✇✐t❤✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✸✳✺✳ ❋♦r ❡✈❡r② T > 0 s♠❛❧❧ ❡♥♦✉❣❤✱ ❢♦r ❡✈❡r② α ∈ (0, 1)✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts r0 ∈ (0, 1)
s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❡✈❡r② r ∈ (r0, 1)✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts C1 > 0 s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❡✈❡r② K1 > C1✱ ❢♦r ❡✈❡r②

f ∈ L2(Q) ❜❡ s✉❝❤ t❤❛t e
K1

2r(T−t)5 f ∈ L2(Q)3 ❛♥❞ ❢♦r ❡✈❡r② y0 ∈ V ✱ ✐❢

ν =
1− r

r
K1, ✭✶✳✸✳✾✾✮

t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ s♦❧✉t✐♦♥ (y, p, v) ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧✐♥❡❛r✐③❡❞ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s ❝♦♥tr♦❧ s②st❡♠




yt −∆y + (y · ∇)y + (y · ∇)y +∇p = f + (0, 0, 1ω0v) ✐♥ Q,

∇ · y = 0 ✐♥ Q,

y(0, ·) = y0 ✐♥ Ω,

y = 0 ♦♥ Σ,

✭✶✳✸✳✶✵✵✮

s✉❝❤ t❤❛t

e
αK1

2(T−t)5 y ∈ L2((0, T ), H2(Ω)3) ∩ L∞((0, T ), H1(Ω)3), ✭✶✳✸✳✶✵✶✮

p ∈ L2((0, T ), H1(Ω)), e
αK1

2(T−t)5 v ∈ L2(Q). ✭✶✳✸✳✶✵✷✮

Pr♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✸✳✺✳
❲❡ ✇❛♥t t♦ ❛♣♣❧② Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✸✳✶✳ ❋✐rst ♦❢ ❛❧❧✱ ✇❡ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ❆ss✉♠♣t✐♦♥ A1✳ ❲❡ ❛♣♣❧②

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✸✳✹✿ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ s♦❧✉t✐♦♥ (y∗, p∗, v∗) ♦❢ ✭✶✳✸✳✼✸✮ s✉❝❤ t❤❛t y∗(0, ·) = y0 ❛♥❞✱
❢♦r ❡✈❡r② K̃1 ✈❡r✐❢②✐♥❣ 0 < K̃1 < K1✱

e
K̃1(2−1/r)

2(T−t)5 1̂ω0(∇∧ v∗) ∈ L2((T/2, T ), H53(Ω)3) ∩H27((T/2, T ), H−1(Ω)3), ✭✶✳✸✳✶✵✸✮

e
K̃1

2(T−t)5 y∗ ∈ L2((T/2, T ), H2(Ω)3) ∩ L∞((T/2, T ), H1(Ω)3). ✭✶✳✸✳✶✵✹✮

❯s✐♥❣ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ✭s❡❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❬▲▼✻✽✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✸✳✷✱ ♣✳ ✾✻❪✮ ❛♥❞
s❡tt✐♥❣ n := 27✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❛t

e
K̃1(2−1/r)

2(T−t)5 1̂ω0(∇∧ v∗) ∈ H2n/3(Q0) ⊂ H17(Q0).

▲❡t ✉s ❝❛❧❧ w := 1̂ω0(∇∧ v∗)✱ ✇❤✐❝❤ ✐s s✉♣♣♦rt❡❞ ✐♥ Q0✳ ❖♥❡ ♦❜s❡r✈❡s t❤❛t

∇∧ w =



∂x3w

2 − ∂x2w
3

∂x3w
1 − ∂x1w

3

∂x2w
1 − ∂x1w

2


.

❍❡♥❝❡ ✐♥ ✈✐❡✇ ♦❢ ❡q✉❛❧✐t② ✭✶✳✸✳✶✸✮ ❛♥❞ s❡tt✐♥❣

f1 = 0, f2 = −w3, f3 = w2, f4 = −w3, f5 = 0, f6 = w1, f7 = ∂x2w
1 − ∂x1w

2,

♦♥❡ ❤❛s ∇∧ w ∈ Im(B) ❛♥❞ ❆ss✉♠♣t✐♦♥ A1 ❤♦❧❞s✳
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❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ▲✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡ ❛✈❡❝ ❝♦♥trô❧❡ ❞✐str✐❜✉é s❝❛❧❛✐r❡

◆♦✇✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ❆ss✉♠♣t✐♦♥ A2 ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✸✳✷✳ ▲❡t (ỹ, p̃, ṽ) ❜❡
❞❡✜♥❡❞ ❜②

(ỹ, p̃, ṽ) := −Mw,

✇❤❡r❡ M ✐s ❛s ✐♥ ✭t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢✮ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✸✳✷✳ ■t ♠❛❦❡s s❡♥s❡ t♦ ❛♣♣❧② M t♦ w ❜❡❝❛✉s❡
M ✐s ❛ ♣❛rt✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ♦♣❡r❛t♦r ♦❢ ♦r❞❡r 17 ❛♥❞ w ∈ H17(Q0)✳

❯s✐♥❣ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r M ✐s ❛ ♣❛rt✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ♦♣❡r❛t♦r ♦❢ ♦r❞❡r 17 ❛♥❞ t❤❛t

t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ M ❡①♣❧♦❞❡ ❛t t✐♠❡ t = T ❛t r❛t❡ ❛t ♠♦st e
7321ν
(T−t)5 ✱ ❛s ✐t ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ t❤❡

❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ y ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✷ ✭s❡❡ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✭✶✳✷✳✶✻✮✮ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ M
❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✸✳✷✱ ♦♥❡ ❤❛s

e
K2

2(T−t)5 ṽ ∈ L2(Q), ✭✶✳✸✳✶✵✺✮

e
K2

2(T−t)5 ỹ ∈ L2(Q), ✭✶✳✸✳✶✵✻✮

❢♦r ❡✈❡r② K2 < K1(2− 1/r)− 7321ν✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡ ♦❜t❛✐♥ ỹ(T, .) = 0✱ ✐t ✐s ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❤❛✈❡ ❛♥
❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❞❡❝❛② ❢♦r y ❛t t✐♠❡ T ✱ ✐✳❡✳ t♦ ✐♠♣♦s❡

K1(2− 1/r)− 7321ν > 0,

✇❤✐❝❤✱ ✇✐t❤ ✭✶✳✸✳✾✾✮✱ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦

r >
7322

7323
,

✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❡♥s✉r❡❞ s✐♥❝❡ r ❝❛♥ ❜❡ ❛r❜✐tr❛r✐❧② ❝❤♦s❡♥ ❝❧♦s❡ t♦ 1✳ ▲❡t α ∈ (0, 1)✳ ❲❡ s❡t

r0 :=
7322

7323− α
. ✭✶✳✸✳✶✵✼✮

❚❤❡♥✱ ✐❢ r ∈ (r0, 1)✱ ♦♥❡ ❤❛s

αK1 < K1 − 7321K1
1− r

r
. ✭✶✳✸✳✶✵✽✮

❇② ✭✶✳✸✳✶✵✽✮✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts K2 s✉❝❤ t❤❛t

αK1 < K2 < K1 − 7321K1
1− r

r
= K1 − 7321ν. ✭✶✳✸✳✶✵✾✮

❋✐♥❛❧❧②✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❛♣♣❧② ✭t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢✮ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✸✳✶ ❛♥❞ ✇❡ s❡t

(y, p, v) := (y∗ + ỹ, p∗ + p̃, v∗ + ṽ).

❚❤❛♥❦s t♦ ✭✶✳✸✳✶✵✸✮✱ ✭✶✳✸✳✶✵✹✮✱ ✭✶✳✸✳✶✵✺✮ ❛♥❞ ✭✶✳✸✳✶✵✻✮✱ ♦♥❡ ❤❛s

e
K2

2(T−t)5 v ∈ L2(Q), ✭✶✳✸✳✶✶✵✮

e
K2

2(T−t)5 y ∈ L2(Q). ✭✶✳✸✳✶✶✶✮

❚❤❡♥✱ ✉s✐♥❣ ✉s✉❛❧ r❡❣✉❧❛r✐t② r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ❧✐♥❡❛r✐③❡❞ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s ♦♣❡r❛t♦rs ♦♥ e
K2

2(T−t)5 y
✭♥♦✇ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♦♥ t❤❡ ❡♥t✐r❡ t✐♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧ (0, T )✮✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

e
αK1

2(T−t)5 y ∈ L2((0, T ), H2(Ω)3) ∩ L∞((0, T ), L2(Ω)3),

❛s s♦♦♥ ❛s y0 ∈ V ✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✸✳✺ ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❞✳

✽✼



✶✳✹✳ Pr♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✳✶✳✶

✶✳✹ Pr♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✳✶✳✶

❚♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡✱ ✇❡ ❛r❡ ❣♦✐♥❣ t♦ ❛♣♣❧② ❛♥ ✐♥✈❡rs❡ ♠❛♣♣✐♥❣ t❤❡♦r❡♠ t♦ ❣♦ ❜❛❝❦ t♦ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r
s②st❡♠✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✭s❡❡ ❬❆❚❋✽✼✱ ❈❤❛♣t❡r ✷✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸❪✮✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✹✳✶✳ ▲❡t E ❛♥❞ F ❜❡ t✇♦ ❇❛♥❛❝❤ s♣❛❝❡s✳ ▲❡t e0 ∈ E ❛♥❞ F : E → F ✇❤✐❝❤
✐s ♦❢ ❝❧❛ss C1 ✐♥ ❛ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ♦❢ e0✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r dF(e0) ∈ Lc(E,F ) ✐s ♦♥t♦✳
❚❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐st η > 0 ❛♥❞ C > 0 s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❡✈❡r② g ∈ F ✈❡r✐❢②✐♥❣ ||g − F(e0)|| < η✱ t❤❡r❡
❡①✐sts e ∈ E s✉❝❤ t❤❛t

✶✳ F(e) = g✱

✷✳ ||e− e0||E 6 C||g −F(e0)||F ✳

❲❡ ❛r❡ ❣♦✐♥❣ t♦ ✉s❡ t❤❡ s❛♠❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛s ✐♥ ❬❈●✵✾❛❪✳ ▲❡t α ∈ (0, 1)✱ ❛♥❞ ❧❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r
s♦♠❡ r ∈ (r0, 1) ✇❤❡r❡ r0 ✈❡r✐✜❡s ✭✶✳✸✳✶✵✼✮✳ ❲❡ ❛♣♣❧② Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✹✳✶ ✇✐t❤ E ❛♥❞ F ❞❡✜♥❡❞
✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❛②✳ ▲❡t E ❜❡ t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s

(y, p, v) ∈ L2(Q)3 × L2(Q)× L2(Q)

s✉❝❤ t❤❛t

✶✳ e
αK1

2(T−t)5 y ∈ L∞((0, T ), V )3 ∩ L2((0, T ), H2(Ω)3 ∩ V )✱

✷✳ ∇p ∈ L2(Q)✱

✸✳ e
αK1

2(T−t)5 v ∈ L2(Q)3 ❛♥❞ t❤❡ s✉♣♣♦rt ♦❢ v ✐s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ Q0✱

✹✳ e
K1

2r(T−t)5 (yt −∆y + (y · ∇)y + (y · ∇)y +∇p− (0, 0, v)) ∈ L2(Q)3✱

✺✳ y(0, ·) ∈ V ✱

❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♥♦r♠ ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s ✐t ❛ ❇❛♥❛❝❤ s♣❛❝❡✿

||(y, p, v)||E := ||e
αK1

2(T−t)5 y||L∞((0,T ),H1
0 (Ω)3)∩L2((0,T ),H2(Ω)3)

+ ||p||L2((0,T ),H1(Ω)) + ||e
αK1

2(T−t)5 v||L2(Q)3

+ ||e
K1

2r(T−t)5 (yt −∆+ (y · ∇)y + (y · ∇)y +∇p− (0, 0, v))||L2(Q)3

+ ||y(0, ·)||H1
0 (Ω)3 . ✭✶✳✹✳✶✮

▲❡t F ❜❡ t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s (h, y0) ∈ L2(Q)3 × V s✉❝❤ t❤❛t

e
αK1

2(T−t)5 h ∈ L2(Q)3,

❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❝❛❧❛r ♣r♦❞✉❝t ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s ✐t ❛ ❍✐❧❜❡rt s♣❛❝❡✿

((h, y0)|(k, z0)) = (e
αK1

2(T−t)5 h|e
αK1

2(T−t)5 k)L2(Q)3 + (y0|z0)H1
0 (Q)3 .

❲❡ ❞❡✜♥❡

F(y, p, v) = (yt −∆y + (y · ∇)y + (y · ∇)y + (y · ∇)y +∇p− (0, 0, v), y(0, ·)).

❚♦ ❛♣♣❧② t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ✐♥✈❡rs❡ ♠❛♣♣✐♥❣ t❤❡♦r❡♠✱ ✇❡ ✜rst s❤♦✇ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧❡♠♠❛✳

✽✽



❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ▲✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡ ❛✈❡❝ ❝♦♥trô❧❡ ❞✐str✐❜✉é s❝❛❧❛✐r❡

▲❡♠♠❛ ✶✳✹✳✶✳ ❚❤❡ ♠❛♣ F ❤❛s ✐ts ✐♠❛❣❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ F ❛♥❞ ✐s ♦❢ ❝❧❛ss C1 ♦♥ E✳

Pr♦♦❢✳ ❲❡ s❡❡ t❤❛t F = F1 + F2 ✇✐t❤

F1(y, p, v) := (yt −∆y + (y · ∇)y + (y · ∇)y +∇p− (0, 0, v), y(0, ·)).

❛♥❞
F2(y, p, v) := ((y · ∇)y, 0).

❚❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ E ❛♥❞ F ✇❡ ❤❛✈❡ F1 : E → F ❛♥❞ F1 ✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s✱ s♦✱
s✐♥❝❡ F1 ✐s ❧✐♥❡❛r✱ F1 ✐s ♦❢ ❝❧❛ss C1✳ ❚❤❡ ♠❛♣ F2 ✐s ❛ q✉❛❞r❛t✐❝ ❢♦r♠✱ ❤❡♥❝❡ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t ✐t
♠❛♣s E ✐♥t♦ F ❛♥❞ ✐s ♦❢ ❝❧❛ss C1✱ ✐t ✐s s✉✣❝✐❡♥t t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t ✐t ✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s✱ ✐✳❡✳ t♦ ♣r♦✈❡
t❤❛t

||e
K1

2r(T−t)5 (y · ∇)y||L2(Q)3 6 C||(y, p, v)||2E . ✭✶✳✹✳✷✮

❲❡ ❝❤♦♦s❡ r ❛♥❞ α s♦ t❤❛t

K1

r
< 2αK1. ✭✶✳✹✳✸✮

✭❖♥❡ ❝❛♥ t❛❦❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ α = 3/4 ❛♥❞ r ∈ (0, 1) ❝❧♦s❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦ 1✮ ▲❡t ✉s ❝❛❧❧

ỹ(t, x) := e
K1

4r(T−t)5 y. ✭✶✳✹✳✹✮

❚❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ỹ ❛♥❞ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✭✶✳✹✳✸✮ ✐♠♣❧② t❤❛t

||ỹ||L∞((0,T ),H1(Ω)3) 6 C||(y, p, v)||E ,

✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s t❤❛t

||∇ỹ||L∞((0,T ),L2(Ω)9) 6 C||(y, p, v)||E . ✭✶✳✹✳✺✮

❲❡ ❛❧s♦ ❤❛✈❡

||ỹ||L2((0,T ),H2(Ω)3) 6 C||(y, p, v)||E . ✭✶✳✹✳✻✮

❆ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❙♦❜♦❧❡✈ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ✐♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 3 t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ✭✶✳✹✳✻✮ ✐♠♣❧② t❤❛t

||ỹ||L2((0,T ),L∞(Ω)3) 6 C||(y, p, v)||E . ✭✶✳✹✳✼✮

❉✐r❡❝t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ✐♠♣❧② t❤❛t

||(ỹ · ∇)ỹ||L2((0,T ),L2(Ω)3) 6 ||∇ỹ||L∞((0,T ),L2(Ω)9)||ỹ||L2((0,T ),L∞(Ω)3). ✭✶✳✹✳✽✮

❋r♦♠ ✭✶✳✹✳✺✮✱ ✭✶✳✹✳✼✮ ❛♥❞ ✭✶✳✹✳✽✮✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

||(ỹ · ∇)ỹ||L2((0,T ),L2(Ω)3) 6 C||(y, p, v)||2E ,

✇❤✐❝❤✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ✭✶✳✹✳✹✮✱ ❣✐✈❡s ✭✶✳✹✳✷✮✳

❲❡ ♥♦✇ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t e0 = (0, 0, 0) ❛♥❞ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡

dF(e0)(y, q, v) = yt −∆y + (y · ∇)y + (y · ∇)y +∇p− (0, 0, v).

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✸✳✺ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤✐s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐s ♦♥t♦✳ ❍❡♥❝❡✱ t❛❦✐♥❣ g = (0, y0) ❛♥❞ ❛♣♣❧②✐♥❣
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✹✳✶✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✳✶✳✶ ❡❛s✐❧② ❢♦❧❧♦✇s ✭✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r② y ❝❛♥ ❜❡
❝❤♦s❡♥ ❛s s♠❛❧❧ ❛s ✇❡ ✇❛♥t s✐♥❝❡ ε ❝❛♥ ❜❡ ❛r❜✐tr❛r✐❧② s♠❛❧❧✮✳

✽✾



✶✳✹✳ Pr♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✳✶✳✶

❆❝❦♥♦✇❧❡❞❣♠❡♥ts

❚❤❡ ❛✉t❤♦rs ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ t❤❛♥❦ ❙❡r❣✐♦ ●✉❡rr❡r♦ ❢♦r ❢r✉✐t❢✉❧ ❞✐s❝✉ss✐♦♥s ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ Pr♦♣♦✲
s✐t✐♦♥ ✶✳✸✳✹✳

❆♣♣❡♥❞✐①✿ ❈r❡❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① L0

■♥ t❤✐s ❛♣♣❡♥❞✐①✱ ✇❡ ❡①♣❧❛✐♥ ❤♦✇ t❤❡ ♠❛tr✐① L0 ❛t ♣♦✐♥t ξ0 ✭✇❤✐❝❤ r❡♣r❡s❡♥ts ❛❧❧ t❤❡
❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡❞ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ ❙②st❡♠ ✭✶✳✸✳✸✺✮ ✉♣ t♦ t❤❡ ♦r❞❡r 19✮ ✇❛s ❝r❡❛t❡❞✳ ❚❤❡ ♣r♦❣r❛♠ ✐s
✇r✐tt❡♥ ✐♥ C++✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❧✐❜r❛r② ✉❇▲❆❙ ✇❤✐❝❤ ✐s ✇❡❧❧✲❛❞❛♣t❡❞ t♦ t❤❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ s♣❛rs❡
♠❛tr✐❝❡s✳ ■t ✐s ❛ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♦♣❡♥▼P ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✉s✐♥❣ ✽ ❝♦r❡s✳ ❲❡ ❛r❡ ♥♦t ❣♦✐♥❣ t♦ ❣✐✈❡ ❛❧❧
t❤❡ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❞❡t❛✐❧s ❜✉t ❥✉st ❡①♣❧❛✐♥ r❛♣✐❞❧② t❤❡ s♣✐r✐t ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚♦ s✐♠♣❧✐❢②✱ ✇❡ ✇✐❧❧
❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✏❜❧❛❝❦ ❜♦①❡s✑ ✭t❤❛t ❤❛❞ t♦ ❜❡ ❝r❡❛t❡❞✮ ❛r❡ ❛t ♦✉r ❞✐s♣♦s❛❧✿

✶✳ ❆♥ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❡♣ ✇❤✐❝❤ ❡✈❛❧✉❛t❡s ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✭r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ ✈❡❝t♦r✮ ❛t
ξ0✳ ❚❤✐s ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❝r❡❛t❡❞ s♦ t❤❛t ✐t ❝❛♥ ✈❡r✐❢② t❤❛t ξ0 ✐s ♥♦t ❛ r♦♦t ♦❢
t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ P (0, ., .)✳ ✭♦♥❡ ❥✉st ❤❛s t♦ s❡❡ ✐❢ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ 0 ✇❤❡r❡❛s t❤❡
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❤❛s ♥♦♥③❡r♦ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✮✳

✷✳ ❆ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡q❡① ✇❤✐❝❤ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡s ❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❧❡✈❡❧ m ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦
x1, x2, x3 ♦r t✳

❆ ♣❛rt✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ ♦r❞❡r m ♦❢ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢
✭✶✳✸✳✸✺✮ ✇✐❧❧ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❛ ♠❛tr✐❝✐❛❧ ❢♦r♠ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❛②✿ ❲❡ ❦♥♦✇ t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡
❛t ♠♦st F (m+ 3) ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ❛♣♣❡❛r✐♥❣✱ ❛♥❞ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛r❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s
✐♥ (x1, x2, x3) ♦❢ ❛♥ ♦r❞❡r ❧❡ss t❤❛♥ 4 ✭✐t ✐s ❛ ✈❡❝t♦r s♣❛❝❡ ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 35✮✳ ❍❡♥❝❡ ❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥
♦❢ ♦r❞❡r m ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ ♠❛tr✐① ✇✐t❤ F (m+3) ❧✐♥❡s ❛♥❞ 35 ❝♦❧✉♠♥s✱ ✇❤❡r❡ ♦♥ ❡❛❝❤ ❧✐♥❡
♦♥❡ ❝❛♥ ✜♥❞ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ z1 ✭♦r z2 ❛♣♣❡❛r✐♥❣✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤✐s ❧✐♥❡✱ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ N

4 ❛♥❞ N✳ ❙✐♥❝❡ ✇❡ ❤❛✈❡ 3
❡q✉❛t✐♦♥s ✐♥ ✭✶✳✸✳✸✺✮ ❛♥❞ 2 ✉♥❦♥♦✇♥s ✭z1 ❛♥❞ z2✮✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡ t❤❡ ♠❛tr✐①M ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
✇❛②✿



A1 B1

A2 B2

A3 B3


. ✭✶✳✹✳✾✮

❋♦r i = 1, 2, 3✱ Ai r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ z1 ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ t❤❡ i✲t❤
❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ ✭✶✳✸✳✸✺✮ ❛♥❞ Bi t❤♦s❡ ♦❢ z2✳ ❍❡♥❝❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡s❡ Ai ❛♥❞ Bi s❡♣❛r❛t❡❧②
❛♥❞ t❤❡♥ ❣❛t❤❡r t❤❡♠ t♦ ♦❜t❛✐♥ L0

0✳
❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳ ❲❡ ❡①♣❧❛✐♥ ✐t ❢♦r t❤❡ ✜rst ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ ✭✶✳✸✳✸✺✮ ❛♥❞ ❢♦r t❤❡

✉♥❦♥♦✇♥ z1 ✭✐✳❡✳ ❢♦r A1✱ ❜✉t ✐t ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r t❤❡ ♦t❤❡r ♠❛tr✐❝❡s✮✳

✶✳ ❲❡ ❝r❡❛t❡ ❛ ♠❛tr✐① e t❤❛t r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥✳ ❲❡ ✉s❡ ❡♣ t♦ ✜❧❧ t❤❡ ❧✐♥❡ ♦❢ L0
0

❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ ✳t①t ✜❧❡ ✉♥❞❡r t❤❡ ❢♦r♠ i j A1(i, j)✳ ❲❡ ❝r❡❛t❡ ❛
♠❛tr✐① h ✇❤✐❝❤ ✐s ❡♠♣t② ❢♦r t❤❡ ♠♦♠❡♥t✳ ■♥ ❢❛❝t ✐♥ e ✇❡ ✇✐❧❧ ❦❡❡♣ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ ❧❡✈❡❧
m− 1 ❛♥❞ ✐♥ h ✇❡ ✇✐❧❧ ✜❧❧ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ ❧❡✈❡❧ m✳

✷✳ ❲❡ ❝r❡❛t❡ ❛ ✏❢♦r✑ ❧♦♦♣ ♦♥ m ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ✇❡ ❛r❡ ❝r❡❛t✐♥❣✳
❚❤❡ ✐♥t❡❣❡r m ❣♦❡s ❢r♦♠ 1 t♦ 19 s✐♥❝❡ ✇❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡ 19 t✐♠❡s ❛t ♠♦st✳

✸✳ ❲❡ ❝r❡❛t❡ ❛ s❡❝♦♥❞ ✏❢♦r✑ ❧♦♦♣ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r✐♦r ♦❢ t❤❡ ✜rst ❧♦♦♣ ♦♥ ❛ ♥✉♠❜❡r n ✇❤✐❝❤
r❡♣r❡s❡♥ts ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ ❧❡✈❡❧ m✳ ❚❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ F

✾✵



❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ▲✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡ ❛✈❡❝ ❝♦♥trô❧❡ ❞✐str✐❜✉é s❝❛❧❛✐r❡

❣✐✈❡♥ ✐♥ ❙✉❜s❡❝t✐♦♥ ✶✳✸✳✷✳✐✐✱ ✇❡ ❤❛✈❡ F (m − 1) + 1 6 n 6 F (m)✳ ■❢ m = 1✱ t❤❡♥ n
❣♦❡s ❢r♦♠ F (0) + 1 = 2 t♦ F (1) = 5 ✭n r❡♣r❡s❡♥ts ∂1✱ ∂2✱ ∂3 ♦r ∂t✮✳ ■❢ m = 2✱ t❤❡♥ n
❣♦❡s ❢r♦♠ F (1) + 1 = 6 t♦ F (2) = 15 ✭n r❡♣r❡s❡♥ts ∂211, ∂

2
12, ∂

2
13, ∂

2
1t, ∂

2
22, ∂

2
23, ∂

2
2t, ∂

2
33, ∂

2
3t

♦r ∂2tt✮✱ ❡t❝✳ ❚❤✐s ❧♦♦♣ ✐s ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❡❞ ♦♥ ♦✉r 8 ❝♦r❡s✳ ■♥ t❤✐s ❧♦♦♣✱ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ❝r❡❛t❡
t❤❡ n✲t❤ ❡q✉❛t✐♦♥ ❞❡♥♦t❡❞ En✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♦❢ ❧❡✈❡❧ m✳ ❍❡♥❝❡ ✇❡ t❛❦❡ ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ❡q✉❛t✐♦♥
♦❢ ❧❡✈❡❧ m − 1 ❞❡♥♦t❡❞ Er ✇❤✐❝❤ ✐s s♦ t❤❛t ✐❢ ✇❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡ Er ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ 1, 2, 3
♦r t✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ En✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐❢ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r m = 2 ❛♥❞ ✐❢ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡
✜rst ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ ✭✶✳✸✳✸✺✮ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡❞ t✇♦ t✐♠❡s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ 1✱ t❤❡♥ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡
❡q✉❛t✐♦♥ Er t♦ ❜❡ t❤❡ ✜rst ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ ✭✶✳✸✳✸✺✮ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡❞ ♦♥❡ t✐♠❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ 1
❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ 1 t♦ ♦❜t❛✐♥ En✳

✹✳ ❖♥❝❡ t❤❡ ❧♦♦♣ ♦♥ n ✐s ❡♥❞❡❞✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ✐♥ ♦✉r ♠❛tr✐① e ❛❧❧ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ ❧❡✈❡❧ m − 1
❛♥❞ ✐♥ h ✇❡ ❤❛✈❡ ❥✉st ❝r❡❛t❡❞ ❛❧❧ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ ❧❡✈❡❧ m✳ ◆♦✇ ✇❡ ❥✉st ❤❛✈❡ t♦ ✉s❡ ♦✉r
❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❡♣ ♦♥ h t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡s ♦❢ A1 ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
t♦ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ ♦❢ ❧❡✈❡❧ m✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ♥✉♠❜❡r❡❞ ❢r♦♠ F (m− 1) + 1 t♦
F (m)✳ ❲❡ ✇r✐t❡ t❤❡s❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✐♥ ♦✉r ✳t①t ✜❧❡ ✉♥❞❡r t❤❡ ❢♦r♠ i j A1(i, j)✳

✺✳ ❲❡ ✉♣❞❛t❡ ♥♦✇ e✱ t❛❦❡ e = h✱ ✇❡ ❡♠♣t② h ❛♥❞ ✇❡ ❝❛♥ ❣♦ t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧♦♦♣ m+ 1✳

❆t t❤❡ ❡♥❞ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝r❡❛t❡❞ ❛ ✜❧❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ ❛ s♣❛rs❡ ♠❛tr✐① A1 ♦❢ s✐③❡
(8855, 14950)✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦❣r❛♠ ✇✐t❤ z2 ❛♥❞ t❤❡ t✇♦ ♦t❤❡rs ❡q✉❛t✐♦♥ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ✜✈❡
♦t❤❡r ✜❧❡s r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ✜✈❡ ♠❛tr✐❝❡s t❤❛t ✇❡ ❣❛t❤❡r ❛s ✐♥ ✭✶✳✹✳✾✮ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ♠❛tr✐① L0(ξ

0) =
L0
0✳ ❖✉r ♠❛tr✐① L0

0✱ ✇❤✐❝❤ r❡♣r❡s❡♥ts ❛❧❧ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ✐s ♦❢ s✐③❡ (30360, 29900) ❛♥❞ ❤❛s 651128
♥♦♥③❡r♦ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳ ❖♥❧② 0.07% ♦❢ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ 0✱ ✇✐t❤ ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢
21.44 ♥♦♥③❡r♦ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦♥ ❡❛❝❤ r♦✇✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❧♦❣✐❝❛❧ s✐♥❝❡ ✇❡ ❛r❡ ✇♦r❦✐♥❣ ✇✐t❤ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts
t❤❛t ❛r❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ♦❢ s♠❛❧❧ ❞❡❣r❡❡✱ s♦ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❝r❡❛t❡ ♠❛♥② t❡r♠s ♦♥ ❡❛❝❤ ❧✐♥❡ ✇❤❡♥ ✇❡
❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✜❣✉r❡✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ♦❜s❡r✈❡ ❤♦✇ t❤❡ ♥♦♥③❡r♦ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts
♦❢ L0

0 ❛r❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞✳

✶✳✺ ❆♥♥❡①❡ ✿ ❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞ét❛✐❧❧é❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡

❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ❥❡ ✈❛✐s ❞é❝r✐r❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ ❞♦♥t ❥✬❛✐ ❝❛❧❝✉❧é ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ L0
0 ♣✉✐s ❧❛ ♠❛♥✐èr❡

❞♦♥t ❥❡ ❧✬❛✐ ❡①♣❧♦✐té❡ ♣♦✉r ❡♥ ❞é❞✉✐r❡ ✉♥❡ s♦✉s✲♠❛tr✐❝❡ ❛❞éq✉❛t❡ ❞❡ r❛♥❣ ♠❛①✐♠❛❧✳ ▲❡ ❝♦❞❡
❝♦♠♣❧❡t ♣❡✉t êtr❡ tr♦✉✈é à ❧✬❛❞r❡ss❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳❛♥♥✳❥✉ss✐❡✉✳❢r✴⑦❧✐ss②✴◆❙✸❉✴✐♥❞❡①✳❤t♠❧ ✳

▼ê♠❡ s✐ ✐❧ ♦❝❝✉♣❡ ✉♥❡ ♣❧❛❝❡ ♠✐♥❡✉r❡ ❞❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬❈▲✶✷❪✱ ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ❛ ❝♦♥st✐t✉é ✉♥❡ ♣❛rt très
✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞❡ ❧❛ t❤ès❡✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t à ❝❛✉s❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❞✐✣❝✉❧tés q✉✐ s♦♥t ❛♣♣❛r✉❡s ❞❛♥s
❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥✳ ❉❛♥s t♦✉t ❝❡ q✉✐ s✉✐t✱ ♦♥ r❡♣r❡♥❞r❛ ❧❡ ♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬❈▲✶✷❪✳

❆✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ L0
0✱ ❛♣rès ❞❡s t❡♥t❛t✐✈❡s ✐♥❢r✉❝t✉❡✉s❡s ❡♥ ▼❛♣❧❡ ❡t ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛

✭❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ❞❡✈❡♥❛✐❡♥t ✈✐t❡ tr♦♣ ❧♦♥❣s ❡t ✐❧ ② ❛✈❛✐t ✈✐t❡ tr♦♣ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s à st♦❝❦❡r✮✱ ❥❡ ♠❡ s✉✐s
♦r✐❡♥té ✈❡rs ✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❡♥ C++✱ ❝♦❞é ♣♦✉r ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡r s✉r ✽ ♣r♦❝❡ss❡✉rs ❡♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡✱
♦ù ❥✬❛✐ ✉t✐❧✐sé ❧❛ ❧✐❜r❛✐r✐❡ ✉❇▲❆❙✱ ❜✐❡♥ ❛❞❛♣té❡ ❛✉① ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥s ❞❡ ♠❛tr✐❝❡s ❝r❡✉s❡s✳ ❏✬❛✐
❝❤♦✐s✐ ❞❡ ♣r♦❝é❞❡r ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ❞❛♥s ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s 3 éq✉❛t✐♦♥s ❞✉ s②stè♠❡ ✭✺✽✮✱ ❥✬❛✐
sé♣❛ré ❧❡s ✐♥❝♦♥♥✉❡s ❡♥ z1 ❡t z2✳ ❏❡ ♠❡ r❡tr♦✉✈❡ ❞♦♥❝ à ❢❛✐r❡ 6 ❝❛❧❝✉❧s ✭❡t ❞♦♥❝ 6 ♣r♦❣r❛♠♠❡s✮
❞✐st✐♥❝ts✱ q✉❡ ❥❡ r❡❝♦❧❧❡ ❧❡ ♠♦♠❡♥t ✈❡♥✉ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛❞éq✉❛t❡✳ ■♥tér❡ss♦♥s✲♥♦✉s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ à
❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ✭✺✽✮ ❡t à z1 ❡t s❡s ❞ér✐✈é❡s✳ ❉❛♥s ♥♦tr❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡✱ ♦♥ ❝ré❡
✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❛✉①✐❧✐❛✐r❡s q✉✐ s♦♥t ❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

• ♦♥ ❝ré❡ ❞✬❛❜♦r❞ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❡♣ q✉✐ é✈❛❧✉❡ ✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ P ✭r❡♣rés❡♥té ♣❛r
✉♥ ✈❡❝t❡✉r✮ ❛✉ ♣♦✐♥t ξ0✳ ❈❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ❝réé❡ ❛✜♥ q✉✬❡❧❧❡ ♣✉✐ss❡

✾✶



✶✳✺✳ ❆♥♥❡①❡ ✿ ❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞ét❛✐❧❧é❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡

❋✐❣✉r❡ ✶✳✸✿ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥③❡r♦ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ L0
0✳

✈ér✐✜❡r q✉❡ ξ0 ♥✬❡st ♣❛s ✉♥❡ r❛❝✐♥❡ ❞✉ ♣♦❧②♥ô♠❡ P ✳ ✭■❧ s✉✣t ♣♦✉r ❝❡❧❛ ❞❡ t❡st❡r s✐
❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❡st é❣❛❧❡ à 0 ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ ♥✬❡st ♣❛s ✐❞❡♥t✐q✉❡♠❡♥t ♥✉❧✱ ❡t ❞❡ ❢❛✐r❡
❛♣♣❛r❛îtr❡ ✉♥ ♠❡ss❛❣❡ ❞❛♥s ❧❡s ❧♦❣s ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ s✐ ❝✬❡st ❧❡ ❝❛s✮✳

• ❖♥ ❝ré❡ ❡♥s✉✐t❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❞✬✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❞❡q✳ ■❧ ❢❛✉t ❢❛✐r❡
❥✉st❡ à ❧❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❡♥ t❡♠♣s ✿ ❞✬❛♣rès ❧❡s s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥s q✉✐ ♦♥t été ❡✛❡❝t✉é❡s ❞❛♥s ❧❛
❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❡♥ t❡♠♣s ✭❧❡ ♣♦✐❞s ❡♥ t❡♠♣s ❡st ❞❡✈❡♥✉ t 7→ et✮✱ s✐ ❧✬♦♥ ❞ér✐✈❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt
❛✉ t❡♠♣s✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ r❡♣♦rt❡r ❧❡ ♠ê♠❡ ♣♦❧②♥ô♠❡✳

• ❖♥ ❝ré❡ ❡♥s✉✐t❡ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣✉r❡♠❡♥t t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞♦♥t ❧❡ ❜✉t ✈❛ êtr❡
❞❡ ♥♦✉s ❛✐❞❡r à ❝♦♠♣t❡r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❞ér✐✈é❡s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❧✐♥é❛✐r❡✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ♦♥
❝ré❡ ♣❛r ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❜✐❥❡❝t✐✈❡ q✉✐ à ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ N

4 ✭❧❡ i✲✐è♠❡
❝♦❡✣❝✐❡♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❢♦✐s ♦ù ♦♥ ❞ér✐✈❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ i✲✐è♠❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✮
❛ss♦❝✐❡ ✉♥ ❡♥t✐❡r ✭♦♥ ré✐♥❞❡①❡ ❞♦♥❝ ❧❡s ♠✉❧t✐✲✐♥❞✐❝❡s ❞❡ ❞ér✐✈é❡s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❧✐♥é❛✐r❡✮✳ ❖♥
❛♣♣❡❧❧❡r❛ ❝♦♥✈❡rt ❧❛ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ N ❞❛♥s N4 ❡t ❝♦♥✈❡rt✐♥✈ s❛ ré❝✐♣r♦q✉❡✳

• ❖♥ ❝ré❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞❡q❡① q✉✐ ❞✐✛ér❡♥❝✐❡ ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ m ♣❛r
r❛♣♣♦rt à x1, x2, x3 ♦✉ t✳ ❯♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❛✉① ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ❝♦♥t❡♥❛♥t s❡✉❧❡♠❡♥t ❧❡s
✐♥❝♦♥♥✉❡s z1 q✉✐ ❡st ✉♥❡ ❞ér✐✈é❡ à ❧✬♦r❞r❡ m ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ✭✺✽✮ ✭♦ù ♦♥
❛ ❣❛r❞é s❡✉❧❡♠❡♥t ❧❡s ❞ér✐✈é❡s ❞❡ z1✮ s❡r❛ r❡♣rés❡♥té❡ s♦✉s ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛
❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ♥♦✉s s❛✈♦♥s q✉✬✐❧ ② ❛ ❛✉ ♣❧✉s F (m + 3) ❞ér✐✈é❡s ❞❡ z1 q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t
❛♣♣❛r❛îtr❡ ❛✉ ♠❛①✐♠✉♠ ✭♣✉✐sq✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ✭✺✽✮✱ ✐❧ ② ❛ ❞❡s ❞ér✐✈é❡s
❞❡ z1 à ❧✬♦r❞r❡ ❛✉ ♣❧✉s 3✮✱ ❡t ♥♦✉s ❝♦♥st❛t♦♥s q✉❡ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts s♦♥t ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s
❡♥ (x1, x2, x3) ✭❞é♣❡♥❞❛♥t ❞✉ t❡♠♣s✮ ❞✬♦r❞r❡ ❣❧♦❜❛❧ ❛✉ ♣❧✉s 4 ✭❝❡ q✉✐ ❢♦r♠❡ ✉♥ ❡s♣❛❝❡
✈❡❝t♦r✐❡❧ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 35✮✳ ❖♥ r❡♣rés❡♥t❡ ❞♦♥❝ ✉♥❡ t❡❧❧❡ éq✉❛t✐♦♥ ♣❛r ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ à
F (m+ 3) ❧✐❣♥❡s ❡t 35 ❝♦❧♦♥♥❡s✱ ♦ù s✉r ❝❤❛q✉❡ ❧✐❣♥❡ ❛♣♣❛r❛ît ❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡
❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❞❡ z1 ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❝❡tt❡ ❧✐❣♥❡✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞ér✐✈é❡ ❞❡✈r❛ ❡❧❧❡

✾✷



❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ▲✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡ ❛✈❡❝ ❝♦♥trô❧❡ ❞✐str✐❜✉é s❝❛❧❛✐r❡

êtr❡ r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ à F (m + 4) ❧✐❣♥❡s ❡t 35 ❝♦❧♦♥♥❡s✳ ❯♥❡ ❞❡s ❞✐✣❝✉❧tés
❡st ❞♦♥❝ ❞✬êtr❡ très ❛tt❡♥t✐❢ à ❧✬✐♥❞❡①❛t✐♦♥ q✉✬♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ♣♦✉r ❝❡s ❧✐❣♥❡s✳ P♦✉r ❞ér✐✈❡r ✉♥❡
t❡❧❧❡ éq✉❛t✐♦♥✱ ❝✬❡st très s✐♠♣❧❡ ✿ ♦♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ❞ér✐✈❡r ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡q✱ ♣✉✐s ❧✬♦♥ r❡♠♣❧✐t ❧❡s ♠ê♠❡s ♥✉♠ér♦s ❞❡ ❧✐❣♥❡s ♣✉✐sq✉❡ ❧✬♦♥ ♥❡ ❞ér✐✈❡ ♣❛s
❧❡s ✐♥❝♦♥♥✉❡s ✭✐✳❡✳ ❧❡s ❞ér✐✈é❡s✮✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ♦♥ ❣❛r❞❡ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✐♥t❛❝ts ❡t ♦♥ r❡♠♣❧✐t
❧❡s ❧✐❣♥❡s q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① ✐♥❝♦♥♥✉❡s q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ ❞ér✐✈é❡s ✉♥❡ ❢♦✐s ✭♦♥ ❝❤❛♥❣❡ ❞♦♥❝
♥✉♠ér♦ ❞❡ ❧✐❣♥❡ ♠❛✐s ♣❛s ❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❝❡ ❝♦✉♣✲❝✐✮✳ ❖♥ ❢❛✐t ❛✉ss✐ ❜✐❡♥ ❛tt❡♥t✐♦♥ à ♥❡
♣❛s ❡✛❛❝❡r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬❡♥tré❡✱ ♦♥ st♦❝❦❡ ❞♦♥❝ ❧❡ rés✉❧t❛t à ✉♥ ❛✉tr❡ ❡♥❞r♦✐t✳

• ❖♥ ♣❛ss❡ à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡✳

✶✳ ◆♦✉s ❝ré♦♥s ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ e q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡ ❞✬❛❜♦r❞ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❡♥ z1 ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡
éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ✭✺✽✮✳ ◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❡♣ ♣♦✉r r❡♠♣❧✐r ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❞❡ L0

0 ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à
❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❛♥s ✉♥ ✜❝❤✐❡r ✳t①t ♥♦♠♠é A1✱ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ i j A1(i, j) s✉r ❝❤❛q✉❡
❧✐❣♥❡✳ ◆♦✉s ❝ré♦♥s ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ h q✉✐ ❡st ✈✐❞❡ ♣♦✉r ❧❡ ♠♦♠❡♥t✳ ❊♥ ❢❛✐t✱ ❞❛♥s e✱ ♥♦✉s
❛❧❧♦♥s st♦❝❦❡r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞♦♥♥é q✉❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞ér✐✈❡r✱
❡t ❞❛♥s h✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠❡ttr❡ t♦✉t❡s ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ s✉✐✈❛♥t ♣r♦✈❡♥❛♥t ❞❡
❝❡❧❧❡s ❞❡ e q✉❡ ♥♦✉s ❛✉r♦♥s ❞ér✐✈é❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✳

✷✳ ◆♦✉s ❝ré♦♥s ✉♥❡ ❜♦✉❝❧❡ ✏❢♦r✑ s✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ❡♥t✐❡r m q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s
éq✉❛t✐♦♥s q✉❡ ♥♦✉s ❝ré♦♥s✳ ▲✬❡♥t✐❡r m ✈❛ ❞❡ 1 à 19 ♣✉✐sq✉❡ ♥♦✉s ❞ér✐✈♦♥s 19 ❢♦✐s
❛✉ ♣❧✉s ♣♦✉r ❛ss✉r❡r ❞✬❛✈♦✐r ♣❧✉s ❞✬éq✉❛t✐♦♥s q✉❡ ❞✬✐♥❝♦♥♥✉❡s✳

✸✳ ◆♦✉s ❝ré♦♥s ✉♥❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❜♦✉❝❧❡ ✏❢♦r✑ à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❜♦✉❝❧❡ s✉r ✉♥
❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ n✱ ❝❡ q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬✉♥❡ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ m ✭n ❡st ❧❛
ré✐♥❞❡①❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞✉ ♠✉❧t✐✲✐♥❞✐❝❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❢♦✐s ♦ù ♦♥ ❛ ❞ér✐✈é
♣❛r r❛♣♣♦rt à ❝❤❛q✉❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❞é♣❛rt✮✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ F ✱ ♣♦✉r
♦❜t❡♥✐r t♦✉t❡s ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞ér✐✈é❡s ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ m ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ♣r❡♥❞r❡ t♦✉s ❧❡s n
❡♥tr❡ F (m−1)+1 ❡t F (m)✳ ❙✐ m = 1✱ ❛❧♦rs n ✈❛r✐❡ ❞❡ 2 à 5 ✭n r❡♣rés❡♥t❡ ∂1, ∂2, ∂3
♦✉ ∂t✮✳ ❙✐ m = 2✱ ❛❧♦rs n ✈❛r✐❡ ❞❡ 6 à 15✱ ❡t❝✳ ❈❡tt❡ ❜♦✉❝❧❡ ❡st ♣❛r❛❧❧é❧✐sé❡ s✉r ❧❡s 8
♣r♦❝❡ss❡✉rs✳ P♦✉r é✈✐t❡r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬é❝r✐t✉r❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ s✉r ✉♥❡ ♠ê♠❡ ♠❛tr✐❝❡✱ ♦♥
❝ré❡ ❞♦♥❝ ✽ ❝♦♣✐❡s ❞❡ ♥♦s ♠❛tr✐❝❡s e ❡t h ✭♥♦té❡s e(1), e(2), . . . ❡t❝✳✮✱ ❝❤❛q✉❡ ❝♦♣✐❡
ét❛♥t ❛ss✐❣♥é❡ à ✉♥ ♣r♦❝❡ss❡✉r ❡t ✉♥ s❡✉❧✳ P♦✉r s❛✈♦✐r s✐ ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ s❡ tr♦✉✈❡ s✉r
❧❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r✱ ❥✬❛✐ ❝❤♦✐s✐ ❞❡ ❝ré❡r ✉♥❡ ❝❛s❡ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞❛♥s ❝❡ q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡s
❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✭❧❡s ♠❛tr✐❝❡s e(i) ❡t h(i) ❛✉r♦♥t ❞♦♥❝ 36 ❝♦❧♦♥♥❡s ❡t ♥♦♥ ♣❧✉s 35✮✱ ❧❛
❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ ❝❤♦✐s✐❡ ét❛♥t ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ✐❧ ② ❛ ✉♥ 1 ❞❛♥s ❧❛ ❝❛s❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧❛
t♦✉t❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬❡♥tré❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❝❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥ ❡st ❜✐❡♥
st♦❝❦é❡ ❞❛♥s ❧❡ e(i) ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ♦♥ s❡ tr♦✉✈❡✳ ❙✐ ❧✬♦♥ tr❛✈❛✐❧❧❡ ❛❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t s✉r ❧❡
♣r♦❝❡ss❡✉r ♥✉♠ér♦ j✱ ✐❧ ❢❛✉t ❞♦♥❝ ❛❧❧❡r ❝❤❡r❝❤❡r ❞❛♥s q✉❡❧ e(i) s❡ tr♦✉✈❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥
q✉✬♦♥ ✈❡✉t ❞ér✐✈❡r✱ é❝r✐r❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞❛♥s h(j) ❡t ♣❡♥s❡r à ♠❡ttr❡
à 1 ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❧✐❣♥❡ ♣♦✉r s✐❣♥✐✜❡r q✉❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❡st ❜✐❡♥
st♦❝❦é❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♠❛tr✐❝❡✳
❉❛♥s ❝❡tt❡ ❜♦✉❝❧❡✱ ♥♦✉s ✈♦✉❧♦♥s ❝ré❡r ❧❛ n✲✐è♠❡ éq✉❛t✐♦♥ ♥♦té❡ En✱ q✉✐ ❡st ❞❡ ♥✐✈❡❛✉
m✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ♥♦✉s ♣r❡♥♦♥s ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦♣r✐é❡ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ m − 1 ♥♦té❡
Er✱ q✉✐ ❡st ❝❤♦✐s✐❡ ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉❡ En s♦✐t ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ Er ♣❛r r❛♣♣♦rt
à x1, x2, x3 ♦✉ t✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ s✐ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ m = 2 ❡t s✐ ❧✬♦♥ s♦✉❤❛✐t❡ ♦❜t❡♥✐r ❧❛
♣r❡♠✐èr❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ✭✺✽✮ ❞ér✐✈é❡ ❞❡✉① ❢♦✐s ♣❛r r❛♣♣♦rt à x1✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❝❤❡r❝❤❡r
❝♦♠♠❡ éq✉❛t✐♦♥ Er ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ 1 q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❞é♣❛rt ❞❡
✭✺✽✮ ❞ér✐✈é❡ ✉♥❡ ❢♦✐s ♣❛r r❛♣♣♦rt à x1 ♣✉✐s ♥♦✉s ❧❛ ❞ér✐✈♦♥s ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ♣❛r r❛♣♣♦rt
à x1✳

✹✳ ❯♥❡ ❢♦✐s q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ ✜♥✐ ♥♦tr❡ ❜♦✉❝❧❡ s✉r n✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞❛♥s ♥♦s ❝♦♣✐❡s ❞❡ ♠❛tr✐❝❡s
e(i) t♦✉t❡s ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ m − 1 ❡t ❞❛♥s ♥♦s h(i) t♦✉t❡s ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s

✾✸



✶✳✺✳ ❆♥♥❡①❡ ✿ ❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞ét❛✐❧❧é❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡

❞❡ ♥✐✈❡❛✉ m✳ ▼❛✐♥t❡♥❛♥t ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ❥✉st❡ ✉t✐❧✐s❡r ♥♦tr❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥
❡♣ s✉r ❧❡s h(i) ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡s ❧✐❣♥❡s ❞❡ L0

0✳ ◆♦✉s é❝r✐✈♦♥s ❝❡s
❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s ♥♦tr❡ ✜❝❤✐❡r ✳t①t✱ ❡t ❡♥❝♦r❡ ✉♥❡ ❢♦✐s ♣♦✉r é✈✐t❡r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s
❞✬é❝r✐t✉r❡ ♠✉❧t✐♣❧❡✱ ♦♥ ❝ré❡ ✉♥ ✜❝❤✐❡r t❡①t❡ ♣❛r ♣r♦❝❡ss❡✉r✳

✺✳ P♦✉r ✜♥✐r✱ ♦♥ ♠❡t à ❥♦✉r ❧❡s e(i) ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t ❝❤❛q✉❡ e(i) ♣❛r h(i)✱ ♦♥ ✈✐❞❡ ❧❡s
h(i) ❡t ♦♥ ♣❛ss❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ s✉✐✈❛♥t ❞❛♥s ❧❛ ❜♦✉❝❧❡ s✉r m✳

◆♦✉s ♣❛ss♦♥s à ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✏▼❛t❧❛❜✑ ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ✈❛❧✐❞❡r ❧❛
♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ à ♥♦tr❡ ❞✐s♣♦s✐t✐♦♥ ❧❡s rés✉❧t❛ts
❞♦♥♥és ♣❛r ♥♦s 6 ❝♦❞❡s ❡♥ C++✳ ◆♦✉s s♦✉❤❛✐t♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t r❡❝♦♥str✉✐r❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ L0

0 ❡t
❧✬❡①♣❧♦✐t❡r ❝♦♠♠❡ ❡①♣❧✐q✉é ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ♣♦✉r ❡♥ ❡①tr❛✐r❡ ✉♥❡ s♦✉s✲♠❛tr✐❝❡ ✐♥✈❡rs✐❜❧❡ ❛②❛♥t
✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r♦♣r✐étés✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s à ♥♦tr❡ ❞✐s♣♦s✐t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡ ♠♦♠❡♥t ❡①❛❝t❡♠❡♥t
48 ♠❛tr✐❝❡s ✿

✶✳ ▲❡s Ai ✭i = 1, 2, . . . 8✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ z1 ❡t ❞❡ s❡s ❞ér✐✈é❡s
❞❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ✭✺✽✮✳

✷✳ ▲❡s Bi ✭i = 1, 2, . . . 8✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ z2 ❡t ❞❡ s❡s ❞ér✐✈é❡s
❞❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ✭✺✽✮✳

✸✳ ▲❡s Ui ✭i = 1, 2, . . . 8✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ z1 ❡t ❞❡ s❡s ❞ér✐✈é❡s
❞❛♥s ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ✭✺✽✮✳

✹✳ ▲❡s V i ✭i = 1, 2, . . . 8✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ z2 ❡t ❞❡ s❡s ❞ér✐✈é❡s
❞❛♥s ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ✭✺✽✮✳

✺✳ ▲❡s Ci ✭i = 1, 2, . . . 8✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ z1 ❡t ❞❡ s❡s ❞ér✐✈é❡s
❞❛♥s ❧❛ tr♦✐s✐è♠❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ✭✺✽✮✳

✻✳ ▲❡s Di ✭i = 1, 2, . . . 8✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ z2 ❡t ❞❡ s❡s ❞ér✐✈é❡s
❞❛♥s ❧❛ tr♦✐s✐è♠❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ✭✺✽✮✳

▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ❝♦♥s✐st❡ à tr❛❞✉✐r❡ ❧❡s ✜❝❤✐❡rs t❡①t❡s ❞♦♥t ❝❤❛q✉❡ ❧✐❣♥❡ ❡st s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡
i j A(i, j) ❡♥ ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❝r❡✉s❡ ❡♥ ▼❛t❧❛❜✳ ❯♥❡ ❢♦✐s ❝❡❝✐ ❢❛✐t✱ ♦♥ ❛❥♦✉t❡ ❞✬❛❜♦r❞ ❧❡s Ai ♣♦✉r
❢♦r♠❡r ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ A✱ ♦♥ ❛❥♦✉t❡ ❞❡ ♠ê♠❡ ❧❡s Bi ♣♦✉r ❢♦r♠❡r ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ B✱ ❡t❝✳

▲❛ ♠❛tr✐❝❡ L0
0 ♣❡✉t ❛❧♦rs êtr❡ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❜❧♦❝s ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

L0
0 =



A B

U V

C D


.

❆ ♣❛rt✐r ❞❡ ❧à✱ ♦♥ ♣❡✉t ❡①♣❧♦✐t❡r L0
0✳ ❈❛❧❝✉❧❡r ❧❡ r❛♥❣ ❞✬✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❛✐❧❧❡✲❧à ❡st très

❧♦♥❣✱ ✈♦✐r❡ ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ s✉r ✉♥ ♦r❞✐♥❛t❡✉r ❞❡ ❜✉r❡❛✉✱ ♣♦✉r ❞❡s r❛✐s♦♥s ❞❡ ♠é♠♦✐r❡✱ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡
✐❞é❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❡✉ ❛ été ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ r❛♥❣ str✉❝t✉r❡❧✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✽✳ ❙♦✐t A ∈ Mn,m(R) ❡t B ∈ Mn,m(R)✳ ❖♥ ❞✐t q✉❡ A ❡t B s♦♥t str✉❝t✉r❡❧❧❡♠❡♥t
éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s s✐ ❧❛ ♣r♦♣r✐été s✉✐✈❛♥t❡ ❡st ✈ér✐✜é❡ ✿

Aij = 0 ⇔ Bij = 0.

❈✬❡st ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ s✉r Mn,m(R)✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡r❛ Cl(A) ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡
❞✬✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ A✳ ▲❡ r❛♥❣ str✉❝t✉r❡❧ ❞❡ A ✭♥♦té ❞♦ré♥❛✈❛♥t s♣r❛♥❦(A)✮ ❡st ❧❡ r❛♥❣ ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡s
é❧é♠❡♥ts ❞❡ Cl(A)✳ ❉❡ ♠❛♥✐èr❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡✱ s✐ ❧✬♦♥ r❡♠♣❧✐t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts
❞❡ A q✉✐ s♦♥t ♥♦♥ ♥✉❧s✱ ❧❡ r❛♥❣ ❞❡ A ✈❛✉t ❧❡ r❛♥❣ str✉❝t✉r❡❧ ❞❡ A ❛✈❡❝ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té 1✳

✾✹



❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ▲✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡ ❛✈❡❝ ❝♦♥trô❧❡ ❞✐str✐❜✉é s❝❛❧❛✐r❡

▲✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞✉ r❛♥❣ str✉❝t✉r❡❧ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ r❛♥❣ ❡st q✉❡ ❝✬❡st ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ q✉✐ ♥❡ ❞é♣❡♥❞
q✉❡ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ✭❞❡ s❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♥✉❧s ♦✉ ♥♦♥ ♥✉❧s✮ ❡t ♣❛s ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡s
❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳ ❈✬❡st ❞♦♥❝ ✉♥❡ q✉❛♥t✐té ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s r❛♣✐❞❡ à ❝❛❧❝✉❧❡r q✉❡ ❧❡ r❛♥❣✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝✬❡st
✉♥ ♠❛❥♦r❛♥t ❞✉ r❛♥❣✳ ❊♥ ❝❛❧❝✉❧❛♥t ❧❡ r❛♥❣ str✉❝t✉r❡❧ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ L0

0✱ ♦♥ s❡ r❡♥❞ ❝♦♠♣t❡ q✉✬✐❧
♥✬❡st ♣❛s ♠❛①✐♠❛❧✱ ❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ❧❡ r❛♥❣ ❞❡ L0

0 ♥✬❡st ♣❛s ♠❛①✐♠❛❧✳ ❈❡❧❛ ♣❡✉t s❡♠❜❧❡r
♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ à ♣r❡♠✐èr❡ ✈✉❡ ❀ ♣♦✉rt❛♥t✱ s✐ ♦♥ ré✢é❝❤✐t ❜✐❡♥✱ ❝❡❧❛ ♥✬❡st ♣❛s s✐ ❣r❛✈❡ ❝❛r ❧❛
s❡✉❧❡ ❝❤♦s❡ q✉❡ ❧✬♦♥ s♦✉❤❛✐t❡ ✜♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❝✬❡st ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❡r ❛ss❡③ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡s
✐♥❝♦♥♥✉❡s z11 , z

1
2 , z

1
3 , z

2
1 , z

2
2 , z

2
3 ✳ ▲❡ ❜✉t ❞✉ ❥❡✉ ✈❛ ❞♦♥❝ êtr❡ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r ❧❡s ❜♦♥♥❡s éq✉❛t✐♦♥s

q✉✐ ❞♦♥♥❡♥t ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ r❛♥❣ ♠❛①✐♠❛❧ ❡t ❞✬✏✐s♦❧❡r✑ ❧❡s ✐♥❝♦♥♥✉❡s ❡t éq✉❛t✐♦♥s q✉✐ ♣♦s❡♥t
♣r♦❜❧è♠❡ ✭❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t q✉✐ ❡♠♣ê❝❤❡♥t ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞✬êtr❡ ❞❡ r❛♥❣ ♠❛①✐♠❛❧✮✳ ❉❡ ❢❛✐t✱ ✐❧ ❡①✐st❡
✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛ss❡③ ♣✉✐ss❛♥t q✉✐ ♣❡r♠❡t ♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ r❛♥❣ str✉❝t✉r❡❧✱ ♠❛✐s
❛✉ss✐ ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ❞❡s ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s s✉r ❧❡s ❧✐❣♥❡s ❡t ❧❡s ❝♦❧♦♥♥❡s ♣♦✉r ✐s♦❧❡r ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✏❜✐❡♥
str✉❝t✉ré❡✑ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡s ♣❛rt✐❡s s✉r✲❞ét❡r♠✐♥é❡s ❡t s♦✉s✲❞ét❡r♠✐♥é❡s ✿ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
❞❡ ❉✉❧♠❛❣❡✲▼❡♥❞❡❧s♦❤♥✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✵✳ ❙♦✐t A ∈ Mn,m(R)✳ ❆❧♦rs ♦♥ ♣❡✉t ♣❡r♠✉t❡r ❧❡s ❧✐❣♥❡s ❡t ❧❡s ❝♦❧♦♥♥❡s ❞❡ A
❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ ❞❡ ❧❛ ♠❡ttr❡ s♦✉s ❢♦r♠❡ tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡ ♣❛r ❜❧♦❝s




A11 A12 A13 A14

0 0 A23 A24

0 0 0 A34

0 0 0 A44,


 ✭✶✳✺✳✶✮

❛✈❡❝ ✿

✶✳ (A11, A12) q✉✐ ❡st ❧❛ ♣❛rt✐❡ str✉❝t✉r❡❧❧❡♠❡♥t s♦✉s✲❞ét❡r♠✐♥é❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡✱ ❝♦♠♣♦rt❛♥t
♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ♣❧✉s ❞❡ ❝♦❧♦♥♥❡s q✉❡ ❞❡ ❧✐❣♥❡s✳

✷✳ (A33, A34) q✉✐ ❡st ❧❛ ♣❛rt✐❡ str✉❝t✉r❡❧❧❡♠❡♥t s✉r✲❞ét❡r♠✐♥é❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡✱ ❝♦♠♣♦rt❛♥t
♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ♣❧✉s ❞❡ ❧✐❣♥❡s q✉❡ ❞❡ ❝♦❧♦♥♥❡s✳

✸✳ A12, A23, A34 q✉✐ s♦♥t ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❝❛rré❡s ❞♦♥t ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞✐❛❣♦♥❛✉① s♦♥t ♥♦♥ ♥✉❧s
✭❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉✬❡❧❧❡s s♦♥t ❞❡ r❛♥❣ str✉❝t✉r❡❧ ♠❛①✐♠✉♠✮✳

✹✳ A23 q✉✐ ❡st ❧❛ ♣❛rt✐❡ str✉❝t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❜✐❡♥ ❞ét❡r♠✐♥é❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ✭♥♦t❛♠♠❡♥t✱ s✐ ❧❛
♠❛tr✐❝❡ ét❛✐t ❛✉ ❞é♣❛rt ❝❛rré ❡t ❞❡ r❛♥❣ str✉❝t✉r❡❧ ♠❛①✐♠❛❧✱ ❝❡ ❜❧♦❝ s❡r❛ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ t♦✉t
❡♥t✐èr❡✮✳

❉❡ ♣❧✉s✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛✉ss✐ r❡♥❞r❡ ❛✉ss✐ A23 tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡ ♣❛r ❜❧♦❝s✳

❖♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❞♦♥❝ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ à ♥♦tr❡ ♠❛tr✐❝❡ L0
0 ❡t ♦♥ r❡❣❛r❞❡ ❞❛♥s q✉❡❧ ❜❧♦❝ ♦♥t été

❞é♣❧❛❝é❡s ♥♦s ✐♥❝♦♥♥✉❡s z11 , z
1
2 , z

1
3 , z

2
1 , z

2
2 , z

2
3 ✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉✬❡❧❧❡s s♦♥t t♦✉t❡s ❞é♣❧❛❝é❡s ❞❛♥s ✉♥

♠ê♠❡ ❜❧♦❝ ❞❡ ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♠❛tr✐❝❡✱ ♦♥ sé❧❡❝t✐♦♥♥❡ ❞♦♥❝ t♦✉t❡s ❧❡s ❧✐❣♥❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉ ❜❧♦❝
❞❡ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❉✉❧♠❛❣❡✲▼❡♥❞❡❧s♦❤♥✳ ❆tt❡♥t✐♦♥✱ ♦♥ ❡st ♦❜❧✐❣é ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❡r ❞❡s ❧✐❣♥❡s
❡♥t✐èr❡s✱ ❝❛r ✐❧ ❢❛✉t ❣❛r❞❡r à ❧✬❡s♣r✐t q✉✬✉♥❡ ❧✐❣♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❥✉st❡
s✉♣♣r✐♠❡r ❧❡s ❝♦❧♦♥♥❡s ✐❞❡♥t✐q✉❡♠❡♥t ♥✉❧❧❡s s✐ ✐❧ ② ❡♥ ❛✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❝❛rré ❞❡ t❛✐❧❧❡
9050× 9050✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❡st ❞❡ r❛♥❣ str✉❝t✉r❡❧ ♠❛①✐♠❛❧✱ ♥é❛♥♠♦✐♥s✱
♣♦✉r ré❞✉✐r❡ ❛✉ ♣❧✉s ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s✱ ♦♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❉✉❧♠❛❣❡✲▼❡♥❞❡❧s♦❤♥
à ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♠❛tr✐❝❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❡t ♦♥ r❡t♦✉r♥❡ ❝❤❡r❝❤❡r ❧❡ ❜❧♦❝ ❝♦♥t❡♥❛♥t ♥♦s ✐♥❝♦♥♥✉❡s✳ ❖♥
♦❜t✐❡♥t ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ 7321 × 7321 ❞❡ r❛♥❣ str✉❝t✉r❡❧ ♠❛①✐♠❛❧✱ ❞♦♥t ♦♥ ✈ér✐✜❡ q✉✬❡❧❧❡
❡st ❛✉ss✐ ❞❡ r❛♥❣ ♠❛①✐♠❛❧ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ▼❛t❧❛❜✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❧✉t ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡✳

✾✺



✶✳✺✳ ❆♥♥❡①❡ ✿ ❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞ét❛✐❧❧é❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡

✾✻



❉❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡

❈♦ût ❞✉ ❝♦♥trô❧❡ ❡♥ t❡♠♣s ♣❡t✐t ♦✉ ❡♥

✈✐s❝♦s✐té é✈❛♥❡s❝❡♥t❡

✾✼





❈❤❛♣✐tr❡ ✷

❯♥ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ❧❡ ❝♦ût ❞❡s ❝♦♥trô❧❡s

r❛♣✐❞❡s ♣♦✉r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛❧❡✉r

1✲❉ ❡t ❧✬✉♥✐❢♦r♠❡ ❝♦♥trô❧❛❜✐❧✐té ❞✬✉♥❡

éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s♣♦rt✲❞✐✛✉s✐♦♥ 1✲❉

❆❜str❛❝t

■♥ t❤✐s ♥♦t❡✱ ✇❡ ❡①♣❧❛✐♥ ❤♦✇ r❡s✉❧ts ♦♥ t❤❡ ❝♦st ♦❢ t❤❡ ♥✉❧❧✲❝♦♥tr♦❧❧❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♦♥❡✲
❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❤❡❛t ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥ s♠❛❧❧ t✐♠❡ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❜♦✉♥❞ ❢r♦♠ ❛❜♦✈❡ t❤❡ ❝♦st ♦❢ t❤❡
♥✉❧❧✲❝♦♥tr♦❧❧❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ tr❛♥s♣♦rt✲❞✐✛✉s✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✈❛♥✐s❤✐♥❣ ✈✐s❝♦s✐t②
❧✐♠✐t✳ ❲❡ ✐♠♣r♦✈❡ ♣r❡✈✐♦✉s r❡s✉❧ts ❛❜♦✉t t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ t✐♠❡ ♥❡❡❞❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥✲
t✐❛❧ ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦st ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ❛♥❞ ❡①♣❧❛✐♥ ✇❤❛t ✇♦✉❧❞ ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ ✉s✉❛❧ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡
❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ❝♦st ♦❢ ❢❛st ❝♦♥tr♦❧s ❢♦r t❤❡ ❤❡❛t ❡q✉❛t✐♦♥✳

❘és✉♠é

❯♥ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ❧❡ ❝♦ût ❞❡s ❝♦♥trô❧❡s r❛♣✐❞❡s ♣♦✉r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛❧❡✉r 1✲❉ ❡t
❧✬✉♥✐❢♦r♠❡ ❝♦♥trô❧❛❜✐❧✐té ❞✬✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s♣♦rt✲❞✐✛✉s✐♦♥ 1✲❉

❉❛♥s ❝❡tt❡ ♥♦t❡✱ ♦♥ ❡①♣❧✐q✉❡ ❝♦♠♠❡♥t ❞❡s rés✉❧t❛ts s✉r ❧❡ ❝♦ût ❞❡ ❧❛ ❝♦♥trô❧❛❜✐❧✐té à 0
❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛❧❡✉r ❡♥ t❡♠♣s ♣❡t✐t ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ♠❛❥♦r❡r ❧❡ ❝♦ût ❞❡ ❧❛
❝♦♥trô❧❛❜✐❧✐té à 0 ❞✬✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ✉♥✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❡❧❧❡ ❞❡ tr❛♥s♣♦rt✲❞✐✛✉s✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞❡
✈✐s❝♦s✐té é✈❛♥❡s❝❡♥t❡✳ ❖♥ ❛♠é❧✐♦r❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❝♦♥♥✉s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡ t❡♠♣s
♠✐♥✐♠❛❧ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❛ ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ❞✉ ❝♦ût ❞✉ ❝♦♥trô❧❡ ❡t ♦♥ ❡①♣❧✐q✉❡
❝❡ q✉❡ ❞♦♥♥❡r❛✐t ❡♥ ♣❧✉s ❧❛ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡ ❝♦ût ❞✉ ❝♦♥trô❧❡ ❡♥ t❡♠♣s ♣❡t✐t
❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛❧❡✉r✳

❑❡②✇♦r❞s ✿ ❚r❛♥s♣♦rt✲❞✐✛✉s✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ❀ ◆✉❧❧ ❝♦♥tr♦❧❧❛❜✐❧✐t② ❀ ❱❛♥✐s❤✐♥❣ ✈✐s❝♦s✐t② ❧✐♠✐t✳

✾✾



❱❡rs✐♦♥ ❢r❛♥ç❛✐s❡ ❛❜ré❣é❡

❉❛♥s ❝❡tt❡ ♥♦t❡✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r♦♥s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t à ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s♣♦rt✲❞✐✛✉s✐♦♥
❝♦♥trô❧é❡ s✉r ❧❡ ❜♦r❞ ❣❛✉❝❤❡ ✭✷✳✶✳✶✮✱ ♦ù T > 0✱ M 6= 0✱ ε > 0 ❡t L > 0✱ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡
y0 ét❛♥t ❞❛♥s L2(0, L) ❡t ❧❡ ❝♦♥trô❧❡ v ❞❛♥s L2(0, T )✳ ❈❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥ ❡st ✉♥✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❡❧❧❡ ❡t
♣❛r❛❜♦❧✐q✉❡✱ s❛ ❝♦♥trô❧❛❜✐❧✐té à ③ér♦ ❡st ❞♦♥❝ ❝♦♥♥✉❡ ❞❡♣✉✐s ❧♦♥❣t❡♠♣s ✭❝❢✳ ❬❋❘✼✶❪✱ ♦✉ ♣❧✉s
ré❝❡♠♠❡♥t ❬❋■✾✻❛❪ ❡t ❬▲❘✾✺❪ ♣♦✉r ❞❡s rés✉❧t❛ts ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ s✉♣ér✐❡✉r❡✮✳ ◗✉❛♥❞ ε → 0+

♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s♣♦rt à ✈✐t❡ss❡ ❝♦♥st❛♥t❡ M ✱ q✉✐ ❡st ❝♦♥trô❧❛❜❧❡ à 0 s✐ ❡t
s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ T > L/|M |, ❧❡ ❝♦♥trô❧❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❡♥ ♥♦r♠❡ L2 ét❛♥t ❛❧♦rs ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♥✉❧❧❡✳ ■❧ s❡r❛✐t
❞♦♥❝ ♥❛t✉r❡❧ ❞❡ ♣❡♥s❡r q✉❡ ♣♦✉r ε → 0+✱ ❧❡ ❝♦ût L2 ❞✉ ❝♦♥trô❧❡ ✭❞é✜♥✐ à ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❧✐❣♥❡
❞❡ ✭✷✳✷✳✶✮✮ ❡①♣❧♦s❡ s✐ T < L/|M | ❡t t❡♥❞ ✈❡rs 0 q✉❛♥❞ T > L/|M |✳ P♦✉rt❛♥t✱ ❞❛♥s ❬❈●✵✺❪
✐❧ ❡st ❞é♠♦♥tré q✉❡ s✐ M > 0 ❧❡ ❝♦ût ❞✉ ❝♦♥trô❧❡ ❡①♣❧♦s❡ ❜✐❡♥ ❞ès q✉❡ T < L/M ✱ ♠❛✐s s✐
M < 0 ❛❧♦rs ❧❡ ❝♦♥trô❧❡ ❡①♣❧♦s❡ ❞ès q✉❡ T < 2L/|M |✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ♣❧✉s s✉r♣r❡♥❛♥t✳ ❉❛♥s ❧❡
♠ê♠❡ ❛rt✐❝❧❡✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ♦♥t ♣r♦✉✈é q✉❡ ❧❡ ❝♦ût ❞✉ ❝♦♥trô❧❡ t❡♥❞❛✐t ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ✈❡rs 0
q✉❛♥❞ ε→ 0+ ♣♦✉r T > 4.3L/M s✐ M > 0 ❡t T > 57.2L/|M | s✐ M < 0✳ ▲❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s t❡❝❤✲
♥✐q✉❡s ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❝❡ ♣❛♣✐❡r s♦♥t ❞✬✉♥❡ ♣❛rt ❞❡s rés✉❧t❛ts s✉r ❧❡s ③ér♦s ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❡♥t✐èr❡s✱
❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt ✉♥❡ ✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ t②♣❡ ❈❛r❧❡♠❛♥ s✉r ❧❡ s②stè♠❡ ❛❞❥♦✐♥t ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥❡ ✐♥é❣❛❧✐té ❞❡
❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡ s♣é❝✐✜q✉❡ à ❝❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥✳ ▲❡s ❝♦♥st❛♥t❡s 4.3 ❡t 57.2 ♦♥t été ❛♠é❧✐♦ré❡s
❞❛♥s ❬●❧❛✶✵❪ ❡♥ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t 4.2 ❡t 6.1 ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ s❡♠❜❧❛❜❧❡ à ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s
♠♦♠❡♥ts ✭❛✈❡❝ ✉♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t❡✉r ❝♦♠♣❧❡①❡ ❜✐❡♥ ❝❤♦✐s✐✮✳ ❖♥ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡
q✉❡ ❧❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ♦♣t✐♠❛❧❡s s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t 1 ❡t 2✳

❉✬✉♥ ❛✉tr❡ ❝ôté✱ ♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡ à ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛❧❡✉r ❝♦♥trô❧é❡ ❛✉ ❜♦r❞ ✭✷✳✶✳✷✮✱ ❛✈❡❝ ❧❡s
♠ê♠❡s ♥♦t❛t✐♦♥s✳ ❆♣♣❡❧♦♥s γ̃ ❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ❝♦♥st❛♥t❡ t❡❧❧❡ q✉❡ ❧❡ ❝♦ût L2 ❞✉ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡ ✭✷✳✶✳✷✮

✭❞é✜♥✐ à ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ✭✷✳✷✳✶✮✮ s✉r (0, T ) s♦✐t ♠❛❥♦ré ♣❛r C(L)e
γ̃+

2T ♣♦✉r T ❛ss❡③ ♣❡t✐t ❡t
♣♦✉r ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ C(L) ♥❡ ❞é♣❡♥❞❛♥t ♣❛s ❞❡ T ✱ ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ γ̃+ s✐❣♥✐✜❛♥t q✉❡ ❧✬♦♥
♣❡✉t ♣r❡♥❞r❡ ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡ ❝♦♥st❛♥t❡ γ > γ̃✱ ❛✉ss✐ ♣r♦❝❤❡ ❞❡ γ̃ q✉❡ ❧✬♦♥ ✈❡✉t ✭❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡
C(L) ❡①♣❧♦s❛♥t ❛✉ ❢✉r ❡t à ♠❡s✉r❡ q✉❡ ❧✬♦♥ s✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ γ̃✮✳ ❖♥ s❛✐t q✉❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t
γ̃ > L2/2 ✭❝❢✳ ❬▼✐❧✵✹❛❪✮ ❡t ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥ ♦❜t❡♥✉❡ s✉r γ̃ à ❝❡ ❥♦✉r ❡st γ̃ 6 3L2/2
✭❝❢✳ ❬❚❚✵✼❪✮✳ ■❧ ❡st ❡♥ ❢❛✐t ❝♦♥❥❡❝t✉ré ✭❝❢✳ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❬❊❩✶✶❜❪✮ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❡①❛❝t❡♠❡♥t
γ̃ = L2/2✳ ▲❡ ❜✉t ❞❡ ❝❡ ♣❛♣✐❡r ❡st ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t r❡❧✐❡r ❧❡ ❝♦ût q✉❛♥❞ ε→ 0+ ❞❡ ❧❛
❝♦♥trô❧❛❜✐❧✐té ❞❡ ✭✷✳✶✳✶✮ ❡♥ t❡♠♣s ❣r❛♥❞ ❛✈❡❝ ❧❡ ❝♦ût ❞❡ ❧❛ ❝♦♥trô❧❛❜✐❧✐té ❞❡ ✭✷✳✶✳✷✮ ❝❡tt❡ ❢♦✐s✲❝✐
❡♥ t❡♠♣s ♣❡t✐t✳ ▲❡ rés✉❧t❛t ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❡st ❧❡ s✉✐✈❛♥t✳

❚❤é♦rè♠❡ ✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡

T >
(2
√
3 + 1− sign(M))L

|M | .

■❧ ❡①✐st❡ ❛❧♦rs ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ K > 0 ✭❞é♣❡♥❞❛♥t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❡ |M | ❡t L✮ ❡t ✉♥❡
❝❡rt❛✐♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ C > 0 ✭❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡s ♠ê♠❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✮ t❡❧❧❡s q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t ε > 0 s✉❢✲
✜s❛♠♠❡♥t ♣❡t✐t✱ ❡t t♦✉t y0 ∈ L2(0, L)✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ (yε, vǫ) ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡
✭✷✳✶✳✶✮ ✈ér✐✜❛♥t yε(T, .) = 0 ❡t

||vε||L2(0,T ) 6 Ce−
K
ε ||y0||L2(0,L).

❉❡ ♣❧✉s✱ s✐ ❧✬♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ γ̃ = L2/2✱ ❛❧♦rs ♦♥ ❛ ❧❡ ♠ê♠❡ rés✉❧t❛t ❞ès q✉❡

T >
(3− sign(M))L

|M | .

▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❛r❣✉♠❡♥t ❡st ❞❡ r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ♣❛ss❡r ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ✭✷✳✶✳✶✮ à ✉♥❡
s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ✭✷✳✶✳✷✮ ✭s✉r ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ t❡♠♣s εT q✉✐ t❡♥❞ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✈❡rs 0 q✉❛♥❞ ε → 0✮
❣râ❝❡ ❛✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞✬✐♥❝♦♥♥✉❡s s✉✐✈❛♥t ✿

✶✵✵



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❯♥ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ❧❡ ❝♦♥trô❧❡ r❛♣✐❞❡ ♣♦✉r ❧❛ ❝❤❛❧❡✉r ❡t ❧❛ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ❞❡ ❈♦r♦♥ ❡t ●✉❡rr❡r♦

u(t, x) = e
M2t
4ε2

−Mx
2ε y(

t

ε
, x).

❉❡s ❝❛❧❝✉❧s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❛❧♦rs ❞❡ ♠❛❥♦r❡r ❧❡ ❝♦ût ❞✉ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡ ✭✷✳✶✳✶✮ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ✭✷✳✶✳✷✮✳ ❖♥ ❝♦♥❝❧✉t ❡♥s✉✐t❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ rés✉❧t❛t ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❝✐té ❞❡ ❬❚❚✵✼❪ ❡t
❡♥ r❡❣❛r❞❛♥t ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ γ̃ = L2/2 s✉r ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s✳

✷✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r s♦♠❡ t✐♠❡ T > 0✱ s♦♠❡ s♣❡❡❞ M 6= 0✱ s♦♠❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ε > 0 ❛♥❞
s♦♠❡ ❧❡♥❣t❤ L > 0✳ ❲❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ tr❛♥s♣♦rt✲❞✐✛✉s✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥
♦♥ [0, T ]× [0, L]✱ ✇✐t❤ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ y0 ∈ L2(0, L) ❛♥❞ ✇✐t❤ ❝♦♥tr♦❧ v ∈ L2(0, T ) ❛t t❤❡ ❧❡❢t
s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ✿





yt − εyxx +Myx = 0 ✐♥ (0, T )× (0, L),

y(·, 0) = v(t) ✐♥ (0, T ),

y(·, L) = 0 ✐♥ (0, T ),

✭✷✳✶✳✶✮

❚❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s ❛ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣❛r❛❜♦❧✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥✱ ✇❤♦s❡ ♥✉❧❧✲❝♦♥tr♦❧❧❛❜✐❧✐t② ✐♥ s♠❛❧❧
t✐♠❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❦♥♦✇♥ s✐♥❝❡ ❛ ❧♦♥❣ t✐♠❡ ✭s❡❡ ❬❋❘✼✶❪✱ ♦r ♠♦r❡ r❡❝❡♥t❧② ❬❋■✾✻❛❪ ❛♥❞ ❬▲❘✾✺❪ ❢♦r
r❡s✉❧ts ✐♥ ❛♥② s♣❛❝❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✮✳ ■❢ ε → 0+ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❛ tr❛♥s♣♦rt ❡q✉❛t✐♦♥ ❛t ❝♦♥st❛♥t s♣❡❡❞
M ✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥✉❧❧ ❝♦♥tr♦❧❧❛❜❧❡ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ T > L/|M |✱ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♥tr♦❧ ✐♥ L2✲♥♦r♠ ❜❡✐♥❣
t❤❡ ♥✉❧❧ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ■t ✐s t❤❡♥ ♥❛t✉r❛❧ t♦ ❡①♣❡❝t t❤❛t t❤❡ ❝♦st ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ❜❧♦✇s ✉♣ ❛s s♦♦♥ ❛s
T 6 L/|M | ❛♥❞ t❡♥❞s t♦ 0 ✇❤❡♥ T > L/|M |✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✇❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❬❈●✵✺❪ t❤❛t ✐❢ M > 0
t❤❡♥ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ❜❧♦✇s ✉♣ ❛s s♦♦♥ ❛s T < L/M ✱ ❜✉t ✐❢ M < 0 t❤❡♥ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ❜❧♦✇s ✉♣ ❛s
s♦♦♥ ❛s T < 2L/|M |✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♠♦r❡ s✉r♣r✐s✐♥❣✳ ■♥ t❤❡ s❛♠❡ ♣❛♣❡r✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ♣r♦✈❡❞ t❤❡
❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❞❡❝❛② ♦❢ t❤❡ ❝♦st ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ✭✇❤✐❝❤ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛t t❤❡ ✜rst ❧✐♥❡ ♦❢ ✭✷✳✷✳✶✮✮ ✇❤❡♥
ε → 0+ ❛s s♦♦♥ ❛s T > 4.3L/M ✐❢ M > 0 ❛♥❞ T > 57.2L/|M | ✐❢ M < 0✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥s t♦♦❧s ❛r❡
♦♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞ r❡s✉❧ts ♦♥ t❤❡ r♦♦ts ♦❢ ❡♥t✐r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ ❛ ❈❛r❧❡♠❛♥
❡st✐♠❛t❡ ❢♦r s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❛❞❥♦✐♥t ❡q✉❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ❡st✐♠❛t❡✳ ❚❤❡ ❛✉t❤♦rs
❛❧s♦ r❛✐s❡❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♥❛t✉r❛❧ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ✿

❈♦♥❥❡❝t✉r❡ ✷✳✶✳✶✳ ❚❤❡ ❝♦st ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ ✭✷✳✶✳✶✮ t❡♥❞s t♦ 0 ❛s ε→ 0+ ❛s s♦♦♥ ❛s

T >
(3− sign(M))L

2|M | .

❚❤✐s r❡s✉❧t ✇❛s ❡①t❡♥❞❡❞ ✐♥ s❡✈❡r❛❧ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ✐♥ ❬●▲✵✼❪ ✭✇✐t❤ ❛ s♣❡❡❞ M ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥
t❤❡ s♣❛❝❡ ❛♥❞ t❤❡ t✐♠❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✮ ❢♦r ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤ t✐♠❡s✳ ❚❤❡ ♠♦st r❡❝❡♥t r❡s✉❧t ❛✈❛✐❧❛❜❧❡
❝♦♠❡s ❢r♦♠ ❬●❧❛✶✵❪✳ ❚❤❡ ❛✉t❤♦r ✐♠♣r♦✈❡❞ t❤❡ ❝♦♥st❛♥t 4.3 ❛♥❞ 57.2 ♦❢ ❬❈●✵✺❪ t♦ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②
4.2 ❛♥❞ 6.1 ❜② ✉s✐♥❣ ❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❤✐❝❤ ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ ♠❡t❤♦❞ ✿ ❛♥ ✐♥❡q✉❛❧✐t②
♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐t② ✐s ♣r♦✈❡❞ ❜② ❝♦♥str✉❝t✐♥❣ ❛ ❜✐✲♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❢❛♠✐❧② ✭t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ P❛❧❡②✲❲✐❡♥❡r
t❤❡♦r❡♠✮ t♦ t❤❡ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧s ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✭✷✳✶✳✶✮
✇❤❡♥ ✐t ✐s ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ ♦♥ s♦♠❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❜❛s✐s✳ ❚❤❡ ❦❡② ♣♦✐♥t ✐s t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥
♦❢ ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ❝♦♠♣❧❡① ♠✉❧t✐♣❧✐❡r✳

❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❧❡t ✉s r❡❝❛❧❧ s♦♠❡ r❡s✉❧ts ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❤❡❛t ❡q✉❛t✐♦♥ ❝♦♥tr♦❧✲
❧❡❞ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t s✐❞❡

✶✵✶



✷✳✷✳ Pr♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✶✳✶





ut − uxx = 0 ✐♥ (0, T )× (0, L),

u(·, 0) = w(t) ✐♥ (0, T ),

u(·, L) = 0 ✐♥ (0, T ),

✭✷✳✶✳✷✮

✇✐t❤ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ u(0, .) = u0 ∈ L2(0, L)✳
▲❡t ✉s ❝❛❧❧ γ̃ t❤❡ ❜❡st ✭t❤❛t ✐s t♦ s❛② t❤❡ s♠❛❧❧❡st✮ ❝♦♥st❛♥t s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ L2 ❝♦st ♦❢ t❤❡

❝♦♥tr♦❧ ♦❢ ✭✷✳✶✳✷✮ ♦♥ (0, T ) ✭✇❤✐❝❤ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛t t❤❡ ✜rst ❧✐♥❡ ♦❢ ✭✷✳✷✳✶✮✮ ✐s ✉♥❞❡r t❤❡ ❢♦r♠

C(L)e
γ̃+

2T ❢♦r s♦♠❡ C(L) ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥❧② ♦♥ L ❛♥❞ ❢♦r T > 0 s♠❛❧❧ ❡♥♦✉❣❤✱ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ γ̃+

♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ❝❤♦♦s❡ ❛♥② ❝♦♥st❛♥t γ > γ̃ ❛s ❝❧♦s❡ ❛s γ̃ ❛s ✇❡ ✇❛♥t ✭t❤❡ ❝♦♥st❛♥t C(L)
❡①♣❧♦❞❡s ✇❤❡♥ γ → γ̃✮✳ ■t ✐s ❦♥♦✇♥ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ✭s❡❡ ❬▼✐❧✵✹❛❪✮ γ̃ > L2/2 ❛♥❞ t❤❡ ❜❡st ✉♣♣❡r
❜♦✉♥❞ ♦♥ γ̃ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r t❤❡ t✐♠❡ ❜❡✐♥❣ ✐s ✭s❡❡ ❬❚❚✵✼❪✮ γ̃ 6 3L2/2✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s ❝♦♥❥❡❝t✉r❡❞
✭s❡❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❬❊❩✶✶❜❪✮ t❤❛t

❈♦♥❥❡❝t✉r❡ ✷✳✶✳✷✳ γ̃ = L2/2✳

❲❡ ❛r❡ ♥♦✇ ❣♦✐♥❣ t♦ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ♠❛✐♥ r❡s✉❧t ♦❢ t❤✐s ♥♦t❡✳

❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✶✳✶✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t

T >
(2
√
3 + 1− sign(M))L

|M | .

❚❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐sts s♦♠❡ ❝♦♥st❛♥t K > 0 ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥❧② ♦♥ |M | ❛♥❞ L✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts s♦♠❡
❝♦♥st❛♥t C > 0 ✭❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✮ s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r ❛❧❧ ε > 0 ❛♥❞ ❛❧❧ y0 ∈ L2(0, L)✱
t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ s♦❧✉t✐♦♥ (yε, vǫ) ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♣r♦❜❧❡♠ ✭✷✳✶✳✶✮ ✈❡r✐❢②✐♥❣ yε(T, .) = 0 ❛♥❞

||vε||L2(0,T ) 6 Ce−
K
ε ||y0||L2(0,L).

▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐❢ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ γ̃ = L2/2 ✐s ✈❡r✐✜❡❞✱ t❤❡♥ ♦♥❡ ❝❛♥ st❛t❡ t❤❡
s❛♠❡ r❡s✉❧t ❛s s♦♦♥ ❛s

T >
(3− sign(M))L

|M | .

✷✳✷ Pr♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✶✳✶

❋r♦♠ ♥♦✇ ♦♥✱ ❧❡t ✉s ❝❛❧❧ CD(T, L) t❤❡ ❝♦st ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ ✭✷✳✶✳✷✮✱ ❛♥❞ CTD(T, L,M, ε)
t❤❡ ❝♦st ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ ✭✷✳✶✳✶✮✱ t❤❛t ✐s t♦ s❛②





CD(T, L) = sup
u0∈L2(0,L)

inf
(u,w) ✈❡r✐✜❡s ✭✷✳✶✳✷✮ ❛♥❞ u(T,·)=0

||w||L2(0,T )

||u0||L2(0,T )
,

CTD(T, L,M, ε) = sup
y0∈L2(0,L)

inf
(y,v) ✈❡r✐✜❡s ✭✷✳✶✳✶✮ ❛♥❞ y(T,·)=0

||v||L2(0,T )

||y0||L2(0,T )
.

✭✷✳✷✳✶✮

❲❡ ❣✐✈❡ ❛ ❧❡♠♠❛ t❤❛t ❡♥❛❜❧❡ ✉s t♦ ❧✐♥❦ t❤❡s❡ q✉❛♥t✐t✐❡s✳

▲❡♠♠❛ ✷✳✷✳✶✳ ❋♦r ❛❧❧ T0 < T ✱ ♦♥❡ ❤❛s




CTD(T, L,M, ε) 6
e−

M2T0
4ε√
ε

CD(ε(T − T0), L) ✐❢ M > 0,

CTD(T, L,M, ε) 6
e−

M2T0
4ε

+
|M|L
2ε√

ε
CD(ε(T − T0), L) ✐❢ M < 0.

✭✷✳✷✳✷✮

✶✵✷



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❯♥ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ❧❡ ❝♦♥trô❧❡ r❛♣✐❞❡ ♣♦✉r ❧❛ ❝❤❛❧❡✉r ❡t ❧❛ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ❞❡ ❈♦r♦♥ ❡t ●✉❡rr❡r♦

Pr♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✷✳✷✳✶
❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✿

u(t, x) := e
M2t
4ε2

−Mx
2ε y(

t

ε
, x),

✇❤❡r❡ y ✈❡r✐✜❡s ✭✷✳✶✳✶✮✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ u ✐s ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ [0, εT ]× [0, L]✳ ▼♦r❡♦✈❡r

ut(t, x)− uxx(t, x) = e
M2t
4ε2

−Mx
2ε (

M2

4ε2
y +

yt
ε
− M2

4ε2
y − yxx +

M

ε
yx) = 0,

✇❤❡r❡ y ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❛t ♣♦✐♥t ( tε , x)✳ ❋✐♥❛❧❧② u ✈❡r✐✜❡s ✭✷✳✶✳✷✮ ✭t❤❡

✜♥❛❧ t✐♠❡ T ❜❡✐♥❣ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② εT ✮ ✇✐t❤ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ u0(x) := e
−Mx
2ε y0(x) ❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧

w(t) := e
M2t
4ε2 v(t/ε)✳

▲❡t ✉s ❢r♦♠ ♥♦✇ ♦♥ ❝❛❧❧ S := εT ❛♥❞ S0 := εT0✳ ❲❡ ❝❛♥ ❝♦♥tr♦❧ ✭✷✳✶✳✷✮ ✇✐t❤ w ❛❝t✐♥❣
♦♥❧② ♦♥ (S0, S) ✭✐✳❡✳ ✇❡ ✐♠♣♦s❡ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ t♦ ✈❛♥✐s❤ ♦♥ (0, S0)✮ ❛t ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦st CD(S−S0, L)✳
❈❛❧❧✐♥❣ v(t) := e

−M2t
4ε w(εt)✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

||w(t)||L2(S0,S) =
√
ε||eM2t

4ε v(t)||L2(T0,T )

6 CD(S − S0, L)||u(S0, x)||L2(0,L)

6 CD(S − S0, L)||u0||L2(0,L).

✭t❤❡ ❧❛st ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❤♦❧❞s ❜❡❝❛✉s❡ u ✈❡r✐✜❡s t❤❡ ❤❡❛t ❡q✉❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ♥✉❧❧ ❉✐r✐❝❤❧❡t ❜♦✉♥❞❛r②
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦♥ (0, S0) s✐♥❝❡ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❛❝t ♦♥ (0, S0)✮✳ ❚❤✐s ♥♦t❛❜❧② ✐♠♣❧✐❡s

||v(t)||L2(T0,T ) 6
1√
ε
e

−M2T0
4ε CD(S − S0, L)||u0||L2(0,L). ✭✷✳✷✳✸✮

❯s✐♥❣ ♥♦✇ e
−Mx
2ε 6 1 ❢♦r M > 0 ❛♥❞ e

−Mx
2ε 6 e

|M|L
2ε ❢♦r M < 0✱ ♦♥❡ ❡❛s✐❧② ❞❡❞✉❝❡s ✭✷✳✷✳✷✮ ❢r♦♠

✭✷✳✷✳✸✮✳

❲❡ ❝❛♥ ♥♦✇ ♣r♦✈❡ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✶✳✶✳ ▲❡t ✉s ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ✭♥✉♠❡r✐❝❛❧✮ ❝♦♥st❛♥t a s✉❝❤ t❤❛t
T = aL/|M | ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ ❝❤♦s❡♥ ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ✉♥✐❢♦r♠ ❝♦♥tr♦❧❧❛❜✐❧✐t②✱ ❛♥❞
s 6 1 s✉❝❤ t❤❛t S0 = εsaL/|M |✳ ❲❡ ❤❛✈❡ S = εaL/|M |. ❲❡ t❤❡♥ ❝❛❧❧ T0 := S0/ε = saL/|M |.

✷✳✷✳✶ ❈❛s❡ M > 0

❚❤❛♥❦s t♦ ▲❡♠♠❛ ✷✳✷✳✶✱ ♦♥❡ ❤❛s

CTD(T, L,M, ε) 6
e−

aMLs
4ε√
ε

CD(S − S0, L).

▲❡t ✉s ❛ss✉♠❡ t❤❛t CD(S) 6 C(L)e
b+L2

S ❢♦r s♦♠❡ b > 0 ❛♥❞ S s♠❛❧❧ ❡♥♦✉❣❤ ✭t❤❡ ❝♦♥st❛♥t
C(L) ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ε ❜❡❝❛✉s❡ ε ❛♣♣❡❛rs ♥♦✇ ♦♥❧② ✐♥ t❤❡ t✐♠❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✮✳ ❲❡ ❤❛✈❡ t❤❡♥
❢♦r ε s♠❛❧❧ ❡♥♦✉❣❤

CTD(T, L,M, ε) 6
C(L)√

ε
e
−asML

4ε
+ bLM

ε(1−s)a .

■❢ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❞❡❝r❡❛s❡ r❛t❡ ✐♥ ε ✉♥❞❡r t❤❡ ❢♦r♠ e−
K
ε , ❢♦r s♦♠❡ K > 0✱ ✐t ✐s s✉✣❝✐❡♥t

t♦ ❤❛✈❡ −sMLa/4ε + bLM/ε(1− s)a < 0✱ ✐✳❡✳ b/(1− s)a < as/4✱ ✐✳❡✳ 4b < a2s(1− s)✳ ❖♥❡
❝❤♦♦s❡s s = 1/2 s♦ t❤❛t s(1 − s) = 1/4 ✐s ♠❛①✐♠✉♠✳ ❲❡ ♦❜t❛✐♥ a > 4

√
b✳ ❆s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥

t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❜❡st ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ♦♥ γ̃ ✭s❡❡ ❬❚❚✵✼❪✮ ✐s γ̃ 6 3L2/2✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦
b 6 3/4✳ ❍❡♥❝❡ ✇❡ ♠❛② t❛❦❡ ❛♥② a > 2

√
3✳

❚❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s γ̃ = L2/2 ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ b = 1/4✱ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s a > 2✳ ❚❤❡♦r❡♠ 1.1 ✐s
♣r♦✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ M > 0✳

✶✵✸



✷✳✸✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♠❡♥ts

✷✳✷✳✷ ❈❛s❡ M < 0

❚❤❛♥❦s t♦ ▲❡♠♠❛ ✷✳✷✳✶✱ ♦♥❡ ❤❛s

CTD(T, L,M, ε) 6 e−
a|M|Ls

4ε
+

|M|L
2ε CD(S − S0, L).

❋✐♥❛❧❧②✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ♥♦t❛t✐♦♥s ❛s ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s✉❜s❡❝t✐♦♥

CTD(T, L,M, ε) 6 e
−as|M|L

4ε
+

bL|M|
ε(1−s)a

+
|M|L
2ε .

❖♥❡ ❤❛s −as|M |L/4ε+ bL|M |/ε(1− s)a+ |M |L/2ε < 0 ❛s s♦♦♥ ❛s b/(1− s)a < sa− 1/2✱ ✐✳❡✳
b/a2 < s(1− s)/4 − (1− s)/2a. ❖♣t✐♠✐③✐♥❣ s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ❣✐✈❡s
✉s s = 1/2 + 1/a✳ ❙✐♥❝❡ s > 1 ✇❡ s❤♦✉❧❞ ❤❛✈❡ a > 2 ✭✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ ✈❡r✐✜❡❞ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡
♣r♦♦❢✮✳ ❲❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❛t ✐t ✐s s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❤❛✈❡ b/a2 < (2− a)2/16a2✱ ✐✳❡✳ a > 4

√
b+2✳ ❲❡ ❦♥♦✇

t❤❛t b 6 3/4✱ ❤❡♥❝❡ ✇❡ ♠❛② t❛❦❡ ❛♥② a > 2
√
3 + 2(> 2)✳

❚❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s b = 1/4 ✇♦✉❧❞ ✐♠♣❧② a > 4(> 2)✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ 1.1 ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❞✳

✷✳✸ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♠❡♥ts

✶✳ ❖♥❡ s❡❡s ❤❡r❡ t❤❛t ❛♥② ♥❡✇ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ♦❢ γ̃ ✇♦✉❧❞ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥ ✐♠♣r♦✲
✈❡♠❡♥t ✐♥ ♦✉r ♣r♦❜❧❡♠ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ ✭✷✳✶✳✶✮ ✿ ♦✉r ♣r♦♦❢ ♣r♦✈✐❞❡s t❤❛t ✐❢ γ̃ 6 2b/L2 ✭t❤❡ b
❜❡✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❛s ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✮ t❤❡♥ ♦♥❡ ✇♦✉❧❞ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❞❡❝❛②
♦❢ t❤❡ ❝♦st ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ ✭✷✳✶✳✶✮ ❢♦r T > (4

√
b+ 1− sign(M))L/|M |✳

✷✳ ❚❤❡ str❛t❡❣② ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ✭✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❞♦✐♥❣ ♥♦t❤✐♥❣ ♦♥ s♦♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ♦❢ t✐♠❡ (0, T0)✮
❞♦❡s ♥♦t s❡❡♠ t♦ ❜❡ ♦♣t✐♠❛❧✳ ❚❤✐s ♠❛② ❡①♣❧❛✐♥ t❤❛t ♦✉r str❛t❡❣② ❝❛♥♥♦t ❡♥❛❜❧❡ ✉s t♦
❞❡❞✉❝❡ ❈♦♥❥❡❝t✉r❡ ✷✳✶✳✶ ❢r♦♠ ❈♦♥❥❡❝t✉r❡ ✷✳✶✳✷✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ s♦♠❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡✈✐❞❡♥❝❡s ✭s❡❡
❬❙❛❧✵✾❪✮ s❡❡♠ t♦ ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t ✐❢ M > 0 t❤❡♥ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♥st❛♥t ✐s ❜❡t✇❡❡♥ 1 ❛♥❞ 1.6
❛♥❞ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❛s ❜✐❣ ❛s 2✳ ❚❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ t❤❛t ♠❛② ❜❡ ❞r❛✇♥ ✐s t❤❛t ♦✉r ✇♦r❦ ❞♦❡s
♥♦t q✉❡st✐♦♥ ❈♦♥❥❡❝t✉r❡ ✷✳✶✳✶✱ ❛♥❞ t❤❛t tr②✐♥❣ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ ✭✷✳✶✳✶✮ ❛♥❞ ✭✷✳✶✳✷✮ ❝❛♥ ♦♥❧②
✐♠♣r♦✈❡ ❡①✐st✐♥❣ r❡s✉❧ts ❜✉t ✇❡ ✏❧♦s❡✑ t♦♦ ♠✉❝❤ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ✐♥ ♦✉r tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦
❤♦♣❡ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ r❡s✉❧t✳

✸✳ ❲❡ ✉s❡❞ ❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❝❤❛♥❣❡❞ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ y ♦❢ ✭✷✳✶✳✶✮ ✐♥t♦ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ z ♦❢ ✭✷✳✶✳✷✮
❛♥❞ t❤❛t ♣✉t ❛❧❧ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ t♦ ε ✐♥ t❤❡ t✐♠❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❖♥❡ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ✈❡r✐❢② t❤❛t t❤❡
❝❤❛♥❣✐♥❣ ♦❢ ✉♥❦♥♦✇♥s ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ✐s t❤❡ ♦♥❧② ♦♥❡ t❤❛t ❝❛♥ ❛❝❤✐❡✈❡ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② t❤❡s❡
t✇♦ ❣♦❛❧s✳ ❖♥❡ ❝♦✉❧❞ ✜♥❞ ♦t❤❡r ❝❤❛♥❣❡s ♦❢ ✉♥❦♥♦✇♥s ✇❤❡r❡ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧
❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ε✱ ❜✉t t❤❡② ❝❛♥♥♦t ❜❡ ✉s❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❦♥♦✇ ♣r❡❝✐s❡❧② ❡♥♦✉❣❤ ❤♦✇ t❤❡
❝♦♥st❛♥ts ✐♥ t❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐t② ❢♦r t❤❡ ❤❡❛t ❡q✉❛t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr②
♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✳ ◆♦t❛❜❧②✱ ♦♥❡ ❝❛♥♥♦t ✉s❡ ❬❚❚✵✼❪✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✐❞❡rs ♦♥❧② t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢
t❤❡ ❝♦♥st❛♥ts ✐♥ t❤❡ t✐♠❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✇❤❡♥ ✐t t❡♥❞s t♦ 0✳

✶✵✹



❈❤❛♣✐tr❡ ✸

❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ❞❡

❊r✈❡❞♦③❛ ❡t ❩✉❛③✉❛ à ❧❛ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ❞❡

❈♦r♦♥ ❡t ●✉❡rr❡r♦

❆❜str❛❝t

❚❤❡ ❛✐♠ ♦❢ t❤✐s s❤♦rt ♣❛♣❡r ✐s t♦ ❡①♣❧♦r❡ ❛ ♥❡✇ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣
s❤❛r♣ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐t② ❡st✐♠❛t❡s ❢♦r t❤❡ 1✲❉ ❤❡❛t ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥ s♠❛❧❧ t✐♠❡ ❛♥❞ ❛ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡
❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ❝♦st ♦❢ ♥✉❧❧✲❝♦♥tr♦❧❧❛❜✐❧✐t② ❢♦r ❛ 1✲❉ ❝♦♥✈❡❝t✐♦♥✲❞✐✛✉s✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❝♦♥st❛♥t
❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ♦♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ✐♥ t❤❡ ✈❛♥✐s❤✐♥❣ ✈✐s❝♦s✐t② ❧✐♠✐t✱ ✐♥ t❤❡ s♣✐r✐t ♦❢ ✇❤❛t ✐s
❞♦♥❡ ✐♥ ❬P✐❡rr❡ ▲✐ss②✱ ❆ ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦st ♦❢ ❢❛st ❝♦♥tr♦❧s ❢♦r t❤❡ 1✲❉ ❤❡❛t ❡q✉❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡
✉♥✐❢♦r♠ ❝♦♥tr♦❧❧❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ ✶✲❉ tr❛♥s♣♦rt✲❞✐✛✉s✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥✱ ❈✳ ❘✳ ▼❛t❤✳ ❆❝❛❞✳ ❙❝✐✳ P❛r✐s✱
❱♦❧✉♠❡ ✸✺✷✱ ✷✵✶✷❪✳ ❲❡ ♥♦t❛❜❧② ❡st❛❜❧✐s❤ t❤❛t t❤❡ ✜rst ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ✐♠♣❧✐❡s t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ❛s
s♦♦♥ ❛s t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s♣♦rt ♣❛rt ✐s ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ ✐♥ t❤❡ tr❛♥s♣♦rt✲❞✐✛✉s✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥✳

❑❡②✇♦r❞s✿ ❚r❛♥s♣♦rt✲❞✐✛✉s✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥❀ ◆✉❧❧ ❝♦♥tr♦❧❧❛❜✐❧✐t②❀ ❱❛♥✐s❤✐♥❣ ✈✐s❝♦s✐t② ❧✐♠✐t✳

✸✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r s♦♠❡ T > 0✱ L > 0✱ ❛♥❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❤❡❛t ❡q✉❛t✐♦♥ ✇✐t❤
❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥tr♦❧ ❛t t❤❡ ❧❡❢t s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r②✿





yt − yxx = 0 ✐♥ (0, T )× (0, L),

y(·, 0) = u(t) ✐♥ (0, T ),

y(·, L) = 0 ✐♥ (0, T ),

✭✸✳✶✳✶✮

✇✐t❤ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ y(0, ·) = y0 ∈ H−1(0, L) ❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧ u ∈ L2(0, T )✳ ■t ✐s ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ t❤❛t
t❤✐s ❝♦♥tr♦❧ ♦♣❡r❛t♦r ✐s ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ❢♦r ✐♥✐t✐❛❧ ❞❛t❛ ✐♥ H−1(0, L) ❛♥❞ t❤❛t ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✳✶✮ ✐s
♥✉❧❧✲❝♦♥tr♦❧❧❛❜❧❡ ✐♥ ❛r❜✐tr❛r② s♠❛❧❧ t✐♠❡✱ t❤❛♥❦s ✭♥♦t❛❜❧②✮ t♦ t❤❡ ✐♥✜♥✐t❡ s♣❡❡❞ ♦❢ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥

✶✵✺



✸✳✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

♦❢ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭s❡❡ ❬❋❘✼✶❪ ❢♦r t❤❡ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝❛s❡✱ ♦r ♠♦r❡ r❡❝❡♥t❧② ❬❋■✾✻❛❪✱ ❬▲❘✾✺❪
❛♥❞ ❬▲é❛✶✵❪ ❢♦r r❡s✉❧ts ✐♥ ❛♥② s♣❛❝❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✇✐t❤ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t❡r♠s ♦❢ ♦r❞❡r 0 ❛♥❞ 1 ✐♥ t❤❡
❡q✉❛t✐♦♥✮✳ ❆ ♠♦r❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ ✭❛♥❞ st✐❧❧ ✇✐❞❡❧② ♦♣❡♥✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥ t❤❡ ♠✉❧t✐✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝❛s❡✮
q✉❡st✐♦♥ ✐s ✇❤❛t ✐s ✉s✉❛❧❧② ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❝♦st ♦❢ ❢❛st ❝♦♥tr♦❧s✱ ✐✳❡✳ ✇❤❛t ✐s t❤❡ ❡♥❡r❣② r❡q✉✐r❡❞ t♦
st❡❡r t❤❡ s②st❡♠ t♦ 0 ❛t t✐♠❡ T ✇❤❡♥ T → 0✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ❧❡t ✉s ❝❛❧❧

TD(y0, T ) := {(y, u) ∈ C0([0, T ], H−1(0, L))× L2(0, T )

|(y, u) ✈❡r✐✜❡s ✭✸✳✶✳✶✮✱ y(0, ·) = y0 ❛♥❞ y(T, ·) = 0}

❛♥❞

CD(T, L) = sup
y0∈H−1(0,L)

inf
(y,u)∈ TD(y0,T )

||u||L2(0,T )

||y0||H−1(0,L)
.

❖♥❡ ❝❛♥ ♣r♦✈❡ ✭s❡❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❬❈♦r✵✼✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸❪✮ t❤❛t CD(T, L) ✐s ❛❧✇❛②s ✜♥✐t❡✳ ▼♦r❡✲
♦✈❡r✱ ❢♦r ❡✈❡r② y0 ∈ H−1(0, L)✱ t❤❡ ✐♥✜♠✉♠ ✐s ❛❧✇❛②s r❡❛❝❤❡❞ ❛t ❛ ✉♥✐q✉❡ uopt✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡✲
s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ L2(0, T )✲♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❡❝t♦r 0 ♦♥ t❤❡ s✉❜s♣❛❝❡ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧s u t❤❛t
st❡❡r y0 t♦ 0 ❛t t✐♠❡ T ✭✐✳❡✳ uopt ✐s t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ❤❛✈✐♥❣ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ♥♦r♠✱ ✇❤✐❝❤ ❥✉st✐✜❡s
t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✏❝♦st ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧✑ ❢♦r t❤❡ q✉❛♥t✐t② CD(T, L)✮✳ CD(T, L) ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s t❤❡
s♠❛❧❧❡st ❝♦♥st❛♥t C > 0 s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❡✈❡r② y0 ∈ H−1(0, L)✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts s♦♠❡ ❝♦♥tr♦❧ u s✉❝❤
t❤❛t t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s♦❧✉t✐♦♥ y ♦❢ ✭✸✳✶✳✶✮ ✇✐t❤ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ y0 ✈❡r✐✜❡s y(T ) = 0 ❛♥❞

||u||L2(0,T ) 6 C||y0||H−1(0,L). ✭✸✳✶✳✷✮

▲❡t ✉s ❝❛❧❧
β∗ := lim sup

T→0
T ln(CD(T, L))

❛♥❞
β∗ := lim inf

T→0
T ln(CD(T, L)).

■t ✐s ♣r♦✈❡❞ ✐♥ ❬●ü✐✽✺❪ t❤❛t β∗ > 0 ❛♥❞ ✐♥ ❬❙❡✐✽✹❪ t❤❛t β∗ < +∞✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t CD(T, L)

❜❡❤❛✈❡s r♦✉❣❤❧② ❧✐❦❡ e
K
T ❢♦r s♠❛❧❧ ❡♥♦✉❣❤ T ✱ ✇❤❡r❡ K ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ T ✳ ❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❤❛✈❡

❜❡❡♥ ♠❛❞❡ ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡ ❧❛t❡r✿ ❖♥❡ ❤❛s β∗ > L2/4 ✭s❡❡ ❬▼✐❧✵✹❜❪✮✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ♥♦t❛❜❧② ♣r♦✈❡❞
❜② ❝♦♥str✉❝t✐♥❣ ❛ s✐♥❣✉❧❛r s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤❡❛t ❡q✉❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✉s✐♥❣ ❛ ❢♦r♠✉❧❛ ♦❢ ❱❛r❛❞❤❛♥
❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ❤❡❛t ❦❡r♥❡❧ ✐♥ s♠❛❧❧ t✐♠❡ ✭❝❢✳ ❬❱❛r✻✼❪✮✳ ❚❤❡ q✉❡st✐♦♥ ♦❢ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞s ❢♦r β∗

❤❛s ❛❧s♦ ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞ ❜② ♥✉♠❡r♦✉s ❛✉t❤♦rs ✭s❡❡ ♥♦t❛❜❧② ❬❙❡✐✽✹❪✱ ❬❙❡✐✽✻❪✱ ❬▼✐❧✵✹❛❪ ♦r ❬❙❡✐✵✽❪✮
❛♥❞ t❤❡ ❜❡st ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ❦♥♦✇♥ ✐s β∗ 6 3L2/4 ❛s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❬❚❚✵✼❪✳ ▲❡t ✉s ♠❡♥t✐♦♥
❤❡r❡ t❤❛t t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ tr❛♥s♠✉t❛t✐♦♥ ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ✇❛✈❡✲t②♣❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✐♥t♦ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢
❤❡❛t✲t②♣❡ ❡q✉❛t✐♦♥s st✉❞✐❡❞ s②st❡♠❛t✐❝❛❧❧② ✐♥ ❬▼✐❧✵✻❛❪✱ ❛ r❡s✉❧t ❢♦r t❤❡ ❝♦st ♦❢ ❢❛st ❝♦♥tr♦❧s ✐♥
♦♥❡ s♣❛❝❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❢♦r ❜♦✉♥❞❛r② ♦r ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❝♦♥tr♦❧s ❣✐✈❡s ❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ r❡s✉❧t ✐♥ t❤❡
♠✉❧t✐✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝❛s❡ ✐♥ ❛ ✭s♠♦♦t❤ ❡♥♦✉❣❤✮ ❜♦✉♥❞❡❞ ❞♦♠❛✐♥ Ω ♦❢ Rn ✭n ∈ N

∗✮ ✇✐t❤ ❝♦♥tr♦❧
❞♦♠❛✐♥ ω ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❡✐t❤❡r ❛ s✉❜s❡t ♦❢ ∂Ω ♦r ❞✐str✐❜✉t❡❞ ✐♥t♦ Ω ✈❡r✐❢②✐♥❣ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝
❝♦♥tr♦❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ●❈❈ ♦❢ ❬❇▲❘✾✷❪✱ ✇❤✐❝❤ ❥✉st✐✜❡s t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ st✉❞② ♦❢ t❤❡ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
❝❛s❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s ♥♦t ♥❛t✉r❛❧ t♦ ✐♠♣♦s❡ ●❈❈ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ❞♦♠❛✐♥ ω ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢
♣❛r❛❜♦❧✐❝ s②st❡♠s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ t♦♥❡ ❝❛♥ ❜♦✉♥❞ β∗ ❢r♦♠ ❛❜♦✈❡ ❜② ❛ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♦❢
t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❧♦♥❣❡st ❣❡♦❞❡s✐❝ ♦❢ Ω ♥♦t ✐♥t❡rs❡❝t✐♥❣ ω✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t ♥❛t✉r❛❧ ❢♦r ❤❡❛t✲t②♣❡
❡q✉❛t✐♦♥s ✭♦♥❡ ❡①♣❡❝ts β∗ t♦ ❜❡ s♦♠❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♦❢ supy∈Ω d(y, ω) ❛❝❝♦r❞✐♥❣ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ t♦
❬▼✐❧✵✹❛✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✶❪✮✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ tr❛♥s♠✉t❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❝♦♥tr♦❧ ❞♦♠❛✐♥s ♥♦t ✈❡r✐❢②✐♥❣
●❈❈ ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ✭s❡❡ ❬❊❩✶✶❛❪✮✱ ✉♥❢♦rt✉♥❛t❡❧② ✐t ❞♦❡s ♥♦t s❡❡♠ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ♣r❡❝✐s❡ ❡st✐♠❛t❡s ♦♥
CD(T, L)✳

■♥ ❢❛❝t✱ ✐t ✐s ❝♦♥❥❡❝t✉r❡❞ ✭♥♦t❛❜❧② ✐♥ ❬▼✐❧✵✹❛❪ ❛♥❞ ❬❊❩✶✶❜❪✮ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
❝❛s❡ ♦♥❡ ❤❛s ❡①❛❝t❧②

✶✵✻



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ❞❡ ❊r✈❡❞♦③❛ ❡t ❩✉❛③✉❛ à ❧❛ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ❞❡ ❈♦r♦♥ ❡t ●✉❡rr❡r♦

❈♦♥❥❡❝t✉r❡ ✸✳✶✳✶✳ β∗ = L2/4 = β∗✱ ✐✳❡✳ ❢♦r ❡✈❡r② L > 0✱ ❢♦r ❡✈❡r② K > L2/4✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts
s♦♠❡ C(K) > 0 s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❡✈❡r② T s♠❛❧❧ ❡♥♦✉❣❤✱

CD(T, L) 6 C(K)e
K
T .

❋♦r ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡s ✐♥ t❤❡ ♠✉❧t✐✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝❛s❡✱ s❡❡ ❬▼✐❧✵✹❛❪ ♦r ❬❊❩✶✶❜✱ ❙❡❝✲
t✐♦♥ ✺❪✳

■t ✐s ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❞✉❛❧✐t② ❜❡t✇❡❡♥ ♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧❧❛❜✐❧✐t② ✭s❡❡ ❢♦r ❡①✲
❛♠♣❧❡ ❬❉❘✼✼❪✮✱ t❤❛t t❤❡ ♥✉❧❧✲❝♦♥tr♦❧❧❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✳✶✮ ✇✐t❤ ❝♦st CD(T, L) ✐s ❡①❛❝t❧②
❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥❡q✉❛❧✐t②✱ ❝❛❧❧❡❞ ♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐t② ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✿

∫ L

0
|ϕ(T, x)|2dx 6 CD(T, L)

2

∫ T

0
|∂xϕ(t, 0)|2dt, ✭✸✳✶✳✸✮

❢♦r ❡✈❡r② ϕ s❛t✐s❢②✐♥❣ 



ϕt − ϕxx = 0 ✐♥ (0, T )× (0, L),

ϕ(·, 0) = 0 ✐♥ (0, T ),

ϕ(·, L) = 0 ✐♥ (0, T ),

ϕ(0, ·) = ϕ0 ✐♥ (0, L),

✭✸✳✶✳✹✮

✇✐t❤ ϕ0 ∈ H1
0 (0, L)✳ ■♥❡q✉❛❧✐t② ✭✸✳✶✳✸✮ ✐s ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ s❡t ❢♦r t❤❡ ❛❞❥♦✐♥t ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ✭✸✳✶✳✶✮ ❜✉t

♦♥❡ ❝❛♥ ❝♦♥s✐❞❡r ✐♥st❡❛❞ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ♣r♦❜❧❡♠ ✭✸✳✶✳✹✮ ❜② ❝❤❛♥❣✐♥❣ t ✐♥t♦ T − t✳ ❆ ❝❧❛ss✐❝❛❧ t♦♦❧
t♦ ♦❜t❛✐♥ ✭✸✳✶✳✸✮ ✐s t♦ ✉s❡ ♣❛r❛❜♦❧✐❝ ❈❛r❧❡♠❛♥ ❡st✐♠❛t❡s ❛s ✐♥ ❬❋■✾✻❛❪ ✭❛♥♦t❤❡r ♣♦ss✐❜❧❡ str❛t❡❣②
✐s t♦ ✉s❡ ❡❧❧✐♣t✐❝ ❈❛r❧❡♠❛♥ ❡st✐♠❛t❡s ❛♥❞ t❤❡ ❋❇■ tr❛♥s❢♦r♠ ❛s ✐♥ ❬▲❘✾✺❪✮✳ ❙✉❝❤ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s
♣r♦✈✐❞❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ❡st✐♠❛t❡s ✐♥ ✜♥✐t❡ ♦r ✐♥✜♥✐t❡ t✐♠❡ ✇✐t❤ s✐♥❣✉❧❛r ✇❡✐❣❤t ❛t t✐♠❡ t = 0 ✭❜❡❝❛✉s❡
♦❢ t❤❡ ✐rr❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❤❡❛t s❡♠✐❣r♦✉♣✮ ♦♥ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ϕ ♦❢ ✭✸✳✶✳✹✮ ✉♥❞❡r t❤❡ ❢♦r♠

∫ T

0

∫ L

0
e−

C(L)
t |ϕ(t, x)|2dxdt 6 C1(T, L)

∫ T

0
|∂xϕ(t, 0)|2dt ✭✸✳✶✳✺✮

♦r ∫ ∞

0

∫ L

0
e−

C∞(L)
t |ϕ(t, x)|2dxdt 6 C2(L)

∫ ∞

0
|∂xϕ(t, 0)|2dt, ✭✸✳✶✳✻✮

❢♦r s♦♠❡ ❝♦♥st❛♥ts C(L)✱ C∞(L) ✭♥♦t ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ T ✮ ❛♥❞ s♦♠❡ ❝♦♥st❛♥ts C1(T, L)✱ C2(L)✳
❚❤❡ ❧✐♥❦s ❜❡t✇❡❡♥ ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ ✭✸✳✶✳✸✮✱ ✭✸✳✶✳✺✮ ❛♥❞ ✭✸✳✶✳✻✮ ❤❛s ❜❡❡♥ ❝❛r❡❢✉❧❧② st✉❞✐❡❞
✐♥ ❬▼✐❧✵✻❜❪ ✭✐t ✐s ❛❧s♦ ✇♦rt❤ ♠❡♥t✐♦♥✐♥❣ ❤❡r❡ ❬▼✐❧✶✵❪ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡s ♦♥ t❤❡ ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥
✭✸✳✶✳✸✮ ❛♥❞ s♣❡❝tr❛❧ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ▲❡❜❡❛✉✲❘♦❜❜✐❛♥♦ str❛t❡❣②✮✳

❚❤❡ ♠❛✐♥ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❈❛r❧❡♠❛♥ ❡st✐♠❛t❡s ✐s t❤❛t t❤❡② ❛r❡ ♥♦t r❡❛❧❧② ❛❞❛♣t❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦♥t❡①t
♦❢ t❤❡ ❝♦st ♦❢ ❢❛st ❝♦♥tr♦❧s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ❛r❡ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ♥♦t ♣r❡❝✐s❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡
❝♦♥st❛♥t C ❛♥❞ C∞ ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ✐♥ s✉❝❤ ❡st✐♠❛t❡s ❛r❡ ♦♣t✐♠❛❧✳ ■t ✐s ♣r♦✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ✈❡r② ♥✐❝❡
♣❛♣❡r ❬❊❩✶✶❜❪ ✭✉s✐♥❣ ❛ ❦✐♥❞ ♦❢ r❡✈❡rs❡ tr❛♥s♠✉t❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✇❤❡r❡ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ s♦♠❡
✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❛r❡ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❤❡❛t ❡q✉❛t✐♦♥✮ t❤❛t t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡st✐♠❛t❡ ✐♥ ✐♥✜♥✐t❡✲t✐♠❡ ❤♦r✐③♦♥ ❤♦❧❞s✿

∫ ∞

0

∫ L

0
e−

L2

2t |ϕ(t, x)|2dxdt 6 C(L)

∫ ∞

0
|∂xϕ(t, 0)|2dt, ✭✸✳✶✳✼✮

✇❤❡r❡ C(L) ♠✐❣❤t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ L✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤✐s ❡st✐♠❛t❡ ✐s s❤❛r♣ ✐♥ t❤❡ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝❛s❡
✭❛s ♣r♦✈❡❞ ✐♥ ❬❋❘✼✶❪✮ ❛♥❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡s t❤❡ r❡❛❝❤❛❜❧❡ st❛t❡s ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✳✶✮✳ ❚❤❡ ❛✉t❤♦rs
❛r❡ t❤❡♥ ❛❜❧❡ t♦ ❞❡r✐✈❡ ❢r♦♠ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✭✸✳✶✳✼✮ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡st✐♠❛t❡ ✐♥ ✜♥✐t❡ t✐♠❡✿

∫ ∞

0

∫ L

0
e−

L2

2t |ϕ(t, x)|2dxdt 6 Cint(T, L)

∫ T

0
|∂xϕ(t, 0)|2dt, ✭✸✳✶✳✽✮

✶✵✼



✸✳✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

✇❤❡r❡ Cint(T, L) ✐s ❛ ❝♦♥st❛♥t t❤❛t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ T ❛♥❞ L✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ s✐♥❝❡ ✭✸✳✶✳✽✮ ✐s
♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❛ r❡❛s♦♥✐♥❣ ❜② ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ✇❤❡r❡ ✉♥❛❜❧❡ t♦ ❡st✐♠❛t❡ ♣r❡❝✐s❡❧②
t❤❡ ❝♦♥st❛♥t Cint(T, L)✳

❆ ✈❡r② ♥❛t✉r❛❧ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ✭❝❢✳ ❬❊❩✶✶❜✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✺❪✮ ✇♦✉❧❞ ❜❡ t❤❛t
t❤❡ ❝♦♥st❛♥t Cint(T, L) ❞♦❡s ♥♦t ❜❧♦✇ ✉♣ ✐♥ ❛ t♦♦ ✈✐♦❧❡♥t ✇❛②✱ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡♥s❡✿

❈♦♥❥❡❝t✉r❡ ✸✳✶✳✷✳ ❋♦r ❡✈❡r② δ > 0 ❛♥❞ L > 0✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❝❤♦♦s❡ Cint(T, L) s✉❝❤ t❤❛t

Cint(T, L) = O
T→0

(e
δ
T ).

❈♦♥❥❡❝t✉r❡ ✸✳✶✳✷ ✇♦✉❧❞ ♥♦t❛❜❧② ❜❡ tr✉❡ ✐❢ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ Cint(T, L) ✐s s♦♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ✭s♦♠❡
♣♦✇❡r ♦❢✮ T ✳

▲❡t ✉s ♠❡♥t✐♦♥ ❤❡r❡ t❤❡ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❞✐ss✐♣❛t✐✈❡ ❝❤❛r❛❝t❡r ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛❜♦❧✐❝
s②st❡♠s ✐♠♣❧✐❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡s✉❧t✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✶✳ ❈♦♥❥❡❝t✉r❡ ✸✳✶✳✷ ✐s str♦♥❣❡r t❤❛♥ ❈♦♥❥❡❝t✉r❡ ✸✳✶✳✶✳

❋♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ ❝❧❛r✐t②✱ ✇❡ r❡❝❛❧❧ ❤❡r❡ ❜r✐❡✢② ❛ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣r♦♦❢✱ ✇✐t❤♦✉t ❝❧❛✐♠ ♦❢ ♦r✐❣✐♥❛❧✐t②
✭t❤✐s ✐s ✈❡r② s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❈❛r❧❡♠❛♥ ❡st✐♠❛t❡ ⇒ ♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐t②✮✳

Pr♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✶✳
▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r s♦♠❡ 0 < r < 1 ✭✇❤✐❝❤ ✐s ❞❡st✐♥❡❞ t♦ ❜❡ ❝❧♦s❡ t♦ 1✮✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t

t❤❡ L2✲♥♦r♠ ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✭✸✳✶✳✹✮ ✐s ♥♦♥✲✐♥❝r❡❛s✐♥❣✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥
∫ T

0

∫ L

0
e−

L2

2t |ϕ(t, x)|2dxdt > e−
L2

2Tr

∫ T

rT

∫ L

0
|ϕ(t, x)|2dxdt > (1− r)Te−

L2

2rT

∫ L

0
|ϕ(T, x)|2dx.

❋♦r ❛ ❣✐✈❡♥ K > L2/4✱ t❤❛♥❦s t♦ ❈♦♥❥❡❝t✉r❡ ✸✳✶✳✷✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts s♦♠❡ ❝♦♥st❛♥t C > 0 ❛♥❞ s♦♠❡
r < 1 ✭t❤❛t ♠✐❣❤t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ L ❜✉t ♥♦t ♦♥ T ✮ s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❡✈❡r② T > 0 s♠❛❧❧ ❡♥♦✉❣❤ ♦♥❡ ❤❛s

e
L2

2rT

T (1− r)
Cint(T, L) 6 Ce

2K
T .

❲❡ ❞❡❞✉❝❡ t❤❛t ∫ L

0
|ϕ(T, x)|2dx 6 Ce

2K
T

∫ T

0
|∂xϕ(t, 0)|2dt,

✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s ❡①❛❝t❧② ❈♦♥❥❡❝t✉r❡ ✸✳✶✳✶✳

❚❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ ✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s ✐s t♦ ❡①♣❧❛✐♥ ❤♦✇ ❈♦♥❥❡❝t✉r❡ ✸✳✶✳✷ ❝❛♥ ❜❡ ❧✐♥❦❡❞ t♦ ❛♥♦t❤❡r
❢❛♠♦✉s ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ st❛t❡❞ ✐♥ ❬❈●✵✺❪ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ✉♥✐❢♦r♠ ❝♦♥tr♦❧❧❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ tr❛♥s♣♦rt✲
❞✐✛✉s✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥ ♦♥❡ s♣❛❝❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✇✐t❤ ❝♦♥st❛♥t ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✐♥ t❤❡ ✈❛♥✐s❤✐♥❣ ✈✐s❝♦s✐t②
❧✐♠✐t✱ ✐♥ t❤❡ s♣✐r✐t ♦❢ ✇❤❛t ✇❛s ❞♦♥❡ ❜② t❤❡ ❛✉t❤♦r ✐♥ ❬▲✐s✶✷❪✳

▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r s♦♠❡ ❝♦♥st❛♥t M 6= 0 ✭s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❜❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ x ❛♥❞ t✮ ❛♥❞ s♦♠❡
✈✐s❝♦s✐t② ❝♦❡✣❝✐❡♥t ε ∈ (0, 1) ✭✇❤✐❝❤ ✐s ❞❡st✐♥❡❞ t♦ t❡♥❞ t♦ 0✮✳ ❲❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢❛♠✐❧② ♦❢ tr❛♥s♣♦rt✲❞✐✛✉s✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥s





yt − εyxx +Myx = 0 ✐♥ (0, T )× (0, L),

y(·, 0) = v(t) ✐♥ (0, T ),

y(·, L) = 0 ✐♥ (0, T ),

✭✸✳✶✳✾✮

✇✐t❤ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ y0 ∈ H−1(0, L) ❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧ v ∈ L2(0, T ) ❛♥❞ ε ∈ (0, 1)✳ ■❢ ε ✐s t❛❦❡♥
❡q✉❛❧ t♦ 0 ❛♥❞ ✐❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ y0 ✐s t❛❦❡♥ ✐♥ L2(0, T )✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❛ tr❛♥s♣♦rt ❡q✉❛t✐♦♥
❛t ❝♦♥st❛♥t s♣❡❡❞ M 




yt +Myx = 0 ✐♥ (0, T )× (0, L),

y(·, 0) = v(t) ✐♥ (0, T ),

y(·, L) = 0 ✐♥ (0, T ),

✭✸✳✶✳✶✵✮

✶✵✽



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ❞❡ ❊r✈❡❞♦③❛ ❡t ❩✉❛③✉❛ à ❧❛ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ❞❡ ❈♦r♦♥ ❡t ●✉❡rr❡r♦

✇❤✐❝❤ ✐s ❦♥♦✇♥ t♦ ❜❡ ♥✉❧❧✲❝♦♥tr♦❧❧❛❜❧❡ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ T > L/|M |✱ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♥tr♦❧ ✐♥ L2✲♥♦r♠
✐s ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ ♥✉❧❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭s❡❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❬❈♦r✵✼✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✶❪✮✳ ▲❡t ✉s ❞❡✜♥❡

TTD(y
0, T ) := {(y, u) ∈ C0([0, T ], H−1(0, L))× L2(0, T )

|(y, u) ✈❡r✐✜❡s ✭✸✳✶✳✾✮✱ y(0, ·) = y0 ❛♥❞ y(T, ·) = 0}

❛♥❞

CTD(T, L) = sup
y0∈H−1(0,L)

inf
(y,u)∈ TTD(y0,T )

||u||L2(0,T )

||y0||H−1(0,L)
.

❙✐♥❝❡ ♦♥❡ ❝❛♥ ♣r♦✈❡ ✭s❡❡ ❬❈●✵✺✱ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆❪✮ t❤❛t t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✭✸✳✶✳✾✮ ✇✐t❤ ✐♥✐t✐❛❧
❝♦♥❞✐t✐♦♥ y0 ∈ L2(0, L) ❝♦♥✈❡r❣❡s ✐♥ s♦♠❡ s❡♥s❡ t♦ t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ ✭✸✳✶✳✶✵✮ ✇❤❡♥ ε→ 0✱ ♦♥❡ ♠✐❣❤t
r❡❛s♦♥❛❜❧② ❡①♣❡❝t t❤❛t CTD(T, L,M, ε) → +∞ ❢♦r T < L/|M | ❛♥❞ CTD(T, L,M, ε) → 0 ❢♦r
T > L/|M |✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s ♣r♦✈❡❞ ✐♥ ❬❈●✵✺❪✱ ❛s ❡①♣❡❝t❡❞✱ t❤❛t ♦♥❡ ❤❛s

CTD(T, L,M, ε) > Ce
K
ε

❢♦r s♦♠❡ ❝♦♥st❛♥ts C,K ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ ε ✐❢ T < L/M ❢♦r M > 0✱ ❜✉t ✇❤❛t ✐s ✉♥❡①♣❡❝t❡❞ ✐s
t❤❛t

CTD(T, L,M, ε) > Ce
K
ε

❢♦r s♦♠❡ C,K ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ ε ✐❢ T < 2L/|M | ❢♦rM < 0✳ ❚❤✐s s✉r♣r✐s✐♥❣ r❡s✉❧t ❧❡❞ t❤❡ ❛✉t❤♦rs
t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ ♣♦s✐t✐✈❡ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ✉♥✐❢♦r♠ ❝♦♥tr♦❧❧❛❜✐❧✐t② ♦❢
t❤❡ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✸✳✶✳✾✮ ✐♥ ❧❛r❣❡ t✐♠❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s st✐❧❧ ♥♦t ❞❡❝✐❞❡❞ t♦ ❜❡ tr✉❡ ♦r ❢❛❧s❡✿

❈♦♥❥❡❝t✉r❡ ✸✳✶✳✸✳ ▲❡t T > 0✱ L > 0 ❛♥❞ M 6= 0 ❜❡ ❣✐✈❡♥✳ ❚❤❡♥ CTD(T, L,M, ε) → 0 ❛s
ε→ 0+ ❛s s♦♦♥ ❛s T > L/M ❢♦r M > 0 ❛♥❞ T > 2L/|M | ❢♦r M < 0✳

■♥ ❬❈●✵✺❪✱ ✐t ✐s ♣r♦✈❡❞ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❞❡❝❛② ♦❢ t❤❡ ❝♦st ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ✇❤❡♥ ε → 0+ ❢♦r
s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡ t✐♠❡s✱ ♥❛♠❡❧② T > 4.3L/M ✭r❡s♣✳ T > 57.2L/|M |✮ ✐❢ M > 0 ✭r❡s♣✳ M < 0✮✱
✇❤✐❝❤ ✇❛s ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ✈❛r②✐♥❣ ✐♥ t✐♠❡ ❛♥❞ s♣❛❝❡ ✭❛♥❞ r❡❣✉❧❛r ❡♥♦✉❣❤✮ s♣❡❡❞M ❛♥❞ ❛r❜✐tr❛r②
s♣❛❝❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✐♥ ❬●▲✵✼❪✳ ■♥ ❜♦t❤ ❛rt✐❝❧❡s ❬❈●✵✺❪ ❛♥❞ ❬●▲✵✼❪✱ t❤❡ str❛t❡❣② ✐s t♦ ❞❡r✐✈❡
❛ ❈❛r❧❡♠❛♥ ❡st✐♠❛t❡ ✇❤✐❝❤ t❛❦❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ tr❛♥s♣♦rt t❡r♠ ❛♥❞ t❤❡♥ ✉s❡ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥
r❡s✉❧t ❛❞❛♣t❡❞ t♦ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ s✐♠✐❧❛r t♦ ✇❤❛t ✐s ❞♦♥❡ ✐♥ ❬❉❛♥✾✼❪✳ ■♥ ❬●▲✵✼❪✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ❛❧s♦
♦❜t❛✐♥❡❞ ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❣r♦✇t❤ ♦❢ t❤❡ ❝♦st ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ❛s ε→ 0+ ❢♦r s♠❛❧❧ t✐♠❡s✳

❚❤❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞s ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ✉♥✐❢♦r♠ ❝♦♥tr♦❧❧❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✳✾✮ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥
✐♠♣r♦✈❡❞ ✐♥ ❬●❧❛✶✵❪ ✇❤✐❝❤ ♣r♦✈❡❞ t❤❡ ✉♥✐❢♦r♠ ❝♦♥tr♦❧❧❛❜✐❧✐t② ❢♦r T > 4.2L/M ✭r❡s♣✳ T >
6.1L/|M |✮ ✐❢ M > 0 ✭r❡s♣✳ M < 0✮ ❜② ✉s✐♥❣ ❛ ♠❡t❤♦❞ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♠♦♠❡♥t ♠❡t❤♦❞ ♦♥ t❤❡
❛❞❥♦✐♥t s②st❡♠ ♦❢ ✭✸✳✶✳✾✮ ✇✐t❤ ❛ ✇❡❧❧✲❝❤♦s❡♥ ❝♦♠♣❧❡① ♠✉❧t✐♣❧✐❡r✳ ❚❤❡ ❧❛t❡st ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ✇❡r❡
❞♦♥❡ ❜② t❤❡ ❛✉t❤♦r ✐♥ ❬▲✐s✶✷❪✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✉♥✐❢♦r♠ ❝♦♥tr♦❧❧❛❜✐❧✐t② ✐s ♣r♦✈❡❞ ❢♦r T > 2

√
3L/M >

3.45L/M ✭r❡s♣✳ T > (2
√
3 + 2) > 5.45L/|M |✮ ✐❢ M > 0 ✭r❡s♣✳ M < 0✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐s st✐❧❧ q✉✐t❡

❢❛r ❢r♦♠ ❈♦♥❥❡❝t✉r❡ ✸✳✶✳✸✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s ❛❧s♦ ❣✐✈❡♥ ❛ str❛t❡❣② t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ t✐♠❡s
✉♣ t♦ T > 2 ✭r❡s♣✳ T > 4✮ ✐❢ M > 0 ✭r❡s♣✳ M < 0✮ ❜② ✜♥❞✐♥❣ ❛ ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢
✉♥✐❢♦r♠ ❝♦♥tr♦❧❧❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❈♦♥❥❡❝t✉r❡ ✸✳✶✳✶ ❢♦r t❤❡ ❤❡❛t ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✳✶✮ ✐♥ s♠❛❧❧ t✐♠❡✳

❲❡ ♥♦✇ st❛t❡ ♦✉r r❡s✉❧t✳

❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✶✳✶✳ ▲❡t T > 0✱ L > 0 ❛♥❞ M > 0 ❜❡ ✜①❡❞✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t ❈♦♥❥❡❝t✉r❡ ✸✳✶✳✷ ✐s
✈❡r✐✜❡❞✳ ❚❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐sts s♦♠❡ ❝♦♥st❛♥ts C,K > 0 ✭✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ ε ❜✉t ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♣♦ss✐❜❧②
♦♥ T > 0✱ L > 0 ❛♥❞ M > 0✮ s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❡✈❡r② ε ∈ (0, 1)✱

CTD(T, L, ε,M) 6 Ce−
K
ε

❛s s♦♦♥ ❛s

✶✵✾



✸✳✷✳ Pr♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✶✳✶

✶✳ T > L/M ❢♦r M > 0✱

✷✳ T > (1 +
√
2)L/|M | ❢♦r M < 0✳

❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✶✳✶ ✐s q✉✐t❡ s✉r♣r✐s✐♥❣✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t s❡❡♠s t♦ ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t ❈♦♥❥❡❝t✉r❡ ✸✳✶✳✷ ✐s
♠✉❝❤ str♦♥❣❡r t❤❛♥ ❈♦♥❥❡❝t✉r❡ ✸✳✶✳✶✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✉♥❡①♣❡❝t❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ♦♥❡ ♠❛② t❤✐♥❦ t❤❛t
✇❤❛t ❤❛♣♣❡♥s ♥❡❛r t = +∞ ✐s q✉✐t❡ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ✇❤❛t ❤❛♣♣❡♥s ♥❡❛r t = T ✳ ▼♦r❡✲
♦✈❡r✱ ✇❡ t❤✐♥❦ t❤❛t ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✶✳✶ ✐s ♦❢ ✐♥t❡r❡st ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✇✐❧❧ ❡♥❛❜❧❡ ♣❡♦♣❧❡ t♦ s♦❧✈❡ ❜♦t❤
❈♦♥❥❡❝t✉r❡ ✸✳✶✳✶ ❛♥❞ ❈♦♥❥❡❝t✉r❡ ✸✳✶✳✸ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ M > 0 s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②✳ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✶✳✶ s✉❣✲
❣❡sts t❤❛t ✐t ✐s ✇♦rt❤ tr②✐♥❣ t♦ ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡ ♦♥ ♣r♦✈✐♥❣ ❈♦♥❥❡❝t✉r❡ ✸✳✶✳✸ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ♣r♦✈✐♥❣
❈♦♥❥❡❝t✉r❡ ✸✳✶✳✶✳

✸✳✷ Pr♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✶✳✶

▲❡t ψ0 ∈ H1
0 (0, L) ❛♥❞ ❧❡t ψ ❜❡ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r✇❛r❞ ♣r♦❜❧❡♠✿





ψt − εψxx −Mψx = 0 ✐♥ (0, T )× (0, L),

ψ(·, 0) = 0 ✐♥ (0, T ),

ψ(·, L) = 0 ✐♥ (0, T ),

ψ(0, ·) = ψ0 ✐♥ (0, T ).

✭✸✳✷✳✶✮

❲❡ ✉s❡ t❤❡ s❛♠❡ ❦✐♥❞ ♦❢ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❛♥ ✐♥ ❬▲✐s✶✷✱ Pr♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✷✳✶❪✱ ❛♥❞ ✇❡ ❝❛❧❧

ϕ(t, x) := e
M2t
4ε2

+Mx
2ε ψ(

t

ε
, x). ✭✸✳✷✳✷✮

❚❤❡♥

ϕt(t, x)− ϕxx(t, x) = e
M2t
4ε2

+Mx
2ε (

M2

4ε2
ψ(
t

ε
, x) +

ψ( tε , x)

ε
− M2

4ε2
ψ(
t

ε
, x)− ψ(

t

ε
, x)− M

ε
ψx) = 0.

❍❡♥❝❡ ϕ ✐s ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✭✸✳✶✳✹✮ ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ (0, εT ) × (0, L)✱ ✇✐t❤ ✐♥✐t✐❛❧ ❞❛t❛ ϕ0(x) =

e
Mx
2ε ψ0(x)✳ ❙✐♥❝❡ ε→ 0✱ t❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ✇❡ ♥♦✇ ✇♦r❦ ✐♥ s♠❛❧❧ t✐♠❡ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❛♥❝❡ ✐♥ ε

♥♦✇ ♦♥❧② ❛♣♣❡❛rs ✐♥ t❤❡ t✐♠❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ♦♥❡ ❤❛s

∂xϕ(t, 0) =
M

2ε
e

M2t
4ε2 ψ(

t

ε
, 0) + e

M2t
4ε2 ∂xψ(

t

ε
, 0) = e

M2t
4ε2 ∂xψ(

t

ε
, 0). ✭✸✳✷✳✸✮

▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r s♦♠❡ 0 < a < 1 ✭✇❤✐❝❤ ✐s ❞❡st✐♥❡❞ t♦ ❜❡ ❝❧♦s❡ t♦ 1✮✳ ❚❤❡ ♠❛♣ t 7→ e−
L2

2t ✐s
✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♦♥ (0,∞)✱ s♦ ✇❡ ❞❡❞✉❝❡ t❤❛t

e−
L2

2aεT

∫ εT

εaT

∫ L

0
|ϕ(t, x)|2dxdt 6

∫ εT

εaT

∫ L

0
e−

L2

2t |ϕ(t, x)|2dxdt

6

∫ +∞

0

∫ L

0
e−

L2

2t |ϕ(t, x)|2dxdt.
✭✸✳✷✳✹✮

❙✐♥❝❡ ϕ ✐s ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✭✸✳✶✳✹✮✱ t > 0 7→ ||ϕ(t, .)||2L2(0,L) ✐s ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ s♦

(1− a)εT

∫ L

0
|ϕ(εT, x)|2dx 6

∫ εT

εaT

∫ L

0
|ϕ(t, x)|2dxdt. ✭✸✳✷✳✺✮

✶✶✵



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ❞❡ ❊r✈❡❞♦③❛ ❡t ❩✉❛③✉❛ à ❧❛ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ❞❡ ❈♦r♦♥ ❡t ●✉❡rr❡r♦

❯s✐♥❣ ✭✸✳✷✳✹✮ ❛♥❞ ✭✸✳✷✳✺✮✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

(1− a)εTe−
L2

2aεT

∫ L

0
|ϕ(εT, x)|2dx 6

∫ +∞

0

∫ L

0
e−

L2

2t |ϕ(t, x)|2dxdt. ✭✸✳✷✳✻✮

❆♣♣❧②✐♥❣ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✭✸✳✶✳✽✮ ❛t t✐♠❡ bεT ✇✐t❤ s♦♠❡ b > 0 ✭✇❤✐❝❤ ✐s ❞❡st✐♥❡❞ t♦ ❜❡ ❝❧♦s❡ t♦ 0✮
❛♥❞ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✭✸✳✷✳✻✮✱ ✇❡ ❞❡❞✉❝❡

(1− a)Te−
L2

2aεT

∫ L

0
|ϕ(εT, x)|2dx 6 Cint(εbT )εe

bM2T
2ε

∫ bεT

0
|∂xϕ(t, 0)|2dt. ✭✸✳✷✳✼✮

❲❡ ♥♦✇ ✉s❡ ❡q✉❛❧✐t✐❡s ✭✸✳✷✳✷✮ ❛♥❞ ✭✸✳✷✳✸✮ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✭✸✳✷✳✼✮ t♦ ♦❜t❛✐♥

e−
L2

2aεT
+M2T

2ε

∫ L

0
e

Mx
ε |ψ(T, x)|2dx 6 Cint(εbT, L)

∫ εbT

0
e

M2t
2ε2 |∂xψ(

t

ε
, 0)|2dt. ✭✸✳✷✳✽✮

❋r♦♠ ✭✸✳✷✳✽✮ ✇❡ ❞❡❞✉❝❡ ❜② ❝❤❛♥❣✐♥❣ t ✐♥t♦ εt ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ✐♥ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡

e−
L2

2aεT
+M2aT

2ε ε(1− a)T

∫ L

0
|eMx

2ε ψ(T, x)|2dxdt 6 Cint(εbT )εe
bM2T

2ε

∫ bT

0
|∂xψ(t, 0)|2dt. ✭✸✳✷✳✾✮

▲❡t ✉s tr❡❛t s❡♣❛r❛t❡❧② t❤❡ ❝❛s❡s M > 0 ❛♥❞ M < 0✳

✶✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t M > 0✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✭✸✳✷✳✾✮ ♣r♦✈✐❞❡s

∫ L

0
|ψ(T, x)|2dxdt 6 e

L2

2aεT
−M2T

2ε
+ bM2T

2ε

(1− a)T
Cint(εbT, L)

∫ T

0
|∂xψ(t, 0)|2dt. ✭✸✳✷✳✶✵✮

❆ss✉♠❡ ♥♦✇ t❤❛t T > 0✱ L > 0 ❛♥❞ M > 0 ❛r❡ s✉❝❤ t❤❛t T > L/M ✳ ❚❤❡♥ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥s

L2

2aT
− M2T

2
+
bM2T

2
< 0 ✭✸✳✷✳✶✶✮

❛s s♦♦♥ ❛s b ✐s ❝❤♦s❡♥ ❝❧♦s❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦ 0 ❛♥❞ a ✐s ❝❤♦s❡♥ ❝❧♦s❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦ 1✿ ❚❤❡ r♦♦ts ♦❢
t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✭✐♥ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ T ✮

L2

a
+ (b− 1)M2T 2

❝♦♥✈❡r❣❡ ✇❤❡♥ a→ 1− ❛♥❞ b→ 0+ t♦ t❤❡ r♦♦ts ♦❢ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧

L2 −M2T 2,

✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♣r❡❝✐s❡❧② −L/M ❛♥❞ L/M ✳ ❚❤❛♥❦s t♦ ✭✸✳✷✳✶✵✮✱ ✭✸✳✷✳✶✶✮ ❛♥❞ ❈♦♥❥❡❝t✉r❡ ✸✳✶✳✷✱
♦♥❡ ❞❡❞✉❝❡s t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts s♦♠❡ ❝♦♥st❛♥ts C,K > 0 ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ ε ✭❜✉t ❞❡♣❡♥❞✐♥❣
♣♦ss✐❜❧② ♦♥ L✱ T ❛♥❞ M✮ s✉❝❤ t❤❛t

CTD(T, L, ε,M) 6 Ce−
K
ε .

❚❤❡ ✜rst ♣❛rt ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✶✳✶ ✐s ♣r♦✈❡❞✳

✶✶✶



✸✳✸✳ ❋✉rt❤❡r r❡♠❛r❦s

✷✳ ❆ss✉♠❡ ♥♦✇ t❤❛t M < 0✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✭✸✳✷✳✾✮ ❜❡❝♦♠❡s

∫ L

0
|ψ(T, x)|2dxdt 6 e

L2

2aεT
−M2T

2ε
+ bM2T

2ε
+

|M|L
ε

(1− a)T
Cint(εbT, L)

∫ T

0
|∂xψ(t, 0)|2dt. ✭✸✳✷✳✶✷✮

❆ss✉♠❡ ♥♦✇ t❤❛t T > 0✱ L > 0 ❛♥❞ M < 0 ❛r❡ s✉❝❤ t❤❛t T > (1 +
√
2)L/|M |✳ ❚❤❡♥

♦♥❡ ♦❜t❛✐♥s
L2

2aT
− M2T

2
+
bM2T

2
+ |M |L < 0 ✭✸✳✷✳✶✸✮

❛s s♦♦♥ ❛s b ✐s ❝❤♦s❡♥ ❝❧♦s❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦ 0 ❛♥❞ a ✐s ❝❤♦s❡♥ ❝❧♦s❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦ 1✿ ❚❤❡ r♦♦ts ♦❢
t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✭✐♥ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ T ✮

L2

a
+ (b− 1)M2T 2 + 2b|M |LT

❝♦♥✈❡r❣❡ ✇❤❡♥ a→ 1− ❛♥❞ b→ 0+ t♦ t❤❡ r♦♦ts ♦❢ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧

L2 −M2T 2 + 2|M |LT,

✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♣r❡❝✐s❡❧② (1−
√
2)L/|M | ❛♥❞ (1 +

√
2)L/|M |✳

❚❤❛♥❦s t♦ ✭✸✳✷✳✶✷✮✱ ✭✸✳✷✳✶✸✮ ❛♥❞ ❈♦♥❥❡❝t✉r❡ ✸✳✶✳✷✱ ♦♥❡ ❞❡❞✉❝❡s t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts s♦♠❡
❝♦♥st❛♥ts C,K > 0 ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ ε ✭❜✉t ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♣♦ss✐❜❧② ♦♥ L✱ T ❛♥❞ M✮ s✉❝❤ t❤❛t

CTD(T, L, ε,M) 6 Ce−
K
ε ,

✇❤✐❝❤ ❡♥❞s t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✶✳✶✳

✸✳✸ ❋✉rt❤❡r r❡♠❛r❦s

✶✳ ❙✐♥❝❡ ♦♥❡ ❝❛♥ r❡❝♦✈❡r ❈♦♥❥❡❝t✉r❡ ✸✳✶✳✸ ❢r♦♠ ❈♦♥❥❡❝t✉r❡ ✸✳✶✳✷ ❢♦r M > 0✱ ♠❛②❜❡ T >
2L/|M | ✐s ♥♦t t❤❡ r✐❣❤t ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ❢♦r t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ t✐♠❡ ❡♥s✉r✐♥❣ t❤❡ ✉♥✐❢♦r♠ ❝♦♥✲
tr♦❧❧❛❜✐❧✐t② ❢♦r M < 0 ❛♥❞ ♠✐❣❤t ❜❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ✇❤❛t ✐s ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✶✳✶✱ ✐✳❡✳
T > (1 +

√
2)L/|M |✳

✷✳ ❚❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ✐s ♦♥ (0,∞) ✐♥ t❤❡ ❧❡❢t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ ✭✸✳✶✳✽✮ ✐s ❝r✉❝✐❛❧ ✐♥ ♦✉r ♣r♦♦❢✱
❜❡❝❛✉s❡ ✐t ❡♥❛❜❧❡s ✉s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❧❛r❣❡r t✐♠❡s ✐♥ t❤❡ ❧❡❢t✲s✐❞❡ ✭a ❝❧♦s❡ t♦ 1✮ t❤❛♥ ✐♥ t❤❡
r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ✭b ❝❧♦s❡ t♦ 0✮✳ ❆♥♦t❤❡r ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ✭✇❡❛❦❡r t❤❛♥ ❈♦♥❥❡❝t✉r❡ ✸✳✶✳✷✮
✇♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳ ▲❡t δ > 0 ❛♥❞ L > 0✳ ❖♥❡ ❝❛♥ ✜♥❞ Cfin(T, L) s✉❝❤ t❤❛t

Cfin(T, L) = O
T→0

(e
δ
T )

❛♥❞ ∫ T

0

∫ L

0
e−

L2

2t |ϕ(t, x)|2dxdt 6 Cfin(T, L)

∫ T

0
|∂xϕ(t, 0)|2dt. ✭✸✳✸✳✶✮

❍♦✇❡✈❡r✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ✈❡r✐❢② t❤❛t ✇❡ ❡①❛❝t❧② r❡❝♦✈❡r t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❬▲✐s✶✷❪ ❛♥❞ ♥♦t❛❜❧② ✇❡ ❞♦
♥♦t ✜♥❞ ❝♦♥st❛♥ts ❛s ❣♦♦❞ ❛s ✐♥ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✶✳✶✳ ❚❤✐s ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t
✭✸✳✸✳✶✮ ✐s r♦✉❣❤❧② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ✭✸✳✶✳✸✮✱ ❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❬▼✐❧✵✻❜❪✳

✶✶✷



❈❤❛♣t❡r ✹

❈♦♥trô❧❛❜✐❧✐té ✉♥✐❢♦r♠❡ ❞✬✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥

❞❡ tr❛♥s♣♦rt✲❞✐✛✉s✐♦♥ ❞é❣é♥éré❡

✹✳✶ ❆ ❞❡❣❡♥❡r❛t❡ tr❛♥s♣♦rt ❡q✉❛t✐♦♥

▲❡t T > 0 ❛♥❞ L > 0✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ♣♦s❡❞ ♦♥ (0, T )× (0, L)✿




yt + xαyx = 0 ✐♥ (0, T )× (0, L),

y(0, x) = y0(x) ✐♥ (0, L),

y(t, 0) = u(t) ✐♥ (0, T ),

✭✹✳✶✳✶✮

✇✐t❤ ❣✐✈❡♥ y0✱ u ✭✐♥ s♦♠❡ s♣❛❝❡s t❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡ ♣r❡❝✐s❡❞ ❧❛t❡r✮ ❛♥❞ α ∈ (0, 1)✳ ❲❡ ❝❛❧❧ Q t❤❡
❝②❧✐♥❞❡r (0, T )× (0, L)✳ ■♥ ❛❧❧ ✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s✱ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ s♦♠❡ s✉❜s❡t ♦❢ R ✇✐❧❧ ❛❧✇❛②s
❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ♦♥ R ❜② 0✳

❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡❣❡♥❡r❛❝② ♦❢ t❤❡ tr❛♥s♣♦rt t❡r♠ ❛t x = 0 ❛♥❞ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t x 7→ xα ✐s ♥♦t
❛ ▲✐♣s❝❤✐t③ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❝❛♥♥♦t ✉s❡ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ t❤❡♦r② ❢♦r tr❛♥s♣♦rt ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱
✐t ✐s ♥♦t ❝❧❡❛r ❛t ❛❧❧ ❤♦✇ ♦♥❡ ❝❛♥ ❞❡✜♥❡ ❝♦rr❡❝t❧② t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥✿ ✐❢ ✇❡ ❛ss✉♠❡
❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ t❤❛t y ∈ C1([0, T ] × [0, L]) ✐s ❛ ✏❝❧❛ss✐❝❛❧✑ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✭✹✳✶✳✶✮✱ t❤❡♥ ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❛t
❧❡♥❣t❤ x = 0 ♦♥❡ ❤❛s yt = 0 s♦ y(t, 0) = u(t) ❤❛s t♦ ❜❡ ❝♦♥st❛♥t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t✱ s♦ t❤❛t
✭✹✳✶✳✶✮ ♠❛② ❤❛✈❡ ♥♦ s♦❧✉t✐♦♥s✳

❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡❣✉❧❛r ❢✉♥❝t✐♦♥s s♣❛❝❡ ❛♥❞ t❡st ❢✉♥❝t✐♦♥s s♣❛❝❡

Cα([0, T ]× [0, L]) := {g ∈ C0([0, T ]× [0, L])|gt ∈ C0([0, T ]× [0, L]), xαgx ∈ C0([0, T ]× [0, L])}
✭✹✳✶✳✷✮

❛♥❞

Sα((0, T )× (0, L)) :=W 1,1((0, T ), L1(0, L)) ∩ L1((0, T ),W 1
α(0, L)), ✭✹✳✶✳✸✮

✇❤❡r❡
W 1

α(0, L) := {ϕ ∈ L1(0, L)|(xαϕ)x ∈ L1(0, L)}.
❖♥❡ ♦❜s❡r✈❡s t❤❛t ❢✉♥❝t✐♦♥s g ∈ Sα((0, T )× (0, L)) ❛r❡ ♥♦t❛❜❧② s✉❝❤ t❤❛t

xαg ∈ C0([0, L], L1(0, T )), ✭✹✳✶✳✹✮

g ∈ C0([0, T ], L1(0, L)). ✭✹✳✶✳✺✮

❲❡ ✇✐❧❧ ❛ss✉♠❡ ❢r♦♠ ♥♦✇ ♦♥ t❤❛t

y0 ∈ L∞(0, L),

u ∈ L∞(0, T ).
✭✹✳✶✳✻✮

✶✶✸



✹✳✶✳ ❆ ❞❡❣❡♥❡r❛t❡ tr❛♥s♣♦rt ❡q✉❛t✐♦♥

■❢ y ∈ Cα([0, T ] × [0, L]) ❛♥❞ ✈❡r✐✜❡s ✭✹✳✶✳✶✮ ❡✈❡r②✇❤❡r❡✱ t❤❡♥ ♥❡❝❡ss❛r✐❧② y0 ∈ C0([0, L])✱
u ∈ C0([0, T ]) ❛♥❞ y0(0) = u(0)✳ ❚❤❡♥✱ ❢♦r ❡✈❡r② ϕ ∈ Sα((0, T ) × (0, L))✱ ♦♥❡ ❤❛s✱ ✉s✐♥❣
✐♥t❡❣r❛t✐♦♥s ❜② ♣❛rts ❛♥❞ ✭✹✳✶✳✻✮✱

−
∫ T

0

∫ L

0
y(ϕt + (xαϕ)x)dxdt+

∫ T

0
y(t, L)Lαϕ(t, L)dt−

∫ T

0
u(t)(xαϕ(t, x))|x=0dt

+

∫ L

0
y(T, x)ϕ(T, x)dx−

∫ L

0
y0(x)ϕ(0, x)dx = 0.

❚❤✐s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❥✉st✐✜❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡✜♥✐t✐♦♥✿

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✶✳✶✳ ❆ ✇❡❛❦ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈❛✉❝❤② ♣r♦❜❧❡♠ ✭✹✳✶✳✶✮ ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ y ∈ L∞((0, T )×
(0, L)) s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r ❡✈❡r② ϕ ∈ Sα((0, T )× (0, L)) ✈❡r✐❢②✐♥❣ ♠♦r❡♦✈❡r

ϕ(·, L) = 0 ✐♥ (0, T ), ✭✹✳✶✳✼✮

ϕ(T, ·) = 0 ✐♥ (0, L), ✭✹✳✶✳✽✮

♦♥❡ ❤❛s

−
∫ T

0

∫ L

0
(ϕt + (xαϕ)x)ydxdt−

∫ T

0
u(t)(xαϕ(t, x))|x=0dt−

∫ L

0
y0(x)ϕ(0, x)dx = 0. ✭✹✳✶✳✾✮

❚❤❡ ❧✐♥❦ ✇✐t❤ ❝❧❛ss✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✶✳✶✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t y ✐s ❛ ✇❡❛❦ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈❛✉❝❤② ♣r♦❜❧❡♠ ✭✹✳✶✳✶✮ ✈❡r✐❢②✐♥❣
♠♦r❡♦✈❡r y ∈ Cα([0, T ]× [0, L])✳ ❚❤❡♥ ♦♥❡ ❤❛s





yt + xαyx = 0 ∀(t, x) ∈ (0, T )× (0, L),

y0 ∈ C0([0, L]),

u ∈ C0([0, T ]),

y(0, x) = y0(x) ∀x ∈ (0, L),

y(t, 0) = u(t) ∀t ∈ (0, T ).

Pr♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✶✳✶✳
▲❡t ϕ ∈ C∞

0 ([0, T ]× [0, L])✳ ❯s✐♥❣ ✭✹✳✶✳✾✮✱ ♦♥❡ ❤❛s

−
∫ T

0

∫ L

0
(ϕt + (xαϕ)x)ydxdt = 0.

❙✐♥❝❡ y ✐s r❡❣✉❧❛r ❡♥♦✉❣❤✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ✐♥t❡❣r❛t❡ ❜② ♣❛rts ❛♥❞ ♦❜t❛✐♥
∫ T

0

∫ L

0
(yt + xαyx)ϕdxdt = 0.

❇✉t yt + xαyx ∈ C0([0, T ] × [0, L]) ⊂ L1((0, T ) × (0, L)) s♦ ♦♥❡ ❝❛♥ ✉s❡ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧
❧❡♠♠❛ ♦❢ ❝❛❧❝✉❧✉s ♦❢ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t yt + xαyx = 0 ❡✈❡r②✇❤❡r❡ ♦♥ [0, T ]× [0, L]✳
▲❡t ✉s ♥♦✇ ❝♦♥s✐❞❡r s♦♠❡ ϕ ∈ Sα((0, T )× (0, L)) ✈❡r✐❢②✐♥❣ ♠♦r❡♦✈❡r ✭✹✳✶✳✼✮ ❛♥❞ ✭✹✳✶✳✽✮✳ ❯s✐♥❣
✭✹✳✶✳✾✮ ❛♥❞ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥s ❜② ♣❛rts✱ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥s

∫ T

0
(y(t, 0)− u(t))(xαϕ(t, x))|x=0dt+

∫ L

0
(y(0, x)− y0(x))ϕ(0, x)dx = 0.

❖♥❡ r❡♠❛r❦s t❤❛t ❢♦r ❡✈❡r② t ∈ (0, T ) ❛♥❞ ❡✈❡r② x ∈ (0, L)✱

{ϕ(t, ·)|ϕ(·, ·) ∈ Sα((0, T )× (0, L)) ⊃ C∞
0 (0, L)}

❛♥❞
{xαϕ(·, x)|ϕ(·, ·) ∈ Sα((0, T )× (0, L)) ⊃ C∞

0 (0, T )},
s♦ ❛♥ ❡❛s② ❞❡♥s✐t② ❛r❣✉♠❡♥t ✭s♠♦♦t❤ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ❝♦♠♣❛❝t s✉♣♣♦rt ❛r❡ ❞❡♥s❡ ✐♥ L∞ ❢♦r t❤❡
✇❡❛❦✲✯ t♦♣♦❧♦❣②✮ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✶✳✶✳

✶✶✹



❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❈♦♥trô❧❛❜✐❧✐té ✉♥✐❢♦r♠❡ ❞✬✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s♣♦rt✲❞✐✛✉s✐♦♥ ❞é❣é♥éré❡

❖♥❡ ❝❛♥ ❝♦♠♣✉t❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡❧② t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❝✉r✈❡s ♦❢ ✭✹✳✶✳✶✮✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✶✳✷✳ ▲❡t x0 ∈ (0, L)✳ ❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♦r❞✐♥❛r② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥

{
x′ = xα,

x(0) = x0

❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❛② ❢♦r ❡✈❡r② t ∈ R✿

x(t) = (x1−α
0 + (1− α)t)

1
1−α , t > − x1−α

0

1− α
, ✭✹✳✶✳✶✵✮

x(t) = 0, t 6 − x1−α
0

1− α
. ✭✹✳✶✳✶✶✮

❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✱ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❝✉r✈❡s ✐♥t❡rs❡❝t ✭❛♥❞ ❛r❡ ❡✈❡♥ ♠✐①❡❞ ✉♣✮✱ ❜✉t
♦♥❧② ❢♦rx = 0✳ ❚❤❡r❡ ✐s s♦♠❡ ❤♦♣❡ t♦ ✉s❡ t❤❡s❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❝✉r✈❡s t♦ ❡①❤✐❜✐t s♦♠❡ s♦❧✉t✐♦♥s
✐♥ ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ s❡tt✐♥❣ ❜❡❝❛✉s❡ ❢♦r ❡✈❡r② ♣♦✐♥t ✐♥ (0, T )× (0, L)✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ✉♥✐q✉❡
❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❝✉r✈❡ ❝♦♠✐♥❣ t♦ t❤❛t ♣♦✐♥t✳

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

x

t

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✿ ❙♦♠❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❝✉r✈❡s ❢♦r α = 1/3 ❛♥❞ L = 2✳

❲❡ ❛r❡ ♥♦✇ ❣♦✐♥❣ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❡❧❧✲♣♦s❡❞♥❡ss r❡s✉❧t ❢♦r t❤❡ ❈❛✉❝❤② ♣r♦❜❧❡♠
✭✹✳✶✳✶✮✿

❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✶✳✶✳ ❚❤❡ ❈❛✉❝❤② Pr♦❜❧❡♠ ✭✹✳✶✳✶✮ ❤❛s ❛ ✉♥✐q✉❡ ✇❡❛❦ s♦❧✉t✐♦♥ ✈❡r✐❢②✐♥❣ ♠♦r❡♦✈❡r

||y||L∞((0,T )×(0,L)) 6 ♠❛①(||y0||L∞(0,L), ||u||L∞(0,L)) ✭✹✳✶✳✶✷✮

✶✶✺



✹✳✶✳ ❆ ❞❡❣❡♥❡r❛t❡ tr❛♥s♣♦rt ❡q✉❛t✐♦♥

❛♥❞
y ∈ C0([0, T ], Lp(0, L)),

❢♦r ❡✈❡r② p ∈ [1,∞)✳

Pr♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✶✳✶✳

✶✳ ❊①✐st❡♥❝❡✿ ❧❡t ✉s ❞❡✜♥❡ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ✭✹✳✶✳✶✮ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✳ ❲❡
❝♦♥s✐❞❡r

y(t, x) := y0((x1−α − t(1− α))
1

1−α ) + u(t− x1−α

1− α
). ✭✹✳✶✳✶✸✮

❖♥❡ r❡❛❞✐❧② ✈❡r✐✜❡s t❤❛t y ∈ L∞((0, T ) × (0, L)) ❛♥❞ y ✈❡r✐✜❡s ✭✹✳✶✳✶✷✮✳ ▲❡t ✉s ♣r♦✈❡
t❤❛t y ∈ C0([0, T ], Lp(0, L))✳ ❲❡ ❝❛❧❧

Ω1(t) := {x ∈ (0, L)|(1− α)t 6 x1−α 6 L1−α + (1− α)t}

❛♥❞
Ω2(t) := {x ∈ (0, L)|0 6 x1−α 6 (1− α)t}.

❖♥❡ ❤❛✈❡ t❤❡♥
∫ L

0
yp(t, x)dx ✭✹✳✶✳✶✹✮

=

∫

Ω1(t)
(y0)p((x1−α − t(1− α))

1
1−α )dx ✭✹✳✶✳✶✺✮

+

∫

Ω2(t)
up(t− x1−α

1− α
)

1
1−α )dx ✭✹✳✶✳✶✻✮

=: I1(t) + I2(t). ✭✹✳✶✳✶✼✮

❋✐rst ✇❡ ❛r❡ ❣♦✐♥❣ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t ❢♦r ❡✈❡r② t ∈ (0, T )✱ ♦♥❡ ❤❛s I1(t) < +∞✳ ❲❡ ✉s❡ t❤❡
❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s

x := (s1−α + (1− α)t)
1

1−α .

❖♥❡ ❤❛s

dx =
(s1−α + (1− α)t)

α
1−α

sα
ds.

❲❡ ❞❡❞✉❝❡

I1(t) =

∫ s=(L1−α−(1−α)t)
1

1−α

s=0

(s1−α + (1− α)t)
α

1−α

sα
(y0)p(s)ds, ✭✹✳✶✳✶✽✮

✇❤✐❝❤ ✐s ✜♥✐t❡ ❜❡❝❛✉s❡
y0 ∈ L∞(0, L),

s 7→ (s1−α + (1− α)t)
α

1−α ∈ L∞(0, (L1−α − (1− α)t)
1

1−α )

❛♥❞

s 7→ 1

sα
∈ L1(0, (L1−α − (1− α)t)

1
1−α ).

❲❡ ❛r❡ ♥♦✇ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ I2✳ ❲❡ ✉s❡ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s

x = ((1− α)(t− s))
1

1−α .

✶✶✻



❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❈♦♥trô❧❛❜✐❧✐té ✉♥✐❢♦r♠❡ ❞✬✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s♣♦rt✲❞✐✛✉s✐♦♥ ❞é❣é♥éré❡

❲❡ ❤❛✈❡

dx = −((1− α)(t− s))
α

1−α .

❲❡ ❞❡❞✉❝❡

I2(t) =

∫ s=t

s=0
((1− α)(t− s))

α
1−αup(s)ds <∞. ✭✹✳✶✳✶✾✮

❲❡ ❞❡❞✉❝❡ ❢r♦♠ ✭✹✳✶✳✶✽✮ ❛♥❞ ✭✹✳✶✳✶✾✮ t❤❛t t 7→ Ii(t) ✭i = 1, 2✮ ✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s✱ s♦ y ∈
C0([0, T ], Lp(0, L))✳

▲❡t ✉s ❦♥♦✇ ✐♥tr♦❞✉❝❡ (y0n)n∈N ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥ C1
0 ([0, L]) ❝♦♥✈❡r❣✐♥❣ t♦ y0

✐♥ L∞(0, L) ❢♦r t❤❡ ✇❡❛❦✲✯ t♦♣♦❧♦❣② ❛♥❞ (un)n∈N ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥ C1
0 ([0, T ])

❝♦♥✈❡r❣✐♥❣ t♦ u ✐♥ L∞(0, T ) ❢♦r t❤❡ ✇❡❛❦✲✯ t♦♣♦❧♦❣②✳ ▲❡t

yn(t, x) := y0n((x
1−α − t(1− α))

1
1−α ) + un(t−

x1−α

1− α
). ✭✹✳✶✳✷✵✮

yn ✐s ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t✱ xα∂xyn ❤❛s ❛ ♠❡❛♥✐♥❣ ❛t ❡✈❡r② ♣♦✐♥t (t, x)✱ ❛♥❞
♦♥❡ ❤❛s

∂tyn(t, x) = −(x1−α + (1− α)t)
α

1−α y0n
′
((x1−α − t(1− α))

1
1−α ) + u′n(t−

x1−α

1− α
)

✭✹✳✶✳✷✶✮

= −xα∂xyn(t, x). ✭✹✳✶✳✷✷✮

❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t yn s❛t✐s✜❡s ✭✹✳✶✳✶✮ ✐♥ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ s❡♥s❡ ❛♥❞ ♦♥❡ ✈❡r✐✜❡s t❤❛t y ∈
Cα([0, T ]× [0, L]). ❋r♦♠ ❡q✉❛❧✐t② ✭✹✳✶✳✷✵✮✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

||yn||L∞((0,T )×(0,L)) 6 ♠❛①(||y0n||L∞(0,L), ||un||L∞(0,T )).

❙✐♥❝❡ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡s (y0n)n∈N ❛♥❞ (un)n∈N ❝♦♥✈❡r❣❡ ❢♦r ✇❡❛❦✲✯ L∞✲t♦♣♦❧♦❣②✱ t❤❡s❡s s❡✲
q✉❡♥❝❡s ❛r❡ ❜♦✉♥❞❡❞ ❢♦r t❤❡ str♦♥❣ L∞✲t♦♣♦❧♦❣②✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t (yn) ✐s ❜♦✉♥❞❡❞
✐♥ L∞((0, T ) × (0, L))✱ ❤❡♥❝❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❇❛♥❛❝❤✲❆❧❛♦❣❧✉✲❇♦✉r❜❛❦✐ t❤❡♦r❡♠✱ ✉♣ t♦ s♦♠❡
s✉❜s❡q✉❡♥❝❡ yn ✯⇀y ✐♥ t❤❡ ✇❡❛❦✲✯ L∞✲t♦♣♦❧♦❣②✳

❚❤❡ ♦♥❧② t❤✐♥❣ t❤❛t r❡♠❛✐♥s t♦ ♣r♦✈❡ ✐s t❤❛t y ✐s ❛ ✇❡❛❦ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✭✹✳✶✳✶✮✳ ❯s✐♥❣ t❤❛t
❢♦r ❛❧❧ n✱ yn ✐s ❛ ✇❡❛❦ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✭✹✳✶✳✶✮✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❛t ❢♦r ❡✈❡r② ϕ ∈ Sα((0, T )× (0, L))
✈❡r✐❢②✐♥❣ ♠♦r❡♦✈❡r ✭✹✳✶✳✼✮ ❛♥❞ ✭✹✳✶✳✽✮✱

−
∫ T

0

∫ L

0
(ϕt + (xαϕ)x)yndxdt−

∫ T

0
un(t)(x

αϕ(t, x))|x=0dt−
∫ L

0
y0n(x)ϕ(0, x) = 0.

❖♥❡ ❝❛♥ ♠❛❦❡ n→ ∞ ✐♥ t❤✐s ❡q✉❛❧✐t② ✭s❡❡ ♥♦t❛❜❧② ✭✹✳✶✳✹✮✮✳ ❲❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❛t y ✐s ❛ ✇❡❛❦
s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✭✹✳✶✳✶✮✳

✷✳ ❯♥✐q✉❡♥❡ss✿ ▲❡t y1 ❛♥❞ y2 ❜❡ t✇♦ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ✭✹✳✶✳✶✮ ✭✇✐t❤ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ y0 ❛♥❞
❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ u✮ ❛♥❞ ❧❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r y := y1 − y2✳ y ✐s ❛ ✇❡❛❦ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢





yt + xαyx = 0 ✐♥ (0, T )× (0, L),

y(0, x) = 0 ✐♥ (0, L),

y(t, 0) = 0 ✐♥ (0, T ).

✭✹✳✶✳✷✸✮

✶✶✼



✹✳✶✳ ❆ ❞❡❣❡♥❡r❛t❡ tr❛♥s♣♦rt ❡q✉❛t✐♦♥

❲❡ ✇❛♥t t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② y ≡ 0✳ ❯s✐♥❣ ✭✹✳✶✳✷✸✮ ❛♥❞ ✭✹✳✶✳✾✮✱ ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❢♦r ❡✈❡r②
ϕ ∈ Sα((0, T )× (0, L)) ✈❡r✐❢②✐♥❣ ✭✹✳✶✳✼✮ ❛♥❞ ✭✹✳✶✳✽✮✱

−
∫ T

0

∫ L

0
(ϕt + (xαϕ)x)ydxdt = 0. ✭✹✳✶✳✷✹✮

▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r s♦♠❡ Φ ∈ C∞
0 ((0, T )× (0, L))✳ ❲❡ ✇❛♥t t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❜❛❝❦✇❛r❞

♣r♦❜❧❡♠✿ 



zt + (xαz)x = Φ ✐♥ (0, T )× (0, L),

z(T, x) = 0 ✐♥ (0, L),

z(t, L) = 0 ✐♥ (0, T ).

✭✹✳✶✳✷✺✮

❲❡ ❞❡✜♥❡ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✭✹✳✶✳✷✺✮ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❛②✿

mboxz(t, x) = −
∫ T−t

0

(x1−α + (1− α)(T − t− r))
α

1−α

xα
Φ(T − r, (x1−α

+ (1− α)(T − t− r))
1

1−α )dr.

❖♥❡ r❡❛❞✐❧② ✈❡r✐✜❡s t❤❛t z ✈❡r✐✜❡s ✭✹✳✶✳✼✮ ❛♥❞ ✭✹✳✶✳✽✮✳ ❲❤❛t ✐s ♥♦t ❝❧❡❛r ✐s ✇❤❡t❤❡r
z ∈ Sα((0, T )× (0, L))✳ ❖♥❡ ❤❛s ❢♦r ❡✈❡r② t ❛♥❞ x

|z(t, x)| 6 C(T, L)||Φ||∞
xα

,

✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t z ∈ L1((0, T ) × (0, L))✳ ❙✐♥❝❡ Φ ∈ C∞
0 ((0, T ) × (0, L) ❛♥❞ z ✈❡r✐✜❡s

✭✹✳✶✳✷✺✮ ✐♥ D′((0, T ) × (0, L)✱ ❛s s♦♦♥ ❛s (xαz)x ∈ L1((0, T ) × (0, L)✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ zt ∈
L1((0, T )× (0, L)✳ ▲❡t ✉s ❝♦♠♣✉t❡

(xαz)x(t, x) = −
∫ T−t

0
αx−α(x1−α + (1− α)(T − t− r))

2α−1
1−α )Φ(T − r, (x1−α

+ (1− α)(T − t− r))
1

1−α )dr −
∫ T−t

0
x−α(x1−α + (1− α)(T − t− r))

2α
1−α )

Φx(T − r, (x1−α + (1− α)(T − t− r))
1

1−α )dr.

❋♦r α > 1/2 ✇❡ ❤❛✈❡

| −
∫ T−t

0
αx−α(x1−α + (1− α)(T − t− r))

2α−1
1−α )Φ(T − r, (x1−α + (1− α)(T − t

mbox− r))
1

1−α )dr| 6 C(T, L)||Φ||∞x−α,

❛♥❞ ❢♦r α 6 1/2 ✇❡ ❤❛✈❡

| −
∫ T−t

0
αx−α(x1−α + (1− α)(T − t− r))

2α−1
1−α )Φ(T − r, (x1−α + (1− α)(T − t

− r))
1

1−α )dr| 6 C(T, L)||Φ||∞xα−1.

❲❡ ❛❧s♦ ❤❛✈❡

| −
∫ T−t

0
x−α(x1−α + (1− α)(T − t− r))

2α
1−αΦx(T − r, (x1−α + (1− α)(T − tr))

1
1−α )dr|

mbox 6 C(T, L)||Φx||∞x−α,

✶✶✽



❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❈♦♥trô❧❛❜✐❧✐té ✉♥✐❢♦r♠❡ ❞✬✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s♣♦rt✲❞✐✛✉s✐♦♥ ❞é❣é♥éré❡

s♦ t❤❛t (xαz)x ∈ L1(0, T )✳ ❲❡ ❞❡❞✉❝❡ t❤❛t ✐♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s (xαz)x ∈ L1((0, T ) × (0, L))✳
❲❡ ❞❡❞✉❝❡ t❤❛t z ∈ Sα((0, T )× (0, L)) ❛s ✇❛♥t❡❞✳

❚❤✐s r❡s✉❧t ❤❛s ❛ ✈❡r② ✐♠♣♦rt❛♥t ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✿

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✹✳✶✳✶✳ ✶✳ ▲❡t T > L1−α

1−α ✳ ❚❤❡♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✶✳✶✮ ✐s ♥✉❧❧ ❝♦♥tr♦❧❧❛❜❧❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦st
♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ✐s 0 ✭✐✳❡✳ 0 ✐s ❛ ❝♦♥tr♦❧ t❤❛t st❡❡rs ❡✈❡r② ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ y0 t♦ 0✮✳

✷✳ ▲❡t T < L1−α

1−α ✳ ❚❤❡♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✶✳✶✮ ✐s ♥♦t ♥✉❧❧ ❝♦♥tr♦❧❧❛❜❧❡✳

✹✳✷ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛❜♦❧✐❝ s②st❡♠

▲❡t ✉s ♣r♦✈❡ ❛ r❡s✉❧t ♦❢ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❢♦r t❤❡ ♣❛r❛❜♦❧✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥





yt − εyxx + xαyx = 0 ✐♥ (0, T )× (0, L),

y(0, x) = y0(x) ✐♥ (0, L),

y(t, 0) = u(t) ✐♥ (0, T ),

y(t, L) = 0 ✐♥ (0, L)

✭✹✳✷✳✶✮

t♦ t❤❡ tr❛♥s♣♦rt ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✶✳✶✮✳ ■t ✐s ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ t❤❛t ❢♦r ❡✈❡r② y0 ∈ L∞(0, L) ❛♥❞ ❡✈❡r②
u ∈ L∞(0, T )✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ✉♥✐q✉❡ ✇❡❛❦ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✭✹✳✷✳✶✮ ✐♥ L∞((0, T )× (0, L))✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱
t❤❛♥❦s t♦ s♦♠❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✭s❡❡ ❬▲✐❡✾✻❪✮✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ♣r♦✈❡ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts s♦♠❡ C(T )
✭✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ ε✮ s✉❝❤ t❤❛t

||y||L∞((0,T )×(0,L)) 6 C(T )(||u||L∞(0,T ) + ||y0||L∞(0,L)). ✭✹✳✷✳✷✮

❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s t❤❛t ✇❡ ❛r❡ ♥♦t ❛❜❧❡ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛❜♦❧✐❝ s②st❡♠
❝♦♥✈❡r❣❡ ✐♥ s♦♠❡ s❡♥s❡ t♦ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ s②st❡♠✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r②
t❡r♠s ❛r✐s✐♥❣ ❛t ❧❡♥❣t❤ L = 0✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❣✐✈❡♥ ❜②
❢♦r♠✉❧❛ ✭✹✳✶✳✶✸✮✱ ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ 2 ❞✐st✐♥❝ts ③♦♥❡s✿

Γ+(T ) := {(t, x) ∈ [0, T ]× [0, L]|x1−α > (1− α)t},

✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ♣❛rt ♦❢ [0, T ] × [0, L] ✇❤✐❝❤ ✐s ✉♥❞❡r t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❝✉r✈❡ ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ x = 0
❛♥❞ ✐s ♦♥❧② ✐♥✢✉❡♥❝❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ y0 ✭t❤❡ ❣r❡❡♥ ❝✉r✈❡s ♦♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✮ ❛♥❞

Γ−(T ) := {(t, x) ∈ [0, T ]× [0, L]|x1−α < (1− α)t},

✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ♣❛rt ♦❢ [0, T ] × [0, L] ✇❤✐❝❤ ✐s ♦✈❡r t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❝✉r✈❡ ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ x = 0
❛♥❞ ✐s ♦♥❧② ✐♥✢✉❡♥❝❡❞ ❜② t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ u ✭t❤❡ ❜❧✉❡ ❝✉r✈❡s ♦♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✮✳ ❈❧❡❛r❧②
Γ+(T ) ∩ Γ−(T ) = ∅ ❛♥❞ Γ+(T ) ∪ Γ−(T ) ✐s ♦❢ ❢✉❧❧ ♠❡❛s✉r❡ ✐♥ [0, T ] × [0, L]✳ ❲❡ ❛r❡ ❣♦✐♥❣ t♦
♣r♦✈❡ ❛ ♣❛rt✐❛❧ r❡s✉❧t ♦❢ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛❜♦❧✐❝ s②st❡♠ ♦♥ Γ+(T )✳

❚♦ ♣r♦✈❡ t❤✐s✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡

T ((0, T )× (0, L)) := {ϕ ∈ C∞([0, T ]× [0, L])|∀t ∈ [0, T ], ϕ(t, ·) ∈ C∞
0 (0, L)}. ✭✹✳✷✳✸✮

❲❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ▲❡♠♠❛✿

✶✶✾



✹✳✷✳ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛❜♦❧✐❝ s②st❡♠

▲❡♠♠❛ ✹✳✷✳✶✳ ❈♦♥s✐❞❡r s♦♠❡ y ∈ L∞((0, T )× (0, L)) ✈❡r✐❢②✐♥❣ t❤❛t ❢♦r ❡✈❡r② ϕ ∈ T ((0, T )×
(0, L))✱

−
∫ T

0

∫ L

0
(ϕt + (xαϕ)x)ydxdt−

∫ L

0
y0(x)ϕ(0, x)dx = 0. ✭✹✳✷✳✹✮

❚❤❡♥ ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ♦♥ Γ+(T ) ♦♥❡ ❤❛s

y(t, x) = y0((x1−α − (1− α)t)
1

1−α ).

Pr♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✹✳✷✳✶✳
❲❡ s❡t

ỹ(t, x) := y(t, x)− y0((x1−α − t(1− α))
1

1−α ).

❖♥❡ ❤❛s ❢♦r ❡✈❡r② ϕ ∈ T ([0, T ]× [0, L]) ✈❡r✐❢②✐♥❣ ✭✹✳✶✳✼✮

∫ T

0

∫ L

0
(ϕt + (xαϕ)x)ỹdxdt = 0.

▲❡t Φ ❜❡ ❛ s♠♦♦t❤ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ s✉♣♣♦rt ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ Γ+(T )✳ ◆♦t❛❜❧②✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ✜♥❞ s♦♠❡ η > 0
s✉❝❤ t❤❛t Φ ≡ 0 ❛s s♦♦♥ ❛s x1−α < (1− α)t+ η ❛♥❞ ❛s s♦♦♥ ❛s x > x0 ❢♦r s♦♠❡ x0✳ ❆s ❜❡❢♦r❡
✇❡ ❝❛❧❧

z(t, x) := −
∫ T−t

0

(x1−α + (1− α)(T − t− r))
α

1−α

xα
Φ(T − r, (x1−α + (1− α)(T − t− r))

1
1−α )dr.

z ✈❡r✐✜❡s ✭✹✳✶✳✷✺✮ ❛♥❞ ✭✹✳✶✳✽✮✳ ❚❤❡ ♦♥❧② ♣♦✐♥t ✐s t♦ ✈❡r✐❢② t❤❛t z ∈ T ((0, T ) × (0, L))✳ ❖♥❡
♦❜s❡r✈❡s t❤❛t z ∈ C∞((0, T ) × (0, L))✳ ❲❡ ❥✉st ♥❡❡❞ t♦ s❡❡ ✐❢ ✐t ✐s ❝♦♠♣❛❝t❧② s✉♣♣♦rt❡❞ ✐♥
s♣❛❝❡ ❢♦r ❛❧❧ t✐♠❡✳ ❖♥❡ ❤❛s

Φ(T − r, (x1−α + (1− α)(T − t− r))
1

1−α ) = 0

❢♦r ❡✈❡r② r ∈ (0, T − t) ❛s s♦♦♥ ❛s

x1−α + (1− α)(T − t− r) < (1− α)(T − r) + η,

✐✳❡✳ x1−α < (1− α)t+ η ❢♦r ❛❧❧ r ∈ (0, T − t)✳ ■❢ x ✐s s♠❛❧❧ ❡♥♦✉❣❤ ✭x < η1/(1−α) ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✮
t❤✐s ✐s ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ✈❡r✐✜❡❞ ✇❤❛t❡✈❡r t ✐s✳ ❖♥❡ ❛❧s♦ ❤❛s

Φ(T − r, (x1−α + (1− α)(T − t− r))
1

1−α ) = 0

❢♦r❡✈❡r② r ∈ (0, T − t) ❛s s♦♦♥ ❛s

(x1−α + (1− α)(T − t− r))
1

1−α > x0

❢♦r ❡✈❡r② r ∈ (0, T − t)✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❡♥s✉r❡❞ ❛s s♦♦♥ ❛s x > x0✳ ❲❡ ❞❡❞✉❝❡ ❛s ✇❡ ✇❛♥t❡❞ t❤❛t
z ∈ T ((0, T ) × (0, L))✳ ❚❤❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❧❡♠♠❛ ♦❢ ❝❛❧❝✉❧✉s ♦❢ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♠❛❦❡s ✉s ❝♦♥❝❧✉❞❡
t❤❛t ỹ = 0 ♦♥ Γ+(T ) ❛s ✇❛♥t❡❞✳

❖♥❡ ❝❛♥ ❞❡❞✉❝❡ ❢r♦♠ ▲❡♠♠❛ ✹✳✷✳✶ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡s✉❧t ♦❢ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦♥ Γ+(T )✿

✶✷✵



❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❈♦♥trô❧❛❜✐❧✐té ✉♥✐❢♦r♠❡ ❞✬✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s♣♦rt✲❞✐✛✉s✐♦♥ ❞é❣é♥éré❡

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✷✳✶✳ ▲❡t (εn)n∈N ❜❡ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ✐♥ R
+∗ ❝♦♥✈❡r❣✐♥❣ t♦ 0✳ ▲❡t (un)n∈N ❜❡ ❛

s❡q✉❡♥❝❡ ✐♥ L∞(0, T ) ❝♦♥✈❡r❣✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ✇❡❛❦✲✯ t♦♣♦❧♦❣② t♦ s♦♠❡ u ∈ L∞(0, T )✳ ▲❡t (yn)n∈N
❜❡ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ✐♥ L∞((0, T )× (0, L)) ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢





ynt − εnynxx + xαynx = 0 ✐♥ (0, T )× (0, L),

y(0, x) = y0(x) ✐♥ (0, L),

y(t, 0) = un(t) ✐♥ (0, T ),

y(t, L) = 0 ✐♥ (0, L)

✭✹✳✷✳✺✮

❚❤❡♥ ✉♣ t♦ ❛ s✉❜s❡q✉❡♥❝❡ ♦♥❡ ❤❛s ♦♥ Γ+(T )✱

yn ✯⇀y0((x1−α − (1− α)t)
1

1−α ) ∈ L∞(Γ+(T )).

Pr♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✷✳✶✳
❚❤❛♥❦s t♦ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✭✹✳✷✳✷✮✱ (yn)n∈N ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ✐♥ L∞((0, T )× (0, L))✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ❛♥❞ ✉♣

t♦ s♦♠❡ s✉❜s❡q✉❡♥❝❡ yn ✯⇀y ∈ L∞((0, T )× (0, L))✳ ▲❡t ϕ ∈ T ((0, T )× (0, L))✳ ▲❡t ✉s ♠✉❧t✐♣❧②
yn ❜② ϕ ❛♥❞ ✐♥t❡❣r❛t❡ ❜② ♣❛rts✳ ❲❡ ♦❜t❛✐♥

−
∫ T

0

∫ L

0
yn(ϕt + (xαϕ)x)− εn

∫ T

0

∫ L

0
ynϕxx −

∫ L

0
y0(x)ϕ(0, x)dx = 0.

❚❤❡ ✜rst ✐♥t❡❣r❛❧ ❝♦♥✈❡r❣❡s t♦ −
∫ T
0

∫ L
0 y(ϕt + (xαϕ)x)✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦❝♦♥✈❡r❣❡s t♦ 0 s✐♥❝❡

(yn)n∈N ✐s ❜♦✉♥❞❡❞✳ ❍❡♥❝❡ y ✈❡r✐✜❡s

∫ T

0

∫ L

0
y(ϕt + (xαϕ)x) +

∫ L

0
y0(x)ϕ(0, x)dx = 0,

❢♦r ❡✈❡r② ϕ ∈ T ((0, T )× (0, L))✱ s♦ ▲❡♠♠❛ ✹✳✷✳✶ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❢♦❧❧♦✇s✳

✹✳✸ ❆ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ❢♦r t❤❡ ✉♥✐❢♦r♠ ❝♦♥tr♦❧❧❛❜✐❧✐t② ✐♥ s♠❛❧❧ t✐♠❡

▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ♥✉❧❧ ❝♦♥tr♦❧❧❛❜✐❧✐t② ♦❢ ✭✹✳✷✳✶✮ ✇✐t❤ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥
L∞(0, L) ❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧ ✐♥ L∞(0, T )✳ ❚❤❛♥❦s t♦ ❬❋❘✼✶❪✱ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t ✭✹✳✷✳✶✮ ✐s ♥✉❧❧ ❝♦♥tr♦❧❧❛❜❧❡
✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts C > 0 s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❛❧❧ y0 ∈ L2(0, L)✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❝♦♥tr♦❧
u ∈ H1(0, T ) s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s♦❧✉t✐♦♥ y ♦❢ ✭✹✳✷✳✶✮ ✈❡r✐✜❡s y(T, ·) = 0 ❛♥❞

||u||H1(0,T ) 6 C||y0||L2(0,L). ✭✹✳✸✳✶✮

❲❡ ❦♥♦✇ t❤❛t ✐♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 1✱ H1(0, T ) ⊂ L∞(0, T ) ✇✐t❤ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ✭✇❡ ❛❧s♦ ❤❛✈❡
♦❜✈✐♦✉s❧② L∞(0, T ) ⊂ L2(0, L) ✇✐t❤ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❡♠❜❡❞❞✐♥❣✮✱ ❤❡♥❝❡ ✇❡ ❞❡❞✉❝❡ ✭❢♦r s♦♠❡ C̃✮

||u||L∞(0,T ) 6 C̃||y0||L∞ . ✭✹✳✸✳✷✮

❍❡♥❝❡✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❝♦♥tr♦❧ L∞ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✇✐t❤ L∞ ❝♦♥tr♦❧s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❝♦st
♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ C∞(ε, T, L) ❛s t❤❡ ✐♥✜♠✉♠ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥st❛♥t C̃ s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❛❧❧ y0 ∈ L∞(0, L)✱
♦♥❡ ❝❛♥ ✜♥❞ s♦♠❡ u ∈ L∞(0, T ) ❛♥❞ s♦♠❡ s♦❧✉t✐♦♥ y ♦❢ ✭✹✳✷✳✶✮ ✈❡r✐❢②✐♥❣ y(T, ·) = 0 ❛♥❞ ✭✹✳✸✳✷✮✳

❲❡ ❛r❡ ❣♦✐♥❣ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t C∞(ε, T ) ❡①♣❧♦❞❡s ❛s ε→ 0 ✐❢ t❤❡ t✐♠❡ ✐s t♦♦ s♠❛❧❧ ✭✐✳❡✳ ✇❡ ❞♦
♥♦t ❤❛✈❡ ✉♥✐❢♦r♠ ❝♦♥tr♦❧❧❛❜❧✐t②✮✳

✶✷✶



✹✳✸✳ ❆ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ❢♦r t❤❡ ✉♥✐❢♦r♠ ❝♦♥tr♦❧❧❛❜✐❧✐t② ✐♥ s♠❛❧❧ t✐♠❡

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✹✳✸✳✶✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t

T <
L1−α

1− α
.

❚❤❡♥
C∞(ε, T, L) → ∞

❛s ε→ 0✳

Pr♦♦❢ ♦❢ ❈♦r♦❧❧❛r② ✹✳✸✳✶✳
❆ss✉♠❡ t❤❛t C∞(ε, T, L) 6→ ∞✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts s♦♠❡ s❡q✉❡♥❝❡ (εn)n∈N s✉❝❤ t❤❛t C∞(εn, T, L)

r❡♠❛✐♥s ❜♦✉♥❞❡❞✳ ▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r s♦♠❡ r > 0 s♠❛❧❧ ❡♥♦✉❣❤ s✉❝❤ t❤❛t T + r < L1−α

1−α ✳ ▲❡t
y0 ∈ L∞(0, L) s♦♠❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❜❡ ♥♦t ✐❞❡♥t✐❝❛❧❧② ❡q✉❛❧ t♦ 0 ♦♥ (0, (L1−α −
(1 − α)(T + r))1/(1−α))✳ ❚❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ C∞(ε, T, L)✱ ❢♦r ❛❧❧ n✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts s♦♠❡
❝♦♥tr♦❧ un s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✭✹✳✷✳✶✮ ✭✇✐t❤ ε r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② εn✮ ✈❡r✐✜❡s
y(T, .) = 0 ❛♥❞

||u||L∞(0,T ) 6 (C∞(εn, T, L) + r)||y0||L∞(0,T ). ✭✹✳✸✳✸✮

❙✐♥❝❡ (C∞(εn, T, L))n∈N ✐s ❜♦✉♥❞❡❞✱ t❤❛♥❦s t♦ ✭✹✳✸✳✸✮✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❡①tr❛❝t s♦♠❡ s✉❜s❡q✉❡♥❝❡ st✐❧❧
❞❡♥♦t❡❞ un ♦❢ ❝♦♥tr♦❧s s✉❝❤ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts u ∈ L∞(0, L) ✈❡r✐❢②✐♥❣ un ✯⇀u✳ ❲❡ ❡①t❡♥❞ yn ❜② 0
♦♥ (T, T +r) ❛♥❞ u ❜② 0 ♦♥ (T, T +r) t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ✇❡❛❦ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✭✹✳✷✳✶✮ ♦♥ (0, T +r)× (0, L)✳

❚❤❛♥❦s t♦ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✷✳✶✱ ✉♣ t♦ ❛ s✉❜s❡q✉❡♥❝❡ yn ✯⇀y ∈ L∞((0, T+r)×(0, L))✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱
s✐♥❝❡ yn ≡ 0 ♦♥ (T, T + r)✱ ♥❡❝❡ss❛r✐❧② y ≡ 0 ♦♥ (T, T + r)✳ ❇✉t t❤❛♥❦s t♦ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✷✳✶✱
♦♥ Γ+(T + r) ♦♥❡ ❤❛s

y(t, x) = y0((x1−α − (1− α)t)
1

1−α ).

❙♦ ♦♥❡ ❤❛s
y0((x1−α − (1− α)t)

1
1−α ) = 0

❢♦r ❡✈❡r② t ∈ (T, T + r) ❛♥❞ ❛❧♠♦st ❡✈❡r② x ∈ (0, L)✱ s♦ ♥♦t❛❜❧② y0(s) = 0 ❢♦r s ∈ (0, (L1−α −
(1− α)(T + r))1/(1−α))✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ✇❛② ✇❡ ❝❤♦s❡❞ y0✳
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❈❤❛♣✐tr❡ ✺

❈♦ût ❞❡s ❝♦♥trô❧❡s r❛♣✐❞❡s ♣♦✉r

❝❡rt❛✐♥❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ❞✬éq✉❛t✐♦♥s

♣❛r❛❜♦❧✐q✉❡s ♦✉ ❞✐s♣❡rs✐✈❡s

❆❜str❛❝t

■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝♦st ♦❢ ♥✉❧❧ ❝♦♥tr♦❧❧❛❜✐❧✐t② ❢♦r ❛ ❧❛r❣❡ ❝❧❛ss ♦❢ ❧✐♥❡❛r ❡q✉❛t✐♦♥s
♦❢ ♣❛r❛❜♦❧✐❝ ♦r ❞✐s♣❡rs✐✈❡ t②♣❡ ✐♥ ♦♥❡ s♣❛❝❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✐♥ s♠❛❧❧ t✐♠❡✳ ❇② ❡①t❡♥❞✐♥❣ t❤❡ ✇♦r❦
♦❢ ❚❡♥❡♥❜❛✉♠ ❛♥❞ ❚✉❝s♥❛❦ ✐♥ ◆❡✇ ❜❧♦✇✲✉♣ r❛t❡s ❢♦r ❢❛st ❝♦♥tr♦❧s ♦❢ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ❛♥❞ ❤❡❛t
❡q✉❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ❣✐✈❡ ♣r❡❝✐s❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞s ♦♥ t❤❡ t✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦st ♦❢ ❢❛st
❝♦♥tr♦❧s ✇❤❡♥ t❤❡ t✐♠❡ ♦❢ ❝♦♥tr♦❧ T t❡♥❞s t♦ 0✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❣✐✈❡ ❛ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ♦❢ t❤❡ ❝♦st ♦❢
❢❛st ❝♦♥tr♦❧s ❢♦r t❤❡ s❛♠❡ ❝❧❛ss ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ♣r♦✈❡s t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♣♦✇❡r ♦❢ T
✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦st ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧✳ ❚❤❡s❡ ❣❡♥❡r❛❧ r❡s✉❧ts ❛r❡ t❤❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ tr❡❛t ♥♦t❛❜❧② t❤❡
❝❛s❡ ♦❢ ❧✐♥❡❛r ❑❞❱ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ❤❡❛t ♦r ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ❡q✉❛t✐♦♥s✳

❑❡②✇♦r❞s✿ ▼♦♠❡♥t ♠❡t❤♦❞❀ ❋❛st ❝♦♥tr♦❧s❀ ▲✐♥❡❛r ❞✐s♣❡rs✐✈❡ ❛♥❞ ♣❛r❛❜♦❧✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥s✳

✺✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

✺✳✶✳✶ Pr❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠

❚❤✐s ♣❛♣❡r ✐s ❞❡✈♦t❡❞ t♦ st✉❞②✐♥❣ ❢❛st ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥tr♦❧s ❢♦r s♦♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢
♣❛r❛❜♦❧✐❝ ♦r ❞✐s♣❡rs✐✈❡ t②♣❡✱ ✇✐t❤ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ♦❢ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r✳

▲❡t H ❜❡ ❛♥ ❍✐❧❜❡rt s♣❛❝❡ ✭t❤❡ st❛t❡ s♣❛❝❡✮ ❛♥❞ U ❜❡ ❛♥♦t❤❡r ❍✐❧❜❡rt s♣❛❝❡ ✭t❤❡ ❝♦♥tr♦❧
s♣❛❝❡✮✳ ▲❡t A : D(A) → H ❜❡ ❛ s❡❧❢✲❛❞❥♦✐♥t ♦♣❡r❛t♦r ✇✐t❤ ❝♦♠♣❛❝t r❡s♦❧✈❡♥t✱ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s
✭✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ 0 ✇✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t②✮ ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ (λk)k>1✱ t❤❡
❡✐❣❡♥✈❡❝t♦r ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ λk ✐s ❝❛❧❧❡❞ ek✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t −A ❣❡♥❡r❛t❡s ♦♥
H ❛ str♦♥❣❧② ❝♦♥t✐♥✉♦✉s s❡♠✐❣r♦✉♣ S : t 7→ S(t) = e−tA✳ ❚❤❡ ❍✐❧❜❡rt s♣❛❝❡ D(A∗)′(= D(A)′)
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✺✳✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

✐s ❢r♦♠ ♥♦✇ ♦♥ ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦r♠

||x||2D(A)′ =
∑ < x, ek >

2
H

λ2k
.

❲❡ ❝❛❧❧ B ∈ Lc(U,D(A)′) ❛♥ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ❝♦♥tr♦❧ ♦♣❡r❛t♦r ❢♦r t❤✐s s❡♠✐❣r♦✉♣✱ ✐✳❡✳ s✉❝❤ t❤❛t
t❤❡r❡ ❡①✐sts s♦♠❡ t✐♠❡ T0 > 0✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts s♦♠❡ ❝♦♥st❛♥t C > 0 s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❡✈❡r② z ∈ D(A)✱
♦♥❡ ❤❛s ∫ T0

0
||B∗S(t)∗z||2U 6 C||z||2H .

❲❡ r❡❝❛❧❧ t❤❛t ✐❢ B ✐s ❛❞♠✐ss✐❜❧❡✱ t❤❡♥ ♥❡❝❡ss❛r✐❧② t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❤♦❧❞s ❛t ❡✈❡r② t✐♠❡✱
t❤❛t ✐s t♦ s❛② ❢♦r ❡✈❡r② t✐♠❡ T > 0✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts s♦♠❡ ❝♦♥st❛♥t C(T ) > 0 s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❡✈❡r②
z ∈ D(A)✱ ♦♥❡ ❤❛s ∫ T

0
||B∗S(t)∗z||2U 6 C(T )||z||2H .

❋r♦♠ ♥♦✇ ♦♥✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❝♦♥tr♦❧ s②st❡♠s ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠✿

yt +Ay = Bu ✭✺✳✶✳✶✮

♦r

yt + iAy = Bu, ✭✺✳✶✳✷✮

✇❤❡r❡ A ✇✐❧❧ ❛❧✇❛②s ❜❡ s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❜❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥ t❤❡ ♣❛r❛❜♦❧✐❝ ❝❛s❡ ✭✐✳❡✳ ❢♦r ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✶✳✶✮✮✳
❚❤❡♥✱ ✐t ✐s ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ✭s❡❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❬❈♦r✵✼✱ ❈❤❛♣t❡r ✷✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸❪✱ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦rs −A ♦r
−iA ❣❡♥❡r❛t❡s ❛ str♦♥❣❧② ❝♦♥t✐♥✉♦✉s s❡♠✐❣r♦✉♣ ✉♥❞❡r t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s ❣✐✈❡♥ ❜❡❢♦r❡ t❤❛♥❦s ❞✉❡
t♦ t❤❡ ▲✉♠♠❡r✲P❤✐❧❧✐♣s ♦r ❙t♦♥❡ t❤❡♦r❡♠s✮ t❤❛t ✐❢ u ∈ L2((0, T ), U)✱ ❙②st❡♠ ✭✺✳✶✳✶✮ ♦r ✭✺✳✶✳✷✮
✇✐t❤ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ y0 ∈ H ❤❛s ❛ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ s❛t✐s❢②✐♥❣ y ∈ C0([0, T ], H)✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱
✐❢ t❤❡ s②st❡♠ ✐s ♥✉❧❧ ❝♦♥tr♦❧❧❛❜❧❡ ❛t s♦♠❡ t✐♠❡ T0 ✭✐✳❡✳ ❢♦r ❡✈❡r② y0 ∈ H✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts s♦♠❡
❝♦♥tr♦❧ u ∈ L2((0, T0), U) s✉❝❤ t❤❛t y(T0, ·) ≡ 0✮✱ t❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ✉♥✐q✉❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✭❢♦r t❤❡
L2((0, T0), U)✲♥♦r♠✮ ❝♦♥tr♦❧ uopt ∈ L2((0, T0), U)✱ t❤❡ ♠❛♣ y0 7→ uopt ✐s t❤❡♥ ❧✐♥❡❛r ❝♦♥t✐♥✉♦✉s
✭s❡❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❬❈♦r✵✼✱ ❈❤❛♣t❡r ✷✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸❪✮✳ ❚❤❡ ♥♦r♠ ♦❢ t❤✐s ♦♣❡r❛t♦r ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡
♦♣t✐♠❛❧ ♥✉❧❧ ❝♦♥tr♦❧ ❝♦st ❛t t✐♠❡ T0 ✭♦r ✐♥ ❛ ♠♦r❡ ❝♦♥❝✐s❡ ❢♦r♠ t❤❡ ❝♦st ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧✮ ❛♥❞
❞❡♥♦t❡❞ CT0 ✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❧s♦ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ❝♦♥st❛♥t C > 0 s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❡✈❡r② y0 ∈ H✱ t❤❡r❡
❡①✐sts s♦♠❡ ❝♦♥tr♦❧ u ❞r✐✈✐♥❣ y0 t♦ 0 ❛t t✐♠❡ T0 ✇✐t❤

||u||L2((0,T0),U) 6 C||y0||H .

❈♦♥❝❡r♥✐♥❣ ✭✺✳✶✳✷✮✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❤♦✇♥ ✭s❡❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❬❈♦r✵✼✱ ❈❤❛♣t❡r ✷✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✱
❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✹✶❪✮ t❤❛t t❤✐s s②st❡♠ ✐s ♥✉❧❧ ❝♦♥tr♦❧❧❛❜❧❡ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ✐t ✐s ❡①❛❝t❧② ❝♦♥tr♦❧❧❛❜❧❡❀
♠♦r❡♦✈❡r✱ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✐t ✐s ❡❛s② t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦st ♦❢ ❡①❛❝t ❝♦♥tr♦❧❧❛❜✐❧✐t② ❤❛s t❤❡ s❛♠❡
❜❡❤❛✈✐♦r ✐♥ s♠❛❧❧ t✐♠❡ ❛s t❤❡ ❝♦st ♦❢ ♥✉❧❧ ❝♦♥tr♦❧❧❛❜✐❧✐t②❀ ❤❡♥❝❡✱ ❡✈❡♥ ❢♦r ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ s②st❡♠s✱
✇❡ ✇✐❧❧ ♦♥❧② ❜❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ♥✉❧❧ ❝♦♥tr♦❧❧❛❜✐❧✐t②✳

❖✉r ❣♦❛❧ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦ ✐s t♦ ❡st✐♠❛t❡ ♣r❡❝✐s❡❧② t❤❡ ❝♦st ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ CT ✇❤❡♥ t❤❡ t✐♠❡
T → 0 ❢♦r s♦♠❡ ❢❛♠✐❧✐❡s ♦❢ ♦♣❡r❛t♦rs A ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥✉❧❧ ❝♦♥tr♦❧❧❛❜❧❡ ✐♥ ❛r❜✐tr❛r② s♠❛❧❧ t✐♠❡✱ ❛♥❞
♥♦t❛❜❧② t♦ ✜♥❞ ❧♦✇❡r ❛♥❞ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞s ♦♥ CT ✳ ❯♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❢❛st ❝♦♥tr♦❧s
✐s ♦❢ ❣r❡❛t ✐♥t❡r❡st ✐♥ ✐ts❡❧❢ ❜✉t ✐t ♠❛② ❛❧s♦ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ st✉❞② t❤❡ ✉♥✐❢♦r♠ ❝♦♥tr♦❧❧❛❜✐❧✐t②
♦❢ tr❛♥s♣♦rt✲❞✐✛✉s✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✈❛♥✐s❤✐♥❣ ✈✐s❝♦s✐t② ❧✐♠✐t ❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❬▲✐s✶✷❪✳ ✭t❤❡ str❛t❡❣②
❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❬▲✐s✶✷❪ ♠✐❣❤t ♣r♦❜❛❜❧② ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ t❤❡ st✉❞② ♦❢ ♦t❤❡r ♣r♦❜❧❡♠s ♦❢ ✉♥✐❢♦r♠
❝♦♥tr♦❧❧❛❜✐❧✐t②✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ ③❡r♦ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❧✐♠✐t ♦r ✐♥ ③❡r♦ ❞✐✛✉s✐♦♥✲❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❧✐♠✐t ❛s ✐♥
❬●●✵✽❪ ♦r ❬●●✵✾❪✮ ■t ✐s ♦❜✈✐♦✉s t❤❛t CT ♠✉st t❡♥❞ t♦ ∞ ✇❤❡♥ T → 0✳

✶✷✹



❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❈♦ût ❞❡s ❝♦♥trô❧❡s r❛♣✐❞❡s ♣♦✉r ❝❡rt❛✐♥❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ♣❛r❛❜♦❧✐q✉❡s ♦✉ ❞✐s♣❡rs✐✈❡s

✺✳✶✳✷ ❙t❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt

■♥ ❛❧❧ ✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s✱ f . g ✭✇✐t❤ f ❛♥❞ g s♦♠❡ ❝♦♠♣❧❡① ✈❛❧✉❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ s♦♠❡
✈❛r✐❛❜❧❡ x ✐♥ s♦♠❡ s❡t S✮ ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts s♦♠❡ ❝♦♥st❛♥t C > 0 ✭♣♦ss✐❜❧② ❞❡♣❡♥❞✐♥❣
♦♥ ♦t❤❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs✮ s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❡✈❡r② x ∈ S✱ ♦♥❡ ❤❛s |f(x)| 6 C|g(x)|✱ ✭s✉❝❤ ❛ C ✐s ❝❛❧❧❡❞
❛♥ ✐♠♣❧✐❝✐t ❝♦♥st❛♥t ✐♥ t❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② f . g✮✱ ❛♥❞ f ≃ g ♠❡❛♥s t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ❜♦t❤ f . g ❛♥❞
g . f ✳ ❙♦♠❡t✐♠❡s✱ ✇❤❡♥ ✐t ✐s ♥❡❡❞❡❞✱ ✇❡ ♠✐❣❤t ❞❡t❛✐❧ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✐♠♣❧✐❝✐t ❝♦♥st❛♥t
✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ s♦♠❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❲❡ ❛❧s♦ ♠✐❣❤t ✇r✐t❡ g & f ✇❤❡♥ f . g✳ ❚❤❡ s❡t S ✇✐❧❧ ♥♦t
❜❡ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❣✐✈❡♥✱ ✐t ✇✐❧❧ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❛❧❧ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ✐♥ t❤❡
✐♥❡q✉❛❧✐t②✳

❆s ❢❛r ❛s ✇❡ ❦♥♦✇✱ r❡s✉❧ts ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ❝♦st ♦❢ ❢❛st ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥tr♦❧s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♦❜t❛✐♥❡❞
❡ss❡♥t✐❛❧❧② ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❤❡❛t ❛♥❞ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ■t ✐s ❦♥♦✇♥ ❢♦r ❛ ❧♦♥❣ t✐♠❡ t❤❛t ❢♦r
t❤❡ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❤❡❛t ❡q✉❛t✐♦♥ ♣♦s❡❞ ♦♥ ❛ t✐♠❡✲s♣❛❝❡ ❝②❧✐♥❞❡r (0, T )×(0, L) ✇✐t❤ ❜♦✉♥❞❛r②

❝♦♥tr♦❧ ♦♥ ♦♥❡ s✐❞❡✱ t❤❡ t✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦st ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥tr♦❧ ✐s ≃ e
α+

T ❢♦r s♦♠❡
❝♦♥st❛♥t α > 0 ✭s❡❡ ❬●ü✐✽✺❪ ❛♥❞ ❬❙❡✐✽✹❪✮✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ α+ ♠❡❛♥s t❤❛t ✇❡ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②

❤❛✈❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦st ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ✐s & e
α
T ❛♥❞ . e

K
T ❢♦r ❡✈❡r② K > α ❛s ❝❧♦s❡ ❛s α ❛s ✇❡ ✇❛♥t

✭t❤❡ ✐♠♣❧✐❝✐t ❝♦♥st❛♥t ✐♥ ❢r♦♥t ♦❢ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ♠✐❣❤t ♣♦ss✐❜❧② ❡①♣❧♦❞❡ ✇❤❡♥ ✇❡ ❣❡t ❝❧♦s❡r
t♦ α✮✳ ❚❤❡ ❝♦♥st❛♥t α ✈❡r✐✜❡s

L2/4 6 α 6 3L2/4.

❚❤❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❬❚❚✵✼❪ ❛♥❞ t❤❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ✐♥ ❬▼✐❧✵✹❛❪ ✭✐t ✐s t❤❡ ❜❡st ❜♦✉♥❞s
♦❜t❛✐♥❡❞ ✉♥t✐❧ ♥♦✇✮✳ ❋♦r t❤❡ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ❡q✉❛t✐♦♥ ♣♦s❡❞ ♦♥ ❛ t✐♠❡✲s♣❛❝❡ ❝②❧✐♥❞❡r (0, T )×(0, L)
✇✐t❤ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥tr♦❧ ♦♥ ♦♥❡ s✐❞❡✱ ♦♥❡ ❛❧s♦ ❤❛s t❤❛t t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ✐♥ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦st ♦❢ t❤❡

❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥tr♦❧ ✐s ✉♥❞❡r t❤❡ ❢♦r♠ ≃ e
α̃+

T ❢♦r s♦♠❡ ❝♦♥st❛♥t α̃ > 0✳ ❚❤❡ ❝♦♥st❛♥t α̃ ✈❡r✐✜❡s

L2/4 6 α̃ 6 3L2/2.

❚❤❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❬❚❚✵✼❪ ❛♥❞ t❤❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ✐♥ ❬▼✐❧✵✹❜❪ ✭✐t ✐s t❤❡ ❜♦✉♥❞s
♦❜t❛✐♥❡❞ ✉♥t✐❧ ♥♦✇✮✳ ■♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s✱ ✐t ✐s ❝♦♥❥❡❝t✉r❡❞ t❤❛t t❤❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ✐s ♦♣t✐♠❛❧✱ ✐✳❡✳ t❤❛t
♦♥❡ ❝❛♥ ❝❤♦♦s❡

α = α̃ = L2/4.

❖✉r ❣♦❛❧ ✐s t♦ ❡①t❡♥❞ t❤✐s r❡s✉❧ts t♦ ♦t❤❡r ✜rst✲♦r❞❡r t✐♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥s ✇✐t❤ s♣❛t✐❛❧
♦♣❡r❛t♦rs t❤❛t ❛r❡ s❡❧❢✲❛❞❥♦✐♥t ♦r s❦❡✇✲❛❞❥♦✐♥t ✇✐t❤ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s λk ♦r iλk t❤❛t ❞♦ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧②
❜❡❤❛✈❡ ❤❛s k2 ♦r ik2✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❧✐♥❡❛r ❑❞❱ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ❛♥♦♠❛❧♦✉s ❞✐✛✉s✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦r
❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❖✉r ♠❛✐♥ t♦♦❧ ✐s t❤❡ ♠♦♠❡♥t ♠❡t❤♦❞ ✇❤✐❝❤ ✇❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞
✐♥ ❬❋❘✼✶❪ ❢♦r t❤❡ st✉❞② ♦❢ ❤❡❛t✲❧✐❦❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✐♥ ♦♥❡ s♣❛❝❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✭❛♥❞ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❢♦r
♣❛r❛❜♦❧✐❝ s②st❡♠s ✇✐t❤ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ❤❛✈✐♥❣ ❛ ❜❡❤❛✈✐♦r ❛s ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✶✳✸✮ ❢♦r s♦♠❡ α > 1✮
❛♥❞ ✉s❡❞ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ♠❛♥② t✐♠❡s ♥♦t❛❜❧② t♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❛❜✐❧✐t② ♦r ✉♥✐❢♦r♠ ❝♦♥tr♦❧❧❛❜✐❧✐t②
♦❢ ♣❛r❛❜♦❧✐❝ s②st❡♠s ♦r ❡q✉❛t✐♦♥s ♦r t♦ st✉❞② t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ❝♦st ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ✭s❡❡ ❢♦r
❡①❛♠♣❧❡ ❬❈●✵✺❪✱ ❬❚❚✵✼❪✱ ❬●❧❛✶✵❪ ♦r ❬❆❑❇●❇❞❚✶✶❜❪✮✳ ❲❡ ✜rst ♣r♦✈❡ s♦♠❡ ❣❡♥❡r❛❧ t❤❡♦r❡♠s
❛❜♦✉t t❤❡ ❝♦st ♦❢ ❝♦♥tr♦❧s ❢♦r ♦♣❡r❛t♦rs A ❤❛✈✐♥❣ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ✇❤✐❝❤ ❜❡❤❛✈❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② ❛s
kα ❢♦r s♦♠❡ α > 2✱ ❛♥❞ ❣✐✈❡ ♣r❡❝✐s❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞s ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ CT ✳ ❈♦♥❝❡r♥✐♥❣ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞s✱
✇❡ ❛❧s♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t lim supT→0 T

1/(α−1) ln(CT ) > 0 ❛s s♦♦♥ ❛s α > 1✳ ❚❤❡s❡ ♠❛✐♥ t❤❡♦r❡♠s
❛r❡ t❤❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ s♦♠❡ ❢❛♠✐❧✐❡s ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❢✉rt❤❡r✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s✐♥❝❡ ♦✉r ✇♦r❦
✐s ♠❛✐♥❧② ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ❬❚❚✵✼❪✱ ✇❡ ❛r❡ ♥♦t ❣♦✐♥❣ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ ❛♥② ❡①✐st✐♥❣ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞s ✐♥
t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❤❡❛t ♦r ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ❡q✉❛t✐♦♥s✳

❈♦♥❝❡r♥✐♥❣ ❧✐♥❡❛r ❞✐s♣❡rs✐✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ ❑❞❱ t②♣❡✱ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❛❜✐❧✐t② ❤❛s ❜❡❡♥ ✇✐❞❡❧②
st✉❞✐❡❞ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥t ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥tr♦❧s ✭s❡❡✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱
❬❘❩✾✸❪✱ ❬❘❩✾✻❪✱ ❬❘♦s✾✼❪✱ ❬❘♦s✵✹❪✱ ❬●●✵✾❪✱ ❬●●✵✽❪ ♦r ❬●●✶✵❪✮✱ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦✈❡ ❛
r❡s✉❧t ♦❢ ❝♦♥tr♦❧❧❛❜✐❧✐t② ❢♦r t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❑❞❱ ❡q✉❛t✐♦♥✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ r❡s✉❧t

✶✷✺



✺✳✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❣✐✈❡♥ ✐♥ ❬●●✵✽✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶❪✱ ♦♥❡ s❤♦✉❧❞ ❡①♣❡❝t t❤❛t ❢♦r s✉❝❤ ❡q✉❛t✐♦♥s ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ s♣❛❝❡

❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ✉♥t✐❧ t❤❡ ♦r❞❡r 3✱ t❤❡ ❝♦st ♦❢ ❢❛st ❝♦♥tr♦❧s ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② Ce
C√
T ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡

✇❡✐❣❤ts ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❈❛r❧❡♠❛♥ ❡st✐♠❛t❡s✳ ❲❡ ❣✐✈❡ ❛ ♣r❡❝✐s❡ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ C ❛♥❞ ♣r♦✈❡ t❤❛t t❤✐s
♣♦✇❡r ♦❢ T ✐s ♦♣t✐♠❛❧✳

❚❤❡ ❝♦st ♦❢ ❢❛st ❝♦♥tr♦❧s ❢♦r ❛♥♦♠❛❧♦✉s ❞✐✛✉s✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥s ❤❛s ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞ ♥♦t❛❜❧② ✐♥
❬▼✐❧✵✻❝❪ ❛♥❞ ❬▼❩✵✻❜❪✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ ✐♥ ❬▼✐❧✶✵✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✶❪✱ t❤❡ ❧❛tt❡r ❛rt✐❝❧❡ ❣✐✈❡s
t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♣♦✇❡r ♦❢ 1/T ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✭s❡❡ ❛❧s♦ ❬❚❚✶✶❪✮✱ ❜✉t t❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✭s♣❡❝tr❛❧ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s
❛♥❞ t❤❡ ▲❡❜❡❛✉✲❘♦❜❜✐❛♥♦ ♠❡t❤♦❞✮ ❛r❡ ✈❡r② ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ ✇❤❛t ✇❡ ❛r❡ ❣♦✐♥❣ t♦ ❞♦ ✐♥ t❤✐s
❛rt✐❝❧❡✳ ■♥ ❛❧❧ t❤❡s❡ ❛rt✐❝❧❡s✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ✇❡r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❝♦♥tr♦❧s ✐♥ ❛ ✭s♠❛❧❧✮
♦♣❡♥ s✉❜s❡t ♦❢ t❤❡ s♣❛❝❡ ❞♦♠❛✐♥✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❤❡r❡ ♦♥❧② ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥tr♦❧s✱ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t
✇❡ ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ t♦ ♠❛❦❡ s♦♠❡ r❡str✐❝t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ♣♦✇❡rs ♦❢ t❤❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ♦♣❡r❛t♦r ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r✳

❖✉r ❧❛st ❡①❛♠♣❧❡ ❝♦♥❝❡r♥s t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❆s ❢❛r ❛s ✇❡
❦♥♦✇✱ t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ s✉❝❤ ❡q✉❛t✐♦♥s ✇❛s ♥❡✈❡r st✉❞✐❡❞✳ ❆s ❜❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❛r❡ ❛❜❧❡
t♦ ❞❡r✐✈❡ ❛ ♣r❡❝✐s❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ♦♥ CT ✳

✺✳✶✳✸ ❙♦♠❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ❛♥❞ ♥♦t❛t✐♦♥s

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✶✳✶✳ ▲❡t C ❜❡ ❛ ❝♦✉♥t❛❜❧❡ s❡t✳ ❲❡ s❛② t❤❛t ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ r❡❛❧ ♥✉♠❜❡rs (λn)n∈C
✐s r❡❣✉❧❛r ✐❢

γ((λn)n∈C) := inf
m 6=n

|λm − λn| > 0.

❋r♦♠ ♥♦✇ ♦♥✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t B ✐s ❛ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠

Bu = bu,

✇❤❡r❡ b ∈ D(A)′ ✭U ✐s ❤❡r❡ R ♦r C✮✱ ❛♥❞ ✇❡ ❝❛❧❧

bk =< b, ek >(D(A)′,D(A)),

✇❤❡r❡ <,>(D(A)′,D(A)) ✐s ❤❡r❡ t❤❡ ❞✉❛❧✐t② ♣r♦❞✉❝t ❜❡t✇❡❡♥ D(A)′ ❛♥❞ D(A) ✇✐t❤ ♣✐✈♦t s♣❛❝❡
H✳ ■t ✐s ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ✭s❡❡ ❬❍❘✽✸❪ ❛♥❞ ❬❲❡✐✽✽❪✮ t❤❛t ✐❢ ||(bk)k∈N||∞ < +∞ ❛♥❞ ✐❢ (λk)k>1 ✐s
r❡❣✉❧❛r✱ t❤❡♥ B ✐s ❛♥ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ❝♦♥tr♦❧ ♦♣❡r❛t♦r✳ ❋r♦♠ ♥♦✇ ♦♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❛❧✇❛②s ❛ss✉♠❡ t❤❛t
T ✐s s♠❛❧❧ ❡♥♦✉❣❤ ✭❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ T ∈ (0, 1)✮✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ A ✐s ♣♦s✐t✐✈❡✱ ♦✉r ♠❛✐♥ r❡s✉❧t ✐s
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

❚❤❡♦r❡♠ ✺✳✶✳✶✳

✶✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t (λn)n>1 ✐s ❛ r❡❣✉❧❛r ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ str✐❝t❧② ♣♦s✐t✐✈❡ ♥✉♠❜❡rs ✈❡r✐❢②✐♥❣
♠♦r❡♦✈❡r t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐st s♦♠❡ α > 2 ❛♥❞ s♦♠❡ R > 0 s✉❝❤ t❤❛t

λn = Rnα + O
n→∞

(nα−1), ✭✺✳✶✳✸✮

❛♥❞ ❛ss✉♠❡ t❤❛t bk ≃ 1 ✭✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ (|bk|)k∈N ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❢r♦♠ ❜❡✲
❧♦✇ ❛♥❞ ❛❜♦✈❡ ❜② str✐❝t❧② ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥ts✮✳ ❚❤❡♥ s②st❡♠ ✭✺✳✶✳✷✮ ✐s ♥✉❧❧ ❝♦♥tr♦❧❧❛❜❧❡✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❝♦st ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ✈❡r✐✜❡s

CT . e
K

(RT )1/(α−1) , ❢♦r ❡✈❡r② K >
21/(α−1)3(α− 1)πα/(α−1)

((α sin(π/(α)))α/(α−1))
. ✭✺✳✶✳✹✮

✷✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t (λn)n>1 ✐s ❛ r❡❣✉❧❛r ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ str✐❝t❧② ♣♦s✐t✐✈❡ ♥✉♠❜❡rs ✈❡r✐❢②✐♥❣
♠♦r❡♦✈❡r t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts s♦♠❡ α > 1 ❛♥❞ s♦♠❡ ❝♦♥st❛♥t R > 0 s✉❝❤ t❤❛t ✭✺✳✶✳✸✮ ❤♦❧❞s✳
❆ss✉♠❡ t❤❛t bk ≃ 1✳ ❚❤❡♥ s②st❡♠ ✭✺✳✶✳✶✮ ✐s ♥✉❧❧ ❝♦♥tr♦❧❧❛❜❧❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ❝❛♥

✶✷✻



❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❈♦ût ❞❡s ❝♦♥trô❧❡s r❛♣✐❞❡s ♣♦✉r ❝❡rt❛✐♥❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ♣❛r❛❜♦❧✐q✉❡s ♦✉ ❞✐s♣❡rs✐✈❡s

❜❡ ❝❤♦s❡♥ ✐♥ t❤❡ s♣❛❝❡ C0([0, T ], U) ❛♥❞ t❤❡ ❝♦st ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ✭✐♥ ♥♦r♠ L∞(0, T )✱ s♦
t❤✐s ✐s ❛❧s♦ tr✉❡ ✐♥ L2(0, T )✮ ✈❡r✐✜❡s

CT . e
K

(RT )1/(α−1) , ❢♦r ❡✈❡r② K >
21/(α−1)3(α− 1)πα/(α−1)

(2α sin(π/(2α)))α/(α−1))
. ✭✺✳✶✳✺✮

✭t❤❡ ✐♠♣❧✐❝✐t ❝♦♥st❛♥t ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ♠✐❣❤t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ α ❜✉t ♥♦t ♦♥ T ✮✳

❘❡♠❛r❦ ✺✳✶✳✶✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ α = 2✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❡①❛❝t❧② t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❬❚❚✵✼❪✳

❆s ✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♥❡❡❞ ❢♦r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐✈❡ ❝❛s❡ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ♦♣❡r❛t♦rs A
t❤❛t ❛r❡ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ♣♦s✐t✐✈❡✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡♦r❡♠✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛tA ✐s s❡❧❢✲❛❞❥♦✐♥t ✇✐t❤
❝♦♠♣❛❝t r❡s♦❧✈❡♥t ✭❜✉t ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ♣♦s✐t✐✈❡✮ ✇✐t❤ ❛ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s (λn)n∈Z∗ ✈❡r✐❢②✐♥❣
t❤❛t λn → +∞ ❛s n → +∞ ❛♥❞ λn → −∞ ❛s n → −∞✱ ❛♥❞ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
❞✐s♣❡rs✐✈❡ s②st❡♠ ✭✺✳✶✳✷✮ ✭♦❢ ❝♦✉rs❡✱ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✏♣❛r❛❜♦❧✐❝✑ s②st❡♠ ✭✺✳✶✳✶✮ ❝❛♥♥♦t ❜❡
❝♦♥s✐❞❡r❡❞✮✳

❚❤❡♦r❡♠ ✺✳✶✳✷✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s (λn)n∈Z∗ ♦❢ A ✐s ❛ r❡❣✉❧❛r
s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ♥♦♥✲③❡r♦ ♥✉♠❜❡rs ✈❡r✐❢②✐♥❣ ♠♦r❡♦✈❡r t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐st s♦♠❡ α > 1 ❛♥❞ s♦♠❡ ❝♦♥st❛♥t
R > 0 s✉❝❤ t❤❛t 




λn = Rnα + O
n→∞

(nα−1), n > 0,

λ−n = −Rnα + O
n→∞

(nα−1), n < 0,

s❣♥(λn) = s❣♥(n),

✭✺✳✶✳✻✮

❛♥❞ ❛ss✉♠❡ t❤❛t bk ≃ 1✳ ❚❤❡♥ s②st❡♠ ✭✺✳✶✳✷✮ ✐s ♥✉❧❧ ❝♦♥tr♦❧❧❛❜❧❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❝♦st ♦❢ t❤❡
❝♦♥tr♦❧ ✈❡r✐✜❡s

CT . e
K

(RT )1/(α−1) , ❢♦r ❡✈❡r② K >
2(α+1)/(α−1)3(α− 1)πα/(α−1)

((α sin(π/(α)))α/(α−1))
.

✭t❤❡ ✐♠♣❧✐❝✐t ❝♦♥st❛♥t ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ♠✐❣❤t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ α ❜✉t ♥♦t ♦♥ T ✮

❲❡ ❛r❡ ❛❧s♦ ❣♦✐♥❣ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t t❤❡ ♣♦✇❡r ♦❢ 1/T ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦st ✐s
♦♣t✐♠❛❧ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡♥s❡✿

❚❤❡♦r❡♠ ✺✳✶✳✸✳ ❲✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ♥♦t❛t✐♦♥s ❛♥❞ ✉♥❞❡r t❤❡ s❛♠❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s ❛s ✐♥ ❚❤❡♦r❡♠s ✺✳✶✳✶
❛♥❞ ✺✳✶✳✷✱ t❤❡ ♣♦✇❡r ♦❢ 1/T ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ✐s ♦♣t✐♠❛❧✱ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts
s♦♠❡ ❝♦♥st❛♥t C > 0 s✉❝❤ t❤❛t ✐♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s ♦❢ ✭✺✳✶✳✶✮ ❛♥❞ ✭✺✳✶✳✷✮ ♦♥❡ ❤❛s

e
C

T1/(α−1) . CT . ✭✺✳✶✳✼✮

✭t❤❡ ✐♠♣❧✐❝✐t ❝♦♥st❛♥t ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ✐♥❡q✉❛❧✐t② ♠✐❣❤t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ α ❜✉t ♥♦t ♦♥ T ✮

✺✳✷ Pr♦♦❢s ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠s ✺✳✶✳✶✲✺✳✶✳✸

✺✳✷✳✶ Pr♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✺✳✶✳✶

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧❡♠♠❛ ✐s ❛ r❡✜♥❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡s ♣r♦✈❡❞ ✐♥ ❬❋❘✼✶✱ ▲❡♠♠❛ ✸✳✶❪ ❛♥❞ ✐s
str♦♥❣❧② ✐♥s♣✐r❡❞ ❜② ❬❚❚✵✼✱ ▲❡♠♠❛ ✹✳✶❪✳

✶✷✼



✺✳✷✳ Pr♦♦❢s ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠s ✺✳✶✳✶✲✺✳✶✳✸

▲❡♠♠❛ ✺✳✷✳✶✳ ▲❡t (λn)n>1 ❜❡ ❛ r❡❣✉❧❛r ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ str✐❝t❧② ♣♦s✐t✐✈❡ ♥✉♠❜❡rs ✈❡r✲
✐❢②✐♥❣ ♠♦r❡♦✈❡r t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts s♦♠❡ α > 2 ❛♥❞ s♦♠❡ ❝♦♥st❛♥t R > 0 s✉❝❤ t❤❛t ✭✺✳✶✳✸✮
❤♦❧❞s✳

▲❡t Φn ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

Φn(z) :=
∏

k 6=n

(1− z

λk − λn
).

❚❤❡♥

✶✳ ■❢ z ∈ C✱

Φn(z) . e
π√

R sin(π/α)
|z| 1α

P (|z|), ✭✺✳✷✳✶✮

✇❤❡r❡ P ✐s ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✳

✷✳ ■❢ x ∈ R✱

Φn(−ix− λn) . e
π

2
√
R sin(π/2α)

|x| 1α
P (λn, |x|), ✭✺✳✷✳✷✮

✇❤❡r❡ P ✐s ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✳

✭■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s✱ t❤❡ ✐♠♣❧✐❝✐t ❝♦♥st❛♥t ♠❛② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ α ❜✉t ♥♦t ♦♥ z✱ x ♦r
n✮

❘❡♠❛r❦ ✺✳✷✳✶✳ ❖♥❡ ❝❛♥ s❡❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② t❤❛t ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ✭✺✳✷✳✶✮ ❛♥❞ ✭✺✳✷✳✷✮ ❛r❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❢♦r
α > 2✱ ❜✉t ❛r❡ ❢❛❧s❡ ❢♦r α ∈ (1, 2) ✭❜✉t ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ✜♥❞ ❛ ❧❡ss ♣r❡❝✐s❡ ❡st✐♠❛t❡✮✳

Pr♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✺✳✷✳✶✳ ❲✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t②✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛ss✉♠❡ t❤❛t R = 1 ✭♦♥❡ ❝❛♥
❣♦ ❜❛❝❦ t♦ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡ ❜② ❛♥ ❡❛s② s❝❛❧✐♥❣ ❛r❣✉♠❡♥t✮✳ ❲❡ ❤❛✈❡ t❤❡♥ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ s♦♠❡
❝♦♥st❛♥t C > 0 s✉❝❤ t❤❛t |λn − nα| 6 Cnα−1✳ ❋r♦♠ ♥♦✇ ♦♥ ✇❡ ❝❛❧❧ γ := γ((λn)n>1)✳ ❆s ✐♥
❬❚❚✵✼✱ P❛❣❡ ✽✶❪✱ ♦♥❡ ❤❛s

❧♥|Φn(z)| 6
∫ |z|

0

∫ ∞

γ

Ln(s)

(t+ s)2
dsdt, ✭✺✳✷✳✸✮

✇❤❡r❡
Ln(s) := #{k||λk − λn| 6 s}.

▲❡t ✉s ❡st✐♠❛t❡ ♣r❡❝✐s❡❧② Ln(s)✳
❖♥❡ ❤❛s

|λk − λn| 6 s

✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢

λk − λn 6 s ✭✺✳✷✳✹✮

❛♥❞

λn − λk 6 s. ✭✺✳✷✳✺✮

✶✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t ✭✺✳✷✳✹✮ ❤♦❧❞s✳ ❚❤❡♥

kα−1(k − C) 6 λn + s.

✶✷✽



❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❈♦ût ❞❡s ❝♦♥trô❧❡s r❛♣✐❞❡s ♣♦✉r ❝❡rt❛✐♥❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ♣❛r❛❜♦❧✐q✉❡s ♦✉ ❞✐s♣❡rs✐✈❡s

▲❡t
R(X) = Xα−1(X − C).

❲❡ ❝❛❧❧ D = λn + s✳ ❇② st✉❞②✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ R✱ ✇❡ s❡❡ t❤❛t R(0) = 0✱ R(+∞) =
+∞ ❛♥❞ t❤❛t R ✐s str✐❝t❧② ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ♦♥ [0, C(1 − 1/α)] ❛♥❞ t❤❡♥ str✐❝t❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣
♦♥ [C(1 − 1/α),∞)✳ ❍❡♥❝❡ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ R(X) = D ❤❛s ❛ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ X̃ ❢♦r n
s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② R(X) 6 D ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ 0 6 X 6 X̃✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱

R(D
1
α )−D = −CD α−1

α < 0

❛♥❞

R(D
1
α + C)−D = (D

1
α + C)α−1D

1
α −D = D((1 + CD− 1

α )α−1 − 1) > 0.

❙♦ X̃ ∈ [D1/α, D1/α + C] ❛♥❞
0 6 k 6 X̃

✐♠♣❧✐❡s

k 6 (λn + s)
1
α + C. ✭✺✳✷✳✻✮

✷✳ ❆ss✉♠❡ ♥♦✇ t❤❛t ✭✺✳✷✳✺✮ ❤♦❧❞s✳

λn − s 6 kα−1(k + C). ✭✺✳✷✳✼✮

❲❡ ❝❛❧❧ E = λn − s✳ ■❢ λn − s < 0 t❤❡♥ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✭✺✳✷✳✼✮ ✐s ❛❧✇❛②s tr✉❡✳ ■❢ λn + s > 0✱
✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡

R̃(X) = Xα−1(X + C).

❇② st✉❞②✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ R̃✱ ✇❡ s❡❡ t❤❛t R̃(0) = 0✱ R̃(+∞) = +∞ ❛♥❞ t❤❛t R̃ ✐s str✐❝t❧②
✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♦♥ [0,∞)✳ ❍❡♥❝❡ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ R̃(X) = E ❤❛s ❛ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ X̄ ∈ [0,∞)
❛♥❞ t❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② R̃(X) > D ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ X > X̄✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱

R̃(E
1
α )− E = CE

α−1
α > 0

❛♥❞

R̃((E
1
α − C)+)− E = ((E

1
α − C)+)α−1E

1
α − E = E(((1− CE− 1

α )+)α−1 − 1) < 0.

❙♦
X̄ ∈ [E1/α − C,E1/α]

❛♥❞ k > X̃ ✐♠♣❧✐❡s

k > ((λn − s)
1
α − C)+ > ((λn − s)

1
α − C). ✭✺✳✷✳✽✮

❋✐♥❛❧❧②✱ ✐❢ ✇❡ ❤❛✈❡ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭✺✳✷✳✹✮ ❛♥❞ ✭✺✳✷✳✺✮✱ t❤❡♥ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ✐♥❡q✉❛❧✐✲
t✐❡s ✭✺✳✷✳✻✮ ❛♥❞ ✭✺✳✷✳✽✮ ♥❡❝❡ss❛r✐❧②

k ∈ [((λn − s)+)
1
α − C, (λn + s)

1
α + C]

❛♥❞

Ln(s) 6 (λn + s)
1
α − ((λn − s)+)

1
α + 2C. ✭✺✳✷✳✾✮

✶✷✾



✺✳✷✳ Pr♦♦❢s ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠s ✺✳✶✳✶✲✺✳✶✳✸

❋✐♥❛❧❧②✱ ❢r♦♠ ✭✺✳✷✳✸✮ ❛♥❞ ✭✺✳✷✳✾✮✱

|Φn(z)| . (1 + |z|/γ)2Ce
∫ |z|
0

∫∞
γ

(λn+s)
1
α −((λn−s)+)

1
α

(t+s)2
dsdt

. ✭✺✳✷✳✶✵✮

❖♥❡ ❤❛s ✭✉s✐♥❣ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s v = s/λn ❢♦r t❤❡ ❧❛st ✐♥❡q✉❛❧✐t②✮

∫ |z|

0

∫ ∞

γ

(λn + s)
1
α − ((λn − s)+)

1
α

(t+ s)2
dsdt 6 |z|

∫ ∞

γ

(λn + s)
1
α − ((λn − s)+)

1
α

s(s+ |z|) ds

6
|z|
λ
1− 1

α
n

(U(
|z|
λn

) + V (
|z|
λn

)),

✭✺✳✷✳✶✶✮

✇❤❡r❡

U(x) :=

∫ 1

0

(1 + v)
1
α − (1− v)

1
α

v(v + x)
dv ✭✺✳✷✳✶✷✮

❛♥❞

V (x) :=

∫ ∞

1

(v + 1)
1
α

v(v + x)
dv. ✭✺✳✷✳✶✸✮

❚♦ ♣r♦✈❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✭✺✳✷✳✶✮✱ ✐♥ ✈✐❡✇ ♦❢ ✭✺✳✷✳✶✵✮ ❛♥❞ ✭✺✳✷✳✶✶✮ ✐t ✐s ♥♦✇ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ♣r♦✈❡

x1−
1
α (U(x) + V (x)) 6

π

sin(πα)
✭✺✳✷✳✶✹✮

❢♦r ❡✈❡r② x > 0✳
▲❡t ✉s ♥♦✇ ♣r♦✈❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✭✺✳✷✳✶✹✮✳ ▲❡t ✉s ✜rst st✉❞② x1−1/αV (x)✳ ❲❡ r❡♠❛r❦ t❤❛t

x1−1/αV (x) = x1−1/α

∫ ∞

1

(v + 1)
1
α

v(v + x)
dv =

∫ ∞

1

(v/x+ 1/x)
1
α

v(v/x+ 1)
dv.

❇② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s t = x/v✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

x1−1/αV (x) =

∫ x

0

(1/t+ 1/x)
1
α

1 + t
dt. ✭✺✳✷✳✶✺✮

❙✐♠✐❧❛r❧② ♦♥❡ ❤❛s

x1−1/αU(x) =

∫ ∞

x

(1/t+ 1/x)
1
α − (1/x− 1/t)

1
α

1 + t
dt. ✭✺✳✷✳✶✻✮

❯s✐♥❣ t❤❡ ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❚❤❡♦r❡♠✱ ♦♥❡ ♣r♦✈❡s ❡❛s✐❧② t❤❛t

x1−1/αV (x) →
x→∞

∫ ∞

0

dt

t
1
α (1 + t)

❛♥❞
x1−1/αU(x) →

x→∞
0.

▲❡t ✉s ❝❛❧❧

I(α) :=

∫ ∞

0

dt

t
1
α (1 + t)

.

❖♥❡ ❝❛♥ ❝♦♠♣✉t❡ ❡①♣❧✐❝✐t❧② t❤✐s ✐♥t❡❣r❛❧✳

✶✸✵



❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❈♦ût ❞❡s ❝♦♥trô❧❡s r❛♣✐❞❡s ♣♦✉r ❝❡rt❛✐♥❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ♣❛r❛❜♦❧✐q✉❡s ♦✉ ❞✐s♣❡rs✐✈❡s

▲❡♠♠❛ ✺✳✷✳✷✳ ▲❡t x > 1✳ ❚❤❡♥
I(x) =

π

sin(π/x)
.

Pr♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✺✳✷✳✷✳ ❲❡ r❡♠✐♥❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❊✉❧❡r ❇❡t❛ ❢✉♥❝t✐♦♥
B ✭s❡❡ ❬❖▲❇❈✶✵✱ P❛❣❡ ✶✹✷✱ ✺✳✶✷✳✸❪✮✿

B(x, y) :=

∫ ∞

0

tx−1

(1 + t)x+y
dt.

❲❡ t❤❡♥ ❤❛✈❡

I(x) = B(1− 1/x, 1/x). ✭✺✳✷✳✶✼✮

❯s✐♥❣ t❤❡ ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ B ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ Γ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

B(1− 1/x, 1/x) =
Γ(1− 1/x)Γ(1/x)

Γ(1− 1/x+ 1/x)
= Γ(1− 1/x)Γ(1/x). ✭✺✳✷✳✶✽✮

❯s✐♥❣ t❤❡ ❊✉❧❡r r❡✢❡❝t✐♦♥ ❢♦r♠✉❧❛ ✭✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❤❡r❡ ❜❡❝❛✉s❡ 1/x ∈ (0, 1)✮✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥
t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ r❡s✉❧t✳

❲❡ ✇✐❧❧ ♣r♦✈❡ t❤❛t ❢♦r ❡✈❡r② x > 0 ♦♥❡ ❤❛s

x1−
1
α (U(x) + V (x)) 6 I(α). ✭✺✳✷✳✶✾✮

▲❡t ✉s r❡♠❛r❦ t❤❛t ♦♥❡ ❝❛♥ ❝♦♠♣✉t❡ ❡①♣❧✐❝✐t❧② V ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ♦❢ ❤②♣❡r❣❡♦♠❡tr✐❝
❢✉♥❝t✐♦♥s✿ ♦♥❡ ❝❛♥ ✉s❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛ t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❛t

x1−1/αV (x) = −αx−1/α
2F1(−1/α,−1/α, 1− 1/α,−1)

+ α(1 + 1/x)1/α 2F1(−1/α,−1/α, 1− 1/α, (x− 1)/(x+ 1)),
✭✺✳✷✳✷✵✮

✇❤❡r❡ 2F1 ✐s t❤❡ ♦r❞✐♥❛r② ❤②♣❡r❣❡♦♠❡tr✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ■t ✐s t❤❡♥ ❡❛s② t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t ❢♦r ❡✈❡r②
α > 2✱ x 7→ x1−1/αV ✐s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❜② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♥❣ ✭✺✳✷✳✷✵✮ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ x✳ ▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r
t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❛s❡s✿

✶✳ ❆ss✉♠❡ x < 1✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱

x1−1/αV (x) 6 −α2F1(−1/α,−1/α, 1− 1/α,−1) + α21/α. ✭✺✳✷✳✷✶✮

❲❡ r❡♠❛r❦ ✭❜② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♥❣ x1−1/αU(x) ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ α ✐♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭✺✳✷✳✶✻✮✮ t❤❛t
α 7→ x1−1/αU(x) ✐s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣✱ s♦

x1−1αU(x) 6
√
x

∫ 1

0

(1 + v)
1
2 − (1− v)

1
2

v(v + x)
dv 6 1. ✭✺✳✷✳✷✷✮

✭t❤❡ ❧❛st ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✐♥ ✭✺✳✷✳✷✷✮ ❝❛♥ ❜❡ ❝❤❡❝❦❡❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ❢♦r x ∈ [0, 1]✮

❲❡ ❛❧s♦ ❤❛✈❡ ✭t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ α 7→ 2F1(−1/α,−1/α, 1− 1/α,−1) ✐s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣✮

−α2F1(−1/α,−1/α, 1− 1/α,−1) 6 −α2F1(−1/2,−1/2, 1− 1/2,−1) 6 −0.52α.
✭✺✳✷✳✷✸✮

❈♦♠❜✐♥✐♥❣ ✭✺✳✷✳✷✶✮✱ ✭✺✳✷✳✷✷✮ ❛♥❞ ✭✺✳✷✳✷✸✮✱ ✇❡ ❞❡❞✉❝❡

x1−1/α(U(x) + V (x)) 6 1 + α21/α − 0.52α.

✶✸✶



✺✳✷✳ Pr♦♦❢s ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠s ✺✳✶✳✶✲✺✳✶✳✸

❲❡ ❥✉st ❤❛✈❡ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t

1− 0.52α+ α21/α 6
π

sin(π/α)
. ✭✺✳✷✳✷✹✮

❖♥❡ ✈❡r✐✜❡s ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② t❤❛t ✭✺✳✷✳✷✹✮ ✐t ✐s tr✉❡ ❢♦r α ∈ [2, 3]✱ ❛♥❞ ♦♥❡ ✈❡r✐✜❡s ❡❛s✐❧② ❜②
❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♥❣ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ α t❤❛t α 7→ 1− 0.52α+ α21/α − π

sin(π/α) ✐s
❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❛t ❧❡❛st ♦♥ (3,∞)✳ ■♥❡q✉❛❧✐t② ✭✺✳✷✳✶✾✮ ✐s ♣r♦✈❡❞ ❛t ❧❡❛st ❢♦r x < 1✳

✷✳ ❆ss✉♠❡ x > 1✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ✭t❤❡ ❡q✉❛❧✐t② ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ♦❜t❛✐♥❡❞ t❤❛♥❦s t♦ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛ ❢♦r
❡①❛♠♣❧❡✮

x1−1/αU(x) 6 x−1/α

∫ 1

0

(1 + v)
1
α − (1− v)

1
α

v
dv

= x−1/α(H1/α + 2F1(−1/α,−1/α, 1− 1/α,−1)),

✭✺✳✷✳✷✺✮

✇❤❡r❡ ✇❡ ❝❛❧❧ H1/α t❤❡ ✭❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞✮ ❤❛r♠♦♥✐❝ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦r❞❡r 1/α✳ ❲❡ ❤❛✈❡

H1/α 6 H1/2 6 0.62. ✭✺✳✷✳✷✻✮

❯s✐♥❣ ✭✺✳✷✳✷✵✮✱ ✭✺✳✷✳✷✺✮ ❛♥❞ ✭✺✳✷✳✷✻✮✱ ✇❡ ❞❡❞✉❝❡

x1−1/α(U(x) + V (x)) 6 x−1/αA(α) +B(x) ✭✺✳✷✳✷✼✮

✇✐t❤
A(α) = (0.62− α)2F1(−1/α,−1/α, 1− 1/α,−1)

❛♥❞
B(x) = α(1 + 1/x)1/α 2F1(−1/α,−1/α, 1− 1/α, (x− 1)/(x+ 1)).

❖♥❡ ❤❛s A(α) < 0✱ ♠♦r❡♦✈❡r✱ ♦♥❡ ❡❛s✐❧② ♣r♦✈❡s t❤❛t B ✐s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ x ❛♥❞ t❡♥❞s
t♦ α2F1(−1/α,−1/α, 1 − 1/α, 1) = I(α)✳ ❍❡♥❝❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✭✺✳✷✳✷✼✮ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ✐♥❡q✉❛❧✐t②
✭✺✳✷✳✶✾✮ ✐s ❛❧s♦ ♣r♦✈❡❞ ❢♦r x > 1 ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② ✭✺✳✷✳✶✹✮ ✐s ♣r♦✈❡❞✳

■♥❡q✉❛❧✐t② ✭✺✳✷✳✷✮ ✐s ❡❛s✐❡r t♦ ♣r♦✈❡✳ ❉♦✐♥❣ ❛s ✐♥ ❬❚❚✵✼✱ P❛❣❡ ✽✸❪✱ ✇❡ ❤❛✈❡

|Φn(−ix− λn)|2 =
∏

k 6=n

|1 + ix/λk|2
(1− λn/λk)2

= B2
n

∏

k 6=n

|1 + x2/λ2k| ✭✺✳✷✳✷✽✮

✇❤❡r❡
Bn :=

∏

k 6=n

(1− λn/λk)
−1.

▲❡t ✉s r❡♠❛r❦ t❤❛t

∑

k>1

ln(1 + x2/λ2k) =

∫ |x|2/λ2
1

0

M(t)

1 + t
dt, ✭✺✳✷✳✷✾✮

✇❤❡r❡
M(t) :=

∑

λk6|x|/
√
t

1.

❖♥❡ ❡❛s✐❧② ♦❜s❡r✈❡ ✉s✐♥❣ s❛♠❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❛s ❜❡❢♦r❡ t❤❛t

✶✸✷



❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❈♦ût ❞❡s ❝♦♥trô❧❡s r❛♣✐❞❡s ♣♦✉r ❝❡rt❛✐♥❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ♣❛r❛❜♦❧✐q✉❡s ♦✉ ❞✐s♣❡rs✐✈❡s

M(t) 6 |x| 1α t−1/(2α) + C. ✭✺✳✷✳✸✵✮

❲❡ t❤❡♥ ♦❜t❛✐♥✱ ✉s✐♥❣ ✭✺✳✷✳✷✾✮ ❛♥❞ ✭✺✳✷✳✸✵✮✱

∑

k>1

ln(1+x2/λ2k) 6 C ln(1+|x|2/λ21)+|x| 1α
∫ ∞

0

1

t1/(2α)(1 + t)
dt 6 C ln(1+|x|2/λ21)+|x| 1α I(2α).

❲❡ ❞❡❞✉❝❡ ❜② ▲❡♠♠❛ ✺✳✷✳✷ ❛♥❞ ✭✺✳✷✳✷✽✮ t❤❛t

Φn(−ix− λn) . Bn(1 + |x|2/λ21)C/2eπ|x|
1
α /(2 sin(π/(2α)))

❛♥❞ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ♣r♦✈❡❞ t❤❛t Bn ✐s ❛t ♠♦st ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐♥ λn ✭t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛s
✐♥ ❬❚❚✵✼✱ P❛❣❡s ✽✸✲✽✹❪✮ ❛s ✇✐s❤❡❞✳ ❚❤✐s ♣r♦✈❡s ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✭✺✳✷✳✷✮✳

◆♦✇✱ ✇❡ st✉❞② t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡r✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✈❡r② s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♦♥❡ st✉❞✐❡❞ ✐♥ ❬❚❚✵✼❪✳ ▲❡t ν > 0
❛♥❞ β > 0 ❜❡ ❧✐♥❦❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡❧❛t✐♦♥✿

βνα−1 = (4(α− 1))α−1

(
π + δ

α sin(π/α)

)α

, ✭✺✳✷✳✸✶✮

✇❤❡r❡ δ > 0 ✐s ❛ s♠❛❧❧ ♣❛r❛♠❡t❡r✳
❲❡ ❝❛❧❧

σν(t) := exp(− ν

(1− t2)
)

♣r♦❧♦♥❣❡❞ ❜② 0 ♦✉ts✐❞❡ (−1; 1)✳ σν ✐s ❛♥❛❧②t✐❝ ♦♥ B(0, 1)✳ ❲❡ ❝❛❧❧

Hβ(z) := Cν

∫ 1

−1
σν(t)e

−iβtzdt,

✇❤❡r❡
Cν := 1/||σν ||1.

❚❤❛♥❦s t♦ ❬❚❚✵✼✱ ▲❡♠♠❛ ✹✳✸❪✱ ✇❡ ❤❛✈❡

Hβ(0) = 1, ✭✺✳✷✳✸✷✮

Hβ(ix) &
eβ|x|/(2

√
ν+1)

√
ν + 1

, ✭✺✳✷✳✸✸✮

1

2
eν 6 Cν 6

3

2

√
ν + 1eν , ✭✺✳✷✳✸✹✮

|Hβ(z)| 6 eβ|Im(z)|. ✭✺✳✷✳✸✺✮

❚❤❡ ♠❛✐♥ ❡st✐♠❛t❡ ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

▲❡♠♠❛ ✺✳✷✳✸✳ ❋♦r x ∈ R✱ ✇❡ ❤❛✈❡

Hβ(x) .
√
ν + 1e3ν/4−((π+δ/2)|x| 1α )/(sin(π/α)).

✭❚❤❡ ✐♠♣❧✐❝✐t ❝♦♥st❛♥t ♠❛② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ α✮

❘❡♠❛r❦ ✺✳✷✳✷✳ ▲❡♠♠❛ ✺✳✷✳✸ ✐s ❢❛❧s❡ ❢♦r α ∈ (1, 2)✳ ❚❤✐s ❡①♣❧❛✐♥s ✇❤② ✇❡ ✇❡r❡ ♥♦t ❛❜❧❡ t♦
❡①t❡♥❞ ❚❤❡♦r❡♠ ✺✳✶✳✶ t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ α ∈ (1, 2)✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t s②st❡♠s ❧✐❦❡
✭✺✳✶✳✶✮ ❛♥❞ ✭✺✳✶✳✷✮ ❛r❡ ♥✉❧❧ ❝♦♥tr♦❧❧❛❜❧❡ ❛s s♦♦♥ ❛s α > 1✱ s♦ ♦♥❡ ❝❛♥ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s
❛ ✇❛② t♦ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❡st✐♠❛t❡s ❢♦r α ∈ (1, 2)✳

✶✸✸
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Pr♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✺✳✷✳✸✳ ❋✐rst ♦❢ ❛❧❧✱ ❝♦♥s✐❞❡r s♦♠❡ t ∈ [0, 1) ❛♥❞ θ ∈ (−π, π)✳ ❲❡ ❝❛❧❧
ρ := 1− t ❛♥❞ z := t+ ρeiθ✳ ❖♥❡ ❤❛s ✭s❡❡ ❬❚❚✵✼✱ P❛❣❡ ✽✺❪✮

Re
1

1− z2
>

1

4ρ
+

1

4
>

1

4ρ1/(α−1)
+

1

4
,

❜❡❝❛✉s❡ ρ 6 1 ❛♥❞ α > 2✳ ❙♦✱ ❞♦✐♥❣ ❛s ✐♥ ❬❚❚✵✼❪✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❈❛✉❝❤② ❢♦r♠✉❧❛
❢♦r ❤♦❧♦♠♦r♣❤✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥s

|σ(j)ν (t)| 6 j!e−
ν
4 sup
ρ>0

e
− 1

4ρ1/(α−1)

ρj
.

❈♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ s✉♣r❡♠✉♠ ♦♥ ρ ∈ R
+∗✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

|σ(j)ν (t)| 6 j!e−
ν
4 e−(α−1)j

(
4(α− 1)j

ν

)(α−1)j

, t ∈ [0, 1). ✭✺✳✷✳✸✻✮

❯s✐♥❣ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t σν ✐s ❡✈❡♥✱ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✭✺✳✷✳✸✻✮ ✐s tr✉❡ ❢♦r ❡✈❡r② t ∈ (−1, 1)✳ ❯s✐♥❣ ✐♥❡q✉❛❧✐t②
j! > jje−j ✐♥ ✭✺✳✷✳✸✻✮✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

|σ(j)ν (t)| 6 (j!)αe−
ν
4

(
4(α− 1)

ν

)(α−1)j

. ✭✺✳✷✳✸✼✮

❙✐♥❝❡ ❛❧❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ σν ✈❛♥✐s❤ ❛t t = −1 ❛♥❞ t = 1✱ ✇❡ ❤❛✈❡

|Hβ(x)| 6
2Cν ||σ(j)ν ||∞

(βx)j
, ✭✺✳✷✳✸✽✮

❢♦r ❡✈❡r② x > 0 ❛♥❞ j ∈ N✳ ❈♦♠❜✐♥✐♥❣ ✭✺✳✷✳✸✼✮✱ ✭✺✳✷✳✸✽✮ ❛♥❞ ✭✺✳✷✳✸✹✮✱ ✇❡ ❞❡❞✉❝❡ t❤❛t

|Hβ(x)| .
√
ν + 1(j!)αe

3ν
4
(4(α− 1))(α−1)j

(βx)j
, j ∈ N. ✭✺✳✷✳✸✾✮

❲❡ s❡t

j := ⌊(1/a)(βx)1/γ⌋ ✭✺✳✷✳✹✵✮

✇✐t❤ s♦♠❡ ❝♦♥st❛♥ts a ❛♥❞ γ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ ❝❤♦s❡♥ ❝♦rr❡❝t❧② s♦♦♥✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ❤❛✈❡

βx > (aj)γ . ✭✺✳✷✳✹✶✮

❯s✐♥❣ ✭✺✳✷✳✹✶✮ ❛♥❞ ✭✺✳✷✳✸✾✮ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

|Hβ(x)| .
√
ν + 1(j!)αe

3ν
4
4(α−1)j

(aj)γj
. ✭✺✳✷✳✹✷✮

❲❡ ❝❤♦♦s❡ γ = α ❛♥❞ a = (4(α−1))1−1/α✳ ❈♦♠❜✐♥✐♥❣ ✭✺✳✷✳✹✷✮✱ ✭✺✳✷✳✹✵✮✱ ✭✺✳✷✳✸✶✮ ❛♥❞ ✐♥❡q✉❛❧✐t②

(j!)α . jα/2jαje−αj , ✭✺✳✷✳✹✸✮

✇❡ ❞❡❞✉❝❡

|Hβ(x)| .
√
ν + 1e

3ν
4 e−αjjα/2 6

√
ν + 1e

3ν
4 e−(π+δ/2)/(sin(π/α))|x| 1α .

✶✸✹



❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❈♦ût ❞❡s ❝♦♥trô❧❡s r❛♣✐❞❡s ♣♦✉r ❝❡rt❛✐♥❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ♣❛r❛❜♦❧✐q✉❡s ♦✉ ❞✐s♣❡rs✐✈❡s

Pr♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✺✳✶✳✶✳
❚❤❡ ♣r♦♦❢ ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❬❚❚✵✼✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✶ ❛♥❞ ✸✳✹❪✳ ❲❡ st✐❧❧ ❛ss✉♠❡ ✇✐t❤♦✉t ❧♦ss

♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t② t❤❛t R = 1✳ ▲❡t ✉s ✜rst ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐✈❡ ❝❛s❡ ✭❊q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✶✳✷✮✮✳ ❲❡ ❝❛❧❧

gn(z) := Φn(−z − λn)Hβ(z + λn). ✭✺✳✷✳✹✹✮

❲❡ ✇❛♥t t♦ ❛♣♣❧② ❛t t❤❡ ❡♥❞ t❤❡ P❛❧❡②✲❲✐❡♥❡r ❚❤❡♦r❡♠ ✭s❡❡ ❡st✐♠❛t❡ ✭✺✳✷✳✸✺✮✮ ✐♥ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧
✇❛②✱ s♦ ✇❡ ✇❛♥t β t♦ ❜❡ ❝❧♦s❡ t♦ T/2✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t β < T/2 ❛♥❞ ❝❧♦s❡ t♦ T/2✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡

β =
T (1− δ)

2
. ✭✺✳✷✳✹✺✮

❖♥❡ ❤❛s gn(−λk) = δkn✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❛♥❦s t♦ ✭✺✳✷✳✹✹✮✱ ✭✺✳✷✳✶✮✱ ▲❡♠♠❛ ✺✳✷✳✸✱ ✭✺✳✷✳✸✶✮ ❛♥❞
✭✺✳✷✳✹✺✮

|gn(x)| . e
3ν
4
+π/ sin(π/α)|x+λn|

1
α−(π+δ/2)/ sin(π/α)|x+λn|

1
α P (|x+ λn|) ✭✺✳✷✳✹✻✮

. e
3ν
4
−δ/(2 sin(π/α))|x+λn|

1
α P (|x+ λn|) ✭✺✳✷✳✹✼✮

.
e3(α−1)(π+δ)α/(α−1)/((α sin(π/α))α/(α−1)β1/(α−1))

1 + (x+ λn)2
✭✺✳✷✳✹✽✮

.
e2

1/(α−1)3(α−1)(π+δ)α/(α−1)/((α sin(π/α))α/(α−1)(T (1−δ))1/(α−1))

1 + (x+ λn)2
. ✭✺✳✷✳✹✾✮

▲❡t ✉s ✜① s♦♠❡
K > 3(α− 1)21/(α−1)πα/(α−1)/(α sin(π/α))α/(α−1).

❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ δ ❛s ❝❧♦s❡ ❛s 0 ❛s ♥❡❡❞❡❞✱ ✇❡ ❞❡❞✉❝❡ t❤❛t

|gn(x)| .
e

K

T1/(α−1)

1 + (x+ λn)2
✭✺✳✷✳✺✵✮

❚❤✐s ♥♦t❛❜❧② ♣r♦✈❡s t❤❛t gn ∈ L2(R)✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✉s✐♥❣ ✭✺✳✷✳✶✮✱ ✭✺✳✷✳✹✹✮✱ ✭✺✳✷✳✹✺✮ ❛♥❞ ✭✺✳✷✳✸✺✮✱
✇❡ ♦❜t❛✐♥

|gn(z)| . eT |z|/2.

❍❡♥❝❡✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ P❛❧❡②✲❲✐❡♥❡r ❚❤❡♦r❡♠✱ gn ✐s t❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ fn ∈ L2(R)
✇✐t❤ ❝♦♠♣❛❝t s✉♣♣♦rt [−T/2, T/2]✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❜② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ {fn} ✐s ❜✐♦rt❤♦❣♦♥❛❧ t♦ t❤❡
❢❛♠✐❧② {eiλnt}✳ ❚❤❡♥✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❝r❡❛t❡ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ❢❛♠✐❧② {fn}✳ ▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r
y0 =

∑
akek t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ✇❡ ❝❛❧❧

u(t) := −
∑

k∈N
(ak/bk)e

−iTλk/2fk(t− T/2). ✭✺✳✷✳✺✶✮

❚❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐s ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ s✐♥❝❡ bk ≃ 1✱ ♠♦r❡♦✈❡r t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s♦❧✉t✐♦♥ y ♦❢ ✭✺✳✶✳✷✮
✈❡r✐✜❡s y(T, ·) ≡ 0✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ▼✐♥❦♦✈s❦✐ ✐♥❡q✉❛❧✐t②✱ P❛rs❡✈❛❧ ❡q✉❛❧✐t②✱ ✭✺✳✷✳✺✶✮✱ bk ≃ 1 ❛♥❞
✭✺✳✷✳✺✵✮✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

||u(t)||L2(0,T ) . e
K

T1/(α−1) (
∑

|ak|2(
∫

R

dx

(1 + (x+ λn)2)2
))1/2 ✭✺✳✷✳✺✷✮

. e
K

T1/(α−1) (π/2
∑

|ak|2)1/2 ✭✺✳✷✳✺✸✮

. e
K

T1/(α−1) ||y0||H . ✭✺✳✷✳✺✹✮

✶✸✺



✺✳✷✳ Pr♦♦❢s ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠s ✺✳✶✳✶✲✺✳✶✳✸

❲❡ ♥♦✇ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♣❛r❛❜♦❧✐❝ ❝❛s❡ ✭❊q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✶✳✶✮✮✳ ❲❡ ❝❛❧❧

hn(z) :=
Φn(−iz − λn)Hβ(z sin(π/α)

α/(2 sin(π/(2α))α))

Hβ(iλn sin(π/α)α/(2 sin(π/(2α))α))
. ✭✺✳✷✳✺✺✮

❆ss✉♠❡ t❤❛t

β <
T (2 sin(π/2α))α

2 sin(π/(α))α

❛♥❞ ❝❧♦s❡ t♦
T (2 sin(π/2α))α

2(sin(π/(α)))α
,

❢♦r ❡①❛♠♣❧❡

β =
(1− δ)T (2 sin(π/2α))α

2 sin(π/(α))α
. ✭✺✳✷✳✺✻✮

❖♥❡ ❤❛s hn(iλk) = δkn✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❛♥❦s t♦ ✭✺✳✷✳✺✺✮✱ ✭✺✳✷✳✷✮✱ ✭✺✳✷✳✸✸✮✱ ▲❡♠♠❛ ✺✳✷✳✸✱ ✭✺✳✷✳✸✶✮
❛♥❞ ✭✺✳✷✳✺✻✮✱ ♦♥❡ ❤❛s

|hn(x)| .(ν + 1)e
3
4
ν+π/(2 sin(π/2α))|x| 1α−((π+δ/2)/(2 sin(π/2α)))|x| 1α− β|λn|

2
√
ν+1P (|x|, |λn|) ✭✺✳✷✳✺✼✮

. (ν + 1)e
3
4
ν−δ/(2 sin(π/2α))|x| 1α− βλn

2
√
ν+1P (|x|, λn|) ✭✺✳✷✳✺✽✮

. (ν + 1)
e3(α−1)(π+δ)α/(α−1)/((2α sin(π/α))α/(α−1)β1/(α−1))

(1 + (x+ λn)2)
✭✺✳✷✳✺✾✮

. (ν + 1)
e3(α−1)21/(α−1)(π+δ)α/(α−1)/((2α sin(π/(2α)))α/(α−1)(T (1−δ))1/(α−1))

(1 + (x+ λn)2)
. ✭✺✳✷✳✻✵✮

▲❡t ✉s ✜① s♦♠❡

K > 3(α− 1)21/(α−1)πα/(α−1)/((2α sin(π/(2α)))α/(α−1)).

❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ δ ❛s ❝❧♦s❡ ❛s 0 ❛s ♥❡❡❞❡❞✱ ✇❡ ❞❡❞✉❝❡ t❤❛t

|hn(x)| .
e

K

T1/(α−1)

(1 + (x+ λn)2)
, ✭✺✳✷✳✻✶✮

❚❤✐s ♥♦t❛❜❧② ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t hn(x) ∈ L1(R) ∩ L2(R) ❛♥❞

||hn||L1(R) . e
K

T1/(α−1) . ✭✺✳✷✳✻✷✮

▼♦r❡♦✈❡r✱ ✉s✐♥❣ ✭✺✳✷✳✷✮✱ ✭✺✳✷✳✺✺✮✱ ✭✺✳✷✳✸✺✮ ❛♥❞ ✭✺✳✷✳✺✻✮

|hn(z)| . eT |z|/2,

s♦ ✉s✐♥❣ t❤❡ P❛❧❡②✲❲✐❡♥❡r ❚❤❡♦r❡♠✱ hn ✐s t❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ wn ∈ L2(R)
✇✐t❤ ❝♦♠♣❛❝t s✉♣♣♦rt [−T/2, T/2]✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❜② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ {wn} ✐s ❜✐♦rt❤♦❣♦♥❛❧ t♦ t❤❡
❢❛♠✐❧② {e−λnt}✳ ❚❤❡♥✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❝r❡❛t❡ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ❢❛♠✐❧② {hn}✳ ▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r
y0 =

∑
akek t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ✇❡ ❝❛❧❧

u(t) := −
∑

(ak/bk)e
−Tλk/2wk(t− T/2), ✭✺✳✷✳✻✸✮

✶✸✻



❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❈♦ût ❞❡s ❝♦♥trô❧❡s r❛♣✐❞❡s ♣♦✉r ❝❡rt❛✐♥❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ♣❛r❛❜♦❧✐q✉❡s ♦✉ ❞✐s♣❡rs✐✈❡s

❚❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐s ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ s✐♥❝❡ bk ≃ 1✱ ♠♦r❡♦✈❡r t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s♦❧✉t✐♦♥ y ♦❢ ✭✺✳✶✳✶✮
✈❡r✐✜❡s y(T, ·) ≡ 0✳ ❖♥❡ ❡❛s✐❧② ✈❡r✐✜❡s t❤❛t u ∈ C0([0, T ],R)✳ ❯s✐♥❣ ✭✺✳✷✳✻✸✮✱ |bk| ≃ 1 ❛♥❞
✐♥❡q✉❛❧✐t② ✭✺✳✷✳✻✷✮✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

||u(t)||L∞(0,T ) . e
K

T1/(α−1)
∑

|ak|e−Tλk/2.

❯s✐♥❣ t❤❡ ❈❛✉❝❤②✲❙❝❤✇❛r③ ✐♥❡q✉❛❧✐t②✱ ♦♥❡ ❞❡❞✉❝❡s

||u(t)||L∞(0,T ) . e
K

T1/(α−1) ||y0||H .

✺✳✷✳✷ Pr♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✺✳✶✳✷

❲❡ ✇✐❧❧ ♥♦t ❣✐✈❡ t❤❡ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✺✳✶✳✷ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✐s ❡①❛❝t❧② t❤❡
s❛♠❡ ❛s t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✺✳✶✳✶✳ ❲❡ ❥✉st ❡①♣❧❛✐♥ ✐♥ ❞❡t❛✐❧s t❤❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ❛♣♣❡❛r✐♥❣
✐♥ ▲❡♠♠❛ ✺✳✷✳✶✳

▲❡♠♠❛ ✺✳✷✳✹✳ ▲❡t (λn)n∈Z ❜❡ ❛ r❡❣✉❧❛r ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ♥♦♥✲③❡r♦s ♥✉♠❜❡rs ✈❡r✐❢②✐♥❣
♠♦r❡♦✈❡r t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts s♦♠❡ α > 2 ❛♥❞ s♦♠❡ ❝♦♥st❛♥t R > 0 s✉❝❤ t❤❛t ✭✺✳✶✳✻✮ ❤♦❧❞s✳ ▲❡t
Φn ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

Φn(z) :=
∏

k 6=n

(1− z

λk − λn
),

t❤❡♥

Φn(z) . e
2π√

R sin( πα )
|z| 1α

P (|z|), ✭✺✳✷✳✻✹✮

✇❤❡r❡ P ✐s ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐♥ |z|✳ ✭■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ✐♥❡q✉❛❧✐t②✱ t❤❡ ✐♠♣❧✐❝✐t ❝♦♥st❛♥t ♠❛② ❞❡♣❡♥❞
♦♥ α ❜✉t ♥♦t ♦♥ z ♦r n✳✮

Pr♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✺✳✷✳✹✳ ❲❡ ✉s❡ t❤❡ s❛♠❡ ♥♦t❛t✐♦♥s ❛s ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✺✳✷✳✶ ❛♥❞
❛ss✉♠❡ ✇✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t② t❤❛t R = 1✳ ▲❡t ✉s ❣✐✈❡ ❛ ♥❡✇ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ❢♦r Ln(s)✳

▲❡t s > 0 ❛♥❞ ❧❡t ✉s ❡st✐♠❛t❡ #{k||λk − λn| 6 s}✳ ■❢ k ❛♥❞ n ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ s✐❣♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡
♥❡❝❡ss❛r✐❧② ✭s❡❡ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✺✳✷✳✶ ❛♥❞ ✭✺✳✶✳✻✮✮

#{k||λk − λn| 6 s, s❣♥(k) = s❣♥(n)} 6 (|λn|+ s)
1
α − ((|λn| − s)+)

1
α + 2C. ✭✺✳✷✳✻✺✮

■❢ k ❛♥❞ n ❤❛✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t s✐❣♥✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❛ss✉♠❡ ✇✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t② t❤❛t k > 0✱ s♦ t❤❛t
♦♥❡ ❤❛s λk > 0 ❛♥❞ λn < 0 ✭s❡❡ ✭✺✳✶✳✻✮✮✳ ■❢ |λk − λn| 6 s✱ t❤❡♥ ♥❡❝❡ss❛r✐❧② λk 6 (s − |λn|)+✱
✐✳❡✳

kα − Ckα−1 6 D,

✇✐t❤ D = s− |λn|✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ r❡❛s♦♥✐♥❣ ❛s ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✺✳✷✳✶✱ t❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t

k 6 ((|λn| − s)+)
1
α + C. ✭✺✳✷✳✻✻✮

❋✐♥❛❧❧②✱ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ✭✺✳✷✳✻✺✮ ❛♥❞ ✭✺✳✷✳✻✻✮✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

Ln(s) 6 (|λn|+ s)
1
α − ((|λn| − s)+)

1
α + ((s− |λn|)+)

1
α + 3C. ✭✺✳✷✳✻✼✮

❲❡ t❤❡♥ ❤❛✈❡ ✉s✐♥❣ ✭✺✳✷✳✸✮ ❛♥❞ ✭✺✳✷✳✻✼✮

|Φn(z)| . (1 + |z|/δ)3Ce
∫ |z|
0

∫∞
γ((|λn|)n>1)

(|λn|+s)
1
α −((|λn|−s)+)

1
α +((s−|λn|)+)

1
α

(t+s)2
dsdt

.

✶✸✼



✺✳✷✳ Pr♦♦❢s ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠s ✺✳✶✳✶✲✺✳✶✳✸

❖♥❡ ❤❛s ∫ |z|

0

∫ ∞

γ

(|λn|+ s)
1
α − ((|λn| − s)+)

1
α + ((s− |λn|)+)

1
α

(t+ s)2
dsdt

6
|z|

|λn|1−
1
α

(U(
|z|
|λn|

) + V (
|z|
|λn|

) +W (
|z|
|λn|

)),

✇❤❡r❡ U ❛♥❞ V ❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✺✳✷✳✶✷✮ ❛♥❞ ✭✺✳✷✳✶✸✮✱ ❛♥❞ ✇❤❡r❡

W (x) :=

∫ ∞

1

(u− 1)1/α

u(u+ x)
du.

❙✐♥❝❡ ✇❡ ❛❧r❡❛❞② ♣r♦✈❡❞ ❜② ▲❡♠♠❛ ✺✳✷✳✷ ❛♥❞ ✭✺✳✷✳✶✾✮ t❤❛t

x1−
1
α (U(x) + V (x)) 6

π

sin(π/α)
,

▲❡♠♠❛ ✺✳✷✳✹ ✇✐❧❧ ❜❡ ♣r♦✈❡❞ ❛s s♦♦♥ ❛s

x1−
1
αW (x) 6

π

sin(π/α)
. ✭✺✳✷✳✻✽✮

❯s✐♥❣ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡ u = 1/s✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

W (x) =

∫ 1

0

(1− s)1/α

s1/α(1 + sx)
ds =

∫ 1

0

(1− s)1/α−1

s1/α
1− s

1 + sx
ds. ✭✺✳✷✳✻✾✮

❖♥❡ ❤❛s t❤❡ ❡q✉❛❧✐t②

1− s

1 + sx
=

1 + x

x(1 + sx)
− 1

x
. ✭✺✳✷✳✼✵✮

❘❡♣❧❛❝✐♥❣ ✭✺✳✷✳✼✵✮ ✐♥ ✭✺✳✷✳✻✾✮✱ ✇❡ ❞❡❞✉❝❡

W (x) =
1 + x

x

∫ 1

0

(1− s)1/α−1

s1/α(1 + sx)
ds− 1

x

∫ 1

0

(1− s)1/α−1

s1/α
ds. ✭✺✳✷✳✼✶✮

❚❤❡ ✉s✉❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ B ✭s❡❡ ❬❖▲❇❈✶✵✱ P❛❣❡ ✶✹✷✱ ✺✳✶✷✳✶❪✮ ❣✐✈❡s
∫ 1

0

(1− s)1/α

s1/α
ds = B(1− 1/α, 1/α). ✭✺✳✷✳✼✷✮

❯s✐♥❣ ▲❡♠♠❛ ✺✳✷✳✷✱✭✺✳✷✳✶✾✮✱ ✭✺✳✷✳✼✶✮✱ ✭✺✳✷✳✼✷✮ ❛♥❞ t❤❡ s②♠♠❡tr② ♦❢ t❤❡ B ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❞❡❞✉❝❡

W (x) =
1 + x

x

∫ 1

0

(1− s)1/α−1

s1/α(1 + sx)
ds− π

x sin(π/α)
. ✭✺✳✷✳✼✸✮

❯s✐♥❣ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s u = 1/s✱ ✇❡ ❤❛✈❡
∫ 1

0

(1− s)1/α−1

s1/α(1 + sx)
dt =

∫ ∞

1

(u− 1)1/α−1

(u+ x)
du. ✭✺✳✷✳✼✹✮

❯s✐♥❣ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s s = u/(1 + x)✱ ▲❡♠♠❛ ✺✳✷✳✷✱✭✺✳✷✳✶✾✮✱ ❛♥❞ t❤❡ s②♠❡tr② ♦❢ t❤❡
❇❡t❛ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

∫ ∞

1

(u− 1)1/α−1

u+ x
du =

∫ ∞

0

u1/α−1

u+ 1 + x
du = (1 + x)1/α−1B(1/α, 1− 1/α)

= (1 + x)1/α−1 π

sin(π/α)
.

✭✺✳✷✳✼✺✮

✶✸✽



❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❈♦ût ❞❡s ❝♦♥trô❧❡s r❛♣✐❞❡s ♣♦✉r ❝❡rt❛✐♥❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ♣❛r❛❜♦❧✐q✉❡s ♦✉ ❞✐s♣❡rs✐✈❡s

●♦✐♥❣ ❜❛❝❦ t♦ ✭✺✳✷✳✼✸✮ ❛♥❞ ✉s✐♥❣ ✭✺✳✷✳✼✹✮ ❛♥❞ ✭✺✳✷✳✼✺✮✱ ✇❡ ❞❡❞✉❝❡

W (x) =
π((x+ 1)

1
α − 1)

x sin(π/α)
.

❚❤❡♥✱ ✉s✐♥❣ ❛❧s♦ t❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✭tr✉❡ ❢♦r x > 0 ❛♥❞ α > 1✮

(x+ 1)
1
α − 1 6 x

1
α ,

✇❡ ♦❜t❛✐♥ ✭✺✳✷✳✻✽✮✳

✺✳✷✳✸ Pr♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✺✳✶✳✸

❲❡ ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ str❛t❡❣② ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❬●ü✐✽✺❪✳ ❲✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t② ✇❡ ❝❛♥ ❛ss✉♠❡ t❤❛t
R = 1 ✐♥ ✭✺✳✶✳✸✮ ❛♥❞ ✭✺✳✶✳✻✮✳ ▲♦♦❦✐♥❣ ❝❛r❡❢✉❧❧② ❛t t❤✐s ❛rt✐❝❧❡✱ ♦♥❡ ♦❜s❡r✈❡s t❤❛t ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ❛❞❛♣t
t❤❡ r❡❛s♦♥✐♥❣ t♦ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✺✳✶✳✶✮ ❛♥❞ ✭✺✳✶✳✷✮✳ ❲❡ tr❡❛t t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ r❡❛❧ ♦r ♣✉r❡ ✐♠❛❣✐♥❛r②
❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ✭♦❢ A ♦r iA✱ s❡❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✺✳✶✳✶✮ ❛♥❞ ✭✺✳✶✳✷✮✮ λn ♦r iλn ✇✐t❤ λn ✈❡r✐❢②✐♥❣ ✭✺✳✶✳✸✮
✭♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ❡❛s✐❧② ❛❞❛♣t t❤❡ r❡❛s♦♥✐♥❣ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ s❛♠❡ r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐✈❡ ❝❛s❡ ✇✐t❤ λn
✈❡r✐❢②✐♥❣ ✭✺✳✶✳✻✮✮✳ ❲❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ (µn) := (λn) ✐♥ t❤❡ ♣❛r❛❜♦❧✐❝ ❝❛s❡ ❛♥❞ (µn) := (−iλn) ✐♥ t❤❡
❞✐s♣❡rs✐✈❡ ❝❛s❡✳ ❲❡ ❝❛❧❧

E(T ) := s♣❛♥({e−µnt|n ∈ N})L
2(0,T )

,

Em(T ) := s♣❛♥({e−µnt|n 6= m})L
2(0,T )

.

❲❡ r❡♠❛r❦ t❤❛t ✉s✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❬❙❝❤✹✸❜❪ ❢♦r t❤❡ ♣❛r❛❜♦❧✐❝ ❝❛s❡ ❛♥❞ ❬❙❝❤✹✸❛❪ ❢♦r t❤❡
❞✐s♣❡rs✐✈❡ ❝❛s❡✱ ✐❢ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ (λn)n∈N∗ ✈❡r✐✜❡s ✭✺✳✶✳✸✮✱ t❤❡♥ E(T ) ✐♥ ❛ ♣r♦♣❡r s✉❜s♣❛❝❡ ♦❢
L2(0, T ) ❛♥❞ e−µmt 6∈ Em(T )✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐❢ ✇❡ ❝❛❧❧ dm(T ) t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ e−µmt ❛♥❞
Em(T ) ❛♥❞ rm t❤❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ e−µmt ♦✈❡r Em(T )✱ t❤❡♥ t❤❡ ❢❛♠✐❧② {ψm} ❞❡✜♥❡❞
❜②

ψm(t) :=
e−µmt − rn(t)

dm(T )2

✐s ❜✐♦rt❤♦❣♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧s {e−µmt} ✭s❡❡ ❬❋❘✼✶❪ ♦r ❬●ü✐✽✺❪✱ t❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧②
❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♣✉r❡❧② ✐♠❛❣✐♥❛r② ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s✮✳ ❖♥❡ ❛❧s♦ ❤❛s

||ψm||L2(0,T ) =
1

dm(T )
. ✭✺✳✷✳✼✻✮

■❢ y0 :=
∑
akek✱ t❤❡♥ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ u ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

u(t) := −
∑

ak/bkψk(T − t) ✭✺✳✷✳✼✼✮

❛♥❞ ♦♥❡ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ♣r♦✈❡ t❤❛t t❤✐s ❝♦♥tr♦❧ ✐s ♦♣t✐♠❛❧ ✐♥ L2(0, T )✳ ❲❡ ❛r❡ ♥♦✇ ❣♦✐♥❣ t♦ ❣✐✈❡ ❛♥
✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ♦♥ dm(T )✱ ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ♦♥ CT ✳ ■♥ ❛❧❧ ✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s✱ C(m)
❞❡♥♦t❡s s♦♠❡ ❝♦♥st❛♥t ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡❣❡r m ✭❛♥❞ ♣♦ss✐❜❧② ♦♥ α✮ t❤❛t ♠❛② ❝❤❛♥❣❡
❢r♦♠ ♦♥❡ ❧✐♥❡ t♦ ❛♥♦t❤❡r✳

▲❡♠♠❛ ✺✳✷✳✺✳ ❋♦r ❡✈❡r② m ∈ N✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts s♦♠❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❝♦♥st❛♥t a(m) ❛♥❞ s♦♠❡ ❝♦♥✲
st❛♥t C(m) s✉❝❤ t❤❛t

dm(T ) 6 C(m)T 1/2(j!)α−1(a(m)T )j ✭✺✳✷✳✼✽✮

❤♦❧❞s ❢♦r j ∈ N ❛♥❞ T > 0✳

✶✸✾



✺✳✷✳ Pr♦♦❢s ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠s ✺✳✶✳✶✲✺✳✶✳✸

❘❡♠❛r❦ ✺✳✷✳✸✳ ❆s ❜❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❛r❡ ♥♦t ❛❜❧❡ t♦ ❡①t❡♥❞ t❤✐s ▲❡♠♠❛ t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ α ∈ (1, 2)
✭♣r❡❝✐s❡❧② ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ❡st✐♠❛t❡ ✭✺✳✷✳✽✻✮ ✇❤✐❝❤ ✐s ❢❛❧s❡ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✮✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ✇❡ ❛r❡ ♥♦t ❛❜❧❡
t♦ ❡①t❡♥❞ ❚❤❡♦r❡♠ ✺✳✶✳✸ t♦ t❤✐s ❝❛s❡✳

Pr♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✺✳✸✳✷✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ❬●ü✐✽✺❪✱ ✇❡ ♦♥❧② tr❡❛t t❤❡ ❝❛s❡ j > m ✭✐♥❡q✉❛❧✐t②
✭✺✳✷✳✼✽✮ ❤❛s ♦♥❧② ❛♥ ✐♥t❡r❡st ❢♦r ❧❛r❣❡ j ❜❡❝❛✉s❡ ✐❢ ✇❡ ♣r♦✈❡ ✐t ❢♦r j > m t❤❡♥ ✐t ✐s ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧②
tr✉❡ ❢♦r j < m ❜② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥st❛♥t C(m) ✐♥ ❢r♦♥t ♦❢ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ✐❢ ♥❡❝❡ss❛r②✮✳
❖♥❡ ❝❛♥ ♣r♦✈❡ ✭❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ ✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦❞❡s✱ s❡❡ (4.9) ✐♥ ❬●ü✐✽✺❪✮ t❤❛t ❢♦r ❡✈❡r②
j > 1 ♦♥❡ ❤❛s

dm(T ) 6
T j+ 1

2

j!
√
2j + 1

m−1∏

r=1

|λr − λm|
j∏

r=m

|λr+1 − λm|. ✭✺✳✷✳✼✾✮

❋♦r k, l ∈ N ♦♥❡ ❤❛s

|λk − λl| 6 |kα − lα|+ C(kα−1 + lα−1). ✭✺✳✷✳✽✵✮

❲❡ ❞❡❞✉❝❡ ❢r♦♠ ✭✺✳✷✳✽✵✮ t❤❛t

m−1∏

r=1

|λr − λm|
j∏

r=m

|λr+1 − λm|

6

m−1∏

r=1

|rα −mα|(1 + C
(rα−1 +mα−1)

rα −mα
)

j∏

r=m

|(r + 1)α −mα|(1 + C
((r + 1)α−1 +mα−1)

(r + 1)α −mα
).

✭✺✳✷✳✽✶✮
❋♦r ❡✈❡r② m ∈ N✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts s♦♠❡ C(m) > 0 s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❡✈❡r② j 6= m✱

1 + C
(jα−1 +mα−1)

jα −mα
6 1 +

C(m)

j
. ✭✺✳✷✳✽✷✮

❯s✐♥❣ ✭✺✳✷✳✼✾✮✱ ✭✺✳✷✳✽✵✮✱✭✺✳✷✳✽✶✮ ❛♥❞ ✭✺✳✷✳✽✷✮✱ ✇❡ ❞❡❞✉❝❡ t❤❛t

dm(T ) 6 C(m)
T j+ 1

2

j!
√
2j + 1

j∏

r=m

(1 + C(m)/r)|(r + 1)α −mα|. ✭✺✳✷✳✽✸✮

❖♥❡ ❤❛s
∑j

r=m ln(1 + C(m)/r) ∼ C(m) ln(j) ❛s j → ∞ s♦

j∏

r=m

(1 + C(m)/r) . jC(m). ✭✺✳✷✳✽✹✮

▲❡t ✉s st✉❞② t❤❡ q✉❛♥t✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ kα − lα ✇✐t❤ k > l✳

|kα − lα| = kα|1− lα

kα
|. ✭✺✳✷✳✽✺✮

❖♥❡ ❡❛s✐❧② ✈❡r✐✜❡s t❤❛t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❤♦❧❞s ❢♦r α > 2 ❛♥❞ x ∈ [0, 1]✿

1− xα 6 (1 + x)α−1(1− x). ✭✺✳✷✳✽✻✮

✶✹✵



❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❈♦ût ❞❡s ❝♦♥trô❧❡s r❛♣✐❞❡s ♣♦✉r ❝❡rt❛✐♥❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ♣❛r❛❜♦❧✐q✉❡s ♦✉ ❞✐s♣❡rs✐✈❡s

❲❡ ❞❡❞✉❝❡ ❢r♦♠ ✭✺✳✷✳✽✺✮ ❛♥❞ ✭✺✳✷✳✽✻✮ ✭t❤❡ ❝♦♥st❛♥t C(m)♠❛② ❝❤❛♥❣❡ ❢r♦♠ ♦♥❡ ❧✐♥❡ t♦ ❛♥♦t❤❡r✮

j∏

r=m

|(r + 1)α −mα| ✭✺✳✷✳✽✼✮

6

j∏

r=m

(r + 1−m)(r + 1 +m)α−1 ✭✺✳✷✳✽✽✮

6 C(m)(j + 1−m)!((j + 1 +m)!)α−1. ✭✺✳✷✳✽✾✮

❯s✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❛❜♦✈❡✱ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✭tr✉❡ ❢♦r j > m✮

(j + 1 +m)! 6 C(m)jC(m)j!,

✭✺✳✷✳✽✸✮ ❛♥❞ ✭✺✳✷✳✽✹✮✱ ✇❡ ❞❡❞✉❝❡ t❤❛t

dm(T ) 6 C(m)jC(m)(j!)α−1T j+ 1
2 ,

s♦ t❤❛t ✭✺✳✷✳✼✽✮ ❤♦❧❞s ✐❢ ✇❡ ❝❤♦♦s❡ a(m) > 0 ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤ s✉❝❤ t❤❛t jC(m) 6 a(m)j ✳

❲❡ ❞❡❞✉❝❡✱ ✉s✐♥❣ ✭✺✳✷✳✼✻✮ ❛♥❞ ✭✺✳✷✳✼✽✮✱ t❤❛t ❢♦r ❡✈❡r② j ∈ N ♦♥❡ ❤❛s

||ψm||L2(0,T ) >
1

C(m)T 1/2(j!)α−1(a(m)T )j
. ✭✺✳✷✳✾✵✮

❯s✐♥❣ ❡q✉❛❧✐t② ✭✺✳✷✳✼✼✮ ✇✐t❤ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦r em ❛♥❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥❡q✉❛❧✐t② tr✉❡
❢♦r j ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤

j! 6 jje−j/2,

❛♥❞ ❝❤♦♦s✐♥❣ ✭✇✐t❤ T s♠❛❧❧ ❡♥♦✉❣❤✮

j := ⌈(1/(a(m)T ))
1

α−1 ⌉,

♦♥❡ ❡❛s✐❧② ♣r♦✈❡s ✉s✐♥❣ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✭✺✳✷✳✾✵✮ t❤❛t ✭✺✳✶✳✼✮ ❤♦❧❞s✳

✺✳✸ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s

✺✳✸✳✶ ▲✐♥❡❛r ❑❞❱ ❡q✉❛t✐♦♥s ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ♦♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r②✿ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♣❡r✐✲
♦❞✐❝ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✇✐t❤ ❛ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥tr♦❧ ♦♥ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡
♦❢ t❤❡ st❛t❡

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❧✐♥❡❛r✐③❡❞ ❑❞❱ ❡q✉❛t✐♦♥ ♣♦s❡❞ ♦♥
(0, T )× (0, L) ✭t❤✐s ✐s t❤❡ ✜rst ❡①❛♠♣❧❡ st✉❞✐❡❞ ✐♥ ❬❘♦s✾✼❪✮✳ ▲❡t ✉s ✜rst ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❢❛♠✐❧② ♦❢ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❙♦❜♦❧❡✈ s♣❛❝❡s ✭❡♥❞♦✇❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✉s✉❛❧ ❙♦❜♦❧❡✈ ♥♦r♠✮

Hk
p := {y ∈ Hk(0, L)|u(j)(0) = u(j)(L), j = 0 . . . k − 1}.

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥✿





yt + yxxx = 0 ✐♥ (0, T )× (0, L),

y(t, 0) = y(t, L) ✐♥ (0, T ),

yx(t, 0) = yx(t, L) + u(t) ✐♥ (0, L),

yxx(t, 0) = yxx(t, L) ✐♥ (0, L),

✭✺✳✸✳✶✮

✶✹✶



✺✳✸✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s

✇✐t❤ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ y0 ∈ H := (H1
p )

′ ❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧ u ∈ L2(0, T )✳ ❚❤✐s s②st❡♠ ✇❛s ✜rst
st✉❞✐❡❞ ✐♥ ❬❘❩✾✸❪ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ♣r♦✈❡❞ ❛ r❡s✉❧t ♦❢ ❡①❛❝t ❝♦♥tr♦❧❧❛❜✐❧✐t② ✉♥❞❡r t❤❡ t❡❝❤♥✐❝❛❧
❝♦♥❞✐t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ✐♥ s♣❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡ ❤❛❞ t♦ ❜❡ ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ✜♥❛❧
st❛t❡✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t ✇❛s ✐♠♣r♦✈❡❞ ❧❛t❡r ✐♥ ❬❘♦s✾✼❪✳ ❲❡ ❦♥♦✇ ✭s❡❡ ❬❘♦s✾✼✱ ❘❡♠❛r❦ ✷✳✸❪✮ t❤❛t
✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ y ∈ C0([0, T ], (H1

p )
′) t♦ ✭✺✳✸✳✶✮✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐t ✐s

❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❬❘♦s✾✼✱ ❘❡♠❛r❦ ✷✳✸❪ t❤❛t t❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s ❡①❛❝t❧② ❝♦♥tr♦❧❧❛❜❧❡ ✭❛♥❞ t❤❡♥ ♥✉❧❧
❝♦♥tr♦❧❧❛❜❧❡✮ ❛t ❛❧❧ t✐♠❡ T > 0 ❢♦r ❡✈❡r② ❧❡♥❣t❤ L > 0 ✭✐♥ ❢❛❝t t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤✐❝❤ ✐s tr❡❛t❡❞ ✐♥
❬❘♦s✾✼❪ ✐s L = 2π ❜✉t ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ❛❧❧ L✮✳ ❲❡ ❝❛❧❧ A t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r ∂3xxx ✇✐t❤
❞♦♠❛✐♥ D(A) := H2

p (0, L). ❚❤✐s ♦♣❡r❛t♦r ✐s s❦❡✇✲❛❞❥♦✐♥t✱ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ❛r❡ iλk := 8iπ3k3/L3

❢♦r k ∈ Z ✱ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡✐❣❡♥❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ✭♥♦r♠❡❞ ✐♥ (H1
p )

′✮

ek : x 7→ (1 + 4π2k2/L2)1/2e
i2πkx

L√
L

.

■❢ y0 ∈ (H1
p )

′ ✐s ✇r✐tt❡♥ ✉♥❞❡r t❤❡ ❢♦r♠ y0(x) =
∑

k∈Z akek(x)✱ t❤❡♥ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ y ♦❢ ✭✺✳✸✳✶✮
❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ✉♥❞❡r t❤❡ ❢♦r♠

y(t, x) =
∑

k∈Z
ake

iλktek(x).

❖♥❡ ❡❛s✐❧② ♣r♦✈❡s ✭✉s✐♥❣ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥s ❜② ♣❛rts✱ s❡❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❬❈♦r✵✼✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✼✱ ♣❛❣❡ ✶✵✶❪✮
t❤❛t ❢♦r ❡✈❡r② ϕ ∈ D(A)✱

b(ϕ) = −(∆−1ϕ)′(0),

s♦ t❤❛t
b = δ′L ◦∆−1,

✇❤❡r❡ ∆−1 := −(−∆−1) ✐s t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♦❢ t❤❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t✲▲❛♣❧❛❝❡ ♦♣❡r❛t♦r✳ ❲❡ ❤❛✈❡

|bk| = |e′k(L)|/k2 ≃ 1.

❖♥❡ ❝❛♥ ❛♣♣❧② ❞✐r❡❝t❧② ❚❤❡♦r❡♠ ✺✳✶✳✷ ❛♥❞ ❚❤❡♦r❡♠ ✺✳✶✳✸ ✇✐t❤ k = 3 ❛♥❞ R = 8π3

L3 t♦ ♦❜t❛✐♥✿

❚❤❡♦r❡♠ ✺✳✸✳✶✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✸✳✶✮ ✐s ♥✉❧❧ ❝♦♥tr♦❧❧❛❜❧❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦st ♦❢ ❢❛st ❝♦♥tr♦❧s CT ✈❡r✐✜❡s

CT . e
K√
T

❢♦r ❡✈❡r② K >
8

35/4
L3/2✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ♣♦✇❡r ♦❢ 1/T ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ✐s ♦♣t✐♠❛❧✳

✺✳✸✳✷ ▲✐♥❡❛r ❑❞❱ ❡q✉❛t✐♦♥s ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ♦♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r②✿ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❉✐r✐❝❤✲
❧❡t ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✇✐t❤ ❛ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥tr♦❧ ♦♥ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢
t❤❡ st❛t❡

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❧✐♥❡❛r✐③❡❞ ❑❞❱ ❡q✉❛t✐♦♥ ♣♦s❡❞ ♦♥
(0, T )× (0, L)✿





yt + yx + yxxx = 0 ✐♥ (0, T )× (0, L),

y(t, 0) = 0 ✐♥ (0, T ),

y(t, L) = 0 ✐♥ (0, T ),

yx(t, L) = u(t) + yx(t, 0) ✐♥ (0, L),

✭✺✳✸✳✷✮

✶✹✷



❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❈♦ût ❞❡s ❝♦♥trô❧❡s r❛♣✐❞❡s ♣♦✉r ❝❡rt❛✐♥❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ♣❛r❛❜♦❧✐q✉❡s ♦✉ ❞✐s♣❡rs✐✈❡s

✇✐t❤ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ y0 ∈ H := H−1(0, L) ❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧ u ∈ L2(0, T )✳ ❲❡ ❝❛❧❧ A t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r
∂3xxx + ∂x ✇✐t❤ ❞♦♠❛✐♥

D(A) := {y ∈ H2(0, L)|y(0) = y(L) = 0, y′(0) = y′(L)}.

❚❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❞❡♥♦t❡❞ (iλn)n∈Z ✇✐t❤ λn ∈ R✳
❚❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ ✇❛t❡r ✇❛✈❡s ✐♥ ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ❝❤❛♥♥❡❧ ✇❤❡r❡ (x, y)

r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❛♥❞ ✈❡rt✐❝❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ✇❛t❡r ✭s❡❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡
❬❇❲✽✸❪✮✳ ❲❡ ❦♥♦✇ ✭s❡❡ ❬❈❈✵✾❪✮ t❤❛t ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ✉♥✐q✉❡ ♠✐❧❞ s♦❧✉t✐♦♥ y ∈
C0([0, T ], H−1(0, L))✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐t ✐s ♣r♦✈❡❞ ✐♥ ❬❈❈✵✾❪ t❤❛t t❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s ❡①❛❝t❧② ❝♦♥tr♦❧✲
❧❛❜❧❡ ✭❛♥❞ t❤❡♥ ♥✉❧❧ ❝♦♥tr♦❧❧❛❜❧❡✮ ❛t ❛❧❧ t✐♠❡ ❛s s♦♦♥ ❛s L 6∈ N ✇❤❡r❡

N := {2π
√
k2 + kl + l2

3
|(k, l) ∈ (N∗)2}.

❚❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ s②st❡♠ st✉❞✐❡❞ ✐♥ ❬❘♦s✾✼❪ ✇❛s





yt + yx + yxxx = 0 ✐♥ (0, T )× (0, L),

y(t, 0) = 0 ✐♥ (0, T ),

y(t, L) = 0 ✐♥ (0, T ),

yx(t, L) = h(t) ✐♥ (0, L),

✭✺✳✸✳✸✮

✇✐t❤ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ y0 ∈ L2(0, L) ❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧ h ∈ L2(0, T )✳
❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s t❤❛t t❤❡ st❡❛❞②✲st❛t❡ ♦♣❡r❛t♦r ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ✭✺✳✸✳✸✮ ✇✐t❤ t❤❡ ❣✐✈❡♥

❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ♥❡✐t❤❡r s❡❧❢✲❛❞❥♦✐♥t ♥♦r s❦❡✇✲❛❞❥♦✐♥t✱ s♦ ✇❡ ❝❛♥♥♦t ❛♣♣❧② ❞✐r❡❝t❧② t❤❡
r❡s✉❧ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ❜❡❢♦r❡✳ ❚❤❛t ✐s ✇❤② ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ❝❤❛♥❣❡ ❛ ❧✐tt❧❡ ❜✐t t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥
s♦ t❤❛t t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ st❡❛❞②✲st❛t❡ ♦♣❡r❛t♦r ❜❡❝♦♠❡s s❦❡✇✲❛❞❥♦✐♥t ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ s②st❡♠ ✭✺✳✸✳✷✮
st✉❞✐❡❞ ✐♥ ❬❈❈✵✾❪✳

❚♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❛♣♣❧② ❚❤❡♦r❡♠ ✺✳✶✳✶ ♦r ❚❤❡♦r❡♠ ✺✳✶✳✷✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ st✉❞② t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢
❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s (λn)n>1✳ ❖♥❡ ❤❛s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡s✉❧t✿

▲❡♠♠❛ ✺✳✸✳✶✳ (λn)n∈Z ✐s r❡❣✉❧❛r ❛♥❞ ♦♥❡ ❤❛s

λn =
8π3n3

L3
+O(n2) ✭✺✳✸✳✹✮

❛s n→ ±∞✳

Pr♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✺✳✸✳✶✳ ❚❤✐s ✐s ❛♥ ✐♠♠❡❞✐❛t❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❬❈❈✵✾✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶❪✱
✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s ❡①❛❝t❧② ✭✺✳✸✳✹✮ ❛♥❞ ♣r♦✈❡s t❤❛t ❡❛❝❤ ❡✐❣❡♥s♣❛❝❡ ✐s ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 1✱ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s
t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐t② ♦❢ (λk)k∈Z ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r ❣✐✈❡♥ ❜② ✭✺✳✸✳✹✮✳

❋r♦♠ ♥♦✇ ♦♥✱ ✇❡ ❝❛❧❧ ek ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ✉♥✐t❛r② ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦r ✭❢♦r t❤❡ H−1✲♥♦r♠✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
t♦ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ iλk✳ ❲❡ ✜① ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ y0 :=

∑
k∈Z akek ∈ H−1(0, L)✳ ❆s ✐♥ t❤❡

♣r❡✈✐♦✉s ❙✉❜s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❢♦r ❡✈❡r② ϕ ∈ D(A)✱

b(ϕ) = −(∆−1ϕ)′(0),

s♦ t❤❛t
b = δ′L ◦∆−1,

❛♥❞
|bk| = |e′k(L)|/k2.

❚♦ ❛♣♣❧② ❚❤❡♦r❡♠ ✺✳✶✳✶✱ ✇❡ ❥✉st ♥❡❡❞ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t

✶✹✸



✺✳✸✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s

▲❡♠♠❛ ✺✳✸✳✷✳
bk ≃ 1.

Pr♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✺✳✸✳✷✳ bk 6= 0 ✐s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❬❘♦s✾✼✱ ▲❡♠♠❛ ✸✳✺❪ ✭❜❡❝❛✉s❡ L 6∈ N ✮
❛♥❞ ❬❈❈✵✾✱ ▲❡♠♠❛ ✸✳✶❪ ❣✐✈❡s ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② t❤❛t |e′k(0)| ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❛s k → ∞ t♦ 2π

√
3k2/L3/2

✭❜❡❝❛✉s❡ ✐♥ ▲❡♠♠❛ ✸✳✶ ♦❢ ❬❈❈✵✾❪ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs ❛r❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ✐♥ t❤❡ L2✲♥♦r♠ ❛♥❞ ❤❡r❡
✐♥ t❤❡ H−1✲♥♦r♠ s♦ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡✐r ♥♦r♠ ❛s k → ∞ ❤❛s t♦ ❜❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡❞ ❜② k✮✱ s♦ ✇❡
✜♥❛❧❧② ❤❛✈❡ bk ≃ 1✳

❆♣♣❧②✐♥❣ ❚❤❡♦r❡♠✺✳✶✳✷✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❞✐r❡❝t❧② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❚❤❡♦r❡♠✿

❚❤❡♦r❡♠ ✺✳✸✳✷✳ ▲❡t L 6∈ N ✳ ❚❤❡♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✸✳✷✮ ✐s ♥✉❧❧ ❝♦♥tr♦❧❧❛❜❧❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦st ♦❢ ❢❛st
❝♦♥tr♦❧s CT ✈❡r✐✜❡s

CT 6 e
K√
T

❢♦r ❡✈❡r② K >
8

35/4
L3/2✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ♣♦✇❡r ♦❢ 1/T ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ✐s ♦♣t✐♠❛❧✳

❘❡♠❛r❦ ✺✳✸✳✶✳ ❯s✐♥❣ ❬●●✵✾✱ ❘❡♠❛r❦ ✶✳✸❪✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❛❞❞ ❛ t❡r♠ ♦❢ ❞✐✛✉s✐♦♥ −yxx ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥
✭✺✳✸✳✷✮ ❛♥❞ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ❛s ✐♥ ❚❤❡♦r❡♠ ✺✳✸✳✷✳

✺✳✸✳✸ ❆♥♦♠❛❧♦✉s ❞✐✛✉s✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥ ♦♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥

▲❡t ✉s ✜rst ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ 1−D ▲❛♣❧❛❝❡ ♦♣❡r❛t♦r ∆ ✐♥ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ D(∆) := H1
0 (0, L) ✇✐t❤

st❛t❡ s♣❛❝❡ H := H−1(0, L)✳ ■t ✐s ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ t❤❛t −∆ : D(∆) → H−1(0, L) ✐s ❛ ❞❡✜♥✐t❡
♣♦s✐t✐✈❡ ♦♣❡r❛t♦r ✇✐t❤ ❝♦♠♣❛❝t r❡s♦❧✈❡♥t✱ t❤❡ k✲t❤ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ✐s

λk =
kπ

L
,

♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♥♦r♠❡❞ ✭✐♥ H✮ ✐s

ek(x) :=

√
2(1 + kπ/L) sin(kπx/L)√

L
.

❚❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❝❛❧❝✉❧✉s ❢♦r ♣♦s✐t✐✈❡ s❡❧❢✲❛❞❥♦✐♥t ♦♣❡r❛t♦rs✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❞❡✜♥❡
❛♥② ♣♦s✐t✐✈❡ ♣♦✇❡r ♦❢ −∆✳ ▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r ❤❡r❡ s♦♠❡ γ > 1/2 ❛♥❞ ❧❡t ✉s ❝❛❧❧ ∆γ := −(−∆)γ ✳
❚❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ ∆γ ✱ t❤❛t ✇❡ ❞❡♥♦t❡ Hγ ✱ ✐s t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ ♦❢ C∞

0 (0, L) ❢♦r t❤❡ ♥♦r♠

||ψ||γ := (
∑

k∈N∗
(1 + λγk)| < ek, ψ >H |2)1/2.

❲❡ ♥♦✇ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦♥ (0, T )× (0, L)✿
{

yt = ∆γy ✐♥ (0, T )× (0, L),

y(0, .) = y0 ✐♥ (0, L).
✭✺✳✸✳✺✮

❚❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥ ❝❛♥ ♠♦❞❡❧✐③❡ ❛♥♦♠❛❧② ❢❛st ♦r s❧♦✇ ❞✐✛✉s✐♦♥ ✭s❡❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❬▼❑✵✹❪✮✳
❲❡ ♥♦✇ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦♥ (0, T )× (0, L)✱ t❤❛t ✇❡ ✇r✐t❡ ✉♥❞❡r

t❤❡ ❛❜str❛❝t ❢♦r♠ {
yt = ∆γy + bu ✐♥ (0, T )× (0, L),

y(0, .) = y0 ✐♥ (0, L),
✭✺✳✸✳✻✮

✇❤❡r❡ ❢♦r ❡✈❡r② ϕ ∈ D(A)✱
b(ϕ) = −(∆−1ϕ)′(0),

✶✹✹



❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❈♦ût ❞❡s ❝♦♥trô❧❡s r❛♣✐❞❡s ♣♦✉r ❝❡rt❛✐♥❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ♣❛r❛❜♦❧✐q✉❡s ♦✉ ❞✐s♣❡rs✐✈❡s

✐✳❡✳
b := δ′0 ◦∆−1 ∈ D((−∆)γ)′

❛♥❞ u ∈ L2(0, T )✳ ■❢ γ ∈ N
∗✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ♦❜s❡r✈❡✱ ✉s✐♥❣ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥s ❜② ♣❛rts✱ t❤❛t b ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦

❛ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥tr♦❧ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t s✐❞❡ ♦♥ t❤❡ γ− 1✲t❤ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ y✱ s♦ t❤❛t b ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
❛s ❛ ♥❛t✉r❛❧ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥tr♦❧ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♥♦♥✲❡♥t✐r❡ γ ✭t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ ❝♦♥tr♦❧s
❤❛s ❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❬▼✐❧✵✻❝✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸❪ t♦ ❣✐✈❡ s♦♠❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ r❡s✉❧ts ❛❜♦✉t t❤❡
❝♦♥tr♦❧ ♦❢ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥s ✇✐t❤ γ 6 1/2✮✳

❲❡ s❡❡ t❤❛t
bk = |e′k(L)|/k2 ≃ 1.

■❢ y0 ∈ H✱ t❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✭✺✳✸✳✻✮ ✐♥ t❤❡ s♣❛❝❡ C0([0, T ], H) ✭❜❡❝❛✉s❡ b
✐s ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ❢♦r t❤❡ s❡♠✐❣r♦✉♣✮✳ ❚♦ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛♥♦♠❛❧♦✉s ❞✐✛✉s✐♦♥
❡q✉❛t✐♦♥s ✇✐t❤ s✉❝❤ ❛ ❝♦♥tr♦❧ ♦♣❡r❛t♦r ❛♥❞ γ > 1 ❤❛s ♥❡✈❡r ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞ ❜❡❢♦r❡✳

❆♣♣❧②✐♥❣ ❞✐r❡❝t❧② ❚❤❡♦r❡♠ ✺✳✶✳✶ ❛♥❞ ❚❤❡♦r❡♠ ✺✳✶✳✸✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥✿

❚❤❡♦r❡♠ ✺✳✸✳✸✳ ❆ss✉♠❡ γ > 1✳ ❚❤❡♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✸✳✻✮ ✐s ♥✉❧❧ ❝♦♥tr♦❧❧❛❜❧❡ ✇✐t❤ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s
❝♦♥tr♦❧s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❝♦st ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ✐♥ L∞ ♥♦r♠✱ st✐❧❧ ❞❡♥♦t❡❞ CT ❤❡r❡✱ ✐s s✉❝❤ t❤❛t

CT . e
K

T1/(2γ−1) ❢♦r ❡✈❡r② K > 3(α− 1)21/(2γ−1)L2γ/(2γ−1)/((4γ sin(π/(4γ)))2γ/(2γ−1)).

▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ♣♦✇❡r ♦❢ 1/T ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ✐s ♦♣t✐♠❛❧✳

✺✳✸✳✹ ❋r❛❝t✐♦♥❛❧ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥ ♦♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥

❲❡ ❦❡❡♣ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s✉❜s❡❝t✐♦♥✳ ▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧
❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ❡q✉❛t✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ (0, T )× (0, L) ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ♦♥ ♦♥❡ s✐❞❡✿

{
yt = i∆γy + bu ✐♥ (0, T )× (0, L),

y(0, .) = y0 ✐♥ (0, L),
✭✺✳✸✳✼✮

✇✐t❤ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ y0 ∈ H✱ γ > 3/4 ❛♥❞ ✭❛s ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s✉❜s❡❝t✐♦♥✮ b := δ′0 ◦∆−1✳
❚❤❡ 1 − D ▲❛♣❧❛❝❡ ♦♣❡r❛t♦r ∂xx ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ D(∂xx) := H1

0 (0, L)✳ ❊q✉❛t✐♦♥
✭✺✳✸✳✻✮ ❤❛s ❛ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ C0([0, T ], H) ✇✐t❤H = H−1(0, L)✳ ❚❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥ ❤❛s ❛ ♣❤②s✐❝❛❧
♠❡❛♥✐♥❣ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ st✉❞② t❤❡ ❡♥❡r❣② s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ ❛ 1−D ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ♦r ❢♦r
s♦♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ❇♦❤r ❛t♦♠s✱ s❡❡ ❢♦r ❬▲❛s✵✵❪✱❬▲❛s✵✷❪ ♦r ❬●❳✵✻❪✳ ❆s ❢❛r ❛s ✇❡ ❦♥♦✇✱ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧
♦❢ t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ❤❛s ♥❡✈❡r ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞✳ ❆s ❜❡❢♦r❡✱ |bk| = |e′k(0)|/k2 ≃ 1✳ ❆♣♣❧②✐♥❣
❞✐r❡❝t❧② ❚❤❡♦r❡♠ ✺✳✶✳✶✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥✿

❚❤❡♦r❡♠ ✺✳✸✳✹✳ ❆ss✉♠❡ γ > 1✳ ❚❤❡♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✸✳✼✮ ✐s ♥✉❧❧ ❝♦♥tr♦❧❧❛❜❧❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡
❝♦st ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ CT ✐s s✉❝❤ t❤❛t

CT . e
K

T1/(2γ−1) ❢♦r ❡✈❡r② K > 3(α− 1)21/(2γ−1)L2γ/(2γ−1)/((2γ sin(π/(2γ)))2γ/(2γ−1)).

▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ♣♦✇❡r ♦❢ 1/T ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ✐s ♦♣t✐♠❛❧✳

❆❝❦♥♦✇❧❡❞❣♠❡♥ts

❚❤❡ ❛✉t❤♦r ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ t❤❛♥❦ Pr♦❢❡ss♦r ❏❡❛♥✲▼✐❝❤❡❧ ❈♦r♦♥ ❢♦r ❤❛✈✐♥❣ ❛ttr❛❝t❡❞ ❤✐s ✐♥t❡r✲
❡st ♦♥ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ ■✈♦♥♥❡ ❘✐✈❛s ❢♦r ❝♦rr❡❝t✐♦♥s ❛♥❞ r❡♠❛r❦s t❤❛t ✐♠♣r♦✈❡❞ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②
t❤❡ ♣❛♣❡r✳

✶✹✺



✺✳✸✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s

✶✹✻



❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡

❬❆❇▲✶✸❪ ❋❛t✐❤❛ ❆❧❛❜❛✉✲❇♦✉ss♦✉✐r❛ ❛♥❞ ▼❛tt❤✐❡✉ ▲é❛✉t❛✉❞✳ ■♥❞✐r❡❝t ❝♦♥tr♦❧❧❛❜✐❧✐t②
♦❢ ❧♦❝❛❧❧② ❝♦✉♣❧❡❞ ✇❛✈❡✲t②♣❡ s②st❡♠s ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❏✳ ▼❛t❤✳ P✉r❡s ❆♣♣❧✳
✭✾✮✱ ✾✾✭✺✮ ✿✺✹✹✕✺✼✻✱ ✷✵✶✸✳

❬❆■✾✺❪ ❙❡r❣❡✐ ❆✳ ❆✈❞♦♥✐♥ ❛♥❞ ❙❡r❣❡✐ ❆✳ ■✈❛♥♦✈✳ ❋❛♠✐❧✐❡s ♦❢ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧s✳ ❈❛♠❜r✐❞❣❡
❯♥✐✈❡rs✐t② Pr❡ss✱ ❈❛♠❜r✐❞❣❡✱ ✶✾✾✺✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ♠♦♠❡♥ts ✐♥ ❝♦♥tr♦❧❧❛❜✐❧✐t②
♣r♦❜❧❡♠s ❢♦r ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡r s②st❡♠s✱ ❚r❛♥s❧❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❘✉ss✐❛♥ ❛♥❞
r❡✈✐s❡❞ ❜② t❤❡ ❛✉t❤♦rs✳

❬❆❑❇❉●❇✵✾❪ ❋❛r✐❞ ❆♠♠❛r✲❑❤♦❞❥❛✱ ❆ss✐❛ ❇❡♥❛❜❞❛❧❧❛❤✱ ❈é❞r✐❝ ❉✉♣❛✐①✱ ❛♥❞ ▼❛♥✉❡❧
●♦♥③á❧❡③✲❇✉r❣♦s✳ ❆ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❑❛❧♠❛♥ r❛♥❦ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r t✐♠❡✲
❞❡♣❡♥❞❡♥t ❝♦✉♣❧❡❞ ❧✐♥❡❛r ♣❛r❛❜♦❧✐❝ s②st❡♠s✳ ❉✐✛❡r✳ ❊q✉✳ ❆♣♣❧✳✱ ✶✭✸✮ ✿✹✷✼✕
✹✺✼✱ ✷✵✵✾✳

❬❆❑❇●❇❞❚✶✶❛❪ ❋❛r✐❞ ❆♠♠❛r✲❑❤♦❞❥❛✱ ❆ss✐❛ ❇❡♥❛❜❞❛❧❧❛❤✱ ▼❛♥✉❡❧ ●♦♥③á❧❡③✲❇✉r❣♦s✱ ❛♥❞ ▲✉③
❞❡ ❚❡r❡s❛✳ ❚❤❡ ❑❛❧♠❛♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥tr♦❧❧❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❝♦✉✲
♣❧❡❞ ♣❛r❛❜♦❧✐❝ s②st❡♠s✳ ❇♦✉♥❞s ♦♥ ❜✐♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❢❛♠✐❧✐❡s t♦ ❝♦♠♣❧❡① ♠❛tr✐①
❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ❞❡ ▼❛t❤é♠❛t✐q✉❡s P✉r❡s ❡t ❆♣♣❧✐q✉é❡s✱ ✾✻✭✻✮ ✿✺✺✺ ✕
✺✾✵✱ ✷✵✶✶✳
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❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♥❛✈✐❡r✲st♦❦❡s s②st❡♠ ✇✐t❤ ❛ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❝♦♥tr♦❧ ❤❛✈✐♥❣ t✇♦ ✈❛✲
♥✐s❤✐♥❣ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ Pré♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥✱ ✷✵✶✷✳

❬❈♦r✾✷❪ ❏❡❛♥✲▼✐❝❤❡❧ ❈♦r♦♥✳ ●❧♦❜❛❧ ❛s②♠♣t♦t✐❝ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ❢♦r ❝♦♥tr♦❧❧❛❜❧❡ s②st❡♠s
✇✐t❤♦✉t ❞r✐❢t✳ ▼❛t❤✳ ❈♦♥tr♦❧ ❙✐❣♥❛❧s ❙②st❡♠s✱ ✺✭✸✮ ✿✷✾✺✕✸✶✷✱ ✶✾✾✷✳
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❬❈♦r✾✸❪ ❏❡❛♥✲▼✐❝❤❡❧ ❈♦r♦♥✳ ❈♦♥trô❧❛❜✐❧✐té ❡①❛❝t❡ ❢r♦♥t✐èr❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬❊✉❧❡r ❞❡s
✢✉✐❞❡s ♣❛r❢❛✐ts ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡s ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧s✳ ❈✳ ❘✳ ❆❝❛❞✳ ❙❝✐✳ P❛r✐s ❙ér✳
■ ▼❛t❤✳✱ ✸✶✼✭✸✮ ✿✷✼✶✕✷✼✻✱ ✶✾✾✸✳

❬❈♦r✾✻❪ ❏❡❛♥✲▼✐❝❤❡❧ ❈♦r♦♥✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❛❜✐❧✐t② ♦❢ 2✲❉ ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ♣❡r❢❡❝t
✢✉✐❞s✳ ❏✳ ▼❛t❤✳ P✉r❡s ❆♣♣❧✳ ✭✾✮✱ ✼✺✭✷✮ ✿✶✺✺✕✶✽✽✱ ✶✾✾✻✳

❬❈♦r✵✷❪ ❏❡❛♥✲▼✐❝❤❡❧ ❈♦r♦♥✳ ▲♦❝❛❧ ❝♦♥tr♦❧❧❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ ✶✲❉ t❛♥❦ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛ ✢✉✐❞
♠♦❞❡❧❡❞ ❜② t❤❡ s❤❛❧❧♦✇ ✇❛t❡r ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❊❙❆■▼ ❈♦♥tr♦❧ ❖♣t✐♠✳ ❈❛❧❝✳ ❱❛r✳✱
✽ ✿✺✶✸✕✺✺✹✱ ✷✵✵✷✳ ❆ tr✐❜✉t❡ t♦ ❏✳ ▲✳ ▲✐♦♥s✳

❬❈♦r✵✼❪ ❏❡❛♥✲▼✐❝❤❡❧ ❈♦r♦♥✳ ❈♦♥tr♦❧ ❛♥❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t②✱ ✈♦❧✉♠❡ ✶✸✻ ♦❢ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧
❙✉r✈❡②s ❛♥❞ ▼♦♥♦❣r❛♣❤s✳ ❆♠❡r✐❝❛♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❙♦❝✐❡t②✱ Pr♦✈✐❞❡♥❝❡✱ ❘■✱
✷✵✵✼✳

❬❈♦r✾✻❪ ❏❡❛♥✲▼✐❝❤❡❧ ❈♦r♦♥✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ 2✲❉ ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ◆❛✈✐❡r✲
❙t♦❦❡s ❡q✉❛t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ ◆❛✈✐❡r s❧✐♣ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❊❙❆■▼ ❈♦♥tr♦❧
❖♣t✐♠✳ ❈❛❧❝✳ ❱❛r✳✱ ✶ ✿✸✺✕✼✺ ✭❡❧❡❝tr♦♥✐❝✮✱ ✶✾✾✺✴✾✻✳

❬❈P✼✽❪ ❘✉t❤ ❋✳ ❈✉rt❛✐♥ ❛♥❞ ❆♥t❤♦♥② ❏✳ Pr✐t❝❤❛r❞✳ ■♥✜♥✐t❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❧✐♥❡❛r s②s✲
t❡♠s t❤❡♦r②✱ ✈♦❧✉♠❡ ✽ ♦❢ ▲❡❝t✉r❡ ◆♦t❡s ✐♥ ❈♦♥tr♦❧ ❛♥❞ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❙❝✐❡♥❝❡s✳
❙♣r✐♥❣❡r✲❱❡r❧❛❣✱ ❇❡r❧✐♥✱ ✶✾✼✽✳

❬❈❲✽✾❪ ❘✉t❤ ❋✳ ❈✉rt❛✐♥ ❛♥❞ ●❡♦r❣❡ ❲❡✐ss✳ ❲❡❧❧ ♣♦s❡❞♥❡ss ♦❢ tr✐♣❧❡s ♦❢ ♦♣❡r❛t♦rs ✭✐♥
t❤❡ s❡♥s❡ ♦❢ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠s t❤❡♦r②✮✳ ■♥ ❈♦♥tr♦❧ ❛♥❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❞✐str✐❜✉t❡❞
♣❛r❛♠❡t❡r s②st❡♠s ✭❱♦r❛✉✱ ✶✾✽✽✮✱ ✈♦❧✉♠❡ ✾✶ ♦❢ ■♥t❡r♥❛t✳ ❙❡r✳ ◆✉♠❡r✳ ▼❛t❤✳✱
♣❛❣❡s ✹✶✕✺✾✳ ❇✐r❦❤ä✉s❡r✱ ❇❛s❡❧✱ ✶✾✽✾✳

❬❉❛♥✾✼❪ ❘❛♣❤❛ë❧ ❉❛♥❝❤✐♥✳ P♦❝❤❡s ❞❡ t♦✉r❜✐❧❧♦♥ ✈✐sq✉❡✉s❡s✳ ❏✳ ▼❛t❤✳ P✉r❡s ❆♣♣❧✳
✭✾✮✱ ✼✻✭✼✮ ✿✻✵✾✕✻✹✼✱ ✶✾✾✼✳

❬❉❋✾✼❪ ❏❡s✉s ■❞❡❧❢♦♥s♦ ❉í❛③ ❛♥❞ ❆♥❞r❡✐ ❱✳ ❋✉rs✐❦♦✈✳ ❆♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❝♦♥tr♦❧❧❛❜✐❧✐t② ♦❢
t❤❡ ❙t♦❦❡s s②st❡♠ ♦♥ ❝②❧✐♥❞❡rs ❜② ❡①t❡r♥❛❧ ✉♥✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ❢♦r❝❡s✳ ❏✳ ▼❛t❤✳
P✉r❡s ❆♣♣❧✳ ✭✾✮✱ ✼✻✭✹✮ ✿✸✺✸✕✸✼✺✱ ✶✾✾✼✳

❬❉▲✵✾❪ ❇❡❧❤❛ss❡♥ ❉❡❤♠❛♥ ❛♥❞ ●✐❧❧❡s ▲❡❜❡❛✉✳ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❍❯▼ ❝♦♥tr♦❧ ♦♣❡r❛t♦r
❛♥❞ ❡①❛❝t ❝♦♥tr♦❧❧❛❜✐❧✐t② ❢♦r s❡♠✐❧✐♥❡❛r ✇❛✈❡s ✐♥ ✉♥✐❢♦r♠ t✐♠❡✳ ❙■❆▼ ❏✳
❈♦♥tr♦❧ ❖♣t✐♠✳✱ ✹✽✭✷✮ ✿✺✷✶✕✺✺✵✱ ✷✵✵✾✳

❬❉▼✺✽❪ ❆♥❞r❡✇ ▲✳ ❉✉❧♠❛❣❡ ❛♥❞ ◆❛t❤❛♥ ❙✳ ▼❡♥❞❡❧s♦❤♥✳ ❈♦✈❡r✐♥❣s ♦❢ ❜✐♣❛rt✐t❡
❣r❛♣❤s✳ ❈❛♥❛❞✳ ❏✳ ▼❛t❤✳✱ ✶✵ ✿✺✶✼✕✺✸✹✱ ✶✾✺✽✳

❬❉❘✼✼❪ ❙③②♠♦♥ ❉♦❧❡❝❦✐ ❛♥❞ ❉❛✈✐❞ ▲✳ ❘✉ss❡❧❧✳ ❆ ❣❡♥❡r❛❧ t❤❡♦r② ♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❛♥❞
❝♦♥tr♦❧✳ ❙■❆▼ ❏✳ ❈♦♥tr♦❧ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✱ ✶✺✭✷✮ ✿✶✽✺✕✷✷✵✱ ✶✾✼✼✳

❬❊❩✶✵❪ ❙②❧✈❛✐♥ ❊r✈❡❞♦③❛ ❛♥❞ ❊♥r✐q✉❡ ❩✉❛③✉❛✳ ❆ s②st❡♠❛t✐❝ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❜✉✐❧❞✐♥❣
s♠♦♦t❤ ❝♦♥tr♦❧s ❢♦r s♠♦♦t❤ ❞❛t❛✳ ❉✐s❝r❡t❡ ❈♦♥t✐♥✳ ❉②♥✳ ❙②st✳ ❙❡r✳ ❇✱
✶✹✭✹✮ ✿✶✸✼✺✕✶✹✵✶✱ ✷✵✶✵✳

❬❊❩✶✶❛❪ ❙②❧✈❛✐♥ ❊r✈❡❞♦③❛ ❛♥❞ ❊♥r✐q✉❡ ❩✉❛③✉❛✳ ❖❜s❡r✈❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❤❡❛t ♣r♦❝❡ss❡s ❜②
tr❛♥s♠✉t❛t✐♦♥ ✇✐t❤♦✉t ❣❡♦♠❡tr✐❝ r❡str✐❝t✐♦♥s✳ ▼❛t❤✳ ❈♦♥tr♦❧ ❘❡❧❛t✳ ❋✐❡❧❞s✱
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❬❊❩✶✶❜❪ ❙②❧✈❛✐♥ ❊r✈❡❞♦③❛ ❛♥❞ ❊♥r✐q✉❡ ❩✉❛③✉❛✳ ❙❤❛r♣ ♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐t② ❡st✐♠❛t❡s ❢♦r ❤❡❛t
❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❆r❝❤✐✈❡ ❢♦r ❘❛t✐♦♥❛❧ ▼❡❝❤❛♥✐❝s ❛♥❞ ❆♥❛❧②s✐s✱ ✷✵✷ ✿✾✼✺✕✶✵✶✼✱ ✷✵✶✶✳
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❬❋❈●■P✵✹❪ ❊♥r✐q✉❡ ❋❡r♥á♥❞❡③✲❈❛r❛✱ ❙❡r❣✐♦ ●✉❡rr❡r♦✱ ❖❧❡❣ ❨✳ ■♠❛♥✉✈✐❧♦✈✱ ❛♥❞ ❏❡❛♥✲
P✐❡rr❡ P✉❡❧✳ ▲♦❝❛❧ ❡①❛❝t ❝♦♥tr♦❧❧❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s s②st❡♠✳ ❏✳
▼❛t❤✳ P✉r❡s ❆♣♣❧✳ ✭✾✮✱ ✽✸✭✶✷✮ ✿✶✺✵✶✕✶✺✹✷✱ ✷✵✵✹✳
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P✐❡rr❡ P✉❡❧✳ ❙♦♠❡ ❝♦♥tr♦❧❧❛❜✐❧✐t② r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ N ✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s
❛♥❞ ❇♦✉ss✐♥❡sq s②st❡♠s ✇✐t❤ N−1 s❝❛❧❛r ❝♦♥tr♦❧s✳ ❙■❆▼ ❏✳ ❈♦♥tr♦❧ ❖♣t✐♠✳✱
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❡q✉❛t✐♦♥s✱ ✈♦❧✉♠❡ ✸✹ ♦❢ ▲❡❝t✉r❡ ◆♦t❡s ❙❡r✐❡s✳ ❙❡♦✉❧ ◆❛t✐♦♥❛❧ ❯♥✐✈❡rs✐t②
❘❡s❡❛r❝❤ ■♥st✐t✉t❡ ♦❢ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s ●❧♦❜❛❧ ❆♥❛❧②s✐s ❘❡s❡❛r❝❤ ❈❡♥t❡r✱ ❙❡♦✉❧✱
✶✾✾✻✳

❬❋■✾✻❜❪ ❆♥❞r❡✐ ❱✳ ❋✉rs✐❦♦✈ ❛♥❞ ❖❧❡❣ ❨✳ ■♠❛♥✉✈✐❧♦✈✳ ▲♦❝❛❧ ❡①❛❝t ❝♦♥tr♦❧❧❛❜✐❧✐t② ♦❢
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❬❍ör✼✻❪ ▲❛rs ❍ör♠❛♥❞❡r✳ ▲✐♥❡❛r ♣❛rt✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ♦♣❡r❛t♦rs✳ ❙♣r✐♥❣❡r ❱❡r❧❛❣✱ ❇❡r✲
❧✐♥✱ ✶✾✼✻✳

❬❍♦r✾✽❪ ❚❤✐❡rr② ❍♦rs✐♥✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❇✉r❣❡rs ❡q✉❛t✐♦♥✳ ❊❙❆■▼
❈♦♥tr♦❧ ❖♣t✐♠✳ ❈❛❧❝✳ ❱❛r✳✱ ✸ ✿✽✸✕✾✺ ✭❡❧❡❝tr♦♥✐❝✮✱ ✶✾✾✽✳

❬❍❘✽✸❪ ▲♦♣ ❋✳ ❍♦ ❛♥❞ ❉❛✈✐❞ ▲✳ ❘✉ss❡❧❧✳ ❆❞♠✐ss✐❜❧❡ ✐♥♣✉t ❡❧❡♠❡♥ts ❢♦r s②st❡♠s ✐♥
❍✐❧❜❡rt s♣❛❝❡ ❛♥❞ ❛ ❈❛r❧❡s♦♥ ♠❡❛s✉r❡ ❝r✐t❡r✐♦♥✳ ❙■❆▼ ❏✳ ❈♦♥tr♦❧ ❖♣t✐♠✳✱
✷✶✭✹✮ ✿✻✶✹✕✻✹✵✱ ✶✾✽✸✳
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❬■♠❛✾✽❛❪ ❖❧❡❣ ❨✳ ■♠❛♥✉✈✐❧♦✈✳ ❖♥ ❡①❛❝t ❝♦♥tr♦❧❧❛❜✐❧✐t② ❢♦r t❤❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s ❡q✉❛t✐♦♥s✳
❊❙❆■▼ ❈♦♥tr♦❧ ❖♣t✐♠✳ ❈❛❧❝✳ ❱❛r✳✱ ✸ ✿✾✼✕✶✸✶✱ ✶✾✾✽✳

❬■♠❛✾✽❜❪ ❖❧❡❣ ❨✳ ■♠❛♥✉✈✐❧♦✈✳ ❖♥ ❡①❛❝t ❝♦♥tr♦❧❧❛❜✐❧✐t② ❢♦r t❤❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s ❡q✉❛t✐♦♥s✳
❊❙❆■▼ ❈♦♥tr♦❧ ❖♣t✐♠✳ ❈❛❧❝✳ ❱❛r✳✱ ✸ ✿✾✼✕✶✸✶ ✭❡❧❡❝tr♦♥✐❝✮✱ ✶✾✾✽✳

❬■♠❛✵✶❪ ❖❧❡❣ ❨✳ ■♠❛♥✉✈✐❧♦✈✳ ❘❡♠❛r❦s ♦♥ ❡①❛❝t ❝♦♥tr♦❧❧❛❜✐❧✐t② ❢♦r t❤❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s
❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❊❙❆■▼ ❈♦♥tr♦❧ ❖♣t✐♠✳ ❈❛❧❝✳ ❱❛r✳✱ ✻ ✿✸✾✕✼✷ ✭❡❧❡❝tr♦♥✐❝✮✱ ✷✵✵✶✳

❬❏▲✾✾❪ ❉❛✈✐❞ ❏❡r✐s♦♥ ❛♥❞ ●✐❧❧❡s ▲❡❜❡❛✉✳ ◆♦❞❛❧ s❡ts ♦❢ s✉♠s ♦❢ ❡✐❣❡♥❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ■♥
❍❛r♠♦♥✐❝ ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ♣❛rt✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭❈❤✐❝❛❣♦✱ ■▲✱ ✶✾✾✻✮✱ ❈❤✐✲
❝❛❣♦ ▲❡❝t✉r❡s ✐♥ ▼❛t❤✳✱ ♣❛❣❡s ✷✷✸✕✷✸✾✳ ❯♥✐✈✳ ❈❤✐❝❛❣♦ Pr❡ss✱ ❈❤✐❝❛❣♦✱ ■▲✱
✶✾✾✾✳

❬❑❛t✺✸❪ ❚♦s✐♦ ❑❛t♦✳ ■♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ ❛ ❇❛♥❛❝❤ s♣❛❝❡✳ ❏✳
▼❛t❤✳ ❙♦❝✳ ❏❛♣❛♥✱ ✺ ✿✷✵✽✕✷✸✹✱ ✶✾✺✸✳

❬❑▲✵✺❪ ❱✐❧♠♦s ❑♦♠♦r♥✐❦ ❛♥❞ P❛♦❧❛ ▲♦r❡t✐✳ ❋♦✉r✐❡r s❡r✐❡s ✐♥ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡♦r②✳ ❙♣r✐♥❣❡r
▼♦♥♦❣r❛♣❤s ✐♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s✳ ❙♣r✐♥❣❡r✲❱❡r❧❛❣✱ ◆❡✇ ❨♦r❦✱ ✷✵✵✺✳

❬❑r✉✼✵❪ ❙t❛♥✐s❧❛✈ ◆✳ ❑r✉➸❦♦✈✳ ❋✐rst ♦r❞❡r q✉❛s✐❧✐♥❡❛r ❡q✉❛t✐♦♥s ✇✐t❤ s❡✈❡r❛❧ ✐♥❞❡✲
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❬▲❛s✵✵❪ ◆✐❦♦❧❛✐ ▲❛s❦✐♥✳ ❋r❛❝t✐♦♥❛❧ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ❛♥❞ ▲é✈② ♣❛t❤ ✐♥t❡❣r❛❧s✳ P❤②s✳
▲❡tt✳ ❆✱ ✷✻✽✭✹✲✻✮ ✿✷✾✽✕✸✵✺✱ ✷✵✵✵✳

❬▲❛s✵✷❪ ◆✐❦♦❧❛✐ ▲❛s❦✐♥✳ ❋r❛❝t✐♦♥❛❧ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ❡q✉❛t✐♦♥✳ P❤②s✳ ❘❡✈✳ ❊ ✭✸✮✱
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❬▲é❛✶✵❪ ▼❛tt❤✐❡✉ ▲é❛✉t❛✉❞✳ ❙♣❡❝tr❛❧ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ❢♦r ♥♦♥✲s❡❧❢❛❞❥♦✐♥t ❡❧❧✐♣t✐❝ ♦♣❡r❛t♦rs
❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♥✉❧❧✲❝♦♥tr♦❧❧❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♣❛r❛❜♦❧✐❝ s②st❡♠s✳ ❏✳ ❋✉♥❝t✳
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❬▲✐❡✾✻❪ ●❛r② ▼✳ ▲✐❡❜❡r♠❛♥✳ ❙❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ♣❛r❛❜♦❧✐❝ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❲♦r❧❞
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❬▲✐♦✽✷❪ P✐❡rr❡✲▲♦✉✐s ▲✐♦♥s✳ ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ❍❛♠✐❧t♦♥✲❏❛❝♦❜✐ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ✈♦✲
❧✉♠❡ ✻✾ ♦❢ ❘❡s❡❛r❝❤ ◆♦t❡s ✐♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s✳ P✐t♠❛♥ ✭❆❞✈❛♥❝❡❞ P✉❜❧✐s❤✐♥❣
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s②stè♠❡s ❞✐str✐❜✉és✳ ❚♦♠❡ ✶✱ ✈♦❧✉♠❡ ✽ ♦❢ ❘❡❝❤❡r❝❤❡s ❡♥ ▼❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❆♣✲
♣❧✐q✉é❡s ❬❘❡s❡❛r❝❤ ✐♥ ❆♣♣❧✐❡❞ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s❪✳ ▼❛ss♦♥✱ P❛r✐s✱ ✶✾✽✽✳ ❈♦♥trô✲
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❛♥❞ t❤❡ ✉♥✐❢♦r♠ ❝♦♥tr♦❧❧❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ ✶✲❉ tr❛♥s♣♦rt✲❞✐✛✉s✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥✳ ❈✳ ❘✳
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t✉r❡ ❞✉❡ t♦ ❈♦r♦♥ ❛♥❞ ●✉❡rr❡r♦ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ✉♥✐❢♦r♠ ❝♦♥tr♦❧❧❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛
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❣è♥❡s ❡t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❱♦❧✳ ✶✳ ❚r❛✈❛✉① ❡t ❘❡❝❤❡r❝❤❡s ▼❛t❤é♠❛t✐q✉❡s✱ ◆♦✳ ✶✼✳
❉✉♥♦❞✱ P❛r✐s✱ ✶✾✻✽✳

❬▲❘✾✺❪ ●✐❧❧❡s ▲❡❜❡❛✉ ❛♥❞ ▲✉❝ ❘♦❜❜✐❛♥♦✳ ❈♦♥trô❧❡ ❡①❛❝t ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛❧❡✉r✳
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s♣❛rs❡ ♠❛tr✐①✳ ❆❈▼ ❚r❛♥s✳ ▼❛t❤✳ ❙♦❢t✇❛r❡✱ ✶✻✭✹✮ ✿✸✵✸✕✸✷✹✱ ✶✾✾✵✳

❬P❤✉✵✶❪ ❑✐♠ ❉❛♥❣ P❤✉♥❣✳ ❖❜s❡r✈❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❙■❆▼
❏✳ ❈♦♥tr♦❧ ❖♣t✐♠✳✱ ✹✵✭✶✮ ✿✷✶✶✕✷✸✵ ✭❡❧❡❝tr♦♥✐❝✮✱ ✷✵✵✶✳

❬P❚✽✼❪ ❏ür❣❡♥ Pös❝❤❡❧ ❛♥❞ ❊✉❣❡♥❡ ❚r✉❜♦✇✐t③✳ ■♥✈❡rs❡ s♣❡❝tr❛❧ t❤❡♦r②✱ ✈♦❧✉♠❡ ✶✸✵
♦❢ P✉r❡ ❛♥❞ ❆♣♣❧✐❡❞ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s✳ ❆❝❛❞❡♠✐❝ Pr❡ss ■♥❝✳✱ ❇♦st♦♥✱ ▼❆✱ ✶✾✽✼✳

❬P❲✽✼❪ ❘❛②♠♦♥❞ ❊✳ ❆✳ ❈✳ P❛❧❡② ❛♥❞ ◆♦r❜❡rt ❲✐❡♥❡r✳ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠s ✐♥ t❤❡
❝♦♠♣❧❡① ❞♦♠❛✐♥✱ ✈♦❧✉♠❡ ✶✾ ♦❢ ❆♠❡r✐❝❛♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❙♦❝✐❡t② ❈♦❧❧♦q✉✐✉♠
P✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❆♠❡r✐❝❛♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❙♦❝✐❡t②✱ Pr♦✈✐❞❡♥❝❡✱ ❘■✱ ✶✾✽✼✳ ❘❡♣r✐♥t
♦❢ t❤❡ ✶✾✸✹ ♦r✐❣✐♥❛❧✳

❬❘❞❚✶✶❪ ▲✐♦♥❡❧ ❘♦s✐❡r ❛♥❞ ▲✉③ ❞❡ ❚❡r❡s❛✳ ❊①❛❝t ❝♦♥tr♦❧❧❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ ❝❛s❝❛❞❡ s②st❡♠
♦❢ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❈✳ ❘✳ ▼❛t❤✳ ❆❝❛❞✳ ❙❝✐✳ P❛r✐s✱ ✸✹✾✭✺✲✻✮ ✿✷✾✶✕✷✾✻✱
✷✵✶✶✳

✶✺✹



❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡

❬❘♦s✾✼❪ ▲✐♦♥❡❧ ❘♦s✐❡r✳ ❊①❛❝t ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥tr♦❧❧❛❜✐❧✐t② ❢♦r t❤❡ ❑♦rt❡✇❡❣✲❞❡ ❱r✐❡s
❡q✉❛t✐♦♥ ♦♥ ❛ ❜♦✉♥❞❡❞ ❞♦♠❛✐♥✳ ❊❙❆■▼ ❈♦♥tr♦❧ ❖♣t✐♠✳ ❈❛❧❝✳ ❱❛r✳✱ ✷ ✿✸✸✕✺✺
✭❡❧❡❝tr♦♥✐❝✮✱ ✶✾✾✼✳

❬❘♦s✵✹❪ ▲✐♦♥❡❧ ❘♦s✐❡r✳ ❈♦♥tr♦❧ ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ ❛ ✢✉✐❞ ❜② ❛ ✇❛✈❡♠❛❦❡r✳ ❊❙❆■▼
❈♦♥tr♦❧ ❖♣t✐♠✳ ❈❛❧❝✳ ❱❛r✳✱ ✶✵✭✸✮ ✿✸✹✻✕✸✽✵ ✭❡❧❡❝tr♦♥✐❝✮✱ ✷✵✵✹✳

❬❘✉❞✻✻❪ ❲❛❧t❡r ❘✉❞✐♥✳ ❘❡❛❧ ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡① ❛♥❛❧②s✐s✳ ▼❝●r❛✇✲❍✐❧❧ ❇♦♦❦ ❈♦✳✱ ◆❡✇ ❨♦r❦✱
✶✾✻✻✳

❬❘❩✾✸❪ ❉❛✈✐❞ ▲✳ ❘✉ss❡❧❧ ❛♥❞ ❇✐♥❣ ❨✉ ❩❤❛♥❣✳ ❈♦♥tr♦❧❧❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ st❛❜✐❧✐③❛❜✐❧✐t② ♦❢
t❤❡ t❤✐r❞✲♦r❞❡r ❧✐♥❡❛r ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦♥ ❛ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❞♦♠❛✐♥✳ ❙■❆▼ ❏✳
❈♦♥tr♦❧ ❖♣t✐♠✳✱ ✸✶✭✸✮ ✿✻✺✾✕✻✼✻✱ ✶✾✾✸✳

❬❘❩✾✻❪ ❉❛✈✐❞ ▲✳ ❘✉ss❡❧❧ ❛♥❞ ❇✐♥❣ ❨✉ ❩❤❛♥❣✳ ❊①❛❝t ❝♦♥tr♦❧❧❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ st❛❜✐❧✐③❛❜✐❧✐t②
♦❢ t❤❡ ❑♦rt❡✇❡❣✲❞❡ ❱r✐❡s ❡q✉❛t✐♦♥✳ ❚r❛♥s✳ ❆♠❡r✳ ▼❛t❤✳ ❙♦❝✳✱ ✸✹✽✭✾✮ ✿✸✻✹✸✕
✸✻✼✷✱ ✶✾✾✻✳

❬❙❛❧✽✼❪ ❉✐❡t♠❛r ❙❛❧❛♠♦♥✳ ■♥✜♥✐t❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠s ✇✐t❤ ✉♥❜♦✉♥❞❡❞
❝♦♥tr♦❧ ❛♥❞ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✿ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❛♥❛❧②t✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❚r❛♥s✳ ❆♠❡r✳ ▼❛t❤✳
❙♦❝✳✱ ✸✵✵✭✷✮ ✿✸✽✸✕✹✸✶✱ ✶✾✽✼✳

❬❙❛❧✵✾❪ ❆❧✐ ❙❛❧❡♠✳ ❆ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ st✉❞② ♦❢ t❤❡ ♥✉❧❧ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥tr♦❧❧❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ ❝♦♥✈❡❝✲
t✐♦♥ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥✳ ❈✳ ❘✳ ▼❛t❤✳ ❆❝❛❞✳ ❙❝✐✳ P❛r✐s✱ ✸✹✼✭✶✺✲✶✻✮ ✿✾✷✼✕✾✸✷✱
✷✵✵✾✳

❬❙❝❤✹✸❛❪ ▲❛✉r❡♥t ❙❝❤✇❛rt③✳ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ♣❛r ❞❡s s♦♠♠❡s
❞✬❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡s ✐♠❛❣✐♥❛✐r❡s✳ ❆♥♥✳ ❋❛❝✳ ❙❝✐✳ ❯♥✐✈✳ ❚♦✉❧♦✉s❡ ✭✹✮✱ ✻ ✿✶✶✶✕✶✼✻✱
✶✾✹✸✳

❬❙❝❤✹✸❜❪ ▲❛✉r❡♥t ❙❝❤✇❛rt③✳ ➱t✉❞❡ ❞❡s s♦♠♠❡s ❞✬❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡s ré❡❧❧❡s✳ ❆❝t✉❛❧✐tés ❙❝✐✳
■♥❞✳✱ ♥♦✳ ✾✺✾✳ ❍❡r♠❛♥♥ ❡t ❈✐❡✳✱ P❛r✐s✱ ✶✾✹✸✳

❬❙❝❤✺✷❪ ▲❛✉r❡♥t ❙❝❤✇❛rt③✳ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳ ❈♦♠♠✳
❙é♠✳ ▼❛t❤✳ ❯♥✐✈✳ ▲✉♥❞ ❬▼❡❞❞✳ ▲✉♥❞s ❯♥✐✈✳ ▼❛t✳ ❙❡♠✳❪✱ ✶✾✺✷✭❚♦♠❡ ❙✉♣♣❧❡✲
♠❡♥t❛✐r❡✮ ✿✶✾✻✕✷✵✻✱ ✶✾✺✷✳

❬❙❡✐✽✹❪ ❚❤♦♠❛s ■✳ ❙❡✐❞♠❛♥✳ ❚✇♦ r❡s✉❧ts ♦♥ ❡①❛❝t ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ ♣❛r❛❜♦❧✐❝
❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❆♣♣❧✳ ▼❛t❤✳ ❖♣t✐♠✳✱ ✶✶✭✷✮ ✿✶✹✺✕✶✺✷✱ ✶✾✽✹✳

❬❙❡✐✽✻❪ ❚❤♦♠❛s ■✳ ❙❡✐❞♠❛♥✳ ❚❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♠❛♣ ❢♦r ❝❡rt❛✐♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ s✉♠s✳ ◆❡❞❡r❧✳
❆❦❛❞✳ ❲❡t❡♥s❝❤✳ ■♥❞❛❣✳ ▼❛t❤✳✱ ✹✽✭✹✮ ✿✹✻✸✕✹✼✽✱ ✶✾✽✻✳

❬❙❡✐✽✽❪ ❚❤♦♠❛s ■✳ ❙❡✐❞♠❛♥✳ ❍♦✇ ✈✐♦❧❡♥t ❛r❡ ❢❛st ❝♦♥tr♦❧s ❄ ▼❛t❤✳ ❈♦♥tr♦❧ ❙✐❣♥❛❧s
❙②st❡♠s✱ ✶✭✶✮ ✿✽✾✕✾✺✱ ✶✾✽✽✳

❬❙❡✐✵✽❪ ❚❤♦♠❛s ■✳ ❙❡✐❞♠❛♥✳ ❍♦✇ ✈✐♦❧❡♥t ❛r❡ ❢❛st ❝♦♥tr♦❧s✳ ■■■✳ ❏✳ ▼❛t❤✳ ❆♥❛❧✳ ❆♣♣❧✳✱
✸✸✾✭✶✮ ✿✹✻✶✕✹✻✽✱ ✷✵✵✽✳

❬❙❨✾✻❪ ❚❤♦♠❛s ■✳ ❙❡✐❞♠❛♥ ❛♥❞ ❏✐♦♥❣♠✐♥ ❨♦♥❣✳ ❍♦✇ ✈✐♦❧❡♥t ❛r❡ ❢❛st ❝♦♥tr♦❧s ❄ ■■✳
▼❛t❤✳ ❈♦♥tr♦❧ ❙✐❣♥❛❧s ❙②st❡♠s✱ ✾✭✹✮ ✿✸✷✼✕✸✹✵✱ ✶✾✾✻✳

❬❚❡♠✼✾❪ ❘♦❣❡r ❚❡♠❛♠✳ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ✈♦❧✉♠❡ ✷ ♦❢ ❙t✉❞✐❡s ✐♥ ▼❛t❤❡♠❛✲
t✐❝s ❛♥❞ ✐ts ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ◆♦rt❤✲❍♦❧❧❛♥❞ P✉❜❧✐s❤✐♥❣ ❈♦✳✱ ❆♠st❡r❞❛♠✱ r❡✈✐s❡❞
❡❞✐t✐♦♥✱ ✶✾✼✾✳ ❚❤❡♦r② ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s✱ ❲✐t❤ ❛♥ ❛♣♣❡♥❞✐① ❜② ❋✳ ❚❤♦✲
♠❛ss❡t✳

✶✺✺



❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡

❬❚❡♠✽✷❪ ❘♦❣❡r ❚❡♠❛♠✳ ❇❡❤❛✈✐♦✉r ❛t t✐♠❡ t = 0 ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ s❡♠✐❧✐♥❡❛r ❡✈♦❧✉✲
t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❏✳ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❊q✉❛t✐♦♥s✱ ✹✸✭✶✮ ✿✼✸✕✾✷✱ ✶✾✽✷✳

❬❚❚✵✼❪ ●ér❛❧❞ ❚❡♥❡♥❜❛✉♠ ❛♥❞ ▼❛r✐✉s ❚✉❝s♥❛❦✳ ◆❡✇ ❜❧♦✇✲✉♣ r❛t❡s ❢♦r ❢❛st ❝♦♥tr♦❧s
♦❢ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ❛♥❞ ❤❡❛t ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❏✳ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❊q✉❛t✐♦♥s✱ ✷✹✸✭✶✮ ✿✼✵✕✶✵✵✱
✷✵✵✼✳

❬❚❚✶✶❪ ●ér❛❧❞ ❚❡♥❡♥❜❛✉♠ ❛♥❞ ▼❛r✐✉s ❚✉❝s♥❛❦✳ ❖♥ t❤❡ ♥✉❧❧✲❝♦♥tr♦❧❧❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❞✐✛✉✲
s✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❊❙❆■▼ ❈♦♥tr♦❧ ❖♣t✐♠✳ ❈❛❧❝✳ ❱❛r✳✱ ✶✼✭✹✮ ✿✶✵✽✽✕✶✶✵✵✱ ✷✵✶✶✳

❬❚❲✵✾❪ ▼❛r✐✉s ❚✉❝s♥❛❦ ❛♥❞ ●❡♦r❣❡ ❲❡✐ss✳ ❖❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧ ❢♦r ♦♣❡r❛t♦r
s❡♠✐❣r♦✉♣s✳ ❇✐r❦❤ä✉s❡r ❆❞✈❛♥❝❡❞ ❚❡①ts ✿ ❇❛s❧❡r ▲❡❤r❜ü❝❤❡r✳ ❬❇✐r❦❤ä✉s❡r
❆❞✈❛♥❝❡❞ ❚❡①ts ✿ ❇❛s❡❧ ❚❡①t❜♦♦❦s❪✳ ❇✐r❦❤ä✉s❡r ❱❡r❧❛❣✱ ❇❛s❡❧✱ ✷✵✵✾✳

❬❱❛r✻✼❪ ❙❛t❤❛♠❛♥❣❛❧❛♠ ❘✳ ❙r✐♥✐✈❛s❛ ❱❛r❛❞❤❛♥✳ ❖♥ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧
s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤❡❛t ❡q✉❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳ ❈♦♠♠✳ P✉r❡ ❆♣♣❧✳
▼❛t❤✳✱ ✷✵ ✿✹✸✶✕✹✺✺✱ ✶✾✻✼✳

❬❲❡✐✽✽❪ ●❡♦r❣❡ ❲❡✐ss✳ ❆❞♠✐ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ✐♥♣✉t ❡❧❡♠❡♥ts ❢♦r ❞✐❛❣♦♥❛❧ s❡♠✐❣r♦✉♣s ♦♥ l2✳
❙②st❡♠s ❈♦♥tr♦❧ ▲❡tt✳✱ ✶✵✭✶✮ ✿✼✾✕✽✷✱ ✶✾✽✽✳

❬❲❡✐✽✾❪ ●❡♦r❣❡ ❲❡✐ss✳ ❆❞♠✐ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ✉♥❜♦✉♥❞❡❞ ❝♦♥tr♦❧ ♦♣❡r❛t♦rs✳ ❙■❆▼ ❏✳
❈♦♥tr♦❧ ❖♣t✐♠✳✱ ✷✼✭✸✮ ✿✺✷✼✕✺✹✺✱ ✶✾✽✾✳

❬❩✉❛✾✶❪ ❊♥r✐q✉❡ ❩✉❛③✉❛✳ ❊①❛❝t ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥tr♦❧❧❛❜✐❧✐t② ❢♦r t❤❡ s❡♠✐❧✐♥❡❛r ✇❛✈❡
❡q✉❛t✐♦♥✳ ■♥ ❍❛ï♠ ❇r❡③✐s ❛♥❞ ❏❛❝q✉❡s✲▲♦✉✐s ▲✐♦♥s✱ ❡❞✐t♦rs✱ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ♣❛rt✐❛❧
❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡✐r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❈♦❧❧è❣❡ ❞❡ ❋r❛♥❝❡ ❙❡♠✐♥❛r✱ ❱♦❧✳
❳ ✭P❛r✐s✱ ✶✾✽✼✕✶✾✽✽✮✱ ✈♦❧✉♠❡ ✷✷✵ ♦❢ P✐t♠❛♥ ❘❡s✳ ◆♦t❡s ▼❛t❤✳ ❙❡r✳✱ ♣❛❣❡s
✸✺✼✕✸✾✶✳ ▲♦♥❣♠❛♥ ❙❝✐✳ ❚❡❝❤✳✱ ❍❛r❧♦✇✱ ✶✾✾✶✳

✶✺✻



❘és✉♠é

❉❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡ à ❧❛ ❝♦♥trô❧❛❜✐❧✐té ❡t s♦♥ ❝♦ût ♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡
❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❛✉① ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ♦✉ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s ✐ss✉❡s ❞❡ ❧❛ ♣❤②s✐q✉❡✳

▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧❛ t❤ès❡ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❛ ❝♦♥trô❧❛❜✐❧✐té à ③ér♦ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ◆❛✈✐❡r✲
❙t♦❦❡s tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡ ❛✈❡❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉ ❜♦r❞ ❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t ❡t ❝♦♥trô❧❡ ✐♥t❡r♥❡ ❞✐str✐❜✉é s✉r
✉♥ s♦✉s✲♦✉✈❡rt ❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♥✬❛❣✐ss❛♥t q✉❡ s✉r ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❞❡s tr♦✐s éq✉❛t✐♦♥s✳ ▲❛
♣r❡✉✈❡ r❡♣♦s❡ s✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✉ r❡t♦✉r ❛✐♥s✐ q✉❡ s✉r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♦r✐❣✐♥❛❧❡ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥
❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❞❡ s②stè♠❡s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧s ✐♥s♣✐ré❡ ❞❡ tr❛✈❛✉① ❞❡ ●r♦♠♦✈✳

▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧❛ t❤ès❡ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡ ❝♦ût ❞✉ ❝♦♥trô❧❡ ❡♥ t❡♠♣s ♣❡t✐t ♦✉ ❡♥ ✈✐s❝♦✲
s✐té é✈❛♥❡s❝❡♥t❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s ✉♥✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡s✳ ❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ♦♥ ♠♦♥tr❡
q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t✱ ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ❝❛s✱ ❢❛✐r❡ ✉♥ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ❝❡s ❞❡✉① ♣r♦❜❧è♠❡s✳ ◆♦t❛♠♠❡♥t ✐❧ ❡st
♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❛❜✐❧✐té ✉♥✐❢♦r♠❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s♣♦rt✲❞✐✛✉s✐♦♥
✉♥✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡ à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❝♦♥st❛♥ts ❝♦♥trô❧é❡ s✉r ❧❡ ❜♦r❞ ❣❛✉❝❤❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ rés✉❧t❛ts
❞é❥à ❝♦♥♥✉s s✉r ❧❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛❧❡✉r✳ ❉❛♥s ✉♥ s❡❝♦♥❞ t❡♠♣s✱ ♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡
❛✉ ❝♦ût ❞✉ ❝♦♥trô❧❡ ❢r♦♥t✐èr❡ ❡♥ t❡♠♣s ♣❡t✐t ❞✬✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s
❧✬♦♣ér❛t❡✉r s♣❛t✐❛❧ ❛ss♦❝✐é ❡st ❛✉t♦❛❞❥♦✐♥t ♦✉ ❛♥t✐✲❛✉t♦❛❞❥♦✐♥t à rés♦❧✈❛♥t❡ ❝♦♠♣❛❝t❡ ❡t ❛②❛♥t
❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s s❡ ❝♦♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ♠♦✲
♠❡♥ts✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❞❡s rés✉❧t❛ts ♣♦✉r ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ t②♣❡ ❑♦rt❡✇❡❣✲❞❡✲❱r✐❡s ❧✐♥é❛r✐sé❡s✱
❞✐✛✉s✐♦♥ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ❡t ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡✳

▼♦ts✲❝❧és ✿ s②stè♠❡s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s ❝♦✉♣❧és ❀ ❝♦♥trô❧❡ ✐♥❞✐r❡❝t ❀ ♠ét❤♦❞❡ ❞✉ r❡t♦✉r ❀ éq✉❛✲
t✐♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s ♣❛r❛❜♦❧✐q✉❡s ♦✉ ❞✐s♣❡rs✐✈❡s ❀ ❝♦ût ❞✉ ❝♦♥trô❧❡ ❡♥ t❡♠♣s ♣❡t✐t ❀ ✈✐s❝♦s✐té é✈❛♥❡s✲
❝❡♥t❡ ❀ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ♠♦♠❡♥ts✳





❆❜str❛❝t

■♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ✐ts ❝♦st ❢♦r s♦♠❡ ❧✐♥❡❛r ♦r ♥♦♥❧✐♥❛r ♣❛rt✐❛❧
❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ ♣❤②s✐❝s✳

❚❤❡ ✜rst ♣❛rt ♦❢ t❤❡ t❤❡s✐s ❞❡❛❧s ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉❧❧ ❝♦♥tr♦❧❧❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s ❡q✉❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❉✐r✐❝❤❧❡t ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥❞ ✐♥t❡r♥❛❧ ❝♦♥tr♦❧ ❞✐str✐❜✉t❡❞
♦♥ ❛ s✉❜❞♦♠❛✐♥ ❛❝t✐♥❣ ♦♥❧② ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ r❡t✉r♥
♠❡t❤♦❞ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛♥ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ s♦❧✈❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ s②st❡♠s ✐♥s♣✐r❡❞
❜② t❤❡ ✇♦r❦s ♦❢ ●r♦♠♦✈✳

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ t❤❡s✐s ❝♦♥❝❡r♥s t❤❡ ❝♦st ♦❢ ❝♦♥tr♦❧ ✐♥ s♠❛❧❧ t✐♠❡ ♦r ✐♥ t❤❡ ✈❛♥✐s❤✐♥❣
✈✐s❝♦s✐t② ❧✐♠✐t ❢♦r ❧✐♥❡❛r ✉♥✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❆t ✜rst✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ✐♥ s♦♠❡ ❝❛s❡s
♠❛❦❡ ❛ ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ t✇♦ ✐ss✉❡s✱ ♥♦t❛❜❧② t❤❛t ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♦❜t❛✐♥ r❡s✉❧ts ♦❢ ✉♥✐❢♦r♠
❝♦♥tr♦❧❧❛❜✐❧✐t② ❢♦r t❤❡ tr❛♥s♣♦rt✲❞✐✛✉s✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❝♦♥st❛♥t ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ♦♥ t❤❡
❧❡❢t s✐❞❡ ❢r♦♠ ❦♥♦✇♥ r❡s✉❧ts ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ❤❡❛t ❡q✉❛t✐♦♥✳ ■♥ ❛ s❡❝♦♥❞ st❡♣✱ ✇❡ ❧♦♦❦ ❛t t❤❡
❝♦st ♦❢ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥tr♦❧ ✐♥ s♠❛❧❧ t✐♠❡ ❢♦r s♦♠❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ s♣❛t✐❛❧
♦♣❡r❛t♦r ✐s s❡❧❢✲❛❞❥♦✐♥t ♦r s❦❡✇✲❛❞❥♦✐♥t ✇✐t❤ ❝♦♠♣❛❝t r❡s♦❧✈❡♥t ❛♥❞ ❤❛✈✐♥❣ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s t❤❛t
❜❡❤❛✈❡s ❛s②♠♣♦t✐❝❛❧❧② ❛s ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ♠♦♠❡♥ts✳ ❲❡ ❞❡❞✉❝❡ r❡s✉❧ts ❢♦r
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