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Résumé

L’équation de Weinstein a coefficients complexes est une équation régissant les Po-
tentiels & Symétrie Axiale (PSA) qui s’écrit L,,[u] = Au + (m/x)d,u = 0, ou
m € C. Cette équation intervient notamment pour la modélisation du bord du
plasma dans un Tokamak pour m = —1, ou encore elle est, lorsque m = 1, appelée
équation de Ernst linéarisée (équation permettant de donner explicitement des solu-
tions aux équations d’Einstein). Ici, on généralise des résultats connus pour m € R
au cas m € C (on donne des expressions explicites de solutions fondamentales aux
opérateurs de Weinstein et leurs estimations au voisinage des singularités, puis on
démontre une formule de Green pour les PSA dans le demi-plan droit H™ pour
Re m < 1). On prouve un nouveau théoréme de décomposition des PSA dans des
domaines annulaires quelconques pour m € C et dans une géométrie annulaire parti-
culiére faisant intervenir les coordonnées bipolaires, on prouve toujours pour m € C
qu’'une famille de solutions des PSA en termes de fonctions de Legendre Associées de
premiére et seconde espéce forme une famille compléte (par une méthode de quasi-
séparabilité des variables et par une analyse de Fourier) permettant d’exprimer les
PSA sous forme de série et lorsque m € R, on montre que cette famille est méme
une base de Riesz dans certains anneaux & bord circulaire non concentrique.

Dans une deuxiéme partie, par une méthode qui est due a A. S. Fokas, on donne,
sous forme intégrale explicite, des formules des PSA dans un domaine circulaire
du demi-plan droit HT, dans le cas ou le parameétre m est un entier relatif. Ces
représentations sont obtenues par la résolution d’un probléme de Riemann-Hilbert
sur le plan complexe ou sur une surface de Riemann a deux feuillets selon la parité du
coefficient m. Ces formules font intervenir de fagon explicites les données Dirichlet
et Neumann des PSA. On montre aussi que cette méthode s’applique a tous les
domaines simlement connexe de H* a bord régulier.

Dans la derniére partie, on étudie une classe de fonctions qui englobe les PSA, ce
sont les fonctions pseudo-holomorphes, i. e. les solutions de I'équation Ow = aw.
avec a € L", 2 < r < oo. Un résultat qui semble étre le tout premier de son
genre a été obtenu, c’est une extension de la régularité du principe de similarité
(décomposition des fonction pseudo-holomorphe sous la forme e*F sous certaines
hypothéses de régularités et ou F' est une fonction holomorphe) et une réciproque
de ce principe qui conduit & un paramétrage analytique de cette classe de fonctions
dans le cas critique r = 2. Puis en utilisant la connexion entre les fonctions pseudo-
holomorphes et les solutions de 1’équation de Beltrami conjuguée, on résoud un
probléme de Dirichlet a données LP pondérées sur des domaines lisses pour des

équations du type conductivité & coefficient dont le log appartient a ’espace de
Sobolev W12,
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Abstract

The Weinstein equation with complex coefficients is the equation governing axisym-
metric potentials (PSA) which can be written as L,,[u] = Au+(m/z) 0,u = 0, where
m € C. This equation is used in particular for modeling the plasma shape in a Toka-
mak (toroidal chamber with axial magnetic field) for m = —1, or it is, when m = 1,
the well-known linearized Ernst equation (which is used to give explicit solutions of
the Einstein equations). Here, we generalize results known for m € R to m € C. We
give explicit expressions of fundamental solutions for Weinstein operators and their
estimates near singularities, then we prove a Green’s formula for PSA in the right
half-plane H for Re m < 1. We establish a new decomposition theorem for the PSA
in any annular domains for m € C. In particular, using bipolar coordinates, we prove
for annuli (always for m € C) that a family of solutions for PSA equation in terms
of associated Legendre functions of first and second kind is complete (the method
rests on quasi-separability of variables and some Fourier analysis). For m € R, we
show that this family is even a Riesz basis in some non-concentric circular annulus.
In the second part, basing on a method due to A. S. Fokas, we give, in explicit
integral form, formulas for PSA in a circular domain of the right-half plane H* when
m is an integer. These representations are obtained by solving a Riemann-Hilbert
problem on the complex plane or on a Riemann surface with two sheets according
to the parity of m. These formulas involve in an explicit form the Dirichlet and the
Neumann data of the PSA in question.

In the last part, we study a class of functions which includes the PSA, namely
the pseudo-holomorphic functions, i.e. solutions of the complex equation dw = o,
with a € L™, 2 <r < co. We extend the Bers similarity principle (decomposition of
pseudo-holomorphic functions in the form e® F' under some regularity assumptions
with holomorphic F') and a converse of this principle to the critical regularity case
r = 2. Using the connection between pseudo-holomorphic functions and solutions
to the conjugate Beltrami equations, we deduce well-posedness of Dirichlet problem
in smooth domains with weighted LP boundary data for 2-D isotropic conductivity
equations whose coefficients have logarithm in the Sobolev space W12,

v



Table des matiéres

Résumé . . . . . . 111
Abstract . . . . . v
Table des matiéres . . . . . . . ... v
Introduction 1

1 Solutions fondamentales des Opérateurs de Weinstein & paramétre
complexe. Décomposition des potentiels & symétrie axiale.

1 Préliminaires : solutions fondamentales explicites et estimations. . . . 5
1.1 Rappels sur la théorie des distributions. . . . . .. . ... .. 5
1.2 Notations et définitions. . . . . .. .. .. ... ... ... .. 7

1.3 Solutions fondamentales sous forme intégrale pour m entier
relatif. . . . ... 11
1.4 Solutions fondamentales pour me C. . . . . .. .. ... ... 14
2 Théoréme de décomposition des PSA. . . . . . .. ... .. ... ... 22
2.1 Résultats préliminaires . . . . . . . .. .. ... ... ..... 23
2.2 Théoréme de décomposition des PSA pourme C.. . . . . .. 40
3 Formule de Poisson pour H* quand Rem < 1. . ... ... ... ... 41
4 Application au cas d’'un domaine annulaire. . . . . . . .. .. .. ... 43
4.1 Les coordonnées bipolaires dans le plan xOy. . . . . . . . . .. 43
4.2 Etude des PSA en coordonnées bipolaires. . . . . ... .. .. 45

4.3 Les fonctions de Legendre Associées de premiére et deuxiéme
ESPECE. . . . L e e 48
5 Bases de Riesz de PSA pour mréel. . . . . . . ... .. .. ... ... 54
5.1 Définition et propriété . . . . . .. .. ... 54
5.2 Base de Riesz des solutions du type Fourier-Legendre . . . . . 55
6 Conclusion . . . . . . . . . . e 59

2 Résolution d’un probléme de Dirichlet par la méthode de Fokas 61

1 Introduction . . . . . . . . . 61
2 Exemple 1 : I’équation de la chaleur . . . . . .. .. ... ... ... 62
3 Exemple 2 : L’équation de Laplace sur le disque unité. . . . . . . .. 65
4 Probléme de Dirichlet/Neumann pour les PSA . . . . . ... ... .. 69
4.1 Introduction et principaux résultats . . . . . .. . ... .. .. 69
4.2 Paires de Lax et formes différentielles fermées . . . . . . . .. 71
4.3 Caractérisation par un probléme de Riemann—Hilbert . . . . . 72



TABLE DES MATIERES

3 Paramétrage analytique des fonctions pseudo-holomorphes a 'ex-

posant critique. 83
1 Introduction . . . . . . . ... 83
2 Notations et définitions . . . . . . . . . ... .. ... ... . ... .. 84
3 Principaux résultats . . . . . . . . . ... ... ... ... 86

4 Annexe : Pseudo-holomorphic functions at the critical exponent
[10] 91

Bibliographie 135

V1 TABLE DES MATIERES



Introduction

L’étude des opérateurs de Weinstein L,, := A + (m/x)0, (voir chapitre 1) est im-
portante en physique car plusieurs phénoménes sont modélisés par des Potentiels a
Symétrie Axiale (PSA) qui satisfont 'équation de Weinstein.

Pour en citer une premiére, les PSA de paramétre m = 1 correspondent aux solutions
de I’équation de Ernst linéarisée (équation qui est utilisée pour résoudre les équations
d’Einstein).

Les PSA de paramétre m = —1 sont reliés au confinement du plasma (gaz ionisé)
pour la fusion thermonucléaire dans un Tokamak (chambre de forme toroidale). Plus
précisément, a partir de I'extrapolation des données magnétiques sur la frontiére de
la chambre, on caractérise la frontiére du plasma comme une courbe de niveau
du flux poloidal u solution de I'équation div(1/xVu) = 0 aprés une hypothése
d’axisymeétrie.

La raison principale est que le flux poloidal est harmonique dans le tore constituant
le Tokamak en dehors du plasma (dans le plasma, il ne I’est pas, il est solution de
I'équation de Grad-Shafranov qui est une équation non linéaire plus compliquée).
Regardant le Laplacien en dimension 3 et les sections dans les plans verticaux des
fonctions harmoniques dans le tore en dimension 3, nous obtenons que ces sections
sont des PSA avec m = —1. Ce fait géométrique simple est la base de la proposition
1.3 et un des arguments clés du chapitre 1, combiné avec le principe de Weinstein
(proposition 1.2).

La figure ci-dessous schématise ce probléme (direct) : étant données les mesures de
u, Opu sur le bord extérieur, et u constante sur le bord intérieur (la valeur de la
constante étant inconnue en toute généralité), reconstruire le PSA u dans tout le
domaine annulaire.

Ce type de probléme peut étre attaqué de maniére nouvelle et semi-explicite avec la
méthode de Fokas. C’est ce qui va nous occuper dans le chapitre 2. En effet, la résolu-
tion d’un probléme de Dirichlet /Neumann pour une équation aux dérivées partielles
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INTRODUCTION

intégrable revient a la formulation et a la résolution via une certaine forme différen-
tielle fermée (ou une paire de Lax) d’un certain probléme de Riemann-Hilbert. Une
étude approfondie d’une relation dite "relation globale" peut parfois nous donner
la solution du probléme de Dirichlet/Neuman bien-posé. La méthode de Fokas fai-
sant appel a un probléme de Riemann-Hilbert, c’est donc une paramétrage par des
fonctions sectionnellement holomorphes des PSA.

Ce qui fait la transition avec le dernier chapitre de cette thése ot 'on étudie les
classes de Hardy sur le disque unité de ’équation régissant les fonctions pseudo-
analytiques 0w = aw avec o € L”, 2 < r < oo. Cette famille de fonctions est bien
plus générale et englobe les PSA, mais modélise aussi des grandeurs physiques en
hydrodynamique, en théorie de I’élasticité, etc. Dans ce chapitre, on montre que ces
fonctions admettent des traces sur le cercle unité T, et d’autre part que le probléme
de Dirichlet pour I'équation Ow = aw ou l'on impose la partie réelle de w dans
LP(T) a une solution unique dans G?. Ces résultats généralisent ceux obtenus pour
L™(D) (r > 2) récemment par J. Leblond, S. Rigat, E. Russ et L. Baratchart et dans
les travaux de Klimentov [69]..

C’est la premiére fois apparemment que le cas r = 2 est considéré. Pour I'équation
de la conductivité avec o € exp Wh? (cest-a-dire que o s'écrit ¢ = e avec h
dans l'espace de Sobolev des fonctions L? dont les dérivées d’ordre 1 au sens des
distributions sont encore des fonctions L?), via la correspondance w — f — Re f ol
w vérifie équation Ow = aw avec o = dlogo/?, f vérifie 'équation de Beltrami
conjuguée Of = vof avec v = ;—g et o u = Re f vérifie I'équation div(cVu) = 0,
cela donne des solutions du probléme de Dirichlet a coefficients non bornés. En
particulier, ’équation de la conductivité considérée n’est pas strictement elliptique
car 0 = e avec h € W2 n’est pas minorée par une constante strictement positive.
Par ailleurs, cet aspect d’ellipticité non stricte est aussi rencontré dans le cha-
pitre 1 puisque les PSA étudiés sont solutions dans Ht = {z € C, Rez > 0}
de div(z™Vu) = 0 et que la fonction z = = 4+ iy € H" — 2™ n’est ni majorée
uniformément, ni minorée uniformément par une constante strictement positive.
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Chapitre 1

Solutions fondamentales des
Opérateurs de Weinstein a
parameétre complexe. Décomposition
des potentiels a symétrie axiale.

Dans ce chapitre, on se propose d’étudier la classe d’opérateurs différentiels

L,=A+——
+x8:v

avec m € C, définis sur le demi-plan droit HT = {(z,y) € R* x > 0} = {2z €
C, Rez > 0}.

Cette classe d’opérateurs, appelés Opérateurs régissant les Potentiels & Symétrie
Axiale ou encore Opérateurs de Weinstein, a été étudiée de maniére assez intensive
dans les cas m € N ou m € R dans [104, 103, 101, 105, 106, 107, 110, 109, 108, 112,
111, 113, 114, 115, 116, 98, 99, 100, 61, 25, 26, 27, 65, 66, 67, 38, 40, 39, 16, 17, 18,
15, 54, 55, 56, 57, 77].

Nous nous intéresserons dans ce chapitre exclusivement au cas ot m € C (hormis
quelques passages oul les valeurs de m seront restreintes & N, Z ou R).

Les solutions de 1'équation dans HT, que nous appellerons (EPSA) pour Equation
régissant les Potentiels & Symétrie Axiale

Liu =0 (EPSA)

seront appelées Potentiels 4 Symétrie Axiale (en abrégé PSA). On s’intéressera aussi
aux solutions de I’équation
Lint = 0(ay)

0l 0(5,,) désigne la masse de Dirac en (z,y) € HT, et aussi aux solutions de I'équation
Lyu=g

ou g désignera une fonction réguliére définie dans un ouvert de H.
Dans ce chapitre, on se restreindra volontairement au cas de la dimension 2. Mais
bon nombre de résultats s’étendent directement au cas de la dimension supérieure,

c’est-a-dire aux opérateurs
n
Z m
3 l%'n
k=1



CHAPITRE 1. SOLUTIONS FONDAMENTALES DES OPERATEURS DE WEINSTEIN A PARAMETRE
COMPLEXE. DECOMPOSITION DES POTENTIELS A SYMETRIE AXIALE.

dans le demi-espace H! = {x € R", z, > 0}.

Le premier & avoir introduit cette classe d’opérateurs en 1948 a été Weinstein dans
[101], ot il étudie le cas m € N*. Il obtient en particulier la formule de la pseudo-
moyenne pour les Potentiels a Symétrie Axiale qui se prolongent de maniére continue
a H, suivante

u(O,O)/2 sin™ 0df = /2 u(re”) sin™ 0do (PM)

s
2

Wl

et donne une expression d’une solution fondamentale en termes de fonctions de
Bessel tout d’abord, et en terme d’intégrales elliptiques pour un point de I'axe des
ordonnées. Tl établit par ailleurs le lien entre les PSA pour m € N* et les fonctions
harmoniques de R™*2, que nous rappellerons dans la proposition 1.3.

Dans [106, 107, 33|, Weinstein et Diaz-Weinstein établissent le principe de corres-
pondance que nous rappellerons entre les PSA correspondants & m et ceux cor-
respondants & 2 — m (proposition 1.2). Ils en déduisent I'expression d’une solution
fondamentale en un point de I’axe des ordonnées pour des valeurs réelles de m et font
un lien entre 'EPSA et les équations de Tricomi et leurs solutions fondamentales.
Dans [66], Huber obtient une formule de type Poisson généralisant (PM). Il s’in-
téresse aussi aux prolongements des PSA au reste du plan. Il s’intéresse aussi aux
propriétés d’élimination des singularités des PSA dans [67], et donne une formule
de représentation abstraite des PSA positifs ou nuls, formule qui est généralisée par
Brelot dans [16, 15].

Par ailleurs, Vekua a donné un moyen d’exprimer les solutions fondamentales des
équations elliptiques a coefficients analytiques a l’aide des fonctions de Riemann,
introduites dans le passé (voir par exemple [52]) dans le cadre hyperbolique réel,
qu’il a généralisé au cadre elliptique grace aux opérateurs complexes J, et d- dans
[95]. En termes heuristiques, de la méme maniére que I'on peut dire qu'une fonc-
tion harmonique est la partie réelle d’une fonction holomorphe, ou encore la somme
d’une fonction holomorphe et d’une fonction anti-holomorphe, Vekua exprime le fait
que les solutions d’équations elliptiques, et donc en particulier les PSA, s’écrivent
comme somme de deux fonctionnelles, I'une appliquée a une fonction holomorphe
quelconque et 'autre appliquée a une fonction anti-holomorphe elle aussi quelconque.
Les fonctionnelles s’écrivent explicitement en terme de fonctions de Riemann, qui
s’obtiennent & l'aide des fonctions hypergéométriques (|95]) ou encore a Iaide de
dérivations fractionnaires (|25]). Dans [63|, Henrici donne une introduction trés in-
téressante aux travaux de Vekua.

Plus récemment, a laide de ces travaux de Vekua, dans [85], Savina donne sous forme
d’une série une solution fondamentale de opérateur Lu = Au+ adyu + bo,u + cu et
elle étudie la convergence de cette série. Elle donne aussi une application a I’équation
de Helmholtz.

Dans [56], Gilbert considére les EPSA non homogénes pour m > 0, il donne une
représentation sous forme intégrale des solutions de ces équations et en particulier
une solution explicite lorsque le second membre ne dépend que d’une seule variable.
En ce qui concerne l'aspect probléme au bord qui consiste a reconstruire un PSA
dans un domaine de H™ & partir de la seule connaissance de ses valeurs et de celles
de sa dérivée sur le bord (ou une partie du bord) du domaine, ¢’est un aspect qui va
nous occuper dans une grande partie de cette thése. Il est étudi¢ dans le cas ou le
PSA est donné sur Paxe des x dans [77]. Il est aussi étudié dans le cas o le domaine
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CHAPITRE 1. SOLUTIONS FONDAMENTALES DES OPERATEURS DE WEINSTEIN A PARAMETRE
COMPLEXE. DECOMPOSITION DES POTENTIELS A SYMETRIE AXIALE.

est H™ \ [0,a] x {0} avec a > 0 dans [48|.

En introduction au paragraphe 1 de ce chapitre, nous indiquons au lecteur que nous
faisons une présentation de résultats qui, méme s’ils ne sont pas fondamentalement
nouveaux pour m réel, est une présentation totalement "self-contained" avec des
techniques différentes de celles utilisées dans les travaux précédemment cités. Les
résultats pour les valeurs complexes de m sont par contre, & notre connaissance,
des résultats nouveaux. Il en est de méme des résultats des paragraphes 2 et 3. Le
résultat principal est le théoréme de décomposition qui affirme que tout PSA dans
un domaine annulaire de H*t (c’est-a-dire un domaine de la forme 2\ K ou  est
un ouvert de H™ et K est un compact de €2) va étre la somme de deux PSA, I'un
dans Q, Pautre dans H* \ K et tendant vers 0 au bord de H'. Nous obtenons au
passage un théoréme de type Liouville qui affirme que si un PSA sur H' tend vers
0 a l'infini et sur I'axe des ordonnées, alors il est identiquement nul. Remarquons
que ce résultat n’est pas immédiat car 'EPSA est une équation elliptique dégénérée,
puisque la constante d’ellipticité tend vers 0 au voisinage de ’axe des ordonnées.
Les résultats du paragraphe 4 étaient partiellement connus pour des valeurs particu-
lieres de m (m = £1). A notre connaissance, ceux du paragraphe 5 sont nouveaux.

1 Préliminaires : solutions fondamentales explicites
et estimations.

1.1 Rappels sur la théorie des distributions.

Toutes les fonctions numériques seront a valeurs complexes.

Dans toute la suite, on notera H" = {(z,y) € R?, x > 0} le demi-plan droit de R
Si 2 est un ouvert de R™ avec n € N*, D(Q2) désignera 'espace des fonctions C'* a
support compact sur €2.

Le support d’une fonction f définie sur 2 sera noté supp f := {x € Q, f(z) # 0}.
Pour K compact inclus dans €2, on notera Dk (2) 'ensemble des ¢ € D(Q) telles
que supp ¢ C K.

Lorsque u est une fonction définie et différentiable dans un ouvert {2 de R"”, les

dérivées partielles de u seront tour a tour notées % ou bien d,,u, ou encore u,, avec
2

i€ [1,n].

Lorsque a = (ay, ..., a,) € N est un multi-indice, on notera

0% =00 09 = o
o T 9t Oxon
avec |a| = a; + - + ap.
On rappelle qu’une distribution 7" sur €2 est une forme linéaire sur D(£2), continue
dans le sens suivant :

pour tout compact K de €2, il existe N € N* et il existe C' > 0 tels que,
Vo € Dk(),  |T(p)] < C sup sup|0¥p].

aeN?
la]<N

On notera parfois T'(p) =: (T, ). On notera D'(2) l'espace vectoriel des distribu-
tions sur €.

1. PRELIMINAIRES : SOLUTIONS FONDAMENTALES EXPLICITES ET ESTIMATIONS. 5



CHAPITRE 1. SOLUTIONS FONDAMENTALES DES OPERATEURS DE WEINSTEIN A PARAMETRE
COMPLEXE. DECOMPOSITION DES POTENTIELS A SYMETRIE AXIALE.

Si a € €2, on définit la distribution , de Dirac en a par

Ve € D(1), (6a; ) = p(a).

Si f : 2 — C une fonction localement intégrable (i. e. intégrable sur tout compact
de Q) par rapport a la mesure de Lebesgue dm,,, on définit la distribution T associée

a f par
Ve e D),  (Thg) = /Q fodm,.

On rappelle que, si a € N est un multi-indice et si T" est une distribution sur {2, la
dérivée 0“T est par définition la distribution sur €2 définie par

Vo € D(Q), (0°T, ) == (—=1)l(T, 0%) .

Des intégrations par parties montrent que, si Ty est une distribution associée a une
fonction de classe C™ et si a € N" est tel que |a| < N, alors

8an = Taaf.
Si feC™®()etT e D(Q), on définit la distribution 7" par

Vo € D(1), (fT,0) = (T, fo).

Soit L un opérateur différentiel sur 2 de la forme

L= Z o, 0%

lo| <N

ou N € N, la sommation précédente est effectuée sur les multi-indices a de longueur
|a| plus petite que N, et les fonctions a, sont des fonctions dans C*°(Q).

Par définition, si T" est une distribution, LT sera la distribution LT = ZIaISN a,0°T.
On appelle opérateur adjoint L* de L au sens des distributions 'opérateur qui & une
distribution 7" associe la distribution

LT =) (-1)0%(a.T).

lo| <N

On remarque que, si f, g sont deux fonctions de D(€2), alors, en identifiant 7 avec
f et T, avec g, on a

(Lf,g) == (LTy,g) = (T}, L*g) = (f, L*g) .

Soit maintenant a € € et L un opérateur différentiel sur 2. On appelle solution
fondamentale de L sur Q en a € Q toute distribution (en général non unique!) 7,
telle que

LT, =0,

ot ’égalité précédente est une égalité au sens des distributions sur €.
Cette égalité se réécrit aussi

Vo € D(Q)7 (p(@) = <LTaa <P> = <Ta7 L*90> .

6 1. PRELIMINAIRES : SOLUTIONS FONDAMENTALES EXPLICITES ET ESTIMATIONS.



CHAPITRE 1. SOLUTIONS FONDAMENTALES DES OPERATEURS DE WEINSTEIN A PARAMETRE
COMPLEXE. DECOMPOSITION DES POTENTIELS A SYMETRIE AXIALE.

Nous insistons sur le fait que dans cette définition des solutions fondamentales,
I'ouvert  joue un role crucial. En effet, si par exemple L = A dans R?, il est bien
connu que, si a = (ay,az) € HT,

1

T, = yo In ((z — a1)” + (y — a2)?)

est une solution fondamentale de A dans D(R?) en a. La distribution U, définie par

— 2 _ 2
Ua == Ta - T(—a1 a2) —_= i ln (.ZU al) + (y a/2)
" P\ )+ (- a)?

sera alors une solution fondamentale en a de A dans D(H™), mais pas dans D(R?)
car si ¢ € D(R?), on a
(Ua, p) = pla) = p(=a1, a2)

tandis que si ¢ € D(HT), on a

(Uas ) = p(a) — p(—a1,a2) = p(a).

En particulier, si pour a € €, T, est une solution fondamentale de L* en a dans 2
et si g € D(NQ) est telle que g = L(ip) avec p € D(Q), alors

Ya € €, vla) = Ty, g) .
En effet, nous avons
va‘ € Q7 QO(CL) - <5CL7 cp> - <L*Tll7g0> - <TCL7 L@) - <Ta7g> °

Ces solutions fondamentales permettent donc de résoudre ’équation Ly = g dans
D(Q) si g € D(Q).

1.2 Notations et définitions.

Sim € N*, le laplacien dans R™ sera noté A,,, ou plus simplement A quand m = 2.
Pour m € C, L, est Popérateur défini comme suit : pour toute fonction u € C*(H™)
et pour tout (x,y) € HT,

m ou
L =A —_— )
mt(z,y) = Au(r,y) + . aw(x,y)

On utilisera parfois la notation suivante : si f(z,y) = (fi(z,y), fo(z,y)) est une
fonction vectorielle de classe C* dans un ouvert de R? et & valeurs dans C2, alors

_ 0 Of

div (f) :== o Ty

De méme, si f : R? — C est une fonction scalaire de classe C* dans un ouvert de

R? et & valeurs dans C, alors
_ (9f Of
V)= (&E, ay).
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Avec ces notations, 'opérateur L,, est 'opérateur qui a une fonction v € C*(H™)
associe la fonction définie sur H par

Lyu(z,y) =" "div(z"Vu)(z,y).

Il résulte de la régle de Schwarz que si u est une fonction définie dans un ouvert
simplement connexe de HT telle que div(ocVu) = 0 ot o : H" — R} est de classe C",
alors il existe une fonction v solution du systéme d’équations de Cauchy-Riemann
généralisé

v __ ou
or dy
ov_ o
oy Oz

et v vérifie ’équation conjuguée diV(%VZ}) = 0. Cette remarque justifie le fait que
nous appellerons L_,, pour m € C l'opérateur conjugué de L,,.

On note L*, T'opérateur défini par : pour toute fonction u € C*(H") et pour tout
(z,y) € HY,

L) = dule) = 5 ("5 = Autog) = 25 ) + Fulo)

ox x

En fait, puisque

/ Liyu(z,y)v(z,y) dwdy:/ u(z,y)Ly,v(z,y) dedy Vu, v € D(H),
H+

H+

L?*, est I'opérateur adjoint de L, au sens des distributions sur H*.

Cette définition, donnée dans H™T, se transpose aisément au cas d’un ouvert € de
H.

Dans le cas ou les fonctions impliquées dépendent d’autres variables que x et y, on
écrira Ly, 5, au lieu de L,,, ce qui signifie que les dérivées partielles sont liées aux
variables x et y, et que les autres variables sont considérées comme étant fixées.
Nous allons définir les opérateurs R,,, S,, et D de la facon suivante :

Pour u € D(H™), on définit S,,u la fonction de D(H™) par

(Smu)(z,y) = ™" u(z,y).
Pour v € D(H'), on définit Du la fonction de D(HT) par

ou

(Du)(a.y) = (o).

Les opérateurs ainsi définis vérifient la proposition suivante :

Proposition 1.1 S, conjugue L7, et L,,, D conjugue L* et L,,, ce qui veut dire

que

SpL¥, = LSy, L*, D= DLy,
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Preuve. Calcul de la premiére relation de conjugaison :

On a
(Spu), = —ma™ " tu + 37 M,
donc
(Spnu),, = m(m + 1)z ?u — 2ma™"  uy + 27 ™ gy,
et

(Smu)yy =2 MUy,

On obtient alors

m —m m m
LinSontt = (Sntt) . + (S, + = (Spt), = 27 (Dgu = -y + ).

Donc L,,Spu = S, L, u.
Calcul de la deuxiéme relation de conjugaison :

On a 0 0 (10
* A L2
LomDu= A@x * " ox (a: 8:5)

et comme les opérateurs A et 8‘9—33 commutent, on obtient

0 0
L* Du=— (Au+ %) = DL,
Ox x Oz
on a donc prouvé les relations de conjugaison. O

Remarques.

1. Sim e C, S, et L,,S,, sont des opérateurs auto-adjoints, ie. S,, = Sy et
LSy = (LinSi)*.

2. Nous avons un résultat plus général sur la conjugaison des opérateurs L, et
L.
Considérons, pour o : Q0 — C une fonction de classe C' qui ne s’annule pas,
Uopérateur sur C*(QY) défini par : pour u € C?(),

Pou(r,y) = div (o (z,y)Vu(z,y)),

o(z,y)

ot Q est un ouvert de R2.

Alors
P* = div <av <;>) .

En effet, si u,v € D(Q), nous avons, en utilisant la dérivation au sens des
distributions

(Pyu,v) :/Q@div (o(x,y)Vu(z,y))v(z,y) dedy

:—/Qovu-v(E) dzdy

~ [ (o (2)

1. PRELIMINAIRES : SOLUTIONS FONDAMENTALES EXPLICITES ET ESTIMATIONS. 9
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- <u7 P;U>

On définit S, Uopérateur qui a u € C*(Q) associe

1
—)U(ﬂf,y)-

(Sou)(r.9) = oo

Alors S, conjugue P, et Pr, ou Pr = div (UV (;)) puisque de maniére €vi-
dente, nous avons S,Pr = P,S,. Dans les égalités précédentes, les termes
frontiéres n’apparaissent pas car les fonctions u, v ainsi que leur dérivées sont

a support compact dans [’ouvert €2.

Nous avons de plus les propositions suivantes que l'on trouve dans les travaux de
Weinstein ([107]).

Proposition 1.2 (Principe de Weinstein [107]) Si Q est un ouvert relativement
compact de H* et si u: Q — C est de classe C? alors, pour tout m € C

Lo = 277 Loy [2™ 1),
Preuve. Soit a € C et posons u(x,y) = z%v(x,y). On a

Uy = ar® 0 + T, Upe = a(a — 12 20 + 200 v, + 2%V

et
Uyy = T Vyy.
Donc
m + 2« am+a—1
L,,u=z% (Av+ Uy + ( 5 )v>
x x
et en choisissant o := 1 — m, on obtient 1’égalité voulue. O

Dans le cas ot maintenant m est un entier positif ou nul, on introduit 'opérateur
T, qui & une fonction u définie dans un ouvert Q de H" associe la fonction v définie

sur l'ensemble {z € R™*2 (\/21 - + 22, |, Tmia) € Q} par

V(21 Tg2) = U(\/ﬁ +-t I%%+1,$m+2)-

Comme précédemment, un calcul immédiat nous donne le résultat suivant :

Proposition 1.3 ([101]) Pour u de classe C* dans un ouvert relativement compact
de Ht et m € N, Api2(Thu) = Tr(Lipu).

Preuve. Posons v = T,,,u. Pour tout ¢ € [1,m + 1], on a

ov x; ou 0%v 0%u

Ox; \/m%+...+x%+m%’ o2, ., oy?

et

v 1 x? ou N x? 0*u
Ox} Vi + .o +at,, ($%+...+$%+m)3/2 Or  af+ ..+ a1, 0r%
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Donc
m ou

Aiov = Au+ —,
2 \/x% + ... —0—x%+m ox

d’ou le résultat. O

Ces deux propositions vont nous permettre de calculer des solutions fondamentales
pour L,, et L pour m € N tout d’abord, puis pour m € Z par la suite. Enfin, des
estimations de ces expressions permettront de montrer que les expressions obtenues
fournissent en fait des solutions fondamentales de L,, et L7 pour m € C.

1.3 Solutions fondamentales sous forme intégrale pour m en-
tier relatif.

On rappelle que, si (z,y) € R?, (2 est la distribution définie par :

Vo € D(R?), (O v) = ¢(z,y).

Soit m un entier positif.

Proposition 1.4 (partiellement dans [33, 100, 101]) Soit m € N*. Pour (x,y) €
H* et (¢,n) € H,
gmo(r sin™" 1 6 df

E,(z,y,{,n) = —2—
(,9,&m) 27 Jo=o [(x — €)2 + 4a¢sin® (2) + (y — n)?]

m/2

est une solution fondamentale dans H pour l'opérateur LY, ¢, au point fizé (x,y) €
H*, ce qui signifie au sens des distributions dans H* :

L:n@nEm (ZL‘, Y, 57 T]) = 5(3[:,3/) (57 77)

De plus, si (§,m) € H est fizé, alors au sens des distributions dans HT

Lm,a:,yEm(xa Y, 67 77) = 5(5,77) (.Z', y)’

ce qui signifie que E,, est une solution fondamentale dans H* de l'opérateur Ly, ..,
au point (§,n) € HT fizé.

Preuve. Soit m € N*. On rappelle qu'une solution fondamentale du laplacien dans

R™*2 egt
1

- reR™?
M Winpa|2[™

E(r) =

1. e. au sens des distributions, A, 1o F/ = 0y, wpio étant la surface de la sphére unité
de R™*2. On a donc pour toute fonction v € D(R™2),

1 dmdty...dTy o
Am+2fv(7—) m/2
mwWm+2 Jrerm+2 ((7'1 — t1)2 + -+ (Tm+2 - tm+2)2)

U(tl, ceey tm+2) - —

OU T = (T1,y ooy Tt 2)-
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Appliquant cette relation & v = T,,u on u € D(HT), nous obtenons, grace a la
proposition 1.3, pour tout (z,y) € HT,

1 / (L) (/& + -+ @00, Emra) dEr -+ dEnya
Mtz Jemsz (& =) + &+ + oy + (Gmsa —y)2) "

Pour simplifier cette expression intégrale, on considére les coordonnées (hyper-)sphé-
riques suivantes :

U(I‘,y) - -

&1 = &cosb
&9 = Esin by cos by

o1 =&sinby - - -sinb,,_5cos6,, 1
&m = Esinby - - -8inb,,_q cosb,,

Emy1 = Esinfy - - -sinb,,

on =&+ +&4., O €]-m et b1,...,0,_1 €]0,7[. La valeur absolue du
déterminant de la matrice jacobienne définie par ce sytéme de coordonnées est

€M sinb,,_1 sin® Opy_o - - -sin™ 1 6,

On obtient alors pour tout (z,y) € HT,

u(w,y) = /OO_ /:OO L (u)(§,n) En(z,y, &, n)dSdn

avec

E ( 6 ) fm /ﬂ- /ﬂ sin Hm_l sin2 em_g cee Sil’lmil 01 d@l e d@m
m\T, Y, G, 1) = ——————
MWtz Jo——n Jor, oma=0 (€2 — 22 cosby + 22 + (y — n)2)"™/?

Or,onsaitque I := [ _ fg; o oSO sin?6,,_o - --sin™ 20y dbsy . .. db,,_1db,
est la surface de la sphére unité dans R™ puisque

s ™
Wy, = / ldo = / / Sin6,,_osin®6,,_5---sin™ 26, dbsy ... db,,_1.
S'm 6m71:—7{' 917---79m72:0

Donc la fonction E,, s’écrit :

Wi &™ /7r sin™ 1 6 do
0

Em xvyagv - =
( ) M Wm+t2 Jo=o (§2 — 22§ cos 0 + 22 + (y — n)?)

m/2

3 ME

ou encore en utilisant le fait que w,, = FQ”

T
& /7T sin™ 1o do
27 Jo=o ((x — €)2 + 42 sin® (g) + (y — n)z)m/Q

et on obtient ’expression voulue.

&

Em($7y7§7n) ==
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De plus, comme pour tout (z,y) € H' et pour tout (£,n) € H', on a

£

et comme par la proposition 1.1, S,, conjugue L* et L,,, on a alors au sens des
distributions

Em(x7y>€a77) = (E) Em(faanjay)

Lonoy B (9, €21) = Linas ((g) Em@,n,x,y)) - @ Lt Enl€m2),

donc

2\ ™
Lm,x,yEm(xv Y, 67 77) = (E) 5(6,77) (.I', y) = 6(5777)7

et ceci termine la preuve.

O
Pour m entier négatif, la proposition précédente combinée avec le principe de Wein-
stein nous donne directement la proposition suivante :

Proposition 1.5 (partiellement dans [33, 100, 101]) Soit m € Z \ N*. Pour
(z,y) € H' et (¢,n) € HT,

m—1
Em(xvyvgvn) = (g) EQ—m(xa%fﬂ?)

_ Lot /’r sin' =™ 6 df
27 Jooo [(@ — )2 + 4asin® (9) + (y—n)?] 2

est une solution fondamentale dans H' pour Uopérateur Ly, ¢, au point fizé (x,y) €

H* et est une solution fondamentale dans H* de l'opérateur L, ., au point (§,n) €
H* fizé.

Preuve.
On a pour tout m € N*, v € D(H") et (x,y) € HT,

wog)= [ (L) By, ) dedn
(&)t
et par le principe de Weinstein (proposition 1.2), on a

way) = [ & Lan(€" ) By, € ) déd.
H
En notant v(x,y) = 2™ 'u(z,y), on obtient
v "o(z,y) = | & (Loomv) En(x,y, €, m) dédn,
H

ainsi pour tout m’ € Z\ N*, v € D(H") et (x,y) € HT, en posant m =2 —m/, on a

g m’—l
) = [ (L) (£) Eamon e dcin
H+ T
La preuve du second point est analogue. O
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1.4 Solutions fondamentales pour m € C.

On se propose dans ce paragraphe de montrer que les expressions précédentes dé-
finissent en fait des solutions fondamentales des opérateurs L,, pour m non plus
entier relatif, mais pour m € C.

Plus précisément, si Re m > 1, alors

& /Tr sin™ ! 60 do
27 Jo—o [(x — €)? + 4x€sin® (§) + (y — n)?]™/?
convient, tandis que si Re m < 1, alors
Ealmm [T sin' ™™ 6 df
2m /9=0 [(z — €)% + 4z¢sin® () + (y — n)?] =

B, =

Ep=—

I3

convient.

Dans tout ce qui suit, F,, désignera toujours la formule correspondante (suivant que
Re m > 1 ou Re m < 1).

Proposition 1.6 Pour m € C et ({,n) € HT fizés, on a

Vz,y) eH'\{(En)}  LmayEn(z,y,&m) =0.
et pour (x,y) € H" fizé, on a

V(& n) € H \ {(z,y)} wenEm(T,y,€m) = 0.

Preuve. Par commodité pour les calculs, notons
1
[(z — &) + 4x€sin® (&) + (v — n)?]

Pour montrer la premiére égalité de la proposition, il suffit de montrer que

fm(z,y,&,n,0) =

™.
2

/ Lm7a;,yfm(x,y7£,'r/,9) Sinm_l Hde = 0
0

=0

Calculons les dérivées de la fonction f,, :

__m 2(x — &) + 4¢sin® & B
Onifm = 2 [(x—&)? +4agsin® (&) + (y—n)y2 ™! (= —m(z — £cosb) fri2)

et .

Oeefn = [(z — &) +4x€sin® (&) + (y —n)?] 2 ™ *

mom (2(x — &) + 4€ sin? g)Q
2 <5 ) [(x = ) + dagsin® (5) + (y — )2 =72

puis

Oyyfm = _n +

[(z =€) + 4agsin® (&) + (y —n)?] s ™!
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m <m

m(m 2y —m))?
A 1) [(z — )2 + dagsin® (&) + (y — n)?] 2

On obtient donc
—2m

[(z — €)%+ 4agsin® (&) + (y —n)? 2 ™

mom (2(x — &) + 4€sin® g)2+(2(y_n))2
+ ( +1) [(x_§>2+4$58in2 (g) +(y—n)2]%+2'

Afp = n

2 \2

Or
(2(:c — &) + 4€sin® g)2+(2(y —n)’ =4 [(x — &)? + 4a€ sin® <g> + (y — n)z} —4£%sin? 0

donc

m2

[(z — €)? + 4xgsin® (&) + (y —n)?] 2 ™
m(m + 2)&%sin”
[(x — €)% +4agsin® () + (y —n)? 2+

Afp =

En remarquant que

Ofmez _ —(m+2) x€sin b
% [(x - 5)2 + 4-1'6 Sin2 (g) -+ (y _ 7,’)2]%+2 5
o 2 € . Ofmio
Afm =m" frno +m=sind
x 00

et par une intégration par parties, on obtient :

/ Af,sin™ 10 do = m? Frnrosin™ 10 dl + m=> Ofms2 sin™ 6 do
6=0 6=0 T Jo—o OO

= — m (x — £cos0) fposin™ 16 db
T Jo=0

= —— Oy frnsin™ 1 0 db,
T Jo=0
d’ou le résultat si Re m > 1. La preuve est totalement similaire si Re m < 1. La
deuxiéme égalité de la proposition découle immédiatement du fait que S,, conjugue
Lr, et L, (proposition 1.1).
O

La proposition suivante donne le comportement de ces fonctions prés de leur singu-
larité. Et cela sera utile pour montrer que ce sont effectivement des solutions fonda-
mentales pour toutes les valeurs de m € C, et pas seulement les valeurs entiéres. En
particulier, nous montrons que le comportement de ces solutions fondamentales est
proche du comportement des solutions fondamentales du Laplacien. Ce fait est bien
connu pour les opérateurs elliptiques. Mais nous insistons sur le fait qu’ici, dans la
preuve de cette proposition, les estimations que nous faisons d’intégrales elliptiques
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sont des estimations totalement élémentaires (utilisant le théoréme de convergence
dominée) et différentes des estimations classiques qui découlent d’estimations de
fonctions hypergéométriques.

Soient f et g deux fonctions définies sur une partie Q C R? et a valeurs complexes
et soit (z,y) un point adhérent a Q. On dit que f est équivalente a g en (z,y) et
on écrit f .y g ou f(&,10) ~eEn @y 9§, n) sila difference f — g est négligeable
devant g en (z,y), c’est-a-dire, pour tout € > 0, il existe a > 0 tel que, pour tout

(n,6) € Q, 51 /(€ —2)? + (1 — y)* < o, alors [f(&,n) — g(&n)| < elg(&,m)]-
Proposition 1.7 Soit m € C. Pour (x,y) € H" fizé,

En(z,y,&m)  ~ L V(=824 (y —n)?

(Em—(zy) 27

Preuve.
On commence par traiter le cas ot Re m est un réel supérieur ou égal a 1.
Dans ce cas, on utilise I’expression suivante pour une solution fondamentale :
gmo(r sin™ 19 df
21 Jo=o [(x — €)2 + da€sin® () + (y — )2 ™"
1 [&\" /” sin™ ! 6 do 9 9 9 4x€
=—— (=2 avec d” = (v — +(y— et k= —=.
o (d) 9—o (1 + ksin? £ym/2 (2= +{y=m) &

Remarquons que, quand d — 0, £ — +o0.
Nous avons la proposition suivante :

Em(fa Y, 57 77) = -

Proposition 1.8 Lorsque k — +o0o et m € C

T sin™ 1 6 df 2m—1
T2 e T In k.
o—0 (14 ksin® 5)™/2 k—+oo
Preuve.
Posant u = sin g, cette intégrale vaut
om /1 w1 — )" du o /1 w1 —u2) "2 du
0 (1+ku2>m/2 o fm/2 0 (%+u2)m/2 ’

Or

1 um—l(l _ U2)mT_2d’U, B 1 um—ldu - 1 um—l (1 B (1 B uZ)%)du
(l 4 2)m/2 (1 + 2)m/2 - 1 2\m/2
0 L U 0 \% U 0 (E +u )

et par convergence monotone, on a

! m—1 m— ! 1_ 1_ 2 2_2
—>—/ ) 22)du:—/ A=w) >,
k—+oo 0 (uz)m/ 0 U

Le changement de variable u = \/Lgsht nous donne

L,m=1g arg sh vk
o (3 +ur)m 0
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Comme th™ ¢ tend vers 1 quand ¢t — +oo et que fooo dt diverge, on en déduit que
quand k — +o00

arg sh v& arg sh v 1
/ th™ 'dt ~ / dt = argsh Vk ~ =Ink.
0 0 k 2

k—+o00 —+o00

La proposition en résulte. O
Grace a la proposition 1.8, nous avons

1 sx\m2m1 1
Em(x,y,f,n)dq)+—% (3) Wlnkd:;)+%lnd.
Le cas Re m < 1 est similaire.
(|
Théoréme 1.9 Soit m € C. Pour (z,y) € H" et (¢,n) € HT,
™ : —1
m m= 0 do
Em(%y,{ﬂ?) :_6 = St Remz 1

27 Jomo (0 — €02 + dagsin® (4) + (y — )]

m—1
et En(x,y,&,n) = (g) By m(z,y,§,m)

1-m pm C1-m

:_51;2 / ; s1n. 5 de ey st Rem <1
T Jo=o [(z — &) + 4x€sin® (&) + (y — n)?]

est une solution fondamentale dans H pour ['opérateur LY, ¢, au point fizé (x,y) €

H*, ce qui signifie au sens des distributions dans HT :

L;,{,nEm (IL‘, Y, 57 77) = 5(:{:,y) (5, 77)

De plus, si (§,n) € HY est fizé, alors au sens des distributions dans H* :

Lm,x,yEm(x7 Y, 57 77) = (5(5,”)(33', y)’

ce qui signifie que E,, est une solution fondamentale dans H de l'opérateur Ly, ..,
au point (&,n) € HY fizé.

Preuve.

Soit m € C et u € D(H™). Soit (z,y) € H et € > 0 tel que D((x,y),e) C HT ou
D((x,y),¢) est le disque de centre (x,y) et de rayon e.

Posons

L= [ L) (€ 0) B, . €, m) iy =
HAAD((2,y)¢)
-/ (L)€ 1) B9, € 1) = (€ )L (B 2,6, ) decly
HHA\D((z,y),€)
car L* (E,,) =0 dans H" \ D((x,y),e). Un calcul élémentaire nous donne

Ly (uw)Ep—ulL;, (E) = O ((85U)Em —u(0cEp) + %uEm> +0, ((Oyu) By, — u(0,Er)) -
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Rappelons la formule de Green dans le cadre qui va nous étre utile ici.

Rappel. Soit Q un ouvert de R? dont le bord est de classe C* par morceauz.
Notant 1 le vecteur unitaire normal sortant a OS2 et ds [’élément de longueur sur
00 (orienté en laissant Uintérieur de 0 sur la gauche), si X = (X1, X5) : Q — C?
est un champ de vecteurs C' alors

/ div X (z,y)dxdy = X(x,y) - ni(x,y)ds
Q o9

Gréce a ce rappel, appliqué a 'ouvert Q = U\ D((x,y),e) o U est un ouvert régulier
de H* contenant le support de u, nous obtenons

m

Ie=- (((35U)Em — w(0cEy) + —uEm> cos t+

t€[0,27] E
(&,m)=(z,y)+e(cost,sint)

+(Q%uﬂ%l—uQ%Eh»snw)aﬁ
La proposition 1.7 montre que

m
—Uu

(0)+

| cost + (0,u) sin t] E,edt — 0

te[0,27) e—0+

(&,m)=(z,y)+e(cost,sint)
car lim,_,gelne = 0. Donc, si on veut prouver que lim._,o I, existe, il faut montrer
Iexistence

lim u ((0¢Er,) cost + (0, Ep,) sint) e dt,
e—0 tel0,27]
(&,m)=(x,y)+e(cost,sint)
et cette limite sera égale a la limite de I..
Supposons a partir de maintenant que Re m > 1.

Notons J. l'intégrale de droite dans 1’égalité précédente. Un calcul nous donne

-1 ™ oom—1
m m sin 0 do
JE:——2 / ugm / " m/Qécostdt—i—
m te(0,27] < . 0
T T =@y te(costsing) 0 (1+ksin®$)

J/

Vv
Je,l

m emo[m o sinmlede
+%/ t€[0,27] u€m+2/0 ( )m/2+1€ dt +-

- 929
(&,m)=(z,y)+e(cos t,sint) 1 + k Sin 5 J
JE,Q
m e ™ 9 sin? g sin™ 1 9 do
tor R A m/2+1€COStdt
te[0,2n) e . 0
(¢,m)=(z,y)+e(cost,sint) 0 (1 + k S11n 2) )
JE,S
et ot on rappelle que k = 22
2

Nous avons les propositions suivantes :
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Proposition 1.10 Lorsque k — +oo et m € C

T 0260 oom—1 6 do m—1
/ sin” 3 sin 2 k.
(%

—o (14 ksin? g)m/“l k4o |2 1

Preuve.
Posant u = sin g, cette intégrale vaut

- 1 (1 — u2)mszdu oo 1 um (1 — uQ)WTﬂdu
o (1+ku2)m/2+1  — fm/2+1 (1 + u2)m/2H1

Or
1, m+177 _ ,,2\22 1 m+1 1 m+1

I e e T R R
o (gHu)mr o (5 +u?)m/2 0o (L4u2)"

Lo gmitt m—2 "1-1—-u))" T
—>—/ U—/ZH(l—(l—UQ)Z)dUZ—/ (1-w) = du.
k—+o00 0 (u2>m 0 u

Le changement de variable u = \/Lgsht nous donne

L mtlgy, arg sh v -~
o (3 +u?)m 0

Comme th™"¢ tend vers 1 quand ¢ — 400 et que fooo dt diverge, on en déduit que

quand k — +o0

arg sh vk arg sh vk 1
/ th”dt  ~ / dt = arg sh \/Ek ~ .5 Ink.
0 0

k—+o0 —+o0

La proposition en résulte.

Proposition 1.11 Lorsque k — +oo et m € C

/ T sin™ ' 60 do 2m
0

—o (14 ksin® §)m/241 k—too mk's

Preuve. Posant comme précédemment u = sin g, cette intégrale vaut

o Ly (1 — u?)" du o Lum=1(1 — u?)"2 du
0 (1 + kuQ)m/Z—i-l T em/241 0 (% i u2)m/2+1 ’

Or

[ il O W 'O e L
0 <%+u2)m/2+1 0 <%+u2>m/2+1 0 (%+u2)m/2+1

Nous allons estimer d’abord le membre de droite de cette égalité :
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1 um™ 1 m—2 1 um™ ! m—2
—(1—(1—u2)2)du—/ ( u2) du
b e o Gy

1 —1
u™ m— 2 m—2
- S — - u2—(1—u2)2> du
/0 (% +u2)m/2+1 ( 2

1 m—1
-2 m—
— u—(l_m2 u? — (1 —u?) 22)du

—2

11_m_—22_ 1_2m—
:/ pu - (—u)E (%)
0

u3

Comme vu dans la preuve de la proposition 1.10, on a

m — 2 1 um+1 m — 2
m ~ 1 .
2 /0 (L +u2)5H du, T4 mk (x4)

On obtient alors grace a (*) et (**) :

1 umfl g\ m=2 m — 2
A@+@WM“*“”>”Mg@ ik

Le changement de variable u = Lksht nous donne

1 m—1 arg sh vk .1, m-1

u™ du th™ ¢t k
—_——— =k dt:—thm< h k)

/o (3 + u?)m/z+1 /o ch?t m arg sh vk

On en déduit que quand k£ — 400,

Uwmdu k
o (34 u2)™/2H kstoo m

On obtient donc

/1 w1 — u?) " du k
0

(% —|—u2)m/2+1 k—+o0 E

Et

/ T sin™ 160 df 2m
o—o (1 + ksin? g)m/?Jrl k—+oo mk2
et la proposition en résulte. O

Revenons a la preuve du théoréme 1.9.
La proposition 1.8 montre que

—1 om—1
m ™2
el ™ T~ u ——(Ink)ecostdt
Te—0+ 2w te[0,27] em  fm/2
(&¢,m)=(z,y)+e(cost,sint)
_m .
~ T elne u(x + ecost,y + esint) cost dt
e—0+ 27 te[o,2n]
(&,m)=(z,y)+e(cos t,sin t)
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qui tend vers 0.
La proposition 1.10 montre que

m ™ gm—1
Jeg ~ — U 2x Ink)ecostdt
=3 Lot o2 te[0,27] gm+2 ( ) fm/2+1 ( )
(&m)=(2,y)+=(cos t,sin t)
m .
~ ——-=clne u(x +ecost,y +esint) costdt
e—=0+ Admx te[0,27]
(&) =(2,y)+e(cos t,sint)
qui tend aussi vers 0.
Enfin, la proposition 1.11 montre que
m m
L, o~ 2 S 2 e
" em0+ 27 te[0,2x) gm+2 mfm/2

(&,m)=(z,y)+e(cos t,sint)

L u(x 4+ ecost,y + esint)dt — u(z,y).
e—=0+ 27 te[0,2n] e—0+
(€:m)=(w,9) +e(cos t,sin 1)

On a donc prouvé que, pour tout m € C dont la partie réelle est strictement positive,

lim Ly (u)(§,m) Em(z,y, &, n)dédn =

e=0F JHH\D((2,) )

54ﬁwmmm&mﬂ@m%m=wa

donc que E,, est effectivement une solution fondamentale de LY, quel que soit m € C
dont la partie réelle est strictement positive.
La preuve pour m € C dont la partie réelle est strictement inférieure a 1 est totale-
ment analogue.
On a aussi les assertions duales pour les solutions fondamentales de L,, quel que
soit m € C.

O
La proposition suivante est plus ou moins une conséquence du théoréme précédent.

Proposition 1.12 Soit m € C et Q un ouvert relativement compact dans H' dont
le bord est de classe C* par morceaus.

Alors, pour (x,y) € Q et u de classe C* dans Q, en notant i le vecteur unitaire nor-
mal sortant a O et ds l’élément de longueur sur OS2 (orienté en laissant 'intérieur
de Q sur la gauche), nous avons

) = [ L) By dsi

_ / [(Ggu)Em — U0+ U O0) = (0, ) |-
o002

et ot on a noté dans les intégrales u := u(&,n) et By, = En(z,y,&,1n).
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Preuve. En effet, si u est dans C?(Q), nous avons, pour (z,y) € Q et £ > 0 tel que
D((z,y),e) CQ:

/ Ln(Bpdgdn= [ (Ln(u)En L (Bn)u)de dn
Q\D((x,y).¢) O\D((z,y).¢)
D’apres la formule de Green précédemment citée, cette derniére intégrale est égale

%uEm, (Oyu)E,, — u(anEm)l - 1ids

—/ oo <((8§U)Em —u(0cEp) + muEm) cos t+

(&.m)=(@,y)+e(cos t,sin t) ¢

+ ((Oyu) Er, — w(0, Eyy)) sin t) edt,

/8 ) [(aguwm (OB +

et d’apres ce que nous avons vu dans la preuve précédente, cette derniére expression
tend, quand € — 0 vers

/ [(85U)Em — w(0cE) + %uEm  (Oy) By — u(&,Em)] - fids + u(z, y).
09
Le caractére intégrable de E,, au voisinage de (z,y) montre que

lim L (u)EpdE dn = / L (u) EpdE dn,

=0 Ja\D((z).0) Q

et la proposition est prouvée.

2 Théoréme de décomposition des PSA.

On se propose dans ce paragraphe de montrer que tout PSA dans un domaine
annulaire de H* (c’est-a-dire un domaine de la forme Q \ K ou ©Q est un ouvert de
HT et K est un compact de ) va étre la somme de deux PSA, I'un dans 2, autre
dans H* \ K et tendant vers 0 au bord de HT. L’expression explicite de solutions
fondamentales va nous étre utile pour obtenir un tel théoréme de décomposition.
Nous venons de voir que nous avons deux expressions différentes des solutions fon-
damentales suivant les valeurs de m. Pour la suite, chacune des expressions aura des
comportements différents suivant la valeur de m choisie. Nous allons donc regarder
séparément les deux cas Re m < 1 et Rem > 1.

Plus précisément, nous allons avoir besoin de solutions fondamentales qui soient
nulles sur le bord de HT, c’est-a-dire nulles sur 'axe des ordonnées et nulles a
Pinfini.

Pour Re m < 1, 'expression

Exlmm /7r sin!=™ @ df
21 Jooo [(w — )2 + datsin® (4) + (y—n)?] 2

montre que E,, vérifie bien cette propriété (E,,(z,y,-, ) tend vers 0 quand = — 0+
et [|(z, y)|| — +0o0).

Em(%?/,fan) = -
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Pour Re m > 1,

& sin™ 1 0 df

27 oo [(z — €)2 + da€ sin® (%) + (y — n)2]m/2

Em<x7y7£777) ==

ne vérifie plus cette propriété. Par contre

Em(l’, Y, ga 77) - Em(_x7 Y, 57 7])

est toujours une solution fondamentale dans H', et qui vérifie cette propriété.
Nous poserons donc :
- Pour Rem < 1:

Fo(z,y,€,m) = En(z,y,€,1m)
- Pour Rem>1:

Fm(xvyafvn) - Em(xvy’gvn) - Em<_xay7£a77)'

2.1 Reésultats préliminaires

Lemme 2.1 Siu € D(H") et si pour (x,y) € HY, on définit

Ulr,y) = /H+ w(&,n) Fo(2,y,&,m)dE dn,

alors lim U =0, et pour tout y € R, lim U = 0.
ll(@y)l|—+00 (0,)

De plus, U est de classe C*° sur HT\ supp u et pour tout (x,y) & supp u, on a
L .yU(z,y) =0.

Preuve. On remarque que, quand (&£, 7) est fixé, comme

Exltmm /7r sin'~™ @ df
0

Fm(x7y7§7n> ==

20 Jo=o [(x = € + datsin® () + (y —m)?]

pour Re m < 1, alors Fy,(x,y,&,n) | — 0 et le premier résultat du lemme en

|(2,y)|[—+o0
découle.
De méme, si Re m > 1,
S A 1
Fm(xay7€>77):_2_ sin 19 . 270 m
™ Jo=0 [(z = &) + 4a&sin® (§) + (y —n)?]

- L _| do
[(z+&)? — 4asin® () + (y —n)?] ?

donc F,(x,y,&,n) ’ W 0 et le premier résultat du lemme en découle.
x,Y)||—+o0
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Pour le second point, il suffit de remarquer que, pour Re m < 1

fl’l_m /7r 1
Fm xr,Y, S, ~ - S1n m 9 d@
(z,9,&,m) ()= 0y) 27|22 + (v — 77)2}17m/2 0

ce qui implique le résultat désiré.

Supposons maintenant Re m > 1. On fixe (£,7) dans le support de u, qui est un
compact dans H'. En particulier, il existe M > 0 et @ > 0 ne dépendant que de u
tels que [[(&,n)]] < M et & > 2a. Soit y dans R.

Posons, pour x € [—a, o]

1
fm(x> = . 2 /9 m -
[(z = &) + dagsin® (§) + (y —n)?]
L’inégalité des accroissements finis montre que, pour x > 0 assez proche de 0 :

|[fm(z) = fn(0)] < zsup | f,,]

[0,0]
et
| fn(=2) = [ (0)] < x[sup] | fonl-
—a,0
donc S0 4
(8]
| fn () = fon(=2)| < 22 sup [f,,| < 2$\WW-

[_ava}

En particulier,
sup  |F(z,y)| = O(x)

(&,m)Esupp u
yER

quand r — 04. Le deuxiéme point en découle alors.
Le dernier point résulte du fait que, si les couples (x,y) # (£, n) sont tous les deux
dans H', alors

Lm,x,yFm(xa Y, 57 77) = 0.

O

Remarque 2.2 Remarquons que, si U est dans D(H™"), alors L,, . ,U = u, mais
que cette identité n’est pas nécessairement vraie si U ¢ D(H™). En particulier, on
ne peut pas conclure dans le lemme 2.1 que L,,U = u.

Nous aurons également besoin d’une définition et de la proposition qui suit.
Définition. Soit v : H" — R une fonction sur H*. On écrit

limu =0
OH*

si, et seulement si,

Ve > 0, IN €N, Vn > N, V(z,y) € HT,

1
r<—oul(z,y)=>2n = |ulzy)]<Le
n
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En d’autres termes, cela revient & considérer que le bord OH™ de H' est constitué
des points de 'axe des ordonnées et des points a l'infini et a dire que la notion de
convergence vers 0 sur le bord de H* est en un certain sens une notion de convergence
uniforme vers 0.

En fait, nous allons montrer que cette notion de convergence uniforme n’est pas
plus forte que la notion de convergence ponctuelle vers 0 en tout point de OH™. Plus
précisément, nous avons la proposition suivante :

Proposition 2.3 Soit u:H" — C. On a

limu =0
OH~*
st et seulement si
lim  wu(z,y)=0 et  VyeR, (hm)u = 0.
0,y

Il ()| =00

Preuve. Le sens direct est évident. Supposons maintenant que 1’on ait

lim  w(z,y)=0 et VyeR, limu=0
Il ()| —+o0 0,y)
et montrons que limgy+ u = 0.
Soit € > 0. Il existe A > 0 tel que, pour tout (¢,7n) € H*,

ve+nr=A = un)l<e

De méme, pour tout y € R, il existe o, €]0, 1] tel que, pour tout (£,n) € H*

E2+—y)?<a = |u(¢,n)] <e.

Le segment [—A, A] est compact.

Grace au lemme de recouvrement de Lebesgue, il existe a > 0 tel que, pour tout
y € [—A,A], la boule B(y',a) soit incluse dans l'une des boules B(y,q,) avec
ye[—A A

En particulier, si (§,7) € HT est tel que 0 < & < a, alors alors |u(€,n)] < e (que n
soit dans [—A, A] ou non).

Ceci termine la preuve de la proposition. O

Nous commencons par montrer que si une solution u de L,,(u) = 0 s’annule sur
OH™, alors elle est identiquement nulle.

Tout d’abord remarquons que ce résultat est élémentaire si m est un entier naturel
strictement positif. En effet, si on introduit la fonction v définie sur (R™*1), x R
par

/U(xla s 7xm+2) = U(\/l’% +oeee x72n+17xm+2>7

alors la proposition 1.3 montre que v est harmonique dans (R™!), x R. Comme
limgg+ v = 0, on a limy,. oyxrv = 0. La proposition 18 de [30], page 310 montre
que v se prolonge en une fonction harmonique sur R™*2 tout entier. Le fait que
limpp+ u = 0 nous montre de plus que limz|— 400 v(x) = 0. Il en résulte que v est
identiquement nulle, et que u aussi.

Nous généralisons ce phénoméne au cas o m prend des valeurs complexes quel-
conques.
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Proposition 2.4 Soit u € C*(H") telle que Ly,u =0 et gin& u=0. Alors u =0 sur
H
HT.

Preuve.
Pour (§,7) € H', on pose pour N € N*

on(€,m) = 01(NE)Os (%) 0, <%)

ou 0y et Oy sont des fonctions C'™ sur R a valeurs dans [0, 1] et telles que 6;(t) = 1
pour t > 1, 61(t) = 0 pour t < %, O5(t) = 1 pour t € [—%,%} et 6(t) = 0 pour
t € R\ ]—1, 1[. On suppose de plus que toutes les dérivées des fonctions 0; et 6, aux

-1
points {—1, —%, %, 1} sont nulles.

Si u est une fonction C? sur le demi-plan droit HT solution de L,,u = 0, alors
u¢y est une fonction de classe C? et a support compact sur H'. Soit (z,y) € H"
qui sera fixé dans toute la suite de la preuve. Pour N assez grand, on a, grace a la
proposition 1.12 (valable si E,, est remplacée par F,)

ul(z,y) = u(z, y)éx(z,y) = / Lo (uors) Fyn dédly

H+
(car la fonction L,,(u¢y) est identiquement nulle au voisinage de la singularité de
F.,,), donc

u(z,y) = / [Lin(w)n + uLn(d) + 2V - V] Fy, dédn
H+
_ /W UL (65) Fop — 2div (FyVy)]dédn
_ / W[ Lon(63) Fpr — 2div (F Vo )]dedy
DyU---UDg

__ / UL (O8) Fn + 2V Eyy - Ve ]dedy
D1U---UDg

ou Dy, ..., Dg sont les domaines (dépendants de N) suivants :

1 1 N N 1 N N
Pr= [ﬁﬁ] . {‘?5]’ D= [N’ﬂ . {?N}’
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S eS|
oo d] |
e

N
Ds = [—,N
2

| IS |

1 1 N
t D — = —N,——
} o 2N’N]X[ ’ 2}
Ui
N
D D,y Dg
N/2 |
T
N D, on =1 D
£
1
N
—N/2 |-
Ds D, D
-N
N/2
N
Figure : Domaines D;
Comme limgy+ v vaut 0, alors
uy = sup |u(n)] — 0.
(f,n)eDluu-UDg N—+o0
Nous allons majorer chacune des intégrales portant sur Dy, ..., Dg. Pour cela, nous

allons avoir besoin des lemmes suivants qui vont nous donner des estimations de
chacun des termes en fonction de N.

Lemme 2.5 Sur Dy, nous avons

Oon| |9on|
sup ¥ = O(N) et bup‘ an |~ 0.
Sur Dy U Dy, nous avons
don| opn| 1
sup 85 =0 et sup‘an —O(N>.
Sur D3, nous avons
sup aggv =0 (%) et sup ’ag% =0.
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Sur Ds U Dg, nous avons

Opn | Ion| 1
sup 8_§ = O(N) et sup a— =0 (N) .
Sur Dg U D7, nous avons
don | _ 1 doN 1
sup 8§ =0 (N) et sup an |~ @ v/

Sur Dy U D5 U Dg, nous avons
sup |L_(on)| = O(N?).

Sur Dy U D3 U Dy U Dg U D7, nous avons

sup |L_(6)| = O (Ni) -

Preuve.
* Pour (§,n) € Dy, ¢n(&,m) = 61(NE) et donc
0 0
Tem =N . e =0
N
Longn(6,1) = N*O{(NE) = ==0;(NE),
ce qui nous donne
sup | 02| = ON), sup | TN =0, sup|Lon(ow)] = OV
85 ’ a ’ D, -

puisque les dérivées de 6; sont bornées et que pour (§,7) € Dy, on a £ > 2N'
*Pour (£,7) € Ds, ¢n (€, 1) =0 () et donc

0PN N 1 Ui

_— = _— = _6/ —

L_mon(€n) = meﬂ (N) ;

o (%) - swlLn(6) =0 (%)

* Pour (€,1) € D3, ¢n(&,n) =65 (&) et done

0 0
em-yi(y) o Sen-o
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1 /! é 1 m / é
Lomon(€n) = 1750 (N) - Ngeg (N) ;
ce qui nous donne

don| (1
o(5).

k3
* Pour (6777) € D57 ¢N(5777) = 01(N€)92 (%) et donc

2o
on

sup

=0,  sup|L_n(on) =0 <$)

D3

20y
23

PN

€ =N () . e = (v ().

Lnw(6.m) = NO(NEI0: (1) + 5t (V6105 () = Vo (v ()

ce qui nous donne

0¢N
k3

1

Don| _ o (N) . sup|L_n(on)| = O(N?).
Ds

on

=O(N),  sup

Ds

sup

* 11 en est de méme sur Dsg.

*Pour (£,1) € Dg, pn(&,m) = 02 (%) 02 () et donc
Sren-qm()e@) - Gren-ga($)ald).
bt = 3t () (3) s (5) 2 3 et (5) 2 3)

ce qui nous donne
“o(x) apltmont=0(35)

Oon| _ 1
-0(5).

sup %
* 11 en est de méme sur D,. D’ou le lemme.

Nous allons maintenant estimer les quantités suivantes pour ¢ € {1, ..., 8} :

[ Ealdan, [ ockldsdy et [ jo,F]dan

Lemme 2.6 Pour Rem < 1, nous avons :

- pour i =1:
1 (9F 1
[ 1Faltean—o(5). dein=0 ).
- pour i =2,4:
oF,,
/ |Fm|dfdn:(’)(N2), / I dédn = O (N).
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-pourt=3:
0F,,
[ malagam=ov). [ |5 lden - o)
- pour it =>5,8:
1 oF,, 1
/m | Fin|d€ dn = O (ﬁ) : /D ra d&dn = O (N) ;

J,

on N2
-pourt==06,7:
F
[ Ealdgan =0 (), [ | % dean = o),
D; D; ag
oF,
—2ldédn=O(N).
(Aian 1= 0(N)
Preuve.
Pour Re m < 1, nous avons
Ext=m [T sin!=™ 6 db
Fm(éan):_ o / 9 . 2/0 1-%
0=0 [(;1: —§&)? + 4x sin (5) +(y—n) }

donc il existe une constante C telle que, pour tout (£,1) € H, on ait

%13
1— Rem °

|Fn(&,m)] <
[(r—=&)2+(m—y) >

(2.1)

De méme, nous avons

OF,, F, 5x1_m( %) /7T [(§ — 2) + 2z sin® §] sin' =™ 6 do
—_— = — m — o

9¢ § 2m 0=0 [(x — €)2 + 4wt sin? (2) + (y —n)?]" 2
et comme auparavant, comme

(¢ — 2) + 2z sin® &) sin' "™ 0 (¢ — 2) + 2z sin® ¢

\V/Q € [O,ﬂ—], < Rem

(= (m—y?)"
_ |€ — x cos b < §+w
(=2 + 92" 7 (@—*+m—y?) 7

il existe une constante Cy telle que, pour tout N assez grand et pour tout (§,7) € H,
on ait

[(z — €)% + 4xgsin® (§) + (y — ,7)2}2—%

oF,,

OF, | E@+9)
86 Rem

(= + (-9 7 (e—-*+(m—p?) >
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Enfin, comme

OF,, Exl—m

= 2= -y .

o (2 = 2+ dogsin® (§) + ()]

il existe une constante Cj telle que, pour tout N assez grand et pour tout (£, n) € HT,
on ait

on | = |n—y[3Rem

Grace a ces inégalités, nous allons estimer les intégrales de ces différentes fonctions
sur les domaines D;.

(2.3)

Sur D, : L'inégalité (2.1) donne

v [T £ d dn
F,|d&dn = O(1 _
Dl‘ i = )/é 1/77—]5 (= &)2+(n—y)2"

—ouw [ W =0,

Puis I’estimation (2.2) donne

or, et pred |
dédy = O(1) —
/ Lﬁv /’7:]5 (=& +m—y? 7
N flx+¢) | aean
(e=+m—-y?) >
— O(1/N) /":2 M+ O(/N?) = O(1/N).
=5 w5+ m-y?]

Sur D, : I'inégalité (2.1) donne

/ / x| -y QRemdde_ (N2>/ M_Ci%

) B 1
= O(N?) [(N — )l Rem (% — y)lRem

O(NRem—l—l)

Puis I'inégalité (2.3) donne
OF,,

[ e =om [ [ e

=%
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_ 2 _ Rem
= OW) [ g = O

Sur Dj : Iinégalité (2.1) donne

Puis I'inégalité (2.2) donne

/ ddn = O(1) /gzg / : {[@; o

0F,

Sur Dy : ce cas est analogue au cas du domaine Ds.

Sur Dy : Uinégalité (2.1) donne

[F,ldedn = / 1
_W

O(1/N?)
/ /N’f] yQRem

2

/ édﬁdn
=5 [( -y

Ds )

= O(l/NQ) [(N — yl)l—Rem - (% _ yl)l—Rem] = O(l/Ng_Rem)‘
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Puis I'inégalité (2.2) donne

=y =N 1
/ | =on / / +tm—p2] "

+ e | dédn

Enfin Pinégalité (2.3) donne
o meN gdedy 1
e [ 7 o 1)
/Ds 5*%\, |7] y|3 Rem N2

Sur Dg : inégalité (2.1) donne

Faasan =0t [ / T

0F,,
on

Dg

2 .
_O(N )/’F}; (77 y)2 Rem

2 1 . 1 — 1+Rem
:Om)[w—y)l—Rem (%—y)l—Rem] o

Puis Iinégalité (2.2) donne

S=N =N 1
[ el [ [ |

0F,

e | dédn

N §(z+¢)
déd
/ / |: 2 Rem + (,'7 _ y)4fRem 5 U
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— O(N) + O(N?) /N m_;%

Enfin U'inégalité (2.3) donne

Aﬁ dédy = O /{N/"N §dedn _mN%AFN——ﬂEE;

[ — y[3-Rem _v n—yp3

2

= O(N) + O(N®™) = O(N).

oF,,
oy

= O(NFRem),

Sur D7 : ce cas est analogue au cas du domaine Dg.
Sur Dg : ce cas est analogue au cas du domaine Ds. O

Lemme 2.7 Pour Re m > 1, toutes les estimations obtenues dans le lemme 2.6
sont valables.

Preuve. Pour Re m > 1, nous avons

gm ™ . 1 1
F(@,6,m) = =3 nY i
(my&m)=—5 [ sin (& — ) + 4a€sin® & + (y — n)2]m/?

1
[(z+&)2 4xfsm + (y — n)? ]m/2>

do.

Comme pour tout (§,n) € H', on a

— ‘ (2% + & + 22 cos b + (y — 77)2]m/2

Y

m/2
Hm+ff—¢waﬁ§+«y—mﬂ

alors pour tout (§,7n) € HT,

Rem

>((z -+ w—n? > (2.4)

m/2
‘ [(w +&)* — dasin’ g +(y - 77)2]

et il existe une constante C] telle que, pour tout (£,n) € HT, on ait
CigRem
Rem *
(=82 +(y—n)?) 2

Cette estimation est malheureusement insuffisante pour majorer les termes portants
sur D;. Nous pouvons affiner I'inégalité (2.5) comme suit :
On réécrit F;,, comme

|[Fin| < (2.5)

&

Fm(ajay?gvn) = _27T

/ Sinm_1 9Km(377y75777>9)d9
6=0

ol
1
[(z — €)% + 4 sin® § + (y — n)?|™/?
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1
[(x + £)? — 4x€ sin® g + (y — )22

Pour (z,y) € HT fixé, 0 € [0,7] fixé et n € R fixé, on définit la fonction g, sur
[-1/N,1/N] avec 1/N < x par

1
[(x — €)2 + 4x& sin? g + (y — n)2m2

gm(ﬁ) =

Cette fonction est bien définie puisque d’une part
o0
(z =€) +dagsin® S+ (y—n)* = 2" +& = 2wl cos O+ (y—n)* > (v =€)+ (y =)

et que ce dernier terme est aussi minoré par (z — 1/N)? > 0.
Nous avons

Km(x,y, 67777 9) = gm(ﬁ) - gm<_€)
donc
|€ — x| + 2%
[(z—€)2+ (y — 77)2]1+%Rem’

ce qui implique qu’il existe une constante c; telle que

| K (@, y,&,m,0)] <26 [812% |Gm] < 2|mE

SRC m—+1

[(x =)+ (n—y)?]

V() €Dy,  |Ful < (2.6)

1+%Rem'

De méme, nous avons

OF, mFE, m™ (™ (€ —x) 4 2zsin® g

= + / sin 0 —5 T

23 3 21 Joo [(z — &)+ 4a€sin” 5 + (y — 1))
(4 x) —2zsin® g

(2 + €)2 — da€ sin® T3 (y - 77)2]?“) df.
(2.7)

et comme auparavant,

(€ — ) + 2z sin® &]sin™ " 0

[(x = €)2 + dasin® & + (y —n)?] 2 !

(€ — @) + 2z sin® &
T @ -2 (y - w2
| — x cos b < E+x
[(x =2+ (y =" 7 = &)2+ (y—n)?) 2"
et, grace a (2.4) :

Vo € [0, 7], ‘

(€ +2) — 2z sin® &) sin™ ' 0
[(x+ €)% — dagsin® & + (y — n)?] 2 !

(€ + z) — 2xsin® &
T @2+ (-
|€ + x cos b < E+ux
[z =2+ (y =" 7 @ =2+ (y— ) 2"
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Ces deux estimations, combinées avec la formule (2.7) et 'inégalité (2.5) montrent
qu’il existe une constante C} telle que, pour tout N assez grand et pour tout (£,7) €
H*, on ait

OF,
23

S Cé < gRem—l N gRem(g +I‘) ) ' (28)

(2 =%+ (y—m2"" (@ =€)+ (y— "+

Nous pouvons améliorer cette inégalité sur D; en utilisant 'inégalité (2.6) au lieu
de (2.5) et nous obtenons qu’il existe des constantes C} et CY’ (indépendantes de
N) telles que, pour tout (§,7n) € D,

0« ghem ghem (¢ + ) )

AR R S I LR VR

gRem

0F,
23

<0y (2.9)

Rem

[(x =€)+ (y —n)?' ">

aF;n _ m(77 - y)gm /7r sinm_l 9 1
on 2 90 [(x — )2 + 42¢ sin? g +(y—n)Y=z*

1
_ (x4 €)2 — 4atsin® ¢ + (y — 77)2]72”1) do.

De méme, il existe une constante C} telle que, pour tout IV assez grand et pour tout
(&,m) € HT, on ait

oF,, ,
Il <
an ¢

T (@2 (y— )

Grace a ces inégalités, nous allons estimer les intégrales de ces différentes fonctions
sur les domaines D;.

(2.10)

Sur D; : I'inégalité (2.6) donne

g:% n:% Rem+1d d
/ |Fyn|d€édn = 0(1)/ ) / Y f S 1+1Rem
Dy oy Jr=% [ =€)+ (n—y)?] P

1 Rem+2 1 Rem+2
&) ()

1

&=~
=amllswﬂwzow>

—anN

— O(l/NRem+1).
Puis 'estimation (2.9) donne
OF,, A ghemdeds
/ 85 dfdn - O(l)/ 1 / N 2 1+iRem’
D1 o In=s (@) + (n—y)?] 7
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g_f
O(N) / gRem e = O(1/N"em),

2N

l'inégalité (2.5) donne

Sur Dy :
SRe mdfd’fl

¥ N

F,|dédn = O(1 —

/D2| etn =1 )/E}V/nf; ((z =82+ (y—n)p?) >
fRemdfdn _ O(N2),

o [ [ =~

car la quantité intégrée est minorée et majorée indépendamment de N dans un

domaine dont la mesure est O(N?)

Puis 'inégalité (2.10) donne
X N
dedy = O(1) / / -
I (@ -2+ (y—m?) T

/;2 =
N N Rem Rem
2 Eremdedn N dfdn
=0(1 / / = / / = O(N).
( ) EZ% |y ,,7|Rem+1 y‘Reerl ( )

In — y|gRemdEdn

0F,,
oy

'inégalité (2.5) donne

Sur Ds :
Yo ghemdgdn
| Fn]dédn = O(1) i
Ds /’5=’¥ /77=1¥ ((z =82+ (y—n)?) >
N % Remd d
:o(l)/N i Né Sdn_____
=5 In=% (= 52+ y—n?) ?
7 dn
O(NReerl) = O(NQ)
/’7—5 (@=3)2+-n?) *
Puis 'inégalité (2.8) donne
aF N % gRemfl
dgdn = Rem
Jo |t =e [ | <[<x—s>2+<y—n>21 :
grem(¢ + ) ) ;
Rem &d
=02+ (- )
7 dn
— O(NRem) _
/n=—1§ (2 = 5)2+ (y —n)?] >
7 dn
O NReerZ _
( ) /n—éY [(z = 52+ (y—n)? 2
=O(N)+ O(N)=0O(N)
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Sur Dy : ce cas est analogue au cas du domaine Ds.
Sur Dj : inégalité (2.5) donne

fRemdfdn
E,|dédn = Y
ot = / / (-2 + (-0

Ds

— O(l/NRem+1)/ d77 (1/N2Rem)'

=i ly — %‘Rem o

Puis l'inégalité (2.8) donne

/ et =0 /j /N ([(x - 5)252_1 A

e+ a) ded
[z =82+ (y— n)Q]Rém“) o

=01 / / ( n >d J
( ) o= n:% |y_77|Rem ’y—7]|Rem+2 5 n

N
— O(l/N2Rem_1).

0F,

Enfin Pinégalité (2.10) donne

/ dedy — / / !77 ylgtem dgdn
Ds

+(y—m)?)

§=% n=N Rem
= (’)(1)/ / g dgdn _ O(l/N2Rem+1)
t=5 JIn=4

_N |y _ T/|Rem+1

oF,,
on

Sur Dy : I'inégalité (2.5) donne

fRemdfdn
Fm d d - Rem
p, = / / -
dn
— (/) NRem+1 — O N2 )
( )/77:];, (%_y)Rem ( )

Puis l'inégalité (2.8) donne

=N  pn=N éﬁRem—l
den = (1)/521; / ([($—£)2+(y—77)2]Re2m

g (et ) déd
NCEGEEE RZ’"“) o

=N n=N Rem—1 Rem
+
[0 e
=% Jop=y \ly =1l ly =
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n=N dn

_n |y — n[Rem+2 = O(N).

— O(N) + O(NRem+2)/
1
Enfin P'inégalité (2.10) donne

A

0F,,
on

dédn = (9(1)/

=%

= /”:N [ — ylgRemdedn
=5 (= +—my) "

n=N dn

_n |y — p[Rem+ = O(N).

_oyteny /

Sur Dy : ce cas est analogue au cas du domaine Dg.

Sur Dg : ce cas est analogue au cas du domaine Ds.

O
Dans le tableau suivant, on récapitule les résultats obtenus dans les lemmes précé-
dents :

i |[supp, [Lomon|| [p, |Fmld€dn |(10:0n], 100N ])| [p, |0cFm] | [p, |0nFul
1 O(N?) O(1/N?) (O(N),0) O(y) x

2 O(1/N?) O(N?) (0,0(%)) X O(N)

3 O(1/N?) O(N?) (O(%),O) O(N) X

4 O(1/N?) O(N?) (0, (’)(%)) X O(N)

5 O(N?) O(L/N?) | (O(N),0(x)) | O(x) O(zz)
6 O(1/N?) O(N?) (O(x).0(x) | ON) O(N)

7 O(1/N?) O(N?) (O(1).0(x) | ON) O(N)

8 O(N?) O(/N?) | (OWN),0(x)) | Ox) O(52)

On peut aisément vérifier que pour chaque ¢ € {1, ..., 8}, les quantités

sup|Lonis| [ [Fal. suplocon] [ 10cFal et suploon] [ 1o,
D; D; D; D; D; D;
restent bornées. Il en résulte, que

u(z,y) = o(1)

quand N — 4o00. Ceci nous donne

et prouve la proposition 2.4. O
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2.2 Théoréme de décomposition des PSA pour m € C.

Nous prouvons ici un théoréme de décomposition des PSA, un peu dans 'esprit de
celui prouvé dans [8, Théoréme 2 de la section 4| (mais dans un cadre notablement
différent puisque dans ce travail, la conductivité est réfléchie a travers le bord du
domaine 092).

Théoréme de décomposition. Soient Q un domaine ouvert de H' et K un sous-
ensemble compact de Q. Si une fonction u € C*(Q\ K) est solution de Lyu = 0
dans Q\ K, alors u a une unique décomposition de la forme

U=v-+w

ot v € C?(Q) est solution de L,v =0 dans Q et w € C*(H" \ K) est solution de
Lyw =0 dans H™ \ K avec limw = 0.

OH*
Preuve. Pour tout sous-ensemble E de C et p > 0, on définit £, = {z € C, d(z, F) <
p} (E, est un voisinage de E).
Tout d’abord, on suppose que € est un ouvert relativement compact de HT. On
choisit p assez petit de telle sorte que K, et (02), soient disjoints. Il existe une

fonction ¢, € D(H') a support dans Q \ K telle que ¢, = 1 dans un voisinage de
0\ (K, U (09),).

Figure : ¢, = 1 dans la partie grise intermédiaire

Pour z =2z + iy € Q\ (K, U (01),), en notant
F.(¢) :== Fn(x,y,&,m) et Lc:=Lpey, pour ( = & + i,
on a, grace a la proposition 1.12
u(z) = upl2) = [ PAOLlup) (O)dein
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=/ Fz(()Lc(usop)(C)denJr/ F(Q) L (upp)(C)dEdn
COR

Ky
= v,(2) + wp(2).

Le dernier point du lemme 2.1 montre alors que v, est solution de L,,v, = 0 sur
Q\ (092), et que w, est solution de L,,w, = 0 sur H"\ K,. On a aussi limgy+ w, = 0.
Supposons maintenant que o < p. Alors comme précédement, on obtient la décom-
position u = v, + w, sur Q\ (K, U (09),). Nous affirmons que v, = v, sur Q\ (092),
et w, = w, sur H* \ K,. Pour voir cela, remarquons que si z € Q\ (K, U (09Q),),
alors v,(2) + w,(2) = vs(2) + we(2).

On notera (1) I’équation L,,u = 0. Ainsi w, — w, est une solution de (1) dans
H*\ K,, qui est égale & v, — v, dans Q\ (K,U (09),), et v, — v, se prolonge en une
solution de (1) sur Q\ (09),.

En conclusion, w,—w, se prolonge en une solution de (1) dans H*, et lim w, — w, =
OH+

0. La proposition 2.4 nous donne alors

w, = Wy,

et par suite v, = v,.

Pour z € , on peut donc définir v(z) = v,(z) pour tout p assez petit de tel sorte
que z € Q\ (09),. De la méme maniére, pour z € H \ K, on pose w(z) = w,(2)
pour p petit. Nous sommes arrivés a la décomposition souhaitée v = v + w.
Supposons maintenant que {2 soit un domaine de H™ quelconque et que u est solution
de Lyu = 0sur 2\ K. On choisit a € H" et R assez grand pour que K C D(a, R) et
que D(a, R) soit relativement compact dans HT. Soit w = QN D(a, R). On remarque
que K est un sous-espace compact de I'ouvert w relativement compact dans H™ et
que u est solution de (1) dans w \ K. En appliquant le résultat démontré pour les
ensembles ouverts relativement compacts, nous avons

u(z) = 0(z) + w(z)

pour z € w\ K, o1 ¥ est une solution de (1) dans w et w est une solution de (1) dans
H* \ K satisfaisant limgg+ w = 0. Notons que la différence V' = u — w est solution
de (1) dans Q \ K et qui se prolonge en une solution de (1) au voisinage de K car
elle est égale & v dans w. La somme u = V' + w fournit une décomposition souhaitée
de u.
Comme précédemment, si on a une autre décomposition u = v + w avec v € C?*(Q)
avec Lp,v = 0 et w € C?*(H' \ K) avec L,w = 0 et limgy+ w = 0, alors on a
V —v =w—wdans Q\ K. La fonction w — @ se prolonge a H*, est solution de
L, (w—w) =0 dans H" et vérifie limgyg+ (w —w) = 0. Grace a la proposition 2.4, on
obtient w = w, puis V = v, ce qui achéve de prouver le théoréme de décomposition.
O

3 Formule de Poisson pour H" quand Re m < 1.

Pour Re m < 1, une application formelle de la proposition 1.12 a ouvert 2 = H™
permet de deviner une formule de représentation intégrale donnant ’expression de u
solution de L,,(u) = 0 dans H' connaissant les valeurs de u sur I’axe des ordonnées.
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Des résultats de ce type ont notamment été obtenus, y compris dans des domaines
legérement différents (H* \ (0,a] x {0}) avec @ > 0 par Lenells et Fokas dans le
cas ou m = +1, avec les techniques que nous reprendrons dans le chapitre 2. Plus
précisément, nous avons la

Proposition 3.1 Soient m € C tel que Re m < 1 et u : R — R une fonction
conlinue et bornée.
Alors il existe un unique PSA U de classe C* sur HY tel que limy( )(|—+00 U(2,y) =
0 et tel que, pour tout y € R,

lim U = u(y).

i ()
De plus, nous avons pour tout (z,y) € HT,

[e.9]

_ xl—m U(U) dTl
V)=t | Gy

m
2

v O = l-m 7 : 17m8d8_ 1 F2<17%)
ot Cry = 5 [,_sin = 2mz T(1—m)

T E (;:7;)1_%. Pour montrer le premier point de la pro-
position, il suffit de montrer que L,, f = 0 par dérivation sous le signe intégrale. On

a

Preuve. Notons f(z,y) =

B (1 —m)z™™ B (2 —m)z? ™
T @
et
o oml=m)z™ !t 2-m)B-2m)z"™  (2—m)(4d —m)z> "
e P s O W s A P P )
puis
o f—__ 2= m)z' ™" (2—m)(4—m)(y —n)z"™"
v (@2 + (y —n)?)* 2 (@24 (y —n)?)* 2
On a donc @ - a ) .
Af m(2 —m)x mm om —mm_m_m
R T e R TR
et on en déduit que L,, f(x,y) = 0.
On a
o) = Cogm [ u(n) dn _Cn [T u(n) dn
Vo) =" | Gy T e T

Par le changement de variable ¢ = 2=, on obtient
oy —tx)dt
U(x,y) = Om/ T —m
( y) t=—o00 (1 + t2)177
Par le théoréme de convergence dominée, il suffit de montrer que

> dt 1-— i o0 dt
Cm/ S——r smlmede/ . —
t=—00 (1 + t2) T2 27T 0=0 t=—00 (1 —|— t2> )
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Pour voir cela, remarquons d’aprés [1] (page 258) que

[ v =o(5")- F(;/(?F—(;T |

ou B est la fonction béta d’Euler et que

1 — " 1— 1-— (-
m sint™™ 0 dh = Mo1-mp (1 — T, 1— ﬂ) = Mo1-m ( 2 )
21 Joo 27 2 2 27 I'2—-m)

Puis en utilisant la formule de duplication pour la fonction I'
—1/2622—1 1
[(2z) =a 7227 T ()l | 2+ 5

et la formule de récurrence I'(z+1) = 2zI'(z), on obtient le résultat voulu, ¢’est-a-dire
que

ra/2rE=)1-m, 21 -%)

r(r-2) 2 re2-m)

L’unicité découle de la proposition 2.4. On a donc prouvé la proposition. O

Remarque 3.2 On pourrait se poser la question de I'existence d’une telle formule
reproduisante si Rem > 1. En fait, si m est un entier naturel non nul et si u €
C?(HT) solution de L,,(u) = 0 dans H*, alors la fonction v définie sur R™*2 par
(X1, o) = (0, Tpa2) et v(Ty, ..., Tinae) = u (\/x% +-+ xfnﬂ,me) est
une fonction harmonique sur (R™*1), x R. En particulier, si m > 2, la proposition
18 de [30], page 310 montre que v se prolonge en une fonction harmonique sur R™ "2,
qui tend vers 0 & l'infini. On en déduit que v est la fonction identiquement nulle,
donc que u = 0, ce qui prouve que le probléme de la détermination d’une solution de
L,,(u) = 0 sachant que u tend vers 0 & I'infini et que les valeurs de u sont connues
sur I’axe des ordonnées est un probléme qui n’a pas de sens. Dans ce cas, [’absence
de solution au probléme de Dirichlet est la conséquence de la perte de 'ellipticité
de I'équation L,,u = 0 au bord de H*. Nous ne traiterons donc pas le cas Rem > 1
dans ce cadre pour cette raison.

4 Application au cas d’un domaine annulaire.

Toutes les notions qui suivent sont couramment utilisées en physique, mais a notre
connaissance, nous n’avons pas trouvé de fondements rigoureux sur le plan mathé-
matique de celles-ci. Nous reprenons donc toutes les définitions et propositions de
base.

4.1 Les coordonnées bipolaires dans le plan zOy.

Nous introduisons un systéme de coordonnées utilisé par les physiciens (voir [75]) et
particuliérement adapté a I’étude de L, et L_; dans le cas ou le domaine étudié est
un disque excentré de H™.
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Des applications numériques sur des problémes extrémaux bornés utilisant de ma-
niére compléte ces coordonnées bipolaires ont été réalisées dans la récente thése de
Yannick Fischer ([42, 43, 44]).

Soit @ > 0. Considérons une charge positive placée en A = (—a,0) et une charge
négative placée en B = («,0) (la valeur absolue des deux charges étant identiques).
Le potentiel engendré par ce systéme de charges en un point M du plan est, a une

constante multiplicative prés, In (%).
Par définition, la premiére coordonnée bipolaire est
| MA
T:=In——.
MB
La seconde coordonnée bipolaire est
6 = AMB.
Y
M(z,y)
0
x
A(—a,0) O B(a,0)

Figure : Coordonnées bipolaires

Les coordonnées bipolaires sont alors reliées aux coordonnées cartésiennes (z,y) du
plan zOy par le fait que

(O[ — l’) W 677‘+i9

o)~y = (x —a)+iy=e " (x + a) + iy

ce qui nous donne, apres identification des parties réelles et imaginaires

r—a=¢e"[(a+x)cosh — ysinb]

y=-e"[(a+x)sinfd + ycos |

ou encore
x[l —e Tcosl]+ysind =ale " cos + 1]

—ze Tsinf 4+ y [l —e T cosf] = ae " sinb.
La résolution de ce systéme d’équations nous permet d’obtenir immédiatement
ashr asinf

T=—""" Y

~ ¢ch71 —cosh’ ~ ch7 —cosf

Si on prend R > 0 et si on pose a = vV R? 4+ o2, le disque de centre (a,0) et de rayon
R correspond a
a2

a a
T>T1=In E+ ﬁ_l :argchﬁ.
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De plus, le demi-plan droit est
H* = {(7,0) : 7 €]0 + 0], 8 € [0, 27][}.

Les lignes de niveaux 7 = 7y sont les cercles de centre (acoth7y,0) et de rayon
a/sh 1g. Cela implique que pour tout 7y, 71 tels que 0 < 79 < 79, ensemble {7 > 70}
est un disque fermé et I'ensemble 0 < 7 < 7y est le complémentaire dans H* du
disque fermé {7 > 7 }.

0=117/6-.__ |

Figure 1 : Lignes de niveaux (avec a = 1)

4.2 Etude des PSA en coordonnées bipolaires.

Dans ce qui suit, nous identifierons les fonctions en coordonnées cartésiennes avec
les fonctions en coordonnées bipolaires.

Le théoréme suivant est bien connu pour m = —1 par les physiciens ([4, 93, 87, 88,
64, 78|. Nous I’étendons aux valeurs de m complexes quelconques :

Théoréme 4.1 Si u vérifie L,u = 0 dans un ouvert de H" et si nous posons
U (7, 0) = sh mT_lT(Ch 7 — cos0) "™ ?u(r, 6)

ot par définition

sh mTilT(ChT — COoS 9)_m/2 = exp (m Inshr — %ln(chT — COoS 9))

alors

+ cothT—— + B ———
4 4 4sh?r

9%v,, N 9%v,, OV, 1 (m—1)? _9
arz 62 o7 Um =1

Preuve. Nous avons

aui 1 —chtcos@ 8u_ sh7sinf Ou
or  |(chT —cosf)20x  (chT — cos)2 dy
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et
@—a —sh 7sind @—l— ch7cosf —1 du
00 |(cht —cos0)20x  (chT —cosf)2dy]|"
Nous obtenons ainsi
ou 1 ou ou
X2 ((1=ch U shrsingZe
o a<( c TCOSH)aT S TSlneae),
puis
0*u a? 0*u 24
= 1 —ch 0)>~— +sh?7sin® 60—
0r?2  (ch7 —cosf)* {( ch7cos6) Oz? e 0y?
2
—2(1 — ch 7 cos #)sh 7 sin Qaigy]
+ a ShT(COSQQ—I—ChTCOSQ—Q)@—|—Sin9(Ch2T—2+COSHCh7)@
(chT — cosf)? Ox dy
et
0%u a? 0?u 0%u
= h?7sin® 60— + (ch7cosf — 1)—
00>  (cht —cosf)* {S TR Ve + (chr cos )6y2
2
+2(1 — ch 7 cos H)ShTsineaigy}
S sh7(2 — cos? § — cos fch T)a—u +sinf(2 — ch*r — cthosﬁ)@
(chT — cos )3 Ox oy

Et en particulier, nous avons

0%u 82u_ o? {GQu qu]

or? * 002 (chT —cosf)? | Ox? * oy?

On obtient donc que

I cht —cosf\’ 82u+82u+m(1—Cthos«9)8u_ msing  Ju
e or2 962  sht(chT —cosf)Or ch7—cosfdbh )

«

Posons maintenant
(chT — cos§)™/?

m—1

sh 2 7

u(r,0) =

Um (7, 0)
et calculons L,, . ,u en fonction de F(7,6). En notant

(chT — cos §)™/?

(7. 6) sh "z 7 ’
on a
orm _m sin 6
00 2chT— cos@rm
et

9%r,, B m (
002 4(chT — cosf)?
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puis

867’:1 ol clos s (ch®r 4 (m — 1)ch 7 cosf — m) ry,
et
9%r,, 1

55 = e e [ch*r — 2¢h®7 cos 0 + (m — 1)%ch 7 cos® O+
ch7 — cos0)?sh*r

+2(m — 1)ch*7 + (4 — 2m*)ch 7 cos 0 + 2(m — 1) cos® 6 + m(m — 2)] 7y,
I’équation
L zyu =0
se réécrit
0%*v,, N 9%v,, N Ovy, 28rm m 1 —ch7cosf N
T'm T'm
or? 002 or Or sht ch7—cosf

00 ch T — cos Hrm

. Pry | Prp  m(l—chrcost) Ory  msing Oy 0
"\ or2 002 sh7(chT —cosf) Or cht—cos® 00 )

+(9Um 28rm_ m sin 6
ol

avec
28rm m 1 —chrcosf L
T = T COth T,
or sh7 ch7 — cosf g
Orm m sin 6
2 — =
00 chr—cos@r 0
et

or? * 002 +sh7(ch7—cos€) Or  cht —cosf 00

Pry 0%, m(1—chtcosf) dry, msin®  Or, (1 (m—1) .
4 4sh *7 "

Ceci achéve la preuve de notre théoréme. O

Maintenant, on cherche v, sous la forme v,,(7,6) = A,,(7)B,,() comme solution &
variables séparées. A partir de I’équation satisfaite par v,,, on obtient
A// A/ 1 m — 1 2 B/l
—m+coth7—m+——% = ——=.
A, An 4 4sh“r B
Le terme de droite étant une fonction de 6 et celui de gauche une fonction de 7,
on en déduit que ces deux termes sont constants. Soit donc n € C tel que cette
constante soit égale a n%. On a alors
A" +cothTA + 1—M—n2 A, =0
" " 4 4sh?1 "
B! +n*B,, = 0.

La fonction B, étant naturellement 27 —périodique (car 6 est géométriquement un
angle), la constante n doit nécessairement étre un nombre entier.
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Pour étudier I’équation satisfaite par A,,, nous effectuons le changement de fonction
Ap (1) = Cp(chT).
La fonction C,, vérifie alors ’équation

2 _ / 1 2 (TTL — 1)2 _
sh“rC) (ch7) 4+ 2ch7C) (chT) + n 5 Cpn(cht)=0
4 4sh °T

qui peut se réécrire sous la forme

(Lﬂﬁ%ﬂ%@hﬂ—2&70ﬂ®ﬁ%%Gﬂ—l—gm:ilﬁsC%@hﬂ:O

4 1 —ch?r
(LAH)
Cette équation est appelée équation de Legendre Associée Hyperbolique.
Remarquons que, si nous posons z = ch 7 et u(z) = Cp,(ch 1), alors
12
(1 —2*)u" — 220’ + [V(V +1)— . 2] uw=0 (LA)
—z
ou
1 ; m—1
v=n-—— e = —.
> H=

Cette équation est appelée équation de Legendre Associée. Elle se réduit pour =0
a I’équation de Legendre

(1— 22" — 220 + v(v+ 1)u = 0. (L)

Nous allons définir deux classes de solutions indépendantes de cette équation, qui
sont les fonctions de Legendre Associées de premiére et deuxiéme espéce.

4.3 Les fonctions de Legendre Associées de premiére et deu-
Xiéme espéce.

Nous donnons les principales formules de représentation intégrale des fonctions de
Legendre de premiére et deuxiéme espéce pour z =ch7 > 1:

27Vsh “Hr
I'(—p—v)I(v+1
avec Re v > —1 et Re(u +v) < 0.

P!(chT) =

)/ (ch7 + ch @)~ 'sh2*+1g dg
0

2tsh ~HT ch 7 4 sh 7 cos 9)++

” _ " (
Py(ChT)_ ﬁF (%—M) /0 Sin2k g

2 sh#r [T ch[(v+3)0]
M — - 2
Pilehm) = \/;F = /0 (chr —choyrie®
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T h*+T 1 00 hQM
Q’j(chT)ze Voo osh#* (v +p+1) )/ ( sh“*¢ 0

20 T(w—p+1)I(p+1/2 ch 7 + shrch g)v+r+t
avec Re p > -1 Re(p—v—1)<O0etp+v+1¢Z".

T sh #r o0 e‘(”+%)9
BchT) = .| 2 pimh
@ylch7) \fze EE / (chf = ch iz

2

avec Re p < § et Re(u+v+1) > 0.

r 1 T
Msh “Hr / (ch 7 4 cos §)* 1 sin® ™ 0 do
I'(v+1) 0

avec Re v > —let u+v+1¢Z (voir [96] pages 4, 5 et 6).
Nous avons de plus les relations suivantes vérifiées par les fonctions de Legendre
(voir |96| page 6 et |2], formule 8.2.2)

Qi(chr) = e L

szL = Pﬁufl'
—me™ cos(mv) PP + sin[m(v + )] Q¥
Sinfre(v — )

pour v — u & Z. (en particulier, pour v = n — % avec n € Z, nous avons

Q!il/fl = Q‘ltj

Q% 1(2) =

quelque soit pu € C),
(v +pu+1)Q,  =e ™ (v —p+1)

3 F(y—u+1)[ 2 ..
Plt=— 2Pt —e7"Hgin(m ©

Nous avons de plus les formules de Whipple reliant les fonctions de Legendre asso-
ciées de premiére et deuxiéme espéce (voir [96] page 6)

F 1 1/—1
Q"(ch7) =€ \/Q%P—u—f (coth ),

P!(chT) = m— \/7@ Hi% (cothT).

Nous avons aussi les formules de récurrence (voir [96] pages 6 et 7)

(v —p)ch7 P¥(cht) — (v + p) P!, (chT)
shr

Prtl(chr) =

(v—p+ 1P (cht) = (2v+1)chT P¥(ch1) — (v + p) P} i (ch 7).

-0 (s DE - DR - pPl(R).
- b - v P )
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Toutes ces formules permettent de calculer explicitement les valeurs de P! (ch ) et
Q"(ch ) pour tout 7 > 0 et tous (u,v) € C2

La proposition suivante rassemble, a p et 7 fixés, le comportement des fonctions
de Legendre Associées de premiére et deuxiéme espéce lorsque v est de la forme
v=n— 3 avec n € Z et que |n| — +o0.

Proposition 4.2 Soit 7 > 0 et p € C, fizés tous les deux. Alors, si v est de la

forme v =n — % avec n € 7., nous avons :

T/2

(&

quand v — +00, Pf(ch 7-) ~— yH=1/2,mv
V2rsht

6—7/2

V2msht
quand v — +00, Q"(ch ) ~ e™e /2 /2y
2shr

quand v — —00, Q"(ch1) ~ em™er/? L(—1/)“_1/2qu”.
2shTt

Ces équivalences sont de plus localement uniformes par rapport o 7, c’est-a-dire
uniformes dans tout intervalle |19, 1] avec 0 < 19 < 71.

,u,—1/2€—7-y

quand v — —0o0, P! (chT) ~ (—v)

Preuve. Nous avons, pour tout v qui est de la forme n — % avec n € N (voir [96]

2
page 48)

=t et o] o (2)]

Une application de la formule de Stirling montre que, quand v — +o0

v+1/2
— e
- u) (v —p)te

— (v — p)Pe " exp (- (1/ + %) In (1 — g)) ~ D

1 T 67/2 1/2
Pt(chT) ~ " v e

—656 _
vV 2mvshr vV 2mwsh

ce qui nous donne la premiére estimation.

La seconde s’obtient directement a partir de la relation P* = P" .

Enfin, la troisiéme estimation découle directement de la formule (8.3) de [96] :

T )
“(ch ~ u—1/2 imp —7(v+1/2)
QL (chT) ”—2Sh7'y e'™e

et la derniére découle du fait que, pour v =n — % avec n € Z, nous avons

Qliu—l = Qﬁ
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Le caractére uniforme local de ces équivalents découle des (nombreuses!) expressions
explicites des P* et Q" a l’aide des fonctions hypergéométriques ([37], tableaux pages
124-138) et des estimations de ces fonctions hypergéométriques localement uniformes
par rapport a leurs paramétres ([96], pages 178-182). O

Nous allons prouver maintenant qu’une moitié de la famille

m—1

(chT — cos §)™/? { cos(nf) } Pz
sh " - sin(nd) me

(chT)
T
o1 (chT)
est une base de I’ensemble des solutions a l'intérieur du disque 7 > 7 et autre moitié
est une base de ’ensemble des solutions dans 7 < 7y qui est le complémentaire dans
H* d’un disque, et ou 0 < 79 < 7. Ce fait est connu pour m = —1, ¢’est-a-dire pour
i = 1. Nous I'étendons au cas ot m est un complexe quelconque.

3
Lol

neZ

Théoréme 4.3 Soit m € C. Soit 0 < 19. Soit u une solution lisse de L,,u = 0 dans
le disque T > 1o et soit v une solution lisse de Ly,v = 0 dans H" \ {7 > 70} qui
est le complémentaire dans H'Y du disque {7 > 7o} qui s’annule sur le bord de HT,
ie limgg+ v = 0. Alors, il existe deuz suites (an)nez €t (by)nez dans (*(Z) (qui sont
méme o décroissance rapide) telles que :

u = Z anQn?il (ch 7)sh kTmT(Ch 7 — cosf)zem?
n=-—o00 2
et
= m—1 1—m m -
v = Z b P * (ch7)sh 2 7(ch7 — cos 6)2 ™M,

La suite (a,) est unique. De plus, la convergence de la premiére série est uniforme
dans tout compact [Ty, 2| avec 19 < T < o du disque T > 1o . Et la convergence de
la seconde série est uniforme dans tout compact [13,74] avec 0 < 73 < 74 < 70 du
complémentaire du disque T > 7o dans H™.

Si, de plus, m est réel et m < 1, alors la suite (b,) est unique.

Preuve. En effet, on décompose la fonction

m

0 — u(ry,0)(ch 7o — cos )™ %sh = 7

en série de Fourier par rapport a 6, cela donne le développement de Fourier pour
U(T(), )
+oo
1—m m .
u(70,6) =sh 2 7o(ch 7y — cos )z Z ane™,
n=-—oo

ol a, est une suite de (%(Z) qui satisfait

1 2

:% ;
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Cette fonction étant lisse par rapport a 6, on en déduit que la suite (a,), est a
décroissance rapide quand |n| — +o00. La fonction

m—1
—m m &2 Q _2l (Ch T) .
u(r,0) = sh E 7(chT — cosf) 2 Z p——i——e'™

coincide avec u sur le cercle 7 = 7.
De plus, grace a la proposition 4.2, nous avons, quand |n| — 400

,_\

“7 . (ch
Q—(CT) o o[0T i)
(chr) ' BT

@,

3 :
"‘M\H

l\.’)\»—A

et cet équivalent est uniforme sur tout compact |1, 5] avec 0 < 79 < 71 < To.

Il en résulte que la série de fonctions définissant % converge normalement sur tous
les compacts [y, 72| du disque 7 > 79. Il en est de méme des dérivées par rapport a 7
et 0 (qui s’expriment elles aussi a 1'aide des fonctions de Legendre Associées comme
rappelé précédemment).

En particulier, la fonction @ est une fonction définie sur le disque 7 > 79 et qui
coincide avec u sur le cercle 7 = 7.

Grace au fait que la solution d’une équation elliptique est déterminée de maniére
unique par ses valeurs au bord (cela découle du principe du maximum), on en déduit
que @ est 'unique PSA dans le disque 7 > 74 qui coincide avec u sur le cercle 7 = 7.
Pour la fonction v, la preuve est totalement analogue.

En effet, on décompose la fonction

0 +— v(7o,6)(ch 79 — cos#) ™ 2sh Ry

en série de Fourier par rapport a 6, cela donne le développement de Fourier pour
1}(7'0, )

1—-m

v(79,6) =sh 2 1y(chmy —cosf)? Z bpe™

ol b, est une suite de (?(Z) qui satisfait

1 2

b, = Dy (ch 7 — cos#) "™ 2sh R v(1p, 8)e”"* ds.
T

Cette fonction étant lisse par rapport & 6, on en déduit que la suite (b,), est a
décroissance rapide quand |n| — 4o00. La fonction

m—1

P 2 (chT)

1—-m n—

o(7,0) =sh 2 7(ch7 —cosf)? Z by, =
- 2 (ch)

2

ein@

,_. wh—t

3

coincide avec v sur le cercle 7 = 7.
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De plus, grace a la proposition 4.2, nous avons, quand |n| — +oo

[un

Pz

n—

2 (chrt
- ) /ST i)
P %, (cho) sh7

et cet équivalent est uniforme sur tout compact |1, 2] avec 0 < 1 < 75 < 7.

Il en résulte que la série de fonctions définissant v converge normalement sur tous
les compacts [y, 73] du complémentaire du disque 7 > 7. Il en est de méme des
dérivées par rapport & 7 et 6 (qui s’expriment elles aussi & l'aide des fonctions de
Legendre Associées comme rappelé précédemment).

En particulier, la fonction v est une fonction définie sur le complémentaire du disque
T > 79 et qui coincide avec v sur le cercle 7 = .

Nous allons prouver que

=[Nl

N[

lim v = 0.
70+

Si Re m < 1, nous avons, quand n € N et grace a 4.1

m—1

m—1 272 1—m ™ m
P? (chr)=—————sh 2 7 ch7+sh7 cosf)"2 1sin! =6 db
n—3 (ch7) Vvl (1 - %) /0 ( )
donc .
lim P 2 (ch7)=0
T—=0+ "3
et de plus, pour n > 1 — R‘;m, nous avons
Rem—1 1—Rem
m=1 272 sh =2 7 (7 Rem
P 2 (ch 7')‘ < — / (ch7 +shrcosf))"" = 'sin!~Rem g dp
i VE T (1=%)] Jo
2R,em71 h 1—%97774 T
2 T n4Bem 1 | 1—Rem 1—Rem <n+Rem)T
< — / (ch7 +sh7))" "2 ~'sin 0do < Cpsh 2 e 2
VE [T (1 =3)[ Jo
donc »
Pn_Ql (ch7)
Z sup bnm;f—ezne < 400
n>17¥ TG[O,%O] Pnf% (Ch 7'0)

grace au fait que la proposition 4.2 nous donne

m—1 n%fl

P 2 (chm) ~potoo —————¢
wey (B0 e O

Nous pouvons donc déduire de cela que lim, o, v = 0.
Il reste & prouver 'unicité de la décomposition précédente dans le cas ou m € R
avec m < 1. Cela découlera du paragraphe suivant qui établira le fait que la famille

nTo

A an% (ch) (chT — cos §)™/?
2

inf

= (an)nez

nel
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P 2 (ch7) (chr — cos )2
B = ﬁ ( m—1 ) elne = (bn)nez
P 2 (chm) sh 2z 7

ne’

forme une base de Riesz
O

Corollaire 4.4 La solution du probléme de Dirichlet L,,u = 0 dans D((a,0), R) ou
u = sur dD((a,0), R) est donnée par

u(r,0) = sh 1777”7‘((:1& T —cosf)? ey
1

o {1 =10} correspond au cercle de centre (a,0) et de rayon R et ot

1 2 — ]
Cn =5 (ch 7o — cos #) "™ 2sh e w(a+ Rcoss, Rsins)e™ "™ ds.
T Jo
De méme,
m—1
to P 2 (chT)
n—3 inf

v(7,0) = sh 17Tm7'(chT —cosf)? Z Cp—————
n=-—00 Pn_Z (ChT())

est une solution de L,v =0 dans H' \ D((a,0), R), égale a ¢ sur 0D((a,0), R) ot
1 2

=5 (ch 7y — cos )™ 2sh T ¢(a+ Rcoss, Rsins)e ™ ds.
T Jo

Cn

Si de plus m est réel et vérifie m < 1, alors v vérifie limgg+ v = 0, et la fonction
v précédemment construite est la seule solution du probleme de Dirichlet L,,v = 0
dans H™ \ D((a,0), R) qui s’annule sur OHT.

5 Bases de Riesz de PSA pour m réel.

Dans la section précédente, on a vu que les solutions du type Fourier-Legendre de
L,,u = 0 forment une famille compléte, dans cette section, on va montrer que, pour
m réel, cette famille est méme une base de Riesz d’un certain espace de Hilbert.

5.1 Définition et propriété

Nous rappelons une définition générale et une propriété des bases de Riesz (voir 82,
page 157| ou [24])

Définition. Soit X un espace de Hilbert et (z,)nen une suite de X.
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On dit qu’elle est une suite quasi-orthogonale ou une suite de Riesz si il existe deux
constantes ¢, C' > 0 telles que, pour toute suite (a,)nez ayant un nombre fini de
termes non nuls, on a

2

Y lan)’ < <Y anl
n n

Dans le cas ou la famille (x,)nez est compléte, on parle de base de Riesz.
La matrice des produit scalaire {{x;, x;)}i; est appelée la matrice de Gram associée

a {mi}p

Les conditions pour que la suite {z;}; soit une base de Riesz peut commodément
étre exprimée en fonction de la matrice de Gram :

E ATy

n

Propriété ([82, p. 170]). Une famille {z;}; est une base de Riesz pour un espace
de Hilbert si {x;}; est compléte dans cet espace de Hilbert et que sa matrice de Gram
définit un opérateur inversible et borné sur (*(N).

5.2 Base de Riesz des solutions du type Fourier-Legendre

Soient A et B les deux familles de solutions de I’équation L, [u] = 0, respectivement a
Iintérieur du disque 7 > 7p et a I'extérieur de 'autre disque 7 > 71, avec 0 < 79 < 71

m—1

Q21 (chT) (chr — cosg)m/2
A = 'mfl2 ( m—1 ) 67’”0 = (an)nEZ
Q 2 1 (Ch TO) Sh 2 T
T2 nel
m—1
P2 (hT) (ch 7 — cos@)m/2
B .= ;21 ( m—1 ) eme = (bn)nEZ
P 21 (Ch 7—1) Sh 2T
T2 ne”L

Soit C la réunion des deux familles précédentes :

C .= (Cn)nEZ = (CQn = ap et Copy1 = bn)nez

L’anneau défini en fonction des coordonnées bipolaires par {0 < 79 < 7 < 71} sera
noté A. On munit la famille C du produit scalaire suivant : pour f,g € L*(0A),

Gog) == [ 0 0)5C00)

2m J,

Shﬂn_lTD

(ch g — cos @)™

dé

ﬂlm_lTl

(ch 7y — cos H)mde'

2
e ey

On a la proposition suivante :

Proposition 5.1 La famille C forme une base de Riesz pour l’espace de Hilbert
L?(0A).
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Pour montrer ce résultat, nous allons utiliser une caractérisation des bases de Riesz
par la matrice de Gram [82, page 170] (que nous avons rappelé dans le paragraphe
précédent) qui est par définition la matrice des produits scalaires

({€ps €a)) ) 1g10

De plus, nous aurons besoin d’un résultat sur les zéros d’une solution d’une équation
différentielle ordinaire linéaire du second ordre & coefficients réels :

Lemme 5.2 (Lemme de Sturm)
On considere l'équation différentielle suivante :

Y +pt)y +q(t)y =0,

ot p et q sont deux fonctions continues sur un intervalle I C R et a valeurs réelles.
Soient 1y, et ys deux solutions de cette équation qui forment une base, sotent t; et
to deuz zéros de y; (on suppose que t; < tg). Alors il existe tg € |t1,ts[ tel que

yg(to) = O

Preuve. Dans cette preuve, on se rameéne au cas ol t; et t5 sont deux zéros consécutifs
de y; car si ty et t5 ne sont pas deux zéros consécutifs de yy, il existe un autre zéros
de y; qui peut étre noté t3 et tel que t; et t3 sont deux zéros consécutifs de y; ; nous
pouvons alors appliquer le cas des zéros consécutifs & l'intervalle [t1, 5] C [t1, to].
Quitte & changer la fonction y; par la fonction —y;, nous pouvons supposer que
y1 > 0 sur Uintervalle |¢,t5[. De plus, y; > 0 dans Uintervalle |t;,ts[ autrement la
fonction y; serait identiquement nulle (par le théoréme de Cauchy-Lipschitz).

On a 0
! o . 5 t
nt) =, Jim

>0

et
yi(?)

lim <0
t—ta, t<tot — {9

?/1 (t2) =

Comme (y1,y2) est une base de solutions d’une équation différentielle linéaire du
second ordre, le Wronskien de y; et y, ne s’annule pas sur U'intervalle [t;,%5]. On a

Vit € [t ta], Wy, 12)(t) = y1(0)ys(t) — w1 ()y2(t) # 0

Quitte & changer la fonction y, par la fonction —y, nous pouvons supposer que

W (y1,y2)(t) > 0.
En particulier, on a

W (y1,y2)(t1) = —y1(t1)y2(ti) >0 = yo(t1) <0
et
Wy, y2)(t2) = =y (t2)y2(ta) > 0 = ya(tz2) > 0.

La fonction y, est continue, donc par le théoréme des valeurs intermédiaires, la
fonction yo s’annule au moins une fois sur U'intervalle |¢y, 5]. O
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Preuwve. (Preuve de la proposition.) En effet, nous allons d’abord calculer tous les
produits scalaires des éléments de la famille C dans le but de construire sa matrice
de Gram. On obtient pour tout n € Z

Qn—l (Ch Tl)
<C2n, C2n> = 1 + prosm 21
Q %(Ch 7'0)
m—1 2
P 21 (Ch 7'0)
(Cont1s Cong1) = 1+ .
P 1 (Ch’Tl)
2
P% (chm) Q% (chm)
<62m 62n+1> = = + m—21
P 2 (chm) Q *,(chm)

n—

l\.’)\»—t

Dans tous les autres cas, les produits scalaires sont nuls, la matrice de Gram est
diagonale par blocs et chaque bloc est de la forme suivante :

m—1 2 m—1 —1
Q% (chm) b 2 (chr) @ 2 (chn)
1 + 7n721 7n721 + 'm721
M, =
m—1 mfl m—1 2
e + o Lt
Pnfl (Ch 7'1) Qn 1 (Ch TQ) Pnfl (Ch 7'1)
2 2 2

Nous définissons notre matrice de Gram comme suit

My 0
0 M., 0
0 M 0
0 M, 0
G = 0

Gréace a la proposition 4.2, lorsque |n| — oo, M, converge vers la matrice identité
1.

Le déterminant de la matrice M,, est

det(M,)=11-
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Nous allons montrer que la matrice M, est inversible. Supposons le contraire, on a
alors det(M,,) = 0, ce qui est équivalent a

[
,_.

Q"7 (chm)P7, (chr) = Q 7, (chm)P. 7, (ch).

n—3 n—3 3

»

L’égalité précédente peut étre écrite comme 'annulation d’un déterminant

Q Ql(ChT()) P 21 (ChTo) m—1 m—1
i "l =0, avec P , (¢h7g), @ 2, (chr) #0.
Q 2 (chm) P 2 (chm) T2 "2
2
2, (Ch 7'0) = )\P 21 (ChT0>
Donc il existe A € R\ {0} tel que w1 7;5
l(Ch 7'1) = )\P 1 (Ch’Tl)
2

Nous allons appliquer le lemme de Sturm a l’équatlon dlfferentlelle dont les solutions

m—1

sont les fonctions de Legendre en choisissant y; = Qn_; —AP ety =Q 2

2
est clair que 1, et y, forment une base pour cette équatlon différentielle (A 7é 0)
de plus y; s’annule aux points ch 7y et ch 7. D’aprés le lemme de Sturm, il existe
to € |ch o, ch [ tel que yo(ty) = 0. Ce n’est pas possible car la fonction de Legendre
m—1

() 2, ne s’annule pas sur |1, 00[. En effet, rappelons que pour tout n € Z et 7 > 0,

2
on a
m—1

m—1 m—1
Q.2 (cht)=Q_} (chT)
et que d’aprés [96, page 6 |, on a pour n >0, 5 +n #Z~ et 7 > 0,

m

m T 2_1 1" + m m 2N 0
’ (Ch7—> = ‘ 1 (n ?) / = 1 mde
ny orts T'(n+31) Jo (ch7—cosf)™™%

Donc la fonction @ ?, ne s’annule pas sur U'intervalle |1, ool.
2

-

Q

N

On a alors
det(M,,) # 0.
La matrice M,, est inversible et son inverse est
1
Mt = M))!
o = qean com0)
ou (com(M))! est la matrice
m—1 2 m—1 m—1
P % (ch 79) P 2 (cho) anl (ch)
1 + ;21 - 7n721 - Lj
-1 —1 m—1 2
P 2 (chm) an; (ch) anl (ch)
- m—21 - m—21 ]' + m—21
P 21 (Cth) Q 2 (ChT()) Q 2 (Cth)

Nous avons donc prouvé que la famille C forme une base de Riesz pour L?(0A). O
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6 Conclusion

Les études menées dans ce chapitre ont mis en évidence une barriére assez franche
entre les PSA associés a des valeurs complexes m dont la partie réelle est strictement
plus petite que 1 et les PSA associés a des valeurs m dont la partie réelle est plus
grande ou égale a 1.

Plusieurs questions restent en suspens a la suite de notre étude.

Nous avons prouvé que, quand m est réel, la famille C construite a partir des fonctions
de Legendre Associées est une base de Riesz de solutions. Est-ce toujours le cas si
m est un nombre complexe non réel ?

Enfin, ce paragraphe sur les bases de Riesz est une réalisation effective d’une décom-
position topologique des PSA. Il est probable que I’on puisse généraliser ce caractére
topologique de la décomposition a des domaines annulaires de la forme 2\ K ou 2
est un ouvert de H™ et K un ensemble compact de €. Ce point pourrait faire I'objet
d’études ultérieures.

Dans le théoréme 4.3, Punicité de la suite (b,) n’est prouvée que quand m est réel
strictement plus petit que 1. Est-elle toujours vraie si m est complexe? et si Re
m > 17 Cette question reste un peu en suspens pour deux raisons. La premiére, c’est
que les fonctions de Legendre Associées de premiére espéce ont des comportements
différents si Re m < 1 et Re m > 1 au voisinage de 1. La seconde est un peu analogue
a la raison soulevée dans la remarque de la fin du paragraphe 3.

Un autre aspect, qui n’a pas du tout été envisagé dans notre étude, serait de voir
si les PSA que nous avons étudiés dans les domaines de H™ peuvent se prolonger a
des domaines de C tout entier.

De méme, comme évoqué dans l'introduction, bon nombre de résultats obtenus dans
les paragraphes 1, 2 et 3 peuvent se généraliser a la dimension supérieure a 2. Nous ne
le ferons pas, car d’un point de vue pratique, le probléme auquel nous nous sommes
attachés est un probléme typiquement bidimensionnel.

Les techniques qui interviendront dans les deux chapitres suivants sont des tech-
niques particulierement rattachées a I’analyse complexe.
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Chapitre 2

Résolution d’un probléme de
Dirichlet par la méthode de Fokas

1 Introduction

Une nouvelle méthode due a A. S. Fokas est apparue en 1997 pour la résolution
de problémes de Dirichlet/Neumann. Cette méthode est basée sur deux nouvelles
idées, la premiére est ’analyse spectrale de deux équations différentielles ordinaires
définissant une paire de Lax liée & une équation aux dérivées partielles données, la
seconde est une équation intégrale appelée relation globale qui couple les données
connues et inconnues au bord du domaine d’étude de 1’équation aux dérivées par-
tielles. Cette méthode est dans une certaine mesure assez différente de la méthode
classique de séparation des variables puisqu’elle donne des représentations des solu-
tions fondamentalement différentes.

La paire de Lax a une dépendance analytique via un paramétre spectral £ € C, ce
qui implique une utilisation judicieuse des techniques issus de ’analyse complexe. En
effet, 'analyse de la paire de Lax aboutit & la résolution d’un probléme de Riemann-
Hilbert spécifique au probléme de Dirichlet /Neumann que 1’on veut résoudre. Il faut
aussi noter que le systéme d’équations définissant la paire de Lax est fortement asso-
cié & une certaine forme différentielle car une condition nécessaire et suffisante pour
que le systéme d’équations soit compatible est le fait que cette forme différentielle
soit, fermée.

La relation globale est une équation intégrale qui a aussi une dépendance analytique
via le paramétre spectral k. Cette équation provient du fait que la forme différentielle
liée a la paire de Lax est fermée et exacte. La résolution de cette équation intégrale
se fait aussi par des méthodes qui émanent de ’analyse complexe : on procéde par la
résolution d’un probléme de Riemann-Hilbert ou par inversion d’une transformation
intégrale usuelle.

Ce chapitre est tout d’abord didactique sur la méthode de Fokas, et pas vraiment
complet sur son application aux équations de Weinstein parce que 'usage de la rela-
tion globale pour éliminer la dépendence entre les données normales et tangentielles
au bord s’est révélé plus difficile, de sorte qu’on s’arréte a une formulation redondante
Dirichlet-Neumann qui est toutefois déja intéressante pour elle-méme puisqu’elle est
issue de la construction et de la résolution de problémes de Riemann-Hilbert sin-
guliers. L’élimination de la dépendence entre les données normales et tangentielles
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au bord de domaines qui ne sont pas & variables séparées pour les EPSA reste un
probléme ouvert et intéressant pour le futur.

Présentons cette nouvelle méthode par un exemple simple traité par A. Fokas dans
'article [46] ou il détermine une expression intégrale pour des problémes de Diri-
chlet/Neumann appliqués a 1’équation de Schrédinger linéaire dans le premier qua-
drant du plan.

2 Exemple 1 : L’équation de la chaleur
On considére ’équation de la chaleur
Gt — ez = 0 x, t>0 (E)

oll ¢ est une fonction de x et t. On cherche des solutions lisses et qui tendent vers 0
a l'infini trés rapidement. Cette équation admet une formulation en paire de Lax :

fiz +ikp = g (1)

p + k= g — ikq (2)

ou k € C est un paramétre spectral et p(z,t, k) est une fonction scalaire. Ainsi g est
solution de I’équation (E) si et seulement si les équations (1) et (2) sont compatibles.
A partir de cette paire de Lax, on va construire une forme différentielle qui sera
fermée si et seulement si ¢ est solution de (E).

Les équations (1) et (2) sont équivalentes a

(M eikx+k2t> — g ethetk?
x

(,u eikz+k2t> = (gs — ikq>eikx+k2t
t

Remarque : La famille de fonctions {eik”kzt, ke (C} est une famille de solutions

de Péquation adjointe de (E), ie ¢z + ¢ = 0.

La condition de compatibilité du sytéme d’équations précédent s’écrit de la facon

suivante : . , ' ,
(Q pika+h t) _ ((Qx  ikg)eiteth t) —0
t x

Ainsi la fonction g(z,t) est solution de 1'équation (E) si et seulement si la forme
différentielle
; 2
M (g, t)de + (go(w, t) — dkq(x,t))dt)

est fermée, de plus, on a
d <6ikx+k2t,u> — eik‘w-i-kzt (qdl‘ + (qgc . Zk?q)dt) .

Nous allons intégrer cette forme différentielle des points (0,0), (0,00) et (00,t) au
point (z,t) respectivement par les chemins 74, et Y(123). On notera ji) (x, t, k),
pe)(,t, k) et pagsy(z,t, k) la fonction pu(z,t, k) définie par intégration de la forme
différentielle sur les chemins (123), 7(5) et Y(6). On a donc pour (a, b) € {(0,0), (0o, 1), (0,00)},
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(zt) , ,
,u(az, t, k) _ / elk(z —x)+k2(t' —t) (q<SL’I, t/>dﬂfl + (qm(x/,t/) . ZkCI(LU/, tl))dt/)
(

a,b)
t
(0,0) (00, 50)
Y(5)
7(46) (x,t) V(123) (00, t)
o T
© (00,0)
Figure 1
Si (a,b) = (00, t), alors pour tout k € C tel que argk € [0, 7,
(123) — = —ik(z—a’) / /
H (ZL’,t,]{?) - _/ € Q(x ,t)d.f(]

Si (a,b) = (0,00), alors pour tout k € C tel que argk € [5m/4, Tr /4],

/J,(s)(fl,’,t, k) = _/

t'=t

(qx((), t/) i ikq(o, t/))e—kQ(t—t’)—z’kmdt/ + / G_ik(x_m/)Q(l’/, t)dl‘,

z'=0

e}

Si (a,b) = (0,0), alors pour tout k € C tel que argk € [—m,—3nw/4] U [-7/4,0],

pl (.t k) = /

t'=0

t x

(%(O, t/) . ikq(o, t/)>€—k2(t—t/)—ik:zdt/ + / e—z‘/lc(gc—a:’)q<x/7 t)d:r/
/=0

Ainsi k > p?3)(z,t, k) est une fonction analytique bornée sur le demi-plan supé-
rieur, k — u®(z,t, k) est analytique bornée sur le domaine (V) et k +— u49(z,t, k)
est analytique bornée sur les domaines (IV) et (V1) (la bornitude de ces trois fonc-
tions dans les différents domaines du plan provient de la bornitude des fonctions
k= e*X et k — X pour X € RT). Les trois fonctions x(? définissent une
fonction sectionnellement analytique et bornée sur tout le plan complexe.

(11)

(I11) (1)
(IV) (V1)
(V)

Figure 2
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A P'intersection de ces différentes parties, on peut calculer les sauts entre les fonctions
1123 10) et 149 Pour une simplification des calculs des sauts, on peut déformer
le chemin d’intégration 7(;23) en 7{123) car la forme différentielle est fermée :

I :

(0,00) (00, 00)
(@, (09,1)
”/(123) [
5
© (00,0)
Figure 3

En intégrant sur le chemin 7{123), on obtient

[e.9]

M(123) (:L“, t, k)) _ _/ e—ik(aj—g;’)_kﬂtq(x/’ O)dZL‘/ + ,u(46)

/=0

Cette expression de 11?3 est analytique bornée en k pour argk € {0, 7}.
On obtient alors pour tout k£ € R,

M(m) _ M(46) — _pika—k?t /Oo q(x’,O)eikx'da:’
z'=0

et pour argk € {bmw/4,Tn/4},

[l(5) _ 'u(46) — _e—ikx—k2t/ (qm(O, t/) _ ikq(O,t’))ek2t'dt’
t'=0

On notera ~
(j]_(k) — / q(x/’ O>€ikx’dx/

La fonction p(z,t, k) définie par
p 2 (x t k) ke ()uII)u(II)
pla,t k) = pl* k) ke (IV)U(VI)
p(z,t,k) ke (V)

est sectionnellement holomorphe et bornée sur C, par la formule de Plemelj, on a

1 / _efik/xfk’QtC‘?l(k/) o L efik/xfk’QtV<k/) "
k'eR

tk) = —
ple. k) = 55 K —k omi Juer, K —k

ou L:={keC: argk e {br/4,7n/4}} orientée comme sur la figure 2..
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On veut résoudre 'équation (E) avec la condition initiale suivantes :

Q(I’ 0) = QI(x)a

et I'une des quatre conditions au bord suivantes :

(@) q(0,7) = go(t)
(0)  4.(0,t) = go(t)
(
(

Q

C) Qa:(O’ t) + igg(()? t) = QQ<t)
d)y  q(0,t) =qs(t) 0<t<T et ¢ (0,t)=qt) t>T.

ol « est une constante telle que arga ¢ [bm/4,7n/4], qi(x), q2(t) et gs(t) sont
des fonctions données continues & décroissance rapide. (Le cas (a) est un probléme
de Dirichlet). La résolution des différents problémes a la frontiére se résume a la
détermination de la fonction v(k). La forme différentielle étant fermée sur tout le
quart de plan, on a alors la relation globale suivante, pour tout k € (V),

/ ekztl(qm(o, t') —ikq(0,t"))dt' = / eik“/q(x/, 0)dz’
t/

=0 z'=0

qui peut aussi s’écrire aussi pour tout k € (V),

v(k) = (k).

La relation globale s’obtient en intégrant la forme différentielle sur tout le bord de
notre domaine d’étude de I’équation, c’est-a-dire le premier quadrant dans notre cas.

3 Exemple 2 : L’équation de Laplace sur le disque
unité.

Etape 1 : Recherche d’une paire de Lax ou/et d’une forme différentielle

fermée

Soit D le disque unité et T le cercle unité. Une fonction u définie sur D et deux fois
continiment dérivables est dite harmonique si

Au=0 (1)

o A = % + a% est appelé Laplacien et ’équation (1) est ’équation de Laplace. On

notera u, := g—g. En utilisant les dérivations complexes classiques u, = %(um — 1)
1 . 52 : 4 . N
et uz = 5(ug + iuy), 'équation (1) est équivalente &

Uz, = 0 (2)

L’équation (2) admet une infinité de paires de Lax, ie un systéme de deux équations
différentielles ordinaires qui sont compatibles si, et seulement si, I’équation (2) est
vérifiee. Un exemple de paire de Lax pour I’équation (2) est

Uy

z—k

Mz =

/LZZO.
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ou la fonction p(z, k) est 'inconnue du systéme et k est appelé le paramétre spectral.

u,dz
Autrement dit, la forme différentielle —

est fermée sur D\ {k} si, et seulement
Z —

si, u est harmonique sur D.

Etape 2 : Résolution d’un probléme de Riemann-Hilbert

Soient z; = 1, 20 = —1 et 71, 72 les chemins reliant respectivement z; & z et 25 a 2

comme sur la figure ci-dessous.

Y

29 Al

1)1 * 1)2

Figure 1 : Chemins d’intégration Figure 2 : Domaines Dy et Dy
On définit deux fonctions pq sur Dy et pus sur Dy par
u.(¢)d¢ .
wi(z, k) :/ —— =1, 2
(€Y C —k

avec

Dy :={keC : Rek <Rez}

Dy :={keC : Rek > Rez}

Il est clair que les fonctions p; sont solutions de la paire de Lax dans leur domaine
de définition respectif. p;(z, k) et us(z, k) sont des fonctions holomorphes et bornées
respectivement sur D et Dy par rapport a la variable k. De plus, on a I'estimation
suivante

1
wi(z, k) =0 (E) lorsque |k| — oo
On construit ¢ comme solution du probléme de Riemann-Hilbert

pi(z, k) sike D,
(2, k) =
pa(z, k) sik e Dy

On note d(k) le saut de u sur la doite verticale D; N D, orientée vers le haut comme
sur la figure 2 et on note I't (respectivement I'") le chemin reliant z; & zo contenu
dans TN{¢ € C : Im( > 0} (respectivement contenu dans TN{¢ € C : Im{ < 0}).
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On a pour tout k € D; N Dy,

quC .
Imk <1
LTk si Im mz
op(k) =
d
gc—gl;; silmk >1Imz

La formule de Plemelj appliquée & notre probléme donne

1 ? dp(kr)dr /Re”m dp(k)drk
k JRART PR
iz k) = 2mi (/Rez o K—k + k—k

( / / quCd/{ /R““OO / quCd/i )
Qﬂ-l Re z—io0 (€F+ - K’ ¢er— - ’% ’% - k)

Puis en dérivant cette derniére expression par rapport a z, on obtlent,

el k) = o (/@ (- Z;?g —k) /cer (¢~ Zg?zg - k>)

b ucdg
N 27T2'/T (C—2)(z—k)

Et en utilisant le fait que u, = zu.(z,0), il vient

() = — / tedt (3)

2mt Jp ( — 2

Remarque : on retrouve la formule de Cauchy.

Etape 3 : condition d’intégrabilité globale.
La forme différentielle
ug(Q)dg

(—k
est fermée au voisinage du disque unité D pour tout & € C\ D. On obtient donc
— ucdC
Vk € C\D, / < .
\ TC—k

Notons u; et u, les dérivées tangentielles et normales de u le long du cercle unité T,
nous avons ucd¢ = (uy +iuy,)ds ou ds désigne I'élement d’arc sur T. Nous obtenons
alors

vk € C\D, /““”“"ds:o.
T (=K
Supposons u réguliére dans un voisinage de ID. Notons (a,,),ez la suite des coefficients
de Fourier de 'application 6 € [0, 27] — us(e?) et (b,)nez la suite des coefficients
de Fourier de I'application 6 € [0, 27 — u,,(e?).
Alors

o 2w 00 ) do
. ind —
Vk € C\D, /0 (Z(an+zbn)e >ei0—/f0'

=0 \p=—c0
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Avec les hypothéses de régularité que nous avons faites sur u, les suites (a,), et (b,)n
sont & décroissance rapide. De plus

eime

_ 1 o=
vk e C\D, eie_k:_ka-H'
m=0

La convergence absolue de toutes les séries nous permet d’intervertir les sommations
et intégrations diverses pour obtenir

o0

2m
Z (a, + an)/ eilntmlf — g,
0

n=—00 =0

_ 1
Vk € C\ D, > e,
m=0

Comme

2

Vn € Z’ vm c Z’ / ei(n+m)0d9 — { 0 sin +m 7é 0
0

0 2r sin+m =0

on en déduit que

_ <1
VEeC\D, ) o (o +ibom) = 0.
m=0

La fonction qui a4 k& € C\ D associe

o0

—m F1b_,,
2_:0 ot

est une fonction identiquement nulle dont les coefficients du développement & I'infini
sont les a_,, + ib_,,, qui sont donc nuls. En particulier

Vm € N, A_yy = —1b_,,.

La connaissance de u sur T nous permet de connaitre u;. Nous en déduisons les
coefficients (a,,). La relation précédente nous permet d’obtenir la moitié des coeffi-
cients de la dérivée normale. Le caractére réel de u,, nous donne 'autre moitié des
coefficients de u,,.

Nous avons ag = 0 et pour tout m > 0, b_,, = ta_,,. Et pour tout m > 0, nous
avons by, = b_,, = —iG_m = —idy,.

Tout ceci nous permet bien de retrouver les conditions de compatibilité bien connues
entre la dérivée normale et la dérivée tangentielle d’une fonction harmonique réelle
définie dans un voisinage du disque unité.

Réutilisant la formule (3), nous obtenons

1 [ Yup+dudds 1 LIS (a, +ib,)e™
uy(2) = — / u = 2 Zn——oo‘( ) 40
2 Jp (—=z 2T Jo—o et —
1 2w o'} . ind
_ LT ane™
201 Joo €9 —2z
La formule

u(z) = / u,dz + u,dz
0
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permet de recontruire u en fonction de la dérivée tangentielle de u sur le bord du
disque. Enfin, une intégration par parties nous redonne la formule de Poisson. Nous
ne le refaisons pas en détail, mais nous espérons que le lecteur est convaincu par le
fait que, la méthode de Fokas nous permet de reconstruire une fonction harmonique
a partir des dérivées de cette fonction sur le bord du disque et que la condition de
fermeture de la forme construite & partir de la paire de Lax nous permet d’obtenir
des conditions que les dérivées doivent vérifier sur le bord, et qu’a l'aide de ces
conditions, nous sommes capables de reconstruire la fonction harmonique & partir
de la seule connaissance de celle-ci sur le bord.

Nous allons appliquer maintenant les principes précédent au cas des PSA, ce travail
est commun avec Stéphane Rigat et Franck Wielonsky.

4 Probléme de Dirichlet /Neumann pour les PSA

4.1 Introduction et principaux résultats

Nous cherchons des expressions intégrales explicites des solutions (& valeurs réelles)
du probléme de Dirichlet/Neumann pour les équations régissant les Potentiels a

Symétrie Axiale (PSA) dans un domaine simplement connexe et borné du demi-
plan droit H™ = {(z,y) € R* : z > 0}

m Ou

Au + i 0, (4.1)
ou m € Z.

Dans le chapitre 1, nous avons donné des expressions intégrales de solutions fonda-
mentales de cette équation, démontré un théoréme de décomposition des PSA sans
des domaines annulaires, déterminé le noyau de Green pour H* lorsque Re m < 1
et exhibé une famille de solutions en termes de fonctions de Legendre Associées
pour cette équation. Dans ce chapitre, ¢’est 'aspect probléme a la frontiére qui nous
intéresse, déterminer une solution de 'équation (4.1) dans un domaine simplement
connexe () en fonction de ses valeurs au bord, noté 0f2.

On note D le disque de centre (a,0) et de rayon R, avec 0 < R < a. C désignera le
bord de D. Si z € D, on note z, le point de C tel que Imz, =Imz et Rez, > Rez
(voir figure 1 du paragraphe 4.3).

Les principaux résultats de notre étude sont les deux théorémes suivants.

Théoréme 4.1 Soit u une solution de 'équation Au + ma='0,u = 0, m = —2m,

m € N, dans le disque D avec des dérivées tangentielle et normale (extérieure) u; et

uy, lisses sur le bord C. Alors u peut étre représentée sous la forme intégrale suivante
1

u(z) = ——Im ((k—2)(k+%))"J(z, k)dk+2Re (a,) +u(z), z €D, (4.2)

T (z,2r)

ot lintégration se porte sur le segment (2, 2,), et la quantité a, peut étre explicite-
ment calculée en fonction des dérivées tangentielles sur C de u; et u, jusqu’a l'ordre
m — 1 en z.. La fonction J(z,k) est donnée par

J(z, k) = _/ec W' k),

!
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ou W(z, k) est la forme différentielle
W(z,k) = (k= 2)(k+2) 7" ((k + 2)us(2)dz + (k — 2)us(2)dz) (4.3)
= (k= 2)(k+2) " ((k — iy)ue(2) + izu,(2)) ds, (4.4)

avec z = x + 1y et ds l'élément de longueur sur C. La fonction u dans (4.2) n’est
définie qu’a une constante preés.

Remarque 4.2 Lorsque m = m = 0, équation (4.1) est ’équation de Laplace
et les solutions u sont simplement les fonctions harmoniques dans D. Dans ce cas,
I'expression dans le membre de droite de (4.2) se simplifie en

1 1 5
—Im / /W(z', k)dk + u(z.) = —Im / / (uz(z) dz + uz(z)dz) dk + u(z,)
T e Je T Jeey Je\k—2 k2

1

i [ o (k)dk + alz) = — / o (k) + ()
(z,2r)

T (Z,ZT)

qui est en effet u(z). Notez que dans la seconde égalité, nous avons appliqué la
formule de Cauchy a la fonction analytique u,(2).

Théoréme 4.3 Soit u une solution de l’équation Au+maz~'0,u =0, m = —2m+1,
m € N, dans le disque D avec des dérivées tangentielle et normale (extérieure) u, et
uy, lisses sur le bord C. Alors u peut étre représentée sous la forme intégrale suivante

_ _i m ((k - Zr)(k + Zr))m‘](zv k)
=g | NCEDIES

o lintégration est sur le cercle C orienté dans le sens trigonométrique. La racine
carrée dans le dénominateur a une coupure le long du segment (—Z, z). L’intégration
commence au point z. ou la racine carrée est prise pour étre positive, et sa déter-
manation est choisie afin qu’elle reste continue le long du chemin d’intégration. La
fonction J(z, k) est explicitement donnée en fonction de la dérivée tangentielle et de
la dériwée normale uy el u, ainsi que de leurs dérivées d’ordre jusqu’a m — 1 le long
du bord C. La fonction J(z, k) peut étre réécrite comme une somme,

dk + u(z,), 2z €D, (4.5)

T k) = (0 k) + / W k), kec, (4.6)

voir (4.29)-(4.36) pour une définition précise de J(z, k). Le chemin d’intégration
dans lintégrale est le sous-arc qui joint z,. et k sur C. Il se trouve dans {Im z > Im 2, }
lorsque Imk > Im z, et dans {Imz < Imz,} lorsque Imk < Im z,.. La définition de
JO et W fait intervenir la racine carrée

M2 k) = /(k—2)(k+7),

avec une coupure le long du segment (—Z', 2"). Nous choisissons la détermination de
la racine carrée Nz, k) qui se comporte comme k (respectivement comme —k) a l'in-
fini lorsque Im k > Im z, (respectivement lorsque Imk < Im z,) et ensuite on garde
une détermination continue de \(Z', k) lorsque 2’ parcourt le chemin d’intégration.
La fonction u dans (4.5) n’est définie qu’a une constante pres.
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Remarque 4.4 En faisant usage du principe de symétrie de Weinstein énoncé dans
le chapitre 1 via la proposition (1.2), on en déduit facilement des théorémes 4.1 et
4.3 des représentations intégrales similaires des solutions de (4.1) dans le cas ou m
est un entier positif.

Les preuves des Théorémes 4.1 et 4.3 sont données dans la section 4.3.

Dans la preuve du théoréme (4.3), le probléme de Riemann-Hilbert fera appel a
la notion de surface de Riemann de la racine carrée. Une réference qui donne une
approche élémentaire de surface de Riemann est 'ouvrage de B. Chabat, |23, 177-
179].

4.2 Paires de Lax et formes différentielles fermées

Les EPSA (équations des potentiels & symétrie axiale) (4.1) admettent une paire de
Lax, c’est un systéme de deux équations différentielles linéaires d’une seule fonction
inconnue ¢, cette paire de Lax est dite compatible si et seulement si, u satisfait (4.1).
Il semble qu c’est dans [45] qu’une paire de Lax pour les EPSA apparait pour la
premiére fois. Ici, nous allons donner un moyen de déterminer une telle paire. En
effet, en réécrivant 1’équation (4.1) sous forme complexifiée,

2(z+72)

ol z = x + iy, une maniére (non unique) de trouver une paire de Lax est de réécrire
I'équation (4.7) sous la forme

(f(z,2)uz), + (9(2,2),u,), =0 (4.8)

ou les fonctions f et g sont a déterminer. Pour cela, développons I’équation (4.8) et
identifions la avec I’équation (4.7), on obtient

fz:L(f_‘_g)a 9z =

e (f+9). (4.9

2(z2+7%)

En dérivant la premiére équation par rapport & zZ et la seconde par rapport a z et
en les additionnant, on obtient

(f+9).== (f+9):+(f+9)=) - 5(f+9),

2(z+72) (z4+72)

donc la fonction f + g vérifie ’équation adjointe de (4.7) au sens défini au chapitre
1. Recherchons des solutions de cette équation sous la forme

(f +9)(2,%) = (z + 2)A(2) B(2).
En insérant cette expression dans ’équation précédente, on a

(2 +2)4.B: = (5 = 1) (AB: + A.B),

O
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Le membre de gauche ne dépend que de la variable z et le membre de droite ne
dépend que de la variable Z, ils doivent étre constants, notons k € C cette constante.

m

A——2_ "4
k—2z""

m_q

T k+z

z

Cette constante sera le paramétre spectral dans notre probléme. Des solutions de
ces deux équations sont

m__q m_q

Alz)=(k—2)2"", B(E) =—-(k+%2)*
Compte tenu de 'équation (4.9), on peut donc choisir pour f et g,
f(z,2) = (k — 2)™2(k + 2)™/?71, 9(2,2) = —(k — 2)™? Yk + z)™/2.
Donc I'équation (4.7) est équivalente &

((k+ 2™k — z)m/2ug)z — ((k+2)™2(k — 2)™* 'u,)_=0.

z

Cette derniére équation est équivalente a la compatibilité des deux équations diffé-
rentielles ordinaires

6oz k) = (k + 22k — 22 (), Ga(z, k) = (b 227 (k — 2 s (2),
(4.10)

ce qui donne une paire de Lax pour I’'équation (4.7).

De facon équivalente, on peut exprimer la propriété de la paire de Lax par le fait

qu’une certaine forme différentielle soit fermée.

Proposition 4.5 La fonction u satisfait (4.7) dans un domaine Q C HT si et
seulement si, la forme différentielle de la variable z,

Wz k) = [(k—2)(k+ 2] [(k + 2)ua(2)dz + (k — 2)us(2)dz]  (4.11)

est fermée dans . On remarque que si m € 2N*, la forme différentielle n’a pas
de singularité dans Q) et k peut étre n'importe quel nombre complexe. Sinon pour
m € R\ 2N*, la forme différentielle W (z,k) a un pole ou un point de branchement
en k ou —k si l'un de ces points appartient a €.

4.3 Caractérisation par un probléme de Riemann—Hilbert

L’objectif de cette section est de démontrer les théorémes 4.1 et 4.3 par la construc-
tion et la résolution de problémes de Riemann-Hilbert.

Cas des PSA ou m € 2Z~ (preuve du Théoréme 4.1)

Notons m = —2m avec m € N. La forme différentielle W (z, k) se réécrit

Wz k) = ((k—2)(k+2) " ((k + 2)u.(2)dz + (k — 2)usz(2)dz).  (4.12)
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Nous réécrivons la paire de Lax (4.10) sous la forme différentielle suivante dp = W
et nous construisons une fonction ¢ de la forme

o(z, k) = /W(z',k), (4.13)

ol le chemin d’intégration est a définir. Pour k tel que Im k£ > Im 2z, on intégre
du point z,. au point z en parcourant la partie inférieure du cercle Cp,, et ensuite
le segment rejoignant z; & z. Pour k tel que Im k£ < Im z, on intégre du point z,
au point z en parcourant la partie supérieure du cercle C,, et & nouveau le segment
rejoignant z; a z, voir Figure 1 ci-dessous.

~

Cup

low

Figure 1 : Chemins d’intégration de z, a z le long de C,;, et Cjo,, dans (4.13).

Ceci définit une fonction analytique de la variable £ en dehors de la droite A, passant
par z et —Z ou il peut éventuellement y avoir un saut de la fonction k — ¢(z, k).
A partir de (4.12) et (4.13), on remarque que la fonction ¢(z, k) posséde des poles
d'ordre men k € {—Z,, —Z, 2, 2.} sim > 0 et des singularités logarithmique si m = 0.
La fonction ¢(z, k) satisfait la relation de symétrie

(2, —k) = —p(2, k). (4.14)

Dans la suite, nous utiliserons les notations ¢*(z, k) et ¢~ (z,k) pour les valeurs
limites de ¢(z, k) lorsque k s’approche & gauche ou a droite d’un arc orienté donné.
Le saut en k de la fonction ¢(z, k) sera noté

J(z,k) = ¢t (2, k) — ¢~ (2, k).

Le fait que la forme différentielle W (2', k) est fermée dans le disque D((a,0), R)
lorsque k est en dehors de ce disque implique qu’il n’y a pas de saut de ¢(z, k) sur la
partie de A, a 'extérieur de D((a,0), R) et D((—a,0), R). A Uintérieur des disques,
nous avons

J(2, k) = —/CW(z’,k), k€ (22) U (=5, —3),
J(z,k)=0 ke (z,2)U(—=Z,—7).

Pour le calcul du saut sur (—Zz,., —Z), nous avons juste utilisé la symétrie (4.14). Pour
le saut sur (z;, z), nous avons déformé les deux chemins d’intégration en le segment
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(zr, 2), ce qui est possible par le fait que la forme différentielle W (2, k) est fermée.
On remarque que J(z, k) n’a pas de singularités en z et z.. En z, ¢’est clair, tandis
qu’en z,, cela peut étre vu en effectuant m intégrations par parties de W (2, k) sur le
contour fermé C, voir aussi [51, Section 4.4]. En ce qui concerne la fonction ¢(z, k),
comme dit précédemment, elle a, comme fonction de la variable k, des poles d’ordre
men {z, 2., —2,—Zz} si m > 0 et des singularités logarithmiques si m = 0. De plus,
a linfini, k — ¢(z, k) se comporte de la maniére suivante

H(2, k) — k2™ Hu(z) —u(z,)), lorsque k — oo.

Nous normalisons le probléme a l'infini en définissant

<

—
n

=y

S~—
|

= ((k — 2)(k + 2))™d(z, k), (4.15)
Tz, k) = ((k — 2)(k + 2)™J (2, k). (4.16)

Ainsi, la fonction k — ¢(z, k) se comporte comme k™' (u(z) —u(z,)) lorsque k — oc.
Cette fonction est désormais réguliére aux points z et —Zz, sauf pour les singularités
logarithmiques si m = 0. Elle a encore des singularités polaires en z, et —Zz,. Notons
Q;ZT7_2T(Z,k) sa partie polaire en ces points, c’est-a-dire la somme des termes de
degré négatif dans le développement en série de Laurent de qg(z, k) en z, et —Z,. La
fonction ¢ — quh,gr est analytique en dehors des segments (z, z,.) et (—Z,, —Z) ot la
fonction posséde un saut .J(z, k). Elle a au plus des singularités logarithmiques en
{z, 2., —Z,—Z.} et elle Sannule a linfini .

Ces propriétés déterminent entiérement la fonction ¢ — Q’Z;zﬁ_gr. En effet, si il y avait
une autre fonction qui satisfait ces propriétés, leur différence serait une fonction
holomorphe qui s’annulerait a I'infini, donc ce serait la fonction nulle. Par la formule
de Plemelj, nous avons une expression intégrale pour gzg(z, k) — quh_zr(z, k), i. e.

i ~ 1 J(z, k)
B — (e k) = — Ak 4.1
QS(Z’ ) gbz“ Zr(zy ) 2w [mZ)U(Z,Zr) K=k ( 7)

En notant a, et a_, le résidu de é(z,k) en k = z,. et —Zz, respectivement, et en
identifiant les coefficients de k! dans le développement de (4.17) a Iinfini, nous
avons

1 .

wz) —u(z) =a,+a_, — — J(z, K" dK
20T J (5 —5)U(z,0)
1 .
= 2Re (a,) — =Im J(z, k")dK,
7T (2,2r)
ol nous avons utilisé la relation de symétrie ¢(z, —k) = —¢(z, k). Il reste & montrer

que a, peut étre explicitement calculé a partir de la connaissance des dérivées wuy,
et u, sur C. A partir de (4.15), il suffit de connaitre la partie polaire de ¢(z, k) en
z.. Pour calculer cette partie polaire, nous réécrivons d’abord W (z, k), défini dans
(4.12), en exprimant les dérivées complexes en fonction des dérivées normales et
tangentielles (extérieure) sur le cercle C,

1
u,dz = §(ut + iuy,)ds, uzdz = —(uy — uy,)ds,
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ol ds est I’élément de longueur sur C. Nous avons en posant z =z 41y € C,
W(z, k)= ((k—2)(k+ Z))fm*l ((k — w)u(2) + izu,(2)) ds, (4.18)
= (k—2)"" " w(z, k)dz (4.19)

w(z, k) = (k+2)"™ " ((k — iy)us(2) + izu,(2)) 771(2)

et 7(2) représente le vecteur tangent unitaire & C au point z. Posons
O f =71 Y2)0,f (4.20)
pour une fonction f défini sur C. En raison d’analyticité,
Ok —2) 7 Yz =0,(k —2) 7 Yds = dy(k — 2) Yz, j=m—1,...,0.

Par conséquent, en effectuant m intégrations par parties de l'intégrale dans (4.13),
nous obtenons

¢(Z, k) = C [(ki — Z’)’mw(z’, k)] ; 4+ ...

+ ey [(k - z’)’lét(m_l)w(z’,k)r ot / (k — )28 ™w(2, k)d, (4.21)

Zr

ol
¢j=(=1)T(m—j)/T(m+1), j=0,...,m—1

La partie polaire de ¢(z,k) en z, peut étre lue dans les termes entres parenthéses
(4.21) comme suit

—1 A( A(m—1
. mX: 0w (2, 2,) . O™ V(2. 2,)
— 00 /17 Nes T -1 )
= gl (k — z,.)m=J " k— 2z,
ol Oy représente 'opérateur de dérivation par rapport a la variable k. Ceci termine
la preuve du Théoréme 4.1.

Cas des PSA ou m € 2Z~ + 1 (preuve du Théoréme 4.3)

Notons m = —2m + 1 avec m € N. La forme différentielle W (z, k) se réécrit
Wz, k)= ((k—2)(k+ 2))7"171/2((1{: + 2)us(2)dz + (k — 2)us(2)dz). (4.22)

La nouveauté par rapport au cas pair est que la forme différentielle W (z, k) fait
intervenir la racine carrée

Mz, k) = /(k— 2)(k + 2)

qui, comme fonction de k, est définie sur une surface de Riemann S, de genre 0 qui
est constituée de deux copies de C, notée S, ; pour la feuille supérieure et S, 5 pour
la feuille inférieure. Cette surface de Riemann dépend de z. Les deux feuilles sont
collées entre elles le long d’une coupure reliant z et —z, que nous choisissons d’étre
le segment horizontal (—Z, z). Nous noterons \; et Ay la détermination de la racine
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carrée \, en tant que fonction de la variable k, sur la feuille supérieure et inférieure
de S, ot nous avons supposé que

M(z, k) =k(1+O(1/k)), sik— ooy sur la feuille supérieure S,;,  (4.23)
Ao(z, k) = —k(1+O(1/k)), sik — ooy sur la feuille inférieure S, 5. (4.24)

On notera aussi par Wi et Wy les valeurs de la forme différentielle W correspon-
dant aux déterminations A, et Ay de la racine carrée. Pour une utilisation future,
on remarque que la fonction A(z, k) et la forme différentielle W (z, k) satisfont les
relations de symétries :

Mz, —k) = —\(z, k), Wiz, —k) =W(z, k). (4.25)
Comme dans la section précédente, nous construisons une fonction ¢ de la forme

(k) = / W k), (4.26)

ou le chemin d’intégration doit étre défini. Comme dans [48], nous définissons, pour
chaque z, la fonction k& — ¢(z,k) comme application de la surface de Riemann S,
dans C. Le chemin d’intégration dans (4.26) est choisie pour étre v lorsque k € S, 4
et 72 lorsque k € S, 5, voir figures 2 et 3 suivantes.

Figure 2 : Orientations des contours et chemins d’intégration -,
(ligne continue) pour la définition (4.26) de ¢(z, k) sur la feuille su-
périeure S, ;. Le chemin débute & 2, puis se prolonge sur la partie
supérieure C,, de C jusqu’a z; et se termine en suivant le segment
horizontal jusqu’au point z. Pour k dans les différentes régions mon-
trées dans la figure, le choix de la détermination de la racine carrée
au point initial z, est différent.
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Figure 3 : Orientations des contours et chemins d’intégration 7,
(ligne continue) pour la définition (4.26) de ¢(z, k) sur la feuille
inférieure S, 5. Le chemin débute a z, puis se prolonge sur la partie
inférieure Cy,,,, de C jusqu’a z; (on décrit Cppy, dans le sens horaire) et
se termine en suivant le segment horizontal jusqu’au point z. Pour
k dans les différentes régions montrées dans la figure, le choix de la
détermination de la racine carrée au point initial z, est différent.

Il faut aussi remarquer que lorsque k£ n’appartient pas a ’enveloppe convexe des deux
cercles symétriques, la coupure reliant 2’ et —z' ne coupe pas k lorsque z’' parcourt
les chemins 7, et 7,. Pour un tel £, on peut donc utiliser la méme détermination de
la racine carrée A\(z', k) pour le calcul de 'intégrale (4.26). Lorsque k est a l'intérieur
de 'un des cercles (i.e. régions I et II dans les figures 2 et 3 ), la coupure intersecte
le point k une seule fois. Ainsi, pour k € S, 1 se trouvant dans la partie supérieure
de I'un des deux cercles, nous utilisons la détermination de la racine carrée \o(2’, k)
sur la premiére partie de I'intégration, avant le croisement de la coupure avec k, et la
détermination A;(2’, k) aprés le croisement de la coupure avec k, et inversement pour
k € S, se trouvant dans la partie inférieure de I'un des deux cercles. Enfin, lorsque
k est compris entre les deux cercles, la coupure intersecte k deux fois, dans ce cas,
nous commengons l'intégration avec la détermination de la racine carrée A(2, k)
correspondant a k, puis on change pour l'autre détermination aprés la premiére
intersection de la coupure avec k, et on revient a la premiére détermination apres la
deuxiéme intersection.

Ceci définit ¢(z, k) comme fonction analytique de la variable k& € S, en dehors
d’arcs sur lesquels ¢(z, k) posséde des sauts. Comme dans la section précédente,
nous utiliserons les notations ¢ (z, k) et ¢~ (z, k) pour les valeurs limites de ¢(z, k)
lorsque k tend & gauche et a droite d’un arc orienté donné. Calculons maintenant
les sauts,

J(Zv k) = ¢+(27 k) - (bi(zv k}),

de la fonction ¢(z, k) sur les arcs orientés, comme dans les figures 2 et 3 précédentes.
Comme précédemment, on désigne par C,, la partie du cercle C = C'(A, R) qui est
au-dessus du segment (z;, z,.) et Ciy la partie du cercle C au-dessous du segment.
Pour k sur I'un des deux cercles, on note k Pautre point du cercle qui a la méme
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partie imaginaire, i.e.

k—a=—(k—a), keC
k+a=—(k+a), ke—C
Pour calculer les sauts J(z, k), nous réécrivons W (z, k), défini dans (4.22), en fonc-

tion de ds, I’élément de longueur sur C. Par le méme calcul que celui de la section
précédente, nous obtenons maintenant, avec z = x + iy € C,

W(zk) = (k= 2)(k+2) """ ((k — iy)u(2) + iz, (2)) ds, (4.27)
= (k—2) "™ Y2w(z, k)dz (4.28)
w(z, k) = (k4 2) V2 ((k — iy)uy(2) + izu,(2)) 77(2)

et 7(z) désigne toujours le vecteur tangent unitaire & C au point z. En effectuant
m intégrations par parties sur 'intégrale (4.26), nous obtenons de la méme maniére

que dans la section précédente,
3z, k) = co [(k =)™ Pw( k)] +
+ Cm—1 [(k — )T (o, kz)]z

— o / (k= 2) 720w (2 k)d?,

ou

cj=(-1)T(m—-1/2—j5)/T(m+1/2), j=0,....,.m—1,
et Vopérateur 9, f est encore défini par (4.20). Les termes entre crochets contiennent
les parties polaires de ¢(z, k), de degré m, en z et z,.. Notez que la derniére intégrale

converge lorsque k € C. Supposons que k € S, 1 et appartient a la partie droite de
Cup- Donc d’apres la définition donnée un peu plus haut de ¢, nous obtenons que

J(z,k) = J (2, k / Wiz, k),

avec
m—1
Tz k) =2 ¢k ¥ m+1/250) wy (2, k), (4.29)
7=0
Wiz k) = 2cm_1(k — 2) 20wy (2, k)dZ, (4.30)

ot 'indice 1 dans les expressions ci-dessus signifie que nous utilisons la détermination
A1 de la racine carrée & évaluer. Les sauts sur la moitié gauche de C,, sur S, ; et de
Ciow SUr S, o peuvent étre calculés de la méme maniére. Les sauts sur —Eup et —Ciow
peuvent étre obtenus & partir de la relation de symeétrie satisfaite par ¢(z, k),

¢(Z, _]%) = ¢(zv k)

Le résultat est le suivant. Pour k € S, 1,

J(z,k) = J (20, k) + Wi(2', k), k sur la moitié droite de C,p,
(z7‘1k)
(4.31)
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J(2, k) = T (2 k) + [ W2 k) — [ Wi(Z, k), k sur la moitié gauche C,,
(zr:k) (k,k)
(4.32)
J(z, k) = J(z,—k), k sur — Cp, (4.33)

ou le chemin d’intégration (a, b) dans chacune des intégrales ci-dessus est le sous-arc
de C,, joignant les points a et b dans le sens trigonométrique. Pour k € S, 5, nous
avons

J(z, k) = J9 (2, k) + Wy(2 k), k sur la moitié droite de Cyop),
o (4.34)

J(2, k) = I (2, k) + [ Wa(z' k) — | Wa(2, k), k sur la moitié gauche de Cipu,
o o (4.35)

J(z, k) = J(z, —k), ksur — Ciow, (4.36)

ou (a,b) dans chacune des intégrales désigne le sous-arc de Cy,,, joignant les point
a et b dans le sens horaire.

Remarquons que les sauts ci-dessus ont lieu sur deux contours de la surface de
Riemann S,. Le premier contour débute en z,; sur la premiére feuille, puis suit le
cercle C et traverse la coupure en z; et termine en z,, sur la seconde feuille. Le
deuxiéme contour débute en —Z,; sur la premiére feuille, puis suit le cercle —C et
traverse la coupure en —Z; et termine en —Zz, 5 sur la deuxiéme feuille. Remarquons
aussi que le saut sur le premier contour est continu en z; (comparer a (4.32) et (4.35)
en k = z;), et par symétrie, la méme remarque est valable pour le saut sur le second
contour en —z;.

Nous laissons le lecteur vérifier que sur chaque feuille, il n’y a pas d’autres sauts pour
&(z, k), et aussi qu’il n’y a pas de sauts de ¢(z, k) sur la coupure (—Z, z) de la surface
de Riemann S,. Par soucis d’exhaustivité, remarquons que, si on considérerait ¢(z, k)
comme fonction définie seulement sur une seule feuille, e.g. S, 1, alors ¢(z, k) aurait
un saut sur le segment (—Zz;, z;) donné par

Wl(Z/, k’), k e (—Zl, Zl>.
Cup
Sur la seconde feuille S, 5, il y aurait également un saut,
— WQ(Z/, k), ke (—fl, Zl),
clow

qui est exactement 'opposé du saut précédent.

Le terme JY(z,, k) a une singularité polaire d’ordre m en k& = 2, donc les sauts
(4.31)—(4.36) ont des singularités polaires d’ordre m en soit z, ou —Z,. Ainsi, au lieu
de prendre ¢(z, k), nous considérons

O(z.k) = ((k —z)(k + %)) "6 (2, k),

dont les sauts )
J(z, k) = ((k — 2)(k+2))" J(z, k) (4.37)
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sont réguliers (et se trouvent sur les mémes contours que ceux de ¢(z,k)). Puis
d’aprés les définitions de W et ¢ ((4.27) et (4.26)), et compte tenu de (4.23)—(4.24),
on a

kl_1>r§101 o(z, k) = /Z du = u(z) — u(z,), (4.38)
i gz, k) = - / T = u(z) — u(2), (4.39)

donc en particulier, ) )
¢(Za Ool) = —925(27 002)' (440)

Enfin, la fonction & — gg(z, k) reste bornée au voisinage des quatre extrémités z, 1,
Zr2, —Zr1, —Zr2 des deux contours ou les sauts (4.31)—(4.36) ont lieu. En effet, au
voisinage de z,1, W(z, k) est d’ordre (k — z.1)™™ /2 et par conséquence, o(z, k)
est d’ordre (k — zr,l)l/ 2. Le méme fait est vrai au voisinage des trois autres points.
Comme une derniére remarque, mentionnons que (]B(z, k) posséde des poles d’ordre
m en z et —Z puisque cela est vrai pour ¢(z, k). Notons 9‘2521_5(27 k) la somme de ses
parties polaires en z et en —Z.

Les sauts (4.37), la relation (4.40) entre les valeurs aux infinis et la bornitude au
voisinage des extrémités caractérisent complétement la fonction q; — (1327_5 sur S,.
En effet, si il existe deux telles fonctions, alors leur différence serait une fonction
analytique sur la surface de Riemann compacte S,, donc constante. Comme elle
satisfait aussi la relation (4.40), cette fonction ne peut étre que la fonction nulle. Une
expression explicite peut étre donnée de la solution unique du probléme de Riemann-
Hilbert définit par les conditions précédentes (sauts, relation entre les valeurs en 0oy
et 00g, et la bornitude au voisinage des points d’extrémités), a savoir

- ~ 1 . Mz k dk'
Hek) = boslet) = g [ Tk ()

dom
1 - Az, k) dk’
— J(z, ) | ——= +1 4.41
R S >(A2<z,k'>+ >k'—kr’ )

ol les contours d’intégration sont orientés comme dans les figures 2 et 3. Dans la
premiére intégrale, k' € S, ; et dans la seconde, k' € S, 5. Vérifions que 'expression
dans (4.41) satisfait les propriétés caractérisant gE— ggz,_g. En effet, cette expression
définit une fonction analytique de la variable k sur S, en dehors des deux contours
Cup UCloy et —Eup U —C,ow- Par la formule de Plemelj, on observe que cette fonction
a les bon sauts sur ces contours. En raison de (4.23)—(4.24), cette fonction satisfait
aussi la relation (4.40). A partir des formules (4.31), (4.33), (4.34), (4.36), nous
obtenons que J (z, k") s’annule aux extrémités des deux contours. Par conséquent,
I'expression dans (4.41) reste bornée a proximité de ces extrémités, voir [1, Lemma
7.2.2| pour plus de détails.

En faisant usage de (4.38), on en déduit par la formule (4.41), ot on renomme £’
par k, que

1 J 1 J
u(z) —u(z) = ——— J=k) — Sz k)
4im Je, u-c., M(2,k) 4r Je, o2 M2z, k)
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et comme u est & valeurs réelles,

u(z) —u(z.) = —ilm / Mdk - iIm Mdk
c

1 J(z, k
———Im / L
2m ¢/ (k—2)(k+2)
Notez que la partie polaire §g27_2 ne donne aucune contribution dans le calcul ci-
dessus lorsque k tend vers I'infini. Dans la seconde égalité, nous avons utilisé la
premiére identité de (4.25) et le fait que

J(z,—k) = J(z, k).

Dans la derniére expression, nous intégrons le long du cercle C orienté dans le sens
’

. s Cav ; o . ,
trigonométrique, en commencant par z, avec la détermination de la racine carrée
qui se comporte comme k & l'infini. En & = 2z, la détermination change de sorte
que la racine carrée reste constante le long du chemin d’intégration. Ceci termine la
preuve du Théoréme 4.3.
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Chapitre 3

Paramétrage analytique des
fonctions pseudo-holomorphes a
I’exposant critique.

Ce chapitre donne une présentation succincte des résultats obtenus dans [10]. Le pre-
mier paragraphe est essentiellement constitué de introduction de [10], le deuxiéme
paragraphe introduit les définitions et les notations nécessaires pour la troisiéme
partie qui donne 1’ensemble des principaux théorémes démontrés dans [10].

1 Introduction

Les fonctions pseudo-holomorphes d’une variable complexe sont les solutions d’une
équation en 0 de la forme

0P = a(2)®(2) + b(2)®(2), zeQcC.

Leur étude a débuté il y a relativement longtemps dans [91, 22| et cette étude a
été approfondie dans [12, 94| dans le cas ou les coefficients sont a régularité L",
r > 2. Tandis que dans [12], Pauteur les étudie sous un angle fonctionnel, [94]
insiste sur les équations intégrales et se penche sur les applications a la géométrie,
I’¢élasticité et 'hydrodynamique. De récents développements et des applications a
divers problémes aux bords peuvent étre trouvés dans [73, 117, 36]. Le cas ou les
coeflicients ont une régularité Besov est considéré dans [13]. Les classes Hardy pour
ces fonctions ont été introduites dans [81] et par la suite considérées dans [69, 70,
71, 9] pour des exposants 1 < p < oco. On peut aussi trouver dans [35, 72, 41, 8]
des généralisations & des domaines multi-connexes. GGrace au lien entre les fonctions
pseudo-holomorphes et les équations de Beltrami conjuguées, les classes de Hardy
des fonctions pseudo-holomorphes deviennent alors un espace fonctionnel adéquat
pour résoudre les problémes de Dirichlet avec des données a régularité LP au bord
pour les équations de la divergence a conductivité isotrope |9, 35, 8|. Celles-ci jouent
également un role dans [42, 43, 44, 41| pour aborder certains problémes inverses.

Comme souligné dans [13], I. N. Vekua a manifesté a plusieurs reprises un certain
intérét de développer une théorie des fonctions pseudo-holomorphes dans le cas ou
les coefficients sont a régularité L avec 1 < r < 2. Mais les solutions n’étant alors
plus continues, ceci a apparemment été un obstacle a ces extensions. On pourra par
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exemple se référer a [13, 83| pour voir des classes de coefficients qui assurent cette
continuité.

Il semble que notre travail soit le premier ou I'exposant critique » = 2 est consi-
déré. Nous développons une théorie des espaces de Hardy des fonctions pseudo-
holomorphes sur le disque unité pour p € (1,00), on prouve l'existence de valeurs
limites L” au bord et nous montrons un analogue du théoréme de M. Riesz dans ce
contexte. Comme corollaire, on obtient un théoréme de type Liouville.

Nous développons également une paramétrisation topologique par des fonctions ho-
lomorphes de classe Hardy qui est nouvelle méme pour r > 2. Nous appliquons notre
résultat au probléme de Dirichlet bien-posé avec des données au bord de classe LP-
pondérées pour des équations de type conductivité dans le plan dont les coefficients
ont une régularité du type log Wh?2 (i. e. les coefficients s’écrivent e avec h € W12).
En particulier, les coefficients ne sont pas bornés et I’équation n’est pas strictement
elliptique. En conséquence, les solutions peuvent étre localement non bornées.
Comme dans des travaux antérieurs sur les fonctions pseudo-holomorphes, nous fai-
sons un usage intensif du principe de similitude, mais dans notre cas, une analyse
approfondie des propriétés de régularité et bornitude exponentielle des fonctions
W12 est nécessaire. Nous prouvons un théoréme, I'un des principaux résultats tech-
niques qui affirme que 'exponentielle d’une fonction I/VO1 2 dans le disque est un
multiplicateur de 'espace des fonctions dotées d’une fonction maximale LP sur T
dans l'espace des fonctions vérifiant une condition Hardy d’ordre p.

2 Notations et définitions

Dans ce paragraphe, nous introduisons les notations et les définitions nécessaires
pour énoncer les résultats obtenus dans [10].

Espaces de Lebesgue et Sobolev classiques

Pour £ C C et f une fonction définie sur un ensemble contenant E, on note fg la
restriction de f a E. On notera |E| la mesure planaire de Lebesgue de E lorsque
tout risque de confusion avec le module complexe est écarté. La différentielle de cette
mesure est notée de facon interchangeable par

dm(z) =dedy = (i/2)dz N dZ, z =z +1y.

Pour p € [1,00], on note LP(Q) et W'P(Q) les espaces de Lebesgue et Sobolev
par rapport a la mesure dm ; nous considérons aussi leurs sous-espaces de fonctions
réelles L2(Q) and Wa?(Q). L’espace WP(Q) se compose des fonctions de LP(Q)
dont les premiéres dérivées distributionnelles appartiennent a LP(Q); WhP(Q) est
muni de la norme :

I lwir) = I fller) + 10F o) + 10 | Lo(y-

Nous introduisons également les espaces L? () et W,oP(Q) des distributions dont
la restriction a tout ouvert relativement compact Qy C Q appartient a LP({) et
W1P(€) respectivement. La topologie sur ces espaces est construite a partir de la
famille de semi-normes || fo, || Lr(.) €t || fo. [lwie@,), ot {€2,} est une suite exhaustive

de sous-ensembles ouverts relativement compacts de €.
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On notera W, ?(Q) 'adhérence de D(Q) dans W?(€).

Trace et espace de Sobolev fractionnaire
Chaque fonction f € WHP(Q) avec 1 < p < 0o a une trace sur €2 (notée encore f ou
parfois traq f), cette fonction trace se trouve dans I'espace de Soboley W!=1/Pr(9Q)

d’ordre non entier. Cet espace de Sobolev fractionnaire est un espace d’interpolation
entre LP(0) et W1P(9€), muni de la norme donnée dans |3, Theorem 7.47] :

MO 90" sy ase)) . )

lollwrsimoiony = lgllmony + ([ LRI

W1-1/p.p(9Q) (692) JUNIN (A(t,t’))p
ou A(t,t') est la longueur de I'arc (¢, ") sur 0. Notons que |t —t'| ~ A(t,t') lorsque
0f) est Lipschitz.

Espaces de Hardy sur le disque unité
Pour p € [1,00), on note H? = HP(D) l'espace de Hardy des fonctions f qui sont
holomorphes sur D et telles que

1 2m ' 1/p
| fll 7o := sup (2—/ ’f(pew)‘p d@) < +o00. (2.2)
0<p<1 ™ Jo

L’espace H* (D) se compose des fonctions holomorphes et bornées muni de la norme
sup. Nous nous référons a [34, 53| pour les propriétés classiques des espaces de Hardy.
Pour p > 0, T, et D, désigneront respectivement le cercle et le disque ouvert de
rayon p et de centre O.

Toute fonction f € HP(D) admet une limite non tangentielle pour presque tout
¢ € T, qui est aussi la limite dans LP(T) de f,(&) := f(p§) lorsque p — 17 et le
supremum est atteint dans (2.2). En fait, || f,||L»(r) est une fonction croissante de la
variable p, donc au lieu de (2.2), nous pourrions tout aussi bien écrire

1/p
= s ([ 176©0 1ael) ™ < o0 23)

oll 'intégrale est maintenant par rapport a la longueur d’arc. Nous avons ’habitude
de garder la méme notation pour f et sa limite non-tangentielle lorsque aucune
confusion n’en résulte, ou d’écrire parfois fir afin de préciser que les limites non
tangentielles existent sur T. II faut noter que fir coincide avec trf lorsque f €
WhP(D) 9]. Toute fonction de classe HP(ID) est a la fois I'intégrale de Cauchy et de
Poisson de sa limite non-tangentielle.

Espaces de Hardy des fonctions pseudo-holomorphes

Etant donné o € L"(D) pour un certain r € [2,00) et p € (1,00), nous définissons
'espace de Hardy GE (D) des fonctions w € L] (D) avec v > r/(r — 1) qui satisfont
(3.1) telles que

» 1/p
lwllogm = sup ([ Tw(@ldg]) " < +oc. (2.4)
0<p<1 T,

Notons HP I'espace de Banach des fonctions mesurables a valeurs complexes f sur D
telles que sup essy_,.q pllfollr(r) < +00. Alors G2 (D) est identifié & un sous-espace
réel de HP.
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Etant donnés £ € T et v € (0,7/2), on désigne par f‘m le cone ouvert de sommet &
et d’angle d’ouverture 2, symétrique par rapport a la droite (0, &). Nous définissons
ey = Aey UDginy, ot Ag, est la composante bornée de fm \ Dsin et ot Dy
désigne le disque de centre O et de rayon sin~y.

Une fonction & valeurs complexes f sur DD a une limite non-tangentielle £ en £ si
f(z) tend vers ¢ lorsque z — ¢ dans I'¢, pour tout . La fonction maximale non-
tangentielle de f (d’angle d’ouverture 2) est la fonction a valeurs réelles M., f sur
T donnée par

M f(§) = sup [f(z)], £€T. (2.5)

ZEDPIF&,\/

3 Principaux résultats

L’étude des fonctions pseudo-holomorphes d’une variable complexe qui appartiennent

a L] (€2), i.e. les solutions d’une équation en d de la forme

00 = a(2)®(2) + b(2)®(2), zeQcC.

ou € est un domaine borné et a, b € L"(£2) pour un certain r € [2,00) avec v >
r/(r—1) peut se réduire a I'étude des fonctions w := e P® € L]

1 .(Q) pour un certain
~" > 2 qui satisfont I’équation

ow = aw, (3.1)
oit a = ae" 2B ot 9B =0, B € W1"(Q).

Le premier résultat est un principe de factorisation de cette famille de fonctions.

Lemme 3.1 (Principe de similarité) Soient Q@ C C un domaine borné, a €
L"(2) pour un certain r € [2,00) et w € L] () une solution de (3.1) avec v >
r/(r—1). Alors

(i) La fonction w admet une factorisation de la forme

w = €e°F, z €, (3.2)
ot F est une fonction holomorphe dans Q, s € W (Q) avec

Lr(Q)> (3.3)

sllwrr@) < Cllef

et C dépend seulement de r et ).
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(i) Supposons en outre que 2 soit C*. Siw % 0 el si nous fizons ) € W{”’“””(@Q),
A € R et Oy € R, alors la fonction s dans (3.2) peut étre uniquement choisie de
telle sorte que trogRe(e'™s) = ¢ et que [, Im (es) = X. Dans ce cas, i existe
une constante C' dépendant seulement de r et ) telle que

Isllwrr@) < Cllallzr@) + 1 lwi-1/mr@a) + 1A]). (3:4)

(iii) Soit w = 0 ou bien w # 0 presque partout sur 2. De plus, w € I/VZZ(Q) st
r>2etwe WroUQ) pour tout g € [1,2) sir=2.

loc

Les notations F* et F' signifient que 1'on considére la factorisation avec respective-
ment s a valeurs réelles et imaginaires pures sur T.

Remarque 3.2 Une version faible d’une réciproque du principe de similarité est
la suivante : si s € WY (Q) et si F est une fonction holomorphe sur , alors
w = e*F satisfait (3.1) avec o := dse*F/(e’F) € L"(Q). Cette remarque montre
que, en général, on ne peut pas s’attendre a des solutions de (3.1) qui appartiennent
a L2 (Q) lorsque r = 2.

loc

Théoréme 3.3 Soit o« € L"(D) avec r € [2,00) et soit F' # 0 une fonction

holomorphe sur D. Choisissons ¢ € Wﬂéfl/r’r(’ﬂ‘) et A € R. Alors il existe une
unique fonction s € WH (D) telle que w = e°F satisfait (3.1) avec trrlms = 1)
et [ Res = X. De plus, lestimation (3.4) est conservée avec une certaine constante
C qui dépend que de r.

Notre méthode nous permet aussi d’établir un résultat de type Liouville :

Théoréme 3.4 Soit s € W'?(C), g € L*(C) telles que

9s(z) < Ims(2)] - [g(2)].
Si

< 00,

/ 1s(2)|*dz A dz
C\D

|2[*
pour un £ > 48w, alors Im s est de signe constant presque partout sur C.

De la preuve du théoréme 3.3, on obtient également la variante suivante de celui-ci.

Corollaire 3.5 Le Théoréeme 3.3 reste valable si, au lieu de trrIlm s = 1) et fir Res =
A, nous prescrivons trrRes = et fT Ims=A.

Le résultat suivant précise le comportement au bord des fonctions pseudo-holomorphes
étudiées.
Théoréme 3.6 Soit o € L"(D) avec 2 <r < oo et fizons p € (1,00).

(i) Toute fonction w € GE(D) a une trace wy sur T donnée par

wy := lim trpw, dans LP(T). (3.5)

p—1—

Lorsque r > 2, la fonction wr est aussi la limite non-tangentielle de w presque
partout sur T.
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(1) Pour une certaine constante C' > 0 ne dépendant que de |a| et p, on a

|wrl|eery < [wllgrm) < Cllwrl|reer) (3.6)

et GP (D) est un espace de Banach réel sur lequel ||wr| () est une norme équi-
valente o (2.4).

(iii) L’application w — F' est un homéomorphisme de GP(D) dans HP. Lorsque
r > 2, Uapplication w — F* est aussi un tel homéomorphisme.

(iv) Siw € G2(D) et wr € LYT) pour un certain q € (1,00), alors w € GL(D). Une
fonction h € LP(T) strictement positive est telle que h = |wr| pour une certaine
fonction non nulle w € GP.(D) si, et seulement si logh € L'(T).

Remarque 3.7 Lorsque r = 2, la trace wy dans le Théoréeme 3.6 n’est pas nécessai-
rement la limite non-tangentielle de w. En effet, si (z,) C D est non-tangentiellement
dense sur T, alors s(z) := > 27"loglog2/|z — z,| appartient ¢ W*(D), donc
e* € GP(D) pour tout p € (1,00) avec a := Os. Pourtant e® n'est méme pas non-
tangentiellement bornée en un point & € T.

Le théoréme suivant généralise le théoréme de M. Riesz : pour tout ¢ € LL(T) et
c € R, il existe une unique fonction 1# € LE(T) (une fonction conjuguée généralisée
de ) telle que [(9% = c et ¢ + iy} = wr pour un certain w € GE(D). De plus,
[ eery < CIl] ocry + le]).

Théoréme 3.8 ([69],]9],[8]) Soit a € L"(D) avec 2 < r < oo et 1 < p < oc.
Pour tout ¢ € LE(T) et ¢ € R, il existe une unique fonction w € GP(D) telle que
Rewr = v et [ Imwr = c. De plus, |w|grm) < C(|¢]|cery + |¢]), on C dépend
seulement de p et r.

Le théoréme ci-dessous étend ce résultat au cas r = 2 ou les solutions de (3.1)
peuvent étre localement non-bornées.

Théoréme 3.9 Soit o € L*(D) et 1 < p < co. Pour tout v € LE(T) et ¢ € R, il
existe une unique fonction w € GP(D) telle que Rewr = 1) et fT Imwr = c. De plus,

lwllezmy < CU1P ey + |c]), (3.7)
ot C dépend uniquement de p et |a|.

Le rapprochement suivant entre les fonctions pseudo-holomorphes et les équations de
la conductivité joue un role dans [6] et a été étudié dans le cadre des espaces de Hardy
des fonctions pseudo-holomorphes dans [9, 8| lorsque r > 2. Nous commengons par
une équation de la conductivité isotrope bi-dimensionnelle avec des coefficients dont
le logarithme est a régularité Sobolev :

div(eVu) =0 dans Q, c>0, logoe W' (Q), re€[200). (3.8)

Lorsque r > 2, 'hypothése log o € W7 (Q) signifie simplement que o € W17 (Q) et
que 0 < ¢ < o (ellipticité stricte). Si r = 2, alors ¢ appartient & W149(Q) pour tout
q € [1,2), mais o n’est pas nécessairement bornée, ce qui rend ce cas particuliérement
intéressant car (3.8) peut ne plus étre strictement elliptique.
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On pose v := (1 —0)/(1 4 o) et on considére 'équation de Beltrami conjuguée :
Of =vdf dansQ, —1<wv<1, arctanhve W' (Q), rec[2,0), (3.9

ou les hypothéses sur v correspondent aux hypothéses sur o données dans (3.8). Vu
que o € Wh4(Q) pour tout g € [1,2), cela implique facilement la méme propriété
pour v. Si nous nous limitons & des solutions f € L] (€2) pour v > r/(r—1) et si on
pose f = u+ v (u, v réelles), nous constatons que (3.9) est équivalent au systéme

de Cauchy-Riemann généralisé :

{ 0,0 = —0o0yu,

Oyv = 00,u, (3.10)

dont la condition de compatibilité est ’équation de la conductivité (3.8). Par consé-
quent, (3.9) est un moyen de réécrire (3.8) comme une équation complexe du premier
ordre. Maintenant, si nous posons

w = f—l__l/yfz = o2+ ia_l/zv, o= 510g01/2 e L,
un calcul simple utilisant (3.10) montre que (3.1) est satisfaite. Notons que n’im-
porte quelle constante ¢ résout (3.9), la solution correspondant & (3.1) étant alors
d'?Rec+ioc~Ime.
La discussion qui précéde montre que I’étude de (3.9) est sensiblement équivalente &
celle de (3.1) et (3.8). En particulier, le théoréme 3.9 traduit le résultat suivant qui
semble étre le premier a décrire une classe d’équations non strictement elliptiques a
coefficients non bornés pour lesquelles le probléme de Dirichlet est bien posé avec
des données au bord de classe LP (pondérées).

Théoréme 3.10 Soit o > 0 telle que logo € W2(D), et fizons p € (1,00). Pour
tout ) telle que 1 trpa'/? € LP(T), il existe une unique solution u & (3.8) telle que

sup </11‘ lu()|P gp/2(§)|d§]>1/p < +00 (3.11)

0<p<1

et lim,_,; trqr(upaﬁl,m) = 1) treot/? dans LP(T). De plus, le supremum dans (3.11) est
inférieur o C||1a'/?||oery pour un certain C = C(p, o).

Le théoréme suivant est fondamental dans notre étude de G?, lorsque o € L?*(D)
mais il est aussi intéressant en lui-méme. Sa meilleure formulation est en termes
de multiplicateurs. Nous utilisons la définition (2.5) de la fonction maximale non-
tangentielle M., f. Notons 97?7 I’espace de Banach des fonctions a valeurs complexes
sur D telles que || M., f||L»(r) < 00. En outre, nous utilisons I'espace de Banach H? des
fonctions satisfaisant une condition de Hardy introduit dans la section précédente.

Théoréme 3.11 Soient v € (0,7/2) et p € [1,00). Etant donnée f € Wgﬁ(D), la
multiplication par ef est une opération continue de M'P dans HP. Plus précisément,
pour toute fonction g définie sur D, on a

1/p
sup (/T ePI O g \df\) < C|M.g Lo(ry, (3.12)

0<p<1 o

ot C dépend de p, v et de ¢ > 0 si petit que ||0f||2(g.nm) < C'/p chaque fois que
Q. est un carré de coté e, avec C' dépendant seulement de .
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Chapitre 4

Annexe : Pseudo-holomorphic
functions at the critical exponent |10]

Cette annexe est constituée de l'article [10].
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PSEUDO-HOLOMORPHIC FUNCTIONS AT THE
CRITICAL EXPONENT

LAURENT BARATCHART, ALEXANDER BORICHEV, SLAH CHAABI

ABSTRACT. We study Hardy classes on the disk associated to the equa-
tion Ow = aw for a« € L with 2 < r < oco. The paper seems to
be the first to deal with the case r = 2. We prove an analog of the
M. Riesz theorem and a topological converse to the Bers similarity prin-
ciple. Using the connection between pseudo-holomorphic functions and
conjugate Beltrami equations, we deduce well-posedness on smooth do-
mains of the Dirichlet problem with weighted L? boundary data for
2-D isotropic conductivity equations whose coefficients have logarithm
in Wh2. In particular these are not strictly elliptic. Our results depend
on a new multiplier theorem for W, >-functions.

1. INTRODUCTION

Pseudo-holomorphic functions of one complex variable, i.e. solutions to a
0 equation whose right-hand side is a real linear function of the unknown
variable, are perhaps the simplest generalization of holomorphic functions.
They received early attention in [41, 11] and extensive treatment in [6, 42]
when the coefficients are L"-summable, r > 2 While [6] takes on a function-
theoretic viewpoint, [42] dwells on integral equations and leans on applica-
tions to geometry, elasticity and hydrodynamics. Recent developments and
applications to various boundary value problems can be found in [31, 43, 15].
Hardy classes for such functions were introduced in [35] and subsequently
considered in [27, 28, 29, 5] in the range of exponents 1 < p < oo, see
[14, 30, 16, 4] for further generalizations to multiply connected domains. The
connection between pseudo-holomorphic functions and conjugate Beltrami
equations makes pseudo-holomorphic Hardy classes a convenient framework
to solve Dirichlet problems with LP boundary data for isotropic conductiv-
ity equations [5, 14, 4]. These are also instrumental in [17, 18, 19, 16] to

approach certain inverse boundary problems.

As reported in [7], I. N. Vekua stressed on several occasions an interest
in developing the theory for L" coefficients when 1 < r < 2. However,
solutions then need no longer be continuous which has apparently been an
obstacle to such extensions, see [7, 36] for classes of coefficients that ensure
such continuity. The present paper seems to be the first to deal with the
critical exponent r = 2. We develop a theory of pseudo-holomorphic Hardy
spaces on the disk in the range 1 < p < oo, prove existence of LP boundary

Date: September 26, 2013.
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values, and give an analog of the M. Riesz theorem in this context. As a
byproduct, we obtain a Liouville-type theorem.We also develop a topological
parametrization by holomorphic Hardy functions which is new even for r >
2. We apply our result to well-posedness of the Dirichlet problem with
weighted LP boundary data for 2-D conductivity equations whose coefficients
have logarithm in W12, In particular these are not bounded away from zero
nor infinity and no strict ellipticity prevails, which makes for results of a
novel type. Accordingly, solutions may be locally unbounded.

As in previous work on pseudo-holomorphic functions, we make extensive use
of the Bers similarity principle, but in our case it requires a thorough analysis
of smoothness and boundedness properties of exponentials of W2 functions
which is carried out in a separate appendix. There we prove a theorem, one
of the main technical results of the paper, asserting that the exponential of
a I/VO1 2 function in the disk is a multiplier from the space of functions with
LP maximal function on the unit circle to the space of functions satisfying
a Hardy condition of order p on the unit disk. This would have higher
dimensional analogs, but we make no attempt at developing them and stick
to dimension 2 throughout the paper.

In Section 2 we introduce main notations and discuss numerous facts on
Sobolev spaces we use later on. In Section 3 we formulate the classical simi-
larity principle (factorization) for pseudo-holomorphic functions. A converse
statement is given in Section 4. Section 5 is devoted to pseudo-holomorphic
Hardy spaces; we give there a topological converse to the similarity prin-
ciple. In Section 6 we obtain a generalization of the M. Riesz theorem on
the conjugate operator. Section 7 contains an application of our results
to the conductivity equation with exp-Sobolev coefficients. Finally, several
technical results and a multiplier theorem are contained in the appendix,
Section 8.

2. NOTATIONS AND PRELIMINARIES

Let C ~ R? be the complex plane and C := CU {oc}. We designate by T¢ ,
and D¢ , respectively the circle and the open disk centered at & of radius p.
We simply write T,, D, when § = 0, and if p = 1 we omit the subscript.
If f is a function on D,, we often denote by f, the function on D defined
by fp(&) := f(p§). Given £ € T and v € (0,7/2), we let f’gﬁ indicate the
open cone with vertex £ and opening 2, symmetric with respect to the line
(0,&). We define T'¢ , = A¢ -, UDgin~, where Ag . is the bounded component
of Pgﬁ \ ]D)sin'y-

A complex-valued function f on D has non-tangential limit ¢ at £ if f(z2)
tends to £ as z — & inside I'¢, for every v. The non-tangential maximal
function of f (with opening 2v) is the real-valued map M, f on T given by

My f(§):= sup [f(z)], €€T. (2.1)

ZGDQF&W
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For £ C C and f a function on a set containing F, we let f g indicate the
restriction of f to E. We put |E| for the planar Lebesgue measure of E,
as no confusion can arise with complex modulus. The differential of that

measure is denoted interchangeably by

dm(z) = dxdy = (i/2) dz N dz, z=x+1y.

When Q C C is an open set, we denote by D(£2) the space of C'*°-smooth
complex-valued functions with compact support in €2, equipped with the
usual topology!. Its dual D’(€) is the space of distributions on Q. For p €
[1, 00], we let LP(2) and W1P(Q) be the usual Lebesgue and Sobolev spaces
with respect to dm; we sometimes consider their subspaces of real-valued
functions LE () and Wﬂé’p (€2). The space WP(Q) consists of functions in

LP(Q) whose first distributional derivatives lie in LP(2), with the norm:
[ fllwre@) = 1fler@) + 10f e @) + ||5f||Lp(Q)-

Here 0 and 9 stand for the usual complex derivatives:

1 = 1
Of ==0,f = 5(@ —i0y) f and Of := Oz f = 5(333 +1i0y)f, z=x+1iy.

Setting Vf := (d.f,0yf) to mean the (C%-valued) gradient of f, observe
that the pointwise relation ||V f[|2; = 2|0f|3 + 2|0 |3 holds. Note also the
identities Of = 0 f and A = 400, where A is the Euclidean Laplacian.
By Weyl’s lemma [20, Theorem 24.9], the distributions u € D’(Q) such
that Au = 0 are exactly the harmonic functions on 2. Subsequently, the
distributions ¢ € D’(Q2) such that dy = 0 are exactly the holomorphic
functions on §2. The space D(R?) is dense in W1P(R?) for p € [1, 00), and in
general we let W& P(Q) indicate the closure of D(Q) in W1P(Q2). The space
W1°(Q) identifies with Lipschitz-continuous functions on € [40, Section

V.6.2).

We also introduce the spaces L () and W,.P(Q) of distributions whose
restriction to any relatively compact open subset ¢ C Q lies in LP(£p)
and WHP(Qq) respectively. They are topologized by the family of semi-
norms || fa, [|zr(q,) and || fa, [[w1rq,), where {2} is a sequence of relatively

compact open subsets exhausting 2.

Below we indicate some properties of Sobolev functions, most of them stan-
dard. They are valid on bounded Lipschitz domains (i.e. domains 2 whose

boundary 012 is locally isometric to the graph of a Lipschitz function).

e For 1 < p < oo, every f € WHP(Q) is the restriction to © of some

fewtr (R?). In fact, there is a continuous linear map

E: WhP(Q) — W'P(R?) such that (Ef)q = f (2.2)

1

i.e. the inductive topology of subspaces Dg consisting of functions supported by the

compact set K, each Dx being topologized by uniform convergence of all derivatives [38,

Section 1.2].
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(the extension theorem [12, Proposition 2.70]). When Q = D,, we
may simply put (Ef)c\p,(2) = ¢(2)f(p?/Z), where ¢ € D(R?) and
¢mp, = 1. The extension theorem entails that smooth functions on
Q are dense in W1P(Q) when 1 < p < oo,

e For p > 2, W'P(Q) embeds continuously in the space of Holder-
smooth functions with exponent 1—2/p on €, in particular functions
in WLP(Q) extend continuously to Q, and W1P(€) is an algebra
where multiplication is continuous and derivatives can be computed
by the chain rule. For 1 < p < 2 the embedding is in LP" () with
p* = 2p/(2 — p), while W12(Q) is embedded in all L*(Q), £ € [1, 00)
(the Sobolev embedding theorem [1, Theorems 4.12,4.39]).

e For p < 2 the embedding W1P(Q) — LY(Q) is compact when £ €
[1,p*) (the Rellich-Kondrachov theorem [1, Theorem 6.3]); p* = oo
for p = 2.

e If g € D'(Q) has derivatives in LP(f2) for some p € [1,00), then g €
WLP(Q) [12, Theorem 6.74]%2. Moreover, there exists C = C(Q, p)
such that

i} _ 1
lg = gall s < C109llLr ) + 199l Lr(ey), with gq = @/dim (2.3)

(the Poincaré inequality [44, Theorem 4.2.1]). Let C7 = C1(p) be a
number for which (2.3) holds for Q = D; it is easily seen by homo-
geneity that if £ € C, p > 0, and g € WHP(ID¢ ), then

1 1/p
9 — g, ,|° dm)
(|D£7P’ D&,P g’p

< C1p" 7 (109l Lo ) + 109l Lo ) (24)

In particular, if p = 2 and dg, g € L?(f2), then the right hand side
of (2.4) is bounded and arbitrarily small as p — 0, thereby asserting
that g lies in VMO(Q), the space of functions with vanishing mean
oscillation on €2 [10].

o WP (Q)-functions need not be continuous nor even locally bounded
when p < 2; however, if p > 1, their non-Lebesgue points form a set
of Bessel B ,-capacity zero [44, Theorem 3.10.2]. Such sets are very
thin: not only do they have measure zero but also their Hausdorff
H?~P*<_dimension is zero for each ¢ > 0 [44, Theorem 2.6.16]. When
speaking of pointwise values of f € W1P(), we pick a representative
such that f(z) = lim. o fp, . outside a set of By y-capacity zero. At
such a z, f is said to be strictly defined.

e If L2(99) is understood with respect to arclength, then W*(99Q) is
naturally defined using local coordinates since any Lipschitz-conti-
nuous change of variable preserves Sobolev classes [44, Theorem
2.2.2]. Each f € WP(Q) with 1 < p < oo has a trace on 99

2The proof given there for bounded C*-smooth € carries over to the Lipschitz case.
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(denoted again by f or sometimes by trpq f for emphasis), which
lies in the Sobolev space W'~=1/PP(9Q) of non-integral order®. The
latter is a real interpolation space between LP(92) and WhP(95),
with the norm given by [1, Theorem 7.47]:

_ lg(t) — @) / )Vp
gl 1/p.0(5Q) ||9||L1f'(8§2)‘|‘(/aQX(99 (A(t,t’))p dA(t)dA(t) , (2.5)
where A(t,t’) indicates the length of the arc (¢,¢') on 9. Note that
|t —t'| ~ A(t, ") since O is Lipschitz. The trace operator defines a
continuous surjection from W1P(Q) onto W'=1/PP(9Q) [24, Theorem
1.5.1.3]. The pointwise definition of tryof A-a.e. is based on the
extension theorem and the fact that non-Lebesgue points of Ef (see
(2.2)) have Hausdorff H!-measure zero [44, Remark 4.4.5]. Of course
troq f coincides with the restriction fjpn whenever f is smooth on

Q. The subspace of functions with zero trace is none but VVO1 P(Q).

Since the integral in the right hand side of (2.5) does not change
if we add a constant to g, it follows from (2.3) by the continuity of
the trace operator that

lg(t) —g()P NP 5
andA(®)) " < C(109] o) +199] o) ) (26)
where the constant C' depends on €2 and p.
A variant of the Poincaré inequality involving the trace is as fol-
lows: whenever E C 0f2 has arclength A(E) > 0, there is C' > 0
depending only on p, 2 and E such that

Hg N [EtIanHm(Q) = CV<H6)9HLP(Q) + HgQHLp(Q)). (2.7)

This follows immediately from the continuity of the trace operator,
the Rellich-Kondrachov theorem, and [44, Lemma 4.1.3].

e For p € (1,00) the trace operator has a continuous section [24, Theo-
rem 1.5.1.3], that is, for each ¢y € W'=1/PP(9Q), there is g € W'P(Q)
such that

l9lwre@) < Clillwi-1mroq), — troag =1, (2.8)

with C = C(Q,p). If we assume that € is Cl-smooth and not just
Lipschitz, then the function g in (2.8) can be chosen to be harmonic
in Q (elliptic regularity theory [26, p.165 & Theorem 1.3])%.

3We leave out the case p = 1 where the trace is merely defined in L'(99). The space
W1/ (9Q) coincides with the Besov space By~ /P?(82), but we need not introduce
Besov spaces here.

n fact, elliptic regularity holds for 1 < p < oo as soon as 92 is locally the graph of
a function with VMO derivative [33, Theorem 1.1]. If 9 is only Lipschitz-smooth, then
the range of p has to be restricted in a manner that depends on the Lipschitz constant,
see [26, 33].
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e The non-integral version of the Sobolev embedding theorem [1, The-
orem 7.34] asserts that W1=1/8:8(9Q) embeds continuously in
LA/C=B)(9Q) if 1 < B < 2, while W1/22(9Q) embeds in L(0Q)
for all £ € [1,00). The corresponding generalization of the Rellich—
Kondrachov theorem [12, Theorem 4.54] is as follows: if 1 < 8 < 2,
then W1=/58(9Q) embeds compactly in Lf(99) for £ < /(2 — B).

e When p € (2,00), the nonlinear map f ~— e/ is bounded and
continuous from W'P(Q) into itself: this follows from the Taylor
expansion of exp because W1P(Q) is an algebra. When p = 2
this property no longer holds, but still f + e/ is continuous and
bounded from W12(€) into W14(Q) for each ¢ € [1,2); in particular
trone! = etfoef exists in W1-1/49(9Q) for 1 < q < 2. This is the
content of Proposition 8.4 that we could not locate in the literature.

e We use at some point the Sobolev space W?P(Q) of functions in
LP(Q) whose first distributional derivatives lie in W1P(Q), equipped
with the norm:

[ fllwze@) = 1fllze) + 10f lwrr@) + ||5f||W1»p(Q)-

When p < 2, the Rellich-Kondrachov theorem implies that W22 ()
is compactly embedded in W14(Q) for £ € [1, p*).

Given a bounded domain 2 and h € LP(£2), 1 < p < oo, let h denote the

extension of A by 0 off Q). The Cauchy integral operator applied to h defines
a function C(h) € WP (R?) given by

C(h)(z) = %/Q%dm(t) _ %/Q:(f)zdmdg, ceC (29)

Indeed, C(h) lies in L, .(C) by Fubini’s theorem. Furthermore, z — 1/(72)

is a fundamental solution of the & operator and it follows that dC(h) = h
in the sense of distributions. In another connection (see [2, Theorem 4.3.10]
and the remark thereafter), the complex derivative dC(h) is given by the
singular integral

1 h(¢)
th::hm——/ dm(§), ze€C, 2.10
WE) =t [ (@ (2.10)
which is the so-called Beurling transform of h. By a result of Calderdn and
Zygmund (see [2, Theorem 4.5.3]) this transform maps LP(C) continuously
into itself, and altogether we conclude that C(h) € Wli’f(@), as announced.

The discussion above shows in particular that ¢ := C(h)|q lies in Whr(Q),
and that

100l L) + HS@HLP(Q) = |B(h)jallr) + 1Al ) < cllbll oo

where ¢ depends only on p. In addition, it is a consequence of Fubini’s
theorem that ||| zr) < 6 diam Q ||h]|r(q) [2, Theorem 4.3.12]. Therefore,
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we have
IC(M) ey < ClillLee), (2.11)

where C' depends only on p and 2. Moreover, if Q C Dg, then C(h) coincides
on Q with the convolution of h with z — xp,,(2)/2, where xg denotes the
characteristic function of a set E. Therefore 9C(p)|q = C(dp);q whenever
¢ € D(R), and by density argument it follows that

IC() w2y < Cllhllwiny, b€ Wy (Q), (2.12)

for p € (1, 00) and some C = C(p, Q). B
Properties of the Cauchy transform make it a basic tool to integrate O-
equations in Sobolev classes. In this connection, we record the following
facts.

e Given a bounded open set Q C C and a € LP(Q2) with p € (1, 00),
distribution A € D'(Q) satisfies 0A = a if and only if A = C(a) +
where ® is holomorphic in Q. This follows from the relation 9C(a)
a and Weyl’s lemma. By (2.11), A belongs to W?P(Q) if and only
if ® does. By localization, it follows that if f € L} (Q) satisfies

loc
df € LV (Q), then f € W,oP(Q).

loc
e Given a bounded C'-smooth simply connected domain 2 C C and

a € LP(Q) with p € (1,00), for every ¢ € WI=1/PP(9Q), A € R,
0o € R, there exists a unique A € WHP(Q) such that 0A = a with
troo Re (¢ A) = ¢, and [, Im (e A) = X\. Moreover, there exists
C depending only on p and €2 such that

[Allwrr) < Cllallzr) + 19lwi-1/m000) + 1A])- (2.13)

=)

To see this, it suffices, in view of (2.11) and the previous remark,
to consider the case a = 0. Clearly, we may also assume that
0o = 0. By elliptic regularity, there is a unique u € Wlé’p (),
harmonic in €2 and such that trgou = . Moreover, u satisfies
lullwre@) < CllYllwr-1ppo0)- As €2 is simply connected, integrat-
ing the conjugate differential yields a so-called harmonic conjugate
to u, that is a real-valued harmonic function v, such that A := u+iv
is holomorphic in 2. Since u and v are real, the Cauchy—Riemann
equations give |Ov| = |0v| = |Ou|. Hence, we have v € Wlé’p(Q).
Clearly v is unique up to an additive constant, and if f gV = A we
deduce from (2.7) that [v|ly1r@) < Cillullwir@) + c1|A| so that
(2.13) holds (with a = 0), as desired.

When h € L?(C) has unbounded support, definition (2.9) of the Cauchy
transform is no longer suitable. Instead, one renormalizes the kernel and
defines

m z—1 t

Co(h)(2) == . /RQ< : + XC\D(t))h(t) dm(t), z € C. (2.14)
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Since h € L?(C), the integral in (2.14) converges for a.e. z € C by Fubini’s
theorem and the Schwarz inequality. In fact, the function C2(h) belongs
to the space VMO(C) [2, Theorem 4.3.9]. Furthermore, dC2(h) = h and
0Ca(h) = B(h) [2, Theorem 4.3.10]. In particular, Co(h) lies in Wllo’f((C) and
the map h + Co(h) maps L?(C) continuously into I/Vllof((C)

In Section 8.1 we prove the following estimate, valid for some absolute con-
stant C":

1C2(R) 22D )
R

Hereafter, all classes of functions we consider are embedded in L () for
some p € (1,400), and solutions to differential equations are understood in
the distributional sense.

On the disk, we often use the elementary fact that if f € W!P(D), then f,

converges to f in W1P(D) as p — 1.

<C(1+ (logR)'?)|hll2yy, R>1 (2.15)

Here and later on we use the same symbols (like C') to denote different
constants.

3. PSEUDO-HOLOMORPHIC FUNCTIONS

Pseudo-holomorphic functions on an open set 2 C C are those functions ¢
that satisfy an equation of the form

OB(2) = a(2)®(2) + b(2)®(2), z € €. (3.1)

We restrict ourselves to the case where € is bounded and a,b € L"(Q2) for
some 1 € [2,00). Accordingly, we only consider solutions ® which belong to
L] .(Q) for some v > r/(r—1), so that, by Holder’s inequality, the right hand
side of (3.1) defines a function in L7 _(€2) for some A > 1. As a consequence,

® belongs to VVliC)‘(Q) )
Let B € WbHT(Q) be such that 9B = b. A simple computation (using
Proposition 8.4 if r = 2) shows that ® satisfies (3.1) if and only if w := e~ B ®

satisfies

ow = aw, (3.2)
where o := ae ?1™B has the same modulus as a. Note (again from Propo-
sition 8.4 for r = 2) that w € Wi (Q) for some X' > 1. Therefore, by

loc

the Sobolev embedding theorem, w lies in L?OIC(Q) for some 4" > 2, and so
equation (3.2) is a simpler but equivalent form of (3.1) which is the one we
shall really work with.

We need a factorization principle which goes back to [41], and was called by
Bers the similarity principle (similarity to holomorphic functions, that is).
It was extensively used in all works mentioned above. We provide a proof
because we include the case r = 2 and discuss normalization issues when (2
is smooth.
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Lemma 3.1 (Bers Similarity principle). Let Q C C be a bounded domain,
a e L"(Q) for some r € [2,00), and w € L} () be a solution to (3.2) with
~v>r/(r—1). Then
(i) The function w admits a factorization of the form
w = e°F, z € Q, (3.3)
where F is holomorphic in Q, s € WL (Q) with

Isllwir @) < Cllellzr ), (3.4)
and C' depends only on r and ().

(i) Assume in addition that Q0 is Cl-smooth. If w # 0 and we fix some
(NS Wé_l/m (0Q), A € R, and 6y € R, then s can be uniquely chosen
in (3.3) so that trgoRe(e'®s) = ¢ and [, Im (e'™s) = . In this
case, there is a constant C depending only on r and € such that

Isllwr) < C(llellzr@y + 1Pl o) + [A])- (3.5)

(iii) Bither w =0 orw # 0 a. e. on Q°. Moreover, w € VV;);(Q) if r > 2
and w € W'li’cq(Q) for all q € [1,2) if r = 2.

Proof. We pointed out already that w € Wllo’f(Q) for some ¢ > 1. Set by

convention w(§)/w(§) = 0 if w(§) = 0, and let s := C(aw/w)|q. Then s €
WT(Q) with 9s = aw/w, and (2.11) yields (3.4). To show that F = e 5w
is in fact holomorphic, we compute

e *w)=e*(-0sw+ dw) =e* (—%w + ozu_J) =0,
where the use of the Leibniz and the chain rules is justified by Proposition 8.4
if r = 2. This proves (7).
Since s is finite a.e. on 2 (actually outside of a set of Bj »-capacity zero), e°
is a.e. nonzero and so is w unless the holomorphic function F'is identically
zero. If r > 2, then e®* € W17(ID), and since F is locally smooth we get that
w € WET(Q); if 7 = 2, it follows from Proposition 8.4 that e € Wh9(Q) for
all ¢ € [1,2), and thus w = e°F lies in VV;E(Q) This proves (#i1).
Finally, if Q is C'-smooth and w # 0 (hence w # 0 a.e. by the above
argument), there exists a unique s € WHT(Q) satisfying the equations
ds = aw/w, tragoRe(es) =1, [, Im (e%s) = X, and (2.13) yields (3.5).
Moreover, if (3.3) holds for some s € W (Q) and some holomorphic F, we
find upon differentiating that ds = aw/w, therefore factorization (3.3) is
unique with the aforementioned conditions. This proves (ii). t

A weak converse to the similarity principle is as follows: if s € W' () and F
is holomorphic on ), then w = e F satisfies (3.2) with a := dse*F/(e°F) €

SIn fact, more is true: if » > 2, then e® never vanishes and w has at most countably
many zeros, namely those of F. If r = 2, w is strictly defined and nonzero outside a set
of Bessel B 2-capacity zero (containing the zeros of F' and the non Lebesgue points of s).
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L7(Q2). This remark shows that, in general, we cannot expect solutions of
(3.2) to lie in L7S () when r = 2.

4. HOLOMORPHIC PARAMETRIZATION

When r > 2, it follows from [42, Theorem 3.13] that for each holomorphic
function F on  and each a € L"(Q), there is ® € W (Q) such that
w := OF satisfies (3.2). In this section we improve this assertion to a strong
converse of the similarity principle, valid for 2 < r < oo, which leads to a
parametrization of pseudo-holomorphic functions by holomorphic functions.
We state the result for the disk, which is our focus in the present paper, but
we mention that it carries over at once to Dini-smooth® simply connected
domains, granted the conformal invariance of equation (3.2) pointed out in
[4, Section 3.2].

Theorem 4.1. Let a € L"(D) for some r € [2,00), and let F % 0 be

holomorphic on D. Choose ¢ € Wﬂé_l/r’r(’ﬂ‘), and A € R. Then there exists
a unique s € WL (D) such that w = e*F is a solution of (3.2) with trplm s =
Y and fT Re s = X. Moreover, (3.5) holds with some C depending only on .

From the proof of the theorem, we obtain also the following variant thereof.

Corollary 4.2. Theorem 4.1 remains valid if, instead of trrlms = ¢ and
JpRes =\, we prescribe trrRes =9 and [pIms = .

Before establishing Theorem 4.1, we need to take a closer look at pairs s, F’
for which (3.3) and (3.2) hold. We do this in the following subsection.

4.1. Arguments of pseudo-holomorphic functions. Let w € L] (D)
satisfy (3.2), v+ > r/(r — 1), and consider factorization (3.3) provided by
Lemma 3.1. Locally around points where F' does not vanish, w has a
Sobolev-smooth argument, unique modulo 277, which is given by argw =
arg F' + Ims. Since log F' is harmonic and ds = aw/w, we deduce that
around such points Alogw = 49(ae™2138%), In particular, argw satisfies
the nonlinear (yet quasilinear) equation A argw = 4Im(9(ae 2138%)) and
then log |w| is determined by argw up to a harmonic function that turns
out to be completely determined by (3.2). The lemma below dwells on this
observation but avoids speaking of arg F' (which may not be globally defined

if F' has zeros).

Lemma 4.3. Let « € L"(D) for some r € [2,00) and let F' be a non

identically zero holomorphic function in D. If we set B := aF/F, then
a function s € WHT(D) is such that w := e*F satisfies (3.2) if and only

6A domain is Dini-smooth if its boundary has a parametrization with Dini-continuous
derivative. Conformal maps between such domains have derivatives that extend continu-
ously up to the boundary.
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if 0s = Be 2Ms  This is equivalent to saying that s = o1 + ips where

1, P2 € Wﬂé’r (D) satisfy the relations

Ay = 41Im(0 (Be™ %)), (4.1)
v1 = ReC (66_2w2) + v, (4.2)

where v is a harmonic conjugate to the harmonic function u € Wﬂi’r(]D)) such

that trru = trp Im (C(Be_%‘m)) — trrws.

Proof. Using Proposition 8.4 to justify the computation in case r = 2, we
find that s € W1 (D) with w = e*F satisfies (3.2) if and only if 9s — 3¢5 =

0. With the notation ¢; := Re s and ¢9 := Im s this is equivalent to

D1 = Bexp (—2ips) — i0pa, 01,02 € Wy (D). (4.3)

Solving this d-equation for ¢ using the Cauchy operator, we can rewrite

(4.3) as

¢1 = C (Be%2) — iy + A, 01,02 € Wy (D), (4.4)
where A is holomorphic in D. Since Be~2%2 ¢ L["(D) we obtain that
C(Be2¥2) € WLT(D), hence 1, @2 belong to Wb (D) if and only if A does.

Therefore, given py € Wﬂi’r(ID)), equation (4.4) gives rise to a real-valued ¢
in W17(D) if and only if the holomorphic function A lies in W™ (D) and

satisfies the relation

—ImC (Be ?'?) + ¢y = Im A. (4.5)

By the discussion after (2.13) such an A exists if and only if the left hand
side of (4.5) is harmonic; since A commutes with taking the imaginary part,

this condition amounts to

Apg — 41111(856(56_%“’2)) = Ayps — 4Im (8(56_2’@)) =0

which is (4.1). Then, by (4.5), Im A is the harmonic function h € Wﬂé’r(ﬂ))
having trace trrpy — trpIm C(Be2%2) € W1=1/77(T). Subsequently Re A =
Im (¢A) must be a harmonic conjugate to —h = u, and taking real parts in

(4.4) yields (4.2).

4.2. Proof of Theorem 4.1.

4.2.1. Existence part. In this subsection, we prove existence of s in the
conditions of Theorem 4.1. Note that (3.5) will automatically hold by
Lemma 3.1 (ii) applied with 8y = —7/2. Let A € W'"(D) be holomor-
phic in D with tryRe A = ¢ and [ Im A = —\. Writing e*F = e*~*4(e!F),
we see that we may assume ¢ = 0 and A = 0 upon replacing F' by e*AF.
In addition, upon changing o by oF'/F, we can further suppose that F =1

thanks to (4.1) and (4.2).
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We first deal with the case r = 2 and begin with fairly smooth «, say
a € WH2(D) N L>®(D). Consider the following (non-linear) operator Gy
acting on ¢ € Wﬂi’z(ﬂ)):
2
Galp)(2) === [ log]

™

1—2zt
z—1t
Since [e7?%| = 1 and a € W1H2(D)NL> (D), we get from Proposition 8.4 that
O(ae™2%) € L?(D), therefore the above integral exists for every z € C by the
Schwarz inequality. In fact, G, () is the Green potential of 4Im((‘9(ae_2w))
in D, that is, its distributional Laplacian is 4Im (8(@6_%9")) and its value on
T is zero, compare to [2, Section 4.8.3]. To prove existence of s subject to
the conditions ¢» = 0, A = 0, and F' = 1, it suffices by Lemma 4.3 to verify
that G, has a fixed point in Wlé’Q(]D). First, we check that G, is compact
from Wﬂé’z(ﬂ)) into itself, meaning that it is continuous and maps bounded
sets to relatively compact ones.

Lemma 4.4. If o € WH2(D)NL>®(D), then the operator G, is bounded and
continuous from Wléz(]])) into Wﬂiz(D) and it is compact from Wé’Q(}D}) into
itself.

Proof. To prove the boundedness and continuity of G, from Wﬂé’z(]D)) into

Im(@(a(t)e_2w(t))) dm(t), zeD. (4.6)

Wé’Q(]D)), observe from (8.17) and the dominated convergence theorem that
the map ¢ — Im (9 (ae"?*)) is bounded and continuous from Wﬂé’Q(]D))
into L2 (D). Therefore it suffices to prove the boundedness from L% (D) into
Wﬂg’?(]D)) of the linear potential operator:

P =g [

Z__Z: 6 (6) dmt).

The latter is a consequence of properties of the Cauchy and Beurling trans-
forms listed in Section 2 [2, Section 4.8.3]. Compactness of G, from L?(D)
into W12(D) now follows from compactness of the embedding of W%2(D)
into W12(D) asserted by the Rellich-Kondrachov theorem. O

Since G, is compact on Wlé’Q(]D)), a sufficient condition for it to have a fixed
point is given by the Leray—Schauder theorem [23, Theorem 11.3]: there is a
number M for which the a priori estimate [|¢||y1.2(p) < M holds whenever

€ Wﬂé’z(ﬂ)) and € € [0, 1] satisfy
® = 5Go¢(90)- (47)
Now, if (4.7) is true, then (4.1) is satisfied with § = e« and ¢ instead of

2. Therefore by Lemma 4.3, there exist ¢1, € W£’2(D) and s¢ 1= 1 +ip
such that

de*s = ca e,
Applying Lemma 3.1 (ii) with Q =D, F=1,s=s., ¢ =0, 0y = —7/2 and

A =0, we get from (3.5) that for some absolute constant C'

lellwremy < [sellwrzmy < eCllallpzmy < Cllallp2m) = M.
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Thus, G, indeed has a fixed point, which settles the case r = 2 and o €

Wh2(D) N L>(D).
Next, we relax our restriction on « and assume only that it belongs to L?(D).

Let (ay,) be a sequence in D(DD) that converges to a in L?(ID). By the first
part of the proof, there is a sequence (s,,) C WH2?(D) such that Im trys, = 0

and [; Retrr s, = 0, satisfying de’" = aye’ as well as (cf. (3.5))

Isnllwrzm) < Cllanllr2m) < C". (4.8)

By the Rellich—-Kondrachov theorem we can find a subsequence, again de-

noted by (sp), converging pointwise and in all LY(D), 1 < ¢ < oo to some
function s. By dominated convergence, the functions 0sn, = ape
converge to _ae_mms in L?(D). Thus, applying (2.13) with A = s,, — sy,

—2¢Im sy,

a = 08y — 08y, 0p = —7/2, ¢ = 0, and A = 0, we conclude that (s,) is
a Cauchy sequence in W2(D) which must therefore converge to s. Hence

s € WH2(D), Imtrps = 0, fT Res =0, and 0s = ae2ms By Lemma 4.3,

this establishes existence of s when r = 2. Suppose finally that o € L" (D) for

some 7 > 2. A fortiori a € L?(ID), so by what precedes there is s € W12(DD)
such that Imtrps = 0, fT Res = 0, and de® = ae’. To see that in fact
s € WHT(D), we apply Proposition 8.4 to get 9s = ae™?1ms =: g ¢ L"(D).
Then, equation (2.13) implies that s is the unique function A € W17 (D)
satisfying ImtrpA = 0, [ Re A =0, and A = a.

4.2.2. Uniqueness part. In this subsection we establish uniqueness of s in
the conditions of Theorem 4.1. Clearly, it is enough to consider r = 2.
Consider two functions w; = e*' F' and we = €*2F meeting (3.2) on D with

sj € WH2(D), trplms; = ¢, and [ Res; = A for j = 1,2. We define
5(2) := 51(2) — s2(2) € WH3(D)

and we must prove that s = 0. First we estimate the 0-derivative of s:

Lemma 4.5. There is a constant C' > 0 such that, for a.e. z € D, we have

0s(2)| < C[Im s(2)|[a(2)]. (4.9)
Proof. Setting 3 := oF'/F and using again Lemma 4.3, we find that 55j

Be~2iIms;  Hence, s = Be~2Ims (1—e?ms) "and (4.9) follows at once. [

Next, we extend the function s outside of D by reflection:

s(z) :=s(1/2), z € C\D, (4.10)

Observe that since s is real-valued on T, this extension makes s € Wi’f(@),
see, for example [12, Theorem 2.54].

Lemma 4.6. There is a constant C > 0 such that, for a.e. z € C\ D,

Im s(z)|
|22

|0s(2)] < C
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Proof. Putting ¢ = 1/z =: U(z) and applying the chain rule, we get (since
df = 0) that

d(s(1/z)) = ((84— s)oU) U = ——283 (1/2).
z
Thus,
- —— 0s(1/z
9s(z) =0 (179 = ~(ZUEN s
and applying Lemma 4.5 gives (4.11) in view of (4.10). O
From the two previous lemmas we derive the inequality:
- Ims(z
st < 0 0@ aezec

where Q(z) is equal to z if |z| < 1 and to 1/z otherwise. Since o € L*(D), it
follows from (4.12) and the change of variable formula that ds/s € L?(C).
Recall now definition (2.14). We introduce two auxiliary functions 1, ¢ on
C:

Y :=Cy(0s/s), ¢ = exp(—). (4.13)
Since ds/s € L2(C), we know that ¢ € W2%(C) with 8¢ = ds/s. Consider

loc

the function s¢ on C. By Proposition 8.4, we compute from (4.13) using the
Leibniz rule that d(s¢) = 0, hence s¢ is an entire function. We claim that

1 1
liminf(— [ log™ - =1 : 4.14
jmint ([ 1og* lso(@)]d€] — 5 log ) <0 (4.14)

Indeed, taking into account (4.10) and the fact that sjp € LY(D) for all 1 <
¢ < oo by the Sobolev embedding theorem, we get from Jensen’s inequality
upon choosing ¢ > 487 that

1 .
o2 / / log™ |s(pe”)| pdp df
R R<p<2R JO<O<2m
127 4R? @-
= 73_/ / log™ (|s(pe™)|) pdp db
T J1/(2R)<p<1/R Jo<b<2x
127 [4R2

< —log / / max{1, [s(pe?)|*} pdp dG]
3T 1/(2R)<p<1/R J0<0<27

1
logR+C (4.15)

%lH

for some § > 2 and some C' > 0, whenever R > 1.
In another connection, it follows from (2.15) and the Schwarz inequality that

1 / / 0 1] L2 (s )
— [W(pe) pdpdf < ——="2%)
TR? Jr<p<ar Jo<o<2n VTR

=0 ((log R)1/2> , R — +o00. (4.16)
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Since log™ |s¢| < log™ |s| + |¢|, claim (4.14) easily follows from (4.15) and
(4.16).
Since log |s¢| is subharmonic on C, for |z| < R we have

27
2rlog [sé(2)] < Bt |Z|/ log™ sqs(Rei@)} do
0

R — ||

<R+|z| 1

< o R o 1500 1

(see [37, Theorem 2.4.1]), so by (4.14) there is a sequence p,, — +oc for which

supy, |s@| = O(p}/ %). Therefore, by an easy modification of Liouville’s
theorem, s¢ must be a constant.

More generally, (4.12) remains valid if we replace s by s — a for a € R,
entailing that

0s(z)

s(z) —a| —

a(Q(z))

T|Z|2 € LQ(C), a.e. z € C, a € R. (417)

Thus, reasoning as before, we deduce that there is a complex-valued function
b such that

(s(z) — a)pa(z) = b(a), a € R, (4.18)

with
e = Co (85/(3 - CL)) OPRES eXP(—%)-

Fix R > 1. By (4.17), Corollary 8.6, and Proposition 8.4, the sets {¢q|p, }aecr
and {¢,1|p,}acr are bounded in W14(Dg) for ¢ € [1,2), hence also in
L?(T) by the trace and the Sobolev embedding theorems. Fix A > 0
such that A({¢ € T : [s(§)] < A}) = X > 0. For each § > 0 we can
cover the interval [-A, A] by N < A/é + 1 open intervals of length 24,
hence there exists a = a(d) € [—A, A] with A(E,) > A/(A + §), where
E, ={£eT:|s(§) —al] <6} (We use here that s is real-valued on T.)
Moreover, we observe from (4.18) and the Schwarz inequality that

[b(a)|A(Ea) =/ [5(6) — allga(€)] dA(E) < bllgall2(m)A(Ea) /2.

a

This lower bound on A(E,) now gives us that

b(a)] < 8'2\/(A+8)/X sup ||dallz2(r),

la|<A

implying that b(a(d)) — 0 as § — 0. By compactness, we can pick a sequence
dp — 0 such that a, := a(d,) — ¢ € [-A, A]. Considering the equalities
s —an = b(an)¢, ! and taking into account the boundedness of {¢,'} in
L?(DR), we find that s = c on Dy. Since R is arbitrary, s is constant on C,
and actually s = 0 because fT s =0. O
A similar argument gives the following result which seems to be of indepen-
dent interest.
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Theorem 4.7. If s € W'?(C) satisfies

loc
[0s(2)| < [Ims(2)| g(2)
for some non-negative function g € L>(C), and if
fdendE
[ bereng
C\D [3

for some £ > 48w, then Im s is of constant sign a.e. in C.

The example s(z) = i+(1+|z|)7?, 8 > 0 shows that, under these conditions,
s is not necessarily a constant. On the other hand, the value 487 is not
necessarily sharp.

It is interesting to compare this result to known Liouville-type theorems like
[3, Proposition 3.3] and [2, Theorem 8.5.1].

Sketch of proof. For any real d, (4.18) gives us for small § > 0 that m{{ € D :
Tm s(&)] < 6, |Res(&) —d| < 8} < ¢6°/infuer |b(a)|® with ¢ independent of
d; therefore, m{¢ € D : |[Im s(§)| < 4§, [Res(&)] < 1/8} < 83/ infuer |b(a)|®.
Since s € VV;E((C), by the John—Nirenberg theorem we have m{¢ € D :
|5(¢)| > 1/8} < ¢d3. Finally, if Im s changes sign in D, then by the Holder
inequality we obtain m{¢ € D : |[Im s(¢)| < 0} > ¢d2. As a result, passing to

the limit 6 — 0, we obtain that inf,cr |b(a)| = 0. O

4.3. Proof of Corollary 4.2. Uniqueness of s is established as in Theo-
rem 4.1, except that the right hand side of (4.10) now has a minus sign be-
cause s is pure imaginary on T. Note also that (3.5) holds by Lemma 3.1 (ii)
applied with 6y = 0.

Passing to existence of s, the argument given early in subsection 4.2.1 applies
with obvious modifications to show that we may assume v = 0, A = 0 and
F = 1. Moreover, it is enough to prove the result when » = 2 and a € D(D),
for then the passage to a € L?(D) and, subsequently, to r > 2 is like in the
theorem.

So, let us put r = 2, fix a € D(D), and write s(¢), A\, F') to emphasize the
dependance on ¢, A and F of the function s € W12(DD) whose existence and

uniqueness is asserted by Theorem 4.1. For u € Wﬂé/ 2’Q(T), we denote by

E(u) € Wﬂé’Q(D) the harmonic extension of u, i.e. E(u) is harmonic and
trr E(u) = u. We put H(u) € WH2(D) for the holomorphic function such
that Im H(u) = E(u) and [;Re H(u) = 0. Observe that cvexp(—2iE(u))
lies in W12(D) N L>°(D); therefore, the operator G, —2ip) defined by (4.6)
is compact from Wﬂé’Q(ID)) into itself by Lemma 4.4. In the course of the proof
of Theorem 4.1, we showed that it has a unique fixed point which is none but
Im 5(0,0,e(®) =: F(u). Furthermore, by (3.5), we have [ F () w2 my <
Cllall2(py for some absolute constant C.

Lemma 4.8. The (nonlinear) operator u — F(u) is compact from
Wa/>*(T) into Wi*(D).
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Proof. Pick a sequence (u,) converging to « in W/22(T). By elliptic reg-
ularity, H(u,) converges to H(u) in W2(D), and in particular || H (u,) +
F(un)|lw12y is bounded independently of n. Besides, by (4.6) and the
definition of F, we see that

Flun) = Goe-2in@n) (F(un)) = Ga(E(un) + F(un)); (4.19)

hence, Lemma 4.4 implies that (F(uy))nen is relatively compact in W§’2(ID)).
Let some subsequence, again denoted by (F (uy,)), converges to ¢ in Wé’Q(ID)).
Then (E(un)+ F(uy)) converges to E(u)+p in Wé’Q(D), therefore by (4.19)
and the continuity of G, we obtain that ¢ = G, 2w (¢). This means
that ¢ = F(u), hence the latter is the only limit point of (F(uy))nen, which
proves the continuity of F.

If we assume only that |[un|[yy1/2.2(7) is bounded independently of n, then el-
liptic regularity still gives us that || E(un)||yw1.2(p) is bounded, hence (E(uy)+
F(un))nen is again bounded in Wﬂég(]D)). As before it follows that (F(up))neN
is relatively compact in Wﬂé’z(ﬂ)), as desired. O

Given u € Wé/Q’Q(T), let @ := —trprRe H(u) denote the so called conjugate
function of w. That is, @ is the trace of the harmonic conjugate of F(u) that

has zero mean on T. Put M C W]é/ 2’2(T) for the subspace of functions with

zero mean. By (2.13), the map u — @ is continuous from Wé/z’Q(T) into M,
and since @ = —u + fT u, it is a homeomorphism of M. Pick u € M and let
¢ :=Ims(u,0,1). Since s(u,0,1)—H(u) = 5(0,0, e (W) we have o = E(u)+
F(u). Set for simplicity R(u) := C(aexp{—2i(E(u) + F(u))}). Applying
the trace and conjugate operators to (4.2), we see that trrRe s(u,0,1) = 0
if and only if

—_—
A\

u = try Im(R(u) - /TR(U)> - ;1“']1‘ Re (R(u) - /qu(u)j (4.20)

Let B(u) denote the right hand side of (4.20). To complete the proof, it
remains to show that the (nonlinear) operator B has a fixed point ug in M.
Then the function s(ug,0,1) would satisfy the conditions of the corollary.

To prove existence of a fixed point, we claim first that B is compact from
M into itself. Indeed, by elliptic regularity, F is linear and bounded from
Wé/z’Q(T) into Wﬂi’Q(D) while F is compact by Lemma 4.8. A fortiori, £+ F
is bounded and continuous from M into W]é’Z(]D)). Moreover, as a € D(D),
it follows from (8.17) and the dominated convergence theorem that h —
aexp(—2ih) is bounded and continuous from Wlé’Z(]D)) into I/VO1 2(D). In
addition, we get from (2.12) that C is bounded and linear from W, *(ID) into
W22(D), hence compact into W12(D) by the Rellich-Kondrachov theorem.
Finally, by the trace theorem, g + trplm (g — [ g) is linear and bounded
from W12(DD) into M. Since the conjugate operator is linear and bounded on
M and composition with bounded continuous maps preserves compactness,
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the claim follows. Appealing now to the Leray—Schauder theorem, we know
that B has a fixed point if we can find a constant M such that [Ju|y1/22(p) <
M holds whenever u = eB(u) for some ¢ € [0,1]. However, such a u must
be equal to Imtrys., where s. € W2(D) has pure imaginary trace with
zero mean on T and e®s satisfies (3.2) with « replaced by ea. Thus, from
Lemma 3.1 (ii) applied with 6y = 0, we conclude that M = Cl|a| p2(p) will
do for some absolute constant C.

5. HARDY SPACES ON THE DISK

5.1. Holomorphic Hardy spaces. For p € [1,00), let HP = HP(D) be the
Hardy space of holomorphic functions f on D with

1 2
f = sup (—/
1o = e (57 [

The space H* consists of bounded holomorphic functions endowed with
the sup norm. We refer to [13, 21| for the following standard facts on
holomorphic Hardy spaces.

Each f € HP has a non-tangential limit at a.e. £ € T, which is also the LP(T)
limit of f,(§) := f(p€) as p — 1~ and whose norm matches the supremum
n (5.1). Actually || fy||z»(r) is non-decreasing with p, hence instead of (5.1)

f(pew)‘p d9> . < +o0. (5.1)

we could as well have set”
» 1/p
1l 1= sup ([ £ lagl) ™ < +oc (5.2)
0<p<1 MJT,

where the integral is now with respect to the arclength. As usual, we keep
the same notation for f and its non-tangential limit when no confusion can
arise, or write sometimes f|p to emphasize that the non-tangential limit lives
on T. Note that fir coincides with trf when f € WP(DD) [5]. Each function
in H? is both the Cauchy and the Poisson integral of its non-tangential limit.
As regards the non-tangential maximal function, for 1 < p < co and f € HP
we have

My fllzeery < Cllfllzecr): (5.3)
where the constant C' depends only on 7 and p [21, Chapter II, Theorem
3.1].
Traces of HP-functions on T are exactly those functions in LP(T) whose
Fourier coefficients of negative index do vanish. In particular, if f € H?
and fir € LY(T), then f € H? It is obvious from Fubini’s theorem that
HP C LP(D), but actually one can affirm more:

Ifllzam) < Clfllae,  p<A<2p, (5.4)

"In fact (5.1) expresses that |f|? has a harmonic majorant whereas (5.2) bounds the
LP-norm of f on curves tending to the boundary; the first condition defines the Hardy
space and the second the so-called Smirnov space. These coincide when harmonic measure
and arclength are comparable on the boundary, [13, Chapter 10], [25], which is the case
for smooth domains. The name “Hardy space” is then more common.
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where C' = C(p, A); for a proof see [13, Theorem 5.9]. A sequence (z;) C D is
the zero set of a nonzero HP function, taking into account the multiplicities,
if and only if it satisfies the Blaschke condition:

Z(l —|z1]) < 0. (5.5)
!

A non-negative function h € LP(T) is such that h = |fr| for some nonzero
f € HP if and only if logh € L'(T). This entails that a nonzero H function
cannot vanish on a subset of strictly positive Lebesgue measure on T.
For 1 < p < oo and for every ¢ € LL(T) there exists g € HP such that
Reg = ¢ on T [21, Chapter III]. Such a g is unique up to an additive
pure imaginary constant, and if we normalize it so that fT Img = 0, then
lgllar < Cll] Lpery with C = C(p). In fact g = u +iv on D, where u is the
Poisson integral of ¢ and v is the Poisson integral of

it
P(e?) := lim 1 / &971 dt (5.6)
e<|o—t|<x tan(5")

which is the so-called conjugate function of ¢. This definition carries over
to LP(T) the conjugation operator ¢ — 1 already introduced on W1/2’2(']I‘)
after the proof of Lemma 4.8. It is a theorem of M. Riesz that the conjuga-
tion operator maps LP(T) continuously into itself. By elliptic regularity, it
is also continuous from W1=1/P2(T) into itself.

When v € L}(T), the conjugate function v is still defined pointwise almost
everywhere via (5.6) but it does not necessarily belong to L!(T).

For p € (1,00), a non-negative function w € L!(T) is said to satisfy the
Muckenhoupt condition A, if

()4, = sgp(ﬁ/jmd!\) (ﬁ/jm—u(p—nm)p_l <00, (5.7)

where the supremum is taken over all arcs I C T. A theorem of Hunt,
Muckenhoupt and Wheeden [21, Chapter VI, Theorem 6.2] asserts that to
satisfies condition A, if and only if

/W@pmdAscg/wwmdA, 6 € LY(T), (5.8)
T T

where C' depends only on {tv} 4 . In (5.8), the assumption ¢ € L*(T) is just
a means to ensure that ¢ is well defined.

5.2. Pseudo-holomorphic Hardy spaces. Given a € L"(D) for some
r € [2,00) and p € (1,00), we define the Hardy space G4 (D) of those
w e L] (D) with v > r/(r — 1) that satisfy (3.2), such that

p 1/p
lwllen = sup ([ [w@Pldgl) " < +oo. (5.9)
O<p<1l ™MJT,

Denote by HP the Banach space of complex measurable functions f on ID such
that ess.supg<,<1 ol follze(r) < 4+00. Then G&(D) is identified with a real



CHAPITRE 4. ANNEXE : PSEUDO-HOLOMORPHIC FUNCTIONS AT THE CRITICAL EXPONENT [10]

subspace of HP. The fact that this subspace is closed (hence a Banach space
in its own right) is a part of Theorem 5.1 below. Note that if w € L] (D)

loc

satisfies (3.2), then w € Wllo’g(]D)) for ¢ € [1,2) by Lemma 3.1; hence the
integral in (5.9) is indeed finite for each p by the trace theorem. Clearly
GH(D) = HP, but G (D) is not a complex vector space when « # 0. Spaces
GL(D) and G%°(D) could be defined similarly, but we shall not consider
them.

For r > 2, such classes of functions were apparently introduced in [35]
and subsequently considered in [27, 28, 29, 5, 14, 16, 4]. In contrast to
these studies, our definition is modeled after (5.2) rather than (5.1), that is,
integral means in (5.9) are with respect to arclength® and not normalized
arclength. This is not important when r > 2, but becomes essential® if
r=2.

Below, we do consider the case r = 2 and stress topological connections
with holomorphic Hardy spaces which are new even when r > 2, see Theo-
rem 5.1 (iii).

By Lemma 3.1, each solution to (3.2) in L,

(D), v > r/(r —1), factors as
w = e’ F where

Isllwr.rmy) < C)llallrm) (5.10)
and F' is holomorphic in D. Moreover, if w # 0, one can impose Im trps = 0
and fT Res = 0 or Retrrs = 0 and fT Ims = 0 to get unique factorization.
To distinguish between these two factorizations, we write w = e*" F* in the
first case, and w = e* F' in the second one; that is, st is real on T and s' is
pure imaginary there. If w = 0, we put F* = F' = 0 and do not define s*

and s'. When w # 0 (hence w is a.e. nonzero), it follows from the proof of
Lemma 3.1 that if we let

R()(:) = ~COATE) = g [ 22k dEATE, B e L'(D), 2 €D, (5.11)

T ]D)l_ z

then s* is given by

s' = Claw/w) — R(aw/w) (5.12)
while s' is given by

s = C(aw/w) + R(aw/w). (5.13)

Indeed, it is easy to check that R(aw/w) is a holomorphic function in
WL (D) having zero mean on T and assuming conjugate values to —C (o /w)
there.

From (5.10) which is valid both for s* and s' we get that if » > 2 then

1= wrrm) < O, llallprm) and [l lwirmy < C(r llollLrm)- (5.14)

8Thus, it would be more appropriate to call G% (D) a pseudo-holomorphic Smirnov
space.

9When r = 2, w may fail to satisfy condition (5.1) even though it meets (3.2) and (5.9).
The problem lies with small values of r, as w needs not be locally bounded on D.
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For r = 2 and for 1 < ¢ < 2, we only deduce from (5.10) and Proposition 8.4
that

e wra) < Cla, lall2(@) and € [wiam) < Clg, lall2(@)- (5.15)
e When r > 2, we conclude from (5.14) and the Sobolev embedding

theorem that e™" and e®*' are continuous and bounded indepen-
dently of w on D. Hence, w belongs to G5 (D) if and only if F* or F"
lies in H? (in which case both do). This way G& (D) inherits many
properties of HP. In particular, each w € G5 (ID) has a nontangential
limit a.e. on T, denoted again by w or wt for emphasis, which is also
the limit of w, as p — 17 in LP(T). Moreover, |[wr||rr(r) is a norm
equivalent to (5.2) on G5(D), and we might as well have used (5.1)
to define the latter. Also, from Theorem 4.1, we infer that condition
(5.5) characterizes the zeros of non identically vanishing functions in
Gh (D).

o If r = 2, all we conclude a priori from (5.15), Lemma 8.7, and
Hoélder’s inequality is that F® and F' belong to ﬂlgkaE if w e
GL(D). In the other direction, w € Ni<p<,GA(D) if F* or F' lies
in HP. To clarify the matter, one should realize that factorizations
w = e% F* and w = e* F' no longer play equivalent roles. For it may
happen that w € G5(D) and F* ¢ HP. In fact, if we let

1

w(z) := log(3/[z — 1)) (= — DU#" z €D, (5.16)
we get that
28] - a1~ 1ot/ - 1)

hence, w € Gh(D) with a := dw/w € L*(D), but the factorization
w(z) = eloglos3/lz=1)=a ca(, _ 1)=1/p a:= / loglog(3/|z — 1|) dA(2),
T

is such that F* = e%(z — 1)~1/7 ¢ HP.

On the other hand, w € G5(D) if and only if F' € HP. Assume
indeed that 0 # w € GE. Since F' € H! for 1 < ¢ < p and 5
converges to es in WD) for all ¢ € [1,2) by Proposition 8.4, it
follows from Lemma 8.7 and Holder’s inequality that trrw, converges
as p — 17 to etrTsiF‘iT in L(T), for every A € [1,p). Moreover, as
trrw, remains bounded in LP(T) by (5.9), it converges weakly there
to etrTsiFfT when p — 17, since this is the only weak limit possible

granted the convergence of trrw, in LMN(T). In particular, etlﬁrsiFfT €

10When r = 2, this property has no simple analog since w is only defined Bi,2-quasi-
everywhere.

112



CHAPITRE 4. ANNEXE : PSEUDO-HOLOMORPHIC FUNCTIONS AT THE CRITICAL EXPONENT [10]

LP(T), and since || = 1 we conclude that F|‘T € LP(T), and

hence F' € HP. Conversely, if F' € HP, then w satisfies (5.9) by
Corollary 8.11.

The fact that trrw, converges strongly in LP(T) as p — 17, and not just
weakly as we showed above, is a part of the next theorem, whose assertion
(#i7) is new even for r > 2.

Theorem 5.1. Let a € L"(D) with 2 <r < oo and fir p € (1,00).
(i) Each w € G5(D) has a trace wr on T given by

wr = lim trrw, in LP(T). (5.17)
p—1-
When r > 2, the function wr s also the non-tangential limit of w
a.e. on T.
(ii) For some C' > 0 depending only on |a| and p we have

lwrl|lr(ry < lwllepmy < Cllwrl ety (5.18)

and Go(D) is a real Banach space on which ||wr||r(my is a norm
equivalent to (5.9).

(iii) The map w — F* is a homeomorphism from G5(D) onto HP. When
r > 2, the map w — F"* is also such a homeomorphism.

(iv) Ifw € GL(D) and wr € LI(T) for some q € (1,00), then w € G&(D).
A non-negative function h € LP(T) is such that h = |wr| for some
nonzero w € Gh(D) if and only if logh € L'(T).

Proof. If r > 2, all the properties except (iii) follow from their HP-analogs
via the continuity and uniform boundedness of e**" or e**' discussed earlier
in this section, see also [35, 27, 5, 4].

We postpone the proof of (iii) and assume for now that » = 2. Take w €
Gh(D) \ {0} and put s = s', F = F' to simplify notation. To prove (5.17)
we need to verify that given a sequence (p,) C (0,1) tending to 1, one
can extract a subsequence (py, ) such that trrw, converges to etrTsﬂT in
LP(T).

Since s, converges to s in W1%(D), we get from Lemma 8.7 that trrs,
converges to trps in LY(T), as p — 17, for all £ € [1,00). Moreover, as we
pointed out before the theorem, F' € HP, and hence (F P)IT converges to Fr
in LP(T). Extracting if necessary a subsequence from (p,) (still denoted by
(pn)), we can assume that trrs,, (resp. (Fpn)|T) also converges pointwise
a.e. on T to trys (resp. Fir). Now, Corollary 8.11, applied with ps instead
of s, implies that ||eP** F)||Lp(Ty is uniformly bounded as p — 17. Therefore,
as the weak limit coincides with the pointwise limit when both exist by
Egoroff’s theorem, there is a subsequence (py, ) such that (ep Re son |F, P })

converges weakly to |F| in LP(T). Letting 1/p+ 1/p’ = 1, this means that
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for each test function © € L (T) we have:

lim ‘/TepRes’)"k(z)}Fnk(z)]@(z)|dz|—/T|F(z)|6(z) |dz|‘ =0. (5.19)

k—o0

Set O, = |F, o |p_1 € L (T). Convergence of (Fp)r to Fip in LP(T) implies
easily that ©y, converges to |F[P~! in L (T). In view of (5.19), this yields

lim ‘/TepRes""k(z)‘Fnk (Z)|p|d2| —/T|F(z)|p\d2’]

k—o0

= 0.

Therefore, HtrTU’pnk | )= HeReS""kF tends to ||etrTSF|THLp(T) —

Lr(T Pry, HLP('JI‘)
HFITH Lo(T) when k — oco. However, from the discussion before the theorem,

we know that trrw,, —converges weakly to etrTsFm in LP(T), so by uniform
convexity of LP(T) the convergence must in fact be strong because, as we
just showed, the norm of the weak limit is the limit of the norms [9, Theorem
3.32]. This proves (7).

Next, we observe by the absolute continuity of |a|2dm that for every ¢ > 0
there is w(e) > 0 for which [[al|r2(q, . np) < € as soon as Q) is a cube of
sidelength w(e). Thus, in view of (5.13), we can apply Proposition 8.5 to
B := aw/w and obtain a strictly positive function @ on R™, depending only
on |a|, such that

1951l £2(Quym) + 10581l 22(Q5 y ) <71 (5.20)

as soon as Qg is a cube of sidelength w(n). A fortiori, (5.20) holds
with Res instead of s. Now, picking any v € (0,7/2) and recalling that
lwr| = |Fir| because Res € Wol’]é(]])), we deduce from (5.3) and Theo-

rem 8.10 applied to f = Res and g = €'™*F that the right inequal-
ity in (5.18) holds. In another connection, the left inequality is obvious
from (5.17). To show that Gh (D) is a Banach space, consider a sequence
(wp) C Gh(D) converging in HP to some function w. We must prove that
w € Gh. We can assume w # 0, therefore w,, # 0 for n large enough. Con-
vergence in ‘HP being stronger than in LP(D), a fortiori w, converges to w
in D'(ID) and, moreover, some subsequence, again denoted by w,,, converges
pointwise a.e. to w. Besides, if we write w,, = e’ F),, where we mean as
before that s, = s and F, = F}, we get from (5.15) that the sequence
(e*n) is bounded in W1¢(D) for each ¢ € (1,2). Therefore, by the Sobolev
embedding theorem, (e*") is bounded in L‘(D) for each ¢ € [1,00). In ad-
dition, since |e™5n| = 1, it follows from (5.18) that (F,) is bounded in H?,
hence also in Lf(D) for each ¢ € (1,2p) by (5.4). Altogether, by Holder’s
inequality, (wy) is bounded in L7(ID) for some v > 2. Consequently, some
subsequence converges weakly in L7 (D), and since the weak limit coincides
with the pointwise limit, if it exists, we conclude that the weak limit is w. In
particular, w € L7(ID). Moreover, by Holder’s inequality, («w,,) is bounded
in L'(D) for some ¢t > 1, and arguing as before we get that some subsequence
(again denoted by (awy,)) converges weakly to aw there. Thus, passing to
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the distributional limit in the relation dw, = aw,, we obtain (3.2) so that
w € GL(D). This proves (7).

We already know from Theorem 4.1 and the discussion before Theorem 5.1
that the map w — F' is bijective from G5 (D) to HP. Since |wy| = |F 7|, it
is clear from (5.18) that this map and its inverse are continuous at 0. Let
now w, converge to w % 0 in Gh(D) and write w,, = e*»F}, w = e* F'. We
claim that some subsequence of F}, converges to " in H? and this establishes
continuity of the map at every point. As F}lm is bounded in LP(T) by (5.18),
some subsequence converges weakly there to @1 for some ® € HP. Thus,
replacing wy, by a subsequence (again denoted by wy,), we may assume by
the Cauchy formula that F! converges locally uniformly to ® on D. Note
that ® # 0 for otherwise, in view of (5.15), we would have that w,, converges
to the zero distribution, contradicting that w # 0. In particular, oF /F}
converges in L?(D) to a®/® by the dominated convergence theorem. Since
dsy, = aF)/F} exp(—2ilm s},) by Lemma 4.3 and |[|s},||y1.2(p) is uniformly
bounded by (5.10), we can argue as we did after (4.8) (put oy, = aF} /F}
and 6y = 0 in the discussion there) to the effect that a subsequence, again
denoted by s!, converges to some o € W12(D) such that Retrro = 0 and
f'[r o =0, both a.e. and in W12(D). Refining the sequence if necessary, we
can further assume that w, converges a.e. to w. Taking pointwise limits
we get w = e°®, hence 0 = s' and ® = F' by the uniqueness part of
Corollary 4.2. Thus, F|‘T is the weak limit of F}Lm, and since || FY||po(r) =

|wl| £ (Ty is the limit of | F} || ze(ry = |[wn|ze(T), the convergence in fact takes

place in LP(T), thereby proving the claim. Conversely, let w,, = esn F! be a
sequence in G5 (D) such that F}, converges to ® # 0 in HP. By Corollary 4.2,
|85 [lw1.2(py is bounded uniformly in n, and, as before, a subsequence, again

denoted by s, converges in W12(D) to some o such that Retrro = 0 and
fT o = 0. Refining the sequence if necessary, we can assume in view of the
trace theorem that trys!, converges pointwise a.e. on T to trro. By the

dominated convergence, (w,)r tends to elrro ®p in LP(T). Using (5.18) we

obtain that w, converges in G (ID) to some w = e* F', and by the continuity
proven before we conclude that ® = F'. This proves (4ii) when r = 2. That
both w — F' and w — F* are homeomorphisms when r > 2 is similar but
easier because then s — e® is bounded and continuous from W7 (D) into
Wwhr(D) c L>(D).

Finally, (iv) follows from the corresponding properties of H? functions, the
fact that w € G% if and only it F' € HP, and the equality |wr| = ]F|‘T] O

Remark 5.2. When r = 2, wt in Theorem 5.1 is not necessarily the non-
tangential limit of w. Indeed, if (z,) C D is nontangentially dense on T, then
s(z) :=3, 27" loglog2/|z — 2z,| lies in W12(D) so that e € GH(D) for all
p € (1,00) with a := s by Lemma 8.7. Yet, € is not even nontangentially
bounded at a single £ € T.
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6. THE GENERALIZED CONJUGATION OPERATOR

The M. Riesz theorem may be rephrased as follows. Given ¢ € LE(T)
with p € (1, 00), the problem of finding a holomorphic function f in D such
that Retryf, tends to ¢ in LP(T) has a solution in H? which is unique
up to an additive imaginary constant. In fact, if we normalize it to have
mean [p1)/2m + ic on T, then fir = ¥ + it + ic and we have | fllee <
C([Y|lr(ry + lc|) for some C depending only on p.

The corresponding problem for pseudo-holomorphic functions, i.e. for solu-
tions to (3.2) when a # 0, turns out to have a similar answer in G5 as long
as a € L"(D) for some r > 2. When r > 2 this was essentially proven in
[27], see also [5] and [4]. More precisely:

Theorem 6.1 ([27],[5],[4]). Let o« € L"(D) with2 <r < oo and 1 < p < oo.
For every ¢ € LL(T) and ¢ € R there is a unique w € Go(D) such that
Rewr = ¢ and [ Imwy = c. Moreover, ||w|lgemy < C(|[¥llLeer) + lcl),
where C' depends only on p and r.

Theorem 6.1 generalizes the M. Riesz theorem: for every ¢ € LE(T) and
¢ € R there is a unique ¢f € LE(T) (a generalized conjugate of 1) such that
Jr WE = ¢ and ¥ + ip? = wr for some w € GE(D). Moreover, 19| Lo (m) <
C([[1]| () + |c[). The theorem below extends this result to the case r = 2
where solutions to (3.2) may be locally unbounded.

Theorem 6.2. Let a € L*(D) and 1 < p < co. For every 1 € LL(T) and
c € R there is a unique w € Go(D) such that Rewr = v and [; Imwr = c.
Moreover,

lwllgemy < CUI¢l Lecry + lel), (6.1)

where C depends only on p and |a.

Proof. We first show existence. Assume that ¢ and ¢ are not both zero;
otherwise w = 0 will do.

Let (ay,) be a sequence of functions in L°°(ID) converging to « in L?(D). By
Theorem 6.1, for every n there exists w, € GG, (D) such that Rewyp = ¢
and [; Imw, = c. Notations being as in Section 5.2, let us write w,, = esn FY
where sf, € W12(D) is real with zero mean on T while F' € H?. Below, we
drop the superscript t for simplicity.

It follows from (5.10) that |su|[w1.2m) < Collanl/L2m) for some absolute
constant Cp, hence |[|s,|y1.2(p) is bounded uniformly in n. In view of the
Rellich-Kondrachov theorem, we can find a subsequence, again denoted by
(sp), converging to some function s both pointwise on I and in Lf(ID) for
all £ € [1,00). By the trace theorem and the non integral version of the
Rellich—Kondrachov theorem, we may further assume that trrs, converges
to some function h both pointwise a.e. on T and in L%(T). Moreover,

convergence of a, to a in L?(D) entails, because of (5.15), that e**» are
bounded in W14(D), independently of n and %, for each ¢ € [1,2). So,



CHAPITRE 4. ANNEXE : PSEUDO-HOLOMORPHIC FUNCTIONS AT THE CRITICAL EXPONENT [10]

invoking again the trace and the Rellich-Kondrachov theorems, we may
assume upon refining s, further that ettrsn converges to their pointwise
limits e*” in LY(T), for all £ € [1,00).

Thus, by Hélder’s inequality, Re (Fy,)ir = e~ Ursnq) converges to e M in
LMT) for any A € [1,p). Continuity of the conjugate operator now implies
that Re/(}n/)m in turn converges to eiﬁb in LM(T). Since [pImw, = ¢, we

——

see by inspection that Im (F,)r = Re (F},)r + ¢, where the constant ¢, is
such that

cn/etrTS” +/etrTS”Re (Fa)ir = c- (6.2)
T T

The first integral in (6.2) converges to fT e’ > 0, and the second integral

—_~—

converges to fT el e=T4p by Holder’s inequality. Therefore, (c,) converges to

cp = (c—/qreh;@) //Teh, (6.3)

and subsequently (F,)r converges to

Fro=e M+ ieh +icy (6.4)

in LA(T), for all A € [1,p). Thus, F, converges in H* to F, the Poisson
integral of Fr. Note that F' is not identically zero; otherwise, ¥» = 0 and
¢ = 0, contrary to our initial assumption.

The above argument and the dominated convergence theorem give us that
ape21msn B/ F converges to ae”?MSE/F in L?(D). Next, 0s, = a, X
xe~2Mmsn b /F - By Lemma 4.3, applying (2.13) with A = s, — s, a =
08y, — 08, 0 = —7/2, ¢ = 0, and X = 0, we conclude that (s,) is a Cauchy
sequence in W12(ID) which must therefore converge to s. Hence, s € WH2(D)
and h = trrs. Since we get in the limit that ds = (aF/F)e 2"™ms we
see from Lemma 4.3 that w := e*F satisfies (3.2). Moreover, if we write
w = €* F* in the notation of Section 5.2, we find that s* = s and F* = F
because s inherits from s,, the properties Imtrrs = 0 and fT Res = 0. As
F ¢ H*for all X € [1,p), we further deduce from the discussion before (5.16)
that w € G2 for all such A. By inspection of (6.4) we get

wr = etrTsﬂT = etrTs(e_trTs¢ +1 e‘trTsw + icp)

=+ i(etrTs e~ tITsq) 4 etrTSCO), (6.5)

where we use the fact that h = trrs is real-valued. In particular, (6.5) entails
that Rewr = 1.

To show that w € G5(ID), we must prove in view of Theorem 5.1 that wt €
LP(T). To do this, note that 1) € LP(T) by assumption and that e"75¢, €
LP(T) by the trace and Sobolev embedding theorems. Furthermore, ptrrs €
WY22(T) ¢ VMO(T) by (8.13). By Lemma 8.2, eP'T5 satisfies condition
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A,. Thus, using (5.8), we obtain

—~——

e e~trmglp < O flpl, €7 =C"({eMYL) (66)

in view of (6.5) we have wy € LP(T). This gives the existence part of
Theorem 6.2.

As for uniqueness, let wy, ws € G5(ID) be two solutions. Set v := w; —wy €
Ga(D), so that Revr = 0, [pImvr = 0. If we write v = e” ®*, we observe
that Re (®°)r = 0, and hence the H?* function ®°, 1 < \ < p, is a pure
imaginary constant, say (. Thus, v = (e® and the relations fT Imuvr = 0,
Jr 70 > 0 give us ¢ = 0 so that v = 0, as desired.

Finally, we verify (6.1). By (5.18), it suffices to prove that

lwrl ey < CUlPN Loy + Ie);

where C' depends only on p. By (6.6), (6.5), (6.3) and Hélder’s inequality, we
need only establish that ||e"TTs | e () {eptrTs}Ap, and 1/ [ e'Is are bounded
from above independently of y. We pointed out earlier in the proof that
e*» are bounded in W4(D), independently of n and %, for each q € [1,2).
Since s, tends to s in W12(D), boundedness of ||etms||Lp(T) follows from
Proposition 8.4 and the (non-integral version of) the Sobolev embedding
theorem. Next, (5.10) yields that [|s||yy1.2py < Coll[[z2(p) for some absolute
constant Cy. Thus, using concavity of log, the Schwarz inequality, and the
trace theorem, we get for some absolute constant C; that

g (5 [ 10el) = - [ st©)1a¢

> —|Isllz2ry = —Cillsllwrzm) > —CoChllal L2,

showing that [, eltrs > exp{—CoC1llal 12}

Finally, to majorize {eptrTs} 4, independently of 9, it suffices by Lemma 8.2
to prove that My, ,(J) (see definition (8.8)) can be made arbitrarily small as
A(J) — 0, uniformly with respect to 1, as J ranges over open arcs on T. Let
w be be a strictly positive function on (0, +-00) such that |l z2(q, . np) < €
as soon as () is a square of sidelength w(e). By (5.12) and Proposition 8.5,
there is a strictly positive function @ on (0, +00), depending only on w, such
that (5.20) holds. Now, if A(J) < 1, it is elementary to check that R(J, A(J))
(¢f. definition (8.29)) is contained in a square of sidelength A(J). Therefore,
if we pick A(J) < min{1/2,w(n)}, we deduce from (8.13) and Lemma 8.9
that My, ((J) < Cin, where C1 is an absolute constant. This completes the
proof of Theorem 6.2. O

7. DIRICHLET PROBLEM FOR exp — W12 cONDUCTIVITY
p

The following connection between pseudo-holomorphic functions and con-
ductivity equations is instrumental in [3] and was investigated in the context



CHAPITRE 4. ANNEXE : PSEUDO-HOLOMORPHIC FUNCTIONS AT THE CRITICAL EXPONENT [10]

of pseudo-holomorphic Hardy spaces in [5, 4] when r > 2. We start by a 2-d
isotropic conductivity equation with exp-Sobolev smooth coefficient:

div(eVu) =0 in Q, c>0, logoeWh(Q), rel2,00). (7.1)

When r > 2, the assumption that logo € W1"(Q) simply means that o €
WLT(Q) and that 0 < ¢ < o (strict ellipticity). If »r = 2, then o lies in
Wa(Q) for all ¢ € [1,2) by Proposition 8.4, but it is not necessarily bounded
away from zero nor infinity which makes this case particularly interesting
because (7.1) may no longer be strictly elliptic.

Put v:=(1—-0)/(1 4 o) and consider the conjugate Beltrami equation:

Of =vdf inQ, —-1<v<1, arctanhveWh(Q), rc[2,00), (7.2)

where the assumptions on v correspond to those on o given in (7.1). The
fact that o € W19(Q) for all ¢ € [1,2) implies easily that the same holds for
v. If we restrict ourselves to solutions f € L] () for some v > r/(r — 1)
and write f = u + v to separate the real and the imaginary parts, we find

that (7.2) is equivalent to the generalized Cauchy—Riemann system:

{ O = —00yu,

Oyv = 00, (7.3)

whose compatibility condition is the conductivity equation (7.1). Hence,
(7.2) is a means to rewrite (7.1) as a complex equation of the first order.
Now, if we set

f-vf — g1/2
V1—1v?

then a straightforward computation using (7.3) shows that (3.2) holds. Note
that any constant ¢ solves (7.2), the corresponding solution in (3.2) being
o'?Rec+ioc~?Ime.

The preceding discussion makes the study of (7.2) essentially equivalent to
that of (3.2), (7.1). In particular, Theorem 6.2 translates into the following
result that seems to be the first to describe a class of non strictly elliptic
equations with unbounded coefficients for which the Dirichlet problem is
well-posed with (weighted) LP-boundary data.

w = u+ ia_l/Zv, a = 0log ol/? e L,

Theorem 7.1. Let o > 0 be such that logo € WH2(D), and fix p € (1,00).
For every v such that ¥ trra/? € LP(T), there exists a unique solution u to
(7.1) such that

sup ([ @ o (@)1ael) " < oo (7.4

0<p<1

and lim, 1 tmr(upall,ﬂ) = Y trpot/? in LP(T). Moreover, the supremum in
(7.4) is less than C’||¢01/2||Lp(qr) for some C = C(p,0).
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8. APPENDIX

8.1. Mean growth of Cauchy transforms. In this subsection we prove
estimate (2.15). First, we evaluate Ca(h)p,, the mean of Cy(h) over Dp,
when h € L?(C) and R > 1. To this end, we use the following identity (see
[2, Section 4.3.2]):

oo ®={ it S 5.1)

If h has compact support, we deduce from (2.14), (8.1) and Fubini’s theorem
that

Co(h)o, 71';{2 (1 / O gy + L / @dm(t)> dm(z)

R T N 10 PR oy B IO
_ [ ygamn w/«:\DR D () + /C\D D ()

TR2 T

_ /DRh( VEdmi(t) + /1 dm(t). (8.2)

TR? <jtj<r U

By density argument, (8.2) holds for every h € L?(C). Next, by (8.2) and
the Schwarz inequality, we have

17 HL
Ca(h)pg| < —=— ||h||L2(<c (log R)/? R>1 (8.3)

In another connection, by the Poincaré inequality, we have
IC2(h) = Ca(M)bp |l L2g) < CrlIPL2@p) + 1B L20y))
< 2Ca|Ihl ey, (8:4)
where CFg is the best constant in (2.3) for p = 2 and 2 = Dg. Finally, since

[C2(R) || L2 () - |C2(h) — Ca(R)pg I L2(Dy)
VTR - VTR
(2.15) follows from (8.3), (8.4) and the fact that Cr = RC by homogeneity.

+ |62(h)DR‘ )

8.2. Functions of vanishing mean oscillation. The space BMO(T) of
functions with bounded mean oscillation on the unit circle consists of the
functions h € L'(T) such that

1
h = su —/ht—h dA(t) < oo,
Lo = sup s [ 1) = hildAr)

1
hI::—/ht dA(t), (8.5
K0 O A®), (55)
where A indicates arclength and I ranges over all subarcs of T. Note that

| - | Baro¢r) is a genuine norm modulo additive constants only. The space
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VMO(T) of functions with vanishing mean oscillation is the subspace of
BMO(T) consisting of those h for which

1
lim sup —/ht—h dA(t) = 0. 8.6
ti sup e | 100~ hrlaA() (8.6)

Actually, VMO(T) is the closure in BMO(T) of continuous functions [21,
Chapter VI, Corollary 1.3 & Theorem 5.1]. The John-Nirenberg theorem
asserts that there exist absolute constants C, ¢ such that, for every h €
BMO(T), every arc I C T, and any A > 0,

A€ €T« h(E) — hi] > A}) URY
A SCQXP(HhHBMom)’ (8.7)

in fact one can take C' = e and ¢ = 1/2e, see [22, Theorem 7.1.6]'1. We
also need a quantitative version of the so-called integral form of the John—
Nirenberg inequality'?. Given h € L*(T)) and an arc I C T, let us define

1
M, I::sup—/ h — hp|dA, 8.8
W= xSy &
where the supremum is taken over all subarcs I’ C I.

Lemma 8.1. If h € BMO(T) \ {0} and I C T is an arc, then
/e|h|/(4th(I))dA < (14 e)A(I) elhil/eMn(n), (8.9)
1

Proof. Inspecting the standard proof of the John—Nirenberg inequality that
uses recursively the Calderon—Zygmund decomposition on dyadic subdivi-
sions of I [21, Chapter VI, Theorem 2.1], one checks that (8.7) remains valid
if we replace ||h||gprocry by Mn(1):

A({eer KL((%) RLIER) P (i) | (8.10)

Mp(I)
Pick ¢ € (0,¢) with ¢ as in (8.10), and set g := c'|h — hy|/My(I). We
compute as in [22, Corollary 7.1.7]:

1 1
m/}egd/&:1+m/[(eg—l)d/\

1 0o

Hrpe argument there is given on the line but it applies mutatis mutandis to the circle.
1/2
12When Mj,(I) gets replaced by SUp;/ -y (ﬁ[') [y |h—hp? dA) (a different but in

fact equivalent quantity), the sharp constants in (8.9) were obtained in [39].
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where the second equality follows from Fubini’s theorem. Using (8.10) to
estimate the distribution function of g, we find that

1 , 1
L c|h—h1/Mh(I>dA:_/ 9 A
e €
A(I)/z A(I) J1

o0 / C
§1+C/ e Mg =1+ )
0 c/c—1
Choosing C' = e, ¢ = 1/(2¢e), and ¢ = 1/4e, we obtain
1 / [h—hil/(4eMy (1))

—— [ e ¢ dA<1+e 8.11
A Jy (&40
from which (8.9) follows at once. O

By definition, Mj(I) tends to zero uniformly with A(I) if h € VMO(T), and
Lemma 8.1 makes it clear that in this case " € LP(T) for every p € [1,00).
When h € VMOR(T), where subscript “R” means “real-valued” as usual, it
is well known that e” satisfies condition A, given in (5.7) for all p € (1, 00).
This follows for instance from (8.11) and [21, Chapter VI, Corollary 6.5].
Below, we record for later use a specific estimate for the A, norm in terms
of (8.8).

Lemma 8.2. Let h € VMOR(T) and p € (1,00). Let n = n(h,p) > 0 be
so small that 4eMp,(I) max(1,1/(p — 1)) < 1 for every arc I C T satisfying
A(I) <n. Then

(Ma = sup (ﬁ/j’eh dA) (ﬁ/je—h/(p—l)dj\>p_l <C (812

where C' depends only on n, p, and HehHD(T).

Proof. If we put p’ = p/(p — 1), then 1/(p — 1) = p’ — 1 and it follows
easily from the definition that {e"}4, = {e‘h/(p_l)}(f;_ll). Therefore we
p

may assume that p > 2.
Now, the left hand side of (8.12) can be rewritten as

1 h—hy 1 / —(h—hy)/(p-1) p—1

If A(I) < n, then 4eM},(I) and 4eMy(I)/(p — 1) < 1, thus by (8.11) and
Holder’s inequality we have

1 h—h; 1 / h—hy|/(4eMy (D)) 5\ 2Mr(D)
— A< 11/(eMa (1) g7
A(I)/Ie ol < (A(I) . aA)

< (1 +e)4th(I) < (1 —|—6)

122



CHAPITRE 4. ANNEXE : PSEUDO-HOLOMORPHIC FUNCTIONS AT THE CRITICAL EXPONENT [10]

and

1 p—1 1 deMy, (1)
_ —(h=hr)/(p—1) < (- |h—hy|/(4deMp (1))
(A(I) /,e an)" < (A(I) /I ¢ ar)

< (1+e).

This shows that (8.12) holds with C' = (1 + €)? when the supremum is
restricted to those I of length less than 7. In another connection, if A(1) > n,
then obviously
1
1 et an < e
and likewise, taking into account that p > 2 and using Holder’s inequality,
we obtain

1 —h/(p—1) )p ! 1 / |h =1y ,|h|
—_— e dA < — e dA < i e [ .
<A(I)/1 A(I) J; ez

Thus, (8.12) holds with C' = (He|h|\|L1(T)/77)2 in this case. O

When T is a Jordan curve locally isometric to a Lipschitz graph, the defini-
tions of BMO(T"), VMO(T'), and condition A, on I which are modeled after
(8.5), (8.6), and (5.7) do coincide with the standard ones [8, Section 2.5]'3,
Lemma 8.1 and Lemma 8.2 carry over mechanically to this more general
setting, but the significance of condition A, with respect to the weighted
LP continuity of the conjugate operator is no longer the same if I is non-
smooth'. Such considerations are not needed in this paper, but we make
use at some point of the following estimate showing that W'/22(I") embeds
contractively in VMO(T") [10]:

i [l = hildh < b [ 1B — h(E) dA(AA)
h(t)—h(t'
< xy Jrwr B "dA(t)dA(t’)/ w1
_ N2 1/2 .
< (Jrr PO an (1) (@)
<

1Blp 2z,

where the next to last step uses the Schwarz inequality. Note that if h €
W1/22(T), then

— |2 1/2
bl o= ([ PO anyane))

tends to 0 as A(I) — 0 by the absolute continuity of %dA(t)dA(t’).

1311 the standard definition, arcs I C T' are replaced by sets of type D(&, p) N T with
& € I'. It is in this form that condition A, is necessary and sufficient for weighted L?
boundedness of the singular Cauchy integral operator on T, see [8, Chapter 5].

MEven if we restrict ourselves to constant weights (which certainly satisfy A, for all
p € (1,00)), the conjugate operator is generally LP-continuous for restricted range of p
only. This follows from [32, Theorem 2.1] and the fact that the Szegé projection has the
same weighted LP type as the conjugate operator on T.
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8.3. Exp-summability of Sobolev functions at the critical exponent.
Given a bounded open set 2 C C, the Trudinger-Moser inequality [34] asserts
that

2
sup / ™ dm < Con|Q (8.14)
. heW&_’Q(S;) Q
I19R17 2 ) TI1ORIIT 2 o, <1/2

for some absolute constant Cy. Now, given a nonzero f € I/VO1 ’2(9), put
for the sake of simplicity Ni(f) := (2H8fH%zm) + 2H5f\|%2(m)1/2 and let
further f; = f/Ni(f). For each £ € Q such that f(£) is defined, we have

cither |f(€)] < NP(f)/4m or exp(|f(€)]) < exp(4x[fi(¢)[*). Thus, applying
(8.14) with h = f1, we obtain for f € W01’2(Q) a fortiori that

10f 113200y + 10F 17
Il g, < L2(Q) L2(Q)
/Qe dm < |Q|(CTM —i—exp( 5 ))

Lemma 8.3. Let Q2 C C be a bounded and Lipschitz open set. Then there
exist C1 = C1(Q), Co = Co(Q) such that, for every ¢ € [1,00) and f €
wh3(Q),

(8.15)

||€|f|||LE(Q) <O exp(02£||f||§vl,2(9)). (8.16)

Proof. Let Q1 D Q be open and, say |Q1] < 2|Q|. Pick ¢ € D(R?) to have
support in €21, values in~ [0, 1], and to be identica,ll~y 1on Q. By t@e extension
theorem, there exists f € W12(R?) such that fio = [ and | fllw12me) <
Cll fllwr.2(q), where C' = C(Q). Then h := lof lies in Wol’z(Ql) and satisfies

10111320y + 10311220,y < CCNf ()

where C’ depends on C' and ¢. Applying (8.15) to h, we find on putting
Cy = C'/(27) that

2 2
/€€f|dm S/ el?ldm, < (eﬁ 02||f||W1,2(Q) +CTM> |Ql|,
Q 9]

that yields (8.16) upon setting C := 2(1 + Cm)[€). O

With the help of Lemma 8.3, we now prove that e/ is fairly smooth when
f € WH2(Q). Recall that a (possibly nonlinear) operator between Banach
spaces is said to be bounded if it maps bounded sets into bounded sets.

Proposition 8.4. Let Q C R? be a bounded Lipschitz smooth open set. Fiz
p € (1,00) and £ € [1,min(p,2)). Then, the map (g, f) — gel is continuous
and bounded from WP(Q) x W12(Q) into WHH(Q), and derivatives are
computed using the Leibniz and the chain rules:

d(ge!) = el dg + gel O, d(ge’) = el dg + gel Df. (8.17)
In particular, for every q € [1,2), the map f — el is continuous and bounded

from WH2(Q) into WH(Q) and so is the map f — e'702f from W12(Q) into
W-1/44(9Q).
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Proof. Let g € WHP(Q), f € W12(Q), and let (f,), (gn) be two sequences
of smooth functions on €2 converging respectively to f and g in W2(Q) and
WLP(Q). We claim that e/» converges to e/ in L*(Q) for all £ € [1,00). To
see this, consider first the case of real-valued functions. By the mean-value
theorem and convexity of ¢ — e!, we have that

/’ef—ef”‘fdmg/|f—fn|£|ef—|—ef"|édm
Q Q

<If = Fallseegeylle? + e [angy, (8.18)

where we use the Schwarz inequality. By the Sobolev embedding theo-
rem, ||f — fullp2¢(q) tends to 0 as n — co. Moreover, | fullw12(q) tends to

| fllw1.2(q), hence e/ +e/n | 22¢(q2y 1s uniformly bounded by Lemma 8.3, and
the right hand side of (8.18) indeed goes to zero as n — oo. Next, if f, f,
are complex-valued, say f = u + v and f,, = u, + iv,, we write

le? — e/l ey < lle® (€™ — el eay + Nl (e — ") Lea-

By what precedes, the last term in the right hand side tends to 0 when
n — oo, and so does the first since we can extract pointwise convergent sub-
sequences from any subsequence of v,, and apply the dominated convergence
theorem. This proves the claim.

Next, we observe that g,e/ is smooth on Q and that

A(gne’™) = e g, + gne!mdf,. (8.19)

Assume first that p < 2. Then, by the Sobolev embedding theorem, (g;,)
converges to g in LP (Q) where p* = 2p/(2 — p) > 2. From this and the
previous claim, we deduce by Hélder’s inequality that (g,e/") converges to
gel in LY(Q) for £ € [1,p*), hence also in the sense of distributions. By
the same token, the right hand side of (8.19) converges to e/dg + ge/df in
LY(Q) for each £ € [1,p). The case p = 2 is similar except that p* can be
taken arbitrarily large, hence the convergence in the right hand-side of (8.19)
takes place in L¢(Q) for all £ < 2. If p > 2, then g is even bounded, but this
does not improve the estimate. Repeating the argument for d(ge!) proves
that (gne/") converges to ge/ in WH¢ for £ € [1,min(p,2)) and that (8.17)
holds. Hence, the map (g, f) — gef is defined from WHP(Q) x W1H2(Q)
into WH4(Q) and (8.17) is valid. Moreover, by Lemma 8.3 and Holder’s
inequality, this map is bounded. Relaxing the smoothness assumption on
fn, gn and arguing as before shows that it is also continuous. This proves
the first assertion on the Proposition. Setting g = 1, the second assertion
follows by the Sobolev embedding and the trace theorems. O

8.4. Equicontinuity properties of Cauchy transforms.

Proposition 8.5. Let § € L?(D) and let w be a strictly positive function
on (0,400) such that HBHB(QUJ(Q)OD) < € as soon as Q) is a square of

sidelength w(e).
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(i) If we set (cf. (2.9))
O = 5 [ DL asndE  zec

N % D 5 — Z
then there exists a strictly positive function wy on (0,400), depending
only on w, such that

10C(8) 1 2@ 1 + 10CB) 1120 ) <1 (8.20)

as soon as Qu, () 5 a square of sidelength wy(n).

(ii) If we set (c¢f. (5.11))

RO = g [ 7L dATE,  zeD.

then R(B) € W12(DD) is holomorphic in D and there exists a strictly
positive function wy on (0,4+00), depending only on w, such that

HaR(ﬁ)HLQ(QWQ(n)ﬂD) < n

as soon as Qu,m) s a square of sidelength wa(n).

Proof. Since B € L*(D), we know that C(8) € Wég(@) Fix n > 0 and
set = min(1/3,w(n/3),n/(6]|5]|)). For any square Qs, we have a nested
concentric square with parallel sides Rs2 C Q5. Let B be the extension of 3

by 0 off D. Since C(B) = 3, we obtain
loC(B)lL2(Q,2) < n/3. (8.21)

Next, we write

ac(8) = B(B) = B(xa,B) + B(xc\o,5) (8.22)

where B indicates the Beurling transform, cf. (2.10). As B is an isometry
on L?(C), we get

1B(x@sD)lz2(c) = 18]l z2(@srm) < 1/3: (8.23)

Moreover, formula (2.10) and the Cauchy-Schwarz inequality give us the
pointwise estimate:

2
B(xc\@s8)(2) < <18l 2wy, z € Qs2.
Integrating over Q52 yields

||B(X(C\Q5§)HL2(Q52) < 26|82y < n/3. (8.24)

Inequality (8.20) with wq(n) = § follows now from (8.21), (8.22), (8.23) and
(8.24), thereby proving (7).

Consider next R(f). Clearly it is holomorphic in D and vanishes at 0.
Furthermore, R(5)(z) = —C(5)(1/z) and since C(53) € VVliCz(C) we get that
R(B) € WH2(D).

Once again, fix n > 0 and set § = min(wy(n)/4,n/(16||5]|)). First, every
square s has diameter at most 1/4, hence is disjoint from Dy /2 if it meets
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Asjsi={z: 1>z > 3/4}. In this case the reflection (z + 1/2) of Qs N D
is contained in a square of sidelength 46 < w;(n), and since
0(CB))(1/z

or(B)(:) = LN 4,
we deduce from (8.20) and the change of variable formula that |OR(8)( 12(y)
< 1.
Assume now that Qs C D3/ Differentiating under the integral sign we
obtain

1 B(E) =, 1 / 2£B(8)
OR(B) = —déNd
(8) 2w Jp 1 — &z g §—|- (1 —£2)2
so that if z € D3/, we get by the Schwarz inequality that [OR(8)(z)| <
16| 8]/ z2(p)- Integrating over Qs yields
1OR(B) 12(@s) < 16618/l L2m) <,

as desired. It remains to set wa(n ) = 4. O

dé N dE,

Corollary 8.6. Let 8 € L*(C) and let w be a strictly positive function on
(0, +00) such that HBHLQ(QW(E)) < € as soon as Q) is a square of sidelength

w(e). If we let (cf. (2.14))
a1 1 Xc\p(t) . B
O I ) L O LG

z—1 t

then there exists a strictly positive function wy on (0,400), depending only
on w, such that

10C2(B) I 22(qu,, ) + 10C2(B) | 22(qu, () <71

as soon as Qu, () s a square of sidelength wy(n).

Proof. This is proved in the same way as (8.20), replacing § by . O
8.5. Integral estimates on circular arcs.

Lemma 8.7. If f € WY9(D) for some q € (1,2) and £ := q/(2 — q), then

1/¢
sup ([ 17©111) " < Cll oo,

pe(0,1]
where C = C(q).
Proof. Set f,(&) := f(p&) so that
/ G Rl G ATAGIITS (5.25)
T

By the trace theorem and (the non-integral version of) the Sobolev embed-
ding theorem we have

, 1/¢
(/T [fo(©)] |d€|) < Cllfpllwram) (8.26)
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with C' = C(q), and from the change of variable formula we get for p > 0
that

Ifollwram) = 22U fllLaw,) + 2~ (10 | Law,) + 10fllLe,)) - (8:27)

Since 1/¢—2/q = —1, and in view of (8.25), (8.26), and (8.27) it remains to
majorize p~ || fllLa,) by Cllflwram) for some C = C(q). From (2.4) we
see that this is equivalent to checking the estimate:

1
P o = |

e [, fin] < Ol D o<1 529

with C7 = C1(q). Now, the Sobolev embedding theorem implies that for
some Cy = C3(q) we have || f|| f20/2-a)m) < Ca| fllwr.e(p), and so by Holder’s
inequality,

| /D fdm| < Com®/2 14324 f |y
P
which is exactly (8.28) with Cy = Con'/271/4, 0

For J C T an open arc and 6 € (0,1), we denote by R(J,J) the open
curvilinear rectangle in D (an annulus if J = T) defined by

R(J,0)={z: z=p¢, € J, 1-6<p<l1}. (8.29)
Lemma 8.8. If f € Wol’z(]D)) and p € (0,1}, then for every arc I C T, we
have
i £l
A(T) Jr
1 — p 1/2 _
< W <H3fHL2(R(J,1—p) + ”8f|’L2(R(J,1—p)>7 (8.30)

where J C T is the arc such that pJ = I.

Proof. By density it suffices to prove (8.30) when f € D(D). If we write
(el as (= p€ with £ € J, we get

1
1) =~ [ 069+ 85(1)8) d
p
and integrating with respect to |d(| = p|d¢| yields
1 —
[ r@nac|=o | [ (osuere+asue) o

< /R " (10£(2)| + 05 (t€)] ) ttl e

Since m(R(J,1 — p)) = A(I)(1 — p?)/2, estimate (8.30) follows from the
Schwarz inequality. O



CHAPITRE 4. ANNEXE : PSEUDO-HOLOMORPHIC FUNCTIONS AT THE CRITICAL EXPONENT [10]

Lemma 8.9. Let J be a proper open subarc of T and let 6y € (0,1). For
every § € (0,0¢] there exists C > 0 depending only on &y and A(J)/§ such
that, for all f € WY2(R(J,9)) (cf. definition (8.29)) we have

f(t) — f(t')]? )2
dA(t)dA
(/8R(J,6)><8R(J,5) (AL, 1))? (£)dA(E ))
< C(10flr2(rs)) + 10 flL2(r(s6)y) - (8-31)

Proof. Pick § € (0,dp], and write e, e’ for the endpoints of J with a < b
and |a — b] < 2m. The map ¢(p,0) := (pcosf,psinf) is a diffeomor-
phism from R := (1 —4,1) X (a,b) onto R(J,J) satisfying |||Dyl|| < 1 and
I1[(Dp)7Y|] < ¢/(1—68y), where Dy indicates the derivative and |||- ||| is the
operator norm. In particular, ¢! extends to a Lipschitz homeomorphism
from OR(J,d) onto OR with Lipschitz constant depending only on 4y, and
by the change of variable formula it is enough to show that if h := f o ¢,
then

_ 1\|2 )
</8R><8R ‘h((iz(t f’g;ﬂ dA(t)dA(t’)>1/2 < C(I10 r2r) + 19D 22(m))

where the constant C' depends only on A(J)/§ = 2w(b—a)/d. The result now
follows from the fact that if p = 2 and €2 is a rectangle, then the constant
in (2.6) depends only on the ratio of sidelengths, a fact which is obvious by
homogeneity. O

8.6. A multiplier theorem. The next theorem is fundamental to our
study of Gh when o € L?(D) but is also of independent interest. It is
best stated in terms of multipliers. We use the definition (2.1) of the non-
tangential maximal function M, f. Denote by 97" the Banach space of
complex-valued functions on I such that [|M. f[|zr(ry < co. Furthermore,
we use the Banach space HP of functions satisfying a Hardy condition, in-
troduced in Section 5.2.

Theorem 8.10. Let v € (0,7/2) and p € [1,00). Given f € W()l’lé(ID)), the
multiplication by el is continuous from INP into HP. More precisely, for
any function g on D, we have

1/p
sup (/T FG) Ig(f)!p!dﬂ) < C | Mygllo(rys (8.32)

0<p<1 P

where C' depends on p, vy, and on ¢ > 0 so small that ||0f||12.np) < C'/p
whenever Q. is a square of sidelength e, with C' depending only on ~.

Proof. First, let p € (0,sin+y). For ¢ € T, I'(¢, ) contains T, and we have

| e @lae)r sl < mzg(o) [ e ©agl.

T, T,
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Averaging over ( € T yields

| e iact < o ([ Mg lac)([ e Olae). s

p

By Lemma 8.7 applied to e/ in the place of f with £ = p and ¢ := 2p/(p+1),
we get

1
([ er@lae) ™ < cllef ) (831
T

P
for some ¢y = co(p). Moreover, Lemma 8.3, Proposition 8.4, Holder’s in-
equality, and the fact that f is real-valued imply together that for some
absolute constants C7,Cy we have

e/ Iwramy = e’ Loy + 2085 | Law) < Nl anm) (1 + 20107 | L2())
< 01(1+exp(Czp||8f||L2(D)))( + ||3f||L2(D)). (8.35)
By (8.33), (8.34), and (8.35) we conclude that

1
swp ([ e lg@p1a) " < ColMuglinn, (536
0<p<siny T,

for some Co = Co(p, [|0f || L2(m))-

Assume next that p > sinvy. Now I['((, ) cuts out two disjoint open arcs on
T, one of which is centered at £ = p¢. Denote this arc by A¢. Its length
A(A¢) is independent of ¢ and it is easy to check that Ki(1 —p) < A(A4¢) <
Ks(1 — p) for strictly positive numbers K;, Ky depending only on . Take
an integer N, in the interval [4mp/A(A¢), 4mp/A(A¢)+1), and divide T, into

N, semi open arcs of equal length, say I, ,..., I¢, , centered at equidistant
p &1 &N,

points £1,...,6n, € Ty. Put ¢; = {;/p € T, and consider the partition of

T into N, semi open arcs J¢, := I¢, /p centered at ;. By construction, if

¢ € J¢;, then I, C I'¢ . Consequently,

| e g < Mig() [ erOag,
I I,
and averaging over ¢ € J; gives us
[ er@lgte)lag < / Mg 1cl) ([ e a).
& &

Since A(J¢;) = A(l¢;)/p we deduce upon summing over j that

/ 1@ g(€)[P |de]

P
1
< MEg(Q)]d¢|) s —/ ePf©de|). (8.37
ol [ Mes(@1act) s (5 [ @7lasl). (630

Let R(J,0) be defined as in (8.29), and let C' be the constant in Lemma 8.9
associated to dg = 1 —siny and A(J)/0 = K /(2sin+y); note that C' depends



CHAPITRE 4. ANNEXE : PSEUDO-HOLOMORPHIC FUNCTIONS AT THE CRITICAL EXPONENT [10]

only on 7. Since A(J¢,)/(1 —p) < Ka/(2sinvy), the arc Jéj C T of length
(1 —p)K2/(2sin7) centered at (; does contain Jg;. Therefore, R(J¢,,1— p)
is contained in R(Jéj, 1 — p) and I¢; is contained in Iéj = Jéj /p. Hence,
(8.31) a fortiori implies for some K depending only on 7 that

1f(t) = f)? ) 2
</I§jxfg e AOIE)
< K(HafHLQ(R(Jéj,l—p)) + HngLQ(R(Jéj,l—p)))' (8.38)

Now, it is elementary to check that R(Jéj, 1 — p) is contained in a square
of sidelength K3(1 — p) (where K3 depends only on ), one side of which is
tangent to T at (;. So, if we let 1 be so small that HafHH(le) < 1/(8Kep)
whenever @), is a square of sidelength €1, we get (since f is real-valued)
that
1
4Kep’
max(siny,1 —e1/K3) =po < p<1l. (8.39)

HafHL?(R(Jéj,l—p)) + ”5fHL2(R(Jéj,1—p)) <

Then, from (8.13), (8.38), and (8.39), we see that for all subarcs I C I¢,

) 1/2
ai Sl = gildn < ([ LGRS daaman )

1/2
OGS 8.40
(ffsj xIg, | ((A)(t t’())gl dA(t )dA(t/)> (8.40)
< 1/4ep, po<p<Ll.

IN

If we let h := trr, f, inequality (8.40) asserts that
Mp(I¢;) < 1/4ep, po < p <1, (8.41)

with Mj(I¢;) defined by (8.8) where we set I' to be T,. By Lemma 8.1,
(8.41), and Holder’s inequality, for p € [pg, 1) we have

<A(.17§)/I epf(é)‘dﬂ)l/l?g(1+e)1/pexp<‘ﬁe) f |dC|D (8.42)

§j

In another connection, keeping in mind (8.39) and the inclusion R(J¢;,1 —
p) C R(J{,,1 = p), an application of (8.30) yields

)1/2 1
))1/ 2 4Kep

1
wey S, T < (8.43)

Put p; = max(po,Kl/(Kl + 7)), and assume for a while that p > p;; in
particular, mp/(K1(1 — p)) > 1, and therefore

2mp 2mp S Kl —p)
1+4mp/|Ae] ~ 1+47rp/(K1(1—,0)) - 3 '

A(lg;) = (8.44)
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Using together (8.43) and (8.44), we obtain

1 V3
’A(Igj) %, f(mdﬂ‘ﬁm, pm<p<l. (845

Plugging (8.45) in the right hand side of (8.42) and using (8.37) now gives
us

1/p V3
f(6) p 1/p V2
sup (/ eP g(& d{) <(l+e exp( )MgL T)-
s ([ O lgter1agl) " < (140 esn( e ) IMiglio
To obtain (8.32), it remains to treat the case p € [sin~y, p;) when the latter
interval is nonempty. First, in this range of p, the first two inequalities in
(8.44) imply that

A(I¢;) > c(v, p1)- (8.46)
On the other hand, (8.34) and (8.35) give us that
1/ 1/
(/ epf(§)|d£|) P < (/ epf(5)|d§|> P < Cy (8.47)
IEj Tp

with Cj as in (8.36). Therefore by (8.46) and (8.47) we have that

1 1/p
pf (&) < —1/p . <
(A(I ) /I; € ’d£’> — [C('}’,pl)] CO; smy < p < p1,

&

j
and using this in (8.37) completes the proof. O
Corollary 8.11. If w = e°F, where s € WY2(D) with Retrrs = 0 and

F € H?, then
1 1/p
sup (2— / |w<s>rprd§|> < +0.
0<p<1 T Jt,

Proof. This follows from (5.3) and Theorem 8.10 applied with f = Re s and
iIms
g=e""°F. U
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