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Introduction générale

“ Whilst non-linear models are often used for a variety of purposes, one of their uses
is for forecasting, and it is in terms of their forecasting performance that they are most
often judged”. Cette citation de Clements et al. (2004) souligne I'importance des mo-
déles non-linéaires dans la modélisation économique en général et dans la prévision en
particulier. Nous en tirons trois enseignements : 4) Les modéles non-linéaires sont utilisés
a des fins diverses, en particulier dans ’ajustement des données. En effet, étant donné
qu’il est impossible de rendre compte des phénomeénes non-linéaires observés dans la plu-
part des séries macroéconomiques et financiéres a 'aide de modéles linéaires usuels, il a
été nécessaire de recourir a des modéles non-linéaires qui puissent rendre compte de ce
type de phénoménes. Or, la notion de non-linéarité étant assez générale, la famille des
modéles non-linéaires est trés large. Néanmoins, une classe trés particuliére a émergé en
économie, il s’agit des modéles & changement de régimes dans lesquels la non-linéarité
est approximée localement par des modéles linéaires de type ARMA. Avec cette nouvelle
forme de modélisation, une nouvelle structuration des données économiques du genre
« conjoncture haute/conjoncture basse » par exemple est alors possible. i) La prévision
est I'une des utilisations des modéles non-linéaires : celle-ci prend, en effet, tout son sens
avec ce genre de modélisation car, au-dela de la prévision ponctuelle, et contrairement
au cadre restrictif « dynamique linéaire/erreurs normales », les densités de prévision ne
sont plus nécessairement symétriques ni unimodales et les intervalles de prévision qui en
résultent peuvent étre asymétriques et/ou discontinus permettant une description plus
fine de l'incertitude qui accompagne la prévision ponctuelle. Ceci n’est pas sans consé-
quences au niveau de la prise de décision car il est maintenant possible de formuler des
prévisions plus nuancées telles que « le taux de croissance du produit intérieur brut est
prévu, le prochain trimestre, & 2% avec une probabilité de 0.95 qu’il soit compris entre
0.5% et 3% ». ii1) C’est en termes de leur qualité prédictive que les modeéles non-linéaires
sont jugés : une prévision, et in fine le modéle ayant servi & son calcul, n’a d’intérét pour

l'utilisateur que si elle est valide. Mais étant donné la multitude de ces modéles, sans



compter les modéles linéaires habituels, ’élimination de certains d’entre eux s’impose,
encore faut-il disposer d’outils statistiques permettant I’évaluation et la comparaison des
prévisions, en particulier par intervalle et par densité car c’est & ce niveau qu’un gain en

performance par rapport aux modéles linéaires est possible.

Problématique

La particularité des modeles non-linéaires en général et des modéles & changement de
régimes en particulier réside, au niveau de I'ajustement des données, dans leur capacité a
reproduire les asymétries et les multimodalités mises en évidence dans les séries macroé-
conomiques et financiéres, ce qui n’est pas le cas avec leurs homologues linéaires de type
ARMA. Au niveau de la prévision, ils se démarquent par leur aptitude & mieux décrire
Iincertitude qui accompagne la prévision ponctuelle en donnant lieu & des intervalles
de prévision asymeétriques et/ou discontinus et des densités de prévision asymeétriques
et/ou multimodales. Mais cette avancée, notamment en matiére de prévision, est-elle as-
sez significative pour privilégier les modéles non-linéaires malgré la complexité de cette
modélisation 7 La réponse ne peut étre que d’ordre empirique et nécessite des outils d’éva-
luation assez puissants. Or, contrairement aux méthodes de construction des prévisions,
de tels outils sont relativement rares et appellent & plus de développement. Au niveau
empirique, la comparaison des qualités prédictives des modéles linéaires et des modéles
non-linéaires (e.g. Stock and Watson, 1999) a montré que de simples modéles linéaires
s’avérent plus performants si le critére de comparaison est la prévision ponctuelle. Par
contre, en termes d’intervalles et de densités de prévision, on tend a privilégier les mo-
déles non-linéaires (e.g. Clements and Smith, 2001). De telles conclusions méritent d’étre

révisées notamment & la lumiére de notre nouvelle approche d’évaluation.

Méthodologie adoptée

Cette thése, portant sur les modéles non-linéaires et la prévision, commence par un
état des lieux des différents aspects de la modélisation non-linéaire et plus précisément
des modéles & changement de régimes. En particulier, les méthodes de construction et
d’évaluation des prévisions sont passées en revue. Si au niveau ponctuel, I’apport de ces
modeles a changement de régimes en matiére de prévision peut étre négligeable rela-
tivement & leurs homologues linéaires, les intervalles et les densités de prévision qu’ils
permettent de construire sont au contraire plus informatifs quant & I'incertitude autour
de la prévision ponctuelle dans la mesure ol ces derniéres formes de prévisions dérogent
au cadre standard de symétrie et de continuité des intervalles de prévision et de symétrie

et d’'unimodalité des densités de prévision, ce qui implique une meilleure prise de déci-



sion au niveau économique. Ces formes de prévisions requiérent donc plus d’attention,
notamment en termes d’évaluation. Concernant les intervalles de prévision, il est bien
établi, depuis Christoffersen (1998), qu’ils sont valides si et seulement si le processus des
violations associées est une suite de réalisations indépendantes d’une loi de Bernoulli,
ou de fagon équivalente, si la somme de ces violations suit une loi binomiale. Par consé-
quent, une fagon de tester la validité d’un intervalle de prévision est de tester 'hypothése
nulle que la somme des violations suit une loi binomiale. Pour ce faire, nous construisons
des J-statistiques & partir des polynomes orthonormaux de Krawtchouk associés a la loi
binomiale, et ce, en se basant sur les travaux de Bontemps and Meddahi (2012) qui ont
développé un cadre GMM de tests d’hypothéses distributionnelles. Dans ce méme esprit,
nous proposons des tests d’évaluation des densités de prévision. En effet, comme dans
le cas des intervalles de prévision, tester la validité d'une densité de prévision revient
simplement & tester des hypothéses distributionnelles, en 1'occurrence la loi uniforme
(Diebold et al., 1998) ou la loi normale centrée et réduite (Berkowitz, 2001). A ces deux
lois correspondent les polynémes orthonormaux de Legendre et d’Hermite, respective-
ment, & partir desquels nous construisons des J-statistiques dans un cadre GMM. Nous
utilisons cette nouvelle approche d’évaluation lors d’une comparaison empirique entre
des modéles linéaires et des modéles non-linéaires en matiére de prévision. L’originalité
de cette analyse par rapport a I'abondante littérature sur ce sujet est qu’elle considére
simultanément des données relatives a différents pays, différentes variables économiques

et différentes fréquences d’observation.

Plan de la thése

Cette thése comporte quatre chapitres. L’objectif du premier chapitre est de montrer
comment les méthodes récentes en séries temporelles non-linéaires peuvent étre mises
en ceuvre dans la modélisation des séries macroéconomiques et financiéres. Plus précisé-
ment, les différentes écritures des modéles a changement de régimes sont présentées et
regroupées selon la nature de la transition entre les régimes (transition lisse/transition
abrupte) et selon 'observabilité de la variable de transition (modéles a seuil/modéles &
changement de régimes markovien). Ces modeéles, congus pour reproduire les asymétries
observées dans la pratique, sont progressivement utilisés & des fins de prévision. Celle-ci
prend, en fait, tout son sens avec cette nouvelle forme de modélisation car au-dela de la
prévision au point moyen, les intervalles et les densités de prévision sont exploitables dans
la prise de décision. En effet, contrairement au cadre linéaire ou elles sont symétriques
et continues (respectivement, unimodales), ces nouvelles formes de prévision fournissent

une information supplémentaire sur le niveau d’incertitude qui accompagne la prévision



ponctuelle. Au niveau analytique, hormis certaines spécifications particuliéres, il n’existe
pas de relations récursives entre les prévisions ponctuelles dés que I’horizon de prévision
dépasse une période. Différentes solutions sont exposées notamment la simulation nu-
mérique (Monte Carlo ou Bootstrap). Cette derniére technique est également privilégiée
dans la construction de densités et d’intervalles de prévision tels que la Highest Density
Region (HDR), des formes de prévisions qui tendent & se généraliser notamment avec le
développement de la gestion du risque en finance et la production de fan charts par les
banques centrales. Quelle qu’en soit la nature, une prévision n’a de valeur que si elle est
valide. Etant donné que 'originalité des modéles non-linéaires par rapport aux modeéles
linéaires est de fournir des intervalles et des densités de prévision inhabituellement asy-
meétriques et/ou discontinus (respectivement multimodales), les tests d’évaluation de ces
formes de prévision sont d’'une importance capitale, ils sont synthétisés dans la derniére
section.

Dans le chapitre 2, nous proposons un test d’évaluation des intervalles de prévision
dans le cadre de ce que Clements and Taylor (2003) appellent une “FEvent Probability
Forecast Approach”. En effet, malgré les nombreuses fagons de construire les intervalles
de prévision et malgré leur intérét croissant notamment en finance avec la généralisation
de la Value-at-Risk comme mesure de risque, les tests d’évaluation de cette forme de
prévision ne sont qu’a leur début et le test qui revient fréquemment dans les travaux
empiriques est celui de Christoffersen (1998) considéré comme la référence en la matiére.
Selon cet auteur, un intervalle de prévision est valide s’il respecte I’hypothése de couver-
ture conditionnelle, i.e. si ses violations ex post se produisent arbitrairement (hypothése
d’indépendance) et dans une proportion égale au taux de couverture considéré (hypo-
thése de couverture non conditionnelle), une violation étant une situation exceptionnelle
dans laquelle la réalisation de la variable aléatoire n’appartient pas a cet intervalle. Tester
I’hypotheése de couverture conditionnelle se traduit généralement par un test d’hypothése
distributionnelle sur le processus des violations (test de la loi de Bernoulli (Christoffersen,
1998)) ou sur le processus des durées entre les violations (test de la loi géométrique (Can-
delon et al., 2011; Haas, 2005) et test de la loi exponentielle (Christoffersen and Pelletier,
2004)). Nous proposons de tester la loi binomiale, une transformation sous ’hypothése
nulle de la loi de Bernoulli, en se basant sur les travaux de Bontemps and Meddahi
(2012) et Candelon et al. (2011). Les premiers ont développé un cadre GMM de tests
d’hypothéses distributionnelles en construisant des J-statistiques & partir de polynémes
orthonormaux associés & certaines lois de probabilité. Les derniers ont repris les poly-
nomes de Meixner associés (indirectement) a la loi géométrique pour tester cette loi sur

le processus des durées séparant les violations de la VaR. En ce qui nous concerne, nous



considérons les polynémes orthonormaux de Krawtchouk associés & la loi binomiale. En
effet, sous I’hypothése nulle de validité d’un intervalle de prévision, les violations de celui-
ci sont les réalisations indépendantes d’une loi de Bernoulli avec un taux de succés égal
au taux de couverture nominal, ou de facon équivalente, la somme des violations est la
réalisation d’une loi binomiale dont le premier parameétre correspond au taux de couver-
ture et le deuxiéme au nombre de violations additionnées. L’avantage des polyndmes de
Krawtchouk, comme tous les polynémes orthonormaux, est qu’ils sont d’espérance nulle
et servent donc directement dans la construction de conditions de moment dans un cadre
GMM. De plus, leur matrice de variance-covariance, étant égale & la matrice identité,
évite l'estimation de la matrice de poids optimaux. Des J-statistiques sont ainsi aisément
calculées avec la liberté de choisir le polynéme ou la combinaison de polyndémes & utiliser
pour tester conjointement ’hypothése de couverture conditionnelle ou individuellement
les hypothéses de couverture non conditionnelle ou d’indépendance. Des exercices de si-
mulation de la taille et de la puissance de notre test pour différentes combinaisons de
polynomes et différentes tailles d’échantillon ont mis en évidence la supériorité de notre
approche relativement a celle développée par Christoffersen (1998).

Dans le chapitre 3, nous nous intéressons & la facon la plus compléte de décrire 'incer-
titude autour de la prévision ponctuelle, il s’agit de la densité de prévision définie comme
une estimation de la distribution de probabilité de I’ensemble des valeurs futures possibles
de la variable aléatoire étudiée (Tay and Wallis, 2000; Wallis, 2003). Plus précisément,
nous proposons une nouvelle approche d’évaluation similaire & celle développée dans le
chapitre 2. Cette approche s’inscrit dans ce que Clements and Smith (2000) appellent
une “Density Forecast Approach” dans la mesure ou elle s’intéresse & 1’évaluation de
I’ensemble de la densité de prévision au lieu de se limiter & des quantiles particuliers. Les
tests de ce genre se décomposent en deux familles : des tests de spécification correcte et
des tests de comparaison de densités de prévision mal spécifiées. Les premiers supposent,
sous 'hypothése nulle, que la densité de prévision est correctement spécifiée tandis que les
derniers, supposent que toutes les densités sont mal spécifiées. Notre approche appartient
a la famille des premiers dont le test de référence est celui de Diebold et al. (1998). L’idée
de ce test est que si la densité de prévision est correctement spécifiée alors les transfor-
mations de Rosenblatt (1952), ou Probabilty Integral Transform (p.i.t), des observations
de la variable étudiée sur la période de validation, calculées par rapport a la densité de
prévision, sont les réalisations aléatoires d’une loi uniforme discréte sur lintervalle [0,1].
Les auteurs ont développé une approche graphique pour tester I'adéquation des p.i.t a
cette loi. La premiére version de notre approche consiste a construire des J-statistiques

a partir des polynomes de Legendre associés 4 la loi uniforme discréte, ces derniers étant



d’espérance nulle et de variance unitaire permettent aisément de tester la validité des
densités de prévision dans un cadre GMM. Une autre fagon de tester la validité d’une
densité de prévision, analytique cette fois-ci, a été proposée par Berkowitz (2001). L’au-
teur opére une deuxiéme transformation, que nous appelons transformée de Berkowitz,
en évaluant la fonction quantile associée a la loi normale centrée et réduite en chacune
des valeurs prises par la transformée de Rosenblatt. Sous 'hypothése nulle de validité de
la densité de prévision, les transformées de Berkowitz sont des tirages indépendants dans
une loi normale centrée et réduite. Berkowitz teste cette hypothése a ’aide d’un test du
rapport de vraisemblance (LR). La deuxiéme version de notre approche se base sur les
polynoémes d’Hermite associés a la loi normale centrée et réduite. De la méme fagon que
précédemment, des J-statistiques sont calculées a partir de ces derniers polynoémes et la
validité des densités de prévision est testée differemment dans un cadre GMM. Des simu-
lations des tailles et des puissances de nos tests ainsi que celles du test LR de Berkowitz
(2001) ont favorisé notre nouvelle approche.

Enfin, dans le chapitre 4, nous menons une analyse empirique pour tenter de répondre
a la perpétuelle question sur I’apport des modéles non-linéaires 4 la prévision économique.
Des études de comparaison des modéles linéaires et des modéles non-linéaires ont déja eu
lieu, elles se sont intéressées, pour la plupart, & la comparaison des modéles en termes de
prévisions ponctuelles (Clements and Krolzig, 1998; Stock and Watson, 1999; Marcellino,
2002). Leur conclusion est que les prévisions ponctuelles issues des modeéles non-linéaires
ne sont pas plus précises que celles obtenues & partir des modéles linéaires. Plus récem-
ment, une idée a émergé, elle stipule que les modéles non-linéaires peuvent étre plus
pertinents dans la description de l'incertitude autour de la prévision ponctuelle. Cette
intuition a été confirmée par des travaux sur la comparaison des intervalles et des densités
de prévision (e.g. Clements and Smith, 2000, 2001; Boero and Marrocu, 2002; van Dijk
et al., 2003). Cependant, l'une des limites de ’ensemble de ces travaux est qu’ils ne se
basent, pour la majorité, que sur des données américaines. Dans notre analyse, nous uti-
lisons une gamme de données correspondant a plusieurs variables économiques (Indices
de la production industrielle, taux de chomage, indices boursiers et taux de change) et a
plusieurs pays (Allemagne, Canada, Grande-Bretagne, Japon et Etats-Unis d’Amérique).
L’idée de cette étude est d’ajuster des modéles linéaires et des modéles non-linéaires a
chaque série de données, de calculer des prévisions out of sample & différents horizons et
de comparer les prévisions ponctuelles, les intervalles et les densités de prévisions issues
des différents modéles. Pour ce faire, nous mettons & contribution notre approche GMM
d’évaluation des intervalles et des densités de prévision ainsi que les tests de la littéra-

ture. Les résultats de notre étude corroborent les résultats d’autres études empiriques et



confirment I'intuition initiale, & savoir, les modéles linéaires sont préférables, en termes
de prévisions ponctuelles et les modéles non-linéaires sont les plus & méme de décrire

I'incertitude autour de ces prévisions ponctuelles.






Chapitre 1

Modéles non linéaires et prévision

1.1 Introduction

La succession de phases d’expansion et de récession dans le cycle économique et de
périodes de forte et de faible volatilité sur les marchés financiers sont des phénomeénes
asymétriques qui attirent de plus en plus l'attention des économistes. De tels phénoménes
indiquent que la dynamique des variables macroéconomiques et financiéres varie en fonc-
tion de I'état de I’économie. Sur le plan économeétrique, le nouveau défi est de trouver
des modéles capables de capturer et de reproduire ces asymétries afin de mieux les expli-
quer. Les modéles linéaires de la famille ARMA, de par la constance de leurs paramétres,
ne permettant pas cette tache, il a fallu sortir de leur cadre restrictif et explorer des
modéles non-linéaires. Or, la notion de non-linéarité étant assez générale, la famille des
modéles non-linéaires est trés large. Néanmoins, une classe trés particuliére a émergé et
a eu du succés en économie, c’est la classe des modeéles a changement de régimes. Avec
cette nouvelle forme de modélisation, la construction et ’évaluation des prévisions ont
été entiérement repensées.

L’objectif de ce premier chapitre est de montrer comment les méthodes récentes en sé-
ries temporelles non-linéaires peuvent étre mises en ceuvre dans la modélisation des séries
macroéconomiques et financiéres. Plus précisément, les différentes écritures des modeéles &
changement de régimes sont présentées dans la section 1.2 et regroupées selon la nature de
la transition entre les régimes (transition lisse/transition abrupte) et selon ’observabilité
de la variable de transition (modéles a seuil/modéles a changement de régimes marko-
vien). Ces modéles, congus pour reproduire les asymeétries observées dans la pratique, sont
progressivement utilisés a des fins de prévision (section 1.3). Celle-ci prend, en fait, tout

son sens avec ces modéles car au-deld de la prévision au point moyen, les intervalles et les



densités de prévision sont exploitables dans la prise de décision. En effet, contrairement
au cadre linéaire ou elles sont symétriques et continues (respectivement, unimodales),
ces nouvelles formes de prévision fournissent une information supplémentaire sur le ni-
veau d’incertitude qui accompagne la prévision ponctuelle. Au niveau analytique, hormis
certaines spécifications particuliéres, il n’existe pas de relations récursives entre les prévi-
sions ponctuelles dés que 'horizon de prévision dépasse une période. Différentes solutions
sont exposées notamment la simulation numérique (Monte Carlo ou Bootstrap). Cette
derniére technique est également privilégiée dans la construction de densités et d’inter-
valles de prévision tels que la Highest Density Region (HDR), des formes de prévisions
qui tendent & se généraliser notamment avec le développement de la gestion du risque
en finance et la production de fan charts par les banques centrales. Quelle qu’en soit
la nature, une prévision n’a de valeur que si elle est valide. Etant donné que 'originalité
des modeéles non-linéaires par rapport aux modéles linéaires est de fournir des intervalles
et des densités de prévision inhabituellement asymétriques et/ou discontinus (respecti-
vement multimodales), les tests d’évaluation de ces formes de prévision sont tout aussi

importants, ils sont synthétisés dans la section 1.4.

1.2 Modéles a changement de régimes

Un modéle de séries temporelles relie une série d’observations {yt},le a une série de
chocs {et}?zl non-corrélés, de moyenne nulle et de variance o2. Dans une configuration
linéaire, le théoréme de représentation de Wold (1954) stipule que tout processus station-
naire {yt}tT:1 peut s’écrire sous forme d’une moyenne mobile infinie des chocs présent et
passés :

oo
y=p+Y i, t=12---T (1.1)

i=0
avec i une constante et ¢; des coefficients réels tels que ¢y = 1. Dans les cas d’'une
représentation non-linéaire, la série {yt}le est reliée a ’historique des chocs {et}?zl a

travers une fonction non-lin¢aire f(-) :
ye = f(e, €—1,€-2,...) , Vt=1,2,--- T (1.2)

Cette écriture étant trés générale, Campbell ef al. (1996) proposent un cadre plus restrictif

pour décrire un processus non-linéaire :

Y = g(et—laﬁt—% .. ) + Et\/h(ﬁt_l,Gt_Q, . ) y \V/t = 1,2, tee ,T (13)
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ou la fonction g(-) est l'espérance conditionnelle de v, et h(-) sa variance conditionnelle.
Par conséquent, selon que c’est la fonction g(-) ou h(-) qui est non-linéaire, un processus
peut étre non-linéaire en moyenne et/ou en variance. Un modéle non-linéaire en moyenne
permet de modéliser les rendements d’un actif ou d’un portefeuille d’actifs, tandis qu’un
modéle non-linéaire en variance est particuliérement adapté & la modélisation du risque.
Dans le cadre de ce chapitre, et par soucis de concision, seuls seront considérés les modéles
paramétriques ! d’espérance conditionnelle. En particulier, et sans perte de généralité, le
nombre de régimes sera fixé & 2, chacun sera représenté par un modeéle autorégressif
AR(p). Suivant la nature, observable ou non, de la variable qui conditionne la transition
d’un régime vers un autre, on distingue deux classes de modéles & changement de régimes :
les modéles & changement de régimes a variable de transition observable et les modéles

a changement de régimes & variable de transition inobservable.

1.2.1 Les modéles a variable de transition observable

Introduit par Tong (1978), Tong and Lim (1980) et Tong (1993), le modele TAR
(Threshold Auto-Regression) , est un modéle linéaire par morceaux, chacun étant dé-
terminé par la position de la variable de transition z; par rapport a un seuil donné c.

Formellement, un modéle TAR a 2 régimes d’ordres p; et p2, noté TAR(2; p1, p2), s’écrit :

b+ Pryr1 + dyr o+ F D Yt p + € iz <
yt:{ 0 19t 2Yt p1Jt—p1 t t , Vi=1,2,--- . T (1.4)

¢(2) + Ty + Baya o+ qbfnyt,m + ef st Tt > cC

avec (b% la constante du régime j, {qﬁ{, Jé, e ,qﬁ%j} ses coefficients autorégressifs et E‘Z un

bruit blanc de variance 032- (j € {1,2}). La variable de transition peut étre la variable elle-

méme retardée de d périodes, on obtient alors le modele SETAR (Self Exciting Threshold
Auto-Regression), noté SETAR(2; p1,p2) :

G0+ D1Ye-1 + dpye2+ o+ Gy Yepy T € St Yr_a S €

yt:{ 2 s s + i pr T =12, (1)

G5+ OTy—1 + Poy—2 + -+ BoYt—py T €7 ST Yp—a > C

1. 1l existe des modéles non-linéaires non-paramétriques tels que les réseaux de neurones et les algo-
rithmes génétiques. Nous ne nous intéressons, dans le cadre de cette thése, qu’aux modéles paramétriques.
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De maniére générale, les modéles & seuil peuvent s’écrire de fagon plus compacte comme

suit :

yr =(0 + P1Y—1 + Goy—2 + -+ + b Yr—p, + €)(q < ¢)

(1.6)
+ (B + Pyt + gz + - By + D)@ > ), VE=1,2,--- T

avec I(-) la fonction indicatrice qui vaut 1 si son argument est vrai et 0 dans le cas
contraire. La variable de transition est ¢; = x; dans le cas d’'un modeéle TAR et ¢ = y4_qg
dans le cas d'un modéle SETAR. Dans ces modéles, la transition d’un régime vers un
autre se fait de fagon abrupte a cause du caractére discret de la fonction indicatrice. 11
est possible de considérer une fonction de transition lisse G(-), prenant un continuum
de valeurs allant de 0 & 1 & mesure que ¢ augmente, on obtient alors le modéle STAR
(Smooth Threshold Auto-Regression), noté STAR(2; p1,p2) :

yr =(dg + d1ye—1 + Payr—2 + -+ + b Ye—py + €1)G(qt: 7, €)
+ ((bg + ¢%yt—1 + (b%yt—Q + -+ (bgzyt—pz + 6%)(1 - G(qﬁ’% C)) ) Vit = L 2, o 7T

(1.7)

ou 7y est un parameétre de lissage de la fonction de transition G(-). L’idée d’une transition

lisse a été introduite par Chan and Tong (1986) et popularisée ensuite par Granger and

Ter#isvirta (1993) et Terdsvirta (1994) 2. Une premiére possibilité de fonction de transition

lisse est offerte par la fonction logistique (Figure 1.1a). On obtient alors le modéle LSTAR

(Logistic Smooth Auto-Regression) :

B 1
1+ eap[—y(q — o))

G(q;7,¢) (1.8)

Notons que si le paramétre de lissage v est suffisamment grand, la fonction logistique
passe instantanément de 0 & 1 dés que la quantité ¢, — ¢ change de signe, approchant
ainsi la fonction indicatrice. Par conséquent, le modéle LSTAR constitue une bonne
approximation des modéles TAR et SETAR. Par contre, si v tend vers 0 alors la fonction
logistique se stabilise au voisinage de 0.5 et le modéle LSTAR se réduit & un simple modéele
linéaire AR. Une autre possibilité de fonction de transition est donnée par la fonction
exponentielle (Figure 1.1b). Dans ce cas, le modéle STAR devient ESTAR (Ezponential
Smooth Threshold Auto-Regression) :

G(a;7,¢) =1 — exp[—v(q — ©)°] (1.9)

2. Pour une revue de littérature, consulter Terdsvirta (1996)
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FIGURE 1.1 — Fonctions de transition

Contrairement a la configuration précédente, I'effet du signe de ¢ — ¢ est neutralisé par
la forme quadratique. Il en résulte que plus v est important, plus longtemps le modéle
ESTAR reste sur le méme régime et ne le quitte que lorsque ce paramétre s’affaiblit ou
quand la variable de transition ¢; s’approche du seuil ¢, mais en aucun cas il ne se réduit

& une spécification linéaire de type AR.

1.2.2 Les modéles a variable de transition inobservable

La variable de transition ¢; n’est pas nécessairement toujours observable. Elle peut
étre cachée et suivre un processus aléatoire auquel cas nous ne disposons que de pro-
babilités sur les valeurs qu’elle peut prendre. Par conséquent, le régime dans lequel la
variable expliquée se situe n’est jamais connu avec certitude. Le modéle le plus connu de
cette classe est le modele a changement de régimes markovien MS-AR (Markov Switching
AutoRegression) introduit par Hamilton (1989) pour modéliser le PIB américain. Dans
ce modele, la variable transition suit une chaine de Markov d’ordre 1 avec un nombre

d’états égal au nombre de régimes. Le modeéle MS(2)-AR(p1, p2), par exemple, s’écrit :

b6+ A1Yi—1 + Pyyr—2 + - + ¢11)1yt—p1 +e si Ry =1

Yo=Y 2, 2 2 9 2
Oo + P1Yt—1 + Gayr—2 + -+ Ppyyrpy + € 51 Ry =2

L VE=1,2,---,T (1.10)
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Pour que le modéle soit complétement spécifié, il faut en méme temps caractériser la

matrice de transition P associée a la chaine de Markov :

P11 1 —po2
P = (1.11)

1—pn1  p2

dans laquelle les éléments p;; représentent la probabilité de passer d'un régime R;_1 =i

& un régime R; = j

Dij :P(St:j‘st—l :,L) , Vt=1,2,--- T, j€ {172} (112)

1.3 Prévision

La prévision a partir des modeéles linéaires était directement obtenue grace aux pro-
priétés de Uopérateur espérance mathématique qui transforme toute combinaison linéaire
de variables aléatoires en une combinaison linéaire d’espérances mathématiques de ces
variables. Cependant, dés que 'on sort du cadre des fonctions linéaires, notamment pour
des horizons supérieurs a 1, cette transformation n’est plus valable. Se pose alors la
question de savoir comment construire une prévision dans une telle situation ?

Qu’il s’agisse de modéles linéaires ou non, il existe trois facons de construire des pré-
visions. La plus simple est la prévision ponctuelle qui consiste & résumer la distribution
conditionnelle des futures réalisations de la variable aléatoire étudiée par une seule valeur,
la moyenne par exemple. Il est également possible de rapporter un intervalle de confiance
autour de cette prévision ponctuelle, nous appellerons ce deuxiéme type : intervalle de
prévision 2. Enfin, une derniére possibilité est de représenter 'ensemble de la distribution
conditionnelle des valeurs futures possibles par une densité de probabilité, il s’agit de la
densité de prévision. Ces deux derniers types de prévisions permettent d’avoir une infor-

mation additionnelle sur le degré d’incertitude qui accompagne la prévision ponctuelle.

3. Différentes appellations existent dans la littérature pour désigner un intervalle de confiance autour
de la prévision ponctuelle : Interval forecasts (e.g. Granger, 1996), Confidence interval, (e.g. Box and
Jenkins, 1970; Granger and Newbold, 1986), Prediction interval (Abraham and Ledolter, 1983; Bowerman
and O’Connell, 1987; Chatfield, 1993; Harvey, 1991) ...etc. Nous employons ’expression « intervalle de
prévision » pour éviter toute confusion avec un « intervalle de confiance » qui est habituellement réservé
a lestimation de paramétres déterministes inconnus.
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1.3.1 Prévision ponctuelle

La forme la plus simple de prévision consiste & fournir la valeur centrale de la dis-
tribution des valeurs futures d’une variable économique sans aucune information supplé-
mentaire sur l'incertitude autour de ce point moyen. Il s’agit par exemple d’annoncer
que le taux d’inflation s’établira a 2% bien que d’autres valeurs sont bien toutes aussi
possibles.

Dans un modéle linéaire, la prévision ponctuelle d’une variable économique & n’im-
porte quel horizon s’obtenait aisément par des formules récursives. Ce n’est malheureuse-
ment plus le cas pour la plupart des modeéles non-linéaires dés que ’horizon de prévision
dépasse une période. En effet, hormis certaines spécifications telles que les processus
TMA (Treshold Moving Average) et les modeles MS-AR (Markov Switching AutoRegres-
sion), on a recours & certaines approximations pour obtenir les prévisions a des horizons

supérieurs a une période. Considérons le cas du modéle TMA qui s’écrit :

q q
Yt = u+ Zajet_j + Zﬁjft—jﬂ(ﬁt—j >0)+ ¢ (1.13)

j=1 j=1

ot I(-) est la fonction indicatrice valant 1 si ¢_; > 0 et 0 dans le cas contraire et g
l'ordre des parties MA. Supposons que les résidus ¢; suivent une loi normale N(0,c?).
La prévision & partir de ce modéle est obtenue analytiquement. A T’horizon 1, elle est

précisément équivalente au skeleton :
q q
:l)t+1|t = u+ Z Qj€t—j + Z 53'615_]']1(615_]' > 0) (1.14)
j=1 j=1

Par contre, a I'horizon 2, le processus €;41l(€;41 > 0) suit une loi normale censurée

d’espérance o/v/27. La prévision est donc donnée par :

q q
Gusop = p+ Y aje—j+ ) Bie—jlle—; > 0) + by

g
—— (1.15)
=2 =2 V2m

De fagon générale, si 'ordre de prévision h est inférieur a ’ordre ¢ de la moyenne mobile,

la prévision ponctuelle & 'ordre h vérifie :

yt+h|t—M+ZOéj€t ]+Zﬁj€t —j (Gt —j >0 rZﬁ] , Vh<q (116)

Jj=h Jj=h
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Pour un horizon de prévision supérieur a 'ordre ¢ de la moyenne mobile, la prévision

correspond simplement & l'espérance non conditionnelle du processus :

q

ag

Jin =1t —= > B, VA > 1.17
yt+h|t H \/ﬂjzl /8] q ( )

Le deuxiéme cas particulier dans lequel la prévision est obtenue analytiquement est le
modéle MS-AR :

e =G+ Sl + Ghyeo o+ Dy e (1.18)

pij = P(St = jlSe1=1) , 4,5 € {1,2} (1.19)

La prévision a I'horizon 1 est directement fournie par ’expression suivante :

Uer1lt = Elyes1]Ser1 = 1, U] P(Si1 = 11245 0) + Elyer1[Ser1 = 2, Q] P(Sey1 = 2|5 0)

(1.20)

avec
Elye1|Set1 = 5, %) = &) + g + dhye—r + -+ + D yr—pr1 5 J € {1,2} (1.21)
P(Siv1 = j1Q%;0) = Pryape » 7 €1{1,2} (1.22)

Les prévisions d’ordre supérieur sont obtenues de facon similaire. Voir Tj¢stheim (1986)
et Hamilton (1989). Notons que cette prévision est composée de deux parties : la prévision

de y;4p conditionnellement au régime qui se réalisera en ¢ + h :
ElyisnlSten = 3, %] , j € {1,2} (1.23)
et la prévision des probabilités de réalisation de chaque régime en ¢t + h :
P(Stn = jI:0) , j € {1,2} (1.24)

Hormis ces deux cas, la construction de prévisions nécessite certaines approximations.

Considérons le modéle non-linéaire général suivant :
yr = Fyi—1;0) + € (1.25)

ot # un vecteur de paramétres et ¢ est un terme d’erreurs i.i.d.(0,02). La prévision
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optimale au sens du critére MSFE formulée au temps ¢ pour un horizon h ainsi que

I’erreur de prévision associée sont respectivement données par :

.@t+h\t = Elys11/S%] (1.26)

ét+h|t = Yi+h — ?Jt+h\t (1.27)

Pour un horizon 1, la prévision ponctuelle est, comme dans les modéles linéaires, égale

au skeleton :
U1t = Elyer 1192 = F(yi; 0) (1.28)

Pour un horizon supérieur & 1, il n’est plus possible d’obtenir une relation récursive entre

des prévisions & des horizons consécutifs. A un horizon 2 par exemple, nous avons :

E[yi+2(<]

= E[F(yi+1;0) + €142|8%]
= E[F(F(yt) + €141:0)|<%]
= E[F (Jy41)¢ + €415 0)[]

(1.29)

L’opérateur linéaire espérance mathématique E[-] ne permet pas de transformer une fonc-
tion non-linéaire F'(-) en une combinaison linéaire d’espérances (E[F'(-)] # F[E(-)]). Seule
une approximation linéaire de cette fonction rendrait le calcul d’une prévision possible.
Une premiére approximation serait de négliger le terme d’erreur de prévision €;41. On

obtient alors la formule récursive du prédicteur naif :

il = F(es 0) (1.30)

Une deuxiéme solution serait de calculer explicitement la prévision en écrivant :
o0
Yipop = / F(Ge11)s + € 0) f(€)de
o
= / F(y14+150)9(ye110) dyis (1.31)
—0o0

:/ E[?/t+2|yt+1]9(yt+1’Qt)dytﬂ

—00

ot g(ye+1]€) désigne la distribution du vrai processus y;41 conditionnellement a un
ensemble d’informations €2;. Elle correspond, en fait, a la distribution du résidu €;41 avec

une moyenne égale & F'(y;0). La généralisation de 'expression (1.31) & un horizon h est
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donnée par :

Qf+h|t=/ Elyesnlyern—1]9@ern—112)dyern—1 (1.32)

Pemberton (1987) a proposé une méthode fondée sur I’hypothése de normalité de
la derniére erreur de prévision, elle est connue sous le nom de méthode NFE (Normal

Forecast Error) :

@é\f}jg :q)(Qt+h—1\t)(¢(1) + ¢%Qt+h—1\t) + (I)(—Qt+h—1|t)(¢(2) + ¢%gt+h—1|t)

(1.33)
+0(qern—11)(#T — ¢1)oh-1

Une troisiéme solution consiste simplement & simuler les résidus un grand nombre N
de fois soit par simulations Monte Carlo en faisant des tirages indépendants dans la
distribution supposée des résidus, soit par Bootstrap en faisant des tirages avec remise

dans les résidus historiques et calculer la prévision a 'horizon 2, par exemple, de la facon

sulvante :
1 N
IrLs = N > F(faay + €3 0) (1.34)
=1
1 N
905l = N > F(faay + ;0) (1.35)
=1

1.3.2 Intervalle de prévision

La deuxiéme forme de prévision consiste & fournir, au dela de la valeur centrale de la
distribution des prévisions, une information supplémentaire sur l'incertitude autour de
ce point moyen par le biais d'un intervalle de confiance. Il s’agit par exemple de dire que
le taux d’inflation s’établira & 2% et qu’avec 95% de confiance, il sera compris entre 1%
et 3%.

Hyndman (1995) dénombre trois sortes d’intervalles de confiance & 1 — a* autour de
la prévision ponctuelle ;) :

— Un intervalle de confiance continu et symétrique (Figure 1.2a) constitué d’une seule

zone centrée sur la prévision ponctuelle g4 :

1C = [gt+h\t — W3 Ypyne + w] (1.36)

oll w est une constante telle que P(y;1p € IC, ) =1 — .

4. Dans la suite, on appellera le niveau de confiance 1 — « taux de couverture et le niveau de risque
« taux de non-couverture.
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— Un intervalle de confiance continu mais pas nécessairement symétrique (Figure

1.2b) constitué d’une seule zone dont les bornes sont déterminées par les quantiles

Qa/2 €t Q1_q/2 de la distribution conditionnelle des futures réalisations ;)

9(ﬁt+h\t|9t) :

ICo = [Qay2; Q1—a/2] (1.37)

— Un intervalle de confiance pas nécessairement continu ni symétrique (Figures 1.2¢)

pouvant étre constitué de plusieurs zones, mettant en évidence une multitude de

régimes. Il est connu sous 'appellation HDR (Highest Density Region) :

HDRo = {419 @en1el) > 9o} (1.38)

ol g, est une constante telle que P(ysrp € HDR, Q) =1 — .
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(a) Intervalle symétrique (b) Intervalle asymétrique (c) HDR

FIGURE 1.2 — Intervalles de prévision

Notons que lorsque la distribution conditionnelle g(g;4p|€2) est symétrique et uni-

modale comme dans le cas des modéles linéaires avec des erreurs gaussiennes, ces trois

types d’intervalles de prévision se confondent et se réduisent & un intervalle de prévision

symétrique et continu. Dans le cadre non-linéaire qui nous intéresse, on retrouve bien

ces trois formes de fagon distincte, chacune étant associée a une forme particuliére de la

densité de prévision.

1.3.3 Densité de prévision

Un avantage des méthodes de prévisions ponctuelles par simulations réside dans le

fait qu’elles produisent un ensemble de N réplications qui permettent une estimation

de la densité de prévision. Celle-ci fournit bien plus d’informations que la simple prévi-

sion ponctuelle. En particulier, elle permet d’appréhender les éventuelles asymétries de la

distribution conditionnelle de prévision et son éventuelle multimodalité (Figure 1.3). For-
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mellement, les simulations Monte Carlo ou Bootstrap Q&Ehlt,i =1,2,..., N, peuvent étre
considérées comme des réalisations de la distribution conditionnelle théorique g(ys|2%).
On peut dés lors construire un estimateur & noyau de la densité conditionnelle de la fagon

suivante :

1 & yt(-ghlt yt(i)hlt .

G 12%) = ¥ ;K —— | »i=12..N (1.39)
ou K (-) est un noyau et A un parametre de lissage. Le choix de ce dernier peut, contrai-
rement au choix du premier, avoir des conséquences sur le biais et la variance de l'es-
timateur. Une valeur optimale est obtenue en minimisant un critére tel que ’AMISE

(Approximate Mean Integrated Squared Error) ou la GCV (General Cross-Validation).

(a) Symeétrique et unimodale (b) Asymétrique (c) Bimodale

FIGURE 1.3 — Densités de prévision

1.4 Evaluation des prévisions

Une prévision n’a d’intérét pour 'utilisateur que si elle est valide, il est donc nécessaire
de disposer d’outils statistiques permettant la comparaison et I’évaluation des prévisions.
Comme l'avantage des modéles non-linéaires en général et des modéles & changement de
régimes en particulier réside dans la construction d’intervalles et de densités de prévision
inhabituellement asymétriques et/ou discontinus (respectivement multimodales), nous ne

présenterons que les tests d’évaluation de ces formes de prévisions.

1.4.1 Evaluation des intervalles de prévision

Soit {yt}?:_( R—1) une série temporelle de longueur T' 4+ R dont les R premiéres ob-

servations {y,( R-1)s"" " »Y—1, yo} servent & estimer les paramétres des modéles et les T
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derniéres {y1,y2, -+ ,yr} a tester la validité des prévisions obtenues & partir des modéles
ajustés. Soit {Ct|t—1(04>}tT:1 la série des intervalles de prévision a (1 — «)100% calculés
a 'instant ¢ conditionnellement & un ensemble d’informations ;1 disponibles en ¢ — 1,
tels que :

Ply; € Cypi(a)] =1—a, Vt=1,2,--- T (1.40)

Les tests d’évaluation des intervalles de prévision ont été principalement développés dans
le cadre de I’évaluation de la Value-at-Risk (notée VaR) définie par Manganelli and Engle
(2001) comme la perte potentielle maximale de la valeur d’un portefeuille qui ne peut se
produire qu’avec une probabilité « sur un certain horizon. Concrétement 3, la VaRy; 1 ()

est le quantile d’ordre « de la distribution conditionnelle des rendements y; (Figure 1.4) :
Plys < —VaRy ()] =a, Vt=1,2,--- T (1.41)

Par conséquent, la VaR correspond & la borne inférieure d’un intervalle de prévision des

VaRII’_I{a}

FiGURE 1.4 — Value-at-Risk

rendements y; (Christoffersen, 1998; Lopez, 1999) :
Ct|t—1(a) = [_VaRﬂt—l(a)a too[ , VE=1,2,--- T (1.42)

Les tests d’évaluation de la VaR peuvent donc étre généralisés a I’évaluation des inter-
valles de prévision. Ils sont construits a partir du processus des violations défini comme

suit :

5. Comme la VaR est exprimée en termes monétaires, un signe moins (—) apparait pour indiquer
qu’il s’agit d’'un montant de pertes.
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Définition 1. On définit le processus des violations par la variable indicatrice® I(c)
prenant la valeur 1 si la réalisation ex post de y; n’appartient pas a lintervalle de prévision

Cye—1() et 0 dans le cas contraire :

1 sz Cyy_q(a
L(a) = ‘y”é te-1(@) VtE=1,2,-- T (1.43)
0 siyt € Cyy—1 ()

Rendements o1k

““““““ VaRIE%)

s \ . , . | , | . . . .

g 50 900 150 200 250 30 0 40 450 50D a 50 100 1s0 200 260 300 30 40 450 E00
t 1

(a) VaR (b) Violations

FIGURE 1.5 — VaR(5%) des rendements du SP 500 et violations correspondantes

Rendements JE 8
““““““ VaR(1%) ; !

L L L L L L L L L L L I I
50 100 180 200 280 300 /0 400 450 00 o 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
t 1

(a) VaR (b) Violations

FIGURE 1.6 — VaR(1%) des rendements du SP 500 et violations correspondantes

Afin d’illustrer cette notion de wiolations, les figures 1.5a et 1.6a représentent simulta-
nément les réalisations des rendements journaliers de I'indice boursier SP 500 enregistrées
entre le 09/12/2009 et le 02/12/2011 inclus, soient 500 observations, et les prévisions &

6. Pour alléger les notations, le symbole « sera omis quand il n'y a pas de risque d’ambiguité.
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I'horizon 1 de la VaR calculées par la méthode de la simulation historique ” pour des taux
de non couverture o = 0.05 et o = 0.01 respectivement. La confrontation des réalisations
ex post des rendements et des prévisions ez-ante de la VaR donne lieu au processus des
violations {I; fﬂ% (Figures 1.5b et 1.6b). Notons que plus la valeur de « est faible, i.e.
risque faible, moins les violations sont fréquentes pour la méme série des rendements et
vice versa.

Sur la base de ce processus de violations, un critére général des tests d’évaluation des
intervalles de prévision peut étre établi. Nous présentons successivement les tests fondés
sur le processus des violations puis les tests fondés sur la durée entre les violations.

Ensuite, nous étendrons 'ensemble d’informations & d’autres variables.

Tests fondés sur le processus des violations

Les premiers tests d’évaluation des intervalles de prévision ont vu le jours vers le début
des années 1990 (e.g. Granger et al., 1989; Baillie and Bollerslev, 1992; Kupiec, 1995;
McNees, 1995). Ils consistaient, initialement, & vérifier que la probabilité d’observer une
violation est précisément égale au taux «, hypothése dite de couverture non conditionnelle

(notée uc). Cette hypothése s’exprime comme suit :
Howe ‘B[] =a, ¥t =1,2,--- T (1.44)

Si cette probabilité® est différente du taux «, I'intervalle de prévision est ou bien assez
étroit ou bien assez large. Dans ce cas, I’hypothése de couverture non conditionnelle
n’est pas respectée et le modéle ayant servi au calcul de l'intervalle de prévision est mal
spécifié.

Kupiec (1995) propose un test de rapport de vraisemblance? qui compare la pro-
portion 7 des violations observées au taux «. Sous 'hypothése nulle de couverture non
conditionnelle, le nombre de violations suit une loi binomiale B(T, «). Par conséquent,
la probabilité d’observer un nombre n; de violations sur une série de T intervalles de

prévision est donnée par la formule binomiale suivante :

P(ni;e,T) = CHra™ (1 — o)t ™™ (1.45)

7. La VaR (o) calculée par la méthode de la simulation historique est simplement le quantile empirique
d’ordre a de I'historique des rendements sur une certaine période (de longueur 100 dans notre exemple).

8. Dans le cas d’une variable aléatoire binaire I prenant les valeurs 0 et 1, la probabilité d’obtenir la
valeur 1 est égale a ’espérance mathématique de la variable aléatoire I car E[I] =P(I =1) x 1+ P(I =
0) x0=P(I=1).

9. Pour gagner de I'espace, les tests de rapport de vraisemblance seront désignés par LR.
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Alternativement, si I'intervalle de prévision est invalide, les violations se produiront avec
une proportion 7 différente du taux a. Dans ce cas, le nombre de violations suit une
loi binomiale B(T, ) et la probabilité d’observer un nombre n; de violations est donnée
par :

P(ny;m,T) = Cpta™ (1 — )T ™ (1.46)

Le test de Kupiec (1995) d’égalité de la proportion '* 7 des violations observées au taux
« s’écrit :
POF = =2 {log [a™ (1 — a)T~™] —log [#" (1 — #)T~™]} TL> Y2(1)  (147)
—00
avec T 'estimateur du maximum de vraisemblance de la proportion des violations .

Campbell (2005) note qu’il est possible de construire un test de Wald équivalent

au test LR précédent. En effet, conformément au théoréme de Moivre-Laplace, comme
VT (it—a)

a(l—a)
converge ! vers une loi normale N(0,1). Par conséquent, la statistique du test de Wald

ni est la réalisation d’une loi binomiale B(T,«), il en résulte que la variable

suivante suit asymptotiquement une loi de khi 2 & un degré de liberté :

xX*(1) (1.48)

a(l —a) T-w

Ce dernier test est méme préféré puisque sa statistique est toujours définie contrairement
a celle du test de Kupiec qui ne 'est pas dans le cas oli aucune violation ne s’est produite
(i.e. np = 0).

Cependant, I’hypothése de couverture non conditionnelle n’est qu’une condition né-
cessaire a la validité d’un intervalle de prévision. En effet, en présence d’hétéroscédasticité
conditionnelle souvent mise en évidence dans les séries des rendements des actifs finan-
ciers, un intervalle de prévision valide doit étre plus large en périodes de forte volatilité
qu’en périodes de faible volatilité (Engle, 1982), de telle sorte que les violations soient
uniformément réparties entre ces périodes au lieu de former des clusters en périodes vo-
latiles et disparaitre en périodes calmes. Pour cette raison, Christoffersen (1998) suggeére
qu’il faut aller au-dela de I’hypothése de couverture non conditionnelle et tester I’hypo-
thése de couverture conditionnelle en vérifiant, au passage, I'hypothése d’indépendance
des violations.

Cette derniére hypothése (notée ind) est ’analogue de 'hypothése d’absence d’auto-

10. La statistique de test est nommée POF (Proportion Of Failures).
11. Les conditions de convergence de la loi binomiale B(T, «) vers la loi normale N(aT,a(1 — a)T)
sont : T'> 30, oT > 5 et (1 —a)T > 5.
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corrélation d’ordre supérieur ou égal a 'horizon de prévision dans la série des erreurs de
prévision associées a une prévision ponctuelle optimale (Wallis, 2003). Elle signifie que
deux violations I; et Ij, observées a deux dates différentes j et £ ne doivent pas étre au-
tocorrélées. Autrement dit, les violations passées ne doivent signaler aucune information

sur les violations & venir. Formellement, cette hypothése s’écrit :
HO,ind . E[It’Qt—l] :E[It] 5 Vt: 1727"' 77_' (149)

L’hypothése de couverture conditionnelle (notée cc) est la fusion des deux hypothéses
précédentes (1.44) et (1.49). Elle signifie que la probabilité d’observer une violation condi-
tionnellement & un ensemble d’informations €2;_1 disponible en t—1 est précisément égale

au taux «. Elle s’écrit 12 :
Hoce :E[L|%1]=a, Vt=1,2,--- T (1.50)

Dans son Lemme 1, Christoffersen (1998) considére un ensemble d’informations com-
posé uniquement de la chronique des violations passées associées aux taux de couverture
considéré, i.e. Qi1 = {I;—1,;—2, -+, I1}. Il montre que dans ce cas, tester I'’hypothése
de couverture conditionnelle revient simplement a vérifier que les violations {It}?zl sont
des tirages indépendamment et identiquement distribués selon une loi de Bernoulli B(«).

Il teste ’ensemble des hypothéses précédentes par une approche de type LR :

Test LR de couverture non conditionnelle : Comme nous ’avons défini plus
haut, il s’agit de tester I’hypotheése nulle que la probabilité d’une violation est précisément
égale au taux « contre ’hypothése alternative que cette probabilité est différente du taux
a. La fonction de vraisemblance associée a une série de variables de Bernoulli {It}thl de

parameétre « connu s’écrit :
L(as I, I, -+ I7) = (1 — )™ (1.51)

ol ng et n; désignent le nombre de fois ou la variable I; a pris les valeurs 0 et 1 res-
pectivement. La fonction de vraisemblance associée & une série de variables de Bernoulli

{I;}L | de paramétre 7 inconnu s’écrit :

L(m; I, Lo, -+, Ip) = (1 —m)"on™ (1.52)

12. Notons que si I’ensemble d’informations est vide, i.e. ;—1 = 0, on retrouve I’hypothése de cou-
verture non conditionnelle.
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Le test LR de I’hypothése de couverture non conditionnelle est :

LRye = —2log[L(e; I, In, - -+, Ir)/L(#: Iy, I, - -+, Ip)] —%— x%(s — 1) (1.53)

T—oo

n1
no+ni

valeurs que la variable I; peut prendre, ¢.e. s = 2 dans le cas présent. Ce test correspond

Pestimateur du maximum de vraisemblance de 7 et s le nombre de

avec T =
simplement au test de Kupiec (1.47).

Test LR d’indépendance : Christoffersen (1998) teste I'’hypothése d’indépen-
dance des violations contre une chaine de Markov d’ordre 1 & deux états, de matrice de

transition II; donnée par :

1—m1 7o1
T, = (1.54)

1—m 711

avec m;j = P(Iy = j|It—1 = ¢). La fonction de vraisemblance associée & ce processus est :
L(Hl; Il, IQ, e ,IT) = (1 — 7.‘.01)”007761{)1(1 — 7'['11)“107'['711111 (155)

avec n;; est le nombre de 4 suivis de j dans le processus des violations et 4,5 € {0,1}.
La maximisation de cette fonction de vraisemblance donne 'estimateur du maximum de

vraisemblance de la matrice de transition Il :

100 101
- nopo+n nopo-+n
Hl — 00 01 00 01 (156)

n10 ni1
nio+ni1  nio+nii

Sous I’hypothése nulle d’indépendance, la probabilité d'un événement (violation ou non)
ne dépend pas de I’événement qui ’a précédé, i.e. mg1 = m1 = 72 et oo = w0 = 1 — mo.

Dans ce cas, la matrice de transition s’écrit :

1-— T T
I, = (1.57)

1— T 9
et la fonction de vraisemblance correspondante est :

L(y; I, Iy, -+, Iy) = (1 — my)(nootnao) glnortnin) (1.58)
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L’estimateur du maximum de vraisemblance de la matrice Iy est obtenu par la maximi-

sation de cette vraisemblance :

T, = 7y = no1 + N1 (1.59)
noo + Nio + No1 + N1

Le test LR de I’hypothése d’indépendance est alors donné par :

s - d
LRing = =210g[L(Iy; Iy, Io, -+« ) /LT 1y, I, -, Ir)] —=— x*((s = 1)) (1.60)
La statistique de test est distribuée selon une loi de khi 2 & (s — 1)? degrés de liberté
(Hoel, 1954), avec s le nombre d’états dans la chaine de Markov, i.e. s = 2 dans notre
cas. Notons que ce test est indépendant du taux «, seule la partie indépendance de la

couverture conditionnelle est testée.

Test LR de couverture conditionnelle : Le test LR de 'hypothése de couver-
ture conditionnelle est un test joint des hypothéses de couverture non conditionnelle et
d’indépendance. Le test est formé & partir de la fonction de vraisemblance sous ’hypo-
theése nulle de couverture non conditionnelle (1.51) et de la fonction de vraisemblance

sous I’hypotheése alternative d’indépendance (1.55). Il se présente comme suit :

LR.. = —2log|L(a; Iy, Iy, - -+ , Ir)/L(Iy; I, Lo, - - -, I7)] ﬁ X2(s(s—1)) (1.61)
La statisticque de test est distribuée selon une loi de khi 2 & s(s — 1) degrés de liberte 3
avec s le nombre d’états de la chaine de Markov, i.e. s = 2 dans notre situation.

Partant de 1’équivalence asymptotique avec le test LR, Wallis (2003) propose des
tests de khi 2 de Pearson pour chacune des hypothéses testées par Christoffersen (1998).
Au test de couverture non conditionnelle (1.53), auteur fait correspondre le carré de
la statistique du test normal d’une proportion empirique. La statistique de test suit

asymptotiquement une loi de khi 2 & un degré de liberté :

X2 = az;_a) —32(1) (1.62)

On reconnait le test de Wald (1.48) suggéré par Campbell (2005). Ensuite, pour tester

13. Voir la proposition -page 847- de Christoffersen, 1998
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I’hypothese d’indépendance, Wallis se base sur la table de contingence suivante :

O I, =0 I, =1| Total

L;_1=0] ngo ng1 mo
(1.63)

;_1=1] nio niq my

Total ng n; T

ou n;; désigne comme précédemment 'effectif observé (O) des valeurs i suivies des valeurs
j dans la série des violations, avec i,5 € {0,1}. Il utilise la statistique de Yates (1984)

sulvante :

T(ngoni1 — no1n10)?  d
y:= ( ) x2(1) (1.64)

nonimomai T—o0

Tout comme la statistique du test LR correspondant (1.60), la statistique du test de
khi 2 de I’hypothése d’indépendance suit asymptotiquement une loi de khi 2 & un degré
de liberté. Enfin, le test de I’hypothése jointe de couverture conditionnelle compare les
effectifs observés (O) aux effectifs théoriques (E) calculés sous les hypothéses nulles

d’indépendance et de couverture non conditionnelle et présentés dans la table suivante :

E It =0 It =1 | Total

L,.1=0] (1-a)myg amgy | my
(1.65)

Li=1](l-a)m am mj

Total ng nj T

La statistique prend la forme habituelle Y (O — E)?/E, elle suit une loi de khi 2 & 2
degrés de liberté car les proportions utilisées dans la table précédente sont les propor-
tions théoriques sous ’hypothése nulle de couverture conditionnelle et elles ne sont pas
estimées.

L’apport majeur de Christoffersen (1998) est d’avoir déplacé la problématique des
tests d’évaluation des intervalles de prévision d’un cadre non conditionnel & un cadre
conditionnel en testant, en plus, 'hypothése d’indépendance des violations. Néanmoins,
son approche ne considére que des corrélations d’ordre 1 dans le processus des violations
ce qui peut entrainer une perte de puissance face a des alternatives dans lesquelles peut

exister une corrélation d’ordre supérieur.
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Des travaux ont succédé dans l'espoir d’améliorer le test de 'hypothése d’'indépen-
dance. Clements and Taylor (2003), par exemple, redéfinissent la matrice de transition
(1.54) de sorte a permettre des retards périodiques dans la chaine de Markov. Ainsi,
les probabilités de transition sont calculées en tenant compte de la périodicité S des
données :

mijs =Py = j|li—s =) (1.66)

Elles sont estimées de la méme maniére que dans Christoffersen (1998) en remplagant
simplement les effectifs n;; par n;; g, i.e. le nombre de 7 suivis de j avec S périodes 14 de
décalage dans la série des violations. La distribution asymptotique du test reste inchangée.
Christoffersen and Diebold (2000) utilisent un test de séquences ' (Wald and Wolfowitz,
1940; David, 1947).

L’ensemble des tests basés sur le processus des violations ont des limites, notamment
en termes de puissance. Kupiec, par exemple, note que son test peut échouer & détecter
des intervalles de prévision invalides si les violations sont rares. Cette remarque vaut aussi
pour le test LR, de Christoffersen. De plus, 'ensemble d’informations €2;_1 retenu dans
les tests de couverture conditionnelle ne contient que la chronique des violations passées,
excluant ainsi toute autre variable pouvant étre utile dans I'explication de I'invalidité de
I'intervalle de prévision. La sous-section 1.4.1 traite de ce genre de situations en consi-
dérant un ensemble d’informations W;_; plus large. La sous-section suivante s’intéresse

plutét au processus des durées entre les violations.

Tests fondés sur la durée entre les violations

Pour pallier le probléme lié & la puissance des tests précédents, la recherche s’est
orientée vers 'exploration du processus des durées entre deux violations consécutives.
En effet, depuis Christoffersen (1998), il est établi que, sous 'hypothése de couverture
conditionnelle, les violations associées a une série d’intervalles de prévision a (1—a)% sont
indépendamment et identiquement distribuées selon une loi de Bernoulli de paramétre .
Ce résultat implique que la probabilité d’observer une violation aujourd’hui ne dépend
pas du nombre de jours passés depuis la derniére violation, traduisant ainsi une absence
de mémoire dans le processus des durées qui séparent les violations. L’idée centrale de

cette nouvelle approche est donc de tester cette derniére propriété sur les réalisations de

14. On retrouve le test d’indépendance de Christoffersen comme cas particulier S = 1.
15. Une séquence est une chaine de 0 ou de 1 consécutifs dans la série des violations.
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la variable aléatoire de durée D données par :
di=t;—ti1 ,Vi=1,2,--- N (1.67)

avec t; la date de la violation numéro ¢ et N le nombre de durées. Le concept statistique
caractérisant la mémoire d’une distribution de durées est la fonction de hasard définie
comme la probabilité conditionnelle d’observer une violation le jour d sachant que d — 1

jours sont passés sans violations. Formellement, elle s’écrit :
Md)=P(D=d|D>d), deN (1.68)

Une fonction de hasard constante indique une absence de mémoire dans la série des durées
{dz}f\i 1- Par conséquent, une facon de tester la validité d’un intervalle de prévision est de
spécifier, sous I’hypotheése alternative, une distribution de probabilité avec une fonction
de hasard flexible et qui emboite une distribution de probabilité ayant une fonction de
hasard constante de telle sorte que la propriété d’absence de mémoire puisse étre testée
au moyen d’un test LR. C’est cette logique qui a été adoptée par Christoffersen and
Pelletier (2004) qui considérent, sous ’hypothése nulle, la loi exponentielle de parameétre

a dont la fonction de densité est :
Jeap(d;p) = cvexp(—ad) , d >0 (1.69)
et la fonction de hasard est :
Aezp(ds) =, d>0 (1.70)

Les auteurs suggérent la loi Weibull sous I’hypothése alternative 8. Cette loi est carac-

térisée par sa fonction de densité :
fow (d;a,b) = a®bd®* exp[—(ad)’] , a,b>0, d >0 (1.71)
et par sa fonction de hasard :

Aew (d;a,b) = a®bd*™' , a,b>0, d>0 (1.72)

16. Christoffersen et Pelletier suggérent la loi Gamma également. Haas (2005) trouve & travers des
simulations Monte Carlo que le test LR correspondant a la loi Weibull est plus puissant que celui associé
a la loi Gamma.
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Si b = 1, cette fonction de hasard se réduit & une constante indiquant une absence de
mémoire dans les processus des durées {dz}fi 1 (hypothése d’indépendance). Si de plus,
a = «a (hypothése de couverture non conditionnelle), la fonction de densité de la loi
Weibull (1.71) devient identique & celle de la loi exponentielle (1.69). Les hypothéses

nulle et alternative de couverture conditionnelle peuvent donc s’écrire respectivement :

Hocc:a=aetb=1 (1.73)
Hicc:a#aoub#1 (1.74)

Christoffersen et Pelletier précisent que si la valeur initiale (respectivement, finale) du
processus des violations est nulle, i.e. I} = 0 (respectivement, Iz = 0), alors la durée ini-
tiale (respectivement, finale), i.e. d; (respectivement, dy), est censurée 17, Dans ce cas, sa
contribution a la vraisemblance sera représentée par sa fonction de survie '® Scyy(di;a, b)
(respectivement, Scw (dn;a,b)). La fonction de log-vraisemblance associée a la série des

durées est donc :

lew(a,bydy,da, - ,dn) =61 InScw (di;a,b) + (1 —61) In fow (di; a,b)
N—1

+ > In fow(di; a,b) + n In Sow (dy; a,b) + (1 = 6n) In fow (dws a, b)
=2
(1.75)

avec §; une variable indicatrice prenant la valeur 1 si la durée d; est censurée et 0 si elle
est observée, et fow () la fonction de densité de la loi Weibull (1.71). Ainsi, le test LR

de ’hypothése de couverture conditionnelle s’écrit :

LRP = 2l (ct, 1idy, da, -, dn) — Lew(a, bidy, do, -+ dy)] ——s x3(2)  (1.76)
N—o0

ol G et b sont les estimations par maximum de vraisemblance des paramétres a et b

de la loi Weibull respectivement. Les hypothéses de couverture non conditionnelle et

d’indépendance peuvent étre testées individuellement en imposant une seule contrainte

dans la configuration précédente. Ainsi, les hypothéses nulle et alternative de couverture

17. Pour une discussion sur les modéles de durées, en particulier, comment construire une fonction de
vraisemblance en présence de durées censurées, se référer a Kiefer (1988)

18. La fonction de survie Scw (-) est donnée par : Scw (d; a,b) fd few (z;a,b)dz avec few(:) la
fonction de densité de la loi Weibull (1.71).
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non conditionnelle s’écrivent respectivement :

Hoye:a =« (1.77)
Hl,uc a 7é o (178)
Dans ce cas, le test LR devient :
LR® = —2[ley(a, bydy, da, -+, dn) — Low(@, bydy, da, - dy)] NL> A1) (1.79)
—00

De fagon équivalente, les hypothéses nulle et alternative d’indépendance s’écrivent res-

pectivement :

HO,ind . b =1 (180)
Hl,ind b 7& 1 (181)

Le test LR correspondant est simplement :

LRY, = —2[ley(a,1;d1,da, -+ ,dn) — Low(@, by di, da, -+, dy)] ﬁ (1) (1.82)
Notons que Christoffersen and Pelletier (2004) considérent la loi exponentielle sous 'hy-
pothése nulle méme si la durée est discréte puisqu’elle est comptée en nombre de jours.
[’argument que les auteurs avancent est que la loi exponentielle peut étre vue comme la
limite continue du processus discret des durées. Haas (2005) considére, au contraire, la loi
géométrique qui est I’équivalent discret la loi exponentielle. Contrairement a 1’approche
de Christoffersen and Pelletier (2004), le paramétre de la loi géométrique est directement
interprété comme la probabilité de succeés dans une loi de Bernoulli. De plus, des expé-
riences Monte Carlo a la Dufour (2006), ont montré que le passage a une loi discrete
améliore la puissance du test.

Une loi geométrique de paramétre « consiste a répéter une épreuve de Bernoulli B(«)
de maniére indépendante jusqu’au premier succés. En termes d’évaluation des intervalles
de prévision, ceci revient a définir le rang de la violation suivante ou de fagon équivalente
& calculer la durée écoulée depuis la derniére violation. Formellement, la loi géométrique

de paramétre « est définie par la fonction de densité suivante :

foldip)=(1-a)ta,deN (1.83)
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Elle est aussi caractérisée par sa fonction de hasard :
Ag(d;a) =a, deN (1.84)

Tout comme la loi exponentielle, la loi géométrique a une fonction de hasard constante
reflétant son absence de mémoire.

Etant donné la nature discréte du probléme, Haas utilise, sous I’hypothése alternative,
la loi Weibull discréte de Nakagawa and Osaki (1975) dont la fonction de densité est :

fow(d: a,b) = exp {—ab(d _ 1)b} — exp {—abdb} La,b>0,deN (1.85)
La fonction de hasard associée & cette loi est donnée par :
Apw(d;a,b) =1 — exp {—ab[db (- 1)"]} . a,b>0,deN (1.86)

Si b = 1, la fonction de hasard est constante traduisant ’absence de mémoire dans le
processus des durées (hypothése d'indépendance). Si de plus a = —log(1 — «) (hypothése
de couverture non conditionnelle), la fonction de densité de loi Weibull discréte (1.85)
devient identique a celle de la loi géométrique (1.83). Dans ces nouvelles conditions, les

hypotheéses nulle et alternative de couverture conditionnelle s’écrivent respectivement :

Hocee:a=—log(l—a)etb=1 (1.87)
Hicc:a# —log(l—a)oub#1 (1.88)

Comme dans Christoffersen and Pelletier (2004), la fonction de log-vraisemblance tenant

compte d’éventuelles durées censurées s’écrit :

Caw(a,b;dy, da, - -+ dy) =61 In Spw(di;a,b) + (1 —01)In fpw(di;a,b)
N—-1

+ Z In fpw<di; a, b) + 6y In SDW(dN; a, b) + (1 — 5N) In wa(dN; a, b)
=2
(1.89)

avec ¢; une variable indicatrice prenant la valeur 1 si la durée d; est censurée et 0 si elle est
observée, Spw () la fonction de survie ! et fpw (+) la fonction de densité (1.85) associées

a la loi Weibull discréte. Ainsi, le test LR de I'hypothése de couverture conditionnelle

19. La fonction de survie Spw (-) est donnée par : Spw (d;a,b) = fd+°° fow(x;a,b)dx avec fpw(-) la
fonction de densité de la loi Weibull discréte (1.85).
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s’écrit :

LR?E == _2[€dw(a7 1;d17d27 U 7dN) - gd’w(&vg; d17d27 T 7dN)} L) X2(2) (190)

N—oo

oll G et b sont les estimations par maximum de vraisemblance des paramétres a et b de
la loi Weibull discréte respectivement. Encore une fois, les hypothéses de couverture non
conditionnelle et d’indépendance peuvent étre testées individuellement. Ainsi, les hypo-

théses nulle et alternative de couverture non conditionnelle s’écrivent respectivement :

Hoye :a=—1log(l — ) (1.91)
Hiye:a# —log(l — ) (1.92)

Dans ce cas, le test LR devient :

LR® = —2[lg(c, bydy, da, -+ dn) — Law (@, bidy, dy, - -, dy)] —— x3(1)  (1.93)

N—o0

De facon équivalente, les hypothéses nulle et alternative d’indépendance s’écrivent res-

pectivement :

HO,ind :b=1 (194)
Hl,ind :b 75 1 (195)

Le test LR correspondant est simplement :

LRP = 2[4 (a, 1 dy, d, -+, dyy) — Law(@, b dy, da, -+ dn)] —2— x2(1)  (1.96)

N—o0

Une autre approche, fondée sur la méthode des moments généralisée, a été proposée
par Candelon et al. (2011). Pour tester la validité du modéle ayant servi a la construction
de l'intervalle de prévision, les auteurs forment des conditions de moment & partir de
polynémes orthonormaux associés a la loi géométrique (cf. Bontemps and Meddahi, 2012)
et testent, ensuite, des conditions de sur-identification. En effet, a la loi géométrique de

parameétre «, représentée par la fonction de densité suivante :

fald;a) = a1l — a)d_l (1.97)
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20

on associe les polynoémes orthonormaux “* suivants :

1-a)2j+D)+a(j—d+1)

Mji(d; ) = GtDvi-a

M;(d; ) — (]j—l) M;_1(d;a) , Vj €N

(1.98)

avec M_i(d;a) = 0 et My(d; ) = 1. Sous I'hypothése nulle que la durée D suit une

loi géomeétrique de paramétre «, et donc que le modeéle est valide, ces polynémes or-

thonormaux sont d’espérance nulle. Ainsi, '’hypothése nulle de couverture conditionnelle
s’écrit :

Hoce : EIMj(d; )] =0, Vj=1,2,--- ,p (1.99)

et le test correspondant est :

!/

N N
Jee(p) = (&ZM(@;a)) ( INZM(di?O‘)> ﬁ Y2(p) (1.100)
=1 =1

2

avec M (d;; ) = [M1(d;; ), Ma(dy; ), -+ - ,Mp(di;a)], , Vi=1,2,---,N.
L’hypothése nulle de couverture non conditionnelle correspond simplement & 'hy-
pothése de couverture conditionnelle précédente (1.99) dans laquelle seul intervient le

premier polynéme orthonormal M;(d;«) :
Hoye : E[M1(d; )] =0 (1.101)

Par conséquent, la distribution asymptotique du test n’a plus qu’un seul degré de liberté :

N 2
Jue(p) = (\/}Z%(di;a)) — ) (1.102)
=1

Enfin, ’hypothése nulle d’indépendance est obtenue en remplacant «, dans ’hypothése
nulle de couverture conditionnelle (1.99), par I’estimation de la proportion des violations

VI
Ho,ina : E[Mj(d; 7)) =0, Vj=1,2,---,p (1.103)

20. La loi géométrique de paramétre a est le cas particulier de la loi de Pascal de paramétres n et o
ot n = 1. Par conséquent, les polynémes de Meixner associés a la loi de Pascal sont adaptés a la loi
géométrique.
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Il en résulte que la distribution asymptotique du test perd un degré de liberté :

N ' N
Jina(p) = <\/1N > M(di; ﬁ)) <\/1N > M(di; ﬁ)) ﬁ Y’(p—1) (1.104)
=1 =1

Les auteurs ont prouvé, a travers des simulations Monte Carlo, que leurs tests fondés sur
la méthode des moments généralisée ont une puissance supérieure & celle des tests LR
notamment sur des tailles d’échantillon comparables & celles des séries disponibles dans

la pratique.

Tests fondés sur le processus des violations centrées

Imaginons que l'on veuille étudier la sensibilité d’un intervalle de prévision a un g-
vecteur de variables observables Z;_1 appartenant & un ensemble d’informations plus
large W;_; pouvant contenir, outre les violations associées au taux o {Iy—1,[y—2, -+ , 1},
d’autres variables telles que les rendements passés {y;—1,yt—2, -+, y1}. Sous 'hypothése
nulle de couverture conditionnelle, une violation doit se produire avec une probabilité
égale au taux « et doit étre non corrélée avec les variables Z;_1 de ’ensemble d’informa-
tions W;_; et plus particuliérement avec son propre passé. Dans ce cas, ’hypothése de

couverture conditionnelle s’écrit :
Hoee Ell —a|¥y_1]=0, Vt=1,2,--- T (1.105)

On reconnait la définition formelle d'une série de différences de martingales {I; — a}?zl.
Christoffersen (1998), dans son Lemme 2, teste la validité d’un intervalle de prévision

sur la base de la régression suivante :

K
L—a=p8+> BufelZia)+e, VE=1,2--- T (1.106)
k=1
avec fr() une fonction telle que fr : R? — R et 8 = [Bo, 51, - ,OKk| le vecteur des

paramétres du modéle. Un intervalle de prévision est valide si ce vecteur des paramétres
s’annule, i.e. 8 = 0, et comme le terme d’erreur ¢; est homoscédastique sous '’hypothése
nulle (1.105), les procédures d’inférence standard associées & un modéle de régression
linéaire peuvent s’appliquer. De plus, les hypothéses de couverture non conditionnelle et
d’indépendance peuvent étre testées individuellement en vérifiant séparément que Sy = 0

et [ﬁlv"' aﬁK] =0.
Christoffersen envisage aussi une approche alternative. Il montre que, d’aprés le théo-
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réme des espérances itérées, I’hypothése nulle de couverture conditionnelle (1.105) im-
plique :
Hoce :E[(Ii — ) ® f(Z_1)] =0, Vt=1,2,-- . T (1.107)

avec f(Zi—1) = [f1(Zi=1), fo(Zi=1), -+, fr(Zi—1)]. Cette derniére écriture donne lieu a
K conditions de moment que I'on peut tester par des J-statistiques dans un cadre GMM
(Hansen, 1982).

D’autre part, Engle and Manganelli (2004) proposent le test de Wald suivant :

B/X/XB p )
D = K+1 1.108
QCC a(l —a) T—o0 X ( + ) ( )
avec B = [BO, Bl, e ,BK]’ le vecteur des paramétres estimés et X la matrice des régres-

seurs. La statistique de test DQ.. est distribuée asymptotiquement selon une loi de khi 2
a K +1 degrés de liberté. Comme dans les tests précédents, les hypothéses de couverture
non conditionnelle (5y = 0) et d’indépendance ([f1, 52, - - , Bx] = 0) peuvent étre testées
séparément en ne considérant que le sous-ensemble des paramétres correspondants et en
adaptant le nombre de degrés de liberté de la distribution asymptotique de la statistique
de test en conséquence.

Cependant, étant donné la nature dichotomique de la variable Iy, Patton (2002) ajuste
un modele logit au lieu du modeéle de probabilité linéaire (1.106). L’auteur considére que
si I'intervalle de prévision est valide alors la probabilité d’une violation, notée 7y, doit
étre égale, a chaque instant ¢, au taux «. Cette probabilité, qui dépend du taux « et du
modéle ayant servi & la construction de l'intervalle de prévision, est modélisée & travers

la fonction logistique suivante :

1= m(Zi1, B,0) = A [)\(Ztl, 8) —In (1 ;0‘)] (1.109)

avec A(x) = H% est la transformation logistique et A(-) une fonction des régresseurs
et des parameétres telle que A\(Z;—1,0) =0, VZ;_1 € ¥;_;. La condition sur la fonction
A(+) est imposée de telle sorte que 8 = 0 implique 7 = o, Vt = 1,2,--- ,T. Le vecteur

des paramétres 5 est estimé en maximisant la log-vraisemblance suivante :

T
E(W(Z,ﬁ,a);ll,jg, e 7IT) = ZIt : h’lﬂ't(thl,B,Oé) + (1 - It) ' h’l(l - Wt(thlyﬁaa))
= (1.110)
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Patton propose le test LR suivant :
LR=—2|0(a; 11, 1o, - Ir) — ¢ (W(Z,B,a);fl,lg, . ,IT)} TL> V2K +1) (1.111)
—00

La statistique de test suit asymptotiquement une loi de khi 2 & K + 1 degrés de liberté.

Enfin, comme le processus des violations centrées {I; — a}?zl est une série de diffé-
rences de martingales sous I’hypothése nulle de couverture conditionnelle, Berkowitz et al.
(2011) veérifient la validité d'un intervalle de prévision en testant cette propriété. En effet,
comme nous 'avons mentionné précédemment, 'hypothése de couverture conditionnelle
(1.105) implique :

E[(L, —a)® f(Z_1)] =0, Vt=1,2,---,T (1.112)
En particulier, si f(Z;—1) = I;_1 — «a, expression (1.112) devient :
E[(I, — a)(I.1 —a)] =0, ¥t =1,2,--- ,T (1.113)

Dans ce cas, tester ’hypothése de couverture conditionnelle revient & tester ’absence
d’autocorrélation d’ordre 1 dans le processus des violations centrées. Nous pouvons donc
appliquer le test LR de Christoffersen (1998). Tl est également possible de tester I’absence
d’autocorrélation d’ordre k supérieur a 1. Dans ce cas, on pose f(Z;—1) = I;— — « et

Pexpression (1.112) devient :
E((l; —a)(l;—p —a)]=0, Vt=1,2,---, T (1.114)

Sous I’hypothése nulle de couverture conditionnelle, le processus des violations centrées
est un bruit blanc. Une stratégie de test naturelle est de vérifier que les m premiéres au-
tocorrélations 7y , Vk > 0 sont conjointement nulles en utilisant un test de Portemanteau

tel que celui de Ljung and Box (1978) :

m 2

LB(m)=T(T+2)Y TV_’“ - — () (1.115)
k=1

Plus géneéralement, si f(Z;—1) = [f1(Zi-1), fo(Zi=1),- -, [K(Zi—1)], on peut tester la
validité de 'intervalle de prévision a travers la régression (1.106) en utilisant les approches
précédentes de Christoffersen (1998), Engle and Manganelli (2004) et Patton (2002).
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1.4.2 Evaluation des densités de prévision

Soit {yt}thf( R—1) Une série temporelle de longueur T'+ R dont les R premiéres obser-
vations {yt}g:_( R—1) servent a estimer les paramétres #y des modéles et les T' derniéres
{yt}thl a tester la validité des prévisions obtenues & partir des modéles ajustés. Soit
{ ft(yt|Qt,1;00)}tT:1 la série des densités conditionnelles associées a la série temporelle
{ye}1_, et {pe(ye|Qu_1;60)}1_, la série des densités de prévision associée aux prévisions
ponctuelles {gjt‘t_l}thl, calculées conditionnellement & un ensemble d’informations ;1
disponible en t — 1. Les tests d’évaluation des densités de prévisions sont regroupés en
deux familles : des tests de spécification correcte et des tests de comparaison de densités

mal spécifiées.

Tests de spécification correcte

Comme leur nom l'indique, ces tests permettent de tester ’hypothése nulle que les
densités de prévision {pt(yt\Qt_l;Go)}thl sont bien spécifiées, c’est a dire qu’elles sont
identiques & chaque instant ¢ aux vraies densités conditionnelles { ft(yt|(2t,1;90)}tT:1.
Tout le probléme de I’évaluation des densités de prévision est donc de mesurer la « dis-
tance » qui les sépare des vraies densités conditionnelles { fi(y¢|Q—1; 90)};{:1 et de tester
sa significativité. Pour cela, les tests de spécification correcte des densités de prévision se

basent, pour la plupart, sur la transformation probabiliste?! de Rosenblatt (1952).

Définition 2. Rosenblatt définit la transformation probabiliste z; de la variable y, par

sa fonction de densité conditionnelle fi(y:|Q—1;60) comme suit :

Yt
Zt = ft(u]Qt_l;Go)du
—oo ,Vt=1,2,---,T (1.116)

= Ft(yt\Qt—l;Ho)

avec Fy(y|Q—1;00) la fonction de répartition associée a la fonction de densité condition-

nelle fi(y:|Q—1:60).

Propriété 1. Les transformations probabilistes {zt}thl sont les réalisations indépen-

dantes d’une loi uniforme U[0,1] :

52U, vt=1,2,---,T (1.117)

Démonstration 1. Anneze C.1

21. Probability Integral Transform ou transformée de Rosenblatt (1952).
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Ainsi, une maniére évidente de tester la validité d’'un modele de prévision est de trans-
former les réalisations {y; },_; de la variable économique étudiée par les densités de prévi-

sions {p(y¢|Q%_1;600)}1_, au lieu des vraies densités conditionnelles { f; (y:|Q—1;60)}1_; :

Yt
2t Z/ pt(U\Qt—l;Ho)dU
—00 , Vt=1,2,---,T (1.118)

= Pi(ye|%—1;00)

Sous I’hypothése nulle que ces densités de prévision sont correctement spécifiées, les trans-
formations probabilistes {zt}thl qui en résultent devraient étre des réalisations indépen-
dantes d’une loi uniforme U0, 1]. Il s’agit de I’hypothése nulle des tests de spécification
correcte tels que les tests de Diebold et al. (1998); Bai (2003).

Test de Diebold et al. (1998) : Diebold et al. (1998) proposent une approche gra-
phique d’évaluation des densités de prévision. Pour tester que la série des transformations
probabilistes {z;}._, est issue d’une loi uniforme U0, 1], les auteurs estiment la densité
de ces transformations par un histogramme et vérifient que les sommets de ce dernier
sont bien contenus dans l'intervalle de confiance construit autour de la densité d’une loi
uniforme UJ0, 1], i.e. une ligne horizontale d’ordonnée égale a 1 (Figures 1.7a et 1.7b).
En méme temps, pour révéler une éventuelle dépendance dans les moments conditionnels
2 (2 —2), (21— 2)%, (21— 2)°,
et (zr — 2)4 (Vt = 1,2,---,T) par des corrélogrammes munis d’intervalles de confiance
de Bartlett (Figures 1.7c, 1.7d, 1.7e et 1.7f).

Clements and Smith (2001) considérent les fonctions de répartition au lieu des fonc-

de la série {2;},_4, ils estiment 'autocorrélation des séries

tions de densité. Ils tracent sur le méme graphique la fonction de répartition empirique

des transformations probabilistes {z;}i_,

T

F(r) = %Z]I(zt <r), Vrelo] (1.119)
t=1

et la fonction de répartition théorique de la loi uniforme UJ0, 1], i.e. la droite a 45°, ainsi
qu'un intervalle de confiance sur celle-ci (Figure 1.8). Pour cela, les auteurs utilisent
les valeurs critiques exactes de la statistique de Kolmogorov pour de petits échantillons
de taille 7. Un intervalle de confiance a 95% (o = 0.025) est donné par les droites a
45° + /In(1/a)/(2T). Si la fonction de répartition empirique F, des transformations

probabilistes {zt}thl est contenue dans cet intervalle (Figure 1.8a), on conclut a I'adé-

22. Z représente la moyenne de la variable z;.
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quation de ces deux fonctions de répartition empirique et théorique et donc a la validité

des densités de prévision {ps(y:|Qi—1; 90)};[:1, sinon on rejette leur validité (Figure 1.8b).

Test de Bai (2003) : Une autre fagon de tester la validité des densités de prévision
{pt(yt]Qt_l;Go)}thl consiste simplement & appliquer un test non paramétrique d’adé-
quation entre deux fonctions, tel que le test de Kolmogorov-Smirnov. Le probléme est
que les densités conditionnelles { ft(yt\Qt_l;Ho)}thl dépendent généralement de para-
métres 0y qui ne sont pas connus mais estimés et donc s’accompagnent de « bruits »
qui viennent polluer les densités conditionnelles de prévision {p;(y:|Q—1; 00)}3;1 et qui
peuvent conduire au rejet A tort de la nulle. De plus, ’ensemble d’informations €2;_1 n’est
généralement pas observé dans son intégralité ce qui peut accentuer ces bruits. Au final,
on se retrouve avec un test dont la distribution asymptotique dépend de paramétres de
nuisance. Pour résoudre ces problémes, Bai (2003) propose un test général de spécification
correcte dont le principe est similaire au test de Kolmogorov-Smirnov & la différence prés
qu’il considére des parameétres estimés 6 et un ensemble d’informations tronqué Qy_1.
Enfin, il applique une transformation martingale de Khmaladze (1981) qui permet de
purger l'effet des erreurs d’estimation sur la conclusion du test. Formellement, soit Vp(r)

un processus défini & partir des transformations probabilistes {zt}?zl tel que :

Vr(r) = M(ze <r)—r], Vre[0,1] (1.120)

Sl
E

W
I
—

ou I(+) est une fonction indicatrice qui vaut 1 si son argument est vrai et 0 dans le cas

contraire. Soit V7 (r) son équivalent empirique défini a partir de 2 = P;(y|Qs_1;0) :

Vr(r) = M2 <r)—r], Vre[0,1] (1.121)

35/~
e

“
Il
—

Bai montre que le processus VT(T) admet la représentation asymptotique suivante :

Vir(r) = Vo (r) — G(r) VT(0 — 60) + 0,(1) , Vr € [0,1] (1.122)
avec T ~
_ .1 OP;(x|Q—1;0
g(r) = plimz Z; 1 8; 1:6) =P ol vy + VT € [0,1] (1.123)
t=

Clest & travers le terme §(r) vT(0 — 6p) de (1.122) que le processus Vi(r) dépend des

vrais parameétres 6y dont 'erreur d’estimation vient « polluer » le test d’adéquation & la
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loi uniforme. Toute ’astuce de Bai (2003) consiste & transformer le processus empirique

VT(r) de sorte & retirer ce terme de la fagon suivante :

Wrr) = Vo(r) — /01 [g(s)’o—l(s) /:g(f)dVT(r)} ds | Vr e [0,1] (1.124)
ot le vecteur g(r) est défini par :
o(r) = (ng(r)) , Vr € [0,1] (1.125)
et  est la derivee de g(r) :
i(r) = (L)), vr e [0, 1] (1.126)

Enfin, la quantité C(r) est donnée par :

1
Clr) = / a(Pg(r)dr , Vr e [0,1] (1.127)
T
Bai propose une statistique de test indépendante des paramétres du modéle considéré :

Tr = sup ‘WT(T)’ % mag W (r)| , Vr e0,1] (1.128)
0<r<1 T—oo 0<r<1

ou W (-) est un mouvement Brownien standard. Les valeurs critiques a 10%, 5% , et 1%

de cette statistique ont été simulées par Bai (2003), elles sont respectivement : 1.94, 2.22

et 2.80.

Test de Berkowitz (2001) : Berkowitz (2001) propose une transformation 23, notée
zf, des transformées de Rosenblatt z; en évaluant la fonction quantile associée & la loi

normale centrée et réduite en z; :
=0 y), Vt=1,2,---,T (1.129)

Berkowitz montre que si les variables z; sont des tirages aléatoires dans une loi uniforme
UJ0,1] alors les variables z; sont des tirages aléatoires dans une loi normale N(0,1)
(Annexe C.2) :

ii.d « 4i.d

2 EU0,1) = 2 AN, M =1,2,--,T (1.130)

23. Nous ’appellerons par la suite : transformée de Berkowitz.

42



Par conséquent, les densités de prévision {p:(y:|Q4—1; 00)}th1 sont valides si et seulement
si les transformeées de Berkowitz {z; }?:1 sont des tirages aléatoires dans une loi normale
centrée et réduite N(0,1). Dans ce contexte, Berkowitz (2001) construit un test LR sur
la base d’un modéle autorégressif d’ordre 1 dans lequel les différentes hypothéses testées

s’obtiennent en imposant certaines contraintes :
s —pu=plzf 1 —p) te, ¢ ~N00%), Vt =23 T (1.131)

A ce modéle, il associe la fonction de log-vraisemblance suivante :

1 1 0'2 (Z* - M/(l - p))2
>y 1 or) _ L & 1.132
E(:u‘ao— 7p) 2lOg< 71') 2log(1_p2> 20’2/(1_/)2) ( ’ )
T * * 2
T -1 T —1 2 (Zt_M_Pthl)
- log(2m) — 2 log(c”) — ;:2: 252

Les variables {z/ }Z;l sont non-autocorrélées si p = 0. Dans ce cas, le test LR d’indépen-

dance est obtenu en imposant une seule contrainte :
_ Aa2 PO R 2
LRind =2 {g(:uv a 70) - g(f% o 7p)} — X (1) (1133)

De la méme maniére, le test de la loi normale N(0,1) s’obtient en imposant deux

contraintes : 4 = 0 et 0 = 1. Il est formulé comme suit :

LRnorm = —2 {E(Oa L, ﬁ) - g(ﬂv 627/3)} L) X2(2> (1134)

T—o0

Enfin, la validité d’une densité de prévision est vérifiée en testant conjointement les
hypothéses précédentes, ¢.e. en imposant les trois contraintes p =0, y =0et 0 = 1. Le

test LR correspondant s’écrit :

LR =—2{00,1,0) — £(3,6% p)} —2— x2(3) (1.135)

T—o00
Berkowitz montre, & travers des simulations Monte Carlo, que ces tests présentent 1’avan-
tage d’étre puissants sur des échantillons de tailles disponibles dans la pratique.
Tests de comparaison de densités conditionnelles mal spécifiées

Contrairement aux tests précédents, les tests de comparaison de densités condition-

nelles mal spécifiées permettent de choisir parmi un ensemble de modeéles prédictifs, celui
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qui engendre la densité de prévision la plus proche de la réalité. On oppose deux fagons
de comparer les densités conditionnelles de prévision : soit sur la base d’un critére d’in-
formation de type Kullback and Leibler (1951), soit sur la base d'un test statistique.
Nous ne présenterons ici que le test de Bao and Lee (2004) qui appartient & la premiére

catégorie.

Test de Bao and Lee (2004) : Bao and Lee (2004) proposent un test issu de cette nou-
velle génération. Pour cela, ils considérent une densité de prévision a ’horizon h =1 de
la variable y;, conditionnellement & ’ensemble d’informations ;_1, notée p;(y¢|Q—1;0)
avec # un vecteur de paramétres et une série de réalisations {yt};{:1 sur la période d’éva-
luation du modéle qu’ils supposent générées selon une fonction de densité conditionnelle
inconnue o4 (y¢|Q—1). La densité de prévision py(y:|Q:—1;60) est correctement spécifiée si

et seulement si pour une valeur 6y des paramétres, on a :

pt(yt\Qt—lseo) = <Pt(yt\9t—1) , VE=1,2,---,T (1~136)

Dés lors, la mesure de la distance entre la vraie densité conditionnelle ¢y (y:|Q:—1) et la
densité conditionnelle de prévision py(y:|€2:—1; 0) doit permettre de classer les modeéles du
plus proche au plus éloigné du processus générateur de données. La mesure de distance

retenue par les auteurs est le critére d’information de Kullback-Leibler défini par :

I(p: p;0) = Elln oy (ys;0) — Inpy(ys; 0)] (1.137)

ou l'espérance est définie par rapport a la vraie densité conditionnelle o (y:|2:—1). La
distance entre la densité conditionnelle de prévision py(y:|Q:—1;6) et la vraie densité

conditionnelle ¢ (y;|Q;—1) correspond au minimum en 6 de ce critére, soit :
I(p:p;0") <I(p:p;0), VO €O (1.138)

ou 6* désigne la pseudo-vraie valeur de 6 qui minimise I(p : p;0). Ce critére peut étre
estimé par :

A~

T
I(p:p;0) = = > nor(pelQ1) — Inpy(ye| 15 0)] (1.139)
t=1

Nl =

ot 6 est lestimateur par maximum de vraisemblance de 6*. Le probléme est que ce critére
n’est pas directement exploitable du fait que la vraie densité conditionnelle ¢ (y¢|Q—1)

est inobservable. Néanmoins, Bao and Lee (2004) proposent un critére modifié a partir
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du résultat suivant de Berkowitz (2001) :

O
1 | PewelSh 12
Pt(yt|Qt—1;9)

_ |4t 1
—1 [(b(yt)] Vt=1,2,.--,T (1.140)

ou ¢(-) désigne la densité d’une loi normale centrée et réduite et ou z; est le fractile
normal associé a la transformation probabiliste z; de y; et ¢;(+) la densité conditionnelle
des fractiles de la loi normale associée a l'inverse de la transformation probabiliste de

Rosenblatt (1952) :
ry=0"1(z), Vt=1,2,---,T (1.141)

avec ®(-) est la fonction de répartition de la loi normale centrée et réduite et z; défini
par :
Yt .
2t :/ pe(u|Q—1;0)du , YVt =1,2,--- T (1.142)
— 0o

Le critére modifié s’écrit :

~ A 1
I(¢3p;9)zf

M=

ngi(xt) — Inp(xy)] (1.143)

t=1

La difficulté consiste alors a postuler une distribution conditionnelle ¢;(-) pour les va-

riables ;. Les auteurs considérent un processus AR(L) tel que :
=X, f+06 (1.144)

ou X;_1 est un vecteur de retards de x;, 5 un vecteur de paramétres et € un résidu
i.i.d. dont la loi de probabilité est g(e;; () ot ¢ est un vecteur de paramétres. Les auteurs

retiennent une distribution de type semi-non-paramétrique >* d’ordre K :

K k2
g(et; Q) = m(ZkEO riue; )9 (c) (1.145)
J20 g reu) 20 (u)du
avec ¢ = (r1,r2, - - ,TK)’ , 1o = 1. Sirp =0 Vk > 0 alors p(e;) = ¢(€;). ainsi, la densité
de x; s’écrit :
1 ze— X, B
a(r) = 9 (ttl;C> (1.146)
2 o

24. Cette distribution a été proposée par Gallant and Nychka (1987).
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qui dégénére en une loi normale centrée et réduite si et seulement si 5 =0, 0 = 1 et

(= OIK. Dans ces conditions, le critére modifié s’écrit :
~ A 1 1 ze— X, B N
I(p:p;0) = T Z In|—g t%?f — In () (1.147)
pt 1 1

ou 0, ¢ et ( sont les estimations par maximum de vraisemblance des paramétres 6, o et

¢ respectivement.
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(a) Histogramme de z; (10 batons)

(c) Corrélogramme de z; — 2

(e) Corrélogramme de (z; — z)3
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(b) Histogramme de z; (20 batons)
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FIGURE 1.7 — Approche graphique de Diebold et al. (1998)
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(a) Densité de prévision bien spécifiée

FIGURE 1.8 — Approche graphique de Clements and Smith (2001)
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(b) Densité de prévision mal spécifiée
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1.5 Conclusion

L’objectif de ce premier chapitre était de passer en revue les différents modéles a
changement de régimes les plus rencontrés dans la pratique. Plus précisément, les dif-
férentes représentations ont été présentées et classées selon la nature de la transition
entre les régimes et selon l'observabilité de la variable de transition. Ces modeles sont
de plus en plus utilisés dans les applications empiriques notamment & des fins de pré-
vision. La construction et 1’évaluation de celle-ci ont également été revues. Avec cette
nouvelle forme de modélisation, les intervalles et les densités de prévision ont du sens et
sont exploitables dans la prise de décision. En effet, contrairement au cadre linéaire ou
elles sont symétriques et continues (respectivement, unimodales), ces formes de prévision
fournissent une information supplémentaire sur le niveau d’incertitude qui accompagne
la prévision ponctuelle. Les tests d’évaluation correspondants ont été présentés dans la
derniére section.

A Tissue de cette revue de littérature, on s’apercoit que malgré 'utilisation croissante
des modéles & changement de régimes, leur apport en termes de prévision relativement
& la modélisation linéaire standard ne fait pas I'unanimité des chercheurs car si 'on se
référe & la simple prévision ponctuelle, les modéles linéaires sont assez satisfaisants. Par
contre, si le critére de comparaison est 'intervalle ou la densité de prévision, les mo-
déles non-linéaires peuvent s’avérer trés utiles dans la mesure ol ces derniéres formes de
prévision sortent du cadre habituel (intervalles de prévision symétriques et continus et
densités de prévision symétriques et unimodales) et fournissent au décideur économique
plus d’informations. Cependant, les tests d’évaluation des prévisions, notamment par in-
tervalle et par densité ne sont pas assez nombreux et soufffrent parfois de problémes de
taille et/ou de puissance. C’est pour remeédier a ces problémes que nous allons proposer
une nouvelle approche d’évaluation des intervalles (chapitre 2) et des densités de prévi-
sions (chapitre 3) puis l'utiliser lors d’une analyse empirique (chapitre 4) pour tenter de
répondre la question sur ’apport des modéles & changement de régimes & la prévision

économique.
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Chapitre 2

Evaluation des intervalles de

prévision

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous proposons un test d’évaluation des intervalles de prévision
dans le cadre de ce que Clements and Taylor (2003) appellent une “Event Probability
Forecast Approach”. En effet, malgré les nombreuses facons de construire les intervalles
de prévision et malgré leur intérét croissant notamment en finance avec la généralisation
de la. Value-at-Risk comme mesure de risque, les tests d’évaluation de cette forme de
prévision ne sont qu’a leur début et le test qui revient fréquemment dans les travaux em-
piriques est celui de Christoffersen (1998), la référence en la matiére. Avec son hypothése
de couverture conditionnelle, Christoffersen pose le fondement des tests d’évaluation des
intervalles de prévision ; Un intervalle de prévision est valide si ses violations ex post se
produisent arbitrairement (hypothése d’indépendance) et dans une proportion égale au
taux de couverture considéré (hypotheése de couverture non conditionnelle), une viola-
tion étant une situation exceptionnelle dans laquelle la réalisation de la variable aléatoire
n’appartient pas & l'intervalle de prévision. Tester I’hypothése de couverture condition-
nelle se traduit généralement par un test d’hypothése distributionnelle sur le processus
des violations (test de la loi de Bernoulli (Christoffersen, 1998)) ou sur le processus des
durées entre les violations (test de la loi géométrique (Candelon et al., 2011; Haas, 2005)
et test de la loi exponentielle (Christoffersen and Pelletier, 2004)). Nous proposons de
tester la loi binomiale, une transformation sous ’hypothése nulle de la loi de Bernoulli,
en se basant sur les travaux de Bontemps and Meddahi (2012) et Candelon et al. (2011).
Les premiers ont développé un cadre GMM de tests d’hypothéses distributionnelles en
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construisant des J-statistiques a partir de polyndémes orthonormaux associés & certaines
lois de probabilité. Les derniers ont repris les polynémes de Meixner associés (indirecte-
ment) a la loi géométrique pour tester cette loi sur le processus des durées séparant les
violations de la VaR. En ce qui nous concerne, nous considérons les polynémes ortho-
normaux de Krawtchouk associés a la loi binomiale. En effet, sous ’hypothése nulle de
validité d’un intervalle de prévision, les violations de celui-ci sont les réalisations indépen-
dantes d’une loi de Bernoulli avec un taux de succés égal au taux de couverture nominal,
ou de facon équivalente, la somme des violations est la réalisation d’une loi binomiale
dont le premier paramétre correspond au taux de couverture et le deuxiéme au nombre
de violations additionnées. L’avantage des polyndémes de Krawtchouk, comme tous les
polynoémes orthonormaux, est qu’ils sont d’espérance nulle et servent donc directement
de conditions de moment dans la méthode des moments généralisée. De plus, leur matrice
de variance-covariance, étant égale a la matrice identité, évite ’estimation de la matrice
de poids optimaux. Des J-statistiques sont ainsi aisément calculées avec la liberté de
choisir le polynéme ou la combinaison de polynémes & utiliser pour tester conjointement
I’hypothése de couverture conditionnelle ou individuellement les hypothéses de couver-
ture non conditionnelle ou d’indépendance. Des exercices de simulation de la taille et
de la puissance de notre test pour différentes combinaisons de polynémes et différentes
tailles d’échantillon ont mis en évidence la supériorité de notre approche relativement a
celle développée par Christoffersen (1998).

Le reste du chapitre est organisé comme suit. Dans la section 2.2, nous proposons un
nouveau test fondé sur la méthode des moments généralisée. Sur la base de polynémes
orthonormaux, nous testons indirectement ’adéquation de la série des violations trans-
formées en blocs & une loi binomiale B(N,«) par des J-statistiques, N étant la taille
des blocs et a le taux de couverture considéré. Ensuite, nous étudierons les propriétés
a distance finie de notre test dans la section 2.3. Nous prouverons que notre approche
présente certains avantages, notamment en termes de taille et de puissance, par rapport
a lapproche fondatrice de Christoffersen (1998). Enfin, 'application de cette nouvelle
approche d’évaluation des intervalle de prévision & deux séries de rendements d’indices
boursiers (SP 500 et Nikkei 225) fera I'objet de la section 2.4 avant de conclure dans la

section 2.5.

2.2 Une nouvelle approche GMM

Dans cette section, nous proposons une nouvelle approche d’évaluation des intervalles

de prévision en testant 'hypothése d’une distribution binomiale sur la série des viola-
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tions I;. Notre analyse est basée sur le cadre GMM développé par Bontemps and Meddahi
(2005, 2012). Nous présentons d’abord ’environnement du test, puis nous définissons les
conditions de moment utilisées pour tester la validité des intervalles de prévision. Enfin,
nous proposons de simples J-statistiques correspondant aux trois hypothéses de cou-

verture non conditionnelle (UC), d’indépendance (IND) et de couverture conditionnelle

(co).

2.2.1 Environnement du test

Une implication directe du Lemme 1' de Christoffersen (1998) est que, sous I’hy-

pothése de couverture conditionnelle, la somme des violations suit une loi binomiale

B(T,«) :

T
Hoee: Y I~ B(T,0) (2.1)
t=1

Une fagon naturelle de tester '’hypothése de couverture conditionnelle consiste donc &
tester cette hypothése distributionnelle. Cependant, cette propriété ne peut étre direc-
tement utilisée pour développer une procédure de test, puisque pour une série donnée

. o T
d’intervalles de prévision {Ct‘t,l(oz)} 1
la somme des violations. Pour cette raison, nous proposons de diviser 1’échantillon des

nous ne disposons que d’une seule réalisation de

violations en blocs. Comme les violations {It}thl sont indépendantes sous ’hypothése
nulle, il est possible de les regrouper en H blocs de méme taille N, avec H = [T'/N] (Fi-

gure 2.1). La somme des violations I; a U'intérieur de chaque bloc suit une loi binomiale

t=1 T
L I In Int1 Loy Iig—nn Iun

y1 ~ B(N.a) y2 ~ B(N,a) yn ~ B(N, o)

FIGURE 2.1 — Transformation en blocs des violations

B(N, «). Plus formellement, pour chaque bloc, on définit la variable y;, comme la somme

1. Rappelons que dans son Lemme 1, Christoffersen (1998) montre que tester ’hypothése de couver-
ture conditionnelle est équivalent & vérifier que les violations {I;()}!_, sont des tirages i.i.d. dans une
loi de Bernoulli B(«).
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des NN violations correspondantes :

hN

yh= . L ,V¥h=12- H (2.2)
t=(h—1)N+1

Sous I'’hypothése nulle, le nouveau processus {yh}hH:1 ainsi construit est i.i.d. B(N, «) et

I’hypothése de couverture conditionnelle peut s’exprimer de la facon suivante :
Hocc:yn~ B(N,o) , Vh=1,2,--- | H (2.3)

2.2.2 Conditions de moment

Il existe de nombreuses facons de tester ’hypothése de couverture conditionnelle
a travers le test de '’hypothése de distribution (2.3). Suivant Bontemps and Meddahi
(2012), nous proposons un cadre GMM. L’idée générale est qu’il est possible d’associer
des polynémes orthonormaux, dont I'espérance est nulle, & certaines lois de probabilité.
De tels polyndémes peuvent étre utilisés dans la construction de conditions de moment
dans un cadre GMM pour tester des hypothéses de distributions bien définies. Ainsi, les
polynéomes d’Hermite associés & la loi normale peuvent étre utilisés pour construire un
test de normalité (Bontemps and Meddahi, 2005). Un cas particulier des polynomes de

Meixner 2

a été utilisé par Candelon et al. (2011) pour tester la loi géométrique dans
le cadre du backtesting de la Value-at-Risk. Dans le cas particulier de la loi binomiale,
les polynoémes orthonormaux associés sont les polynémes de Krawtchouk. Ils sont définis

comme sulit :

Définition 3. Soit y, une variable aléatoire discréte distribuée selon une loi binomiale
B(N,«). Les polynomes de Krawtchouk (Figure 2.2) correspondants sont définis par la

formule récursive sutvante :

i(N —i+1)

K(N,a)( ) Oé(N — Z) + (1 - O‘)Z — Yn K(N,a)

(yn)— K-(Nl’a) (yn), Vi< N

T a0 —a) (N =i+ 1) (i + (N i)
(2.4)
avec K(_]\lf’a) (yn) =0 et K(gN’a) (yn) =1, ils vérifient les conditions de moment suivantes :
E [Ki(N’a)(yh)] —0,Vi<N (2.5)

2. Les polyndmes de Meizner sont associés a la loi de Pascal.
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Les deux premiers polyndémes de Krawtchouk, par exemple, sont :

aN—yh

N,
Ki )(yh) = a(l——a)N

 Vh=1,2,--  H (2.6)

V2a(l—a)(N —1) a(l —a)N

K;N’a)(yh):<a(N1)+(1a)yh>< alN —yn )_ L)wlzl,g?...

P S S ST S
vvvvvvvv

—— K
—— K
=gk
——K
vz o+ s

-20

(a) Loi binomiale B(10,0.5) (b) Loi binomiale B(20,0.05)

FIGURE 2.2 — Polynémes de Krawtchouk

Notre approche exploite les conditions de moment (2.5). Plus précisément, définissons
la série des sommes {y1,y2, - ,yy} définies par 'équation (2.2) et calculées & partir de
la série des violations {It}tT:l. Sous I’hypothése nulle de couverture conditionnelle, les
variables y, sont indépendamment et identiquement distribuées selon une loi binomiale
B(N, ), ou N désigne la taille du bloc. Ainsi, cette hypothése peut étre exprimée comme
suit :

Hoee: EIK™N (y)] =0, i€ {1,2,--- ,m< N} ,Vh=1,2,--- \H  (2.8)

1

Une propriété intéressante de cette approche est qu’elle permet de tester séparément les
hypothéses de couverture non conditionnelle et d’indépendance. En effet, rappelons-nous
que sous la premiére hypothése, la probabilité non conditionnelle d’avoir une violation

est égale au taux a. Par conséquent, sous cette hypothése, 'espérance mathématique de
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la somme yp est égale & aN puisque :

hN
Elya) = Y E[lJ=aN,Vh=12,-- H (2.9)
t=(h—1)N+1
On peut donc écrire :
ElaN —yp] =0, Vh=1,2,--- , H (2.10)
ou encore :
N —
o Yh =0,Vh=1,2,--- ,H (2,11)
a(l —a)N

qui n’est rien d’autre que l'espérance mathématique du premier polynéme de Krawt-

chouk. L’hypothése de couverture non conditionnelle peut s’écrire simplement :

Houe EIKN ()] =0, Vh=1,2,---  H (2.12)

o .
) dans la construction

Il suffit donc d’utiliser le premier polynéme de Krawtchouk K fN’
de la condition de moment du test de I’hypothése de couverture non conditionnelle.
Sous I'hypothése d’indépendance, les violations sont indépendamment distribuées et leur
probabilité 8 n’est pas nécessairement égale au taux «. Dans ce cas, la somme y; suit

une loi binomiale B(N, ) et ’hypothése d’indépendance s’écrit simplement :
o (N.B) _ ; _
Hoina : E[K; (yn)]=0,i€e{1,2,--- m< N} ,Vh=1,2--- H (2.13)

2.2.3 Procédure de test

Soit K(NV:®) le m-vecteur des polynomes de Krawtchouk KZ(N’B) (i=1,2,---,m < N)
associés a la loi binomiale B(N,«). Sous I'hypothése de couverture conditionnelle et

certaines conditions de régularité (Hansen, 1982), on peut montrer que :

H T H
(Gt = (o rm) v
h=1

h=1

S

ot ¥ est la matrice de variance-covariance de long terme associée 3 KM@, Les poly-
noémes étant orthonormaux, cette matrice de variance-covariance correspond a la matrice

identité ® simplifiant ainsi le calcul de la J-statistique. Désignons par J..(m) la statistique

3. Si nous négligeons cette propriété, il est également possible d’utiliser un estimateur a noyau de la
matrice de variance-covariance de long terme.



de test correspondant & I’hypothése de couverture conditionnelle associée au m-vecteur

des polynémes orthonormaux K Vo).

Propriété 2. Sous Uhypothése nulle de couverture conditionnelle, la statistique de test

vérifie :
1 m H ( ) 2 4
— Na 2
Jee(m) = T Z ( K; (?Jh)) o X (m) (2.15)
i=1 \h=1
ot KZ-(N’a) (yn) désigne le polynéme de Krawtchouk d’ordre i € {1,2,--- ,m < m} corres-

pondant & la loi binomiale B(N, «).
Démonstration 2. Annezxe B.1

Puisque la statistique Jy. correspondant & I’hypothése de couverture non condition-
nelle est un cas particulier de la statistique J..(m), elle peut étre immédiatement calculée
en ne prenant en compte que la premiére condition de moment E[K fN’a) (yn)] = 0, elle

s’exprime comme suit :

H 2
1 «
Jue = Jee1) = 7 (Z Ky ><yh>> — ) (2.16)
h=1

Enfin, la statistique de test de ’hypothése d’indépendance, notée J;,q(m), s’écrit :

m H 2
Jind(m) = %Z (Z Ki(N’B) (Zﬁz)) LN x2(m) (2.17)

i=1 \h=1

avec KZ-(N’B) (yn) le polynéome de Krawtchouk d’ordre i € {1,2,---,m < N} associé a
la loi binomiale B(N, ) et § la probabilité d’une violation qui peut étre différente du
taux «. Cette probabilité est généralement inconnue, elle est estimée par un estimateur
convergent 3 = (1/T) Zthl I;. Dans ce cas, le nombre de degrés de liberté de la distri-

bution asymptotique de la statistique de test J;,q(m) doit étre ajusté en conséquence :

2
L (v (N.5) d 2
Jina(m) = T z; (hzl K7 (yn) — X (m—1) (2.18)
1= =
avec KZ-(N’B) (yn) le polynome de Krawtchouk d’ordre i € {1,2,--- ,m < N} associé a la

loi binomiale B(N, j3).
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2.3 Simulations Monte Carlo

Dans cette section, nous étudions les propriétés & distance finie de nos tests basés
sur la méthode des moments généralisée a travers des expériences Monte Carlo. Nous
analysons, dans un premier temps, la taille de nos tests, puis leur puissance dans un cadre
similaire & celui de Berkowitz et al. (2011). Nous comparons ces performances a distance
finie & celles des tests LR de Christoffersen (1998). Afin de controler les distorsions de la
taille, nous utilisons la méthode Monte Carlo proposée par Dufour (2006) (Annexe B.2).

2.3.1 Taille empirique

Afin d’étudier la taille empirique de nos tests, nous générons une série de T violations
en considérant des tirages indépendants dans une loi de Bernoulli et en considérant
successivement deux taux de couverture 0.99 et 0.95. Plusieurs tailles d’échantillon T
sont considérées allant de 250 (qui correspond & une année de prévisions journaliéres) a
1500. La taille des blocs IV, utilisée pour calculer les H sommes yp, est fixée a 100 ou
25 observations. Le nombre m de polyndmes varie de 1 (pour le test de 'hypothése de
couverture non conditionnelle) & 5. Sur la base d’une série {y};_,, avec H = [T'/N],
nous calculons les statistiques Jy. et Je.. Les tailles empiriques rapportées correspondent
aux taux de rejets de ’hypothése nulle calculés a partir de 10000 simulations pour une
taille nominale égale a 5%.

Les tables 2.1 et 2.2 présentent les fréquences de rejets de I’hypothése nulle par nos
tests GMM et par les tests LR de Christoffersen (1998). Le test LR de I'hypothése de
couverture conditionnelle semble étre undersized pour un taux de couverture de 0.95 et
oversized pour un taux de couverture de 0.99, en particulier pour des tailles d’échantillons
supérieures & 1000. Le test LR de I'hypothése de couverture non conditionnelle, quant
a lui, présente un comportement irrégulier bien que sa taille empirique reste proche de
sa valeur nominale. Par contre, nos tests GMM ont globalement une taille empirique

correcte notamment pour une taille de blocs égale a 25 et des valeurs m égales & 2 ou 3.

2.3.2 Puissance empirique

Nous étudions & présent la puissance empirique de nos tests basés sur la méthode des
moments généralisée et nous la comparons a celle des tests LR de Christoffersen (1998)
dans le contexte de la gestion du risque. Comme nous ’avions mentionné précédemment,
la prévision de la Value-at-Risk peut étre interprétée comme une prévision de la borne

inférieure d’un intervalle de prévision semi-ouvert Cy,_;(a) = [VaRy,—1 (), +oo[. Nous
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TABLE 2.1 — Tailles des tests d’évaluation des intervalles de prévision
(N =100)

Taux de couverture 0.95
Juc JCC(Q) Jcc(3) Jcc(5) LRuc LRcc
0.0316 0.0643 0.0499 0.0442 0.0587 0.0404
500 0.0521 0.0556 0.0615 0.0662 0.0544 0.0443

H
2
5)
750 7 0.0409 0.0513 0.0595 0.0734 0.0503 0.0462
1000 10 0.0487 0.0535 0.0614 0.0655 0.0503 0.0565
12
15

250

1250 0.0522 0.0490 0.0543 0.0577 0.0417 0.0781
1500 0.0489 0.0479 0.0596 0.0577 0.0489 0.0656

Taux de couverture 0.99

T Jue Jee(2)  Jee(3)  Jee(8) LRy LR

H
250 2 0.0516 0.0397 0.0397 0.0397 0.0132 0.0112
500 5 0.0314 0.0397 0.0360 0.0383 0.0640 0.0113
750 7 0.0330 0.0543 0.0456 0.0425 0.0384 0.0220
10
12

1000 0.0361 0.0482 0.0548 0.0473 0.0572 0.0251
1250 0.0575 0.0517 0.0592 0.0575 0.0627 0.0286
1500 15 0.0487 0.0518 0.0489 0.0414 0.0541 0.0312

Note : Sous I'hypotheése nulle, les violations sont ¢.i.d. et suivent une loi de Bernoulli. Les résultats
sont basés sur 10000 réplications. Pour chaque échantillon, nous calculons la fréquence de rejets a
5%. Jec(m) désigne le test GMM de I'hypothése de couverture conditionnelle obtenu en utilisant
les m premiers polynoémes de Krawtchouk. Jy. est le test GMM de I’hypothése de couverture
non conditionnelle calculé & partir du polynéme de Krawtchouk d’ordre 1. LR.. (respectivement
LR..) est le test LR de Christoffersen (1998) de couverture conditionnelle (respectivement, non
conditionnelle). T est le nombre de violations des intervalles de prévision I; et H = [T//N] est le
nombre de blocs de taille NV = 100 utilisés pour construire la série des sommes des violations y;.

allons donc simuler des rendements financiers et calculer des prévisions de la VaR de
sorte a fournir des prévisions invalides selon les hypothéses de Christoffersen (1998). Nous
adoptons pour cela le schéma de Berkowitz et al. (2011) en supposant que les rendements

ry sont issus d’un simple modéle t-GARCH avec un effet de levier asymétrique :

)
rt:o'tz“/yy  VE=1,2,---,T (2.19)
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TABLE 2.2 — Tailles des tests d’évaluation des intervalles de prévision
(N =25)

Taux de couverture 0.95
T H Jue Jee(2)  Jee(3)  Jee(B) LRy LR..

250 10 0.0386 0.0481 0.0417 0.0345 0.0558 0.0417
500 20 0.0547 0.0546 0.0550 0.0469 0.0573 0.0425
750 30 0.0461 0.0520 0.0583 0.0533 0.0572 0.0496
1000 40 0.0545 0.0567 0.0607 0.0510 0.0573 0.0592
1250 50 0.0489 0.0472 0.0555 0.0476 0.0423 0.0745
1500 60 0.0503 0.0515 0.0546 0.0472 0.0532 0.0685

Taux de couverture 0.99
T H Jue Jee(2)  Jee(3)  Jee(d) LRy LR,

250 10 0.0456 0.0551 0.0551 0.0462 0.0157 0.0128
500 20 0.0309 0.0673 0.0632 0.0537 0.0651 0.0114
750 30 0.0592 0.0588 0.0645 0.0624 0.0390 0.0196
1000 40 0.0345 0.0498 0.0508 0.0849 0.0534 0.0231
1250 50 0.0423 0.0546 0.0448 0.0438 0.0582 0.0244
1500 60 0.0461 0.0540 0.0449 0.0289 0.0513 0.0286

Note : Sous I'hypotheése nulle, les violations sont ¢.i.d. et suivent une loi de Bernoulli. Les résultats
sont basés sur 10000 réplications. Pour chaque échantillon, nous calculons la fréquence de rejets a
5%. Jec(m) désigne le test GMM de I'hypothése de couverture conditionnelle obtenu en utilisant
les m premiers polynoémes de Krawtchouk. Jy. est le test GMM de I’hypothése de couverture
non conditionnelle calculé & partir du polynéme de Krawtchouk d’ordre 1. LR.. (respectivement
LR..) est le test LR de Christoffersen (1998) de couverture conditionnelle (respectivement, non
conditionnelle). T est le nombre de violations des intervalles de prévision I; et H = [T//N] est le
nombre de blocs de taille N = 25 utilisés pour construire la série des sommes des violations y;.

avec {zt}thl une série de tirages i.i.d. dans une loi de Student & v degrés de liberté et o

la variance conditionnelle o7 est donnée? par :

2
-2
ol =w+ ol <\/yy ztl—ﬁ) + B0, Vt=1,2,---,T (2.20)

Une fois la série des rendements générée, nous calculons la prévision de la VaR par la

méthode de la simulation historique avec une fenétre glissante de taille g = 250 observa-

4. Le modeéle est paramétrisé comme dans Berkowitz et al. (2011) : v = 0.1, § = 0.5, 8 = 0.85,
w = 3.9683¢ 7% et d = 8. En méme temps, w a été choisi de telle sorte & correspondre & un écart type
annuel de 0.2. La paramétrisation globale correspond a a une volatilité journaliére de 0.975.
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tions. Cette méthode de prévision produit en général des clusters de violations (et viole
donc I'hypothése d’indépendance) et une légeére déviation de la couverture non condi-
tionnelle quand nous considérons des prévisions out of sample (ces déviations dépendent
de la taille de la fenétre glissante). Formellement, nous définissons la VaR calculée par la
méthode de simulation historique de la fagon suivante :

VaRy, (o) = Percentile({ri}ﬁ;tlfg ,100a) , YVt =1,2,---,T (2.21)
Pour chaque simulation, une série de violations {It}thl est construite en comparant
les prévisions ez-ante de la VaRy,_;(a) aux réalisations ez post des rendements ry.
Ensuite, la série {yh},llil est calculée en additionnant les éléments de chaque bloc de
taille N. A partir de cette nouvelle série, les statistiques de test J.. sont calculées pour
différents nombre de polynémes et pour des tailles d’échantillon T" allant de 250 & 1500.
Les statistiques de test LR, et LR sont également calculées pour chaque simulation
afin de pouvoir comparer les performances respectives des tests GMM et LR. La fréquence
de rejets de ’hypotheése alternative, pour une taille nominale 5%, est obtenue & partir de
10000 simulations. Afin de contréler les distorsions des tailles des tests, nous utilisons la
meéthode de Dufour (2006) (Annexe B.2).

La table 2.3 présente les puissances corrigées des tests GMM et LR pour différentes
tailles d’échantillons T" et deux taux de couverture 0.95 et 0.99. La taille des blocs utilisée
dans notre approche est N = 100. Seuls les résultats relatifs aux 26m€, 3¢7me et Heme
polynéme de Krawtchouk ont été rapportés. A la lecture de cette table, il ressort que,
pour un taux de couverture de 0.95, notre test de I’hypotheése de couverture conditionnelle
est deux fois plus puissant que le test LR de Christoffersen (1998). Cette différence de
puissance s’atténue légérement quand le taux de couverture passe & 0.99. La puissance
de notre test de couverture non conditionnelle est également supérieure a celle du test
LR, notamment pour un taux de couverture de 0.99. Pour un taux de couverture de
0.95, méme si les puissances des deux tests sont anormalement décroissantes (ceci est
spécifique a cette expérience), notre test reste quand méme le plus puissant. La table
2.4 présente également les puissances corrigées des tests GMM et LR pour une taille de
blocs plus petite N = 25. Les résultats sont similaires & ceux de la table 2.3. Notons
simplement que la réduction de la taille des blocs a affecté la puissance de nos tests
mais pas leur performance relativement aux tests LR, car dans tous les cas nos tests
présentent une puissance supérieure. La figure 2.3 représente I’évolution de la puissance
du test J.(2) en fonction de la taille d’échantillon 7" pour différentes tailles de blocs N.

La meilleure puissance est obtenue avec une taille N = 25 et c’est cette taille qui sera
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TABLE 2.3 — Puissances des tests d’évaluation des intervalles de prévision
(N =100)

Taux de couverture 0.95

T H  Jue  Jee(2)  Jee(3)  Jee()  LRue  LRec
250 2 02776 0.3991 04274 0.4203 0.2268 0.3333
500 5 0.1586 0.6151 0.6379 0.6221 0.1464 0.3298
750 7 0.1457 0.7197 0.7280 0.7099 0.1209 0.3632
1000 10 0.1302 0.8164 0.8209 0.8116 0.1152 0.4212
1250 12 0.1266 0.8703 0.8774 0.8639 0.1179 0.4874
1500 15 0.1367 0.9122 0.9118 0.9079 0.1322 0.5207

Taux de couverture 0.99

T Jue Jee(2)  Jee(3)  Jee(8) LRy LR
250 0.1828 0.2709 0.2709 0.2820 0.1662 0.2330
500 0.2348 0.4525 0.4601 0.4403 0.1498 0.2761

1000 0.2980 0.6495 0.6596 0.6518 0.2116 0.3786
1250 0.3422 0.7051 0.6999 0.7058 0.2771 0.4407
1500 15 0.3663 0.7795 0.7738 0.7686 0.3330 0.4899

H
2
5)
750 7 0.2604 0.5410 0.5458 0.5516 0.2175 0.3073
10
12

Note : Les simulations de la puissance sont effectuées pour différentes tailles d’échantillon 7' et
pour différents nombres de blocs H pour des taux de couverture 0.90 et 0.99. J..(m) désigne le test
GMM de couverture conditionnelle avec m polynoémes orthonormaux, Jy. est le test de couverture
non conditionnelle, il correspond au test Jec(1). LRyc et LRc. sont respectivement les tests LR de
Christoffersen (1998) de couverture non conditionnelle et de couverture conditionnelle. Les résultats
sont obtenus aprés 10000 simulations en utilisant la procédure Monte Carlo de Dufour (2006) avec
9999 simulations. La taille nominale est fixée & 5%.

adoptée dans I’application empirique. La figure 2.4 représente I’évolution de la puissance
en fonction de la taille du bloc pour différentes tailles d’échantillons. On remarque que
la. puissance est maximale pour une taille de bloc comprise entre 10 et 30 confirmant le

résultat précédent.

2.3.3 Ratios de faisabilité des tests GMM et LR

Notons que les tailles empiriques (tables 2.1 et 2.2) et les puissances empiriques
(tables 2.3 et 2.4) sont uniquement données pour les simulations permettant de calculer
les statistiques de test LR, car pour une taille d’échantillon 7" = 250 par exemple et un

taux de couverture 0.99, la statistique de test LR, n’est définie que s’il y a au moins une
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TABLE 2.4 — Puissances des tests d’évaluation des intervalles de prévision
(N = 25)

Taux de couverture 0.95
T H Jue Jee(2)  Jee(3)  Jee(B) LRy LR..

250 10 0.2656 0.5229 0.5314 0.4864 0.2285 0.3355
500 20 0.1842 0.7116 0.7022 0.6815 0.1482 0.3334
750 30 0.1509 0.8333 0.8277 0.8098 0.1155 0.3605
1000 40 0.1441 0.9091 0.9073 0.8919 0.1154 0.4374
1250 50 0.1444 0.9492 0.9439 0.9358 0.1218 0.4881
1500 60 0.1529 0.9717 0.9674 0.9637 0.1287 0.4981

Taux de couverture 0.99
T H Jue Jee(2)  Jee(3)  Jee(d) LRy LR,

250 10 0.2447 0.3697 0.3825 0.3866 0.1835 0.2336
500 20 0.2423 0.5163 0.5368 0.5410 0.1455 0.2746
750 30 0.2721 0.6436 0.6569 0.6232 0.2112 0.2991
1000 40 0.3253 0.7176 0.7428 0.7226 0.2044 0.3781
1250 50 0.3753 0.7926 0.7911 0.7896 0.2741 0.4387
1500 60 0.4373 0.8499 0.8456 0.8352 0.3368 0.4926

Note : Les simulations de la puissance sont effectuées pour différentes tailles d’échantillon 7' et
pour différents nombres de blocs H pour des taux de couverture 0.95 et 0.99. J..(m) désigne le test
GMM de couverture conditionnelle avec m polynoémes orthonormaux, Jy. est le test de couverture
non conditionnelle, il correspond au test Jec(1). LRyc et LRc. sont respectivement les tests LR de
Christoffersen (1998) de couverture non conditionnelle et de couverture conditionnelle. Les résultats
sont obtenus aprés 10000 simulations en utilisant la procédure Monte Carlo de Dufour (2006) avec
9999 simulations. La taille nominale est fixée & 5%.

violation dans ’échantillon, et que celle-ci ne se trouve pas sur le bord. La proportion
d’échantillons pour lesquels le calcul de la taille et de la puissance empiriques est faisable
est rapportée, pour chaque taille d’échantillon et pour un taux de couverture de 0.99,
dans la table 2.5. Par contre, nos tests fondés sur la méthode des moments généralisée

étant toujours réalisables®, ils ont volontairement été omis.

5. A condition que le nombre de polynomes considérés m soit inférieur ou égal a la taille du bloc N.
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2.4 Application empirique

Nous proposons & présent une application empirique basée les rendements journaliers
des indices boursiers SP 500 (entre le 05 janvier 1953 et le 19 décembre 1957) et Nikkei
225 (entre le 27 janvier 1987 et le 21 février 1992). L’idée de cette application est de
sélectionner certains actifs pour lesquels I’hypothése de linéarité est rejetée, d’utiliser
a tort un modéle linéaire pour calculer une série d’intervalles de prévision invalides et
d’évaluer ces derniers. On g’attend a ce que les tests rejettent les hypothéses nulles de

couverture non conditionnelle, d’indépendance et/ou de couverture conditionnelle.
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TABLE 2.5 — Ratios de faisabilité des tests d’évaluation des intervalles de prévision

Simulation de taille
T=250 T=500 T=750 T =1000
LR,. 0.9185 0.9939 0.9991 0.9999
LR.. 0.9179 0.9936 0.9991 0.9999

Simulation de puissance
T=250 T=500 T=750 T =1000
LR,. 0.9023 0.9966 1.0000 1.0000
LR.. 0.9010 0.9966 1.0000 1.0000

Note : La fraction d’échantillons pour lesquels un test est réalisable est rapportée pour chaque taille
d’échantillon et pour un taux de couverture de 0.99. LR, et LR . désignent respectivement les tests
LR de Christoffersen (1998) de couverture non conditionnelle et de couverture conditionnelle. Notons
que le ratio de faisabilité de notre test GMM de couverture conditionnelle Je.(m) est indépendant
du nombre de polynémes m et il est égal & 1. Les résultats sont basés sur 10000 simulations de la
taille et de la puissance empiriques.

La linéarité des deux séries des rendements a été vérifiée a4 l'aide du test de Har-
vey and Leybourne (2007), réputé pour ses bonnes propriétés a distance finie, contre
deux hypothéses alternatives : un modéle non-linéaire ESTAR et un modéle non-linéaire
LSTAR. Le test rejette I’hypothése de linéarité pour les deux séries en question. Les
statistiques de test associées aux rendements des indices SP 500 et Nikkei 225 sont égales
a 24.509 et 89.496 respectivement avec des p-values inférieures & 0.0001. Comme nous
I’avons mentionné précédemment, nous utilisons un modéle autorégressif linéaire AR(1)
pour calculer des intervalles de prévision & des horizons h = 2, 5 et 10 jours. Plus pré-
cisément, les modéles sont estimés sur les 1000 premiéres observations et des intervalles
de prévision continus et symétriques sont calculés sur les 250 derniéres observations pour
des taux de couverture 0.95 et 0.99.

La table 2.6 présente les résultats des tests d’évaluation des intervalles de prévision
des rendements de l'indice SP 500 basés sur des blocs de taille N = 25. Si nous adoptons
le seuil de risque d’erreur de premiére espéce habituel de 5% et pour un taux de couver-
ture de 0.95, nos tests GMM rejettent toujours ’hypothése de couverture conditionnelle
et donc la validité du modéle ayant généré les prévisions. Ce rejet est toujours di a
celui de I'hypothése d’indépendance (et aussi & celui de 'hypothése de couverture non

conditionnelle quand h = 5). Les tests LR ne rejettent la validité de ces intervalles de

65



TABLE 2.6 — Evaluation des intervalles de prévision (SP 500)

Taux de couverture 0.95

Tests GMM Tests LR
Horizon Jue Jind(2) Jee(2) LR,. LR;nq LR..
2 2.5263 11.612 29.493 2.4217 3.3138 5.8816
(0.1120) (0.0006) (<0.0001) (0.1197) (0.0687) (0.0528)
5 4.4912 10.615 37.604 4.0607 7.5661 11.787
(0.0341) (0.0011) (<0.0001) (0.0439) (0.0059) (0.0028)
10 2.5263 19.605 46.040 2.4217 3.3138 5.8816
(0.1120) (<0.0001) (<0.0001) (0.1197) (0.0687) (0.0528)
Taux de couverture 0.99
Tests GMM Tests LR
Horizon Jue Jina(2) Jee(2) LR.. LR;na LR..
2 109.09 11.612 2072.4 49.234 3.3138 52.693
(<0.0001) (0.0006) (<0.0001) (<0.0001) (0.0687) (<0.0001)
5 134.68 10.615 2658.3 57.475 7.5661 65.201
(<0.0001) (0.0011) (<0.0001) (<0.0001) (0.0059) (<0.0001)
10 109.09 19.605 2714.6 49.234 3.3138 52.693

(<0.0001)  (<0.0001) (<0.0001) (<0.0001)  (0.0687) (<0.0001)

Note : 250 intervalles de prévision de I'indice SP 500 (entre le 20 décembre 1956 et le 19 décembre
1957) sont calculés pour trois horizons (2, 5 et 10) et deux taux de couverture (0.95 et 0.99). Les
résultats correspondent & I’évaluation de ces intervalles de prévision par notre nouvelle approche
GMM et par 'approche de Christoffersen (1998) respectivement. La taille des blocs dans notre nos
tests a été fixée & N = 25. Les nombres entre parenthéses représentent les p-values associées aux
différentes statistiques de test.

prévision que quand h = 5 & cause du non respect simultané des deux hypothéses élémen-
taires de couverture non conditionnelle et d’indépendance. Pour un taux de couverture
de 0.99, tous les intervalles de prévision sont invalidés par I’ensemble des tests (GMM et
LR). Les tests GMM rejettent leur validité a cause du rejet conjoint des hypothéses de
couverture non conditionnelle et d’indépendance tandis que les tests LR rejettent leur
validité simplement & cause de l'invalidité de I’hypothése de couverture non condition-
nelle (et de 'hypothése d’indépendance quand h = 5). Concernant les résultats des tests
d’évaluation des intervalles de prévision des rendements de ’indice Nikkei 225 et pour
un taux de couverture de 0.95, la table 2.7 montre que nos tests GMM, contrairement

aux tests LR, rejettent la validité des intervalles de prévision & cause du non respect de
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TABLE 2.7 — Evaluation des intervalles de prévision (Nikkei 225)

Taux de couverture 0.95

Tests GMM Tests LR
Horizon Jue Jina(2) Jee(2) LRy LRing LRec
2 2.5263 3.9132 12.060 1.7470 0.2521 2.1382
(0.1120)  (0.0479) (0.0024) (0.1863) (0.6156) (0.3433)
5 1.7544 3.8728 9.6337 1.1744 0.4005 1.7072
(0.1853)  (0.0491) (0.0081) (0.2785) (0.5268) (0.4259)
10 1.7544 3.8728 9.6337 1.1744 0.4005 1.7072
(0.1853)  (0.0491) (0.0081) (0.2785) (0.5268) (0.4259)
Taux de couverture 0.99
Tests GMM Tests LR
Horizon Jue Jina(2) Jee(2) LR.. LR;nq LR..
2 109.09 3.9132 1279.3 45.258 0.2521 45.649
(0.0000)  (0.0479) (0.0000) (<0.0001) (0.6100) (<0.0001)
5 97.306 3.8728 1073.6 41.384 0.4005 41.916
(0.0000) (0.0491)  (0.0000) (<0.0001) (0.5268) (<0.0001)
10 97.306 3.8728 1073.6 41.384 0.4005 41.916

(0.0000)  (0.0491)  (0.0000) (<0.0001) (0.5268) (<0.0001)

Note : 250 intervalles de prévision de l'indice Nikkei (entre le 27 janvier 1987 et le 21 février 1992)
sont calculés pour trois horizons (2, 5 et 10) et deux taux de couverture (0.95 et 0.99). Les résultats
correspondent & 1’évaluation de ces intervalles de prévision par notre nouvelle approche GMM et
par Papproche de Christoffersen (1998) respectivement. La taille des blocs dans notre nos tests a
été fixée & N = 25. Les nombres entre parenthéses représentent les p-values associées aux différentes
statistiques de test.

I’hypothése d’indépendance. Pour un taux de couverture de 0.99, les tests GMM et LR
s’accordent sur la remise en cause de ’adéquation des modéles linéaires adoptés méme
si ce rejet n’a pas la méme origine. En effet, les tests GMM justifient ce rejet par la
violation simultanée des deux hypothéses de couverture non conditionnelle et d’indépen-
dance tandis que les tests LR attribuent ce rejet a celui de 'hypothése de couverture
non conditionnelle. On conclut que la validité des intervalles de prévision associés aux
deux séries des rendements consédérés dans cette application a été rejetée par nos tests
GMM principalement & cause de la présence de clusters dans la série des violations et
aussi de la déviation de la proportion des violations de sa valeur nominale quand le taux

de couverture est de 0.99. Pour ce taux de couverture, les tests LR rejettent la validité
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de I'ensemble des intervalles de prévision, mais a cause du non respect de I’hypothése de
couverture non conditionnelle. Pour un taux de couverture 0.95, ils ne rejettent presque

jamais leur validité.

2.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons proposé une nouvelle approche d’évaluation des inter-
valles de prévision basée sur la méthode des moments généralisée. L’idée est que si le
modéle ayant servi au calcul des intervalles de prévision est correctement spécifié, alors
la somme des violations doit étre distribuée selon une loi binomiale. Nous avons donc
adapté le cadre GMM proposé par Bontemps and Meddahi (2012) afin de tester cette
hypothése de distribution qui correspond & I’hypothése nulle de validité des intervalles
de prévision. Plus précisément, nous avons transformé la série des violations en une série
de sommies de violations définie pour H blocs, chacun de taille N. Sous 'hypothése nulle
de validité, de telles sommes sont distribuées selon une loi binomiale B(N, «), v étant le
taux de couverture considéré. Des simulations Monte Carlo ont montré que cette nouvelle
approche présente de bonnes propriétés en termes de puissance, surtout pour des petits
échantillons et pour un taux de couverture 0.95. L’application de nos tests, ainsi que
ceux de Christoffersen (1998), a I’évaluation des intervalles de prévision des rendements
journaliers des indices boursiers SP 500 et Nikkei 225 a confirmé la bonne performance
de nos tests. Dans le chapitre suivant, nous proposons une approche d’évaluation des

densités de prévision similaire & celle que nous venons de développer.
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Chapitre 3

Evaluation des densités de prévision

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous nous intéressons a la facon la plus compléte de décrire I'in-
certitude autour de la prévision ponctuelle, il s’agit de la densité de prévision définie
comme une estimation de la distribution de probabilité de I’ensemble des valeurs futures
possibles de la variable aléatoire étudiée (Tay and Wallis, 2000; Wallis, 2003). Plus préci-
sément, nous proposons une nouvelle approche d’évaluation similaire a celle développée
dans le chapitre précédent. Cette approche s’inscrit dans ce que Clements and Smith
(2000) appellent une “Density Forecast Approach” dans la mesure ou elle s'intéresse a
I’évaluation de I’ensemble de la densité de prévision au lieu de se limiter & des quantiles
particuliers. Les tests de ce genre se décomposent en deux familles : des tests de spéci-
fication correcte et des tests de comparaison de densités de prévision mal spécifiées. Les
premiers supposent, sous 'hypothése nulle, que la densité de prévision est correctement
spécifiée tandis que les derniers supposent, au contraire, que toutes les densités sont mal
spécifiées. Notre approche appartient & la famille des premiers dont le test de référence
est celui de Diebold et al. (1998). L’idée de ce test est que si la densité de prévision
est correctement spécifiée alors les transformations de Rosenblatt (1952), ou Probabilty
Integral Transform (p.i.t), des observations de la variable étudiée sur la période de valida-
tion, calculées par rapport a la densité de prévision, sont les réalisations aléatoires d’une
loi uniforme discréte sur Uintervalle [0,1]. Les auteurs ont développé une approche gra-
phique pour tester 'adéquation des p.i.t & cette loi. A la loi uniforme discréte on associe
les polynomes orthonormaux de Legendre dont les propriétés (espérance nulle et variance
unitaire) permettent de construire aisément des J-statistiques et de tester, dans un cadre

GMM, la validité de la densité de prévision. Une autre facon de tester la validité d’une
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densité de prévision, analytique cette fois-ci, a été proposée par Berkowitz (2001). L’au-
teur opére une deuxiéme transformation, que nous appelons transformée de Berkowitz,
en évaluant la fonction quantile associée a la loi normale centrée et réduite en chacune
des valeurs prises par la transformée de Rosenblatt. Sous ’hypothése nulle de validité
de la densité de prévision, les transformées de Berkowitz sont des tirages indépendants
dans une loi normale centrée et réduite. Berkowitz teste cette hypothése & 'aide d’'un
test du rapport de vraisemblance (LR). A cette loi normale centrée et réduite, on associe
les polynémes d’Hermite ayant les propriétés habituelles des polynémes orthonormaux,
A savoir, espérance nulle et variance unitaire. De la méme fagon que précédemment, des
J-statistiques sont calculées & partir de ces derniers polyndmes et la validité des densités
de prévision est testée difféeremment dans un cadre GMM. Des simulations des tailles et
des puissances de nos tests ainsi que celles du test LR de Berkowitz (2001) ont favorisé
notre nouvelle approche.

Le reste du chapitre est organisé comme suit. Dans la section 3.2, nous proposerons
une nouvelle approche d’évaluation des densités de prévision fondée sur la méthode des
moments généralisée. Sur la base de polynémes orthonormaux, nous testons ’adéquation
de la série des transformées de Rosenblatt (1952) a la loi uniforme U0, 1], ou 'adéquation
des transformées de Berkowitz (2001) & la loi normale centrée et réduite N(0,1), par des
J-statistiques. Ensuite, nous montrerons dans la section 3.3, & travers des exercices Monte
Carlo, que nos tests disposent de propriétés a distance finie intéressantes. Enfin, dans la
section 3.4, nous appliquerons cette nouvelle méthode sur des données réelles avant de

conclure dans la section 3.5.

3.2 Une approche GMM

Finalement, tester la validité d’'une densité de prévision revient simplement, comme
dans le cadre de I’évaluation des prévisions par intervalle de confiance (Christoffersen,
1998; Christoffersen and Pelletier, 2004; Haas, 2005), & tester une hypothése distribution-
nelle. Dans ce chapitre, nous proposons une nouvelle approche d’évaluation des densités
de prévision en testant 'hypothese que les transformées de Rosenblatt (1952) z; suivent
une loi uniforme UJ0, 1] (Diebold et al., 1998) ou, de fagon équivalente, que les transfor-
mées de Berkowitz (2001) z; suivent une loi normale N(0,1) (Berkowitz, 2001) . Notre
approche est basée sur les travaux de Bontemps and Meddahi (2005, 2012) qui ont dé-
veloppé des tests de distributions fondés sur la méthode des moments généralisée. Une
approche similaire a été utilisée par Candelon et al. (2011) dans I’évaluation de la Value-

at-Risk (test de la loi géométrique) et par Dumitrescu et al. (2011) dans I’évaluation des
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prévisions par intervalle (test de la loi binomiale). Nous commencons par présenter les
conditions de moment utilisées pour tester la validité des densités de prévision, puis nous

proposons les J-statistiques associées ainsi que leurs distributions asymptotiques.

3.2.1 Conditions de moment

Bontemps and Meddahi (2012) associent a certaines lois de probabilité des poly-
némes orthonormaux d’espérance nulle, ces polynémes orthonormaux peuvent étre uti-
lisés comme des conditions de moment dans un cadre GMM pour tester des hypothéses
de distribution. Dans le cadre de I’évaluation des densités de prévision, les lois qui nous
intéressent sont la loi uniforme UJ0, 1] et la loi normale N(0,1). A ces deux lois, on associe
respectivement les polynomes de Legendre et les polynémes d’Hermite, ils sont définis

comme suit :

Définition 4. Soit x une variable aléatoire distribuée selon une loi uniforme U0, 1]. Les
polynomes de Legendre (Figure 3.1a) correspondant sont définis par la formule récursive

suivante :

_V2n+1 n—1
L,(x) = — {\/Qn —12x —1)Lp—1(x) — \/an_g(x)} , Vn>2  (3.1)

avec Ly(x) = V/3(2x — 1) et Lo(z) = /5(622 — 62 + 1), ils vérifient :
E[Li(z)] =0, ¥i>1 (3.2)

Définition 5. Soit x une variable aléatoire distribuée selon une loi normale centrée et
réduite. Les polynomes d’Hermite (Figure 3.1b) correspondant sont définis par la formule

récursive suivante :

L
~n

avec Ho(x) =1 et Hy(x) = x, ils vérifient :

H,(x) {zHp 1 (z) —Vn —1Hp o(z)} , Vn>1 (3.3)

E[H(z)] =0, Vi>1 (3.4)

La premiére maniére de tester la validité d’une densité de prévision est de vérifier que
les transformées de Rosenblatt (1952) z; sont des tirages aléatoires dans une loi uniforme
UJ0, 1] (Diebold et al., 1998). Considérons la série des T réalisations hors échantillon de la

variable aléatoire étudiée {y;}] et les transformées de Rosenblatt (1952) correspondant
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(a) Polynémes de Legendre (b) Polynomes d’Hermite

F1GURE 3.1 — Polynémes orthonormaux de Legendre et d’Hermite

{zt}lT. Sous I’hypothése nulle que les densités de prévision sont valides, les variables z;
sont 4.7.d et ont une loi uniforme U[0, 1]. Ainsi, I’hypothése nulle de validité des densités

de prévisions peut s’écrire :
HO,umf :E[Li(zt)] =0 ,i: 1,2,...,7”L (35)

n étant le nombre de polynémes de Legendre considérés. Une autre facon de tester la
validité d'une densité de prévision est de vérifier que les transformées de Berkowitz (2001)
sont des tirages aléatoires dans une loi normale N(0,1) (Berkowitz, 2001). Soient z; les
transformeées de Rosenblatt (1952) associées a z;. Sous 'hypothése nulle que les densités
de prévisions sont valides, les variables z; sont i.i.d et ont une loi normale N (0, 1). Ainsi,

I’hypotheése nulle de validité des densités de prévision peut s’écrire :
Honorm : E[Hj(2)]=0,j=1,2,....m (3.6)
m étant le nombre de polynémes d’Hermite considérés.

3.2.2 Statistiques de test et distributions asymptotiques

Désignons par L(z;) (respectivement, H(z;)) le vecteur composé de n polynéomes de
Legendre (respectivement, m polynomes d’Hermite). La J-statistique associée au test de

la loi uniforme U|0, 1] s’écrit :

N

T T
t=1
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et celle associée au test de la loi normale N(0,1) s’écrit :

T T
ZH@:)) Sl (%ZH(@)) (3.8)

avec Xypif et Yporm les matrices de variance-covariance de long terme associées aux po-

Jnorm (m) == (

H"‘

lyndémes de Legendre et d’Hermite respectivement. Elles sont égales a la matrice identité
par la définition des polyndémes orthonormaux si les variables sous-jacentes sont indé-
pendantes (Bontemps and Meddahi, 2012), ou estimées non paramétriquement par un
estimateur de Newey and West (1987) ou de Andrews (1991). Sous 'hypothése nulle
de validité des densités de prévision, et sous certaines conditions de régularité (Hansen,
1982), ces J-statistiques sont asymptotiquement distribuées selon une loi de khi 2 a n

(respectivement, m) degrés de liberteé.

Propriété 3. Sous l’hypothése nulle de validité des densités de prévision, la statistique

de test associée aus transformées de Rosenblatt (1952) z: vérifie :

n T 2
1 d
Junif (1) = > (Z Li(%)) o X2 (n) (3.9)
i=1 \t=1 e
avec Li(z) le polynome de Legendre d’ordre i < n associé a la loi uniforme U|[0,1] et la

statistique de test associée auzx transformées de Berkowitz (2001) zf vérifie :

m T 2
Tnorm(m) = %Z <Z Hj(z;)> 4 (m) (3.10)

T—
j=1 \t=1 >

avec Lj(z}) le polynome d’Hermite d’ordre j < m associé & la loi normale N(0,1).

3.3 Expériences Monte Carlo

Une fois les statistiques des tests obtenues et leurs distributions asymptotiques éta-
blies, leurs performances respectives & distance finie seront comparées & celles du test
LR de Berkowitz (2001) & travers des simulations Monte Carlo. 10000 réplications sont
effectuées pour trois tailles nominales o (1%, 5% et 10%). Le nombre de polyndmes
pour chacun des tests varie de 1 & 10'. Enfin, différentes tailles d’échantillons T' sont

considérées allant de 20 a 100.

1. Seuls les résultats relatifs aux trois premiers nombres de polynémes ont été reportés pour gagner
de l'espace.
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3.3.1 Tailles empiriques

Sous I’hypothése nulle que le modéle ayant engendré les prévisions est bien spécifié,
les transformeées de Rosenblatt (1952) {zt}?zl sont des tirages aléatoires dans une loi
uniforme U0, 1] ou, de fagon équivalente, les transformées de Berkowitz (2001) {2z} }_,
sont des tirages aléatoires dans une loi normale centrée et réduite. La série {zt}tT:1 est
obtenue en générant des pseudo-nombres aléatoires a partir d’une loi de probabilité bien
déterminée et en les transformant par le procédé de Rosenblatt (1952) en utilisant la
fonction de densité de cette méme loi de probabilité. La série {z} }thl est calculée, ensuite,
en évaluant la fonction quantile de la loi normale centrée et réduite en chacune des valeurs
prises par z;. Deux lois de probabilité sont considérées, a savoir, la loi normale N(0,1)
et la loi de khi 2 4 un degré de liberté x2(1). Les résultats sont récapitulés dans les
tableaux 3.1 et 3.2.

A la lumieére de ces résultats, il ressort qu’asymptotiquement ’ensemble des tests ont

une taille empirique voisine de sa valeur nominale .

3.3.2 Puissances empiriques

Sous I’hypothése alternative que le modéle ayant engendré les prévisions est mal
spécifié et/ou que sa dynamique est mal prise en compte, les transformées de Rosen-
blatt (1952) {zt}le sont des tirages, éventuellement corrélés, dans une loi autre que la
loi uniforme U0, 1] ou, de fagon équivalente, les transformeées {z; }thl sont des tirages,
éventuellement corrélés, dans une loi différente de la loi normale centrée et réduite. La
série {zt};f:l est obtenue en générant des pseudo-nombres aléatoires & partir d'une loi de
probabilité bien déterminée et en les transformant par le procédé de Rosenblatt (1952)
en utilisant la fonction de densité d’une autre loi de probabilité. La série {z; }thl est
calculée en évaluant la fonction quantile de la loi normale centrée et réduite en chacune
des valeurs prises par z;. Deux scénarios sont considérés : le premier consiste & tirer des
nombres aléatoires dans une loi normale N (0.4, 1) et a tester ’hypothése alternative qu'ils
sont générés par une loi normale N(0,1) (Table 3.3). Le deuxiéme consiste a tirer des
nombres aléatoires dans une loi de khi 2 & 4 degrés de liberté x2(4) et a tester I’hypothése
alternative qu’ils sont générés par une loi de khi 2 & 3 degrés de liberté x?(3) (Table 3.4).

Contrairement aux tailles empiriques des tests, les résultats relatifs aux puissances
sont nuancés. D’abord, on remarque que la puissance de nos tests décroit avec le nombre
de polyndmes utilisés et qu’elle devient inférieure a celle du test du ratio de vraisemblance
de Berkowitz (2001) & mesure que le nombre de polynémes augmente (Figures 3.2, 3.4

et 3.6). Ceci permet de limiter le choix des polynomes, de fagon optimale, & un nombre
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TABLE 3.1 — Tailles des tests d’évaluation des densités de prévision
(Lois normales)

o T Junif(1)  Junif(2)  Junif(3) Jnorm(1)  Tnorm(2)  Jnorm(3) LR
20 0.0094 0.0092 0.0112 0.0089 0.0152 0.0305 0.0072
40 0.0091 0.0074 0.0090 0.0103 0.0121 0.0220 0.0076
1% 60 0.0105 0.0107 0.0122 0.0096 0.0121 0.0217 0.0100
80 0.0097 0.0107 0.0099 0.0116 0.0127 0.0190 0.0096
100 0.0096 0.0108 0.0102 0.0109 0.0117 0.0181 0.0114
20 0.0531 0.0465 0.0439 0.0537 0.0492 0.0634 0.0468
40 0.0484 0.0467 0.0477 0.0509 0.0477 0.0570 0.0468
5% 60 0.0479 0.0493 0.0477 0.0489 0.0496 0.0560 0.0461
80 0.0526 0.0514 0.0517 0.0519 0.0517 0.0561 0.0499
100 0.0495 0.0472 0.0463 0.0489 0.0467 0.0575 0.0487
20 0.0974 0.0955 0.0922 0.0975 0.0860 0.0905 0.0940
40 0.1000 0.0980 0.0977 0.1028 0.0954 0.0966 0.1005
10% 60 0.0979 0.0986 0.0962 0.0983 0.0954 0.0980 0.0958
80 0.1045 0.0958 0.1003 0.1029 0.0990 0.1001 0.0997
100 0.0959 0.0958 0.0978 0.0948 0.0918 0.0981 0.0980

Notes : Junif €t Jnorm désignent respectivement les J-statistiques des tests GMM des lois uniforme
et normale calculées en utilisant les 1, 2 et 3 premiers polynémes orthonormaux et LR le test du ratio
de vraisemblance de Berkowitz (2001). La série {2:},_, est obtenue en générant des pseudo-nombres
aléatoires a partir d’une loi normale N(0,1) et en les transformant par le procédé de Rosenblatt
(1952) en utilisant la fonction de densité de cette méme loi. La série {2; }/_, est calculée, ensuite,
en évaluant la fonction quantile de la loi normale centrée et réduite en z;. 10000 réplications sont
effectuées pour trois tailles nominales « (1%, 5% et 10%). Enfin, différentes tailles d’échantillons 7'
sont considérées allant de 20 & 100.

réduit. Ensuite, si ’ensemble des tests ont les mémes performances asymptotiquement,
nos tests fondés sur la méthodes des moments généralisée ont une meilleure puissance
sur des échantillons de petite taille (Figures 3.3, 3.5 et 3.7).

3.4 Application empirique

Nous appliquons notre nouvelle approche a I’évaluation des densités des prévisions
des rendements du taux de change de 'euro contre quatre devises étrangéres, a savoir, le
dollar canadien (EUR/CAD), le franc suisse (EUR/CHF), la livre sterling (EUR/GBP)

et le yen (EUR/JPY). Plus précisément, nous allons calculer les densités des prévisions
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TABLE 3.2 — Tailles des tests d’évaluation des densités de prévision
(Lois de khi 2)

o T Junif(1)  Junif(2)  Junif(3) Jnorm(1)  Tnorm(2)  Jnorm(3) LR
20 0.0088 0.0099 0.0119 0.0090 0.0188 0.0299 0.0088
40 0.0098 0.0106 0.0105 0.0108 0.0136 0.0255 0.0110
1% 60 0.0092 0.0096 0.0111 0.0099 0.0119 0.0207 0.0105
80 0.0094 0.0091 0.0102 0.0089 0.0105 0.0211 0.0098
100 0.0098 0.0098 0.0102 0.0100 0.0123 0.0169 0.0101
20 0.0537 0.0516 0.0516 0.0525 0.0551 0.0708 0.0542
40 0.0509 0.0461 0.0442 0.0499 0.0475 0.0617 0.0470
5% 60 0.0470 0.0490 0.0490 0.0479 0.0461 0.0556 0.0494
80 0.0534 0.0513 0.0509 0.0526 0.0543 0.0595 0.0537
100 0.0496 0.0504 0.0490 0.0497 0.0511 0.0542 0.0509
20 0.0993 0.0975 0.0944 0.0990 0.0877 0.0981 0.0980
40 0.0955 0.0966 0.0964 0.0968 0.0933 0.0956 0.1027
10% 60 0.0953 0.0991 0.0981 0.0953 0.0925 0.0986 0.0970
80 0.0999 0.0980 0.1035 0.1016 0.0963 0.0964 0.1033
100 0.0998 0.0989 0.0960 0.0987 0.0984 0.0999 0.1015

Notes : Junif €t Jnorm désignent respectivement les J-statistiques des tests GMM des lois uniforme
et normale calculées en utilisant les 1, 2 et 3 premiers polynémes orthonormaux et LR le test du
ratio de vraisemblance de Berkowitz (2001). La série {2 },_, est obtenue en générant des pseudo-
nombres aléatoires a partir d’une loi de khi 2 & un degré de liberté x*(1) et en les transformant
par le procédé de Rosenblatt (1952) en utilisant la fonction de densité de cette méme loi. La série
{z{ }thl est calculée, ensuite, en évaluant la fonction quantile de la loi normale centrée et réduite
en z;. 10000 réplications sont effectuées pour trois tailles nominales a (1%, 5% et 10%). Enfin,
différentes tailles d’échantillons 7" sont considérées allant de 20 a 100.

& l'horizon 1 & partir de modéles non linéaires et tester leur validité. Pour cela, nous
disposons de données journaliéres couvrant la période du 01/01/2009 au 07/05/2010,
soient 480 observations. Les modéles seront ajustés sur les 400 premiéres observations et
validés hors échantillon sur les 80 derniéres.

2 se sont penchées sur I'étude du taux de change,

De nombreuses études empiriques
elles concluent que ses rendements sont gouvernés par des processus de type SETAR. Nous
adoptons donc cette spécification et, pour en réduire le nombre, seuls seront considérés
les modéles & 2 régimes du méme ordre. La variable de transition est le premier retard du

rendement du taux de change considéré. Aprés 'ajustement de différents modéles par les

2. A titre d’exemple, nous citons Kriager and Kugler (1993), Peel and Speight (1994) et Chappell
et al. (1996)
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TABLE 3.3 — Puissances des tests d’évaluation des densités de prévision
(Lois normales)

o T Junif(1)  Junif(2)  Junif(3) Jnorm(1)  Tnorm(2)  Jnorm(3) LR
20 0.1957 0.1511 0.1388 0.2184 0.1859 0.1704 0.0989
40 0.4527 0.3587 0.3187 0.4809 0.3982 0.3532 0.3016
1% 60 0.6713 0.5727 0.5193 0.7038 0.6053 0.5417 0.5096
80 0.8145 0.7293 0.6879 0.8421 0.7631 0.7058 0.6853
100 0.9110 0.8541 0.8143 0.9249 0.8720 0.8243 0.8173
20 0.4220 0.3343 0.3007 0.4421 0.3540 0.3235 0.2819
40 0.6847 0.5868 0.5445 0.7186 0.6153 0.5562 0.5344
5% 60 0.8594 0.7790 0.7359 0.8780 0.8024 0.7407 0.7353
80 0.9368 0.8903 0.8614 0.9468 0.9056 0.8654 0.8683
100 0.9715 0.9457 0.9301 0.9788 0.9554 0.9310 0.9340
20 0.5404 0.4539 0.4117 0.5573 0.4609 0.4103 0.4074
40 0.7836 0.7009 0.6573 0.8054 0.7179 0.6587 0.6591
10% 60 0.9149 0.8603 0.8267 0.9250 0.8736 0.8292 0.8301
80 0.9678 0.9354 0.9168 0.9736 0.9476 0.9181 0.9185
100 0.9896 0.9725 0.9624 0.9922 0.9782 0.9624 0.9644

Notes : Junif €t Jnorm désignent respectivement les J-statistiques des tests GMM des lois uniforme
et normale calculées en utilisant les 1, 2 et 3 premiers polynémes orthonormaux et LR le test du ratio
de vraisemblance de Berkowitz (2001). La série {2:},_, est obtenue en générant des pseudo-nombres
aléatoires a partir d’une loi normale N(0.4,1) et en les transformant par le procédé de Rosenblatt
(1952) en utilisant & tort la fonction de densité de la loi normale N(0,1). La série {2}, est
calculée, ensuite, en évaluant la fonction quantile de la loi normale centrée et réduite en z;. 10000
réplications sont effectuées pour trois tailles nominales o (1%, 5% et 10%). Enfin, différentes tailles
d’échantillons 7" sont considérées allant de 20 & 100.

moindres carrés linéaires (conditionnellement & la valeur du seuil de transition), ils ont
été classés selon les critéres d’information AIC et BIC. La table 3.5 présente les modéles
retenus pour chaque série de données.

A la lecture de la table 3.5, il apparait que les rendements du taux de change de
I’euro contre le franc suisse, la livre sterling et le yen sont gouvernés par un modeéle
SETAR(2;1,1) limitant la mémoire du processus & une période contrairement aux rende-
ments du taux de change de I'euro contre le dollar canadien qui disposent d’une mémoire
plus longue.

L’étape suivante consiste a générer 80 prévisions a ’horizon 1 de chacune des séries

& partir des modéles précédents ainsi que leurs densités de prévisions afin de tester leurs
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TABLE 3.4 — Puissances des tests d’évaluation des densités de prévision
(Lois de khi 2)

o T Junif(1)  Junif(2)  Junif(3) Jnorm(1)  Tnorm(2)  Jnorm(3) LR
20 0.2141 0.1491 0.1309 0.2267 0.1651 0.1475 0.1136
40 0.5217 0.3898 0.3308 0.5414 0.4010 0.3405 0.3472
1% 60 0.7390 0.6229 0.5537 0.7546 0.6320 0.5507 0.5852
80 0.8744 0.7910 0.7376 0.8866 0.8050 0.7365 0.7697
100 0.9506 0.9053 0.8719 0.9558 0.9141 0.8687 0.8912
20 0.4576 0.3422 0.2891 0.4662 0.3349 0.2884 0.3162
40 0.7614 0.6559 0.5885 0.7683 0.6594 0.5716 0.6229
5% 60 0.9080 0.8406 0.7923 0.9190 0.8473 0.7859 0.8185
80 0.9663 0.9316 0.9052 0.9704 0.9406 0.9042 0.9221
100 0.9873 0.9749 0.9652 0.9902 0.9773 0.9617 0.9685
20 0.8964 0.8651 0.8386 0.9006 0.8673 0.8041 0.8422
40 0.9771 0.9642 0.9526 0.9798 0.9697 0.9511 0.9610
10% 60 0.9961 0.9925 0.9881 0.9968 0.9943 0.9877 0.9902
80 0.9996 0.9987 0.9977 0.9997 0.9992 0.9979 0.9979
100 0.9997 0.9996 0.9992 0.9998 0.9996 0.9991 0.9993

Notes : Junif €t Jnorm désignent respectivement les J-statistiques des tests GMM des lois uniforme
et normale calculées en utilisant les 1, 2 et 3 premiers polynémes orthonormaux et LR le test du
ratio de vraisemblance de Berkowitz (2001). La série {2 },_, est obtenue en générant des pseudo-
nombres aléatoires a partir d’une loi de khi 2 a 4 degrés de liberté x?(4) et en les transformant
par le procédé de Rosenblatt (1952) en utilisant & tort la fonction de densité de la loi de khi 2 & 3
degrés de liberté x*(3). La série {2 }/_, est calculée, ensuite, en évaluant la fonction quantile de la
loi normale centrée et réduite en z;. 10000 réplications sont effectuées pour trois tailles nominales
a (1%, 5% et 10%). Enfin, différentes tailles d’échantillons 7" sont considérées allant de 20 a 100.

validité. Les prévisions sont obtenues par fenéire glissante dont la taille a été fixée a
400 observations. Les densités de prévisions ont été estimées non paramétriquement * par
noyau gaussien aprés le calcul par Bootstrap de 500 réplications de prévisions ponctuelles.
La table 3.6 présente les résultats des tests GMM et LR de validation des densités de
prévisions. A la lumiére de ces résultats, il ressort que ’ensemble des tests valident les
densités de prévisions des rendements du taux de change de I'euro et par conséquent les
modeéles considérés pour chaque série de données méme & des niveaux de risque élevés. Si
par contre on considére un niveau de risque habituel de 5%, nos J-statistiques valident le

modeéle SETAR(2;1,1) pour les rendements du taux de change de ’euro contre le franc

3. La fonction ksdensity de Matlab 7.9.0 a été utilisée, le bandwidth est fixé automatiquement par le
logiciel de fagon proportionnelle & taille d’échantillon.
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suisse tandis que le test LR de Berkowitz (2001) le rejette.
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TABLE 3.5 — Sélection de Modéles

Données Modéle AIC BIC

EUR/CAD SETAR(2;5,5) -5.0039 10% -4.9822 103
EUR/CHF SETAR(2;1,1) -5.0425 10% -5.0349 103
EUR/GBP SETAR( ) -4.4249 10° -4.4165 10°
EUR/JPY SETAR(2;1,1) -4.1494 103 -4.1422 10?

Notes : Les données sont les rendements du taux de change de ’euro contre le dollar
canadien (EUR/CAD), le franc suisse (EUR/CHF), la livre sterling (EUR/GBP) et
le yen (EUR/JPY). Les critéres d’information d’Akaike (AIC) et de Schwarz (BIC)
ont été utilisés dans la sélection des modéles.

TABLE 3.6 — Tests d’évaluation des densités de prévision

Données Junif(1)  P-value Jnorm(1)  P-value LR P-value
EUR/CAD 1.8677 0.1717 1.4579 0.2273 4.1309 0.2477
EUR/CHF 0.0504  0.8224 0.0572 0.8109 10.5803  0.0142
EUR/GBP 0.0387  0.8440 0.0293 0.8641 0.3810  0.9441
EUR/JPY 0.5634 0.4529 0.7960 0.3723 4.9925 0.1724

Notes : Tests GMM (uniforme et normale) et LR d’évaluation des densités de prévisions associées
aux variations des taux de change de l'euro contre le dollar canadien (EUR/CAD), le franc suisse
(EUR/CHF), la livre sterling (EUR/GBP) et le yen (EUR/JPY). La valeur de la statistique de test
de chaque test (a gauche) est accompagnée de sa p-value (& droite). Les tests GMM des lois uniforme
et normale sont effectués a partir des premiers polynémes de Legendre et d’Hermite respectivement.
L’échantillon de validation contient 80 observations.
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3.5 Conclusion

Comme dans le chapitre précédent, nous avons proposé dans ce chapitre une nouvelle
approche d’évaluation des densités de prévision basée également sur la méthode des mo-
ments généralisée. Les tests d’évaluation des densités de prévision correctement spécifiées
reposent sur la notion de p.i.t (Probability Integral Transform) qui remonte & Rosenblatt
(1952). En effet, le modeéle ayant servi au calcul des densités de prévision est correctement
spécifié si les p.i.t associés sont distribués selon une loi uniforme discréte sur 'intervalle
[0,1] (Diebold et al., 1998). Une fagon alternative de tester la validité de ce modele est
de considérer les transformées de Berkowitz (2001). Sous I’hypothése nulle que le modele
ayant servi au calcul de la densité de prévision est correctement spécifié, ces nouvelles
transformées suivent une loi normale centrée et réduite (Berkowitz, 2001). Nous avons
donc adapté le cadre GMM proposé par Bontemps and Meddahi (2012) afin de tester ces
deux hypothéses de distributions qui correspondent & I’hypothése nulle de validité des
densités de prévision. Plus précisément, nous avons construit des J-statistiques & partir
des polynémes orthonormaux associés aux deux lois en question, & savoir, les polynémes
de Legendre et les polynémes d’Hermite respectivement. Ces polynémes étant d’espé-
rances nulles et de matrices de variance-covariance identiques & la matrice identité sont,
en effet, pratiques dans I’écriture des conditions de moment sur lesquelles reposent les
J-statistiques de la méthode des moments généralisée. Des exercices Monte Carlo ont
mis en évidence les bonnes propriétés & distance finie de cette nouvelle approche et son
application & ’évaluation des densités de prévision des rendements du taux de change
de 'euro contre certaines devises a montré que les résultats de nos tests peuvent étre
nettement différents des conclusions du test LR de Berkowitz (2001).
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Chapitre 4

Apport des modéles a changement

de régimes : une analyse empirique

4.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous menons une étude empirique pour tenter de répondre & la per-
pétuelle question sur I'apport des modéles non-linéaires a la prévision économique. Des
comparaisons des prévisions ponctuelles issues de ces deux familles de modéles ont conclu
a l'égalité de leur qualité predictive (Clements and Krolzig, 1998; Stock and Watson,
1999; Marcellino, 2002). Une autre voie de recherche s’est orientée vers la comparaison
des modéles sur la base des intervalles et des densités de prévision (Clements and Smith,
2000, 2001; Boero and Marrocu, 2002), elle a confirmé 1'idée selon laquelle les modéles
non-linéaires peuvent s’avérer plus pertinents dans la description de l'incertitude autour
de la prévision ponctuelle. Cependant, 'une des limites de I’ensemble de ces travaux
est qu’ils ne se basent, pour la majorité, que sur des données américaines. Nous allons,
dans cette étude, utiliser des données sur l'indice de la production industrielle, le taux
de chomage et les indices boursiers de six pays de FOCDE : L’Allemagne, le Canada,
la France, la Grande-Bretagne, le Japon et les Etats-Unis d’Ameérique. Nous allons éga-
lement considérer des données sur les taux de change de l'euro et du dollar américain
contre le dollar canadien, la livre sterling et le yen. Des modéles linéaires et des modéles
non-linéaires seront ajustés sur chaque série de données, et des prévisions ponctuelles,
par intervalle et par densité & différents horizons seront calculées et comparées. Pour
ce faire, nous mettons & contribution notre approche d’évaluation des intervalles et des
densités de prévision ainsi que des tests de la littérature. Les résultats de notre étude

vont dans le sens des résultats d’autres études empiriques, a savoir, les modéles linéaires
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sont préférables, de par leur simplicité, en termes de prévisions ponctuelles et les mo-
déles non-linéaires sont les plus & méme de décrire 'incertitude autour de ces prévisions
ponctuelles.

Nous commencons, dans la section 4.2, par présenter nos séries de données ainsi que
quelques statistiques descriptives pour avoir une idée sur la forme de leurs distributions.
Puis, dans la section 4.3, nous présentons les modéles linéaires et les modéles non-linéaires
qui seront utilisés pour calculer les prévisions. La mise en ceuvre de cette étude sera
expliquée dans la section 4.4. Ensuite, les résultats seront présentés dans la section 4.5.

Enfin, nous concluons ce chapitre dans la section 4.6

4.2 Les données

Nous considérons quatre types de données relatives & six pays de 'OCDE : I'Alle-
magne, le Canada, la France, la Grande-Bretagne, le Japon et les Etats-Unis d’Amé-
rique. Le premier type de données, corrigées des variations saisonniéres, correspond &
lindice mensuel de la production de I’ensemble des industries de chaque pays (base 100
en 2005) entre avril 1970 et décembre 2011, soit 501 observations par pays. Le deuxiéme
type représente le taux mensuel de chomage harmonisé (données corrigées des variations
saisonniéres) dans les pays concernés entre janvier 1992 et novembre 2011, soit 239 ob-
servations par pays!. Le troisiéme type de données sont les indices boursiers journaliers
(cours ajustés a la cloture) des principales places boursiéres des pays en question entre le
22 janvier 2010 et le 30 décembre 20112 : DAX (bourse de Francfort), SP TSX (bourse
de Toronto), CAC 40 (bourse de Paris), FT'SE 100 (bourse de Londres), NIKKEI 225
(bourse de Tokyo) et SP 500 (bourse de New York). Enfin, le dernier type de données
est relatif aux taux de change de ’euro contre le dollar canadien (EUR/CAD), la livre
sterling (EUR/GBP) et le yen et du dollar américain contre I’euro (USD/EUR), la livre
sterling (USD/GBP) et le yen (USD/JPY). Les données, hebdomadaires, s’étalent sur la
période du 8 janvier 2007 au 25 décembre 2011, soit 247 observations par pays®.

La table 4.1 résume les principales statistiques descriptives de chacune des séries
des données étudiées. On note que la France et la Grande-Bretagne ont enregistré, en

moyenne, les indices de production industrielle les plus élevés sur la période considérée

1. Ces données (indices de production industrielle et taux de chémage) sont issues des bases de don-
nées des principaux indicateurs économiques des pays de 'OCDE. Site web : http ://stats.oecd.org/mei/

2. Etant donné que les jours fériés ne sont pas les mémes dans tous les pays, le nombre d’observations
sur la méme période varie.

3. Les deux derniers types de données sont extraits du site internet de Yahoo-Finance. Site web :
http ://fr.finance.yahoo.com/indices
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TABLE 4.1 — Statistiques descriptives des variables en niveaux

Prod. industrielle  Allemagne Canada France G. Bretagne Japon Etats-Unis
Nb. observations 501 501 501 501 501 501
Moyenne 81.9390 71.6970 84.7047 86.4368 80.9904 70.4418
Ecart-type 15.4294 18.6240 11.5322 11.9959 18.8352 20.7747
Skewness 0.4804 0.1088 -0.2137 -0.2103 -0.5517 0.2178
Excés de Kurtosis -0.6071 -1.3165 -0.78761 -1.3548 -1.0612 -1.4254
Taux de chomage  Allemagne Canada France G. Bretagne Japon Etats-Unis
Nb.observations 239 239 239 239 239 239
Moyenne 8.5577 8.1293 9.6013 6.7021 4.1146 5.9464
Ecart-type 1.3134 1.5821 1.0287 1.7562 0.9359 1.6589
Skewness 0.1276 0.7165 -0.0317 0.5926 -0.5209 1.0715
Exces de Kurtosis -0.3161 -0.3855 -1.0394 -0.9633 -0.7423 0.1322
Indices boursiers Francfort Toronto Paris Londres Tokyo New York
Nb.observations 499 482 501 490 476 491
Moyenne 6400.5754  12537.3329  3658.0160 5576.6494 9689.2019  1205.5089
Ecart-type 625.7926 842.6995 345.9793 314.7020 728.1233 87.7423
Skewness 0.1578 0.3794 -0.8028 -0.1809 0.0500 -0.0281
Excés de Kurtosis -1.2382 -1.1035 -0.5151 -1.1127 -0.6619 -1.1368
Taux de change EUR/CAD EUR/GBP EUR/JPY USD/EUR USD/GBP USD/JPY
Nb.observations 247 247 247 247 247 247
Moyenne 1.4686 0.8273 133.2818 0.7188 0.5952 95.3120
Ecart-type 0.1041 0.0733 21.4039 0.0426 0.0669 13.0124
Skewness 0.1268 -0.8488 0.3777 0.0150 -0.4093 0.4738
Excés de Kurtosis -1.1396 -0.3728 -1.3690 -0.3165 -1.1895 -0.7915

Note : Statistiques descriptives associées a 'indice de la production industrielle, au taux de chémage harmonisé,
a lindice boursier de I’Allemagne, du Canada, de la France, de la Grande-Bretagne, du Japon et des Etats-
Unis d’Amérique ainsi qu’aux taux de change de ’euro contre le dollar canadien (EUR/CAD), la livre sterling
(EUR/GBP) et le yen (EUR/JPY) et du dollar américain contre ’euro (USD/EUR), la livre sterling (USD/GBP)
et le yen (USD/JPY). Les données sont issues des bases de données des principaux indicateurs économiques des
pays de ’OCDE et de Yahoo-Finance.

(84.70 et 86.44 respectivement) contre 70.44 seulement aux Etats-Unis et 71.70 au Ca-
nada. L’Allemagne et le Japon se situent & des niveaux intermédiaires (81.94 et 80.99
respectivement). Ces séries d’indices de production industrielle sont plus ou moins vola-
tiles. Les indices francais, britannique et allemand arrivent en téte des séries les moins

volatiles avec des écarts-types respectifs de 11.53, 12 et 15.43 suivies de celles des autres
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pays ol I'écart-type a dépassé 18.62. Cette disparité de volatilité est quasiment absente
dans les taux de chémage qui ont été, en moyenne, plus élevés en France (9.60%), en Alle-
magne (8.56%) et au Canada (8.13%) et moins élevés au Japon (4.11%), aux Etats-Unis
(5.95%) et en Grande-Bretagne (6.70%). L’ensemble des séries considérées présentent un
excés de kurtosis négatif (exception faite du taux de chomage harmonisé aux Etats-Unis
d’Amérique) indiquant que les distributions, tantdt asymeétriques a droite (dans une pro-
portion égale a 3/5) tantot asymeétriques a gauche (dans une proportion égale a 2/5), ont
des queues plus épaisses que la normale. L’évolution des variables étudiées est reproduite
dans les figures D.1, D.2, D.3 et D.4 (courbes bleues).

L’allure des courbes indique clairement que les séries étudiées sont non stationnaires
contrairement & leurs taux de croissance respectifs également tracés sur les figures précé-
dentes (courbes vertes). De telles intuitions ont été confirmées par les résultats des tests
de racine unitaire de Dickey et Fuller (augmentés) contre '’hypothése alternative d’un
modele auto-régressif stationnaire AR(1) sans trend ni constante (AR), contre ’hypo-
thése alternative d’un modéle auto-régressif stationnaire AR(1) avec constante seulement
(ARD) et contre ’hypothése alternative d’'un modeéle auto-régressif stationnaire AR(1)
avec trend (TS) respectivement. Les p-values de chacun de ces tests sont données dans
la table 4.2.

Nous considérons donc les séries stationnaires des taux de croissance des variables
étudiées au lieu de leurs niveaux non stationnaires. La table 4.3 donne les statistiques
descriptives de ces nouvelles variables. Il ressort que la production industrielle a connu,
en moyenne, une croissance positive sur la période considérée. Le taux de chomage a
augmenté en France, au Japon et Etats-Unis et il a baissé en Allemagne, au Canada et
en Grande-Bretagne. Les indices des bourses de New York, de Londres et de Toronto ont
connu une variation & la hausse contrairement & ceux des bourses de Paris et de Tokyo
qui ont baissés en moyenne. L’indice de la bourse de Francfort, quant a lui, est resté
stable en moyenne tout comme le taux de change du dollar américain contre ’euro. A
I’exception des taux de change de 'euro et du dollar américain contre le yen, le reste des
taux de change ont augmenté. Toutes les séries de taux de croissance, sauf celle du taux
de chémage allemand, ont un excés de kurtosis positif. Elles sont deux fois asymétriques

& gauche qu’a droite.
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TABLE 4.2 — P-values des tests de racine unitaire de Dickey et Fuller

Variable Taux de croissance

Prod. industrielle AR ARD TS AR ARD TS

Allemagne 0.8183 0.6388 0.0128 0.0001 0.0001 0.0001
Canada 0.8258 0.2314 0.6426 0.0001 0.0001 0.0001
France 0.7715 0.1734 0.1829 0.0001 0.0001 0.0001
Grande-Bretagne 0.7549 0.5442 0.8751 0.0001 0.0001 0.0001
Japon 0.7852 0.3523 0.6225 0.0001 0.0001 0.0001
Etats-Unis d’Ameérique 0.8637 0.3416 0.3347 0.0001 0.0001 0.0001
Taux de chémage AR ARD TS AR ARD TS

Allemagne 0.6601 0.5614 0.5850 0.0010 0.0116 0.0131
Canada 0.6506 0.5147 0.8835 0.0001 0.0010 0.0010
France 0.7101 0.2157 0.3069 0.0001 0.0198 0.0190
Grande-Bretagne 0.6416 0.4670 0.3613 0.0001 0.0123 0.0061
Japon 0.7838 0.1091 0.5975 0.0001 0.0010 0.0010
Etats-Unis d’Amérique 0.6816 0.7251 0.4362 0.0010 0.0010 0.0010
Indices boursiers AR ARD TS AR ARD TS

Frankfort 0.7246 0.5023 0.7150 0.0010 0.0001 0.0001
Toronto 0.7316 0.5592 0.7837 0.0010 0.0001 0.0001
Paris 0.6934 0.6638 0.7037 0.0010 0.0001 0.0001
Londres 0.7301 0.1950 0.5251 0.0010 0.0001 0.0001
Tokyo 0.6928 0.6261 0.5531 0.0001 0.0001 0.0001
New York 0.7462 0.4663 0.7108 0.0010 0.0001 0.0001
Taux de change AR ARD TS AR ARD TS

EUR/CAD 0.7019 0.5212 0.5662 0.0010 0.0001 0.0010
EUR/GBP 0.7516 0.2813 0.7110 0.0001 0.0001 0.0001
EUR/JPY 0.6518 0.6402 0.4961 0.0001 0.0010 0.0010
USD/EUR 0.7280 0.1119 0.1965 0.0001 0.0001 0.0010
USD/GBP 0.7553 0.6060 0.8770 0.0001 0.0010 0.0010
USD/JPY 0.6560 0.1587 0.2817 0.0001 0.0001 0.0010

Note : P-values des tests de Dickey et Fuller (Augmentés) de ’hypothése nulle de racine uni-
taire contre ’hypothése alternative d’'un modeéle auto-régressif stationnaire AR(1) sans tend ni
constante (AR), contre ’hypothése alternative d’un modéle auto-régressif stationnaire AR(1)
avec constante (ARD) et contre I'hypotheése alternative d’un modéle auto-régressif stationnaire
AR(1) avec trend (TS) respectivement associés aux variables listées dans les tables 4.1 et 4.3.
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TABLE 4.3 — Statistiques descriptives des taux de croissance des variables

Prod. industrielle  Allemagne Canada France G. Bretagne Japon Etats-Unis
Nb. observations 500 500 500 500 500 500
Moyenne 0.0013 0.0017 0.0009 0.0006 0.0015 0.0019
Ecart-type 0.0172 0.0111 0.0137 0.0141 0.0175 0.0076
Skewness -0.1648 -0.3527 -0.0355 -0.1738 -2.4722 -1.1340
Excés de Kurtosis 7.0773 0.9501 1.4278 10.4551 19.1164 4.8712
Taux de chomage  Allemagne Canada France G. Bretagne Japon Etats-Unis
Nb. observations 238 238 238 238 238 238
Moyenne -0.0002 -0.0014 0.0004 -0.0004 0.0032 0.0007
Ecart-type 0.0115 0.0231 0.0103 0.0163 0.0277 0.0269
Skewness -0.1476 0.5353 0.1736 0.6094 0.2451 0.3138
Exces de Kurtosis -0.7623 1.2130 0.8027 0.7898 0.4459 0.6676
Indices boursiers Francfort Toronto Paris Londres Tokyo New York
Nb. observations 498 481 500 489 475 490
Moyenne 0.000 0.0001 -0.0004 0.0001 -0.0005 0.0003
Ecart-type 0.0152 0.0101 0.0166 0.0124 0.0142 0.0132
Skewness -0.1842 -0.2656 0.0887 -0.1591 -1.0938 -0.4481
Excés de Kurtosis 2.1852 1.7417 3.1109 1.6016 8.3254 3.0833
Taux de change EUR/CAD EUR/GBP EUR/JPY USD/EUR USD/GBP USD/JPY
Nb.observations 246 246 246 246 246 246
Moyenne 0.0006 0.0009 -0.0018 0.0000 0.0001 -0.0017
Ecart-type 0.0126 0.0105 0.0158 0.0130 0.0122 0.0112
Skewness 0.0111 -0.0276 -0.8026 -0.1227 0.6089 -0.0637
Excés de Kurtosis 1.1603 3.4970 2.5648 2.0915 1.3386 0.2379

Note : Statistiques descriptives associées au taux de croissance de I'indice de la production industrielle, du taux de
chéomage harmonisé, de I'indice boursier de I’Allemagne, du Canada, de la France, de la Grande-Bretagne, du Japon
et des Etats-Unis d’Amérique ainsi que des taux de change de I’euro contre le dollar canadien (EUR/CAD), la
livre sterling (EUR/GBP) et le yen (EUR/JPY) et du dollar américain contre 'euro (USD/EUR), la livre sterling
(USD/GBP) et le yen (USD/JPY). Les données sont issues des bases de données des principaux indicateurs

économiques des pays de ’OCDE et de Yahoo-Finance.
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4.3 Les modéles

Soit z; la variable aléatoire d’intérét (dans notre cas, il s’agit de 'indice de la pro-
duction industrielle et du taux de chomage de I’Allemagne, du Canada, de la France,
de la Grande-Bretagne, du Japon et des Etats-Unis d’Amérique, des indices des bourses
de ces pays ainsi que des taux de change de l’euro et du dollar américain). Désignons
pas ¥y = Inx; — Inz;_1 son taux de croissance. Nous considérons dans cette étude empi-
rique quatre modéles pour calculer les prévisions des taux de croissance g : une marche
aléatoire avec constante, un modéle autorégressif linéaire, un modéle autorégressif a seuil
avec variable de transition endogéne et un modéle autorégressif a changement de régimes

markovien.

Marche aléatoire avec constante (RW) : Nous considérons, comme premier mo-
déle, une marche aléatoire avec constante car des études antérieures ont montré qu’une
simple marche aléatoire s’est avérée plus performante dans la prévision de séries telles
que le taux de change (Meese and Rogoff, 1983). Pour le logarithme de la variable xz;, ce
modéle s’écrit :

Inzi=¢+Inz 1 +e, Vi=1,2,---,T (4.1)

avec ¢ la constante de la marche aléatoire et e; ~ id(0,0%) un terme d’erreurs. Pour les

taux de croissance de la variable z; se modéle devient :
yt:¢+€tth:1,27"'aT (42)

Modéle autorégressif linéaire (AR) : Des études telles que celle de Stock and
Watson (1999) ont conclu que méme si des modéles plus compliqués permettent de mieux
ajuster les données grace a leur grande flexibilité, ils ne fournissent pas des prévisions plus
précises que celles issues de simples modéles linéaires. Pour cette raison, nous considérons

également un modéle autorégressif linéaire d’ordre p pour la variable y; :

Yt =G0+ Prys—1+ Payp2+ -+ Gpyp—p + €, VE=1,2,--- T (4.3)

ol ¢g est la constante du modéle, ¢1, @2 ... et ¢, ces parametres autorégressifs et ou

€t ~ 4id(0, %) est un terme d’erreurs.

Modéle autorégressif a seuil avec variable de transition endogéne (SETAR) :

Un modele a changement de régimes avec variable de transition endogéne est un modéle
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linéaire par morceaux, chacun étant associé a un régime. Il est défini par :

1, 41 1 1 1
Go+P1y—1+ Goyr—2+ -+ Opyr—p + € St Y—qg < €
" { 0+ O1Yi—1 + Oayi—2 pYt—p T € S Yt V=12 T (44)

G5+ DrYr—1 + P3y—2 + -+ Goyrp + € i Yp_a > C

avec ef ~ id(0,02) et €7 ~ iid(0,03) les termes d’erreurs associés aux régimes respectifs.

Le passage d’un régime a un autre est conditionné par la position de la variable de
transition, en 'occurrence la variable y; retardée de d périodes (délai de transition), par

rapport au seuil c.

Mode¢le autorégressif 4 changement de régimes markovien (MS-AR) : Un
quatriéme modéle sera considéré dans cette étude, il s’agit du modéle a changement de

régimes markovien exprimé comme suit :

1 1 1 1 1 s
+ -1+ —2+-+ pte si =1
Y = {‘bo D1yt Py ¢pyt P t t W =1,2,. T (45)

¢3 + ¢%yt_1 + ¢§yt_2 + -+ qﬁiyt_p + ef st Ry =2

avec €

~ iid(O,a?) un terme d’erreurs. Les paramétres de ce modéle dépendent du
régime inobservable R; que ’on suppose suit une chaine de Markov & deux états 1 et 2.

Le passage d’un régime & un autre est contr6lé par la probabilité de transition suivante :

pl] :P(Rt:j‘Rt—l :Z) ’ Za] € {172} ) Vt:2;3; 7T (46)

4.4 Mise en ceuvre

L’idée de cette étude est de spécifier et d’ajuster chacun des modéles présentés dans la
section précédente a chacune des séries de données, de calculer des prévisions ponctuelles,
des intervalles et des densités de prévision & des horizons h allant de 1 & 5, et de comparer
et d’évaluer ces prévisions. Chaque série de données sera répartie en deux groupes : nous
gardons les 100 derniéres (partie out of sample) pour la comparaison et 1’évaluation
des prévisions quel que soit I’horizon h. Les premiéres observations (partie in sample)
serviront & la spécification et a l’estimation des modéles. Nous adoptons un schéma
de prévision fixe : les modéles seront spécifiés et ajustés sur la partie in sample et les

prévisions seront calculées, évaluées et comparées sur la partie out of sample.
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4.4.1 Spécification

L’ordre autorégressif p de chaque modéle est déterminé par la minimisation du critére

d’information AIC d’Akaike (1974). Dans le cas linéaire, ce critére s’écrit :
AIC(p) = NIné?(p) +2(p + 1) (4.7)

ot 02(p) désigne I'estimation de la variance des résidus conditionnellement & la valeur de
p. Dans le cas du modéle non-linéaire SETAR(2;p,p), ce critére a été adapté par Wong
and Li (1998), il s’écrit :

AIC(p,d) = NIné*(p,d) + (p+1)In Ny + (p+1)In Ny (4.8)

Enfin, pour le modéle a changement de régimes markovien MS(2)-AR(p), ce critére s’écrit
(Smith et al., 2006) :
AIC(p) = —2log L + 2n (4.9)

avec L la vraisemblance maximisée et n le nombre de paramétres libres dans le modéle,
il est donné par n = Rp + R? ou R désigne le nombre de régimes (R = 2 dans le cas
présent).

Nous utilisons ces critéres d’information pour déterminer 'ordre auto-régressif p de

chacun des modéles ci-dessus, le résultat est donné dans la table 4.4.

4.4.2 Estimation

Comme nous adoptons un schéma de prévision fixe, les modéles ne sont ajustés qu'une
seule fois sur la partie in sample de I’échantillon. La constante ¢, 'unique paramétre de
la marche aléatoire (4.2) est estimée par la moyenne empirique des taux de croissance des
variables étudiées, les résultats sont récapitulés dans la table 4.5. Le modéle linéaire AR
(4.3) est estimé selon la méthode de Box and Jenkins (1970), les résultats sont donnés
dans les tables 4.6 & 4.9. Les parametres des modéles non-linéaires SETAR (4.4) et MS-
AR (4.5) sont estimés selon les procédures détaillées dans I'annexe A, les résultats figurent
dans les tables 4.10 & 4.13 pour le modéle SETAR et dans les tables 4.14 & 4.17 pour
le modéle MS-AR. Les figures D.5 & D.8 illustrent I’approche graphique d’estimation du
seuil de transition ¢ du modele SETAR, munie d’un intervalle de confiance a 95% obtenu
par inversion de la statistique LR (Hansen, 1997) et les figures D.9 & D.16 montrent les
probabilités filtrées et les probabilités lissées des régimes du modéle & changement de

régimes markovien MS-AR.
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TABLE 4.4 — Sélection des modeéles AR, SETAR et MS-AR

AR(p) SETAR(2;p,p) MS(2)-AR(p)

Prod. industrielle :

Allemagne AR(4) SETAR(2;2,2) MS(2)-AR(2)
Canada AR(5) SETAR(2;3,3) MS(2)-AR(3)
France AR(3) SETAR(2:3,3) MS(2)-AR(3)
Grande-Bretagne AR(1) SETAR(2:3,3) MS(2)-AR(1)
Japon AR(2) SETAR(2;2,2) MS(2)-AR(4)
Etats-Unis d’Amérique AR(5) SETAR(2;2,2) MS(2)-AR(3)
Taux de chémage :

Allemagne AR(3) SETAR(2;5,5) MS(2)-AR(2)
Canada AR(4) SETAR(2;5,5) MS(2)-AR(2)
France AR(3) SETAR(2:4,4) MS(2)-AR(1)
Grande-Bretagne AR(4) SETAR(2:3,3) MS(2)-AR(1)
Japon AR(4) SETAR(2;5,5) MS(2)-AR(1)
Etats-Unis d’Amérique AR(3) SETAR(2;4,4) MS(2)-AR(1)
Indices boursiers :

Francfort AR(2) SETAR(2;2,2) MS(2)-AR(1)
Toronto AR(1) SETAR(2;3 3) MS(2)-AR(1)
Paris AR(4) SETAR(2;1,1) MS(2)-AR(1)
Londres AR(1) SETAR(2;4,4) MS(2)-AR(1)
Tokyo AR(2) SETAR(2:;4,4) MS(2)-AR(1)
New York AR(3) SETAR(2344) MS(2)-AR(1)
Taux de change :

EUR/CAD AR(2) SETAR(2;5,5) MS(2)-AR(1)
EUR/GBP AR(3) SETAR(2;1,1) MS(2)-AR(3)
EUR/JPY AR(4) SETAR(2;1,1) MS(2)-AR(1)
USD/EUR AR(4) SETAR(2;1,1) MS(2)-AR(1)
USD/GBP AR(4) SETAR(2;1,1) MS(2)-AR(1)
USD/JPY AR(4) SETAR(2;2,2) MS(2)-AR(1)

Note : Les modéles AR, SETAR et MS-AR sélectionnés pour les taux de croissance
des indices de production industrielle, des taux de chémage, des indices boursiers des
pays étudiés ainsi que des taux de change de ’euro (EUR) et du dollar américain
(USD) contre la livre sterling (GBP), le dollar canadien (CAD) et le yen (JPY).
L’ordre autorégressif p de chaque modéle est déterminé par le critére d’information
AIC rapporté dans les tables D.1, D.2 et D.3.
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TABLE 4.5 — Estimation de la constante de la marche aléatoire

P. industrielle  Allemagne Canada France G. Bretagne Japon Etats-Unis
0.0011 0.0022 0.0013 0.0010 0.0019 0.0022
(0.0169) (0.0113) (0.0132) (0.0152) (0.0134) (0.0074)
T. de chémage  Allemagne Canada France G. Bretagne Japon Etats-Unis
0.0036 -0.0022 0.0000 -0.0045 0.0066 -0.0012
(0.0094) (0.0225) (0.0094) (0.0134) (0.0265) (0.0264)
I. boursiers Francfort Toronto Paris Londres Tokyo New York
0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
(0.0121) (0.0083) (0.0143) (0.0108) (0.0143) (0.0114)
T. de change EUR/CAD EUR/GBP EUR/JPY USD/EUR USD/GBP USD/JPY
0.0000 0.0018 -0.0014 0.0000 0.0013 -0.0018
(0.0132) (0.0116) (0.0172) (0.0133) (0.0137) (0.0124)

Note : Les nombres représentent l’estimation de la constante ¢ de la marche aléatoire (4.2). Ils
sont suivis, entre parenthéses, de ’écart-type de l’estimation.

4.4.3 Calcul des prévisions

Des prévisions ponctuelles, par intervalles et par densités & des horizons h allant de 1
a b sont calculées & I'aide des modéles ajustés dans la section précédente. Ces prévisions
sont obtenues par des simulations Bootstrap en tirant les chocs (avec remise) dans les
résidus de I'estimation des modéles. Cette méthode de prévision permet, d’'un coté, de
s’affranchir de toute hypothése de distribution sur les innovations €, des modéles (seule
I'hypothése d’un bruit blanc est imposée), et de 'autre coté, de disposer d’une série de
simulations (500 dans le cas présent) qui peuvent étre considérées comme des réalisations
du vrai processus générateur des données et donc servir a estimer la densité de prévision.
Celle-ci est estimée non-paramétriquement a I’aide d’un noyau gaussien grace & la fonction
'KSDENSITY’ du logiciel MATLAB#, qui fixe automatiquement la taille de la fenétre de
lissage en fonction de la taille d’échantillon. Enfin, un intervalle de prévision & un taux
de couverture 80% est calculé & partir du premier et du dernier déciles de la densité de
prévision. Cette procédure est reproduite pour I’ensemble de la partie out of sample, soit
100 fois.

4. Matlab R2009b.
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TABLE 4.6 — Paramétres estimés des modéles AR - Production industrielle

Allemagne Canada  France Grande-Bretagne Japon  Etats-Unis

do  0.0012 0.0010  0.0010 0.0007 0.0012 0.0008
(0.0009)  (0.0005)  (0.0006) (0.0006) (0.0009)  (0.0004)
¢y -0.2795  -0.0812  -0.3202 -0.1744 0.0345 0.2622
(0.0925)  (0.0519) (0.0557) (0.1037) (0.0809)  (0.0757)
¢ 0.0316 0.1145  0.0872 - 0.1656 0.1434
(0.0669)  (0.0441) (0.0627) (0.1181)  (0.0531)
¢s  0.1891 0.2831  0.2003 = = 0.1397
(0.0560)  (0.0427)  (0.0470) (0.0555)
¢, 0.0933 0.0683 - - - 0.0766
(0.0526)  (0.0494) (0.0458)
. - 0.0726 - - - -0.0498
(0.0471) (0.0372)

o 0.0163 0.0105  0.0127 0.0139 0.0172 0.0069
(0.0043)  (0.0074)  (0.0020) (0.0015) (0.0010)  (0.0021)

Note : Estimation des parameétres du modeéle AR (4.3) pour chaque série de données. Les nombres
entre parenthéses représentent les écart-types des estimations. Les erreurs sont supposées normales.

TABLE 4.7 — Paramétres estimés des modeéles AR - Taux de chomage

Allemagne Canada  France Grande-Bretagne Japon — Etats-Unis

¢o  -0.0002  -0.0013  0.0001 -0.0002 0.0032 0.0003
(0.0005)  (0.0016)  (0.0005) (0.0010) (0.0018)  (0.0016)
¢ 0.3233 0.0383  0.3123 0.2464 -0.0591  -0.0334
(0.0714)  (0.0908)  (0.0641) (0.0758) (0.0615)  (0.0618)
¢ 04316  -0.0081  0.2942 0.1299 0.0377  0.2282
(0.0658)  (0.0657) (0.0790) (0.0672) (0.0744)  (0.0687)
¢s  0.1041 01132  0.1294 0.0119 0.1647 0.2887
(0.0805)  (0.0695) (0.0699) (0.0880) (0.0703)  (0.0577)
b4 - 0.0686 - 0.2399 -0.0504 -
(0.0607) (0.0578) (0.0668)
o 0.0070 0.0227  0.0081 0.0146 0.0270 0.0251
(0.0041)  (0.0021) (0.0014) (0.0023) (0.0042)  (0.042)

Note : Estimation des parameétres du modeéle AR (4.3) pour chaque série de données. Les nombres
entre parenthéses représentent les écart-types des estimations. Les erreurs sont supposées normales.
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TABLE 4.8 — Paramétres estimés des modéles AR - Indices boursiers

Francfort Toronto Paris Londres  Tokyo New York

¢  0.0001  0.0001  -0.0004 0.0001 -0.0004  0.0003
(0.0007)  (0.0005) (0.0007) (0.0006) (0.0006)  (0.0006)

¢ 01205  0.0523  0.0499  0.0810  0.0039  -0.0820
(0.0571)  (0.0584) (0.0579) (0.0560) (0.1648)  (0.0556)

¢o  -0.0718 = -0.0653 = -0.0544  0.0528
(0.0648) (0.0604) (0.0689)  (0.0738)
b3 - - -0.0553 - - -0.0946
(0.0578) (0.0572)
b4 = = -0.0433 = = =
(0.0645)

o 00151 00101 00165 00123 00142  0.0131
(0.0045)  (0.0014) (0.0052) (0.0024) (0.0041)  (0.0012)

Note : Estimation des paramétres du modeéle AR, (4.3) pour chaque série de données. Les nombres
entre parenthéses représentent les écart-types des estimations. Les erreurs sont supposées normales.

TABLE 4.9 — Paramétres estimés des modéles AR - Taux de change

EUR/CAD EUR/GBP EUR/JPY USD/EUR USD/GBP USD/JPY

¢o  -0.0004 0.0005 -0.0014 0.0001 0.0006 -0.0015
(0.0008) (0.0006) (0.0009)  (0.0008) (0.0007)  (0.0007)

é1 0.3868 0.4920 0.3623 0.4284 0.4024 0.3343
(0.0724) (0.0777) (0.0770)  (0.0789) (0.0686)  (0.0671)

¢s  -0.1572 -0.3224 -0.1421 -0.1201 -0.2349 -0.0963
(0.0584) (0.0937) (0.0953)  (0.0831) (0.0822)  (0.0743)

b3 - 0.1669 0.2868 0.1639 0.3527 0.0526
(0.1058) (0.0666)  (0.1017) (0.0805)  (0.0707)

b4 = = -0.2345 -0.1519 -0.1625 -0.1319
(0.0762)  (0.0731) (0.0816)  (0.0740)

o 0.0118 0.0094 0.0145 0.0118 0.0110 0.0105

(0.0024) (0.0035) (0.0023) (0.0017) (0.0052)  (0.0062)

Note : Estimation des parameétres du modeéle AR (4.3) pour chaque série de données. Les nombres
entre parenthéses représentent les écart-types des estimations. Les erreurs sont supposées normales.
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TABLE 4.10 — Paramétres estimés des modeéles SETAR - Production industrielle

Allemagne Canada France
Rl R2 Rl R2 Rl RQ
#y  0.0062 0.0013 0.0000 0.0033 0.0068 0.0009
(0.0029)  (0.0009) (0.0009) (0.0013) (0.0039)  (0.0007)
¢t 0.1313 -0.5010 0.0132  -0.1767 -0.0331 -0.4489
(0.0703)  (0.0545) (0.0576)  (0.0648) (0.0885)  (0.0513)
@5 0.2532 -0.0239 0.02227  0.0368 0.4096 0.0426
(01165)  (0.0661) (0.0573)  (0.0634) (0.1723)  (0.0646)
¢§ - - 0.2223 0.1730 0.2281 0.1406
(0.0844) (0.1051) (0.0971)  ( 0.0499)
c -0.0102 0.0074 -0.0040
[-0.0131;0.0086] [0.0060 ;0.0102] [-0.0047 ;-0.0015]
d 2 3 2
o;  0.0159 0.0241 0.0105 0.0143 0.0125 0.0172
(0.0054)  (0.0041) (0.0075)  (0.0051) (0.0047)  (0.0061)
Grande-Bretagne Japon Etats-Unis
R1 R2 R1 R2 Rl RQ
oy -0.0031 0.0002 -0.0160  0.0024 0.0035 0.0003
(0.0014)  (0.0010) (0.0030)  (0.0009) (0.0013)  (0.0004)
¢t 0.0246 -0.3784 0.5257  -0.1331 0.1752 0.3805
(0.0712)  (0.0566) (0.0780) (0.0508) (0.0696)  (0.0568)
¢5  -0.0874  -0.0808 -0.2698  0.1388 0.3514 0.2535
(0.0639)  (0.0630) (0.0888) (0.0726) (0.1108)  (0.0683)
¢y -0.2501 0.1682 - - - -
(0.0936)  (0.0776)
c -0.0014 -0.0013 -0.0043
[-0.0014 ;-0.0013] [-0.0014 ;-0.0013] [-0.0045 ;0.0034]
d 3 2 2
o;  0.0142 0.0135 0.0163 0.0142 0.0069 0.0054
(0.0052)  (0.0031) (0.0015) (0.0012) (0.0041)  (0.0009)

Note : Estimation des paramétres du modele SETAR, (4.4) a deux régimes (R1 et R2) pour chaque
série de données. Les nombres entre parenthéses représentent les écart-types des estimations sauf
pour le seuil de transition ¢ pour lequel un intervalle de confiance obtenu par inversion de la
statistique LR (Hansen, 1997) est fourni (Figure D.5). Les erreurs sont supposées normales.
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TABLE 4.11 — Paramétres estimés des modéles SETAR - Taux de chomage

Allemagne Canada France
R Ro R R» R R»
gbf) -0.0126  -0.0007 -0.0052  -0.0026 -0.0005 0.0088
(0.0048)  (0.0005) (0.0018)  (0.0070) (0.0007)  (0.0027)
¢’1 0.5463 0.1981 -0.2498 0.2071 0.2775 0.3647
(0.1254)  (0.0766) (0.0964)  (0.2036) (0.0767)  (0.1251)
5 0.1375 0.4899 -0.1893 0.4275 0.3531 0.0718
(0.1457)  (0.0786) (0.0712)  (0.1323) (0.0798)  (0.1269)
¢é 0.0388 0.2292 0.0513 0.0586 0.0745 0.3177
(0.1557)  (0.0842) (0.0668)  (0.1550) (0.0783)  (0.1336)
¢y -0.3063 0.0666 0.1481 -0.2165 -0.0026  -0.5312
(0.1605)  (0.0787) (0.0699) (0.1296) (0.0894)  (0.1955)
¢’5 -0.4859 -0.0633 0.1875 0.3793 — —
(0.2547)  (0.0791) (0.0678)  (0.1438)
c -0.0121 0.0140 0.0095
[-0.0123;-0.0120] [0.0129;0.0157] [0.0089;0.0104]
d 5 1 4
o 0.0068 0.0055 0.0210 0.0245 0.0080 0.0065
(0.0042)  (0.0021) (0.0031)  (0.0036) (0.0012)  (0.0152)
Grande-Bretagne Japon Etats-Unis
R1 RQ R1 R2 Rl RZ
qﬁé 0.0016 -0.0024 0.0032 -0.0176 -0.0027 0.0267
(0.0106)  (0.0011) (0.0026)  (0.0068) (0.0019)  (0.0118)
gb’l -0.0374 0.4414 0.0207 -0.2222 -0.1201 0.3080
(0.4533) (0.0787) (0.0795) (0.1108) (0.0682) (0.1991)
¢’2 0.5351 0.1387 -0.0668 -0.0667 0.0811 0.6110
(0.2066)  (0.0668) (0.0876)  (0.0982) (0.0722)  (0.1293)
oL -0.5830 0.0612 0.2050 -0.0007 0.2832 0.1087
(0.2125)  (0.0663) (0.0756)  (0.1231) (0.0710)  (0.1376)
¢i — — -0.1464 0.1449 -0.1132 -0.6962
(0.0776)  (0.1211) (0.0902)  (0.2897)
gb% — — 0.1082 0.7088 — —
(0.1269) (0.1858)
c 0.0230 0.0183 0.0230
[0.0227;0.0230] [0.0183;0.0274] [0.0227;0.0230]
d 1 5 4
; 0.0145 0.0162 0.02659 0.0211 0.0243 0.0321
(0.0014)  (0.0016) (0.0142)  (0.0017) (0.0099) (0.0109)

Note : Estimation des paramétres du modéle SETAR, (4.4) a deux régimes (R1 et R2) pour chaque
série de données. Les nombres entre parenthéses représentent les écart-types des estimations sauf
pour le seuil de transition ¢ pour lequel un intervalle de confiance obtenu par inversion de la
statistique LR (Hansen, 1997) est fourni (Figure D.6). Les erreurs sont supposées normales.



TABLE 4.12 — Paramétres estimés des modéles SETAR - Indices boursiers

Francfort Toronto Paris
Rl R2 Rl R2 Rl R2
(;56 -0.0058 0.0002 -0.0009 0.0007 -0.0139 0.0005
(0.0031)  (0.0009) (0.0022)  (0.0006) (0.0040)  (0.0009)
¢§ 0.2656 0.0428 0.1340 0.0126 -0.3935 0.0177
(0.0763)  (0.0550) (0.0804) (0.0541) (0.1511)  (0.0662)
Qﬁé -0.3405  -0.0436 -0.0922 0.0437 - -
(0.1319)  (0.0708) (0.0801) (0.0544)
¢§ - - -0.6526  -0.0969 - -
(0.1429) (0.0720)
c 0.0096 -0.0064 -0.0122
[0.0075;0.0109] [-0.0092 ;-0.0055] [-0.0143;-0.0098]
d 2 3 1
o; 0.0150 0.1543 0.0099 0.0124 0.0164 0.0201
(0.0196)  (0.0020) (0.0124)  (0.0021) (0.0014)  (0.0135)
Londres Tokyo New York
R1 R2 R1 R2 Rl RQ
¢6 -0.0056 0.0011 -0.0064 0.0011 -0.0041 -0.0003
(0.0030)  (0.0007) (0.0017)  (0.0011) (0.0018)  (0.0009)
d)’i 0.0481 0.1093 -0.1347 0.1465 -0.0444  -0.1021
(0.0751)  (0.0566) (0.0663) (0.0615) (0.0658) (0.0612)
qﬁé 0.1438 -0.1472 -0.1377 0.0331 -0.0768 0.1067
(0.0789) (0.0553) (0.0606)  (0.0664) (0.0722)  (0.0574)
qSé -0.0999  -0.0037 0.0436 0.0698 -0.3805 0.0399
(0.0803)  (0.0549) (0.0632) (0.0636) (0.1026)  (0.0831)
¢i -0.2313  -0.1445 -0.4281 -0.2038 -0.1289 0.1353
(0.1571)  (0.0697) (0.0953)  (0.0929) (0.0786)  (0.0555)
c -0.0095 -0.0040 -0.0032
[-0.0105;-0.0041] [-0.0140;0.0018] [-0.0091 ;0.0000]
d 4 4 3
o; 0.0122 0.0142 0.0138 0.0241 0.0129 0.0234
(0.0021)  (0.0013) (0.0018)  (0.0041) (0.0124) (0.0132)

100

Note : Estimation des paramétres du modeéle SETAR (4.4) & deux régimes (R; et Rz) pour chaque
série de données. Les nombres entre parenthéses représentent les écart-types des estimations sauf
pour le seuil de transition ¢ pour lequel un intervalle de confiance obtenu par inversion de la
statistique LR (Hansen, 1997) est fourni (Figure D.7). Les erreurs sont supposées normales.



TABLE 4.13 — Paramétres estimés des modéles SETAR - Taux de change

EUR/CAD EUR/GBP EUR/JPY
Rl R2 Rl R2 Rl R2
¢y -0.0126  -0.0021 0.0034  -0.0007 0.0011  -0.0027
(0.0039)  (0.0010) (0.0032)  (0.0007) (0.0020)  (0.0022)
¢t -0.3966  0.6473 0.3258  0.5251 0.4026  0.3370
(0.2200)  (0.0981) (0.1967)  (0.0807) (0.1088)  (0.1681)
5 -0.3769  -0.1939 - - — -
(0.1750)  (0.0737)
% -0.0796  0.0812 — — - -
(0.1581)  (0.0759)
¢y -0.1602  -0.0463 - - — -
(0.1189)  (0.0821)
dt  -0.1020  -0.0412 - - - -
(0.1425)  (0.0717)
c -0.0065 -0.0105 0.0112
[-0.0099 ;-0.0037] [-0.0121 ;-0.0087] [0.0074;0.0121]
d 1 1 1
o 0.0115  0.0223 0.0097  0.0090 0.0152  0.0183
(0.0021)  (0.0185) (0.0015)  (0.0016) (0.0017)  (0.0162)
USD/EUR USD/GBP USD/JPY
R1 R2 R1 R2 Rl RZ
oy 0.0025  -0.0029 -0.0062  0.0008 -0.0009  0.0009
(0.0016)  (0.0017) (0.0027)  (0.0012) (0.0023)  (0.0012)
¢ 0.5263  0.5641 -0.2605  0.3242 0.1381  0.5074
(0.1311)  (0.1300) (0.2135)  (0.0964) (0.0949)  (0.0851)
oA - — - — 0.0488  -0.3810
(0.1595)  (0.1330)
c 0.0085 0.0025 -0.0040
[0.0085;0.0097] [0.0000;0.0134] [-0.0096;0.0016]
d 1 1 2
o 0.0120  0.0136 0.0116  0.0118 0.0104  0.0111
(0.0021)  (0.0013) (0.0024)  (0.0022) (0.0014)  (0.0015)

Note : Estimation des paramétres du modeéle SETAR (4.4) & deux régimes (R; et Rz) pour chaque
série de données. Les nombres entre parenthéses représentent les écart-types des estimations sauf
pour le seuil de transition ¢ pour lequel un intervalle de confiance obtenu par inversion de la
statistique LR (Hansen, 1997) est fourni (Figure D.8). Les erreurs sont supposées normales.
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TABLE 4.14 — Parameétres estimés des modéles MS-AR - Production industrielle

Allemagne Canada France
R1 R2 R1 R2 Rl R2
oy 0.0028  -0.0520 0.0006 0.0017 0.0017 0.0003
(0.0006) (0.0021) (0.0010)  (0.0007) (0.0006) (0.0018)
¢t -0.3403  -0.4214 -0.0715  -0.0534 -0.4833  -0.2295
(0.0444) (0.0862) (0.0716)  (0.0698) (0.0525) (0.0912)
¢5  -0.1082  0.3517 0.1928 0.0579 -0.1563  0.2580
(0.0398) (0.4820) (0.0713)  (0.0633) (0.0565) (0.0915)
oA - - 0.3181 0.2436 0.01777  0.3294
(0.0754)  (0.0708) (0.0525)  (0.0927)
pii  0.9900 0.4600 0.9700 0.9800 0.9900 0.9800
(0.0400)  (0.2000) (0.0500)  (0.0400) (0.0400) (0.0300)
oi 0.0139 0.0159 0.0133 0.0081 0.0103 0.0176
(0.0003)  (0.0068) (0.0007)  (0.0005) (0.0004) (0.0011)
Grande-Bretagne Japon Etats-Unis
R1 R2 R1 R2 Rl R2
oy 0.0009  -0.0022 -0.0153  0.0011 -0.0001 0.0011
(0.0005)  (0.0059) (0.0139) (0.0006) (0.0052)  (0.0003)
¢ -0.0898  -0.2768 0.2264  -0.2485 0.4537 0.1085
(0.0586) (0.1776) (0.2151)  (0.0478) (0.1285)  (0.0509)
o - - 0.0065 0.1927 -0.0844  0.2546
(0.1825)  (0.0460) (0.1216)  (0.0468)
A - - -0.2238  0.3245 0.1789 0.1687
(0.2258)  (0.0443) (0.1468)  (0.0477)
o) — - -0.0914  0.1561 — -
(0.2504) (0.0481)
pii  0.9700 0.6300 0.9400 1.0000 0.7700 0.9600
(0.0400)  (0.0600) (0.3000)  (0.0500) (0.0500)  (0.0400)
lof) 0.0095 0.0355 0.0511 0.0120 0.0125 0.0048

(0.0003)  (0.0031) (0.0088)  (0.0004) (0.0009)  (0.0002)

Note : Estimation des paramétres du modéle MS-AR, (4.5) a deux régimes (R; et Rz) pour chaque
série de données. Les nombres entre parenthéses représentent les écart-types des estimations. Les
erreurs sont supposées normales.
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TABLE 4.15 — Parameétres estimés des modéles MS-AR - Taux de chomage

Allemagne Canada France
Ry Ro R; Ro Ry Ro
¢y -0.0013  0.0058 0.0135  -0.0041 -0.0002  0.0025
(0.0006)  (0.0001) (0.0007)  (0.0010) (0.0008)  (0.0034)
¢t 0.3513 0.4928 1.0082  -0.1323 0.8048 0.2585
(0.0692) (0.0131) (0.0287)  (0.0577) (0.0730)  (0.0017)
5 0.5041  -0.0183 0.0182  -0.0789 - -
(0.0657)  (0.0179) (0.0222) (0.0631)
pii  0.8700 0.4900 0.2400 0.9300 0.6200 0.5600
(0.1000)  (0.1200) (0.1500)  (0.0600) (0.0700)  (0.0800)
g 0.0073 0.0005 0.0022 0.0211 0.0088 0.0048
(0.0004)  (0.0001) (0.0004) (0.0010) (0.0007)  (0.0043)
Grande-Bretagne Japon Etats-Unis
R1 RQ R1 RQ Rl R2
¢y 0.0375  -0.0027 0.0123  -0.0032 0.0320  -0.0060
(0.0060)  (0.0009) (0.0031)  (0.0021) (0.0028) (0.0014)
¢t -0.1332  0.0926 -0.1712  -0.1043 -0.0605  -0.2595
(0.1656)  (0.0681) (0.0960)  (0.0968) (0.1525)  (0.0669)
pii  0.8600 0.9900 0.9800 0.9800 0.9300 0.9900
(0.2500)  (0.0700) (0.0500)  (0.0600) (0.0600)  (0.0600)
g 0.0117 0.0134 0.0300 0.0226 0.0283 0.0217

(0.0024)  (0.0018) (0.0022)  (0.0016) (0.0034)  (0.0011)

Note : Estimation des paramétres du modéle MS-AR, (4.5) a deux régimes (R; et Rz) pour chaque
série de données. Les nombres entre parenthéses représentent les écart-types des estimations. Les
erreurs sont supposées normales.
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TABLE 4.16 — Parameétres estimés des modeéles MS-AR - Indices boursiers

Francfort Toronto Paris
Rl R2 Rl R2 1%1 RZ
q% 0.0009 -0.0018 0.0007 -0.0010 0.0004 -0.0022
(0.0005)  (0.0021) (0.0004) (0.0011) (0.0006)  (0.0020)
qbﬁ 0.0437 0.1338 0.0359 0.0500 0.1002 0.0209
(0.0570)  (0.0867) (0.0568) (0.0782) (0.0558)  (0.0842)
pii  0.9900 0.9800 0.9900 0.9900 0.9900 0.9800
(0.0400)  (0.0100) (0.0100)  (0.0300) (0.0400)  (0.0200)
o; 0.0100 0.0240 0.0071 0.0141 0.0113 0.0245
(0.0007)  (0.0015) (0.0013)  (0.0003) (0.0004) (0.0012)
Londres Tokyo New York
R1 Rg R1 RQ Rl R2
(bf) 0.0007 -0.0012 -0.0114  -0.0003 0.0012 -0.0010
(0.0005)  (0.0016) (0.0245)  (0.0006) (0.0005)  (0.0013)
o} 0.0202 0.1119 0.0223 -0.0184 -0.0596 -0.1121
(0.0560)  (0.0885) (0.5360)  (0.0461) (0.0600) (0.0702)
pii  0.9900 0.9700 0.8000 1.0000 0.9900 0.9800
(0.0400)  (0.0200) (0.5400)  (0.0500) (0.0400)  (0.0300)
o; 0.0090 0.0184 0.0532 0.0125 0.0078 0.0181
(0.0004) (0.0010) (0.0187)  (0.0004) (0.0003)  (0.0008)

Note : Estimation des paramétres du modéle MS-AR, (4.5) a deux régimes (R; et Rz) pour chaque
série de données. Les nombres entre parenthéses représentent les écart-types des estimations. Les
erreurs sont supposées normales.

4.4.4 Comparaison et évaluation des prévisions

A lissue de 'étape précédente et aprés la comparaison des prévisions out of sample
aux réalisations, on se retrouve, pour chaque modéle, pour chaque horizon de prévi-
sion h et pour chaque série de données, avec une série €;;_p = yr — Yy;—p, d’erreurs de
prévision, une série I; de violations de 'intervalle de prévision, une série z; de transfor-
meées de Rosenblatt (1952) (ou p.i.t) et une série z; de transformées de Berkowitz (2001)
(t=1,2,---,100) qui serviront & la comparaison et a I’évaluation des prévisions. Nous

considérons un seuil de risque de 5% dans ’ensemble des tests qui suivent.
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TABLE 4.17 — Parameétres estimés des modéles MS-AR - Taux de change

EUR/CAD EUR/GBP EUR/JPY
R1 RQ R1 R2 Rl R2
oy -0.0008 0.0032 0.0008 -0.0071 -0.0107  -0.0005
(0.0007)  (0.0041) (0.0006)  (0.0000) (0.0061)  (0.0009)
s 0.3600 0.2446 0.5314 -0.3681 0.1905 0.2839
(0.0657)  (0.1860) (0.0624)  (0.0006) (0.2085)  (0.0628)
o - - -0.3008 0.0407 - -
(0.0640)  (0.0017)
A = - 0.2564  -0.9092 = -
(0.0601)  (0.0017)
pii  0.9900 0.8900 0.9900 0.5100 0.9400 0.9900
(0.0600)  (0.0800) (0.0600)  (0.3000) (0.0500)  (0.0600)
o; 0.0102 0.0202 0.0086 0.00245 0.0294 0.0126
(0.0005)  (0.0025) (0.0004)  (0.0036) (0.0040)  (0.0006)
USD/EUR USD/GBP USD/JPY
Rl R2 Rl R2 Rl R2
#y  0.0026 -0.0003 0.0000 0.0050 -0.0020  -0.0009
(0.0035)  (0.0007) (0.0005)  (0.0024) (0.0020)  (0.0007)
s 0.3577 0.3834 0.3395 0.1839 0.2939 0.3129
(0.1581)  (0.0652) (0.658)  (0.1376) (0.1297)  (0.0754)
pii  0.9600 0.9900 0.9900 0.9700 0.9600 0.9900
(0.0500)  (0.0600) (0.0600)  (0.0500) (0.0800)  (0.0600)
o; 0.0199 0.0100 0.0086 0.0206 0.0143 0.0091

(0.0021)  (0.0005) (0.0004)  (0.0022) (0.0014)  (0.0005)

Note : Estimation des parameétres du modele MS-AR (4.5) & deux régimes (R; et Rz) pour chaque
série de données. Les nombres entre parenthéses représentent les écart-types des estimations. Les
erreurs sont supposées normales.
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Comparaison des prévisions ponctuelles : Nous comparons les m = 100 prévisions
ponctuelles & I’horizon h issues, pour chaque série de données, de chacun des modéles

considérés jusqu’a présent, a 'aide du test DM; d’Harvey et al. (1997) suivant :

h(h —1) d

m2 m— 00

1-2h
DM} ~ DMl\/m +m + N(0,1) (4.10)

avec DM la statistique du test de Diebold and Mariano (1995) donnée par :

DM} = —— (4.11)
Vs (d)

oud=(1/m)> " d; et ot dy = g(€ilt_h) —g(é‘zltih) désigne le différentiel de pertes entre
le modele i et le modeéle j (nous utilisons une fonction de pertes quadratique g(z) = 22)
avec Vys(d) DPestimation de la variance asymptotique du différentiel moyen de pertes d .

Nous comparons les modeéles mutuellement et nous comptons le nombre de fois ou le
test a conclu & I’égalité de leur qualité prédictive. En cas de rejet de cette égalité, les
modéles sont classés dans l'ordre croissant de leurs erreurs quadratiques moyennes de
prévision (MSFE), le meilleur modeéle étant celui qui engendre le moins de pertes (i.e.
MSFE minimale).

Evaluation des intervalles de prévision : La confrontation des intervalles de prévi-
sion out of sample et des réalisations donne lieu a une série I; de violations de I'intervalle
de prévision (I; = 1 en cas de violation et I; = 0 dans le cas contraire). Cette série de vio-
lations permet d’évaluer la qualité des intervalles de prévisions associés a chaque modéle.
Nous testons pour cela ’hypothése de couverture conditionnelle & 'aide du test LR,
(1.61) de Christoffersen (1998), du test DQ.. (1.108) d’Engle and Manganelli (2004) et
aussi & l'aide de notre test J..(2) (2.15) (nous utilisons une taille de bloc égale & 10). Nous
classerons les modeéles en fonction du nombre d’intervalles de prévision valides délivrés
(i.e. le nombre de fois ou ’hypothése de couverture conditionnelle n’a pas été rejetée par

les tests).

Evaluation des densités de prévision : Enfin, pour évaluer les densités de prévision
associées a chaque modéle, nous transformons les réalisations de chacune des séries sur
la partie out of sample par le procédé de Rosenblatt (1952) et ensuite par celui de
Berkowitz (2001) comme expliqué dans le chapitre 3. Pour la premiére transformation,

ne connaissant pas la vraie fonction de répartition théorique, nous utilisons la fonction
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de répartition empirique. Les transformées z; de Rosenblatt (1952) sont alors calculées

comme suit :

t
1
—Z Yoy <Y) , VE=1,2,-- m (4.12)
m :

avec I(+) la fonction indicatrice qui vaut 1 si son argument est vrai et 0 sinon et y(,) , n =
1,2,--- ,m est la statistique d’ordre associée a aux réalisations y; , t = 1,2,--- ,m. La

deuxiéme transformation est ensuite obtenue par :
2= z), Vt=1,2,---,m (4.13)

avec ®71(-) la fonction quantile associée & la loi normale centrée et réduite. Si la densité
de prévision est correctement spécifiée, cette transformation z; de Berkowitz (2001) est
normalement et indépendamment distribuée (n.1.d(0,1)). Nous testons donc cette hypo-
theése sur la série z; , t =1,2,--- ,m & l'aide du test LR (1.135) de Berkowitz (2001) et
de notre test Juorm (3.10) et nous comptons le nombre de fois ou cette hypothése n’a pas

été rejetée par ces tests, le meilleur modéle étant celui ayant réalisé le meilleur score.

4.5 Reésultats

Dans cette section, nous présentons les résultats de la comparaison et de ’évaluation
des prévisions ponctuelles, par intervalles et par densités, obtenues & partir des modéles

ajustées dans la section 4.4.2 pour différentes séries de données.

Comparaison des prévisions ponctuelles : La table 4.18 présente le résultat de
la comparaison mutuelle des prévisions ponctuelles issues des modeles linéaires (marche
aléatoire RW et modeéle AR) et des modéles non-linéaires (SETAR et MS-AR). La colonne
« Egalité » représente le nombre de fois ou le test de Harvey et al. (1997) a conclu a
I’égalité de la qualité prédictive des modéles en colonne et celle des modéles en ligne. La
colonne « Supérieure » représente le nombre de fois ot les modeéles en colonne sont de
qualité supérieure & celle des modéles en ligne. La colonne « Inférieure » représente le
nombre de fois ol les modeéles en colonne sont de qualité inférieure a celle des modéles
en ligne.

A la lecture des résultats, on remarque que :

— L’égalité de la qualité prédictive des modeéles linéaires (RW wvs AR) est acceptée

104 fois sur 120, soit 86.67% des cas.
— L’égalité de la qualité prédictive des modeles non-linéaires (SETAR vs MS-AR) est
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TABLE 4.18 — Comparaison des prévisions ponctuelles

Egalité Supérieure Inférieure
P. industrielle AR SETAR MS-AR AR SETAR MS-AR AR SETAR MS-AR
RW 26 19 28 3 10 2 1 1 0
AR - 23 25 - 4 3 - 3 2
SETAR - - 27 - - 2 - - 1

T. chomage AR SETAR MS-AR AR SETAR MS-AR AR SETAR MS-AR

RW 27 22 23 0 6 4 3 2 3
AR - 16 17 - 8 3 - 6 10
SETAR - - 26 - - 4 - - 0

I. boursiers AR SETAR MS-AR AR SETAR MS-AR AR SETAR MS-AR

RwW 29 22 15 0 7 13 1 1 2
AR - 20 19 - 9 9 - 1 2
SETAR - - 19 - - 5 - - 6
T. change AR SETAR MS-AR AR SETAR MS-AR AR SETAR MS-AR
RW 22 23 19 6 ) 7 2 2 4
AR - 24 22 - 3 6 - 3 2
SETAR - - 26 - - 0 - - 4
Total AR SETAR MS-AR AR SETAR MS-AR AR SETAR MS-AR
RW 104 86 85 9 28 26 7 6 9
AR - 83 83 - 24 21 - 13 16
SETAR - - 118 - - 11 - - 11

Note : La colonne « Egalité » représente le nombre de fois ou le test de Harvey et al. (1997) a conclu a
I’égalité de la qualité prédictive des modéles en colonne et celle des modéles en ligne. La colonne « Supérieure »
représente le nombre de fois ot les modéles en colonne sont de qualité supérieure a celle des modéles en ligne.
La colonne « Inférieure » représente le nombre de fois ou les modéles en colonne sont de qualité inférieure a
celle des modeéles en ligne.

acceptée 118 fois sur 120, soit 98.33% des cas.

— L’égalité de la qualité prédictive des modéles linéaires (RW et AR) et celle des mo-
déles non-linéaires (SETAR et MS-AR) est acceptée dans des pourcentages allant
de 69.17% a 71.67% des cas.

Dans les cas oul cette égalité est rejetée, on note que :

— Pour les modéles linéaires : la marche aléatoire est préférable au modele AR 9 fois

sur 16, soit 56.25% des cas de rejet de 1'égalite.
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— Pour les modéles non-linéaires : le modéle MS-AR est préférable au modeéle SETAR
11 fois sur 22, soit 50% des cas de rejet de I'égaliteé.

— Pour 'ensemble des modéles : les modéles linéaires (RW et AR), et en particulier la
marche aléatoire, sont préférables aux modéles non-linéaires (SETAR et MS-AR)
dans les pourcentages des cas de rejet de I’égalité suivants :

— La marche aléatoire est préférable au modéle SETAR 28 fois sur 34, soit un
pourcentage de 82.35%.
— La marche aléatoire est préférable au modéle MS-AR 26 fois sur 35, soit un
pourcentage de 74.29%.
— Lemodele AR est préférable au modéle SETAR. 24 fois sur 37, soit un pourcentage
de 64.86%.
— Lemodele AR est préférable au modeéle MS-AR 21 fois sur 37, soit un pourcentage
de 56.76%.
On conclut donc qu’en matiére de prévisions ponctuelles et dans le cadre de cette étude
empirique, les modéles linéaires et les modéles non-linéaires, présentent des qualités pré-
dictives trés proches avec un léger avantage en faveur des modéles linéaires et plus par-

ticuliérement en faveur de la marche aléatoire.

Evaluation des intervalles de prévision : La table 4.19 présente le nombre de fois
ou les intervalles de prévision issus des modéles RW (marche aléatoire), AR, SETAR et
MS-AR ont été validés par le test LR, de Christoffersen (1998), le test DQ.. d’Engle
and Manganelli (2004) ainsi que par notre test J..(2) fondé sur la méthode des moments
généralisée.

A la lumiére de ces résultats, il est claire qu’au total les modéles non-linéaires sont
nettement en avance, quel que soit le test statistique utilisé, par rapport a leurs homo-
logues linéaires, méme si au niveau des séries individuelles, le contraire peut se produire.
Par exemple, au niveau de la production industrielle et des indices boursiers, notre test
Jec(2) et le test DQq. d’Engle and Manganelli (2004) classent, respectivement, les modéles
linéaires en premiers. On conclut donc qu’en termes d’intervalles de prévision et dans le

cadre de cette étude, les modéles non-linéaires sont meilleurs que les modéles linéaires.

Evaluation des densités de prévision : Les résultats de I’évaluation des densités de
prévision sont donnés dans la table 4.20. Les nombres représentent le nombre de fois ol
les densités de prévision issues des modéles RW (marche aléatoire), AR, SETAR et MS-
AR ont été validées par le test LR de Berkowitz (2001) ainsi que par notre test Jyorm (1)

fondé sur la méthode des moments généralisée.
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TABLE 4.19 — Evaluation des intervalles de prévision

Prod. industrielle RW AR SETAR MS-AR

LR.. 18 17 28 21
DQcc 20 24 29 21
Jee(2) 24 24 23 23

Taux de chomage

LR.. 21 23 19 24
DQc. 21 17 21 19
Jee(2) 18 19 22 21

Indices boursiers

LR.. 20 19 25 27
DQc. 21 22 21 18
Jee(2) 22 18 25 29

Taux de change

LR.. 20 22 26 26
DQcc 19 17 20 23
Jec(2) 24 22 19 24
Total

LR.c 79 81 98 98
DQc. 81 80 91 81
Jee(2) 88 83 89 97

Note : Les nombres représentent le nombre de fois ol les intervalles de prévision issus
des modéles RW (marche aléatoire), AR, SETAR et MS-AR ont été validés par le test
LR.. de Christoffersen (1998), le test DQ.. d’Engle and Manganelli (2004) ainsi que
par notre test Jcc(2) fondé sur la méthode des moments généralisée.

A la lecture de ces résultats, on note que le modéle MS-AR est classé en premier et
le modéle AR en dernier, les modéles RW et SETAR occupent des places intermédiaires
selon le test statistique. En effet, le test LR de Berkowitz (2001) favorise le modéle SETAR
tandis que notre test Jyorm (1) est plutot en faveur de la marche aléatoire. Dans tous les
cas, ces résultats corroborent les résultats précédents de ’évaluation des intervalles de
prévision et confortent ainsi I'idée que les modéles non-linéaires sont le plus adaptés a la

prévision de l'incertitude autour des prévisions ponctuelles.
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TABLE 4.20 — Evaluation des densités de prévision

Prod. industrielle RW AR SETAR MS-AR

LR 23 21 22 28
Jnorm (1) 20 17 18 29

Taux de chomage

LR 18 18 20 23
Jnm’m(]-) 20 19 19 23
Indices boursiers

LR 17 23 20 22
Jnorm(1) 18 17 20 28
Taux de change

LR 24 17 23 22
Jnorm (1) 24 18 18 19
Total

LR 82 79 85 95
Jnorm(1) 82 71 75 99

Note : Les nombres représentent le nombre de fois ot les densités de prévision issues
des modéles RW (marche aléatoire), AR, SETAR et MS-AR ont été validées par le
test LR de Berkowitz (2001) ainsi que par notre test Jnorm (1) fondé sur la méthode
des moments généralisée.

4.6 Conclusion

Nous avons, dans ce dernier chapitre, étudié les performances des modéles non-
linéaires a changement de régimes (SETAR et MS-AR) en matiére de prévision éco-
nomique et nous les avons comparé a celles d’'un simple modéle linéaire AR et d’une
marche aléatoire RW. L’étude s’est basée sur des données économiques et financiéres
réelles (Indices de production industrielle, taux de chomage, indices boursiers et taux de
change) de six pays de 'OCDE (Allemagne, Canada, France, Grande-Bretagne, Japon et
Etats-Unis d’Amérique). Aprés la sélection et I’ajustement des modeéles sur la premiére
partie de I’échantillon, nous avons calculé des prévisions ponctuelles, par intervalles et
par densités a des horizons allant de 1 & 5 sur la derniére partie et nous les avons évalué
et comparé & 'aide de tests statistiques de la littérature et de nos tests d’évaluation des

intervalles et des densités de prévision fondés sur la méthode des moments généralisée.
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Les résultats ont montré qu’en termes de prévisions ponctuelles, les modéles linéaires
et les modéles non-linéaires présentent des qualités prédictives similaires avec un léger
avantage en faveur des modéles linéaires, notamment la marche aléatoire. En revanche,
en termes d’intervalles et de densités de prévision, les modéles non-linéaires arrivent net-
tement en téte du classement. Ils sont donc les mieux adaptés & prévoir l'incertitude qui

accompagne la prévision ponctuelle.
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Conclusion générale

Le premier chapitre de cette thése qui porte sur les modéles non-linéaires et la prévi-
sion était une revue des différents modéles & changement de régimes les plus rencontrés
dans la pratique. Plus précisément, les différentes représentations ont été présentées et
classées selon la nature de la transition entre les régimes et selon l'observabilité de la
variable de transition. Ces modéles sont de plus en plus utilisés dans les applications
empiriques notamment & des fins de prévision. La construction et 1’évaluation de celle-ci
ont également été revues. Avec cette nouvelle forme de modélisation, les intervalles et
les densités de prévision ont du sens et sont exploitables dans la prise de décision. En
effet, contrairement au cadre linéaire ou elles sont symétriques et continues (respective-
ment, unimodales), ces formes de prévision fournissent une information supplémentaire
sur le niveau d’incertitude qui accompagne la prévision ponctuelle. Les tests d’évaluation
correspondants ont également été présentés. A l'issue de cette revue de littérature, on
s’est apergu que malgré 'utilisation croissante des modéles & changement de régimes, leur
apport en termes de prévision relativement & la modélisation linéaire standard ne fait
pas I'unanimité des chercheurs car si ’on se référe a la simple prévision ponctuelle, les
modéles linéaires sont assez satisfaisants. Par contre, si le critére de comparaison est I'in-
tervalle ou la densité de prévision, les modéles non-linéaires peuvent s’avérer trés utiles
dans la mesure ou ces derniéres formes de prévision sortent du cadre habituel (intervalles
de prévision symétriques et continus et densités de prévision symétriques et unimodales)
et fournissent au décideur économique plus d’information. Cependant, les tests d’évalua-
tion des prévisions, notamment par intervalle et par densité ne sont pas assez nombreux
et souffrent parfois de problémes de taille et/ou de puissance.

Ensuite, dans le chapitre 2, nous avons proposé une nouvelle approche d’évaluation
des intervalles de prévision basée sur la méthode des moments généralisée. L’idée est que
si le modéle ayant servi au calcul des intervalles de prévision est correctement spécifié,
alors la somme des violations doit étre distribuée selon une loi Binomiale. Nous avons

donc adapté le cadre GMM proposé par Bontemps and Meddahi (2012) afin de tester cette
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hypothése de distribution qui correspond & ’hypothése nulle de validité des intervalles
de prévision. Plus précisément, nous avons transformé la série des violations en une série
de sommies de violations définie pour H blocs, chacun de taille N. Sous 'hypothése nulle
de validité, de telles sommes sont distribuées selon une loi Binomiale B(N, «r), o étant le
taux de couverture considéré. Des simulations Monte Carlo ont montré que cette nouvelle
approche présente de bonnes propriétés en termes de puissance, surtout pour des petits
échantillons et pour un taux de couverture 0.95. L’application de nos tests, ainsi que
ceux de Christoffersen (1998), a I’évaluation des intervalles de prévision des rendements
journaliers des indices boursiers SP 500 et Nikkei 225 a confirmé la bonne performance
de nos tests.

Puis, comme dans le chapitre 2, nous avons proposé dans le chapitre 3 une nouvelle
approche d’évaluation des densités de prévision basée également sur la méthode des mo-
ments généralisée. Les tests d’évaluation des densités de prévision correctement spécifiées
reposent sur la notion de p.i.t (Probability Integral Transform) qui remonte & Rosenblatt
(1952). En effet, le modéle ayant servi au calcul des densités de prévision est correctement
spécifié si les p.i.t associés sont distribués selon une loi uniforme discréte sur 'intervalle
[0,1] (Diebold et al., 1998). Une fagon alternative de tester la validité de ce modéle est
de considérer les transformeées de Berkowitz (2001). Sous 'hypothése nulle que le modele
ayant servi au calcul de la densité de prévision est correctement spécifié, ces nouvelles
transformées suivent une loi normale centrée et réduite (Berkowitz, 2001). Nous avons
donc adapté le cadre GMM proposé par Bontemps and Meddahi (2012) afin de tester ces
deux hypothéses de distributions qui correspondent a I’hypothése nulle de validité des
densités de prévision. Plus précisément, nous avons construit des J-statistiques & partir
des polyndémes orthonormaux associés aux deux lois en question, & savoir, les polynémes
de Legendre et les polynémes d’Hermite respectivement. Ces polynémes étant d’espé-
rances nulles et de matrices de variance-covariance identiques a la matrice identité sont,
en effet, pratiques dans ’écriture des conditions de moment sur lesquelles reposent les
J-statistiques de la méthode des moments généralisée. Des exercices Monte Carlo ont
mis en évidence les bonnes propriétés & distance finie de cette nouvelle approche et son
application a I’évaluation des densités de prévision des rendements du taux de change
de 'euro contre certaines devises a montré que les résultats de nos tests peuvent étre
nettement différents des conclusions du test LR de Berkowitz (2001).

Enfin, dans le chapitre 4, nous avons étudié les performances des modéles non-linéaires
a changement de régimes (SETAR et MS-AR) en matiére de prévision économique et
nous les avons comparé a celles d’un simple modeéle linéaire AR et d’'une marche aléa-

toire RW. L’étude s’est basée sur des données économiques et financiéres réelles (Indices
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de production industrielle, taux de chomage, indices boursiers et taux de change) de six
pays de P'OCDE (Allemagne, Canada, France, Grande-Bretagne, Japon et Etats-Unis
d’Ameérique). Apreés la sélection et 'ajustement des modeéles sur la premiére partie de
I’échantillon, nous avons calculé des prévisions ponctuelles, par intervalles et par den-
sités & des horizons allant de 1 & 5 sur la derniére partie et nous les avons évalué et
comparé & l'aide de tests statistiques de la littérature et de nos tests d’évaluation des
intervalles et des densités de prévision fondés sur la méthode des moments généralisée.
Les résultats ont montré qu’en termes de prévisions ponctuelles, les modeéles linéaires
et les modéles non-linéaires présentent des qualités prédictives similaires avec un léger
avantage en faveur des modéles linéaires, notamment la marche aléatoire. En revanche,
en termes d’intervalles et de densités de prévision, les modéles non-linéaires arrivent net-
tement en téte du classement. Ils sont donc les mieux adaptés & prévoir 'incertitude qui
accompagne la prévision ponctuelle.

Ainsi, la contribution de cette thése & la recherche sur les modéles non-linéaires et
la prévision est double : méthodologique et empirique. Méthodologique, car l'utilisation
de polyndémes orthonormaux dans la construction de tests d’évaluation des prévisions
par intervalle et par densité nous a montré a quel point il est possible d’améliorer la
puissance des tests sur des échantillons de petite taille en variant simplement le nombre
de polynomes. De plus, leur propriété d’orthonormalité évite l'estimation de la matrice
des poids optimaux ce qui rend les tests faciles & manipuler et réduit en méme temps
I'effet de l'incertitude des paramétres. Empirique, car I'utilisation simultanée de données
relatives a différents pays et a différentes variables économiques avec différentes fréquences
d’observation permet d’éliminer les effets « pays » et les effets « variables économiques »
par exemple pour ne garder que 'effet de la non-linéarité sur la qualité de la prévision

économique.
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Annexe A

Nous noterons ¢; = (¢, @7, -+ , ¢3)’ le vecteur des parametres autorégressifs et Z, =

(1, y¢—1,Y1—2, -, y1—p)" le vecteur des variables explicatives et nous supposerons que
les termes d’erreur € sont homoscédastiques, i.e. o; = o (avec j € {1,2}), et nous les
désignerons simplement par €;. Pour simplifier les notations, on supposera que les régimes

ont le méme ordre auto-régressif, i.e. p = p; = pa.

A.1 Estimation des paramétres des modéles TAR et SETAR

Ecrivons le modéle TAR(2;p, p) sous une forme vectorielle :
ye = 01 Zed (10 <€)+ o Zel (20 > ¢) + e, VE=1,2,-- T (A1)

Notons que lorsque le seuil ¢ est fixé, ce modéle devient linéaire et peut étre estimé,
conditionnellement a la valeur de ¢, par 1a méthode des moindres carrés ordinaires. I’ex-

pression de l'estimateur est donnée par :

1

T
<Z Zt(c)yt> ,VeeC (A.2)
t=1

. _
$(c) = <Z Zt(C)Zt(C)'>
'Zy(c) est estimée par :

La variance des résidus é(c) = yr — ¢(c)

1 T
62(c) = = Y _alc)®, VeeC (A.3)
t=1

M|
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Enfin, I’estimation par moindres carrés du seuil ¢ est donnée par la minimisation de cette
variance sur un ensemble C' de seuils! choisis de telle sorte que chaque régime contienne
suffisamment d’observations pour pouvoir estimer les paramétres autorégressifs de facon
convergente :

o )
= 2 A.
¢ = arg miné; (¢) (A.5)

L’estimation finale de ¢ et 0’62 est obtenue en substituant ¢ par son estimation ¢ dans leurs
expressions respectives (A.2) et (A.3). Cette méthode d’estimation est une dérivée des
moindres carrés ordinaires, elle est connue sous 'appellation motndres carrés ordinaires
séquentiels conditionnels du fait qu’il faut effectuer une série d’estimations, une pour
chaque valeur du seuil ¢, et ne garder que celle qui minimise la variance des résidus?.
Dans le cas d’'un modéle SETAR(2; p, p), il faut également estimer la valeur du retard d
de la variable de transition y;_4. La démarche est similaire & celle du choix du seuil c;
il suffit de se donner un ensemble D = {1,2,- - ,dyq4,} de valeurs plausibles de d, et de
minimiser la variance des résidus sur une grille de couples (¢, d) :

(¢&,d) = arg min 62(c,d) , Yee C , ¥Yd e D (A.6)

A.2 Estimation des paramétres du modéle STAR
Comme précédemment, écrivons le modele STAR(2; p, p) sous une forme vectorielle :
Yt = (bllzt[l - G(Qt;% C)] + (bIQZt[G(qtﬂfYa C)] +€e Vit = 17 27 to 7T (A7)

ou G(+) est la fonction de transition et v son paramétre de lissage. Notons 6 = (qﬁll, ¢/2, v,¢)

le vecteur composé de ’ensemble des parameétres a estimer et F'(+) le skeleton du modéle :

F(Zi:0) = $1Z4[1 — Glae; 7, ©)] + 62 Ze[G (a7, )] , Ve =1,2,--- T (A.8)

1. Chaque régime doit contenir une proportion prédéfinie § des observations. Ainsi, I’ensemble C' peut
s’écrire :

C = {clzqsr) < ¢ < @a-sm)} (A4)
avec z1 < z2 < --- < zp sont les statistiques d’ordre de la variable de transition x¢ et [.] est le symbole
de la partie entiére.

2. Pour plus de détails sur ajustement des modeéles a seuil, consulter Tong (1993) et Hansen (2000).
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Les paramétres du modéle (A.7) sont estimés par moindres carrés non-linéaires comme
suit :

6 =ar minT — F(Z;0))? (A.9)

9 p ;[Z/t (Z1;0)]

L’estimation du vecteur de paramétres 6 s’obtient aisément par des algorithmes d’optimi-
sation non-linéaire qui, pour converger et éviter les optima locaux, doivent partir d'une
valeur initiale optimale. Pour choisir une condition initiale raisonnable, notons que pour
des valeurs données du paramétre de lissage «v et du seuil ¢, le modele STAR est linéaire
par rapport aux paramétres autorégressifs qu’ils peuvent étre estimés, dans ce cas, par

moindres carrés ordinaires conditionnellement aux valeurs de v et ¢ :

T -L,r
(lg(’% C) = (Z Zt(")/, C)Zt(f% C)/> (Z Zt(77c>yt> ) vfy el ) Vee C (AlO)
t=1 t=1

Comme dans le cas des modéles TAR et SETAR, sur toute une grille de valeurs, seul
le couple (y,¢) minimisant la variance des résidus sera maintenu. C’est cette derniére

estimation qui sera retenue comme valeur initiale de 'optimisation.

A.3 Estimation des paramétres du modéle MS-AR

Rappelons 1’écriture analytique d’un modéle & changement de régimes markovien
MS-AR(2;p,p) :
Yo =G+ d1ye1 + G2+ + Sy + & (A-11)

p'U:]P)(St:]‘St—lzz) ) vt:1727 7T7 36{172} (A12)

X <o / ; Y
Notons le vecteur des paramétres a estimer 6 = [¢Y, ¢, p11, pa2, 02] avec ¢ = (¢, ¢, - -
et j € {1,2}. Sous '’hypothése de normalité des innovations N (0, 0?), la fonction de den-
sité de y; conditionnellement a I'état de la nature S; = j ,j € {1,2}, a l'ensemble

d’informations §2;_1 et au vecteur de parameétres 6 s’écrit :

— &' 7)2
exp{_(yt(w} , Vt=1,2,--- T, j€ {172}

2
207

1
St =7,Q-1;0) =
S (el St = 7, %-1;0) o on

(A.13)
La particularité des modéles a changement de régimes a variable de transition inobser-

vable est que I’état de la nature S; n’est pas connu. Il en résulte que la contribution a log-

3. Pour une lecture plus détaillée sur 'estimation des modeles STAR, se reporter a Terésvirta (1994,
1996).
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vraisemblance conditionnelle de l'observation y;, notée 14(0) = log f(y¢|%—1,5: = 7;0),
se calcule a partir de la densité de y; conditionnellement & I’ensemble d’informations €2;_1

et au vecteur de paramétres  uniquement, ¢.e. :

f(yel-1;0) = Zf(ytfst =J,-1;0).P(S; = j|Q-1;0) , Vi =1,2,--- T (A.14)
=1

L’estimation de € par maximum de vraisemblance requiert I'estimation de P(S; = 7|;-1;0),
1.e. la probabilité d’occurrence de chaque état de la nature & tout instant étant donné
leurs réalisations passées et le vecteur de paramétres 6. Ceci fait appel a trois sortes de
probabilités conditionnelles suivant le contenu de l’ensemble d’informations disponible

en t, & savoir : la probabilité prévue, la probabilité filtrée et la probabilité lissée.

A.3.1 La probabilité prévue

C’est la probabilité que I'état de la nature S; = j (avec j € {1,2}) se réalise étant
donné un ensemble d’informations, noté Q;_1, disponible a l'instant ¢ a ’exception de
celle en ¢, elle est notée py;_1. Dans ce cas, la prévision optimale de la probabilité de
I’état qui se réalisera en t est simplement la probabilité de transition de la chaine de

Markov, formellement :

R ]P)(St = 1‘Qt71; 9)

P(St = 2‘Qt,1; 9)

ou la matrice de transition P est définie comme dans (1.11) et

(1,0) si S =1
Pro1 =  Vt=1,2,---,T (A.16)

(0,1) si S;_1 =2

Comme 1’état de la nature est inobservable, la probabilité p;_1 est inconnue et sera

remplacée par son estimation dite probabilité filtrée.

A.3.2 La probabilité filtrée

C’est la probabilité que I'état de la nature S; = j (avec j € {1,2}) se réalise étant
donné un ensemble d’informations €2; disponible a 'instant ¢, y compris celle en ¢, elle est
notée py|;. La probabilité prévue et la probabilité filtrée optimales sont calculées en itérant

les deux équations suivantes en se donnant une condition initiale py|o et des valeurs des
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parameétres? 6 :

Diji—1 ©
ﬁt‘t:,ptjtl—ﬁjtzljgj...’jﬂ (A.17)
€ (pt|t—1®ft)
D1 =Py, t=1,2,---,T (A.18)

avec ® le symbole de la multiplication élément-par-élément, ft le vecteur des densités

conditionnelles (A.13) et e un vecteur de 1.

A.3.3 La probabilité lissée

C’est la probabilité que I'état de la nature Sy = j (avec j € {1,2}) se réalise étant
donné un ensemble d’informations noté 2y disponible & l'instant ¢ et contenant des
informations sur I'ensemble de I’échantillon jusqu’a l'instant 7', elle est notée pyr. La

probabilité lissée en ¢ est calculée a partir de py; et p;1q; comme suit :

DT = Dejt © [P, (Dr1r +]5t+1|t)] , t=12---.T (A.19)

avec + la division matricielle élément-par-élément. Cet algorithme développé par Kim
(1993) s’exécute & rebours en partant de ppp de Uexpression (A.17) et en appliquant
(A19) pourt=T—-1,T—-2,...,1.

Retournons a présent a I'estimation des parametres proprement dite. Hamilton (1990)
montre que 'estimation par maximum de vraisemblance des probabilités de transition

est donnée par :

b = Y P(SE =4, Si-1 = i|Q73 0))
’ S, P(Sio1 = iQr; 0))

i e{1,2) (A.20)

avec 0 l'estimateur par maximum de vraisemblance de 0. Cette estimation vérifie les

conditions du premier ordre suivantes :

Mﬂ

— 6,20 ZP(Sy = j|Qr;0) =0, j € {1,2} (A.21)
t:l
et
1 T 2
of = fZZ vt — 6;2)°P(S; = j|Qr; ) (A.22)
t=1 j=1

4. Pour bien comprendre le fonctionnement de cet algorithme, se reporter & Hamilton (1994).
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Notons que (A.21) implique que qg; correspond & l’estimation par moindres carrés pon-
dérés des paramétres de la régression de y; sur Z; ou les poids sont déterminés par la

racine carrée des probabilités lissées du régime j. Cette estimation est donnée par :

T -1, 7
éj = (Z Zt(j)Zt(j)/> (Z Zt(j)yt(j)> , J€{1,2} (A.23)
=1 t=1

avec

(i) = p\JP(Si = j10rif) , t=1,2,--- T, je{1,2} (A.24)

L’estimation par maximum de vraisemblance de la variance des résidus &C% est donnée
par (A.22) comme la moyenne des carrés des résidus issus des deux régressions pondérées.

Enfin, notons que si 'on suppose que les erreurs €; sont gaussiennes, ’estimation des
parameétres des modéles & variable de transition observable est équivalente & une estima-
tion par maximum de vraisemblance. Cette hypothése étant déja faite pour les modeles a
variable de transition inobservable, Franses and Dijk (2002) notent que la procédure d’es-
timation conduit quand méme & une estimation par maximum de vraisemblance puisque

la log-vraisemblance augmente & chaque itération.
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Annexe B

B.1 J-statistiques

Soit K(NV:e) — (K%N’a),KéN’a), e ,K&N’a)) le m-vecteur des polynémes orthonor-
maux de Krawtchouk associés a la loi Binomiale B(N, a). Sous I’hypothése de couverture

conditionnelle, la J-statistique est définie par :

(1N v a1 & (N,a)
Jcc<m>—<ﬁ;f< (yh>>z (m;K (yn) (B.1)

ot ¥ désigne la matrice de variance-covariance de long terme du m-vecteur KN,

Comme cette matrice est par définition égale a la matrice identité, nous avons :

m H 2
Jeelm) = 23" (Z KJ(N’a)(yh)) (B.2)
=1

h=1

Par conséquent, la J-statistique associée & '’hypothése de couverture non conditionnelle,

N,a)

obtenue en ne considérant que le premier polynoéme orthonormal K f , est simplement :

H 2
Jue(m) = Jeo(1) = % <Z KV (yh)> (B.3)
h=1

Enfin, la J-statistique associée a ’hypothése d’indépendance correspond simplement a
celle associée & I’hypothése de couverture conditionnelle dans laquelle la probabilité de

succés n’est pas nécessairement fixée au taux « :

m 2
ind ﬁz <ZK NB yh)) ) Vﬁ € [07 1] (B4)
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B.2 Procédure Monte Carlo de Dufour (2006)

La procédure de Dufour (2006), dans le cas d’une statistique de test T' continue, se
déroule en deux étapes :

1. Générer N réalisations indépendantes de la statistique de test T; , 1 =1,2,--- , V.
La statistique de test obtenue avec 1’échantillon d’origine est notée Tp.

2. Ordonner les statistiques de test 1; , ¢ = 0,1,--- , N dans un ordre non-décroissant

et calculer la p-value Monte Carlo py(7p) comme suit :

PN (To) = W (B.5)

avec ) . N
Gn(To) = > T > Ty) (B.6)

=1

et I(-) est la fonction indicatrice valant 1 si son argument est vrai et 0 sinon.

Dans le cas d’une statistique de test discréte, il y a une probabilité non-nulle d’obtenir
des valeurs simulées T; , ¢ = 1,2,--- , N égales & la valeur d’origine Ty. Dans ce cas, on
associe a toutes les valeurs 7 , ¢ = 0,1,--- , N des poids indépendants U; , e = 0,1,--- | N
tirés dans une loi uniforme UJ0,1]. On obtient la p-value Monte Carlo en remplagant
Gn(Tp) dans (B.5) par I'expression suivante :

1 1<
Gn(To) =1 -+ Z;]I(TZ- <To)+ Z;]I(Ti = To)[(U; > Uy) (B.7)
1= 1=

avec I(-) la fonction indicatrice valant 1 si son argument est vrai et 0 dans le cas contraire.
On rejette ’hypothese nulle si la p-value Monte Carlo py(Tp) est inférieure ou égale au

niveau de significativité nominal.
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Annexe C

C.1 Distribution des transformées de Rosenblatt (1952)

Soit y; une variable aléatoire de fonction de densité conditionnelle fi(y:|Q:—1) et
pt(y¢|€Q%_1) une autre fonction de densité conditionnelle ! associée a la variable aléatoire
Yt, avec 1 = {y4—1,Y1—2, - - - . Définissons la transformation probabiliste de Rosenblatt

(1952) z; de la variable aléatoire y; par rapport a la densité conditionnelle p;(y|-) comme

Yt
2 :/ pi(ul-)du
—co  Vt=1,2,---,T (C.1)

= Pi(y|")

Soit q¢(z¢) la fonction de densité de la transformation probabiliste z;. Supposons que

suit :

P (2")/ 02 est continue et non nulle sur le support de y;. Comme p; (yz|-) = OP:(ye|)/Oys
ety = P (%)), alors le support de z est Uintervalle unité [0, 1] et sa fonction de densité

est : L
OP (/)
Ozt

AP D)

pe(P; (2] )])
Notons que si pi(ye|-) = fi(yel|-), alors g.(2;) est simplement la densité de la loi uniforme
U[O,l]'

Considérons & présent I'ensemble de la série {2}/, quand p;(y:|-) = fi(yel-) , V¢ =

F(P (el )]) (C.2)

a(z) = ‘

1,2,---,T. La densité jointe de {yt}tT:1 peut étre décomposée de la facon suivante :

fr,yr—1,---,y1) = fr(yr|Qr) fr—1(yr—1|Q7r-1) - -~ f1(y1|) (C.3)

1. Afin d’alléger les notations, les fonctions f:(y:|€:—1) et p:(y¢|Q2¢—1) seront respectivement notées
fe(yel) et pe(yel)-
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La densité jointe de {zt}thl s’obtient par changement de variables :

021 8ZT
q(z1,20, zr) = |1 ot | fr(PR e froa(Prty (oo )] - fr (P (=) ]F)
9yr . Oyr
821 8ZT
(CA4)
_ oy Oyr

= 5095 Bar r(Prt (2| )) fr—1 (PRt (zr—a|)]) - Ao (P (21 ])]) (C.5)

Comme la jacobienne de cette transformation est triangulaire inférieure, on a :

q(z1,20, -+ ,21) = fT(PTTI(ZT")") ) fT-1(Pf_1
o pr(Pr (zr)]) pr—1(Prty(zr-a])]")

)
5 (C.6)

1(zr—a)]) fi(P (=]
p z1])

0

Sous I'hypotheése qu’a chaque instant ¢, 1’égalité pi(y¢|-) = fi(ye|-) est vérifiée, chacun des
ratios est la densité d'une loi uniforme U|0, 1]. Par conséquent, leur produit est la densité

la loi uniforme U|0,1] du vecteur (21,22, ,27)".

C.2 Distribution des transformées de Berkowitz (2001)

Comme z; est la réalisation d’une loi uniforme U[0, 1] (Cf. Annexe C.1), alors sa

densité de probabilité est :
q(z)=1,vVt=1,2,---,T (C.7)

La fonction de répartition de la transformée de Berkowitz (2001) 2z = ®~1(2;) est donnée

= o ( / e du>=¢< ) (C3)

ou ®(-) et ¢(-) désignent respectivement la fonction de répartition et de densité de la loi

par :

0P (z
azt

normale centrée et réduite N(0,1).
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D.1 Evolution graphique des séries
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FIGURE D.1 — Indices de production industrielle

138



15 T T T 0.1
!
| “
10 " i |- (]
I ‘im ! ’l i |
Ty
4 L 5 L -0 04 5 2 5 L 01
Feh1992 Jan1997 Dec2001 Mow2006 Monv20711 Feh1992 Jan1997 Dec2001 MNov2006 Men2011
(a) Allemagne (b) Canada
15 0.1
10k -0.05
5 (]
75 L 2 L -0 03 a - 2 L -1 05
Feb1992 Jan1897 Dec2001 MNow2006 Mov2071 Feb1992 Jan1897 Dec2001 MNov2006 MNo20711
(c) France (d) Grande-Bretagne
B T T T 0.1 10 T T T 0.1
& } ~0.056 ar —0.06
\I |
! | L ! '
. ; i 0 B | l ‘ ) l I 1 I o
[ Al i ‘ | I ‘ ' Ul
| | |
af “lo.0s 4t ‘ {008
5 . ‘ . - i ‘ ‘ . -
Feh1992 Jan1997 Dec2001 MNow2006 MNov2011 Feh1992 Jan1997 Dec2001 MNov2006 MN;2011

(e) Japon

(f) Etats-Unis d’Amérique

FiGURE D.2 — Taux de chomage

139



8000

5500

iR et )

=]

[=]

-0.04

s R T I PP L R 20 Y TE RS P 3
(a) Francfort
20 0
4000 .08
3800} o8
3600 -0.04
3400 | 4| Ho.o
3200 ) MJ “ | L flo
00 |\ l —D 02
2800 l Jo.os
A0 WeN0 12en201 D201 30Decadi
(c) Paris

08
25-Jan-2010

L I L
20-Jul-2010 12-Jan-2011 07-dul-2011

(e) Tokyo

0.2
30-Dec-Z011

1.48 T T T
144 -
1421

138
136
134

el

124
122 H
v
1181
116+
1.14
112

0.04
0.035
0.03
0.025
0.02
0.015
0.01
D 005
o
—EI 005
-U o1
—D 015
-0.02
-0.025
M-0.03
-0.035

1.9 L L L
25-Jan-2010 20-Jul-2010 12-Jan-2011 07-Jul-2011

(b) Toronto

6500

005
30-Dec-Z0T1

6000

5500

5000

4500

0.1

0.05

-0.05

1 1 L
20-Jul-2010 12-Jan-2011 07-Jul-2011

01

Jan2010 30-Dec2011
(d) Londres

1400 - - - 0.08

1350 .06

1300 ~0.04

1250

1200 h "U " ! ”“

1150 “ 002

|

1o 004

1050 008

1000 L L L 008

25-Jan-2010 20-Juk2010 12-Jan-2011 07-Jul-2011 30-Dec-20T1

(f) New York

Fi1GUurk D.3 — Indices boursiers

140



L L
19-Aug-2009 22-0ct-2010

L
16-Jun-2008

1
15-Apr2007

(a) EUR/CAD

200

0.0
25-Dec-Z0T1

5

0.1

150 H m"

1AW Z007  TBJnZ008 | 19Aug2009  2z0cta0id | Z5Decadid
(c) EUR/JPY
0.8 0.05
j’ | ' Hh " 14 ’ I
06 m "l‘ Nh‘“ 11 T-'
0.4 . s . 005
15-Apr-2007 1B-Jun-2008 19-Aug-2009 22-0ct-2010 25-Dec-2011

(e) USD/GBP

1 0.05

08 -0

08 . . . 005
15-Apr-2007 16-Jun-2008 19-Aug-2009 22-0ct2010 25-Dec-2071

(b) EUR/GBP
0.9 0.05
08 l‘ | h l 0
\ 0
‘\

o7t | ~0.08

0.8 . : . 01
15-Apr-2007 16-Jun-2008 19-Aug-2009 22-0ct:2010 25 Dec2011

(d) USD/EUR
140 0.04
120 0.0z
i |
100 | ’ I 0
Il if!
'l | ’ liidadi

20+ o0z

g0 L L L 004
15-Apt-2007 16-Jun-2008 19-Aug-2009 22-0ct2010 25-Dec-2011

(f) USD/JPY

Fi1GURE D.4 — Taux de change

141



D.2 Ciritéres d’information AIC

TABLE D.1 — Critéres d’information AIC - Modeéles AR

Production industrielle :

p  Allemagne Canada France Grande-Bretagne Japon Etats-Unis
1 -8.1917 -8.9970 -8.6844 -8.5484 -8.0903 -9.8971
2 -8.1884 -9.0128 -8.6811 -8.5483 -8.1148 -9.9308
3 -8.2119 -9.0970 -8.7184 -8.5445 -8.1146 -9.9503
4  -8.2183 -9.0978 -8.7181 -8.5410 -8.1110 -9.9507
5 -8.2152 -9.1022 -8.7177 -8.5412 -8.1072 -9.9513
Taux de chomage :

p  Allemagne Canada France Grande-Bretagne Japon Etats-Unis
1 -9.6572 -7.5257 -9.4873 -8.3361 -7.1849 -7.2249
2 -9.9000 -7.5355 -9.6012 -8.3620 -7.1885 -7.2743
3 -9.9028 -7.5474 -9.6173 -8.3754 -7.2085 -7.3727
4 -9.8965 -7.5871 -9.6136 -8.4679 -7.2228 -7.3480
5 -9.8942 -7.5492 -9.6066 -8.4277 -7.2047 -7.3406
Indices boursiers :

p  Francfort Toronto Paris Londres Tokyo New York
1 -8.3759 -9.1811 -8.1938 -8.7892 -8.5045 -8.6589
2 -8.3776 -9.1771 -8.1946 -8.7882 -8.5065 -8.6587
3 -8.3755 -9.1784 -8.1950 -8.7871 -8.4957 -8.6638
4 -8.3756 -9.1757 -8.1953 -8.7876 -8.4934 -8.6429
5 -8.3739 -9.1754 -8.1928 -8.7848 -8.4926 -8.6353
Taux de change :

p EUR/CAD EUR/GBP EUR/JPY USD/EUR USD/GBP USD/JPY
1 -8.8476 -9.2347 -8.3676 -8.8367 -8.8893 -9.0805
2 -8.8645 -9.2899 -8.3625 -8.8344 -8.8972 -9.0793
3 -8.8573 -9.3103 -8.4013 -8.8363 -8.9804 -9.0717
4 -8.8564 -9.3035 -8.4506 -8.8513 -8.9991 -9.0840
5 -8.8489 -9.2992 -8.4426 -8.8448 -8.9948 -9.0763

Note : Les nombres représentent les valeurs du critére d’information AIC associées au modele AR(p),

avec p 'ordre autorégressif.

142



TABLE D.2 — Critéres d’information AIC - Modéles SETAR

Production industrielle :

p  Allemagne Canada France Grande-Bretagne Japon Etats-Unis
1 -2.8746 -3.9261 -3.1084 -1.5621 -2.2619 -1.3829
2 -2.8754 -3.9492 -3.1097 -1.5699 -2.2818 -1.3842
3 -2.8648 -3.9651 -3.1201 -1.5707 -2.2721 -1.3824
4 -2.8567 -3.9637 -3.1125 -1.5698 -2.2717 -1.3811
5 -2.8541 -3.9632 -3.1112 -1.5583 -2.2698 -1.3799

Taux de chomage :

p Allemagne Canada France Grande-Bretagne Japon Etats-Unis
1 -1.9713 -3.2301 -2.1588 -3.9921 -1.8805 -2.6509
2 -1.9725 -3.2315 -2.1627 -3.9978 -1.8813 -2.6553
3 -1.9877 -3.2324 -2.1692 -4.0029 -1.8977 -2.6571
4 -1.9878 -3.2398 -2.1724 -3.9896 -1.8921 -2.6576
5 -1.9881 -3.2401 -2.1601 -3.9885 -1.9101 -2.6529

Indices boursiers :

p  Francfort Toronto Paris Londres Tokyo New York
1 -4.2439 -3.3098 -3.9324 -2.8655 -4.0013 -1.9779
2 -4.2450 -3.3127 -3.9316 -2.8791 -4.0157 -1.9781
3 -4.2421 -3.3333 -3.9288 -2.8798 -4.0199 -1.9788
4 -4.2397 -3.3221 -3.9276 -2.8831 -4.0202 -1.9802
5 -4.2288 -3.3217 -3.9261 -2.8698 -4.0183 -1.9763

Taux de change :

p EUR/CAD EUR/GBP EUR/JPY USD/EUR USD/GBP USD/JPY

1 -4.9971 -4.5614 -4.2562 -3.4224 -5.3754 -4.2891
2 -4.9976 -4.4091 -4.1490 -3.4198 -5.3741 -4.2901
3 -4.9987 -4.3998 -4.1291 -3.3988 -5.3678 -4.2900
4 -4.9999 -4.3973 -4.1188 -3.3771 -5.3651 -4.2887
) -5.1057 -4.3788 -4.0999 -3.3756 -5.3487 -4.2771

Note : Les nombres représentent les valeurs du critére d’information AIC (en 1000) associées au
modeéle SETAR(2;p,p), avec p I'ordre des parties autorégressives.
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TABLE D.3 — Critéres d’information AIC - Modéles MS-AR

Production industrielle :

p  Allemagne Canada France Grande-Bretagne Japon Etats-Unis
1 -2.7616 -3.1046 -2.9672 -3.0202 -2.8288 -3.6188
2 -2.7706 -3.0995 -2.9676 -3.0107 -2.8308 -3.6301
3 -2.7679 -3.1235 -2.9690 -3.0107 -2.8617 -3.6336
4 -2.7629 -3.1153 -2.9496 -2.9996 -2.8637 -3.6244
5 -2.7529 -3.0974 -2.9422 -2.9975 -2.8532 -3.6157
Taux de chomage :

p Allemagne Canada France Grande-Bretagne Japon Etats-Unis
1 -1.6361 -1.1244 -3.9326 -1.3260 -1.0291 -1.0800
2 -1.7358 -1.1359 -1.5962 -1.3140 -1.0247 -1.0772
3 -1.6672 -1.1187 -1.9174 -1.3184 -1.0157 -1.0717
4 -1.6521 -1.1126 -1.9058 -1.3162 -1.0173 -1.0696
5 -1.6394 -1.1180 -1.5736 -1.3235 -1.0087 -1.0713
Indices boursiers :

p  Francfort Toronto Paris Londres Tokyo New York
1 -2.8902 -3.1199 -2.7776 -2.9742 -2.7561 -2.9701
2 -2.8854 -3.0601 -2.7724 -2.9657 -2.7533 -2.9618
3 -2.8756 -3.1009 -2.7648 -2.9567 -2.7422 -2.9548
4 -2.8686 -3.0905 -2.7039 -2.9304 -2.7551 -2.9460
5 -2.8589 -3.0630 -2.7484 -2.9391 -2.7504 -2.9344
Taux de change :

p EUR/CAD EUR/GBP EUR/JPY USD/EUR USD/GBP USD/JPY
1 -1.4786 -1.6128 -1.3802 -1.4851 -1.5331 -1.5260
2 -1.4723 -1.6175 -1.3709 -1.4751 -1.5268 -1.5193
3 -1.4718 -1.6238 -1.3661 -1.4633 -1.5311 -1.5078
4 -1.4690 -1.6000 -1.3667 -1.4630 -1.5114 -1.5036
) -1.4603 -1.5892 -1.3606 -1.4521 -1.4933 -1.4942

Note : Les nombres représentent les valeurs du critére d’information AIC (en 1000) associées au
modele a changement de régimes markovien MS(2)-AR(p), avec p I'ordre des parties autorégressives.
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D.3 Estimation du seuil des modéles SETAR
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FIGURE D.5 — Seuils des modeéles SETAR - Production industrielle
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Jaouad MADKOUR

Modéles non-linéaires et prévision

Résumeé

L'intérét des modeles non-linéaires réside, d'unet, pdans une meilleure prise en compte des nomies
caractérisant les séries macroéconomiques et farascet, d'autre part, dans une prévision plugerien information.
A ce niveau, l'originalité des intervalles (asynmfities et/ou discontinus) et des densités de poévigisymétriques
et/ou multimodales) offerts par cette nouvelle ferde modélisation suggére qu'une amélioration dprdaision
relativement aux modéles linéaires est alors plessibqu’il faut disposer de tests d’évaluationeasguissants pour
vérifier cette éventuelle amélioration. Ces testgennent généralement a vérifier des hypothésshditionnelles
sur les processus des violations et des transfermébabilistes associés respectivement a chaaigesdformes de
prévision. Dans cette thése, nous avons adaptéades GMM fondé sur les polyndmes orthonormaux copgu
Bontemps et Meddahi (2005, 2012) pour tester adéon a certaines lois de probabilité, une apgpratéja initiée
par Candelon et al. (2011) dans le cadre de I'étialuae la Value-at-Risk. Outre la simplicité etrtdoustesse de |la
méthode, les tests développés présentent de bpnoegétés en termes de tailles et de puissanceslidation de
notre nouvelle approche dans la comparaison de lemdi@éaires et de modéles non-linéaires lors @l’analyst
empirique a confirmé l'idée selon laquelle les pmmsont préférés si I'objectif est le calcul dames prévision
ponctuelles tandis que les derniers sont les gpeoariés pour rendre compte de l'incertitude autieucelles-ci.

3%

[72)

Mots clés:Modeéles a changement de régimes — Intervallesélésmpon — Densités de prévision — Tests d'évatunati
GMM — Polynémes orthonormaux.

Non-linear models and forecasting

Abstract

The interest of non-linear models is, on the onedh&o better take into account non-linearitiesrabgerizing the
macroeconomic and financial series and, on therdtlaed, to get richer information in forecast. Aistlevel
originality intervals (asymmetric and / or discontinuous) amekdasts densities (asymmetric and / or multimodal)
offered by this new modelling form suggests thgbriowving forecasts according to linear models issimds and that
we should have enough powerful tests of evaluatiionheck this possible improvement. Such testsliysogean
checking distributional assumptions on violationsl @robability integral transform processes respelgt associated
to each of these forms of forecast. In this thesis, have adapted the GMM framework based on ortimazip
polynomials designed by Bontemps and Meddahi (200%2) to test for some probability distributioas, approach
already adopted by Candelon et al. (2011) in théesdof backtesting Value-at-Risk. In addition e tsimplicity and
robustness of the method, the tests we have deagtlogve good properties in terms of size and polver.use of oy
new approach in comparison of linear and non-limeadels in an empirical analysis confirmed the ideeording t
which the former are preferred if the goal is tlacalation of simple point forecasts while the datare morg
appropriated to report the uncertainty around them.

D

U=

Keywords: Regime switching models — Interval forecasts —ditgrforecasts — Backtesting — GMM — Orthonormal
polynomials.
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