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Description du contexte

Ce mémoire propose d’étudier la question suivante dans le cadre de l’étude des feuilletages
holomorphes sur des surfaces complexes.

Question. À quoi reconnaît-on qu’un objet local provient d’un objet global modifié par un change-
ment des coordonnées locales ?

Soyons plus précis. Un germe d’objet holomorphe X (fonction méromorphe, biholomor-
phisme, champ de vecteurs. . . ) au voisinage d’un point p ∈ Cm, est glocal s’il existe un objet
X̂ de même nature, holomorphe sur une variété projective complexe M de dimension m, tel
que X soit l’expression de X̂ dans une carte holomorphe deM. En d’autres termes, X est loca-
lement équivalent à un objet à coefficients algébriques.

Le terme «glocal» provient de la contraction des termes «global» et «local». Un objet est
glocal s’il existe un germe de carte holomorphe ψ : U ⊂ M → V ⊂ (Cm,p) tel que X̂ = ψ∗X.
Précisons cette action pour quelques cas classiques qui joueront un rôle prépondérant dans la
suite.

⊲ Statique
X : (Cm,p)→ C := C∪ {∞} est une fonction méromorphe :

ψ∗X := X ◦ψ .

⊲ Dynamique discrète (itérations)
X : (Cm,p)→ (Cm,p) est un biholomorphisme (ou plus généralement une fonction holo-
morphe) :

ψ∗X := ψ◦−1 ◦X ◦ψ .

⊲ Dynamique continue (équations différentielles)
X : (Cm,p)→T Cm est un champ de vecteurs :

ψ∗X := (Dψ)◦−1 (X ◦ψ) .

La «question glocale» se prête à deux approches différentes.

⊲ Invariants locaux. L’objet X est glocal si, et seulement si, ϕ∗X l’est pour chaque germe
de biholomorphisme ϕ ∈ Diff (Cm,p) fixant p : la question est donc posée au niveau des
classifiants locaux de X (les invariants pour l’action des changements des coordonnées
locales). Une première approche consiste alors à caractériser ces invariants de façon ana-
lytique, topologique, géométrique ou dynamique.

⊲ Géométrie sous-analytique en dimension infinie. À titre d’illustration, prenons le cas
des germes de fonctions holomorphes f à l’origine de Cm. Notons C [z] l’algèbre des po-
lynômes complexes en la multi-variable z = (z1, . . . , zm) et C {z} l’algèbre des germes. Les
germes glocaux pour la statique forment un ensemble sous-analytique de C {z}, obtenu
comme la projection sur le premier facteur de l’ensemble analytique défini par l’annula-
tion de la flèche

Ψ : C {z} ×Diff (Cm,0)×C [z, y] −→ C {z}

(f ,ψ,P) 7−→ (z 7→ P (z, f (ψ (z)))) .

Cette affirmation nécessite de doter les espaces de germes mis en jeu d’une topologie
localement convexe pour laquelle Ψ est analytique.
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La liste de réponses connues à la question glocale est assez courte. Citons-en quelques
exemples classiques, et renvoyons à l’Annexe pour une liste plus exhaustive.

⊲ Statique. Tout élément f de C {z}, définissant un germe de variété analytique {f = 0}
ayant au plus une singularité isolée en 0, est glocal (en fait, un tel germe est localement
équivalent à un jet d’ordre fini assez grand [MY82]). Pour m ≥ 3 il existe des germes non
glocaux, comme l’exemple 2 de H. Whitney [Whi65] :

f (x,y,z) = xy (x + y) (x − yz) (x − y expz) .

⊲ Itération de biholomorphismes. Une condition générique portant sur la partie linéaire
d’un germe de biholomorphisme∆ assure sa linéarisabilité locale (hyperbolicité). Lorsque
m := 1 et que ∆ est parabolique, les travaux de A. Epstein [Eps93] permettent de don-
ner des conditions nécessaires pour que ∆ soit rationnel dans une coordonnée locale.
En particulier les invariants d’un tel germe parabolique (ayant un ensemble de Julia
non vide) doivent posséder une frontière naturelle. Par ailleurs J.-C. Yoccoz a prouvé
l’existence d’une famille non dénombrable de classes de conjugaison de germes de bi-
holomorphismes au voisinage d’un point fixe de Cremer, dont aucun représentant n’est
une fonction entière [Per92].

⊲ Germes de champs de vecteurs. En un point régulier, le théorème de redressement du
flot (Cauchy-Lipschitz) nous assure que X est conjugué à un champ de vecteurs constant.
La question glocale se concentre donc sur les cas où X possède une singularité. Le théo-
rème de linéarisation de Poincaré entraîne, sous des conditions génériques d’hyperboli-
cité portant sur la partie linéaire de X, l’existence d’une conjugaison locale entre X et sa
partie linéaire.

Objectifs du mémoire

Ce mémoire met l’accent sur la question glocale associée aux champs de vecteurs en dimen-
sionm := 2 (en fait aux germes de feuilletages holomorphes singuliers F sous-jacents 3). Il existe
un lien naturel entre la dynamique continue de F et la dynamique discrète en dimension 1 : les
germes de biholomorphismes d’holonomie obtenus par le transport le long de chemins tangents
à F, joignant une section transversale à une autre dans une fibration holomorphe transverse.
Leurs classes analytiques locales respectives sont en général intimement liées. On pourrait pen-
ser que ce lien permet de transférer les propriétés de glocalité d’un type de dynamique vers
l’autre. Il n’en est rien. Bien au contraire il existe une heuristique plaçant ces deux catégories
«en somme directe» : les seuls feuilletages glocaux portant des holonomies glocales semblent
être tous analytiquement triviaux (par exemple conjugués à leur modèle formel). J’énoncerai
une conjecture précise à ce sujet dans le cas des singularités résonantes (Paragraphe 4.2.2). Il
est toutefois notable que cette heuristique s’apparente au théorème d’Hermite-Lindemann :
pour tout nombre algébrique z ∈ Q̄ non nul le nombre expz est transcendant. L’analogie est
particulièrement frappante lorsque les holonomies associées à F sont comprises comme des
éléments du groupoïde de Lie engendré par les flots expZ des éléments de l’algèbre de Lie des
champs Z tangents à F.

2. La trace de {f = 0} sur l’hyperplan {z = λ}, pour λ , 0, est une union de cinq droites distinctes. Si ce germe
est conjugué à une fonction algébrique, le birapport de quatre d’entre elles varie algébriquement en fonction de λ.
Mais ceci est impossible car parmi les birapports se trouvent λ et expλ.

3. Une feuille correspond à la surface de Riemann formée par l’image d’une courbe intégrale de X.
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Dynamiques holomorphes glocales

L’objectif principal de ce travail est, d’une part, de prouver l’existence de feuilletages holo-
morphes non glocaux, d’autre part de construire explicitement un tel F. Ce problème est trivial
en-dehors du lieu singulier, et la première classe de singularités suffisamment bien connue
pour se prêter à notre étude est celle des singularités résonantes, dont la classification analy-
tique locale a été donnée par J. Martinet et J.-P. Ramis [MR83, MR82]. Ces singularités non
linéarisables se caractérisent par une partie linéaire non nilpotente dont le rapport des valeurs
propres λ appartient à Q≤0.

Malgré la formulation relativement élémentaire de la question, ces deux points présentent
des difficultés techniques considérables. Dans le cas de singularités résonantes seule l’existence
de feuilletages non glocaux a pu être établie (Chapitre 2) par un argument de type Baire. Cette
méthode n’offre donc pas d’information concrète sur la nature des feuilletages non glocaux. Je
donnerai néanmoins des pistes prometteuses pour la construction d’exemples explicites (Para-
graphe 4.2.1).

Considérons le cas, plus difficile, de singularités nilpotentes. Une possibilité consiste à gé-
néraliser la construction de la monodromie de Marín-Mattei [MM08, MM21], qui permet d’ob-
tenir des invariants locaux dans les cas génériques (Chapitre 3). Cette construction s’appuie de
façon essentielle sur l’existence [Sei68] d’unmorphisme rationnel de réduction de la singularité
de F en dimension 2, ainsi que sur des conditions génériques portant sur le type des singulari-
tés finales (non nilpotentes) du feuilletage réduit, excluant en particulier le cas des nœuds-cols
(λ = 0) et des selles quasi-résonantes (λ ∈ R<0\Q) pour des raisons techniques. Ce mémoire
fournit une classe plus large, presque optimale, de feuilletages admettant une monodromie
au sens de Marín-Mattei, en incorporant à la construction initiale des blocs finaux contenant
des selles quasi-résonantes et certains nœuds-cols 4. On peut attendre d’une telle théorie, qui
s’attache initialement à étudier l’incompressibilité des feuilles de F, des caractérisations topo-
logiques ou géométriques (au moins partielles) des feuilletages glocaux.

Propriétés analytiques des espaces de germes

L’autre objectif de ce mémoire est de poser des fondations sur lesquelles construire une
géométrie analytique dans l’espace des séries convergentes C {z} (Chapitre 1). Une telle théo-
rie permettrait, à partir d’une relation entre deux germes f , g ∈ C {z}, par exemple f ◦ g =
g ′ ◦(f × f ′′), de pouvoir déterminer f comme «fonction analytique» de g . Un exemple moins ar-
tificiel concerne les déformations isoholonomiques, analogues non linéaires des déformations
isomonodromiques de systèmes différentiels linéaires. Dans le cas des singularités résonantes
cela revient à considérer des déformations à invariants de Martinet-Ramis constants, induisant
une lamination de l’espace des feuilletages résonants. Le fait que les invariants de Martinet-
Ramis dépendent analytiquement du feuilletage doit permettre de doter cette lamination d’une
structure transversalement analytique.

L’argument d’existence de feuilletages résonants non glocaux repose sur la structure analy-
tique de C {z}, plus précisément sur sa structure «d’espace de Baire analytique», expliquée ci-
dessous. Cette propriété donne naissance à une notion de généricité, pour laquelle le feuilletage
résonant générique n’est pas glocal. Plus généralement on montrera que les objets holomorphes
génériques ne satisfont aucune relation analytique raisonnable.

4. Des exemples de feuilletages ne se prêtant pas à la construction seront exhibés.
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La propriété de Baire analytique s’appuie sur la notion d’analyticité entre espaces locale-
ment convexes, et sur les ensembles analytiques associés : un espace est de Baire analytique
si toute union dénombrable d’ensembles analytiques propres est d’intérieur vide. J’ai rapporté
de ce petit voyage dans l’holomorphie en dimension infinie une collection de concepts et de
résultats classiques d’analyse fonctionnelle, afin de les appliquer aux espaces C {z}. Je présen-
terai des topologies localement convexes sur C {z} qui sont plus aisées à manipuler dans cer-
taines cas que la topologie inductive 5 usuelle. Ces topologies, que l’on peut choisir métrisables
dans beaucoup d’applications (ce qui les distingue de la topologie inductive), dotentC {z} d’une
structure d’algèbre différentielle topologique dans laquelle la composition (à droite et à gauche)
est analytique.

Le principal écueil à surmonter pour l’avènement de cette géométrie analytique est l’impos-
sibilité d’appliquer le théorème d’inversion locale de Nash-Moser. Je ne suis pas complètement
parvenu à une construction alternative, comme un résultat de paramétrisation des ensembles
(sous-)analytiques analogue au cas de la dimension finie (Paragraphe 4.1.2). En revanche, à
cette notion classique d’analyticité s’ajoute la notion de forte analyticité, propre àC {z} à travers
l’évaluation ponctuelle. Cette dernière est très naturelle et déjà présente dans les conclusions
de nombreux théorèmes d’analyse et de dynamique : les applications fortement analytiques
Λ : C {z} → C {w} sont celles qui, non seulement continues, préservent les familles analytiques
dépendant holomorphiquement d’un nombre fini de paramètres. Cette structure supplémen-
taire est un bon candidat à partir duquel bâtir une géométrie analytique en dimension infinie.

5. Héritée de la limite directe des espaces de Banach des fonctions holomorphes et bornées sur des polydisques
de taille tendant vers 0.
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Je n’ai sélectionné que quelques articles parmi les travaux rédigés depuis ma thèse [GT10,
ST13, RT08, Tey11, Tey13b, Tey13c, Tey13d, Tey13a], ceux dont la thématique se rapporte
directement au présent mémoire. Cette partie résume les résultats et techniques des travaux
suivants 6 :

⊲ «Existence of non-algebraic singularities of differential equation» [GT10]
⊲ «Analyticity between spaces of convergent power series and applications» [Tey13b]
⊲ «Analytic normal forms for convergent saddle-node vector fields» [ST13]
⊲ «Germes de feuilletages présentables du plan complexe» [Tey13c]

La plupart des démonstrations sont seulement évoquées. Le lecteur trouvera dans le corps
du mémoire des preuves courtes de certains résultats illustrant quelques aspects de la théorie
et de ses applications, ou des preuves de résultats qui ne sont pas contenus dans les articles
cités, mais nécessaires à l’unité thématique de ce mémoire.

Après une brève description de la façon dont ces travaux s’interconnectent pour répondre à
la problématique abordée ici, nous exposons les définitions et résultats précis de chacun, dans
trois chapitres ayant leur propre bibliographie.

⊲ Le Chapitre 1 est consacré à [Tey13b].
⊲ Le Chapitre 2 traite [GT10] et [ST13].
⊲ Le Chapitre 3 concerne [Tey13c].

Nous terminons ce mémoire par le Chapitre 4 dans lequel sont présentées des conjectures
et pistes pour des travaux futurs.

Articulation des différents travaux

L’article [GT10], écrit en collaboration avec Y. Genzmer, a initié le travail présenté ici. Le
but était de rendre effective l’heuristique concernant la «taille» de l’espace des invariants des
singularités résonantes, due à D. Cerveau. En effet cet espace de module est un produit fini de
C {h}, et si ce dernier était un espace de Baire, l’image des feuilletages polynomiaux par MR,
l’application «invariants de Martinet-Ramis», serait maigre et ne pourrait pas couvrir toutes
les classes de conjugaison locale des germes de feuilletages. La solution retenue a été de munir
C {h} d’une topologie normée, pour laquelle l’espace n’est pas de Baire sans en être trop éloi-
gné : l’image d’un sous-espace vectoriel de dimension dénombrable par une application «quasi-
fortement analytique» est d’intérieur vide 7. Il suffit ensuite de prouver que MR satisfait cette
propriété. La partie difficile est contenue dans le résultat original de Martinet-Ramis [MR82] :
si le feuilletage est préparé (sous forme de Dulac) alors c’est bien le cas. Il restait à établir que la
procédure de préparation jouit également de cette propriété. Ce dernier point a été écrit pour
les nœuds-cols génériques, mais il s’adapte sans peine à tous les cas. La conclusion principale
de l’article est donc la suivante : il existe un grand nombre de feuilletages nœuds-cols qui ne
sont conjugués à aucun feuilletage polynomial.

A posteriori ce résultat se généralise pour traiter des singularités résonantes glocales. Puisque
l’espace des fonctions algébriques (ou élémentaires) est de dimension dénombrable, le même

6. Disponibles sur mon site internet professionnel.
7. La preuve repose en fin de compte sur l’application du théorème de Baire à un espace de Banach bien choisi.
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raisonnement conduit à l’existence de feuilletages nœuds-cols non glocaux. Enfin, l’éclatement
ponctuel d’une selle résonante produit un nœud-col placé sur le diviseur exceptionnel : la ra-
tionalité du morphisme d’éclatement permet alors de conclure dans ce cas également.

Beaucoup de constructions de [GT10] me paraissaient généralisables à d’autres situations,
ou pour des notions d’ensembles analytiques plus vastes : au lieu de considérer des images
d’applications quasi-fortement analytiques, on peut s’intéresser au lieu d’annulation d’une ap-
plication analytique, au sens des espaces localement convexes. Cette approche est détaillée
dans [Tey13b], dont le résultat principal affirme que C {z}, muni par exemple de la topologie
inductive (mais pas seulement), est un espace de Baire analytique, notion qui englobe le résul-
tat de [GT10]. La dérivation et la composition des germes sont analytiques pour ces topologies,
ce qui permet d’étudier la généricité d’une plus grande classe de propriétés exprimées surC {z}.
Parmi les applications de ce théorème figurent les résultats suivants, tendant à montrer que les
objets holomorphes génériques ne satisfont aucune relation analytique raisonnable.

⊲ Statique. Un germe de fonction holomorphe de la droite complexe n’est génériquement
solution d’aucune équation différentielle y(n) (z) = F

(
z,y (z) , . . . , y(n−1) (z)

)
, où F est une

fonction élémentaire.
⊲ Dynamique discrète. Un sous-groupe de type fini de Diff (Cm,0) est génériquement
libre.

⊲ Dynamique continue. Les germes de feuilletages du plan complexe, de partie linéaire
nulle au voisinage d’une singularité, admettant une structure transverse résoluble sont
contenus dans un ensemble analytique propre.

Les considérations précédentes prouvent que, génériquement, un feuilletage résonant n’est
pas glocal. Les arguments de Baire invoqués ne permettent pas de construire des exemples
explicites. Dans l’optique d’une caractérisation partielle (à venir) des invariants de Martinet-
Ramis des feuilletages résonants glocaux (par exemple l’absence de singularité essentielle dans
leur prolongement analytique), et dans la mesure où il est possible d’en déterminer certains ne
satisfaisant pas ces hypothèses (par exemple h 7→ hexp 1

1+h ), se pose la question de la construc-
tion effective de feuilletages réalisant ces invariants. L’objet de [ST13], article co-écrit avec
R. Schäfke, est de fournir une réponse à ce problème dans le cas de nœuds-cols de type
convergent 8. Les preuves habituelles de «synthèse» pour ces objets reposent

⊲ soit sur des arguments géométriques de type Ahlfors-Bers ouNewlander-Nirenberg [MR82,
MR83] qui, sans être aussi purement existentiels qu’un argument de Baire, ne se prêtent
pas facilement à une exploitation effective (en particulier calculatoire),

⊲ soit sur la théorie d’Écalle [Éca85] du calcul moulien et étranger, offrant des formules
explicites mettant en jeu des sommes infinies dont l’évaluation ou l’approximation ef-
fective n’est pas nécessairement aisée.

Au contraire la méthode proposée ici consiste à appliquer une méthode de point fixe, qui
converge à la fois pour la topologie de Krull sur l’espace des séries formelles et pour la topolo-
gie de la convergence uniforme, vers un germe holomorphe. Cette méthode est constructive et
a été implémentée, permettant de mener des calculs soit numériques avec précision arbitraire
sur les coefficients de Taylor des fonctions définissant le feuilletage, soit symboliques en pre-
nant comme blocs élémentaires des intégrales itérées de fonctions de type z 7→ z−kP (z)expzα ,
avec (k,α) ∈N×Q et P ∈ C [z].

8. Bien que cela ne réponde pas à la question posée en toute généralité, les techniques présentées seront pro-
chainement généralisées.
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Nous avons non seulement écrit un théorème de synthèse, dont le principe peut se géné-
raliser à d’autres types de singularités ainsi qu’à un contexte semi-global, mais nous contrô-
lons également de manière très précise la forme que revêtent les coefficients définissant les
feuilletages, offrant une famille explicite de formes normales calculables pour la classifica-
tion analytique des nœuds-cols convergents. Cette famille généralise les résultats connus de
J. Écalle [Éca85] améliorés par F. Loray [Lor04].

Finalement nous cherchons à étendre aux cas plus dégénérés les arguments déployés ci-
dessus. Cela nécessite de comprendre les invariants analytiques locaux des germes de feuille-
tages du plan complexe. Notons que le résultat principal de [GT10] a déjà été adapté parG. Cal-
samiglia [Cal10] à une certaine classe de singularités dicritiques réduites après un éclatement,
dont les invariants locaux contiennent les classes de conjugaison de paires d’involution (l’es-
pace des modules de ces dernières est un espace fonctionnel [Vor82] comparable à C {h}).

La construction des invariants locaux en toute généralité est une tâche ardue, maisD.Marín
et J.-F. Mattei ont réalisé récemment [MM21] cette classification dans le cas générique. Le
classifiant, la monodromie d’un feuilletage F, est l’action du groupe fondamental π1 (U\S) du
complémentaire des séparatrices 9 de F dans un (germe de) voisinage de la singularité, par
automorphismes holomorphes de l’espace des feuilles. Sous les conditions d’incompressibilité
des feuilles 10 et d’existence d’une transversale complète à F, l’espace des feuilles de F peut
en effet être muni d’une structure de variété analytique (en général non séparée). Nous dirons
qu’un feuilletage vérifiant ces propriétés est présentable. Le but essentiel de [Tey13c] est de
caractériser les germes de feuilletages présentables, en incorporant à la preuve de l’incompres-
sibilité des courbes généralisées sans petits diviseurs [MM08] le cas des nœuds-cols et des selles
quasi-résonantes. Nous montrons que la seule obstruction à la présentabilité est la présence de
nœuds-cols dont la séparatrice forte est une composante du diviseur exceptionnel.

9. Au moins dans le cas non dicritique.
10. Le groupe fondamental de chaque feuille s’injecte dans π1 (U\S).
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Notations

⊲ Dans toute la suite m est un entier strictement positif.
⊲ On note C la sphère de Riemann C∪ {∞}.
⊲ Les symboles écrits en caractères gras représentent des multi-variables ou vecteurs de
dimension m. En particulier z = (z1, . . . , zm) représentera une multi-variable complexe de
Cm.

⊲ Pour n = (n1, . . . ,nm) ∈Nm on rappelle les notations standard
• |n| :=

∑m
ℓ=1nℓ,

• n! :=
∏m
ℓ=1nℓ,

• zn :=
∏m
ℓ=1 z

nℓ
ℓ .

⊲ La concaténation des vecteurs est représentée par le symbole⊕. Ainsi (a1, . . . , ak)⊕(b1, . . . , bℓ)
désignera le vecteur (a1, . . . , ak , b1, . . . , bℓ). Par extension on écrira h⊕m pour le vecteur
(h, . . . ,h) de dimension m.

⊲ L’algèbre des polynômes à coefficients complexes en z est écrite C [z]. Le sous-espace
vectoriel des polynômes de degré au plus d sera noté C [z]≤d .

⊲ L’algèbre des séries entières formelles (resp. convergentes) à coefficients complexes en z
sera notée C [[z]] (resp. C {z}).

⊲ On fera référence à la projection canonique JN : C [[z]]։ C [z]≤N , définie par
∑

n∈Nm

fnz
n 7−→

∑

|n|≤N

fnz
n ,

comme le «N -jet» ou «jet d’ordre N».
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Chapitre 1

Propriétés analytiques de C {z}

L’algèbre différentielle

(
C {z} ,

(
∂
∂zj

)

1≤j≤m

)
sera munie d’une topologie localement convexe

générée par une famille de normes
∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣

∑

n∈Nm

fnz
n

∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣
a

:=
∑

n∈Nm

an |fn| , (⋆)

où a = (an)n∈Nm est une suite de réels strictement positifs satisfaisant la condition de croissance

lim
|n|→∞

a
1/|n|
n = 0 .

Cette condition assure la convergence de la série (⋆). On notera A l’ensemble des telles suites.

Définition. Soit A un sous-ensemble non vide de A. On appellera A-topologie sur C {z} la to-
pologie localement convexe engendrée par la famille de normes (||•||a)a∈A. L’espace topologique
associé sera noté C {z}A.

Ce choix particulier de topologie, qui diffère des topologies «usuelles», est motivé par la
théorie de l’analyticité entre espaces vectoriels localement convexes E → F, développée dans
les années 1970 par plusieurs mathématiciens (entre autres S. Dineen, L. Nachbin et J. Silva)
dans le sillage des travaux de J.-P. Ramis sur les espaces analytiques banachiques [Ram70].
Une application analytique Λ : U ⊂ E → F définie sur un ouvert est alors la somme d’une
«série entière convergente» dans laquelle le rôle des parties homogènes de degré p est joué par
les applications p-linéaires continues E → F. Nous renvoyons au paragraphe 1.1.2 pour une
définition précise.

Il est facile de se convaincre que les opérateurs

∂

∂zj
: C {z} −→ C {z}

f 7−→
∂f

∂zj

et, pour g ∈ C {z}m avec g (0) = 0,

g∗ : C {z} −→ C {z}

f 7−→ f ◦ g

16
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ne peuvent être continus si on dote C {z} d’une topologie normée 1 (pas nécessairement de la
forme (⋆)). Au contraire la topologie factorielle, donnée par la F-topologie où F = (ak)k∈N>0

avec ak :=
(
n!−1/k

)
n∈Nm

, rend ces opérateurs continus [Tey13b, Proposition 2.24]. D’autres to-
pologies localement convexes séparées sur C {z} jouissent de la même propriété, elles seront
qualifiées d’utiles.

Exemple. À f ∈ C {z} fixé avec rayon de convergence R (f ) > 0, l’application

f∗ : {g ∈ C {z} : |g (0)| <R (f )} −→ C {z}

g 7−→ f ◦ g

est analytique avec un développement convergent dans C {z} pour toute topologie utile :

f∗g =
∞∑

p=0

f (p) (g (0))
p!

(g − g (0))p .

La principale difficulté de la théorie, dans le cas particulier des espaces de germes, est le
constat élémentaire suivant [Tey13b, Proposition 2.15] :

Fait. L’image de tout ouvert non vide U ⊂ C {z}A par l’application «rayon de convergence» R (•) est
]0,∞].

On aura l’occasion de souligner à de multiples reprises en quoi l’absence de borne inférieure
non nulle à R (•) est gênante, en tout premier lieu parce qu’elle empêche l’espace C {z}A d’être
de Baire.

1.1 Préliminaires

Afin de présenter les principaux résultats il nous faut donner quelques définitions et pro-
priétés élémentaires de l’analyticité entre espaces localement convexes.

1.1.1 Considérations topologiques

La topologie inductive (localement convexe et séparée) sur C {z} est plus fine que toute A-
topologie, plus précisément l’inégalité de Cauchy se traduit par

||f ||a ≤
∣∣∣∣
∣∣∣∣z 7→

r

r − z

∣∣∣∣
∣∣∣∣
m

a
sup
rDm
|f |

pour tous f ∈ C {z} et 0 < r < R (f ) [Tey13b, Proposition 2.16]. Toute application analytique
pour la seconde l’est donc aussi pour la première, et en particulier la topologie inductive est
utile. Le principal avantage des A-topologies sur la topologie inductive est que si A est au
plus dénombrable (comme la topologie factorielle) C {z}A est métrisable ; le principal désavan-
tage est que la seule A-topologie complète est celle engendrée par A : aucun C {z}A n’est un
espace de Fréchet. Par contre toute A-topologie utile dote C {z}A d’une structure d’espace nu-
cléaire [Tey13b, Proposition 2.23] qui entraîne, dans le cas où A est dénombrable, que C {z}A
est un espace de Montel 2.

1. Ou engendrée par un nombre fini de normes.
2. Toute suite bornée admet une valeur d’adhérence.
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Lemme. [Tey13b, Proposition 2.15] C {z}A n’est pas de Baire.

Démonstration. Pour N ∈N l’ensemble FN :=
{∑

n∈Nm fnz
n ∈ C {z} : |fn| ≤N |n|

}
est un fermé. Son

intérieur est vide puisque R (•) prend des valeurs arbitrairement proches de 0 sur tout ouvert
non vide. Pourtant C {z} =

⋃
N∈NFn.

Bien que C {z}A ne soit pas complet on montre sans peine que son complété topologique
s’identifie canoniquement à un sous-espace des séries formelles C [[z]]

Ĉ {z}A :=
⋂

a∈A


∑

n∈Nm

fnz
n ∈ C [[z]] :

∑

n∈Nm

an |fn| <∞

 .

Remarque. Quand A est au plus dénombrable l’espace Ĉ {z}A est un cas particulier d’espace sé-
quentiel de Köthe [Köt69], dont certains ont été particulièrement étudiés, comme l’espace des
suites à décroissance rapide. Ce dernier cas est particulièrement important car il est l’exemple-
type d’espace «tempéré» dans lequel le théorème d’inversion locale de Nash-Moser [Ham82]
s’applique. Malheureusement il est bien connu que les espaces de Köthe présentés ici ne satis-
font pas les hypothèses de ce théorème.

1.1.2 Applications et ensembles analytiques

Ici (E, (||•||a)a∈A) et (F, (||•||b)b∈B) sont deux espaces localement convexes séparés. Nous résu-
mons les définitions et propriétés principales des fonctions analytiques E→ F et de leurs zéros.
Les références suivies sont [Bar85] et [Maz84].

Définition. Une application Λ définie sur un ouvert U ⊂ E et à valeurs dans F est analytique
sur U si elle est analytique en tout point f ∈U , à savoir s’il existe

⊲ pour tout p ∈N une application p-linéaire continue Pp ∈ Lp (E→ F),
⊲ pour tout b ∈ B un voisinageW de 0 dans E assez petit,

tels que

lim
N→∞

∣∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣∣
Λ (f + h)−

N∑

p=0

Pp
(
h⊕p

)
∣∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣∣
b

= 0

uniformément en h ∈W . On écrira alors l’égalité

Λ (f + h) =
∞∑

p=0

Pp
(
h⊕p

)
. (�)

Les applications analytiques E→ F possèdent les bonnes propriétés attendues :
⊲ Le développement (�) est unique. En particulier, si Λ s’annule sur un ensemble d’inté-
rieur non vide alors Λ = 0.

⊲ Les fonctions analytiques sont continues.
⊲ La composition d’applications analytiques entre domaines compatibles est analytique.
⊲ Il existe une formule de Cauchy.
⊲ Toute application analytique Λ : U ⊂ E → F se prolonge de façon unique en une appli-
cation analytique Λ̂ : Û → F̂ entre complétés topologiques 3.

3. Û ⊃U est un ouvert de Ê qui n’est pas forcément un complété de U .
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⊲ Une application E1 ×E2→ F est analytique pour la topologie produit si, et seulement si,
chaque application partielle Eℓ→ F est analytique.

⊲ Une application Λ : U ⊂ E→ F est analytique si, et seulement si, Λ est continue et pour
tout sous-espace vectoriel V < E de dimension finie la restriction Λ|U∩V est analytique.

Remarque. Dans le dernier point, la condition de continuité peut être affaiblie : Λ doit seule-
ment être amplement bornée, c’est-à-dire que pour tout b ∈ B et f ∈ U il existe un voisinage
assez petitW ⊂ E de 0 tel que

sup
h∈W
||Λ (f + h)||b < ∞ .

Toute application continue est amplement bornée.

Définition. Un fermé Ω ⊂ C {z} est un ensemble analytique si pour tout f ∈ Ω il existe un
voisinage ouvert U de f et une collection (Λι)ι∈I de fonctions analytiques telles que

Ω ∩U =
⋂

ι∈I

Λ−1ι (0) .

Il sera propre si son intérieur est vide.

1.2 Espaces de Baire analytiques

Définition. Soit E un espace localement convexe séparé.

1. E est un espace de Baire analytique lorsque toute union dénombrable d’ensembles ana-
lytiques propres de E est d’intérieur vide.

2. On dira alors qu’une propriété P exprimée sur des éléments de E est générique 4 si
{f ∈ E : P (f ) est fausse} est analytiquement maigre, c’est-à-dire inclus dans une union
dénombrable d’ensembles analytiques propres.

Les résultats principaux de ce chapitre sont les suivants :

Théorème 1.2.1. [Tey13b, Theorem A] L’espace topologique C {z} muni soit d’une A-topologie soit
de la topologie inductive, est un espace de Baire analytique.

Ce théorème se démontre en utilisant le fait que l’inclusion de l’espace de Banach B :={∑
n∈Nm fnz

n ∈ C {z} : (fn)n est bornée
}
dansC {z} induit une application continue d’image dense.

On ramène alors la preuve à un argument de Baire sur B.

Théorème 1.2.2. [Tey13b, Theorem B] Soit V < C {z}A un espace vectoriel de dimension au plus
dénombrable et Λ : U ⊂ V → C {w}B une application analytique pour la topologie induite. Alors
l’image Λ (U ) est analytiquement maigre.

La preuve de ce résultat découle du fait que pour tout sous-espace de dimension finie F < V
l’image Λ (U ∩F) est analytiquement maigre. Ceci s’obtient en restreignant Λ à des compacts
K de U ∩ F sur lesquels la différentielle de Λ est de rang maximal. Le théorème des fonctions
implicites en dimension finie permet alors de trouver un ensemble analytique propre de C {w}

4. Par abus de terminologie on dira aussi qu’un élément satisfaisant P est générique.
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contenant Λ (K). Comme U ∩ F s’écrit comme union dénombrable de tels compacts, le résultat
suit.

Une application typique de ces résultats est de prouver que l’image deC [z] par une certaine
application analytiqueΛ : C {z} → C {w} est d’intérieur vide, et en particulier queΛ|C[z] ne peut
être surjective.

1.3 Analyticité forte

Définition. On munit C {z} et C {w} d’une topologie localement convexe. Une application Λ :
U ⊂ C {z} → C {w} est dite quasi-fortement analytique si pour tout n ∈ N>0 et toute famille
holomorphe (fx)x∈(Cn,0), c’est-à-dire telle que

⊲ fx ∈U
⊲ ((x,z) 7→ fx (z)) ∈ C {x,z},

la famille (Λ (fx))x∈(Cn,0) est également holomorphe, c’est-a-dire Λ (fx) (w) ∈ C {x,w}. Si de plus
Λ est amplement bornée alors on dira qu’elle est fortement analytique.

Ces définitions sont assez naturelles, au point que de nombreux auteurs prennent pour
définition d’holomorphie de Λ la quasi-forte analyticité. Il faut d’ailleurs constater que cette
notion ne nécessite pas de considérer les espaces de germes comme des espaces topologiques.

Exemple. Chaque dérivation ∂
∂zj

ainsi que les morphismes g∗ et f∗ sont trivialement quasi-

fortement analytiques.

Remarque 1.3.1. En fait le Théorème 1.2.2 est vrai si Λ est seulement supposée quasi-fortement
analytique. Pour cela on utilise le fait [Tey13b, Proposition 3.16] qu’une application quasi-
fortement analytique est analytique en restriction aux sous-espaces de dimension finie de C {z},
à condition que ce dernier soit muni d’une topologie moins fine que l’inductive.

On a alors le résultat suivant :

Théorème 1.3.2. [Tey13b, Theorem D] Toute application fortement analytique est analytique.

Ce résultat est une conséquence de la formule de Cauchy dans C {z}. Si l’on dispose du
développement Λ (f + h) =

∑
p∈NPp (h

⊕p) alors pour η assez petit on a

Pp
(
h⊕p

)
= w 7→

˛

ηS1
Λ (f + xh) (w)

dx
xp+1

.

L’hypothèse portant sur le caractère amplement borné de Λ permet de donner un sens à l’inté-
grale dans le membre de droite de l’égalité ci-dessus.

L’obstruction majeure au défaut de (quasi-)forte analyticité est le contrôle de la borne infé-
rieure du rayon de convergence de la famille (Λ (fx))x∈(Cn,0).

Proposition 1.3.3. [Tey13b, Propositions 3.15 et 3.19] Considérons une application Λ : U ⊂
C {z} → C {w} et écrivons Λ (f ) =

∑
n∈Nm Tn (Λ (f ))wn pour f ∈ U . Munissons chaque espace de

germes d’une topologie localement convexe séparée.

1. Les assertions suivantes sont équivalentes.
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⊲ Λ est quasi-fortement analytique,
⊲ pour toute famille holomorphe (fx)x∈(Cn,0) les conditions suivantes sont vérifiées :
• chaque application x ∈ Cn 7→ Tn (Λ (fx)) ∈ C est holomorphe sur un polydisque dont la

taille ne dépend pas de n,
•

liminf
x→0

R (Λ (fx)) > 0 .

2. Supposons de plus que la topologie sur C {w} soit moins fine que la topologie inductive. Les
assertions suivantes sont équivalentes.
⊲ Λ est fortement analytique,
⊲ Λ est analytique et pour toute famille holomorphe (fx)x∈(Cn,0) on a simultanément :

liminf
x→0

R (Λ (fx)) > 0

limsup
x→0,r→0

(
sup
rDm
|Λ (fx)|

)
< ∞ .

À titre d’illustration nous présentons un résultat qui sera utile pour traiter des propriétés
de feuilletages.

Théorème 1.3.4. [Tey13b, Theorem C] Munissons les espaces de germes de la topologie factorielle.
Soit VF l’espace vectoriel des germes de champs de vecteurs holomorphes à l’origine de Cm, naturelle-
ment identifié à C {z}m. Pour X ∈ VF on note ΦX le flot de X, c’est-à-dire l’unique germe en (0,0) de
fonctions holomorphes Cm ×C→ Cm

ΦX : (p, t) 7−→ Φt
X (p)

satisfaisant le système différentiel

ż (p, t) = X (z (p, t))

z (p,0) = p .

Alors

Φ• : VF −→ C {z, t}m

X 7−→ ΦX

est fortement analytique.

La partie «quasi-forte analyticité» de la preuve est une conséquence immédiate du théo-
rème de Cauchy-Lipschitz à paramètres, la partie «amplement bornée» découle d’estimations
explicites sur les normes de l’opérateur ∂

∂zj
ainsi que de la formule de Lie

Φt
X =

∞∑

n=0

tn

n!
X ·n Id ,

où X ·n Id est l’application itérée n fois de la dérivation X · sur l’identité de Cm. Ce théorème
reste vrai pour toute topologie utile pour laquelle on dispose de «bonnes» estimations sur les
normes des dérivations ∂

∂zj
.
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1.4 Applications en analyse et dynamique complexes

1.4.1 Solutions holomorphes d’équations différentielles

Corollaire 1.4.1. [Tey13b, Corollary B] Munissons les espaces de germes de la topologie factorielle
. Un élément générique f ∈ C {z} n’est solution d’aucune équation différentielle

y(n) (z) = F
(
z,y (z) , . . . , y(n−1) (z)

)
,

F une fonction élémentaire différentiable au point
(
0, f (0) , . . . , f (n−1) (0)

)
et n ∈N>0.

En fait on prouve un résultat plus fort. Pour n ∈ N fixé, soit Vn < C {z,δ0, . . . ,δn} un sous-
espace vectoriel de dimension au plus dénombrable. Alors l’ensemble Sn des germes f ∈ C {z}
solution d’au moins une équation différentielle

P
(
z, f − f (0) , . . . , f (n) − f (n) (0)

)
= 0

avec

P ∈ V ∗n := Vn\

{
Q :

∂Q

∂δn
(0) = 0

}
,

est analytiquement maigre. L’union
⋃
n∈NSn fournit l’ensemble recherché, étant donné que les

fonctions élémentaires en n + 2 variables, différentiables en 0, forment un sous-espace Vn de
dimension dénombrable de C {z,δ0, . . . ,δn}.

Remarque. Pour n := 0 et V0 := C [z,y] on démontre en particulier que les germes algébriques
constituent un ensemble analytiquement maigre.

Démonstration. Introduisons l’application Ffn : z 7→
(
z, f (z)− f (0) , . . . , f (n) (z)− f (n) (0)

)
, dépen-

dant analytiquement de f . En différentiant la relation P ◦ F
f
n (z) = 0 par rapport à z on trouve

que F
f
n est la courbe intégrale du flot du champ de vecteurs compagnon

X (P) =
∂

∂z
+
n−1∑

j=0

δj+1
∂

∂δj
−

∂P
∂z

+
∑n−1
j=0

∂P
∂δj
δj+1

∂P
∂δn

∂

∂δn

passant par la condition initiale 0. Bien sûr l’application P ∈ V ∗n 7→ X (P) est fortement analy-
tique, de même que

Φn : C [z]≤n ×V
∗
n −→ C {z}

(J ,P) 7−→
(
z 7→ J (z) +Π ◦Φz

X(P) (0)
)
,

d’après le Théorème 1.3.4, en notantΠ la projection canonique (z,δ0, . . . ,δn) 7→ δ0. Par construc-

tion, si f est solution de P ◦ F
f
n = 0 pour un certain P ∈ V ∗n , alors f = Φn (Jn (f ) ,P). Ainsi Sn est

égal à l’image de Φn, qui est analytiquement maigre d’après le Théorème 1.2.2.
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La preuve de ce résultat repose de manière essentielle sur le fait que l’ensemble sous-
analytique Ω, obtenu comme la projection sur le second facteur de l’ensemble analytique cor-
respondant à l’annulation de

V ∗n ×C {z} −→ C {z}

(P,f ) 7−→ P ◦F
f
n ,

est paramétré par l’application analytique Φn. Un théorème de paramétrisation général per-
mettrait de prouver la maigreur des sous-analytiques provenant de considérations similaires,
parmi lesquelles la question glocale.

1.4.2 Espaces analytiques modelés

La définition de l’analyticité nécessite de se placer sur un ouvert de C {z}. Pourtant on ai-
merait parler d’analyticité par rapport à une fonction f qui, par exemple, s’annule en l’ori-
gine. Dans ce cas précis l’option naturelle est de considérer l’idéal maximal Z de C {z} en tant
qu’espace vectoriel muni de la topologie induite par l’inclusion Z →֒ C {z}. Cette approche se
limite toutefois aux espaces affines. Or on peut vouloir traiter l’analyticité par rapport à une
fonction méromorphe ; c’est en particulier le cas lorsqu’on étudie les feuilletages de C2, qui
correspondent à des équations différentielles de la forme

y′ =
P

Q
(x,y)

avec P et Q holomorphes. L’approche algébro-géométrique standard, consistant à étudier la
structure des faisceaux de fonctions holomorphes sur une variété analytique, est abordée dans
[Maz84]. Néanmoins c’est une théorie difficile et, pour les cas considérés ici, trop puissante.
C’est pourquoi nous introduisons la notion de structure analytique modelée sur un espace lo-
calement convexe séparé.

Définition. Soient E, F deux espaces localement convexes séparés, X un espace topologique et
Ψ : U ։ X une application continue et surjective d’un ouvert U de E dans X.

1. On dit qu’une application Λ : X→ F est analytique pour la structure analytique induite
sur X par Ψ si Ψ∗Λ :=Λ ◦Ψ est analytique.

2. Soit Ũ ⊂ F un ouvert et Λ : Ũ → X. On dit que Λ est analytique pour la structure
analytique induite sur X par Ψ s’il existe une application analytique Λ̃ : Ũ → U telle
que Λ̃∗Ψ =Λ.

3. On dit que X est un espace analytique modelé sur E si ses fonctions analytiques sont
données par (1) et (2).

4. Ces définitions permettent de parler d’applications analytiques entre espaces analy-
tiques. Une applicationΛ : X→ Y est analytique s’il existe, avec des notations évidentes,
une application analytique Λ̃ : UX ⊂ E→UY ⊂ F faisant commuter le diagramme

X Λ
// Y

UX
Λ̃

//

ΨX

OO
OO

UY

ΨY

OO
OO
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Aussi peut-on doter le corps C ({z}) des germes de fonctions méromorphes à l’origine de Cm

d’une structure d’espace analytique modelé sur C {z} à travers l’application quotient

Quot : C {z} × (C {z}\ {0}) −→ C ({z})

(P,Q) 7−→
P

Q
.

En pratique il s’avère que cette définition n’est pas suffisante car un grand nombre de construc-
tions naturelles ne sont définies que si P et Q sont premiers entre eux (nous en verrons des
exemples plus tard). Nous devons donc restreindre Quot au sous-ensemble des couples (P,Q)
premiers entre eux. Pour cela nous devons vérifier que ces couples forment un ouvert de C {z}×
C {z}, ce qui est énoncé dans le paragraphe suivant.

Remarque. Il faut prendre garde au fait qu’un ensemble analytique d’un espace X modelé sur
E n’est pas défini comme le lieu d’annulation d’une collection d’application analytiques. Par
exemple on a envie de dire que les germes méromorphes P

Q ayant un N -jet nul 5 forment un en-
semble analytique propre de C ({z}). Or l’application «N -jet» (P,Q) 7→ (JN (P) , JN (Q)) ne laisse
pas Quot invariant et ne passe donc pas au quotient. Par contre si P etQ sont premiers entre eux
et si u ∈ C {z}\Z alors JN (P) = JN (Q) = 0 si, et seulement si, JN (uP) = JN (uQ) = 0. Cette situa-
tion, analogue au problème de la définition d’une variété algébrique dans les espaces projectifs
de dimension finie, motive la définition suivante.

Définition. Soit X un espace analytique modelé sur un espace localement convexe séparé E
à travers une application Ψ : U ։ X. Un fermé Ω ⊂ X est un ensemble analytique de X si
Ψ−1 (Ω) est un ensemble analytique. On étend alors la notion d’espace de Baire analytique à X
de manière évidente.

Par construction tout espace analytique modelé sur un espace de Baire analytique est encore
un espace de Baire analytique, de sorte que le Théorème 1.2.2 reste vrai dans ce cadre.

1.4.3 Familles de germes holomorphes premiers entre eux

Théorème 1.4.2. [Tey13b, Theorem 6.1] Soit Z l’idéal maximal de C {z} muni de la topologie in-
duite par une A-topologie sur C {z}. Pour tous entiers m, k ≥ 2 les k-uples de germes de fonctions ho-
lomorphes en m-variables qui ne sont pas premiers entre eux forment un ensemble analytique propre
de Zk .

En fait il est possible de montrer que cet ensemble analytique Ω est «algébrique» dans le
sens où pour tout N ∈N il existe d (N ) ∈N et un polynôme ΛN : C [z]k≤N → Cd(N ) tels que

Ω =
⋂

N∈N

(ΛN ◦ JN )
−1 (0) ,

où JN : C {z}k → C [z]k≤N est l’opérateur dont les composantes sont données par le N -jet des
éléments de chaque facteurC {z}. En raison de la factorialité deC {z} etC [[z]] il suffit de prouver
le théorème au niveau formel pour la topologie projective de C [[z]]k .

La preuve de ce résultat est un exercice (un peu technique) d’algèbre linéaire. Comme pour
les théories usuelles sur les résultants, la clef de la démonstration repose sur l’évaluation du
rang d’une matrice (ici une suite de matrices de taille croissante), dont la construction est ana-
logue à celle des matrices de Macaulay-Sylvester.

5. Dans le sens où P et Q ont un N -jet nul.
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1.4.4 Résolubilité des groupes de biholomorphismes

On identifie un groupeG de type fini à la donnée de ses générateurs
(
∆j

)
1≤j≤n

∈Diff (Cm,0)n.

On munit Diff (Cm,0) de la structure analytique induite par l’application

Ψ : GLm (C)×C {z}m −→ Diff (Cm,0)

(L,f1, . . . , fm) 7−→ L+ (f1 − J1 (f1) , . . . , fm − J1 (fm)) ,

où C {z} est muni d’une topologie utile.

Corollaire 1.4.3. [Tey13b, Corollary A]

1. Le sous-groupe générique de type fini de Diff (Cm,0) est libre.

2. Les sous-groupes résolubles engendrés par deux éléments de Diff (C,0) forment un ensemble
analytique propre.

3. Le résultat (2) reste valable pour les sous-groupes de type fini de Diff (C,0) engendrés par des
germes tangents à l’identité.

Démonstration.

1. Toute relation algébrique entre les générateurs de G s’écrit

©k
ℓ=1∆

◦nℓ
jℓ
− Id = 0

pour k ∈N>0 et une collection de couples (jℓ,nℓ) ∈N≤n ×Z,0. Chacun de ces choix, en
quantité dénombrable, définit un ensemble analytique. Celui-ci est propre si la relation
algébrique ne se réduit pas, après simplification récursive des blocs triviaux∆◦∆◦−1 = Id,
à la relation triviale Id− Id = 0. On applique alors le Théorème 1.2.1.

2. et 3. Il est bien connu [CM88, Lor94] que G est résoluble si, et seulement si, il est
méta-abélien, c’est-à-dire [[G,G] , [G,G]] est trivial. Cette propriété est satisfaite pour
G = 〈∆1,∆2〉 si, et seulement si,

[
∆1,

[
∆1,∆

◦2
2

]]
− Id = 0 .

Enfin si G est engendré par des germes tangents à l’identité, il est résoluble si, et seule-
ment si, il est abélien.

De ce résultat on déduit le suivant, portant sur la structure transverse des feuilletages.

1.4.5 Résolubilité des feuilletages

Corollaire 1.4.4. [Tey13b, Corollary C] Considérons une équation différentielle

y′ =
P

Q
(x,y)

où P et Q ont un 1-jet nul. L’ensemble des P
Q pour lesquels l’équation admet une solution générale

appartenant à une extension liouvillienne (solution «explicite») est contenu dans un ensemble analy-
tique propre.
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Ce résultat est une conséquence des faits suivants :
⊲ L’ensemble de ces équations s’identifie à l’ensemble analytique

M1 : =
{
P

Q
∈ C ({x,y}) : J1 (P) = J1 (Q) = 0

}

muni de la structure analytique induite par l’application

(P,Q) 7−→ Quot(P − J1 (P) ,Q − J1 (Q)) ,

où l’espace source est muni de la topologie factorielle.
⊲ Les feuilletages deM1 non dicritiques, réduits après un éclatement et possédant exacte-
ment trois singularités, dont aucune n’est un nœud-col, constituent un ouvert dense U
dont le complémentaire est un espace analytique propre.

⊲ Si la représentation d’holonomie projective Hol(F) de la réduction d’un feuilletage F ∈
U , identifiée à un sous-groupe 〈∆1,∆2〉 de Diff (C,0), n’est pas résoluble l’équation diffé-
rentielle sous-jacente n’a pas de solution générale liouvillienne. Ce fait est bien connu [Cas06].

⊲ Du Théorème 1.3.4 on déduit que l’application F ∈ U 7→ Hol(F) est fortement analy-
tique. Du théorème de synthèse de Lins-Neto [Lin87b] on déduit que son image contient
les groupes tels que ∆′1 (0) ou ∆′2 (0) n’appartient pas à exp(iR). En particulier, l’image
réciproque par Hol des sous-groupes résolubles est un ensemble analytique propre.
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Chapitre 2

Application aux feuilletages résonants
glocaux

Identifions de manière canonique l’ensemble des germes de feuilletages holomorphes F à
l’origine de C2 à C ({x,y}), en associant à F le germe d’équation différentielle

y′ =
P

Q
(x,y) P ∧Q = 1

dont les graphes de solutions maximales donnent les feuilles de F. Il est d’usage d’écrire cette
équation sous la forme ω = 0, où la 1-forme différentielle holomorphe ω est Pdx −Qdy. Les
changements de coordonnées formels Ψ =

(
Ψx,Ψy

)
∈ ̂Diff (C2,0) agissent sur le feuilletage à

travers l’action sur ω donnée par

Ψ∗ω := (P ◦Ψ)dΨx − (Q ◦Ψ)dΨy .

On noteΨ∗F le feuilletage (a priori formel) correspondant et on dit que F lui est formellement

conjugué par Ψ. Lorsque Ψ ∈ Diff
(
C2,0

)
le feuilletage Ψ∗F est holomorphe et on dit que F lui

est (analytiquement) conjugué.

La partie linéaire de F s’identifie à la classe de la matrice

L (P,Q) :=



∂P
∂x

∂Q
∂x

∂P
∂y

∂Q
∂y


 (0,0)

sous l’action des homothéties L 7→ αL avec α ∈ C,0. Les feuilletages singuliers non dégénérés
constituent le sous-ensemble ND de ceux pour lesquels L (P,Q) n’est pas nilpotente. À un tel
feuilletage on associe la classe λ (F) du rapport des valeurs propres de L (P,Q)modulo l’action de
Z/2Z sur C engendrée par λ 7→ 1/λ. Cette classe est un invariant pour la conjugaison formelle.
On peut munir ND de la structure analytique induite par

GL2 (C)×C×C {x,y} ×C {x,y} −→ ND

(M,λ,A,B) 7−→ Quot

(
M−1

[
λ 0
0 1

]
M + (A− J1 (A) ,B− J1 (B))

)

où les espaces de germes sont munis d’une A-topologie arbitraire. On notera NDλ l’espace ana-
lytique modelé sur C {x,y}2 obtenu en fixant la valeur de λ dans la flèche ci-dessus.

28
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Définition.

1. Les feuilletages résonants forment le sous-ensemble défini par

Res := {F ∈ ND : λ (F) ⊂Q≤0 ∪ {∞} et F n’est pas linéarisable} ,

par quoi l’on entend que F n’est formellement conjugué à aucun feuilletage linéaire
λ1ydx −λ2xdy = 0.

2. Les feuilletages de type selle résonante sont ceux pour lesquels λ (F) ⊂ Q<0, dont l’en-
semble est noté SR :=

∐
λ∈Q<0

NDλ.

3. Lorsque λ (F) = {0,∞} on parle de feuilletage de type nœud-col, dont l’ensemble est noté
NC := ND0.

Rappelons quelques faits :
⊲ Pour λ ∈ Q<0, les feuilletages formellement linéarisables de NDλ forment un ensemble
analytique propre. De tels feuilletages sont toujours analytiquement linéarisables. Par
ailleurs F∈ NC n’est jamais formellement linéarisable.

⊲ Tout F ∈ Res est formellement conjugué à un unique feuilletage sous forme normale de
Dulac-Poincaré [Dul04] donné par ω̂ = 0,

ω̂ := xukdx − y
(
1+µuk

)
(qydx + pxdy) ,

où :
• (p,q) ∈N×N>0 et p∧ q = 1 satisfont −pq ∈ λ (F),
• dans le cas d’un nœud-col on prend (p,q) := (0,1),
• u := xqyp est le monôme résonant,
• (k,µ) ∈N>0 ×C.
On appelle M̂ (F) := (−p/q, k,µ) l’invariant formel de F et ω̂ le modèle formel de F.

⊲ Tout F ∈ Res est conjugué à un feuilletage préparé sous forme de Dulac [Dul04] de la
forme
• si F∈ SR

ω̂ +uk+1R× (qydx + pxdy) = 0

avec R ∈ C {x,y} et R (0,0) = 0,
• si F∈ NC

ω̂ + xk+1Rdx = 0

avec R ∈ C {x,y} et ∂R∂y (0,0) = 0.

Définition. Pour m := (λ,k) ∈ Q≤0 ×N>0 donné Dulm ⊂ Res désigne l’ensemble des feuille-
tages sous forme préparée de Dulac dont l’invariant formel appartient à m⊕C. Ce dernier est
naturellement muni d’une structure d’espace analytique via la paramétrisation par R.

Énonçons maintenant le théorème fondamental suivant :
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Théorème de Martinet-Ramis. [MR83, MR82] Fixons m := (λ,k) ∈ Q≤0 ×N>0. Il existe une ap-
plication quasi-fortement analytique et surjective

MRm : Dulm −→ C× Modm ,

où

Modm :=



(
C {h} ×C

{
h−1

})kq
si λ , 0

(
C {h} ×Ch−1

)k
si λ = 0

,

telle que F est conjugué à F̃ si, et seulement si, MRm (F) est conjugué à MRm

(
F̃
)
sous l’action de

Autm :=Z/kqZ×C,0 définie pour (θ,c) ∈ Autm par permutation circulaire sur les indices j 7→ j +θ
et reparamétrage h 7→ ch.

Remarque. Le premier facteur µ (F) ∈ C de MRm (F) n’est autre que le reste de l’invariant formel
de F, c’est-à-dire M̂ (F) =m⊕µ (F). Par ailleurs, l’invariant du modèle formel ω̂ = 0 est µ⊕ 0.

2.1 Existence de feuilletages résonants non glocaux

Les ensembles

Resm := M̂−1 (m⊕C) ,m ∈Q≤0 ×N>0

forment une partition de Res, de quotient dénombrable.

Lemme 2.1.1. [Dul04] Pour chaque m ∈Q≤0 ×N>0 il existe une application Dm de mise sous forme
préparée de Dulac

Dm : Resm −→ Dulm .

Nous esquissons au Paragraphe 2.1.1 la méthode de construction. D’après le Théorème 1.2.2
(et la Remarque 1.3.1), le feuilletage résonant générique est non glocal si pour chaque m fixé
l’application

MRDm := MRm ◦Dm

est quasi-fortement analytique.

Remarque.

1. Pour λ ∈ λ (F) fixé le feuilletage générique appartient à Res(λ,1). Le théorème à venir est
plus précis : pour m fixé le feuilletage générique de Resm n’est pas glocal.

2. Pour mettre en œuvre l’idée d’une différence de taille entre l’image des feuilletages glo-
caux par l’application MRDm et Modm, l’utilisation d’une théorie analytique n’est pas su-
perflue. Le théorème de Hahn-Mazurkievicz-Menger-Moore-Sirpieński [SK76] garantit
en effet [GT10, Lemma 7] l’existence d’une surjection continue C։ C {z}, pour toute to-
pologie surC {z} plus fine que celle induite par la topologie projective deC [[z]]. Le Théo-
rème 1.2.2 interdit l’existence d’une telle « courbe de Peano » de classe quasi-fortement
analytique.
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Un premier résultat est le suivant :

Théorème. [GT10, Theorem 13] L’application MRD(0,1) est quasi-fortement analytique.

On montre en fait un résultat plus fort :

Théorème 2.1.2. Chaque MRDm est une application fortement analytique pour la topologie induc-
tive.

Pour que ces théorèmes aient un sens il faut munir Resm d’une structure d’espace analy-
tique.

Remarque. La preuve de ce dernier théorème est donnée au Paragraphe 2.1.2 pour m := (0, k).
Elle se généralise sans difficulté à tous les m.

2.1.1 Mise sous forme de Dulac 1

La préparation de Dulac s’effectue en quatre étapes, que nous expliquons maintenant. À cet
effet introduisons, pour d ∈N>0, les espaces

Ed := (y +ker J1)× x
dZ∗

où Z∗ := C {x,y}\ker J0, et la famille de fonctions surjectives

Λd : Ed −→ Ed+1 ⊕
(
0,xd+1C

)

où l’image par Λd de (P,Q) s’écrit
(
P̂, Q̂

)
avec

P̂ (x,y) := P ◦ψ (x,y)

Q̂ (x,y) :=
(
1+ dxd−1ϕ (y)

)d−1
Q ◦ψ (x,y)−

P̂ (x,y)(
1+ dxd−1ϕ (y)

)
P (0, y)

Q (0, y)

ψ (x,y) :=
(
x + xdϕ (y) , y

)

ϕ (y) :=
ˆ y

0

(
Q

xd

)
(0,u)

du
P (0,u)

.

1. La partie linéaire L (P,Q) de F est diagonalisable, et les coefficients d’une matrice dia-
gonalisante dépendent rationnellement des coefficients de L (P,Q). On supposera donc
dans la suite que L (P,Q) est diagonale et que l’espace propre associé à la valeur propre
nulle est {y = 0}.

2. Il existe une unique feuille de F donnée par le graphe
{
x = sF (y)

}
d’un germe d’ap-

plication holomorphe avec sF (0) = s′F (0) = 0. Le changement de coordonnées (x,y) 7→(
x + sF (y) , y

)
transforme F en F1 défini par Q1dy −P1dx = 0 avec (P1,Q1) ∈ E1.

3. En cherchant à factoriser d’autres puissances de x dans Q1 on trouve une obstruction
après un nombre fini k d’étapes. Le feuilletage F1 est alors conjugué à Fk+1 donné par

xk+1dy −
(
y + x2r (x) + yr̃ (x,y)

)
dx = 0

1. Le cas (0,1) est décrit dans [GT10, Section 3.2] avec une erreur de calcul mineure.
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avec r̃ (0,0) = 0.
Cette partie de la préparation s’effectue de proche en proche F1 7→ F2 7→ · · · , chaque pas-
sage Fd 7→ Fd+1 s’obtenant grâce au changement de variables ψ : (x,y) 7→

(
x + xdϕ (y) , y

)

construit plus haut, de sorte que (Pd+1,Qd+1) =Λd (Pd ,Qd). Puisque

Qd+1 −
∂x−dQd
∂x

(0,0) ∈ xd+1Z∗

le processus s’arrête quand ∂x−dQd
∂x

(0,0) , 0. On pose k := d.

4. On conjugue enfin Fk+1 à un élément Dm (F) bien déterminé.
Ici encore on procède par récurrence D0 := Fk+1 7→ D1 7→ · · · 7→ Dk+1, chaque Dd étant
induit par xk+1dy −

(
y + xdRd (x,y)

)
dx. La transition Dd 7→ Dd+1 s’effectue grâce à un

changement de variable (x,y) 7→
(
x,y + xdϕ (y)

)
solution de

yϕ′ (y) = ϕ (y) +Rd (0, y) .

Cette équation différentielle affine admet une solution holomorphe si, et seulement si,
∂Rd
∂y

(0,0) = 0. Pour garantir que cette condition est remplie on opère au préalable un
changement de variables (x,y) 7→ (x,yψ (x)), où ψ (0) , 0, solution de

xk+1ψ′ (x) +
(
1+µxk

)
ψ (x) = 1+ xd

∂Rd
∂y

(x,0) .

Cette équation différentielle affine admet toujours une solution holomorphe à condition
de bien choisir µ. L’expression de (ϕ,ψ,µ) et de Rd+1 en fonction de Rd est explicite
et unique. Elle est tout à fait analogue à l’expression de Λd donnant la transformation
en (3), dans le sens où les mêmes types d’opérations sont mises en jeu.

2.1.2 Analyticité des applicationsMRD(0,k)

Reprenons les étapes introduites dans le paragraphe précédent. L’association s• : F ∈ NC 7→
sF de l’étape (2) est fortement analytique. Les calculs menés pour la preuve de [GT10, Lemma
17] montrent en effet que c’est le cas par la Proposition 1.3.3. La seule difficulté restant à lever
pour établir la forte analyticité de Dm est d’obtenir celle de la construction menée aux étapes (3)
et (4).

Proposition 2.1.3. [GT10, Proposition 14 pour le cas (0,1)]Munissons les espaces de germes d’une
topologie utile. L’ensemble Res(0,k) admet une structure naturelle d’espace analytique modelé sur
C {x,y}2 pour laquelle D(0,k) est fortement analytique.

Démonstration. Définissons les ouverts E⋆d de Ed formés des couples de germes premiers entre
eux ; ils sont naturellement munis d’une structure d’espace analytique modelé sur C {x,y}2 que
l’on va propager par Quot. Observons d’abord que l’image F1 de F ∈ NC 7→ F1 coïncide avec
l’image par Quot de E⋆1 . De plus nous constatons que l’application Λd se relève en une applica-
tion surjective Λ̃d := Quot∗Λd entre les espaces Fd := Quot

(
E⋆d

)
et Quot

(
E⋆d+1 ⊕

(
0,xd+1C

))
, qui

est visiblement fortement analytique. Pour d < k on a Λ̃d (Fd) = Fd+1 et par suite

Fk+1 =Υk (F) := Λ̃k

(
· · ·Λ̃1

(
sF

))
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si F ∈ Res(0,k). Pour terminer la preuve il reste à munir Res(0,k) de la structure d’espace analy-
tique induite par la surjection continue

Quot
(
E⋆k+1 ⊕

(
0,xk+1C,0

))
×Diff

(
C2,0

)
−→ Res(0,k)

(F,Ψ) 7−→ Ψ∗F

(on notera que cette application n’est pas une section de Υk). L’étape (4) se traite exactement de
la même manière.

Enfin la représentation intégrale des invariants deMartinet-Ramis démontrée dans [Tey04a]
permet de conclure que MR(0,k) est amplement bornée pour la topologie inductive. Ceci achève
la preuve du théorème.

2.2 Forme normale des feuilletages de type nœud-col convergent

L’application MRDm n’est malheureusement pas injective. Une question difficile consiste à
trouver une section explicite de cette application. Une telle section sera qualifiée de famille de
formes normales. Dans [ST13] nous répondons à cette question dans le cas non générique d’un
feuilletage nœud-col de type convergent, c’est à dire un nœud-col admettant deux séparatrices
holomorphes lisses et transverses passant par la singularité. Nous pensons pouvoir adapter
cette construction au cas général de tous les feuilletages résonants.

Remarque.

1. Il se trouve [MR82] que les nœuds-cols convergents F de Res(0,k) forment un espace
analytique propre, noté NCConvk, obtenu comme le lieu d’annulation des composantes
selon ϕ∞j de MRD(0,k) (F).

2. L’article [ST13] exhibe une famille de formes normales dans le contexte plus général des
champs de vecteurs de type nœud-col convergent, mais nous n’aborderons pas cet aspect
du travail ici.

Théorème 2.2.1. [ST13, Main Theorem] Soit F ∈ NCConvk d’invariant formel (0, k,µ). Définissons
l’entier positif

σ :=


0 si µ < R≤0⌊
−µ

⌋
+1 sinon

.

Il existe un feuilletage FR essentiellement unique, conjugué à F et de la forme

ω̂ + xyR (x,xσy)dx = 0

avec R (x, t) =
∑
n>0Rn (x) t

n ∈ tC [x]<k {t}, c’est-à-dire tel que chaque Rn est un polynôme de degré au
plus k − 1. La clause d’unicité précise est la suivante : deux feuilletages FR et FR̃ sont conjugués si, et
seulement si, R et R̃ sont conjugués par l’action de Aut(0,k) :=Z/kZ×C,0 définie pour (θ,c) ∈ Aut(0,k)
par (x, t) 7→

(
e2iπθ/kx , ct

)
.

Remarque.
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1. L’élément (θ,c) ∈ Aut(0,k) réalisant l’équivalence entre R et R̃ dans la clause d’unicité du
théorème correspond exactement à celui réalisant celle entreMRD(0,k) (FR) et MRD(0,k) (FR̃)
dans le théorème de Martinet-Ramis.

2. Le théorème ci-dessus généralise le beau résultat [Lor04] de F. Loray pour M̂ (F) =
(0,1,µ), de facture essentiellement géométrique. Sa méthode n’est toutefois pas expli-
cite, dans le sens que nous précisons plus bas. Ce théorème était déjà une généralisation
des formes normales de J. Écalle [Éca85] lorsque M̂ (F) = (0,1,0).

3. La famille de formes normales
{
FR : R ∈ tC [x]<k {t}

}
est naturellementmunie d’une struc-

ture d’espace analytique modelé surC [x]<k×C {t}. Notre construction garantit l’existence
d’une application F 7→ FR fortement analytique (à invariant formel M̂ fixé).

4. Le feuilletage FR n’est pas sous forme de Dulac, mais les calculs menés pour la preuve
du théorème assurent que l’on peut tout à fait construire une famille de formes normales
préparées.

Nous résumons la preuve pour k > 1 etℜ (µ) > 0, le cas général étant exposé dans [ST13],
mais avant cela discutons du problème du calcul effectif de ces formes normales.

2.2.1 Calculabilité

Définition.

1. On dira qu’un nombre réel x est calculable s’il existe une machine de Turing 2 Nx qui
prend comme entrée un entierm et renvoie un décimal w ∈ 10−mZ tel que |x −w| < 10−m.
Cette définition s’étend bien sûr aux points de Rn.

2. On dira qu’une fonction f : Ω ⊂ Cn → Cm est calculable si pour tout argument calcu-
lable x ∈ Ω la valeur f (x) est calculable, dans le sens suivant : f est entièrement déter-
minée par une machine de Turing Ff qui prend comme entrée Nx et renvoie une machine
de Turing Nf (x).

Théorème 2.2.2. [ST13, Computation Theorem] L’applicationMRD(0,k) et le procédé de réduction
sous forme normale sont explicitement 3 calculables, dans le sens suivant :

1. Il existe une machine de Turing explicite Module qui prend la machine de Turing Fω d’une
1-forme différentielle ω, définissant un feuilletage de NCCk, et renvoie FMRD(0,k)(ω).

2. Il existe une machine de Turing explicite FormeNormale qui prend la machine de Turing FM
d’un module calculableM ∈ Mod(0,k) et renvoie Fω, où ω est sous forme normale.

Remarque. D’après les calculs menés au paragraphe précédent, l’application D(0,k) est explicite-
ment calculable. Ce dernier théorème découle donc de l’étude de MR(0,k).

2.2.2 Esquisse de la preuve du théorème de normalisation

Rappelons quelques faits bien connus au sujet des feuilletages nœuds-cols convergents F
sous forme de Dulac :

2. Il s’agit de machines de Turing ayant un alphabet fini et une mémoire potentiellement infinie.
3. Dans l’article nous produisons des algorithmes répondant à la question.
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⊲ [HKM61] Il existe une famille de k secteurs ouverts
(
Vj (r)

)
j∈Z/kZ

en la variable x, ayant

leur sommet en 0, un rayon r > 0 et une ouverture d’au moins 2π
k , centrés sur les di-

rections (−1)1/k, il existe ρ > 0 et une famille de k biholomorphismes Ψj fibrés en x qui
conjuguent F à ω̂ = 0 sur

Vj (r,ρ) := Vj (r)× ρD .

⊲ Au-dessus de chaque secteur Vj (r) × ρD l’espace des feuilles est conformément équi-
valent à C via une intégrale première holomorphe à fibres connexes Hj : Vj (r,ρ)։ C.

⊲ [MR82] L’application de transition Ψ◦−1j+1 ◦Ψj induit un germe de biholomorphisme ψj ∈
Diff (C,0) tel que
• ψj (0) = 0 et ψ′j (0) = e

2iπµ/k,
• Hj+1 = ψj ◦Hj .
Les invariants de Martinet-Ramis sont alors définis par les ψj . En reprenant les notations
de ce mémoire on a

MR(0,k) (F) = µ⊕


h 7→

log
ψj (h)
h −

2iπµ/k

h
,0



j∈Z/kZ

.

La relation d’équivalence provient de la liberté dans le choix d’une numérotation consé-
cutive des secteurs et d’une coordonnée linéaire 4 sur C.

L’idée pour montrer que l’application MR(0,k) est surjective est de construire des applica-
tions sectorielles Hj vérifiant Hj+1 = ψj ◦Hj à partir de la donnée des ψj , mais en imposant un
rayon r := ∞ aux secteurs dans la variable x. Ces intégrales premières « abstraites » sont ob-
tenues comme points fixes de l’itération d’une transformation de Cauchy-Heine, en résolvant
à chaque étape un problème de Cousin additif sur les intersections consécutives des secteurs.
Pour assurer la convergence du procédé on détermine explicitement un ρ > 0 en fonction du
rayon de convergence minimum des ψj .

L’opérateur de Cauchy-Heine (continu entre espaces de Banach bien choisis) permet en outre
un contrôle d’une norme uniforme surHj et ses dérivées premières, de sorte que les feuilletages
sectoriels correspondant à dHj = 0 vérifient les propriétés suivantes :

⊲ ils coïncident dans les intersections consécutives des Vj (∞,ρ),

⊲ ils se prolongent par Riemann à un feuilletage holomorphe sur adh
(⋃

j Vj (∞,ρ)
)
×ρD =

C× ρD,
⊲ ce feuilletage est de la forme FR avec R ∈ yO (C) {y}.

Les estimations de norme permettent de conclure que x 7→
∣∣∣R (x,y)

∣∣∣ est de l’ordre de |x|k−1,
c’est-à-dire R ∈ yC [x]<k {y} comme attendu. La clause d’unicité se démontre au plan formel en
observant que l’association R 7→MR(0,k) (FR) est triangulaire par blocs inversibles. La résolution

de l’équation MR(0,k) (FR) = µ⊕
(
ϕ0
j ,0

)
j∈Z/kZ

, pour un membre de droite donné, débouche sur le

Théorème 2.2.2 (1).

Remarque. La construction ci-dessus garantit que les normalisantes sectorielles Ψj entre FR et
son modèle formel, dont l’existence n’est a priori assurée que localement par le théorème de
Hukuhara-Kimura-Matuda, sont en fait injectives, holomorphes et bornées sur Vj (∞,ρ).

4. Simultanément pour tous les espaces de feuilles sectoriels puisque la restriction sur ψ′j (0) impose des choix
compatibles d’un espace à l’autre.
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Chapitre 3

Germes de feuilletages présentables du
plan complexe

Par beaucoup d’aspects, un feuilletage holomorphe F d’un ouvert U semble généraliser, en
son lieu régulier, la notion de fibration localement triviale. Prenons à titre d’illustration le
feuilletage donné par les niveaux d’une submersion holomorphe

f : B −→ C

admettant une fibre singulière (non nécessaire irréductible) S = f −1 (0). Ici f est holomorphe
sur (un voisinage de) la boule euclidienne fermée adh(B) de rayon choisi suffisamment petit
pour que les feuilles de F soient transverses à la sphère ∂B. Un résultat classique de J. Mil-
nor [Mil68] assure l’incompressibilité de F : il existe une famille de tubes de Milnor Tη de S ,
images réciproques d’un petit disque ηD, telle que le groupe fondamental de chaque feuille
régulière de F|Tη s’injecte dans celui de Tη\S , lui-même isomorphe à π1 (B\S ).

Dans deux travaux récents [MM08, MM21], D. Marín et J.-F. Mattei ont dégagé des condi-
tions suffisantes sous lesquelles ce résultat se généralise lorsque F n’admet pas d’intégrale pre-
mière holomorphe non triviale. Précisons cela.

Définition. Dans tout cet article F désigne un germe de feuilletage holomorphe singulier en
(0,0). On dit que F est incompressible s’il existe

⊲ une union finie S ⊂ B de courbes analytiques invariantes par F et contenant la singu-
larité, disons d’équation {f = 0} pour fixer les notations, appelées séparatrices distin-
guées,
⊲ une famille de tubes de Milnor

(
Tη

)
0<η≤η0

de S (au sens précédent : Tη = f −1 (ηD)), sur

lesquels F est bien défini,
⊲ une voisinage U de la singularité,

tels que, en notant T := Tη0 ,
1. U ⊂ T , cette inclusion induisant un isomorphisme au niveau des groupes fondamentaux
π1 (U\S ) ≃ π1 (T \S ),

2. Tη ⊂ U pour tout η assez petit,
3. pour chaque feuille L de F|U\S le morphisme canonique induit par l’inclusion ι : L →֒
U\S

ι∗ : π1 (L) −→ π1 (U\S )

soit injectif.

37
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Pour préciser les notations nous serons parfois amenés à dire que F est incompressible dans
(U ,S ).

Remarque. La condition (1) stipule que l’on ne s’autorise pas à prendre des voisinages U volon-
tairement tordus pour accommoder la topologie éventuellement compliquée des feuilles. La
topologie de l’espace ambiant doit être « la plus simple possible ».

Théorème de Marín-Mattei. Tout feuilletage dont la réduction ne comporte pas de nœud-col ou de
selle quasi-résonante est incompressible.

Ce théorème est traité dans [MM08] pour les feuilletages n’ayant pas de composante dicri-
tique dans leur réduction, et dans [MM21] pour les cas restants en faisant l’hypothèse tech-
nique supplémentaire que les éventuelles composantes initiales sont dynamiquement isolées.
Nous revenons plus bas sur ce dernier point.

Remarque.

1. Il est possible de décrire explicitement l’ensemble S . En notant E le morphisme de ré-
duction de la singularité de F, l’ensemble S est l’union des adhérences des images par
E des séparatrices de E∗F croisant des composantes non dicritiques, auxquelles s’ajoute
l’image par E d’un germe de feuille transverse par composante dicritique.

2. L’hypothèse du théorème portant sur le type des singularités finales est générique (mais
pas dans le sens considéré au Chapitre 1), à donnée combinatoire de l’arbre de réduction
et à nombre de singularités finales fixé.

L’incompressibilité assure l’existence d’un revêtement universel feuilleté. Par cela on entend
que le revêtement universel πU : �U\S → U\S est aussi un revêtement universel en restriction
à chaque feuille de F. Le groupe des automorphismes de ce revêtement est alors constitué de
symétries du feuilletage π∗UF, et à ce titre agit naturellement sur l’espace de ses feuilles Ω̃U . On
dispose alors d’une action

mU : Aut (πU ) −→ Aut
(
Ω̃U

)

que l’on nomme monodromie de (F,U ,S ). Le quotient ΩU := Ω̃U/mU s’identifie canoniquement
à l’espace des feuilles de F.

Cette construction ne revêt qu’un intérêt modeste si l’on ne dote pas les espaces de feuilles
d’une structure analytique. Cette structure supplémentaire va faire de la monodromie un in-
variant analytique du triplet (F,U ,S ), dont la « germification » quand η0→ 0 est un classifiant
local (au voisinage de S ) complet pour un choix générique de feuilletages [MM21]. Sa construc-
tion est donc une étape importante vers une compréhension plus globale des germes de singu-
larités de feuilletages.

L’ingrédient nécessaire à l’existence d’une structure analytique canonique sur Ω̃U est celle
d’une courbe transverse C (non nécessairement irréductible) qualifiée ici de complètement
connexe. Les composantes de π−1 (C) doteront l’espace des feuilles de cartes analytiques, à
condition que chaque feuille de π∗F coupe au plus une fois chaque composante de π−1 (C).
Ce sont ces propriétés qui sont isolées par la définition suivante :

Définition 3.0.3. Un germe de courbe analytique C (non nécessairement irréductible) est une
transversale complètement connexe de F s’il existe un couple (U ,S ), dans lequel F est incom-
pressible, tel que :
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1. C\S soit une courbe analytique lisse transverse aux feuilles de F,

2. SatF (U ∩C\S ) = U\S ,

3. C\S soit 1-connexe dans U\S relativement à F.

Notons qu’il existe toujours une courbe C satisfaisant les deux premières conditions (1)
et (2), quitte à munir C de suffisamment de composantes (voir [Lor10, p161]), courbe que l’on
nomme alors transversale complète. La notion de 1-connexité est définie dans [MM08], et
revient ici à demander que chaque feuille de π∗F coupe au plus une fois chaque composante
de π−1 (C). Un corollaire du théorème de Marín-Mattei est alors l’existence, sous les mêmes
hypothèses, d’une transversale complètement connexe [MM08, Théorème 6.1.1, p900].

3.1 Présentation des principaux résultats

Théorème 3.1.1. [Tey13c, Théorème A] Les germes de feuilletages, de type nœud-col ou selle quasi-
résonante, sont incompressibles.

Un tel résultat laisserait espérer que le théorème deMarín-Mattei se généralise sans contrainte.
Ce n’est malheureusement pas le cas.

Théorème 3.1.2. [Tey13c, Théorème B] Il existe des feuilletages F singuliers non dicritiques qui
sont compressibles.

Les premiers exemples que nous avons pu construire possédaient tous un nœud-col di-
vergent dans leur réduction. On pouvait alors penser qu’il suffit de proscrire les nœuds-cols
divergents pour assurer l’incompressibilité du feuilletage, suivant l’idée que ceux-ci privent de
façon injuste l’ensemble S d’une séparatrice. Il n’en est rien : nous construisons également des
exemples de feuilletages compressibles n’ayant aucun nœud-col divergent.

Pour autant nous avons pu affaiblir l’hypothèse du théorème de Marín-Mattei : l’incom-
pressibilité et l’existence d’une transversale complètement connexe vont dépendre de manière
cruciale de la façon dont les nœuds-cols sont positionnés dans l’arbre de réduction.

Définition. On dit qu’un germe de feuilletage F est présentable si les séparatrices fortes des
nœuds-cols apparaissant dans sa réduction ne sont jamais des composantes du diviseur excep-
tionnel 1.

Un feuilletage présentable non réduit ne contient donc jamais de nœud-col divergent dans
sa réduction, et les singularités apparaissant aux points de croisement de deux composantes du
diviseur exceptionnel (les « coins ») ne sont pas des nœuds-cols.

Remarque 3.1.3. La définition de feuilletage présentable n’est curieusement pas invariante par
éclatement ponctuel. Plus précisément, l’éclatement d’un nœud-col produit un diviseur possé-
dant d’une part une selle non linéarisable, d’autre part un nœud-col dont la séparatrice forte
est un diviseur. Il faut donc considérer la réduction minimale d’un feuilletage pour décrire
le fait qu’il soit présentable ou non, ou en tout cas une réduction de la singularité où aucun
nœud-col n’a été éclaté après apparition.

1. C’est en particulier le cas si F est une singularité réduite.
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Figure 3.1.1 – Ce feuilletage n’est pas présentable car il exhibe un nœud-col dans un coin.

Théorème 3.1.4. [Tey13c, Théorème C]Tout germe de feuilletage présentable est incompressible et
admet une transversale complètement connexe.

Comme le souligne la remarque précédente la condition d’être présentable n’est pas né-
cessaire. Cependant les exemples que nous construisons montrent qu’elle n’est pas superflue.
Caractériser complètement les feuilletages incompressibles admettant une transversale com-
plètement connexe est une question difficile car ces propriétés sont globales et les limitations
imposées par le fait d’être présentable sont encore partiellement techniques.

3.2 Esquisse des preuves

3.2.1 Théorème 3.1.1

On montre directement que le tiré-en-arrière d’un feuilletage nœud-col convergent ou selle
quasi-résonante par le revêtement universel d’un polydisque ρD× rD assez petit, épointé de la
séparatrice forte {x = 0}, ne possède que des feuilles simplement connexes. On invoque un ar-
gument de transversalité avec les fibres de la projectionΠ : (logx,y) 7→ logx pour prouver dans
un premier temps que le bord d’une feuille L est contenu dans le bord du polydisque. Un ar-
gument variationnel immédiat permet alors d’identifier des familles de chemins complètement
contenues dans Π (L), que l’on nomme « faisceaux de stabilité », le long desquels le module de
l’ordonnée de L diminue : ces chemins sont donc contenus dans L. Pour prouver que tout cycle
γ de L est tangentiellement trivial, on construit une homotopie entre Π ◦γ et un lacet bordant
une région d’intérieur vide en suivant des faisceaux de stabilité, ce qui garantit qu’elle se relève
dans L en une trivialisation de γ .

Le cas divergent se ramène au cas précédent en redressant au-dessus de secteurs dans la
variable x les resommées sectorielles de la séparatrice « faible ». Puisque les faisceaux de sta-
bilité restent à l’intérieur d’un secteur donné, et comme le redressement des séparatrices se
fait à travers une application fibrée dans la coordonnée x, l’argument est essentiellement le
même. U\{x = 0} est alors l’union des pré-images du polydisque ρD×rD par les redressements
sectoriels.

3.2.2 Théorème 3.1.4

En adaptant la construction originelle de Marín-Mattei, on montre assez facilement l’exis-
tence d’une transversale complètement connexe à un feuilletage présentable, en incorporant
un nouveau type de bloc élémentaire B renfermant des nœuds-cols convergents ou des selles
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quasi-résonantes. La propriété d’incompressibilité s’obtient en utilisant également les proprié-
tés d’origine de collage bord-à-bord. Il faut pour cela garantir que le bloc élémentaire B (ou
plutôt son bord) se prête à cet assemblage. Le cas des selles irrationnelles non linéarisables
est très proche du cas des selles résonantes traitées dans [MM08], puisque les feuilles se ré-
tractent radialement sur leur bord (feuilles de type collier). Expliquons maintenant le cas, plus
complexe, du nœud-col.

Le bord de B est formé de deux composantes connexes : une composante forte ∂B∩
{∣∣∣y

∣∣∣ = r
}
et

une composante faible ∂B∩
{
|x| = ρ

}
. On peut faire en sorte de choisir B pour que l’une ou l’autre

de ces composantes soit de type suspension. Cela signifie grossièrement que cette composante,
disons forte (resp. faible), s’obtient comme le balayage par le transport holonome d’un petit
disque conforme transverse Σ en effectuant une fois le tour du cercle

{∣∣∣y
∣∣∣ = r

}
(resp.

{
|x| = ρ

}
).

Dès que cette propriété est assurée il faut contrôler que l’intersection de Σ avec son image par
l’holonomie est connexe (afin de ne pas créer de topologie artificielle dans l’espace ambiant).
Nous montrons ces propriétés en utilisant les outils (notamment la notion de rugosité) intro-
duits par D. Marín et J.-F. Mattei.

Ceci étant dit, arrive ensuite l’obstruction majeure forçant les nœuds-cols à être placés de
la bonne façon. Il faut en effet pouvoir garantir également la 1-connexité dans B de la compo-
sante du bord que l’on souhaite assembler aux autres blocs. Cette propriété est vérifiée par la
composante faible. En contraste, la composante forte du bord n’est jamais 1-connexe dans B.
Dans chaque feuille d’un nœud-col existent en effet des « chemins inamovibles dont les extré-
mités {p1,p2} sont situées dans une transversale donnée {y = cte} et qui sont homotopes dans
B, privé de la séparatrice qui n’est pas un diviseur, à un chemin les joignant dans la transver-
sale. Cependant il n’est pas possible d’opérer cette homotopie tangentiellement au feuilletage.
La coexistence d’un comportement « col » et « nœud » au sein de certaines feuilles prévient en
effet cette possibilité. Le point de vue topologique est le suivant : certaines feuilles de nœud-col
ne peuvent se rétracter tangentiellement sur la composante forte du bord, en d’autres termes
les feuilles ne sont pas de type collier vis-à-vis de cette composante (alors qu’ils le sont pour la
composante faible). Ainsi, quelle que soit la forme du bloc B, la composante forte de son bord
ne sera jamais 1-connexe dans B, ce qui interdit d’appliquer le procédé de localisation sur le-
quel se base le théorème de Marín-Mattei. Néanmoins cette obstruction est d’ordre technique,
comme l’a souligné la Remarque 3.1.3.

L’induction de Marín-Mattei nécessite, pour démarrer, que les composantes initiales de la
réduction du feuilletage soient dynamiquement isolées. Une composante initiale est une com-
posante du diviseur exceptionnel à laquelle sont attachées au moins deux branches mortes (une
branchemorte est une unionmaximale de composantes adjacentes du diviseur exceptionnel qui
ne contiennent aucune autre singularité du diviseur que leurs points de croisement mutuels).
Cette composante doit de plus contenir exactement une singularité du feuilletage. On dira que
ces composantes initiales sont dynamiquement isolées si elles apparaissent toutes dans des
composantes connexes distinctes du diviseur exceptionnel auquel on a retiré les composantes
dicritiques. Dans le cas d’une courbe généralisée non dicritique il est bien connu qu’il n’existe
qu’au plus une composante initiale, et celle-ci est attachée à exactement deux branches mortes,
l’une d’elles ayant comme maillon final le diviseur apparu lors du premier éclatement. Nous
généralisons mot pour mot cette propriété à toutes les singularités de feuilletages présentables :

Proposition 3.2.1. Un germe de feuilletage présentable n’a qu’au plus une composante initiale, et
celle-ci est attachée à exactement deux branches mortes, l’une d’elles ayant comme maillon final le
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diviseur apparu lors du premier éclatement.

Il est facile de construire des exemples de feuilletages présentables (dicritiques ou non)
admettant autant de composantes initiales que souhaité, chacune pouvant elle-même être atta-
chée à un nombre arbitraire de branches mortes.

3.2.3 Théorème 3.1.2

Dans un premier temps la compressibilité des feuilles est fournie par un argument de taille
de groupe (impossibilité d’injecter un groupe libre de rang 2 dans un groupe commutatif), en
réalisant un tel groupe de biholomorphismes comme l’holonomie projective d’un feuilletage
admettant au moins un nœud-col divergent dans sa réduction. L’argument est ici d’utiliser la
non existence d’une seconde séparatrice pour forcer la compressibilité. Il est à noter que nous
parvenons à exhiber dans certains cas un lacet non trivial dans le noyau de ι∗.

Nous construisons ensuite une famille d’exemples de feuilletages compressibles n’ayant que
des nœuds-cols convergents dans leur réduction. À cette fin nous exploitons le fait déjà évo-
qué de l’absence de 1-connexité de la composante forte du bord dans un bloc renfermant un
nœud-col. On met en regard deux nœuds-cols modèles d’invariants (0, k,0) partageant la même
séparatrice forte, de façon à connecter deux chemins inamovibles pour former un cycle. Celui-
ci est trivial dans l’espace privé des séparatrices mais pas dans la feuille le contenant. Nous
présentons brièvement cet exemple pour k := 1.

Le tiré-en-arrière du modèle formel ω̂ par ψ : (x,y) 7−→
(
x,1− y2

)
est la 1-forme différen-

tielle

ψ∗ω̂ =
(
y2 − 1

)
dx − 2yx2dy .

Ce feuilletage possède les trois séparatrices {x = 0} et {y = ±1}. Pour c ∈]0,1[ considérons les
deux chemins inamovibles suivants :

Γ±c : [−π,π] −→ D×C

t 7−→


cexp(it) , ±

√
1− exp

(
−
1
c
(1 + exp(−it))

) ,

ainsi que le cycle

γc : [−2π,2π] −→ D×C

t ≤ 0 7−→ Γ−c (π + t)

t ≥ 0 7−→ Γ+c (π − t) .

Par construction γc est d’indice nul autour de chaque branche de
{
x
(
y2 − 1

)
= 0

}
, mais étant

la concaténation de deux chemins inamovibles «distants» il n’est pas tangentiellement trivial.
Puisque c peut-être pris arbitrairement proche de 0, le feuilletage F̃ défini par ψ∗ω̂ = 0 n’est
incompressible dans aucun voisinage de S := {x = 0}.

Cette association de deux singularités p0 = (0,−1) et p1 = (0,1) forme un bloc, muni du
feuilletage F̃, auquel nous pouvons adjoindre un autre bloc afin de plonger l’ensemble dans
la réduction d’un germe de feuilletage singulier, le diviseur exceptionnel coïncidant avec S ∪
{∞}. L’holonomie de F̃ le long du chemin t ∈ [0,2π] 7→ (0,2exp(it)) est conjuguée à ∆◦2, en
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0

1

0

−c −1

Figure 3.2.1 – Projeté de γc sur {y = 0} (à gauche) et sur {x = 0} (à droite).

notant ∆ l’holonomie forte de ω̂. On choisit pour p2 une selle résonante tangente à xdy+ydx et
d’holonomie ∆◦−2 tangente à l’identité (le théorème de Martinet-Ramis en assure l’existence).
L’invocation du théorème de Lins-Neto [Lin87b], sous sa forme améliorée [Lor10, p159], achève
alors la construction.
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Chapitre 4

Le reste du chemin

4.1 Vers une géométrie analytique dans C {z}

4.1.1 Points singuliers

Étant donnée une application analytique Λ : C {z} → C {w} on peut introduire deux espaces
tangents en un point p ∈Ω :=Λ−1 (0) :

⊲ l’espace tangent algébrique

T Ap (Ω) := kerDΛ

donné par le noyau de la différentielle, au sens de Fréchet, de Λ,
⊲ l’espace tangent géométrique

T Gp (Ω) :=
{
λ′ (0) : λ germe de courbe inscrit dans Ω, λ (0) = p

}

où un germe de courbe inscrit dans Ω est simplement une application analytique λ :
(C,0)→Ω.

Remarquons tout de suite que T G ⊂ T A. En dimension finie, et lorsque Λ est irréductible, ces
deux espaces coïncident si, et seulement si, p est un point régulier de Ω. Nous proposons donc
la

Définition. Supposons queΛ soit irréductible. Un point régulier deΛ−1 (0) est un point p pour
lequel les espaces tangents algébriques et géométriques sont égaux.

Conjecture 4.1.1. Mettons sur les espaces de germes une A-topologie utile et métrisable. L’ensemble
des points réguliers d’un ensemble analytique est un sous-ensemble analytique propre.

L’idée est d’exploiter le fait que le complété topologique �C {z} est un espace de Fréchet nu-
cléaire. La différentielle DpΛ devient alors un opérateur à trace, ce qui permet raisonnablement
d’espérer obtenir une caractérisation des points non réguliers en termes de dépendance linéaire
des « colonnes » de DpΛ.

4.1.2 Paramétrisation

À défaut d’un théorème d’inversion locale, la structure des ensembles (sous-)analytiques
peut être contrôlée par un théorème de paramétrisation analytique. La conjecture suivante est
probablement vraie, peut-être en ajoutant une hypothèse de forte analyticité sur Λ :

45
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Conjecture 4.1.2. Les espaces de germes sont munis d’une topologie localement convexe séparée et
métrisable. Prenons une fonction analytique Λ : U ⊂ C {z} → C {w} de type fini : pour tout b ∈N il
existe s ∈N tel que Jb ◦Λ = Λ ◦ Js. Soit p ∈ Λ−1 (0) un point régulier. Alors il existe une application
analytique ϕ : U ⊂ C {x} →W ⊂ C {z} d’un ouvert U dans un ouvertW telle que ϕ (U ) =W ∩Ω.

Pour un voisinage W de p ne contenant aucune singularité on restreint W ∩Ω aux sous-
espaces de jets finis. On peut alors appliquer le théorème de Fornaess-Stout [FS77] : toute va-
riété complexe connexe de dimension d est l’image du polydisque standard Dd de dimension
d par une application ϕd , localement biholomorphe. Si on peut montrer que la construction de
Fornaess-Stout est compatible avec les filtrations par sous-variétés analytiques M1 ⊂ M2 ⊂ · · ·

avec dimMd = d, alors l’application ϕ : D∞ ։ Ω ∩W , induite sur la limite projective cano-
niqueD∞ de la chaîne de polydisques

(
Dd ×D։Dd

)
d∈N

, réalise la paramétrisation cherchée.
La difficulté restante consiste à munir D∞ d’une structure d’espace analytique modelée sur
C {x}.

Cette conjecture implique que les ensembles sous-analytiques obtenus comme projection
d’ensembles analytiques réguliers seraient eux aussi paramétrables.

4.1.3 Distributions intégrables

Je propose de caractériser les distributions analytiques de sous-espaces affines fermés pou-
vant être intégrées dans C {z}, autrement dit les feuilletages analytiques.

Conjecture 4.1.3. L’ensemble des distributions intégrables forme un sous-ensemble analytique.

Il n’est pas clair que cet ensemble soit propre. S’il l’est un problème intéressant serait de
déterminer l’équivalent des conditions d’intégrabilité de Frobenius. Cette dernière question
est liée à l’étude des déformations isoholonomiques de selles résonantes, plus précisément à la
structure transverse de la lamination de Res correspondante. On notera que le Théorème 2.2.1
de mise sous forme normale fournit une transversale analytique (affine) complète à la lamina-
tion induite sur NCConvk.

4.2 Feuilletages glocaux

Nous présentons ici deux conjectures concernant la relation entre les feuilletages résonants
et leurs holonomies. Mentionnons d’abord que la question de l’algébrisation des feuilletages
réguliers, qui est triviale dans le contexte local, peut se poser pour les feuilletages réguliers
semi-globaux.

Conjecture 4.2.1. Tout feuilletage holomorphe régulier jusqu’au bord d’un domaine D := U ×V ⊂
C2, simplement connexe et relativement compact, est conjugué sur D à un feuilletage polynomial.

Cette conjecture sera étudiée dans la thèse à venir d’A. Bittmann, comme conséquence de
la définition et de l’étude géométrique de la notion de singularité mobile apparaissant dans la
partie régulière des feuilletages semi-globaux de C2.
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4.2.1 Caractérisation des invariants de Martinet-Ramis glocaux

À défaut de déterminer les « équations » des ensembles analytiques propres dont l’union dé-
nombrable contient les feuilletages résonants glocaux, tâche qui semble ardue, on peut tenter
de trouver d’autres caractérisations portant sur la nature des invariants de Martinet-Ramis des
feuilletages glocaux, en s’intéressant en particulier à leur prolongement analytique. On dira
qu’un germe de fonction holomorphe f ∈ C {h} est résurgent si le bord de sa surface de Rie-
mann 1 est discret (en particulier f n’a pas de frontière naturelle). La conjecture suivante me
paraît raisonnable, au moins pour les feuilletages polynomiaux sous-forme de Dulac :

Conjecture 4.2.2. Les invariants de Martinet-Ramis d’un feuilletage résonant glocal sont résurgents
et leurs singularités sont au pire logarithmiques.

Les invariants de Martinet-Ramis sont construits localement par une application d’holono-
mie reliant deux transversales dans des «secteurs de normalisation» consécutifs. Le caractère
algébrique du feuilletage permet de considérer le prolongement analytique de cette holonomie
sur des ensembles de «grande taille». Bien qu’il existe des feuilletages holomorphes de P2 (C)
dont les holonomies admettent une frontière naturelle [CDFG13], ces exemples ne contiennent
pas de singularité résonante. La dynamique très attractive des singularités de feuilletages ré-
sonants pourrait permettre de prolonger l’holonomie de manière résurgente au-dessus d’un
domaine (éventuellement borné) de la transversale, couvrant tout l’espace des feuilles secto-
rielles locales.

Si une telle conjecture est vraie, la calculabilité de la mise sous forme normale produira, au
moins de façon numérique, des exemples de feuilletages nœuds-cols convergents qui ne sont
pas glocaux.

4.2.2 Un théorème d’Hermite-Lindemann feuilleté

La conjecture suivante se déduit de la précédente :

Conjecture 4.2.3. Soit F un feuilletage polynomial dont l’une des singularités p est résonante. Les
assertions suivantes sont équivalentes :

⊲ une des holonomies de F calculée au voisinage de p relativement à une séparatrice forte 2 est
conjuguée à une application rationnelle ∆,
⊲ F est analytiquement conjugué à son modèle formel ω̂ d’invariant M̂ = (λ,1,0), autrement
dit MRD(F) = 0 et k = 1.

Dans ce cas ∆ ne peut qu’être une homographie.

Les travaux d’A. Epstein [Eps93]montrent en effet que les invariants d’Écalle-Voronin [Éca85,
Mal82, Vor81a, Vor81b] d’une application rationnelle de degré supérieur à 2 doivent avoir une
frontière naturelle. Comme ces invariants sont égaux aux invariants de Martinet-Ramis de F en
p, la conjecture précédente entraîne que ∆ est nécessairement une homographie. La trivialité
de la classe analytique de F au voisinage de p en découle immédiatement.

1. Compris comme les singularités rencontrées à l’extrémité des chemins le long desquels on effectue le pro-
longement analytique de f .

2. Une courbe analytique régulière contenant une feuille de F, tangente en p à l’espace propre d’une valeur
propre non nulle de la partie linéaire de F en p.
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Annexe : résultats connus concernant la
question glocale

Germes de fonctions

⊲ Tout élément f de C {z}, définissant un germe de variété analytique {f = 0} ayant au plus
une singularité isolée en 0, est glocal (en fait, un tel germe est localement équivalent à
un jet d’ordre fini assez grand [MY82]). Pour m ≥ 3 il existe des germes non glocaux,
comme l’exemple 3 de H. Whitney [Whi65] :

f (x,y,z) = xy (x + y) (x − yz) (x − y expz) .

⊲ Le cas des germes méromorphes est trivial pour m := 1, et totalement ouvert dans le cas
m ≥ 2. Dans le casm = 2, un résultat de D. Cerveau et J.-F. Mattei [CM82] donne cepen-
dant une condition (générique) nécessaire et suffisante pour qu’un tel germe soit équi-
valent à un jet d’ordre fini. Des constructions ad hoc permettent par ailleurs de conclure à
la glocalité de certains germes dont les courbes de niveaux sont désingularisées après un
éclatement de l’origine et dont seulement un certain nombre des transformées strictes
sont tangentes au diviseur exceptionnel [Cas13].

Germes de bihilomorphisnes

⊲ Une condition générique portant sur la partie linéaire d’un germe de biholomorphisme
∆ assure sa linéarisabilité locale (hyperbolicité).

⊲ Dans le cas m := 1 les différentes classes dynamiques sont déterminées par le multipli-
cateur ∆′ (p) =: exp(2iπλ) pour λ ∈ C.
• Lorsque λ n’est pas réel, ∆ est hyperbolique.
• Les germes périodiques (pour l’itération) sont glocaux car linéarisables. Ce cas sera

écarté dans la suite.
• Les germes admettant un point-fixe parabolique (λ ∈Q) sont complètement classifiés

(invariants fonctionnels d’Écalle-Voronin [Éca85, Mal82, Vor81b, Vor81a] en bijec-
tion avec un produit C {h}k) et les travaux de A. Epstein [Eps93] sur les fonctions de
«type fini» permettent de donner des conditions nécessaires pour que ∆ soit rationnel
dans une coordonnée locale. En particulier, les invariants d’un tel germe parabolique
(ayant un ensemble de Julia non vide) doivent posséder une frontière naturelle. Il

3. La trace de {f = 0} sur l’hyperplan {z = λ}, pour λ , 0, est une union de cinq droites distinctes. Si ce germe
est conjugué à une fonction algébrique alors le birapport de quatre d’entre elles varie algébriquement en fonction
de λ. Mais ceci est impossible car parmi les birapports se trouvent λ et expλ.
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n’est toutefois pas clair que l’on sache comment en déduire des exemples concrets
de germes non glocaux, étant donné que la synthèse d’un germe ayant des invariants
prescrits est un procédé hautement non explicite.

• Pour presque tout λ ∈ R\Q le germe ∆ admet un point fixe de type Siegel ; ces germes
sont donc linéarisables. Dans les cas résiduels d’un point fixe irrationnel indifférent
de type Cremer (problème des «petits diviseurs»), la description des invariants lo-
caux est un problème très délicat qui n’a pas encore été résolu. J.-C. Yoccoz a néan-
moins prouvé l’existence d’une famille non dénombrable de classes de conjugaison
de tels germes dont aucun représentant n’est une fonction entière [Per92].

⊲ À ma connaissance le cas m ≥ 2 est complètement ouvert, mêmes si des constructions
récentes d’invariants de certaines familles de biholomorphismes «paraboliques» [Rib08,
Rib09] pourraient amener des réponses similaires.

Germes de champs de vecteurs

⊲ En un point régulier, d’après le théorème de redressement du flot (Cauchy-Lipschitz), X
est conjugué à un champ de vecteurs constant. La question glocale se concentre donc sur
les cas où X possède une singularité (i.e. au voisinage des points où X s’annule). Dans la
suite cette singularité sera supposée isolée et placée en p := 0.

⊲ Le théorème de linéarisation de Poincaré garantit, sous des conditions génériques d’hy-
perbolicité portant sur la partie linéaire de X en 0, l’existence d’une conjugaison locale
entre X et sa partie linéaire.

⊲ Quand m := 2, après identification de la partie linéaire

X1 := (ax + by)
∂

∂x
+ (cx + dy)

∂

∂y

de X à la matrice L :=

[
a c
b d

]
, on peut donner une description plus précise dans le

cas non nilpotent. En notant {λ1,λ2} le spectre de L avec λ2 , 0, la quantité λ := λ1/λ2
gouverne, comme précédemment, le type dynamique de X.
• Lorsque λ < R le champ de vecteurs est hyperbolique.
• Lorsque λ > 0 le champ de vecteurs est ou bien localement linéarisable (c’est en parti-

culier le cas si λ ou λ−1 n’est pas un entier) ou bien conjugué à un champ polynomial
(forme normale de Dulac-Poincaré [Dul04, Dul09]). Ici encore X est glocal.

• Pour presque tout λ ∈ R<0\Q, le champ X est localement linéarisable. Dans les autres
cas X est une selle quasi-résonante, soumise à la dure loi des «petits diviseurs». Ici
aussi les invariants locaux de X ne sont pas décrits, rendant plus difficile la question
glocale. Ceci étant dit X est formellement linéarisable 4.

• Quand λ ∈ Q≤0, et en dehors des cas marginaux 5 où X est linéarisable, l’espace
des invariants locaux de X est en bijection avec un produit C {h}k (classification de
Martinet-Ramis [MR82,MR83] et deMeshcheryakova-Teyssier-Voronin [MV03, Tey04a]).
On parle alors d’une singularité résonante. Notons que X est pourtant formellement
conjugué à une forme normale polynomiale de Dulac-Poincaré [Dul04, Dul09].

4. C’est-à-dire que ψ est donnée par des séries entières qui sont, en général, divergentes.
5. Ils forment un ensemble analytique propre des germes de champs de vecteurs à partie linéaire fixée.
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• Mentionnons finalement que si X possède une structure transverse affine 6, X est
glocal [BT99, Tey04c, Tey13d].

• Rien n’est connu lorsque L est nilpotente. Il est tout à fait probable que la plupart
de ces champs ne soient même pas formellement glocaux, en raison du fait que la
dimension du conoyau de la dérivation X· agissant sur les séries formelles est en
général infinie 7.

6. Il existe un champ méromorphe Y tel que [X,Y ] = Y . Cette condition assure que le flot de X est une fonction
multivaluée de classe liouvillienne, c’est-à-dire obtenue par quadratures (et leurs exponentielles) de fonctions
algébriques.

7. Heuristiquement une section du conoyau de la dérivation fournit une famille de candidats auxquels X peut
se ramener par changement de coordonnées.
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Ce mémoire étudie les dynamiques holomorphes glocales, celles qui sont l’expression
(locale) dans un germe de carte d’une dynamique holomorphe (globale) sur une variété
projective complexe. On y établit l’existence de germes de feuilletages holomorphes du
plan complexe qui ne sont localement conjugués à aucun feuilletage algébrique. Cette
preuve repose sur un théorème de type Baire, dans lequel les unions dénombrables de
fermés analytiques propres (ensembles analytiquement maigres) sont d’intérieur vide.
La notion d’analyticité (en dimension infinie) utilisée est celle associée à des topologies
localement convexes particulières sur l’algèbre différentielle des germes de fonctions
holomorphes en un point. On en déduit par ailleurs que les germes holomorphes satisfai-
sant des relations analytiques «raisonnables» constituent un ensemble analytiquement
maigre.
Ce mémoire discute ensuite la description «explicite» d’un exemple de système non
glocal. Une méthode calculable de réalisation de feuilletages nœuds-cols, d’invariants
de Martinet-Ramis prescrits, est décrite. La production d’un exemple est donc ramenée
à la caractérisation effective des invariants de Martinet-Ramis de feuilletages glocaux.
Une conjecture de type Hermite-Lindemann, allant dans ce sens, est ensuite présentée.
Enfin ce mémoire présente une généralisation de la construction de la monodromie
de Marín-Mattei, cet objet étant un invariant local des feuilletages singuliers du plan
complexe. On espère ici encore pouvoir obtenir des caractérisations partielles des mono-
dromies de feuilletages glocaux. Les hypothèses permettant de réaliser la construction,
portant sur le type de réduction de la singularité, sont affaiblies et des exemples montrant
leur optimalité sont présentés.
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