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Résumé

Résumg

Le probléme de la dimension stochastique élevégtestrent dans les analyses probabilistes
des structures. Il correspond a l'augmentation egptielle du nombre d’évaluations du
modeéle mécanique lorsque le nombre de paraméetegains est élevé. Afin de pallier cette
difficulté, nous avons proposé dans cette thése, approche a deux étapes. La premiére
consiste a déterminer la dimension stochastiqueae#, en se basant sur une hiérarchisation
des parametres incertains en utilisant les méthoeesriblage. Une fois les paramétres
prépondérants sur la variabilité de la réponse ddéte identifiés, ils sont modélisés par des
variables aléatoires et le reste des parameétrefixésa leurs valeurs moyennes respectives,
dans le calcul stochastique proprement dit. Céitbe fut la deuxieme étape de I'approche
proposée, dans laquelle la méthode de décompodiigoma dimension est utilisée pour
caractériser l'aléa de la réponse du modele, gatithation des moments statistiques et la
construction de la densité de probabilité. Cetfga@ghe permet d’économiser jusqu’a 90% du
temps de calcul demandé par les méthodes de ctmiastique classiques. Elle est ensuite
utilisée dans I'évaluation de lintégrité d'une ttoe a ossature bois d’'une habitation
individuelle installée sur un site d'aléa sismigfeet. Dans ce contexte, lI'analyse du
comportement de la structure est basée sur un mcgléments finis, dans lequel les
assemblages en bois sont modélisés par une laiteope avec hystérésis et I'action sismique
est représentée par huit accélérogrammes naturelsnis par le BRGM. Ces
accélérogrammes permettent de représenter diffetgpés de sols selon en se référant a la
classification de I'Eurocode 8. La défaillance de tbiture est définie par I'atteinte de
lendommagement, enregistré dans les assemblagaegssisur les éléments de
contreventement et les éléments d’anti-flambeme@iin niveau critique fixé a l'aide des
résultats des essais. Des analyses déterministeaodele du modele éléments finis ont
montré que la toiture résiste a l'aléa sismiquelad@ille du Moule en Guadeloupe. Les
analyses probabilistes ont montré que parmi les\VEBibles aléatoires représentant I'aléa
dans le comportement non linéaire des assembla§essgulement contribuent effectivement &
la variabilité de la réponse mécanique ce qui anjgede réduire la dimension stochastique
dans le calcul des moments statistiques. En s’apywgur les estimations de la moyenne et de
I'écart-type on a montré que la variabilité de temmagement dans les assemblages situés
dans les éléments de contreventement est plus tamperque celle de 'endommagement sur
les assemblages situés sur les éléments d’antbéarant. De plus, elle est plus significative
pour les signaux les plus nocifs sur la structure.



Abstract

Abstract

The problem of the curse of dimensionality is frexgly encountered in practical applications.
It can be defined as the significant increase efrtamber of mechanical model calls with the
number of uncertain parameters. To overcome thii€ulty, a two-steps stochastic approach
has been developed in this work. The first stephdf approach consists in calculating the
stochastic effective dimension by the means of Moscreening method. Once the most
significant uncertain parameters on the variabibtythe mechanical responses are identified,
they are modeled as random variables and the remaparameters are fixed to their
respective mean values. This allows us to redug@fgiantly the stochastic dimension of the
problem in the second step of the approach whezeddtomposition method is used to
estimate the statistical characteristics of the hapal responses. The efficiency and the
accuracy of this approach are evaluated throughtacademic problem dealing with the
assessment of the integrity of a three-span figeydrame structure subjected to horizontal
loads. We have demonstrate that we can reduce &bBétitof the computation time required
by the classical stochastic methods. Then, thegsegbapproach is used to the analysis of the
integrity of timber roofs under seismic loading.eTbehaviour of this structure is described
through a finite element model where the timbent®iare modeled by anisotropic hysteresis
law, and the seismic action is represented by aighit earthquake ground motion records.
These accelerograms provided by the French institinivolved in geosciences BRGM allow
us to take into account different soil types acowdo the classification provided by the
europeen design code dealing with seismic eventscade 8. The failure of timber roofs is
reached when the damage levels in the timberssjdatialized on the buckling and bracing
members reach the critical value. It is shown, ugio a deterministic analysis, that the
structure resists the seismic hazard representiaccity of Le Moule in Guadeloupe. The
stochastic analysis has shown that, among the &Bdom variables representing the
uncertainty in the nonlinear behaviour of the timjoints, only 15 have a significant effect on
the variability of the structural response, whidlbwa us to reduce the stochastic dimension in
the computation of the statistical moments. Acauydio the estimates of the mean and the
standard deviation, we have shown that the variglaf bracing members damage is greater
than the variability of buckling members damage.rddwer, the variability of the bracing
members damage is more significant for the eartkejggound motion records having the
lowest collapse PGA.
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Contexte

Le bois est un matériau dont 'utilisation dansdastruction des habitations individuelles est
abondante dans des pays comme le Canada, lesHissou la Nouvelle Zélande. En
France, I'utilisation du bois comme matériau destarction est encouragée. En effet, il s’agit
d’'une ressource naturelle renouvelable. Il ne reémepas beaucoup de transformations pour
étre utilisé, ainsi il est relativement peu coltearmparé a d’autres matériaux de construction
tels que l'acier ou le béton. Cependant, malgréd#féérents avantages, d’'un point de vue
meécanique, le bois est considéré comme un matiegile, dont la rupture s’effectue d’'une
facon soudaine sans signe précurseur. De plus, jlenmet pas de dissiper I'énergie induite
par les charges appliquées sur la structure. P@ségoent, de grandes précautions sont a
prendre lorsqu’on congoit des structures bois, artiqulier lorsque ces derniéres sont
installées dans des territoires a sismicité élevee.

Généralement, ces structures sont constituéesm@ls en bois assemblés ou fixés a d’autres
éléments structuraux par des organes métalliquepevent étre de simples clous, des
pointes, des agrafes, des boulons, des equerrgssoplaques métalliques a dents. La plupart
du temps, les éléments en bois sont congus pousta€sa des charges axiales.
Malheureusement, l'utilisation de connecteurs ihthgalement des contraintes multiaxiales.
Par conséquent, les assemblages constituent les@lyvent les points faibles de la structure.
La singularité au niveau des assemblages est palecnent due a la présence de différents
types de matériaux (i.e. les éléments en bois et dennecteurs métalliques) et au
comportement orthotrope du matériau bois. Les stras bois doivent en majeure partie leur
ductilité aux connecteurs métalliques, qui sontveati utilisés dans les fermettes des toitures
de maisons individuelles.

D’un point de vue conceptuel, les assemblages Uitidisant des connecteurs métalliques a
dents sont constitués de deux ou plusieurs éléneent®is connectés de part et d’autre par
deux plaques métalliques a dents de mémes dimensiate méme orientation. L’expérience
a montré, en particulier les essais expérimentauws shargements monotones et cycliques
réalisés par Gupta et [dl], que ce type d’assemblages permet d’absorbenrénaduite par

les charges appliquées. Ainsi, il est fortementgsug d’évaluer et de quantifier I'effet de
cette dissipation d’énergie dans le cas de strestgituées dans un contexte sismique. En
effet, cette dissipation d’énergie, sous-estimé@elggmcodes de conception, peut contribuer a
'amélioration de la résistance des structuresicitdles par des actions sismiques, et ainsi
répondre au mieux aux exigences des reglementatiensonstructions parasismiques. De
plus, le comportement de ce type d’assemblagebaedgement non linéaire en raison de la
plastification des connecteurs métalliques et dotami entre les éléments en bois. Par
conséquent, I'analyse du comportement de ces stascimplique implicitement I'étude de
phénomenes complexes tels que la non linéaritéthbtropie ou encore la dissipation
d’énergie. Cela justifie en grande partie les ifisahces dans la modélisation de la réponse
meécanique réelle des structures bois vis-a-visahalitons exceptionnelles de chargement
telles que les évenements sismiques. Ce constatistgié par le nombre de défaillances
observées dans les structures bois lors des éveaterssmiques majeurs qu'a connus
’humanité. En effet, Ayoulf?] rapporte qu’aprés le séisme de Northridge qui gexduit le

17 janvier 1994, le service du logement de la vdle Los Angeles a recensé 330000
habitations individuelles a ossatures bois endondesmgce qui représentent 90% des
logements situés dans la zone sinistrée. Parmi-ce®6000 logements ont été lourdement
endommagés, et les pertes matérielles globalesgténestimées a 20 millions de dollars
ameéricains. Ce constat était alarmant pour lesrigéggpubliques du fait que, dans I'état de
Californie, 99% des habitations individuelles sde$ structures a ossatures bois. De plus, sur

1
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'ensemble des Etats-Unis, les structures a ossathois représentent de 80% a 90% de
I'ensemble des habitations individuelles.

L'analyse de défaillances dans les structures l@oisnontré que plusieurs modes de
défaillances peuvent se manifester voire méme steexi Dans ce contexte, Frihwald-
Hanssor{3] a effectué recemment des analyses statistiquel2gustructures a ossatures bois
endommagées en Suede. Aprés avoir réparti lesesodecdéfaillances en dix catégories, elle
a montré que 50% des défaillances sont dues a desgaises conceptions, et prés du quart a
des erreurs humaines commises pendant la phasmsieuction. La qualité du matériau bois
et la fabrication n’interviennent ensemble que El# des défaillances totales recensées. En
conjonction, elle a montré que les éléments straotu les plus touchés par
'endommagement sont les éléments bois des fersnettes connecteurs métalliques assurant
les assemblages puisqu’ils représentent respeaivie8®% et 23% des sites défaillants dans
les structures a ossatures bois étudiées. De padus)i les 127 structures a considérer, 34%
d’entre elles atteignent la ruine durant les tpysmieres années de leur utilisation, 48% sont
défaillantes aprés cette durée d’exploitationest19% restant sont déja défaillantes dans la
phase de construction. Cette étude était motivaelgalébat lancé dans certains pays
nordiques tels que la Suéde apres les défaillacatastrophiques observées sur les structures
a ossatures bois. En effet, dans ces pays, le dioterement des structures bois s’effectue
selon les recommandations de I'Eurocodd]5mais en adaptant le niveau de fiabilité cible au
contexte et exigences du pays. Ainsi, la quest@®pasait de savoir si ce niveau de fiabilité
cible était approprié.

BN

Ces difficultés a cerner le comportement réel desctsires a ossatures bois vis-a-vis de
certaines conditions de chargement particulierbsstgue les évenements sismiques sont la
cause d’inquiétudes et d’interrogations sur la cétitipité du matériau bois sur le marché des
matériaux de construction. Ces interrogations semoaussi dans le contexte de la France
pour laquelle la réévaluation de la carte du zorsagmique en 2004 a montré que 60% du
territoire présente une forte probabilité d’occooe d’événements sismiques, tandis qu'il
était évalué a 20% dans I'ancienne réglementatianchise PS926]. De plus, 75% des
structures a porteurs verticaux magonnés, abondammuidisés en France, possédent une
charpente en bois. Par conséquent, des réponsissclivivent étre apportées a ces
interrogations, d’'autant que le risque de défaillam de graves conséquences sur les vies
humaines et engendre des pertes économiques caisdete

Dans cette perspective, le projet SISBIT a été lancé en 2009. L'objectif était de clarifier
certains aspects du comportement des structuressatuoes bois vis-a-vis d’évenements
sismiques, afin de concevoir des structures a ikl fubustes et économiques. Ce projet a
grande échelle fat le fruit d’'une collaboration renplusieurs partenaires de référence dans
leurs domaines de compétences respectifs tels ajurobélisation du matériau bois, les
constructions parasismiques, I'expérimentationlesimatériaux et les structures, ainsi que le
calcul stochastique. La figure A donne le schéngamisationnel du projet SISBAT, ainsi que
les roles des difféerents partenaires. L'équipe gardu calcul stochastique est représentée
par des membres de la thématique de recherche MéeaRrobabiliste des Matériaux et des
Structures (MPMS) de [l'Institut Pascal (ex. LaME)le intervient principalement, comme le
montre la figure A, dans les taches 5-1, 6 et 1prdijet. Le travail engagé dans la présente
these s’articule principalement autour de la ta6hqui a pour objectif I'intégration des
différentes sources d'aléa dans le calcul mécanidjuee toiture a ossature bois et la
guantification de leurs effets sur les indicatedisndommagement de cette structure en
adoptant une stratégie de couplage mécano-proftabibans ce contexte, les trois finalités
du calcul stochastique seront abordées, a saamalyse de tendance centrale, I'analyse de
sensibilité basée sur la décomposition de la na€aet 'analyse de fiabilité.
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Tache 1 (FCBA)

Coordination générale

Approche numérique par éléments finis Approche expérimentale
Déterministe Stochastique Tache 7 (CEA)
Tache 2 (3SR) Tache 5 Développement de méthodes

erpérimentales pour caractérisation

MEF des toitures Modélisation

a ossature bois probabiliste dynamique
[achy
X / I rels ol \
(BR& : T'ache 8 (CSTB)
Actions ] ssais cycliques et dynamiques
Sismiques sur assemblages existants

Tache 3 (LMT)
MEF des planchers Tache 9 (FCBA)
Essais dynamiques des
toitures en charpentes
Tache 4 industrialisées en bois
MEF de la maison individuelle

sous sollicitations sismiques
Tache 4-1 Tache 4-2
(3SR) (CSTB)
Maison a ossatrure Maison avec
bois porteurs magconnés

Tache 10 (CEA)
Essai dynamique de prototype
de maison magonné avec toiture
en charpentes industrialisées en bois

= Tache 6 (LaMI)
Couplage mécano—probabiliste

Tache 11 (LaMI)
Analyse probabiliste de la maison indiwiduelle a ossature bois

Figure A : Schéma organisationnel du projet SISBAT

Problématique

Généralement le dimensionnement des structured-vis-d’événements sismiques s’effectue
en se référant aux réglementations parasismigapsggentées par 'Eurocodgd dans le
contexte européen. Afin de simplifier la vérificati parasismique, ces réglementations
préconisent le plus souvent une analyse linéaastique équivalente au lieu d’'une analyse
chronologique complexe. Les effets de dissipatioande plastification sont alors pris en
compte par l'intermédiaire d’'un coefficient de camement. Ce dernier joue le méme role
des coefficients de sécurité rencontrés dans lesédures de dimensionnement classiques
dans le contexte d’'ingénieries mécanique et cilike.coefficient de comportement a pour
réle de pondérer le résultat final pour pallier lasunes d'un calcul simplifi€ ou notre
méconnaissance du modele réel de certains paranéeg conséquent, sa signification
physique est difficile a justifier. De plus, dares plupart, si ce n’est dans toutes, les
reglementations parasismiques, la prise en comptd’alta qui peut entacher certains
parametres représentant la géométrie de la stajctes propriétés des matériaux ou le
chargement, est effectuée d’'une maniere implisib, en fixant ces parameétres incertains a
leurs valeurs moyennes (au risque d’'omettre certaggénarios de défaillance), soit a des
valeurs extrémes qui peuvent induire un surdimem&ment. Elles s’averent non adéquates

pour étre appliquées pour les structures a ossatwsis installées dans des sites de forte
sismicité.
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Dans ce contexte, les sources d'incertitudes sanées. En effet, a cause de son origine
naturelle, des défauts sous forme d’irrégularitésle nceuds sont inhérents au matériau bois,
qui introduisent un aléa sur ces propriétés mécasiqDe plus, les enregistrements des
mouvements sismiques montrent que l'action sismiegteentachée d’'une forte dispersion
intrinséque. Cette dispersion est amplifiée siw@rajoute l'aléa sur les parameétres du sol.
Dans ce contexte, Sommervi[] a montré que la dispersion de I'action sismiquegistrée
dans différents sites correspondant a différemiegyde sols est plus significative que celle de
plusieurs enregistrements effectués sur le méraeGétte notion de dispersion a été mise en
évidence dans le cadre du projet SISBAT. En eléstessais expérimentaux ont montré que
certains parametres de la loi avec hystérésisésilidans la modélisation du comportement
non linéaire des assemblages bois sont entachéseditude. Ainsi, il est nécessaire de
prendre en compte ces sources d’incertitude danstilisation, d’'une part pour quantifier
leurs effets sur la capacité résistante de I'astmgabet sa dissipation d’énergie et d’autre part
pour identifier les parameétres incertains prépoakdrsur la variabilité de ces deux réponses
mécaniques. Cela n’'est possible que par I'utiisatdes approches de calcul stochastique.

D’un point de vue de la formulation, ces approckest partagées en deux classes : les
méthodes intrusives et les méthodes non-intrusikes. méthodes intrusives exigent la
modification de la formulation éléments finis dwipleme mécanique. En effet, la prise en
compte de l'aléa sur le matériau induit une modtfan de la matrice de rigidité dans
I'équation d’équilibre, qui se traduit par un dé&mbement en série de cette matrice ainsi que
des vecteurs représentant les déplacements nodaug ehargement extérieur. Cette
manipulation de I'équation d’équilibre n’est pogsigue pour les problemes linéaires et donc
inapplicable dans notre situation. Les méthodes-intbasives permettent de résoudre ce
probleme en découplant le calcul stochastique doulc@&léments finis. Cette classe de
méthodes de calcul stochastique offre la pos@bitliutiliser les codes éléments finis
commerciaux et par conséquent une grande variétprol@lemes meécaniques peut étre
abordée. En effet, les grandeurs (i.e. momentsstitaies ou probabilité de défaillance) a
appréhender sont déterminées a partir de quelgadsations du modele éléments finis
déterministe en un ensemble de points de I'espbiaoire. Cependant, a I'échelle d’'une
toiture a ossature bois, prendre en compte l'alégpeut se manifester dans le comportement
des différents assemblages qui la constitue pelitire un nombre exorbitant de variables
aléatoires méme si on ne garde que les paraméicestains potentiels a I'échelle d’'un
assemblage élémentaire. A I'exception des simuiatite Monte-Carlo, dont la convergence
est lente et s’averent ainsi inapplicables lordguaodéle eléments finis est exigeant en terme
de temps de calcul, la convergence de la plupatndéthodes de calcul stochastique est
affectée par la dimension stochastique du probl@menombre de parametres incertains). Ce
probleme est connu dans le domaine du calcul s$tigoa par le probleme de dimension
stochastique élevée. Heureusement, dans la pldearmproblemes d’ingénierie mécanique et
génie civil, on constate que, parmi tous les patawéncertains pris en compte dans la
modélisation, peu d’entre eux contribuent réelleigela variabilité de la réponse du modéle.
A premiere vue, si on arrive a distinguer entredimension stochastique nominale du
probleme et la dimension stochastique efficacprdbleme de dimension stochastique élevée
peut étre facilement résolu en réduisant le nondergparametres incertains dans le calcul
stochastique proprement dit. Malheureusement,tifleation de la dimension stochastique
efficace d’'un probléme est en soit non triviale.

Objectifs du travall

L’objectif de ce travail est de développer une prhwe de calcul stochastique permettant
d’analyser, a codt raisonnable de calcul, I'effets dncertitudes qui entachent certains
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parameétres entrant dans la modélisation du compertenon linéaire des assemblages bois
réalisés par connecteurs métalliques, sur lesatelics d’endommagement dans une toiture a
ossature bois d'une habitation individuelle. Poerfaire, le cheminement est composé de
deux axes: d'une part développer une stratégieg paincre le probleme de dimension
stochastique élevée. Cette stratégie est articddéeleux étapes: la premiere a pour but
d’identifier la dimension stochastique efficace pitobléme, pour que, dans la deuxieme
étape, dédiée au calcul stochastique propremenleditombre de parametres incertains soit
réduits en ne retenant que les plus importantsdasuwrariabilité de la réponse du modéele.
D’autre part développer une procédure de posetraht des résultats du calcul stochastique
afin de fournir des informations supplémentaires l@ndommagement accumulé dans la
structure. Afin de répondre a ces objectifs, lgdilaest scindé en trois chapitres.

Apres une breve présentation de quelques notiorizasle sur la théorie des probabilités, le
premier chapitredu mémoire permet de faire un état des lieux ssimhéthodes de calcul
stochastigue. Dans ce contexte, nous nous intéressoix trois finalités du calcul
stochastique, a savoir I'analyse de tendance dentianalyse de sensibilité et I'analyse de
fiabilite. Pour chacune de ces finalités, nous gméms les méthodes existantes en nous
focalisant sur la présentation de leurs formulaiorathématiques ainsi que leurs avantages et
inconveénients en se basant sur des exemples tdtiens. A la fin de ce chapitre, nous nous
focalisons sur la présentation d’une techniquerddage, en insistant sur la consistance des
mesures de sensibilités qualitatives qu’elle faupour la hiérarchisation des paramétres
incertains d’un modele et sur son efficacité loestpunombre de ces parametres est élevé.

Dans ledeuxieme chapitreet apres avoir présenté la notion de la dimenstonhastique
efficace, nous développons une stratégie de résoldu probleme de dimension stochastique
élevée, basée sur la méthode de criblage de Ma&msuite, nous présentons deux méthodes
de construction de méta-modéles désignées respaeit par développement en chaos
polyndmial et décomposition de la dimension. Nowss focalisons d’'une part sur la
présentation de leurs formulations mathématiquesesae par des exemples d'illustrations.
D’autre part, des alternatives sont proposées amdliorer I'efficacité du développement en
chaos polynémial. Enfin, la stratégie de résolutibnprobléme de dimension stochastique
élevée est validée sur I'étude d'une structure riq akttages sollicitée par des charges
horizontales.

Apres avoir présenté, analysé et validé la loi atrape avec hystérésis en traitant un
assemblage bois élémentaire réalisé par plaquealliongts a dents, l&roisieme chapitre
présente dans un premier temps une analyse déiigh&iasée sur la décomposition de la
variance et le calcul des indices de Sobol powerdéher la contribution de I'aléa associé a
chaque parameétre de la loi de comportement aveérégss sur la variabilité de la capacité
résistante d'un assemblage bois et sur la vari@bile I'énergie dissipée au cours d'un
chargement cyclique. Ensuite, nous présentons nakyse de fiabilité d’'une fermette bois
sollicitée par une action sismique dont l'intégrg&ucturale est évaluée par rapport a
plusieurs modes de défaillance. Enfin, apres apodsenté d’'une facon rapide le modele
éléments finis représentant une toiture a ossdiai® d’une habitation individuelle. Nous
utilisons, d’'une part, la stratégie de résolutionpdobleme de dimension stochastique élevée,
développée dans le deuxieme chapitre, pour quentifieffet de l'aléa associé au
comportement des assemblages sur la variabilitéirdBsateurs d’endommagement de la
toiture a ossature bois. D’autre part, nous préssniine méthodologie de post-traitement des
résultats du calcul stochastique ayant pour butatherétiser leur utilisation dans la pratique
par les ingénieurs concepteurs et de fournir deernvations supplémentaires sur
'endommagement accumulé dans la structure lons é&&nement sismique.

Le manuscrit se termine par une conclusion génétalee proposition de perspectives.
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.1 Introduction

Dans le contexte classique des approches détetasiniilisées dans la conception en génie
civil et mécanique, les incertitudes observées lssr chargements, les propriétés des
matériaux ainsi que les parametres définissantetangtrie de la structure, sont prises en
compte en représentant ces parameétres soit par\talgurs extrémes, soit par leurs valeurs
moyennes respectives. De cette maniere, les i@ ne sont pas introduites de fagon
explicite dans la simulation du comportement. Ersppour s’assurer d’étre a I'abri de toute
mauvaise surprise, on emploie des coefficientsédargé qui viennent pondérer le résultat
d’'un dimensionnement. Cette facon de gérer le eisdpi défaillance n’a aucune consistance
physique et elle est le fruit d’'une prudence parfexcessive. Ce pessimisme s’exprime en
grande partie dans les exigences normatives dess amlconception, en particulier celles qui
s’adressent aux enjeux humains liés a un scénari@fhillance tels que les séismes. En effet,
ingénieur a tendance a concevoir des structusddels en terme de sécurité, méme si leur
réalisation engendre un surcolt. Cela réduit I'espd’innovation chez I'ingénieur et
I'éloigne de son rdle principal qui consiste a tr@uune conception optimale qui garantit le
meilleur compromis entre exigences de slreté ajeexies économiques. Cette optimalité
n’est possible que par un traitement rationnelidesrtitudes. Dans ce contexte, les méthodes
de calcul stochastique ont été proposées poupfdiations de génie civil et mécanique dans
les années 1970. Ces méthodes consistent, daneenmep temps, a modéliser les sources
d’incertitudes par des variables, champs ou proses$atoires, puis, dans un deuxiéme
temps, a les introduire dans I'analyse du compatendes structures en employant une
technique de couplage mécano-probabiliste, et enfjnantifier I'effet de ces incertitudes sur
les réponses du modele.

D’un point de vue conceptuel, les méthodes de taloechastique peuvent étre réparties en
deux catégories : les méthodes intrusives poum&ds on est contraint de manipuler les
éguations gouvernant le comportement mécanique mawmoduire l'aléa associé aux
parametres incertains, et les méthodes non ingsigjui permettent de prendre en compte cet
aléa seulement en simulant le modele mécaniquen eertiain nombre de points de I'espace
aléatoire. Une autre classification des méthodesaleul stochastique peut étre faite en
prenant comme critére la finalité visée. Dans aatexde, on distingue trois catégories : les
meéthodes d’'analyse de tendance centrale dont leegiutle déterminer les caractéristiques
statistiques (i.e. moments statistiques et denstprobabilité) de la réponse mécanique, les
meéthodes d’analyse de sensibilité qui permettentjakmntifier la part de l'aléa associé a
chaque parametre d’entrée sur la variance de tanséyp et les méthodes fiabilistes qui visent
I'évaluation de la probabilité de défaillance visia d’'un scénario donné. Dans ce chapitre,
nous nous basons sur cette derniére classificatmm présenter les méthodes de calcul
stochastique classiques, en développant pour chelggse la formulation du probleme a
résoudre. Une analyse critique basée sur I'évalnate la robustesse, de l'efficacité et de la
précision des differentes méthodes est présentae igentifier les méthodes susceptibles
d’étre améliorées. Mais avant cela, nous commengpansappeler quelques notions de base
de la théorie des probabilités nécessaires pocmrigoréhension des difféerentes méthodes de
calcul stochastique présentées par la suite.

[.2 Formulation générale

Considérons un modele quelconque ayant un noMlole parametres incertains groupés dans
le vecteurx = (xq,...,xy)T et dont l'aléa associé est représenté par le wectEatoire

X = (Xq,..,Xy)T. Mathématiquement, ce modéle peut étre représpatéla fonction
générique suivante :
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y=f(x) (1.1)

ouy est la réponse du modele, obtenue soit par umésemtation analytique de la fonctipn
soit par lintermédiaire d’'une procédure numeérigipar exemple par une modélisation
éléments finis dans le cas de problemes d’ing@iebans notre travail, nous nous plagons
dans le cas le plus général ou la fonction générfgo’est pas définie d’une facon explicite.
Les informations associées a la fonctfone sont disponibles que d’une fagon ponctuelle, pa
la simulation d'un modéle explicite (modéle élénsefmis) en un certain nombre de points
appartenant a son domaine de définition. Bait f(X) le modéle probabiliste (i.e. modéle a
variables aléatoires) associé au modele définil'pguation (I1.1), ou le vecteuk est une
variable aléatoir&-dimensionnelle dont les composantes sont suppaséégsendantes, &t
une variable aléatoire scalaire. Notons, a ce nivgae le fait de représenter la réponse du
modele par une grandeur scalaire ne doit pas étrsideré comme une contrainte d’ordre
mathématique mais juste comme une fagon de simplifcriture des formulations évoquées
dans ce qui suit. Ainsi, le traitement du cas oudponse du modeéle est une grandeur
vectorielle n’ajoute rien a la complexité du prab&a résoudre.

La modélisation des incertitudes et leur prise emmte dans le calcul mécanique implique
'emploi des notions de la théorie des probabilitdsus nous proposons donc de passer en
revue les principales d’entre elles afin de singalifa compréhension des développements
gue I'on souhaite effectuer dans ce chapitre. Ransontexte, soil 'espace des évenements
aléatoires eb I'espace des fonctions qui permettent d’associan &venemend € Q une
valeur dansR. Cette valeur est couramment désignée dans lai¢hées probabilités par la
mesure de probabilitéqui n'est autre que la mesure de deobabilité d’occurrencede
'événementw. Ainsi, une variable aléatoire réefleest une fonctiod: w € Q — R. Tout au
long de ce manuscrik = (Xy, ..., Xy)T désigne une variable aléatoire vectorielle défitzias
'espace des évenements aléatoidesjui représente I'aléa associé aux parametrestance

qui peuvent étre liés aux conditions de chargemaum, propriétés des matériaux et aux
caractéristigues géométriques. Notons ici qu€Mecomposank;, i = 1, ..., N, du vecteuX

est une variable aléatoire continue définie swspaee de probabilitg; c , dont la densité
de probabilitépy, (x;) est supposée connue. Dans notre travail, nous propesons de nous
placer dans le cas général, ou la modélisation’aléal des parametres incertaims=

(x4, ..., xy) implique différents types de distributions de m@bitité. Autrement dit, les
composantes du vecteur aléato¥ffesont des variables aléatoires de distribution aprejue,

et corrélées. Dans ce cas, la formulation du catndhastique n’est pas triviale, puisqu’on est
souvent contraint a manipuler des équations corepledont la résolution implique la
connaissance de techniques mathématiques élabdtéeguise de simplification, il est
souvent conseillé de trouver une formulation steshdiu probleme : l'idée est d’écrire la
variable aléatoireX en fonction d’'une variable aléatoire GaussienmmddardU (i.e. les
composantes d# sont des variables aléatoires Gausiennes indépsdde moyenne nulle
et d'écart-type unitaire). Cette tache généralentgignée par le passage de l'espace
aléatoire physique (i.e. espace formé par lesibligions réelles des parametres incertains) a
'espace aléatoire standard (i.e. espace formé dear variables aléatoires Gaussiennes
standard indépendantes), peut étre effectuée aemubyne transformations iso-probabiliste
T. Nous pouvons écrire alors :

X=T() (1.2)

Par conséquent, I'équation (I.1) s’écrit dans l&sp aléatoire standard sous la forme
composée suivant :

y=feoT) = h(uw (1.3)
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ouh = f o T est la fonction générique représentant le modeysigue dans I'espace aléatoire
standard. Tout au long de ce manuscrit, les diftée formulations seront écrites dans
'espace aléatoire standard.

[.3 Analyse de tendance centrale

[.3.1 Présentation du probléme

Comme nous l'avons évoqué au paragraphe précédesntparametres d’entrég =
(x1, ..., xy)T du modéle défini par la fonction générigiesont entachés d'incertitudes
représentées par le vecteur aléatofre= (X;,...,Xy)7. Suite a la propagation de ces
incertitudes dans le modele, sa répopsst elle-méme entachée d’incertitude. En se néfféra
a I'hypothése indiquée dans le paragraphe précépestiulant que la répongeest scalaire, il
s’ensuit que l'aléa qui lui est associé peut &mésenté par une variable aléatoire réélle
Cet aléa est caractérisé par ses moments stadistmjnsi que par sa densité de probabilité
py(y). Ce probleme est généralement connu sous l'apipellde probléme de propagation
d’incertitude. Par définition, le moment statisequ} d’ordrel de la variable aléatoirg est
donné par :

ml = E[Y'(X)] = j 1) py(x) dx = j V! px () dx (1.4)
]RN ]RN

ol px(x) est la densité de probabilité jointe de la vagadi€atoireX.

Compte tenue de la standardisation du problémeuditton (1.4) s’écrit dans l'espace
aléatoire standard :

mb = j F100) py () dx = j (F o T)!(at) gy (ur) du = f R (1) @y (1) du (L.5)
RN RN RN

ol ¢y (u) est la densité de probabilité jointe d’'une vaeadliéatoire Gaussienne standiird
dimensionnelle.

Il est clair a partir des équations (1.4) et (lgble I'évaluation d’'un moment statistique revient
a résoudre un probleme mathématique complexe,idédinle calcul d'une intégral®&l-
dimensionnelle. En effet, en pratique, les modeggsésentant le phénomene physique a
analyser ne sont disponibles que sous forme inlide qui rend impossible le calcul
analytique de cette intégrale. Pour pallier ce lgmole, des méthodes numériqyé$ sont
souvent employées, telles que le développemerdranet les méthodes de simulations. Dans
ce qui suit, nous nous restreignons a la présentds méthodes les plus classiques.

1.3.2 Meéthodes d’estimation des moments statistiques

[.3.2.1 Simulations de Monte-Carlo

Les simulations de Monte-Carlo figurent parmi legtimodes les plus simples pour résoudre
un probleme de tendance centrale. Leur idée fomdatonsiste dans un premier temps a
simuler la réponse du modele en un certain nombneothts de I'espace aléatoire (i.e. espace
défini par I'aléa associé aux parameétres incertagts dans un deuxiéme temps, a effectuer
des statistiques (moments statistiques,...) a pd€it’échantillon obtenu. Dans le but de
simplifier la présentation de cette approche, noogs focalisons sur le calcul des deux
premiers moments statistiques, a savoir la moyernet I'écart-types,. On considéreéV
réalisations{ut, u?, ...,uM} de la variable aléatoird-dimensionnelleU représentant l'aléa
associé aux parametres incertains dans I'espaammééstandard, et générées selon la densité
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de probabilité jointepy(u). Les estimationgi, et , obtenues grace aux simulations de
Monte-Carlo, pour la moyenne et I'écart-type dedaiable aléatoire’, sont respectivement
définies par :

M M
1 . 1 .
fy = M; foT(ub) = M; h(ut) (1.6)
1 < 1 <
= g 20T =)' = g ) ) ) .7

La précision de ces estimations dépend essentetiede I'ordrel du moment statistique et
de la tailleM de I'échantillon. D’un point de vue statistiquescestimations sont des variables
aléatoires. En se référant au théoreme centralelimiy est I'estimation asymptotique d’'une
variable aléatoire Gaussienne de moyemnet d’écart-types, /vM. Aussi est-il conseillé de
fournir un intervalle de confiance pour les estimat issues des simulations de Monte-Carlo.
En plus des moments statistiques, I'échantilfgr, y?, ...,y™} obtenu par simulations de
Monte-Carlo peut étre utilisé pour la constructa®la densité de probabilité de la variable
aléatoireY. Dans la pratique, un nombre important de simuatiest nécessaire pour obtenir
une bonne approximation de la densité de probébllie plus, une technique de lissftfe]
peut étre utilisée pour obtenir une meilleure repnéation graphique.

L'avantage des simulations de Monte-Carlo résidesdéeur robustesse, puisque la
convergence est pratiqguement indépendante de lgplerté du phénomeéne physique a
analyser (i.e. non linéarité, dynamique,...), aing gans la simplicité de son implémentation
et son indépendance de la dimension de I'espaedoak® (i.e. du nombre de parametres
incertains). Cependant, sa limite majeure résides gan faible taux de convergence, qui est
de I'ordre deM~1/2. Beaucoup de travaux ont montré que la convergeéasesimulations de
Monte-Carlo peut étre améliorée si la répartitiaas goints de simulation dans I'espace
aléatoire est plus uniforme. Dans ce contexte uggére souvent d’utiliser les tirages dans un
hyper-cube latifl1] et les séquences quasi-Monte C§tl®| pour la génération des points de
simulation et ainsi d’améliorer I'efficacité desmsilations de Monte-Carlo. Cependant, il est
important de noter que, dans le cas d’utilisaties sequences quasi-Monte Carlo, la précision
des estimations peut étre affectée lorsque la difnrrie I'espace aléatoire est élevée.

1.3.2.2 Méthode de quadrature

La méthode de quadrature a été utilisée par BaldeWi] pour calculer les moments
statistiqgues de la réponse mécanique d’'un systésinei dnplicitement, et dont certains des

parametres d’entrée sont incertains. Son idée fdondaconsiste a calculer les intégrales
présentes dans les expressions de ces momergicgias par quadrature.

¢ Cas unidimensionnel

Afin de simplifier la présentation de la méthodegdedrature, nous nous proposons de traiter
le cas unidimensionnel, pour lequel un seul paramétkentrée est entaché d’incertitude.
Ainsi, le vecteur aléatoir¥ est réduit a une variable aléatoire scal#iret respectivement le
vecteur aléatoir® est réduit a une variable aléatoire Gaussienmelgtd scalairé/. Dans ce
cas, l'évaluation du moment statistiguer, consiste a calculer une intégrale
unidimensionnelle. En se référant a la méthode wmdmature associée a la fonction de
pondérationp; (1) (i.e. la densité de probabilité de la variableatdie U), I'intégrale (1.5)
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peut étre approximée par une somme pondérée dervale I'intégrande. Ainsi, le moment
statistique d’ordré de la variable aléatoifé est estimé par :

Np

mf = BT ~ ) wil )] (1.8)

k=1

ou {wk}ZZl et {uk}Z’;l sont respectivement les pondérations et les palhtdégration
associés a la densité de probabijitg etn, est I'ordre du schéma de quadrature. On note que
puisque U est une variable aléatoire Gaussienne standasl, plants d’intégration
correspondent aux points de Gauss-Hermite. D'ung@éra générale, les pondérations et les
points d’'intégration associés a d'autres typeseatesitie de probabilité peuvent étre facilement
calculés ou fournis dans des tables. BaldewW&8kles a fourni pour les cas des densités de
probabilité Gaussienne et lognormal jusqu’a 'ortide

¢ Cas multidimensionnel

Supposons que les parameétres incertains d’entrde gystéme soient décrits dans I'espace
aléatoire standard par la variable aléatoiedimensionnelld/ = (Uy,...,Uy)", ou les
composante$U;}, sont des variables aléatoires Gaussiennes staimigendantes. Dans
ce cas, la densité jointe dken’est autre que le produit des densités de prbt#ate chacune
des composantes. Ainsi, le moment statistique déotdde la variable aléatoir® = f o
T(U) = h(U) s’écrit :

b = BUROY] = [ hGas s tn)) 9, ) e i) it ity (1.9)
RN

ol gy, i =1,..N, est la densité de probabilité de la variabletalga Gaussienne standard

U; a valeur dan® et h(uy,uy, ..., uy) est la réponse du modéle au paint (uy, ..., uy)7?
(i.e.x = T(w)).

En utilisant la méthode de quadrature associée kdaure de probabilité Gaussiennne,
I'intégrale définie ci-dessus est calculée par :

!
mb ~ Z Z Z Wi, - Wiey [R (e Urys ooes Uiy )| (1.10)

k1=1 k2=1 kN=1

La méthode de quadrature a été utilisée principaténpour calculer les quatre premiers
moments statistiques (i.e. la moyenne, I'écart-typeoefficient d’asymétrie et le coefficient
d’aplatissement). A partir de ces moments statistig la densité de probabilité peut étre
obtenue par les approches dites de moments taliesagméthode de Pearsfi¥] et la
méthode de Johns¢gh5]. On note cependant que ces techniques de constraet la densité

de probabilité ne sont fiables que si les estimatides moments statistiques sont precises.
D’un point de vue théorique, un schéma d'intégrapar quadrature a, points de Gauss
fournit la valeur exacte de l'intégrale d'un polyné de degre inférieur ou égaka, — 1. On
constate quej évaluations (i.e. appels au modele éléments fthis)ysteme mécanique sont
nécessaires pour calculer le moment statistiquedd. Le nombre d’appels au modele
éléments finis augmente exponentiellement avec denbme de paramétres incertains.
Néanmoins, les termes dont les poids sont faitdesgpport a d’autres peuvent étre négligés
dans I'évaluation du moment statistique. On notssiaque l'efficacité de la méthode de
guadrature peut étre améliorée dans le cas oumlandion de I'espace aléatoire est élevée par
I'utilisation de schémas de quadrature plus écoguoes en terme d’appels au modele, tels
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gue la quadrature de Stro{b] ou la quadrature basée sur les grilles de SmdiBgk qui
seront présentées dans le deuxieme chapitre dammesearit.

1.3.2.3 Méthode de collocation stochastique

Initialement, la méthode de collocation stochagticu été proposée pour résoudre des
équations différentielles stochastiques3-19]. Ensuite, elle a été le sujet de plusieurs
applications[20-23] portant sur le probleme de propagation d’inceffgtuLa méthode de
collocation stochastique peut étre classée parsnimiéthodes non intrusives. A l'image des
simulations de Monte-Carlo, elle ne nécessite geeetution du modele représentant le
phénomeéne physique, en des points particuliers tesgace aléatoire. D’'un point de vue
mathématique, la méthode de collocation stochastegt basée sur des techniques simples
connues en analyse numérique : I'interpolationl@aipolynémes de Lagrange et l'intégration
par quadrature. Son principal avantage réside @anenstruction d’une surface de réponse
stochastique précise, qui peut étre ainsi util@&eonjonction avec les simulations de Monte-
Carlo pour effectuer différents types de calcutBsstique (i.e. analyse de tendance centrale,
analyse de fiabilité ou analyse de sensibilité)pabelant, nous nous proposons dans ce qui
suit de traiter le probleme d’analyse de tendamgdrale, et nous n’évoquons que le calcul
des deux premiers moments statistiques de la répori3ans le but d’évaluer l'intégrale (1.5)
par la méthode de collocation stochastique, housrdedans un premier temps construire une

approximation analytique(u) du modeéler(u) définie éventuellement sous forme implicite.

Soit M5 une base polyndmiale construite a partir des @ohes de LagrangeN-
dimensionnels et de degpéet {ui}?jl un ensemble de points de collocation définis dans

I'espace aléatoire standard. La surface de répstmehastiqueh(u) est définie par la
projection du modélé(u) sur la base des polynémes de Lagradgimensionnels de degré

p=n,+1:

h(u) = i i i, in|Li,® .. ®Lyy, | (w) = i i iy ig|Li, X X Ly (W) (1.11)

ouvk € {1,..,N}, {Lik}?”_l sont les polyndmes de Lagrange construits autesipaints de
=

collocation associés a la mesure de probabilitts&lanneh;, ;, sont des coefficients réels a
déterminer® désigne le produit tensoriel dans I'espace degngahes unidimensionnels de
degrép et x désigne la multiplication dar.

En se référant aux propriétés des polynébmes deahggra savoir qu&k(uk,il) = 6;,4, (i.e.
8;,i, est 'opérateur de Kronecker qui vaut I;si i; et 0 sinon), les coefficients réélg ;,
inconnus peuvent étre obtenus facilement en reraptacdans I'équation (1.11) par le point

. T .. .. , .
dfa collocationu; = (uul; ....,uN,iN) . Ainsi, Igs c.ogfflme_nts réels mcoqnd&il_m sont
directement obtenus en simulant le modéle impliaii® points de collocation. Nous avons
donc I'égalité suivante :

iy iy = h(Usy o Uny) (1.12)

Le nombre de points de collocation (i.e. le plaexgérience) doit étre choisi au moins égal
au nombre des coefficients inconnus. Par conséglegpproximationh(u) est construite par

. . . - 7 . N
le calcul\de _tous_ I_es coefficienks, ;. pourl_ < gy e, iy _s n,, ce qui _nfecessmep appels
au modele implicite. On note que les points deocallion sont choisis pour garantir une
bonne précision dans I'estimation des momentsstitates de la répongé Dans le but de
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clarifier cette idée et de simplifier la présermtatidu calcul des moments statistiques par la
meéthode de collocation stochastique, nous nousesgens dans un premier temps au cas
unidimensionnel pour lequel un seul paramétre déengést entaché d’incertitude (iXe= 1).
Dans ce cas, I'approximation polyndmiale donnéelpanéthode de collocation stochastique
est définie par :

fi(w) = Z hyL;(w) (1.13)

En substituank(u) dans I'équation (1.5) par 'approximatidr(u) donnée par la méthode de
collocation stochastique, la moyenne et I'écaretgp la variable aléatoitesont définis par :

y = Zl | Ly (1.14)
of = Z Z ity | L)Ly du - (1.15)

Les intégrales dans les équations (1.14) et (l.A&Wvent étre facilement calculées en
choisissant convenablement les points de collama{iq}?z”l, de telle maniére que la
guadrature suivante :

I = fR L@y (w)du = ;wk L) (1.16)

soit exactev L; € I1*™*1 (i.e. 1?"*1 est 'ensemble des polynémes de Lagrange de degré

inférieur ou égal &n, +1). Les grandeurs{wl-}?:”1 et {ui}?jl sont les poids et les points
d’intégration associés a la mesure de probabilitésSienne puisque I'approximatib(u) est
exprimée dans I'espace aléatoire standard. Aiesigktimations de la moyenne et de I'écart-

type sont données par :

Np p p

fly = z h; Z wyLi(uy) = Z wihy (1.17)
i=1 k=1 k=1

723 Y wehi L)Ly (w) — 4F = Y wih? — i} (1.18)
i=1j=1k=1 k=1

Dans le cas multidimensionnel (i¥.> 1), la procédure décrite ci-dessus est appliquée pou
construire I'approximation polynémialé(u), et les moments statistigues de la variable
aléatoireY sont estimeés par :

np np
Uy = Z Z Wkl "'WthklmkN (I 19)
k1=1 kN=1
np p

~2

9
R
g

) z Wi, Wiy, — 12 (1.20)

k1=1 kN=1
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Une fois les estimations des moments statistiqakesiiées, la densité de probabilité peut étre
construite comme nous l'avons vu pour la méthodeqaedrature, par I'utilisation d’'une
méthode de moments. Néanmoins, la densité de pliddadeut étre construite d’'une facon
plus précise en effectuant des simulations de M@aio sur la surface de réponseu).
Dans ce contexte, le temps de calcul du modeleidgitephe sera pas une contrainte pour la
convergence des simulations de Monte-Carlo.

La méthode de collocation a été utilisée pour &tdment du probleme de propagation
d’incertitude, portant sur des applications teltpse le comportement non linéaire des
structureq20, 21] la dynamiqud22] ou la propagation de fissure par fatigd8d]. Elle est
jugée précise, mais son efficacité est affectés tanas ou la dimension de I'espace aléatoire
est élevée. Afin de pallier ce probleme, il a étggeré, dans le cas ou une grande précision
sur le calcul des moments statistiques n’est pggexd'utiliser la quadrature de Strdu@],
dans I'évaluation des intégralésdimensionnelles. Bien que cette proposition résdb
probleme de dimension stochastique élevée, ellepfaidre a la méthode de collocation
stochastique I'un de ses avantages majeurs, gusistena construire une approximation
polynémiale du modéle implicite. Ce probleme pdtg 8urmonté en utilisant des schémas de
quadrature plus adaptés, tel que celui basé sgriless de Smolyakl7].

1.3.2.4 Exemple d'illustration

Cette application est tirée de la these de BaldewW#8], dans laquelle les grandeurs a
appréhender (i.e. les moments statistiques etrlaitdede probabilité) ont été estimées par la
méthode de quadrature. On considere une spherdliquetareuse de rayon interfg et de
rayon extérieuR;, sollicitée par une pression intefagfigure 1.1).

Figure I. 1 : GEéométrie de la sphere sous pression interne

On s’intéresse a I'évaluation de la contrainte égjente de Von-Mises au niveau de la paroi
interne (i.e.r = Ry) sur laquelle apparait la premiére plastificati@tant donnée que le
probléme est simple, cette contrainte équivaleatg gtre obtenue analytiguement :

3P, R}
2 R3—R}
Les parametres incertains du probléme sont le raytmmne Ry, le rayon externdR; et la

pression appliqué®;. lls sont modélisés par des variables aléatoioes aorrélées du type
lognormal, dont les caractéristiques statistiques données dans le tableau I.1.

Oeqvm (T = Ry) = (1.21)
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Tableau I. 1 : Caractéristiques statistiques des paramétres imdestdu probléme de la sphere sous
pression

Paramétre Nature U c
Ro lognormal 50mm 2,5 mm
Ry lognormal 100mm 5 mm
P; lognormal 13MPa 8 MPa

Nous nous proposons d'étudier 'effet de I'aléaoass aux différents parametres incertains
sur la variabilité de la contrainte équivalenteMi@-Miseso,, yy. Le tableau 1.2 présente les

estimations des quatre premiers moments statistique. la moyenne, I'écart-type, le

coefficient d’asymétriey, = %m[(y—ﬂyﬁ] et le coefficient d’aplatissemert = éE[(Y—uy)‘*])

obtenus par les simulations de Monte-Ca8M(Q), par la méthode de quadratu€ij et par

la méthode de collocation stochastique basée sypdlndémes de Lagrange-i) ; i désigne

le nombre de points d’intégration dans le cas dadthode de quadrature et le nombre de
points de collocation pour la méthode de collocasitochastique.

Tableau I. 2 : Comparaison des estimations des moments statistimjptenues par les simulations de
Monte-Carlo, la méthode de quadrature et la méthaeleollocation stochastique

Moments statistiques Nombre
Méthode . . . . d’appels au
Hy oy O Ky modéle
Q-4 222,506 15,617 0,293 3,205 >4
L-4 223,197 15,583 0,296 3,256 %4
SMC 223,100 15,580 0,301 3,308 100000

En prenant les résultats donnés par les simulatitmnsVionte-Carlo comme solution de
référence, on constate que la méthode de collacaiochastique fournit les meilleures
estimations pour les quatre premiers moments states. De plus, sa convergence est rapide
puisqu’elle ne nécessite que 64 appels au modealgtayue défini par I'équation (1.21). On
note tout de méme que le nombre d’appels au medsiecié a la méthode de quadrature et la
méthode de collocation stochastiqgue augmente exgielement dans le cas ou la dimension
de I'espace aléatoire est élevée.

[.4 Analyse de fiabilité

I.4.1 Présentation du probléme

L’objectif principal de I'analyse de fiabilité ede calculer la probabilité de défaillance, notée
P¢, d'un systeme mecanique vis-a-vis d'un criteredd&aillance qui prend en considération
les incertitudes qui peuvent se manifester damggdanétrie, les propriétés du matériau et les
parameétres du chargement. Le concept de criter@étillance peut étre défini comme la
confrontation de deux quantités fondamentales désig respectivement par |&apacité »

et la «<Demande »du systeme. Dans le contexte de génie mécaniqee/ibua « Demande »
est définie comme les effets des actions extémeqgre induisent une réalisation d’'un état
meécanique tel que I'état de distribution de contes ou de déplacements dans une structure.
La « Capacité »est représentée par la résistance du matériawédinit un état limite qu’il
faut respecter, tel qu'une contrainte ultime ou dé&placement critique, pour éviter la
défaillance de la structure. Mathématiquementyitére de défaillance est représenté par une
fonction d’état limite G définie en fonction du vecteur des parametresriaics X =

X1, X5, ..., X, }7, tel queQs = {x|G(X) > 0} est le domaine de sireté®t = {x|G(X) < 0}
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est le domaine de défaillance. La surface d’étaitdi est formée par les points vérifiant la
condition G(X) = 0; autrement dit, elle définit la frontiere délimitale domaine de
défaillance et le domaine de sdreté. La figure illisstre les concepts de domaine de
défaillance, de domaine de sireté et de surfacatdidite dans le cas bidimensionnel.

Domaine de défaillance

G(X) <0

Surface drétat limite
G(X)=0

Domaine de sureté

G(X) >0

Figure I. 2 : Concepts de domaine de défaillance, de domainéréééset de surface d’état limite

Par définition, la fiabilité est le complémentatte la probabilite de défaillandg qui est
définie par :

Pr = Prob(G(X) < 0) = f
G(X)=<0

px(x) dx = f

1o, (x) px(x) dx (1.22)
RN

ou 1g,, désigne la fonction indicatrice dafls et fy est la densité conjointe de probabilité du
vecteur aléatoireX. Ainsi, I'évaluation de la probabilité de défailze n’est autre que le
calcul d’'une intégral&-dimensionnelle. Il est évident que la surfaceat'étnite G(X) = 0
joue un réle essentiel dans I'évaluation de cettiggrale. En effet, I'efficacité de la méthode
d’intégration dépend de la complexité de la surf#iéeat limite, mais aussi de la dimensign
de l'espace aléatoire et de la dengiféqui est souvent inconnue. En particulier, pour les
problémes pratiques ou le nombre de paramétregairte peut étre élevé et la surface d’état
limite est disponible sous forme implicite, I'évation de la probabilit¢ de défaillance
constitue un véritable défi. Ainsi, une grande &#id’approchef24] a été proposée dans la
littérature pour la résolution des problemes dbilité. Dans ce qui suit, nous présentons les
approches fiabilistes classiques tout en précisans avantages et leurs limites.

1.4.2 Méthodes d’estimation de la probabilité de défaillace

1.4.2.1 Simulations de Monte-Carlo

Parmi les approches les plus populaires pour iiredton de la probabilité de défaillance, on
distingue les méthodes de simulations. Ces techricgont basées sur la traditionnelle
méthode de simulations de Monte-Carlo déja présemté.3.2.125]. Dans ce contexte, son
principe consiste a interpréter l'intégrale (I.2&mme I'espérance mathématique de la
variable aléatoiré g (X) :

Pr = fRN 1o, (%) px(x) dx = E[1g,(x)] (1.23)

17



Chapitre | : méthodes de calcul stochastique

En pratique, la méthode des simulations de MonteCalest autre qu’'une évaluation
répétitive de la fonction d’état limite pour un nor@ donnéV, de réalisations du vecteXr
dans I'espace aléatoire. Une meilleure appréciateohétendue du domaine de défaillance, et
par conséquent une bonne estimation de la protealié défaillance, implique forcément
I'utilisation d’'un nombre élevé de simulations. Bstimateur non biaisé- de la probabilité
de défaillance est donné par :

~

Py
1 M
= M; 1QF(xk) (124‘)

Le taux de convergence de la méthode de Monte-Oasuré au sens des moindres carrés

par le coefficient de variation,: = /V[Pf]/Pf = J(l — P;)/M P; de I'estimateur?;, est

indépendant de la dimension du vecteur aléafdirea principale limite des simulations de
Monte-Carlo réside dans son inefficacité dans ilestion des probabilités de défaillance
d'ordre faible a cause du nombre élevé de tirdgese. proportionnel d/P;). Dans le but
de pallier cette difficulté, un grand nombre déhteques dites de réduction de la variance ont
été développédg6]. Citons la méthode des tirages d’'importance atilide concept du point
de conception, la méthode des tirages adaptatiésreéthode des tirages directionnels.

Malgré ces efforts dans le développement des méghdd simulations, le temps de calcul,
représenté par les appels au modele mécanique,épeutédhibitoire lorsqu’on traite des
problémes pratiques. En effet, pour les structetesmstallations réelles pour lesquelles les
géomeétries sont complexes et les conditions d’'étgtion multiples, le comportement
mécanique est rarement décrit d’'une fagon explieitd en découle une modélisation par
eléments finis conduisant a des calculs colteurrene de temps. De plus, les probabilités de
défaillance sont trés faibles. L'utilisation desthu#les de simulation n’est donc suggérée que
pour des problemes académiques ou lorsqu’il estss@éire de disposer d’'une solution de
référence pour valider d'autres types d'approchBsur ces raisons, des méthodes
d’approximations ont été développées lors des tasnieres décennies. Une revue
exhaustive de I'ensemble de ces méthodes est éopariDitlevsen et Madsg@4]. Dans ce
qui suit, nous nous restreignons a la présentdggmrincipaux concepts.

1.4.2.2 Méthodes de fiabilité du premier et du second ordre FORM/SORM

Les méthodes de fiabilité du premier et du secamnldep respectivement FORM et SORM,
sont basées sur le concept de I'indice de fiabilééHasofer et Lingy,, [27]. Afin d’assurer
linvariance de ce paramétre vis-a-vis d'un évehtabangement de la formulation
mathématique de la fonction d'état limite, les atge(i.e. Hasofer et Lind) ont suggéré de
formuler le probleme de fiabilité dans I'espacendtad formé par des variables aléatoires
Gaussiennes standard et indépendantes. TSkittransformation probabiliste permettant le
passage de I'espace physidueéfini par les variables aléatoires de base,spédiee standard
U. La fonction d’état limited (u) exprimée dans I'espace standard est obtenuequadité :

G(X) =G(T(D)) = HW) (1.25)

Ainsi, la probabilité de défaillance peut étre réécsous la forme suivante :

P = f px(x) dx = f py(u) du (1.26)
G(X)=0 H()=0
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avec ¢y la densité de probabilité de la variable GaussiestandardN-dimensionnelleU,
donnée par :

1 1
Pu = (amynrz &P [—Ellull ] (1.27)

ou ||. || est la norme Euclidienne daR$. La particularité de la densité de probabiditg est
gu’elle posséde une symétrie de révolution, ceraréerigine de I'espace standard et décroit
exponentiellement par rapport au carré de la ndtaie Par conséquent, les points qui ont
une contribution significative dans l'intégrale2@), sont les points de la surface d’état limite
les plus proches de l'origine. Ce résultat nousrar@la définition de l'indice de fiabilit@
comme solution du probléme d’optimisation suivant :

g =a.u
1.28
{u* = argmin {||lu|| | HU) <0} ( )
ola =— Hzgggu est le vecteur gradient normé de la fonction d’iaite H(u), évalué
u=u*

au pointu®, et désigné en fiabilité par le vecteur des casilitecteurs.

La solutionu® du probleme d’optimisation avec contrainte (E(RE)) est appelée point de
conception ou encore point de défaillance le phabable. Il est évident que si la fonction
d'état limite H(u) est linéaire vis-a-vis det, la probabilité de défaillance, définie par
I'intégrale (1.26), est obtenue par :

Py = ®(—p) (1.29)
ou & est la fonction de répartition d’'une variable Gaeisne standard.

Quand la fonction d’état limitd (u) est non-linéaire, ce qui est presque toujouragedans

la pratique, la méthode de fiabilité du premierrerFORM) suggére apres détermination de
I'indice de fiabilité 8, d’approximer la fonction d’état limite par un €lianite linéaireH, (u)
défini par :

Hw=a'.(u—u)=p-a’u (1.30)

Espace physique Espace standard

10 —
N

&, ={z eDylGlx) <0}

14l N, ={uecIRY|H)<0}

i
12}

10+
Qg ={x €D4|G(x) >0}

Xy

.

Q. ={uelR"|H(u) >0}
]

I

1 1 1 1 1 _10 1 1
2 4 6 8 10 12 14 -10 -5 0 5 10
X, U,

Figure I. 3 : lllustration du principe des approches FORM et SORM

La figure 1.3 illustre le principe des méthodes fadbilité du premier et du second ordre
(FORM/SORM). Du point de vue mathématiqéie(u) n’est autre que le développement en
série de Taylor du premier ordre. Du point de vé®ngétrique, ceci est équivalent a
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remplacer le domaine de défaillance par un hyperfdagent a la surface d'état limite au
point de conceptiom™. L’estimation au premier ordi®-, . de la probabilité de defaillance

Py est obtenue par :

szPfFORMch(_'B) (1.31)

Généralement, I'approche FORM fournit une bonnéemadion pour des valeurs élevées de
I'indice de fiabilité 8, et elle est exacte si la fonction d’état limitt Bnéaire dans I'espace
standard. Néanmoins, I'approche FORM n’est pasbl@alguand la surface d’état limite est
irréguliere ou présente plusieurs minima locaux.pes, elle manque de sélectivité du fait
gu’elle ne tient pas compte de la courbure du doende défaillance au point de conception.
En effet, pour deux domaines de défaillance a géwesédifférentes et & identiques, la
méthode FORM donne une méme estimation de la pilabate défaillance.

Afin d’améliorer la précision, I'approche SORM sigg de remplacer la surface d’état limite
par une surface quadratiqgue. Parmi les méthodgsogées dans la littérature, deux types
d’approximations sont intéressantes. Le premiee,tyleveloppé par Breiturg@8], est base
sur I'évaluation des courbures principales de kdase d’état limite au point de conception,
gui nécessite le calcul de la matrice Hessienna ftenction d’état limite (u). La deuxieme
approximation est proposée par Der Kiureghian 28], et suggére d’interpoler la surface
d’état limite en un ensemble de points situés autihupoint de conception par une semi-
paraboloide. Dans cette étude, nous n’évoquonaquemiéere approche.

Soit {x;}=}! les courbures principales de la surface d’étaitdirau point de conceptiomn®,
'approximation SORM de la probabilité de défailkanfournie par Breitung, s’écrit :

P, (1.32)

n-—1 1 n-1 1
PfSORM,Breitung D( ﬁ)gm PfFORM' gm
On note que les courbures principaleg!; sont prises positives dans le cas ol le domaine
de défaillance est de forme convexe. Breitung atraaque I’estimatiorPfSORMlBreiwng tend
vers la valeur exacte de la probabilit¢ de défadkeP; si I'indice de fiabilités tend vers
I'infini et la quantitéfk; est constante.

Il est clair, d’aprés I'équation (1.32), que I'appimation SORM consiste en une pondération
de I'estimation du premier ordre fournie par I'apgie FORM par un facteur de correction
qui contient compte des courbures principales.

Pour les petites et moyennes valeurs fld< 3), Tvedt[30] a proposé une formule
asymptotique meilleure en terme de précision. Gettaule est basée sur un développement
de Taylor au second ordre de la fonction d’étattérii (u). Elle est désignée souvent par la

formule TT (i.e. Three Term) ou formule a troismes, et est définie par :
Pf :T1+T2+T3 (1.33)

~ P fsorRM,Tvedt

avec .

n-—1
1
T, = ®(—p) nﬁ

T, = [BP(=5) = @(=p)] ﬁ;—ﬁ 1
2 = ¢ L T=p L T=0+ P
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n-1 1 n-1 1
Ty = (L+ B)BO(-H) — p(~p)] H—W ke ﬂ_[ m}

ol Re{.} désigne la partie réelle d’'un nombre complexg etv/—1. On constate que le
premier terme de la formule de Tvedt correspondeatiination de la probabilité de
défaillance fournie par Breitung. Dans ce mémeexdst(i.e. approximation du second ordre
de la probabilité de défaillance), Tvedt a dévetgfautres formules. On peut citer ainsi la
formule de l'intégrale unique Sl (i.e. Single Intaky et la formule de l'intégrale double DI
(i.e. Double Integral) qui sont explicitées darstlavaux de Der Kiureghian et [9].

Comme nous l'avons évoqué auparavant, I'idée poalei de I'approche de fiabilité du
second ordre est d’ajuster a la surface d’étatdiméelle une fonction quadratique ayant les
mémes courbures principales au point de conceptiotCes courbures sont définies par les
valeurs propres de la matrice des dérivées secalaiesfonction d’état limite. Cette derniere
doit étre continue et deux fois dérivable au vagm du point de conception. Le calcul de la
matrice des dérivées secondes est souvent coilgarticulierement quand la dimension du
vecteurX représentant les variables aléatoires de bas&leasie et quand I'évaluation de la
fonction d'état limite impligue I'emploi de procédis numériques compliqguées qui
introduisent des irrégularités (i.e. bruit numédpuans la surface d’état limite. Ainsi, les
courbures calculées peuvent donner des résultatsés; sauf si une procédure de lissage est
utilisée. De plus, dans certaines situations, @ghures principales peuvent ne pas donner
une image réaliste de la forme de la surface dliétdie au voisinage du point de conception
u*. A titre d’exemple, quand* est un point d’'inflexion, les courbures princigakont nulles

et la surface quadratique d’approximation est téduiun hyperplan tangent et par conséquent
I'estimation de la probabilité de défaillance n’asitre qu’'une approximation FORM. Ainsi,
I'utilisation des approximations du second ordreliée au rapport entre précision et temps de
calcul. En effet, I'approche SORM est abordablel’'smélioration en précision dans
'estimation de la probabilité de défaillance papport a I'approche FORM n’est pas
codteuse en temps de calcul.

1.4.2.3 Méthode des tirages d'importance

Les méthodes de fiabilit¢ du premier et du secortteo(FORM/SORM) permettent de
fournir une estimation de la probabilité de défaitte a faible colt, par comparaison aux
simulations de Monte-Carlo. Cependant, elles dondes résultats erronés dans le cas ou la
fonction d’état limite est complexe, en particuléda surface d’état limite présente de fortes
courbures ou contient un bruit de forme. Dans cs, damprécision des meéthodes
FORM/SORM est due principalement a la difficultélaleecherche du point de défaillance le
plus probable et de bien cerner le domaine de Itiéfe¢ par une approximation du premier
ou du second ordre. De plus, aucune estimatiofedeudr ne peut étre fournie, contrairement
aux simulations de Monte-Carlo pour lesquellestihestion de la probabilité de défaillance
est fournie en conjonction avec un intervalle defiemce. Malgré leur robustesse et leur
indépendance de la dimension de I'espace aléatesesimulations de Monte-Carlo perdent
de leur efficacité dans le cas ou la probabilitélétaillance est faible (i.% < 1073). Dans

ce cas, la seule alternative possible pour améliangrécision, est d’effectuer des simulations
supplémentaires, ce qui conduit a un temps de Icalabordable, qui s’amplifie lorsque le
modele implicite lui-méme est colteux en termeateps de simulation. Ainsi, pour pallier
limprécision des méthodes FORM/SORM dans le caslatsurface d'état limite est
complexe, et l'inefficacité des simulations de Ms@tarlo classiques dans le cas ou la
probabilité¢ de défaillance est faible, les méthodessimulations basées sur les tirages
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d’'importance sont proposées. Cette technique copguimi les méthodes de simulations les
plus utilisées dans le contexte d’analyse de ftgbiEn raisonnant dans I'espace standard,
I'idée de base consiste a construire une densifrat®bilité dite instrumentale ou auxiliaire
11(w) qui permet de générer des tirages (uy, ..., uy) T des parameétres incertains, situés
dans larégion d'importancede I'espace aléatoire, définie par le domaine éfailtiance (cf.
figure 1.4). Par conséquent, la probabilité de iléfece peut étre réécrite en fonction de la

densité de probabilité d'importangg’ (u) :
1g, (T(w)) py(w)

Pf = f]RN 1QF(T(u)) (pu(u) du = fRN (pgl(u) (pgl(u)du
1 (T(w)) py(w)
—F [ e (1.34)

En utilisant un estimateur semblable a celui adgmtér les simulations de Monte-Carlo
classiques, I'estimation de la probabilité de dﬁa‘ad:eﬁf,n associée aux tirages d’importance
est donnée par :

PfTI

1QF T(uk) Py (u)
== Z (1.35)

T’(u")
Dans cette expression®, k = 1, ..., M, sont des tirages dans I'espace aléatoire génélés
la densité de probabilité d’importangg’. Puisque les tirage@d!, u?, ..., uM} générés dans
'espace standard sont indépendants et identiquedistnibués, le coefficient de variation
Ap; de I’estimationﬁf,T, est donné par :

— [1 [talr) gy
V[Prri] oy (ub)

M
TI —
Py Pr

1 T (uk kY12
\/% fRN QF( [(:51)()-l£k(§i]2(u )] (pgl (u")du - sz
= 7 (1.36)

A partir de I'équation ci-dessus, on vérifie quectefficient de variatior;; de I'estimation
Pf,T, est nul, si la densité de probabilité d’'importapgé(u) est définie par :

10, (T(¥)) gy ()

TI(h kY —
py (u®) Pf

(1.37)

Ainsi, il est clair que la construction d’'une deésde probabilité d’importance}; (u)
optimale est infaisable, puisqu’elle nécessite danaissance préalable de la valeur de la
probabilité de défaillance. Afin de contourner celpfeme, plusieurs techniquf6] ont été
proposeées pour la construction d’une approximali®ta densité de probabilité d’importance
optimale afin que la variance de I'estimateur derababilité de défaillance soit minimum.
Dans ce contexte, la maniere la plus simple deotestcuire est de translater, dans I'espace
aléatoire, le centre de la densité joipfg (u) au point de défaillance le plus probahfe Ce
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dernier, défini comme le point situé sur la surfdat limite le plus proche de l'origine, est
aussi le point de maximum de vraisemblance. Parsémuent, des informations
supplémentaires seront disponibles concernant rfacgud’état limite réelle. La densité de
probabilité d’importance’ (u) est définie par :

oy (W) = @y(u—u*) (1.38)

En se référant aux simulations de Monte-Carlo tiliestion de la probabilité de défaillance
est donnée par :

2 M
Prrr = WZ 10, (T @) )exp[—u*.u’] (1.39)
k=1

oluX, k =1, .., M, sont des tirages générés selon la densité dalmtiod® d'importancep?’;.

La figure 1.4 illustre le principe de constructida la densité de probabilité d'importance, qui
consiste a centrer la densité de probabijitgeau point de défaillance le plus probafafe On
constate que cette technique permet une meillel@mtification du domaine de défaillance.
En effet, un grand pourcentage des points génétés k& densité de probabilité d'importance
pll(w) = py(u—u*) est situé dans le domaine de défaillance, quiéssmte, du point de
vue mathématique, le support de l'intégrale (I.29r conséquent, une meilleure estimation
de la probabilité de défaillance est possible erbasant seulement sur un échantillon de
points de taille réduite par rapport a celui udilipar les simulations de Monte-Carlo
classiques.

Simulations de Monte—Carlo Tirages d'importance
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Figure 1. 4 : lllustration de la technique des tirages d’'importandans I'espace aléatoire standard

Les simulations de Monte-Carlo basées sur lesegatimportances convergent rapidement
par rapport aux simulations de Monte-Carlo classsget comme pour toute autre méthode de
simulations, elles permettent de fournir un intdevale confiance pour I'estimation de la
probabilité de défaillance. De plus, I'estimatiom ld probabilité de défaillance n’est pas tres
sensible a la position exacte du point de défaiflde plus probable. Par conséquent, il n'est
pas impératif de le déterminer avec une grandeigioéc On note que, si le domaine de
défaillance est convexe, le centre des tiragespimtance doit étre déplacé dans la région de
défaillance, ou dans le domaine de slreté si criaieest convexe. Comme on l'a déja
évoqué dans le paragraphe précédent, la déteromingti point de défaillance le plus
probable nécessite la résolution d’'un probleme titfpation sous contrainte. Dans le cas ou
plusieurs solutions sont possibles, le point daitléhce le plus probable n’est pas unique.
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Par conséquent, la densité de probabilité d'impodaest représentée par une distribution
multimodale construite sur I'ensemble des pointsdééillance les plus probables. Leur
détermination nécessite l'utilisation d’algorithmé®ptimisation sophistiqués tel que celui
développé par Der Kiureghian et Dakesg@it]. D’'une maniére générale, le temps de calcul
nécessaire a la détermination des ou du point tlldéce le plus probable occupe une
proportion considérable du temps de calcul totlduél aux simulations de Monte-Carlo
basées sur les tirages d’'importance, surtout dansituations ou la surface d’état limite est
fortement concave, fortement convexe ou présentebmuuit de forme. Dans ces cas,
I'application de la procédure de tirages dimpocersera probablement inefficace pour
I'estimation de la probabilité de défaillance. Biure la notion de point de défaillance le plus
probable soit un bon moyen pour construire la dérdg probabilité d'importance, elle peut
étre, dans les cas ou la dimension de l'espacdoakiaest élevée, imprécise pour la
caractérisation de la région d'importance. Afinpddlier ce probleme, divers techniques ont
été proposées ; nous nous restreignons a citerd@lieloppée par Au et Be[3], basée sur
un pré-échantillonnage dans le domaine de défadlaat utilisant les chaines de Markov.
Nous ne la détaillons pas dans ce travail, maledeeur est invité a consulter la référence
citée.

1.4.2.4 Méthode des tirages conditionnés

La notion de tirages conditionnés a été dévelogagéeHarbitz[33] dans le but d’améliorer
I'efficacité des simulations de Monte-Carlo. L'idde base est d’exclure les points situés dans
une sphére de rayande I'ensemble des points utilisés par les simutatide Monte-Carlo.
Etant donné que ces points sont probablement sdaés le domaine de sdreté, ils ne
contribuent naturellement pas au calcul de la gritib&de défaillance. Le choix optimal pour
le rayonr de la sphere est qu’il soit égal a I'indice debifigé , qui est par définition la
distance minimale entre la surface d’état limitéatgine de I'espace standard. La figure 1.5
illustre la technique des tirages conditionnés daspace standard. Pour deux échantillons
de points de tailles égales, on constate que lmigge des tirages conditionnés permet de
générer plus de points dans le domaine de défedllaet par conséquent de gagner en
efficacité par rapport aux simulations de Montel€alassiques.

Simulations de Monte—Carlo Tirages conditionnés
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Figure 1. 5 : lllustration de la technique des tirages conditiésrdans I'espace aléatoire standard
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Le contenuP; en terme de probabilité des points situés darspheere d’exclusion ou de
conditionnement de rayof, peut étre facilement calculé en se basant sdistabution du
x% aN degrés de liberté :

Pg = Prob{|lul| < £} = Prob{|lull? < g?} = x§(B*) (1.40)

La probabilité de défaillance définie par I'équatif).22) peut étre exprimée en terme de la
probabilité conditionnelle :

P = Prob{H(u) < 0||[ul| > B}. Prob{[lull > B} (1.41)

Le premier termeProb{H(u) < 0|||u|| > B} est calculé par simulations de Monte-Carlo
basées sur les points situés a I'extérieur deHarspde rayos. Le termeProb{||u|| > B} est
facilement obtenu comme étant le complémentairk gigobabilitéP; définie par I'équation

(1.40). Ainsi, I'estimation?; par les simulations de Monte-Carlo conditionnégisdennée
par :

M
1
P _ E k
Py = Mk—l 19Fy/||u||>ﬁ(u ).[1

—xn (8] (1.42)

ouQ, designe le domaine de défaillance dans I'esparelatd.

Dans le cas des simulations de Monte-Carlo classiges points de simulation sont générés
dans tout I'espace aléatoire. En excluant les paitiés dans la sphere de rayinnous
gagnons en efficacité dans le calcul des probébilie défaillance d’ordre faible, puisque le
modele implicite ne sera pas simulé en ces pdimis,en gardant la robustesse et la précision.
La méthode des simulations conditionnées propogéelg@rbitz[33] admet comme hypothése
la connaissance préalable du point de défaillaagalus probable. Normalement, quand on
démarre la procédure d’analyse de fiabilité, onanlaune information sur la fonction d’état
limite. La maniere la plus simple pour avoir defimations sur la localisation du point de
défaillance le plus probable est d’effectuer unalyse de fiabilité par la méthode FORM.
Ainsi, la réussite de la procédure de simulatiagltionnées est étroitement liée a la réussite
de lidentification du point de défaillance le plpsobable par I'algorithme d’optimisation
adopté. Cela peut étre difficile a réaliser lorsqaesurface d'état limite est de forme
complexe. Afin de pallier ce probleme, Grootem@d, 35] a proposé une procédure
adaptative qui permet de déterminer le ragasptimal de la sphére d’exclusion.

1.4.2.5 Méthode des tirages adaptatifs asymptotiques

La méthode des tirages adaptatifs a été proposedumner[36] comme alternative aux
tirages d’'importance, dans le but de construirdelasité de probabilité d’importance par une
procédure adaptative, sans avoir recours a lardiétation du point de défaillance le plus
probable. Malheureusement, cette technique d’anadiim des simulations de Monte-Carlo
perd de son efficacité lorsque la dimension depbes aléatoire est élevée. En effet, la
procédure d'adaptation de la densité de proballitéportance impligue I'estimation d’'une
matrice de covariance de dimensiinx N dont la construction n’est pas triviale quand le
nombre de parametres incertains est éleve. Afipadleer ce probleme, la méthode des tirages
adaptatifs a été améliordd7] en se basant sur le fait que la probabilité deiliigfice
présente dans I'espace aléatoire standard un coenpemt asymptotiqui88] en fonction de
I'écart-type g, (i.e. ce parametre commande la dispersion, awdeurorigine de I'espace
aléatoire standard, des points générés selon ktdeate probabilité d’échantillonnage), de la
densité de probabilité déchantillonnagg,. L'idée de base de la méthode des tirages
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adaptatifs asymptotiques consiste, dans un pretaiaps, a construire une fonctionnelle
B(ay), qui décrit I'évolution de lindice de fiabilité3 en fonction de ['écart-type

d’échantillonnages;;, en partant d’'un ensemble d’indices de fiabiﬁfé}?fl calculés par
simulations de Monte-Carlo basées sur des échagilbbtenus pour différents écarts-types
oy supérieurs a l'unité. Une fois I'équation de landtonnelle 8(oy) déterminée par

régression, l'indice de fiabilité cible est obtgrar extrapolation pour; = 1.

Prenons I'exemple d’'un cas d’étude académique, famprel le scénario de défaillance est
représenté par une fonction d’état limite linéake. utilisant une transformation appropriée
des coordonnées de I'espace aléatoire, ce prolpenteétre réduit a une fonction d’'une seule
variable aléatoire. Ainsi, I'indice de fiabili{g&(o;) est donné par :

B1
Bloy) =— (1.43)

Oy
ou B; est lindice de fiabilité obtenu pour; = 1. En introduisant la variable d’échelle

1 4, . ~ L. . ., . .
fu = —, I’équation (1.43) peut étre réécrite sous la feriméaire suivante :
U

B(fv) = fu-B1 (1.44)

Afin d’obtenir une estimation précise de l'indice €labilité cible 8;, on calcule dans un
premier temps l'indice de fiabilité3(f;) pour des valeurs faibles du parameffe
(réciproquement pour des valeurs élevées de I“¢gpetd’échantillonnage;) en utilisant les
simulations de Monte-Carlo classiques. Ensuiteadirpde ces points de référence, nous
effectuant une extrapolation pour un facteur d'éelfg égal a I'unité.

Le concept des tirages adaptatifs consiste a diéterria probabilité de défaillance cible, a
partir de probabilités de défaillance dont les negtions sont basées sur des points
d’échantillonnage plus dispersés dans I'espacdaiéastandard. En effet, la dispersion des
points d’échantillonnage augmente d’une manieretatige en augmentant I'écart-typg

de la densité d’échantillonnagg;. Ainsi, la relation entre l'indice de fiabilitg et le facteur
d’échellef; tend asymptotiguement vers une relation linéaingiout lorsque la dimensian

de I'espace aléatoire est élevée. Cette relatibooastruite a partir des estimations de I'indice
de fiabilité pourey > 1; elle est ensuite extrapolée payr = 1 afin de déterminer I'indice
de fiabilité cible. Dans ce contexte, Bucligv] a proposé la forme linéaire suivante pour
décrire la relation entre I'indice de fiabilifet le facteur d’échellg; :

B
U

B(fu) = Afy +f

(1.45)
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Tirages adptati fs asymptotiques Procédure d'extrapolation
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Figure I. 6 : lllustration de la technique des tirages adaptatifymptotiques dans I'espace standard

Ce choix est motivé par le fait qu’il garantit uongportement linéaire asymptotique de
I'indice de fiabilité 8 en fonction du facteur d’échelfg, et n’exclut pas I'emploi de modeles
alternatifs qui permettent de représenter ce corapmnt. Les coefficientd et B peuvent
étre obtenus par une procédure de régression lmgéeles estimations obtenues par
simulations de Monte-Carlo de l'indice de fiabiligg pour différentes valeurs du facteur
d’échellef,; < 1. La figure 1.6 illustre le concept des tiragesm@dtfs asymptotiques.

Afin que les points supports utilisés dans la pdocé de régression puissent avoir le méme
poids, I'équation (1.45) est réécrite sous la fosuvante :

PU _ o 2 (1.46)

L’avantage majeur de cette procédure d’estimatmtagrobabilité de défaillance réside dans
'indépendance vis-a-vis de la dimensiinde I'espace aléatoire. La précision est gouvernée
seulement par la relation entre le nombre de paotgports utilisés dans la procédure de
régression, la précision des probabilités de dafaie intermédiaires associées a ces points
supports et la complexité de la forme de la surtfiétat limite. L'efficacité de la procédure
des tirages adaptatifs asymptotiques peut étreiamdelen utilisant des points de simulations
générés par hyper-cube latin ou par séquences-bicage Carlo. La fiabilité de la procédure
des tirages adaptatifs asymptotiques est étroitefir@nau choix de la valeur de départ du
parametre d'échellef, et au nombre de simulations utilisées pour l'estion des
probabilités de défaillance associées aux poingpats. Ce couple de parametres doit étre
choisi de telle fagcon qu'a chaque itération de lac@dure des tirages d’importance
asymptotiques, on obtienne un point support. Ladiéalde chaque itération est évaluée par
un critere d'arrét stipulant que le nombre de poidans le domaine de défaillance
intermédiaire actuel soit supérieur ou égal a unbire de points seuil, fixé préalablement par
I'utilisateur. En absence d’informations a prida,valeur de départ du parametre d’échelle
doit étre égale a I'unité. Au cours de la premiégation, on s’attend naturellement a ce que
le nombre de points dans le domaine de défaillanitieal soit limité. Par conséquent, on
soustrait de la valeur actuelle du parametre dléxle quantité 0,9 et on répéte l'itération
jusqu'a ce que le critere de validation soit vérifia procédure se poursuit en diminuant la
valeur du parametre d’échelle d'un incréméf},, jusqu'a ce que le nombre de points
supports nécessaire dans l'analyse de régressicattsint.
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L'efficacité et la précision des simulations de Nwarlo améliorées par les tirages
adaptatifs asymptotiques ont été évaluées par BU&@¢ dans un contexte d'analyse de
fiabilité impliquant un grand nombre de paraméireertains. Il a jugé que cette technique
est efficace pour I'estimation de la probabilité défaillance dans la plaga0~7,1073], et
gue sa précision est indépendante de la dimensidiegpace aléatoire. Cette technique a été
ameliorée par Sichani et 4B9], en intégrant une procédure d’optimisation quimperde
déterminer les bornes inférieure et supérieurenadéis du facteur d’échellg,. Bien que
cette procédure implique des appels supplémentainemodele implicite, I'efficacité des
simulations de Monte-Carlo basées sur les tiragleptatifs asymptotiques n’est pas pour
autant affectée.

Dans le but d'illustrer 'implémentation de la métle des tirages adaptatifs asymptotiques, et
d’en analyser l'efficacité et la précision, nousnsidérons une surface d’état limite
parabolique définie par :

G(x)=(x; —11)>—x,+6 (1.47)

ou x, et x, sont deux parameétres incertains représentés pat dariables aléatoires
Gaussiennes indépendantes de moyennes respegtives,5 et u, =5, et d’écart-type
o, =0, =0,5.

Les simulations de Monte-Carlo basées sur un édlbante 10 points obtenus par un
générateur classique de nombres pseudo-aléatoiredpnné une estimation de la probabilité
de défaillanceP/’“ = 3,26 107, ce qui correspond & un indice de fiabilfté= 3,409. Ces
estimations sont prises comme solution de référence
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Figure I. 7 : Etapes de la méthode des tirages adaptatifs asyimpés

Nous avons appliqué la méthode des tirages adapsastymptotiques basée sur 'algorithme
décrit auparavant. L’estimation de la probabiliggéd#faillance est obtenue par une analyse de
régression basée sur cing points représentanstesations de la probabilité de défaillance
obtenues pour différentes valeurs de [|'écart-type G densité de probabilité
d’échantillonnage. On note que chacun des pointggiession est obtenu par simulations de
Monte-Carlo basées sur un échantillon de 5000 pold figure 1.7 illustre les différentes
étapes de la méthode ainsi que la procédure dessgn. L'estimation de la probabilité de
défaillancePfTA = 3,253 107*, correspondant & un indice de fiabilté= 3,409, est en bon

accord avec la solution de référence fournie parsimulations de Monte-Carlo classiques,
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puisque I'écart entre les deux estimations estatdre de 0,02%. Cette bonne précision est
garantie grace a 25000 appels a la fonction digtate. La méthode des tirages adaptatifs
asymptotiques permet d’améliorer I'efficacité demwdations de Monte-Carlo puisque, pour
une méme precision, on économise environ 97% dasations de la fonction d’état limite.

.4.2.6 Subset simulations

La méthode de Subset simulations a été proposéé\past Beck[40] pour l'analyse de
fiabilité des structures sollicitées en dynamigbke permet de surmonter l'inefficacité des
simulations de Monte-Carlo classiques pour I'estiomad’'une probabilité de défaillance
d’ordre faible, en I'exprimant comme un produitmtebabilités conditionnelles d’ordre élevé
dont I'évaluation n’est pas colteuse en temps tirilcd e concept de base de cette méthode
consiste a définir un ensemble d’évenements ou mh@made défaillance intermédiaires

{Qpi}zl tel que Qr =Qp et Qp C Qg - CcQp =Qp. Du fait quon peut écrire
nK, Qf, = QF, Yk <m, la probabilite de défaillance cib® (i.e. associee au domaine de
défaillance cible) peut étre définie par le prodigtprobabilités conditionnelles :

P = Plog,] = P[0, 0] = Plog] | | Ploslos, ] (1.48)
i=2

Afin de simplifier la notation dans la suite, sélf = P[Qg,| et P; = P[Q |Qp, 4], i =
2, ...,m. En choisissant convenablement les domaines dslldéte intermédiaire&QFi}zl,

les probabilitésP; et P;, i = 2,...,m, peuvent étre suffisamment élevées (el0~3) pour
gu’elles puissent étre évaluées efficacement paaulaitions de Monte-Carlo. Ainsi, le
probléme initial, qui consiste a estimer une prditébde défaillance d’ordre faible, est
remplacé par un ensemble dieproblemes intermédiaires, dont la résolution dacah est
non codteuse en terme de nombre de simulationddobeaine de défaillance cible, =
{u € RN|H(u) < 0} est défini par les points de I'espace aléatoirgfisét la condition
H(u) < 0 (H(u) désigne la fonction d’état limite définie danspace aléatoire standard). En

. A . . , .. T m
suivant le méme raisonnement, les domaines delldéafz |ntermed|a|re@(lpi}i_1 peuvent
étre choisis tel qu@y, = {u € R"|H(u) < b;}, oub; > b, > -+ > by, = 0 sont des seuils
intermédiaires. Il est clair que la formulation diesctions d’état limite associées aux
domaines de défaillance intermédiaires nécessitetarmination des seuils intermédiaires

respectifs{b;}7*7*. En effet, ces paramétres jouent un role clé tafficacité de la méthode,
puisqu’ils commandent le nombne de domaines de défaillance intermédia{t(elsi}zl. Plus

le nombre de domaines intermédiaires est élevé lg® seuils intermédiairegb;};!
décroissent lentement), plus les probabilités t¢mmdtielles qui lui sont associées sont élevées
et par conséquent le nombre de simulatidnsécessaire pour I'estimation de chacune d’elles
est limité. Cependant, le nombre total de simutatiaM sera tres élevé et I'efficacité de la
méthode affectée. Inversement, si les seuils irddiaires{b;}7*;* décroissent rapidement de
telle fagon que les événements de défaillance tiondelles deviennent rares, nous aurons
besoin d’'un nombre de simulations plus conséquent pestimation des probabilités de
défaillance conditionnelles qui leurs sont assockar conséquent, le nombre total de
simulations sera trés élevé. Ainsi, les seuilsriméaliaires{b;}";* sont choisis de telle
maniere qu’ils garantissent le meilleur compromigres le nombrem de domaines de
défaillance intermédiaires et le nombre de simoiesti nécessaire pour I'estimation des
probabilités conditionnelles. Dans ce contexte,efABeck[40] ont suggéré que ces derniers
soient déterminés d’'une maniére adaptative au adesssimulations de telle fagcon que les
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probabilités de défaillance intermédiaires soienitds égales a une valeur préalablement
définie p, (par exemplep, = 0,1). La valeur de la probabilité conditionnejpg doit étre
choisie dans lintervall¢0,1, 0,3], bien que, dans la plupart des applications aedthode, la
valeurp, = 0,1 soit adoptée. Le domaine de défaillance interniédiy., associé a I'étape
des simulations est défini de telle fagcon qu'il ttemne Mp, des points appartenant au
domaine de defaillance intermédiaifly;,  associé a I'étape preécedente. Lié§l — p,)
points restant sont générés selon la densité deapildé conditionnellep,(u|Qr, ) =
Lo eu(W)/P;.

Bien que les simulations de Monte-Carlo puisserg étilisées pour obtenir des points de
simulations distribués selon la densité de prohébci:londitionnellepc(u|QFL._1), elles sont
jugées inefficaces puisque, en moyenne, il faueggnun échantillon d&/P;_,; points pour
gu'on puisse avoir un point distribué selon la dénsle probabilité conditionnelle
pc(u|QFi_1). Afin de pallier le probléme d’inefficacité desmilations de Monte-Carlo, on
utilise l'algorithme de Metropoli$4l] basé sur la théorie des chaines de Markov. L'idée
fondatrice de cet algorithme est de construire tragectoire ou une chaine de Markov
{u',u?, ...,uM} dont la distribution stationnaire corresponde adémsité de probabilité
conditionnellep., en partant d’'un point initial appelé souveygrme ou semenceu”. Le
passage d’un point/ & un pointu/*! de la chaine est géré par une densité de proiéaiili
dimensionnellep*, dite densité de probabilité de proposition, cleode telle facon qu’elle
soit symétriquep*(u|u*) = p*(u*|u) et dont la formulation soit facile a manipuler.i3ae
contexte, la densité de probabilité Gaussienneaalehsité de probabilité uniforme peuvent
étre utilisées. Une revue plus détaillée sur cexchoété fournie par Au et Bedk3] en
fonction du type de probleme de fiabilité a réseudCependant, dans la plupart des
applications, la densité de probabilité uniformeutisée.

Nous nous proposons de décrire brievement I'algowt de Metropolis. Supposons que la
chaine de Markov est a I'étatet qu'on souhaite construire I'état 1. Soit u* un point
germe, on génere dans un premier temps un poididzgm selon la densité de probabilité de
proposition p*(i|u*) centrée au point germa* et on calcule le rapport d’acceptation
r=p*(@u)ey@)/p" @ |W)ey (W) = oy (@)/ey(uw). Ainsi, la probabilité d’acceptation
du point candidafi estmin{1, r} et la probabilité que la chaine de Markov restesdaon état
actuel, autrement ditu/*! =u/, est 1 —min{1,r}. Admettons que la probabilité
d’acceptation soit supérieure a la probabilité éetr. si le point candidai appartient au
domaine de defaillancy,  alors on I'accepte et onw*! = 1, sinon on le rejette et on a
w/*l = u/. Ce processus est répété jusqu'a ce qu’on obtiéédeantillon de la tailleM
voulue. Au et Beck40] ont montré que I'algorithme de Metropolis est fiveice dans le cas
ou la dimension de I'espace aléatoire est élevéause de la forte corrélation entre les points
génerés, principalement due a la répétition deaicertétats de la chaine de Markov. Afin de
pallier ce probléme, I'algorithme de Metropolisté & sujet d’'une amélioration qui stipule de
construire la chaine de Markov dans chaque dimectle I'espace aléatoire. Ainsi, les
composantea{, i =1,..,N d'un étatu’ de la chaine de Markov sont obtenues une par une
en utilisant l'algorithme de Metropolis et en pattales composantes respectives de I'état
w/~1. Le risque de répétition concerne ainsi une corpesd’un état donné de la chaine de
Markov et pas I'état lui-méme. Lorsque la dimensilenl’espace aléatoire est élevée, il est
peu probable que I'état candid@tsoit identique au point actual, puisque cela implique
gue toutes les composantes de I'état candidat repetées, ce qui est presque impossible.
Cette version de l'algorithme de Metropolis est @i désignée par l'algorithme de
Metropolis-Hasting[42]. On note que la stationnarité de la chaine de Markest pas
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atteinte immédiatement, au démarrage de I'algostloie Metropolis-Hasting. L’expérience a
montré qu’une étape de préchauffe est nécessairegpieindre cette stationnarité et que les
points obtenus par la chaine de Markov soientidigés selon la densité de probabilité ciblée.
Autrement dit, il faut que l'algorithme de MetromeHasting tourne a vide jusqu'a un certain
seuil a partir duquel les points générés sont cahilgés. Il n'y a pas de regles précises a
suivre pour définir ce seuil, mais généralementcéanptabilisation commence apres la
génération de quelques centaines de points. Orantdeniveau que I'efficacité de la méthode
n’est pas affectée, puisque, dans I'étape de puffehd n’'y a pas d’évaluation de la fonction
d’état limite.

En résumé, la premiére étape de la méthode corsistiectuer des simulations de Monte-
Carlo sur un échantillofu}, uz, ..., u’} deM points générés dans I'espace aléatoire standard,

. .M
pour obtenirM réalisations{H = H(up)},_, de la fonction d’état limite qui sont arrangées
d'une maniére croissanté)' < HJ> <---< HJ™. Le premier seuil intermédiairé, est
choisi comme la((1 —po)M — 1) valeur la plus grande ded réalisations{H/ =
M

H(uy)},_,. de telle maniére que la probabilit¢ de défaikamy = P[0y, ] associée au
domaine de défaillance intermédiaflg soit égale a la probabilité sepj. Ainsi, le domaine
de défaillance intermédiair€ contient Mp, points, parmi les points de I'échantillon
{ud, u?, ..., ull}, associés aux réalisations de la fonction d’'étaité supérieures au seuil
intermédiaire b,. Ces points distribués naturellement selon la itlende probabilité

conditionnelle p.(.|Qg,), sont utilisés comme des points germes dans rithgoe de
Metropolis-Hasting, pour générer |€$ — p,)M points qui manquent. Le deuxiéme seulil

intermédiaireb, est choisi comme Iz((l—pO)M— l)éme valeur la plus grande de¥

nouvelles réalisationfH; = H(u{)}yzl. On note que la fonction d'état limite n'est é\édu
gu’'aux points germes récupérés de |'étape précédamtla méthode. Ainsi, le deuxiéme
domaine de défaillance intermédiai®; contient Mp, points, parmi les points de
I'échantillon {uj, u?, ..., ul’}, associés aux réalisations de la fonction d’étaitd supérieures

au seuil intermédiaireb,, et la probabilité conditionnelleP, = P[QF2|QF1] est
automatiqguement égale a la probabilité seyil Ce processus est répété jusqu'a ce que la
probabilité cible soit atteinte. On note que ldérg d’arrét est défini par I'atteinte du seuil
intermédiaireb; d’une valeur inférieure ou égale a 0. En suppogaattoutes les probabilités
conditionnelles sont égales a la probabilité seyiét que le nombré/ de points dans toutes

les étapes de la méthode de Subset simulatiorle egme, le coefficient de variatidghde
I'estimation de la probabilité de défaillance eshaé par :

N m(1 —po)
Mp,

ou p est la moyenne du coefficient de corrélation suites les étapes des simulations, qui
reflete la corrélation entre les points générés ljadgorithme de Metropolis-Hasting dans

chaque étape, qui dépend a son tour de I'écartdgda densité de probabilité de proposition
p*. Puisque le nombre total de simulations ®st=mM et le nombre de domaines de
défaillance intermédiaires est = log(P;)/log(p,), I'équation (1.49) peut étre réécrite sous
la forme suivante :

52 . _(1=po) (log(P))"
po(log(po))? My

52 (1+p) (1.49)

(1+p) (1.50)
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La figure 1.8 illustre I'évolution du coefficientedvariation§ en fonction de la probabilité
seuil py, pour un nombre total de simulatiob = 2000 et une probabilité de défaillance
cible P, = 1073. On constate que la valeur optimale de la probétsieuilp, est égale 8,2.

De plus on constate que le coefficient de variaoest relativement peu sensible a la
corrélationp entre les points générés par I'algorithme de Mpetlis-Hasting au voisinage de
cette valeur optimale. Ainsi, l'efficacité de la tinéde de simulation Subset est presque
invariable si la probabilité seuil, reste dans l'intervallf0,1, 0,3].
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Figure I. 8 : Evolution du coefficient de variatiahde I'estimation de la probabilité de défaillanag e
fonction de la probabilité seuilp

Dans le but dillustrer 'implémentation de la métle, nous reprenons le probleme de la
surface d’état limite parabolique traité dans leageaphe précédent. L’estimation de la
probabilité de défaillance est obtenue pa00 simulations par étape de la méthode Subset.
La probabilité seuib, est eégale a 0,1 et la densité de proposgioutilisée dans I'algorithme

de Metropolis-Hasting est représentée par une dedsiprobabilité uniforme dont la largeur
du support est égale a I'unité. La figure 1.9 ithedes différentes étapes de la méthode Subset.
On constate que le domaine de défaillance ciblédestifié aprés quatre étapes ; au cours de
chacun d’elles la probabilité conditionnelle esaléga 0,1. L'estimation de la probabilité de
défaillance donnée par la méthode SubsetP,é%tz 3,267 10~*, ce qui est en bon accord
avec la solution de référence. Pour atteindre ahe précision, on a besoin uniquement de
12000 simulations. Ainsi, cette méthode permet d’écors@mplus de 98% des appels a la
fonction d’état limite par rapport aux simulatioths Monte-Carlo classiques, pour garantir la
méme précision sur les estimations de la probélikt défaillance.

33



Chapitre | : méthodes de calcul stochastique

Etape 1 : SMC

10

S

—5f--

1

i
i
i
i

=10 =5 0 5
U

Etape 4 : SMC
10 T T

S

-5t

-10

i
I
I
, i i
=10 -5 0 5
U,

10

Etape 1 : CMMH
10 T T L —
Ql“ :\Ql':,m
\
I L
5 -
0  R——— ERSpp——
-5t .
Unre i
+ + u" :
- L 1 'l
1910 -5 0 5 10
U

Etape 2 : CMMH

1

T

Uy i
+ + U :
- I 1 1
19 10 -5 0 5 10
U
Etape 3 : CMCH
10 T T

1
+ + u :
- L 1 1
1910 =5 0 5 10
b
Etape 4 : CMMH
10 T T
5 -
0 REp———
—5}-
)
|
+ + u i
- 1 Il 1
1910 -5 0 5 10
b

Figure I. 9 : Etapes de la méthode Subset simulations

La figure 1.10 illustre I'évolution de la probahédi de défaillance au cours des étapes de la

méthode, ainsi que l'intervalle de confiance désregions.
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Figure I. 10 : Evolution de la probabilité de défaillance au codes étapes de la méthode Subset
simulations

On constate que la probabilité de défaillance aésacune fonction d’état limite qui peut étre
définie en faisant varier la valeur du seuil intédiaireb, dans l'intervall€]0, 3,4], peut étre
déterminée directement, sans aucun effort de calepplémentaire, a partir de la courbe
Pr = f(bs) donnée dans la figure 1.10. Ainsi, on justifie Unes de plus I'efficacite de la
méthode Subset.

1.4.2.7 Méthode de surface de réponse quadratique

Dans la pratique, le comportement d'un systemeaagstnent décrit au moyen d’'un modéle
mécanique explicite. On a recours le plus souvameamodélisation par éléments finis. Les
différentes techniques présentées dans les patagrggécédents constituent les ingrédients
nécessaires pour effectuer le couplage direct », entre I'analyse de la fiabilité et le calcul
par éléments finis. Cependant, I'expérience a néogire ce couplage n’est abordable que si
'on dispose d'un algorithme robuste pour la détaation du point de conception dans
'espace standard et d’'une méthode pratigue pawaluation du vecteur gradient de la
fonction d’état limite. La premiére condition peétre remplie en employant la version
ameéliorée de I'algorithme HLR[4]. Pour le calcul du gradient de la fonction d’ditaite,

la méthode de différentiation directe est parfoiggerée. Cette méthode peut étre appliquée
pour des problemes impliqguant une non-linéaritéigine géométrique ou matérielle et aussi
pour des problemes dynamiques. Cependant, ellessiegzales développements analytiques
qui peuvent étre lourds dans certains cas (par gheepnoblemes non linéaires). De plus, ces
développements et leurs implémentations ne sontupagersels et doivent étre refaits a
chaque fois qu’on aborde une nouvelle classe dagres. Pour cette raison, la méthode des
différences finies est généralement retenue poualeul du gradient. L'application de cette
méthode n’implique pas la modification de la foratidn éléments finis (découplage du
calcul par éléments finis et du calcul du gradientpis nécessite plus d’évaluations du
modeéle mécanique. A titre illustratif, chaque chlda gradient nécessite au moiNs+ 1
évaluations de la fonction d’état limit& (est le nombre de variables aléatoires de base). Pa
conséquent, si la dimension de l'espace aléatoirebabe est élevée et la méthode des
différences finies utilisée pour le calcul du geadj 'approche de couplage directe n’est pas
abordable puisqu’elle peut engendrer un temps hlbeldaes important. Ainsi, les méthodes
basées sur le concept de surface de réponse aifiertionne alternative pour traiter une telle
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situation puisque I'évolution des gradients n'ess$ polteuse. Parmi les plus populaires, nous
pouvons citer la méthode de Surface de Réponser@ligace (SRQ) présentée ci-dessous.

En raisonnant dans I'espace standard, I'idée de td@da méthode SRQ est de construire une
représentation explicitd (u) de la fonction d’état limite exacté(u), généralement définie
d’'une facon implicite. Dans la littérature, plus®wauteurg45-49] ont suggéré que cette
représentation explicitél (u) soit définie par une approximation polynémiale dragique.
Soitu = {uy,uy, ..., u, )" le vecteur désignant une réalisation des param@toertains dans
'espace standard, une approximation polynémialadcatique de la fonction d'état limite
s’écrit :

n
ﬁ(u) =aqay+ a; u; + al-iuiz + Z a;j U; uj (I 51)

n n n
i=1 i=1 i=1j=1,j#i

ou ay, a;, a; et a;; sont des coefficients réels correspondant reseoént aux termes

constants, linéaires (i.e. ordre 1), carrés (ie=ond ordre) et croisés de I'approximation
polyndmiale quadratique, qui sont des inconnuestarohiner. Une fois cette formulation
analytique de la fonction d’état limite construiedle se substitue a la fonction d’état limite
réelle dans la procédure d’analyse de la fiabilité.

La détermination des coefficienls= {ao, a;, a;, al-j} peut étre effectuée par moindres carrés
impliquant la résolution de systemes linéaires. é8pavoir choisi une série de points
d’expérimentation (i.e. un plan d’expérienc{af‘}zzl, pour lesquels la valeur exacte de la
fonction d’état limitey® = H(u*) est calculée, un systéme linéaire défini pgréequations

dont les inconnues sont les coefficiedtsle I'approximation est obtenu. En considérant la
méthode des moindres carrés, la résolution de stermg d’équations est effectuée en

minimisant I'erreur suivante par rapport au paramét
Np
R 2
err(4) = z (y" — H(uk)) (1.52)
k=1
Pour plus de commodité dans la représentation, eomprepose d’écrire I'approximation

polynémiale quadratiquE (u) de la fonction d’état limite définie par I'équatigl.51) sous la
forme matricielle suivante :

Hu) = {1,ui,ui2,uiuj}T.{a0, a;, ai;, a;;} = BT (uk). A (1.53)
Ainsi le probleme des moindres carrés s’écrit :
Np
A = argmin Z(yk — BT (u¥).A)? (1.54)
k=1

En effectuant quelques calculs algébriques, latispludu probléme défini par I'équation
(1.54) est donnée p§7] sous la forme suivante :

A=[BT.B]"L.BT.Y (1.55)

ou B est une matrice dont les lignes correspondentvacteursB(u®) etY est un vecteur
dont les composantes sorit = H(u”).

Une grande variété de méthodes SRQ a été présianéda littératur@48, 49] Néanmoins,
toutes ces approches sont basées sur le méme tgeéoépal décrit ci-dessus. Elles different
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soit par les termes retenus dans la formulatiofiaggproximation polynémiale quadratique
(avec ou sans termes croisés), soit par le cridéreonvergence adopté, soit par le type de
plan d’expérience (i.e. les points d’expérimentatitilisés dans la régression). On note que
les points d’expérimentation doivent étre choigdalle maniéere que les équations formant le
systeme a résoudre pour déterminer les coefficienuts{ao, a;, aj, ai]-} soient indépendantes
(i.e. il faut que la quantit®”.B soit inversible). De plus, il est nécessaire fiye= N pour
que I'équation (1.55) puisse étre résolue.

Le réle principal du plan d’expérience est de géndes realisations du vectdilira partir de

la combinaison de différents niveaux des variahléatoires de base, qui serviront par la suite
comme points d’évaluation pour la fonction d'éfatife. Pour des raisons de simplicité, les
points d’expérimentation sont générés autour dutpmioyen. Cependant, il faut définir les

points d’expérimentation de fagcon a correspondremieux aux exigences du probleme

étudié. Il existe plusieurs types de plans d’exg@e disponibles dans la littérature. Parmi
eux, on peut citer le plan en étoile, le plan hypdre, le plan factoriel, le plan minimal et le

plan composite.
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Figure I. 11 : Différents plans d’expériences utilisés par la noéh SRQ

La figure 1.11 illustre les différents plans d’exigéice couramment utilisés par la méthode
SRQ. lIs correspondent au cas bidimensionnel deex variables aléatoires de base) et sont
exprimés dans l'espace standard. Le choix du typeldn d’expérience est crucial pour
I'efficacité de la méthode SRQ. A titre d’exempée,on utilise un plan factoriel, le nombre
total d’expérimentation2" augmente d’une fagon exponentielle avec le nordereariables
aléatoires de base. Par conséquent, le temps @é palt étre significativement élevé. Dans
le but de réduire le nombre d’expérimentations, Heucet Bourgund45] ont suggeéré
I'utilisation d’un plan d’expérience formé uniquemales points situés sur les axes (i.e. plan
en étoile sur la figure 1.11), pour lequel le nombotal d’expérimentations €2t + 1. Cette
suggestion simplifie la forme de I'approximation lyp@miale quadratique définie par
I'équation (1.51) en éliminant les termes croisés.

Puisque la région avoisinant le point de conceppiossede la plus forte contribution dans la
probabilité de défaillance, I'approximation polyni@he quadratique de la fonction d’état

limite doit étre seulement précise dans cette regiette précision est améliorée au fur et a
mesure dans la procédure itérative de recherchmi de conception jusqu'a la vérification

du critere de convergence. Autrement dit, a chaiguation, une nouvelle approximation est

construite en utilisant un nouveau plan d’expémeoentré au point de conception calculé a
I'itération précédente.
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I.5 Analyse de sensibilité

[.5.1 Présentation du probléme

D’une maniere générale, les analyses de sensipdit@ent étre réparties en trois catégories :
les analyses de sensibilité locale, les analysesiblage (screening en anglais) et les analyses
de sensibilité globale. Dans ce qui suit, chacuneabs catégories est brievement présentée.
Pour commencer, on note que I'analyse de sensilhilitale est suggérée seulement dans les
cas pratiques pour lesquels les analyses ne demtapae un temps de calcul important. Ce
type d’analyse fournit des informations sur le comgment du modéle seulement au
voisinage d’un point de référence. Elle est basgéel'sstimation des dérivées partielles
correspondant a chaque paramétre. Ces dernieresmeiire normalisées dans le but de leur
donner plus de signification, soit par la valeuminale du parametre soit par son écart-type.
Les méthodes de criblage permettent d’identifier parametres les moins influents sur le
modele. Du fait qu’elles sont moins exigeantes enmé de temps de calcul, elles sont
conseillées dans le cas de modéles contenant nd gaanmbre de parametres d’entrée. Dans
ce contexte, la méthode proposée par Mdb&@] est la plus populaire. Les méthodes de
criblage fournissent des mesures de sensibilitditgtige. Autrement dit, elles permettent
d’arranger les parametres intervenant dans le raodét la base de la mesure de leurs
importances sans quantification (i.e. elles ne p#ient pas de quantifier de combien un
parameétre donné est important par rapport a ure gagrametre). Une mesure quantitative
peut étre obtenue en appliqguant des méthodes dessgn, mais seulement dans le cas ou le
modele est linéaire ou faiblement non lin€aire.iigries méthodes d’analyse de sensibilité
globale s’intéressent a I'étude de l'effet des peaiaes d’entrée sur le modéle tout en
considérant la totalité de leur domaine de vanmmgtiet non pas une partie du domaine au
voisinage d’'un point de référence. L'idée fondarite cette catégorie de méthodes d’analyse
de sensibilité est de quantifier la contribution ldevariabilité relative a chaque paramétre
d’entrée sur la variabilit¢ de la réponse du mad®athématiguement parlant, il s’agit
d’estimer la contribution de chaque parameétre déntsur la variance de la réponse du
modele. Pour cette raison, elles sont souvent désgpar méthodes d’analyse de la variance
(ANOVA : ANalyse Of VAriance). Dans ce contexte, paut citer la méthode proposée par
Sobol[51], qui est basée sur la notion d’'indices de seiit&ilpbur lesquels I'effet de chaque
facteur est calculé par I'évaluation d’'une intégranultidimensionnelle en utilisant
généralement les simulations de Monte-Carlo. Dangju suit, nous nous proposons de
présenter les principales méthodes d’analyse desilskité. Nous nous focalisons sur
I'exposition de leur formulation mathématique aimgi'aux différents aspects liés a leur
implémentation. Mais, auparavant, nous nous praposd’introduire la notion de
décomposition de la variance et les indices deilsiéitésde Sobol.

[.5.2 Méthodes d’estimation des indices de sensibilité

1.5.2.1 Notion de décomposition de la variance

Généralement, le but des analyses de sensibildéesasur I'étude de la variance est de
déterminer la contribution de chaque variable aléatd’entréeX;, dans la variancg[Y] de

la répons€’. En se basant sur cette idée, Saltelli 62l ont montré que cette variance peut
étre décomposée de la fagon suivante :

V[Y] ZZVL-I_ZVU-I_ z Vl]k++V1,2,N (156)
i

i<j i<j<k
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ouV, Vi, ..., Vi .y sont appelées variances partielles, exprimées par
V; = V[E[Y|X; = x;]]

vy =V |E[YIX; = %, X; = x]]|

Vi =V [E[Y|Xl- = X}, X; = X, X = x;;]]

avecE[Y|X; = x;] I'espérance de la variable aléatolfesachant que le paramétkg est
déterministe (i.e. fixé a une valeur particuliefg. Elle est souvent désignée par espérance
conditionnelle d'ordre 1. De mémeE|[Y|X; = x;,X; = x{, X, = x;| est I'espérance
conditionnelle d’ordrek, évaluée en considérakiparameétres d’entrée comme déterministes.
La variance partiell&; mesure la contribution de I'aléa associé au patr@natentréeX; dans

la variance totale de la répongealors que les variances d’ordres supérieurs pegniede
mesurer la contribution de I'interaction entre dé$erents parametres d’entrée.

1.5.2.2 Indices de sensibilité de Sobol
Afin de déterminer ces grandeurs, Sofidl] a proposé la décomposition de la fonctjon
représentant le modele en une somme de fonctiodgminsions croissantes. Autrement dit,
elle est composée de termes consfantinidimensionnef (x;), bidimensionnef (x;, x;) et
ainsi de suite. Cette représentation s’écrit :

N N N
FO=fot D FiGD+ D D fislon) + o+ fuo, (ko e t) (1.57)

i=1 i=1 j=1

Sobol[51] a montré, pour des variables uniformes[fut ], que cette représentation existe si
et seulement si le termf est constant et l'intégrale de n’'importe quel teraiordre
supeérieurf; , ¢ par rapport a un seul parametgg est nulle :

1
j fiz2,.,s(x)dx;, =0, pour 1<k<s (1.58)
0

Par consequent, tous les ternfgs ¢ du developpement defini par I'équation (1.57) sont
orthogonaux. Mathématiquement(&i, ..., is) # (jy, ..., Jj;) alors:

f fo OO () dx =0 (1.59)
[0,1]N

Ces termes (désignés souvent sous le nom de foaati® Sobol) peuvent étre calculés par
I'évaluation d’intégrales multidimensionnellesJéslque :

fo= f(x)dx (1.60)
[0,1]N
i) = j FOO dxs — fo (1.61)
[0,1]N_1
£ = f FOOdx_y; — i) - £(%) - fo (1.62)
[0’1]N—2
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oudx_; etdx_;; indiquent que l'intégration s’effectue par rappartoutes les variables sauf
par rapport a;, ou par rapport &; et x; respectivement. Les termes d’ordres supérieurs
peuvent étre déterminés en suivant la méme proeedur

Il est facile de vérifier que les grandeurs défnipar les équations (1.60) a (1.62)
correspondent respectivement aux espérances aombties d’ordre 0, 1 et 2. On peut écrire
alors :

E[Y] = f, (1.63)
E[Y|X; =x{]= fi(x) —fo (I.64)
E[YIX; =x,X = x| = fi;(xe. %) — fo (1.65)

On note que cette correspondance reste valabldgmardres plus élevés.
Par définition, la variance de la variable alé&aiecrit :

VY] = fA(x) dx — f§ (1.66)
[0,1]N

En substituanf dans I'équation (1.66) par le développement défiani I'équation (1.57), on

obtient une décomposition de la varia¢’] telle gu’elle est définie par I'équation (1.56).

Ainsi, par identification, les variances partiell&s et V;; peuvent étre respectivement

exprimées par :

Vi =VI[fil = f2(x) dx; (1.67)
[0,1]

Vi =V[fy] = f[ ]Zfi?(xi.xj) dx;dx; (1.68)
0,1

Genéralement, la variance partieMg _; correspondant au terme générigiie ;, tel que
1<i;<-<ig<Nets=1,..,N, est obtenue par :

Vil,...,is = V[fil,...,is] = fii“”is(xil, . xis) dxil dxis (I 69)

[0,1]
En normalisant ces variances partielles par rap@pdéa variance total&[Y], Sobol[51] a
introduit un ensemble de mesures de sensibilitdiffierents ordres, désignées par indices de
sensibilité de Sobol. Les indices de Sobol du peemidre sont définis par :

Vi
VY]
et mesurent la contribution de I'aléa relatif augpaétreX; dans la variance de la varialfle
lls peuvent étre interprétés comme des mesuresefless principauxqui sont souvent

employés dans les approches de plans d’expérielisesont désignés aussi paresures
d’'importancequi peuvent servir a la classification des paragséd’'un modéle.

S; (1.70)

Les indices de Sobol du second ordre sont défanis p
%

Y
Sy =71 (1.71)
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lls mesurent la contribution de l'interaction erlge parametre¥; etX; dans la variance de la
variable aléatoiré’, c'est-a-dire la sensibilité dequi n’était pas prise en compte dans I'effet

des parametres; etX; seuls.
Les indices de Sobol du troisieme ordre sont d&fiair :
Sijk = I3
VY]
et mesurent la contribution de l'interaction erle® parametreX;, X; etX, dans la variance

du parametre aléatoii§ c'est-a-dire la sensibilité dequi n’était pas prise en compte ni dans
I'effet des parametreX;, X; etX, seuls, ni dans les interactions deux a deux.

(1.72)

Les indices de Sobol d’ordre plus élevé sont olsteasiel la méme maniére. En général, les

indices de Sobok; ; d'ordres, sont définis par :
Viy,i
S. . —_— 1'".' S Il 73
l1,..,lg V[Y] ( )

Etant donné que les indices de Sobol sont posttifisur somme est égale a l'unité :

ZSL-I_ZSU-I_ Z Si]'k+“'+51,2,...N= 1 (174)
i

i<j i<j<k

ils sont faciles a interpréter. Ainsi, plus la valee l'indice de Sobol est proche de l'unité,
plus l'aléa relatif au parametre auquel il est agsa un effet significatif sur la variabilité de
la réponse du modele.

Pour un modele ayariii parametres d’entrée, le nombre d’indices de Sdleotifférents
ordres qu’il faut évaluer e — 1. LorsqueN est trés grand, le nombre d’indices de Sobol
augmente d’'une maniere exponentielle. Par consédeetolt de calcul en terme d’appels au
modele devient prohibitif. Dans le cas de modeldgitds (i.e. les interactions entre les
différents parameétres n'ont pas d’effet), ce protdene se pose pas puisque les indices de
Sobol du premier ordre peuvent a eux seuls quentieffet de chaque paramétre sur la
réponse du modele. Par contre, lorsque les interscentre les paramétres ont une influence
sur la réponse du modéle, ce probleme se poseisenient.

Dans le but de surmonter cette difficulté, Hommaaltelli [53] ont proposé de nouvelles
mesures de sensibilité, désignées par indicesrdghdéé totaux. L'indice de sensibilité total
notéSy est déefini comme la somme de I'effet principal tiélau parametreX; et les effets des
interactions dans lesquels intervient ce parameitgrement dit, pour un parameétrg,
l'indice de sensibilité total qui lui est associ@rrespond a la somme de tous les indices de
Sobol faisant intervenir I'indicé On peut écrire alors :

VIE[Y|X_]
STi:Si+ZSij+ Z Sijk+"':1_% (175)

J#i j#i kL, j<k

ou X_; est un vecteur représentant tous les paramétrasodale a I'exception du paramétre
X;. En se référant au théoréme de la variance tdtakgriance de la variablé représentant
la réponse du modele est donnée par :

VY] =VI[E[Y|X_]] + E[VIY|X_]] (1.76)
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oUV[E[Y|X_;]] etE[V[Y|X_;]] désignent, respectivement, I'effet principal etdsidu.

En rempla(;anﬂ/[E[Y|X_l-]] dans l'équation (I1.75) par son expression issud’@giation
(1.68), I'indice total peut étre réécrit sous lanfe :

_E[vIYIx_]]
i YY)

La grandeuE[V[Y|X_l-]] n'est autre que la moyenne de la variance comigbbe V[Y |X_;],

et peut étre estimée par simulations de Monte-Carftevaluation de l'indice de sensibilité
total en se basant sur I'équation (1.77) est pleesnémique en terme d’'appels au modéle
meécanique, par rapport a I'approche classiquergplique le calcul des indices de Sobol de
différents ordres. Le colt des estimations est égd(N + 1), ou M est le nombre de
simulations utilisées pour le calcul d’'un indice 8iebol du premier ordre. Si, en plus des
indices totaux, on veut calculer les indices dedbalu premier ordre, le colt total des
estimations sera égalM&(N + 2).

(1.77)

Dans la littérature, plusieurs méthod®4, 55] ont été proposées pour calculer les indices de
sensibilité de Sobol. Le choix le plus simple, & forcément le meilleur, est I'utilisation des
simulations de Monte-Carlo. Dans ce contexte, leimations de la moyenne et de la
variance de la variablg, ainsi que de la variance partielle relative apanameétreX; sont
respectivement données par :

Ay = - Z f () (1.78)
By = > ftm) = (1.79)

= — o Z (2% x5) £ (2% x)) — (1.80)

OU X_im = (X1my oo X(i—1yms =» X+ 1yms Xnym)» €L les exposant®) et @ indiquent qu'on
utilise deux échantillons distincts pour I'estinoatides variances partielles du premier ordre
sauf pour la composanig,, pour laquelle on utilise le méme point.

La variance conditionnelle qui intervient danstilestion des indices totaux est calculée par :

V= N, Z (—11)m' (1) f(x(—li)m’ (2)) Ay (1.81)

Les indices de sensibilité du premier ordre aing des indices totaux sont directement
obtenus en normalisant respectivement les varianuagielles V; et les variances
conditionnellesV_; par I'estimation de la variance totdfg. On note que l'efficacité des
simulations de Monte-Carlo peut étre améliorée tdisant le tirage en hyper-cube Latin ou
des séguences quasi-aléatoires, telle que la s&gwn Halton[56] ou la séquence de
Hammersley[57]. Cependant, la réduction du nombre d’appels au étrod’est pas
significative.
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[.5.2.3 La méthode FAST

La méthode FAST a été développée par Cukier ¢b&l60] dans les années 70 dans le but
d’effectuer des analyses de sensibilité pour dedéhs de chimie. Depuis, elle a connu
plusieurs améliorations, qui lui ont permis d’&msidérée parmi les méthodes d’analyse de
sensibilité les plus performantes. Elle permet diewer les moments statistiques (i.e. la
moyenne et I'écart-type) de la réponse d'un modalesi que la quantification de la
contribution de chaque parameétre d’entrée sur eeti@nce. Sa particularité est qu’elle peut
étre toujours appliquée, que le modele soit mor@tmnnon. Dans ce qui suit, on se propose
de présenter son idée fondatrice ainsi que sa fatron mathématique.

Cukier et al[60] ont montré qu’en utilisant une transformation a@eirter N-dimensionnelle
def, il est possible de décomposer la variance dailiable aléatoird comme une somme
de fonctionnelles de dimensions croissantes, dgpedds parametres d’entrée. Ainsi, il est
possible de déterminer les effets principaux @ftet de la variabilité d’'un paramétre d’entrée
sur la variance du modéle) et les effets d'intéoacti.e. effet de I'interaction entre deux
parametres ou plus sur la variabilité du modéleggpebhdant, la construction d'une telle
transformatiorN-dimensionnelle n’est pas triviale dans la pratigupeut impliquer un calcul
prohibitif. Afin de surmonter ce probleme, I'idéentlatrice de la méthode FAST consiste a
remplacer cette transformatidd-dimensionnelle par un ensemble de transformatobms
Fourier unidimensionnelles le long d’'une courbecparant I'espac§0,1]". Cette courbe est
construite a partir d’'un ensemble d’équations patades définies par :

x; = G;(sin w;s) (1.82)

ol s est une variable scalaire réelle (kee R), {G;})., sont des fonctions de transformation
permettant un recouvrement uniforme de I'espEté]" et {w;}, est un ensemble de
fréquences entiéres linéairement indépendantexchb& de ce domaine de variation (i.e.
[0,1]V) est fait uniguement dans un but illustratif etipstandardiser la formulation de la
méthode FAST. D’'autres domaines de variation peure introduits puisqu’on peut
toujours trouver une transformation qui permet despr au domaine de variation standard
[0,1]V.

Lorsque le paramétre varie dansR, I'ensemble des paramétres d'entrée (xq, ..., xy)
varie simultanément le long d’'une courbe de tedlgoh a explorer uniformément I'espace
[0,1]" et chaque parameétng oscille périodiguement a la fréquenoge qui lui est associée,
quelle que soit la fonction de transformati@n De plus, la réponse du modéleprésente
différentes périodicités relatives a I'ensemble &téguenceqw;}Y ,, indépendamment du
modelef. Ainsi, si la réponse du modéfeenregistre une forte oscillation pour une fréqeenc
w;, le parametre; qui lui correspond (i.e. & la fréequenog est susceptible d’avoir une forte
influence. En effet, en se référant & la méthod&FAa mesure de sensibilité relative au
parameétreg; est obtenue a partir des coefficients relatits fidquencev; et ses harmoniques.

Cukier et al.[58] ont montré que, lorsque les fréquendes}Y , sont linéairement

indépendantes, c'est-a-dire qu’aucune fréquangcen’est obtenue par une combinaison
. ’ . 7 N . .
linéaire des autres frequend@s, }j- i, SOt :

N
Zciwiio,ciER (1.83)
i=1
le moment statistique d’ordrepeut étre calculé en évaluant le modgéle long de la courbe
parcourue par le vecte(te, (s), ..., xy(s)) sur[0,1]".
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Par définition, le moment statistique d’ordrade la variable aléatoirg uniforme sur{0,1]
s’écrit :

(Y)yr = o fr(x) p(x) dx (1.84)

oup est la denS|te de probabilité jointe de la vagaiEatoireN-dimensionnelleX et[0,1]VY
est le domaine de variation (i.e. domaine de défimi des parameétres d’entrée.

En suivant le raisonnement proposé par la méthod8TF I'intégrale N-dimensionnelle
correspondant au calcul du moment statistique déordest transformée en une intégrale
unidimensionnelle définie par :

(V)" = lim —— f fr(x(s)) ds (1.85)

De plus, puisque les fréquendes;}), sont entiéres et positives, et la courbe parcopaue
le vecteur(x,(s), ..., xy(s)) ne remplit pas la totalité de I'espa@1]" mais est périodique
de période2r, Cukier et al[58] ont montré que la moyenne et la variance de l@hbiar

aléatoireY peuvent étre respectivement exprimées par :

E[Y] = % f £(s) ds (1.86)

VY] = % j £2(s) ds — E[Y]? (1.87)

En substituanf (s) par son développement en série de Fourier, Saltell.[52] ont proposé
une approximation de la variance de la variabfer :

VY] = Z (47 + B?) — (4% + BS)

j=—o00
+00
~2) (42 +5?) (1.88)
j=1
ouA; etB; sont les coefficients de Fourier définis par :
1 s
Aj = —j f(s) cos(js)ds (1.89)
2m)_,;
1 s
B; = —j f(s) sin(js) ds (1.90)
2m)_,;

En évaluant les coefficientd; et B; a la frequencev; et ses harmoniqugsw;, on peut
calculer la portiorV,,, [Y] de la variance totalé[Y] due a la variabilité du parametg:

Vi, [Y] = 22( +B,) (1.91)

De plus, puisque le spectfg,, = Afwi + B]-Zwi du développement en série de Fourier évalue
aux harmoniquepw; décroit lorsque croit, la quantitd/, [Y] peut étre définie par :
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Vi, [Y] = 2 Z( +B,) (1.92)

ou M est Ie nombre maximal d’harmoniques, qui peut gti® égal a 4 ou 6 comme suggéré
par Cukier et al[59].

Le rapportV,, [Y]/V[Y] fournit alors une mesure de la contribution devéaiabilité du
parametrex; relatif a la fréquence; sur la variance totale de la réponse du modeleeut
aussi étre identifié a la mesurelwdfet principal couramment employé dans la technique des
plans d’expériences, et qui constitue un moyenadger les parameétres d’entrée du modéle
dans un ordre d'importance (i.e. plus le rapprtY]/V[Y] est grand, plus la variabilité du
parametre auquel il est associé est influenteastggdonse du modéle). Ce rapport est souvent
désigné dans le contexte d’analyse de sensibditénglice de sensibilité. Il peut étre exprimeé
en se basant sur les équations (1.85) et (1.92) par
j2(47 + Bf)

Si=1-—>5 - (1.93)

jL1(4f, + Bl
Saltelli et Boladg61] ont montré que les indices de sensibf§8Y., sont équivalents aux
indices de Sobol du premier ordre.

La premiére étape pour le calcul des indices dsilsitité {S;}Y , est le choix de I'ensemble
des fréquences entiérgs;}Y , pour les paramétres du modeéle, qui doivent &téalrement
indépendantes. Pour assurer cette condition, Cakial.[59] ont proposé un algorithme pour
générer cet ensemble de fréquences en fonctiorochlore de paramétres d’entrée. De plus,
ils ont montré, en se basant sur le critere de Mygque le nombre optimal de points
nécessaire pour le calcul des indices de sengibiit :

Ng = 2Mwypgy + 1 (1.94)

ou M est le nombre maximal d’harmoniques «t,,, est la fréquence maximale parmi
I'ensemble des fréquencés;} ;. Le tableau 1.3 fournit 'ensemble des fréquengeg’ ,
ainsi que le nombre de pointg pour différents nombres de paramétres d’enifget pour
un nombre d’harmoniqued = 4.

Tableau I. 3 : Fréguences nécessaires pour le calcul des indieesedsibilité par la méthode FAST

N Ns WDmax {wi}?]:l

3 121 15 (1,9, 15}

4 185 23 {5, 11, 19, 23}

5 625 39 {11, 21, 27, 35, 39}

6 393 49 {1, 21, 31, 37, 45, 49}

7 697 87 {17, 39, 59, 69, 75, 83, 87}

8 1001 125 {23, 55, 77,97, 107, 113, 121, 125}

Outre I'ensemble des fréquendes}Y.,, le choix des fonctions de transformat{aﬂ@}l 1 qui
permettent le passage de I'espace de variatiopaesnétres d’entrée a I'espace fréquentiel
est primordial. En effet, une condition nécessajue doivent veérifier ces fonctions de
transformation est de générer un ensemble de ppmis chaque paramétre d’entreg

Vi = 1,...N uniformément distribués. Dans ce contexte, diff&rdypes de fonctions ont été
proposés dans la littératUf2]. Celle proposée par Cukier et [&8] est donnée par :

x; = x, e¥i sin(@is) (1.95)
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ou X, est la valeur nominale relativexaet v, un paramétre permettant de définir les bornes de
définition du paramétre d’entrée lorsques varie entre-mt/2 etr/2.

La figure 1.12 illustre I'évolution de la fonctiahe transformation définie par I'équation (1.95)
pourix, = e~>, v, =5 etw; = 11, ainsi que I'histogramme de la distribution entpie des
pointsx; (obtenu a partir d’'un échantillon de 500 points).

1.0 T T T T T T 7

0.8
0.6

0.4 -

0.2 : :

JUULUL

] L 1
0'92.0 -1.5-1.0-05 00 05 10 15 20 .0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figure I. 12 : Evolution de la fonction de transformation défiper I'équation (1.95) et histogramme
de la distribution empirique des points x

On constate que I'histogramme de la distributios fdeintsx; générées par la fonction de
transformation définie par I'équation (1.95) esttément asymeétrique, puisque la majorité des
points est située au niveau de la borne inférielurelomaine de variation du paramette
Ainsi, il est clair que ce type de transformatianpeut pas générer des points uniformément
distribués et ne peut étre employé que dans lewds densité de probabilité d’un parametre
d’entrée a une asymétrie positive et une longuaeue

D’autres auteurs tels que Koda et[@R] ont proposé une fonction de transformation de la
forme suivante :

x; = X, [1+ v, sin(w;s)] (1.96)

La figure 1.13 illustre I'évolution de cette fonati de transformation ainsi que I'histogramme
de la distribution empirique d’un échantillon deD5dbints.
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Figure I. 13 : Evolution de la fonction de transformation défiper I'équation (1.96) et histogramme
de la distribution empirique des points x
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On constate que I'histogramme est symétrique maipermet pas non plus de générer des
points uniformément distribués dans le domaineat@&tion des parameétres d’entrée.

Afin de surmonter le probléme, Cukier et @0] ont proposé la fonction différentielle de

forme générale suivante dont la résolution peutrfioudes fonctions de transformation

optimales :

dG;(x;)
dxl-

oup; est la densité de probabilité du paramejre

(1 —xP)?pi(G) 1 (1.97)
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0.8 0.8

0.6 -

0.6

0.4

0.4

0.2 0.2

00 L L L 1 L 1 0.
-2.0-1.5-1.0-05 00 05 1.0 15 20 %.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figure I. 14 : Evolution de la fonction de transformation défiper I'équation (1.98) et histogramme
de la distribution empirique des points x

Dans ce contexte, Saltelli et 23] ont proposé une fonction de transformation deotené
suivante, obtenue par la résolution de I'équati@vy :

xX; = % + %arcsin(wis) (1.98)
L’évolution de cette fonction de transformation dsfinie comme un ensemble de lignes
droites obliques illustré sur la figure 1.14. Omstate ce type de transformation permet de
générer des points uniformément répartis puisgeigiféerentes classes de I'histogramme de
leur distribution empirique sont uniformément pé&gs. Cependant, on note que le point de
référence au voisinage duquel les points sont gérest toujours le méme. Aussi pour donner
plus de flexibilité au schéma de tirage, Saltelliak [63] ont suggéré la modification de
I'équation (1.98) en intégrant le parameétye (angle de déphasage). La fonction de
transformation est alors donnée par :

1 1
xX; = > + Earcsin(sin((uis + ¢,)) (1.99)

ou I'angle de déphasagg est généré a partir d’'une variable aléatoire umitbayant comme
support l'intervalle [0, 2m[. Par conséquent, les tirages peuvent commencer pdint
quelconque du domaine de définition des parameébestrée. En effet, en choisissant un
ensemble d’angles de déphasdge} , distincts, différentes fonctions de transformation
peuvent étre générées.
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Figure I. 15 : Distribution des points générés dans le cas bidsimmel en utilisant (a) équation
(1.95), (b), équation (1.96), (c) équation (1.98)(d) équation (1.99)

Dans le but de mieux illustrer les différences efes fonctions de transformation présentées
ci-dessus, on a tracé sur la figure 1.15 les pog@sérés par chacune d’elles dans le cas
bidimensionnel (i.e. deux parameétres d’entréepqgiaur les fréequences; = 11 etw, = 12.

On constate que la répartition des points est phiforme dans le cas de la fonction de
transformation définie par I'équation (1.99).

Saltelli et al.[63] ont proposé de calculer les indices de sensilghténoyennant les résultats
obtenus pour plusieurs réalisations des anglegpeasagéy;} , (i.e. différentes fonctions
de transformation). Si on désigne p&rle nombre de réalisations utilisées, le nombra! tie
points utilisés dans le calcul des indices de bditgiest donné par :

Ng = Mgy + 1N, (1.100)

Les figures |.16a et 1.16b illustrent les distribns des points d’expérimentation
respectivement dans le cas d'une et de deux réatisade la fonction de transformation
définie par I'équation (1.99), soit poWN, = 1 et N,, = 2. On constate que la répartition des
points est plus uniforme dans le cas ou on effedtuw réalisations. De plus, on observe que
I'ensemble des points générés dans une réalisatidans une autre sont distincts.

Il est clair que la difficulté, avec la méthode FAS®st de choisir un ensemble de fréquences
linéairement indépendantes. La fréquence maximsiepeportionnelle au nombr¥ de
parametres d’entrée du modele. Par conséquertftale calcul en terme d’appels au modéle
augmente d’'une maniere exponentielle adecCukier et al[59] ont montré que, pour un
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nombre d’harmoniques! = 4, le nombre d’appels au modéle nécessaire pouintiagon
des indices de sensibilité est proportionn2Je 5.
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Figure I. 16 : Distribution des points générés dans les cas bidgiomnel en utilisant I'équation
(1.99), @ N=1let(b)N=2

Dans le cas ol le modéle est additif (3., S; = 1), les indices de sensibilité du premier
ordre fournissent une image compléte de la seii8iloié la réponse du modéle vis-a-vis des
parametres d’entrée. Cependant, lorsque le modede pas additif, les interactions entre les
différents parametres d’entrée peuvent avoir umgribmition significative dans la variance de
la réponse du modele. Ainsi, il est impératif décaler les indices de sensibilité totaux.
Malheureusement, ce calcul ne peut pas étre effquan la méthode FAST classique. Pour
cette raison Saltelli et g63] ont proposé la méthode EFAST (Extended FAST)egtiune
extension de la méthode FAST.

L'idée de base est de choisir des fréquences qgappartiennent pas a l'ensemble
{piwq, P04, ..., pywy} Avecp; = 1,2,..,0 etVi=1,..N. En effet, les fréquences autres
que la fréequencey; et ses harmoniques fournissent des informatiomearoant le résidu
VY] — ?’zlvwi [Y] de la variance qui englobe les interactions elesgparameétres d’entrée.
La procédure consiste dans un premier temps ateffane fréquence; pour un parametre
x; ; ensuite on attribue aux autres parameétres dgsdntesw_; (i.e. w_; = {wk}’,ﬁzll,{ii) la
plupart identiqgues mais différentes dg. Ainsi, en identifiant les coefficients de Fourier
Ap_; €t By, , attribués aux frequences ; et leurs harmoniqugsw_;, la variance partielle

w_; peut étre calculée par :

Vw_i [Y] =~ 2 Z(A]zw_i + szw_i) (1.101)

L'indice de sensibilité totaS;, = V,, [Y]/V[Y], associe au parametrg est donné par :

Spo=1— Lo, + B )
‘ (Ao, + Bjo,)

(1.102)

Dans la pratique, on choisit la fréquenog trés élevée par rapport aux fréquenaes
attribuées aux autres parametres. A titre d’exengoiepeut choisiw; = 20 etw_; = 1. Les
composantes du spectre correspondant aux harmenife40,60,...} contribuent a
I'estimation de la variancg, [Y] associée a la contribution de I'aléa relatif atap@etrex;,

et leurs amplitudes diminuent pour les harmonigessplus élevées. La variance partielle
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V., [Y] est estimée a partir seulement de quelques comigssdu spectre correspondant aux
harmoniques des fréquences;. Les informations concernant la grandedy, .[Y], qui
mesure la contribution de l'interaction entre legmaetrex; et le reste des parameétres,
peuvent étre collectées a partir des composantesciases aux autres fréquences dans
lintervalle [1, Mw,,,.], OU M est le nombre d’harmoniques (i.e. I'ordre de taince) et
wmay €St 1a maximale des fréquendes}?_,. Saltelli et al[63] ont montré que ce choix des
fréquences peut mener a une surestimation desnvasd, [Y], et ils ont proposé un
algorithme automatique performant pour générerfréegiences. Cet algorithme est défini par

les étapes suivantes :

a. Choisir une fréguencey; pour le parametre;, qui doit tenir compte du nombre
optimal de simulations (équation (1.94)) nécessaioeir le calcul des indices de
sensibilité.

b. Définir une borne maximale pour les fréquene@&s a attribuer pour les autres
paramétres, telle queax{w_;} = 2“)—1\/‘1

c. Générer les fréqguences; dans l'intervalle[1, Mw,,,.] telles que le pas entre les
fréequences soit aussi grand que possible et le reoad parametreg; auquel on a

attribué la méme fréquence soit faible.

Le tableau I.4 donne les fréguences générées patgmithme dans le cas de 8 paramétres
d’entrée, pour différents nombres de simulatidhset en supposant qu’'on s'intéresse au
parameétrec,. On constate que, pour un nombiglimité de simulations (les trois premieres
lignes du tableau 1.4), la valeur de la fréquencaximale max{w_;} permise pour les
parameétres complémentaires (i.e. autres que langdmrax,) est inférieure au nombre de
parametreV = 8. Ainsi, plusieurs parametres peuvent avoir la mééguence. On constate
aussi que le nombre de simulatiafis= 65 peut étre interprété comme une borne inférieure
imposée par le choix d'une fréquencg

Tableau I. 4 : Fréquences générées par I'algorithme proposé pdtetiicet al. [52]

Ny w; Mmafw_} A {w3

65 8 1 0 {1,1,1,8,1,1,1, 1}
129 16 2 1 {1,2,1,16,1, 2,1, 2}
257 32 4 1 {(1.2.3,32, 1.2, 3, 4}
513 64 8 1 {1,2,3,64,5,6, 7, 8}
1025 128 16 2 {1, 3, 5,128, 9, 11, 13, 15}

Dans le but d’obtenir de bonnes estimations, Jiaéelal. [52] ont proposé de calculer les
indices de sensibilité non pas a partir d'un sebbétillon de points mais a partir de plusieurs
échantillons de points générés a partir de la fonale transformation définie par I'équation
(1.99). Cette alternative peut étre colteuse endeat’appels au modéle. Ainsi, pour obtenir le
meilleur compromis entre la précision des estinmatiet le colt de calcul, Saltelli et f32]

ont suggéré, pour un nombre de simulatiipslonné, de choisir la fréquenaeeg et le nombre
d’échantillonsN,. de telle maniére que le rappart/N, soit compris entre 16 et 64. Ce choix
est justifié par le fait que, &i; est faible elV, élevé, il en résulte un échantillon de points tres
dispersés, alors que dans le cas contrairedfj.€levée eV, faible), il en résulte des points
tres proches. La figure 1.17 illustre I'étendue dlnmaine permettant un choix optimal du
couple de parametres; et N,.. On note que pour un nombre de simulatitéis= 65, il est
impératif que la fréquenas; soit égale a 8 €¢,. = 1 (cf. équation (1.100)).
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région suggeérée

Figure I. 17 : lllustration de la région recommandée pour le chdé@s parameétres; et N Saltelli et
al. [52]

Dans ce qui suit, on se propose d’analyser I'efftéade la méthode FAST et de sa version
améliorée EFAST a travers un modele simple. Onidéens la fonction d’Ishigam[64]
suivante :

y = sin(x;) + asin(x,)? + bxj sin(x;)
ou a et b sont deux constantes réelles, et les paramgfras= 1,2,3 sont uniformément

distribués sur I’intervalle[—n, n]. La figure 1.18 représente la répongeen fonction des
parametreg,, x, etxs.

20

b i

A
-3 -2-10
Ty > T3

Figure I. 18 : Evolution du modéle d’Ishigami en fonction des pag#res x, % et %

La particularité de la fonction d’lshigami est diéeest non linéaire et non monotone.
Cependant, la variandede la réponsg¢ du modele, les variances partiellgsV, etV; et les
interactionsV,,, Vi3, V,5 et V;,5 peuvent étre calculées analytiquement. Elles défihies
par :

a’? bm*  b2m® 1

V=—t—+—+=

8 5 18 2

br*  b*r® 1 a?
="+t =g V=0

__ 8p2%n8
T 225

Vig =Vy3=0,Vi35 Vi3 =0
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Les indices de sensibilité du premier ordlfe = V;/V}2,et les indices de sensibilité totaux
{STi}ilsont calculés respectivement par les méthodes FAEIFAST en choisissant= 7

etb = 0,1. On note que la méthode FAST est utilisée avdérdiits types de fonctions de
transformation et que le calcul par la méthode EFASt effectué pour différentes fréquences
w; et en utilisant la fonction de transformation 1.88s résultats obtenus sont donnés dans le
tableau I.5.

Tableau I. 5 : Indices de sensibilité obtenus par les méthodeSTFAEFAST

Indices de premier ordre Indices totaux
Sl SZ 53 STl STZ ST3 NS
Analytique 0,3138 0,4424 0 0,5574 0,4424 0,2436 -
x; = X, e sin(wis) 0,3775 0,0993 0,0140 - - - 121
'@ x; =X, [1+7, sin(w;s)] 04192 0,2917 0 - - - 121
- X; = % + %arcsin(wis) 0,3085 0,4725 0,0001 - - - 121
— w; =16,N, =1 0,3155 0,3046 0,0285 0,5435 0,3636 0,2407 129
2 w; =32,N, =1 0,3091 0,4410 0,0259 0,5243 0,4871 0,2437 257
o w; =48,N, =1 0,3109 0,4438 0,0285 0,5372 0,4889 0,2383 385
w;=64,N, =1 0,3124 0,4413 0,0161 05384 0,4869 0,2343 513

La méthode FAST, comme nous l'avons déja évoquangtede calculer seulement les
indices de sensibilité du premier ordre. On compstate les estimations sont en bon accord
avec les résultats issus du calcul analytiquee etecilement lorsqu’on emploie la fonction de
transformation définie par I'équation (1.99). Cest justifié par le fait que I'emploi de ce type
de fonction de transformation permet un meilleworterrement du domaine de définition des
parameétres d’entrée. La méthode EFAST permet deleala la fois les indices de sensibilité
du premier ordre et les indices de sensibilité uataOn constate que, pour difféerentes
fréequencesw;, les estimations correspondent aux résultats thwlcanalytique. Cependant,
on remarque une surestimation des indices de siésitu premier ordre pour les parametres
ayant une faible influence sur la réponse du mod&d¢a correspond au cas du paramejre
pour lequel I'indice de sensibilité du premier @dloit étre nul, tandis que, au meilleur des
cas (i.ew; = 64) la méthode EFAST donne une estimation de I'oddréd,5%.

L’application de la méthode FAST au modele d’Ishgaqui est non linéaire et non
monotone, permet de conclure gu’elle peut étreiqupge pour différents types de modéles.
Grace a sa version améliorée EFAST, elle permetples des indices de sensibilité du
premier ordre, d’'estimer les indices de sensibitiaux qui sont plus efficaces pour
guantifier la contribution de l'aléa relatif a chegparametre d’entrée sur la variance totale de
la réponse. Cette méthode est d'implémentation Isirpassure un bon compromis entre le
codt du calcul et la précision des estimations ngalg présence éventuelle d’un biais. Etant
donné que la méthode n’est pas exacte, on souditigenir une mesure de l'intervalle de
confiance sur les estimations, chose qui n’esppasible puisque les estimations fournies par
la méthode FAST sont déterministes pour un enseduriaé de fréquences.

[.5.2.4 Méthode de Morris

La méthode de sensibilité proposée par MdBt fait partie des méthodes dites de criblage
telle que la méthode des plans d’expériences OATR{&-Time). Ces méthodes particulieres
d’analyse de sensibilité sont souvent désignées tafittérature par le terme anglophone
screening methodsElles ne permettent qu'une évaluation qualitatdes I'influence des
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différents parameétres d’entrée d’un modele surépmnse. Ainsi, elles sont la plupart du
temps utilisées comme moyen de hiérarchisationpdeameétres d’entrée selon leur ordre
d'importance. Ceci s’avere trés intéressant dansake de modeéles faisant intervenir un
nombre important de parameétres d’entrée, ou l'apptin de ces méthodes peut étre
considérée comme une pré-étude de sensibilité peymale déterminer les parameétres les
plus influents, et ainsi de réduire le nombre deup@tres qui seront considérés par la suite
dans I'analyse de sensibilité. Dans ce contexte,des meéthodes les plus évoluées est celle
développée par Morris. Sa philosophie est de détemparmi tous les paramétres d’entrée
ceux susceptibles d’avoir des effets : (a) néghte=a (b) linéaires et additifs ou (c) non
linéaires ou en interaction avec d’autres pararmei@ette hiérarchisation est basée sur la
notion d’effet élémentaire, qui n’est autre, poarparametre donné, comme on le verra plus
explicitement dans ce qui suit, que la mesure @alignt du modele relatif & ce parametre.
Plus précisément, cette classification n’est péscefée directement au moyen des effets
élémentaires mais a partir de leurs statistigues & moyenne et I'écart-type) calculées a
partir de plusieurs échantillons. En effet, pourpamametre donné, une valeur élevée de la
moyenne de I'effet élémentaire qui lui est assouiégue I'importance de ce paramétre sur la
réponse du modele, alors qu'une valeur élevéeatar-type indique de fortes interactions
avec d'autres parametres. La figure 1.19 illustee grocédure de hiérarchisation des
parametres d’entrée, sur laguelle est basée laoaetthe Morris.

4.5

Effetsmon lineaires:et interactions
4.0 o

35F
3.0

25F

2.0

15 Effets linicaires et additifs

Effets negligeables

1.0
0.%

.0 0.5 1.0 1.5 2.0 25 3.0 3.5 4.0 4.5
H;

Figure 1. 19 : Hiérarchisation des parameétres d’entrée d’'un mogilela méthode de Morris

Le calcul des effets élémentaires fait appel a kam p’'expérience de type OAT (One At
Time) probabiliste. La particularité de ce planxgiérience est qu’il n’est pas construit autour
d'un point particulier telle que la valeur nominalmais autour d’'un point dont les
composantes relatives a chaque parametre sons tifé@e maniere aléatoire parmi une
gamme de valeurs obtenues en discrétisant le dendigirdéfinition de chaque parameétre en
un nombre donné de niveaux, d’'ou la justificatiantdrme probabiliste employé ci-dessus.
Pour cette raison, certains autel2] qualifient la méthode de Morris de méthode d’asaly
de sensibilité globale bien qu’elle permette seeleinune mesure qualitative de la sensibilité.

Dans le développement qui suit, en se référanpeatiques usuelles en analyse de sensibilité,
on considere que les parameétres d’entrée sontraméfoent définis sur I’hyper-cube unitaire
[0, 1]*.

La premiere étape dans la méthode de Morris cendidiscrétiser chaque parametre d’entrée
sur son domaine de définition en un nombre donndéwasuxp. Compte tenu de I'hypothese
évoquée ci-dessus, une grille de valers= {0,1/(p —1),2/(p — 1),...,1} peut étre
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attribuée a chaque parametre d’entrée. Saihe perturbation prédéfinie de maniere qu’elle
soit un multiple del /(p — 1) etf la fonction générique représentant le modeleonsilorris
[50], I'effet élémentairéE; associé a un parametrgest défini par :

Cf Oy e X1, X A Xy, e, X)) — f()
a A

oux = (xq,...,X;_1,X;, X;4+1, ---, Xy) €St un point d¢0,1] choisi de telle maniére que le point
perturbéx + ;A= (x4, ..., Xj—1, X; + A, X411, ..., Xy) SOIt Situé lui aussi dans l'intervall,1].

EE;

(1.103)

En effectuant plusieurs tirages du pouparmi la grille de valeurg, on obtient, pour chaque
parameétre d’entrée, une distribution finie nof¢ale I'effet élémentaird’E;. Ainsi, chaque
distribution F; contient p"~1[p — A(p — 1)] éléments. La maniére la plus simple de
caractériser, dans un contexte statistique, lailoligton F; est de calculer sa moyenne et son
ecart-type. Ces grandeurs peuvent étre estimé@aesategement comme suit :

u = —Z EE] (1.104)

0, = iZ(EEif — 1) (1.105)

ou N, est le nombre d’éléments dans la distribufign

En suivant la procédure décrite ci-dessus, le nentbtal d’appels au modele elt =
2NyN . chaque effet élémentairBE; nécessite I'évaluation du modele deux fois. Afin
d’évaluer I'efficacité de la procédure d’expérimagian utilisée, Morrig50] a introduit une
mesure qu'’il a nomméconomie Elle est définie comme le rapport entre le nonbedfets
élémentaires a déterminer et le nombre d’appelma@dele. Plus cette mesure est élevée, plus
la procédure d’expérimentation est dite informative. plus elle fournit d'informations sur la
sensibilité du modele vis-a-vis des paramétrestBeh Ainsi, I'économie de la procédure
d’expérimentation décrite auparavant sl /2N;N = 1/2.

Dans le but de réduire le colt du calcul (i.e. denbre d’appels au modéle), Morfs0] a
proposé une procédure plus économique que celleted@c-dessus. Elle est basée sur la
construction d’'une matrice d’expérimentation nofge constituée deV + 1 lignes etN
colonnes, ou chaque ligne représente une réalisada vecteur x. La matrice
d’expérimentationB*, désignée souvent panatrice d’orientation ou trajectoire, a la
propriété intéressante suivante : pour toute ca@gna 1,2, ..., N, seules deux lignes de la
matrice B* ont des composantes différentes. Grace a cetf@igm®, lesN + 1 lignes de la
matriceB*, représentanV + 1 réalisations distinctes du vecteyrfournissentV + 1 valeurs

de la réponse du modéle qui permettent de caldulesffets élémentaires (i.e. un effet
élémentaire pour chaque parametre d’entrée). Aitiéconomie de cette procédure
d’expérimentation est deN/N + 1, qui est meilleure que celle de la procédure
d’expérimentation originale. Dans la constructiconné telle procédure d’expérimentation
(i.e. la construction de la matrice d'orientati®i), Morris [50] a postulé qu’il est plus
convenable de choisir un nombre de niveauysair et une perturbatiod= p/2(p — 1). En
effet, ce choix permet de s'assurer que chacunpdes|[p — A(p — 1)] = p"/2 effets
élémentaires associés a un parametre d’entréenén@ probabilité d’étre sélectionné. Bien
gue ce choix de la perturbatidnsoit adopté dans la plupart des études rencontides la
littérature, il a été critiqué par Van Houwelingen al. [65]. En effet, en choisissamt=
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p/2(p — 1), le domaine de définition de chaque parametretdenest divisé ep/2 sous
domaines qui se croisent entre eux. Le croisemetne @leux domaines est d’autant plus
marqué que le nombre de niveaux est élevé. Cepgntlexploration du domaine de
définition des parametres d’entrée est optimalecei croisement n’existe pas. Van
Houwelingen et al[65] ont montré, pour la fonction simpje= cos(x) avecx € [—m, 27| et

en choisissant un nombre de niveaux 4, que la perturbation=p/2(p —1) =2/3 ne
permet pas de détecter le caractére non monotora fiaction ; or une perturbatioh=
1/(p — 1) =1/3 le permet. En effet, cette alternative permetiuligler le croisement entre
les différentes subdivisions, comme on peut I'obsesur la figure 1.20. En choisissant= 4

et A=p/2(p — 1) =2/3, l'intervalle [0, 1] est discrétisé en deux subdivisiois2/3] et
[1/3,1] (cf. figure 1.20b), qui se chevauchent s{t/3,2/3]. Par contre, siA=
1/(p — 1) =1/3, il en résulte trois subdivisions distinct®s1/3], [1/3,2/3] et[2/3,1],

qgui ne se croisent pas (cf. figure 1.20a). De parsconstate que plus le nombre de niveaux
est élevé, plus la zone de croisement entre ladi\gsions est large (cf. figure 1.20d).

(a) p=4,A=1/3 (b) p=4, A=2/3
: ' | zone de
. croisement

0.0 O.i2 0.i4 0.i6 O.i8 1.0 0.0 0.;2 O.i4 0.i6 0.i8 1.0
(c) p=10, A=1/9 (d) p=10, A =5/9

=] ==

0.0 0.2 04 0.6 0.8 10 00 02 1.0

Figure I. 20 : lllustration de I'importance du choix de la pertaton sur le recouvrement du
domaine de définition des paramétres d’entrée [65]

Afin de construire une matrice d’orientatid®i vérifiant les propriétés décrites ci-dessus, la

premiére étape consiste a construire une matrieagulaire inférieureB de dimension
(N + 1) x N. Ensuite, on construit une matriBé définie par :

B =Jy.in.X"+AB (1.106)

ou Jy;1ny €St une matrice de dimensigi + 1) X N, telle quevi=1,..,N+1 etj =
1,..,N,J;j =1, A est une perturbation &t est un point de référence dont les composantes
x;, i=1,..,N, sont tirées d'une maniere aléatoire (i.e. encaffint des permutations
aléatoires) de I'ensemb{®,1/(p — 1), ..., 1 — A}. La matriceB’ pourrait étre utilisée comme
matrice d’expérimentation, puisqu’elle permet diewar un effet élémentaire pour chaque
paramétre d’entrée. Cependant, ces effets élémentae correspondent pas a un tirage
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aléatoire des distribution§F;} ;. Dans le but de surmonter ce probléme, une version
probabilisée de la matrice d’expérimentation péxg éonstruite comme suit :

B* = (Jys11- X"+ (8/2)[(2.B = Jys1n)- D" + nsn])- P* (1.107)

ou D* est une matrice carrée de dimenshrelle que ses éléments sont des entiers choisis
dans l'ensemble{—1,1} d’'une maniére équiprobable, & est une matrice carrée de
permutation aléatoire de dimensidh obtenue par la permutation aléatoire de la nmatric
identité de dimensiorN. On peut constater que chaque matrice d’oriemtagiermet de
calculer seulement un effet élémentaire par par@mdentrée. SiN; est le nombre de
simulations nécessaire pour estimer les statistiggela distributiorF; de I'effet élémentaire
associé a un parametre d’entrée, la procédure é‘ampntation nécessite la construction de
N, matrices d’orientatioB*. Ainsi, le nombre total d’appels au modele Est= N;(N + 1).
Morris [50] préconise d’employer un nombre de niveaux 4 et un nombre de trajectoires
(i.e. matrices d’orientationy,; = 10 pour obtenir un bon compromis entre le colt deutadt

la précision des estimations des statistiques i@éfipar les équations (1.104) et (1.105).
L’organigramme de la figure .21 résume la procédiiexpérimentation proposée par Morris
pour hiérarchiser les paramétres d’entrée d’'un heode

Initialisation
Nombre de niveaux : p
Nombre de trajectoires : Nd
Perturbation : A

Tirage aléatoire du point x**
i X € {01/ (p-1)enns 1-A} /
Construction de la matrice
d’orientation B* /
Evaluation du modeéle aux
points de B"* /
v
Calcul des effets ¢lémentaires
EEj /
Oui
\ 4

(Calcul des statistiques g et o des
etfets élémentaires /

Fin
Figure I. 21 : Organigramme de la méthode de Morris

L’avantage principal de la méthode de Morris eseltpipermet d’évaluer qualitativement la
sensibilité de la réponse d’'un modele vis-a-vis diferents parametres d’entrée tout en
nécessitant un colt de calcul raisonnable. Cepé&nsiam inconvénient majeur est qu’elle ne
permet pas de dissocier les effets des interactelaives a chacun des parametres. En effet,
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elle fournit une mesure globale de l'effet d’intgfan d’'un paramétre avec les autres
parametres, mais elle ne donne pas d’'informatiéaiBgue sur I'identité de cette interaction.

Depuis son introduction, la méthode de Morris a létéujet d’améliorations, concernant
principalement son efficacité, telles que I'intratdlan de nouvelles mesures de sensibilité et
I'emploi d’autres stratégies de génération destpaliexpérimentation.

Lorsque le modeéle est non monotone, sa réponsegseiler dans des régions de valeurs
positives ou négatives. Par conséquent, les effiéisientaires peuvent avoir des valeurs
positives ou négatives. Dans ce cas, la moyenneeffiets €lémentaires peut étre nulle ou
proche de zéro du fait de I'annulation des efféésnéntaires entre eux. Dans ce contexte,
Campolongo et a[66] ont proposé de calculer la moyenne sur les vakhsslues des effets
élémentaires afin d’annuler I'effet des signest€ptesure notég est définie par :

1

Ng
pi = N—dZ|EEi’| (1.108)
j=1

Les mémes auteurs ont proposé une amélioratiom dechnique de génération des points
d’expérimentation. En effet, 'estimation des mesude sensibilité (i.e. statistiques des effets
élémentaires) est basée sur la construction d’'unbm®N,; de matrices d’orientation ou
trajectoires (généralement 10 a 50 trajectoire$ slooisies). La technique employée pour la
construction d’'une trajectoire est de choisir danspremier temps un point aléatoire de
référence ; ensuite les autres points d’expérintientaont obtenus en perturbant une seule
composante a la fois dans un ordre aléatoire. Gat#égie peut mener a un recouvrement
non optimal du domaine de définition des paramedieatrée, particulierement lorsque le
nombre de parameétres du modeéle est élevé. L'idémopée par Campolongo et [@6] est de
choisir lesN, trajectoires de telle maniere que la dispersidreeglles soit maximale. Dans
un premier temps, on construit un nombke> N; (ex. Ny~500 — 1000) de trajectoires,
ensuite on choisit parmi celles-ci &5 trajectoires qui assurent la meilleure dispers©a.
concept de dispersion est basé sur le calcul destanced,,; entre un couple de trajectoires
distinctesm etl, qui est définie par :

N+1N+1 N

d,, = Z Z Z[xgn(k) — %l () (1.109)

i=1 j=1 k=1

ol x(k) est lak®™ composante dif™¢ point de la trajectoiren. Autrement ditd,,,; est la
somme des distances géométrigues entre tous lgdesode points de deux trajectoires
différentes. Ainsi, ledV; meilleures trajectoires sélectionnées sont celle®nt les distances
d,,; maximales entre les couples de trajectoires pAkmDans un premier temps, on choisit
N, trajectoires parmN;, et on calcule la distand® qui est la somme des distanckg entre
les différents couples de trajectoires de cettebioanson. A titre illustratif, si le nombre de
trajectoires a sélectionner €¢} = 4 et le nombre total de trajectoires &st= 10, et si on
s'intéresse a la combinaison formée par les tmifes {4, 6,7,9}, on définit la distance

Dye79 telle queD,g o = \/ die+ds, +die+dZ,+d¢,+ d%,. Ensuite, parmi toutes les

combinaisons possibles, on choisit celle dont $adiceD est maximale. L'inconvénient de
cette stratégie de sélection des trajectoirequasiment technique. En effet, si le nombre total
de trajectoiresV, est tres élevé, ce qui est souhaitable pour abtervd grande gamme de
choix desN, trajectoires, les calculs effectués exigent ungoirtante capacité de mémaoire.
Cette stratégie de construction des points d’erpaEntation peut étre remplacée par une

57



Chapitre | : méthodes de calcul stochastique

procédure plus simple, qui fournit les mémes résil{i.e. le recouvrement optimal du
domaine de définition des parametres d’entréeg. &lhsiste a générer les points de référence
des différentes trajectoires en utilisant la tegbaide tirage en hyper-cube latin.

Bien que le codt de calcul exigé par la méthod®dgis soit relativement faible par rapport

a d’autres méthodes d’'analyse de sensibilité, labme d’'appels au modeéle reste important
dans le cas ou le nombre de parameétres d’entrédesst Dans ce contexte, I'efficacité de la
méthode de Morris peut étre améliorée en travailaec des groupes de paramétres, tout en
gardant la méme procédure d’expérimentation. Lexcthes groupes peut étre effectué, sur la
base dinformations préalablement disponibles (paxemple des observations
expérimentales), sur le comportement des paramétresodele. Cela est possible aussi, en
effectuant un calcul préliminaire avec un nombmaitk de trajectoires pour déterminer les
parametres qui occupent, a priori, la méme zomambrtance. Puisque le nombre de groupes
N sera inférieur au nombre de paramef¥ese nombre d’appels au modele diminue et il est
alors Ny = N;(N; + 1). Ainsi, les effets élémentaires ne sont pas céécydour chaque
parameétre mais pour chaque groupe de parametresnploi de cette procédure est
intéressant si on connait préalablement les grodpgsarametres ou si on dispose de critéres
de groupement. Le seul risque dans le groupemergademetres est de noyer les effets
élémentaires individuels associés a chaque pargmeéér qui peut mener a de fausses
interprétations concernant la sensibilité de laonde du modéle vis-a-vis des différents
parameétres d’entrée. En plus des améliorations ezoant I'efficacité et la précision, la
meéthode de Morris a été développée une fois degaugampolongo et Braddof&7] pour
pouvoir estimer les effets d'interaction entredesiples de parametres. Dans ce contexte (i.e.
I'évaluation de l'effet des interactions), la médleca été analysée par Cropp et Bradd68k

sur un cas test sur lequel ils ont prouvé sonafieé.

On se propose dans ce qui suit d’illustrer au mad/ene application numérique les différents
aspects de la procédure de calcul des effets étairenproposée par Morris. On considére
un modele analytique contenant 20 parametres éendefini paf50] :

20 20 20 20
y=pB+ Zﬁiwi + Zﬁijwiwj + Z Bijrw;wjwy + Z BijiiWiwjwy w;
=1

i<j i<j<k i<j<k<l
avec w; = 2(x; — 0,5) sauf pouri=3,5 et 7 ou w; =2(1,1x;/(x; +1) —0,5). Les
parameétre$x; }22, sont uniformément distribués sur 'interval®1]. Les coefficients;, Bij
Bijk €tPijx sont définis comme suit :

Bi = 20, i=1,..10

Bij = —15, Lj=1,..,6
Bijx = —10, i,j,k=1,..5
Bijki = 5, Ljkl1=1,..,4

Les coefficients d’ordre 1 et d’ordre 2 restanttsolbtenus a partir de tirages indépendants
suivant une loi Gaussienne standard, alors quedeSicients d’ordre 3 et d’ordre 4 restant
sont nuls.

Les caractéristiques statistiques o; et p; sont estimées a partir de 10 trajectoires (i.e.
matrices d’expérimentation) obtenues par la proe@décrite auparavant en choisissant un
nombre de niveap = 4 pour la discrétisation des domaines de définitles 20 parametres
d’entrée (ce choix correspond a une perturbatier2 /3). Ainsi, le nombre total d’appels au
modele est 210.
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Tableau I. 6 : Statistiqueg;; ets; des paramétres d’entrée pour le modéle de Morris

X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 Xg X9 X10

Ui 70,35 66,30 44,23 72,76 44,88 39,02 31,58 39,39 ,3142 43,55
g; 41,31 43,77 58,93 46,48 47,57 31,83 23,48 15,87 8116, 20,10

ordre 2 3 5 1 4 9 10 8 7 6
X11 X12 X13 X14 X15 X16 X17 X18 X19 X20
Ui 13,87 12,14 14,28 11,75 15,00 14,01 11,92 14,93 ,2812 15,57
0; 7,68 12,23 11,65 10,30 13,76 10,94 5,23 10,64 9,50,90
ordre 16 18 14 20 12 15 19 13 17 11

Le tableau 1.6 donne les valeurs de la moyerjnet de I'écart-type; des effets élémentaires,
ainsi que l'ordre d'importance des parametres dénfl'ordre d'importance est basé sur la
mesure de sensibilit€’). En se référant a la valeur de la moyenphédes effets élémentaires,
on constate que les parametfes ..., x;,} sont les plus influents sur la réponse du modele,
alors que, si on considere I'écart-type des effets €lémentaires, on constate que les
parametre$x,, x,, x3, x4, x5} contribuent a des effets de non linéarité et driattion.
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Figure I. 22 : Hiérarchisation des différents paramétres du modtelsée sur les mesures [(@gta;,
(b) " eto; pour le modele de Morris

Afin de mieux interpréter les résultats obtenuss fgures 1.22a et 1.22b illustrent
respectivement la moyenpe et I'écart-typeo;, et la moyenng; et I'écart-types; des effets
élémentaires associés a chaque parametre d’eh#rdmut de fournir les deux présentations
des résultats est de mettre en évidence l'impoetatistiliser la mesurg:; au lieu de la
mesurey; pour hiérarchiser les paramétres du modele. Et, effi constate, d’aprés la figure
[.22b, qu'on peut mieux distinguer les paramétrggpastenant a chaque zone de
hiérarchisation (i.e. zone d'effets négligeablesnez d’effets linéaires et additifs et zone
d’effets non linéaires et d’interactions). De plusy, peut observer que les parameétres de
faibles influences sont nettement séparés dessgpar@ametres. lls sont situés au voisinage de
I'origine du référentiel formé par les mesuggset o;. En se basant sur ces résultats, les 20
paramétres d’entrée de départ peuvent étre réaldils
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Figure I. 23 : Hiérarchisation des groupes de parametras=3xi, X, Xa},G2 = {X3, X5}, G3 = {Xs, X7,
X, Xo, X10} €t G4 = {x1,..., %o} du modéle basée sur les mesureg({&}a;, (b)ui* eto;

Mieux encore, en se référant a la figure 1.22b,pasametres les plus influents peuvent étre
eux aussi regroupés en trois groupes distigts= {x,, x5, x4}, G, = {x3,x5} et G3 =

{xe, %7, xg, X9, X10}. AiNSi, On peut envisager par la suite I'utilisatides méthodes d’analyse
de sensibilité permettant une mesure quantitaterdadsensibilité telle que les indices de
sensibilité de Sobol, en ne considérant que trasiges de paramétres et non pas tous les
parametres d’entrée. Cette idée est motivée artlque le nombre d’appels au modele peut
étre significativement réduit en choisissant lacgture de calcul par groupes de parametres.
En effet, le nombre d’évaluations du modele passe2t0 a 50. On constate la grande
correspondance entre les zones de hiérarchisatioxguelles appartiennent les différents
parametres du modeéle, obtenues respectivement rpa&alaul sans regroupement (figures
[.22a et 1.22b) et un calcul avec regroupementu(éig 1.23a et 1.23b) des paramétres du
modele. Ainsi, on conclut que la méthode de Mofoigrnit un moyen de diagnostic qui
permet de détecter les paramétres les moins inflsem la réponse du modele.

[.5.2.5 Mesures de sensibilité basées sur les dérivées palies

La facon la plus simple pour mesure la sensibiléda réponse d’'un modéle vis-a-vis de ses
parametres d’entrée est de calculer les dérivéaeelfes (i.e. les dérivées par rapport aux
variables représentant les parametres d’entréda denction génériqug représentant le
modéle. Dans la pratique, la fonctigrest rarement disponible sous forme explicite. ft,e
elle est souvent issue d’une modélisation numéripae exemple un modele éléments finis).
Dans ce cas, différentes méthodes sont disporplolesdéterminer les dérivées partielles. Par
exemple, par différences finies, la dérivée pdeig|(x*) associée a un parametre d’entrée,
évaluée au point de référence est donnée par :
of | f+8)—f(x)

E() =37 A

i=1,..,N (1.110)
i Xi=X

ou A est une perturbation.

L’avantage de cette méthode est qu’elle ne néeegait de modification du modéle original.
En effet, le calcul d’'une dérivée partielle faippabaux évaluations du modeéle au poihtet
au pointx* + A. Ainsi, on a besoin & + 1 appels au modéle pour obtenir léanesures de
sensibilité{E;})_, associées aux différents paramétres d’entréerégision de ces mesures
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dépend principalement de la perturbatlorie choix de 'amplitude de la perturbatiardoit
garantir que le modele est quasi-linéaire entmlatx* et le pointx* + A. Dans le cas ou le
modéle est non monotone, si on considere une peattanA relativement élevéx 5%), on
risque de sortir du cadre de I'hypothése de linéau voisinage du point*. Par contre, si
'amplitude de la perturbation est trés faibleclé entre les réponses du modele calculées
aux pointsx* et x*+ A sera lui aussi faible, et par conséquent I'errdiarrondi sera
importante. Dans la plupart des applications, laupeationA est prise égale Exb.

Les mesures de sensibilif&;}).; dépendent aussi du choix du point de référericeEn
effet, en changeant le point de référence, ces meedgle sensibilité changent. Pour cette
raison, les quantité§E;}, sont désignées par mesures de sensibilité locakedes
informations qu’elles fournissent sont tres limg€dinsi, dans la pratique, la mesure de
sensibiliteE; deéfinie par I'équation (1.110) est normalisée liespsouvent par I'écart-type,,

du parameétrer; auquel elle est associée et I'écart-tgpede la réponse du modele. On peut
écrire alors :

Oy.
Elﬁorm(x*) — %Ei(x*)’ i=1,..,N (1. 111)
Y

Cette mesure est souvent désignée par mesure éyhrithit de son caractére local donné par
la mesureE;(x*) et de son caractere global introduit par les petesso,, et gy. Son
avantage est de quantifier la part de I'aléa fedathaque parametre d’entrée dans la variance
totaleV, = o de la réponse du modéle.

Une autre facon de procéder, afin oii€x*) soit une mesure de sensibilité globale sans
passer par la procédure de normalisation décritessus, est de calculer les statistiques (i.e.
moyenne et écart-type) de cette mesure a partipladgeurs réalisations (i.e. calcul sur
plusieurs points de référence) comme pour le cda deéthode de Morris. Si on suppose que
I'ensemble des paramétres d’entrée est défini'lsypér-cube unitairg0, 1]V, la moyenney;

et I'écart-types; de la mesuré&;(x*) sont définis par :

Ui = ﬁ ]NEi dx (I 112)
0,1

g; = f (El - ,Lli)z dx (I 113)
0,1}V

Ainsi, la sensibilité de la réponse du modéle vigsadu paramétre;; n'est pas mesurée
directement au moyen de la dérivée partig]lenais par sa moyenng et son écart-type;.

En combinant ces deux mesures (iget g;), Sobol et Gresharf69] ont proposé une autre
mesure de sensibilité qu’ils ont appefesure alternative de sensibilité globalelle est
définie par :

Gr = i
' 1G;

(I1.114)

ouG; = u? + af.

De maniere similaire a la méthode de Morris, lebfnme d’annulation de I'effet des mesures
E; entre elles lorsqu’on calcule la moyenne ou I'étgre existe. Ainsi, Kucherenko et al.
[70] ont proposé de calculer ces quantités en considi@&s valeurs absolues des mesutes
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W= f[ ]NIEl-I dx (1.115)
0,1

o; =\/] (IE;| — p;)? dx (1.116)
[0,1]N

On note que ce probleme ne se pose pas pour larendsusensibilitéG; définie par
I'équation (1.114). Les mesures de sensibjlifés;” etG;” peuvent étre obtenues au moyen de
simulations de Monte-Carlo basées sur des séqudrgasints aléatoires ou quasi-aléatoires.

Afin de justifier la validité de ces mesures de sHaitité, Sobol et Kucherenkr/1] ont
montré qu’elles ont un lien avec les indices desi@ité totaux introduit par Sobol. Dans un
premier lieu, ils ont défini un critere de mesutiengortancev;, i = 1, ..., N, basé sur le carré

de la dérivée partiellef /dx; :

af \*
v, = f (—) dx (1.117)
[0‘1]N axl

lls ont montré que si la valeur de est faible, il s’ensuit que le paramétreauquel il est
associé n'‘a pas dinfluence sur la réponse du neodek plus, ils ont montré que

correspond a une borne supérieure de l'indice dsilsiété totalSr,

Vi
St; < n_Vy (1.118)

ouVy est la variance totale de la réponse du modéle.

bY

Par conséquent, il est clair, a partir des équsatidil7) et (1.118), que la dérivé partielle
df /0x; associée a un parametre d’entrg@eut fournir une mesure de sensibilité fiable (i.e
elle peut donner une image compléete sur la seit8ili¢ la réponse du modele vis-a-vis des
différents parametres d’entrée). Cependant, peaumiadeles fortement non linéaires, I'emploi
des dérivées partielles comme mesures de sersiditt mener a de fausses interprétations.

1.5.3 Etude comparative des méthodes d’analyse de sensiigi

[.5.3.1 Introduction

Dans le paragraphe précédent, nous avons présmtgrincipales méethodes d’analyse de
sensibilité : la méthode FAST et sa version am@&ioEFAST, la méthode de Sobol, la
meéthode de Morris et la méthode basée sur le cdiesildérivées partielles (MSDP). Nous
nous sommes restreints a I'exposition de I'essed¢ideurs formulations mathématiques ainsi
gu’'a leurs implémentations en nous appuyant pagorsdes modéles analytiques simples.
Dans ce paragraphe, nous nous proposons d'effecioeranalyse comparative de ces
différentes méthodes sur des modeles analytiquegyleers couramment utilisés dans les
études ddenchmarlf{70]. En se basant sur la nature des mesures de $ighdduirnies, les
meéthodes présentées auparavant peuvent étresegmartdeux groupes : celles basées sur le
calcul des effets élémentaires telles que les méthde Morris et MSDP, et celles basées sur
la décomposition de la variance telles que les auh FAST, EFAST et Sobol. Le but de
cette étude comparative est de déterminer la méthodoffre le meilleur compromis entre la
précision, évaluée en terme d'hiérarchisation desametres d’'un modele par ordre
d’'importance, et I'efficacité, mesurée par le noenbtappels au modéle.
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Les mesures de sensibilité relatives a la métho@&DR® sont obtenues par différentes
techniques de calcul telles que les simulationsivibmte-Carlo (MSDP-MC), les tirages
hyper-cube latin (MSDP-LHS) et les séquences calésitoires de Halton (MSDP-Halton)
[56] et de Hammersley (MSDP-HammersIgyJ]. Il est important de signaler que les tirages
hyper-cube latin et les séquences quasi-aléateons utilisés ici dans un but illustratif, et
seront présentés plus en détails dans le deuxiéaggte de ce manuscrit. Les estimations
sont obtenues en moyennant les résultats de 128agioms et pour une perturbatids=
107>, Elles sont comparées, dans un premier tempsmasxres de sensibilité relatives a la
meéthode de Morris obtenues pour un nombre de miwpat 10 et pour 128 trajectoires. On
note ainsi que les estimations des mesures debd#é@gi; eto;’ sont obtenues par la méthode
de Morris et la méthode MSDP a partir du méme nenbappels au modéle (i.e. 1408
appels) afin de pouvoir comparer la précision dasxanéthodes.

Dans un deuxieme temps, elles sont comparées diceinde Sobol afin de voir I'analogie
entre les deux types de mesures de sensibilitéindeéses de Sobol obtenus par simulations
de Monte-Carlo, sont comparés aux mesures de daagiblatives a la méthode FAST et a sa
version amélioree EFAST. Le calcul par simulatiades Monte-Carlo est basé sur un
échantillon de 16384 points générés par hyper-tafire (Sobol-LHS), ce qui correspond a
196608 appels au modele (en plus de garantir laecgence des indices de sensibilité de
Sobol, le choix d’'un échantillon de 16384 pointsjastifié par le fait qu'il est multiple des
128 points utilisés par la méthode de Morris emnkthode MSDP, et ainsi de servir comme
élément de comparaison de l'efficacité), alors poer la méthode EFAST, les résultats sont
obtenus pour différentes combinaisons de la frécgiemaximalew; et du nombre de
répétitionsh,., le choix de ces parameétres étant basé sur l@iguepde la figure 1.17.

Les modeles analytiques utilisés dans notre étaedegnt étre répartis en trois catégories pour
lesquelles les parametres d’entrée sont définisistarvalle [0, 1].

* Modéele A : nombre limité de paramétres influents,

l

Ax) = zN:(—ni e
=1

i=1
« Modele B : interactions d’ordre faible,

N
B(x) 1—[ N —x;
x =
L N-0,5
=
+ Modele C : interactions d’ordre élevé.
N

Clx) = 2V 1_[ %,

i=1

1.5.3.2 Modele a nombre limité de parametres influents
Nous nous intéressons au moddleavec un nombre de parametres d’entkée 10. Le

. . . St 2 . N
tableau 1.7 fournit les indices de sensibilité dengier ordre(S;}Y_; et totaux{STi}i_1 obtenus
par la méthode de Sobol-LHS et la méthode EFASTn@a que, pour la méthode EFAST,
les résultats présentés correspondent au calculgpos 64 et N, = 4 (I'utilisation de cette
combinaison de; et deN,. est justifiée par le fait qu’elle fournit les meires estimations en
terme de précision). En se référant aux valeursribses de sensibilité totaux, on constate
que les parametres;};_, sont les plus influents sur la réponse du modaéeplus, en se
référant aux valeurs du rapport entre les indieeseahsibilité du premier ordre et les indices
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Sty 2 2
de sensibilité totaux{Si/STi}i_120,68 et S3/Sr, = 0,49, on peut conclure que les
interactions entre ces paramétres n'ont pas um fjaificatif. Les estimations fournies par
les tirages hyper-cube latin et la méthode EFASHt sm bon accord avec les solutions
analytiques. Cependant la méthode EFAST est la effisace puisqu’elle nécessite un
nombre limité d’appels au modele.

Tableau I. 7 :Indices de sensibilité de premier ordreeEtotaux § obtenus par la méthode de Sobol-
LHS et la méthode EFAST pour la fonction A

Analytigue Sobol-LHS EFAST(w; = 64,N, = 4)
Xi Si STL' Si STL' Si STL'
1 0,67 0,75 0,678 0,743 0,661 0,752
2 0,17 0,25 0,174 0,238 0,166 0,244
3 4,110 8,3 107 0,052 0,0786 59 10 0,138
4 1,0 1¢° 2,8 10° 0,027 0,0222 0,9 10 0,018
5 2,510 9,210° 0,017 0,0109 7,710 0,044
6 6,9 10° 3,2 10° 0,016 0,0009 41b 0,001
7 1,4 10 9,310 0,017 0,0013 210 6,7 10°
8 5,110 4,210 0,017 0,0002 2,710 2,9 10°
9 5,710 7,6 10° 0,016 0,0002 1,110 1,2 10
10 5,7 16 7,6 10° 0,017 0 3,710 5,9 10°
N - 196608 8208

La figure 1.24 illustre une comparaison entre letineations fournies par les différentes
méthodes de calcul. On constate, d’'une manierergi@néue les résultats obtenus sont en
bon accord avec les résultats du calcul analytiGependant, on note que la méthode EFAST
est moins performante pour le cas ag= 16 et N, =1. On constate aussi que les
estimations obtenues par simulations de Monte-Czak®es sur des points générés dans un
hyper-cube latin sont moins précises dans le casndéces de sensibilité du premier ordre de
faibles amplitudes.

0.7 ¢ T T 0.8 T
3 Analytique | —  Analytique

06 FAST + <+ EFAST : w; =16, N, =1
EFAST : w; =16, N, =1 EFAST : w; =32, N, =2

osl EFAST : w; =32, N, =2 + =+ EFAST : w; =48, N, =3 |]
EFAST : w; =48, N, =3 + <+ EFAST :w, =64, N, =4
EFAST : w; =64, N, =4 + <+ SOBOL-LHS

04f 1
SOBOL—-LHS

w0

0.3

0.2}

0.1}

ool -+ --t--4--+ ool I

Ty Ty T3 Ty Ty Tg Ty Ty Ty Ty T T T Ty Ty Ty

Figure I. 24 : Comparaison entre les différentes estimations nidiseés de sensibilité de premier
ordre et les indices de sensibilité totaux poufdiaction A

Si on s’intéresse maintenant a la comparaison desumas de sensibilité obtenues par la
méthode MSDP et la méthode de Morris, le table@uwddbnne les estimations concernant la
moyenney; et I'écart-types;” des effets élémentaires associés a la méthodeodesMt la
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méthode MSDP. Globalement, on constate que lesna&sbns fournies par ces deux
méthodes sont en bon accord avec les résultatgtignals.

Tableau I. 8 :Mesures de sensibiligg ets, et G obtenus par la méthode MSDP-MC et la méthode
de Morris pour la fonction A

Analytique MSDP-MC Morris
X; Ui g G/ Ui o G/ Ui o
1 0,67 0,23 0,67 0,675 0,241 0,647 0,674 0,293
2 0,33 0,23 0,22 0,372 0,242 0,248 0,345 0,273
3 0,17 0,17 7310 0,172 0,180 0,0784 0,175 0,209
4 8,4 177 0,11 2513 0,0726 0,0989 0,0189  0,0755 0,123
5 4110 6,610° 8,010° 0,0341 0,0464 0,0041 0,0414 0,0752
6 211¢ 41100 2910° 0,0169 0,0255 0,0011 0,0169  0,0338
7 98100 2,310° 8,310° 10,0098 0,0178 0,0005 0,0121  0,0422
8 5910 1,610° 3,710° 0,0031 0,0075 8,43f0 0,0060 0,0175
9 2010 6,910° 6,710 0,0028 0,0080 9,20 Ff0 0,0052 0,0228
10 2016 6,910 6,710 0 0 0 0 0
N, - 1408 1408

On note que le nombre d’appels au modéle est leamkms le cas de la méthode de Morris et
la méthode MSDP basée sur les simulations de MBatt. On constate aussi que la mesure
de sensibilité définie par la moyenpg des effets élémentaires correspond aux indices de
sensibilit¢ du premier ordre fournis par les mé#sdhaseées sur la décomposition de la
variance de la réponse du modeéle (cf. tableau P@). conséquent, la moyenne des effets
éléementaireg:;, qu’on a qualifié auparavant de mesure de sef8ilglLalitative, peut étre
considérée comme une mesure de sensibilité quargijtai on cible seulement la mesure de
la contribution individuelle de l'aléa associé aaghe parameétre sur la variabilité de la
réponse du modele. L'effet de l'interaction enee parametres est fourni implicitement par
I'écart type des effets élémentaires puisqu’il eenpet pas de dissocier la contribution des
interactions de différents ordres. Cependant, pclaque parameétre, il peut mesurer
I'intensité de cette interaction : en effet, pkS est élevé, plus l'effet de l'interaction du
parameétre;; avec les autres parametres est significative.

0.7 0.30

—  Analytique —  Analytique

061 + <+ MSDP-MC o+ + + MSDP-MC
MSDP-LHS 02538 MSDP-LHS
+ -+ MSDP-Halton F k + -+ MSDP—-Halton
05F + -+ MSDP—Hammersley || 020 + <+ MSDP—-Hammersley
+ -+ Morris | + -+ Morris |

0.4

0.3

0.10 -
0.2
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0.1f

L I L I T i L
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Figure |. 25 : Comparaison entre les différentes estimations desunes de sensibiligg ets; pour
la fonction A

65



Chapitre | : méthodes de calcul stochastique

hY

MSDP concernant la moyenne et I'écart-type destefdémentaires associés a chaque
parametre d’entrée. On note que les estimationsiksl par la méthode MSDP sont basées
sur différentes techniques de simulations. Concgrl@amoyennegy; des effets élémentaires,
on constate que toutes les méthodes donnent lesesnéésultats. Cependant, concernant
I'écart-typeo;’, on observe que les estimations fournies par thodé de Morris, dans le cas
des parametres d’entrée et x,, ne s’accordent pas avec les résultats donnésa pagthode
MSDP. Ce manque de precision de la méthode de Mpeidoit pas étre considéré comme
une limite, puisque, d’'une part le moment statistig;” est une mesure de sensibilité
qualitative qui ne fournit pas la contribution eteac’un paramétre d’un modeéle sur la
variabilité de sa réponse mais il donne une idéeuse possible interaction avec d’autres
parametres ; d’autre part, les estimations restenhéme ordre que la solution de référence
(calcul analytique) ce qui ne perturbe pas l'odimportance des différents parametres.

Selon Saltelli et al[52] et Campolongo et a[72], la mesure de sensibilig peut étre
considérée comme un bon indicateur de l'indice elesibilité totalS;,. Cependant, si on
examine le rapport; /Sy, et le rapportu;/G; pour les differents parametres d’entree, on
constate qu’il existe une relation directe entremasure de sensibilitg; et I'indice de
sensibilité totalSy, (G;" = 0,895, i = 1,2,...,10) alors que la relation entng et Sy, est
beaucoup plus complexe a déterminer. Cette cotistateonfirme les résultats trouvés par
Sobol et Greshan{69] qui montrent queS; < G; < Sr,. De plus, on peut montrer
I'équivalence entre le rappost /o;" et le rapport;/Sr,. Ainsi, cet indicateur de sensibilité
pi/o; peut étre utiliseé de la méme maniere dgSr, pour I'évaluation de l'effet des
interactions entre les différents parametres |plies ce rapport est proche de l'unité, plus les
effets des interactions entre les parameétres smiigeables).

La figure 1.25 compare les estimations obtenuesl@anéthode de Morris et la méthode

1.5.3.3 Modele aux interactions d’ordre faible

Nous nous intéressons maintenant au modele dééinilgs fonctionsB. La figure 1.26
compare les estimations des indices de sensitilifgremier ordre et les indices de sensibilité
totaux obtenues par simulations de Monte-Carltieseméthodes FAST et EFAST.
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EFAST : w; =32, N, =2 + + EFAST : w; =48, N, =3
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Figure I. 26 : Comparaison entre les différentes estimations idisés de sensibilité de premier
ordre et les indices de sensibilité totaux poufoiaction B

La particularité de ce modele est que sa réponséges-sensible vis-a-vis des différents
parametres d’entrée. De plus, les indices de sétésidtu premier ordre ont les mémes valeurs
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que les indices de sensibilité totaux. Cette comtsta est justifiee par les résultats illustrés
par la figure 1.26. On remarque que les estimatfonsnies par la méthode EFAST sont en
bon accord avec les résultats issus du calcul tapady en particulier, lorsque; = 64 et

N, = 4. Cependant, on a besoin de plus de points d’exgeétation pour améliorer les
estimations fournies par les simulations de MoraeleC

En comparant les mesures de sensibilité obtenuetapaéthode MSDP et la méthode de
Morris, la figure 1.27 montre que les estimationarhies par les simulations de Monte-Carlo
basées sur des points genérés par hyper-cubestatinies plus proches des résultats donnés
par le calcul analytique. Cependant, les flucturtiobservées sur les estimations données par
les différentes méthodes de calcul ne refletent Iga=srt réel vis-a-vis de la solution
analytique, mais sont dues au choix de I'échelfeatdonnées.

En se référant au rappqtf/o; > 1, on peut conclure que l'effet des interactiongeigs
différents parameétres d’entrée est négligeableréSeltat est en accord avec la constatation
de depart, stipulant que le rapp8itSr, est égal a l'unité.
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Figure I. 27 : Comparaison entre les différentes estimations desunes de sensibilifé ets; pour
la fonction B

Afin de mieux analyser la précision de la méthodevtbrris et de la méthode MSDP, nous
nous intéressons a I'évaluation de I'erreuau sens des moindres carrées sur les estimations
de la moyenne:; des effets élémentaires. Dans cette étude, l'ermgest calculée pour
différents nombres de simulations et en moyennpoty chacun d’eux, les résultats de

L = 50 calculs indépendants (i.e. les 50 échantillonpalets sont générés indépendamment
les uns des autres), et ce pour atténuer la dispessinsi, I'erreure; est donnée par :

L x £\ 2
. lz <ﬂi - Mi,O)

=1

ouy;, estla moyenne des effets élementaires calcukigtmuement.

La figure 1.28 illustre I'évolution de I'erreug; en fonction du nombre de simulations sur
I'estimation donnée par la méthode de Morris eimiéthode MSDP de la moyenpg de
I'effet élémentaire associé au parametyeOn note que la présentation est effectuée dams un
échelle logarithmique de base 2, d’'une part powuridissociées les valeurs et d’autre part
puisque les nombres de simulations adoptés somiuigsances de 2.
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On constate que les simulations de Monte-Carlodsasar les séquences de nombres quasi-

aléatoires de Hammersley fournissent I'erreur lgs ghible sur I'estimation de la mesure de
sensibilitéu;. Globalement, I'erreur enregistrée sur les sinoratde Monte-Carlo basées sur
les séquences de nombres quasi-aléatoires déamitement en fonction du nombre de

simulations par comparaison aux autres méthodesitésse de convergence de la méthode

de Morris est la plus faible parmi toutes les mé#so De plus, il faut signaler que les

simulations de Monte-Carlo basées sur les nomtsesdn-aléatoires et celles basées sur les

tirages en hyper-cube latin exhibent les méme @tHs de convergence.

MSDP-MC
MSDP-LHS

MSD P—Halton

MSD P—Hammersley

Morris

~

-14}

)

—-16 }

logy(¢)
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—20}
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Figure 1. 28 : Evolutions de I'erreur sur les estimationsdedonnées par la méthode de Morris et la

méthode MSDP dans le cas du modele B

.5.3.4 Modeéle aux interactions d’ordre élevé

Nous nous proposons de déterminer les parameggdue influents sur la réponse du modéle

C. Pour ce faire, les indices de sensibilité du peemrdre{S;}\, et les indices de sensibilité

totaux {STL.}N ,sont calculeés par la methode de Sobol basée sisirtedations de Monte-

i=

Carlo, la méthode FAST et sa version améliorée HFAS
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Figure I. 29 : Comparaison entre les différentes estimations idisés de sensibilité de premier

ordre et les indices de sensibilité totaux poufoiaction C
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La figure 1.29 illustre les résultats obtenus. Gongtate que les meilleures estimations
concernant les indices de sensibilité du premidreosont données par la méthode FAST et
les simulations de Monte-Carlo basées sur les pgémérées par hyper-cube latin. Cependant,
les meilleures estimations des indices de sersihititaux sont données par la méthode
EFAST telle quev; = 64 etN, = 4. On note aussi, en comparant les résultats fopair le
modéleC et le modeleB, que l'effet des interactions entre les parametfestrée sur la
réponse du modele est tres significatjf« Sr,).
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Figure I. 30 : Comparaison entre les différentes estimations desunes de sensibilifé ets; pour
la fonction C

Pour comparer les mesures de sensibilité obtenaietapnéthode MSDP et la méthode de
Morris, la figure 1.30 montre que, pour ce typerdedéle, les simulations de Monte-Carlo
basées sur les séquences quasi-aléatoires pezdemfficacité. En effet, on constate que les
simulations de Monte-Carlo standard fournissentriegleures estimations.

En se référant au rappqit/o; < 1 on confirme I'effet significatif des interactioesitre les
parametres d’entrée sur la réponse du modele. OQunrende plus I'analogie entre le rapport
ui/o; etle rappors;/Sr,.

—  MSDP-MC
3\ — MSDP-LHS
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logy(e)
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Figure I. 31 : Evolutions de I'erreur sur les estimations de données par la méthode de Morris et la
méthode MSDP dans le cas du modele C
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En complément, la figure 1.31 illustre I'évolutiare I'erreure; sur les estimations de la
mesure de sensibilitg] associée au paramétXg, pour différentes méthodes de calculs en
fonction du nombre de simulations. On constate lggesimulations de Monte-Carlo basées
sur les séquences guasi-aléatoires de Hammerdhglyeex la meilleure convergence (i.e. la
vitesse de convergence la plus élevée) par rapparautres méthodes. Généralement, toutes
les méthodes ont presque le méme taux de convergiraut signaler aussi que l'ordre de
I'erreur est plus élevé que dans le cas du maglele

1.5.3.5 Ciritiques et conclusions sur les méthodes d’analysk sensibilité

Dans le paragraphe précédent, différents modelalytaques ont été utilisé pour analyser et
comparer plusieurs méthodes d’analyses de setsililles méthodes peuvent étre classées en
deux catégories : les méthodes d’analyses de dé@ndiicale telles que la méthode de Morris
et la méthode MSDP, et les méthodes d’analyseemglslité globale telles que la méthode
FAST, sa version améliorée EFAST, et la méthod8alml.

Dans un premier temps nous nous proposons de nais@ur les méthodes d’'analyses de
sensibilité globale. La méthode FAST, facile a iémpénter, donne des estimations précises
des indices de sensibilité de premier ordre toutémessitant un nombre minimal d’appels au
modele. Cependant, son efficacité se dégrade dareslde modeles pour lesquels I'effet des
interactions entre les parameétres d’entrée n’estnggligeable. On a vu que cette limitation
est levée par la version améliorée EFSAT. En eéid, permet de déterminer, en plus des
indices de sensibilité de premier ordre, les irglide sensibilité totaux qui mesurent non
seulement I'effet principal de chaque parametratdée mais aussi I'effet de son interaction
avec les autres parametres. On note tout de méméegleffets principaux et les effets des
interactions ne peuvent pas étre decouplés lesemautres. Cette limitation, bien qu’elle ne
Soit pas majeure, est surmontée par la méthodeblel §u détriment de I'efficacité, surtout
dans les problemes impliquant un nombre élevé denpztres d’entrée. Suite aux différentes
constatations présentées ci-dessus, on peut cenghg la méthode EFAST est la mieux
adaptée pour effectuer des analyses de sensdidib@le.

En raisonnant maintenant sur les méthodes d’amalysesensibilité locale, on a montré que,
dans certaines situations, la méthode MSDP peat @trs efficace et plus précise que la
méthode de Morris. La convergence de la méthode RSBt plus rapide lorsque les
simulations de Monte-Carlo sont basées sur legesran hyper-cube latin ou les séquences
guasi-aléatoires, que lorsqu’elles utilisent lesnhmes pseudo-aléatoires. Cependant, il faut
signaler que, globalement, la méthode de Morrisargér le meilleur compromis entre
précision des estimations et colt de calcul, bielie@ ne soit pas stable dans le cas de
modeles non monotones. En les comparant aux métiltaealyses de sensibilité globale, la
méthode MSDP et la méthode de Morris, peuvent foutles mesures de sensibilité
guantitatives fiables seulement lorsque I'effet ddsractions entre les parametres d’entrée
est faible. En effet, dans cette situation, lesema des indices de sensibilité totaux
correspondent en grande partie aux indices delsktésdu premier ordre. Généralement, la
méthode de Morris fournit des mesures de sengigjitalitatives qui ne permettent pas de
guantifier la contribution de chaque parametre wléen dans la variance de la réponse du
modele. Mais, ces mesures permettent cependanaskecles parameétres d’entrée par ordre
d’'importance. De plus, la méthode de Morris perdietfectuer un calcul des statistiques des
effets élémentaires en considérant des groupesaamptres ce qui contribue a améliorer
significativement son efficacité. Par conséquemtmiéthode de Morris est utilisée dans la
suite de notre travail, comme un outil de hiéragation des parametres afin de ne considérer
gue les plus importants dans les analyses de déagijobale, les analyses de fiabilité ou les
analyses de tendance centrale. Cette aspect #étavac plus de détails dans le chapitre
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suivant ou les méthodes d’analyse de sensibiliiépagticulier la méthode de Morris, sont
considérées comme un moyen de résoudre le prolmérdenension stochastique élevée.

.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous nous sommes intéresséwéida d’'incertitude qui peut se manifester
dans le contexte d’analyse de modéles représemtaptocessus physique. Le traitement de
ces différentes sources d’incertitude impliqueilisdation de méthodes de calcul stochastique.
Nous avons vu que trois finalités sont possiblemalyse de tendance centrale qui se focalise
sur la quantification de I'effet de I'aléa assoaiéx parametres d’entrée sur la réponse d’'un
modéle en déterminant ses caractéristiques sttstj I'analyse de la fiabilité qui consiste,
dans le contexte de génie mécanique ou civil, duévdintégrité d’'une structure vis-a-vis
d'un scénario de défaillance, et I'analyse de $@litgi qui permet de quantifier I'effet de
'aléa associé a chaque paramétre incertain sléal’de la réponse du modéle. Nous avons
présenté les méthodes classiques qui permettesatikfaire les trois finalités du calcul
stochastique. La présentation de la formulatiofireplémentation des différentes catégories
des méthodes de calcul stochastique a été soupamudes exemples d'illustration, qui ont
permis, de développer une analyse critique powerai@ber leurs avantages et leurs limites,
ainsi que l'aptitude a I'extension de chaque méthod

Concernant, les méthodes d’analyse de tendancealeenbn a montré que la méthode de
collocation stochastique garantit le meilleur coompis entre la précision et le colt de calcul,
tant que la dimension de I'espace aléatoire estéméed(V < 15) : en effet, le nombre
d’appels au modéle augmente d’une maniere expatlenti’efficacité de ces méthodes peut
étre améliorée en utilisant des régles de quadradaptées telles que celle proposée par
Stroud ou celle basée sur les grilles de Smolyak.

Concernant I'analyse de fiabilité, nous avons n@orgue les méthodes d’approximation
FORM/SORM sont efficaces et précises tant que tetfon d’état limite représentant le

scénario de défaillance n’est pas complexe (i.serte de bruit de forme ou de fortes
courbures), la dimension de l'espace aléatoiretnfes élevée et que l'algorithme de

détermination du point de défaillance le plus plbddast robuste. Les simulations de Monte-
Carlo ne sont pas sensibles a la dimension dedéespléatoire et permettent de plus d’obtenir
un intervalle de confiance de l'estimation de lababilité de défaillance. Cependant, leur
efficacité est mise en défaut dans I'estimation pledbabilités de défaillance d’ordre faible.

Ce probleme peut étre surmonté en utilisant lesnigoes de réduction de la variance telles
gue les tirages d’importance, les tirages conditisn les tirages adaptatifs ou encore la
meéthode de Subset simulations.

Les méthodes d’analyse de sensibilité ont étééwaid’'une facon plus détaillée. Selon la
mesure de sensibilité fournie, ces méthodes peugtest réparties en deux catégories :

meéthodes d’analyse de sensibilité globale et méhatianalyse de sensibilité locale. Grace
aux différentes applications traitées, nous avoércthiné le lien entre les mesures de
sensibilité locales et les mesures de sensibili®ages. La méthode de Morris, basée sur
I'évaluation des statistiqgues des effets élémesdapour hiérarchiser les paramétres d'un
modele, permet de déterminer les parameétres imgertaen étant la plus économique

comparée aux autres méthodes d’analyse de setgsilikpendant, cette méthode ne permet
gu’une analyse qualitative de la sensibilité d’und@le vis-a-vis de ses parameétres d’entrée.
Ainsi, elle peut étre un moyen pour réduire la disien de I'espace aléatoire avant d’entamer
une analyse de sensibilité proprement dite, un/samae fiabilité ou une analyse de tendance
centrale.
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[1.1 Introduction

Dans le chapitre précédent, nous avons passé ee tes principales méthodes de calcul
stochastique qui permettent d'effectuer des analgge tendance centrale, des analyses de
fiabilité ou des analyses de sensibilité. Nous avoonstaté que seule l'efficacité des
simulations de Monte-Carlo et ses dérivées estpmmugante de la dimension de I'espace
aléatoire. Cependant, elles sont quasi inapplisablens le cas ou le modele implicite
représentant le phénomene physique a étudier igglagen en temps de calcul, et en particulier
pour I'évaluation des moments statistiques d’'ordesés (i.e. coefficient d’aplatissement et
coefficient d’asymétrie) et I'estimation des prolliéds de défaillance d’ordre faible. Malgré
leur efficacité et leur aptitude a étre appliquéetes problémes mécaniques complexes, elles
ne permettent pas de traiter les différentes tiémldu calcul stochastique. Malheureusement,
dans les problemes d’ingénierie, nous sommes ls plwvent amenés a développer des
modeles numériques exigeants en temps de calcul piowler le comportement des
structures réelles. De plus, les sources dinceltitsont multiples, et puisque nous ne
disposons pas d’informations préalables sur le ald chacune d'elles, nous sommes
contraints a toutes les prendre en compte dansléalcstochastique ce qui engendre un
nombre élevé de parametres incertains. Dans lguexiu calcul stochastique, ces situations
(grand nombre de paramétres incertains) sont rpgasusous l'appellation de problémes a
dimension stochastique élevée. Ces deux probleamgpsepondérants dans notre travail qui
consiste a analyser I'effet de I'aléa sur le cortgraent des structures a ossatures bois sous
sollicitation sismique. En effet, le calcul mécaregest basé sur une analyse dynamique non
linéaire exigeante en temps de calcul et le nordbrparameétres incertains peut avoisiner une
centaine. Ainsi, I'application des méthodes de wWastochastique présentées jusqu’ici n'est
donc pas envisageable.

Afin de surmonter cette difficulté, nous proposales poser le probleme de la dimension
stochastique élevée d’'une facon plus intuitive eEat, au lieu de chercher & développer une
approche permettant d’aborder directement lesrdifi@s finalités du calcul stochastique tout
en prenant en compte l'aléa associé aux difféneatametres incertains, il est plus pertinent
de chercher, dans un premier temps, un moyen déredd nombre de parametres incertains,
et de ne considérer dans un deuxiéme temps gumtametres les plus importants dans le
calcul stochastique proprement dit. Ce raisonnemsinsoutenu par le fait que I'expérience a
montré, en particulier pour les problemes d’'ingéajeque le plus souvent, parmi I'ensemble
des parametres incertains considérés dans le cafmiastique, seulement un nombre limité
entre eux contribue efficacement a l'aléa obsemé la réponse du modéle ou sur la
probabilité de défaillance. Cette observation candulistinguer la dimension stochastique
nominale (hombre de parametres incertains d’'un modéle)aetlimension stochastique
efficace(nombre de parametres incertains qui contribuattevement a la variabilité de la
réponse d’'un modele). Une fois cette derniere détefe, nous ne considérons comme
parametres incertains que ceux jugés importanssalgres parametres étant fixés a leurs
valeurs moyennes respectives. Dans ce contexteyddsodes de criblage présentées dans le
premier chapitre, en particulier la méthode de Moont des solutions intéressantes pour
déterminer la dimension stochastique efficace. fiet,da méthode de Morris fournit des
mesures de sensibilité qualitatives appebfésts élémentaireggermettant de hiérarchiser les
parameétres incertains considérés dans un probl@nea montré que ces mesures de
sensibilité sont étroitement liées aux mesuresetsikilité globale telles que les indices de
Sobol, ce qui justifie leur pertinence pour dételde parameétres les plus importants. Ainsi, la
procédure de calcul stochastique que nous propaorsnotre travail est composée de deux
étapes : la premiére consiste a déterminer la dimerstochastique efficace au moyen de la
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méthode de Morris, et la deuxiéme consiste a effede calcul stochastique proprement dit
en utilisant une technique de constructiorsddace de réponseu deméta-modele

Dans ce chapitre, nous présentons dans un preemapst la stratégie de résolution du
probleme de dimension stochastique élevée, en leagpeu passage la notion de dimension
stochastique efficace, et tout en proposant uneoapp efficace permettant son identification.
Ensuite, nous nous intéressons a deux techniquesodstruction de méta-modele : le
Développement en Chaos Polyndm(BICP) [75] et la Méthode de Décomposition de la
Dimension (MDD) [76]. La formulation mathématique ainsi que les diffése aspects
d’'implémentation sont présentés en s’appuyant ssiegemples d'illustration, afin d’analyser
et de comparer l'efficacité des deux approchesinHaf stratégie de calcul stochastique est
validée a travers un probléme traitant le compoetgnd’une structure a cing étages sollicitée
par des charges latérales.

[I.2 Vaincre le probleme de dimension stochastique élexé

[I.2.1 Dimension stochastique efficace

La notion de dimension stochastique efficace gptposée par Caflisch et &r7], et ils en

ont proposé deux définitions distinctes, une aw sknlasuperpositionet une au sens de la
troncature en utilisant la décomposition de la variance adécomposition de la dimension.
Soit A = {1,2, ..., N} un ensemble d’entiers naturels|et la cardinalité du sous-ensemble
u € UA. La dimension efficace d’'une fonctighau sens de la superposition est le plus petit
entierd, tel que :

o2=2p,0<p<1 (I1.1)
lul=ds
ou o2 est la variance partielle qui mesure l'effet dalda associé aux paramétres d’entrée
(dont les indices sont dans I'ensemhle sur la variance totale? de la fonctionf, etp un
quantile seuil pris égal 8,9942. L'inégalité définie par I'équation (Il.1) veutrdi que la
fonction f peut étre écrite comme une somme de fonctyadimensionnelles. Ainsi, la
dimension efficacel; est I'ordre le plus élevé de la fonction qu’il fanclure dans la somme
2 |ul<a, O = P pour atteindre le seup.

La dimension efficace de la fonctighau sens de la troncature est le plus petit edtietel
que :

g2=2p,0<p<1 (I1.2)
uc{1,2,...dr}
Ainsi, d;y n'est autre que le nombre de variables qu’il faohsidérer dans la somme
Yuciz,..d4p,) 04 = P pour atteindre le seuil. La dimension efficace au sens de la troncature

dr ne dépend pas de I'ordre selon lequel les vasatié été échantillonnées, au contraire de
la dimension efficace au sens de la superposiiorOn note que, pour un méme quantile
seuilp, dg est toujours inférieure ou égalela

Caflisch et al]77] ont utilisé la notion de dimension efficace poxpleuer I'efficacité des

simulations quasi-Monte Carlo dans le cas ou laedsion stochastique nominale est élevée.
lls ont attribué cette performance au fait que,sdegrtains problémes, la dimension efficace
de lintégrande, selon I'un ou les deux sens, @stbdaucoup inférieure a la dimension
nominale. Cette conclusion, qui n’est pas justifiéGene facon formelle, a été soutenue par
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des constations sur un exemple d'illustration argitun processus brownien. lls ont montré en
plus, qu’en changeant I'ordre selon lequel lesaldées étaient échantillonnées, la dimension
efficace peut étre réduite. Par conséquent, laigioéc des estimations fournies par les
simulations quasi-Monte Carlo, peut étre signifimnhent améliorée tout en étant économe
en terme d’évaluation du modéle ou de la fonctigntat limite. Bien que Caflisch et 477]
aient été les premiers a l'introduire, la notionlaelimension efficace est apparue dans les
travaux de Paskov et Tralib8] dédiés au domaine de la finance. lls ont remaguetles
fonctions qu’ils étudiaient ne pouvaient pas é&nies en considérant seulement un nombre
restreint des principaux parametres d’entrée. SébadMazniakwsk[79] ont introduit et étudié
des fonctions pour lesquelles le poids ou l'impacta d’'un paramétre; diminue lorsque
l'indice i représentant son rang sur I'ensemble des parasnéatrée augmente. lls ont
montré que, pour une telle variété de fonctionslin@ension efficace au sens de la troncature
est tres inférieure a la dimension nominale. Gdegrent, I'évaluation de la dimension
efficace telle qu'elle est définie par les équadiofil.1) et (Il.2) n'est pas abordable,
puisqu’elle nécessite la détermination2¥evariances partielles?.

Afin de surmonter ce probleme, Owg80] a introduit la notion de distribution de la
dimension pour les fonctions de carré intégrabid&d]*. Cette idée est soutenue par le fait
gue cette classe de fonctions a nécessairementiorension efficace finie au sens de la
troncature pour tout seyil inférieur a 100% de la variance totalé. La dimension efficace
peut étre ainsi définie comme un quantile de ldriligion de la dimension. Solf <

{1, ..., s} un ensemble choisi d'une facon aléatoir@@ = u) = u(u) = ¢2/0?, la taille de
'ensemblealéatoire U peut étre mesurée soit par sa cardinalité soitlgpamaximum des
indices de ses éléments. Ces deux grandeurs somadables aléatoires a partir desquelles la
distribution de la dimension de la fonctigrpeut étre définie. En se référant a O&dl, la
distribution de la dimension de la fonctigh dans le sens de la superposition, est la
distribution de probabilité de la variable aléatoiliscréetgUl| (cardinalité de I'ensembl¥)
dont la fonction de mass de probabilitéd) est définie par :

2

O-u
ve(d) = Z d=1s (I1.3)

|lul=d
Par ailleurs, la distribution de la dimension anssée la troncature est la distribution de
probabilité de la variable aléatoire discrétex{i | i € U}, dont la fonction de masse de
probabilité est définie par :

oy
vr(d) = Z ?,d =1,..,s (11.4)

max{i | iEu}=d

Ainsi, d est la dimension efficace de la fonctifau sens de la superposition ou au sens de la
troncature, respectivement sig&™¢ quantile de la masse de probabilitéou vy, est au plus
égal ad. Bien que Ower80] ait pu déterminer ce quantile d’'une maniére explipour
certains cas tests portant sur des fonctions additet des fonctions multiplicatives, son
estimation est généralement non triviale. Afin dapdifier le probleme, le méme auteur a
introduit la dimension moyenneg; au sens de la superposition et la dimension moyepne

au sens de la troncature, définies respectivenant p

L0 0% ul

(I1.5)
Z|u|>0 oy

Ua,
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Yuls0 04 max{i | i € u}
Har =

(11.6)
Z|u|>0 0y

Ce méme concept a été aussi proposé et étudié smski et al.[81]. Ces dimensions
moyennes (au sens de la superposition et au sefss tdencature) sont respectivement les
espérances mathématiques des variables aléatoisesetds |U| et max{i |i € u}. Le
principal avantage de l'utilisation des dimensiomsyennes est qu’elles ne dépendent pas du
guantile seuip. De plus, elles sont plus faciles a calculer guguantile de la distribution de

la dimension suggéré au début.

Owen[80] a relié la distribution de la dimension aux indiake sensibilité de Sobol, pour
étudier des fonctions isotropes, pour lesquellea thontré qu’elles peuvent étre définies
comme la superposition de fonctions au plus tridisn@nnelles. Dans ce contexte,
Kucherenko et al[82] ont récemment proposé une méthodologie baséeésatuation du
rapport entre les indices de sensibilité totaue®tndices de sensibilité du premier ordre pour
évaluer la dimension efficace. En effet, si le @p§;/Sr,, i =1, ..., N est proche de l'unite,
on peut conclure que les effets principaux assaaipsdifféerents parameétres sont les plus
importants et par conséquent que la dimensionae#i@u sens de la superpositiondgst 1.

Si §;/Sy; <1 alors la dimension efficacd; > 1, mais malheureusement on peut pas
déterminer sa valeur exacte sans calculer lesandie sensibilité d’ordre supérieur a 1, ce
qui induit un codt de calcul supplémentaire. Laelision efficace au sens de la troncature est
par contre plus facile a évaluer. En effet, $git'indice de Sobol qui mesure I'importance
des parameétres dont les indices qui leurs sonti&sssont dans I'ensemhblec {1, ..., s}, si

S, est inférieur ou égal au sew| alors la dimension efficace au sens de la tromeagst

dr =s.

[1.2.2 Stratégie de résolution

Dans le chapitre précédent, on a démontré le ligit €ntre les mesures de sensibilité locale
associées a la méthode de Morris et les indicesetsibilité de Sobol, ainsi que leur
pertinence pour hiérarchiser les parameétres iriosridiun modeéle par ordre d’'importance.
Par analogie, le concept basé sur les indices belSproposé par Kucherrenko et f2]

pour déterminer la dimension efficace d’'un modpét étre appliqué en utilisant les mesures
de sensibilité locale. En effet, en se référarst mbyenne:; des effets élémentaires, on peut
arranger les parametres par ordre décroissant ditace. Par conséquent, en se basant sur
cet arrangement, on peut construire une distributi® la dimension, et définir la dimension
efficace d,, par les indicesu € {1, ...,s} des paramétres dont la somme des mesures de
sensibilité qui leur sont associées est inférieuwrégale &» Y~ , u;. En réalité, les méthodes
de criblage, telle que la méthode de Morris, petenéde déterminer les paramétres les moins
influents sur la réponse d’un modele. Leur idecaifion s’effectue en tracant le graphique
illustré sur la figure 1.24, basé sur la moyennd'dédart-type des effets élémentaires. Les
parametres non importants sont ceux situés aunagjei de I'origine du graphique. Ainsi, la
dimension efficace est déterminée par I'éliminatides parametres non importants de
'ensemble des parameétres incertains du modelehédatusement, en se basant seulement
sur le graphe construit a partir des statistiguessatfets élémentaires, il est parfois difficile de
dissocier les parameétres importants et non imptxtakfin de pallier ce probléeme, nous
proposons, dans les situations qui I'exigent, ddaser, en plus des statistiques des effets
élémentaires, sur la mesure de sensibilité norgwtis définie par I'équation (1.113) pour
hiérarchiser les parametres d’'un modele. Ce rasmoent est soutenu par le fait que la
mesure de sensibilité;, dont le cumul est égal a I'unité, peut étre cdéiste comme une
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variable aléatoire discrete dont la distributioest’autre que la distribution de la dimension
stochastique nominale. En fixant un quangi/da dimension stochastique efficace peut étre
définie par le nombre de paramétres dont la somesentesures de sensibili® qui leurs
sont associés est inférieure ou éggbe @e concept est illustré sur les figures II.1H.&b.
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Figure 1. 1 : (a) hiérarchisation des paramétres incertains emé&érant a la mesure de sensibilité
G, (b) identification des paramétres les plus impots pour un quantile seuil p = 95%

En se référant a I'étude comparative menée daparbgraphe 1.5.3 du premier chapitre, on a
constaté que, sur les cas tests étudiés, la dioreesiicace est de beaucoup inférieure a la
dimension nominale. Cette situation est récurrelaes les problemes d’ingénierie. Ainsi,
dans la perspective de résoudre les problémes éndion stochastique élevée, on se propose
d’utiliser la méthode de Morris, en conjonction artéere de sélection des parametres
incertains présenté ci-dessus, pour déterminerineertsion efficace du modéle a étudier,
avant d’entamer le calcul stochastique propreménPdr conséquent, en ne modélisant que
les parametres importants par des variables atéatet en fixant les parametres restant a
leurs valeurs moyennes ou leurs valeurs nominaepectives, le probleme de manque
d’efficacité des méthodes de calcul stochastigassidjues est contourné, et on peut mener
des analyses de sensibilité, des analyses detkatil des analyses de tendance centrale, tout
en restant économe en terme d’'appels au modela. d&figagner plus en efficacité, étant
donné que le modele éléments finis est tres exigeantemps de calcul (i.e. analyse
dynamique non linéaire du comportement d’une teitar ossature bois sous sollicitation
sismique), nous nous proposons d’utiliser dansaleut stochastique proprement dit une
méthode de couplage mécano-probabiliste baséeasuoristruction d’'une représentation
explicite du modéle mécanique. Dans cette perspgeatious présentons dans la suite deux
techniques de construction d’'un méta-modeéle : \eldppement en chaos polynémial (DCP)
et la méthode de décomposition de la dimension (MB choix de I'une d’entre elles sera
motivé par des analyses comparatives ciblant €efdiité, la flexibilité et la précision.
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Figure Il. 2 : Stratégie de résolution du probléeme de dimensiochsistique élevée

En résumé, la stratégie que nous proposons porgstdution d’'un probleme a dimension
stochastique élevée est composée de deux étapepremiére consiste a déterminer la
dimension stochastique efficace du modele en seanbasur une hiérarchisation des
parametres incertains par la méthode de Morrilg deuxieme consiste a effectuer le calcul
stochastique proprement dit en utilisant des teples de construction de méta-modeles.
L’organigramme de cette stratégie est illustréladigure I1.2.

[1.3 Développement en chaos polynémial

[1.3.1 Chaos polynomial de Weiner

Le développement en chaos polynémial a été inttoghar Weiner [83]. Il permet
d’approximer une variable aléatoire du second ol@e une variable aléatoire dont la
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variance est finie) par un ensemble de polyn6mass tlespace aléatoire standard formé par
des variables Gaussiennes indépendantes (i.eatedbles Gaussiennes de moyenne nulle et
d’écart-type unitaire). Avant d'entamer la présdata du développement en chaos
polyndmial de Weiner, on se propose de définir quest notions mathématiques de base.

Soit {§;};2; un ensemble infini mais dénombrable de variablesisSiennes standard
indépendantes, on définit pﬁ; 'espace de tous les polynémes dont le degrénésieur ou
égal ap, I, 'ensemble des polynémes ﬁlequi sont orthogonaux aux polynémes de I'espace
fp_l, etfp I'espace formé pdr, tel que :

[, =0,10T,, 0 = ®2,T; (11.7)

Le sous-espacép de @ est désigné pap®™¢chaos homogéne €], est désigné par chaos
polynémial d’ordrep. Ce dernier est I'ensemble des polyndmes d’opdrésultant de toutes
les combinaisons possibles des variables aléatffi¢s,. En se basant sur les différents
postulats introduits ci-dessus, le développemerthaims polynémial de la variable aléatoire
0 est donné par :

0 =aelp + Z a;, I (&)

Z 2 ai,i, 15 (810 6i,)

11—1 lz

* Z Z Z Gisipis T3 (i S 615) +- (11.8)

11 112 1l3

Cameron et Martirf84] ont montré que ce développement converge au setes rbrme de
L, (L, est 'ensemble des fonctions de carré intégrable).

Afin de simplifier la notation et de faciliter aina manipulation du développement en chaos
polynémial, on introduit généralement dans laditére[75] une nouvelle fonctionnell®(.)
exprimée en fonction des fonctionnelléé€ ). Dans ce contexte, le développement en chaos
polyndémial défini par 'équation (11.8) peut étr@écrit sous une formulation plus condensée :

6 = Xk=o0 6k Pr (%), §={6 3 (11.9)
Par convention, désigne le polyndbme d'ordre zéro (i.¥, =1), {6;};j2, sont des
coefficients déterministes, désignés souvent pafficeents du développement en chaos
polynémial de la variable aléatoi® et {¥;};2, sont des polyndmes multidimensionnels

orthogonaux dans I'espadg, par rapport au produit scalaire ndj¢, basé sur la mesure
Gaussienne :

(W, ) = f W) () fo(6) dE = 5, W%, (11.10)

ou §;; est I'opérateur de Kronecker ¢} est la fonction de densité de probabilité jointe.

Puisque les variables aléatoirés= {¢,,&,,...} sont des variables Gaussiennes standard
indépendantes, la fonction de densité de probaldihte s’écrit :

—&2/2
fe(§) = ﬂ% (11.11)
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On note que les polynébme@V;};2, correspondent aux polynémes multidimensionnels
d’Hermite qui peuvent étre obtenus par le prodeipdlynémes unidimensionnels d’'Hermite.

Dans la pratique, le développement en chaos polal@st exprimé en fonction d’'un nombre
fini N de variables Gaussiennes standard. Ainsi, le dggement en chaos polynomial défini
par I'équation (11.9) peut étre réécrit sous lariersuivante :

9(511 52' ] fN) = Z ek lluk(fl' 521 ""EN) (II 12)
k=0

La construction du développement en chaos polyrosiia la base d’'un nombre fini de
variables aléatoires ne doit pas étre considérégr@mome limitation, puisque dans la pratique,
les systemes d’ingénierie ou les systemes physiqueggénéralement intervenir un nombre
fini de parametres incertains. De plus, ce dévedlopmt converge, tant qu’on travaille dans
I'espace de Hilbert de dimension finie et que lely@pomes d’Hermite forment une base de
Hilbert.

Pour des raisons pratiques, le chaos polynémid &woé tronqué au sens de l'ordre du
polyndme global de I'équation (11.12). Autrement, dé développement en chaos polynémial
de la variable aléatoir@ est construit en sommant un nombre fini de teryds,. Ainsi, le
développement en chaos polynémial de dimensior finiet d’ordrep fini de la variable
aléatoired est donné par :

P-1
9(51152' '"lfN) = Zek l‘”k(fllel'"'fN) (1113)
k=0

ou P, le nombre de termes présents dans la sommasbopeenu en fonction du nomhke
de variables aléatoires et de I'orgrelu développement en chaos polyndémial par :

_(p+N)!

P+1= = (11.14)

[1.3.2 Chaos polynémial généralisé

Dans sa premiére version, présentée ci-dessugvielappement en chaos polyndémial est
construit au moyen de variables aléatoires Gaussgestandard et de polynémes d’Hermite.
Or, dans la pratique, les distributions des pareeseincertains sont loin d'étre toujours
Gaussiennes. Aussi, est-il convenable d’introddiegitres familles de distributions, telle que
la distribution Gamma ou la distribution expondigigui sont souvent plus adaptées que la
distribution Gaussienne pour modéliser certainmph@&nes rencontrés dans les probléemes
d’'ingénierie. Dans ce contexte, Xiu et KarniaddKiS] ont proposé I'utilisation du schéma
d’Askey qui permet de classer les polyndmes hymengdriques orthogonaux. De plus, ils
ont montré que le développement en chaos polynoteiadju’il est défini par I'équation
(11.13) peut avoir une convergence lente dans tedmavariables non Gaussiennes. Dans la
version qu'ils proposent, les polyndmes multidimensels ¥, ne sont pas limités aux
polyndmes d’Hermite, mais n’'importe quel polyném¢hogonal du schéma d’Askey peut
étre employé. Dans la littérature, cette versiohdgsignée par développement @mos
polyndmial généralisélLe tableau Il.1 donne la correspondance entréaioer types de
distribution de variables aléatoires et famillepdg/nébmes orthogonaux.
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Tableau II. 1 : Correspondance (schéma d’Askey) entre les distdbsitde variables aléatoires et les
polyndmes orthogonaux

Type de VA Distribution de VA Support Polyndme
Gaussienne R Hermite
Continue Uniforme [—1,1] Legendre
Gamma R* Laguerre
Beta [-1,1] Jacobi
L Poisson {0,1,2, ...} Charlier
Discrete Binomiale {0,1,2,...,M} Krawtchouk

Ces polynémes orthogonaux dans I'espace de Hitlmerespondent au support de la densité
de probabilité de la variable aléatoire. On note,quour les problemes faisant intervenir
d’autres types de distributions de variables alésdd(i.e. autres que celles données dans le
tableau 1l.1), il est possible d’employer les tfansmations iso-probabilistgdg3, 74] afin que

le développement en chaos polyndmial généralisgspudtre construit. A titre illustratif, une
variable aléatoire lognormale peut étre écriteagttion d’une variable aléatoire Gaussienne,
qui est utilisée par la suite en conjonction aescdolyndmes d’Hermite.

[1.3.3 Représentation de la réponse d’'un modele

On considére un modéle ayant un nomdree parametres incertains groupés dans le vecteur
x = (xq,...,xy), permettant de représenter d’'une facon implichephénoméne physique
guelconque. Ce modele peut étre représenté pdoooton génériqug = f(x), ouy est sa
réponse. En supposant qu’on travaille dans I'espbzdoire standard, la variable aléatdire
représentant l'aléa associé a la réponse du modwdat étre approximée par un
développement en chaos polynémibimensionnel et d’ordrg, basé sur les polyndmes
d’Hermite, et défini par :
P-1
Y= f(X) = foT(U) ~ Z a, W, (V) (11.15)
k=0
ol {a,}F=3 sont les coefficients du développement en chagspmial et{¥, (U)}LZ3 sont

les polynbmes multidimensionnels d’Hermite. Ce digweement converge au sens de la
normeL,, c'est-a-dire :

P-1 2 P-1
PlirP Y—Zak ¥, (U) =Plir_P E Y—Zak Y, (U) =0 (11.16)
k=0 L, k=0

ou E[.] désigne I'espérance mathématique.

En se référant a I'équation (I.15), il est clgue le développement en chaos polynémial
nécessite la détermination des coefficiefits,};—3 et la construction des polyndmes
multidimensionnels d’Hermite.

Etant donné que I'utilisation de la transformatmwobabilisteT a permis d’écrire la variable
aléatoireN-dimensionnelleX en fonction de variables Gaussiennes standargémdi&antes,
les polynbmes multidimensionnels d’Herm#g, peuvent étre construits en effectuant le
produit scalaire de polynédmes d’Hermite unidimensis H,. Soit {H,(U),n € N} un
ensemble de polynédmes d’Hermite unidimensionndlsogonaux par rapport a la mesure de
probabilité Gaussienne, c'est-a-dire tels que :

(H;(U), H;(U)),, = E[H;(U) H;(U)] = &;; (11.17)
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En effectuant le produit scalaire des polynédmesediite unidimensionnelg,,(U),n € N},
on peut construire un ensemble de polynéieimensionnels d’Hermit¢®, (U), « € NV}
de telle fagon que leur ordre maximal soit inférieu égal &, défini par :

N
v ) = | [ Ha®) (11.18)

ou a est un indiceN-dimensionnel (i.e. une séguence Meentiers naturels) dont les
composanteda;,i = 1, ..., N} représentent les ordres respectifs des polynoriésrrdite

{Hwi}i\]_1 utilisés dans la construction du polynémMedimensionnel d’'Hermité?,, tel que
a; = 0 etZ?’zl a; < p.

Soita et B deux indiceN-dimensionnels, en se basant sur I'équation (llak7peut écrire :
N

N
E[¥e () W] = | | BlHa (UD Hp, W] = 8 | | EHZWD] (11.19)
i=1 i=1

L’équation (I11.19) montre clairement que la basecbaos polynémial est orthogonale.

Ainsi, il ne reste qu'a déterminer les coefficienteonnus {a,},_5 pour construire le

développement en chaos polyndmial de la variabdataireY représentant la réponse du
modele. Dans ce contexte, la méthode de projed®rGalerkin est 'une des premieres
méthodes utilisées. Elle est basée sur la minimoisatu résidu sous la contrainte gu'il soit
orthogonal a la bade?;};_, du développement en chaos polynomial, c'est-a:dire

P-1
(Z a, W (U), W) =0, Vi=0,.,P—1 (I1.20)
k=0

La méthode de Galerkin impligque la résolution daysteme deé® équations couplées. Cette
approche est souvent ditgrusive du fait qu’elle nécessite la modification de lanfiolation
mathématique du modele. Lorsque le modéle mathgueatest non linéaire, ce qui est
souvent le cas dans la pratique, sa modificatiestrpas une tache triviale et peut induire des
difficultés dans l'implémentation. Afin de palliarte probléme, des méthodes ditesn
intrusivesont été proposées. L'avantage majeur de ces neshest qu’elles ne nécessitent
pas la modification de la formulation du modeles lceefficients du développement en chaos
polynébmial sont déterminés a partir de I'évaluatidin modéle en un certain nombre de
réalisations des parameétres incertains. Dans lagpgshe suivant, nous présentons les

méthodesion intrusivedes plus populaires.

[1.3.4 Détermination des coefficients du DCP

Les méthodes non intrusives sont elles-mémes eassg deux familles : approches de
projection et approches de régression. Pour lesoabes de projection, chaque coefficient du
développement en chaos polyndmial est défini comneeintégrale multidimensionnelle qui
peut étre calculée par quadrature ou par simuktiafors que pour les approches de
régression, les coefficients du développement sh@terminés en résolvant un systeme
d’équations issu d’une minimisation au sens desidies carres.

11.3.4.1 Méthodes de projection

Les méthodes de projection utilisent I'orthogoralide la base{¥,, |a| <p} du
développement en chaos polynémial pour calculecdefficients{a,, |a| < p } inconnus. En

83



Chapitre 1l : problemes a dimension stochastigaeés

effet, la projection du développement en chaosrgotyial défini par I'équation (11.17) sur la
base{¥,, |a| < p}, en se référant au produit scaldigeh) — E[g, h], donne :
L _Elfl

¢ E[¥Z]
Ainsi, chaque coefficient du développement en chamgndémial peut étre défini par une
intégraleN-dimensionnelle :

1

e T B
ou I'espéranceE[¥2] peut étre obtenue analytiquementpgt est la densité de probabilité

d’'une variable aléatoire Gaussienne standdudimensionnelle. Pour simplifier la notation,
dans ce qui suit, désignons parl'intégrale de I'équation (11.22) :

(I1.21)

j £ o T(w) W) g () du (1.22)
]RN

I =| foTw ¥, oy du (11.23)
RN

Il est clair quil suffit de calculer I'intégrald) pour déterminer le coefficient, du
développement en chaos polynomial. Dans la praticeite intégrale est calculée au moyen
de méthodes d’intégration numérique, qui consistamtgénéral a I'approximer par une
somme pondérée de la forme suivante :

M
N ~ Z w' f o T(ul) ¥ (ub) (11.24)
i=1

Les méthodes d’intégration numérique disponiblessda littérature se distinguent par le
. . M , . M A .

choix des point{u'},_ et les pondérationfw'} _ . Elles peuvent étre reparties en deux
catégories distinctes : les méthodes de simulagbries méthodes de quadrature. Le choix
d’'une méthode d'intégration est dicté par sa capaxis’adapter aux contraintes que peut
impliquer la représentation mathématique du systeéimysique. En particulier, on peut citer la
régularité de l'intégrandg o T(u') ¥, (u') et la dimensiomM de l'intégrale (i.e. le nombre de
parametres incertains). Dans ce qui suit, nouseptéss les méthodes d’intégration les plus
populaires ainsi que certaines de leurs variantes.

[1.3.4.1.1 Méthodes de simulations

11.3.4.1.1.1 Simulations de Monte-Carlo
L’idée de base de l'intégration par simulationg,dEsgénérer un ensemt{lﬂ"}liw=1 de points

selon une procédure aléatoire. Les poids d'intégrasont définis parw’ = 1/M, i =
1, .., M. L'approximation de l'intégral&) est donnée par :

M
N = %Zf o T(u') ¥, (ul) (11.25)
i=1

La précision de cette approximation dépend esdlemient de la procédure de génération des
. . . M . . .
points d'intégration{u'}_ . Dans le cas des simulations de Monte-Carlo, lemit

d’intégration sont obtenus au moyen de génératdarsiombres pseudo-aléatoires en se
référant a la densité de probabilité de chacunpdeametres incertains. Dans le cas ou le
développement en chaos polyndmial est exprimé dawspace standard, les points
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d’intégration sont générés selon la distributionn& variable aléatoire Gaussienne standard.
La prise en compte des distributions réelles d#érdnts parameétres incertains est effectuée
implicitement par l'utilisation d’une transformatiagso-probabiliste.

Du fait du caractére aléatoire des points d'intégna l'intégrandef o T(u') ¥, (u') peut étre
assimilée a une variable aléatoire dont I'espérariest autre que l'approximatioff de

lintégrale IY. L’évaluation de la précision de cette estimatsh effectuée au moyen de la
mesure de I'errewr définie par :

_VIFer) v
€= M

(I1.26)

ou V[.] désigne la variance d’'une variable aléatoire.

On constate que I'errewrdécroit avec la quantité/v/M, ce qui révéle la limite majeure des
simulations de Monte-Carlo, a savoir leur convecgetente. De plus, la convergence est
d’autant plus lente que I'ordgedu développement en chaos polynémial est élevéfiiet la
varianceV[f o T(U) ¥,(U)] de lintégrande augmente avec l'ordre| du polyndmeN-
dimensionnelV,.

Afin de remédier a ce probleme, des variantes amé&ls des simulations de Monte-Carlo ont
éte développées. Leur particularité est qu'ellebsemnt des techniques de génération de
variables aléatoires plus performantes dans le sgnslles permettent une meilleure
représentation de I'espace aléatoire (i.e. 'esfacmé par le domaine de variabilité des
parametres incertains). Autrement dit, les poiritstégration sont tirés sans favoriser une
région de I'espace aléatoire par rapport a uneea®armi ces techniques, on peut citer les
tirages en hyper-cube latin et les séquences a@igetioires, qui seront I'objet des deux
paragraphes suivants, qui peuvent contribuer audgsoles problemes a dimension
stochastique élevée en diminuant le nombre d’appelaodéle.

11.3.4.1.1.2 Tirages en hyper-cube latin

La technique des tirages en hyper-cube latin ar&gosée dans un premier temps par McKay
et al.[11], puis elle a été le sujet de plusieurs tentatdesiéveloppement dans différents
contextes scientifique86-90]. L'idée de base des tirages en hyper-cube latilleegénérer
des nombres pseudo-aléatoires plus représentatifa distribution de probabilité jointe des
parametres incertains que ceux obtenus dans ldesasimulations de Monte-Carlo. Afin de
faciliter I'exposition de ses fondements et simelifainsi sa compréhension, nous nous
proposons de commencer par présenter sa versginal€, la plus simple.

SoitM le nombre de simulations nécessaires pour gatamtitboonne estimation de I'intégrale
1Y etN le nombre de paramétres incertains ; ainsi, I'espdéatoire représentant la variabilité
des différents paramétres incertainsslimensionnel. Supposons que le support de chaque
parametre incertain puisse étre représenté (au mayme transformation iso-probabiliste)
par l'intervalle[0,1]. Conceptuellement parlant, la procédure des tragehyper-cube latin
consiste a diviser I'hyper-culd6,1]¥ en un nombré/ d’intervalles ou strates équiprobables.
SoitV = {V,, ..., Vy} une variable aléatoird-dimensionnelle définie sur l'intervall@,1]",
représentant les parametres incertains. Meséalisations des composantes (i.e. variables
aléatoires uniformes scalaires définies sur I'vadle [0,1]) V;, i = 1,...,N sont générées
d’une fagon aléatoire en sélectionnant une valessiple dans chaque strate. Cette procédure
consiste dans un premier lieu a construire uneicea® de dimensiorM x N, dans laquelle
chaque colonne est obtenue par permutation aléales entier§l, ..., M}, et une matricd

de dimensionM x N dont les composantes sont des nombres aléato@épendants générés
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selon la distribution d’'une variable aléatoire onifie sur[0,1]. Ensuite, ces deux matrices
sont utilisées pour définir un plan de tirages dimgper-cube[0,1]V, représenté par la
matrice d’expérimentatiol définie par :
1
V=—([P-R 11.27
(P —R) (11.27)
ol chaque ligne, i = 1,...,M de la matriceV représente une réalisation des parameétres
incertains dans I'espace aléatoire défini par lérypube[0,1]".

Enfin, I'ensemble des réalisatiofs!, ..., v} contenues dans la matrice d’expérimentalion
est transformé en un ensemble de nombres pseuatoieds {ul, ..., uM} distribués dans
I'espace aléatoire standard (espace des varialdassiznnes standard). Cette transformation
est définie par :

ul = o~1(vY) (11.28)

ou ®~1 est l'inverse de la fonction de répartition d’'uvariable Gaussienne standard. Les
réalisationdu?, ..., uM} sont alors les points d’intégration utilisés dbéguation (11.25) pour
estimer lintégralel). La figure I1.3 illustre la procédure pour la géatéon de cing
réalisations possibles dans I'hyper-clibd ]? (cas de deux paramétres incertains).

Procédure LHS . Tirages LHS
]
12 0.60 0.83
2 4 0.42 0.11
[ﬂ =133 [R] —| 0.69 0.51 [
41 0.32 0.58
55 0.83 0.32
1 ~
V=3 fﬂ” [R]) = ®
0.08 0.24
n 0.32 0.76
V] 0.46 0.50
: 0.74 0.08
0.84 0.94

|4

Figure Il. 3 : lllustration de la procédure des tirages en hypebe latin pour la génération de cing
réalisations dans le cas de deux parametres ingeta

On constate que les réalisations sont répartiestautr le domaine[0,1]? puisque la
construction du plan des tirages en hyper-cube tacessite une realisation de chaque ligne
(variable 1) et chaque colonne (variable 2). Cepaticsi lesM réalisations ont été choisies
d’'une maniere aléatoire comme pour le cas des atinnk de Monte-Carlo, ces réalisations
peuvent étre condensées dans une région parted&trhyper-cubg0,1]V, menant ainsi au
risque que d’autres régions représentatives darlahilité des parametres incertains ne soient
pas exploitées. De plus, méme si la distributioncaque parameétre incertain est bien
représentée, il y a un risque d’apparition d’'Uuaesse corrélationentre les réalisations
obtenues par la procédure de tirages en hyperiatibedécrite ci-dessus. Afin de remédier a
ce probleme, Iman et ConoVi@&6] ont montré que cetfausse corrélatiompeut étre atténuée
en modifiant la matrice de permutati®n La procédure consiste a diviser les élémentade |
matrice P par le nombre de réalisations plus un (Me+ 1), puis ils sont transformés au
moyen de la distributiod® d’'une variable aléatoire Gaussienne standard.i Aes éléments
de la nouvelle matricB® sont obtenus par :
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20
0 _ H-1 Y
Py=¢@ (M + 1) (11.29)

La matrice de covarianc€po de la matriceP® est calculée, et factorisée selon la
décomposition de Cholesky comme suit :

Cpo = LLT (11.30)
ou L est une matrice triangulaire inférieure.

Ainsi une nouvelle matric®%*, dont la covariance entre ses réalisations ede éghunité,
est obtenue par :

P = po(L~1)T (11.31)
Les rangs des éléments des colonnes de la ma&ticépermutations des entiefs, ..., M})
deviennent les éléments des colonnes de la nouveliece de permutatiaB*.

Maintenant, si les éléments de la nouvelle matdeepermutationP* sont utilisés dans
I'équation (11.28), il en résulte que la dépendafice. la corrélation) entre les réalisations
données par la nouvelle matrice d’expérimentalfoest faible. La figure 1.4 illustre d’'une
maniere schématique I'effet de la procédure deatémlu de corrélation décrite ci-dessus sur
la répartition des réalisations obtenues par tageis en hyper-cube latin.

Répartition non—uniforme Répartition uni forme
' o ' )
) o
o ]
) (2]
o °
- o - o
) o
) L)
(-] o
0 ® 0 e
0 1 0 1
4 Vi

Figure Il. 4 : lllustration de I'effet de la réduction de corréilan sur la répartition des réalisations
obtenues par tirages en hyper-cube latin

Dans le cas ou la matrice de corrélation cible [@enatrice de corrélation entre les nouvelles
réalisations correspondant a la nouvelle matriegmerimentatior¥) est différente de I'unité,
I’équation (11.31) est remplacée par :

PO = PO(L™H)TLT (11.32)
ot L est une matrice triangulaire inférieure résultdatla décomposition de la matrice de
corrélation cible.

On note que la procédure de réduction de la coiwalalécrite ci-dessus nécessite que la
matrice de covariance soit définie positive, ceiqplique que le nombre de réalisatidvis
soit supérieur au nombre de parametres incerbdirlsest important de signaler aussi que la
procédure de réduction de corrélation peut intnedun certain biais sur les estimati¢3].

On s’attend a ce que les simulations de Monte-Gza®es sur les tirages en hyper-cube latin
soient plus performantes que celles utilisant léségateurs de nombres pseudo-aléatoires
classiques. Ainsi, Owej92] a montré que l'utilisation de points générés pages en hyper-
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cube latin pour le calcul de la somme définie paguation (11.25), fournit une estimation
plus précise de lintégral®) que celle donnée par les simulations de MonteeCtalle
gu’elles sont décrites dans le paragraphe précé@atd est fondé sur la comparaison des
variances des estimations fournies par chaque elpgro

M
VIf o T(U) Yoy, < 3= VIF © TW) %@l (11.33)

L’inégalité donnée par I'équation (11.33) veut digu’'une estimation fournie par les
simulations de Monte-Carlo basée guirpoints générés par hyper-cube latin est toujours
meilleure que celle donnée par les simulations dmtstCarlo basées s — 1 points
obtenus par des générateurs de nombres pseudoragatiassiques. La figure 1.5 compare
les répartitions de 1000 points obtenus par un rgémér de nombres pseudo-aléatoires et
ceux donnés par les tirages en hyper-cube latircdDatate que la répartition est relativement
plus uniforme dans le cas des tirages en hyper-etibe

Lo Pseudo—aleatoire Hyper—cube latin

0.8 -

©

0.6 |-

v

04§

0.2 |

0.%.

Figure Il. 5 : Répartition des points obtenus par un générateuratabres pseudo-aléatoires et par
tirages en hyper-cube latin dans le cas bidimemnstbn

La technique de tirages en hyper-cube latin agégdijet de plusieurs applications portant sur
différents types de problémes. Elle a été appliqueeOlsson et Sanderbej@7] dans le
contexte des éléments finis stochastiques ou l'asocié aux parametres incertains est
modélisé par un champs aléatoire. Giocel et Gha@&hl'ont utilisée pour le calcul des
coefficients du développement en chaos polynontddson et al[91] I'ont employé en
conjonction avec les tirages d'importance dansdetexte d’analyse de fiabilité. Il faut
signaler tout de méme que les tirages en hyper-laiipesouffrent d’une limite majeure. En
effet, la précision de I'estimation fournie par t@ages en hyper-cube latin ne peut pas étre
ameéliorée de facon itérative (i.e. en ajoutant gemts supplémentaires aux points déja
existants), puisque les nouveaux points ne serastdans I'hyper-cube latin du départ.
Autrement dit, il faut construire un nouveau hypabe latin permettant d’obtenir plus de
réalisations que le premier et répéter ainsi tegschlculs. Cette difficulté a été levée par
Sallaberry et al[94] qui ont proposée une procédure qui permet de moresta partir d’'un
plan d’expérimentation contenaM points obtenus par tirages en hyper-cube latin, un
nouveau plan contena2M points d’expérimentation.

11.3.4.1.1.3 Méthodes Quasi Monte-Carlo

Les méthodes Quasi Monte-Calflb2] sont des versions déterministes des simulations de
Monte-Carlo classiques basées sur les nombres-gléasoires. Elles ont été employées en
particulier dans le calcul des intégrales multidisiennelles. Leur particularité est qu’elles
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fournissent des estimations précises tout en niéamessin nombre limité d’'analyses du
modele représentant le systeme physique. De plies, ®ont faciles a implémenter du fait
gu’elles demandent seulement de remplacer les remmiseudo-aléatoires utilisés dans les
simulations de Monte-Carlo par des séquences datspaléterministes qui ont une
discrépance faible, c'est-a-dire une répartitiars piniforme dans le domaine de variation des
parametres incertains. Ces séquences sont soudEigndes par séquences a faible
discrépance ou séquences quasi-aléatoires. LesodesthQuasi Monte-Carlo permettent
d’obtenir une convergence plus rapide que les sitimuis de Monte-Carlo classiques. En
effet, Schiref95] a montré, en utilisant I'inégalité de Koksma-Hla\R6], que le taux de
convergence des méthodes Quasi Monte-Carlo e&ig@h(M)/M, ce qui est bien meilleur
gue le taux de convergence £/M des simulations de Monte-Carlo classiques, etowe p
différents types d’'intégrandes dont la variancebeshée au sens de Hardy et Krajg&. De
plus, il a montré, a partir de résultats empiriquggse méme si, en apparence, le terme
log"(M) domine la convergence pour des valeurs raisonmatdeM et N, le taux de
convergence erl/M est toujours garanti. Ainsi, les méthodes QuasintdeCarlo sont
souvent préférées aux simulations de Monte-Carkssidues pour le calcul d’intégrales
multidimensionnelles. La principale différence enégs méthodes Quasi Monte-Carlo réside
dans le type de séquence a faible discrépancséatiiDans ce contexte, une grande variété de
séquences quasi-aléatoires a été proposée datiériture. Parmi celles-ci, on peut citer les
séquences de Halt¢h6], de Hammerslefb7], de Sobo[97] ou de Faur§98].

Une séquence unidimensionnelle de Halton associ@éea aombre premiek est définie
comme le développement des entidrs..,l sur la basek. Ainsi, le M€ terme de la
séquence est donné par :

T
a;
i+l
i=0

M:

v (I1.34)

ou les entierg§a;}/_, sont issus du développementMde- 1 = Y7_, a;k* sur la base k.

Les nombres quasi-aléatoires sont générés datexValle[0,1] suivant un cycle d& termes
croissants. Dans chaque cycle, les termes soantisti’'un incrément égally’k.

Ainsi, une séquence de Haltdirdimensionnelle est construite a partir deséquences de
Halton unidimensionnelles basées sur un ensembld& ddus petits nombres premiers
{k4, ..., ky} deux a deux distincts. Il faut noter que l'inconiait majeur des séquences quasi-
aléatoires de Halton est que, poblirées élevé (i.e. un grand nombre de paramétrestains),

le nombre premiek, risque d'étre trés élevé, ce qui fait augmentarsm®rablement la
longueur du cycle des termes et par conséquenbhebre de tirages nécessaire pour la
construction de la séqueniedimensionnelle.

Plusieurs séquences quasi-aléatoires ont été dérdetla séquence de Halton. Ces derniéres
ne sont autres que des versions améliorées en tendiscrépance (i.e. les points sont
répartis plus uniformément dans le domaine de tianiades parameétres incertains) de la
séquence de Halton. Dans ce contexte, la sequenEammersleys7] peut étre citée, dans

laquelle le premier terme est égal 5'5?11;—1 Ainsi, une séquencé&-dimensionnelle de
Hammersley est donnée par :
2k —1
2{ 2M
ou {vi,..,v¥"1} sont lesN — 1 termes d’'une séquence unidimensionnelle de Hdltmde
sur le nombre premie.

,vl,...,vN_l}, k=1,...M (I1.35)
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Dai et Wandg57] ont montré que la discrépanb€M) de la séquence de Hammersley admet
une borne supérieure définie par :

N-1
1 ki lOg(Mkl)
D(M) SMQ]OgTL) (11.36)

La figure 11.6 illustre la répartition, dans le daislimensionnel, de 500 points correspondant
respectivement a une séquence de Halton et a gnersge de Hammersley. On constate que
la répartition des points de la séquence de Handayegst plus uniforme que celle des points
générés par la séquence de Halton.
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Figure 1. 6 : Répartition des points obtenus par les séquencétatten et Hammersley dans le cas
bidimensionnel

La séquence de Soldi7] permet de surmonter la limite de la séquence d@idans le cas
de problemes a grande dimension en choisisganat 2, i = 1,...,N. Chacune dedN
séquences unidimensionnelles de Sobol associéaguehdimension est une permutation
d’'une séquence de Halton basée sur le nombre prémie2. Cependant, lorsque le nombre
de parametres incertains augmente, la probabibtéod des permutations identiques devient
élevée, et ainsi l'uniformité des points générésneddiocre. La séquence de Fa[98] est
obtenue de la méme maniére que celle de Sobol Nogrermutations de séquences
unidimensionnelles de Halton, en choisissant le brenpremierk comme le plus petit
nombre premier supérieur ou égal au nombre de gdrasincertainsl.

Le parameétre permettant d’évaluer I'efficacité @gwsequence de nombres quasi aléatoires est

la discrépanceD(M) ou la mesure d’'uniformité de la répartition desngo dans I'espace

aléatoire. Elle est généralement définie par :

card({vt, ..., v™}IN))
M

D(M) = sup;cn 40) (11.37)

ouJ est un hyper-cube inclus dans I'hyper-cube uHité [0,1]", V(J) désigne son volume
et {vl,...,vM} sont les points correspondants a la séqudhldienensionnelle. Cette mesure
de la discrépance admet une borne supérieure dpanée

log" (M) logN~1(M)
0, 0( )

D(M) < Cy o

(11.38)

L’efficacité des séquences de nombres quasi atéata été analysée dans le contexte de
I'intégration de fonctions multidimensionnelles [@obol[99] et Schiref95]. lls ont montré
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gu’elles sont plus performantes que les simulatae$/onte-Carlo classiques. Dai et Wang
[57] ont effectué une étude comparative dans le can#analyse de fiabilité, dans laquelle
ils ont montré, a travers différents types de fmmst d'état limite, que les estimations
fournies par les séquences de Halton et Hammessigyplus précises que celles données par
les simulations de Monte-Carlo basées sur les nesntiseudo-aléatoires ou sur les tirages en
hyper-cube latin. Sudret et §.00] ont employé les séquences de nombres quasi aésatts
Sobol pour I'estimation des coefficients du dévplpent en chaos polyndémial. lls ont
montré que ce type de séquence peut réduire ledeobalcul par un facteur de 10, et ce par
rapport a celui des simulations de Monte-Carlositages.

Généralement, la convergence des simulations deteMoarlo basées sur les séquences
guasi-aléatoires est plus rapide que celle deslaiibns de Monte-Carlo basées sur les
nombres pseudo-aléatoires dans le cas ou le notebparameétres incertains est limiké<
10). Toutefois, elles peuvent perdre leur effi@aditrsque la dimension de I'espace aléatoire
N augmente. Caflish et a[77] ont expliqué ce probleme par la notion de dimemsio
stochastique efficace. Ce paramétre dépend soitodobre limité de parameétres les plus
influents sur la réponse, soit du nombre limité idésractions entre les parametres. En effet,
ils ont montré que, si la dimension efficace edérirure a la dimension nominale, les
nombres pseudo-aléatoires peuvent améliorer ladfié des simulations de Monte-Carlo. Ce
résultat a été confirmé par Kucherenko eff @] dans le contexte de calcul des indices de
sensibilité associés a la décomposition de la neeia

On note que les points d’intégratidm?, ..., u™} a utiliser dans I'équation (11.25) pour
Iestimation de [lintégrale N-dimensionnelleI) sont obtenus par une transformation
semblable a celle définie par I'équation (Il.28%sdpoints{v?, ...,»} donnés par les

séquences quasi-aléatoires.

Si les dérivées mixtes de l'intégranfle T (u) ¥, (u) existent, ce qui est une hypothése plus
forte que celle de la variance finie des simulaida Monte-Carlo classiques, en se basant sur
I'inégalité Koksma-Hlawkd96], I'erreur sur I'estimation de l'intégrald’ est donnée par :

1@ = | < \If o T(w) Ya(Wllys D(M) (11.39)

ou||.|lys est la variance totale de la fonctifr T (u) ¥, (u) bornée sur I'hyper-cubg, 1]V
dans le sens de Hardy et Kra(@e].

11.3.4.1.2 Méthodes de quadrature

Les méthodes de quadrature sont des alternativeméthodes de simulations pour le calcul
des intégrales. Elles different dans la facon decténner les points et les pondérations
d’intégration. Dans ce qui suit, nous présentorss gancipales méthodes de quadrature
utilisées en particulier dans le calcul des intlagramultidimensionnelles telles que la
méthode de quadrature de SmolyaK] et la méthode de quadrature de Str{ii6]. Mais,
avant cela, nous commencons par la présentatitmfdeme la plus standard des méthodes de
guadrature.

11.3.4.1.2.1 Quadrature par produit tensoriel complet

L’intégrale N-dimensionnellel) définie par I'équation (11.25) peut étre approxamgar la
formule de quadraturB-dimensionnelle suivante, obtenue par produit teelsde formules
de quadrature unidimensionnelles :

My My
= Qly, = Z Z a)il ...w,i,” ° T(ui1 u,l\?’) Wa(uil ...uIiVN) (11.40)
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ou @ est le symbole du produit tensoriel kt, j=1,..N, désignent les formules de
quadrature unidimensionnelles basées respectiversentM; points, j=1,..,N, de
coordonnées;’ et pondérations;’.

Généralement, on emploie une formule de quadratotope qui n'est autre que celle
définie par I'équation (11.40) dans laquelle le e de points d’intégration est le méme dans
chaque direction de l'espace aléatoilé, = --- = My = M. Ce paramétreM peut étre
interprété comme l'ordre de la formule de quadetlwn ordre de quadraturd élevé
implique plus de termes dans les sommes définied’gguation (11.40), et ainsi plus de
précision pour les estimations. Il est dépendantialement de la régularité de I'intégrande
(i.e. dans notre cas la fonctigre T (u) ¥, (u)). Les points et les pondérations sont pris égaux
aux points et pondérations de Gauss-Hermite, pette étude dans laquelle le développement
en chaos polynémial est construit dans I'espacedata. Par conséquent, cette regle de
quadrature permet de fournir la valeur exacteidéfrale d’un polynémal-dimensionnel de
degré inférieur &M — 1. En remplacant la quantitéo T dans I'équation (11.25) par son
développement en chaos polynémial de degidonné par I'équation (11.15), le polynéme
résultant représentant l'intégranfle T(u) ¥,(u) est de degr@ + |a|. Puisque l'indiceN-
dimensionnela = {a;,i = 1,...,N} est de degr&X ,a; inférieur ou égal &, le degré
maximal du polyndme représentant l'intégrande gat &2p. Par conséquent, l'intégralg
peut étre calculée exactement en utilisant une dtnmde quadraturéN-dimensionnelle
isotrope basée s = p + 1 points et pondérations d’'intégration de Gauss-htetnse qui
implique (p + 1)V appels au modéle représentant le systétme physi§usi, on peut
constater immédiatement la limite de lintégratibasée sur la quadrature par produit
tensoriel complet. En effet, le colt de calcul festement dépendant de la dimensidrde
Iintégrale 1Y, puisqu’elle détermine le nombre nécessaire dlapgme modeéle pour un ordre
M de la formule de quadrature associée a une psacikinnée. Lorsque la dimensibinest
élevée, le nombre d’appels au modele augmente dagom exponentielle. Pour y remédier,
la formule de quadrature de Smolyjak] a été proposée.

11.3.4.1.2.2 Quadrature de Smolyak

L'idée de base de la méthode de quadrature de akdly] est aussi d’effectuer un produit
tensoriel comme c’est le cas de la méthode de quaeér présentée dans le paragraphe
précédent. Cependant, ce produit tensoriel eshidéimme une combinaison linéaire de
formules de quadratures unidimensionnelles ayasiddgrés élevés dans quelques directions
et des degrés bien moindres dans les dimensiotentes. Considérons des formules de
quadrature unidimentionnelles de dedrg 1, et basées suM; points et pondérations
d’intégration, permettant de calculer la valeur atgade lintégrale d'un polynéme
unidimensionnel de degré inférieur ou éga@My — 1. En effectuant la combinaison linéaire
des produits de ces formules de quadratures unidilmenelles, la formule de quadratine
dimensionnelle de degié< N de Smolyaks (I, N) donnant une estimation de l'intégrdjfg
est définie par :

I+N-1
=s@N) = ) (~DHN1ll gl ol (11.41)

li|=t

ot i={iy,.., iy} € NY est un multi-indice de sommé| = Y¥_, iy, C désigne I'opérateur
combinaison etQ{Vﬂ est la formule de quadratufd-dimensionnelle obtenue par produit

tensoriel de formules de quadrature unidimensidesetle degrés respectifs,, ..., iy},
donnée par :
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QN = Z Z Z W e foT(ud, o ul ) Woluy, . ukN) (11.42)
ll kl 1 kN 1

La formule de quadrature de SmolyaKl, N) définie par I'équation (Il.41) nécessite
seulement I'évaluation du modéle dans la grillgdimts d’intégratiori/(l, N) donnée par :

I+N-1
U(LN) = U (ug x ..xuN (11.43)
li|=l

ol u;' = (uf', ..., uy; ) sont lesM; points d'intégration associés & une formule dgragion
unidimensionnelle.

Plusieurs types de points dintégration peuvenesttutilisés, tels que ceux de Gauss-
Legendre, de Clenshaw-Curtis et de Gauss-Pattrgidil]. Le choix du type de points
d’intégration dépend du support des variables @it représentant les parametres
incertains, et de l'espace aléatoire standard ($@usou uniforme) dans lequel nous
souhaitons construire le développement en chagsm@uiial. La figure 11.7 illustre les grilles
de calcul associées aux points d’intégration des&alermite et Gauss-Legendre, utilisées
dans les formules de quadrature de Smolyak d’d3deeet 6, dans le cas de deux variables
aléatoires.
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Figure 1. 7 : Grilles de calcul associées respectivement auxtpaiiintégration de Gauss-Hermite et
Gauss-Legendre, utilisées dans les formules dergtiaé de Smolyak d’ordre 3, 5 et 6, dans le cas
de deux variables aléatoires

On constate que la répartition des points dangytiles de calcul basées sur les points
d’intégration de Gauss-Hermite n’est pas la méneeaglie des points dans la grille basée sur
les points d’intégration de Gauss-Legendre. Cetidésau fait que les supports (i.e. les
domaines de définition) des variables aléatoires®@des aux polynémes d’Hermite et aux
polyndmes de Legendre sont différents comme inditgunés le tableau I1.1.
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Dans notre étude, comme le développement en clapsomial est construit dans I'espace
aléatoire standard, la grille de points d'intégnati/(l, N) est obtenue en se basant sur les
points d’intégration de Gauss-Hermite. La figur8 lllustre dans le cas bidimensionnel et en
se basant sur les points d’intégration de Gaussili®rune comparaison entre la grille de
points utilisée par une formule de quadrature del$ak d’ordrel = 3 et celle utilisée par
une formule de quadrature construite par prodagddel complet dordrf = [+ N —1 =

4. On constate que le nombre de points (13) dagslla utilisée par la formule de quadrature
de Smolyak est inférieur a celui (16) de la grdlenstruite a partir d’'un produit tensoriel
complet. Cependant, I'écart n’est pas significéitd. on gagne seulement trois points dans le
cas de la quadrature de Smolyak). En effet, leadpntre le nombre de points de la grille
utilisée par la quadrature de Smolyak et celuiadgrllle construite par un produit tensoriel
complet diminue significativement lorsque la dimensN de lintégrale augmente. Il faut
noter toutefois que les estimations fournies pa¥ gunadrature de Smolyak d’ordfesont
moins précises que celles fournies par la quadratmnstruite par un produit tensoriel
complet du méme ord®@ = [. Cependant, Fichtl et Prinja02] ont montré que I'utilisation
d'une formule de quadrature de Smolyak d'ordre 1 ou méme dordrd + 2 est plus
economique en terme d’appels au modele, que I'emgilene formule de quadrature
construite par un produit tensoriel complet d'ordve= [, particulierement lorsque la
dimensionN de l'intégrale est élevée.

Quadrature classique M =4, 16pts Quadrature de Smolyak 1=3, 13pts
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Figure 1l. 8 : Comparaison dans le cas bidimensionnel entre léegibasées sur les points
d’'intégration de Gauss-Hermite utilisées respedtigat par une formule de quadrature d’ordre M =
4 construite a partir d'un produit tensoriel compég par une formule de quadrature de Smolyak
dordre | =3

Une condition nécessaire dans la construction dgrike U(l,N), est que les points
d’intégration uj, j =iy, .., iy, associés aux formules de quadrature unidimensitasn

employées dans la quadratukedimensionnelle de Smolyak soieimbriqués (i.e. u] c
u{“et par conséquentU(l,N) c U(l + 1,N)). Cette condition permet de réduire
considérablement le nombre de points d’intégratjan constituent la grillel/(l, N) et par
conséquent le nombre d’appels au modele. Dans etexte, les points d’intégration de
Clenshaw-Curtis sont souvent recommandés, commaotdre le tableau 11.2 qui donne le
nombre de point§/(l, N) utilisé dans une quadrature de Smolyak d’oigingour différents

types de points d’intégration.
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Tableau Il. 2 : Nombre de points de la grille utilisée dans la guadre de Smolyak pour les points
d’intégration de Clenshaw-Curtis, Gauss-Pattersebfauss-Legendre

l Clenshaw-Curtis Gauss-Pattersson Gauss-Legendre
1 5 5 5

2 13 17 21

3 29 49 73

4 65 129 221

5 145 321 609

6 325 769 1573

Il faut noter que les points d’'intégration de GaHesmite que nous sommes censés utiliser
dans cette étude ne sont pas suffisamment imbriguwetit qu’'uniquement le point origine
se répéete dans les grilles construites a partin diombre impair de points. Cependant, on
signale tout de méme que le fait que les pointatéjration ne soient pas imbriqués
n'implique pas automatiquement la perte de prégcisiar les estimations. En effet, Liu et al.
[103] ont montré que les points d’intégration de GaumsePson offrent le meilleur
compromis entre précision et colt de calcul, bieflsgsont moins imbriqués que les points
d’intégration de Clenshaw-Curtis.

Novak et Ritter[104] ont montré qu’'une formule de quadrature de Smotyakdre [ + p
permet d’obtenir la valeur exacte de I'intégralardpolynéme de degrgp + 1. Ainsi, elle
peut étre utilisée pour le calcul de lintégralf, puisque le polyndme représentant
lintégrande f o T(u) ¥,(u) est dordre 2p. De plus, pour un ordrep donné du
développement en chaos polyndémial, le nombre tbégipels au modele est donné par :

2p
M~ FNP, N > (11.44)
On constate, que le colt de calcul croit d’'une aranpolynémiale avebl, ce qui est bien
inférieur a 'augmentation exponentielle ém+ 1)V de la formule de quadrature construite
par produit tensoriel complet. Le rapport entrenteanbre d’appels au modéle donné par
I'équation (11.44) et le nombre de coefficients dda développement en chaos polynémial
tend vers un facteur d’ord2?. Ainsi, puisque ce facteur est indépendanihdia formule de
guadrature de Smolyak est ddptimale Cependant, on note que le colt de calcul peat étr
élevé si une grande précision (i.e. un ondr&levée) est demandée dans le développement en
chaos polynémial.

Comme pour la formule de quadrature construitgopaduit tensoriel complet, la précision de
la formule de quadrature de Smolyak dépend de dalaété de I'intégrande. Plaskota et
Wasilkowski[105] ont montré que l'erreur associée a I'estimatior’inéégrale IY par une
formule de quadrature de Smolayk, N) est bornée par :

16N (log, )3(V-1

G -DW 2 (1+toM) l-ow (11.45)

11.3.4.1.2.3 Quadrature de Stroud

La facon la plus simple pour calculer une intéghiddimensionnelle (i.eN > 1) est d'utiliser

la méthode de quadrature de Strgufl]. Sa premiére version était destinée au calcul des
intégrales définies sur un domaine symétrique, ariqulier dans I'hyper-cubg¢—1,1]".
Dans ce contexte, il a proposé deux formules ddratizre, d’ordre 2 et d’ordre 3, désignées
souvent paiStroud-2et Stroud-3 Elles sont basées respectivement$ur 1 et 2N points
d’intégration, et permettent respectivement d’iréégavec une grande précision des
polyndmes d’ordre 2 et d’ordre 3. De plus, Str¢é] a développé une théorie portant sur la
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généralisation de cette méthode d’intégration mhiffiérentes fonctions de pondérations. Il a
montré aussi qud’ + 1 est le nombre minimal de points d’intégration éqmar la formule de
guadrature d’'ordre 2. Sur ce point aussi, Mysov§k@#] a montré que, pour une précision
donnée, les formules de quadrature d’ordre 2 etldto3 proposées par Stroud sont les moins
colteuses en terme de nombre de points dintégraéib sont par conséquent plus
économiques en terme de temps de calcul.[XQ¥] a proposé une version améliorée des
formules de quadrature de Stroud permettant deulealdes intégrales définies sur un
domaine non-symétrique, ainsi que pour différefdestions de pondération (i.e. densité de
probabilité) autres que celle associée au domfaiiel]. Son travail était motivé par le fait
gue, dans la pratique, I'aléa associé aux paramétoertains peut avoir différents types de
distributions, telles que les distributions Gaussee Beta ou Gamma. Pour ce faire, I'idée de
base était d'utiliser une transformation affine stomte a partir des polynédmes d’ordre 1
associés a la distribution en question. On notel@seule hypothese est de considérer que les
parametres incertains sont indépendants et quaidegutions qui leurs sont associées sont
définies positives. Les formules de quadrature tdeusl d’'ordre 2 et d’ordre 3 adaptées pour
les distributions Gaussiennes sont intéressantesrt#re étude puisque le développement en
chaos polynémial est construit en fonction de \Hes Gaussiennes standard et sur la base
des polyndmes d’Hermite et ainsi l'intégrafedimensionnellel) correspond a la mesure
Gaussienne. Dans ce contexte, la formule de quadrae Stroud d’'ordre 2, désignée par
Stroud-2 est basée sW + 1 points d’intégratio{u*}¥_, définis par :

2rk7t)

uk._, =+V2cos (N 1

2rkm
k _ .
= T (2
ol |.| désigne la partie entiére, ethiest impairuk = (—1)¥. Les poids d'intégration sont
égaux al/N + 1.

La formule de quadrature de Stroud d’ordre 3, désgpalStroud-3 est basée s@&N points
d’intégration{u*}2Y, définis par :

( 2r — Dk
|uk,_, = V2cos (u>

, r=12,..,|N/2] (I1.46)

N

l uk, =\/§sin<w> ,

r=12,..,|N/2] (I1.47)

et siN est impainf = (—1)*. Les poids d’intégration sont égaus 2N .

Les points d’intégration utilisés dans les formuts quadrature de Stroud d’ordre 2 et
d'ordre 3 sont situés sur la surface d’une hyp&éésp de rayorR = v/N. La figure 11.8
illustre, dans le cas bidimensionnel, la répartitites points d’intégration correspondant aux
formules de quadrature de Stroud d'ordre 2 et déord. On constate que les points
d’intégration sont situés sur le cercle de rafos 2. De plus, le nombre de points est trés
limité par rapport au nombre de points d’intégnatigilisés par la méthode de quadrature
basée sur un produit tensoriel complet et par lthote de quadrature de Smolyak (voir
figure 11.7).
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Figure 1l. 9 : Points d’'intégration utilisés par les formules deadrature de Stroud d’ordre 2 et
d’'ordre 3 dans le cas bidimensionnel

L’expérience a montré que si les estimations n@&xigpas une grande précision, la méthode
de quadrature de Stroud est tres efficace, padremhent lorsque la dimensioN de
I'intégrale est élevée, puisqu’elle nécessite umim@ minimal de points d’'intégration et par
conséquent un nombre minimal d’appels au modelpe@#ant, sa précision ne peut pas étre
améliorée, puisqu’elle est implicitement fixée anombre de points d’intégration, qui est a
son tour imposé par la dimensidh De plus, I'erreur sur les estimations ne peut tas
obtenue. Ces aspects ont été démontrés dans Vasixrde Xiu et Hesthaveji8] dans le
contexte de résolution par la méthode de collonattochastique d’équations différentielles
ayant des parametres d’entrée aléatoires, et pagtlal.[103] dans le cadre de problémes de
propagation d’incertitudes.

Dans le contexte de notre travail, les points dnation correspondant aux formules de
quadrature de Stroud d’ordre 2 et d’'ordre 3 seutifisés dans I'’équation (11.24) pour fournir
une estimation de l'intégrald-dimensionnelld). Comme évoqué auparavant, les formules
de quadrature de Stroud dordre 2 et d'ordre 3 pdent dintégrer avec précision
respectivement des polynédmes d’ordre 2 et d’ordr©3 I'intégrandef o T (u) ¥, (u) est
représentée par un polynébme d'ordie, ou p est lI'ordre du développement en chaos
polynémial. Ainsi, si I'ordrep du développement en chaos polynémial est élevég(ce
garantit une meilleure approximation de la répahsenodele) les formules de quadrature de
Stroud ne garantissent pas une bonne précisionl'datimation de l'intégraldl. En effet, il

est clair que, si on veut obtenir une bonne eskimate I'intégralel, il faut se limiter a un
développement en chaos polynémial d’ordre 1, ceeqtinsuffisant pour garantir une bonne
approximation de la réponse du modéle sauf si-otlest linéaire.

11.3.4.2 Méthode de régression

La méthode de régression a été utilisée par Islikaji®8] pour la détermination des
coefficients d’un développement en chaos polynan@aintrairement aux méthodes décrites
précédemment, elle ne nécessite pas I'évaluationedintégrale multidimensionnelle. L'idée
de base de la méthode de régression est de déterimincoefficients du développement en
chaos polynémial en résolvant un probléme de msation au sens des moindres carrés.

. T T .
Soient a = {ay, g, -, Aq,_,} €8 PU) = (¥, (U), ¥, (U), ..., ¥,,_, (U)} respectivement
les coefficients inconnus et la base de développthe chaos polynémial, le probleme de
régression au sens des moindres carrés est dafini p
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a = Argmin{A(a) = E|(a"¥(V) - FX))[} (I1.48)

La condition d’optimalité% (@) (au sens de la minimisation) permet d’écrire llid§a
suivante :

E[P(PWU)Ta =EPWU)f(X)] (11.49)

Dans le sens ou le développement en chaos polyhésti@onstruit dans I'espace aléatoire
standard (dans lequel les parameétres incertaingeprésentés par des variables Gaussiennes
standard indépendantes), les composantes du veatéatoire ¥ (U) sont elles aussi
indépendantes. Par conséquent, I'espérance maigém@&@[¥ (U)W (U)T] se réduit a la
matrice unitélp.p, puisqu’elle représente par définition la matieecorrélation associée au
vecteur aléatoir®’ (U). L’équation (11.49) peut étre alors réécrite stauborme suivante :

a=EPW)fX)] (11.50)

En comparant les équations (11.50) et (1.22), autpconstater une équivalence entre les
coefficients du développement en chaos polyndnbétrus par la méthode de régression et
ceux fournis par la méthode de projection. Autretnuity les coefficients du développement
en chaos polynémial associés a la méthode de pimjemorrespondent a la minimisation de
I'erreur d’approximation au sens des moindres sarré

Nous nous proposons dans ce qui suit de présenf@rotédure permettant de résoudre le
probleme de minimisation défini par I'équation 48). Dans ce contexte, considéravs
réalisations{u!, u?, ...,u™}" du vecteur aléatoir&/ représentant les parametres incertains
dans l'espace aléatoire standard, yet {y%,y?, ...,yM}T un vecteur deM scalaires
représentant les réponses du modeéle enregistrgadiflarentes réalisations du vectdily on
peut écrire la forme empirique suivante de I'équrafil.49) :

[PI"[Pla=[P]"y (11.51)
ol [W]T[¥] est ditematrice d’'information et[¥] est une matrice de dimensi@® x P) dont
les lignes représentent les évaluations respectivede la base

P(U) = (¥, (), ¥, (U), ...,‘Pap_l(U)}T du développement en chaos polynémial aux
différentes réalisations du vectdilr.
Yy, @) o W, (uh)

: s (11.52)
Yy, W) o W, (uM)

Ainsi, les coefficientsa du développement en chaos polynémial associésnaéthode de
régression sont obtenus en calculant 'invef4€” [¥])~! de lamatrice d’information

a=~¥I"¥YD ¥y (I1.53)

An et Owen[109] ont désigné les coefficients du développement leaos polyndémial
obtenus par la méthode de projection par des coaifs quasi-régression, du fait que les
estimations ne tiennent pas compte de la matrioéodmation.

[¥] =

La méthode de régression présentée ci-dessusrelstig a la méthode de surface de réponse
[47-51] utilisée dans le contexte d'analyse de fiabill&ns ce contexte, les réalisations
{ful,u?, ..., uM}T du vecteurU représentant les parameétres incertains formenpldm
d’expérimentation. Une condition nécessaire danmstestruction du plan d’expérimentation
est que sa tailld/ ne doit pas étre inférieure au nomBreles coefficients a déterminer du
développement en chaos polynémial. Dans la pratifj@st souvent recommandé de ne pas
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calculer directement l'inverse de la matrice d’imf@ation [¥]” [#] comme c’est le cas dans
I'équation (I1.53). En effet, Berveilldd10] a constaté, dans le cas ou le plan d’expérierice es
construit a partir d'un nombre réduit de réalisations (i.e. la taill du plan
d’expérimentation est proche du nomhkPede coefficients du développement en chaos
polyndmial), que la matrice d’'informatiof’]?[¥] peut étremal conditionnégce qui se
traduit par I'apparition d’'un pivot de valeur fagblors de la résolution du systeme défini par
I'équation (11.53), et I'obtention par la suite delutions (i.e. coefficients du développement
en chaos polyndémial) de valeurs trés grandes. &aéguent, il faut utiliser une technique
appropriée telle que la méthode de décompositiovadaurs singuliéres (i.e. Singular Value
Decomposition SVDJ111] pour la résolution d'un tel type de probleme. Latmode SVD
consiste a fournir une décomposition de la matdieformation [¥]7[¥] de la forme
suivante :

[P17[¥] = [UIIW]V] (11.54)

ou [U] et[V] sont deux matrices orthonormales ([B][U]” = [V][V] = Ipyp), et[W] est
une matrice diagonale dont les composantes soitivessou nulles.

Ainsi, l'inverse ([P]7[¥]) ! de la matrice d’'information est obtenu par :
([PI"[¥D~" = [VI[diag(1/W)][U]" (I11.55)

En se référant a I'équation (11.55), on constate lguseul probléeme qu’on peut rencontrer par
I'application de la méthode SVD est que une ouiplus composantes de la diagonale de la
matrice [W] soient nulles. Dans ce contexte, Berveiller a psépune procédure pour
surmonter ce probleme que nous ne détaillons pas aatravail ; les lecteurs intéressés sont
ainsi invités a consulter la référerj@40].

Le choix du plan d’expérimentation est une étapgoitante de la méthode de régression, et
en particulier le choix de sa tailM. En effet, siM est proche du nomb#ede coefficients du
développement en chaos polynémial, nous avons Vilyga une forte probabilité que la
matrice d’information soit mal conditionnée. Cepanigl SiM est éleve, le nombre d’appels
au modele sera en conséquence éleve. La faconua spinple pour construire le plan
d’expérimentation est d'utiliser les simulations Bi®wnte-Carlo basées sur les techniques
d’échantillonnage présentées dans le paragrapht, &lles que les générateurs de nombres
pseudo-aléatoires, les tirages en hyper-cubedatas séquences de nombres quasi-aléatoires.
Isukapalli[108] a proposé de construire le plan d’expérimentadigrartir desn racines du
polynbme d'Hermite de degrén =p+1 (p est l'ordre du développement en chaos
polynémial). Etant donné qu'on a besoin de calc#lecoefficients du développement en
chaos polyndémial, le plan d’expérimentation doieétonstruit au minimum a partir d&
points choisis parmi toutes les combinaisons ptesilesm racines dans chaque direction
(i.e. la direction associée a chaque variable @il€gt Il a suggéré de choisir parmi toutes les
combinaisons possibles, 128 racines qui ont plus de probabilité d’apparaitedies que les
racines les plus proches de l'origine (si l'origine fait pas partie de ces points, il faut
I'ajouter au plan d’expérimentation).

Owen[112] a effectué une étude statistique détaillée suestisnations des coefficients du
développement en chaos polyndmial donnés par lnadétde régression. A titre illustratif, il

a montré que les estimations associées aux simngatie Monte-Carlo classiques (i.e.
utilisant les générateurs de nombres pseudo-atéai@ont asymptotiquement non biaisées et
leur variance asymptotique est donnée par :

V[&a]~%IE[‘I’(U)Ze(U)Z], M - o (11.56)
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oue(U) = f(X) — aT®(U) est le résidu de I'approximation.

La méthode de régression décrite ci-dessus corssistastruire un développement en chaos
polynémial en minimisant I'erreur d’approximatioru aens des moindres carrés en un
ensemble de points (i.e. plan d’expérimentatiomings dans I'espace aléatoire. Ainsi, le
probleme le plus récurent qui peut se manifestas da construction du développement en
chaos polynoémial est le sur-apprentissage ou sistanent (overfitting). En effet, le défi
principal ne consiste pas a représenter le modgleEement en un certain nombre de points
d’expérimentation mais dans tout I'espace alégtotfeu la nécessité d’introduire un
parameétre qui contrdle le probleme de sur-ajusténi@ams notre cas d’approximation de la
réponse d'un modele par un développement en chabmdmial, le seul parameétre
permettant de contrdler le probleme de sur-ajustémst I'ordre totap de I'approximation
polyndmiale. Dans ce contexte, Lewandowski ef1dl3] ont proposeée trois méthodes pour la
détermination de l'ordrep optimal du développement en chaos polynémial ptamie
d’éviter le probléme de sur-ajustement : la méthadjasted-R la méthodeearly stoppinget

la méthodeWilcoxon rank sum test titre illustratif, la méthodeadjusted-R consiste a
choisir I'ordrep qui maximise le paramétre de corrélatidéfini par :

M-1
M-p-1
ou p? désigne le rapport de corrélation.

R2=1-(1-p? (11.57)

Le rapport de corrélation? ne doit pas étre confondu avec le coefficient aleétation qui
mesure la dépendance entre des variables aléatbiess défini dans le cadre de notre travail
(i.e. la construction d’'un développement en chagn@dmial) par :

v |E[(Y|a"®@))]]
VY]

Pour plus d’'informations concernant les autres odgh, le lecteur est invité a consulter la
référence[113] dans laquelle les auteurs ont proposé une étudhparative basée sur le
modeéle analytique de Oakley et O'Hadgam4].

La méthode de régression basée sur la minimisdtolerreur d’approximation au sens des
moindres carrés est facile a implémenter. En afiefait de son caractére non intrusif, elle ne
nécessite que I'évaluation du modéle aux points ¢ilan d’expérimentation et I'obtention
des coefficients du développement en chaos polyalopar des techniques usuelles de
résolution de systémes d’équations telles que edé SVD. De plus, son avantage majeur
est que la précision des estimations peut étreiar@éld’'une fagcon séquentielle. Autrement
dit, s’il s’est avére, pour un plan d’expérimerdaticontenanM points, que la précision est
inférieure a une tolérance préalablement définie, meut ajouter d’autres points
d’expérimentation pour améliorer la précision dstngations, et ce, sans perdre le bénéfice
des calculs précédents. Cependant, il faut noterdss précautions sont a prendre dans le
choix des points d’expérimentation ainsi que dans hombre.

p(Y,a™P(U)) = (11.58)

11.3.4.3 Analyse comparative

Les méthodes de projection consistent a estimeiniégrale par une somme pondérée et se
distinguent entre elles par le choix des pointsled pondérations d'intégration. Le choix
d’'une méthode par rapport a une autre dans unécapph donnée dépend de son aptitude a
fournir le meilleur compromis entre la précisioeestemps de calcul. Dans notre travail, nous
nous sommes intéressés aux methodes de proje@srplus populaires telles que les
méthodes de simulations et les méthodes de quagelrablous avons analysé leur
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comportement (leurs avantages et leurs limites)y pouvoir choisir par la suite la meilleure
meéthode, (i.e. celle qui garantit le meilleur coompis entre précision et colt de calcul) a
utiliser par la suite dans l'estimation des coéffits d'un développement en chaos
polyndmial. Nous en avons tiré les conclusionsesgsibus.

La méthode classique des simulations de Monte-Gsstorobuste. En effet, elle converge
indépendamment de la dimensidbhde lintégrale et de la complexité de la fonctian

intégrer. Cependant, son taux de convergence asio est e (1/vM), ce qui se traduit
par une convergence lente. Afin d’y remédier, oatpdiliser une procédure de tirages en
hyper-cube latin, ce qui permet de générer destpadimtégration répartis d’une fagon plus
uniforme dans I'espace aléatoire que les nombregdusaléatoires. Dans le méme contexte,
on peut employer également les séquences de nombassaléatoires qui garantissent plus
d’uniformité dans la répartition des points d’imagpn dans I'espace aléatoire. Cependant, on
peut perdre en robustesse si la fonction a intégratsente des irrégularités. Dans le cas
contraire, la vitesse de convergence est meillgueecelle des simulations de Monte-Carlo

. logN (M
classiques, avec un taux de convergena@ @%QML)

Les méthodes de quadrature sont des alternativeméthodes de simulations pour le calcul
d’intégrales multidimensionnelles. Leur applicatioécessite la régularité de I'intégrande, ce
qui limite leur robustesse. La version la plus danges méthodes de quadrature (i.e. celle
construite a partir d'un produit tensoriel complete formules de quadratures
unidimensionnelles) n’est envisageable que lordgudimensionN de I'intégrale a calculer
est faible. En effet, pour cette version, le nomibeppels au modéle augmente d’une fagon
exponentielle. Afin de surmonter se probléme, out peiliser la méthode de quadrature de
Smolyak qui est basée sur un produit tensoriel igdade formules de quadrature
unidimensionnelles. Autrement dit, les points dgration ne sont pas répartis d’une fagon
isotrope (comme dans le cas de la méthode de queslstandard). Ainsi, le nombre d’appels
au modele augmente d’'une facon polynémiale et ras gxponentielle. La méthode de
guadrature de Stroud est trés efficace surtout Baoas ou la dimensioN de I'intégrale est
élevée. Cependant, étant donné qu’une bonne meamdést garantie que pour l'intégration
d’'un polynébme de degré inférieur ou égal a 3, goplieation n'est pas envisageable dans
notre étude (i.e. calcul d’intégraleN-dimensionnelles associées aux coefficients du
développement en chaos polynémial), puisque le n@ohe de degré&p représentant
l'intégrande f o T (u) ¥,(u) peut dépasser le degré 3. A I'exception du casndedéles
linéaires, on a souvent besoin d'un développemerchaos polynémial d’ordre supérieur a 1
pour garantir une bonne représentation de la répdnsnodéle.

Dans notre travail, le choix de la méthode d'inédign dépend essentiellement de deux
parametres : le nombre de paramétres incerfdigsii reflete la dimension de l'intégrale a
évaluer et la complexité (ex. non-linéarité) du &ledyui reflete I'irrégularité de I'intégrande.
Lorsque le nombre de parametres incertains esé €lex. > 15) les simulations de Monte-
Carlo sont plus adaptées pour calculer lintégrBlelimensionnellel) associée aux
coefficients du développement en chaos polynénilahs les situations pour lesquelles le
nombre de parametres incertains est modéré~(Lg), la méthode de quadrature de Smolyak
peut fournir le meilleur compromis entre précisien codt de calcul. Cependant, il faut
signaler que lorsqu'on ne dispose pas dinformatigréalables sur la régularité de
l'intégrande, on doit prendre beaucoup de précastians I'utilisation de la quadrature de
Smolyak.

Contrairement aux méthodes de projection, la méthael régression ne fait pas intervenir
'évaluation d’une intégrale multidimensionnelle.am® ce contexte, les coefficients du
développement en chaos polynémial sont détermingsrésolvant un probleme de
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minimisation au sens des moindres carrés. L’'avantagjeur de cette méthode est gu’elle est
facile a implémenter. De plus, le nombre d’appelsreodele est indépendant du nombre de
parametres incertains mais est lié a I'ordre dwebgppement en chaos polyndémial. Ainsi, si
'ordre du développement en chaos polynémial eststhelevé pour garantir la précision, la
méthode de régression peut étre colteuse en téapgets au modeéle.

[1.3.5 Post-traitements basés sur le DCP

Une fois le développement en chaos polynémial dépanse du modeéle construit, plusieurs
types de post-traitements sont possibles afin etéfier des analyses de tendance centrale (i.e.
détermination des moments statistiques de la VareBatoireY et construction de sa densité
de probabilité), des analyses de fiabilité (i.ealéation de la probabilité de défaillance vis-a-
vis d’'un scénario de défaillance), ou des analgkesensibilité (i.e. calcul des indices de
sensibilité globale associés a une décompositiotadeariance). Dans ce qui suit, nous
présentons les procédures permettant d'effectugrtroés types d’analyses a partir d’'une
représentation en chaos polyndémial.

11.3.5.1 Analyse de tendance centrale

11.3.5.1.1 Calcul des moments statistiques

Les moments statistiques peuvent étre déterminésenoeffectuant des simulations de

Monte-Carlo sur la formulation explicite obtenue fEadéveloppement en chaos polynémial,
soit analytiquement en utilisant les coefficienisdi#veloppement en chaos polynémial. Dans
ce contexte la moyennk , et la varianceﬁ,?,p sont données respectivement par :

r P

fyp =E Z a, v, = ay (I11.59)
L|a|=0 .
14 P p
6rp =V Z aq ¥ (U)| = Z ag E[¥7] = Z ag (11.60)
Lla|=0 i lal=1 la|=1

Les estimationﬁy,p etky, respectivement du coefficient d'asyméie= —E[(v-uy)?] et du
5%
coefficient d’aplatissememt, = —E[(v-uy)*] sont données par :
9%

14 14 14
1
Ovp = =3~ z z z dalply E[¥a Vgt (I1.61)
VP |al=1|B]= 1|y| 1
1 14 14
Ryp = =5 z z z o058, 05 E[V,¥p¥, V5] (11.62)
VP |al=11B1=1 [yI=1 [yI=1

Puisque les polyndmes d’Hermite unidimensionnelsisttuent une base orthogonale
(équation (11.19)) et ont de plus la propriété :
i+]
H (W H; (1) = Z CoieH; (w) (I1.63)
k=li-j]

avec .
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i+j+k
(Cijk:O SlTeN

_ ijlk! cinon (I1.64)

Cijie <i+j—k),(i+k—j),(j+k—1>l
2 ' 2 ' 2 '

les espérances mathématique§¥,¥,¥,| et E[¥,¥p¥,¥5| peuvent étre obtenues
analytiquement sans trop de difficultés. On note Gumajorité des termes des sommations
présentes dans les équations (11.63) et (11.64) sates, ce qui simplifie considérablement le
calcul. Cependant, dans le cas ou l'orpréu développement en chaos polyndmial est élevé,
ce qui implique un nombrB élevé de coefficients, I'estimation du coefficiebdsymétries,
et du coefficient d’aplatissement, respectivement par les équations (11.63) et ()I.pdut
induire un temps de calcul prohibitif. Dans ce e, on peut employer les techniques
d’intégration par quadrature en substituant le reodear son développement en chaos
polynémial.

11.3.5.1.2 Construction de la densité de probabilité

La densité de probabilité est un parameétre essaldies la caractérisation d’'une variable
aléatoire. Elle peut étre construite a partir desnents statistiques de la variable aléatoire en
utilisant la méthode de Pearsdd] ou la méthode de Johnsfib]. Cependant, I'expérience

a montré que ces méthodes sont peu précises. Ruisdispose d'une représentation
explicite de la réponse du modeéle fournie par leetidppement en chaos polynémial, les
simulations de Monte-Carlo ne sont pas colteusetereme de temps de calcul et peuvent
ainsi servir de base pour la construction de lsitiemle probabilité de la variable aléatdire
représentant la réponse du modéle.

On considéreM réalisations{y!,y?,...,y™} de la variable aléatoir&’ obtenues par
simulations de Monte-Carlo du développement en <hgmlyndmial aux points
{ul,u?,..,uM}. Ces réalisations sont utilisées par la suite paurconstruction d'un
histogramme contenamt classes. Pour cela, on se fixe tout d’abord unmaebsupérieure
— 1 .,,2 M nfArI — ; 1 .,,2 M
Ysup = max({y*,y% ..,y"}) et une borne inférieurey;,; = min({y",y%, ..,y"})
représentant I'étendue de I'histogramme. Ensulietetvalle [ymf,ysup] est divisé emm
classes de largeurs constantes egales &, — yinr/m. On note que le nombre de classes
m est souvent déterminé par la regle de Sturges] définie par :

m =1+ log,(M) (11.65)
oulog, est le logarithme de base 2.

L’effectif M; de chaque classe (i.e. le nombre de réalisafiphg/?, ...,yM} appartenant a
une classe) est calculé par :

M
Ml' = Z H]yinf+(i_1)A'3/inf+iA] (yk) (II 66)
k

ou [y =Dy +i)] désigne la fonction indicatrice définie sur lintalle |y;,r +
(l - 1)Ai,yinf + lAl]

En divisant les effectif§M;}/~, correspondants aux différentes classes par ladargde la
classe, nous obtenons points de la courbe de la densité de probabil@élad variable
aléatoireY. Afin d’obtenir une courbe plus lisse, YL16] a proposé de construire la densité
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de probabilité en moyennant plusieurs histogrambas®s sur le méme nombre de classes,
mais dont les centres sont différents.

11.3.5.1.3 Exemple d'illustration

Dans ce paragraphe, nous nous proposons d’étadpmmétision et I'efficacité de I'approche
probabiliste basée sur le développement en chadsm@mial pour la résolution d'un
probleme de propagation d’incertitude. Pour ceefaious considérons le modeéle défini par la
fonction polyndémiale suivan{@17]:

y=x%+x3 +x2 + x1x, + 2x,x3 + 4x1%3 (I111.62)

ol les paramétres incertaifag};_, sont identiquement distribués selon une loi Ganss de
moyenne unité et d’écart-type Dans un premier temps, les intégraleslimensionnelles
représentant les coefficients du développement feaos polyndmial sont calculées par
simulations de Monte-Carlo basées sur des éclamitbbtenus par un générateur de nombres
pseudo-aléatoires, des tirages dans un hyper-atineet des séquences quasi-aléatoires. La
précision globale du développement en chaos polialdéest évaluée par une mesure
normalisée de l'erreus;,» définie au sens des moindres carrés. Autremenkadihesure de
l'erreur €0 permet d'évaluer la capacité du développement lemox polyndmial a
reproduire le modéle cible. Elle est définie par :

E[(y0 =3, 0) |
FLoF = ViyX)]

ouyy, est le développement en chaos polynomial d'opdde la réponsg du modele dont
les coefficients sont obtenus par simulations deteél@Carlo basées sur un échantillonMie
points. La détermination des différentes grandearss I'équation (11.68) n’est pas triviale,
surtout quand le modele n’est pas disponible sousd explicite. Afin de surmonter ce
probléme, la mesure de I'erregjp» peut étre estimée par simulations de Monte-Caata p

(I1.68)

M

éLoF = M 01; Z (Y(xi) - YM,p(xi))z (11.69)

M,p i=1
ou Oyy, €St I'écart-type de la réponse du modele, calemléutilisant les coefficients du

développement en chao polynémial. Les figures #.1 11.10b illustrent, en échelle
logarithmique, I'évolution de l'erreug,,r, pour différents échantillons obtenus par un
générateur pseudo-aléatoire, des tirages dans par-bybe latin et la séquence quasi-
aléatoire de Halton, en fonction du nombre de sahs, respectivement pouar= 0,3 et

o = 0,6. On note que les calculs sont effectués en coraitéin développement en chaos
polynémial d’ordre 2, afin de reproduire exactemieniodele défini par I'équation (11.67).
Ainsi, I'erreur d’approximation est due seulemenieéreur d’intégration lors de I'estimation
des coefficients du développement en chaos polyaldmi
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(a) ¢=0.3 () o=0.6

10? . 10?

ELOF

——  Pseudo—aléatoire —  Pseudo—aléatoire

= Hyper—cube latin = Hyper—cube latin

——  Sequence de Halton — Sequence de Halton

10° 10* 10? 10° 10 10° 10* 10? 10° 10

Nombre de simulations Nombre de simulations

Figure Il. 10 : Comparaison pour différents échantillons de I'éviol de I'erreure o €n fonction du
nombre de simulations

On constate que les simulations de Monte-Carlodsasér la séquence de nombres quasi-
aléatoires de Halton convergent plus rapidementoglies basées sur les nombres pseudo-
aléatoires et les tirages dans un hyper-cube la¢itaux de convergence des simulations de
Monte-Carlo n’est pas affecté par le niveau de etispn (mesuré par I'écart-type des
parametres incertaines du modele. On note aussiegugrages dans un hyper-cube latin
améliorent I'efficacité des simulations de MontedGaar comparaison aux nombres pseudo-
aléatoires, particulierement dans le cas ou laedsspn est relativement élevée.

Tableau Il. 3 : Comparaison des estimations des moments statistigiéa réponse du modele défini
par I'équation (11.67)

=03 g=0,6

Hyp Oyp Oy p Kyp  ELor(%)  Hyp Oy p Oy » Kyp  ELor(%)

MC 10,285 3,586 0,470 3,297 12,6 11,128,299 0,918 4,144 51,4
HL 10,262 3,561 0,543 3,407 11,9 11,063,325 0,947 4,412 2,62
Halton 10,270 3,520 0,491 3,328 1,38 11,08 7,226 1,018224,2 0,5

Exact 10,27 3,545 0,507 3,363 - 11,08 7,212 1,015 4,346 -

Nous nous intéressons maintenant a la convergesgguhtre premiers moments statistiques
de la réponsey en fonction de la dispersion. Le tableau 11.3 compare les estimations
obtenues a partir des coefficients du développeeichaos polynémial dont les coefficients
sont calculés par simulations de Monte-Carlo basggsectivement sur les nombres pseudo-
aléatoires, les tirages dans un hyper-cube latlesehombres quasi-aléatoires associés a la
séquence de Halton.

On note que la solution de référence est obtenuaipaalcul analytique. On constate que
toutes les méthodes convergent vers la solutiorctexaCependant, les nombres quasi-
aléatoires associés a la séquence de Halton feamites meilleures estimations, en terme de
précision, des moments statistiques. Cela esfigudi plus par la valeur de I'errejiyz, qui

est de I'ordre de 1,3%. On note aussi que la poécie I'approche probabiliste proposée (i.e.
basée sur un couplage entre le développement es g@ynomial et les simulations de
Monte-Carlo) n’est pas affectée par la dispersies ghrametres d’entrée.

La densité de probabilité,(y) de la réponse du modele est obtenue par diffé&yente
méthodes : d’'une part, la solution de référenceobtnue par simulations de Monte-Carlo
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basées sur £0évaluations du modéle (11.67), et d'autre partteelensité est construite a
partir de 18 évaluations du développement en chaos polynénuiat s coefficients sont
obtenus par différentes méthodes. On constateegusolutions basées sur les tirages dans un
hyper-cube latin et les nombres quasi-aléatoirescads a la séquence de Halton sont en bon
accord avec la solution de référence.

0.14

- - Pseudo—aléatoire
012} - - Hyper—cube latin ||
Sequence de Halton

—  Ezact

0.10

0.08 -

f)(y)

0.06

0.04

0.02 -

0.00

0 5 10 15 20 25 30 35
Yy

Figure Il. 11 : Comparaison de la densité de probabilig¥ obtenue par les simulations de Monte-
Carlo sur le développement en chaos polynédmiahdéponse du modele

[1.3.5.2 Analyses de fiabilité

En se référant au cas €lémentaire présenté daadgraphe 1.4.1, la fonction d’état limite
peut étre définie dans le contexte de problemasyéiiierie comme la confrontation entre
deux quantités fondamentales : IRésistance et la «Sollicitation »du systéme. Elle s’écrit
dans I'espace aléatoire standard par :

H(U)=R()-S (11.70)

Afin de construire une représentation explicitel@donction d’état limite, la résistande
disponible au départ sous forme implicite est stu#st par son développement en chaos
polynémial. Ainsi, I'équation (11.70) est réécrigeus la forme suivante :

P-1

H(U) = Z a, W (U) — S (I1.71)

k=0
Cette forme explicite de la fonction d’état limipeut étre utilisée par les simulations de
Monte-Carlo ou par les méthodes d’approximation MO SORM (cf. 1.4.2.2) pour fournir
une estimation de la probabilité de défaillanceasBile probleme d’analyse de fiabilité dont
la difficulté consiste initialement a I'évaluatiofune intégraleN-dimensionnelle, est réduit a
la construction d'un développement en chaos polyabde la fonction d’état limite dont la
difficulté principale est de déterminer les coééfits inconnus. On note aussi que, puisque la
densité de probabilité de la variable aléatoir@eés a la fonction d'état limit6 (U) peut
étre construite en suivant la procédure décritesdarparagraphe précédent, elle peut étre
utilisée dans I'estimation de la probabilité deadé&ince (i.e. par intégration directe de la
densité de probabilité). Cependant, il faut notee gette approche n’est conseillée que pour
I'estimation des probabilités de défaillance d'erdievé (i.e> 1073).
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11.3.5.3 Analyses de sensibilité globale

Le calcul des indices de sensibilité de Soboll(6f2.2), souvent effectué par les simulations
de Monte-Carlo, est colteux en terme d’appels adeéleomécanique. Pour y remédier, les
indices de Sobol peuvent étre déterminés analytigné a partir des coefficients du

développement en chaos polynémial de la réponsenaidele. La procédure a suivre est
présentée dans ce qui qUi18].

Soit7;, ;. I'ensemble des multi-indicas tel que les indices, ..., iy sont non nuls :

| ae>o0vk=1,.Nke€ (i, ..., i5)

Tigts = {“' ap =0Vk=1,..Nk & (iy, ..., is) (I1.72)

On note queJ; correspond aux polyndémes du développement en cpalymémial qui
dépendent seulement du parameétre d’entreéEn se basant sur cette notation, Fes 1

. A P R , s
termes correspondant a la base polynoml{}lg};j_o peuvent étre rassemblés en se référant

aux parametres dont ils sont dépendants. Ainslgleloppement en chaos polynémial de la
variable aléatoir& représentant la réponse du modeéle peut étre rééda facon suivante :

Y =q, +2N:Z aq W (u;)

i=1 a€J;

+z z Z a“qfa(uil,uiz)

i1=1 l2211+1 aegi1’i2

N N N
+z z Z 2 aallfa(uil,uiz,ui3)+---

i1=1 i2=i1+1 i3=i2+1 aegilriz'i3

+ z aallfa(uil,uiz, ...,ul-N) (11.73)

aglyy, iy

ou le termeXges, aq¥y(ui, ui,, .., u;,) est une fonction polyndmiale qui dépend

seulement des parameétres d’entrée correspondaimaiogs(i,, ..., i;). Par identification, les
termes du développement en chaos polynémial doan&gmuation (I1.73) correspondent a
ceux de la décomposition de Sobol de la fonctionég§ue f(X) représentant le modele.
Ainsi, puisque la décomposition de Sobol est uniguepeut conclure que I'équation (11.73)
est la décomposition de Sobol de la foncifgX).

Par conséquent, il est facile dobtenir les indicks sensibilité de Sobol a partir des
coefficients du développement en chaos polynonkial.effet, les indices du sensibilité de
premier ordre, les indices de sensibilité d’'ordopé&ieur a 1 et les indices de sensibilité
totaux sont respectivement donnés par :

. 1
Sip =75~ ), GaEl¥] (11.74)
Y.p a€ld;
. 1
Sty isip = 62 Z az E[¥¢] (11.75)
P aeg

107



Chapitre 1l : problemes a dimension stochastigaeés

. 1

Sip = =3 Z ag E[¥7] (11.76)
% acy’t

ol J; désigne I'ensemble des indices dontii®¢ composant est non nul, c'est-a-dire
JF={aeN":0< ¥V ar < 1,a, #0}.

Suite au développement présenté ci-dessus, oncpaalure que, une fois le développement
en chaos polynémial de la variable aléatdireonstruit, le2V — 1 indices de sensibilité de

Sobol sont directement déterminés a partir desficmafts du développement en chaos
polyndmial sans avoir recours a des appels suppiines au modele.

1.4 Meéthode de décomposition de la dimension

La méthode de décomposition de la dimension (MDi)scste a représenter une foncthdn
dimensionnelle par une somme hiérarchisée de forctde dimensions croissantes. La
premiéere version de cette méthode a été proposéidqedfding[119]. Dans le contexte des
statistiques, elle est connue sous le nom de déusitign de la variancgl20]. Elle a été
reprise et développée par plusieurs auteurs ddfésedits contextes scientifiques. En effet,
Sobol[51] I'a utilisée dans le contexte d’analyse de seliglpour quantifier la contribution
de l'aléa relatif & chaque paramétre incertain doodele donné sur la variabilité de sa
réponse. Rabitz et Alig6] ont employé la méthode de décomposition de la mkina dans

la construction d'approximations de modéles dépendaun grand nombre de paramétres
d’entrée, représentant des réactions chimiquess laméme contexte, et dans le but d’en
améliorer I'efficacité, Li et al[121] ont utilisé des polyndmes orthogonaux et des Bwspl
cubigues comme alternatives aux simulations de ®iQarlo pour construire les
fonctionnelles présentes dans cette approximatiBlus récemment, la méthode de
décomposition de la dimension a été le sujet dsigius applications, notamment, pour
I'estimation des moments statistiqgy&22], et I'analyse de fiabilit§123].

I1.4.1 Représentation d’'une fonctionN-dimensionnelle

En se référant a la méthode de décomposition dkmansion, la réponsg d’'un modele
guelconque dépendant dé¢ parametres incertains = (x4, ..., xy), S’écrit sous la forme
suivante :

N N-1 N
y=f(x)=fo+ ka(xk) + z z fkl,kz(xkl'xkz)
k=1 ki=1ky=Fk,+1
N-s+1 N

T S

k1=1 kS=kS—1+1

+o At fr v (e e, Xy) (I1.77)

ou f, est une constantef;(x;) est une fonction unidimensionnelle représentant la
contribution individuelle du parametrg, fi, «, (xkl,xkz) est une fonction bidimensionnelle
représentant la contribution de l'interaction desametres, et x,,, etfkl,m,ks(xkl, ...,xks)

une fonction représentant la contribution de liiatgion des parametreg , xy,,..., etxy , et
ainsi de suite. Le dernier termg n(xy,..,xy) peut étre considéré comme le résidu

correspondant a la contribution de linteractiortrertous les parametres d’entrée sur la
réponse du modele. Dans la pratique, le développemi@enné par I'équation (I.77) est
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tronqué a un ordre. Ainsi, une approximatioy; = f;(x) s-dimensionnelle de la réponse
y = f(x) s’écrit :
N-1 N

N
Vs =fot ka(xk) + Z Z fkl,kz(xklixkz)
k=1 k1=1 k2=k1+1
N-s+1 N

o Z z Fewre (s oo X)) (11.78)

k1=1 kS=kS—1+1

Il est clair, a partir de I'équation (1.78), qu'a@riois I'ordres de la décomposition est choisi, il
reste a déterminer la constanfg et les différentes composantes fonctionnefigBe;),
feoie, (Xkp Xie,) €t fier,. i (Xk,, -, X, ) POUF construire une approximatismimensionnelley
de la réponse du modéle.

Dans un premier temps, il faut définir un point réérencex* = (xj, ..., xy5) au voisinage
duquel I'approximation est construite. Dans la igwa, le choix du point de référengé est
crucial dans la construction de I'approximationrfoa par la méthode de décomposition de la
dimension, surtout lorsque cette derniere est dienidaux fonctionnelles d’ordre 1 ou aux
fonctionnelles d’ordre 2. Sur ce point, Solfb24] a montré que définir les coordonnées du
point de référence comme les valeurs moyennes aigpe des parameétres incertains peut
étre considéré comme un choix optimal. Ensuitedi#&rentes fonctionnelles impliquées par
'ordre de la décomposition choisi, sont déterminées a partir de I'évaluationmodele le
long des droites (i.e. fonctionnelles dépendantndaeul parametre), des surfaces (i.e.
fonctionnelles dépendant de deux parametres) evalasmes (i.e. fonctionnelles dépendant
de trois parameétres) qui sont associees au poirgfdeencex*. Ce processus de calcul peut
étre représenté par les relations suivantes, eldse différentes fonctionnelles du
développement (11.78) :

fo=Fx") (11.79)
fieCxi) = f G x3) — fo (11.80)
fkbkz (xk1'xkz) = f(xkﬂxkz'xzbkz) - f(xk1'x;1) - f(xkz'xzz) - fO (H' 81)

ou la notation(xy, x3,) = (X1, -+, Xp—1, Xk, Xp 41, -, Xy ) indique que seul le paramétrg est

considéré comme variable et que tous les param@tys, sont fixés aux coordonnées du
i+k

point de référence ; de la méme fag@x)dl,xkz,x;bkz) indique que tous les parametres sont

flxes_ayx, cordonnées d_u point de reAference a/ltmﬂne_ des parametres,, etx,, qui sont

considérés comme variables. La méme procédure Igjapppour les composantes d’ordre

plus élevé. Ainsi, chaque fonctionnelle d’ordref,Xx;) est définie le long de la droite

engendree par la variation du paramefreet chaque fonctionnelle d’ordref2, ., (xkl,xkz)

est définie dans le plan formé par les deux drategendrées respectivement par la variation

des parametres,, etxy,.

Supposons la fonctiofi(x) continue, différentiable, et gu’elle possede uwetlgppement en
série de Taylor convergent au point de référericeéfini par :

co N .

1 0 i

f@)|x=p = f(x") + Z I a_xf x)(x —x) +R; (11.82)
i=1  j=1

ou
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i=1 ] 1
00 oo N—-1 N Co s
1 all+lzf . i
* 2, (s, = 33)" =) Ry (1189
- ; ll! lZ! 4 , axhxfz
i1=1i=1 J1=1 jz=j1+1

ou R, désigne le résidu contenant les termes d’ordrériayr a 1 etR; désigne le résidu
contenant les termes d'ordre supérieur a 2. On gate les équations (11.82) et (11.83)
représentent respectivement les développementriende Taylor d’ordre 2 et d’ordre 3 de la
fonction f(x). En se référant a I'équation (11.78), 'approximoaty, d’'ordre 1 de la réponse
du modéle s’écrit :

N
V1 :fO+ka(xk) (11.84)
k=1

En substituant les équations (11.79) et (11.80)slBéquation (11.84) nous obtenons :

N
Po = D fil o e X K 3 = (N = D) (11.85)
k=1

ou chaque terme dans la sommation est une fondtionseul parametre d’entrée. Ainsi, le
développement en série de Taylor qui lui correspEstdiéfini au point de référengé par :

Pilx=xr = f(x7) +Z Z—(x ) (% —xj*)i (11.86)

La comparaison des équations (11.82) et (11.86) trque I'erreue = y — ¥,, dans le cas ou
on utilise une approximation d’ordre 1, n'est aufiee le résidur, défini par les termes
d’ordre supérieur ou égal a 2 du développementga de Taylor. De plus, on note que si la
fonction f(x) est suffisamment réguliere et possede un dévetoppeen série de Taylor
convergent, les termes d'ordre élevé représenesitidteractions entre deux paramétres
d’entrée ou plus sont la plupart du temps négliggsalpar rapport au terme d’ordre 1
correspondant a l'effet individuel de chaque pataenél’entrée. Ainsi, I'approximation
d’ordre 1 résultant de la méthode de décomposid®na dimension suffit pour représenter
adéquatement la réponse du modele.

De la méme maniere, en se basant sur I'équatiof8y]Il'approximationy, d’ordre 2 fournie
par la méthode de décomposition de la dimensiéaris’

N-1 N

N
Vo=fo+ ka(xk) + z z fkl,kz(xkl;xkz) (11.87)
k=1

k1=1 k2=k1+1

ol le termefy, x, (xx,, xx,) représente I'effet de l'interaction entre les dpaxamétres, et

x,- A partir de I'équation (11.87) on constate quapproximationy, d'ordre 2 de la réponse
du modele n'est autre que la somme d'une approiemad’ordre 1 et des termes
correspondant aux interactions d’ordre 2 (i.e.daisintervenir seulement deux parametres
d’entrée). Cet aspect peut contribuer a facilitemglémentation de la méthode de
décomposition de la dimension. En effet, si parngde on choisit de construire une
approximation d’'ordre 1 et on s’est rendu compte gette derniére n’est pas assez précise
pour représenter adéquatement la réponse du medetgiestion, on peut construire une
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approximation d’ordre 2 simplement en déterminad termesfkl,kz(xkl,xkz) et sans
reprendre la totalité du calcul.

Le développement en série de Taylor associé arbppationy, d’ordre 2 de la réponse du
modéle, est défini au point de référencepar :

A x*—f(x)+z Za ) - %)
=1

co 00 N-1
1
+ . 1i,]
l1:1y:
i1=1i2=1 1 2° 5

Comme dans le cas d’'une approximation d’ordre Tolaparaison des équations (I1.83) et
(11.88) montre que l'erreur d’approximation=y — y, n’'est autre que le résidR; qui
englobe les termes représentant les interactioins &ois paramétres d’entrée ou plus. Ainsi,
une approximation d’ordre 2 de la réponse du modeteévidement plus précise qu’'une
approximation d'ordre 1 puisqu’elle tient comptesdateractions correspondant aux
différents couples formés par les parametres ddentre qui lui confere une grande flexibilité
et par conséquent une forte probabilité de capteoinportement réel du modéle considéré.

O ) = x2) (= 52 (11.88)

J1=1Jj2=j1+1

La procédure décrite ci-dessus pour construirapgsoximations d’ordre 1 et d’ordre 2 peut
étre généralisée pour I'ordse Ainsi, I'approximations-dimensionnelle]l < s < N, associée
a la méthode de décomposition de la dimensionis'écr

s N-—s+i+1 N
375=Z(—1)iCz‘v-s+z-1 Z Z Feriers(Xeps Xieys o i) (11.89)
i=0 k=1 kg_i=kg_j—1+1

ou la notation(xkl,xkz, ...,xks) = (xi*, ...,x,’;l_l,xkl,x,’;lﬂ, ...,x,’;s_i_l,xks_i,x,ﬁs_iﬂ, ...,x;(,)
signifie que tous les parametres d’entrée sonsfeud coordonnées respectives du point de
référence a I'exception des paramegsxy,, ..., i, qui sont considérés comme variables.

Supposons qu’on puisse construire un développee'resérie de Taylor convergent, pour la

fonction N-dimensionnellef (x), sous la formeT(f,R) = ¥R, t;, les termes{t;})., du
développement en série de Taylor construit au mEneférenca™ sont donnés par :
to = f(x")
o] N ,
1 o'f N
= )2, 3 0 =)
i=1  j=1
[ee) (o] N-1 N , ,
1 all+lzf I:Z
= — 7 (x(x: — 11.90
0= 2 Qe 2 Gy 00 =5 (= %) (190
i1=11i=1 J1=1 jz=j1+1

1 ai1+-~+i1vf w1 in
he Y o S Y (5" G~ 5)
VAV LR P I N  0xj, -+ 0x;
i1,02,0iN J1<iz<-<jn 7* N
Soit fz = fkl,__,kR(xI, s Xiey =1 Xiey» Xk 410+ » Xkp—10 Xkgr Xhep+10 ., Xy), 0 <R <s, un terme
de I'approximatiors-dimensionnelle définie par I'équation (11.89), giépend seulement &e
parametres d’entrée. Le développement en sériaag®rTqui lui est associé, est exprimé au
point de référence” par :
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R
fr = Z Crry tr (I1.91)
r=0

En examinant les équations (I11.90) et (11.91), et faisant référence au théoréme de
décomposition des fonctions multidimensionnelles, & Rahmar125] ont montré que
'approximations-dimensionnelley,, définie par I'équation (11.89), contient tous lEsmes
d’ordre inférieur ou égal & du développement en série de Taylor de la fonchibn
dimensionnellef (x). En effet, par analogie avec le développementeffeauparavant pour
les approximations d’ordre 1 et d’ordre 2, la comjson de la forme explicite de I'équation
(11.89) et du développement en série de Taylorad®hctionN-dimensionnellef (x), montre
gue l'erreur résiduelle = y — j; associée a une approximation d’ordre’est autre que le
résidu Rs,,; constitué des termes d’ordre supérieur ou egaHal. Les approximations
d’ordre 1 ou d’ordre 2 définies respectivementlparéquations (11.85) et (11.87) peuvent étre
obtenues directement en remplacantdans I'équation (11.89) par 1 ou 2. Ainsi, des
approximations de différents ordres peuvent étresttaites facilement en utilisant I'équation
(11.89). On note que cette derniére converge \@f®hction exact¢ (x) lorsques tend vers
N.

En fixant I'ordres de la décomposition, la réponse d’'un modéle déupendeN parametres
peut étre représentée par une approximation faggapel, au pire des cas, a des fonct®ns
dimensionnelles. Dans le cas ou il existe un oddrelécomposition << N garantissant une
bonne approximation de la réponse du modéle, cetat pcontribuer a réduire
considérablement les efforts de calcul. En effettecreprésentation exploite le fait que I'effet
des interactions dordres (i.e. faisant intervenirs parametres d’entrée) pourrait étre
négligeable quand tend versN, et par conséquent les termes dépendant de plus de
parametres d’entrée peuvent étre omis tout en tiggant une approximation précise de la
réponse du modéle. Cette idée a été exploitéeudapsemier temps par Xu et Rahnjags]
pour calculer les moments statistiques de la répohs systéme meécanique en substituant
I'évaluation des intégral@s-dimensionnelles souvent complexes, par une séntgraless-
dimensionnelles plus simples & évaluer. Dans unxidme temps, les mémes auteurs ont
utilisé cette idée en conjonction avec les polyn®mdénterpolation de Lagrange ou la
projection sur la base de polyndmes orthogonaux [@ogonstruction d’'une représentation
explicite de modeles dont le comportement étaitialement défini par une formulation
implicite (par exemple une modélisation par élémefinis). Cette surface de réponse
stochastique a été utilisée par la suite dansliaaade fiabilité[123] ou dans le calcul des
indices de sensibilité de Sob¢§l26]. Les stratégies d'utilisation de la méthode de
décomposition dans les contextes d’'analyse de meedeentrale (i.e. calcul des moments
stochastiques), d’'analyse de fiabilité (i.e. estiomde fiabilité vis-a-vis d’un scénario de
défaillance donné) et de la décomposition de leamae (i.e. calcul des indices de sensibilité
de Sobol) sont présentées en détail dans ce dqui sui

11.4.2 Intégration par réduction de la dimension

[1.4.2.1 Présentation

Dans les problemes d’ingénierie, on est souventnama manipuler des intégrales
multidimensionnelles. Cette situation est fréquatdas le cadre d’'une analyse stochastique
du comportement d’'un systéme physique pour lequelcertain nombre de parametres
d’entrée sont incertains, visant soit le calcul desments statistiques de la réponse du
systeme, soit I'évaluation de I'intégrité du syseewis-a-vis d’un scénario de défaillance. La
difficulté majeure dans I'estimation de ces intéggamultidimensionnelles par les méthodes
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d’intégrations numériques classiques telles quéelesniques de quadrature est que le nombre
d’appels au modele croit d’une facon exponentielisque la dimension de l'intégrale est
élevée, ce qui rend le calcul inabordable dansigeoti la simulation du modeéle est exigeante
en terme de temps de calcul. Afin de pallier cebjgnme, Xu et Rahmaji25] ont proposeé
d’utiliser la méthode de décomposition de la dinemprésentée auparavant pour réduire la
dimension de l'intégrale a évaluer. En effet, ldadde base consiste, avant de procéder a
l'intégration, & remplacer I'intégrande par une ragpmations-dimensionnelle telle que celle
définie par I'équation (11.89). Par conséquent, umégraleN-dimensionnelle est substituée
par une série dintégralesdimensionnelles s(« N) dont I'évaluation est abordable au
moyen d’'une technique de quadrature. Cette nouvelddnique d’intégration baptisée
méthode d’intégration par réduction de la dimens#gté introduite dans un premier temps
par Rahman et X[122] en utilisant uniquement une décomposition d’ofdde I'intégrande.
Ensuite elle a été généralisée par les mémes afilh] en introduisant une décomposition
d’ordres.

Dans le but de faciliter la présentation de cettghode et d’illustrer son implémentation,
nous considérons un cas bidimensionnel pour lelquieinction générique (x) représentant
le modele dépend uniguement de deux paramétresingiéipendants,; etx,. On se propose
de calculer l'intégrald de la fonctionf(x;, x,) dans le domaine symétrique= [—a, a?,
défini par :

I[f(x1,x2)] = fa faf(xllxz) dx; dx, (11.92)

Supposons que la fonctiofi(x,,x,) admette un développement en série de Taylor
convergent. Il est exprimé au point de référerice (0,0) par :

of af

f(x1,%2)x=0 = f(0) + (0)x1 (0)352

10°f 2f 0*f

2| ox 2 (0) X1 2| dx 2 (0) X2 axlaxz (0)x1x2
o°f o°f o°f 2 1 0% 2

31907 O T35 O +3; axlzax2 Oz + 5 5oz (0¥
o*f 4y o*f 1 o*f o*f

+$F(°)x1 Hoxd % * 31505, O + 31555 (Oxx
94f
ol Zlm(O)xlxz (1193)

Si on substitue la fonctiofi(x,, x,) dans I'équation (11.92) par son développementé&iesie
Taylor défini par I’équation (11.95), I’intégralbs’écrit :

2
1)) = IF @]+ 322 0161+ 7 L 112
0" 10* 9%
g O]+ 3 O]+ gt O[]+ (1.9

ou les termea§[x1 ] f x tdx, xf x2 dx, sont nuls lorsque un des exposdnptstl,
est impair, puisque, dans chaque dlrectlon I'ratbe d’'intégration est symétrique.
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En se référant a la méthode de décomposition demansion, I'approximation d’ordre 1 de
la fonctionf (x4, x,) est donnée par :

Y1 = fl(xpxz) = f(x1,0) + £(0,x;) — £(0) (11.95)

Ainsi, lintégration de I'équation (11.93) sur le othaine Q = [—a,a]? fournit une
approximation d’'ordre 1 de l'intégralequi s’écrit :

1[Gy, x2)] = 11 (1, 0)] + I[£ (0, )] = I[f (0)] (11.96)

Nous constatons que I'évaluation de I'intégralérbghsionnelle définie par I'équation (11.93)
est réduite a I'estimation de deux intégrales umélisionnelles|[f (x,,0)] etI[f(0,x,)], et
lintégrale d'une constantd[f(0)]. Afin d'évaluer la précision de I'approximation
I[fl(xl,xz)], nous nous proposons de substituer, dans I'équdlic96), les fonctions
unidimensionnellesf(x;,0) et f(0,x,) par leurs développements en série de Taylor
respectifs exprimés au point = 0 et au point, = 0. Ainsi, nous obtenons :

10%f 10%f
2! 0x? 2! 0x3
10%f 10%f
——— (O)I[x}] + ==
T Okl + 3150

Nous constatons que I'équation (I11.97) n’est aufgune approximation d’ordre 1 de
l'intégrale I, puisqu’elle est constituée seulement des intégrahidimensionnelles présentes
dans I'équation (11.94). L’erreur d’approximationidui est associée est donnée par :

94f

2121 0x20x2

I[f1(xy, x2)] = 1[F(0)] + (0)I[x?] + (0)I[x2]

(0)I[x3] + - (11.97)

ITf (xq, x2)] — I[f1(x1:x2)] = (O)I[xfx%] + - (11.98)

4
Lorsque l'intégrande est suffisamment réguliéretermei os (0)I[x?x2] ainsi que les

212! 9x29x2
termes d’'ordre supérieur sont trés faibles paraapgu terme d’ordre 1, et ils peuvent étre
négligés. Par conséquent, I'approximation d’ordde1'intégralel [f (x,, x,)] est précise.

Nous nous proposons maintenant de généralisegdtiation par la technique de réduction de
la dimension d’ordre 1 pour le cas ou I'intégradépend deN paramétres (i.eV > 2). Dans
ce cas, l'intégralé définie par I'équation (11.92) dans le cas bidirsiemnel, s’'écrit :

I[f(x)] = fa ...faf(xl,xz, v Xy) dxg dx, ...dxy (11.99)

En remplacant la fonctiotf (x,, x5, ..., xy) dans I'équation (11.99) par son approximation
d’'ordre 1 (Eq. (11.85)) en prenant = (0,0, ...,0) comme point de référence, le calcul de
l'intégrale N-dimensionnellel[f(x)] est remplacé par le calcul d’'une série d'intégrale
unidimensionnelles. Ainsi, la réduction d’ordred. ltintégralel[f (x)] est donnée par :

N
a
AT = D7 [ et iy o 33
k=1""¢

—(N-1Df(x") f_a f_a dx (11.100)

Comme on l'a montré dans le cas bidimensionneltétrai-dessus, I'erreur résiduelle
d’intégration (Eg. (11.98)) inclut les termes d@gration par rapport a deux parameétres ou
plus. Ainsi, dans le cas ou ces termes sont nédllgs, I'équation (11.100) peut fournir une
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estimation acceptable en terme de précision deégjnalel/[f(x)]. De plus, si l'intégrande
peut étre exprimée comme une somme de fonctiosnglledépendent d’un seul paramétre a
la fois, I'équation (11.100) fournit la valeur exacde I'intégrald[f (x)]. Afin d’améliorer la
précision de I'approximation de I'intégral€f (x)], on peut augmenter 'ordre de la réduction
de l'intégration, autrement dit, remplacer la foowotf (x4, x5, ..., xy) par une approximation
d’ordre supérieur a 1. A titre illustratif, en pesm s =2 dans I'équation (I1.89),
I'approximation d’ordre 2 de la fonctiof(x,, x5, ..., xy) S'écrit :

N-1 N

~ _ r _ * * * * * *
Vo = folx) = z Z fkl‘kz(xl, s X =10 Xy Xky 410 =00 Xhy— 10 Xk Xy 410 ...,xN)
k1=1 k2=k1+1

N
—(N-2) Z [ (X3, oo X1 Xty X 1s o r XN

k=1
LW 1)2(N =2 r (11.101)

En intégrant l'équation (1.101) sur le domain@ = [—a,a]”, nous obtenons une
approximation d’ordre 2 de I'intégral¢f (x)], donnée par :

N-1 N

I[fz(x)] = Z Z -]'—‘; J:fkl,kz(xkl’xkz) dxkldxkz

k1=1 k2=k1+1

N
a N —1)(N -2 a ra
~W-2)) f fo(ue) dig + )2( ) 2 f f dx  (11.102)
k=1""¢ -a J-a

oll les quantitégx;) et (xx,,xx,) désignent respectivemetts, ..., xj_y, Xx, Xj 41, -, X5y) €t
(%5, oo Xty 10 Xy Xy 410 w02 Xy —10 Xieys Xy 41, -, Xy ). Cette approximation est dite réduction
d'ordre 2 de la dimension d’intégration puisqu’ellaplique au maximum [|'évaluation
d’intégrales bidimensionnelles. On note que I'épuma{ll.102) fournit la valeur exacte de

l'intégrale I[f(x)] si l'intégrandef (x) peut étre décomposé en une somme de fonctionnelles
qui dépendent au maximum de deux parametres.

La précision de I'intégration par la technique éduction de la dimension peut étre améliorée
en augmentant I'ordre de I'approximation de l'intégrande. En suivanplacédure adoptée
pour la construction des réductions d'ordre 1 eirdte 2, l'intégralel[f(x)] peut étre
approximée par une réduction dordre en remplacant lintégrandeg(x) par son
approximationf, (x) d’ordres définie par I'équation (11.89), ce qui donne :

N—-s+i+1 N

1[ﬁ(x)]=i(—1)fc;;_s+i_1 z Z
i=0

ki=1 ks_i=ks_j—1+1

S—1
f .fkl,...,ks_i(xkl,...,ks_i) 1_[ dxy, (11.103)
[-a.al* =1

Cette approximation de l'intégrad-dimensionnelld[f (x)] consiste a évaluer un ensemble
d’intégrales dont la dimension ne dépasse pasréord- i qui sont faciles a calculer par une
technique de quadrature. Ainsi, elle est plus afiicque I'évaluation d’une seule intégrisle
dimensionnelle particuliéerement lorsgee< N. De pIus,I[ﬁ(x)] s'approche de la valeur
exacte de l'intégralé[f(x)] lorsque I'ordres de la réduction de la dimension d’intégration
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tend versN. On note que le fait de présenter la formulatiedadméthode de réduction de la
dimension d’intégration en considérant un domaiingé&lration symétrique ne doit pas étre
percu comme une limitation de la méthode puisquent se mettre facilement dans cette
configuration dans le cas ou le domaine d’intégratst non symétrique au moyen d’'une
transformation linéaire. A titre illustratif, siitégraleN-dimensionnelle a évaluéff (x)] est
définie sur le domaine non symétrigie= [V ,[a;, b;], (i.e.a; € R eth; € R) en utilisant le

changement de variablg = w, l'intégration peut se faire sur le domaine symé

i~ a

U = [-1,1]" sans affecter la précision des estimations.

En se basant sur les développement déja présentésnstate que la méthode d’intégration
par réduction de la dimension est trés efficace poualcul des intégraldd-dimensionnelles
et particulierement dans le cas Buest élevé (i.eN > 15). Par conséquent, cette méthode
semble permettre de relever certains défis, encpher, dans I'évaluation des moments
statistigues dans le cadre d’'analyse de propagdtiopertitude : cet aspect sera I'objet du
paragraphe suivant. On note aussi que cette mépimdeitre employée pour la détermination
des coefficients du développement en chaos polyaldimaité au début de ce travail. Nous
nous proposons d'illustrer I'efficacité et la pgon de la méthode d’intégration par réduction
de la dimension sur un cas test analytique.

11.4.2.2 Exemple d'illustration

Nous nous proposons détudier I'effet de la dimensV de lintégrale a évaluer sur la
précision de la méthode de réduction de la dimensiintégration. Pour ce faire, nous
considérons lintégralBl-dimensionnelle suivante :

IN == f
[0,1]¥

Cette intégrale a été étudiée par Enta¢h2r] au moyen d’'une approche d’intégration quasi-
Monte-Carlo pour laquelle l'erreur d’estimation &€ évaluée par lintermédiaire d’'un
développement en séries de Haar généralisé. Leatall.4 donne la solution exacte de
lintégrale (11.104), et compare l'erreur d’estintat absolue associée a la méthode de
réduction de la dimension d’intégration avec calsociée a la méthode quasi-Monte Carlo,
pour différentes valeurs de la dimension d’intdgratOn note que la regle de quadrature de
Gauss-Legendre adoptée pour I'évaluation des ialEgrélémentaires impliquées par la
méthode de réduction de la dimension d’'intégratshd’ordren = 3.

(I1.104)

Tableau Il. 4 : Erreur d’intégration associée a la méthode quasiAiéoCarlo et a la méthode de
réduction de la dimension pour différentes valaleda dimension N de l'intégrale

Ordre de la méthode de réduction

N Quasi-MC Py =2 T3

4 8,9 1¢ 3,42 10° 2,71 10 2,61 10
5 1,9 1¢° 2,84 10° 2,33 10° 2,27 10°
6 4,010 2,56 10° 2,17 10° 2,13 10°
7 1,510 2,21 10° 1,90 10° 1,87 10°
8 1,7 10 2,00 10° 1,74 10° 1,72 10°
9 3,410 1,93 1C° 1,71 10° 1,70 10°

Nb appels au modéle 32768 13-28 67-352 175-2620
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On constate que I'ordre de l'erreur d’estimatioscg$ée a la méthode quasi-Monte Carlo est
fortement dépendant de la dimensiinde l'intégrale. En effet, lorsqu¥ passe de 6 a 9
l'ordre de I'erreur d’estimation passe de®18 10'. Cependant, quand cette intégrale est
calculée par la méthode de réduction de la dimendimtégration, I'erreur d’estimation est
relativement indépendante de la dimengdibde l'intégrale. En effet, pour différentes valeurs
de N, l'ordre de l'erreur reste approximativement cansta 1. De plus, en comparant le
nombre d’appels requis par les differentes méthpdes le calcul de l'intégrale (11.104), on
constate que la méthode de réduction de la dimeresibla plus efficace. A titre d’exemple,
lorsque on emploi une réduction d'ordse= 1, le nombre d'évaluations de l'intégrande
lorsque la dimension de lintégrale varie entre ¥ % passe de 13 a 28, qui est
significativement inférieur aux 32768 appels exigasla méthode quasi-Monte Carlo. Ainsi,
la méthode de réduction de la dimension n’est pakement efficace, mais mieux encore, sa
précision est indépendante de la dimendicte I'intégrale. On note tout de méme, pour cette
application, que la précision de la méthode de a#alu de la dimension est Iégerement
ameliorée en augmentant l'ordsede la réduction. En effet, I'intégrande dans I'&tipn
(1.104) n’est autre qu’'une somme un par un desarpatres, ce qui explique que les
réductions d'ordress =2 et s =3, qui permettent de représenter les interactions
respectivement entre deux et trois parameétres,@liara presque pas la précision puisque ces
termes n’existent pas dans le modéle.

11.4.3 Résolution de problémes d’analyse de tendance ceale

11.4.3.1 Evaluation des moments statistiques

En se référant a la méthode d’intégration par réolicle la dimension, ou plus précisément
en se référent a I'équation (11.103), le momentistiguem!, peut étre approximé par :

N—-s+i+1 N

S
leeZ(—1)fc;'v_s+i_1 Z Z E[G" (i, ey, k)] (11.105)
i=0

ki=1 ks_i=ks_ij—1+1

ou g est 'approximation par décomposition de la dinemgle la fonction générique dans
'espace standard et la notation wy , k. . désigne le vecteur

*

(U3, o Uiy m10 Uy s U 410 e Uiy _—10 Uk, Uk, 41, > Uy) OU Seuls les paramétres d'indices
ki, ko, ..., ks_; sONt variables et les autres sont fixés aux caoorées du point de référence
u'.

Par définition la quantit&[ g (uy, k., ;)] S'écrit :

]E[gl(ukpkz ~~~~~ ks—i)] = j ,gl(ukpkz,wks—i) ¢(uk1,k2,-~-'ks—i)duk1 duks—i (11.106)
]RS—L

On peut constater que le calcul du moment statistitjordrel est réduit au calcul d’'une série
d’intégrales dont la dimension ne dépassespas, qui peuvent étre facilement calculées par
une technique de quadrature. Ainsi cette méthodeas efficace que le calcul d’une seule
intégraleN-dimensionnelle, en particulier lorsque le nomhraele parametres incertains est
élevé. On note que, plus l'ordsede la réduction de la dimension d’intégration aagts,
plus l'erreur d'approximation diminue; cependards | efforts de calcul deviennent
considérables. Ainsi, il faut trouver I'ordre dedo&tion qui garantit le meilleur compromis
entre la précision des estimations et le nombrep#ls au modele. A titre illustratif, si
l'intégrale définie par I'équation (11.106) est calée par quadrature de Gauss-Hermite basée
surn points et pondérations d’intégration, le nombtaltd’appels au modele nécessité par la
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méthode de réduction de la dimension ¥t Cy~‘n*~'. Par contren” appels au modéle
sont nécessaires si le moment statistique est évalirectement par quadrature de Gauss-
Hermite. Les figures I.12a et 11.12b illustrenévolution du rapporys_, Cy ‘n*~t/nM en
fonction de l'ordres de la réduction de la dimension et pour différemtenbresN de
parametres incertains, respectivement quand l'odrela quadrature de Gauss-Hermite
employé pour le calcul des grandeuf$g'(uy,x, ;)] vaut 3 et 4. La méthode
d’intégration par réduction de la dimension estépigplus efficace quand le rapport
o Cy 7t /nN tend vers 0. On constate a partir des figureQaldt 11.12b que I'efficacité
de la méthode d’intégration par réduction de laetision est fortement dépendante des deux
parametres: et N, représentant respectivement le nombre de poiitegration employé
dans le schéma d’intégration par quadrature de $3idasmite et la dimension de I'intégrale.

(a)n=3 (bn =4

102

102

101+
1072 §

-13
107}

+— N=1
10 F +—+ N=20
+—+ N=3

L L L ! i L T T
2 3 4 5 6 7 8 9 10

-16
10 1

Figure II. 12 : Evolutions du rapport du nombre d’appels au mod&mandé par la méthode
d’intégration par réduction de la dimension et paméthode d’intégration directe en fonction des

parametressetN@) n=3et(b)n=4

A titre d’exemple, quand la dimension de l'intégral évaluer eV = 10, les méthodes de
réduction d'ordres = 1, s = 2 ets = 3 permettent de réduire le nombre d’appels au modéle
par rapport a la méthode d’intégration directe eeSpement par un facteur de 1969, 136, 17
lorsque le nombre de points d’intégrations- 3, et respectivement par un facteur de 26215,
1380, 125 lorsque le nombre de points d’intégration 4. Ainsi, on constate que les efforts
de calcul en terme d’appels au modele sont coraitEment réduits lorsque le nombre de
points d’intégrationn augmente, et l'efficacité de la méthode de réductest plus
remarquable lorsque la dimensidnde l'intégrale augmente. Il faut signaler toutrdéme
que cette efficacité reste relative puisqu'on compala méthode d’intégration directe. On
note que grace a la formulation de la méthode dactéon de la dimension dans I'espace

standard, les intégrales élémentaltgg' (uy, «,, ., ,)] sont toujours évaluées par quadrature
de Gauss-Hermite quelle que soit la distributigndes paramétres d’entrée On signale
aussi que le fait de supposer la répopski modele scalaire était une simplification paur |
présentation de la méthode et ne doit pas étrerume une limite. En effet, si on s’intéresse
a une réponse vectorielle du mod&e= {y,,y,,..,yu}', lefficacité de la méthode
d’intégration par réduction de la dimension ne g&sa affectée puisque le nombre d’appels
au modele est le méme que lorsque la réponse délenedt scalaire. Les deux premiers

moments statistiques, et Cy, respectivement la moyenne et la matrice de canee de la
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variable aléatoireM-dimensionnelleY associée a l'aléa de la répongesont donnés
respectivement par :

s N—-s+i+1 N
MY:E[Y]EZ(—1)1'C}V_SH_1 Z z E[g (ur, iy ur, )] (11.107)
i=0 k=1 kg_i=kg_j—1+1

Cy = E[YY"] — uyuy

N-s+i+1 N

S
= D i ) e D E[E ek )T ()]
i=0

ki=1 ks_i=ks_j—1+1

—pyi (11.108)

Les espérances mathématiques figurant dans lesicatgiéll.107) et (11.108) sont calculées
par gquadrature de Gauss-Hermite puisqu’elles qooreftent a des intégrales dont la
dimension ne dépasse pas i.

11.4.3.2 Exemple d'illustration

Dans ce paragraphe, nous nous proposons de mettreidence les différentes constations
exposées précédemment. Dans cette perspectiveremesons le modéle polyndmial défini
par I'équation (11.67), étudié dans le paragraph8.3.1.3. Nous nous intéressons a la
convergence des quatre premiers moments statistidqeela réponsg en fonction de la
dispersiono des parametres d’entrée et de l'orglide la méthode d’intégration par réduction
de la dimension. Le tableau I.5 donne les résltditenus pour différents ordres de la
meéthode de réduction de la dimension et pour 0,4, sachant que les intégrales élémentaires
sont calculées par quadrature de Gauss-Hermitdré'ar= 3.

Tableau II. 5 : Moments statistiques de la réponse du modéle peud,4

Moments Ordre de la méthode de réduction
. Exacte
statistiques s=1 s=2 s=13
Uy 10,48 10,48 10,48 10,48
Oy 4,698 4771 4771 4777
Sy 0,0007 0,682 0,686 0,687
Ky 1,163 3,416 3,635 3,634

On constate que la méthode de réduction dordreeringt d’estimer les deux premiers
moments statistiques avec une assez bonne précSependant, les moments statistiques
d’ordre plus élevé tels que le coefficient d’asymeédy et le coefficient d’aplatissemery
exigent 'augmentation de I'ordre de réduction. éifet, pours = 3, les estimations de tous
les moments statistigues sont en bon accord aveolldion exacte obtenue par un calcul
analytique.

Si nous nous intéressons a la convergence de kitéete probabilitéy (y) de la variable
aléatoire scalair¢’, la figure 11.13 permet de comparer les évolutiates la densité de
probabilitéfy (y) construites par la méthode de Pealddh a partir des moments statistiques
obtenus par différents ordres de réduction et oéltenue par fsimulations de Monte-Carlo
sur I'équation (11.67). On constate que la méthdds moments converge vers la solution de
référence, obtenue par les simulations de Mont&C#orsque les moments statistiques
correspondent aux estimations données par destid@uid’ordre 2 et d'ordre 3. Cependant,
lorsque les moments statistiques sont issus d’stima&tion par une réduction d’ordre 1, la
densité de probabilité est peu précise, car sautsdyenne et I'écart-type de la réponse sont
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précis. En effet, la précision de la méthode demants est fortement liée a la précision des
moments statistiques.

0.10

— MC:10°

-= MRD:s=1
-= MRD:s=2 |]
-= MRD:s=3
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fy(v)
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Figure Il. 13 : Comparaison de la densité de probabilig¥ de la réponse du modele obtenue par la
méthode des moments et les simulations de Monte-Car

I1.4.4 Méta-modéle basé sur les polynbmes de Lagrange

Le but principal de l'utilisation de la méthode décomposition de la dimension est de
construire une approximation de la réponse d'unéteodCependant, dans les développements
présentés jusqu’ici, cette approximation a étéisesl implicitement (i.e. sans construire
vraiment la surface de réponse) dans le calcul idEgrales N-dimensionnelles et en
particulier le calcul des moments statistiques aleéponse d’'un systéme stochastique. En
effet, nous avons bénéficié seulement de I'architecde cette approximation (i.e. somme
hiérarchisée de fonctionnelles de dimensions @oiss) pour réduire la dimension des
intégraleN-dimensionnelles, sans déterminer explicitementi#érents termes fonctionnels
fir frpk, €t fk,,..k, QUi la composent. Dans ce qui suit, nous contisudmaisonner dans
I'espace standard dans lequel I'aléa associé aargdres incertain¥ est représenté par une
variable aléatoire Gaussienne standsidimensionnelld/, u* désigne le point de référence
et g = fk°T, Gk, = frok, °T € Gk ke = fro,.k, © T définissent respectivement les
termes fonctionnels unidimensionnel, bidimensioratstdimensionnel. Ainsi, il est clair que

la construction d’'une approximatiofi de la réponse d’'un modele ne nécessite que la
determination des fonctionnellgg, gi, k, €t gx,,..x.- Pour ce faire, il est possible d’utiliser
une technique d’interpolation basée sur les polyggde Lagrange.

Nous nous intéressons a la construction des famaites unidimensionnelleg, (u;) =
(Ui, o, Up_q, U, Ugyq, -, Uy).  Supposons qu'il  existe un ensemble de points

. . i n - - ~ Ve
d’experlmentanon{u’}. dans la directionu;, pour lesquels on connait les réponses
k j=1 k

respectives du modeélgg(ul) = g(uj, ..., uj_q, ul, uj ui)}. . En se référant a la
k Lo U1 Yo Ut 10 s UNJ S5 g

technique d’interpolation par polynédmes de Lagrangefonctionnelleg, (u,) associée au

parametrey, s'écrit :

g(u) = Z g(ul) Lj(uy) (11.109)
j=1

120



Chapitre 1l : problemes a dimension stochastigaeés

ou la fonctionL;(u,) n'est autre que le polyndme de Lagrange consautbur de la
coordonnéey,,, défini par :

l
U, — U
Li(u) = 1_[ —— (I11.110)

En utilisant les équation (11.109) et (11.110), ldisférentes fonctionnelles unidimensionnelles
gr(ux), k = 1,...,N peuvent étre construites en effectuant a chagee:fappels au modéle.
Ainsi, le colt de calcul nécessaire pour la cowtivn d’'une approximation d’ordre 1
y1 = G1(u) est évalué aN + 1 appels. Cette approximation est définie dans #eep
aléatoire standard par :

N n
G = > g(w]) Lw) - (V = Dgo (1.111)
k=1j=1

ol g, = g(u*) est la réponse du modéle au point de référarice
Si nous nous intéressons maintenant a la consirudiés fonctionnelles bidimensionnelles
gkbkz(ukl,ukz) ::gklkz(uj,".,uzl_l,ukl,u;1+1,".,uzz_l,ukz,uzz+1,".,u;), le méme

. n . n
processus est utilisé dans les directiaps et uy,. Soient{u{j}, _ et {ufz}, _, les points

d’expérimentation respectivement dans les direstia, et u,, et g(uk ,ukz) =
G(UL, o) Uy — 1y UL Uy 1) s Uy -1, UR s Uy 1, - Uy ) |€S TéPONSES dU MoOdele qui leurs sont
associees, la fonctionnelle bidimensionnglle,, (ukl,ukz) est alors donnée par :

Giey e, (Uiey U,) = z zg(“k1 ukz jr (e, ) Ly, () (I11.112)

J1=1jo=
ot les fonctiond,; (uy,) etL;, (ux,) ne sont autres que les polyndmes de Lagrangeraiisst

respectivement autour des coordonnéé’ls et u,’fz En utilisant les équations (11.110) et
(11.112), toutes les fonctionnelles bidimensioneglpeuvent étre construites en nécessitant a
chaque fois (i.e. chaque combinaison de deux dex)in? appels au modeéle. Ainsi, le colt
de calcul nécessaire pour la construction d'uneraqmation d’'ordre 2y, = G,(u) est
évalué av(N — 1)n?/2 + nN + 1 appels. Cette approximation est définie par :

N-1

g.(w) = Z Z Z Z (uk1 ukz (ukl) (ukz)

k1=1k2 k1+1]1 1]2
N n
; (N-1)(N-2)
—(N -2) Z Z g(ul) Li(w) + > 9o (11.113)
k=1j=1

En suivant le méme procédé, I'approximation d’ordfe = G,(u) s'écrit :

S
Gow = ) (D' Chpriy
i=0

N—-s+i+1

X Z i zn:zn: g (ufts )Ly, () Ly (e, ) (1.114)
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ol ust est le j,_;*™ point d’expérimentation associé a kg_;™° direction, la fonction
S—1

Ljs—i(uks—i) n'est autre que le polyndme de Lagrange consuidur de la coordonnééi:ii,
et 9(”1151”1](2:) est un coefficient réel obtenu par évaluation dodéefe au point

(u,]cll, ...,u,]jsz‘i) = (ui, ...,u,";l_l,u,]cll,u,’glﬂ, ...,u,’gs_i_l,u,ﬁ:‘i,u};s_iﬂ, ...,u}ﬁ,).

Dans les problémes d’ingénierie dans lesquels lapootement d’'une structure ou d’'un
systeme est souvent décrit d’'une facon implicieer @xemple par modélisation par éléments
finis), 'approximation définie par I'équation (114) peut constituer une représentation
explicite du modéle, qui peut étre utilisée en onnfion avec les simulations de Monte-Carlo
dans un contexte d’analyses stochastiques tel guealcul des moments statistiques ou
I'estimation de la fiabilité vis-a-vis d’'un scénarile défaillance. Ainsi, le colt de calcul en
terme d'appels au modéle implicite provient pridgment de la construction de
I'approximationg,(u) correspondant a la méthode de décomposition demlansion. Cette
approximation est souvent désignée par surface ép®nse stochastigue. Une étape
importante dans la construction de cette surfaceégense stochastique, est le choix des
points d’expérimentation. lls peuvent étre chomsnme les points d’'intégration de Gauss-
Hermite ou uniformément distribués dans I'espaéataire standard. Dans ce dernier cas, les
points d’expérimentation dans une direction donggsont donnés par :

{*_(n—l) *_(n—3) i} ., (n=3) *+(n—1)}

) y ey Upy wun,) + ,
kT s, T T8, Wer e the T8 e T T

oun = 3,5,7,9 est le nombre de points d'expérimentatiag, la coordonnée du point de
référence associée a la directignet §, est une perturbation qui commande I'écart ene le
points d’expérimentation. Les figures Il.14a, Ibl4et Il.14c illustrent les plans
d’expérimentation utilisés respectivement pour ap@roximation d'ordre 1 de fonctions
unidimensionnelle et bidimensionnelle, et pour approximation d’ordre 2 d’'une fonction
bidimensionnelle. On note que d’autre type de pliiegpérimentation peuvent étre utilisés.
Cependant, plus les points sont uniformément rispalis I'approximation est précise.

(I1.115)

(a)S=1,N=1 (b)S=1,N=2 (c)S=2,N=2
0.06 - - - - - 3 - T - T T 3 - v v v v

0.04 - 1 2+ ° 1 2y L] . L] . . 1
0.02 1 1+ . 1 ° (] ° . . 1
0.00 p . * '] . . 435 op . . ') - . 15 oy L) . * 3 . 4
-0.02} 1 -1f L] 1 -1y L] . ° L ° 1
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Uy Uy Uy

Ny
w

Figure Il. 14 : Plan d’expérimentation: (@) s=1,N=1, (b)slsN=2,(c)s=2,N=2

Nous nous proposons de valider la procédure detrootisn de la surface de réponse

stochastique décrite ci-dessus, ainsi que son @ekmtutilisation en conjonction avec les

simulations de Monte-Carlo pour I'estimation desactéristiques statistiques de la réponse
d’'un modele.
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Figure Il. 15 : Evolution de I'approximation de la réponse du medgdr décomposition de la
dimension en fonction des différents paramétresrtams

Nous considérons une fois de plus le modele polyalbreprésenté par I'équation (I1.67).
Nous nous intéressons dans un premier temps aékisjpn de la surface de réponse
construite par la méthode de décomposition de taedsion. La figure 11.15 illustre
I'évolution de l'approximation de la réponse du raled défini par I'équation (11.114) en
fonction des différents parametres incertains dﬂnisntervalle[uxi + 3O'XL.]. Sachant que la

décomposition de la dimension est d'ordre 1 et le nombre de points d’expérimentation est
n = 3, on constate que I'approximation reproduit exaeeimla réponse du modeéle. Par
conségquent, cette derniére peut se substituer alélm@xact pour effectuer des analyses
probabilistes. Dans ce contexte, nous nous in@nesslans ce qui suit au calcul des
caractéristiques statistiques de la réponse du leogléur ce faire, fGsimulations de Monte-
Carlo ont été effectuées sur la surface de répalismue par la méthode de décomposition de
la dimension. Le tableau 11.6 donne les estimatides quatre premiers moments statistiques
de la réponse du modele pour différents ordrdes décomposition de la dimension et pour un
nombre de points d’expérimentatian= 3.

Tableau Il. 6 : Moments statistiques de la réponse du modéle obtpau simulations de Monte-
Carlo sur la surface de réponse construite par Ethmde de décomposition de la dimension

Moments Ordre de la méthode de réduction
statistiques s=1,n=3 s=2,n=3
Uy 10,48 10,48
oy 4,707 4,768
Sy 0,208 0,691
Ky 3,046 3,615

On constate que les estimations obtenues par facsude réponse dordre =2 en
conjonction avec les simulations de Monte-Carlocadadent bien avec la solution de
référence (cf. §1.4.3.2), en ne nécessitant quadpéls au modele. De plus, on constate que
I'erreur d’estimation des moments statistiques miepar simulations de Monte-Carlo en
conjonction avec une approximation d'ordre= 1 du modeéle, est moins significative que
celle observée sur les estimations obtenues pagration basée sur la méthode de réduction
de la dimension du méme d’ordre.
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Figure Il. 16 : Comparaison de la densité de probabilig¥ de la réponse du modéle obtenue par la
méthode indirecte (simulations de Monte-Carlo susurface de réponse) et la méthode directe
(simulations de Monte-Carlo sur le modele)

La densité de probabilité (y) de la réponse du modeéle a été construite par agproches :

la premiere consiste a effectuer des simulationd/date-Carlo sur la surface de réponse
obtenue par la méthode de décomposition et la dmeiprise comme solution de référence,
consiste a effectuer des simulations de Monte-Cdirectement sur le modele défini par
I'équation (11.67). La figure 1.16 compare les d@ds de probabilité¢ obtenues par® 10
simulations de Monte-Carlo sur la surface de réponenstruite par la méthode de
décomposition de la dimension d’'ordre= 1 et d’ordres = 2, avec la solution de référence.
On constate que la densité de probabilité constpat la surface de réponse obtenue a partir
de la méthode de décomposition de la dimensionddéos = 2 s’accorde bien avec la
solution de référence. De plus, on constate qutiisant une approximation d’ordee= 1, la
densité de probabilité obtenue par simulations dmtstCarlo est plus précise que celle
construite a partir de la méthode des momentdigcfre 11.13). Ainsi, on peut conclure que la
méthode de décomposition de la dimension est ffiecsiee pour I'approximation de fonction
N-dimensionnelle que pour I'estimation d’intégralelimensionnelle.

[1.4.5 Estimation de la fiabilité

Les deux paragraphes précédents ont montré |'effecat la précision de la méthode de
décomposition de la dimension dans la résolutioa pwblémes d'analyse de tendance
centrale. En effet, nous avons vu que cette métbffde deux techniques distinctes pour le
calcul des caractéristiques statistiques (i.e. ne@ments statistiques et la densité de
probabilité) de la réponse d’'un modele stochastigize premiere consiste a calculer les
intégrales N-dimensionnelles définissant les moments statisiqar réduction de la
dimension et a construire la densité de probabp@é une méthode de moments, et la
deuxieme consiste a construire une surface de sépgar projection sur la base de
polyndmes de Lagrange, et a déterminer les monstatistiques et la densité de probabilité
par des simulations de Monte-Carlo sur la surfaee réponse. Nous avons montré
précédemment que les deux techniques permettentanstruction précise de la densité de
probabilité, a condition que, pour la premiéere téghe, les estimations des quatre premiers
moments statistiques soient précises, ce qui estimtéressant dans le cadre d’analyse de
fiabilité du fait que la densité de probabilité pétre directement utilisée dans I'estimation
de la probabilité de défaillance. Cependant, it fagnaler que cette technique n’est efficace
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que pour l'estimation des probabilités de défadard’ordre élevé (i.e= 1073). Cette
situation est rarement rencontrée dans la prati@ms la mesure ou on congoit les structures
les plus robustes et les plus durables possiblegjue se traduit par des probabilités de
défaillance d’ordre faible. Ainsi, I'utilisation dhe surface de réponse représentant le scénario
de défaillance en conjonction avec les simulat@m$/onte-Carlo peut étre une solution a ce
probleme (i.e. estimation des probabilités de tlafaie faibles). Dans ce contexte, Xu et
Rahman[123] ont utilisé cette technique en construisant ldaserde réponse dans I'espace
physique. Ensuite Wei et Rahmir28] ont suggéré de construire la surface de réponse da
'espace standard en prenant comme point de ré&férde point de défaillance le plus
probable. Cette amélioration est fondée sur lardétation du point de défaillance le plus
probable par le méthode d’approximation FORM. Siraisonne en terme d’appels au
modele, un colt de calcul supplémentaire s’ajouteddt nécessaire pour la construction de
la surface de réponse. De plus, lorsque la fonadiémat limite est complexe (par exemple
présence de bruit de fond, de fortes courburesntpode défaillance multiples), la
convergence de la méthode FORM n’est pas garangpiareconséquent la surface de réponse
obtenue peut étre sujette a caution. Ce probleme gee surmonté par l'utilisation d’'un
algorithme robuste pour la détermination du poimtdéfaillance le plus probable. Dans ce
contexte, Wei et Rahmdt29] ont proposé, dans le cas ou la fonction d’étaitdippossede
plusieurs optima, d’'utiliser un algorithme spéaif{31] pour la détermination de tous les
points de défaillance possibles. Dans ce casnilsuggéré de construire autant de surfaces de
réponse que de points de défaillance.

Afin d'illustrer cette approche, nous nous propasdiestimer la probabilité de défaillance
associée au scenario de défaillance représenta fuarction d’état limite suivantd 28] :

0,025v2
27

g(xy,x,) = 2,2257 — (1 + 2%z = 20)% + == (x; — x5) (11.116)

ou x; et x, sont deux parametres incertains représentés par vhkriables Gaussiennes
indépendantes de moyenpe= 10 et d’écart-types = 3. La particularité de cette fonction
d’état limite cubique est I'existence d’'un pointinffexion qui servira dans la suite pour
évaluer la précision de la surface de réponse obtear la méthode de décomposition de la
dimension. Afin de déterminer les coordonnées daotple défaillance le plus probable, nous
avons utilisé l'algorithme de Rackwitz-Fiess|é4]. Le tableau 11.7 donne les cordonnées du
point de défaillance le plus probahig, I'indice de fiabilités de Hasofer-Lind et I'estimation
de la probabilité de défailland®g par les méthodes d’approximation FORM et SORMe®t
simulations de Monte-Carlo.

Tableau Il. 7 : Résultats d’analyse de fiabilité par les méthatlapproximation FORM et SORM

u* x* g =|w|  FORM SORM MC

Breitung Hohenbichler Tvedt
-1,5737 5,2788

1.5737 147211 2,2255 0,01302 0,01302 0,01302 0,01302 0,01891

On note que l'algorithme de Rackwitz-Fiessler néites14 appels au modeéle pour la
détermination du point de défaillance le plus phdbales résultats donnés dans le tableau
II.7 montrent que la méthode d’approximation deosecordre (SORM) basée sur les
formulations de Breitun{8], de Tved{30] et de Hohenbichlgd.30] donne le méme résultat
gue la méthode d’approximation d’ordre 1 (FORM)gce indique un état limite linéaire au
point de défaillance le plus probable. Toutefoiss lestimations de la probabilité de
défaillance ne s’accordent pas avec le résultabégar les simulations de Monte-Carlo.
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Nous nous proposons maintenant d'utiliser la méthdd réduction de la dimension pour
construire une surface de réponse de la fonctiétadlimite (11.116). Le tableau 11.8 donne
I'estimation de la probabilité de défaillance eitisant 1 simulations de Monte-Carlo sur la
surface de réponse. Nous notons que la surfac&mmse est construite a partir de cing
points d’interpolation dans chaque direction, etuglsant le point moyen (notf0} dans le
tableau 11.8) ou le point de défaillance le plushable (not§u*} ou{v*} dans le tableau 11.8)
comme point de référence ; dans ce cas, I'apprdaiamale la fonction d’état limite est
construite soit dans I'espace aléatoire standgraoit dans I'espace aléatoire standard
obtenu par la rotation de I'espamevers la direction du point de défaillance le phusbable.
Ce choix est motivé, d’'une part, par le fait quangiles problémes d’analyse de fiabilité, la
masse de probabilité est localisée au voisinageotht de défaillance le plus probable, ce qui
peut améliorer la précision de I'estimation deralabilité de défaillance, et, d’autre part, par
le fait que nous pouvons mieux capter la non libégui peut se manifester dans la fonction
d’état limite.

Tableau Il. 8 : Estimations de la probabilité de défaillance paruptage de la méthode de
décomposition de la dimension et les simulationsidete-Carlo

Décomposition d’ordre 1 Décomposition d’ordre 2
{0} {u} {v’} {0} {u} {v'}
Py 1,408 1¢ 1,556 1¢  1,9201¢ 1,85810¢ 1,8581G 1,858 1C
Nb appels 11 18 18 36 43 43

au modeéle

On constate que le couplage entre la surface densépobtenue par la méthode de
décomposition de la dimension et les simulationsMimte-Carlo fournit une estimation
précise de la probabilité de défaillance sans aewours a un nombre élevé d’évaluations de
la fonction d’état limite. En particulier, dansdas ou on utilise une décomposition d’ordre 2,
I'estimation de la probabilité de défaillance emeansible au point de référence autour duquel
est construite 'approximation de la fonction dtéienite. En effet une décomposition de la
dimension d’ordre 2 permet de fournir une approxiomasuffisamment préecise et le point de
référence ne joue pas un grand role pour I'amélamade cette précision. Cependant, dans le
cas ou une décomposition d’ordre 1 est utilisé@olat de référence joue un réle important
sur la précision de I'estimation de la probabitig défaillance. On peut conclure que, si la
précision associée a l'ordre de la méthode de t@mlum’est pas optimale, le point de
référence autour duquel est construite la fonatiétat limite peut améliorer cette précision.
On note aussi que la meilleure précision sur heation de la probabilité de défaillance est
obtenue lorsque I'approximation est construite autiu point de défaillance le plus probable

*

v.
11.4.6 Méthode de décomposition polynémiale de la dimensio

[1.4.6.1 Motivations

En se référant a la méthode de décomposition ddinteension, la construction d’une
approximation de la réponse d’'un modéle nécessitehbix d’'un point de référence et la
construction d’'un plan d’expérimentation autour ¢k point de référence. A l'aide de
'ensemble de ces points, les différentes fonctdies impliquées par la méthode de
décomposition sont considérées comme des fonctierferme construites par projection sur
la base des polynébmes de Lagrange. A l'aide d'ymdication illustrative traitée dans le
paragraphe précédent, nous avons montré que uetieesde réponse en conjonction avec les
simulations de Monte-Carlo fournit de bons réssltah particulier dans la résolution de
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problemes de propagation d’incertitude ou d’analysdiabilité. Cependant, nous signalons
gue cette procédure basée sur les polynémes gioltdion de Lagrange pour la construction
de la surface de réponse peut avoir deux limitgeumes.

La premiere est définie par la forte dépendanc&agweécision de la surface de réponse au
point de référence choisi. Si ce choix est inadéaqeda peut mener a des résultats erronés. En
effet, dans le paragraphe précédent, nous avongréngue I'estimation de la probabilité de
défaillance par simulations de Monte-Carlo est puscise lorsque la surface de réponse
associée a la méthode de décomposition de la diameest construite autour du point de
défaillance le plus probable. Dans le cas ou caiglercorrespond au point moyen, on a
constaté que l'estimation de la probabilité de itléfece n'est que peu améliorée par
comparaison aux résultats donnés par les méthaaggsrdximation FORM et SORM.

La deuxiéme limite est liée au choix des pointxpé&imentation (i.e. points d’'interpolation
autour desquels sont construits les polynébmes deabge), qui est généralement effectué de
maniere arbitraire sans consistance physique. Egat, efous avons vu que la procédure
classique proposée par Xu et Rahrfis28] consiste a construire ces points en imposant une
perturbation dans chaque direction de l'espacet@téadépendant de I'écart-type de la
variable aléatoire associée a cette direction. DEnsas ou les variables aléatoires
représentant les parameétres incertains du modelessictement positives ou négatives ou
leurs densités de probabilité sont définies sur support compact, les points
d’expérimentation obtenus par la procédure ci-degsuvent étre en dehors du domaine
physique. Dans cette situation, il y a une forigbpbilité que I'approximation générée par la
méthode de décomposition de la dimension basédesupolynédmes d’interpolation de
Lagrange ne soit pas représentative du comporteréehtiu modéle. Pour pallier ces deux
problemes, Rahmai31] a proposé le développement sur la base des pogsde Fourier
pour construire les fonctionnelles associées adthade de décomposition de la dimension.
Cette approche, baptisée méthode de décomposibigngmiale de la dimension (MDPD),
fera I'objet du paragraphe suivant.

11.4.6.2 Méta-modéele par projection sur une base polynémialerthonormale

Si U est une variable Gaussienne standdrdimensionnelle, représentant dans l'espace
aléatoire standard les parameétres incert&fnsdu modele, I'approximation d’ordre,
construite par la méthode de décomposition polyaemde la dimension, de la réponse
scalairey du modele s’écrit dans I'espace aléatoire standard

N m N-1 N m m
Js = Yo Z Z a;; Wi (u) + Z Z z z Bisizins Wiy (i, ) ¥, ()
=1 j=1

i1=1 i2=i1+1 j1=1 j2=1

> zz

11=1 lzzll‘l'l 13 lz+1

m m
Z Visiziajujosa P (i) ¥, (i, ) ¥ (i)
3=1

2

is=ig—1+1j;

m
Z Civicinode Ui (wiy) - ¥ (wi,) (11.117)
=

N A . g . m
ou les polynémes unldlmen5|onnc§IEj}j=0 forment une base orthonormaleagt, B, j,

Yiviyisjijnjs €< i jy..j. SONt des coefficients reels a déterminer.
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~ . e . m .. N \
Les polyndmes un|d|mensmnne{lsz’]-}j_0 sont choisis de telle maniere a correspondre aux

distributions des parametres incertains. Le tablkdudonne la correspondance entre les
familles de polyndmes orthogonaux et les différemtistributions de probabilité. Etant donné
gue I'approximation est définie dans I'espace aléatstandard, ces polynémes ne sont autres
gue les polynémes d’Hermite normalisés, obtenus par

HJ’ J ,
Vi=7—7m=—7=,j=1...m (11.118)

Al
En se référant a I'équation (11.117), la constroctid’'une approximation d’ordre de la
réponse d’'un modele nécessite la détermination cdefficients réelsy,, a;j, Bii,j,j,»

Yiviisjijnja €10 igjy..js dEfiNis par :
Yo = E[f o T(U)] =f f o T(w)p(u)du (11.119)
]RN
aij = IE[f ° T(U)lI/j(Ul-)] = f f o TWY;(u;)p(w)du (11.120)
]RN
Bisizjrj, = E

foT(U) 1_[ v (u)| = fRNf o T(w) 1_[ v, (uy,) d(u)du (I11.121)
=1 =1

Visigizjijajs = L

foT(U) 1_[ v, (U)| = fRNf o T(u) 1_[ ¥, (u;) p(wdu (11.122)
=1 =1

Ciyigjy js = E

feT(U) 1_[ lejl(Uil)
=1

ou T désigne la transformation iso-probabiligteest la densité de probabilité d’une variable
Gaussienne standaidrdimensionnelle, eE[.] est I'espérance mathématique associée a la
mesure de probabilité Gaussienne. Il est clairlgu#étermination des coefficients inconnus
de [lapproximation n’est autre que [I'évaluation m’'uensemble d’intégralesN-
dimensionnelles. Ceci peut étre effectué, commkaamontré dans le cas de la détermination
des coefficients inconnus du développement en cpabgmdmial, par les simulations de
Monte-Carlo ou par la quadrature de Gauss-Herr@igpendant, dans le cas ou la dimension
N de l'espace aléatoire est élevée, ces technigomes isabordables du fait du nombre
important d’appels au modéle. Cette difficulté pétre levée d’'une facon partielle, dans le
cas ou la dimensioN de I'espace aléatoire n’est pas trop élevée, iigamit la technique de
quadrature de Smolyak. Dans le méme contexte, Ralja&l] a suggéré d'utiliser la
meéthode de réduction de la dimension d’intégratiem.se référant a I'équation (11.103) qui
représente la généralisation de la méthode d'iatégr par réduction de la dimension pour le
calcul d’'une intégral&l-dimensionnelle, et notantl’ordre de la réduction, les coefficients

etd; i j,.j. sontrespectivement donnés par :

r

Yo = Z (—DFCH_rirs

_ oT . (u d 11.123
.7 [ [reeom a1z

k=0
N—-r+k+1 N r—k

X Z Z f fOT(ukl,...,ukr_k)l_[qbkl(ukl) duy, (11.124)
st =k 41 RTTE I=1
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.
Cigigjyojs = Z (—D*CY k1

N-r+k+1 r—k
x Y. Z f £ o T (s it k)ﬂ (i) [ | ) e, €11.125)
st =k 41 RTTE =1

Les équations (11.124) et (1.125) impliquent, awepdes cas, I'évaluation d’'intégrales
dimensionnelles. Dans le cas o0&k N, cela contribue a réduire considérablement le memb
d’évaluations de l'intégrande ou le nombre d’ap@elsmodéle implicite. En effet, si= 1,

r =2 our = 3, cela signifie que les intégrales élémentaires (esultant de la méthode de
réduction de la dimension d’intégration) qui figurelans les équations (11.124) et (11.125),
sont respectivement unidimensionnelles, bidimemstes ou tridimensionnelles, et peuvent
étre calculées facilement par quadrature de Gaesste. |l faut noter que I'application de
la méthode de réduction de la dimension exige ‘quére r de la réduction soit choisi de telle
maniere a étre supérieur ou égal a I'ordre de ¢am@ositions dans I'équation (11.117).

[1.4.6.3 Post-traitements basés sur la MDPD

Une fois la surface de réponse obtenue par la rdétde décomposition polynémiale de la
dimension, différents types de post-traitement pat\étre effectués, tels que lI'analyse de
tendance centrale, analyse de fiabilité et analigssensibilité. Dans ce qui suit, nous nous
intéressons en particulier au calcul des momeatssstues et des indices de sensibilité de
Sobol. Il est a noter que dans le cas de I'analgsBabilité, la procédure a suivre ne difféere
pas de celle présentée dans le cas du développemehtos polynémial sauf dans I'étape de
construction de la surface de réponse représemdafnction d'état limite associée au
scénario de défaillance. Une fois cette tache efée; la probabilité de défaillance peut étre
estimée par simulations de Monte-Carlo.

11.4.6.3.1 Calcul des moments statistiques

Les moments statistiques de la variable aléataiedage représentant l'aléa associé a la
réponse d’'un modeéle peuvent étre calculés soisipaulations de Monte-Carlo sur la surface
de réponse, soit en utilisant les coefficiepdset {; ; ;.. ;. de l'approximation. Nous nous
intéressons a la deuxiéme solution. Dans ce cantieg moments statistiqgues sont facilement
obtenus en appliquant l'espérance mathémati@lld a I'approximation donnée par
'équation (11.117) et en exploitant I'orthogondlides polyndbmes d’Hermite. La moyenne
fy s et la variancéy ; sont aussi données respectivement par :

ﬁY,s = IE[}NIS] = Yo (H' 126)

s N-s+1

6¢s = E[(Fs — y0)?] Z Z Z Z Z{ll s (11.127)

is=is—1+1j1= Js=1

Les moments statistiques d ordre supérieur a deuxgnt étre obtenus de la méme maniéere.
Cependant, malgré la simplification engendrée jpathlbbgonalité des polynédmes d’Hermite,
le calcul des espérances élémentaires résultapteés décomposition de la dimension n’est
pas trivial puisqu’il implique le produit de plusedquatre polynbmes d’Hermite
unidimensionnels. On note que, dans le cas d'ueldppement en chaos polynémial, cette
difficulté n’est pas observée puisque le momentrdi® 4 exige seulement I'évaluation
d’espérances mathématiques du produit de quatyaqoles d’'Hermite.
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[1.4.6.3.2 Calcul des indices de Sobol

Dans le cadre de la méthode de décomposition polialé, la détermination des indices de
sensibilité de Sobol est plus simple que dans $edcadéveloppement en chaos polynémial.
En effet, si on normalise I'approximation fourniearpla méthode de décomposition
polynémiale par la variance total§;, on obtient la méme architecture (i.e. les mémes
termes) que la décomposition de Sofl], et par conséquent les indices de Sobol de
différents ordres sont directement identifiés. ineices d’ordre 1, d’ordre 2, et d’ordre 3 sont
aussi donnés respectivement par :

1 m
Sis = =3 Z al; (11.128)
UY,S =1
1 m m
¢ — 2
ixizis = 53 Z z Biizjvs (11.129)
s o
1 m m
¢ — 2
Staiizs = Z Z Z Yisizizjsjzja (11.130)
Uysh 1j2=1j3=1

ou les termesz =1 al}’ ZJ1 12]2 1'81'211'2]'1]'2 Z:]1 12]2 12]3 1yl11213]11213 peuvent étre
interprétés comme les variances partielles quantifes parts respectives de I'effet individuel
du parametre(;, de I'effet de l'interaction entre les deux paramegX; etX; , et de I'effet de

I'interaction entre les trois parameti¥g, X;, etX;, sur la variance totaley,s de la réponse
du modele. D’'une maniere générale, I'indice de ibdité de Sobol d’ordre est défini par :

§i1,---,is:5 O_Y z z (ll dsj1-Js (11.131)
S

=1 js=1

.....

s de la décomposition polyndmiale et du parammrerepresentant 'ordre de troncature
adopté dans la construction par projection sur d&@ebdes polynbmes d’Hermite des
différentes fonctionnelles dans I'équation (Il.L1Bn effet, il est évident quéil,_.,l-s;s
converge vers la valeur exacte lorsguend vers la dimension stochastiqueCependant, la
convergence par rapport au parametrest plus compliquée a évaluer, et elle est fontgme
dépendante de la régularité de la réponse du mddelere des indices de Sobol qu'on peut
évaluer est imposé par I'ordsechoisi pour construire la surface de réponsetrA iflustratif,

sis = 3, cela signifie que la méthode de décompositiogmgivhiale permet de déterminer les
indices de Sobol d’ordre au plus égal a 3. Celd ptra considéré comme une limite dans le
cas ou la dimension stochastique efficace est mypéra trois du fait que l'effet des
interactions entre quatre parameétres ne peut pas dtantifié bien qu'il puisse étre
significatif. On note, de plus, que I'indice de $btotal, associé a un parametre donné, peut
étre évalué a partir des indices de Sobol de @ffitsrordres impliquant ce paramétre. On peut
écrire alors :

STs = Siss ZSUS Z Sijks + (11.132)

i#j j#i,k#1,j<k
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11.4.6.4 Exemples d'illustration

Dans ce paragraphe nous nous intéressons a la @sgrade la méthode de développement
en chaos polyndmial et de la méthode de décomposinlynémiale dans I'estimation des
indices de sensibilité de Sobol. Pour ce faire srétudions deux exemples d'illustrations. Le
premier, relativement simple, traite un problemeelisians le contexte de la mécanique de la
rupture. Ce probleme a été traité par Lemaire ef18P] dans un contexte d’analyse de
fiabilité, pour lequel le scénario de défaillancgt e@éfini par l'atteinte de lintégralg
caractérisant la rupture du matériau d'une valeuwil g;. liée a la ténacité du matériau. Ce
scénario de défaillance est représenté par laitondtétat limite suivante :

1—v2

— (Fovma)’ (11.133)

ou E etv sont respectivement le module de Young et le amefit de Poisson du matéria,

la contrainte appliquée, la taille de la fissure initiale dt le facteur de correction de forme.
Dans notre étude, I'aléa concerne la résistaneer@pture/;., la charge appliquée, la taille
initiale de la fissurea et le facteur de correction de fornfie lls sont modélisés par des
variables aléatoires lognormales indépendantes tntcaractéristiques statistiques sont
données dans le tableau 11.9.

gx) =Jic —

Tableau Il. 9 : Caractéristiques statistiques des parametres iagestdu probleme de la mécanique
de la rupture

Parametre Jic g a F E v
Distribution lognormale déterministe
u 55 145 90 1
o 10 10 5 01 210000 0,3

Nous nous proposons de déterminer les parameseglus influents sur la fonction d'état
limite définie par I'équation (11.133). Dans cetierspective, les indices de Sobol du premier
ordre et totaux sont calculés d’'une part en seribasar un développement en chaos
polynémial, les coefficients étant déterminés paadyature de Smolyak et, d’autre part, en se
basant sur un développement par décomposition poijie. On note que la solution de
référence est obtenue par simulations de MontesQmbées sur les tirages dans un hyper-
cube Latin.

(a) (b)
0.8 - - - - 0.8 - - - -
I DCP:p=2 I DCP:p=2
0.7} I DCP:p=3 R 0.7} I DCP:p=3
Em SMC:10° HL Em SMC:10° HL
0.6 H DPD:s=1 0.6 H DPD:s=1
I DPD:s=2 I DPD:s=2

0.5}

" 04l

0.3}

0.2

0.1}

0.0

o a

F

Jie 7 ¢ F Jie

Figure 1l. 17 : Comparaison des résultats obtenus par développeemectiaos polyndmial et par
décomposition polynémiale de la dimension poutda)ndices de Sobol de premier ordre et (b) les
indices de Sobol totaux
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Les figures Il.17a et I1.17b comparent les réssltditenus respectivement pour les indices de
Sobol de premier ordre et totaux. On constate ‘ggart entre les indices de Sobol de premier
ordre et les indices de Sobol totaux est négligeahinsi, on peut conclure que l'effet des
interactions entre les différents paramétres iagestest négligeable par rapport aux effets
principaux. De plus, on constate que la variabitieg la fonction d’état limite définie par
I'équation (11.133) est due principalement a I'a&ssocié a la résistance a la rupfiyre

Globalement, les estimations données par les diffés méthodes sont en bon accord avec la
solution de référence. Par ailleurs on peut signgle la méthode de décomposition de la
dimension d’'ordres = 2 garantit le meilleur compromis entre la précisinle temps de
calcul, puisqu’elle nécessite 67 évaluations defolaction d’état limite, tandis que le
développement en chaos polynémial nécessite 126atians de la fonction d’état limite, ce
qui reste tout de méme plus économique que leslaiions de Monte-Carlo basées sur les
tirages en hyper-cube Latin. On note que, pourdthode de décomposition polynémiale, les
sommes sont tronquées a l'ordre= 3 et les intégrales élémentaires sont calculées par
guadrature de Gauss-Hermite basée sur trois paintégration.

Nous considérons maintenant un second exempletédsdc par la fonction d'état limite
suivante, associée au comportement d’'un oscill@elaux degrés de liberté :

7S, {als (Gpwp + Gswd)w,
40,03 {,0s (402 + 02) +yZ 4Q2wd

g(x) =F — 3ks\/ (11.134)

ou,w, = \/:l:l:, W = \/7’:1:55’ Wy = %(wp + ws), (o = %(Zp + (S) eto = wia(wp — ws).

La particularité de ce probléme, traité a I'origper Der Kiureghian et De Stefafi83] dans

le contexte d’analyse de fiabilité, est que la famcd’état limite est fortement non linéaire.
Dans cette étude, nous cherchons a détermineatamptres les plus influents sur la fonction
d’état limite. Les parameétres incertains sont miedél par des variables aléatoires
lognormales indépendantes, dont les caractérigtigtaistiques sont données dans le tableau
11.10.

Tableau Il. 10 : Caractéristiques statistiques des parametres iaestdu probléme de d’oscillateur
a deux degrés de liberté

Paramétre my, mg k, kg {p s F, So
Distribution lognormale
u 15 0,01 1 0,01 0,05 0,02 15 100
CV (%) 10 10 20 20 40 50 10 10

Les indices de sensibilité de Sobol de premiereoedrtotaux sont calculés d’'une part en se
basant sur les coefficients d’un développementhaos polyndmial d’ordres et 3, et d’autre
part en utilisant les coefficients d’'une décomposifpolynémiale de second ordre mais pour
différents ordres de troncature = {2, 3}.

Les résultats obtenus sont donnés dans le talld4u I solution de référence étant obtenue
par simulations de Monte-Carlo basées sur un éitlbantle 50000 points générés dans un
hyper-cube Latin. D’une fagon générale, on consijateles estimations fournies par les deux
méthodes sont en bon accord avec la solution d@erfe. On constate, de plus, que la
précision des estimations est améliorée soit emeaatant I'ordrep du développement en

chaos polyndémial, soit en augmentant le nombreed®ds retenug: dans les difféerentes

sommations présentes dans la décomposition pol@iémOn note tout de méme que la
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précision des indices de Sobol totaux calculés lpaméthode de décomposition de la
dimension est relativement meilleure.

Tableau Il. 11 : Indice de Sobol totaux obtenus par le développeraenthaos polynémial et la
décomposition polyndmiale de la dimension pourtdigme de 'oscillateur & deux degrés de liberté

Parametre chaos polynémial décomposition polynémiale SMC-HL
p=2 p=3 m=2 m=23
my, 0,0489 0,0668 0,0856 0,1006 0,0957
mg 0,1260 0,1408 0,1481 0,1729 0,1668
ky 0,2630 0,2954 0,3335 0,3335 0,3255
kg 0,1751 0,2204 0,2741 0,2713 0,2673
Cp 0,0837 0,0781 0,1386 0,0869 0,0823
s 0,0707 0,0658 0,0744 0,0614 0,0659
F; 0,2606 0,2392 0,1776 0,2014 0,2244
So 0,0095 0,0088 0,0106 0,0085 0,0084

II.5 Validation de la stratégie de résolution

Dans ce paragraphe, nous nous proposons d'illubtmgslémentation de la procédure de
résolution du probleme de la dimension stochastiéegée sur un probleme académique
traitant I'évaluation de la résistance d’'une stnoeta cing niveaux sollicitée par des charges
latérales (cf. figure 11.18a). Ce probleme a égdtér par Liu et Der Kiureghiafil34] pour
évaluer lintégrité de la structure vis-a-vis d'wsténario de défaillance défini par le
dépassement du déplacement horizontal de I'étgugrisur de la structure d’un seuil critique.
Ensuite, il a été repris par Blatman et Sufit86] dans un contexte d’analyse de sensibilité
basée sur le calcul des indices de Sobol et Idad@yement en chaos polynémial.

(a) (b)
Pl
b |
Pl G B, C B, C B, C |25 ft , ' , '
—
po |6 Bla Bla Blalsps ( | | |
—
» o B la B la B |glss f ( l (
2
ey
p e ®la Bla Plalps
’ B, 7, 5 ]
G c, c, c, |30 ft
% ft 30 ft % ft |

Figure Il. 18 : Structure a cing niveaux sollicitée par des chargésrales (a) géométrie (b)
déformée

Nous nous intéressons au déplacement horizontbétdge supérieur. Un modéle éléments
finis a été développé avec le logiciel Cast3m peguel la structure est modélisée en utilisant
des éléments de poutre. Les parameétres incertaipsothleme sont les trois charggs P, et
P;, deux modules de Yourfg, etE5, huit moments d'inerti¢l;};2, et huit section$A;}2, ,.
Les propriétés geomeétriques et matérielles ass@éehaque élément de la structure sont
données dans le tableau 11.12. lls sont modélisgsdps variables aléatoires normales et
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lognormales indépendantes dont les caractéristigiagistiques sont données dans le tableau
1.13.

Tableau Il. 12 : Propriétés géométriques et matérielles des éléntnla structure a cing niveaux

Elément Module de Young Moment d'inertie Section
Bl E4- 110 A18
BZ E4- 111 A19
B3 E4 112 AZO
B4 E4 113 A21
Cl ES 16 A14
CZ ES 17 A15
C3 Es I Aqe
C4- ES 19 A17

Dans un premier temps, nous nous proposons dendée&r la dimension stochastique
efficace du probleme. Autrement dit, nous cherchpasmi les 21 parameétres incertains, les
plus influents sur la réponse mécanique de latstreicPour cela, nous appliquons la méthode
de criblage de Morris, en considérant que chaquanpztre du modele varie dans l'intervalle
[”Xi + BO'Xi], ol uy, et oy, sont respectivement la moyenne et I'écart-typeatifel au
parametreX;. Les figures 11.19a et 11.19b illustrent la hiérhisation des paramétres incertains
en se référant aux caractéristiques statistiqugseotivement non normalisées et normalisées
des effets élémentaires fournies par la méthoddates, pour un nombre de niveapx= 4

et dix trajectoires. On constate que la chagest le parametre le plus influant sur la réponse
mécanique. Puis viennent, le module de Yodpaffecté aux éléments horizontaux, et les
moments d’inertiel,; et I, affectés respectivement aux élémefts et B;. Les autres
parametres n’ont pas d’effet significatif sur laighilité de la réponse du modele puisqu’ils
sont localisés au voisinage de l'origine du repére.

Tableau Il. 13 : Caractéristiques statistiques des parameétres iadest pour le probleme de la
structure a cing niveaux

Parameétre Nature y c
P, lognormal 30 9
P, lognormal 20 8
Py lognormal 16 6,40
E, normal 454000 40000
Es normal 497000 40000
Ig normal 0,94 0,12
I, normal 1,33 0,15
Ig normal 2,47 0,30
Iy normal 3,00 0,35
Lo normal 1,25 0,30
I normal 1,63 0,40
I, normal 2,69 0,65
Ii5 normal 3,00 0,75
Aiy normal 3,36 0,60
Ais normal 4,00 0,80
Aig normal 5,44 1,00
Aqr normal 6,00 1,20
Aig normal 2,72 1,00
A normal 3,13 1,10
Ay normal 4,01 1,30
Ayq normal 4,50 1,50
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Pour certaines applications, il est parfois diffiaile dissocier les parametres en se référant
seulement au graphique basé sur les mesures dbilieéng; eto;. En effet, dans le cas des
parametre?,, I,,, I;3 et Es, on ne peut pas affirmer d’'une facon définitivdaéa qui leur

est associé est significatif ou pas sur la vaiiighile la réponse mécanique de la structure.
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Figure 1. 19 : Hiérarchisation des parametres incertains pour telgéme de la structure a 5 étages,
basée sur les caractéristiques statistiques desseffémentaires, (a) non normalisées, (b) nordetis

Afin de pallier cette difficulté nous nous proposatiajouter un autre critére de sélection des
parametres importants. Dans ce contexte, noushasomns, en plus des mesures de sensibilité
u; eta;, sur la mesure de sensibilité globéfe(globale dans le sens ou elle integre en méme
temps les mesures de sensibiliféet g;). Ainsi, si on a des difficultés pour dissociertams
parametres, les plus importants seront ceux domuiaul des mesures de sensibiliig
correspond a un quantite préalablement établi, du cumul total.
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Figure Il. 20 : (a) hiérarchisation des paramétres incertains eméférant a la mesure de sensibilité
G/ (b) identification des paramétres les plus impotsgpour un quantile seuil p = 95%

Les figures 1.20a et 11.20b illustrent respectivamh la hiérarchisation des 10 premiers
parametres incertains en se référant a la mesurgedgbilité G/, et l'identification des
parametres les plus importants pour un quantiléd ges 95%. Ce critere donne plus de
consistance a la sélection des parametres impsrtanmtme on peut le constater sur la figure
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[1.19b. En effet, en plus des informations qu’orutpescueillir du graphique de la figure
[1.19a, ce critere permet de hiérarchiser les petes incertains par ordre d'importance
croissant. Grace a cette procédure, la dimensmrhastique efficace du probléme est 4, ce
qui correspond aux quatre premiers parametres tansP, , I;,, I,, etE,. Elle est inférieure

a la dimension stochastique nominale (21 paramétrasrtains). Le calcul stochastique
proprement dit en sera simplifié et rendu plus dhble. Dans ce contexte, nous nous
proposons d’évaluer la variabilité de la réponseani&ue de la structure induite par I'aléa
associé aux parametres incertains les plus imgsrt#insi, nous ne modélisons par des
variables aléatoires que les paramefted;,, I;, etE,, et nous utilisons les développement
en chaos polynémial et la méthode de réductioradéirhension comme méthodes de calcul
stochastique.

Nous nous intéressons a la détermination des menstaistiques de la réponse mécanique
ainsi gu’a la construction de sa densité de prdib@bie tableau 11.14 donne les estimations
des quatre premiers moments statistiques du dépéaehorizontal de I'étage supérieur de la
structure.

Tableau II. 14 : Estimations des moments statistiques — problénte steucture a cing niveaux

Moments s=1 s=2
statistiques m=4 m=>5 m=4 m=>5 SMC
Uy 0,0651 0,0651 0,0652 0,0652 0,0653
oy 0,0179 0,0179 0,0187 0,0187 0,0187
Sy 0,5527 0,5588 0,9672 0,9741 1,0151
Ky 3,3455 3,4911 4,4226 45749 4,9620
Nb d’appels
U MEE 17 21 113 171 10

On constate que la convergence des deux premiemsents statistiues est garantie en
utilisant une intégration par réduction de la disien d’ordre 1. Cependant, la convergence
des coefficients d'aplatissement et d’asymétrieeagite I'augmentation de l'ordre de la
réduction a 2. De plus, on constate que les estngsont en bon accord avec les résultats
donnés par les simulations de Monte-Carlo baséesrséchantillon de fOpoints obtenus
par un générateur de nombres pseudo-aléatoires.
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Figure Il. 21 : Comparaison des densités de probabilité obtenuetapaéthode de Pearson et les
simulations de Monte-Carlo
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Cette constatation est confirmée par les résultatmeés sur la figure 11.21a qui illustre une
comparaison des densités de probabilités congrditte part par la méthode de Pearson
basée sur les moments statistiques et d’autrepaartes simulations de Monte-Carlo. En
effet, la distribution de densité de probabiliténstouite en se basant sur les estimations des
moments statistiques fournies par la méthode dectié&xh de la dimension d’ordre 2, est en
bon accord avec la solution de référence donnéepaimulations de Monte-Carlo. Dans un
but illustratif, nous donnons également sur largll.21b la fonction de répartition de la
réponse mecanique, qui peut étre utilisée daranlalyses de fiabilite.

La stratégie a deux étapes, proposée pour effelgumicul stochastique, permet de réduire
significativement le nombre d’évaluations du modaiécanique. En effet, en supposant
gu'on a considéré dans le calcul des moments tagaks les 21 paramétres incertains de
base, en utilisant la méthode de réduction denfeedsion d’'ordre 2 basée sur une quadrature
de Gauss-Hermite d’'ordre 5, le nombre d'appels adéate éléments finis nécessaire pour
atteindre la convergence est de 5336, tandis gsiedegie proposée nécessite seulement 391
appels au modéle éléments finis. Ainsi, I'’éconoeridemps de calcul est de I'ordre de 92%.

1.6 Conclusion

Une des principales sources de difficulté dans ésolution des problemes de calcul
stochastique est la dimension stochastique, défiaiele nombre de variables aléatoires
utilisées pour représenter I'aléa associé aux patrasiincertains. En effet, plus la dimension
stochastique est élevée, plus le temps de calaud géterminer les grandeurs d’intérét est
conséquent. Dans ce contexte, nous avons prop@sétiatégie de résolution composée de
deux étapes. La premiére consiste a identifiemteedsion efficace, représentant le nombre de
parametres importants du modele, avant d’entamealtail stochastique proprement dit. La
dimension efficace, qui peut étre tres inférieuréa alimension nominale dans le cas de
problemes d’'ingénierie, est déterminée en se basantine hiérarchisation des parametres
incertains par la méthode de criblage de MorrisadDle cas ou les mesures de sensibilités
gualitatives fournies par la méthode de Morris uiisent pas pour distinguer facilement les
parametres importants, nous avons proposé uned&sélection basé sur I'évaluation d’'une
mesure de sensibilité normalisée, dans le sensmaenul est égal a l'unité. Autrement dit,
les parametres importants sont ceux dont le cumsiindesures de sensibilité normalisées est
€gal a un quantile préalablement fixé. Une foisgdasametres importants identifiés, ils sont
modélisés par des variables aléatoires et les pdirasnrestant sont fixés a leurs valeurs
moyennes ou nominales respectives.

by

La deuxieme étape consiste a effectuer le calathsstique proprement dit. Dans ce
contexte, nous avons proposé deux approches pannele construire une représentation
explicite (ou méta-modele) de la réponse d'un mmdal d'une fonction d'état limite
disponible au départ sous forme implicite. Ces damproches sont basées sur deux
techniques distinctes qui sont le développemerthaios polyndmial et la décomposition de
la dimension de I'espace aléatoire. Nous avons r@aqi’'une fois le méta-modele construit,
différents post-traitements peuvent étre menés mdfactuer des analyses de tendance
centrale, des analyses de sensibilité basées sdédamposition de la variance ou des
analyses de fiabilité. Ces post-traitements ne gsitemt pas d’appels supplémentaires au
modele ou a la fonction d’état limite explicite,eqoeux nécessaires a la construction du méta-
modéle.

En ce qui concerne la méthode de calcul stochastiqisée sur le développement en chaos
polynémial, nous avons proposé les simulations dat®tCarlo basées sur les séquences de
nombres quasi-aléatoires pour gagner en efficdmitede la détermination des coefficients
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inconnus du développement en chaos polynémial. Bas mappuyant sur un exemple
illustratif, nous avons montré que la séquence dioH offre le meilleur compromis entre
précision et colt de calcul. Dans la méme perspectious avons retenu également la
guadrature de Stroud et la quadrature basée sgriles de Smolyak. Cette derniere permet
de réduire considérablement le nombre d’appels adéeta implicite en comparaison a la
guadrature classique construite a partir d’'un pitodensoriel complet. Cependant, sa
précision est étroitement liée a la régularité 'oeégrande. La quadrature de Stroud est la
plus économique en terme d’appels au modele inglimais son application n’est préconisée
gue lorsque les grandeurs a appréhender n’exigentip niveau de précision élevé.

La méthode de réduction de Ila dimension permet déculer une intégrale
multidimensionnelle en la décomposant en une sonuiietégrales uni, bi et/ou
tridimensionnelles faciles a calculer par quadetlassique. Elle offre une bonne alternative
pour déterminer directement les moments statistiode la réponse d'un modéle avec
précision tout en étant économe en terme d'appelsnadéle. En conjonction avec la
projection sur la base des polyndmes d’interpatatie Lagrange ou une base polynémiale
associée aux distributions des parametres incertaigite méthode offre la possibilité de
fournir une approximation analytique de la répotiganodele ou de la fonction d’état limite.
A partir des coefficients de ce méta-modele, ont pterminer directement les moments
statistigues ou les indices de sensibilité de Sobalprobabilité de défaillance peut étre
estimée, dans le contexte d’analyse de fiabiliégféectuant des simulations de Monte-Carlo
sur le méta-modéle ou par l'intégration de la dénde probabilité associée a la fonction
d’état limite. Ces aspects ont été illustrés patutle de cas tests, pour lesquels on a montré
gu’un bon compromis entre précision et colt deutadst assuré.

A la fin du chapitre, nous avons illustré I'implémation de la stratégie proposée pour
résoudre le probléme de dimension stochastiqué&eélavravers une application portant sur la
résistance d’une structure a cing niveaux solkcfgar des charges latérales. On a montré que
cette stratégie permet une économie de I'ordre 8R2%emps de calcul. Cette efficacité est
due principalement a la réduction du nombre derpaties incertains effectuée en identifiant
la dimension efficace du probleme. Elle sera apgégdans le chapitre suivant pour évaluer
I'effet des incertitudes sur le comportement désites a ossatures en bois sollicitées par une
action sismique. Le choix entre le développementleaos polynomial et la méthode de
décomposition de la dimension, dans la deuxiempeétie la stratégie proposée, revient a
l'utilisateur. Il est dicté par la finalité du calcstochastique effectué. Néanmoins, nous notons
tout de méme que la méthode de decomposition denlansion est la plus adaptée en terme
d’efficacité, surtout dans le cas des analysegmigaince centrale ou d’analyse de fiabilité.
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[11.1 Introduction

Dans le chapitre précédent, nous nous sommes gésadur une méthodologie de résolution
de problémes a dimension stochastique élevée. létsoates de calcul stochastique ont été
présentées dans un contexte général sans spélgfigmobleme mécanique a traiter.
Cependant, dans ce travail, nous sommes confr@ntés probléeme mécanique spécifique
portant sur I'analyse du comportement de structlo@s sous sollicitation sismique. Le
traitement de ce type de probleme implique de ezlam certain nombre de défis.

Les structures en bois sont généralement consiitlié&ments assemblés ou fixés a d’autres
éléments structuraux par des organes métalliquepevent étre de simples clous, des
pointes, des agrafes, des boulons, des équerresie®uwlaques métalliques embouties.
L’expérience a montré que la modélisation de leammortement mécanique réel est non
triviale. En effet, le comportement de ce type skasblage est fortement non linéaire, et ce
principalement en raison de la conjonction du comngmoent orthotrope des éléments en bois
et de la ductilité des connecteurs métalliques.sDamncontexte, divers modéles non linéaires
[136-138] visant la description du comportement mécaniquecele assemblages ont été
développés au cours des dernieres années. Bida goiént largement utilisés, ces modeles
souffrent de certaines limitations puisqu’ils stmatsés sur une loi unidimensionnelle avec
hystérésis pour décrire la relation force-déplagent@r, a cause du contact entre les éléments
bois lors de charges de compression, une loi uridgionnelle ne peut pas décrire de maniere
adéquate le comportement bidimensionnel des asagetbois. Pour cette raison, un des
objectifs majeurs du projet SISBAT7] était de développer une loi de comportement
bidimensionnelle, basée sur les modéles décritsaraupnt, permettant de décrire le
comportement réel des assemblages bois avec cenreanétalliques. Cette tache a été
développée au laboratoire 3SR, de I'Université glodeourier, dans le cadre de la these de
Jéréme Humbeftl39].

Par ailleurs, a cause de son origine naturelle,déésuts sous forme d’irrégularités ou de
nceuds sont inhérents au matériau bois. Ces défaisent une variabilité des propriétés
mécaniques du matériau bois telles que le modul¥aleng ou la densité. Aussi, s'il est
utilisé dans la construction, il est primordial plendre en compte l'effet de cet aléa sur le
comportement des structures. Dans ce contexte,plepriétés du matériau bois sont
représentées par des variables ou champs aléatirdeu de les fixer a leurs valeurs
moyennes ou nominales respectives. De plus, ledsesspérimentaux réalisés dans le cadre
du projet SISBAT ont montré que certaines propsigt&caniques des assemblages bois, ou
plus précisément certains parameétres de la loi hysi@résis utilisée pour la modélisation de
leur comportement, sont entachés d’incertitudessAudaire I'hypothése que ces parametres
sont des grandeurs déterministes peut mener adesahs non conservatives voire erronées.
Cela peut avoir de graves conséquences quand @oitaes structures susceptibles d’étre
installées dans des zones de sismicité élevée.c&améquent, les méthodes de calculs
stochastiques offrent une alternative intéressgraar le traitement rationnel de ces
incertitudes. Il s’agit la d’'un des principaux atfjés du projet SISBAT et la problématique
sur laquelle est articulé ce travail, dont la fitdakst non seulement de prendre en compte
I'effet des incertitudes dans I'analyse du compudgrt des structures bois sous sollicitations
sismiques, mais aussi de fournir des éléments lysmaes codes de conception. Comme on
I'a déja évoqué tout au long de ce manuscrit, @xc’'une méthode de calcul stochastique
est principalement dicté par le type d’analyse guimuhaite effectuer (i.e. analyse de
tendance centrale, analyse de fiabilité ou analgsgensibilité). Cependant, dans ce travail, la
contrainte principale dans le choix de la méthoeeacul stochastique est la dimension de
I'espace aléatoire (i.e. le nombre de parameétieertains). En effet, nous souhaitons analyser
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le comportement sous l'effet d'une sollicitatiosrmique de la toiture compléte d’une maison
individuelle. Cette structure est composée de plusi assemblages réalisés principalement
par des connecteurs métalliques a dents ou degepométalligues, mais aussi avec des
équerres. En intégrant I'aléa associé aux parameégea loi avec hystérésis modélisant le
comportement de ces assemblages, ainsi que I'skacia aux propriétés mécaniques du
matériau bois, le nombre de paramétres incertashsrep élevé pour étre traité par les
méthodes de calcul stochastique classiques telles cglles présentées dans le premier
chapitre de ce manuscrit. Afin de surmonter ceftecdlté, nous nous proposons d’appliquer
la stratégie développée dans le chapitre précé@ette derniére est constituée de deux étapes
de calcul distinctes, la premiere consiste a rédiardimension stochastique en utilisant la
méthode de criblage de Morris, et la deuxieme steish aborder le calcul stochastique
proprement dit en ne modélisant par des varialdegares que les parametres significatifs.

Dans ce chapitre, nous nous intéressons dans uomegorbeu a la présentation de la loi de
comportement bidimensionnelle avec hystérésis,ldppée par Jerdme Humb¢i39] dans

le cadre du projet SISBAT, en se basant sur I'a®atijun modéle éléments finis représentant
un assemblage bois élémentaire. En conjonctions poésentons une analyse de sensibilité
basée sur le calcul des indices de Sobol et sdéveloppement en chaos polynémial pour
guantifier I'effet de I'aléa associé aux parametteda loi de comportement sur la variabilité
de la dissipation de I'énergie et la résistancd'agsemblage bois. Ensuite, des analyses de
fiabilité sont menées sur une structure en treigrésentant une fermette en bois sollicitée
par une action sismique. De plus, nous présentoaspuocédure de sélection des signaux
sismiques utilisés dans ce travail, en nous rétéaam consignes fournies par le BRGM
(Bureau de Recherches Géologiques et Minier&s)fin, nous présentons l'analyse du
comportement d’'une toiture complete d’'une maisatividuelle sollicitée par une action
sismique, ainsi que les différents critéres adojpl#ss le cadre du projet SISBAT pour
évaluer la criticité de I'endommagement accumulésdzette structure.

[11.2 Modéle éléments finis d'un assemblage bois

[11.2.1 Comportement des assemblages bois par plagues métples

Les plagues métalliques embouties sont souveigéd comme éléments d’assemblage dans
les fermettes en bois présentes dans les toiteesndisons individuelles. Leur abondance est
justifiée par le fait qu’elles permettent de réalides assemblages robustes et bon marché, en
un temps optimal. D’'un point de vue conceptuel agsemblages bois réalisés avec ce type de
connecteur sont composeés géenéralement de deuxisieynls éléments bois connectés de part
et d'autre par des plaques métalligues emboutiésnés de tailles égales et orientées de la
méme facon. Les fermettes en bois sont considéaame des structures en treillis dont la
conception est effectuée par rapport aux chargeticales. Ainsi, le comportement
meécanique des assemblages bois fabriqués en nitiiea plaques métalligues embouties est
souvent représenté par des modéles linéaires. Gaperdes études soutenues par des essais
expérimentaux, en particulier sous chargementsques[1] ont révélé que le comportement
réel de ces assemblages est non linéaire et peéseatforte anisotropie. La non linéarité est
due a la plastification de la plague métalliguesagu’aux dents assurant I'assemblage des
éléments bois. L'anisotropie est induite d’'une paut I'anisotropie dans le comportement des
plaques métalliques, et d’autre part par le congaite les éléments bois produisant une
certaine dissymétrie. Une fois encore, ces congiataont été confirmées par les résultats
expérimentaux obtenus dans le cadre du projetaterene SISBAT. De plus, sur 'ensemble
des assemblages testés sous chargements monotonegliques suivant différentes
directions, plusieurs modes de défaillances ontré&télés. Le premier mode de défaillance
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consiste en I'arrachement des dents de la plaqu&ligge des éléments bois (figure 1ll.1a).
Ceci est observeé lorsque la plague métallique reomte résistance suffisante alors que la
surface d’ancrage est trop limitée pour pouvoimpsuter le chargement. En revanche, lorsque
'ancrage est suffisant, on constate la rupturéadqdaque métallique, ou la rupture fragile de
'un des éléments bois (figure lll.1c). Finalemesdus I'effet de charges de compression, le
flambage de la plaque métallique induit un écrasenagel bois di au contact entre les
éléments bois de I'assemblage, entre lesquels pecesment est normalement prévu (figure
l1.1b).

Figure lll. 1 : Modes de défaillance des assemblages bois par gtaauétalligues embouties : (a)
arrachement des dents de la plaque du bois, (Istifilzation de la plague, (c) rupture d’'un élément
bois [140]

En se référant a I'Eurocode[8], les assemblages bois réalisés par des plaquediquéts
embouties sont caractérisés par plusieurs parasntdle que les dimensions de la plaque
meétallique, son orientation a la fois par rappdg direction du chargement et la direction des
fibres des éléments bois, et les propriétés méuaaniges matériaux. On note de plus que la
résistance de la plaque métallique elle-méme défmtement de la disposition des dents et
des trous oblongs qu’elle contient. Ainsi, on diéfsouvent deux directions suivant lesquelles
la plaque métallique a des capacités de résistdistiactes. En effet, la direction suivant
laquelle la plague métallique exhibe une fortestésice correspond a la direction principale
des trous oblongs résultants du processus de dtbric des dents. La résistance des
assemblages congus par des plagues meétalliquests e évaluée, comme prescrit dans
'Eurocode 5, vis-a-vis des deux modes de défaidan’ancrage des dents dans les éléments
bois et le cisaillement du corps de la plaque riégted. Ces modes de défaillance sont vérifiés
en comparant la réponse de l'assemblage vis-a-uis chargement donné a des valeurs
caractéristiques des parameétres mécaniques. Ceierésrsont obtenues a partir des essais
expérimentaux, et en se référant a la norme EN 104%5]. La définition de ces valeurs
caractéristiques peut avoir recours a des codfficiede sécurité ou a des modeles
probabilistes qui permettent de prendre en congsténkcertitudes qui peuvent se manifester.

[11.2.2 Loi anisotrope avec hystérésis

Le comportement des assemblages bois réaliséseparlaques métalliques a dents, comme
on lI'a déja évoqué dans le paragraphe précédantorsment non linéaire. Ainsi, dans la
pratiqgue, on a souvent recours a une modélisadorelgments finis pour décrire d’'une fagon
implicite le comportement de ces assemblages. 4filelle puisse étre représentative du
comportement réel de 'assemblage, la modélisguaoréléments finis doit étre tres raffinée et
prendre en compte les différents détails géomédset les caractéristiques mécaniques des
différents matériaux. Bien que cette alternativeajgae pertinente, elle engendre souvent un
temps de calcul prohibitif. Par conséquent, sonlengm conjonction avec une procédure de
calcul stochastique n’est pas envisageable. Ent,effeand on mene des analyses
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stochastiques, une des préoccupations principated’iliser des modéles mécaniques a la
fois robustes et non exigeants en terme de tempsaldel. Pour pallier ce probleme, des
macro-modeéles sont alors employés pour décrireofeportement global de I'assemblage
bois. Ces derniers sont basés sur des lois de ctanpmmnts qui décrivent I'évolution de la
force en fonction du déplacement dans I'assembldgans ce contexte, une loi
bidimensionnelle avec hystéré$is39], développée par le laboratoire 3S-R, est utilczes
cette étude. Cette derniere est basée sur unaithmensionnelle avec hystérésis développée
sur la base du modeéle de Yasumura et Yd4@i7/] et du modele LMT[138]. La
correspondance entre le déplacement scathiet la force résultant& est donnée par la
courbe force-déplacement présentée sur la figuee I

F
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+ g +
U, dy dy dy

2 Fok

7

Figure Ill. 2 : Loi d’hystérésis unidimensionnelle [139] dévelopdées le cadre du projet SISBAT

Elle est composée d'une enveloppe monotone (bratghesqu'a la force maximalg,,
définie a l'aide de polyndbmes de Bézier, suivieddex fonctions linéaires (branches 2 et 3)
représentant les pertes de rigidité post-pic. Llemples polyndbmes de Bézier permet
d’assurer une continuité analytique de la courlbesfaléplacement, ce qui n’est pas le cas des
modeles proposés dans la littérature, pour lesegeadds continuité est seulement établie d’'une
facon asymptotique. A partir de la force au pis,beucles d’hystérésis sont composées d’'une
décharge élastique (branche 4) jusg#'a 0, suivie d’'une recharge (branche 5). Afin
d’assurer la continuité, le point de départ derknbhe de recharge et le point de fin de la
branche de décharge sont les mémes. Les coordonpgesF,, du point pic peuvent avoir
différentes valeurs dépendant de I'histoire du glarent. Ainsi, la taille de la boucle
d’hystérésis formée par les branches de rechargécbiarge peut étre variable. La rigiditg
peut étre liée au comportement élastique, et, perains types d’assemblage, elle peut étre
égale a la rigidité initial&,. Le déplacement critique, représente la limite de la décharge
élastique non linéaire. On note que les boucleysténésis sont délimitées d’'une part par
'axe des déplacements, et d’autre par une counel@pe obtenue par une homothétie de
rapporta X B sur la courbe monotone correspondante en tragtian compression. En effet,
les résultats des essais expérimentaux ont monié€lay courbe monotone n’est pas une
enveloppe des essais cycliques, mais, pour un dgeieé, elle peut étre une enveloppe de ce
dernier en effectuant une homothétie sur la foBmdte loi unidimensionnelle avec hystérésis
permet de prendre en compte la perte de rigiditéesaple pic, I'évolution de
'endommagement de I'assemblage durant des cyelegdlacement a amplitude constante et
de modéliser des boucles cycliques de tailles blmsa En effet, les coefficients et g,
définissant le rapport de [I'homothétie, représentean réalité ['évolution de
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'endommagement au sein de I'assemblage. lls sbt@nos a partir des résultats des essais
expérimentaux. Le coefficientr représente un endommagement modéré piloté par le
déplacement maximal des cycles, tandis que le icaaff B correspond a un
endommagement significatif activé apres le pic fdref et piloté & son tour par le
déplacement. Cependant, a cause du contact quispemtanifester entre les éléments bois
ainsi que des différentes directions que peut deothargement, cette loi unidimensionnelle
avec hystérésis ne permet pas de décrire le coempent réel (anisotrope) de I'assemblage.
Ainsi, en se basant sur I'hypothése d’un modélsastipulant que la force est colinéaire au
déplacement, cette loi unidimensionnelle avec ngsig a été géneralis€E39] pour le cas
bidimensionnel, en considérant un assemblage caimparsdeux éléments bois connectés de
part et d'autre par deux plagues métalliques asdgigure 111.3).

|4

Plague

1 }
métalligue | u

1 '

| \

! \® X

| R W Elément |

i F bois 2 /

Figure Ill. 3 : Définition du déplacement relatif de la force résultante et du plan d’anisotropie
x.y)

La directiony, définie comme la normale au plan de contact dagreleux €léments bois, est
parallele aux plans contenant les plagues métaliqGette configuration est réaliste puisque
les éléments bois ont des sections rectangulaieem@&me épaisseur. L'orientation de la
directiony est conventionnellement choisie pour correspoadeetraction. Le contact entre
les éléments bois n'aura lieu que si le déplacemsatif suivant la directioly est négatif. La
directionx est définie par la tangente au plan de contasiteetst toujours paralléle aux plans
des plaques métalliques. Ainsi, le plan d’anisagagst défini par les directionsety. Le
déplacement relatift entre les deux éléments bois est orienté parlBapgui représente la
direction du chargement par rapport a la directioha loi bidimensionnelle avec hystérésis
est définie comme un ressort non linéaire pour dede vecteur forceF et le vecteur
déplacementu sont colinéaires dans le plan d’anisotropie. Autat dit, la loi
bidimensionnelle avec hystérésis n’est autre gapplication de la loi unidimensionnelle
donnée par la figure 11l.2 dans la direction défipar I'anglep. Ainsi, la force résultante
pour un déplacement donné est facilement obtenudilesant la loi unidimensionnelle dont
les parametres sont déterminés par une interpol@@w rapport a 'angle dans les deux
directionsx et y. La figure Ill.4 illustre le modéle ressort utdiddans la modélisation du
comportement anisotrope des assemblages bois.
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J”A A

Ux X

Figure lll. 4 : Modele ressort utilisé dans la modélisation du cortgament anisotrope des
assemblages bois

Le déplacement: du ressort avec hystérésis se déplacant danamed¥nisotropie(x, y)
suivant la direction définie par I'angte est obtenu comme la norme des déplacemegnit
u,. Les déplacements limites,, d;, d, et d,, représentant les parametres de la loi de

unidimensionnelle modélisant le comportement dsads sont obtenus a partir de leurs

équivalents dans les directionset y a l'aide d'une interpolation elliptigue de la faem
suivante :

d, = di,xdi,y\/diz’x cos(p)? +df, sin(p)? ,i = {y,1,2,u} (I111.1)

Les figures lll.5a et 111.5b illustrent respectivent I'évolution du déplacement au pi¢ en
fonction de I'angle de chargemeptet pour différentes combinaisons des déplacenants
pic d, . etd, ,, définis respectivement dans les directiored y.

(a) d; =f(p) (b) d,=g(d,,,dy,)
T T T T 4.5
— d,=1.5mm — d,,=1.5mm

. di(p.= ]
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Figure lll. 5 : Evolution du déplacement au piceh fonction (a) de I'angle de chargement et (s de
déplacements au pic équivalent dans le plan d’aropee (X, y)

Le choix d’'une interpolation elliptique par rappat d’autres types d’interpolation (en
particulier l'interpolation linéaire) est soutenwarple fait qu’elle fournit des résultats
compatibles avec la physique, plus précisément l@gegbservations expérimentales. On note
que, parmi toutes les forces définissant la cofwbae-déplacement, seule la force au jic
est a interpoler. De plus, certains déplacemengsaiee u,, doivent étre enregistrés pour
'incrément de temps suivant. Etant donné que kmrpetres sont interpolés a partir des
parametres équivalents dans les deux directicgtyy du plan d’anisotropie, il faut extrapoler
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les parameétres équivalentswg, dans ces directions a partir de sa valeur suigadirection
de déplacement du ressort avec hystérésis.

Bien que cette loi anisotrope avec hystérésis pasentée ici pour la modélisation du
comportement des assemblages bois avec plaqueliqnétaa dents, notons qu’elle peut étre
utilisée également dans la modélisation du compute des assemblages bois réalisés avec
d’autres types de connecteurs métalliques, teldegielous, les pointes ou les équerres, que
nous les aborderons plus tard dans ce chapitre.

[11.2.3 Analyse du comportement d’'un assemblage bois

Un modele numérique représentant un assemblagétaéndge deux €léments bois connectés
par une plague métallique a dents est implémenté da code de calcul par éléments finis.
Le maillage représentant I'assemblage est constitudeux nceuds, dont un est encastré et
I'autre libre en déplacement seulement suivantriectionx. Le comportement du connecteur
est modélisé par la loi avec hystérésis présentées te paragraphe précédent, dont les
parametres sont déterminés a partir des résukptyimentaux collectés sur des assemblages
bois sollicités par des chargements monotones eliqags. Afin de valider le modele
éléments finis, on se propose de confronter lesigohis numériques aux résultats
expérimentaux obtenus a partir d’'un essai réalige um assemblage bois sollicité en
déplacement cycligue. La figure III.6 illustre landiguration géométrique de I'assemblage
teste, ainsi que le chargement qui lui est appliqué

(a) Géométrie de l'assemblage (b) Déplacement cyclique
T 6 T T T T
Chargement
1l |
Elément bois 1
T 2
S o
Plaque Elément bois 2 ] -2

0 500 1000 1500 2000 2500
Temps (s)

Figure 1ll. 6 : (a) Configuration géométrique de I'assemblage testgeyolution du chargement

La validation de la loi unidimensionnelle est basée deux critéres : le tracé de la courbe
force-déplacement et I'évolution du cumul de I'djerdissipée par I'assemblage durant
I'histoire du chargement. On note que I'énergiesigiée est définie par le produit de
I'incrément du déplacement par la force résultabgefigure 111.7 illustre une comparaison
entre les prévisions données par le modeéle élénfenisset les résultats expérimentaux
concernant la courbe force-déplacement et I'évatutiu cumul de I'énergie dissipée au cours
de la durée du chargement. On constate que la €darbe-déplacement est en bon accord
avec les résultats collectés durant les essais riegrdaux, en particulier pour les
déplacements de faibles amplitudes avant d'atteimelrpic (cf. figure 111.2). De plus, on
constate que le modele éléments finis permet dairpr@vec une grande précision la force
maximale, ainsi que la charge cyclique pour unat@hent de faible amplitude.
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(a) Force—Déplacement (b) Energie dissipée
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Figure lll. 7 : Comparaison entre les prévisions données par leshacgléments finis et les résultats
expérimentaux : la courbe force-déplacement etudiami du cumul de I'énergie dissipée

La comparaison des résultats concernant I'évoludiwrcumul d’énergie dissipée au cours du
chargement, montre que, globalement, I'écart dag@ésultats numériques et expérimentaux
n'est pas significatif. Cependant, il faut signatgre, lorsque le niveau de dégradation de
'assemblage est élevé, le modéle éléments finid &esurestimer la dissipation de I'énergie a
la fin de la durée du chargement. Suite aux diffé&a® constatations présentées ci-dessus, on
conclut que la loi décrite dans le paragraphe pl€a€permet de prédire le comportement
réel des assemblages bois par connecteurs mégasll&gdents.

[11.3 Analyse stochastique d’'un assemblage bois

[11.3.1 Etude de sensibilité

La loi avec hystérésis présentée dans le paragyploeir modéliser le comportement semi-
rigide d’'un assemblage bois dépend de plusieusnpztres qui sont déterminés a partir de
résultats expérimentaux. L’'analyse statistique desnées collectées a partir des essais
effectuées sur différents assemblages ojsa révélé I'existence d'un aléa sur certains
parametres de la loi avec hystérésis. Par consgqluent nécessaire d’effectuer une analyse
de sensibilité pour déterminer les parametres ligs ipfluents sur la réponse mécanique de
'assemblage, telle que sa capacité résistanteldi.orce maximale que I'assemblage peut
supporter) et la dissipation d’énergie. Le tabldat donne les caractéristiques statistiques
(i.,e. moyenne, écart-type et coefficient de vaviatides différents parametres incertains.
Nous rappelons que nous étudions I'assemblagaémiésenté par la figure 111.2, sollicité par
les conditions de chargement présentées dansdgrpphe précéedent.

Tableau lll. 1 : Caractéristiques statistiques des parametres iagest[139]

KO dy dl Fl d2 du
[kN/mm] [mm] [mm] [kN] [mm] [mm]
u 57,11 0,32 3,15 45,67 8,10 11,02
o 5,7 0,043 0,5 2,8 2,9 3,3
CV (%) 10,0 13,4 15,7 6,2 35,7 30,0

D’'une facon générale, I'analyse de sensibilité amshposée de deux étapes principales. La
premiére consiste a choisir le modéle probabifistenettant de représenter I'aléa associé aux
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parametres entachés d’incertitudes. Autrementpaditir chaque paramétre incertain, il faut
définir la distribution de la variable aléatoirel trimodélise. Cette tache nécessite un nombre
relativement important de données expérimentalegjuc n'est pas le cas dans notre travail
pour lequel le nombre d’essais est limité. Nous rees1 donc obligés de poser quelques
hypothéses. Afin de simplifier les calculs, il esimmode de modéliser les parametres
incertains par des distributions Gaussiennes. Gipgnquand on manipule des grandeurs
physiques telles que le module de Young ou ledité&gs, ce choix peut induire des
incompatibilités (i.e. valeurs négatives). Afin darmonter ce probleme, les paramétres
incertains dans ce travail sont modélisés par dembies aléatoires lognormales ayant les
caractéristiques statistigues données dans leatablik.1. Ce choix est conforme a la
littérature[132], puisque les grandeurs représentant la résistgries propriétés mécaniques
des matériaux sont bien représentées par de®gmsimales.

La deuxieme étape consiste a déterminer les pamsnkdts plus influents sur la réponse
meécanique. La facon la plus pertinente pour abocdegenre de probléme est d'utiliser une
méthode permettant de décomposer la variance déplanse mécanique en fonction des
variances associées aux parametres incertains.dearmtexte, la méthode de décomposition
de Sobol peut étre utilisée. Nous avons utilispditache développée dans le chapitre
précédent, qui consiste, dans un premier tempsnstrtire une représentation explicite du
modéle mécanique basée sur un développement es phmémial et de déduire par la suite
les indices de sensibilité a partir des coeffigedé ce développement en se référant aux
équations (I11.75) et (11.77). Le tableau IIl.2 dentes estimations des indices de Sobol de
premier ordre et totaux associés a chaque parameagain, en considérant comme réponses
meécaniques la capacité résistante de 'assemblaigellh,, et la dissipation d’énergig,;.

Ces estimations ont été obtenues en considéramtéualoppement en chaos polynémial
d’'ordre p = 3, et les coefficient§a,, |a| < p } de ce développement ont été déterminés en
évaluant l'intégraleN-dimensionnellel) définie par I'équation (11.19) avec la formule de
guadrature de Smolyak (Eq. (11.37)) d’ordre 6.

Tableau lll. 2 : Indices de Sobol de premier ordre S et totaprsSociés aux parametres incertains
de l'assemblage bois pour un déplacement appliniéieur a ¢

Fngx(N) Eq()

S St S St
Ky 0,663 0,781 0,416 0,450
d, 0,114 0,161 0,081 0,120
dq 0,046 0,086 0,116 0,184
F; 0,064 0,097 0,271 0,350
d, 0 0 0 0
d, 0 0 0 0

En se référant aux indices de Sobol totaf),(on constate que la rigidité initialg, et le
deplacement limited, (i.e. déplacement délimitant le comportement &jast de
'assemblage a partir duquel 'endommagement seifesd@) sont les parametres les plus
influents sur la capacité résistaiitg,, de 'assemblage. En effet, une variation de 10%ade
rigidité initiale contribue a 78% de la variancelaeapacité résistante de I'assemblage, tandis
gu’une variation de 13,4% du déplacement limite@gtdbue seulement a 16%. L'aléa associé
aux autres parametres incertains ne contribue 2i'@e la variance de la capacité résistante
de I'assemblage. En comparant les valeurs desesdie sensibilité du premier ordre et les
indices de sensibilité totaux, on constate quisexdes interactions entre certains parametres
de la loi avec hystérésis. Ceci peut étre confipagé I'évaluation des indices de Sobol du
second ordre. En effet, I'indice de Sobol du secomble associé a la rigidité initialg et le
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deplacement limited, est d'environ 4%, ce qui montre I'existence d’uiméeraction
négligeable entre ces deux parametres.

La variance de la dissipation d’énergig est principalement due a I'aléa de la rigiditdiathe

K,. En effet, I'indice de Sobol total qui lui est asg indique que la variation de 10% de ce
parameétre contribue a 45% de la dispersion dedsigdition d’énergie. La force au pig
vient en second ordre, puisque l'aléa qui lui estoaié contribue uniqguement a 35% de la
variance de la dissipation d’énergie. L'importadeeces deux parametres peut étre expliquée
par le fait qu’ils contr6lent la forme des bouctEBystéresis. Les parametrds etd; de la

loi ont un effet non significatif sur la dissipatiad’énergie puisque les deux ensembles
contribuent a environ 20% de la variabilité de eaterniere. En comparant les indices de
Sobol du premier ordre et les indices totaux, amckd que l'effet de l'interaction entre les
différents parameétres incertains n’est pas nédhige@®n note que I'étude de sensibilité qui
vient d’étre présentée a été effectuée pour uradépient appliqué inférieur au déplacement
limite élastiqued,, (i.e. la comparaison est effectuée par rappoat @aleur moyenne). Cela
peut expliquer la dépendance de la capacité ratastie 'assemblage (i.e. la force maximale
enregistrée dans I'assemblage) du déplacementliétistiqued,, et justifie aussi la faible
dissipation d’énergie, observée durant les quelguesiers cycles du chargement (cf. figure
l11.7). En effet, 'endommagement s’amorce danssd@mblage lorsque le déplacement
appliqué est supérieurdg,.

Aussi, on se propose de refaire cette analyse ngibd&é pour un déplacement appliqué
supérieur ad,, afin de voir si la contribution de I'aléa assoeiéx différents parametres
incertains dans la variabilité de la capacité tasie de 'assemblage et de I'énergie dissipée
change de distribution. Le tableau 111.3 donneiteices de Sobol du premier ordre et totaux
respectifs aux parametres incertains.

Tableau lll. 3 : Indices de Sobol de premier ordre S et totaprsSociés aux parametres incertains
de l'assemblage bois pour un déplacement appligpérseur a ¢

Fngx(N) Eq()

S St S St
K, 0,279 0,284 0,786 0,861
d, 0,060 0,064 0,042 0,066
dq 0,126 0,133 0,031 0,057
F; 0,524 0,528 0,038 0,116
d, 0 0 0 0
d, 0 0 0 0

Les résultats donnés dans le tableau 111.3 confitnie changement de I'ordre d’importance
des parameétres incertains sur la variabilité dpsmges mécaniques. Ceci est encore plus vrai
pour la capacité résistante de I'assemblage. Egt,efh se référant aux indices de Sobol
totaux, on constate que la variabilité de la far@ximale enregistrée dans I'assemblage est
principalement due a 'aléa associé a la forceiadp Or, on a montré précédemment que la
rigidité initiale de 'assemblagk, jouait ce rble, pour un déplacement appliqué iatérau
deplacement a la limite élastiqdg. De plus, on constate que l'effet de l'aléa assaui
déplacement au pid, est plus visible. En effet, une fois le déplacenlenite élastique
dépasse, les paramétrds et d; commandent I'évolution de I'endommagement dans
'assemblage. Ces deux parametres, comme on l&a\dgéjors de la présentation de la loi
avec hystérésis, permettent une certaine flexébdii modele afin gu'’il puisse s’adapter a
I'évolution de 'endommagement. En comparant leides de Sobol du premier ordre et les
indices de Sobol totaux, on constate que I'écdrhes significatif, ce qui montre que I'effet
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d’interaction entre les parametres incertains @&bld. Si nous nous intéressons maintenant a
la dissipation de I'énergie, nous constatons queasibilité est induite exclusivement par
I'aléa associé a la rigidité initial€, de 'assemblage, ce qui peut étre expliqué paitlejue

le taux d’endommagement dans I'assemblage n’atpeistaun seuil critique.

Afin de réduire le nombre de paramétres incertdarss les analyses stochastiques que nous
souhaitons mener dans la suite de notre trava@nmment dans le cas de la toiture a ossature
bois sollicitée par une action sismique, nous nelétiserons a I'échelle d’un assemblage
élémentaire que l'aléa associé a la force apjuisqu’il a I'effet le plus significatif sur son
intégrité. Les autres parametres de la loi de cotapm@nt avec hystérésis seront fixés a leurs
valeurs moyennes.

[11.3.2 Evaluation de 'aléa de la réponse de I'assemblage

Dans le paragraphe précédent, nous avons effecteéétude de sensibilité, basée sur la
notion de décomposition de la variance, qui noupeamis d’identifier les parametres
importants sur la capacité résistante de 'assagpldbais et sur I'énergie dissipée. Cependant,
I'aléa associé a ces réponses mecaniques n'estviaig ; autrement dit, nous n’avons pas
déterminé leurs caractéristiques statistigues (m@mments statistiques et densité de
probabilité). Pour ce faire, nous nous intéresssaglement a la capacité résistante de
'assemblage, et nous nous proposons de calcuteprgmiers moments statistiques et de
construire sa densité de probabilité, au moyeriaggioche basée sur le développement en
chaos polyndmial présenté dans le paragraphe.ll.8i5chapitre précédent.
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Figure Ill. 8 : Evolution de 'approximation de la capacité résiginde I'assemblage bois par un
développement en chaos polyndmial en fonction iffésethts parametres incertains
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En se référant a I'étude de sensibilité effectué&egdemment, on ne modélise que la rigidité
initiale K,, la force au pid, le déplacement limite,, et le déplacement au pi, par des
variables aléatoires. Les déplacements limite®t d,, sont fixés a leurs valeurs moyennes
respectives. Les quatre premiers moments statéstiqant déterminés respectivement par les
équations (11.59 & 11.62). La densité de probabiéist construite & partir de®¥Imulations de
Monte-Carlo effectuées sur le modéle explicite basé un développement en chaos
polynémial d'ordrep = {3,4}, dont les coefficients sont déterminés par quadsatde
Smolyak.

Nous nous intéressons dans un premier lieu a kecgance du modele explicite fourni par le
développement en chaos polynémial. Dans ce contéxtigure 111.8 compare le modéle
obtenu pour différents ordres du développement le@mos polyndémial avec le modéle
éléments finis.

On note que les graphes tracés sur la figure 3bi& obtenus en faisant varier les parametres
incertains un par un dans un interva{l}g(i + 3"Xi] (i.e. uy, etoy, sont respectivement la
moyenne et I'écart-type associés au paramkfye On constate que le développement en
chaos polynémial d’ordr@ = 4 reproduit avec une grande précision la réponseanigoe
obtenue par le modele éléments finis. Ainsi, iltpéne couplé aux simulations de Monte-
Carlo pour effectuer des calculs stochastiquesyteds’analyse de fiabilité.

Si nous nous intéressons maintenant a la convezgdes moments statistigues obtenus a
partir des coefficients du développement en chabgmpmial, les résultats obtenus, ainsi que
le nombre d’'appels au modeéle éléments finis, pesrdrdres 3 et 4 du développement en
chaos polynémial, sont donnés dans le tableau 1l11.4

Tableau lll. 4 : Estimations des moments statistiques de la capgisistante de I'assemblage

Ordre du Moments statistiques Nombre d’appels au
DCP .aY,p 6Y,p SY,p '%Y,P MEF
p=3 35693 2251,5 0,1283 3,0337 85
p=4 35693 2251,4 0,1285 3,0362 170

On constate que l'écart entre les estimations dements statistiques fournies par un
développement en chaos polynémial respectivememtidp = 3 etp = 4 est de l'ordre de
103, Ainsi, on peut conclure que la convergence demembs statistiques est garantie par un
développement en chaos polynémial d’ordre 3. Qgtiede précision est obtenue a un faible
codt de calcul puisqu’elle ne nécessite que 85lapemodele éléments finis. La densité de
probabilité est construite par deux méthodes rémjere consiste a effectuer®imulations

de Monte-Carlo sur le développement en chaos poljadéet la deuxieme consiste a utiliser
une méthode des moments de Pearson. Les figur@a #t 111.9b illustrent respectivement la
densité de probabilit¢; et la distribution de probabilitg;  de la capacite résistante

Eq de I'assemblage bois.

On constate que les résultats donnés par les déthodes de construction de la densité de
probabilité sont en bon accord. De plus, on rem&gue I'aléa associé a la capacité résistante
de 'assemblage peut étre représenté par une laftsussienne de moyermg = 35693

et d'écart-typeoy, = 2251,4. Ce modele probabiliste (variable Gaussienne) [gdtre
expliqué par le fait que les parametres d’entrég isnlépendants et que les sources d’aléa ont
différentes origines. Cela est trés intéressaoh suggere d’effectuer des analyses de fiabilité
puisqu’elle peut étre déterminée directement parégration de la densité de probabilité. En
effet, si on considéere un scénario de défaillaréfadpar la fonction d’état limite :
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G(X) = Fcritique - Fmax(X) (I11.2)

Ol Feririque €St UNe grandeur déterministe représentant Itefitique que I'assemblage peut
supporter, I'évolution de la probabilité de défailte n’est autre que la fonction de répartition
de la capacité résistante de I'assemblage repéissat la figure 111.9b.
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Figure lll. 9 : Comparaison des évolutions de (a) la densité dbaisilité et (b) la répartition de
probabilité

l1l.4 Analyse de fiabilité d’'une fermette en bois

[11.4.1 Comportement des fermettes en bois

Les fermettes en bois sont utilisées dans la agetgin de toitures des habitats individuels.
D’un point de vue conceptuel, ces structures sonstituées d’assemblages bois réalisés par
des plaques métalligues embouties a dents. Lesefersn en bois sont généralement
considéréees comme des structures en treillis dorgdistance est veérifiée uniquement vis-a-
vis des charges verticales. Dans ce contexte, iotéigsse uniquement au comportement
global de la fermette pour lagquelle les élémentb@s sont supposés subir des charges de
traction ou de compression le long de leurs axsgedifs. Cette hypothése est loin d’'étre
réaliste. D’'une part, dans le cas de charges lattalles que les séismes, des moments de
flexion et des efforts de cisaillement peuvent smifester dans les éléments bois. D’autre
part, comme on I'a montré dans le paragraphe peétgte comportement des assemblages
bois réalisés par des plaques métalliques embaautitsts est fortement non linéaire, ce qui
contredit l'utilisation courante de modeles linéair De plus, on a vu que ce type
d’assemblage permet de dissiper I'énergie lors kbargement appliqué. Bien que cette
énergie dissipée puisse améliorer le comportemena dtructure maitresse (i.e. fermette en
bois ou toiture en bois d’'une habitation individeglen particulier vis-a-vis des chargements
cycligues tels que les séismes, elle n'est pag miiscompte d’une maniére explicite par la
réglementation. La plupart des études existantas talittérature concernant les structures
bois sont focalisées sur le comportement de casedles vis-a-vis des charges verticales. De
plus, peu d’études s’intéressent a I'analyse dessedles incertitudes sur le comportement des
structures bois. Néanmoins, on peut citer queldaetatives pour intégrer les différentes
sources d’incertitudes. En effet, Rosow$k$#2] a proposé une approche stochastique pour
effectuer dans un premier temps des analyses ddbsiéd pour évaluer la contribution de
plusieurs sources d’incertitudes sur la réponseamgue de murs de contreventement en bois
caractérisée par le déplacement maximal enregistigint le passage d’'un séisme. Ensuite, la
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distribution du déplacement maximal est constraifgartir de la réponse des structures bois
vis-a-vis de plusieurs accélérogrammes synthétigtiesés pour caractériser I'aléa sismique
en Californie. Enfin, en se basant sur le calculadprobabilité de défaillance vis-a-vis du
franchissement d’'un seuil critique de déplacemiémt,proposé des abaques pour concevoir
les murs de contreventement en bois. Dans le mémtexte, van de Lindt et WaJ243] ont
etudié I'effet des incertitudes qui entachent lasametres de la loi de comportement avec
hystérésis utilisée pour la modélisation du comgrodnt des murs de contreventement. La
distribution du déplacement maximal, enregistréadui’application de signaux sismiques
représentant l'aléa sismique de plusieurs villes Heats-Unis, a été approximée par une
distribution de Weibull. Cette derniere a été sé& pour I'estimation de la probabilité de
défaillance ainsi que les indices de fiabilité dwii sont associés, pour différents seuils
critiqgues. En se référant aux estimations de ldgaidité de défaillance, ils ont montré que
'aléa associé aux parametres de la loi de commené avec hystérésis est significatif sur
l'intégrité des structures bois installées sur sless a Seattle et Los Angeles. Par contre, son
effet est négligeable sur la fiabilité des struesuibois installées sur des sites a Boston. Gupta
et Gebremedhifil44] ont étudié plusieurs types d’assemblage bois engot en compte la
variabilité de la résistance du matériau boisohs montré que la fiabilité d’un assemblage
bois est étroitement liée a sa rigidité. Dans wrteeagtudg145], les mémes auteurs se sont
focalisés sur la construction de la distributionlaleésistance d’une structure bois en treillis
vis-a-vis des charges induites par la neige. Leereride défaillance est représenté par la
rupture des éléments bois. Hansson et Ellegda#@] ont utilisé les simulations de Monte-
Carlo pour I'analyse de la fiabilité de fermettessbcontenant des assemblages bois réalisés
par des plagues métalliques embouties a dentsnilsontré que 10 a 20% des défaillances
de ce type de structures bois sont induites pawpéure des éléments bois, tandis que la
rupture des connecteurs métalliques contribue a d€8éfaillances. Song et L4i7] ont
utilisé la méthode de surface de réponse quadeapgur analyser la fiabilité d’'une toiture
d'un habitat individuel composées de quinze fereseten bois, vis-a-vis de charges
horizontales appliquées verticalement aux plansfelesettes. L'aléa associé aux propriétés
des matériaux, a la géométrie de la toiture etraugement est modélisé par une distribution
de Weibull. En se basant sur un scénario de derfiad représentant le flambage des éléments
bois centraux sur lesquels sont fixées les fermetbastituants la toiture, ils ont proposé un
facteur de stabilité, pour caractériser la rigidéterale de la toiture en bois. De plus, ils ont
montré que l'intégrité de cette structure peut &meéliorée en ajoutant des éléments de
contreventement.

Dans ce qui suit, nous proposons une approchenaliee basée sur le développement en
chaos polynémial, en conjonction avec les méthatkediabilité du premier ordre et les
simulations de Monte-Carlo, pour I'analyse de fiabid’une fermette en bois sollicitée par
une action sismique. Nous nous intéressons encpketi a la défaillance induite par la
rupture des assemblages bois présents dans lateriais, avant de procéder a cette étude,
nous nous focalisons dans un premier lieu suréagmtation du modele éléments finis de la
fermette en bois.

[11.4.2 Modele éléments finis de la fermette en bois

Nous nous proposons d’étudier le comportement dfenmette en bois sollicitée par une
action sismique représentée par I'accélérogrammegitré lors du séisme qui a eu lieu le 17
janvier 1995 a Kobe au Japf8] (figure 111.10).
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Figure Ill. 10 : Accélérogramme enregistré lors du séisme de Kohlapan [148]

La fermette est composée de plusieurs assemblaggsaoues métalliques a dents comme le
montre la figure 1ll.11. Le modeéle éléments finsprésentant la fermette est composé
d’éléments poutres modélisant les éléments en Hascomportement de chacun des

assemblages constituant la fermette est modélisélgpdoi anisotrope avec hystérésis

présentée auparavant, dont les paramétres sontnitéds a partir des résultats des essais
expérimentaux réalisés sur des assemblages boisrdigres.

Figure Ill. 11 : Géométrie de la fermette en bois

Cependant, puisque les différentes configuratioésngetriques des assemblages dans la
fermette ne sont pas toutes représentées dans skais eexpérimentaux, un facteur
d’ajustement est appliqué pour prendre en compitesdes configurations. Dans ce contexte,
on note que seules quatre configurations d'asseyeblaelémentaires étudiées
expérimentalement ont été utilisées pour détermewparametres de la loi anisotrope avec
hystérésis. Elles correspondent respectivementia egsais de cisaillement a 0° et a 45°, et
deux essais d’ancrage a 0° et a 45°. Les figutd2d et 111.12b illustrent les géométries des
assemblages bois élémentaires utilisés pour lessedancrage et les essais de cisaillement.
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(a) Essai d'ancrage (b) Essai de cisaillement
Chargement Chargement

Elément bois 1 Elément bois 1

Elément bois 3 Elément bois 2

Plaque Elément bois 2 Plaque 1 Plaque 2

Figure lll. 12 : Géométrie des assemblages bois utilisés pour $a9deais d’ancrage et (b) les essais
de cisaillements

On suppose que la non linéarité est due principaénau comportement des plaques
métalliques utilisées dans les assemblages. Ai@stomportement des éléments bois est
supposeé élastique linéaire. De plus, puisque emetts bois sont élancés, les charges qui
leurs sont appliquées restent colinéaires a leinectobns principales et les efforts de
cisaillement dans le bois sont négligeables. Pas@guent, le bois est considéré comme un
matériau isotrope dans la modélisation. Les essgu§rimentaux sous chargements cycliques,
réalisés dans le cadre du projet SISBAT sur desdttes en bois utilisées dans les toitures a
comble perdu des habitations individuelles, onélé&y deux modes de défaillance : le premier
consiste a la rupture du bois au niveau des asagedlréalisés entre les arbalétriers et les
contrefiches (assemblagéd et A2 sur la figure 1ll.11), tandis que le deuxiéme matie
défaillance consiste a l'arrachement de I'ancrageni@eau des assemblages, en bas de la
fermette, entre les fiches et I'entrait (assemidd@feet B2). Ces deux modes de défaillance
sont illustrés sur la figure 111.13.

’Mode de défaillance des| | [ Mode de défaillance des |

Figure 1ll. 13 : Modes de défaillances observés au niveau des aksgeslile la fermette en bois
[139]

La rupture du bois au niveau des arbalétriers derfaette est principalement induite par les
charges de traction perpendiculaire aux fibress€mario de défaillance est en bon accord
avec les observations recueillies lors des expértiatiens sur des assemblages bois
élémentaires. Elles ont révélé la faible résistashe® assemblages vis-a-vis des charges de
traction perpendiculaire aux fibres, et ce quelle goit I'étendue de la surface d’ancrage (i.e.
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les dimensions de la plaque métallique a dentségildans 'assemblage). L'arrachement de
I'ancrage est di probablement a la surface limitéacrage, puisque dans les assembl&des
et B2, plus de deux éléments bois sont connectés leawnsutres tandis que des plaques
métalliques de mémes dimensions sont utilisées dessdifférents assemblages qui
constituaient la fermette. Aussi, nous nous fooaks dans ce qui suit sur I'étude du
comportement des assemblages au sein desquels nmodes de défaillance est observé. Les
figures 111.14 et 111.15 illustrent I'évolution dudéplacement global et I'effort normal
enregistrés au droit des assemblajeet B1 respectivement, pour différentes amplifications
du signal séismique.

Assemblage Al

0.6

T

0.4 -

Ll il vy
oo wmo

0.2

0.0

-0.21\

Déplacement (mm)

-0.4}

1200
1000
800
600 -
400 |-
200

Effort normal (N)

=200}V
—400 |-

-600

Temps (s)

Figure Ill. 14 : Evolutions du déplacement global et de I'effortmal dans I'assemblage Al
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Figure Ill. 15 : Evolutions du déplacement global et de I'effortmal dans I'assemblage B1
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En se référant aux valeurs maximales du déplacegheial et de I'effort normal, on constate
gue l'assemblagB1 est plus sollicité que I'assemblagé. A titre illustratif, si on considére
une amplification de 150% de I'amplitude de l'antisismique, I'effort maximal enregistré
dans I'assemblagBl est2129,43 N, alors que I'assemblagfl encaisse seulement un effort
maximal de782,2 N. On note que le calcul dynamique est effectuaéidd’ d’'une procédure
incrémentale, et que I'action sismique est appkouens la directionx (cf. figure I11.11).

[11.4.3 Evaluation de l'intégrité de la fermette en bois

Dans ce paragraphe, nous nous proposons d’évahiégtité de la fermette en bois sollicitée
par une action sismique vis-a-vis des deux modeketillance présentés auparavant. Pour ce
faire, nous nous intéressons seulement a la repmesanique des assemblages et B1
représentée par I'effort maximal enregistré dutaation séismique. Ainsi, la défaillance de
la fermette est définie par le franchissement didit maximal enregistré aux assemblages
Al ou Bl d'une valeur critiquéeF,,;;. La figure 111.16 illustre d’une facon schématique
scénario de défaillance.

m Franchissement du seuil
.

0 1 2 3 3 5 6 7 8
Temps (s)

Figure 111. 16 : lllustration schématique du critere de défaillardzla fermette en bois

Mathématiquement parlant, ces deux scénarios aelldate peuvent étre représentés par la
fonction d’état limite suivante :

G(X) = Fepie — tg%ggl{lF(X; )1} (111.3)

ou F,,;; est I'effort critique représentant la résistaned’dssemblage, défini dans cette étude
comme une grandeur déterministeXedst un vecteur représentant les parametres im®rta

Grace a I'étude de sensibilité d’'un assemblage @&léimentaire présentée dans le paragraphe
3.1, nous avons montré que parmi les parameétrestamgs représentant la loi anisotrope avec
hystérésis utilisée pour la modélisation du congoéant de 'assemblage, I'aléa associé a la
force au picF; contribue en majeure partie a la variabilité decégacité résistante de
'assemblage (i.e. I'effort maximal atteint durdiaiction sismique). Par conséquent, seul ce
parametre est supposé incertain dans I'analyse&abiité de la fermette en bois. Comme on
I'a déja évoqué auparavant, les parameétres détstesnde la loi de comportement avec
hystérésis des différents assemblages constitaaetrmette sont dérivés a partir des quatre
configurations de référence étudiées expérimentienA leur tour, ces derniéres peuvent
étre réparties en deux catégories principales :asemblages utilisés pour les essais de
cisaillement et les assemblages utilisés pour $eaig d’ancrage (cf. figure 111.12). Pour la
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premiere catégorie, la méme valeur de la force iauFpde la loi de comportement avec
hystérésis est utilisée pour les chargements dédnaet de compression mais en changeant
seulement de signe (i.e. positif pour les chargedraction et négatif pour les charges de
compression). Ainsi, on affecte la méme variabéataire pour représenter I'aléa associé a la
force au pidF; a la fois en traction et en compression pour $sgmblages de la fermette dont
les parametres de la loi de comportement avec fiégsséétaient déterminés a partir d’'une
configuration d’assemblage testé en cisaillementrRa deuxieme catégorie, en plus du
signe, les valeurs attribuées a la force auFpjcespectivement en traction et en compression,
sont différentes. Ainsi, afin de réduire la dimemsde I'espace aléatoire, nous supposons que
la force au pic en tractioR," et la force au pic en compressiBn sont totalement corrélées.
Ainsi, la variable aléatoir& - représentant I'aléa associe a cette derniereldiferce au pic

en compressiof;’) est définie paky- = X+ + AF;, OUAF; est une grandeur déterministe et
Xp+ est une variable aléatoire représentant l'aléacass la force au pic en tractidii. On

note que cette hypothése simplificatrice ne dast§tee considérée comme une limite de notre
étude. En effet, puisque nous partons de la ménmmdigooation pour déterminer les
caractéristiques meécaniques d'un assemblage etiotramu en compression, ces dernieres
peuvent étre différentes mais elles sont totalencamtélées. Les différents parametres
incertains sont modélisés par des variables aléatdbgnormales dont les caractéristiques
statistiqgues sont données dans le tableau III.5.

Tableau lll. 5: Caractéristiques statistiques des parametres irdest pour I'analyse de fiabilité
d’'une fermette en bois sous sollicitation sismiquature des assemblages [149]

Type Essai de cisaillement Essais d’'ancrage
d’assemblage a =45 a =90 a=0 a =45
Paramétre Fazs FEzo0 Fig0 FEgts
U 48,48 10 43,79 10 33,10 16 40,18 10
CV 12% 12% 12% 12%

On note quex désigne I'angle de la direction principale de lagme métallique a dents par
rapport a la direction des fibres. Les valeurs mags de la force au pi§ données dans le
tableau IIl.5 correspondent aux charges de tractiour les assemblages d’ancrage, les
réalisations de la force au pic en compression gbtgnues a partir de leurs réciprogues en
traction en ajoutant un incrémemF; = 1950 N pour a = 0° et un incrémentAF; =
12620 N pour a = 45° et en inversant le signe. Pour les assemblagessdiélement, on
utilise les mémes realisations de la force au mictraction et en compression mais en
inversant le signe. On note que les valeurs degnmentsAF; correspondent a I'écart entre
les valeurs déterministeB' et F; de la force au pic respectivement en traction ret e
compression. Ainsi, pour chaque assemblage, lex derables aléatoires représentant la
force au pic en traction et la force au pic en casgion sont totalement corrélées.

L’'analyse de la fiabilité de la fermette vis-a-des deux modes de défaillance est effectuée
par une approche basée sur le développement ea pbbmomial. En effet, dans un premier
lieu, une formulation explicite de la fonction diétlimite définie par I'équation (111.3) est
construite a partir d’'un développement en chaogndwohial d’ordre 3. Ensuite cette derniére
est couplée avec la méthode de fiabilité du premidre ou avec les simulations de Monte-
Carlo pour estimer la probabilité de défaillance. idte que les deux modes de défaillance
(i.e. rupture de 'assemblagel ou de I'assemblagB1l) sont étudiés séparément. Autrement
dit, la fermette en bois est considérée comme umpogant et non pas comme un systeme.
Les résultats obtenus sont donnés dans le tadle@wu |
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Tableau Ill. 6 : Résultats de I'analyse de la fiabilité d’'une ferteetn bois sollicitée par une action
sismique

Assemblage Al Assemblage B1
Brorm 3,765 2,130
Pt rorm 8,335 10 1,658 1C
Pr smc 1,5 10° 1,99 10
. Ff‘g%o nggoo Ff;o" Flzyf;zts" ch=45° nggoo Ff{;OO Fff;“o

41956,57 35345,2 22930,0435696,13 45344,87 38016,27 27564,22 35696,12

On note que les analyses de fiabilité sont effestymurF,,;; = 783 N et F,.;; = 2130 N
respectivement pour I'assemblafje et 'assemblag81. On constate que la défaillance de la
fermette en bois est fort probablement induitelpaefaillance de 'assembla@d puisque la
probabilité de défaillance qui lui est associéepst élevée que celle associée a I'assemblage
Al De plus, on constate que les estimations de daghilité de défaillance obtenues par
simulations de Monte-Carlo appliquées sur la serfade réponse construite par
développement en chaos polyndémial, sont plus éegée celles fournies par la méthode de
fiabilité de premier ordre (FORM). En effet, la fion d’état limite définie par I'équation
(111.3) est loin d’étre linéaire par rapport auxrganétres incertains. Ainsi I'estimation de la
probabilité de défaillance donnée par la méthoddRMCa de fortes chances de ne pas
correspondre a la solution exacte puisque l'idébate de cette méthode est de substituer la
fonction d’état limite réelle par un hyperplan guiiest tangent au point de défaillance le plus
probablex*.

l11.5 Evaluation de 'endommagement d’une toiture a ossate bois

I11.5.1 Modele éléments finis de la toiture

zZ z z 2z 2z 2z 2z 2z 2z 2z 2 22 22222 2z 2
w w w w w w w w w w w w w w w w w w w w
A
/] - . ADA
N, N
/ \, N\, FE
/ \, \,
/ N, N\, FA
/ N, N
] FE g \l(?"/\~\ \\‘ /\\ < /./
ANl N N >~ AN
7 4 o 7 ~ 7 S, ~N
T . 9 P \‘. > & il \ %
7 < FAAFE . N N b > S
Nl ~ P L 5
~ N 9‘ AFD ~ ) i~ | _ /
N ~N -~ / = Vi
~ P F ~. 7
I - N\ N > 4 NS/ FE
\ v 7
\, / 2 FA
"Ta / 7
3 g g eE
\| % o
N . y((’
N, }S- LA
\1 -y - ADA v
L 12000 o
~ L

Figure Ill. 17 : Géométrie et répartition des fermettes de la teitdicombles perdus étudiée dans le
cadre du projet SISBAT [7]

Dans le cadre du projet SISBAT, il est demandéfeltfier des calculs stochastiques (i.e.
analyse de tendance centrale, analyse de semsibilitanalyse de fiabilité) afin de cerner
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l'effet des différentes sources d’incertitudes der comportement d'une habitation
individuelle installée dans un territoire a forisnsicité. Dans cette perspective, un modele
éléments finis, développé sur le code éléments @ode_Asternous a été fourni par le LMT
[159], partenaire du projet SISBAT. Il permet de simu&rcomportement dynamique non
linéaire d’'une toiture a ossature bois de dimerssi@elles sollicitée par une action sismique.
Notre tache consiste a y intégrer les differentegces d’incertitudes et de quantifier leurs
effets sur I'évolution de I'endommagement, en sdifit la stratégie de calcul stochastique
développée dans le chapitre précédent. Mais avaniitagner cette tache, nous nous
proposons, dans ce paragraphe, de présenter baavdm modeéle éléments finis de la
charpente d’une toiture a combles perdus de dimmpasim x 12m, dont la figure 111.17
illustre la géométrie et la répartition des ferregtt

Notons que le modéle éléments finis de la toitut&éhelle réelle (cf. figure 111.17) a été
validé en comparant les estimations fournies pandeéle aux résultats des essais effectués
sur des maquettes de dimensions rédutasx 6m dont la géométrie est illustrée sur la
figure 111.18.
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Figure Ill. 18 : Géométrie de la maquette de toiture & combles petektée dans le cadre du projet
SISBAT [7]

Afin d’étre le plus représentatif possible du com@ment réel d’'une toiture installée au
dessus d’'une maison individuelle, le modéle éléménis prend en compte les chainages
représentés par des poutres en béton armeé ders@dtion x 0,15m, ainsi que les poutres au
vent représentées par un treillis en bois donétantgetrie et les dimensions sont données sur
la figure 11.19.

Cette modélisation est motivée par le fait quedalité du support sur lequel est installée la
toiture influence le comportement de cette derni€e note que les poutres en béton des
chainages sont supposées articulées entre elles,fetment pas ainsi un cadre rectangulaire
rigide. Les poutres au vent sont fixées d’'une pa® poutres de chainage par des équerres
meétalliques et d’autre part aux entraits des felesgiar des pointes.
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11600
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Figure 11l. 19 : Géométrie et dimensions des poutres au vent [7]

Les éléments en bois constituant la toiture somtésentés par des éléments poutres dont le
comportement est élastique linéaire isotrope. L&riz bois constituant les membres d’'une
fermette a un module d'Youngiy = 12 GPa, tandis que celui des membres de
contreventement et des liteaux €st=9 GPa. Les tuiles et les liteaux sont représentés par
des éléments grilles qui ont une raideur seulerdans le sens perpendiculaire aux plans des
fermettes. La masse totale des tuiles est prisompte dans le modele éléments finis par la
masse volumique,,. = 50 kg/m? des éléments grilles. Les liaisons entre les éiésne
bois eux-mémes ou avec d’autres éléments structueds que les chainages en béton armé
sont représentées par des éléments discrets a mtewxls de mémes coordonnées. Le
comportement des assemblages par plagues métalligdents constituant les fermettes est
élastique linéaire. La raideur de I'assemblage ranstation dans le plan de la plaque est
30 kN/mm et infinie hors plan. Le comportement des assegeslacalisés par des équerres
ou par pointes métalligues est non linéaire : il ®®délisé par la loi anisotrope avec
hystérésis présentée dans le paragraphe I1l.2 2leowlifférents parametres sont déterminés
pour chaque type d’assemblages a partir des résdka essais sous chargements monotones
et cycliqueq151, 152]

Généralement, lorsqu’on procéde a un calcul dynaentgansitoire, 'amortissement dans la
structure est représenté par un amortissementatgqde type Rayleight lié a la matrice de
massg M| et a la matrice de rigiditeK] de la structure par la relation :

[C] = a[M] + B[K] (111.4)

ou a et sont deux coefficients réels déterminés a paetir @mortissements désigsur les
deux premiers modes propres de la structure, repiEs par les fréquences propigset w, :

2
{a,} = wlewz{l’ w;w,} (I11.5)

Pour les éléments finis classiques tels que laveadés poutres, les coefficientset f sont
déterminés a partir des caractéristiques des raai€riMalheureusement, cela n’est pas le cas
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pour les éléments discrets. Afin de pallier ce faole, des éléments discrammortisseuront

été ajoutés parallelement aux éléments discret®geptant les liaisons par connecteurs
métalliques. Les premiéeres simulations du mod@meénhts finis, en dynamique non linéaire,

ont montré que lorsque les liaisons clouées satérfent dégradées ou rompues, la toiture
résiste encore au chargement. Il s’est révélé gtte ésistance est fictive, et qu’elle résulte

du mouvement des amortisseurs qui engendre dedsefftesque du méme ordre que la

résistance des liaisons. En effet, d@uwgle Asterla matrice d’amortissement est calculée a
partir de la matrice de raideur élastique et déguences propres de la structure saine. Ainsi,
il a été décidé d'utiliser un amortissement unigeemproportionnel a la masse de la

structure :

[C] = 2w, [M] (111.6)

Ce choix est soutenu par le fait que les simulatiomt révélé que la toiture possede un seul
mode de vibration dominant dans chaque direction cth@argement (i.e. directions
perpendiculaire et paralléle aux plans des fermgtte

L’action sismique a laquelle est soumise la toiteise représentée par des accelérogrammes
fournis par leEBRGM correspondant a des évenements sismiques engggistns différents
sites en France métropolitaine ou en territoiresitle mer. D’un point de vue pratique, I'effet
de l'action sismique est représenté par des fodesertie équivalentes induites par
I'accélération du sol. Elles sont appliquées auxd®alu maillage éléments finis de la toiture.
La réponse de la structure est obtenue par unéguoe itérative.

[11.5.2 Critere d’endommagement dans la toiture

La résistance de la toiture au cours d’'un évenemsisntique est basée sur I'évaluation du
niveau d’endommagement atteint dans les assemblagesdommagement; dans un
assemblagé quelconque de la toiture est défini en fonctiondéplacement maximal,,, .
(i.e. en traction ou en compression) atteint ausde I'évenement sismique :

urtlax ur_nax
d=1+d , -1
R

ou d, est le déplacement a la rupture pour un chargemmeomotone, etd, est
'endommagement cyclique qui vaut 1 pour un assag#kain et un chargement monotone,
et tend vers 0 lorsque le nombre de cycles de ehagt tend vers I'infinj139].

(111.7)

Si on considere un groupe constituéndassemblages du méme type (assemblages entre les
éléments d’anti-flambement et les arbalétriersembtages entre contreventement et les
fiches, assemblages des lisses sur les fiches ednligaits, assemblages des liteaux sur les
arbalétriers), 'endommagemehtqui lui est associé peut étre défini comme la mogedes
endommagements; enregistrés respectivement dansiessemblages :

n
1
D=- ) d; 111.8
”Zl : (111.8)
=

Ainsi, 'endommagemend varie dans l'intervallg0,1]. Il vaut O si aucun des déplacements
enregistrés dans lesassemblages n’a atteint le déplacement a la mipdsipectif, et vaut 1 si
tous les déplacements ont atteint le déplacembntupture. Les simulations ont montré que
les endommagements des assemblages cloués localisé®uts des contreventements ainsi
gue ceux des assemblages cloués entre les élénmenid'anti-flambement et les arbalétriers
des fermettes sont les plus significatifs. Par éqosent, il a été décidé que la défaillance de la
toiture est enregistrée lorsque l'indicateur d’andmagemenDd atteint une valeur supérieure
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ou égale a 50% simultanément pour ces deux grodjpssemblages. Le choi® = 50%
peut correspondre soit a la rupture de la moitgaksemblages, soit a I'enregistrement dans
tous les assemblages d'un déplacement de 50% dacdépent a la rupture. La charge
correspondant a cette valeur seuil de 'endommageest comparable a la charge de rupture
observée dans les essais. De plus, le paramétet que défini par les équations (I11.7) et
(111.8) est continu dans l'intervall§0,1], ce qui est compatible avec les exigences du Icalcu
stochastique. La figure 111.20 illustre schématiopemt le critére de défaillance de la toiture.

100
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Figure Ill. 20 : Illustration schématique du critére de défaillaremdopté pour I'évaluation de la
résistance de la toiture

[11.5.3 Modélisation de I'action sismique

En se référant a la réglementation parasismiquepéenne Eurocode [8], qui préconise
d’utiliser des approches de calcul simplifiées plauvérification des structures vis-a-vis des
événements sismiques, I'évaluation de l'action gjsm est basée sur la définition d’'un
spectre de réponse élastigue associé a un sité&doarspectre est utilisé par la suite soit pour
déterminer des forces statiques eéquivalentes, goilr générer des accélérogrammes
synthétiques ou pour modifier des accélérogrammasels (i.e. des enregistrements in-situ
de mouvements sismiques) qui seront employés damsd ou on souhaite effectuer une
analyse chronologique non linéaire (analyse dynaentgmporelle). La caractérisation d’un
mouvement sismique repose sur plusieurs param@&ramagnitude qui mesure I'énergie
libérée par le séisme, la durée de I'événementigism I'intensité d’Arias qui permet de
quantifier I'énergie dissipée et sa répartitionashirle séisme, ...). Cependant, on utilise en
regle générale un seul parametre, I'accélératioxinmade du sol PGAqui est I'abréviation de

la dénomination anglais®eack Ground Acceleratipnpour caractériser un séisme. Ce
parameétre dépend du site sur lequel la structurinstllée, et sa valeur est donnée par le
zonage sismique fourni par la reglementation pamaigiue utilisée dans le pays ('Eurocode 8
en Europe). En effet, pour un site donné, le zos&gamique fournit une valeur de référence
agr du PGA pour une période de retour de référence. En seardf a 'Eurocode 8, ces
valeurs de référence d’accélératigp ont été définies pour une période de retour deahss
Cela signifie que la probabilité de dépasser aattelération cible dans les 50 ans a venir est
de 10%. On note tout de méme que d’autres périddesetour peuvent étre facilement
considérées en employant un coefficient d'impomandont le role est de pondérer les
accélérations de référence pour une période derre® 475 ans. La figure I11.21 illustre
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I'évolution du spectre de réponse élastique assiciée accélération, en se référant aux
indications de I'Eurocode 8.

Se/ay

Ty

T, T

| O

Figure 11l. 21 : Evolution du spectre de réponse élastique selaurdEode 8

On constate que le spectre de réponse élastiquigfastpar plusieurs parameétres modélisant
I'effet du type du sol ainsi que I'amortissement ldestructure. En se référant toujours a
I'Eurocode 8, les sols sont répartis en cing caiégalésignées par des lettresAd@squ’aE

pour lesquels différentes valeurs des paramé&yreg;, T, etS sont données. Par exemple, le
sol de typeA représente un sol rigide et le sol de tipeeprésente un sol souple. Les figures
[ll.22a et 111.22b illustrent I'évolution du speetde réponse élastique respectivement pour des
territoires de faible sismicité correspondant aomes 1 a 4 sur la carte de zonage sismique et
des territoires de forte sismicité corresponddatzone 5 sur la carte de zonage sismique.
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Figure 1. 22 : Spectre de réponse élastique pour différents tgpsotiselon I'Eurocode 8, (a) zones
de sismicité faible et (b) zones de sismicité élevé

La vérification de la résistance d’'une structurs-advis d’'un événement sismique doit étre
effectuée dans les trois directions principalesjxdieorizontales et une verticale. De plus,
pour chaque direction, plusieurs spectres de répogisstique doivent étre utilisés
(généralement on utilise trois spectres de répeétasique pour chaque direction). Bien que
les réglementations parasismiques n’excluent pagoksibilité d’effectuer un calcul non
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linéaire dynamique, on a recours le plus souveam galcul élastique linéaire. Dans ce cas,
I'effet de la ductilité qui se manifeste dans lenpmrtement réel de la structure est pris en
compte au travers d’'un coefficient de comportemgerit n’est autre que le rapport entre la
force a la rupture obtenue pour un comportemerdtiglee linéaire, correspondant a un
déplacement de référence de la structure, et laefa la rupture obtenue pour un
comportement non linéaire et pour le méme déplanemie référence. En effet, ce calcul
simplifié est basé sur un spectre de réponse dalaal de conception obtenu par la réduction
du spectre de réponse élastique par un fagtela détermination de la valeur du coefficient
de comportement est une étape importante dansoleégure de dimensionnement. Elle
dépend de plusieurs paramétres tels que les matécanstitutifs et les sources de non
linéarité dans la structure, ainsi que de la présete composants dissipatifs. En ce qui
concerne les structures a ossatures bois, le deola valeur du facteur de comportement est
dicté par le niveau de ductilité de la structure.efifet, pour les structures dissipatives, pour
lesquelles la ductilité est élevée, une valeur sepée a 1,5 est souvent choisie pour le
coefficient de comportement, a condition que lesesoductiles soient localisées dans les
assemblages. On note tout de méme que, malgréfitatidd simpliste du coefficient du
comportement, la détermination de la valeur adé@gaattiliser dans un dimensionnement
n'est pas clairement explicitée dans la plupartades

Dans le cadre du projet SISBAT, qui s’articule pipralement sur la prise en compte et la
modeélisation réaliste des sources de non linéadtés les structures a ossature bois, en
particulier dans les assemblages bois réalisédgsmaconnecteurs métalliques, le choix le plus
pertinent pour rester fidéle a cet objectif estffdduer une analyse chronologique non
linéaire. Dans ce contexte, la modélisation detibacsismique peut étre effectuée par des
accélérogrammes synthétigues (i.e. générés par procédure numérique), des
accélérogrammes naturels (i.e. des enregistrengmtsouvements sismiques reels), ou
encore des accélérogrammes naturels modifiés. Ayant objectif d’étre le plus réaliste
possible dans la modélisation numérique d’'une pardans la représentation de l'aléa
sismique de la France d’autre part, le choix retstude travailler avec des accélérogrammes
naturels modifiés (i.e. des enregistrements de emewts sismiques réels dont le contenu
fréquentiel est modifié pour se caler sur un sgecible). En effet, on a souvent tendance a
travailler avec des accélérogrammes correspondatgsaenregistrements de mouvements
sismiques forts (par exemple Kobe) qui ont margbhéstbire de I'humanité. Or, ces
évenements sismiques peuvent étre des cas extu@mnesnéme peu probables si on change
de contexte. Afin de pallier cette difficulté, iléaé décidé d'utiliser des enregistrements de
mouvements sismiques représentatifs de I'aléa gisgnén France métropolitaine et dans les
territoires d’outre-mer. Ces derniers sont fourpes le BRGM[153], un des partenaires du
projet SISBAT, qui dispose d’'une base de donnéesitante en termes d’enregistrements de
mouvements sismiques. Les criteres de choix dei&ogrammes sont trés variés. lls sont
généralement définis par les finalités qu’on prétatieindre. Un des objectifs principaux du
projet SISBAT est d'effectuer des calculs stoclyass, pour lesquels il est question
d’évaluer l'intégrité d'une structure vis-a-vis d'ucritere de défaillance associé a un
évenement sismique. Ainsi, les signaux doivent 8trfisamment pénalisants pour bien
encadrer la limite de résistance de la structuemsitette perspective, BRGMs’est focalisé
sur la recherche de scénarios ou d’évenementsggissiuniquement dans les zones d’aléa
modéré, moyen et forts en se référant a la cadea’sismique en France. Chacune de ces
zones est définie par une gamme d’accélérationmegi et les sites qui leurs sont associés
sont choisis dans la partie haute de la gammei,Aingone d’aléa modéré est représentée par
la ville de Nice, la zone d’aléa moyen est représepar la ville de Lourdes et la zone d’aléa
fort est représentée par la ville du Moule en Glmage (cf. tableau 111.7). On note qu’afin de
couvrir la gamme spectrale du spectre de I'alédoume correspondant au site choisi pour
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représenter la zone d’aléa fort, deux scénariosndis ont été considérés correspondant
respectivement a un séisme lointain (i.e. spedtteeren basses fréquences) et un séisme
proche (i.e. spectre riche en hautes fréquences).

Tableau Ill. 7: Coordonnées géographiques et caractéristiques gisesi des sites choisis pour
I'aléa modéré, moyen et fort [153]

Site Longitude Latitude Aléa Gamme d’accélération

Nice 7,24°E 43,71°N modéré 1,1 Mfsa, < 1,6 m/$
Lourdes 0,05°0 43,09°N moyen 1,6 Mfsa, < 3,0 m/$
Le Moule 61,39°0 16,37°N fort & 3,0 m/$

En résumé, quatre scénarios distincts sont comsiddans notre travail, correspondant
respectivement a un aléa modére, un aléa moyealéanfort lointain et un aléa fort proche,
pour lesquels IEBRGM a fourni respectivement 15, 14, 13 et 11 signdour chaque
scénario, 3 a 4 signaux représentent un type dé, 9| C, ou D selon la classification de
I'Eurocode 8. La sélection des accélérogrammeséaefiectuée dans la base de données
européenne de mouvements forts, ainsi que danbates de données mondiales, dont la
classification était basée sur I'évaluation de ielus indicateurs du mouvement sismique tels
que le PGA le PGV, lintensitée d’Arias et la durée de la phase forize plus, une
hiérarchisation des signaux a été effectuée enasanb sur la moyenne des différents
indicateurs du mouvement sismique.

Sénario 1 : aléa modéré (Nice) Sénario 2 : aléa moyen (Lourdes)
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Figure Ill. 23 : Quatre signaux sismiques fournis par le BRGM regpement pour une zone d’'aléa
modére, une zone aléa moyen, une zone d’'aléaroctp et une zone d’aléa fort-lointain

Les spectres des signaux fournis ont été comparde BRGMaux spectres de I'Eurocode 8,
représentatifs des différentes zones d’aléa sismules différents types de sol, qui a conclu
que le contenu fréquentiel est cohérent, sauf mualques signaux pour lesquels on a
constaté des divergences acceptables dans le @dlsssont plus pénalisants que ceux de la
réglementation. La figure 111.23 illustre une séien de signaux fournis par BRGM pour
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les quatre scénarios considérés dans ce travaildirectionsOX et OY qui apparaissent sur
les Iégendes de la figure 111.23 désignent les dditections horizontales définies par rapport
a la source d’enregistrement du signal sismiquelle$ n’ont aucun lien avec I'orientation de
la structure.

[11.5.4 Sélection des sighaux sismiques

Les signaux fournis par BRGMcorrespondent & un niveau de référencB@A Ainsi, pour
observer 'endommagement dans la structurePGA de référence est amplifié lors des
simulations numériques. De plus, afin de réduiretemps de calcul, nous considérons
uniqguement la portion du signal susceptible de @uoer la majeure partie de
'endommagement accumulé dans la structure au cdeirka durée totale de I'événement
sismique. L’étendue de cette portion est délimjtae les bornes; et t; données dans la
figure 111.24. Ces bornes correspondent aux instanikquels I'accélération atteint un seuil de
5% de l'accélération maximale, en partant respeonient du début et la fin du signal
sismique.
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Figure Ill. 24 : Définition de la durée efficace du signal sismique

Avant d’entamer les calculs stochastiques, il edispensable de déterminer I'amplification
de référence qui correspond a l'atteinte du critéee défaillance de la toiture présenté
précédemment dans le paragraphe 111.5.2. Ce enttérdéfaillance est purement déterministe,
et il ne faut pas le confondre avec la notion der de défaillance rencontré dans le cadre
des analyses de fiabilité. Autrement dit, le partae® défini par I'équation (111.8) caractérise
la réponse de la structure permettant de mesweddmmagement cumulé dans la structure
lors du passage d'un séisme. Dans ce travail, mous proposons de nous focaliser sur
I'évaluation de la résistance de la toiture a agsabois installée dans une zone d’aléa fort.
Dans cette perspective, huit signaux lointains @ésoau site de la ville du Moule en
Guadeloupe ont été sélectionnés (cf. figure I1IL2Bpur chacun d'eux, le niveau
d’amplification du signal de référence, nécessainer atteindre le critere de défaillance de la
toiture, a été obtenu par interpolation linéairereeffectuant plusieurs simulations du modele
numerique pour différentes amplifications.

Les résultats concernant les huit signaux représéntd’'un scénario lointain de l'aléa
sismique sont donnés dans le tableau I11.8. A peeanvue, on constate que les signaux qui
ont lePGA spectre le plus élevé ne sont pas forcément esupllis nocifs sur la structure. En
effet, pour le signal sismique 6, qui vient en deme position si on classe les signaux
sismiques par ordre décroissantRI@A du spectre, la défaillance de la structure se ieste
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lorsque IePGA du spectre est amplifié de 220%. Cette valeulagglus élevée pour le panel
de signaux sismiques représentatifs du scénanmaloi Le PGA critére (amplification du
PGAdu spectre) est plus informatif, dans la mesur# teeént compte de plusieurs indicateurs
de nocivité du signal sismique a la fois, tandi® de PGA spectre ne représente que
I'accélération maximale du signal sismique.

Tableau lll. 8 : Amplifications correspondant a l'atteinte du crigede ruine pour les signaux de la
ville du Moule en Guadeloupe — scénario lointain

Séisme 1 2 3 4 5 6 7 8
Référence BRGM 4655ya 4653ya 8659ya 9623ya 9622ya 9588ya 9618ya 9592ya
Sol B C C C D A B B

Durée efficace (s) [10,41] [10,52] [15,60] [14,70] [17,106] [15,68] 4170] [15,75]
PGA spectre 6,19 6,15 5,91 6,20 6,03 6,62 7,26 6,49
Amplification 106% 111% 166% 147% 135% 220% 112% 104%
PGA critéere 6,56 6,82 9,81 9,11 8,14 14,56 8,13 6,74

On note que la durée d’'une simulation par élémimitsdépend de la nocivité et de la durée
du signal sismique. En terme de temps machine estieomprise entre 12 et 28 heures. On
signale aussi que I'amplification d@GA du spectre, prise comme référence pour définir la
défaillance de la structure, correspond au maxinden amplifications enregistrées pour
atteindre les deux critéeres de ruine (i.e. critAF6A et critere bouts de€VS, comme le
montre la figure 111.25. Pour tous les signaux sgms, on constate que I'amplification du
PGA du spectre induisant la défaillance de la stngcest supérieure a 100%. Cela signifie
que la structure, telle gu’elle est congue, résidtaléa sismique associé a la ville du Moule.
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Figure IIl. 25 : lllustration de la détermination de I'amplificaticsorrespondant au critére de
défaillance de la structure pour les signaux sisreg|7 et 8 (cf. tableau. 111.8)

Cette constatation ne doit pas étre généralisémp'alle n'est vraie que pour le critere de
ruine adopté dans ce travail. En effet, dans cextaas, notamment comme pour le séisme 8
(cf. figure II.25), ce critére est conservatif dalea mesure ou si on considere que la
défaillance de la structure est induite par l'atteide 'endommagement cumulé d’un niveau
de 0,5 seulement dans les assemblages situésstléheents d’anti-flambement, on constate
que la structure, telle qu’elle est concue, nestégpas a I'évenement sismique, puisque la
défaillance est enregistrée pour une amplificatierf0% duPGA du spectre. On constate de
plus, que la réalisation des deux conditions dailligxice (i.e. criteréAFA et critere bouts
CV9 ne suit pas la méme chronologie pour les diffé&raignaux sismiques. En effet, si nous
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nous référerons encore a la figure 11.25, on catestdans le cas du séisme 7, que
'endommagement cumulé dans les assemblages sitwékes extrémités des éléments de
contreventement atteint un niveau critique pour w@mplification du signal sismique
inférieure a I'amplification de réalisation du ér¢ de défaillance de la structure, tandis que
c’est le contraire pour le séisme 8.

En effectuant des analyses statistiques sur lagtaEs obtenus pour le panel des signaux
sismiques représentant le scénario lointain, ndutenons, une moyenne de 8,73 et un
coefficient de variation de 28% pour RGA induisant la défaillance de la structure. Ces
résultats fournissent des informations sur I'effetl’aléa, non intrinseque du signal sismique,
qui est lié plutdt au type du sol sur lequel lacture est installée. En ce point, nous signalons
gue ces résultats ne peuvent pas étre génératisddalsens ou ils sont relatifs au type de la
structure étudiée et au critere de défaillance #@dd@i nous nous référons uniquement a la
valeur moyenne, nous constatons que la structelle, qu’elle est concue, résiste a l'aléa
sismique de la ville du Moule. Cependant, il faiginaler que cette valeur particuliere, est
entachée d’'une forte incertitude qu’il faut prendne compte dans la conception de la
structure.

[11.6 Analyses stochastiques d’une toiture a ossature Ioi

[11.6.1 Stratégie d’évaluation de I'effet de l'aléa
Un des objectifs principaux de notre travail estvdluer I'effet des incertitudes sur la

résistance d’'une structure réelle correspondantex taoiture a ossature bois. La réponse
mécanique est représentée par le paranigtneesurant 'endommagement cumulé dans la
structure durant un évenement sismique. Nous rappajue nous ne modélisons que l'aléa
associé aux parametres représentant le comportenoentinéaire des assemblages bois
réalisés par organes métalliques, en particuleraksemblages réalisés par des équerres ou
par des pointes métalliques, étant donné que Igpodement des assemblages réalisés par
plagues métalliques embouties est supposé éladiigare. L'unique paramétre incertain
considéré dans chaque assemblage est la forcecat) pie la loi de comportement avec
hystérésis (cf. figure 111.2). Ce choix est dict jpes résultats de I'analyse de sensibilité basée
sur la décomposition de la variance et sur I'évadnades indices de sensibilité de Sobol
présentée dans le paragraphe I11.3.1. Le nombseéteé d’assemblages constituant la toiture
est lié directement au nombre de parameétres imgertdans les calculs stochastiques,
induisant ainsi le probleme de dimension stochastiglevée. Pour le résoudre, nous
appliguons la stratégie développée dans le chgpiéedent.

La finalité du calcul stochastique est d’'une pdévdluer l'aléa induit par les paramétres
incertains sur l'indicateur d’'endommagemeéntet le calcul des moments statistiques et la
construction de la densité de probabilité, et ad@apiart de proposer une formulation explicite
de la relation entre I'indicateur de d’endommageinieret le PGA du signal sismique. A un
niveau donné d’amplification dBGA du signal sismique, on peut construire la derd&é
probabilité de la réponse mécanique de la strustous forme d’histogramme. On peut ainsi
déterminer la courbe d’évolution de I'endommagemaatumulé durant un évenement
sismique et pour différents niveaux de confianc&ciproguement, pour un niveau
d’endommagement cible de conception, on peut aginstta distribution de probabilité du
PGA pour différents signaux sismiques, a partir dauddlg le PGA de référence peut étre
déterminé pour un seuil de confiance donne.

La motivation du choix d'une telle stratégie, pdiévaluation de l'effet de l'aléa sur la
résistance d'une structure vis-a-vis d’'un évenemmsmique, vient du fait qu’elle est
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informative et qu’elle peut étre utilisée pour ffist les solutions technologiques dans la
conception parasismique. L'organigramme de cetitégjie est donné sur la figure 111.26.

Comportement non linéaire /

!

— Experimentale |
— Numerique |

Assemblages par Assemblages par
pointes

équerres /|

!

Signal sismique /] Toiture en bois A Modéle de I’aléa /

!

Calculs stochastiques /

!

y L 4
Aléa de .
I’endommagement / Abaques de cnnceptu;l‘
10% %% W%

Dastribution du FGA

A

Figure Ill. 26 : Stratégie d’évaluation de I'aléa associé a I'endcexgement cumulé dans une toiture
a ossature bois sous I'action sismique

[11.6.2 Stratégie de mise en ceuvre du calcul stochastique

D’un point de vue pratique, la méthodologie progoséur I'évaluation de I'effet de I'aléa sur
le comportement de la toiture est basée sur uatégte de calcul en parallele. Autrement dit,
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les simulations du modéle éléments finis représertatoiture, pour les jeux de variables
aléatoires exigés par le calcul stochastique, me¢ gas effectuées d’'une facon séquentielle
mais simultanément. En effet, nous avons a didpasiin cluster comprenant 27 nceuds,
chacun d’eux équipé de deux microprocesseurs. Ainsus pouvons lanceR7 x 2
simulations du modele éléments finis en méme terependant, I'exploitation de ces
moyens de calcul n’est pas triviale, car il famalépper une procédure permettant la gestion
automatique des opérations numériques. Pour cais®n;, nous avons développé une
procédure numérigue en langa@gthon qui permet a la fois, de communiquer entreP@h
malitre et le cluster, de générer les fichiers dendes et de commandes, et de les affecter sur
les nceuds du cluster, et de récupérer les résdiaganulations pour le post-traitement. Cette
procédure est explicitée schématiquement par llaggamme de la figure 111.27.

T
.--_;"_';__
28

(Pmcédu re Python)
1
v

Cluster

Figure Ill. 27 : Organigramme de la mise en ceuvre de la stratégmathwl stochastique

111.6.3 Analyse de I'effet de I'aléa des propriétés du mat&u bois

Avant dappliquer la stratégie présentée ci-desqmir évaluer l'aléa associé a
'endommagement dans la toiture, nous nous propgodans ce paragraphe d’étudier I'effet
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de l'aléa associé aux propriétés du matériau baisrgpport a celui de I'aléa associé aux
propriétés meécaniques des assemblages constimdaoiture. Dans cette perspective, nous
nous restreignons a une étude de sensibilité gtiaéit visant la hiérarchisation des
parameétres incertains, en utilisant une méthoderibkage. La désignation et la localisation
des paramétres incertains dans la structure somhéds dans le tableau I11.9. lls sont
modélisés par des variables aléatoires lognormatEpendantes, dont les caractéristiques

statistiqgues sont données dans le tableau Il1.10.

Tableau Ill. 9 : Désignation et localisation des parameétres incer$ailans la toiture a ossature bois-
étude de I'effet de I'aléa des propriétés du maiéiois

Désignation X4 X, X3 X4 Xs Xe
Param étre I:]—clous 31/91 I:]—clous 31/91 I:]—clous 28/7! I::Lclous 28/7t I::Lclous 28/7t I:]—équerrer
Localisation  clous AFA clous ADA clous CVS clous liteau cloussies Equerres
Désignation X7 Xg Xq X10 X11 X12
Parametre Epois c1t Epois c1t Epois c1t Epois c1 Epois c1 Epois c1
Localisation AFA CVS1gauche CVS2gauche CVS3gauche CVS4gauche CV8Begau
DéSignation X13 X14, X15 X16 X17 X18
Parametre Epois 1t Epois c1¢ Epois 1t Epois cat Enpois cat Enpois cat
Localisation  CVS1 droite CVS2 droite CVS3 droite CVS4 droite CVS5itéro lisses
Désignation X19 Xo0 X1 X, X3 X4
Parametre Epois c1¢ Epois c1 Epois c2- Enois c2- Ebois c2. Ebois c2-
Localisation ADA entretoises Entl+Arbal Ent2+Arba2 Ent3+Arba3  t4rbasd
DéSignation XZS X26 X27 X28 ng X3()
Param étre Ebois C2¢ Ebois C2¢ Ebois C2¢ Ebois C2: Ebois C2: Ebois C2:
Localisation  Ent5+Arba5  Ent6+Arba6 Ent7+Arba7 Ent8+Arba8 Ent9+Arba9 Ent10+Arbal0
Désignation X3q X3, X33 X34 X35 X34
Param étre Ebois C2: Ebois C2: Ebois C2: Ebois C2: Ebois C2: Ebois C2:
Localisation Entll+Arball Entl2+Arbal2 Entl3+Arbal3 Entl4+Arbal4 Entl5+Arbal5 Entl6+Arbal6
Désignation X3, X3g X39 X410 X41 X4,
Parametre Epois c2: Ebois co- Ebois c2- Ebois c2 Ebois c2 Epoiscos

Localisation Entl7+Arbal7 Ent18+Arbal8 Entl19+Arbal9 Ent20+Arba20 Fiches longues Fiches courtes

Les distributions des parametres incertains ontdétérminées par des analyses statistiques.
Pour le matériau bois, les caractéristiques s@iiss du module de Young sont estimées en
se basant sur un échantillon de 1181 spécimengyas#a de 603 éléments en épicéas et 578
éléments en sapins. Pour le comportement non teéas assemblages, les caractéristiques
statistiques de la force au ¢ sont déterminées a partir des résultats de 1isesgdiques
dans le cas des assemblages réalisés par vis poipsgs, et de 5 essais cycliques et 2 essais
monotones dans le cas des assemblages réalis#sspéguerred 49, 150]

Tableau Ill. 10 : Caractéristiques statistiques des parameétres iadest eétude de I'effet de I'aléa des
propriétés du matériau bois

Ebois C1¢ Ebois C2: Flclous 31/9( Flclous 28/7t I::I-équerre:
Distribution lognormale lognormale lognormale lognormale logradem
u 9 11 2500 2250 4100
CV (%) 22 22 12 12 12

Afin de déterminer les paramétres incertains les phfluents sur l'intégrité de la structure,
nous utilisons la méthode de Morris. Les estimatidies caractéristiques statistiques des
effets élémentaires utilisés pour hiérarchiserd2sparamétres incertains sont obtenues par
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deux trajectoires (i.e. deux plans d’expérimentgtisoit 86 appels au modele éléments finis.
Les figures 111.28a et 111.28b illustrent la hiéchisation des parametres incertains par rapport
a la mesure de 'endommagement dans les liaisosseldenents d’anti-flambement et de
contreventement.

(a) endommagement AFA (b) endommagement CVS
0.16 —3— T 0.14 T
x5
0.14 - 012l
012} 1 #
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Figure Ill. 28 : Hiérarchisation des paramétres incertains vis-adésl’endommagement dans les
assemblages situés dans les éléments d’anti-flagrteshde contreventement

On constate que seules les variables aléat&ireX,, X5, X, et Xs, représentant l'aléa de la
force au picF;, associées aux assemblages par clous situés trespemt sur les éléments
d’anti-flambement AFA), les éléments d’anti-devers d’appui8D@), les é€léments de
contreventemen@QV9, le liteau, et les lisses, sont les plus inflgesur la variabilité des deux
criteres de ruine de la structure, tandis quegdiassocié aux propriétés du matériau bois a un
effet non significatif. Par conséquent, ces demigront considérés dans la suite de notre
travail comme des parametres deéterministes en ikamntf a leurs valeurs moyennes
respectives, et nous ne modélisons que l'aléa Essac comportement non linéaire des
assemblages.

[11.6.4 Analyse de I'effet de I'aléa des propriétés des asnblages

111.6.4.1 Modélisation des sources d’'aléa

A ce niveau de 'étude, les assemblages par positiess sur les €éléments d’anti-flambement
(AFA), les éléments de contreventemedV§, les éléments d’anti-devers d’appuisDA),

les lisses, les liteaux et les assemblages parrrégueeprésentant les liaisons entre les
chainages en béton et les fermettes en bois, mitéstséparément dans le calcul stochastique
et non pas par groupe comme nous l'avons fait Hénhele d’importance par criblage traitée
dans le paragraphe précédent. Autrement dit, I'ataintroduit dans chaque assemblage a
travers la force au pig; de la loi avec hystérésis utilisée dans la modliétis par €éléments
finis. On note tout de méme que les assemblagepaates situés dans les liteaux sont
représentés par une seule variable aléatoirenst qile pour les assemblages situés sur les
lisses. Ce choix n'est pas arbitraire dans la neegur les résultats des essais sur des
maquettes de toitures a ossature bois, ont montee cgs assemblages résistent lors de
I'application de la sollicitation sismique. En dffpour les différentes configurations testées
[160], la rupture a toujours eu lieu dans les assemblagie les éléments d’anti-flambement
et les éléments d’anti-devers d’appuis, ou les raB@es entre les éléments d’anti-
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flambement et les fermettes. Le tableau lll.11 doniaffectation de l'aléa dans les
assemblages constituant la toiture a ossature bois.

Tableau lll. 11 : Affectation de I'aléa dans les assemblages deitartoa ossature bois

Organe d’'assemblage Assemblage Nombre Modélisation
. AFA 38 1 assemblage> 1 v.a.
Pointes¢3,1x90 ADA 6 1 assemblage»> 1 v.a.
CvVs 48 1 assemblage 1 v.a.
Pointes$2,8x70 Liteaux 680 680 assemblage 1 v.a.
Lisses 268 268 assemblagel v.a.
Equerres Chainages 40 1 assemblagel v.a.
Total = 134 v.a.

Dans cette étude nous avons 134 parametres imeradeélisés par des lois lognormales
indépendantes dont les caractéristiques statistigépendent du type d’organe métallique
utilisé pour 'assemblage des éléments bois. Hilgsles mémes valeurs que dans I'étude
menée dans le paragraphe 111.6.2 (cf. tableaud)l.&i nous considérons les 134 parameétres
incertains dans le calcul stochastique propremémtilden résulte un temps de calcul
conséguent que nous sommes incapables de géreptecdenu des moyens de calcul
numerique a notre disposition. En effet, malgritacité de la méthode de réduction de la
dimension qui est peu sensible a la dimension agiifue, puisque le nombre d’appels au
modéle éléments finis croit d’'une facon polynémiais-a-vis du nombre de paramétres
incertains, elle ne peut pas étre appliquée dineete. Afin de pallier ce probleme, nous nous
proposons d'utiliser la stratégie développée danshapitre Il (cf. 8.11.2 et 8.I1.5) pour
déterminer la dimension stochastique efficace doblpme. Nous rappelons que cette
stratégie préconise I'utilisation de la méthodecdblage de Morris pour hiérarchiser a faible
codt les parametres incertains par ordre d’impodaCette hiérarchisation est basée sur le
calcul des statistiques des effets élémentairassiAseuls les parametres les plus importants
sont considérés dans la procédure de calcul stiighes

[11.6.4.2 Identification de la dimension stochastique efficae

Afin de déterminer la dimension stochastique effecalu probléme, nous appliquons la

méthode de criblage de Morris. Dans ce contextealeul des statistiques (i.e. moyenne et
ecart-type) des effets élémentaires associés adxphBametres incertains est basé sur 6
trajectoires ou plans d’expériences de tgp&T (One At time) probabilisés. Chaque plan

d’expérience est constitué de 135 points. De ples, coordonnées de ces points sont
échantillonnées dans I'espace aléatoire standaifdrom@ dont chacune des directions est
discrétisée en 4 niveaux. Ainsi, le nombre totapgels au modele éléments finis est 810. Les
figures 111.29a et 111.29b illustrent respectivenmea hiérarchisation des paramétres incertains
en considérant les deux criteres d’endommagemelattdéure (cf. 8.111.5.2).
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Figure I1l. 29 : Hiérarchisation des paramétres incertains du modglsée sur les mesures eto;
pour I'endommagement enregistré au niveau des élnfa) d’anti-flambement AFA, (b) de
contreventement CVS

Les méthodes de criblage permettent une évalugtiatitative de la sensibilité d’'un modéle
vis-a-vis de ses parametres incertains. Elles serpkis a identifier les paramétres dont
I'influence n’est pas significative sur la réportie modele qui sont les parameétres situés au
voisinage de l'origine des graphes définis en aises et en ordonnées respectivement par la
moyenne standardis@e et I'écart-typeo; des effets élémentaires. L'analyse des figures
[11.29a et 111.29b nous a permis de déterminerpasamétres incertains les plus influants sur
la résistance de la toiture a ossature bois. s donnés dans le tableau 111.12.

Tableau Ill. 12 : Identification des parametres importants sur laigsénce de la toiture

No VA XQ xlO le X24 x32
Assemblage AFA AFA AFA AFA AFA
Type Clous$3,1x90 Clous)3,1x90 Clousp3,1x90 Clousp3,1x90 Cloush3,1x90
No VA x35 XSQ X41 X44 x53
Assemblage AFA AFA ADA ADA Cvs
Type Clous$3,1x90 Clous)3,1x90 Clousp3,1x90 Clousp3,1x90 Clousy2,8x70
N° VA Xsg Xe7 Xesg Xoz Xoa
Assemblage CVS CVS CVS liteaux lisses

Type Clous$2,8x70 Clou2,8x70 Clousp2,8x70 Clousp2,1x50 Clousp2,8x70

Du point de vue de la répartition de 'endommagendans la structure, ces résultats, sont en
accord avec les observations réalisées duransksssesur maquettes de la toiture a ossature
bois [160]. En effet, on constate que les assemblages s#uésles éléments d’anti-
flambement et les éléments de contreventementlesmtius sollicités par I'action sismique.
De plus, I'aléa associé au comportement non lieédgrces assemblages a un effet significatif
sur la variabilité des deux indicateurs de I'endagement. Cela est plus clair sur la figure
[11.30 qui illustre la localisation des assembladgss plus importants pour la résistance de la
toiture. Ainsi, la dimension stochastique est pas$e 134 a 15 variables aléatoires. Nous
précisons que les simulations sont effectuées kvemnal sismique désigné par séisme 1
dans le tableau III.8.
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Figure Ill. 30 : Localisation des assemblages les plus importants laorésistance de la toiture a
ossature bois

Dans la procédure de calcul stochastique, nous oéé€liserons que ces 15 parametres
importants par des variables aléatoires. Ellesrdues distributions et les caractéristiques
statistiques présentées dans le tableau Ill.10siAl@ nombre d’appels au modele éléments
finis sera considérablement réduit.

[11.6.4.3 Quantification de I'aléa associé aux indicateurs @ndommagement

Apres avoir déterminé la dimension stochastiquieafé du probléme, nous nous proposons
maintenant de quantifier la variabilité des indecas d’endommagement, induite par I'aléa
associé au comportement des assemblages. Dangpeetfeective, nous avons appliqué la
méthode de réduction de la dimension a l'orslre 1 pour calculer les caractéristiques
statistiques des indicateurs d’endommagement denadsemblages situés sur les éléments
d’anti-flambement et ceux situés sur les élémemscdntreventement. Le choix d’une
réduction d’'ordre 1 est justifié par le fait gu’anmontré, notamment dans les applications
traitées dans le chapitre précédent dans le centdanalyse de tendance centrale, que cet
ordre garantit une bonne précision sur les estimatiles deux premiers moments statistiques.
Les intégrales élémentaires de la méthode de riédude la dimension, notamment des
intégrales unidimensionnelles, sont calculées padature de Gauss-Hermite d’ordre 5. Ce
choix est basé sur une étude de convergence camtdes estimations des deux premiers
moments statistiques en faisant varier le nombrepaiets d'intégration de 3 a 5. Par
conséquent, le nombre total d’appels au modeleexi&sfinis est 76. Le tableau 111.13 donne
les résultats obtenus pour les huit signaux sisesiqeprésentant le scénario lointain de la
zone d’aléa fort associée a la ville du Moule emd&loupe. On note que, pour chaque signal
sismique, les résultats sont obtenus poBG& critére fourni dans le tableau 111.8.
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Tableau Ill. 13: Estimations des deux premiers moments statistigless deux indicateurs
d’endommagement de la toiture pour les signauxadeille du Moule en Guadeloupe — scénario
lointain

Séisme 1 2 3 4

Critére AFA b-CVS AFA b-CVS AFA b-CVS AFA b-CVS
Uy 0,525 0,477 0,474 0,381 0,674 0,478 0,542 0,498
oy 0,044 0,191 0,020 0,053 0,023 0,091 0,022 0,097

CV (%) 8,4 40 42 14 3,4 19 4 19,5

Séisme 5 6 7 8

Critére AFA b-CVS AFA b-CVS AFA b-CVS AFA b-CVS
Uy 0,556 0,585 0,495 0,709 0,501 0,597 0,536 0,484
Oy 0,033 0,129 0,030 0,106 0,016 0,084 0,056 0,159

CV (%) 6 22 6 15 2,7 14,1 10,5 32,8

Nous constatons que les résultats obtenus sonberatcord avec le calcul déterministe
effectués dans le paragraphe I1.5.4. En effetpsis nous référons aux valeurs moyennes des
indicateurs d’endommagement, nous constatons quetdhksation des deux criteres de
défaillance pour chaque signal sismique garde lanen&hronologie que lors du calcul
déterministe. De plus, on constate que l'effet’did associé a la force au gigc n'est pas
significatif sur la variabilité de 'endommagemeatcumulé dans les assemblages situés sur
les éléments d’anti-flambement, puisqu’il ne dépasss 11%. Ceci peut étre expliqué par le
fait que, parmi tous les groupes d’assemblagestitmemst |la toiture bois, ces derniers
atteignent en premier le critere de ruine (De= 0,5) durant la période efficace du signal
sismique. En effet, pour la plupart des signaumgjses, [ePGA induisant la défaillance de
la structure, correspond aBGA de reéalisation du deuxiéme critere de défaillance
(endommagement des assemblages situés aux exgémagééléments de contreventement)
qui est supérieur aBGA de réalisation du premiére critere de défaillaf@elommagement
des assemblages situés dans les éléments d’anbdlaent). Par conséquent, les
assemblages situés dans les éléments d'anti-flagftersont les plus exposés a
'endommagement, et l'intensité du signal sismiquend le dessus sur l'effet de l'aléa
associé au comportement non linéaire des assersbl@gtte constatation est d’autant plus
claire pour les signaux sismiques 3 et 7 puisqaectefficients de variations sont les plus
faibles. Ce résultat est important dans la mesureso nous choisissons de concevoir la
structure vis-a-vis a ce critere de défaillancequement, il serait possible de fixer les
parametres incertains a leurs valeurs moyennesctegs.

Concernant le deuxieme indicateur de résistanpeesenté par 'endommagement accumulé
dans I'ensemble des assemblages situés sur lesnités des éléments de contreventement,
nous constatons que sa variabilité est signifiegbiwisqu’elle dépasse 14%. Ceci est trés clair
pour les signaux sismiques 1 et 8 pour lesquelsctedficients de variation atteignent
respectivement 40% et 32%. Il faut signaler quedeesx signaux sont les plus nocifs, puisque
les PGA (i.e. les amplifications dB@GA du spectre) induisant la défaillance sont les pas

(cf. tableau III.8). Ces résultats sont importadens la mesure ou ils fournissent des
informations supplémentaires sur 'endommagemectiraalé dans la structure. Cependant,
cette observation ne peut pas étre généraliséasalés signaux sismiques, dans le but de
trouver un lien entre la criticité de I'événemersnsque et la variabilité des indicateurs de
résistance de la structure. Autrement dit, le elasnt des signaux sismiques par ordre
croissant d&?GAinduisant la défaillance de la structure ne cqes pas a celui effectué en
se référant a la valeur du coefficient de variaties indicateurs de résistance de la structure.
Néanmoins, chercher a établir une correspondartoe lef?GA de défaillance et la variabilité
des indicateurs de résistance, nécessite peuti@tteoduction d’autres éléments de
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comparaison tels que la variabilité intrinsequesigmal sismique. Cependant, il faut signaler,
a ce niveau de I'étude, I'apport du calcul stodast par rapport au calcul déterministe. En
effet, outre le fait que les résultats du calcatbkastique offrent un outil d'aide a la décision
pour les concepteurs, ils peuvent étre utilisésmenmoyen de classification des signaux
sismiques pour un site donné. Dans ce contextedaité d’'un événement sismique ne sera
pas évaluée uniquement par le niveauP@A et le niveau d’'endommagement qu’il induit

dans la structure, mais aussi par le niveau déd’alir cet endommagement.

L’expérience a montré, notamment lorsque nous piate a des analyses stochastiques, que
la facon la plus convenable pour caractériser wamdgur aléatoire est de construire sa
densité de probabilité. Ceci est possible en faigppel a la méthode de décomposition de la
dimension comme nous l'avons vu dans le deuxienapite de ce manuscrit. En effet, a
partir des 76 réponses mécaniques, utilisées pestinhation des deux premiers moments
statistiques, nous pouvons, par projection surhase de polynbmes de Lagrange, construire
une représentation explicite ou un méta-modéle pemudeux indicateurs de résistance de la
structure. Sur ce méta-modele, des simulations dmtéACarlo sont effectuées pour
construire la densité de probabilité. Cette proogédne nécessite pas d’évaluations
supplémentaires du modele éléments finis ; de gdlasn’est pas colteuse en temps de calcul
puisqu’on manipule des expressions analytiqguesa Biee cette procédure ait été appliquée
pour les deux indicateurs utilisés pour I'évaluatide l'intégrité de la toiture, nous nous
restreignons dans cette étude a présenter lesatscbncernant 'endommagement accumulé
dans les assemblages situés dans les extrémitédesnts de contreventement, étant donné
sa forte variabilité. La figure II1.31 illustre ledvolutions des densités de probabilité du
deuxieme indicateur de résistance pour les huitasig sismiques de la ville du Moule. On
constate que la densité de probabilité fournitidEgmations supplémentaires sur l'aléa de la
réponse de la structure, puisqu’elle permet dealiser I'endroit ou la masse de probabilité
est concentrée. En effet, pour les signaux sisrsi§ué et 7, on constate que la majeure partie
de la masse de probabilité est concentrée au agisides valeurs extrémes. Dans ces cas, le
concepteur doit se focaliser sur ces régions peuret I'événement de défaillance, plutét que
de cibler le voisinage de la valeur moyenne. Commmés pouvons l'observer sur la figure
[11.31, nous avons approximeé les densités de pribtgapar des lois normale, lognormale et
Gumbel en se basant sur les moments statistiques dbnstatons que ces lois usuelles sont
en bon accord avec les résultats donnés par leslladsions de Monte-Carlo. Ces
approximations, assez précises, sont faciles @i@plet ne demandent pas de connaissances
mathématiques approfondies. Nous notons tout deem@ue les densités de probabilités
obtenues par les simulations de Monte-Carlo peuvemtas étre assez précises aux extrémités
des distributions. Ceci ne doit pas étre considérame une limitation, dans le sens ou, dans
les analyses de tendance centrale, ces régionspasrd’effet significatif sur la précision des
résultats. Par contre, la précision sur les quelsssdistributions est essentielle dans les
analyses de fiabilité. Cette difficulté peut étmensontée par I'utilisation d’'une décomposition
de la dimension d’ordre 2 pour la construction éwaprésentation explicite des indicateurs
de résistance de la structure au lieu d'une déceitipo d'ordre 1. Cependant, cette
alternative n’est pas convenable en terme de nodiappels au modele éléments finis.
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Figure lll. 31 : Densité de probabilité du deuxieme indicateur d@ncthagement pour les signaux
sismiques de la ville du Moule — scénario lointain

En plus de lI'endommagement accumulé au niveau dsendlages, les ingénieurs
s’intéressent également au déplacement maximalablde la toiture pour évaluer sa
résistance pendant I'événement sismique. En effett,indicateur de résistance est plus
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accessible car en réalité 'endommagement ne msIEpe directement mesuré, et qu’on se
restreint le plus souvent a mesurer les déplacemdmtpoints particuliers de la structure.
Dans ce contexte, nous nous intéressons a iderltdléa sur le déplacement maximal du
point central de la toiture induit par la dispemsiau niveau du comportement des
assemblages. Les figures 111.32a et I11.32b illesty respectivement pour les signaux
sismiques 1 et 8, I'évolution de sa densité de aidié construite par fOsimulations de
Monte-Carlo sur le méta-modele obtenu par projacsiar les polyndmes de Lagrange. Nous

rappelons que les calculs stochastiques ont é&étaés pour leBGA induisant la défaillance
de la structure.
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Figure Ill. 32 : Evolutions de la densité de probabilité du déplaseinmaximal de la structure pour
les signaux sismiques 1 et 8

L’effet de I'aléa associé au comportement non lm@édes assemblages constituant la toiture
n'est pas significatif sur la variabilité du démarent maximal, puisque le coefficient de
variation ne dépasse pas 11%. Ceci peut étre exppqr le fait que nous n’avons conserve,
dans le calcul stochastique, que l'aléa le pluson@mt sur la résistance des assemblages
situés sur les éléments d’anti-flambement et Iésnéhts de contreventement, qui n'a pas
forcément le méme effet sur la variabilité du déptaent maximal. Dans le cas du signal
sismique 1, nous constatons que la masse de plithasit concentrée autour de la valeur
médiane, tandis que pour le signal sismique 8, efie plutét concentrée a la queue
représentant les valeurs maximales de la distahutAfin, de faciliter I'exploitation des
densités de la probabilité, nous les avons app@®xian des distributions usuelles. Ainsi, pour
le signal sismique 1, nous avons pu représenteectement le déplacement maximal, par une
distribution Gaussienne. Cependant, pour le sigizahique 8, une distribution de Gumbel,
qui est la plus adaptée parmi les distributioneliss, ne permet de représenter que les deux
gueues de la densité de probabilité obtenue paiaiimns de Monte-Carlo.

[11.6.4.4 Construction des courbes probabilistes d’endommageemt

Le calcul stochastique mené dans le paragrapheégeat nous a fourni des informations
supplémentaires sur 'endommagement accumulé darsiture sollicitée par une action
sismique. Dans le but de valoriser les résultaterls, mais surtout de les rendre plus
accessibles aux ingénieurs, nous proposons daperagraphe une procédure de construction
de courbes probabilistes d’évolution de 'endommaget en fonction diPGA du signal
sismique. Ces derniéres sont obtenues a partir plasttraitement des résultats du modele
éléments finis. Elles permettent, d’'une part destrmire la distribution d®®GA permettant de
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garantir un niveau donné d’endommagement, et, iéandrt, de construire la distribution de
I'endommagement pour UAGA cible. A partir de ces distributions, on peut d@éieer, pour

un seuil de confiance donné, la courbe d’évolutles indicateurs d’endommagement dans la
structure en fonction dBGA Cette procédure est resumée sur la figure 111.33.
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Figure Ill. 33 : lllustration schématique de la procédure de corwtom des courbes probabilistes
d’évolution de 'endommagement

L’idée adoptée pour construire les courbes d'évamtutde 'endommagement en fonction du
PGA du signal sismique consiste a utiliser les cougiepoints(PGA, D) correspondant aux
réponses du modele éléments finis associées aféredifes combinaisons des paramétres
incertains générées dans l'espace aléatoire lorsalbul des moments statistiques. Ainsi, le
calcul des moments statistiques est effectué plosiqurs niveaux distincts d@GA choisis

en se basant sur l'allure des courbes déterminiSegslommagement (i.e. courbes utilisées
dans la détermination deGA de défaillance cf. figure II1.25), et en se fosaht sur le
voisinage dPGA induisant la défaillance de la structure. Noupak®ns pour chaque niveau
de PGA de 76 valeurs pour chacun des deux indicatewsddmmagement de la structure.
Cette procédure est appliquée pour les signauxigi®e® 1 et 8, puisqu’ils sont les plus
endommageants pour la structure d'une part, etepgue leur dispersion est la plus
significative pour les deux indicateurs d’endomnmaget d’autre part.

Les figures Ill.34a et II1.34b illustrent, dans ¢as du séisme 1, I'évolution des courbes
probabilistes d’endommagement associées aux deigxesr de défaillance de la structure.
Nous constatons, pour RGA donné, que l'effet de I'aléa qui entache le cortgraent non
linéaire des assemblages élémentaires est plusicaghsur 'endommagement cumulé dans
les assemblages situés sur les éléments de camiewent que celui enregistré dans les
assemblages situés sur les éléments d’anti-flamiterde plus, nous constatons que les
courbes d’évolution de 'endommagement se croigamtmoments, tandis que nous nous
attendons a ce qu’elles restent paralleles lorégiRGA du signal sismique augmente. Ceci
est plus visible lorsque BGA du signal sismique dépassePl@A induisant la réalisation des
deux criteres de défaillance de la structure. Eet,edu-deld de ce niveau d’amplification du
signal sismique, d’autres assemblages prennestdss pour encaisser I'effet du chargement,
ce qui induit une redistribution de 'endommagen@nt 'ensemble de la structure. Ceci est
justifié par les résultats présentés sur les fguhe34a et I11.34b : nous constatons qu’une
fois que 'endommagement dans les assemblages sitiides éléments d’anti-flambement a
atteint un niveau critique, 'endommagement dassaksemblages situés dans les éléments de
contreventement enregistre une augmentation brusque
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Si nous comparons, pour le méme jeu de paramdtatoimes, les courbes d’évolution des
deux indicateurs d’endommagement, nous observoedajréalisation des deux critéres de
défaillance conserve la méme chronologie que larscalcul déterministe (cf. 8.111.5.4).
Autrement dit, pour les 76 réalisations des pareesedléatoires d’entrée, la défaillance des
assemblages situés sur les éléments d’anti-flamierest enregistrée avant celle des
assemblages situés sur les éléments de contrevemttetrorsque IePGA augmente, les
réalisations des deux indicateurs d’endommagenmaaritg@utdt concentrées au voisinage de
la courbe enveloppe maximum et non pas autour dmuabe médiane. En effet, lorsque
'amplification du signal sismique augmente, lI'entmagement résultant dans les
assemblages est de plus en plus significatifret ters une valeur asymptotique qui est en
principe €gale a l'unité. De plus, dans cette sibna I'effet du signal sismique prend le
dessus sur l'aléa dans le comportement des assgsbl@eci est justifié par le fait que la
réponse de la structure est presque invariable pouylupart des jeux des parametres
incertains.
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Figure lll. 34 : Courbes probabilistes d’endommagement associédgewx criteres de défaillance de
la structure — signal sismique 1

L’avantage majeur des courbes probabilistes d'éaride 'endommagement, réside dans le
fait que pour unPGA donné€, nous pouvons construire la distribution deficateurs
d’endommagement, et vice-versa. En effet, les égufll.35a et 111.35b illustrent la
distribution duPGA du signal sismique, lorsque les deux indicatewsdéfaillance de la
structure atteignent un sedil= 0,5. Bien que le nombre de réalisations soit tropténpiour
pouvoir construire la distribution réelle, nous exiins tout de méme des informations
supplémentaires concernantR&A induisant la défaillance de la structure, notammsa
moyenne et son coefficient de variation. En seraétéd ces deux grandeurs, nous constatons
que la dispersion dBGA pour le deuxieme indicateur de défaillance ess$ glevée que celle
enregistrée pour le premier indicateur de défaikarCependant, cette dispersion n’est pas
significative, puisque le coefficient de variatioe dépasse pas 12%. Nous constatons, de
plus, que toutes les réalisations 8GA induisant la réalisation des deux critéres de
défaillance sont supérieures a 100%. Ceci veut gliee la structure telle quelle est congcue
résiste a I'’événement sismique représenté pargleakisismique 1 et pour le scénario de
défaillance adopté.

Le probléeme du nombre limité de réalisations é#dis dans la construction des distributions
du PGA présentées sur les figures 111.35a et I11.35b,t@#re surmonté si nous arrivons, pour
chaque niveau dBGA, a construire avec précision la distribution dsmmdlommagement. En
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effet, une fois ces distributions obtenues et apprées par des distributions usuelles, nous
pouvons générer le nombre désiré de points. Cepgnplas nous augmentons RGA du
signal sismique, plus la densité de probabilitd’eledommagement est concentrée dans les
queues de la distribution et il est difficile d’itdier une loi usuelle qui peut la représenter.
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Figure Ill. 35 : Distributions du PGA du signhal sismique pour ureaiv d’endommagement seuil D =
0,5 — signal sismique 1

Nous nous intéressons maintenant a I'évenememticgie représenté par le signal 8. Les
figures 111.36a et 111.36b illustrent I'évolutionad courbes probabilistes d’endommagement
associées aux deux criteres de défaillance.
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Figure lll. 36 : Courbes probabilistes d’endommagement associédgewx criteres de défaillance de
la structure — signal sismique 8

Comme pour le signal sismique 1, nous constatoas gpur urPGA donné, la dispersion de
'endommagement est plus significative dans lesrab$ages situés dans les éléments d’anti-
flambement que celle de 'endommagement dans Esrdsages situés dans les éléments de
contreventement. Toutefois, nous constatons quendgeure partie des réalisations des
courbes d’endommagement est concentrée au voistedge courbe médiane, contrairement
au premier cas traité pour lequel ces dernieres smmcentrées au voisinage de la courbe
enveloppe maximum (sachant que dans les deux caspastons des mémes réalisations des
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parametres incertains d’entrée). Cette constataéish précieuse car elle peut valider
I'hnypothése de dimensionner la structure en seagfé& la courbe médiane. Cependant, il est
important de signaler que, si hous considéronsivean d’endommagement sedlil= 0,5,
nous constatons que plusieurs réalisations desbesuprobabilistes d’endommagement
donnent urPGA de défaillance inférieur a 100% (cf. figures IMaBet 111.37b). Ainsi, si nous
choisissons de dimensionner la structure vis-adeisa courbe d’endommagement médiane,
le niveau de fiabilité serait trop faible pour @gplications réelles.
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Figure Ill. 37 : Distributions du PGA du signal sismique pour ureaiv d’endommagement seuil D =
0,5 — signal sismique 8

Dans ce qui a précédé, nous avons montré I'impoetaes informations que peuvent fournir
les courbes probabilistes d’endommagement, noreseuit dans I'évaluation de la résistance
de la structure, mais aussi comme aide pour fagechoix adéquats lors de la conception de
la structure. En plus des distributions BIGA pour un niveau d’endommagement seuil, et de
la distribution des indicateurs de défaillance pauPGA cible, nous pouvons construire pour
un seuil de confiance préalablement fixé, la couwll#olution de I'endommagement en
fonction de I'amplification d’un signal sismiquesagié a un site donne.

[11.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous nous sommes focalisés analyse stochastique de structures bois
constituées d’assemblages par connecteurs métalidqNous avons analysé le comportement
de structures bois de différentes échelles allam dimple assemblage constitué de deux
éléments en bois connectés par une plague métbigients, jusqu'a la toiture a ossature bois
d’'une habitation individuelle, en passant par ungcture en treillis représentant une fermette
en bois constituée de plusieurs assemblages. Be pbws avons traité les trois aspects du
calcul stochastique que sont I'analyse de sensliihsée sur la décomposition de la variance,
I'analyse de tendance centrale visant la quantifinade I'aléa de la réponse d’'un modéle, et
I'analyse de fiabilité visant I'évaluation de I'édrité d’'une structure vis-a-vis d’un critere de

défaillance. Nous avons mis en ceuvre plusieursogpps de couplage mécano-probabiliste,
notamment des approches non intrusives tellesajdéveloppement en chaos polynémial et
la décomposition de la dimension.

Dans un premier temps, nous avons effectué deysamsatle sensibilité sur un assemblage
élémentaire basées sur le calcul des indices deibdéé de Sobol au moyen du post-
traitement des coefficients d’'un développement leams polynémial. Ces analyses nous ont

185



Chapitre 11l : application aux structures bois sealicitation sismique

permis de déterminer les parameétres incertainsadeilde comportement avec hystérésis
contribuant le plus dans la variabilité de la régise de 'assemblage et de I'énergie dissipée.
Lorsque 'endommagement est faible, nous avons maaqnte I'aléa associé au paraméfge

de la loi de comportement, correspondant a la itégiohitiale, est le plus influant sur la
variabilité de la capacité résistante de I'asseg®kt le cumul de I'énergie dissipée. Mais, au
fur est a mesure que 'endommagement accumulél@dasemblage devient significatif, nous
avons observé une redistribution des roles puisgueariabilité de la capacité résistante de
'assemblage est due principalement a l'aléa aésa@ui parameétreF; de la loi de
comportement correspondant a la force au pic. Gstide a permis de conclure que la
variabilité du comportement non linéaire de I'asbkmge est due principalement a I'aléa de ce
parameétre. Dans un deuxiéme temps, nous avonduadiabilité d’'une fermette en bois
sollicitée par une action sismique pour laquelleeamontré que la probabilité de défaillance
des assemblages entre les fiches et les entrales@as significative.

La particularité du développement effectué danshapitre est la résolution du probleme de
dimension stochastique élevée pour laquelle nonasaadopté une stratégie en deux étapes
permettant dans un premier temps de détermineringerdion stochastique efficace du
probleme par une méthode de criblage et d’effectiagis un deuxieme temps une analyse
stochastique proprement dite par la méthode dectiédude la dimension. Cette stratégie, qui
permet d’optimiser le temps de calculs en termeaiebre d’appels au modele éléments finis,
comme nous lI'avons montré dans le deuxieme chapétree manuscrit, a été appliquée pour
'analyse stochastique d’une toiture a ossature ingitallée sur un site ayant un aléa sismique
fort. L'action sismique est modélisée par des arogrammes naturels correspondant a des
mouvements sismiques sur le site du Moule en Gaagdelet I'évaluation du comportement
de la toiture est basée sur une analyse chronaledice. un calcul dynamique non linéaire).
L’intégrité de la structure est évaluée par deuxlicateurs de résistance mesurant
'endommagement accumulé dans les assemblages situdes éléments d’anti-flambement
et les extrémités des éléments de contreventerbaritéfaillance est enregistrée lorsque ces
deux indicateurs de résistance atteignent une wvalgpérieure ou égale a 0,5. Nous avons
montré, en nous basant sur des analyses détemsigistcomportement vis-a-vis des signaux
sismiques représentatifs de la ville du Moule, tmelispersion sur I&PGA induisant la
défaillance est significative et, qu’il faut en irecompte dans la conception de la structure.

Grace a une étude préliminaire basée sur la hiésation des parametres incertains par la
méthode de criblage de Morris, nous avons montré Kkeffet de l'aléa associé aux
parameétres intervenant dans la modélisation du odeipent non linéaire des assemblages
est plus significatif que I'effet de la variabilitans le module d’Young des éléments en bois.
Compte tenu de ce résultat, qui nous a permisx#g fes modules des éléments en bois a
leurs valeurs moyennes et par conseéquent de rddui@nbre de parametres incertains, nous
avons appliqué la stratégie de résolution du probléle dimension stochastique élevée pour
évaluer la variabilité de la réponse mécaniqueadstrlcture. Dans ce contexte, nous avons pu
classer les sources d’'aléa potentielles au niveauadsemblages de la toiture, et nous avons
caractérisé d’'une maniére adéquate la variabiliiéelles induisent sur les indicateurs
d’endommagement. Pour ce dernier point, nous acal®ilé les deux premiers moments
statistiqgues. Les résultats obtenus ont montrépbirrance du calcul stochastique et de
l'intégration des sources de dispersion dans leucahécanique. En effet, nous avons montré
gue l'aléa associé a un indicateur d’endommagemairé d'un événement sismique a un
autre. La dispersion du niveau d’endommagementnagi@idans les assemblages situés aux
extrémités des éléments de contreventement peindree 40%, tandis qu’elle ne dépasse pas
11% pour les assemblages situés sur les élémeansi-lambement. Ce résultat est tres
important dans la mesure ou il peut consolider Ebitpothése de fixer les paramétres
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incertains a leurs valeurs moyennes si la conceptela structure doit s’effectuer vis-a-vis
du premier critere de défaillance, soit la prise ampte de l'effet de l'aléa dans le
comportement des assemblages si le deuxieme algedéfaillance est adopté.

En plus de I'estimation de la moyenne et de I'ébgre des indicateurs d’endommagement,
nous avons pu construire leurs densités de pratéabil effectuant des simulations de Monte-
Carlo sur un méta-modeéle basé sur les polyndmésageange. Ceci nous a permis d’obtenir
des informations supplémentaires sur la variabdgéla réponse mécanique de la structure,
puisqu’elles donnent la répartition de la massepdababilite. En effet, pour certains
événements sismiques, la variabilité de 'endommmeyé dans les assemblages situés dans
les extrémités des éléments de contreventemerdesiidistributions extrémes pour lesquelles
la masse de probabilité est localisée dans I'useqdeues de la distribution, plutét qu’autour
de la valeur moyenne. De plus, ces distributioriséd@ approximeées par des lois usuelles,
pour faciliter leur exploitation.

Par ailleurs, nous avons développé une procédupmsietraitement des résultats du calcul
stochastique afin de rendre leur exploitation pllosrdable et plus concrete. Cette procédure,
qui consiste a effectuer des calculs stochastigoes differents niveaux d’amplification du
signal sismique, nous a permis de construire desbes probabilistes d’endommagement. A
partir de ces courbes, qui peuvent étre assimil@Essabaques de conceptionpus avons pu
construire la distribution dPGA sous la forme d'un histogramme, pour un niveau
d’endommagement cible, et inversement. De plusr pauseuil de confiance préalablement
établi dans la phase de conception, nous pouvarstraire les courbes d’évolution des deux
indicateurs de défaillance en fonction de 'ampéfion du signal sismique. Nous signalons
aussi, qu'a partir de ces courbes probabilisteadtimmagement, nous pouvons obtenir les
courbes de fragilité[161] couramment utilisées dans l'analyse de la vulni#&abdes
structures vis-a-vis d’un événement sismique. Higgésentent I'évolution de la probabilité
de défaillance de la structure en fonction d’un ideiscateurs PGA PGV, intensité d’Arias)

de nocivité du signal sismique. Les résultats dicutastochastique fournissent des
informations supplémentaires sur 'endommagementub@ dans la structure et constituent
un outil d’aide a la décision dans la phase de @piien de la structure. Plus généralement, le
calcul stochastique permet de caractériser lacitéitide l'aléa sismique associé a un site
donné, notamment, en ajoutant d’autres paramét@gldation, tels que les moments
statistiques et la distribution dRGA induisant la défaillance de la structure.
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De nos jours, les méthodes de calcul stochastigpeontrent de plus en plus de succes dans
plusieurs disciplines tels que le génie mécanique génie civil. Ces méthodes permettent de
quantifier d’'une maniere rationnelle I'effet desentitudes qui peuvent entacher certains
parametres d’'un modele représentant un phénomgmsegpk donné, en les intégrant dans le
calcul mécanique. De plus, leur application peuwtradifférentes finalités telles que I'analyse
de tendance centrale, I'analyse de sensibilitéermore I'analyse de fiabilité vis-a-vis d’'un
scénario de défaillanc€ependant, certaines limites sont apparues. D’an ipn’y pas une
meéthodeuniversellequi permette de traiter les trois finalités ducoblstochastique. D’autre
part, si on écarte les simulations de Monte-Carleers variantes dont la convergence est
lente, qui s’averent ainsi inapplicables pour lesdales exigeants en temps de calcul, la
plupart des méthodes de calcul stochastique exhillenprobleme dela dimension
stochastique élevé€e probleme peut étre défini par 'augmentatigmo@entielle du nombre
d’appels au modéle lorsque le nombre de param@teestains croit. Dans les applications
pratiques, cette difficulté est prépondérante. fiet,eon manque souvent d’informations sur
le comportement des paramétres d’un modéle, estorpeatraint de les modéliser tous par des
variables aléatoires dans le calcul stochastiqeeplDs, la modélisation de certaines sources
d’aléa nécessite I'emploi de champs aléatoires cermpour le module de Young, ou de
processus aléatoires comme pour un chargemenguoggliqui nécessitent a leur tour une
décomposition en variables aléatoires, dont le memlkut étre tres élevé. Le probleme de la
dimension stochastique élevée s’impose donc datseal, puisque I'objectif est d’évaluer
et de quantifier l'effet de l'aléa associé au comgment des différents assemblages
constituant une toiture a ossature bois sur s@giié vis-a-vis d’'un évenement sismique. En
effet, méme si 'aléa dans le comportement d'uremdage élémentaire est représenté par
une seule variable aléatoire, le nombre de paraseétcertains a I'échelle de la toiture
avoisine les quelques centaines. Ce nombre affeffieacité de la plupart des méthodes de
calcul stochastique existantes, d’autant que ligatédn du comportement de la structure est
basée sur une analyse dynamique non linéairepdhae exigeante en temps de calcul.

Afin de pallier cette difficulté, la premiere étage ce travail était consacrée a une revue
bibliographique des méthodes de calcul stochastiggponibles, en nous intéressant aux trois
finalités que peut avoir un calcul stochastiqueptecision et I'efficacité de ces méthodes ont
été évaluées en se basant sur des applicatiorsralives. Nous avons montré qu’'a
'exception des simulations de Monte-Carlo dontdmvergence est lente, I'efficacité de la
plupart des méthodes de calcul stochastique esttééf lorsque le nombre de parameétres
incertains est élevé. Des versions amélioreegstellie les tirages asymptotiques et les subset
simulations, permettent d’améliorer la convergerdes simulations de Monte-Carlo ;
cependant, elles ne sont applicables que pour mygsas de fiabilité. Nous nous sommes
ensuite focalisés sur les méthodes d’analyse dsilsiéé, en particulier, les méthodes de
criblage, pour lesquelles nous avons montré queniesures de sensibilité qualitatives sont
pertinentes, dans le sens ou elles sont en aceeodl@s mesures de sensibilité globale basées
sur la décomposition de la variance tels que leticés de Sobol. Elles permettent, par
conséquent, de hiérarchiser les paramétres inegrtain modéle, sans pour autant quantifier
la contribution exacte (effet individuel et efféinderaction) de chacun sur la variabilité de sa
réponse. Sur ce point, nous avons montré que laaétMSDP est la plus stable, tandis que
la méthode de Morris offre le meilleur compromisrermprécision et efficacité.

En nous basant sur ce constat, nous avons décidéoskr le probléeme de dimension
stochastique élevée d’'une facon plus intuitive liew de chercher a développer une approche
permettant d’aborder directement les différentemliiés du calcul stochastique tout en
prenant en compte l'aléa associé aux differentamatres incertains, il est plus pertinent de
chercher, dans un premier temps, un moyen de gtlumombre de paramétres incertains, et
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de ne considérer dans un deuxiéme temps que lesngtaes les plus importants dans le

calcul stochastique proprement dit. Cette idés@stenue également par le fait que, dans les
problémes d’ingénierie, I'expérience a montré geieplus souvent, parmi 'ensemble des

parametres incertains considérés dans le calccihastique, seul un nombre limité contribue

efficacement a I'aléa observé sur la réponse duélsoeci nous a amené a distinguer la
dimension stochastique nominale de la dimensioohsitique efficace. Ainsi, nous avons

proposé une approche en deux étapes pour résaugreddleme de dimension stochastique

élevée.

La premiere étape consiste a identifier les pana@seimportants, en se basant sur une
hiérarchisation des parametres du modele par ldadétde Morris. Dans le cas ou les

statistiques des effets élémentaires ne suffisenifppur distinguer les parametres importants,
Nnous avons proposé un nouveau critere de séleb@ag@ sur une mesure de sensibilité
normaliséeG;. Une fois les parametres importants identifiés, sbnt modélisés par des

variables aléatoires et les autres parameétres mafhsents sont fixés a leurs valeurs

moyennes respectives.

La deuxieme étape consiste a effectuer le calathsstique proprement dit. Dans ce
contexte, nous avons retenu le développement eonscpalynémial et la méthode de
décomposition de la dimension pour la construatiom méta-modéle. Cette idée est motivée
par le fait que le modele éléments finis représeriacomportement de la toiture a ossature
bois vis-a-vis d'une sollicitation sismique est mix en temps de calcul, et il est plus
judicieux de le remplacer par un modéle explicivepgagner en efficacité dans les analyses
stochastiques. Nous avons montré que les deux oedhwus permettent d’aborder les trois
finalités que peut avoir le calcul stochastique.des, nous avons montré que la méthode de
décomposition de la dimension offre le meilleur ppomis entre efficacité et précision pour
effectuer des analyses de tendance centrale ouamyses de fiabilité, tandis que le
développement en chaos polynémial est meilleur fjestimation des indices de sensibilité
de Sobol.

L’approche en deux étapes proposée, est validéaide [d’'une application traitant le
comportement d’'une structure a cing niveaux stdliecipar des charges latérales, et pour
laquelle nous avons considéré 21 parametres imtertdlous avons montré que cette
approche est efficace, puisqu’elle permet d’écoseménviron 92% du temps de calcul si la
méthode de décomposition de la dimension est apicdirectement pour le calcul des
moments statistigues de la réponse du modéle, passer par |'étape préliminaire
d’identification des parameétres importants.

Le troisieme chapitre de ce manuscrit était comsaclanalyse stochastique des structures
bois a différentes échelles. Dans un premier teugs analyses de sensibilité globale, basées
sur la décomposition de la variance, sont effestugi@ un assemblage bois élémentaire
sollicité par un déplacement cyclique, afin de éteer la contribution de I'aléa associé aux
parametres de la loi anisotrope avec hystérésisssnr comportement. L'estimation des
indices de Sobol, basée sur un post-traitementesucoefficients d’'un développement en
chaos polynémial obtenus par quadrature de Smodyakontré que I'aléa associé a la rigidité
initiale K, de I'assemblage est le plus contributif dans Idabdité de I'énergie dissipée
durant le chargement, tandis que la variabilitéadmapacité résistante de 'assemblage est due
en grande partie a la force au pjc Ce constat nous a amené a ne modéliser, a lléakiah
assemblage élémentaire, que le paramBtr@ar une variable aléatoire dans les analyses
stochastiques ultérieures.

Dans un deuxieme temps, nous avons évalué laifealilune fermette sollicitée par une
action sismique représentant le tremblement de téer Kobe 1995 (Japon). Nous avons
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montré que la défaillance de la fermette est engengar la rupture des assemblages situés
entre les fiches et I'entrait.

Enfin, nous nous sommes focalisés sur le problémsé dans le cadre du projet SISBAT, qui
est I'analyse stochastique d’'une toiture a ossdiare d’'une habitation individuelle installée
sur un site d’'aléa sismique fort (Le Moule en Glagee). L'intégrité de la structure est
évaluée a travers deux indicateurs de résistapcésentant I'évolution de 'endommagement
cumulé dans les assemblages situés sur les élédiantsflambement et ceux situés sur les
eléments de contreventement. La défaillance dérdatare est enregistrée lorsque ces deux
indicateurs atteignent simultanément un seuil qudj préalablement établi. Une étude
préliminaire basée sur la méthode de Morris a néoniie I'aléa associé au comportement non
linéaire des assemblages constituant la toitur@lastinfluant que I'aléa associé au module
de Young des éléments bois. Ce constat nous a peeniéduire la dimension stochastique
dans l'analyse stochastique de la toiture. Malg@lé@,anous n’avons pu éviter le probléme de
dimension stochastique élevée, puisque le nombpadenétres incertains dépasse 300.

Pour y remédier, nous avons fait appel a I'appratghealcul stochastique en deux étapes que
nous avons développée dans le deuxieme chapitras [Dm premiére étape du calcul
stochastique, nous avons identifié et localisé datsiture les assemblages élémentaires dont
'aléa contribue significativement a la variabilite la réponse de la structure. Dans la
deuxieme étape, nous avons utilisé la méthode dentgpbsition de la dimension pour
'estimation des deux premiers moments statistiglessdeux indicateurs de résistance de la
toiture. Nous avons montré, pour le panel de sigresmiques fournis par le BRGM, que
I'effet de l'aléa est plus significatif sur 'endonmagement accumulé dans les assemblages
situés dans les éléments de contreventement. Caatast plus visible pour les signaux
sismiques les plus nocifs sur la structure (ceumt damplification duPGA de référence,
permettant la réalisation des deux criteres deild#fee, est la plus basse), puisque le
coefficient de variation atteint 40%. Afin de mieaaractériser I'aléa associé a I'indicateur
d’endommagement dans les assemblages situés sélelagnts de contreventement, nous
avons construit la densité de probabilité, en d¢ff@at des simulations de Monte-Carlo sur le
méta-modeéle obtenu par la méthode de décompositda dimension en conjonction avec
les polyndbmes d’interpolation de Lagrange. Cecisnaupermis de visualiser les zones de
concentration de la masse de probabilité. En gffetir certains signaux, cette derniere est
localisée dans I'une des queues de la distribuptuift qu’autour de la valeur moyenne. De
plus, nous avons pu approximer les densités deapilit® par des distributions usuelles telles
gue les lois Gaussienne, lognormale et Gumbel. Id@aas proposé une méthodologie basée
sur le post-traitement des résultats du calculhststique pour différents niveaux B&A du
signal sismique, pour construire des courbes pibstais d’évolution des deux indicateurs de
résistance de la structure. Ces courbes probasiligui peuvent étre assimilées a alesques

de conceptionpermettent de construire la distribution, sousntd d’histogramme, d@GA
pour un niveau seuil d’endommagement et vice-veiMdaLs avons montré, pour les
évenements sismiques pour lesquels nous avonsignéagne forte variabilité sur la réponse
de la structure, que la dispersionIGA pour un endommagement critique de 50% n’est pas
significative, puisque le coefficient de variatioa dépasse pas, dans le pire des cas, 16%.

Dans ce travail, nous nous sommes attaqués awepnelde la dimension stochastique élevée,
qui compte parmi les problemes les plus importautand on procéde a des analyses de
propagation d’incertitudes sur des problémes rdaedsniveau de complexité est amplifié
lorsque le probleme mécanique porte sur I'évalunatle I'intégrité des structures bois sous
sollicitation sismiques. Nous avons apporté dest®ols assurant un bon compromis entre
I'efficacité, la précision et la simplicité. Malgo&s avancees, certaines ambiguités persistent,
gui nous mettent en face de plusieurs défis, epdéespectives de ce travail sont variées. En
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effet, nous nous sommes focalisés uniquement analyse de I'effet de l'aléa associé au
comportement des assemblages qui constituentuetste. Cependant, des travdds6] ont
montré que l'action sismique exhibe un aléa sigatff, dont I'origine peut étre intrinséque a
I'action sismique elle-méme et/ou au site sur Iéest installée la structure. Sur ce point,
Sommerville[157] a montré que la variabilité de I'action sismiqueegistrée sur plusieurs
types de sols peut étre plus significative que daiabilité associée a plusieurs signaux
sismiques enregistrés sur un méme site. Dans ¢extenla variabilité associée au type de sol
est prise en compte dans les analyses effectuésscaatravail dans la mesure ou les huit
événements sismiques traités représentent diffetgpes de sol selon la classification de
'Eurocode8. Cependant, ce nombre est relativerimaite pour que la modélisation de cette
source d’'aléa soit pertinente. La variabilité imégque de I'événement sismique peut étre
abordée en utilisant les processus aléatoires. depg ce type de modeles probabilistes
nécessite une décomposition en variables aléatogapli engendre une amplification de la
dimension stochastique, et ainsi nous nous retmanencore en face du probleme de la
dimension stochastique élevée. Par conséquenpréiape développée dans ce travail doit
étre encore améliorée, en particulier sa premiegeéqui consiste a déterminer la dimension
stochastique efficace. Dans ce contexte, les e#@iimentaires sur lesquels est basée la
méthode de Morris peuvent étre estimés par la rdéthmproposée par Pradlwartgi56]
utilisant les simulations de Monte-Carlo et la ti€aes chaines de Markov. Elle consiste a
calculer d'une facon globale le vecteur gradientpaitir duquel on peut construire un
estimateur des mesures d'importance associéesamamptres du modéle. La variance de cet
estimateur est indépendante de la dimension stiighasce qui peut nous faire gagner en
efficacité dans le cas ou le nombre de parameétresrtains du modele est élevé. Cette
meéthode a fait ses preuves pour I'estimation desures d’importance dans les analyses de
sensibilité[157], et du gradient dans les problemes d’optimisdti®8]. De plus, ces mesures
d’'importances, qui permettent de mesurer seulenenteffets principaux, peuvent étre
améliorées en utilisant la théorie des grapf@&g pour pouvoir quantifier les effets
d’interactions de différents ordres.

Dans le cadre du projet SISBAT, le travail menésdestte thése sera prolongé, d’'une part
pour étudier d’autres sites représentant différatéias sismiques en France métropolitaine et
en territoires d’outre mer, notamment, le scénfbproche (Le Moule), le scénario moyen
représenté par la ville de Lourdes, et le scénamimléré représenté par la ville de Nice.
D’autre part, I'approche de calcul stochastiqueppsge dans ce travail sera appliquée pour
'analyse de lintégrité d’'une toiture a comble hable, et d’'une maison individuelle ayant
des murs en magonnerie.
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Résumé

Le probléeme de la dimension stochastique élevéeéestrent dans les analyses probabilistes deststes. |l
correspond a 'augmentation exponentielle du nondtgealuations du modéle mécanique lorsque le nerder
paramétres incertains est élevé. Afin de palligteceifficulté, nous avons proposé dans cette thase
approche a deux étapes. La premiére consiste enmidéée la dimension stochastique efficace, en safasur

une hiérarchisation des paramétres incertains éisaut les méthodes de criblage. Une fois les patees
prépondérants sur la variabilité de la réponse ddéte identifiés, ils sont modélisés par des véemhbléatoires

et le reste des paramétres est fixé a leurs vateaygnnes respectives, dans le calcul stochaspicpmement

dit. Cette tache fut la deuxiéme étape de I'appequtoposée, dans laquelle la méthode de déconmposii la
dimension est utilisée pour caractériser I'alédadeponse du modéle, par I'estimation des momsatsstiques

et la construction de la densité de probabilitéteCapproche permet d’économiser jusqu'a 90% dipsede
calcul demandé par les méthodes de calcul stogoastiassiques. Elle est ensuite utilisée dansligétion de
l'intégrité d'une toiture a ossature bois d’'une itation individuelle installée sur un site d’aléarsique fort.
Dans ce contexte, I'analyse du comportement diuatare est basée sur un modéle éléments finis Eauel

les assemblages en bois sont modélisés par uaaismitrope avec hystérésis et I'action sismiqueegsesentée
par huit accélérogrammes naturels fournis par l6GBR Ces accélérogrammes permettent de représenter
différents types de sols selon en se référantdaksification de 'Eurocode 8. La défaillance detditure est
définie par l'atteinte de I'endommagement, enregistlans les assemblages situés sur les éléments de
contreventement et les éléments d'anti-flambem@nty niveau critique fixé a l'aide des résultats dssais.
Des analyses déterministes du modele du modéleeétdnfinis ont montré que la toiture résiste aékal
sismique de la ville du Moule en Guadeloupe. Ledyees probabilistes ont montré que parmi les E3ibles
aléatoires représentant I'aléa dans le comportementlinéaire des assemblages, 15 seulement coeirtib
effectivement a la variabilité de la réponse mégamice qui a permis de réduire la dimension stoiclugsdans

le calcul des moments statistiques. En s’appuyanties estimations de la moyenne et de I'écart-typea
montré que la variabilité de 'endommagement dassaksemblages situés dans les éléments de contreeat

est plus importante que celle de I'endommagement lessi assemblages situés sur les éléments d’anti-
flambement. De plus, elle est plus significativeiples signaux les plus nocifs sur la structure.

Abstract

The problem of the curse of dimensionality is frextly encountered in practical applications. It bandefined
as the significant increase of the number of meic@amodel calls with the number of uncertain paggars. To
overcome this difficulty, a two-steps stochastipraach has been developed in this work. The ftegt of this
approach consists in calculating the stochastiecéffe dimension by the means of Morris screenirgghod.
Once the most significant uncertain parameterservariability of the mechanical responses aretified, they
are modeled as random variables and the remairdrgnpeters are fixed to their respective mean vallieis

allows us to reduce significantly the stochastimelision of the problem in the second step of therageh
where the decomposition method is used to estithatestatistical characteristics of the mechanieaponses.
The efficiency and the accuracy of this approaehevaluated through an academic problem dealiniy thi
assessment of the integrity of a three-span figeystrame structure subjected to horizontal loadke have
demonstrate that we can reduce about 90% of th@utation time required by the classical stochasithods.
Then, the proposed approach is used to the analf/$ie integrity of timber roofs under seismicdogy. The
behaviour of this structure is described througmide element model where the timber joints aredeied by
anisotropic hysteresis law, and the seismic adgdarpresented by eight real earthquake groundomoécords.
These accelerograms provided by the French inistitubvolved in geosciences BRGM allow us to tak®i
account different soil types according to the dfacsgtion provided by the europeen design code idgalith

seismic events Eurocode 8. The failure of timbefgas reached when the damage levels in the tisnjoénts
localized on the buckling and bracing members rahehcritical value. It is shown, through a detenistic

analysis, that the structure resists the seismmardarepresenting the city of Le Moule in Guadekuphe
stochastic analysis has shown that, among thedr&#bm variables representing the uncertainty imtwinear
behaviour of the timber joints, only 15 have a #igant effect on the variability of the structuredsponse,
which allow us to reduce the stochastic dimensiothe computation of the statistical moments. Adoag to
the estimates of the mean and the standard devjatie have shown that the variability of bracingnmbers
damage is greater than the variability of buckimgmbers damage. Moreover, the variability of thacing
members damage is more significant for the eartkgygasound motion records having the lowest colldpGé.



