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Introduction

'apprentissage automatique E] est une discipline informatique consid érée
généralement comme I'un des champs d'étude de l'intelligence arti cielle et
se situe a la fronti ere de l'informatique et des math ématiques appliqu ées (sta-

tistiques et optimisation). La notion d'apprentissage englobe toute m éthode permet-
tant de construire un mod ele le plus proche possible de la réalité a partir de donn ées
observées. Son objectif est d'extraire et d'exploiter automatiqguement l'information
présente dans des jeux de donrées, en s'ineressant au ceveloppement, a I'analyse et a
I'impl émentation de méthodes capables de s'anéliorer a I'aide des observations. De ce
fait, il se décline sous “un vaste champ de formes”. Nous pouvons, entre autres, citer
la classi cation dont une illustration est la diff érentiation automatique entre spams
et hams (c'esta-dire les e-mails désirés), ou la régression dont un exemple est la
prédiction de la temp érature du jour en fonction des informations relev ées par les
stations météo. Selon les donrées et les objectifs, de nombreuses applications existent,
notamment en multim édia, en biologie, en traitement du signal, en traitement automa-
tigue de la langue, etc.

Dans cette these, nous nous plagons dans le cadre de l'apprentissage statistique intro-
duit par Vapnik et Chervonenkis, li & a la théorie d'études statistiques sur les proces-
sus empiriques. En particulier, nous nous int éressons au paradigme de la classi ca-
tion supervis ée qui s'oppose a celui de la classi cation non supervis ée (par exemple
le clustering pour laquelle nous ne disposons d'aucune supervision sur la classe des
données obsenges. Reprenons I'exemple classique et concret d'un syséme de Itrage

ham/spam. Pour ce faire, nous avons a notre disposition des observations : ce sont des
messages @ja étiquetés, prenant la forme de couples (X,y), ou x est la représentation
d'un message, comme un vecteur de fréquences de mots dans le texte, et o y est
la classe/l' étiquette affectée au messagex et classiqguement modélisée par 1 ou +1
( 1"="spam, +1”"=" ham). Le but est alors de trouver — d'apprendre — une fonc-

tion qui attribue automatiquement une de ces deux classes a un nouveau message,
en commettant le moins d'erreurs possible. On parle alors de classi cation puisque

la tache est clairement de prédire la classe d'appartenance des donrées, et elle est
d"te supervisée puisque l'apprentissage se base sur des observations éja étiquetées.
La classi cation supervis ée se formalise alors comme l|'apprentissage ou la construc-
tion d'une fonction, souvent appel ée hypothese ou classi eur, a partir d'un échantillon

d'apprentissage composé d'observations ind épendantes et identiquement distribu ées

1. Machine learningen anglais. Nous invitons le lecteur a se rférencer aux ouvrages suivants :
[Mitchell, 1997 |Bishop et al, 2006 |Cornuéjols et Miclet, 2010 Mohri et al, 2012].
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Figure .1 — Intuition des probl ématiques li ées a l'apprentissage statistique : étant donree
une tache, par quelle @hode et avec quelles garanties peut-on apprendre ualenpérformant ?

selon une distribution de probabilit & x ée et inconnue. Un aspect important doit étre
souligné ici : le modele appris doit se montrer performant sur les observations mais
aussi — et surtout — sur les nouvelles donn ées. Autrement dit, puisque la distribution
des données est suppo£e inconnue, la question majeure en apprentissage statistique
concerne l'apprentissage d'une hypoth ese d'un classi eur se comportant le mieux pos-
sible sur lI'ensemble de la distribution : il doit donc avoir de bonnes propri étés en
généralisation (l'intuition est illustr &e sur la gure fnwo.1).

Dans la litt érature, de nombreux algorithmes ont é&té proposés pour résoudre ces
taches de classi cation. La plus intuitive est la m éthode des k plus proches voisins
[Cover et Hart, 1967 qui consiste simplement a choisir la classe majoritaire parmi les
k observations les plus proches de la donnée a étiqueter.

Nous pouvons également citer les méthodes faisant appel a des arbres de cecision
telles que [Breiman et al, 1984 |Quinlan, 1993, encore tres populaires puisque faci-
lement interpr étables. Le classieur prend, ici, la forme d'un arbre o u une feuille

correspond a un classe. Cette classe est obtenue en fonction des &cisions prises a
chaque étape du parcours de la branche.

Un autre type de m éthode est celui des réseaux de neurones, dont les fondements
ont été introduits par [Lettvin etal, 1959. Un réseau de neurones arti ciel s'inspire

des réseaux de neurones biologiques. Il est, en gnéral, constitué d'une succession de
couches interconnecées de neurones dits “formels” dont les entr ées correspondent
aux sorties de la couche précédente : chaque neurone est relé aux neurones de la
couche précédente par des synapses calculant, classiqguement, une somme ponérée
des sorties de la couche p€cédente. Un des algorithmes historiques les plus simples,
rentrant dans cette catégorie, est celui du perceptron [Rosenblatt, 195§. Les extensions
récentes de ces approches forment une tiématique active et importante en apprentis-

sage automatique appelée ledeep learningBengio, 2009.

D'autres approches se focalisent sur I'apprentissage de combinaisons de classi eurs.
On peut en particulier mentionner les algorithmes de type boosting tres populaires
dans les années90, dont l'un des plus utilis és est Adaboost [Freund et Schapire,1994.
L'objectif du boostingest de combiner des classi eurs simples et faibles (c'est-a-dire
faisant |égerement mieux que l'al éatoire). A chaque étape un classi eur est ajouté et
les poids des observations sont modi és a n de donner une plus grande importance
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aux exemples mal classs.

En n, un des algorithmes les plus renomm és est celui des machinesa vecteurs de sup-
port [Boser et al, 1997 dont le but est d'apprendre un classi eur lin &aire étiquetant
correctement les observations, tout en maximisant la distance entre le classieur
et ces observations. Ce concept, commum@ment appelé la marge, permet de dé nir
une notion de con ance sur les donn ées. L'un des avantages de cette approche est
gu'elle permet I'apprentissage de classi eurs non lin &aires en reformulant le probl eme
comme une classi cation lin éaire dans un espace de projection & ni a partir de fonc-
tions noyaux. Nous d étaillerons ce principe dans le premier chapitre de cette th ese.

Motivations  Dans le contexte particulier dans lequel cette these s'est ceroulée, la
probl ématique étudi ée est I'etiquetage automatique de vid éos, dans une situation d'in-
dexation sémantique, dans le but de suggérer de nouvelles vid €os a I'utilisateur. De
telles données multim édia sont habituellement repr ésenges sous plusieurs formes. Ba-
siquement, lorsque I'on parle de vid €os, nous pouvonsa la fois décrire le son et I'image
(et ce de differentes manieres). Les donrées sont donc cé nies par un couple (X,y),
ou y est la classe d'appartenance du document vidéo (par exemple, I'absence ou la
présence d'un objet particulier) et ou cette fois-ci x = ( X1,...,Xn) €st décompose en
n représentations distinctes de plusieurs informations du document. Autrement dit, la
tache d'apprentissage peut étre vue comme un apprentissage de n classi eurs associés
aux n couples (x;, y), que I'on va devoir combiner. De plus, la personnalisation des sug-
gestions souleve une seconde question importante. En effet, a l'instar d'un syst eme de
Itrage de spams, des vid €os intéressantes pour un utilisateur donn & ne le seront pas
nécessairement pour un nouvel utilisateur. Dans le m éme esprit, I'expansion d'Internet
induit une tr es grande quantité de sources de donrées et donc de corpora différents. Il
faut donc étre capable d'adapter le modele d'un utilisateur a un autre ou d'un corpus
a un autre, comme suggéré par la gure Deux grandes questions nous intéressent
donc dans ce mémoire :

La combinaison de classi eurs : Comment peut-on apprendre une combinaison
de classi eurs issus de diff érentes connaissancesa priori prenant la forme, par
exemple, de différentes sources d'informations ou de repr ésentations, et ce avec
de bonnes garanties en ¢genéralisation ?

L'adaptation de domaine : Comment peut-on apprendre a partir de donn ées
sources — pour lesquelles on dispose d'observations étiquetées — un classi eur
performant sur des donn ées cibles — pour lesquelles peu (ou pas) détiquettes
sont disponibles ? D'un point de vue statistique, le cadre de I'adaptation de do-
maine suppose que la distribution des observations sources diff ere de celle des
nouvelles donn ées cibles.

Notre objectif principal est donc d'apprendre une combinaison performante et robuste
tout en tirant b éné ce des diff érents classi eurs avec ou sans adaptation. Dans un
premier temps, en se placant dans un cadre non adaptatif, nous nous interrogeons
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Figure .2 — Exemple d'une t &che d'adaptation : Supposons que l&éthe de classi cation vise

identi er la présence d'un visage sur une imagdegauche, ce sont les observati@tisuetes provenant

d'un corpus d'images de type photographedroite, ce sont les nouvelles imageslasser qui sont
extraites de vidos provenant d'un autre corpus. La question qui se pose est : comment adapter nos
connaissances du corpus de gauche au corpus de droite ?

Des travaux ecents en traitement d'images ont maniue des classi eurs apprspartir de corpus
differentes sont assujettssdes égradations de performances [Torralba et ER64,]).

sur I'existence d'un cadre pertinent pour combiner des classi eurs. C'est ainsi que
nous nous tournons logiquement vers la th éorie PAC-Bayésienne [McAllester, 1999.
En effet, cette théorie offre un cadre naturel et élégant pour l'apprentissage d'une
combinaison de classieurs prenant la forme d'un vote de majorit & pondéré en
considérant une connaissance a priori. Nous l'exploitons donc pour proposer des
avancées, plutdt théoriques, sur l'apprentissage de votes de majorité. Dans un se-
cond temps, nous répondons a la tache de l'adaptation de domaine en s'inspirant
des travaux fondateurs qui suggerent de rapprocher les deux distributions dans
un nouvel espace tout en gardant de bonnes garanties sur les observations sources
[Ben-David et al, 2007 [Mansour et al, 2009, |Ben-David et al, 201d. En ce sens, nous
proposons d'adapter un espace de représentation dé ni a partir de similarit és entre les
données, permettant d'apprendre un vote de majorit &€ sur ces similarités. Finalement,
pour r épondre aux deux probl ématiques simultanément, nous étudions l'adaptation
de domaine avec un point de vue PAC-Bay ésien dans le but de construire une combi-
naison de classi eurs capable de s'adapter a de nouvelles données.

Contexte de cette these. Cette these aété réalisée au sein de I'€Quipe d'AppRentis-
sage automatique et Multim édiA (Qarma) du Laboratoire d'Informatique Fondamen-
tale UMR CNRS 7279d'Aix-Marseille Universit & entre octobre 2010et septembre 2013
Les contributions pr ésenges dans ce némoire ont été développées dans le contexte
du projet ANR VideoSense (ANR- 09-CORD-026, http://www.videosense.org/ )
dont l'objectif est I' étiguetage automatique de vid éos par concepts de haut niveaux,
d'évenements etémotions, en ciblant la recommandation vid &o et la monétisation de
publicit és, et de PASCAL2 (http://pascallin2.ecs.soton.ac.uk/ ), un réseau
d'excellence européen portant sur l'apprentissage automatique, les statistiques et I'op-

timisation.

Organisation du m émoire. Cette these est organi®e comme suit. La premiere partie
présente les outils necessairesa sa bonne compréhension :

Le chapitre @ introduit le contexte de base : la classication supervis ée, la
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dérivation de garanties en généralisation et diff érents algorithmes qui font
références pour nos travaux.

Le chapitre [2 présente un état de I'art non exhaustif de la probl ématique sur
I'adaptation de domaine en apprentissage automatique, lorsque les distributions
des observations et des nouvelles donrées different.

Le chapitre [3 énonce la théorie PAC-Bayésienne se focalisant sur les votes de
majorit & pondérés sur un ensemble de classifeurs ou de fonctions.

La partie [Tjpr &sente nos contributions en théorie PAC-Bayésienne pour la classi cation
supervisée sans adaptation :

Dans le chapitre [4, nous nous focalisons sur 'apprentissage de votes de majorité
pondérés sur un ensemble de classi eurs binaires dépendants des observations
en tirant avantage d'une connaissance a priori. En ce sens, nousétendons l'algo-
rithme MinCq [Laviolette et al, 2011a] issu de la théorie PAC-Bayésienne. D'une
part, nous en proposons une nouvelle formulation permettant de consid érer une
information a priori lors du processus d'apprentissage. D'autre part, nous en
démontrons les garanties en généralisation dans le cadre des sctémas de com-
pression lorsque les classi eurs sont dé nis en fonction des observations. Apr es
avoir énoncé notre extension, nous montrons empiriquement son int érét pour
la tache de fusion de classi eurs en indexation sémantique de documents mul-
tim édia, ainsi que pour la combinaison de classi eurs de type plus proches voi-
sins.

Dans le chapitre E], essentiellement théorique, nous énoncons la premiere borne
en généralisation PAC-Bayésienne dans le cadre multiclasse qui se base sur la
matrice de confusion. Concretement, la mesure de risque que I'on considere est
dé nie par la norme de la moyenne des matrices de confusion des classi eurs

a combiner. Cette mesure, plus riche que le taux d'erreur usuel, offre un cadre

théorique original pour s'attaquer a des taches récessitant une mesure plus in-
formative qu'une mesure scalaire. Nous proposons, en outre, une analyse des
relations qui unissent le moyennage sur classi eurs et le vote de majorit & assoce.

Nos contributions dans le cadre de I'adaptation de domaine pour la classi cation bi-
naire sont présentées dans la partie[lll]:

Dans le chapitre [, nous suivons lintuition port ée par les travaux fondateurs
de la théorie de l'adaptation de domaine pour proposer une nouvelle m éthode
d'adaptation. Son principe est le suivant : nous cherchons a rapprocher les
distributions dans un espace explicite d & ni par des fonctions de similarit és
dites (e,g,t) - bonnes [Balcanet al, 200&, [Balcanet al, 2008], tout en gardant
de bonnes performances sur la distribution des observations. Dans un premier
temps, nous ne faisons appel a aucune supervision sur les nouvelles données,
puis nous étendons l'approche en supposant connues quelques étiquettes. Les



Introduction

expérimentations menées cemontrent la pertinence de I'approche pour 'adapta-
tion de domaine.

Dans le chapitre [j nous dérivons la premiere analyse PAC-Bayésienne du
probleme de l'adaptation de domaine dans le cadre de la classi cation binaire
sans information supervis ée sur les nouvelles données. Notre contribution au
cadre de l'adaptation de domaine repose sur la dé nition d'une nouvelle me-
sure de divergence entre distributions pertinente pour la th éorie PAC-Bayésienne
et donc pour les votes de majorités. Cette mesure nous permet de ceriver une
premiere borne PAC-Bayésienne d'adaptation de domaine qui a l'avantage d' étre
directement optimisable pour tout ensemble de classi eurs a combiner et nous
en donnons une illustration pratique dans le cadre de classi eurs lin &aires.

Enn le lecteur pourra trouver dans les annexes la majeure partie des preuves
des différents résultats obtenus, ainsi que quelques outils utiles a leur bonne
compréhension. Notons que ces travaux ont donné lieu aux publications suivantes ainsi
gu'a la participation a la tache d'indexation sémantique dans le contexte des campages
d'évalutations TrecVid 2011et 2012 La participation 2011est disponible en annexe.
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X 2 Rd Espace d'entrée de dimension d
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h,i Produit scalaire entre deux vecteurs

k ki La norme 1

k ks La norme 2

k ky La norme in nie

K Kop La norme operateur

Pr() Probabilité d'un événement

E() Espérance d'une variable aléatoire

Var () Variance d'une variable al éatoire

P Le nombre Pi
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e chapitre décrit le contexte de l'apprentissage automatique dans lequel
les travaux présenes dans ce némoire se placent. Comme introduit
précédemment, la problématique de l'apprentissage automatique peut se

présenter simplement de la maniere suivante : I'objectif est d'apprendre une fonction
capable d'expliciter au mieux la relation entre un espace d'entr ée, par exemple un
espace de repgésentation des e-mails, et un espace de sortie, par exemple une classe
“spam” ou “ham”. Etant donnés un échantillon de donn ées obsenges représentatif de
la tache, appek échantillon d'apprentissage, et un espace d'hypoth esesH, I'apprenant
doit trouver I'hypoth ese de I'espaceH capable d'approximer au mieux la relation exis-
tante entre I'espace d'entrée et I'espace de sortie pour le probleme considéré. L'id ée
est donc de chercher une hypothese consistante avec les donies d'apprentissage
et suf samment g énérale pour se comporter correctement sur les données non vues
pendant la phase d'apprentissage. Historiguement, une des premi eres formalisations
de la notion d'induction a été proposée par Tom Mitchell en 1978avec I'espace des ver-
sionsﬂ De maniere intuitive, I'id ée est d'organiser l'espace d'hypotheses sous la forme

1. Le lecteur peut se référer a [Mitchell, 1987 pour la th éorie et de l'algorithmie concernant I'espace

des versions.
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d'un treillis d & ni en fonction d'une relation d'ordre donn  ée. L'apprentissage est alors
VU comme un processus itératif visant a parcourir ef cacement I'espace de recherche
a n de trouver une hypoth ese consistante avec les doniges d'apprentissage. Ce type
de paradigme s'avere tres intéressant lorsque l'espace d'hypotheses est ni et que les
hypoth eses sont structurées, comme par exemple I'apprentissage de egles pour des
systemes experts, de programmes logiques en programmation logique inductive, ou
de grammaires en inférence grammaticale. Cependant, il se montre moins naturel des
lors que les donnéesa traiter sont num ériques, comme c'est le cas en multimédia ou
en traitement d'images ou l'espace d'hypoth eses correspond souventa un ensemble
d'hyperplans s éparateurs dans un espace vectoriel el de dimension d. Cet ensemble
est souvent inni et donc plus difcile a parcourir de mani ere structurée. Dans ce
contexte, on a généralement recours a des approches par optimisation math ématique.
Dans une telle situation, se pose également le probleme de mesurer la capacié en
généralisation d'une hypoth ese. Pour €pondre, entre autre, a ces problematiques,
de nouveaux modeles ba®s sur une modélisation statistique de l'apprentissage ont
ensuite été proposés et se sont peua peu imposés. Ces moctles dé nissent l'appren-
tissage statistique, dont les fondements ont été introduits par Vladimir Vapnik dans
les années 70, puis par Leslie Valiant dans les années 80. C'est dans ce cadre que
se positionne cette these. En particulier, nous nous intéressonsa l'apprentissage dit
superviséE]que nous présentons dans la suite.

Tout d'abord, dans la section [L.1}, nous introduisons plus formellement la t ache de
classi cation supervis ée, ainsi que quelques notationsf_‘]. Ensuite, nous énoncons les
stratégies classiques pour soudre cette fiche en section Nous détaillons, dans
la section , guatre méthodes classiques permettant de ceriver des capacités en
généralisation. En n, nous pr ésentons trois algorithmes d'apprentissage en section|1.4

Un peu de formalisme

Soit X l'espace d'entrée ou de description des données etY I'espace de sortie ou l'en-
semble d'étiquetage. Nous considérons uniqguement le cas ou les données sont cécrites
par des vecteurs a valeurs réelles de dimension nie d, c'esta-dire X R, Il estimpor-

tant de souligner que rien ne nous emp éche de consicerer des données plus complexes
dites données structurées. L'espaceY peut lui aussi prendre diff érente formes :

lorsque Y est un ensemble continu (par exempleY =[ 1,+1]Jou Y = R), l'ob-
jectif est d'apprendre une quantit &, un score, un classement, ... On parle alors
de régression;

lorsque Y est un ensemble discret, l'objectif est d'apprendre une étiquette, une
classe, ... On parle alors de classi cation. Dans ce mémoire, nous distinguons

2. Notons qu'il existe d'autres paradigmes d'apprentissage tels que l'apprentissage non-supervis &,

I'apprentissage semi-supervisé, l'apprentissage par renforcement, I'apprentissage par transfert.
3. Un tableau récapitulatif des principales notations est disponible page @
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la classi cation binaire (avec Y = f 1,19) de la classi cation multiclasse (avec
Y=1f1,...,Qgou Q > 2 estun nombre ni de classes).

Etant donnée P une distribution de probabilit & jointe (x &e et inconnue) surX Y, que
I'on appellera un domaine, les ingr édients de I'apprentissage supervisé sont :

un échantillon d'apprentissage S = f(x;,y;)gL, de taille m constitué de m ob-
servations ind épendemment et identiquement distribu ées {.i.d) selon P. On note
(P)™M la distribution de S et D la distribution marginale de X assocee;

une classe d'hypothesesH qui est un ensemble de fonctions h: X 7! Y appelées
indistinctement hypoth eses, moctles, votants, mais aussi classi eurs ou classi -
cateurs en classi cation, ou r égresseurs en ggression.

A l'aide de l'information port ée par I'échantillon S, I'apprenant doit choisir une hy-

potheseh dans H. Cette hypotheseh doit d écrire au mieux la relation qui existe entre
les espacesX et Y. Autrement dit, h doit avoir une bonne qualit &€ en généralisation :
étant donné un nouvel exemple (x,y) tir & aléatoirement selon P, la prédiction h(x) de
I'hypoth ese doit étre la plus proche de la vraie valeur y. Pour mesurer cette qualité
on fait généralement appel a une fonction de perte ~ : Y Y 7! [0, 1] qui associe un
colt “(h(x),y) a la prédiction de h sur un exemple (x,y). Cette notion de risque sert
a évaluer une mauvaise réponse relativement a la fonction de perte. Nous d é nissons
maintenant la notion de risque r éel.

Dénition 1.1 (Risque réel) Etant donree une fonction de perte Y Y 7! [0, 1], le risque &el (ou
l'erreur en garéralisation)R;:(h) d'une hypotlese h issue dd sur un domaine P estalni
comme l'esprance de la fonction de perte sur le domaine P :

Rp(h) = B o (h09.).

On dé nitle meilleur mod eleh issude H comme le minimiseur du risque r éel. Cepen-
dant, quelle que soit I'nypoth eseh 2 H considérée, R;D(h) ne peut étre calculé puisque
que la loi de probabilit € P sur X Y estinconnue. Les seules informations disponibles
sont, en fait, celles portées par I'echantillon d'apprentissage S. Nous dé nissons alors
le risque empirique évalué sur S.

Dénition 1.2 (Risque empirique) Etant donrés une fonction de perfe: Y Y 7! [0,1] et un
échantillon d'apprentissage $ f(x;,y;)gZ, i.i.d. selon un domaine P, le risque empirique
Rs(h) d'une hypotlese h issue del évalle sur S est @ni comme l'esprance de la perte
estimee sur I'ensemble S :

&~ (h, (0 y0).

i=1

Rs(h) =

3+

Nous aurons aussi besoin de la dé nition suivante mesurant le d ésaccord entre deux
hypoth eses.



16 Chapitre 1. Apprentissage supervisé

Dé nition 1.3 (Désaccord teel et empirique) ~ Etant donree une fonction de perte Y Y 7! [0, 1]
et une distribution D sur X, le ésaccordérele(h, h9 entre deux hypotases h et%issues de
H sur D est & ni par :

Rp(h,h% = E *(h(x), hYx)). (1.1)

Etant donre unéchantillon d'exemples ncetiquees $ = fx;gT , i.i.d. selon D, le ésaccord
empiriqueRs, (h, h9 entre deux hypotbses h ettissues déd évalle sur S est e ni par :

=& (h(x), ). (12
i=1

Rg,(h,h9 =

La mesure de risque la plus naturelle revient a comptabiliser les erreurs commises par
h sur le domaine P. Dans le cas d'un classi eur, on utilise la fonction de perte 0 1,
“01:Y Y 7!f0,1g, dé nie pour un exemple (x,y) par:

0 1(h(x),y) = |((h(X) 8 y)
_ 1sih(x) 6y
0 sinon.
Par abus de notations, nous posons :
Rs()= RE'()  ;  Re(h)= RL(h)
Rs(h,hd = RZ*(h,hY ;  Rp(h,hY= RS (hHI.

Tout au long de ce manuscrit, Rg(h) et Rp(h) seront respectivement appelés erreur
empirique et erreur r éelle. L'extension de la perte 0 1 a des hypothesesa valeurs
réelles est la perte linéaire, "ji, : R R 7! [0, 1], qui reste intéressante en classi cation
binaire et qui est dé nie pour un exemple (x,y) par:

in(h00,Y) = 2 (1 yh(3).

Comme nous allons le voir dans la section suivante, une stratégie pour trouver la

meilleure hypoth ese au sens de l'erreur €elle revient, en partie, a minimiser l'erreur

empirique. Cependant minimiser empiriquement la valeur de la perte 0 1 est un
probleme NP-dif cile. Il est donc g énéralement nécessaire de faire appela une relaxa-
tion convexe de la perte 0 1 (on parle souvent de surrogate loss Parmi ces relaxations,
nous pouvons citer la perte hinge qui est connue pour étre la meilleure approximation

de la perte 0 1 [Ben-David et al, 2012a] et que nous utiliserons a plusieurs reprises
dans ce manuscrit. Pour un exemple (x,y), la perte hinge est dé nie par :

d(x),y) = [1 yh(X)],
= max(0,1 yh(x)).

Les trois fonction de pertes présenies ci-dessus sont repésentes sur la gure
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Figure 1 .1 — Repsentation de la fonction de pe@te 1 (en rouge, la plus claire), la fonction de perte
lineaire (en vert, l'interradiaire) et la fonction de perte hinge (en bleu, la pluséehc

Strat  égies classiques de minimisation du risque

Nous nous int éressons maintenant aux straégies classiques permettant d'apprendre
une bonne hypoth ese, c'esta-dire une hypoth ese amenanta une erreur réelle faible.

Dans le meilleur des mondes, nous disposerions d'une in nit & d'exemples d'appren-

tissage et minimiser le risque empirique serait la strat égie la plus pertinente. Dans la

réalité, la quantité d'exemples disponibles est limit &e et il existe souvent une hypothese
h (parfois complexe) d'erreur empirique nulle. Face a de nouvelles données jamais ob-
servées, cette hypothese, “parfaite” en apparence, he montrera pas toujours de bonnes
performances et I'erreur r éelle pourra en fait s'averer — beaucoup — plus élevée que
I'erreur empirique : on parle alors de sur-apprentissage.

Pour éviter ce probleme d'apprentissage “par cceur”, une solution envisag ée est
de considérer le compromis biais/variance, se r ésumant principalement en un juste

équilibre entre l'erreur empirique et la complexit & de la classe d'hypotheses : selon le
principe du rasoir d'Occam, a performance égale, on préfere un modele simple a un

modele complexe. Nous présentons ci-apfes trois stratégies classiques permettant de
contrdler ce compromis pour apprendre une hypoth ese d'erreur réelle faible, puis en
section 1.3 nous étudierons la capacité en généralisation de telles hypoth eses.

Minimisation du Risque Empirique (ERM)

L'approche la plus intuitive est celle de la minimisation du risque empirique en restrei-
gnant la classe d'hypothesesH . Puis, étant donné un échantillon d'apprentissage S, on
sélectionne dans H le minimiseur hg du risque empirique évalué sur S:

hg = argmin Rg(h).
h2H
Si H est suf samment restreint, alors le sur-apprentissage sera évité. Cependant, sans
informations a priori sur la tache considérée, H sera dif cile a dé nir et choisir un
modele performant sur les donn ées sera fastidieux.
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Minimisation Structurelle du Risque (SRM)

Puisque restreindre H n'est pas aise, une solution est de faire appel a un ensemble
d'hypoth eses ordonrées en fonctions de leur complexité. Concretement, la minimi-

sation structurelle du risque [Vapnik, 1994 considere un ensemble de familles d'hy-
pothesesH 1, H,, ... de complexités croissantes tellesque 821 1,2,..9, Hi H i+1.
Dans chacune des familles, on choisit I'nypoth ese qui minimise le risque empirique

évalué sur S. En n, parmi ces hypoth eses (sous-)optimales, on g&lectionne I'hypoth ese
hg qui minimise la somme du risque et d'une p énalisation. Plus formellement :

n 0
hs=  argmin Rg(h) + pen(H;)
h2H |, j=1.2,.g

ou pen(H;) pénalise H; en fonction de sa complexité.

Minimisation R égularis ée du Risque (RRM)

Etant donnée une classe d'hypothesesH , une approche similaire consiste a régulariser
le choix de I'hypoth ese (selon une norme donrée k k). En fait, cette régularisation
contrble la complexité de I'hypoth ese : plus sa complexi€ est élevée, plus elle sera
pénalisée. Autrement dit, étant donné I'échantillon S, hg correspond a I'hypoth ese de
H minimisant le compromis risque empirique et r égularisation :

n . 0
hg = argmin  Rg(h) + | khk
h2H

ou | est I'hyperparam etre de compromis.

Bornes en g énéralisation

La mise en ceuvre des principes énoncés précédemment doit s'accompagner de ga-
ranties théoriques permettant de quanti er la pr écision de I'estimateur du risque par
rapport a sa valeur réelle. La théorie statistique de l'apprentissage de [Vapnik, 1994
étudie les conditions de consistance et donc de convergence de la minimisation du
risque empirique vers la valeur r éelle. On parle alors de bornes en ¢gnéralisation, sou-
vent mentionn ée en tant que bornes PAC Probably Approximately CorrexfValiant, 1984
ayant la forme suivante :

n . i 0
Pr Rp(h) Rg(h) e 1 d,

s (pm
oue Oetd2 (0,1]. En d'autre termes, on veut minorer la probabilit & que I'écart
entre le risque réel et son estimation soit inférieur a un certain e, le plus faible possible.
Plus cet e est faible, plus I'estimation est pr écise. La question majeure consiste donc
a savoir si minimiser Ré( ) avec un échantillon de taille in nie permet de minimiser
R;,( ). Bien entendu, cette strategie doit étre réalisable en pratique, c'est-a-dire lorsque
I'échantillon S est ni, impliqguant qu'il doit y avoir convergence de Rg( ) vers R‘P( ).
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Plus I'écart entre le risque empirique et le risque r éel est faible, plus les garanties sont
élevées et plus l'estimateur est précis. La dérivation de telles bornes réside principale-
ment dans l'utilisation d'in égalités de concentrationﬂ Par exemple, la contribution du
chapitre [5se base sur ce principe.

Nous d éveloppons rapidement quatre approches permettant d'obtenir de telles bornes
théoriques. Les deux premieres prennent en compte la complexité de la classe d'hy-
potheses (avec la dimension de Vapnik-Chervonenkis et la complexité de Rademacher).
Puis nous présenterons deux méthodes permettant de considérer l'algorithme d'ap-
prentissage utilisé en s'affranchissant de cette complexit. De plus, dans le chapitre,
nous présenterons plus en détails une cinquieme approche : la théorie PAC-Bayésienne.

1.3.1 Convergence uniforme

Une des mesures de base originelle est la dimension de Vapnik-Chervonenkis
[Vapnik et Chervonenkis, 1971, Vapnik, 1987 (notée VC-dim.) qui permet de mesurer
la complexit & d'une classe d'hypothesesH en classi cation binaire.

Déniton 14 La dimension de Vapnik-Chervonenki€(H) d'une classe d'hypo#tsedH en clas-
si cation binaire est & nie commegtant le cardinal maximal d'un sous-ensembl& X X tel
gu'on puisse toujours trouver une fonction h daHsqui classe parfaitement tous leement

de X2 quelle que soit leuetiquette. Plus formellement :

n _ 0
VC(H)= max X°:8y;2f 1,+1g*%, 9h2H, telle quesx; 2 X° h(x)) = v,

La VC-dim. correspond a la quantité maximale de données telle qu'il existe une hy-
pothese dansH qui soit consistante avec n'importe quel étiquetage. Cette dé nition
permet alors de majorer I' écart maximal entre Rp( ) et Ré( ) relativement a la fonc-
tion de perte "(, ) considérée, de la taille m de I'échantillon d'apprentissage et de la
complexité de la classe d'hypothesesH mesurée par la VC-dim.

Théoreme 1.1 Soit X un espace d'ente, soit Y= f 1,+1g I'ensemble de classes et soit P un
domaine sur X Y. Soit S unéchantillon de m exemplesés i.i.d. selon P, soll un ensemble
continu d'hypotheses de X vers Y avec une VC-dMC(H ). Alors, pour toutd 2 (0, 1], avec
une probabilié d'au moinsl  dsur le choixde S (P)™, ona:

v

u
# VC(H) In &5+ 1 +1in 4
. . (H) d
sup Rp(h)  Rg(h) m

h2H

L'utilisation du supremumsur H rend ce théoreme dif cile a manipuler. Cependant,
nous pouvons directement en d ériver une borne non-asymptotique plus simple a uti-
liser et valable pour toute hypoth ese deH et en particulier pour I'hypoth ese qui mini-
mise le risque empirique.

4. Voir [Boucheron et al, 2004 pour plus d'informations concernant les in égalités de concentration.
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Corollaire 1.1  Sous les rames hypotses que le #oemel.1] preedent, avec une probabdit'au

1.3.2

moins1l dsur le choix de &chantillon aéatoire S (P)™, ona:

V
u
i i HVCH) N2 +1 +1In 2
8h2H, Rp(h)  Ry(h)+ VC(Hm) <.

Notons que lorsque la VC-dim. de H est connue, alors la partie droite de la borne est
calculable. Cette borne indique qu'avec une conance de 1 d, le risque empirique
d'une hypoth ese tend vers sa valeur €elle lorsque la taille m de I'échantillon d'appren-

tissage augmente, et ce, d'autant plus “vite” que la VC-dim. de H est faible. Quand la
VC-dim. de H est nie, si hg est I'nypoth ese qui minimise le risque empirique, alors
la loi des grands nombres et la convergence uniforme impliquent que son risque r éel
et son risque empirique convergent tous les deux en probabilit & vers le minimum du

risque sur H. Lorsqu'un algorithme d'apprentissage permet de v éri er cette propri été,
on dit qu'il est consistant.

En pratique, les arguments portées par cette theorie peuvent poser des inconvénients
majeurs. Tout d'abord, I'obtention d'une nouvelle borne bas ée sur la VC-dim. est en
général fastidieux. D'une part, la VC-dim. est parfois complexe a calculer, d'autre part,
il existe des classes d'hypotheses de VC-dim. in nie (c'est le cas des k plus proches
voisins préseniés en section[1.4). De plus, c'est une borne peu précise et qui montre
en pratique peu d'utilit & : il est généralement nécessaire de disposer d'une quantité
considérable de données pour obtenir des résultats signi catifs, pr écis et pertinents.
En effet, il n'est pas rare d'avoir une borne sup érieure a 1 méme lorsque I'on dispose
de milliers d'exemples. En n, cette analyse ne prend ni en compte l'algorithme utilis €&,
ni la distribution des donn ées. Elle peutétre vue en ce sens comme une analyse “dans
le pire cas”.

La complexité de Rademacher, pésen€e dans la section suivante, permet, en partie,
de contourner cette dif cult &. En effet, alors que la VC-dim. se focalise sur le pire
étiquetage pour H, la complexité de Rademacher se calcule en moyenne sur tous les
étiquetages possibles et permet d'introduire de l'information sur la distribution des
données.

Complexit &€ de Rademacher

Intuitivement, la complexit é de Rademache mesure la capacit d'une classe d'hy-
pothesesa résister au bruit et peut amener a des bornes plus précises que celles bages
sur la VC-dim. [Koltchinskii et Panchenko, 1999. Elle tire son nom de ['utilisation de
variables de Rademacher & nies ci-dessous.

Dé nition 1.5 (Variable de Rademacher) Une variable de Rademacherest une variable ahtoire

5. Il existe une mesure comparable appelée la complexité de Gauss [Bartlett et Mendelson, 2007 fai-
sant appel a des variables gaussiennes.
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telle que : (

+1 avec une probabikt}
1 sinon.

Une variable de Rademacher modélise donc un étiquetage binaire aléatoire. Ainsi, la

complexité de Rademacher empirique, calculee sur un échantillon (non- étiqueté) de
taille m, se dé nit par :

Dé nition 1.6 (Complexité empirique et réelle de Rademacher) Soit S= fx;gZ, un échantillon

(non-etiquek). SoitH une classe d'hypo#ses. La complegiempirique de Rademacieeallte
sur S deH est:
" #
2 3
<g(H) = IkE sup P a kih(x)) (1.3)
h2H i=1
ouk = (Kg,...,km)” estun vecteur de m variables de Rademachédrpeddantes.

La complexié de Rademacher d'une classe d'hypstdH est alors @ nie par I'esggrance de
<g(H) sur tous leschantillons S de taille m :

<n(H)= [ E <s(H). (14)

L' équation (1.3), <s(H), se focalise sur un échantillon S, alors que I'équation (1.4),
<m(H), est l'espérance de <g(H) sur tous les échantillons de taille m possibles et
modeélise une information plus riche. Ces deux d € nitions viennent en opposition au
terme VC(H) qui considere I'étiquetage le plus dif cile pour H, puisque la complexit &
de Rademacher calcule une esg@rance sur tous lesétiquetages possibles. Le tteoreme
suivant énonce deux bornes en genéralisation basée sur la complexité de Rademacher
proposées par [Koltchinskii et Panchenko, 1999 [Bartlett et Mendelson, 2002).

Théoreme 1.2 Soit H une classe d'hypoéises et S f(x;,y;)gZ, un échantillon ni d'exemples

tirés i.i.d selon un domaine P. Alors, pour todt2 (0, 1], avec une probabiét d'au moins
1 dsurlechoixdeS (P)™, ona:

S
. ‘ log 2
8h2H, Rp(h)  Rg(h)+ <m(H)+ Sl (1.5)
S
2
Rp(h)  Rg(h)+ <g(H)+ 3 Iozfnd. (1.6)

La seconde borne [L.6) dépend de la complexité de Rademacher empirique <s(H) qui
peut facilement &tre calculée a partir de I' échantillon S et permet, de plus, d'introduire
une information sur la distribution des donn ées. Lorsque<g(H) est calculable, la borne
peut &tre informative et plus pr écise que les bornes de type VC-dim. Cependant, ce
calcul est parfois complexe, voir impossible, ce qui rend dif cile sa manipulation.

Pour contourner ce probl eme, nous allons voir maintenant comment la prise en compte

de I'exploration de la classe d'hypoth eses par l'algorithme permet de s'affranchir du
terme de complexité lié a la classe d'hypotheses.
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1.3.3 Stabilit & uniforme

La maniere dont I'espace d'hypoth eses est exploé dépend de l'algorithme (comme
par exemple les approches regularisées du type RRM, section . Il s'avere donc
important de relier les capacit &s en genéralisation aux spéci cit &s de l'algorithme. Les
résultats principaux de [Bousquet et Elisseeff, 2002 ont pour objectif de tirer partie
de ces speci cit &s via la notion suivante de stabilit & algorithmique uniforme, pouvant
amener a des bornes précises. Intuitivement, un algorithme est stable s'il est robuste
a de faibles modi cations de I' échantillon d'apprentissage consid éré en entrée de I'al-
gorithme. Autrement dit, sa sortie ne change pas signi cativement en fonction de ces
modi cations.

Dé nition 1.7 (Stabilité uniforme [Bousquet et Elisseeff, 2009) Un algorithmeA admet une stabilé
uniformeb au regard de la fonction de pertg, ) utilisee parA s'il verie :

852 (X Y)M 8i2f1,....mg, sup °(hs(x),y)  (hgi(x),y) b,
(xy)2s
ou hs est le modle appris paA depuis S et i celui appris par’A depuis S prie de I'exemple
(i, yi)-

Le terme b est relié a la fonction de perte et a la régularisation utilis ée par l'algo-
rithme. Lorsqu'il est vu comme une fonction de m et qu'il d écrat en % on parle
d'algorithme stable uniform ément. [Bousquet et Elisseeff,2002 ont d émontré que de
nombreux algorithmes de type RRM v éri ent cette d & nition. Lorsqu'elle est satisfaite,

ils ont prouv € la borne en généralisation suivante qui offre une borne de consistance

précise lorsque b est de l'ordre de %

Théoreme 1.3 ([Bousquet et Elisseeff,2007) Soit A un algorithme de stabil@ uniformeb au regard
de la fonction de pertd , ) utilisée paA telle qued " (hg(x),y) ~UYP pour tout(x,y) 2
X Y ettout ensemble S. Alors, pour tout m 1 et pour toutd 2 (0, 1], avec une probabiét
d'au moinsl dsurle choixdeS (P)™, ona:
s
Il

: ) ~UP
Rp(hs) Rg(hs)+ 2b+ 4mb+ o

ou hg est le modle appris paA depuis S.

Contrairement a la notion de convergence uniforme, la stabilit & uniforme permet, d'une
part, de prendre en compte la r égularisation et, d'autre part, de s'affranchir du terme
explicite li & a la complexité de la classe d'’hypotheses. Notons queb prend implicite-
ment en compte cette complexité. Des bornes consistantes peuvent doncétre dérivées
lorsque la complexit &€ est dif cile a analyser ou vaut I'in ni.

Cependant, [Xu et Mannor, 2010|Xu et Mannor, 2012 (Xu et al, 2017 ont d émontré que
les algorithmes construisant des modeles parcimonieux (par exemple a l'aide d'une
régularisation de type k Kkj;) ne sont pas stables facea une faible modi cation de

I'échantillon. Il s'agit de cas ou la parcimonie peut étre vue comme une capacit a
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identi er des attributs redondants. Pour contrer ce probl eme, ils ont proposé la notion
suivante de robustesse algorithmique, dont on tirera b &né ce dans le chapitre [g

Robustesse algorithmique

Intuitivement, un algorithme est dit robuste [Xu et Mannor, 201Q [Xu et Mannor, 2012
au sens d'une modi cation de I' échantillon d'apprentissage S, s'il renvoie des perfor-
mances similaires sur S et sur un échantillon test T “proche” de S: “if a testing sample is
similar to a training sample then the testing error is close to the training err@stte notion
de similarit &€ est capturée a l'aide d'un partitionnement de l'espace X Y construit de
telle sorte que deux exemples proches et de méme classe appartiennenta la méme par-
tition. La d € nition de cette partition repose sur la notion de nhombre de couvertures
[Kolmogorov et Tikhomirov, 1959 :

Dé nition 1.8 (Nombre de couvertures)  Soit un espace atrique(Z,$) ou $( ) est une netrique sur

Z,soit Z° Z.Ondit queR® ZzCest uneg-courverture de 2si pour toutélement t de 2
il existe unelementdans2°tel que :$(t,8) g. Le nombre dg-couvertures de Zest alors :

n 0
N g,2°% = min j29: 2%st uneg-couverture de 2 .

En particulier, si X est un espace compact, son nombre deg-couvertures N (g, X, $) est
ni. Dans ce cas, le nombre de g-couvertures de X Y est ni et vaut F_;]ijN (0, X,9).
En effet, cesg-couvertures sont dé nies de telle sorte que si deux exemples (x,y) et
(x%y9 appartiennent au m éme sous-ensemble, alors ils sont de néme classesy = y9
et sont proches selon la métrique $( , ) ($(x,x9  g). Ainsi, cette formule de partition-
nement permet de dé nir un algorithme robuste de la mani ere suivante.

Dé nition 1.9 (Algorithme robuste [Xu et Mannor, 201Q [Xu et Mannor, 2017) Soit un échantillon

d'apprentissage S constiéude m exemples &s i.i.d. selon un domaine P sur XY. Un
algorithmeA est(M, e(S)) robuste sur P au regard de sa fonction de pefte ), avec M2 N
ete: (X Y)™7! R,siX Y peutetre partitionre en M ensembles disjoints, &sf Z; gj'\ﬂl,
tels que pour tout exemple, y) appartenant S, pour tout(x® y9) tiré selon le domaine P et
pourtoutj2f1l,...,Mg,ona:

), 00¥) 228 =) T(hs().y) T(hs(X).y)  e(S),
ou hg est le modle appris paA depuis S.

Etant donné un échantillon d'apprentissage S, la robustesse d'un algorithme, mesurée
par les valeurs de M et e(S), dépend donc de S. Lorsque cette dé nition n'est pas

véri ée pour tous les exemples de S, les auteurs ont proposé une relaxation pour
laquelle la condition peut uniguement é&tre véri ée sur un sous-ensemble deS (on
parle alors de pseudo-robustes@e

6. On calcule la g-couverture sur X pour chaque classe deY.
7. La dé nition de la pseudo-robustesse est donn ée dans [Xu et Mannor, 201Q [Xu et Mannor, 2017.
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Un algorithme v ériant la d € nition montre les garanties en généralisation sui-
vantes.

Théoreme 1.4 ([XuetMannor, 2010 [XuetMannor, 2017) Si un ensemble d'apprentissage
S = f(xi,yi)g", est constit@& de m exemples &s i.i.d. selon un domaine P sur XY et si
l'algorithme A est(M, e(S)) robuste sur P au regard de la fonction de peite ), telle que
0 “(hg(x),y) "YP, alors pour toutd 2 (0, 1], avec une probabitd'au moinsl  d sur
le choix akatoire de S (P)™, ona:

S

. . 2MIn2 + 2In 1
Rp(hs) Rg(hs) + e(S) + *UP - d

ou hs est le modle appris paA depuis S.

Puisque e(S) dépend de la g-couverture de X Y et donc de sa taille M, il existe
un compromis entre M et e(S). Similairement a la capacitt en généralisation d'un
algorithme stable, le terme de complexité de la classe d'hypotheses n'intervient pas
et permet d'obtenir des garanties de consistance méme lorsque la complexité ne peut
étre calculée. Alors que la stabilité étudie la variation du co Gt renvoy é par la fonction
de perte pour de faibles changements de I'échantillon d'apprentissage et suggere que
I'hnypoth ese apprise ne varie que tres peu, la robustesse se focalise sur la divergence
entre les calts assocéesa deux exemples proches et implique que I'hypoth ese apprise
doit étre localement consistante.

Cette notion d'algorithme robuste permet, entre autres, de consid érer des contextes
d'apprentissage non standard, tels que les chanes de Markov [Xu et Mannor, 201Q
Xu et Mannor, 2017, ou le probleme de Iadaptation de domaine que nous
présenterons dans le chapitre [ Ceci nous permettra de dériver une borne en
généralisation pour l'algorithme d'adaptation de domaine que nous pr ésenterons
dans le chapitre[g|

Nous énoncons, par la suite, trois méthodes d'apprentissage supervisé auxquelles nous
ferons appel dans ce manuscrit.

1.4 Quelques m éthodes de classification supervis  ée

Nous présentons dans cette section trois néthodes d'apprentissage supervisé. Nous
commencons par la plus intuitive en section : les k Plus Proches Voisins k-PPV ou
k-NN). Un classi eur de type k-PPV étiquette un exemple en renvoyant la classe majo-
ritaire dans son k-voisinage. La contribution du chapitre [4s'intéressea améliorer cette
approche. Nous rappelons ensuite un des algorithmes les plus populaires en apprentis-

sage automatique : les Machinesa Vecteurs de Support (SVM) que nous considérerons
comme modele de référence tout au long de ce mémoire. En n, nous énoncgons la
théorie proposée par [Balcanet al, 2008, |Balcanet al, 2008] pour apprendre un clas-

sieur lin éaire dans un espace de projection & ni par une fonction de similarit &
dite (e,g,t)-bonne. Cette théorie servira de base au chapitre@] pour d évelopper une
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Figure 1.2 — Exemple de classi cation avec un classi eBiPPV d'un objet (en noir). Ici, la classe
majoritaire dans I8-voisinage est 1.

méthode d'adaptation d'un classi eur d'un domaine vers un autre.
Signalons que la présentation des k-PPV et celle des SVM s'inspirent de celles pro-
posées dans [Cornugjols et Miclet, 201(].

141 Le plus intuitif : les k plus proches voisins

Le principe des plus proches voisins est tres simple et intuitif [Cover et Hart, 1967,
Duda et al, 200]] (comme illustr & par la gure : la classe d'un nouvel exemple cor-
respond a la classe majoritaire desk éléments lui ressemblant le plus dans I' échantillon
d'apprentissage. Pour ce faire, nous disposons d'un ensemble d'apprentissage S, d'une
fonction de distance[ﬂ €diX X 7! R permettant de comparer deux exemples, d'un
nombre de voisins k et d'une fonction de choix de la cIasseE] parmi les k voisins les
plus proches selon €% ). Autrement dit, étant donné un exemple a étiqueter, on se
concentre uniquement sur I'hypersph ere contenant les k voisins. L'algorithme des k-
PPV est décrit dans l'algorithme [1] et contrairement a de nombreuses méthodes d'ap-
prentissage automatique, il ne requiert pas de phase d'apprentissage a proprement dit,
au sens qu'il n'y a pas de phase d'optimisation math ématique.

Algorithme 1 Algorithme des k plus proches voisins

entrée un échantillon d'apprentissage S, un entier k, une fonction de distance €¢% ),
une fonction de choix de classec( ), l'objet a classerx
sortie la classe affecée a x
Voisingx)  Déterminer les k plus proches voisins (dans S) de x selon €¢1; )
y  c¢(Voisingx)) (combinaison des classes desk exemples)
retourner y

Sous I'hypothese que les probabilites conditionnelles par classe P(xjy) sont locale-
ment constantes, et correctement estinrées par I'echantillon d'apprentissage, la r egle de
décision desk-PPV est cotérente. En effet, dans une telle situation, la classi cation par
k-PPV revient a choisir la classe la plus probable dans le k-voisinage. Concretement,
soit S un échantillon d'apprentissage de taille m. Etant donné un nouvel exemple x,

8. Classiquement, La fonction d( , ) est la distance euclidienne.
9. Classiquement, la fonction de choix de classes est un vote de majori& sur k plus proches voisins.
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la fonction €% ) associée a la valeur de k permet de dé nir une certaine r égion de
volume V qui contient les k voisins de x dans S (en pratique cette région est une hyper-
sphere comme sur la gure . Pour toute classey de Y, on note alors my le nombre
d'exemples de S de classey et k, le nombre de k-voisins de x d'étiquette y. On estime
donc la probabilit & conditionnelle sur S par :
Ky/ m
P<(xjy) = u
s(Xjy) v
Il est facilement démontrable que lorque la quantit & d'exemples d'apprentissage m
augmente, alors la valeur empirique Ps(xjy) converge vers sa valeur réelle. De plus, si
Iy = b5(y) est consideré comme un estimateur de la probabilit & a priori de la classey

m
on obtient :

ky = mVBs(xjy) Ps(y).

Ainsi, la classe majoritaire, c'est-a-dire celle assocée au ky le plus élevé, est celle qui

maximise Ps(xjy)Ps(y) = Ps(yjx)Ps(x) (par application du th éoreme de Bayes). Cela
revient a choisir la classe qui correspond a la regle de décision du maximum a poste-
riori : maxyzy Ps(yjx).

Concernant les garanties de cette méthode, la théorie classique desk-PPV stipule que

pour tout Kk, plus la quantit &€ m d'exemples augmente, plus I'erreur des k-PPV tend vers

le risque bayésien optimal d &€ ni par :

Rpayes= Ex b 1 max P(yjx) P(x).
y2Y
Dans le cas binaire avec le nombre de classgYj = 2,ona:

Rbayes Rieey I:Q(k 1)-ppv Rapey 2Rbayes

ou Ryppy €st I'erreur du k-PPV avec :
r
2

Riepy Rbayes"' Rippy P

=~

ouP ' 3.141... estle nombre Pi.
Quel que soit le nombre de classesjYj = Q,ona:

Q
Rl—PF’V Rbayes"' 2 ﬁRbayes-

Ces résultats [Ripley, 2007 con rment, d'une part, que plus k est élevé, plus l'esti-
mation est précise et, d'autre part, que la regle des 1-PPV est asymptotiquement ef -
cace (la moitié de l'information pour classer un nouveau point est port &e par son plus
proche voisin). Cependant, ces propriétés ne sont vraies qu'asymptotiquement (quand
m! +¥).

Deux principales strat égies pour s'attaquer a ces contraintes ontété proposées dans la
litt érature. La premiere repose sur le fait que les probabilités conditionnelles par classe
sont supposées localement #€gulieres. Or, plus la dimension de l'espace augmente,
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moins cette hypothese est satisfaite. En conéquence, une solution est d'adapter loca-
lement les voisinages. Citons en illustration, les travaux de [Hastie et Tibshirani, 199¢
qui font appel a une analyse discriminante lin éaire locale pour modi er les voisinages,
et ceux de [Nock et al, 2009 qui ont propos & SNN, un k-PPV symétrique : la classe d'un
exemple est déterminée par la classe majoritaire parmi les k-voisins ainsi que ceux in-
cluant I'exemple dans leur propre k-voisinage. D'autre part, la performance des PPV
étant dépendante de la distance intervenant dans le calcul des voisinages, une seconde
stratégie fait appel a I'apprentissage de métriques[ﬂ Par exemple, LMNN ( Large Matr-
gin Nearest Neighbgrapprend une distance de Mahalanobis qui minimise I'erreur empi-
rique d'apprentissage d'un k-PPV avec une marge minimale [Weinberger et Saul, 2009.
Quelle que soit la stratégie, la regle de décision se base sur ces voisinages locaux pou-
vant aboutir a des phénomenes de sur-apprentissage (notamment en grande dimen-
sion). En outre, en pratique, m est limit & et k doit &tre choisi avec précaution. En effet,
deux principes s'opposent. D'une part, plus k est grand, plus I'estimation de la densit &
est pertinente. D'autre part, seuls les voisinages les plus proches (correspondanta un
petit k) amenent a une regle de classi cation plus able. Dans la litt érature, diff érentes
études théoriques et empiriques ont été menées pour analﬁsel ce compromis entre

grande et petite valeur de k, on trouve souvent la valeur k = g.

Pour contrer ces inconvénients, nous proposerons dans le chapitre@ une approche
originale de la classi cation par k-PPV dont le but est de construire un vote de majorit &
pondéré sur un ensemble de classi eurs k-PPV.

Un des mod eles de référence : les machines a vecteurs de support

Les Machines a Vecteurs de Support[ﬂ (ou Séparateurs a Vaste Marge, SVM)
[Boser et al, 1992, |Cortes et Vapnik, 1995 sont probablement les classi eurs les plus

répandus en apprentissage supervise, communément présengs dans le cadre de la
classi cation binaire avec Y = f 1,+1g. Signalons, qu'ils peuvent étre étendus
a diff érentes taches d'apprentissage{lz] comme la classi cation multiclasse [4 ou la
régression. Tout au long de ce mémoire, les SVM seront utilisés comme modele de
référence lors des exgrimentations menées.

lls trouvent leur source dans la th éorie de Vapnik-Chervonenkis et reposent sur deux

notions clés : celle de marge maximale et celle de fonction noyau. Intuitivement, I'ob-

jectif est de trouver un séparateur lin éaire dont la distance minimale — la marge —

aux exemples d'apprentissage est maximale. Cependant, les donrées sont rarement
lin éairement séparables dans I'espace originel de description X 2 RY. La solution est
alors recourir a des noyaux de Mercer qui permettent de d é nir un espace de projec-

tion (implicite et potentiellement de dimension in nie) dans lequel les donn ées seront
lin éairement séparables ou “presque”. Avant de pr ésenter cet espace, hougnongons le
principe des SVM dans l'espace X d'origine.

10. Voir [Yang et Jin, 2006 Bellet et al, 2013)] pour un état de l'art.

11 Support Vector Machinen anglais.

12. Voir par exemple I'ouvrage [Sch dlkopf et Smola, 2007 pour plus de d étails.

13. Le lecteur peut se référer a [Guermeur, 2007 pour un état de I'art sur les SVM multiclasse.
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Figure 1 .3 — L'hyperplan optimalw séparant unéchantillon avec une margsgalea 1. Les exemples
encerdks sont les vecteurs de support de I'nyperpilan

Dans |'espace de description X, la distance d'un exemple x%a I'hyperplan d' équation
h(x) = w”>x+ b= 0 dépend donc de hw, x4, carw est le vecteur directeur de I'hyper-
plan (il est donc orthogonal a h(x)). L'hyperplan optimal est en fait celui qui maximise

hw xG+b . )
la marge —; - — (normalisée pour que tous les hyperplans soient comparables). La

gure illustre ce principe. Plus formellement, é&tant donné un échantillon d'appren-
tissage S = (xi,yi)i"__'1 la recherche du classi eur lin éaire idéal s'exprime a l'aide du
probleme d'optimisation suivant en utilisant la forme canonique de I'hyperplan E“]:

8

< .1 05
—kwk?=,
min  Skw

w,b

s.c. 8i2f1,....mg, vyi(hw,xi+b) 1,

(1.7)

ou w est le vecteur directeur de I'hyperplan et b est un terme de biais. La fonction de
classi cation est alors :
sign (hw,xi + b) .

La minimisation du probl eme (1.7) revient a trouver I'nyperplan de norme minimale —
donc de plus grande marge — classant correctement la totalité des exemples d'appren-
tissage. Il existe donc une solution uniquement lorsque les donn ées d'apprentissage
sont lin éairement séparables.

Lorsque les données ne sont pas lirkairement séparables, la contrainte de non violation
de la marge peut étre relaxée et modélisée avec la fonction de perte hinge. Le probleme
d'optimisation prend la forme RRM (section ([1.2.3) et devient :

8

> g . 1,
min C ok N, (X, Vi) + =kwke,
wp o ca mlh iy 5 (18)

avec 8i2f1,....mg wodh (xuy)) = [1 i (hw.xi + b)], |

ou C > 0 est le parametre qui contrdle le compromis entre |' épaisseur de la marge
et le nombre de violations de marge que I'on s'autorise. D'un point de vue pratique,
la résolution des deux probl emes précédents est parfois inenvisageable car les calculs

14. La forme canonique d'un hyperplan revient a normaliser w et b de telle sorte que la marge soit
égalea 1, c'estadire: 8i 2f1,...,mg, yj (hw,xji + b) 1.
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sont de complexité O(d3), avec d la dimension de X. Pour simplier la r ésolution, la
théorie de I'optimisation stipule qu'un probl eme admet une forme duale équivalente
lorsque la fonction objectif et les contraintes sont strictement convexes. Puisque c'est le
cas ici, en dérivant le Lagrangien associé au probleme (1.8), on obtient la forme duale

suivante :

8
g 199 .

% max g a zaa aiayyiyjhxi, xji,

& =1 i=1j=1
sc. 8i2f1,...mg,0 a C, (1.9

m

% a yiai=0.

i=1

Les multiplicateurs a; sont appelés multiplicateurs de Lagrange. Lorsqu'ils sont non
nuls, cela signi e qu'ils ont une in uence dans la d écision prise par le classi eur et,
nalement, ce sont les exemples x; assocés qui sont appelés les vecteurs de support.

Jusqu'ici, nous avons supposé que les exemples d'apprentissage étaient lin éairement
séparables ou “presque” dans l'espace de description X. Cependant, cette situation
idylligue n'arrive que tr es rarement. Un point important a souligner est que I'hyper-
plan solution et le probl eme d'optimisation font uniquement intervenir des produits
scalaires hx;, x;i entre des vecteurs de X. Cela permet d'utiliser l'astuce offerte par les
méthodes a noyaux appelée l'astuce du noyauﬁ En patrticulier, nous consid érons les

noyaux de Mercer :

Dé nition 1.10 (Noyau de Mercer) Un fonction de similarie K: X X 7! R est un noyau de
Mercer si elle est syatrique et semiel nie positive (SDP). Autrement dit, si elleéri e :

(I) 8(Xi,Xj) 2 X2, K(Xi,Xj) = K(Xj,Xi),

(i) pour tout entier positif ni N 2 R*, pour touta; 2 R, ..., ay 2 R et pour tout
X12 X, ... XN 2 X:

g &

a a aaK(x,x;) O.

i=1j=1
En fait, ce sont les hypotheses de synétrie et de semi-dé nie positivit & des noyaux de
Mercer qui vont permettre I'application de I'astuce du noyau. En effet, la semi-d & nie
positivit & implique I'existence d'un espace de Hilbert implicite de dimension poten-
tiellement in nie et auquel nous n'‘avons pas n écessairement aces. L'idée est donc de
projeter les données dans cet espace pour qu'elles y soient lireairement séparables
ou “presque”. Cette projection s'effectue a l'aide d'une fonction non lin éaire Plus

formellement ;

Théoreme 1.5 (Théoreme de Mercer) Soit X RY un espace d'enée. Un noyau de Mercer
K: X X 7! R symetrique est semi@alni positif si et seulement s'il existe une fonction

15. Kernel tricken anglais
16. Notons que la théorie des RKHS, que nous ne céveloppons pas ici, permet, elle aussi, de “construi-

re” cette fonction de plongement. Elle a, en outre, été étendue aux noyaux a valeurs opérateurs
[Senkene et Tempel'man, 1973 Micchelli et Pontil, 2005
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de projectiorf : X 7! H; (ou H; est un espace de Hilbert) telle qué K) puisse s'exprimer
comme un produit scalaire :

K(x,x9 = f(x),f(x% .

Notons que la fonctiofi ( ) est generalement inconnue et sous-jacente.

Concretement, calculer le produit scalaire entre deux exemples x et x°dans I'espace de
caractéristiques dé ni par H; revient simplement a évaluer K(x, x9 la valeur du noyau
sur ces exemples. Celaévite le calcul explicite du plongement, et, nalement, étant
donnés l'ensemble d'apprentissage S = f(x;,y;)g", et un noyau de Mercer K(, ), le
probleme d'optimisation des SVM devient :

S g 103
% max a a Sa d a;ayyiy;K(xi, x;),
& = i=1j=1
sc. 8i2f1,...mg, 0 a C, (110
m
_% _é. yiai = 0.

i=1
Dans cette situation, la regle de décision nale prend la forme :
! |
o o |
sign q ahf (x),f(x;))i+b =sign g aK(x,x)+ b
i=1 i=1
Par la suite, un classi eur appris avec l'algorithme des SVM est appel & un classi eur-
SVM.

Dans la litt érature, il existe diff érents noyaux de Mercer classiques dont :

Le noyau lin éaire qui est la fonction noyau la plus simple. Il correspond au pro-
duit scalaire additionn é a une constantec:

K(Xi,Xj) = Xi>Xj + C. (1.11

Le noyau polynomial de degr € p 2 N * utile lorsque les donn ées sont norma-
lisées :
p
K(Xi,Xj)= axi>xj+ c ,
Les parametres a, c et p sont réglables.

Le noyau gaussien est une fonction a base radiale d'épaisseur réglable s, dont

I'espace de projection est de dimension in nie :
I

kXi Xj k2'

(1.12)
Cependant, l'utilisation, le choix ou la construction/le r églage des noyaux de Mer-
cer sont parfois complexes. D'une part, I'espace de projection est implicite, ce qui
empéche d'y travailler directement. D'autre part, le choix du noyau d épend de la
tache considérée. Nous devons étre capable de le gler correctement, voir méme de le
construire en amont, ce qui s'avere parfois dif cile d 0 aux contraintes de symeétrie et de
semi-dé nie positivit €. Dans la littérature, diff érentes approches existent pour contour-
ner ces contraintes. Nous présentons dans la section suivante un de ces travaux.
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1.4.3 Apprendre avec des fonctions de similarit & (e,g,t )-bonnes

Nous présentons maintenant le cadre théorique proposé par [Balcanet al, 200&,
Balcan et al, 2008] permettant de contourner les contraintes li ées a la symétrie et
la semi-dé nie positivit & des noyaux classiques dans le contexte de la classi cation
binaire avec Y = f 1,+1g. Ce cadre introduit la notion de fonctions de similarit &
(e,0,t )-bonnes suivante plus intuitive, plus exible et plus facilement interpr  étable.

Dé niton 1.11 ([Balcan et al, 200&]) Une fonction de similaré sur X 2 RY est une fonction
K: X X I [ 1,+1]. K(, ) est dite(e,g,t )-bonne sur un domaine P sur X Y, si
il existe une fonction indicatrice @htoire R ) dé nissant un ensemble de points raisonnables
tels que :

() untaux del edesexemplg,y) véerient:

E  ywXxx)RY=1 g,
(x%9 P

iy Pr [R(xY)=1 t.
(i) Pr [RCI) = 1]
En d'autres termes :

(i) avec une marge g, la majorité des exemples sont plus similaires aux points rai-
sonnables de méme classe qua ceux de classe oppoge;

(i) au moins une proportion t des points sont raisonnables.

Cette dé nition inclut donc aussi bien les noyaux de Mercer que des similarit és ni
semi-dé nies positives ni sym étriques : les fonctions de similarit € (e,g,t )-bonnes sont
donc plus générales que les noyaux de Mercer.

En pratique, les points raisonnables sont inconnus, il faut donc pouvoir les estimer a
partir d'un ensemble al éatoire de r points dits landmarksnoté R = ijogjrzl. SiK(,)
est (e,g,t )-bonne sur un domaine P, alors (i) et (ii) sont des conditions suf santes
pour apprendre avec une grande probabilit & un classi eur lin éaire performant dans un
espace appeé f R-espace et & ni par la fonction de projection f R(') qui projette un
point dans l'espace explicite de ses similaritésa chacun deslandmarks:

(R, X ! R

x 70 (K x9),...,K(x,x9)”. (1139

L'existence dans le f R-espace d'un tel classi eur lin €aire est justi ée par le theoreme
suivant.

Théoreme 1.6 ([Balcan et al, 200&]) Soit K(, ) une fonction de similaré (e,g,t )-bonne sur un
domaine P sur X Y. Soit R= ijogj':l un échantillon de landmarks @s i.i.d. selon D la

Iog(%)
92
projectionf R(') dé nie par I'equation(I.13). Alors, pour toutd 2 (0, 1], avec une probabit
d'au moinsl d sur le choix &atoire de R (D)", il existe un classi eur lireaire au plus

e+ dau regard d'une marge d'au moir%dans I'espace induit parR( ).

distribution marginale de X tel que £ 2 log(3)+ 8

: . Consictrons la fonction de
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Figure 1 .4 — Exemple d'un ensemble de points positifs @&jatifs. A gauche dans l'espace d'origiae,
droite dans ¢ R-espace avec R f A, B, Eg, en gris I'hyperplan sparateur.

| | Al B8 [c[DofE]F]G][H]
| K(.A) | 1 | 09 | 050 | 046 | 049 | 039 | 037 | 029 |
| K(,B) | 090 | 1 | 049 | 049 | 050 | 040 | 039 | 030 |
| K(,E) | 068 | 070 | 090 | 090 | 1 | 090 | 086 | 080 |

Qualité (x,y) =

0.410 | 0.400 | 0.030 | 0.017
Erpo= 1YY K (X, x9

0.003 | 0.037

0.033 | 0.070

Table 1.1 — Exemple des garanties d'une fonction de simitarita distancea chaque point raisonnable
et uneévaluation dege,g,t )-garanties.

Ainsi, étant donnés une fonction de similarit € (e,g,t )-bonne pour un probl eme de
classi cation supervis ée et — suf samment — de landmarks il existe avec une grande
probabilit € un classi eur lin éaire d'erreur faible dans le f R-espace explicite.

Nous illustrons la notion de fonction de similarit & (e,g,t)-bonne a l'aide du petit
exemple jouet suivant. Considérons un probleme avec huit exemples étiquetés dans
[0,1 [0, 1] soit unrepr ésentés sur la gure [L4:

quatre positifs : A= (0.05,0.3%,+1 ,B= (0.1,0.35,+1,C= (0.05,0.3,+1,
D= (0.15,0.3,+1 ,

quatre négatifs : E= (0.1,0.), 1,F= (0.1,0.09, 1,G= (0.150.05, 1,
H= (0.1,0, 1.

On peut remarquer que la position du point E empéche I'existence d'un classi eur
lin éaire d'erreur nulle. Soit la fonction de similarit & :

Kx,x9=1 2kx x%s,

ou kx x%, est la distance euclidienne classique. Nous supposons que le domaine P
est uniforme sur les huits exemples, alors en admettant que trois des huit exemples
sont raisonnables (nous verrons par la suite comment estimer les points raisonnables),
A, BetE,t correspond a g. Les (e,g,t )-garanties de K peuvent alors étre évaluéesa
I'aide de la d é nition . Les valeurs obtenues sont reportees dans la tabl
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Si la marge g égale 0.002, nous remarquons que la marge assoée a chacun des
exemples est superieure a g ce qui rend la similarit & (0,0.002, 3/8)-bonne.

Cependant, si I'on pose g = 0.02, la similarité est alors (0.25,0.02, 3/8-puisque
deux exemples n'atteignent pas une marge supérieure a 0.02.

Finalement dans l'espace de projection déni par les similarit és aux trois points
raisonnables, fR() = (K(,A),K(,B),K(,E))” il existe un classieur parfait :
sign[K(,A)+ K(,B) K(,C)]. Ce classi eur n'est probablement pas le meilleur, le
but ici est de proposer une illustration simple des propri étés de la dé nition [1.11

Le critere donné par la dé nition requiert la minimisation du nombre de violations
de la marge dont I'approximation est en pratique NP-dif cile. De mani ere similaire aux
SVM, les auteurs ont proposé de considérer une relaxation de la dé nition baste
sur la fonction de perte hinge.

Dénition 1.12 ([Balcan et al, 20083]) Une fonction de similaré K( , ) est(e,g,t)-bonne au sens
de la fonction de perte hinge sur un domaine P sur X, s'il existe une fonction indicatrice
(aleatoire) R ) dé nissant un ensemble de points raisonnables tels que :

(i) ona:
W eh00y) e

ou h(x) = ;( 0% . yK(x,xYjR(x) = 1 et 1yl , ) estla fonction de perte hinge,
X0y

@ pr [R(x9] t.

Toujours en utilisant le f R-espace explicite & ni dans I' équation (T.13), les auteurs ont
prouv é :

Théoreme 1.7 ([Balcan et al, 20083]) Soit K(, ) une(e,g,t )-bonne fonction de similagtau sens de
la perte hinge sur un domaine P sur XY. Pour toute; > OetO< d< 91, soit R= ijogjr: 1

un échantillonde = 2 log(2/ d) + 16'0(%(;;/)3)
la projectionf R(') dé nie par I'equation(L.13), avec une probabiétd'au moinsl d sur le
choix akatoire de R (D)", il existe un classi eur lireaire de risque au plus+ e; au sens de

la fonction de perte hinge, avec une margg dans 'espace induit parR( ).

landmarks ties i.i.d. selon D. En constdant

Finalement, étant donnés S un échantillon de m points étiquetés tirési.i.d. selon le do-
maine P, etr landmarks un séparateur lin éaire a 2 R" peut étre trouv é ef cacement en
résolvant un programme lin éaire ou la fonction objectif cherche a minimiser la quan-
tité de violation de la marge relachée par la fonction de perte hinge. Nous en donnons
ici une formulation de type RRM (section ’equivalenteE] a celle proposée dans

17. Le probleme d'optimisation originel donn & dans [Balcanet al, 2008 s'exprime avec une contrainte
en norme 1. Pour simpli er sa r ésolution, nous utilisons ici une version équivalente exprim ée a l'aide
d'une r égularisation en norme 1.
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[Balcan et al, 20081].
8
13
2 min — & lh(x), 1)) + | Kaka,
=1 : # (1.14)
~ o]
2 avec meh(x).v) = 1 i 8 aK(xd)
: =1 .
ou | est le parametre de compromis. Par la suite, un classi eur lin &aire appris en
résolvant le probleme est appelé un classi eur-SF. Soulignons que ce probleme
est tres proche du probleme d'optimisation pour les SVM, a trois diff érences pres.

La fonction K(, ) n'a ni besoin d' étre symétrique, ni SDP.

L'hyperplan s éparateur vit dans un plongement explicite construit a partir des
similarit ésK( ,x9, contrairement aux SVM pour lesquels I'espace de plongement
est un espace de Hilbert, en pratique implicite, induit par un noyau de Mercer.

La régularisation du probl eme est de type k kj; sur a, qui est une contrainte
de parcimonie sur le mod ele inféré. Elle permet d'approximer les points raison-
nables a partir des landmarks(ceux choisis sont assocésa un poids a; & 0).

Dans le chapitre ES]. ce sont ces trois propriétés qui vont nous permettre de d € nir un
algorithme pour construire un espace explicite o u l'objectif sera de “rapprocher” deux
domaines diff érents tout en gardant de bonnes garanties en généralisation.

1.5 Synth ese

Dans ce chapitre, nous avons introduit les concepts de l'apprentissage supervisé, le
vocabulaire et les notations que nous utiliserons dans la suite de ce manuscrit. De
plus, nous avons décrit trois algorithmes : les k-PPV, les SVM et l'apprentissage de
classi eurs-SF. Dans ce cadre classique d'apprentissage supervig€, les données d'ap-
prentissage sont supposées représentatives des donréesa étiqueter. Cependant, cette
hypoth ese est parfois dif cile a véri er. Dans le chapitre suivant, nous énoncons le
cadre de l'adaptation de domaine, qui nous int éressera tout particulierement dans la
partie [l pour lequel la distribution des exemples d'apprentissage n'est pas la m éme
qgue la distribution des nouvelles donn ées de test sur lesquelles doit s‘appliquer le
modele.

18. SF pour Similarity Function.
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4 S = 56

ans le chapitre  précédent, nous nous sommes plaés dans I'un des cadres
théoriques les plus communs en apprentissage automatique : l'apprentis-
sage s'effectuea partir d'un échantillon repr ésentatif des données que l'on
désire classer. Bien que cette hypotlese soit parfois une bonne approximation de la
réalité, elle reste dif cile a vérier en pratique. Reprenons I'exemple du syst eme de
Itrage de spams évoqué en introduction : un syst eme performant pour un utilisa-
teur donn € ne le sera pas reécessairement pour un utilisateur recevant des e-mails de
natures diff érentes. Il faut alors &tre capable d'adapter le systeme d'un utilisateur a
un autre. On peut mod éliser ce probleme d'un point de vue statistique : I' &chantillon
d'apprentissage n'est alors plus issu de la méme distribution de probabilit € que les
données que I'on désire traiter, on parle d'adaptation de domaine |ﬂ L'objectif est alors
de proposer des méthodes pour adapter un mod ele d'un ou de plusieurs domaine(s)
source vers un domaine cible diff érent. De nos jours, cette problématique s'avere

1. Domain adaptatioren anglais, voir [Jiang, 200§ |[Margolis, 2017] pour un état de l'art.

35



2.1

211

36 Chapitre 2. Adaptation de domaine

tres active en apprentissage automatique, mais aussi dans de nombreuses commu-
nautés scienti ques telles qu'en multim édia (ex : [Duan et al, 2009 |Roy et al, 2012),
en traitement d'images (ex : [Saenkoet al, 201(]), en traitement automatique de la
langue (ex : [Daumeé 1ll, 2007, |Daumeé lll et al, 2010 |McClosky et al, 200€), en bio-
informatique (ex :[Liu et al, 200§). En effet, entre la grande diversité des données
accessibles par Internet et le fait que la personnalisation soit au cceur de beaucoup de
probl ématiques, toutes ces communaugs s'intéressenta tirer au mieux parti de toutes
les informations disponibles a n d'adapter ou de transf érer les connaissances dont on
dispose sur de nouveaux types de données.

L'abondance des travaux en adaptation de domaine implique qu'il est dif cile d'en
faire un état de l'art d étaillé et completE]. Dans ce chapitre, nous n'avons donc pas la
prétention de proposer un état de l'art exhaustif de I'adaptation de domaine. Nous
faisons le choix de nous focaliser sur les travaux qui en représentent pour nous les
contributions majeures. Nous pr ésentons les grands principes en section[2.1} les tra-
vaux th éoriques fondateurs, sur lesquels nos contributions de la partie []se basent,
en section , puis deux algorithmes, en section , que nous utiliserons dans nos
comparaisons expérimentales.

Qu'est ce que | 'adaptation de domaine  ?

Un des champs d' étude de l'apprentissage par transfert

La probl ématique portée par I'adaptation de domaine fait partie d'une th ématique bien
plus vaste appelée l'apprentissage par transfertE} L'apprentissage par transfert peut
étre vu comme la capacité d'un systeme a reconndtre et appliquer des connaissances
et des compétences, apprisesa partir de t aches angrieures, sur de nouvelles taches ou
domaines partageant des similitudes. La question qui se pose est : comment identi er
les similitudes entre la ou les tache(s) cible(s) et la ou les &che(s) source(s), puis com-
ment transférer la connaissance de la ou des &che(s) source(s) vers la che(s) cible(s) ?
En fonction des hypoth eses suppofes sur les fiches et les domaines, on distingue
diff érents types d'apprentissage par transfert résumés sur la gure et énoncés ci-
dessous.

Lorsque les domaines sont identiques mais que les tiches sont différentes, c'esta-
dire lorsque les ensembles d'étiquetages sont différents, on parle d'apprentissage
par transfert inductif.

Lorsque les domaines et les tiches sont différents, on parle d'apprentissage par
transfert non supervis é.

2. Le lecteur peut se référer a différents tutoriaux proposés dans differents domaines,

tels que par exemple : http://adaptationtutorial.blitzer.com/ (ICML 2010, http://
vc.sce.ntu.edu.sg/transferlearning.htmi (CVPR 2012, http://interspeech2012.org/
DomainAdaptation.html (InterSpeech 2012.

3. Transfer learningen anglais. Le lecteur peut se référer a [Pan et Yang,201( pour un état de I'art sur
I'apprentissage par transfert.
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Figure 2 .1 — Distinction entre l'apprentissage classique et l'apprentissage par transfert, et positionne-
ment de I'adaptation de domaine.

Lorsque les domaines sont diff érents mais que les tiches sont identiques, on parle
d'apprentissage par transfert transductif. C'est ici que se place l'adaptation de
domaine.

Dans ce manuscrit, nous nous focalisons sur I'adaptation de domaine ou Il'objectif est
d'effectuer une tache d'adaptation d'un domaine source vers un domaine cible. Notons
gue lorsque plusieurs domaines sources sont disponibles, on parle d'adaptation de
domaine multi-source [Crammer et al, 2009.

Dans ce qui suit, nous présentons plus en détail I'adaptation de domaine.

Un peu de formalisme

Nous allons distinguer deux contextes de I'adaptation de domaine qui diff erent par
l'information dont on dispose sur le domaine cible.

Adaptation de domaine non supervis ée : I'ensemble d'apprentissage est constitué
d'un ensemble de donn éesétiquetées sources, d'un ensemble de donrées sources
non étiquetées et d'un ensemble de donrées cibles non étiquetées. Signalons,
en pratique, que I'ensemble de données non étiquetées sources peut simplement
correspondre a I'ensemble étiqueté priv &€ de sesétiquettes.

Adaptation de domaine semi-supervis ée : en compEément des informations ac-
cessibles en adaptation de domaine non supervisée, on dispose d'un ensemble
— de petite taille — de donn ées étiquetées cibleﬂ Permettre l'utilisation d'un

4. Signalons que certains auteurs, comme [Daumé Ill, 2007, parlent également d'adaptation de do-
maine supervisée lorsque toutes les donrées cibles disponibles sontétiquetées, mais ce contexte relative-
ment peu fr équent, est assez peuétudié dans la littérature.



38

Chapitre 2. Adaptation de domaine

%

\Q/U

Figure 2 .2 — Distinction entre I'apprentissage superéit I'adaptation de domaine.

tel ensemble va faciliter I'adaptation, puisque I'on prend en compte une connais-
sance informative sur le domaine cible. Cette tache n'a évidemment de sens que
si I'ensemble étiqueté cible est trop peu informatif pour pouvoir inf  érer, a lui seul,
une hypoth ese performante.

Plus formellement, la principale diff érence entre I'apprentissage supervisé classique
et l'adaptation de domaine, illustr ée par la gure , réside dans l'étude de deux
domaines Ps et Pr diff érents ( xes et inconnus) sur X Y. Dg et Dt sont les distri-
butions marginales sur X respectives. La thche d'adaptation consiste alors a transférer
nos connaissances du domaine sourcePs vers le domaine cible Py.

Pour ce faire, en adaptation de domaine non supervisée, nous consicerons
un échantillon d'apprentissage source S = f(xis,yis)gi”f1 de m° exemples tirés
i.i.d. selon Ps. En outre, nous disposons d'un échantillon source non-étiqueté
S, = fxisgi”f‘1 de m; exemples tirés i.i.d. selon Ds, et d'un échantillon cible
t

non étiqueté Ty = fx!g™ de m exemples tirési.i.d. selon Dt. En pratique, S,
peut correspondre a S privé de sesétiquettes : S, =  xF(x*,y7) 2 S ; et les
échantillons peuvent étre de taille égale :mf, = m3 = m,.

En adaptation de domaine semi supervisée, nous permettons l'utilisation d'un
échantillon étiqueté cible T = f (x!,y!)g™, consistué de m' exemples cibles tirés
i.i.d. selon Py ettel que : mt  mS,

Etant donné un ensemble d'’hypothesesH de X vers Y, l'objectif de 'adaptation de
domaine est de trouver I'hypoth ese issue deH qui minimise le risque r éel sur le do-
maine cible Rp, (), ou au moins d'en trouver une bonne approximation. La question

majeure soulevée par ce probleme est la suivante : si un modele a été appris sur un
domaine source, quelle sera sa capacié en généralisation sur le domaine cible ? Avant
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de présenter les garanties classiques en adaptation de domaine en sectio@ nous
énoncons les trois grands principes algorithmiques qui se distinguent, puis quelques
situations d'adaptation particuli eres.

Les grands types d'algorithmes
Les algorithmes de repond ération

L'approche la plus intuitive est celle de la repond ération en fonction des donn ées,
dont le but est, commun ément, de repondérer |'échantillon étiqueté source de tel
sorte qu'il “ressemble” le plus possible a I'échantillon cible au sens de la fonc-
tion de perte consid érée [Huang et al, 2007 Jiang et Zhai, 2007, IMansour et al, 200%].
Concretement, la repondération repose sur l'affectation de poids a la fonction de perte,
relativement aux exemples, avec pour objectif la minimisation du risque r éel sur le do-
maine cible. Selon le principe ERM en apprentissage supervisé classique,énoncé dans
la section du chapitre pr écédent, une solution pour d & nir une repond ération
adéquate a 'adaptation de domaine est la suivante. Etant donnés une fonction de perte
“(, ) etun espace d'hypothesesH, I'objectif est de trouver le minimiseur du risque sur

le domaine cible. En supposant que supp(Pr)  supp(Ps), ou supp(P) est le support
de P, alors pour toutes les hypoth esesh issues deH, le risque réel R;T(h) se ré-écrit :

Rp (M) = E_ " (h(x).y)

)
Ps(x,y) .
(xy) Pr Ps(X,y)

(h(x),y)

4  Pr(xy) gS(X’y)‘
(xy)2(X Y) s(x.y)

_ Pr(x,y).
- (><,yl)E Ps Ps(x,y) (hG0. ). @1

(h(x).y)

Le poids, a affecter a la fonction de perte appliqu ée sur un (x,y), est donc dé ni
comme le ratio ';;8(‘3 Il implique ainsi une solution naturelle a l'adaptation de do-
maine. Néanmoains, il est impossible de calculer la valeur exacte de ce ratio pour un
exemple (x,y), en particulier lorsque la quantit & d'étiquettes cibles n'est pas suf sante.
Dans de nombreux travaux, comme dans [Lin et al, 2002, |[Kubat et al, 1997, il est alors
souvent supposé que les domaines partagent la méme distribution conditionnelle se-
lon Y, c'est-a-dire que : Ps(xjy) = Pr(xjy). De la méme maniere, il est possible de
supposer que ce sont les distributions des classes qui sont les némes, c'esta-dire
que : Ps(yjx) = Pr(yjx). Cette derniere situation, qui a fait I'objet de nombreux tra-
vaux, est connue sous le nom de covariate-shifiou de biais de sélection d'échantillon['f]
[Shimodaira, 200Q |Zadrozny, 2004 Huang et al, 2007. Nous d étaillons ce cadre parti-

culier en section

5. sample selection biaén anglais.
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Les algorithmes d'auto- étiquetage

Un second principe algorithmique pour I'adaptation de domaine est l'auto- étiquetage
itératif des données cibles. Le principe est simple :

un mod ele h est appris uniquement a l'aide des donnéesétiquetées disponibles;;

h est utilisé pour étiqueter les données ciblesx! par h(x!), ceci correspond a
l'auto- étiquetage ;

un nouveau mod ele est appris a partir de ces données auto-€tiquetées. En gnéral,
on n'en traite qu'un sous-ensemble et le processus est ©-itéré jusqu'a ce que
l'auto- étiquetage apparaisse le plus juste possible.

Nous pouvons, par exemple, citer I'algorithme DASVM [Bruzzone et Marconcini, 201Q

gue nous présenterons en cktail en section A chaque itération, étant donné le

classi eur-SVM appris a l'it ération pr écédente, DASVM modi e lI'ensemble étiqueté :

on insere des données cibles autoétiquetées et on supprime les données sources les
plus éloignées de I'hyperplan. Un nouveau classi eur-SVM est appris a partir de cet

échantillon modi é.

Notons que dans la litt érature, il existe des méthodes itératives ne nécessitant
pas d'auto-étiquetage. Elles sont, par exemple, bages sur le principe du boos-
ting, mais requierent généralement des données cibles étiquetées [Daiet al, 2007,
Yao et Doretto, 201( |Habrard et al, 2013.

Les algorithmes de recherche d'un espace de repr ésentation commun

La derniere approche que nous présentons est celle qui se rapproche le plus de
nos contributions de la partie E]: la recherche ou la construction d'un espace de
représentation commun aux deux domaines. Elle trouve principalement sa justi ca-
tion th éorique dans les bornes en gnéralisation d'adaptation de domaine que nous
détaillons dans la section L'objectif est d'inf érer un espace de reptesentation dans
lequel les domaines seront similaires tout en gardant de bonnes performances sur le
domaine source.

Un des premiers algorithmes suivant ce principe est I'algorithme SCL ( Structural Cor-
respondance Learnirilitzer et al, 200€) qui cherche une représentation de rang faible
en tirant parti des donn ées nonétiquetées issues des deux domaines. Pour ce faire, on
identi e dans cet espace des attributs fr équents dans les deux domaines et montrant
un comportement similaire. lls sont alors appel és les attributs pivots et vont permettent
de mettre en correspondance les domaines. Finalement, I'hypothese est apprise dans
I'espace originel augmenté de la représentation dé nie par ces correspondances.

En gardant la méme intuition, [Blitzer et al, 201]] ont propos é l'algorithme Coupled
Subspaceilors que SCL cherche un simple espace de projection en faisant correspondre
des attributs communs aux domaines, Coupled Subspa@prend deux projections, une
pour chaque domaine, a n de coupler les attributs partag €s avec ceux Sci ques aux
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domaines. Deux hypoth eses sont alors apprises, une sur le sous-espace i que au
domaine source et une sur celui spéci que au domaine cible, puis elles sont fusionn ées
pour former I'hypoth ese nale.

Une autre solution vise a la stlection d'un sous-ensemble des attributs partagés par les
domaines. C'est ce que €alise l'algorithme CODA ( CO-training dor Domain Adaptatioin
[Chen et al, 2011a] que nous décrivons en section|2.3.2

D'autres approches se basent sur une augmentation de I'espace de description. C'est le
cas de l'algorithme EasyAdapt++Daumé Ill, 2007 |Daumeé lll et al, 201( apprenant si-
multan ément une hypothese ¢nérale, une hypothese source et une hypothese cible
dans un espace augmengé. Cet espace est @ ni par I'ensemble des attributs de
I'espace d'origine et est obtenu en concattnant une représentation commune, une
représentation source et une représentation cible. Plus formellement, les données
étiquetées sources et cibles sont respectivement plonges par les fonctions :

fs(x) = (x,x,0)7, fr(x)= (x,0,x)”.
Si I'on dispose de données nonétiquetées, on fait appel a la fonction :
fu(x)= (0,x, x)~

Finalement, un classi eur lin &aire est appris dans cet espace augmeri.

Quelques situations particuli eres

Quelle que soit l'approche choisie, I'adaptation de domaine reste un probl eme
dif cile. Elle est connue pour &tre une tache assez complexea résoudre lors-
gu'aucune hypoth ese n'est suppose sur la tache considerée [Ben-David et al, 201Q
Ben-David et Urner, 2017. Cependant, nous pouvons distinguer des contextes pouvant
— parfois — faciliter I'adaptation.

covariate shift

L'hypoth ese du covariate shift[Shimodaira, 200(] est une des hypotheses les plus
fréquemment utilis ées en adaptation de domaineﬁ. Concretement, nous rappelons
gu'elle est véri ée lorsque les deux domaines partagent la méme fonction d' étiquetage.
Autrement dit, étant donnée une observationx, les distributions conditionnelles source

et cible de Y selon X sont les mémes, mais les distributions marginales sur X peuvent
étre diff érentes. Plus formellement, on suppose :

8x 2 X, Ps(yjx) = Pr(yjx),
mais : Dg(x) 6 Dt(x).

Alors que cette hypoth ese semble tes forte, elle fait sens pour de nombreuses #ches
d'adaptation. Consid érons, par exemple, une tache d'étiquetage morpho-syntaxique[]

6. Le covariate shifest parfois considéré comme une problématique a part entiere diff érente de I'adap-
tation de domaine.
7. Part of speech taggingn anglais.
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en traitement automatique de la langue. Si on applique un mod ele, appris a partir
d'un domaine (par exemple des articles scienti ques), sur un nouveau domaine (par
exemple des articles de journaux), il est raisonnable de supposer que la différence entre
les deux taches ©side uniquement dans les distributions marginales sur les mots de la
langue francaise plutdt que sur I' étiquetage de chaque mot.

Sous I'hypoth ese du covariate shift I'adaptation de domaine apparat donc simple a
résoudre. En effet, il facilite le probl eme de la repondération pr ésent en section
Lorsque Pr(yjx) = Ps(yjx), le ratio E,;E;‘;’; obtenu dans I'équation (2.1), peut étre ré-
écrit de la maniere suivante :

Pr(x,y) _ D7(X)Pr(yjx)
Ps(x,y)  Ds(x)Ps(yjx)

_ Dr(x)
Ds(x)
Dans ce cas, il suft donc de pond érer la fonction de perte associée a un exemple par
o D1(x)
le ratio Bs(x) "

Cependant, méme sous cette hypothese, le probleme d'adaptation peut rester dif cile a
résoudre, en particulier lorsque la fonction d' étiguetage commune aux deux domaines
est en dehors de la portée de I'echantillon étiqueté source [Ben-David et al, 201(]. Nous
en verrons une illustration en section

Ratio entre distributions marginales

Comme suggéré ci-dessus, lorsque les domaines source et cible vivent dans des
régions totalement disjointes, I'adaptation peut rapidement devenir dif cile. An de

se prévenir d'un tel sc énario, on peut supposer qu'il existe une minoration non nulle
sur le ratio de la densité en chaque pointﬂ Cependant, cette hypothese est dif cile a
véri er dans la r éalité, en particulier lorsque des données sont sgeci ques a un do-
maine et n'apparaissent jamais dans l'autre. En pratique on rel ache cette hypothese et
on suppose Vvéri ée la dé nition suivante :

Dé nition 2.1 ([Ben-David etal, 201d]) SoitB  2X une collection de sous-ensembles de I'espace
X. Soite > 0, on ¢k nit le e-ratio entre les distributions marginales sur X source et cible par
rapportaB par :

De plus, on @ nit le ratio entre la marginale source et la marginale cible par rappdtpar :

, Ds(b)
inf .

Dt(b
03550 OT(P)

Wg(Ds, D7) =

Cette mesure devient pertinente pour l'adaptation de domaine lorsque le ratio peut
étre minor & loin de 0.

8. Pointwise density ratien anglais.



2.1. Qu'est ce que l'adaptation de domaine ? 43

On peut remarquer que ce ratio peut &tre obtenu en posant : B = ffxg:x 2 Xg. Pour
tout B 2%, ona ‘Wetxgxaxg(Ds, D) Wa(Ds, D7), ainsi minorer le ratio en chaque
point, loin de 0O, est la plus forte des restrictions.

Probabilit é lipschitzienne

Un autre contexte permet de relacher les deux hypotheses p€cédentes : celui de la
probabilit & lipschitzienne. La probabilit &€ lipschitzienne généralise la notion standard
des fonctions | -lipschitziennes d & nies pour des fonctions a valeurs réelles f( ) par :
8(x,x9 2 R? jf(x) f(x9) I kx x%, pour une constante | . Cette condition
peut aisément étre appliqu ée a un étiquetage probabiliste. Cependant, si la fonction
d' étiquetage est déterministe, cela implique que deux points d' étiquettes diff érentes
doivent &tre a une distance d'au moins % Cette restriction assez forte peut étre re-

lachée gracea la dé nition suivante.

Dé nition 2.2 (Probabilit & lipschitzienne [Urner et al, 2013, [Ben-David et al, 201%]) Soit une fonc-
tion croissantey : R* 7! [0,1]. On dit que f: X 7! f 1,+1g esty-Lipschitzienne par
rapporta une distribution D sur X si pour toul > 0,ona:

Proox®: 06 169" x X 1 y(l).

Notons que si une fonction est | -Lipschitizienne alors elle est y-Lipschitzienne par
rapport a toute distribution en posant :

0 six |

y(x) = 1 six>1.

Si f( ) correspond a la vraie fonction d' étiquetage du domaine P, alors cette dé nition
peut, en quelque sorte, formaliser I'hypoth ese selon laquelle la frontiere de décision
vit dans une r égion de densité faibIeE], tres commune en apprentissage semi-supervis.
Autrement dit, les donn ées sont €£parables en difféerents clusters étiquetés de maniere
homogene.

Sous ces deux derneres hypotheses (probabilité lipschitzienne et ratio entre distribu-
tions marginales), il est possible de dériver une borne en généralisation sur l'erreur du
1-PPV |Urner et al, 2011, Ben-David et al, 2012].

| -shift

[Mansour et Schain, 2012 ont récemment proposé la notion de | -shift qui utilise
les propriétés des algorithmes robustes [Xu et Mannor, 2010 [Xu et Mannor, 2017
présenges en section1.3.4 du chapitre [1. Pour rappel, la notion de robustesse algo-
rithmique en apprentissage supervis é offre des garanties de convergence lorsque dans
chaque région X; Y; la fonction de perte de l'algorithme renvoie des valeurs simi-
laires a un e > 0 pres. Dans le cas de l'adaptation de domaine, I'idée est de consicerer

9. cluster assumptioren anglais.
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les distributions conditionnelles selon I' étiguetage dans une région X;. On va, encore
une fois, supposer que des points proches sont de méme étiquette, et ce avec un certain
biais. Le | -shift est formellement d & ni par :

Dé nition 2.3 (I -shift[Mansour et Schain, 2017) Soit R et Pr les domaines source et cible sur X .

2.2

221

Ondit que R (yjx) et Rs(yjx) sont liees par I'hypotase du -shift, not B-(yjx) 2 | (Ps(yjx))
si pourtouty2 Y,ona:

Pr(yix)  Ps(yix)+ 1 (1 Ps(yjx)),
et Pr(yjx)  Ps(yix)(1 1).

Le | -shift restreint donc le changement de la probabilit & cible d'une étiquette : ce chan-
gement est d'au plus une proportion | de la probabilit & source des autresétiquettes ou
une proportion 1 | de la probabilit & source de I'étiquette. En ce sens, cette @ nition
peut &tre vue comme une généralisation du covariate-shift pour lequel on suppose
I'égalité entre les distributions conditionnelles.

Sous cette hypothese, [Mansour et Schain,2017 ont d érivé une borne en généralisation
pour l'adaptation de domaine et en ont d éduit des variantes adaptatives des SVM en
classi cation binaire et en r égression.

Dans la partie m]de cette these, nous nous attagquons au probeme de I'adaptation de
domaine dans toute sa généralité, sans supposer de telles hypotheses. Nous presentons
donc dans la section suivante, les résultats théoriques permettant de dériver des bornes
en généralisation pour l'adaptation de domaine.

Garanties en g énéralisation pour |  'adaptation de domaine

Nous exposons maintenant les travaux fondateurs de la th éorie de l'adaptation de
domaine en apprentissage automatique.

N écessite d'une mesure de divergence entre les domaines

Nous rappelons que le but de l'adaptation de domaine est de trouver une hy-
pothese admettant une erreur cible faible méme lorsqu'aucune information sur les
étiquettes cibles n'est disponible. Comme nous le verrons dans la section 2.2.5 ce
probleme peut clairement se révéler dif cile a résoudre méme sous des hypotheses
fortes [Ben-David et Urner, 2012 Ben-David et al, 201(]. Pour dériver des bornes en
généralisation pour l'adaptation de domaine, il est essentiel de capturer la diff érence
entre les domaines souce et cible : plus les domaines sont similaires, plus I'adaptation
est aiste (voir gure [2.3).

Concretement, les deux domaines Ps et Py diff erent si leurs marginales Dg et Dy sur
X sont diff érentes, ou si la fonction d'étiquetage source differe de la fonction cible,
ou si les deux cas précédents se produisent. Ceci suggere de prendre en compte deux
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divergences : une entre les marginales Dg et Dt et l'autre entre les étiquetages. En
adaptation de domaine semi-supervis ée, lorsque desétiquettes cibles sont disponibles,
les deux mesures peuvent étre combinées (comme dans |[C. Zhang,2012). Dans le cas
contraire, il est pr éférable de les différencier puisque dans une telle situation il sera im-

possible d'estimer le meilleur étiquetage cible. Habituellement, comme suggéré dans la
section précédente, on admet qu'il existe un lien entre I' étiquetage source et I'étiquetage
cible. Une solution consiste alors a chercher une représentation pour laquelle Ds et Dt
sont proches tout en gardant de bonnes garanties sur le domaine source. Autrement
dit, en supposant qu'il existe aussi un lien entre les marginales, nous allons chercher a
le reconstruire.

Dans la litt érature, diff érentes mesures existent pour estimer a quel point deux dis-
tributions diff erent. Nous pouvons citer, la A -divergence [Kifer et al, 2004 proposéea
l'origine pour mesurer des changements dans des ux de donn ées, laperturbed varia-
tion [Harel et Mannor, 2012 qui permet de donner une information sur la similarit & de
deux distributions en calculant une mesure de perturbation, ou encore la divergence de
Kullback-Leibler [Kullback et Leibler, 195]] qui est un cas particulier des divergences
de Bregman [Bregman, 1967 et qui sont des mesures de distorsions indéxées par fonc-
tions strictement convexes. Notons que la divergence de Kullback-Leibler est au centre
de la théorie PAC-Bayésienne détaillée dans le chapitre suivant.

De plus, dans le cadre spéci que de I'adaptation de domaine, o u I'on veut calculer la
distance entre deux domaines diff érents, nous pouvons citer en exemple les travaux
suivants. Signalons que ces mesures peuvent toutesétre utilis ées lorsque I'on dispose
de plusieurs domaines sources.

La H-divergence proposée dans [Ben-David et al, 2007 |Ben-David et al, 201q
s'inspire de la A-divergence et constitue le fondement de la théorie de I'adap-
tation de domaine en classi cation binaire avec la fonction de perte 0 1. Cette
divergence a été généralisée a la régression eta des fonctions de pertes plus
générales par [Mansour et al, 20099]. Nous la présentons plus en détail dans la
section suivante.

Lorsque plusieurs domaines sources sont accessibles, nous pouvons
spéci quement faire appel a la divergence de Rényi [Mansour et al, 2009].

[C. Zhang, 2012 ont propos & une mesure de divergence uniquement valable en
adaptation de domaine semi-supervis ée.

La divergence prioBayésienne [Li et Bilmes, 2007] qui, dans un contexte Bayésien,
se focalise sur les hypotheses proches de I'hypothese source optimale.

Dans le cas particulier du covariate-shifton peut faire appel aux travaux li és au
two-sample testomme par exemple dans [Huang et al, 2007.

Notons que dans le chapitre E] nous proposerons une mesure de divergence appropriée
a l'apprentissage de votes de majorité.
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, \o

(a) Les domaines sontds diférents : un classi eur (b) Les domaines sont similaires : le classi eur appris
appris sur le domaine source ne sera pas performadépuis le domaine source est performant sur les deux
sur le domaine cible. domaines.

Figure 2 .3 — lllustration de la recess# de mesurer la similaétentre domaines. Le domaine source est
en vert foné (pos+, neg. ), le domaine cible en orange clair.

Nous énoncons maintenant les deux premiers travaux fondateurs de la th éorie de
l'adaptation de domaine en apprentissage automatique qui se basent sur une diver-
gence entre marginales et qui constituent la base de nos contributions développées
dans la partie [Il]

2.2.2 Une divergence entre les distributions marginales pour la classi cation bi-
naire

Tout d'abord, [Ben-David et al, 2007 Ben-David et al, 201(] ont propos &, dans le cadre
de la classi cation binaire en consid érant la fonction de perte 0 1, une mesure de
divergence appelée la H-divergence et baste sur la dé nition de la A-divergence

[Kifer et al, 2004. [Mansour et al, 2009%] ont ensuite étendu cette dé nition a la discre-
pancypermettant de considérer des fonctions de pertes plus générales. Ces deux diver-
gences,équivalentes lorsque I'on parle de la fonction de perte 0 1, calculent la valeur

maximale, pour deux classi eurs issus de H, de la diff érence entre les cesaccords (se-
lon la fonction de perte) source et cible (voir la d & nition [1.3). Nous en énongons les
deux dé nitions.

Dénition 2.4 (la H-divergence [Ben-David et al, 2007 |[Ben-David et al, 201( (version simpli ée))
Etant donree une classe d'hypetsesH. Soit Ds et Dy deux distributions sur X, alors la
H -divergence entre Pet Dt est & nie par :

%dH(DS, DT) = sup RDT(h, h(b RDS(h, h% ,
(h,h%2H 2

ou Rp(h,h9 = I (h(x) 8 hqx)) est le @saccord entre h ePkur la distribution D.

Dans sa forme originelle, cette dé nition est uniqguement valable pour la fonction
de perte 0 1. Cependant, en I'énongant comme ci-dessus, il appardt simple de la
généraliser a d'autres fonctions de perte :

Dé nition 2.5 (la discrepancyiMansour et al, 200%]) Etant donree une classe d'hypetsesH . Soit
1Y Y 7! R* une fonction de perte. Soit Det Dy deux distributions sur X, alors la
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discrepancy entre Pet Dt est & nie par :

disc:(Ds,Dr)= sup Rp (h,h) Rp(hh9) ,
(h,h)2H 2

ou Ry (h,h9) = E *(h(x),hqx)) est le @saccord entre h ef felativementa la fonction de
X
perte ( , ).

Ces deux dé nitions sont donc clairement équivalentes lorsque la fonction de perte est
la fonction de perte 0 1:

diSC‘O 1(Ds, DT) = %dH (Ds, DT).

N éanmoins, les analyses de I'adaptation de domaine qui en résultent sont diff érentes.
Lorsque l'on parle de la H-divergence, [Ben-David et al, 2007, |Ben-David et al, 201(
ont étudié la consistance du processus de minimisation empirique de la divergence
en se basant sur la VC-dim. (section|1.3.1, chapitre @) alors gque pour la discrepancy
[Mansour et al, 200%] se sont bags sur la complexité de Rademacher (section,
chapitre [I). Les deux analyses correspondent respectivement aux théoremes suivants.

Théoreme 2.1 ([Ben-David et al, 2007 [Ben-David et al, 201() SoitH un espace d'hypo#ses de VC-
dim.VC(H) nie. Si S, et T, sont deschantillons de taille fp= m$ = m, dont leselements
sont respectivement s i.i.d selon les distribution Het Dt sur X et si %dH (Sy, Ty) estla
H -divergence empirique me&a sur le€chantillons § et Ty, alors pour toutd 2 (0, 1], avec
une probabilié d'au moinsl  dsurle choixde $ (Dg)™etT, (Dy)™,ona:

s

30 (Ds, D7) 3dn(Su, Tu) + 4

2VC(H) log(2my) + log 3
my '

L'analyse en complexité de Rademacher aboutit, quant a elle, au résultat suivant.

Théoreme 2.2 ([Mansour etal, 200%]) Soit H un espace d'hypodise. Si $ et T, sont des
échantillons de taille fp= m$ = m, dont lesélements sont respectivementé i.i.d selon
les distribution Ds et Dy et sidisc:,(Sy, Tu) est la discrepancy empirique asgesi la fonc-
tion de pertdd 1 et mesuee sur legchantillons § et Ty, alors pour toutd 2 (0, 1], avec une
probabilie d'au moinsl  dsurle choixde$ (Dg)™etT, (Dt)™,ona:

S

disc:,,(Ds,D1) disc, ,(Su, Tu) + 4(<s(H)+ <t(H))+ 6

log 4
2my

ou <g(H), respectivement +(H), est la complex@ empirique de Rademacher sur S, respecti-
vement sur T.

Ces résultats montrent que la discrepancyempirique associée a la fonction de perte
0 1, c'esta-dire la H-divergence empirique, converge uniform ément vers sa vraie
valeur. Notons qu'un r ésultat similaire existe dans le cas de fonctions de perte as-
sociées au probleme de r’egressiorﬂ Les deux théoremes précédents justi ent donc de

la consistance du processus de minimisation empirique de la divergence.

10. Nous invitons le lecteur a se reporter a [Mansour et al, 2009, |Cortes et Mohri, 201]] pour plus de
détails.
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Notons qu'en pratique, la H-divergence empirique peut s'estimer en cherchant un clas-
si eur qui vise a séparer la marginale source de la marginale cible. Pour ce faire, on
étiquette les exemples sources en 1 et les exemples cibles en+ 1, puis on cherche a
apprendre un classi eur discriminant les instances sources des cibles. La H -divergence
empirique se calcule alors directement a partir de I'erreur de ce classi eur.

Lemme 2.1 ([Ben-David et al, 2007 [Ben-David et al, 201(]) Pour tout espace d'hypotsesH de X

223

vers Y et deweéchantillons noretiqueés $ et T, de taille ny = m$ = my, ona:
n #
1 . 1 o 1 o
—dy(Su,Tu) =1 mn — g I[x28]+— a I1[x2T]
2 h2H U x:h(x)= 1 U x:h(x)=+ 1

Linconv énient, ici, est que I'évaluation se réalise a partir du classi eur minimisant
cette erreur, ce qui est en ¢gnéral NP-dur. Dans la litt érature, les auteurs approximent
généralement cette distance via l'apprentissage d'un classi eur lin éaire avec une perte
|égerement modif €e ou par un classi eur-SVM.

Bornes en généralisation pour l'adaptation de domaine

Les résultats précédents permettent d'obtenir des garanties en généralisation lorsque
I'on cherche a apprendre un mod ele a partir du domaine source. C'est, par exemple,
le cas de l'approche basique ERM, présent&e en sectio sous condition que H ait
une complexité nie (soit en terme de VC-dim., soit de complexit &€ de Rademacher).
Nous pr ésentons maintenant ces garanties.

Tout d'abord, [Ben-David etal, 2007 [Ben-David et al, 201( ont prouv &€ la borne
d'adaptation suivante qui s'av ere précise lorsqu'il existe un classi eur dans H a la
fois performant sur le domaine source et le domaine cible.

Théoreme 2.3 ([Ben-David et al, 2007 [Ben-David et al, 201() Soit P et Pr deux domaines sur

X Y dont Dg et Dy sont les distributions marginales respectives sur X. $bitine classe
d'hypotreses, alors on a :

8n2H, Re (h)  Rey(h)+ %dH(DS, D7)+ n, 22)

oun = Rp,(h )+ Rp/(h) l'erreur jointe optimale, avec h= argmin (Rp(h) + Rp (h))
h2H
I'nypothese jointe optimale.

Cette borne dépend de trois termes. Rp (h) est I'erreur classique, en apprentissage
supervisé, mesurée sur le domaine souce. La divergence%dH(Ds, Dt) dépend de la
classe d'’hypothesesH et correspond a I'écart maximal entre les désaccords source
et cible entre deux hypoth eses deH. Autrement dit, elle quantie a quel point les
hypoth eses deH peuvent “d étecter” les diff érences entre les marginalesDg et Dr,
sans information sur I' étiquetage. Le dernier terme n est relié a la meilleure hypoth ese
h sur les deux domaines en méme temps et mesure la qualité de H en fonction de
I'étiquetage. Sih est mauvaise, il sera complexe trouver une hypoth ese performante
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sur le domaine cible. En n, I' équation combinée avec la theorie VC exprime un
compromis entre la performance source d'une hypoth esehde H, la complexité deH et
“l'incapacit &” des hypoth eses deH a détecter les différences entre les domaines. Plus
formellement, on a le th @oreme suivant.

Théoreme 2.4 ([Ben-David et al, 2007, [Ben-David et al, 201() Soit R et Pr deux domaines sur
X Y dont Dg et Dt sont les marginales respectives sur X. Sditun espace d'hypoéses
de VC-dim. nie VC(H). Soit §, et T, deséchantillons de taille gndont lesélements sont
respectivement tés i.i.d. selon les distributions 4kt Dy. Soit S unéchantillonetique& source
compos de M exemples sourcesés i.i.d selon £ Alors, pour toutd 2 (0, 1], avec une pro-
babilite d'au moinsl  d sur le choix degchantillons @atoires S (Ps)™, S,  (Dg)™ et
T (D7)™,ona:

<<

P VC(H) In &+ 1 +in 3

mS
2VC(H) In(2my) + In 3
my

8h2H, Rp(h) Rg(h)+
S

+ %dH(SJ!TU) +4

+n.

Similairement, [Mansour et al, 200%] ont proposé la borne d'adaptation de domaine
suivante basée sur la discrepancypour toute fonction de perte “(, ) symeétrique et
véri ant I'in égalité triangulaire. Nous ne pr ésentons ici que la formulation pour la
fonction de perte 0 1.

Théoreme 2.5 (Corollaire du th éoreme 8 de [Mansour et al, 200%]) Soit R et B deux domaines sur
X Y dont Dg et Dt sont les marginales respectives sur X. Sditune classe d'hypo#ses,
alorsona:

8h2H, RpT(h) RDs(hS’ h) + diSC‘0 1(Ds, DT) + U, (23)

ou u = Rp(hy) + Rpg(hg, hy) et hy = argmin Rp (h) et hy = argmin Rp(h) sont
h2H h2H
respectivement les hypabes optimales sur le domaine cible et le domaine source.

Dans ce contexte, la borne 2.3) majore directement[] I' écart entre l'erreur cible d'un

classieur Rp,(h) et celle de I'hypothese cible optimale Rp (h;). Combinée avec
une analyse en terme de complexité de Rademacher, cette borne s'exprime, dans
le théoreme suivant, comme un compromis entre le désaccord entre I'nypothese h
considérée et la meilleure hypoth ese sourcehg, la complexité de Rademacher deH et —
encore une fois — la divergence entre les deux domaines mesute par disc ,,(Ds, D).

Théoreme 2.6 ((Mansour et al, 200%]) Soit 5 et B deux domaines sur X Y dont Dg et Dt sont
les distributions marginales respectives sur X. $éitin espace d'hypoéses. Soit Set T, des
echantillons de taille jmdont leselements sont respectivement&iri.i.d. selon les distributions
Ds et Dr. Soit S unéchantillonétiquee source compesde i exemples sources & i.i.d
selon R. Alors, pour toutd 2 [0, 1), avec une probabiétd'au moinsl d sur le choix des

11 Il suft de passer le terme Rp, (hy) de l'autre c6té de I'in égalité.
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echantillons a@atoires S (P5)™, S, (Dg)™etT, (D1)™,ona:

8h2H, Rp(h) Rg(hg h)+ disc,(Sy, Ty)+ u
S S

log § log §
+ < + ,
2my s(H)+ 3 2ms

+4(<g,(H)+ <p,(H)) + 6 (2.4)
Pour conclure, les deux approchesé&noncent deux bornes en généralisation pour I'adap-
tation de domaine, dif cilement comparables, mais impliqguant la m &me intuition :
un algorithme d'adaptation de domaine doit &tre capable d'inférer un espace de
représentation dans lequel les deux domaines tendent a étre indiscernables tout en
gardant de bonnes performances sur le domaine source. En pratique, chercher un tel
espace en minimisant la divergence et I'erreur source en méme temps est dif cile. Nous
nous attaquerons a cet inconvénient, dans le chapitre [7, en proposant une analyse ori-
ginale de l'adaptation de domaine pour minimiser conjointement la divergence entre
les domaines et l'erreur sur le domaine source dans le cadre des votes de majorité qui
est au cceur de ce memoire.

Nous présentons maintenant un moyen de prendre en considération quelques
étiquettes cibles lors de la phase d'apprentissage.

2.24 Extension a l'adaptation de domaine semi-supervis ée

Il arrive parfois que des étiquettes cibles soient disponibles. A n de tirer b éné ce de
cette information plus que pertinente, [Ben-David et al, 2010 ont étendu leur ana-
lyse pour les considérer. Nous rappelons que I'échantillon étiqueté (S, T) est alors
décompose en deux sous-ensembles S = f (x?, yi&")gi":‘s1 est |'échantillon source constitu &
de m® exemples étiquetés i.i.d. selon Ps et T = f(x!,y!)g™, est I'echantillon cible
constitué de m' exemples étiquetés i.i.d. selon Pr. Soit g 2 [0, 1] tel que m' = gm et
ms=(1 qg)mimpliquantque (S, T) soit composé de m= mS+ m' exemples étiquetés
tels que m'  mS. La minimisation de I'erreur empirique cible Rt( ) n'est alors pas la
meilleure solution car T n'est pas représentatif du domaine cible Pr. Une solution en-
visager est alors de minimiser la combinaison convexe des erreurs empiriques source
et cible dé nie par :

Rfsmy(M = kRr(h)+(1 k) Rg(h), (2.5)

ou k 2 [0, 1] contrdle le compromis erreur empirique cible et erreur empirique source.
L'erreur r éelle pondérée assoocke est :k Rp (h) +(1 Kk)Rp,(h).

Le théoreme suivant énonce les garanties en gnéralisation dans une telle situation.

Théoreme 2.7 ([Ben-David et al, 201(Q) Soit Rs et B deux domaines sur X Y dont Ds et Dt
sont les distributions marginales respectives sur X. $bitin espace d'hypo#ses de VC-dim.
VC(H) nie. Soit S, et T, desechantillons de taille pndont leselements sont respectivement
tirés i.i.d selon les distribution et Dr. Soit (S, T) un echantillonétique€ de taille m grere
en tirant alatoiremengm exemples depuisrRet (1 g)m depuis B. Si hs est le minimi-

seur empirique dR'(‘S’T)(h) sur (S, T) et hy = minpoy Re, (h) I'erreur cible optimale, alors
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Figure 2 .4 — Repgsentation des domaines source et cigletf?; dans une situation de covariate shift
inadequate pour I'adaptation de domaine. Pour ud §0, 1) x &, le domaine source Bst la distribution
uniforme surf2kb : k2 N, 2kb 1g f+1g et la distribution cible P est la distribution uniforme
surf(2k+ )b : k2 N, (2k+ )b 1g f 1g.

alors pour toutd 2 (0, 1], avec une probabiitd'au moinsl d sur le choix degchantillons
aleatoires, on a :

s_____s
2 2 2VC(H)log (2(m+ 1)) + 2log &
Rer(hs)  Rer(hr) + 4 WG (H)log (2(m+ 1)) + 2log g
q 1 q m
0 s 1
2VC(H)log(2 + log 8
+2(1 q) @Ldy(Su, T+ 4 (H)log(2m,)*+ log g, a°

my

Remarquons que sik = 0, on ignore les données cibles, et on retombe sur le theoreme
avec une estimation empirique pour l'erreur sur le domaine source. Si k = 1, alors
ce sont les données sources que I'on ignore, la borne devient une borne de classi cation
supervisée usuelle sur le domaine cible. Lorsque k vaut sa valeur optimale, la borne est
toujours au moins plus pr écise que l'une de ces deux situations. Finalement, on peut
remarquer qu'en faisant varier Kk, la borne permet de contréler le compromis entre
erreur source et erreur cible.

Ce cadre théorique permet donc de considérer des étiquettes cibles lors de la phase
d'apprentissage. Nous en tirerons béné ce en chapitre [ pour étendre notre contribu-
tion a l'adaptation de domaine semi-supervis ée.

lllustration de la dif cult & de I'adaptation de domaine

Quelle que soit l'analyse, les bornes d'adaptation peuvent parfois &tre tres
impr écises et rien ne nous assure d'adapter correctement. Prenons l'exemple issu
de [Ben-David et al, 201( en illustration (voir la gure . Soitb 2 (0, 1), le domaine
source Py est la distribution uniforme sur f2kb : k2 N, 2kb 1g f+ 1g et la distri-
bution cible Pr est la distribution uniforme sur f(2k+ 1)b : k2 N, (2k+ 1)b 1g
f 1g. On pose H comme l'espace d'hypoth eses de fonctions de seuil. On c& nit pout
tout t 2 [0, 1] une fonction de seuil h; par :

(

+1 six<t
8x 2 R, h(x) = stxs b

1 sinon.

Ainsi: H = fhy : t 2 [0,1]g. Dans une telle situtation, on a donc :
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(a) Premere i€ration. Les donees choisies de (b) Deuxieme ieration.
chaque cé de la marge sont encezek ( = 3).

(c) Derniere i€ration.

Figure 2 .5 - L'hyperplan &€parateur (ligne noire) et la marge (en poirgdinoirs)a differentes iérations
de DASVM sur un exemple jouet. Les dages sources sont en vert fer¢ pos., neg.). Les donees
cibles sont en orange clair : les a@tigquettes sont refsenkes par- et et les donbes noretiquetes
par un rond. Les lignes grises s(iv) et (c) rappellent I'hyperplan appria la premere i€ration.

I'hypoth ese decovariate shifest véri able pour Pset Pr;
la divergence vaut %dH (Ps,Pr) = j9b 8bj = b (b peut étre arbitrairement faible) ;

la meilleure hypoth esehg sur le domaine source est d'erreur nulle, la meilleure hy
sur le domaine cible est aussi d'erreur nulle. Sur la gure , on a par exemple :

(
+1 six O 1 six< 9

hs = et hy=

S 1 sinon, T +1 sinon;
pour la borne (22),ona:n=1 b;
pour la borne (23),ona:u= 1.

Les deux derniers points rendent les bornes d'adaptation impr écises : elles sont
supérieures a 1. Ainsi, I'hypoth ese de covariate shiftne garantit pas nécessairement
une adaptation correcte. Au nal, hg, dont I'erreur sur le domaine cible vaut 1, est
I'nypoth ese qui minimise la borne.

Exemples d'algorithmes
Il existe de nombreux algorithmes d'adaptation de domaine. Dans cette section, nous

présentons ceux auxquels nous ferons appel lors des exg@rimentations menées dans
les chapitres@] et[j puis nous énoncons une méthode de validation des param etres.

DASVM : un algorithme d'adaptation it  ératif
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Algorithme 2 DASVM

entrée un échantillon étiqueté sourceS, un échantillon non- étiqueté cible Ty, hyperpa-
rametrest etb

sortie Un classi eur hpasym

sl s : Tr T . t0
repéter
Tt 1
hit apprentlssageod un classi eur-SVM a partir de S'
Tl;i‘-tl (Xit’hl( ) il
ft fgpction score assocéea hit o

HJApt (L nTExt) 2 T/t i1 fTExt) O (par ordre d écroissant selon la marge)
n (0]
HlAci;\SV O hfexdy) 2 Tt 1 fAiA(Xt) < 0 (par ordre d écroissant selon la marge)

ST“n S”‘”tS t premlers élements de H St premiers éléments de HT

L (x4, hTExh)) 2 s’ T n'tx!) 6 h”rt 1(xh)
Tt Tuuﬂs L
Sit1 g1 gihL
Q[jg f(x5y% 2 STtT St: f{x%)  0g (par ordre d écroissant selon la marge)
Q;g\tN f(x3,y%) 2 S Sl: f.{x5) < 0g (par ordre d écroissant selon la marge)
gitl Sitink premiers élements de Q,}, tel que k corresponde au nombre
d'exemples de H, ajoutesa Sl (s'ilvaut 0 alors k= t)
sitl Stk premlers éléments de Q,OW, tel que k corresponde au nombre
d'exemples de H [l ajoutésa S™? (s'il vaut 0 alors k=1)
jusqu'a jQ i QULj=00UjLj< bmSOU jH ™ H/lLj bm®

IowJ

Iow

retourner h't

Nous présentons [l'algorithme d'adaptation de domaine appel & DASVM

[Bruzzone et Marconcini, 201(]. Cet algorithme adapte it érativement le classi eur-

SVM appris a l'aide de données cibles autoétiquetées. Concetement, a chaque
itération "I"tDASVM apprend un classi eur-SVM  a partir des exemples étiquetésS'! I
étiquette ensuite les exemples de I'ensemble cible T, et en rajoute un certain nombre
dans I'échantillon étiqueté S't Ces données cibles autoétiquetés correspondenta celles
dont la con ance du classi eur est proche et inf érieure a la marge. En outre, il retire

de I'échantillon étiqueté S''les exemples dont la con ance est la plus importante.

Le processus est Eitéré avec le nouvel ensemble étiqueté S't1 obtenu et se termine
lorsque tous les exemples ciblesT, ont &té ajoutésa I'échantillon étiqueté. DASVM est
illustr & sur la gure 25 et décrit dans l'algorithme [2

Il est important de remarguer que cet algorithme ne se base pas sur la théorie présente
préccdemment. Il existe peu de garanties théoriques pour cet approche, hormis les
travaux de [Habrard et al, 201]] qui donnent des garanties minimalistes. Cependant,
en pratigue, DASVM montre de bons r ésultats, c'est pourquoi nous ferons appel a lui
en tant que méthode de référence.
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2.3.2 CODA : un algorithme d'adaptation par co-apprentissage

CODA [Chen et al, 2011a] est un algorithme dit de co-apprentissage pour l'adapta-
tion de domaine et est une variante de l'algorithme PMC ( Pseudo-Multiview Co-training
[Chen et al, 2011b]). Il essaie de réduire la divergence entre les domaines en ajou-
tant it érativement, a I'ensemble d'apprentissage, des attributs cibles et des exemples
pour lesquels I'algorithme est le plus con ant : a chaque itération, CODA r ésoud un
probleme d'optimisation simple en apprenant simultan ément une hypoth ese cible, une
division de l'espace en deux descriptions/vues diff érentes et un sous-ensemble d'at-
tributs sources et cibles a inclure dans I'hypoth ese. Concetement, le co-apprentissage
requiert les points suivants.

Deux classi eurs qui, ici, sont des classi eurs lin éaires noté h, et hy identi és par
les vecteurs de poids u = (ug,...,uq)” etv = (vi,...,vq)” . La performance de
chaque classi eur est mesurée via la fonction de perte logistique “joq( , ) dé nie
pour tout classi eur lin éaire h,, identi & par le vecteur w 2 RY par :

8x 2 RY, “(hw(x),y) = log (1+ exp( yhw,xi)).

A n de s'assurer que les deux classi eurs hy et h, ont tous les deux un risque
faible sur I' échantillon d'apprentissage étiqueté S, ils sont appris conjointement

en minimisant le soft-maximumdes deux risques empiriques :
h [
log exp Rg(hu) +exp Rs(hy)

Les deux classi eurs doivent &tre appris sur deux vues diff érentes. Elles sont
créées en divisant la représentation originelle en deux sous-espace exclusifs. Plus
précisement, pour chaque attribut identi & par l'indice i, au moins un des deux

classi eur doit admettre un poids nul pour la  i*®™® dimension. Pour ce faire, il

suft de contraindre la r ésolution du probl eme d'optimisation de sorte que :

d

a udv?= 0.

i=1
Dans la formulation d'origine du co-apprentissage, les deux vues doivent étre
ind épendantes sachant la classe. Pour reicher cette restriction, CODA vérie
la condition de e-expandability [Balcan et al, 2004. Intuitivement, deux classi-
eurs capables d'apprendre I'un de l'autre doivent &tre con ants sur deux sous-
ensembles differents de données non étiquetées. Plus formellement, on note la
con ance d'un classi eur lin éaire w pour un exemple x par :

B 1 sila con ance dépasse un certain seulil,
Cw(X) = )
0 sinon.

Etant donnése > 0, un échantillon non étiqueté U, la condition de e-expandability
est alors dé nie par :

( )

A [+ G()ev(x)]  emin  § Go(x)
x2U x2U
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oucy =1 cy(x).

Le classi eur lin éaire nal appris est celui associé au vecteur de poids : w = u+ v.
De plus, pour r ésoudre le probleme les auteurs ont ajouté une régularisation, notée
reg(S,U,w) et baste sur la norme 1, pour induire une parcimonie sur les attributs dont
les corrélations sont opposées ou faibles sur les domaines. Le probeme d'optimisation

a résoudre est alors le suivant :
8 . .
% min log exp Rg(u) +exp Rg(v) +reg(S,U,w),
4
s.c. g uiv?=0,

=1 ( )

% A (e + W (x)] emn  § ao(x)
x2U x2U
W= u-+yV.

Ce probleme d'optimisation n'est pas convexe, cependant, il n'est pas sensible a son
initialisation [Chen et al, 2011a]. Ainsi, il suft de xer al éatoirement u et v puis de
l'optimiser avec une descente de gradient conjugu é standard.

Validation des hyperparam etres

Quelle que soit I'approche que I'on choisit de suivre, une probl ématique encore ou-
verte en adaptation de domaine est la sélection ou la validation des diff érents hy-
perparametres des algorithmes. En effet, puisque nous supposons que le domaine
source et le domaine cible sont différents et, qu'en plus, nous avons peu ou pas
d' étiquette(s) cible(s), les processus de validation usuels, tels que la validation croisée,
ne peuvent étre appliqu és. Notons que les récents travaux de [Geras et Sutton,2013
proposent une procédure de validation lorsque plusieurs domaines sources sont dis-
ponibles. Dans cette these, nous allons faire appel a une validation dite circulaire
[Bruzzone et Marconcini, 201(Q ou inverse [Zhong et al, 201(. Etant donnés k sous-
ensembleﬂ de I'échantillon étiqueté source S et un algorithme d'adaptation de do-
maine, nous en utilisons k 1 en tant qu'exemples d'apprentissage pour apprendre un
classi eur havec cet algorithme. On étiquette ensuite I'échantillon cible non étiqueté T,
a l'aide de h et on obtient un échantillon auto- étiqueté ¥, = f (x!, h(x!)) gi”;tul. Puis, on
ré-applique l'algorithme d'adaptation avec S, un échantillon source non étiqueté, ¥,
et I'échantillon cible étiqueté T, lorsqu'il est disponible, pour apprendre le classi eur
inverse h". En fait, on inverse le réle du domaine source et du domaine cible. Le classi-
eur inverse h' est alors évalué sur le dernier KM€ sous-ensemble issu de léchantillon
source S avec l'intuition que si I'adaptation est possible, alors on doit pouvoir “facile-

ment” passer d'un domaine a l'autre gr ace a I'adaptation. Nous illustrons ce principe

surla gure 2.6

12. On parle de k-foldsen anglais.
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Figure 2 .6 — Le processus de validation inverggapel : Apprendre avec adaptation le classi eur h.
Etape2 : Auto-etiqueter lechantillon cible noretiquee avec hEtape3 : Apprendre avec le @me algo-
rithme d'adaptation le classi eur inversé l partir de lechantillon source noatiqueg, de lechantillon
cible autoetiquet et de Bchantillon ciblegtiquet disponibleEtape4 : Evaluer K sur I'echantillon
sourcegtiquet.

Synth ese

L'adaptation de domaine est une t Ache complexe. En effet, si aucune information sur les
étiquettes cibles n'est disponible, il est nécessaire de supposer qu'il existe une relation
entre les domaines. Pour s'attaquer a ce probleme, une solution est alors de considérer
I'nypoth ese qu'il existe une relation forte entre les domaines. Un cas particulier est le
covariate shifpour lequel on suppose que la probabilit & d'étiqueter un exemple par une
classe sachant I'exemple est la néme. Cependant, ce cas reste idylique et de nombreux
algorithmes s'inspirent de I'analyse classique qui se base sur une notion de divergence
entre les domaines, pour estimer dans quelle mesure nous sommes capables d'adapter.
Le principe général d'un algorithme d'adaptation est alors d'apprendre un classi eur
performant tout en rapprochant les marginales selon cette divergence (par exemple en
projetant les données dans un espace commun). Nous proposerons dans le chapitre
[6| un algorithme basé sur cette théorie en cherchant a rapprocher les domaines dans
I'espace de projection explicite dé ni par une fonction de similarit & (e,g,t )-bonne (dont
le principe en apprentissage supervisé a été énoncé en section[1.4.3). Néanmoins, le
cadre classique présenté en section2.2 montre des inconv énients puisque la divergence
considérée peutétre vue comme une analyse dans le pire cas : il est dif cile d'optimiser
en méme temps la divergence et I'erreur source. Nous verrons en chapitre [j comment
faire appel a la théorie PAC-Bayésienne pour contourner les inconv énients portés par
l'analyse classique.

La problématique générale de cette these repose sur lI'apprentissage de vote de ma-
jorité. Nous présentons donc, dans le chapitre suivant, la théorie PAC-Bayésienne en
classi cation supervis ée qui, au contraire des approches precédemment présentges, se
focalise sur l'apprentissage de votes de majorité pondérés sur un ensemble de votants
tels que des classi eurs ou des fonctions plus g énérales.
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ans ce chapitre , nous nous replacons dans le cadre de l'apprentissage
supervisé sans adaptation et nous nous focalisons sur la theorie PAC-
Bayésienn(ﬂ introduite par [McAllester, 1999. Cette théorie, qui fournit un
champ de recherche important en th éorie de I'apprentissage, a pour but premier d'of-
frir des bornes en généralisation sur I'erreur de votes de majorit & pondérés sur une fa-
mille d'hypoth esesH. Plus précistment, les ingrédients d'une borne PAC-Bayésienne
sont :

un échantillon d'apprentissage S dont les éléments sonti.i.d. selon un domaine P
sur X Y;

une distribution a priori p sur H qui mod élise une certaine connaissancea priori,
c'est-a-dire avant I'observation de S, sur la performance des hypotheses deH :
celles suppo<tes les plus performantes, pour une certaine tache, verront leur pro-
babilit & selonp plus élevée;

1. Le lecteur peut se référer au tutoriel ICML 2012: “PAC-Bayesian Analysis in Supervised, Unsupervised,
and Reinforcemeht(people.kyb.tuebingen.mpg.de/seldin/ICML_Tutorial_PAC_Bayes.htm )
de Yevgeny Seldin, Francois Laviolette et John Shawe-Taylor.
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une distribution a posteriorir sur H qui est apprise ou ajustéea la lumi ere de I'in-
formation apport ée par I'échantillon d'apprentissage S. Cette distribution permet

de dé nir le vote de majorit & pondéré : le poids d'un votant correspond a sa pro-
babilit & d'appara’tre selon r.

En fait, la th éorie PAC-Bayésienne tire son inspiration de la philosophie de I'inf érence
bayésienne mixée a des techniques d'apprentissage statistique. En effet, l'inférence
bayésienne{f] suppose une distribution a priori sur H, puis fait appel a la regle de
Bayes pour inférer la distribution a posteriorien se basant sur la vraissemblance
des données pour chaque hypothese. Les capacis en ¢gnéralisation en inférence
bayésienne présument de la correcte dé nition de la distribution  a priori, tandis qu'une
borne en généralisation PAC-Bayésienne est vraie pour n'importe quel choix de dis-
tribution a priori. Concretement, l'analyse PAC-Bayésienne étudie I'esp érance, selon la
distribution r, des erreurs des votants. En ¢gnéral, elle étudie I'erreur du classi eur
stochastique de Gibbs : il prédit I' étiquette d'un exemple x en tirant al éatoirement se-
lon r une hypoth eseh dans I'ensemble H, puis en retournant h(x). La complexité de
la classe d'hypotheses est ici implicitement capturée par la divergence de Kullback-
Leibler (not ée KL-divergence) entre les distributions a posterioriet a priori : elle permet
de cconsidérer une information sur la complexit & de chaque hypothese contrairement
aux approches classiques. Finalement, si la distribution apprise r affecte une probabilit &
élevée aux hypotheses deH suf samment performantes et si r et p sont relativement
proches au sens de la KL-divergence, alors la borne sur I'erreur du classi eur de Gibbs
peut se montrer informative et pr écise pour le vote de majorité sur H pondéré parr.
De plus, en la spécialisant a des espacesH appropri és, a des familles de distri-
butions a priori et a posterioriadéquates ou a des fonctions de perte spéci ques,
I'approche PAC-Bayésienne permet de caraceriser les capaciés en ¢enéralisation
de méthodes existantes. Nous pouvons citer en exemple, la borne PAC-Bayésienne
prouv ée pour les SVM par [Langford et Shawe-Taylor, 200 lorsque les distribu-
tions a priori et a posteriori suivent toutes deux une distribution normale (de
moyenne et variance diff érentes). En outre, I'étude empirique de [lLLangford, 200§
a révélé que cette borne est un estimateur précis du risque des SVM que l'on
peut encore améliorer en prenant en compte une distribution a priori informativeﬂ
[Ambroladze et al, 2006 |[Parrado-Hernandez et al, 2012. Une telle analyse permet
d'obtenir de meilleures garanties que les analyses classiques. Signalons que les tra-
vaux de [Blanchard et Fleuret, 2007, avec le Occam’'s Hammerproposent une alterna-
tive int éressantea la théorie PAC-Bayésienne, mais n'entrent pas dans le champ d'étude
de ce manuscrit.

Dans ce chapitre, nous introduisons tout d'abord, en section [3.1, les notions de vote
de majorité et de classi eur de Gibbs, ainsi que les liens qui les unissent. Puis nous
énoncons en section les bornes PAC-Bayésiennes classiques. Nous pésentons,
ensuite, deux algorithmes basés sur la théorie PAC-Bayésienne. Le premier, PBGD

2. Pour plus d'information sur l'inf érence bayésienne, qui tire son nom du th éoreme de Bayes, le
lecteur peut se référer a [Gelman et al, 2004.
3. Une distribution non-informative correspond, par exemple, a la distribution uniforme.
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[Germain et al, 2009] en section, optimise l'erreur du classi eur de Gibbs sur un
ensemble de classi eurs lin éaires en minimisant une des bornes PAC-Bayésiennes. Le
second, MinCq [Laviolette et al, 2011a] en section, optimise directement l'erreur du
vote majorit & en minimisant une borne qui relie étroitement le classi eur de Gibbs et
le vote de majorité.

3.1 Vote de majorit € et classifieur stochastique de Gibbs

Nous nous plagons dans le cadre classique de la treorie PAC-Bayésienne en classi ca-
tion supervis ée binaire avecY = f 1,+ 1g. Traditionnellement, on consid ere les votes
de majorité pondérés construits a partir d'un ensemble d'hypoth esesH que I'on ap-
pelle les votants. Etant donnés une distribution a priori p sur H (que nous appelons
la distribution prior ou le prior) et un  échantillon d'apprentissage S dont les éléments
sont tir ési.i.d. selon P, I'apprenant doit trouver la distribution a posteriorir sur H (que
nous appelons la distribution posterior ou le posterior) amenant au vote de majorit &
r-pondeéré B, () offrant les meilleures garanties en généralisation.

Dé nition 3.1 (Vote de majorité r-pondéré) SoitH = fhy,...,h,g un ensemble de n votants de X
vers Y. Soitr une distribution surH. Le vote de majoiétr -ponckere (parfois appélclassi eur
de Bayes dans la litterature) B) asso@ar est c ni par :

8x 2 X, Br(x) = sign hE h(x)
n r #
=sign & r(hh(x) . (3.1)
h2H

Son erreur eelleRp(B;) sur un domaine P sur X Y est:
Rp(Br) = E 01 Br(x)y
(xy) P

= E | BB(x)6vy .
(xy) P

L'erreur empirique esti®e sur unéchantillon S dont leéements sont ties i.i.d. selon P est :

1 o .
Rs(Br)= — a o1 B(x)y .
(xy)2s

L'objectif est donc de trouver la distribution posterior r telle que l'erreur r éelle Rp(B;)
soit la plus faible possible. Cependant, la minimisation de cette erreur est connue pour
étre NP-dure. Habituellement, Rp(B;) est alors “remplacée” par I'esp érance selonr des
erreurs des votants de H : E;,  Rp(h). Ce moyennage des erreurs correspond, en fait,
a l'erreur du classi eur stochastique de Gibbs G;( ) assock a la distribution posterior
r. Pour prédire I' étiquette d'un exemple X, G, (x) tire aléatoirement un votant h dans
H selonr, puis renvoie h(x). L'erreur du classi eur de Gibbs est donc d & nie par :

Re(Gr) = E Re(h).
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D'apr es cette e nition, il existe une relation triviale entre B, () et G;( ). En effet, si
B; () se trompe pour un exemple X, alors au moins la moiti & des classi eurs selon r
commettent une erreur sur x. De ce fait, les erreursRp(B;) et Rp(G;) sont liées par la
relation suivante.

Proposition 3.1 Pour tout domaine P sur X Y et pour toute distributiorr surH, ona:

RP(Br) 2RP(Gr)-

D'apr es cette relation, une borne en genéralisation sur l'erreur du classi eur de Gibbs
implique une majoration de l'erreur du vote de majorit & a un facteur 2 pres. Nous
verrons dans le chapitre E] gue ce facteur correspond, en fait, au nombre de classes
considérées. Dans certaines situations, ce type de borne s'aere précise : par exemple,
lorsque le classi eur de Gibbs admet une erreur faible, autrement dit que les erreurs in-
dividuelles sont, en moyenne, faibles. Cependant, ce facteur peut amener a une borne
supérieure a 1 : lorsque les erreurs sont en moyenne sugérieures a 0.5. Dans le cas
de classi eurs ayant une grande marge de séparation, ce facteur peut néanmoins étre
réduit a (1+ €) (pour un petit e positif) [Langford et Shawe-Taylor, 2002, mais cette
relation souffre des méme problemes que la précédente : la situation Rp(B;)  Rp(G;)
reste fréquente.

Toutefois, une relation — bien plus pr écise — existe entreRp(G;) et Rp(B;) : la C-borne
[Lacasseet al, 2007). Elle lie I'erreur du vote de majorit & a la moyenne et la variance
de I'erreur du classi eur de Gibbs qui correspondent respectivement a l'espérance des
erreurs et le désaccord/la diversit &€ des votants selonr. En ce sens, la borne est plus in-
formative mais plus complexe a manipuler que la relation triviale de la proposition

Théoreme 3.1 (La C-borne de [Lacasseet al, 2007) Pour toute distributionr sur un ensemble de
votantsH, et pour tout domaine P sur X Y, siRp(G;) % alorsona:

RP(BF) C';’
avec:
: 1 2Rp(G)
Ch=1 ,
1 ZRD(Gr,Gr)

ou Rp(Gy, G;) correspond aux@&saccords des votants sefoque I'on c nit par :

Ro(Gr.Gr)=  E Ro(hh)
= E EIl h h .
i r2 x D (x) & hYx)
Démonstration.Voir en annexe [B.3, O

Nous reprendrons ce résultat en section puis nous présenterons l'algorithme
MinCq [Laviolette et al, 2011a] qui en découle et qui permet d'apprendre un vote de
majorit & r -pond éré performant sur un ensemble de votants a valeurs réelles.
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Sachant que le vote de majorité et le classi eur de Gibbs sont étroitement li és, borner
I'espérance des erreursky,  Rp(h) = Rp(G;) appara’t pertinent. Ainsi, les bornes PAC-

Bayésiennes s'expriment en fonction de deux quantit &s principales : I'erreur empirique

du classi eur de Gibbs Rg(G;) estimée sur I'échantillon d'apprentissage S (P)™ et
la KL-divergence entre la distribution posterior apprise r et la distribution prior p qui
est dé nie par :

r(h)
"phy

Nous pouvons maintenant introduire la formulation g énérique du th éoreme PAC-
Bayes dans sa version la plus simple, c'esta-dire celle s'appliquant a l'erreur standard
mesurée par la fonction de perte 0 1. Notons qu'en suivant le m &me principe de
preuve, ce résultat peut-&tre étendu a des mesures de risque plus complexes.

KL(rkp) = hEr I (3.2

Le th éor eme PAC-Bayes

Un th éoreme qui englobe les autres

Dans la litt érature, le théoreme PAC-Bayes se @cline sous différentes versions en fonc-
tion de la mesure considérée pour comparer l'erreur r éelle et son estimation empi-
rique. Les principales sont dues a [McAllester, 1999 |[McAllester, 2003 [Seeger,2002,
Langford, 2005 |Catoni, 2007]. Cependant, [Germain et al, 200%] ont proposé la for-
mulation g énérale suivante permettant de retrouver simplement ces versions d éja
connues, mais aussi de ceriver de nouvelles bornes.

Théoreme 3.2 (Théoreme PAC-Bayes [Germainet al, 200%]) Soit P un domaine sur X Y, soitH

un ensemble de votants, soit S gohantillon dont leglements sont ties i.i.d. selon P. Alors
pour toute distribution priorp sur H, pour toute fonction convexe : [0,1] [0,1] 7! R et
pour toutd 2 (0, 1], avec une probabiétd'au moinsl  d sur le choix de &chantillon adatoire
S (P)™, pour toute distribution posterior surH, on a:

1 1
D Rs(Gr),Re(Gr)  — KL(rkp)+In — . Fp)m hEp eMD(Rs(h).Re(h))

Démonstration.Voir en annexe Bl O

Ce théoreme est valide pour toutes les distributions posterior r et, en particulier,
pour celle assocée au meilleur vote de majorit € r-pondéré. Il exprime les garanties
en généralisation en majorant I' écart entre la valeur réelle Rp(G;) et son estimateur
Rs(Gy). Cet écart se mesure via une fonction de comparaison D( , ). En outre, cette
borne dépend de la KL-divergence entre le posterior et le prior, du nombre d'exemples

d'apprentissage m ainsi que de l'espérance pour tous les votants selon p et pour tous

les échantillons aléatoires de taille m: I(E) E eMP(Rs(W.Re(N) - Ajinsi, pour d ériver une
s (Pmh p

borne en généralisation, il suft de d €& nir une fonction convexe D :[0,1] [0,1] 7! R,
puis de calculer ou de majorer (avec par exemple une inégalité de concentration) :
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F) E e™P(Rs(W.Re(M) Crest en suivant ce principe simple que I'on retrouve les
s (P h p

bonnes classiquesénoncées dans la section3.2.3 en considérant des fonctions D( , )
diff érentes.

En n, soulignons que le th éoreme a été étendu a des fonctions de pertes plus
générales [Germain et al, 200%] (autre qu'une fonction de perte lin éaire enr). Nous
en verrons une illustration en section ou la perte considérée est liée a la notion de
marge du vote de majorit €.

Quelques mots sur la philosophie de lath éorie PAC-Bayésienne

A Tlinstar des bornes en généralisation préseniges en section, I'approche PAC-
Bayésienne exprime des garanties \ériables avec une grande probabilit & et qui
dépendent de la fonction de perte considérée. A la diff érence des analyses VC et de
Rademacher (sections[1.3.1] et [1.3.2), la complexité est ici dé nie pour chaque votant
en fonction de leur probabilit & a priori p (h) plut 6t qu'une complexit &€ globale sur I'en-
semble des votants. En ce sens, la borne considre les votants tirés akatoirement se-
lon la distribution posterior r (on parle parfois de borne “en moyenne”) et d épend
donc de la divergence entre les “complexit és” individuelles r(h) et p(h) capturées
par KL (rkp). Au contraire des approches classiques, mais a l'image de l'inf érence
bayésienne, cette divergence permet d'incorporer explicitement une connaissance a
priori sur chacun des votants : plus le posterior est proche du prior, plus la borne
sera précise. D nir une “bonne” distribution prior est donc un probl eme perti-
nent et important en th éorie PAC-Bayésienne. Dans la littérature, diff érentes ap-
proches existent pour apprendre le prior a partir d'un sous- échantillon des données
a n d'obtenir des bornes plus pr éciseﬂ [Ambroladze et al, 2006 |Germain et al, 2009,
Parrado-Hernandez et al, 2017. Par ailleurs, bien que le domaine P soit inconnu, il
est possible, dans certaine situation, d'estimer la valeur de KL (rkp) [Catoni, 2003
Langford, 2005 |Lever et al, 201Q |Lever et al, 2013. Nous en verrons une illustration
en section[3.3 De plus, lorsque le prior reste complexe a calculer, une astuceélégante
[Laviolette et al, 2011a], présent&e en section, permet de s'affranchir de la mesure
de complexité, simpli ant alors la d érivation d'algorithmes. En n, nous verrons dans
le chapitre [4 que cette astuce peutétre combinée a un a priori informatif a des ns al-
gorithmiques. Ces approches permettent d'obtenir des bornes parfois tr es précises en
limitant ou supprimant I'importance du terme de complexit é.

Signalons que les résultats classiques sont valides, d'une part, lorsque les
données sont indépendemment et identiquement distribu ées selon P et, d'autre
part, lorsque les votants sont indépendants des données d'apprentissage. Si
les données ne sont pas i.i.d. selon P, nous pouvons nous référer aux tra-
vaux de [Ralaivola et al, 201Q |Lever et al, 201Q [Lever et al, 2013. Si les votants
dépendent des données, une solution est de faire appel aux résultats proposés
par [Graepel et al, 2005 |Laviolette et Marchand, 2007, |Germain et al, 2011 qui

4. Puisque minimiser KL (rkp) revient a rapprocher le posterior du prior au sens de la KL-divergence.
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généralisent la théorie PAC-Bayésienne aux sctemas de compression (voir le cha-
pitre [4 pour un exemple de borne PAC-Bayeésienne dans une telle situation). Fina-
lement, la théorie PAC-Bayésienne démontre aussi son intérét dans de nombreux
problemes d'apprentissage automatique, tels que la classi cation a sortie structurée
[Giguere et al, 2013, le clustering [Seldin et Tishby, 201Q Higgs et Shawe-Taylor, 201(
ou l'apprentissage par renforcement [Seldin et al, 2014.

Les bornes PAC-Bayésiennes classiques

Nous détaillons maintenant comment retrouver les trois versions classiques du
théoreme PAC-Bayesa partir du th éoreme général Concretement, il suft d'ap-
pliquer ce th éoreme a des fonctions de comparaisonD( , ) diff érentes.

Tout d'abord, si I'on consid ere la KL-divergence entre des distributions de Bernoulli
avec une probabilité de sucesaet d'échecb, on obtient une borne un peu plus pr écise
et similaire a celle proposée par [Seeger,2002, |Langford, 2005. Ainsi, en appliquant le
théoreme avecD(ab) = ki(akb) = aln 2+(1 a)In}2& ona:

Corollaire 3.1 ([Seeger,2002, [Langford, 200§) Soit P un domaine sur X Y, soitH un ensemble

de votants, soit S ugchantillon de nelements ties i.i.d. selon P. Alors pour toute distribution
prior p sur H et pour toutd 2 (0, 1], avec une probabiétd'au moinsl d sur le choix de
I'echantillon agatoire S (P)™, pour toute distribution posterior surH, on a :

K Rs(Gr),Re(Gr) % KL(rkp) + In X(;n) ,

m k
oux(m) = 3§

k=0

m+ 1.

3=

m
k
La version de [Seeger,2002, |Langford, 2005 est obtenue en remplacant x(m) par sa
majoration m+ 1.

Démonstration du corollaiﬂ On appligue le th éoreme avec D (a,b) = kil (ab),
puis on majore E E eMPRs(MRe() .
S (Pmh p

h h
E E e®RsRe) = g g Rs(h) M) 1 Rg(h) M Rs()
S (P™h p hps (pm Rp(h) 1 Rp(h)

3 k Km * 1 kWm ™K

= E Pr Rg(hy= —

o Estor T Ram T Re()
= a = 1 - =x(m)

o K m m

m+ 1.

La derniere ligne est obtenue car :
m
x(m) E ail= E (m+ 1) = m+ 1.
p

i=0

5. Une preuve similaire a été proposée par [Banerjee,200€.
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O

Cette version du thé&oreme PAC-Bayes offre une borne précise, en particulier pour
des erreurs empiriques faibles, mais néanmoins difcile a interpréter a cause du
terme : kI Rs(G;),Rp(G;) . En effet, contrairement aux bornes en généralisation
présentges dans la section, Rp(G;) n'est pas explicitement bornée par I'erreur
empirigue Rs(G;). Son optimisation a des ns algorithmiques n'appara t donc pas
aisée en ggnéral. En ce sens, la version “historique” de [McAllester, 1999, obtenue en
considérant la relation lin éaire : D(a,b) = 2(a b)?, s'interpr ete plus facilement car
elle borne explicitement I' écart entre les erreurs réelle et empirique, mais s'avere moins
précise.

Corollaire 3.2 Soit P un domaine sur X Y, soitH un ensemble de votants, soit S &ohantillon
de mékements tiés i.i.d. selon P.. Alors pour toute distribution priprsur H et pour toutd 2
(0, 1], avec une probabiétd'au moinsl d sur le choix de &chantillon akatoire S (P)™,
pour toute distribution posterior surH, on a:
x(m)
q

1
Rs(Gr) Rp(Gy) 5 KL(rkp)+ In

k

m+ 1.

ou x(m) = r:

T Qogz
3=

0

Démonstration.La borne est dérivée du corollaire grace a l'in égalité de Pinkser :
2(a b)? ki(akb). O

Notons qu'il existe également une preuve “alternative”, en trois étapes, de cette borne
qui se base sur l'inégalité de Hoeffding ﬁ[McAIIeSter, 2003 et que nous utiliserons dans

le chapitre [§

Que ce soit le corollaire ou le corollaire [3.2, le compromis entre la KL-divergence

et le risque empirique ne peut &tre contrdlé explicitement. L'approche propos ée par
[Catoni, 2007 est hyperparamétrée et permet ce contible. Soit la fonction convexe
F(b) = In Wlxp(cn cette borne se cerive en posant D(a,b) = F(b) Ca avec
C > 0 un parametre de régularisation.

Corollaire 3.3 ([Catoni, 2007) Soit P un domaine sur X Y, soitH un ensemble de votants, soit S
un échantillon de neements tiés i.i.d. selon P. Alors pour toute distribution prigr sur H,
pour tout reel C> 0 et pour toutd 2 (0, 1], avec une probabiétd'au moinsl  d sur le choix
de l'echantillon akatoire S (P)™, pour toute distribution posterior surH, ona:

Rp(Gr) 1 exp CRs(Gy) + % KL(rkp) + In% . (3.3

1
1 eC
Démonstration.Voir en annexe B2l O

SiC = pl—m cette borne devient consistante : lorsque m tend vers + ¥ , la borne tend
versl Rg(G)+ 0.

6. L'in égalité de Hoeffding est énoncée dans le théoreme en annexe@.
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Similairement a la borne de McAllester du corollaire , la borne sur l'erreur r éelle
Rp(G;) est explicitement liée a la somme de son estimateur Rg(G;) et de KL(rkp).
D'un point de vue pratique, I'hyperparam etre C a I'avantage de pondérer I'importance
de l'estimateur Rs(G;) face a la complexité KL(rkp). En effet, étant donné C > 0,
optimiser la borne ([3.3) revient a trouver la distribution r qui minimise : CmRg(G;) +
KL(rkp). Notons que les bornes Langford-Seeger du corollaire et de Catoni du
corollaire [3.3 co'ncident en une valeur de C qui correspond a :

Proposition 3.2 ([Lacasse,201() Pourtout0 Rs(G;) Rp(Gi)< 1,0na:

3.3

max In 1 Rs(G)[1 exp( C)] CRp(G) = kI(Rs(Gr) Re(Gr)).

En n, comme nous allons le voir dans la section si r est une gaussienne isotrope
sur l'espace des classi eurs linéaires, cette minimisation (sans information a priori)
est étroitement li ée a celle du probleme assocé aux SVM. L'algorithme PBGD qui en

découle aété proposé par [Germain et al, 20090] et exploite ces résultats.

PBGD : Un algorithme de minimisation du th éor eme PAC-
Bayes spécialis € aux classifieurs lin  éaires

Supposons maintenant que H est un ensemble de classieurs linéaires
h(x) = sign(hv,xi) avecv 2 RY un vecteur de poids. En restreignant les distri-
butions prior et posterior bas ées sur des gaussiennes/[Langford et Shawe-Taylor2002,
Ambroladze et al, 2006 |Parrado-Hernandez et al, 2012 ont spécialisé la théorie PAC-
Bayésienne pour borner l'erreur r éelle de tout classieur lin éaire identi & par un
vecteur de poids w. Plus précistment, on considere un prior pg et un posterior r,
dé nis comme une gaussienne sphériqgue de matrice de covariance égale a l'iden-
tité centrée respectivement sur les vecteurs 0 et w. Plus formellement, pour tout
h = sign(hv,xi) issudeH, ona:

d 1
po(h)= rls exp Ekvk2 :

d 1
- 1 2
rw(h)= 3= exp ékv wk
L'erreur r éelle du classi eur de Gibbs G, ( ) sur un domaine P est alors donnée par :

Rp(Gr,)= E E I(h6y)

(xy) Ph ry
= E gt G,(x),y ,
(xy) P
ou- 1 1 yhw,xi
N Yy , X1
== 1 Erf p=
Erf GI'W(X)ly 2 r > ka ’

R
et Erf(a) = p% anxp t? dt est la fonction d'erreur de Gauss. Dans cette situation,
la KL-divergence entre r, et po devient simplement :

KL(rwkpo) = %kwkz,
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et le corollaire [3.1] se spécialise a :

Corollaire 3.4 ([Langford, 2005) Soit P un domaine sur X Y, soitH un ensemble de classi eurs
linéaires, soit S ugchantillon de nelements tiés i.i.d. selon P. Alors pour toute distribution
prior p sur H et pour toutd 2 (0, 1], avec une probabiétd'au moinsl d sur le choix de
I'echantillon akatoire S (P)™, pour tout vecteur posteriow 2 RY, on a:

K Rs(Gr,)kRp(Gr. ) % %kwk2+|n%l | (3.4)

Notons, que [Jin et Wang, 2017 ont étendu ce résultat en prenant en compte la dimen-
sion d de I'espace de description X 2 RY. La borne obtenue est :

2
K Re(Gr,)KRp(Gr,) % gln 1+ k"‘ék +|n””;1

(3.5)

Cette borne est monotone croissante en fonction de d. De plus, la borne (3.5) est
plus précise que [B.4) lorsque d est ni. Notons que les deux bornes tendent a étre
équivalentes lorsque d tend vers + ¥ .

A la mani ere du corollaire la borne de Catoni du corollaire se réecrit :

Corollaire 3.5 Soit P un domaine sur X Y, soitH un ensemble de classi eurs &nires, soit S un
echantillon de nelements tiés i.i.d. selon P. Alors pour toute distribution priprsur H, pour
tout réel C> 0 et pour toutd 2 (0, 1], avec une probabiétd'au moinsl  d sur le choix de
I'echantillon adatoire S (P)™, pour tout vecteur posteriov 2 RY, on a:

1 Tkwk? + In §

CRs(Gr,) +

Re(Gr) 16 m

(3.6)
En se basant sur cette sggcialisation, [Germain et al, 2009] ont propos é d'optimiser les
bornes et pour apprendre une distribution r, performante. Nous pr ésentons
uniquement[] I'approche visant a minimiser la borne ([3.6) (a la “Catoni”) permettant
de contréler le compromis erreur empiriqgue/complexit €.

Etant donnés un échantillon d'apprentissage S = f(xi,yi)gi, dont les éléements sont
i.i.d selon P et un hyperparametre C > 0, la recherche du classi eur lin éaire idéal
s'exprime par le probl eme d'optimisation suivant :

m

mvivn CmRs(Gr,, )+ KL(rwkpo) 0 mv\iln Ca &f G, (X).yi + %kwkz. (3.7)
i=1

Concretement, résoudre ce probleme estéquivalent a rechercher le meilleur compromis
entre le risque empirique, mesur é via la fonction de perte "g( , ), et la complexité du
classi eur lin éaire appris, exprim ée par le régularisateur kwk?. L'algorithme, nomm &
PBGD3, réalise une descente de gradient pour trouver le vecteur de poids optimal.

Notons que l'astuce du noyau pr ésente en section1.4.2 peut aisément étre appliqu ée
a PBGD3. Finalement, a la fonction de perte pres, le probleme est tres proche du
probleme d'optimisation des SVM (voir I' équation pour rappel).

7. PBGDL et PBGD2 ont été développés pour minimiser la borne du corollaire , c'est-a-dire sans
parametre de compromis. Pour plus de d étails le lecteur peut se référer a l'article [Germain et al, 2009)].
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Figure 3 .1 — Comportement des fonctiong,s( ) et g+ ().

CvX

En pratique, la fonction objectif de PBGD 3 n'est pas convexe. L'impl émentation de la
descente de gradient requiert donc de nombreux red émarrages. Cependant, dans ce
manuscrit, nous remplacerons la fonction de perte "g+(, ) par sa relaxation convexe
(illustr ée sur la gure :
g } Lth,Xii Si yhw x;i
Erfew Gru ()Y =, 2 720 kxik ok
" ef Gr,(X),y sinon.

0,

En effet, il est empiriquement constaté que cette relaxation implique des performances
similaires tout en étant plus rapide.

Malgr & ses bons Esultats empiriques, PBGD3 montre deux inconv énients. D'une part,
il est spéci que aux classi eurs lin éaires : la KL-divergence peut étre dif cile a calculer
si les distributions r et p ne sont pas des Gaussiennes. D'autre part, il se focalise sur la
minimisation de I'erreur du classi eur stochastique de Gibbs alors qu'en g énéral nous
nous intéressons au vote de majoritt. Cependant, ces sgci cit &€s vont nous permettre
de proposer, dans le chapitre[j le premier algorithme PAC-Bay ésien pour le probleme
de l'adaptation de domaine lorsque les donn ées de test sont tigesi.i.d selon un do-
maine diff érent des données d'apprentissage.

Nous allons maintenant étudier un algorithme qui, quant a lui, optimise directement
I'erreur du vote de majorit € via la C-borne du th @oreme(3.1 sur un ensemble de votants
guelconques (a valeurs réelles).

Min Cq : Un algorithme de minimisation de | ‘erreur du vote
de majorit é

La théorie PAC-Bayésienne et, par la meme occasion, PBGL3 se concentrent sur l'er-
reur du classi eur de Gibbs. Or, en pratique, notre objectif est plut 6t d'apprendre un

vote de majorité performant. C'est pourquoi, [Laviolette et al, 2011a] se sont focaliss
directement sur la minimisation de l'erreur du vote de majorit & r-pondéré. Sachant
que la C-borne de [Lacasseet al, 2007, présente dans le theoreme(3.1, est un bon es-
timateur de cette erreur, I'optimiser appara t &tre une bonne stratégie. Pour ce faire,
les auteurs I'ont, tout d'abord, g énéralisée a un ensemble de votants a valeurs réelles,



341

68 Chapitre 3. Théorie PAC-Bayésienne et vote de majorité

puis ont d émontré que sa minimisation empirique revient a résoudre un programme
gquadratique simple, justi €e par une borne PAC-Bayésienne sans terme de complexié
KL(rkp).

La C-borne : une majoration de I'erreur du vote de majorit & sur un ensemble
de votants r éels

Nous supposons maintenant que H = fhy,...,hyng est un ensemble de 2 votants a
valeurs réelles :8j 2 f1,...,2gq, hj : X 7! R. Puisque nous sommes en classi ca-
tion binaire avec Y = f 1,+ 1g, la dé nition du vote de majorit & B, ( ) reste identique
et celle du classi eur de Gibbs est | égerement modi ée : on ne renvoie plus directe-
ment h(x), mais sign (h(x)). La généralisation de la C-borne a des votants réels repose
simplement sur le lien qu'il existe entre l'erreur Rp(B;) et la conance de B;() en
son étiquetage, modélisée par la notion suivante de r-marge. Cette relation permet
de dénir la C-borne en fonction des premier et second moments statistiques de la
r-marge [Laviolette et al, 2011a].

Dénition 3.2 (r-marge) Lar-marge de B( ) mesuge sur un exemplex,y) est :

M "(x,y) = yE h(x).

Soit P un domaine sur X Y. Le premier momeri¥l , de lar-marge sur P est :

ML= E M"(x,
PT b b (x,y)
= E E h(x),

h r(xy) Py()

alors que le second momér‘ltrp2 de lar-marge sur P est@ni ainsi :
Mb= E_(M'(xy)’
(xy) P
- (h,h!bE r2 (x,yE P heONY).
Les premier et second moments empiriquer§ etM fsz estimeés sur unéchantillon S (P)™
sont :

1

m & (M 700, )”

1

Mr(xi,yi), et Mr;:
1

Mg=

3l
" Qox
i Qog

D'apr es cette & nition, By () classe correctement un exemple(X,y) lorsque sar-marge
est strictement positive :

Re(B)= Pr (M'(xy) 0. (CXS)
(xy) P
Cette égalité permet de dériver simplement la version suivante de la C-borne en ap-

pliguant I'in égalité de Cantelli—Chebitchevﬂ sur la variable al éatoire M "(x,y). Notons
que dans le chapitre@ nous généraliserons ce ésultat au cadre multiclasse.

8. L'in égalité de Cantelli-Chebitchev est énoncée dans le théoreme en annexe@.
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Théoreme 3.3 (C-borne de [Laviolette et al, 2011a]) Pour toute distributionr sur un ensemble de
votants a valeurs eellesH et pour tout domaine P sur X Y, si le premier moment est
strictement positifM , > 0, alorson a:

Re(Br) Cp,

avec :

c! Var(x,y) pM "(x,y)

Ecy) p (M7 (x,y))%

r 2
MP
r2

Mp

=1

ry2
M N :
Nous notons ¢ = 1 ( fz) son estimation sur &chantillon S (P)™.
M

S

Démonstration.Voir en annexe B3 O

Cette version généralise bien le premier résultat du th éoreme, puisque trivialement
si les votants sont binaires, c'est-a-dire si pour tout hissudeH,h: X 7!'f 1,+1g, on
a:

ML=1 2Rp(G), et M5 =1 2Rp(GG).

La C-borne est en fait connue pour étre un estimateur pr écis de l'erreur du vote ma-
jorit & |[Lacasseet al, 2007, sa minimisation est donc une solution naturelle pour ap-
prendre une distribution r menant a un vote de majorité r-pondéré B;( ) d'erreur
réelle faible. Pour justi er cette strat égie, |[Laviolette et al, 2011a] ont d érivé une borne
en généralisation PAC-Bayésienne surCFr, sans terme de complexité KL(rkp), portant
sur la notion de marge (et non plus celle d'erreur).

3.4.2 De la C-borne a Il'algorithme MinCq

Pour s'affranchir du terme KL (rkp), on se focalise sur des distributions r quasi-
uniformes dénies sur un ensemble auto-compl émenté de 2n votants H =
fhy,...,honQ. Plus formellement, pour tout j2f 1,...,ng, on suppose :

hj+1=h (auto-complémentation), (3.9
r(h)) + r(hj+n) = % (quasi-uniformit &). 3.10)

Ces hypotheses permettent de caracériser les situations pour lesquelles on suppose
le méme a priori sur chaque couple de votants (h;, hj+) (le prior p est non informatif
puisqu'il affecte la m éme importance a chaque couple) et nimpliquent donc pas une
trop forte restriction. De plus, les distributions quasi-uniformes sur un ensemble auto-
complémenté révelent deux avantages.
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D'une part, nous verrons que ces hypoth eses nous permettrons de s'affranchir
de la KL-divergence (ce terme, parfois dif cile a optimiser, peut amener a une
mauvaise régularisation).

D'autre part, cette contrainte peut &tre vue comme une régularisation donnant
le méme a priori a chaque couple de votants et fournit une solution concr ete et
naturelle au sur-apprentissage.

D'apres le th’eoreme, la borne en généralisation est obtenue en prenant la minora-
tion (respectivement la majoration) de M L et la majoration (respectivement la minora-
. 2 ’ .

tion) de M rp du th éoreme suivant.

Théoreme 3.4 ([Laviolette et al, 2011a]) Soit P un domaine sur X Y, soitH un ensemble auto-
compeément de votants&els tel que8h 2 H, jhj(x) B.Soitm 8, soit S unéchantillon
de mélements i.i.d. selon P. Alors pour toute distribution priprsur H et pour toutd 2 (0, 1],
avec une probabiBt d'au moinsl d sur le choix de &chantillon aéatoire S (P)™, pour
toute distribution posterior surH, on a:

g 4 —p—
oy 28 In 2™ CME M 282 InZ"
———, e —p—.

P S om P S om

Principe de la @monstration(a preuve compte est disponible darjs [Laviolette et20115]). On  suit
le méme princique que la preuve du corollaire en posant : D(a,b) = z—éz(a b)2.
Les principales diff érences sont :

On considerea= M getb= M  au lieu de Rs(G) et Rp(G).

H est un ensemble auto-complémenté de votants réels telque8h 2 H, jh(x)] B.
Une distribution sur H est quasi-uniforme si pour tout hissudeH,ona:

r(h+r( h)y=p(h)+p( h)
1

= (3.12)

De plus, en posant :

MB= E vyh(x), et Mg:l a vyh(x),
(xy) P M xy)2s
cela implique :
Mph= M 3
Ainsi :
MShMPhZ:Mg M'F‘,z
= MM B .

Finalement, pour passer de la distribution p a r, on regroupe les termes par
couples (h, h), puis il suft de remplacer p(h)+ p( h) parr(h)+ r( h) en
utilisant I' équation [3.11} Cette équation implique alors KL (rkp) = 0.
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On applique le lemme de Maurer, énoncé dans le lemme[A.1 en annexe[A, pour

majorer la partie droite de la borne par 2~ m, pour m 8. .

Les hypotheses de quasi-uniformité et d'auto-complémentation n'impliquent pas
de perte d'expressivité. Ceci fournit a cette approche des propriétés ext@mement
élégantes. Cet aspect est formali€ par la proposition suivante.

Proposition 3.3 ([Laviolette et al, 2011a]) Pour toutm2 (0, 1] et pour toute distributionr sur H
asso@ea uner -marge empiriqué/ ; m il existe une distribution quasi-uniforme®sur H
der ®marge empiriquégaleam telle quer etrCinduisent le néme vote de majoéitponére et

la meme valeur empirique de la C-borne, castire :
I'O

0
Mg=m Bo=B, Ci=C, et G =Cp

En se basant sur les th’eoremes et sur la proposition ainsi que pour éviter
les instabilit és numériques dues a la forme ind éterminée “g", [Laviolette et al, 20113
proposent de minimiser la C-borne empirique sous la contrainte M ; = m ou autre-
ment dit en xant la valeur de la marge a atteindre.

Soit un échantillon d'apprentissage S constitué de m éléments tirési.i.d. selon P, soit H
un ensemble auto-complémenté, soitm> 0. Gracea la quasi-uniformit &, trouver la dis-
tribution posterior r sur H minimisant la C-borne est équivalent a trouver le vecteur
de poids r = (rq,...,rn)” (ou r; = r(h)) qui minimise le programme quadratique
simple suivant en ne mettant uniguement en jeu que les n premiers votants de H.

r

8
gmin r’Msr  AgT,

1 77
ms’r = 2+ >——a a yihi(x), (3.12)

E ' 2 j=1li=1
. 1
. 8j2f1,....,ng, 0 ry o

ou Mg est la matrice n  n dont les élements d'indices (j, % sont dé nis par :
1z
—a hixi)hpe(xi),

et :
S
1 m 1 m
Mg = agl)/ihl(xi),- 5.91 yihn(xi) .
S
R - 134 hi(x.
As= ﬁlalja1 1(xi)hj (i), . ﬁqual n(X) hj(x;)

Résoudre ce probleme revient a minimiser le d énominateur M rsz, c'est-a-dire le second
moment de la r-marge (fonction objectif) — sous les contraintes M rs = m(premiere
contrainte), c'est-a-dire le premier moment est x &, etr est quasi-uniforme (seconde
contrainte). Finalement le vote de majq'rit ér-pondéré appriz est:

n
B (x)=sign & 2r; 1 h;(x)
=1 :
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Version 2D Rg(Gr),Rp(Gy) E E e™PRs(Re(M) | gpacicit és

S (P™h p
McAllester H Rs(Gr) Rp(Gr)) 2 m+ 1 relation lin éaire
Seeger kI Rs(Gr),Rp(Gr) m+ 1 plus précise que

celle de McAllester

1

Catoni In 7 Rp(Gr)[1 exp( C)]

CRs(Gy) =1 paramétrée,C > 0

Table 3.1 — Résung des sgci cités des trois versions classiques deabme PAC-Bayes.

Cet algorithme a montr & de bons résultats sur des votes de stumps et de noyaux gaus-
siens avec un prior non informatif. Cependant, la borne PAC-Bay ésienne du théoreme
n'est pas valide dans ce cas, car les votants sont & nis a partir des exemples d'ap-
prentissage (on parle alors de schéma de compression [Floyd et Warmuth, 1995).

En ayant pour objectif de combiner diff érents classi eurs (ou r égresseurs), nous allons
proposer une amélioration de MinCq de deux mani eres dans le chapitref4 Tout d'abord

nous généraliserons la contrainte de quasi-uniformit & a une contrainte nous permettant
de modéliser la connaissancea priori sur la pertinence des votants. Puis nous étendrons
le théoreme aux schémas de compression PAC-Basiens [Graepelet al, 2004
(lorsque les votants dépendent des données d'apprentissage). Pour ce faire, nous sui-
vrons l'intuition donn ée dans [Laviolette et al, 2011a] en faisant appel aux techniques
de [Laviolette et Marchand, 2007.

Synth ese

Nous avons introduit les bases de la théorie PAC-Bayésienne qui offre des garanties en
généralisation pour des votes de majorit &€ sur un ensemble d'hypoth esesH. Contrai-

rement aux approches classiques piesenges en sectio cette théorie a l'avantage
de directement considérer un moyennage sur H selon une distribution r plut 6t que
de se focaliser sur chacune des hypotteses. Comme illustré dans la table[3.] I'aspect
générigue du th éoreme PAC-Bayes permet de consicerer diff érentes mesures de com-
paraison entre valeur r éelle et estimation du risque, en fonction du probl eme qui nous
intéresse. Finalement, nous pensons que cette thorie PAC-Bayésienne offre un cadre
théorique naturel et élégant pour le probl eme de I'apprentissage de vote de majorité
sur des classi eurs qui est au coeur de ce mémoire. Tout d'abord, dans le chapitre @]
suivant, nous étendons MinCq, d'une part, pour qu'il consid ere un a priori informa-

tif, d'autre part, a des votants dépendants des données. Nous en montrons aussi son
intérét pour combiner diff érents types de fonctions. Ensuite, dans le chapitre[5 nous
nous concentrerons sur la classi cation multiclasse. Nous d &montrerons la premiere
borne PAC-Bayésienne sur la matrice de confusion, puis nous généraliserons la C-
borne au multiclasse. En n, dans le chapitre [7, nous proposerons la premiere analyse
PAC-Bayésienne pour le probleme de |'adaptation de domaine que nous avons pr ésengé
dans le chapitre précédent.
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pr es avoir introduit dans la premi ere partie du m émoire les notions qui nous
seront utiles tout au long de cette th ese, nous pesentons dans ce quatreme
chapitre, notre premiere contribution : une g énéralisation de l'algorithme
MinCq [Laviolette et al, 2011a] pour contrer les limitations énoncées en section.
Nous rappelons que cet algorithme élégant trouve sa source dans la théorie PAC-
Bayésienne du chapitre précédent et est, en ce sens, un algorithme d'apprentissage
de vote de majorité pondéré. L'objectif est alors de construire un vote nal plus per-
formant et plus robuste que les votants individuels. Alors que le choix des poids perti-
nents sur I'ensemble des votants H est parfois une tache complexe, MinCq les optimise
en minimisant la C-borne du th 'eoreme— sur l'erreur du vote de majorit & — met-
tant en jeu les deux premiers moments statistiques de la marge du vote. La sortie de
l'algorithme MInCq est une distribution posterior r sur H pondérant les votants sur

75
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un ensemble auto-compl'ement'eﬂ.

Notre généralisation de MinCq est pr ésenge en section[4.1 Tout d'abord, alors que
MinCq utilise un prior non informatif en affectant la m &me importance a toutes
les paires votants/oppos és (hypothese de quasi-uniformité&), nous reformulons le
probleme pour contraindre la distribution posterior a étre p -alignée, au p est un
vecteur adapté a MinCq et qui mod élise un a priori sur l'importance de chaque
paire. p permet ainsi d'incorporer la connaissance dont on peut disposer en amont

sur la performance de chaque votant. Nous montrons que toute distribution sur H
peut étre exprimée comme une distribution p -alignée et que ce nouveau probeme,
appelé P-MinCq, se formule lui aussi comme un programme quadratique. Ensuite,

nous étendons la borne en généralisation PAC-Bayésienne de MinCg énoncée dans le
théoreme du chapitre pr écédent aux schemas de compression, c'esta-dire lorsque
les votants sont dé nis a partir des donn ées d'apprentissage. Puis, dans la sectior@
Nnous nous attaquons aux inconvénients de la classi cation par k-PPV en proposant
une instanciation de P-MinCq visant a combiner plusieurs classi eurs k-PPV. Enn, en
section nous spécialisons l'approche a la tache de fusion de classi eursE] dans un
contexte de recherche d'information multim édia, lorsque les votants a combiner sont
appris a partir de diff érentes descriptions des données.

Les travaux présentes dans ce chapitre ont donré lieu a une publication a la conférence
CAp 2013[Bellet et al, 2013] et ont été soumis dans un journal.

Extension de Min Cq a P-Min Cq

L'extension de MinCqg que nous proposons se pr ésente selon deux axes. Premgrement,
dans la sectionm nous étendons la contrainte de quasi-uniformit & (non informa-

tive, voir équation (3.10)) a une contrainte plus générale sur les distributions prior p

et posterior r sur H : étant donnée une contrainte p dé nie en amont de la phase

d'apprentissage, nous nous concentrons sur des distributions p -alignées. En prenant
en compte dans l'algorithme la connaissance a priori portée par p , nous obtenons le
probleme quadratique P-MinCq. Deuxi emement, dans la section|4.1.3, nous justi ons

de l'utilisation MinCq (et P-MinCq) lorsque les votants d épendent des données d'ap-
prentissage.

D'une contrainte de quasi-uniformit & a une contrainte de p -alignement

Similairement a MinCqg, nous dénissons H = fhy,...,hpng comme étant un en-
semble de votants auto-complémentés (c'esta-dire : 8) 2 f1,...,ng, hj+n = hy).
Plutét que de contraindre la distribution r sur H a &tre quasi-uniforme (c'est-a-dire :
8j 2 f1,...,ng, r(h)+ r(hj+n) = 1), nous généralisons cette approche a toutes les
distributions p -alignées. Autrement dit, étant donné un vecteur p = (p1,...,pn)  tel

1. Nous rappelons qu'un ensemble H est auto-complémenté lorsque pour tout votant hissu de H, son

opposé h est aussi un élément de H.
2. En apprentissage automatique, on parle aussi d'apprentissage multimodal ou multivue.
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que é}‘zlpj = 1, 0n veut:

8j2f1,....,ng, r(hy)+ r(hyn) = p(hy)+ p(hj+n)

= pJ

C'est donc p qui va jouer le r dle d'une connaissance sur les votants. Remarquons que
la contrainte de quasi-uniformit & est un cas particulier du p -alignement pour laquelle
ona:8 2 fl,...,ng, pj = % Par la suite, nous montrons qu'une contrainte de
p -alignement ne restreint pas I'ensemble des votes de majorité possibles. Puis, nous
introduisons notre extension de MinCq, appel ée P-MinCq, optimisant la C-borne du
théoreme[3.3 dans ce contexte.

Expressivit € des distributions p -align ées

Nous rappelons que dans [Laviolette et al, 2011a], les auteurs ont montré que la
contrainte de quasi-uniformit & ne restreignait pas I'ensemble des votes de majorite
possibles (voir section [3.4.2). Nous généralisons cette preuve a toutes les distributions
p -alignées sur un ensemble de votants auto-compEmenté H et démontrons qu'une
telle contrainte ne restreint pas les résultats que peut renvoyer un algorithme de mini-
misation de la C-borne.

Proposition 4.1 Pour toute distributionr sur I'ensembleH, il existe une distributionp -aligneer ©

sur I'ensembléH auto-compdment pour laquelle le vote de majériBo est identiquea B et
pos&dant la néme C-borne (empirique eelle) que®

Démonstration.En annexe[C1l O

Puisque le p -alignement est une généralisation de la quasi-uniformit &, le principe de la
proposition du chapitre s'applique trivialement : sous la contrainte M rS = m> 0,
la C-borne peut étre optimis ée en minimisant le second moment M gz de la r-marge.
En effet, sir est une distribution p -alignée surH telle que M rS met que I'on d & nit

rOpar :

_ _om Pj
812f1...,ng,r°(h,-)—M—rsr(hj)+ 1 >

wn -

alorson a:

=]

2
o

a rAhy)h(x)
=1

E h
LE h(x)

rqh)  r9hjen) hi(x)

1

1
T Qo

() () (9

= E h(x).
M rS hr ()

Le programme gquadratique P-MinCq pr ésent€ dans la section suivante permet cette

minimisation.

1
=X et
(9]




78 Chapitre 4. Vote de majorité contraint et classi cation binaire

4.1.2 P-MinCq : un programme quadratique de minimisation de la C-borne

La démonstration des bornes en g¢généralisation du th é&oreme reste valide dans
le cas de distribution p -alignées sur un ensemble de votants indépendants des
données d'apprentissage. En effet, la preuve utilise uniguement le fait que pour tout
j2f1,....ng,ona:r(h)+r( h)= p(h)+ p( h) (voir I' équation dans le
chapitre [3). Ceci correspond en fait a I'hypoth ese dep -alignement lorsque I'on pose
pj = p(h)+ p( h). Nous pouvons donc généraliser l'algorithme MinCq a P-MinCq,
décrit dans le probleme {4.I). Soit un échantillon d'apprentissage S = f(x;,yi)gZ,
constitué de m éléments tirési.i.d. selon (P), H un ensemble auto-complémenté de
votants, une marge m > 0 et un vecteur a priori p = (p1,...,pn) . Similairement
a MinCq, grace a la contrainte de p -alignement, seuls les n premiers votants de H
interviennent dans la r ésolution du programme quadratique. Trouver la distribution
posterior r sur H minimisant la C-borne est alors équivalent a trouver le vecteur de
poids r = (rq,...,rn)" (ou rj = r(h;)) qui minimise le programme quadratique simple

suivant : 8
3 min o (r p) Mgr,
3 sc ms (r p)=m (4.1)

8j2f1,....ng, 0 r; pj

ou Mg est la matrice n  n dont les élements d'indices (j,j% 2 f 1,...,ng? sont dé nis
par :

h; (i) hjo(xi)

T Qo
H53-33

1
m

et:

|
>

o1 14
ms= —a Yihu(x),....—a Yiha(x))
m. m._
=1 i=1
Preuve du prote@me(4.1).
La fonction objectif. Nous montrons comment obtenir la fonction objectif a partir de
la dé nition du second moment M de la r-marge mesurée sur I'échantillon S,

2 1
Mg == éh(x)ho(x)
S m(h'hq i=1
1y
= aa a a rjrjoh(xi)hjo(x)
j=1j%=1i=1
1ol
=,aada rirjohy (X)) hjo(Xi) + 14 nr johye n(X;) hjo(x;)
j=1j%=1i=1 i
+ 1o nh (X)hjqn(x)"' Fi+nljon J+n(X)hJ°rn(X)
1p poph
= aa a a I'Jrjohj(Xi)th(Xi) I’j+nl’j0hj(Xi)th(Xi)
j=1j%=1i=1

[
rirjo nhj(Xi)th(Xi) + Mj+nljo nhj(Xi)th(Xi)

(carhj+n = hy)
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2 18 &
Mg ==8a & & hohex)irjrie (p; rdrjo ri(pjo r)+(p; ripje ro)l
Migjo=1i=1
14 & &
=——a aa hj(Xi)th(Xi)[4rjrj0 2pjrjo 2pjorj+ pjpjo]
Mi-qjo=1i=1
4.0 D 4 8 2
=,aaa rih; (i) hjo(x;)rjo —aaa pjh; (i) hjo(xi)r jo
j=1j%1i=1 j=1j%=1i=1
1g & 3
t.aaa PP joh; (i) hjo(x;)
i=1j=1i=1
=4(r p) Msr]+cy,
n n m
ouc = —Q a a ppjeh(xi)hp(x) et la valeur multiplicative 4 sont consid érés
=1j%=1i=1

comme des constantes quelle que soit la distribution r considérée. On obtient ainsi
la fonction objectif cherchée.

La contrainte sur la marge. Nous montrons maintenant comment obtenir la premi ere
contrainte a partir du premier moment M rs estimé sur S.

m
Qog

1
r o —_ . .
M ST mns i=lylh(xl)
189
= —a a ryihx)
Mi=1i=1
19 &
= qa alr rn)yih(x)
j=1i=1
1g &
= aal@; pyyihx)
j=li=1
=ms (2r p),
b
1 m 1y
ou ms” = asllyihl(xi),---.aiglyihn(xi)
En remplagant M rs par m on retrouve la premi ere contrainte. O

La fonction objectif minimise le second moment de la r-marge alors que la premiere
contrainte force la marge a étre égale a m On peut noter que la partie gauche de cette
contrainte est une moyenne pondérée (dont les poids sont égaux a 2r; p;) desr-
marges des votants pris individuellement. Etant donnée p , la derniere contrainte per-
met de ne considérer que des distributions p -alignées. Finalement, le vote de majorité
r-pondéré appris par P-MinCq est :
" ) ”
Br(x)=sign & 2r; p; h(x) .
i=1
Concernant les capacieés en ¢enéralisation de P-MinCq, le th éoreme du cha-
pitre E] n'est pas valide lorsque les votants dépendent des données d'apprentis-
sage, autrement dit lorsque l'on consid ere le cadre des sclemas de compression.
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Cependant, les auteurs de [Laviolette et al, 2011a] ont argumenté que l'on pouvait
étendre les résultats a ce contexte particulier en utilisant des techniques issues de
[Laviolette et Marchand, 2007. Nous proposons donc dans la section suivante de
suivre cette intuition pour g énéraliser le théoreme aux schémas de compression.

4.1.3 Borne en généralisation pour les sch émas de compression

Nous dérivons maintenant une preuve de consistance pour MinCq et son extension
p -alignée P-MinCq lorsque les votants sont dé nis a partir d'exemples de I' échantillon
d'apprentissage, ce qui correspond a lI'appellation “sch éma de compression”.

Cadre général d'un sch éma de compression

Un schéma de compression [Floyd et Warmuth, 1995 est un algorithme d'apprentis-
sage A travaillant sur un ensemble de classi eurs d épendant des données. Un classi-
eur est alors repr ésent par deux éléments :

(i) une séquence d'exemples, appeke la £quence de compression;;

(i) un message représentant l'information suppl émentaire utilis ée permettant d'ob-
tenir le classi eur a partir de la séquence de compression.

On dé nit ensuite une fonction de reconstruction capable de renvoyer un classieur a
partir d'une s équence de compression et d'un message.

Plus formellement, un algorithme A est un schéma de compression s'il vérie la
dé nition suivante.

Dénition 41 Soit S2 (X Y)™ un échantillon d'apprentissage de taille m. Oa it |1, I'en-
semble de tous les vecteurs d'indices possibles :
m n 0
Im= (jr,..-»ji) 2f1,...,mg
i=1
Etant donrés une famille d'hypotiseH S de X vers Y et un vecteur d'indicés2 1y, on c& nit
la quence de compressigrc8mmeetant la sous-squence indie paii :

S = (le’yjl)’ s ’(in’yji)

Un algorithmeA : (X Y)®¥) 71 H S est un scema de compression si et seulement s'il existe
un triplet (C,R,w) tel que pour toug&chantillon d'apprentissage S, on ait :

A(S): R Sc(s),W ,

ouC: (X Y)¥) 71 S;‘q:llm est la fonction de compressidd,: (X Y)¥) Wg,  71H S
est la fonction de reconstruction et est un message choisi dans I'ensenwilg (dé ni a
priori) de tous les messages qui peuvené fournis avec laésjuence de compressiagp pour
permettre la reconstruction du classi eur.
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En d'autres termes, un schéma de compression est une fonction de reconstruction
R (', ) associant une £quence de compressionSgg) = S a un ensemble H S de fonc-
tions hg telles que A(S) = R (S,w) = hg.

Par exemple, les classieurs de type plus proches voisins sont des classi eurs re-
constructibles uniguement a partir d'une séquence de compression encodant les
PPV (voir [Floyd et Warmuth, 1995 |Graepel et al, 2005) : un k-PPV est directement
déni a partir de tous les exemples de I'échantillon d'apprentissage sans informa-
tion suppl émentaire. Alors que d'autres classi eurs, comme les decision list machines
[Marchand et Sokolova, 2004, requierent une séquence de compression ainsi qu'un
message. Nous donnons dans la suite une borne en gnéralisation valide pour tout
schéma de compression.

Bornes en généralisation dans le cas de votants d épendants des donn ées

Soit S une séquence de compression compoge de jij exemples issus de I'ensemble
d'apprentissage S. Dans le contexte d'un schéma de compression PAC-Bayésien, les er-
reurs Rp( ) et Rs( ) peuvent étre biaisées par cestléments : il est donc préférable de cal-
culer I'erreur empirique Rg( ) a partir de SnS; [Laviolette et Marchand, 2007. Cepen-
dant, pour d ériver une borne sur I'erreur dans une telle situation, [Germain et al, 201]]
ont propos é une stratégie diff érente pour prendre en compte le biais. En suivant cette
stratégie et étant donné un échantillon d'apprentissage S, nous considérons H S I'en-
semble de tous les classi eurs possibles h‘g’ = R(S;,w) tel que w 2 Ws. Nous notons
ri,(i) la probabilit & qu'une séquence de compressionS; soit choisie par r, etrg(w) la
probabilit & de choisir un messagew sachantS. Alors :

z
Nn() = 2Wr(h"s"_)dw, et rg(w)= r(hgjs).
wells,

Dans la théorie PAC-Bayésienne, les bornes sur I'erreur en généralisation dépendent
de la distribution prior p sur I'ensemble HS. Ce prior est supposé connu avant I'ob-
servation de I' échantillon d'apprentissage S, impliquant que p doit étre indépendant
de S. Or, les votants de HS dépendent de S et empéchent une telle connaissancea
priori. Ce probleme peut étre contré, selon le principe de [Laviolette et Marchand, 2007,
Germain et al, 201]] en considérant une distribution prior d & nie par le couple :

(Pim (Ps)i2im)

ou p,, est une distribution de probabilit & sur I'ensemble d'indices I, et pg est une
distribution de probabilit & sur 'ensemble des messagesis, pour toutes les sequences
S possibles. Ainsi la distribution prior p indépendante des données deS correspond
a la distribution sur HS assocke au prior (p;,,(Ps)izI,,) et est dé nie par :

8i 2 Im, 8w 2 Ws, p(hg) = pi,Ps(W).

Dans cette situation, la r-marge du vote de majorit & r-pond éré est dé nie par :
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Déniton 4.2 Dans le cas d'un s@&ma de compression,rlamarge de B( ) mesuge sur un exemple

(x.y) :
M "(x,y) = th.Er hg (x).

Soit P un domaine sur X Y. Soit unéchantillon S (P)™. Les premiers momentgelM ,rD
2 2

et empiriqueVi rset les seconds momenéeiM [, et emiriqueM g de lar-marge sont d nis

comme pe@&demment par :

17
M= (x,yl)E PMr(X’y)’ et M= Ei"fler(Xi’yi)’
r2 r 2 r2 1 (r)n r 2
Mp= E (M'(xy)", et Mg=—a (M"(x,y))".
(xy) P mi=y

Rappelons que nous considérons une famille auto-compl émentée de votants HS et

uniquement des distributions de probabilit & p -alignées sur HS. Pour tout votant hg

dans l'ensemble HS, son opposé est note hg. Ainsi, étant donné un échantillon S,

I'ensemble des messages assoéiest deni par Ws f +, g et:8s 2 Wsg, h(ss'+) =
hg" ) Le résultat principal de cette section est donné dans le théoreme suivant.

Théoreme 4.1 Soit P un domaine sur X Y, soitm 8, soit S unéchantillon de nelements i.i.d.
selon P. Alors pour toud 2 (0, 1], avec une probabiétd'au moinsl d sur le choix de
S (P)™ (de taille m), pour tout ensembléS auto-comg@mené de votants boies par B et
de taille de squence de compression au glugxj < 5 et pour toute distributionp -alignéer

sur I'ensembldd S, on a :
s

T p—
Mpm Lop 2 Mmad gy, 2T @2)
2(m J imax]) Bd d
et
S P
, — —
YISV I S — 2"”216‘XJ+|n 2m (4.3)
2(m  2jimax]) B*d d

Démonstration.En annexe[C2 (inspir ée de la preuve du théoreme[3.4, chapitre [3). [

Cette borne esta la fois valide pour MinCq et pour sa version p -alignée.

Notons que dans le cas de classi eurs indépendants des données d'apprentissage,
c'est-a-dire lorsque jimaxj] = O, on retrouve le th éoreme Comme attendu, plus les
séquences de compression sont grandes,i.e. plus jimaxj €st élevé, moins la borne est
précise. Ainsi, pour préserver la consistance du processus d'apprentissage, cette taille
ne doit pas étre trop importante.

Nous allons maintenant é&tudier deux instanciations concr etes de I'approche MinCg/P-
MinCqg. La premi ere, en sectio propose une approche originale pour combiner des
k-PPV avec différentes valeurs dek. Nous proposons un a priori naturel a chaque votant
qui nous permettra de souligner l'int érét du p -alignement. La seconde, en sectior{4.3,
se focalise sur un vote de majorité ba$ sur des votants appris a partir de diff érentes
descriptions des données. Plus pécistment, dans le contexte d'une problématique de
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fusion de classi eurs en multim édia, nous présentons une régularisation spéci que
a la tache d'indexation de donn ées avec une perspective de recherche d'information.
Cette spécialisation met en évidence l'int érét de I'approche MinCq/P-MinCqg dans un
tel contexte, mais pour lequel il est complexe de dé nir un p -alignement pertinent.

Application a des classifieurs de type k-PPV

Motivation

Nous rappelons qu'il existe deux types de strat égies pour améliorer les k-PPV (voir sec-
tion pour plus de d étails). La premiere stratégie adapte localement les voisinages
[Hastie et Tibshirani, 1996 Nock et al, 2003. La seconde se focalise sur I'apprentissage
de métriques pour optimiser les distances entre les points de méme classe. Quelle que
soit la stratégie, le nombre de voisins k doit convenablement étre sélectionné et la regle
de décision, se basant sur les voisinages locaux, ne pévient pas du sur-apprentissage.
Au contraire, I'approche MinCg/P-MinCq peut étre utilis & pour optimiser un vote de
majorit &€ pondéré de classi eurs k-PPV, pour lequel I'ensemble des votants H serait
constitué de classi eurs k-PPV (pour k= f1,2,..g). Comme nous le verrons dans une
série d'expériences préliminaires, MinCq s'av ere moins performant qu'un simple k-
PPV. La raison de ce comportement vient du fait que la contrainte de quasi-uniformit é
nécessairea MinCq suppose que les votants ont a priori la méme importance, ce qui
n'est clairement pas le cas desk-PPV, notamment dans un contexte d'échantillon d'ap-
prentissage de taille nie. Il est donc pr éférable de faire appel a une contrainte de
p -alignement telle que plus k est faible (respectivement élevé), plus l'importance a
priori du classi eur est élevée (respectivement faible), re étant de la précision accrue
des voisinages locaux.

Limitations de la contrainte de quasi-uniformit & pour les k-PPV

Au premier abord, MinCq semble &tre une solution int éressante pour contrer les limi-
tations li éesa l'utilisation des k-PPV.

La théorie stipule que plus k est élevé, meilleure est la convergence vers le risque
bayésien optimal. Cependant, ceci n'est vrai qu'asymptotiquement et, en pra-
tique, le choix de k requiert une attention particuli ereﬂ. Optimiser un vote de
majorité de classi eurs k—PPVﬁ] (k = f1,2,..0) permettrait donc de s'affranchir
du réglage dek.

Les classi eurs k-PPV sont des classi eurs qui d épendent des données d'appren-
tissage et peuvent étre uniqguement reconstruits a partir d'une s équence de com-
pression encodant les PPV. Ainsi, la minimisation empirique de la C-borne du

3. \oir section pour plus de d étails concernant le choix de k.
4. D'autres ensembles de votants pourraient étre considérés. Par exemple,n€®™M€ voisin pourrait cor-
respondre au n'®M€ yotant.
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Figure 4 .1 — Comparaison de MinCq versus PPV. Un point correspond au taux d'erreur test des deux
algorithmes sur un jeu de doies. Un jeu de dorae au-dessus de la bissectrice est en faveur de MinCq.

théoreme[3.3justi ée par les bornes PAC-Baysienne de notre théoremef4.1] offre
des garanties en ¢ggénéralisation qui ne peuvent étre obtenues avec un algorithme
de k-PPV standard dans le cas déchantillons nis.

En suivant le protocole de la section [4.2.4, nous avons réalisé une étude expérimentale
préliminaire a n de comparer un classi eur k-PPV classique (pour lequel, k a &té choisi
par validation crois ée) avec MinCq cherchant un vote de majorité sur I'ensemble desk-
PPV. Sur un ensemble de 20 jeux de donrées issus duUCI Machine Learning Repositoﬁ(
MinCq atteint une erreur moyenne de 18.18% contre 17.88% pour le k-PPV (voir la
table 4.2 pour plus de d étails). Un test de Student ne distingue pas les deux approches.
Ceci se conrme également par un test de signe avec un résultat win/loss/tie égal a
7/6/7 menant a une p-valeur d'environ 0.5. La gure illustre ce comportement :
aucune des deux approches n'est signi cativement meilleure que l'autre. Cette s érie
d'exp ériences montre clairement que MinCqg n'est pas meilleur qu'un k-PPV avec unk
correctement choisi.

Ce résultat a priori surprenant peut en fait étre expliqué par I'hnypoth ese non informa-
tive de quasi-uniformit é faite sur r : cette hypothese ne s'awere pas pertinente lorsque
les votants n'ont pas la méme importance. En effet, pour des raisons évidentes, un
voisinage proche offre naturellement une meilleure information discriminante qu'une
regle de décision desk-PPV avec unk tres grand (dans le cas déchantillon nis). Nous
proposons donc par la suite d'instancier P-MinCq pour r épondre a cette contrainte.

4.2.3 Instanciation de P-MinCq pour les  k-PPV
Quelques mots sur la borne en g énéralisation

Rappelons que les classi eurs de type k-PPV sont dépendants des données d'appren-
tissage. Les garanties en @néralisation sont donc donn 'eesﬁ par notre th éoreme

5. http://archive.ics.uci.edu/ml/
6. Dans ce contexte les votants sont majogés par B = 1.
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Cependant, quelle que soit la valeur de k, pour un échantillon d'apprentissage de taille

m, la taille de la séquence de compression vautm rendant invalide les bornes puisque

les bornes sont valides lorsque jimaxj % Pour éviter cette forme ind éterminée, jimax]

peut considérablement étre réduit par des techniques de sélection de prototypes ou de

réduction de bases [Duda et al, 200]]. Ces techniques permettent de supprimer de la
séquence de compression les exemples ne modi ant pas la décision sur les données de
test. Dans ce cas, chaque classi eurk-PPV utilise sa propre séquence de compression :
un sous-ensemble de I'échantillon d'apprentissage de faible taille.

Une contrainte p statistiguement fond ée

P-MinCq offre un contexte original pour les k-PPV, en combinant diff érents k-PPV. Au
lieu de r égler k, nous dé nissons une contrainte a priori de p -alignement sur les votants.
Comme mentionné par [Devroye et al, 199€¢ ce sont les voisinages les plus proches
qui apportent le plus d'information dans une combinaison de k-PPV. En suivant cette
recommandation, nous proposons la contrainte p = (py,... ,pn)> suivante, qui a une
normalisation pr es correspond a une densité :

8k 1, pyx= -. (4.4)

p concentre ses poids sur les votants & nis a partir d'une faible fraction d'exemples []
mais prend aussi en compte, dans une moindre mesure, l'information port ée par I'en-
semble des voisinages. Dans ce qui suit, nous justi ons ce choix en établissant une
relation entre I' équation et sa médiane M (le rang k accumulant la moiti & de la
densité).

Alors que dans le cas d'une distribution continue le calcul de M est aisg, le cas discret
(qui nous int éresse) requiert une approximation.

Soit :

Qoz
X |

T Qoz
X | =

1 x=1
la somme des termes de fries harmoniques. SiHy et Hy n‘admettent aucune solution
analytique, des sommes partielles de series nous permettent, cependant, de contourner

le probleme :

11
Qo5
X |

8n, Hp

x=1

In(n)+ g + en,

oug' 0.5772156 est la constante d'EuIer-Mascherorﬁ ete,' Zi

n:

7. Apres application d'une technique de sélection de prototypes.
8. La constante d'Euler-Mascheroni est dé nie comme étant la limite de la diff érence entre la €rie
harmonique et le logarithme naturel.
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Figure 4 .2 — Comparaison de la @diane desésies harmoniqued . ; < et P m/2.

Par consquent :

0 M)+ g+ o= S(in(m)+ 0)+

0 In(M)= in(" m) %g+ 4} %

) in(® m) 0 .

0 M m exp( g) exp % ' g (4.5)

Dans le cas discret, I'equation (4.5) indiqgue donc que I'approximation de la m édiane
de p est tres proche de  m/2, la valeur de k suggérée pour la regle des k-PPV en
classi cation binaire. La gure lllustre graphiquement. Nous avons donc établi
une relation étroite entre la sélection classique de k et notre contrainte p . La section
suivante présente uneétude expérimentale permettant de valider ce choix de p .

4.2.4 Expérimentations

Dans cette section, nous €alisons une étude de P-MinCq pour combiner I'ensemble
de k-PPVpour k allant de 1 a P m comme décrit dans la section Notons que
pour chaque k-PPV nous avons appliqué au préalable une technique de lection de
prototypes. Nous nous comparons a quatre méthodes.

L'algorithme standard des k-PPV, présengé dans la section[1.4.1 du chapitre [T}
joue le rble de réference (PPV).

L'algorithme de k-PPV symétriques (SNN : Symmetric Nearest Neighbor
[Nock et al, 200g), une variante de PPV ou la classe d'un exemple x est
déterminée par la classe majoritaire parmi les échantillons d'apprentissage
appartenant au k-voisinage de x (comme pour k-PPV) ainsi que ceux incluant x
dans leur propre k-voisinage.
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Nom H Nombre d'attributs Taille de S | Taille en test
australian 14 345 345
blood 4 374 374
breast 9 349 350
colon 2000 31 31
german 24 500 500
glass 9 107 107
haberman 3 153 153
heart 13 135 135
ionosphere 34 175 176
letterAB 16 297 1192
letterDO 16 297 1193
letterOQ 16 291 1166
liver 6 172 173
musk 1 166 238 238
parkinsons 22 97 98
pima 8 384 384
sonar 60 104 104
voting 16 217 218
wdbc 30 284 285
wpbc 33 99 99

Table 4.1 — Proprietes de0 jeux de donBes conskles.

L'algorithme de Large Margin Nearest Neighb@dt MNN) [Weinberger et Saul, 2009
qui apprend essentiellement une distance de Mahalanobis en optimisant I'erreur
du k-PPV sur lI'ensemble d'apprentissage avec une marge de fcurité. Puis, un
k-PPV est appliqué avec la distance apprise.

L'algorithme MinCq [Laviolette etal, 2011a] qui considere une distribution
quasi-uniforme.

Nous évaluons tout d'abord ces approches sur 20 jeux de données de eférence. Puis,
nous nous attaquons a une tache de reconnaissance d'objets dans des images.

Jeux de données de référence

Protocole Les 20 jeux de donrées variés sont issus du UCI Machine Learning Reposi-
toryﬁ] (voir la table pour leurs caractéristiques). La distance euclidienne est utilisée
pour calculer les voisinages. Les données sont cecoupées en 50% d'apprentissage et
50% de test, saufletterAB, letterDO et letterOQ que nous divisons en 20%/80%. Les
parametres suivants sont selectionnés par validation crois ée sur 10 sous-ensembles de
I'échantillon d'apprentissage : la marge mde MinCq et P-MinCq (parmi 14 valeurs dans
[10 4,0.9)) et le k desk-PPV et LMNN (parmi f1,...,1Q). Le parametre de compromis

de LMNN est x &a 0.5 comme dans [Weinberger et Saul,2009.

9. http://archive.ics.uci.edu/ml/
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Jeude donrées || PPV | SNN | LMNN | MinCq | P-MinCq |

australian 0.3121 | 0.3324 | 0.2746 | 0.3064 0.2919
blood 0.2647 | 0.2487 | 0.2674 | 0.2540 0.2567
breast 0.0514 | 0.0200 | 0.0400 | 0.0314 0.0257
colon 0.1613 | 0.1290 | 0.2258 | 0.1613 0.1290

german 0.2940 | 0.3040 | 0.2760 | 0.2780 0.2720
glass 0.0370 | 0.0648 | 0.0648 | 0.0370 0.0370

haberman 0.2597 | 0.2532 | 0.2922 | 0.2597 0.2727
heart 0.3481 | 0.3926 | 0.2148 | 0.3926 0.3556

ionosphere 0.1420 | 0.1591 | 0.1193 | 0.1420 0.0795

letter :AB 0.0176 | 0.0143 | 0.0151 | 0.0176 0.0176

letter :DO 0.0268 | 0.0293 | 0.0126 | 0.0268 0.0260

letter :0Q 0.0961 | 0.0961 | 0.0334 | 0.0995 0.0892

liver 0.3584 | 0.3468 | 0.3584 | 0.3410 0.3584
musk1 0.1339 | 0.1464 | 0.2092 | 0.1715 0.1297

parkinsons 0.2041 | 0.2143 | 0.1531 | 0.2041 0.2347
pima 0.2526 | 0.2474 | 0.2604 | 0.2422 0.2370
sonar 0.2762 | 0.2952 | 0.0762 | 0.2952 0.2000
voting 0.0596 | 0.0596 | 0.0413 | 0.0688 0.0688
wdbc 0.0596 | 0.0842 | 0.0491 | 0.0561 0.0456
wpbc 0.2200 | 0.2500 | 0.2300 | 0.2500 0.2500

Erreur moyenne 0.1788 | 0.1844 | 0.1607 | 0.1818 0.1689
Rang moyen 29 31 2.65 29 2.25

Table 4.2 — Taux d'erreur de PPV, SNN, LMNN, MinCq et P-MinCq sur le20 jeux de donges.
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Figure 4 .3 — Comparaison de P-MinCq, PPV, SNN et MinCq. Un point correspond au taux d'erreur
des deux algorithmes compar Un jeu de doriees en dessous de la bissectrice est en faveur de P-MinCaq.

Résultats Les résultats obtenus sur les ensembles de test sont reporés dans la
table [4.2. P-MinCq se montre plus performant qu'un PPV classique. En moyenne, P-
MinCq atteint un taux d'erreur de 16.89% contre 17.88% pour PPV. Avec un test de
Student apparié, cette difféerence est statistiquement signi cative avec une p-valeur de
0.06. Ce Esultat est conforté par un test de signe renvoyant un r ésultat win/loss/tieégal a
12/5/3 avec une p-valeur de 0.07 (gure [4.3(a)). De plus, la gure montre que P-
MinCq est meilleur que SNN (qui est plus performant sur quelques jeux de donn ées) :
une p-valeur de 0.01 en faveur de P-MinCq avec un test de Student et de 0.24 avec
un test de signe. En outre, P-MinCq améliore MinCq : un test de Student m ene a une
p-valeur de 0.02, un test de signe a une p-valeur ' 0.03 avec unwin/loss/tiede 12/4/4
(voir la gure [43(c)). Cette étude montre, d'une part, l'nt érét de la généralisation
de MIinCq aux distributions p -alignées et, d'autre part, la pertinence de la contrainte
Pk= % (normalis ée) pour les PPV. Méme s'il n'est pas un algorithme d'apprentissage
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Jeu de données || LMNN | LMNN+P-MinCq
australian 0.2746 0.2832
blood 0.2674 0.2701
breast 0.0400 0.0257
colon 0.2258 0.2258
german 0.2760 0.2820
glass 0.0648 0.0370
haberman 0.2922 0.2727
heart 0.2148 0.1926
ionosphere 0.1193 0.0795
letter :AB 0.0151 0.0151
letter :DO 0.0126 0.0084
letter :0Q 0.0334 0.0386
liver 0.3584 0.3584
musk1 0.2092 0.1297
parkinsons 0.1531 0.1020
pima 0.2604 0.2370
sonar 0.0762 0.0952
voting 0.0413 0.0367
wdbc 0.0491 0.0456
wpbc 0.2300 0.2800
‘ Erreur moyenne H 0.1607 ‘ 0.1508 ‘

Table 4.3 — Taux d'erreur de LMNN et LMNN+ P-MinCq sur les20 jeux de donges.
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de métrique, P-MinCq s'av ere compétitif avec LMNN (0.1689 contre 0.1607 d'erreur
moyenne avec une p-valeur d'environ 0.10 pour un test de Student). Un test de signe
amene a une p-valeur de 0.5, indiquant qu'aucune des m éthodes n'est meilleure que
l'autre. La gure montre que P-MinCqg et LMNN sont plut 6t complémentaires.
LMNN apprend une m étrique qui ajuste les voisinages (parfois avec un grand succes,
par exemple heart, parkinsonssonaj, mais est parfois moins performant que PPV car
une dimensionnalit & élevée implique un fort risque de sur-apprentissage (par exemple :

colon muskl) comme mentionn é dans |Bellet et al, 2017. P-MinCq, quant a lui, combine
diff érentes regles de PPV et n'intervient donc pas sur les voisinages : cette combinai-
son de votants apparat plus stable (voir la table avec le meilleur rang moyen)
et plus robuste au sur-apprentissage. A n de mesurer cette compl émentarité, nous
réalisons une <rie d'expériences complementaire dont le but est de combiner LMNN

et P-MinCq (lorsque cela para't pertinent). Concr etement, si LMNN est plus pertinent
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Figure 4 .5 - Quelques exemples de bikes (colonne de gauche), persons (milieu)ereddaris (droite)
issus de Grafl. Uniquement des parties des objets peuvant visible, la classe d'aerie plan est
dif cile a identi er, par exemple : il est dif cile de distinguer urelo d'une moto.

que P-MinCq sur I'ensemble de validation, la distance apprise par LMNN est pri-
vil égiée par P-MinCq (sinon la distance euclidienne est conservée). Nous reportons les
résultats dans la table[4.3 La combinaison LMNN + P-MinCq bat clairement toutes les
autres méthodes, y compris LMNN seul (un test de Student avec une p-valeur de 0.05
et un test de signe a 0.17), comme illustré par la gure Notons que sur les jeux
de données sur lesquels LMNN était le plus performant (par exemple heart parkinson
voting), LMNN + P-MinCq est capable d'améliorer encore plus ces résultats.

Reconnaissance d'objets

Protocole Nous réalisons une expérience sur Graz-01 [Opelt et al, 2004, un jeu de
données au deux classes d'objets sonta identi er ( bike persop, ainsi qu'une classe
d'arri ere plan. Graz-01 est connu pour sa grande variation intra-classes et ses arreres
plans tres parasites (voir la gure [45). Les taches de classi cation sont : bikenon -
bike et persornon -person Nous suivons le protocole de [Opelt et al, 2004 : pour
chaque objet, 100 images positives et 100 Agatives sont choisies akatoirement (50
issues de l'autre objet et 50 de l'arriere plan). Les images sont cécrites par un his-
togramme de fréquences de 200 mots visuels construitsa partir des points d'int éréts
SIFT [Lowe, 1999. Les voisinages sont calcuks via deux distances d'histogrammes[ﬂ
la distance c? et la distance d'intersection.

Résultats Nous reportons dans la table les résultats moyennés sur 10 tirages
aléatoires. P-MinCq est encore une fois le plus stable et le meilleur en moyenne. |l
est plus performant que PPV et MinCq (une p-valeur inf érieure a 0.01 avec un test
de Student) et que SSN dans une moindre mesure (une p-valeur de 0.13). Notons
que SNN améliore signi cativement PPV sur ces donn ées : la variation intra-classe
semble rendre payante I'extension du voisinage. Cependant, alors que I'heuristique de

10. Si H; et H, sont deux histogrammes de méme taille n, la distance c2 est dé nie par :

an  (Ha()) Ha(i))®

Ai=1 H,(0) FL() et la distance d'intersection par : &{L; min f Hy(i), Ha(i)g.
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Distance | Tache | PPV | SNN | MinCq | P-MinCq

c? bike 0.2310 | 0.2090 | 0.2160 | 0.2095
c? person | 0.2385 | 0.2305| 0.2730 | 0.2250
Intersection bike 0.2260 | 0.2185| 0.2130 | 0.2055
Intersection || person | 0.2350 | 0.2370 | 0.3180 | 0.2255

Erreur moyenne | 0.2326 | 0.2238 | 0.2550 | 0.2164

Table 4 .4 — Taux d'erreur moyenas surlOtirages de PPV, SNN, MinCq et P-MinCq sur Grazl.

symétrie de SNN n'est pas toujours pertinente (comme pour les jeux de donn ées de
réference), P-MinCq propose une alternative robuste et fondée théoriquement.

Conclusion

Nous avons proposé une nouvelle vision de la classi cation par k-PPV : l'objectif est
d'apprendre un vote de majorit € sur un ensemble de classi eurs k-PPV pour éviter,
en partie, le réglage de k. Dans ce contexte, P-MinCg nous a permis de prendre en
considération un a priori sur l'importance des diff érents k-PPV a combiner. Le p -
alignement spéci que aux k-PPV modélise la plus grande in uence des voisinages lo-
caux. Les experiences merées dans cette section ont donc permis de mettre enévidence
I'int érét de la contrainte de p -alignement, lorsqu'il est possible d'en d & nir une. Ce-
pendant, comme nous allons le voir dans la section suivante, ou nous spécialisons
P-MinCq a la tache de fusion de classi eurs, il est parfois dif cile de d énirun p-
alignement pertinent.

Spécialisation  a la fusion tardive de classifieurs

Motivation

P-MinCq est considéré comme un algorithme d'apprentissage d'un vote de majorit é
sur ensemble de votants qui peuvent étre vus comme des fonctions de score{T_I] ou des
régresseurs. Dans cet esprit, nous proposons détudier I'int érét d'une approche de type

MinCq pour combiner des classi eurs appris a partir de modalit &s différentes. Faire
appel a plusieurs modalit és permet de considérer des informations compl émentaires
issues de sources varées permettant d'améliorer la qualit & d'un classi eur et cor-

respondent généralement a un ensemble de descripteurs pertinents pouvant étre re-
group ées en difféerentes vues ou modalités. Sin est le nombre de modalités, I'espace
d'entr ée estalors ce nipar: X = X; Xn. Dans cette section, nous nous concen-
trons sur une probl ématique d'indexation de donn ées multim 'ediaE ou I'on parle alors

11 La fonction de score assocée a un modele est la fonction renvoyant la valeur r éelle avant d'en

prendre le signe.
12. Pour un état de I'art voir [Atrey et al, 201(.
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Figure 4 .6 — Principe de la fusion tardive de classi eurs appaipartir de n descriptions défentes.

de fusion de classi eurs. Dans ce contexte particulier, deux approches sont principale-
ment considérées [Snoeket al, 2004 : la fusion pr écoce et la fusion tardive. Concernant
la fusion pr écoce, les descriptions sont fusionrées en un seul vecteur avant la phase
d'apprentissage. Ceci peut étre vu comme une classi cation unimodale. Cependant,
ce genre d'approche est parfois dif cile a appréhender car les données/attributs sont
souvent nombreux et tr es hétérogenes. La fusion tardive (voir la gure vise, quant
a elle, a combiner les scores de pgédictions lors de la prise de décision. Ce principe
est généralement appelé classi cation multimodale ou fusion de classi eurs. Cette ap-
proche ne montre pas nécessairement de meilleurs ésultats qu'une classi cation uni-
modale, en patrticulier, lorsqu'une modalit & permet d'apprendre un classi eur signi -
cativement plus performant que ceux appris a partir des autres modalit €s. Néanmoins,
la fusion tardive tend a étre plus performante dans des situations d'apprentissage
de concepts £mantiques dans des vidéos multimodales [Snoek et al, 2005. De nom-
breuses méthodes sont bases sur une regle de décision xe telle que le score maxi-
mal ou minimal, le produit ou la somme des scores,... [Kittler etal, 199§. D'autres
approches, appelées stacking requierent une phase d'apprentissage supplémentaire

[Wolpert, 1992 |Atrey et al, 201Q Kuncheva, 2004 Dietterich, 200d.

Nous considérons ici le probleme de la fusion tardive des fonctions de score de clas-
si eurs appris sur diff érentes modalités. On note h; : X; 7! R la fonction de score
assockea la j'®M® modalit & Xj. Une méthode classique consistea apprendre une com-
binaison lin éaire des différents scores, pouvant étre vue comme un vote de majorit &
pondéré :

B9 = & 1y (0,
j=1
ou rj représente le poids assoce a h; (pour rester cohérent avec la théorie PAC-

Bayésienne, on suppose 0 r; let&fl;r = 1) et B"() la fonction score as-
sociée au vote de majorité classique B; (c'est-a-dire sans la fonction sign( )). Lorsque
I'on apprend une telle combinaison, il est important de consid érer un ensemble de
votants suf samment diverses [Dietterich, 200(. Par exemple, I'algorithme AdaBoost
[Freund et Schapire, 199€, tres souvent utilisé comme méthode de fusion multimo-
dale, pondere les votants selon différentes distributions sur les donn ées d'appren-
tissage en introduisant une certaine diversit &. Cependant, il requiert I'utilisation de
classi eurs dits faibles (c'est- a-dire capables de discriminer deux classes Egerement
mieux que le hasard) pour étre performant : les auteurs de [Wickramaratna et al, 200]]
ont montré que la performance d'AdaBoost diminue si I'on combine des classi-
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eur forts comme, par exemple, des classi eurs-SVM. Une autre approche r écente
[Wang et Kankanhalli, 2010 se base sur la theorie du portefeuille en proposant une
procédure de fusion minimisant les risques sur diff érentes modalitésa I'aide d'une me-
sure de corrélation. Alors que cette approche est fondée théoriguement, elle nécessite
la dé nition de fonctions appropri ées et n'est pas compktement adaptée au probleme
puisqu'elle ne tient pas directement compte de la diversit &€ des votants.

En gardant a I'esprit que MinCg/P-MinCqg minimise la  C-borne qui tient compte a la
fois de l'erreur et du d ésaccord entre paires de votants, ou autrement dit, de la diver-
sité (voir la section suivante), et offre de fortes garanties théoriques, il nous semble
appropri & de I'utiliser comme un algorithme de fusion de classi eurs multimodaux.
MinCqg/P-MinCq est ainsi capable d'inf érer des combinaisons linéaires plus perfor-
mantes que les combinaisons basiques, mais permet aussi I'utilisation d'une “couche
supplémentaire” de noyaux en cherchant a apprendre un vote de majorit & sur I'en-
semble de ces noyaux. De plus, puisqu'en indexation sémantique de données mul-
tim édias, la mesure de performance est tiles souvent reliée au classement des exemples
positifs, nous proposons d' étendre P-MinCq en optimisant la mesure Mean Average
Precision(MAP). Cette extension fait appel a une perte additionnelle pr éservant I'ordre
pour v éri er des contraintes de rang par paires.

P-MinCq vu comme un algorithme de fusion de classi eurs
Justi cation de l'utilisation de I'approche P-MinCq

Nous justi ons, tout d'abord, de ['utilisation de I'approche P-MinCq dans ce contexte.
Pour que les bornes en genéralisation du th éoremef4.T soient valides, nous allons suivre
le protocole suivant. Etant donné un échantillon d'apprentissage de taille 2 m, nous
le découpons aleatoirement en deux sous-ensemblesS° et S de méme taille m. Nous
supposons que nos données sont cécrites selon n modalit és/descriptions diff érentes.
Pour chaque modalité j, nous apprenons un régresseur h; depuis S% On considere
alors H = fhy,... hyg I'ensemble auto-complémenté de ces fonctions de score et les
opposeées :hj+n = h;. Sil'on suppose une connaissancea priori sur la pertinence des
modalit &s, nous pouvons la modéliser par une contrainte p = (py,... ,pn)>. Dans
le cas contraire, nous ferons appel a la contrainte de quasi-uniformit €. A ce stade, la
fusion est donc réalisée par P-MinCq : le vote de majorit & r-pondéré est appris depuis
l'ensemble S= f(x;, yi)gj”; 1-

Un autre point important concerne la notion de diversit & qui est un élément
clé pour combiner avec succes des fonctions [Dietterich, 2000 [Kuncheva, 2004
Atrey et al, 201(. Du point de vue de lindexation multim édia, la fusion de vo-
tants diverses est nécessaire pour esgerer de bonnes performances. Il est interessant de
souligner que P-MinCq favorise les votes de majorit és pour lesquels les votants sont
les plus décorrélés. Nous expliqguons un peu plus en d étail ce comportement.

Dans la litt érature, il n'existe pas de dé nition g énérale de la diversité. Cependant,
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plusieurs m étriques de diversité classiques se basent sur une comparaison de toutes
les paires de classieurs individuels, telles que les Q-statistiques, le coef cient de
corrélation, la mesure de désaccord, ... [Kuncheva,2004. Ici, hous considérons la
mesure de corrélation calculant le désaccord entre les pédictions de votants d'une
méme paire selon un domaine P :

div p(hj, hjo) = E hj(X) th(X).
(xy) P

Nous pouvons r éécrire le second moment de lar-marge (voir la d & nition :

2n 2n
r2

M5 =a a rirjedive(hj,hpo)
j=1j%=1
n n
=a a 2r; pj 2rp pjp dive(hj,hp). (4.6)
j=1j%=1

La seconde ligne est obtenue géce a l'auto-compl émentation de H et au p-
alignement. L'approche P-MinCq minimise ce second moment M rDZ et optimise donc
I'équation (4.6). Ceci implique une maximisation directe de la diversit & entre votants
d'une m éme paire : MinCqg/P-MinCq favorise les votants les plus d écorrélés et semble
étre une solution naturelle au probl eme de la fusion tardive de classieurs appris
séparément depuis des modalit és différentes et variées.

Ajouter une contrainte d'ordonnancement

Dans de nombreuses applications, telles qu'en indexation de documents, I'objectif n'est

pas d'étiqueter les données mais plutdt de les classer par ordre de pertinence (on parle
souvent de ranking). Dans ce cas, les mesures dvaluation traditionnellement utilis ées
sont reliées a la précision et au rappel. Un bon classi eur n'est pas n écessairement
une bonne fonction d'ordonnancement. Nous proposons donc dans cette section une

adaptation de P-MinCq pour aider a optimiser une des mesures les plus populaires
en indexation et appelée MAP (Mean Average PrecisignLa mesure MAP calculée sur
un échantillon S pour une fonction a valeur réelle h se dé nit comme suit. Soit S* =

f(xi,yi) @ (Xi,yi) 2 SNy; = 1g = f(x+, 1)gi”f=1 I'ensemble des exemples positifs issus
de SetS = f(x,yi) : (xi,yi) 2 S*y; = 1g = f(x; , 1)g"_, I'ensemble des
exemples négatifs (m* + m = m). Pour évaluer le MAP, on trie les exemples par ordre

décroissant de scores. Le MAP deh évalué sur S est dé ni par :

MAPg(h) = % a Predd,
jm iyi=+1
ou Prea@d est la proportion de positifs parmiles i premiers exemples. Ainsi, le score des
exemples positifs doit étre plus élevé que le score des exemples ggatifs. Pour impo-
ser un tel classement, nous proposons un apprentissage avec comparaisons par paires
d'exemples positifs/n égatifs[I_s'] [Furnkranz et H dllermeier (eds), 2010 |Zhang, 2004.

13. Pairwise preferencen anglais.
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En fait, les méthodes par paires offrent un compromis entre bonne classi cation et
mesure de performance plus complexe telle que le MAP. Nous nous inspirons ici de
la stratégie proposée par [Yue et al, 2007 pour apprendre un classi eur- SVM en se
basant sur une relaxation de la mesure de MAP. Dans la situation particuli ere de P-
MinCq vu comme une m éthode de fusion de classi eurs, nous avons d éveloppé une
fonction de perte par couple pr éservant I'ordre. Concretement, pour chaque couple
(X+,%i )2 S* S, nous voulons vérier:

Bo%xi+) > B (% ) 0 BrYx ) Br¥x+) <O, @.7)

Pour aider a la véri cation de I' équation (4.7), nous proposons la relaxation suivante :

+

1 P reg reg
mm a a B (xi) B(x¢+) i (4.8)
it=1i =1

ou nous rappelons que a , = max(0,a).
Dans le cadre général de P-MinCq, lorsque H est auto-complémenté et que la distribu-
tion r estp-alignée, I'equation (4.8), se réduit a :

y AL i
o a a 2ri pj hi(x ) h(x+) . (4.9)
it=1i =1 j=1 .

D'un point de vue algorithmique, pour minimiser la perte hinge de ( [4.9), nous faisons
appel am® m variables additionnelles xg+ g = (Xi+i )1 i* m*1i m Ppondérées
par un parametre b > 0. Puisque Xg+ g est un terme linéaire, par abus de notations
et par souci de simpli cation, nous ajoutons I' équation en tant que régularisateur
a la fonction objectif du probl eme {4.1). Soit un échantillon d'apprentissage S constitué
de m éléments tirési.i.d. selon P, soit H un ensemble de votants auto-complémenté,
soit m> 0, soit un vecteur a priorip = (p1,...,pn) . Trouver la distribution posterior

r sur H minimisant a la fois la C-borne et I'équation est alors équivalent a trou-
ver le vecteur de poids r = (rq,...,rn)”, ou ri = r(h;) qui minimise le programme
guadratique simple suivant :

sc. mg (2r p)=m
8i+ 2f1,...,m+g, 8i 2f 1,....m 0, Xj+j 0, (410)

1 g
a 2r; pj hi(xi ) hi(xe)
1

Xiri mtm j

8 S .
gmm (r p) Mgr+bld™xg g,

8j2f1,....ng, 0 r; pj
ould =(1,...,9” detaille (m* m ), Mg estla matrice n n dont les éléments
d'indices (j,jcb 2f1,... ,n92 sont dé nis par :
1
—a hj(xi)hjo(x;)
Mi—y

et:
]

yihn(X;)
1

>

yihl(xi)! ey
1

3
11 Qo3
I Qos

1
i m i
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En pratique, en incorporant une quantit &€ quadratique de variables suppl émentaires,
le probleme devient dif cile a résoudre en grande dimension. Pour simplier I'op-
timisation, nous relaxons les contraintes en les moyennant. En fait, puisque nous
sommes intéres$s a classer correctement et avec un grand score les exemples positifs,
nous espérons que le score des exemples positifs soit plusélevé que la moyenne des
prédictions pour les exemples négatifs. Le programme quadratique obtenu ne contient
plus que m* variables additionnelles et est décrit dans le probleme suivant (avec les
méme hypotheses et notations) :

ms (2r p)=m
8i* 2f1,...m"g, x+ O,

8
min  (r p) Mgr ++ bld” s,
s.C.

(4.11
Iy h(x ) i)
Xj+ a a 4 pj X j(Xi+)
mtm e
8j2f1,....ng, 0 r; pj,
ould =(1,..., J)> de taille m*, Les deux problemes précédents contiennent un terme

de régularisation suppl @émentaire : on va chercher le meilleur compromis entre une
grande diversit &€ et un bon classement.

Expérimentations sur PascalVOC' 07
Protocole

Dans cette section, nousévaluons empiriquement l'int érét de P-MinCq en tant qu'al-
gorithme de fusion de classi eurs. Nous exp érimentons les diff érentes approches sur
la base de données PascalvVOQ0D7 [Everingham et al, 2007]. L'objectif est d'identi er
20 objets (concepts) differents. Le corpus est constitué de 10 000 images (50% en ap-
prentissage et 50% en test). Pour la plupart des concepts, le ratio+/  entre exemples
positifs et négatifs est inférieur a 10% (les classes sont &s déstquilibr ées). Pour simpli-
er le probl eme, nous avons genéré un ensemble d'apprentissage constitué de tous les
exemples positifs et d'exemples négatifs indépendemment tir és tels que le ratio +/
soit de 1/3. Nous gardons I'ensemble de test original. En fait, notre objectif n'est pas
de fournir les meilleurs r ésultats sur ce jeu de données, mais dévaluer l'int érét de P-
MinCq lors de la phase de fusion tardive dans un contexte d'indexation multim édia.
Nous considérons neuf descriptions des données différentes : SIFT, LBP, Percepts, 2
HOG,2LCHet2CM:

Les SIFT que nous consicerons sont calculésa partir d'une grille dense, puis sont
assoceés a un dictionnaire de 1 000 mots visuels générés avec l'algorithme des
k-means

Les Percepts sont similaires aux SIFT, les mots visuels sont reles aux classes
sémantiques a un niveau local (voir la gure dans le chapitre [6 pour plus de
détails).
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Les LPB sont des motifs binaires locaux calculés sur une grille de 2 2 blocs (la
dimension est de 1 024). L'opérateur LPB étiquette (avec un nombre décimal) les
pixels d'une image en moyennant les (3 3)-voisinages de chaque pixel. Les LBP
sont connus pour étre invariants a tout changement monotone du niveau de gris.

Les HOG sont des histogrammes de gradients calculés sur une grille de 4 3
blocs. Chaque case est é nie comme la somme des gradients de magnitudes
sur 50 orientations (la dimension est de 600). Les HOG sont connus pour étre
invariants a la translation et au changement d'échelle.

Les LCH sont des histogrammes de couleurs locaux représentges par un histo-
gramme 3D 3 3 3surunegrilede8 6ou4 3blocs.

Les CM sont les deux premiers moments des couleurs dans l'espace RGB
représentés sur une grille de 8 6 ou 4 3 blocs.

Nous apprenons un classi eur-SVM depuis chacune des descriptions a l'aide de la
librairie LibSVM [Chang et Lin, 2001]]. Le noyau considéré est le noyau gaussien clas-
sique dé ni dans I' équation (1.12). L'ensemble des votants a fusionner H est alors
constitué des neuf fonctions de score eelles assodkes a ces classi eurs-SVM (P-
MinCqg consid ere implicitement leurs oppos és). Nous ne disposons d'aucun a priori
sur les diff érents votants et considérons donc uniqguement des distributions quasi-
uniforme sur H. En effet, la dé nition d'une contrainte p -alignée dans ce cas est une
probl ématique[ en soit.

Dans une premiere srie d'expérimentations, nous comparons les 3 algorithmes P-

MinCq (probl emes [4.1), et (4.11) notés respectivement P-MinCg, P-MinCqpyy et
P-MinCq pway) aux 4 méthodes basiques suivantes :

La meilleure hypoth ese deH : hyes;= argmax MAPg(h;).
hj2H

La fonction de pr &diction avec la plus grande con ance :

bes{x) = argmax  hj(x) .
hj2H :j2f 1,...ng
n
La somme des scores (non-poncerés) :S(x) = & hj (x).
=1

Le vote de majorité pondéré par la valeur des MAP individuels :

& MAPs(h;)

S X) =
MAP (X) j?-1gljr}):l|\/|APS(hjo)

hj(X).

Dans une seconde €rie d'expériences, nous introduisons une information non lin éaire
en introduisant une couche de noyaux gaussiens. Autrement dit, nous augmentons arti-
ciellement la taille de I'ensemble H. Les exemples sont alors reptesentés par le vecteur

14. Nous avons essaye diff érentes stratgies qui se sont toutes evélées moins performante que la dis-
tribution quasi-uniforme.
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concept H P-MinCqgpway | P-MinCgpyw | P-MinCq ‘ S ‘SMAP ‘ best‘ hbest‘

aeroplane 0.487 0.486 0526 | 0.460| 0.241 | 0.287 | 0.382
bicycle 0.195 0.204 0221 | 0.077 | 0.086 | 0.051| 0.121
bird 0.169 0.137 0204 | 0.110 | 0.093 | 0.113 | 0.123
boat 0.159 0.154 0159 | 0.206 | 0.132 | 0.079 | 0.258
bottle 0.112 0.126 0118 | 0.023 | 0.025 | 0.017 | 0.066
bus 0.167 0.166 0168 | 0.161 | 0.098 | 0.089 | 0.116
car 0521 0.465 0.495 | 0.227 | 0.161 | 0.208 | 0.214
cat 0.230 0.219 0.220 | 0.074 | 0.075 | 0.065 | 0.116
chair 0.257 0.193 0230 | 0.242| 0129 | 0178 | 0.227
cow 0.102 0.101 0118 | 0.078 | 0.068 | 0.06 | 0.101
diningtable 0.118 0.131 0.149 | 0.153 | 0.091 | 0.093 | 0.124
dog 0.260 0.259 0.253 | 0.004 | 0.064 | 0.028 | 0.126
horse 0.301 0.259 0.303 | 0.364 | 0.195 | 0.141 | 0.221
motorbike 0.141 0.113 0162 | 0.193 | 0.115 | 0.076 | 0.130
person 0.624 0.617 0.604 | 0.001| 0.053 | 0.037 | 0.246
pottedplant 0.067 0.061 0.061 | 0.057 | 0.04 | 0.046 | 0.073
sheep 0.067 0.096 0.069 | 0.128 | 0.062 | 0.064 | 0.083
sofa 0.204 0.208 0201 | 0.137 | 0.087 | 0.108 | 0.147
train 0.331 0.332 0.335 | 0.314 | 0.164 | 0.197 | 0.248
tvmonitor 0.281 0.281 0256 | 0.015| 0.102 | 0.069 | 0.171
| Moyenne || 0240 | 0231 | 0243 | 0.151| 0.104 | 0.100 | 0.165 |

Table 4 .5 — Resultats en MAP obtenus surdchantillon test de PascalvVO@r.

des scores de tous les votants, puisH devient 'ensemble des valeurs des noyaux sur
I'échantillon S : chaque exemple x de I'échantillon S est alors vu comme un votant
K ,h(x) . Dans cette situation nous nous comparons a un classi eur-SVM avec un

noyau gaussien. On indice avec ™' les méthodes faisant appel a cette couche.

Les diff érents hyperparametres sont £lectionnés par validation crois ée sur cing sous-
ensembles. Les performances sontévaluées en MAP sur I'ensemble de test et sont
reportées dans la tablefd.5 pour la premi ere strie et dans la table[4.q pour la seconde.

Résultats

Notons tout d'abord que la performance de Smap est plus faible que S, suggérant
que la performance des classi eurs individuels n'est pas li éea leur importance lors de
I'étape de fusion. Cette observation s'est con rm ée expérimentalement : en considérant
cette performance MAP a priori comme une contrainte de p -alignement, nous n'avons
obtenu qu'une perte de performance.

Pour la premiere expérimentation, la table indique clairement que les approches
P-MinCqg sont en moyennes meilleures que les méthodes basiques. Elles renvoient la
valeur du MAP la plus élevée pour 16 concepts sur 20. Ce ésultat est conrm é sta-
tistiquement a l'aide d'un test de Student menant a une p-valeur proche de 0 au
regard de Syap, bestet hyesi En comparaison de S, les p-valeurs assocees respec-
tivement a P-MinCdpwayw P-MinCgpw et P-MinCq sont 0.0139, 0.0232 et 0.0088. On
peut remarquer que P-MinCq pw est moins performant que sa relaxation P-MinCq pway-
Un test de Student mene a un p-valeur de 0.223, sansétre signi catif. Ainsi, lorsque
notre objectif est de classer les exemples positifs avant les exemples Bgatifs, les
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concept H P—MianerVfVav P-MinCq™f | svmrf

aeroplane 0.513 0.513 0.497
bicycle 0.273 0.219 0.232
bird 0.266 0.264 0.196
boat 0.267 0.242 0.240
bottle 0.103 0.099 0.042
bus 0.261 0.261 0.212
car 0.530 0.530 0.399
cat 0.253 0.245 0.160
chair 0.397 0.397 0.312
cow 0.158 0.177 0.117
diningtable 0.263 0.227 0.245
dog 0.261 0.179 0.152
horse 0.495 0.450 0.437
motorbike 0.295 0.284 0.207
person 0.630 0.614 0.237
pottedplant 0.102 0.116 0.065
sheep 0.184 0.175 0.144
sofa 0.246 0.211 0.162
train 0.399 0.385 0.397
tvmonitor 0.272 0.257 0.230
| Moyenne || 0.301 | 0292 | 0234 |

Table 4.6 — Resultats en MAP obtenus surdthantillon test de PascalVOO7 avec une couche de
noyau gaussien.

contraintes moyennées semblent pertinentes. Cependant, la contrainte de classement
n‘aide pas lors du processus d'apprentissage : la version classique de P-MinCq montre
les meilleurs résultats et est statistiquement comparable a P-MinCqpway (Une p-valeur
de 0.2574 avec un test de Student). En fait, le compromis entre diversit et classement
est ici dif cile a mettre en ceuvre puisque les neuf votants ne sont probablement pas
assez expressifs. D'une part, les contraintes d'ordre se retrouvent plus dif ciles a satis-
faire et, d'autre part, la diversit & des votants varie peu.

L'ajout d'une couche de noyaux permet alors d'augmenter cette expressivit &. En effet,
la table montrant que les méthodes basges sur P-MinCq produisent les meilleurs
résultats par rapport au classi eur-SVM, con rme que la diversit & des votants est cor-
rectement modélisée par P-MinCq. De plus, P-MinCq S)V(lav est cette fois-ci signi cati-
vement le meilleur : un test de Student renvoie une p-valeur de 0.0003 lorsque I'on
compare P-Miang’V':,av et le classieur-SVM; la p-valeur est de 0.0038 lorsqu'on le
compare avec P-MinCq™". Ainsi, la contrainte moyenn ée est un bon compromis entre
obtenir un bon MAP et garder un temps de r ésolution raisonnable. Notons que nous
n'‘avons pas reporté les résultats obtenus avec P—Miang’Vt, puisque dans ce contexte,
le temps d'exécution est beaucoup plus élevé avec une performance faible. En fait, la
méthode par paires implique un trop grand nombre de variables, p énalisant alors la

résolution de P-MinCq erV(l

Finalement, il s'av ere qu'au moins une m éthode de type P-MinCq est la meilleure pour
chaque concept. De plus, un test de Student renvoie une p-valeur proche de 0 lorsque
I'on compare P-MinCq L?thav avec les méthodes n'utilisant pas la couche suppl émentaire
de noyaux. Ce résultat justi e que cette approche est signi cativement meilleure.
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4.3.4 Conclusion

4.4

Les expériences merées dans cette section ont @montré que P-MinCq offre une al-
ternative th éoriqguement fond ée pour le probleme de la fusion de classi eurs en pre-
nant en considération la diversit &€ des votants. Dans le cadre particulier de l'indexa-
tion sémantique de documents multim édia, la diversité des votants est induite par
la variabilit & des descripteurs ou par la variabilit & de la premiere couche de classi-
eurs. De plus, une contrainte d'ordre permet d'am é&liorer les performances en terme
de MAP. Contrairement a la section, nous n'avons pas pu dé nir de contrainte de
p -alignement adéquate a ce probleme d'apprentissage multimodal. Une de nos pers-
pectives est ainsi de dé nir une telle contrainte en étudiant les travaux d éja réalisés
sur la notion d'apprentissage de prior en th éorie PAC-Bayésienne. Nous pourrions,
par exemple, apprendre un contrainte a priori a partir d'une fraction de I' échantillon
d'apprentissage a l'image de [Ambroladze et al, 2006 |Parrado-Hernandez et al, 2014.

Synth ese

Dans ce chapitre, nous avons epondu aux limitations de Il'algorithme MinCq. Nous
en avons proposé une généralisation, nommée P-MinCq, permettant l'introduction
d'une connaissancea priorilors du processus d'apprentissage. Tandis que la contrainte
de quasi-uniformit & imposée par MinCq est non informative, la connaissance prise
en compte par P-MinCq prend la forme d'une distribution p -alignée. D'une part,
notre approche n'implique aucune perte d'expressivit & et, d'autre part, nous en avons
démontré des garanties en gnéralisation lorsque les votants dépendent des données.
Nous avons réalisé deux instanciations de P-MinCq. Une premi ere pour combiner des
classi eurs de type k-PPV, mettant en évidence l'int érét du p -alignement lors du pro-
cessus d'apprentissage. Une seconde dans la situation particuliere de la fusion de clas-
si eurs en multim édia, montrant I'int érét d'une telle approche pour apprendre un vote
de majorité pondéré tout en prenant en compte la diversit & des classi eurs.

Ces résultats prometteurs ouvrent des perspectives concernant la dé nition de p -
alignements pour diff érents types de classi eurs, mais aussi pour mettre au point

des méthodes visant a estimer p pour une tache particuliere. En outre, dans le cadre
spéci que des k-PPV, il serait intéressant de combiner P-MinCq avec la méthode d'ap-

prentissage de distancec? proposée tres recemment [Kedem et al, 2017.

Dans ce chapitre, nous nous sommes focali€s sur la classi cation binaire, ce qui est
une limitation importante de cette contribution. Dans le chapitre suivant, nous abor-
dons la problématique de la classi cation multiclasse. L'extension de ces travaux a
une telle situation n'est pas aisée. Ainsi, dans un premier temps, Nous proposons une
analyse PAC-Bayésienne sur le classi eur de Gibbs, puis, dans un second temps nous
généralisons la C-borne au multiclasse.
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4 S = 120

lors que les contributions du chapitre pr écédent se placent dans le cadre de

la classi cation binaire, nous pr ésentons dans ce chapitre deux travaux en

théorie PAC-Bayésienne pour la classi cation multiclasse lorsque le nombre
de classesQ est ni et sup érieur a 2.
Dans un premier temps en section nous démontrons une borne PAC-Bayésienne
sur le risque du classi eur de Gibbs, qui, nous le rappelons, correspond a la moyenne
selon une distribution r des risques des classi eurs d'un ensemble H. L'originalit & et
I'int érét de ce résultat est de considéerer une mesure de risque bafe sur la matrice de
confusion des classi eurs. En effet, en classi cation multiclasse, la matrice de confusion
offre un outil plus appropri € et plus riche que le simple taux d'erreur mesur & par la
fonction de perte 0 1. En fait, elle permet I' étude explicite des diff érentes probabilités
d'erreur, autrement dit, les probabilit &s qu'un exemple de classey soit class en une
classe differente y° 6 y. Cette notion est effectivement cruciale dans de nombreuses
applications. Dans le cas de la classi cation binaire, il est souvent int éressant de dis-
tinguer les faux-positifs (test positif a tort) des faux-négatifs (test négatif a tort). Par
exemple, en médecine, il est important de diff érencier “faux-malade” et “faux-sain” : il
vaut mieux traiter a tort un sujet en réalité sain que de ne pas traiter un sujet malade.
Concretement, nous faisons appel a un résultat récent sur les inégalités de concentra-
tions valables sur des sommes de matrices aéatoires [Tropp, 201]] pour d ériver deux
bornes montrant que la norme op érateur de la matrice de confusion réelle du classi-
eur de Gibbs est born ée par : (i) la norme opérateur de son estimation empirique,

101



5.1

102 Chapitre 5. Théorie PAC-Bayésienne et classi cation multiclasse

(ii) un terme dépendant de la quantit & d'exemples dans chacune des classes €iii) la
KL-divergence entre les distributions prior et posterior. A notre connaissance, il s'agit
de la premiere borne PAC-Bayésienne pour la matrice de confusion. Notons que des
garanties en généralisation sur la norme op érateur de la matrice de confusion ont été
récemment démontrées dans d'autres cadres tels que celui de la stabilié uniforme
[Machart, 2017 ou de I'apprentissage en ligne [Ralaivola, 2017).

Dans un second temps, en section[5.3, nous étudions les relations qui existent entre
I'erreur du classi eur de Gibbs et I'erreur du vote de majorit &. Tout d'abord, nous
montrons que la relation directe repose sur un facteur égal au nombre de classes.
Puis, nous généralisons la C-borne du th éoreme 3.3 du chapitre [3 Nous en donnons
plusieurs formulations reposant sur des notions toutes équivalentes en classi cation
binaire. Nous rappelons que la C-borne est au cceur des algorithmes MinCq (section
chapitre E%[) et P-MinCq du chapitre pr écédent. Cependant, a ce jour, il s'avere plus
complexe de dériver un algorithme performant. Nous discutons de cet aspect ala n
de ce chapitre.

Les travaux sur la matrice de confusion on été publies a ICML 2012
[Morvant et al, 2012Z]. La généralisation de la C-borne a donné lieu a une com-
munication scienti que non publi ée dans le workshop WiML E]2012

z 7

Le cadre multiclasse consid re et quelques notations

Nous étudions, ici, des taches de classi cation multiclasse ou X  RY, de dimension
nie d, est I'espace d'entrée etY = f1,...,Qg est I'espace de sortie avecQ > 2 le
nombre de classes ni. L'ensemble d'apprentissage S= f (x;,y;)g, est constitué de m
exemples tirési.i.d. selon un domaine P dénisur X Y,telquem Qetmy 1
pour toutes les classesy de Y, ou my est le nombre d'exemples de vraie classey. H est
une famille de classi eurs multiclasse de X vers Y. Nous rappelons qu' étant donnés
une distribution prior p sur H et un échantillon S, le processus d'apprentissage PAC-
Bayésien vise a trouver la distribution posterior r amenant a minimiser l'erreur r éelle
du classi eur stochastique de Gibbs G, () ou celle du vote de majorit € r-pondéré B, ( ).
Pour rappel, le classi eur de Gibbs G; () étiquette un exemple x en tirant al éatoirement
selon r un votant h dans H, puis en renvoyant la valeur de h(x). Le vote de majorité
r-pondéré B, () est, quant a lui, d & ni en classi cation multiclasse par :

B/ (x) = argmax E I(h(x)= ¢) . (5.1
2y hor

Cependant, dans de nhombreuses situations — par exemple lors d'un d éstquilibre entre
les classes — mesurer la qualie d'un classi eur uniquement en comptabilisant ses
erreurs n'est pas judicieux. En effet, supposons qu'une classe p soit majoritairement
présente, c'esta-dire que sa probabilit & d'apparition soitde 1 e avece > 0 petit, alors
le classi eur hmaj( ), qui renvoie la classe p pour tous les exemples x, montrera un
taux d'erreur d'au plus e, alors qu'il commet toujours une erreur pour les exemples de

1. Women in Machine Learningttp://wimlworkshop.org/
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classesqg 6 p.

Pour contourner ce probleme, nous faisons appela la matrice de confusion du classi-
eur en guise de mesure du risque plus ne. En particulier, nous étudions la matrice de
confusion construite a partir de sa dé nition classique qui se base sur les probabilit és
conditionnelles : il est, en effet, important de s'affranchir des effets de la diversit & des
classes repésentes. Concetement, pour un classieur hissu de H et un échantillon
d'apprentissage S, la matrice de confusion empirique Dg = (oqu)l pq Q assocéeah
est dé nie par :

m

8(p,q) 2 Y2, dpg= & —I(h(xi) = QI(yi = p).
i=1

1
in

La matrice de confusion réelle D = (dpg)1 pgq o assockeahest:

8(p,g) 2 Y3 dpg= E 1 h(x)=q
xiy=p
= Pr_(h(x) = qy= p).
(xy) P

Si le classi eur h ne commet aucune erreur sur I'échantillon S, alors tous les éléments
de la matrice de confusion sont nuls, a l'exception des éléments diagonaux tous égaux
a 1 puisqu'ils correspondent aux exemples correctement classes. Ainsi, plus il y a
d'éléments non nuls en dehors de la diagonale, plus le classi eur est enclin a com-
mettre des erreurs. Minimiser le nombre d'erreurs revient donc a trouver un classi eur
dont la matrice de confusion montre le plus possible d' éléments faibles en dehors de
la diagonale.

Puisque la diagonale porte linformation des probabilit &s conditionnelles des
prédictions “correctes”, nous proposons d'annuler tous ces éléments. Les éléments
non nuls de cette nouvelle matrice de confusion correspondent alors, uniguement, aux
exemples mal clas€s par h. Nous la dé nissons comme suit.

Dé nition 5.1 (Matrice de confusion empirique et r éelle) SoitY = f1,...,Qgl'ensemble des classes
possibles. Soit P un domaine sur XY. Soit S  (P)™ un échantillon d'apprentissage de
m exemples. Soil un ensemble de classi eurs multiclasse de X vers Y. Alors, pour tout
classi eur h issu deH, nous ¢ nissons les matrices de confusion empirique&slle de h
respectivement paE = (Epg)1 pq o €tCH = (Cpg)1 pq o telles que:

(
A 0 sig=rp
8(p,qg) 2 Y3, Gpg= .
(P.0) P dpg sinon
<0 siq=p

2 _
8(p,a) 2 Y, Cpg= . dpg= Pr (h(x)= gip=y) sinon
(xy) P

Par abus de langage, c'est cette @ nition que nous nommons “matrice de confusion”.
Notons gu'elle n'implique aucune perte d'expressivit & car l'information port ée par la



104 Chapitre 5. Théorie PAC-Bayésienne et classi cation multiclasse

diagonale de la matrice de confusion classique est redondante :

8p2Y, § dyg=1

qQ2Y
,8 p2Y,dpp=1 Q& dpg
a2Y, g6 p
,8 p2Y,dpp=1 Q& Cpq
g2y
>
De plus, il est facile de montrer que si Dy = Pr(y=1),...,Pr(y=Q) estle

vecteur des probabilit és a priori des classes, alors le taux d'erreur estégal a :
Rp(h)= Dy C} g

Ainsi, a la lumiere de linformation suppl émentaire apportée par un échantillon
représentatif, le taux d'erreur peut étre retrouv é a partir de la matrice de confusion
(I'inverse étant impossible).

Si h classe correctement tous les exemples issus deS, alors sa matrice de confusion
empirique Cg correspond simplement a la matrice nulle 0. De méme, sih est un classi-
eur parfait sur le domaine P, alors sa matrice de confusion réelle vaut 0. Contréler la
matrice de confusion d'un classi eur appara "t donc étre une stratégie adéquate pour
contréler I'erreur du classi eur de Gibbs. Plus pr écisement, une solution consiste a
chercher la matrice de confusion la plus “petite” possible, o u “petite” signi e la plus
proche possible de 0. Ici, nous choisissons comme mesure de distancea 0 la nhorme
opérateur, aussi appelée norme spectrale. Cette norme retourne la plus grande valeur
singuli ere de son argument et est cé nie par :

KCKop = maxfl max(C), | min(C)g
— max kCVk2
v60 kvk, '’

(5.2)

ou | max(C) et | min (C) sont respectivement les valeurs singulieres maximale et mini-
male de la matrice C. Le choix de la norme opérateur n'est pas anodin. D'une part, nos
travaux tirent parti d'un des r ésultats de [Tropp, 201]] portant sur la norme op érateur
de matrices aléatoires. D'autre part, on peut prouver la relation suivante :

Rp(h)= Dy’CP
= Dy~ CB Id ou Id est le vecteur identité,
Q Dy”CP , d'apr es l'inégalité de Cauchy-Swartz,
p— >
= Q Cp Dy,
p_
Q cb kDyk, d'apres la dénitionde k Kopde I'équation (5.2),
op
P — :
Q ch’ puisque kDyk, 1,
op
p_
= Q Ch

Op.
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h
P op

Finalement, nous précisons quelques propriétés de la norme opérateur. Tout d'abord,
k kop est une norme réguliere, pour toute matrice C, on a donc :

Ainsi, la minimisation de la norme op érateur C permet de minimiser I'erreur.

8a2 R, kaCk,,= ja kCk,. (5.3)

De plus, étant données les matrices de néme dimensions A et B composées déléments
positifs ou nuls et tellesque 0 A B (éléments par éléments), on a:

0 A B =) kAk,, kBkyp. (5.4)

A partir de ces éléments, nous démontrons tout d'abord une borne PAC-Bay ésienne
pour la matrice de confusion du classi eur de Gibbs. Nous étudions ensuite le lien
entre le classi eur de Gibbs et le vote de majorit & r-pondéré en section5.3

5.2 Borne PAC-Bayésienne sur la confusion du classifieur de
Gibbs

5.2.1 La borne en généralisation

Le résultat principal de cette section est une borne PAC-Bayésienne en ¢enéralisation
sur la matrice de confusion associée au classi eur stochastique de Gibbs G, ( ) dans le
contexte de la prédiction multiclasse d écrit pr écédemment. Dans ce cas, les matrices de
confusion réelle et empirique associéesa G, ( ) correspondent a une espérance selon la
distribution posterior r et sont respectivement notées :

G _ h G _ h
C. = E E C et Cs = E Ca.

P hrs@m S "y S
Etant donnés un votant h tir & aléatoirement selon le posterior r et un échantillon S =

— . i G G .

f(xi,yi)gm, (P)™, notre objectif est de majorer I'écart entre C' et C5' qui sont vues
comme les mesures des risques eel et empirique du classi eur de Gibbs. Notre r ésultat
principal est énoncé dans le théoreme suivant.

Théoreme 5.1 Soit X Rd l'espace d'entre, soit Y= f1,...,Qg I'ensemble de classes. Soit P
un domaine sur X Y et soitH une famille de classi eurs multiclasse de X vers Y. Soit
S un échantillon d'apprentissage constitude m exemples &s i.i.d. selon P et tel que pour
toute classe y de Y, on aitym> 8Q. Alors pour toute distribution priorp sur H et pour
tout d 2 (0, 1], avec une probabiéitd'au moinsl d sur le choix de Bchantillon agatoire

S (P)™ et pour toute distributiorr surH, ona:

S

h i
G 8Q .. m
Cp op m 8Q KL(rjip)+ In 4d

G
CS

oum = mzlg my est le nombre minimal d'exemples de S @me classe.
y

Démonstration.Reportée en section5.2.2 O
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Notons que pour toute classe y de I'ensemble Y, il est nécessaire de erier: my > 8Q.
Cette restriction n'est pas trop forte puisqu'elle est lin éaire en le nombre de classeQ.

Finalement, on peut r éécrire le théoreme de la maniere suivante :

Corollaire 5.1 Sous les hypo#tses du taoeme5.3}, on a :

S h [
G 8Q .. m
P S + —
op Cs op m 8Q KL(rjjp)+ In 4

G
CP

Déemonstration.On applique l'in égalité triangulaire jkAk k Bkj k A Bk au
théoreme(5.1 O

En se xant une distribution prior p sur H, le théoreme5.1 et le corollaire donnent
une borne PAC-Bayésienne sur 'estimation, via la norme op érateur, de la matrice de
confusion réelle du classi eur de Gibbs pour toutes les distributions prior et posterior
possibles. Pour une tache donnée, le nombre de classes est constant, le risqueé&el est
donc majoré par le risque empirique du classi eur de Gibbs, la KL-divergence entre

r et p et un terme relié& aux nombres d'exemples d'apprentissage. Ce dernier dépend
en fait de m , la quantité minimale d'exemples qui appartiennent a la méme classe :
plus m estélevé, plus la borne sera précise. Cependant, si une classe est &s minori-
tairement pr ésente, la borne sera impiécise. Notons nalement que ce résultat varie en
o(v/ P m ) qui est un taux de convergence typique pour une borne ne contenant pas
d'information du second ordre.

5.2.2 Deémonstration du r ésultat

Cette section énonce la preuve du théoreme. Tout d'abord, nous introduisons une
inégalité de concentration généralisant I'in égalité de Hoeffding a la somme de ma-
trices carrées akatoires. Nous en déduisons ensuite notre borne en généralisation
PAC-Bayésienne en suivant le principe de preuve “en trois étapes”, qui se base
sur 'in égalité de Hoeffding, du th éoreme PAC-Bayes binaire de Langford-Seeger
[Seeger,2002 IMcAllester, 2003 |Langford, 2004 (le corollaire vu en chapitre @

In égalité de concentration pour la matrice de confusion

Le résultat principal de ce chapitre se dérive a l'aide de I'in égalité de concentration
suivante sur la somme de matrices auto-adjointes démontrée par [Tropp, 201]]. Cette
inégalité généralise I'in égalité de Hoeffding aux matrices al éatoires auto-adjointesE] (ou
hermitienne).

Théoreme 5.2 ([Tropp, 201]) Consicerons une squence nief M;g de matrices auto-adjointes,
aleatoires et indpendantes de dimension Q. Sokt;g une £quence de matrices auto-adjointes.

2. Une matrice auto-adjointe (ou hermitienne) est une matrice carr ée qui est égale a la matrice tans-
posée de la matrice conjuguée.
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Supposons que chaque matrice earsgkatoire &ri e presque 8rement :
EM;=0 et MZ24 A2

Alors pour toute 0O,ona:
( )
Prolmax aM; e Qexp

. 82

ous?= 3;A2 et4 estl'ordre semi-@ni sur les matrices auto-adjointes.

Sachant qu'une matrice a valeurs réelles est auto-adjointe si et seulement si elle est
symétrique, la matrice de confusion qui, elle, I'est rarement n'est donc en g énéral pas
auto-adjointe. Pour adapter ce résultat a notre situation particuli ere, nous faisons appel
a la méthode de dilatation de matrices [Paulsen, 2002 pour “transformer” une matrice
carrée en une matrice auto-adjointe, tout en gardant I'information spectrale importante
pour la norme op érateur.

Dé nition 5.2 (Dilatation [Paulsen, 2007) La dilatation D(M) d'une matriceM carree eelle de
dimension Q est la matrice de dilatation caerauto-adjoint® (M) de dimensior2Q dé nie

par : |
0 M
D(M) = 55
(M) M> 0 (5.5)
De plus, la dilatation peserve l'information spectrale :
I max (D(M)) = kD(M)kOp
= kMk,,. (5.6)

A l'aide de cette d € nition, nous prouvons I'in  égalité de concentration suivante.

Corollaire 5.2 Consicerons une squence nid M ;g de matrices cages @atoires et indpendantes
de dimension Q. Soita,g une £quence deeels xes. Supposons que chaque matriéataire
véri e presque 8rement :

EMi=0 et kMikop a.

Alors, pour toute 0O,ona:

N 00
I ©

Pr a M e 2Qexp (5.7)

8s2

Démonstration.Pour prouver ce corollaire, il faut partir de lad & nition pour v érier
les hypotheses du theoreme[5.2 a n de I'appliquer.

Soit f Mjg une séquence de matrices carées, akatoires et indépendantes de dimension
Q telles que : E M; = 0. Soit f g g une séquence de eels xés tels que :kMkop &
Nous considérons les matrices de dilatation fD (Mi)g de dimension 2Q assockes
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aux matrices fM;g. Par dé nition, la dilatation est un op érateur liné&aire et donc :
ED(M;) = 0. En outre, d'apr es I'équation , ona:

I
a M; =lmax D é.Mi
i op L

i

De plus :
kMik,, = kD(Mj)k
= | max (D(My))
a.
Il ne reste plus qu'a vérier I'hypoth ese :D(M;)? 4 A2. Pour ce faire, nous devons
dé nir et xer une s équence de matrices auto-adjointesf A;g de dimension 2Q. Il suf-
t de construire la matrice diagonale dont tous les é&léments de la diagonale valent
| max D(Mi) Id 2Q-

Ceci assure :
D(M)24 | max (D(M;)) Id 5 °.

Plus précistment, pour tout i on a:
| max D(Mi) g.

Nous xons A; la matrice diagonale de coef cients tous égaux a g telle que :

Ai = ald g,
avec :
aAl =aq
i op i
= s2.

Finalement, on applique le th éoreme[5.2 pour obtenir I'in égalité de concentration (5.7).
]

Pour appliquer directement ce corollaire a la matrice de confusion, nous devons la
réécrire comme la somme des matrices de confusion mesues indéependamment sur
chaque exemple. Etant donné un exemple (x;,y;) de I'échantillon S, nous dé nissons
sa matrice de confusion Cih = (Cpq(i))1 pg o par:

8

<0 sig=p

8(p,q) 2 Y2, &) = : mi|(h(xi) = g)l(y; = p) sinon,
Yi
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ou my, est le nombre d'exemples de S de classey;. Etant donné un exemple (xj,Yi), la
matrice de confusion dé nie sur (xj,Yy;) contient au plus un élément non nul lorsque
h(xj) ne renvoie pas y;. De la méme maniere, lorsque h(x;) renvoie y; alors la matrice
de confusion dé nie sur I'exemple est égale a 0. Ainsi, pour tout échantillon S =
f(xi,yi)giL, composé de m éléments i.i.d. selon P et pour tout classieur hissudeH,
la matrice de confusion est équivalente a :

ce= 3§ ch

1

" Qos

En outre, on considere les matrices carées akatoires Cdi1 = (égq(i))l g Q dénies
par :

8(p,q) 28Y2,

% 0 o siCp(i)=0 1
A0 iy = 1 1 .
= SRt = = e E i) = iy = P sinon.

= My, S=f(xypgn, My,

(P
(5.8)

Le terme Eg (P)mmil(h(xj) = o)l(y; = p), lorsque Cyq(i) & O, estéquivalent af

Yi
l'espérance surS  (P)™ des éléments Cpq, tels que p = y; et g = h(x;), issus des
matrices empiriques C!. L'équation se réécrit alors :
8
<0 SiCpg(i)= 0

8(p.0) 2 Y2, &q(i) = (5.9)

A 1 A .
Cpq(i) My s I(EP)m Cpg sinon.

Par souci de lisibilit &, étant donné un exemple (X, y;) et pour tout échantillon S (P)™,
nous notons ngi la matrice contenant au plus un élément non nul de coordonn ées(p, Q)
qui vaut €yqavec p = y; et q= h(x;). On obtient alors la formulation de Cdi1 suivante :
1
cf=ch — E cl,
my; s (P)™
Trivialement, cette d & nition nous permetde v érier: E Cdi‘ = 0.
Il ne reste plus qu'a dé nir une valeur ad équate pour le réel g assoce a chaque matrice
Cq‘. Soit | maXi(Cdﬂ) la valeur singuli ere maximale de la matrice Cq‘. Il est facile de
vérier que | maxi(C({“) L Ainsi, nous posons :

myi '

8i2fl,...mg, &= i (5.10
myi

Finalement, les notations, précédemment introduites, nous permettent d'appliquer le

corollaire pour obtenir I'in égalité de concentration suivante :
8 9
< = 2

Pr Cdi1 e 2Qexp

_ =z (5.12)

" Qog

i=1 op

3. L'id ée est la suivante : on consicere uniqguement les éléments dont les coordonnées sont asso@esa
I'element non nul de CP.
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Cette inégalité de concentration (5.11) nous permet de démontrer notre th €oreme

en suivant le principe de preuve “en trois étapes” [Seeger,2002 |[McAllester, 2003
Langford, 2004.

La preuve “en trois étapes”

Etant donnée notre inégalité de concentration (5.11), nous allons appliquer la m éthode
de preuve proposée par [Seeger,2002, |McAllester, 2003 |Langford, 2004.

Etape 1 Nous démontrons tout d'abord le lemme suivant :

s oy CSi de nies dans lequation(5.9).

Alors pour toutd 2 (0,1], on a:
8 2 0 13 9
< 1 82 I 4 ? 2Q =
P E 4exp@ 3 ct A5 —~ 1 d
s (.E)m Chop oXp 8s2 iél ! 8s2d;

op
Démonstration.Par souci de lisibilit €, nous posons :

m
ch=3 c?h
i=1

Si Z est une variable aléatoire réelle telle que :
Pr(z 2z kexp ng(2,
avec g(z) ni négative, ni décroissante etk une constante positive, alors :

Pr exp (n 1)g(Z) n  min(l,kn M Dy

Appliqu € a notre inégalité de concentration (5.11), en posant g(z) = z? (non négative),
z=en= glz etk = 2Q, on obtient :
1 8s2 h

Proexp =25 Cfs o " min 1,2Qn V(& &%

2 . . .y
Comme le terme exp 185825 degk est toujours strictement positif, on calcule son
espérance :

Z
1 8s2 h ¥ 1 8s2 h
E e —— C = Pr e ——— C
XP 8s? S op 0 7 Xp (882) S op
¥
2Q+ 2Qn 1/ (1 SSz)dn
1

h i
1 8s? n 8% (1 8s?) ¥

=2 2
Q Q 8s2 1
1 8s?
=20+ 20—
Q+ 2Q 852
_ 2Q

 8s?
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Donc, étant donné un classi eur hissudeH, ona:

1 8?2 g 20
E ——— C —,
s (P)m P Tas2 S op 8s2

Alors si p est une distribution de probabilit & sur I'ensemble H, I'in égalité préccdente

implique :
1 82 2Q
E E exp —— C —.
s@m hp P Tgs? S op 8s2
On obtient le r ésultat du lemme en appliquant I'in égalité de Markov ﬁ] O

Etape 2 Cette étape de la preuve fait appel au lemme suivant.

Lemme 5.2 (Inégalite de Donsker-Varadhan [Donsker et Varadhan, 1979) Etant donrees la KL-
divergenceKL (rkp) entre deux distributiong et p, et g ) une fonction non ggative, on
a:
£ [0 KL(rkp)+In E “[exp(g(b))].

Démonstration.Voir [McAllester, 2003. O
Rappelons que :

c?
1

ch=

" Qos

Enposantg(b) = L5’ etb= C% | le Iemmeimp”que ;
op

1 8s2 h 2 1 8s2 o 2
—— C KL(rkp)+ In E ——— C . 512
hr 8s2 S op (rkp) I’]h p exp 8s? S op ( )

Etape3 Laderniere étape consistea appliquer a l'in égalité (5.12) au résultat du lemme

On a donc :
1 852 4o 2Q

- = + —_=

E 852 kCskgp KL(rkp)+ In 8524

Nous appliquons l'in égalité de Jenselﬂ a la fonction convexe g( ). Alors avec une pro-
babilité d'au moins 1  dsur le choixde S (P)™ et pour toute distribution r sur H,

ona: ) )
c? 8" Ki(rkp)+ In 22 (5.13)

E
8s2d

hr S op 1 8s2

- N gm h 1 h
Puisque C5 = &%, C, T o FP)"‘ CSji ,
dans le théoreme Nous présentons maintenant les simpli cations menant a
I'énoncé exact de notre borne en ¢ggnéralisation PAC-Bayésienne.

la borne (5.13) est similaire a celle énoncée

4. L'énoncé de l'in égalité de Markov est donné dans le théoreme en annexe| Al
5. L'énoncé de l'in égalité de Jensen est dongé dans le théoreme en annexe|A.
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Simpli cations de la borne

Tout d'abord, nous calculons le param etre de variance

2.

1

(%))
N
1
" Qog

|
Rappelons que nous avions post dans I'équation (5.10)

8i2f1,....m = —
vo-My, 8 = my,’
ou y; est la classe dui®M€ exemple et my, est le nombre d'exemples appartenant a la

classey;. Ainsi :

sz=ér'[nmlz
i=1 My,
-4 &4 L
y=1 iyi=y MY
-5 L
y=1"y

17, €st croissant en fonction de Q, nous pouvons donc

Remarquons que le terme & ;2
majorer s? par :

Soitm = mzlo my, alors la borne (5.13) devient :

y
T80 k)t ™
P ad

0))
E C —_—
hr Sop m 80

Donc :
S

i) 8Q
E C ——=  KL(rkp)+ | . 5.14
hr TS op m sq KL(rke) n4d (514

m
o) 2 h 1 h
Cs=a ¢ —
STA T mys pm 9
Rappelons que :
Cé=E E Cl e C&¥= EC
hrs (Pm > S hy S
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On obtient :
3
m
I 1
E c% =E43c - 5 °
r op hr i=1 My, s (P)™ op
2 3
4 m h hI m 1 h
= E4 3§ C a — E
o2y 2y Mys e op
" #
= E Ch E ch
hor S s P,
E ch E ch
rS s e S
= ECl E E CP
hr S ohrs (A S
= co c& | (5.15)

En substituant la partie gauche de l'in égalité (5.14) par le terme (5.15), nous obtenons
la borne du th éoreme|5.1]

Ceci termine la preuve du th éoreme(5.1}: notre borne en généralisation pour le classi-
eur de Gibbs. Nous analysons maintenant les relations qui existent entre le classi eur
de Gibbs et le vote de majorité r-pondéré. Tout d'abord, nous étudions une relation
directe et lin éaire, puis nous étendons la C-borne a la classi cation multiclasse.

5.3 Bornes sur le risque du vote de majorit ér-pondéreé

Dans la section précédente, nous nous sommes focali€s sur le risque du classi eur
de Gibbs G;( ). Comme précist dans le chapitre@ ce qui nous intéresse @gnéralement
est le risque du vote de majorité B;( ), qui renvoie la classe majoritaire sous la me-
sure r. Nous allons donc maintenant étudier les relations qui existent entre ces deux
classi eurs dans le cadre multiclasse.

5.3.1 Relation lin éaire entre le classi eur de Gibbs et le vote de majorit €&

Notre borne multiclasse présente dans le theoreme apporte des garanties
théoriques pour le classi eur de Gibbs. Elle permet de fournir une borne sup érieure
pour la matrice de confusion du vote de majorit & gracea la proposition qui suit.

Mais dé nissons, tout d'abord, le risque de Gibbs conditionnel Rp(G;, p,q) et le risque
du vote de majorit € conditionnel Rp(By, p,q) :

Re(Grpa)= E E I(h(x)= q), (5.16)
y=p ", #
Re(Br,pd)= E | argmax E I(h(x)=1¢c) =g , (5.17)
X Py=p c2Y hor
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ou PBy-p est la probabilit & conditionnelle d'un exemple x sachant la classey. Sip & g,
I'équation correspond a I'élement d'indice (p, q) dans la matrice de confusion du
classi eur de Gibbs Cg' et I'équation (5.17) al'élément (p, q) de la matrice de confusion
du vote de majorit & CEr . Nous pouvons maintenant prouver les deux r ésultats suivants.

Proposition 5.1 Soit P un domaine sur X Y tel que Y= f1,...,Qg. SoitH un ensemble de classi-
eurs multiclasse de X vers Y. Pour toute distributionsur H, la valeur €elle du risque condi-
tionnel du vote de majorétr-ponceré et celui du classi eur de Gibbs songdi par l'iregalie

suivant :
8(q,p) 2 Y% Rp(Br,p.0)  QRp(Gr,p,q). (5.18)
Démonstration.Voir annexe D. 1.1 0

Cette proposition implique le r ésultat suivant portant directement sur la norme
opérateur.

Corollaire 53 Soit P un domaine sur X Y tel que Y= f1,...,Qg. Soit H un ensemble de
classi eurs multiclasse de X vers Y. Pour toute distributiorsur H, la matrice de confusion
réelle du vote de majogit -poncere CE’ et celle du classi eur de Gibt(é(,fr sont relees par
I'in égali€ suivante :

By

G
CP

Q Cp

. (5.19)
op op

Déemonstration.Voir annexe 0

Ces deux relations sont a mettre en parallele avec le sultat obtenu dans le cas binaire
(proposition 3.1 du chapitre [3). En fait, selon ces relations, une borne en gnéralisation
pour le classi eur de Gibbs implique une majoration du risque du vote de majorit €
r-pondéré a un facteur Q pres. Lorsque le nombre de classeQ tend vers l'in ni, cette
relation rend le r ésultat impr écis en particulier lorsque les erreurs des votants indivi-
duels sont en moyenne supérieures a %. Néanmoins, nous allons voir par la suite qu'il
est possible de ¢ggnéraliser la C-borne du th éoreme du chapitre E%] au cadre de la
classi cation multiclasse.

5.3.2 La C-borne en classi cation multiclasse

La C-borne, en mettant en jeu les premier et second moments de la marge, permet
d'avoir une majoration de l'erreur du vote de majorit & bien plus précise et plus infor-
mative. C'est pourquoi, hous proposons dans cette section de la généraliser au cadre
multiclasse en revenant a la mesure d'erreur usuelle avec la fonction de perte 0 1.

Notions de “marge” en multiclasse

Etant donnée une distribution r sur un ensemble H de votants multiclasse, nous rappe-
lons que l'erreur du vote de majorit ér-pondéré Rp(B;) est dé nie comme la probabilit &
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gu'il commette une erreur sur un exemple tir & selon le domaine P :
Rp(Br)= E 1 B(x)6y .
(xy) P

Une notion importante li ée au vote de majorité est la notion de marge réalisée sur un
exemple (x,y). Il existe diff érentes facons d'exprimer une telle notion en multiclasse.
Nous en présentons trois versions toutes équivalentes en classi cation binaire.

Tout d'abord, nous faisons appel a la notion de marge multiclasse proposée
par [Breiman, 2007 pour les for éts aleatoires.

Dé nition 5.3 (r-marge) Soit P un domaine sur X Y, soitH un ensemble de votants multiclasse.
Etant donree une distributiorr sur H, la r-marge du vote de majoétB ( ) reali€e sur un
exemplgx, y) tiré selon P est :

MT(xy)= E I(h(x)=y) Jnax = E I(h(x) = ©)

Similairement au cadre de la classi cation binaire pr ésen€ dans le chapitre@], le vote de
majorité B, ( ) classe correctement un exemple si sar -marge est strictement positive :

Rp(Br) = (ng , (M "(xy) 0). (5.20)

Notons que lorsque Y = f 1,+1g, nous retrouvons la d & nition usuelle de la marge :

M "(x,y) E I(h(x) = y) Jnax E I(h(x) = ©)
E I(h(x) = y) E I(h(x) 6 y)

E [I(h(x)=y) I(h(x) & y)]

hE yh(x)

y E h(x).
hr

Le fait que la dé nition de la r-marge contienne un terme lié a un maximum,
la rend parfois difcile a manipuler. Nous allons donc consid érer la relaxation de
[Breiman, 200]] qui se base sur la notion de force d'une classe pour un exemple (X,y)
donné. Cette notion est reliée a I'écart entre la classi cation correcte et les mauvaises
classi cations ind épendamment.

Dé nition 5.4 (r-force) Soit P un domaine sur X Y, soitH un ensemble de classi eurs multiclasse
de X vers Y Etant donree une distributiom surH, lar -force du vote de majoéts ( ) realige
sur un exempl€x, y) tiré selon P pour une class@cY est :

S'e(xy)= E I(h()=y) E I(h(x)= o).
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D'apr es cette cé nition et I' équation ona:

mma:ugpwrmw 0)

Pr 9c2Y,c6y: E I(h(x)=Yy) E 1(h(x) = ¢)
(xy) P 0 hr h r 1

Q
= Pr @ ~ EIh(x)=y) E I(h(x)= oA
Oy Pmg gy T hr

Q
= Pr - E I(h(x)=y) E I(h(x)= )~ c6y
(va) P — hr h r
c=1
N
a Pr E I(h(x)=y) E I(h(x)= )" c6y
=1(xy) P hor hr
g
a Pr E I(h(x)=1y) E I(h(x)= ¢
C=1(x,y) P hr hr
g
=a Pr EI(h(x)=y) EI(h(x)=c) 0
C:]_(va) P hr hr
g
= 8 Pr (S'(c(xy) 0. (5.21)
c:l(xiy) P
Lorsque Y = f 1,+1g, on peut trivialement prouver I' égalite entre Rp(B;) et
a2, Pr_(S'(c(xy) O).
(xy) P

En n, pour rel acher lar-marge nous pouvons, en outre, considérer la perte suivante.

Dé nition 5.5 (la w-perte) Soit P un domaine sur X Y, soitH un ensemble de classi eurs multi-
classe de X vers Y et sait 2 [0, 1] une constante. Pour toute distributionsur H, on appelle
la w-perte assoeear sur un exempldgx,y) tiré selon P, la fonction de perté(w, (x,y))
dée nie par :

“T(w, (%)) = 1 hEr I(h(x)=y) w . (5.22)

La valeur gelle de lav-perte da sur P est :

Bw) = B ()
= E | EI(h(X)=y) w . (5.23
(xy) P h r

Son estimation empirique cal@d sur unechantillon S tig i.i.d. selon P est :

. 1 o .
s(w) = - a (w, (x,Y))
(xy)2s
-1 a ! Elhx=y) w. (5.24)
m(X’y)28 hr

Cette perte peut &tre vue comme une relaxation lin éaire de la r-marge et pour toute
distribution r sur H, on peut relier I'erreur de B; () et la w-perte assocéear grace au
théoreme suivant.
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Théoreme 53 Soit Q 2 le nombre de classes. Pour tout domaine P sur X, pour tout exemple
(x,y) tiré i.i.d. selon P et pour toute distributiansur un ensemble de votants multicladde
ona:

\P(é) RP(Br) \p(%)- (5-25)

Démonstration.Voir annexe D.4 O
h i

Il existe donc une zone d'ind écision lorsque w 2 &,3 (voir la gure , et w doit

étre choisi avec précaution.

Notons que lorsque Y = f 1,+1g, Rp(B;) et ‘,;(%) sont trivialement égaux. Les trois
mesures de marges presenies sont donc touteséquivalentes lorsque I'on se place dans
le cadre de la classi cation binaire. Cependant, elles diff erent par l'information qu'elles
prennent en considération.

La r-marge est assocéea la vraie zone de décision en classi cation multiclasse et
est indépendante de la vraie classe de I'exemple.

La r-force dépend de la vraie classey de I'exemple et correspond a une combi-
naison des marges binaires (une classe contre une autre classe) pour les classes

0
y'6y.
La w-perte dépend elle aussi de la vraie classey, mais ne considere pas les autres

classes. C'est une mesure lirgaire en fonction de y, plus simple a manipuler mais
qui implique, en ce sens, une grande zone d'ind écision (voir th éoreme[5.3).

Ces propriétés sont illustrées sur la gure et menent aux trois généralisations de la
C-borne que nous énongons maintenant.

Geénéralisations multiclasse de la C-borne

La borne suivante se base sur la & nition [5.3classique de lar-marge en multiclasse.

Théoreme 5.4 (La C-borne multiclasse) Pour toute distributionr sur une classe de fonctiohs et
pour tout domaine P sur X Y, tel queM > 0, ona:

R(B)= Pr (M'(xy) 0) Cg, (5.26)
(xy) P

ou C,, estegalea :

ro_ Var(x,y) PM r(X,y)

E(x,y) P (M r(X,Y))Z

r 2
MP
rz’

M p

=1
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(a) Les trois mesures de marges sont (b) Les trois mesures de marges lorsque ¥ 1,2, 3 et
equivalentes lorsque ¥ f 1,+1g. Le gue la vraie classe deest2. Le codage de la claskest
codage de la classd est(1, 0), celui de (1,0,0, celui de la class2est(0, 1,0, celui de la classe
la classer 1 est(0, 1). 3est(0,0,)).

Figure 5.1 — Etant donre un exempléx,y), on peut repesenter le vote [8x) par la combinaison
convexe en coordo@as barycentriquesi@haque angle correspoadine classe de ¥ f1,...,Qg. Les
coordonies de Bx) correspondent alo& (Ey, , I(h(x) = 1),...,E, ( I(h(x) = Q)).

2
ou M rP et M rP sont respectivement les premier et second moments denkrgeM ' (X, y)
dé nis par :

M E M'(x
P oy DP (x,y)

E E I(h = E I(h =
w5 P h (h(x) = y) Czrggéy E (h(x) = ¢

E E I(h(x)= E E I(h(x) = ,
(xy) Phr ( (X) y) (xy) P cg?(%)@(y hr ( (X) C)

2

<
I

E (M"(x,y)?
(xy) P

E E I(h(x) = max E I(h(x) = c
(xy) P hr (h(x) = y) c2Y,c8y hr (h(x) )

Démonstration.Le résultat se prouve selon le méme principe que la C-borne binaire,
VOir annexe O

Cette borne offre une relation pr écise entre I'erreur du vote de majorit € et celle du
classi eur de Gibbs en ne mettant pas en jeu le nombre de classesQ. Cependant, a
des ns algorithmiques, la d érivation d'un algorithme de type MinCq (section [3.4 du
chapitre [3) ou P-MinCq (chapitre El{) n'est pas aussi simple qu'en classi cation binaire.
En effet, en pratique, la mise en ceuvre des astuces de MinCq est rendue dif cile, voir
impossible, a cause des termes mayy sy hEr I (h(x) = c). Nous énoncons dans la suite

les approches liees aux relaxations présentes précedemment.

Ainsi, a l'aide la dé nition de la r-force et selon le méme principe que la
démonstration de la C-borne on obtient la relation suivante :



5.3. Bornes sur le risque du vote de majorit & r-pond éré 119

Théoreme 5.5 Pour toute distributionr sur une classe de fonctioht et pour toute distribution P
sur X Y, tel que8c 2 Y,S;(c) > Q0ona:

Q
RE) & P (Se(xy) O R,

=1y
ou
R = § Varxy) p (S7(c (%)) 2
=1Var(xy) 0o (ST(%Y,€)  Eqy p (ST(C.(x¥)))
Q O
= a 1 Tzi
=1 Sp ()

2
ou S,r:(c) et S,L (c) sont respectivement les premier et second momentsrditae de la classe
c et sont & nis par :

Sp(c) = E S"(c(xy))
(xy) P
= E E I(h(x)=y) E I(h(x)= ¢
(xy) P hor hr
= E E I(h(x) = E E I(h(x) =
WE L ENM =) EE ()= o
St = E_(S'(xy.0)
(xy) P
2
= E E I(h(x)=y) E I(h(x)= ¢
(xy) P hr hr
Démonstration.Provient de I'in égalité[5.21 O

Cette relation ne contient plus de terme li & au calcul d'un maximum, mais d épend ex-
plicitement du nombre de classes Q. Elle peut &tre vue comme une somme de C-borne
pour chaque classe. Ainsi, un inconvénient pratique est qu'il faut r ésoudre conjoin-
tement Q problemes de minimisation de type MinCq et rend complexe la d érivation
d'un algorithme simple.

Finalement, la borne liéea la w-perte est :

Théoreme 5.6 Pour toute distributionr sur la classe de fonctiot$ et tout domaine P sur X Y,

si E E I(h(x)=y) w >0, alors:
(xy) P hr

pW) W,
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[ acté :
ou W, estégala :

varxy) p hEr I(h(x)=y) w

Wy = 5
E(x,y) P hEr |(h(X) = y) w
2

E 5 hE I(h(x)=y) w
=1 r - (5.27)

E E I(h(x) = w

WE o E =)
Démonstration.Voir annexe [D.3, O
Puisque le terme ( I)E hE I(h(x)=y) w estlinéaire, la dérivation d'un algo-
xy) P r

rithme de type MinCq est plus ais ée : on peut facilement xer le num érateur et minimi-
ser le déenominateur de la borne (5.27). Cependant, les experimentations pr éliminaires
que nous avons menées (en faisant varier la valeur de w) ne nous permettent pas en-
core d'étre plus performant qu'un SVM multiclasse. D'une part, le terme lin &aire ne
capture pas suf samment bien l'information n écessairea une classi cation correcte.
D'autre part, les garanties de consistance de MinCq font appel a un ensemble auto-
complémenté de votants permettant de s'affranchir du terme de complexit & KL(rkp).
En classi cation multiclasse, nous n'avons pas encore réussia dé nir la notion d'auto-
complémentation.

Synth ese

Dans ce chapitre, nous avons propost une analyse PAC-Bayésienne originale pour le
probleme de la classi cation multiclasse.

La premiere contribution repose sur la matrice de confusion utilis ée comme une me-
sure de risque. Mix ée avec la norme opérateur sur les matrices, nous avons été capable
de prouver, dans le théoreme [5.1, une borne en généralisation PAC-Bayésienne sur
la “taille” de la matrice de confusion du classi eur de Gibbs. L'id ée est que plus la
norme est faible, plus le modele appris sera pertinent pour la tache consicérée. La
dérivation de notre r ésultat tire béné ce d'une in égalité de concentration proposée
par [[Tropp, 2017 sur la somme de matrices aléatoires auto-adjointes, que nous avons
adaptée a des matrices carees non auto-adjointes. Un point int éressant est que la
borne dépend de la valeur minimale m d'exemples d'apprentissage appartenant a
une méme classe, pour un nombre de classes €. Si cette valeur augmente, autrement
dit, si le nombre d'exemple d'apprentissage augmente, alors la matrice de confusion

du classi eur de Gibbs tend a se rapprocher de sa valeur réelle. Sim est petit, alors on
voit apparatre le d éfaut de ce résultat : si une classe est tes minoritairement pr ésente,
la borne va se dégénérer. De plus, la borne dépend du nombre de classes, cependant,
notons que de récents esultats sur les matrices akatoires proposent des inégalités de
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concentration ind épendantes de la dimension des matrices (c'esta-dire du nombre de
classes lorsque I'on parle de la matrice de confusion). Nous devrions pouvoir am éliorer
notre borne en appliquant le r ésultat de [Hsu et al, 2017).

Alors que la premi ere contribution se focalise sur le classi eur de Gibbs, la seconde
explicite diff érents liens qui existent entre classi eur de Gibbs et vote de majorit & r-
pondéré dans le cadre multiclasse. Nous avons, d'une part, prouvé que la relation
triviale repose sur un facteur multiplicateur égal au nombre de classes et, d'autre part,
généralisé la C-borne. Cependant, a ce stade, nous n'avons pu dériver d'algorithme
a limage de MinCq qui minimise la C-borne en classi cation binaire. Nous aime-
rions donc généraliser la notion d'auto-compl émentation de I'ensemble d'hypoth eses
au multiclasse, mais aussi proposer une mesure de marge/con ance a la fois simple
a manipuler et riche en expressivit &. Une stratégie envisagée serait de s'orienter vers
l'utilisation des codes correcteurs derreurs [f| [Peterson et Jr.,1977.

Dans cette partie, nous nous sommes focali€s sur l'apprentissage de votes de majorité
pondérés sur un ensemble de votants avec I'approche PAC-Bayésienne dans le cadre
classique de la classi cation supervis ée binaire, puis multiclasse. Les contributions de

la partie suivante se placent, quant a elles, dans le contexte de I'adaptation de do-
maine préseng dans le chapitre pour lequel on suppose que les distributions des

données de test et d'apprentissage sont differentes. Pour ce faire, nous allons mettre
de cbté, le temps d'un chapitre, I'analyse PAC-Bay ésienne pour étudier le probl eme
de l'adaptation de domaine lorsque l'on veut apprendre un vote de majorit € sur un
ensemble de similarités (e,g,t )-bonnes (présentes en sectio en chapitre @ En-
n, nous retournerons a la théorie PAC-Bayésienne en cerivant la premi ere analyse

PAC-Bayésienne pour probleme de I'adaptation de domaine.

6. ECOC : Error-Correcting Output Codesn anglais.
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a partie précédente se positionnait dans le cadre usuel de la classi cation su-
pervisée au les données d'apprentissage sont représentatives des donréesa
traiter. Cependant, dans de nombreuses applications, cette hypothese idéale

ne peut étre véri ée. Dans de telles situations, une des straégies vise a adapter un
classi eur d'un domaine source vers un domaine cible diff é&rent, comme présent dans
le chapitre |2|r Dans ce chapitre, nous énoncons notre premiere contribution en adap-
tation de domaine. Elle s'inscrit dans la catégorie des methodes de recherche d'un
espace de repgsentation commun et pertinent pour les deux domaines. L'id ée est
d'utiliser le cadre offert par les fonctions de similarit & (e,g,t )-bonnes proposé par

125
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[Balcan et al, 2008, Balcanet al, 2008] et préseng en section du chapitre @r Plus
précisement, nous travaillons sur le f R-espace de projection, c& ni par les similarit és
K( ,xJQ) aux points raisonnables d'un ensemble R = f(x?)g}zl. Pour rappel cet espace
est dé ni par :

fR_( X | R
X 70 (K,x9), ... K(x,x9).

En utilisant la exibilit & de ce cadre, notre méthode construit un espace ou les
domaines source et cible sont proches tout en gardant de bonnes garanties en
généralisation sur le domaine source. Ceci est réalisé a I'aide d'une repond ération des
similarit és, contrdlée par un terme de régularisation, pour rapprocher les exemples
sources des exemples cibles. Notre premere contribution, d écrite en section, s'ins-
crit dans le contexte de l'adaptation de domaine non supervis ée, c'esta-dire sans
étiquette cible, et requiert des couples d'exemples source-cible non étiquetés a rap-
procher. Lorsque ces couples ne sont pas connus, cette approche souffre de la dif culté
de leur choix et requiert une étape de paramétrisation basée sur le principe de la valida-
tion inverse pr ésente en section2.3.3 du chapitre [2, Cette méthode étant tres cditeuse,
nous proposons une approche itérative, en section6.2, a n de diminuer le co Gt de la
recherche des couples. Dans un second temps, en sectiof6.3, nous étendons cette ap-
proche au cadre de l'adaptation de domaine semi-supervis ée en autorisant |'utilisation
de quelques étiquettes cibles. En n nous exp érimentons les deux approches en section
Au dela de ces aspects purement techniques, l'inérét de cette contribution est de
proposer une approche permettant de rapprocher les distributions marginales tout en
optimisant I'erreur sur le domaine source ce qui, en g énéral, se réalise en deux étapes
distinctes.

Les travaux de ce chapitre ont été publi és dans le journal KAIS [Morvant et al, 2012],
dans les conférences ICDM 2011[Morvant et al, 2011c], CAp 2011[Morvant et al, 2011a]
et CAp 2012 [Morvant etal, 20129], ainsi que dans le workhop SIMBADE] 2011
[Morvant et al, 2011b]. Il a de plus donné lieu a une communication scienti que
au workshop de NIPS 2011Domain Adaptation Workshc@

DASF : un algorithme d ‘'adaptation de domaine non super -
visée

Pour commencer, nous rappelons quelques notations.

Rappel du cadre de lI'adapation de domaine non supervis ée

Soit X 2 RY l'espace de description des données etY = f 1;+1g l'ensemble

pa

d' étiquettes. En adaptation de domaine non supervis ée, on note Ps le domaine source

1. Similarity-Based Pattern Analysis and Recognitjdritp://www.dais.unive.it/ ~simbad/2011/
2. |https://sites.google.com/site/nips2011domainadap/home
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et Pr le domaine cible sur X Y (Ds et Dy étant les distributions marginales sur X

-

respectives). On poseS = f(x?, yis)gi”f1 I'échantillon d'apprentissage étiqueté source
constitué de m® exemples tirési.i.d. selon Ps, S, = fxisgirzﬁ1 I'échantillon d'apprentis-
sage nonétiqueté source constitué de mg exemples tirési.i.d. selon Dset T, = fx}girful
I'échantillon d'apprentissage non étiqueté cible constitué de m!, exemples tirés i.i.d.
selon D+. Etant donnée une classe d'hypothesesH de X vers Y, l'objectif est de trou-
ver I'hypoth ese minimisant I'erreur sur le domaine cible Rp, (), sachant que les seules

informations d' étiquetage accessibles sont issues du domaine source.

Pour répondre a cette tache, les bornes d'adaptation de domaine énoncées dans les
théoremesE'] et[2.5 du chapitre 2] indique que l'erreur r éelle sur le domaine cible
est bornée par la somme de trois termes : @) I'erreur r éelle sur le domaine source, ()
la divergence entre les distributions marginales et (c¢) un terme explicitement li &€ aux
étiquettes sources et cibles. Nous rappelons que l'intuition port ée par ces bornes est la
suivante : en supposant que (c) soit faible ou n égligeable, c'esta-dire qu'il existe un lien
étroit entre les deux domaines, nous voulons trouver un espace commun dans lequel
la H-divergence entre les distributions marginales est faible (b), c'est-a-dire qu'elles
tendent a étre indiscernables, tout en montrant de bonnes performances sur le do-
maine source (@). Nous nous focalisons sur la borne du th éoreme[2.3 et suivons
cette intuition en exploitant les sp écicit és et la exibilit & de I'espace de projection
explicite de la th éorie de [Balcan et al, 200&, |Balcanet al, 2008)] pour combiner des
fonctions de similarit &€ (e,g,t )-bonnes (section, chapitre @ Concretement, nous
co-régularisons I'apprentissage du classi eur-SF a la lumi ere de l'information port ée
par I' échantillon cible T, an de minimiser ( a) et (b). Nous rappelons que résoudre
le problemeﬁ] d'apprentissage d'un classi eur-SF a partir de fonctions de simi-
larit &€ (e,g,t )-bonnes sur le domaine source permet d'apprendre un classi eur lin éaire
performant sur le domaine source. Ce classi eur est appris dans le f R-espace de pro-
jection dé ni explicitement par les similarit és a lI'ensemble des points raisonnables
R. Ce processus implique alors une minimisation naturelle de ( a). Pour minimiser la
H -divergence (b) entre les marginales Ds et D1, nous cherchons une fonction de pro-
jection f R(\) pour rapprocher Dg et D tout en gardant de bonnes performances sur le
domaine source, c'esta-dire une valeur de (a) raisonnable. C'est ici qu'appara™ la co-
régularisation : elle va aider a la stlection de points raisonnables pertinents pour notre
objectif. Nous repond érons alors la fonction de similarit &, en se basant sur le classi eur

3. Nous rappelons la forme des bornes d'adaptation pour la classi cation binaire, pour tout h2H :

Rp(h)  Rp(h)+ 3dy(Ds, D7)+ n. (eq. 2:2), theoreme[2.3)
Rp (h)  Rpg(hg h)+ dy(Ds, D7) + u. (eq. 2:3), théoreme[2.5)

4. Nous rappelons la formulation du probl eme énoncé en section[L.4.3, chapitre [1]:
8 ap.
2 min =8 hgelh(xi), 1)) + | kaky,
i=1
h r
; avec ge(h(X),¥i)) = 1 vi & ajK(x;,x]
=1

i ()
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lineaire a 2 RIR appris, pour induire un nouvel espace. Dans cette section, puisque
nous supposons l'information sur les étiquettes cibles non disponible, le dernier terme
(c) reste dif cile a diminuer. Cependant, nous allons proposer une m éthode heuristique
tirant partie d'un processus de validation inverse pour essayer de le contr éler.

6.1.2 Le probl eme d'optimisation

Résoudre le probleme pour apprendre un classi eur-SF revient a minimiser em-
piriquement l'erreur source et permet de d & nir un espace de projection appropri &
pour le domaine source. En effet, les points raisonnables non pertinents ne seront
pas considérés : un poids nul leur est affecté dans la solution a. A partir de la no-
tion de H-divergence de la dé nition du chapitre @, nous proposons un terme de
régularisation additionel pour forcer le mod ele a renvoyer des sorties similaires pour
des couples de points source-cible. Ceci tenda diminuer la H-divergence entre les dis-
tributions marginales Dg et Dt. Cette idée n'est pas sans rappeler l'intuition port ée par
la notion d'algorithme robuste [Xu et Mannor, 201Q Xu et Mannor, 2017 préseng€ en
section chapitre @: “if a testing sample is similar to a training sample then the testing
error is close to the training error'Nous rappelons qu'en apprentissage supervisé, pour
dériver des garanties en généralisation selon la robustesse, il suft de s'assurer que
pour un point de test proche d'un point d'apprentissage de m &me étiquette, alors la
diff érence entre les fonctions de perte asso@esa chacun des points est faible. Intuiti-
vement, nous considérons les points sources comme les points d'apprentissage et les
points cibles comme les points de test. Ainsi, I'id ée est de co-Egulariser I'apprentissage
an de rapprocher des couples de points source-cible et de rendre indiscernables les
échantillons source S, et cible T,,.

En considérant la fonction de perte hinge utilis ée par le probleme (1.14), pour tout
modele h appris et tout couple (x%,x') de points source et cible a rapprocher et supposés
de méme classey, nous construisons le terme de co-régularisation de sorte qu'il majore
I'écart entre les pertes :
" r # " i #
TN G Y)) The NOXLY) =1 ylélajK(xs, x7) 1 yélajK(xt,ij)
i= + i= +

Puisque la perte hinge est 1-lipschitzienne (j[X]+ [Y]+]j jX Yj), alors:

a K(x5, on) K(X', X
1

ThgelN O Y))) Thige (XL Y)

i1 Qo ~

j
r
a a KOEX) KX
j=1

= (fR(®”  fR(xY) diag(a) . 6D

ou diag(a) est la matrice diagonale de diagonale a. La minimisation du terme de la
ligne ([6.1) va amener a la stlection de points raisonnables permettant de rapprocher x°
et x! dans le f R-espace de projection, par congquent tendant a diminuer la divergence
entre les distributions marginales.
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A ce stade, nous supposons que les couples de points(x®, x!) a rapprocher sont connus.
Nous expliquerons en section [6.2.1 comment les choisir lorsqu'ils sont inconnus. On
pose Gt Sy Ty lI'ensemble de ces couples de points non étiquetés. Le nouveau
terme de régularisation, pond éré par un parametre b est alors intégré au probleme
pour tous les couples de Cs1. Soit R = ijogjr=1 un ensemble de r landmarks
et S = f(x?, yis)gi”f1 I'échantillon d'apprentissage de m° exemples sources étiquetés,
notre probl eme d'optimisation d'adaptation de domaine non supervis & correspond au
programme lin éaire suivant :
8 L
2 min F(a)= & "meeNO), 1)+ kaket b & FRx®”  fR() diag(a) .
i=1 " (xgx")2Cst
2 avec w0 VD = 1 A aK(a
j=1
J (6.2
Ce programme lin éaire convexe peut étre résolu a l'aide de m® variables de relache-
mentsﬂ pour exprimer la perte hinge. Dans ce cas la, le programme aura O(ms + r)
variables et O(m® r) contraintes.

Etude th eorique de l'algorithme

Nous proposons dans cette section une étude de la parcimonie et de la capacité en
généralisation du probl eme (6.2).

Pour espérer une bonne adaptation de domaine, comme notre terme de co-
régularisation est dé ni par I'ensemble de couples Cst et qu'il contribue a trouver
un espace de projection approprié, Cst doit porter de l'information. C'est pourquoi,
nous devons supposer la propri été suivante sur les coordonnées des points de Gst
dans le f R-espace :

8x’2 R, max K(x%x) K(x',x9) > 0. 6.3)

(x3xt)2Cst

En d'autres termes, pour chaque coordonnéesxj0 dans le f R-espace, il existe au moins
une coordonnée informative, c'est-a-dire un couple de points dont les similarit és
K( ,xj(b diff erent. En adaptation de domaine, les domaines étant a priori diff érents, cette
hypoth ese est touta fait raisonnable.

Analyse de la parcimonie

Le terme de régularisation kak; de norme 1 issu du probleme implique une
parcimonie naturelle [Mairal, 201( du classi eur-SF appris. Notre probl eme com-
porte un terme suppl émentaire a prendre en compte pour l'analyse. Le lemme suivant
permet de considérer I'in uence de ces deux termes.

5. Slack variablen anglais.
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Lemme 6.1 Pour tous les hyperparagtresl > Oetb > 0, et pour tout ensemble de couplgs,, on
pose :

Br = min max K(xx) K, x
R XJ-OZ R (Xs,Xt)ZCST ( J(b ( ]

Sia est la solution optimale du pradrhe(6.2), alors on a:

1

Déemonstration.Voir annexe 0

Ce lemme montre que la parcimonie du classi eur appris d épend des hyperparametres
|, b et de la quantité Bg, quantité liée a la distance entre les points des couples de
Cst dans le f R-espace Bg est le minimum des d éviations maximales des coordonnées
des points d'une mé&me couple). Nous pouvons linterpr éter de la maniere suivante :
plus les distributions marginales Ds et Dt sont éloignées, plus la thche est dure et
plus Bg tend a crotre, impliquant alors une plus forte parcimonie. En effet, plus le
classi eur est parcimonieux, plus l'espace de projection d € ni est petit, c'est- a-dire avec
moins de coordonnéesK( ,x9 : on tend a rapprocher les instances sources et cibles plus
facilement et avec moins de contraintes. Notons que cette caraceristique peut sembler
en contradiction avec l'intuition qui consiste a essayer de trouver un espace le plus
expressif possible permettant d'effectuer la tache d'adaptation. En fait, I'id ée est de
considérer un f R-espace de projection suf samment informatif d & ni a partir de points
raisonnables diversi és, puis de rapprocher les distributions en r éduisant cet espace.

Bornes en généralisation

Nous rappelons que dans le contexte usuel de I'apprentissage supervisé, la robustesse
d'algorithme [Xu et Mannor, 201Q[Xu et Mannor, 2017 (section[1.3.4, chapitre[I) révele
deux avantages : la prise en consiceration des termes de régularisation dans la borne

et I'étude de contextes non standard tels que I'adaptation de domaine. En gardant

a l'esprit que la robustesse d'algorithmes dans le cadre de l'adaptation de domaine

est pertinente, nous proposons de dériver une borne de robustesse sur le risque cible
de notre algorithme en consid érant la H-divergence de la borne d'adaptation de do-

maine du th éoreme (2.3 plus adaptée a notre cadre. Tout d'abord, nous prouvons que

notre probl eme d'optimisation ([6.2) est robuste sur le domaine source, puis nous en
déduisons une borne en généralisation pour le domaine cible.

Théoreme 6.1 Soit (X, $) un espace gtrique compact, K, ) est une fonction de similaét(e,g,t )-
bonne continue en son premier argument k¢t la classe des classi eurs-SF. Soit les hy-
perparametresb > 0, | > 0, I'ensemble des landmarks R et un ensemble de couples
GCst tel que &R > 0. Si I'echantillon d'apprentissage source S est un ensemble Sde m
exemples i.i.d. selon le domaine sourgedfors notre proldme(6.2) est 2My, bBNR—il ro-
buste sur le domaine sourceg;,Fou h > 0, My, est le nombre dé-couvertures de X et
Np=  max  fR(xS)” R .

(xgx¢) (Ds)? ¥
$(x3xg) h
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Démonstration.Voir annexe E2 O

Dans notre cas, la fonction de perte hinge "1ig{ , ) est majorée par une constante noée
*UP Par souci de lisibilit &, nous supposerons que"YP = 1 (ce qui n'est pas véri & en
général, mais qui peut facilement &tre obtenu via une étape de normalisation lorsque
K(, ) etlesa; sont bornés). On dérive alors du th éoremela borne en généralisation
suivante sur 'erreur source r éelle.

Théoreme 6.2  Avec les remes notations que celles dédeme6.1, sih2 H est le classi eur appris
a partir de S en@solvant le proleime(6.2), alors pour toutd 2 (0, 1], avec une probabiétd‘au
moins1l dsur le choix de &chantillon aatoire S (P)™, ona:

Re(h)  Re™(h)

Np 4MpIn2+ 2In 2
bBr + | ms$ .

RI"(h) +

, . . . Np
Démonstration.D'apres le theoreme le probleme est 2Mp, gg ;1 robuste
sur le domaine source Ps, le résultat est alors obtenu directement en appliquant le

théoreme[1.4 O

Ce résultat nous permet de prouver la borne en généralisation pour notre approche
d'adaptation de domaine non supervis ée

Théoreme 6.3 Si S= f(xis,yis)gi"z‘s1 est unéchantillon d'exemples i.i.d. selon le domaine sougge P
si H est I'espace des classi eurs-SF, et 2 H est le classi eur-SF appria partir de S en
résolvant le proleime(6.2), alors pour toutd 2 (0, 1], avec une probabiétd'au moinsl d
sur le choix de chantillon adatoire S (P)™, ona:

Re () RE™(h)

+ 1
Nn N 4AMpIn2 2|I’]d+
bBg + | ms

RJ™(h) +

1dy(Ds, D7) + n,

ou n est l'erreur jointe optimale sur les domain%siH (Ds, D7) est laH -divergence entre les
distributions marginales.

Démonstration.La preuve est directe depuis les théoremes[2.3 et[6.2]: la borne est obte-
nue en combinant les résultats de robustesse et d'adaptation de domaine. O

Rappelons que les théoremes et du chapitre [2 offrent des garanties en
généralisation sur I'estimation de %dH (Ds, D) par sa version empirique %dH (Su, Ty) a
I'aide respectivement de la VC-dim. et de la complexit & de Rademacher. Dans la borne
du th éoreme précédent %dH(DS, D) et n mesurent la divergence entre les domaines
ainsi que la capacité d'adaptation de H. R;”ge(h) correspond au risque empirique me-

suré sur S|'échantillon d'apprentissage source. La constante bB’:%I dépend clairement
des termes de régularisations et de Ny. Ce dernier peut étre aussi petit que désiréﬂ,

6. En choisissanth faible et par continuit &€ de la fonction K( , ) sur son premier argument.
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il impliquera alors une croissance de My. La borne possede un taux de convergence
classique enO(1/ = m). Une valeur élevée deb, | ou Bg, signi e que les domaines sont
éloignés. Dans notre approche, les termes%dH (Sy, Ty) et RS“"E(h) sont minimis és par la
résolution du probl eme (6.2). Nous présentons dans la section suivante, notre méthode
de sélection des hyperparametres permettant de garder ces deux termes faibles puis
nous introduisons une heuristique nous permettant de faire d écrotre une estimation
du terme n.

Classi eur inverse et validation des hyperparam etres

Un point crucial pour tout algorithme est le choix des diff érents hyperparametres.
Pour notre approche, ces hyperparametres sontl , b et Cs1. Pour les stlectionner nous
nous inspirons de la méthode de validation inverse propos ée par [Zhong et al, 201Q
Bruzzone et Marconcini, 201( et préseniée en section[2.3.3 du chapitre [2 L'id ée est
que le classieur, dit inverse, appris a partir de donn ées cibles autoétiquetées par
le classieur courant doit montrer de bonnes performances sur les donn ées sources
lorsque les domaines sont proches. Nous adaptons cette validation inverse en deux
points et nous l'illustrons par la gure D'une part, elle doit convenir aux fonc-
tions de similarit & (e,g,t )-bonnes : la validation inverse est explicitement r éalisée dans
le f R-espace de projection. D'autre part, aucune information sur les étiquettes cibles
n'‘est disponible : le classi eur inverse est uniquement appris a partir de I'ensemble
cible auto-étiqueté. En effet, si les domaines sont suf samment proches et reliés, alors
un tel classi eur doit étre ef cace sur la tache source [Bruzzone et Marconcini, 201Q.
En d'autres termes, il doit &tre possible de passer d'un domaine a un autre dans l'es-
pace de projection. Concretement, notre classi eur inverse h" correspond au meilleur
classi eur-SF appris avec le probl eme— dans le f R-espace de projection courant
— depuis I' échantillon cible &, = f (x', h(x')) g1, auto-étiqueté par le classi eur h ap-
pris en résolvant notre probl eme (notons que si I'on dispose de vraies étiquettes
cibles, nous pouvons les prendre en compte).

Plus précistment, étant donnés k sous-ensembles de léchantillon source étiqueté
(S=1 !‘: 1S), un classieur h est appris depuis les k 1 sous-ensemblesétiquetés et
I'échantillon cible non étiqueté en résolvant le probleme (6.2), puis le classi eur inverse

assoceé h' est évalué sur le dernier k*™¢ sous-ensemble. Son erreur source empirique

correspond a la moyenne des erreurs sur lesk sous-ensembles :
r — 1 °k r
Rs(h) = ~a Rs(h).
Kizy

Nous ajoutons a cette approche un élément supplémentaire pour essayer de contrdler
le dernier terme de la borne d'adaptation de domaine du th éoreme du cha-
pitre @, présent dans notre borne en ggnéralisation du th éoreme . Nous rappe-
lons que le terme n, l'erreur jointe d @€nie par n = Rp/(h )+ Rp(h) avech =
argmin,,; (Rps(h) + Rp (h)), peut étre assocée a la capacitt d'adaptation de notre
classe d'hypothesesH dans le f R-espace de projection. Contrbler ce terme pour
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e

Figure 6 .1 — Le processus de validation inverse dankfeespace de projectidfitapel : Apprendre le
classi eur h en esolvant le proleime(6.2). Etape2 : Auto-etiqueter lechantillon cible avec IEtape3 :

Apprendre le classi eur inverse'tavec le proleime(1.14) a partir de lechantillon cible aut&tiqueg.
Etape4 : Evaluer H sur I'echantillon source.

sélectionner les hyperparametres pertinents nous semble judicieux. Cependant, aucune
information sur le domaine cible n'est disponible, nous ne pouvons donc pas le calcu-
ler. Puisque h est clairement relié a la capacité de passer d'un domaine a un autre, nous
estimons n a l'aide du classi eur inverse h'. Concretement, a chagueétape de validation
inverse, nous divisons en deux I' échantillon cible auto- étiqueté &, = f (x!, h(xit))gi”j‘1 ;
h" est appris depuis la premi ere puis testé sur la seconde, cetteévaluation nous donnant
une estimation de I'erreur cible de h'. En rappelant que l'erreur source de h" est estimée
sur le sous-ensemble courant, l'erreur Rg(h"), respectivement R¢u(hr), correspond a la
moyenne sur les k sous-ensembles de I'estimation de I'erreur source, respectivement
de l'erreur cible, de h". L'estimation de n que nous considérons est :

A= Rs(N) + Ry, (W), (6.4)
ou R%(hr) est évalué sur I'échantillon cible auto- étiqueté §,. Motiv és par la minimi-
sation de la borne d'adaptation de domaine, les hyperparam etres f£lectionnés corres-

pondent a ceux assocés aufi minimal.

Smplification de la recherche de | ‘espace de projection par
une pond ération it  érative

L'un des termes les plus colteux a estimer par la méthode précédente est I'ensemble
des couples Cst1. En effet, il dépend généralement de la tache consicérée. Lorsqu'il est
inconnu, nous devons le calculer. N éanmoins, aucune étiquette cible n' étant disponible,
le couplage de points sources a des points cibles de méme classe est donc dif cile a
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priori. Une solution est alors de tester tous les couplages possiblesa l'aide de la vali-
dation inverse. Les expériences merées dans un tel contexte n‘ont cependant produit
aucun résultat en un temps raisonnable. Pour contourner cette dif cult &, nous propo-
sons une approche itérative basée a la fois sur la sélection d'une quantit & limit ée de
couples et sur une pondération des similarit &s telle que la distance entre les domaines
reste faible. Le critere d'arrét de notre approche utilise I'estimation de I'erreur jointe

optimale A précédemment introduit.

Sélectionner les couples Cgt

A une it ération donn ée”i’tnous stlectionnons deux sous-ensemblesUs S, etUr Ty
de méme tailles a l'aide du classi eur inverse h[i.t 1 issu de l'it ération précédente et
assoce au classi eur hy ; appris. lls correspondent aux exemples pour lesquels h[rt 1
est le plus con ant : pour lesquels la marge est grande. Soit N 2 N et soit df, dif, d'S-
d- un ensemble de parametres positifs, Us et Ut tels que jUsj = jUrj N sont dé nis

par :

Us= x®2S,: hi ,(x°) >df OU h (¥ <ds,

etUr= x'2T,: h,(x) >dfoU h,,(x) <df.

Us et Ut sont alors utilis és pour construire un couplage biparti Gt Us Ut minimi-
sant la distance euclidienne dans le nouvel ff‘rfespace de projection trouvé a l'it ération
“i"du processus itératif (d écrit dans la section suivante). Ce probleme de couplage
biparti particulier peut- &tre résolu en temps polynomial par le programme quadratique
suivant. 8

min a cst FR(x9)  fR(x") ,
1 sj Ugj (xsxt)2Us Ut
1 tj Ugj
s.c.. 8(x5,x)2Us U, cg2][0,1], (6.5)
8X32 US1 é. CSt = 1’
XlZUT
8x'2Ur, & cs 1.
xS2Ug

Cst correspond alors aux couples de Us Ut tels que cg = 1.

Ce probleme étant résolu a chaque itération lors de I' étape de validation inverse, nous
limitons N pour que le calcul soit rapide et ef cace [} Dans cette situation, les valeurs
de df, d, d5, d: correspondent a celles permettant de slectionner les N premiers
éléments de chaque type.

Un nouvel espace de projection par pond ération it érative

Les landmarkssélectionnés| en résolvant le probleme dé nissent un espace de
projection dans lequel les domaines tendent a étre proches. Nous proposons de ré-

7. Dans les expérimentations menées en sectio nous avons abitrairement posé N 30.
8. Leslandmarkssélectionnés sont ceux assods un a; non nul.
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utiliser les poids a; pour forcer le nouvel espace de projection a rapprocher les distri-
butions : nous pond érons la fonction de similarit € selon a. Supposons qu'a l'it ération
“i’tavec la fonction de similarit € K+{ , ) nous trouvons les nouveaux poids a'! La fonc-
tion Ky 1(, ) est alors dé nie en pond érant K-« , ) vis-a-vis de chacun deslandmarks
x)2 Rtel que :

8X) 2 R, Koy 1 (X, X)) = a"K-{x,x).

Notons que nous appliquons une normalisation sur K- ,(, ) pour assurer
Kvy1(, ) 2 [ 1,1]. Ceci peut donc étre vu comme une contraction de I'espace a n de
garder une H-divergence empirique faible entre les distributions marginales. En effet,
par construction, notre terme de co-r égularisation appliqu € a I'it ération “i"“ttorrespond
exactementa la minimisation de la distance k k; dans le nouvel f$+ ,-espace asso@

aKigq( )
8(x%x") 2 Csr, TR (xR (X)) = fR(x%)”  fR(x)” diag(a') -

Ainsi, dans ce nouvel ffii,t ;-espace , les points de chacun des couples deCs restent
naturellement proches. La gure [6.2illustre cette proc édure, que nous itérons a I'étape
't 1danslef R, . -espace.

Notons que les pondérations possibles dependent des différents hyperparametres dSH,’T"
(liesaGCst) etl, b du probl eme (6.2). Une bonne fonction de similarit &€ n'a besoin d'étre
ni symeétrique, ni semi-d & nie positive. La pond ération reste valide si et seulement
si la nouvelle similarit & est encore suf samment bonne sur le domaine source. Cette
qualit & peut étre estimée enévaluant e, g ett de la dé nition sur S= f(x?,y))gn,
(respectivement notés &, § et f). En pratique, £ correspond au nombre de landmarks
sélectionnés par l'algorithme. En conséquence, la(é,g, t)-qualit & empirique est évaluée
par :

8 n s 0
< Omax siargmax 8(x%y5) 2S, FAL KO X)  gmax existe,
g= Omax>0

0 sinon.

8

% 0 sig> 0,
. n y_sor (0]
é= 5 x5y 2S: T‘a K(x?,x}) < 0

j=1

sinon.

m

Nous nous concentrons donc sur ceux offrant les meilleures (&g, t)-garanties.
Concretement, plus § est grand et plus é petit, plus les garanties sont élevées. Notons
gu'une une mauvaise similarit & impliquera une hausse importante de I'erreur source

espérée et ne sera donc pas électionnée par la validation inverse.

Crit ere d'arr ét

Nous rappelons que l'erreur jointe n est assocée a la capacit d'adaptation dans l'es-
pace courant. Le contrble de sa valeur au cours des iterations apparat donc comme une
solution naturelle a I'arrét de l'algorithme. D'apr es la section6.1.4, pour une it ération
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(a) Les points dans Iéf‘r{espace, (b) Le couplage biparti asséci (c) Les points dans le nouvel

jRj = 2. T 1 une ligne repesente un fR__-espace aps la proedure de
it1l

couple(xs, xt). repondration.

Figure 6 .2 — Une iteration”i"tde DASF. Les points sources sont en vert (Bngos.+, neg. ), les
points cibles (noretiquegs) sont les ronds orange (clair)

“i"donnée, nyestévalué par = Rs(h) + Rq (W), ou hl est le classi eur inverse as-
socié a h~appris a l'it ération “i'tSi fi,naugmente entre deux itérations, le nouvel espace
construit n'est plus appropri € et I'espace precédent est préféré.

Le processus s'arete donc a l'it ération "i"6i le iy ; Suivant a atteint un point de conver-
gence ou a augmenté signi cativement. Ce crit ere assure l'arrét de l'algorithme puisque
I'erreur jointe est positive et born ée par 0. L'algorithme [3 décrit I'algorithme de notre
méthode d'adaptation de domaine non supervis ée (DASF).

Algorithme 3 DASF : Domain Adaptation with Similarity Function

entrée fonction de similarit & K(, ), ensemble de landmarks R échantillon source
étiqueté S, échantillon source non étiqueté Sy, échantillon cible non étiqueté T,

sortie classi eur hpase #
() LA k(D
ho sign — a K(,x;
JRJ =1 )
Ki K
1

tant que Le critere d'arrét n'est pas véri é faire
Stlectionner Us Sy, Ut T, avec h[rt .
Cst  Résoudre le probleme
a't  Resoudre le probleme avec K+-et Cst
Kvw1 Mise ajour de Ky en fonction de a'
Mise a jour de R (en retirant les landmarks associésa un poids a; nul)
Tt +
n tant que 2 3

retourner hpage( ) = sign4 § a} Ko 2 X 5
ijZR
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SSDASF :extension de DASF al 'adaptation de domaine semi -
supervis ée

Jusque h, aucune étiquette cible n'était accessible. Dans certaines situations, il est ce-
pendant raisonnable de supposer qu'une petite quantit & d'étiquettes cibles sont dispo-
nibles. Dans ce contexte particulier d'adaptation de domaine semi-supervis ée, l'infor-
mation port ée par cesétiquettes cibles peut aider a la recherche du classi eur, ce qui
sera con rm & empiriguement dans la section .

D'apres le cadre d'adaptation de domaine semi-supervisée proposé par
[Ben-David et al, 201( et préseng€ dans la section du chapitre , nous étendons
notre approche pour consid érer une combinaison liné&aire des risques empiriques
source et cible. Dans ce cas, Echantillon d'apprentisssage étiqueté est compos d'un
échantillon S = f (x5, y?)gT, de m® exemples sourcesétiquetés i.i.d. selon Ps et un
échantilon T = f(x!,y))g™, de m' exemples cibles étiquetés i.i.d. selon Pr. Soit
g2 [0,1 tel que mt = gnetm®= (1 gmimpliqguant que (S, T) soit constitué de
m = mt+ mS exemples étiquetés tels quem'  mS. Minimiser uniquement l'erreur
empirique cible Ry() n'est pas la meilleure solution car T n'est pas représentatif de
Pr.

En suivant I'id ée de [Ben-David et al, 201 pr ésene en sectior|2.2.4, nous minimisons
la combinaison convexe des risques empiriques source et cible présentte en adaptant
I"'équation (2.5) a la fonction de perte hinge :

KR (h)+(1 k) RI(h), 6.6)
ou k 2 [0, 1] contrdle le compromis risque cible et risque source. Le risque réel pondéré
assock est :k Rp(h) + (1 k)Rg™(h).

Nous reformulons alors notre probl eme d'optimisation pr écédent pour prendre
en compte quelques étiquettes cibles. Etant donné (S, T) un échantillon de m exemples,
Gst Sy Ty un ensemble de couple etk 2 [0, 1], nous dé nissons le probl eme
de minimisation suivant. L'algorithme it ératif global (SSDASF) est cécrit dans l'algo-
rithme [4

8

o

_ 17 17
% min (1 KA wedh(), YD) + K & i h (KD + | kaks

a

i=1 i=1
2 R(yS)y~ Rty i
+(1 kb a FrOe) 7)) diag(a) . 6.7)
% (0 x) 267 "
r
avec “nge(N(x).¥i) = 1 vi @ aK(xi,X

J_l +

Alors que le probl eme non supervisé se focalise uniqguement sur la minimisa-
tion du risque empirique source, le probl eme minimise la combinaison convexe
des risques empiriques source et cible @quation (6.6)) et peut étre vu comme une
généralisation du probl eme (6.2). En effet, un lien existe entre les deux problemes :

si k = 0, aucune étiquette cible n'est utilis ée, nous revenons au probleme
d'adaptation de domaine non supervis ée;
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Algorithme 4 SSDASF :Semi-Supervised Domain Adaptation with Similarity Function

entrée fonction de similarit &€ K(, ), ensemble de landmarks R échantillon étiqueté
source S, échantillon étiqueté cible T, échantillon source non étiqueté S, échantillon
cible non étiqueté T,

sortie classi eur hsspase #

1 J'fj (ﬁ
h sign —- K(,X:
() sion e & K(.x
K1 K
t1

tant que le critere d'arrét n'est pas véri é faire
Stlectionner Ug Sy, Ut T, avec hfrt 1
Gst Reésoudre le probleme
a't  Résoudre le probl eme avec Ket Cst
Kix, Mise ajour K-yselona'
Mise a jour de R
i+

n tant que 2 3

retourner hsspase( ) = sign4 § a/K-{ ,x)5
XJQZR

dans le cas contraire, sik = 1, nous tombons dans un cadre d'apprentissage
supervisé usuel pour lequel I' échantillon d'apprentissage est tir & selon Py. Dans
cecash, le théoreme de [Xu et Mannor, 201( peut &tre prouv ée sur Py.

Nous adaptons I' étude de la parcimonie a notre contexte d'adaptation de domaine
semi-supervisée.

Lemme 6.2 Pour tous les hyperparagtresl > 0, b > 0, k 2 [0, 1] et pour tout ensemble de couples
Cst, ONn pose :

Br = min max  K(x%xY)  K(xt X
R x2R  (x3x')2Cst ( JO) ( !

Sia estla solution optimale du pradrhe(6.7), alors on a:

1
ka k .
1 (1 KbBr+ |
Démonstration.M&me processus de preuve que pour le Iemme O

Ce lemme montre qu'avec des étiquettes cibles additionnelles, c'est-a-dire (1 k) <
1, la parcimonie du mod ele induit tendra a &tre moins forte que sans utilisation
d' étiquettes cibles.
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6.4 Expérimentations

Dans cette section, nous évaluons notre approche DASF, et son extension semi-
supervisée SSDASF, sur un probeme synthétique et une tache réelle d'annotation
d'images. Premierement, nous présenterons en section la fonction de simila-
rité utilisée. Plus précistment, nous proposons une heuristique pour modier en
amont l'espace de projection a n d'obtenir une fonction de similarit & (e,g,t)-bonne,
ni symétrique, ni semi-d & nie positive, pertinente pour une t ache d'adaptation de do-
maine. Puis en section, nous introduisons le protocole g énéral de nos expériences.
Les résultats sur le jeu de données synthétiques sont préseniés en section[6.4.3, ceux
pour la t ache de classi cation d'images en section [6.4.4

6.4.1 DEé nir une fonction de similarit & (e,g,t )-bonne

Nous proposons ici d'introduire un pr é-traitement simple pour d & nir une fonc-

tion de similarit & non symétrique et non SDP. D'apres le résultat théorique de
[Ben-David et al, 201( (théoreme[2.3) le classi eur appris doit &tre performant sur le
domaine cible mais aussi sur le domaine source. Ainsi, a h d'aider a l'adaptation sur le
domaine cible nous proposons de lier les domaines en considérant I'information port ée
par I'ensemble des échantillons. Concretement, nous considérons une fonction de simi-
larit& Kst( , ) construite en normalisant une fonction de similarit & donnée K( , ) sur
I'échantillon non étiqueté ST = (S, Ty) . Ce choix est clairement heuristique et notre
but est simplement d' évaluer l'int érét de la normalisation d'une fonction de similarit &
pour les probl emes d'adaptation de domaine. Rappelons que la dé nition indique
gu'une fonction de similarit & doit étre (e,g,t )-bonne relativement a un ensemble de
points raisonnables R. L'id ée est donc de la normaliser de sorte que chaque similarité
vis-a-vis d'un Iandmarkx? de R ait une une moyenne de 0 et une variance unitaire sur
ST. Etant donnée une fonction de similarit & K(, ) vériant la d & nition 1.11 notre

fonction de similarit & normalisée Kgt est dé nie par :
8

K(”xﬁ mo K(.Xj) Mo
% — 1 s 1 ~ ! 1,

ijo ijo

K(.xj) Mo

8x’2 R, Kst(.,X})= 1 si 3 ) 1, (6.8)

X0
]

K(.,Xj(b Mo

H J

1 Sl —_—
§,0

J

ou Mo est la moyenne empirique des similarit ésa x°sur ST :
j J

1

0 A —

a Kxx),

x2ST

et éxjo est I'estimateur non biais & empirique de la variance associée a r‘n(lo :
S

~ 1 o A 2
8x'2 R, 0= @ —— K(x, X _
X; X0 5T 1.8 (x.x))  fiyo
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