N
N

N

HAL

open science

Stabilisation et régulation de robots mobiles opérant en
groupe
Mohamed Anouar El Kamel

» To cite this version:

Mohamed Anouar El Kamel. Stabilisation et régulation de robots mobiles opérant en groupe. Au-
tomatique / Robotique. Université d’Evry-Val d’Essonne, 2012. Frangais. NNT: 2012EVRY0015 .

tel-00876452

HAL Id: tel-00876452
https://theses.hal.science/tel-00876452
Submitted on 24 Oct 2013

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépot et a la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche francais ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.


https://theses.hal.science/tel-00876452
https://hal.archives-ouvertes.fr

THESE

préparée au :

Laboratoire d’Ingénierie Mathématiques de I’Ecole

Polytechnique de Tunisie
Institue d’acceuil :
Université d’Evry Val d’Essonne

Pour I'obtention du grade de :

Docteur de 'UEVE & 'EPT

Spécialité :MATHEMATIQUES APPLIQUEES

Présentée et soutenue par

Mohamed Anouar EL. KAMEL

Stabilisation et régulation de robots

mobiles opérant en groupe

Soutenance : 30 Mai 2012

Jury :
Rapporteurs : Philippe MARTINET Pr., Ecole Centrale de Nantes,
CNRS UMR 6597.
Jean-Baptiste POMET HDR, Chargé de recherches,
INRIA Sophia Antipolis Méditerranée.
Ezxaminateurs :  Philippe BIDAUD Pr., Université Pierre et Marie Curie,
ISIR UMR 7222.
Simon LACROIX Directeur de recherches au LAAS, Toulouse.
Directeurs : Lotfi BEJI MCF, HDR, Université d’Evry.

Azgal ABICHOU Pr., Ecole Polytechnique de Tunisie.






Remerciements

Cette thése a été réalisée dans le cadre de cotutelle entre le laboratoire
LIM de I'Ecole Polytechnique de Tunisie et le laboratoire IBISC de I’

Université d’Evry Val d’Essonnes.

Mes remerciements vont en premier lieu a mes deux directeurs de thése
dans le les deux laboratoires Mr Lotfi BEJI MCF, HDR, Université d’Evry
et Mr Azgal ABICHOU professeur a I’Ecole Polytechnique de Tunisie pour
la confiance qu’il m’ont témoigné et leur encadrement tout au long de ces

années.

Je voudrais remercier les rapporteurs de cette thése Mr Jean-Baptiste
POMET, HDR, Chargé de recherches & INRIA Sophia Antipolis Médi-
terranée, et Mr Philippe MARTINET Professeur a I’Ecole Centrale de
Nantes, pour l'intérét qu’ils ont porté a mon travail et pour leurs précieuses

remarques qui ont permis d’améliorer considérablement le manuscrit.

J'associe a ces remerciements Mr Philippe BIDAUD, professeur ISIR,
Mr Simon LACROIX HDR,Chargé de recherches au LAAS, pour avoir

accepté d’examiner mon travail.

Je souhaite également remercier tous mes collégues des deux labo-
ratoires LIM et IBISC et particuliérement les membres des équipes de
controle au sein du LIM-EPT et VASCO a IBISC-UEVE pour tous les

échanges scientifiques partagés et le bons moments passés ensembles.

Enfin je remercie mes parents Habib et Ghayet-El-Mouna, ma soeur
Eya et ma femme Asma pour leur soutien au cours de ces longues années

d’études et sans lesquels je n’en serai pas la aujourd’hui.



Résumé

Pour les systémes de commande sous la forme de & = f(z,u), dans la
littérature, les chercheurs s’intéressaient a la stabilisation de ce systéme de
différentes maniéres : asymptotique, uniformément asymptotique, partielle,
en temps fini, etc. Pour aboutir a ces résultats, les méthodes utilisées font
appel aux techniques suivantes : Lyapunov, LaSalle, Barbalat, surface glis-
sante, etc.

Dans cette thése, nous nous sommes intéressés a une autre fonctionna-
lité de la commande, dite commande repulsive stabilisante. Les résultats
ont été généralisés au cas d’un systéme avec dérive et sans dérive. Comme
résultat, I’'approche de commande qu’on propose assure la stabilité du sys-
teme autour d’une position désirée et la répulsion de celui-ci par rapport a
un ensemble indésirable, construit dans I'espace de navigation. Toute forme
d’application sera concernée par nos résultats théoriques, on peut citer, la
navigation terrestre et aérienne dans un environnement peu ou pas connu.
De méme, la commande qu’on propose preserve la communication inter-
agent, une fois planifiées.

En terme d’application, on a considéré le modéle d’un véhicule a roues
type unicycle, sans tenir compte de I'orientation (cas non holonéme) et dans
le cas ou I'environnement contient un ou plusieurs obstacle(s). Contraire-
ment aux résultats de la littérature, qui sont basés sur une commande a
structure variable pour I'évitement d’un obstacle, la commande repulsive-
stabilisante trouvée est une commande continue sur 'espace de navigation.
La deuxiéme partie de cette thése traite le probléme de stabilité d’une
formation d’agents (systéme multi-véhicules) qui évolue dans un environ-
nement hostile tout en préservant la communication entre les agents. Pour
réussir la formation, la décentralisation de la commande par rapport aux
agents est rendue robuste a travers des graphes de communication. Ces
graphes relévent de la stratégie et objectifs de la formation. Nos résultats
de stabilité ont fait 'objet d’une implementation rigorouse sur un simula-

teur réalisé sous Matlab.

Mots clés : Véhicules en formation, Systéme multi-agents, Evitement



de collision, Invariance de LaSalle, Graphes de communication.
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Abstract

For control systems in the form & = f(x,u), in the literature, researchers
were interested in stabilizing the system in different ways : asymptotic, uni-
formly asymptotic, partial, in finite time, etc. To achieve these results, the
methods involve the following techniques : Lyapunov, LaSalle, Barbalat,
sliding surface, etc.

In this thesis, we became interested in another feature form of the control-
ler, called repulsive stabilizing controller. The results were generalized to
the case of a system with drift and without drift. As a result, the proposed
control approach ensures the system stability around a desired position and
the repulsion of the latter over a set junk, built in the navigation space.
Any form of application will be concerned by our theoretical results in-
cluding, terrestrial and aerial navigations in a little known or not known
environment. Similarly, the proposed control law, once planned, preserves
the inter-agent communication.

In terms of application, we considered the model of a unicycle-type wheeled
vehicle, regardless of orientation (non-holonomic case) and where the envi-
ronment contains one or more obstacle(s) . Contrary to the results of the
literature, which are based on a switching control structure for avoidance
of an obstacle, the stabilizing repulsive found is a smooth and continuous
controller on the navigation space. The second part of this thesis addresses
the stability problem of a formation of agents (multi-vehicle) operating in a
hostile environment while maintaining the communication between agents.
To successfully the strategy of the formation, the decentralized controller
over agents is made robust through communication graphs. These graphs
are performed according to the formation strategy and objectives. Our sta-
bility results have been implemented in a simulator made in Matlab.

Keywords : Lyapunov stability, wheeled vehicle, collision avoidance,

multi-agent system, formation control, graph theory.
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CHAPITRE 1

Introduction

Dans ce chapitre nous allons introduire le cadre de cette thése. Apreés
introduction des notions liées & un réseau coopératif, le systéme multi-
véhicules et le systéme multi-agents, nous analysons les commandes asso-

ciées a chaque systéme et les résultats théoriques et pratiques présentés

dans la littérature.

1.1 Réseau coopératif

On peut définir un réseau coopératif comme étant un ensemble d’ac-
teurs et d’organisations qui sont en concurrence pour produire, s’organiser
et échanger une information a travers chaque membre du réseau. Ainsi, I'ac-
cumulation de plus d’informations possibles sur chaque membre du réseau
et sur 'environnement permet d’en retirer un avantage dans I’évolution co-
opérative du réseau. Par conséquent, les membres du réseau communiquent
et interagissent entre eux de maniére a accroitre leurs profits individuels et
le profit du réseau. En terme d’application et afin de faire coopérer plusieurs
utilisateurs, par exemple sur internet, les informaticiens ont tiré beaucoup
profit a travers la théorie de graphe appliquée au réseaux informatiques.
Il semble que le meilleur moyen de comprendre les phénoménes de don
et de coopération sur Internet est de partir des principes d’organisation

technique du réseau. Tous se repose sur une architecture informatique "

". I’adaptation de ces notions a la commande des systémes

client /serveur
en formation tels que les robots mobiles a vu le jour dans les années 1990
a travers la référence de Wang et al. [46]. Nous rappelons par la suite les
principaux résultats de la littérature et quelques définitions d’un systéme

multi-véhicules/multi-agents.
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1.2 Systéme multi-véhicules/multi-agents

Un systéme coopératif des véhicules, on chaque véhicule/agent est
équipé a l'aide d’un ou plusieurs capteur(s), a le potentiel d’exécuter effica-
cement une tache tout comme le systéme d’essaim d’animaux. Un groupe
de poissons, par exemple, monte efficacement le courant d’eau pour trou-
ver la source la plus proche et dense pour se nourrir. Ce groupe utilise des
régles relativement simples, propres a chaque poisson, afin de répondre aux
signaux se trouvant dans un petit voisinage. Les biologistes ont développé
un certain nombre de modéles pour régler la circulation qui régissent les
poissons et d’autres groupe d’animaux (voir, par exemple, [46|, [47|, [48],
et les références associées). Cependant, les régles établies par les biologistes
pour un groupe d’animaux peuvent avoir des contraintes trés différentes en
les associant directement au groupe de véhicules. A titre d’exemple, pour
un groupe de véhicules on peut librement adapter 'espacement entre les
véhicules, tandis que les poissons maintiennent un certain espacement, pour

les besoins, cela inclue la reproduction et la gestion des déchets [49].

Dans la littérature, un systéme multi-agents a été associé a un nombre
important de robots mobiles autonomes et ot la communication est néces-
saire pour qu’ils arrivent a atteindre leur but. Généralement, dans le cas des
robots mobiles, chaque agent est capable de suivre la position des autres
agents tout en restant dans une région de détection, généralement, centrée
par rapport a la position actuelle de ’agent. Le probléme de rendez-vous
entre les agents, initialement étudiée dans |55], reste le plus commun & plu-
sieurs travaux de recherche. L’étude d’un agent type véhicule en formation

consiste a prendre en compte les faits suivants :

— un agent type véhicule en formation est une entité autonome, mais
fortement dépendante des autres,

— un agent type véhicule en formation peut communiquer avec les autres
a l'aide d’un échange des informations. Dans ce cas, on peut distin-
guer deux types d’informations : les informations envoyés a plusieurs
véhicules et les informations envoyés a un seul véhicule,

— un agent type véhicule en formation ne peut pas refuser de faire ce
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qu’on lui dit de faire, les véhicules évoluent dans un Systéme dit Multi
Agent (SMA). Ils collaborent au sein de ce SMA pour atteindre un
objectif commun,
enfin, les agents type véhicule en formation peuvent se déplacer vo-
lontairement ou pas et évoluer d'un SMA & un autre.

Nous allons aborder par la suite, les résultats sur la commande d’un

systéme multi-véhicules en formation ou SMA.

1.3 Commande d’un(e) formation/systéme

multi-agents

Le systéme en formation qu’on étudie est composé de n > 1 véhicules
autonomes. La commande d’un ensemble de véhicules ! en formation est une
tache difficile du moment que la commande varie selon le nombre d’agents
dites actifs et les objectifs a atteindre. La généralisation de la commande
a un large groupe de véhicules en formation est un probléme qui s’avére
ouvert. Nous apportons dans cette thése une solution a ce probléme que
ce soit de point de vue convergence vers la cible et la régulation en pré-
sence d’obstacles. Afin de situer notre travail, nous rappelons a présent les
résultats obtenus dans la littérature.

La commande de formation des véhicules multiples a suscité beaucoup
d’attention de la communauté scientifique. Cette commande inclue la co-
ordination des robots mobiles, des véhicules aériens ou sous marins, des
satellites et des vaisseaux spatiaux. Par exemple, on s’attend a ce qu’un
réseau mobile coopératif terrestre, ot chaque robot sert de capteur mobile,
surpasse un véhicule simple grand en taille et équipé de plusieurs capteurs.
Le véhicule simple fortement équipé peut nécessiter une puissance consi-
dérable en actionnement. De méme et comme conséquence, la manque de
robustesse est un échec du fait que son adaptation a une configuration est
difficile. Un véhicule indépendant avec un seul capteur peut étre défaillant

dans le rassemblement des données tout comme dans d’autres taches exi-

1. aériens/terrestres, cas homogéne/hétérogéne



4 Introduction

geantes d’une intervention en formation. Dans des missions militaires, un
groupe de véhicules autonomes sont nécessaires pour assurer une couverture
de la zone du combat et la reconnaissance. Sur une route automatisée, le
réseau du trafic de transport peut étre considérablement rendu fluide si les
véhicules évoluent a une vitesse désirée tout en gardant une distance spéci-
fique. La recherche sur la commande de formation aide également des per-
sonnes a comprendre mieux quelques comportements sociaux biologiques,
tels que I'essaim des insectes et le comportement des oiseaux.

Dans la littérature, il y’a eu trois approches qui ont été proposée pour la
commande d’une formation de véhicules : leader-suiveur, comportementale
et structure virtuelle. Chaque approche a ses propres avantages et incon-
vénients.

Dans D'approche leader-suiveur, quelques véhicules sont considérés
comme leaders, alors que le reste de robots dans le groupe agissent en
tant que suiveurs [46], [47], [48], [49]. La trajectoire de référence du leader
est prédéfinie, tandis que I’évolution des suiveurs est réduite aux états de
leurs voisins plus proches selon les configurations données. Un avantage
de T'approche leader-suiveur est qu’il est facile & mettre en application.
En outre, la formation peut encore étre maintenue méme si le leader est
perturbé. Cependant, un inconvénient est qu’il n’y a aucun retour d’état
explicite de la commande au reste de la formation. De méme, si un suiveur
est perturbé, la formation ne peut pas étre maintenue. En outre, le leader
est I'unique responsable a ’échec de la formation.

Dans I'approche comportementale [50]|, [51], [52], [53], [54], [55], [56],
[57], [58], [59], le comportement désiré de chaque véhicule ne prend pas en
charge I’évitement de collision/obstacle et la réussite du groupe est calcu-
lée par rapport a la qualité comportementale prescrite relativement pour
chaque véhicule. La commande de la formation est calculée a partir d’'une
pondération d’importance relative a chaque comportement. Les avantages
de cette approche sont : la dérivation d'une stratégie de commande expli-
cite quand les véhicules ont des objectifs de concurrence multiples incluant
la communication entre les véhicules voisins. Alors que 'inconvénient est

principalement lié au comportement de la formation qui ne peut pas étre
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défini. Ainsi, il est difficile de trouver mathématiquement une commande
garantissant la stabilité du groupe.

Dans l’approche structure wvirtuelle, la formation entiére est traitée
comme étant une seule entité [60], [61], [62], [63]. Mécaniquement, la struc-
ture est considérée comme étant un corps solide (structure virtuelle rigide)
ou déformable (structure virtuelle déformable) [6]. Quand la structure se
déplace, elle trace la trajectoire désirée pour chaque robot appartenant au
groupe. Les avantages de cette approche sont : la facilité de prescrire le
comportement pour le groupe et la formation peut étre maintenue pen-
dant les manceuvres, c.-a-d. la structure virtuelle peut évoluer dans son
ensemble dans une direction donnée avec une orientation donnée et main-
tenir un rapport géométrique rigide entre les véhicules. Toutefois, le fait que
la formation agit en tant qu’une seule structure virtuelle, limite les applica-
tions potentielles et ol la formation nécessite une variation de forme dans
le temps. En conclusion, les deux approches structure virtuelle et leader-
suiveur exigent que les informations sur le leader et la structure soient
communiquées a chaque agent de la formation [6|. En revanche, I'approche
comportementale est décentralisée et peut étre mise en application avec
'moins’ de communication.

Dans [63], une architecture de coordination pour la commande de forma-
tion de vaisseau spatial est présentée pour incorporer les approches multi-
robots de type leader-suiveur, comportementale et structure virtuelle. Pour
une classe des robots dont la dynamique est représentée par un double inté-
grateur, dans [65], I'étude de stabilisation de la formation a été faite moyen-
nant la fonction de Lyapunov et la commande de mouvement contraint le
systéme a un probléme de stabilisation et ot un retour d’état sur les erreurs
est incorporée a travers la trajectoire paramétrée du leader. En termes d’in-
formations issues des robots dans le groupe et qui sont utilisées pour calcu-
ler la commande de chaque robot, on distingue deux approches principales
pour résoudre le probléme de la commande du groupe : la centralisation et
la décentralisation de la commande. Dans 'approche centralisée (voir par
exemple [63]), un seul controleur est cong¢u dans la zone du travail a partir

des trajectoires libres de collision. L’inconvénient de l'approche centrali-
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sée est dans la complexité de calcul, mais on a la garantie d’une solution
analytique compléte. La commande décentralisée |68| est locale et est dé-
pendante de chaque membre du groupe. La fonction potentielle permettant
une navigation sans collision a été couramment proposée [59], [69], [70]. Le
probléme principal avec la commande décentralisée et qu’elle est incapable
de prévoir les minima locaux. Par conséquent, sous une commande donnée,
le groupe peut se retrouver avec plusieurs points d’équilibre autre que les
points désirés. Ces points peuvent étre instables et la commande sera inca-
pable & remédier & I'instabilité du groupe. Par conséquent, pour le groupe,
il est plutot difficile de concevoir un controleur tels que tous les points
d’équilibre, excepté I'équilibre désiré, sont instables ou appartenant aux
minima locaux. Les quelques remédes sur ce point moyennant une com-
mande centralisée (voir les résultats dans |71], [72], [73], [74]), 'ajustement
des paramétres de la commande est extrémement difficile & obtenir dans
la pratique, qui sont cruciaux pour garantir que les seuls points d’équilibre
désirés sont stables asymptotiquement et que les autres points critiques
sont, instables.

Dans la plupart de papiers cités ci-dessus, les agents sont considérés
comme des points matériels avec une dynamique représentée par un in-
tégrateur simple ou double ([59], [69], [74]) ou des véhicules entiérement,
actionnés [64], amené en double intégrateur a 1’aide d’une linéarisation par
retour d’état. Le cas d’un véhicule autonome sous des contraintes non ho-
lonomes a été étudié dans [50]. En outre, dans la commande de trajectoire
des robots mobiles non holonomes (voir par exemple 75|, |76], [77]), les er-
reurs de poursuite sont souvent transformées en une formulation complexe,
utilisant plusieurs transformations non triviales. Si ces techniques sont ap-
pliquées a la commande de formation d'un groupe de robots mobiles non
holonome, il est extrémement difficile d’incorporer I'évitement de collision
entre les robots.

Afin d’assurer un évitement d’obstacles tout au long d’une navigation,
comme outil de commande, les fonctions artificielles telles que les fonctions
potentielles ont été présentées dans I'étude d’une formation des véhicules

[50], [51]. Généralement, ces fonctions sont utilisées pour modéliser les in-
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teractions entre les agents. Dans les travaux [52| [53] |54], les auteurs ont

étudié la stabilité d’essaim sous divers profils des fonctions potentielles.

1.4 Projet de recherche élaboré

Cette thése s’intégre dans le cadre du projet CIRTA 2 : Coopération
Intelligente entre une formation de Robots Terrestres et Aériens qui s’in-
tégre dans 'axe 3D de 'activité de 'équipe VASCO du laboratoire IBISC.
Aprés avoir accordé un intérét a 'autonomie d'une entité évoluant seule,
récemment une nouvelle voie vers la commande de plusieurs entités au-
tonomes s’ouvre, ce sont les systémes dits en formation ou en coordina-
tion. Pendant une décennie, les scientifiques issus de disciplines assez di-
verses, notamment le comportement des animaux, la physique et de bio-
physique, sciences social et I'informatique ont été fascinés par I’émergence
de ce domaine de recherche et surtout par le comportement et l'interac-
tion locale entre les différents agents du groupe, pour ce fait on peut citer
[30, 31, 32, 33, 34, 35, 36, 37, 38, 39, 40, 41, 42| .Cet intérét vient du fait
que 'utilité d’étudier les systémes en formation touche plusieurs domaines,
notamment médicales, animales, industriels et militaires. Cette coopéra-
tion entre différentes entités est naturelle et trés importante méme dans
notre vie quotidienne. A titre d’exemple, il faut plusieurs personnes qui
s’entraident pour transporter une montagne de sable d'un lieu & un autre.
Ainsi, une coopération est nécessaire entre ces différents agents qui doivent
agir en formation afin d’achever le travail tout en réalisant une économie de
point de vue énergie et de gain de temps. C’est pourquoi les industriels ont
eu recours a diviser un travail en plusieurs taches [91] et le distribuer entre
plusieurs robots évoluant en formation et assurant un temps de délivrance
synchronisé [90].

Notre travail consiste & commander un groupe de n > 1 robots mo-
biles terrestres vers un objectif donné et dans un environnement contenant

plusieurs obstacles. Dans nos démarches, nous nous sommes confrontés a

2. Ce projet a été soumis & une demande d’ANR qui va étre renouvelée.
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quatre problémes auxquels nous apportons les schémas suivants :

— P1 Le premier probléme consiste a faire converger un ensemble de
robots vers un ensemble attractif (objectif), voisin de la cible. Cet
ensemble est construit sous I’hypothése que tous les robots admettent
la méme expression de commande.

— P2 Sachant que I'environnement ot se trouve la formation est hostile,
la commande élaborée pour la formation devrait prendre en compte
les contraintes environnementales.

— P3 Lors d’une navigation autonome, une commande intégrante d’une
stratégie de communication entre les différents robots devrait faire en
sorte que les membres du groupe communique d’une maniére assez
continue. Ceci permettrait de garantir le déplacement de toute la
formation vers I'objectif tout en ayant une stratégie de réussite.

— P4 La convergence de la formation vers un objectif ne peut avoir lieu
sans la conception d’une fonction de régulation qui sera intégrée dans
la commande. Cette derniére permet 1’évitement de collision entre les
membres de la formation et d’éviter que les intéréts se chevauchent.

Dans la littérature, plusieurs travaux ont été réalisés et plusieurs mé-

thodes analytiques ont été employées pour traiter le cas de la commande
d’une formation de véhicules. La plupart des chercheurs dans le domaine
de la théorie de controle ont pour but principal de construire une loi de
commande qui fait converger asymptotiquement les solutions vers une po-
sition désirée. Néanmoins, peu de chercheurs s’intéressaient au comporte-
ment des trajectoires entre le temps initial ¢y et le temps de la convergence
T. Au cours de cette période le robot doit éviter un ensemble d’obstacles
et converger vers la cible. Le but est d’établir un raccordement entre ces
deux comportements de la solution. Ce raccordement a été traité par D. E.
Chang [8] par un algorithme (I) du type :

— 1) Utiliser une premiére loi de commande,

— 2) Si lobstacle est dans l'espace de navigation, Alors utiliser une
deuxiéme loi de commande, Sinon aller a I’étape 1

ou il a utilisé les forces gyroscopiques pour quun systéme multi-agents

évite des obstacles dans I'espace de navigation. Une autre technique qui est
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utilisée dans |9], est basée sur I'approche de fonction de navigation avec un

limitée des UAV. Pour le guidage et la surveillance, un multiple d’"UAV en
formation a été étudié dans [66, 92

Dans [10, 11], une commande optimale réduisant au minimum la dis-
tance entre des véhicules aériens a été considérée. Dimos et al. résolvent,
dans [12], le probléme de la convergence vers une configuration désirée
d’une formation de robots de cinématiques qui correspondent au gradient
négatif d’'un champ potentiel et qui est la somme d’un terme attractif et un
terme répulsif utilisant le théoréme de Dual Lyapunov de Rantzer, car les
techniques traditionnelles de Lyapunov ne peuvent pas garantir la conver-
gence a la configuration désirée. Mais le probléme qui surgit dans tous ces
travaux est que I'implémentation du programme employant les lois de com-
mandes correspondantes utilisent I'algorithme du type (I) c.-a-d. un test
(Si...Alors...Sinon) ou font intervenir la commande optimale, qui sont tous

deux trés cotiteux du point de vue exécution.

1.5 Contributions

La principale contribution de cette thése est d’avoir fourni un tra-
vail important sur I’étude et 'utilisation d’une nouvelle approche de com-
mande des systémes holonomes (sans orientation du véhicule mobile) et
non-holonomes (avec orientation du véhicule mobile). Plus précisément, les
principales contributions portent sur les points suivants :

— Une approche conceptuelle de la commande, appliquée au cas d’un

mono-robot et au cas d’une formation d’agents.

— Elaboration d’une fonction régulatrice rendant robuste ’application
de la commande a un systéme perturbé par son environnement. Cette
derniére agissant comme étant une nouvelle commande pour modifier
les solutions du systéme ainsi ses trajectoires au court du temps.

— Assurer une liberté suffisante pour le choix de cette fonction de régu-

lation afin d’améliorer le comportement de la trajectoire que ce soit
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d’un agent ou de la formation.

— Assurer la convergence de la formation vers la cible mais sans procéder
a un changement dans la forme de la commande afin d’assurer une
continuité de cette derniére tout au long de la mission. Ceci revient
a dire que, si on considére O comme ensemble de points & éviter et
M la variété ou se trouve les solutions, la loi de commande élaborée

doit étre réguliére sur M/O.

Hormis ce premier chapitre d’introduction, destiné a définir les objectifs
de I'étude, a mentionner les contributions et a présenter 'organisation du
document, ce manuscrit est structuré en cinq grandes parties, organisés

comme suites :

— Chapitre 2. Ce chapitre rappelle tous les théorémes qu’on a pu uti-

liser au cours de ce travail. Dans un premier temps, on présente les
équations différentielles ordinaires et les conditions de 'existence et
I'unicité de la solution. Dans la deuxiéme partie, on rapporte les résul-
tats sur la stabilité et la commandabilité d'un systéme de commande
du type ¢ = f(q,u). On achéve ce chapitre par un résumé sur la
théorie de graphe.
Chapitre 3. Une étude théorique a été établie dans cette partie. Le
but étant de donner une condition suffisante dans I’évitement d'un
ensemble de point dans I'espace de navigation. Comme exemple, on
a pris le cas de I'unicycle en tant qu'un mono-robot, sous les deux as-
pects cinématique et dynamique et sans tenir compte de son orienta-
tion. Selon une approche exposée dans ce chapitre, on a pu construire
une commande assurant la stabilité du systéme au voisinage du point
désiré/atteindre et qui permet aussi de controler la trajectoire de
I'unicycle au cours du temps. On présente des résultats généraux de
régulation a travers une fonction dite régulatrice dans le cas dune
navigation dans un environnement présentant un ou plusieurs obs-
tacles.

— Chapitre 4. L’évolution d’'un systéme composé de plusieurs robots

mobiles dans un environnement hostile tout en préservant les com-
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munications entre les agents est présenté dans ce chapitre. On étend
I’approche développée dans le chapitre précédent pour le cas d’'une
formation en assurant sa stabilité vers la cible et sa régulation vis-
a-vis de I'environnement. Comme outil de communication on s’est
basé sur la théorie de graphe et en agissant sur la distance entre les
véhicules pour le cas de déplacement hiérarchique et décentralisé.

— Chapitre 5. Ce chapitre traite le probléme de la convergence d’une
formation de véhicules non-holonomes type unicycle en tenant compte
de différentes orientations. Etant donné un objectif, on montre qu’a
partir de n'importe quelle condition initiale de I'agent, la stabilisa-
tion classique assure sa convergence vers un point cible. Néanmoins,
pour commander une formation, il faut que chaque agent converge
vers un point voisin de la cible. Pour cela, on a proposé une stratégie
coopérative de commande pour atteindre une cible tout en régula-
risant I'angle d’orientation. En deuxiéme lieu, on a développé une
approche constructive de la commande permettant le déplacement

des véhicules dans un environnement hostile.

1.6 Conclusion

Dans ce chapitre, qui a servi comme une introduction a la thése, on
a rappelé les résultats de la littérature et les motivations de ce travail
de recherche. On a situé aussi les objectifs de cette thése par rapport aux
besoins de I’équipe et ceux du laboratoire IBISC. La contribution de la thése
a été exposée d'une maniére succincte a travers le contenu des différents
chapitres. Avant de détailler notre contribution, nous allons introduire les

outils mathématiques en rapport avec nos démarches et nos résultats.






CHAPITRE 2

Notions générales

2.1 Introduction

Ce chapitre a pour but de présenter quelques résultats mathématiques
sur les équations différentielles ordinaires et les systémes commandés, qui
seront utile tout au long de notre travail.

Dans un premier temps, nous allons nous intéresser aux résultats qui se
trouvent dans la littérature se ramenant a la stabilité, la stabilisation et
I’étude du comportement des trajectoires issues des équations différentielles
ordinaires au cours du temps. Au niveau de comportement des trajectoires,
nous allons présenter des résultats notamment de A. L. Cauchy sur I'uni-
cité et 'existence des solutions et quelques théorémes dans la géométrie
différentielle qui nous donnons des résultats sur 'allure des trajectoires au
cours du temps. Pour la stabilité, on présentera ce qu’a fait A.M. Lyapunov
qui garantissait 'existence des fonctions, aujourd’hui appelées fonctions de
Lyapunov, assurant la stabilité pour les équations différentielles ordinaires
continues, nous donnerons les principaux théorémes qui en découlent, et
nous finirons cette premiére partie par I'étude de la commandabilité des

systémes.

Dans un deuxiéme temps, nous ferons un bref rappel sur la théorie des
graphes, et on présentera des études qui relient cette théorie aux systémes

d’équations différentielles ordinaires.
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2.2 Comportement des trajectoires

On consideére les systémes d’équations différentielles autonomes et non-

autonomes suivants :

¢ =X(q) (2.1)

q=f(t,q) (2.2)

ot X et f sont définies de O C R™ dans R" et M C R x R™ dans R".
On commence tout d’abord par présenter le théoréme d’existence et d’uni-
cité. Il existe plusieurs maniéres d’exprimer ce théoréme connu sous le nom

de Cauchy-Lipchitz, dont la forme suivante :

Théoréme 1 (Cauchy Lipchitz)

Soit E un espace de Banach, M un ouvert de R x E (resp. O un ouvert de
E). On considére le systéme (2.2) (resp. le systéme (2.1)), avec la condition
de Cauchy C' : q(ty) = qo, ou le couple (to,qo) est un élément de M (resp.
qo est un élément de O), et f une fonction continue de M dans E (resp.
X est continue de O dans E ).

Si la fonction f (resp. X) est localement lipchitzienne par rapport a la

deuzieme variable, il existe une et une seule solution mazximale a [’équation
(2.2) (resp.(2.1)) respectant la condition de Cauchy C.0J

Comme on le constate le théoréme de Cauchy Lipchitz est basé sur la
supposition que f(t,¢q(t)) soit localement lipchitzienne par rapport a la
deuxiéme variable, on trouve deux lemmes dans la littérature qui assurent

cette propriété.

0
Lemme 1 Soit le systéme (2.2). On suppose que f et 8_f continue sur

M = [a,b] x D pour tout q dans D C R™ alors localement lipchitzien en q
sur [a,b] x D.

On passe a un corollaire qui assure que la trajectoire est définie dans R,

sous certaines conditions.
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Corollaire 1 Si X du systéeme (2.1) est de classe C' et pour tout compact
K, il existe des constantes o >0, B >0 tel que Vit € K on a :

Vg e R" [ X(g)ll < llgl + 8 (2:3)

alors les solutions mazimales de(2.1) sont définies sur R. [J

(ce corollaire reste vrai pour le systéme (2.2))

La proposition suivante nous donne un résultat sur I'invariance d’un
ensemble par rapport au trajectoires du systéme ((2.1), (2.2)). On définira

tout, d’abord la notion d’invariance.

Définition 1 (Ensemble invariant).Q est un ensemble invariant pour le
systeme (2.2) si chaque trajectoire x(t) qui a pour condition initiale dans

Q reste au cours du temps dans 2. [J

Proposition 1 Soit g une fonction C' définie sur R", F = {q/9(q) < 0},
et f(t,q) donner par le systéme (2.2) définie pour t € R et x au voisinage
de F. Supposons que dg(q)f(t,q) < 0 sur g=*(0). Alors F est invariante
par rapport au systéme (2.2).0]

(La définition et la proposition précédente restent vrais pour le systéme

(2.1)).

A partir de I'appartenance du champ de vecteur & un fibré tangent et
la condition initiale de (2.1) le corollaire et la proposition suivants assurent
que la trajectoire sera contenue dans une sous-variété pour un temps petit

ou pour la totalité du temps.

Corollaire 2 [93] Soient le systéme différentielle (2.1) sur M et N C M
une sous-variété de M tels que, pour tout ¢ € N, X(q) € T,N. Alors la
courbe intégrale de X issue d’un point p € N est incluse dans N pour t

suffisamment petit.[]
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Proposition 2 Soit K une sous variété fermée de R™ et la fonction X de
(2.2) tel que
VteR, Vge K, X(t,q) € T,K

Si q est une solution de (2.2) définie sur un intervalle [0, s] tel que gy € K
alors q([0, s]) reste dans K.OJ

2.2.1 Systémes commandés

Pour les systémes commandés un résultat apparait dans la littérature
sur 'unicité de solution, dont I’énoncé est comme suit :
Donnons-nous une variété M, connexe, de classe C, de dimension n, et un

systéme commandé de la forme,

Q= flaw) =3 wifila) (2.4)

ou fi,.., fm sont des champs de vecteurs de classe C; sur M et ou
la commande (aussi appelée controle) u = (uy, .., u,,) appartient a B,,, la
boule unité fermée de R™. Rappelons que pour chaque point x € M et pour
chaque controle u(.) € L>([0,1), B,,), le systéme commandé (2.4) donne
lieu & une unique trajectoire maximale ¢(.) : [0,7) — M (avec T' € RUo0),

notée ¢(.;q,u(.)), solution du probléme de Cauchy,

q(t) = f(q(t),u(?)), pp. t€0,T), q(0)=q. (2:5)

2.3 Stabilité et stabilisation

On suppose que g est le point d’équilibre du systéme (2.1), d’ou
X(@) =0
. Le but de cette partie est d’étudier la stabilité en . Les théorémes que
nous évoquons sont cong¢us pour le point d’équilibre § = 0. Si le point

d’équilibre n’est pas I'origine, on peut considérer le changement de variable

suivant y = q¢ — ¢, ce qui nous ramene a écrire

y=Xy+7q) =g(y); oug(0)=0
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On commence par définir mathématiquement la stabilité des systémes

d’équations différentielles

Définition 2 L’équilibre § =0 du systéme (2.1) est :
— stable, si pour Ve >0 35 > 0 tel que

lqO)l <0 = llg(®)] <&, VE=0

instable s’il n’est pas stable.

— asymptotiquement stable, s’il est stable et 0 peut étre choisi tel que
lg(O)] <6 = lim q(t) =0
—+00
U

L’un des théoréemes qui garantit la stabilité des systémes est le théoréme

de Lyapunov, dont I’énoncé est le suivant.

Théoréme 2 (Lyapunov pour les systémes autonomes (2.1))
Soit ¢ = 0 un point d’équilibre du systéme (2.1). Soit une fonction V :
R™ — R continue différentiable tel que

1. 'V est définie positive sur D.

2. Jim [lgf =oco = lim V(g) = o0

3.V <0 pour q #0.

alors, ¢ = 0 est globalement asymptotiquement stable. [J

Un autre théoréme de convergences des solution pour les systémes (2.1),

connu sous le nom de théoréme de LaSalle, dont I’énoncé est le suivant :

Théoréme 3 (Théoréme de LaSalle)

Soit Q C D un ensemble compacte et invariant par rapport au systéme
(2.1). Soit V. : D — R une fonction continue différentiable et telle que
V(q) <0 sur Q. Soit E une ensemble de point de Q tel que V(q) = 0. Soit
M le plus grand ensemble de E, alors chaque solution qui commence dans

Q approche M quand t — +o0. [
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Pour le cas non-autonome, le systéme (2.2), un autre énoncé du théoréme

de Lyapunov est donné dans [81].

Théoréme 4 (de Lyapunov pour les systémes non-autonomes (2.2))
Soit ¢ = 0 un point d’équilibre du systéeme (2.1) et D C R™ une ensemble
qui contient 'origine. Soit une fonction V : [0,400[xD — R continue

différentiable tel que
1. Wi(q) <V (t,q) < Wa(q).
2. V< —Ws.

Vt >0 et qe D, oo Wi(q), Walq) et Wi(q) sont deuz fonctions continues
définies positives sur D. alors, ¢ = 0 est uniformément asymptotiquement
stable. U

Plus tard en 1963 J. Kurzweil a démontré dans [80] 'équivalence entre
I'existence des fonctions de Lyapunov et la stabilité pour les équations

différentielles ordinaires continues.

Théoréme 5 (théoréme de Kurzweil)

Soit X un champ de vecteur continue sur M. Si le systéme dynamique
(2.1) est GAS au point O sur la variété M, alors il admet une fonction de
Lyapunov au point O.

Hormis le résultat de Lyapunov, il existe un autre résultat, connue sous le
nom de lemme de Barbala, qui assure sous certaines hypothéses la conver-

gence des trajectoires vers l'origine.

Lemme 2 (Lemme de Barbalat)

Soit ¢ : R — R une fonction uniformément continue sur [0,+oc[. On

t
suppose que lim / o(7T)dr existe et finie, alors
t—+o00 0

lim ¢(t) =0

t—+00
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Lemme 3 On considére I’équation différentielle suivante :
r=é+ ae (2.6)

ou r est une fonction scalaire et « est un scalaire positive.
Sirec L®NL? et
lim r(t) =0 (2.7)

t—+00

alors e et é convergent asymptotiquement vers 0. [

2.3.1 Systémes commandés

Pour les systémes commandés, on parlera de la stabilisation et non plus
de notion de stabilité.

On considére le systéme de commande suivant

q=[f(g,u) (2.8)

ou g € R™ est I'état et u = (uy, us, ..., up,) € R™ est la commande.
Un premier résultat apparait, sur le type de commande choisit pour un

systéme, donné par le théoréme de Brockett, dont ’énoncé est le suivant :

Théoréme 6 (Théoréme de Brockett)
Le systéme (2.8) est localement asymptotiquement stable par une commande
continue stationnaire, alors l'image de chaque voisinage de (0,0) € R"xR™

est un voisinage de 0 € R". [J

Pour les systémes sans dérive donnés par (2.9) il y a un résultat de Jean-
Baptiste Pomet, qui laisse les conditions du théoréme de Brockett insatis-

faisantes.

Proposition 3 (Théoréme de Pomet)

On considére le systéme de commande suivant
0= filgu (2.9)
i=1

ot q € R™ est 'état et uw = (uy, U, ..., Up,) € R™ est la commande. Sim <n
et f1(0),..., fm(0)} sont linéairement indépendant, alors il n’existe pas de

commande stationnaire.
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2.4 Commandabilité

Si on considére le systéme (2.8), étant donnés deux états ¢; € R” et
qr € R" et T > 0, ¢l existe u : [0,7] — R™ qui permet de passer 'é¢tat ¢
de (2.8) de ¢; a gy, alors on dit que le systéme est commandable. D’ou la
commandabilité implique 'existence d’'une commande. L’inverse est faut,
c’est a dire, si le systéme n’est pas commandable, on ne peut rien dire.
On a un résultat important sur la commandabilité des systémes sans dérive

qui nous sera utile dans notre travail.

Théoréme 7 (Commandabilité d’un robot mobile non holonome)

On note B(q) = (bi(q)b2(q)...bm(q)) la matrice du modéle cinématique
¢ = B(q)u, de dimension n x m. Un robot mobile est commandable si les
colonnes de B(q) et leurs crochets de Lie successifs forment un ensemble

de n colonnes indépendantes. [

Comme la commandabilité d'un systéme linéaire est trés facile a vérifier
a partir de critére de Kalman, le théoréme suivant nous assure Le lien de

commandabilité entre les systémes non-linéaires et leur linéarisés tangent.

Théoréme 8 Si le linéarisé au point d’équilibre (g, ) du systéme (2.8) est
commandable, alors le systéme (2.8) est localement commandable au point
d’équilibre (g,w). O

2.5 Théorie des graphes

Nous commencons par rappeler quelques notions et définitions de base
de la théorie des graphes qui seront utilisés par la suite. Pour plus de
détail on peut se référer a [16], [17], [15], etc..

Un graphe de configuration des liens qu’on note G(v,¢) est définit par
deux ensembles :

Le premier est 'ensemble des indexes des /N nceuds, noté par :

v=A{1,..,N}
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Le deuxiéme est 'ensemble d’arétes qui relient deux noeuds, noté par :

62{(i,j)€l/><l/,j€Ni}

Ou N; est I'ensemble des indexes des noeuds en liaison avec le ¢ neeud.
La notation (i,7) veut dire une arréte ou connexion entre i et j, et que
Jj € N(i) et ¢ n’appartient pas nécessairement a NN;, ce qui implique que
(,7) et (j,7) ne présentent pas nécessairement la méme arréte.

Ces connexions établies entre les ncoeuds sont regroupés dans une
matrice A = (a;;), quand appelle matrice de liaison ou matrice Adjacente.

¢ nceud prend une information

C’est une matrice binaire, tel que si le ™
de 79" neceud, c’est a dire 7 € N; alors a;; = 1 et sinon 0.
On note par A la matrice diagonale tel que son "¢ terme diagonal

eme

correspond au nombre de liaisons que peut établir le ¢ agent avec les

autres. On définie la matrice Laplacienne L comme suite :

L=A-A (2.10)

Ezemple :
On considére le graphe G(v,¢), présenté par la figure 2.1, de 5 nceuds et

6 arétes ou connexions. Les matrices Adjacente et Laplacienne associées

FIGURE 2.1 — Exemple de graphe

sont les suivantes :
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0 00O0T1 1 0 0 0 -1
10001 -1 2 0 0 -1
A=101000 ; L= 0 -1 1 0
10000 -1 0 0 1
00010 0O 0 0 -1

Il existe deux types de graphes :

Le graphe non-orienté, c’est le graphe tel que la connexion entre deux
nceuds est réciproque, c’est a dire que j € N; et ¢ € N;, ce qui nous raméne
a dire (i,7) et (j,i) présentent la méme chose. La matrice Adjacente
associée est une matrice symétrique puisque a;; = a;;.

Le deuxiéme type de graphe est le graphe orienté. C’est le graphe ou
la connexion n’est pas nécessairement réciproque. La matrice Adjacente
associée est une matrice qui n’est pas nécessairement symétrique. Comme
on peut le remarquer a partir de la définition de ces deux graphes, que

tout graphe non-orienté est graphe orienté, et le contraire est faux.

Etant donné un graphe G(v,n), et A = (a;;) sa matrice Adjacente

associée. Le degré- entrant et degré-sortant du keme noeud, sont respecti-
vement degentromt E 253 et degsortant - g Q. On remarque bien
i=1 7j=1

que degsoriant (k) Teprésente le k¢ terme diagonale de A et il est aussi le

card(Ny).

Ezemple :
On donne deux exemples de graphes de type orienté et non-orienté :

Les matrices adjacentes respectives sont les suivantes :

A1 ; AQ

I
O = = O
o O O O
_ o O =
o O O =
I
— = = O
o O O =
= o O =
o = O =

Pour le graphe associé a la matrice adjacente Aj, on a degsortant(1) = 2,
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FIGURE 2.2 — Exemple de graphe orienté

FIGURE 2.3 — Exemple de graphe non-orienté

degsortant(3) = 1, etc.. Pour le degré entrant on a degensrant(l) = 2 et

degsortant(3) = 2, etc..

On remarque bien que la matrice associée au graphe non-orienté est

toujours symétrique, ce qui implique que degsoriant() = deGentrant()-

La matrice Laplacienne est la matrice clé dans la stabilisation des sys-
témes en formation. En effet si on considére un graphe G(v,7), et A sa
matrice Adjacente associée, on peut extraire une matrice Laplacienne L de

G.

Et si on considére le systéme différentiel suivant :

t=u=—Lzx (2.11)
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tel que x € R"™ et u = (uq, ug, ...., u,) € R™

On remarque que, si on prend chaque u; a part, elle s’écrira comme suit
n
Jj=1

c’est pourquoi si on prend s = (sq, S, ...., $,) € R™ comme solution de
(2.11), les s;, Vi € {1,2,..,n} se suivront selon les connexions données par
la matrice A. Donc la matrice Laplacienne L assure que les x; de 2.11) aient
une certaine communication pré-définie dés le départ.
L’un des principaux graphe I'arbre couvrant. C’est un graphe orienté qui
comporte un nceud qui ne prend une information d’aucun autre noeud du
groupe, c’est a dire si ¢’était le £™¢ noeud alors la £ ligne de la matrice
adjacente est nulle. Des résultats ont été donnés par Wei Ren|15| sur ce

type de graphe qui sont les suivants :

Lemme 4 On considére le graphe G(v,n), © = (r1,22,.....,x,) € R" et
L la matrice Laplacienne associée a G alors les assertions suivantes sont

équivalentes :

1. G est un arbre couvrant et le k™ neud n’a pas de connexion avec les

autres neeuds.
2. G est un arbre couvrant et la k™ ligne de la matrice L est nulle.

3. Les composantes s;,¥ i € {1,2,..,n} de s solution de (2.11)

convergent asymptotiquement tel que 1tlier si(t) = s(0).
—+0o0
4. Le k™ neeud est le seul neeud tel que K € N;, Vi € v.

On considére p nceuds. On veut que ses noeuds établissent une certaine
connexion prédéfinie entre eux et convergent vers une position désirée. On
considére que cette position désirée et le (p + 1) nceud. Le théoréme

suivant donné par Wei Ren [15], énoncera la convergence asymptotique

Théoréme 9 Soit G(v,1) un graphe et A = (a;) € ROFIXMHD 44
matrice Adjacente, tel que a;py1y = 0V i € {1,2,..,p + 1}, alors les
si, Vi € {1,2,..,p} p premiéres composantes de s solution de (2.11) pour
r € R convergent asymptotiquement vers une position de référence s,

s1 et seulement si G est un arbre couvrant.
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Proposition 4 (Matriz Form of Disagreement)[17]

Soit le graphe direct G d’ordre n, la fonction "disagreement” &g : R* — R
est une forme quadratique associée a la matrice symétrique semi-définie
positive

L (Do(G) + Din(G) — A(G) — AG)T). (2.13)

P(G) = ;

De plus, P(G) est la matrice du graphe miroir G, est,

P(G) = L(G) - %(L(G) + L(@G)). (2.14)

Proposition 5 [17] Soit G un graphe acyclique d’ordre n avec ng "sinks"

et on suppose que ses sommets sont indexés selon leur profondeur.
Si G admet une profondeur unique alors ®g est décroissante le long de la

trajectoire de ¢ = L(G)q

2.6 Conclusion

On a réussi dans ce chapitre a introduire les outils mathématiques, liés
essentiellement a la stabilité et a la stabilisation d’un systéme de commande
et la notion de commandabilité pour un systéme sans dérive. La comman-
dabilité locale au sens de Kalman a été également introduite pour le li-
néarisé tangent d’'un systéme non linéaire. La complémentarité a ces outils
pour I'étude de stabilité, on a introduit la notion de graphe de connexion
initialement utilisé dans I’échange des informations dans les réseaux in-
formatiques. Etant donné que chaque agent sera considéré sous forme de
noeeud, nous avons donné quelques exemples d’application sur la connexion

de plusieurs noeuds via la matrice Laplacienne.






CHAPITRE 3
Navigation d’un véhicule

holonéme

3.1 Introduction

Les techniques que 'on considére ici consistent a stabiliser la position
du robot par rapport & une position de référence, sans chercher a stabiliser
'orientation du robot. Conceptuellement, comme il est indiqué dans [21]cela
revient a donner au véhicule a commander les propriétés d’une remorque "
accrochée " de facon immatérielle au véhicule de référence. Cette approche
est classiquement utilisée dans le cas d’applications de type convoi de véhi-
cules, ot le véhicule de téte suit une trajectoire sans point de rebroussement.
La commande du véhicule sous le modéle (A.21) sera considérée et a fait
I'objet de nombreuses recherches dont on peut citer [21, 22, 1, 4].

Méme en I’absence d’obstacle, commander un systéme non holonome
pour 'amener d’une configuration de départ & une configuration d’arrivée
n’est pas un probléme aisée. En effet, il n’existe pas aujourd’hui de mé-
thode générale permettant de résoudre le probléme pour n’importe quel
systéme non holonome [2|. Des méthodes analytiques sont connues seule-
ment pour certaines classes de systémes (voir |23] et [24] par exemple). Pour
les autres, on ne dispose que de méthodes numériques. En outre, la présence
d’obstacles rend les méthodes analytiques inapplicables a des systémes non
holonomes [25] [26].

Le but de ce chapitre est de construire une commande qui fait déplacer
un véhicule de sa position initiale jusqu’a sa position finale, sans tenir
compte de son orientation, sur une surface contenant des obstacles. On

notera O, I'ensemble des obstacles.
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Notre apport consiste a trouver une commande réguliére sur la surface
de navigation privée de O. Cette commande joue un double role. Elle est
constituée d'une partie "attractive" qui assure la convergence vers le point
désiré et d’une partie répulsive pour éviter I’ensemble O, tout ceci, sans
passer par des fonctions tests qui changent de forme de la commande chaque
fois que le véhicule détecte un obstacle et sans suivre des trajectoires de
références prédéfinies.

Dans ce chapitre, on développe une approche analytique générale, pour
étendre toute commande qui fait converger la position vers le point désiré,
en tenant compte de I’ensemble 0. On prolongera cette approche pour le

cas d’un systéme dynamique.

3.2 Stabilisation et régulation de la cinéma-

tique

Notre objectif est d’étendre le probléme de stabilisation pour inclure
la régulation en présence d'une perturbation. Ceci est nécessaire pour la
navigation en présence d’un obstacle.

Dans ce travail nous proposons une approche analytique pour les sys-
témes commandés, qui se base sur la théorie du Lyapunov. Nous allons
concevoir une fonction qu’on appellera "fonction régulatrice", qui assure
la controle des trajectoires au cours du temps avant la convergence vers le
point désiré.

Dans la suite on va travailler sur R™ pour n > 2.

3.2.1 Probléme de stabilisation et régulation des sys-

témes de commande

Dans la littérature deux types de systémes commandés se distinguent,

les systémes avec et sans dérives[43].
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3.2.1.1 Reégulation des systémes de commande sans dérives

Les systémes sans dérives sont des systémes linéaires en commande et

s'écrivent en général sous la forme suivante :
m
q = Z fil@)u (3.1)
i=1

ot ¢ € R" et u = (uy, us, us, ..., Uy,)T € R™, représentent respectivement
I'état et la commande du systéme.
En considérant P une matrice tel que ses colonnes sont formées par les

fonctions f; , le systéme (3.1) s’écrira alors sous la forme compacte :

i = Plgu (3.2)

Plusieurs travaux dans la littérature se sont intéressés au probléme
de stabilisation de ce type de systéme de commande, dont notam-
ment le résultat de Pomet [44|. Ce résultat assure que, si les vecteurs
£1(0), f2(0), f5(0), ..., f,»(0) sont linéairement indépendants alors le systéme
(3.2) ne vérifie pas les conditions du théoréme de Brockett (Théoréme 6) ,
ce qui implique qu’on peut pas avoir un retour d’état stationnaire, pour la
stabilization asymptotique du systéme. Cette condition donnée par Pomet
est vérifiée par la plus part des systémes commandés sans dérives. Ainsi,
on va s’intéresser en premier lieu par une classe des systémes sans dérives
qui sont stabilisable par un retour d’état instationnaire.

La loi de commande que nous avons développée est donnée par le théo-

réme suivant.

Théoréme 10 Soit D C R"™ un ensemble qui contient l’équilibre. On
considére q une solution du systéme (3.2) et V : R™ x [0,400[— R la
fonction de Lyapunov associée a la fonction u,(q,t) € R™, qui satisfait les

inégalités suivantes :

(3.3)
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tel que pour tout (q,t) € D x [0,400[, aq, o et az sont trois fonctions
continues définies positives sur D.
Alors pour n’importe quelle fonction v : R™ — R continue sur D, la loi de

commande

oV
w = o) + (G Pl (3.4
rend le systéme (3.2) uniformément asymptotiquement stable en un
point cible. [J
Notation Soit S € R".
(S)*t et (S)! désignent respectivement un vecteur orthogonal a S et le trans-

posé de S.

Preuve Etant donné que la fonction de Lyapunov V vérifie les condi-

tions (3.3), alors la commande u, rend le systéme

¢ = P(q)ualg,t)

uniformément asymptotiquement stable.
En utilisant la méme fonction de Lyapunov pour le systéme (3.2) avec
la loi de commande (3.4) proposée par le théoréeme 10, sous 'hypothése

que P(q)PT(q) est inversible pour tous ¢ € R™, on obtient :

S\
— L (2P
V=Gt (G @

— o+ G Pl + V(G P@ (35)
ov. oV
=+ a—qP(Q)ua

qui vérifie la deuxiéme partie des inégalités dans (3.3).
D’ou pour ¢ solution du systéme (3.2), sous la commande (3.4), la fonction

proposée V' vérifie les inégalités :
ai(g) < V(g 1) < as(q)

(3.6)
ov oV v

T a—qP(Q)(Ua(CL t) + V[[(a—q)tP(Q)]t]L) < —az(q)
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D’oi, le systéme (3.2) sous la commande (3.4) est alors uniformément
asymptotiquement stable.
Aussi, pour le cas d’existence d’'un retour d’état stationnaire, on

propose un résultat similaire, donné par le théoréme suivant :

Théoréme 11 Soit D C R™ un ensemble qui contient I’équilibre. On consi-
deére uq(q) une commande stationnaire qui stabilise le systéeme (3.2) autour
du point d’équilibre et V la fonction de Lyapunov associée a ¢ = P(q)ug.

Alors pour n’importe quelle fonction v : R — R continue sur D, la loi de

commande

v =t uu@—p@(q)ml (3.7)

fait converger asymptotiquement les solutions du systéme (8.2) wvers

I’équilibre. [J

Preuve D’aprés les données du théoréme 11 le systéme (3.2) est
asymptotiquement stable par la loi de commande wu,. Alors d’aprés le
théoréme de Kurzweil (Théoréme 5) , il existe une fonction de Lyapunov
V' associée au systéme ¢ = P(q)u,.

Ceci nous donne que

. ov
V=(—)P(q)u, <0.

() P@)

En utilisant la méme fonction de Lyapunov pour le systéme (3.2) associé a
la loi de commande (3.7), proposée dans le théoréme 11, sous I'hypothése

que P(q)PT(q) est inversible, on aboutit a :

vV = %—Zp(q)u
- %—ZP@ i + un@—ptmq)rm (3.8)
= a—VP(Q)% <0
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D’ou d’aprés le théoréme de Lyapunov, les solutions de (3.2), sous la

3

commande (3.2), convergent, vers la position désirée. l

Comme exemple pour ce théoréme on peut prendre le systéme d’unicycle
donnée par (A.17), aprés un changement de variable et un bouclage sur la

commande le systéme on obtient le systéme équivalent suivant :

2.71 = U
Z).’JQ = U2 (39)
.I"g = T1U3

C’est un systéme sans dérive qui s’écrit sous la forme ¢ = P(q)u, ou q =

(21,29, 23)", u = (ug,ug)’ et

10
Plg=|0 1 (3.10)

Ce systéme d’'unicycle est uniformément asymptotiquement stabilisable,
selon Pomet [44], moyennant un feedback instationnaire u,(q,t) = (u1, ug)
Uy = xpsint — (xq + xr3cost
' ? (21 + 25 cost) (3.11)
us = —(xq+ xycost)rycost — (r129 + x3)
qui est associé a la fonction de Lyapunov V pour le cas non-autonome
suivante

1 1 1
V(t,q) = 5(1’1 + h(t, 22, 23))* + 51:3 + 5:63 (3.12)

avec h(t,zq,x3) = x5 cost

Alors le théoréme 10, affirme que sous la loi de commande suivante

U, = wgsint — (x1 + z3cost) — v(q, t)(wo(1 + cos® t + x3) + 1)

Uy = —(xq +xycost)rycost — (v122 + x3) + v(q,t)(z1 + 22 cOST)
(3.13)

le systéme (3.9) reste uniformément asymptotiquement stable & 1’équilibre,
Pour n’importe quelle fonction scalaire v. La fonction régulatrice, peut

étre stationnaire ou instationnaire, comme on 'a vu dans la démonstration
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du théoréme considéré.

On étend, dans la sous section suivante, ces résultats pour les systémes

commandés avec dérives.

3.2.1.2 Reégulation des systémes de commande avec dérives

Les systémes avec dérives, sont des systémes qui sont affines en controle

et qui s’écrivent sous la forme suivante :
¢ =>_ filg)u +g(q) (3.14)
i=1

ot ¢ € R" et u = (uy,us, us, ..., u,)T € R™, représentent respectivement
I'état et la commande du systéme.

Analogiquement aux cas des systémes de commande sans dérives, on consi-
dére P une matrice tel que ses colonnes sont formées par les fonctions f; ,

le systéme (3.14) s’écrit alors sous la forme compacte suivante :

¢ =P(q)u+g(q) (3.15)

Dans le cas ou ce systéme est stabilisable par une commande instationnaire,

le résultat suivant est similaire & ce qu’on a fait précédemment.

Théoréme 12 Soient q une solution du systéeme (3.15), V : R"x[0, +-o00[—
R la fonction de Lyapunov associée a la fonction ug(q,t) € R™, qui satisfait

les inégalités suivantes :

a1(q) < V(g,t) < as(q)

ov. oV (3.16)
— + —(P(q)ualq,t) + < -«
5 aq( (@)ualg; 1) + 9(q)) 3(q)
tel que pour tout (q,t) € D x [0,400[, a, o et az sont trois fonctions
continues définies positives sur D.
Alors pour n’importe quelle fonction v : R™ — R, la loi de commande

- +un<§—3>tp<qw (3.17)
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rend le systéeme (3.15) uniformément asymptotiquement stable en un

point cible. [J

Preuve La preuve est la méme que celle du théoréme 10, juste on change
le systéme (3.2) par (3.15), et la deuxiéme condition de (3.3) par celle de
(3.16). &

Pour le cas de la stabilisation du systéme (3.15) par une commande sta-
tionnaire u, tel que V est la fonction de Lyapunov associée, le résultat
reste le méme que celui du théorémell. C’est a dire que la commande (3.7)

stabilisera asymptotiquement (3.15).

3.2.1.3 Interprétation des lois de commandes trouvées

Les commandes données par les théorémes (10,11,12) assurent la possi-
bilité de changer le comportement des solutions de (3.2) et (3.15) tout en
gardant la convergence vers la position désirée.

Dans les théoréemes précédents, on apercoit que ces lois de commandes
se décomposent en un terme attractif qu’on note u, et un terme régulateur,

donné par
oV

Uy = V[[(a—q)tP(q)]t]L
A noté aussi que ce terme u, est le produit d’une expression issue de
la dérivée partielle de la fonction de Lyapunov et d’une fonction qu’on
appellera dans la suite du manuscrit " Fonction régulatrice". Cette derniére
permet de controler le comportement des trajectoires du systéme du type
(3.2) et (3.15), tout en conservant la convergence vers la position désirée.
C’est, a dire que la propriété de convergence est obtenue indépendamment

du terme wu,.

Dans la littérature, la plupart de travaux sont destinés a construire
une commande u, qui assure la stabilité du systéme autour d’une position
désirée. Dans notre cas, on suppose que la stabilisation est garantie par le
premier terme u,, et on ne s’intéressera qu’au controle des trajectoires au

cours du temps. Cette nouvelle commande va étre assurée par la Fonction
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régulatrice v.

Rappelons a présent la forme du systéme :

§=X(q,v) (3.18)

ol ¢ € R" et la fonction scalaire v est la fonction régulatrice.

Pour les systémes sans dérives, d’apres les théorémes (10,11), on a :

ov

¢ = P(q)[ualq) + V[[(a—q)tP(Q)V]L] = X(q,v) (3.19)

ol u, est une commande de stabilisation donnée. Pour le cas instationnaire
A sera en fonction de (q,v,t) .

Aussi pour les systémes avec dérives, d’aprés le théoréme 10 on a :

ov

G = P(q)ua(q) + V[[(a—q)tP(Q)]t]l] +9(q) = X(q,v) (3.20)

Comme on le constate, ces nouveaux systémes sont en fonction de I'état
q et la Fonction régulatrice v qui sert a controler le comportement des

solutions au cours du temps.

3.2.2 Condition sur la fonction régulatrice pour I’évi-
tement d’un ensemble de points
Dans cette section, on donne une condition sur la fonction régulatrice

v, pour que les trajectoires du systéme (3.18) évitent un ensemble de

points O pour n’importe quelle condition initiale choisi.
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Proposition 6 On considére le systéme (3.18), qui évolue dans R™.
Pour p : E CR" — F C R continue et A un ensemble compact, on définit

[’ensemble des points a éviter :
O ={ceR"/ p(c)e A} = ¢ '(4)

Si pour un ensemble N de R"\O "entourant O", c¢’est a dire pour un élé-
ment x de 0O on a ¥ U €V, inter N est non vide,

il existe une fonction v tel que
b+ 71X(b,v)) € Cr(A°) (3.21)

pour tout b € N UQO et tout 7 € [0, 1]

alors on a,

1. Toutes les courbes intégrales q(t) de X(q,v) issue de qo = q(ty) €
N UOO évite O°

2. si X est localement-lipschitzienne seulement sur N U 00, alors la
courbe intégrale de X(q,v) issue de qo = q(ty) € R"\O° reste dans
R™ O°.

Preuve

Si on veut étudier la valeur de la solution en tout réel 7' > 0, on suppose
qu’on travaille sur un intervalle [0, 7] qu’on subdivise en sous-intervalles
[tk, tk+1] de longueur commune h = - pour tout entier n > 0, avec t, = kh
pour k =0,...,n, et tg = 0. On considére une suite finie (yx)r—o,.n définie
par la relation de récurrence : yx 1 = Yy +AX (yg, vg) pour k =0,...,n—1
et yo = qo € N U OO, et on appelle ¢, : [0,7] — R? la fonction affine
par morceau tel que ¢,(tx) = yr pour tout k € N (i.e q,(tx + A\h) =
Y + AN (Y, v), A € [0,1]) .
Démontrons par récurrence que la suite (yx) évite O° pour k =0,...,n—1:
On a yy € NUOQO alors d’aprés I’hypothése de la proposition, il existe une

application v qui vérifie

QO(yo -+ )\hX(yo, l/())) - CFAO
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ou v(yg) =y pour k=0,...,n—1
d’ott

o(y1) € CpA® = 1y, € CO°

On a y; € CO° alors
Y1 € N U 0O

ou

n GC(NUO)

Si on est dans le premier cas ou y; € N U 0O alors d’aprés la pro-
position précédente on a y, € CO°. Si on est dans le deuxiéme cas
alors yo = 11 + AX(y1,11) ot h < 1 reste dans C(N U O) ou entre
dans N U 0O , ce qui implique que s reste aussi dans C'O°. Ceci est
di au fait que si on suppose par l'absurde que y, € O° alors il existe

un r > 0 tel que B(yz,7) C O°. Or si on considére un y € B(ys, ) on aura :

1y = vl = lly — v = A& (g1, )| <

En passant a la limite quand A — 0 et suite a la continuité de la norme,
on obtient ||y — y1|| < r ce qui implique que B(ys,7) C B(y,r) et donc
B(ya, ) C B(y1,7) . Or comme ces deux boules sont de méme rayon elles
ne peuvent étre que confondues donc ceci implique que y; € O° ce qui
contredit I’hypothése du second cas.

On suppose que yx € CO°, montrons que Y € CO° :

On a y, € CO° alors

yr € N UOO
ou
ykEC(NUO)

Si on est dans le premier cas ou yx € N U 0O alors d’aprés la proposition
précédente on a yri1 € CO° Si on est dans le deuxiéme cas alors
Y1 = Y + MX (Y, vx) o b < 1 reste dans C(N U O) on entre dans
N U OO (comme ce qui précede), ce qui implique que yj; reste aussi dans

coe.
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D’ou la suite (yx) C CO° et ¢,(t) € CO° pour tout t € [0,T]. Ceci est vrai
pour tout n et il est bien connue (d’aprés le schema d’Euler) que la suite
(gn(.)) converge uniformément sur [0, 7| vers la solution du systéme (3.18)
issue de gy € N UJO c’est a dire t — q(1).

Comme CO° est fermé alors il reste vrai a la limite que ¢(t) € CO°
pour tout ¢t € [0, 7. Ceci est vrai pout tout 7" > 0, d’ou la courbe intégrale
du systéme (3.18) évite O°.

Maintenant si en plus le champ de vecteur X(q,v) est localement
lipchitzien sur NUOQ, d’apres le théorémel de Cauchy Lipchitz la solution
est unique dans N U 9O. D’ou, si une courbe intégrale ~(t) de X(q,v),
issue de q(ty) € R"\O°, coupe N alors v(t) restreinte dans N, va étre
confondu avec I'une des courbes issues de N U 0O, ce qui implique que
v(t) reste dans R"\O°. &

Dans un premier temps, nous verrons comment une application
quasi-directe de I'approche présentée dans le théoréme 11 nous permet de
fournir une premiére famille de lois de commande permettant d’atteindre

cet objectif.

3.3 Application au systéme agent/véhicule

Comme application a ce qui précéde, dans cette section on va considérer
le modeéle (A.21) du véhicule, sans I'orientation en premier temps. Ceci
permet alors d’assimiler le systéme cinématique de I'unicycle & un modéle
linéaire relié a la position du véhicule. D’ou I'appellation qu’on retrouve
dans la littérature ou 'on parle souvent d’agent.

Le modéle de 'agent est donnée par 1’écriture suivante :

¢ =u (3.22)
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avec ¢ = (r,y) et u = (v,w) sont dans R2.

Le but est de construire une commande qui fait déplacer le véhicule
représenté par le modéle cinématique (3.22) dans un environnement plein
d’obstacles. Plusieurs travaux ont été réalisés dans cette directive pour
résoudre le probléme dont on peut citer |18]. Les travaux qui ont été réalisés
traitant I'existence de ce type de commande sont trés récents, datant de
2005, et sont principalement réalisés par Ludovic Rifford dans [19].

Notre apport consiste a construire une commande qui résout les 4 problémes

suivants :
1. Faire converger le systéme vers la position désirée.

2. Eviter un ensemble de points qui représente physiquement des obs-

tacles dans le plan.

3. Controler le comportement de la trajectoire en face de 'obstacle, de
facon qu’elle minimise la trajectoire d’évitement. Ceci fera 1'objet

d’une étude plus détaillée ultérieurement.

4. Construire une commande qui n’est pas définie par intervalles, c’est a
dire qui ne change pas de forme chaque fois que notre systéme avance
dans le plan. La commande devrait étre réguliére dans l'espace qui

ne contient pas l’obstacle.

Dans ce qui suit on va traiter par le cas simple d’un seul obstacle, ensuite les
résultats seront généralisés dans le cas de plusieurs obstacles. Ces derniers

sont, considérés fixes dans le plan.

3.3.1 Localisation et évitement d’un obstacle
3.3.1.1 Localisation d’un obstacle

Dans cette section on va définir I’ensemble des points que le véhicule
doit éviter. On suppose que I'obstacle est dans le plan et peut étre entouré
par un cercle centré en un point O, de rayon r. On note 'ensemble des

points a éviter par

O={ceR? |c-0| <r}
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L’obstacle peut se déplacer a l'intérieur du cercle supposé fixe. Dire que
le véhicule approche l'obstacle implique aussi que la position ¢ approche
un point qu’on le notera O, comme l'illustre la figure (3.1). O, représente
le point d’intersection entre le cercle et la droite qui joigne O a ¢q. Ce qui

explique que O, dépendra des coordonnés du véhicule, d’ot :

q—O0

Op=0+r——H (3.23)
! lg = Ol
ot ||.|| est la norme euclidienne.
(o)
\\-//

FIGURE 3.1 — Un véhicule a ’encontre d’un obstacle

Ainsi O, est la projection de g sur le cercle centré en O. Quand ¢ se
déplace, O, se déplace aussi tout en restant sur le cercle. Afin d’assurer
une navigation sans collision avec 'obstacle, le véhicule devra éviter O, au
cours du temps.

Notation
Dans la suite la notation (.)* est définie comme suit :

si on prend A € R? de composante (a,b) alors (A)* € R? de composante
(—b,a).
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3.3.1.2 Evitement d’un obstacle

Rappelons que le théorémell assure la décomposition de la commande

du systéme (3.22) selon :
U = Uq + Uy (3.24)

ol u, = (v4,w,) est une commande qui assure la convergence asymptotique

des solutions du systéme (3.22) vers la position désirée et
u, = v(VV)*

est la partie qui intégre la fonction régulatrice. Cette derniére peut

intervenir pour éviter un ensemble de points.

Dans ce chapitre, on considére la partie u, comme étant le gradient
d’une fonction potentielle V : R® — R, définie positive, précédée du signe
moins. En fait, si on choisie V' comme fonction de Lyapunov pour le systéme

flot gradient :
g=—-A\VV(q) (3.25)

tel que A € RY, on a alors la convergence asymptotique a l'origine pour
VV(q) #0etV q+# 0. Ce qui prouve que u, = —AVV (q) rend le systéme

(3.22) asymptotiquement stable au voisinage de 'origine.

Le systéme avec la fonction régulatrice s’écrira alors :
i = —AVV(q) + (VV(q))* = X(q,) (3.26)

o A € R%, V :R" = R, définie positif tel que V ¢ # 0 on a VV(q) # 0
pour .

D’apreés le théoréeme 11, ce systéme est asymptotiquement stable a I'origine.

Dans le reste du travail on considére, le systéme (3.26). Pour le choix

adéquat de la fonction régulatrice v, on propose le théoréme suivant.
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Théoréme 13 Soient q une solution du systéeme (3.26) issue de qo(xo, Yo),

2
V= @ et L la fonction définie sur R tel que sa courbe représentative est

la droite qui passe par les deux centres C' et O respectivement de la cible et
de l’obstacle.

Alors pour
__sign((yo — L(0)][Ca — Oa])
lg = Oyl
La solution q vérifie les deux assertions suivantes :

(3.27)

1. q évite Oy
2. q converge asymptotiquement vers C.

0

Ce théoréme assure que le véhicule évite 1'obstacle de centre O, tout
en conservant une distance de sécurité que I’on précise en introduisant une
valeur de r, et atteint la cible C.

Pour démontrer ce théoréme on a besoin d’introduire quatre lemmes ci

dessous.
2
Lemme 5 Soit le systéme (3.26,53.27) tel que V = HQ2H )
Sa transformation en coordonnées polaires est donnée par [’expression sui-
vante :
po=—=Ap
b o— stgn([yo — L(20)][Ca — Os)) (3.28)
I/ (pcosl —O,)% + (psinb — O,)% — 7|
O
lall* .. . :
Preuve Le systéme (3.26,3.27) tel que V = =—— s’écrit comme suit :
o stonll — Da)lIC - O]
» g — Oyl (3.29)
o sign(ln — Loli[C. — O]
Yy =—Ay— x
la = Oyl

En prenant les coordonnées polaires (p, ) telles que :

x = pcost

y = psind
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et en les dérivant par rapport a ¢ on obtient :

i = —0psinf + pcosf
y = épcosH + psinf
Ce qui implique qu’il existe une matrice inversible qu’on note F' entre
(,79) et (p, 9) En multipliant F'~! par ¢ et en changeant les coordonnées
cartésiennes en polaires, on obtient le systéme (3.28). Ce qu’il fallait

démontrer. W

2

Lemme 6 Soient q une solution du systéme (3.26,3.27) tel que V = Hq2||
issue de qo et C(Cy, Cy) est Uorigine du repére. Alors

(Yo — L(0))Ox = (q0/O) (3.30)
et

sign{qo/O") = sign(q/O") (3.31)
O

Preuve

On commence par démontrer (yo — L(20))O. = (q0/O*).
On a

(0/0%) = —x0, +OyOOa:
== Ow(y(] - O_im())

Sachant que L est la fonction associée a la droite qui joigne O(O,, O,) a

lorigine C, alors L(x) = %x On en déduit que (qo/O+) = O, (yo— L(x0)).
x

On passe maintenant pour démontrer la deuxiéme partie du lemme.

Si on considére le systéme équivalent & (3.28) donnée par le lemme 5, on

remarque que 6, qui est 'angle que fait ¢ avec I’horizontale, et qui peut

étre croissante ou décroissante, cela dépend de la condition initiale ¢(t).

On considére o l'angle entre la droite L, qui relie O a C' (origine du

repére), et 'axe horizontale (voir la figure 3.2) et 6, la valeur de 6 a t.

D’aprés la cinématique donnée par le lemme 5, on remarque qu’il y a 4
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FIGURE 3.2 Les angles 6 et «

cas possibles selon la variation de 6

-1°"cAs si C, > O,
Deux cas se distinguent :
1. Si Yo > L(IO)a
. -1

0 = ‘
|/ (pcosf —0,)? + (psind — 0,)% — 7|
Or on est dans le cas ou yy > L(xg) ce qui implique que 0 < 0y < a.

<0, alors 0 < 6.

D’otl pour tout instant ¢ I'état ¢(¢) est au dessus de L, ce qui prouve
que y > L(z).

2. Si Yo < L(xﬂ)a
0 > 0 alors 0 > 0o, or yo < L(zo)
ce qui implique que € > 0y > « ce qui prouve que ¢ est au dessous de
L s’ensuit y < L(z).

-2¢mecaAs si Cp < O,

De méme, deux cas se présentent :

1. Siyo > L(wo),
0 < 0 et en utilisant la méme démonstration utilisée par 1°cAs 1/

on trouve que y > L(x).
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2. Siyo < L(wo),
en suivant la méme démarche que celle utilisée pour le 2°"¢cas 2/

on obtient y < L(x).

Ces quatre cas étudiés permettent de conclure que si la condition initiale

vérifie, yo > L(xg), le comportement de la solution sera conservé au cours

’

du temps. C’est a dire y > L(x), sinon y < L(x). Cela prouve que

sign({qo/O™")) = sign((q/O"))

Lemme 7 On consideére e > 0 tel que e < ||O|| et q une solution du systéme
(3.26,3.27).
On a

(g/0) >0 (3.32)

pour q appartenant a la couronne
N={qeR?/r<|q-0l| <e}
Il

Preuve
Onagqe N dou

r < lg —O| < €
& r? < llal* = 2(a/O) + O < e?
24 0|2 = 72 24 0|2 = &2
bl + 10 =17 W/O) l+ 10}
or e < ||O||, d’ou {q/O) >0
|
Lemme 8 Le champ de vecteurs f, définie par :
stgn O
£(@) = X(g,v(g) = —q + 9D0/O) ) (3.33)

lg = Ol
est lipschitzien sur N = {q € R? /pour e < ||O]| on ar < |jg— O| < &} ou

r et € sont des scalaires strictement positifs. [
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Preuve

La dérivé de f par rapport a ¢ est donnée par
of
—=14+A
a4 (q)

y(@ — Oy) . .y
A = St/ 0) la—ol (e - O” )

- |

yly — 0y)
lg = O

0
et I est une matrice identité (2 x 2), donc f et 8_f sont continues pour
q
tout ¢ € N, ce qui implique que f est localement Lipchitzienne sur N.

Revenons maintenant a la demonstration du théorémel3;

Preuve Le choix relativement simple de la fonction de Lyapunov
lq]”
V =
2

prouve la stabilité asymptotiquement le systéme (3.26) au point C(0,0), si
on pose

U= U = —(q

En utilisant la méme fonction de lyapunov V, le théorémel3 montre que le

systéme étendue suivant :

i=—q+v(Vg)' =—q+vg" =X(qv)

stabilise asymptotiquement aussi le systéme (3.26) au point C(0,0), pour
quelque soit la fonction scalaire v.

On passe maintenant & montrer que le choix de v assure I’évitement de
I'obstacle.

Dans un premier temps il faut montrer que pour tout ¢ appartenant a la

couronne N = {q € R?*/r < ||g — O|| < €}, q vérifie I'inégalité suivante

||q_O+TX(QJV)|| >
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On a
lg — O+ 7X(q,v)|” = llg = OI> + 72| X (¢, V) |I” + 27(q — O/ X (q, v))

sachant que | X (q,v)||* = (1+27)q|]”

et que

(q—0/X(q,v)) = (¢q—0O/—q+vq")
= —l4qll> +(O/q) — v(O/q")

A2 - 3i9n(<OL/QO>) 1
= —lq|l? N2 90 "aprés le lemme
= —lal*+(O/q) + (=0, (d'apres lel 6)

> —|lqll* (d'aprésle lemmeT)

on obtient donc
lg =0+ 7@V = llg - O + (1 + ) — 2]

On constate deux cas, selon le signe de 72(1 + v?) — 27 :

2
Si 72(1 4+ v?) — 27 > 0 c’est a dire 7 > ———, alors
14 2

lg—O0+71X(q,v)|” >l¢—O|* >r?
& |llg=0+7X(q V)] >r

ce qu'’il fallait démontrer.

2
Si 72(1+v?) — 27 < 0 c’est a dire que 7 < T2 alors
v

lg =O+7X(g V)l = llg—Ol =7llX(g vl
lg = Ol - 1% (g, V)

v

1402

On sait que g € N alors

r<llg—0| <e
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d’oui il existe 0 < 6 < & — r tel que

ro < g—0 <e—94
< 0< |lg=0O| —r <e—0—-r=¢
- 1 1
llg—=Oll —r[* ~ &
- 1 1
lg — Oql? f
<~ V2 —5 = &2
€1
<~ 2 < 2
=¢
1+ 12 ld+e, °

d’ou
lg — O+ 7X(q,v)|
< lim |[¢g— O+ 7X(q,v)||
e3—0

lg — Ol — &3]| X (g, v)]|
lim |[j¢ — Ol — e3]|X(q,v)||
e3—0

AVARAYS

& lla=0+7X(q, V)|

v

lg—Ol >r

ce qui nous rameéne a écrire que ||¢g—O+7X(q,v)|| > r, pour tout 7 € [0, 1]
et pour tout g € N tel que € ~ r + 0.
On a

lg+7X(q,v) = Of >r

alors pour V P € O qui présente le disque de centre O et de rayon r

P 7£ Q+TX(Q>V)
<~ q_P 7é _TX((LV)

d’ou d’aprés la proposition 6 la fonction v donnée par (3.27) assure
que la courbe intégrale de X(q,v) issue de ¢(tp) € N est dans N en
temps suffisamment petit, puis elle retourne dans la variété R?\O. En
plus, d’aprés le lemme 8, on a X'(q,v) est lipchitzienne sur N, d’ou la

proposition 6, assure aussi que toute courbe intégrale de X (q,v) issue de

q(ty) € R*\O reste dans R*\O. &

[.’étape suivante consiste a vérifier le comportement du véhicule au voi-
sinage de I'obstacle. Ce dernier va étre traité dans la proposition suivante

et sera suivie d’une explication détaillée.
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Proposition 1 Les deux ensembles K et H définies par :
K = {q(z,y) e R?\|lg = O] > r} n{q(z,y) € R y > L(x)}
H = {q(z,y) €eR*\|l¢ = O >r}n{g(z,y) e R y < L(x)}

2
sont invariants par rapport au systéeme (3.26,3.27) tel que V = ”q2|| ,

L la fonction définie sur R tel que sa courbe représentative est la droite
qui passe par les deuzr centres C' et O respectivement de la cible et de

lobstacle, r est le rayon du cercle centré en O, qui entoure l’obstacle. [

i

FIGURE 3.3 — les ensembles invariants K et H

Preuve On a

QIO

(00/0) = (yo — =2w0)O2 = (Yo — L(20))Ox

T

d’aprés le lemme6 On a

sign((qo/0)) = sign({q/O))

d’ou si yo > L(xg) a to alors y > L(x) pour Vi > ty, (respectivement si
Yo < L(z) alors y < L(x)).
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Aussi le théorémel3 affirme que la solution g de notre systéme évitera un
cercle, qui entoure I'obstacle, de centre O et de rayon r, ce la confirme que

llg — O|| > r reste vrai au cours du temps. Ce qu’il fallait démontrer. B

Cette proposition affirme que les agents, a I'encontre de I'obstacle et
selon leurs positions initiales, choisissent un chemin cours pour I'éviter
tout en convergeant vers la cible. C’est a dire que si 'agent et a droite de
la ligne passant par le centre de 'obstacle et la cible, il reste toujours a

droite. Respectivement, dans le cas contraire, il reste a gauche.

3.3.2 Cas de plusieurs obstacles

Dans cette partie on cherche a généraliser les résultats donnés plus haut
dans le cas ou le véhicule se déplace dans un environnement contenant

plusieurs obstacles.

On suppose que ces obstacles sont suffisamment espacés pour que les
véhicules puissent se faufiler entre ces derniers. On rappelle que chaque
obstacle est entouré par un cercle qui lui est circonscrit.

On note par O; le i centre du cercle circonscrit qui entoure le i¥™¢ obs-
tacle. p est le nombre d’obstacles dans I'espace de navigation.

L; est la fonction associée a la droite qui relie le centre C de la cible, sup-
posée lorigine du repére terrestre, et le point O;.

On considére une fonction ¢; définie comme suite :

vi: E=R?* — F=]0,+o0|
c = le—= 04

On définie le i®™¢ ensemble a éviter par
O; = ¢; (A = [0;74])

Afin de réguler les trajectoires au voisinage des obstacles et garantir la

convergence de la formation nous avons le résultat suivant.
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2
Théoréme 14 On considére le systéme (3.26) tel que V = Hq2” , alors
sous la fonction régulatrice suivante :
p
LN Yy — Li@)]] D) (3.34)

lg = O

ot Y(p) = ’M% pour tout p € R et L; est la fonction associée a la

droite qui joigne le centre C de la cible et le centre O; du i®™°

obstacle, la

solution q vérifie les deux propriétés suivantes :

1. |lg—=0i|| >ri, Viel,.,p etV q hors les obstacles.

2. q converge asymptotiquement vers C.

g

On va introduire deux lemmes pour démontrer ce théoréme.

Lemme 9 On considére le systéme (3.26) tel que V = @, et 5 l'angle
entre X(q,v) et q*, on a
v
Ny = cos(f) (3.35)
O
Preuve Le systéme (3.26) tel que V = M nous donne l'équation
suivante

§=—q+vq = X(q,v)

ou v est donnée par (3.34).
On a
¥ (g, VIl = v1I+r2]q| (3.36)

d’autre part
(Xa,v)/a)

s (3.57)
& %Cosﬁ =v
q
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oil 3 est 'angle entre X'(q,v) et ¢*. Par conséquent d’aprés (3.36) et (3.37),

on obtient 1’égalité suivante :

v
——— = o8 3.38
|
2
Lemme 10 On considére le systéme (3.26) tel que V = @, et B langle

entre X (q,v) et ¢*, alors il existe un ensemble N entourant O; tel que pour

tout g € N on a
- Si (q/O3+) > 0 alors

X(q.v) ~ w(q)q
- 8i (q/O+) < 0 alors

X(q.v) ~ —m(a)q
ot w(q) = V1 + 120

Preuve En se rapprochant du zéme obstacle on aura

OL
lim v Z g/
la=Ollors lla— o 2l — Hq gq||

. ¥({(q/0;"))
e OH—m Z Hq om

qu Hq—oiuw g — Oyl

D’apreés ce qui précéde on constate trois cas qui se référent a la position du

véhicule par rapport a la droite L; :

- Si pour ||g — O;]| = r; on a (q/O;i) > 0 alors

1
lim v = lim q/OF lim @ —F—
lg—Oill—r: llg—Oil|—r; ¢(< / >) lg=Oill—=r ||q — Oiq”
= +OO

Ce qui implique d’aprés le lemme 9 que
lim cos(f) = lim S
la—Oil| = la=Oill=rs /T + 12
D’ou

lim pB=2kr VkeZ

llg=Oill—=ri
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d’une autre maniére on peut écrire
Ve > 03n > 0tel que |||g — Oif| — ri| < m alors |5 —2kn| < €
d’ou 'existence de

Ny ={qgeR/r; <|lqg— Oyl <ri +m}

Comme f3 est I'angle entre X (q, ) et ¢+ alors d’aprés ce qui précéde,
il existe une fonction réelle w positive tel que

lim || X(q,v) —w(q)g-|| =0

llg—Oill—=ri

Déterminons maintenant w, on a

X(q,v) —w(q)g|? =0

X(g,V)* +=(@)*lla"[]* — 2w (o) llg* ||| X (q,v)[[cos B =0

limyg— o, [(1 4+ 1?) + @(q)* = 2w (q) V1 + 12|l q|? =

& limyg_o,)r,(@(q) — V1 +22)llq|? =0
(3.39)

d’on w(q) = V1412 quand ¢ € Ny . Ce qui nous raméne a écrire

limyjg—0, -,

¢

limyg—o, |-,

(3

que pour tout g € Ny
I
X(q,v) ~@(q)q

- Si pour ||g — O;]| — 7; on a (q/O;) < 0, alors avec la méme procédure

utiliser ultérieurement, on trouvera

lim cos(f) = lim L

llg—O;l|—r: lg=Oill=ri \/1 + 12
D’ou
lim f=Q2k+1)r VhkeZ

llg—0Oill—r
En suivant les méme étapes que le premier cas on aura qu’il existe
19 > 0 tel que pour tout ¢ € Ny = {p € R:\O/r; < ||¢—O;|| < ri-+m2},
on a
X(q,v) ~ —w(q)q"
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- Si pour |lg — O;]| = r; on a (¢/O;) = 0, alors

/0N, Ly, a0

Iim v = lim
g — Ol

lg—O|—r; lg=Oill i 4— Hq— Ojgll *  lla=0ill=r;

> e
" e- on%, Hq

JqH

Pour ces deux cas on posera N = {q € R*\r; < ||[¢—O;|| < r;+min(n1,72)},

le domaine qui entoure O;. B

On passe maintenant a la démonstration du théoréme 14.

q|?
2

Preuve On considére le systéme (3.26) tel que V = , alors la
convergence asymptotique est assurée.
On considére ¢ € N, N un ensemble définie par le lemme 10. Dans notre

travail 3 cas se distinguent

- Si {g/O:) > 0 alors d’aprés le lemme 10

X(q.v) ~@(q)q"

comme on travail dans N, alors au lieu d’utiliser X on utilisera

w(q)q™.

On considére 7 € [0, 1], ainsi

plg+7w(@)g ) = llg = Oi+ 7w(g)q |
= llg = Oil* + *w(@)?|lq|I* + 27w (q){a — Oi/q")
= ll¢ = Ol + T*@(q)?|lall* + 27=(q)(O; /q)
ce qui implique que ©(q+7w(q)gt)? > 72 puisque 7w (q)(O/q) > 0
Alors
plg+1w(9)q") € CrA = [, +00]
pour ¢ € N et {g/O) > 0 d’ott d’aprés la proposition 6 on a g évite
tout les O;.

- Si (q/Of) < 0 alors d’aprés le lemme 10

X(q,v) ~—w(q)q"
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comme on travail dans N, alors au lieu d’utiliser X on utilisera

—w(q)q.

On considére 7 € [0, 1], alors

olg—1(q)q")? =llg—0i — tw(q)q"|?
= llg — Oil]* + @ (q)?[|q||* — 27w (q){q — Oi/q*)
= llg = Oil]> + 7@ (9)*[lqll* — 27w (q)(OF /q)

ce qui implique que ¢(q+7w(q)qH)? > 72 puisque —27w(q)(O;F /q) >
0.
Alors

plg+1w(q)q") € CrA =]ri, +00]

pour g € N et {q/O}) < 0.

Par conséquent pour ¢ € N et (q/O;) € R*, d’aprés la proposition 6 on a
q évite tout les O;

3.3.3 Analyse des résultats

Dans cette section, les simulations présentées illustrent les résultats pré-
cédents, moyennant le logiciel Matlab.
Pour les trois premiéres simulations sur les figures (3.4a,3.4b,3.4¢), on consi-
dére un véhicule de modéle (A.21), qui circule dans un plan, contenant un
obstacle circulaire centré en O(—50,20) et une cible C' qui représente 1’ori-
gine du repére. En effet, sans tenir compte de 'orientation, ces simulations
représentent les trajectoires du véhicule soumis a la commande donnée par
le théoréme 13, issue respectivement des positions initiales g0(—140,50),
q20(—140, 65) et g30(50,60). Ces trois points représentent les positions res-
pectivement a droite et & gauche de la ligne d’équation L(z) = %x = —%x,

x

et la troisiéme, est un point assez lointain de 1’obstacle.
Ces trois figures (3.4a,3.4b,3.4¢) montrent bien que les trajectoires du vé-
hicule, sous la commande proposée, évitent I'obstacle tout en convergeant
vers la position désirée. Les deux premiéres (3.9a et 3.9b), affirment l'inva-
riance des deux parties a droite et a gauche de la ligne joignant ’obstacle

et la cible.
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Les trois figures (3.5a,3.5b,3.5¢) représentent lacommande u et la fonction

120 120+
100+ 1007 I
% % Position initiale - |  trajectoire aprés insertion de la commande
le cercle entourant le ou les obstacles
60 60+
40+ 40+
>~ 20F La postion désirée =~ 200
La position initiale
or or
-20F -20+
La trajectoire aprés insertion du controle
40+ -40+
-60 -60
-80r -80r
-150 -100 -50 0 50 100 -150 -100 -50 0 50 100
X X
(a) q1p & droite de la ligne L (b) g20 & gauche de la ligne L
120~
100~
80
60
401
> 20+
o
ook
a0k
“e0L
_sol
f|é0 71[‘)0 75‘0 é 5‘0 1‘00

(c) g30 loin de I'obstacle

F1GURE 3.4 Navigation d’un véhicule dans un plan qui contient un obs-

tacle

régulatrice v donnée par (3.27) en fonction du temps, respectivement pour
les trois positions initiales qi9, q20 et g3o. Comme on le constate la variation
de v reste presque nulle quand le véhicule est loin de 'obstacle, mais quand
le véhicule se rapproche de I'obstacle, on remarque une perturbation de la

fonction, qui reste bornée, et ce la assure ’évitement de 1'obstacle.
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A noté que cette approche est basée sur le comportement du champs de

s00 200
200 4 . I
er - roo| T ! 1
100 T q = \*-,_
ol M T ob T e e e
t (temps) t (temps)
o - . S
---------- Piig 100 . 4
—-100 - vy B _ xS
_200|- Y i = ol T T T SFETIES SIS PIESILTR HOS ORISRt M
—-300 —100 i
AN SN
. .
2k B 2 ~y B
B O L e e s s s -] = Ofmimimim - 4 T i et o o
ol (e 4 ol 4
AN AN
(a) (ug,uy,Vv) pour qio a droite de la ligne L (b) (ug,uy, ) pour gao & gauche de la ligne L
e et e e e =
=% _golmrmi T 4
AN
=7 ol e R R e ]
-100 -
AN
.
) 0 SRS SO
-

1.5
t (temps)

(c) (ug,uy,v) pour gz loin de lobstacle

FIGURE 3.5 — Les variations de la fonction régulatrice v et de la commande

u en fonction du temps

vecteur vis-a-vis de I'obstacle, les figures (3.6a,3.6b) simulent les champs
de vecteur issus des points voisins de 'obstacle. On remarque bien que ce
champs de vecteurs ne coupent pas I'obstacle.

Pour les simulations (3.7a,3.7b), on a considéré six obstacles éparpillés dans
le plan et quatre agents de positions initiales différentes. Ceci permet de
tester la fiabilité de la commande donnée par le théoréme 14. On constate
que les véhicules choisissent de quel coté dont ils vont éviter I’obstacle par
rapport a la droite qui joint le point désiré au centre de I'obstacle concerné.
Enfin, ils convergent vers la position désirée.

Pour le cas ou la position initiales gy est de coordonné (—100,55) , on a
simuler dans la figure (3.8) la fonction régulatrice associée en fonction du

temps. On constate la variation de cette fonction en présence des obstacles
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60}

-140 -120 -100 -80 -60 -40

FIGURE 3.6 Les champs de

100 -

80

60

40 -

201

FI1GURE 3.7 — Trajectoires issues de 4 positions initiales différentes pour un

véhicule

et le sens qu’elle prend pour I’éviter.
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eme gvitement a gauche

La fonction v
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[

2°™e gyitement & droite
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Le temps ten (s)

1" évitement & droite

FIGURE 3.8 — La fonction régulatrice v en fonction du temps dans le cas

go(—100, 55)

3.4  Stabilisation et régulation de la dyna-

mique

Le modeéle cinématique permet de controler les vitesses pour atteindre
une vitesse désirée. Mais quand la vitesse du véhicule est trés grande,
ce type de modéle ne suffit plus, c¢’est pourquoi on a recours au modéle
dynamique, qui contrairement au modéle cinématique, ses commandes

sont des forces ou des accélérations.

Dans cette section, on va analyser le contréle d’une formation consti-
tuée d’agents régis par un modéle dynamique. Ceci est intéressant a
réaliser car I'un des problémes pour les systémes dynamiques est qu’il est
difficile de trouver une loi de controle en fonction de la condition initiale
qui permet aux solutions du systéme d’éviter les collisions avec un obstacle

fixe tout en convergeant vers la position désirée.
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3.4.1 Modéle équivalent

Pour les systémes de controle du deuxiéme ordre on a généralement re-

cours a l'intégrateur double pour transformer le probléme dynamique en
un probléme cinématique qui est plus facile & manipuler vu le nombre de
théories appliquées a ce type de systémes.
Le probléme rencontré en utilisant 'intégrateur double est que si on a un
systéme dynamique totalement actionné, il devient sous actionné c’est a
dire que le nombre d’états sera supérieur aux actionneurs et si on 1'utilise
pour un systéme sous actionné le degré de sous actionnement va s’appro-
fondir. De plus, le nombre d’états du systéme sera multiplié par deux ce
qui complique la recherche d’une loi de controle. C’est pour cela qu’on a
eu recours a une autre méthode qui préserve le nombre d’états et d’action-
neurs tout en transformant notre systéme d’un systéme d’ordre deux en un
systéme d’ordre un.

Notre travail est basé sur le lemme suivant :
Lemme 11 Soit [’équation de contréle suivante :
¢ = f(e é,u) (3.40)

ol e est un scalaire qui représente l’état et u le controle.
Sl existe u qui fait converger asymptotiquement vers 0 la solution de

l’équation suivante :
= f(e,é,u) +aé avec g = éy+ aegy (3.41)

Tel que r € L™ N L?, alors e et é convergent asymptotiquement vers 0.

Preuve On a 7 = f(e, é,u) + aé avec ro = ég + aeg

En intégrant cette équation par rapport a au temps t on obtient :
r=¢é+ ae+ry— (€ + aep)

D’ou

r=¢e+ ae
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s'il existe une loi de contréle u qui fait converger r vers 0 tel que r € LN L2
alors d’apreés le lemme 3, on a e et € convergent asymptotiquement vers 0.
|

Ce dernier lemme nous sert a transformer le systéme dynamique en un

systéme cinématique avec le méme nombre d’états et d’actionneurs.

L’exemple suivant illustre le lemme précédent :

3.4.1.1 Exemple
Soit I'équation de controle de deuxiéme ordre suivante :

O [ est strictement positive. D’aprés le lemme 11, on considére ’équation

de premier ordre suivante :
P=f(z,d,u) + B = [(& + Br)u — Bi] + B

ol rg = &g + Py
Tout calcul fait, on obtient
T =7ru

Si on prend la fonction de Lyapunov suivante

V =r%/2
Sa dérivée par rapport a t est
V =r2u
En prenant u = —1, d’aprés le théoréme de stabilité de Lyapunov on déduit
lim r(¢) =0.
t——+o00

+o0 +oo
de plus on a / r?(s)ds = —/ Vids < 400
0 0
d’ont r € Ly, d’autre part on a V est positive décroissante donc 0 < V <
V(ty) ce qui implique que r € L.

D’aprés le lemme précédent on a

lim @(t) =0 et lim z(t) =0.

t—-+00 t—+00
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3.4.2 Probléme de stabilisation et de régulations des

systémes de commande du second ordre

Comme on I’a fait pour les systémes cinématiques, dans cette section
on va étendre le probléme de stabilisation des systémes dynamiques, au
probléme de stabilisation et de régulation des trajectoires. On considére le
systéme de commande suivant :

G = A(¢, q) + Blq)u (3.42)

ot ¢ € R™ et u = (uy, ug, .., Up,)" € R™.
Nos résultats se résument dans ce théoréme :
Théoréme 15 Soit q solution de (3.42), on considére le systéeme de
contréle du premuer ordre :

R = AlGq)+ Bla)u+ag )

Ry = qo+ aqo
avec R(ry,ro,....rm)" € R, q(x1, 19, ..., 2,)" € R™, u(uy,ug,...,u,)" € R™
est la commande et o > 0.

Soit V' est la fonction de Lyapunov associée a la commande u = u, telle

que
k1||R||? < V(R,t) < ko||R]?
RI? < V(R < bR s
V(R t) < =k R|]”
Alors, pour toute fonction scalaire v, la commande :
oV
u(R.1) = ua(R,) + v(R O[5 5) Bla)] T (3.45)

rend le systéme (3.42) uniformément asymptotiquement stable a l’origine.
O

Preuve Sous la commande u = u, et les conditions (3.44) soumises a
la fonction de Lyapunov associée V| le systéme (3.43) est uniformément
asymptotiquement stable a I'origine.

D’ou, d’aprés le théoréme (12),
ov

(R, 1) = ua(R, 1) + v(R{[(55) B0
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rend le systéme (3.46) uniformément asymptotiquement stable a 'origine.

De plus, d’aprés les conditions (3.44) on a V' est décroissant, d’ou

V(q7 t) < V(q07 tO)
et on a ki||R||* < V(q,t) ce qui implique

V(QU? tO)

R||? <
| R[]" < o

par conséquent, R € L.,. Alors

ri=&;+ar; € Lo, Yie{l,,2..,n}
On a aussi V < —ky || R||? alors

+o0 +oo 1
[me s[RI < i) - Jim V) <o
2

to to t——+oo
Alors
ri € Ly Yie{l,,2..,n}

En résumé, on a trouvé que
ri € LaNLo et lim r,=0 Vie{l,,2..,n}
t—4o00
alors d’apres le lemmell, on obtient

lim ¢g=0

t—-+o0

Ce qu’il fallait démontrer. B

3.4.3 Construction d’une commande régulatrice stabi-
lisante
Soit un véhicule modélisé par un systéme du second ordre (modéle dy-

namique) du type :
j=u (3.46)

ol = (x € R? est la position et v € R? la loi de contrdle qui
q = (z,9) p q

correspond & la somme des forces exercées sur le systéme.
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On considére que ce véhicule circule dans un environnement qui comporte
un seul obstacle, on note sa position initiale en temps t = ty par gg et on
considére que la position finale est 'origine du repére terrestre.

Pour se déplacer d'une position initiale gy a une position finale g, il existe
une infinité de trajectoires, ayant des comportements différents au cours
du déplacement. Ainsi il est trés difficile de controler un véhicule sous un
modéle dynamique pour faire déplacer le véhicule entre deux positions
tout en respectant quelques critéres sur le comportement entre 'instant ¢,
et tf.

3.4.4 Conjecture : I’évitement d’obstacle

Cette section vise a construire un controle pour que le modéle dyna-
mique puisse converger en évitant un obstacle fixe connu d’avance dans un
espace 2D.

Nos résultats sont présentés par le théoréme suivant.

Théoréme 16 On considére le systéme de second ordre (3.46) tel que gy =
(x0,Y0) est la condition initiale. Soit L(x) 'équation de la droite qui passe
par le centre de la cible C' = (Cy, Cy) et lobstacle O = (O, O,).

Le controle suivant :
u=—(b+a)j— abg+v(§+aq)t (3.47)

ol v est une fonction réelle et b un parameétre bien choisi, fait converger q

asymptotiquement vers C (L’origine du repére).

Preuve On considére le systéme

R=u+aq aveca >0 (3.48)

la commande

u=1u, = —bR—aq avecb >0
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rend ce dernier systéme asymptotiquement stable a l'origine, on prend

comme fonction de Lyapunov associée

IR

V="

Cette fonction vérifie les conditions (3.44), alors d’aprés le théoréme 15 la

commande

oV
u=—bR —aqg+ V(%)L = —(b+a)j — abqg +v(§+ aq)*t

fait converger I'état de notre systéme vers le point cible.

En plus de la convergence, On propose la conjecture suivante relative a

I'évitement de 'obstacle.

Conjecture Sous les mémes hypothéses données par le théoréme16 et

avec le méme controle :

u=—(b+ a)g—abg+v(j+ aq)* (3.49)
Ou ,
__signlly — La)][C. — O.) 550
lg — Oyl
b est un parameétre bien choisi.
Onagq# Oy YVt > 0.
O

Cette conjecture va étre appuyée par des simulations numériques qui

seront présentées dans la section suivante.

3.4.5 Analyse des résultats

Dans cette section on va implémenter la loi de controle (3.49,3.50) dans
le systéme (3.46), et on va prendre différentes positions initiales dans I'es-

pace 2D. On constate que les simulations illustrent que dans n’importe
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quelle position dans le plan les trajectoires évitent toujours les obstacles.

En effet, on a considéré trois positions initiales, une au dessus de la ligne

(figure 3.9a ), une en dessous (figure 3.9b ) et une derniére assez lointaine

de la position de l'obstacle (figure 3.9¢ ).

La derniére figure montre qu’on utilisant la méme loi de controle que

celle utilisée dans les deux autres figures et en partant d’une zone éloignée

de T'obstacle, on garde la convergence ainsi qu'un comportement qui ne

s’affecte pas trop par la partie répulsive du controle.
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I I
-150 -100

(a) Navigation a gauche de I’obstacle

b 100

4 8ok

4 601

I I
-150 -100

(b) Navigation a droite de I'obstacle
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80

60

40

I I
-150 -100

(c) Navigation loin de de I'obstacle

F1GURE 3.9 — Navigation d’un véhicule de modéle dynamique dans un plan
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3.5 Conclusion

Dans ce travail on a donné une nouvelle approche de construction d'une
commande répulsive stabilisante. Une approche basée sur les théorémes
(10, 11, 3.14) et la proposition 6. Les théorémes élaborés montrent que la
commande étendue préserve la stabilisabilité du systéme. Cette commande
intégre une fonction scalaire, appelée aussi fonction régulatrice, qui sera
traitée comme étant une nouvelle entrée au systéme. Pour que les solutions
du systéme bouclé évite un ensemble donné dans l'espace de navigation,
dans la proposition 6, on a pu donner des conditions géométriques sur ’en-
semble a éviter et des conditions analytiques sur la nouvelle entrée v. On a
appliqué cette approche pour concevoir une commande a double fonction
pour le cas d’un mono-robot type "unicycle". En effet, la loi de commande
concue est la somme d’un terme attractif u, qui fait déplacer le robot vers
I'objectif et d'un terme répulsif u, qui lui permet d’éviter 1'obstacle.

La partie u, est une fonction dépendante de la fonction de Lyapunov et
de la nouvelle entrée v qui n’est pas changeante par rapport au zone ou se
trouve le véhicule. Ainsi, la commande congue est continue sur tout ’espace
de navigation qui n’inclut pas l'obstacle. Cette " fonction régulatrice" mo-
difie la trajectoire de sorte que le robot évite un ensemble de point vérifiant
la condition géométrique de la proposition. Aussi la loi de commande que
nous proposons ne marque pas un point d’arrét devant I’obstacle, c.-a-d. en
considérant la droite L qui passe par le centre de la cible et de ’obstacle, les
deux ensembles de part et d’autre de cette droite sont invariants. Si le vé-
hicule démarre a gauche de la droite il se déplacera toujours a gauche de L.
De la méme maniére on a construit des commandes stabilisantes répulsives
pour le cas ou il y a plusieurs obstacles et on a proposé une conjecture dans
le cas d’'un modéle reflétant la dynamique de I'unicycle sans tenir compte

de D'orientation.






CHAPITRE 4
Navigation d’une formation de

véhicules holonomes

4.1 Introduction

Dans ce chapitre, on étend 'approche développée dans le chapitre pré-
cédent pour le cas d’un systéme multi-robots mobiles en formation. La
différence entre ces deux types de systémes est que la commande d'une
formation traite un systéme composé de plusieurs sous systémes. Contrai-
rement au cas d’'un mono robot, la convergence de la formation doit étre
vers un ensemble de points et cela complique la tache de la commande.
Nos résultats seront basés sur le Principe d’invariance de LaSalle, permet-
tant a I’ensemble des véhicules de converger vers une configuration désirée,
construite autour de la cible et doit éviter ’ensemble O.

Comme application de cette approche nous sommes basés sur deux stra-
tégies :

La premiére stratégie traite la communication entre les véhicules de la for-
mation. En effet, définir une formation de robots en coopération revient a
définir la communication entre les différents agents pour réaliser une tache
et éviter les collisions inter-agents. Dans notre travail on ne s’intéressera
pas aux outils de communication mais seulement a 'existence des liens. Ces
liens doivent étre suffisamment solides de sorte qu’il n’apparaitra pas une
coupure d’informations au cours du temps méme en présence d’un obstacle
qui sépare les véhicules.

Ainsi, comment peut-on disposer les liens inter-agents et les limiter au mi-
nimum ? Le but étant de faire atteindre la formation un but bien précis;

généralement la convergence vers un point ou vers une configuration géomé-
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trique 7 La réponse a cette question se trouve dans la théorie des graphes.
Cette théorie est largement utilisée dans plusieurs domaines notamment
dans le domaine informatique et tout ce qui est en relation avec I'étude
des réseaux. Cette technique a vu le jour ces derniéres années en robotique
et dans la commande d’une formation. Des résultats en relation avec cette
technique se trouvent dans [13], |14], |15], |16] et |17]. Dans ce sens, notre
apport consiste a adapter la théorie des graphes toute en la fusionnant avec
le probléme de stabilité du systéme multi-agents 3] [?].

La deuxiéme stratégie traite le cas de déplacement décentralisé d'une
formation. Ce type de déplacement fait intervenir la distance entre les véhi-
cules. On a pu construire une commande qui fait entourer la cible par une
formation d’agents avec 1’évitement d'un obstacle dans le plan et d’éviter
les collisions entres les véhicules.

A présent, on considére n véhicules qui naviguent dans un plan et ot la

cinématique du ¢me véhicule est décrit par :

avec ¢; = (x;,y;) € R? représente la position et u; = (ug,, uy,) € R? est

la vitesse qui est aussi I’entrée de commande de 'agent .

4.2 Stabilisation et régulation des trajectoires

d’une formation d’agents

On rappelle que le systéme du premier ordre qui regroupe la cinématique

de n véhicules s’exprime par :
g =u (4.2)

oll ¢ € R?" est I'état et u € R?" est la loi de controle.
L’approche proposée au cas d’un mono-robot, traduisant la stabilisation et
la régulation vers une cible, sera étendue par la suite pour le cas d’un sys-

teme multi-agents. De méme nous allons prendre en compte la navigation
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de la formation dans un environnement perturbé par la présence d’obs-
tacles et la prise en compte de collisions entre les agents. Par conséquent,
la commande stabilisante sera augmentée par d’autres termes qui assurent
la régulation et préserve la stabilisation de la formation.

[La notion d’invariance rappelée ci-dessous sera exploitée dans la suite

de nos investigations.

Définition 3 (Ensemble invariant). ) est un ensemble invariant pour le
systeme © = f(x) si chaque trajectoire z(t) qui a pour condition initiale

dans ) reste au cours du temps dans €.

Théoréme 17 Soit ¢ € Q C R?".
On considére le systéeme différentiel du premier ordre (4.2).

On suppose que pour u = U,
Q={qeR™/0<V(q) <p}

est un ensemble invariant par rapport ¢ = u,,

oV
on V : R*™ — R est telle que a—ua <0.
q

La commande suivante :

U = Uy — 0 ® Iy : (4.3)
. O " 6‘/ 1
(Q) (8_)36’n
oV
(a_q)yn

assure que les états de (4.2) et du systéme ¢ = u, qui ont pour conditions

initiales dans ) convergent vers le méme ensemble.

® représente le produit de Kronecker, Iy la matrice identité € Mayo(R),
v; est une fonction de R?" dans R et

oV oV ov ov ov
BT [(a_q)“’ (a_q>y17 s (a_q)xm (8—q)yn] (4.4)
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O

Preuve Par hypothése, Q = {q € R*/0 < V(q) < p)} est invariant

pour ¢ = .

De plus,

.oV
V=""u, <0
aqu -

D’apreés le theoréme LaSalle |81], les solutions du systéme défini auparavant

convergent vers le plus grand ensemble invariant de
E={qeR™/V =0}

On utilise la méme fonction V' pour le systéme (4.2,4.3), sa différentielle

par rapport a t devient :

. oV .
V = 8_q
I
ov oV i (4.5)
= — Uy — —MR L :
dq dq
Fr
oV
ou Fi = (03>
aq Yi

M est une matrice diagonale dont les termes sont les composantes de v =

[11(q), v2(q), .- vn(q)].
La matrice correspondante & 9 ® I est donnée par :

2, 0

-
Mol =| 0 - o A :(” )
. 0 v;
0 A,
La quantité
1% i -
- _ to L L, ptpl
a—qmt®12 : =Y FAF =uFF =0

1 i=1
F’I'L
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Par conséquent :

V =—u,<0
8qu_

D’ou
Q={qeR*"/0<V(q) <V(q)}

est invariant pour les solutions de (4.2,4.3).
Ce qui implique que les états du systéme (4.2,4.3) convergent vers le plus

grand ensemble invariant de £. H

Ce théoréme est une généralisation du théoréme caractérisé par la di-
vision de la loi de controle en somme de deux parties. La premiére partie
< attractive>> et la seconde représente une nouvelle entrée du systeéme.
En changeant v = [11(q), 2(q), ...vx(q)] le comportement de la trajectoire

changera tout en conservant la stabilisation asymptotique du systéme.

4.3 Commande décentralisée pour un pro-

bléme de rendez-vous

Dans cette section nous nous intéressons a n robots ou agents qui na-
viguent, dans un plan 2D, vers une cible C' = (C,,Cy) qui est supposée
fixe et qu’'on considére comme origine du repére terrestre , en présence
d’un obstacle O = (O,, 0,). la cinématique du ™ robot-mobile /agent est
donné par (4.1).

Pour une formation on écrit :
qg=1u (4.6)

avec ¢ = [q1, G, -, @n] € R?™ et u = [uy, ug, ..., u,| € R*™.

En se basant sur le théoréme 1, notre objectif est de trouver le controle
u, qui stabilise la formation et trouver la fonction de régulation v qui nous

permet d’éviter un obstacle localisé.
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4.3.1 Commande décentralisée pour entourer une cible

Tout d’abord on va commencer par la construction d’'une commande

stabilisante
Uq = (ualaua27 -'uan)
pour le systéme (4.6), qui a pour but d’entourer une cible C' fixe par n

agents de modéles les sous systémes (4.1).

Proposition 7 On considére n agents avec la cinématique donnée par le

systeme (4.6), alors la loi de contréle suivante :

Ui = Ugj (4.7)

uai = —(l ¢ —C|* =) - C) (4.8)

pour toute condition initiale dans Q, on  C R®" :
Q={ge R/l <] g—C |< K}
fait converger les solutions du systéme (4.6, 4.8) vers l’ensemble M o1
M={qeQ/la—-Cl=1}
et K >|| gio—C ||

La démonstration de la proposition 7 est basée sur le théoréme de LaSalle.
Il est nécessaire d’introduire quelques lemmes pour faciliter la tache. Dans
le lemme 12, nous démontrons que €2 est un ensemble invariant pour le
systéme (4.6,4.8). Le lemmel3 montre la maniére de trouver la fonction
décroissante adéquate a notre probléme. Finalement, le lemme 14 nous
détermine le plus grand ensemble invariant M, qui est I’ensemble d’équilibre

de notre systéme.
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Lemme 12 Soit

Q={qeR™/I<|¢—C|< K}

Chaque solution de (4.6,4.8) qui commence dans ) reste au cours du temps
dans Q, c.a.d. Q) est un ensemble invariant pour le systéme (4.6,4.8). En

plus, ’ensemble € est compact. B

Preuve On suppose que ¢ € €2 et considérons la fonction

S(a) = (| e = C|I* =) (4.9)

La dérivée de S(gq;) tout au long de la trajectoire (4.6,4.8) est donnée

par
(¢:) < i, q 2> 2<uq 2> (4.10)
=2(¢-CI =) a-C]
alors
Slg:) = —25(q:)(S(q:) + 1) (4.11)
par conséquent
S@) __Sltw) Sexp(—202(t — ty)) (4.12)

S(q;) + 12 S(gio) +1

Comme S(gi) = gio — C ||> =12 > 0 est cela parce que g € 2 alors
S@)=lla-CI*P-*>0 & [a-C|>1 (4.13)
D’autre part, soit F'(g;) telle que :
F(g:)=[la—C | (4.14)

La différentielle de F' par rapport a ¢ est :

(4.15)
=2a-CI"-1*)a—-CI*<0

alors I est décroissante par rapport a t,
d’ot
g —C <]l go—C <k (4.16)
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alors , si qo € €2 alors ¢ € €2, ce qui implique que €) est invariant par

rapport au systéme cinématique (4.6,4.8). O

Lemme 13 On suppose que q de composantes les solutions de (4.6,4.8) et

on pose la fonction candidate suivante :

n

V= (la-C|*-1? (4.17)

i=1

La différentielle de V' par rapport a t est négative sur €.

Preuve La dérivée de V tout au long de la trajectoire du systéme (4.6)

avec la loi de controle donné par la Proposition 7 est comme suit

V(q) :Z < i —C >

= (4.18)

== (la-ClIP=)lg-ClP
i=1

on a qy € , d’aprés le lemme 12 ) est un ensemble invariant par
rapport a I'équation (4.6,4.8), alors ¢ € Q d’out (|| ¢; — C ||*> =1%) >0
ce qui implique

V(g) <0 (4.19)

Lemme 14 On suppose que q de composantes les solutions de (4.6,4.8)
alors

M={qeQ/ | ¢-Cl=1}

est le plus grand ensemble invariant dans E = {q € Q/V =0}

Preuve on a

n

Vig)==> (la—=CIP=B) la—C =0

i=1
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alors

E={lla-Cl=0} =M (4.20)
puisque ¢ € €
Soit gqo € M et S(q;) =|| ¢; — C ||*> =%, d’aprés la preuve du lemme12 alors

S(q:) _ S(qio)
S(ql) + 12 N S(qi()) + (2

exp(—20%(t — ty)) (4.21)

comme gy € M alors S(gio) = 0 ce qui implique S(¢;) =| ¢ —C ||> =1*> =0
d’om,
qge M

Par conséquent M est le plus grand ensemble invariant de £. [J

Maintenant nous avons tous les outils pour démontrer les résultats de
la Proposition 7.

Preuve (Proposition 7) Selon les résultats donnés par le Lemme 12,
Lemme 13, Lemme 14, ) est invariant par rapport (4.6,4.8) et V <0
sur €2 alors selon le théoréme de LaSalle, chaque solution qui admet pour
condition initiale dans €2 converge vers M quand ¢t — oo, avec M définie
par le Lemme 14, le plus grand ensemble invariant de £ = {¢g € Q/V = 0}.
O

En conclusion, on a donné dans cette partie une commande u, =
[Uay s Uagy -y Uq, |, donnée par la Proposition 7, qui fait converger chaque
agent de la formation vers un cercle traduisant I'objectif et qui entoure la
cible, et ceci étant sans aucune information sur les coordonnées de leurs
positions.

Par la suite on va passer a 1’élaboration de la commande répulsive sta-

bilisante.

4.3.2 Construction de la commande répulsive

Comme on I'a précisé dans le début de ce chapitre, le fait de trouver

la commande stabilisante, permet d’étre étendue dans la conception de la
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fonction régulatrice.

Dans le théoréme suivant nous donnons une commande qui assure la
convergence de chaque agent vers un point du cercle, considéré comme un

ensemble attractif, centré par la cible, et d’éviter un obstacle dans le plan.

Théoréme 18 Soit l'ensemble
Q={qeR"/i<[¢—-C|<K}

On considére n agents modélisés par le systéme (4.6), définie dans 2. Soit
qo = (w0, yo) est la position initiale a t = ty, et on considére L la fonction
associée a la droite joignant le centre de la cible C' a O. O est le centre du

cercle qui entoure l'obstacle. Alors la commande suivante

U = Ug + V(g — C)l (4.22)
ot
Uy = —(|a—C|*=1*)(g: —C) (4.23)

et
o ~ sign([yio — L(z:0)][Cy — O4])
||Qi_0qi
pour toute condition initiale dans 2, fait converger les solutions de

(4.6,4.22,4.23,4.24) vers M o1

(g —C 1" =1%) (4.24)

M={qeQ/a-Cl=1}

et K >|| qio — C'||. Et le i®™ agent évite le point dynamique O,,.

Preuve. On a
Q ={¢eR™/I<||q¢|< K}

={qgeR*™/0<|| ¢ |> —1? < K*—1?} (4.25)
={qgeR*/0 < V(q) <p}
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D’aprés le lemmel2 et lemmel3 §2 est invariant et V <0 par rapport
(4.6,4.8) et 20 4~ C' suite au théoréme 17 les solutions des systémes
(4.6,4.22,4.23,4.24) et (4.6,4.8) approchent le méme ensemble, d’autre part
d’aprés la proposition 7 la solution de (4.6,4.8) converge vers M alors le
systéme (4.6,4.22,4.23,4.24) converge vers M, qui n’est autre que le cercle
de centre C et de rayon r.

Sachant qu’on manipule des modéles d’agents qui ne tiennent pas comptes
des autres agents de la formations, la justification de la fiabilité de la com-

mande répulsive v donnée par (4.24) est la méme que celle donnée par la
démonstration du théoréeme 13 du CHAPITRE 4.

Aprés injection de la commande introduite par le théoréme précédent,
les trajectoires du systéme (4.6) obéissent a un principe énoncé par le co-

rollaire suivant :

Corollaire 3 On définie les deuzr ensembles K et H par
K ={qeQ/y>L(x)}
H ={qeQ/y <L(x)}

ot L(x) est définie ultérieurement. Ces ensembles sont invariants par
rapport au systéme (4.6,4.22,4.23,4.24).

O

Preuve. Aprés intégration de la commande stabilisante dans le modéle

(4.6), la cinématique de l'agent i s’écrit comme suit :

G = (lal? =) (—a+vigH) (4.26)

ou v; est donnée par (4.24).
En utilisant les coordonnées polaires (p;, ;), pour le systéme précédent, on

obtient le systéme différentielle suivant :

pi = —(p7 = 1)p;

. 4.27
. (127)
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ou I'état 6; représente I'angle entre C_qz et 'horizontale.

Comme on le constate dans (4.27) le comportement de 6; depend du signe
de la quantité [y,0 — L(xi0)][C — Oy).

On introduit aussi le réel «, qui représente 'angle entre L et I'horizontale.
On constate 4 cas :

-1°"cas si C, > O,, on obtient 2 cas
1/ si yio > L(xio)
pi =12

éz‘ = — - S 0, alors 91 S 92‘0.
|/ (picos 0; — O,)% + (pisinh; — O,)? — r|

D’autre part, comme y;0 > L(z), ce qui implique que 0; < 0,0 < a, alors

V t, I'état q(t) reste dans le plan supérieur définie par L ce qui montre que
yi > L(x;).

2/ si yio < L(zyo) alors 6; > 0, par conséquent #; > 6, en plus

yio < L(x) ce qui implique que 0; > ;0 > « c.a.d ¢ reste dans la partie

inférieure définie par L ce qui montre y < L(x).

-2mecas si Cp < O,
Similairement, on a deux cas.

3/ si yio > L(zi), 6; < 0 et on utilise la méme preuve donnée par 1/ of

1°"cAs, on trouve que y; > L(x;).
4/ si yio < L(x;p) sous la méme analyse de 2/-1"cas, alors y; < L(x;).

Ces 4 cas d’études, affirment que si y;0 > L(x;) (resp. yio < L(x;0)) alors
y; > L(z;) (resp. y; < L(z;)) Pour tout ¢ € [0, +o0.

Finalement, on conclut que K et H sont invariants par rapport au systéme
(4.6,4.22,4.23,4.24).

|

Le corollaire précédent assure qu’en utilisant la commande adéquate don-
née par le théoreme 20 chaque véhicule de la formation évitera I'obstacle

du bon coté.
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4.3.3 Analyse des résultats

Comme confirmation des résultats théoriques données ultérieurement,
on simule sous Matlab les trajectoires issue de (4.6), aprés injection de la
loi de controle (4.22,4.23,4.24). Pour cela on considére une formation de 6
agents initialement éparpillés dans le plan, qui naviguent dans un espace
contenant un obstacle.

La simulation est donnée par la figure 4.1. Dans cette simulation on constate
bien que les 6 agents évitent 1'obstacle, tout en convergent vers une position
au voisinage de la cible. Cela montre bien l'efficacité du résultat donné
par le théoréeme 20. Aussi on remarque que chaque véhicule évite I’obstacle
selon sa position initial par rapport a la droite reliant le centre de 'obstacle
circulaire et la cible, les comportements confirment les résultats donnés par

le corollaire 3.

120 -

100 -

80 . . :
behavior trajectory attractive circle surrounding target

60}
40 0-0%
0O~

20

initial conditions

I I
-150 -100 -50 0 50 100

FIGURE 4.1 — Simulation de la formation avec une commande décentralisée

Comme on a plusieurs véhicules a la fois qui circulent dans Iespace,

dans cette partie on a pu donné une commande répulsive par rapport
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a un obstacle, et qui fait converger tous les agents de la formation vers
un ensemble entourant la cible, ici on I’a pris un cercle centré en C.
Cela a facilité la tache autrement on sera amené a déterminer la position
de convergence pour chaque véhicule. Par conséquent, la complexité du

probléme croit selon le nombre d’agents.

L’ambiguité qui reste est d’en tenir compte des interactions entre
les agents, ce la cause un probléme de synchronisation et d’évitement
de collision entre les différents agents de la formation. La réussite de
la formation suscite une échange d’informations. Nous évoquerons ce
probléme, par la suite, et les solutions associés a I’évitement de collision et

I’échange d’informations entre les agents du méme groupe.

4.4 Graphe de connexion associé a la naviga-

tion d’une formation d’agents

L’interaction entre les robots et la présence de contraintes communes
telles que I'évitement de collisions ou le maintien de formation nécessite la
prise en compte des communications entre les différents véhicules.

La topologie des graphes de communication est trés importante pour la sta-
bilisation et /ou le controle d'une formation. Dans la plupart des situations,
les échanges d’informations sont nécessaires aux controleurs locaux pour
obtenir des informations des robots voisins, voire des informations globales
liées a la formation. Généralement, on suppose une communication parfaite
sans perte ni délai. Dans ce travail on ne s’intéressera pas aux outils de
communications mais seulement a l'existence des liens. Ces liens doivent
étre aussi solides de facon qu’il n’y ait pas de coupure d’informations au

cours du temps méme en présence d'un obstacle qui sépare les agents.

La question qu’on se pose dans ce type de probléme est la suivante :

comment peut-on disposer les liens inter-agents et les limiter au minimum,
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pour atteindre un but bien précis 7 Généralement une convergence vers un
point ou vers une configuration géométrique.

La réponse a cette question fait appel a la théorie des graphes. Cette
théorie est trés utilisée dans plusieurs domaines notamment dans le
domaine d’informatique et tout ce qui est en relation avec I'étude des
réseaux. Cette technique a vue le jour ces derniéres années en robotique et

plus précisément dans la communauté traitant la commande de formations.

En effet, la théorie des graphes est un outil important dans "analyse de
stabilité d’une formation. Elle permet de représenter les interconnexions
entre des robots et en particulier les échanges d’informations. La topologie
d’un graphe permet d’étudier la stabilité, mais aussi la commandabilité
du systéme. Il est également possible d’utiliser cette théorie pour choisir
un controleur approprié a la configuration de la formation, s’il existe.
Dans la littérature, on peut trouver plusieurs exemples d’application de
la théorie des graphes pour la formation . Dans [27], un graphe orienté
représente une formation d’agents dont les dynamiques sont données
par des systémes (identiques) linéaires a temps invariant. Un critére est
développé a partir des valeurs propres du Laplacien du graphe pour
déterminer I'effet de la topologie des communications sur la stabilité. Dans
[28], les véhicules échangent des informations selon un graphe non orienté,
spécifié a 'avance. La preuve montre qu'une stabilisation par retour d’état
est toujours possible si le graphe de communication est connecté. De plus,
le taux de convergence vers la formation est défini par la plus petite valeur
propre positive du Laplacien du graphe. Il est également possible d’étudier
le probléme de coordination dans le cadre des fonctions de Lyapounov
[29]. L’hypothése principale est que chaque robot a individuellement une
fonction de Lyapounov. Des conditions suffisantes sont alors déduites
pour qu’il existe toujours une fonction de controle de Lyapounov pour la
formation de robots. Cette fonction est une somme pondérée des fonctions

individuelles de chaque robot.

Les théories établies dans ce sens nous aiderons et nous serviront
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d établir des liens entre les véhicules tout en évitant les obstacles et

atteignant 1’objectif sans collisions.

Dans cette partie, on considére une formation de n agents qui circule

dans un espace contenant un obstacle.

On suppose que chaque véhicule de la formation est holonome et sa

cinématique s’exprime comme suit :

ot ¢; = (2, ;) et u; = (vi, w;).

Pour une formation de véhicules le systéme devient :
g=1u (4.29)

ott ¢ = [q1, 2, -, qn] € R?N et u = [uy, uy, ..., u,] € R?™
Le méme probléme que dans le cas d'un seul véhicule se pose ici mais en

nombre plus grand.

Comment construire une loi de controle qui fait converger une forma-
tion vers une position désirée ou dans notre cas une configuration désirée
tout en évitant les obstacles, et établissant une communications entre les

différents agents de la formation ?

Dans notre cas on va établir une communication agent-agent et agent-
obstacle. Plusieurs travaux ont été établis dans ce sens on peut citer [20]....
Dans ce contexte ils utilisent les deux types du graphe, orienté et non-
orienté. Ce dernier est destiné pour une connexion sans sens c¢’est pourquoi
dans les démonstrations, les connexions sont les distances entres les agents.
On note aussi ce type de connexion est trés utilisée puisque sa matrice La-
placienne est symétrique et positive d’aprés le théoréme du cercle de Gers-
gorin [82|. Donc on peut facilement extraire la fonction de Lyapunov. Pour
le graph orienté peut de travaux qui s’intéressent a ce type de connexion

puisque, contrairement au graph non-orienté, sa matrice Laplacienne n’est
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pas symétrique, on l'utilise surtout pour un déplacement comportant un
leader ou un déplacement hiérarchisé. Par conséquent il y a un ordre pour
le suivi de leader, ex : si on a 3 agents, ’agent 1 est le leader le suivi va se
faire sous forme de "platoon" le 2 suit 3 et le trois suit 1, on appelle cela
un déplacement hiérarchique.

Dans notre travail on va s’intéresser au déplacement d’une formation qui
établie un graph orienté. Notre apport est de combiner ce type de dépla-
cement avec l'évitement d’obstacle et converger vers une position et une
configuration désirées.

Dans la section suivante on s’intéresse au cas ou les agents établissent une
communication avec 'objectif seulement. Comment ils peuvent se dépla-
cer dans un environnement hostile, se positionner et produire une forme

géométrique autour de la cible?

4.4.1 Communication agents-cibles

Il s’agit de trouver une loi de commande distribuée u qui stabilise chaque
agent tout en évitant I'obstacle. D’autre part, quand la formation approche
la cible, il faut qu’elle respecte une configuration désirée autour de I’objectif.
La configuration finale dépend de I'application que doit réaliser le groupe
d’agents. Notre approche se base aussi sur la théorie des graphes pour
établir la connexion entre les agents. Un exemple d’interconnexion entre les
agents est donné par la figure 4.2 qui illustre le graphe "unit-depth" (pour
plus de détail on peut consulter [17]). La figure 4.3 montre un graphe "unit-
depth with one sink". C’est ce dernier qui est pris en considération pour
résoudre le probléme d’interconnexion entre les éléments de la formation.

La réponse a cette question est basée sur le théoréme suivant :

Théoréme 19 Soit G(n,€) un graphe-orienté cyclique qui admet "unit
depth with one sink”, ou n = {1,...,n,r} est U'ensemble de noeuds et
e = {(i,j) € nxn/i € N;} est l'ensemble d’arétes. On suppose que L
est la matrice Laplacienne associée a G et £ la quantité L @ I5.

On considére la cinématique suivante :

=1 (4.30)
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sinks

FIGURE 4.2 — Le graphe "unit-depth"

FIGURE 4.3 — Le graphe "un seul niveau de profondeur et un parent"

one sink

ot G = [q1,92, s qn, @] € R2"+D) est le vecteur qui contient les positions
de tous les véhicules. Et soit k = (k1, ko, .., kn,0) tel que kij = k; — k; est

la configuration de q; — g;.

La loi de commande suivante :

sign([yio — Li(2i0)][Ciz — O4])

® Iy

,0’11 hl =

HQi - Oqz‘

:
;

et P(G) la Matricce "Disagree-

ment" given on Proposition, fait converger les états vers la configuration

1.31)
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désirée au voisinage de la cible C' tout en évitant Og,. [

Pour démontrer ce théoréme on va introduire quelques résultats.

On considére le systéme cinématique avec les mémes conditions du

Théoréeme20 comme suit :
¢=—L(G)(q—k) (4.32)
On peut subdiviser le systéme en deux parties :
G =L(@ — k) 4= LG — k) (4.33)

ou gx - ($1>$27 "'71'117177”) ) (jy = (y17y27 "'7yn7y7”) 5 kx - (kxlvkxga 7kxn>0)
ot ky = (kyy s Kys s Ey s 0).

Proposition 8 Soit
V = (G- k)'P(G) ® L(G— k) (4.34)

ot P(G) est la Matrice de "Disagreement” donnée par la (Proposition7).

La solution de (4.32) converge vers le plus grand ensemble invariant de

E = {jeR¥)/y =0}

— (G ROD/2(G) - k) =) 9
g
Preuve Au regard de la proposition7, la matrice
P(G) = S (L(G) + L&) (4.36)

est semi-définie positive.

On considére la fonction quadratique suivante :

V = (G- k)'P(G) ® L(G k) (4.37)
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alors

V = (ijx - km)tP(G)(Qx - kx) + (qy - ky>tP(G)<Q~y - ky)

(4.38)
=VetV,

la différentielle de V,, par rapport a ¢ est

Ve = —(Go — ko) (L(G)'P(G) + P(G)L(G))(q — ka)
= (G = ko) ' L(G)' L(G) (G — Fa) —
(G — k) L(G)' L(G) (G — ka) (4.39)
= (G = k) L(G)' L(G) (G — k=)
= —IL(G)(@ — k)* <0

en tenant compte de la propriété L(G)'L(G) = 0 d’aprés [17].
Alors
Vo= V,+V,

= —||L(G)(Gx — ko) ||* = |1 L(G)(q, — ky)|]* <O (4.40)

ce qui implique que 0 < V(q) < V(§o) donc I'ensemble
Q={GeR*™™/V(§) <V(i)} (4.41)

est le plus grand ensemble invariant par rapport au systéme (4.32). D’aprés
le théoréme de LaSalle, la solution de (4.32) converge vers le plus grand

ensemble invariant de

E = {jeRX)/y =}
= {qe R*"/NL(G — k)P = [|1L(Gy — k) |IP =0} (4.42)
= {Ge R /L(q— k) =0}

Lemme 15 On suppose que le graphe direct G admet un "unit depth with
one sink" alors la matrice Laplacienne L(G) associée a G admet zéro
comme valeur propre simple et son vecteur propre associé est 1,, et toutes

les autres valeurs propres son positives. [
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Preuve Le graphe direct G’ admet un "one sink" dans le j°™¢ neoud

e

alors chaque entrer de la j“"¢ colonne de L est zéro. En d’autre terme

G admet un "unit depth" alors la matrice Laplacienne L prend la forme

suivante :
1 0 0 -1 0 0
0 —1
0
0 1 —1 :
0 0 O «vv - 0
(4.43)
11 0 - --- 0
0 1
0
0 -+« -+ 0 =1 0 -+« --- 0

Le polynome caractéristique est comme suit :
R(\) = =M1 —=X\)""1

alors 0 est une valeur propre simple. Le vecteur propre X = (X3,.., X,,)

associer a 0 vérifie I'équation suivante :

LX =0
ce qui implique
Xl — Xj

alors 1,, est le vecteur propre associé a 0

Preuve Pour I’équation

Q=G k) (4.44)
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D’aprés la Proposition8, les solutions de 1’équation précédente

convergent vers le plus grand ensemble invariant de

E = {jeR"/V =0} (4.45)
V= (G- kK)'P(G)® L(G— k) (4.46)
Puisque
oV .
a_q = P(G)® I,(§— k) (4.47)

alors d’aprés le théorémel7 la loi de commande (4.3) fait converger le
systéme vers :
E = {GeR¥")/v =0}
= {qgeRV/g(G—k) =0}
Quand £(¢ — k) = 0 alors L(¢, — kz) = 0 et L(g, — ky) = 0. D’aprés le

lemmel5, le fait que le graphe de L admet un "unit depth with one sink"

(4.48)

implique que L admet zéro une valeur propre simple et 1, comme vecteur
propre associé. cela garanti que (¢, — k;) et (g, — k,) sont des vecteurs

propre de L associé a 0 ce qui implique qu’ils sont engendré par {1,,}. Donc
g =Cst Vi alors ¢, —qj=kij YjeN; (4.49)

d’ot ¢ = [q1, ..., qn, @] converge vers la configuration désirée.

D’autre part en injectant la loi de commande (4.31) dans notre équation

en obtient
QT =0
alors
4r = 4ro
et
oV L
. x; — xp — (g, — kz,) (a_q)xz
qi = — Ui — yp — (ky — — W ov
! r vi yr (a—q)yi

d’aprés le théorémell g; évite O,,. Ce qu’il fallait démontrer. B
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4.4.2 Analyse des résultats

Dans cette section on a simulé sous Matlab la navigation de six agents
communiquant avec la cible considérée comme le 7¢™¢ agent du groupe.
Dans les figures 4.5 et 4.6, on constate que les différents agents évitent du
bon coté a la rencontre d'un obstacle. Cela est confirmé par La simulation
donnée la figure 4.4 qui présente les différentes distances entre les agents
et le centre de l'obstacle au cours du temps. La ligne en rouge présente
la valeur minimale que peut atteindre la distance entre un agent de la
formation et le centre de I'obstacle. La commande donnée par le théoréme 19
assure, en plus de I'évitement d’obstacle, la convergence vers une position
et une configuration désirées. On peut voir cela dans la figure 4.5 et 4.6,
ol on a simulé deux exemples de configurations désirées respectivement un

hexagonale et une ligne.

150

100 T s

Distance between each vehicle and the center of obstacle

FIGURE 4.4 — Distance entre les différents véhicules et le centre du cercle

qui entoure 'obstacle au cours du temps
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120

100

80

60

40

20

I I ]
-150 -100 -50 0 50 100

FIGURE 4.5 — Simulation de navigation de la formation avec communica-

tions vers une configuration hexagonale

4.4.3 Navigation hiérarchique

Le controle d’une formation consiste a trouver un controéle distribué u,
ce qui stabilise chaque agent tout en atteignant 1’objectif et éviter 'obstacle.
Par ailleurs, en convergeant vers la cible, la formation doit respecter une
configuration prédéfinie autour de I'objectif. La configuration finale dépend
de I'application. Théoriquement, chaque commande d'un agent mobile de-
vrait étre subdivisée en deux parties telles que la formation permet d’éviter
un obstacle existant dans son environnement et la capture de la cible. Nous

pouvons résumer ce travail dans le théoréme suivant.

Théoréme 20 Soit G(n,€) un graph orienté, oun = {1,....,n,n+1} . On
considére L = (l;;);; la matrice Laplacienne associée a G, qui admet un
arbre couvrant orienté telque ly11y, = 0V r €n, et £ la quantité L @ I.
Soit k = (ky, ka, .., kn, 0) tel que k;j = k; — k; est la configuration désirée de
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40+

20+
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-150 -100 -50 0 50 100

FIGURE 4.6 — Simulation de navigation de la formation avec communica-

tions vers une configuration linéaire

¢i — q;. Les commandes suivantes :

u; = — Z i@ — a4 — kij) — Lignany (@i — C — ki) — hi(q; — ki)™ (4.50)
j=1

sign([yio — D(2i0)][Cr — O4))
lgi — Oyl

ont converger les états de 6) wers la configuration d’équilibre au

ol hlz

and h,41 =0 (4.51)

voisinage de la cible C tout en évitant Oy,. U

Preuve On considére § = [q1,Go, ..., Gn, Gny1 = C] = [q, C] € R+ Je
vecteur qui contient les composantes de la position de chaque véhicule et

la cible C.

On suppose que le systéme suivant

g=1 (4.52)
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Pour @ = —£(G — k) on considére la fonction de Lyapunov V = 5”@ — k|3,

sa différentiel par rapport au temps t est

(£ + £)

V=—(G-k)'EG— k) =—(1- k)

(G—k) < —||g — K||* min A,
€emn

t

ol A; est une valeur propre de d’aprés le théoréme de Courant —

Fisher .

On sait que

t

et L ont les mémes valeurs propres qui vérifient la

propriété suivante :
n+1

[Ai = Li| < Z 1351

j=1,j#i
alors
0< N\ <2l

1
car Ly = 3500 il
Par consequent V < 0.

D’autre part si on injecte la loi de controle (4.50) dans le systéme (4.52)

on obtient, :
hy 0 ...
i =-LG—k - 0 . ® (G —k)* (4.53)
0 hn—i—l
oV L :
ou i q — k alors le théoréme 17 affirme que les solutions des deux
q

systémes (4.52) et (4.2,4.50,4.51) convergent vers M le plus grand ensemble

invariant de
E = {GeRD/V =0} = {GeR*D/2(G—k)=0} (4.54)

quand £(¢ — k) = 0 alors L(¢, — k,) =0 et L(g, — k,) = 0.
L admet un arbre orienté alors d’aprés le lemme de [13] la matrice L a un
zero comme valeur propre simple associé au vecteur propre 1,1 et tous

les autres valeurs propres sont a parties réelle positive . Ce qui garanti que
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(Gw — kz) et (G, — k) sont des vecteurs propres de L qui est engendré par
{1,}. Alors

G —k=Cst Vi alors ¢ —q;=kij YjeEN, (4.55)

ce qui implique que § = [q1, ..., Gn, gn+1 = C|] converge vers la configuration
désirée.

D’autre part , si on injecte la commande (4.50,4.51) dans le systéme (4.2),
on obtient

Gn+1 =0 then ¢,1=C

alors la formation converge vers un ensemble voisin de la cible C'. B

4.5 Analyse des résultats

Cette section regroupe les résultats de simulations. Notre but est de
mettre en ceuvre les lois de controles présentés dans ce chapitre.
Les simulations effectuées, présentent des scénarios élémentaires permet-
tant d’observer les différents comportements du systéme, a savoir conver-
gence et évitement de ['obstacle.
On considére un graphe G(g,m) de quatre nceuds/véhicules indexés par
e = {1,2,3,4}. Les véhicules bleu foncé, vert, rouge et bleu ciel sont res-

pectivement indexés par 1, 2, 3 et 4. La matrice Adjacente associés a G

est
00 0O
10 00
A —

01 00
0010

La matrice Laplacienne associée est

0O 0 O
1
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la simulation obtenue représentée par la figure 4.7, montre bien que les
agents se suivent selon la matrice de connexion ou Adjacente donnée. On
voie bien aussi que les trajectoires obtenues aprés injection de la commande
stabilisante répulsive donnée par le théoréme 20 présentent un comporte-
ment semblable & celui d'un fluide en présence d’obstacle. Finalement les
véhicules convergent vers une position et configuration désirés. Pour tester
la fiabilité du controle construit pour une navigation sans obstacles, on a
fait éloigner les obstacles des véhicules. Le résultat obtenue par la figure
4.8 montre que la fonction v = (vq,vs,...,1,), a un effet négligeable, en

absence d’obstacle.

120

100

the circle circumscribing
60nitial position the obstacle

Desired configuration
40+

The target

1 1 i
-150 -100 -50 0 50 100

FIGURE 4.7 — Navigation de 4 agent en présence d’un obstacle

4.6 Conclusion

Pour une formation composée de plusieurs agents en mouvement, une
nouvelle méthodologie de commande a été développée. Dans ce chapitre,

on a donné un résultat sur 'extension de la commande qui fait converger
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F1GURE 4.8 — Navigation de 4 agent sans présence d’obstacle

les éléments d’une formation vers un ensemble désiré. La commande ad-
ditive considéré comporte des fonctions scalaires 1;, qui sont au nombre
d’agents du groupe. Cette partie permet aux agents d’éviter un obstacle et
les collisions entre eux. On a considéré plusieurs stratégies de navigation.
La premiére est la navigation décentralisée. On a donné une commande
qui fait converger les agents du groupe vers un cercle attractif entourant
la cible. Cette commande stabilisante a été étendue en utilisant I’approche
proposé dans ce chapitre, pour que chaque agent évite 'obstacle tout en
convergent vers un voisinage de la cible. La deuxiéme stratégie qu’on a
considérée, est d’établir une connexion/communication entre les agents.
Cette connexion a été modélisée en utilisant la théorie des graphes. On a
pris en considérations deux types de communications : communication avec
le leader (qui est la cible a atteindre) et communication hiérarchique. En
plus de la communication, le controle construit fait converger les agents
de la formation vers une cible donnée tout en établissant une configuration

géométrique désirée. En établissant notre approche de commande répulsive,
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on a pu, en plus de la convergence, faire éviter tout le groupe un obstacle.
Les commandes concues dans ce chapitre sont continues sur leur espace de

navigation.



CHAPITRE 5
Navigation d’une formation de

véhicules non-holontmes

5.1 Introduction

La stabilisation simultanée de la position et 'orientation implique la
commande de I'évolution de I’état complet d’un agent. La commande d’un
systéme multi-agents, en particulier le systéme de véhicules non holonomes,
est un domaine de recherche actif parce que les véhicules sur roues sont au-
jourd’hui le principal mode de transport personnel. Je cite les chariots de
manutention dans les usines [90], les convois de véhicules sur les autoroutes,
I'optimisation sous forme d’agent intelligent des systémes de transport ur-
bain [89] [78]. Les applications nécessitent la coordination de plusieurs véhi-
cules et ont donné lieu des nouveaux problémes en matiére de la commande
[79] [13] [5]. Une autre raison plus technique est que les équations qui ré-
gissent des véhicules en mouvement non holonomes sont fortement non
linéaires et sont d’un intérét théorique dans le domaine de la théorie de
commande non linéaire. En revanche, et afin de résoudre le probléme de
la stabilité, I’é¢tude de la commande d'une formation de robots est inspirée
de I'évolution des essaims dans la nature. Ainsi, dés la croissance de l'in-
dustrie et des objectifs militaires, I'idée d’utiliser un groupe de véhicules
plus petits au lieu d’un grand, de point de vue taille, a été manifestée. Par
rapport a un seul robot, les robots évoluant en équipes sont une alternative
a ’exécution des taches complexes et qui peuvent s’avérer plus économique
en dépense énergétique. Ils sont, en outre, capable de réaliser une mission
plus efficacement. A partir des travaux de 83| et [84|, plusieurs cadres

théoriques ont été proposés pour analyser le mouvement collectif d’un sys-
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téme multi-agents. Un but commun & ces approches est de formuler une
commande décentralisé pour faire converger le groupe d’agents vers une
configuration d’équilibre pré-spécifié. Méme si une analyse rigoureuse de
la stabilité des systémes multi-agents non holonomes est généralement une
tache treés difficile, Néanmoins, des résultats théoriques ont été obtenus dans
le cas des modéles linéaires. L’analyse de la stabilité devient plus difficile
lorsque les contraintes cinématiques sont prises en compte, comme dans le
cas des véhicules a roues. On cite, I’analyse de stabilité d’'un mouvement
circulaire collectif pour un systéme a véhicules non holonomes en groupe
dans [85], I’étude au sein d’équipe d’agents non holonomes collaborative
dans [86], la structure virtuelle pour la commande d’une formation d’un
systéme multi-véhicules non holonomes dans |87, 67|, la formation basée
sur des groupes non holonomes de robot mobile, proposée par [88] et la
stratégie de commande d'un groupe des unicycles mais ne comprenant pas
I'évitement d’obstacles dans [2].

Dans ce chapitre nous proposons une nouvelle méthodologie pour réussir
une formation des unicycles non holonomes. La convergence de la forma-
tion par rapport aux objectifs utilise le principe d’invariance de LaSalle.
Ce principe permettrait aussi de caractériser le domaine de stabilité. En
outre, une entrée de commande de régulation est proposée de telle sorte que
la trajectoire de chaque agent (en boucle fermée) peut étre ajustée pour

éviter des obstacles et sans une planification de mouvement.

5.2 Contournement d’une cible par une for-
mation de véhicules terrestres non holo-

nomes

Pour résoudre le premier probléme 1'idée est de faire déplacer les vé-
hicules vers un cercle qui entoure la cible. La loi de contréle qu’'on va
construire n’est pas basée sur le principe de stabilisation car chaque vé-

hicule va converger vers un point du cercle qui change selon la condition
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initiale de chaque véhicule.

Pour cela on va utiliser le théoréme du Principe d’Invariance de LaSalle.
Ce théoréme nous assure que si on est dans un ensemble () invariant par
rapport a notre systéme cinématique relatif a la formation de véhicules et
s’il existe une fonction V' contintiment différentiable tel que sa dérivée par
rapport a t est négative pour toute solution de notre systéme dans €2, alors
toute solution qui a pour condition initiale gy dans €2 converge vers le plus

grand ensemble invariant de

E={q€Q/V(z) =0}

La figure 5.1 suivante explique le théoréme de LaSalle.

FIGURE 5.1 — Figure explicative du théoréme de LaSalle

5.2.1 Position du probléme

Soient une cible de position A(a,b) dans un espace de dimension 2, on
définie un cercle centré en A et de rayon [ assez grand pour que tous les
véhicules puissent se positionner dessus et peut englober la cible.

Dans ce qui suit on donne une description mathématique de notre formation

de véhicules qui va entourer la cible.
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5.2.1.1 Description du systéme

Notre systéme est un ensemble de n véhicules a deux roues comme le

montre la figure 5.2.

FIGURE 5.2 — Position et orientation de la 7eme véhicule

qui circulent dans un environnement lisse sans obstacles. Chacun d’eux
est caractérisé par sa position ¢; = (z;,y;) et son angle d’orientation 6;,
représente la ieme véhicule.

On rappelle la cinématique du zeme véhicule comme suit :

T; = u;cosb;
gi= wsing; I={1.N} (5.1)
9i = W

Comme on peut le distinguer dans ce systéme il ne suffit pas de faire conver-
ger la position de chaque véhicule a un cercle qui entoure la cible mais aussi
il faut lorienter vers cette derniére pour avoir une bonne allure de la trajec-
toire. Dans le cas contraire on va trouver une trajectoire sous forme spirale.

Pour cela on considére 1’équation d’erreur de l'orientation suivante :
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Yi —

b
) est I'angle compris entre 1'axe horizontal et le
Ty —a

—
vecteur ¢; A comme on le montre dans la figure 5.3

avec 0,4 = arctan(

Cible

\J

FIGURE 5.3 — I'angle compris entre I’axe horizontal et le vecteur ¢; A

Notre systéme devient

T; = u;cosb;
gi = wsing; I={1.N} (5.3)
€= w; — éid

Si on arrive a trouver une loi de controle qui fait tendre e; vers m et la
trajectoire de ce derniers vers un cercle qui englobe la cible alors le véhicule
va se déplacer en se dirigeant et s’approchant jusqu’a une distance bien

déterminée de la cible. Ca sera le but de la section suivante.

5.2.2 Analyse de la commande

Avant tout on définit quelques notations. Soient ¢; € R? la position du
i véhicule et e; € R I'équation d’erreur de 'orientation. On considére les
notations suivantes : ¢ = (q1, G2, ..., qn) et e = (eq, €2, ...,en).

Le principal résultat de cette partie est proposé par le théoréme suivant et

qui sera analysé par la suite.
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Théoréme 21 Soit €2 I’ensemble compact suivant
Q= {(ge) e R* x RY/I < |lg; — A|| < k. ]ei| < c}

On considére N unicycle avec la cinématique (5.3)

Alors

1. Q est invariant par rapport a (5.3)

2. La loi de contrdle suivante :

u; = —(|lg; — A||* = 1?) cos e

w; = —¢; + Qid

(5.4)

ramene toute solution ayant comme condition initiale dans € a
M = {(Q>e) € Q/HQ@ - AH - l,e == ORN}

avec Ogy = (0,0, ..,0) € RY

Remarque 1 Le théoréme ci dessus assure deuxr résultats :
—|l¢s — A|| = 1 quand t — oo, c’est a dire chaque q; converge vers
un point du cercle centré en A et de rayon I, et que e; — 0 quand
t — oo c’est a dire ||0; — 04| — O ce qui implique que chaque véhicule
s’oriente correctement au cours du temps vers l’objectif.
— toute solution de (5.3) reste toujours dans lanneau Q, c’est a dire,
elle ne passe pas sur la cible quand elle converge vers un point du

"cercle attractif” qui entoure cette derniere.

La démonstration du théoréme se base sur le principe d’invariance de La-
Salle, pour cela il est nécessaire d’énoncer et de démontrer les trois lemmes

suivants :
Lemme 16 Soit

Q={(g.e) e R x RY/I < |lg; — Al < k,|es] < ¢}
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Toute solution de (5.3) de condition initial dans §) reste au cours du temps
dans €2, c’est a dire que S est invariant par rapport au systéme cinématique

non-holonome (5.3).

g

Preuve
On consideére (qo,e0) € Q2 et S(q;) = ||gi — AJ|, sa dérivée par rapport au

temps est donnée par :

Slg) =-SBEZEZ
_ _uif(a — ;) cos(6;) + (b — i) sin(6:))
S(9 )
u; < A—q, ( sin(0,) ) >

S

—
comme #;4 est I'angle que fait ¢; A avec I’horizontal alors I’angle entre les
deux vecteurs du produit scalaire précédent n’est que e;, d’ott on a

. u; S cos e;
S(g;) = -+ """
(a:) 5
= —U; COS e;

en injectant la loi de controle donnée par le théoréme21 on obtient :

S(q:) =—(| @ — Al?* —1?) cos?e;
: (5.5)
& S —F cos? e;

en intégrant cette équation entre ¢ et ¢y on obtient :

s ¢
dh / 9
—_ = — cos” e;ds
/&) R,

S —1 So— 1 ! 5
& n(5+1) n(50+1)+/t0 [ cos® e;ds
S —1 So—1 !
& ST :S§+1exp(/t0 —2l cos® e;ds)
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avec S = S(ql) et So = S(qzo)
et comme (qo, €9) € Q alors Sop — 1 > 0 d’ou S(g;) > 1 ce qui implique que

lgi—Al=1
D’autre part S(g;) > [ implique que
S(g:) <0
d’ou S est décroissante par rapport au temps alors
g — All < llgio — All < k
Cela nous rameéne a écrire

I <l|lg —A|| <k

D’autre part en injectant notre loi de controle w; dans I’équation d’erreur

de l'orientation , on obtient :

éi = —€;
< € = € exp(to — t) vVt > to
d’ou |e;| < el < e
Finalement (g,e) € €. Alors on peut conclure que 2 est invariant par
rapport a (5.3). W

On passe maintenant a I’énoncé et la preuve du deuxiéme lemme

Lemme 17 On suppose que (q,e) est solution (5.3) de condition initiale

(qo, €0) € Q. On considére la fonction candidate suivante :
Vige) =3 llai— Al +5¢
i=1

la différentielle de V (q,e) par rapport au temps t est négative sur §2
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Preuve

La dérivée par rapport a t de V (g, e) est donnée par Uexpression suivante :

n

Vg, e) :ZL_"(wi“‘eid)ei

= g —All
= Z u; cos e + (w; + éid)ei
=1

en remplacant u; et w; par leurs expressions respectives on obtient :

n

Vige) == (lai—A|* =1*)cos’e; + ¢ <0

i=1

d’otu le résultat. B
Lemme 18 On suppose que (q,e) est solution de (5.3). L’ensemble
M = {<q>€) € Q/qu _AH =le= ORN}

est un ensemble invariant par rapport a (5.3)

Preuve
Soient (qo,€0) € M et H(q;) = S(q;) — | avec S(g;) une fonction définie
dans lemmel6.

La dérivée de H(g;) par rapport a ¢ est donnée par :
H(g:) = S(q:) = (| ;= A > =1*) cos®e; <0
d’ou H est décroissante ce qui implique que
0<l|gi—All-l<|lgo— Al -1=0

alors

lgi— Al —=l=0

D’autre part on

e; = eperp(ty—1t) YVt >t
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comme (qo, €9) € M alors e;o = 0 d’on
e[ =0

Finalement on conclue que si (qo, €9) € M alors (¢q,¢e) € M ce qui implique

que M est un ensemble invariant par rapport au systéme différentiel (5.3). B

L’énoncé de ces trois lemmes ainsi que leurs preuves vont servir a la

démonstration du théoréme?21.

Preuve( du Théoréme?21)
D’apreés les Lemmel6 et 17, le Principe d’Invariance de LaSalle nous affirme
que toute solution de (5.3) qui démarre de € converge vers le plus grand
ensemble invariant de E = {(¢,e) € Q/V = 0}.

Or on constate que, dans notre cas, £ n’est autre que :

. :{ <qu-—A|r—1=o>v}A(ei:0)

(cose; = 0)
=(lai—Al-l=0)A(e;=0)=M

D’aprés le Lemmel8 on conclue que M est le plus grand ensemble

invariant de E par rapport a notre systéme d’équations différentielles dans
E. Nl

L’utilisation du principe d’invariance de LaSalle assure la convergence
de chaque entité de la formation vers un point du cercle entourant la cible,
tout en s’orientant vers I'objectif. La méthode ne nécessite pas la planifica-
tion de mouvement, ni méme la construction des positions de convergence
de chaque véhicule du groupe. Par conséquent, la convergence est assurée
seulement par la commande. Aussi la loi de commande proposée fait que la
trajectoire soit contenue dans un anneau centré en A, qui correspond a la
position de la cible. Ceci assure la minimisation de la distance a parcourir,
de plus, une fois la convergence est atteinte, les véhicules ne rentrent pas

en collision avec la cible.
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Il reste maintenant a élaborer une commande répulsive stabilisante qui as-
sure la convergence de la formation vers la configuration désirée ainsi que
I’évitement d’un obstacle dans le plan. Dans la section suivante, on propose

une extension de I’expression da la commande donnée par le théoréme21.

5.3 Extension de la commande a I’évitement

d’obstacle

Dans le cadre de commande d’'une formation de véhicules non-
holonomes, peu de travaux de recherche ce sont investis pour construire
une commande qui assure simultanément la convergence et I’évitement des
obstacles. Pour les systémes non holonomes et dans le cas d’un mono véhi-
cule évoluant en 2D, récemment des résultats ont été élaborés par Rifford
[19] traduisant I'existence un retour d’état stabilisant régulier. Notre objec-
tif consiste a trouver une méthode constructive d’'une commande répulsive
stabilisante et continue pour un systéme multi-véhicules opérant en groupe
et dont la cinématique est non holonome.

Afin d’étendre les résultats sur la commande répulsive stabilisante obtenus
aux chapitres 4 et 5, nous allons prendre en compte 'orientation de chaque
véhicule (équation 5.1). A présent, rappelons le systéme qui intégre I'erreur

en orientation :

T; = wu;cosb;
g = wsing; i={l..N} (5.6)
€ = w;— 9id

ou
;4 = arctan(y; — b, x; — a)

Un premier résultat sur I’extension de la commande attractive est donné

par le théoréme suivant :

Théoréme 22 Soit §) I’ensemble compact suivant

1 1
Q={(g.0) R xRY/V; = Sflgs = A|I* +¢]] < 5% Vi€ {1,2,.,N}}
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On considére N unicycles selon la cinématique (5.3).
Alors

1.T ={(q,e) € QxRY/ I < |lgs — Al <k, Vie{l2  N}} est

invariant par rapport a (5.3)

2. La loi de commande suivante :

g — Al* =17
up = (1—vi(q)e?) (l i —HA|| ) cos e; (5.7)

w; = —e; + 0ig — vi(q:)es (|| — Al|2 — 1) cos? e
pour toute fonction scalaire v;, qui n’est pas en fonction de ||q;— A||*—
t
12, et tel que / —(1 — ve;) cos® egds est convergente,

to
rameéne toute solution qui a pour condition initiale dans 2 a

M ={(g.e) € Qfl|gi — Al| = l,e = Opn}
avec Oy = (0,0, ..,0) € RV,

O

Preuve .

Visiblement € est un compact, car = V, ([0, 5192]) et V; est continue sur
RV x RV,

On va montrer tout d’abord que € est invariant.

On considére (g, e0) € Q2 et V donnée par le théoréme qui est définie par

N N
1
V=3 D llla — AP + € =D Vilgi, e:)
i=1 i-1

Sa dérivée par rapport a ¢ est :

N

vV o= Z —ugllgs — A|| cos e; + (w — y)e;

i=1
N
= Y~ —wuila)e) (g — Al = 1) cos® e; — €} — vigi)e} (g — AlI* = 17)

i=1

N
= D —(la — A" = I*) cosef — ¢

i=1

cos?e;
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Montrons que (||¢; — Al|* — %) > 0.
Soit
S =llg — A" = I*

Sa dérivée par rapport a t est

S = —ullgi — Al cose

5.9
= —(1—wvie?)Scos?e; (59)

Si v; n’est pas en fonction de S alors notre systéme différentielle est a

variable séparable, d’ou :

G —(1 — v;€?) cos? ¢
S ; (5.10)
alors S = S exp(/ —(1 — vsed) cos® eyds)
to

t
bien évidement il faut que / —(1 — vse?) cos® eyds soit finie.
to
Ce la nous rameéne a conclure que la dérivée de V; par rapport a t car

(qo, €0) € 2. Alors
1
Vila) < Vilao) <
pour Y (qo, e0) € 2.
Montrons que I' C € pour notre systéme.
1
Soit (go,ep) € I'. D’apreés ce qui précede on a V;(q) = §[HqZ — AP +¢€f] <
1

2k2, Vie{l,2,..,N}} etV (qg,e) €T CQ, dou illg; — All> < 3k alors

lai — Al <k

On a aussi, comme on I’a montré précédemment, S = [|¢; — Al|*> — [* est

positive pout tout (go,€9) € I' C Q, d’on
lgi — All =1
donc I' est invariant. Montrons que toute les solutions se rameéne a

M ={(q,e) € Q/|l¢i — Al = [, e = Ogn}
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On applique le théoréme de LaSalle.

On a () est compacte et invariant par rapport & notre systéme. La
dérivée de V' considérée précédemment est négative par rapport au temps

sur {2. Alors toute solution qui commence dans €) approche le plus grand
ensemble invariant de E = {(¢,e) € Q/V =0} = M

5.4 Simulations

Pour confirmer nos résultats on a réalisé dans cette section plusieurs
essais numériques avec le programme de Matlab. On choisi un nombre fini
de robots mobiles non-holonomes. Rappelons que la stabilité de la forma-
tion dans ce travail, est subdivisée en trois étapes. Dans la premiére, on a
été appelé a identifier un ou plusieurs objectif (s) et de créer un ensemble
attractif autour de chaque cible. Dans le second, on a identifié la position
et Porientation initial de chaque entité de la formation. Dans la derniére
étape, on applique a la formation, le controle décentralisé développé dans le
théoréme21. En conséquence, la formation doit atteindre chaque cible avec
la bonne direction, et cela sans planification du mouvement. On constate
que la convergence vers 'orientation désirée se fait au méme temps que
la convergence vers le cercle entourant ’objectif. Les figures 5.4,5.5,5.6,5.7
démontrent l'efficacité de notre stratégie de controle. La figure5.4 montre
la convergence de la formation, composé de trois robots mobiles non ho-
lonomes. L’objectif est situé a 200m dans la direction x et a 100m dans
la direction des y de la position initiale de la formation. On construit un
cercle de 40m de diamétre, qui représente un ensemble attractif pour la
formation. Ainsi, les trois robots mobiles convergent a cet ensemble tout
en achevant leurs courses avec la bonne direction. La figure5.5 présente le
comportement de trois robots mobiles assez éloignés les uns des autres avec
convergence de I'orientation par rapport a la cible. La figure 5.6 présente six

robots mobiles, répartis de maniére aléatoire dans ’espace 2D. Dans ce cas,
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la cible est entourée par un cercle et 'orientation de chaque entité converge
vers la cible. Dans la figure5.7, on teste 'efficacité de la commande proposée
en considérant deux cibles environnantes avec une distribution prédéfinie
relativement & chaque cible. Les six robots mobiles sont divisés sur deux
sous-groupes ol chaque sous-groupe est composé de trois entités. La stabi-
lité de chaque division est obtenue quand elle atteint le cercle entourant la
cible voulue. On constate que les controleurs proposés dans les vitesses, sont
limités en amplitude (bornés). Toutefois, la limitation dépend fortement de

la distance robot-mobile.
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FIGURE 5.4 — Déplacement de 3 véhicules pour atteindre des positions au

voisinage de la cible.

5.5 Conclusion

Dans ce chapitre, la stabilité de la formation est subdivisée en trois
étapes. Dans la premiére étape, on a pu identifier une ou plusieurs cible(s)
et créer un ensemble attractif autour de chacune. Dans la seconde, on a

défini la position et I'orientation initiales de chaque entité de la formation.
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FIGURE 5.5 Déplacement de 3 véhicules pour atteindre des positions au

voisinage de la cible.
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FIGURE 5.6 Déplacement de 6 véhicules pour atteindre des positions au

voisinage de la cible.
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FIGURE 5.7 — Déplacement de 2 sous formations de véhicules pour atteindre

des positions au voisinage de deux cibles.

Dans la derniére étape, on a appliqué a la formation le contréleur décen-
tralisée trouvée. En conséquence, la convergence de la formation consiste
a atteindre chaque cible dans la bonne direction et sans aucune planifica-
tion de mouvement. On constate que la convergence de 'angle de direction
est affirmée au méme temps que le cercle qui entoure 'objectif est atteint.
En outre, nous avons modifié I'expression de la commande de sorte qu’elle
inclue une nouvelle expression scalaire de régulation . Nous avons évoqué
une grande flexibilité dans la conception de v de sorte que le comportement
de chaque trajectoire du véhicule pourrait étre adapté alors que la conver-
gence vers la cible est maintenue. Notre point de vue sur I'existence de cette
fonction a été prouvé. A I'image d’'un systéme multi-véhicules holonome en
formation, il reste a établir une forme explicite a v qui permet d’éviter tous
les obstacles dans la zone de navigation et garantit qu’aucune collision ne

se produit entre les véhicules.



CHAPITRE 6

Conclusion générale

Pour réussir la convergence d’un systéme de robots mobiles opérant en
groupe, les travaux exposés portent sur la construction d’'une commande
qui permet a la fois, la stabilisation du groupe autour d’une position désirée,
la répulsion de chaque robot par rapport a un obstacle représenté par un
ensemble convexe et compact dans I’espace de navigation et la non collision
entre ces entités intelligentes jusqu’a ce que les cibles soient atteintes.

Un exemple motivant sur la stabilisation de I'unicycle (cinématique sans
dérive) a été étudié par Pomet [44] et ou la stabilisation asymptotique
uniforme est possible par une commande instationnaire. [’augmentation
de cette commande par une fonction de régulation instationnaire aussi, ne
modifie pas les résultats de la commande. Alors que cette derniére permet
de modifier la trajectoire de I'unicycle afin d’éviter les points indésirables
dans I'espace de navigation. Nous avons généralisé un résultat identique au
cas d’'un systéme avec dérive.

Ainsi, dans le but de construire une commande répulsive stabilisante,
une étude théorique a été établie sur les systémes avec dérive et sans dé-
rive et les systémes d’ordre deux affines en commande. On a proposé et
prouvé des résultats généraux sur la commande de ce type de systéme.
A savoir, une commande étendue comportant une nouvelle entrée v prise
comme étant une fonction régulatrice de la trajectoire d’un tel systéme en
boucle fermée. Le résultat de stabilisation est du type asymptotique et uni-
formément asymptotique. Des conditions géométriques et analytiques ont
été achevées pour que la nouvelle entrée assure la répulsion par rapport a
un ensemble convexe et compact inclue dans R". Ces conditions sont suf-
fisantes mais non nécessaires pour éviter un ensemble appartenant & un

espace.
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Afin d’étudier un systéme multi-robots en formation, on a traité le cas
d’un mono-robot mobile identique a I'unicycle sous ces deux formes, ci-
nématique et dynamique. De point de vue théorique et afin de réduire la
complexité du probléme d’identification de la forme de la commande répul-
sive, le modéle est pris sans I'angle de direction (cinématique holonome).
Le principe d’invariance de Lasalle a permis de valider 'approche d’une
commande intégrante une fonction de régulation pour controler la stabilité
du systéme au voisinage d’un point désiré, et aussi de controler la trajec-
toire au cours de navigation. Pour vérifier la condition géométrique prise
par la proposition concernant 1’évitement, on a pris comme ensemble de
points a éviter un cercle construit de I'obstacle. Cet ensemble est convexe
et compact. Méme si le cercle construit n’est pas optimale pour n’importe
qu’elle géométrie de 'obstacle, il reste un bon candidat pour notre travail.
On a détaillé une étude sur le comportement des trajectoires en utilisant la
commande répulsive. Les solutions/trajectoires obtenues évitent 1'obstacle
de part et d’autre d’une droite qui passe par les deux centres respectifs du
cercle entourant I'obstacle et la cible.

Ce travail a été étendu pour le cas de plusieurs obstacles moyennant
la fonction de régulation associée. Ayant rencontré le i€ obstacle, I'agent
selon sa position, il choisi de I'éviter a gauche ou a droite.

En troisiéme lieu, on a traité le cas d’une formation d’agents qui navigue
dans un environnement hostile. Dans cette partie, on a prolongé ’approche
développée pour le cas d’'une formation de robots mobiles. Deux cas de na-
vigations ont été présentés. Le premier cas traite la navigation décentralisée
oll on a pu établir la non collision entre les robots en formation. En présence
d’obstacles, la convergence vers un ensemble attractif voisin de la cible a
été assurée. Le second cas fait appel & une étude d’un algorithme de com-
munication entre les agents, considéré inhérent & la convergence. Ayant pris
I'inter-distance entre les agents comme étant une perturbation, la fonction
de régulation intégre bien cette stratégie au cours de navigation dont un
agent est un meneur de la formation. Les autres agents sont des suiveurs.
Pour le cas d’un déplacement hiérarchique, on a présenté des résultats de

stabilité et ou la théorie des graphes répondait bien a ce besoin.



Finalement, on a traité le probléme de convergence d’une formation
de véhicules non-holonomes type unicycle tout en tenant compte de leur
orientations. La stabilisation d'un seul systéme nous assure qu’a partir
de n'importe quelle condition initiale, la trajectoire du véhicule converge
vers un point cible. Cependant, en traitant un systéme multi-agents en
formation, il faut que chaque agent converge vers un point voisin de la cible.
Ce qui justifie la construction d’un ensemble attractif renfermant la cible.
Pour cela, on a proposé une stratégie coopérative de différente commande
pour que chaque robot atteigne un voisinage de la cible tout avec I'angle de
direction souhaité. Vis-a-vis d’un environnement hostile, la navigation du
systéme multi-robots, a cinématiques non holonomes, est assurée par une
commande de stabilisation étendue.

Pour assurer la robustesse, en automatique, méme si la régulation reste
un probléme classique, son intégration dans la commande reste une tache
difficile. Le probléme devient un challenge quand on s’intéresse a des ro-
bots qui opérent en groupe. On a pu apporter une solution a travers la
notion dite commande répulsive stabilisante. La fonction scalaire jouant ce
role reste ouverte pour qu’elle intégre d’autre stratégie de navigation telle
que la dynamique d'un environnement. A l'issue de cette thése, plusieurs
travaux restent en perspective. On peut citer, la construction de commande
répulsive stabilisante satisfaisant les conditions données par le chapitre 4
et pour différents modéles de robots mobiles. Trouver un ensemble convexe
compact plus optimal pour un ensemble de points & éviter avec une géomé-
trie complexe. Trouver une condition sur la fonction régulatrice pour que
I’évitement de 1'obstacle suive la géométrie de I'ensemble & éviter. Pour le
cas d’'une formation de robots non holonomes, construire une commande
répulsive stabilisante assurant la non collision entre les différents agents

sous un graphe orienté.






ANNEXE A
Modélisation d’un véhicule a

roues

A.1 Introduction

Les stratégies de commande des véhicules a roues est un domaine
trés actif et constitue aujourd’hui I'un des principaux axes de recherche
de la robotique. Les raisons qui se cachent derriére sont multiples, a
commencé par le fait que les véhicules a roues constituent de nos jours le
moyen de transport individuel principal. De plus leur utilisation franchit
les murs des laboratoires pour des applications grand public tels que les
systémes transport urbain intelligent, etc. . Ces applications nécessitent la
coordination des plusieurs robots et ouvrent ainsi de nouvelle perspectives
de recherche. De plus, les systémes issues de ce type de véhicules sont
qualifiés de "systémes critiques" ou "systémes fortement non-linéaires",
c’est & dire que le linéarisé tangent n’est pas commandable (ni méme
asymptotiquement stabilisables), et revétent un intérét théorique parti-
culier dans le domaine de 1’automatique non-linéaire. Souvent, ils sont
reconnus sous le nom des véhicules non holonomes et liés a 'existence de
contraintes non intégrables.

A cause de la complexité de ce systéme nous nous intéresserons tout au

long de notre travail a un type de véhicules qui est I'"unicycle".

Le travail qui se trouve dans cette partie est un résumé de ce qui a été
fait par Artus [21]| et Bayle |45].
On va commencer par définir le mouvement d’un roue qui roule sur un

plan.
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A.2 Roulement sans glissement

Considérons une roue verticale d’orientation €, qui roule sans glissement
sur un sol plan tel que la surface de contact est un point qu’on le note
I(z,y) (voir figure A.1), et les roues sont indéformables. Ces hypothéses
définissent le roulement sans glissement de la roue. On considére aussi un
repére Ry = (71, 71) lié au point I et ¢ I'angle que fait un point de la
roue par rapport a ¢ 1, d’ou la vitesse est nulle au point I dans le repére

R . Cela se traduit comme suit :

V)R, = 0 =V({I)r, +wijAOl
= &0 4 4] + (0k + o(—sin(0)i + cos(0)))) A (—rk)
= (& + 1 cos(0))i + (y + rsin(0)))
(A.1)
ol ¢ est I'angle que fait un point de la roue par rapport a I'axe des abscisse
du repére R;.

Ce qui nous rameéne a écrire :

x: + m"a c?s(ﬁ) =0 (A2)
y+rosin(f) =0
une autre maniére d’écrire ces équation est la suivante :
T c.os'(@) + yéin(ﬁ) = —rY (A3)
—isin(f) + ycos(d) =0
On remarque que ce systéme différentiel s’écrit sous la forme de
Al(g)g=0 (A.4)
tel que
x
AT — cos(d) sin(d) 0 —r ot g— Yy (A5)
—sin(#) cos(#) 0O 0
¥
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F1GURE A.1 Roulement sans glissement de la roue

ce qui nous rameéne a dire que notre systéme est soumis a des contraintes
indépendantes sur les vitesses. Dans la section suivante on va s’intéresser a

la nature de ces contraintes.

A.3 Contraintes non holonomes

Définition 4 Soit un systéme de configuration q soumis a des contraintes

indépendantes sur les vitesses
TNy
A" (q)g = 0.

sil n’est pas possible d’intégrer 'une de ces contraintes, elle est dite non

intégrable ou non holondme.

D’aprés cette définition les contraintes non holonémes impliquent que cer-
tains mouvements sont instantanément interdits. Alors la question qui se

pose est comment savoir si les contraintes sont intégrables ou non? Le

théoréme de Fronénius répond a cette question.
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Théoréme 23 (Fronénius) Soit un systéme de configuration q, de dimen-
sion n, tel que. AT(q)¢ = 0 et B(q) de rang plein m, orthogonale a A(q).
Soit l’algébre de Lie

Sie{bl(Q)a b2<Q)a < >bm(q)v e pr(q)}

de dimension p, avec m < p < n. Alors, n — p contraintes sont intégrables.

On rappelle que l'algébre de Lie est engendrée par les colonnes et les
crochets de Lie issues de ces colonnes.
Le crochet de Lie se calcule de la maniére suivante :

Si on prend deux vecteurs b; et b; alors le crochet de Lie de b; et b; est

0b; 0b;
[bi, bj] = —2bi — =D,
dq dq
Maintenant on va appliquer le théoréme de Frobenius sur le véhicule a
roues. La matrice AT est donnée par (A.5) et la matrice orthogonale est

donnée par I'écriture suivante :

(A.6)

n
—_-
=
—~
>
~—
o = O O

On note par bi(q) et by(q), respectivement, la premiére et la deuxiéme

colonne de la matrice B. Les crochets de Lie issues de ces colonnes sont :

by = [b1,bo] = (sin®, — cos 8, 0,0)"
(b1, [b1,b2]] =0 (A7)
by = [ba, [b1,bs]] = (cosf,sinf,0,0)"

On vérifie que Lie{bi(q),b2(q),b3(q),bs(q)} est une algeébre de Lie de di-
mension 4, égale a celle de q. Comme n =4 et p = 4, d’aprés le théoréme
de Frobenius, il n’existe pas de contrainte intégrable ce qui implique que le
systéme est non-holénome.
Si on prend,

Uy =re

U9 :9
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alors on obtient le modéle de commande suivant :

T = uycosl
= uy sinf (A.9)
é = U9

tel que ¢ = (x,y,0)T présente I'état qui se compose de la position et de
I'angle d’orientation et (uq, us) sont les commandes qui sont respectivement
la vitesse linéaire et angulaire de la roue.

Comme l'’ensemble des véhicules se base sur le mouvement des roues alors

on va étendre le travail pour le systéme unicycle.

A.4 Modélisation de 'unicycle

Définition 5 (Unicycle) Robot actionné par deux roues indépendantes et
possédant éventuellement un certain nombre de roues folles assurant sa

stabilite.

On note (Z,,, ym) I'abscisse et I'ordonnée du point P, situé au milieu de
I’axe des roues arriéres, ¢ 'orientation du robot, r le rayon des roues, et
R la distance de P,, a chaque roue. En reprenant les équations (A.2), de
la section 2.1, on montre aisément que les contraintes de roulement sans
glissement de chacune des roues commandées s’écrivent :

-pour la roue gauche

Ty — Rsin€ —rpycos =0

(A.10)
Ym + Rcost —r¢sinf =0
-pour la roue droite
T st — rgpcosd — 0
T + Rsin rpocosf = (A1)

/—/h\ . .
Ym — Rcos —rpgsingd =0
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ce qui nous donne le systéme suivant

im — ROcosO — r¢ysind =0
Um — ROsin O — 1y cos b

im+R90059—r¢2Sin9 =0
ym—i—RésinG—rgbgcosH =0

(A.12)

On remarque que ces quatre contraintes ne sont pas indépendantes puisque
la différence des membres de gauche de la premiére et la troisiéme equation
est proportionnelle & celle associée a la deuxiéme et la quatriéeme équation.
On peut donc omettre, par exemple, la derniére contrainte. On remarque
aussi I'existence d’'une contrainte complétement intégrable. En effet,

Les deux premiéres et les deux derniéres équations de (A.12) nous donnent

respectivement :
.1:'m cos 6 + ym s%n& - RG: = 7"8[:91 (A13)
T OS8O + 4, sinf + RO = rgo
d’ou
o . . r
2RO, =1(P2 — 1) = Op = —=(p2 — ¢1) + cste (A.14)

2R
ceci nous raméne a éliminer, par exemple, la variable s, il ne reste donc
que deux contraintes indépendantes qui sont les deux premiéres équations
de (A.12). En posant

u = (Pt )

o (A.15)

w = ﬁ(% —¢1)

on obtient le systéme différentiel suivant :

(

Ty = ucos b
Um = usind
i —w (A.16)
. 1 R
¢ = —u——w
. r r

comme la commande de ¢; n’a pas un grand intérét dans la pratique alors

on peut éliminer la derniére ligne qui correspond a cet état, ce qui nous
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raméne a écrire le systéme différentiel comme suit :

Ty = uCOSH
Uy = usiné (A17)
06 =w

le fait que ce modéle est le méme que celui d’une seule roue cela justifie

I'appellation de ce systéme par unicycle.

A.5 Modéle pour la commande

On considére un point P(z,y) sur Paxe perpendiculaire a I'axe des roues,

passant par le point Py, (2, Ym) tel que :

r =, +dcost (A1)

Y =Ym+dsinf

d est la distance qui sépare les deux points. On obtient alors le systéme

suivant :

T =wucosf — dwsinf
. . (A.19)
y = wusinf + dw cos

en prenant un premier bouclage,

cos sin 6
<u>= IR DDA U <u1> (A.20)
w dsm dcos Us

on obtient le systéme linéaire de commande en position

T = U1l

Yy = us (A.21)
) 1 . 1

0 = _3u1 sinf + c_iu2 cos 6

Le systéme de commande en position issue du premier bouclage linéari-
sant, en éliminant la derniére équation en orientation, présente un caractére
holénome. Ce modéle de commande holonome a retenu Iattention de plu-

sieurs chercheurs |ref| et les références associées. Afin d’aborder le probléme
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de la commande d’une formation, nous présentons dans le chapitre suivant,
le cas d’'un mono-robot holonome. La prise en compte de 'orientation tra-

duisant la non holonomie naturelle du modéle sera traitée au chapitre 3.

A.6 Conclusion

Ce chapitre propose une vision d’ensemble de caractéristiques de modé-
lisation associées aux systémes non-holonomes. La simplicité apparente des
équations régissantes le mouvement des robots mobiles sur roues masque la
complexité des problémes de commande. En particulier, il n’existe pas de
solution globale au probléme de stabilisation asymptotique du point d’équi-
libre. Ces considérations conduisent & envisager un objectif de stabilisation

moins contraignant.
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