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CHAPITRE 1

Introduction générale

Cette thése traite de la modélisation et de I’approximation numérique des écoulements
gaz-liquide compressibles. La difficulté essentielle réside dans la modélisation et I’approxi-
mation de l'interface liquide-gaz. Schématiquement, deux types de méthodes permettent
I’étude de la dynamique de I'interface : ’approche eulérienne, aussi dite de capture de front
("front capturing method") et ’approche lagrangienne, de suivi de front ("front tracking
method"). Nos travaux sont plutdt basés sur la méthode de capture de front.

Le modéle bifluide est constitué d’un systéme de lois de conservation du premier ordre
traduisant le bilan de masse, de quantité de mouvement et d’énergie du systéme physique.
Ce systéme doit étre fermé par une loi de pression du mélange gaz-liquide pour que sa réso-
lution soit possible. Cette loi de comportement doit étre choisie soigneusement, puisqu’elle
conditionne les bonnes propriétés du systéme comme 'hyperbolicité ou 'existence d’une
entropie de Lax. Les méthodes d’approximation doivent permettre de traduire au niveau
discret ces propriétés.

Les schémas conservatifs classiques de type Godunov peuvent étre appliqués au modéle
bifluide. Ils conduisent cependant & des imprécisions qui les rendent inutilisables en pra-
tique. Ces phénoménes ont été largement étudiés : par exemple par Karni [78], Saurel et
Abgrall [103], Barberon et al. [II], Chalons et Coquel [30], Kokh et Lagoutiére [82], etc.

Enfin, I'existence de solutions discontinues rend difficile la construction de schémas
d’ordre élevé. La structure complexe des solutions nécessite alors des maillages trés fins pour
une précision acceptable. Il est donc indispensable de proposer des algorithmes performants
pour les calculateurs paralléles les plus récents.

Au cours de cette thése, nous allons aborder partiellement chacune de ces probléma-
tiques : construction d’une "bonne" loi de pression, construction de schémas numériques
adaptés, programmation sur calculateur massivement multicoeur.

Le plan de ce mémoire est le suivant.

Modéle mathématique

Les systémes d’équations que nous souhaitons approcher numériquement se mettent
tous sous la forme

aW + VE(W) =0, (1.1)

ou W(z,t) € R™ est I'inconnue dépendant de la variable d’espace x et du temps ¢ :

W R xRt = Q
(z,t) = W(z,t).



La fonction F': 2 — R™ est le flux. Le domaine €2 désigne ’espace des états admissibles, ou
espace des phases, inclus dans R™ sur lequel le systéme est hyperbolique. Le modéle
bifluide entre dans ce cadre. Il est constitué des équations d’Euler pour le mélange bifluide.
Une inconnue supplémentaire, la fonction de couleur ¢, est introduite pour localiser le
liquide et le gaz. La pression du fluide dépend de cette variable, de sorte que les phases
liquide et gazeuse soient respectivement décrites par une loi de gaz raide et une loi de gaz
parfait. La variable de couleur est transportée par le fluide et permet le suivi de 'interface
gaz-liquide.

Avec cette loi d’état, pourtant trés naturelle, nous montrerons que I'espace des phases
Q n’est pas convexe. Chalons et Goatin [32] avaient constaté le méme phénomeéne pour un
modéle de trafic routier présentant certaines similitudes avec des modéles de changement
de phase.

Nous pouvons tout de méme définir la solution entropique du probléme de Riemann. Le
probléme de Riemann associé au systéme monodimensionnel admet toujours une solu-
tion entropique pour des fluides suivant la loi des gaz raides, quitte & autoriser ’apparition
du vide.

Nous nous intéresserons ensuite & la résolution numérique du systéme. L’utilisation
d’une approche eulérienne conservative de capture d’interface engendre ’apparition d’os-
cillations sur la vitesse et la pression a l'interface gaz-liquide. De plus, du fait de la non-
convexité de l’espace des phases €2, nous serons confrontés & des problémes de stabilité
numérique pour le schéma de Godunov.

Ces derniéres années, de nombreux efforts ont été faits pour améliorer la précision des
schémas eulériens pour le bifluide. Nous rappellerons deux méthodes efficaces pour éliminer
les oscillations de pression a linterface : le schéma de Saurel-Abgrall [103], basée sur une
résolution non conservative de la fonction de couleur, la méthode « Ghost Fluid » [50], [2],
qui permet de se ramener a la résolution de problémes de Riemann monofluide. Cependant,
nous montrerons que ces deux schémas numériques, méme s’ils résolvent le phénomeéne
des « oscillations » a l'interface, n’améliorent pas la stabilité numérique dans certains cas
extrémes. Nous pouvons construire des exemples conduisant & la perte d’hyperbolicité de
la solution numérique aprés seulement une itération.

Entropie d’un mélange immiscible

Muni d’une loi de gaz raides, le systéme admet donc un domaine d’hyperbolicité
Q) non convexe. Il en résulte des problémes de stabilité pour les différents schémas eulériens
classiques (schéma de Godunov, schéma de Saurel-Abgrall et schéma « Ghost Fluid »), car
ces schémas numériques peuvent fournir une solution en dehors du domaine d’hyperbolicité
aprés seulement une itération. Dans ce chapitre, nous montrerons qu’il est possible, en se
basant sur des arguments physiques, de construire une loi de pression du mélange liquide-
gaz avec domaine d’hyperbolicité convexe. En utilisant cette loi de pression, les schémas
de type Godunov conservatifs classiques redeviennent stables.

Pour construire la loi d’état du mélange, nous considérons d’abord les fonctions entropie
de chaque phase, liquide ou gaz [26]. D’aprés les principes fondamentaux de la thermody-
namique, l’entropie du mélange hors équilibre est la somme des entropies de chaque phase.
A Téquilibre, I'entropie du mélange tend vers un maximum. Cette construction est utilisée
par exemple par Mathis [91], Helluy et Seguin dans [74] ou par Faccanoni [4, 48] pour
traiter la transition de phase. Dans ce chapitre, nous reprenons cette approche pour les
mélanges sans transition de phase.

Pour le cas particulier des gaz raides, nous expliciterons ’entropie du mélange. Par



construction, cette entropie est convexe sur un domaine convexe. Nous en déduirons une
entropie de Lax pour les équations d’Euler bifluides. Du théoréme de Mock, nous dédui-
rons alors I’hyperbolicité du systéme d’équations sur un espace des phases convexe. Nous
pouvons expliciter la loi de pression découlant de cette construction.

Cette loi de pression est plus compliquée que la loi des gaz raides. Elle peut permettre
de modéliser de fagon assez réaliste le phénoméne de cavitation : en cas de forte détente, la
pression devient identiquement nulle (gaz sans pression). Muni de cette loi de pression le
schéma de Godunov préservera le domaine d’hyperbolicité. Cependant, cette loi de pression
n’élimine pas le phénoméne d’oscillations sur la vitesse et la pression a l'interface des deux
fluides. Par ailleurs, la dégénérescence vers un modéle de gaz sans pression dans certains
cas peut conduire a des difficultés numériques supplémentaires. Pour ces raisons, nous
avons préféré conserver la loi des gaz raides et plutét construire des méthodes numériques
qui préserve le domaine d’hyperbolicité non convexe. Chalons et Goatin ont proposé dans
[32] une méthode numérique permettant de traiter dans un modele de trafic routier la
non convexité du domaine d’hyperbolicité. Cette méthode est basée sur un échantillonnage
aléatoire a l'interface. Voir aussi [115] pour un travail plus ancien basé sur ce type d’idées.
Nous adapterons cette méthode au cas des écoulements bifluides.

Schéma ALE-projection et solveur de relaxation pour les écou-
lements bifluides compressibles en dimension un

Dans ce chapitre, nous allons supposer que le gaz (¢ = 1) et le liquide (¢ = 0) suivent
respectivement une loi de pression de gaz parfait et une loi de gaz raide et nous présenterons
une méthode numérique permettant d’éviter d’avoir a traiter une zone de mélange (0 < ¢ <
1). En coordonnées lagrangiennes, I'interface est immobile. Certains schémas lagrangiens
permettent donc de ne pas diffuser la fonction de couleur. Ces schémas sont cependant de
portée limitée car sur les temps longs ils induisent des déformations trop importantes du
maillage.

La famille des schémas Lagrange-projection [82] 144, 45|, 30, [80] permet de s’affranchir
des ces déformations trop importantes en revenant périodiquement au cours du calcul sur le
maillage eulérien, grace a une projection. Les schémas Lagrange-projection se décomposent
en deux étapes : dans la premiére nous résolvons le systéme d’équations sur un maillage
mobile et dans la deuxiéme nous effectuons une projection pour nous ramener au maillage
de départ.

En fait, nous présenterons une classe plus générale que la classe des schémas Lagrange-
projection : les schémas Arbitraire Lagrangien Eulérien (ALE)-projection, qui permettront
d’alterner une approche lagrangienne ou une approche eulérienne selon que la cellule soit
située a l'interface gaz-liquide ou dans une phase pure.

Nous montrerons que I’étape ALE préserve le domaine d’hyperbolicité non convexe, ne
diffuse pas la fonction de couleur et ne déclenche pas d’oscillations de pression & l'interface.

Avec un solveur de Riemann adapté, cette étape est aussi entropique. Afin d’accélérer
les calculs, nous remplacons le solveur de Riemann exact par un solveur de relaxation
positif et entropique.



Projection et schéma numérique aléatoire pour les écoulements
bifluides compressibles en dimension un

Dans ce chapitre, nous étudierons I’étape de projection II du schéma ALE-projection.
Nous introduirons les propriétés qu’une projection II devrait idéalement satisfaire : consis-
tance, stabilité, inégalité entropique, préservation des états & vitesse et pression constantes.
Nous présenterons quatre types de projection : la projection conservative, la projection aléa-
toire, la projection mixte [32] (alternant les deux précédentes approches suivant la position
de la cellule par rapport a l'interface liquide-gaz) et une projection non conservative sur .
Nous décrirons les propriétés mathématiques de chacune d’elles. Nous expliciterons ensuite
les propriétés du schéma ALE-projection couplant I’étape ALE décrite au Chapitre[d] et les
projections précédemment décrites. Nous constaterons que le schéma ALE-projection mixte
a de trés bonnes propriétés : il préserve le domaine d’hyperbolicité sans diffuser la fonction
de couleur, il préserve une vitesse et une pression constantes a 'interface liquide-gaz, il est
conservatif et satisfait une inégalité entropique en moyenne.

Nous effectuerons ensuite différents tests numériques, le premier justifiera le choix de
projection. Le second permettra de comparer la précision du solveur de relaxation a celle du
solveur exact. Le dernier comparera les résultats obtenus avec nos schémas ALE-projection
a ceux obtenus avec les algorithmes de Saurel et Abgrall et I'algorithme « Single Fluid »
d’Abgrall-Karni, tous deux présentés dans le Chapitre [2]

Schéma ALE-projection aléatoire et schéma équilibre pour la
simulation d’écoulements bifluides compressibles en coordon-
nées sphériques

Dans ce chapitre, il s’agit de modéliser 1’évolution d’une bulle sphérique de gaz immer-
gée dans un liquide au cours du temps. Nous considérons une bulle de gaz initialement
dilatée, dans un liquide. La pression dans la bulle est supposée trés faible. Par conséquent,
le rayon de la bulle va avoir tendance a diminuer. Aprés plusieurs oscillations, la bulle
atteint un rayon d’équilibre. Nous nous intéressons a la phase transitoire, c’est-a-dire a
la position de l'interface liquide-gaz au cours du temps. Introduite par Rayleigh en 1917,
I’équation de Rayleigh-Plesset décrit la dynamique d’une bulle sphérique de gaz dans un
liquide. Le modéle de Keller-Miksis [79], que nous détaillerons, en est une généralisation. Il
s’agit d’un modéle simplifié, qui permettra de valider qualitativement notre modélisation.

Nous étudierons par la suite le phénoméne a I’aide d’un modéle compressible bifluide.
Nous utiliserons une modélisation monodimensionnelle avec un terme source provenant
de la géométrie sphérique. Malgré son aspect anodin, ce modéle s’avére particuliérement
délicat & simuler numériquement. Le calcul, qui est presque monodimensionnel puisque
nous avons supposé la symétrie sphérique, peut durer plusieurs jours sur un ordinateur de
bureau actuel. Il est de plus nécessaire de traiter soigneusement l'interface, faute de quoi
le calcul est peu précis, voire instable. Le modéle complet peut se mettre sous la forme

O (AW) + 8,(AF(W)) = S(W)d, A.

Les termes sources sont issus de la formulation en coordonnées sphériques. La fonction A
étant une fonction connue, dépendant uniquement du rayon r, nous souhaitons adapter
l'algorithme « ALE-projection mixte » décrit dans les Chapitres [d] et [5] Nous proposerons
deux schémas numériques qui correspondent & deux moyens différents de traiter le terme
source du systéme d’équations. Nous testerons les deux algorithmes sur le cas d’'une bulle



faiblement dilatée et le cas d’une bulle fortement dilatée & l'instant initial. Le deuxiéme
cas est nettement plus difficile & traiter. Il correspond & étudier I'implosion d’une bulle de
cavitation créée par une impulsion laser. La pression initiale & l'intérieur de la bulle est
quasiment nulle. Ces deux schémas numériques fournissent de bons résultats sur 1’évolu-
tion du rayon de la bulle au cours du temps. Cependant, avec cette approche la pression
numérique n’est pas continue & l'interface de la bulle.

Nous introduirons alors une nouvelle approche, dite "équilibre" ou "well balanced",
basée sur les travaux de Greenberg et Leroux [62] et consistant a traiter la variable A
comme une inconnue artificielle du systéme, satisfaisant

OA=0.

Cette équation rajoute une onde stationnaire dans la résolution du probléme de Riemann.
L’idée est donc de déplacer le maillage uniquement au niveau de l'interface de la bulle
de maniére & améliorer la résolution de l'interface liquide-gaz et & utiliser une approche
équilibre dans les phases pures. Nous obtiendrons alors un schéma ALE-projection équilibré
qui permettra de ne pas diffuser I'interface de la bulle, de préserver une pression et une
vitesse continues & l'interface de la bulle et de préserver les solutions stationnaires. Nous
testerons également cette approche sur le cas d’une bulle faiblement comprimée et d’une
bulle fortement comprimée.

Calcul d’écoulements bifluides compressibles bidimensionnels
sur GPU

Dans les Chapitres[et 5] nous avons construit un schéma numeérique monodimensionnel
préservant le domaine d’hyperbolicité, préservant une vitesse u et une pression p continues
a l'interface des deux fluides, n’introduisant aucune diffusion numérique sur la fraction de
masse ¢, satisfaisant une condition d’entropie et étant conservatif en moyenne.

Dans ce chapitre, nous allons étendre la méthode & la dimension deux grace & un
"splitting" directionnel. Cette approche n’a jamais été utilisée auparavant, sans doute a
la suite des travaux de Colella [38, 89], qui montre que le splitting directionnel appliqué
a la méthode de Glimm conduit & des instabilités. Si cela fonctionne dans notre cas, c’est
parce que la méthode de Glimm n’est appliquée qu’a l'interface, sur un champ linéairement
dégénéré

En géométrie bidimensionnelle, le systéme a 5 variables et les calculs peuvent étre
lourds. Nous avons donc programmé le code en langage OpenCL (« Open Computing
Language ») afin de pouvoir l'exécuter soit sur une carte graphique (ou GPU pour «
Graphics Processing Unit » ), soit sur un CPU (« Central Processing Unit ») multicceur de
fagon a réduire le temps de calcul. Le schéma de volumes finis et la projection sont trés bien
adaptés a ce type de parallélisation. Nous privilégierons le solveur de relaxation par rapport
au solveur exact. En effet, avec le solveur de relaxation, les flux numériques s’expriment
explicitement en fonction des états gauche Wy et droit Wg tandis que le solveur exact
nécessite de résoudre une équation non linéaire, ce qui est nettement plus couteux.

Nous effectuerons tout d’abord des tests numériques permettant de valider le couplage
entre le splitting directionnel et la projection aléatoire. Nous nous intéresserons par la
suite & des exemples physiques. Le premier test consistera & envoyer une onde de choc
dans de lair sur une gouttelette de réfrigérant R22 et dans le second test nous étudierons
I'interaction d’une onde de choc se propageant dans le liquide avec une bulle de gaz.



Dimension deux multi-GPUs

Dans le Chapitre [7], nous avons construit un code bidimensionnel permettant d’étudier
des écoulements bifluides compressibles. Le code est trés efficace sur GPU. Le facteur
limitant est la mémoire d’'un GPU. En effet, méme pour des maillages saturant la mémoire
du GPU (de l'ordre de 5000 x 2000), le calcul ne prend que quelques heures. Afin de pouvoir
envisager d’effectuer des calculs sur des maillages plus fins, nous allons donc coupler la
parallélisation sur GPU, utilisant OpenCL, & une parallélisation par sous-domaine, qui
utilise le standard MPI (Message Passing Interface) de maniére a pouvoir exécuter le code
sur plusieurs GPUs en méme temps.

Nous reprendrons le cas de I'interaction entre une onde de choc se propageant dans de
lair et une bulle de réfrigérant R22 et le cas d’interaction choc-bulle du Chapitre [7] sur des
maillages nettement plus fins qu’au chapitre précédent. La finesse des maillages permettra
de mieux visualiser certains phénoménes physiques.

Publications et communications

Les travaux que nous détaillons dans ce manuscrit ont été présentés a plusieurs confé-
rences internationales et ont fait I’objet de publications.

Publications dans des revues internationales & comité de lecture

— L’aspect numérique des travaux des chapitres [4] et [5] présentant un schéma nu-
mérique ALE-projection aléatoire et utilisant le solveur de Riemann exact, a été
présenté au congrés 7" DFG-CNRS Workshop et a été publié sous la référence :

Mathieu Bachmann, Philippe Helluy, Jonathan Jung, Héléne Mathis and Sieggried
Miiller, Random Sampling Remap For Compressible Two-Phase Flows, Computers
and Fluids, 86, 275-283, 2013.

— Le solveur de relaxation présenté au Chapitre 4], I’extension & la dimension deux par
la méthode de splitting directionnel et la méthode d’implémentation sur GPU du
Chapitre [7] ont été présentés au congrés CANUM 2012, au congrés 8" DFG-CNRS
Workshop et au congrés SMAI 2013 et ont été publiés sous la référence :

Philippe Helluy and Jonathan Jung, OpenCL simulations of two-fluid compressible
flows with a random choice method, IJFV International Journal On Finite Volumes,
10, 1-38, 2013.

Proceedings 4 comité de lecture

— Les travaux du Chapitre[6] présentant une méthode well-balanced permettant d’étu-
dier le comportement d’une bulle sphérique de gaz dans une phase liquide ont été
présentés au congrés Finite Volumes for Complex Applications VI, au congrés SMAIT
2011 et au congrés Multimat 2011 et ont été publiés dans les actes de ces congreés
sous les références :

— Philippe Helluy and Jonathan Jung, A Coupled Well-Balanced And Random
Sampling Scheme For Computing Bubble Oscillation, ESAIM Proc, CANUM
2011, Vol. 35, p. 245-250, March 2012.



— Philippe Helluy and Jonathan Jung, A well-balanced scheme for two-fluids flows
in variable cross-section ducts, Springer, FVCA VI, Finite Volumes for Complex
Applications VI Problems and Perspectives : Fvca 6, International Symposium,
Vol. 1, Prague, June 6-10, 2011.

Activités diverses

— Participation au projet DICO au CEMRACS & Luminy en 2011.
Le projet était financé par Bosch pour I'application aux écoulements a travers un
injecteur de voiture. Nous devions trouver un modéle mathématiques permettant
d’effectuer le couplage entre les équations d’Euler barotropes en dimension trois et
en dimensionun. La dépression a l'intérieure de 'injecteur fait apparaitre des bulles
de cavitation, le couplage devait alors résister aux fortes détentes. Les travaux ont
été publiés sous la référence :

Martina Deininger, Jonathan Jung, Romuald Skoda, Philippe Helluy, Claus-Dieter
Munz, Fvaluation Of Interface Models For 3D-1D Coupling Of Compressible Fuler
Methods For The Application On Cavitating Flows, ESAIM Proc, CEMRACS 2011,
Vol. 38, p. 298-318, December 2012.

— Participation au projet GOCAD a la SEME 2013 & Nancy.

Le projet était financé par le Consortium Gocad et consistait a reconstruire les
différentes couches géologiques du sol connaissant I'appartenance de certains points
a une couche et l'orientation des couches dans certaines zones (ces données viennent
des différents forages réalisés). On peut considérer les couches géologiques comme les
équipotentielles d’un champ scalaire T'. On connait alors la valeur de T" en certains
points et le gradient de T' en d’autres points. Nous avons construit un modéle qui,
a partir d’'une couche donnée (la couche a la surface), permettait de reconstruire
les différentes couches du sol en faisant intervenir les données connues sur 1 et
VT. Notons que cette approche conduisait a la résolution d’une équation de type
Hamilton-Jacobi.






CHAPITRE 2

Modéle mathématique

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous introduisons le systéme d’équation permettant d’étudier des
écoulements compressibles de type liquide-gaz. Nous nous restreignons au cas ot la transi-
tion de phase peut étre négligée. Il n’y aura pas de transfert de masse entre le liquide et le
gaz. Chaque fluide doit étre modélisé par une loi de pression adaptée & son comportement
thermodynamique. Le gaz est décrit par une loi de gaz parfait. Pour le liquide, nous choi-
sissons une loi de gaz raide, qui est relativement réaliste, tout en restant simple d’emploi.
Bien que les deux fluides ne se mélangent pas, nous introduisons au niveau numeérique
un modéle de mélange. Le milieu est alors modélisé par le systéme des équations d’Euler
compressibles bifluides.

Nous commencons par étudier les propriétés mathématiques de ce modéle bifluide. Nous
constaterons que le systéme posséde en général un domaine d’hyperbolicité non convexe.
S’il est connu que le domaine d’hyperbolicité associé a une loi de gaz parfait est convexe,
ce n'est plus le cas pour le systéme bifluide avec lois de gaz raide. A notre connaissance
ce phénomeéne n’avait jamais été illustré dans la littérature. Cela aura une répercussion
catastrophique sur la stabilité des schémas numériques.

Nous verrons que méme si le domaine d’hyperbolicité n’est pas convexe, nous pouvons
calculer la solution exacte globale du probléme de Riemann et nous ’expliciterons.

La plupart des schémas eulériens conservatifs, dont le schéma de Godunov, donnent de
trés mauvais résultats a U'interface des deux fluides [12} [T, [78]. Ce manque de précision est
appelé « oscillation de pression » par certains auteurs et n’est pas lié & la non convexité
du domaine d’hyperbolicité. En dehors du manque de précision a l'interface des deux
fluides, se pose un réel probléme de stabilité. En effet, du fait de la non-convexité du
domaine d’hyperbolicité, le schéma de Godunov peut conduire & des états n’appartenant
pas au domaine d’hyperbolicité et pour lesquels nous ne savons pas résoudre le probléme
de Riemann. Le schéma de Godunov est alors stoppé a cet instant et nous ne pouvons pas
calculer la solution a un instant ultérieur. Il est possible de construire des exemples ou le
schéma de Godunov est inutilisable.

Ces derniéres années, de nombreux efforts ont été faits pour améliorer la précision des
schémas eulériens. Nous rappellerons les principes de deux méthodes classiques pour nous
affranchir des imprécisions a U'interface. La méthode de Saurel-Abgrall [I03] est basée sur
un choix particulier de la loi de mélange numérique et un transport non conservatif de la
fraction de masse de gaz. La méthode « Single Fluid » d’Abgrall-Karni [2] s’inspire de la
méthode « Ghost Fluid » de Fetkiw [50]. Elle permet également de résoudre le probléme
des « oscillations » & l'interface. Cependant, nous montrerons que ces deux schémas numé-
riques, méme s’ils résolvent le phénoméne des « oscillations » a 'interface, n’améliorent pas



2.2. Les équations de conservation

significativement la stabilité numérique. Nous pouvons construire des exemples conduisant
a la perte d’hyperbolicité de la solution numérique aprés seulement une itération.

2.2 Les équations de conservation

Nous nous intéressons a la modélisation numérique d’un écoulement bifluide de type
eau-air. Le mélange des deux fluides est considéré comme un milieu continu et les deux
phases sont supposées compressibles.

Nous choisissons de décrire le milieu continu par les variables macroscopiques que sont
la masse volumique p, le vecteur vitesse (u,v) et I’énergie totale E, dépendant des deux
variables d’espace x et y et du temps ¢ > 0. En négligeant les effets de dissipation thermique
et visqueux, et la gravité, nous obtenons les équations d’Euler bidimensionnelles

0u(p) + Oupu) + By (pv) = 0, (2.1)

i (pu) + 9, (pu® + p) + 9y (puv) =0, (2:2)

i (pv) + Bz (puv) + 9y (pv* + p) = 0, (23)

O (pE) + 0z ((pE + p)u) + 9y (pE + p)v) =0. (2.4)

L’évolution dynamique du fluide obéit aux principes de conservation de la masse (2.1)), de

la quantité de mouvement (2.2))-(2.3)) et de I’énergie totale ([2.4]).

Afin de localiser I'interface entre les deux fluides nous introduisons la fraction de gaz
©, qui est aussi la fonction indicatrice du domaine occupé par le gaz

1, si (z,y) est dans le domaine occupé par le gaz

p(z,y,t=0) = { (2.5)

0, si (z,y) est dans le domaine occupé par le liquide.

L’interface, se déplagant a la vitesse du fluide, la quantité ¢ satisfait I’équation de transport
Orp + u0zp + voyp = 0. (2.6)

Cette équation est équivalente a I’équation de conservation de la masse de gaz

9 (pp) + Oz (pup) + 9y(pvy) = 0. (2.7)

Cette derniére équation assure qu’il n’y a pas de transfert de masse entre le liquide et le
gaz.

Remarquons que nous pouvons écrire le systéme 1’1’ sous forme vectorielle
conservative

oW + 0, F(W) 4+ 0,G(W) = 0, (2.8)
ou
W = (p, pu, pv, pE, pp) ",
et
T
FW) = (pu, pu’ + p, puv, (pE + p) u, pugp) ) (2.9)
T
GW) = (pv, puv, pv* + p, (pE +p) v, pv«p) . (2.10)

Le systéme (2.8 est constitué de cing équations et fait intervenir les six inconnues

(p, u, v, E, ¢, p).

Une relation supplémentaire est alors nécessaire pour clore le systéme. Il est naturel de
supposer que la pression p s’écrit sous la forme

p=p(W).
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2.3. Hyperbolicité

Remarque 2.2.1. L’invariance galiléenne des équations d’Euler [43, 59/, a savoir que le
systeme @) s’écrit encore sous cette forme dans tout repére en translation uniforme par
rapport au repére d’origine, implique que la loi de pression est de la forme

p=p(p;pe,pp),
ol ) )
(pu)” + (pv)
2p ’
La Remarque implique que la pression p est, pour chaque fluide, fonction de la
masse volumique p et de ’énergie interne e, définie par

pe = pkE —

u? + v?
5
La pression p peut donc se mettre sous la forme

e=F—

p=p(p,e ).

Dans cette thése, nous supposerons la plupart du temps que la pression suit une loi de
gaz raide

p(pe,0) = (v (9) = 1) pe =7 (¥) Poo (), (2.11)
ol v et P sont des fonctions de la fraction de gaz ¢, et satisfont
Y(p) > 1,
Poo() € R.

Remarque 2.2.2. Remarquons que dans l’expression , les coefficients v et pso e
dépendent que de la variable p. Si les coefficients v et poo dépendent également des autres
variables thermodynamiques, nous dirons que la pression p ne suit pas une lot de gaz raide.

Cette forme de loi d’état est qualitativement et quantitativement acceptable pour mo-
déliser un gaz ou un liquide. Notons que si le gaz est de lair, il est classique de prendre
v = 1.4 et Poo,gaz = 0. Nous retrouvons alors une loi de gaz parfait. Pour de I'eau liquide,
nous pouvons prendre v = 4.4 et Poo 1ig = 6 x 10% Pa [103).

Comme & l'instant initial la fraction de gaz ¢ ne prend que les valeurs 0 et 1 et
comme ¢ satisfait I’équation de transport , pour tout temps t > 0, nous en déduisons
que ¢(x,y,t) prend uniquement les deux valeurs 0 ou 1. Cependant, les schémas numériques
classiques introduisent généralement une diffusion numérique artificielle sur la fraction de
gaz qui peut conduire & des valeurs 1 > ¢ > 0. Nous avons alors besoin de définir les
paramétres de la loi de pression pour le mélange. Nous verrons plus en détail dans la
Section [2.8.1] comment définir ces paramétres dans la zone de mélange.

2.3 Hyperbolicité

Dans cette section, nous donnerons quelques définitions et propriétés relatives & ’étude
des systémes de lois de conservation (voir [108], 58]).

Définition 2.3.1. Un systéme de la forme @) est dit hyperbolique si pour chaque vecteur
unitaire v = (v, vy)T, la matrice

/

F(W,v) = ( g%; ) v =F (W), +G (W),

est diagonalisable et admet des valeurs propres réelles.

11



2.3. Hyperbolicité

Proposition 2.3.1. Muni de la loi d’état des gaz raides le systéme (@ est hyper-

bolique si
>0,
{ P (2.12)

p(p. e, ) + poo(ip) > 0.
Pour tout W satisfaisant , nous définissons la vitesse de son ¢ par

e(p,e,0) i \/7(80)1?([)7 €, @)p+ Ps($) (2.13)

Les valeurs propres de la matrice .7-"/(VV7 v) sont alors données par

U u u
)\1:< )-V—C,AQZ/\?,:M:( )‘V,AE):( )'V+C' (2.14)
v v v

Démonstration. Nous utilisons le fait que I’hyperbolicité ne dépend pas du jeu de variables
choisi [59]. Nous introduisons alors le vecteur de variables primitives Y = (p,u,v,e, ).
Pour une solution réguliére, le systéme (2.8]) admet une formulation équivalente

oY +A(Y)o,Y + B(Y)o,Y =0, (2.15)
avec

[u p 0 O 0 7 v 0 p O 0 7

&p oy g Gp er 0 v 0 0 0

0 0 0 9 d )

A(Y): O 0 u 0 0 7B(Y): %p 0 v ;p %p

B P

| 0 0 0 O U . 0 0 0 O v

Pour tout vecteur unitaire v = (v, v,)7 la matrice

AY
< BEY; ) v = M5 = A(Y )z + B(Y)v, — s

admet pour déterminant
(uvy + vy — 23 <(u1/x + vry — 22— (Opp + 528619)) ,

avec

V() (P + Ps())

; :
Ainsi, sous la condition (2.12), la matrice A(Y)v, +B(Y ), admet les trois valeurs propres
réelles données par . De plus, I’espace propre associé a la valeur propre Ao = uv, +vv,
est de dimension 3. Les vecteurs propres sont de la forme

p
Opp + ?aep =

T
rn(Y) = (—'Z,vx,vy, _5(;’0> : (2.16)
T2(Y) = (07 07 0’ _agopa aep)T; (2.17)
T3(Y) = (Ov_Vy>V:caan)T; (2.18)
ra(Y) = (9ep, 0,0, —8,p,0)", (2.19)
T
rs(Y) = ([C),vz,uy, 56,0> : (2.20)
avec Jep = (7 — 1)p > 0. Le systéme est donc hyperbolique. O

12
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Remarque 2.3.1. La loi de pression des gaz raides autorise l’apparition de pression
négative dans le liquide si Do 1iq > 0. Cela peut se justifier du point de vue de la physique
[21)] : des pressions négatives (tensions) peuwvent apparaitre localement dans un liquide. Dans
la zone de tension, le liquide est dans un état métastable et a tendance a se vaporiser : ce
phénomene s’appelle la cavitation.

A pression et température standards (py = 10°Pa, Ty = 293, 5K), en choisissant ygq; =
1.4 et poo,gaz = 0, comme pg ga. = 1.204kg.m™3 la vitesse du son obtenue avec la loi de
gaz raide vaut cg gq> = 340m.s~!, qui est la vitesse physique du son dans 'air. Pour ’eau,
si nous prenons Yequ = 4.4 et pogeau = 6 X 108 Pa, & pression et température standards,
P0,cau = 1000kg.m™3 et la vitesse du son obtenue avec la loi de gaz raide vaut C0,eau ™
1600m.s~!, a savoir une vitesse proche de la vitesse physique du son dans l'eau.

Définition 2.3.2. Nous définissons alors le domaine d’hyperbolicité 2 par

0= {W = (p, pu, pv, pE, pp) € R®, p > 0,

u2+112
2

¢ € [0; 1],p(p,E— ,90> + Poo () >0}~ (2.21)

Remarque 2.3.2. Pour tout état W € (), l’énergie interne e associée satisfait pe > poo
car

pPe > Poo,
<:>p+7poo > Deo
v—1
o PH P >0,
v—1
S p+ P > 0.

La stabilité d’un schéma impose que la solution numérique reste toujours dans 2. Les
schémas de type Godunov [70] reposent sur la construction d’un solveur de Riemann,
exact ou approché, et sur une opération de moyenne. La stabilité de I’étape de moyenne
repose en général sur la convexité de 'ensemble d’hyperbolicité. Nous donnerons plus de
détails dans le Chapitre [4 cependant intéressons-nous dés a présent a la convexité du
domaine d’hyperbolicité €). Considérons un écoulement bifluide de deux gaz raides ayant
pour paramétres (71, Poo,1) pour ¢ = 0 et (72, Ps0,2) pour ¢ = 1. Nous allons faire le lien
entre l'interpolation, les fonctions ¢ — v(¢) et ¢ — poo(p) et la convexité du domaine
d’hyperbolicité €.

Proposition 2.3.2. Si po 1 = poo,2 €t si linterpolation ¢ — poo(yp) satisfait
Poo,1l = Poo,2 = Yip € [051], Poo(0) = Pocy1,
alors l’ensemble d’hyperbolicité ) est convexe.
Démonstration. Supposons que poo,1 = Poo,2 €t que
Vip € [0;1], poo() = poo,1-

Comme ~(p) > 1, nous avons

u? + v?

(pu)® + (pv)?

& pE —
p 2

> Doo(¥) = Pooi1- (2.22)
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2.3. Hyperbolicité

De plus, 'application affine
W = (Wi, Wa, W3, Wy, Ws) = (W1, Wa, W3, Wy + poc,1, Ws),
envoie ’ensemble A, défini par
A= {W = (p, pu, pv, pE, pp) € R, p > 0,
e € [0;1], pE_(pu)22—;(pv)2 >0}, (2.23)

sur ’ensemble . Il est donc suffisant de prouver la convexité de A.
Comme 'application

W2+ W3

G (Wi, Wy, W3, W4, W, Wy —
( 1 29 39 4, 5)'_> 4 2W1

est concave pour W; > 0 car sa matrice hessienne admet pour valeurs propres

1 WP+ Ws+ Wy

07 0707 T Yxr 0 )
W W3

I’ensemble

A={WeR®| Wy >0, Wi > W,y >0, GW) >0},

est convexe. Ainsi ) est convexe.

O

Proposition 2.3.3. Si peo1 # Doo2 €t si Uinterpolation ¢ — poo(p) est continue en 0 et
en 1,

Poo () — Poo(0) = Poo,1,
©—0

poo(‘:o) goji poo(l) = P0,2

alors I’ensemble ) n’est pas conveze.

Démonstration. Supposons que Poo,1 7 Poo,2- Pour simplifier les idées, nous allons supposer
que Poo,1 < Poo,2- En considérant la transformation affine

W = (Wh W27 W37 W47 W5) — (W17 W27 W37 W4 +poo,1> W5)a

nous pouvons toujours nous ramener au cas 0 < poo.1 < Poo,2- Nous souhaitons alors trouver
W, W' € Q tels que pour un certain ¢ €]0; 1],
(tWa + (1 —t)W3)?  (tWs + (1 — t)W§)?

tWa+ (1 — )W) — 200W1 + (1— W) 2(tWy + (1 — )W)

tWs + (1 — )W,
< Po . 2.24
=P (th I (224)

En prenant t =ty = % et

W = (p,0,0,aps.1,0) € Q, (2.25)
W' =(1,0,0,0'poc2,1) € £, (2.26)

14



2.3. Hyperbolicité

avec o > 1 et o > 1 satisfaisant
a/

2

«

2poo,1 +

poo,2 < Poo,25

I'inégalité (2.24)) devient

1 o o
(p) Poo <1 T P> <2poo,1 + 9 poo,2> =z

De plus, la continuité de po en 1 implique

1
Poo <1+p> mpoo(l) = Poo,25

et ainsi pour p > 0 assez proche de 0, W et W' définis par (2.25) et ([2.26]), nous avons
1 1
W4+ =W ¢Q
2 + 2 ¢ )

et 'ensemble 2 n’est pas convexe si Poo,1 7# Poo,2 €t si ¢ — Poo(¢p) est continue en 0 et en
1. O

Remarque 2.3.3. Pour le cas des gaz parfaits, pso,1 = Poo,2 = 0, le domaine d’hyperbolicité
Q est conveze [58, [10§)].

La Proposition |2.5.5 indique que pour maintenir un domaine d’hyperbolicité convexe dans
la zone de mélange (0 < ¢ < 1), les parameétres v et ps devraient dépendre d’autres
variables que . Dans la zone de mélange, la pression ne satisferait alors pas une loi de
gaz raide (2.11).

Dans cette these, nos présenterons une méthode permettant de traiter le cas pPoo1 7 Doo,2
pour lequel nous sommes confrontés a la non-convezité du domaine d’hyperbolicité €.

Notons que si y(¢) = 71 = 72 €t Poo(¥) = Poo,1 = Peo,2, la Proposition assure
la convexité de I'ensemble €2. Nous pouvons alors définir de cette maniére des ensembles
convexes contenus dans le domaine d’hyperbolicité 2.

Définition 2.3.3. Pour une valeur fizée po € [0;1], nous définissons l’ensemble convexe

Qo 1= {W = (p, pu, pv, pE, pp) €R®, p >0,

u2+v2
s@zwo,p(p,E— 5 ,w>+pw(¢)>0}- (2.27)

Nous rappelons maintenant quelques notions classiques sur les systémes hyperboliques,
qui vont nous permettre de décrire la solution du probléme de Riemann. Nous notons r; (W),
1 <4 <5 les vecteurs propres associés aux valeurs propres caractéristiques (A;(W))1<i<s

(voir([2.14])) du systéme (2.8]).

Définition 2.3.4. Nous disons que le i-champ, associé a la valeur propre \i(W), est
— linéairement dégénéré si pour tout état W,

V(W) - (W) = 0,
— wraiment non linéaire si pour tout état W,
Vi (W) - (W) # 0.
Dans le cas du systéme , nous pouvons montrer que le premier et le cinquiéme

champs sont vraiment non linéaires tandis que les trois autres sont linéairement dégénérés.
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2.4. Solutions faibles

2.4 Solutions faibles

Il est connu que le systéme — muni de conditions initiales et aux limites
n’admet pas en général de solutions réguliéres. Pour pallier ce probléme, il faut introduire
la notion de solutions faibles [37, [59] [108]. Cette notion permet Iexistence de solutions
discontinues. Notons par L5 (R?) I'ensemble des fonctions localement bornées de R? dans
R et C}(R? x R*) I'espace des fonctions C'! de R? x RT dans R & support compact inclus
dans R? x R¥.

Définition 2.4.1. La fonction (z,y,t) — W (z,y,t), appartenant o LY (R? x RT)>, est
une solution faible de (@ satisfaisant la condition initiale

vxay€R27 W(x7y70) :WO(xay)v
ot Wy € L _(R?)® si pour toute fonction test ¢ € CL(R? x RT),

/ (W - 0,6+ F(W) - 056 + G(W) - 8,6) dar dy dt
>0 JR2

+/ W0¢($,y,0)dI dy:O)
R2

ot W(x,y,t) appartient presque partout au domaine d’hyperbolicité Q du systéme @)
Remarque 2.4.1. Une solution réguliére de (@) est également solution faible de (@

Remarque 2.4.2. Dans la démonstration de la Proposition |2.3.1, nous avions effectué
un changement de variables Y =Y (W) afin d’obtenir le systéme a partir du sys-
teme (@ Notons que ces deux systémes sont équivalent si nous considérons des solutions
régulieres mais que ce n’est plus le cas au sens faible.

Si une fonction de classe C'' par morceaux est solution faible, elle vérifie les relations
de saut de Rankine-Hugoniot sur ses discontinuités.

Proposition 2.4.1. Une fonction (x,y,t) — W(x,y,t) de classe C' par morceauz est
solution faible du systéme (@ si et seulement si

— W est solution classique la ou elle est C*,

— W wérifie la condition de saut de Rankine-Hugoniot le long des discontinuités I’

W] + [FOV)] v + [GOV)] vy =0, (2.28)
oty v = (v, vy, 1)1 est un vecteur unitaire normal a la surface T' et
W]=w,-W_,
ou W_ et W4 sont définis pour (x,y,t) € I' par
W_(z,y,t) = 111%1+ W ((z,y,t) +€v), (2.29)
Wi(z,y,t) = hr(])ai W ((z,y,t) +ev). (2.30)

2.5 Entropie

Le systéme — admet en général plusieurs solutions faibles. L’inconvénient de
ces solutions faibles est qu’elles ne sont pas toutes acceptables du point de vue physique.
Afin de trouver une unique solution, nous allons imposer a la solution de satisfaire un critére
de croissance de 'entropie. Cette condition joue un réle uniquement la ou la fonction est
discontinue.
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2.5. Entropie

2.5.1 Deéfinitions et propriétés

Définition 2.5.1. Une fonction W — n(W) est une entropie de Lax sur l’ensemble ) si
n est une fonction localement convexe de W (c’est-a-dire convexe sur tout convexe inclus
dans Q) et sl existe des fonctions W — Hy(W) et W — Ha(W), appelées flux d’entro-
pie, telles que toute solution réguliere W (xz,y,t) de (@) satisfait la loi de conservation
supplémentaire

La formule ([2.31)) implique que

Définition 2.5.2. Une solution faible (z,y,t) — W (z,y,t) de (2.8) admettant pour condi-
tion initiale
Vw,yER2, W($7y70):W0(xay)v

avec Wy € L%‘;C(R2)5 est dite entropique si et seulement si pour toute entropie de Lax du
systeme (@) elle satisfait l’inégalité

Om(W) + 0, Hy (W) + 0, Hy(W) < 0, (2.32)

au sens faible, c’est-a-dire que pour toute fonction test ¢ € CL(R? x RY) avec ¢ > 0,
/ / (W) - 04 + Hi (W) - 8z + Ho(W) - 0yo) d dy dt
t>0 JR

4 / n(Wo) - é(z,y, 0)dz dy > 0.
RQ

Nous pouvons alors prouver dans certains cas ’existence et 1'unicité de solutions en-
tropiques. En dehors des discontinuités de W l'inégalité (2.32]) redevient une égalité. Nous
allons donc regarder plus précisément ce qui se passe a la traversée d’une discontinuité.

Proposition 2.5.1. Une fonction (x,y,t) — W(x,y,t), de classe C* par morceauz, solu-
tion faible du systéme (@, satisfait l'inégalité d’entropie st et seulement si

— W est solution classique la ou elle est C*,

— W wérifie Uinégalité de saut d’entropie le long des discontinuités T’

[n(W)] vy + [Hi(W)] vy + [Ha(W)] 1y <0,
0u v = (Vyg, Uy, vi)T est un vecteur unitaire normal a la surface T' et
(W] =W, —-W_.
ou W_ et W4 sont définis pour (x,y,t) € I' par et (2.30).

2.5.2 Entropie et hyperbolicité

Nous allons maintenant relier I’hyperbolicité avec 'existence d’une entropie. Nous de-
vons tout d’abord définir la notion de systéme symétrique conservatif.

Définition 2.5.3. Un systéme de lois de conservation du type @ est dit symétrique
conservatif s’il existe un changement de variable Y — W tel que les matrices Vy F(W(Y))
et VyG(W(Y)) soient symétriques.
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2.5. Entropie

Rappelons le théoréme suivant, attribué a Godunov, Harten et Mock. Nous renvoyons
aux articles de Godunov [61] et Lax [84] dans [27] ainsi qu’a Mock [93], Harten [68|, Tadmor
[107] et Croisille [43]. La premiére référence ou apparait ce théoréme étant celle de Mock
[93], nous appellerons dans la suite ce résultat « le théoréme de Mock ».

Théoréme 2.5.1. (Théoreme de Mock) Un systéme de lois de conservation du type (2.8)
est symétrique hyperbolique si et seulement si il admet une entropie de Lax strictement
conveze.

Si nous considérons le systéme ([2.8]) pour un écoulement monofluide composé d’un seul
gaz raide, la loi de pression ne dépend pas de ¢,

p(p,e) = (70 — 1)pe — Y0Poo,0

et d’aprés la Proposition le domaine d’hyperbolicité 2 est convexe. Nous pouvons
également montrer que dans ce cas le systéme est symétrisable et ainsi le théoréme de
Mock nous fournit ’existence d’une entropie de Lax, nous pouvons en expliciter une.

Proposition 2.5.2. Si nous considérons le systéme (@ pour un écoulement monofluide
composé d’un seul gaz raide, la loi de pression ne dépend pas de o,

p(p,e) = (70 — 1)pe — Y0Pso,0,

et pour Cy9 >0 (Cyp est la chaleur spécifique) la fonction

(pu)?+(pv)?
pE — 5 — po,
n:W=(p,pu,pv,pE) —  —pCpoln ( ;70 0) ;o (2:33)
= pCu070 In(p)
2 2
N (I L

définie sur le convexe ), est une entropie de Lax associée aux flux d’entropie

Hy(W) = un(W),
Hy(W) = on(W).

Remarque 2.5.1. Nous formulerons une preuve compléte de cette proposition dans le
Chapitre [3
La formule ne dépend pas de .

Cependant, lorsque nous considérons des écoulements bifluides de deux gaz raides de
parameétres (Y1, Poo,1) €t (72, Poo,2) AVEC Poo,1 7 Poo,2 NOUS avions constaté dans la Proposi-
tion que pour maintenir un domaine d’hyperbolicité convexe dans la zone de mélange
(0 < ¢ < 1), les paramétres 7 et p devraient dépendre d’autres paramétres que ¢. Dans
le mélange, la pression ne satisferait alors pas une loi de gaz raide . Il parait alors
plus difficile d’expliciter une entropie de Lax pour le mélange. Une telle construction sera
l'objet du Chapitre

La fraction de masse ¢ satisfait une équation de transport

Orp + u0zp + voyp = 0,

donc théoriquement si elle vaut 0 ou 1 & l'instant initiale elle vaudra 0 ou 1 & chaque
instant. De plus, les sauts de ¢ sont associés a des ondes linéairement dégénérées. Du point
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2.6. Solution exacte du probléme de Riemann 1D
de vue théorique, il n’y a pas donc pas de zone de mélange 0 < ¢ < 1. Nous pouvons alors
construire une entropie de Lax 7 sur le domaine d’hyperbolicité sans diffusion

H = U,
ot g et ; sont définis par (2.27)), de la maniére suivante

n:W = (p,pu, pv, pE, pp) =  pCy(¢)v(p)In(p)

u)? v)?
— pCy(p)In (,oE - (p)—QF(p) —Poo(SO)) , (2.34)

avec

7, st =0,
Y(p) = {

Y2, sip =1,

Poo,15 si Y = 07
Poo(p) = .

P2, S1 @ = 17

Cy,l, si Y = 0,
Cul(p) = .

Cya, sip=1.

Cette fonction est localement convexe au sens ol elle est convexe sur tout convexe
inclus dans H. Nous allons maintenant nous intéresser en ce sens a la solution entropique
du probléme de Riemann.

2.6 Solution exacte du probléme de Riemann 1D

Dans cette section, nous donnerons les outils nécessaires a la résolution du probléme de
Riemann monodimensionnel puis nous expliciterons la solution exacte pour notre systéme.
Notons qu’il sera possible d’expliciter la solution entropique au probléme de Riemann méme
dans le cas ol le domaine d’hyperbolicité {2 n’est pas convexe. En effet, la non-convexité
du domaine €2 découle de la dépendance de la pression p par rapport & ¢ dans la loi de gaz
raide . Cependant, la fraction de masse ¢ satisfaisant I’équation de transport

O + ulypp = 0,

théoriquement si & ’instant initial ¢ = 0 ou ¢ = 1, p vaudra 0 ou 1 & chaque instant et il n’y
a pas de mélange. De plus, les sauts de ¢ sont associés & des ondes linéairement dégénérées.
Il est alors possible de définir une entropie de Lax 7 sur le domaine d’hyperbolicité sans
diffusion

H = Qo UQy,
ot Q et Q1 sont définis par (2.27)), par la formule (2.34)). En ce sens, il sera alors légitime

de chercher une solution entropique au probléme de Riemann.

2.6.1 Probléme de Riemann

Dans ce paragraphe, nous nous concentrons sur le probléme monodimensionnel

W + 0, F(W) =0, (2.35)
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2.6. Solution exacte du probléme de Riemann 1D

avec la condition initiale suivante

Wi, sixz <0,

W (x,0) = { (2.36)

Wg, six >0,

ou Wp, et Wg sont deux états appartenant & I’ensemble d’hyperbolicité sans diffusion H.
Le systéme — est appelé probléme de Riemann. Son importance vient du fait
que sa solution est utilisée pour construire des méthodes numériques ou pour démontrer
I’existence de solutions de pour des conditions initiales plus générales que
(voir le livre de Smoller [105] ou l'article de Glimm [55]).

Le probléme de Riemann — est invariant par les transformations du type
(x,t) — (az,at) avec a > 0, donc la solution du probléme de Riemann ne dépend que du
rapport ¥, elle est dite autosimilaire et elle peut alors se noter sous la forme

R (WL, Wk, %) .

2.6.2 Ondes de détente et invariants de Riemann

Dans cette section, nous nous intéressons aux solutions continues de la forme
T
W(x,t)=V (-
) t )

du probléme de Riemann (2.35)-(2.36). Nous suivrons la présentation de [59]. Si V' et
solution de ([2.35)), en dérivant au sens classique, V' doit satisfaire

T T 1 T x
=V (5 (VE)V(F) -
t2 t + t t t
En posant £ = ¥, I’équation s’écrit sous la forme

(F'(V(€) = &I5) V'(€) = 0.
Ainsi, soit
V'(§) =0,

soit ’hyperbolicité du systéme ([2.35)) nous donne 'existence d'un i tel que
— V(&) est colinéaire & un vecteur propre r;(V(§)),

V(&) = a(§)ri (V(8)),
— A(V(§) =¢,

ol l'indice ¢ dépend a priori de £. Cependant, si la valeur propre A; est de multiplicité 1,
I’indice ¢ ne dépend alors plus de &.

De plus, si V/(£) ne s’annule pas sur un intervalle, en dérivant la derniére équation par
rapport a &, nous obtenons

Vi (V(€)-V'(§) =1,
= a(Q)VwA; (V(§)) -ri (V(E)) = 1. (2.37)
L’équation (2.37) ne peut pas étre résolue si le i-champ est linéairement dégénéré (voir

Définition [2.3.4). Par contre si le i-champ est vraiment non linéaire (voir Définition [2.3.4)),

I’équation (2.37)) peut étre résolue. En normalisant, nous nous ramenons a la résolution de
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ou

(2.38)

V(&) =ri (V(E)),
Ai(V(6)) = €.

Ainsi, en supposant que le i-champ est vraiment non linéaire, V' est une solution de ([2.38))
satisfaisant

V(Ni(WL)) = Wr,

V (Ai(WR)) = Wk.
Nous dirons que Wy, et Wx sont sur la méme courbe intégrale et que A\;(V(£)) croit de
Ai(Wr) a A\i(Wg). Nous pouvons alors définir la notion de détente.

Définition 2.6.1. Une fonction (z,t) — W(x,t) est une i-onde de détente (ou de raré-
faction) reliant les états Wi, et Wg si
— MWL) < Mi(Wr),
— il existe une fonction V : [Ni(W1); \i(Wg)] — RS réguliére, solution de
telle que
Wi, si § < XNi(Wr),

W(z,t) = V($), st (W) < F < Ni(Wr),

WRa % % Z Al(WR)
A la notion d’onde de détente est étroitement liée la notion d’invariant de Riemann.

Définition 2.6.2. Un i-invariant de Riemann pour le systéme est une fonction
réquliere R : Q) — R satisfaisant

Vi R(W) - (W) = 0.

Remarque 2.6.1. Pour chaque onde associée a une valeur propre \;, il existe 5 —1 =4
invariants de Riemann dont les gradients sont linéairement indépendants (voir [58]).

Proposition 2.6.1. Si nous considérons le systéeme muni d’une loi de pression des

gaz raides , les vecteurs propres (1;(W)),<;<5 sont donnés en prenant (v, vy) = (1,0)
dans -12.20) par

p p \"
= <_71707_70) ’
c pc

)
TQ(W) - (07 07 07 _8<pp7 aep)T7
r3(W) = (0,0,1,0,0)",
T’4(W) = (aep, 07 07 _8pp7 0)T7

T
7”5(W): (Zulaoapp;>o> )

les invariants de Riemann associés a l'onde A\ = u — ¢ sont

T’l(W

2
Rl=u+—— Rp=P1Px
y—1 pY

3 4
, Ri=v, Rj=g¢,
les invariants de Riemann communs auxr ondes Ao = A3 = Ay = u sont

u et p,
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2.6. Solution exacte du probléme de Riemann 1D

et ceuxr associés a l'onde Ay = u + ¢ sont

2c

fy_

p’Y

17 ) R§:v7 RéZQO,

0y = Y(p), Poo = Poo(p) et ¢ =y [yPE=.

De la Proposition nous déduisons que u et p sont les deux invariants de Riemann
communs aux ondes Ay = A3 = Ay = u.

Proposition 2.6.2. Un i-invariant de Riemann R est constant sur une courbe V : R — R
st et seulement si

dR
dg

ce qui est vérifié en particulier si V'(§) est colinéaire a r;i(V (§)).

(V) = VwR(V(€)) - V'(§) =0,

Nous en déduisons la propriété suivante :

Proposition 2.6.3. Un i-invariant de Riemann est constant sur une i-onde de détente.

2.6.3 Ondes de choc et discontinuité de contact

Nous allons maintenant définir un deuxiéme type de solutions particuliéres au probléme

de Riemann ([2.35))-([2.36]).

Définition 2.6.3. Une solution faible (z,t) — W (z,t) du systeme (2.8) est une disconti-
nuité entre deux états Wy, et Wg si

Wi, six <ot,
Wg, sixz > ot,

W(z,t) = {
ot o est la vitesse de propagation de la discontinuité vérifiant la relation de Rankine-
Hugoniot , donnée ici par

o(Wg — W) = F(Wg) — F(WL). (2.39)

Définition 2.6.4. (Condition caractéristique de Lax) Une discontinuité entre deuz états
Wy, et Wg satisfait la condition caractéristique de Laz s’il existe i € {1,2,3,4,5} tel que
— st le i-champ est vraiment non linéaire

{)\i—l(WL) <o <Xi(Wi), (2.40)

Xi(Wr) <0 < Aix1(Wr),
ol A\g et Ag sont définis par
Ag = —00, Ag=+o0.
— st le i-champ est linéairement dégénéré
o= XN(Wr) = N(Wg).

D’apres [59], nous pouvons faire le lien entre la condition caractéristique de Lax et la
condition de saut d’entropie.
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2.6. Solution exacte du probléme de Riemann 1D

Proposition 2.6.4. Si (x,t) — W (z,t) est une solution discontinue entre deux états W,
et Wg assez proches, les propositions suivantes sont équivalentes
— (,t) = W(x,t) est une discontinuité satisfaisant la condition caractéristique de
Laz (voir Définition (2.6.4),
— (z,t) = W (z,t) satisfait les conditions de saut d’entropie (2.39), donnée ici par

on(W)] = [Hi(W)],
& o ((Wr) —n(WL)) = (Hi(Wr) — Hi(WL)). (2.41)

Notons que cette proposition s’applique & tout systéme hyperbolique non linéaire dont
les champs sont soit vraiment non linéaires, soit linéairement dégénérés. Ce qui est notre cas
ici. Notons également que cette proposition est un résultat local : la démonstration repose
sur ’hypothése que les états Wi, et W sont assez proches. Il est possible de montrer une
version globale de ce résultat (c’est a dire valide pour tout état Wi, Wg dans le domaine
d’hyperbolicité Q) pour certains systémes particuliers, dont le systéme Euler bifluide
muni de la loi des gaz raides (voir par exemple [59]).

Nous pouvons alors définir deux types de solutions discontinues.

Définition 2.6.5. Si (z,t) — W (z,t) est une i-discontinuité entre deuz états Wi, et Wg
et

— sio =X N(Wr) = XNi(WRg), nous parlons de i-discontinuité de contact,

— et st est satisfait, nous parlons de i-choc.

2.6.4 Structure de la solution du probléme Riemann

Nous donnons la forme générale de la solution du probléme de Riemann. Nous pouvons
montrer que la solution du probléme de Riemann correspond & la juxtaposition d’états
constants séparés par des ondes de détentes, de chocs ou des discontinuités de contact,
c’est-a-dire que
Wi, si % <A,

W, si Al < £ < X%,
Wa, si A" < 7 < Ag,
Whg, si % > )\+,

R (WL, W, %) - (2.42)

ou W7 et W5 sont les états intermédiaires satisfaisants uq = uo et p1 = po et )\Z-i, i€ {1,5}
et \* sont les vitesses caractéristiques satisfaisants

M <A <A =X =X=M< A <AL

SiA < )\j, la i-onde vraiment non linéaire est une détente.

SiA = /\f, la i-onde est un choc satisfaisant m et (2.40)).

Si Aj = A*, la i-onde est une discontinuité de contact satisfaisant ([2.39).

La Figure illustre la répartition des ondes dans l'espace (z,t) dans le cas ou la
1-onde est une onde de détente et la 5-onde est une onde de choc.

2.6.5 Apparition du vide

Dans le cas des gaz parfaits, si les 1-onde et 5-onde sont de trés fortes dépressions,
il peut se produire un phénoméne d’« apparition du vide », caractérisé par une masse
volumique nulle entre deux dépressions. Dans le cas des gaz raides, le phénoméne est plus
complexe, le vide n’apparait pas seulement dans le cas de deux détentes, il peut également
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2.6. Solution exacte du probléme de Riemann 1D

z _\F _
£ =M 2= =\

>

FIGURE 2.1 — Structure de la solution du probléme de Riemann ([2.35))-(2.36]) dans le cas
oll la 1-onde est une onde de détente et la 5-onde est une onde de choc.

apparaitre dans le cas d’une détente et d’un choc. Le probléme de Riemann ([2.35))-(2.36))
admet encore une solution entropique [100] pouvant se mettre sous la forme

Wi, si % <AL,
Wi, si )\;r < % < ui,
X
R(We,Wa, T ) = Waiae = (0,0,0, = min(pa, poc,),0), s wn < § < uz,  (243)
Wa, siug < % < As,
Whg, si % > )\5+,

ou W7 et W5 sont les états intermédiaires satisfaisants

p1 =p2 = —min(Poo,1, Poo,2)s
u1 < u9, avec en général u; < uo,

$1=®L, ¥Y2= ¥R,

et les vitesses caractéristiques satisfont
— 81 Poo,, < Poo,R, la zone de vide apparait dans le fluide de gauche @yiqe = ¢, la
1-onde est une onde de détente et la 5-onde est soit un choc soit une détente, nous
avons alors
A <A < <up < A5 <AL

— 81 Doo,1 > Poo,2, la zone de vide apparait dans le fluide de droite yyige = ¢r, la 1-
onde est soit une onde de détente soit un choc tandis que la 5-onde est une détente,
nous avons alors

)\IS)\T<U1<U2<)\57<)\5+.

— 81 Poo,1 = Poo,2, la zone de vide peut apparaitre dans le fluide de droite pyige = ¥R
ou le fluide de gauche vyige = @R, la 1-onde et la 5-onde sont des détentes, nous
avons

A <A <ur <up < A5 <AL

Cette propriété sera justifiée lors de la résolution explicite du probléme de Riemann.

La Figure illustre la répartition des ondes dans I’espace (x,t) pour un cas d’appa-
rition du vide. Sur 'exemple, la 1-onde est une onde de détente et la 5-onde est une onde
de choc.
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2.6. Solution exacte du probléme de Riemann 1D

>

FIGURE 2.2 — Structure de la solution du probléme de Riemann (2.35)-(2.36|) pour un cas
d’apparition du vide. Dans ce cas, la 1-onde est une onde de détente et la 5-onde est une
onde de choc.

2.6.6 Reésolution pratique du probléme de Riemann

La structure de la solution du probléme de Riemann, ayant déja été explicitée dans
, il ne nous reste plus qu’a relier un état droit Wg et un état gauche Wy donnés a
'aide de chocs ou de détentes. Nous allons suivre la présentation de [11].

Si\ < )\;r, la ¢-onde vraiment non linéaire est une détente. Les invariants de Riemann
étant constants dans une détente, nous en déduisons la solution R(Wp, Wg,§) pour A, <
A,

SiA; = )\Zr ou si \; = A*, la i-onde est une discontinuité de vitesse o, les relations de
Rankine-Hugoniot s’écrivent sous la forme

o(Wy —W,) = F(Wy) — F(W,).

ol les indices -, et -, désignent les états constants de part et d’autre de la discontinuité.
Nous introduisons la vitesse relative du milieu par rapport a la vitesse de la discontinuité
w; = u; — o, avec i = a ou ¢ = b. Alors nous avons [59]

M = pywq = ppwp, (2.44)
Paw? + Pa = Py + Db, (2.45)
PalaWa = PrUpWh, (2.46)
w2 1)2 OJ2 U2
Pal€at 2+ 2)+pa)wa= (p|e+-24+2)+p)ws (2.47)
2 2 2 2
PaPaWa = PbPpWp- (2.48)

Si M = 0, les masses volumiques p, et pp étant non nulles (hors cas d’apparition du
vide), les vitesses w, et w, sont nulles. Nous avons nécessairement

Ug = Up = O,
pa = pb)
et (¢ peut étre discontinue. L’'onde est une discontinuité de contact se propageant a la

vitesse
Ug = Up = O. (2.49)
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2.6. Solution exacte du probléme de Riemann 1D

Si M # 0, il s’agit d’une onde de choc : la quantité ¢ est constante & la traversée de ’'onde
vraiment non linéaire.

En conclusion, ¢ peut uniquement étre modifiée a travers la discontinuité de contact,
ceci implique que 'interface entre les deux fluides est précisément localisée & la discontinuité
de contact. En d’autres termes, les coefficients v et po ne changent qu’a travers cette onde.

D’aprés la Définition nous sommes en présence d'un choc (entropique) si la condi-
tion caractéristique de Lax

{w“ - G (2.50)

0 < wp < cgq,

est satisfaite. En utilisant les inégalités (2.50)) dans les relations de Rankine-Hugoniot
(2.44)-(2.48)), nous obtenons qu’a travers un choc (entropique) la masse volumique p, la
vitesse u et la pression p satisfont les inégalités

Pa < Pb,
Ugq Z Up,

Pa < Db,

ol pour une l-onde (respectivement une 5-onde) I’état -, est & gauche (respectivement a
droite) de la discontinuité et 1’état -, a droite (respectivement & gauche).

Rappelons que si les indices -1 et -9 désignent les états intermédiaires de la solution du
probléme de Riemann (voir Figure , nous avons

p1=p2 =:p",
Y1 = @L, Y2 = PR,

et en dehors des cas d’apparition du vide (voir section [2.6.5]), d’aprés (2.49)), nous pouvons

également écrire

Ul = Uy =: u*.

I1 est alors classique de paramétrer les 1-onde et 5-onde & partir de la pression p* commune
aux deux états intermédiaires W7 et Wsy. Pour cela, nous introduisons les fonctions

i (Ya +1)(pa + pOO,a) + (va — D(p+ pOO,a)
Pa (Va +1)(p + pOO,a) + (Ya — 1)(pa + pOO,a),

Bu(p) = \/ w=r0) (5~ 1)),

galp) = — (Pa +Poo,a)l/'y“
“ Pa \ P+ Pooa ’

1/2 Ta—l
_ 2 Ya (pa + poo,a) P+ Po,a 2a
\Ila(p) - - 1 9
Yo — 1 Pa DPa + Doo,a

¢ Ta(p), sip < pa,

ha(p) =

ha(p , S1p > pq,
9a(p), sip < pa,

Ku(p) = {
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2.6. Solution exacte du probléme de Riemann 1D

ot a=L,R, v, =7(¢a) € Doo,a = Poo(a). Nous avons alors

up = ur, — Xr(p*),

uz = ur + Xr(p*),
1

— = K (p"),
o L(p®)
Lok (r*)
2 RDP ),

et le probléme de Riemann est résolu dés que nous connaissons la pression p*.

Théoréme 2.6.1. Soit poo g = Min(Poo, 1, Poo,R)-
St les états Wi, et Wg satisfont l'inégalité

ur —ur, < — (X1.(=Poo,0) + Xr(—Px0,0)) , (2.51)

alors le probléme de Riemann admet une unique solution & densité strictement positive.
Dans ce cas, la pression p* est lunique solution de

ur, — Xr(p) = ur + Xr(p).

Ce résultat est similaire au cas d’un probléme de Riemann pour un seul fluide. Pour
une preuve, nous nous référons a [60, [59].

Si I'inégalité est fausse, nous devons introduire une zone de vide pour construire
la solution. Cette région de vide apparait dans le fluide dont le coefficient p. est le plus
petit.

Théoréme 2.6.2. S0it pso o = MiN(Poo, I, Poo,R)-
Si les états Wi, et Wg satisfont l'inégalité

up —ur > — (X1(—Pso,0) + Xr(—Psoy))

alors le probléme de Riemann admet encore une solution entropique.

Par exemple, st poo,0 = Poo,L, la solution du probleme de Riemann est sous la forme de la
Figure|2.9 ou la 1-onde est une détente et la 5-onde est soit un choc soit une détente. La
zone de vide apparait dans le fluide de gauche, les états W1 et Wy sont donnés par

P1L=D2=D" = —Doo s
p1 =0,
0> st Poo,L = Poo,R>
P2 = —L __ sinon
Kr(p*)’ ’
up = ur, — Xr(p"),
uy = ur + Xr(p"),

U1 = v,
V2 = VR,
Y1 = YL,
Y2 = PR,

avec up < ug et en général up < us.
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2.7. Schéma de Godunov

2.7 Schéma de Godunov

2.7.1 Principe

Nous souhaitons résoudre de fagon approchée le probléme de Cauchy

W(z,0) = WO (z), (2:52)

{6tW+ 0, F(W) =0, z € [a;b], t >0,
ott W0 € L>([a; b]).

Nous considérons une subdivision réguliere (x, 1 )o<i<n+1 de [a;b]
1)o<i<

z, 1 =a+ih,i=0---N+1,

2

h = ]l\’,:a est le pas d’espace. Notons C; les cellules de controle

Ci=Joi gz

centrées en

Tiol Tyl

gi=—2 "2 ;—1...N.
2

Les cellules Cy et C'y11 seront utilisées pour appliquer les conditions aux bords. Différents
types de conditions aux bords peuvent étre appliqués (voir Section. Nous considérons
également une subdivision (¢, ),eny de RT telle que le pas de temps soit défini par At,, :=
tnt1 —tn > 0.

Construisons la suite (Wio)lgig N

o 1 [T g .
Wy =— Wo(x)dx,i=1---N,

et supposons que nous disposons d’une approximation constante par cellule (W/");<;<n de
la solution du probléme de Cauchy sur les cellules (Cj)1<i<n au temps t,.

Le schéma de Godunov repose sur la résolution exacte du probléme de Riemann (voir
Section . Dans une premiére étape, nous résolvons de maniére exacte le probléme de
Cauchy

(2.53)

(2

W 4+ 0, F(W) =0, z € [a;b], t € Jtn, tnt1],
Wz, t,) =W, x E}xifé;mwr%[, 1<i<N.

Comme au temps t,, la fonction W (-, t,) est constante par cellule, le probleme (2.53])

admet une unique solution entropique, constituée de solutions de problémes de Riemann.

Le probléme l} présente une discontinuité en chaque point z,, 1, il s’agit donc de
2

résoudre les problemes de Riemann « locaux » centrés en x pour 1 <¢:< N

i1
Z+2

OW + 0, F(W) =0,t €]0, Aty],

Wi sie <z, 1, 2.54
W0 =4 7 =~ (2:54)
Wi, 51x>xi+%.

7

Nous devons alors choisir le pas de temps At,, de sorte que les solutions de deux problémes
de Riemann « locaux » voisins n’interagissent pas. Pour cela, nous nous assurons que ’onde
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2.7. Schéma de Godunov

tn«l»l

Y

Ti_1/2 T Tit1/2 €

FIGURE 2.3 — Illustration de la condition CFL.

la plus rapide issue de z,_ 1 et I'onde la moins rapide issue de x; 1 n’atteignent pas z;
avant At,, (voir Figure [2.3)) et nous obtenons alors la condition CFL

1
Aty 12X (A1) < Sh (2.55)

ou A . ;i1 est la vitesse d’onde maximale obtenue lors de la résolution du probléme de
’ 2

Riemann R (I/VZ”, i1 %) .

La solution du probléme ([2.53)) est la superposition des N problémes de Riemann
« locaux » et est explicitement donnée par

T—T, 1
W(z,tht1) =R (Wi”, i Atlﬂ) , T €l wipa], 1 <i < N. (2.56)
n

Dans la deuxiéme étape, nous définissons I/Vi"+1 comme étant la moyenne de la solution

exacte (2.56]) sur la cellule C;

1 [Tir]
Win—l-l _ h/ +3 W(l’,trH»l)d:U’ 1=1---N. (257)

i—

N

Remarque 2.7.1. C’est la projection qui introduit de la diffusion numérique sur
la fraction de gaz p. En effet, si a Uinstant initial t = 0, ¢ = 0 ou ¢ = 1, la projection
nous fournira ¢ € [0;1] au temps t = t1. Si nous voulons itérer le processus, nous
allons devoir définir des parameétres () et poo(p) pour la loi de gaz raide dans le
mélange 0 < p < 1.

2.7.2 Conditions aux bords

Pour les cellules aux bords Cp et Cn+1, une valeur artificielle de W' et de Wi, doit
étre définie. Nous présenterons uniquement la condition aux bords en a, & savoir W'. La
cellule voisine de Cy est C, qui posséde un état Wi. Plusieurs choix sont possibles pour
les conditions aux bords

— Entrée « supersonique » : I’état W' est imposé. Nous fixons un état W[S) au départ

et nous prenons
VYo >1, Wi=Ww.

— Sortie « supersonique » : pour tout n > 1, nous prenons

Wy = Wi
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2.7. Schéma de Godunov

— Pression imposée (sortie « subsonique ») : la pression py de I'état Wy est imposée
et 1'état Wy est reliée a I’état Wy par une l-onde (de choc ou de détente), nous
prenons pour tout n > 1,

pg = Do,
1

n

P = =

O Ki(po)
ug = uf — X1(po),
vy = vy,
o = ¥1-

— Pression et masse volumique imposée (entrée « subsonique ») : la pression pgy et
la masse volumique pg sont imposées. La vitesse transversale vy et la fraction de
masse (g sont aussi supposés connues. Ici I'état W' est relié a I'état W' par une
1-onde (de choc ou de détente) et une discontinuité de contact. Cela nous permet
de calculer la vitesse normale et nous avons pour tout n > 1,

P6 = Po;
Py = Po,
uy = uf — X1(po),
vy = vp,
0 = Po-

— Etat miroir : la condition au bord correspond & un mur. Toutes les composantes de
W' sont les mémes que W{*, hormis la vitesse normale qui vaut

n __ n
Uy = —Uq.

Il est important de remarquer ici que la terminologie « subsonique » ou « supersonique »
n’a aucun lien avec la nature de I’écoulement au bord du domaine. C’est uniquement lié &
ce qui se passe quand Wy =~ Wj. En effet, nous pouvons imposer une condition au bord de
type « entrée supersonique » et constater qu’a cette frontiére I’écoulement est supersonique
sortant ! La résolution d’un probléme de Riemann assure que les informations redondantes
seront effacées, si nécessaire. Pour plus de détails sur cette technique, nous renvoyons (par
exemple) aux travaux de Dubois [46].

2.7.3 Deux exemples faisant chuter le schéma de Godunov

Tout d’abord, nous allons illustrer le défaut de précision introduit par le schéma de
Godunov sur la vitesse u et la pression p le long de la discontinuité de contact pour un
écoulement de type gaz-gaz. Comme la pression et la vitesse sont des invariants de Riemann
de la discontinuité de contact, ils devraient étre parfaitement égaux de part et d’autre de
la discontinuité.

Nous allons ensuite illustrer la trés faible robustesse du schéma de Godunov pour les
écoulements bifluides de type air-eau. Nous traiterons un exemple numérique pour lequel
le schéma de Godunov chute en seulement une itération, en effet aprés une itération, dans
certaines cellules, le vecteur de variables conservatives n’appartiendra plus au domaine
d’hyperbolicité €.
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2.7. Schéma de Godunov

] Quantités ‘Gauche‘ Droite ‘

p (kg.m=3) 10 1
u (m.s~1) 50 50
v (m.s~t) 0 0
p (Pa) 1x10° | 1x10°
%) 1 0
~ 1,4 1,1
Doo 0 0

TABLE 2.1 — Etats droit et gauche du probléme de Riemann illustrant les « oscillations »
sur la vitesse u et la pression v obtenue avec le schéma de Godunov.

Oscillations de la vitesse u et de la pression p a la discontinuité de contact

Le premier exemple donné est une illustration de la diffusion numérique introduite par
un schéma de Godunov. Nous considérons ici un écoulement de type gaz-gaz (c’est-a-dire
Poo,l = Poo,2 = 0) pour lequel v; # 2. Du fait de la diffusion numérique introduite par le
schéma de Godunov sur la fraction de masse ¢, nous devons définir les paramétres () et
Poo(p) pour la loi de gaz raide (2.11). Nous considérons 'interpolation suivante pour v(¢)
que nous justifierons dans la Section [2.8.1

1 L gt
= —o)—
1WMp) -1 "re-1 m—1

mais une autre interpolation continue conduirait a des résultats semblables. D’aprés la
Proposition COMMe Poo,1 = Poo,2 = 0 le domaine d’hyperbolicité €2 est convexe.

Nous étudions le cas d’une discontinuité de contact se propageant a la vitesse 0 = u =
50 m.s~!. Les données initiales du probléme de Riemann sont référencées dans le Tableau
L’intervalle d’étude est [—1;1], que nous discrétisons en 500 cellules, 'interface est
localisée au temps tg = 0s en x = 0m.

La position de l'interface gaz-gaz correspond & la discontinuité de contact au travers
de laquelle ¢ est discontinue. Nous avons tracé sur la Figure 2.4] le profil de la masse
volumique p, de la vitesse u, de pression p et de la fraction de masse ¢ au temps final
t1 = 0.002 s. Nous constatons que la vitesse u et la pression p présentent une imprécision
catastrophique de type « oreilles de lapin » au niveau de la discontinuité de contact.

Un passage a l'ordre deux par une méthode de type MUSCL n’améliore pas la précision.
Nous présentons sur la Figure 2.5 une étude de convergence pour laquelle nous avons calculé
I'erreur sur p, u et p en norme L'

N
erreur, = Z h| pi — pP*o (2;) |, (2.58)
i=1
N
erreur, = Z h | g — uf®el () |, (2.59)
=1
N
erreur, = Z h | pi — pP*a(z;) |, (2.60)
i=1

afin de constater la convergence de la solution numérique vers la solution exacte. Les trois
quantités convergent vers la solution exacte avec le méme taux de convergence, approxi-
mativement égal a 0.5.
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FIGURE 2.4 — Masse volumique p, vitesse u, pression p et fraction de masse ¢ au temps
final ¢t; = 0.002 s pour le cas d'une discontinuité de contact se propageant a la vitesse

o =50m.s!

(voir Tableau [2.1). Le schéma de Godunov conduit & une imprécision ca-

tastrophique sur la pression p et la vitesse u au voisinage de la discontinuité de contact.
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FIGURE 2.5 — Etude de la convergence de p, u et p en norme L' (voir (2.58)), (2.59) et (2.60))
dans le cas du probléme de Riemann du Tableau illustrant les « oscillations » sur la
vitesse et la pression introduites par le schéma de Godunov au voisinage de la discontinuité
de contact.
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’ Quantités ‘ Gauche ‘ Droite ‘

p (kg.m=3) 10 1
u (m.s~1) —50 0
v (m.s~ 1) 0 0

p (Pa) 1 1
%) 1 0

~ 14 3
P 1000 0

TABLE 2.2 — Etats droit et gauche du probléme de Riemann illustrant la perte d’hyperbo-
licité du schéma de Godunov en une seule itération.

Ainsi, le schéma de Godunov converge vers la solution exacte, cependant les impréci-
sions sur la pression et la vitesse nécessitent de mailler trés fin pour obtenir une bonne
cohérence entre la solution numérique et la solution exacte. Méme s’il converge, le schéma
de Godunov présente une imprécision catastrophique et n’est donc pas acceptable pour
I’étude d’écoulement bifluide.

Pour remédier au probléme, Saurel et Abgrall [I03] ont proposé un traitement non
conservatif de I’équation de transport sur ¢ que nous décrirons dans la Section [2.8.1
Tandis que les équations de conservation de la masse, de la quantité de mouvement et
d’énergie sont résolues de fagon conservative, I’équation sur ¢ sera résolue de maniére non
conservative.

Perte d’hyperbolicité du schéma de Godunov en une itération

Nous allons maintenant illustrer la non-robustesse du schéma de Godunov liée a la
non-convexité du domaine d’hyperbolicité 2 pour un écoulement bifluide de type eau-air
avec Poo,r, = 1000 et pos.r = 0. Les conditions initiales du probléme de Riemann sont
référencées dans le Tableau 2.2

Les états droit et gauche appartiennent au domaine d’hyperpolicité Q (2.21)), car

pr >0, pr+ peo,r > 1000 > 0,
pr >0, PR+ Poo,r > 0.
Remarquons que uy, < 0 et ugp = 0, nous allons créer une dépression dans le liquide.

Apreés une itération, nous obtiendrons un état Wy, ayant une pression négative. De plus,
le schéma de Godunov introduit une diffusion numérique sur ¢, nous aurons alors

0 <oy <1,

et ’état Wiy ne sera pas dans le domaine d’hyperbolicité €2, car

PM # —DPoo(PM)-

Afin d’illustrer le phénomeéne, nous discrétisons l'intervalle d’étude [—0.5;0.5] en 32
cellules, l'interface des deux fluides est localisée au temps t = 0s en x = 0. Nous tragons
sur la Figure la masse volumique p, la vitesse u, la pression p, la fraction de gaz ¢,
la variable p 4+ po et I’énergie interne pe que nous comparons a po, aprés une itération.
Rappelons que

P+ P > 0E pe > poo-
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Nous constatons que sur une cellule nous avons p 4+ po, < 0 ou de maniére équivalente
pe < Do et le schéma de Godunov a construit un état n’appartenant pas au domaine
d’hyperbolicité 2. Le schéma de Godunov ne nous permet donc pas de calculer la solution
A un instant ultérieur. En effet, & la prochaine étape nous devrions calculer la solution du
probléme de Riemann « local » R(Wjys, Wg,0) qui n’a aucun sens si Wjs ¢ Q.

Cet exemple illustre bien le probléme de robustesse du schéma de Godunov, lié & la
non convexité du domaine d’hyperbolicité €.

2.8 Deux autres schémas eulériens

Dans l'approche eulérienne, nous considérons 1’équation de transport de la fraction
de masse @ sous forme conservative. [’avantage de cette méthode est de pouvoir utiliser
des outils classiques (schémas numériques conservatifs) et le traitement de l'interface est
similaire & ’ensemble du domaine. L’inconvénient de cette méthode est qu’elle introduit
une importante diffusion numérique sur la fraction de masse de gaz , nous devons alors
définir des parameétres (¢) et poo(p) pour le mélange (0 < ¢ < 1) et il en résulte une une
imprécision catastrophique sur la vitesse u et la pression p & l'interface des deux fluides
(voir Section . Nous avons illustré le phénoméne pour un mélange de deux gaz raides,
mais le phénoméne apparait également si nous considérons des lois d’états plus complexes
[52].

Introduisons la définition suivante qui permettra de vérifier si un schéma numérique
diffuse la vitesse ou la pression au voisinage de la discontinuité de contact.

Définition 2.8.1. Un schéma numérique préserve les états u et p constants si pour tout

ug et po et pour tout W' satisfaisant

. on n
VZ? U; = uo, p; = Po,

la suite VVi”'Irl obtenue avec le schéma numérique satisfait

Vi, u?“ = ug, p?“ = pp.

Un moyen pour contrer le phénoméne des « oscillations » est la méthode introduite par
Saurel-Abgrall [103] ou encore [90], ils construisent des paramétres () et poo(p) pour la
loi d’état du mélange des deux fluides (0 < ¢ < 1) nous permettant de préserver les états
u et p constants le long de 'interface des deux fluides.

Une autre approche a été présentée par Fetkiw dans [50], la méthode « Ghost-fluid »,
Fetkiv considére une cellule fictive de part et d’autre de l'interface afin que méme & l'in-
terface, le calcul des flux s’effectue toujours entre deux cellules de la méme phase. Nous
décrirons ici une version simplifiée, la méthode « Single Fluid » d’Abgrall-Karni [2].

2.8.1 La méthode de Saurel-Abgrall
Nous supposons ici que méme pour le mélange, la pression suit une loi de gaz raide

p(p,e,0) = (v(p) — 1)pe — ¥(¢)poo ().

Nous présentons ici la méthode de Saurel-Abgrall [T03], qui est une adaptation du schéma de
Godunov, permettant de préserver les états u, p constants et ainsi d’améliorer le phénomeéne
d’« oscillations » sur la pression et la vitesse décrit dans la Section [2.7.3] Nous verrons que
si nous discrétisons l’équation non conservative sur ¢

Orp + ulpp = 0,
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FIGURE 2.6 — Tracés de la masse volumique p, de la vitesse u, de la pression p, de la
fraction de gaz ¢, de la variable p+ po et de la variable pe que nous comparons a ps apreés
une itération dans le cas du probléme de Riemann référencé dans le Tableau [2.2] Nous
illustrons les problémes de robustesse du schéma de Godunov, en effet aprés une itération
le schéma de Godunov nous fournit un état en dehors du domaine d’hyperbolicité €2, car
P+ Poo < 0 ou de maniére équivalente pe < poo.
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a la place de I’équation conservative et que si nous choisissons bien les paramétres (i)
et Poo(yp) dans le mélange 0 < ¢ < 1, le schéma numérique préservera les états u et p
constants.

Construction des paramétres de la loi de mélange

Détaillons maintenant la construction des paramétres pour le mélange. Considérons
un écoulement présentant une simple discontinuité de contact en x = 0, avec une vitesse
transversale v constante, les états gauche et droit satisfont

pL >0, pr>0,

ur, = upR 75 0’
U, = VR,
bL = PR,

er =1, @ =0.

Notons u, v et p les vitesses et la pression communes aux deux états. La résolution exacte
du probléme de Riemann R(W, W, -) nous donne

Wy, si % < ut,

. (2.61)
Wg, sinon.

W(z,t) = {

Comme les fonctions 7 et po ne dépendent que de ¢, si nous notons par F' le flux

numérique conservatif de Godunov F(Wp, Wg, ¥ = 0), les mises & jour de la masse volu-

mique, de la quantité de mouvement et de I’énergie totale ne seront pas affectées et seront
données par

f“-p?—%(F”(Wﬁ, 11,0) — FP(W W, 0)), (2.62)
(u)i = (pu)} — 20 (P W WELL0) — PRWELWE0) . (263)
(o)™ = (o = S (PP Wi, 0) = PPV W) (20)
(B = (E)E = S (PR OV, WE,0) = FPEQVELWEL0) . (269)

(2

Aux frontiéres x le calcul de la solution exacte (voir Section D du probleme de

1

+37
3 n n

Riemann R(W;*, W/ ,,-), nous donne

n J—
Yipr =
. n —
VZ, ,U’L+% - v?
T j—

En remplacant les flux aux frontiéres par leurs valeurs, nous obtenons

At
+1 n n n n
2 =p-*uf(p-;*p. ;)’
¢ ’ hi i+3 t+3

u?“ = u,
U?H =,
n n Atn n n
(pe) ™ = (pe)it —u= ((pe)fy s — (o)1) - (2.66)
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Remarquons que les vitesses sont préservées

n+1l __
u = u,

n+1 __

v =

Pour la pression, en utilisant 1’équation des gaz raides 1' nous avons pe = % et
I’équation ([2.66]) peut s’écrire sous la forme

(p+7poo>"“: (p+7poo>”uAt (p+7poo>” (p+vpoo>”
v—1 ), -1 ), h; T=1 /i T-1 /i

Nous constatons que si les relations

S e A (G Rl
— =|\— ) —u— S — ) 2.67
(7—1)2. vy—1/, h; 'y—lH% y—1), 1 ( )

n+1 n n n
(W> _ <W> _ At <W> - <W> (269
y=1/; y—=1/; h; v—1 = vy—1/,_

sont satisfaites, nous obtenons

3

it =p.

Pour la loi des gaz raides, les paramétres v et p» ne dépendent que de ¢, les relations (2.67))
et 1) sont satisfaites si nous supposons que ﬁ et YYpf'i’ sont des fonctions linéaires de
2

1 1 1

_p +(1—¢)——, 2.69
) =1 Tye—1 ( )71—1 (2.69)
Y(P)Po(p)  Y2Po2 Y1Poo,1

_p 2 4 (1 — ) Lol 2.70
Y(p) —1 Yo — 1 ( )71—1 (2.70)

et si ! satisfait

At
+1 _ n

o = — . (w,ﬂ% - %1%) : (2.71)

Remarquons que la formule ([2.71]) est une discrétisation de I’équation non conservative
Opp + udyp = 0.

Cependant, si la vitesse transversale v n’est plus constante, le fait de supposer que v et poo
soient définis par (2.69)) et (2.70]) et de résoudre I’équation non conservative sur ¢ ne suffit

plus, nous devons aussi effectuer une mise a jour non conservative de ’énergie totale.

Mise a jour de ’énergie totale

Nous avons construit des parameétres () et po(¢) et un schéma numérique permettant
de capturer la solution exacte pour un écoulement & vitesse u et pression p constantes avec
une vitesse transversale v constante. Considérons maintenant un écoulement & vitesse u et
pression p constantes mais présentant une discontinuité de la vitesse transversale

pL >0, pr>0,

ur, = uRr 7é 0,
VL # VR,
brL = PR,

er =1, @ =0.
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La solution exacte du probléme de Riemann R(Wp,Wg,-) est encore donnée par (2.61)).
Aux frontieres x; 1, le calcul de la solution exacte (voir Section ) du probléme de
2

Riemann R(W*, W/ ,,-), nous donne

7
n
. Uit
Vi, n
Piy

En remplacant les flux aux frontiéres par leurs valeurs dans (2.62)-(2.65]), nous obtenons

u,
D.

[T TS

At
+1 n n n n
2 =p-—u7(p-;—p- ;),
[ 7 hz i+35 +3
ultt =,
il At

(o)™ = () = (o), = (o012, 1)

2\ n+1 2\ M
pe =
2/, 2/,
At v2\" v?\"
—u—= <pe - p> — <pe + ,0> : (2.72)
h, 2 )i 2/,

La discontinuité de la vitesse transversale v a l'interface ne nous permet plus de passer de

€™ i

()3 = (o) — w5 (el — (oo ). (273
i 2 2
L’idée est de modifier I’énergie totale afin que soit toujours satisfaite, nous serons
alors dans la méme configuration que lorsque la vitesse transversale v était constante,
il suffira alors de définir y(¢) et poo(¢) par et et d’écrire I’équation non
conservative sur ¢ .
Nous mettons a jour (p, pu, pv, pE) avec le schéma conservatif (2.62))-(2.65), nous ob-

tenons
1.—
(2L (w2, (o) (BT

Nous ajoutons une variable o = pv?, satisfaisant pour tout n, af = ((pv)?)? et nous
calculons
_ At
n+l,— _ n
o =a — u—— <oz?+% - a?_%> , (2.74)
7

qui est une discrétisation de I’équation de transport
Orx + udyar = 0.

Puis nous effectuons la mise & jour non conservative de 1’énergie totale

2
_ 1 _ ((pv)’”l)

+1 +1, 11,
(PE)™ = () = ol + =

)

(2.75)

Montrons que cette modification de I’énergie totale (2.75)) nous permet de préserver u et p
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constants. Si w et p sont constants, le schéma conservatif (2.62))-(2.65)) nous donne

Aty
n+l _ . n __.n
i
ul't =,

7

(o) = ()7 —u 2 (o) — (), ).

)

(B = (o)} — w2 ((pB),, — (0B, ).

1

De la mise a jour non conservative sur 1’énergie (2.75)), nous avons
)

A s (G A ((””)M) ,

_ E n+1,— ((pu)n—l—l) 1 n+1,—
= (pE); Y 5% ,

et comme u est constante, nous obtenons

n+l __ v e 1 n+1,—
(pe)i™ = \petrg ) — ST,
(2

Ainsi, si y(p) et poo(ip) sont définis par et et que ¢ verifie , le schéma
numeérique préserve les états u et p constants

Récapitulatif du schéma numérique de Saurel-Abgrall et propriétés

Nous allons maintenant faire un bilan du schéma d’Abgrall-Saurel afin de détailler
toutes les étapes nécessaires & 'implémentation. Supposons qu’a un temps ¢, nous dis-
posons d'un vecteur WI* = (p, pu, pv, pE, ¢)? sur la cellule C;. Notons que la derniére
composante du vecteur W est ¢ et non py comme cela était le cas pour le schéma de
Godunov. Rappelons que la pression p suit une loi de gaz ol les parameétres v(p) et
Poo(p) sont donnés par

1 1 1
= +(1=¢)—, 2.76
o) =1 P TR (2.76)
7(90) (()0) Y2P0,2 Y1Poo,1
= 2 (1— )2 2.77
Y(p) — =1 ( (p)’n—l (2:77)

Afin d’obtenir une approximation Wf“ au temps t,y1, nous effectuons différentes
étapes.
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— Dans une premiére étape, nous mettons a jour les variables conservatives (p, pu, pv,

pE)
= = S (G = ). (2.78)
(o = (o = 52 (G2 90y = 4y ) (279
(o)t —<pv>?—€fj ((ow)z,y — (w2 ). (2.80)
(B = (o)} — 2 (0B + pyu)lyy — (WE+9),). (28D

2

ol (pzrl, : +1, : +1 , pl Y go ) sont les états obtenus lors de la résolution exacte

du probleme de Rlemann R(W” 71,0).
— Nous effectuons la mise & jour non conservative de ¢

o Aty
1
ot = —uf e (@21% — @Z%) : (2.82)
— Nous ajoutons ensuite la variable a = pv?, nous Dinitialisons & o' = ((p:) X et

nous la mettons a jour par

n+l,—  n nAtn n n
Oéi =0; — Uy —— OCZ.+1—OK,% s

ouozJr (pv)

— Nous eﬁectuons la mise & jour non conservative de I’énergie totale

2
1 3 ((pv)n+1)
1 +1,— +1,
(PE); T = (pE)} 504? + EETa (2.83)
— Nous disposons du vecteur W = (p, pu, pv, pE, ¢) au temps t,4+1, nous pouvons

itérer le processus.

Remarque 2.8.1. La wvariable o est une variable auxiliaire. Une fois que mous avons
effectué la manipulation non conservative , elle peut étre supprimée.

Proposition 2.8.1. Le schéma d’Abgrall-Saurel, précédemment décrit, a les propriétés
suivantes
— il préserve les états u et p constants au sens de la Définition [2.8.1],
— il préserve la masse totale et les quantités de mouvement totales mais ne préserve
ni la masse totale de gaz ni ’énergie totale.

Etude de la stabilité

Nous avons construit un schéma numérique préservant les états u et p constants.
Contrairement au schéma de Godunov, ce schéma numérique n’introduira aucune « oscil-
lation » sur la vitesse et la pression & 'interface des deux fluides. La vitesse et la pression
seront continues a 'interface des deux fluides.

Dans la Section [2.7.3] indépendamment du phénomeéne d’« oscillations » sur la pression
et la vitesse, nous avions constaté la faible robustesse du schéma de Godunov liée a la

41



2.8. Deux autres schémas eulériens

non-convexité du domaine d’hyperbolicité € pour une loi de gaz raide (2.11]). Afin d’étu-
dier la stabilité du schéma de Saurel-Abgrall, nous étudierons la convexité du domaine
d’hyperbolicité

U= {W = (p, pu, pv, pE, p) € R5, p >0,

u2+v2
wG[O;l],p<p,E— 5 ,s0> +poo(90)>0}, (2.84)

ou p suit une loi de gaz raide (2.11) de paramétres y(¢) et poo(p) donnés par (2.69) et
(2.70). En fait, nous traiterons le cas de I’ensemble

Wy i= {W = (p, pu, pv,pE,0) €R®, p >0, v =19

2 2
- ;U ,90> + Poc(p) > 0} cU, (2.85)

pE [0;1],p<p,E—

ot v9 € R car sur ¥,, la vitesse transversale est constante et ainsi la manipulation sur
I’énergie (2.75) n’a aucun effet. Sur ¥, le schéma de Saurel-Abgrall se résume aux mises

a jour ([2.78)-(2.81)), a la mise a jour non conservative ([2.82)) de ¢ et a prendre

1 +1,—
(PE); ™ = (pE); T

Proposition 2.8.2. L’ensemble ¥ n’est pas convexe, en effet, pour tout vg € R I’ensemble
Wy, défini par , n’est pas conveze.

Démonstration. Nous montrerons que ¥ est non convexe. Considérons deux états W et
/ . . .

W ayant des vitesses tangentielles et transversales nulles et tels que la fraction de masse

vaille respectivement 1 et 0 . Nous pouvons alors écrire

W:(p70707pe71)7

W' =(p,0,0,(pe)’,0),
et W+ W ¢ Tsi

Lot Loy < 1

5pe T 5(e) <p(3 )

La preuve repose sur un choix de 71, 72, Poo,1 €t Poo,2 assurant que la fonction

® > Poo()

soit strictement concave. Prenons par exemple 71 = 2, poo1 = 100, 72 = 4, po 2 = 0, puis

W = (1,0,0,101,1) € ¥,

W =(1,0,0,1,0) € ¥y,
nous avons alors

1 1 102 1
— — = — = 1 = —
2pe+2(pe) 5 51 < 60 = poo <2>,

. . / , .
et ainsi Wy n’est pas convexe. De plus, comme %W + %W a également une vitesse trans-
versale nulle, cette preuve justifie aussi le fait que ¥ ne soit pas convexe. O

Corollaire 2.8.1. Le schéma de Saurel-Abgrall n’est pas stable sur V.
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’ Quantités ‘ Gauche ‘ Droite

p (kg.m=3) 10 1
u (m.s~1) —50 0
v (m.s~ 1) 0 0

p (Pa) 1 1
%) 1 0
¥ 3 4.4
P 0 1000

TABLE 2.3 — Etats droit et gauche du probléme de Riemann illustrant la perte d’hyperbo-
licité du schéma de Saurel-Abgrall en une seule itération.

Perte d’hyperbolicité du schéma de Saurel-Abgrall en une itération

Afin d’illustrer les problémes de stabilité lié au schéma de Saurel-Abgrall, nous allons
présenter un exemple ol le schéma de Saurel-Abgrall fournit un état en dehors du domaine
d’hyperbolicité aprés seulement une itération. L’algorithme de Saurel-Abgrall résiste a
I’exemple illustrant la perte d’hyperbolicité du schéma de Godunov. Nous allons considérer
le méme type d’exemple, conduisant & une chute de la pression dans le liquide et & un état
en dehors du domaine d’hyperbolicité. Les conditions initiales du probléme de Riemann
sont référencées dans le Tableau 2.3

Les états droit et gauche appartiennent au domaine d’hyperbolicité ¥ car

prL >0, pr+peor >0,
pr >0, PR+ Poor > 1000 > 0.

Remarquons que uy, < 0 et ugp = 0, nous allons créer une dépression dans le liquide.
Apreés une itération, nous obtiendrons un état Wy, ayant une pression négative. De plus,
le schéma de Saurel-Abgrall introduit une diffusion numérique sur ¢, nous aurons alors

0 <oy <1,

et I’état Wi ne sera pas dans le domaine d’hyperbolicité ¥ car

PM # —Poo(PMr).

Afin d’illustrer le phénomeéne, nous discrétisons l'intervalle d’étude [—0.5;0.5] en 32
cellules, l'interface entre les deux fluides est localisée au temps ¢t = 0s en x = 0. Nous
tragons sur la Figure la masse volumique p, la vitesse u, la pression p, la fraction de gaz
v, la variable p + po et I’énergie interne pe que nous comparons a p, aprés une itération.
Rappelons que

D+ Poo > 0 & pe > poo.

Nous constatons que sur une cellule nous avons p + pos < 0 ou de maniére équivalente
pe < P et le schéma de Saurel-Abgrall a construit un état n’appartenant pas au domaine
d’hyperbolicité ¥ aprés une itération. Le schéma de Saurel-Abgrall ne nous permet donc
pas de calculer la solution a un instant ultérieur. En effet, a la prochaine étape nous devrions
calculer la solution du probléme de Riemann « local » R(Whjs, Wg,0) qui n’a aucun sens
si Wi ¢ .

Cet exemple illustre bien le probléme de robustesse du schéma de Saurel-Abgrall, lié &
la non-convexité du domaine d’hyperbolicité .
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FIGURE 2.7 — Tracés de la masse volumique p, de la vitesse u, de la pression p, de la fraction
de gaz ¢, de la variable p 4+ ps et de la variable pe que nous comparons & po, aprés une
itération dans le cas du probléme de Riemann référencé dans le Tableau[2:3] Nous illustrons
les problémes de robustesse du schéma de Saurel-Abgrall, en effet aprés une itération le
schéma de Saurel-Abgrall nous fournit un état en dehors du domaine d’hyperbolicité ¥ car
P+ Poo < 0 ou de maniére équivalente pe < poo.
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Le schéma de Saurel-Abgrall préserve les états u et p constants a 'interface entre les
deux fluides mais comme le domaine d’hyperbolicité ¥ n’est pas convexe, le schéma ne sera
pas stable et nous serons confronté a des problémes de robustesse.

2.8.2 La méthode « Single fluid »

Nous présentons maintenant la méthode « Single Fluid » introduite par Abgrall et
Karni dans [2] et basée sur la méthode de Fedkiw [50]. Nous utilisons le schéma numérique
eulérien que nous modifions de maniére & supprimer les oscillations sur la pression et la
vitesse a l'interface entre les deux fluides. Nous utilisons ici la fonction ¢ comme une
fonction level-set, c’est-a-dire que I'interface entre les deux fluides sera localisée en z,

NOUS avons X .
<90? - 2) <90?+1 - 2) <0.

Nous définissons les parameétres () et poo () de la loi des gaz raides pour ¢ € [0;1] par

1 si
T2

(7, Poo)1, 81 9 < 3,
(7: o) () = c T (2.86)
(7, Poo )2, sinon.
Supposons que nous connaissons les variables primitives Y = (p,u,v,p,¢) sur chaque

cellule de la grille. Pour obtenir le vecteur de variables conservatives W il suffit de faire
un changement de variables. Dans la suite, afin de simplifier ’écriture du schéma, nous
considérerons le flux numérique F' comme une fonction de Y, de méme nous noterons la
solution exacte du probléme de Riemann R comme une fonction de Y7 et Yi. Le schéma
« Single Fluid » se décompose en différentes étapes.

— Nous mettons a jour les variables conservatives W = (p, pu, pv, pE, pp) par

Atn n n n n
= Win T Tho (FL(Yi 7Yi+1) - FR(YLth )) )

7

Wt

K2
avec
F(YL,Yr) = F (R(YL, Y[*,0)),
Fr(Yr,YR) = F (R(Y/®,YR,0)),
ott R(Y, YR, 0) est la solution exacte du probléme de Riemann en § = 0 et les états
Y/ R et Y7* sont définis par
YiPR - (pLauvaL7pL7QDR)7 (287)
Y]—QBDL = (pRauRavRvaagoL) . (288)

Remarquons que les flux sont calculés dans des phases pures. Nous déduisons de
1' qu’en dehors de l'interface (c’est-a-dire si (gp — %) (go R— %) > (), nous avons

Fr(Yr,YR,0) = Fr(YL, YR, 0).

Comme pour l'algorithme de Saurel-Abgrall (voir la Section [2.8.1)), nous dédoublons

la variable auxiliaire o = pv?, nous linitialisons a af = p? (v1*)” et nous la mettons

7

a jour par
”‘*‘% o n nAtn n n
O[,L- = —Uzih O[i+%,L_ai7%,R 5
K3
owal, = (pv2);‘+ 1, est la valeur obtenue aux frontiéres des cellules lors de la
27 27

résolution du probléme de Riemann.
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— Nous effectuons la mise & jour non conservative de I’énergie totale

; +
7 1
2,0:”r2

Remarquons que cette manipulation est similaire a celle effectuée sur ’énergie totale
(2.75)) dans le cas de I'algorithme de Saurel-Abgrall.

— Nous calculons les variables primitives (p,u, v, p)?Jrl a partir de (p, pu, pv, pE)
en utilisant v = v(¢]') et poo = Poc(p]), ¢’est-a-dire

n+% 2
gl ntl 1 ngl (pv);
(PE);"* = (pB);"* = Sal "7 4 St (2.89)

1
n+§
)

1

ntl _ Nt3

pi - PZ 9
n—i—%

n+1 _ (pu);
Uu; - 1

i

n+%

n+l __ (,01))2
Ui =1

KA
1 1
n+l _ nts; nt3
b; —p<pi Q,ei 2790? .

— Nous mettons a jour la fonction level-set ¢

1

n+s
n+l _ (P‘P)i i
807, - n+%
Pi

— Nous avons
1 1 1 1 1 1
Y= (o e o)
Proposition 2.8.3. Le schéma numérique « Single Fluid », précédemment décrit, a les
propriétés suivantes
— il préserve les états u et p constants au sens de la Définition [2.8.1
— il préserve la masse totale, la masse totale de gaz et les quantités de mouvement

totales mais ne préserve pas l’énergie totale.
Proposition 2.8.4. Le schéma numérique « Single Fluid » n’est pas stable.

Démonstration. Nous donnons simplement une idée de la preuve. Il suffit de montrer que

la premiére étape n’est pas stable. En effet, si nous partons d’états Y;" satisfaisant p}' > 0
n+%
i

et pI' + poo(l') > 0. Dans la mise a jour conservative de (p, pu, pv, pE),; 2, nous devons

résoudre deux problémes de Riemann, un en z;_1 et le second en z, 1. Par exemple, en
2 2

i} 1, DOUS devons résoudre
R (Y, (Yi{1)7',0),
ot (Y/11)P = (pfhqs ufy, 0ys Py, 7)), avee
Pitt1 + Poo(wif1) > 0,
mais rien ne nous ne garantit d’avoir
Pt + Poo(i) > 0,

et ainsi la résolution du probléme de Riemann n’a plus de sens. O
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Perte d’hyperbolicité du schéma « Single Fluid » aprés une seule itération

Afin d’illustrer les problémes de stabilité du schéma numérique « Single Fluid », nous
allons traiter un exemple numérique faisant chuter le schéma de Godunov. Les données
initiales sont référencées dans le Tableau [2.2] Les états droit et gauche appartiennent au
domaine d’hyperbolicité 2 car

pr >0, pL+ Poor > 1000 > 0,
pPr >0, PR+ Poo,r > 0.

Remarquons que u; < 0 et ug = 0, nous allons créer une dépression dans le liquide.
Aprés une itération, nous obtiendrons un état Wy, ayant une pression négative. De plus,
le schéma « Single Fluid » introduit une diffusion numérique sur ¢, nous aurons alors

0<opm <1,

et ’état Wiy ne sera pas dans le domaine d’hyperbolicité 2 car

PM F —Poo(PM)-

Afin d’illustrer le phénomeéne, nous discrétisons l'intervalle d’étude [—0.5;0.5] en 32
cellules, l'interface entre les deux fluides est localisée au temps ¢ = 0s en x = 0. Nous
tragons sur la Figure [2.8]la masse volumique p, la vitesse u, la pression p, la fraction de gaz
v, la variable p + po et I’énergie interne pe que nous comparons a po, aprés une itération.
Rappelons que

D+ Poo > 0 & pe > poo.

Sur une cellule, nous avons p + po, < 0 ou de maniére équivalente pe < poo et le schéma
« Single Fluid » a construit un état n’appartenant pas au domaine d’hyperbolicité Q. Le
schéma « Single Fluid » ne nous permet donc pas de calculer la solution & un instant
ultérieur. En effet, & la prochaine étape nous devrions calculer la solution du probléme de
Riemann « local » R(Yar, Y™, 0) qui n’a aucun sens si Wy ¢ Q.

Cet exemple illustre bien le probléme de robustesse du schéma « Single Fluid ».

2.9 Conclusion

Dans ce chapitre, nous nous sommes intéressés a ’approximation par volumes finis des
écoulements bifluides compressibles. Un modéle classique pour ce type d’écoulements est
donné par le systéeme d’Euler bifluide . Ce systéme, muni d’une loi de pression des
gaz raides , présente un domaine d’hyperbolicité non convexe. A notre connaissance,
ce phénomeéne n’avait jamais été illustré dans la littérature. Malgré la non-convexité, nous
pouvons expliciter une solution exacte globale au probléme de Riemann.

A partir de la solution exacte du probléme de Riemann, nous pouvons introduire dif-
férents schémas numériques. Le premier est le schéma de Godunov. Ce schéma introduit
une diffusion de la fraction de masse ¢ qui nécessite donc de définir des parameétres v(¢) et
Poo(p) pour le mélange numeérique. Nous avons constaté la trés faible précision du schéma
de Godunov. Celui-ci introduit une imprécision catastrophique sur la vitesse u et la pression
p a linterface des deux fluides. De plus, du fait de la non-convexité du domaine d’hyper-
bolicité, le schéma de Godunov n’est pas stable. Il peut conduire & des états n’appartenant
plus au domaine d’hyperbolicité aprés seulement une itération.

Nous avons aussi rappelé les principes de construction de deux autres schémas numé-
riques, basés sur la résolution exacte du probléme de Riemann : le schéma de Saurel-Abgrall
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FIGURE 2.8 — Tracés de la masse volumique p, de la vitesse u, de la pression p, de la fraction
de gaz ¢, de la variable p 4+ ps et de la variable pe que nous comparons & po, aprés une
itération dans le cas du probléme de Riemann référencé dans le Tableau 2.2} Nous illustrons
les problémes de robustesse du schéma « Single Fluid », en effet aprés une itération le
schéma « Single Fluid » nous fournit un état en dehors du domaine d’hyperbolicité €2 car
P+ Poo < 0 ou de maniére équivalente pe < poo.
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et le schéma « Single Fluid » d’Abgrall-Karni. Ces deux schémas, comparés au schéma de
Godunov, améliorent nettement la résolution & l'interface des deux fluides. Cependant,
la non-convexité du domaine d’hyperbolicité et la manipulation non conservative sur le
flux & I'interface des deux fluides rendent respectivement le schéma de Saurel-Abgrall et le
schéma « Single Fluid » non stables : ils peuvent conduire & des états en dehors du domaine
d’hyperbolicité aprés seulement une itération.

Deux possibilités s’offrent alors & nous. Soit nous supposons que dans la zone de mé-
lange (0 < ¢ < 1) la pression ne suit plus une loi de gaz raide et nous construisons une
loi de mélange nous permettant d’obtenir un domaine d’hyperbolicité convexe. Soit nous
supposons que les deux fluides (¢ = 0 et ¢ = 1) suivent une loi de gaz raide et nous intro-
duisons des techniques numériques permettant d’éviter d’introduire une zone de mélange
(0<p<l).

Dans le Chapitre [3| nous construirons une loi de pression pour le mélange assurant un
domaine d’hyperbolicité convexe. Nous construirons une entropie de Lax pour le mélange.
De cette entropie découlera une nouvelle loi de pression. Le théoréme de Mock nous assurera
alors que le domaine d’hyperbolicité du systéme , muni de la nouvelle loi de pression,
est convexe.

Dans le Chapitre [, nous utiliserons une loi de gaz raide pour chacun des deux fluides
(p = 0 et ¢ = 1). De la méme maniére que cela a été présenté dans [32] pour le cas
d’un modéle particulier de trafic routier, nous introduirons des techniques numériques
permettant de ne pas avoir a traiter de zone de mélange (0 < ¢ < 1). Nous introduirons
une classe de schémas numériques permettant de préserver le domaine d’hyperbolicité sans
diffuser U'interface (.
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CHAPITRE 3

Entropie d’'un mélange immiscible

3.1 Introduction

Ce chapitre concerne la description thermodynamique du mélange d’une phase liquide
avec une phase vapeur et la construction de lois d’état admissibles pour le mélange des
deux phases. Nous rappelons d’abord des résultats classiques de thermodynamique écrits
pour un seul fluide (inspirés des ouvrages de thermodynamique de Callen [26] et Landau et
Lifschitz [83]. Voir aussi [43], 24]). L’entropie extensive d'un fluide est une fonction concave
de ses arguments : le volume, la masse et 1’énergie. Ces propriétés de concavité assurent
notamment I’hyperbolicité des équations d’Euler (théoréme de Mock).

Une maniére de construire une loi d’état pour la transition de phase est de considérer
séparément les entropies extensives du liquide et du gaz [26]. D’aprés les principes fonda-
mentaux de la thermodynamique, ’entropie du mélange hors équilibre est la somme des
entropies de chaque phase. A 1’équilibre, I'entropie du mélange tend vers un maximum.
Cette construction est utilisée par exemple par Mathis [91], Helluy et Seguin dans [74] ou
par Faccanoni [4, 48] pour traiter la transition de phase. Dans ce chapitre, nous reprenons
cette construction pour les mélanges sans transition de phase. Cette approche est égale-
ment utilisé dans [3] et [33] pour construire des schémas de relaxation pour des écoulements
bifluide barotropes.

Nous traiterons par la suite le cas particulier des gaz raides. Nous expliciterons I’entropie
extensive du mélange puis a partir de celle-ci nous construirons une entropie de Lax pour
les équations d’Euler bifluides. Du théoréme de Mock, nous déduirons I'hyperbolicité du
systéme d’équation sur un esapce des phases également convexe. Nous expliciterons la loi
de pression découlant de cette construction.

3.2 Thermodynamique d’un fluide

3.2.1 Entropie extensive

Considérons un gaz ou un liquide de masse M > 0, d’énergie interne E, occupant un
volume V' > 0. Si le fluide est homogéne et au repos, le comportement macroscopique du
fluide est entiérement décrit par sa fonction entropie

S : C — R
(M,V,E) — S(M,V, E),

L’entropie S est généralement concave et C est un cone convexe de R3.
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3.2. Thermodynamique d’un fluide

Dans la suite, nous noterons par W = (M, V, E) un vecteur de R3. Par ailleurs, comme
I’entropie est concave, il est classique de la prolonger par —oo en dehors de C

S(W), si W e C,

—00, sinon.

S(W) = {

L’ensemble C = {W cR3, S(W) > —oo} est supposé différent de ’ensemble vide est sera
appelé, selon 'usage, le domaine de S.

Par ailleurs, comme nous allons utiliser des techniques d’optimisation convexe, il est
souvent utile de supposer que ’entropie S est une fonction semi-continue supérieurement.

Définition 3.2.1. Soit n € N*.
Une fonction F : R — RU {—o0} est dite semi-continue supérieurement (scs) si

VWp € R",  limsup F(W) < F(W)).
W—>Wo

I1 est également classique de supposer que I'entropie .S est une fonction extensive de ses
arguments. La définition des variables thermodynamiques intensive ou extensive s’appuie
sur les notions de cone et de fonction homogéne.

Définition 3.2.2. Nous disons qu’un ensemble C C R™ est un cone si
VAER,, VIVeC, AWeC.

Remarque 3.2.1. Un céone C C R™ n’est pas nécessairement un ensemble convexe.

Définition 3.2.3. Soit n € N*.
Une fonction F : C — R, définie sur un cone C C R", est dite
— intensive ou positivement homogéne de degré 0, noté PHO, si

VAeRL, VIVeC, FOAW)=FW),
— extensive ou positivement homogéne de degré 1, noté PHI1, si
VAERL, VIV € C, FQAW)=AF(W).

Les propriétés de la fonction entropie sont alors regroupées dans le postulat suivant.
Pour plus de détails, nous renvoyons au livre de thermodynamique de Callen [26].

Postulat 3.2.1. L’entropie S : R3 — RU{—o00} est une fonction satisfaisant les conditions
susvantes :
— le domaine C = {W € R3,S(W) > —oco} C R? de S est un cone conveze non
vide,
— S est concave,
— S est positivement homogéne de degré un

VA eRL, VIV, S(OAW) =AS(W).
Pour la justification de cette axiomatique, nous renvoyons a [26, [47].

Remarque 3.2.2. [] est souvent utile de rajouter les deux hypothéses techniques suivantes
sur ’entropie
— S est semi-continue supérieurement,
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3.2. Thermodynamique d’un fluide

— S est de classe C? sur son domaine et la dérivée de S par rapport & lénergie E
est strictement positive

oS
YW e C, 9B > 0. (3.1)

Remarque 3.2.3. Le domaine C de S est un cone convexe, mais n’est pas nécessairement
un ouvert ou un fermé.

Proposition 3.2.1. 5i S est une entropie admettant un domaine C sur lequel elle est de
classe C?, lentropie S n’est pas strictement concave. En effet, nous avons

YW e C, Vi S(W)-W =0,
ot V%VS est la matrice Hessienne de S par rapport a W.

Démonstration. Comme 'entropie S est PH1, nous avons
VAER,, VIV eC, SAW)=AS(W),
et ainsi en dérivant par rapport a W, V.S est PHO
VAER,, VIV eC, VygSOAW)=VySW).

En dérivant la derniére relation par rapport & A puis en évaluant la dérivée en A = 1, nous
obtenons

YW e, ViS(W)-W =0.

Ainsi la matrice Hessienne de S admet au moins une valeur propre nulle et la fonction S
n’est pas strictement concave. O

Nous pouvons maintenant relier I’entropie S aux variables thermodynamiques : la tem-
pérature T, la pression P et le potentiel chimique pu.

Définition 3.2.4. Si S est une entropie de classe C' sur son domaine, nous définissons
linverse de la température T par

1_os
T OFE’
la pression P par
L)
T oV’
et le potentiel chimique p par
__p95
F=""am

Remarque 3.2.4. La donnée d’une entropie permet de définir une loi de pression
P=P(M,V,E).

Proposition 3.2.2. Si S est une entropie de classe C' sur son domaine C, nous retrouvons
la relation classique

TdS = dE + PdV — pdM, (3.2)

et la relation de Gibbs
uM =FE+ PV =TS, (3.3)

pour (M, V,E) € C.
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3.2. Thermodynamique d’un fluide

Démonstration. La relation (3.2)) est une conséquence de la Définition
Comme S est une entropie, S est PH1,

VAERYL, YW € C, S(OAW) = AS(W),

et ainsi, en dérivant la derniére relation par rapport a A, puis en évaluant la dérivée en

A = 1, nous obtenons la relation de Gibbs (3.3))
S(W) =VwSW)-W,
pour tout (M,V,E) € C. O]

Comme le gradient d’une fonction PH1 différentiable est PHO, nous avons la proposition
suivante.

Proposition 3.2.3. Si S est une entropie de classe C* sur son domaine C, la température,
la pression et le potentiel chimique associés & S sont des variables intensives.
De plus, la condition assure que st S est une entropie, la température T associée est
strictement positive

T > 0.

Définition 3.2.5. Supposons que M # 0 et V £ 0. Le quotient de deux quantités extensives
nous permet de construire différentes variables intensives, soit massiques, soit volumiques :
— la volume massique (ou spécifique) : T = 3,
— Uentropie massique (ou spécifique) : s = s
— Uénergie massique (ou spécifique) : e = 7,
— la masse volumique : p = % =M
— Uentropie volumique : 0 = ps = %,
— l’énergie volumique : € = pe = %

Remarque 3.2.5. Nous avons pour M # 0,

S(M],WV,E) :S< v E>

"M’M
et il est alors naturel de considérer l’entropie massique s comme une fonction de (T, e€)
s(t,e) =S (1,7,e).
Nous pouvons également écrire ’entropie volumique o comme une fonction de (p, pe)
a(p,pe) =5 (p, 1, pe).
Définition 3.2.6. La pression P, étant une variable intensive, pour M # 0, nous avons

V K
PM,V,E)=P |1, —,—
0v.8) =P (13737 )

et pour V # 0, nous obtenons
M _E
P(M,V,E)=P (V’ 1, V) ,
et, suivant le contexte, nous définissons alors la pression p comme une fonction de (T,e)
ou de (p, pe)
p(T7e) = P(]‘77_7e)7
ou p(p, pe) = P (p, 1, pe) .
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3.2. Thermodynamique d’un fluide

Proposition 3.2.4. En posant M = 1, la relation fondamentale admet une formu-
lation intensive massique
Tds = de + pdr. (3.4)

Nous allons maintenant faire le lien entre I’entropie extensive d’un fluide et I'entropie
de Lax du systéme Euler associé. Grace a un résultat de Croisille [43], la convexité de
I’entropie de Lax découle trés facilement de la concavité et de 'homogénéité de ’entropie
extensive. Rappelons d’abord la notion de signature associée & une matrice symétrique
réelle.

Définition 3.2.7. Soit n > 1. Comme les matrices symétriques réelles S,(R) sont diago-
nalisables, nous pouvons les classer suivant leur signature (p,q,r) € N3 ox
—pt+tqg+r=n,
— p correspond au nombre de valeurs propres strictement positives de la matrice,
— q correspond au nombre de valeurs propres strictement négatives de la matrice,
— 1 correspond au nombre de valeurs propres nulles de la matrice.

Rappelons le lien entre la concavité d’une fonction et la signature de sa matrice Hes-
sienne.

Proposition 3.2.5. Soit n > 1 et f : R® — R une fonction de classe C? sur un ouvert
O C R™. Les propositions suivantes sont équivalentes
— la fonction f est concave,
— la matrice Hessienne de f admet pour signature (0,q,7) avec ¢ + r = n. Toutes
les valeurs propres de la matrice Hessienne de f sont négatives ou nulles.
Nous avons également les équivalences suivantes sur la stricte concavité
— la fonction f est strictement concave,
— la matrice Hessienne de f admet pour signature (0,q,r) avec ¢ +r = n et pour
tout x € O et tout y € R™, l’ensemble

{)\ ER, Vif(x+X\y) - (y,y) = 0}

est d’intérieur vide dans R.
Ainsi, si la matrice Hessienne de f a pour signature (0,n,0), la fonction f est strictement
concave.

Rappelons maintenant le résultat de Croisille [43], lié¢ & 'homogénéité d’une fonction,
qui nous permettra par la suite de relier la concavité de 'entropie massique s(7,¢e) a la
concavité de l'entropie extensive S(M,V, E).

Proposition 3.2.6. Soit I' un cone ouvert de R de sommet 0. Soiti € {1,....,n + 1}.
On suppose que T =T N {X € R"!, X; = 1} est non vide. Soit F: T — R de classe C?,
positivement homogene de degré 1 et f la restriction de F a T,

alors f est strictement concave sur I' si et seulement si la matrice Hessienne de F' a pour
signature (0,n,1) en tout point X de T tel que X; > 0.

Démonstration. Nous reprenons la preuve de Croisille [43]. Pour simplifier les notations,
nous allons supposer que ¢ = n + 1. Soit X = (Xq,--+, Xp4+1) € I tel que X, 41 > 0. Par
homogénéité de degré 1 de F

X, X,
F(Xy,---, X =X, 1 F e 1
( 1, s n+1) n+1 <Xn+1 ) ) Xn+1 ) > 5

- n-‘rlf(xl(X)?"' 7xn(X))7
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3.2. Thermodynamique d’un fluide

avec ;(X) = Xiz(j-l pour i =1,--- ,n. Donc pour 1 <k <netl<Il<n, nous avons
or _ of
0X. Oz
0*F 1 0%f

t = .
¢ 8Xk8Xl Xn+1 8a:k8a;l

92 f

Si f est strictement concave sur C, la matrice Hessienne ( S 0w est définie

>1§k§n, 1<I<n
négativeﬂ Comme X,,4+1 > 0, la signature de V4 F vaut (0,7, 1) ou (0,n + 1,0). De plus,
F' est positivement homogéne de degré un donc d’aprés la Proposition [3.2.1) nous avons

VEF(X) X = Ogns1.

Ainsi, la droite RX appartient au noyau de la matrice Hessienne de F' et la signature de
V4 F vaut (0,n,1).

Réciproquement, si la signature de F' vaut (0,n,1), comme F' est positivement homogéne
de degré un d’apres la Proposition [3.2.1] nous avons

VEF(X) X = Ogns1.

De plus, I’hyperplan affine H = {X' eC, Xn+1 = 1} de R™*! ne contient pas la droite RX
donc la signature de la restriction de V4 F & H vaut (0,n,0) et comme 3)?55)(1 = af:gml
sur H, la matrice Hessienne de f a pour signature (0,n,0) et la fonction f est strictement

concave d’aprés la Proposition [3.2.5] O

Corollaire 3.2.1. Si S est une entropie de classe C? sur son domaine convere C, les
propositions suivantes sont équivalentes :

(¢}
— la matrice Hessienne de S a pour signature (0,2,1) en tout point W € C,
— la fonction (1,e) — s(1,e) est strictement concave sur le conveze

{ (r,e),(1,7,e) € C},
— la fonction (p, pe) — o(p, pe) est strictement concave sur le convexe

{ (p,pe), (p;1,pe) € C}.

Démonstration. Nous appliquons la Proposition [3.2.6] & I'entropie extensive S : C' — R ou
C C Ry xR x R est le domaine de S, nous avons

(,€) — s(7,€) est strictement concave sur { (7,¢) | (1,7,¢e) € C},
& (1,7,€) = S(1,7,¢) est strictement concave sur { (1,7,¢) | (1,7,¢) € C},
< la matrice Hessienne de S a pour signature (0,2, 1)

o

en tout point (M, V, E) € C satisfaisant M > 0,

< la matrice Hessienne de S a pour signature (0,2, 1)
o

en tout point (M,V,E) € C,

< la matrice Hessienne de S a pour signature (0,2, 1)
o
en tout point (M, V, E) € C satisfaisant V' > 0,

& (p,1,pe) — S(p, 1, pe) est strictement concave sur { (p, 1, pe) | (p, 1, pe) € C},
& (p, pe) — o(p, pe) est strictement concave sur { (p, pe) | (p, 1, pe) € C}.

1. En toute rigueur, ce n’est pas absolument exact. Mais pour la simplicité de ’exposé nous pouvons
décider de définir une fonction strictement concave comme une fonction dont la Hessienne est définie
négative en tout point de son domaine.
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3.2. Thermodynamique d’un fluide

Nous pouvons également prouver la proposition plus faible.

Proposition 3.2.7. Si S est une entropie, les propositions suivantes sont équivalentes :
— S est concave sur son domaine convexe C,
— la fonction (T,€) — s(T,e) est concave sur le conveze

{(T,e),(l,T,e) € C},

— la fonction (p, pe) — o(p, pe) est concave sur le conveze

{(p,pe),(p,1,pe) € C}.

Pour un fluide simple, sans transition de phase, nous pouvons généralement supposer
que (7,e) — s(T,e) et (p, pe) — o(p, pe) sont strictement concaves.

3.2.2 Entropie extensive et entropie de Lax

Supposons que nous connaissons une entropie extensive S. Nous avons vu que cette
entropie définissait une loi de pression p = p(p, pe). Nous allons maintenant, & partir
de I'entropie extensive .S, construire une entropie de Lax associée au systéme de lois de
conservation

9(p) + 0z(pu) + 9y(pv) =0,

)=0
By (pu) + Bz (pu® + p) + 8y (puv) =0,
8 (pv) + O (puv) + 9y (pv® +p) = 0,
0

—~ T~/
0 3 O Ot
~— ~— — —

ou p est la loi de pression associée a S. Nous traitons donc d’abord le cas monofluide. Le
cas bifluide sera traité dans la section suivante.
Rappelons tout d’abord la notion d’entropie de Lax définie au Chapitre

Définition 3.2.8. Soit U = (p, pu, pv, p€). Une fonction n : U — n(p, pu, pv, p€) est une
entropie de Lax associée au systéme —(@ si m est une fonction convexe de U et s’il
existe des fonctions U — Hy(U) et U — Ho(U), appelées flux d’entropie, telles que toute
solution réguliére U(x,y,t) de -(@ satisfait la loi de conservation supplémentaire

&m(U) + (%cHl(U) + ByHg(U) =0.

Montrons tout d’abord que ’entropie massique s associée a ’entropie extensive S sa-
tisfait une équation de transport a la vitesse du fluide.

Proposition 3.2.8. Si (M,V,E) — S(M,V, E) est une entropie admettant pour domaine
le cone convexe C, alors son entropie massique associée (T,e) — s(T,e) satisfait

0¢s + u0ys + v0ys = 0, (3.9)

sur le convexe
{ (rye),(1,71,e) € C’},

que nous pouvons mettre sous forme conservative

O¢(ps) + 0z(pus) + Oy(pvs) = 0. (3.10)
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3.2. Thermodynamique d’un fluide

Démonstration. Si U est une solution réguliére du systéme (3.5)-(3.8]), nous avons

T + u0,T — TOLU 4 vOyT — TOHV = 0,
Ore + udze + Tplyu + voye + Tpdyv = 0.

Comme s = s(7, e), nous pouvons écrire
0rs + u0ys + v0ys = T(Opu + Oyv) (075 — POeS),

et le résultat suit car ds est une forme différentielle exacte (voir [3.4) donc, d’apres le
théoréme de Schwarz
078 — pOes = 0.

O

Corollaire 3.2.2. Si (M,V,E) — S(M,V,E) est une entropie extensive admettant pour
domaine le cone convexe C, satisfaisant

oS

— >
8E—0’

et si (1,e) — s(7,€) est son entropie massique associée, alors la fonction

n:U = (p, pu, pv, p€) = —ps,
définie sur le conveze

(pu)* + (pv)*

Q= {UZ(p,pu,pv,pS),pesz— %

, (p, 1, pe) GC},

est une entropie de Lax associée au systeme -(@), admettant pour flurz d’entropie

Hi(U) = —un(U),
Hy(U) = —on(U).

Démonstration. D’apreés la Proposition [3.2.8] comme S est une entropie extensive nous
avons

Ot (—ps) + Oz (—pus) + 0y(—pvs) = 0.

Montrons que la fonction n = —ps est convexe et que son domaine de définition €2 est
convexe. Comme S est une entropie, d’apres la Proposition[3.2.7] la fonction o = ps est une
fonction concave sur le convexe C, = {(p, pe), (p, 1, pe) € C} et lapplication (p, pe) — o
est croissante par rapport a € = pe car

d(ps) 0o  0S

= == >0.
d(pe)  Oe OE_O

Nous pouvons alors prolonger o par —oo en dehors de son domaine C,. La fonction o est
alors une fonction concave de R* x R dans R U {—oo}. Définissons alors la fonction 7 par

n:R: x R* - RU{—o0}

(pu)® + (pv)2>
2p ’

(P>PU7,0'U705) = -0 <p> Pg -
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3.3. Entropie d’un mélange immiscible

et montrons que 7 est convexe. L’application

(pu)® + (pv)?

h: (p7PUaPU>P5)'_>P5_ 2p

est concave pour p > 0 d’aprés la Proposition [3.2.5] car sa matrice hessienne admet pour
signature (0,2, 2), en effet ses valeurs propres sont

L (pu)* + (pv)* + (p€)?
0,0, =, . .

De plus, nous pouvons écrire —n sous la forme

(pu)® + (pv)2>
2p ’

= a(p, h(p, pu, pv, Pg))v

<p7 pU, PU,Pg) =0 (papg -

avec o et h concaves et o croissante par rapport a la deuxiéme variable donc —n est concave
par rapport a (p, pu, pv, p€). En effet, si (p, pu, pv, p€)1, (p, pu, pv, p€)2 sont dans R x R3
et site€]0;1],

- n(t (p, pu, pv, p€); + (1 = 1) (p, pu, pv,p5)2>
= a(tpl + (1 = t)pa, h(t(p, pu, pv, p€)1 + (1 — t)(p,pu,pmpé’)z))?
> cr(tm + (1= t)p2, th((p, pu, pv, p€)1) + (1 = t)h((p, pu, pv,pﬁ)z)),
> ta(m, h((p; pu, pv,pc‘fh)) +(1- t)ff(pm h((p, pu,pv,pgh)),

- tn((p,pu,pvvpf)l) -(1- t)n((p, pu, pv,pé’)z),

et —n est concave sur RY x R3. Nous obtenons alors que le domaine de 1, qui vaut €2, est
convexe et que la fonction 7 est convexe sur 2.
O

3.3 Entropie d’un mélange immiscible

3.3.1 Entropie extensive

Nous considérons maintenant un mélange de deux fluides immiscibles. Nous voulons
construire une loi de pression qui posséde de bonnes propriétés. Nous avons vu au chapitre
précédent que sans précaution particuliére, le domaine d’hyperbolicité du systéme Euler
associé n’est en général pas convexe. En retournant a la thermodynamique, nous allons
voir qu'il est possible de construire une entropie de Lax (sur un domaine convexe) au
systéme bifluide. D’aprés le théoréme de Mock, le systéme résultant aura donc un domaine
d’hyperbolicité convexe. Nous appliquons la construction & un mélange de gaz raides. Le
prix & payer est que la loi de mélange sera plus compliquée qu'une simple interpolation
des paramétre de la loi d’état & partir de la fraction de masse (voir (2.11)). Pour réaliser
cette construction, nous supposons d’abord que nous connaissons des entropies extensives
S; : R? — RU{—o0}, i = 1,2, associées & chacun des deux fluides. Pour fixer les idées,
nous adopterons la convention que le fluide 1 est le gaz, tandis que le fluide 2 est le liquide.
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3.3. Entropie d’un mélange immiscible

Connaissant la masse M > 0, le volume V' > 0, I'énergie £ du mélange et la masse
0 < My < M de la phase 1, nous souhaitons construire une entropie S pour le mélange,
satisfaisant les conditions du Postulat [3.2.1] Selon la thermodynamique, I'entropie du meé-
lange en dehors de 1’équilibre est la somme des entropies.

Si dans le mélange, le fluide 1 est caractérisé par le vecteur (My, Vi, Eq) et le fluide 2
par le vecteur (Ma, Va, E3), la conservation de la masse et de 1’énergie impliquent

M:M1+M27
E = F1 + Es.

De plus, comme le mélange est immiscible, nous avons
Vi+Ve=V.

Postulat 3.3.1. A l’équilibre, l’entropie S du mélange s’obtient en mazimisant U'entropie
hors équilibre

S(M,V,E,M{) = sup S1(My,V1,Ey)+ So(M — M,V = Vi, E — Ey).
(V1,E1)€R?

Proposition 3.3.1. Si pour tout (My, M) € R?, nous avons l’eristence d’une fonction
affine majorant les fonctions (V, E) — S1(M1,V,E) et (V,E) +— So(M — M,V E),

S1(My,V, E) < (V, E);a) — b,
So(M — My, V. E) < ((V,E);a) — b,
(3.11)

VM, M €R, 3a € R?, B R, V(V,E) € R?, {

ot (-;-) désigne le produit scalaire canonique de R?,
alors Uentropie du mélange S, définie dans le Postulat[3.3.1], satisfait
— S est bien a valeurs dans RU{—oc} et son domaine C' vaut

C= {(M)V7E7M1)70 < Ml < M7 (Ma‘/aE) € Cl,Ml +CQ,M7M1}7
ou
Cran = { (M1, Vi Br), (M1, Vi, Ey) € Cu }

Contoany = {(M = My, Va, B). (M — My, Vo, By) € G}

— C est un come convexe non vide,
— S est concave par rapport o (M,V, E, M),
— S est positivement homogéne de degré un (PHI).

Démonstration. L’entropie S est bien a valeurs dans R U {—oo}, en effet si nous nous
donnons un quadruplet arbitraire (M,V, E, M;) € R*, pour tout couple (Vi, E;) € R?,

I'hypothése (3.11)) fournit,

S1(My, Vi, Ey) + So(M — M,V — Vi, E — Ey)
(Vi,Er);a) —b+ (V= Vi, E — Ey);a) — b,

<
<((V,E);a) — 2b,

et donc S(M,V, E, M;) < 4+o0.
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3.3. Entropie d’un mélange immiscible

Montrons que C' est non vide. Comme C et C5 sont non vides, nous avons
(My, V1, Eq) € Ch,
(M2, Va, E3) € Ca,

Sl(Mlv‘/laEl) > —0Q,
82(M27‘/25E2) > —0Q,

)

3M17M27‘/17V1 GR-‘r’ElEl;EQeRa {

donc
Sl(M].v ‘/].a El) + SQ(M27 ‘/2) E2) > —0Q,
= S(My + Mz, Vi + Va, By + Ea, My) > —o0,
= (M + M, Vi + Vo, By + Eo, M) € C,
et C est non vide. De plus, en prenant M = M; 4+ M>, ce raisonnement prouve également

que
{(M,V,E,M),0 < M, <M, (M,V,E) € Ci,m, + Coni—ar, ) C C.

L’inclusion réciproque est également satisfaite car si (M, V, E, M;) € C, par définition du
supremum nous avons l’existence de Vj et E; tels que

S1 (M1, Vi, Ex) + So(M — My, V — Vi, E — Ey) > —o0,
S1(My, V1, Eq) > —o0,
{SQ(M—Ml,V—Vl,E—El) > oo,
(M1, V1, Er) € C1 oy,
{ (M — M,V =V1,E - Ey) € Cov—n s
= (M,V,E) € Cim, + Coni—my,

et ainsi
C={(M,V,E,M),0 <M <M, (M,V,E) € Cim, +Cop—n, }-
Montrons que C' est un coéne. Soit (M, V, E, My) € C et soit A > 0, alors
(M1, V1, Ey) € Cn,
M, € [0; M], 3Vy, Vo, By, By € R, (M — My, Va, Ey) € Cy,
(M,V,E) = (M1, V1, E1) + (M — M, Va, Es),

et ainsi comme C et Cy sont des cones
ANM,V,E) = \(M;, Vl,El) + AN(M — My, ‘72, EQ) € Cl,)\M1 + OQ,A(M—Ml)'

De plus,
0 < AM; + AX(M — M) < AM,

donc
A(Ma VaEaMl) € 07

et C est un cone.
Montrons que C est convexe. Soit (M, V, E, M), (M ,V',E', M) € C et t €]0; 1], alors

(Mlavivél) ECla
M, € [0; M), 3V4,Va, By, Bs € R, (M — My, Vs, Ey) € Oy,
(M7‘/7E) - (M17‘717E~1) + (M - M17V27E~2)7
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3.3. Entropie d’un mélange immiscible

(M;, V), Ey) € Cy,
(M~ M}, Vy,Ey) € Ca,
(M V',E') = (M}, V},E})
+(M' — My, Vy, Ey),

IM; € [0; M), 3V}, V), E}, B}, € R,

et comme C7 et Cy sont convexes, nous avons
HM,V,E) + (1 —t)(M ,V E)
= (tO0, V1, B + (1= (M, VL )
+ (H(M = My, Va, By) + (1= )(M = M, V3, ES))
eC 1+ C

LtMy+(1-t) M, 24M+(1—t)M' —(tMy+(1—t)M;)*

De plus,
0<tM;+ (1—t)M; <tM+ (1 —t)M’,

donc
t(M7V'7E7M1)+(1_t)(M7V7E7M1) GC,

et C est convexe.

Comme S7 et Sy sont PH1, nous obtenons que S est PH1.

La concavité de S se prouve en utilisant la concavité de S et Sy et la définition de la
borne supérieure : soit (M,V, E, M;) € R*, (M’,V’,E’,M{) € R* et t €]0;1].
Si (M,V,E,M;) € Cet (M ,V E, M{) € C. Par définition de la borne supérieure, nous
avons pour tout € > 0, I'existence de (Vf, ES) € R? et (V1I’€, Elle) € R? tels que

S(Ma‘/va Ml) —e< Sl(Mla‘/levEf) + SQ(M - M17V - V167E - Ei))
S(M' V' ,E', M) — e < Si(M;, V", Ey) + So(M — M,, V' — Vi E — E).

La concavité de Sp et Sy conduit alors a

tS(M,V,E, M)+ (1 —t)S(M ,V'E', M) — ¢
< S (t(Ml, VEES) + (1 — t)(M, V’,E’,M{))

+ 8 (MM = M,V =V E— B + (1= )(M' = M,V = V[, E — E[))
= 81 (10, VE B + (L= (M V' B )

+ 8o (((OV, V) + (1= V' ED) = (100, Vi B + (1= (ML V] E))) )
< S (UM VB M) + (1 - )MV B ),

et ceci pour tout € > 0 donc en faisant tendre € vers 0, nous obtenons la concavité de la
fonction S sur C.

Si (M,V,E, M) ¢ C ou (et) (M', V' E', M) ¢ C, nous avons

—co =tS(M,V,E, M) + (1 —t)S(M , V', E', M)
<S (t(M,V,E,Ml) +(1 —t)(M’,v’,E’,M{)).

Ainsi la fonction S est concave.
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3.3. Entropie d’un mélange immiscible

Remarque 3.3.1. Dans la définition de l’entropie S du mélange, la borne supérieure, si
elle est atteinte, n’est pas forcément atteinte en un unique point, mais la valeur de cette
borne supérieure est unique
St nous supposons que les deux fonctions S1 et So sont semi-continues supérieurement, le
supremum est un Mmazimum.

De la méme maniére que nous ’avons défini dans le cas d’une seule phase, nous pouvons
définir la température et la pression du mélange.

Définition 3.3.1. Quand l’entropie du mélange, donnée par le Postulat est dérivable
par rapport & E et V', nous définissons la température T du mélange par

1 oS
—=—(M,V,E, M
T 8E< 7V7 ) 1)7
la pression P du mélange par
oS
P= TW(M’ V,E, M),
le potentiel chimique u par
I oS
—=——(M,V,E, My).
T 8]\/[( s Vy 4y 1)
et A par
A oS
—=—(M,V,E,My).
T 8M1( 7V7 ’ 1)

Proposition 3.3.2. Si S est une entropie de mélange de classe C sur son domaine C,
nous avons la relation
TdS = dE + PdV — pdM + \dM;. (3.12)

Définition 3.3.2. Comme l’entropie S du mélange S est extensive sur son domaine C,
pour M #£ 0, nous pouvons définir [’entropie massique s par s = % et la fraction de masse
© par p = %

De plus, nous avons

S<M7V7E7M1)_S 1Z£%
M B "M'M’ M )’
et il est alors naturel de considérer [’entropie massique s associée & S comme une fonction
de (7,¢€,¢)
s(tye,p) =S (1,71,e,0),

ot (1,7,e,¢) € C.

Remarque 3.3.2. L’entropie du mélange S étant une fonction extensive sur son domaine
C, la pression P et la température T sont des variables intensives et nous définissons alors
la pression p comme une fonction de (T, e, p)

p(r,e.0) = P(L,1€,9),
ou (1,1,e,0) € C.
Proposition 3.3.3. En posant M = 1, la relation fondamentale s’écrit

T'ds = de + pdt + Adp. (3.13)
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3.3. Entropie d’un mélange immiscible

Proposition 3.3.4. Soit (M,V, E, My) un état a l'intérieur du domaine de S.
Si le mazimum définissant S est atteint pour un état (Vi, E1) a Uintérieur du domaine des
contraintes

(Mla‘a,El) 6017
(M — M,V —V1,E — Ey) € Co,

alors il est caractérisé par
— [’équilibre thermique des deux phases,

Ty = 1>,

— [’équilibre les pressions,

P =P

Si le maximum (V;, Fy) définissant S est atteint sur les bords du domaine de S, I'équi-
libre des températures et des pressions n’est plus forcément vérifié. Il faut alors utiliser des
inégalités de caractérisation de 'optimum.

— Par exemple, si seule la contrainte de volume est saturée, nous avons

— soit V3 =V, alors

P P

— — —=>0. 3.14

T (3.14)
— soit V; =0, alors

P P

— — = <0. 3.15

T T — ( )

— Si seule la contrainte d’énergie est saturée, nous avons
— soit B4 = E, alors
Ty < Ts. (3.16)

— soit By = 0, alors
T > 1T5. (3.17)

— Dans la suite, lorsque nous étudierons les mélanges de gaz raides, nous aurons
également & envisager une contrainte linéaire dans la phase liquide

EQZKJ/Q@E—EHZR(V—VQ.

Si cette contrainte est saturée, nous obtenons 'inégalité de caractérisation suivante

1*I<,P1 > 1*I{P2
T Ty

En pratique, nous verrons que ce dernier cas n’arrive jamais.

Démonstration. Si le maximum définissant S est atteint pour un état (Vi, E) satisfaisant

(M1, V1, Ey) € Cy,
(M — M,V —V1,E — Ey) € Oy,

nous avons

0 1 1
0=——(S1(M1,V1, E So(M — M,V -V, E—-Ey)) = — — —
aEl( 1( 1, V1, 1)+ 2( 1, 1s 1>) T1 TQ’
o) P P
0=—(51(M,, E So(M — M,V -V, E—-FE})) = — — —
avl( 1( 1, V1, 1)+ 2( 1, 1, 1)) Tl T27
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3.3. Entropie d’un mélange immiscible

et ainsi nous obtenons I’équilibre des températures et des pressions.
Si le maximum (V1, E7) est atteint sur les bords du domaine de S. Comme la fonction
(V,E) — S(M,V,E, M) est concave, nous avons pour tout (V1, E;) satisfaisant

(M1, V1, Eq) € Ch,
(M—Ml,V— Vl,E—E1) € Oy,

I'inégalité
Voa,ey) (St(My, Vi, Er) + So(M — My, V — V1, E — Ey)) - (V1, E1) — (V1, Ey)) <0.

Si la contrainte de volume est saturée 'inégalité revient a

P Py -
<T1_T2> (Vi—Th) <o,

de sorte que si V; = V/, nous ayons

P P
L2250,
Ty T —
et si V1 = 0, nous ayons
P P
o2 <.
o Ty
Si la contrainte d’énergie est saturée 'inégalité revient a

1 1 _
<T1 - T2> (Ex — Ey) <0,

de sorte que si £y = E, nous ayons

— — >0
Ty Ty — ’
et si £; = 0, nous ayons
1 1
— — — <0.
T T —
Si la contrainte d’énergie est saturée de sorte que E1; = F, alors 'inégalité revient a
1 1.y
Ty Ty~
Inversement, si £ = 0, nous avons
1 1
Ty T —
O
Corollaire 3.3.1. Soit (M,V,E, My) un état a lintérieur du domaine de S.
Si le mazimum (V1, E1) définissant S est atteint pour un état satisfaisant
My, Vi, By € G,
(30,11, Ey) € Gy (3.18)

(M_Ml)v_‘auE_-E_l) € 027
la Définition de la température T et de la pression P du mélange nous donne

T=T =T,
P=P =P.
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3.3. Entropie d’un mélange immiscible

Démonstration. Si le maximum (V;, E7) définissant S est atteint pour un état satisfaisant

(3.18), nous avons
S(M,V,E, My) = S1(My, Vi, Er) + So(M — M1,V — V1, E — Ey),

o V4 = Vi(M,V,E,M;) et By = E1(M,V,E, M;). Nous avons alors

108
T OF’
_ 008 OE 198, | O(V —Vh)0S, | O(E — Fy) 95,
OE 9V, | OF 0F, OE Vs 0E  OE,’

LoV (AR OB (1 1) 1
COE\Ty T OE \T1 T») Ty
et comme (3.18]) est satisfaite, d’aprés la Proposition nous avons 11 = Th et Py = P

et ainsi
r 1 1

T T, T
En dérivant par rapport & V', nous obtenons de la méme maniére
P=P =P
O

Lorsque le supremum de ’entropie de mélange est atteint sur le bord du domaine des
contraintes, 1’équilibre des pressions et des températures n’est plus forcément établi. Mais,
pour calculer la pression et la température du mélange, selon la Définition [3.3.1} il suffit
tout simplement de dériver S par rapport & V et E.

3.3.2 Entropie de Lax pour le systéme bifluide

Supposons que nous connaissons une entropie extensive (M,V, E, M) — S(M,V, E,
M) définie sur un domaine convexe. Nous avons vu que cette entropie définissait une
loi de pression p = p(7,e,¢). Nous allons maintenant, & partir de I’entropie extensive S,
construire une entropie de Lax associée au systéme de lois de conservation

9 (p) + 0x(pu) + 0y(pv) =0, (3.19)

O (pu) + 0x(pu® + p) + 9y (puv) = 0, (3.20)

O (pv) + 0z (puv) + 9y (pv* + p) = 0, (3.21)

O (pE) + 0z ((p€ + p)u) + 0y ((p€ + p)v) =0, (3.22)
d(pp) + Oz (puep) + Oy(pve) = 0, (3.23)

ol p est la loi de pression associée & S. Cette entropie de Lax sera convexe sur un domaine
convexe, ce qui assurera la convexité du domaine d’hyperbolicité.
Rappelons tout d’abord la notion d’entropie de Lax définie au Chapitre [2

Définition 3.3.3. Une fonction n : U = (p, pu, pv, p€, pp) — n(U) est une entropie de
Lax associée au systeme (E) (@ si m est une fonction convexe de U et s’il existe des
fonctions U — Hy(U) et U — Ho(U), appelées flux d’entropie, telles que toute solution
réquliere U(x,y,t) de (-) (@ satisfait la loi de conservation supplémentaire

Om(U) + 0p Hy(U) + 8, Hy(U) = 0.
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3.3. Entropie d’un mélange immiscible

Montrons tout d’abord que ’entropie massique s associée a l'entropie extensive S sa-
tisfait une équation aux dérivées partielles.

Proposition 3.3.5. Si (M,V,E,M;) — S(M,V,E, M) est une entropie de mélange
admettant pour domaine le convexe C, alors son entropie massique associée (T,e,p) —
s(T,e, ) satisfait

O¢s + u0zs + v0ys = 0,

sur le convexe
{(T.e,0),(1,7¢,90) € C},
que nmous pouvons mettre sous forme conservative
O¢(ps) + 0z(pus) + Oy(pvs) = 0.
Démonstration. Si U est une solution reguliére du systéme ((3.5))-(3.8]), nous avons

T + U0, T — TO U + VOyT — TOyv = 0,
Ore + udye + TpOyu + voye + Tpdyv = 0,
Orp + u0zp + v0yp = 0. (3.24)

Comme s = s(7, e, ), nous pouvons écrire
0¢s + u0ys + v0ys = T(0pu + 0yv) (078 — POes) + (Opp + u0pp + v0y )0y,
et le résultat suit car ¢ satisfait et comme s vérifie la relation nous avons
0r8 — pdes = 0.
O

Nous allons maintenant énoncer une extension de la Proposition [3.2.7] au cas ot nous
avons la variable supplémentaire ¢.

Proposition 3.3.6. Soit S est une entropie de mélange admettant pour domaine C, les
propositions suivantes sont équivalentes :

— S est concave sur C,

— la fonction (T,e,p) — s(T,e,p) est concave sur le conveze

{ (tye,0),(1,7,e,p) € C’},

— la fonction (p, pe, pp) — a(p, pe, pp) est concave sur le convezxe

{ (b, pe, pe) . (p.1, pe, pp) € C}.

Corollaire 3.3.2. Soit (M,V,E, M) — S(M,V, E, M) une entropie de mélange admet-
tant pour domaine le convexe C, satisfaisant

oS
= >
8E_0’

et (1,e,p) — s(T,e,¢) son entropie massique associée, alors la fonction

& _ (w)’+(pv)?
? 2 PP (3.25)

1
p p p

n:U = (p, pu, pv, pe, pp) — —ps
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définie sur le convere

(pu)® + (pv)?

) 7]" ) EC )
2% (p, 1, pe, pp) }

Q= {UZ (p; pu, pv, p€, pp), p > 0, pe = p€ —

est une entropie de Lax associée au systéme —@, admettant pour fluxz d’entropie

Hi(U) = —un(U),
Hy(U) = —on(U).

Démonstration. D’aprés la Proposition comme S est une entropie extensive nous
avons

0¢(—ps) + Oz (—pus) + 0y(—pvs) = 0.

Montrons que la fonction n = —ps est convexe et que son domaine de définition €2 est
convexe. Comme S est une entropie, d’aprés la Proposition la fonction o = ps est
une fonction concave sur le convexe C, = {(p, pe, pp), (p, 1, pe, pp) € C} et 'application
(p, pe, pp) — o est croissante par rapport a € = pe car

dps) 00 _0S _
d(pe) 0e OE —

Nous pouvons alors prolonger ¢ par —oo en dehors de son domaine C,. La fonction o est
alors une fonction concave de R* x R? dans RU{—oo}. Définissons alors la fonction 7 par

n:R: x R* - RU {—o0}

u2 '1)2
(pu)* + (pv) ’ng),

(IO7 pu,pv,pé’,pgo) = -0 <p7 Pg - 2/)

et montrons que n est convexe. L’application

(pu)? + (pv)°

h: <p7 U, Pv7p5) = p(‘: - 2p

est concave pour p > 0 d’aprés la Proposition [3.2.5| car sa matrice hessienne admet pour
signature (0,2, 2), en effet ses valeurs propres sont

L (pu)* + (pv)* + (p€)?
07 07 _;7_ pg .

De plus, nous pouvons écrire —n sous la forme

’LL2 ’1)2
(pu)* + (pv) ,p90>,

(p, pu, p, pE, pp) = ps = o (p, pE — 2

= a(p, h(p, pu, pv, p€), P‘P>7

avec o et h concaves et o croissante par rapport a la deuxiéme variable donc —n est concave
par rapport a (p, pu, pv, p&, pp). En effet, si (p, pu, pv, p€, pp)1, (p, pu, pv, p&, pip)2 sont
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dans R% x R et si ¢t €]0;1[,

- n(t (p, pu, pv, p€, pip)y + (1 — 1) (p, pu, pv, p, ps@)g)

= a<tp1 +(1—-1) pa,h(t (p, pu, pv, p€); + (1 = 1) (mpu,pv,pf)z),

Lo + (=D p0), ).
> a(tm +(1-1) pz,th((p, pu, pv,pé’)l) +(1- t)h((p,puvpv,pf‘?)z),

tlpe)r + (1 - t)(w)a),

> to <,017 h((p,pu,pv,p€)1>7 (pwh) +(1—t)o <p2, h((p, pu,pv,pg)z), (pw)z>,
= —tn((p, pu, pv,p&/w)l) —(1 —t)n((p, pu, pv,pg,p«ﬁ)z),

et —n est concave sur RY x R*. Nous obtenons alors que le domaine de 7, qui vaut 2, est
convexe et que la fonction 1 est convexe sur ). O

Corollaire 3.3.3. Soit n l'entropie de Lax associée a l’entropie de mélange
(Ma‘/aE7M1) = S(M7‘/7E7M1)

Sin est strictement convexe, le systéme - muni de la loi de pression p déduite

de S est hyperbolique sur le convexe

(pu)? + (pv)?

1 ch.
2 , (P 1, pe, pp) € }

Q= {UZ (p, pu, pv, p€, pp), p > 0, pe = p& —

Démonstration. 11 suffit d’appliquer le théoréme de Mock (Théoréme [2.5.1)). O

Remarque 3.3.3. Dans le Corollaire[3.53.3, nous supposons la stricte convezité de n. En
effet, la Proposition [3.3.9 ne nous fournit que la convexité de n et la stricte convexité est
nécessaire pour appliquer le théoréme de Mock.

Remarque 3.3.4. Nous avons décrit une méthode de construction pour la loi de pression
du mélange telle que le systeme — muns de cette loi de pression soit un systeme
hyperbolique et que son domaine d’hyperbolicité soit convexe.

3.4 Meélange de deux gaz raides immiscibles

3.4.1 Entropie extensive des deux gaz raides

Considérons un mélange de deux gaz raides immiscibles dont les entropies extensives
sont notées Sy et So. Pour i € {1;2}, 'entropie extensive \S; du gaz raide i est donnée pour
M; >0,V; >0et E; > Vipso, par

Si(M;, Vi, B;) = — CyivyiMiIn(M;) + Cy (i — 1) M; In(V;)
+ CyiM; In(E; — Vipooi),
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3.4. Meélange de deux gaz raides immiscibles

ou Cy; € R est la chaleur spécifique & volume constant du fluide ¢. Afin que I'entropie S;
soit scs, nous la prolongeons pour M; = 0 par

S’L(O?‘/ZaEZ) = 07 si sz > 07 EZ > V;Zpoo,i:

et par —oo ailleurs.
Ainsi, S; est définie par

—CyiviM; In(M;)
+CyiMi(yi — 1)In(Vi)  si My >0, V; >0, E; > Vipeos,
Si(M;, Vi, Ey) = +C, i M; In(E; — Vipoo.i), (3.26)
0, si M; =0, V; 20, E; > Vipeo,i,
—00, sinon,

et son domaine C; vaut

Ci= {(Miﬂviin)vMi >0,V; >0, B > poo,iv;'}

Proposition 3.4.1. L’entropie S; du gaz raide i, explicitée par la formule est une
entropie au sens du Postulat[3.2.]]
De plus, S; satisfait les propriétés suivantes

— S, est semi-continue supérieurement,

— S, est de classe C? sur

Ci = {(My, Vi, E;), M; > 0, V; > 0, E; > pooiVi }

o

et pour (M;, Vi, E;) € Cj,

98,  CyiM;
OE;  Ei — Vipoo

> 0.

Démonstration. Montrons tout d’abord que S; est une entropie au sens du Postulat
Le domaine C; de S;, donné par , est un cone convexe non vide.

De P'expression de S;, pour montrer que 5; est une fonction extensive, il suffit de le
prouver pour M; > 0, V; > 0, E; > pso;V;. Dans ce cas, nous pouvons écrire S; sous la

forme 1
V; T E— poo,i‘/i
S’L(MM ‘/:la E’L) - Cl/,zMz In ((M) M)

et S; est une fonction extensive.
[¢] o
S; est de classe C? sur l'intérieur de son domaine C; et pour (M;, V;, E;) € C;

0S; CyiM;

= > 0.
OFE; E;i—Vipsoi

De plus, la matrice Hessienne de S admet pour signature (0,2,1) donc la fonction S; est
concave.
Montrons que S; est semi-continue supérieurement. Remarquons que la somme de deux
fonctions semi-continues supérieurement est semi-continue supérieurement. Ainsi, de la
formule , nous constatons qu’il suffit d’étudier la semi-continuité supérieure de la
fonction
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3.4. Meélange de deux gaz raides immiscibles

pour M; > 0, V; > 0. En effet 'étude de la fonction (M;, V;, E;) — M;In(E; — peo Vi), se
traite de la méme maniére. La fonction (M;,V;) — M;In(V;) est continue en tout couple
(M;,V;) satisfaisant M; > 0, V; > 0 et sa limite vaut —oo en M; > 0, V; = 0. Il reste donc
a traiter le cas M; = 0 et V; = 0, nous avons pour tout M; > 0et 1 > V; >0, M;In(V;) <0
donc

limsup M;In(V;) <0.
(M;,V3)—(0,0)
M;>0,V;>0

_1
En prenant M; — 0 et V; = exp <—Mi 2) — 0, nous avons

M;—0
_1 1
— 2 2
M;In(V;) = =M; M, > = —M, Mi——>>0 0

et ainsi

limsup M;In(V;) =0.
(M;,Vi)—(0,0)
M;>0,V;>0

O

Par définition, la température T; et la pression p; dans chaque phase sont données pour
o
(M;, Vi, E;) € C; par

CoiMiT; = Ei — Vipoo,i, (3.28)
E;
Pi= (v = 1) 3 = YiPoci- (3.29)

Nous pouvons également expliciter I’entropie massique s; dans chaque phase, elle est
donnée pour 7; > 0, €; > poo iT; Par
si(7i €i) = Si(1, 73, €3),
i—1
= Cyiln (Tg (ei — poo,z"ri)) . (3.30)

3.4.2 Entropie extensive du mélange de deux gaz raides immiscibles

Afin de simplifier les notations, pour une constante ) € R, nous considérons la trans-
formation

pe = pe + Q,
p—p—Q.

Cette transformation n’affecte pas le systéme d’équation

Ou(p) + Balpu) + B, (pv) = 0
2 (pu” + p) + 8, (puv) = 0,
) =0

I (pu) + 0
Bi(pv) + B (puv) + 9y (pv* + p
9 (pE) + 9z ((p€ + p) u) + 0y ((p€ + p)v) =0,
I(pp) + Oz (pup) + 0y (pve) = 0,

)

car

atQ = 890@ = ayQ = 07
Oh(p€ + Q)+ 0: (€ + Q) + (p— Q) u) + 8, (P + Q) + (p — Q)) v) = 0.
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3.4. Meélange de deux gaz raides immiscibles

En prenant @) = min(peo,1,Poo,2), NOUS poUvVONS tOUjOUrS NOUS ramener aiu cas ol un
des deux pso est nul et I'autre est positif. Il suffit dont de traiter le cas

Poo,1 = 07
P2 > 0.

Le fluide 1 est donc un gaz parfait, tandis que le fluide 2 représente le liquide. Pour
revenir au cas général dans les variables extensives, il nous suffira de remplacer E par
E —min(peo 1,Pc0,2)V €t Poo,2 PAr Poo 2 — Poo,1 dans les formules.
Le cas poo,2 = 0 et poo,1 > 0 pourra s’en déduire par symétrie.

D’aprés la Définition I'entropie S du mélange est donnée par

S(M,V,E,My) = sup S1(M, Vi, E1) + So(M — M1,V — V1, E — Ey).
(Vl,E1)€R2
Proposition 3.4.2. L’entropie du mélange S satisfait les propriétés suivantes
— le domaine C' de S, valant

C= {(M,V,E,M;)eR" M >0, M>M >0,V >0, E>0}
U {(0,V,E,0) e R,V >0, E >0},

est un cone convexe non vide,
— S est concave,
— S est extensive.

Démonstration. D’aprés la Proposition il suffit d’avoir pour tout (M, M) € R?, une
fonction affine majore les fonctions (V, E) +— S1 (M, V, E) et (V, E) — So(M — M, V, E).
Cette hypothése est satisfaite car nous pouvons toujours majorer une fonction logarith-
mique par une fonction affine. Ainsi, S est extensive et concave sur son domaine qui est
un cone convexe.

Explicitons tout de méme le domaine C' de S, d’aprés la Proposition le domaine
C ce S vaut

C={(MV,E,M),0<M <M, (M, V,E) € Cin +Con-n}

ol
Cim = { My, Vi, Ey), (M, Vi, Ey) € 01},
B { (M, Vi, E1), Vi >0, Ey > pooiVi }, si My >0,
1 {(0,VA, B1), Vi >0, B > peo Vo), si My =0,
Convi—m, = { (M = My, Vo, Ep), (M — My, Vs, Ey) € 02}7

o {(M_Mla‘/%EZ)’VvQ>07 E2 >poo,2‘/2}a sl M1<M7
1 {(0,V2, B2), Vo > 0, B > pe2Va}, si My = M.

Pour M = My = 0, nous avons

Cio+ Cop={(0,Vi + Vo, E1 + E3), V1 >0, V3 > 0, By > poo,1Vi, B2 > poc2Va},
= {(07 ‘/:E)v Vv 2 Oa E Z min(poo,bpoo,Z)V}a

en effet 'inclusion C est évidente et réciproquement si V> 0 et £ > min(peo,1, Poo,2)V,
comme Pog 2 = MiN(Poo. 1, Poo,2), il suffit de prendre

Vi=0, E1=0, Ey=F2>pyg2V =po2Va.
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De plus, comme min(poo 1, Poc,2) = 0, nOUS avons
Cio+ Copo = {(O,V,E),V >0, F> 0}.
Si M = M; > 0, montrons que

Cipp + Co0 = {(M, V1 + V3, E1 + E3),V1 >0, V2> 0, E1 > po1 Vi, B2 > poc2Va},
={(M,V,E),V >0, E>min(pso,1,Pc2)V }.

En effet, si nous avons V =V; + Vo et E = E1 + E5 avec

Vi>0, V>0, Ei>psiVi, E2 2 pe2Vo,
V=+V,>0,
=
E =FEi+ Ey > poc Vi + Poo,2Va > min(peo,1, Poc,2) (Vi + V2) = min(peo,1, Poc,2) V-

Réciproquement, si V' > 0 et £ > min(peo,1, Poo,2)V, par continuité, nous avons 'existence
d'un Vj €]0; V| tel que
E> poo,lvl +poo,2(v - Vl)a

et ainsi
poo,lvl < k- poo,Q(V - Vl)

En prenant F; satisfaisant
Poo Vi < E1 < E — poo2(V — V1),

nous avons

Vi>0, E;> poo,lvla
Vo=V -V1>0, Ey=FE—FE1>poc2(V V1) =pe2Va.

Nous avons donc montré que
Cig, + Co0={(M,V,E),V >0, E > min(pec,1,Ps0,2)V },
et comme Min(peo 1, Poo,2) = 0,
Ci + Cop={(M,V,E),V >0, E>0}.
Si M > M; = 0, un raisonnement similaire conduit &
Cio+Con = {(M, V,E),V >0, E>min(pec,1,Psc2)V = 0}.
Si M > M; > 0, un raisonnement similaire conduit &
Cinn + Covi—ny = {(M,V,E),V >0, E > min(peo 1, poo,2)V = 0}.
Et ainsi, C vaut

C= {(M,V,E,M;)eR M >0, M>M >0,V >0, E>0}
U {(0,V,E,0) e R*,V >0, E>0}.

Nous allons maintenant expliciter ’entropie .S du mélange.
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Proposition 3.4.3. La fonction S, a partir de laquelle est définie Uentropie S du mélange
de deuz gaz raides, est donnée pour (M,V, E, M) € R* par
— st M >M; >0,V >0etE >0, le supremum est un mazimum et il est atteint
pour un couple (Vi, Ey) & Uintérieur du domaine de contraintes

S(M7ME7M1) = SI(M17‘711E1) +SZ(M_ M1>V_ ViaE - El)a

ou Vy € }max (O, V- p£2> ;V[ est la plus grande racine de l’équation du second
degré
‘/12poo,2CZ/M7
+Vi(7(E = poo2V) CuM — EC,M — (71 — 1)Cy1 M1V poo 2)
— (M —1)(E = poc2V)Cp1 MV =0, (3.31)
et By satisfait
. Cyi1 My -
E(V) = G (E—=(V=Vi)pooy2), (3.32)
avec
CyiMy+Cpo(M — M
o, = Gt + Cua( 1)7 (3.33)
M
~ Gy My +7Cyo(M — M)
7= C,M '

— st M =M; >0,V >0et E>0, nous avons
S(M,V,E,M)=51(M,V,E).
— st M >M; =0,V >0, et £ >0, nous avons
S(M,V,E,0) = So(M, Vs, Es), (3.34)

avec

Y2Poo,2 Y2Poo,2

- (e=VE Pooo >0 etV > (72_1)E,
Vo = ’
V., sinon,

E,=FE.
— st My =M=0,V >0, et £ >0, nous avons
S(0,V,E,0)=0.

— sinon

S(M,V,E, M;) = —oc.
Démonstration. Si M > M; >0,V >0et si £ > 0. Comme E > 0, nous avons

3V1 E]O; V[, 3E1 € R, 0< E1 < F —poo,Q(V — Vl),

FEy > 0,
=
E—FE > poog(v — Vl).

74



3.4. Meélange de deux gaz raides immiscibles

Ainsi, si pso,2 > 0, nous avons

E > pOO,Q(V - V1)7

E
SVI>V - —, (3.35)
Po,2

et donc pour ne pas perdre de généralité, dans la suite de la démonstration si p 2 = 0,
nous noterons

FE
—— — 4
P2
Nous écrivons alors S sous la forme
S(Ma V, E, Ml)
= sup SI(M15V17E1)+52(M_M17V_VlvE_El))
(V1,E1)€ER?
= sup ( — Oyt My In(My) — Cyaya(M — M) In(M — M)
max(O,V—$)<V1<V

0<E1<E—pog,2(V—V7)
+ CpaMi(y — 1) In(Vy)
+Cpo(M — My)(v2 — 1) In(V — Vi)
+ Cy, 1M In(Ey)

+ Cua(M = M) (E = By = (V = Vi)pcz) ).

Comme 57 et So sont semi-continues supérieurement, le supremum est un maximum
(V1, E7) et il est atteint soit & I'intérieur soit au bord du domaine de contraintes

E
{(Vl,El) € R?, max <O,V— “> <Vi<V,0< By < E—pooa(V— Vl)}.

SiV —-£- <0, comme
Poo,2
In(Vy) — — oo,
V1~>0
In(V-V1) — — o0,
V1—)V

le maximum V] satisfait 0 < V; < V et comme

In(E) — — 00, (3.36)
E1—>0
In(E — Ey — (V= V1)Pso,2) — — 00, (3.37)

E1%E7(V7V1)poo’2

le maximum est atteint pour un couple (Vi, E1) a Pintérieur du domaine de contraintes
0<Vi<Vet0<E1<E—poo72(V—V1).
SiV—-£- >0, comme

Poo,2
In(V-V) — — o0,
V14>V
le maximum V; satisfait V — pLQ < Vi <V, cependant si V; =V — 1%, nous obtenons

0< E, <FE-— Poo,2(V — Vl) =0 ou 1' est satisfaite donc V) satisfait nécessairement
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V- po]f,z < Vi < V. Les assertions |) et 1D assurent alors que 0 < By < E —

Poo2(V — V1) et le maximum est atteint pour un couple (Vi, Ey) a l'intérieur du domaine
de contraintes 0 <V} < Vet 0 < By < E — poc2(V — V1).

Ainsi, le maximum est toujours atteint pour un couple (Vi, E1) a l'intérieur du domaine
de contrainte 0 < V; <V et 0 < By < E — peo2(V — V7). Nous avons alors

S(M,V,E,My) = S1(Mi,Vi, Ey) + So(M — M1,V — Vi, E — Ey),

avec

E _ _ _
max(O,V—p)<V1<V, O<E1<E_(V_V1)poo,2-
00,2

D’apreés la Proposition le maximum est caractérisé par
— T’équilibre thermique des deux phases

Tl = T27
— l’équilibre des pressions
P =P,
En utilisant 1’équation (3.28)), ’équilibre thermique nous permet d’exprimer £; comme une
fonction de V7, nous obtenons la relation
= = C 1M1
Ei(V1) = =2
C,M

(E—= (V= Vi)pso2) (3.38)

En écrivant 1’équilibre des pressions P; = P, a partir de (3.29)), nous concluons que V; est
solution de I’équation du second degré

Q(V1) = —72Doc2Vi(V = V1) + (72 — 1)(E — E1(V1))W1

—(m - DE(W)(V -W) =0, (3.39)
ot Ey vérifie (3.38)). Notons que
Cy1 My
V)= -1(1-—= EV > 0.
Q)= (o= 1) (1- 1) BV >
SivV— s < 0,
Cy,1 My

Q(0) = ~(3 = D=ETHE = Vo)V <0,

et nous avons une unique solution V; dans ]0; V[ a I’équation du second degré (la plus
grande racine de 'équation du second degré).

20072 20072

Poo,2
et le polynome du second degré admet une unique racine Vi dans |V — pE ; V[ (la plus

00,2,

grande racine de 'équation du second degré).

SiV— 1% = 0, nous avons Q(0) = 0 et nous devons donc faire une étude plus fine du

signe de @ au voisinage de 0. Pour € > 0, nous avons
Cy1 M
Q(e) = —€E <1 +(n - 1)(1;1,1M1> +e
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et ainsi ) est négatif pour € > 0 assez petit et le polynéme du second degré admet
une unique racine V; dans ]0; V[ (la plus grande racine de 'équation du second degré). Le
maximum sera bien atteint en ce point, en effet il ne peut par I’étre en 0, méme si Q(0) = 0
car

In(V1) \/1——30 —00.

En remplacant E; par sont expression (3.38) en fonction de V; dans et en mul-
tipliant le tout par C, M, nous pouvons mettre I’équation du second degré sous la forme
(13.31)).

SiM =DM >0,V >0et E > 0, nous avons aussi My = M — M; = 0. Selon la
définition de I'entropie du gaz raide Ientropie du liquide est alors nulle, So = 0. 11

s’ensuit que
P 1

7, =0= T
Par conséquent, le maximum est atteint sur le bord du domaine des contraintes
Vi=V, E|=E,
car en ce point les inégalités et (3.16) sont satisfaites. Alors
S(M,V,E,M)=5,(M,V,E).

SiM > M; =0,V >0et £ > 0, 'entropie du gaz est nulle, S; = 0. Donc T% =0= %.
Or nous savons que sur l'intérieur de C, T3 > 0. Il s’ensuit que forcément la contrainte sur

I’énergie est saturée et donc

E,=0.
Alors
S(M,V,E, M)
= — Cyo72MIn(M)
+CyaM sup ((y2 = 1) In(Va) +In (E — Vapeo2) ).- (3.40)
0<Va<min (v, pofz)

Par ailleurs, si peo 2 = 0, la contrainte V5 < V est également saturée et nous avons Vo = V.
Si Poc,2 > 0, il pourrait arriver que ce soit la contrainte
Es
Vo < ——
Poo,2
qui sature en premier. Nous allons voir que ce n’est jamais le cas. Plus précisément, la
fonction

h:Vy— (’}/2 — 1) ln(VQ) + ln(E — Vgpoog)

et strictement concave sur }O; min (V, pEQ) [

Si 1% <V, la fonction h admet pour limite —co en 0 et en z%' De plus,

E— V2poo 2) - F
hl V — 72( s
( 2) V2(E - ‘/2poo,2)

donc le maximum sur V5 dans ([3.40)) est atteint pour
(2 —DE E

, iV > ——.
V2Pco,2 Poo,2
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3.4. Meélange de deux gaz raides immiscibles

Si —£- >V, comme la fonction h est strictement concave, le maximum est atteint pour

Poo,2
—1)FE .
‘72 _ %, S1 h,(V) < 07
V, sinon,
avec

(2 —1)E
V2Po0,2 '

HV)<0&sV >

Ainsi, dans le cas M > M; =0, V >0, E > 0, le maximum est atteint en V5 avec

Y2Poo,2 ’ Y2Poo,2

- 2-DE g pon > 0et V> 022LE
Vo = ’
V, sinon.

Nous constatons, comme annoncé, que nous avons toujours Vo < p;EjQ, car yo > 1.
SiMi=M=0,V >0, et E>0, nous obtenons

S(0,V,E,0) =0.
O
Remarque 3.4.1. Sips 2 = 0, Uéquation du second degré est en fait une équation
linéaire.
Si Poo,2 > 0 et si

E
V—.—>0,
Poo,2

I’équation du second degré peut admettre deux solutions dans |0, V[, mais uniquement

la plus grande des deux racines appartient & [’intervalle }max (0, V- pfg) VvV {
Remarque 3.4.2. Nous avons construit un modéle de cavitation. En effet, si nous consi-
dérons un gaz parfait (pso,1 = 0) et un liquide (pos2 > 0), nous pouvons observer l’appa-
rition d’une zone de vide, méme lorsque la masse de gaz dans le mélange est nulle. Pour
M>M =0,V >0cet

V2Poo,2

0< E<
72— 1

v

le mélange contient un volume Vi non nul de gaz

_ - - 1HE
V2Po,2

>0,
ayant une énergie nulle
Ey=E—-FE,=0.

Nous pouvons maintenant expliciter I’entropie massique intensive s = s(7, e, ) dans
le cas ol poo,1 = 0 et po2 > 0. Le cas général peut se retrouver en remplacant e par
€ — Min(Poo,1, Poc,2)T €t Poo,2 PAT Poc,2 — Poo,1-

Corollaire 3.4.1. L’entropie massique s d’un mélange de deux gaz raides peut s’exprimer
en fonction des entropies massiques s; de chaque phase, explicitées par la formule
et est donnée pour (T,e, ) € R® par
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3.4. Meélange de deux gaz raides immiscibles

—s1i7>0,e>0et1l>¢ >0, nous avons

aq fl) l—a; 1-§&
s(t,e,0) = ps1 | —T1, =€ +(1—<p32< T, el,
( ) (s@ P ) I—¢p "1-9

ol vy € ]max (0, 1- poerT) ; 1[ est la plus grande racine de l’équation du second

degré
O‘%poo,ZCV'yT
+ a1 (v (e = Poo,2) Cy — €Cy — (11 — 1)C10TPoc 2)
— (11— 1) (e = poo2p) Crip =0, (3.41)

et & satisfait

& (a) = Craele ;(i - dl)T),

(3.42)
avec
C,=Cp1p+Cya(l—),

= 1Cuip+ 7021 — )
’7 - C .
v

— stT7>0,e>0 et =1, nous avons
s(r,e,1) = s1(7,€).
— st >0,e>0, et p=0, nous avons
(7, €,0) = s5 (anr, &26)

avec

(y2=De . (y2—1)e

Gy = { VopmrT 81 Poo2 >0 et 1> YepmoaT’
1, sinon,

& =1.

Le supremum de deux fonctions semi-continues supérieurement n’est pas en général une
fonction semi-continue supérieurement (voir [75]), cependant dans notre cas nous avons la
propriété suivante.

Proposition 3.4.4. L’entropie du mélange S, explicitée dans la Proposition [3.].3, est
semi-continue supérieurement.

Démonstration. Montrons que pour tout (M9 VO E° M?) € R*, nous avons

lim sup S(M,V,E,M;) < S(M°, V° E° MY).
(M,V,E,My)—(MO9,V0,E0, M?)

Il faut faire I’étude en tous les points du bord de I'intérieur C' du domaine de S avec
C={(MV,E,M)eRM>M >0,V >0, E>0}.
Nous présenterons ici uniquement le cas d’une suite d’éléments de C qui tend vers un point
(M,V,E, M) satisfaisant
M>M =0,V >0, E>O0.
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3.4. Meélange de deux gaz raides immiscibles

Les autres cas peuvent étre traités similairement. Pour (M, V, E, My) € C, nous avons
S(Mv V: Ea Ml) - Sl(Mla ‘717 El) + SQ(M - M17 V- ‘717 E— E1>7 (343)

ot Fy est donné par (3.32) et ott V; est la plus grande solution de I'équation du second
degré (3.31). Comme V; est borné

Cy1 My -
Coal (E—= (V= Vi)pso,2) o 0,

et I’équation du second degré (3.31f) s’écrit

VlCI,,QM((V1 - V)72poo,2 + (72 - 1) E) =0.

Ei=E (W)=

Comme nous prenons la plus grande racine, nous obtenons

{ (e=DE Poo2 >0et V > (72_1)E,

Y2Pc,2 Y2Poo,2
V., sinon.

‘722‘/—‘71 — VQZ
M

1*)0

_E_ZzE—E_l — E~1 :E*(val)poo,%
M1—0

en passant a la limite supérieure dans ([3.43)), comme Sj et Sy sont semi-continue supérieu-
rement, nous obtenons

lim sup S(M,V,E, M)
(MJ/»Ele)—)(MJ/»Evo)
(M,V,E,M, )€l
= limsup Sl(Ml,Vl,El)+SQ(M—M1,V—V1,E—E1),
(M,ME,MI)*)(M,V',E,O)
(M,V,E,M;)eC

S S1(07 v - ‘727E - -E~2) + SQ(Ma‘}Qa-ENQ) = SQ(Ma‘;éaEQ)?
— S(M,V,E, M).

O

3.4.3 Température T et pression P du mélange immiscible de deux gaz
raides

Nous connaissons maintenant I’entropie S du mélange de deux gaz raides immiscibles,
nous pouvons alors expliciter la pression et la température du mélange. Nous avions vu
que nous pouvions toujours nous ramener au cas

pOO,l = 0’ p00,2 Z 07

et en remplagant E par E — min(poo,l,poqg)V et Poo,2 PAr Poo,2 — Poo,1 NOUS retrouvons le
cas général.

Proposition 3.4.5. Soit (M,V,E,M;) € C,
— siM>M; >0,V >0, E>0, la température du mélange T du mélange vaut

C,MT = E — Vpso(V1), (3.44)
avec
_ V — V1)Poo
Po(V1) = V= V)pec2 Vl)p 23 (3.45)
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et la pression P du mélange vaut

E -
P=(y-1) v YPoo (V1), (3.46)
avec
_ CoaMim + Copo(M — M)
c,M ’

ou Cy, est défini par et Vi est la plus grande solution de ’équation du second

degré ([3.31),
— st M=M; >0,V >0, E>Q0,

1 CoM
T E
P =

(3.47)

(-1 (3.48)

)z
— siM>M =0,V >0, E>0,

Cy . 00
{,232]‘/[’ szpoo72>OetE§7,yZ§771’2V,

CyoM
E—poc,2V?

. Y2Poo,2
p_ 0, 8iPoo2 >0 etESﬁV,
(72 = 1) — 72poc,2, sinon.

Démonstration. Si M > My >0,V >0, E > 0, d’aprés la Proposition [3.4.3] le supremum
définissant S est un maximum et il est atteint pour un couple (Vi, Ej)a lintérieur du
domaine de contrainte. Ainsi,

1
T stnon,

(M, V1, Ey) € Cy,
(M — M,V —Vi,E — Ey) € Cs,
et d’aprés la Proposition et le Corollaire la température 1" et la pression P du
mélange satisfont T =11 =15, et P = P, = Ps.
En écrivant
C,MT = CV71M1T1 + CV72(M — Ml)TQ,
et en utilisant les expression de T; (3.28]), nous obtenons (3.44)). Pour la pression, I’équilibre
des pressions nous donne
P = Pl = P27
_ViP 4+ (V-WV)P,
= % ,

puis en remplagant les P; par leurs expressions (3.29)), nous obtenons (|3.46)).
SiM =DM >0,V >0, E>0, en dérivant I’entropie S donnée dans la Proposition

3.4.3| par rapport a V' et E, nous obtenons % et % et nous en déduisons 1) et 1)
Lecas M > M; =0,V >0, E > 0, se traite de la méme maniére. O

Remarque 3.4.3. Notons que si M > M; > 0,V > 0, E > 0, la lot de pression du
mélange a la méme allure qu’une loi de gaz raide. Cependant ce n’est pas une loi de gaz
raide car poo(V1) dépend de Vi avec Vi = Vi(M,V,E, M), en effet V1 est solution de
I’équation du second degré .

Remarque 3.4.4. Nous avions constaté ’apparition d’une zone de cavitation dans le
liquide pso 2 > 0 st la fraction % est trop faible. Dans cette zone de cavitation, la pression
du, mélange dégénere vers une pression nulle.
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3.4. Meélange de deux gaz raides immiscibles

3.4.4 Loi de pression p et entropie de Lax

Comme nous l'avons expliqué dans la Section [3.3.2] connaissant une entropie extensive
M,V.E, M) — S(M,V,E, Mp), nous pouvons construire une entropie de Lax associée au
9 ) ) ) 9 ) ?
systéme de lois de conservation

Oi(p) + 0z (pu) + 0y(pv) =0
Ou(pw) + Bu(p® + p) + 0y (puv) = 0,

Bi(pv) + B (puv) + 9y (pv* +p) =0
0t (pE) + 0z ((p€ +p)u) + 0y ((p€ +p)v) =0,

Ot(pp) + Oz (puw) + 0y(pvy) = 0,

)

ol p est la loi de pression associée & S.
Nous avons vu que cette entropie S définissait une loi de pression p = p(7, e, ¢). Nous
avions vu que nous pouvions toujours nous ramener au cas

Poo,1 = 07 P2 > 07

et en remplagant e par e — min(poo,l,poog)T et Poo,2 PAT Poo,2 — Poo,1 NOUS Tetrouvons le cas
général.
Pour le cas d’'un mélange de deux gaz raides immiscibles, si

7>0,e>0, p€l0;1],

nous avons

—sil0<p<l,
€ _
p(r,e,0) = (v = 1) — = ypoolan),
avec
poo(al) = (1 - O‘l)poo,%
Cl/ =0Up1® + Cl/,2(1 - ‘10)7
_ Chapn +Cia(l —9)7
Cy, ’
et a3 € |max (0, 1- po:ﬂ) ;1[ est la deuxiéme racine de 1’équation du second
degré (341).
— sip=1,
e
p<T7ea 1) = (’Yl - 1);
— si =0,

: Y2Px,2
0, 51 Poo,2 >0ete < TiolT’

p(T,€,0) = :
{ (2 = 1) — V2P ,2, sinon.
Proposition 3.4.6. Soit (M,V,E, M) — S(M,V, E, M) Uentropie du mélange et

(T,6,0) = (7, ¢,)
son entropie massique associée, donnée dans le Corollaire la fonction

| pE — e
n:U = (p, pu, pv, p€, pp) — —ps | —, 2 P2
p p p
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définie sur le conveze

(pu)* + (pv)* 0} ’

Q={(p,pu,pv,p&pw),p>0,pzprO, pe = p& — o

est une entropie de Lax associée au systéeme —@, admettant pour flur d’entropie

Hi(U) = —un(U),
Hy(U) = —on(U).

Démonstration. 1l suffit d’appliquer le Corollaire [3.3.2 O

L’étude qui précéde montre qu’il est possible, a partir de postulats physiques, de
construire rigoureusement une loi de pression de mélange lorsque chaque phase pure obéit
a une loi de gaz raide. Cette construction assure un domaine d’hyperbolicité convexe, ce
qui est trés satisfaisant sur le plan théorique.

Il peut étre alors tentant d’utiliser cette loi de pression dans des simulations numériques
réalistes. Deux difficultés nous retiendront de le faire cependant :

— La loi de pression obtenue est relativement complexe. Le modéle dégénére dans
certain cas vers un modeéle de gaz sans pression. Or nous savons que ce type de
modéles conduit & des difficultés théoriques et numériques non négligeable. Il est
possible par exemple, a partir de conditions initiales réguliéres, de voir apparaitre
des solutions mesure de type masse de Dirac en temps fini. Pour plus de précisions,
nous référons aux travaux de Bouchut [17, 22] 23] et de Grenier [64].

— Méme en dehors de ces régimes exotiques, cette loi de pression ne fait pas du tout
disparaitre, sans travail supplémentaire, les phénoménes d’oscillations de pression.

3.5 Résultats numériques

Nous avons construit une loi de pression (voir Section pour un mélange de deux
gaz raides immiscibles. Cette loi de pression permet d’obtenir un domaine d’hyperbolicité
convexe. Cette loi de pression améliore donc la robustesse du schéma de Godunov décrit au
Chapitre [2| Cependant, au Chapitre [2] nous avions illustré les « oscillations » sur la vitesse
u et la pression p obtenues & 'interface des deux fluides si nous munissons le mélange d’une
loi de gaz raide. Nous allons étudier ce méme probléme avec la loi de pression p découlant
de la construction de I'entropie du mélange..

Nous considérons deux gaz immiscibles ps 1 = poo,2 = 0, dans ce cas nous n’avons pas
de zone de cavitation et la loi de pression du mélange est relativement simple & exprimer.
Elle est donnée pour

T>0,e>0, p€l0;1],
par
e
p(re0)=(y=1)

avec
C, = CV,lSO + CZ/,Q(l - gp),

_ Cuiom +Cua(1 — o)y
— & .

Nous étudions le cas d’une discontinuité de contact se propageant & la vitesse 0 = u =
50 m.s~!. Les données initiales du probléme de Riemann sont référencées dans le Tableau
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] Quantités ‘Gauche‘ Droite

p (kg.m=3) 10 1

u (m.s~1) 50 50

v (m.s~t) 0 0

p (Pa) 1x10° | 1x10°

%) 1 0
~ 1,4 1,1
Poo
C, 1 1

TABLE 3.1 — Etats droit et gauche du probléme de Riemann illustrant les « oscillations »
sur la vitesse u et la pression v obtenue avec le schéma de Godunov

L’intervalle d’étude est [—1;1], que nous discrétisons en 500 cellules, 'interface est
localisée au temps tg = 0 s en x = 0 m. Nous utilisons un schéma de Godunov pour
approcher la solution numérique du probléme de Riemann

Wi, siz <0,

W (z,0) = { (3.49)

Wg, six > 0.

Remarquons que la solution exacte du probléme de Riemann peut étre calculée, la résolu-
tion exacte est détaillée au Chapitre [2]

La position de l'interface gaz-gaz correspond & la discontinuité de contact au travers
de laquelle ¢ est discontinue. Nous avons tracé sur la Figure 2.4] le profil de la masse
volumique p, de la vitesse u, de pression p et de la fraction de masse ¢ au temps final
t1 = 0.002 s. Nous constatons que la vitesse u et la pression p présentent une imprécision
catastrophique au niveau de la discontinuité de contact.

3.6 Conclusion

Pour construire une loi d’état pour les modéles de mélange immiscible, nous avons
repris un procédé classique, que nous retrouvons dans les travaux de Callen [26] ou Hel-
luy et Seguin [74]. Hors équilibre, 'entropie du mélange est la somme des entropies de
chaque phase. A ’équilibre I’entropie croit jusqu’a atteindre un maximum. Il s’agit donc
de résoudre un probléme de maximisation.

De plus, 'entropie du mélange S obtenue en résolvant le probléme de maximisation
nous a permis de construire une entropie de Lax pour le systéme

9(p) + 0z(pu) + 9y (pv) = 0, (3.50)

i (pu) + 9, (pu® + p) + 9y (puv) =0, (3.51)

Bi(pv) + Bz (puv) + 9, (pv* + p) = 0, (3.52)

O (pE) + 0z ((p€ + p)u) + 0y ((p€ + p)v) =0, (3.53)
d(pp) + 0z (puep) + Oy(pve) = 0, (3.54)

muni de la loi de pression p dérivant de 'entropie S du mélange. En appliquant le théoréme
de Mock, le systéme (3.50)-(3.54]) est hyperbolique et admet un domaine d’hyperbolicité

convexe.
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rho(kg/m"3)

1 N
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FIGURE 3.1 — Masse volumique p, vitesse u, pression p et fraction de masse ¢ au temps
final t; = 0.002 s pour le cas d’'une discontinuité de contact se propageant a la vitesse
o = 50 m.s~! (voir Tableau . Le schéma de Godunov conduit & une imprécision ca-
tastrophique sur la pression p et la vitesse u au voisinage de la discontinuité de contact.

Dans le Chapitre [2, nous avions constaté que le systéme (3.50)-(3.54)) muni d’une loi
de gaz raide

p(rie,p) = (1(0) = 1) = =7 (¢) P ().

admettait un domaine d’hyperbolicité non convexe. Dans ce chapitre, nous avons effectué
les calculs de maximisation de 'entropie du mélange S pour le cas d'un mélange de deux
gaz raides immiscibles. Nous avons alors pu expliciter une loi de pression pour le mélange
(voir Section . Le systéme —, muni de cette nouvelle loi de pression, est
hyperbolique et admet un domaine d’hyperbolicité convexe.

Cependant, la loi d’état obtenue avec ’entropie extensive du mélange est compliquée,
le mélange dégéneére vers un modéle sans pression dans le liquide (poo2 > 0) si la fraction
< est trop faible. Un aspect positif est que nous avons construit un modéle de cavitation.
En effet, dans le liquide une zone de vide peut apparaitre, ce qui est qualitativement
réaliste. Mais la solution exacte du probléme de Riemann avec cette loi d’état est difficile a
calculer. De plus, elle est caractérisée par ’apparition de masse de Dirac en certains points
[17, 64, 22, 23].

Du fait de la convexité de domaine d’hyperbolicité, en utilisant le nouvelle loi de pression
pour le mélange, le schéma de Godunov retrouve des propriétés de stabilité. Cependant, si
nous considérons le cas des « oscillations » sur la vitesse u et la pression p du Chapitre [2]
cette nouvelle loi de pression ne nous permet pas d’améliorer la résolution de I'interface.
Finalement, la nouvelle loi de pression est intéressante sur le plan théorique, mais ne
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simplifiera pas la résolution numérique.

Nous allons donc dans la suite étudier une autre approche, en conservant la loi d’état
sans mélange. Nous utiliserons des techniques numériques permettant de ne pas introduire
de mélange en reprenant des idées de [32]. Nous nous assurerons alors de rester dans le
domaine d’hyperbolicité, méme si celui-ci n’est pas convexe.
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CHAPITRE 4

Schémas ALE-projection et solveur

de relaxation pour des écoulements

bifluides compressibles en dimension
un

4.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous nous intéressons a la résolution du modéle bifluide en dimension
un d’espace. Le systéme considéré est le systéme des équations d’Euler auquel nous adjoi-
gnons une équation de transport sur la fraction de masse de gaz ¢ (appelée aussi fonction
de couleur). La fonction ¢ vaut 1 dans le gaz et 0 dans le liquide, elle permet ainsi de
localiser I'interface des deux fluides. Nous souhaitons développer des méthodes numériques
permettant de résoudre le probléme de Cauchy

(4.1)

oW + 0, F(W) =0, x € [a;b], t >0,
W (2,0) = WO(z),

ot W9 € L>®([a;b]),

W = (p, pu, pv, pE, pp),
F(W) = (pu, pu® + p, puv, (pE + p)u, puep) ,

et la loi de pression p satisfait p = p(7, e, ) avec 7 = 1/p.

Dans le Chapitre [2| nous avions constaté que si le gaz et I'eau suivent des lois de
pression de gaz raide et si nous munissons le systéme d’une loi de pression des gaz
raides pour le mélange (0 < ¢ < 1)

p(rie9) = (7(0) = 1) = =7 (9) P (9). (42)

avec des interpolations ¢ — Y(p) et ¢ — po(¢p) continues sur [0;1], le domaine d’hyper-
bolicité €2
Q:= {W = (p, pu, pv, pE, pp) € R, p > 0,

u2+v2
2

p € [0;1],p<p,E— w) + Poc () >0}, (4.3)
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n’est en général pas convexe. Il en résulte un probléme de stabilité des schémas de volumes
finis classiques. Par exemple pour le schéma de Godunov, nous avions exhibé un exemple
ou celui-ci fournissait des états en dehors du domaine d’hyperbolicité aprés seulement une
itération.

Dans le Chapitre [3| nous avons construit une loi de pression modifiée pour le mélange
permettant d’obtenir un domaine d’hyperbolicité convexe. En écrivant un schéma de Go-
dunov sur le systéme muni de cette nouvelle loi de pression, nous obtenons un schéma
numérique stable. Cependant, la loi d’état construite est nettement plus complexe que la
loi des gaz raides . Elle dégénére notamment vers un modéle sans pression pour certains
régimes, ce qui rend plus délicate la construction et I'utilisation des solveurs de Riemann.
Par ailleurs, 'utilisation de cette loi de pression ne supprime pas les « oscillations » sur la
vitesse u et la pression p décrites au Chapitre [2]et liées a la diffusion numérique a linterface
des deux fluides. Au final, I'utilisation de la loi de pression du mélange, construite au Cha-
pitre [3] complexifie significativement la résolution du probléme de Riemann et n’améliore
pas la résolution de l'interface entre les deux fluides, il est donc préférable de tester une
autre approche.

Dans ce chapitre, le gaz et ’eau suivent encore des lois de pression de gaz raide
avec

Ygazs si p=1,
V() = .
Vig, S1 @ = 07

DPoo,gaz = 0, si Y = 1,
Poo(p) = .
Poo,lig; S1 @ = 0.

Nous présenterons une méthode numérique permettant d’éviter de traiter une zone de
meélange. Cette méthode s’appuie sur un schéma de type Lagrange-projection [82, [44] [45] 30,
80]. Chaque pas de temps d’un schéma Lagrange-projection se décompose en deux étapes.
Dans la premiére étape, nous résolvons le systéme d’équations sur un maillage mobile
se déplagant a la vitesse du milieu continu (étape "Lagrange"). Dans la deuxiéme étape,
nous projetons l'approximation numérique lagrangienne sur le maillage de départ (étape de
"projection"). Un choix judicieux de 'opérateur de projection [32] permet de construire des
schémas numériques ne diffusant pas la fraction de masse ¢ et préservant 'hyperbolicité.
Plus précisément, nous introduisons un sous-ensemble du domaine d’hyperbolicité H C €,
donné par

H:=QoUQy, (4.4)

ol pour tout ¢g € [0; 1], 'ensemble convexe €2, vaut

Qg = {W = (p, pu, pv, pE, pp) € R®, p >0,

’LL2 U 2
© =@, pe = pE — (p);;(p) > poo(sO)}~ (4.5)

Nous appelons cet ensemble H le "domaine d’hyperbolicité sans diffusion". Nous allons
construire des schémas numériques qui préservent H.

En pratique, il est utile de généraliser 'approche Lagrange-projection en remplagant
I’étape Lagrange par une étape ALE ("Arbitraire Lagrange Euler"). Les schémas obtenus
seront donc plutdt de type ALE-projection. Ils permettront d’alterner une approche lagran-
gienne ou une approche eulérienne suivant que la cellule soit située a 'interface liquide-gaz
ou dans une phase pure. L’idée de moyenner la solution exacte du probléme de Riemann
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sur une cellule différente de la cellule de départ si la cellule est située a l'interface des deux
fluides, puis de retourner sur le maillage de départ a I’aide d’une projection, est apparue
dans [I15] dans un autre contexte puis a également été utilisée dans [32] pour un modéle
de trafic routier.

Nous définirons par la suite les propriétés classiques (conservation, consistance, stabi-
lité, effet sur les états u et p constants) de I'étape ALE. De plus, nous introduirons une
inégalité entropique discréte pour le cas d’un écoulement bifluide. Ce type d’inégalité avait
déja été étudié pour le cas d’écoulement monofluide mais n’avait jamais été introduit pour
un écoulement bifluide.

Nous montrerons que, sous réserve de bien définir I’étape ALE, le schéma de Godunov
est conservatif, préserve les états u et p constants et satisfait une inégalité entropique
bifluide. Cependant, le flux associé au solveur exact est cotiteux en temps de calcul. Nous
développerons alors un solveur de Riemann approché, au sens de Harten, Lax, Van Leer
[70]. Ce solveur, basé sur des techniques de relaxation, étend celui de Bouchut [21], 20] au
cas d’un écoulement bifluide. Nous montrerons également que le schéma numérique associé
a ce solveur est conservatif, stable et satisfait une inégalité entropique bifluide.

4.2 Notations

Avant de décrire la classe des schémas ALE-projection, nous allons introduire quelques

notations. Nous définissons les points de la grille par (z,_1 avec
2/ i=0--N+1
T_1 =a,
2
TN+l =0

2

Nous définissons le pas d’espace h; et le centre x; des mailles par

Nous notons par C; la cellule

Ci= Jopay |-
Les cellules Cy et Cy seront utilisées pour appliquer les conditions aux bords (voir Section
2.7.2)). Nous considérons également une subdivision (¢, ),en de R telle que le pas de temps

soit défini par At,, :=t,41 — t, > 0.
Construisons la suite (Wio)lgig N

0 1 [T+d o )
4%, =5 W (z)dz, i=1---N,
i Jo,

T2

et supposons que nous disposons d'une approximation (W;")1<i<n

W~ Wi(x;, ty).

)
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4.3. Etape ALE (Arbitraire Lagrange Euler)

de la solution du probléme de Cauchy (4.1)) sur les cellules (C;)1<i<n au temps ty,.
Les frontiéres z, 1 bougent a la vitesse £ 1 entre les temps ¢, et 1,

2 2
17
m’”’

— n

Nous utilisons la notation -"*1~ pour caractériser la valeur de - au temps t,11, Juste avant
I'étape de projection. L’étape de projection permet, a partir d’un état -"*5~, d’obtenir un
état -1 au temps tq.

Les schémas ALE-projection se décomposent en deux étapes (voir Figure :

— D'étape ALE, qui a partir de W, permet de calculer un VVZLH’* sur une cellule

n+l,— n+1l,—, n+l,—
C —}x. 1 [,

) 7’_5 9 Z-‘r%
— une étape de projection qui permet d’obtenir les variables d’Euler au temps t,41
sur les cellules d’origine Cj.
Dans ce chapitre, nous nous intéressons essentiellement & I’étape ALE. Nous décrivons
la projection de maniére formelle, elle sera détaillée plus explicitement au Chapitre [5] Nous
I’écrivons ici sous la forme d’une application

5
II: (C%l([a; b] ;]R))5 — <5{x een 1} ([a; b] §R)>

Wn-l—l,— — 11 (WTH-L—) — VVTL-I—I7

ot C1 ([a;b];R) est Pespace des fonctions C! par morceaux sur [a;b] et
E a; b ;R
{x_%<_”<r } ([a; 0] ; R)

est l'espace des fonctions constantes par morceaux sur [a; b] dont la subdivision est

(ry)
2/ 0<i<N+1

N+3

4.3 Etape ALE (Arbitraire Lagrange Euler)

4.3.1 Schéma de volumes finis

Nous allons décrire I'étape ALE du schéma ALE-projection. Pour I'effectuer, nous uti-
lisons un schéma de volumes finis. En intégrant le systéme de lois de conservation

oW 4+ 0, F(W) =0, (4.6)
sur le trapéze espace-temps @ (voir Figure
0= {(x,t), Tt <T<m g+ (-t t<t< t;+1} . (47)

nous obtenons
xn+1 y—

i+ - Cir}
e Wiz, t, . )dx — W (x,t,)dx
T T g
2 2

it (P ROV W1 (6) 7)) — €y ROV (€2,) ) )
— Aty <F(R(mn—1a wi, (f?_%)Jr)) - 5?_%R(Wi711> Wi, (5?_5)+)> =0,
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4.3. Etape ALE (Arbitraire Lagrange Euler)

n+l n+1 n+1
| WS Wi Wil |
| i I " I ¢ |
i i A\
Etape de projection:
3 | gl ]
: nt1,—: n+i, n+1
Wi*l Wl Wz-{—l
N e
;17;"}\5'"7 ; I;Lj; - r:’:%l - Tr':%l - A\
At : Etape ALE:
‘ / : : mn — tn«H,f

FIGURE 4.1 — Structure des schémas numériques ALE-projection. Dans la premiére étape
nous résolvons le systéme d’équation sur un maillage mobile et dans la deuxiéme étape
nous effectuons une projection pour se ramener sur le maillage initial.

n+1,— n+1 n+1
Wi—l z ’L+1
‘lyfzjgly— /ITLJrl - n+l n»kl —
i—3 K 1,% s+2 L+2
At ' ; , | Etape ALE:
AN tn—’—l,—

FIGURE 4.2 — Etape ALE : nous intégrons le systéme de lois de conservation (4.6)) sur le
trapéze espace-temps Q.

ou R(Wp,Wg, &) est la solution exacte du probléme de Riemann

W + 0, F(W) =0,

W(z,0) = {

Wi, siz <0,
Wg, six > 0.

Nous pouvons alors écrire un schéma de volumes finis explicite a 'ordre un (schéma de
Godunov)

h?—’—l’_”in—’—l’_:hi[[in_Atn (FL([[z'nv 27—l|-1ﬂ§ ) FR([[Z 1’Hn€n 1))
2
ot les flux numériques ALE de Godunov Fj, et Fr sont donnés par

FL(WLa Wk, 5) = F(R(WLa Wk, 5_)) - gR(W[n Wk, g_)a
Fr(Wr,Wr,§) = F(R(WL,Wg,£")) — ER(Wp, Wg, &T).

De plus, nous pouvons montrer que pour le flux ALE de Godunov, nous avons

FL(WLa Wk, 5) = FR(WL7 Wk, f)
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4.3. Etape ALE (Arbitraire Lagrange Euler)

En effet, si £ ne correspond pas & une discontinuité de la solution du probléme de Riemann
R(Wp,Wg,-), nous avons R(Wp,Wg,£7) = R(WL,Wg,£1) et comme le flux numérique
F est continue, nous avons Fr(Wp,Wg,&) = Fr(Wr, Wg,§).

Si € correspond a une discontinuité £ = o de la solution du probléme de Riemann R(W7p,
Wr, ), les conditions de Rankine-Hugoniot nous donnent

6 (R(WLa WRa€+) - R(WLv WRvg_)) =F (R(WL’ WR’§+)> - F (R(WLv WRaé_)) )
= F (R(WL, Wg,&7)) — ER(WL, Wg, ) = F (R(Wr, WR,£7)) — ER(W, WR,£7),
= Fr(Wr,Wg,§) = FL(Wr, WEg,§).

En pratique, nous n’utiliserons pas toujours le flux de Godunov, celui-ci est cher en
temps de calcul. Nous introduirons alors de facon plus générale, le schéma de volumes finis
explicite & 'ordre un

h?+17_mn+17_ = hy,W'Ln - Atn (FL(Wzn7 irfklv €?+%> - FR(WiTila Win7 5?,%)) ) (48)

ou Fr,(Wp,Wg, &) et Fr(Wr,Wg, &) sont appelés flux numériques et nous permettent de
calculer Winﬂ’* a la prochaine étape temporelle connaissant les valeurs de W/ au temps

th. Winﬂ’_ est une approximation de W(-,¢,+1) sur la cellule

n+1,— n+1l,—, n+l,—
C,; :]xil TN [
2 2

Comme les frontiéres x,, 1 se déplacent a la vitesse 5;1 1 entre les temps ¢, et ¢, |, la taille

+ 2
de la cellule %, juste avant la projection, est donnée par

+1,- +1,— +1,—
Remarquons que le pas de temps doit satisfaire la condition CFL (pour Courant, Friedrichs,

Levy)
Atn )\max < hz

ol Amax €st un majorant des vitesses de propagation.

4.3.2 Choix des vitesses f¢+% des frontiéres Tiyl

Plusieurs choix sont possibles pour la vitesse §?+ , de la frontiére z; 1. Le choix classique
2 2

eulérien correspond & prendre

ZF 1= 0. (4.10)
Nous avions constaté au Chapitre [2[ que ce choix introduisait une zone de mélange (0 <
¢ < 1), il en résultait des problémes de stabilité et des imprécisions (« oscillations ») a
'interface des deux fluides pour le schéma de Godunov (voir Section .

Comme nous désirons éviter d’introduire une zone de mélange (0 < ¢ < 1), I'idée est
de déplacer le maillage & la vitesse de la discontinuité de contact au niveau de l'interface
liquide-gaz. Nous présentons deux choix satisfaisant cette condition. Le schéma classique
lagrangien consiste a choisir
(4.11)

n n
1 =U. 1,
z+2 z+2

ol u;‘+ , est la vitesse de la discontinuité de contact obtenue lors de la résolution (approchée
2

ou exacte) du probléme de Riemann R (Wi”, i1 %)
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4.4. Propriétés de 'étape ALE

n

i+

§?+ , = 0 partout ailleurs [32]. Nous expliquerons dans la suite en quoi ce choix est inté-
2

Une autre possibilité est de choisir 5;_ ; =u” ; uniquement a 'interface liquide-gaz et
2 2

ressant. Détaillons maintenant comment localiser I'interface entre les deux fluides. Comme
¢ = 1 dans le gaz et ¢ = 0 dans le liquide, la fronti¢re z, 1 correspond a l'interface

2
liquide-gaz si la condition suivante est satisfaite

1 1
(%0? - 2> <90?+1 - 2) <0.

Dans ce cas, la vitesse {ZF , de la frontiére x
3

il est définie par

. 1 —
+5

(4.12)

wo_ fu st (e = 3) (el - 3) <O,
0, sinon.

Dans la suite, nous référencerons par
— Schéma « eulérien », un schéma numérique correspondant au choix (4.10)),
— Schéma « lagrangien », un schéma numérique correspondant au choix (4.11)),
— Schéma « ALE », un schéma numérique correspondant au choix (4.12)).

4.4 Propriétés de I’étape ALE

Nous allons maintenant introduire quelques propriétés que peut satisfaire I’étape ALE,
correspondant au schéma de volumes finis (4.8)).
4.4.1 Conservation

L’étape ALE (schéma de volumes finis (4.8))) est conservative si le flux numérique est
continu & la traversée des frontiéres entre les cellules.

Définition 4.4.1. Le flux numérique est conservatif s’il satisfait [’égalité
FL(Wi,Wg,§) = Fr(WL, Wk, §), (4.13)
nous pouvons alors omettre les indices -1, r et uniquement le noter F(Wp,, Wg,§).

Remarquons qu’il ne peut pas y avoir de confusion entre le flux numérique F' et le
flux physique F' de car ils ne dépendent pas du méme nombre de variables. Dans la
suite, si nous omettons les indices -7, g au flux numérique, il sera supposé conservatif et
dans le cas contraire, lorsque les indices sont précisés, le flux numérique sera supposé non
conservatif.

Proposition 4.4.1. Si un flux numérique F' est conservatif, le schéma numérique préserve
la masse totale, la quantité de mouvement totale, [’énergie totale et la masse de gaz totale.
4.4.2 Consistance

La consistance du flux numérique assure que le schéma est bien une approximation du
systéme d’équations de départ.

Définition 4.4.2. Le flur numérique F(Wp,, Wg, &) est consistant avec le flux exact F(W)
si le flux numérique satisfait pour tout W €

F(W,W,¢) = F(W) — ¢W.
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4.4. Propriétés de 'étape ALE

Nous pouvons remarquer que cette condition garantit que si au temps ¢, la solution
est constante, c’est-a-dire que si pour tout ¢, nous avons W = WO alors au temps ¢

1 _
nous aurons I/Vz»nJr — =wo.

n+1»

4.4.3 Stabilité

La stabilité va nous permettre de s’assurer que I’étape ALE (schéma de volumes finis
(4.8)) préserve 'hyperbolicité.

Définition 4.4.3. L’étape ALE, correspondant au schéma de volumes finis (@, est D-
stable si sous une condition de type CFL nous avons
Vi, W' e D = Vi, W' e D.
Remarque 4.4.1. Nous étudierons les deux cas suivants
— le cas D = Q, ou Q est le domaine d’hyperbolicité non convexe, donné par ,
— le cas D = H, ot H le domaine d’hyperbolicité sans diffusion. H est le sous
ensemble non convexe du domaine d’hyperbolicité 2, donné par , il admet deux

composantes connexes converes. Dans ce cas, comme la fraction de masse ¢ vaut
soit 0 soit 1, nous parlerons de stabilité sans diffusion.

4.4.4 Effet sur les états u et p constants

Nous savons qu’il est difficile de résoudre numériquement une discontinuité de contact
pour un écoulement bifluide. En effet, les schémas numériques classiques introduisent des
oscillations sur la vitesse u et la pression p a l'interface des deux fluides (voir Section.
Nous introduisons tout d’abord une définition dans le cas ou la vitesse transversale v est
constante.

Définition 4.4.4. L’étape ALE, correspondant au schéma de volumes finis (@, préserve
les états u, v et p constants sur un domaine D si pour tout i, W* € D satisfaisant

U; = UQ,
n __
v; = Vo,
n __
b; = Po,
. 1,— 1,— . 1,— o L— .
les vitesses ul ™7 et v et la pression pIT T associées a Uétat W'THT satisfont
n+l,—
U’z’ = Uup,
n+l,—
Ui = 0,
n+l,—
b; = Po.

Remarque 4.4.2. Cette définition sera essentiellement utilisée pour le cas d’un écoulement
monofluide, par exemple pour D = Qy ou D = Q4.

Nous traitons maintenant le cas d’un écoulement bifluide. Considérons tout d’abord le
cas oll le schéma numérique ne diffuse pas la fraction de masse , nous nous intéressons
uniquement & 'interface des deux fluides.
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4.4. Propriétés de 'étape ALE

Définition 4.4.5. L’étape ALE, correspondant au schéma de volumes finis @, préserve

les états u et p constants a l'interface des deux fluides sur H si pour tout i, W' € H
satisfaisant

ul = g,
p? = Po,
n Vo, St VVZTL € Qg,
v T vi, st W e Qy,

la vitesse u™ 1~ et la pression p" 1~ associées a I’état WL sont constantes a linterface

des deuz fluides, a savoir, si
1 1
(3) (hma=3) <0

nous avons

n+1,— n+1,—

(8 =u; 'y = uo,
n+l,— _ nt+l,— _
p;, = DPjp+1 = Do,

y n
il ) vor S Wi € Qo,
‘o0 vy, st Wi €,

il {vo, si Wi,y € Qo,

ntl _
ot v1, si Wi €.

(%

Remarque 4.4.3. Un schéma numérique peut préserver les états u et p constants a l’in-
terface méme s’il ne préserve pas le domaine d’hyperbolicité sans diffusion H.
La vitesse transversale v est uniquement discontinue a linterface des deux fluides.

Nous introduisons également une définition pour les schémas numériques diffusant la
fraction de masse de gaz ¢, c’est-a-dire si la fonction Wb~ est a valeurs dans €.

Définition 4.4.6. L’étape ALE, correspondant au schéma de volumes finis (@, préserve
les états u et p sur §) si pour tout i, W € ) satisfaisant
uj
pi’ = Ppo,
la vitesse u"th et la pression p" T~ associées a Uétat WL~ sont constantes, c’est-a-
dire que pour tout 1

n+1’7 J—

Ui = Uup,
TL+17— —

D; = Po-

Remarque 4.4.4. Un schéma numérique peut préserver les états u et p constants sur )
méme s’il ne préserve pas le domaine d’hyperbolicité €.

4.4.5 Inégalité entropique

Nous avons vu que pour retrouver I'unicité de la solution faible, nous devions imposer
a celle-ci de satisfaire une inégalité d’entropie

Bn(W) + 8, H(W) < 0. (4.14)
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Nous allons alors traduire cette inégalité au sens numérique, c’est-a-dire trouver une in-
égalité discréte que doit satisfaire la solution donnée par le schéma de volumes finis pour
qu’elle soit entropique.

Dans le Chapitre 2] nous avions constaté qu’il n’était pas possible de définir une entropie
de Lax globalement convexe pour psogaz 7 Poo,lig Si Nous munissons le systéme (4.6)) de la
loi des gaz raides . Nous utilisons ici la méme construction qu’au Chapitre est—a—
dire que nous définissons ’entropie de Lax W +— n(W) sur I'ensemble d’hyperbolicité sans
diffusion #H (voir (4.4)) par

1 pE pu)? + (pv)?
1 (p, pu, pv, pE, pp) = —ps ( — - M,so ; (4.15)
pop 2p
ol
s(1,€,0) = Cu(p) (V) — 1) In(7) + Cu(p) In (e — Tpeo () ), (4.16)
avec
Ygaz, Sl =1,
Viigs Sl
P ,gazs Sl 1
P ligs Sl O

( o VgaZ7 QD - 1
VAP Cl,lzq, si p = 0.

H(W) = un(W).

Le flux d’entropie H vaut

La fonction 1 est convexe sur chaque composante connexe (convexe) de H. En fait la
fonction 7 est convexe par rapport a (p, pu, pv, pE) et c’est en ce sens que nous allons
définir une inégalité entropique. Nous parlerons d’inégalité entropique sans diffusion.

En intégrant 'inégalité d’entropie (4.14)) sur le trapéze @ (voir la formule (4.7)) et la
Figure 4.2), nous obtenons

n+1 —

i 1'1. 1
Lo w0y de— [ awien)i
z g z

T2 i—5

Aty (H (RO Wi, (€14)7) = & n(ROVE Wik, (61, ))7)))
Y9)) = &L am(ROVE L WP (€11)7) ) <0,

1
ou R(Wp,Whg, &) est la solution exacte entropique du probléme de Riemann

— Aty (H(ROW, W2, (6, ,
2 2

W(z,0) = {

Wi, siz <0,
Wg, six > 0.

. 1,— 1.—
De plus, si sur x?”l T xqﬁl ’
=3 +35

(convexe) de H, comme 7 est convexe sur chacune des deux composantes connexes de H,

[, W (x, t, +1) appartient a la méme composante connexe
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4.5. Solveur de Riemann approché et flux numériques

une inégalité de Jensen nous donne pour le schéma de Godunov l'inégalité entropique
discréte

(2 K3

h“l’_n (W'HH’_) —hn (W)
+ At, (HL(W'L'Ha 'Lﬁlﬂggr%) - HR( 1'7117 Wf?i?,%)) <0,
ol les flux numériques d’entropie de Godunov Hj, et Hp sont donnés par

HL(WLa Wk, é) = H(R(WL7 Wk, 6_)) - fW(R(WL Wk, 5_))7
Hr(Wp,Wg, &) = H(R(Wr, Wg,&Y)) — &n(R(Wy, Wg, &),

En pratique, nous n’utiliserons pas toujours le flux de Godunov, car celui-ci est cher en
temps de calcul. Nous introduirons alors de facon plus générale une inégalité entropique
discréte.

Définition 4.4.7. L’étape ALE (schéma de volumes finis (4.8)) satisfait une inégalité

d’entropie associée a l'entropie n du systéme @, définie sur D, si l'étape ALE est D-

stable et s’il existe un flux d’entropie H(Wp, Wg, &), consistant avec le flux exact d’entropie

(au sens oo HW, W, &) = HW) — &n(W)) tel sous une condition de type CFL l’état
4.8

1,— ; . . L
WinJr ", donné par le schéma de volumes finis , satisfait

h?H’_U (WinJrL_) — hyn (W)
+ AL, (H(Win’ m€n) — H izlei”,§f7%)> <o. (4.17)

Remarque 4.4.5. Nous étudierons les deur cas sutvants
— le cas D = H, ot H est le domaine d’hyperbolicité sans diffusion, donné par .
H est un ensemble ayant deux composantes connexes (convexes), nous parlerons
d’inégalité entropique sans diffusion,
— le cas D = Qqy et D = Qq si Uétape ALE n’est pas H-stable mais est Q)g-stable et
Q1-stable. Nous sommes dans cette configuration si l’étape ALE diffuse .

Remarque 4.4.6. Dans la Définition [{.4.7 de Uinégalité entropique, nous imposons a la
l’étape ALE d’étre D-stable, en effet dans la formule (m) nous €crivons n(Wi"H’_) qut
n’a un sens uniquement pour Wit

f € D, car D est le domaine de définition de ’entropie
de Lax n.

4.5 Solveur de Riemann approché et flux numériques
Nous rappelons que pour deux états W, et Wg le probléme de Riemann

oW + 0, F(W) =0,
Wi, sixz <0,

W (z,0) = { (4.18)

Wg, sixz >0,

admet une unique solution entropique (voir Chapitre . La solution d’un tel probléme est
une fonction dépendant de W, Wg et du rapport 7, elle peut s’écrire sous la forme

W (z,t) = REwact (WL, Wk, %) .
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Nous allons maintenant introduire une méthode générale de construction d’un schéma
numérique. Cette méthode est basée sur la notion de solveur de Riemann approché au sens
de Harten, Lax, Van Leer [70]. Cette classe générale contiendra les solveurs de relaxation,
les solveurs cinétiques et les solveurs de Roe. Cependant, 'approche traitée dans [70] et
[20] est adaptée au cas de schémas numeériques eulériens, nous allons étendre la notion de
solveur de Riemann approché a I’étape ALE (schéma de volumes finis (4.8])).

Définition 4.5.1. Un solveur de Riemann approché associé a (@ est une fonction

R (WL,WR, %) , qui est une solution approchée du probléme de Riemann @)— au
sens ot la fonction R satisfait la condition de consistance

V(z,t) € Rx]0; +00[, R <W W, %) —w,
préserve le domaine d’hyperbolicité €2 ,
Wi, Wr € Q = V(z,t) € Rx]0; +oc[, R (WL,WR, %) e,
et satisfait la relation de conservation

FL(WL7WR7§) = FR(WL7WR7£)7 (419)

ot les flux a droite et a gauche sont définis par

3
Fr(Wr,Wg,§) = F(WL) — WL — / (R(WL,Wg,0) — Wp,)db, (4.20)

—0o0

400
Fr(Wp,Wg,&) := F(Wg) —{Wg + /£ (R(WL, Wg,0) — WR)dH. (4.21)

Remarque 4.5.1. Dans lapproche de [T0] et [20], les flux eulériens F, et Fr dépendent
uniquement des états Wi, et Wr. Dans notre cas, afin de traiter le cas d’un maillage mobile,
ces flux dépendent également de la vitesse & de la frontiére séparant l'état Wi, de l’état Wg.

Introduisons maintenant la condition CFL associé & un solveur de Riemann approché
R(Wp,Wg,-). Nous devons choir le pas de temps At,, de sorte que les solutions de deux
problémes de Riemann « locaux » voisins n’interagissent pas. Pour cela, nous allons nous
assurer que l'onde la plus rapide issue de x; 1 et 'onde la moins rapide issue de z, 1
n’atteignent pas x; avant At, (voir Figure . Calculons tout d’abord l'onde la moins
rapide associée & un solveur de Riemann approché R(Wp, Wg,-). Définissons ’ensemble

Ay, (Wp, Wg) par
Am(Wr, Wg) = {5 ER_, v% <& R (WL, Wh, %) - WL} :

la vitesse d’onde minimale A\, (W, Wgr) € R_ du probléme de Riemann R(Wp, Wkg,-) est
alors donnée par

AW, Wg) = sup A, (Wr, Wg).

Définissons de la méme maniére la vitesse d’onde maximale Ay (Wp, Wg) € Ry du pro-
bléme de Riemann R(Wp, Wg,-) par

)\M(WL; WR) = inf AM(WL, WR),
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ol
T T
(Wi, Wr) = {€ € Ry, ¥5 > & R (Wi, Wa, ) = Wr}.
Remarquons que nous avons
Am(Wr, Wg) <0 < Ay (Wi, Wg).
Nous définissons vitesse relative maximale Apax(Wr, Wg) par
Amax(Wr, Wg) = max (| A (WL, Wgr) |, Ay (W, WR)).

La condition CFL correspond alors & choisir un pas de temps At, > 0 satisfaisant
n 1
Aty max Amax (WZ , z+1) < 2mln hi. (4.22)
(2
Nous supposons également que le pas de temps At, satisfait 'inégalité
n 1 .
At, max | £ 1 |< —min h;. (4.23)
i it3 2

ol §" , correspond a la vitesse de la frontiére x; 1 entre ¢, et ¢, , 1, de sorte que le volume
2 2

h?H de la cellule C}' 17 goit toujours positif.
Notons que si le pas de temps At, satisfait la condition CFL (4.22) et la condition

([4.23)), nous obtenons

BT W = W — Aty (FLOVE W) = FROVE L W)

_/%%ﬁ;;%mnR W ) e
- i Va1
. Aty

k3

T, x—miil
+/ R(wr, wr, — 72 g (4.24)
Z. 1+£n 1Atn Atn
T2

i3

Etudions maintenant la stabilité de I'étape ALE du schéma numeérique pour les diffé-
rents ensembles, g, Q1 et H.

Proposition 4.5.1. Supposons que le pas de temps Aty satisfasse la condition CFL
et la I'inégalité et que pour tout i, W* € H. De plus, si pour W € Qq, (respective-
ment 1) nous avons

T—T,
Va:e}x;l —i—f@ilAtn;xi[, R (W"l,W” 2) € Qo (resp. 1),
T3 T3 Aty
et
T T,
Vaze} 1+§”1At[ R W Wiy — | € Qo (resp. ),

alors l’étape ALE (schéma de volumes finis (4.8)) est H-stable.
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. , s 1,— o
Démonstration. En utilisant 1' nous obtenons que I/VZ-”+ " est une combinaison con-
vexe de vecteurs de  (resp. 1) et comme € (resp. €21) est convexe, nous avons

W e Qg (resp. 1),

(2

et I’étape ALE du schéma numérique est H-stable. O

Remarque 4.5.2. Si dans la Proposition au lievw de supposer W' € H, nous sup-
poserons que W' € Qq (resp. W € Qq), les mémes hypothéses nous fournissent la Qq-
stabilité (resp. la Q-stabilité).

De la méme maniére que nous avons défini les flux numériques & gauche Fp, et a droite
Fg par (4.20) et (4.21)), nous définissons les flux d’entropie G, et G en fonction de Wi,
Wr et de la vitesse £ de la frontiére séparant les états Wy, et Wp.

Définition 4.5.2. Nous définissons les flur d’entropie a gauche Gpet & droite Gg comme
des fonctions dépendant des deux états Wi, et Wg et de la vitesse £ de la frontiére séparant
les états Wy, et Wg par

3

Hy(Wp, Wi, €) := H(Wp) = &n(Wp) — / (n(ROVL, Wi, 0)) = (W) db, (4.25)

—0o0

Hi(Wi, Wi, €) i= H(Wr) — En(Wr) + /5 (RO Wi, 8)) — (W) ) o 1.26)

ot H est le flux d’entropie associé a l'inégalité d’entropie .
Un solveur de Riemann approché R est dit dissipatif par rapport a une entropie 1 si

Hr(Wpr, Wg,§) — HL(WL, Wg,§) <0. (4.27)

Remarque 4.5.3. Si les flux numériques Fy, et Fr satisferont généralement la relation de
conservation

FL(WL7 Wk, f) = FR(WLv Wk, 5)?

le flux numérique d’entropie n’est pas, en général, conservatif
HL(WL7 WR? é.) 7£ HR(WLJ WR7 5)

Si le pas de temps At,, satisfait la condition CFL (4.22)) et 'inégalité (4.23)), les défini-
tions de G, et G nous donnent

hen(W7") — Aty (HL W Wi 1) = Hr(WE W)

ity itg n n z+2>
= R(WrW",, ———= dx
/z. n ( ( 1 i+1 Atn )

7

T, x—xiil

+/ " R< i ,W{”,2> da. (4.28)
x Aty ( ! Atn
i i

Nous obtenons alors la proposition suivante.

Proposition 4.5.2. Supposons que le flux numérique d’entropie associé au solveur appro-
ché soit dissipatif , que le pas de temps At, satisfasse la condition CFL et
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l'inégalité et que pour tout i, W € H. De plus, si pour W' € Qg (respectivement
Q4 ), nous avons

r — X,

i1
2) € Qo (resp. Q1), (4.29)

Vxe}x;1+£[1Auﬁ@[,R(WmlﬂV”
=3 =3 At,

et

T—x
Vo e }ﬂ:i;l“H% +fl-n+%Atn[, R (Wzn’ fiEe AtH ) € Qo (resp. Q1), (4.30)

alors Uétape ALE (schéma de volumes finis @) satisfait 'inégalité d’entropie discréte
sur H.

Démonstration. En utilisant (4.28]), comme le solveur approché satisfait (4.29) et (4.30) et
comme 7 est convexe sur €y (resp. §21), une inégalité de Jensen nous donne

hen(W7") = Aty (HL (WP Wi, €841) = Hr(WE WIS EL L))

it3 +2 n n i+3
= R{W W, ———= dz
/:Bi ( < 7 i+1 Atn ))
z; :r—a;i_l
+/ n R< W 2) dz,
x| HE" | Aty Aty
i—3 i—

> < fn 1At > h, / " " R<Wzn’ iT—LH’ Atl+2>diﬂ
=+ g lAt n
2
h’i n 1 i n T xi_%
+ | =& A | R\ W, W}, dz
2 2 72 — f” 1Atn T+ Aty Atn
=5 i—3 i—
Comme hn+1 =h,+ Atn(é’g_l — Ein_l)a la convexité de 17 nous donne
2 2

hn(W7') — Aty (HL (WY, + & 1) = Hr(Wit Wi 0)

1 e T iy
1,7 i+ i+
> h;w n (hn+1,— / 3 ? R(W{l’ 1‘7—1}—17 A%)dzp
i X

1 z; Tr — xiil
S =
h;-H_l’ x " Aty - Atn
T2 T2
De (|4.24), nous obtenons

hin(Wi") — Aty (HL(Win7 v, &1 ) Hr(Wit, Wi, & é))
> h?ﬂ,—n (Wnﬂ,—) '

(2

NI

Ainsi, 'inégalité d’entropie (4.17)) est satisfaite pour tout flux numérique d’entropie
H(Wrp, Wg, &) satisfaisant

HR(WL7 WR:&) < H(WL7WR7§> < HL(WL7WR7§)'
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Remarque 4.5.4. Si dans la Proposition[{.5.3, au lieu de supposer W[* € H, nous suppo-
serons que W' € Qq (resp. W]* € Qq), les mémes hypothéses nous fournissent une inégalité
entropique sur Qo (resp. Q).

4.6 Schéma de Godunov

4.6.1 La version eulérienne du schéma de Godunov

Le schéma de Godunov a déja été introduit au Chapitre 2| comme les frontiéres des
cellules ne se déplacent pas entre les temps t,, et ¢, 41, le schéma de Godunov est un schéma
eulérien

n —
it 0.
Nous avons alors C? - C;.

Le schéma de Godunov repose sur la résolution exacte du probléme de Riemann (voir

Section [2.6)). Dans une premiére étape, nous résolvons de maniére exacte le probléme de

Cauchy

OW 4+ 0, F(W) =0, z € [a;b], t € Jtn, tnt1],
(4.31)

Wz, t,) =W, o e}xi_%;xﬂr%[, 1<i<N.

La solution du probléme (4.31)) peut alors étre vue comme la superposition des NV problémes
de Riemann « locaux » et est explicitement donnée par

=21
W(z,tht1) =R (W-”, " 2

i i1 ) , T €z riv], 1 <i <N, (4.32)
At,

ou le pas de temps At,, satisfait la condition CFL (4.22)).
Dans la deuxiéme étape, nous définissons WZ‘H comme étant la moyenne de la solution
exacte (4.32)) sur la cellule C; pour i =1--- N,

1

hiWinJrl = / ik W(:L‘,tn+1)dl', (4.33)

To1 rT—T, 1
= [ "R (wprwy ’+2>dx
/a:. < EERAEE T ) Atn

i n nx_xi_%
+/x. R( i—lvvvivAtn>d$7

i—

0
=ty A (FOv7) = [ (ROVE W0 - W as )

—00

N

[

+o0
—an (rovy+ [ (ROVE 0 - ) ag).
0
Ainsi, le schéma de Godunov peut s’écrire sous la forme d’un schéma de volumes finis
E3)
hiWin+1 - h,LWZn - Atn (FL(W,LTL, 7:73'_1, 0) - FR(Wn_l, I/I/Z‘n, 0)) 5 (434)

7

ou le solveur approché utilisé pour calculer les flux Fp, (4.20) et Fr (4.21]) n’est rien d’autre
que le solveur exact décrit dans la Section ﬁ Nous avons I/VZ-’"”+1 = WZ»"H’_.
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De plus, nous pouvons montrer (le calcul sera détaillé ultérieurement pour un flux
dépendant également de £ (voir la Section [4.6.3))) que

Fr,(Wr,Wg,0) = Fr(Wr, Wg,0),
= F(R(W, Wg,0%)).

4.6.2 Propriétés de la version eulérienne du schéma de Godunov

Nous pouvons montrer que le schéma de Godunov satisfait la proposition suivante.

Proposition 4.6.1. Si le pas de temps At, satisfait la condition CFL , le schéma
de Godunov a les propriétés suivantes

— il est conservatif,

— 1l est Qg-stable et satisfait une inégalité entropique sur g,

— il est Qq-stable et satisfait une inégalité entropique sur 2y,

— il préserve les états u, v et p constants sur Qg et sur Q1 (Définition . Cette

propriété n’est satisfaite ni sur H ni sur €,

— il n’est ni H-stable, ni Q-stable et il peut nous fournir des états en dehors du

domaine d’hyperbolicité.

Démonstration. Nous avons déja montré que le flux était conservatif.
Pour montrer la Qg-stabilité, nous utilisons la Proposition [£.5.1] Il suffit alors de montrer
que si Wit ,, Wi, Wi, € Qq,

2

T ;1
Vxe}xi_;;:ri[, 113(12[/{‘_17 in,2>690,
et
=Tyl

\V/CC S :|CCZ,IL‘1+% |:, R (W,Ln, ,L'Y_Li_l, AtHQ) € QO,

ce qui est bien le cas.

Pour montrer I'inégalité entropique sur €y, nous utilisons la Proposition [£.5.2] 11 suffit
alors de montrer que le flux d’entropie est dissipatif dans le cas du solveur exact R.
Cependant, nous avons

Hp(Wi,Wg,0) < H(R(W, Wg,07)) < H(R(WL,Wg,07)) < H (WL, Wg,0),

(le calcul sera détaillé ultérieurement pour un flux dépendant également de £ (voir la
Section ) et ainsi le schéma de Godunov satisfait une inégalité entropique sur ).
Montrons que le schéma de Godunov préserve les états u, v et p constants sur £2y. Supposons
que pour tout 7, W;* € Qg et

n n 7 n
u; = uop, v; = Vo, Pi; = Do, ©; = 0.

