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Résumé

La durabilité des structures en béton du Génie civil est conditionnée par la diffusion d’es-
péces chimiques dans le réseau poreux du matériau cimentaire. C’est en particulier le cas
avec le transport des ions chlorures dans les bétons et avec la lixiviation et le séchage des
matériaux 4 base de ciment. Des modélisations de ces phénomeénes, basées sur la méthode des
volumes finis, sont présentées dans ce travail dans le but de fournir des outils de prédiction
de la dégradation des matériaux cimentaires.

La dégradation chimique d'un matériau poreux est d’abord étudiée a partir d’un modéle sirm-
plifié de diffusion et de dissolution non instantanée. Des solutions analytiques correspondant
& des cas limites sont comparées a celles obtenues par un schéma numeérique de volumes finis.
La concordance des résultats montre que cette méthode numérique simule parfaitement la
progression de fronts de dissolution raides. Le modéle simplifié est ensuite étendu au cas de la
lixiviation d’une pate de ciment, permettant ainsi la restitution de résultats expérimentaux.
Le transport des ions chlorurés est modélisé par une équation de diffusion-sorption. Le cas
d’une isotherme de fixation de Freundlich conduit & un front de pénétration des chlorures,
observé sur des résultats expérimentaux et une simulation numérique.

Une modélisation des transferts hydriques en milieu poreux non saturé est décrite dans la
seconde partie et est appliquée au séchage isotherme de matériaux cimentaires faiblement
perméables. La comparaison entre les résultats de cette modélisation et d’expériences de
séchage sur bétons et pates de ciment permet I'identification du mode de transfert de 1’hu-
midité dans ces matériaux. Ce travail débouche sur une méthode de caractérisation de la
-perméabilité 4 I'eau des bétons faiblement perméables, paramétre difficilement accessible
par les moyens d’investigation classiques.

Mots-clés

diffusion non-linéaire, dissolution, lixiviation, séchage, perméabilité, sorption, milieux po-
reux, matériaux cimentaires, volumes finis.



Abstract

In Civil Engineering, durability of cement-based materials and concrete structures mainly
depends upon the chemical species which diffuse through the porous phase. This is par-
ticularly the case with chloride ions penetration in concrete and the leaching and drying
processes of cement-based materials. The aim of this work is to introduce some continuous
modelling accounting for these phenomena with numerical developments based on the finite
volume method to predict the kinetics of cementitious materials degradation.

The chemical degradation of cement-based materials is firstly studied through a rough ap-
proach of the combined diffusion and dissolution phenomena leading to analytical solutions.
A comparison of these solutions with approximate solutions given by a finite volume scheme
shows that this numerical method is well suited for the modelling of sharp dissolution fronts.
As case study, a leaching modelling is used to analyse experimental results of leaching tests
depicted in the literature. A modelling of chloride diffusion with interactions with the solid
phase according to a Freundlich’s isotherm of sorption is also presented and compared with
experimental results of the literature.

In the second part of this work, a moisture transfer modelling in porous media is descri-
bed and used to analyse the isothermal drying process of weakly permeable materials. The
comparison between this modelling and experimental results on cement pastes and concretes
reveals that the gas pressure can not be assumed constant during the drying process, and
that the moisture transport in liquid form significantly contributes to the water transport. A
useful application of these considerations is the evalnation of water permeability, difficult to
assess by direct measurement, with both numerical model and experimental moisture losses
observed during the drying test.

Keywords

non-linear diffusion, dissolution, leaching, drying, permeability, sorption, cement-based ma-
terials, porous media, finite volumes.



Principales notations de la
premiére partie

Lettres latines

Ca
dt
dx
Dy
Dy

N a8

concentration molaire en soluté A

pas de temps

pas d’espace

coefficient de diffusion du soluté A dans la solution interstitielle
coefficient effectif de diffusion du soluté A dans le matériau
concentration massique ou masse volumique apparente du consti-
tuant solide A

masse volumique apparente initiale du constituant solide 4
invariant associé & la quantité de soluté A perdu par unité de
surface

quantité massique ou molaire de soluté A perdu par unité de
surface

invariant associé & I'équation de diffusion-sorption

quantité de soluté A perdu par unité de surface normalisée par
la masse volumique apparente du soluté

concentration molaire en constituant solide A

variable de temps

temps caractéristique de la cinétique de dissolution
concentration normalisée en constituant A en solution
concentration normalisée en constituant A en phase solide
masse volumique apparente du constituant A sous formes de so-
luté et de solide _

vecteur vitesse massique ou flux du constituant A en solution
variable d’espace

variable de Boltzmann

invariant d’espace dans le cas de la dissolution non instantanée
position du front de dissolution dans le cas non instantané associé
a la variable z



Lettres grecques

Pa
Pa
2
o

T

¢

deuxiéme parameétre de I'isotherme de Freundlich

variable de Boltzmann repérant la position du front de pénétra-
tion des ions chlorures

rapport massique de constituant A sous formes de soluté et de
solide

rapport du temps sur le temps de dissolution

taux d’échange massique ou molaire du constituant A4 de la phase
solide vers la phase liquide

concentration massigue ou masse volumique du soluté A
concentration massique & ’équilibre du soluté A

masse volumique des chlorures libres au bord

premier paramétre de I'isotherme de Freundlich

variable de Boltzmann repérant la position du front de dissolu-
tion dans le cas instantané

produit des invariants n et

porosité totale

Indices et exposants

ions chlorures liés
calclum

chiore

ions chlorures libres
phase solide

- silicium

ions chlorures libres et liés
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7 viscosité dynamique de la phase j
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Bllsg taux d’échange massique d’eau de la phase liquide vers la phase
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Introduction

La durée de vie des matériaux cimentaires dépend fortement des conditions environnemen-
tales auxquelles ils sont exposés. Ainsi, les ingénieurs qui congoivent les ouvrages du Génie
civil doivent réaliser au préalable de nombreuses études pour garantir une durée de vie mini-
male A ces structures tout en respectant certaines contraintes économiques. La modélisation
des phénoménes de transfert et des réactions chimiques susceptibles de se produire dans les
matériaux cimentaires peut alors assister ingénieur dans ces décisions. Elle vise & fournir
a ce dernier des outils efficaces qui lui permettent d’adapter au mieux la construction d’un
ouvrage aux conditions qui lui seront imposées durant sa vie.

Par ailleurs, les expériences réalisées en laboratoire sont de plus en plus pointues et cherchent
a mettre en évidence des phénoménes de plus en plus complexes. Ceci est particuliérement
vral pour les matériaux cimentaires ou des phénoménes d’origines physique, chimique, ther-
mique et mécanique peuvent interférer dans ces essais. De fait, I'analyse directe des résultats
de ces expériences n’est pas toujours possible. Le recours & une modélisation numérique
permet alors une meilleure compréhension de I'importance et du role des différents phéno-
ménes mis en jeu. En outre, lorsqu’un paramétre du modéle est indéterminé, les mesures de
Pexpérience et sa modélisation peuvent étre utilisées pour la caractérisation de ce parameétre.

Ces deux exemples montrent 'importance pour les ingénieurs de disposer de modéles prédic-
tifs validés. Cette validation doit &tre réalisée aussi bien du point de vue expérimental que du
point de vue numérique. Ce travail de thése tente de répondre a ces attentes en fournissant
des modéles et des méthodes de résolution numérique adaptées. Les matériaux concernés par
cette étude sont les milieux poreux constitués d’une phase solide rigide et d’un espace poreux
occupé par un ou plusieurs fluides. Les applications présentées relévent toutes des matériaux
cimentaires comme les bétons, mortiers et pates de ciment,.

Pour ces matériaux cimentaires, la diffusion sous forme gazeuse comme liquide est souvent
le processus principal conduisant a leur dégradation. La complexité de ces matériaux fait
que cette diffusion est la plupart du temps associée & des phénoménes physiques ou chi-
miques non-linéaires difficiles & apprécier. La mise en ceuvre d’une modélisation de qualité
de cette dégradation requiert une bonne connaissance des matériaux, des expériences, des
phénomeénes physico-chimiques actifs et au final une résolution numérique adaptée. De fait,
le développement de modéles fiables ne peut se faire qu’avec la participation des personnes
intervenant & ces différents niveaux de connaissance. Ce caractére transversal de la modéli-
sation explique ainsi la diversité des sujets abordés dans ce travail. Le rapport utilise en effet
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de nombreux résultats issus par exemple de la chimie, de la théorie cinétique des gaz, de la
thermodynamique, des méthodes d’homogénéisation ou encore de I'analyse numérique.

En dépit de la variété des sujets abordés, I'unité de ce travail se trouve dans I’approche utilisée
face & chacun des problémes de diffusion non-linéaires étudiés. La démarche employée repose
a chaque fois sur un modéle macroscopique restituant les phénoménes observés a ’échelle
microscopique et basé sur des équations de conservation de la masse et des lois de transfert.
Les milieux poreux étant constitués de plusieurs phases, les équilibres entre les différentes
phases concernées par un probléme de durabilité particulier sont aussi analysés. L’ensemble
de cette modélisation débouche alors sur un systéme d’équations aux dérivées partielles le
plus souvent non-linéaires. Sa résolution fait alors appel 4 une méthode numérique parmi les
trois grandes familles que constituent les différences finies, éléments finis et les volumes finis.
Dans tout ce travail, c’est la méthode des volumes finis qui a été retenue, car bien adaptée
aux équations de conservation du fait qu’elle assure une conservation discréte des grandeurs
extensives. Enfin, chaque fois qu’il était possible, la modélisation a été confrontée A des ré-
suitats expérimentaux de la littérature. Cette confrontation permet soit une validation de
I’approche utilisée, soit une estimation de paramétres inconnus de la modélisation et utiles
4 une caractérisation des matériaux d’étude.

Ce mémoire comporte deux parties, la premiére étudie des problémes de diffusion non-linéaire
en milieux poreux saturés par leur solution interstitielle, appliqués & la lixiviation et au trans-
port des chlorures. Ma contribution sur ces sujets réside dans ’analyse dimensionnelle d’un
probléme de dissolution simplifié et la construction de solutions analytiques. Le développe-
ment d’'un schéma numérique de volumes finis pour ce probléme et sa preuve de convergence
constituent aussi une part importante de ce travail de thése. La pertinence de cette résolution
numérique est démontrée 3 partir des solutions analytiques mises en évidence. Le schéma
numérique utilisé a été adapté au cas de la lixiviation des matériaux cimentaires, permettant
I'interprétation d’'expériences de lixiviation accélérées qui n’avaient pas pu étre modélisées
précédemment. En ce qui concerne le probléme de transport des ions chlorures dans les maté-
riaux cimentaires, la caractéristique de mon travail a été de développer un schéma numeérique
de volumes finis qui permet une résolution efficace de ce probléme en dépit de sa dégénéres-
cence liée 3 une isotherme de Freundlich.

La seconde partie traite de la diffusion non-linéaire en milieu poreux saturé par une phase
liquide et une phase gazeuse, avec une application au séchage des bétons et pates de ciment.
Un effort particulier a été réalisé pour formuler les lois de transport du modéle de transfert
hydrique utilisé en accord avec les résultats de la thermodynamique et de la théorie cinétique
des gaz. Ce travail précise aussi les hypothéses nécessaires & une modélisation du transfert
d’humidité & pression de gaz constante et sans transport darcéen de la vapeur d’eau. L'uti-
lisation de résultats expérimentaux de la littérature permet une comparaison des différentes
modélisations et de trancher sur 'importance du mouvement d’eau sous formes liquide et ga-
zeuse dans les matériaux d’étude. Les résultats obtenus conduisent finalement & proposer une
nouvelle méthode de caractérisation de la perméabilité intrinséque des matériaux faiblement
perméables & partir de leur cinétique de perte de masse mesurée pendant un séchage.



Premiére partie

Diffusion non-linéaire en milieux poreux
saturés






Chapitre 1.1

Durabilité du béton A long terme

L'industrie nucléaire francaise produit trois types de déchets radioactifs: des déchets de
faible et moyenne activité 4 vie courte (déchets A) et & vie longue (déchets B) et des déchets
a haute activité et & période longue (déchets C). La gestion & long terme de ces déchets
est assurée par I’Agence Nationale pour la gestion des Déchets Radioactifs (ANDRA). Les
déchets 4 vie longue (B et C) posent des problémes de conservation du fait de leur longue
période radioactive. L’ANDRA étudie la possibilité d’un stockage réversible ou irréversible
de ces déchets dans des sites profonds. Une représentation d’un site de stockage est présentée
sur la figure I.1.1. Ce site est constitué de différentes barriéres qui participent toutes a la
rétention des radionucléides, afin de limiter leur impact radiologique sur Ia ‘biosphére. Sur la
figure 1.1.1, ces barriéres sont les conteneurs en béton qui assurent une immobilisation des
déchets, 'ouvrage en béton et la roche héte du site (par exemple de Vargile).

FIG. L1.1 - Représentation d’un site de stockage d’aprés Adenot [Ade92)].

La longue durée de vie des déchets impose en particulier une durabilité de la barriére ou-
vragée en béton 4 des temps grands. Cependant, cette barriére cimentaire est en contact
avec les eaux de ruissellement faiblement minéralisées de la roche héte qui peuvent provo-
quer la dégradation du béton (on parle alors de lixiviation). Le scénario le plus étudié est
le plus néfaste pour le béton et correspond a des eaux déionisées constamment renouvelées
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au contact du matérian. Le Commissariat & Energie Atomique (CEA) réalise pour ’AN-
DRA certaines expériences en laboratoire pour caractériser la dégradation des matériaux
cimentaires dans ces conditions. Néanmoins, étant donnée la durée de vie des déchets, ces
expériences en laboratoire ne suffisent pas & apporter une réponse sur la siireté des sites
de stockage sur une longue période. De fait, de nombreux auteurs se sont intéressés i la
modélisation du phénoméne de lixiviation (voir par exemple Buil et al. [BRO90, BRO92],
Adenot et al. [Ade92, AA98|, Bourdette [Bou94], Gérard [Gér96] et Tognazzi [Tog98]). Une
modélisation validée de la dégradation des matériaux cimentaires permet en effet d’évaluer
les risques encourus par l’environnement sur de plus longues périodes. Cette premiére partie
apporte en particulier une contribution numérique & ces travaux de recherche en montrant
les capacités de la méthode des volumes finis & supporter les fortes non-linéarités liées a la
modélisation d’'un front de dissolution.

La lixiviation des matériaux cimentaires ne constitue pas le seul risque de dégradation des
ouvrages du Génie ctvil. La durabilité de ces structures est aussi menacée par les ions chlo-
rures qui favorisent la corrosion des armatures métalliques lorsque la concentration de ces
ions est importante au voisinage des armatures. Dans le cas des matériaux poreux saturés
étudiés dans cette premiére partie, les ouvrages concernés sont principalement ceux situés en
milieu marin. L'épaisseur de matériau affectée significativement par la présence de chlorure
devient alors un indicateur important de la durée de 'vie de 'ouvrage. Les ions chlorures

_ présents én solution dans les matériaux cimentaires interagissent avec la matrice solide du
" milieu en se fixant & cette derniére. Cette fixation est le plus souvent non-linéaire, empéchant
la'détermination de I’épaisseur du matériau contaminée a partir de solutions analytiques. La
non-linéarité de ce probléme est d’autant plus marquée pour les matériaux cimentaires pour
lesquels I'isotherme de fixation est le plus souvent une isotherme de Freundlich, dont la pente
infinie & 'origine conduit & un front de pénétration des chlorures dans le matérian. Par consé-
quent, les épaisseurs contaminées par le sel doivent étre obtenues 4 partir d'une modélisation
numérique permettant une étude plus fine de la diffusion des ions chlorures dans le matériau.
Dans ce but, le dernier chapitre de cette premiére partie montre comment la méthode des
volumes finis peut étre utilisée efficacement pour traiter la diffusion des chlorures en milieu
poreux saturé dans le cas d'une isotherme de fixation de Freundlich.

Le plan de cette partie est le suivant:

Comme préalable & I’étude de la lixiviation des matériaux cimentaires, les effets d’une ciné-
tique de dissolution sur la dégradation et la forme du front de dissolution sont plus particu-
liérement analysés. Cette étude est menée dans le deuxiéme chapitre sur un probléme moins
complexe que la lixiviation des matériaux cimentaires qui modélise la dissolution partielle
d’un minéral de la phase solide d’un matériau poreux. Cette étape permet une premiére
approche du couplage entre la réaction chimique de dissolution et le transfert de masse par
diffusion qui gére la dégradation d’un matériau poreux. Des solutions analytiques dans les
cas d’un temps grand devant le temps de dissolution et ol la quantité de matiére solvable est
grande devant la capacité de saturation en minéral de la solution sont alors obtenues a 1’aide
d’une approche par étude des invariants. Ces solutions analytiques sont alors comparées avec



Ch. I.1: Durabilité du béton a long terme -15 -

des solutions approchées obtenues numériquement par la méthode des volumes finis. Cette
comparaison met en évidence les qualités de la méthode des volumes finis qui assure un bon
positionnement du front de dissolution méme dans le cas d’un front raide associé a une dis-
solution instantanée. La résolution numérique autorise aussi une étude plus approfondie des
effets de la cinétique de dissolution sur les quantités de matiére évacuées par le matériau et la
forme du front de dissolution. Une méthode permettant d’identifier le temps caractéristique
d’une cinétique de dissolution du premier ordre a partir d’une épaisseur dégradée est ainsi
proposée.

Le troisiéme chapitre est consacré a la lixiviation des matériaux cimentaires. Une modélisa-
tion basée sur le suivi de la masse de calcium dans la phase solide du matériau est décrite
avec les données nécessaires & 1’étude de la lixiviation d’une pate de ciment. La mise en
ceuvre de cette modélisation par la méthode des volumes finis est alors confrontée i des
résultats expérimentaux rapportés dans la littérature. La résolution numérique permet aussi
d’étudier la sensibilité de la modélisation aux données d’entrée du modéle. Finalement, une
autre expérience de la littérature de lixiviation d’une éprouvette avec fissure modéle dans un
cas accéléré fortement non-linéaire est décrite. Sa modélisation numeérique permet d’analyser
les conditions expérimentales de D’essai et plus généralement les effets de la fissuration sur la
dégradation d’une pate de ciment. Les résultats de ce chapitre montrent que la méthode des
volumes finis est parfaitement adaptée aux fortes non-linéarités rencontrées pour modéliser
la lixiviation des matériaux cimentaires.

Le quatriéme chapitre détaille le schéma numérique de volumes finis utilisé pour la résolution
numérique du probléme de diffusion et dissolution simplifié introduit au début de cette par-
tie. En particulier, la convergence de ce schéma numérique vers la solution faible du probléme
avec cinétique de dissolution d’ordre un est démontrée.

Enfin, le dernier chapitre traite du couplage entre diffusion et fixation des ions chlorures
dans les matériaux cimentaires saturés. La modélisation de la diffusion des ions chlorures
en solution avec fixation instantanée a la matrice solide est décrite. Un accent particulier
est mis sur le cas de lisotherme de fixation de Freundlich qui engendre Pexistence d'une
épaisseur finie de matériau touché par le sel. Un schéma numérique de volumes finis permet-
tant la résolution de ce probléme est présenté, et ses résultats sont comparés 4 des résultats
expérimentaux rapportés dans la littérature.






Chapitre 1.2

Etude d’un modéle simplifié de diffusion
et dissolution

La modélisation du phénoméne de lixiviation est rendue délicate par la complexité des ma-
tériaux cimentaires. De fait, I’étude préliminaire d’un probléme de diffusion et de dissolution
simplifié en milieu poreux constitue une étape vers le cas de la lixiviation des matériaux
cimentaires présenté dans le chapitre suivant. Le modéle simplifié décrit dans ce chapitre
permet ainsi une compréhension des principaux phénomeénes gouvernant la lixiviation des
matériaux & base de ciment. L’intérét de 'approche simplifiée réside en particulier dans le.
fait qu’elle autorise la construction de solutions analytiques qui sont utilisées pour valider la.
mise en ceuvre d’un schéma numérique de volumes finis. La méthode de résolution peut alors
étre aménagée dans le chapitre suivant pour traiter du cas de la lixiviation des matériaux
cimentaires. En outre, le modéle simplifié et sa résolution numérique permettent une étude
des effets d'une cinétique de dissolution du premier ordre sur le processus de dégradation
chimique. '

[.2.1 Un modéle simplifié de diffusion et dissolution

Cette section introduit un modéle de dissolution d’un minéral appartenant i la phase solide
d’un milieu poreux. Ce minéral est en contact avec une solution i base d’eau saturant la
porosité ¢ du matériau poreux. L'hypothése d’un équilibre initial entre la solution et le
solide est par la suite toujours admise. Le processus de dissolution est en général engendré
par une condition aux limites agressive comme par exemple une mise en contact du matériau
avec une solution déionisée d’eau pure. La différence entre la concentration en soluté de la
solution saturant le matériau poreux et la concentration de la solution environnante entraine
la diffusion en phase liquide du soluté et donc un abaissement de sa concentration dans le
milieu poreux. L’équilibre entre les phases liquide et solide est alors rompn, provoquant la
dissolution du minéral qui peut s’écrire sous la forme générale suivante:

asS —as A4+ ap B (121)

Selon I'équation (I.2.1), la dissolution de ag moles de minéral S produit a4 moles d’ion A et
ap moles d’ion B en solution. Par exemple, la dissolution de la portlandite s’écrit :

217 -
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Ca(OH)y — Ca® +20H" (1.2.2)

Le couplage entre la diffusion en phase liquide et la dissolution d’une partie de la phase solide
est représenté sur la figure 1.2.1.

Solution agressive \ Phase solide

Matériau poreux Phase liquide

F1G. 1.2.1 - Diffusion et dissolution dans un miliew poreuz.

Soit m 4 la concentration massique (ou masse volumique) en constituant A présent en phase
solide sous forme de minéral S et ps la concentration massique en constituant A présent
sous forme de soluté dans la phase liquide. Les concentrations ps et m, sont définies res-
pectivement par rapport au volume poreux et au volume total du matériau. A 1’échelle
macroscopique, la conservation de la masse du constituant A sous formes de soluté et de
solide, dans un volume élémentaire df2, s’écrit respectivement:

O(dpa)

—a o = —div(— Da¢grad pa) + pi,,
2 j (12.3)
at = _#8—51

Dans la premiére équation de (1.2.3), Popérateur de divergence s’applique & la vitesse mas-
sique wp de diffusion du constituant A en phase liquide, et est donnée ici i partir de la
forme classique de la loi de Fick par:

wpa = —Dapgrad py (1.2.4)

avec D4 le coefficient de diffusion du constituant A dans la solution interstitielle du maté-
riau poreux. Certains auteurs, comme par exemple Shackelford et Daniel {SD91|, qualifient
D4 de coeflicient de diffusion effectif, alors que d’autres, comme par exemple Bigas [Big94],
qualifient D4 = $D 4 de coefficient de diffusion effectif. Ce dernier choix étant le plus courant
dans le cas des matériaux cimentaires visé par les applications de ce travail, il est adopté
dans toute la suite du document. Dans cette premiére approche simplifiée, le coefficient de
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diffusion D4 est supposé indépendant de la concentration en soluté A et les effets de la disso-
lution sur la porosité du matériau sont ignorés. La porosité ¢ et le coefficient de diffusion D,
sont donc constants dans cette premiére analyse. De plus, la solution est supposée tmmobile,
de sorte qu’aucun transport convectif du constituant A n’intervient dans I'expression de sa
vitesse en phase liquide donnée par Péquation (1.2.4).

Enfin, le terme x?',, apparaissant dans les deux équations de (I.2.3) est le taux d’échange du
constituant A de la phase solide vers la phase liquide, tel que u2 ,, df dQ) représente la masse
de constituant A qui passe de phase solide en phase liquide dans le volume élémentaire d$
entre les instants ¢ et £ + dt.

Les deux équations de conservation de la masse (1.2.3) doivent 8tre complétées par une
équation d’état régissant I’équilibre du constituant A sous ces deux formes. Dans le cadre de
cette étude, les cas d’une dissolution instantanée et d’une cinétique de dissolution d’ordre
un sont envisagés.

1.2.1.1 Loi de dissolution instantanée

Dans le cas d'une dissolution instantanée et tant que le minéral S est présent en phase solide,
la concentration en solution du constituant A est imposée & une valeur 5, dite concentration
d’équilibre. Cette valeur peut étre calculée en utilisant la propriété d’électroneutralité de la
solution et les constantes d’équilibre de la réaction (1.2.1) et de la réaction d’auto-hydrolyse
. de I'eau

2H,0 +— H;0Y +0OH~ (1.2.5)

Par exemple, dans le cas de la dissolution de la portlandite régie par I’équation (1.2.2),
I'équation d’électroneutralité et les équations reposant sur les constantes d’équilibre des
réactions (1.2.2) et (1.2.5) s’écrivent respectivement, pour des concentrations exprimées en
moles par litres:

2Cca2+ + CH,0+ = CoH-
(ccart) (con-)’ = 107°2 (1.2.6)
(CH30+) (COH—) = 1074

La combinaison des trois équations de (I1.2.6) permet alors le calcul de la concentration
d’équilibre du calcium en solution :

Bog+ =470 g/m® (1.2.7)

La dissolution instantanée du minéral S peut alors étre traduite par la loi suivante:

ma.(Pa — pa) =0 avec ma > Oet py < fpa (1.2.8)

La concentration en constituant A en solution est représentée en fonction de celle en phase
solide sur la figure 1.2.2 de gauche selon laloi (1.2.8). Le probléme de la dissolution instantanée
d’un minéral couplée avec une diffusion en phase liquide se rapporte donc 4 la résolution des
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équations (1.2.3) et (1.2.8). Ce probléme peut étre posé sous la forme d’une unique équation
de diffusion non-linéaire régissant la concentration totale (wy = ¢ps + ma) du constituant
A sous formes de soluté et de solide et définie par rapport au volume total du matériau.
L’équation (1.2.8) permet en effet d’exprimer ¢p4 comme une unique fonction croissante F
de la concentration totale en constituant A (i.e. pps = F(wa)) avec I donnée par:

si0<wy < ¢py  alors Flwg) = wa
Sippa < wa alors F(wa) = ¢7a
Cette fonction est représentée sur la figure [.2.2 de droite. Par ailleurs, 'addition des deux

équations de conservation de la masse du constituant A sous formes de soluté et de solide
(1.2.3) conduit & 1’équation suivante:

(1.2.9)

BwA

a5 = div (D¢ grad pa) (1.2.10)

L’équation (1.2.10) peut finalement étre réécrite & partir de la seule variable w4 en utilisant
la relation ¢ps = Fwy):

3;”—; = div (D4 grad F(w.)) (1.2.11)

4 Pa - O =F(wy)

Pa 3 OPat--

Wo= O patmy

¢ Pa

Fic. 1.2.2 - Dissolution instantanée.

Lorsque w4 devient plus grand que ¢4, la fonction F{w,4) est constante et aucune diffusion
du constituant A en solution n’est possible. Le probléme est alors dit dégénéré et présente une
frontiére libre qui progresse a vitesse finie dans le matériau. Cette frontiére libre est un front
de dissolution qui sépare une zone oil le minéral S est totalement dissous et la concentration
en constituant A en solution est inférieure ou égale a p4, d’une zone ou la concentration de
A en solution est égale & p4 et la phase solide n’est pas altérée.

I.2.1.2 Loi de dissolution non instantanée

La dissolution ne peut cependant pas toujours étre supposée instantanée. Par exemple, dans
les milieux & fortes porosité et perméabilité, le transport diffusif du constituant A en phase
liquide s’effectue rapidement et la dissolution du minéral S peut devenir le phénoméne limi-
tant. Il est alors utile de considérer une cinétique de dissolution qui tend vers I’état d’équilibre
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caractérisé par (1.2.8). Différentes expressions sont possibles [Atk90], et le choix le plus simple
est celui d'une cinétique de dissolution linéaire de la forme:

4 0 B simg =0
Mot = _¢M simg >0
tg

Dans I'équation (I.2.12}, £; est un temps caractérisant la cinétique de dissolution et qui
est par la suite qualifié de temps de dissolution. La concentration g4 intervenant dans la
loi de dissolution (1.2.12) est la méme concentration d’équilibre du constituant A que celle
introduite dans (1.2.8). Cette forme de loi de dissolution est équivalente & celle introduite
par Madé et al. dans [MCF90]. Notons que la loi de dissolution non instantanée donnée par
(1.2.12) ne peut pas &tre utilisée pour décrire la précipitation du solutél. Dans les exemples
présentés par la suite, la concentration en constituant A en solution ne dépassera pas la
concentration d’équilibre empéchant ainsi toute précipitation du soluté.

Le probléme de la dissolution non instantanée d’un minéral couplée a une diffusion en phase
liquide se rapporte & la résolution des équations (1.2.3) et (1.2.12).

Les problémes de diffusion et dissolution possédent de nombreuses applications dans plusieurs
types de milieux poreux. Dans le cas des matériaux cimentaires, Maisse et al. [MMPS95,
Mai98] étudient la lixiviation des bétons utilisés comme stabilisant et solidifiant des résidus de
déchets. Toujours pour le méme matériau et dans le cas d’une dissolution instantanée, ce type
de probléme concerne la durabilité du béton des centres de stockage souterrains destinés i
recevoir des déchets radioactifs 4 longue durée de vie (voir Adenot [Ade92}, Tognazzi [Tog98)).
Dans le cas des sols, un probléme d’environnement consiste a examiner la dissolution lente
d’un polluant hydrocarbure sous forme de phase liquide non aqueuse (NAPL) dans I'eau des
nappes aquiféres (voir par exemple Mayer et Miller [MM92] et Radilla et al. [RAB*97]). Dans
les couches plus élevées des sols, il est aussi intéressant d’analyser un probléme d’écologie 1ié

a P'acidification des sols suite & une dissolution non instantanée de la gibbsite (voir Hauhs et
el. [HHL95)).

1.2.2 Etude des invariants du probléme unidimensionnel

Cette section particularise le probléme de diffusion et dissolution précédent en se restreignant
au cas du milieu unidimensionnel semi-infini [0, +00[. Ce cas permet dans un premier temps
d’étudier les invariants du probléme, puis dans un second temps, d’exhiber des solutions

1. Lorsgue la valeur de la concentration en soluté conduisant A une précipitation de ce dernier sous forme
solide est 1a méme que la concentration d’équilibre associée 4 1a dissolution, une loi de dissclution-précipitation
peut étre donnée sous la forme:

max(qpr_pA,O) sima =0
A __ _ g (1.2.13)
Hs—st pA — Pa . 0 o
¢T Sl >

Cette cinétique de dissolution-précipitation est équivalente A celle proposée par Friedly et Rubin dans {FR92}].



- 22 - Ch. 1.2: Un modele simplifié de diffusion et dissolution

analytiques particuliéres 4 des cas limites. Dans un cas unidimensionnel, les équations (1.2.3)
et (1.2.12) permettent la formulation suivante du probléme de diffusion et dissolution non
instantanée :

Trouver p,s et mg4, pour tout £ > 0 et pour tout ¢ > 0 telles que:

8,0,4 BmA _ 62PA
o T a - DA%z
oms 0 o simy =0 (1.2.14)
ot qf)—pAt PA Gimy >0
d

Le systéme d’équations (1.2.14) doit étre complété par une condition aux limites sur p4 et
des conditions initiales sur les concentrations en constituant A sous formes de soluté et de
solide. La condition aux limites retenue dans cette étude est une condition de type Dirichlet
homogéne au bord x = 0:

pa =0 pour z = 0 et pour tout t > 0. (I.2.15)

Cette condition aux limites traduit le contact permanent du milien poreux avec une solu-
tion agressive déionisée. Les conditions initiales donnent les valeurs des concentrations en
constiﬁuant A en solution et en phase solide au départ du probléme. Le matériau étant
supposé non dégradé & l'instant ¢ = 0, la condition initiale correspond & un équilibre du
constituant A sous ces deux phases. Cet équilibre est caractérisé par la valeur initiale de la
concentration en constituant A en phase solide mg et la concentration d’équilibre en solution
pa- Les concentrations initiales sont supposées constantes, c’est a dire indépendantes de la
coordonnée d’espace z, et données par:

my = My
pa = pa
En résumeé, les solutions p4 et m4 du probléme de diffusion et dissolution non instantanée

représenté par les équations (1.2.14}, (I.2.15) et (1.2.16) sont recherchées. Ce probléme est
non-linéaire du fait de la présence des deux zones m4 = 0 et my4 > 0.

A t =0 et pour tout > 0, { (1.2.16)

Les invariants d’un systéme d’équations peuvent étre obtenus & partir d’une analyse dimen-
sionnelle ou de V'étude des propriétés d’invariance de ce systéme d’équations par transfor-
mations affines [Bar87, Hue94}]. L’analyse dimensionnelle est basée sur I’étude relative des
dimensions des grandeurs physiques et repose principalement sur le théoréme de Vaschy-
Buckingham qui permet le calcul des paramétres adimensionnels. Dans le cadre de cette
étude, la deuxiéme méthode qui consiste & étudier les transformations linéaires des diffé-
rentes grandeurs laissant le probléme (1.2.14-1.2.16) invariant est retenue. Pour ce probléme,
les trois types de grandeurs suivantes peuvent étre distingués:

- les variables indépendantes: z > 0 et t > 0,

— les paramétres ou données: js >0, my >0, ¢ >0, Dy >0et ty >0,
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~ les variables dépendantes ou fonctions de champs: p4 et m4 & valeurs positives.

Les fonctions p4 et my4 sont donc des fonctions de la forme:

{ pa = palz,t,fa, mo, b, Da,ta) (1.2.17)

msqg = mA(HT, t: JaAJ Mo, ¢7 DA: td)

La démarche consiste & chercher sous quelles conditions le systéme (1.2.14-1.2.16) reste inva-
riant au cours de la transformation affine suivante portant sur toutes les grandeurs:

pa = Eapd mo = Mymy ¢ = ¢
mag = .M:A mA' T = X.’E’ DA = D.DA’
pa = FEj\ ﬁA’ i = Tt ta = Tyt

Les grandeurs notées avec un prime sont les nouvelles grandeurs aprés transformation affine
et les facteurs multiplicatifs Ea, Ma, E4, My, X, T, ®, D et T, sont des inconnus qu’il faut
déterminer pour que ps’ et m,’ soient solutions du probléme (1.2.14-1.2.16) en remplacant
toutes les grandeurs u par u'. Au départ, aucune restriction n’est imnposée sur les constantes
Eq My, Es, My, X, T,®, D et T,, de sorte qu’elles appartiennent toutes a4 I’ensemble des
réels.

La notation py = E4pa’ signifie plus précisément

PA (.‘I?, t: 1514: my, ¢', DA: td) = EA PA’(ZC': tra F_’A': mOIJ qbf'; DA's td’)

Cette égalité implique en particulier:

Opa _ Es Ops’  Opa _ Ea Ops'  &pa _ Ea 0p4
ot T o’ o X oxr 0Or2 X2 9z

Le systéme (1.2.14-1.2.16) devient alors par la transformation affine:

pour tout Tt > 0 et pour tout Xz’ > 0 ot Mam,' =0,

®E4 ,0ps' O®DE, _ ,,0%p4
T ¢ S~ X2 Dy'¢ 507 (1.2.18)
pour tout Tt' > 0 et pour tout Xz’ > 0 ou Mamy' > 0,
@EA ,apA' @DEA ' ,62pA’ MA BmA'

¢ 7 = 9 DA ¢ 2 7

T ot X Oz T 8t . (1.2.19)
Madma' @ Eapa’ — Eaps’ o
T o Ty td

’ Eapd(z',0) = Eapy

pour tout Xz’ > 0, { Mama(z',0) = Mymy' (1.2.20)

pour tout Tt' >0, FEapa'(0,#) =0. (1.2.21)



- 24 - Ch. 1.2: Un modéle simplifié de diffusion et dissolution

La premiére équation de (I.2.19) est invariante par la transformation affine si et seulement
8i:

DT 1 My
Xz 7 QE;
Ces conditions permettent aussi d’obtenir l'invariance de 1’équation (1.2.18). En tenant

compte de M4/(®E,) =1, T > 0, X > 0 et M4y > 0, la deuxiéme équation de {1.2.19)
se réécrit:

1, T>0, X>0, My>0.

om 4’ _ T pa’ — pa'Ea/Ea
ot’ Ty ty

pour tout ¢ > 0 et pour tout ' > 0 ot m4" > 0,

(1.2.22)

Les deux conditions supplémentaires suivantes assurent alors l'invariance de cette derniére
équation :

T . Ea_
Ty 7 Ea
Compte tenu des résultats précédents, la condition aux limites (1.2.21) et la premiére des

conditions initiales de (I.2.20) sont invariantes. Le dernier résultat est obtenu a partir de la
condition initiale (I.2.20) sur m,’ restante. Son invariance implique:

1.

My

En résumé, les constantes B4, M4, Ea, Mo, X, T,®, D et T, vérifient :

DT\ M _ T _ Ea_ | Ma_
X2 7 ®E4 U Ty, 7 Ex T My
avec, B4 #0, Ma >0, E4#0, My >0, X >0, T>0, ®#0, D>0, et T; > 0. En
conclusion, le systéme (1.2.14-1.2.16) est invariant dans le groupe des transformations affines
a quatre paramétres My > 0, D >0, T > 0 et ® # 0 telles que

1, 1.

pa = (Ma/®)ps ™o = Mamy ¢ = o
ma = Mamy r = VDTs Dy = DD, (1.2.23)
P = (MA/(I)) ﬁA’ i = T tg = T td’

La propriété d’'invariance du systéme (1.2.14-1.2.16) par le groupe de transformations satis-
faisant (1.2.23) entraine 1'égalité suivante pour tous My >0, D> 0, T>0et ® £ 0

ma _
(:Bt ta PA, My, ¢1 DA'.' td) =
!
my My

maA(_E_ L 2ad o ¢ Da ta)
VDT T My My, ® DT

En choisissant My =my, T =t, D = D4 et & = ¢, cette équation devient:

mA’( T pad t_d)

mo’ \/DAt’ m[)’ t

m _
'—Ji(x: t? Pa, My, ¢: DA: td) =
my
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L’unicité des solutions ps et my4 du probléme (1.2.14-1.2.16) (voir Moszkowicz et ol. [MPS94])
permet alors I'identification des arguments invariants de la fonction m4/my :

ma ( T pad id)

ma _ Pa0 L 1.2.24

My 3/ DAt My i ( )
Le méme résultat est possible pour ps/py:

PA ( x  pad td) 19

st e 2.25

Pa g VDAt mg 1 ( )

D’une maniére générale, les grandeurs invariantes s’écrivent & partir d'un produit de pui-
ssance des grandeurs suivantes:

mao pA LT 9P

me’  pa’ ta Dal mg
Il est pratique d’introduire une notation particuliére pour chacun de ces invariants. Soit ¢
le rapport des concentrations massiques initiales {définies par rapport au volume total) du
constituant 4 sous formes de soluté et de solide:

e 9Pa

2.2
e (1.2.26)

¢ est donc aussi le rapport initial des masses du constituants A sous formes de soluté et de
solide. Soit 7 le rapport du temps sur le temps de dissolution :

4
n=— (I.2.27)
td
Enfin, soit ¥ la variable de Boltzmann classiquement utilisée dans les problémes de diffusion
et donnée par:

T
= —— 1.2.28
N (122
Le résultat suivant a donc été démontré:
ma LA
— =vy, e — = uly,n.c 1.2.29
e =ulyne) 2= uyne) (12.29)

Le choix des variables les plus adaptées & la résolution du probléme dépend des cas consi-
dérés. Dans les sections qui suivent, deux cas limites sont étudiés. Le premier consiste &
faire tendre I'invariant 7 vers plus l'infini, c’est & dire & considérer un temps grand devant
le temps de dissolution. Cette condition est en particulier automatiquement satisfaite dans
le cas d’une dissolution instantanée. Pour cette premiére étude, la variable de Boltzmann Yy
est parfaitement adaptée, alors que son utilisation ne posséde pas d’intérét majeur dans le
cas ou la cinétique de dissolution intervient. En effet, dans ces conditions, le probléme ne
peut se ramener a un systéme d’équations différentielles ordinaires comme c’est par exemple
ausst le cas pour un milieu de dimension finie. Dans le cas de la dissolution non instantanée
(ta > 0), la bonne variable d’espace est en fait donnée par:

z=2yyn=

(1.2.30)
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Avec pour principales variables z, n et ¢, les invariants v et v du probléme de diffusion et
de dissolution non instantanée (1.2.14-1.2.16) satisfont les équations suivantes, pour tous 7
et 7> 0:

8y  On 02°
@ {0 siv=0 (12:31)
gnp  le{w—=1) siv>0
avec la condition aux limites, pour tout # > 0:
1(0,m) = 0, (1.2.32)
et les conditions initiales, pour tout z > 0:
u{z,0) =1 et v(2,0) = 1. (1.2.33)

Le second cas limite étudié est celui oil la variable € tend vers zéro. Cette étude correspond
4 un matériau possédant une forte quantité initiale de minéral & dissoudre pour une faible
concentration d’équilibre en solution.

[.2.3 Cas d’un temps grand devant le temps de dissolu-
tion o

Lorsque la variable 77 tend vers P'infini, les solutions u et v du probléme de diffusion et disso-
lution (1.2.14-1.2.16) ne dépendent plus de cette variable. Il est alors possible de rechercher
ces solutions particuliéres qui sont par hypothése de la forme:

m

= tBe) 2= un(y,e) (12:34)
Les fonctions u, et v, ne dépendent plus de 'invariant  mais uniquement de la variable y
et du paramétre £. Par la suite, la dépendance par rapport & ce dernier paramétre n’est plus
notée. Les fonctions u, et v, sont donc auto-semblables ou auto-similaires, ce qui signifie
qu’elles sont constantes sur les courbes:

{x = vy/ Dut, pour tout v > 0}

Ainsi, la connaissance de la valeur d’une fonction & un instant ¢; et en un point z; permet
le calcul de sa valeur pour tous les instants suivants £, au point zo défini par:

La propriété d’auto-similarité est trés utile car elle permet le passage d'un probléme posé
sous la forme d’équations aux dérivées partielles vers un probléme posé sous la forme d’équa-
tions différentielles ordinaires, pour lequel la construction d’une solution analytigue est plus

évidente. Afin d’exploiter cette propriété, les relations suivantes sont déduites de la définition
(1.2.28) de y:
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Ay 1 Jy | Y
Y . k- A 1.2.35
oz 24/ D At ot 2t ( )
Ainsi, les dérivées partielles des fonctions uy, et v, définies par (I1.2.34) vérifient :
au’) - Y a'UT’r _ Y s agu'f? — 1 n
o~ W g =W 5 = gp,wl) (1.2.36)

ol u, et v, désignent les dérivées de u,, et v, par rapport 4 y. Le systéme d’équations vérifiées
par u, et v, est alors déduit des équations (1.2.14-1.2.16) et (1.2.36) sous la forme:

Trouver u,(y) et vy(y), telles que:

— 2yeu, — 2yv, = €u,, pour touty > 0 (1.2.37)

0 siv, =0
- 2yv, = { sen(u, —1) si 'u: > g @ bowr touty > 0 (1.2.38)
;Lrgoun =1, ylgglo vy =1, u,(0)=0. (1.2.39)

Par la suite, un front de dissolution dont la position z, dépend du temps est supposé séparer
une zone |0, z,(t)[ ou tout le minéral a été dissous (v, = 0) d’une zone ]z,(t), +oof ou il
est encore présent (v, > 0) (voir figure 1.2.3). Les fonctions u, et v, étant auto-similaires, il
existe une constante ¢ > 0 donnant la position du front de dissolution en fonction du temps:

2o = 201/ Dat (1.2.40)

0 Xo ®

F1G. 1.2.3 — Zones dégradée et non dégradée dans le cas de la dissolution instantanée.

En tenant compte de ce résultat, le systéme (1.2.37-1.2.39) se réécrit sous la forme:

Ely + 2yeuy, + 2yv, =0
i ) , pour touty tel que y > o, (1.2.41)
nHuy +2yu;) —4(u, — 1) =0
u, + 2yu;, = 0, pour touty tel que 0 <y < o, (1.2.42)
ylinc}o Uy = 1, yll,rf,lo vmp=1 u,(0)=0 (1.2.43)
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Les solutions u, et v, peuvent alors étre calculées & partir des trois étapes suivantes:
Etape 1: Solution pour la zone )0, o]

Par définition, dans cette zone la fonction v, est donnée par:

vy(y) =0 (1.2.44)
Les équations (I.2.42) et (1.2.43) indiquent que u, est solution de:
Up+2yu, = 0 pourtout 0<y<o
un(0) = 0 (1.2.45)
up{o) = ug

avec u, indéterminée qui est la valeur de la fonction u, a Uinterface entre les deux zones (i.e.
pour ¥ = ). La solution de (1.2.45} est la fonction u, donnée sur j0, o[ par:

_erf (y)
| up(y) = Us ©) (1.2.46)
ou erf (y) est la fonction erreur définie par:
erf (y) = — /y -2 gy
r =— [ e
GV
Etape 2: Solution pour la zone ]o, oo
Lorsque n — +o0, la deuxiéme équation de (1.2.41) entraine, sur |o, +o0],
uy{y) =1 (1.2.47)

Reportant ce résultat dans la premiére équation de (I.2.41}, il vient que v, satisfait 'équation
suivante :

v, = 0, pour tout y > o
A droite du front, la fonction v, est donc constante et sa valeur est donnée par la deuxiéme
limite de 'équation (I.2.43). Finalement, sur o, +oo[, v, est définie par:
vp(y) =1 (I.2.48)
Etape 3: Raccordement des solutions et calcul de o

Il s’agit maintenant de raccorder la fonction u, définie a droite et & gauche de o et de calculer
cette constante. Dans le cas ou la fonction u, est continue, il vient u, = 1.

Il reste & calculer o, ce qui ne peut pas étre fait en raccordant les dérivées de u, a droite
et & gauche de o car la dérivée de la fonction erreur ne s’annule pas pour des valeurs finies.
La solution u, ne sera donc pas C*. Le calcul de o va se faire en écrivant la conservation
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de la masse a la position du front de dissolution définie par y = o. Cette méthode est par
exemple utilisée par Turcotte et Schubert dans [TS82| page 172 pour un probléme similaire
de changement de phase appliqué & la thermique.

A gauche de o, Ie flux de soluté est donné par la loi de Fick qui s’écrit a Pinstant ¢ et au
point z, sous la forme:

/Dy e
DAaS%’;“ (zo,t) = Dadpp A%‘( )7 = dPa t“‘eff o) (1.2.49)

A droite du front, la quantité de constituant solide A disparaissant & I'instant ¢ est donnée
par

D
Mo’ (t) = meo —tﬁ (1.2.50)
oil z(t) représente la vitesse de progression du front de dissolution. La conservation de la
masse 4 la position du front de dissolution a I'instant ¢ s’obtient en égalisant les expressions

(1.2.49) et (1.2.50) (voir figure 1.2.4). L’inconnue o est donc solution de:

—Vmo erf () =0 (1.2.51)

d dx
DA =

FiGc. 1.2.4 — Conservation de la masse a la position du front de dissolution.

L’invariant o repérant la position du front de dissolution ne dépend que du rapport initial des
masses en constituant A sous formes de soluté et de solide. Ses valeurs en fonction de cette
derniére quantité sont calculées au moyen de la méthode itérative de Newton et représentées
sur la figure 1.2.5 qui met en évidence un comportement fortement non-linéaire.

La conservation de la masse le long de la discontinuité et traduite par I’égalité entre les
expressions (1.2.49) et (1.2.50) peut aussi s’interpréter & partir de la relation de Rankine-
Hugoniot satisfaite par la solution faible (i.e. sous forme intégrale) w4 de I'équation (1.2.11)
[EGH93]. Cette solution faible est une solution au sens de (I.2.11) dans les zones ot w,
est réguliére et satisfait la relation de Rankine-Hugoniot le long de courbe de discontinuité
repérée par x,(t). Dans notre cas, cette relation s’écrit :
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7 Olwal,, = [~ Da Tpet)]

avec w4 = Ppa +my et [h], = h{zf) — h(z;) qui représente le saut de la fonction & & la
traversée de la discontinuité. D’une part la discontinuité de la fonction m, conduit a:

(1.2.52)

[wA]:cd = [mA]ma = My (1253)

D’autre part, la discontinuité de la dérivée de la fonction F(w,) entraine:

OF (wa) O0pa 0pa

[_DA Bz ] - [_D““bﬁz_]% =Dad 5

Les expressions (1.2.53) et (1.2.54) des sauts permettent alors de retrouver la relation (1.2.51).

L’utilisation d’une méthode numérique telle que la méthode des volumes finis qui assure une

“convergence vers une solution faible est donc essentielle pour satisfaire la conservation de la
masse a la position du front de dissolution.

(7, 1) (1.2.54)

1.5

6(-)

0.5f

o] 5 10 15 20
e(-)

F1G. 1.2.5 — Valeurs de o en fonction de € d’aprés Uégquation (1.2.51).

En conclusion, le cas d'un temps grand devant le temps de dissolution a été résolu analyti-
quement, et les solutions u, et v, peuvent étre calculées par:

erf (y)
Vi<y<o, uly) = orf (o)
VO<y<o, wfy) = 0 (1.2.55)
Yy>o, up{y) = 1
v Y > 0, Un (y) =1

avec y défini par (1.2.28) et o solution de (I.2.51).
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La solution (I.2.55) est valide pour un temps de dissolution petit devant le temps et pour
toutes valeurs (strictement positives) de €. En particulier, dans le cas d’une dissolution ins-
tantanée, le temps de dissolution ¢, est nul et la solution (1.2.55) est une solution exacte
pour tous les temps. Dans le cas contraire, pour un temps de dissolution non nul, la solution
analytique (I.2.55) constitue une solution approchée du probléme de diffusion et dissolution
(1.2.14-1.2.16) pour des valeurs de 5 grandes. Il est intéressant de noter, que pour une dis-
solution non instantanée, le front de dissolution se raidit pour des temps grands devant le
temps de dissolution. A cette échelle de temps, I'effet de la cinétique est moins marqué et les
solutions retrouvent un comportement en racine carrée du temps.

Un autre cas peut &tre étudié analytiquement. Tl s’agit d’un matérian possédant une forte
quantité de minéral susceptible de se dissoudre alors que la concentration d’équilibre en
solution est faible. Cette étude consiste & faire tendre € vers zéro.

[.2.4 Cas d’un faible rapport des masses initiales de consti-
tuant A sous formes de soluté et de solide

Dans cette partie, le temps caractéristique de dissolution #; est supposé non nul. De fait, les
solutions analytiques mises en évidence par la suite ne sont plus auto-similaires et il devient
préférable d’utiliser la variable z introduite par (I1.2.30) plutét que la variable de Boltzmann
précédemment employée. Avec cette variable et les variables 7 et g, le probléme de diffusion
et dissolution (1.2.14-1.2.16) a été réécrit sous la forme (1.2.31-1.2.33). La deuxié¢me équation
du systéme (1.2.31) montre alors que, du fait de la présence de la cinétique, la masse de
solide au bord du matériau ou la concentration en soluté est nulle n’est pas instantanément
dissoute. Ce phénomeéne est a l'origine d’un effet de bord qui joue un réle sur la solution
analytique décrite par la suite.

1.2.4.1 Effet de bord

Dans le cas du probléme général avec cinétique de dissolution du premier ordre, un cer-
tain temps est nécessaire & la dissolution de la phase solide au bord du matériau oun la
concentration en constituant A en solution est supposée nulle. Ce temps peut étre déterminé
explicitement par la deuxiéme équation du systéme (1.2.31):

X ew—1) (1.2.56)

La concentration en soluté étant nulle au bord, la concentration en phase solide y est donnée
par:
v=1-—rne (1.2.57)

Le temps nécessaire & la dissolution de la phase solide en contact avec la solution agressive
vérifie donc:

1
n=- & t=". (1.2.58)
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Ainsi, pour un temps supérieur a t4/e, il apparait un front de dissolution dans le matériau
qui délimite une zone complétement dégradée d'une zone ol le minéral est encore présent.
Les concentrations en soluté et en phase solide pour le temps #;/¢ ne sont pas uniformes
mais peuvent &tre déduites par résolution de V’équation de diffusion linéaire satisfaite par
la concentration normalisée en soluté u pour un temps inférieur & t;/e. Cette équation est
donnée par (1.2.31) sous la forme, pour tout ¢ € (0,%4/¢) et pour tout z > 0:

du &u

a (u=1)= 55 =0 (1.2.59)

avec la condition initiale donnée par (1.2.33), pour tout z > 0

ufz,0) =1, (1.2.60)
et la condition aux limites donnée par (1.2.32), pour tout 7 > 0

u(0,7) = 0. (I.2.61)

Le systéme d’équations (1.2.59-1.2.61) peut étre résolu par application de la transformation
de Laplace (voir [CJ59]). L’équation différentielle qui en résulte s’écrit alors, pour tous p > 0
et z > 0:

0%u 1
M- — =1+- 1.2.62
Rairw 7+ ; ( )
et pour tout p > 0:
' #(0,p) =0 (1.2.63)

avec ¢° = p+ 1 et @ la transformée de Laplace de u définie par:

+o0
u(z,p) = ./0 e Pu(z,n) dn (1.2.64)

La solution bornée des équations (1.2.62} et (1.2.63) est alors donnée par:

1+p —g 1 1 _
)= ——e ¥ 1.2.65
o (e ) v p ( )

Il vient alors par transformation de Laplace inverse:

ﬁ(z,p) =

u(z,n) =1 ~ cosh(z) + ! [e erf(ﬁ — n) +e erf(7 f)] (1.2.66)

Pour tout ¢ < t4/¢, la concentration normalisée v est strictement positive et peut étre calculée
a partir de la cinétique de dissolution sous la forme:

v{z,m, e} =1 +s[0n(u(z, s)—1)ds (1.2.67)

Introduisant 1’expression (1.2.66) de u dans 'équation (1.2.67), la concentration en phase
solide est donnée par:

v(z,m,€) = 1 — cosh(z)en + % /: [e—zerf(Q\z/g \/_) +e erf(ﬁ + \/5)] ds (1.2.68)
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Le temps nécessaire 4 la dissolution du minéral en contact avec la solution de concentration
nulle correspond a une valeur de 7 égale & 1/¢. Les profils en concentration en soluté et en
phase solide 4 cet instant sont alors donnés par:

u(z,e7') = 1 — cosh(z) + % [e"zerf(g\/g — :/1——5) + ezerf(-;—\/c:+ %)] (1.2.69)

v(z,e71,€) = 1 — cosh(z) + % /06_1 [e erf(v - s) + ezerf(zzﬁ + \/5)] ds (1.2.70)

Le cas limite étudié dans cette section est celui d’un faible rapport des masses initiales de -
constituant A sous formes de soluté et de solide. Cette hypothése implique une faible valeur
du paramétre £ qui autorise une approximation de la fonction u donnée par (1.2.69) sous la
forme:

u(z,67") == 1~ cosh(z) +sinh(z) =1 — ¢ (1.2.71)

Etudions maintenant le comportement de la fonction v au méme instant lorsque le parameétre
€ tend vers zéro. L’expression (I1.2.70) de fonction v se réécrit, par changement de variable
dans les intégrales,

v(z,e7',€) = 1 — cosh(z) + %/; [e erf(2§ ?) + e’e f(—é-% + %)] ds (1.2.72)

Utilisant le comportement asymptotique des fonctions erreurs intervenant dans (1.2.72)
lorsque € tend vers zéro, le membre de droite de cette derniére équation peut étre approché
par:

1 —cosh(z) +sinh(z) /1 erf(:{g) ds = 1 —cosh(z) +sinh(z) [(1 — %) erf(e1/2) — e Y/¢ \/g]

Finalement, quand ¢ tend vers zéro, il vient 4 nouveau?:

v(z,e7,¢€) =1 cosh(z) +sinh(z) =1 —e™* (1.2.73)

Il a donc été montré qu'en présence d’une cinétique de dissolution du premier ordre, un
temps £,/ était nécessaire 3 la dissolution de la phase solide au bord du matériau. En outre,
4 cet instant et pour une faible valeur de e, les profils des concentrations en soluté et en
phase solide sont de la forme 1 — ™%,

2. Cette expression peut aussi étre obtenue en utilisant le comportement de u(z,£7!) donné par (1.2.71)
quand ¢ tend vers zéro. Introduisant son expression dans la cinétique de dissolution (1.2.56), il vient: v =
1 —nee™*. L'équation (1.2.73) est alors déduite de la relation ne = 1.
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1.2.4.2 Propagation d’un front

L’expression simple (1.2.73) du profil en concentration en phase solide & la fin de I’effet de
bord et quand ¢ tend vers zéro est utilisée dans cette partie pour la construction d’une
solution analytique. Introduisons une nouvelle variable notée 7 et définie par:

T=1ne (1.2.74)

Cette nouvelle variable de temps 7 permet un repérage direct du temps nécessaire 3 la dis-
solution du minéral en contact avec la solution environnante de concentration nulle (voir
figure 1.2.6). Pour 7 < 1, les solutions du systéme d’équations (1.2.31-1.2.33) sont données
par les équations (I1.2.66) et (1.2.68). Pour 7 = 1, le minéral présent au contact de la solution
environnante est complétement dissous et la concentration en phase solide, lorsque £ < 1,
est donnée par I'expression (1.2.73). Enfin, pour 7 > 1, un front de dissolution progresse dans
le matériau et sépare une zone complétement dissoute d’une zone oil le minéral est encore
présent bien que partiellement dégrade.

Z(t)=0 Z(t)> 0

F1G. 1.2.6 — Position du front de dissolution en fonction de la variable T dans le cas de la
dissolution non instantanée.

Soient une nouvelle fois u et v les invariants solutions du systéme (1.2.14-1.2.16) telles que

A PA

P = v(z,T,€) o = u(z,7,€) (1.2.75)
La suite de cette section propose, pour 7 > 1 et £ < 1, une expression analytique des
solutions u et v ainsi que de I’évolution du front de dissolution. La variable 7 étant égale au
produit 7e, une conséquence directe des deux inégalités précédentes est :

n> 1. (1.2.76)
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La solution proposée par la suite est donc donnée implicitement pour un temps grand de-
vant le temps de dissolution, qui est la méme hypothése que celle utilisée dans la section
précédente. Cependant, I’hypothése d’une faible valeur de £ permet d’obtenir une solution
analytique présentant un front de dissolution moins raide que celui de la solution analytique
précédente et qui se révélera en meilleur accord avec la solution numérique pour des plus
faibles valeurs de 7.

La nouvelle variable 7 définie par (1.2.74) est introduite dans le systéme d’équations (1.2.31-
1.2.33) pour donner le systéme d’équations satisfait pas les fonctions u et v de (1.2.75) :

pourtous T > 0et 2> 000 v =0,

ou  O%u
pourtous 7 > 0et z > 0 o v > 0,
Ou 8%y
e+ (u—1)= =,
ar 5 3221 (1.2.78)
—_— = -
or
pour tout z >0, u(z,0,e)=1, wv(z0,e)=1 (I.2.79)
pour tout >0, wu(0,7,¢) =0 - (L.2.80)

La quantité de masse 4 dissoudre étant par hypothése importante devant la masse de consti-
tuant A en solution, la variation de concentration en soluté doit étre négligeable devant les
flux diffusifs en phase liquide. Cette hypothése peut &tre justifiée en introduisant dans les
équations (I.2.77) et (1.2.78) des nouvelies grandeurs 7 = 7/7* et Z = z/2z* d’ordre un. Les
variables 7* et 2* sont alors les jauges associées aux variables 7 et z. Une condition permet-
tant de négliger la dérivée en T du u devant sa dérivée seconde en espace dans les équations
de diffusion (1.2.77) et (1.2.78) s’écrit alors:

52*2

< 1 (1.2.81)
Toujours du fait de la faible valeur supposée de €, la variation de concentration en constituant
A en solution doit étre négligeable devant la variation de concentration en phase solide. Cette
simplification revient & négliger la dérivée en 7 de u dans la premiére équation de (1.2.78)
devant le terme source de dissolution v — 1. Une condition permettant cette simplification
est donnée par:

*

Z = ;}1-*— <1 (1.2.82)

avec 7" la jauge associée 4 la variable 7. Cette derniére condition est donc automatiquement
satisfaite d’aprés le résultat (1.2.76). La premiére condition (1.2.81) est pour 'instant admise,
et il est montré 4 la fin de cette section, que 'hypothése d’une faible valeur du paramétre ¢
assure aussi automatiquement sa validité.
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Soient, pour 7 > 1, u, et v, les fonctions des variables z et 7 qui sont les limites de u et v
lorsque ¢ tend vers zéro. En outre, la position du front de dissolution est supposée repérée
par la fonction Z(7) qui dépend du temps par I'intermédiaire de 7. Pour 7 > 1, cette fonction
sépare une zone |0, Z(7)[ telle que v, = 0, d’une zone |Z(7), +oo[ ot v, > 0. Les conditions
(1.2.81) et (I.2.82) étant supposées vérifiées, les fonctions u, et v, satisfont alors:

pour tous 7 > 1 et 0 < 2z < Z(71),

0y
E=0 [.2.83
022 ( )
pour tous T > 1 et z > Z(7),
0%u,
822 Ue ™ L 1.2
oo 1 (1.2.84)
or te
pour tout 2 > 0, v, (z,1)=1—¢"" (1.2.85)
pour tout 7 > 1, wu.(0,7) = 0. (1.2.86)

Comme pour le cas précédent d’un temps grand devant le temps de dissolution, trois étapes
permettent d’identifier les solutions u,.et v,. .

Etape 1: Solution pour la zone )0, Z(7)[

Par définition, la fonction v, satisfait dans cette zone, pour tous 7 > 1l et 0 < z < Z(7):

ve(z,7) = 0. (1.2.87)
D’aprés (1.2.83) et (I1.2.86), u. vérifie, pour tout 7 > 1:
2
Ou. 0 pour tout 0 < z < Z(r)
0z 1.2.88
w(Z(7),7) = us(r) (1.2.88)
u:(0,7) = 0,

avec uz valeur de u, a I'interface des deux zones v, = 0 et v, > 0 et qui dépend de la variable
7. Finalement, d’aprés (1.2.88), u. est donné par, pour tous 7> 1l et 0 < z < Z(7):

ue(2,7) = uz(7) Z?T). (1.2.89)
Etape 2: Solution pour la zone |Z(7), +cof
D’apreés (1.2.84) et (1.2.85), u. vérifie, pour tout 7 > 1:
0u,
5 U = -1 pour tout z > Z{7), (1.2.90)

u(2(r),7) = ug(r).
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La solution bornée de (1.2.90) est donnée par, pour tous 7 > 1 et z > Z(7):
uz,7) = (uz(r) — 1)e~ =2 4 1, (1.2.91)
Draprés (1.2.84) et (1.2.85), la fonction v, est quant a elle solution de, pour tout z > Z(7):
O,

or
ve(z,1) = 1—e2.

= u.—1 pour tout 7 > 1, (1.2.92)

Le systéme (1.2.92) fournit alors une expression sous forme intégrale de v, pour tous 7 >
letz> Z(7):

ve(z, 7) = f (uzg(r) — De 20N gr 41 —¢~2 (1.2.93)
1

Etape 3: Raccordement des solutions

Par construction, la fonction u. est continue au point z = Z(7) qui repére la position du
front de dissolution. Supposons qu'il en soit de méme pour sa dérivée par rapport & la
variable d’espace z au méme point z = Z(r), alors les relations (1.2.89) et (1.2.91) permettent
T’expression de u,(7) en fonction de Z(r) sous la forme:

_ (1)
=0T zm

Cette expression est introduite dans I’équation (1.2.93) pour donner, pour tous 7 > 1 et z >
Z(7):

(1.2.94)

fmeeo [0, 12.9
'UE(Z,T)—- — € —[ m T ( . 5)
Le raccordement de la fonction v, en Z(7) permet alors d’écrire, pour tout 7 > 1:
T Z(r)
2 1 - f < _dr=0 1.2.96
¢ L 1+ 2(r) (1.2.96)

Supposant aussi que la dérivée convective de v, en suivant le front de dissolution est continue,
I'équation précédente est dérivée par rapport & 7 pour donner?, pour tout 7 > 1:

eZ(T)

Z’(‘T) EZ(T) — m =0 (1297)

3. Notons que cette derniére équation est en fait la relation d’Hadamard qui peut étre appliquée ici car
la fonction v est continue au point z = Z{7) alors que ses dérivées partielles y sont discontinues. Cette
relation s’écrit plus généralement sous la forme:

[%%e] Z(r) =-Z(r) [%] Z(r)
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Finalement, 'équation (1.2.97) implique que la position du front de dissolution Z{7) est
solution de l'équation différentielle suivante:

{ 2N (Z(r) + 1)
Z(1)

1 pourtout7>1
0

(1.2.98)

dont la solution est donnée par:
Z{T)=+v21-1-1 (1.2.99)

Cette expression de la position du front de dissolution permet de vérifier que ’hypothése
(1.2.81) est automatiquement satisfaite lorsque ¢ < 1. En effet, utilisant Z(7) comme jauge
z* intervenant dans (1.2.81) et 7 pour sa propre jauge, le membre de gauche de (1.2.81) se
majore, pour T > 1, par:

2(7)

T

< 2¢

€

La condition (I.2.81) est alors vérifiée puisque € < 1, et les expressions analytiques de u, et
ve peuvent étre déduites des relations (1.2.87), (1.2.89), (1.2.91), (1.2.93), (1.2.94), (1.2.96) et
(1.2.99). En résumé, lorsque la masse initiale de constituant A en phase solide est grande de-
vant la masse initiale de soluté (i.e. £ < 1), les solutions du probléme (1.2.14-1.2.16) peuvent
étre approchées par les expressions analytiques suivantes de u,. et v.:-

(VO<z<Z(1), ulzT) = ﬁ
VO0<z<Z(r), viz,7) = 0
Vr>1Lo S o~ (z=Z(r)) (1.2.100)
Yz > Z(r), u(z,7) = 1-— \/?——:T
. V z > Z(T), ?JE(Z,T) = 1- e—(z_Z(T})

avec z et 7 définis respectivement par (1.2.30) et {(1.2.74) et Z(7) donné par {1.2.99).

Notons que les solutions ainsi obtenues vérifient la propriété de propagation & vitesse infinie
propre par exemple a 1’équation de la chaleur. En effet, pour un temps 7 strictement plus
grand que un, la fonction Z(7) est strictement positive et donc le terme exp(—{z — Z(7)) est
non nul pour tous les z > Z(7). Cette propriété n’apparaissait pas dans le cas d’un temps
grand devant le temps de dissolution du fait de la vitesse de propagation finie du front de
dissolution.

Les deux sections suivantes comparent les solutions analytiques présentées précédemment
aux solutions approchées obtenues par la méthode des volumes finis décrite dans le chapitre
1.4. Cette comparaison permet en particulier une validation de la résolution numérique mise
en ceuvre et une étude de Vinfluence des discrétisations en temps et en espace sur la qualité
de P'approximation numérique.
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I.2.5 Comparaison numérique-analytique pour une disso-
lution instantanée

D’une part, la version implicite (1.4.25) du schéma numérique de volume finis introduite
dans le chapitre 1.4 a été programmée. Afin de procéder 4 une comparaison avec les solutions
analytiques, une condition aux limites de type Dirichlet (i.e. u = 0) a été prise en compte
au bord z = 0. La propriété de milieu semi-infini utilisée pour la construction des solutions
analytiques ne pouvant pas &tre reproduite numériquement, le domaine unidimensionnel de
calcul comporte un autre bord situé en £ = L. Une condition aux limites de type Neumann
(i.e. Ou/0z = 0) est imposée i cette extrémité.

¢ Dans le cas de la dissolution instantanée (¢ = 0), le front de dissolution progresse & vitesse
finie dans le matériau. La longueur L du domaine de calcul a donc été choisie de sorte que,
pour les résultats qui suivent, le bord x = L ne soit pas atteint par le front de dissolution. La
condition aux limites de Neumann utilisée traduit alors exactement le cas d’un milieu infini.

e Dans le cas d'une dissolution non-instantanée (t; > 0), les concentrations en soluté et en
phase solide diffusent instantanément dans le milieu poreux. La longueur du domaine de
calcul a donc éié fixée de sorte que, pour les calculs qui suivent, ces concentrations ne soient
. pas numériquement modifiées de leur valeur initiale respective au bord = = L. La condition
~"aux limites de flux nul traduit alors le fait que le flux de soluté est négligeable au bord z = L.

La connaissance d’une solution analytique exacte dans le cas de la dissolution instantanée
est utilisée pour étudier I'influence des discrétisations en temps et en espace sur la qualité
de 'approximation numérique. Cette étude est réalisée pour un rapport des masses initiales
de constituant A sous formes de soluté et solide (i.e. £) de 1 et un coefficient de diffusion
effectif D, égal 4 1 m?%/s.

Dans un premier temps, le pas de temps dt est fixé & une valeur de 10~% s. 1l est montré
par la suite que cette valeur assure la convergence en pas de temps du schéma numérique.
L’étude de la convergence en pas d’espace de la solution numérique vers la solution analy-
tique donnée par (1.2.55) est alors entreprise. Les résultats de ces calculs sont donnés sur la
figure 1.2.7 pour la concentration normalisée en phase solide (v) et sur la figure 1.2.8 pour la
concentration normalisée en soluté (u). Ces figures représentent la concentration v (resp. u)
obtenue numériquement pour différentes valeurs du pas d’espace dz et la solution analytique
v (resp. u) donnée par (1.2.55) en fonction de 'invariant y défini par (1.2.28). Du fait du
caractére auto-similaire des fonctions u et v, les solutions numériques ont été obtenues a
partir d’un temps (arbitrairement) choisi égal 4 1 s.

Les résultats numériques montrent que, méme pour des pas d’espace grossiers, le profil analy-
tique en concentration normalisée en soluté reste bien approché (voir figure 1.2.8). La concen-
tration normalisée en phase solide obtenue numériquement est quant & elle plus sensible &
la discrétisation en espace (voir figure 1.2.7). Cependant, méme si le front de dissolution nu-
mérique n’est pas parfaitement raide pour un pas d’espace grossier, la méthode des volumes
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numérique dx=0.1m

0.8} ¢ O analytique -

dx=0.01m—

0 0.2 0.4 0.6 0.8
y{=)

F1c. 1.2.7 - Convergence en pas d’espace de Uapprozimation numérique de la concentration
en phase solide vers la solution analytique de la dissolution instantanée pour € = 1.

1k dx=02m
Ny
numérique N
dx =0.0l m
0.8F © o analytique .
0
=
0 02 04 0.6 0.8

y{=)

F1a. 1.2.8 — Convergence en pas d’espace de Uapprozimation numérique de la concentration
en soluté vers la solution analytique de la dissolution instentanée pour € = 1.
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9 0O numérique
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F1G.12.9 - Convergence en pas de temps de approzimation numérique de la concentration
en phase solide vers la solution analytique de la dissolution instantanée pour & = 1.
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F1G. 1.2.10 - Convergence en pas de temps de ’approzimation numérique de la concentration
en soluté vers la solution analytique de la dissolution instantanée pour € = 1.
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finis assure un assez bon positionnement de ce dernier. En conclusion, une valeur du pas
d’espace dz de 1072 m permet une bonne convergence en espace du schéma numérique de
volumes finis utilisé. Cette valeur est utilisée dans le paragraphe suivant pour étudier les
effets de la discrétisation en temps sur la qualité de I'approximation numérique.

Les valeurs des paramétres € et D 4 sont les mémes que celles utilisées dans I’étude précédente.
Les effets de différentes valeurs de pas de temps dt sur les solutions numériques approchées
v et u sont mis en évidence sur les figures 1.2.9 et 1.2.10. Les concentrations normalisées v et
u sont une nouvelle fois représentées avec les solutions analytiques données par (1.2.55) en
fonction de I'invariant y correspondant 4 un temps de 1 s. Les figures 1.2.9 et 1.2.10 montrent
une sensibilité importante de 'approximation numérique au pas de temps utilisé. En parti-
culier, une valeur trop grande de ce dernier peut conduire 4 un mauvais positionnement du
front de dissolution et donc 4 des erreurs importantes sur les concentrations en soluté et en
phase solide.

En conclusion de 'exemple traité, un pas d’espace de 1072 m et un pas de temps de moins de
107* s sont nécessaires 4 une bonne convergence du schéma numeérique vers la solution exacte
du probléme de diffusion et dissolution instantanée. Ces valeurs peuvent &tre utilisées pour
comparer les solutions numérique et analytique pour différentes valeurs du rapport initial
des masses de constituant A en solution et en phase solide (i.e. £). Cette comparaison est
présentée sur les figures 1.2.11 et 1.2.12 o0 les concentrations normalisées en phase solide
et en soluté sont tracées en fonction de la variable y correspondant & un temps de 1 s. La
qualité de I'approximation numeérique est une nouvelle fois observée ainsi que les effets du
rapport des masses initiales de constituant A en solution et sous forme solide sur la vitesse
de progression du front de dissolution.

La solution analytique (I1.2.55) peut aussi étre utilisée dans le cas d’une dissolution non
instantanée. Elle constitue alors une bonne approximation de la solution exacte du probléme
lorsque le temps est grand devant le temps de dissolution (i.e. n > 1). La validité de cette
hypothése peut étre vérifiée a partir de la solution numérique comme le montrent la figure
1.2.13 pour la concentration normalisée en phase solide et la figure 1.2.14 pour la concentration
normalisée en soluté. Sur ces figures, la concentration v (resp. u) obtenue numériquement
pour différentes valeur de 77 et la solution analytique associée ont été représentées en fonction
de la variable de Boltzmann y. Les calculs numériques ont été réalisés avec les paramétres
suivants: ¢ = 0.1, D4 = 1 m?/s et ¢4 = 0.1 s. Les différentes valeurs de 5 des figures 1.2.13
et 1.2.14 correspondent & différentes valeurs du temps. Ces figures montrent comment la
solution du probléme de diffusion avec cinétique de dissolution d’ordre un tend vers la solution
analytique avec front raide pour des temps grands. Cette convergence est assez rapide pour
la concentration en soluté (voir figure 1.2.14) mais plus lente pour la concentration en phase
solide (voir figure 1.2.13). De fait, méme en présence d’une cinétique de dissolution d’ordre
un, le front de dissolution se raidit et évolue en racine carrée du temps lorsque le temps
est grand devant le temps de dissolution. Ce résultat indique que l'observation d'un front
de dissolution raide en phase solide n’est pas nécessairement le résultat d’une dissolution
instantanée.
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£=001 ' ' l
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iz o o analytique £ =0.01

04f © © analytiquee=0.] .
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Ficg. 1.2.11 — Comparaison numérigue-analytique quand n = 400 sur la concentration en
phase solide pour différentes valeurs de €. |
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v Vv analytiquee=1 .
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FiG. 1.2.12 — Comparaison numérique-analytigue quand 1 = +oo sur la concentration en
soluté pour différentes valeurs de €.
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F1G. 1.2.13 - Comparaison numérique-analytique pour n = 5, 10, 20, 50, 200 et 10000 sur
la concentration en phase solide pour ¢ = 0.1.
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F1G. 1.2.14 — Comparaison numérique-analytique n = 5, 10, 50 et 1000 sur la concentration
en soluté pour e = 0.1.
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[.2.6 Comparaison numérique-analytique pour un faible
rapport des masses initiales de constituant A sous
formes de soluté et de solide

1.2.6.1 FEtude de ’effet de bord

Avant de procéder & une comparaison entre la solution analytique donnée par ’expression
(I1.2.100) et la solution numérique du schéma de volumes finis, il convient de vérifier les ex-
pressions des solutions analytiques obtenues pour 7 = e < 1. En effet, en présence d'une
cinétique de dissolution, la section 1.2.4.1 a montré que le temps donné par ne = 1 corres-
pond au temps nécessaire i la dissolution du minéral au bord du matériau en contact avec
la solution de concentration nulle. Les solutions du probléme de diffusion et dissolution non
instantanée associées a cet effet de bord sont données par les équations (1.2.66) pour u et
(1.2.68) pour v. Fixons 7 = 1 pour étudier I'effet du rapport des masses initiales de consti-
tuant A en solution et en phase solide (i.e. €) sur les profils en concentration en soluté et
phase solide au moment ot le front de dissolution pénétre dans le matériau. A cet instant, les
concentrations normalisées en constituant A en solution et en phase solide sont données par
les expressions (1.2.69) et (1.2.70). La premiére de ces expressions peut étre estimée directe-
ment, alors que la présence des intégrales dans la seconde empéche son évaluation directe.
Le calcul des intégrales intervenant dans I’expression de la concentration en phase solide v a
donc été effectué & partir du logiciel MAPLE. La méthode d’intégration numérique utilisée
par ce logiciel est celle dite de Clenshaw-Curtis (voir [PTVF92] page 196 Clenshaw-Curtis
quadrature).

Le calcul des solutions numériques a partir du schéma de volumes finis a été réalisé pour
un coefficient de diffusion D4 égal a 1 m?/s, un temps de dissolution de 0.1 s et différentes
valeurs de €. Le temps final de calcul est donné par t = ¢3/¢. La comparaison entre les
solutions obtenues & partir du schéma numérique de volumes finis et les expressions analy-
tiques (1.2.69) et (1.2.70) est présentée sur la figure 1.2.15 pour la concentration en phase
solide et 1.2.16 pour la concentration en soluté. Sur ces figures, les concentrations sont don-
nées en fonction de la variable z définie par (I.2.30) et pour différentes valeurs du paramétre .

Les figures 1.2.15 et 1.2.16 montrent que le schéma numérique de volumes finis redonne avec
précision les mémes profils en concentration normalisée que ceux déduits des expressions
(1.2.69) et (1.2.70). Il est aussi possible d’observer le comportement des solutions (analytiques
comme numériques) pour des faibles valeurs du paramétre €. Ce comportement est bien celui
attendu en 1 — e™*, cette fonction étant aussi représentée sur les figures 1.2.15 et 1.2.16. Ce
résultat indique que le comportement en 1 — ¢~* de v exploité dans la construction de la
solution analytique (1.2.100) pour T > 1 peut &tre considéré comme précis pour des valeurs
de £ < 0.01. Pour de telles valeurs de ¢, il est maintenant intéressant de comparer la solution
analytique (1.2.100) avec la solution numérique obtenue par le schéma de volumes finis.
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FI1G. 1.2.15 ~ Comparaison numérique-analytique des profils en concentration en phase solide
& 7 =1 pour différentes valeurs du paramétre €.
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FIG. 1.2.16 — Comparaison numérique-analytique des profils en concentration en soluté &
T = 1 pour différentes valeurs du paramétre €.
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[.2.6.2 Etude de la propagation du front

D’une part, la solution analytique donnée par le systéme (1.2.100) a été calculée. Les concen-
trations normalisées v et u déduites de ce systéme sont représentées respectivement sur les
figures 1.2.17 et 1.2.18 en fonction de la variable d'espace z et pour différentes valeurs de
7 2 1. D’autre part, la solution numérique basée sur la méthode des volumes finis a aussi été
calculée pour un coefficient de diffusion D4 de 1 m?/s, un temps de dissolution de 0.1 s, et un
rapport de masse de constituant A en solution et en phase solide de 0.01. L’étude précédente
a en effet montré que cette valeur assurait un accord précis de la fonction v pour 7 = 1 avec
la fonction 1 — e™%. Les résultats des calculs numériques sont représentés avec les solutions
analytiques sur les figures 1.2.17 pour v et 1.2.18 pour u. Les différentes valeurs de 7 des
calculs numériques peuvent étre obtenues de fagon équivalente & partir de différentes valeurs
du temps de dissolution ¢4 ou du temps . Dans le cas présenté, le temps de dissolution étant
fixé, elles sont assurées par différentes valeurs du temps.

Les figures 1.2.17 et 1.2.18 montrent une parfaite concordance entre les solutions analytiques
et numériques pour les différentes valeurs de 7 étudiées. La solution analytique (I.2.100)
fournit ainsi une validation de la programmation effectuée dans le cas d’une cinétique de
dissolution d’ordre un. La qualité des résultats confirme aussi I’absence d’hypothéses sup-
plémentaires & ¢ < 1 pour l'utilisation de cette solution analytique. Comme il a déja été
souligné précédemment, I’hypothése £ < 1 et le fait de se placer dans le domaine des 7 >1
reviennent 3 considérer des grandes valeurs de 7, qui est aussi I’hypothése utilisée pour la
solution analytique (I.2.55). Cependant, la méme qualité de résultat n’aurait pas pu étre ob- .
tenue en comparant les résultats numériques des figures 1.2.17 et 1.2.18 avec cetie premiére
solution analytique (1.2.55). En effet, le front de dissolution de la solution analytique (I.2.55)
est parfaitement raide au contraire de celui apparaissant sur la figure 1.2.17. De fait, dans
le cas d’une dissolution non instantanée, la solution analytique (1.2.55) ne peut étre utilisée
que pour des trés grandes valeurs de 7, comme le montre aussi la figure 1.2.13.

Il est intéressant d’étudier si la solution analytique (1.2.100) et ’évolution de son front de
dissolution restent précises pour des valeurs du paramétre ¢ plus importantes que la valeur
de 0.01 précédemment choisie. Pour ce faire, la méme comparaison que celle présentée sur
les figures 1.2.17 et 1.2.18 a été effectuée pour une valeur de € égale & 0.2. Cette nouvelle
comparaison est reproduite sur les figures 1.2.19 pour v et 1.2.20 pour u. La figure 1.2.19
montre alors une légére surestimation de la position du front de dissolution analytique Z(r)
calculée par (I.2.99) par rapport & sa position donnée par la résolution numérique. Cette
surestimation s’aggrave avec le temps et d’autres calculs ont montré qu’elle était encore plus
marquée pour des valeurs de € plus grandes. La progression trop rapide du front de dissolu-
tion analytique peut étre attribuée a la surévaluation de la fonction v pour 7 = 1 (voir figure
1.2.15 ou 1.2.19 pour 7 = 1) par rapport au comportement attendu en 1 — e~%.

La résolution numérique du probléme de dissolution étant validée dans les cas instantané et
non instantané, le schéma numérique peut maintenant étre utilisé pour étudier les effets de
la cinétique sur les flux sortant et les épaisseurs dégradées.
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F1G. 1.2.17 - Comparaison numérique-analytique pour ¢ = 0.01 sur la concentration en phase

solide.
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F1G. 1.2.18 — Comparaison numérique-analytique pour ¢ = 0.01 sur la concentration en soluté.
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F1G. 1.2.19 — Comparaison numérique-analytique pour € = 0.2 sur la concentration en phase
solide.
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F1G. 1.2.20 - Comparaison numérique-analytique pour € = 0.2 sur la concentration en soluté.
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1.2.7 Influence de la cinétique sur les flux sortant

Au cours d’une expérience de lixiviation, un échantillon cylindrique est placé dans une so-
lution d’eau déionisée afin de provoquer la dégradation chimique du matériau. Pendant la
durée de cette expérience, il est intéressant de mesurer la quantité d’une espéce chimique
relarguée entre deux instants par le matériau. Cette quantité est parfois dénommée qnantité
d’espéce chimique lixiviée par 'échantitlon. Ce type de donnée permet de se rendre compte
si la cinétique de dissolution influe sur la dégradation du matériau, ou si au contraire, elle
est parfaitement négligeable devant le processus de diffusion en phase liquide. Dans le cadre
de Péquation (1.2.3), le flux de matiére du constituant A en solution & travers une section
unitaire de solide poreux est donné par 1’équation (1.2.4). Dans un cas unidimensionnel, s,
quantité de constituant A ayant quitté le matériau sous forme de soluté par le bord z =0 3
I'instant ¢ peut étre calculée & partir de cette derniére équation sous la forme:

Qalt) = /0 t [Dm%“(m,r)] dr (1.2.101)

=0

Dans le cas de la dissolution instantanée, la concentration en solution du constituant A
s’exprime a partir de la fonction auto-similaire u, telle que:

PA = ly) (1.2.102)
PA

avec la variable y donnée par (1.2.28). Utilisant (I.2.35}, la quantité de constituant A perdue
par le matériau a 'instant ¢ (i.e. @Qa(t)) devient:

_ _ ug(y)
Qa(t) = fo [DAQSPAQ\;W]x:OdT, (1.2.103)
soit,
i
Qu(t) = ¢ a /Dl (0) fo ﬁdr:qbﬁAu;(O)\/DAt. (1.2.104)

Ainsi, dans le cas d’une dissolution instantanée, la quantité de constituant A évacué en solu-
tion par le matériau est une fonction linéaire de la racine carrée du temps. Il est remarquable
que le calcul présenté reste valable quand la porosité, le coefficient de diffusion et la concen-
tration d’équilibre dépendent de I'abscisse z. Dans ce cas, leurs expressions dans (I1.2.104)
doivent étre remplacées par leurs expressions respectives prises au point x = 0. Cependant,
une expression explicite de (4 ne peut étre obtenue que dans le cas ou la fonction u, est
connue. Par exemple, pour la solution analytique donnée par (1.2.55}, le rapport de Q4 sur
la masse initiale de constituant A présent en solution s’écrit :

Qal?) 2
Ry(t) = —— = Dyt 1.2.105
D= bpn ~ Vrart @) (1:2:105)
avec o solution de (I.2.51). La quantité R4 posséde la dimension d’une longueur et ne dépend
que du coeflicient de diffusion D4 et du rapport des masses initiales de constituant 4 en
solution et en phase solide (i.e. € donné par (1.2.26)) par l'intermédiaire de o. Par exemple,
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lorsque la variable £ vaut 0.1, ¢ ~ 0.22 et erf (¢) ~ 0.24. Ainsi, pour un coefficient de
diffusion D4 égal & 1 m?/s, le rapport B4 peut &tre estimé par:

Ry~ 4621 (1.2.106)

Dans le cas on la dissolution n’est plus instantanée, le calcul précédent de Q4 n’est plus
possible car les fonctions u et v définies par (1.2.29) ne sont plus auto-similaires. La quantité
totale de constitnant A ayant quitté 'échantilion cylindrique 4 un instant ¢ n’est donc a
priori pas une fonction de la racine carrée du temps. Ce résultat peut &tre constaté sur la
figure 1.2.21 on le rapport R4 est représenté en fonction de la racine carrée du temps pour
différentes valeurs du temps de dissolution. Cetie figure a été obtenue & partir des solu-
tions numeériques du probléme de diffusion et dissolution (1.2.14-1.2.16) avec un coefficient de
diffusion pris égal & 1m?/s et € = 0.1. Dans le cas de la dissolution instantanée, le compor-
tement linéaire attendu est bien retrouvé, ainsi que la valeur de pente prédite par (1.2.106).
Au contraire, avec une cinétique de dissolution, les quantités sortantes de constituant A sont
moins importantes au départ (voir figure 1.2.21). Ce phénomeéne s’estompe au cours du temps,
les courbes reprenant un comportement linéaire pius proche du comportement observé dans
le cas instantané. Ce comportement asymptotique est lié au fait que lorsque 5 tend vers
Vinfini les solutions du probléme de diffusion et dissolution non instantanée retrouvent un
comportement auto-similaire.
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Fig. 1.2.21 - Effets d’une cinétique de dissolution sur la quantité de masse perdue par le
milieu pour € = 0.1.

La quantité (J4 ou R4 est souvent celle mesurée au cours d'une expérience de lixiviation,
mais ne posséde pas la propriété d’invariance. Une représentation plus générale de la figure
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1.2.21 peut étre obtenue a partir de la quantité P, définie par:
A
Pa(t) = 22
¢pavDat

Les relations (1.2.27), (1.2.30), (I.2.74) et (1.2.75) montrent que la fonction P4 ainsi définie
s’écrit sous la forme:

(1.2.107)

PA(T,E) - % fUT [%(Z,S’E)] z=0 ds (12108)

La fonction P, est donc indépendante du temps de dissolution ¢, et peut &tre tracée en fonc-
tion de 7 pour différentes valeurs de € & partir de la solution numérique. Cette représentation
est donnée sur la figure 1.2.22 o le cas de la dissolution instantanée est aussi présenté et
correspond, selon la relation (1.2.105), & des valeurs constantes de P, égales a 2/ (/7 exf (o).
La figure 1.2.22 met & nouveaun en évidence le comportement asymptotique pour 7 grand de
la fonction P, calculée dans le cas non instantané, vers la valeur de cette fonction dans le
cas instantané®,

50 L L L] L
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- -~ instantané (analytique)
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e non instantang (numérique)
o,
20 .
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__________________________________ e
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()

Fi1G. 1.2.22 —- Effets d’'une cinélique de dissolution sur linvariant associé a la quantité de
masse perdue par le milieu pour différentes valeurs de e.

4. D’aprés Pexpression (1.2.108) de Py, le produit P4+/¢ tend vers une fonction indépendante de ¢ lorsque
cette derniére variable tend vers zéro. Ce comportement a été vérifié et redonne précisément la fonction
qui peut étre calculée & partir de 'expression analytique (1.2.66) pour 7 < 1 et de la premiére équation de
(1.2.100) pour 7 > 1. Ces expressions permettent de montrer que lorsque £ tend vers zéro, alors P4/ = /7

pour 7 < 1 et Pgy/e = /(27— 1}/7 pour 7 > L.
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Si pour un matériau donné, un effet de cinétique de dissolution important est observé sur
les flux sortants de matiére, il devient intéressant d’estimer le temps caractéristique de la
cinétique de dissolution dans I'hypothése oil cette derniére est du premier ordre. Une méthode
permettant cette évaluation & partir de la connaissance de la position du front de dissolution
4 un instant donné est proposée dans la section suivante.

1.2.8 Caractérisation du temps de dissolution

Afin de caractériser le temps de dissolution, les concentrations en soluté et en phase solide
sont supposées régies par le systéme d’équations (1.2.14-1.2.16). Tous les paramétres interve-
nant dans ces équations, hormis le temps de dissolution, doivent &tre connus pour procéder 3
une estimation de ce dernier paramétre. La méthode de caractérisation proposée repose sur
la donnée d'un profil (expérimental) de la concentration en constituant A en phase solide
a un instant {. Le probléme consiste alors & en déduire la valeur du temps de dissolution
associé a la cinétique (1.2.12). La réponse apportée dans cette section ne permet d’évaluer
qu'un ordre de grandeur du paramétre ¢; car de nombreux phénoménes peuvent influer sur la
forme du front de dissotution. C’est par exemple le cas de données initiales non homogénes en
espace, d’une condition aux limites non stationnaire, d'une loi de dissolution plus complexe
ou encore d’un coefficient de diffusion non constant.

La premiére méthode qui peut &tre utilisée pour caractériser le temps de dissolution consiste
4 utiliser la position du front de dissolution délimitant la partie du matériau complétement
dissoute de celle ol le minéral est encore présent. Ce front est repéré par la position z;
donnée par:

zo = sup {2 > 0 tels que mu(z) = 0} (1.2.109)
L’invariant yo associé & zq par la variable de Boltzmann se calcule par:
To

Yo = D

Le schéma numérique de volume finis est alors utilisé pour représenter 1'évolution de y; en
fonction de l'invariant n pour différentes valeurs du paramétre . Les résultats de ces calculs
sont reproduits sur la figure 1.2.23 réalisée pour D, = 1 m? /setty=01s.

(1.2.110)

L’effet de bord associé a la dissolution du minéral en contact avec la solution pure est ob-
servable sur la figure [.2.23. Par exemple, pour ¢ = 0.1, la variable y; n’évolue qu'a partir
de la valeur n = 10 telle que en = 1. La figure 1.2.23 met aussi une nouvelle fois en évidence
le comportement auto-similaire des solutions du probléme de diffusion et dissolution non
instantanée pour n >> 1. En effet, les paliers apparaissant sur les courbes de 1.2.23 pour 5
grand indiquent un comportement en racine du temps de la variable zy.

Les courbes de 1.2.23 permettent une estimation du temps caractéristique de dissolution
lorsque le comportement en racine carrée du temps n'est pas atteint. La connaissance de
la position d’un front de dissolution expérimental au sens de la définition (1.2.109) et du



- 54 - Ch. 1.2: Un modéle simplifié de diffusion et dissolution
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FiG. 1.2.23 - Bvolution de yo défini par (1.2.110) en fonction de n et pour différentes valeurs
de €. :

coefficient de diffusion D4 4 un instant # donné autorisent le calcul d’un §; expérimental par
(I.2.110). Supposant le rapport des masses initiales de constituant A sous formes de soluté et -
de solide connu, l'invariant 7 peut &tre estimé géométriquement par inversion de la relation
yo(n) représentée sur la figure 1.2.23. Finalement, le temps £ étant connu, une évaluation du
temps de dissolution est proposée d’aprés (1.2.27) sous la forme:

tg = (I.2.111)

3] o

Le calcul de 7 n’est cependant pas possible pour des grandes valeurs de n pour lesquelles
I'effet de la cinétique de dissolution est moins visible. L’utilisation de la donnée de la largeur
du front au lieu de sa position zp permet de réduire ce phénoméne. La séparation entre la zone
partiellement dissoute du matériau et sa partie inattaquée est néanmoins difficile & estimer
précisément (voir par exemple la figure 1.2.17). Il apparait alors préférable d’utiliser comme
définition de la largeur du front la distance de xy au point du matériau ou la concentration en
phase solide vaut 90% de sa valeur initiale. Cette derniére position est notée z;; et satisfait :

v(zp) = 0.9 & ma(zy) = 0.9my (1.2.112)

La largeur du front de dissolution est définie par:
Ty =Ty — Ly (1.2.113)
Il est possible de 1ui associer, par la variable de Boltzmann, un invariant noté v sous la

forme:
Iy

n = Dt

(1.2.114)



Ch. I.2: Un modeéle simplifi¢ de diffusion et dissolution - 35 -

Comme dans le cas de yo, I’évolution de la largeur de front adimensionnalisée 3; en fonction
de 7) est représentée sur la figure 1.2.24 pour différentes valeurs de £. Cette figure a été obte-
nue 4 partir du schéma numérique de volumes finis dans les mémes conditions que pour la
figure 1.2.23. Elle montre que la variable y; devient strictement positive & partir d’une valeur
de 7 égale 4 0.1/¢, en accord avec la relation (1.2.57). La figure 1.2.24 signale aussi que les
différentes courbes se rejoignent lorsque P’effet de bord n'est plus actif, c’est & dire pour des
valeurs de n > 1/¢. Ce résultat indique que, pour cette gamme de temps, la largeur du front
de dissolution dépend trés faiblement du rapport des masses initiales de soluté et de solide.
Enfin, la figure 1.2.24 révéle a nouveau que la largeur du front de dissolution ne diminue que
trés lentement quand le temps devient grand devant le temps de dissolution.

1.6 T T T

0 50 100 150 200
n)

F1G. 1.2.24 ~ Evolution de y, défini par (1.2.114) en fonction de 1 et pour différentes valeurs
de €.

La méthode proposée pour caractériser le temps de dissolution & partir de la position zy du
front peut é&tre reconduite en utilisant la largeur x; du front. Le calcul de I'invariant 7 associé
4 une valeur expérimentale §; de y; est alors plus facile que dans le cas de la figure 1.2.23. La
démarche peut ainsi étre répétée avec plusieurs mesures de la largeur du front a différents
instants qui conduisent 4 autant d’estimations du temps de dissolution #,.

I.2.9 Conclusion

Un probléme simplifié de diffusion et dissolution dans un milieu poreux saturé a été introduit.
Une loi de dissolution instantanée et une cinétique de dissolution d’ordre un permettent la
description des échanges entre la phase liquide et la phase solide. Une étude des invariants du
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probléme en une dimension d’espace a été entreprise, et a permis la mise en évidence de deux
solutions analytiques correspondant au cas d’un temps grand devant le temps de dissolution
et d'une forte quantité de matiére & dissoudre pour une faible concentration d¢’équilibre en
solution. Le premier cas fournit en particulier une solution exacte au probléme de dissolu-
tion instantanée pour lequel le temps caractéristique de la cinétique de dissolution peut étre
considéré nul. Il met aussi en évidence I'existence d’une frontiére libre qui progresse 3 vitesse
finie dans le matériau. La consérvation de la masse & cette position, ou de facon équiva-
lente I'’équation de Rankine-Hugoniot, est alors essentielle pour assurer la détermination de
la vitesse de progression du front de dissolution. Dans 'autre cas, le calcul de la solution
analytique a nécessité I'étude d’un effet de bord associé a la dissolution de la phase solide en
contact avec la solution pure environnante. Ce phénoméne se termine pour un temps satisfai-
sant 77e = 1 pour lequel le profil en phase solide est donné par une expression explicite simple
pour £ < 1. Cette derniére condition permet alors la construction d’une solution analytique
dans le cas d’une dissolution non instantanée, et dont la position de la zone complétement
dégradée a été déterminée & partir de la relation d’'Hadamard appliquée a la concentration
en phase solide. Au contraire de la dissolution instantanée, les solutions obtenues diffusent
mstantanément dans le matériau.

Le probléme simplifié a par ailleurs été résolu par un schéma numérique de volumes finis
présenté au chapitre I.4. Cette méthode numérique donne alors des résultats identiques a
ceux obtenus & partir des solutions analytiques décrites précédemment. Dans le cas de Ia
dissolution instantanée, il a été montré que cette concordance demandait en particulier une
fine discrétisation en temps. L'étude de l'effet de la cinétique de dissolution sur la quantité
totale de matiére évacuée par le matérian a montré que cette derniére n’était une fonction
linéaire de la racine carrée du temps que dans le cas de la dissolution instantanée. Cette
étude comme les résultats qui la précédent ont aussi mis en évidence que les solutions du
probléme de diffusion avec dissolution non instantanée retrouvent un comportement auto-
similaire pour des temps grands devant le temps de dissolution. Enfin, en présence d'une
cinétique de dissolution du premier ordre, une méthode a été proposée afin de déterminer la
valeur du temps caractérisant la loi de dissolution.

Bien que les développements présentés dans ce chapitre peuvent apparaitre un peu simples
par rapport au cas des matériaux cimentaires, ils permetient une compréhension du couplage
entre diffusion et dissolution dans un milien poreux. De plus, la connaissance de solutions
analytiques est un outil puissant pour valider un code de calcul. Ce chapitre constitue donc
une introduction au cas plus réel et complexe de la lixiviation des matériaux cimentaires,
pour lequel ce sont des résultats expérimentaux de la littérature qui servent de référence.



Chapitre 1.3

Le cas de la lixiviation des matériaux
cimentaires

L’ensemble des phénomeénes induits par le contact d'un matériau cimentaire et d’une solution
agressive 4 base d’ean et conduisant 4 une dégradation d’origine chimique du matériau est
généralement regroupé sous le nom de lixiviation. Ce processus peut réduire significativement,
les capacités de rétention des bétons utilisés pour le stockage des déchets radioactifs 4 longue
durée de vie (voir chapitre I.1). Le phénoméne de lixiviation concerne aussi les matrices
en béton utilisées pour la stabilisation et la solidification des résidus d’épuration des fumés
d’incinération des ordures ménagéres (|[MMPS95], [Mai98]). Ces problémes d’environnement
montrent 'importance d’outils numériques adaptés permettant une prédiction de la vitesse de
dégradation chimique des bétons et donc une meilleure maftrise des risques de contamination.

La premiére section de ce chapitre décrit différents modéles de lixiviation rapportés dans
la littérature, et plus particuliérement le modéle utilisé par la suite et basé sur le suivi de
la concentration en calcium dans le matériau. La résolution numérique de ce modéle par la
méthode des différences finies [AA98| et la méthode des éléments finis [Tog98] a permis sa
validation par rapport aux résultats expérimentaux de Adenot [Ade92]. Dans un premier
temps, ces résultats expérimentaux sont utilisés pour montrer que la méthode des volumes
finis permet aussi leur restitution. Dans un second temps, une expérience de lixiviation en
condition accélérée d'une éprouvette fissurée est analysée [Tog98|. Les conditions accélérées
de l'essai augmentent fortement la non-linéarité du modéle et sont a I'origine d'un front
raide de dissolution. Cette expérience n’a pu étre modélisée avec une méthode d’éléments
finis d’ordre deux, pour laquelle des oscillations sont apparues au voisinage du front de
dissolution. La modélisation de cette expérience par la méthode des volumes finis montre que
cette derniére est parfaitement adaptée aux fortes non-linéarités du probiéme. Les résultats
de cette modélisation autorisent alors I'interprétation de 'expérience et plus généralement
des effets de la fissuration sur la dégradation chimique des matériaux cimentaires.

- 57 -
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1.3.1 Modélisation de la lixiviation

Les matériaux & base cimentaire possédent une composition chimique complexe qui rend
insuffisants le modéle présenté dans le chapitre précédent et les solutions analytiques qui en
découlent. Une modélisation plus précise passe par la prise en compte des différentes espéces
chimiques interagissant au cours de la lixiviation. Maisse, Moszkowicz, Pousin et Sanchez
[MMPS95, PMS95, MPS96] ont ainsi développé un modéle décrivant la dissolution de la
portlandite (C'a{OH)2) et du plomb (Pb(OH),) présents dans les matrices cimentaires utili-
sées pour 'immobilisation des résidus d’épuration des fumés d’incinération des ordures mé-
nageéres. Les réactions de dissolution sont considérées non instantanées (voir section 1.2.1.2)
et les concentrations d’équilibre en solution sont variables et régies par la présence des dif-
férents constituants solides. '

Dans le cas de la lixiviation d'une pate de ciment, Adenot [Ade92, Ade94] a introduit un
modéle prenant en compte quatre ions en solution (calcium, silicium, aluminium, sulfate) et
différents constituants solides (portlandite, CSH, ...). Ce modéle suppose I'existence de zones
distinctes & minéralogie constante dans lesquelles Adenot résout une équation de diffusion
pour chacune des espéces ioniques en solution avec un terme source lié i une dissolution
instantanée (équilibre local) des constituants solides. La conservation de la masse a linter-
face entre deux zones est décrite par les relations de Rankine-Hugoniot. Du fait du caractére
instantané de la dissolution, le probléme s¢ rapporte & la résolution d’équations différen-

“tielles couplées portant sur la variable de Boltzmann. Par la suite, ce modéle a été étendu
par Bourdette [Bou94] au cas d'un mortier. L’approche développée par ces deux auteurs est
compléte et permet une bonne confrontation avec I'expérience du fait de la variété des es-
péces considérées. Cependant, elle est aussi délicate par le nombre d’équations et de données
a prendre en compte comme les coefficients de diffusion dans chaque zone et les produits de
solubilité des nombreuses réactions chimiques de dissolution intervenant.

De fait, une démarche plus simplifiée consiste 4 se limiter a I'étude de la dissolution des
constituants solides du ciment & base de calcium et du transport diffusif de ce dernier en
phase liquide (Buil et al. [BRO90, BRO92|, Gérard |Gér96], Adenot et Aspart [AA98], To-
gnazzi [Tog98| et Torrenti et al. [TMAT98]). La plupart de ces modélisations prennent en
considération les variations de la porosité et du coefficient de diffusion du calcium résultant
de la dégradation chimigue du matériau. L’intérét de cette approche, plus simple, réside dans
le fait qu’elle peut s’adapter facilement & 1'étude de la dégradation de structures en béton
a géométrie complexe. Il est aussi possible d’envisager un couplage avec des phénomeénes
d’origine mécanique. Cette modélisation étant celle utilisée dans ce mémoire, la suite de ce
texte en rappelle plus précisément les fondements.

La lixiviation des matériaux a base cimentaire est supposée décrite par les équations suivantes
traduisant la conservation du nombre de moles de calcium en solution et en phase solide:

%[MSCG)CC&] = —div(— D¢, (Cb(sCa)). grad cg,) + Nf—a}l

aSCa

) (13.1)
5t = —Hgy
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Ce systéme d’équations est 1’équivalent du systéme (1.2.3) donné dans le chapitre 1.2 mais
exprimé maintenant sous une forme molaire. Dans tout ce chapitre, les concentrations en
calcium sous formes de soluté cc, et de solide s¢, intervenant dans (1.3.1) sont des concen-
trations molaires données en mol/m®. La solution interstitielle est supposée immobile et
sature la porosité ¢ du matériau. Le mouvement du calcium en solution est purement diffusif
et obéit a la loi de Fick avec un coefficient de diffusion effectif du calcium dans le matériau
noté D¢,. La lixiviation des constituants solides du matériau entraine une augmentation si-
gnificative de sa porosité, de sorte que cette derniére dépend de la concentration en calcium
en phase solide. L’augmentation de 'espace poreux favorise la diffusion du calcium dans le
matériau, ce qui est pris en compte dans 1'équation (1.3.1) par un coefficient de diffusion
effectif fonction de la porosité. Enfin, le terme p¢?, est le taux d’échange de calcium de la
phase solide vers la phase liquide. L'échange entre ces deux phases est régi par une condition
d’équilibre. Dans le cas des matériaux cimentaires étudiés, le paragraphe suivant montre que
cet équilibre satisfait une loi de dissolution instantanée.

I.3.1.1 Dissolution instantanée

Les résultats expérimentaux de Adenot [Ade92] reproduits sur la figure 1.3.1 montrent que la
quantité de calcium évacué par un échantillon cylindrique en pate de ciment, de rapport eau
sur ciment (E/C) égal & 0.4, est sensiblement proportionnelle & la racine carrée du temps.
Un léger effet non-linéaire est observable sur les premiéres mesures et pourrait étre inter-
prété a partir d’une cinétique de dissolution (voir figure 1.2.21). Cependant, cet effet étant
peu marqué sur la figure 1.3.1, la cinétique de dissolution peut étre considérée instantanée
devant le transport diffusif du calcium en phase liquide (voir section 1.2.7). Ce résultat est
en fait attribuable aux faibles porosité et perméabilité des matériaux a base cimentaire pour
lesquels le processus de diffusion est le plus souvent trés lent.
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Fi1G. 1.3.1 - Quantité de calcium lizivié en fonction de la racine carrée du temps pour une
pate de ciment de rapport E/C égal & 0.38 immergée dans une eau déionisée d’apres [Ade92).
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I.3.1.2 Caractérisation de I’équilibre entre phases solide et liquide

L’hypothése d'un équilibre instantané permet de relier explicitement les concentrations en
calcium en solution et en phase solide. Cependant, au contraire de 'approche adoptée dans
le chapitre précédent, il existe différents minéraux a4 base de calcium dans les matériaux
cimentaires. Lors de la lixiviation du matériau, ces minéraux se dissolvent successivement
de sorte que la concentration d’équilibre en calcium en solution varie avec les constituants
-en phase solide & dissoudre. Par conséquent, la concentration molaire en calcium en solution
cce €st une fonction de la concentration molaire en calcium en phase solide s¢, qui regroupe
les différents minéraux & base de calcium. Cette fonction est identifiable A partir de résultats
expérimentaux oll ces concentrations et la concentration molaire en silicium en phase solide
$g; sont mesurées & 1’équilibre. Il est alors usuel d’étudier le rapport des concentrations en
phase solide sc,/sg; en fonction de la concentration en calcium en solution c¢,. La figure 1.3.2
représente les valeurs expérimentales collectées par Berner |Ber88] pour différentes pates de
ciment. I1 est remarquable que les valeurs expérimentales coincident, suggérant que la courbe
d’équilibre sg./ss: = flcce) est une caractéristique générale.

4 SCu/ S5 (') .
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o ° . a -‘.-
o -} a = .
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: : ) Calage linééire par morceaux
o Af : } ¢ —»
0 5 10 15 20

Cc, (mol/m")

F1G. 1.3.2 — Evolution du rapport des concentrations en phases solides sgq./8s:i en fonction
de la concentration en calcium liquide d’aprés [Ber88].

Par la suite, les valeurs expérimentales de la figure 1.3.2 sont approchées par la courbe linéaire
par morceaux représentée en trait continu sur cette méme figure. L’évolution de 1’équilibre
entre les phases solide et liquide de la droite vers la gauche correspond aux dissolutions suc-
cessives des différents minéraux 3 base de calcium d’une pate de ciment. Le premier minéral
a se dissoudre est la portlandite pour une valeur de la concentration en calcium cg, d’envi-
ron 21 mol/m?. Ensuite, de 21 mol/m® 4 0 mol/m?, se produit une décalcification progressive
des différents CSH et la dissolution de Petiringite (voir Adenot [Ade92| ou Tognazzi [Tog98]
pour une description plus fidéle). La présence de ces différents minéraux se retrouve sur un
échantillon dégradé depuis le corps sain jusqu’au bord en contact avec la solution déionisée
(voir figure 1.3.3).

La concentration en silicium solide (sg;) varie peu lors de la lixiviation d'une pate de ciment et
est donc supposée constante et égale & la valeur mesurée expérimentalement pour le matériau
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Epaisseur dégradée
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la solution d

F1G. 1.3.3 - Coupe d’une éprouvette cylindrique en pdte de ciment de rapport E/C égal 4 0.4
aprés 8 mois de liriviation, d’aprés [Ade92/.

sain. Dans le cas d’une péate de ciment de rapport E/C = 0.4, Tognazzi [Tog98| évalue cette
valeur & 4900 mol/m®. Cette donnée et la courbe continue de la figure 1.3.2 permettent la
représentation sur la figure 1.3.4 de la relation recherchée entre les concentrations en calcium
en solution et en phase solide & I'équilibre.

coa = 9(Sce) ' (1.3.2)

25

20}
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Fic. 1.3.4 - Evolution de la concentration en calcium en solution en fonction de la concen-
tration en calcium solide pour une pate de ciment de rapport E/C égal ¢ 0.4.

Notons que, contrairement & la plupart des approches employées, la dissolution de la port-
landite est modélisée sur la figure 1.3.4 par une partie de courbe parfaitement horizontale.
Cette représentation traduit le fait que, tant que ce minéral n’est pas complétement dissous,
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la concentration en calcium dans la solution reste fixée 4 21 mol/m?. Ce palier est i Vori-
gine, dans le modéle, d'un front de dissolution raide de la portlandite dans le matériau qui
sépare la zone saine de la pite de ciment d’une zone partiellement dégradée. Ce front net
permet alors la définition non ambigué d’une épaisseur dégradée comme la distance du bord
de I'échantillon & sa position. Le front de dissolution de la portlandite se constate par ailleurs
trés clairement sur des profils expérimentaux (voir figure 1.3.3) et constitue donc un point
de comparaison avec la modélisation.

1.3.1.3 Porosité

.....

volume occupé par ce dernier et les volumes des principales phases solides présentes (i.e.
CSH, portlandite et ettringite). Au cours de la lixiviation, la porosité du matériau augmente
avec la dissolution de ces phases solides:

— L’augmentation d’espace poreux consécutive 4 la dissolution de la portlandite (pour
cce = 21 mol/m?) est déduite de sa masse dissoute et de sa masse molaire.

~ La décalcification des CSH se produit continiiment pour une concentration en calcium
en solution variant de 21 mol/m® & 0 mol/m3. Son action sur la porosité est négligée
car elle donne lieu a 'ouverture de pores de trés petites tailles.

— Enfin, la dissolution de 'ettringite est active pour une concentration en calcium liquide
allant de 21 mol/m® & 2 mol/m3. La masse de ce minéral n’étant pas directement acces-
sible & partir de la concentration en calcium en phase solide, I’augmentation de porosité
liée a la dissolution de 'ettringite est supposée proportionnelle & cette concentration
lorsque c¢, décroit de 21 mol/m® & 2 mol/m3.

0.7 -
0.6k dis,solt{tiop de
Iettringite
&
“E 03 dissolution _cle
E la portlandite
g 04}
£
0.3
(x 10°)
0. ;
% 10 15

3
Sca {mol/m”)

I1G. 1.3.5 — Evolution de la porosité en fonction de la concentration en calcium solide pour
une pdte de ciment de rapport E/C égal 6 0.4.
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Les évolutions précédemment décrites permettent une représentation de la porosité en fonc-
tion de la concentration en calcium solide sur la figure 1.3.5. Une description plus détaillée
de la variation de la porosité avec la dégradation chimique est donnée dans Adenot [Ade92],
Gérard [Gér96] et Tognazzi [Tog98].

1.3.1.4 Coefficient de diffusion

Le coeflicient de diffusion effectif du calcium dans le matériau D¢, dépend de la porosité
de ce dernier et est par conséquent aussi variable au cours du processus de lixiviation. Sa
variation avec la porosité peut étre étudiée i partir de mesures de coefficient de diffusion
en régime permanent sur des cellules & deux compartiments et pour des pétes de ciment
de porosités variables. Les données de Adenot [Ade92] et Richet et al. [RPM*97] peuvent
alors étre approchées, pour des porosités variant entre 20% et 60%, par ’expression suivante
proposée par Tognazzi [Tog98] :

Deo(d) =ae’® avec a=2.3510"" m?/s et b= 9.95 (1.3.3)

ot D¢, est le coefficient de diffusion effectif du calcium exprimé en m?/s et ¢ est la porosité
sans dimension. L'expression (1.3.3) est représentée sur la figure 1.3.6 aux cotés des résultats
expérimentaux de Adenot et Richet.

3E-11
= B données Adenot
oA .
%‘ =i B  données Richet
& E 2E-11 T —— extrapolation
= =2
o2
Par:!
g =
-G -U,
= = 1E-11 T
T 9
82
S
OE+0 Y i f :
0.0 02 04 0.6

Porosité (-)

Fi1G. 1.3.6 — Bvolution du coefficient de diffusion effectif du calcium en fonction de la porosité
¢ pour différentes pétes de ciment d’aprés Tognazzi [Tog98).

En conclusion de cette premiére section, la lixiviation des matériaux cimentaires est supposée
modélisée & partir du systéme (1.3.1) qui se réécrit, avec (1.3.2), sous la forme:

%[¢(50a)9(50a)] + 32(;“ — div [Dea(p(sca)) grad g(sca)] = 0 (1.3.4)
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Les données nécessaires & la résolution de cette équation sont le diagramme des concentra-
tions d’équilibre en calcium entre les phases solide et liquide, la diminution de la porosité
avec la concentration en calcium en phase solide et I'augmentation du coeflicient de diffusion
effectif du calcium avec la porosité. Dans le cas d’une pate de ciment de rapport eau sur
ciment (E/C) de 0.4, les deux premiéres relations sont représentées sur les figures 1.3.4 et
1.3.5. Enfin, la derniére donnée peut étre approchée par 'expression (1.3.3) du coefficient de
diffusion effectif du calcium.

La section suivante introduit un schéma numérique de volumes finis permettant la résolution
approchée de ce modéle. Les résultats de ce schéma numeérigue dans un cas unidimensionnel
sont alors comparés aux résultats expérimentaux de Adenot [Ade92).

I1.3.2 Modélisation de la lixiviation d’une pate de ciment

Le schéma numérique de volumes finis utilisé pour la résolution de ’équation (1.3.4) est
proche de celui utilisé dans le chapitre précédent et donné par les équations (1.4.25) du
chapitre 1.4. Cependant, les non-linéarités supplémentaires associées aux variations de la
concentration d’équilibre en solution, de la porosité et du coefficient de diffusion engendrent
quelques modifications. Le schéma numérique (1.4.25) devient alors,

i) SR DI = SRR | VT k__"’fg_

k
— > Tk Diy (9p™) ~ g(ui™)) = 0.
LEN(K)

(13.5)

La plupart des notations utilisées dans (1.3.5) sont explicitées dans le chapitre 1.4. Signalons
simplement que & est le pas de temps, K un volume de contréle, L un volume de contréle voi-
sin de K et v% l’approximation de s¢, sur le volume de contrdle K dans l'intervalle de temps
[nk, (n + 1)k). Dans le cas unidimensionnel étudié, les maillages des volumes de contrdle K;
et de leur centre x; sont représentés sur la figure 1.3.7. Les éléments voisins d’un élément
K; sont les volumes de contréle K; 1 et K; . m(K) désigne la longueur de I'élément K et
Tk,1, U'inverse de la distance entre les centres de deux éléments voisins (i.e. dz). Une approxi-
mation semi-implicite des flux diffusifs entre éléments voising du maillage est utilisée dans
(I.3.5). La partie explicite de cette approximation concerne le coeficient de diffusion effectif
qui est approché par une expression centrée entre deux éléments voisins K et L sous la forme:

ke = 3 [Deald(o])) + Pea(8(:1))] (13.6)

Une condition aux limites de type Dirichlet (¢, = 0) est imposée sur le bord z = 0 et traduit
le contact du matérian avec la solution agressive. Une condition de flux nul (Ocg,/0z = 0)
est appliquée & Pautre extrémité car le front de dégradation de la portlandite progresse &
vitesse finie dans le matériau. Enfin, les conditions initiales correspondent 4 un équilibre
entre les phases solide et liquide donné par les concentrations en calcium en phase solide
Sce = 5o = 14700 mol/m? et en solution c¢, = g(14700) = ¢ = 21 mol/m?®.
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F1G. 1.3.7 — Muillage 1D avec condition quz limites de Dirichlet et Neumann.

A chaque temps t" = nk, les équations (1.3.5) écrites pour tous les volumes de contrdle
couplées avec les conditions aux limites ont été résolues numériquement par la méthode ité-
rative de Newton-Raphson. Cette méthode autorise, en dépit des non-linéarités du systéme,
le calcul des solutions v%*' pour tous les éléments du maillage au temps "1 = (n+ 1)k. De
plus, afin de minimiser le temps de calcul et les erreurs du schéma, le pas de temps k est pris

variable en fonction de la variation maximale de la concentration en calcium en phase solide
entre les instants t* et °*1,

Les développements précédents permettent le calcul des concentrations en calcium en phase
solide et en solution en tout point du maillage et pour tout temps. La figure 1.3.8 donne les
profils des concentrations en calcium en solution et en phase solide normalisées (i.e. ccafco €t
Sca/S0) & 6 mois. Le front raide de dissolution de la portlandite situé a la profondeur d’environ
2 mm apparait nettement sur cette figure. Notons aussi que le profil en concentration en
calcium en phase solide est trés proche de la relation entre s¢, et ccq (la relation inverse de
celle présentée sur la figure 1.3.4). Cette similitude est due au comportement quasi-linéaire

de la concentration en calcium en solution entre le bord du matériau et le front de dissolution
de la portlandite.
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F1G. 1.3.8 — Concentrations en calcium en solution et en phase solide prédites numériquement
aprés 6 mois de liziviation.
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La comparaison des résultats numériques avec les résultats expérimentaux de Adenot [Ade92]
débute par 'étude des quantités de calcium lixivié. Cette quantité représente la masse de
- calcium perdue par le matériau jusqu’a un instant ¢ donné. Son expression est équivalente 2
celle introduite par la relation (1.2.101), mais est donnée ici sous une forme molaire par:

Qce(t) = /0 t [DA %(r,r)] dr, (1.3.7)

avec (Jo, donnée en mol/m?2 Les résultats numériques du schéma de volumes finis (1.3.5)
permettent le calcul des flux molaires de calcium sortant puis de la quantité de calcium lixi-
vié. Ces résultats sont représentés avec les valeurs expérimentales de Adenot en fonction de
la racine carrée du temps sur la figure [.3.9. Le résultat parfaitement linéaire de la prédiction
numérique observé sur cette figure est lié au fait que le changement de variable de Boltzmann
n’est pas remis en cause par les non-linéarités de 1’équation (I.3.4). La quantité de soluté
ayant quitté le matériau est donc, comme pour la section 1.2.7, une fonction linéaire de la
racine carrée du temps. La figure 1.3.9 montre aussi que la résolution numérique permet
une bonne approximation des valeurs expérimentales avec cependant une surestimation de
ces derniéres par la prédiction numeérique. Notons que, pour des temps grands, les valeurs
expérimentales ont une tendance i ne plus suivre un comportement linéaire, et qui peut étre
attribuée aux conditions de 1’essai.

15 T '

Ng numérigue

= : o
E 10l o B expérience "
w o”

E ot

a o

a

-4 o

2 o"

Z s oo

[

& o8

[} a®

o
a
[}
o
o i
0 2 4 10

Racine carrée du temps (jm)

Fi1G. 1.3.9 — Comparaison entre les quantités de calcium lizivié expérimentales [Ade92] et
prédites numériquement.

Les épaisseurs dégradées mesurées et prédites peuvent étre également comparées. Leurs va-
leurs sont présentées dans le tableau 1.3.1 aux échéances de 3 et 6 mois. Ces valeurs indiquent
que les résultats numériques approchent assez précisément les données expérimentales, méme
si maintenant ces derniéres sont légérement sous-estimées par la prédiction numérique.



Ch. 1.3: La lixiviation des matériaux cimentaires - 67 -

TaB. 1.3.1 - Epaisseurs dégradées ezpérimentales et prédites numériquement,

3 mois 6 mois
expérience 1.45 mm | 2.10 mm
prédiction numérique | 1.43 mm | 2.03 mm

Dans le but d’étudier I'importance des différentes données du modéle de lixiviation sur la
qualité de sa prédiction, une étude de sensibilité a été entreprise. Les quatre paramétres
retenus pour cette étude sont:

1. la concentration de calcium en solution & laquelle la portlandite se dissout,
2. la porosité totale,

3. le coefficient de diffusion effectif du calcium en solution,

4. la concentration initiale en calcium en phase solide.

- Différentes sources d’erreur sont possibles dans l'estimation de ces paramétres [MTTA99].
Leurs valeurs de référence utilisées pour ’étude de sensibilité sont celles données dans la
section précédente: 21 mol/m? pour le premier paramétre, les données de la figure 1.3.5 pour
le paramétre 2, I'expression (1.3.3) pour le paramétre 3 et 14700 mol/m? pour le dernier pa-
ramétre. L’étude entreprise consiste 3 étudier séparément les effets d’une variation de £10%
de chacun des paramétres par rapport & sa valeur de référence sur les épaisseurs dégradées
et les quantités de calcium lixivié prédites par le modeéle. Les résultats de cette étude sont
~ regroupés sur la figure 1.3.10 de gauche pour I’épaisseur dégradée 4 6 mois et la figure 1.3.10
de droite pour la quantité de calcium lixivié & 85 jours. Les valeurs expérimentales et celles
obtenues par le modéle pour les valeurs de référence (prédiction de référence) sont aussi re-
présentées sur ces figures.

La figure 1.3.10 montre que les paramétres 1 et 3 ont peu d’influence sur les résultats du
modéle de lixiviation puisque leur variation de + 10% engendre une variation de ’ordre de
5% de la prédiction numérique. Le paramétre 4 joue un réle un peu plus important. En
particulier, une variation de ce paramétre génére des effets contraires sur 1’épaisseur dégra-
dée et la quantité de calcium lixivié. Une surestimation de sa valeur de référence peut ainsi
expliquer la surévaluation constatée sur les quantités de calcium lixivié de la figure 1.3.9 et
la sous-évaluation observée sur les épaisseurs dégradées du tableau 1.3.1. En effet, réduisant
ce parameétre, le front de dissolution de la portlandite progressera plus rapidement (moins
de calcium & dissoudre) alors que les quantités de calcium lixivié seront plus faibles. Enfin,
le deuxiéme paramétre posséde les effets les plus importants sur la qualité de la prédiction
numeérique. Son importance est attribuable au fait que le coefficient de diffusion effectif du
calcium est approché par une fonction exponentielle de la porosité. Ainsi une erreur de 10%
sur la porosité engendre une erreur de 20% a 30% sur I’épaisseur dégradée ou la quantité
lixiviée de la figure 1.3.10. Finalement, comme la variation de la porosité avec la concentra-
tion en calcium solide est déterminée avec une précision suffisante, la modélisation présentée
permet une représentation satisfaisante du phénoméne de lixiviation.
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FiG. 1.3.10 — Effets d’une variation de 4 10% des données du modéle de liziviation sur
l'épaisseur dégradée 6 6 mois et lo quantité de calcium lizivié & 85 jours.

L’équation (I.3.4) a aussi été appliquée & la lixiviation d’un mortier en prenant en compte les
modifications & apporter au jeu de données. La comparaison entre les résultats expérimentaux
de Bourdette [Bou94] et la modélisation utilisée dans cette section fournit alors des résultats
de qualité comparable & ceux présentés pour la pate de ciment [MTTA99]. La modélisation
de la lixiviation peut maintenant étre appliquée au cas encore plus fortement non-linéaire de
la dégradation accélérée d’un matériau cimentaire.

I.3.3 Modélisation de la lixiviation accélérée d’une pate
de ciment

Les matériaux cimentaires présentent parfois une fissuration importante, qui constitue un
chemin préférentiel pour le transport des espéces ioniques gouvernant la dégradation chi-
mique. Il apparait alors essentiel de connaitre les effets de la fissuration sur la dégradation
du matériau et par conséquent sur la durabilité d'une structure {Tog98, TMA99]. Ce couplage
entre fissuration et dégradation est étudié dans le projet GEO "Modélisation du couplage
fissuration-dégradation chimique dans les bétons" financé par PANDRA et EDF [TDOP99).
Cette section est plus particuliérement centrée sur la modélisation et ’analyse d’une expé-
rience de lixiviation accélérée réalisée sur une éprouvette fissurée.

Les expériences étudiées ont été mises en ceuvre au CEA et sont présentées dans [Dan97,
Tog98, TDOPI9]. Les résultats précédents montrent que la dégradation chimique des maté-
riaux cimentaires est un phénoméne trés lent (voir tableau 1.3.1). Afin d’accélérer le processus
de lixiviation, sans en changer sa nature, la solution déionisée utilisée pour ces tests (dits de
lixiviation accélérée) contient du nitrate d’ammonium. La présence de cette espéce chimique
en solution permet une dissolution plus rapide de la portlandite mais introduit dans le mo-
déle une non-linéarité plus importante. La fissuration est étudiée par le biais d’une fissure
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dite modéle car, pour des raisons de répétabilité de 'essai, cette derniére est réalisée a Paide
d’une scie & fil. Les caractéristiques de la fente réalisée sont une largeur (ou ouverture) de
350 pm et une longueur (ou profondeur) de 2.8 cm. L’échantillon cylindrique ainsi qu'une
coupe transversale aprés 10 jours de contact avec une solution agressive a base de nitrate
d’ammonium sont reproduits sur la figure 1.3.11.

Longueur
28 mm

Fissure
modéle

QOuverture
350 um

& 70 x20 mm

Fi1G. 1.3.11 — Echantillon en péte de ciment avec fissure modéle.

Le nitrate d’ammonium présent dans la solution entourant 1’échantilion permet de déplacer
Péquilibre chimique de dissolution de la portlandite (voir Carde [Car96], Adenot [AAM97] et
Tognazzi [Tog98}). La concentration d’équilibre en calcium en solution associée & la présence
de la portlandite passe ainsi de 21 mol/m? & 2730 mol/m®, accélérant fortement la dégra-
dation du matériau'. La relation précédente entre les concentrations de calcium en solution
et en phase solide (i.e. représentée sur la figure 1.3.4) est alors remplacée par la relation
proposée sur la figure 1.3.12. Les autres phénoménes ne sont pas modifiés par la présence du
nitrate d’ammeonium de sorte que les variations de la porosité et du coeflicient de diffusion
peuvent encore étre décrites par la figure 1.3.5 et Pexpression (1.3.3).

Dans le but de faciliter la mise en ceuvre numérique de Péquation (1.3.4), seule la partie
de la coupe transversale de la figure 1.3.11 est considérée. Ce domaine §2 est composé d’une
partie {r associée & la fissure et de la partie complémentaire Qps constituée de pate de
ciment pure (voir figure 1.3.13). Il reste alors 4 préciser les conditions aux limites i prendre
en compte aux bords de 2y, et éventuellement de {2p. Deux possibilités sont envisagées.

I.3.3.1 Modélisation M1 avec diffusion libre du calcium dans la fis-
sure

Dans ce premier cas, la solution présente dans la fissure est supposée immobile, de sorte
que les ions calcium évacués par la pate de ciment vers la fissure ne se déplacent dans cette

1. L’angmentation de la concentration d’équilibre en calcium en solution revient & augmenter le para-
métre € = ¢fa/mg du modéle simplifié du chapitre L.2. Les résultats de la figure 1.2.11 montrent alors une
dégradation chimigue du matériau plus rapide pour les valeurs de ¢ les plus importantes.
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F1G. 1.3.12 — Fvolution de la concentration en calcium en solution en fonction de la concen-
tration en calcium solide en liziviation accélérée d'une pdte de ciment de rapport E/C égal &

0.4.
derniére que par diffusion. La conservation de la masse de calcium dans la fissure satisfait
alors une équation de diffusion ordinaire (pas de phase solide et de terme source) de la forme:

BCCQ

ot

—div (D, gradcc,) = 0 (1.3.8)

Dans cette équation, Dy, représente le coefficient de diffusion du calcium hors milieu po-
reux (z.e. 2.2107° m?/s). L’équation (I.3.8) doit &tre résolue dans la fissure (i.e. dans QF)
simultanément avec 1’équation (I.3.4) posée dans la pate de ciment (i.e. dans Q). Des condi-
tions aux limites de continuité des concentrations en calcium en solution ¢¢, et des flux sont
alors nécessaires & 'interface entre ces deux domaines. Une condition de flux nul liée & la
symétrie du probléme est imposée sur tout le bord du domaine £ appartenant au plan de
symétrie. Une condition aux limites ¢g, = 0 est effective an bord du matériau en contact
avec la solution environnant I’échantillon. Finalement, une condition de flux nul s’applique
aux bords restant car le front de dissolution de la portlandite se propage & vitesse finie dans
le matériau. Les différentes conditions aux limites prisent en compte dans cette modélisation
M1 sont résumées sur la figure 1.3.13. En outre, dans ceite approche, la concentration en
calcium dans la fissure est remise & zéro & la fin de chaque jour (parfois deux jours) pour
rendre compte du renouvellement de la solution agressive pendant ’essai.

Afin de mettre en ceuvre numériguement cette modélisation, les domaines Q,; et Q1 ont été
recouverts par des quadrilatéres de différentes tailles pour obtenir une meilleure précision
de calcul prés des conditions aux limites agressives. Le schéma numérique donné par les
équations (1.3.5,1.3.6) est appliqué aux volumes de contréle du domaine 2. Pour les éléments
du maillage de Qp, le schéma numérique implicite suivant est utilisé:
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B
i
Eq.(138) 7 i3
b
.

Q,: Ce, =0
ite de
Eiment B Vc,n=0

pure [ch] =

H {DVC& nj=0
Eq. (L3.4)

F1G. 1.3.13 — Conditions auz limites dans le cas d’une diffusion libre du calcium dans la
fissure (modélisation M1).

un+1 oy
m(K)HE——K — 3" e 1 Dp, (ul - =0, (1.3.9)
LeN(K) '
avec u I’approximation de ¢¢, sur le volume de contréle K de la fissure et dans Vintervalle
de temps [nk, (n + 1)k). Pour un volume de controle rectangulaire KX comme ceux utilisés
ici, m(K) représente la surface de cet élément et Tk,r le rapport de la longueur du bord
commun aux rectangles K et L voisins sur la distance entre leurs centres. Dans le ¢as ol un
élément K et son voisin L appartiennent & des domaines différents (par exemple K € Qf et
L € Qu), le flux de K vers L est égal au flux de L vers K selon la condition aux limites

De, grad ccon = Doa(g(sca)) grad g(sc.)-n, (1.3.10)

fissure pite de ciment

imposée a l'interface entre la fissure et le matériau, n étant la normale a la fissure. Ce flux
constitue une inconnue du probléme et peut &tre déterminé & partir de I'équation supplé-
mentaire déduite de I’autre condition aux limites & l'interface fissure-matérian -

o = glscd). (13.11)
fissure  pate de ciment

Sous une forme discrétisée, le couplage entre les résolutions dans les deux domaines se traite
avec une inconnue supplémentaire notée w”+1 introduite pour chaque élément K dans Qp et
L voisin dans Q, et telle que d’aprés (1.3.10)

WgL =~ DCa(u?,_'-l n+1) = —Di(g(v ?{H) g(vn+1)) (1.3.12)

Ces nouvelles inconnues peuvent étre déterminées 3 partir des équations supplémentaires
provenant de (1.3.11) et satisfaites pour chaque élément K dans Qr et L voisin dans € :

up! = g(vpth) (1.3.13)
La figure 1.3.14 présente les concentrations en calcium sous formes de soluté et de solide obte-
nues numériquement dans le cas M1 pour une pate de ciment exposée & 17 jours de lixiviation
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au nitrate d’ammonium. Ces figures font apparaitre un front de dissolution de la portlandite
bien marqué et une plus grande régularité de la concentration en calcium en solution. Cette
modélisation M1 conduit & une épaisseur dégradée en fond de fissure d’environ 0.8 mm alors
que la valeur expérimentale attendue est de 4.5 mm (voir [Dan97]). En fait, il est apparu
que la dégradation en fond de fissure était principalement active & travers la remise 4 zéro
de la concentration dans la fissure (pour reproduire les conditions expérimentales de 'essai),
la diffusion seule étant trop lente pour abaisser rapidement la concentration en calcium dans

la fissure. Une seconde modélisation plus agressive pour le matériau est donc étudiée dans
la section suivante.

Concentration de calcium en phase solide (mol/l)
Concentration de calcium en solution (mol/1)

0.5 1 1.5 0.5 1 1.5
X (cm) X (cm)

Fi1G. 1.3.14' — Concentration en calcium en phase solide et en solution aprés 17 jours de
liziviation accélérée dans le cas de la modélisation M1.

1.3.3.2 Modélisation M2 avec concentration en calcium nulle dans
la fissure

Cette seconde modélisation suppose qu’un mouvement convectif du calcium se produit dans
la fissure au cours de ’expérience du fait de la présence d’un agitateur en rotation dans la
solution agressive. Le cas le plus défavorable pour I’échantillon correspond & une évacuation
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W

instantanée (par rapport & la lixiviation de la pate de ciment) du calcium dans la fissure.
La concentration en calcium y est alors la méme que celle de la solution agressive, a savoir
une concentration nulle. La modélisation M2 signifie donc que Péquation (1.3.4) est résolue
dans le domaine ), et qu’une condition aux limites c¢, = 0 est imposée i I’interface entre
la fissure et le matériau. La méme condition aux limites est effective au bord du matériau
en contact avec la solution envirennant échantillon. Finalement, une condition aux limites
de flux nul s’applique aux bords restant pour des raisons de symétrie ou de propagation a

vitesse finie de la dégradation. L’ensemble des conditions aux limites est rappelé sur la figure
[.3.15.

/ ) [ 4 ]
c., =0
Ca Q.
péte d
ciment n
pure
Eq. (13.4)

o

Fi1G. 1.3.15 — Conditions auz limites dans le cas d’une concentration en calcium nulle dans
la fissure (modélisation M2).

La figure 1.3.16 montre les mémes concentrations & la méme échéance que pour la figure
1.3.16 mais calculées cette fois ci a partir de la modélisation M2. La partie gauche de cette
figure fait apparaitre une épaisseur dégradée en fond de fissure de 5 mm contre 7 mm en
bordure d’éprouvette. Cette différence provient du caractére bidimensionnel de la diffusion
en fond de fissure alors que seul un transport diffusif unidirectionnel est possible en bordure
de matériau. Par conséquent, la dégradation est plus lente en fond de fissure ot le front de
dissolution de la portlandite progresse avec une vitesse plus faible que celui situé au bord de
Iéchantillon. Il est cohérent que les deux approches envisagées (i.e. M1 et M2) conduisent &
des valeurs identiques d’épaisseur dégradée pour le bord du matériau en contact direct avee
la solution agressive. En revanche, cette fois ci 'épaisseur dégradée en fond de fissure est
d’environ 5 mm donc beaucoup plus importante que dans le cas M1 et surtout plus proche
du résultat expérimental [ME99]. Cette seconde modélisation apparait alors comme la plus
adaptée aux conditions de I’essai. Cependant, une analyse plus précise d’une coupe expéri-
mentale de ’échantillon aprés 17 jours de lixiviation ne présente pas un profil de dégradation
aussi paralléle 4 la fissure que celui observable sur la figure 1.3.16 de gauche. Cette différence
signale que '’hypothése d’une concentration en calcium nulle dans la fissure semble légére-
ment trop agressive. '

Les épaisseurs dégradées observées et prédites numériquement en fond de fissure comme en
bordure de matériau (voir figure 1.3.11) sont rapportées sur la figure 1.3.17. Cette figure
montre que la résolution unidimensionnelle de 1’équation (1.3.4) permet une bonne repro-
duction des épaisseurs dégradées en bordure d’éprouvette, avec comme dans le cas de la
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Concentration de calcium en phase solide (mol/1)

0.5 1 1.5 0.5 1 1.5
X (cm) x (cm)

F1G. 1.3.16 — Concentration en calcium en phase solide et en solution aprés 17 jours de
liziviation accélérée dans le cas de la modélisation M2.

lixiviation normale une légére sous-estimation de la prédiction. Par contre, seul le calcul
réalisé avec une concentration en calcium nulle dans la fissure (i.e. M2) permet d’approcher
correctement les épaisseurs dégradées expérimentales mesurées en fond de fissure. L’autre
approche (i.e. M1) sous-estime largement la dégradation et invalide ainsi I’hypothése d’une
solution immobile dans la fissure. Néanmoins, comme ’approche M2 surestime légérement
les résultats expérimentaux (contrairement & la sous-estimation constatée en 1D), il semble
que ’hypothése d’une concentration en calcium nulle dans la fissure soit un peu exagérée. En
réalité, le mouvement du calcium dans la fissure doit étre convectif et diffusif, I’intensité du
transport convectif étant cependant indéterminée. Une restitution des épaisseurs dégradées
en fond de fissure par une modélisation diffusive-convective dans Qp permettrait éventuelle-
ment une estimation de la vitesse de la phase liquide dans la fissure.

Le mode de transport du calcium dans la fissure semble dépendre des propriétés géométriques
de cette derniére. La fissure modéle étudiée ici est cependant assez large et trop rectiligne
pour étre représentative des fissures existant sur des structures réelles en béton. La nécessité
de disposer d’échantillons présentant le méme type de fissure complique cependant le travail
de I’expérimentateur. Il est néanmoins naturel de penser que les mouvements de solution
dans une fissure plus réaliste doivent &tre faibles. L’effet de la fissuration sur la dégradation
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1,0

08 T B exp. (bordure) modélisation 1D

A exp. (fissure) \

04 +

Epaisseur dégradée (cm)

modélisation M1

I I 1 l
1 T T T

0,0 0,6 1,2 1,8 24 3,0 3,6 4,2

Racine carrée du temps G"

0,0

Fi1G. 1.3.17 — Epaisseurs dégradées expérimentales et numériques en bordure d’éprouvette et
en fond de fissure dans le cas de la liziviation accélérée d'une pdte de ciment.

des structures réelles & base de ciment serait alors moins important que celui constaté dans
cette étude.

1.3.4 Conclusion

Ce chapitre a rappelé différents modéles permettant une description de la lixiviation des ma-
tériaux cimentaires. Un modéle simple, reposant uniquement sur la conservation de la masse
de calcium en solution, a plus particuliérement été décrit. La modélisation.de la lixiviation
d’un matériau cimentaire nécessite alors la connaissance du diagramme d’équilibre entre les
concentrations en calcium en solution et en phase solide et des variations de la porosité et
du coefficient de diffusion effectif du calcium avec le processus de dégradation chimique. Une
prédiction fiable de la dégradation chimique d'un matériau requiert par conséquent l'esti-
mation des paramétres précédents au moyen d'une étude expérimentale. L'utilisation d’une
concentration en calcium en solution constante pour décrire la dissolution de la portlandite
permet la définition non ambigué d’une épaisseur dégradée en accord avec les résultats ex-
périmentaux. Le modéle de lixiviation a alors pu étre résolu numériquement par la méthode
des volumes finis. La confrontation avec des résultats de la littérature a mis en évidence
la qualité du modéle en dépit de sa simplicité. Une étude bidimensionnelle de la lixiviation
accélérée d’une pate de ciment fissurée a alors pu étre entreprise. Il a ainsi été montré qu'un
transport convectif de calcium était actif dans la fissure modéle au cours de I'essai modélisé.
Ce mode de transport est apparu comme fortement lié aux caractéristiques géométriques de
la fissure considérée. Enfin, la méthode numérique utilisée s’est montrée trés performante
en supportant la forte non-linéarité liée au front de dissolution dans le cas de la lixiviation
simple comme dans celui encore plus discontinu de la dissolution accélérée en présence de
nitrate d’ammonium.
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Le chapitre suivant montre que les techniques numériques employées dans ce chapitre et plus
particuliérement dans le chapitre 1.2 sont bien adaptées aux non-linéarités des problémes
étudiés. Le lecteur peu intéressé par ce type de démonstration mathématique pourra directe-
ment passé au chapitre .5 qui traite de la diffusion non-linéaire des ions chlorures en milieu
poreux saturé. La non-linéarité de cette étude provient de la fixation des ions chlorures avec
la matrice solide et joue un role similaire & celui de la dissolution étudiée dans les chapitres
1.2 et 1.3.



Chapitre 1.4

Etude de la convergence d’un schéma,
numérique de volumes finis

[.4.1 Introduction

Ce chapitre traite de l’étude mathématique de la convergence d’'un schéma numérique de
volumes finis pour le probléme de diffusion et dissolution décrit par les équations (1.2.3) et
(1.2.12). Ce travail est présenté aprés les résultats numériques des chapitres précédents de
fagon & ne pas interrompre, par des développements mathématiques, la continuité de 'ana-
lyse physique entreprise. Cependant, ces résultats possédent leur place dans ce document car
ils montrent que les techniques numériques employées sont bien adaptées a la résolution du
probléme étudié. Le lecteur peu familier avec les techniques utilisées dans ce chapitre pourra
simplement s’arréter sur les schémas numeériques explicite et implicite donnés respectivement
par les systémes (1.4.23) et (1.4.25) et sur le résultat principal de convergence énoncé par le
théoréme 1.4.5.3.

Plus précisément, ce chapitre expose comment les solutions faibles des équations (1.2.3) et
(1.2.12) données avec une condition initiale et une condition aux limites de Neumann homo-
géne peuvent étre approchées par un schéma numérique de volumes finis. En premier lieu,
les solutions faibles sont introduites et leur unicité est prouvée. Des schémas numériques im-
plicite et explicite sont alors proposés et la convergence en pas de temps et taille du maillage
du schéma, explicite est détaillée. Pour la concentration en soluté, la convergence est obtenue
au moyen d'une estimation ¢ prieri dans L*, 'utilisation du théoréme de Kolmogorov sur
la compacité relative des sous espaces de L? et un résultat de densité sur ’espace des fonc-
tions tests. En ce qui concerne la concentration en phase solide, la convergence découle d'une
estimation a priori dans L? et de I'expression sous forme intégrale de cette concentration
en fonction de celle en soluté. La convergence du schéma numeérique vers une solution faible
fournit en méme temps un résultat d’existence pour cette derniére. 1l est remarquable que
les estimations obtenues dans cette annexe soient indépendantes du temps de dissolution. Ce
résultat permet & Eymard et ol. dans [EGH*98a] de montrer la convergence des solutions
faibles du probléme de dissolution non instantanée vers celle du probléme instantanée lorsque
le temps caractéristique de dissolution tend vers zéro.

-T77 -
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Une étude mathématique du probléme de diffusion et dissolution requiert les hypothéses
suivantes sur les données du probléme:

(i) € est un ouvert borné de RY, de frontiére réguliére 01,

(ii) U est une constante strictement positive,

(ii) wuo € L®(Q) et satisfait 0 < ug < U, (1.4.1)
(iv) wo € L*()) et satisfait 0 < vy,

(v) A est une constante strictement positive.

Le but de cette étude est de trouver une approximation numérique des solutions u et v du
systéme suivant

(u+v)y—Au = 0
pour tout (z,t} € (2 x R.), o — —AMU —u) siv>0 (1.4.2)
R siv=0

qui modélise la diffusion et la dissolution non instantanée dans un milieu poreux. De plus, u

est supposée satisfaire une condition aux limites homogéne de Neumann sur le bord 9§} de
Q

g—; =0, sur 92 xRY. (1.4.3)

Les conditions initiales pour u et v sont données par

uw(z,0) = wup(x),

’U(:C, 0) = ’UU(.’L‘), (144)

pour tout z€ Q, {

Le cas d’une diffusion et dissolution instantanée est décrit en remplagant le systéme (1.4.2)
par

(u+v)y—Au =0

v.(U — u) =0, avecv > 0, u < U, (L.4.5)

pour tout (z,%) € (2 x R} ), {

Dans la suite de ce texte, (P)) représente le probléme de dissolution non instantanée regrou-
pant les équations (1.4.2, 1.4.3, 1.4.4) et (P;) le probléme de dissolution instantanée donné
par les équations (1.4.5, 1.4.3, 1.4.4). Le systéme d’équations (I.4.2) peut &tre déduit des
équations (1.2.3) et (1.2.12) avec les changements de variable suivants:

1 T
U¢PAUmAU¢’PA)\tdym
ot z représente la variable d’espace dans les équations (1.2.3) et (1.2.12) et y la variable
d’espace pour le systéme (1.4.2). Les changements de variable (1.4.6) assurent aussi la cohé-
rence entre les équations (1.2.3) et (1.2.8) et le systéme (1.4.5). v représente la concentration
par rapport au volume total du milieu poreux d’un constituant présent en phase solide sous
forme de minéral. u est la concentration du méme constituant dans la solution interstitielle

(1.4.6)
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du matériau par rapport au méme volume. U est la concentration d’équilibre en solution et
A Pinverse du temps de dissolution. La dissolution instantanée (P;) est le cas limite de la
dissolution non instantanée (P,) quand A — co. Le probléme instantané est un probléme
a frontiére libre. Cette frontiére sépare une région dans laquelle la concentration en phase
solide est nulle d'une région ol la concentration en soluté est a 1’équilibre car la phase so-
lide y est encore présente. Ce type de probléme est donc similaire au probléme de Stefan
rencontré pour Péquation de la chaleur avec changement de phase (voir par exemple [CJ59],
[AG91]). Une résolution numérique de ce probléme dégénéré par une méthode de volume
finis est proposée par Eymard ef al. dans [EGHS98].

Une définition de la solution faible (uy, v} du probléme (P, ) est maintenant introduite. Cette
définition utilise la notation a* : == max(a,0), pour tous les a € R.

Définition 1.4.1.1 Une paire de fonctions mesurables (uy,vy) est une solution faible du
probleme (P,) si les trois conditions suivanles sont satisfastes pour tout T > 0,

[ (1) ux€ L®(Q x (0,T)) N L0, T; H{D)), vy € L2 (0 x (0,T)),

(i) /[; fn([u)\(:c, B+ QA(x,t)]mb,:(m,t) — Vuy(z, )V (x, 1)) dedt

< + /Q fuo(z) + vol)](z, 0) da = 0, (1.4.7)
pour tout ¢ € Ap = {¢p € H' (2 x (0,T)) avec ¥(.,T) = 0}

() vz, ) = (vo(z) — A fo (U -z, 7)) dr) ", pp. dans © x (0.7).

\

Il peut étre noté que dans 1’équation (ii) de (1.4.7), les fonctions tests ne peuvent étre prises
dans Despace {¢p € L*(0,T; HY(Q)), v: € L*(0,T; H () avec ¥(.,T) = 0} puisque v
appartient seulement & L2((2).

La section suivante est consacrée & un résultat d’unicité pour la solution faible du probléme
(P

I1.4.2 Unicité de la solution faible

Une preuve d’unicité de la solution faible du probléme (Py) est proposée par Moszkowicz et
al. dans [MPS94| dans un cas unidimensionnel avec conditions aux limites mixtes de Dirichlet
et Neumann. De plus, dans cette article, les auteurs montrent que la fonctions v, définie par
Péquation (iii) de (1.4.7) est la solution faible correspondant a la seconde équation de (1.4.2).
Leur résultat est basé sur 'étude d’un probléme auxiliaire qui consiste & trouver la solution
de Yéquation différentielle suivante :

hi(z,t) = "1{(y,s); h(y, s) > 0}(m,t)f($,t), pour tout (z,%) € 2 x R}, (1.4.8)
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avec une condition initiale telle que,

h(z,0) = ho(z), pour tout = € Q, (1.4.9)

et avec les hypothéses suivantes

(i) € est un ouvert borné de RY, de frontiére réguliére 0,
(ii) ho € L2(Q) et satisfait ko > 0, (1.4.10)
(iii) pour tout T >0, f € L*(0,T; L*(2)) et satisfait f > 0.

La notation 14 de I'équation (1.4.8) désigne la fonction caractéristique de Pensemble A telle
que, 14(z) = 1siz € Aet 14(x) = 0siz ¢ A Moszkowicz et al. [MPS94| introduisent alors
une définition de la solution faible du probléme (1.4.8, 1.4.9):

Définition 1.4.2.1 Une fonction mesurable h est une solution faible du probléeme (I1.4.8,
1.4.9) si pour tout T >0

h et by € L*(0,T; L2(Q)),
pour tout ¢ € L?(Q),

//htmt 2+ 111y, 5): iy, ) > 0} (B 07 (@ Do(z) ) dadi =0,
.’L‘ 0 v—ho

(1.4.11)

Le résultat suivant, qui permet la définition faible de v, adoptée dans I’équation (iii) de
(1.4.7}, est prouvé par Moszkowicz et al. dans [MPS94).

Théoréme 1.4.2.2 Sous les hypotheses (1.4.10), la fonction h définie par

h{z,t) = ff:r:B)dE) ,

est Vunique solution faible du probléeme (1.4.8, 1.4.9). De plus hy € L*(0,T; L*({2)) avec

T
fo I Rell 2200 dt < 17 2axi0ry-

L’utilisation directe de Vexpression intégrale de vy dans la définition 1.4.1.1 autorise une
preuve d’unicité de la solution faible de (P,) plus courte. Cette démonstration nécessite
l'utilisation du lemme suivant qui fournit une estimation sur la différence entre deux paires
de solution faible.

Lemme 1.4.2.3 Sous les hypothéses (1.4.1), soient (uy,v1) et (ug,ve) deur paires de solu-
tions faibles du probléme (P,) définies par 1.{.1.1, avec les mémes conditions initiales uo, vy

Alors, pour tout T >0

]|u1 — u2||L2(0,t;L2(Q)) S H'Ul — v2||L2(0,t;L2(Q)) pour lout t € (O,T) (1412)
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Preuve du lemme 1.4.2.3.
Comme (u1,v1) et (ug,v2) sont deux paires de solution faible du probléme (P,) avec les
mémes conditions initiales wg, vy, il vient, pour tout 7" > 0 et pour tout % € Ar,

/OT fﬂ [(u1 — wo)(x, 5)s(, 8) + (v1 — wa){z, 5)24(x, 5)] dds
- /UT fn V(w — w) (&, 8)V(z, 5) dads = 0.

Pour tout ¢ € (0,7), la méme fonction ¢* € Az que celle introduite par Moszkowicz et al.
[MPS94] est utilisée

(14.13)

0 si t<s<T
t _ t
Vi) =3 wi,s) = f (v —ws)(z,0)d8 sl 0<s<t (14.14)

Cette fonction appartient a L2(0, T; H(2)) puisque u, et uy sont dans L*(0,T; H(2)). De
plus, pour tout ¢ € (0,7, sa dérivée partielle par rapport & s s’écrit sous la forme

6’¢t 0 si t S & S T
E(CE’S) - %%(:v, 8) = —(uy —us)(z,8) si 0<s<t (1.4.15)

qui appartient aussi 4 L2(0, T; L*(Q)) pour les mémes raisons que '. Cette derniére fonction
appartient donc & Ar. Les expressions (1.4.14) et (1.4.15) introduites dans (1.4.13) donnent,
pour tout T > 0 et pour tout t € (0,7,

ftf (w1 — u2)*(z, 8) + (w1 — va)(x, 8) (w1 — u2)(z, )} dads

(1.4.16)
/ f (ur — ug)(x s)Vf (ug — u2){(z,9) dH] dzds =0..
Le dernier terme de (1.4.16) peut &tre réécrit sous la forme
¢ t
/ f [V(ul - uz)(x,s)Vf (41 — u2)(z, 0) dﬂ] dxds

0 Ja
= f / [V(—ws(z, 8)}Vw(z, 5)] dzds
= ——f ds(wa(m 8)Vw(z, s) d:r:)d
= %f (Vw(z, 0)) dz > 0. (1.4.17)

o :

Ainsi, pour tout T > 0, les équations (1.4.16) et (I.4.17) conduisent &, pour tout t € (0,7),

/: (w1 — ug){., S)“%Q(Q) ds < ,/Ot /Q(vl — w){z, s}(u1 — ug)(z, 8) dzds|. (L.4.18)
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Le résultat (1.4.12) est alors une conséquence de l'inégalité de Cauchy-Schwarz appliquée au
membre de droite de (1.4.18). '

Le lemme précédent et la définition faible (1.4.7) de v, permettent alors d’obtenir 'unicité
recherchée pour la solution faible du probléme (P,). Ce résultat est énoncé dans le théoréme
suivant

Théoréme 1.4.2.4 Sous les hypothéses (1.4.1), soient (u1,v1) et (uz,v2) deuz paires de so-
lution faible du probleme (Py) définies par 1.4.1.1, avec les mémes conditions initiales ug, vo-
Alors, pour tout T > 0

Uy = Uz
v = Vg

pour presque tout (z,t) € 2 x (0,T), { (1.4.19)

Preuve du théoréme 1.4.2.4.

Comme les fonctions v, et vy possédent la méme condition initiale vy, 1a différence entre les
équations (1.4.7.iii) écrites pour les deux solutions faibles (u1,v;) et {u2, v2) donne, pour tout
T > 0, pour presque tout (z,t) € Q x (0,T),

[(vy — va)(z, )] < )\/U |u1(z, 0) — ua(z, 0)| db.

Cette équation est multipliée par |(v1 — v2){z, t}| puis intégrée sur 2, conduisant &, pour tout
T > 0, pour presque tout ¢ € (0,7,

o = ) sy < [ [ 11— wa)(@ Ol — wo)(o )l datt. (14.20)

L’inégalité de Cauchy Schwarz appliquée a la seconde intégrale du membre de droite de la
relation (1.4.20) entraine, pour tout T' > 0, pour presque tout ¢ € (0,7,

(w1 — v2) (-, ) || 22(ey < /\/ﬂ [H(r — w2} (. O)liL2(s) dO.

Appliquant une nouvelle fois I'inégalité de Cauchy Schwarz, cette derniére équation devient,
pour tout T > 0, pour presque tout ¢ € (0,T),

(w1 = v2) (-, DIz < AVTllwr — wall 20230 (14.21)

Le résultat (I1.4.12) du lemme 1.4.2.3 et I'équation (1.4.21) impliquent, pour tout 7' > 0, pour
presque tout t € (0,7,
1(er — v2) ()l 22y < AT w1 — wallz2(0 22 (@yy-

Finalement, pour tout 77 > 0 et pour presque tout ¢ € (0,T), Pinégalité suivante a été
démontrée
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(v, — vg)(.,t)ll%z(n) < )\QT/O [|{v1 — U?)(-:g)”i?{n) de.

Le lemme de Gronwall (voir Dautray et Lions [DL&8| page 672) utilisé avec la condition
initiale || {vi — v2) (., 0}l 220y = llv0 ~ voli2() = O prouvent la premiere égalité de (1.4.19). La
seconde égalité découle alors du lemme 1.4.2.3. Le théoréme 1.4.2.4 est donc prouvé.

[.4.3 Schémas de volumes finis

Comme il a déja été évoqué précédemment, le probléme de dissolution instantanée conduit
a la présence d’un front de dissolution raide. La position de cette discontinuité est difficile
a capter numériquement car elle requiert une fine discrétisation en espace comme en temps.
Le chotx de la méthode numérique retenue pour la résolution des problémes de dissolution
(Py) et (Py) est aussi essentiel. La méthode des volumes finis a été sélectionnée ici pour sa
simplicité et sa robustesse concernant ’approximation de lois de conservation non-linéaires
(voir Eymard ef al. [EGH00] et {EGHS98|). Elle présente en outre 'avantage de s’adapter
facilement sur des maillages irréguliers comme ceux utilisés dans le chapitre 1.3. La stabilité
de la méthode des volumes finis préserve aussi des problémes de divergence qui peuvent ap-
paraitre avec l'utilisation d’éléments finis de haut degré. Enfin, respectant localement une
conservation de la masse sous forme faible, cette méthode satisfait les relations de Rankine- .
Hugoniot le long d’une frontiére libre. Comme il a été montré dans le premier chapitre pour
la dissolution instantanée, ces relations sont déterminantes pour assurer un bon positionne-
ment du front de dissolution.

Pour leur probléme de lixiviation des matrices cimentaires utilisées pour la solidification et
le stockage des résidus de déchets, Moszkowicz et al. utilisent un schéma implicite de diffé-
rences finis. Le systéme non-linéaire obtenu est alors résolu par une méthode de point fixe
{(voir [MMPS95, MPS96]). La méthode des éléments finis peut aussi étre utilisée pour ob-
tenir une solution approchée. Cependant, en présence d'un front de dissolution raide, une
approximation avec des éléments finis de haut degré peut engendrer des oscillations et done
la divergence de la méthode (voir par exemple [CBZ90]). Ces problémes peuvent néanmoins
étre évités avec des éléments finis de bas degrés et 'utilisation d’une technique de condensa-
tion de masse (voir par exemple [Zie77| page 535).

Cette section précise les solutions approchées du probléme (P,) associée & la méthode des
volumes finis adoptée. La premiére étape consiste 4 introduire une discrétisation en espace de
type volume finis, la discrétisation en temps est quant i elle assurée par un schéma d'Euler.

I.4.3.1 Discrétisation en espace de volumes finis

La définition suivante détaille les conditions qui doivent étre satisfaites par un maillage de
volumes finis admissible du domaine §).
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Définition 1.4.3.1 T est un maillage admissible de volumes finis de {2 st et seulement
81
(1) T estun ensemble d’ouverts disjoints inclus dans Q tel que U K=0,

KeT
(i1) les éléments de T sont appelés les volumes de contrdle. Pour tout K € T, m(K)

est la mesure du volume de contrile K pour la mesure de Lebesgue de RY . Pour
tout couple (K,L) € T? avec K # L, ex ;= K N L définit Uinterface commune &
K et L et qui appartient i un hyperplan de RY n’intersectant ni K ni L. m(ek,1)
est alors la mesure de cet interface pour la mesure de Lebesgue de cet hyperplan.
ng ; est le vecteur unitaire & ek, orienté de K vers L. L’ensemble des volumes de
controle adjacent est noté £ = {(K,L) € T*, K # L,m(ex,) # 0}, et pour tout
KeT,NK)={LeT,(K,L)€E} donne l'ensemble des voisins de K,
(i) il existe xx € K, pour tout K € T, tel que:

Xy~ ITK

= =y, pour tout (K,L) € £.

lzz — zk|

Soit & = taille(7) le nombre strictement positif tel que A = sup 8(K), ott §(K) est le diamétre
KeT

du volume de contréle K. De plus, d kI = |zL — 2 k| représente la distance euclidienne entre
miex.r)

les points zx et z7. Finalement, il est utile d’introduire la notation 7x 1 = g
KL

[.4.3.2 TUn schéma explicite de volumes finis

Soit 7 un maillage admissible et £ > 0 un pas de temps. Le schéma explicite de volumes
finis pour le probléme (P} est défini par les équations suivantes:

¢ une condition initiale donnée par, pour tout K € 7,

u[I)(' = m—(]-K_j/uﬂ('r)dm:
Uo

1 K (1.4.22)
v = -—f (z) dz.
K= nEy J O
e les équations discrétes, pour tout K € 7, pour tout n € N,
un+1 —yn ,Un+1 — 7 n n
m(K) [ K| ST e (0}~ uk) =0,

LeviR) (1.4.23)
Vit = (v — EAU — uh) ™.

La premiére équation de (1.4.23) définit une unique valeur de wi™" = v} 4+ v%" pour tout
K € T et pour tout n € N. De plus, la seconde équation de (1.4.23) implique que w’;{“ et
une fonction strictement croissante de u'. Done, pour tout K € 7 et pour tout n € N, il
existe une unique valeur de w;'', et par la seconde équation de (I.4.23) une unique valeur
de v}, La premiére équation de (1.4.23) correspond formellement & une intégration de la

premiére équation de (1.4.2) sur 'élement K x (nk, (n+1)k), avec une approximation explicite
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et adaptée du flux a travers K. La seconde équation de (1.4.23) correspond a l'intégration
de la seconde équation de (1.4.2) avec une projection sur 'espace des fonctions positives. Au
contraire de la seconde équation de (1.4.2), son expression discrétisée peut &tre utilisée pour
décrire la dissolution comme la précipitation. Cependant, cette expression ne conduit & une
approximation de la forme intégrale de (1.4.7.iii) seulement dans le cas de la dissolution. Le
schéma numérique donné par (1.4.22, 1.4.23) permet la construction de solutions approchées
au probléme (P,), notées ury : 2 X RT = R et vy : @ x RT — RY et définies par

{ urk(e,t) =uk pour tout z € K et pour tout ¢ € [nk, (n + 1)k). (1.4.24)
'UT,k‘(xst) = v?( ’ ,

Un autre schéma explicite est possible en substituant v} par 4% dans la seconde équation

de (1.4.23). Néanmoins, ce choix conduit & une condition de stabilité sur K dépendant du
parameétre A, alors que le choix adopté dans (1.4.23) autorise la méme condition de stabilité
sur k& qu’en 'absence du terme de dissolution.

1.4.3.3 Un schéma implicite de volumes finis

Soit T un maillage admissible et k£ > 0 un pas de temps. Le schéma implicite de volumes finis
pour le probléme (P} est défini par la méme condition initiale (1.4.22) que pour le schéma
explicite et pour tout K € T, pour tout n € N,
un-i-l — UTH-I —
m(K) | ST S e (- ) =0,

vttt = (vl — kAU ~ u}“))-'_.

LEN(K) (1.4.25)

Ce schéma découle formellement de la méme démarche que celle utilisée pour obtenir le
schéma explicite. En particulier, la loi de dissolution est approximée de la méme facon. La
seule différence est issue de 'approximation implicite des flux & travers le bord 8K. Le lemme
suivant prouve l'existence et 'unicité de u% et v pour tout K € T et pour tout n € N.

Lemme 1.4.3.2 Sous les hypothéses (1.4.1), soient T > O un réel donné, T un maillage
admzissible au sens de la définition 1.4.3.1 et k un pas de temps strictement positif.
Alors, il eziste une unique solution (W, Vi )nenker & (14.25).

Preuve du lemme 1.4.3.2.

Soit n € N fixé. L'unicité des Sf}uti(fis (v%™) ker e (Vi) gy du systéme (1.4.25) est
~m ~n

d’abord montrée. Pour cela, (@5 ", 7% " )ker €st supposée étre une autre paire de solution
du systéme (I.4.25). La différence entre les premiéres équations de (1.4.25) satisfaites par les
deux couples de solution permet d’écrire, pour tout X € T

uptt — @t ot -t n+l _ =+l

m(E) [ 2 I (O3 )t — )
LeN(K) (1.4.26)

= > malupt - apt),

LEN(K}
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La méme démarche pour les deuxiémes équations de (1.4.25) satisfaites par les deux couples
de solution donne, pour tout K € T

min(k)\(u’}{“ a'g{“),o) < o gt < max(k)\( 1 ﬁ};“),o). (1.4.27)

L’équation (1.4.27) utilise la propriété min(h,0) < (a +6)* — (a)* < max{b, 0) pour tout
(a,b) € R?. La combinaison des équations (1.4.26) et (1.4.27) entraine, pour tout K € T

_|_ n+1 "”+1\+m(K)|v"+1 gl
( LE;K} ) YK k UK

:‘ Z i (Uit ,&1;:+1)~S Z: Ticp Y — gt
LeEN(K} LeN(K)

Introduisant M = sup |k — @5, il vient

KeT
(P8 5 s ( 3 o

LEN(K)} LEN{K)

qui implique M = 0. Done, u%t! = 4% pour tout K € 7T et, grace a (1.4.27), vt = a3t
piq K K Uk
pour tout K € T. ‘

La preuve dexistence des solutions (uj™'), ., et (Vi) ., de l'équation (14.25) peut

maintenant étre entreprise. Cette démonstration repose sur une méthode de point fixe définie
par:

uﬂ.+1 0 — un
pour tout K € T, { Ko K (1.4.28)
UK - 'UK'
et pour tous K € T et m € N,
un+1,m+1 - vn+1,m+1
m(K)[ K . k | Yk _ Z i ( u}i“’m _ u}z{+1,m+1) —0
LEN(K) (1.4.29)

_I_
,U}-Hm—i—l (UK-l—kA( ataay! U))

Soit ¢ la fonction croissante donnée par:
+
¢la) = (v} — kAU — a,)) , pour tout a € R.

Les équations de (1.4.29) conduisent alors &, pour tous K € T et m € N

m{K n+1m m(K n+1,m
(—% + THK,L uKH’ g ——(k—qu (uKH’ +1)
LeN(K)
m(K)

= ————k ( + 95 U) Z TK, Lu"“’"’.

LEN(K)
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Cette derniére équation définie, pour tous K € T et m € N, une unique valeur de u”“ ot

car la fonction ¢ est croissante. Alors, la deuxiéme équation de (1.4.29) donne 1ex1stence
d’une unique valeur de o™ pour tous K € T et m € N.

Une propriété de contraction de la suite {u™™),,cx doit maintenant étre montrée pour
prop K € P

prouver la convergence pour tout K € T, des suites (uh ™ )men et (05" }men. Pour ce
faire, la premiére équation de (1.4.29) prise & ordre m est soustraite a4 la méme équation

prise & U'ordre m — 1. Il vient, pour tout X € T et pour tout m € N*,

un+1 m+1 un+1,m Un+1,m+1 _ n+1l.m
m{K) K m(K)-E K
"’ "’ (1.4.30)
+ Z Tk n+1 ,m+1 u?(-[-l,m) . Z TK L (u1£+1,m uz-ﬁ-l Jn— 1) T
LeN(K) LeEN(K)

La méme opération effectuée sur la deuxiéme équation de (1.4.29), entraine, pour tous K € 7
et m e N*

mln(k)\( n+lm+l 1;(+1,m)’0) < U}+1,m+1 ;+1m < ma,x(k)\( n+lm+41 r}:{-{-l,m),o). (1431)

Les équations (1.4.30) et (1.4.31) impliquent alors, pour tous K € T et m € N*,

m(K
( + Z L ) n+lm+1 u’;{+l’m|+ (;;; ) U}z(ﬂ,mﬂ_v}z(ﬂ,m
Len(x) (1.4.32)
S Z TKL|un+1m uz—!—lm 1
LeN(K)

Pour tout K € T, Pinégalité (1.4.32) fournit la propriété de contraction recherchée pour la
suite (uh ™) men. Pour tout K € T, la convergence de cette derniére suite est démontrée.
Pour tout K € T, la convergence de la suite (v ol ™) men peut alors étre déduite de la conti-
nuité de la fonction ¢. Le passage a la limite dans les expressions (1.4.29) conclut alors le

résultat d’existence des solutions {u}, v% Jnen ker de (1.4.25).

Comme pour le schéma explicite, le schéma implicite (1.4.22, 1.4.25) autorise la construction
de solutions approchées du probléme (P,) notées encore ury : QxR +» Retvyy : OxRT —
R* et définies par:

{ U,T,k(l',t) ZH?{+1

vra(z,t) = vt ,pour tout z € K et pour tout € [nk, (n + 1)k). (1.4.33)

L’étude de la convergence du schéma numérique explicite est un peu plus délicate que pour
le schéma implicite pour lequel il n’existe pas de condition de stabilité. Par conséquent seule
la preuve de convergence des approximations explicites uy et vy vers la solution faible du
probléme (P,) est menée dans la suite du texte.
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I.4.4 Estimations a priori

1.4.4.1 Estimations L® pour uy et L? pour vy .

Lemme 1.4.4.1 Sous les hypothéses (1.4.1) et soient T > 0 donné, T un maillage admissible
au sens de la définition 1.4.8.1 et k > 0 un pas de temps donné. St

m(K)

T
E TK,L

LEN(K)

k< pour tout K € T, (1.4.34)

alors, pour tout n € N, la suite (uly)xer définie par (1.4.22,1.4.23) vérifie

0 < u% < U pour tout K € T et pour tout n € N, (1.4.35)

qui implique en particulier que la fonction ury définie par (1.4.24) satisfait

lur kel Loo(ax oy < U (1.4.36)

Preuve du lemme I1.4.4.1 Par I’hypothése (1.4.1.iii), (1.4.35) est vraie pour n = 0. Sup-
posons l'inégalité (1.4.35) satisfaite jusqu'a 'ordre n et montrons qu’elle est encore vraie a
Pordre n + 1. Soient K € T et n € N, la seconde équation de (1.4.23) implique D'existence
d’un réel o € [0,1] tel que,

v - o

. = o AW = U).

Avec cette relation, la premiére équation du schéma (1.4.23) peut étre réécrite sous la forme:

k
U?{-‘H(l + k/\()f?{) = 'U,TIE'{ (1 - m Z TK,L)+
" Lenx) (1.4.37)

— Z TK,L‘UTE + k/\O,’?(U
m(K) LEN(K)

La condition (I.4.34) assure alors la positivité de la quantité en facteur de u% dans (1.4.37)
et Vinégalité (1.4.35) est satisfaite a l'ordre n+ 1. En conséquence de (1.4.35), 'expression de
vt dans la seconde équation de (1.4.23) implique que, pour tout K € 7, la suite (V% )nen
est décroissante. Les inégalités suivantes en découlent directement:

Lemme 1.4.4.2 Sous les hypothéses (1.4.1) et soient T > 0 donné, T un maillage admissible
au sens de la définition 1.4.8.1 et k > 0 un pas de temps donné satisfaisant.la condition

(1.4.34).
Alors, pour tout n € N, la suite (Vi) ker définie par (1.4.22,1.4.23) satisfait

0< vttt <o < v% pour tout K € T et pour tout n € N, (1.4.38)
et
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3D mE) ! = vil < llvollae) vVm(®). (1.4.39)

neN KeT
De plus, la fonction vy définie par (1.4.24) satisfait

Hor kil z@xomy < VT ol (1.4.40)

Notons que les estimations 1> (1.4.36) et L? (1.4.40) restent valides pour les solutions ap-
prochées du schéma, implicite (1.4.22,1.4.25) définies par (1.4.33). En effet, soit n € N fixé,
les équations (1.4.25) impliquent que pour tout K € T, il existe o € [0,1] tel que

m(K)

(i — uk) + agkm(K)A(uE - U) = > e (uptt —uEth. (L4.41)
LEN(K)
Soit K € T tel que uft! = Ifé"%‘(uzﬂ) Alors le membre de droite de (1.4.41) est négatif, de

gorte que

m(K)
k
Une récurrence permet alors de montrer 1{13735(“2) < U, pour tout n € N.

€

(@ + a’}(m(K)/\)u’}('H < uy + afm (KA,

Soit maintenant K € 7 tel que us ' = IL116171’5(U2+1) Alors le membre de droite de (1.4.41) est
positif et
K K
(% +agm(K)A)ui "t > m(k Vit + ol (KA,

qui conduit aussi par récurrence a Emg(u’}l) > 0, pour tout n € N. L'inégalité (1.4.35) est
€

donc prouvée et la relation (1.4.36) en découle directement.

Les estimations (1.4.36) et (1.4.40) impliquent que pour toute suite de maillages admissibles
et de pas de temps (T, km)men satisfaisant la relation (1.4.34), il existe u € L*(2 x (0,T))
et v € L*(Q2 x (0,T)) telles que une sous-suite extraite encore notée (T, kn)men satisfasse,
(uT,, km Jmen CORVErge vers u pour la topologie faible étoile de L=(Q2 x (0,T)),

(U7, b Jmen coOnverge vers v pour la topologie faible de L*(Q x (0, T)).

Cependant une propriété de convergence plus forte que la convergence faible étoile de L= (2 x
(0, 7)) est nécessaire pour montrer la convergence de (v, k. Jmen vers vy définie par (1.4.7.iii).
La convergence forte de (ur ;) dans L2(£2x (0, T)) vers u va étre montrée a partir du théoréme
de Kolmogorov qui nécessite 1'étude des translations en espace et temps de (ur ).

1.4.4.2 Estimation des translations en espace de la solution appro-
chée (uq-,k)
Lemme 1.4.4.3 Sous les hypothéses (1.4.1) et soient T > 0 donné, T un maillage admissible

au sens de la définition 1.4.8.1, 0 < k < T un pas de temps donné et o € (0,1) donné. Sila
condition
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E<(l-a) , pour tout K € T, (1.4.42)

E TK,L

LEN(K)
est satisfaite, alors il existe Fy > 0, qui dépend seulement de , U, ug et vg tel que la suite
(Wl keTnen définie par (1.4.22,1.4.23) vérifie

[T/k]

Yok D> mru(uk — i)’ g%— (1.4.43)

n=0 (K,L)EE

avec [T/k] = max{n € N ; nk <T}.

Preuve du lemme 1.4.4.3 Comme la condition (1.4.42) est plus restrictive que la condition
(1.4.34), les résultats du lemme 1.4.4.1 peuvent étre utilisés, i.e. 0 < uf < U, pour tous
K € Tetn=0,.[T/k] La premiére équation de (1.4.23) est multipliée par kuf puis
sommée sur n. = 0,...[T/k] et K € T. Il vient alors,

(T/K] (T/K] '
> D mUOWET ~iuk + 3 Y mIE) R - viuk
n=0 KeT n= T
€ N 0 Ke (1.4.44)

+= ZkZZTKL —"LLK2:0.

n=0 KeT LeT

ol la propriété de conservativité du schéma a été utilisée sous la forme:

(T/k] 1 (T/k]
—ZkZZTKL _uK)u?f:EZkZZTK’L(uEMU%V'
n=0 KeT LeT n=0 KT LcT

Utilisant égalite 2(u™ — wl)ul = (u3™)? — (u%)? — (Wi — u)?, léquation (I.4.44)
entraine

1 [T/k] (T/K)
LY S R S X mOE” -
=0 KeT n=0 KeT
n € [Tfk = . (1.4.45)
YR Sl - i < 5 3 m0
n=0 KeT LeT KeT
Dans le but d’obtenir une estimation du premier terme du membre de gauche de (1.4.45) en
fonction de son troisiéme terme, la premiére équation de (1.4.23) est multipliée par k(u}™ —
u?). Linégalité 2ab < (a® + bz) implique alors
1 2 m(K)
m(K) (s —ul)? < (k (Ul —ug)) + bt — )2
()0 = 5" < gy (ko mma (0 —wR)) 4 R =i

+ m(K)(ui" — uf) (v — vi)-
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L’inégalité de Cauchy-Schwarz et la condition (1.4.42) utilisées dans (1.4.46) conduisent alors
a: ‘ )

m(K), .,
(2 )(uK+1 (1-a)= ZTKLUL_U'K (1447)
+ m(K) (U?c“ — uj) (v — vk)
L’inégalité (1.4.47) est maintenant introduite dans (I.4.45) pour donner
(T/k) (T/k]
5 2 k3 > el — k) < Y0 3T mlK) (Wi - )i
n=0 K&T LeT | M=o KeT (1.4.48)
0
+§ Z m{K)u
KeT

Les relations k < T', (1.4.35) et (1.4.39) entrainent alors

T/k]

9 Z k Z Z TKL - uK < DT”?JC'”L2 (Vv m + m l|u0I|Loo(Q) (1449)

n=0 KeTLeT

Ce dernier résultat prouve (1.4.43) quand les sommes sur les éléments et leurs voisins sont
remplacées par une somme sur les volumes de controles adjacents. Notons que la borne de
(I.4.49) est indépendante du paramétre X de la cinétique. Par la suite, 'inégalité (I1.4.43) est
utilisée pour obtenir I'estimation recherchée des translations en espace de {ury).

Lemme 1.4.4.4 Sous les hypothéses du lemme 1.4.4.3, il existe F| > 0, qui ne dépend que
de 2, U, uy et vy tel que la fonction ur i définie par (1.4.22,1.4.23) et (1.4.24) vérifie

F,
/ (w72 (5 + £,8) — ur5(e, )2 dadt < |€](1€] + 20) 22, (1.4.50)
Q¢ x(0,T) o
pour tout EERY, o Qe ={z € Q, [z +§ 2] C Q}.

La preuve de ce lemme peut étre déduite des résultats présentés dans [EGHO0} ou [EGHS98.

I.4.4.3 Estimation des translations en temps de la solution appro-
chée (’LLT,k)

Lemme 1.4.4.5 Sous les hypothéses du lemme 1.4.4.3, il existe I} > 0 et Fy > (0, qui ne
dépendent que de 2, U, ug et vy tels que la fonction ur  définie par (1.4.22,1.4.28) et (1.4.24)
satisfait

f (ur p{z,t + 1) — urg(z, t) dzdt < T(Zﬂ + F), (1.4.51)
Qx(0,T—7) 4

pour tout 7 € (0,T).
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Preuve du lemme [.4.4.5 Cette preuve est aussi assez proche de celle donnée dans [EGH00]
ou [EGHS98]. Cependant, comme un nouveau terme associé 4 la cinétique de dissolution doit
étre considéré, cette preuve est reprise et adaptée. Soit 7 € (0,T) et t € (0, T —~ 7), alors

T—7
/ (ur iz, t +7) = ugp(z, 1)) dadt = / A(t) dt, (1.4.52)
Qx(0,T—7) 0

avec, pour presque tout ¢t € (0,7 — 7),

Aty = f(uT,k(a:, t+7) — ur gz, ) (ure(e, t +7) —ugi(z, 1)) de.
Q
Utilisant la relation (1.4.24) et posant ng(f) = [t/k] et ni(t) = [(t + 7)/k], il vient

AW = Y mE) (g — upD) g - up®), (1.4.53)
KeT

Il est alors utile d’introduire la fonction x(m,s) définie, pour tout (m,s} € Z x R par
x(m,s) = 1si s < (m+ 1)k < s+ 7 sinon x(m, s) = 0. Avec cette fonction, (I.4.53) devient

[T/K]
A) =Y (™ w2 x(n, ym(E) (ui " — uk).
KeT - n=0

La premiére équation du schéma (1.4.23) est utilisée pour donner

(T/K]
A(t) = Z x(n, 1) Z(u’;{lm w19 (k Z i, LU} — uf) + m(K) (v — vt )
n=2( KeT LEN(K)

La somme sur les volumes de contrdle et leur voisins est remplacée par une somme sur les
volumes de contréle adjacents:

[T/k]
Aft) = Z x(n, t)k( Z i (U — D o) o0y uK)) + A;(1),
n=0 (K,L)eE

avec As(t) borné supérieurement, 3 V'aide de (1.4.35), par

<2UZ (n,8) > m(K)(v — vg). (1.4.54)

L’inégalité 2ab < a” + b* est utilisée pour obtenir

1 1
A(t) < §A0(t) + —Q-Al(t) + Ay(t) + As(t), (1.4.55)
avec,
[T/k]
Ag(t) = Z x(n,t)k Z TK,L(HEO(” — U?(t})Q, (1.4.56)

n=0 (K,L)eE
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[T/4]
A=Y xn 0k S e (up® - w2, (L4.57)
n=0 (K,LYeE&
(/%)
Aty =) x(mt)k > rep(ul —uR)? (1.4.58)
n=0 (K,L)eg

L’équation (I1.4.56) impligue

T—7 [T/k (m-+1)k
/ Ag(t) dt < Z kY meu(ul - u’K“)Qf > x(n,t) dt. (1.4.59)
0

m=0 (K,L)eE mk neN

Or, Ia définition de la fonction x est équivalente &, pour tous { € RT et n € N, x(n,t) =1si
(n+ 1k —71 <t < (n+ 1)k sinon x{n,t) = 0. Cette propriété entraine:

m—n)k+T

(m+1)k
f > x(n, ) dt<2] ~1,t—7)dt =1 (1.4.60)

'REN ﬂEN —n—1 k+'T

Finalement, les inégalités (1.4.43) et (1.4.60) introduites dans (1.4.59), fournissent la majo-
ration sulvante

T—r
f Aot) dt < TF,. (L4.61)
0

Un résultat similaire est déduit pour le terme en Aq:
T—7
[ Ay(t)dt < TPy, (1.4.62)
0

T—7
Le terme / Ay(t) dt est maintenant étudiée en intégrant (1.4.58) de 04 T — 7
0

(T/k)

T—1 T—
/ t)dt < Z k Z Tr (U] — ”K)Qf x(n,t) dt. (1.4.63)
0 n=0 (K,L)eE v

L’intégrale figurant dans le membre de droite de I'inégalité (1.4.63) est majorable par

/T— x(n,t)dt = min(T — 7, (n + 1)k) — max(0, (n+ Dk —7) < 7. (1.4.64)

Ainsi, les inégalités (1.4.43) et (1.4.64) sont introduites dans (1.4.63) pour donner

T—r
f As(t)dt < 7F,. (1.4.65)
0

L’intégration du dernier terme en A(t) entre 0 et T — 7 conduit &
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/ T d<w S S miE) o) - o) / T ), (1.4.66)
0 n=0 KeT 0

qui est majorable, & partir des inégalités (1.4.39) et (1.4.64), par

T—r
./{; Ag(t) dt S ’J"QU”’UQHLz(Q) \/ m(Q) (1467)

Le résultat (I1.4.51) est done prouvé en regroupant (I.4.52), (1.4.55), (1.4.61), (1.4.62), (1.4.65)
et (1.4.67), et la borne supérieur obtenue est une nouvelle fois indépendante de A

I.4.5 Convergence du schéma

Deux résultats sont encore nécessaires avant de formuler le théoréme de convergence pour
les solutions approchées obtenues par le schéma explicite. Le premier résultat est une conse-
quence du théoréme de Kolmogorov (voir [Bre93]) et est prouvé dans [EGHO0]. Il permet
I'obtention d’une propriété de convergence forte dans L2(€2 x (0,7)) pour ury a partir des
estimations (1.4.36), (1.4.50) et (1.4.51). |

Lemme 1.4.5.1 Soit (fn)men une suite de fonctions de L*(2 x (0, T)) vérifiant

1. il existe My > 0 tel que pour tout m € N, || fn|lz=(ax01) < M1,

2. il existe My > 0 tel que pour tousm € N et 7 € (0,T),

]' (nl@,t +7) — Fule, ) dadt < 7My,
Qx(0,7'—71)

9. il existe My > 0 et une suite de réels strictement positifs (Rm)men avec 1i_1)n hy, =0
m o0

tels que pour tous m € N et £ € RY,

[ (Ul +€0) = fla, ) dodt < IEI(E)+ b,
Qe %(0,T)

avec Qe = {z € Q, [z + £, 2] C Q).

Alors, il existe une sous-suite de (fr)men qui converge pour la topologie forte de LA Q% (0,T))
vers un élément de L*(0,T; H'(2)).

Le second résultat est un théoréme de densité pour la topologie de H'(Q x (0,7)) d’un sous
espace Br de Ag dans ce dernier. La preuve de ce théoréme est assez technique car utilise
des procédés de régularisation et de cartes locales. Elle est donc détaillée dans la derniére
section de ce chapitre. La principale difficulté vient de la nécessité de construire une suite de
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fonctions réguliéres qui respectent la nullité de la dérivée normale sur 6f).

Théoréme 1.4.5.2 Soient T € R® et Q un ouvert borné de RY, & frontiére 082 = T réguliére
(au moins de classe C*).

Alors, By = {w e C*1(Q x [0,T]), avec g—i =0 sur [ x[0,T], etv(,T) = O} est dense
dans Ar = {3p € H'(Q x (0, T)) avec ¥(.,T) = 0} pour la topologie de H*(Q2 x (0,T)).

Le résultat principal de ce chapitre peut maintenant étre énoncé:

Théoréme 1.4.5.3 Sous les hypotheéses (1.4.1), et soient T >0 et o € (0,1) donnés.
Alors, pour tout £ > 0, il existe hg > 0 tel que pour tout (T,k) ot

1. T est un maillage admissible au sens de lo définition 1.4.5.1 et h = taille (T) < hy,

2. k est un pas de temps avec 0 < k < T vérifiant la condition (1.4.42) pour le maillage
T,

8. ury et vy sont données par (1.4.22), (1.4.23) et (1.4.24), pour le maillage T et le pas
de temps k,

les inégalités sutvantes sont satisfaites :

- <
{”UT,k uall L2 (@x o)) > £ (1.4.68)

o7 e — vallL2x oy £,

i.e. (ury) et (vrx) convergent vers la solution faible (uy,v)) du probléme (Py) quand h — 0.

Preuve du théoréme 1.4.5.3 Notons en premier lieu que la condition (1.4.42) assure la
convergence de k vers zéro quand la taille du maillage k = taille (7") converge vers zéro. L’es-
timation (1.4.40) et le lemme 1.4.5.1 dont les hypothéses sont satisfaites avec les estimations
(1.4.36), (1.4.50) et (1.4.51), impliquent que de toute suite de maillages et de pas de temps
(Tom» k) men satisfaisant,

1. 7., est un maillage admissible au sens de la définition 1.4.3.1, avec h,, = taille (7,,) et
lim A, =0,

m—00

2. k., est un pas de temps avec 0 < k,,, < T" vérifiant la condition (1.4.42) pour le maillage
Tons

3. (Um)men = (Ut by JmeN €6 (Um)men = (V7 km Jmen SOt les solutions approchées don-
nées par (1.4.22), (1.4.23) et (1.4.24), pour le maillage 7,, et le pas de temps ky,,

il est possible d’extraire une sous-suite (TM(m),kM(m))meN telle qu’il existe une fonction
u € L®(Q x (0,7)) N L0, T; HY(Q)) et v € L} x (0,T)) avec

(1)  (@ar(m))mew converge vers u dans L*(Q2 x (0,T)),
() (vm(m))men converge vers v pour la topologie faible de L#(2 x (0,T)).
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La preuve de convergence consiste & montrer que les fonctions u et v satisfont la définition
1.4.1.1 d’une paire de solution faible (uy,v,) du probléme (Py) et que la suite (Var(m))men
converge dans L2(Q2x (0, T)) vers v. Deux étapes assurent ces résultats. La premiére étape dé-
montre que les fonctions u et v satisfont 'équation (1.4.7.ii) pour I'espace des fonctions tests
Br introduit dans le théoréme 1.4.5.2. Ce dernier théoréme implique alors que les fonctions
u et v satisfont 'équation (I.4.7.i1) avec le bon espace de fonctions tests. La seconde étape
utilise la deuxiéme équation du schéma et la propriété de convergence forte de (uas(m))men
pour établir que la suite (Var(m))men converge dans L2(Q x (0,T7)) vers v défini par (I.4.7.iii)
avec uy remplacé par u. Dés lors, (u,v) est une paire de solution faible du probléme (FP)) et
'unicité de cette solution faible assure la convergence des suites entiéres (Um)men €t (Vi )men.

Soient T > 0, m € N, les notations 7 = Tpymy, A = hpm) €6 k = kppgm) et ¥ € Br. La
premiére équation de (I.4.23) est multipliée par kv (xx,nk) puis sommée sur n = 0,...[T/k]
et K € T. 1l vient

Tim +Tom + T = 0, (1469)
avec,

[T/
Tim = Z Z m(K)(u?(+1 - “Tf’f)tb(ﬂ‘?xaﬂk)a

n=0 KeT

(T/k]
T2m = Z Z m(K) (U%-H - U%)T/)(IKa ﬂk),

n=0 KT

[T/k}

Tam = — kz Z i 1 (U] — ul) Y(zk, nk).

n=0 KeT LEN(K)

Etudions en premier lieu la limite de T3,,. Ce terme peut étre réécrit sous la forme:

[T/k]
Tim = Z Z m{K)uk (Y(zk, (n — 1)k) — ¥(zk, nk))
n=1 KT
+ 3 m(E) (ulf o, [T/RE) - whethlax, 0))
KeT

Si k < T (ce qui est nécessairement vrai pour m grand), comme 0 < T — [T/k]k < k et
u[g/ SN i} , il existe une constante Cy,; > 0, qui ne dépend que de 7, 1" et ) telle que
l(zg, [T/k]k)| < Ciypk. La convergence de ury dans L2(Q x (0,T)) et la convergence de
> ker Uk (T, 0)Lywer (1) vers ug(-Jib(., 0) dans L' (£2) entrainent alors le résultat suivant :

m—ro0

lim Ty, = —fOT/Qu(:E,t)v,()t(a:,t) dxdt — /;lu.g(a:)i/)(x,O) dx. (1.4.70)

La méme démarche peut étre adoptée pour le deuxiéme terme T5,. La convergence faible de
vk dans L2(Q2 x (0,7)) et la convergence de > pcr vo9(zk, 0)1yyyexy(.) vers vo(.)(.,0)
dans L{§)) conduisent a



Ch. 14: Convergence d'un schéma de volumes finis - 97 -

T
lim Ty, = —/ f’u(m,t)wt(:ﬁ,t) dmdt—/vg(z)w(:c,O) dz. (1.4.71)
Le dernier terme T3, est réécrit sous la forme
(T/k]
1 Tr,nk) — Pz, nk
Tom=->>_k 3 m(eK,L)(u}‘,—-u?{)w( i, k) = Ylzr, nk) (1.4.72)
2 dx,L
n=0 (K,L)e& ’

Il est alors utile d’introduire le terme T3, défini par
[T/' k] (n+1)k
/ /uT,k(a:,t)A ¥(z,nk) dzdt

T/ k]

—ZkZuK/Ad)xnk

n=0 KcT
(T/k]

__Zk Z uK—uLf Vip(y, nk)ng  dy.

n=0 (K,L)ef
La convergence forte de ur i dans L?(Q2 x (0,T)) vers u assure la convergence de T}, vers

T
/ f u(z,t)Avp(z, t) dzdt quand m — oo. I reste donc & montrer que la somme Ts,, + T3
0o Ja

tend vers zéro. Cette derniére vaut

1 (/A
Ta + T8 = Z kY miexu)(uk — ul)RY,, (1.4.73)
n=0 (K,L)c&
avec
1 Y(xr,nk) — P(zk, nk)
RZ . = f Vio(vy,nk)ng g dy — .
K,L m(EK,L) ex L "/)(7 ) K.,L FY dK’L

La régularité de la fonction v et la propriété (iii) de la définition 1.4.3.1 d’un maillage
admissible 7 entrainent ’existence d’une constante Cy > 0 qui ne dépend que de 7, telle
que [R% ;| < Cyh. L'estimation (1.4.43) permet de conclure que Ts, + T3, — 0 quand
m — oo, et donc que

T
Hm Tgm:f /Qu(ar,t)Aw(ﬂ:, t) dzdt. (1.4.74)
0

M~ 00

Il est maintenant possible de passer 4 la limite dans I’équation (1.4.69) en utilisant les résultats
(1.4.70), (I1.4.71) et (I1.4.74). Les limites u et v des suites uyy et vy satisfont donc pour tout
T > 0 et pour tout ¢y € Br,

fo f (fu(z, 1) + v(z, De(z, ) + wlz, ) Az, 8)) dods

(1.4.75)
+ fn[u(}(:c) + vo(x)j¥(z,0) dz = 0.
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Comme u € L?(0,T; H*(?)), la formule de Green peut &tre appliquée au deuxiéme terme de
I'intégrale portant sur (0,7) x Q. Il vient, pour tout T > 0 et pour tout ¢ € By

fo fﬂ ([u(z, t) + v{z, )bz, 1) = Vu(z, ) Vi(z, ) dedt
+/Q[Uo($) + vg(z)]¥(z, 0) dz = 0.

Le théoréme 1.4.5.2, qui montre la densité des fonctions de By dans Ap pour la norme
HY(Q x (0, 7)), permet alors de conclure que les limites u et v satisfont la relation (1.4.7.ii)
de la définition d’une solution faible du probléme (P,).

(1.4.76)

La deuxiéme étape prouvant la convergence forte de v dans L2 x (0,T)) et que les
limites u et v satisfont la relation (I.4.7.ili) peut maintenant débuter. La seconde équation
de (1.4.23) et 'inégalité (1.4.35) du lemme 1.4.4.1 permettent de réécrire v% sous la forme

v = (qu - A Z — k) ) , pour tout K € T et pour tout n € N". (1.4.77)

Done, vr; satisfait

(T/k] o
el ) =D D ( - ,\Zk — u) ) Liywer) (@) Lsmkcocnerny (t)  (14.78)
KeT n=0
soit encore,
[T/k] = +
UT,R:("B! t) = ( Z 'UKl{y,yeK} —A Z Z k [U Z U'Kl{y yEK} ] l{s;nkgs<n(k+1)}(t))
KeT n=0 i=1 KeT

Or, 2 vy 1iyyex(-) converge vers vy(.) pour presque tout = dans 2.

KeT

Montrons maintenant que le second terme du membre de droite de ’équation précédente
|4

converge vers A | (U — u(z, 7))} dr pour presque tout (x,t) dans £ x (0,T). Ce terme est

0
réécrit sous la forme

Tik] n
A DRV = Y il e ()] Lsmisscntiony ()
n=0 i=1 KeT

(I/k] n {z+1)k

=22 >, / U= Y uiLiger) (@)] dr Lmesocneann (®)

n=0 =1 KeT
(T/k]

(n+1)k
= Z / (U — T.LT,k(IL', T)) dr 1{5;nk§s<n(k+1)}(t)a

t,fk]+1)k
/ U~ ur (e, 7)) dr.



Ch. I.4: Convergence d’un schéma de volumes finis -99 -

Cette derniére expression permet d’obtenir le résultat attendu car us; converge vers u pour
presque tout (z,t) dans §2 x (0, T). Done, vr (z,t) converge vers

(’Ug(.’L‘) — /\/:(U — u(z, 7)) dT)+, (1.4.79)

pour presque tout (x,t) dans £ x (0,7). En conséquence de l'estimation (1.4.40) et du théo-

réme de convergence dominée de Lebesgue, vr . (z,t) converge dans L2{Q2 x (0,T)) vers v
défini par (1.4.79).

En conclusion, le couple de limites (u,v) constitue une paire {uy,v,) de solution faible du
probléme (Py) au sens de la définition 1.4.1.1. L'unicité de cette solution faible assure alors
la convergence de la suite compléte (ur g, v7 1)

Les estimations obtenues pour la preuve de convergence étant indépendantes de A, il en est
de méme des estimations dans L?(0,T; H'(©2)) de la solution faible u) du probléme (P)) et
de ces translations en temps. De plus, une donnée initiale vy dans L°(€2 x (0, 7)) fournit une
estimation dans £L*°(£2 x (0,7)) et indépendante de A de la solution faible v, du probléme
(Py). Alors, pour toute suite A — 0, il existe uy € L2(0,T; H'(Q)) et vy € L= x (0,T))
telles que une sous-suite de la suite en A satisfasse:

uy converge dans L?(Q x (0, 7)) vers uy,

vy converge vers vy pour la topologie faible étoile de L>(Q2 x (0,T7)).

Eymard ef al. montrent dans [EGH™98a] que le couple de limites (uy, vy) est alors la solution
faible du probléme (Pr) de dissolution instantanée. En conclusion, le schéma de volumes finis
donné par (1.4.22), (1.4.23) et (1.4.24) peut aussi étre utilisé quand A — 0 pour approcher
les solutions du probléme de dissolution instantanée (Py).

1.4.6 Preuve du théoréme de densité 1.4.5.2

Cette démonstration est longue car la technique de régularisation qui permet la construction
d’une suite de fonctions réguliéres est mise en ceuvre sur le domaine Q x (0, T'). De plus, de

0
facon a préserver la propriété -(,-;ﬁ =0 sur [’ x [0, T}, les suites régularisantes ne peuvent pas
n

étre construites sur § x (0, T) parce que le noyau régularisant de ce domaine n’assure pas la
conservation de cette propriété.

Lies notations suivantes sont introduites:

Rf = {y = ('!l':yN) avec y’ € RN_I) Ynv € Ra Yn > 0}:
Q {y=(y,yn) avecy e R¥"!, yn € R, |¢/| < 1et |yn| < 1},
Q) = {y=0 yn)avecy eR"}, yy R, y'| <1et Jyn| <7},
Q+ Qmez
Qo {y = (¥/,0) avec ¢’ e RV, |¢/] < 1},
v = {ye RV avec |yl <1}



- 100 - Ch. 1.4: Convergence d’un schéma de volumes finis

I.4.6.1 Recouvrement de () par des ouverts

Q) étant un sous espace borné de RY a frontiére I' de classe C?, il existe un recouvrement de
Q par un ensemble fini d’ouverts {w, }X_, de RY tels que

M M
wc® OC|Jwm Tl wnm (1.4.80)

m=0 m=1

Soit Ty, = I' N wy, pour tout m = 1 & M. Alors, la régularité de 1" entraine 'existence, pour
m =14 M, d’un difféornorphisme ¢, : v C RV"! — T,, € RY de classe C? qui paramétre
la frontiére de €. De plus, les ouverts {wn,}¥_, peuvent étre choisis tels que les relations
(1.4.80) soient satisfaites et pour m =14 M

wm ={z € RY avec d(z,[) < et Pr(z) € T}

avec T, > 0 choisi tel qu’il existe un unique zr vérifiant Pr(x) = zr (i.e. zp projection de
z sur [') {Ned95]. Par exemple, en deux dimensions, r,, est l'inf des rayons de courbures
associés a l'application . Alors, pour tout m = 1 & M, il est possible de construire un
diffeomorphisme ®,, : Q(ry,) — wy, de classe C? tel que

On: Qlrm) CRY = w, CRY
Yy €Q(rm) — z=2u(y) tel que z=Ym(y) — ywn (Ym(y)),
avec n la normale unitaire sortante a €. L’unicité de la projection pour les éléments de wy,

et les propriétés de v, assurent que P'application @, est bijective et de classe C*. De plus,
son application inverse ! est aussi de classe C? et est donnée par

ol w, C RN - Qrym) C RN
* — y= 0. (z) € Q(rm), tel que,
Y = 42 (Bo(e)) et yy = — Ctr@)nFr(z)

d{z,T).

|z — Pr(z)]
qui satisfait la propriété suivante
9 51
0 (%5, )k (z) = 0, pour tout z € I';, et pour tout k = 1,...,N-1, (1.4.81)

ott (®;}), est la k*™€ composante de application ®,! pour k =1,..., N.
Une nouvelle application, encore notée ®,,, mais qui opére maintenant depuis ¢ vers wp,

peut &tre définie en composant 1’application ®,, avec une similitude de direction yy et de
rapport r,,. Donc, maintenant, ®,, : @ — wy, de classe C? et est telle que

(I)m(Q+) = Wn N Q'.\ (I)m(QO) = Fma

avec la relation (1.4.81) qui reste vraie.
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1.4.6.2 Partition de 'unité

La partition de l'unité (voir par exemple [Ada75] page 51) donne existence des fonctions
{8}, € C(wn) telles que

M
> On(z) =1, sur & (1.4.82)

Il est aussi possible de supposer 'existence des fonctions fy et 8y € C°([0,T]) telles que
{voir Dautray et Lions [DL88| page 572)

Bolt) + Br(t) = 1, sur [0,T],
0< folt) < 1ot 0< fr(f) < 1, sur [0,7], (1483
d(supp {3}, T) = do > 0 et d(supp {fr},0) =dr > 0.

Soit maintenant u € Ar, ou de fagon équivalente, u € HY(§2 x (0, 7)) avec u(.,T) =
trons qu’il existe une suite {u;},.y d’éléments de By telle que u; — u dans H'(Q2 x (0,T)).

Les relations (1.4.82) et (1.4.83) permettent d’écrire w sous la forme

Z fo(t) )+ Z Br()0n(z)ulz, ). (1.4.84)

ud™(z t) uTm(a: t)

Donc, pour tout m = 0 & M, u®™ et uT™ appartiennent 4 H'(Q x (0,T)) et pour tout
t € [0,7] supp {u®™(.,t)} CC wp, (i-e le support de {u®™(.,%)} est un compact C wy,)
et supp {u’"™(.,t)} CC wm. De plus, pour tout = € § d(supp {v*"(z,.)},T) > dp et
d(supp {uT™(z,.)},0) > dr.

[.4.6.3 Prolongement et régularisation de %'

Soit w00 le prolongement de u%° par zéro en dehors de 2 pour tout ¢ € (0,7):

— ubz,t) si e
uo’o(x’t)z{[} @0 si zeRY

\ 9 pour tout t € (0,7T).

Alors u0® € HY(RY x (0,T)) car pour tout ¢ € (0,T) supp {u®(.,t)} CC wy C Q. Soit
maintenant u%® le prolongement de u%0 par zéro pour tout t > T

_ 24,00 :
u0(z, t) = { ut(z,t) si 0<t<T pour presque tout z € RY.

0 si T<t

Alors v ¢ H'Y(RY x R,) car pour tout = € RY d(supp {m(x, )}5LT) > dy. u® peut
maintenant étre prolongée par symétrie par rapport & la frontiére {(3:, 0) avec z € RY } :

_ (o t) s 0<i
00z ) =4 Y\ our presque tout RM.
w0z, ) { udd(z, —t) si t<0 pour presque tout & €
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D’aprés Brezis ([Bre93| page 158), w0 € HYRY x R) et supp {&53} CC wy x (-1,T).

—————

La fonction u%° va maintenant étre régularisée en espace et en temps a l'aide du noyau
régularisant p € C(RY x R) défini par

s1inon

TERITT @ L2 4 42 |
p(:z:,t):C{ SH+ bosifaT+t7 < ,avecCtelque,f /p(a:,t)dtdz:l.
RN JR

N1

Une suite régularisante {p;},.y. avec p;(z,t) = i¥*'p(iz,it) est alors introduite. Cette suite

permet la définition par convolution d’une autre suite {u?’o}ieN* par

u; Mz, 1) = (p; % W)(m,t) = ./RV /Rpi(:c —y,t— s){ﬁa(y,s) dsdy.

Selon Brezis ([Bre93] pages 71 et 151), 2" € C®(RY x R) et w)* — w0 dans H HRY x R).
De plus, si i est pris tel que 17/i < d(supp {u®°}, 8(wo x (=T,T)))/2 alors u® € C®{wp x
(=T.7)).

Ainsi, la suite {4}, € CP(RY x R) et satisfait u?’OIQX(D,T) — u%® dans H'(Q2 x (0, T))
et pour i > N% supp{u;*} CC wy x (=T, 7).

1.4.6.4 Prolongement et régularisation de u7?

Soit w70 le prolongement de u’® par zéro en dehors de € pour tout ¢ € (0,7). Alors
uTO ¢ HY(RY x (0, T)) car pour tout ¢ € (0,T) supp {u7°(., 1)} CC wp C Q. Soit maintenant
479 le prolongement de u7*0 par zéro pour tout ¢ < 0

S 10 ;
ul0(z, t) = { ut(z,t) i 0<t<T pour presque tout z € RY,

0 si t<(

Alors uT0 € HY (RN x (—co, T)) car pour tout z € RY d(supp {zﬁ(m, J},0) > dr. Soit enfin
uT0 le prolongement anti-symétrique de uT0 par rapport & la frontiére {(3:, T) avec x € RY }

uT0(z, ) i t<T

—_ ] our presque tout z € RV,
~uT0(z 2T —t) si t>T pout presd

wT0(g, 1) = {

Ainsi, comme pour le prolongement symétrique, la fonction uTS € H {RY x R) et satisfait
supp {470} CC wy x (0,2T). La suite {u;"},.y. est alors définie par ul(z,t) = (pi *

uT:%)(x, ). Cette nouvelle suite vérifie bien w (2, T) = 0 pour tout z € RV, car,

T
ul %z, t) = / / uL'0(y, s} (pz(a: —yt—8)—ple —y,t+s— 2T)) dsdy.
RN J—co

Donc la parité de p implique

T
R —00
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La suite u. * € C®(RY xR) et u.* — uT dans H* (R¥ xR) (Brezis {Bre93]). De plus, pour
i tel que l/z < d(supp {u™0}, B(wg x (0,2T)))/2 alors ul® € C®(wy x (0, 2T)).

En résumé, la suite {u; ' },.n. € C’°°(]RN x R) et satisfait u, |Qx{0 ry — w0 dans HY(Q x

(0,T)). De plus, pour i > NT0, supp{u] °} CC wox (=T,T) et pour tout z € Q, v *(z,T) =
0. _

1.4.6.5 Transport de 4% sur @ et prolongement & RY x R

Soit u®™ la restriction de u®™ & {w, NN} x (0, T). Alors v®™ € H((wy, Q) x (0,T)). Cette
fonction u%m(.,t) est transportée sur () pour tout ¢ € (0,7) & 'aide de ’application &,

VO™ (y, 1) = u®m(d,,(y),t), pour presque tout y € Q. et pour tout ¢ € (0,7).  (1.4.85)

Alors, d’aprés Brezis ([Bre93] page 156}, v®™ € HY(Qy x (0,T))} du fait de 0™ ¢ H({w, N
) x (0,T)) et de la régularité de ®,,. Soit maintenant v%™ le prolongement de v®™ par
symétrie & Q x (0,T): pour presque tout y € @ et pour tout ¢t € (0,7,

o :{ vM(y,yn), ) st oyn >0

oy, m : 1.4.86
v ) v™{((y, —yn)t) s yxy <0 ( )

Selon Brezis ([Bre93] page 158}, W e H Y@ x (0,T)) et pour presque tout y € () et pour
tout ¢t € (0,7,

a ! -
Sym ‘*"““a ((v,yn),t) si yy>0
w,7) = o (1.4.87)
N ov ' .
—~—((y, ~y~n),t) st yn <0

De plus, pour tout ¢ € (0, T} supp {1;‘_3‘7’*(., t)} CC @ car pour tout t € (0,7 supp {u®™(.,t)}
CC wm et P, réguliére. v est maintenant prolongé par zéro dans RY x (0,7). Comme
pour u°° ce dernier prolongement est étendu par zéro pour tout ¢ > T puis par symétrie
par rapport au bord { (z,0) avec z € RV } Ce nouveau prolongement est noté v%™® et vérifie
vom € HY(RY x R) avec supp {v9m)} cc Q x (=T,T). Finalement, d’aprés la relation
(1.4.87), v°™ satisfait pour presque tout ((y',yn),t) € RY x R

oo opom
’: :t = -
ayN ((y yN) ) ayN

(¥, —yn), 1) (1.4.88)

1.4.6.6 Régularisation sur RY x R
Soit la nouvelle suite {v;"™} .. définie par v;"™(y, ) = (p; * v%™)(y,1).

Alors, )™ € C&(RY x R) et ’Uom — v%m dans HY(RY x R) [Bre93]. De plus, pour ¢ tel que
1/i < d(supp%’uo’m} B(Q x (=T, T)))/2 alors v™ € C®(Q x (=T, T)). En outre, la dérivée
normale de ;" s’annule aux pomts pour lesquels yny = 0 et pour tout { € R. En effet,
comme v®™ € HY(RY x R), il vient d’aprés Brezis ([Bre93] page 69)
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a Dm aW
¢ i : iy — 2, , ) dsdz. 1.4.89
ay (y: ) (p ?J /RN/P ayN (2-' S) Saz ( )
Dong, utilisant (1.4.88),
va’m o0
—((y', yn), // G((Z', zn), s) dzydZ ds. (1.4.90)
6yN RN-1
avec
' a;)—o-’;n— ! ? } ! !
G((z',2w), 8) = B (', 2n), 8) [Pz‘((y — 2 yn —an)t—s) —p((y — 2y + 2n), t — s)]

Done, pour tous les points de ¢y x R, il vient

a,UD,m f/ /+oo a,vom z - ) 3)
33}N RN-1 ayN N

((y —2',—zn),t —8) — pi((y — 2/, 2w), t — 5)] dzndz'ds,

qui conduit, avec la parité de p, &

3U?'m
ay_N((y', 0),1) = 0. (1.4.91)
G,m
En résumé, la suite {v "ien, € C® (RN x R) et satisfait ay ((.,0),.)=0, ',le+x(0,T) —
N

v%™ dans HY(Q, % (0,T)) et pour i > N, supp{v;"} cC Q@ x (-T,T).

1.4.6.7 Retour sur w,, en conservant la nullité de la dérivée normale

Soit i > N%™_ alors v ™|oxm €St Tapportée sur wy, x R & 'aide de ®-! par

wl™(xz,t) = v)™(®,(z),t), pour tout x € wy, et pour tout t € R. (1.4.92)

Alors w™ € C2®(w,, x (—=T,T)) car )™ € CX(Q x (~T,T)) et 'application ;! est

reguhere (au moins de classe C?). De plus, si u;"™ est le prolongement par zéro de wom a

RY x R alors uy™ € C>*(RY xR) avec supp {uz’m} CC wy x (=T, T). Enfin, u}’ m|ﬂx(0,T -
u>™ dans HY(Q2 x (0,7T)), car pour tout ¢t € (0,7

2 0m — 0migH—1
WO (5, 1) = { u O (@, (x),t) pour tout 2 € QN wpy, (1.4.93)

0 pour tout x € 2\ wy,.

Calculons maintenant la dérivée normale de uy"™ pour un point (x,t) € Iy, x (0, T),

0,m
T

Om N
6 Zagx (z, t)n;(z). (1.4.94)
3

i=1
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Or, pour tout z € Ty,

Ou™ Bw)"™"  r omyx-i
qui conduit &
Sud™ N 0 (25 )
5y (1) = 2 5= (22 (2),1) =5k (2) (1.4.96)

™ N 3U0’m ol ‘1)
n (z,t) = Z U, Z: Bch — Tk ()

1 ayk i
_ oy 9 (25)s .
— ; " (@, 1z),1) e ——m k(. (1.4.97)

Finalement, les relations (I1.4.81), (1.4.91) et (1.4.97) assurent que pour tout (z,%) € Ty, X
(0,T)
uy™

£ (z,) =0, (1.4.98)

1.4.6.8 Cas de uf™

Pour cette fonction, les mémes étapes 1.4.6.5, 1.4.6.6 et 1.4.6.7 que pour u%™ sont appliquées.
La différence vient du fait que, comme pour u”*, un prolongement par zéro pour tout ¢ < 0
est d’abord effectué et est suivi d’'un prolongement anti-symétrique par rapport au bord
{(z,T) avec z € RV }. Ainsi, une suite {u] " }icn, s>n7m telle que ul ™ € C2°(RY x R) est
construlte et satisfait supp {uTm} CC wm % (0,27) et pour tout x € RY uw"™(z,T) = 0. De

'n‘.

plus, u; |Q><(n ™ — uT™ dans H(2 x (0,T)) et pour tout (z,%) € Iy, x (0 T,
oul™ '
o (z,t) =0.

1.4.6.9 Conclusion

En conclusion, il est possible de bétir une suite {u;};.. i>max (NOO,NT.O NOM NT.M) PAT

M
u(z,t) =Y (uﬂm + uTm) , (1.4.99)

m=0

Ou;

telle que u; € C2°(RY xR), u;(., T) = 0, — o

car

(zr,.) =0, et il g (0,r) —* u dans HYQx(0,T))

M
”Uz . u”Hl(Qx(O,T)) — H Z ( om Om -I-’i.LTm UT’m) '

HLU(Ox(0,T))

IA
Mas

(||’U?’m - “O’mnm(nx(o,n) -+ ““’fr’m - UT’mHHl(nx(o,T)))






Chapitre 1.5

Diffusion et sorption des ions chlorures

De nombreuses structures du Génie civil sont exposées au sel. Il s'agit par exemple du sel
marin dans le cas des ouvrages situés en bord de mer et des sels de déverglacage en environ-
nement routier. Dans le cadre de cette partie sur les milieux poreux saturés, les applications
visées par ce chapiire concernent plus particuliérement les structures en béton immergées
en mer. Dans ces conditions, les ions chlorures pénétrent dans les matériaux cimentaires
par diffusion en phase liquide. Lorsqu’ils atteignent les armatures métalliques de 'ouvrage
en proportion significative, les ions chlorures favorisent le développement de la corrosion
|Hau67, PT82|, fragilisant ainsi la structure. Comme dans le cas de la dissolution des maté- .
riaux cimentaires, il est alors important de disposer de modéles prédictifs fiables permettant
une meilleure connaissance de la zone du matériau touchée par le sel. En outre, de tels mo-
déles peuvent étre utilisés pour caractériser le coefficient de diffusion du chlorure dans les
matériaux du génie civil & partir d’expériences réalisées en laboratoire. Ce coefficient de dif-
fusion constitue en effet un indicateur de durabilité important pour les matériaux cimentaires.

Ce chapitre étudie plus particuliérement le couplage entre la sorption des ions chlorures dans
les matériaux cimentaires et le transport diffusif de ces ions dans la solution interstitielle sa-
turant le milieu poreux. La modélisation de ces phénomeénes est semblable a celle développée
dans les chapitres précédents. Dans le cas de la lixiviation, 'espéce chimique permettant le
suivi de la dégradation chimique des bétons est le calcium. Dans ce chapitre, I'attaque des
matériaux cimentaires par le sel est étudiée & partir des ions chlorures. Ces ions peuvent étre
présents dans les matériaux du Génie civil sous une forme dite "libre", qui s’applique aux ions
présents en solution et libres de se déplacer (sous V'effet de leur diffusion ou du mouvement
global de la phase liquide). Ces ions chlorures libres sont le plus souvent associés & des chlo-
rures dits "fixés" et considérés comme faisant partie de la phase solide du milieu poreux. Dans
le cas de la lixiviation étudié précédemment, I'interaction entre le calcium en solution et sous
forme solide était régie par une loi de dissolution. En ce qui concerne les chlorures, l'interac-
tion entre ses formes libre et fixée est décrite par une isotherme de fixation qui caractérise la
sorption des ions chlorures. Le cas d’une isotherme de fixation de Freundlich conduit, comme
dans le cas de la dissolution instantanée, & un probléme dégénéré dans les zones du matériau
ol la concentration en chlorure est initialement nulle. Cependant, le front de chlorures qui en
résulte est moins marqué que les fronts de dissolution constatés dans les chapitres précédents.

- 107 -
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Comme il a déja été signalé précédemment, le coefficient de diffusion des ions chlorures en
milieu poreux saturé constitue un indicateur de durabilité important pour les matériaux du
Génie civil. Différentes méthodes permettant d’en évaluer sa valeur sont présentées dans la
section suivante. La deuxiéme section rappelle les éléments d’'une modélisation des transferts
diffusifs avec fixation des ions chlorures & la phase solide du milieu poreux. Une attention
particuliére est portée sur la résolution numérique de cette équation dans le cas d’une iso-
therme de Freundlich qui peut conduire 4 certains problémes numériques. Enfin, un exemple
d’application est présenté dans la derniére section & partir des résultats d’une expérience de
diffusion rapportée dans la littérature. '

I.5.1 Mesure d’un coeflicient de diffusion

Le coefficient de diffusion des ions chlorures dans les matériaux poreux cimentaires peut étre
caractérisé par plusieurs méthodes. Ces derniéres sont généralement regroupées en trois caté-
gories : méthodes en régime permanent, méthode en régime transitoire et méthodes accélérées
sous champ électrique.

1.5.1.1 Meéthodes en régime permanent

Les méthodes en régime permanent sont les plus anciennes. Elles consistent & imposer un
gradient de concentration entre les deux faces d’une éprouvette!. Deux possibilités sont alors
envisageables selon que les solutions amont et aval solent renouvelées ou pas.

e en I'absence de renouvellement des solutions au cours du temps: soient ¢; la concentration
en chlorure dans la cellule amont et ¢; la concentration mesurée dans la cellule aval. Cussler
(voir |Cus97| page 23) donne, par application de la seconde loi de Fick & chaque cellule,
Iexpression du coefficient de diffusion effectif D du matériau en fonction de la différence de
concentrations dans chaque cellule:

L W ln(c?—cg)

T AtV +V (1.5.1)

Cy — Cs

avec L la longueur de ’échantillon testé, A l'aire de la surface traversée par diffusion, ¢
le temps, Vi et Vi les volumes respectifs des compartiments amont et aval et ¢ et ¢J les
concentrations initiales respectivement des cellules amont et aval. Dans la plupart des ex-
périences, le volume du compartiment amont est grand devant le volume du compartiment
aval (i.e. V] > V5) de sorte que la concentration de la cellule amont est supposée constante
(i.e. ¢; =~ c}). Si en outre la concentration initiale du compartiment aval est prise nulle (i.e.
c§ = 0), Péquation (1.5.1) se réécrit sous la forme:

Co AD
o= 1 —exp ( - fff;t) (1.5.2)

1. Cette méthode peut étre vue comme 'analogue de la mesure de la perméabilité d’un matériau poreux.
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Un développement limité 4 ordre un pour des temps ¢ grands fournit alors une expression
du coefficient de diffusion effectif D sous la forme:

. CQLI/Q
o ClAt

Le régime permanent correspond & la gamme de temps pendant laquelle la concentration
en chlorure dans la cellule aval varie linéairement en fonction du temps. L’expression (1.5.3)
permet ainsi le calcul du coefficient de diffusion effectif des ions chlorures dans les matériaux
cimentaires (voir Page et al. [PST81] et MacDonald et Northwood [MN95]). Cette technique
est aussi décrite de fagon critique par Chatterji et Kawamura dans [CK91] et Marchand et
al. dans [MGD95] page 60.

(15.3)

e avec un renouvellement des solutions amont et aval au cours du temps: ce deuxiéme cas
conduit & un gradient de concentration constant entre les deux extrémités de I’échantillon.
La valeur mesurée au cours du test est la guantité @ d’ions chlorures traversant 1’échantillon
par unité de surface. Lorsqu’un régime permanent est atteint, la variation AQ de la quantité
d’ions chlorures sortant par unité de surface devient proportionnelle & la variation de temps
At et au coefficient de diffusion. En particulier, pour un coefficient de diffusion indépendant
de la concentration en chlorure, une cellule amont & la concentration ¢;, une cellule aval
de concentration nulle et un échantillon de longueur L, le coefficient de diffusion effectif se
calcule par l'expression :

_ LAQ

N ClAt
Bigas [Big94] donne les expressions asymptotiques du débit de chlorure sortant de 1’échan-
tillon par unité de surface et de temps lorsque les interactions des ions chlorures libres avec
la phase solide sont nulles ou linéaires. En I'absence d’interaction, cette expression permet
en méme temps que la mesure du coefficient de diffusion la mesure de la porosité. Si cette
derniére est déja connue et pour des interactions linéaires, il est possible d’identifier & partir
du résultat de I’expérience de diffusion un terme d’interaction relié au coefficient de partage
de l'isotherme linéaire. La présence d’interactions non-linéaires empéche I'utilisation d’une
solution analytique de I’équation de diffusion dans la recherche de I'expression du débit de
chlorure sortant de I’échantillon par unité de surface et de temps. De fait, pour traiter le cas
des isothermes de Freundlich et de Langmuir, Bigas utilise les résultats obtenus pour l'iso-
therme linéaire et définit ensuite une équivalence avec les autres isothermes qui lui permet
d’évaluer leur coefficient & partir d’une mesure de diffusion [Big94, BLO96).

(15.4)

Les méthodes de mesure sur cellule de diffusion en régime permanent présentent 1'intérét
de ne pas étre affectées par la fixation des chlorures sur la matrice cimentaire. Cependant,
ces mesures en régime stationnaire supposent généralement le coefficient de diffusion effectif
des ions chlorures constant dans le matériau. En outre, du fait de transfert lent dans les
matériaux cimentaires peu perméables, 'établissement d’un régime permanent peut étre trés
long conduisant & des temps d’expérience importants. Cette derniére limitation constitue
Vinconvénient principal de cette méthode. En conséquence, de nombreux auteurs se sont
dirigés vers des mesures de coefficient de diffusion en régime transitoire.
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I1.5.1.2 Meéthodes en régime transitoire

Ces méthodes reposent sur la détermination expérimentale d’un profil en concentration en
chlorures libres ou totaux dans le matériau & un instant donné avant le régime permanent.
Les expériences consistent le plus souvent & mettre un échantillon cylindrique saturé en
contact avec une solution & base de chlorure de sodium de concentration connue. Le mode
de calcul du coefficient de diffusion différe alors suivant I'existence et le type de I'isotherme
d’interaction.

e En l'absence de fixation ou pour une isotherme d’interaction linéaire, I’évolution de la
concentration en chlorures libres ou totaux dans le matériau est décrite par une équation de
diffusion linéaire. Sans interaction, le coefficient de diffusion apparaissant dans cefte équation
est le coefficient de diffusion effectif des chlorures, alors que pour une isotherme linéaire, il
s’agit d’un coeflicient de diffusion apparent. L’utilisation d'une équation de diffusion linéaire
dans le cas d’un milieu semi-infini permet ainsi la caractérisation de ce coefficient de dif-
fusion (effectif ou apparent) & partir de la solution analytique basée sur la fonction erreur
[MM94, BBCRI6], ou de son approximation [BBRCC97, Car98]. Ces méthodes fournissent
de bonnes estimations des coefficients de diffusion effectifs ou apparents dans des temps d’es-
sais raisonnables. Cependant, le cas ou les interactions entre les chlorures libres et fixés ne
sont plus linéaires ne peut pas étre traité directement en 'absence de solution analytique.

o Dans le cas des isothermes d’interaction non-linéaires de Freundlich ou de Langmuir, une
modélisation numérique peut pallier 4 'absence de solution analytique. Pour une isotherme
de Langmuir, Sergi et al. [SYP92] montrent que les profils expérimentaux en chlorure peuvent
étre restitués avec une plus grande précision qu’avec une isotherme linéaire. Ces auteurs uti-
lisent pour la restitution des résultats expérimentaux la résolution par la méthode des diffé-
rences finies d’une équnation de diffusion non-linéaire. Cette méthode comme les précédentes
suppose le coefficient de diffusion effectif des ions chlorures indépendant de la concentration
en chlorure. Cette hypothése n’est plus nécessaire dans la méthode proposée par Francy qui
étudie dans {Fra98| la dépendance en concentration en chlorure du coeflicient de diffusion
de ces ions dans des mortiers. Sa méthode repose sur la mesure en régime transitoire d’un
profil en concentration totale en chlorure. L’interaction étant supposée instantanée, Francy
en déduit le profil en concentration en chlorures libres pour une isotherme de Freundlich. Le
changement de variable de Boltzmann (y = z/v/%) permet alors & cet auteur d’exprimer le
coefficient de diffusion des ions chlorures comme fonction de leur concentration en solution
sous la forme (pour une concentration initiale en chlorure nulle dans le matériau):

1 Pt
Dai(ps) 20,) fg y dp; (1.5.5)
avec py la concentration massique en ions chlorures libres, p; la concentration massique totale
en chlorures et D¢y le coeflicient de diffusion effectif des ions chlorures dans le matériau. Les
profils expérimentaux reproduits en fonction de la variable de Boltzmann permettent alors la
détermination de D¢; en fonction de py selon la relation (1.5.5). Cette méthode est en fait la
méme que celle utilisée par Dajan (|[Dai86] page 254) pour déterminer la diffusivité hydrique
de matériaux cimentaires en fonction de leur teneur en eau. Les résultats de Francy mettent
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en évidence une dépendance importante du coefficient de diffusion effectif des ions chlorures
en fonction de la concentration en ions chlorures libres.

I.5.1.3 Meéthodes accélérées sous champ électrique

Malgré le gain de temps significatif consécutif & une mesure en régime transitoire, ces ex-
périences peuvent encore paraitre longues et certains auteurs ont cherché & raccourcir leur
durée en travaillant sous champ électrique. Le principe de la méthode consisie & imposer
une différence de concentration en chlorure entre les deux extrémités d’un échantillon et a
accélérer le transport des chlorures par une différence de potentiel électrique entre les deux
compartiments amont et aval. La détermination du coefficient de diffusion effectif repose
alors sur les équations de Nernst-Planck (voir équation (A.32) de I'annexe A) et différe sui-
vant qu'un régime stationnaire soit atteint ou pas. Dans la plupart des cas, le transport par
migration électrique est supposé dominant devant le transport diffusif permettant ainsi une
simplification des équations de Nernst-Planck. Le lecteur intéressé par ces méthodes pourra
consulter par exemple la référence [MGD95] .

La modélisation des transferts des ions chlorures en milieu poreux saturé avec prise en compte
d’une isotherme de fixation linéaire et non-linéaire est rappelée dans la section suivante.

1.5.2 Modélisation de la diffusion des ions chlorures avec
fixation instantanée

A I'échelle macroscopique, la conservation de la masse des chlorures libres présents en solution
peut étre décrite par une équation de la forme (voir par exemple [SD91, Big94]):

6% 4 (1~ )~ div(pDaigradp) =0 (15.6)
avec ps la masse volumique des chlorures libres en solution par rapport au volume occupé
par la phase liquide (kg/m?) et p; la masse volumique des chlorures fixés & la matrice solide
par rapport au volume occupé par la phase solide (kg/m?®). De plus, ¢ est la porosité totale
du matériau et D¢y le coefficient de diffusion des ions chlorures dans la solution interstitielle
saturant le milieu poreux. Le produit De; = D¢ est le coefficient de diffusion effectif des
chlorures dans le matériau. Le deuxiéme terme de (I.5.6) représente les échanges de chlorure
qui ont lieux entre la phase liquide sous forme de chlorures libres et la phase solide sous
forme de chlorures fixés. Le dernier terme de (1.5.6) rend guant 3 lui compte du mouvement
diffusif des ions chlorures dans la solution interstitielle selon la loi de Fick. En absence de
différence de pressions de la phase liquide entre les extrémités du matériau, cette derniére
est supposée immobile conduisant 4 une absence de transport convectif des chlorures dans
"équation (1.5.6).

L’équation (I.5.6) est proche de I’équation (1.2.3) introduite dans le chapitre L.2 sur la dis-
solution. Il s’agit maintenant de préciser les lois d’état caractérisant 1’équilibre entre les ions
chlorures libres et fixés.
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1.5.2.1 Fixation des ions chlorures

L’équilibre entre les chlorures libres et fixés peut étre décrit par différentes expressions.
Une revue compléte de ces expressions est proposée par Travis et Etnier dans [TE81}. Dans
le cas des matériaux cimentaires, I'équilibre de fixation des chlorures est le plus souvent
décrit par les isothermes linéaire, de Freundlich et de Langmuir. L’isotherme linéaire relie les
concentrations en chlorure fixé et libre par une équation de la forme:

py = K ps (1.5.7)

Le coefficient K est sans dimension et est souvent qualifié de coefficient de partage. Cette
expression ne traduit cependant pas le ralentissement du processus de sorption avec I’augmen-
tation de la concentration en soluté. Ce phénoméne peut étre pris en compte avec I'isotherme
non-linéaire de Freundlich donnée par:

po = fps) = ps (f}—g)v (1.5.8)

ol p, est la masse volumique réelle du squelette solide du milieu poreux (i.e. définie par
rapport au volume de la phase solide) et posséde la méme dimension que ps et py. pg > 0
et v € {0,1) sont les paramétres de 'isotherme de Freundlich. Les isothermes linéaire et
de Freundlich ne rendent pas compte de Papparition d'un seuil lorsque la concentration en
soluté atteint des valeurs importantes. L’isotherme non-linéaire de Langmuir permet une
bonne restitution de ce phénoméne, avec une expression de la forme (voir par exemple van
Duijn et Knabner [vDK92])

gy

= g 1.5.9

P

oil p, (exprimé en kg/m?) est la quantité maximale de soluté qui peut étre fixé par la ma-
trice solide et o (exprimé en m®/kg) est un coefficient qui s’interpréte comme l'intensité de
la force de liaison retenant le soluté adsorbé a la surface de la matrice [TE81].

Francy [Fra98|] décrit les mécanismes d’interaction des chlorures avec les gels de CSH et les
aluminates présents dans les matériaux cimentaires et qui conduisent a la fixation des ions
chlorures. Cette fixation peut étre modélisée 4 ’équilibre par une isotherme de Freundlich
qui est bien adaptée pour les matériaux & base cimentaire. La connaissance des paramétres
de l'isotherme (1.5.8) est donc essentielle pour modéliser les transferts des ions chlorures en
milieu poreux. Ces paramétres sont le plus souvent obtenus en cherchant la meilleure restitu-
tion de points expérimentaux d’une isotherme. Ces points expérimentaux s’obtiennent quant
a eux par immersion d’un échantillon de matériau dans une solution saline de concentration
initiale connue. La mesure de la concentration en chlorure, lorsque 1’équilibre est atteint,
permet d’en déduire la masse volumique de chlorure fixé. Lors de ces expériences, le temps
de stabilisation de la concentration en chlorure en solution est assez court devant le ternps
de diffusion dans les matériaux & base cimentaire [Fra98|. L’hypothése d’un équilibre instan-
tané décrit par P'expression (1.5.8) est donc admise pour la modélisation des transferts des
chlorures en milieu poreux saturé par une phase liquide immobile.
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1.5.2.2 Existence d’un front de pénétration des chlorures

Partant de 'équation (1.5.6), deux formes d’équations sont intéressantes a faire apparaitre. La
premiére forme considére la masse volumique de chlorures libres comme inconnue principale
et s’écrit:

(o+(1-— Cb)pb'(Pf))%i—f — div(¢D¢r grad py) =0 (1.5.10)

Sans d’autres hypothéses, la simplification de cette équation ne peut pas étre menée plus
loin. De fait, de nombreux auteurs considérent une fixation linéaire décrite par (I1.5.7) pour
laquelle I'équation (1.5.10) devient :

—= tf — div (D, grad ps) =0 (1.5.11}
avec,
1 (1-9)
t N
Da = -DCL' 1 o et Iy K (I 153 12)

Pour un coefficient de diffusion des ions chlorures libres D¢ constant, P’équation (1.5.11)
est une équation de diffusion linéaire dont le nouveau coeflicient de diffusion D, est qualifié
de coefficient de diffusion apparent puisqu’il inclut les effets de l'interaction liquide-solide.
Lorsque l'isotherme n’est pas linéaire, une telle équation n’est plus possible et il est préférable
de travailler avec la concentration totale en chlorure p; définie par:

o= dp; + (1= D)y (1.5.13)
Avec cette nouvelle variable, 'équation (I.5.6) se réécrit sous la forme:
0 .
% — div (Dy(p;) grad p;) =0 avec Di(pr) = ¢Dcips'(pr) (15.14)

En particulier, pour une isotherme linéaire, le coefficient de diffusion D; de cette équation
est identique au coefficient de diffusion apparent D, de ’équation (1.5.11). Par la suite, le
coefficient de diffusion D, est aussi qualifié de coefficient de diffusion apparent. Dans le cas
d’une isotherme de Langmuir (1.5.9), le coefficient de diffusion D; prend la forme:

(1 + ap;)? (1-¢)
= = 151
Didps) = Do (+ap+r 0" g e (15.19)

Quand la concentration totale en ions chlorures en solution tend vers zéro, le coefficient de
diffusion D, devient identique au coefficient de diffusion apparent D, de 'équation (1.5.12)
lorsque le coefficient de partage K est donné par K = ap,,. Dans le cas de I'isotherme de
Freundlich (1.5.8), le coefficient de diffusion D; est donné par:

1=
1-— -
L/ avec 1= 1-9) YPsPy | (1.5.16)

D =D
t(ﬂf) cl p}_ﬁ, Tr &

Notons que les expressions des coefficients de diffusion {1.5.12), (1.5.15) et (1.5.16) mettent
en évidence le ralentissement de la pénétration des ions chlorures dans le matériau par
rapport au cas sans fixation. Ce ralentissement se traduit dans les expressions précédentes
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par un coeflicient de diffusion apparent plus faible que le coefficient de diffusion D¢y. Dans
le cas des isothermes linéaire et de Langmuir, ces coefficients de diffusion restent strictement
positifs lorsque la concentration totale en ions chlorures ou la concentration en ions chlorures
libres tend vers zéro. Au contraire, dans le cas de I'isotherme de Freundlich, le coefficient
de diffusion apparent s’annule quand la concentration en chlorure libre tend vers zéro (voir
équation (1.5.16) avec v € (0, 1)). L’annulation du coeflicient de diffusion et donc I'arrét de
la. diffusion peuvent s’interpréter a partir de la capacité de fixation des ions chlorures & faible
concentration. Cette capacité de fixation s’écrit sous la forme:

1- ﬁbip_b _ Tp'y—l
¢ dps !
Cette capacité est infinie pour une concentration en chlorure nulle, de sorte que le processus

de fixation des ions chlorures empéche la diffusion des ions chlorures libres lorsque la concen-
tration en chlorure tend vers zéro [MC99|.

(15.17)

L’équation (1.5.14) est donc uniformément parabolique dans toutes les régions de l’espace
oll la concentration en soluté est strictement positive. Cependant, elle devient dégénérée au
voisinage d'une concentration nulle (voir [Aro75, Hor90, KvD90]). Dans le cas d’un matériau
avec une concentration initiale en chlorure nulle, une frontiére libre apparait lors de la mise en
contact du milieu avec une solution & base de chlorure (voir figure 1.5.1). Cette frontiére libre
progresse 4 vitesse finie et sépare la zone encore non touchée par la diffusion des chlorures
d’une zone ou les chlorures sont déja présents sous forme libre en solution et sous forme
fixée. Cependant, contrairement au probléme de diffusion-dissolution traité dans les chapitres
précédents, la frontiére libre liée au probléme de diffusion-sorption est moins marquée. En
particulier, la concentration en chlorure libre satisfait les propriétés suivantes a la position
de la frontiére libre (voir [vVDGD97]}:

apf
= — = ).
=0 on

Solution
& base de
chlorure

x=0 xcy(?)

F1G. 1.5.1 — Front de pénéiration des chlorures dans un matériau initiclement sans chlorure.

Introduisant I'expression (1.5.8) de l'isotherme de Freundlich dans (I1.5.6), il vient :

5

) dp .
% + r—gti — div(Dg grad py) = 0. (1.5.18)
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Effectuant les changements de variables ¢ = r~¥(1="p; et s = Dgt, équation (1.5.18)
devient :

%(c +¢c") - Ac=0. (1.5.19)

L’étude mathématique de ce probléme est réalisée par de nombreux auteurs. Elle peut par
exemple étre menée A partir d'un schéma numérique de volumes finis comme c’est le cas dans
[EGH98b, EGHS98, Gut98|. Barrett et Knabner [BK95, BK98] étudient aussi ce probléme oit
ils considérent en plus le transport convectif du soluté en phase liquide et les effets d’une ciné-
tique de sorption du premier ordre. Leur étude est basée sur une approximation par éléments
finis d’un probléme avec régularisation linéaire de 'isotherme de sorption de Freundlich dans
Vintervalle (0, €Y/(!=7)). Barrett et Knabner montrent les convergences quand ¢ tend vers zéro
des solutions approchées des problémes instantané et non-instantané ainsi que la convergence
de ce dernier vers le cas instantané quand le paramétre de la cinétique tend vers l'infini. Van
Duijn et ol. [vDKvdZ93, vDGD97] étudient le comportement aux temps grands des solutions
de Péquation (1.5.19) avec un terme de transport convectif.

Le cas unidimensionnel d’un milieu semi-infini (z > 0) permet d’expliciter davantage la
position du front de pénétration des ions chlorures. Dans ces conditions, I’équation (1.5.18)
se réécrit sous la forme:

dps | Oy Ops _
ot +'r—§ ch B:I‘,Q = {). (1520)

Cette équation peut étre complétée par les conditions 4 la limite et initiale suivantes:

ps(0,t) = p pour tout ¢ > 0 et pg(x,0) = 0 pour tout z > 0 (1.5.21)

ol py est la concentration massique (kg/m?) en ions chlorures de la solution & base de chlorure
en contact avec le matériau. La premiére des conditions (I.5.21) correspond par exemple au
cas d’une structure en béton immergée en mer. La seconde condition rend quant a elle
compte de 'absence de chlorure dans I'état initial du matériau. Une analyse dimensionnelle
des équations (1.5.20-1.5.21) révéle que la solution de ce systéme est de la forme:

% =g(y,7,7) (1.5.22)

ol les deux premiers arguments de la fonction g sont définis par

T 1-¢ gi(_pi)‘v

r=
Po

v= v Deit’ & A/Pt

Ces nouvelles variables peuvent étre introduites dans le systéme d’équations (1.5.20-1.5.21)
pour montrer que la fonction g définie par {1.5.22) satisfait I’équation différentielle ordinaire
suivante :

(1.5.23)

d%g

d
y (1+7977) d—z + 2d—y2 =

0, g(0) =1 et g(c0) =0. (1.5.24}
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La position du front de pénétration des ions chlorures satisfait alors:

IECl(t) =4 A/ cht (1525)

avec § = inf{y > 0 tels que g(y, 7,v) = 0}. Par conséquent, dans un cas unidimensionnel, la
distance de pénétration des ions chlorures dans un milieu poreux saturé peut étre étudiée &
partir de la seule résolution de I'équation différentielle (1.5.24). Cette résolution permet le
calcul de l'invariant § gérant la position du front de pénétration des ions chlorures et qui
est indépendant du coefficient de diffusion D¢;. Finalement, si ce coeflicient de diffusion est
connu, il est possible de prévoir la profondeur de matériau affectée par les chlorures. Dans le
cas contraire, une estimation du coefficient de diffusion D¢ peut &tre obtenue a partir de la
donnée expérimentale du front de pénétration des ions chlorures dans le milieu poreux.

1.5.3 Résolution numérique par volumes finis

Cette section présente différentes approches numériques qui peuvent étre utilisées dans la
recherche d’une solution approchée des équations (1.5.6,1.5.8) par une méthode de volumes
finis. La premiére idée consiste a retenir comme variable d’état du systéme la concentration

en chlorure en solution p;. Le schéma numérique correspondant est alors donné par (voir
[EGH98b, Gut98]):

i) [o F

n—+1 n
+ (1 _ ¢)f(CK+ )k_ f(CK)] _ Z Dey Tk L (C?,-l_l _ C?;(+l) -0 (1526)
LEN(K)

Les notations introduites dans I’équation (1.5.26) sont détaillées dans le chapitre 1.4. Rap-
pelons uniquement que & est le pas de temps, L un volume de controle voisin de K et cj
I’approximation de p; sur le volume de contréle K dans U'intervalle de temps [nk, (n + 1)k).
Dans le cas unidimensionnel étudié par la suite, m(K) désigne la longueur de Uélément K et
Tk,1, 'inverse de la distance entre les centres de deux éléments voisins. La mise en ceuvre in-
formatique de ce schéma pose certains problémes lorsque le systéme d’équations non-linéaires
constitué par les équations (1.5.26) pour tous les éléments du maillage est résolu par la mé-
thode de Newton-Raphson. En effet, cette méthode nécessite en particulier le calcul de la
dérivée de la fonction f donnée par (1.5.8). Cependant, comme v € (0, 1), il vient:

7—1

lim f'(p;) = lim 2 (ﬂ) = +00

ps—0 py=0 " po N pPo
Le cas d’une concentration en chlorure libre nulle apparait dans ’exemple suivant et ne peut
par conséquent pas étre résolu a partir de la méthode de Newton-Raphson. Van Duijn et
al. [vDGDI7] proposent alors d’utiliser une méthode de point fixe de Picard pour trouver la
solution du systéme non-linéaire. Le point fixe suivant peut ainsi étre utilisé:

e condition initiale: pour tous les éléments K du maillage,

Attt = (1.5.27)



Ch. 1.5 Diffusion et sorption des ions chlorures - 117 -

e suite en m: pour tous les éléments K du maillage et pour tous les m € N,

n+i,m n n+1,m+1 i
qsm(K) CK+ ;1_CK+(1—¢)TI’L(K) f(CK+ +k)_f(cK)

o (L5.28)
Z Dei Tk L (CL—H, _ CK+1,m+1) — 0.
LEN{K)
L’équation (1.5.28) se réécrit sous la forme:
71 T m K 7L m
(678D 1 S Doymis) e (1 - ) T prrime =
LEN(K) 15.29)
m{K m(K ntlam (L5.
¢ L) cx+(1—9) %f(c’}()+ Z DCETK,LCL+1’
LEN(K)

La fonction f étant croissante, il existe une unique valeur de ¢ ”H'mH Cependant cette

valeur ne peut pas étre déterminée directement et nécessite de nouveau le recours & une réso-
lution numérique. La méthode de Newton ne pouvant toujours pas étre utilisée, la méthode
de la False Position (voir [PTVF92] page 354) permet par exemple une bonne détermina-
tion de c}}“’m"'l. Il reste & montrer que la méthode de point fixe converge vers ’équation
(1.5.26) pour tous les éléments du maillage. Pour cela, une propriété de contraction de la
suite {c "™} men définie par les équations (1.5.27,1.5. 28) peut étre montrée en etudlant la
difference des équations {1.5.28) aux ordres m et m — 1:

qu(K) C?’[:(+1,m+lk_ CTIL{+1,m . (1 B ¢) m(K) f( f;{+1,m+1) _ f(cy;{+1’m)+
Z Doy 7k, L n+1 m+l n+1,m) _ Z Dermir (C:z+1,m C,E,{wl,mq) (1.5.30)
LeEN{K) LeN(K)
En tenant compte du fait que f(ck ™) — f(ci™) est de méme signe que ¢ oL il
car la fonction f est strictement croissante il vient
( Z Doy Tx L) |cn+l o+l n+1,m‘ < Z Dey TK,Llcg-l_l’m _ CE+1,m_1|

LeN(K LEN(K)

Cette inégalité fournit, pour tous les éléments du maillage, la propriété de contraction recher-
chée pour la suite {c} nrl, ™} men- La méthode de point fixe (1.5.27,1.5.28) a été programmée.
Elle demande cependant des temps de calcul assez longs dus & 'utilisation d’un petit pas de
temps afin de limiter la diffusion numérique. En outre, elle fait appel & une méthode itéra-
tive pour la résolution de I’équation (1.5.29). Une autre méthode plus performante a donc
été recherchée.

Une autre idée consiste & utiliser comme inconnue principale la concentration totale en
chiorure p; définie par (I1.5.13). Introduisant !'expression de la masse volumique de chlorures
fixés p, donnée par (1.5.8) dans 'expression de la concentration totale en chlorure, il vient:

pr = ¢p5 + (1= &) f(ps) = Flog) (1.5.31)
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La résolution numérique requiert I'expression de py comme une fonction de g;. Compte tenu
du fait que la fonction f est strictement croissante, I'expression (1.5.31) implique bien, pour
chaque valeur de p;, une unique valeur de py = h(p:). Un schéma numérique de la forme de
celui proposé par Eymard et ol. dans [EGHS98] est alors envisageable:

— Y Darriy (Bwi™) = h(with)) =0, (1.5.32)

avec wjy l'approximation de p, sur le volume de contréle K dans l'intervalle de temps
[nk, (n + 1)k). Au contraire du cas du schéma (1.5.26), la méthode de Newton-Raphson
peut maintenant étre utilisée puisque :

lim K (p,) = lim (¢ + ¢rh{p,)" 1) =0 (1.5.33)
pr— pt—>0

Le schéma numérique donné par (1.5.32) permet donc Putilisation de la méthode de Newton-
Raphson pour la résolution du systéme d’équations non-linéaires. Cependant, la fonction 2
ne pouvant pas étre déterminée explicitement, 'inversion de I’équation (1.5.31) doit encore
se faire avec une méthode itérative.

La meilleure solution consiste en fait & utiliser comme variable d’état V'inconnue p, puisque
la fonction f donnée par (I1.5.8) est directement inversible sous la forme:

pr=r(2)" = a(o (L5.34

8

Avec cette variable, un schéma de volumes finis intermédiaire aux schémas (1.5.26) et (1.5.32)
et permettant la résolution numérique des équations (1.5.6,1.5.8) est :

¢pm(K) alsi') — alsk) + (1 - ¢)m(K) sk — sk
4 y (1.5.35)
= Y Dok (ol — alsi@h) =0.
LEN(K)

avec s}, l'approximation de g, sur le volume de contréle K et dans l'intervalle de temps
[nk, (n + 1)k). Le calcul de la dérivée de la fonction ¢ en zéro ne pose aucun probléme
puisque:

1 pg (pb)(l—v)hf

¢(p) =
(k1) ¥ s \ps

et que I'exposant (1 —+) /v reste strictement positif. Le schéma numérique donné par (1.5.35)
est donc optimal dans le sens o1 il permet I'utilisation de la méthode de Newton-Raphson et
qu’il ne nécessite aucune résolution d’équation non-linéaire intermédiaire. Il est donc retenu
pour I'application présentée dans la section suivante.
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I1.5.4 Exemple d’application

L’expérience modélisée consiste & mettre une face d’un échantillon cylindrique au contact
d’une solution & base de chlorure de sodium, 'autre face étant au contact d’une solution sans
chlorure. La cellule de diffusion utilisée pour sa réalisation est représentée sur la figure 1.5.2.
Les solutions amont et aval sont renouvelées fréquemment afin d’assurer des conditions aux
limites constantes au cours de l'essai. Au départ de I'expérience, les échantillons sont satu-
rés par leur solution interstitielle. L'expérience est réalisée de facon & assurer une diffusion
unidirectionnelle des chlorures selon la hauteur de 1'échantillon.

Joint
silicone

Compartiment

amont

Echantillon

poreux
F1G. 1.5.2 — Cellule de diffusion d’aprés Francy [Fra98].

<« Compartiment
aval

L’expérience modélisée a été réalisée par Francy [Fra98]. Le matériau placé au centre de la
cellule de diffusion est un mortier (M1-N) dit normal de rapport eau sur ciment (E/C) égal
a 0.5. La porosité ¢ du matériau est de 0.12 et sa masse volumique réelle p, de 2522 kg/ m?®.
Les parameétres pg et v de I'isotherme de Freundlich (I1.5.8) du matériau sont donnés par
Francy :

po = 1.3810° kg/m® v = 0.55. (1.5.36)

Les points expérimentaux de 'isotherme de Freundlich et la courbe continue déduite de
I’équation (1.5.8) et des valeurs des paramétres (1.5.36) de cette isotherme sont représentés
sur la figure 1.5.3.

L’échantillon testé posséde une hauteur de 1.15 cm et le coefficient de diffusion effectif des
chlorures dans le matériau est D = 2.31072 m?/s soit Dg; = 1.9107! m?/s. La concen-
tration en chlorures libres dans la cellule amont (i.e. p;) est fixée & 20 kg/m® alors que la
concentration de la cellule aval est maintenue & zéro. Ces conditions aux limites ont été
prises en compte dans le schéma numérique (1.5.35) afin de réaliser une simulation de la
progression du front de pénétration des ions chlorures. La figure 1.5.4 reproduit les profils en
concentration en chlorures totaux mesurés par Francy aprés 1, 7 et 32 jours de diffusion et
les prédictions numériques obtenues aux mémes échéances.
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F1G. 1.5.3 - Isotherme de fization du chlorure du mortier M1-N d’aprés Francy [Fra98/.

La figure 1.5.4 montre que les résultats numériques restituent de facon satisfaisante les va-
leurs expérimentales. Le modéle de diffusion et sorption donné par les équations (1.5.6,1.5.8)
modélise donc correctement le transport des chlorures dans un matériau poreux pour lequet
I’interaction entre les ions libres et fixés est décrite par une isotherme de Freundlich. De
plus, la résolution de cette équation par le schéma numérique (1.5.35) s’est montrée trés per-
formante et rapide. En particulier, elle permet de bien prendre en compte la frontiére libre
séparant la partie du matériau touchée par les chlorures de celle oli ces derniers n’ont pas
encore diffusé. Cette frontiére libre progressant a vitesse finie se constate sur les solutions
numériques de la figure [.5.4. Sa position aux deux premiers instants satisfait I'expression
(1.5.25), avec un coefficient § égal & 1.73. Avec cette valeur et I'expression (1.5.25), il faut
environ 26 jours et demi au front de pénétration pour atteindre le bord du matériau en
contact avec la solution aval. Le front de pénétration des chlorures prédit sur la figure 1.5.4
aprés 32 jours de diffusion a donc atteint la solution aval, sans pour autant que le régime
permanent ne soit encore obtenu.

D’un point de vue physique, il est intéressant de calculer une tortuosité a partir du coeflicient
de diffusion effectif utilisé dans la modélisation et du coeflicient de diffusion du chlorure de
sodium hors milieu poreux. A 20 kg de chlorure par m® de solution, soit (.56 moles de
chlorure de sodium par litre de solution, le coefficient de diffusion du chlorure de sodium en
solution DY, est environ 1.5107% m?/s (voir tableau A.1 de I’annexe A). Une estimation du
facteur de tortuosité du matériau d’étude est alors donnée par:

D¢y _ 19107
= 15100

La faible valeur de tortuosité ainsi calculée pour une porosité de 12% ne peut pas étre
expliquée & partir des théories classiques d’homogénéisation. Elle doit donc éire attribuée

7= =0.013 (1.5.37)
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Fi1G. 1.5.4 — Comparaison entre les profils en chlorure expérimentour et numériques.

a d'autres effets que les effets d’allongement de parcours classiquement retenus pour son
explication. Differents phénoménes peuvent alors étre évoqués:

1. Le coefficient de diffusion des ions chlorures dépend de l'ion auquel il est associé dans
son transport. Or la solution interstitielle des matériaux cimentaires contient une va-
riété importante d’ions. Par exemple, si le transport des ions chlorures se fait préfé-
rentiellement avec les ions calcium, le coefficient de diffusion Dg, qui sert de référence
dans (1.5.37) est de 1.33107° (coefficient de diffusion d’une solution. diluée 4 base de
chiorure de calcium). Ce changement de référence n’est cependant pas assez important
pour expliquer la faible valeur de tortuosité constatée.

2. 11 est aussi possible de s’interroger sur la validité de la loi de Fick utilisée dans (1.5.6)
pour décrire le transport diffusif des ions chlorures. En effet, les gradients de concen-
tration des différentes espéces présentes dans la solution interstitielle des matériaux
cimentaires peuvent également intervenir comme force motrice du transport des chlo-
rures en solution (voir par exemple [LCJR62|). La présence de ces différentes espéces
ioniques peut aussi engendrer des effets électriques et donc un transport par migration
des chlorures en solution non pris en compte dans {I.5.6) (voir par exemple [MGD95]).

3. Enfin, la faible tortuosité calculée en (1.5.37) peut étre attribuée & Vexistence de forces
physiques s’exercant entre les molécules en solution et la matrice cimentaire. Ces forces
de courtes portées réduisent les transferts prés des parois solides. Elles peuvent conduire
4 une augmentation de la viscosité de la solution au voisinage de ces parois (voir [SD91}

page 473) et donc 4 une réduction de la diffusion dans ces zones selon 1'expression de
Stokes-Einstein (A.54) (voir annexe A}.
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Pour toutes ces raisons, il est plus prudent de qualifier le facteur de tortuosité calculé par
(1.5.37) de facteur de tortuosité apparent, comme le suggérent Shackelford et Daniel [SD91].

Enfin, Francy met en évidence dans |[Fra98] une dépendance en concentration en chlorures
libres du coefficient de diffusion effectif des ions chlorures plus importante que celle constatée
hors milieu poreux. En outre, Paugmentation du coefficient de diffusion du chlorure de sodium
hors milieu poreux pour des fortes concentrations en soluté n’est pas observable sur les
résultats de Francy. De fait, cette variation du coefficient de diffusion effectif montre que les
mécanismes expliquant la faible valeur du facteur de tortuosité apparent doivent dépendre
de la concentration en chlorures libres dans la solution interstitielle.

1.5.5 Conclusion

La modélisation du transport des chlorures en milieu poreux saturé avee fixation instantanée
a la matrice solide a été décrite. Le cas d’une isotherme de Freundlich a été plus particu-
liérement traité car il pose des problémes numeériques du fait d’une pente infinie de cette
isotherme au voisinage d'une concentration nulle. Cette pente infinie est 4 l'origine dans le
modéle d’une profondeur de matériau atteinte par les chlorures, la diffusion des chlorures
étant nulle en dehors de cette zone. Un schéma numérique (1.5.35) permettant de s’affranchir
de ce probléme a été introduit et a permis la modélisation d’une expérience de la littéra-
ture. La comparaison entre les résultats expérimentaux et numérique est satisfaisante et
met en évidence un facteur de tortuosité apparent trés faible. Cette faible tortuosité a alors
été expliquée par d’autres effets qu'un allongement de parcours des ions chiorures en solution.

Le schéma numérique utilisé constitue donc un moyen puissant de caractériser les épaisseurs
de matériaux touchés par les chlorures. Il est aussi facilement adaptable afin de prendre
par exemple en compte les effets de la concentration en chlorure libre sur son coefficient de
diffusion en solution. La simplicité de la méthode des volumes finis autorise aussi la résolu-
tion du modéle sur des géométries complexes comme des structures réelles du Génie civil.
La méthode proposée fournit ainsi a I'ingénieur un outil permettant d’estimer les risques de
corrosion des armatures métalliques de tels ouvrages. En outre, lorsque le coefficient de diffu-
sion des chlorures dans un matériau donné n’est pas connu, la méthode numérique proposée
peut étre utilisée sur des expériences de laboratoire pour son estimation. Elle constitue donc
aussi une méthode de mesure d’un coefficient de diffusion en régime transitoire avec prise en
compte d’une isotherme de fixation non-linéaire.



Chapitre 1.6

Bilan et perspectives des travaux

Le chapitre 1.3 a mis en évidence la complexité du phénoméne de lixiviation des matériaux
cimentaires. De fait, le modéle de dissolution d’un unique minéral présenté dans les deux pre-
miers chapitres permet une compréhension du couplage entre diffusion et dissolution dans les
milieux poreux. En particulier, les solutions analytiques construites apparaissent comme des
outils puissants pour la validation de codes de calcul ou I'estimation d’ordres de grandeur.
Cette modélisation simplifiée a aussi permis 'étude de 'effet d'une cinétigue de dissolution
sur la -dégradation chimique. Cet effet devient difficile & observer pour des temps grands
" devant le temps caractéristique de la dissolution, pour lesquels le comportement obtenu en
dissolution instantanée est retrouvé. Une méthode a cependant été proposée afin d’estimer
“ce temps caractéristique de dissolution a partir de la donnée expérimentale d’un front de
dissolution. |

Les bétons, et plus généralement les matériaux cimentaires, étant peu perméables et poreux,
le transport d’espéces ioniques est la plupart du temps purement diffusif et trés lent. Par
conséquent, dans le cas de la lixiviation des matériaux cimentaires, I’hypothése d'un équilibre
instantané entre les phases liquide et solide est le plus souvent vérifiée. Il n’en est pas de
méme pour les sols dans lesquels le transport convectif d’une ou de plusieurs phases liquides
préedomine ou fait jeu égal avec le transfert diffusif. La prise en compte d’une cinétique de
dissolution pour modéliser le mouvement d’espéces chimiques en phase liquide apparait alors
plus adaptée a ce type de milieu poreux.

L’étude de la lixiviation des matériaux cimentaires a été menée & partir d’un modeéle connu
reposant sur la seule équation de conservation de la masse de calcium en solution. Par rapport
aux résultats déja établis, ce travail a considéré un front de dissolution de la portlandite réel-
lement raide, conduisant & un probléme dit dégénéré. Ce choix est le plus en accord avec les
profils constatés sur matériaux cimentaires pour lesquels ce front de dissolution est tounjours
bien marqué. La comparaison avec les résultats expérimentaux de Adenot [Ade92] a alors
donné lieu 4 une bonne concordance, en terme d’épaisseurs dégradées comme de quantité
de calcium lixivié. Par ailleurs, une étude de sensibilité de la modélisation & ses paramétres
d’entrée a montré I'importance d’une détermination précise de la variation de la porosité au
cours de la dégradation du matériau. Enfin, deux calculs bidimensionnels correspondant & la
lixiviation accélérée d’un échantillon en pate de ciment fissuré ont été présentés. La compa-
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raison de ces résultats avec les expériences illustrées par Tognazzi [Tog98] a mis en évidence
I'importance d’un transport convectif dans la fissure modéle de 'échantillon et son effet sur
la dégradation chimique du matériau. Bien que peu probable, la présence de fissures larges
et rectilignes sur un site de stockage généreraient alors un risque de re-larguage d’éléments
radioactifs pour ’environnement.

Le chapitre sur le couplage entre diffusion et fixation des ions chlorures dans les matériaux
cimentaires saturés a souligné les effets d’une isotherme de fixation de Freundlich sur la
pénétration des chlorures. La pente infinie a I'origine de cette isotherme entraine dans la mo-
délisation une épaisseur finie de matériau touché par les chlorures. La restitution de résultats
expérimentaux de la littérature (Francy [Fra98]) par cette modélisation utilise une trés faible
valeur du coefficient de diffusion effectif des chlorures dans les matériaux cimentaires. Le
faible facteur de tortuosité apparent qui en résulte doit par conséquent é&tre attribué a la
nature complexe de la solution interstitielle de ces matériaux.

Du point de vue numérique, le schéma de volumes finis mis en ceuvre dans le cas de la sorption
des ions chlorures permet une résolution simple et la prédiction des épaisseurs de matériau
affecté par le sel. Dans le cas de la dissolution, les fronts de dissolution sont difficiles & bien
capter car trés raides. La méthode des volumes finis a montré ses capacités & bien situer ces
fronts. Ce résultat est en partie dii & la stabilité de cette méthode et au fait qu’elle assure une
conservation discréte des grandeurs extensives, en particulier ici des flux entre éléments. La
qualité d’une approximation numeérique & base de volumes finis a par exemple été démontrée
avec la solution analytigue obtenue dans le premier chapitre pour une dissolution instanta-
née. Dans ce cas, la solution numeérique a en effet permis une prédiction précise de la position
du front de dissolution. La méthode des volumes finis s’est aussi montrée particuliérement
efficace pour modéliser la dégradation au nitrate d’ammonium ol elle a été mise en ceuvre
sur un maillage & pas d’espace variables et en présence d’une forte non linéarité.

La fissure modéle analysée dans le chapitre 1.3 a pu &tre prise en compte dans les maillages
bidimensionnels utilisées du fait de son caractére géométrique simple. L'utilisation d’élé-
ments unidimensionnels pour représenter la fissure simplifierait cependant la mise en ceuvre
du schéma, et permettrait la modélisation d’éléments de structure possédant un réseau com-
plexe de fissures. Le schéma devrait alors étre modifié afin de prendre en considération la
largeur exacte des fissures. De tels développements autoriseraient alors une étude plus géné-
rale des effets de la fissuration sur la dégradation chimique des matériaux cimentaires.

Enfin, quelle que soit la méthode de résolution utilisée pour le traitement des fronts de
dissolution, ces discontinuités requiérent un maillage assez dense des zones du matériau
susceptibles d’étre dégradées. Cette contrainte limite ainsi ’emploi des méthodes & maillage
fixe pour la prédiction de I'altération de structures plus grandes comme un site complet de
stockage de déchets nucléaires. L'utilisation de maillage évolutif pour ce type de probléme
mériterait alors une plus grande attention.



Deuxiéme partie

Diffusion non-linéaire en milieux poreux
partiellement saturés






Chapitre 11.1

Séchage et durabilité du béton

Une bonne prédiction du transfert de Phumidité dans les bétons est déterminante pour les
études de durabilité des structures du Génie civil. Le transport de contaminants dans ces ma-
tériaux est en effet souvent assuré principalement en phase liquide comme c’est par exemple
le cas des ions chlorures, apportés par les sels de deverglagage ou un environnement marin.
Lorsque la distance de pénétration des chlorures devient importante, il peut se produire une
corrosion des armatures métalliques (voir [RACT98|) et & terme la rupture de la structure
métallique. En phase gazeuse, le contaminant extérieur peut étre le gaz carbonique. Lorsque
le béton est particllement désaturé en eau liquide, le dioxyde de carbone pénétre au cceur du
matériau par diffusion gazeuse. En se dissolvant dans la solution interstitielle du matériau,
le gaz carbonique peut provoquer une dissolution partielle de la phase solide du béton (voir
[Cha97]). La structure devient alors plus fragile et les risques de corrosion plus importants
du fait de la diminution de PH liée & la dissolution de la portlandite. Enfin, la diminution
de la teneur en eau dans le béton engendre des effets capillaires importants. Ces derniers
peuvent induire des fortes contraintes de traction dans le matériau et des risques de fissura-
tion lorsque le retrait du matériau est empéché (voir {Las94], [CEL98|). Dans les exemples
précédents, les propriétés (en particulier mécaniques) du matériau sont affectées. La maitrise
de la durabilité des structures exige ainsi de comprendre et de prévoir comment s’effectuent
les transferts d’humidité dans les matériaux cimentaires.

La principale cause de changement de teneur en eau liquide des matériaux cimentaires des
structures du Génie civil est leur séchage représenté sur la figure II.1.1. Une bonne prédiction
de ce séchage ne peut s’effectuer qu’avec la connaissance de certains parameétres propres au
matériau étudié. Beaucoup de ces paramétres sont accessibles par des mesures classiques.
C’est en particulier le cas de la porosité et de la perméabilité au gaz et, dans une moindre
mesure, celui de la relation entre la pression capillaire et la saturation en eau du matériau
4 travers des expériences de sorption isotherme (voir [BB94], [Ra097]). D’autres parameétres
clés du matériau restent néanmoins plus difficilement accessibles par des mesures classiques.
C’est particuliérement le cas de la perméabilité & I’eau des bétons modernes dont la mesure
directe nécessiterait le recours & des gradients de pression de I'eau liquide souvent trop élevés
pour les perméamétres traditionnels. L’étude des transferts d’humidité au cours du séchage
des matériaux cimentaires conduira & la proposition d’une méthode alternative de mesure
de la perméabilité intrinséque. Cette méthode repose sur 'analyse de la perte en poids subie
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Matériau poreux phase gazeuse
(air sec+vapeur d'eau)

F1G. 11.1.1 — Représentation du séchage des matériaux cimentaires.

au cours du séchage qui met en jeu des gradients de pression trés élevés provoquant des flux
d’eau liquides significatifs.

Visant souvent & représenter les mémes phénomeénes physiques, les modélisations des trans-
ferts hydriques sont pourtant variées et complexes. Il est ainsi souvent mal aisé de cerner
le domaine exact de validité des hypothéses qui tendent a simplifier ces modélisations pour
fournir a l'ingénieur un outil qui soit plus immeédiatement opérationnel. Ceci rend souvent
difficile une caractérisation des propriétés de transfert d’un matériau particulier qui soit 4 la
fois intrinséque, quantitative et validée. De fait, cette caractérisation est fortement tributaire
du modéle retenu in fine pour représenter les transferts hydriques. Ceci est d’autant plus
marqué pour des matériaux peu perméables comme le sont les matériaux & base cimentaire.

Parmi les hypothéses les plus couramment utilisées pour décrire le séchage des milieux po-
reux, se trouve souvent celle d’'une pression de gaz constante et uniforme dans le matériau
et égale a la pression atmosphérique. Cette hypothése, naturelle pour les sols, repose sur une
idée assez familiére : toute variation de la pression du gaz au sein du matériau, quelle qu’en
soit son origine, se dissipera quasi-instantanément (4 ’échelle du temps de séchage) sous
Paction de trés rapides transports convectifs darcéens du mélange gazeux qui sont rendus
possibles par la forte perméabilité du matériau au gaz du fait de la faible viscosité de ce
dernier. Si de plus, le transport d’humidité en phase gazeuse est supposé purement diffusif,
les transferts hydriques peuvent étre décrits par une seule équation de diffusion gouvernant
la teneur en ean. Ce type d’équation est attrayant car il permet d’identifier un coeflicient
global de diffusion hydrique & partir des résultats expérimentaux accessibles, qu’ils soient
sous forme de perte de poids ou de profils en humidité ou teneur en eau. Malheureusement,
cette démarche d’identification ne valide en rien les hypothéses supposées a priori et ne per-
met pas une compréhension avérée des processus de transport mis en jeu au cours du séchage.
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Une modélisation compléte des transferts hydriques considérant en particulier une pression
de gaz non nécessairement constante et les transports diffusif et darcéen des constituants
gazeux (i.e. lair sec et la vapeur d’eau) apparait donc plus adaptée. Par la comparaison
in fine entre les résultats qu’elle prédit et les résultats expérimentaux, cette approche doit
permettre une meilleure compréhension des phénoménes réellement actifs au cours du sé-
chage. En outre, si tous les paramétres du modéle sont a prior: connus, cette comparaison
doit conduire & sa validation. Inversement, si un parameétre est inconnu au départ, il peut
8tre identifié & partir du résultat expérimental. Dans la perspective finale d'une caractéri-
sation plus fiable des propriétés intrinséques de transferts hydriques des matériaux a base
cimentaire, c’est cette démarche plus compléte qui est retenue dans ce mémoire. Cependant,
afin de bien comprendre la différence entre les deux démarches évoquées, celle basée sur une
pression de gaz constante et conduisant a une seule équation de diffusion est parallélement
mise en ceuvre dans cette étude. La comparaison entre les deux modéles permet en particulier
de comprendre les restrictions imposées lorsque la pression de la phase gazeuse est supposée
constante et uniforme, restrictions qui se révéleront inadéquates pour les matériaux faible-
ment perméables. '

Le plan de cette partie le suivant :

Comme préalable et comme référent commun possible & toutes les modélisations, la loi de
Fick de la diffusion d’un gaz par rapport a un autre est tout. d’abord rappelée, hors du
contexte plus spécifique des milieux poreux. Le fait que I'expression de la vitesse de diffusion
d’un constituant dépende du choix retenu pour décrire la vitesse du mélange est en particulier
souligné. Les différentes formulations possibles de cette loi de diffusion sont précisées, ainsi
que l'expression du coefficient de diffusion qu’elles introduisent, en liaison avec la théorie
cinétique des gaz.

Dans le troisiéme chapitre, les éléments d’une modélisation macroscopique isotherme du sé-
chage d’un milieu poreux sont introduits. Cette modélisation considére une phase liquide
d’eau pure et incompressible et un mélange gazeux idéal constitué d’air sec et de vapeur
d’eau. La formulation des différentes lois de transferts hydriques au sein du milien poreux
est alors entreprise. Cette formulation est replacée dans le cadre de la thermodynamique
des processus irréversibles qui donne un argument décisif en faveur du choix d’une vitesse
molaire moyenne & retenir dans la Joi de Darcy de filtration du mélange gazeux, disqualifiant
ainsi d’autres choix a priori envisageables. Les cas limites ol le transfert darcéen du gaz
peut étre négligé et d’une modélisation & pression de mélange gazeux constante en I'absence
de mouvement convectif de la vapeur d’eau sont aussi étudiés.

Le quatriéme chapitre présente des expériences de séchage rapportées dans la littérature
ainsi que les matériaux & base de ciment utilisés dans ces essais. Les parameétres nécessaires
4 la modélisation sont introduits, soit & partir de données expérimentales, soit d’expressions
théoriques. Le seul paramétre pour lequel aucune estimation fiable n’est disponible est la
perméabilité intrinséque a I'eau liquide. La mise en ceuvre numérique, fondée sur la méthode
des volumes finis, est détaillée dans le cas des modéles introduits dans le deuxiéme chapitre.
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Le cinquiéme chapitre est consacré a4 une comparaison entre les résultats des expériences de
séchage et ceux issus des différentes mises en ceuvre numériques. Dans un premier temps, la
modélisation & pression de gaz constante ne permet pas une bonne restitution de I’histoire
des pertes en poids d’éprouvettes en péte de ciment ou béton. Au contraire, la modélisation
compléte permet d’identifier, & partir de ces cinétiques expérimentales, la perméabilité dite
absolue ou intrinséque des matériaux cimentaires d’étude. Cette identification est discrimi-
nante puisque, pour représenter ’histoire compléte expérimentale des pertes en poids, une
seule valeur numérique est 4 déterminer. L’étude des résultats met en évidence le mode de
transport de '’humidité au cours du séchage et explique pourquoi la modélisation & pres-
sion de gaz constante échoue dans la restitution des cinétiques de séchage expérimentales.
Finalement, ces résultats autorisent une nouvelle modélisation plus simple des transferts
d’humidité dans les matériaux cimentaires. Cette modélisation débouche alors sur une mé-
thode indirecte permettant la caractérisation du paramétre clef du séchage des matériaux
faiblement perméables: la perméabilité intrinséque mesurée avec de I'eau liquide.



Chapitre 11.2

Diffusion des gaz

La diffusion de la vapeur d’eau a travers ’air est un phénomene qui doit étre pris en compte
dans les modéles de séchage. Le phénoméne de diffusion d'un gaz par rapport & un autre
est régi par la loi de Fick. Cette derniére loi nécessite la définition d’une vitesse de référence
du mélange gazeux au sein duquel s’effectue la diffusion. Ce premier chapitre rappelle tout
d’abord quelques éléments de la théorie des transferts de masses gazeuses par diffusion.
Soit un mélange idéal de deux gaz, A et B, initialement au repos, & pression totale de gaz
constante pg, et supposons que la concentration en A (respectivement en B) dans la partie
droite de l'espace est plus grande (respectivement plus petite) que sa concentration dans la
partie gauche de I’espace. La diffusion du gaz A vers la gauche et celle du gaz B vers la droite
traduit alors la tendance spontanée du rétablissement de I'uniformité de leur état dans tout
I'espace. Si les vitesses de diffusion de ces deux gaz sont différentes, il se crée une variation
de pression totale du gaz par rapport & la pression de départ p,. Cette variation de pression
du mélange gazeux engendre donc également un mouvement global du gaz. Le mouvement
d’un constituant est donc la superposition du mouvement advectif giobal du mélange gazeux
(qui tend & égaliser sa pression) et du mouvement diffusif de ce constitnant & travers le
mélange gazeux (qui tend uniformiser son état). La formulation de la loi de diffusion des
masses gazeuses nécessite donc le choix d’une vitesse de référence pour le mélange gazeux,
vitesse dont dépendra l'expression de la vitesse ou du flux de diffusion.

I1.2.1 Vitesse de référence d’un mélange

Ce paragraphe rappelle les expressions des différentes vitesses de référence possibles pour un

mélange. Ces expressions ainsi que les lois de diffusion qui en découlent sont présentées dans
|TK93.

Soit maintenant un mélange gazeux comportant n constituants possédant chacun sa propre
vitesse notée v;. La vitesse de référence du gaz v est une combinaison barycentrique des n
vitesses de chaque constituant:

vg = Z a; Vi. (I1.2.1)

i=1

- 131 -
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Les coefficients a; sont les poids de la vitesse de référence et ne possédent pas de dimension.
Ils doivent vérifier: 7

> a=1 (11.2.2)
i=]

Afin de donner les expressions des vitesses de référence les plus usuelles, les notations sui-
vantes sont introduites:

TaB. 11.2.1 — Notations massiques et molaires.

Pi masse volumique du constituant gazeux i, kg/m3
_ .
lumique du mél L P = | kg/m3
Pg masse volumique du mélange gazeux: p, = » p;, | kg/m
i=1
E; = 2i 1 fraction massique en constituant gazeux i, (-)
Py
Ci concentration molaire en constituant gazeux s, mol /m?
g concentration du mélange gazeux: ¢, = Z i, mol/ m?
i=1
c; : i . :
C; = = | fraction molaire en constituant gazeux i. {-)
¢
9

Les vitesses de référence les plus utilisées sont la vitesse molaire moyenne v et la vitesse
massique moyenne ou vitesse barycentrique v&:

g

vi=)Y Civi (11.2.3)
i=1

ve=> "Ev (11.2.4)
=1

Certains auteurs [dGM84], [RPP87], {Smi97] et plus particuliérement {Cus97] considérent
également comme vitesse de référence une vitesse volumique moyenne vy définie par:

vi=) alivi, (11.2.5)
i=1

avec 7; volume molaire partiel du constituant 7 défini par (voir par exemple [Did84] page
18):

¥ = (av (IL.2.6)

on; )Pg Tmgzg
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avec V' volume occupé par le mélange, p, sa pression, T sa température et n; le nombre de
moles de constituant 7. Les volumes molaires des constituants du mélange satisfont 1'égalité
suivante (voir [Did84| page 18 ou [dGM84] page 458):

V=> na (11.2.7)
i=1

Cette derniére égalité montre que les poids a; = ¢;o; de (I1.2.5) vérifient bien la relation
(I1.2.2) car:

i
La vitesse volumique moyenne se confond avec la vitesse massique moyenne lorsque la masse

volumique du mélange est constante. Ce résultat est démontré par Cussler [Cus97] page 55
de la fagon suivante:

_ d 0
il = ci(a—:;)pgmn#i = pi(B_:r;)pg,T,m#i (I1.2.9)

De plus, par définition de la masse volumique du mélange, le volume V' s’exprime sous la
forme:

1
V==3"m (11.2.10)
Py k
Comme p, est constant par hypothése, (11.2.9) devient:

_p (3mk) P
Gl = — =—=F; I1.2.11
o Py ; Om; /o, Tmizi Py ( )

Ainsi, pour un mélange 4 masse volumique constante, la vitesse volumique moyenne et la
vitesse massique moyenne sont identiques. Lorsque c¢’est la concentration du mélange qui est
constante, la vitesse volumique moyenne équivaut cette fois ci 4 la vitesse molaire moyenne.
En effet, de fagon similaire au cas & masse volumique constante, il vient pour ¢, constant :

oV ) ¢ ( ony )
on; P Tomjati Cq on; P TN

it = i = C, (I1.2.12)
Dongc, pour un systéme & concentration totale constante, les vitesses molaire et volumique
moyennes sont identiques. Dans le cas particulier d’un mélange idéal de gaz parfaits, la
concentration totale est proportionnelle & la pression totale du mélange. De fait, les vitesses
molaire et volumique moyennes d'un mélange idéal de gaz parfaits & pression constante sont
identiques. Ce résultat reste d’aillenrs vrai lorsque la pression du mélange idéal n'est pas

constante et peut étre démontré a partir de I'expression du volume molaire partiel donnée
dans [Did84| page 19:

7 = (gg;;)r’nj (I.2.13)
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avec (; potentiel chimique molaire du constituant ¢. Dans le cas d’un mélange idéal de gaz
parfaits, ce potentiel n’est une fonction que de la température et de la pression partielle p;
du constituant ¢ et vérifie en particulier:

(g’;f)% - Cl (I1.2.14)

Donc, dans le cas d'un mélange idéal de gaz parfaits pour lequel, p; = (n;/n,y)p,, le volume
molaire partiel devient:

B = (g‘pf)m (gﬁ:)ﬂnj - -}c ~ é =3 (I.2.15)

avec ¥ volume molaire du mélange. Les poids de la vitesse volumique moyenne s’écrivent
alors pour un mélange idéal de gaz parfaits sous la forme:

C;
Cq
qui sont aussi les poids de la vitesse molaire moyenne.

En résumé, la vitesse volumique moyenne est la vitesse molaire moyenne dans le cas d'un
mélange idéal de gaz parfaits ou lorsque la concentration du mélange reste constante. C’est
la vitesse massique moyenne quand la masse volumique du mélange reste constante.

Enfin il est également possible de prendre un constituant particulier du mélange gazeux pour
définir la vitesse de référence du gaz. La vitesse du constituant majoritaire dans le mélange
est en général celle retenue. En repérant par V'indice s ce constituant particulier, ce choix de
vitesse de référence correspond & un poids a; = 1 et les autres poids nuls.

I1.2.2 Vitesse de diffusion par rapport & une vitesse de
référence

Les vitesses et les flux de diffusion des constituants vont maintenant étre exprimés en fonction
de la vitesse de référence choisie et Ia nature physique du flux. Soient tout d’abord les vitesses
molaire wf et massique w de chaque constituant ¢:

Wi = ¢V wi = p;vi (11.2.17)
Bien entendu ces vitesses sont liées entre elles par 'intermédiaire de la masse molaire de
chaque constituant :
wi = M, wf - (11.2.18)
avec M; = p;/c; masse molaire du constituant ¢ du mélange gazeux.

Les vitesses massique ou molaire de diffusion (ou flux de diffusion) du constituant gazeux ¢
par rapport & la vitesse de référence du gaz sont aussi définies par:



Ch. I1.2: Diffusion des gaz - 135 -

I = pi(vi—vh), (11.2.19)
I o= a(vi—vg), (11.2.20)
J = clvi—vy). (I1.2.21)

J? est la vitesse massique de diffusion du constituant ¢ par rapport & la vitesse de référence
v§ du gaz. J{ et J{ sont les vitesses molaires de diffusion du constituant ¢ respectivement
par rapport aux vitesses de référence vg et vz du gaz.

Les expressions (11.2.19) & (11.2.21) conduisent aux relations suivantes entre la vitesse mas-
sique ou molaire de chaque constituant 7 et sa vitesse massique ou molaire de diffusion:

wi pivh + 3¢, (I11.2.22)
wi = ¢vg+Ji, (11.2.23)
wi = vy +Jy. (I1.2.24)

I1 est possible d’exprimer la différence entre les vitesses de référence massique et molaire moy-
ennes en fonction de la différence entre les vitesses de diffusion massique J¢ et molaire J§
pour tout constituant du mélange. En effet, utilisant (I1.2.18), les deux expressions (11.2.22)
et (I1.2.23) entrainent :

pi(ve —vg) = MJ; — J¢ (11.2.25)

1l existe une relation liant les vitesses de diffusion (molaire ou massique) de tous les consti-
tuants gazeux relatifs 4 la méme vitesse de référence (i.e. v§, vg ou vg). Cette propriété
peut étre obtenue A partir des définitions (I1.2.19-I1.2.21) des flux de diffusion, des définitions
(I1.2.3-11.2.5) des vitesses de référence et de la propriété (11.2.2). Selon la vitesse de référence,
il vient:

i ¥ o= p(vi—vE)=0 (I1.2.26)

i=1 i=1
S>I =) avi—v)=0 (11.2.27)
g1 i=1

Youdy = ) wmiei(vi-vy) =0 (11.2.28)
i=1

i=1

A ce stade des seules définitions aucune vitesse de référence n’est & privilégier a priori. La
question ne se posera que lors de la formulation des lois physiques, en particulier celle de
la convection d’'un mélange gazeux & travers un milieu poreux, & savoir la loi de Darcy.
Le tableau 11.2.2 récapitule les différentes expressions des vitesses de référence ainsi que les
relations sur les vitesses massique ou molaire de diffusion qui en découlent.
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TAB. 11.2.2 — Récapitulatif des vitesses de référence.

poids | vitesse de référence | flux de diffusion | propriété sur les vitesses de diffusion
k3 T
E; ve=Y"Ev; | I =pi{vi—vE) > I =0
i=1 i=1
n n
C; Vg = E Civ; Jf——-ci(vi—vg) ZJ?=O
i=1 i=1
n n
c;U; v‘g’ = _;_ CitiVi J; = ci(vi— V;) Z"ji']? =0
i=1 i=1

Le cas d’un mélange 3 deux constituants va maintenant étre détaillé afin de pouvoir énoncer
12 loi de Fick. Le cas d’un mélange idéal de trois constituants gazeux est présenté en annexe
B. 1l constitue une bonne introduction au cas général & n constituants et fait apparaitre deux
gradients de fractions molaires dans 'expression des flux de diffusion.

I1.2.3 Cas d’un mélange binaire

Soit un mélange de deux gaz repérés respectivement par les indices 1 et 2. Ce paragraphe
donne 'expression de la loi de Fick de diffusion mutuelle d’un gaz dans 'autre telle qu’issue
de la théorie cinétique des gaz pour une vitesse de référence molaire moyenne. Les expressions
de la loi de Fick pour les autres vitesses de référence en sont alors déduites. L’expression du
coefficient de diffusion issu de la théorie cinétique des gaz est également rappelée.

11.2.3.1 Loi de Fick

La loi de Fick donne 'expression du flux de diffusion du constituant 1 ou 2 relativement
au mélange gazeux. Sa forme différe suivant le choix de la vitesse de référence adopté pour
le mélange gazeux. Dans le cas d’une vitesse de référence molaire moyenne, la loi de Fick
s'écrit :

J{ = ~D;¢, grad C; (11.2.29)

Cette expression est donnée dans de nombreux ouvrages: [BSL60] page 502, [dGM84] page
252, [RPP87| page 579, [TK93] page 50, [Cus97] page 54. Elle décrit le transfert diffusif de
chaque constituant indépendamment des effets de la pression totale du mélange gazeux et
de sa température. L’expression (I1.2.29) du flux diffusif de matiére consécutif & un gradient
de fraction molaire peut donc étre considérée valable pour une pression totale de gaz et une
température variables.

Le coefficient D; qui apparait dans cette relation s’appelle le coefficient de diffusion du consti-
tuant i et s’exprime en m?/s. Son expression & partir des résultats de la théorie cinétique des
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gaz [HCB54] est donnée dans la partie 11.2.3.4. 1l est néanmoins déja possible de montrer que
ce coefficient est le méme pour les deux constituants du mélange. En effet, sommant (11.2.29)
sur les deux constituants et utilisant la propriété (I1.2.27) et la relation € 4+ Cy = 1, il vient:

D1:D2:D

Les coefficients de diffusion pour les deux constituants du mélange sont donc égaux 4 un
méme coefficient D. Dans le cas d’une vitesse de référence molaire moyenne, la loi de Fick
(I1.2.29) est ainsi réécrite sous la forme:

J; = —Dc, grad C; (I1.2.30)

L’expression de la loi de Fick correspondant au choix d’une vitesse de référence massique
moyenne va maintenant étre obtenue & 'aide de (11.2.30). Fixons ¢ = 1, 'expression (11.2.20)

du flux de diffusion est alors réécrite en utilisant la définition de la vitesse molaire moyenne
(I1.2.3): ‘

Ji = Cl((l — Cl)V]_ - Csz) = Clcg(vl — Vz) (11231)
La méme démarche est menée avec la vitesse massique de diffusion par rapport a vh et
conduit &:

J'; = pl((]- — El)V]_ — E2v2) = plEg(Vl - Vz) (11232)

Les équations (11.2.31) et (I1.2.32) fournissent 'expression de la vitesse de diffusion massique
par rapport & v comme fonction de la vitesse de diffusion molaire par rapport a vg:

Abye  pp g, S (I11.2.33)

=
VG, Py

L’équation (I1.2.30) injectée dans la précédente donne alors une premiére expression de la
loi de Fick dans le cas d’une vitesse de référence massique:

2

30 = —D MM, grad G (I1.2.34)

g

Cette relation peut étre modifiée pour faire apparaitre une forme plus connue de I'expression
de la vitesse de diffusion massique & partir du gradient de E;. Pour cela, une relation liant
E; et C| est nécessaire.

Or,

et comme
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I'expression suivante de C; est obtenue

MyE,

¢ = MyE, + M Ey’

Comme F, + E; =1 et — = M;-2 par définition de C; et E;, il vient successivement :

C; Py
8C, MM, GG 1 p
0E, (MEi+ M\E,))*  E\E, MM,

Combinant (11.2.34) et {I1.2.35), une forme plus connue de la loi de Fick pour le constituant
1 dans le cas d’une vitesse de référence massique moyenne est déduite :

(11.2.35)

J{ = —Dp, grad E;

Comme pour 'équation (11.2.30) cette expression est valable pour une pression totale du
mélange gazeux et une température variables. Le méme résultat pouvant étre obtenu pour
le deuxiéme constituant, le flux de diffusion massique du constituant ¢ par rapport a une
vitesse de référence massique moyenne s’écrit :

J¢ = —-Dp, grad E; (I1.2.36)

En résumé, les différentes formes des flux de diffusion sont :

2

A
¢ = —-De¢,gradC; = ————D
Js e 8 L Mac, grad F;
(11.2.37)
NIIMQCQ
J¥ = -Dp,grad E; = ; D grad C;
g

Ces expressions sont identiques a celles que l'on peut trouver dans [dGM84] page 252 et
[Smi97] chapitre 2.

L.a loi de Fick peut étre également formulée en adoptant une vitesse de référence volumique.
Les égalités

J‘{ = Cl((l - Cl’l_)l)Vl - CQ'I_)QVz) = Clcgﬁg(vl - Vz) (11238)

t (11.2.31) fournissent en effet la relation entre J, vitesse molaire de diffusion par rapport
& vy et Ji, vitesse molaire de diffusion par rapport & vg:
C1C2¥2 Je = Caty
Clcg 1 Cz
Grace & (I11.2.30), une premiére expression de la loi de Fick en adoptant une vitesse de
référence volumique (pour j # 4) est déduite:

Iy =

I (I1.2.39)
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C

Dans le cas d’un mélange idéal de gaz parfaits C; = ¢v; et I'égalité J{ = J{ est bien
satisfaite. Dans le cas contraire, il est possible d’obtenir une expression plus connue de
la vitesse molaire de diffusion lorsque la pression et la température du mélange restent
constantes. Cette expression nécessite le calcul de la dérivée partielle de C; par rapport a ¢
4 température et pression constantes. La définition (I1.2.6) du volume molaire partiel permet
d’écrire :

3 = -DZ¢, grad C; (I1.2.40)
J

(dV)7p, = t1dny + Tadny
Utilisant C; + C» = 1, il vient pour la quantité spécifique o = 1/¢,,
(dO)rp, = (U1 — B2) dC)
qui entraine

(56 )1, = =%

La dérivée partielle de ¢, par rapport a C; & température et pression constantes vérifie donc:

an . _ . I
(565)s, =" -2 =-G @ - 0) (11.2.41)

Les relations (I1.2.8) et (11.2.41) permettent alors les égalités suivantes:

) 8(Cic,)
(55),,, = (52,

= C4— Clcg(’tj]_ - '172)

cy(1 — a1ty + ¢172))

If

— 25
= Cg'Ug

Cette derniére équation introduite dans (I1.2.40) fournit une deuxiéme expression de la vitesse
de diffusion molaire par rapport 4 la vitesse volumique moyenne & température et pression
constantes. Dans le cas du consiituant 1, cette expression est donnée par:

Calo oC,
J=-D—"c¢ (—) rad ¢; = —D grad ¢
b Co g de; T\pg s ' 8 '
Un résultat similaire est possible pour le second constituant gazeux. Finalement |’expression
de la loi de Fick, dans le cas d'une vitesse de référence volumique et sous température et

pression de gaz constantes, s’écrit :

JY = —D grad ¢ (11.2.42)
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Cette forme de loi de diffusion est identique aux expressions données dans [dGM84] page
252, |RPP87] page 579, [BB91| page 138 et aussi [TK93| page 51. L’expression (11.2.42) est
la. forme la plus simple du flux de diffusion car elle ne fait apparaitre que le seul coefficient
de diffusion D en facteur d’un gradient. C’est sans doute cette raison qui en fait 'expression
la plus souvent utilisée pour décrire la diffusion dans un mélange & deux constituants. Cette
forme simple de la loi de Fick n’est toutefois valide que sous température et pression du
mélange gazeux constantes. Cette derniére hypothése n’étant pas toujours justifiée pour
décrire la phase gazeuse d’un milieu poreux lors de son séchage, les expressions (I1.2.30) et
(I1.2.36) seront en général préférées.

11.2.3.2 Comparaison des vitesses de référence molaire et massique
moyennes

Cette partie met en évidence l'écart entre la vitesse molaire moyenne et la vitesse massique
moyenne en fonction du coefficient de diffusion. Ce calcul est réalisé & partir de l'expression
(I1.2.25) de la différence de ces vitesses en fonction des flux de diffusion maintenant connus.
Les différentes expressions de la loi de Fick données par (I1.2.37) sont don¢ introduites dans
(I1.2.25) pour exprimer la différence des vitesses de diffusion en fonction du coeflicient de
diffusion et d’un gradient. Par exemple, pour le constituant 1 et pour un gradient de fraction
massique, il vient : '

Pg
Mgcg

pr (Ve —vE) = M I - 5 = (1— )pgD grad .

Cette expression, la relation p; = M;c;, et les expressions des fractions E; et C; conduisent
4 une premiére expression de la différence des vitesses molaire et massique moyennes en
fonction du gradient de E :

Ci—E
vg —vg = —~——~———E1E2

Cette équation et la relation (I1.2.35) donnent une expression équivalente de la différence des
vitesses en fonction du gradient de €5 :

D grad By (I1.2.43)

vh — v :--—~--—~-———C1_E1
g~ g C1Cs
Les relations (11.2.43) et (11.2.44) mettent en évidence la différence entre les vitesses molaire
et massique moyennes pour un mélange binaire soumis & une diffusion. Elles montrent en
particulier qu'il est différent d’appliquer la loi de Darcy & l'une cu 'autre de ces vitesses.

D grad C) (11.2.44)

I1.2.3.3 Cas d’un mélange a pression constante

Dans le cas de la diffusion dans les milieux poreux, 'hypothése que la pression totale du mé-
lange est constante et égale & la pression atmosphérique est souvent formulée. Afin de mieux
comprendre ce qu'implique cette hypothése sur les vitesses de référence, elle est ici envisagée
dans le cas d’un milieu non poreux constitué d’'un mélange idéal de deux gaz parfaits 1 et 2.
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Ecrivons les équations de conservation du nombre de moles des gaz 1 et 2. Avec les notations
introduites dans les parties précédentes, et pour une vitesse de référence molaire moyenne,
ces équations prennent la forme:

%+divw§ = 81—i—dlv(clv +J7)=0

ot ot (I11.2.45)
% | divwg = 22 4 div (e +35) = 0

5 Tdiv wy = Fra (covg +J3) =

Sommant les deux relations de (I1.2.45) et utilisant ¢, = ¢; + ¢, et (I1.2.27), une équation
traduisant la conservation du nombre total de moles du mélange est obtenue:

Oc ¢
5 tg + div (¢gvg) =0 (11.2.46)

Comme p, = RTc,, si la pression de gaz est constante, v§ est alors solution de:

div vE =0 (11.2.47)

Comme le font remarquer Hirschfelder, Curtis et Bird [HCB54| page 518, cette équation
n’implique pas nécessairement que la vitesse molaire moyenne est indépendante de la co-
ordonnée d'espace. Ce résultat n’est en fait valide que pour un probléme unidirectionnel.
Dans le cas contraire, il est simplement possible de dire que la vitesse molaire moyenne est &
divergence nulle. Un résultat similaire & (I1.2.47) sur la vitesse massique moyenne peut étre
obtenu en procédant de la méme fagon a partir des équations de conservation de la masse
des gaz 1 et 2 et de I’expression des vitesses massiques de chaque constituant (11.2.22):

op opy

B +divwf] = T +div (pvg +J7) =0
&, &, (11.2.48)
5t divwhp = B +div (pavh +J8) =0

La premiére équation est divisée par M) et la seconde par Mj. Ces deux nouvelles équations
sont sommeées pour donner avec les relations p; = Mic; et ¢ + 2 = ¢

L’expression des vitesses de diffusion massiques (I11.2.36) permet alors d’écrire:

% i o+ (1, - e JouDiad 8] =0

ot M, M,
ou encore, o
, E1— 01 _
& 2+ div [e (ve+ BE 1) Dgrad F;| =0 (I1.2.49)
Si la pression de gaz est constante, v est donc solution de!:
E,—Cy
div V2 + div [ EE LD grad El] =0 (11.2.50)

1. L’équation (I1.2.50) aurait pu étre établie directement & partir de (I1.2.43) et (I1.2.47).
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Cette derniére égalité permet de remarquer que pour un probléme sans diffusion vf est alors
comme v§ & divergence nulle. Dans le cas contraire, et méme pour une diffusion unidirec-
tionnelle, la vitesse massique moyenne ne pourra étre considérée constante.

I1.2.3.4 Expression du coefficient de diffusion binaire

La théorie cinétique des gaz prédit la valeur du coefficient de diffusion D dans le cas d'un
mélange binaire et pour une pression totale de gaz faible & modérée. Ce résultat, di a
Chapman et Enskog, est établi & partir de la résolution de I'équation de Boltzmann. Ces
auteurs expriment le coefficient de diffusion D d’'un constituant du mélange binaire gazeux
a partir d’intégrales dites de collision. Dans le cas d'un mélange idéal de gaz parfaits, Reid,
Prausnitz et Poling ([RPP87| page 582) recommandent I’expression suivante du coefficient
de diffusion :

3/2
o _ 0.00266T

= I1.2.51
Pg VMo2p ( )
avec,
D coefficient de diffusion, cm?/s
T température, . K
Py  pression totale du mélange, * bar
M; masse molaire du constituant gazeux ¢, kg/mol
My M,
M M=2——— -
M, + M, ( )
¢  distance caractéristique, A
Qp intégrale de collision. (-)

Une expression similaire & (I11.2.51) est donnée dans {Gos99] page 4, ot 'auteur propose de
prendre au lieu du coefficient 0.00266 de (I1.2.51) la valeur trés proche donnée par:

1,858 1077 x V2 x 10* = 0.00263

Les intégrales de collision ont des valeurs différentes selon le type de gaz. Pour les gaz non
polaires, l'estimation de ces intégrales se fait & partir du potentiel de Lennard-Jones est
recommandé, alors que pour les gaz polaires, le potentiel de Stockmayer est préférable. Les
résultats issus du potentiel non polaire de Lennard-Jones sont utilisés ici et appliqués au cas
du mélange gazeux air sec et vapeur d’eau. Pour un gaz particulier d’indice 4, ce potentiel
est défini & partir d’une énergie ¢; et d’une longueur caractéristique o;. Les valeurs de ces
paramétres se trouvent dans [RPP87] page 733 pour certains gaz. Ils permettent d’en déduire
I’énergie et la distance caractéristique du mélange des deux gaz d’indices 1 et 2:

¢ = Jae (I11.2.52)
(01 + 02) (11.2.53)

[N e
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Des approximations de 'intégrale de collision sont fournies dans de nombreuses références.
Cette intégrale est fonction de la température adimensionnée T* = kT /e, avec k constante
de Boltzmann (J/K). Ici encore I'expression présentée dans [RPP87] est utilisée :

1.06036 0.19300 1.03587 1.76474
Qp(T*) = 11.2.54
p(T") (T*)0-15610 * exp(0.47635 T~) + exp(1.52996 T™) * exp(3.89411 T) (11.2:54)

Appliquons ces résultats au cas de la diffusion de la vapeur d’eau par rapport a un air sec
34 296 K et sous une pression de 1 bar. Comme M, = 28.96 g/mol et M, = 18.01 g/mol, il
vient M = 22.21. D'autre part, le tablean page 733 de [RPP87] fournit les valeurs suivantes:

o, = 37114 ¢, = T86k

Les valeurs caractéristiques de la vapeur d’eau ne sont pas dounées dans [RPP87], mais
peuvent étre trouvées dans [dVK66] page 64 :

o, = 2.649A €, = 356k

Les valeurs ¢ = 3.18 A et T* = 1.77 peuvent ainsi étre déduites. La valeur de V'intégrale de
collision est alors calculée & ’aide de (I11.2.54), il vient £2p = 1.124. Finalement, le coefficient
de diffusion & 296 K et sous 1 bar de pression est estimé & 0.253 cm?/s. Cette valeur est
trés proche de celle obtenue par le méme type de calcul dans [dVK66] ainsi que des résultats
expérimentaux présentés dans cet article.

Enfin, I’expression (I1.2.51) du coefficient de diffusion donne explicitement sa dépendance en
fonction de la pression totale du mélange par 'intermédiaire d*un facteur 1/p,. La dépendance
en température est plus difficile & estimer car cette derniére intervient directement dans
(I1.2.51) mais aussi par 'intermédiaire de I'intégrale de collision. L’estimation la plus utilisée
du coefficient de diffusion de la vapeur d’eau dans I'air est donnée dans [dVK66] & partir des
résultats de la théorie cinétique et d’expériences:

Potm T 1.88
D = Dya(p,, T) = 0.217 22 () (11.2.55)
Py To
avec,

D,, coefficient de diffusion de la vapeur d’eau dans ’air, cm? /s

T température, K

To =273 température de référence, K

Dy pression totale du mélange, Pa

Patm = 101325  pression de référence ou pression atmosphérique. Pa

Les expressions données dans ce paragraphe sont valides dans le domaine des pressions basses
4 modérées. Dans le domaine des hautes pressions, le facteur 1/p, n’est pas suffisant pour
traduire P'influence des fortes pressions sur la diffusion gazeuse. L’expression du coefficient
de diffusion doit donc étre modifiée (voir par exemple [RPP87] page 589). Enfin, la théorie
cinétique des gaz donne aussi une estimation de la valeur de la viscosité d’un gaz. Cette
estimation est décrite en annexe B de [MCE99].
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11.2.3.5 Comparaison des vitesses des deux constituants

11 sera par la suite intéressant de disposer d'une expression de la différence des vitesses entre
les deux constituants du mélange binaire. La loi de Fick (11.2.30) pour une vitesse de référence
molaire moyenne vg permet ainsi d’écrire:

c
vi—vg = —=2Dgrad Gy
1

C
Va mvé = +c—gD grad C
2

dont il est déduit

V] — Vg = — (z—i’ + Z—z)D grad Cy = _0?02 grad C (11.2.56)
Ainsi, la connaissance des vitesses molaires de diffusion par rapport a la vitesse de référence
molaire moyenne donne 'expression de la différence des vitesses des deux constituants. Réci-
proquement, connaissant cette différence de vitesses, il est possible de retrouver 'expression
des vitesses molaires de diffusion relatives & la vitesse de référence molaire moyenne. Par
exemple pour retrouver (I1.2.30) pour le premier constituant, Pégalité (11.2.56) est multipliée
par Cs. 1l vient,

D
CQV]_ - CQVZ - (Cl + CQ)V]_ - V; = _C_1 grad 01

qui implique bien le résultat attendu. [’équivalence suivante a ainsi été démontrée:

JiI = aflvi— vg) = —¢, D grad C;
V] —Vy = — grad ¢y &
C1Cy I = c(vz—vE) = —cy D grad Cy

Cette équivalence est essentielle car montre qu’il est possible de travailler indifféremment avec
Pune ou I'autre des formulations. La premiére formulation est cependant plus intéressante
que la deuxiéme car elle ne fait intervenir qu’une équation. Cela signifie que la différence des
vitesses des deux constituants contient toute I'information relative a la diffusion. De plus,
cette premiére formulation est parfaitement symétrique et donc ne privilégie aucun des deux
constituants. Cette expression sera en particulier utile pour ’étude des dissipations thermo-
dynamiques dans le chapitre I1.3.

Le méme calcul que celui qui a conduit & (I1.2.56) est envisageable dans le cas ot la vitesse
barycentrique est privilégiée. Une expression équivalente & (I1.2.56), mais avec E; comme
variable dans le terme en gradient, est alors obtenue:

D
Vi — Vg = —E1E2 grad E; (IL.2.57)
Comme dans le cas précédent, I’équivalence suivante est satisfaite:
J = vi—v?) = —p,Dgrad E
Vi — vy = — erad By, < ; p1(v1 g) Pe /8 1
E; By I3 = pa(va—vE) = —p, D grad E,
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Le cas oi1 un constituant du mélange est immobile est souvent étudié. Ainsi, dans leur article
sur la diffusion de la vapeur d’eau dans Pair [dVK66], De Vries et Kruger proposent de
prendre une expression de la vitesse massique w, de vapeur d’eau dans le cas d’'un mélange
de gaz parfaits & pression totale constante sous la forme:

M.
Wy = Dy =229 orad p, = —Dyu 22 grad p, (IL.2.58)
RT p, Da
Cette expression, comme le disent les auteurs, correspond & un air sec stagnant, c’est a
dire & une vitesse v, de l'air sec nulle. En effet, posant v, = 0 dans (I1.2.56) ou les indices

1 et 2 sont au préalable remplacés par v et a, il vient & pression totale constante:

D
Vy = - C;gﬂ grad C, = —D,, pf;) - grad p,

Donc la vitesse massique de la vapeur d’eau w, correspondante est,

M, py
va RT Da

Wy = pyVy = —D grad p,

et est bien celle donnée par (11.2.58). Ainsi, le facteur py/p, qui différencie (I1.2.30) de
(I1.2.58) & pression de gaz constante n’est pas destiné i prendre en compte des concentra-
tions non négligeables de vapeur d’eau, mais correspond & un air sec immobile. Cependant,
cette expression semble présenter peu d’intérét, puisque une expérience ot la vapeur d’eau se
déplace, I’air sec reste immobile et la pression totale reste égale & la pression atmosphérique,
apparait irréalisable.






Chapitre 11.3

Modélisation macroscopique des
transferts hydriques en milieu poreux

Ce chapitre introduit différents modéles décrivant les transferts hydriques isothermes en mi-
lieu poreux. Ces transferts d’eau isothermes se produisent lorsque le matériau est placé dans
un environnement dont 'humidité relative différe de son humidité relative interne. On parle
alors d’adsorption ou de désorption. Les mouvements de la phase liquide peuvent aussi se
produire lorsque le milieu poreux est en contact avec une eau liquide. On parle alors d’imbi-
bition. La premiére partie de ce chapitre décrit le milieu poreux comme la superposition de
trois phases: solide, liquide et gazeuse. La modélisation des transferts d’humidité au sein du
matériau est menée & partir d’une approche macroscopique qui moyenne les hétérogénéités
du milieu poreux sur un volume élémentaire représentatif. Cette approche autorise la des-
cription des transferts de masse par un systéme d’équations aux dérivées partielles continues.
Aprés avoir rappeler les principaux modéles de la littérature, une modélisation des transferts
hydriques est proposée. Cette derniére considére la phase gazeuse constituée d’air sec et de
vapeur d’eau. Ces constituants gazeux peuvent bouger par diffusion et convection (ou advec-
tion) consécutive au mouvement darcéen du gaz. La phase liquide obéit & une loi de Darcy.
Les différentes expressions des lois de comportement des fluides sont identifiées 4 I'aide de la
thermodynamique. Enfin, les effets capillaires et 'équilibre thermodynamique de ’ean sous
formes liquide et gazeuse sont pris en compte. A partir de cette modélisation compléte, il
est possible d’étudier deux cas limites. Le premier suppose les mouvements convectifs des
constituants gazeux négligeables devant leur transport diffusif respectif. Le second considére
la pression du mélange gazeux constante et un transport purement diffusif de la vapeur d’eau.

I1.3.1 Milieu poreux

Les milieux poreux sont des milieux constitués d’une phase solide et de la phase complémen-
taire & cette phase solide et occupée par un ou plusieurs fluides. Cette derniére phase doit étre
partiellement connectée pour que le transport des fluides a travers le matériau soit possible.
Les relations présentées dans le chapitre 11.2 décrivent les transferts diffusifs de matiére hors
milieu poreux. Ces relations peuvent étre utilisées pour décrire le transport diffusif des gaz
dans le réseau poreux, c’est a dire & I’échelle microscopique. A cette échelle, le matériau est
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bien entendu trop complexe pour é&tre exactement décrit par un modele. Pour cette raison,
différentes théories sont utilisées pour décrire le comportement des fluides d’un milieu poreux.
Citons par exemple les méthodes de réseau basées sur la notion de percolation [Sal84, QS92],
de gaz sur réseaux [Pot94] et enfin les méthodes d’homogénéisation [AP86, BAMABIS|.

I’approche utilisée, dite "macroscopique”, est basée sur l'existence d’un Volume Elémen-
taire Représentatif (V.E.R). Ce volume permet la définition de quantités macroscopiques
(par exemple une pression, une porosité ... ) comme la moyenne sur ce V.E.R de la méme
quantité prise a I’échelle microscopique. La taille de ce V.E.R doit étre suffisamment grande
pour que les hétérogénéités présentes i 'échelle microscopique ne soient plus apparentes a
I’échelle macroscopique (voir par exemple [Dai86] page 79, [BB91] page 11 et {[GMT96| page
6). Sil désigne le rayon de la boule servant de volume de référence pour la prise de moyenne
alors ! > lmin. Ce rayon est bien entendu limité par la dimension du milieu étudié: [ < L. Se-
lon Bear {|BB91] page 18), il existe aussi une autre limite supérieure repérée par la distance a
partir de laquelle la distribution spatiale d’une quantité caractérisant 1’espace vide du milieu
poreux dévie d’un comportement linéaire [ < [,,, < L. Les deux limites sont représentées
sur la figure 11.3.1 qui donne la variation de la porosité en fonction du rayon I de la boule
servant de volume de référence pour la prise de moyenne. La taille du V.E.R peut ainsi étre
définie dans U'intervalle (Lnin, lmaz)-

porosité
Iy
effets microscopiques milieu non-homogéne

i VER

[P P
' |
1 '

milien homogéne

I ) !

mmn max

FiG. I1.3.1 — Porosité en fonction de la taille du V.E.R.

L’existence d’'un V.E.R pour les matériaux utilisés par la suite est maintenant admise. Les
équations gérant les transferts de fluide dans le milieu poreux & I’échelle macroscopique
peuvent ainsi étre obtenue par prise de moyenne sur le V.E.R des équations données a
I'échelle microscopique. Cette méthode est décrite dans [BB91] page 35, ou Bear décrit les
régles de passage micro-macro en particulier pour la prise de moyenne d’'une quantité définie
4 partir de dérivées spatiales. Cette technique est aussi présentée par Daian {Dai97] et Dor-
mieux et Lemarchant [DL98]. Elle est par exemple utilisée par Moyne [MBD88] sur ’équation
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de la chaleur et par Plumb et Whitaker [PW88] sur une équation de convection-diffusion en
'absence d’adsorption et de réaction chimique. Cette démarche conduit dans ce dernier cas &
'existence d’un terme de dispersion qui vient s’ajouter au terme de diffusion. Ne-Zheng Sun
définit la dispersion hydrodynamique comme le résultat combiné de la diffusion moléculaire
et d’une dispersion mécanique (|Sun96] page 20). Selon cet auteur, cette dispersion méca-
nique traduit les variations a I’échelle microscopique de la distribution des vitesses du fluide
dans le réseau poreux. Ces variations microscopiques favorisent alors la dispersion du fluide
dans le milieu poreux. Ce phénoméne se traduit & I’échelle macroscopique par un tenseur de
dispersion qui vient s’ajouter aux effets purement diffusifs. Par exemple, dans [SS93a], Sleep
et Sykes utilisent dans leur expression de la loi de Fick un tenseur de dispersion qui prend
en compte les effets de dispersion mécanique et de diffusion moléculaire. Dans notre étude,
la dispersion mécanique des gaz sera négligée devant les effets diffusifs.

Certaines définitions et notations utiles dans les modéles de transfert d’humidité en milieu
poreux sont maintenant introduites. Soit un volume V; de référence d’un milieu poreux,
constitué d'une phase solide aussi appelée matrice solide. La partie restante du milieu po-
reux est le volume poreux connecté et se compose d'une phase liquide et gazeuse. A Péchelle
macroscopique, le milieu poreux peut étre représenté schématiquement par la figure 11.3.2
dans le cas d’une répartition homogéne de la porosité et des phases liquide et gazeuse.

phase gazeuse: air sec + vapeur d’eau v

F1G. 11.3.2 - Représentation macroscopigue d’un milieu poreut.

Les volumes occupés par chacune des phases sont introduits par:

volume occupé paf la phase liquide: V,,,

volume occupé par la phase gazeuse: Vg,

volume occupé par la phase solide: Vj,

— volume total du matériau poreux: V; =V, + V, + V.
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Ces notations autorisent la définition des quantités macroscopiques suivantes:

une teneur en eau volumique:

Vi
w = 7 II 1
bu =3 (IL.3.1)
- une teneur en gaz volumique:
Vo
= I1.3.2
b= (I1.3.2)
— une porosité totale du milieu:
Vi +V,
(b = ¢w + ¢’g == g; (1133)
Vi
— une saturation en eau: p v
Sy = 2 = —— I1.3.4
e VetV (IL3.4)
~ une saturation en gaz:
2 Ve
Sy = —= = ——, I1.3.5
g ¢ V‘w + va ( )
— une teneur en eau massique: .
my Ps

avec p, masse volumique apparente du milieu poreux. Cette masse volumique est définie
par rapport au volume total V; du matériau, méme si sa partie solide n’occupe en réalité
que I'espace V,. La masse 4 sec du matériau est notée m,, et est supposée assimilable & la
masse de solide (la partie due au gaz étant raisonnablement négligeable}. La masse volumique
apparente du matériau poreux peut alors étre calculée par:

pﬁ_“{/t

I1.3.2 Bibliographie sur les modéles de transfert hydrique

L’étude des transferts hydriques dans les milieux poreux suscite depuis longtemps de nom-
breux travaux. Les domaines d’applications concernés par ce sujet dépassent en effet trés
largement le cadre des matériaux cimentaires. Les sols constituent en effet une large gamme
de matériaux touchés par I'étude des transferts hydriques et plus particuliérement leurs cou-
plages avec les effets mécaniques (voir par exemple [ZRG98, YRLC98]). Le séchage du bois
est aussi un probléme souvent rencontré (voir par exemple [PD90, BQP91]), et rendu délicat
par les hétérogénéités de ce type de milieu poreux. D’autres matériaux peuvent encore étre
concernés comme par exemple les matériaux de construction pour les problémes d'isolation
thermique, les aliments pour leur conservation ou leur cuisson, les vétements pour les pro-
blémes de transpiration et d’isolation, ...
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La bibliographie présentée dans cette partie n’est pas exhaustive mais se contente de décrire
certains travaux jugés représentatifs de Pévolution des modéles macroscopiques de transfert
d’eau en milieu poreux. Le lecteur pourra par exemple consulter la thése de Moyne [Moy87]
pour une bibliographie plus compléte des transferts hydriques en milieu poreux.

e Philip [Phi58| est 'un des premiers auteurs & décrire les transferts hydriques en milieu
poreux. Cet auteur justifie I'application de la loi de Darcy a la phase liquide d’un systéme
non saturé & partir de résultats expérimentaux. Il précise alors que la perméabilité au liquide
décroit trés rapidement en fonction de la teneur en eau car:

1. la section disponible pour les flux de liquide décroit avec la teneur en eau,

2. les plus gros pores se vident an début quand la teneur en eau diminue. Or, comme la
perméabilité varie en fonction du carré du rayon des pores dans le cas de cylindre, il
est naturelle qu’elle diminue encore plus rapidement en fonction de la teneur en eau,

3. au fur et & mesure que la tencur en eau diminue, de plus en plus d’ilots liquides
se forment diminuant ainsi la continuité de la phase liquide. Les mouvements d’eau
diminuent donc et se produisent alors & partir d’évapo-condensation dans le réseau
poreux.

Pour la phase gazeuse, Philip et De Vries [PV57] considérent un mouvement purement dif-
fusif de la vapeur d’eau a partir du gradient de sa masse volumique. Leur loi de diffusion est-
modifiée par la réduction d’espace offerte au gaz, une tortuosité et un facteur devant prendre
en compte le fait que la condition aux limites porte sur l'air et non pas la vapeur d’eau.

e Bazant [BN72] étudie plus particuliérement les transferts d’humidité dans les matériaux
cimentaires et leurs effets sur le retrait de séchage [Baz70, BK91}. L’analyse des transferts
d’eau est menée & pression de gaz constante & partir d'une équation de diffusion non-linéaire
sur I’humidité relative dans le matériau. Cette équation de diffusion fait apparaitre une ca-
pacité hydrique identifiable & partir de Visotherme d’adsorption [XBJ94] et une diffusivité
hydrique calculable & partir de profils en humidité relative [XBMJ94|. Les effets du rapport
eau sur ciment, de la température, du type de ciment et du temps de cure du matériaux sont
aussi particuliéerement étudiés.

o Bénet [Bén81] considére la phase gazeuse comme constituée d’air sec et de vapeur d’eau.
Le modéle décrit par cet auteur est fondé sur une étude thermodynamique des processus
irréversibles et me