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Mémoire d’Habilitation a Diriger des Recherches

Systémes dynamiques discrets avec frottement et Identification en biomécanique



Certains passageslj de ce mémoire sont extraits et adaptés, avec ’accord de Lavoisier, de 'ouvrage
suivant :

J. BASTIEN, F. BERNARDIN et C.-H. LAMARQUE, Systémes dynamiques discrets non réguliers déter-

ministes ou stochastiques : applications aux modeéles avec frottement ou impact, (Collection Mécanique
des structures), (© Lavoisier, 2012.
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Résumé/Abstract

Ce mémoire est consacré a ’étude de systémes dynamiques discrets avec frottements et a des
problémes d’identification en biomécanique.

La[premiére partie] concerne des résultats théoriques d’unicité, de convergence et d’analyse numé-

rique de solutions d’équations différentielles non linéaires pour étudier des modéles dynamiques discrets
contenant des non-linéarités. Ces non-linéarités sont introduites pour prendre en compte des modéles
de frictions via des inclusions différentielles maximales monotones, essentiellement en dimension finie.
De nombreux exemples ainsi que des applications sont fournis avec des simulations numériques.

La est consacrée a la résolution de certains problémes d’identification en biomé-
canique : identification d’espaces de travail, de paramétres cinématiques lors de la modélisation de
certains mouvements et de paramétres anthropométriques dans le cadre de la dynamique inverse.

Abstract

This report is devoted to the study of discrete dynamical systems with friction and to problems
of identification in biomechanics.

The concerns theoretical results of existence, uniqueness and numerical analysis of
solutions of non linear differential equations to treat discrete models of dynamical systems involving
non smooth nonlinearities. These non smooth nonlinearities are introduced to take into account
friction models via maximal monotone differential inclusions of mainly finite dimensional dynamical
systems. Some examples and applications are given, with numerical simulations.

The is related to the resolution of some problems of identification in biomechanics:
identification of workspaces, of cinematic parameters for modelization of some movements and of
anthropometrical parameters for inverse dynamics.






Avant-propos

A ce mémoire d’habilitation a diriger des recherche, seront joints une sélection d’articles@ et un
ouvrageg, publié en 2012.

Cet ouvrage, co-écrit par Frédéric Bernardin, Claude-Henri Lamarque et moi-méme, synthétise une
dizaine d’années de recherche et de collaboration entre autres avec Michelle Schatzman et est relatif aux

travaux présentés dans lafpremiére partie] de ce mémoire. Tous les résultats présentés dans cet ouvrage

ont été engagés a l'occasion de trois théses de doctorat soutenues & 1'Université Lyon I et codirigées
par Claude-Henri Lamarque et Michelle Schatzman : celle d’Olivier Janinﬁ en 2001 [JanO1], celle de
Frédéric Bernardin en 2004 [Ber04] et la mienne en 2000 [d1]. La premiére concerne essentiellement les
problémes d’impact, la deuxiéme, les problémes de frottement dans le cadre stochastique ou riemannien
et la troisiéme les problémes de frottement dans le cadre déterministe. Seuls ces derniers problémes,
qui constituent le point de départ de mes activités de recherche, seront évoqués ici. Dans ce mémoire,
qui se veut plus une présentation du cheminement de nos idées qu'un exposé exhaustif de mes activités,
le lecteur sera donc souvent renvoyé a cet ouvrage ou aux publications originales.

Bien entendu, j’ai collaboré avec d’autres personnes, notamment & 'Institut National des Sciences
Appliquées de Lyon ou & I’Université Lyon 1, dans mon laboratoire actuel, le Centre d’Innovation et
de Recherche sur le Sport (CRIS) et ces travaux seront aussi cités et présentés (voir section et
[deuxiéme partie)).

Ce document est disponible sur http://utbmjb.chez-alice.fr/recherche/liste_publis.html
a la référence « [d2] » (section « Divers »).

1. Ce sont les référence suivantes : [a01 ; [a02; a04 ; [a0% ; 06 ; [a08 ;1209 ; lal0 ; lall; [al2; al3 ; lald ; lalh ; lapl ; x1; Is1].
Voir bibliographie page

2. [02]; voir aussi sa traduction anglaise |02b].

3. Dirigée par Claude-Henri Lamarque seulement.


http://utbmjb.chez-alice.fr/recherche/liste_publis.html




Numérotation utilisée pour les environnements, les équations et les
références bibliographiques

La version pdf de ce documentﬂ contient des liens hypertextes et un simple clic permet de naviguer
a travers l’ensemble des références croisées habituelles de INTEX (équations, figures, sections, table des
matiéres, ...) mais aussi d’aller directement sur les pages concernées d’Internet & partir des références
données dans la bibliographie.

Dans ce mémoire, les différents théorémes, propositions, lemmes et remarques sont numérotés par
chapitre les uns a la suite des autres et de fagon continue (exemple : THEOREME X.1, PROPOSITION
X.2, LEMME X.3, REMARQUE X.4, PROPOSITION X.5 ...) o X est un nombre correspondant au
chapitre. Pour les tableaux, les figures et les équations, les numéros comportent deux nombres : le
premier correspond au chapitre et le second au numéro du tableau, de la figure ou de I’équation dans
le chapitre. Les quelques idées importantes de ce travail, ainsi que quelques questions ouvertes sont,
quant a elles, matérialisées par deux environnements, « IDEE » et « QUESTION OUVERTE », numérotés
a part.

— Dans le corps du texte, les références bibliographiques de 'auteur sont données avec les clés

suivantes :
aJ Articles publiés dans des revues internationales & comités de lecture ;
cras] Comptes rendus a 1’Académie des Sciences ;
ap] Articles & paraitre dans des revues internationales & comités de lecture ;
x| Preprints déposés sur http://arxiv.org;
o] Ouvrages ;

cdo] Chapitres d’ouvrages ;

[

[

[

[

[s] Articles soumis ;
[

[

[bre] Brevet ;

[

[

c] Congres internationaux ;
cf] Congrés et workshop francais ;
[d] Divers.

et sont toutes regroupées selon ces catégories dans la section « Références de 'auteur » de la
bibliographie page

— Les autres références sont regroupées, quant a elles, dans la section « Autres références »
page [[19] au format avec tri usuel des clés (ordre alphabétique des noms d’auteurs, suivis de
I’année).

— Des références de polycopiés (en enseignement) de l'auteur sont données en section « Références
en enseignement » page [[T1} Pour les distinguer des autres références, chacune des clés de ces
références est précédée du préfixe « en ».

1. Disponible sur http://utbmjb.chez-alice.fr/recherche/liste_publis.html & la référence « [d2] » (section
« Divers »)


http://arxiv.org
http://utbmjb.chez-alice.fr/recherche/liste_publis.html




Introduction

Ce mémoire d’Habilitation & Diriger des Recherches contient essentiellement deux parties relatives
a mes deux thématiques de recherche. La [premiére partie] est consacrée a la modélisation de systémes
mécaniques discrets avec des termes de frottement. La [deuxiéme partie| est axée sur des problémes
d’identification en biomécanique et fait intervenir, elle aussi, des systémes discrets modélisant des

corps humains. Cette introduction présente succinctement chacune de ces deux parties.

Par la suite au cours des chapitre [Il a [7, une présentation plus détaillée sera donnée. Plutdt que
d’organiser ce mémoire de fagon chronologique, je m’attacherai au cours des chapitres suivants, a
dégager les quelques idéesEI qui m’ont permis de progresser dans ma vie de chercheur.

La [troisiéme partie] de ce mémoire présente rapidement mon parcours professionnel, mes activités

d’enseignement et un brevet déposé.

I.L1. Systémes dynamiques discrets avec frottement

La [premiére partie| de ce travail est exposée, in extenso dans 'ouvrage [02]. Le lecteur courageux
pourra donc s’y rendre et consulter les extraits donnés par le tableau [L1

‘ Références dans 'ouvrage [02] ‘ Références dans ce mémoire ‘ Publications ‘

sections 1.1 et 1.2 section [L1]

chapitre 2 chapitre [ [a05 ; crasl; apl]
sections 5.1 et 5.2 section [a02]

section 5.3 [a03|

section 5.6 section [a13]

section 5.7 section 2.4] [al4]

section 5.8 section [a04]

section 5.9 section [a09]

section 7.3 section [3.1]

section 7.4 section [al1]

section 7.5 section [a06 ; a07; a08; all]
section 7.6 section [3.4]

section 7.7 section

section 7.8 chapitre [ [a01 ; al2]

TABLE I.1. Correspondances entres les parties de 'ouvrage 02|, ce mémoire et mes publications

1. Matérialisées par un environnement « IDEE », numéroté a part.

7



8 INTRODUCTION

1.1.1. Contexte

La [premiére partie] de cette HDR porte essentiellement sur la loi de frottement de Coulomb que

I'on rappelle successivement en section

Sur cette loi de Coulomb et ses généralisations, on pourra se référer a l'introduction de la thése
d’Yves Renard M, sections « petit historique » et 1.1] ou a ] De fagon plus générale,
de nombreuses études portent sur le comportement de modéles non linéaires. Voir par exemple les
ouvrages de Bernard Brogliato et Vincent Acary M; IM] ou de V. Palmov m
de vue mathématique, des résultats d’existence et d’unicité sur des modéles de frottement a nombre
fini de degrés de liberté peuvent étre trouvés dans “DLZﬂ |MQr_7_4I Lleid |MM9_4| |LMM9_d |ME9_5]
|ME9§43| |ME%H ; |Inj:92 lSMO}j] D’un point de vue plus mécanique, on pourra consulter des
resultatmm%aux dans [lA_Fw AD90al; ADQQH auj:%l |CAL%I DS83al; 8835 |_%l |_9_3i
PWs1; Steod; TCod).

1.1.2. Loi de Coulomb

|. D’un point

En termes de modélisation de force de frottement entre deux solides, la loi de Coulomb est la loi
la plus simple qui soit.

Coéne de Coulomb

FIGURE I.1. Le frottement de Coulomb

Rappelons-la ici : on considére un solide reposant sur un sol plan rugueux, qui exerce une réaction
R sur ce solide. Cette réaction se décompose en une composante normale N , perdendiculaire au sol, et
une composante tangentielle T (voir figure [[1]). Tant que le rapport T//N ne dépasse par une certaine
limite fy, il y a adhérence et le solide reste immobile. Dés que cette valeur est atteinte, il y a glissement,
on a T/N = fy et la force tangentielle est opposée a la vitesse relative entre le solide et le sol. Notons
que la condition d’adhérence est que le vecteur R reste dans un cone. La valeur fo dépend de la nature
du sol et du solide. On suppose ici que le coefficient de frottement dynamique (en phase de glissement
ou phase dynamique) est égal au coefficient de frottement statique (en phase d’adhérence ou phase
statique). Pour plus de détails, on pourra consulter par exemple ?@, section 8.5] ou le lien suivant

http://fr.wikipedia.org/wiki/Liaisons_mécaniques_avec_frottement

REMARQUE [.1. Cette loi de Coulomb est présentée ici dans le cadre de contact entre solides
indéformables en dynamique, comme par exemple dans [‘M] La loi monodimensionnelle qui
en découle, présentée par la suite, sera utilisée aussi pour des modéles rhéologiques, comme dans le
chapitre @ Traditionnellement, cette loi peut étre aussi donnée dans le cadre de problémes continus
(avec un nombre infini de degrés de liberté); dans ce cas, elle lie les contraintes a la surface du
matériau aux vitesses, comme par exemple dans , p. 40] ou dans M] (en dynamique) ou


http://fr.wikipedia.org/wiki/Liaisons_m�caniques_avec_frottement
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FIGURE 1.2. L’opérateur o

dans [CCRO9] (en quasistatique). Elle est parfois utilisée dans un contexte statique ; dans ce cas, elle
lie les contraintes a la surface du matériau aux déplacements |[HR05; HROT7 ; Renl3|.

On suppose maintenant que I'on se place en une dimension, le long d’un axe et on note x I’abscisse
du solide. On peut donc supposer la norme de la force N constante. Dans ce cas, le cone se transforme
en un intervalle : la force tangentielle est notée g, la vitesse du solide est . On introduit la fonction
signe définie par

-1 siz <0,
signe(z) = {1 six >0, (I.1)
0 six = 0.
Il existe donc un nombre o > 0 tel que
sit=0,g€[-a,a (I.2a)
si & # 0, g = —asigne (). (I.2b)

Remarquons que si la vitesse est nulle, la fonction g n’est pas nécessairement nulle. Puisque la
force g peut prendre toutes les valeurs possibles dans l'intervalle [—«, ] quand la vitesse est nulle, on
condensera ’écriture des différentes équations ([2]) en considérant un opérateur multivoque de R dans
R. En effet, on définit I'opérateur qui & chaque valeur de Z associe I’ensemble des valeurs possibles
que peut prendre 'opposé de la force g. Plus précisément, soit donc o 'opérateur donné par

-1 six <0,
o(r) =<1 siz >0, (L.3)
[—1,1] siz=0.

On peut aussi le voir comme partie de R?, représentée en figure [21 Cette notion d’opérateur mul-
tivoque ou de graphe généralise la notion de fonction. On a alors I’écriture de ([2)) sous la forme
équivalente et condensée suivante

g€ —ao (). (1.4)
Supposons maitenant que le solide étudié ait une masse m, soit soumis a une sollicitation extérieure
F' et que soient données les deux conditions initiales
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Le principe fondamental de la dynamique fournit
mi=F+g,

soit encore, en posant uy = (0) et u = & et en supposant, pour simplifier que, m =1,

u(0) = uo, (I.5a)

vVt e [0,T], u(t)—g(t) = F(t). (I.5b)
1.1.3. Nécessité d’utiliser des opérateurs multivoques

Parfois, il est courant de présenter des modéles ot la force de frottement g est donnée par
g = —asigne (1),

ce qui implique que quand la vitesse est nulle, la force de frottement ne peut qu’étre nulle. Dans ce
cas, I'équation différentielle (L5D) s’écrit

Vt € [0,T], wu(t)+ asigne (u(t)) = F(t).

Dans |02, section 1.2.2], nous montrons qu'un tel choix est mauvais, tant sur le plan mécanique,
que théorique ou numérique. Ensuite, dans [02, section 1.2.3], nous observons que, si la force est choisie
de fagon multivoque, grace a ([4), le probléme devient correctement posé.

.1.4. Inclusions différentielles
Ainsi, on considére g défini par ([4]) et on réécrit (L5D) sous la forme
alt) — F(t) = g(t) € —ao (u(t)).
soit encore en retournant le symbole €
vVt € [0,T], u(t)+ ao(u(t)) > F(t). (1.6)

Nous montrerons au cours du chapitre 2] que la dynamique de systémes formés de différentes masses
ponctuelles soumises a différentes forces réguliéres ainsi qu’a des forces de frottement de Coulomb sera
gouvernée par des inclusions différentielles généralisant ([L6) et du type

a(t) + Au(t) > f(t,ult)), (L7)

ol A est un opérateur multivoque, égal au « sous-différentiel » d’une fonction convexe. Le symbole
> qui a été retourné signifie que le terme de droite f(¢,u(t)) appartient a ’ensemble de valeurs de
gauche 4(t) + Au(t). Dans cette inclusion différentielle :

— u est le vecteur de R? des déplacements internes et externes des modéles avec leurs éventuelles

dérivées ;

— f est réguliére et comprend les termes d’origine élastique linéaire, les éventuels termes d’amor-

tissement (réguliers) et les sollicitations extérieures;

— Awu est un terme non linéaire multivoque qui provient des forces de frottement.

On renvoie & la section [[I] pour les rappels et les définitions sur les opérateurs multivoques.

Nous présenterons des modéles de frottement en utilisant des « inclusions maximales monotones
avec non-linéarités de type sous-différentiel ». Chacune de ces notions sera présentée de fagon simplifiée
en section [I1]

Justifions formellement chacun de ces termes.
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La notion de monotonie, valable pour les fonctions, se généralise naturellement pour ces opérateurs
multivoques. D’un point de vue mécanique, la puissance dissipée par les forces de frottement est
toujours négative : dans le cas de la force de Coulomb, la force de frottement est toujours opposée a
la vitesse. Cela peut se traduire par ’aspect monotone des opérateurs étudiés.

La maximalité de ces opérateurs traduit, en fait, de fagon physique, la chose suivante : on s’ap-
puiera sur le probléme de Coulomb & un degré de liberté ot le coefficient de frottement dynamique est
égal au coefficient de frottement statique pg. Dans ce cas, la force de frottement en phase statique peut
prendre toutes les valeurs entre —ug et ug. De méme, en phase dynamique, la vitesse peut prendre
toutes les valeurs. L’opérateur considéré est maximal : il n’a pas de trou.

Nous verrons que les forces de frottement sont égales au sous-différentiel (notion que I'on définira)
d’une fonction convexe. Cette notion de sous-différentiel généralise la notion de dérivée ou de gradient.
Le terme non linéaire se comporte donc de fagon analogue au gradient d’'un potentiel, duquel dérivent
les forces de frottement. Attention, ce champ est non conservatif car il dépend aussi des vitesses.

Les inclusions différentielles du type ([7) constituent donc le cadre naturel pour 1’étude du frot-
tement.

Au cours du chapitre [T des résultats plus théoriques, d’existence, d’unicité et de convergence de
schémas numériques seront abordés. Dans le chapitre 2] des modéles élémentaires contenant des forces
de frottement seront présentés; nous combinons ensuite de multiples fagons ces modéles élémentaires
et nous obtenons toute une classe de modéles rhéologiques, gouvernés par un probléme bien posé,
permettant d’utiliser les résultats du chapitre [II

1.1.6. Applications et autres types de forces de frottement

D’autres applications, industrielles ou moins académiques, seront données au cours du chapitre 3

Par ailleurs, le cas de la force de Coulomb est le plus simple qui soit pour modéliser le frottement.
Si lon représente, la force g donnée par ([4]) en fonction de 'opposé de la vitesse —, on obtient
le graphe du signe représenté sur la figure [[3l(a). Dans les chapitres [l et 2] seuls ces types de lois
sont étudiés, ce qui peut sembler réducteur. Cependant, sur le plan mathématique, la non linéarité
de base du frottement de Coulomb fournit déja un cadre non linéaire sur lequel on s’est d’abord
concentré, en terme d’existence, d’unicité et de convergence de schémas numériques. En fait, ce cadre
peut s’étendre a d’autres lois de frottement. Si le coefficient statique (quand la vitesse est nulle) est
constant et le coefficient dynamique variable (quand la vitesse est non nulle), nous montrerons au
cours du chapitre Bl que d’autres lois, comme celles données sur les figures [L3l(b) et [L3l(c), peuvent
étre étudiées, généralisant tous les résultats des chapitres [[l et Bl aussi bien sur le plan mécanique que
théorique. Nous donnerons aussi quelques exemples avec un coefficient statique variable.

1.1.6. Problémes mal posés

Nous montrerons aussi, au cours du chapitre[d] les limites du cadre maximal monotone en étudiant
deux problémes de frottement mal posés, qui donnent lieu & des inclusions différentielles sans unicité
ou trés sensibles aux conditions initiales. Nous étudierons en particulier la loi de frottement & deux
coefficients donnée par la figure [[3l(d), modeéle souvent utilisé en mécanique mais potentiellement
dangereux.
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g
o
—x
—
(a) La loi de Coulomb (b) Une loi usuelle.
g g
§ \/\___\ l
(075
i —
— o
- —« —a 1
(c) La forme générale. (d) La loi de frottement a deux coefficients.

FiGgure 1.3. Quatre types de lois de frottement : g en fonction de —z

1.2. Identification en biomécanique

Depuis mon recrutement au Centre d’Innovation et de Recherche sur le Sport (CRIS) a 'uni-
versité Lyon I, j’étudie aussi des systémes dynamique discrets mais plus animés : les masses ont été
remplacées par des segments osseux rigides indéformables et les éléments de Saint-Venant et autres
modéles élémentaires réguliers par des tendons, des ligaments, de la chair et des muscles, qui consti-
tuent le corps humain. Depuis mon arrivée au CRIS, j’ai taché de répondre aux attentes de Pierre
Legreneur en étudiant les nombreuses questions que suscitait la modélisation de mouvements, dans
plusieurs directions. La [deuxiéme partie| de cette HDR concerne certains problémes d’identification
en biomécanique : déterminatioan’espaces de travail et identiﬁcationﬁde paramétres cinématiques de

certains mouvements ou de paramétres anthropométriques lors d’exercices particuliers.
Plus théoriques en thése, mes activités de recherche se sont tournées vers des problémes plus
concrets, en mettant en ceuvre des étapes plus expérimentales : acquisitions de données, traitement

2. Pour simplifier le titre de la deuxiéme partie de ce mémoire, le terme identification a été choisi pour la partie
biomécanique. En toute rigueur, la détermination des espaces de travail n’est pas un probléme d’identification. En effet,
on entend par identification le résultat d’un calcul inverse : & partir de données expérimentales que ’on peut calculer
théoriquement en fonction de paramétres, on détermine ces paramétres. Ici, les espaces de travail sont déterminés
directement & partir des longueurs de segments et des angles articulaires.

3. Ici, il s’agit d’une véritable identification : le calcul direct consiste & calculer des déplacements en fonctions de pa-
rameétres cinématiques ou anthropométriques donnés. Le calcul inverse consiste & déterminer les paramétres cinématiques
ou anthropométriques en fonction des déplacements expérimentaux donnés.
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numériques de ces données, en terme de filtrage ou en pratiquant de 'optimisation sous matlab (©), le
tout dans un contexte mécanique.

1.2.1. Espaces de travail

Pierre Legreneur a observé que, lors de certains mouvements plans, les lois horaires gouvernant
les déplacements des articulations semblaient présenter des caractéristiques communes; c’est I'expli-
cation de ces lois qui a motivé nos derniers travaux. Est-il possible de reconstituer des mouvements
humains simples, & partir d’un petit nombre de paramétres 7 Dans un premier temps, il a fallu décrire
précisément la notion d’espace de travail (zone de 'espace décrit par l'extrémité distaleH d’une chaine
articulaire, comme le membre supérieur[]) déja connue dans la littérature mais au prix de longs cal-
culs menés en symbolique sur les dérivées partielles [AM-+97; AMY9T7 ; IAMYS98; IAM-+04; Yan-+04 ;
DPHO1|. Ces méthodes sont complexes et cotiteuses. La connaissance de cet espace de travail est né-
cessaire afin de donner un cadre dans lequel tenter de modéliser des mouvements. Nous avons montré
qu’une condition géométrique simple d’alignement donnait une condition nécessaire caractérisant les
points de la frontiére de cet espace de travail [al5; lcras2; c09|. Cela sera présenté dans le chapitre

1.2.2. Sigmoides

Une caractéristique de certains mouvements, type tache de pointagela ou squat jump —ou saut
verticalfﬁ, a été observée : les angles articulaires semblent suivre une loi bien précise, dite sigmoide,
caractérisant des articulations immobiles au début et a la fin du mouvement, avec une phase d’accé-
lération, puis de décélération (voir figure [4). Lors du travail de Master 2 de Clément Villars [Vil0g]
ou au cours de la thése de Thomas Creveaux |Cre09|, cette observation a été corroborée a la fois
pour des taches de pointage et des squat jumps, sur un grand nombre de sujets. Plutét que de tenter
de montrer 1'origine physiologique de ces courbes & partir du systéme nerveux central ou musculaire
comme par exemple dans [Pla95a; [Pla95h; [Plad8 ; IPCF03], nous avons voulu montrer expérimenta-
lement que les courbes observées étaient bien décrites par des sigmoides. Ne trouvant pas dans les
nombreux modéles existants de famille de courbes répondant & nos attentes, nous avons élaboré trois
types de sigmoides, 1'une de classe C?, les deux autres de classe C* ; ces familles de courbes, décrites
chacune par un nombre fini de paramétres, permettent d’obtenir une sigmoide générale. Nous avons
analysé les différents mouvements observés : par un calcul d’optimisation, nous avons déterminé les
paramétres de ces sigmoides et reconstruit les mouvements; on a observé une trés faible erreur entre
les mouvements expérimentaux et les mouvements reconstruits [x1;s2;1c10;lc12; lc13; ICre09; [Vil08|.
Ces modeles ont été utilisés par Pierre Legreneur et Thomas Creveaux dans [LCB11].

Ce type de calcul permet, d’'une part, de lisser des mouvements expérimentaux en les remplacant
par des signaux trés propres, qui peuvent étre dérivés une ou deux fois et donner des renseignements

4. C’est-a-dire, la plus lointaine par rapport au cceur ou & la colonne vertébrale.

5. C’est-a-dire, I’ensemble {bras, avant-bras, main}. Ici, on peut donc étudier la zone décrite par I'extrémité d’un
doigt.

6. Ce mouvement consiste & atteindre avec sa main ou son doigt, une cible précise, le membre supérieur étant
immobile initialement.

7. Ce mouvement, normalisé et souvent utilisé en biomécanique, consiste en l'exercice suivant : le sujet est debout,
pieds écartés de la largeur des épaules. Lors d’une inspiration, il fléchit les cuisses tout en poussant le bassin vers
I'arriére. Lorsque celles-ci sont immobilisées, il expire et pousse afin de sauter le plus haut possible. Il prendra soin de
bien atterrir sur 'avant des pieds en amortissant au maximum le choc en pliant les jambes (et en essayant de faire le
moins de bruit possible a latterrissage en touchant le sol).
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temps

accélération

FIGURE I.4. Formes des sigmoides utilisées : angle, vitesse et accélération en fonction
du temps.

exploitables sur la dynamique du mouvement étudié; d’autre part, la connaissance d’un petit nombre
de parameétres suffit & recomposer des mouvements a priori complexes. Cette connaissance peut donner
un cadre pour la recherche de paramétres intrinséques aux mouvements étudiés. Ces travaux seront
présentés dans le chapitre [6l

1.2.3. Identification et dynamique inverse

Yoann Blache, jeune docteur au CRIS qui a soutenu sa thése [Blal2|, dirigée par Karine Monteil,
en 2012, a eu besoin de faire de la dynamique inverseﬁ pour étudier les efforts interarticulaires lors
d’un squat jump. Nous avons testé une idée déja répandue pour identifier, lors de ce mouvement,
la position du centre de gravité et l'inertie du tronc, en exploitant le couplage entre les données

8. Elle consiste & déterminer les efforts interarticulaires c’est-a-dire, pour chaque segment, l’action d’un segment sur
le suivant (par exemple pied sur jambe), en utilisant simultanément les efforts recueillis sur une plate-forme de force et
les déplacements des articulations, obtenus par exemple par vidéo.



IDENTIFICATION EN BIOMECANIQUE 15

cinématiques et dynamiques en minimisant la force ou le couple résiduel, c’est-a-dire la différence
entre des valeurs expérimentales et calculées [RHWO08; RHW09 ; Kuo98 ; Vau+82|. L’originalité de ce
travail est d’utiliser non pas la force ou le couple résiduel, mais leurs intégrales doubles, ce qui lisse
les discontinuités et les bruits des données et fournit des systémes linéaires aux moindres carrés avec
des corrélations plus proches de 1. Les résultats obtenus sont proches de ceux observés au repos sur
des cadavres par exemple (déterminés dans [Win09|) et donnent de surcroit des forces et des couples
résiduels plus faibles que ceux trouvés dans la littérature [sl; x2; lc14]. Ces travaux seront présentés
dans le chapitre [7l






Premiére partie

Systémes dynamiques discrets avec frottement






CHAPITRE 1

Théorie sur les inclusions différentielles modélisant le frottement
(existence, unicité, convergence de schémas numériques)

Le lecteur intéressé par ’aspect mécanique des inclusions différentielles pourra se rendre directe-
ment au chapitre

Une référence fondamentale sur les opérateurs maximaux monotones et les résultats d’existence
et d’unicité de solutions d’inclusions différentielles est 'ouvrage de H. Brézis |[Bré73|. Les résultats
personnels d’existences, d’unicité et de convergence de schémas numériques (des sections [[L3.3] et [L3.4])
sont issus de ma thése de doctorat |d1l], des articles [a05; crasl| et d’une publication récente [apl].

1.1. Quelques rappels sur les opérateurs multivoques

Dans ce chapitre, seules les notions fondamentales sont rappelées. Pour plus de détails, on pourra
par exemple, consulter |02, sections 2.1, 2.2 et 2.3].

Commencons par le cas particulier dans R et I’étude des deux opérateurs particuliers qui inter-
viendront dans beaucoup de modéles mécaniques.

1.1.1. Opérateurs maximaux monotones dans R
1.1.1.1. Monotonie et maximalité, Résolvante et régularisée Yosida.
DEFINITION 1.1. Un opérateur A (multivoque) est une application de R dans Iensemble des

parties P(R) de R. Il généralise donc la notion de fonction. Le domaine D(A) et I'image R(A) de A
généralisent la notion de domaine de définition et d’image d’une fonction :

D(A)={xeR: Az#0}, R(A) =] Az

z€R

On identifiera 'opérateur multivoque avec le graphe associé dans R? défini par {(z,y): y € Ax}.

EXEMPLE 1.2. L’opérateur o a été défini par (L3) et la figure [.2]

L’inverse d’un graphe est donné par la définition suivante

DEFINITION 1.3. L’opérateur A~! est 'opérateur dont le graphe est symétrique, c’est-a-dire :
ye A (z) <=z € Ay.

Il est défini sur R(A) et d'image D(A).

19
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FIGURE 1.1. Le graphe 3

EXEMPLE 1.4. On considére le graphe [ défini par

R_ sizx=-1,
]R+ Sil‘:l7
= 1.1
p) 0 sizel—1,1] (1.1)
0 sizdg[-1,1].

et représenté sur la figure [Tl C’est I'inverse du graphe o.

DEFINITION 1.5. Un opérateur A est dit monotone si pour tout z1,x2 dans le domaine de A, on

Yy, € Axy, Yyo € Aza,  (y2 —y1)(x2 —x1) > 0. (1.2)
On ordonne I'ensemble des graphes de la fagon suivante,
DEFINITION 1.6. Pour deux graphes A et B, on dit que A C B si, pour tout réel xz, Ar C Bz.
et on donne la définition suivante :

DEFINITION 1.7. Un opérateur A est dit maximal monotone s’il est maximal dans ’ensemble des

opérateurs monotones, c’est-a-dire si A est motonone et si pour tout opérateur monotone B, alors
A C B implique A = B.

On a alors la caractérisation des graphes maximaux monotones donnés par |[Bré73, pages 22-23|

ou la proposition suivante

PROPOSITION 1.8. Soit A un opérateur de R. Il y a équivalence entre les quatre assertions sui-
vantes :

(1) A est maximal monotone ;
(2) A est monotone et l'image de I + A est égal a R ;

(3) pour tout A > 0, le graphe multivoque (I + X\A)™" est une contraction (univoque) définie sur
R tout entier;

(4) A est monotone et pour tout A > 0, pour tout y € R, I’équation
r+ANAxr >y

admet une unique solution x.
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On peut alors donner les deux définitions suivantes :

DEFINITION 1.9. Si A est un opérateur maximal monotone de R, d’aprés la proposition [[.8] la
fonction

Jy=(T+2A)7"! (1.3)
est définie sur R tout entier et est contractante. On I'appelle la résolvante de A.
On donne alors les expressions des résolvantes de o
0 sixz e[\ A,
(IT+Xo) M) ={1-X siz> )\, (1.4)
1+ six <=M,

et de 3

x size[—-1,1],
T+28) @) =41 siz>1, (1.5)
-1 siz<-—1.

DEFINITION 1.10. Si A est un opérateur maximal monotone de R, la fonction

A
D)

est appelée 'approximation Yosida ou la régularisée Yosida de A.

A\ (1.6)

Si A est maximal monotone, alors Ay est maximal monotone et lipschitzien de rapport 1/ (voir
[Bré73, proposition 2.6]).

1.1.1.2. Fonctions convezxes, sous-différentiels et opérateurs.

On pourra consulter [02, annexe BJ.

Un cas particulier et trés important d’opérateurs maximaux monotones est donné par le sous-
différentiel, notion qui généralise la notion de dérivée.

DEFINITION 1.11. Si ¢ est convexe propre, le sous-différentiel d¢ de ¢ est 'opérateur multivoque
défini de R dans R par

y € 0p(x) <= VEER, ¢(§) —d(x) = y(§ — x). (1.7)

REMARQUE 1.12. Notons aussi que y € 9¢(x) si et seulement si

VEER, (&) =2 y(§ — )+ o(x),

ce qui signifie donc que y est la pente d’'une droite qui passe par le point (x,¢(z)) et qui se trouve
entiérement sous le graphique de ¢. Voir le graphique Cette interprétation géométrique permet
de comprendre facilement que le sous-différentiel généralise la dérivée et qu’il est égal a la dérivée 1a
ou la fonction est dérivable. De méme [02, théoréme 2.4| prend tout son sens grace a cette remarque.
Enfin, les exemples [[L.13] et [[L.T4] se justifient trés facilement & partir ce cette interprétation. Voir figure

L3l
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¢(x)

FIGURE 1.2. Interprétation géométrique du sous-différentiel : y € dp(x) si et seule-
ment si y est la pente d’une droite qui passe par le point (x,¢(z)) et qui se trouve
entiérement sous le graphique de ¢. Sur ce graphique, ¢ est dérivable en z; (ou
0d(x1) = ¢'(z1)) et ¢ admet une dérivée a droite et a gauche en zo (ol en vertu
de [02, théoréme 2.4], d¢(z2) = [¢/(z5), ¢/ (z3)]).

EXEMPLE 1.13. La fonction x — |z| est convexe propre sur R et
dlz| = o(z). (1.8)
Voir figure [[31(a)
EXEMPLE 1.14. Soit C' un convexe fermé non vide de R. On appelle la fonction indicatrice du
convexe fermé C 'application I définie par
0 sixz e,
VeeR, I.(z)= (1.9)
+o0o sizgC.

Cette application est convexe, propre et continue partout sur son domaine (fermé). Par définition, le
graphe Ol¢ est donné par

Olo(z)={yeR: Vzel, y(z—=z)>0}. (1.10)
ExeEmMPLE 1.15. Si C = [—1,1], le graphe § défini par (ILT]), est aussi égal a
8 =dlc. (1.11)
Voir figure [L31(b)
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¢(z)

9l0] = [-1,1]

(a) Fonction x — |z

¢(x)

Ol 11(1) =Ry

(b) Fonction @ + 01j_1

FIGURE 1.3. Les sous-différentiels des fonctions z +— |z[ et x +— OI_1 3j(7)

Pour évoquer I'aspect maximal du sous-différentiel de ¢, Brézis introduit dans [Bré73|, la notion
de semi-continuité inférieure. On pourra aussi consulter |[AF88, paragraphe IV.3 du chapitre IV et
théoréme X.4.5]. Si l'on est dans le cas particulier R, on peut remplacer la notion de semi-continuité
inférieure par une condition plus faible (voir |02, lemme 2.6]). Pour toute la suite, on notera « s.c.i. »
pour semi-continue inférieurement. Ainsi, grace a ce lemme 2.6, on pourra dans tous les résultats de
[Bré73| et dans le cas réel, remplacer « ¢ convexe, propre, s.c.i. » par la condition plus faible « ¢
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. o

convexe, propre et vérifiant la propriété : pour tout = € D(¢) \ D(¢),

si x appartient & D(¢), ¢ est continue en z, (1.12a)
si x n’appartient pas a D(¢), ;1_12% fly) = 400. » (1.12b)
yeD(¢)

Gréce a [Bré73, exemple 2.3.4], on a alors la proposition

PROPOSITION 1.16. Soit ¢ une fonction convexe propre vérifiant (ILI2). Alors le graphe 0¢ est
mazimal monotone et D(0¢) C D(¢).

Enfin, d’aprés |02, théoréme 2.4], les opérateurs maximaux monotones de R sont les sous-différentiels
de fonctions convexes propres et vérifiant (LI2]).

1.1.2. Extension a un espace de Hilbert quelconque

Toutes les notions d’opérateurs, de résolvantes, de régularisées et de sous-différentiels se géné-
ralisent & un espace de Hilbert H quelconque, muni d’un produit scalaire quelconque (-,-) et de la
norme associée |-||. Toutes les notions de la section [L.T.] peuvent s’étendre a condition de remplacer
les produits sur R par le produit scalaire (-,-). Pour plus de détails, consulter |[Bré73| et [02, section
2.3].

Nous rappelons deux résultats. Le premier est trés utile sur le plan théorique mais aussi pour
montrer que des opérateurs sont maximaux monotones sans avoir & utiliser la caractérisation de la
proposition [[.§ :

PROPOSITION 1.17. Soit ¢ une fonction convexe propre et s.c.i. Alors le graphe ¢ est mazximal
monotone et D(0¢) C D(¢). De plus, pour tout y € H, pour tout X > 0, la fonction
1 2
z = ¢(x) + o llz -yl (1.13)
2\
est définie sur un ensemble convere, strictement convexe et s.c.i. et tend vers +oo si ||z|| tend vers
+o0; elle admet donc un mimimum en un unique x € D(¢), qui vérifie
r+ ANz >y (1.14)
et donc

z=(T+X)" ). (1.15)

Concluons par un rappel essentiel. La notion de limite faible, différente de la limite usuelle en
dimension infinie, est rappelée par exemple dans [02, section A.5].

PROPOSITION 1.18. Soient A un opérateur mazimal de H, (xy),cy €t (Yn)pen deux suites de H
telles que

Tp — %, Yn — U,

Vn, yn € A(xn)a

lim sup(zn, yn) < (z,9).
n

On a alors
(T, Yn) = (x,y) ety € Ax.
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Notons qu’en pratique, tous les modéles élastoplastiques sont gouvernés par une inclusion diffé-
rentielle en dimension finie (sauf celui de la section 2.5]). Les opérateurs utilisés seront souvent des
produits de matrices et de sous-différentiels et feront intervenir des opérateurs sur R de type o ou g,
parfois méme en étant totalement découplés (voir |02, lemme 2.13]).

1.2. Premiers résultats d’existence et d'unicité de solutions d'inclusion différentielles

On pourra consulter [02, section 2.2.6] qui donne des exemples simples constructifs et des résultats
d’existence et d’unicité pour un cas particulier de I'inclusion différentielle (7). Des résultats beaucoup
plus généraux d’existence et d’unicité ont été établis par exemple par Brézis (voir |[Bré73, propositions
3.4 et 3.13] et [02, théorémes 2.11 et 2.12]).

Il existe d’autres types de travaux pour modéliser des systémes élastoplastiques (en dimension
infinie) et qui se fondent sur des inclusions différentielles plus générales que ([7) (dans le cas ou le
terme maximal est un sous-différentiel de la fonction indicatrice d’un convexe fermé qui peut dépendre
du temps) [Mor77 ; BallOb].

1.3. Schémas numériques

Dans cette section, nous rappelons sommairement les résultats de convergence obtenus dans [a05;
crasll;|d1;lapl]. Ils sont importants & plus d’un titre. D’une part, ils fournissent un moyen d’approcher
des solutions d’inclusions différentielles pour une classe de modéles rhéologiques. Ces schémas seront
utilisés et présentés dans le chapitre 2l D’autre part, ils ont aussi, indirectement, donné des résultats
d’existence de solutions d’inclusions différentielles, rappelés plus bas.

1.3.1. Définition du schéma numérique d’Euler implicite

On se donne une fonction f de [0,7] x H dans H suffisamment réguliére et A un opérateur
maximal monotone sur l'espace de Hilbert H. On considére 'inclusion différentielle

Cfl—?:(t) + Au(t) > f(t,u(t)), p.p. sur |0, 77, (1.16a)
u(0) = ug. (1.16b)

Moyennant quelques hypotheéses sur f, il est aisé de constater que la solution de (LI6]) est unique.
On s’appuie classiquement sur un lemme de Gronwall (voir par exemple [02, lemme A.1]. C’est la
monotonie de A qui assure en fait 'unicité de cette solution. Voir par exemple la preuve dans [a05,
proposition 2.1|, qui s’adapte facilement au cas Hilbert. Pour construire une solution de ([IGal),
H. Brézis, dans [Bré73|, remplace cette inclusion par une équation différentielle ordinaire grace a la
régularisée Yosida Ay de A : il introduit, pour h > 0, la solution u; de
duy,
vt € 0,77, W(t) + Aup(t) = f(t,up(t)).

La solution de cette équation différentielle existe puisque Ay est réguliére (en vertu de |Bré73, propo-
sition 2.6]). Il fait des estimations indépendantes de h et, en utilisant la proposition [LI8 il passe &
la limite h — 0. Nous utilisons aussi la proposition [LT8 mais nous n’utilisons pas la régularisée Yo-
sida : nous utilisons le schéma numérique suivant pour déterminer une approximation de la solution

de (LI6).
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On définit le schéma numérique d’Euler impliciteﬂ, de la fagon suivante : on se donne N € N*,
on pose h = T/N et on considére t; = ih pour i € {0,..., N}. On définit les valeurs UV, U, ..., U™
solutions de

U = x, (1.17a)
Un+1 —_yn
nef0,... N-1}, ————+ AU 5 f(t,,U™). (1.17b)
Compte tenu de la définition [[L9, (LITD) est donc équivalent a
vn e {0,...,N—1}, U™ = J,(hf(t,, UP) + Up), (1.18)

ou Jp, est la résolvante de A. Ainsi, le schéma numérique est défini de fagon unique. On note uy la
fonction linéaire par morceaux sur chaque intervalle [t,,t,+1] et qui vaut U™ en t,.

1.3.2. Etat de I'art sommaire et présentation des différents résultats montrés

Le schéma numeérique ([LI8) est dit convergent d’ordre ¢ > 0 s’il existe une constante M telle que
Vh >0, Vtel0,T], u(t)—upt)| < Mhi.

Remarquons tout d’abord que si A = 0 ou si A est univoque, le schéma ([.I7) correspond au
schéma d’Euler implicite usuel dont on sait que 'ordre est 1 (voir par exemple [CM84]). Il est donc
inutile de chercher un ordre supérieur a un. Dans la littérature, il existe quelques résultats de conver-
gence, sans ordre |[CET75 ; [Fre87 ; [Hor82 ; [Kar91], c’est-a-dire que max; ||u(t) — up(t)|| tend vers 0 quand
h tend vers zéro. Dans le cas ol u est dérivable par morceaux (avec un nombre fini de sous-intervalles),
Pordre est égal a 1 |[ElI85]. En dimension finie, des résultats analogues de convergence peuvent étre
trouvés dans [DF89; IDL92; ILVI]; [Vel92|. Dontchev étudie dans [DL9I2| une inclusion différentielle
sans unicité : il montre qu’il existe une solution approchée convergeant vers 'une des solutions exactes
mais on ne sait comment choisir cette solution approchée parmi toutes celles que I'on peut calculer.
Ces auteurs proposent aussi des schémas d’ordre plus élevé, uniquement sur des intervalles, oul la solu-
tion est plusieurs fois dérivable, ce qui n’est pas intéressant ici, car on sait que, méme avec un second
membre nul, la solution n’est pas nécessairement C'! sur tout l'intervalle [0, 7] (voir par exemple |02,
section 2.2.6.1]). Voir aussi [a05, remarque 1.2].

D’autres estimations ont été obtenues par A. Dontchev ou Beyne en supposant que pour tout x
dans H, Az est compact, ce qui n’est pas toujours vérifié dans le cadre de cette HDR |[BR10b ; IDL92].

Lippold a montré dans un cadre fonctionnel un peu plus général que si A = 9¢ avec ¢ lipschitzienne
et si f ne dépend que de ¢, alors 'ordre de convergence est égal & 1/2. De plus, dans le cas ol ¢ est
la fonction indicatrice d’un convexe fermé (voir |02, (2.54)]), alors I'ordre est 1.

Si H est un espace de Hilbert séparable, nous avons généralisé dans [a05], un résultat de Lippold
[Lip90] : si f dépend de t et de u, et si A est un opérateur maximal monotone quelconque, alors I'ordre
est 1/2 (voir théoréme [[22). Nous avons ensuite généralisé le résultat de Lippold [Lip90|, dans le cas
ou le terme maximal monotone est égal au sous-différentiel de la fonction indicatrice d’'un convexe
fermé : ordre est égal a 1 (voir théoréme [[.23)).

On a récemment obtenu un résultat encore plus général [apl| dans le cas ou A est le sous-différentiel
d’une fonction convexe propre s.c.i. Il existe déja un résultat trés important établi par R. Nochetto,
G. Savaré et C. Verdi [NSVI&; INSVO0Q] : le schéma numérique d’Euler implicite (LI7) fournit une

1. Il est, en fait, semi-implicite car implicite par rapport & A et explicite par rapport & f.
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approximation de la solution de (LI6) avec un ordre un dans le cas o A = 9¢ et f ne dépend que
du temps. Nous étendons ce résultat dans le cas ou f dépend de t et de u dans le théoréme [[.24]

REMARQUE 1.19. Dans [a05], les résultats ont été montrés dans un cadre fonctionnel plus vaste
(celui d’un triplet de Gelfand V' < H < V') mais le cas Hilbert suffit amplement dans le cadre de
cette HDR. On se restreint donc au cas ot H est un espace de Hilbert quelconque.

1.3.3. Convergence (résultats généraux et ordre 1/2)
Les trois premiers résultats établis dans [a05] sont les suivants

THEOREME 1.20. Soit H un espace de Hilbert séparable. Soit A un opérateur maximal monotone
et soit f une application de [0,T] x H dans H telle qu’il existe L vérifiant

Vte [0,T], Vxi,xze € H, | f(t,x1)— f(t,z2)| <L |x1 — 2], (1.19a)

et pour tout R > 0

3(R) = sup {H%)

Alors, pour tout ug € D(A), il existe une unique fonction u € WH*(0,T; H) de (LIG).

L2(0,T;H)

THEOREME 1.21. Soit H un espace de Hilbert séparable. Soient A un opérateur mazimal mono-
tone, ug appartenant & D(A), f une application de [0,T] x H dans H vérifiant (LI9) et u la solution

de ([LIG). On a alors

lim uy, = u dans C°([0,T), H).
h—0

THEOREME 1.22. Soit u la solution unique de ([LI6)). Il existe une constante M telle que pour
tout h, on a

vt e [0,T], |un(t) —u®)| < MVh. (1.20)

La preuve de ces théorémes est classique et se fait en plusieurs points. On renvoie a [a05, lemme
4.1, propositions 4.2, 4.3 et 4.4 | et |02, section 2.5.3]. Rappelons-en briévement les étapes.

GRANDES ETAPES DES DEMONSTRATIONS DES THEOREMES [I.20], .27 T .22

(1) Tout d’abord, en utilisant ’aspect monotone de A et le lemme de Gronwall discret (voir par
exemple [02, lemme A.2]), on fait des majorations uniformes en N sur U? et sur la dérivée

discréte
Uptl _ e

h
(2) On introduit les fonctions constantes par morceaux vy, et fj, par

VP =

op(t) = UPTL sur [ty, tpia],
Ju(t) = f (tp, UP) sur [ty, tpa],
de sorte que le schéma numérique peut s’écrire
ap + A(vp) 3 fn, p.p. sur [0,7]. (1.21)

On montre des estimations uniformes sur des quantités faisant intervenir ces fonctions (voir
[02, lemme 2.19] et [a05, lemmes 2.3 et 2.4]).
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(3) En faisant la différence entre (L2I]) successivement appliquée & uy, et ug, pour h,k > 0, on
montre qu’il existe une constante M telle que pour tout h,k > 0, on a

Vi e [0,T], |un(t) — ue(®)]| < MVR+ F. (1.22)

(4) Grace aux estimations uniformes faites précédemment, on montre que uy et 4y, sont elles
aussi bornées dans les bons espaces fonctionnels. On peut donc en extraire des sous-suites
qui convergent fortement en valeur et faiblement en dérivée. La proposition [[LI8 nous montre
alors que le schéma numérique « passe & la limite » et donc que la limite w est solution
(unique) de (LIG). Par ailleurs, I'inégalité (L22) nous montre que la suite (up),-, est de
Cauchy. Ainsi, toute la suite (up);,~ tend vers u, ce qui montre les théorémes et [L2T1
De plus, a h fixé, 'inégalité (I.22) pour k tendant vers zéro donne (L20), ce qui montre le
théoréme

O

Ces résultats de convergence ont été utilisés par Carmina Georgescu, Bernard Brogliato et Vincent
Acary par exemple dans |[AB10; IGBA12|.

1.3.4. Convergence (ordre 1)

On a aussi le résultat suivant :

THEOREME 1.23. Soit H un espace de Hilbert séparable. Sotent K une partie fermée, convexe non
vide de H, A l'opérateur mazximal monotone égal & Ol , le sous-différentiel de la fonction indicatrice
de K et ug appartenant o K. Soit f une application de [0,T] x H dans H vérifiant (LI19). Soit u la
solution unique de (LLI6l). Il existe une constante M telle que pour tout h, on a

vt e [0,7), |lun(t) —u()| < Mh. (1.23)

Pour les détails de la démonstration, on renvoie a [a05, proposition 3.1 et section 4].

Un autre résultat a aussi été donné dans le cas ot K est le produit cartésien d’intervalles non
vides et fermés (voir [02, théoréme 2.19]). Ce résultat sera directement utilisé pour étudier le modéle
de Prandtl & nombre de degrés de liberté (internes) fini ou infini dans le chapitre 2

Concluons par le dernier résultat important (théoréme [[L24)), valable si opérateur A est un sous-
différentiel.

THEOREME 1.24. Soit H un espace de Hilbert séparable. Soient ¢ une fonction convexe propre
s.c.i., ug € D(0¢) et f une application de [0,T) x H dans H vérifiant (LI9a) et, pour tout R > 0,

0
d(R) = sup {Ha—‘:(,v) Nl 207y < R} < +o00. (1.24)
Le=(0,T;H)
Soient u la solution unique de
d
(1) + 00(u(t) 3 f(t,u(t)), pp. sur 0, T], (1.25a)

u(0) = uo. (1.25b)
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et up, définie par le schéma numérique

U° = o, (1.26a)
Un+1 —_pyn
¥ne {0, N-1}, —————+0¢ (U™ 5 f(t,, U™). (1.26b)
1l existe une constante M telle que pour tout h, on a
Vvt e [0,T], |un(t) —u(t)|| < Mh. (1.27)

Ce résultat, qui vient d’étre publié, détrone finalement le théoréme [.23] On consultera, pour plus
de détails, |02, annexe C| et [apl].

GRANDES ETAPES DE LA DEMONSTRATION DU THEOREME [[.24

Les idées utilisées généralisent celles qui ont été introduites dans [NSV98; INSV0Q]|, valables uni-
quement dans le cas ou le second membre f ne dépend que du temps.

Nous estimons tout d’abord u — uj, en fonction de f(t,u(t)) — f(tp, UP) et d’une erreur résiduelle
définie par

U™ — o(U™)
. .
Pour cela, on introduit la fonction constante par morceaux ey, : [0,7] — R définie par

Vp € {0, e, N — 1}, vVt € [tp,tp+1[, €h(t) = gp’

Vi€ {0, N =1}, &= (f(tn,U") — V", V") —

et la fonction affine par morceaux [y, : [0,7] — R définie par

1
Vp € {0, ey, N — 1}, vVt € [tp,tp+1[, lh(t) = ﬁ(tp"'l - t).
En utilisant la formulation variationnellef associée au schéma numérique (L2I)) dans le cas ot A = J¢,
on montre qu’il existe une constante indépendante de N et de n telle que

1d
37 () = un(t)|? < hen(®)ln(t) + (f(t,ut)) = fu(t), u(t) — up(t)), p.p. sur ]0,T7.
Cette estimation peut étre simplifiée en utilisant les majorations uniformes de UP et de VP. Une

seconde erreur résiduelle est introduiteﬁ :

Ve {0,...,N =1}, D" = (f(tn,U") = f(tn_1, U™ ) =V + V=L ym),
La quantité D" est plus grande que £" > 0, mais les sommes Zg:_ol Dr

en N, ce qui permet de conclure grace & un lemme de Gronwall. Remarquons que, pour conclure

, sont bornées uniformément

cette preuve, une idée un peu plus simple que celle donnée dans [NSV0Q] a été utilisée. Dans cette
publication, une variante d’un lemme de Gronwall discret ([NSV00, Lemme 3.17] ou [Bai89, théoréme
3.3]) a été utilisée. Ici, on reprend une idée déja utilisée par Lippold [Lip90] et qui consiste & majorer
la somme suivante grace a un principe de « domino » :

N-1 0|2
n—1 _ym n ‘V ‘
321 (V vrovn < 7

O

2. Qui n’est rien d’autre que la définition (7).
3. Pour étre définir correctement cette quantité pour n = 0, on a donné préalablement un sens a f(t—1,U"!) et
VL
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REMARQUE 1.25. Les résultats des théorémes prévoient un ordre de convergence 1/2 pour
A quelconque. Les théorémes [[.23] et prévoient un ordre 1 si A est un sous-différentiel. Dans
[Rul96], J. Rulla a donné un exemple intéréssant. De fagon plus générale, il a étudié la discrétisation
de la solution de (ILI6) avec un second membre f nul par le schéma (LI7D)-(LI8)), dans un Hilbert
H quelconque. 11 a aussi montré, dans ce cas particulier, ordre 1/2 du schéma. De plus, grace a ses
résultats, on déduit que 'ordre 1/2 montré dans le théoreme est optimal. En effet, J. Rulla a
exhibé un exemple (exemple 3) avec

H =1,
Popérateur univoque linéaire maximal monotone A défini par : pour tout k£ > 1
A(ur,ug, ..., Ugg—1, Uk, -..) = (—u2,u,..., —kuok, kugg_1,...),
le vecteur w défini par : pour tout £ > 1
ugk—1(t) = cos(kt)ugg—1(0) + sin(kt)uzy (0),
ugk (t) = — sin(kt)ugr—1(0) + cos(kt)ugk(0),

et le vecteur ug défini par : pour tout k£ > 1

1
ugi—1(0) = m,

D’apreés le théoréme [[L22] 'ordre du schéma est au moins 1/2. De plus, J. Rulla a montré qu’il existait
des constantes B, C' et D avec B > 0 telles que, pour tout h > 0,

Bh

2

[un(T) — u(T)]* = 5
(nh—CY?—D

De cette estimation, on peut déduire que, pour tout a > 0, le schéma (LIT) n’est pas d’ordre a+1/2.

En effet, on observe alors une contradiction avec (L28)). De plus, dans I’exemple 3 donné par J. Rulla,

+ o(h?). (1.28)

DVopérateur A est un opérateur maximal monotone, qui n’est pas le sous-différentiel d’une fonction
conveze. En effet, si c¢’était le cas, le théoréme [[.24] garantirait un ordre 1, en contradiction avec ce
qui précéde.

1.4. Changement de produit scalaire

IDEE 1. Michelle Schatzman a remarqué (voir [a02, (3.4) et (3.5)]) le petit lemme suivant :

LEMME 1.26. Soient M wune matrice symétrique définie positive de My (R) et ¢ une fonction
convese propre s.c.i. On munit R"™ du produit scalaire canonique et du produit scalaire (x,y,)  li€ @
la matrice M et défini par

(2, y) pg = "2M 1y, (1.29)
L’opérateur ¢ est maximal monotone et on définit l'opérateur Mad¢ par
Yy € MIp(z) <= Jz € 0p(x) :  y= Mz, (1.30)

soit encore

y € MOgp(z) <= M1y € do(x). (1.31)
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On a
Omep = MO, (1.32)
ot Opm est le sous-différentiel de ¢ pour le produit scalaire défini par (L29)). De plus, si C' est un conveze

fermé non vide de R™, la résolvante du sous-différentiel OpIc est égale a la projection orthogonale
sur C, pour le produit scalaire défini par (L29), c’est-a-dire, pour tout h,

(I + haMfc)_l = PQM. (1.33)

Cette petite idée, trés simple a montrer (voir preuve de [02, lemme 2.20]), nous permettra, dans
les chapitres[Q et[3, d’associer de multiples facons des modéles rhéologiques élémentaires, pour former
une vaste classe rhéologique gouvernée encore par des inclusions différentielles du type (L23) ou, ce
qui revient au méme,

d
—(t) + MOG(u(t) 3 f(t,u(t). pp. sur 0,7 (1.34a)
u(0) = up. (1.34b)
De plus, le schéma numérique
U° = x, (1.35a)
Un+1 —_yn
vne{0,...,N -1}, ————— + Mg (U™ > f(t,,U"), (1.35b)

h

est convergent d’ordre un.

Finalement, [02, les théorémes 2.21 et 2.22] prévoient, pour tous les modeéles des chapitres 2] et [3]
un cadre théorique avec existence, unicité et convergence d’ordre 1 des schéma numériques (L.26]) ou
(33).

Dans [02, section 2.5.6] sont présentées succinctement les trois grandes méthodes de calcul de la
résolvante Jj, de A, nécessaire pour expliciter les schémas numériques (L26) ou (L35) :

— dans de nombreux cas, 'opérateur A se découple (voir [02, lemme 2.13]); le calcul de la ré-
solvante de A se raméne alors essentiellement aux calculs des résolvantes des graphes o et 3,
explicitement données par (L4) et (L) ;

— d’aprés le lemme [[L26], dans le cas ou A est le sous-différentiel d’une indicatrice, la résolvante
est une projection orthogonale pour une norme spécifique, grace a la formule ([33]), avec des
algorithmes numériques adaptés;

— enfin, dans le cas général, ot cette résolvante ne peut se calculer comme dans les deux premiers
cas, on procédera par minimisation de la fonction convexe (mais non différentiable) définie par
(C13), avec des algorithmes numériques adaptés.






CHAPITRE 2

Association de modéles simples et présentation des modéles
composeés

2.1. Introduction

Nous allons maintenant entrer dans le vif du sujet en présentant un certain nombre de modéles
A nombre ﬁniEl de degrés de liberté avec frottement, généralisant le modéle donné dans |02, section
1.2.3]. Ils sont tous décrits par les inclusions différentielles étudiées dans le chapitre [[I Grace au
théoréme [[.24], on a 'existence et 1'unicité des solutions ainsi que le schéma numérique d’ordre un. Les
inclusions différentielles seront du type ([L23) (dans le cas ou il n’est pas nécessaire d’introduire de
matrice symétrique définie positive) ou (L34) (dans le cas ot il est nécessaire d’introduire une matrice
symétrique définie positive M). L’espace H sera ici égal & RP, muni du produit scalaire défini par

(,y) = Z%‘yz’, (2.1)
i=1

ou (L29). 11 suffirait donc de donner successivement ug, u, éventuellement la matrice M, f et ¢ et de
vérifier que les hypothéses nécessaires ont lieu, & savoir :

— f est lipschitzienne en son premier argument et de dérivée par rapport & son second argument

suffisamment réguliére : elle doit vérifier (LI9al) et (L24)) ;

— ¢ est convexe propre semi-continue inférieurement (s.c.i.);

— éventuellement, M est une matrice symétrique définie positive.

On se contentera de détailler les deux premiers modéles élémentaires, en section Z2.1] puis on
montrera quelques modéles composés de ces modéles élémentaires en section

Nous donnerons ensuite d’autres modéles en sections 2.3] Z4] et

2.2. Exemples de systémes avec frottement a nombre fini de degrés de liberté

Les exemples de cette section et de la section 222 (sauf le modéle paralléle déja bien connu
IMMO94]) ont été introduits dans [a02 ; id1).

2.2.1. Deux modéles élémentaires

2.2.1.1. Modéle paralléle.

On reprend 'exemple de [02, section 1.2.3], en supposant qu’en plus de la sollicitation externe F,
le solide étudié est soumis a ’action d’un ressort linéaire de raideur k& > 0 et d’une force de frottement
visqueux de coefficient ¢ > 0. Le coefficient de frottement « est supposé positif. Il suffit donc de
réécrire (LG]), avec m quelconque, en remplagant F(t) par F(t) — cz(t) — kx(t) et on obtient I'inclusion

1. Excepté le modéle de Prandtl & nombre infini de branches, traité a part en section

33
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A
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(a) en paralléle
k o c m
| —— L=l
| ls 1T v la lw |

(b) en série

FIGURE 2.1. Les deux modéles de base, constitués de I’association d’un ressort, d’un
dashpot et d’un élément de Saint-Venant

différentielle

z(0) =z, #(0) = o, (2.2a)
Vi€ [0,T), mi(t) + ka(t) + ci(t) + ao (#(t)) 3 F(2). (2.2D)

Remarquons aussi que ce modéle est équivalent au modéle rhéologique visco-élastoplastique de la
figure 21l (a), ott un point matériel de masse m est connecté en paralléle avec un ressort de raideur k,
un élément de Saint-Venant de seuil « et un dashpot de coefficient ¢, soumis & une force extérieure F'.

Cette inclusion et son approximation numérique (sans ordre) ont déja été étudiés dans [MM94].
Comme d’habitude, cette équation d’ordre deux est considérée comme une équation d’ordre un &
valeur vectorielle en posant y = 4 et peut donc se mettre sous la forme ([25]). On renvoie a [02,
section 5.2.2.1] pour les détails.

2.2.1.2. Modéle série et modéle de Prandtl.

Nous associons maintenant les trois modéles élémentaires de la section Z.22.T.Tlen série, comme le
montre la figure 2Tl (b). Comme dans la section 2211l on appelle u le déplacement de 'extrémité
A du ressort par rapport & une position de référence P, v la différence entre AB et une longueur de
référence 5 et w la différence entre BC' et une longueur de référence ly. = désigne I'abscisse du point
matériel de masse m par rapport a une position de référence. Les positions de référence peuvent étre
choisies de sorte que

T=u-+v+uw. (2.3)

Soit f la force exercée par A sur B. La loi de comportement du ressort s’écrit

f = —ku, (2.4a)



2.2. EXEMPLES DE SYSTEMES AVEC FROTTEMENT A NOMBRE FINI DE DEGRES DE LIBERTE 35

celle de I'élément de Saint-Venant
fe—ao(v), (2.4b)
et celle du dashpot

f=—cu. (2.4¢)
Le théoréme fondamental de la dynamique et (2.4a)) se résument a
mi = F — ku. (2.5)

Malheureusement, les équations (2.3), (24) et (2.5) ne se mettent plus sous la forme (L25), ni méme
(L34)). Cependant, on peut modifier ces équations pour les mettre sous la forme maximale monotone
attendue. On peut remarquer que la différentiation de (2.3) en temps et (2.4c) donnent

F=ato— 2,
c
et donc, grace a (24al), on a
F=a4 o+ S,
c
soit encore
b — i — = 0. (2.6)
c
Ainsi, en utilisant de nouveau (2.4a)), I'inclusion (2.4D)) est équivalente a
ku k
——EU(i—d——ﬂ). (2.7)
a c

IDEE 2. Dans cette inclusion, le terme dérivé que ’on voudrait voir en dehors, est « coincé » dans
Dopérateur o. Qu’a cela ne tienne car on se rappelle que le graphe 3, défini par (LI)) (voir figure [1.1])
est | ’inverselg du graphe o. On peut donc écrire (Z71) sous la forme

ﬁ(k—u> aab—u—k—u,

« c
soit
k k
u+ 0 <—u> ST — —u, (2.8)
« c

Cette idée d’inversion de graphe est déja présente dans la littérature pour les modéles continus. Par
exemple, un modele élastoplastique continu en quasistatique avec un terme d’écrouissage est présenté
dans [Zei88, Exemple 66.1, pages 348-361] et nous l’avions utilisé dans [a07, section 5.2]. Elle a aussi
été utilisée pour des modéles dicrets comme dans [BallOa, p. 31] ou [BB0J]. Cependant, apparemment,
elle n’a pas été appliquée a des modeles rhéologiques élastoplastiques, dans le cas notamment de re-
cherche d’approximation numérique de solution. Porteuse, elle a permis de traiter une bonne partie
des modeéles de ce chapitre.

2. Voir la définition[T3] Selon |02, théoréme 2.5], inverser le sous-différentiel revient & conjuguer la fonction convexe.
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k;
Q; I k‘z (07}
* _J\/W !
U; U; (Y
(a) P; (b) Si

FIGURE 2.3. Les deux éléments constitués d’un ressort de raideur k; > 0 et d'un
élément de Saint-Venant de seuil a; > 0

Avec les conditions initiales
2(0) = xo, x(0) =0, u(0)= up, (2.9)
Passociation en série est donc gouvernée par (2.5) et (2.8]), encore équivalents a
T =y,
y = (F — ku)/m, (2.10)
u+ B(u/n) >y —ku/c,
ce qui est exactement une inclusion du type (L25]). On renvoie a |02, section 5.2.2.2].
Le cas limite ¢ — 400 pour (ZI0) correspond au modéle rhéologique de Prandtl, gouverné par
T =y,
y = (F — ku)/m, (2.11)
u+Bu/n) 3y,

Dans ce cas, le modéle de la figure 2Tl (b) correspond a assemblage d’un ressort avec un élément
de Saint-Venant, appelé modéle de Prandtl (figure 2.2)).

2.2.2. Assemblage et résultats en dimension finie

2.2.2.1. Définitions des briques de base.
Nous décrivons maintenant quelques systémes plus généraux, fondés sur deux briques élémentaires.

(1) Les éléments P; (voir figure 2.3l (a)) consistent en 'assemblage en paralléle d'un ressort de
raideur k; > 0 et d'un élément de Saint-Venant de seuil o; > 0. Notons f; et g; les forces
développées respectivement par le ressort et 1’élément de Saint-Venant ; elles sont exercées



2.2. EXEMPLES DE SYSTEMES AVEC FROTTEMENT A NOMBRE FINI DE DEGRES DE LIBERTE 37
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(a) Modele de Prandtl généralisé (b) Modele de Prandtl généralisé avec raidisseur
linéaire

FIGURE 2.4. Modéles de Prandtl généralisés

par la partie gauche du modéle sur la partie droite du modéle. La loi de comportement de P;
s’écrit

Ji = —kiug, (2.12a)
g; € —OéiU(?lZ'). (2.12b)

(2) Les éléments S; (voir figure 23l (b)) consistent en ’assemblage en série d’un ressort de rai-
deur k; > 0 et d’'un élément de Saint-Venant de seuil a; > 0. Notons f; la force commune
développée par le ressort ou I’'élément de Saint-Venant : elle est exercée par la partie gauche
du modéle sur la partie droite du modéle. La loi de comportement est décrite par

Ji = —kiug, (2.13a)
fi € —ao (). (2.13b)

Avec ces briques élémentaires, de nombreux assemblages sont possibles, impliquant un ou plusieurs
points matériels. Comme dans les assemblages classiques série ou paralléle, un méme comportement
peut s’obtenir par différents modéles équivalents.

2.2.2.2. Assemblage des briques et descriptions des modéles.

On renvoie a 02, section 5.2.3.3] et [a02], ot un certain nombre de modéles discrets sont formés
des briques élémentaires de la section 222,211

Contentons-nous de donner quelques figures et les équations correspondantes, en admettant qu’elles

sont toutes du type (L25]) ou (L34]).
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FIGURE 2.5. Association en série de n éléments S; et de n points matériels

k1 ks ky,
mi ma Mp
) F
aq Qo .- (679 —
L

FIGURE 2.6. Association en série de n éléments P; et de n points matériels

Le modéle de la figure 2.4l (a) est décrit par U'inclusion différentielle
T =1y,
n
j=F/m—(1/m)> ku;,
i=1

Vie{l,..,n}, @+ Bui/n) > y.
avec

y=xetVie{l,..,n}, n=aqa;/ki,

(2.14a)

(2.14D)

Celui de la figure 2.4l (b) est décrit par la méme inclusion avec 'un des «; tendant vers U'infini. Dans

ce cas, U'inclusion (2.14al) est remplacée par la suivante :
T =1y,
n
§=F/m— (ko/m)z — (1/m) Y kyui,
i=1

Vie{l,...,n}, W+ B(ui/n)>y.
Le modéle de la figure est décrit par 'inclusion différentielle
jjl = Y1,
1 = (k1 + kauz)/ma,
uy + B(ur/m) 3y,
jji = Yi,
Vie{2,...n—1}, 9 9= (—kiwi + kipauizr)/mi,
a; + B(ui/mi) 2 Yi — Yi-1,

Tn = Yn,
Un = (_knun + F)/mnu
Up + 5(%/’%) 2 Yn — Yn—1,

(2.15)

(2.16)
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FIGURE 2.7. La courbe {z(t), F'(t) — mi(t),t}c[0,1 so0) pour le modele de Prandtl dé-
fini par F(t) = 20cos(0,1t), n=k=1et o =yo=1ug =0

Le modéle de la figure est décrit par @, inclusion différentielle (5.59)] ot A est 'opérateur

multivoque défini sur R"™ par : pour tout Y = (y1,...,y,) € R", Z = (21,...,2,) appartient & A(Y)
si et seulement s'il existe G = (g1,...,9n) € R" tel que

Vie{l,...n—1}, 2z =g — gi+1,
Zn = 9n,

g1 € aro(y1),

Vie{2,...n}, ¢ € aio(yi —yi—1).

(2.17)

D’aprés @, lemme 5.1], opérateur A est maximal monotone, puisqu'’il est égal au sous-différentiel
de la fonction convexe définie par

n
X)) = d(x1,...,2n) = onlza| + Y ala; — 21| (2.18)
i=2
On consultera B, sections 5.2.3.3.5 et 5.2.3.3.6] pour voir deux autres modéles. Notons aussi qu’une

majorité de ces modeles rentre dans le cadre maximal monotone grace a 'idée et au chan-
gement de norme associé.

Tous ces modéles sont donc correctement écrits et il est possible, a chaque fois, de déterminer
la résolvante en utilisant les méthodes données a fin de la section [[.4] c’est-a-dire, soit par le calcul

explicite, soit par la formule de projection (L33)), soit par la minimisation de la fonction définie par
(CI3). On renvoie aussi a B, tableau 5.1].

Dans [@, section 5.2.5|, un certain nombre de simulations numériques sont présentées. Voir par
exemple les figures 2.7 et 28] relatives au modéle de Prandtl. Sur certaines d’entre elles, on retrouve
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FIGURE 2.8. La courbe {z(t), F'(t) — mi(t)}1e[400,3 00o) Pour le modele de Prandtl gé-
néralisé avec raidisseur linéaire défini par F(t) = fcos(0,5t), ko=0, n=25, xp=
Yo = 0, Vi € {1, ...,5}, k‘i = 1, n = ’i, Up,; = 0

le comportement attendu de ces modéles, notamment des comportements d’hystérésisﬁ dont la forme
peut étre caractéristique de certains modéles élastoplastiques. Dans [02, section 5.2.6], on montre
que pour le modele de Prandtl généralisé, représenté sur la figure 2.4] on peut mettre en bijection
les caractéristiques mécaniques du modéle et les caractéristiques géométriques du cycles d’hystérésis,
ici polygonal convexe. Cette propriété permet donc d’identifier les caractéristiques mécaniques du
modéle de Prandtl & partir, par exemple, des cycles d’hystérésis expérimentaux. On consultera aussi
les simulations présentées dans [02, section5.2.6.2] et [a02; kcdol].

2.3. Modeéle géphyroide
2.3.1. Description et transformation du modéle

L’exemple suivant du modéle géphyroide a été introduit dans [al3]. On renvoie aussi a [02, section
5.6].

Dans l'ouvrage [Per69|, Persoz introduit des modéles similaires en quasi statique, comportant
des associations de modeles P; ou S; (voir section Z.2.2.7]). Il identifie deux types de modéles : les
premiers, dits mixtes, sont formés d’associations en série ou en paralléle de P; et de S;. Les autres,
non décomposables en association série ou parallele de P; et de .S;, sont dits géphyroides. Parmi ce
type (voir figure 29 de |[Per69]), Persoz propose un exemple trés simple et clairement non mixte de
modéle géphyroide, en quasi statique. Dans cette section, on étudie le comportement dynamique de
ce modeéle en montrant qu’il entre de nouveau dans la classe des modéles gouvernés par une inclusion

de type (L34).

3. Voir par exemple http://fr.wikipedia.org/wiki/Hystérésis| ou |02, Définition 5.1], pour la définition d’un
cycle hystérésis. On pourra aussi consulter 'approche de I’élastoplasticité par cycle faite par Noél Challamel et al. dans
[Cha0d ; ICha-+01].
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FIGURE 2.9. Le modéle étudié
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FIGURE 2.10. Le modéle étudié, les forces f; et g; et les déplacements w;, v; et x

On considére le modéle comportant quatre ressorts de raideurs kg, k1, ko et k3, trois éléments
de Saint-Venant de seuil a7, as et a3 et un point matériel de masse m associés comme le montre la
figure

Comme dans la section 2.2] on introduit les notations suivantes (voir figure [2Z10) :

— pour tout i € {0,...,3}, le déplacement du ressort de raideur k; est noté u; et la force exercée

par le ressort est notée f;;

— pour tout i € {2,3}, le déplacement de 1’élément de Saint-Venant de seuil «; est noté v; et la

force exercée par cet élément est notée g; ;

— puisque le ressort de raideur k; et ’élément de Saint-Venant de seuil o1 sont associés en paralléle,

on n’introduit pas le déplacement v, égal & u1; on note g1 la force exercée par I’élément de
Saint-Venant ;

— on note x 'abscisse de la masse m et F' la force extérieure appliquée a ce point.
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Comme dans [a02| et la section 2.2] les différentes équations sont les suivantes. La liaison géomé-
trique impose

ug + v3 + ug = T, (2.19a)
vg + uz + ug = T, (2.19b)
U] + Uz = v3. (2.19C)

Les lois de comportement des ressorts et des éléments de Saint-Venant sont

Vi € {0, ...,3}, fZ = —k;u;, (2.19d)

Vi € {2,3}, g; € —0u0 (7}2)7 (2196)

g1 € —q10 (ul) . (219f)
L’équilibre donne

g2+ fi+g1=fs (2.19¢

g3+ f3 = Jo, (2.19h
g3+ 91+ fr=fo, (2.19i
mi = fo+ F. (2.19j

Dans cette section, on suppose que F est une force donnée. Ainsi, on obtient un systéme avec quatorze
équations ou inclusions et quatorze inconnues x, (4;)g<;<3, (Vi)oc;<s, (fi)g<i<s €t (Gi)1<;<3-

2.3.2. Transformation des équations

Nous transformons maintenant les équations pour obtenir une inclusion sous la forme usuelle

IDEE 3. Afin de montrer que lelj‘ormalisme « maximal monotone » pouvait permettre aussi de
traiter des modeles moins classiquest], nous avons conservé chacune des trois inclusions (2.19¢) et
I91) et nous avons tenté de sélectionner les variables pertinentes, qu’il fallait conserver. Apres de

nombreuz essais, notre choix s’est porté sur (x, g1, g2, 9g3).

Soit K la matrice définie par
ko + ko ko — (ko + k2)
K = ko ko + k3 —(k‘o + k‘g) . (2.20)
—(ko + ko) —(ko+ks) ko+ki+ko+ ks

Dans [02, lemme 5.5], on montre que, moyennant certaines hypothéses physiquement raisonnables, la
matrice K est symétrique définie positive. Ainsi, le systéme initial est équivalent a

T =1y,
y=L(F—dx+EG), (2.21)

G+ Ko¢(G) > —koUy,

4. Idée que nous a soumise Frangois Sidoroff.
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FIGURE 2.11. Le modéle étudié avec ses constituants mécaniques
ol le nombre § est donnéﬁ par
§=ko(1-k'UK™'U), (2.22)
et le vecteur F est défini par
E=k'UK™, (2.23)
et oll on pose
) g2
U=111, G=1g3]. (2.24)
-1 g1

De nouveau linclusion (Z21]) est du type ([34]). Le schéma numeérique fait cette fois-ci intervenir la
résolvante, comme projection sur un pavé fermé pour une norme spécifique, 14 encore en exploitant
l'idée[I page 30| et la formule (IL33)). On renvoie a |02, section 5.6.3] ot 'on montre qu’en quasistatique,
le formalisme maximal monotone est encore valable. Enfin, dans [02, section 5.6.4], des simulations
numériques montrent 1’aspect spécifique de ce modeéle, déja mis en évidence par Persoz dans |[Per69).

2.4. Chaine élastoplastique

L’exemple suivant du modéle de la chaine élastoplastique a été introduit dans [al4] et [02, section
5.7].

Nous étudions dans cette section un nouveau modéle : celui d’une chaine glissant sur un sol
avec frottement. On ne donne pas les détails de cette discrétisation. Nous donnerons de nombreux cas
d’étude : cas statique ou dynamique avec différentes conditions aux limites, en force ou en déplacement.
La encore, toutes les inclusions sont du type (L25]) ou (L34).

On considére le modéle de la figure 2111 On note (m;),-,;-, (avec m; > 0) les masses, (k;)y<;<n,
les raideurs et (o), ,,, les seuils des éléments de Saint-Venant. o

Comme pour le modéle géphyroide, moyennant des transformations d’équations, le modeéle, avec
différentes conditions aux bords est encore gouverné par des inclusions du type ([L25) ou (IL34). On
renvoie le lecteur a |02, section 5.7.1].

2.5. Infinité de variables internes : modéle généralisé continu de Prandtl

Ce modéle a été introduit dans [a04].

5. Dans tout ce mémoire, la matrice transposée d’une matrice A est notée *A.



44 2. ASSOCIATION DE MODELES SIMPLES ET PRESENTATION DES MODELES COMPOSES

Hystérésis
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FIGURE 2.12. Cinq courbes {z(t), F'(t) — mZ(t) }+e400,500) Pour le modele de Prandtl
généralisé avec raidisseur linéaire et n € {3,10,100,700,2 000}. La taille des cycles va
croissant avec n

Les modeles de Prandtl généralisés représentés sur la figure 2.4 possédent un nombre fini de degrés
de liberté.

IDEE 4. Nous avons observé dans m, section 8, sur des simulations numériques, que les cycles
d’hystérésis semblaient avoir une limite quand le nombre de branches de ces modeles étaient de plus
en plus grand. Voir m, figure 4] ou la figure 212 Nous avons ensuite voulu montrer rigoureusement
ce passage o la limite.

Nous montrons dans [@, section 5.8|, qu’un passage a la limite est possible : on considére cette fois-
ci un nombre infini de branches, chacune d’elles étant défini par une raideur et un seuil infinitésimaux,
comme le montre la figure 2I3l(b). La encore, il y a existence et unicité de la solution. La différence
avec ce qui précéde est que P'espace de Hilbert n’est plus R? mais un espace de type L?(0,1). Une
double discrétisation du probléme obtenu, continu en temps et continu en une variable interne, permet
d’utiliser un schéma numérique convergent. Le probléme discret de la figure 213 (a) converge vers le
modéle continu de la figure 213 (b) quand le nombre de branches tend vers U'infini.

Nous avons fait des simulations qui, de fagon analogue a ﬂa, sections 5.2.5 et 5.2.6], mettent
en évidence un cycle d’hystérésis continu comme limite des cycles polygonaux déja vus. La encore,
une identification est possible entre les caractéristiques géométriques du cycle et celles du modele
mécanique.
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FIGURE 2.13. Modéles de Prandtl généralisés

2.6. Modéles lipschitziens
2.6.1. Introduction

Frédéric Bernardin, a préparé sa thése [Ber04] sous la codirection de Michelle Schatzman et
de Claude-Henri Lamarque a l'université Lyon 1, en donnant un cadre stochastisque aux modéles
présentés dans ce chapitre. Afin de prendre en compte I'aspect probabiliste des sollicitations, il a
donc obtenu des résultats d’existence, d’unicité et de convergence de schémas numériques pour des
inclusions différentielles stochastiques avec terme maximal monotone, dans un cadre de variétés de
configuration euclidienne ou riemannienne. Pour plus de détails sur ces aspects, on pourra consulter
[BSLO4a ; BSL04b ; Ber03; Bad+11] ou |02, chapitres 3 et 4, sections 5.4 et 5.5 et annexe DJ. Sur le
modéle de Prandtl, il a aussi obtenu numériquement des cycles d’hystérésis, caractéristiques de ces
modéles.

IDEE 5. Dans un cadre déterministe ou stochastisque, tous les cycles d’hystérésis obtenus, a nombre
de degrés de liberté internes fini ou infini sont convexes. Est-il possible d’obtenir aussi des cycles non
convexes, ce qui permettrait d’obtenir des courbes plus réalistesﬁ ? Nous avons donc repris la modéli-
sation du modéle de Prandtl généralisé, dans un cadre déterministe ou stochastique, en ajoutant un
terme non linéaire (univoque) dans le terme de friction. Le choiz le plus simple consiste a considé-
rer d’abord une non linéarité cubique, que l'on a pu remplacer ensuite par une forme plus générale,

suffisamment réguliere.

6. On pourra voir par exemple |BV03, figure 1] ou |[BR10a, figure 1|, méme s’il faut bien comprendre que la forme
complexe de ces cycles fait aussi intervenir d’autres phénomeénes que la plasticité (mémoire de forme, thermodyna-
mique, ...).
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Pour plus de détails, on renvoie le lecteur au papier original [a09] ainsi qu’a [02, section 5.9]. Nous
ne présenterons naturellement ici que les résultats dans un cadre déterministe.

On rappelle briévement que le modéle de Prandtl généralisé avec raideur linéaire est constitué
d’un ressort linéaire de raideur kg en parallele de n ressorts linéaires de raideur (k;)i<i<, associés
chacun & un élément de frottement sec de seuil «;, 1 <i < n (voir la figure 241 (b)). La position et la
masse du point matériel sont notés respectivement x et m. Ce point matériel est soumis a une force
extérieure F. Un tel systéme est régi par I'inclusion différentielle (215]).

f=—caz?

L

ko

FIGURE 2.14. Le modéle considéré avec une non linéarité de type dashpot et cubique
(en x).

Ajoutons une loi rhéologique de la forme
f=—ca, (2.25)

ot ¢ > 0 (voir figure 2.14)), et un amortissement visqueux a de telle sorte que le modeéle considéré soit
le suivant :

n
méi + kox + cx® + ad + kiu; = F,
2 (220

Vi € {1,...,’0}, uz—l—ﬁ(uz/m) >,
avec les conditions initiales
.1‘(0) = Xy, ZC(O) = Zbo, Vi € {1, ...,TL}, UZ(O) = U; 0 € [—m,m]. (2.27)
2.6.2. Reésultats d’existence et d’unicité de solutions et de convergence

On montre dans la proposition suivante un résultat d’existence et d’unicité de solutions pour le

probléme (2.26))-(2.27).

PROPOSITION 2.1. Soient F' € L*(0,T), m,n; > 0, kg,c > 0, et k;,a € R, il existe une unique

solution x € W1(0,T) de ([2.26)-227).
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Voir la preuve dans [02, p. 328|.
A la lumiére de cette démonstration, on peut voir que le probléme (Z26)-(2.27) est un cas parti-
culier du probléme suivant :

mi + G (x,8) + Go(w, @) + Y ku; = F,

1 (2.28)
Vi € {1,...,’0}, uz—l—ﬁ(uz/nz) 9.@,
avec les conditions initiales
ZC(O) = Xy, .1‘(0) = Zbo, Vi € {1, ...,n}, uZ(O) = U4,0 S [—m,m], (2.29)

ou G et Gy sont des fonctions vérifiant les conditions du théoréme suivant (cas général de la propo-

sition 2.1]).

PROPOSITION 2.2. Supposons que F' € L*>(0,T), m,n; > 0, G est une fonction lipschitzienne de
R? dans R vérifiant la condition :

V(w,y) € R?, |Gi(z,y)| < C(L+|z] +|y]) (2.30a)

et
V(z,2',y,9) € RY, |Gi(z,y) — G ()| < Cll(z,y) — (', 9], (2.30b)

et que Go est une fonction différentiable de R? dans R. On suppose de plus lexistence d’une fonction
g: R — R telle que pour toute fonction v :[0,1] — R de classe C1,

1
/0 Ga(y(8), 4()3(0)dt + 9(4(0)) > 0. (2.30¢)

Alors il existe une unique solution x € W21(0,T) du probleme ([2.28)-(Z29).

Voir la preuve dans [02, p. 329-331].

GRANDES ETAPES DE LA DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION [2.2].

La non linéarité Gy ne peut étre englobée dans le terme maximal monotone, puisqu’elle-méme
n’est ni nécessairement croissante ni lipschitzienne. Cependant, elle peut étre tronquée, c’est-a-dire
remplacée par une fonction nulle pour une valeur M arbitraire assez grande de son argument et égale
a Gg sinon. La non linéarité G + G2 devient donc lispchitzienne et les résultats classiques de |[Bré73|
peuvent s’appliquer. On montre ensuite que la solution obtenue est bornée indépendamment de la
constante M, qu’il suffira donc de choisir assez grande pour que la solution corresponde alors au
probléme initial (o la non linéarité n’est plus tronquée). O

Cette inclusion permettra donc de prendre en compte des non linéarités et des formes de cycles
d’hystérésis plus générales.

Le schéma numérique d’Euler implicite déja vu pour le modéle de Prandtl s’adapte ici et, 1a
encore, il est convergent avec un ordre 1 |02, théoréme 5.9], pour différents exemples donnés, obéissant
tous aux hypotheéses (2.30).
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2.6.3. Le cas localement lipschitzien

Le résultat de la proposition s’étend au cas ou la non linéarité n’est plus que localement lip-
schitzienne. Dans ce cas, naturellement, les résultats précédents se généralisent, mais ne sont valables
que localement, c’est-a~-dire pour T assez petit. Voir |02, théoréme 5.11]. L’intérét de cette généra-
lisation est qu’elle permet de prendre en compte aussi des termes cubiques, avec un mauvais signe,
c’est-a-dire de type —cz?, et qui n’obéissent plus a (230d).

2.6.4. Identification des paramétres a partir des cycles d’hystérésis

Comme pour le modéle de Prandtl déja vu, il est possible d’identifier les caractéristiques méca-
niques du modéle & partir des caractéristiques géométriques des cycles d’hystérésis obtenus. On renvoie
a |02, section 5.9.6].

2.6.5. Simulations numériques

De nombreuses formes de non-linéarité ont pu étre testées. Voir 02, section 5.9.7|.

FIGURE 2.15. Les courbes {a(t), F(t) — m&(t) }ei600,700) (a) et
{z(t), F(t) —mi(t) - C$3(t)}te[600,700} (b).

Voir par exemple les figures 2.15] qui montrent un cycle d’hystérésis non convexe.

2.7. Conclusion

Nous avons donc constaté dans ce chapitre qu'une vaste classe de modéles élastoplastiques pouvait
étre correctement traitée par 1'utilisation d’inclusions différentielles, aussi bien sur le plan théorique
que sur le plan numérique.

Naturellement, le mécanicien pourra se sentir frustré d’étre limité au cas idéal de la force de frot-
tement de Coulomb. Qu’il se rassure : on montrera dans le chapitre Blun certain nombre d’applications
plus concrétes, notamment dans un contexte industriel (voir par exemple la section [3.2)). Nous verrons
aussi que d’autres types de forces de frottement, plus réalistes, pourront aussi étre prises en compte,
moyennant parfois une certaine prise de précautions!

Le chapitre [ sera, quant a lui, consacré aux dangers qui peuvent apparaitre si on utilise abusive-
ment le cadre multivoque, en s’appuyant notamment sur la loi de frottement a deux coefficients, déja
présentée dans l'introduction (voir figure [L3](d)).
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QUESTION OUVERTE 1. Nous avons donné une vaste classe de modéles rhéologiques, tous couverts
par Uinclusion différentielle du type (L20) ou (L34)). On peut se demander s’il existe un moyen au-
tomatique de définir a partir d’une association quelconque de points matériels, de ressorts, d’éléments
de Saint-Venant et éventuellement de dashpots, l'inclusion différentielle du type (L23]) ou (L34]).

QUESTION OUVERTE 2. Mis a part le modéle dangereux qui sera présenté dans le chapitre [
nous n’avons rencontré que des modéles fréquentables, c’est-a-dire, entrant dans le cadre du mazimal
monotone. Pour certains d’entre eux, comme le modéle géphyroide ou la chaine, il a fallu choisir les
variables d’état de facon pertinente. Phénoménologiquement, la loi de Coulomb est dissipatrice et,
mathématiquement, elle est donc correctement traduite par un terme multivoque maximal monotone.
Mais, est-ce qu’il existe d’autres associations particulieres de modéles contenant des éléments de Saint-
Venant qui n’entrent pas dans ce cadrelj ?

7. On a exhibé, en fait, une seule fois un probléme mal posé dans |02, section 5.2.3.2] en montrant que celui était
indéterminé.






CHAPITRE 3

Applications

On présente des modéles avec frottement, dans des cas moins académiques que dans le chapitre 2
potentiellement porteurs d’applications.

Comme précédémment, seules les grandes idées sont développées ici et on renverra aux publications
originales ou aux sections correspondantes de [02].

3.1. La boule de billard
Voir |02, section 7.3].
3.1.1. Cadre maximal monotone

Etudions la boule de billard (supposée avoir un mouvement plan) de la figure Bl Notons m sa
masse, R son rayon et I son moment d’inertie (plan) par rapport a son centre. L’action du tapis
=T + N (voir figure [B1]) sur la boule obéit a la loi de Coulomb présentée en introduction (voir
section [[1.2)) La boule est définie par deux parameétres : x, I'abscisse de son centre de gravité et 6,
Pangle de rotation de la boule (par rapport & une direction fixe). La seule différence avec ce que I'on
a déja fait est que la vitesse relative entre la boule et le tapis est donnée par

v =i+ R0. (3.1)
Ainsi, 8’il n’y a pas de force verticale (hormis le poids), la loi de Coulomb ([4)) s’écrit ici
T € -ao (:1: + Ré) , (3.2)
ou le graphe maximal monotone o est défini par (L3)). Voir par exemple |[GS85]. Notons
Tr = i‘, To = R9 (33)
ﬁ
N
0
)

| 7

FIGURE 3.1. La boule de billard avec frottement de Coulomb

51
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Notons g = —7 ; le théoréme du moment cinétique et la relation fondamentale de la dynamique sont
ici équivalents a
ma1+g =0,
Lris+9=0, (3.4)
g € ao (x1 + x2).
Comme tous les modéles du chapitre 2] cette inclusion est encore du type (L34)). Soit A, 'opérateur

multivoque défini sur R? par pour tout X = (x1,72),Y = (y1,12) € R? Y appartient a A(X) si et
seulement si

dg € ao(r1+x2), y1 =y2 = g. (3.5)
D’aprés o2, lemme 7.1], la fonction ¢ définie de R? sur R par
P(X) = ¢(z1,22) = alz1 + 22 (3.6)

est convexe propre et s.c.i et opérateur A défini par ([B.0]) vérifie A = 0¢. Ainsi, ([B4) est bien de la

forme (L34).

REMARQUE 3.1. La grande différence avec les modeéles du chapitre 2l est qu’ici apparait un opé-
rateur non découplé appliqué & deux variables d’état de nature différente, un angle et une abscisse.

Cette inclusion pourrait aussi étre utilisée pour un cas plus intéressant : par exemple, avec un
second membre dépendant du temps dans le cas d’une roue soumise au couple du moteur et au
frottement du sol.

3.1.2. Cadre plus réaliste mais non maximal monotone

Nous montrons dans [02, section 7.3.2], qu'on peut modifier la description précédente de fagon
a prendre en compte la présence de frottements di au trés léger bourrelet, présent devant la boule
et di a l'aspect trés légérement déformable du tapis. Malheureusement, cette description n’est plus
maximale monotone. Ici, nous n’avons pas répondu a la question car la modélisation du
frottement par un léger bourrelet n’est pas de type Coulomb.

3.2. Une application industrielle : étude d'un tendeur de courroie de distribution
3.2.1. Introduction

Voir |02, section 7.4] et [all].

Guilhem Michon a préparé sa thése [Mic06], sous la direction de Régis Dufour, & I'INSA de Lyon
et chez Valéo, sur le comportement expérimental et théorique de courroies de transmission. Pour plus
de détails, on pourra consulter [AMDO02 ; I AMDO04 ; MMDO05|. Dans ces références, ont été utilisés des
modéles hystérétiques de Duhem, qui constituent une généralisation du modéle de Dahl [Vis94; Bli90 ;
Bli92]. Ils sont appelés modéles de Dahl modifiés (notés MDM). En fait, tous ces modéles font partie
de la grande famille des modéles de Krasnosel’skii -Pokrovskii [AMDO02; Bli90; [B1i92 ; [Pok73|. Utilisé
correctement, le modéle de Dahl modifié met en évidence des cycles d’hystérésis, comme le montre la
figure 321 (b), qui sont proches de ceux observés pour des tendeurs de courroie.

IDEE 6. Ces cycles d’hystérésis étant proches de ceux observés dans le chapitre [2, nous avons
essayé, lors d’une collaboration qui a donné lieu & la publication [all], de confronter les modéles de
Dahl modifiés avec les modéles élastoplastiques déja décrits pour tenter de reproduire des comportement
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(a) pour le modéle de Masing (MM) (b) pour le modéle de Dahl modifié
(MDM)

FIcURE 3.2. Un cycle d’hystérésis

c
T fl
Ll
k
’ fo
k o —_— F
i

FIGURE 3.3. Le modéle visco-élastoplastique (MM) utilisé

observés expérimentalement. Pour observer des hystérésis proches de ceuz des figures[32 (b), il a fallu
ajouter un dashpot aux modéles discrets du chapitre [2, alors de type polygonal. Comparer les deux

figures [T (a) et[32 (b).
3.2.2. La théorie

Le modele de Masing avec amortissement visqueux, noté MM par la suite, est représenté figure 3.3
Notons F, la force qu’il exerce sur 'extérieur, u;, le déplacement du modéle de Saint-Venant et ug le
déplacement du ressort, u = us + uy, w = ug — I (I est une longueur de référence) n = a/k, Fo = kolg
(Ip est une longueur de référence) et wy = w(ty) € [—n,n]. Nous obtenons I'inclusion

w+ﬁ<%>9m (3.72)

w(to) = Wo, (37b)
F = kw + kou + cu — Fo, (3.7¢)
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ou f3 est défini par ([ILT)). Si la fonction u est donnée (suffisamment réguliére), I'inclusion (B.7a)) et (B.7h)
est du type (L25]) et, d’aprés les résultats du chapitre 2] il existe une unique fonction w vérifiant (3.7al)
et (B.7D) et il existe donc une unique fonction F vérifiant (3.7)), qui sera notée sous la forme

vt € [to,ty],  F(t) = [Ci(u, wo)] (£)- (3.8)

Un cycle d’hystérésis peut apparaitre dans le plan (u, F) (voir figure B.2l(a)). On peut de plus
discrétiser ([3.7) par le schéma d’Euler implicite utilisé au cours du chapitre 21 Ce modéle est appelé
modeéle hystérétique puisqu’il peut fournir deux valeurs de F pour une valeur de u.

Le modéle de Dahl modifié, noté MDM par la suite, est défini comme suit : soit © € R;. On
cherche F vérifiant, pour tout ¢ € [to, 1],

Ft) = {Au(t) signe (hy(u(t)) = F()) [hu(u(t)) = F@)[",  sia(t) >0,

N b (3.9)
—Au(t) signe(hy(u(t)) — F(t)) |h(u) — FE)", sia(t) <0,

ou les fonctions h; et h, sont définies comme suit : soient a, b, d et e des nombres réels; on pose pour
tout u € R

hy(u) = au+b, h(u) =du+e. (3.10)

Le modéle gouverné par (3.9) et (3.I0) est présenté et utilisé dans [AMDO02 ; IAMDO04 ; MMDO05]. Cette
équation différentielle ordinaire peut étre discrétisée par un schéma classique (type Runge-Kutta
ICM&4]). Si u est donné, F vérifiant (39) et (BI0) est unique et notée

Vt € [to, ty], F(t) = [Calu, Fo)] (t), (3.11)
de fagon analogue a ([B.8)). Un cycle d’hystérésis peut étre alors mis en évidence (voir figure 3.2 (b)).
3.2.3. Le tendeur utilisé

Le tendeur est constitué de quatre parties : voir figures .41 (a){3.4l(b). La partie 1 (roue) est un
solide qui tourne autour d'un axe A = (AB) de la partie 2; cette partie 2 est un bras de tension ABC),
qui tourne autour d’un axe fixe A’ de la partie 3, solidaire d’une partie de référence 4. Toutes les piéces
sont des solides indéformables. La liaison de 'axe A’ entre les parties 2 et 3 contient un ressort et un
élément de friction, responsable de la partie fortement non linéaire du modéle et modélisée par (B.8)

ou (BI1)).
3.2.4. Identification des paramétres

Grace a une expérience préliminaire, on peut identifer, en régime permanent, les deux parameétres
des modeles MM et MDM, c’est-a-dire les paramétres intervenant dans ([B.8) ou BI1) : n, k, ko et ¢
pour MM ou A, p, a, b, d et e pour MDM.

Voir [02, section 7.4.3] et |alll, section 3.2].

3.2.5. Validation

Une fois cette identification faite, nous mettons le tendeur en situation réelle comme, 'indique la
figure

En utilisant les paramétres identifiés en section B.2.4] nous avons mesuré les déplacements w1, us
et la force F et comparé ces courbes avec les résultats issus de deux calculs, pour les modéles MM
et MDM, pour une force f sinusoidale. La figure montre une bonne adéquation entre les données
mesurées et les éléments calculés. Pour plus de détails, consulter [02, section 7.4.4] et [all, section 4].
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Partie 1
Partie 2
Partie 3
Partie 4

(a) (b)

FIGURE 3.5. Dispositif expérimental : systéme total (a) et zoom (b)
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FIGURE 3.6. Validation : force F en fonction du déplacement uy mesurés (—) et cal-
culés avec le modele MDM (——) et le modéle MM (—)

3.3. Problémes avec retard et mémoire

Voir |02, section 7.5|.

Dans le travail de DEA (master 2) de Matthieu Holland, nous avons tenté de reprendre certains
modeles du chapitre 2l en y rajoutant des termes de retard [Hol01]. L’existence et I'unicité ainsi que la
convergence du schéma ont été montrées [a06 ; a07]. Nous avons ensuite généralisé cela en montrant
que l'on pouvait considérer un terme beaucoup plus général d’histoire de la fagon suivante. Soient f
de [0,T] x H dans H, 7 > 0 et z : [-7,0] — H. On pose up = 2(0). Soit £ un terme d’« histoire »,
c’est-a-dire une fonction de [0,7] x L?(—7,T; H) dans H telle que pour tout ¢ € [0,7], pour tout
u € L2(—7,T; H), L(t,u) ne dépend que de ¢ et des valeurs {u(s), s € [-7,%]}. On étudie I'inclusion
différentielle suivante :

a(t) + A(u(t)) + f (¢ u(t)) + L(t,u) 30, p.p. sur |0,T], (3.12a)
Vt e [-71,0], u(t) = =z(t). (3.12b)
Moyennant des hypothéses habituelles de régularité sur f et z, on a alors montré dans [a08; lal0)]
Pexistence et 'unicité de la solution du probléme (BI2]), ainsi que la construction et la convergence
d’un schéma numeérique adapté. Dans [a08, section 5.2| (dans un cadre un peu plus général V < H —

V'), on a appliqué cela & un modele visco-élastoplastique continu complet avec un terme modélisant
Pécrouissage, en s’appuyant sur [Zei88, Exemple 66.1, pages 348-361].

3.4. D’autres forces de frottement
Voir |02, section 7.6].
3.4.1. Formes plus générales (coefficient dynamique variable)

Nous allons montrer dans cette section que, avec certaines précautions, tous les modéles du cha-
pitre 2 peuvent prendre en compte des lois de frottement représentées sur les figures [3l(a) a [3l(c),
en généralisant donc le cas du frottement de Coulomb unidimensionnel ([4) de I'introduction.
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Reprenons 'introduction de |al2|. On cherche & étudier une loi de frottement du type
g(t) € —A(z(t)), (3.13a)
ou l'opérateur multivoque est de la forme
A=ags0+ U, (3.13b)

ol ag est le coefficient de frottement statique, opérateur multivoque o est défini par ([3) et ¥ est
une fonction réguliére et vérifiant

v(0) =0. (3.14)
Cette nullité assure que la force de frottement reste continue lorsqu’il y a un passage d’une phase
statique & une phase dynamique ou U'inverse. L’hypothése (BI4) sera vraie dans toute la section 341
Ce cas correspond a une force de frottement donnée sur la figure [3l(c).

3.4.1.1. Cas particuliers : frottement de Coulomb ou W est croissante.

Le cas du frottement de Coulomb ([[4]) correspond a ¥ nul. C’est le cadre des modeéles du chapitre
Dans le cas ou ¥ est croissante, le cadre mathématique n’est pas nouveau puisque 'on reste dans le
cadre du maximal monotone. On renvoie a [02, section 7.6.1.2].

3.4.1.2. Cas ou V¥ est quelconque.

On étudie maintenant des lois de frottement du type de celle de la figure [3l(c). Si ¥ est quel-
conque, le graphe A défini par ([B.13D) n’est plus monotone et les résultats de |02, section 7.6.1.2] ne
sont plus valables. Néanmoins, a condition de prendre certaines précautions et de choisir quelques hy-
pothéses réalistes et peu contraignantes sur ¥, nous allons montrer que 1’on peut étendre les résultats
du chapitre 21

EXEMPLE 3.2. On vérifie aisément que la loi de frottement de la figure [3l(b) entre dans le cadre
BI3) : comme dans [al2], on a

A(w) = aSU(w) - (aS - aoo)q)(w)> (3'15)
oll (e est le coefficient de frottement & l'infini et ® est impaire sur R, lipschitzienne, strictement
croissante avec ®(+00) = 1. Ainsi, ¥ = —(ag — @) P est décroissante et 'on n’est plus dans le cas
de la section B 4111

EXEMPLE 3.3. Un exemple de loi de frottement plus général est la formule de Stribeck (voir p.

86 de JAAO5]|) ou
D

= , 3.16
AP + B + Ol +1° W (3.16)
avec A et D strictement positifs et B et C' positifs. Voir par exemple la figure B.7 qui correspond a

A(w)

des valeurs particuliéres des coefficients (cette figure correspond a la figure 3.22 de |[AA05|) données
par
A=0,01, B=0,2, C=0,01 D=900. (3.17)
Cette loi entre dans le cadre [BI3) |02, exemple du bas de la page 430].
Le modele paralléle de la section [Z22.T.1] supporte trés bien de voir la loi ([4) remplacée par une
loi de type BI3). Voir 02, section 7.6.1.3.1, cas 1)].

Pour le modéle série de la section 2.22.1.2] c’est plus difficile. En effet, comme dans [02, section
7.6.1.3.1, cas 2)|, on considére un élément de Saint-Venant ou la loi ([4) est remplacée par

fe—Ao(v). (3.18)
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FI1GURE 3.7. L’opposé de la force en fonction de la vitesse pour la formule de Stribeck
avec A, B, C' et D définis par (3.17)

On ne peut plus inverser le graphe ¢ en considérant son inverse 8 comme en section 2.2.1.2]1 Néanmoins,
le graphe A peut étre inversé au sens des graphes et l'inclusion (2.8) doit donc étre remplacée par

k
w+ A7 (ku) > & — ~u. (3.19)
Ainsi, (2I0) est remplacée par
T =y,
y = (F — ku)/m, (3.20)

w+ A7t (ku) >y — ku/c.
On se rend compte maintenant qu’avec une loi de frottement plus générale, A n’est plus nécessairement

maximal monotone. Si A est maximal monotone (sur R), alors A~ I'est aussi [02, théoréme 2.5]. Mais
ici, cela ne marche plus! On peut supposer sans perte de généralité que c tend vers I'infini : on remplace

donc (3:20) par
T =y,
gy = (F —ku)/m, (3.21)
i+ A7 (ku) 2.

IDEE 7. Dans le travail de DEA (master 2) de Samy Ouashine, nous avions ajouté au modéle
Géphyroide des dashpots judicieusement placés et on a constaté que les inclusions différentielles se
transformaient en gentilles équations différentielles ordinaires avec un second membre lipschitzien
[Oua08]. Nous allons faire de méme ici en ajoutant auz composants rhéologiques un dashpot pour
transformer Uinclusion (3.2I)) en un systéme bien posé.

On remplace donc le modeéle de Prandtl de la figure 222l par celui de la figure 3.8 : les notations sont
les mémes, hormis la présence supplémentaire du terme ¢ > 0 et le fait que 1’élément de Saint-Venant
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FI1GURE 3.8. Le modeéle rhéologique avec un raidisseur linéaire et régularisé par ’ajout
d’un amortissement visqueux

soit noté avec une fleche qui signifie que sa loi de frottement est définie par A donné par (B.I3). On
peut aussi ajouter un raidisseur linéaire de raideur kg > 0. On utilise alors de nouveau les équations
de la section sauf ([2.4d) qui disparait et w supposé nul, auquel on rajoute un terme en —koz.
On montre alors que la derniére inclusion de (3.21)) est remplacé par

w+ A7 (cu+ ku) 3 (3.22)
out A1 est I'inverse de A, au sens des graphes multivoques.

IDEE 8. On poursuit dans cette voie (trés proche de lidée [2 page 39). On ne peut pas obtenir
d’inclusion différentielle & partir de cette équation car le terme cti est encore « caché » dans A=, Ce-
pendant, comme dans [Qua08[, nous allons multiplier par ¢ > 0 de chaque coté de [B22), additionner
ku de chaque coté, inverser de nouveau au sens des graphes et obtenir

cu+kue (I+ cAfl)_1 (ci + ku) . (3.23)
Nous allons supposer, de fagon formelle, que la fonction ¥ est telle que le graphe

(I+ cAil)ilest univoque et défini sur R tout entier. (3.24)

Dans le cas général, cela n’est que formel et inutile; en effet (I + cAfl)*1 a un sens comme graphe
multivoque, mais puisque A~ n’est pas maximal monotone, ce terme qui correspondrait & sa résolvante,
n’est pas univoque et la suite n’a pas lieu d’étre. Mais, si on fait ’hypothése [B.24)), lVinclusion (3.23))
devient une égalité
ciu+ku= (I+ cAil)_1 (et + ku) . (3.25)
En notant
E=(T+eca)™ (3.26)
on peut montrer que le probléme initial ([3.2I) peut donc se réécrire sous la forme de I’équation
différentielle ordinaire
T =y,
§= L (F—kow —&(cy + ku)), (3.27)
i =1(—ku+¢&(cy+ku)),
avec les conditions initiales correspondantes.
Les questions & résoudre sont alors :
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Ficure 3.9. La force f en fonction de l'opposé de la vitesse ©, pour le probléme
de Stribeck (B.I106) avec (BI7) (pour le modéle en série de la figure B.8)) et £ = 100,
ko =500, F(t) =1 000cos(t), m=1,T =1,z =0, z{, =20, up =0

(1) Est-il possible de faire des hypothéses réalistes sur ¥ pour que (3.24)) ait lieu et que (I + cA_l) !
soit facilement calculable ?

(2) Est-ce que, dans ce cas, £ = (I + cAfl)*1 est suffisamment réguliére pour que I’équation
différentielle ordinaire ([3:27) admette une solution unique et soit discrétisable par un schéma
numérique 7

(3) Est-ce que ce modéle est bien une régularisation, c’est-a-dire est-ce que le paramétre ¢ peut
tendre vers zéro ?

Dans |02, lemme 7.6, on montre le lemme suivant

LEMME 3.4. 57 W est dérivable sur R, si

lim cw+ ¥(w) = o0, (3.28)
w—=400
a lieu et s’il existe k > 0 tels que
Vw e R, c+ ¥'(w) >k, (3.29)

alors B24) a lieu et (I + cA_l)_1 est dérivable sur R\ {—ag,ags}.

De ce lemme, on déduit classiquement que le probléme (B.27)) est bien posé, qu’il a une solution
unique et que sa solution peut étre approchée grace a des schémas numériques usuels (voir [CM84;
ol] et |02, théoréme 7.1]) De plus, si on ne prend pas ¢ trop petit, le probléme de Stribeck ([BI6) entre
dans ce cadre et des simulations numeériques ont été faites |02, exemple p. 442].

Par exemple, on y a constaté a posteriori sur la figure 3.9, que la force de frottement déterminée
par le schéma numérique était bien conforme numériquement a la loi (B15]).

De fagon générale, nous avons répondu par Uaffirmative sur le plan théorique aux questions [l et
Cependant, la question [3] a malheureusement une réponse négative |02, section 7.6.1.3.2].
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FIGURE 3.10. Les deux briques de bases adaptées a une loi de frottement de type (B.13)
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FiGURE 3.11. Un élément S; avec un dashpot de coefficient ¢;

Nous avions montré dans [al2] qu'une fonction ¥ trop fortement décroissante pouvait induire une
grande sensibilité du modéle par rapport aux données et mettait donc son comportement prédictif en
jeu. Cela peut aussi expliquer sans doute ’aspect vain de notre recherche. Nous reviendrons la-dessus
au chapitre @l

3.4.1.3. Autres associations de briques P; et S; avec une loi de frottement définie par une
fonction U quelconque.

Comme dans le chapitre 2 on considére les deux modéles élémentaires avec une loi de frottement
BI3) ou ¥ est quelconque, représentés sur la figure BI0l On a montré que, a 'instar des nombreuses
associations du chapitre 2] limité au cas ([4), les briques P; et S; peuvent se combiner pour former un
grand nombre de modéles, décrits soit par des inclusions différentielles maximales montones avec un
second membre lipschitzien soit par des équations différentielles ordinaires de type ([B27) |02, section
7.6.1.3.3].

3.4.2. Avec coefficient statique variable

Voir |02, section 7.6.2|, [d1, annexe A] et [a01|. Nous n’avons pas insisté sur ce modeéle, pour lequel
on a montré l’absence d’unicité de la solution [a01].

3.4.3. Avec coefficient statique et dynamique variables

Voir |02, section 7.6.3] et |dl, annexe B|. La aussi, malgré son aspect trés général, cette loi n’a
pas été développée. En effet, I'unicité et la convergence du schéma d’Euler n’ont pas été démontrées.
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3.5. Avec terme de dissipation visqueuse

On montre dans |02, section 7.7] plusieurs fagons de rajouter des dahspots, comme sur la figure

B.I1] en systématisant 'idée que nous avions eue pour le travail de DEA de Samy Ouashine
[Oualg|.



CHAPITRE 4

Problémes de frottement mal posés

4.1. Introduction

En tout début de thése, nous avions voulu affiner un modéle de frottement et avions abouti & une
impasse, car le modeéle proposé, fondé sur le dernier instant de blocage (last blocking time), n’assure
pas 'unicité de la solution (voir section [02, section 7.6.2] et [a01]).

Dans ce dernier chapitre consacré aux problémes de frottement, nous mettons ’accent sur deux
autres problémes mal posés, en insistant sur le danger de I'utilisation de la loi de frottement & deux
coefficients (voir figure [L3l(d)), pourtant fréquemment utilisée [Ste00 ; IAOOF|.

Comme dans [al2], on considére donc l'inclusion différentielle, proche de celles étudiées précédem-
ment

T—g+Ci=f, ppsur R, (4.1a)
avec les conditions initiales

z(0) = zg et ©(0) = o, (4.1b)
et la loi de frottement donnée par

g € —A(%), (4.1c)

ol A est un opérateur maximal monotone de R, représenté sur la figure [[3l(c) et f la sollicitation
extérieure réguliére. Nous avons déja étudié le cas ou A est la somme de 'opérateur multivoque o
et d’'une fonction croissante ou quelconque en section 341l Nous allons supposer maintenant que la
force de frottement atteint « rapidement » la valeur o, avec a, < ag quand la valeur absolue de la
vitesse croit. Une approximation fréquemment faite [BS93 ;[ HVBRBI6 ; HO99 ; HWYS86 ; KK97 ; ILVIS ;
Oka00 ; Woj95 ; WYHS86a ; WYHS6h| consiste a remplacer 'opérateur A par opérateur multivoque
09, défini par

Qoo siw > 0,
Uo(w) = [_aS>aS]v siw =0, (42)
— Qoo siw <0,

et représenté en figure [3](d).
L’opérateur og n’est pas monotone et les résultats de la section B.4.1.1] ne peuvent donc étre
appliqués.
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Us(w)
-
O T+
g w

FIGURE 4.1. L’opérateur multivoque o,

4.2. Premier modéle : limite d'une loi de frottement bien posée

IDEE 9. Nous avons donc cherché a approcher le graphe oo par un graphe du type ago-+une
fonction réguliere. Pour cela, nous avons introduit un paramétre €, destiné a tendre vers zéro et fait
un classique changement d’échelle en temps.

Nous régularisons 'opérateur oy de la fagon suivante : soient donc ag et a, tels que

0 < as < ag. (4.3)

Pour tout € > 0, on considére 'opérateur multivoque (non monotone) o, défini par (voir figure[4.1])
oo (W) = ago(w) — (ag — ao)® (%) , (4.4)
ou o est défini par ([3) et une fonction @ impaire, lipschitzienne et strictement croissante sur R avec
®(+00) = 1. Avec ces notations, le graphe A = o, intervenant dans (3.13) est donné par
U(w) = —(ag — o) ® (%) .
Formellement, 'opérateur multivoque o, tend vers og quand € tend vers zéro. En posant v, = @, on

peut réécrire le probléme (4.1]) sous la forme
U + 0¢ (ve) + Cv: 3 f, (4.5a)
v:(0) = 22, (4.5b)
Si f est assez réguliére, d’apreés les résultats du chapitre [Il ce probléme admet une unique solution.

Supposons que f soit constante et égale a f = fo, avec f = fo €]aoo, ag]| .

On montre dans |02, théoréme 7.4] et [al2, théoréme 2.1], que, selon la condition intiale v0 du

probléme (@), soit la fonction v, —vle™“* a une limite donnée, non nulle, soit v, converge vers zéro.

4.3. Second modéle : une inclusion différentielle sans unicité

IDEE 10. Ici, nous avons étudié linclusion limite (A1) quand € tend vers zéro. L’inclusion dif-
férentielle obtenue a une solution non unique, qui peut « décoller » a tout instant, de méme que son
approrimation numeérique.
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FIGURE 4.2. L’opérateur (I + hog + hC’)*1

Dans cette section, nous étudions directement la limite de 0. quand € tend vers zéro. La loi limite,
définie par ([A2]) est souvent appelée loi de frottement unidimensionnelle & deux coefficients [Ste00)]
définie par un coefficient statique ag et un coefficient dynamique o, avec ao < ag. Soit T > 0.
Etudions I'inclusion différentielle (&) en posant v = & :

0+ Cv+og(v) > f, p.p. sur [0,T], (4.6a)
v(0) = vp. (4.6b)

Lempio, Veliov, Stewart et Leine ont déja étudié cette inclusion différentielle sans unicité pour laquelle
il existe un ensemble de solutions, appelé « liasse », sous certaines hypothéses de régularité de f |Lei00;
LV98; ISte00]. Nous avons, dans un cas particulier, exhibé une liasse de solutions de (f6). Comme
dans |[LV98|, nous avons aussi construit une liasse de solutions discrétes, grace au schéma d’Euler
implicite trés proche de celui du chapitre [I1

Cependant, contrairement & ce qu’'on a vu dans les chapitres [I et Bl et puisque ¢ n’est pas
maximal monotone, ce schéma numérique fait appel a un opérateur (I + hog + hC)_1 non univoque :
voir figure Le schéma numérique admet donc plusieurs solutions et on a donc aussi la présence de
« liasses » discrétes. Enfin, on a construit les liasses continues et discrétes et montré que, pour une
condition initiale nulle, le diameétre (défini comme ’écart maximal entre deux solutions) des liasses
discrétes et continues est une quantité non nulle.

4.4. Conclusion

Dans la section 2] nous avons approché la loi de frottement a deux coefficients par un modéle
régularisé et nous avons montré que pour un choix adéquat de forcing, la solution pouvait tendre
vers deux solutions distinctes pour des conditions initiales convergeant de la méme facon. Ainsi, le
modele peut perdre son aspect prédictif. En outre, les calculs de la section [£3] permettent d’exhiber
une liasse infinie de solutions de (.6, pouvant quitter la vitesse initiale nulle & tout instant. Il en va
de méme pour les approximations définies par un schéma d’Euler implicite. Une fois que la vitesse
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est strictement positive, la solution reste positive et devient unique. D’autres auteurs utilisent aussi
des lois de frottement non monotones. Par exemple, dans [Cam-+96 ; P94 ; IP96|, Campillo, Ionescu,
Paumier et Renard sélectionnent parmi les solutions une solution particuliére en privilégiant un critére
physique particulier : énergie minimale ou maximale ou retard maximal.

On peut aussi arguer que la régularisation choisie n’est pas bonne car les solutions ne sont pas
uniques. Cependant, le |02, théoréme 7.4] ou [al2, théoréme 2.1], a une conséquence importante : la
dépendance aux conditions initiales est trés forte. D’un point de vue mécanique, cela signifie qu’'une
petite erreur sur les données initiales peut étre beaucoup amplifiée, méme avec un petit €. Ainsi, le
paramétre de régularisation est plus un artefact mathématique qu'une mesure physique. Il n’y a donc
pas de moyen de connaitre la valeur de ce paramétre et la solution de l'inclusion différentielle qui
dépend trés fortement de ce paramétre n’est donc pas digne de confiance.

Concluons aussi par le fait que 'on a montré les dangers d’utiliser de tels modéles en discret. Il
n’en est rien sur des descriptions continues, pour lesquelles on n’a rien montré.



Conclusion et perspectives (frottements)

La modélisation de lois de frottement plus réalistes que celles de Coulomb doit étre affinée, no-
tamment sur le plan numérique. Moyennant 1’éventuel ajout de termes d’amortissement visqueux, on
peut prendre en compte des forces de frottement plus réalistes et généraliser ’ensemble des modéles
étudiés au cours des chapitres 2let B [a02 ; la05 ; lapl]. Il faudrait aussi confronter ces lois plus générales
a des expériences simples, afin de valider les calculs numériques.

Par ailleurs, des travaux théoriques déja menés [al3d; lal4] pourraient aussi étre utilisés pour
tenter de modéliser diverses lois de frottement. Sur le plan numérique, des calculs d’approximations
de solutions d’inclusions différentielles ont été menés dans [02]. Les résolvantes ne sont parfois connues
qu’a travers des résolutions de minimisation de fonctions convexes, non différentiables. Cette absence
de différentiabilité rend les algorithmes classiques impuissants et des algorithmes spécifiques doivent
étre mis au point. Des sujets de Master 2 ont été récemment proposés dans ce sens a 'université de
Saint-Etienne, a Polytech Lyon (ex Istil) et & 'Ecole Nationale des Travaux Publics de ’'Etat. Une
autre idée pour résoudre ce type de problémes pourrait aussi consister a transformer les inclusions en
égalités faisant intervenir la résolvante des opérateurs comme dans [LRO8, Equations (32)-(33)].

D’autres pistes pour étudier des lois de frottement plus générales, prenant en compte I’absence ou
la présence de contact, pourrait étre suivies par exemple grace aux idées de Mohammed Hjiaj, Géry
De Saxcé et Zenon Mroz [HDSMO02|.

67






Deuxiéme partie

Identification en biomécanique






CHAPITRE 5

Espaces de travail (plans)

On pourra consulter les publications originales |cras2;lal5] ou le chapitre 3 du polycopié de coursE
lenBas13a] (voir http://utbmjb.chez-alice.fr/UFRSTAPS/M2ReMPS/coursM2RMPSbiomeca.pdf)).

5.1. Introduction

Dans un organisme humain, il existe plusieurs chaines articulaires formées de segments rigides
ouvertes, c’est-a-dire, fixées a une extrémité et libres a autre (par exemple, le membre supérieur).
L’espace décrit par l'extrémité libre de cette chaine (par exemple le doigt) est appelé « espace de
travail » (workspace). On s’intéresse aux limites de cet espace de travail (reach envelop) [Mol98]. Les
définitions précises sous forme d’équations de ces limites sont fondamentales pour I’étude de nombreux
phénoménes en biomécanique. Par exemple, ces définitions mettent en jeu des hypothéses concernant
le controle du mouvement humain (redondance des degrés de liberté) et interviennent dans les taches
de pointage. De nombreux travaux existent pour définir ces limites de ’espace de travail |[Ber67;
SvGv95 ; IGBTI5]. En robotique ou biomécanique, 'une des méthodes utilisées consiste a écrire la
position du doigt comme fonction des angles articulairesH et & en déterminer les limites en exécutant
des cacluls symboliques sur les dérivées partielles [AM+97; IAMY97; AMYS98; IAM-+04; Yan+04;
DPHO1]. Ces méthodes sont complexes et cotiteuses. On propose une méthode fondée sur une propriété
géométrique simple (dans un contexte plan) pour déterminer les limites des espaces de travail.

En robotique ou en biomécanique, les applications sont nombreuses : pour déplacer un bras humain
ou de robot, il est important de savoir si la cible & atteindre est atteignable! De nombreux travaux
sont relatifs a la cinématique inverse (voir par exemple [BNFPS06 ; BPV04]) : comment trouver une
fagon explicite d’atteindre un point de I’espace ?

Plus précisément, en biomécanique, les taches de pointage sont souvent étudiées. Il s’agit de
déterminer comment un bras se déplace d’un point & un autre [T'S05; ISS99 ; ISSLO0Q|. Cependant, les
auteurs n’étudient pas toujours si les positions initiale et finale sont bien dans ’espace de travail.

5.2. Définitions

Soient (O,i, j) un repére orthonormé direct, p un entier supérieur ou égal a deux, (li)1gi§p P

et (6,

nombres strictement positifs, et (H:F) ; )1 i<

1<i<p ) 2p angles vérifiant

Vie{l,..p}, —-m<0; <0 <m. (5.1)

1. Toutes mes références d’enseignement sont regroupées page [IT11
2. C’est-a-dire I'angle entre un segment et le suivant.
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FIGURE 5.1. Le sytéme plan considéré.

On définit I'espace de travail comme I’ensemble des points A, vérifiant (voir figure [5.1]).

Ao =0, (j, (E) — 0, (5.2a)
Vi €1{2,...,p}, (AifQAiflaAiflAi) =0;, Vie{l,..p}, Ai1A;=1, (5.2b)

avec les contraintes sur les angles articulaires

Vie{l,..,p}, 0;€l0;,0]. (5.2c)

AR

On considére la fonction ®, de F vers R?, d’ensemble de définition

F= Haz 0,71, (5.3)

et définie par
V(bh,....0p) EF,  @p(61,....,0,) = Ap. (5.4)

On donne la définition suivante :

DEFINITION 5.1. Pour tout z = (61, ....,6,) € F, pour tout ¢ € {1,...,p}, la i-iéme contrainte
(5:2d) est active si 6; € {0;,0:} et inactive si 0; €]0; ,9Z+ [, soit, en d’autres termes, 0; € {0;,0;} est
saturé et 0; €]0;,0;"[ est libre.

[¢]

On cherche & définir la frontiéere 0D = D\ D de D = ®,(F) ou F est le pavé de RP défini par
E3). Ici, D = ®,(F) désigne I’ensemble des points atteints par ®,. Sa frontiére est I'ensemble des
points qui sont sur la frontiére de D, c’est-a-dire les points qui sont dans D mais pas & U'intérieur de
D.
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5.3. Comportement de la jacobienne de ¢, sur la frontiére de I'espace de travail

Dans |al5, section 3|, on donne des conditions nécessaires exprimées de fagon géométrique permet-
tant de traduire simplement qu’un point est sur la frontiére de ’espace de travail. Ces conditions sont
des conséquences géométriques de résultats trés classiques (voir [AM+97; I AMY97; |AM-+04]) portant
sur la matrice jacobiennel] de ®,, : sur la frontiére de 'espace de travail, le rang de cette matrice est
nécessairement strictement plus petit que la dimension n de l'espace dans lequel on est (n = 2 ou
n = 3). En effet, si le rang est égal a n, localement ®,(z) décrit un boule ouverte, contredisant le fait
que 'on est au bord de ’espace de travail.

Dorénavant, on suppose que 'on est dans le plan (n = 2).

Cette propriété peut s’énoncer de fagon purement géométrique. C’est d’ailleurs 1'idée simple sui-
vante qui a sous-tendu ce travail !

FIGURE 5.2. Deux angles A et p varient.

IDEE 11. On suppose que deuzx angles X\ et p associés a deux points A; et A; (voir figure [5.2)
peuvent varier, les autres étant fizes. St X\ warie seul, A, décrit un arc de cercle de centre A; et
localement sur une direction perpendiculaire a (A;Ap). Si, au contraire, p varie seul, A, décrit un arc
de cercle de centre Aj et localement sur une direction perpendiculaire a (AjAy). Si le point Ay est sur
la frontiere, les deux directions (A;Ap) et (A;Ap) ne peuvent étre que confondues. En effet, sinon, Ay
décrit une boule ouverte, ce qui contredit le fait que A, est sur la frontiére. Les trois points A;, A; et
Ap sont donc alignés.

Cette idée est présente par exemple pour le cas particulier d'un robot dans [MGM98| mais ne
semble pas étre exploitée de facon systématique pour définir les limites d’espace de travail plan dans
la littérature.

A cette idée s’ajoute I'idée simple suivante qui permet de donner un algorithme de construction
de la frontiére comme réunion finie d’arcs de cercle.

3. Elle est définie par

V(i,5) € {L,...,n} x {1,...,p}, (d®(2)),, = gj:_ (). (5.5)
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FIGURE 5.3. Interprétation géométrique d’alignement : le point A, et les points A;
correspondant & des angles libres sont réprésentés par des e, tandis que les points A;
correspondant & des angles saturés sont réprésentés par des o.

IDEE 12. Si A, appartient a la frontiere de l’espace de travail et si au moins deux angles corres-
pondant auzx points A; sont libres, alors, grace a l'idée[I1, ces différents points A; et le point A, sont
alignés (voir figure [5.3). Ainsi, dans ce cas, on peut montrer qu’'un seul des angles peut finalement
varier, les autres étant soit saturés soit déterminés grice a la condition d’alignement. Ainsi, ces points
appartiennent o une réunion finie d’arcs de cercle.

Si, au plus, I'un des angles est libre, on a encore 'appartenance de A, & un arc de cercle.

Cette seconde idée a permis de donner un construction algorithmique d’une réunion finie d’arcs de
cercle recouvrant totalement la frontiére de ’espace de travail. Elle ne semble pas avoir été utilisée dans
la littérature. Naturellement, on retrouve les mémes courbes que dans [AM+97; IAMY9T; IAM-+04]
mais I’énorme avantage de cette description est qu’elle donne une propriété géométrique simple et
intrinséque permettant la construction de courbes, ailleurs construites en écrivant que le rang de la
jacobienne est inférieur ou égal a 1 et en déterminant, griace au calcul symbolique, les différentes
courbes obtenues, ce qui est beaucoup plus long!

5.4. Définition des arcs de cercles recouvrant la frontiére de |'espace de travail

On peut alors définir un ensemble fini d’arcs de cercles recouvrant la frontiére de I'espace de travail
(voir |cras2, section 3] ou [alb, section 4]) et ce, de fagon algorithmique [al5, Annexes B et C].

5.5. Quelques tracés d’'espace de travail

Pour les simulations, le membre supérieur droit d’un sujet de taille 1.80 m. est considéré. Ce
membre supérieur est contraint de se déplacer dans le plan transverse, c’est-a-dire perpendiculaire-
ment & la colonne vertébrale. Les longueurs des membre supérieurs sont des données anthropomé-
triques [Win09]. Les longueurs des segments sont données par leur rapport sur la taille de 'individu
(0.108, 0.146 et 0.186 pour la main, 'avans-bras et le bras). Les angles correspondent aux mini-
mas et aux maximas des articulations des membres supérieurs humains, c’est-a-dire, pour ’épaule :
abduction/adduction (—60°/120°), pour le coude : flexion/extension (0°/130°) et pour le poignet
abduction/adduction (—10°/25°). Voir le tableau (.11
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Voir la figure 51l ot p = 3 et O est 'épaule, A; est le coude et Ay est le poignet, c’est-a-dire, le
segment [0A4;] est Pavant-bras, [A;As] est le bras et [A2A3] est la main.

‘ cas ‘ D ‘ longueur du segment/ taille du sujet ‘ (9;)1<i<p (°) ‘ (9i+)1<z‘<p () ‘ figures ‘
O [1]0.440 260 120 B4 (a)
2 | 0.186 0.254 .60 0 120; 130 54l (b)
310.186; 0.146; 0.108 -60; 0; -10 1205 130; 25 |BA4l(c)

TABLE 5.1. Paramétres utilisés

(1) Le cas [l correspond a un bras libre et le bras et la main fixés (entre eux et a 'avant-bras) ;
(2) Le cas 2 correspond a un bras et un avant-bras libres et la main fixée (a I'avant-bras) ;

(3) Le cas [ correspond a tous les segments libres.

Chaque figure (voir figure [B.4]) présente les arcs de cercles déterminés et, pour p > 2, I'espace de

travail (dicret) a été obtenu en tragant ®,(07,...,67) ou (07,...,67) décrit un ensemble fini inclus
dans [07,0]] x [05,05] x -+ x [0, ,60;}]. Pour une meilleure lecture, le membre supérieur a été dessiné

dans une position fixée.

Sur les figures, on peut constater qu’il existe des arcs de cercles superflus. En effet, I'algorithme
utilisé fournit des conditions nécessaires, mais non suffisantes d’étre sur la frontiére. Ces difficultés
ont aussi été mises en évidences dans [AM+97; I AMY97; AMYS9S].

Nous avons aussi tracé un espace de travail (totalement artificiel!) pour un membre supérieur a
6 degrés de liberté (voir figure 5.5 page 77)).

Voir aussi |al5, section 5].

5.6. Conclusion

Une description intrinséque d’une courbe du plan, sous forme de réunion finie d’arcs de cercle, a
donc été fournie, grace a une propriété géométrique trés simple, cette courbe recouvrant totalement
la frontiére de 'espace de travail (plan) recherché.

Puisque seule une condition nécessaire a été trouvée, il reste a éliminer les parties d’arcs de cercle
superflues qui ne sont pas incluses dans la frontiére. Par ailleurs, les définitions et algorithmes présentés
dans ce chapitre et dans |al5] sont valables pour des problémes bidimensionnels mais ils peuvent étre
étendus a des problémes tridimensionnels. Les idées restent les mémes mais leur traduction est plus
difficile & mettre en ceuvre, a cause des définitions des angles articulaires. Il faut alors utiliser les angles
d’Euler, les matrices de rotations et les matrices (4,4) homogenes, dites de Denavit-Hartenberg. Voir
[IDH55| repris par exemple dans |[Leg+96] ou [enBasl3a, chapitre 4], avec les recommandations de
[Wu-+05].
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021

FIGURE 5.4. Simulations correspondant aux cas [l (a), 2 (b) et Bl (¢). La réunion des
arcs de cercle tracés recouvre la frontiére de ’espace de travail et donc une partie de
certains de ces arcs de cercle n’est pas contenue sur la frontiére. L’espace de travail
(discret) est tracé en jaune. L’arc de cercle tracé en bleu correspond aux points pour
lesquels les trois angles sont libres. Les arcs de cercle tracés en vert correspondent aux
points pour lesquels un angle au plus est libre.
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CHAPITRE 6
Sigmoides et déplacements articulaires

6.1. Introduction

Lors de la thése de Thomas Creveaux |Cre09|, dirigée par Michelle Schatzman et co-encadrée
par Pierre Legreneur, ou du mémoire de M2 de Clément Villars [Vil0g|, portant sur deux types de
mouvements plans simples (tache de pointage et squat jump, ou saut vertical), une hypothése de
comportement des angles articulaires a pu étre vérifiée expérimentalement : tous les angles observés
semblent obéir aux lois horaires décrites sur la figure en mettant en jeu des courbes
particuliéres appelées sigmoides.

Dans ce chapitre, nous donnons en section [6.2] la description des courbes utilisées. Nous don-
nons ensuite, en section [6.3] les procédures expérimentales réalisées pour valider cette hypothése et
présentons succinctement, en section [6.4] les résultats obtenus.

Pour plus de détails, on renvoie le lecteur aux communications [cl10; kc12; ic13| et surtout au
préprint |x1], disponible sur http://arxiv.org/abs/1207.2627. Les résultats de ce chapitre viennent
d’étre soumis [s2].

6.2. Définition et construction des sigmoides

6.2.1. Généralités

Nous cherchons une fonction temporelle 6 caractérisée par les propriétés suivantes (voir figure 1.4
page 14) :
— en début et en fin de mouvement, la vitesse et ’accélération sont nulles ;

— les angles croissent (resp. décroissent) durant tout le mouvement ;
— pendant ce mouvement, la vitesse augmente (resp. diminue) jusqu’a sa valeur maximale (resp.
minimale) et diminue (resp. augmente) ensuite.
Plus précisément, on cherche & déterminer une fonction 6 de [0,T] dans R de classe C?. Soient
tp, to, te trois instants tels que

0<tp<tg<te <T. (6.1)

Soient 6y, 0y, O, trois nombres réels tels que
Op, < 0y < s ou By >0y > 0, (6.2)

On suppose que

— 0 est constante et égale a 6y, sur [0, tp];

— 0 est constante et égale a 0, sur[te, 7] ;
il existe ¢ € {—1,1} tel que e est strictement croissante sur [t, te) ;
6 est strictement convexe sur [ty, to];

— €6 est strictement concave sur [to, te].
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On pose
e = signe (6 — 6p) € {—1,1}. (6.3)

Soit K le nombre défini par

max 0'(t) sie=1,

K = J t€ltvte] (6.4)
ten[[tlige] 0'(t) sie=-—1.
Puisque @ est de classe C?, on a

O(tp) =0, 0'(tp) =0, 0"(ty) =0, (6.5a)
Ote) =0c,  0'(te) =0, 0"(tc) =0, (6.5b)
0(to) = 6o, 0'(to) =K, 0"(to) =0, (6.5¢)
Vt €]ty to[, €0”(t) > 0, (6.5d)
Vit €]tg, te[, €0"(t) <O. (6.5¢)

On considére a, 5 €]0, 1] et k € R définis par
_to—tp 0o — O

= = k= . 6.6
te —tp’ p 0. — 60y’ 0. — Oy (6.6)
En appliquant le changement d’échelle suivant :
t—t
V€ [to te], u= b c10,1], (6.7a)
te —tp
O((te —t +tp) — 0
e 0,1, glu= e blutt) =6, (6.7b)
e — O
on réécrit le probléme de la fagon suivante : on cherche g une fonction de classe C? définie sur [0, 1]
vérifiant :
9(0) =0, ¢'(0)=0, g"(0)=0, (6.82)
g =1, ¢(1)=0, ¢"(1)=0, (6.8b)
gla) =8, gla)=k g¢"(e)=0, (6.8¢)
Vu €]0,af, g¢"(t) >0, (6.8d)
Vu €]a, 1], ¢"(t) <0 (6.8¢)
REMARQUE 6.1. Sous les hypothéses (6.8)), on a nécessairement (voir [Cre09))
1—
k > max <é, B) > 1. (6.9)
al-—a
Finalement, la fonction 6 est définie par, pour tout ¢ € [0, 7], par
b, sit < tp,
t—1
0(t) =< (6o —61)g <t tb ) +0p, sity <t <te, (6.10)
e b
067 sit Z te.

Cette fonction est définie par 7 paramétres indépendants :
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— 2 paramétres de temps (t}, et t,),

— 2 paramétres d’angle (6, et 6,),

— et 3 paramétres de forme (a, S, k).

Ainsi, 6 peut étre notée sous la forme 0y, 1. 0, 6.,0,8,k-

Dans la littérature, il existe beaucoup de fonctions sigmoides [Men-+96 ; [Kum0Q ; Nar97; [DGO6 ;
YKO03; [KS96 ; Drags; ISC03; ILG63; Bra70; [Peadll; [Fin52; Deb79]. Aucun de ces modéles ne peut
étre utilisé directement pour résoudre (6.8]).

Dans le champ de 'analyse de mouvement, R. Plamondon [Pla95a; [Pla95b; [Pla98; [PCF03] a
utilisé la loi log-normale

Ay o2 (t) = ;) exp <— (n(t = to) = ’“‘)2> (6.11)

CoV27(t — to 202

pour décrire des mouvements généraux et 'appliquer a la loi de pointage de Fitts [MF54 ; MFP64].
En utilisant le théoréme central limite, il a montré que, pour un grand nombre de muscles actifs
agonistes et antagonistes, la fonction utilisée pouvait décrire le comportement du systéme. Cependant,
ce travail ne peut étre utilisé pour résoudre (6.8). Une autre idée pour résoudre (6.8)) consisterait a
utiliser I'interpolation polynomiale d’'Hermite [CB81)|, ce qui ne fonctionne pas ici.

Présentons maintenant les trois modéles utilisés : SYM, NORM et INVEXP.

6.2.2. Le modéle SYM

IDEE 13. L’idée, développée dans [Vil0§ ; |c10], consiste a trouver une fonction de classe C? sur
[0, a] vérifiant les contraintes (G.8]) uniquement sur [0,«] et de la « retourner » pour la définir sur
[a, 1]. Elle vérifie alors naturellement les contraintes (6.8)) sur (o, 1]. Simple a construire, cette fonction
n’est malheureusement pas de classe plus grande que 2 (en a).

Soient a, B €]0,1[ et k > 1. Soit ga sk une fonction de classe C? de [0,a] sur R vérifiant
([68a),([6.8d) et (6.8d). Si la fonction g est définie de [0,1] dans R par

g ,ﬁ,k(u)u siu S «,
g(u) = { “

_ (6.12)
1—gi—ai1-pr(l—u), siu>a,

alors, g est de classe C2 sur [0,1] et (B.8) est vérific. Si on considére la fonction H(%b*) définie sur
[0, ] pour tout a,b > 0 et pour tout x > 2 par

HE ) () =a (1- "), (6.13)
a, b et k doivent étre déterminés de telle sorte que (6.8al), (6.8d) et (6.8d) soient vérifiés. On pose
1

Pour tout (a,3) €]0,1[%, pour tout k tel que k > roB/a, il existe (a,b,k) € R*+2><]2,oo[ tels que
[GRa), [68d) et ([G2d) soient valables pour la fonction H(®*%) a, b et x restent donc a définir. On
pose

v= ¢ [0,&—1[. (6.152)
Il existe un unique X € (1/2,1) tel que

(e —1) ——=m, (6.15b)
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et il vient ) 5 x
H:m, G/:m, b:J (615C)
En posant (a,b, k) = G(«, 8, k), la fonction g est définie pour tout u € [0, 1]par
HY(@Bk) (), siu < a,

u) =
g {1 — HIO-a1=BR) (1 —w), siu> a,

6.2.3. Le modéle NORM

(6.16)

IDEE 14. L’idée, développée dans [Cre09; |c12], est d’utiliser la loi normale définie sur R et de
la modifier pour la définir sur un intervalle quelconque. Elle ne sera pas nécessairement symétrique.
Elle possédera le gros avantage d’étre de classe C*°.

Le modeéle NORM (nommé ainsi puisqu’il provient de la loi normale) est une fonction g définie
par trois paramétres a €]0,1[, p > 0 et s > 0.
On rappelle que la fonction de densité de la loi normale, de moyenne m et d’écart-type s est

2
VreR, f(z)= ﬁexp (-%(95 _Sm> > (6.17)

Si on considére la fonction erf définie par

2 T
Ve e R, erf(t) = \/—,/ e~ dt, (6.18)
T Jo

la fonction de répartition de la loi normale est donnée par

donnée par :

Ve eR, &(x)= %erf (x\;ﬁ;n) + % (6.19)

Pour tout p > 0, on définit la bijection G de ]0,1[ dans R de la fagon suivante

uP
Vu €]0,1], G(u)=1In <1 — up> . (6.20)
Finalement, la fonction g est définie par

vt €]0,1[, g(t) = (G(1)), (6.21a)
g(0) =0, (6.21b)
g(1) =1. (6.21c)

avec m = G(a).
6.2.4. Le modéle INVEXP

Ce modeéle, bien que partie a part entiére de [x1]|, est cité en petits caractéres car le mérite de son
écriture revient & Thomas Creveaux, lors de son travail de doctorat [Cre09].
Le modéle INVEXP est une fonction g définie par trois paramétres A\, u > 0 et a € R. Pour tout a, pour

tout A, u, on pose

A
= €], 1], 6.22

et on considére la fonction g, o définie par sia =0

Ja,a = 17 (623&)
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etsia>0

Vy € [0,af, gaaly) =1—exp <%)

t—a)
(6.23Db)
Yy € [, 1], gaa(y) =1
Pour tout @ € R et pour tout a €]0, 1], on considére la fonction G, définie par
ia> Oa Ga a = Ya,a
= o = Ja, (6.24)
sia<0, Gga=9g-qgi-a(l—").
Pour tout A, x> 0, fy , est définie par
1
Vt 6]07 1[7 f)\,p,(t) = eXp (_ t>‘(1 _ t)“) ) (6253,)
fau(0) =0, (6.25b)
San(l)=1. (6.25¢)
Pour tout @ € R A, ;t > 0, hy 0 est définie par
hapwa = FxuGan/n) (6.26)
et finalement, la fonction g est définie par
t
/ ho e (w)du
vte[0,1], g(t)=Lt——. (6.27)
/ hopa(w)du
0

6.2.5. Domaines de définition des trois sigmoides dans le plan (o, 3) a k fixé

Chacune des trois fonctions est définie par trois paramétres. On peut montrer que pour tout
k > 1, il existe une partie Sy de ]0,1[? telle que pour tout (a,3) € Sy, il existe, pour chacun des
trois modéles décrits précédemment, au moin;h une sigmoide ¢ vérifiant (6.8)), dont les paramétres
peuvent étre obtenus en décomposant (6.8)) en trois équations non linéaires qui peuvent étre résolues
numériquement (voir preuve partielle dans [Cre09].) Quelques domaines ont été tracés sur la figure
pour différentes valeurs de k.

Le plus grand domaine correspond au modéle INVEXP, donné par

(o, B) € SINVEXP (0] est valable. (6.28)

C’est le plus grand possible, grace a ([6.9). Il est polygonal. Le domaine S,fYM de la sigmoide SYM est

polygonal. Il est donné par
1—
(o, B) € S,fYM <= k > romax <é, —ﬁ> > 70, (6.29)
al—«
ot ¢ est défini par (6.14). Le domaine S}C\IORM de la sigmoide NORM peut étre défini numériquement
Notons que chacun des trois domaines est symétrique par rapport au point (1/2,1/2) et que ce point
appartient aux trois domaines (voir figure [6.1)).

1. Plus précisément, pour les modéles SYM et INVEXP, cette sigmoide est unique. Pour le modéle NORM, puisque
ce domaine a été symétrisé par rapport a (1/2,1/2), il existe une ou deux sigmoide.
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FIGURE 6.1. Domaine Sk pour les trois sigmoides pour k = 1.2 (a), k = 1.5 (b), k = 3
(c) et k =4.5 (d). Les domaines INVEXP, NORM et SYM sont respectivement tracés
en rouge, bleu et vert. D’aprés (6.29), le domaine de SYM est vide pour & = 1.2 et
pour k = 1.5.

On pourra consulter H, figure 3] qui montre des familles de courbes pour chacun de ces trois
modeles. Chacun de ces trois modeéles a des avantages et des inconvénients (voir [@, section 2.1.6]).

6.3. Procédures expérimentales

304 taches de pointage et 120 squat jumps ont été réalisés respectivement par 9 et 13 sujets. Pour
plus de détails, voir [x1, section 2.2]. Pour chacun de ces mouvements, les coordonnées des capteurs
liés aux articulations étudiées ont été enregistrées. Ces coordonnées ont par ailleurs été déterminées
grice aux modéles sigmoides dont les paramétres ont été définis par optimisation sur les données
réelles. Voir par exemple la figure pour le squat jump ou la figure pour les taches de pointage.
Sur la figure [6.4] on a aussi représenté les trajectoires expérimentales et reconstruites pour une tache
de pointage.
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FIGURE 6.2. Angles articulaire (en radians) au cours du temps pour le squat jump.
Les courbes pointillées (resp. pleines) correspondent aux données expérimentales (resp.
caclulées avec les sigmoides).

6.4. Résultats obtenus

Ils sont trés bons : pour les taches de pointages, dans 95% des cas, pour les trois modéles, I'erreur
maximale entre les données expérimentales et les données recalculées est inférieure &

Emax = 1.86 cm. (6.30a)

Pour les squat jumps, 'erreur maximale est inférieure a

Emax = 8.492 cm. (6.30b)
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FIGURE 6.3. Angles (en degrés) et vitesses, accélération et jerk (dérivée troisiéme)
angulaires. Les dérivées d’ordre 1 & 3 ont été déterminées en utilisant les expressions
analytiques des sigmoides. Les données expérimentales sont représentées par des points
noirs, les données expérimentales lissées par des traits pointillés noirs et les angles
reconstruits par sigmoides ont été tracés en traits continus rouges (INVEXP), bleus
(NORM) et verts (SYM).

6.5. Conclusion

Nous avons donc reconstitué les données expérimentales grace aux sigmoides et validé I’hypothése
initiale faite en section Ce modéle permet aussi de déterminer des dérivées d’ordre 1 a 3 des
déplacements ou des angles, comme le montre par exemple la figure
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FIGURE 6.4. Trajectoires des points Ay, As, A3 et A4. Les données expérimentales
sont représentées par des cercles noirs et les déplacements analytiques donnés par les

sigmoides le sont par des lignes continues ou pointillées (qui se confondent a cette
échelle).
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CHAPITRE 7
Identification et dynamique inverse

7.1. Introduction

On suppose classiquement que le corps humain constitue un sytéme articulé composé de segments
rigides indéformables. Pour déterminer les parameétres anthropométriques@, la plupart des techniques
reposent sur des mesures de cadavres |[Lee+00; [LVC04 ; Bob+06; Bob-+08; ILBDO05 ; ILBD07| ou sur
des interpolations [DC07; DC10;|Che08 ; [Har-+08 ; WYKO0T7 ; HLMO6 ; [Van+04|. Une fois ces mesures
faites, on est capable, pour un mouvement donné et si les réactions d’appuis et les déplacements
des articulations sont enregistrés simultanément, de procéder a la dynamique inverse, c’est-a-dire de
déterminer les efforts de la mécanique de chacun des segments constituant le corps humain sur le
suivant. Une idée déja répandue pour identifier, lors de ce mouvement, la position du centre de gravité
et 'inertie du tronc, consiste a exploiter le couplage entre les données cinématiques et dynamiques en
minimisant la force ou le couple résiduel, c’est-a-dire la différence entre des valeurs expérimentales et
calculées [RHWO08 ; RHW09 ; Kuo98; [Vau+82|.

Dans ce chapitre, nous allons nous intéresser au corps humain, lors d’un squat jump (saut verti-
cal), considéré comme plan. On décompose le corps en 4 segments : ensemble {tronc+téte+membres
supérieurs}[], cuisse, jambe et pied. Nous allons déterminer les moments d’inertie de ces différents
segments de plusieurs fagons :

— Une optimisation portera sur ’ensemble des quatre moments d’inertie;

— Dans un second temps, les moments d’inertie des segments du membre inférieur (cuisse, jambe

et pied) étant donnés par [Win09|, nous identifierons uniquement celui du tronc;

— Un calcul de référence sera fait en utilisant les moments d’inertie de tous les segments donnés

par [Win09].
Pour chacun de ces trois calculs, nous utiliserons soit le moment résiduel (différence entre le moment
mesure et celui déterminé en utilisant les déplacements mesurés), soit son intégrale simple, soit son
intégrale double, dont on verra qu’elle donnera les meilleurs résultats. Simultanément, nous donnerons
les différents efforts interarticulaires.

On renvoie & la communication [c14] et surtout au préprint [x2|, disponible sur http://arxiv.org/
abs/1305.6426. Les résultats de ce chapitre viennent d’étre soumis [s1].

1. En anglais « body anthropometric » (AP) et « inertial parameters » (IP), c’est-a-dire les positions des centres
de gravité de chacun des segments et leur moment d’inertie.
2. En anglais« head arm trunk » segment (HAT).
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7.2. Méthodes
7.2.1. Notations

12 adultes athlétiques ont accepté de faire environ une dizaine de squat jumps chacun ; 5 capteurs
ont été placés sur : le cinquiéme métatarse (orteil), la maléole externe (cheville), I’épicondyle fémoral
latéral (genou), le grand trochanter (hanche) et I’acromion (épaule). Nous avons simultanément en-
registré la réaction et le couple d’appui (avec une plateforme de force) ainsi que les déplacements des
articulations (grace a une caméra).

axe vertical (V)

.

axe horizontal (X)

FIGURE 7.1. le sujet étudié dans son plan sagittal.

Pour
q=9, (7.1)
on note Ay,..., A, les 5 points correspondant aux articulations sur lesquelles ont été fixés les 5
capteurs et 61,...,0,_1 les angles articulaires correspondant (voir figure [[I)). Pour chaque segment

[A;Aj11], les données anthropométriques sont :

e m;, la masse;

e [;, la longueur;

o o = A;jG;/AjAj 1, la position relative du centre de gravité Gj ;

e J;, le moment d’inertie par rapport a Gj.
Le centre de gravité du sujet est noté G = (zg,yq) et sa masse totale m. La masse m;, les rapports
aj pour 1 < j < 3 et my ont été déterminés par [Win09|. Le rayon de giration normalisé est défini
par 7; = r;/l;, ou 7; est le rayon de giration. Ainsi, le moment d’inertie vaut I; = mjrjz. Pour tout
1<5<q, ﬁj = (Ry,j, Ry ;) et C; désignent respectivement la résultante et le couple, par rapport au
point A;, de l'action du segment [A;_1A;] sur le segment [A;A4;;]. Conventionnellement, pour j =1,
Ri = R et C; = C sont les réactions d’appuis et pour j = g, ﬁq et Cy sont nuls. Lors d'une premiére
étape, les données en force et en déplacement ont été synchronisées et le coefficient ay déterminé (voir
[s, section 2.3 et annexe A.1]). Les déplacements des points Ay, ..., A, ont été ensuite lissés de telle
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FIGURE 7.2. réaction d’appui expérimentale (trait continu) et définie a partir de l'ac-
célération du centre de gravité, ses déplacements étant lissés (trait pointillé).
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sorte que la force résiduelle soit la plus petite possible (voir figure et [sl, section 2.4 et annexe

A.3]). Ainsi lissés, ces déplacements ont pu étre dérivés numériquement une ou deux fois.

7.2.2. Dynamique inverse et méthodes de détermination de I, I, I3 et Iy

Les équations de la dynamique inverse appliquées & chacun des segments [AjA;41], pour j €

{1,...,q — 1}, donnent

—
. . ?0G;
Rj — Rj+1— = —mjg + ij’

— M; + Iib; = Cj — Cjya,
ol
M = —(jr1 — 2j) (o Ry ; + (1= o) Ry 1) + (Y1 — ¥5) (5 Raj + (1 — o) Ro j1) -
Avec les conditions aux limites
Ri=R, R,=0,
CL=C, Cy=0,

on obtient classiquement (voir [Hof92|), pour tout k € {1,...,q — 1},

k—1 —
_ 20G;;
R,=FR-— mj< k —§>>

dt?
7j=1
k—1 .
Cp=C+ (./\/lj— j(bj),
j=1
et
q—1 q—1
C=-> Mj+> L,

(7.2a)
(7.2b)

(7.6a)

(7.6b)

(7.6¢)
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Le couple résiduel est donné par

q—1 qg—1
C=C+Y M;=> L, (7.7)
j=1 j=1

ol les angles ¢; sont déterminés grace aux déplacements lissés, les quantités M; sont données par
([Z3) et les forces articulaires R, ; et R, ; par (Z.Gal).
Déterminons maintenant I, Is, I3 et I4. Le couple résiduel est défini par (7)) ou par :

6(0) (t) = Cexp - Cangla (78&)

olt Cexp est le couple mesuré expérimentalement et

angl ZM + le(bﬁ (78b)

est défini en fonction des moments M; et des dérivées secondes gbj Ici, X© correspond a la valeur
de la fonction X.

IDEE 15. Plutét que de conserver les dérivées secondes ¢j, issues d’un calcul de lissage, on a
essayé d’intégrer cette expression une ou deux fois pour faire apparaitre les valeurs moins chahutées
des dérivées des angles ou de leurs valeurs.

La phase d’impulsionE est notée [to,ts]. Par intégration entre ¢y et t; = to + hi, ot h =1/f est la
fréquence d’acquisition, on obtient, puisque les vitesses angulaires sont nulles au début de 'impulsion,

CO(t;) = C(S)lq))(ti) - Céi)gl(ti% (7.9a)
t;

Céi%@l) = Cexp(s)dsa (79b)
to

angl Z/ M dS + ZI]¢] (7.9C)

Ici, XM correspond a la valeur de I'intégrale de la fonction X.
Aprés une seconde intégration, on obtient

CA(t;) = c? (tz) — ngi)gl(t ), (7.10a)
c& (t;) /t Cloxp(8)dsdu, (7.10Db)

q—1 qg—1
c® (¢ > / Sdsdu+ 3" I (65(t) — b;(t0). (7.100)
0 j=1

Ici, X@ correspond a la valeur de I'intégrale double de la fonction X.

3. C’est-a-dire la phase de contact avec le sol et de propulsion, phase au début de laquelle le sujet est censé étre
immobile.
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Pour comparer les valeurs résiduelles C(©, C(M) et €@ obtenues par différentes méthodes, il
convient de normaliser ces valeurs en considérant par exemple les quantités adimensionnelles suivantes

e - e,

0) — HCéi%

e [0,1], (7.11)

[+ e

ot ||| est la norme [2, définie par : pour tout y = (Yi)1<i<p € R”, on pose

(7.12)
7.2.2.1. Méthode A : optimisation sur tous moments d’inertie Iy, I, I3 et 1.
Si la valeur résiduelle est nulle, (Z8)), (C9) et (CI0) deviennent
q—1 q—1
ST L) = Ot) + 3 Mj(ta), (7.13a)
J=1 Jj=1
ou
q—1 ] t; q—1
> L) = [ | c@+ My | ds (7.130)
j=1 to j=1
ou

g-1 t; u q—1
Z Ii(¢j(t:) — ¢5(to)) = / / C(s) + Z M;(s) | dsdu. (7.13c)
j=1 to Jto j=1

Chaque équation (T.I3) est équivalente & déterminer Iy, I, I3 et I, vérifiant

qg—1
Vi, Y Al =B; (7.14)
j=1
ou A; ; et B; sont connus. Ces équations sont équivalentes au systéme linéaire surdimensionné suivant
I
. I
Al =B, oul = (7.15)
I3
Iy

qui n’a pas de solution dans le cas général mais une unique solution au sens des moindres C&I‘I"éSB.
Voir [LT93] et [sl, Annexe A.2|. Dans ce cas, le nombre entier j € {0,1,2} est appelé le degré de la

4. Pour P,Q tels que P > @, pour toute matrice A € Mp g(R), pour tout B € RY, le systéme linéaire surdimen-
sionné

AX =B, (7.16)
a une solution au sens suivant : trouver z € R® tel que

|Az — B|| = min [|AX — B]|. (7.17)
X €ERQR

Si le rang de A est égal & Q, la solution de (ZIT) est unique |[LT93].
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méthode A ; le nombre ¢), défini (ZII) est noté z-:( 7 et le coefficient de détermination multiple du

systéme linéaire surdéterminé (Z.10]) est noté R2g).

7.2.2.2. Méthode B : optimisation uniquement sur Iy.

Si Iy, I et I3 sont déterminés grace a [Win09|, (Z8)), () ou (I0) peuvent étre réécrites de la
fagon suivante : pour tout i,

q—2 q—1
Ig-16g-1( Z L;j(ts tz)+ZMj(ti)> (7.18a)
Jj=1 Jj=1

q9—

q 1¢q 1 I]¢J
7j=1

l\’)
@\
3
3

q—1
+) M,(s) | ds, (7.18b)
j=1

0

ou

t; u q—1
I1(6(t:) — dg1(t0) ZI (65 (t:) — &5(t0)) + / / O(s)+ 3" My(s) | dsdu.  (7.18¢)
to Jto j=1

Chacun des systeémes linéaires (IEE) est du type (I6)-(TI7) ; il est aussi équivalent a trouver I tel
que, au sens des moindres carrés,

Comme précédemment, on considére sg ) et R2](3j ),
7.2.2.3. Méthode C' : valeurs de Iy, I, I3 et Iy déterminées par Winter.
Les valeurs de Iy, I, I3 et I, sont déterminées grace a [Win09]. Comme précédemment, on définit
(] ) et RQ(] ) Cette méthode n’est pas une méthode d’optimisation et le coefficient RQ(] ) est défini de
fagon formelle. Il n’est donc pas nécessairement positif.

En bref, nous avons trois méthodes définies par X € {A, B, C} et, pour chacune d’entre elles, un
ordre j appartenant a {0,1,2}. La méthode X de degré j est appelée méthode « Xj ». Par exemple
« A2 » est la méthode A de degré 2. Pour chacune de ces méthodes et pour chaque degré j, les nombres
sgg) et R2§g) sont définis. Une méthode précise sur le plan numérique peut étre caractérisée par le fait
que € est proche de 0 et R? proche de 1.

7.3. Résultats

Les résultats obtenus sont relatifs &

e 'anthropomeétrie du tronc : valeurs de ay et de I4;

e aux forces ﬁk et aux couples C} ;

e pour chaque méthode X € {A,B,C} (de degré j € {0,1,2}), appelée « Xj », aux valeurs
de 5(] ) défini par (ZII) et de RZ(] ), le coefficient de détermination multiple pour le systéme

(m)(m)-

7.3.1. Validation des procédures pour un sujet

Dans un premier temps, toutes les procédures précédemment décrites ont été validées sur un
seul sujet. Voir [s1, section 3.1]. Les résultats donnés par la méthode A ne sont pas physiquement
acceptables et cette méthode a donc été supprimée. Pour la méthode B, on a tracé sur la figure [7.3]
le nuage de points (x;,y;) définis par (TI8)) et (ZI9) pour chaque valeur de j. Le meilleur résultat
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FIGURE 7.3. Points (z;,y;) pour différents degrés; les points (x;,y;) sont tracés avec
un trait pointillé et les points (x;, Iyx;) sont tracés avec un trait continu.

semble étre obtenu pour j = 2. Pour la figure [[3l(c), la pente est égale a 5.32608, plus grande que
celle obtenue par Winter (4.2067). La valeur correspondante de 74 est égale a

74 = 0.5587, (7.20)

a comparer a celle donnée dans [Win09] :
7y = 0.4960. (7.21)

Enfin, les valeurs de Egg) et de R2§g) ont été rassemblées dans les tableaux [T1] et On peut
synthétiser la précision des différentes méthodes de la fagon suivante :

A2 < B2 < Al < BI, (7.22a)
B2 < B1 < B0, (7.22b)
C2 < Co, (7.22¢)

ol « < » signifie « plus précise que ». La méthode B2 apparait donc comme la plus précise, tout en

donnant des résultats réalistes (contrairement a la A, supprimée).



96 7. IDENTIFICATION ET DYNAMIQUE INVERSE

degré j méthode A méthode B méthode C

0 0.31124363 0.38646452 0.45798897
1 0.06599102 0.25223184 0.25915191
2 0.00308765 0.04714447 0.12324873

TABLE 7.1. Valeurs de €§g) pour différents cas

degré 5 méthode A méthode B méthode C

0 0.54983769 0.24688232 0.10704717
1 0.98053164 0.69054004 0.56793975
2 0.99994990 0.98865321 0.89740132

TABLE 7.2. Valeurs de R2§g) pour des différents cas.

Les résultats de la dynamique inverse ont été tracés sur la figure [[.4] et pour les inerties
obtenues par la méthode B2. Sur la figure [.5 on constate bien que c’est intégrale double du couple
résiduel qui est la plus petite (et non ses valeurs).

7.3.2. Généralisation pour les 12 sujets

On renvoie & [s1, section 3.2 et annexe B| pour les résultats complets.

variable moyenne écart-type quantile 4 25% quantile & 75% quantile & 2.5%(Q1) quantile & 97.5%(Q3)
Qay 0.3499 0.1858 0.2124 0.4718 0.0011 0.6063
T4 0.5838  0.2206 0.4348 0.7557 0.1753 0.9669

TABLE 7.3. Statistiques élémentaires pour les oy et les 74

Pour tous les sujets, les statistiques élémentaires pour les ay et les 74 sont données dans le tableau
[C3l Pour les ay, les résultats sont plus faibles que ceux prévus par Winter. Pour les 7y, ils sont du
méme ordre. Grace & des statistiques fondées sur des ANOVAH et des tests post-hoc de Tukey@, on
peut montrer que, sur '’ensemble des sujets, on obtient le classement suivant des méthodes :

A2 <B2=A1<B1 < C2<C0, (7.23a)
B2 < B1 < B0, (7.23b)
A0 < BO, (7.23¢)

5. Acronyme anglais : « ANalysis Of VAriance », en francais « analyse de la variance ». Il s’agit d’un test statistique
permettant de vérifier que plusieurs échantillons sont issus d’une méme population.
6. Test statistique permettant d’ordonner des échantillons entre eux.
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ce qui confirme ce que 'on a obtenu pour un sujet (Z.22). Finalement, on retrouve le fait que la méthode
la plus précise, tout en donnant des résultats physiquement acceptables, est la B2. L’amélioration faite
par rapport aux méthodes usuelles (en utilisant les valeurs des couples résiduels) est statistiquement

significative.

7.4. Conclusion

La méthode utilisant 'intégrale double du couple résiduel, en optimisant uniquement I donne
les meilleurs résultats et des erreurs plus petites qu’en utilisant les valeurs résiduelles.
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FIGURE 7.4. Différentes réactions interarticulaires. Action : du sol sur le pied
(— rouge), du pied sur la jambe (—— bleu), de la jambe sur la cuisse (—- vert), de
la cuisse sur le tronc (- cyan) et résiduelle (— noir). Le début de I'impulsion corres-
pond a ty = 0 et la fin de 'impulsion (correspondant a t¢) est représentée par une ligne
verticale verte. Les valeurs d’inertie ont été obtenues par la méthode B2.
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FIGURE 7.5. Différents couples interarticulaires. Couple : du sol sur le pied (— rouge),
du pied sur la jambe (—— bleu), de la jambe sur la cuisse (—- vert), de la cuisse sur
le tronc (- cyan) et résiduel (— noir). Le début de 'impulsion correspond & tgp = 0 et
la fin de I'impulsion (correspondant & t) est représentée par une ligne verticale verte.
Les valeurs d’inertie ont été obtenues par la méthode B2.






Conclusion et perspectives (biomécanique)

La partie biomécanique présente aussi quelques perspectives. La détermination des espaces de
travail (chapitre Bl et |al5; lcras2; lc09]) repose sur une condition nécessaire mais non suffisante et les
limites obtenues contiennent donc des arcs de cercle qui ne sont pas sur la frontiére. Il reste donc a
éliminer proprement ces courbes superflues. Bien entendu, le passage de la dimension 2 a 3 reste a
faire. Théoriquement, la propriété d’alignement demeure mais la difficulté réside dans la description
des angles articulaires avec plusieurs degrés de liberté et dans la description de portions de sphéres.

Pour I’étude des sigmoides (chapitre@et [x1;ic13;1s2]), des validations restent a fournir sur le choix
des sigmoides pour d’autres types de mouvements. Une compréhension intrinséque des paramétres mis
en évidence reste aussi a effectuer. Des sujets de Master 2 ont été récemment proposés dans ce sens
dans mon laboratoire, le Laboratoire de Recherche et d’Innovation sur le Sport (CRIS).

L’identification de parameétres anthropométriques du tronc (chapitre [0 et [sl; x2; lc14]) devrait
aussi étre menée cette fois-ci dans un cadre spatial. La difficulté réside 1a encore dans la description
des angles articulaires. Une collaboration pourrait étre envisagée avec Laurence Chéze (Laboratoire
de Biomécanique et Mécanique des Chocs, LBMC, Université Lyon 1), en mettant en commun sa trés
grande connaissance des mouvements 3D et de leur traitement (notamment en termes d’angles, voir
par exemple |[Bon-+08]), ainsi que les dispositifs de mesure, le traitement des données expérimentales
et le critére d’optimisation d’intégrale double utilisé dans [s1;lc14] et qui semble étre prometteur. Des
sujets de Master 2 et un sujet de thése ont été récemment proposés au CRIS et au LBMC sur ces
thématiques.
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Troisiéme partie

Divers






CHAPITRE 8

Parcours professionnel

Par souci du respect de la vie privée, cette rubrique n’est pas présente dans la version distribuée
sur Internet.
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CHAPITRE 9

Enseignement

La plupart des enseignements que j’ai dispensés concernent les mathématiques générales, ’analyse
numérique, la mécanique (résistance des matériaux), la biomécanique, les statistiques ainsi que les
logiciels Matlab(©), @1 et IATEX et ont donné lieu a& de nombreux polycopiés de cours, TD, corrigés
de TD, TP et d’examens corrigés, écrits seul ou en collaboration avec des collégues et mis en ligne sur
http://utbmjb.chez-alice.fr

Voir références bibliographiques page 1111

9.1. Mathématiques générales

J’ai enseigné dans quelques Unités de Valeurs en Tronc Commun (équivalent L1 et L2) a I’Uni-
versité de Technologie de Belfort-Montbéliard (UTBM) :

— UV : MT11 (algebre élémentaire, fonctions) et MT12 (algébre linéaire, intégration) : cours et

TD;

— UV : MT26 (séries et séries de Fourier) : TP

— UV : MT25 (Applications de I'algébre et de l'analyse a la géométrie) : cours et TD.

Voir http://utbmjb.chez-alice.fr/UTBM/MT25. html

J’ai aussi dispensé des TD dans une UV de remise & niveau pour étudiants de DUT/BTS entrant
a 'UTBM en troisiéme année (L3) : MT30. J’ai été responsable de la mise en place d’une autre UV
de remise & niveau pour étudiants de BTS entrant & 'UTBM en en rédigeant et en assurant les cours,
TD et TP : MT31.

Voir http://utbmjb.chez-alice.fr/UTBM/MT31.html

1. Voir |R_D11].
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nature niveau | autres auteurs éventuels | nombre pages | référence

Cours L2 180 [enBas07a|
lien | http://cel.archives-ouvertes.fr/docs/00/55/54/85/PDF/coursMT25_P07 . pdf

Travaux Dirigés ‘ L2 ‘ BASTIEN et PETITJEAN ‘ 25 ‘ [enBPO7]
lien | http://utbmjb.chez-alice.fr/UTBM/mt25/TDMT25_P07.zip

Corrigés de TD  [L2 | |15 | [enBas07b]
lien | http://utbmjb.chez-alice.fr/UTBM/mt25/TDcorMT26_PO7.zip

Cours ‘ L3 ‘ ‘ 158 ‘ [enBas04a|
lien | http://cel.archives-ouvertes.fr/docs/00/55/55/01/PDF/coursMT31_AO4.pdf

Travaux Dirigés ‘ L3 ‘ BASTIEN et CHAMORET ‘ 47 ‘ [enBCO4|
lien | http://utbmjb.chez-alice.fr/UTBM/mt31/TDMT31_A04.zip

Travaux Pratiques [L3 | | 43 | [enBas04b]
lien | http://utbmjb.chez-alice.fr/UTBM/mt31/TPMT31_A04.zip

9.2. Analyse numérique

J’ai enseigné I'analyse numérique élémentaire a 1’'Ecole Nationale des Travaux Publics de I'Etat,
puis & 'UTBM, en collaboration avec Jean-Noél Martin, lors des cours, des TD et TP de 'UV
« Analyse numérique élémentaire » (MT40) au département Génie Mécanique et une partie des TD

de 'UV « Analyse numérique et splines » (MT44) au Département Génie Informatique. Voir
http://utbmjb.chez-alice.fr/UTBM/MT40.html| et
http://utbmjb.chez-alice.fr/UTBM/MT44.html

Les supports pédagogiques de ces deux UV ont été a 'origine de la publication de I'ouvrage [oll.
Depuis peu, j’interviens en troisiéme année du Département Mécanique (L3) dans 'UE « Méthodes
Numériques de base » & Polytech Lyon (ex ISTIL), en collaboration avec Séverine Millet, en TD et

en TP. Voir http://utbmjb.chez-alice.fr/Polytech/MNB.html

Plusieurs documents de TD, de corrigés de TD et de fonctions matlab ont été préparés a cette

occasion, en collaboration avec Séverine Millet et Naima Débit :

nature niveau | autres auteurs éventuels | nombre pages | référence
Travaux Dirigés | L3 DEBIT, MILLET et BasTien | 15 [enDMB12]
lien | http://utbmjb.chez-alice.fr/Polytech/MNB/TDMNB. pdf
Corrigés de TD | L3 | 21 | [enBas12d]
lien | http://utbmjb.chez-alice.fr/Polytech/MNB/TDcorMNB. pdf
nature lien

TP (sources matlab) | http://utbmjb.chez-alice.fr/Polytech/MNB/Documents_TP.zip

TP (corrigés matlab) | http://utbmjb.chez-alice.fr/Polytech/MNB/TP1icor.zip
TP (corrigés matlab) | http://utbmjb.chez-alice.fr/Polytech/MNB/TP2cor.zip
TP (corrigés matlab) | http://utbmjb.chez-alice.fr/Polytech/MNB/TP3cor.zip
TP (corrigés matlab) | http://utbmjb.chez-alice.fr/Polytech/MNB/TP4cor.zip
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http://cel.archives-ouvertes.fr/docs/00/55/55/01/PDF/coursMT31_A04.pdf
http://utbmjb.chez-alice.fr/UTBM/mt31/TDMT31_A04.zip
http://utbmjb.chez-alice.fr/UTBM/mt31/TPMT31_A04.zip
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http://utbmjb.chez-alice.fr/Polytech/MNB/TDMNB.pdf
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http://utbmjb.chez-alice.fr/Polytech/MNB/TP1cor.zip
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9.3. Résistance des Matériaux

J’ai enseigné la résistance des matériaux en premiére année du département Génie Mécanique
(L3) a 'UTBM, UV MQ41, cours et TD.
Voir http://utbmjb.chez-alice.fr/UTBM/MQ41.html

nature niveau | autres auteurs éventuels | nombre pages | référence

Cours L3 251 [enBas04c|
lien | http://cel.archives-ouvertes.fr/docs/00/55/55/15/PDF/coursMQ41_AO4 . pdf

Travaux Dirigés | L3 | Arcrow et al. 31 | [enAtc+04]
lien | http://utbmjb.chez-alice.fr/UTBM/mq41/TDMQ41_P04.zip

9.4. Biomécanique

J’ai rédigé et dispensé le cours de biomécanique dans le Master 2 MPSH de l’UFRSTAPSH de
Lyon 1. Voir http://utbmjb.chez-alice.fr/UFRSTAPS/M2ReMPS.html

Je suis aussi intervenu en cours et TD de biomécanique en L2 & 'UFRSTAPS de Lyon 1. Voir
http://utbmjb.chez-alice.fr/UFRSTAPS/L2biomeca.html

Enfin, j’ai préparé et dispensé une semaine de remise & niveau pour les étudiants, affolés par les
mathématiques, a 'entrée de la L2 & 'UFRSTAPS de Lyon 1 (voir |[enBas13b]).

nature niveau | autres auteurs éventuels nombre pages | référence

Cours M2 84 [enBas13a]
lien | http://utbmjb.chez-alice.fr/UFRSTAPS/M2ReMPS/coursM2RMPSbiomeca . pdf

Cours ‘ L2 ‘ ‘ 33 ‘ l[enBas13c]
lien | http://utbmjb.chez-alice.fr/UFRSTAPS/L2biomeca/coursL2biomeca.pdf

Corrigés de TD ‘ L2 ‘ ‘ 59 ‘ [enBas13d]
lien | http://utbmjb.chez-alice.fr/UFRSTAPS/L2biomeca/TDcorL2biomeca.pdf

Travaux Dirigés ‘ L2 ‘ BASTIEN, LEGRENEUR et MONTEIL ‘ 5) ‘ [enBLM13]
lien | http://utbmjb.chez-alice.fr/UFRSTAPS/L2biomeca/TDL2biomeca. pdf

Autre (L2 | | 87 | [enBas13b]
lien | http://utbmjb.chez-alice.fr/UFRSTAPS/L2biomeca/tutoratL2biomeca.pdf

9.5. Statistiques

Jai dispensé et préparé les Cours, TD et TP de statistiques essentiellement pour les masters 1
et 2 APAH et le master 1 PPMRE de P'UFRSTAPS de Lyon 1, d’abord en collaboration avec des
statisticiens de 'université Lyon 1, qui m’ont apporté leur savoir-faire et de nombreux polycopiés déja
rédigeés, et dont je me suis inspiré :

2. Mouvement, Performance, Santé

3. UFR des Sciences et Techniques des Activités Physiques et Sportives
4. Activités Physiques Adaptées

5. Préparation Physique et Mentale, Réathlétisation
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— Anne-Béatrice Dufour (avec M. Royer). Voir [DR07a ;[ DR0O7H ;IDR07d;IDR07d ;[ DLROT ; DR0T7¢ ;
DROTH; DRO?g] disponibles sur http://pbil.univ-1lyonl.fr/R/enseignement.html

— Stéphane Champely, auteur de [Cha04| ainsi que de [Cha07al; ICha07h| ces derniers étant dis-
ponibles sous Spiral.

Je suis maintenant responsable de I’enseignement des statistiques en masters 1 et 2 APA.

Voir

http://utbmjb.chez-alice.fr/UFRSTAPS/M1APA.html

http://utbmjb.chez-alice.fr/UFRSTAPS/M2APA .html

et

http://utbmjb.chez-alice.fr/UFRSTAPS/M1PPMR.html

nature niveau | autres auteurs éventuels | nombre pages | référence

Cours, TD et TP | M1 127 [enBas12b|
lien | http://utbmjb.chez-alice.fr/UFRSTAPS/M1APA/coursM1IGAPAS. pdf

Cours, TD et TP ‘ M2 ‘ ‘ 197 ‘ [enBas12c|
lien | http://utbmjb.chez-alice.fr/UFRSTAPS/M2APA/coursM2IGAPAS. pdf

Cours, TD et TP ‘ M1 ‘ CHAMPELY et BASTIEN ‘ 157 ‘ [enCBO09|
lien | http://utbmjb.chez-alice.fr/UFRSTAPS/M1PPMR/coursM1PPMRAOD . pdf

9.6. Divers (zététique)

Dans le cadre de 'UE zététiqueﬁ de 'INSA de Lyon, dirigée par Carine Goutaland, j’ai pu
dispenser plusieurs séances, I'une d’elles portant sur la « méfiance » qu’il faut parfois avoir sur les
résultats numériques donnés par les ordinateurs, ’autre sur quelques jeux et paradoxes mathématiques
(Se méfier de ses réflexes et de ses habitudes).

Voir http://utbmjb.chez-alice.fr/INSA/index.html.

nature | niveau | autres auteurs éventuels | nombre pages | référence

Cours | L2 38 [enBas12e]
lien | http://utbmjb.chez-alice.fr/INSA/zetetique/erreur_ordinateur.pdf

Cours |L2 | 79 | [enBas12f]

9.7. Logiciels Matlab@©), ® (R) et IKTEX

J’ai aussi organisé des formations sur Matlab(©) et ITEX, ainsi que sur @ dans le cadre de
I'enseignement de statistiques (voir section 0.5]).

6. Son objectif est la mise & I’épreuve d’énoncés pourvus de sens et de nature scientifique (c’est-a-dire réfutables) dont
les explications ne semblent pouvoir se rattacher & aucune théorie communément acceptée. La zététique se réclame aussi
du scepticisme scientifique et, plus généralement, de la démarche de doute cartésien. Voir http://www.zetetique.fr/
et http://zeteticien.free.fr/quezaco.html
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nature | niveau autres auteurs éventuels | nombre pages | référence

Autre | Tout niveau 21 [enBas12a|

lien | http://utbmjb.chez-alice.fr/UFRSTAPS/formation_matlab/formation_matlab.pdf

Autre ‘ Tout niveau ‘ ‘ 19 ‘ [enBas06|

lien | http://utbmjb.chez-alice.fr/UTBM/latex/presentation_latex_06.zip

Autre ‘ Tout niveau ‘ BASTIEN et BLUNIER ‘ 79 ‘ [enBBO7|

lien | http://utbmjb.chez-alice.fr/UTBM/latex/notice_latex_07.zip

Références en enseignement

[enAtc+04]

[enBas04a)
[enBas04b]

[enBas04c]|

[enBas06]

[enBas07a]

[enBas07b]

[enBas12a)

[enBas12b]

[enBas12c|

[enBas12d]
[enBas12e]
[enBas12f]

[enBas13a]

[enBas13b]

K. ArcHoLl, J. BASTIEN, N. LABED et M. MEYER. Résistance des Matériauz, Introduction au calcul des
structures. Travaux Dirigés de 'UV MQ41 de 'UTBM, disponible sur le web : http://utbmjb.chez-al
ice.fr/UTBM/index.html, rubrique MQ41. 2004. 31 pages.

J. BASTIEN. Mathématiques : Applications. Notes de cours de ’'UV MT31 de 'UTBM, disponible sur le
web : http://utbmjb.chez-alice.fr/UTBM/index.html, rubrique MT31. 2004. 158 pages.

J. BASTIEN. Mathématiques : Applications. Travaux Pratiques de 'UV MT31 de 'UTBM, disponible sur
le web : http://utbmjb.chez-alice.fr/UTBM/index.html, rubrique MT31. 2004. 43 pages.

J. BASTIEN. Résistance des Matériauz, Introduction au calcul des structures. Notes de cours de 'UV
MQ41 de 'UTBM, disponible sur le web : http://utbmjb.chez-alice.fr/UTBM/index.html) rubrique
MQ41. 2004. 251 pages.

J. BASTIEN. Présentation sommaire de E'TEX. Disponible sur le web : http://utbmjb.chez-alice.fr/U
TBM/index.html, rubrique ETEX, avec les sources IXTEX (http://utbmjb.chez-alice.fr/UTBM/latex/
sourcepresentation.zip). 2006. 19 pages.

J. BASTIEN. Applications de l’algébre et de l’analyse a la géométrie. Notes de cours de 'UV MT25 de
I'UTBM, disponible sur le web : http://utbmjb.chez-alice.fr/UTBM/index.html, rubrique MT25.
2007. 180 pages.

J. BASTIEN. Applications de l’algébre et de l’analyse a la géométrie. Corrigés des Travaux Dirigés de 'UV
MT25 de 'UTBM, disponible sur le web : http://utbmjb.chez-alice.fr/UTBM/index.html, rubrique
MT25. 2007. 15 pages.

J. BASTIEN. Formation matlab. Disponible sur le web : http://utbmjb. chez- alice . fr /UFRSTAP
S/index.html, rubrique formation matlab. 2012. 21 pages.

J. BASTIEN. Introduction a la statistisque descriptive. Notes de cours de statistiques du M1 APA de
PUFRSTAPS de Lyon 1, disponible sur le web : http://utbmjb.chez-alice.fr/UFRSTAPS/index.html,
rubrique M1 APA. 2012. 127 pages.

J. BASTIEN. Introduction a la statistisque inférentielle. Notes de cours de statistiques du M2 APA de
PUFRSTAPS de Lyon 1, disponible sur le web : http://utbmjb.chez-alice.fr/UFRSTAPS/index.html,
rubrique M2 APA. 2012. 197 pages.

J. BASTIEN. Méthodes numériques de base. Corrigés des Travaux Dirigés de I’'UV MNB de Polytech Lyon,
disponible sur le web : http://utbmjb.chez-alice.fr/Polytech/index.html, 2012. 21 pages.

J. BASTIEN. Savoir se méfier des ordinateurs et de la science. Transparents de 'UE Zététique de P'INSA
de Lyon, disponible sur le web : http://utbmjb.chez-alice.fr/INSA/index.html. 2012. 38 pages.

J. BASTIEN. Vérité mathématique : paradoze, preuve et conventions. Se méfier de ses réflexes et de ses
habitudes. Transparents de 'UE Zététique de 'INSA de Lyon. 2012. 79 pages.

J. BASTIEN. Biomécanique. Notes de cours de ’'UE approche biomécanique et physiologique de la perfor-
mance (M2 (R) MPS) de 'UFRSTAPS de Lyon 1, disponible sur le web : http://utbmjb.chez-alice.fr/
UFRSTAPS/index.html, rubrique M2 (R) MPS. 2013. 84 pages.

J. BASTIEN. Biomécanique du mouvement. Tutorat de 'UE Biomécanique (L2) de 'UFRSTAPS de Lyon
1, disponibles sur le web : http://utbmjb.chez-alice.fr/UFRSTAPS/index.html, rubrique L2 Bioméca.
2013. 87 pages.


http://utbmjb.chez-alice.fr/UFRSTAPS/formation_matlab/formation_matlab.pdf
http://utbmjb.chez-alice.fr/UTBM/latex/presentation_latex_06.zip
http://utbmjb.chez-alice.fr/UTBM/latex/notice_latex_07.zip
http://utbmjb.chez-alice.fr/UTBM/index.html
http://utbmjb.chez-alice.fr/UTBM/index.html
http://utbmjb.chez-alice.fr/UTBM/index.html
http://utbmjb.chez-alice.fr/UTBM/index.html
http://utbmjb.chez-alice.fr/UTBM/index.html
http://utbmjb.chez-alice.fr/UTBM/latex/sourcepresentation.zip
http://utbmjb.chez-alice.fr/UTBM/index.html
http://utbmjb.chez-alice.fr/UTBM/index.html
http://utbmjb.chez-alice.fr/UFRSTAPS/index.html
http://utbmjb.chez-alice.fr/UFRSTAPS/index.html
http://utbmjb.chez-alice.fr/UFRSTAPS/index.html
http://utbmjb.chez-alice.fr/Polytech/index.html
http://utbmjb.chez-alice.fr/INSA/index.html
http://utbmjb.chez-alice.fr/UFRSTAPS/index.html
http://utbmjb.chez-alice.fr/UFRSTAPS/index.html

112

[enBas13c|

[enBas13d]

[enBBO7]

[enBCO04]

[enBLM13]

[enBPO7]

[enCBOY)

[enDMB12]

9. ENSEIGNEMENT

J. BASTIEN. Biomécanique du mouvement. Notes de cours de 'UE Biomécanique (L2) de T'UFRSTAPS
de Lyon 1, disponibles sur le web : http://utbmjb.chez-alice.fr/UFRSTAPS/index.html, rubrique L2
Bioméca. 2013. 33 pages.

J. BASTIEN. Biomécanique du mouvement. Corrigés de TD de I'UE Biomécanique (L2) de 'UFRSTAPS
de Lyon 1, disponibles sur le web : http://utbmjb.chez-alice.fr/UFRSTAPS/index.html, rubrique L2
Bioméca. 2013. 59 pages.

J. BASTIEN et B. BLUNIER. Activité d’intersemestre. Notice d’introduction o ETEX 2¢. Disponible sur
le web : http://utbmjb.chez-alice.fr/UTBM/index .html, rubrique KTEX, avec les exemples I¥TEX
(http://utbmjb.chez-alice.fr/UTBM/latex/fichier_exemple_latex.zip)). 2007. 79 pages.

J. BASTIEN et D. CHAMORET. Mathématiques : Applications. Travaux Dirigés de 'UV MT31 de 'UTBM,
disponible sur le web : http://utbmjb. chez-alice.fr/UTBM/ index . html, rubrique MT31. 2004.
47 pages.

J. BASTIEN, P. LEGRENEUR et K. MONTEIL. Biomécanique du mouvement. Sujets de TD de 'UE Biomé-
canique (L2) de 'UFRSTAPS de Lyon 1, disponibles sur le web : http://utbmjb.chez-alice.fr/UFRST
APS/index.html, rubrique L2 Bioméca. 2013. 5 pages.

J. BASTIEN et C. PETITIEAN. Applications de l’algébre et de l’analyse a la géométrie. Travaux Dirigés
de 'UV MT25 de 'UTBM, disponible sur le web : http://utbmjb.chez-alice.fr/UTBM/index.html,
rubrique MT25. 2007. 25 pages.

S. CHAMPELY et J. BASTIEN. Inférence statistique, application a l’entrainement sportif. Notes de cours
de statistiques du M1 PPMR de 'UFRSTAPS de Lyon 1, disponible sur le web : http://utbmjb.chez-
alice.fr/UFRSTAPS/index.html, rubrique M1 PPMR. 2009. 157 pages.

N. DEBIT, S. MILLET et J. BASTIEN. Méthodes numériques de base. Travaux Dirigés de 'UV MNB de
Polytech Lyon, disponible sur le web : http://utbmjb.chez-alice.fr/Polytech/index.htmll 2012.
15 pages.


http://utbmjb.chez-alice.fr/UFRSTAPS/index.html
http://utbmjb.chez-alice.fr/UFRSTAPS/index.html
http://utbmjb.chez-alice.fr/UTBM/index.html
http://utbmjb.chez-alice.fr/UTBM/latex/fichier_exemple_latex.zip
http://utbmjb.chez-alice.fr/UTBM/index.html
http://utbmjb.chez-alice.fr/UFRSTAPS/index.html
http://utbmjb.chez-alice.fr/UTBM/index.html
http://utbmjb.chez-alice.fr/UFRSTAPS/index.html
http://utbmjb.chez-alice.fr/Polytech/index.html

CHAPITRE 10

Brevet : “Circuits universels de trains ou de voitures”

Ce chapitre reprend la présentation du brevet |bre| H faite par Lyon Science Transfert, disponible
Sur http://www.universite-lyon.fr/valorisation/circuits-universels-de-trains-ou-de-voitures--18318
7.kjsp?RH=PRINC.

Lyon Science Transfert recherche des partenaires industriels et propose
des concessions de licences de brevet.

Description

Pouvoir construire des circuits de trains sans aucun probléme d’encastrement et sans limites n’est
plus du domaine du réve! On propose des circuits de trains ou de voitures universels modulaires qui
vont plaire autant aux adultes qu’aux enfants! Cinq piéces de base sont utilisées pour construire un
circuit fermé. Incluses dans un carré, elles sont définies & partir d’un pavage simple du plan permettant
la construction de courbes dérivables fermées. Les lignes partent du sommet ou du milieu de 'aréte
de fagon tangente. Les lignes moyennes sont définies a partir de 2 segments de droites, 2 arcs de cercle
et une courbe de bézier de degré 2. De cette fagon, toute boucle fermée se raccorde parfaitement.

Avantage/nouveauté
— Construction de nombreux circuits fermés & partir du méme ensemble de pieces

1. “Circuits universels de trains ou de voitures”, déposé le 15 mai 2012.
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— Plusieurs niveaux de difficulté possibles
— Utilisation d’un minimum de piéces de guidage différentes

Application

Modélisme, jouets : circuits de trains ou de voitures

Equipe de recherche

Jérome Bastien
Centre de Recherche et d’Innovation sur le Sport (CRIS),
EA647, UCBL

Chargée de projet
Laétitia Roux
Email : [Taetitia.roux@universite-1lyon.fr

tel :00.33/(0)4.37.37.43.01

Thématique : Chimie-Matériauz, Divers


mailto:laetitia.roux@universite-lyon.fr
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Sur une version pdf de ce document, un simple clic sur le champ DOI ou sur I'url indiquée renvoie vers
la page internet de l’article.
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