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Résumé

Cette these de doctorat porte sur la modélisation réduite des piles a combustible & mem-
brane d’échange de protons (PEMFC), en vue de leur surveillance et de leur diagnostic par
spectroscopie d’impédance. La premiere partie du document présente le principe de fonc-
tionnement de ces piles, ainsi que ’état de I'art de la modélisation et des méthodes de sur-
veillance et diagnostic. Le modele physique multi échelle particulierement détaillé publié en
2005 par A.A. Franco sert de point de départ. Il est simplifié de facon a aboutir a un systeme
d’équations aux dérivées partielles en une unique dimension spatiale. La seconde partie est
consacrée a ’analyse harmonique de la pile. En s’inspirant de travaux classiques sur ’analyse
géométrique de réseaux de réactions électrochimiques, un modele réduit compatible avec la
thermodynamique est obtenu. Cette classe de systémes dynamiques permet de déterminer,
pour un tel réseau, une formule analytique de 'impédance de ’anode et de la cathode d’une
pile PEMFC. Un modele complet de la pile est obtenu en connectant ces éléments a des élé-
ments représentant la membrane, les couches diffuses et les couches de diffusion des gaz. Les
modeles précédents supposent la pile représentée par une cellule unique et homogene. Afin
de permettre d’en décrire les possibles hétérogénéités spatiales, nous proposons finalement
un résultat de modélisation réduite d’un réseau de cellules représentées par leur impédance.
Ce modele approxime I'impédance globale du réseau par une "cellule moyenne", connectée a
deux cellules, "série" et "parallele", représentatives d’écarts par rapport a la moyenne.

Mots-clés. pile a combustible, modélisation réduite, réseaux électrochimiques, spectroscopie
d’impédance, balance harmonique.

Abstract. This PhD thesis focuses on reduced modeling of PEM fuel cell for supervision and
diagnosis by impedance spectroscopy. The first part of the document presents the principle
of the PEM fuel cell, as well as the state of the art of modeling and of the methods for
supervision and diagnosis. The multiscale dynamic model published in 2005 by A.A. Franco is
particularly detailed and serves as a starting point. It is simplified, in order to obtain a system
of partial differential equations in a single spatial dimension. The second part is devoted to
harmonic analysis of the PEM Fuel cell. Inspired by classical work on the geometric analysis
of electrochemical reactions networks, a model compatible with thermodynamics is obtained.
This class of dynamic systems allows establishing, for such a network, an analytical formula
of the impedance of the anode and the cathode of the PEM fuel cell. A complete model
of the cell is obtained by connecting these elements to the membrane, diffuse layers and
gas diffusion layer. The previous models assumed the PEM Fuel cell represented by a single,
homogeneous, cell. In order to describe the possible spatial heterogeneities, we finally propose
a result of reduced modeling for the impedance of a cell network. This model approximates
the overall impedance of the network by a "mean cell", connected to two cells, put in "serial"
and "parallel", and representative of the deviations from the average.

Key words. PEM fuel cell, reduced modeling, electrochemical reaction networks, impedance
spectroscopy, harmonic balance.
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Chapitre 1

Introduction

Avec les préoccupations croissantes au sujet de 1’énergie durable et des questions envi-
ronnementales, I’hydrogene et la technologie de pile a combustible attirent de plus en plus
I’attention de la recherche académique, de I'industrie et des gouvernements. L’hydrogene, qui
est le composant le plus présent dans ’écorce terrestre, est aujourd’hui considéré comme un
vecteur énergétique non carboné et propre, hautement réactif et a forte densité énergétique.
Sa combustion électrochimique dans une pile a combustible permet de générer un courant
électrique de fagon continue avec des rendements élevés tout en ne rejetant que de I'eau et de
la chaleur. En effet, dans une pile & combustible alimenté en hydrogene pure, le rendement
énergétique total (électrique+thermique) est de l'ordre de 80%, tandis que le rendement
électrique dépasse actuellement les 40% .

Cependant, ’hydrogene n’existe pas a I’état naturel et doit étre produit, en utilisant des
sources indigenes (énergies renouvelables, nucléaires, biomasse, charbon ou gaz naturel), par
électrolyse de ’eau ou par reformage des hydrocarbures.

Parmi toutes les familles existantes de piles a combustible, la pile & combustible a mem-
brane électrolyte polymere (ou PEM selon l'acronyme des expressions anglaises Polymer
Electrolyte Membrane) est la plus mire et la plus prometteuse pour la production décen-
tralisée d’énergie électrique. Elle permet de convertir 1’énergie de I'hydrogene et d’oxygene
directement en énergie électrique en générant une différence de potentiel de 'ordre d’'un Volt
(différence de potentiel qui est propre au couple redox que forment I’hydrogene et 'oxygene).
Du fait de ce caractére naturel basse tension, les constructeurs assemblent plusieurs piles (ou
cellules) en série pour former un empilement de plusieurs cellules (stack) afin d’obtenir une
tension suffisamment élevée. Selon I'application, la tension de sortie d’'un stack de pile a
combustible PEM peut étre comprise entre 6 V et 200 V, voire plus.

Les avantages de la pile a combustible PEM sont tres nombreux, parmi eux sa faible
température de fonctionnement (< 100°C'), sa densité de puissance élevée, son démarrage
rapide et le plus important : son faible émission de gaz carbonique, qui induit de I’émission de
gaz a effet de serre. Tous ces avantages font de la pile PEM le candidat idéal pour les appli-
cations stationnaires, automobiles et sous-marines, ainsi que des systemes portatifs tels que
les téléphones cellulaires ou les ordinateurs portables. Néanmoins, s’agissant d’une nouvelle
technologie émergente, le développement de piles a combustible PEM est toujours confronté
a de nombreux défis qui doivent étre abordés avant la commercialisation généralisée, par
exemple, le développement des outils de surveillance et de diagnostic, la réduction des cofits,
la durabilité et la fiabilité.

Etant un systéme complexe, la pile & combustible PEM est susceptible comme tout pro-
cessus industriel de présenter des dysfonctionnements et des défauts qui peuvent diminuer
son rendement et sa durée de vie. Les principaux modes de dysfonctionnement sont I’empoi-
sonnement des sites catalytiques par le monoxyde de carbone di a I'impureté de I’hydrogene
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utilisé pour alimenter la pile, I’engorgement en eau des couches de diffusion des gaz et 1'as-
sechement de la membrane.

En effet, des traces du monoxyde de carbone peuvent se retrouver mélangées avec ’hydro-
gene lorsque ce dernier est fabriqué par reformage d’hydrocarbures. Le monoxyde de carbone
rentre en concurrence avec I’hydrogene pour réagir sur les sites catalytiques, ce qui a pour
effet de diminuer la surface active de la pile. Par ailleurs, il est nécessaire que la membrane
de la pile soit bien hydratée pour une meilleure performance de la pile, mais ’exces de I'eau
engorge la pile et empéche les gaz réactifs de diffuser jusqu’aux sites réactifs. Il est donc
indispensable de mettre en place une procédure de surveillance et de diagnostic. Cette pro-
cédure nécessite d’'une part, le développement des modeles qui aident & la compréhension du
comportement dynamique des phénomenes physiques et électrochimiques au sein de la pile,
et d’autre part, la mise en place de stratégies de diagnostic adapté, permettant la détection
opportune des différents défauts.

Un des moyens non invasifs pour la surveillance et le diagnostic est d’utiliser comme
données les courbes de polarisations, mais aussi la spectroscopie d’impédance. Les méthodes
qui s’offrent sont celles basées sur des modeles boite noire d’analyse résidus représentant
I’écart entre les données expérimentales et les modeles. Ce travail cherche au contraire a
utiliser des modeles physiques au lieu de modeles de boite noire, ce qui & notre connaissance
est nouveau en ce qui concerne la modélisation du comportement d’impédance.

Dans un premier temps, nous avons travaillé sur la modélisation instationnaire de diffé-
rents phénomenes physique et électrochimique au sein de la pile. En s’inspirant de travaux
classiques sur 'analyse géométrique des réseaux de réactions électrochimiques, un modele
réduit compatible avec la thermodynamique est obtenu. En vue de son utilisation dans les
techniques de surveillance et de diagnostic, nous avons ensuite analysé son comportement
harmonique en utilisant la méthode de la balance harmonique. Cette technique permet de
calculer analytiquement l'impédance d’un modele entrée/sortie formé d’équations différen-
tielles ordinaires.

Les modeles précédents supposent la pile représentée par une cellule unique et homogene.
Afin de permettre d’en décrire les hétérogénéités spatiales, nous proposons finalement un
résultat de modélisation réduite d’un réseau de cellules représentées par leur impédance. Ce
modele approxime 'impédance globale du réseau par une "cellule moyenne", connectée a deux
cellules "série" et "parallele" représentatives d’écart par rapport a la moyenne. Nous étudions
ensuite le probleme lié a 'identification des quantités capables de décrire le comportement
moyen et la dispersion, pour les utiliser comme des données d’alerte pour la surveillance et
le diagnostic.

Différents modeles seront présentés dans cette étude. Dans le Chapitre 3, nous réduisons
le modele d’A. Franco en un modele 0D. Dans le Chapitre 4, nous présentons un modele
générique d’évolution de réseaux des réactions électrochimiques sous forme d’un systeme
dynamique. Ce modele fournit par rapport au modeéle de Franco un modele détaillé de la
couche compacte. Dans le Chapitre 5, nous présentons, moyennant la méthode de la balance
harmonique, un modele d’impédance issu du modele obtenu dans le Chapitre 4. Ce modéle
est ensuite enrichi en tenant compte de 'impédance de la couche de diffusion de gaz (GDL).
Enfin, la modélisation réduite d’un réseau de cellule que nous présentons dans le Chapitre
6 permet de décrire 'hétérogénéité dans une cellule ou dans un stack. Cette méthode est
testée sur un modele simple d’impédance (du premier ordre).

Le contenu et la structure des travaux présentés dans ce rapport de these sont les suivants.

La premiére partie permet de décrire 1’état de l'art de la modélisation de la pile a
combustible de type PEM et les outils de surveillance et de diagnostic. Nous détaillons
ensuite le modele multi-échelle de Franco [37] et le réduisons en un modele composé d'un

6



1. Introduction

systeme d’équations algébro-différentielles.

Le Chapitre 2 rappelle des généralités sur le fonctionnement des piles a combustible de
type PEM. Ce chapitre expose un état de I'art de la modélisation de différentes phénomenes
électrochimiques au sein de la pile et des principaux travaux de surveillance et diagnostic
existants. L’objectif du Chapitre 3 est de présenter d’'une maniere détaillée le modele multi-
échelle de cellule développé par Franco [37] qui tient compte du phénomene de double couche
électrique. Ce modele est réduit en exploitant certaines de ses propriétés mathématiques.

L’apport principal de cette premiére partie est la réduction du modele de Franco [37].
Ce modele comporte un modele microscopique 2D couplé avec un modele nanoscopique
1D décrivant avec précision les phénomenes électrochimiques dans la couche active. Nous
avons montré que le modele microscopique était en fait invariant dans une de ses deux
dimensions, qui peut donc étre supprimée. La forme simplifiée du modele alors obtenue reste
multiéchelle, avec un modele microscopique 1D couplé avec le modele nanoscopique 1D.
La semi-discrétisation des équations aux dérivées partielles en espace par la méthode des
éléments finis conduit a un modele composé d’un systeme d’équations algébro-différentiel
0D. Ce dernier, simple a implémenter dans un logiciel de calcul scientifique comme Matlab,
permet de faire des simulations numériques relativement rapides avec une vingtaine de points
de discrétisation.

La deuxiéme partie de la these est consacrée a la modélisation des réseaux électrochi-
miques sous forme de systemes dynamiques, puis a la modélisation de leur comportement
harmonique. Le Chapitre 4 présente un point de vue géométrique sur les mélanges, les réac-
tions et les réacteurs ouverts. Ce chapitre fournit un modele d’évolution de réseaux électrochi-
miques compatible avec la thermodynamique et un modele de la pile incluant le phénomene
de la double couche électrique. En se basant sur ces modeles, le Chapitre 5 décrit comment
calculer analytiquement I'impédance d’un réseau de réactions électrochimiques et de la pile.
On utilise pour cela la technique de la balance harmonique, qui permet d’approximer le
comportement harmonique d’un systéme dynamique entrée-sortie non-linéaire.

Enfin, le Chapitre 6 est consacré a la modélisation en régime harmonique d’un réseau
série-parallele de cellules, a partir de la modélisation harmonique d’une cellule. Lorsque les
cellules sont différentes, ces travaux permettent d’obtenir un modele simple approchant le
comportement du réseau de fagon plus précise que ne le ferait une unique cellule moyenne.
Ceci permet de rendre compte de I'inhomogénéité du réseau, et éventuellement d’identifier
la nature de celle-ci.

La modélisation des réseaux électrochimiques dans le Chapitre 4 contient des points
originaux par rapport a d’autres travaux dans le domaine [64, 85]. L’obtention d’une forme
analytique pour l'impédance des réseaux électrochimiques, basée sur le modele précédent
(Chapitre 5), est une contribution originale de cette theése, de méme que la décomposition
quadripolaire des éléments de la pile et le résultat de modélisation réduite d’un réseau obtenu
au Chapitre 6.
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Chapitre 2

Généralité et état de ’art sur la
modélisation et la surveillance et

diagnostic des piles a combustible
PEM

Dans ce chapitre, nous rappelons brievement le principe de fonctionnement de la pile a
combustible de type PEM et sa structure interne, par une description générale de différents
phénomenes physiques et électrochimiques au sein de la pile. Nous présentons ensuite, un
état de l'art sur la modélisation des différentes phénomenes électrochimique de la pile. Enfin,
nous rappelons quelques travaux liés a la surveillance et au diagnostic de la pile ainsi que les
outils de caractérisation les plus couramment utilisés : courbes de polarisation et diagrammes
d’impédance.

2.1 Description générale de la pile PEM

2.1.1 Principe de fonctionnement

Une pile & combustible & membrane polymére PEM est un dispositif électrochimique qui
permet de convertir I’énergie chimique des gaz hydrogeéne et oxygeéne en énergie électrique.
La cellule de la pile est constituée de deux électrodes séparées par une membrane polymere.
L’hydrogene est oxydé a ’anode pour donner des protons et des électrons selon la réaction
d’oxydation suivante :

Hy — 2H™ + 2e” (2.1)

Les électrons sont acheminés par le circuit électrique externe de la pile alors que les pro-
tons traversent la membrane, imperméable aux gaz et aux électrons, ou ils se combinent a
l'oxygene et aux électrons pour produire de I’eau, selon la réaction de réduction suivante :

1
502+ 2H +2e~ — Hy0 (2.2)
la réaction globale quant a elle s’écrit :
1
Hy + 502 — Hy0 + électricité + chaleur. (2.3)

Cette réaction crée une différence de potentiel entre les électrodes de l'ordre d’un Volt,
différence de potentiel qui est propre au couple rédox que forment Hs et Os. Du fait de ce
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caractere naturel tres basse tension, les constructeurs assemblent plusieurs cellules en série
afin d’obtenir une tension suffisamment élevée avec un rendement satisfaisant. Une pile a
combustible est alors faite d’un empilement de générateurs électrochimiques élémentaires
appelés cellules entre deux plaques terminales servant a ’alimentation et qui constituent les
bornes électriques de la pile, comme le montre la Figure 2.1. Les piles sont dites propres

Assemblage
; yd Membrane
\ ' Electrodes Cariaiix da
Al distribution
o‘\ ' istributi

Plaque de fin

monopolaire /
Plaque ;
bipolaire
Unité de

répitition

FI1GURE 2.1 — Pile a combustible de type PEM alimentée en hydrogene et en oxygene

puisqu’elles fonctionnent sur le principe inverse de I’électrolyse de I'eau et ne rejettent alors
que de 'eau et les gaz réactifs non consommés.

2.1.2 Structure interne

Chaque cellule de la pile est constituée de deux plaques bipolaires et d'un Assemblage
Membrane Electrodes (MEA). Les deux plaques bipolaires assurent la distribution des gaz
réactifs jusqu’aux les électrodes et collectent le courant électrique produit. L’assemblage
électrode membrane est le coeur de la cellule, il est constitué d’une membrane polymere
conductrice de protons et imperméable aux gaz et aux électrons; de deux couches actives
AL ou est dispersé le catalyseur; et de deux couches de diffusion de gaz GDL, comme
représenté sur la Figure 2.2. Les gaz réactifs circulant dans les plaques bipolaires se diffusent
dans les GDL avant d’atteindre les couches actives ot ont lieu les réactions chimiques. D’un
coté, I'oxydation de 'hydrogeéne a I'anode produit des protons et des électrons qui géneérent
le courant électrique, de l'autre c6té, la réduction de l'oxygene a la cathode produit de
I’eau qui hydrate la membrane. La production d’eau liquide se fait donc uniquement du coté
cathodique. En pratique néanmoins, de ’eau est susceptible d’étre présente a ’anode a cause
de la diffusion & travers la membrane.

Les plaques bipolaires. Elles permettent I'alimentation en gaz réactifs : Oy a la cathode
d’une cellule et Hy a I'anode de la cellule juxtaposée, ce qui justifie la désignation de plaque
“bipolaire”. Elles assurent la liaison électrique entre deux cellules juxtaposées (la liaison
électrique avec le circuit externe est assurée par les plaques terminales), la tenue mécanique
et I'évacuation de la chaleur produite. Les gaz non consommés et l’eau produite par la
réaction sont évacués par les canaux. Les plaques sont typiquement congues en graphite non
poreux ou en acier inoxydable, avec une bonne conductivité électronique.
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FIGURE 2.2 — Cellule d’une pile

Les couches de diffusion des gaz GDL. Elles sont constituées d’un matériau poreux,
hydrophobe et conducteur électronique et thermique. Elles assurent la diffusion des réactifs
jusqu’a la couche active, comme son nom l'indique, et le transport des électrons entre la
couche active et les plaques bipolaires. Elles sont généralement constituées de papier ou de
tissu de carbone. Grace a leur caractére hydrophobe, elles assurent une bonne évacuation de
I'eau, car si 'eau s’accumule dans les GDL, une large proportion du catalyseur n’est plus
accessible au gaz réactif.

Les couches actives AL. Les couches actives constituent le lieu des réactions chimiques,
elles sont disposées directement sur la membrane et elles contiennent le catalyseur (na-
noparticules de platine supportées par des particules de Carbone assurant la conduction
électronique), du polymere Nafion qui assure la conduction protonique et une phase poreuse
qui permet 'acces des gaz aux sites catalytiques et I’évacuation de 1’eau. La couche active
constitue ’endroit ou le polymere Nafion, le catalyseur et le gaz se rencontrent dans des
volumes tres faibles (le point triple de la réaction), comme le montre la Figure 2.3.

La membrane. La membrane constitue 1’électrolyte de la pile et assure la conduction pro-
tonique de 'anode vers la cathode sous l'influence d’un champ électrique. Elle doit étre
imperméable aux gaz pour séparer les réactifs entre les deux électrodes et un bon isolant
électronique. Les matériaux le plus couramment employés pour fabriquer les membranes sont
les polyméres perfluorosulfonés de type Nafion® (société Du pont de Nemours). Ce dernier
a une bonne stabilité chimique et possede une bonne conductivité ionique lorsqu’il est bien
hydraté. Le polymere est formé d’un squelette Fluoro-carboné et de groupements acides sul-
foniques comme représenté sur la Figure 2.4, il présente un fort caractere hydrophile dii aux
groupements sulfoniques terminaux des chaines pendantes, ce qui permet le déplacement des
protons hydratés. La conductivité protonique dépend donc fortement de la quantité d’eau
adsorbée.

En effet, quand la membrane est seche, les charges ne sont pas dissociées, chaque proton
est donc lié a son groupe SO; . Lorsque la membrane est hydratée, les molécules d’eau ne
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FIGURE 2.3 — Diffusion et réaction de 'oxygene a la cathode. Figure extraite de [58].

peuvent pas pénétrer dans les chaines de polymeres, elles diffusent lentement entre les fibres
jusqu’a solvater les groupes SOj , c’est la phase dite d’hydratation. Au cours de cette phase,
les protons commencent & se dissocier et ils sautent d’'une molécule d’eau a sa voisine, c’est
le processus local de diffusion. Les nouvelles molécules d’eau arrivant remplissent les espaces
entres les fibres, ceci crée un réseau dans lequel les protons peuvent désormais diffuser a plus
longue distance. Tant que I’hydratation est partielle les protons ne peuvent diffusés que dans
les régions qui contiennent de I’eau, et lorsque la membrane devient completement hydratée,
un proton peut la traverser de part en part et la pile peut alors fonctionner.

Les épaisseurs typiques des couches présentées ci-dessus sont données dans le tableau
suivant :

Composant Epaisseur caractéristique
Plaque bipolaire 1000 x 107 m
Couche de diffusion des gaz GDL 100 — 400 x 1075 m
Couche active AL 5-10x107%m
Membrane 20 — 150 x 1075 m

TABLE 2.1 — Epaisseurs caractéristiques des différents composants d’une cellule de la pile
PEM, [56].
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FIGURE 2.4 — Structure chimique de la membrane Nafion : chaque fibre est composer d’une
chaine de polymeéres organisées de maniere que les groupements sulfonates soient disposés a
I'extérieur de coeur de la fibre. Figure extraite de [57].

2.1.3 Empoisonnement par le CO

Les matériaux précieux, notamment le Platine Pt ou le Ruthenium Ru, utilisés comme
catalyseur dans la couche active de la cellule, sont tres sensibles a la présence d’impuretés
dans les gaz réactifs. Les impuretés comme le C'O se présentent lors de l'utilisation d’un
reformer pour produire I’hydrogéne. Les expériences montrent [5] que la présence de quelque
centaines de ppm 'du CO peut endommager la pile, en bloquant les sites catalytiques utilisés
par 'hydrogene pour la réaction chimique.

2.1.4 Noyage et assechement de I’eau

Dans le fonctionnement normal de la pile, I'eau produite dans la couche active de la
cathode est soit utilisée pour bien humidifier la membrane polymeére, soit elle est transportée
vers l'extérieur de la pile par le flux des gaz sous forme de vapeur d’eau. La conductivité
protonique de la membrane dépend fortement de son taux d’hydratation. En effet, elle est
multipliée par 10 entre I’état sec et I’état gonflé.

Les problemes d’engorgement en eau peuvent se localiser a deux niveaux, dans les élec-
trodes (& la fois au niveau de la couche active et le GDL) et dans les canaux d’alimentation.
Au niveau de I'électrode, 'eau produite dans la zone active doit étre rapidement évacuée
sinon elle peut s’accumuler et géner la diffusion d’oxygéne vers les sites catalytiques. Au
niveau des canaux de distribution, si I’eau liquide s’accumule dans un canal, elle risque de

1. partie par million
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Pobstruer et de le rendre inopérant. La surface d’électrode active diminue alors, car il y a
des zones mortes qui ne produisent pas d’électricité.

2.2 Modélisation des phénomenes électrochimiques de la pile
PEM

2.2.1 Potentiel électrique et formule de Butler-Volmer

Potentiel électrique. Une cellule de la pile a combustible réalise la transformation d’une
énergie chimique en énergie électrique. Le travail électrique Wy fourni par la pile correspond
au déplacement des charges électriques entre les deux niveaux de potentiel ou se situent les
électrodes [56] :

Wele = —nF'E,

dans la formule précédente, E est la force électromotrice a I’équilibre (circuit ouvert), F' est
la constante de Faraday et n le nombre des électrons produits par mole de combustible oxydé
(ici n=2). Dans le cas d’une réaction réversible, comme celle de la pile, W, est égal a la
variation d’enthalpie libre AG, appelée aussi “variation d’enthalpie libre de Gibbs” au cours
de la réaction chimique :

Wele = AG,

ceci signifie que le potentiel théorique de la pile en circuit ouvert vaut :

AG
EF=—. 2.4
5F (2.4)
D’apres la deuxieme loi de la thermodynamique on a :
AG =AH —TAS, (2.5)

ou AH est la variation d’enthalpie de la réaction, elle caractérise ’énergie chimique sus-
ceptible d’étre transformée en énergie électrique. Le reste de cette variation énergétique est
libérée sous forme de la chaleur, représentée ici par le terme T'AS, ou T est la température
et AS la variation d’entropie du systeme. Toutes ces grandeurs dépendent de la température
et de la pression. Par exemple, pour une pression de 1 bar et une température de 80°C), la
variation d’enthalpie libre de la réaction (2.3) vaut -226,1 kJ.mol !, si 'eau est obtenue sous
forme vapeur et —228,2 kJ.mol~! si I'eau est sous forme liquide. Dans ce cas le potentiel
théorique F varie entre 1.17 et 1.18 V. En pratique, la variation d’enthalpie libre AG dépend
des conditions de la réaction, et plus précisément des activités des especes. Dans le cas de la
réaction d’oxydoréduction entre Hs et Os, nous avons d’apres la loi de Nernst :

1

2
AG = AG® — RTIn | 22902 (2.6)
aH,0

ol AGY est la variation d’enthalpie libre standard de la réaction & la température T, i.e.
définie par rapport a la pression de référence de 1 bar. Par définition, ’état physique d’un
corps pur sous la pression 1 bar, a la température T, est appelé état standard du corps pur
a cette température.

Remarquons d’apres (2.4) et (2.6) que si lactivité des réactifs augmente, AG diminue
et plus d’énergie électrique est libérée. D’autre part, lorsque l'activité du produit augmente,
AG augmente et moins d’énergie est libérée. Pour voir cet effet sur la tension de la cellule,
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nous pouvons remplacer (2.6) par sa valeur dans (2.4) et obtenir :

sachant que d’apres (2.5) on a :

ou AHY et ASY sont respectivement les variations d’enthalpie et d’entropie standard. Ils
sont calculés expérimentalement et different légerement d’une référence a 'autre.

Formule de Butler-Volmer. Dans cette partie, nous décrivons, d’un point de vue macro-
scopique, le phénomeéne d’activation di & la cinétique des réactions électrochimiques dans la
pile. Dans le Chapitre 4 nous étudions dans un cadre plus général ce phénomene. En général,
les réactions électrochimiques qui se produisent dans la pile sont :

Vo,a
Hy == 2H" +2¢~ (2.8a)
Ur,a
a l'anode et
1 Ur,c
502 +2¢7 + 2HT = H,0 (2.8Db)
Vo,c

a la cathode. On note par v,; et v,.; les constantes de vitesse de réaction d’oxydation et de
réduction, a ’anode pour i = a et a la cathode pour i = ¢. Ces derniers s’écrivent d’apres la
théorie de la cinétique [74], sous la forme :

A ox,i A red,i .
Vo,i = k; exp (— gT’ > . Ui = kjexp <—%) , i=a,c (2.9)

ol AGy,; resp. AG g, est la variation de I'énergie de Gibbs d’activation d’oxydation resp.
de réduction. k; est un parametre cinétique de la réaction. Nous verrons dans le Chapitre 4
que d’apres [74], les variations de ’énergie de Gibbs s’écrivent pour i = a,c :
AGoy; = AGY, ; — anF, (2.10)
AGredi = AGeq; + (1 — a)nF, (2.11)
ou 7, resp. 1. est la surtension anodique, resp. cathodique. AGSJ;,Z‘ est I'énergie de Gibbs a
I’équilibre, n est le nombre des électrons échangés (ici n = 2), «; est le coefficient de transfert,
qui indique dans quel sens la réaction est favorisée.
On a alors d’apres (2.9) :

B 20, F'my; B 2(1 —ai)Fﬁz’)
Vo,i = ko,z exp ( RT ) o Urg = kr,z exp ( RT s (212)
ou
koi =k A, ki =k ACea 2.13
0, — Ri €Xp | — RT s ri — R{€Xp | — RT 5 ( . )
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En utilisant la loi d’action de masse, les courants anodique et cathodique I, et I, s’écrivent
sous la forme :

I,=F (G/HQ’UO,Q - aqzq-kvr,a)
20, F 2(1 — ay)F
=F <k:07aaH2 exp <R—C}77a) - k‘r,aa%fr exp <—(]%7Ta)77a)> (2.14)
1
I.=F <a62a%{+v,~70 — aHQOUQC)
1 2(1 — a.)F 2a. F
=F <kjma52a%{+ exp (%nc) — ko,cam,0 €xp <— RCT nc>) (2.15)

oit a;, i € {Ho, 09, HyO, H} est Pactivité chimique de I’espéce i. En notant par I0 et I0 les
courants d’échanges a 1’équilibre, définis par :

I? = Fkogap, = Fkyqa%+ (2.16)
1
10 = Flycad at. = Fkocam,o (2.17)

les équations (2.14) et (2.15) s’écrivent sous la forme :

20, F 2(1 —aq)F
_ 0 a _ _ a
I, =1, (exp( 7T na) eXp( T 77(1)) (2.18)
2(1 —ap)F 2a.F
_ 0 c _ 2
I.=1I; (exp ( 7T nc) exp ( T nc)) (2.19)

Ces équations sont usuellement connues sous le nom de Butler-Volmer.

2.2.2 Modeles de la cinétique électrochimique

Dans une pile a combustible, les phénomeénes électrochimique ont lieu dans la couche
active. On peut distinguer deux approches traitant I’électrochimie dans la couche active de
la pile : les approches macroscopique et microscopique. Les modeéles macroscopiques sont
généralement définis par les conditions globales de pression, de température et de débit, [82],
[55] et [91], ou la consommation des gaz réactifs et la production de 'eau s’expriment en
fonction de la densité du courant, en négligeant la cinétique chimique sur les sites cataly-
tiques. Les modeles considérés comme microscopiques, [81],[5], [6], [79] et [39] utilisent les
principes complexes d’électrochimie, de la thermodynamique et de la mécanique de fluides.
Ils tiennent compte des variations spatiales des parametres et des performances locales et ils
traitent plus finement ’adsorption, la désorption et I’électro-réduction des especes réactives
sur les sites catalytiques. Dans les deux approches, la densité du courant est exprimée en
fonction de la surtension a I’électrode par la formule de Butler-Volmer.

Par ailleurs, les matériaux précieux utilisés comme catalyseur dans la couche active de
la cellule, notamment le Platine Pt ou le Ruthenium Ru, sont tres sensibles a la présence
du CO. Les expériences montrent que la présence de quelques centaines de ppm?du CO
peut endommager la pile, en bloquant les sites catalytiques utilisés par I’hydrogene pour la
réaction d’électroréduction.

L’étude de 'empoisonnement par le CO nécessite donc une modélisation fine de la dy-
namique de 'occupation des sites catalytiques par les différents gaz au sein de la couche
active. Parmi les modeéles existants qui traitent le mécanisme cinétique de I’empoisonnement
par le CO, on peut citer les travaux de Springer et al. [81], Baschuk et Li [5, 6], Bhatia et
Wang [15], Shah et al. [79] et Nwoga et Van Zee [61]. Le mécanisme de I"empoisonnement

2. partie par million
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par le CO proposé par Springer et al. [81] a été intégré dans un modele statique de la couche
active de l’anode. Baschuk et Li [7] utilisent le méme mécanisme dans un modele statique
1D et ils ont étendu leur modeéle dans [6] pour inclure l'effet de I'“air bleed”. Bhatia et Wang
[15] ont étudié le probleme dynamique, en simplifiant le mécanisme cinétique proposé par
Springer et al. [81] et en négligeant les phénomenes de transport. Chu et al. [30] ont présenté
un modele similaire & celui de [15] mais qui inclut la diffusion des gaz réactifs. Shah et al.
[79] ont présenté un modele dynamique 1D, non-isotherme, qui tient compte du transport
de la matiere, de I'empoisonnement par le CO et de l'utilisation de I’“air bleed”.

Travaux de Springer et al. Selon Springer et al. [81] le schéma réactionnel a ’anode en
présence du Hs, du CO et de 'eau s’écrit avec nos notations :

Fa
Hy+ 2% <= 2(H — %)
kan

kaco
CO+% =2 (CO-Y)

dco
(H-%) 2 4 gt 4 e
Hy0 + (CO — %) oy 54 o7t 4+ 2¢7 + CO,

Le symbole ¥ désigne un site catalytique libre, et on indique par (X — ¥) la forme adsorbée
de 'espece X, avec :

— kaco, kapn : constantes d’adsorption du CO, du Hs.
— Kkeco, kep @ constantes d’électro-oxydation du CO, du Hs.
— kgco, kqn : constantes de désorption du CO, du Hs.

L’évolution des fractions des sites catalytiques occupés par 'hydrogene 65 et le monoxyde
de Carbone 6., s’écrivent :

do )
Pa—t = kap Pu(1 = 0 — 00)" — kan0} — 2ken0p, sinh (77_)

dt b
pa% = k?acoPco(l — 0 — Qco) — kgeolco — kecoBeo €Xp <;7_G>

ou P et P,, sont les pressions partielles d’hydrogene et de CO, 7, la surtension anodique. n
est 'ordre de la réaction de 'hydrogene sur les sites catalytiques, by, b., sont respectivement
les pentes de Tafel pour ’Hs et le CO. p, est la capacité de stockage par unité de volume
de catalyseur a l'anode.
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Travaux de Baschuk et Li. Dans [6], les auteurs étendent le mécanisme réactionnel
proposé par Springer et al. [81] en ajoutant les réactions liées a 'oxygene de I'“air bleed” :

ka
Hy+2% <= 2(H — %)
kan
kaco
CO+% 2 (CO-Y)
dco
kaoa
Oy + 2% =2 2(0 — %)

doa
(H-x) Lt sy gt 4 em
2H — %) + (0 — %) X 35 + H,0
(CO - %) + (0 — %) T2y 03 4 €O,
Hy0 + (CO — %) 2oy 4 9T + 26 + CO;y

avec :
— kaoa, kdoa : constantes d’adsorption et de désorption du Os a l'anode.
— kons koco : constantes d’oxydation du Hy, du CO.
L’évolution des fractions des sites catalytiques occupés par 'hydrogene 65 et le monoxyde
de Carbone 0., et 'oxygene 0., s’écrivent :

do, 2 2 . Na 2
Th 1— 6, — 0, — - —9 h )
Pa dt kahch( Hh 000 00(1) kdheh keheh sm (QRT/F) koheoaeh
deco ,87“000 (1 - /B)Teco
_— = 1 — — — _ — _—
Pa dt kacoCco( Hh 000 00(1) €xXp ( RT ) deOHCO exXp ( RT )
B )
2kecolco €XP (2RT/F) kocoloabco
d@oa 2 2 2
Pa dt = kaoaCoa(l - ‘9h - 9(:0 - eoa) - kdoaeoa - kocoeoaeco - koheoaah

ou Cy, Cy et Cy, désignent les concentrations de I’'Ho, du CO et de 'Oy & 'anode. 3 et r
sont respectivement les coefficients d’échange et d’interaction anodique.

2.2.3 Phénomene de la double couche électrochimique

A Tinterface métal/électrolyte de la couche active, le transfert de charge est couplé a
un processus interfacial : 'exces des électrons dans la phase métallique est compensé par
une accumulation de protons dans la phase électrolyte. Il existe donc une double couche
de charges, de signes opposés et qui se comporte en premiere approximation comme un
condensateur. On peut donc observer en régime dynamique le passage d’un courant capacitif
di a la charge ou décharge de ce condensateur. Ce courant capacitif dépend de la valeur de
la capacité de double couche.

Dans les modeles analogiques (constitués par des circuits électriques), la double couche
électrique est modélisée par un condensateur en parallele avec la résistance liée a la réaction
chimique (voir Barsoukov et al. [3], Diard et al. [33]). Cette modélisation suppose donc que la
capacité de double couche est découplée des réactions sur les sites catalytiques, bien qu’elle
soit fortement liée aux réactions chimiques de la couche active [37].

Afin de modéliser, en régime transitoire, le passage d’un courant capacitif di a la charge
ou la décharge de ce condensateur, on établit un bilan de charge suivant [33] :

dn

I(t) = I;(t) + Cac (2.20)
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ou I est le courant total, Iy est le courant faradique exprimé par la formule de Butler-Volmer,
détaillée dans la section 2.2.1. Cy. est la capacité de double couche, n est la différence de
potentiel entre les deux phases métallique et électrolyte. La relation (2.20) signifie que le
courant total, lorsqu’une réaction électrochimique se déroule a l'interface métal/électrolyte,
est égal a la somme du courant faradique Iy et du courant capacitif Cdcz—?.

Dans I'approche de type circuit électrique analogique, I’équation (2.20) est modélisée par
un condensateur de capacité Cy. en parallele & la resistance associée a la réaction électro-
chimique, c-a-d il est supposé que la capacité de double couche est découplé des réactions
chimiques. Cependant, le phénomeéne de double couche est fortement couplé aux réactions
chimique, comme nous le verrons en détail dans le Chapitre 3.

Le concept et le modele de la double couche ont été présentés dans les travaux de Helm-
holtz sur les interfaces des suspensions colloidales et ont ensuite été étendus a des surfaces
d’électrodes en métal par Gouy, Chapman et Stern, et puis dans les travaux de Grahame et
de Bockris [18].

Modeéle de Helmotz : Le modele le plus ancien de la double couche a été proposé en
1853 par Helmotz qui a suggéré que l'exces des charges électriques sur le métal attire a
Iinterface une quantité équivalente d’ions de signes opposés, Figure 2.5. Les deux couches
sont séparées par une distance de I'ordre de grandeur du rayon atomique ou de la moitié de
la taille d’'une molécule, donc de 'ordre de I’Angstréom. Le plan dans lequel se trouvent les
centres des ions est appelé plan de Helmotz (PH) et le reste de I'électrolyte est considéré
électriquement neutre. Il en résulte une double couche d’épaisseur fixe, qui ressemble a un
condensateur électrique constitué de deux plaques paralleles, dont la capacité Cy,. est fonction
des constantes diélectriques et ne dépend pas du potentiel de I’électrode.

Modele de Gouy-Chapman : Afin de justifier la variation expérimentale de la valeur
de la capacité différentielle C,. en fonction de la différence de potentiel, Gouy et Chapman
(1913) ont considéré les ions dans 1’électrolyte comme des charges ponctuelles, distribuée
statistiquement selon la loi de Boltzmann. Ils constatent alors la formation d’une couche
diffuse de charges, ot la concentration en ions est maximale a la proximité de 1’électrode et
diminue progressivement jusqu’a une distribution homogeéne au sein de 1’électrolyte, Figure
2.5. Ce modele permet de décrire quantitativement la facon dont la capacité Cy. varie avec
la différence de potentiel et la concentration des ions en solution.

_ @ électrolyte _ @ électrolyte
0 PH 0
Helmholtz Gouy-Chapman

électrode
électrode

F1GURE 2.5 — Représentation de charges et d’ions selon les modeles de Helmotz et Gouy-
Chapman pour la double couche. PH= Plan de Helmotz, [33]

Modeéle de Gouy-Chapman-Stern : Dans le modele de Gouy-Chapman les ions de 1’élec-
trolyte peuvent s’approcher jusqu’a une distance nulle de 1’électrode et la capacité de double
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couche tend vers l'infini lorsque le potentiel de 1'électrode est trés élevé. Stern (1924) a
combiné les approches de Helmotz et celle de Gouy Chapman en considérant que les ions
de I'électrolyte sont solvatés, c’est-a-dire entourés par une couche de molécules d’eau, et ne
pouvait pas s’approcher de I’électrode au point de la toucher. Le lieu des centres des ions
solvatés définit un plan de moindre approche des especes, appelé le plan externe de Helmotz
(PEH). La double couche est composée d’un cdté, d'une partie rigide appelée couche de Stern
ou de Helmotz comprise entre ’électrode et le plan externe de Helmotz (PEH), et d’un autre
coté d’une couche de diffuse des ions qui s’étendent du PEH vers la masse de 1’électrolyte,
voir la Figure 2.6. Le condensateur de double couche se comporte comme deux condensateurs
branchés en série. L’un a pour valeur la capacité du condensateur de Helmotz et 'autre celle
de Gouy-Chapman.

_ électrolyte b électrolyte
o _ o
= s
S — S —
fs =9
g g
O QO _@
0 PEH (0 PIH PEH
Gouy-Chapman-Stern Grahame

FIGURE 2.6 — Représentation de charges et d’ions selon les modeles de Stern et Graham.
PEH= Plan Externe de Helmotz, PIH =Plan Interne de Helmotz. [33]

Modeéle de Grahame : Grahame (1947) a introduit non seulement les ions solvatés qui
se trouvent sur le plan de Helmotz externe et les ions libres dans la couche diffuse, mais aussi
I’adsorption spécifique de certains ions a la surface de I’électrode. Cela pourrait se réaliser si
I’ion ne possédait pas de couche de solvatation, ou si la couche de solvatation a été perdue
lorsque l'ion s’est rapproché de I’électrode. Les ions en contact direct ont été considérés
comme “spécifiquement adsorbés”. Le lieu du centre des especes spécifiquement adsorbées
définit le plan interne de Helmotz PIH. La double couche électrochimique comprend alors
trois couches, 'une constituée d’especes adsorbées spécifiquement au PIH, 'autre d’especes
adsorbées non spécifiquement au PEH, et de la couche diffuse, Figure 2.6.

La double couche électrique a également été étudiée dans le cadre du supercondensa-
teur qui permet de stocker 1’électricité par accumulation de charges sur les deux électrodes,
servant de collecteurs lorsqu’on impose un potentiel entre celles-ci. Plusieurs modeéles ma-
thématiques ont été développés pour analyser la performance de la double couche électrique
dans le cadre d’un supercondensateur. Johnson et Newman [52] ont développé un modele
pour décrire la double couche de charge dans une cellule électrochimique afin d’estimer la
densité de I’énergie spécifique et la puissance du condensateur électrochimique. Pillay et al.
[70] ont modélisé 'influence des réactions secondaires sur la performance des condensateurs
électrochimiques. Srinivassan et Weidner [83] ont présenté une solution analytique de la ca-
pacité de double couche qui a été utilisée pour étudier I'importance de la résistance ionique
et électronique dans la conception des supercondensateurs. Verbrugge et Liu [87] ont pré-
senté un modele mathématique de la double couche électrique d’'un supercondensateur en
utilisant les équations de conservation des charges électriques. Ce modele permet d’étudier
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Couche diffuse

Couche compacte

Molcule d’eau
(le fleche indique
le dipdle)

Cation solvaté

@ Anion

(] électron

Plan de Plan de
Helmotz  Helmotz
Interne Externe

FIGURE 2.7 — Structure de la double couche selon le modele de Bockris et al [18].

la dynamique de chargement et de déchargement du condensateur.

Cependant, ces modeles ne sont pas adaptés a la modélisation de la double couche élec-
trique dans une pile PEM. En effet, la capacité de double couche est fortement couplée a la
réaction chimique dans la couche active de la pile.

Franco et al. [37], [38] proposent un modele multiéchelle de la pile, qui modélise finement
le phénomene de la double couche électrique dans une pile PEM, en détaillant les flux élec-
troniques et protoniques, ainsi que les effets dipolaires liés a ’adsorption de l'eau dans la
couche compacte. Ce modele est détaillé dans le chapitre suivant.

2.3 Modélisation de ’activité de ’eau dans la pile

Une voie tres importante dans la recherche sur les piles a combustible PEM vise la
modélisation détaillée des phénomenes liés a la gestion de 'eau. Au début des années 90,
le développement des modeéles traitant du bilan d’eau, est particulierement centrée sur des
modeles isothermes, stationnaires et unidimensionnels pour une cellule [82],[12],[13]. Springer
et al. [82] et Bernardi et Verbrugge [12, 13] ont modélisé les phénomenes du transport dans
le MEA (assemblage électrodes membrane) et dans les canaux des gaz, I'intensité du courant
est supposée constante dans toute la pile, et la chimie sur les sites catalytiques a été négligée.
Le modele de [82] se concentre sur le transport d’eau dans la membrane et il prend en compte
I’électro-osmose, la rétro diffusion de 1’eau de la cathode vers ’anode et la résistance de la
membrane. Dans le modeéle de Bernardi et Verbrugge [12, 13], la couche active est considérée
comme un milieu poreux d’épaisseur non nulle composé d’une phase poreuse de Pt/C et d'une
phase de polymere. Le transport des charges et des gaz sont modélisés plus finement que
dans le modele de Springer et al. [82] qui néglige I’épaisseur de la couche active. Cependant,
Bernardi et Verbrugge ne prennent pas en compte la gestion de ’eau dans la membrane
supposée parfaitement hydratée. Un modele 1D, statique et isotherme a été développé dans
[4], il integre I'essentiel des processus physiques et électrochimiques survenant dans la pile.
La particularité de ce modele provient du fait qu’il introduit des degrés variable de noyage
dans la couche active de la cathode. Cet effet est modélisé en permettant aux gaz réactifs,
a l'eau liquide d’occuper le milieu poreux de la couche active. Wang et al. [90] modélise la
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coexistence de zones seches et de zones humides dans la cellule. Ceci induit un phénomene de
diffusion, une distribution de courant et une distribution thermique non homogene. Benziger
et al. [26] ont développé un modele dynamique de la pile de type “Stirred Tank reactor PEM
fuel cell” pour étudier 'effet de 'inondation dans le GDL de la cathode et analyser 'existence
d’équilibres multiples, dus a la nature auto catalytique du transport de l'’eau couplée a la
production d’eau dans la pile. C’est un modele 0D pour la cellule, mais la mise en série
de plusieurs cellules permet d’étudier des phénomenes plus compliqués comme la diffusion.
Stefanopoulou et al. [53] ont étudié la gestion de 1’eau dans la cellule, leur approche emploie
deux variables d’état, les quantités d’eau a I’anode et a la cathode, desquelles sont déduites
les activités a chacune des électrodes, puis 'activité dans la membrane.

Approche de Springer et al. Dans le modéle de Springer et al. [82], le transport d’eau
dans la membrane est gouverné, d’une part, par un flux diffusif de type Fick :

Pdry Q

Ny.ait = —D
w,diff )\Mm dz

et d’autre part, par un flux électro-osmotique traduisant la présence d’un cortege de molécules
d’eau emportées par chaque proton lors de sa traversée du Nafion, exprimé en fonction de la
densité du courant I de la cellule par la relation :

I
Nw,drag = ndragf

ou A\ est le contenu en eau, déterminé expérimentalement en fonction de 'activité de 1'eau
et de la température. z est la variable d’espace suivant le transport des protons (c’est-a-dire
selon l'axe anode/cathode, perpendiculairement aux plaques bipolaires et & la membrane).
D) est le coefficient de diffusion de 'eau, il dépend de A et est donné par une corrélation
expérimentale. ngrag est le coefficient d’électro-osmose qui désigne le nombre de molécules
d’eau emportées par chaque proton, donné expérimentalement par la relation :

2.5

o = "y

pdry et My, sont respectivement la densité et la masse molaire de la membrane sec. La
conductivité ionique de la membrane est exprimée en fonction de A et de la température, la
relation est obtenue expérimentalement sur des membranes en hydratation uniforme :

11
T,\) = 1268 ( — — — ) | (0.005139\ — 0.00326).
om(T, \) exp[ 68 (303 Tﬂ (0.005139\ — 0.00326)

La résistance R, de la membrane est calculée en intégrant la résistivité (inverse de la conduc-
tivité) sur I’épaisseur de la membrane e, :

em dz
Fom = /O Jm(Ta )\) .

Approche de Benziger et al. Benziger et al. [26] considérent les quantités d’eau dans
quatre compartiments : anode et cathode, membrane, et couche de diffusion coté cathode
(les phénomenes se déroulant dans la couche de diffusion & I’anode étant considérés comme
négligeables). Avec nos notations, les variables du modeéle sont les pressions partielles de
I’hydrogeéne et de l'eau a l'anode, P}, et P2, l'activité de l'eau dans la membrane a,,, le
nombre de moles d’eau dans le GDL cathodique n,, 44 et les pressions partielles de 'oxygene
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et de l'eau a la cathode P, et PS. Les équations suivantes décrivent ’évolution des variables
d’états du modele :
Vi dby in P b, 1

RT @ td mr femr —A3F

Ve dp, . pin P, I
9 o _pmZo _p " A"
RT dt ¢ RT ‘RT 4F

dX\ da P
2T R A(agg — aw) — KA (@ — =2
505 daw dt (agdl “ ) (a Psat)

dnw,gdl I / " Py I
T = Aﬁ —k A(agdl — aw) —k A <agdl — ﬁ) + ndragAF
Le contenu en eau dans la membrane A est exprimé en fonction de 'activité de 'eau ay,

dans la membrane par une relation empirique :
May) = 14.9a,, — 44.7a2 + 70a3, — 29.5a), — 0.446a5).

Dans les équations précédentes, Ngo, est le nombre d’ions sulfonates fixes dans le Nafion,
k" est le coefficient de transfert de masse du GDL cathodique vers la membrane, k" est le
coefficient de transfert de masse du GDL cathodique vers le canal d’écoulement de la cathode,
k est le coefficient de transfert de masse de la membrane vers ’anode. A est la surface active
de I’électrode, ngl et Vi sont respectivement les volumes des canaux d’alimentation a I’anode
et la cathode, F" et F!" sont respectivement les débits volumiques a I'entrée de I’anode et
la cathode. a4q; est l'activité de I'eau dans le GDL liée a n,, 4¢; par la relation :

nwvgleT <1

Qgdl = =
g V.. P,
gdl L sat

ou Vg est le volume de GDL et P4 la pression de saturation de la vapeur d’eau. Py et Py,
sont donnés par :
P, =Pr—nB, P,=Pr—~FP

ou Pr est la pression totale dans les canaux d’alimentation des gaz. F, et F,. sont respecti-
vement les débits volumiques a l'intérieur de 'anode et de la cathode, ils sont exprimés en
fonction des autres variables du modele. D’une maniere différente de celle de Springer et al.
[82], le coefficient d’électro-osmose ngrag est calculé expérimentalement par la relation :

Ndrag = 2 (aw,a)4 5

ol @y, est activité de 'eau a 'anode. La résistance de la membrane est donnée par la
formule :

Rpn(aw) = 10° exp(—14a2}'2)67m.

2.4 Modélisation au niveau du stack de cellules

La modélisation au niveau du stack de cellule est souvent destinée a 1’étude du couplage
thermique et a la gestion de ’eau. Parmi les modeles intéressants qui traitent le stack de
cellule, on trouve ceux de Shan et al. [80] et Park et al. [65]. Shan et al. [80] ont développé un
modele dynamique 2D d’un stack composé de deux cellules pour étudier la gestion thermique.
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Le modele inclut le transport des gaz, de I'eau et de la température. Ce modele a été étendu
plus tard par Park et al. [65] pour un stack de 20 cellules en considérant la température et
effet diphasique. Philipps et Ziegler [69] ont présenté un modele dynamique non isotherme
d’un stack basé sur les bilans de masse et d’énergie. Les équations sont résolues pour une
cellule et le résultat est mis & 'échelle du stack. Dans D'article [26], Benziger et al. ont
développé un modele pour une cellule unique, ils ont ensuite étendu ce modele pour une
stack formé de plusieurs cellules en séries. Leur modele tient compte essentiellement de
la gestion d’eau et du transport des gaz. M. Marchand [59] a étudiée les problémes de la
gestion de I'eau dans un stack, en prenant en considération le transfert d’eau dans les canaux
sous ces deux formes, c’est-a-dire un transfert d’eau exclusivement sous forme liquide et un
transfert d’eau exclusivement sous forme gazeuse. Elle décrit les équations hydrauliques et
thermodynamiques qui régissent la pile.

2.5 Modélisation au niveau du systeme complet

La pile a combustible nécessite un grand nombre de dispositifs auxiliaires. Les gaz doivent
étre contrélés en termes de pression, d’hydratation et de régulation de débit avant d’entrer
dans les électrodes de la pile. Les réactions électrochimiques sont de nature exothermique et
comme la pile doit fonctionner dans une plage de températures bien précise, le controle de
température est essentiel. D’autre part, I’eau produite par les réactions chimiques peut étre
évacuée avec les gaz sortant, pour étre réutilisée pour hydrater les gaz entrants. Le controle
global du systeme constitue une application importante des travaux de modélisation de la
pile.

Les modeles développés dans ce cadre utilisent généralement des approches macrosco-
piques pour traiter les bilans de matiere. Il s’agit souvent de modeles dynamique 0D de
la pile, couplés a des systeémes auxiliaires tels que le groupe moto-compresseur, le systeme
d’humidification et le systeme d’air. Les modeles proposés par Pukrushpan et al. [71], [72]
et Golbert et al. [45] rentrent dans ce cadre et sont principalement dédiés a la commande
du systeéme. Golbert et al. [45] ont développé un modele pour le contréle et la régulation
de la pile. Il tient compte de la dépendance spatiale de la tension, du courant, des flux
de matiere et de la température. Seule I’évolution de la température est considérée en ré-
gime dynamique, les autres bilans étant supposés en régime stationnaire. La simplification
des équations conduit & un modele de controle prédictif non linéaire qui permet d’utiliser le
controle optimal pour améliorer la performance de la pile. Pukrusphan et al. [72] ont présenté
un modele dynamique d’un systéme pile approprié pour ’étude de la commande. Il intégre la
dynamique d’un motocompresseur et un modele statique d’humidification. Le modele utilise
le bilan massique pour évaluer la masse des réactants dans le coeur de la pile. Pathapati et al.
[66] ont développé un modele dynamique 0D avec une capacité de double couche constante,
ajoutée dans la dynamique de la tension de la pile. Le systeme pile développé, integre la
dynamique du flux, de la pression et du transfert thermique.

D’autres approches modélisent la pile a travers des représentations graphiques. On trouve
parmi elles le Bond Graph, le graphe informationnel causal (GIC) et la représentation éner-
gétique macroscopique (REM)

La méthode du Bond Graph est une approche graphique pour représenter des systemes
complexes grace a un nombre limité de blocs standardisées qui sont connectés par des pa-
rametres qui représentent un couple (flux, effort). Cette approche causale est basée sur la
premiere loi de la thermodynamique. Le Bond Graph a été utilisé pour décrire des systemes
piles & combustible [73], [77] mais ces travaux n’ont pas été utilisés pour développer leur
commande.

La méthode du graphe informationnel causal (GIC) est une méthodologie de modélisation
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graphique, fonctionnelle et causale mais 'approche n’est pas énergétique [47] et [48]. Elle est
basée sur l'idée principale que chaque systéeme peut étre décrit par un ensemble de sous-
systémes avec une entrée et une sortie.

Le GIC est bien adapté pour le développement de la structure de commande mais ne
prend pas en compte l'aspect énergétique et peut devenir tres volumineux pour des systémes
grands et complexes. La méthode du représentation énergétique macroscopique (REM) est
un autre approche développée par le L2EP, Université de Lille, France depuis les années 2000.
La REM est une combinaison des aspects du développement de la structure de commande
de GIC avec des aspects de la modélisation énergétique [23]. Elle est basée sur la premiere
loi de la thermodynamique et elle a été étendue pour modéliser les piles a combustible par
Hissel et al. [49], Chrenko et al. [29, 27, 28] et Boulon et al. [22].

2.6 Outils de caractérisation de la pile

2.6.1 Courbe de polarisation

La courbe de polarisation (ou courbe tension-courant) est un outil couramment utilisé
dans la caractérisation de la performance de la pile PEM. Elle est obtenue en balayant la
plage du courant désirée en régime stabilisé, et en mesurant simultanément la tension délivrée
par la pile et le courant qui lui est imposé. Elle a typiquement le profil montré dans la figure
2.8 : & chaque valeur de courant on fait correspondre le potentiel de cellule une fois ’état
stationnaire atteint.
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F1GURE 2.8 — Courbe de polarisation d’une pile PEM

La courbe de polarisation traduit les pertes de tension entrainées par différents phéno-
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menes physiques et électrochimiques dissipant ’énergie dans la pile. Il existe trois types de
surtension : activation, ohmique et concentration. Selon la densité de courant a laquelle on
travaille, on peut distinguer trois zones sur les courbes.

Pour les faibles densités de courant, la perte d’activation ou la surtension d’activation est
une conséquence de la nécessité de provoquer le transfert d’électrons et de rompre (respec-
tivement former) les liaisons chimiques a l’anode (respectivement la cathode). La majorité
des pertes est attribuée a la cinétique de I'électrode cathodique, puisque la réduction de
Ioxygene est plus compliquée et lente que celle de 'hydrogene. Cependant, si du C'O est
présent a I’anode, la perte de tension anodique est également importante.

Pour des densités de courant moyennes, les pertes d’activation augmentent a un rythme
plus lent et la pile est dominée par les pertes ohmiques. La surtension ohmique découle de
la résistance & la migration des protons dans la membrane et des électrons dans les GDLs
et les couches actives. Ces pertes se traduisent par une zone linéaire légerement convexe a
cause des phénomenes de diffusion des especes, notamment les protons.

Pour des densités de courant élevées, la tension aux bornes de la cellule chute tres rapide-
ment a cause de la surtension de concentration qui est due a des limitations de transport de
masse. En fait, les taux des réactions électrochimiques dans les couches actives sont entravés
par un manque de réactifs puisque 'apport des gaz n’est plus assez rapide par rapport a la
cinétique des réactions. Les limitations de transport de masse sont dues & des limitations
diffusionnelles dans les GDL et les couches actives. Notons que le phénomene de noyage dans
le GDL, particulierement c6té cathode ou 'eau est produite, réduit ’espace disponible pour
une diffusion rapide des gaz et augmente la résistance au transport des gaz.

Cependant, les phénomenes physiques au sein de la pile sont fortement couplés : transport
des charges, mécanique des fluides, réactions électrochimiques, migration électrique, etc. Les
courbes de polarisation ne fournissent pas un apercu sur le comportement électrochimique
en dynamique et ne permettent pas de distinguer les facteurs impliqués dans les pertes.
Par exemple, une dégradation de nature ohmique peut étre due a une mauvaise hydratation
de la membrane, a une corrosion des plaques bipolaires, mais aussi a un décollement de la
membrane par rapport a la couche active sous l'effet de cycles thermiques.

2.6.2 Diagramme d’impédance

La spectroscopie d’impédance est une technique de mesure tres utilisée dans le domaine
de I’électrochimie. Elle consiste a imposer au systéme étudié une intensité de courant (respec-
tivement une tension) périodique, autour d’un point de fonctionnement pour une fréquence
donnée, et de mesurer le déphasage et 'amplitude de la tension (respectivement de I'inten-
sité du courant) pour la méme fréquence. L’amplitude de I’excitation (typiquement on prend
des perturbations entre 1% et 10%) est faible afin de garantir un comportement linéaire du
systeme étudié, voire la figure 2.9. La mesure du spectre d’impédance a un point de fonction-
nement et I'identification d’un modele d’impédance approprié permettent une description du
comportement dynamique de 1’électrochimique de la pile.

Dans le cadre de la pile PEM, I'emploi d’une excitation sinusoidale du courant comme
entrée est plus fréquente parce qu’il est plus aisé de controler le courant que la tension.
De plus, les cellules d’'un stack fonctionnent dans des conditions différentes, du fait des
hétérogénéités au sein de ces cellules, il adviendrait qu’imposer une tension sur le stack
conduise a produire un courant élevé que certaines cellules “dégradées” ne pourraient fournir.

Pour un courant sinusoidal injecté a I’entrée de la pile sous la forme :

I(t) =Iy+ 11 sin(wt)

26



2. Généralité et état de Uart sur la modélisation et la surveillance et diagnostic des piles a
combustible PEM

VA

V = Vy+ V, sin(wt+e)
Vo

Tension

I =1y+ Iy sin(wt)

>
Courant |
ly

FI1GURE 2.9 — Principe de la spectroscopie d’impédance : réponse linéaire en potentiel a une
excitation sinusoidal en courant de faible amplitude autour d’une valeur stationnaire I.

la réponse de la pile a ce type de stimulus s’écrit :
V(t) = Vo + Vi sin(wt + ¢,)

ou w est la fréquence du courant électrique, Iy et V[ sont respectivement les composantes
continues du courant et de la tension, I7 et V] sont les amplitudes des composantes alterna-
tives du courant et de la tension tel que I1 < I (dans les expérience on utilise une amplitude
comprise entre 1% et 10% de la composante continue Ij). ¢, est le déphasage entre le courant
et la tension pour chaque harmonique w. De fagon générale, le courant d’excitation I(t) et
sa réponse V() sont reliés par Z(w), considérée comme une fonction de transfert, telle que :

ol F est l'opérateur de transformation de Fourrier.

La spectroscopie d’impédance électrochimique permet de caractériser 1’état de la pile
et de distinguer un certain nombre de phénomenes dégradants qui peuvent paralyser son
fonctionnement. La contamination des sites catalytiques par le C'O, le noyage et 1’asseche-
ment sont les défauts les plus courants. Dans cette section, nous présentons un état de I'art
sur 'utilisation de la spectroscopie d’impédance dans la littérature comme un outil de sur-
veillance/diagnostic.

Dans les conditions nominales, I'impédance de la pile est formée de deux “bosses” ou
boucles qui apparaissent dans les différentes bandes de fréquences, comme le montre la Figure
2.10. Schnider et al. [76] ont étudié la contribution des différents phénomenes survenant dans
la pile sur le spectre d’impédance. Dans la bande de fréquence la plus élevée du spectre,
I'intersection de 'axe réel avec le spectre est attribuée a la résistance ohmique. La distance
entre les deux points d’intersection du spectre avec 'axe réel caractérise la somme de la
résistance de transfert des charges anodique et cathodique.
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FIGURE 2.10 — [75] Relation entre les différentes parties du spectre et les processus limitatifs,
bande de fréquence de 1072 & 10* Hz.

2.7 Travaux de surveillance/diagnostic

Dans la littérature, un large spectre de techniques de diagnostic existe, car une commu-
nauté scientifique pluridisciplinaire y apporte sa contribution (automaticiens, informaticiens,
statisticiens,..). Le choix de la méthode de diagnostic a mettre en ceuvre est dicté par la quan-
tité et le type de connaissances dont on dispose, ainsi que par les contraintes du probleme
de diagnostic posé. Dans I’Annexe D nous présentons un état de I'art des outils généraux de
surveillance et de diagnostic a base de modéles.

Plusieurs approches de diagnostic de la pile basé sur des méthodes de statistique existent
dans la littérature. On peut citer les méthodes basées sur la génération de résidus grace a un
modele boite noire du type réseau de neurones dynamique [50], [51], [36] et [94] ; celles qui
concernent le diagnostic par reconnaissance de forme basée sur 'extraction de caractéristiques
a partir de différents types de mesures [63] et celles qui mettent en ceuvre une analyse temps
échelle par paquets d’ondelettes [84].

Les méthodes temps-échelles telles que ’analyse en ondelettes constituent des outils adap-
tés a 'analyse de signaux non stationnaires (combinant des phénomeénes se manifestant a des
résolutions temporelles et fréquentielles différentes). L’analyse temps-échelle basée sur une
décomposition en ondelettes est adaptée a un systeme dans lequel différents phénomeénes ou
défauts se produisent a différentes échelles de temps et de fréquence.

Dans [84], une méthode peu coiiteuse de diagnostic de I'inondation dans une pile & com-
bustible PEM est décrite. Cette méthode n’utilise que la tension de pile et elle consiste
en une extraction de caractéristiques de signal par décomposition multiéchelle utilisant la
transformée en ondelettes discrete, suivie par 'identification et la classification de défaut.

Dans leur travail, Hissel et al. [50] ont développé un modele orienté pour la sur-
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veillance/diagnostic de la pile PEM en utilisant la logique floue et lanalyse des résidus
comme vecteurs de diagnostic pour deux défauts : I’assechement de la membrane et 'ac-
cumulation d’eau ou d’azote a l’anode de la pile. Les résidus sont calculés en considérant
la différence entre le point de fonctionnement expérimental courant-tension et un point de
fonctionnement obtenu par un modele boite noire (a base de réseaux de neurones). Dans [63],
les auteurs utilisent une méthode de diagnostic de la pile PEM basée sur la reconnaissance
de formes. Avec cette méthode, a la fois des informations extraites de courbes de polarisa-
tion et de spectres d’impédance peuvent étre utilisées. Pour les courbes de polarisation, un
modele empirique est exploité pour assurer I'extraction de caractéristiques, tandis que pour
les spectres d’impédance, des connaissances d’experts et la modélisation paramétrique sont
utilisées pour 'extraction de caractéristiques.

Dans [93], les auteurs proposent une procédure de diagnostic de I'inondation de la pile
basée sur un modele boite noire. Les entrées du modele sont des variables qui sont essentielles
pour la gestion de l'eau dans la pile, alors que la sortie est une variable qui peut étre
controlée d’une maniere non-intrusive et peut étre utilisée pour détecter les inondations
(chute de pression dans la cathode par exemple). La procédure de diagnostic est basée sur
I’analyse d’un résidu obtenu a partir de la comparaison entre ’expérimentation et une chute
de pression estimée. L’estimation de cette derniere est assurée par un réseau de neurones
formé avec les données d’une pile saine. La détection de défauts est obtenue moyennant une
analyse résiduelle.

Effets de ’empoisonnement par le CO sur les courbes de polarisation. Oetjen et
al. [62] ont examiné l'influence de CO mélangés avec I’hydrogene sur la performance de la
pile. Ils ont constaté que la courbe de polarisation d’une cellule alimentée par ’hydrogene
avec de C'O se distingue par une pente négative comparée a celle alimentée par I’hydrogene
pur. Cette chute de potentiel s’explique par une augmentation de la surtension anodique due
a 'empoisonnement par le CO, comme le montre la Figure 2.11.

Effets de ’assechement et du noyage sur les courbes de polarisation. Shah et al.
[78] ont étudié Veffet de 'activité de ’eau dans la membrane et les GDL sur la performance
de la pile. Les courbes de polarisation du modele et des résultats expérimentaux montrent
que I'augmentation de I’hydratation de la membrane conduit & une amélioration de la per-
formance de la pile, ceci dans le rang de la densité du courant moyen et faible. Cependant,
lorsque la densité du courant augmente, la production de I'eau dans la couche active de la
cathode s’accélere et par conséquent, une chute de potentiel est observée. Cette chute de
potentiel est généralement attribuée a la limitation de la diffusion de 'oxygeéne a cause du
noyage de la couche active cathodique.

La technique de la spectroscopie d’impédance, détaillée dans la section précédente, permet
de séparer et d’identifier différents processus dynamiques qui se produisent dans la pile et
de mieux distinguer la contribution de ces différents phénomenes. La séparation est possible
puisque les phénomeénes physiques au sein de la pile possedent des constantes de temps bien
distinctes.

Effets de ’empoisonnement par le CO sur le spectre d’impédance. Wagner et al.
[89] ont mesuré expérimentalement l'influence du CO sur 'impédance de la pile. Ils ont
observé un élargissement du spectre d’impédance et 'apparition d’un pseudo inductance
en basse fréquence, qui s’accroit avec la durée de I'expérience. Les mesures faites en mode
galvanostatique (lorsque le courant est perturbé a l'entrée de la pile) montrent que durant un
empoisonnement progressif de la pile, la partie réelle et la partie imaginaire de I'impédance
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FiGURE 2.11 — Illustration de 'effet du C'O sur les courbes de polarisation de la pile PEM
(Oetjen et al. [62]).

augmentent et les deux boucles ne peuvent plus étre différenciée visuellement, comme le
montre la Figure 2.12.

Gréce a cette expérimentation, Wagner et al. [89] proposent un modele électrique simplifié
de la pile qui tient compte de la présence du CO comme présenté sur la Figure 2.13. Selon
ce modele, la dégradation du spectre d’impédance est dominée par les réactions a ’anode.
Le schéma électrique de la demi-cellule cathodique (réduction de l'oxygeéne) est représenté
par une résistance de transfert de charge notée R o, mise en parallele avec un élément de
constante de phase (CPE). Cependant, le schéma de 1’anode est plus compliqué a cause des
processus électrochimiques dans la couche active qui sont influencés par la présence du C'O.
Le schéma de l'anode est modélisé en utilisant une électrode poreuse [44]. L'impédance de
I'interface électrode/pore est donnée par une capacité double couche Cy 4 mise en parallele
avec une impédance faradique Zp qui contient I'impédance de relaxation de surface [3].
L’impédance de relaxation est liée a la présence du C'O et elle explique le développement du
comportement pseudo-inductive en basse fréquence du spectre. L’expression de I'impédance
faradique Zp s’écrit :

. Ret + Zo
1+ Ret/ 2y,

ol R.; est la résistance de transfert des charges a 'anode, Z¢ est 'impédance de diffusion
finie (impédance de Nernst) et Z; 'impédance de relaxation donnée par :

Aa

7 _ 1+ twrk

" Ind () fde

ol I est le courant faradique, 75 est le constante de temps de relaxation, € est le potentiel a
I’anode. R et L; sont respectivement la résistance et la pseudo-inductance de la relaxation
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FIGURE 2.12 — [89] Impédance de la pile alimentée par Hy + 100 ppm du C'O dans le plan de
Nyquist a des moments différents. Les numéros de 1 a 6 représentent 1’évolution du spectre
avec le temps. Lorsque la durée de I'alimentation de la pile par un mélange du Hs et du CO
augmente, 'impédance anodique s’élargit et devient de plus en plus dominante, elle masque
I'impédance cathodique et présente un comportement pseudo inductif en basse fréquence.
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FIGURE 2.13 — [89] Circuit électrique équivalent pour I’évaluation des spectres d’impédance
mesurés pour une pile empoisonnée a ’anode par le C'O

données par :

1
= Ird (In7, ") /de

Ly, = 7. Ry (2.21)
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Selon les Wagner et al. [89], les mesures des spectres d’impédances réalisés montre que les
éléments Ry, 7, et R g, sont les plus sensibles a la présence du C'O a I'anode.

Effets de D’asséechement et le noyage sur le spectre d’impédance. Le Canut et al.
[24] ont étudié effet de I’assechement et le noyage de la membrane de la pile sur le spectre
d’impédance. Dans le cas de 'assechement de la membrane, Le Canut et al. [24] ont observé
une augmentation de la magnitude et de la phase de I'impédance pour toute la plage de
fréquence étudiée (1Hz jusqu'au 10*H z). L'effet de I’asséchement se traduit par la transla-
tion du spectre le long de I'axe réel, ce comportement s’explique par 'augmentation de la
résistance de la membrane. Le noyage de la membrane de la pile conduit & une augmentation
dans la magnitude de I'impédance en basse fréquence (< 10Hz) et a la diminution de la
phase pour une fréquence inférieure a 100H z.
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Chapitre 3

Réduction du modele multi-échelles
d’A. Franco

Dans ce chapitre nous détaillons dans un premier temps le modele d’A. Franco de la
pile [37], qui est de type modele & pores cylindriques et nous le réduisons ensuite, en ex-
ploitant certaines de ses propriétés mathématiques. Nous présentons tout d’abord son choix
de modélisation, en détaillant les phénomenes physiques et électrochimiques aux différentes
échelles (microscopique et nanoscopique) de son modele. Nous simplifions ensuite le modele
microscopique de transport des charges et nous démontrons un fait fondamental relatif au
modele de Franco : les réactions et transferts de charges sont homogenes en tout point de
I'interface des pores et le modele est invariant en cette dimension. La forme simplifiée du
modele obtenue reste multiéchelle, avec un modele microscopique 1D couplé avec un mo-
dele nanoscopique 1D. La semi-discrétisation en espace des équations aux dérivées partielles
par la méthode des éléments finis conduit finalement a un modele composé d’un systeme
d’equations algébro-différentielles 0D.

3.1 Le modeéle d’A. Franco

3.1.1 Hypotheses physiques de la modélisation

Les principales hypothéses physiques du modele d’A. Franco sont les suivantes :

e La pile est alimentée en hydrogene et en oxygene purs, saturés avec de la vapeur d’eau.

e Les mélanges gaz réactifs/vapeur d’eau anodiques et cathodiques se comportent comme
des gaz parfaits.

e Les transferts thermiques sont négligés : la température de la pile est supposée
constante et uniforme.

e La concentration des protons est constante dans la membrane (condition d’électroneu-
tralité), mais elle est distribuée en espace dans la double couche électrochimique, a
l'interface électrolyte/métal.

e Le Nafion est supposé bien hydraté pour assurer un bon transport protonique.

3.1.2 Vision géométrique

A. Franco [37] s’inspire d’'un modeéle de type modeéle & pores cylindriques pour développer
son modele physique multiéchelle de la dynamique électrochimique dans la pile. Ce modeéle
est un assemblage de trois modeles 1D (Figures 3.1 et 3.2) :

e Un modele microscopique de transport des gaz réactifs a travers le Nafion imprégné,

suivant la coordonnée d’espace z.

33



3. Réduction du modeéle multi-échelles d’A. Franco

e Un modele microscopique de transport protonique dans ’épaisseur de 1’électrode et
dans la membrane, et de transport électronique dans I’épaisseur de I’électrode, suivant
la coordonnée d’espace r.

e Un modele nanoscopique de transport décrivant les phénomenes électrochimiques a
Iinterface, suivant la coordonnée d’espace x.

(Charge —= Circ,ui_t
exterieure

imprégné -
H* Pile
e ' e
0,+H,0
Membrane 2+
71 =15-40nm : :
ENI = T2 — T <0.1um o r €cA €CA T eM : R
GDL Couche Active Couche active  GbL

Anode Cathode

FIGURE 3.1 — Modele a pores cylindriques, figure inspirée d’A. Franco [39]. Les cylindres sont
constitués de trois phases : les pores, le Nafion imprégné et la phase métallique Pt/C. L’axe
du cylindre est perpendiculaire a la membrane et aux couches de diffusion des gaz (GDL).

Interface NANOscopique

i Espéces intermédiaires|
Phase Pt/C - de réaction

Couche
Compacte

s ee—
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I I I ' H* Couche .
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FIGURE 3.2 — A gauche, les échelles microscopiques du modéle d’A. Franco et 'emplacement
du modéle nanoscopique en bleu clair, z = eny. A droite, Péchelle nanoscopique décrivant
la double couche électrochimique, ou x est la variable d’espace utilisée a cette échelle et
L = 1nm représente 1'épaisseur de la couche diffuse. Figure extraite de [37].

Les domaines géométriques représentés sur les Figures 3.1 et 3.2 peuvent étre schématisés
dans la figure suivante :

34



3. Réduction du modeéle multi-échelles d’A. Franco

Az
couche active couche active
Anode Cathode
couche compacte I couche compacte
L
couche diffuse ‘ZE X ‘ couche diffuse
0 0
H+ Ht HT Ht ext + L
. L Mempbrane
Nafion imprégné o+ Nafion imprégné
|

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

FI1GURE 3.3 — Schéma du modele d’A. Franco de la pile.

L’ordre de grandeur des dimensions est donné par :

71 largeur du pore entre 15 et 40 nm
ent | épaisseur du Nafion imprégné 100 nm

em | épaisseur de la membrane 50 x 103 nm

eca | profondeur du pore 15 x 10% nm

L épaisseur de la couche diffuse 1 nm

d épaisseur de la couche compacte | 0.2 nm

On a donc :

eM > ent > L.

3.1.3 Une vision modifiée du modeéle d’A. Franco

Dans la suite, nous utiliserons un schéma simplifié du modele d’A. Franco donné par la
Figure 3.4. Dans ce schéma, compte tenu du fait que la pression des gaz est constante dans
la phase poreuse, I'épaisseur du pore a disparu : le pore est spatialement situé en +<3*, zone
de contact “virtuelle” du gaz avec le Nafion imprégné. La couche active cathodique (resp.

™

anodique) est représentée avec une rotation d’angle § (resp. —%).

2

Les divers zones de la pile sont décrites de la fagon suivante.

En 2z €]<L, 4 4 eni[, on trouve la phase du Nafion imprégné.
En z = £(ent + %), on trouve I'interface métal/Nafion imprégné, ou les charges

électriques sont produites (anode) et consommées (cathode).

En z = £(ent + %), = L la couche compacte.

En z = £(ent + 9%), 2 €]0, L[ la couche diffuse.

En z = +(exy + %), © = 0 la frontiere couche diffuse/Nafion imprégné.

En z €] — 2%, 9L, on trouve la membrane, dans laquelle les protons sont transportés
vers la cathode.

En z = £, r € [0, eca] le lieu “ponctuel” du pore.
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e
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FIGURE 3.4 — Schéma simplifié du modele d’A. Franco de la pile. A I’échelle microscopique,
la pile est un systéme distribué a deux dimensions z et r. En z = £(exy + %) ot se trouve
I'interface métal/Nafion, une échelle plus fine & une dimension, x, permet de décrire les
réactions électrochimiques. En z = £(enxy + %), # = £L on trouve la couche compacte
CC, siege des réactions chimiques; la couche diffuse CD est située en z = £(enx1 + ),
0 < +x < L. Les mémes variables z et r sont utilisées de ’anode a la cathode.

e En r = 0, l'interface couche active/GDL.
e En r = eq,, Uinterface couche active/membrane.

Le tableau suivant montre la correspondance géométrique entre le modele de Franco
représenté sur la Figure 3.3 et le modeéle modifié selon la Figure 3.4.

Zone Modele de Franco (Figure 3.3) | Modele de Franco modifié
selon la Figure 3.4
“Axe du pore” | £ € [, U + ec,] r € [0, ecal
Nafion imprégné | z € [0, eq] +z e [, D+ enl
Couche compacte | x = L r==L
Couche diffuse | z €]0, L] +x €]0, L]
Membrane re]— &L ] z €] — B, A
Pore z €]l —r,0[ z =+

La vision résumée par la Figure 3.4 est a la base des équations développées plus bas.

3.1.4 Modele microscopique de diffusion des gaz réactifs dans le Nafion

Le premier modele microscopique décrit la diffusion des gaz réactifs vers les sites ca-
talytiques a travers la phase du Nafion imprégné (+£z € [9L, S + eni]). L'évolution des
concentrations Cp, et Cp, en hydrogeéne a I’'anode et en oxygene a la cathode est donné de
la fagon suivante.

36



3. Réduction du modeéle multi-échelles d’A. Franco

e A I'anode

0Cx m 62011 m emM eM
6; (r7 Z,t) = DH2 82’22 (T7 7t)7 z e] - ? - eNI, _?[, r 6]0, GCA[ (31&)
P,
CHQ m('ra z = _e_M’ t) L ) r E]Oa eCA[ (Slb)
’ 2 Hpy,
e A la cathode
0C, 9%C eM e
8Ot27m (r,z,t) = Do, azoim—(r,z,t), r e]?M’ 7M +ent, 7 €]0,ecal (3.2a)
P,
COQ m('ra z = e_Mat) = O , T E]Oa eCA[ (32b)
’ 2 Ho,
¢ Relations de transmission micro/nano
emM

CHym (1,2 = —5 = ent,t) = Cryn(r,z = 0,t), 1 €]0,eca| (3.3a)

oC oC
%(T,z:—%\/{—em,t) = %(T,x:(),t), r €]0, ecal (3.3b)

e

COQ,m(T) z = 7M + enr, t) = COQ,TL(T) Tr = 0) t)) r 6]0’ 6CA[ (SSC)

oC, 0C,
%(r,z = %V[ + eng, t) = %(r,x =0,t), 71 €]0,eca| (3.3d)

Les équations (3.1a) et (3.2a) sont des équations de diffusion. La condition (3.1b) indique
que la concentration de I'hydrogeéne en z = 3! est supposée étre celle dans le milieu poreux, olt
CH, et Dy, sont respectivement la concentration et le coefficient de diffusion de I’hydrogene,
Py, est la pression de I'hydrogéne supposée constante et considérée comme une entrée du
modele, Hy, est la constante de Henry qui dépend de la température. Il en est de méme
pour 'oxygene.

(3.3a)+(3.3b) et (3.3¢)+(3.3d) sont les conditions de transmission des flux de gaz a
Iinterface £2 = <! + ey entre les deux modeles microscopique et nanoscopique, ot x est la
variable d’espace du modele a 1’échelle nanoscopique. L’indice n dans les termes de droite est
introduit pour rappeler que les fonctions des variables x et ¢ sont des quantités nanoscopiques,
contrairement aux fonctions des termes de gauche, définies a I’échelle microscopique (et
notées par 'indice m quand le contexte 'exige). Voir la référence [37] pour les détails.

3.1.5 Modele microscopique du transport des charges

Le deuxieme modeéle microscopique décrit d’une part le transport des électrons dans la
phase métallique (Pt/C) de la couche active, et d’autre part le transport des protons dans
la phase du Nafion imprégné de la couche active et dans la membrane.
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e Mouvement électronique dans le domaine r € [0,eca], 2 = £(en1 + 32) (Interface
métal/Nafion)

Pour les électrons, on a :

di(r, £(ent + 42),t
(r, £( I;i )8 _ YSeme (1, £(ent + GTM),t)a 7 €]0, eca (3-4a)
, em oY ‘M
i(r, £(ent + 7),75) = ~Ge- SEMEE(T’ +(ent + 7),75), 7 €0, ecal (3.4b)
i(r = eca, =(ent + %M),t) =0 (3.4¢)

ott i(r, &(ent + L), t) est le courant électronique local (microscopique) ; J(r, £(ent + 54), 1)
est la densité de courant issue de ’échelle nanoscopique; ¥ (r,t) est le potentiel électrique
dans la phase métallique; Sgmg est la surface de I'électrode et v la surface spécifique, et
enfin g.- la conductivité électronique du milieu Pt/C. Notons que la surface de la couche
active est Sgyp, son volume est ec, Spup, et la surface active est vec Spmg, par définition de
5.

Le courant électronique local i(r, &(en1 + 3*),t) obéit a la loi de conservation selon
I'équation (3.4a), il est proportionnel au gradient du potentiel électronique ¢ (r,t) selon la
loi d’Ohm classique (équation (3.4b)). La condition (3.4c) provient du fait que les électrons
ne circulent pas dans la membrane.

La résolution du probleme (3.4a)+(3.4c), permet de déduire les valeurs

- . M . . eM
I*(t) = _Z(O’ _(GNI + 7)575)’ IJr(t) = _Z(O’ (eNI + 7)’t) : (35)
14 représentent les courants électriques aux bornes de chacune des électrodes. On remarque
que si J(r, x(ent + L), t) est indépendant de r, i.e. J(r,—(ext + D), t) = J_(t), J(r,ext +
t) = Jy(t), alors

i(r, (ext + %\/I),t) = S () — ecn), 7 € [0, ecn] (3.6)

d’ou
I_(t) - ")/SEMEJ_(t)€CA, I+(t) - ’)/SEI\AEJJ,_(t)eCA. (37)

On définit la sortie (macroscopique) qui nous intéresse, a savoir la différence de potentiel
aux bornes de la pile, comme :

Usen(t) = (1 = 0, = ext + 54,8) = 9(r = 0,2 = —(ex1 + 31), 1) - (3.8)

e Mouvement protonique dans le domaine r € [0,ecal, 2z €] — (en1 + ), ent + |
(Nafion imprégné et membrane)

Le courant protonique dans la phase du Nafion s’écrit sous la forme :

. F

’LH"",m(rv z, t) = FD+7M <V CH"",m + ﬁCH-hmv ¢m) (’I“, z, t) (39)
Dans Iéquation précédente, i+ ,,, (7, 1) et ¢y, (r, ) sont respectivement le courant protonique
et le potentiel électrique dans la phase du Nafion. D js est le coefficient de diffusion proto-
nique dans la membrane. On fait maintenant quatre hypotheses.

1. Le gradient de la concentration Cp+ ,, est supposé négligeable en dehors de I'interface
métal/Nafion (z = (ent + B*)). Les variations de U+ ,,, sont représentées par celles
de CHJF,n'
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2. Le potentiel électrique est homogene en r.

3. Cy+ m(r,2,t) = Crrx, 2z €] —ext — B, ent + [ Le Nafion est donc considéré comme
un milieu parfaitement conducteur et électroneutre.

4. Le courant protonique est discontinu aux bords microscopiques z = £(ext + %). La
continuité apparaitra en détaillant le comportement dans les couches limites x € [0, L].

En appliquant ces hypotheses, il reste :

Ottt m (r,2,t) =0, 7€[0,eca]l, 2z €] —en1 — e_M7€NI + e—M[ (3.10a)
0z 2 2
i+ m (1 2,t) = _gHJFSEMEZCﬁ%(T, z,t), 1 €[0,ecal], z €] —ent — 67M7€NI + %\/{[
(3.10b)
Chtm(r,z,t) = Crrx, 1 €0,ecal, 2 €] —ent— %\A,GNI + %VI[ (3.10c)

ou gy+ est la conductivité protonique du Nafion, elle est liée a D, s par I'identité :

F2D C
i+ S = LD EMOEI

Le terme ¢4 dans I’équation (3.10b) est introduit en passant de la vision symbolisée par
la Figure 3.3 a celle en Figure 3.4 pour tenir compte de la différence entre les longueurs
parcourues par les protons dans chacun des deux cas.

On en déduit que le courant ig+ ,, (7, 2,t) dans la membrane ne dépend pas de z, et on
note par définition i+ 5/ (r,t) cette valeur :
eM [

. . e
it m(r,2,t) = ig+ p(rit), 7 €[0,ecal, 2 €] —ent — M ent + —

A1
5 5 (3.11a)

On déduit alors de (3.10b) la relation entre les potentiels microscopiques en £(exy + L) :

e e eMm + 2en1 eng .
Om(r,z = (en1 + —M)ﬂf) — ¢ (r,z = —ent — —Mﬂf) = —Uﬂth(ﬁ t)

2 2 9+ SeME €ca
o MENL (1), T E[0,eca]. (3.11b)
9+ SevBeoa ’

e Conditions de transmission micro/nano

Les conditions de transmission entre les milieux microscopique et nanoscopique sont
données par :

Crpem(r £ (ext + 22),1) = Cpix = Crpon(r, £ext + —2), 2 = 0,1), 7 €]0,eca| (3.122)

2 2
iH+,m(rv :I:(eNI + GTM)vt) - FiH*,ca,:l:(rvt)v re [07 eCA] (3'12b)
& e
bm(r,z = E(ext + 7M),t) = dn(r,z = t(ent + TM),x =0,t), rel0es]  (3.12)

ol les flux molaires protoniques i+ ., +, issus de la description nanoscopique, seront définis
au paragraphe suivant, cf. (3.15).
On déduit de (3.11a), (3.12b) :

. 1.
Pt ca,e (T 1) = fZHtM(?“, t), 7r€0,ecal (3.13)
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3.1.6 Modele nanoscopique du transport protonique

Le modele nanoscopique décrit les phénomeénes interfaciaux métal/Nafion de la couche
active, située en z = E(enxy+ %), r € [0, ecal, ot ont lieu les réactions électrochimiques ainsi
que le phénomene de la double couche électrique. La variable d’espace utilisée pour décrire
les phénomenes a cette échelle est z, et le modele nanoscopique est divisé en deux parties :
la couche diffuse (0 < x < L) et la couche compacte (en z = L).

e La couche compacte (en z = L) : C’est I'endroit ou ont lieu les réactions chimiques.
C’est un domaine 0D d’adsorption de molécule d’eau et des especes intermédiaires des
réactions électrochimiques, et de transport des électrons entre les phases électrolytes
et métallique. Son épaisseur est notée d, elle est de 'ordre du diametre d’une molécule
d’eau (2 x 10710 m).

e La couche diffuse (0 < = < L) : Son épaisseur L est de l'ordre d’un nanometre.
C’est un domaine 1D, non électriquement neutre, dans lequel les protons produits
(resp. consommés) dans la couche compacte sont transportés vers (resp. extraits de) la
membrane par diffusion et migration sous 'effet d’'un champ électrique. Cette couche
est un isolant électronique, elle contient les gaz ayant diffusé dans le Nafion imprégné,
de I’eau, des protons libres qui ne sont pas liés au réseau d’ions sulfonate fixes.

Les équations du transport protonique et du potentiel électrique dans la couche diffuse

sont données par :

OCH+,n eM 0 8CH+77L eM
T(rvi(eNI+7)7xvt) _D+%< A (Tvi(eNI"i_?)kut)
F e 0o, e
+ ﬁCH+,n(r7 +(ent + %),x,t)%(r, +(ent + 7M),x,t)>, r €]0,ecal, £z €]0, L[
(3.14a)
%y, F
¢2 (r, £ (ent + 2,2, 8) = ———(Ct (1, £(ext + My at) - Crix), 7 €]0,ecal, +x €]0, L]
ox 2 Eed ’ 2
(3.14D)
Cy+, F O 2 .
Dy (S 4 O ) (1 = Eew + ). = £L8) = —recai o (it), 7 €0, cenl
(3.14¢)
CH+’n(7“,Z = :I:(eNI + 67M),1‘ = O,t) =Cprx (3.14d)
On(ryz =0,t) = ¢ (r,z = E(ent + 67M),t), r € [0, eca] (3.14e)
o em ox(t)
— =+ — ==xL.t)=— 14f
5y (12 = Elent+ =)@ 1) . (3.14f)

Les courants mentionnés dans les conditions de transmission (3.12b) peuvent maintenant
étre définis, par les formules :

) . OCH+ F 0oy, emM
—if+ ca+ (T t) = Seme Dy ( O -+ ﬁCthE) (1,2 = £(en1 + 7)% =0,t), 7 €0, ecal
(3.15)
On déduit alors de (3.13) la relation :
Cy+ , F Odn €M .
FD S Zon — 4 My = 0,1) = —
SesF D (S o 1 Coren ot ) (rz = Eewt + 1), = 0.0) = ~igge as(rt) 7 €0, ecnl
(3.16)
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Les équations précédentes modélisent le transport des protons dans la couche diffuse par
diffusion et migration, selon I’équation de Nernst-Planck donnée par (3.14a). L’équation
(3.14b), de type Poisson, décrit le couplage entre le potentiel électrique ¢,, et la concentra-
tion protonique Cp+. En x = L, les densités du courant de charge jp+ .. +(r,t) mentionnés
en (3.14c) sont donnés par la chimie, cf. plus bas (3.20a) et (3.24d). Les équations (3.14d)
et (3.14e) indiquent la continuité des concentrations et des potentiels entre les échelles na-
noscopique et microscopique. Les équations (3.14f) représente les conditions aux bords en
utilisant la loi de Gauss dans la couche compacte (voir [37]). Le produit sans dimension yega
dans (3.14c) intervient pour prendre en compte la surface active yeqa Sgue, et non la surface
apparente Sgyg.

Remarque 3.1. La solution des équations précédentes ne dépend pas de r des que les condi-

tions aux bords n’en dépendent pas.

3.1.7 Modele nanoscopique du mouvement des especes dissoutes dans les
couches diffuses

L’évolution des gaz réactifs dans les couches diffuses est donné par les équations :

0CH,m 0*Cryn em em
T;(’I",Cﬂ,t) :DH28T22(T,IE,t), Te]—7—€CA,—7[, xE]O,L[ (317&)
enz=0:(33a), (3.3b),eten x =L :
0CH, n . eM eM
Dy, 83:2 (ryL,t) =ig,(r,t), re€]— 5 = €ca, 7[ (3.17b)
600271 626’0 n €M €M
’ = Dy, —=21 — — L 1
at (T,.’Ii,t) O2 61’2 (T,.’Ii,t), r G] 2 ) 9 +eCA[7 xz 6]07 [ (3 7C)
enz=0:(33c), (3.3d), et en z =L :
9Co, n . eM eM
Do, 8332 (r,L,t) = —ip,(r,t), 7 6]7, - + ecal (3.17d)

Les courants i, , 70, seront donnés par la chimie, cf. (3.20b), (3.24i) plus bas.

3.1.8 Modele nanoscopique de la chimie dans la couche compacte

e A Panode , r €] — Y —eca, |

Les cinétiques chimiques utilisées par A. Franco correspondent aux étapes élémentaires
d’un mécanisme réactionnel sur les sites catalytiques de la couche compacte écrit selon le
schéma de “Tafel-Heyrovsky-Volmer”, [46] :

krar

Hy +2s 2Hs (Tafel) (3.18a)
k_rar
k
Hy+s=—==Hs+Ht +e" (Heyrovsky) (3.18b)
k_wpy
k

Hs === s+ Ht +¢" (Volmer) (3.18¢)

k_vor
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Dans les équations précédentes, le symbole s désigne un site catalytique libre, et on indique
par Hs la forme adsorbée de I'hydrogene (il s’agit ici d’une adaptation de larticle [39] d’A.
Franco). L’évolution des espéces est donnée par :

max 50 s ) )
nNA 8—17;[(T’ t) = _jH‘*,cc,f(Ta t) + QZHQ (T’ t) (319&)
_(r,t
‘%T(tr’) = —J(ryext,t) + Figs co (1) (3.19b)

ou les termes cinétiques sont définis par (on omet l'indice n dans Cp,)

JH* ce,—(1,t) =vgpy(rt) +vvor(rt) (3.20a)
it (r,t) = vrar(r,t) +vgpy (rt) (3.20b)
UTAF("", t) = kTAFeg,_(T, t)CH2 (T, —L, t) - kLTAF‘g%{S(T, t) (3.20C)
B B n-(r, t))
’UHEy(T, t) = kHEy(937_(7“, t)CH2 (7“, L, t) exp (2RT/F
B B _n-(r,t) )
k_ppyOms(r,t)Cy+(r,—L,t) exp ( RT/F (3.20d)
B n-(r, t))
vyor(r,t) = kvorOus(r,t) exp (2RT/F
B B _n=(r,1) )
k_vorbs—(r,t)Cy+(r,—L,t)exp ( SRT/F (3.20e)
1— HHS(T, t)

Os(rt) = 1 — Op1s(r,t) — Buy(r,t) — O (r,t) =

1+ awK cosh(X_(r,t)) (3-20f)

00 (1) = %Kawﬁs(r, exp(—X_ (1)), Ou(rt) = %Kawﬁs(r,t) exp(X_(r,1))

(3.20g)
d2 pnax d kB Td3 pnax
_(r,t)=—|(1 —o_(r,t —X_(rt .20h
n-(r,t) ( t )5@0 (r,t) + Y (r,1) (3.20h)
3 T 3
Kaybs,_ (r,t)sinh(X_(r,t)) = Ej T (r,t) — kiﬂf X_(rt). (3.201)

Ici, Ops(r,t) (respectivement ;) est le taux surfacique de recouvrement par I’hydrogene
(respectivement par des sites catalytiques libres), 0—w> (respectivement E}) est la fraction de
recouvrement en dipoles orientés vers le métal (respectivement opposé au métal), o_(r,t) est
la densité surfacique des charges électroniques. La différence de potentiel interfaciale n_(r, t)
entre I'électrolyte et le métal (cf. (3.20h)) résulte de la superposition de deux phénomenes :
leffet capacitif dii a la présence de charges positives et négatives en regard ; et un phénomene
dii a la nature dipolaire des molécules d’eau. Le calcul conduisant a ’obtention de I’expression
de n— (et de méme pour 74 a la cathode) est détaillé dans ’annexe B.

L’équation (3.19a) résulte de 'occupation et de la libération des sites catalytiques telles
que modélisées par (3.18). Le bilan des charges (3.19b) indique que les charges électroniques
stockées dans la double couche sont celles créées a la couche compacte qui ne participent pas
a la densité de courant J(r,t), cf. [37] pour plus de détails sur cette analyse, qui conduit aux
formules (3.20f), (3.20h) et (3.20i) .

La formule (3.20h) qui donne la surtension 7, est la relation entre la différence de potentiel
aux bords de la couche compacte et les différents types de charges : charges électroniques
correspondant & leffet capacitif usuel (o) et charges dipolaires (X). L’équation algébrique
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(3.20i) permet de déterminer la valeur de la concentration dipolaire X_(r,t) en fonction de
o_(r,t) et 05 _(r,1).

Les formules (3.20c) & (3.20f) donnent les quantités vyor(r,t), vapy (r,t), vrar(r,t),
0, (r,t) comme fonctions uniquement de (7, t) et o_(r,1).

JH* cc,+ sont des densités du courant de charge, ip, ainsi que plus loin ip, désignent
des flux molaires de méme que ig+ oo €t ig+ o4 introduits précédemment. k; et kg,
i€ {TAF,HEY,VOL} sont les constantes cinétiques standards pour chaque étape, T est la
température, a,, est 'activité de ’eau dans la couche diffuse, ;1 est le moment dipolaire d’une
molécule d’eau. e.q (resp. ..) est la permittivité électrique dans la couche diffuse (resp. la
couche compacte), A = 1.2/27we.q, kp la constante de Boltzmann, d est I’épaisseur d’une
molécule d’eau. K = 2exp(—AGY,/RT) (ce parametre est noté a dans [37]) ot AGY, est
I’énergie chimique d’adsorption. Le tableau suivant récapitule les notations utilisées pour les
courant et les flux molaires.

courants de charges | ig+ ,,, i+ | A= C.s71
courants molaires TH+ ca+ mol.s™!

flux molaires THy %0, mol.m=2.s71
flux de charges JH* cet mol.m=2.s71

e A la cathode, 7 €], D 4 e, |

Le mécanisme réactionnel de Damjanovic et Brusic [32] qui permet de décrire le méca-
nisme de réduction de I'oxygene est adopté par Franco [37]. Ce mécanisme réactionnel s’écrit
sous la forme :

Oy +H" +e” +s=0yHs  (Daml) (3.21a)
O2Hs + H20 + 2s = 30Hs (Dam2) (3.21b)
OHs+H"+e = HyO+s (Dam3) (3.21¢)

Les réactions mises en jeu a la cathode sont modélisées par

k
Oy +HV +e +5 Tél 0yHs (3.22a)
-1
k
OsHs + HyO + 2s T% 30Hs (3.22b)
—2
k
OHs+ H" + e~ \kﬁ?’HgO—i—s (3.22¢)
-3

ol, comme pour l'anode, les s désignent des sites catalytiques et des especes activées. La
cinétique est donnée par :

nmax 5o OyH's

= - 2
NA ot (Tv t) U1 (’I", t) V2 (Ta t)7 (3 3&)
M 90015
= - 2
Ni ot (r,t) = 3vz(r,t) — vs(r,t), (3.23D)
604—6(;"7 t) = J(T, ENT, t) — FjH+7ccv+(T, t), (3230)
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ou

01 (1, 1) = k1B (r, 1)Clgs (7, L, ) Co, (v, L, ) exp (

—k_100,1s(r,t) exp <(1 _317?71?(T’t))

vo(r,t) = kabo,ms (T, t)aw6§7+(r, t) — k_002 1,(r, 1) (3.24b)

1)3(7“, t) = k3HOHs(7", t)CH+ (7“, L, t) exp (M)

—061?7+(7”a t) >
RT/F

(3.24a)

RT/F
- (1 — 043)77+(7“,t))
k_30s 4 (7, t)a, exp ( RT/F (3.24c¢)
Ji+ e (1) = v1(r,t) +v3(r,t) (3.24d)
. — 4
05,+(T7 t) =1- HOQHS(rv t) - HOQHS(rv t) - Hw(ra t) - w(?“, t)
_ 1- HOHS(T) t) - GOQHS(T) t) (3246)

1+ aywK cosh(X_(r,t))
O (1) = %Kawé?s(r, Hexp(— X, (1)), Ou(rt) = %KawHS(r,t) exp(X+ (1))

(3.24f)
d2nmax d kBTdiBnmax
=—1 — — X .24
N4 (r,t) < + cA ) €CCU+(7”7t)+ A +(r, 1) (3.24g)
a3 kpTd?
Kayls 4 (r,t)sinh (X (r,t)) = i o (rt) — %MXW’ t) (3.24h)
10, (1, t) = v (1, t). (3.24i)

Dans les équations précédentes, Oops et 6o,ms sont les taux de recouvrement sur-
facique par OHs et OsHs. On définit d’une maniere analogue a l’anode les variables
04,05 1,04,0,,n1 et Xy, Les constantes k; ¢ € {1,—1,2,—2,3,—3} sont les constantes
cinétiques standards pour chaque étape réactionnelle.

3.1.9 Connexion des modeles de demi-piles par la membrane

Connecter les deux demi-piles par la membrane définit le comportement de la charge
extérieure a la pile, et permet donc de définir la relation entre I_(t) et I, (t) et ainsi de
résoudre le systéme. Si par exemple la charge extérieure est purement résistive, alors I_ = I.

La réunion des sous-modeles microscopiques et nanoscopique constitue le modele de la
pile, qui fournit la tension U,y & partir des pressions Pp,, Po, et des courants I_,I;. On a
vu que chacun des sous-modeles agit de facon indépendante de la valeur de r. Nous avons
ainsi démontré un fait fondamental relatif au modele d’A. Franco : les réactions et transferts
de charges ne dépendent en fait pas de la variable r, des lors que les pressions des réactifs
Py, et Po, sont elles-mémes uniformes — ce qui est le cas. Ainsi, tout se passe comme si
les phénomenes a cette échelle étaient localisés en deux points situés aux extrémités de la
membrane, plutét que dans les segments |0, eca[x{z = ent + D} et 0, eca[x{z = —(ent +
%)}

On peut donc supprimer pour ces quantités l’indication de r. Lorsque nécessaire, on in-
troduira deux indices, a et ¢, permettant de différencier anode et cathode.
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3.2 Exploitation de l’invariance en espace a l’interface mi-
cro/nano du modeéle de la pile

On remarque que, du fait de I'invariance en r, les interfaces microscopique/nanoscopique a
chaque électrode se réduisent a des interfaces entre domaines a la méme échelle, les deux “na-
noscopiques” étant simplement plus petits que le microscopique et représentant des couches
limites pour les phénomeénes qui se produisent a I'anode et a la cathode.

L’état microscopique du systéme est constitué des fonctions de z Cp,(z,t), Co,(z,t),
z € [—(en1+ L), =B U [F, ent + “Y]. L’état nanoscopique contient les fonctions Cp, (2 =
—(en1+3), 2,t), Coy(z = ext+4, 2, t), Cy+ (2 = £(en1+3L), 2, ), £x € [0, L] ; la fonction
¢(z = £(ent+ ), ,t), £z € [0, L] ; et les fonctions Op4(t), Ooms(t), Oo,ms(t), o—(t), oy (t).

On agrége maintenant les milieux microscopique et nanoscopique, et on représente 1’en-
semble du milieu sur un axe unique, indexé par la variable z € [—(en1+%+ L), en1 + St + L.
Les variables seront maintenant notées sans indice m/n.

3.2.1 Modele de diffusion des gaz aux échelles microscopique et nanosco-
pique

On obtient le modele suivant. On a utilisé la formule (3.7) pour retirer les notations
J_,J+ au profit de 1_, .

OC, — 0*Ch 9Co, _ 8*Co, e em
6t (Z,t) _DH2 822 (Z,t)7 6t (Z7t) _D02w(z,t), :l:z 6]7761\]1—}—7 +L[
(3.25a)

M P, eM Po,
- Y T = —ot) = 7 25b
CHQ(Z 92 ’t) HHQ’ COQ(Z 9’ ) H02 (3 5 )
8CH eM . aCO CM .

Dy, 5. 2 (—ent — 5 L,t) =im,(t), Do, — 2 (en1 + - + L,t) = —io,(t) (3.25¢)

3.2.2 Mouvement protonique et évolution du potentiel

0Cy+ 0 [(0Cy+ F 0 ) eM eMm
=D, — (1 — 22 M Mg
() =Dy ( (5, 1) 4+ == Cire (2, ) S22 1) ), 22 e+ 2L enr+ 20+
(3.26a)
d? F
87?(2’,75) = _5_Cd(CH+ (Z,t) — CF]X), +z E]GNI + 67M, ENT + 67M + L[ (326b)
0% eM emM
ﬁ(z,t) =0, +z€]—enx1— — NI + 7[ (3.26¢)
Cy+(z,t) =Crrx, z€[—en1— GTM,SNI + CTM] (3.26d)
oC F foler e .
Dy < aljr + RTCH &) (£(ent + 7M +L),t) = —vecalu+ ce+(t) (3.26e)
oo, em _ox(1)
5, 7 = Flenx+ o +1L),t) = - (3.26f)
8CH+ F 8¢ EM . Z‘H+’M(t)
FD. (TG + 1 Ce 5o ) Celen + 1), )=~ L (3.26¢)
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3. Réduction du modeéle multi-échelles d’A. Franco

Le courant circulant dans la membrane est alors donné, d’apres (3.11b), par :

. S
i (t) = _% <¢(6NI + STMJ) — ¢(—(en1 + f%M)ﬂf)) : (3.27)

e Chimie dans la couche compacte, z = £(eny + %), z = L

A P’anode

pmax deHs
Ny dt
. M €M
+ 21, (05 (1), Oy (= (ent + == + 1), 1), O+ (= (ent + = + L), ), 0- (1)) (3.28a)

(t) = _jH+,cc,—(‘98,—(t)v Ch, (_(eNI+e7M+L)7 t)v Ch+ (_(6N1+67M+L)7 t)7 g- (t))

do (1)  I_(t)

dt _’YSEMEQCA
. (& e
+ F]Htcc,—(es,*(t)’ CHQ(_(GNI + 7M + L)’ t)’ CH*(_(GNI + 7M + L)’ t)’ 0— (t)) (3'28b)

ou les termes cinétiques sont donnés par

vrar(t) = krap6? _(£)Crr, (— (et + %M Y L)1) — ko ar?, (1) (3.292)
viroy (1) = iy s, (D)0, (~(ext + 2 4 L), 1) exp (Q’A—T%) (3.20b)
~ kB ()Cir o (~(ext + 3L+ L), 1) exp (— 2’17%—7(,%) (3.20¢)
vvor(t) = kvorOus(t) exp (22}(%) (3.29d)
— kvoufs(1)Cr+ (~(ext + D+ 1), 1) exp (— 2717%}%) (3.20¢)

3+ e~ Os~(0), Crny(—(ext + - +L)), Cprv (—(ext + G- +L)), 0 (1)) = vy (1) +ovor (1)

(3.29f)
i, (05, (), Cr, (—(ent + €7M + L)), Cpr+ (—(ent + (%M +L)),0-(t)) = vrar(t) + vapy(t)
(3.29g)
A la cathode

pmax dHOgHs -

NA dt (t) =1 (t) /U2(t)a (330&)
nmax dHOHS B

T T (1) = 3ua(t) = val0), (3.300)

d0'+(t) I+(t) . eM ent
= —F 93 t 5 —_— L’t , v 1),

dt VS EmmEoa Jr+ ce,+ (0s,4(t), Co, (ent + 5 +L,t), O+ (enxt+ 5 +L,t),0.(t))

(3.30c)
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3. Réduction du modeéle multi-échelles d’A. Franco

avec
e —a1n4(t
vl(t):k1057+(t)CH+(eNI+7M+L,t)COQ(eNI—f—L,t) exp (RIT/;E))
(1— 061)77+(75))
k100, 115(£) exp ( T (3.31a)
va(t) = kobo,ms(t)awts (1) — k2600 i, (1) (3.31Db)
em —a377+(75)) ( (1 —ag)n4(t)
= —+L — ) —k_
’Ug(t) kgeoHs(t)CHJr (6N1+ 9 + ,t) exXp ( RT/F k 3057+(t)aw exp RT/F
(3.31c)
. eM EM .
]H+,cc,+(987+(t)’ COQ (eNI + 7 + L, t)’ Ch+ (GNI + 7 + L, t)’ UJr(t)) = 1)1(75) + 03(75)
(3.31d)
Les formules suivantes sont valables pour les deux électrodes.
1—0ms(t) . 1—=0oms(t) —b0o,ms(t)
Os_(t) = , s () = 3.32
-0 1+ Kay, cosh(X_(t)) +0) 1+ Kay cosh(X (1)) (3:322)
d2nmax d deiBnmax
t)y=—|1 —oy(t) + —— X4 (¢t .32b
12 (1) <+ 6ch>€“@<>+ i X() (3:320)
d3 kETd?
K inh (X = - ——X .32
ay0s,+(t) sinh(X 4 (t)) EccAMUi(t) Ve +(t) (3.32¢)
iHQ (t) = ’UTAF(t) + UHEy(t), ’iOQ (t) =1 (t) (3.32d)

e Tension de sortie En utilisant les résultats trouvés précédemment, on trouve

Us(t) = (= ent + %M 4Lt — (2 = —(ent + %M Y L)1)

= () + Slent + 5+ Lit) — d(—(ext + S+ L)) — (1) (333)

La valeur de ¢(ent + 2t + L,t) — ¢(—(ent + S + L), t) est obtenue comme sortie du
systeme d’état, cf. (3.26). On peut définir une valeur de référence du potentiel, par exemple
¢(—(ext + ), t) = 0 pour reprendre la méme convention que A. Franco, ou remarquer que
le potentiel solution est défini a une constante pres, puisque le systeme d’équations ne fait
intervenir que le gradient ¢ et non ¢ lui-méme.

En écrivant (cf.(3.27))

¢(€N1+67M+L7t)—¢(_(€NI+67M+L)775) = ¢(€NI+67M+LJ)—¢(€NI+€7M7 t)— %;em ip+ ()
9H+OEME
+ o= (ent + 50, t) = d(—(exi + -+ L)1) (3:34)

la tension de sortie U, apparait, comme dans les modeles réduits usuels, égale a la somme
de termes correspondants aux surtensions de chaque électrode, plus des termes liés aux pertes
ohmiques et aux effets capacitifs des doubles couches.
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3. Réduction du modeéle multi-échelles d’A. Franco

3.2.3 Récapitulatif du modeéle 1D (modéle A)

On récapitule le modele obtenu précédement, en spatialisant les phénomenes. En remar-

quant que seules les variations du potentiel ¢ interviennent, on utilisera dorénavant

L0

¢, = 92 (3.35)
comme nouvelle variable. On a :
0C g+ B 0 (0CH+ F eM emM
at = DJF& < 82’ + ﬁCH+¢Z> s +z G]GNI + 7, ENT + 7 + L[ (336&)
8¢z__£(0 —Crrx), =£z¢€le + M +6—M—I—L[ (3.36Db)
0z oy H+ FIX); NI 5 NI 5 .
0CH. 9*Cy eMm eM
8t2(z’t) :DHgaT;(Z,t), —Z 6]7,6N1+ 7+L[ (336C)
6002 N 82002 eM eM
6t (Z,t) = Do2w(z,t), z 6]7, ENT + 7 + L[ (336d)
Cp+(2,t) =Cprx, z€|—eni— %\/I, ENI + €7M[ (3.36¢)
0¢.
8¢z =0, =z E] — NI — €7M7 eNI + €7M[ (3.36f)
dX_ em eM
o - (X,(t), Cr+(=(ext+ ==+ L),1), Oy (= (ent + o + L),t),],(t)) (3.37a)
X
b = Fo (X0, Oy (et + T+ Lt), Coy(ent + - + L), L) (3.37D)
8CH+ F eM
Dy ( 92 + ﬁCH+¢Z) (+(ent + o + L),t)
= ai(Xi(t)) + ,Bi(Xi(t))CN(iZNJrl, t) (3.37C)
em _ox(t)
qbz(:lz(eNI + 7 + L),t) = — 6 (3.37d)
OCy+ F e ig+ v (t)
FD — . ) (£ — ) t) = ——= .
b (TG + pCrre ) (elewn + B, 1) =~ (3.37¢)
- _e_M PH2 o e_M o P02
Ch,(z = 5 ,1) Hy,' Co,(z 5 1) = —HOQ (3.37f)
8CH eM 800 eM .
D= (mexi = 5 = Lit) = imy (1), Do, =5 = (ex1+ 5~ + Lit) = —ioy (1), (3.37g)
HOHs(t)
HHs(t)
X.() = X0 = | oyt (3.37h)
o_(t)
o4 (1)

ou Fi(Xy) sont définis par (3.28) et (3.30), en interprétant les coordonnées de Xy comme

dans (3.37h).
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3. Réduction du modeéle multi-échelles d’A. Franco

En utilisant les formules (3.29f), (3.29b), (3.29d) pour I’anode; (3.31d), (3.31a), (3.31c)
pour la cathode, nous avons écrit dans (3.37c), et nous écrirons par la suite, les densités du
courant de charge jp+ .. 4 de la fagon suivante :

YecaJH+ co,t (Xi, CH+(iZN+1)) = a1 (Xy) + B (Xe)Cpr (£2n41) (3.38a)

- (1) = —eca (vl (00 (—2x 41,0 + hvoufins()) exp (510} (3.380)

2RT/F
oy (t) =veca (k?leOgHs(t) exp (%) + k_305 1 (t)ay, exp <—(1 _R(;is/)?(t)))
(3.38¢)
et
B_ (t) = Yeca (k‘_HEyeHs(t) + k‘_\/OLHS,_(t)> exp (2_1;71__152) (3.38d)

Bi(t) = —veca (k1987+(t)002 (zN41,1) exp (%/JFFQ)) + k3boms(t) exp (%&@))) .

(3.38¢)

e Sorties. Les sorties d’intérét sont le courant membranaire, la tension aux bornes des
couches diffuses, la tension aux bornes de la pile, donnés respectivement par (3.39),(3.40) et
(3.41).

. oC a
i+ 21(8) = —SenF D <WH+ + ﬁCHHbZ) ((ent + 20, 1) (3.39)
i(eNI+ETM+L)
Us(t) = / ¢:(2,t). dz (3.40)
eni -+
6N1+%+L
Uceu(t) = n (X (t)) + ¢2(2,t). dz — - (X_(t))

—(en1+L+1L)

= (X (1) + U (1) = — L n(8) = (U-(8) + - (X_(1)))  (341)

9+ Semeeoa

ou 14+ (Xy) sont définit par (3.32b). Le modele A est définit par le systeme d’équations :
(3.36), (3.37) et de (3.39) & (3.41).

Lemme 3.1. On considére le modéle A avec un courant I+ constant. A Uéquilibre, on a :
ig+ o = L.

Démonstration. En prenant dans Xy les équations qui concernent o, définies par (3.28b)
et (3.30c), on obtient & I’équilibre les égalités suivantes :

I:I: = ’ySEMEeCAFjHJF,cc,:I:'

En intégrant (3.26a) en z entre £(eny + %) et £(enxt + S + L), on obtient a 'équilibre :

0

d /i( M teni+L)

_a 6CH+ F 8¢ eM
- < )

CH""(Z’t)dZ = < 9 + —CH+_Z

8CH+ F 8¢ eM
B ( 0z + RT H+8z) ((

+(DL +ent)
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3. Réduction du modeéle multi-échelles d’A. Franco

En utilisant les conditions aux bords (3.26e) et (3.26g), on a d’apres 1'égalité précédentes :

’YSEIVIEGCAFjH+,cc,:t = /L'HJF,Ma

d’ou It = ip+ p7, ce qui acheve la démonstration. O
3.3 Reéduction du modele de transport des gaz

3.3.1 Principe de la réduction

Il est possible d’approcher les équations (3.25), décrivant la diffusion des gaz dans le
Nafion imprégné, en considérant la projection de la solution sur la premiere fonction propre
du probleme de Sturm-Liouville associé. On utilise pour cela le lemme suivant.

Lemme 3.2. Soit C(z,t) vérifiant

oC 0*C
E = Dw, z €]CL, b[, (343&)
aC
Clat) =calt),  5-(0,6) = aft) (3.43D)

pour D >0 et a #b. Alors la fonction

b s
oft) = / sina(z —a)Cz ). dz, - a =555
vérifie p
d—j + Do’ = D (acy(t) + (1)) (3.44)

Démonstration. La preuve est directe, moyennant deux intégrations par parties. De (3.43a),
on tire :

de b 02C
il D/a sma(z—a)w. dz
. oc’ b oC
= D([sma(z—a)g]a—a/a cosa(z—a)%.dz>
b
= Dcy(t) — D ([cos alz — a,)C]Z + a/ sina(z —a)C. dz)
b
= D(ep(t) + aca(t)) — Da2/ sina(z —a)C. dz
d’ott (3.44) et la conclusion. O

Le principe de I'approximation revient & approcher la fonction C'(z,t) solution de (3.43)
par la fonction

3 b
C(z,t) = ; E - (/a sina(z' —a)C(Z,1). dz’) sina(z —a) ,

qui est donc solution de I’équation différentielle ordinaire

aC (2, 1) - 2D
gi D0 =5 () +alt) = G 5k

—a(t)  (3.45)
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3. Réduction du modeéle multi-échelles d’A. Franco

En revenant maintenant aux notations adoptées précédemment et en considérant la valeur
terminale (c’est-a-dire en z = (en1 + ) et z = £(enxt + 2 + L)), on obtient le modele 0D
suivant du transport des gaz, dérivé du précédent en remplagant (3.36¢) et (3.36d) par

dCH2 eM 7T213H2 ( eM 4 Py ) 2y (t)

— — + L), t)=——""=—= | Cy, (— — + L) t)— ——2)— 2
g (et 5+ L)) 4(ent + L)? Ha(—(ent+ 5=+ L)1) THu,) exi+L
(3.46a)

dCo, eM 7T2D02 ( eM 4 Po > 2i0,(t)
— +Lt)=——7"=—-(C — 4+ Lt)———"72)— 2.

i (ent + 5 + L,t) e + )P 0, (en1 + 5 + L,t) = Ho, p—
(3.46b)

3.3.2 Modele B avec réduction du modele de gaz

En appliquant 'idée précédemment exposée, on obtient en regroupant les variables qui
sont définies par une simple EDO dans les vecteurs X, le modeéle suivant ! :

oC o [oC F
LEks D < LEks + —CH+¢Z> , Tz E]GNI + %VI, ent + 67M + L[ (3.47&)

ot~ Tz \ 8z ' RT
0¢. F em em
= —— — + — — + L 4
9% e (CH+ CF[)(), z G]GNI + 5 ,eNT + 9 + [ (3 7b)
CH+(Z,t) = Crrx, ZE]—GNI—%\/I,@NI—I—%V[[ (3.47C)
99, _ eM em
0 = 0, =z E] eNI 9 ,eNI + 9 [ (3.47(1)
dX.
d—ti =F (Xi, Iy, CH+ (eNI + %\/I + L), Xin,:l:) (3.48&)

ocC F
Di (%585 4 1Cipeo. ) (Hlewt + S+ L)1)

0z RT
= (X5 (t) + P (Xx(t))Cn(2n41,t)  (3.48D)

t
. (£(ent + %M +L),t) = —U;—L( ) (3.48¢)
Cy+  F e, . g+ m(t)
FDy (W + ﬁCHvL(bz) (£(ext + =7),t) = TS (3.48d)

1. Par abus de notation, on note de la méme facon les variables X+ que dans le paragraphe 3.2.3, méme
si les définitions différent légérement, cf. (3.37h) et (3.48e). De méme pour les fonctions Fi, a+ et S+.
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3. Réduction du modeéle multi-échelles d’A. Franco

Co (eN[—i-e—M—i-L,t
Cr,(—(ent1 + S + L), t) ’ > )

X (1)< () e ;Sf((?) (3.480)
7 0. (1)

ou F_(X_) (resp. F4(X1)) sont définis par (3.28) et (3.46a) (resp. (3.30) et (3.46b)), en
interprétant les coordonnées de Xy comme dans (3.48¢e). Xj, - = Pm,, Xin+ = Po, et
o, By sont définis par (3.38).

e Sorties. Les sorties d’intérét sont le courant membranaire, la tension aux bornes des
couches diffuses, la tension aux bornes de la pile, donnés respectivement par (3.50),(3.49) et
(3.51).

. oC a
—ZH+’M(t) = SEMEFD+ (WH* + ﬁCH+¢z) (i(eNI + €7M)7t) (3-49)
+(ent+3BL+L)
Us(t) = jf 6.(2,1). dz (3.50)
i€N1+eTM
CNI+%+L
Ucen(t) = n (X4 (t)) + o 0x(2,1). dz = - (X_(1))
—(enxt+3L+L)
en e B
= 1 (X (8) + Ui () = =g g (1) = (U=(8) + 1-(X=(8)))  (3.51)
9H+OEMECCA

ol 14+ (X4 ) sont définies par (3.32b). Le modeéle B est constitué par définition des équations
(3.47), (3.48) et de (3.49) & (3.51).

Remarque 3.2. Le résultat obtenu dans le Lemme 3.1 reste valable pour le modéle B.

3.4 Réduction du modele de transport des charges et modele
0D

Afin de parvenir finalement & un unique modele 0D, I'équation aux dérivées partielles
donnant 1’évolution du potentiel et de la concentration de protons dans la couche diffuse est
semi discrétisée en espace par la méthode des éléments finies. La répartition des points de
discrétisation est un parametre de réglage, on imagine a priori que leur densité doit étre plus
forte pres de la couche compacte, lieu de production (a ’anode) et de consommation (a la
cathode) des protons.

En posant zyp = ent + % et zy41 = eny + eTM + L, les équations décrivant le transport
des charges dans les couches limites et dans la membrane sont données par :

Modeles de chacune des deux demi-piles.
Dans le domaine.

OCyr O (0Cyr F
a1 = D+$ ( D2 + ﬁCH+¢Z) s +z G]ZQ, ZN+1[ (352&)
00 F
gb = ——(Cy+ — Crrx), =Lz €]z0,2n41] (3.52b)
z €cd
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3. Réduction du modeéle multi-échelles d’A. Franco

Aux bords du domaine.

dc% = Fu (Xe, L, Cppo (23 1), Xin 1) (3.520)

Dy (3(5’;# + %C’H%ﬁz) (fz2n11) = ax (XL (t)) + Be(Xe(t)Cn(Ezny1) (3.52d)
¢x(F2n+1) = —:—i (3.52e)

Cp+(£20) = CFIC; (3.52f)

Les conditions initiales sont données par :
Xe(0) = X:IO:’ Cp+(2,0) = C%H (2), *£2 €lz0,2n41]-

On rappelle que les entrées Xj, +, qui représentent les quantités de gaz réactifs (Ppy, et Po,)
et le courant I sont les uniques entrées du systeme global. Les surtensions sont fonctions des
variables d’état A.

Modeéle de la membrane. Les équations dans membrane sont données par :

Cp+(2) =Crix, 2 € [~20, 0] (3.53a)
¢
(;i =0, z€]— 220 (3.53b)

Le courant membranaire est définit par :

oC F
ig+ v = SeneF Dy ( LA —CH+¢Z) (£20) (3.53c)

0z RT
Sorties de chaque demi-pile. Surtension et tension anodique et cathodique :

ne, Ux
Courants dans la membrane :
’L.HJF,M'
3.4.1 Résolution du modele de membrane et simplification du modele de
demi-pile

Normalisation des concentrations par translation. On translate les concentrations de
la valeur Crrx, pour se ramener a 1’étude de

Cp+(2,t) = Oy (2,t) = Crix. (3.54)

En intégrant (3.52b) en z, entre +zy4; et z, on obtient :
F v o / /
¢.(2) = ¢ (£2nt1) + E_d/ Cy+(2') d2'. (3.55a)
Ci z

On définit la fonctionnelle (intégro-différentielle) de C'y+ suivante :

- FoEaNer
@i(CH+, Xi) = :F:—i + 5—/ Cy+ (Z/) dz . (3.55b)
cc cd Jz
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3. Réduction du modeéle multi-échelles d’A. Franco

On a, d’aprés (3.55a) et (3.52e), ¢.(z) = @4 (Cy+, X1)(2) pour tout £z € [ent + BL, ent +
N + L]. On en déduit que le systeme décrivant chaque demi-pile s’écrit sous la forme? :

OCy+ . 9*Cy+  DLF O ¢, ~ -

7 =Dy 5.2 + BT & ((CH+ + CFIX)(I)i(CH-hXi)) ., *z E]Zo,ZNJrl[ (3.56&)
dX. -
d—ti — 7 (Xi,li, Crr (£2n41), Xmi) (3.56b)

oC F - -
D, (a—IZ{Jr + ﬁ(CHJr + CFIX)CI):I:(CHJHX:I:)) (:tzN—H)

= Oé:t(Xi (t)) + ,Bi(Xi (t))CN(:l:ZN_H) (3.56C)

C+(£20) =0 (3.56d)

avec

- o FoEaNe
04 (Cry, Xe)(2) =7+ — [ Gy a2
Ece €ed Jz

3.4.2 Formulation variationnelle et semi-discrétisation du modeéle de demi-
pile

Formulation variationnelle. Pour toute fonction ¢ € C(£[z0, z2n+1]; R) telle que p(£zp) =
0, on a:

d /*ZN“ Core()p dz = (ax(Xe(t) + Ba(Xe(6) On(£2n11,1) Jo(E2n1)

E )
2ni1 (9C 4 Fo i dp
- Dy /:I:zo ( alz + ﬁ(CH+ + CFIX)(I):E(CH+7X:|:)> e dz.

(3.57)

Principe de la semi-discrétisation. On utilise la méthode des éléments finis Py, c’est-a-
dire avec des fonctions affines par morceaux :
e On choisit une collection de points eny = 20 < 21 < -+ < 2y < 2Ny+1 = ent+ L et on note :

dj:ZjJrl_Zj, V]G{O,,N}
e On approxime Cpy+(2,t) par CN'H+,N(z,t) :

N+1

éH+’N(Z,t) = Z OH+7N(zj,t)¢j(z) (3.58)
j=1

ou les fonctions test ¢; sont affines sur chaque intervalle £[z;_1,2;] et ¢;(£2;) = d;;. En
d’autres termes, pour tout j=1,...,N on a :

Z—Zj-1 .
= siz € [zo1, 2],
dj,1
(E2) =3 AHLTZ2 o 3.59
pj(£2) = g sizE€ (25, 2j+1], (3.59)
J
0 siz<zj_1o0uz2>zjy1,
2. Par abus, on note Fi (Xi,li,C’H+(ﬂ:zN+1),Xm,i) au lieu de

F+ (Xi,li,C’H+(:|:zN+1)+CF1X,Xm¢). Il faut en fait ici adapter les définitions des fonctions en
question.
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3. Réduction du modeéle multi-échelles d’A. Franco

Z—ZN

eN+1(z) = dy
0 siz < zpn.

si z € 2N, 2N+1],

Par simplicité, on écrira simplement Cy(z,t) & la place de CN'H+7N(z, t). L’entier positif N en
indice se réfere au nombre des points de discrétisation.

e L’approximation du probléme (3.57) que nous considérerons consiste a chercher C N(£zj,1),
je{l,... N+ 1}, tels que pour tout j € {1,... N + 1} :

d [TEi+1 .
G 00y =(as (Xa(0) + B 0)Cn (E2va1,0) s (o 11)

:l:Z]'_l
iZj‘Fl 6ON F ~ - d()O
-D o7 P X)) | =22
+/:|:Zj—1 ( 0z +RT(CN+CF1X) +(Chn, i)) e dz
(3.60)
ou
~ +2— 2z - + 2. — (42 — 2. ~ 4o
CN(z,t):( z —2j-1)ON( z],tzi (£2z — 2;)Cn(£z; 1,t)’ o€ gtz 3.61)
j—1

Ecriture du systéme différentiel 0D. Par simplicité on met les calculs permettant d’écrire
sous forme matricielle I’équation (3.57) sont détaillés dans 'annexe C. Les formules corres-
pondantes et portant un numéro précédé d’'un C figurent dans 'annexe C. On note :

CN(:I:zl,t) C’N(:I:zl,t) CN(:tzl,t)—CF]X
C(t) = s , C(t) = : = : e RV
Cn(£2n+1,t) Cn(+2n11,1) Cn(xzn+1,t) — Crix
(3.62)
D’apres (C.17), le systéme des équations données par (3.60) s’écrit sous la forme :
dC (t)
o = (A1), Ce(1) (3.63)
ol
- C ~ ~
gi(Xi,Ci) = Mfl [Mzci + M3 ( FIX) . (M4Ci + Min) + MGCi . M7Ci
-
Crix

+ MgCy - MoCy + Mg (
+

) Cy & (ai(Xi) + 5¢(Xi)UJTV+1Ci)vN+1] (3.64)

“won

ol représente le produit terme a terme de vecteurs. Les matrices {M;}?_; sont définies
par (C.16) et le vecteur vx41 par (C.15). On vérifie que la matrice M; est inversible.

3.4.3 Modéle 0D ultime : Modéle C

En utilisant les formules (C.29), (C.21) dans 'annexe C, le systéme global d’équations
s’écrit sous la forme :
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3. Réduction du modeéle multi-échelles d’A. Franco

dcj;t(t) = G (Xx(1),Cx (1)) (3.65a)
dz’\,’;(t) = Fi (Xi(t), I, UJTVHCNi(t), Xin,i(t)) (3.65D)
Ux(t) = (—:—iL + QZdwT) C+(t) (3.65¢)

ig+ m(t) = FSpme <Oéi(Xi(7f)) + B (X4 (t)) vy, C(t) — %ngi(Xi(t),Ci(t))) (3.65d)

Ueer(t) = 13 (X4 (1)) + U (8) = ———igre g (t) = (U-(£) + 0 (X_(2))) (3.65¢)

g+ Seme

ot C(t) et C(t) sont définies par (3.62), F_(X_) (resp. Fy (X)) sont définis par (3.28) et
(3.46a) (resp. (3.30) et (3.46b)), en interprétant les coordonnées de Xy comme dans (3.48e).
G+ est défini par (3.64). Xy, — = Pp,, Xin+ = Po, et oy, 4 sont définis par (3.38) et
N+ (Xy) par (3.32b). Les vecteurs v et w sont définis respectivement dans (C.28) et (C.22).

Le modele C est défini par les équations (3.65). Les équations (3.65a) et (3.65b) consti-
tuent les équations d’état. Les équations (3.65c), (3.65d) et (3.65e) sont les équations de
sortie du modele.

On obtient alors un systeme d’équations algébro-différentielles de dimension 2N + 9 ou
N est le nombre de points de discrétisation & chaque couche diffuse de la pile. Le vecteur Cy
permet de rendre compte de ce qui se passe dans les couches diffuses, tandis que les vecteurs
X4 sont liés aux réactions électrochimiques dans les couches compactes.

3.5 Simulations numériques

Les modeles de demi-piles sont découplés, ce qui permet des simulations indépendantes
obtenues en choisissant le courant I.

3.5.1 Réalisation des simulations

Afin de résoudre les équations algébro-différentielles du modele 0D obtenu dans la sec-
tion 3.4.3, nous avons utilisé le solveur IDA de SUNDIALS (SUite of Nonlinear and DIffe-
rential/ALgebraic equation Solvers)® développé & Lawrence Livermore National Laboratory.
La méthode d’intégration utilisée est a pas multiple appelée fixed-leading coefficient form of
BDF' (Backward differentiation formula). Le tracé et l'exploitation des résultats de calcul
(profils de concentration protonique, courbes de polarisation, etc) a été réalisé sous Matlab.

L’algorithme que nous avons développé a comme entrées :

I

~

—~

) | le courant de la pile fixé par une charge extérieure
la pression totale a I’anode

la pression totale & la cathode

5

la température

et il permet de calculer les quantités suivantes :

3. https ://computation.llnl.gov/casc/sundials/main.html
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3. Réduction du modeéle multi-échelles d’A. Franco

N+ (t) les surtensions de Frumkin anodique et cathodique
Uecen(t) le potentiel de cellule

ig+ p(t) | le courant dans la membrane

o1 (t) les densités de charge électronique anodique et cathodique
Ch,(t) la concentration d’hydrogene a l'interface anodique

Co, () la concentration d’oxygene a 'interface cathodique

C(t) les concentrations protoniques

Orrs(t) taux de recouvrement par 'intermédiaire Hs (anode)
Ooms(t) taux de recouvrement par l'intermédiaire OH's (cathode)

0o,ms(t) | taux de recouvrement par 'intermédiaire O2Hs (cathode)

%
O (1), %(t) taux de recouvrement par les dipoles

s +(t) proportion de sites libres anodiques ou cathodiques

L’état du systeme est de dimension 2N 49 ot N est le nombre de points de discrétisation
a chaque électrode (N 44 a 'anode, et N +5 a la cathode). Pour obtenir les valeurs d’équi-
libre, une simulation est effectuée jusqu’a la convergence vers les valeurs asymptotiques. La
simulation est tres rapide (moins d’'une seconde de calcul sur un PC CORE i7, 8 Go de
RAM). Les simulations sont effectuées pour plusieurs valeurs du courant I, les valeurs ini-
tiales choisies sont les valeurs asymptotiques obtenues pour la précédente valeur du courant.
On obtient d’ailleurs un comportement différent selon que I est balayé en croissant ou en
décroissant, cf. plus bas le paragraphe 3.5.2.

La durée des simulations est extrémement courte. Avec un PC CORE i7, 8 Go de RAM,
le calcul des courbes de polarisation avec une quarantaine de valeurs différentes du courant
I dans le plage 0 — 104 nécessite moins d’une minute avec N = 10.

3.5.2 Surtension et courbes de polarisation

Sur les figures suivantes, nous montrons les surtensions anodique et cathodique 74, ainsi
que le potentiel de cellule U en fonction du courant stationnaire I qui varie entre 0 et
10 A. Les courbes de polarisation obtenues présentent un effet d’hystérésis lorsque le sens
de balayage du courant croit ou décroit. Par ailleurs, sur la Figure 3.6 on remarque que
I’on obtient des tensions négatives, correspondant a un fonctionnement en électrolyse. Ces
tensions apparaissent pour des densité de courant élevées, et en fait trop élevées pour étre
observées expérimentalement.
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3. Réduction du modeéle multi-échelles d’A. Franco

1.4

0-10A

10-0 A
1.2 b

0.6

n enVv

0.2

FIGURE 3.5 — Surtension anodique en fonction du courant nominal

0-10A

enV

cell

FIGURE 3.6 — Courbe de polarisation de la pile

3.5.3 Profils de concentration protonique et de potentiel électrique

La Figure 3.7 montre les profils de concentration protonique, a travers la pile, en fonc-
tion du courant. On remarque un surplus de protons a l’anode et un déficit a la cathode,
par rapport & la valeur C'prx caractérisant 1’électroneutralité du milieu. Dans tous les pro-
fils représentés ici, la membrane, beaucoup plus étendue que les couche diffuses, n’est pas
représentée a 1’échelle.
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1200.25
1=0.2 A
1200.2f 2
I=5 A
1200.15\ B
I=10 A
1200.11 \ 7
N\
o 120005 N 7
\J 1200 F 7
1199.95 \ 7
1199.9F \ 7
1199.851
1199.8 7
. I I I
21 -0.5 : 0.5 |

F1GURE 3.7 — Profils de la concentration protonique en fonction du courant I, pour N = 10.

La Figure 3.8 montre le profil de potentiel électrique a travers la pile.

0.8
0.7 X 10’6
14 -0.0638
06 1.2
-0.0638
1 F
05
osl -0.0638
0.4
> 0.6} -0.0638
c
s
0.4}
0.3~ -0.0638
0.2}
0.2t -0.0638
0
0
L © -0.0638 .
0.1 : 2 4 6 8 10
o u
01 /CCA . CDA . ME /CDC
5 10 15 20

FIGURE 3.8 — Profil de potentiel électrique & travers la pile, pour I = 3A. CCA (resp. CCC) :
couche compacte a ’anode (resp. a la cathode) ; CDA (resp. CDC) : couche diffuse & I'anode
(resp. a la cathode) ; M : membrane.
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3. Réduction du modeéle multi-échelles d’A. Franco

3.5.4 Concentrations des gaz, taux d’occupation des sites catalytiques

Les Figures 3.9 et 3.10 montrent les concentrations d’hydrogeéne a I'interface anodique et
de l'oxygene a l'interface cathodique en fonction du courant I. Comme obtenu par Franco
([37] page 132), les concentrations des gaz diminuent de fagon linéaire avec I’augmentation du
courant. Les Figures 3.11 et 3.12 montrent le taux de recouvrement en fonction du courant.
La Figure 3.13 montre les densités surfaciques de charge électronique o_ et o4 en fonction
du courant.

0-10A
10-0 Al

o
o
)
T
!

2

CH en mol.m™3

FIGURE 3.9 — Concentration d’hydrogene a Uinterface anodique en fonction du courant

0-10A
10-0 A

0.1

-3

CO en mol.m

0.02

FIGURE 3.10 — Concentration d’oxygene a 'interface cathodique en fonction du courant
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09 T T T T
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0.1

01 T T T T

0-10 A
10-0 A

0.09

0.08
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0.06

0.05
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0.04
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0.02
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len A

FIGURE 3.11 — Taux de recouvrement a ’anode en fonction du courant
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4—9

Wl

eOHs’ E’o Hs’ 9s'+’ -9

eOHs

FIGURE 3.12 — Taux de recouvrement a la cathode en fonction du courant. 0o, rs prend des
valeurs inférieures & 107°, invisibles sur la figure.

0 T T T T -0.04

-0.05
-0.02

-0.06

-0.04
-0.07

+

o' -006 o' -008

-0.09
-0.08

-0.11

-0.12 L L L L -0.12 L L L L

FIGURE 3.13 — Densité de charge électronique a I’anode (a gauche) et a la cathode (& droite).

3.5.5 Sensibilité aux vieillissement de la couche catalytique

Les courbes de polarisation varient aussi en fonction de la surface spécifique . Sur les
Figures 3.14 et 3.15 nous montrons les courbes de polarisation, ainsi que les surtensions
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anodiques et cathodiques pour différentes valeurs de surface spécifique v et eny considérées
par Franco.

1 T T T
y=2.7972e7, eNI:SB—S

— y=5.59¢e7, eN|:1e—7

05

cell

FIGURE 3.14 — Courbes de polarisation

14

12f

0.8

0.6

0.4

0.2

FIGURE 3.15 — Surtensions anodique (a gauche) et cathodique (& droite).

3.6 Valeurs numériques utilisées dans les simulations

Les valeurs numériques utilisées pour faire les simulations dans la section précédente
sont tirées de Franco [37]. Elles sont données dans le tableau suivant :
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Parametre | valeur unité
ol 5.59 x 107 m~1
o 15 x 1076 m
Sene 2.1 x10°4 m?
T 353 K
R 8.314 Jmol=t K1
kg 1.38 x 10723 JK!
F 96485 Cm~!
€0 8.8541 x 10712 CvV—tm™!
Eee 6 X &g CV—1tmt
€ed 20 x &g CV—1tmt
Ny 6.022 x 10?3 mol !
d 2 x 10710 m

14 sans unité
oy 1.435 +0.0022) — 5 — 0.13In A | sans unité
u 0.62 x 102 C.m
AGY 1 J.mol ™1
K 2exp (— ARC%O) sans unité
Py, 1.0293 x 10° Pa
Po, 1.0293 x 10° Pa
Dy, 3.921 x 107 x exp(0.025 x T) | m?.s7 !
Hy, 1.09 x 108 x exp(77/T) Pa.mol~t.m3
Ho, 5.08 x 10 x exp(—498/T) Pa.mol~t.m3
A 271ré2cd ClV.m
pmax d% m—2
kuey 1078 m.s 1
k_uypy 1076 mol.m=2.s71
kvor 1072 mol.m™2.s7!
k_vor 107° mol.m™2.s7!
krar 0.1 m.s 1
k_rap 0.1 mol.m=2.s71
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Parametre | valeur unité

eNT 107 m

em 50 x 1076 m

L 107° m

k1 10* m*.mol~1.s71
k_1 107° mol.m=2.s71
ko 108 mol.m=2.s71
k_o 102 mol.m=2.s71
ks 108 m.s~!

k_3 1 mol.m™2.s7!
a1 0.8 sans unité
a3 0.99 sans unité
Dy 9.97 x 10~ 11-[1:33%(293-T)~0.001x (203~T)*|/(T—168) o p | ;2 g—1

3.7 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons détaillé le modele d’A. Franco de la pile [37], qui est de
type modele & pores cylindriques et nous 'avons simplifié de fagon a aboutir & un systéme
d’équations aux dérivées partielles en une unique dimension spatiale. Nous avons ensuite
discrétisé en espace les EDPs issues de ce modele et nous avons obtenu un systéeme d’équa-
tions algébro-différentielles en 0D. Ce dernier permet de faire des simulations numériques
relativement rapides avec une vingtaine de points de discrétisation.

Par ailleurs, il est possible d’étendre le modele 1D obtenu afin de tenir compte du trans-
fert d’eau au cceur de la pile. Ce transfert d’eau est produit par deux mécanismes (cf. Section
2.3) : la diffusion et 1’électro-osmose qui est liée au mouvement des protons dans la mem-
brane. L’extension du modele afin de tenir compte de ces deux phénomenes est donc possible
moyennant une variable d’état représentant la concentration en eau en chaque point du
segment joignant les deux couches compactes.
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Deuxieme partie

Modélisation des réseaux
électrochimiques. Applications a la
modélisation harmonique des piles

a combustible PEM
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Chapitre 4

Réseaux électriques et chimiques.
Modele de pile

Dans la premiere section de ce chapitre, nous présentons tout d’abord les 2-port qui
sont des composantes élémentaires utilisées dans les circuits électriques et nécessaires pour
la modélisation quadripolaire de la pile, comme nous le verrons dans le Chapitre 5. Nous
étudions ensuite leurs représentations matricielles ainsi que leurs propriétés de passivité. La
deuxieme section présente un point de vue géométrique sur les mélanges, les réactions et
les réacteurs ouverts, et fournit un modele de réseaux électrochimiques compatible avec la
thermodynamique. Comme application, nous utilisons ensuite le mécanisme réactionnel de
Tafel-Heyrovsky-Volmer pour modéliser 'oxydation de ’hydrogene sur les sites catalytiques
a l'anode de la pile. Coté cathode, nous utilisons le mécanisme réactionnel de Damjanovic et
Brusic pour modéliser la réduction de I'oxygene. Nous présentons ensuite un modele complet
de la pile dans le cadre d’une réaction élémentaire a I’anode et a la cathode. Ce modele prend
en compte d’une maniere précise 'effet de la double couche électrique.

4.1 Reéseaux électriques

4.1.1 Réseaux de dipodles; multipole ; N-ports

Un réseau est un dispositif physique consistant en un assemblage d’éléments dont les
poles sont reliées a des nceuds [92]. Les éléments de réseau sont connectés entre eux selon un
certain schéma. Un réseau a donc une structure topologique de graphe, que nous supposons
orienté. A chaque aréte du graphe est associé un courant I, une différence de potentiel V'
entre les deux sommets de l'aréte et une loi de comportement. Le courant et la tension
sont des fonctions scalaires, que 'on peut considérer comme dépendant du temps ou de la
fréquence. La loi de comportement permet pour une valeur donnée du courant traversant
I’aréte, de calculer la différence de potentiel correspondante et inversement.

L’hypothese fondamentale de la théorie des circuits [92] repose sur le fait que les tensions
resp. les courants obéissent a la loi de Kirchhoff des mailles, resp. des nceuds. La loi de
Kirchhoff des mailles (KVL) stipule que la somme algébrique des différences de potentiel
le long d’une maille est nulle. La loi de Kirchhoff aux noeuds (KCL) stipule que la somme
algébrique des intensités des courants arrivant a un noeud est nulle.

Multip6le : Un multipole est un réseau avec un nombre fini des poles. On y adjoint par
convention un pole correspondant a la terre. Dans la suite on respecte la convention de signe
suivante : le sens positif du courant est le sens entrant dans un poéle.
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Multip6le bien posé : Pour un multipole on peut écrire I’équation déduite de KVL pour
chaque boucle et celle déduite de KCL pour chaque nceud. L’ensemble de ces équations avec
les lois de comportement sur les poles constituent les équations du multipole. On appelle
multipole bien posé un multipole pour lequel la connaissance de la moitié des variables de
tension et de courant aux poles permet de déduire de fagon unique la valeur de toutes les
autres variables.

Dipoles et quadripdles : Parmi les multipdles, on peut en particulier distinguer les di-
poles et les quadripdles, pourvus respectivement de deux et quatre poles. Le couplage série
ou parallele de deux dipoles est bien évidemment un dipole. La Figure 4.1 représente un
quadripole Q.

If Iy
T -

Vi Q v
IT Iy

FIGURE 4.1 — Représentation d’un quadripdle

On supposera que le dipole a une propriété particuliere : I'intensité entrant a un pole est
égale a l'intensité sortant par l'autre pole. Le dipdle est le composant élémentaire de tout
réseau : tout réseaux est un assemblage de dipdles et le comportement des poles externes de
certains réseaux peut s’agréger sous la forme de dipoles équivalents.

Cette propriété est caractéristique d’'une classe plus large de multipoles : la classe des
n-ports.

N-ports : On appelle n-ports les multipoles qui ont la particularité d’avoir un nombre pair
2n de poles, appariés entre eux en n ports respectant la propriété suivante : le courant
quittant un pole est égal au courant rentrant dans l'autre pdle du méme port. On peut
ainsi associer a tout n-port le vecteur des n différences de potentiel V; entre chaque pole du
port 4, et celui des n courants orientés I; associés a chacun des ports. Ainsi, tout dipdle est
également un 1-port.
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FIGURE 4.2 — Représentation d’'un n-port

Remarque 4.3. On peut associer a chacun des deux poles des ports d’un n-port un unique
courant et une différence de potentiel. On peut donc lui attribuer une puissance, obtenue
comme produit de ces deux quantités, et analyser les transferts d’énergie dans un réseau. C’est
lapproche choisie par la méthode dites du Bond Graph. Celle-ci consiste a décomposer un
systeme physique en sous-systemes pour obtenir un réseau d’échange d’énergie. Les éléments
composant ce réseau sont liés par des liens de puissance. A chaque lien sont associés deux
types de variables, équivalents a un courant et un potentiel, dont le produit est une puissance.
Nous n'utilisons pas le Bond Graph dans la modélisation de la pile parce que la connexion,
du point de vue €lectrique, entre les couches actives (anodique et cathodique) et la membrane
sera rompue par la connexion avec le circuit extérieur (voir Figure 4.5). D’ot la nécessité du
formalisme des réseaux électriques, introduite ci-dessus, qui permet rompre les connexions
(par un prélévement de courant par exemple) tout en respectant les lois de Kirchhoff.

4.1.2 Représentations matricielles des 2-ports

Représentation d’impédance : Elle permet d’exprimer les tensions (entrée et sortie) en
fonction des courants (entrée et sortie). Sous forme matricielle, on peut écrire :

iy I
v, = Z(Q) L (4.1)

ou Z(Q) est par définition la matrice d’impédance du 2-ports.

Représentation de transmission : Elle permet d’exprimer les grandeurs d’entrée (ten-
sion et courant) en fonction des grandeurs de sortie (tension et courant). Sous forme matri-
cielle, on peut écrire :

iy Va
Tl (4.2

ou T(Q) est par définition la matrice de transmission du 2-ports Q.

Transformateur idéal : Un transformateur idéal est un 2-port particulier permettant de
modifier les valeurs de tension et d’intensité du courant délivrées par une source d’énergie
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électrique, en un systeme de tension et de courant de valeurs différentes, mais de méme
fréquence et de méme forme sans aucune perte. Pour un transformateur idéal 1 : r on a la
relation suivante :

Vs 0 r Is
L -1 0/ \n

r

ou Vj, resp. I, est la tension, resp. le courant, sur le k-eme port pour k£ = 1,2. Comme on
néglige les pertes, la puissance est transmise intégralement, on a :

I
Voly = —rVi— = —Vi 1.
T

Passage d’une représentation d’impédance vers une représentation de transmis-
sion et inversement,

. Zn Zi2 C e , Tin Tho .
Soit Z = la matrice d’'impédance d’un 2-ports et T' = sa matrice
Z21 ZQQ T21 T22
de transmission. On a d’apres [20] les relations suivantes :
Z11 ZnZa — Z12Zn 1 Z22
T =—, Tio= , I = ——, Th = —. 4.3
U Za 2 Zn T 2y 2" Zn (4:3)
et
T; T11T5 — ThoT: 1 T
Zy = g tuln pla -, 1 4 22 (4.4)

T T o 2T Ty

Réseaux 2-ports réciproques. Un réseau 2-ports est dit réciproque s’il est possible

.. . " Vi Zu Zig)\ (I Vo
d’intervertir les quantités des ports 1 et 2 : = et =
Vo Zoy Zaz) \I2 Vi
Zn Ziz)\ [ 12 , ) , . . .
. En d’autres termes le réseau est réciproque si et seulement si :
Zoy Zo) \
Zn = Zy, Zia = Za.
. .\ . , , Ty Tio
De la méme maniere, en utilisant (4.4), le réseau écrit sous forme T = . est
21 122

réciproque si et seulement si :

T =Tog, Ti1Tee —ThioTo = 1.

Impédance caractéristique du 2-ports. La représentation transmission d’un 2-ports
s’écrit sous la forme :

iy  [Tu T Va (4.5)
I Tor Too —1Ip

Soit Z. 'impédance caractéristique qui vérifie par définition :

_h_ R

7 = —
‘L I
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%4 T T2\ [ Ze 7
= — 2
L Tor Too 1
W TuZe+ T
I T Z.+Th

on a alors :

d’ou
Ze

on en déduit que :
T51Z2 + (Toe — T11)Z. — Ti2 = 0.

Si T est réciproque on a Tsy = T71, d’ou

Lo= | —. 4.6
¢ 15 (4.6)

On en déduit d’apres (4.3) :

ZC = 1\/ 2121 - 2122. (4.7)

4.1.3 Couplage de 2-ports en cascade

Il existe plusieurs fagon de coupler des quadripoles. Le couplage en cascade de deux
quadripoles ()1 et Q2, qui nous intéressera particulierement est noté par le quadripole Q1; Q2.
Il est défini par la Figure 4.3

—> 4 - o - + <

1 Q2

FIGURE 4.3 — Deux quadripoles @)1 et @2 en cascade.

Definition 4.1. Pour tout couple de dipdles (Q1,Q2), on appelle couplage en cascade de Q;
et Qo le 2-ports Q1; Q2 qui vérifie :

0

T(Q1: Q2) = T(Q1) (3 ) T(Qy). (48)

Cette définition est consistante avec ’application des lois de Kirchhoff aux noeuds et de

14 14
(4.2). En effet, en notant (I) , Tesp. (I) , les grandeurs d’entrée, resp. de sortie, du
i1 0,2

%4 %4
2,1 0,2

)

quadripdle i,7 = 1,2, on a

Par ailleurs, les lois de Kirchhoff indiquent que :
Vie="Vo1, Lpo=—-1I;

ce qui fournit (4.8).
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’—F e

e

FIGURE 4.4 — Dipole D branché a un quadripdle @)

4.1.4 Branchements de dipdle et de quadripdle

On appelle dipole image le résultat du branchement d’un dipdle D sur un quadripole Q.
Le dipdle image est bien un dipodle.

Dans le cadre de la décomposition quadripolaire de la pile, que nous traitons dans le
Chapitre 4, la pile sera décomposée sous une forme schématisée par la Figure 4.5. On peut
s’apercevoir a travers ce schéma de I'importance du formalisme développé dans la Section
4.1.1.

]

Z, A M C D Zo,
L o [ S

Z ext

FI1GURE 4.5 — Assemblage électrique de la pile. Les 3-ports A et C représentent respective-
ment ’anode et la cathode, le 2-ports M représente la membrane. Le dipdle Zg,, resp. Zo,
représente la source d’hydrogene, resp. d’oxygene a la cathode. Z.,; est la charge qui relie
les deux électrodes de la pile par le circuit extérieur.

4.1.5 Dipoles et 2-ports passif

Un dipodle traversé par un courant d’intensité I et dont la tension aux bornes est V' met
en jeu une puissance P telle que P = V1. Les dipo0les passifs ne peuvent que consommer de
la puissance électrique (cette puissance est dissipée par effet Joule).

Definition 4.2. Une représentation sous forme d’impédance Z(jw) est dite passive si
Z(jw) + Z*(jw) > 0 est semi-défini positif pour tout w € R ou de fagon identique :

VI, Re(I*ZI)>0 (4.9)

Ici et désormais,
e x dénote la transconjuguée
e Re s’applique également aux matrices carrées, avec la définition

ReZ = =(Z + Z*).

1
2

72



4. Réseauz électriques et chimiques. Modéle de pile

VAL
Critére de passivité : D’apres [21], la matrice Z = 2 st passive si et seulement
Zon Za
si:
Re le > 0 (410&)
ReZy >0 (4.10b)
4Re Z11 Re Zay > | Zro + Z3|? (4.10¢)

En termes de T, cette propriété s’applique de fagon équivalente :

T

Re == > 0 (4.11a)
Ty
T

Re =22 >0 (4.11b)
Ty

T T T Tyo — Ty T 1 2
4Re£Re£> 11422 12 21+

4.11c
Toy T — T 15 ( )

Passivité d’un réseau 2-ports réciproque : Un réseau réciproque est passif si et seule-
ment si :
Re ZH Z ‘ Re Zlg‘ (4.12&)

En termes de T, on a :

T11> ‘ 1
Re <— > |[Re —
T T

(4.13a)

On peut citer ici des dipoles classiques dont on connait le comportement vis-a-vis de la
passivité : une résistance ; un condensateur et un transformateur, qui sont conservatifs pour
toute fréquence (on peut donner la définition).

4.1.6 Dipdle générateur et image par un 2-ports passif

On appelle dipdle générateur tout dipole qui se décompose lui-méme comme la somme
d’un dipdle passif et d’une source de tension contrélée. Si on branche un dipole générateur
G sur un port du 2-ports @, comme le montre la Figure 4.6, on a alors :

iy o 5L .
()0

Vi=Ve—-2Zch (4.14Db)
ou
Zn Zi
2(Q) =
Zoy  Zo
On en déduit que :
Vo = (211 + Zag) 1 + Z1212 (4.15a)
Vo =Znli + Zyly (4.15b)

d’ou
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Il IQ
[# - T2
Za
Q
Vo €
[] 12

FIGURE 4.6 — Représentation d’'un 2-ports branché sur un générateur

Ve  Zi2
I = Vo Za _ VaZas — Z12Vo
(Z11 + ZG)Za — Z12Zay  (Z11 + Zg)Zae — Z12Zmn
et
Zu+2Zg Vo
I = Za1 Va _ Zn+ Za Z2

Vo — Va
(Z11+ Zg)Za2 — ZhaZo1 (Zn + Za)Zaa — Z12Zn 2 (Z11 + Za)Za2 — Z12Z2
On a alors d’apres ’équation précédente :

Z

Vo = Z(G: Q) Iy + —221 416
> =Z(G;Q)I2 71 76¢ (4.16a)
ou
) Z12221
2(G: Q) = Zgy — 212221 4.16b
(&Q) 2T Zu+ Za ( )

est I'image par le 2-ports ) du dipdle passif Zg. Dans le cas ou le 2-ports est réciproque, on
a:

Z2
Z2(G;Q) =2y — —2 . 4.17
(6:Q) =2 - (417
Z
Le terme ﬁVG dans le membre de droite de (4.16a) représente I'image par le 2-ports
11 el

Q@ du terme V.
Théoreme 4.3. L’image d’un générateur par un 2-ports passif est un générateur.

Démonstration. Pour un 2-ports dont 'impédance s’écrit sous la forme :

AVRRNAD
Z pu—
Zon L
nous avons montré précédemment que si on branche une impédance passive Z; sur un port,

I'impédance de dipole résultant Z’ s’écrit sous la forme :

(4.18)
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Pour Z; donné, Z’ est dissipatif si et seulement si

Z12291 > >0

el 4.19
Z11+ Zg (4.19)

Re ZQQ — Re (

On a sous la condition que Re Zos > 0 :

4.19) <= Re Zyp > —
(4.19) ¢ 22_2<Zl1—i-Zd+Zf1"‘Z:1k

= |Z1 + Z4* > (212Z21(Zik1 + 7)) + 21575, (Z11 + Zd))

* 2 2
> o 21| 22|

1
2Re ZQQ

1 1
= <Z11 +Zg— 7212Z21) (Zn + 24— ———Z124n
2Re Z22 (S

On en déduit que Z’ est dissipatif si et seulement si Z; se trouve a l'extérieur d’un cercle C

1
—_— ——— | Z13|| Z21].
QRGZQQ QRGZ%’ 12” 21‘
On veut maintenant garantir cette propriété pour tout Z; dissipatif. Or, la partie réelle

du point le plus a droite du cercle C précédemment introduit s’écrit :

de centre —Z11 + Z19751 et de rayon

1 1

—Re(Z ———— Re(Z12Z ———|Z15|| Z: 4.21

( 11)+2ReZ22 (Z12 21)+2ReZ22‘ 12| Z21] ( )

Z' est donc dissipatif pour tout Z, dissipatif si et seulement si cette derniére quantité est
négative ou nulle.

En utilisant le fait que :
| Z12 + Z3,° = | Z12|* + | Za1|> + 2Re(Z12Z01) = 2|Z12||Z21| + 2Re(Z12Z21) (4.22)
on obtient d’apres (4.10c) la relation suivante :
%(Re(Znggl) + |212||221|) < Re Z11 Re Zs» (4.23)
Pour Re Zy3 = 0, on a d’apres (4.10c) : Z12 + Z5; = 0. D’out d’apres (4.22)
Re(Z12221) = —|Z12||Z21|

Le membre de gauche et le membre de droite de (4.23) sont tous deux nuls, et donc égaux.
On en déduit que le point le plus a droite du cercle, et donc le cercle lui-méme, se trouve

alors dans le demi-plan gauche, et par suite : V Z3, ReZ; > 0on a Z; ¢ C.
O

4.2 Reéseaux électrochimiques et analogie électrique

Nous rappelons tout d’abord ici quelques éléments de chimie et de cinétique chimique
(sections 4.2.1 et 4.2.3). Dans la section 4.2.2 nous étudions I'aspect thermodynamique d’un
réacteur chimique ouvert et ses propriétés de dissipativité. Dans la section 4.2.4 nous trai-
tons le cas d’un réseau de réactions électrochimiques. Un réseau chimique est un ensemble
d’espeéces chimiques interconnectées par des réactions. D’apres Oster et al. [64], les réseaux
chimiques sont mathématiquement équivalents a une classe de réseaux multiports constitués
de condensateurs, de résistances et de transformateurs idéaux reliés entre eux d’une maniere
prescrite. Cet aspect est présenté a la section 4.2.5.
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4.2.1 Point de vue géométrique sur les mélanges, les réactions et les ré-
acteurs ouverts.

Notations. On définit pour tous vecteurs x,z € RY, le vecteur x - z € R, resp. le vecteur

x
— comme le produit, resp. la division élément par élément de = et z. On introduit les
z

applications Ln: RY — RY et Exp: RY — RM, 2 + Ln(z) et © — Exp(z) définies
comme étant les applications dont I’i-éme composante est donnée par : (Ln(x)); = In(z;) et

(Exp(z)); = exp(x;). On note aussi 1 = (1,...,1)T € RY. Pour un vecteur u = (u1,...,uy),
onnote u >0siup >0, k=1,...,N.
Meélanges et réactions, aspects géométriques. On notera par X,k = 1,..., N un

systeme de N especes chimiques. Pour la représentation, nous suivons ’approche géométrique
d’Aris [1] intéressante pour la puissance des notations. On considére espace vectoriel des

N N

réactions R = {Z aka/ak S R} et on note R = {Z ak.Xk/ak > 0} le cone positif
k=1 k=1

des mélanges. Un mélange s’écrit sous la forme :

N
X=> X, XeR' (4.24)
k=1
Inversement on supposera les especes X indépendantes, au sens ot aucune n’est un mélange
des autres. Cela permet de définir le produit scalaire <> :

<Xp, Xp>= g, k,k'=1,... N. (4.25)

avec i est le symbole de Kronecker défini par : §,,r = 1 si k = kK’ et 0 sinon. En particulier,
pour une réaction X € R donnée par (4.24), on a o =<X, X;>. On notera ny = i, le
nombre de moles de X dans X si X est un mélange.

Les réactions élémentaires considérées plus loin sont représentées par des équations de
droites dans R :

X = X + X,¢ (4.26)

N
ou £ € R (abscisse sur la droite) est le degré d’avancement de la réaction et X, = Z vp X €
k=1
R. Les vy, peuvent étre de signe quelconque. On considére les décompositions (non uniques)
de réactions en réactants et produits de la forme X, = X — X7 avec :

xR = ivj VX, eRT, XP = ivj v X € RT, (4.27)
k=1 k=1
de sorte que la réaction s’écrit :
X =Xo+ (XP —xfye, xP xFert (4.28)
En notant
ve=vi —vft, k=1,...,N (4.29)

on a sous forme différentielle, avec (4.27)

N
dX = (XP = XM)d¢ =) vdé Xy (4.30)
k=1
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En particulier :

dX

N
— =X - X" =3"uX, (4.31)
dg Pt

Remarquons que pour X € R on a v, =< ‘il—)g, X >. En particulier on a :

d<X,X}>=vpdé, k=1,....N (4.32)
N
Formellement, & I'équilibre on a X = X? ou encore Z(Vf: — )X, = 0, que 'on note
k=1
aussi :
N N
X = vb Xk (4.33)
k=1 k=1

Systémes de réactions. En général, un systeme de M réactions faisant intervenir N especes
chimiques est représenté par le schéma suivant ou les 1/,@-, y,fj, k=1,...,N,j=1,..., M,
sont positifs [88] :

N N
SuliXe =Y v Xe, j=1,..., M. (4.34)
k=1 k=1

Utilisant les notations précédentes, on introduit la j-ieme réaction X7 en fonction de & eER
son degré d’avancement, donnée par :

N N
X0 =3 "yliXeRY, X =) yfiX, e RY (4.35a)
k=1 k=1
dXJ . . ) .
f:Xg, Xl =XxPi _xRi j=1,....M (4.35b)
j

ot XPJ X e RT car ylfj et ylfj sont positifs. En particulier, en notant vy; = ylfj —ylfj, j=
1,...,M,k=1,...,N avec (4.32), avancement infinitésimal de la j-éme réaction chimique
de 'espéce X est donné par :

d <X’ Xp>=w,d&;, j=1,....,M, k=1,...,N (4.36)

Sous 'hypothese actuelle de réacteur fermé, cela conduit a I’expression suivante de la varia-
tion du nombre de moles de ’espece X due a ’ensemble des réactions chimiques :

M
ding, = vgidé;, k=1,...,N (4.37)
j=1

On a construit ici la forme différentielle d;ny, utilisée par Prigogine et al. dans [54] (Formule
4.1.4, page 107). Dans ce cas d’un systéme fermé, on a simplement d;ny = dny, ce que
I’on peut intégrer en notant ng et 5? les origines dans ’espace des nj et sur les droites des
réactions, on a :

M
ngp=np+ Y vi(& — &), (4.38)
j=1
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On prendra par la suite f? =0,j=1,..., M. On définit par ailleurs les matrices
v= () e RVM = () e RVM P = (1) e RVM (4.39)
avec v = vt — P et les vecteurs
ny n 3
n=| 1 [eRY, n®=|: |eRY, ¢=|: |eRM (4.40)
ny n% Em
On a alors avec (4.38) :
n = vé +nP. (4.41)
Systéme de réactions réduit. Soient X g ,j=1,...,M € R et M réactions de R associées

comme dans (4.35b), notées X/ = Xl+X J¢ ;- On supposera que chaque espece de R participe
au moins & une réaction, au sens ou :

VE=1,...,N,3j=1,....,M: v; =<XJ, X} >>0.

Autrement dit, la matrice v n’a pas de lignes de zéros. La matrice v n’est pas nécessairement
de rang plein. En particulier les colonnes peuvent étre liées. Il est alors intéressant de faire
apparaitre un systéme libre de réactions X o X My qui soit une base de I'espace engendré
par X!,..., XM Le rang M, de ce systéme est le rang du systéme d’origine. On a M, < N
et M, < M.

On peut réduire le systéme des réactions en utilisant des regles de stoechiométrie que 1’on
va préciser [35] avant de les illustrer avec le systéme réactionnel de THV. On introduit la
matrice atomique Z des coordonnées des especes dans la base des “atomes” dans laquelle
on inclut ¢ la charge positive élémentaire. Par définition la matrice Z € ZA*N, o A est
le nombre d’atomes distincts, charge positive incluse, est telle que pour tout i = 1,..., A,
k=1,...,N, I'espéce X}, contient Z;. atomes A;.

On en déduit le lemme suivant :

Lemme 4.4. Notons [X] = (X1 Xy - XN)T € RY le vecteur des coordonnées de la

réaction X. Le nombre de réactions indépendantes X ayant la propriété de conservation
Z|XFP) = Z|XR] est égale a dimker(Z) = N — rank(Z).

L’interprétation de ce résultat est la suivante : il est possible d’écrire rank(Z) équations de
conservation d’espéces atomiques et le systéme réactionnel peut étre représenté sous la forme
réduite d’équations, paramétrées par N —rank(Z) variables. On a donc M, = N —rank(Z).

D’un point de vue algébrique, il existe 7 € R¥N*Mv et IT € RM*M de rang M, telles
que :

v=roll (4.42)
On peut alors écrire v€ = € en définissant

§=1I¢ (4.43)

qui représente le vecteur des taux d’avancement d’'un ensemble maximal de réactions indé-
pendantes.

78



4. Réseauz électriques et chimiques. Modéle de pile

Exemple du mécanisme réactionnel de Tafel-Heyrovsky-Volmer. Pour le mécanisme
réactionnel de Tafel-Heyrovsky-Volmer, nous introduisons, dans cette section et par la suite,
I'indice a (comme anode) dans les matrices et les formules utilisées précédemment. De la
méme maniere, nous introduirons plus bas l'indice ¢ (comme cathode) pour le mécanisme
réactionnel a la cathode. Le mécanisme réactionnel de Tafel-Heyrovsky-Volmer utilisé dans
le modele de Franco (Chapitre 3) et retenu par la suite s’écrit sous la forme [46] :

Hy +2s = 2Hs (Tafel) (4.44a)
Hy+s=Hs+ H" +e (Heyrovsky) (4.44b)
Hs=s+H" +e  (Volmer) (4.44c)

Nous sommes donc en présence de trois réactions écrites entre cing constituants indépen-
dants. L’espéce électronique joue un role particulier, qui nécessite de la considérer a part.
On a N =4, M = 3. On note par ny, k € {Hy, Hs,s, H"} le nombre de moles de I’espece k
et par &;,7 € {T, H,V'} I'avancement de la j-éme réaction. On note :

ngy.
n 2 §T
H+
Ng = y &= 1924 (4'45)
nNHs 5
Ng v

Les composantes n g+ et ng, sont ici associées respectivement a un bilan de protons dans
la couche diffuse, et un bilan d’hydrogene dans le GDL.
Le systeme (4.44) s’écrit sous la forme :

X, =X - XE i=1,2,3 (4.46)
avec
Xt = Hy+2s X{ = 2Hs
Xt = Hy+s X = Hs+H* (4.47)
X§ = Hs X = s+H"

La matrice stoechiométrique v est la matrice des coordonnées des réactions X1, Xo, X3 dans
la base Hy, HT, Hs, s. Elle s’écrit :

X1 X9 X3
-1 -1 0 H,
0o 1 1 o+ (4.48)
vV, = U g
¢ 1 —1]| | Hs
-2 -1 1 s
On a aussi
0 0 O 1 1 0
01 1 0 0 0
Ve =V — vl avec vl = vl = (4.49)
2 1 0 0 0 1
0 0 1 2 1 0
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La matrice Z est donnée par

(4.50)

et on vérifie que rank(Z) = 3 et rank(r) =2 = N 4+ 1 —rank(Z), (N + 1 est 'ancien N du
Lemme 4.4).
L’électroneutralité permet de retrouver la stoechiométrie des électrons. En notant v, j =

1,..., M les coeflicients correspondants pour chacune des M réactions, on a :
N
Vej = Z Vkj 2k (4.51)
k=1

ou zi est la charge (algébrique) des espéces chargées. Ici les protons constituent la seule
espéce chargée, et on a donc : ve; = 195, j = 1,..., M, H" étant attaché & la deuxiéme
composante de n.

On peut réduire le systeme de réactions en considérant par exemple les 2 réactions indé-
pendantes X1, X5 données par :

X, =—Hy—25+2Hs (4.52a)
Xy=—-Hs+s+H" (4.52b)
Ceci revient a prendre :
110
= (4.53)
0 1 1
On vérifie que :
Vo ll = v,y (4.54)
oll
-1 0
~ 0 1 (1 - {0 -
Uy = 7 =X1, U, = Xo. (4.55)
2 -1 0 1
-2 1
On a donc ici :
&r ¢
= TH
=y | = (4.56)
1970%
v

ot on pose v = &1 + & et Epy = Em + &y
Un autre exemple consiste a prendre

. 31 3

Xi=-Hy— ~s+-H"+_-H 4.57

1 ] 2 28+2 +2 s, ( )
Xo=-Hs+H"+s (4.58)
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. 1 10 - 1 - _ [0
correspondant a Il = , Xi=1, et Xo =7, , avec
0 01 0 1

-1 0
1

N 1
7| 2

3
3

-3 1

Echanges dans un réacteur ouvert et conservation de la matiére. La variation du
nombre total de moles de I'espece X pendant un temps dt, s’écrit :

dng = dng +denyg, k=1,...,N (4.59)
avec
deng =rpdt, k=1,...,N (4.60)
qui est la quantité d’espece X, k = 1,..., N échangée par le réacteur avec I'extérieur pen-
dant dt ou rpdt est le flux de 'espece Xi, k= 1,..., N échangé avec I'extérieur.

Remarque 4.4. L’expression (4.59) est da la base de Uapplication de la thermodynamique
des systémes hors équilibre. Elle est analogue a ['équation 4.1.4 de Prigogine [54]. L’indice i
est pour irreversible, ce qui sera précisé plus loin.

On a alors en utilisant (4.37) et (4.60) :

M
dng = vyd&; +redt, k=1,...,N (4.61)
j=1

ou encore
h=vé+r (4.62)

En faisant apparaitre comme précédemment un ensemble maximal de réactions indépen-
dantes, on a aussi bien :

=€+ (4.63)

M, étant le rang de U, on peut supposer sans perte de généralité que les M, premiéres
lignes de o sont indépendantes, et on écrit :

ny Ny, +1
n = (nc) , Ne = : , Ng= : (4.64)

ne
e nn
En partitionnant 7 € RV*Mv gelon :
v
= ( ) , ve € RMvMy oy ¢ RIVEMu)x My (4.65)
Ve
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on a donc
V. inversible.

En posant r. = v.r, r; = vgr, on a alors :
’flg = I/Ef + 1z (466&)
d’ou I’équation de conservation qui s’écrit sous la forme :

Fre = Ve + 7 (4.67a)
Ne = Vv H(Ne — Te) + & (4.67h)

En introduisant le changement de variable d’état suivant :
£ = yc_lnc, ng = ng — vz&e (4.68)

le systeme (4.67) s’écrit sous la forme :

Ee=Et v, (4.692)

e =15 — Ve, e (4.69Db)

Exemple du mécanisme réactionnel de Tafel-Heyrovsky-Volmer (suite). On a :

ng. TH 0
Nea = : 5 Te,a = : 5 Tg,a = (470)
N g+ T+ 0
-1 0 2 -1
Ve,a = ( 0 1) y  Vea = ( 9 1 ) (471)

L [2 1\ (-1 0 -2 -1
Vaavsl = - (4.72)
’ —2 1)\0 1 2 1

Le changement de variable (4.69) correspond donc ici a changer n pour les nouvelles variables :

—NH, N NHs + 2nH, + N+
gc,a = ( 2) 5 Nga = ( ° : . ) (4.73)

N+ Ng — 2NH, — N+

d’out

On a alors avec (4.56) et (4.69a) :
éc,a = _'hH2 = f:TH + ~TH:
o+ §nv THt

Ty, = —Erm + T, (4.74a)
fuge = Eav + T (4.74Db)

dont on déduit
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On a d’autre part, d’aprées (4.68) :

. . . hHS—I—QﬁHQ +hH+ 1 27"H2 + g+
Néga = Néa — Vé,agc,a = . . . = T¢a — Ve,alVeqTe,a =
Ns — 20 H, — N+ —2rg, — T+

On en déduit les deux équations

Ngs + QﬁHQ +ng+ =T+ + 27“]-]2 (4.74C)
Ng — 2NH, — N+ = —Ty+ — 2rH, (4.74(1)

Le systéme (4.74) est ici 'analogue de (4.69). La formule (4.74c) s’interpréte comme un bilan
de matiere sur les protons. Par ailleurs, en sommant (4.74c) et (4.74d), on fait apparaitre
I’équation :

ngs+ns =0

qui s’interprete comme le bilan des sites catalytiques.

4.2.2 Energie interne, entropie, énergie de Gibbs et irréversibilité d’un
systéme chimique ouvert

Energie interne, entropie, énergie de Gibbs d’un mélange en phase homogeéne.
L’énergie libre de Gibbs G d’un systéme thermodynamique est définie par [54] :

G=U+pV -TS (4.75)
ou U est I'énergie interne du systeme, T est la température, S est 'entropie, p et V' sont
respectivement la pression et le volume du mélange. Lorsque la température et la pression
sont maintenues constantes (d7° = 0,dp = 0), on obtient :

dG = dU + pdV — TdS (4.76)

L’énergie libre d’un systeme constitué par un mélange en phase homogene d’espéces
chimiques non chargées X, k = 1,--- , N, peut s’écrire en supposant G fonction de n sous
la forme [54] :

dG = p'(n)dn (4.77)

ou u est le vecteur des potentiels chimiques qui vérifie :

oG
ony
u(n) = (”"’("C)) = : |er™ (4.78)
pe(ne) oG
onn

Dans (4.78), les potentiels p.(n.) et pz(nz) correspondent respectivement aux especes ras-
semblées dans n. et dans ng.
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Affinités. On en déduit de (4.62) et (4.77) la formule suivante :
dG = p'(n) (vd€ + rdt) (4.79)
En définissant I’affinité chimique par !
A(n) = —vp(n) = AGE(n) — AGF (n) e RM (4.80)

ott AGR, AG* sont définies par :

AGH(n) = (v")u(n),  AG(n) = (V") u(n) (4.81)
I'équation (4.79) s’écrit
dG = —A"(n)d¢ + p" (n)rdt (4.82)
ou encore o "
—r = —AT) =+ T () (4.83)

Comme on le voit par la définition (4.80), le vecteur des affinités est le vecteur des
différences entre énergies libres de formation des réactants et des produits, ou encore des
énergies libres des réactions.

On déduit aussi, a partir de (4.79), la forme réduite :

dG dé
O W) T (4.84)

En utilisant le fait que : d¢. = d€ + v Yr.dt, on obtient :

dG dé. _ T
- = ' (n)o (d_ft -V, lrc) +u"(n)r (4.85)

Variations de 1’entropie, seconde loi de la thermodynamique et irréversibilité.
D’apres (4.76) et (4.77), la variation d’entropie vaut :

1
ds = T(dU +pdV — p'dn) (4.86)
De Donder [54] a distingué deux termes dans la variation de 'entropie dS :

dS = d;S + d.S (4.87)

ol d.S est la variation d’entropie due aux échanges réversibles de matiere et d’énergie avec
Iextérieur, et d;S est la variation d’entropie produite par les processus irréversibles a 'inté-
rieur du systéme. Les deux quantités d;S et d..S sont alors définies par [54] :

1

de
o T T

1
dZS = —?qum (4.88b)

1. Comme écrit dans [54], page 111, “I’affinité d’une réaction : X +Y = 2Z définie comme A = pux +
Wy — 2uz, peut étre interprétée comme l'opposé du changement d’énergie libre de Gibbs quand 1 mole de
X et 1 mole de Y réagissent pour produire 2 moles de Z”. Ainsi l'affinité est vue tantot comme une énergie,

tantdt comme une énergie par unité de matiére. Au sens strict, il faudrait multiplier le membre de droite de
(4.80) par “1 mole”.
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La seconde loi de la thermodynamique s’exprime par la relation suivante :
1
dZS = —T,qum Z 0 (4.89)

ce qui s’écrit encore avec (4.60) et (4.59) lorsque les dérivés sont définies :

dZS 1 T dn
= — — _ — > . 4.
i T”(ﬁ T)—O (4.90)

Cette équation représente la propriété de dissipativité du systeme. La compatibilité thermo-
dynamique de notre réacteur conduit a écrire, par analogie avec (4.89) :

diS _ AT(n) dg

= 4.91
dt T dt_o (4.91)
avec
dg
AT(n)= > 0. 4.92
() >0 (4.92)

On peut aussi exprimer ceci en fonction de la variable &, :

—u'(n)o (% — Vclrc) > 0. (4.93)

Formule de Gibbs-Duhem et potentiels isothermes de gaz parfaits. On déduit de
(4.76) et (4.77) la formule :

! D 1
s = TdU—|— TdV TH dn (4.94)

On utilise maintenant le fait que I'entropie est une fonction d’état. En choisissant comme
variable d’état (U, V,n), on en déduit de (4.94) :

05y _ 1 (95 _p  (O05\ _ _n
<6U)v,n_T’ <8v>U,n_T’ (an>U,v_ T (4.95)

Par ailleurs, 'entropie est une grandeur extensive, on a donc pour tout réel \ positif :

S(AU, AV, An) = AS(U,V,n) (4.96)

En différentiant cette formule en A = 1, on déduit de cette propriété d’homogénéité I'identité
suivante :

S 5 as\"
S=|== U — Vv — 4.97
<6U>V,n * <8V>U,n * <8U)V,nn ( )
En combinant (4.95) et (4.97), on obtient la relation fondamentale
A A
S = T + T~ phn (4.98)

La formule précédente implique
U=TS—pV +pu'n. (4.99)

En différenciant cette relation et en comparant a (4.76), on obtient ’équation suivante,
connue sous le nom d’équation de Gibbs-Duhem :

SdT — Vdp + n"du = 0. (4.100)
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On se place maintenant dans le cas d’évolutions isothermes : dI" = 0. Considérons les
variations accompagnant un changement uniquement de la quantité n;, de moles d’espece X,
pour k fixé et supposons que tous les composants vérifient la loi des gaz parfaits. On déduit
alors de (4.100) :

nrdpr = Vdp = Vdp, = RTdny, (4.101)

ou py est la pression partielle de I'espece gazeuse Xy, et ou on a utilisé la loi des gaz parfaits.
On a donc :
d(pr — RTIn(ng)) =0

En intégrant la formule précédente, le long d’une isotherme, on obtient donc :

23

() :ug(T)+RTln<V), i=1,...,N (4.102)

ot par commodité on a introduit la concentration T* et ,u% est le potentiel de référence

de lespece Xji. On a jusqu’ici supposé que seul ny variait. Mais on sait par ailleurs que le
potentiel uy ne dépend que de ny.

La formule précédente est donc vraie en toute généralité. On I’écrira en regroupant les
différentes formules scalaires sous la forme vectorielle :

pu(n) = pi° + RTLn (%) (4.103)

En utilisant (4.102), AGF et AGF, définis par (4.81), s’écrivent sous la forme :

AGR(n) = () Tu(n) = ()7 (MO + RTLn (% (4.104a)

))
AGY (n) = W) u(n) = WF)T (,uo + RTLn (%)) (4.104b)

4.2.3 Représentations d’état d’un systeme chimique ouvert et dissipativité

Cinétique chimique et propriété de dissipativité. On considére qu’au cours d’une réac-
tion, un systeme chimique passe une “barriere de potentiel”, le maximum d’énergie séparant
les minima locaux du mélange des réactants et du mélange des produits (voir la Figure 4.7).

Les énergies libre d’activation des réactions directe et rétrograde sont définies par :

AGH = AG* — AGE (4.105a)
AGH = AG* — AGT (4.105b)

ol AG™ est I’énergie libre du complexe activé de la réaction. L’évolution des réactions dépend
des énergies d’activation :

¢ = A(AGH(n), AGH (n)) (4.106)
d’ou 'on déduit la représentation d’état

i = vA(AGH (n), AGH (n)) + r (4.107)
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Energie libre

A

AGH - Energie libre d’activation des réactants

AG* : Energie libre dactivation des produits

Réactants

Complexe activé Produits

AG?® : Energie libre de formation des réactifs

AG? : Energie libre de formation des réactants

AG - Energie de Gibbs de la réaction AGHP

AG = AGP — AGF

AGP

—
-

AG* : Energie libre du complexe activé

Coordonnée de la réaction

FIGURE 4.7 — Les différentes énergies libres utilisées pour décrire les réactions. Toutes les
grandeurs sont signées.

ot A : RM x RM — RM reste a déterminer. On verra plus loin dans le cas des systémes
électrochimiques que nous examinons, que r peut étre considéré comme une fonction de n
et d’entrées exogenes. Il est nécessaire de vérifier la compatibilité thermodynamique de ce
modele c¢’est-a-dire d’apres (4.91) :

VG,G"eRM, (G- G")TAG,G") <0. (4.108)
En particulier, pour des raisons de continuité on a :
VG e RM A(G,G) =o. (4.109)
Un choix possible conduisant & respecter (4.108) et (4.109) consiste a définir
NG, G") =N(G) - N(G") (4.110)
ou —N est un opérateur positif, ou en d’autres termes :
VG, G" e RM (G - G"(N(G') —N(G") <0. (4.111)
En effet, d’apres (4.105), 'équation (4.110) implique alors :
AGTAAGHE — AGY) = (AGH — AGH)TA(AGHE — AGH) > 0.

Il en est clairement ainsi pour ’exponentiel = — e~ et également pour 'opérateur G —
Exp(—G) a valeurs vectorielles.

La loi d’action de masse couramment introduite (cf. paragraphe A.4 d’Oster et Perelson
[64] et les références citées) pour décrire la cinétique des réactions, revient justement a
prendre :

VG G" e RM A (GG E ¢ E " 4
,GTeRY, A(G )—Fv(Xp(—ﬁ)— XP<—ﬁ>> (4.112)
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ouk = (Ki,...,km)" € RM, kj > 0,5 =1,..., M est le vecteur des facteurs pré-exponentiels.
Nous rappelons que la notation “ - “ représente le produit composante par composante de
deux vecteurs. On a alors d’apres (4.106) :

: _AGH(n _AGP(n
E(t) =k - <Exp (%) — Exp (%)) (4.113)

En utilisant (4.104) et (4.105), on obtient :

A AG” RyT [ HO n PyT [ HO n
£(t) = k- Exp (— =T ) . {Exp ((y ) (ﬁ +Ln (V))) — Exp ((1/ ) (ﬁ +Ln (V)
De fagon alternative, on peut aussi écrire

é0) = Bxp - ﬁg) - lEXp ((”2;”0> B (7o (7))

En notant :

AGH () g AGH (vP)ho
— k- E _ E — k- E _ E
b = r - Exp ( RT ) P < Rr ) =B ( RT ) P\ TR

(4.116)

£ = kg - Exp ((VR)TLn (%)) —kp - Exp ((VP)TLn (%)) (4.117)

En utilisant (4.62), la représentation d’état (4.107) s’écrit alors de la méme maniére que [85]
sous la forme suivante :

n=v {kR -Exp ((I/R)TLH (%)) — kp - Exp ((I/P)TLH (%)ﬂ +7, n(0)=n">0

On montre que le modele (4.112) est dissipatif, au sens de la proposition suivante :

Proposition 4.5. Pour tout n® donné, on a :
vt >0, (AGR(n) - AGP(n))Tg >0 (4.119)

pour tout solution n de l’équation différentielle (4.106).

La démonstration découle directement du fait de la positivité de opérateur G — Exp(G).
Pour énergie libre G, on déduit immédiatement de (4.85) et de la dissipativité de la loi
d’action de masse la proposition suivante :

Proposition 4.6. L’energie libre G vérifie la propriété suivante :

dG
— <4 4.120
dt =BT ( )
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L’énergie libre sert de fonction de Lyapunov pour (4.118) pour assurer la stabilité asymp-
totique globale lorsque les apports 7 sont nuls.

On peut utiliser le changement de variable (4.68) dans la représentation d’état du systéme.
En utilisant la décomposition (4.69) et le fait que le vecteur réduit € des taux d’avancement
vérifie (cf. (4.56)) € = II€, 'équation (4.118) peut se réécrire sous la forme :

o =TIL (&, 1) + vz 're (4.121a)
he =1z — uguglrc (4.121b)

oil on pose, pour tout &, € RMv 7l ¢ RN-Mv .

vag, + fig

L, %) = AAGH ('), AGH (), n’:( vee ) (4.122)

Dissipativité et représentation réduite. On suppose que 'opérateur A associé au sys-
téme (4.106) vérifie (4.108). On suppose qu’il existe pour le systéme de réactions réduit
exhibé en 4.2.1 une décomposition en produits et réactants telle que :

vt = il (4.123a)
v =oP1 (4.123b)

ol la matrice II est telle que v = Il et ¥ est de rang plein.
D’apres (4.81) :

AGH = AG* — AGE = AG" — (V)= AG" —TT"(0®) (4.124a)
AGH = AG* — AGY = AG" — (VD)= AG —TT" (07 (4.124b)

En définissant pour G/, G € RMv
MG, G") =TIA (AG* "G, AGE — HT(;”) (4.125)

on a :

€= A" u(n), (7")u(n)) (4.126)

a comparer avec (4.106).

Lemme 4.7. Soit II de rang plein tel que 0, 0" > 0 vérifient v = o %, VB = TIpP. Si
VG G" e RM, (G'-G")AG,G") <0,

alors

VG G e RMr, (G' - G"TAG,G") <.
Démonstration.
(G- G"YVANG,G") = (G — G")TTIAIT G, TI'G")
—<II'G' —II'G", A(I"G', II"G") > < 0
O

La représentation réduite obtenue au paragraphe 4.2.1 hérite donc de la propriété de com-
patibilité thermodynamique si 7%, ¥ vérifient (4.123).
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Exemple du mécanisme réactionnel de Tafel-Heyrovsky-Volmer (suite). L’exemple
du mécanisme réactionnel de THV montre que le systéme réduit ne vérifie pas toujours les
hypothéses du Lemme 4.7. En effet pour ce systéme, aucune représentation réduite (7, o)
ne vérifient ces hypotheses. En effet, on a rank(r) = 2 mais rank(v”) = 3. Ainsi, pour toutes
matrices IT € R?*3 et 7 € R**? telle que 711 = v, on a #F'TI # v’ car rank(v?) =3 > 2 >
rank(#7)II. Ceci est vrai pour toute décomposition 7 = v’ — 7%,

4.2.4 Cas d’un réseau de réactions électrochimiques

Dans cette section, nous adaptons 1’étude faite précédemment a un réseau de réactions
électrochimiques dont les especes X, k =1,--- , N peuvent étre chargées électriquement.

Potentiels et affinités électrochimiques. Le potentiel électrochimique de 'espece X,
noté jig, est une extension du potentiel chimique et s’écrit sous la forme? [74] :

oc
ony,

fik(Aps,n) = ( ) = pr(n) + 2 F'Agg (4.127)
p, T

ot G(A¢g,n) est I'énergie libre du systéme, puz(n), resp. zj est le potentiel chimique, resp. la
valence de I'espéce X}, et Agg est la différence de potentiel aux bornes de la couche compacte
(couche de Stern). On note :

251
p=|: | eRM. (4.128)
AN
L’affinité électrochimique A est définie par :
A(Aps,n) = —v i(Agg,n) = AGE(Agg,n) — AGT (Aps,n) (4.129)
ou
AGR(Abs,n) = (R i(Abs,n), AGP(Ads,n) = W5V i(Abs,n).  (4130)

Les réactions électrochimiques que nous considérons ont lieu a 'interface entre un milieu
électrolyte et le métal, conducteur des électrons. Elles donnent lieu & un transfert de charges
électroniques de part et d’autre de l'interface (plus précisément) de la couche compacte ou
couche de Stern. Ce transfert entre deux milieux situés a des potentiels différents est pris en
compte dans ’écriture de I'énergie libre de la réaction électrochimique (4.129).

On peut ainsi écrire I'énergie libre de la réaction comme :

AG = AGY — AGR = AG + 2FA¢g (4.131)

ou z est la valence des charges transférées (les électrons dans notre cas).

Cependant, ce sont les énergies d’activation qui interviennent dans la cinétique, cf.
(4.113). Pour les réactions électrochimiques, on identifie 'avancement de la réaction et des
charges d’un milieu a 'autre. Ainsi, on peut considérer que le complexe activé est soumis a
une variation de potentiel intermédiaire entre 0 et A¢pg. On définit pour une réaction [74] :

L0 pgi L_0 g

_ L __1_ 9 4132
= FanestC 0 PT T oAss (4.132)
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Energie libre

A

Réactants

Complexe activé Produits

Coordonnée de la réaction

FZAng

FIGURE 4.8 — Effet du potentiel électrique sur la cinétique électrochimique. La réaction
directe est favorisée par un potentiel électrique A¢g < 0 puisque alors AGIR(A¢S) < AGHE,

La réaction rétrograde est, elle, contrariée puisque AGH (A¢gg) > AGH.

On a
1 9 _ N
_ 1 tR _ A AP
a+ B FZaA¢S(AG AG)
1 0 =P ~R
_EOMS(AG —AG)

On écrira donc :

AGH(A¢g) = AGH — azFAgg
AGH (Aps) = AGH + B2F A¢g

En utilisant la définition du potentiel chimique, donné par (4.103), on a alors :
AG* — AGH(Apg,n) = (vF)T <u° + RTLn (%) + aFAgZ)S)

AG* — AGP (Agg,n) = (W) <u° + RTLn (%) - 6FA¢S>

(4.133)
(4.134)

(4.135a)

(4.135b)

2. L’utilisation de tilde ici est traditionnelle [14, 74]. Ne pas confondre ici avec 'usage différent des

quantités liées a la réduction du modele.
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Représentation d’état. De la méme maniére que (4.115), la cinétique de la réaction s’écrit
sous la forme :

: R n P n
)=+ <Exp (%) B (%»
AG* (1 aFA¢g n
=k -Exp (— T ) . lEXp ((I/R) (ﬁ + RT + Ln (V)))

0 n
B e ) |

0 n
— k- Exp <(1/P)T (% - BF]’%AT(ﬁS +Ln <V>>> 1 +r (4.137)

En utilisant les définitions de kr et kp dans (4.116) :

- AGH (I/R)TMO B AGH (I/P)TMO
k:R—/-;-EXp<—RT)-Exp<T , k:p—/i-Exp<—RT>-Exp T

la formule (4.136) s’écrit aussi sous la forme :

£ =kp-Exp ((Z/R)TLn <£>) - Exp (M)

V RT

— kp - Exp ((Z/P)TLD (%)) - Exp <—(VP)T]§#> (4.138)

d’out

0=v [kR -Exp ((VR)TLH (%)) - Exp (%)

~ i Exp ()70 (1)) - Bxp (JVPW—M%)

4.1
% R +r (4.139)

Les débits exogenes r dépendent de concentrations n non électroniques. On peut consi-
dérer que cette derniére dépendance est affine (de type loi d’Ohm). On notera donc

r(n, In) = Bn(n® —n) + Brly (4.140)

ou B, € RN*N B; € RV : et ot le vecteur n®** représente les concentrations extérieures en
gaz hydrogene et oxygene dans les GDL (il s’agit d’un modele élémentaire de GDL, que I'on
peut enrichir) et Ips le courant dans la membrane.

La tension A¢g aux bornes de la couche de Stern est proportionnelle & la charge contenue
dans la couche diffuse (cf. Annexe A), elle-méme égale a une constante pres a la quantité
de protons dans la couche diffuse. On écrira donc, en notant Cgq la capacité associée a la
couche de Stern :

1
C
FCgg

Apg = — n (4.141)
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pour un vecteur ¢ € RY choisi de facon adéquate. Cette formule reste valable dans le cas ot
d’autres anions et cations sont présents, il faut alors également compter leurs charges.
On a par ailleurs :

1
ra+ = Brlv = 1m- (4.142)

On a alors la représentation d’état suivante :

A=y [kR - Exp ((VR)TLH <%>) Exp (M)

RT
— kp - Exp ((Z/P)TLn <%)> - Exp <—(VP)T]§#> ] +r(n, 1) (4.143a)
r(n, Ing) = Bn(n® —n) + Brly (4.143b)
Agpg = _F(ljso c'n (4.143c¢)

Représentations réduites. Comme on I’a fait pour les systémes de réaction chimiques (cf.
le passage de (4.118) a (4.121)), on peut écrire de fagon plus structurée 1’équation d’état
(4.143a). En utilisant de nouveau le changement de variable (4.68), on a :

€ =TIL (&, Tic) + v 're (4.144a)

he =1z — uguc_lrc (4.144Db)

ou L est ici définie par :

c’est-a-dire

L(&, ) = kg - Exp ((VR)T (— g‘;f},f} +1Ln (nV/)))

— kp - Exp ((I/P)T (cicngT +Ln (nvl))) . o0 = (chchfﬁé) . (4.145)

En utilisant les variables &., 7z introduites en (4.68) plutdt que n pour exprimer la dé-
pendance des débits 7 (cf.(4.140)), on écrira aussi bien :

. 0 B ext _ .
r(&e, e, I) = By, (” My x(N M”’) ( ¢ 5 ) +ByI. (4.146)
n

~ext
Ve In—wm, =N,

On exprimera aussi A¢g comme fonction de &, et ng :

1 Ve Onxv—nr) | | &e
Ade — — ol v v 4.147
gbs FCys (VE IN,MV e ( )
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En introduisant maintenant dans (4.143) le changement de variable (4.68), le systéme
d’état s’écrit alors finalement :

. 1L ) ne o1 0 _ 0 _ ert i
fc [ TL(Ees 72e) e 1 Mox(v-a) || g (Ve Oatux(v-an) & %c B
Ne On—nr, —Vgl, IN*MV vz INfMl, ngzt — s

1 Ve Onmx(v—m,) | [ &e
Apg = — c’ i v 4.148b
bs FCso (VE IN,MV Mg ( )

Exemple du mécanisme réactionnel de Tafel-Heyrovsky-Volmer (fin). On va écrire
la représentation d’état du systeme de réactions (4.44) sous la forme (4.143). On rappelle
que, pour ce systéme, n, et &, ont été définis par (4.45) et v,, vE et v’ par (4.49).

Les seules entrées non nulles de r(n, Is) ici concernant ’hydrogene et les protons. On a :

TH,
T+
0
0

Ta(na’IM) = (4149)

En supposant que ces échanges sont essentiellement diis a de la diffusion (depuis le GDL
pour ’hydrogene), on écrira par exemple

1
GDL
SCAD?{CQ (nHQ - nHQ) B A

I 4.150
7 M ( )

ra(nav IM) -

o O O =
o O = O

ou D est le coefficient de diffusion, dans la couche compacte, positif ou nul correspondant.
La formule (4.143a) est ici valable, ou les matrices By, o, By, sont données par

0
. 1|1
B, = —Scadiag{Dj;,; 0;0;0},  Bra=—% . (4.151)
0
ol Sca est la surface d’échange qui vaut :
ScA = VSeme€ca- (4.152)

On rappelle que v est la surface active spécifique, Spur est la surface géométrique de 'as-
semblage électrodes-membrane (EME) et eq, est I'épaisseur de la couche active.
D’autre part, on a

ci=(0 1 0 0) (4.153)
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Enfin, les vecteurs «, 8 vérifient :

0 0
o= lag|, GOB=|1-anl|, amayel01] (4.154)
ay 1—ay

ou ag, resp. ay est le coefficient de transfert électronique de I’étape réactionnelle de Hey-
rovsky, resp. de Volmer.
On décomposera £ défini par (4.145) selon la formule :

L(na) = | Li(ng) (4.155)

ou L1, Ly et Ly s’écrivent d’apres (4.138) sous la forme :

(na) T AT
ﬁz(na) = kpa - Exp <—%) - Exp ((uf)TLn (%))

Ly (nag)
— kpq - Exp (%) - Exp ((l/f)TLn (%})) (4.156)

4.2.5 Représentation réduite du mécanisme réactionnel de Tafel-
Heyrovsky-Volmer et analogue électrique

Représentation réduite. On reprend le mécanisme réactionnel réduit de Tafel-Heyrovsky-
Volmer donné par (4.52) :

Hy +2s = 2Hs (4.157a)
Hs=s+H" +e (4.157b)

Comme on 'a vu précédemment, ceci conduit a considérer le nouveau vecteur des taux

d’avancement (cf.(4.56)) :
&r
§ra Er+&n
(va) H (fH + §v) ( )

§v

ou IT est donné par (4. 53) En exploitant les propriétés introduites dans la section précédente,
on écrit d’apres (4.74) et (4.144)

— L a -1 0 TH.
e I (ma)) It (4.159a)
Ly (ng) 0 1y \-—%
s 27, 2 1 TH
NHs + 2N, + N+ _ I;/f (4.159b)
_2nH2 _nH+ —2 —1 _—
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ol on a posé

Lrw(ng) £rina) Lr(ng) + L (na)
Cavine ] L EE ) T ) + v ()
HV g H\Tlq Vlla

On effectue maintenant les calculs matriciels pour simplifier la forme prise ici par (4.148).
Ve, Ve,o €tant définis par (4.71) et By, o, B, par (4.151), on trouve :

. (DH 0) s
X
v, 0 1% 0 0 0
c,a B 2X2 ana c,a 2X2 — SCA
_V57ayc7a -[2 yé,a IQ Us (D%{CQ 0) 02 )
c,a X
0 O

-D% 0 0 0
0 0 00
= Sca
2D% 0 0 0
—2D% 0 0 0
et
o 0
1 Vea
Vea O2x2 I (1) Iy 1
_ Bra=——7 =7
Vé,dycya IQ U Z/_l (O) 1
—Ycalca
1 -1
Enfin
v, 0 v, 0
C; c,a 2x2 :(0 10 0) c,a 2x2 :(O 10 0)
Véa IZ Véa I2

)

Le systeme (4.159) s’écrit donc d’apres (4.148) sous la forme :

: Lty (50’ ﬁé,a) D% 0 ext Iy (O
ca = -5, ? G —&ea) — — 4.160
§ 7 (['HV(gc,aa ﬁc,a)) oA ( 0 0) ( ’ g 7 ) F (1) ( a)

. 2D 0 1 (1
Mea = ( , ;jc 0) (€ — ea) = & ( 1) In (4.160D)
o B
1 ea
Apga = — ’ 4.160
bs0 =~ o (010 0 (n a) (4.160¢)

On rappelle (cf. (4.73)) que :
—NH, B TZHS—|—27”LH2 + ng+
gc,a = ,  Nea =
N+ Ng — 2NH, — N+

_ ext ext
ext __ ", ert — 2nH2
c,a — ’ c,a —

) g o ext
0 2%y,

et
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Analogue électrique. Le schéma électrique représentant le systeme précédent est donné,
d’apres [64], par la Figure 4.9. On va maintenant le vérifier.

v —Env
+ o+
Ly
Env —€nv —1:1
- +
an
® '
SR
-
Tt 3 °

TH+

TH,

FIGURE 4.9 — Schéma électrique représentant les réactions (4.157).

La consommation ou la production de chacune des especes est définie par les coeflicients
stoechiométriques. Ceux-ci sont introduits a travers des transformateurs idéaux. Si I'espece
k participe a la j-eme réaction comme étant un réactant ou bien un produit, le condensateur
de k est connecté en parallele avec ’enroulement primaire du transformateur idéal associé a
k. Cette connexion est effectuée avec le ratio 1 : —u,fj si k est un réactant ou bien —u,f;- 01
si k est un produit, ou I/Ifj et I/Ifj sont les coefficients stoechiométriques de k.

Le couplage entre les 2-ports est effectué en appliquant la loi de Kirchhoff aux nceuds
c’est-a~dire la somme algébrique des intensités des courants arrivant a un noeud est nulle,
tout en respectant la convention de signe : le sens positif du courant est le sens entrant.

Dans ce cadre [64], chaque espéce est représentée par un condensateur modélisant son
stock. Ce stock est altéré par la réaction qui est dissipative comme nous I’avons montré dans
la proposition 4.5. Les espéces Hy et HT échangent avec l'extérieur a travers rp,, et 7p+.
On déduit en effet de la Figure 4.9

N H, -1 0 TH,

ng+| [0 1 érn —1y

as || 2 =1 \énv 0
Mg -2 1 0

qui est équivalent a (4.160). Chaque réaction est alors représentée par un 2-port noté £ sur
la Figure 4.9. Le courant qui traverse le port qui relie £ aux condensateurs modélisant le

stock des réactants, resp. des produits, est £ resp. —&. Les tensions aux bornes des ports de
L sont AGR et AGP.
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Le schéma analogique obtenu dans la Figure 4.9 représente d’une maniere détaillée le
condensateur attribué usuellement & la couche de Stern. En effet, sur la Figure 4.10, les
condensateurs dans l’encadré noire représente d’une maniére détaillé la condensateur de
Stern C'g. Tandis que le condensateur dans l’encadré rouge est attribué au condensateur

dans la couche diffuse.

! &my —&m 1
| + o+ :
1 Lyv !
D11 37 AL — —1:1 :
V- + - + !
: hHs :
e [ ® ® !
| 7, 1
A - !
IR R |
| NHs !
‘e o . ° ‘
| n : ,
L] o | ’
112 g : 1:-2 1 2
:W gTH T + £TH : —
i Lry | //
| —éry — & ! /!
: —1:1 : J
g, /
T‘H2 ’

FIGURE 4.10 — En haut le schéma analogique détaillé du mécanisme réactionnel de Tafel-
Heyrovsky-Volmer présenté sur la Figure 4.9. En bas I'emplacement de la couche de Stern

et de la couche diffuse.

4.2.6 Meécanisme réactionnel de Damjanovic et Brusic

Le mécanisme réactionnel de Damjanovic et Brusic [32] permet de décrire le mécanisme
de réduction de 'oxygene. Nous utilisons par la suite ce choix de mécanisme réactionnel, qui
est adopté par Franco [37] (voir le Chapitre 3), pour le modele de la couche compacte a la
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cathode. Ce mécanisme réactionnel s’écrit sous la forme :

Oy+HY +e” +s=0yHs  (Daml) (4.161a)
O2Hs + H20 + 2s = 30Hs (Dam2) (4.161Db)
OHs+ H" +e = HyO+s (Dam3) (4.161c)

Nous sommes donc en présence de trois réactions écrites entre sept constituants indépen-
dants. On note par ny, k € {Os,0sHs, OHs, HyO, s, H"} le nombre de moles de 1’espece k
et par &;,7 € {1,2,3} I'avancement de la j-éme réaction. On a alors :

no,
NOyHs é_l
nNoH
ne = Tl =& (4.162)
NH,O
&3
N+
ns
-1 0 1 0 O 0 0 O
1 -1 0 01 0 1 0 0
0 3 -1 0 0 1 0 3 0
Ve = , vlit= . vl = (4.163)
0o -1 1 01 0 0 0 1
-1 0 -1 1 01 0 0 O
-1 -2 1 1 2 0 0 0 1

Seules les especes Og, HT, HyO échangent avec 'extérieur. On suppose, comme pour
I’anode que cela se fait par diffusion. En introduisant les vecteurs :

TO,
0

0
re = o a=(0000 10 (4.164)
THy0

_Iv
F

0

le systeme d’état s’écrit donc, de la méme maniere que pour ’anode, sous la forme :

. _ . Ryt [ QeCele Ne
felt) = [kRC po (00 (- + 0 (7))

. ) PN\T 5&27% Ne
ke B (00 (oo + 10 (7))

+ re(ne, L) (4.165a)

Te(ne, Ing) = Bpe(n&™ —ne) + Brelu (4.165b)
1
Apg. = ~TFCa cine (4.165¢)
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ou les vecteur .. et (. vérifient :

o 11—
(Vg)TO‘c =10[, (Vf)Tﬁc = 0
a3 1-— a3

ou a, resp. aq est le coefficient de transfert électronique de I’étape réactionnelle de Daml,
resp. de Dam3 et ou B, . et By . vérifient :

0
0
. 110
By, . = —Scadiag { D, :0;0; D5, 5:0;0},  Bj.= 7 lo (4.166)
1
0
On vérifie que la matrice stochicemétrique v, est de rang plein : rank(v.) = 3. Par

conséquent, il n’est pas possible de réduire le systeme des réactions. On a alors 7, = v.,, N = 6
et M, = 3. On note :

no, NH,0 -1 0 0 0o -1 1
Nee= |noyHs |7 Nee= | ng+ | Vee=|1 -1 0], vegc=|-1 0 -1
NOHs Ng 0o 3 -1 -1 -2 1
(4.167)

En introduisant le changement de variable d’état suivant :
é-c,c = V;clnc,c’ 'Flé,c = Ngec — VE,CSC,C (4168)

nous écrivons, d’apres (4.148), le systeme (4.165) sous la forme :

éc,c _ E(fc,a ﬁé,c) . I/(;C1 O3x3 B, Vee 03x3 git — gc,c +BI,CIM
né,c 031 —VE,ch_,c1 I3 Vee I3 ﬁg,mct — Nz

(4.169a)
1 1% 0
PP L N (4.169b)
FCSO Vz.c 13 Ne,c
ou
—N0, NH,0 + 2n0, + 2n0,Hs + NOHS
§ee = —N0y = NO,Hs v Nge= | ng+ —4no, — 3no,Hs — nows (4.170)
_3n02 - 3n02H$ — NOHs Ng + NOyHs + NOHS

Remarque 4.5. On déduit de (4.170) :

N0 + 2n02 + 2n02H8 +NoHs 1 0 0
2nH,0 + NoyHs T NOHS =12 1 0] nee
Ng + NoyHs + NOHSs 0 0 1
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Dans la matrice précédente, la premicre, resp. la deuziéme ligne représente la conservation
de lozygene, resp. de l'hydrogéne. Enfin la troisieme ligne représente la conservation des
sites catalytiques.

On effectue maintenant les calculs matriciels pour simplifier la forme prise ici par (4.169).
Ve, Ve, €tant définis par (4.168) et By, ¢, By par (4.166), on trouve :

I/;C1 03><3 Vee 03><3
n,c
_VE,CV;cl I3 Vé.c I3
Dg 0 0
Vc_,cl 0 0 0 03x3
0 0 0 Vee O3x3
= Sca
& 00 Do 0 0 Vee I3
—VecVar | 0 0 0 0 0 0
0 00 0 00
Dg 0 0
Vc_,cl 0 0 0] Vee O3><3
0 00
= Sca
& 00 D¥o 0 0 D¥o 0 0
—vecVie | 0 0 O|Veet| 0 0 0]vec 0 00
0 00 0 00 0 00
Dg 0 0 0 00
& 0 0 0 00
3D 0 0 0 00
- SCA DCQC DCC DCC DCC
-2 Oy ~— “Hx0O H>O H>O 00
4D, 0 0 0 00
0 0 0 0 00
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et

o o o O

Enfin

CZ (ZZZ 0?;3) :<O 0O 0 0 1 O) (ZZi 0:;:3)
=(1 0 0)(vee )=(0 -1 1 0 0 0

Le systeme (4.169) s’écrit donc sous la forme :

'Cl (fc,a ﬁé,c) COC2 0 0
Sc,c = £2(§c,c, ﬁE,c) + SCA Df)c2 0 0 ( git — fc,c) (4,1713)
'63 (Sc,m 'Flé,c) 3 0002 0 0

20§, Do Difo
ﬁé,c = SCA 4D6C2 0 0 ( git - gc,c)
0 0 0
%20 0 0 0 s
+Sca| 0 0 0@~z — |1 FM (4.171b)
0 0 O 0
1 Ee,c
A = —— — ’ 4.171
Ose = ~ o (0 -1 10 0 0) (n) (4.171c)
On rappelle (cf. (4.170)) que :
—NO, nNH>0 + 2”02 + 2nOQHS + NOHs
gc,c = —Noy, — NOyHs ) 'FZE,C = | g+ — 4”02 —3no,Hs —NoHs | s
—3n0, — 3N0,Hs — NOHs Ns +NoyHs + NOHs
et
1 ngEOL + QnSEL
et = — |1 [ ngPt, agt= —4nGDL
3 0
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ou ngf L resp n%)OL est le nombre de moles d’hydrogene, resp. le nombre de moles d’eau a

I'interface GDL/CC.

4.3 Modele de la double couche et modele de pile

On utilise ici le modele de double couche avec anions fixes développé en Annexe A. Ce
modele est présenté avec de simples réactions d’oxydo-réduction, du type Hy = 2H ™ + 2¢~
a Panode et Oy +4H 1 = 2H50 a la cathode.

4.3.1 Modéle de la double couche

On utilise les notations de I’Annexe A. Le modele de double couche s’obtient a partir des
relations (A.5), (A.4), (A.22) et (A.25).
En définissant A¢gg = Aps + A¢p, on obtient la :

Propriété 4.1. Le modéle de la double couche s’écrit sous la forme suivante :

CSO%Ang = —R(cr, Ads) + Ju (4.172a)
Ada = Aps + Pp(Ads) (4.172b)
J = R(cr, Aps) (4.172c)
ou
N FA FA¢g\? FA
R o (2425) -t (143 (532 ) o (22525
(4.173)
RT 1 (2FAps\?
Op(Ags) = F In <1 t3 (Z(SR;?S) ) sgn Agg (4.174)

D’aprés la Propriété A.5, les fonctions J et A¢g dépendent continument des entrées
Jy >0 et cp > 0.
Pour Jyr suffisamment petit, ce modéle a un point d’équilibre localement stable.

On rappelle le sens des variables : Agg, resp. A¢p représentent la différence de potentiel
aux bornes de la couche de Stern, resp. de la couche diffuse; cr est la concentration de
réducteur (Hz) a 'anode.

Par rapport aux modeles développés dans la Section 4.2, le terme de correction de Frum-
kin est ici pris en compte. Pour intégrer ce dernier dans modeles électrochimiques plus
élaborés de la Section 4.2, il suffit :

ORT

— de considérer la différence de potentiel total Ags+ Adpp = Aps+ Pp(Aps) a la place
de A¢g dans I’évaluation de la tension aux bornes de la double couche.

. , . 1 (FAps\®
— de remplacer la concentration de protons par l'expression : ¢y | 1 + 3

— de prendre en compte I’évolution de la différence de potentiel aux bornes de la couche
de Stern, cf. (4.172a).

Remarque : le fait que ce modele soit causal en prenant comme entrées cg et Jys, permet de
représenter par exemple des essais harmoniques ou le relevé de la courbe de polarisation de
cet élément car on peut calculer les sorties utiles que sont alors J et Agy. Avec le choix fait,
Ag¢g est une variable d’état mais d’autres variables peuvent étre nécessaires pour réaliser la
fonctionnelle ﬁ(cR, Agg) si on prend un mécanisme réactionnel plus complexe.
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4.3.2 Modele de la pile

On l'obtient en instanciant le modele a 'anode et a la cathode et en fermant le circuit
extérieur sur une impédance Z.,; pouvant étre variable afin de disposer d’une entrée sur le
circuit extérieur.

Dans ce cas, ni Jys ni J ne sont connus : les modeles des doubles couches ne sont que
des relations “courants (J, Jys) - tension (Agg)”. Les courants seront déterminés a l’aide de
deux relations supplémentaires traduisant que :

1/ le courant membrane est supposé le méme pour chaque double couche;

2/ le circuit extérieur impose une relation entre U et J. On la supposera linéaire, de la forme
U = Z..+ x J, qui se réduit a un produit usuel pour une simple résistance : U = R..+J.

En pratique, on pourra régler le circuit extérieur (ici choisir Z.,; par exemple) afin d’avoir
le courant J désiré dans certaines limites. Avant de déterminer les courants atteignables, il
faut vérifier que pour tout Z.,; “raisonnable” donné, J, Jy;, ... existent.

Pour simplifier les notations, définissons les fonctions

Dy (AP) = Ap+ Ppi(A¢), pouri=a,c (4.175)
Cela donne :
0 -
_CSOQEA(ﬁSa = Ra(cRcu A¢Sa) —Ju (4176&)
0 ~
CSOcaA(ﬁSc = _RC(6007 A¢Sc) + JM (4-176b)
U= (I)dlc(A(pSc) - RMJM - (Ddla(A¢Sa) - Zewt *J (4176C)
J = 7Aé/a(CRaa A¢Sa) = 7Aé/c(COw A¢SC) (4176d)

Les entrées sont les alimentations de la pile représentées ici par cr, et co. et les sorties U
et J. Vérifions qu’il y a bien une relation causale entre elles. Ajoutant (4.176a) et (4.176b),
on déduit que Cso.Ads. — Cs0aAdg, est constant, ce qui conduit & introduire la capacité
totale des couches de Stern et les facteurs de symétrie suivants :

CSOa CSOC CSOa CSOC

CSO = ) = ) =
CSOa + CSOC ¢ CSOa + CSOC ¢ CSOa + CSOC

(4.177)

et & écrire cette constante ainsi : —5,Adgq + BeAds. = Adsp.
Multipliant maintenant (4.176a) par Cgo. et (4.176b) par Cgp,, soustrayant et divisant
par Csoq + Csoe, on obtient

0
CSO&(Anga + A¢Sc) - _RQ(CRCU A¢Sa) + JM - _RC(COC7 A¢SC) + JM

ce qui conduit a définir la nouvelle variable : A¢pg = Adpge. + Adg,. Le changement de
variables proposé s’écrit donc :

A(bSO = _BQA¢SQ + BCA¢SC (4178&)
Agps = Agse + Aggq (4.178b)

Le changement de variable réciproque s’écrit :

A¢sqe = —A¢go + BcAds (4.179)
Apse = Adgo + BaAgs (4.180)
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on a :

9 . i
CSO§A¢S = _Ra(cRa7 _A¢SO + BCA(bS) + JM = _Rc(COm A¢SO + /BaAQbS) + JM (4.181)

Nous allons maintenant étudier I’équation suivante en A¢pg pour un J donné :

(ﬁa(cRaa _A¢SO + IBCA¢S) - J)2 + (7?’6(006) AQZ)SO + BaAQbS) - ‘])2 =0 (4'182)

On doit trouver un Aggg tel que pour tout J suffisamment petit, elle ait une solution A¢g.
Pour J =0, on a Ry(cra, —Adso+ BcAds) = Re(coe, Adso + BaAds) = 0 et nous avons
vu (Propriété A.5) que l'on a alors

RT I ( k0aCRa ) RT ( kRrecoe )

oL Adsoe = — = L,
z2F kRracoo @s0c ’ kocCoo

Adsoa = —
®50 T

On a donc nécessairement Ag¢gg donné par
RT kOaCRa kRecoc
Apso = —BaA¢sa0 + BeAdseo = ——— <—5aL5a (M> + BeLs, <LO>) (4.183)
ZF kRaCoo kOCCOO
et il vérifie

7§/a(CRav _A¢SO + /BCA¢%) = 7%0(6007 A¢5’0 + /BaA¢g) =0

ou

RT koaCRa kRrecoc
A¢§ = Adseo + Adsao = —— (Lsa (];;—CR) + Ly, (k};—co)) (4.184)

de sorte que Adgqo = —Adpso + BAPY et Apseo = Adso + BaAPS.

On a donc montré que, A¢gp étant donné par (4.183), pour J = 0 I’équation (4.182) a
une solution A¢%. Pour ce méme parametre Adgo, (4.182) a donc encore une solution Agg
pour J suffisamment petit. On peut aussi interpréter ce résultat ainsi :

Agso étant donné par (4.183), pour Apg dans un voisinage de A¢% donné par (4.184), on a

7Aé/a(CRaa _A¢SO + BCA¢S) = 7Aé/c(COa AQbSO + BQA¢S)

Cette valeur commune définit une fonction ﬁceu(cRa, Cocy APg)).
Par ailleurs, avec (4.176¢), on a ®g.(Adse) — Ry — Paia(Adsa) = Zext * J, Clest
dire :

RMJM = q)dlc(A¢Sc) - q)dla(A¢Sa) - Ze:):t *J

soit encore, en fonction de la variable Ag¢g :

Rty = Paie(A¢so + BaAgs) — Paia(—Adso + BeAds) — Zewt * Reett(CRas COer Ads))

Finalement, on a donc montré le résultat suivant :

Propriété 4.2. Le systeme pile vérifie :

i) Apso étant une fonction de crq et co. donnée par (4.183), pour A¢ps dans un voisinage
de Aqﬁ%, lui aussi fonction de crq et co. donnée par (4.184), on a

7§fcell(cRaa COc, A¢S)) = 7ia(cRav _A¢SO + BCA¢S) = ,ﬁfc(COw AQbSO + /BaA¢S)
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1) Le systéeme pile s’écrit sous la forme causale suivante dans laquelle les entrées sont cprq
et coc et les sorties J et U :

0
Csog;A¢s = — Reett(CRa: Coe, Ads)) + Jar (4.185a)
1
Jyp = E [Paic(Adso + BaAds) — Paia(—Adso + BecAds) — Ueerl] (4.185b)
J = Reett(CRa: COc, Ads) (4.185¢)
Ucell = Zea:t * 7Aé/cell(CRaa COc, A¢S)) (4185d)
On a de plus
Apsc = Agso + Bulds, Adsa = —Apso + BcA¢s (4.185¢)
App; = Ppi(Apsi), pouri=a,c. (4.185f)
On a donc
0
—A
Cso 5 ¢s

= —Reet(CRa, cOe, APs) + Tt
. 1
= —Reeii(CRa, COc, Ads) + B ((I)dlc(A¢SO + BaAds) — Paia(—Adso + BeAps) — ceu>

(@)

- ell(cRm COc; A¢S)

1 _
E ((I)dlc Apso + LalAds) — Paia(—Adso + BeAds) = Zewt * Reeti(CRas COes A¢s))
d’ou :
0
Cso Aqbs ~Reett(CRay Oy Ads)

+ E (‘I’dlc(A¢so + BaAgs) — Pa(—Adso + BeAds) — Zext * Reet(CRas COes A¢s))
(4.186)

On a vu que Ag¢gg est constant : I’équation précédente définit donc completement 1’évo-
lution de A¢g (dés qu'une condition initiale est donnée). Les sorties sont alors données par
(4.185c¢) et (4.185d).

4.4 Conclusion

Compte tenu du fait que les mécanismes réactionnels dans les couches compactes de la
pile mettent en jeu plusieurs étapes intermédiaires, la modélisation de réseaux de réactions
électrochimiques est nécessaire dans le cadre de notre étude. Nous nous sommes inspirés de
travaux classiques sur I'analyse géométrique de réseaux de réactions électrochimiques pour
construire un modele de réseaux électrochimiques réduit et compatible avec la thermodyna-
mique. Nous avons utilisé ensuite le mécanisme réactionnel de Tafel-Heyrovsky-Volmer pour
modéliser 'oxydation de 'hydrogene sur les sites catalytiques a I’anode de la pile. Coté ca-
thode, nous avons utilisé le mécanisme réactionnel de Damjanovic et Brusic pour modéliser
la réduction de 'oxygeéne. La surtension dans la couche diffuse trés souvent omise dans la
modélisation de la pile a été incluse dans notre modele moyennant la correction de Frumkin
dans la formule de Butler-Volmer. Ce calcul a été détaillé dans I’Annexe A.
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Chapitre 5

Comportement harmonique des
réseaux électrochimiques

L’objectif de ce chapitre est d’utiliser la technique de la balance harmonique pour calculer
I'impédance du réseau de réactions électrochimiques et le modele de la pile obtenus au
Chapitre 4. Dans un premier temps, nous introduisons le principe de cette technique et
indiquons comment calculer 'impédance d’un systeme dynamique non linéaire entrée-sortie.
Nous appliquons ensuite cette méthode au modele du réseau de réactions électrochimiques
et le modele de la pile. Ceci permet d’obtenir I'impédance du réseau et de la pile avec
leur expression analytique présentée dans la Section 5.2. Nous calculons finalement dans la
Section 5.6 I'impédance du GDL et nous fournissons le schéma électrique associé moyennant
une décomposition quadripolaire.

5.1 Méthode de la balance harmonique pour le calcul analy-
tique d’une impédance

5.1.1 Principe de la méthode

La méthode de la balance harmonique [43] est basée sur une analyse qui permet d’ap-
procher la sortie périodique d’un systeme non-linéaire soumis & une entrée périodique, en se
limitant aux premieres harmoniques. Dans le cadre de 'analyse d’un systéme de commande
non linéaire, I'idée de base de cette méthode est de remplacer la non-linéarité d’un systeme
par son gain complexe équivalent (GCE). Le GCE est défini comme étant le fondamental
de la sortie divisé par le fondamentale de I'entrée. Dans ce contexte, le GCE est considéré
comme ’équivalent de la fonction de transfert dans le cas des systéme non linéaires.

Dans le cas de mesures d’'impédance, au cours desquelles 'effet d’un faible signal sinu-
soidal est observé et analysé, cet outil de “linéarisation” est tout a fait adapté.

5.1.2 Gain complexe équivalent (GCE)

L’application de la méthode de la balance harmonique suppose que le systeme étudié
puisse étre décomposé en une partie non linéaire suivie d’une partie linéaire se comportant
comme un filtre passe-bas efficace. Dans ces conditions, pour une entrée sinusoidale, la sortie
du systéme en générale n’est pas sinusoidale. On admet toutefois qu’elle est périodique de
méme période que 'excitation. Ainsi, la sortie renferme, en plus du premier harmonique,
des harmoniques d’ordres supérieurs supposés parfaitement éliminés par le filtre passe-bas.
Cette idée est explorée dans les lignes qui suivent.

On considére 1’élément non linéaire suivant, dont Uentrée est x(t) = X sin(wt) (Figure

107



5. Comportement harmonique des réseaux électrochimiques

5.1). Sa sortie y(t) = f(X sin(wt)), étant un signal périodique de période T = 2T, ou f est

w

z(t) = X sin(wt)
%

Non linéarité >  H(s) >

y(t) = ey sin(wt + 1)
+egsin(wt + ¢2) + ...

FIGURE 5.1 — Elément non linéaire suivi d’un systéme linéaire H(s) (filtre passe-bas).
une fonction non linéaire, peut étre décomposée en série de Fourier :

y(t) = % + > (an cos(nwt) + by, sin(nwt))

n=1

o0
= % + Z cp sin(nwt + ¢y,)

n=1

avec
w [T
ap = —/ y(t) cos(nwt)dt, n=0,1,2,...
T Jo
w [T
by, = —/ y(t)sin(nwt)dt, n=1,2,...
™ Jo
a
Cn = \/a2 + b2, ¢n:arctanb—:, n=12,...
oul = %” Partant du principe que les harmoniques d’ordre 2, 3, . .. sont filtrées par la partie

linéaire (notée H(s) dans la Figure 5.1), seul le premier harmonique a; cos(wt) + by sin(wt) =
¢ sin(wt + ¢1) est conservé. On remarque que ce premier harmonique est, par rapport a
I'entrée x(t) = X sin(wt), atténué par le facteur ¢ et déphasé de la quantité ¢;. Nous sommes
donc amené a définir la fonction de transfert généralisée ou le gain complexe équivalent (GCE)
comme suit :

N(X,w) = ;(—1 exp(idy). (5.1)

Le schéma fonctionnel de la Figure 5.1 est par conséquent remplacé par celui de la Figure
5.2.

z(t) = X sin(wt)

H(s)
N(X,w) y(t) = ey sin(wt + ¢1) ™ T

FI1GURE 5.2 — Approximation d’une non linéarité par la méthode du premier harmonique.

On peut alors conclure que le GCE est I’équivalent de la fonction de transfert dans le cas
de systéme non linéaire tant que ’entrée est sinusoidale.
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5. Comportement harmonique des réseaux électrochimiques

5.1.3 Application du méthode du gain complexe équivalent sur les mesures
d’impédance

La méthode du premier harmonique permet d’approcher la sortie périodique d’un sys-
teme différentiel non-linéaire soumis & une entrée périodique. En se limitant aux premieres
harmoniques, on peut alors calculer le GCE analytiquement et le tracer dans le plan de
Nyquist. Cette idée est illustrée dans les lignes qui suivent.

On considere le systeme différentiel suivant :

B(t) = F(x(t),u(t), y(t) = Gx(t),u(t)) (5:2)

ol z est la variable d’état et y la sortie. F' et G sont deux fonctions non linéaires. u est
Ientrée du systéme supposée sinusoidale de la forme :

u(t) = ug + uy exp(jwt), |ur| < |ugl.

Dans le cadre de 'approximation par les premieres harmoniques, on cherche les signaux
solutions sous la forme
{x(t) ~ wo + @1 exp(jwt + jou)
y(t)  ~yo+yiexp(jwt + jdy)

selon la méthode de la balance harmonique, présentée dans la section précédente, on a :

27 27

w w w

z(t)dt, wz1exp(joz) = —/Ow x(t) exp(—jwt)dt

Tro — —
21 Jo s

et d’une maniere similaire on a gy et y;. Par conséquent, le développement limité d’ordre un
du systeéme (5.2), permet d’exprimer analytiquement l'expression du GCE, Z(jw), comme
suit :

F(zp,up) =0 (5.3a)

Yo = G(xo, 'LLO) (5.3b)

) - Y1 eXp(ijy)
= 7u1

= V.G(xg,up) (Jwlg — V. F(xo, uo))f1 VuF (z0,up) + VuG(x0, ug).
(5.3c)

Z(jw

La formule (5.3c) peut tout aussi bien étre vue comme 'impédance entrée sortie. Contraire-
ment & la fonction de transfert usuelle, elle est liée au point de fonctionnement particulier
envisagé.

5.2 Application a un réseau de réactions électrochimiques

Le systeme d’équations différentielles obtenu dans la Section 4.2.4 du Chapitre 4 (cf.
(4.143a) ) s’écrit sous la forme :

oo (01 (7)) e (572

—kp - Exp ((VP)TLn (%)) - Exp (—M> +r(n,Iy) (5.4)

RT
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5. Comportement harmonique des réseaux électrochimiques

ou encore (cf. (4.148a))

& L, Ne) vl Oayx(v—m) Ve Opp,x(N—1,) ot —¢,
— + B, + Brly
Mz ON—wm, —vav, In_w, Ve In_n, nevt — g
(5.5)

ou L est donné par (4.145).

Courbe de polarisation. Dans le cas stationnaire on fixe I = [y, £ = ¢4 pg*t = pgdt

ot I, £, nEEt sont des constantes de R, RM» et RV=Mv_ En utilisant (5.5) on doit avoir &

I’équilibre Vt > 0 :

£ =0 (5.6a)
iz =0 (5.6b)
0
On cherche a déterminer les états d’équilibre ‘ € RV, Ceux-ci sont donc les solutions
neo
du systeme :
TIL(Eco, o) vel Onx(n—n, Ve Om,x(N-M, &= €
cl cl _ c x( ) Bn c x( ) c0 cl n BIIMO
ON—m, —I/El/gl In_p, Vs In_, ﬁggt — Nz
(5.7)

Théoréme 5.8. Pour tout Iy, E5Y, RS, les états d’équilibres sont, s’ils existent, les solu-
tions (&c0,Mz0) de Uéquation (5.7) telles que toutes les composantes de

chcO
ng =

ve€eo + Nizo
sont positives ou nulles.

Impédance. On supposera ici que l'entrée courant I(t) est égale a

I(t) = Ino + Innexp(jwt),  t>0 (5.8)

ext

=" restent constantes :

pour Iy et Inp fixés et que les valeurs de £ 7

M) =gkt Rt =ng',  t>=0

pour {54 € RMv et ngt e RN=Mv donnés. Dans le cadre de Papproximation par les premiéres

Veleo
harmoniques, on suppose que ng = o est un état d’équilibre et on cherche la
ve&eo + Neo
solution sous la forme approchée :
n(t) = no + ni exp(jwt). (5.9)
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5. Comportement harmonique des réseaux électrochimiques

L’impédance que I'on cherche s’écrit sous la forme :

A
Z(jw) = és1 (5.10)
I
ou la premiere harmonique A¢g, vérifie :
Ad L o (5.11)
=— c'ny. .
S1 FCso 1

Les calculs peuvent étre menés indifféremment a partir de (5.5) ou de (5.4). Pour plus de
simplicité, on part ici de (5.4). Le principe de la méthode de la balance harmonique consiste,
en remplacant (5.9) et (5.8) dans (5.4), a écrire :

1 2 ~ ~
jwny = %1// A(AGR(nO + nyexp(jt)), AGF (ng + ny exp(jt))) exp(—jt)dt
0

— Byni + Briyn (512)

On pose maintenant par simplicité :

FE () = k- Bxp [(VR)T <— CO;ZT +Ln (%))] (5.13a)
FP (n) = kp - Exp {(VP)T (Ci(C)T]gT +Ln (%))} (5.13b)

L’intégrale contenue dans (5.12) s’écrit encore :
1 2m R p
o | [P (ng + naexp(jt)) = F* (ng + na exp(jt)) | exp(—jt)dt (5.14)

on 'approxime par :

—VFP

o

<VFR no) ny (5.15)

On montre sans difficulté les deux résultats suivants :

Lemme 5.9. Soit Ve R, A € RM*N B e RM . Pour tout ng,dng € RY, on a :

ng + dng no dng
- -, = —— — .1
IJn( % ) I‘n(v) + - +0(dn0) (5 6)

EXp(A(nO +dng) + B) = Exp(Ang + B) + (Adny) - Exp(Ang + B) + o(dno) (5.17)

ot le terme o est tel que :
o(dng)

0.
dno

w——+00

On rappelle que dans (5.16) et (5.17), les quotients des vecteurs sont calculés terme a
terme, de méme que les fonctions Ln et Exp. On déduit du lemme précédent :

cdng + FT (ng) - ((I/R)T%) + o(dny)

F (ng + dno) = F(ng) — F* (ny) - no
(5.18)

F
CsoRT
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5. Comportement harmonique des réseaux électrochimiques

Lemme 5.10. Pour tout A€ R"P, u € RP et v e R", on a :
Au - v = diag{v} Au
U1
ot par définition diag{v} =

Un,

On déduit de (5.18) et du Lemme 5.10

1 n
_ R . R\T ( _ T 2
ny = F%(ng) ((y ) ( CSORTaC ny + no))

= () ()7 (— g’ + ding { 25k ) )

= diag {FR (no)} (T <—CSO1RTQCT + diag {]I—N}) ni (5.19)

no

VFE

no

La formule (5.12) peut maintenant s’écrire :
jwny = Ani — B,n1 + Brl; (5.20)

ou

e y<diag {FR(nO)} (V)T (_ CgolRTaCT + diag {%})

_diag {FP (no)} WF)T (CsolRTﬁCT + diag {]Tll_];[}) )

On obtient d’apres (5.20) :

ny = (ijN — A+ Bn)ilijl (521)

L’impédance Z(jw) s’écrit finalement sous la forme :

Z(jw) = Cp(jwly — A+ B,) ' By (5.22a)
ou
A = vdiag {FR(nO)} (BT (— ! ac’ + diag {H—N})
CsoRT no

~ vdiag { F” (no)} ()" <— CS;RT B¢ + diag {%}) (5.22D)

et P, R sont définis par (5.13).
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5. Comportement harmonique des réseaux électrochimiques

5.3 Meécanisme réactionnel de Tafel-Heyrovsky-Volmer a
I’anode de la pile

Le systéeme d’état dans la couche compacte de l'anode de la pile est donné par (cf.
(4.160)) :

LTH(gc,aa 'Flc a) 1CT{ I 0
e = — Soa (655 — o) = 5 (5.23a)
EHV(SC,CL) ﬁc a 0 1
DCC I 1
nca - SCA 2 ext gc a) — FM (523b)
—2D§§2 -1
1 §ea
A¢sa =~ 7o (0 10 0) (5.23¢)
S0 -
né,a
On rappelle (cf. (4.73)) que :
—ng, ) NHs + 2nH, + N+
gc,a = ,  Nea =
N+ Ng — 2NH, — N+

et (cf. (4.156), (4.158))

LTH(&C as 'FZE a) aFcTn n
T | =1kge - E AT ——— 2 4 In (-2
) i Xp((”“) ( CsoRT © n(V)))

EHV(gc,aa né,a)
ko B (( PyT (5Fc g g (@))) P O2x1
Pa - BXD CS()RT % ) Ng = c,a 3

nE,a
(5.24)
En s’inspirant de Franco [37], on suppose que :
_pGDL Py Vv
ot = = Hm (5.25)
0 0
ou ngD L est le nombre de mole de ’hydrogeéne & l'interface GDL/CC.
5.3.1 Courbes de polarisation
A DPéquilibre, (5.23b) est équivalent & :
2D 1017
—Sea P | (5o = nay0) = - (5.26)
—2D5¢ -1
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5. Comportement harmonique des réseaux électrochimiques

d’ou
1 Iy

- ¥ 5.27
2ScaDp, F (5:27)

ext —
an,O - nHQ,O -

et on cherche a calculer ny+ o, nps o et nsp. La valeur de nys + ns est égale au nombre total
de sites :

NHs + Ns = Nmax (528)

On peut alors exprimer n, ¢ en fonction de ngs ¢ et il nous reste a déterminer n H+0 et s -
A Téquilibre, on a d’apres (5.23a)

LTH(gc,aa 'Flé,a) D%Q 0 . IM 0
= Sca (& —&ea) + 5 (5.29)
EHV(gc,aa ﬁé,a) 0 0 1
En éliminant np, o et ng o, ce systeme se résume donc a un systeme de deux équations en
deux inconnues (en ny+ et nys).
La résolution de ce systeme, permet de trouver les valeurs correspondante n,g des concen-
trations d’équilibre. La différence de potentiel a I’équilibre s’écrit alors sous la forme :

1 gc,aO
Bésao =75~ (0 1 0 0) (530)

Ne,a0

Cette formule permet de tracer les courbes de polarisation.

5.4 Meécanisme réactionnel de Damjanovic et Brusic a la ca-
thode de la pile

Le systéme d’état dans la couche compacte de la cathode de la pile est donné par (cf.
(4.171))

Ly (gc,w ﬁE,c) D02 0 0
bee=| Lo(€ourite) | +Sca| Do, 0 0 (€5 —¢e) (5.31a)
'63 (Sc,a 'Flé,c) 3D02 0 0

_2D02 _DHQO DHQO

fze = ScA 4D, 0 0 ( Sf;t —&ee)
0 0 0
Do 0 0 0

ent - I
+Sca| 0 0 o (A —fee) + |1 FM (5.31b)
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A ! ) See (5.31c)
= —— — . C
®sec FSco (0 11000)]|

On rappelle (cf. (4.170)) que :

—NO, NH,0 + 2n0, + 2no,as + NoHs
e = —nO, — MOy Hs » Tae = | nygy —4no, — 3no,ms — nows |0 (5:32)
—3’/102 - 3nOgHs — NOHs ng + NOoyHs +nomus

En s’inspirant de Franco [37], on suppose que :

1 1
P,
ct=—|1|n&l=-|1 —H(;Q 14 (5.33a)
2
3 3
et
272V +nGlk
e = ARV (5.33D)
0
5.4.1 Courbes de polarisation
A Déquilibre, (5.31b) est équivalent & :
_2D02 _DHQO DHQO
Sca ( g% - 50700)
4Do, 0 0
Do 0 0 0] s
N (R — Ticeo) + | | 5 (5:34)
0 0 0 1
On déduit d’apres (5.32) :
2D0, (15,0 — 110,,0) + D0 (0,0 — 1#:0,0) = 0 (5.35a)
Iy
4D0, (n3;0 = n00) = ~ g~ (5.35b)
d’ou
nSFo o —n o (5.36a)
H>0,0 H20,0 QFDHQOSCA .
Ing
ert = 5.36b
n0270 n0270 4FD02 SCA ( )
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et on cherche a calculer ny+ g, n0,H5,0, MOHs,0 €6 Ns . La valeur de no,ps +nons + ns est
égale au nombre total de sites :

NOsHs + noHs + Ns = Nmax- (537)
On peut alors exprimer n, g en fonction de no, s,0 €t nowHs 0, il nous reste alors a déterminer :

NE+.0s N0y Hs,0 €6 NOHs,0-
D’apres (5.31a), on a a 1’équilibre :

El (50,007 ﬁE,cO) DO2 0 0
EQ(SC,COaﬁE,CO) = —Sca D02 00 ( sj’% N SC’CO) (5'38)
L3(&e.c05 z,c0) 3Do, 0 0

En éliminant no, 0, nH,0,0 €t ns 0, le systeme (5.38) se résume donc & un systeme de trois
équations scalaires en trois inconnues scalaires en ng+ o, no,Hs,0 €t noms,- La résolution de
ce systeme permet de determiner ces inconnus et par conséquent on obtient & .o et 7z 0. La
différence de potentiel a I’équilibre s’écrit alors sous la forme :

1 gc,cO
A¢sc,o=—m (0 -1 100 0) (5.39)

TNLE,CO
Cette formule permet de tracer les courbes de polarisation.

5.5 Modele d’impédance de double couche et de pile avec
prise en compte la correction de Frumkin

5.5.1 Modéle de double couche

On considere une demi pile soumise a un courant :
Jnr(t) = Jaro + Jar cos(wt) (5.40)

et & une concentration d’entrée constante crg. On suppose qu’il existe une tension d’équilibre
Agpg telle que Jyr0 = R(cr, Apsp). Au vu de (4.172a), on a au premier ordre :

- -1
Agpg1 = (jwcso + 82R(CR7A¢S,O)) I (5.41a)
Agay = (1+9Pp(A¢so)) Ads, (5.41b)
 Aday ., . _
En notant par Zg(w) = 5 I'impédance de la double couche, on a alors d’apres (5.41) :
M1
~ -1
Za(w) = (1+ 0 (Adsy)) (jwCso + BR(cr, Ads)) (5.42)

Ce qui fournit un modele d’impédance de la double couche.
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5.5.2 Modele de la pile

On considére maintenant le modele de pile donné par (4.172). Comme on ’a vu, il peut
étre transformé en (4.186) donné par :

0
CSO—A¢S ~Reett(CRas COcy Ads)

+ ﬁ (‘I’dlc(A¢so + BaAgs) — o (—Adso + BeAds) — Zext * Reelt(CRas COer A¢s))
(5.43)

Circuit utilisé pour une expérience d’impédance. Il faut introduire un courant os-
cillant. On suppose qu’on met en série avec la charge extérieure un courant Jy,y(t). Seul le
courant J — Jj,, passe maintenant dans la charge extérieure, et on a donc au lieu de (4.185d)

Ucell = Zewt * (ﬁcell(cRaa COc» A¢S) - Jz’mp) (5.44)

Le reste des équations (4.176) est inchangé, et I’équation (4.186) est maintenant a remplacer
par :

0
CSO—A¢S = —Reet(CRas COcs Ads)

+R— (q)dlc(A¢SO + /BaA¢S) - (bdla(_AQZ)SO + BCAQZ)S) — ZLext * (ﬁcell(cRaa COc;, A¢S) - szp))
M

(5.45)
Equilibre. On suppose Jjy,, stationnaire : Jj,, = Jzomp L’équilibre Agbg doit vérifier
RMﬁcell (CRm COc, A¢OS)
= Paic(Adso + BaAdy) — Pata(—Adso + BeADS) — Zewt(0) (ﬁcell(cRaa coc, APY) — Jzomp>
(5.46)
ol Zeyt(0) = Zezt(jw)|w=0- Les tensions et courant d’équilibre sont donnés par :

JO - ,ﬁ/cell(cRav COc, A¢g’) (547&)
Ugell = Ze:vt(o) 7écell(cRaa COc; AQZ)%) (5.47b)

Impédance. On suppose maintenant : Jj,, oscillant autour de ’équilibre précédent :
Jimp = Jzomp + Jllmp coswt. En utilisant I'exposant 1 pour les composantes sinusoidales des
signaux, on a

Ry (jwcso + 03Reet(CRas COes A¢%)) A¢g
= (Bu0®aie(Adso + BaAGY) — B0t~ Adso + e A6%) ) Adk
_Ze:vt(jw) (83Rcell(CRaa COc;) A¢S) A¢S zmp)

La notation d3 désigne la dérivation par rapport a la troisieme variable. On a donc :

ezt(jw) 1 Zezt(jw) 1
A =
Tt ) M= e

ol Ty (548)

<Jw + @+ 03Receti(CRa, COery ADY)
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ou la constante a est définie par :

1

a|@ = —
Ry Cso

(537~3ceu(CRa7 cOes APY) — BaOPaic(Adso + BaAdL) + BeOPaia(—Adso + 5cA¢%))

(5.49)
On déduit de (5.48) le transfert

. Agy . 5 Zext(Jw -1 Zext(Jw
200) = FE5 = (jur+ a-+ 0Reatlenascors Do) 2L ) Zertl?)
imp

et on déduit finalement de ce transfert le modele d’impédance de la pile complete notée Zie
que nous recherchons. En effet,

Ut ~ ) .
Zpile = Jl— = 83Rcell(cRaa COc; A¢%) Zezt(]w)z(]w)

imp

On en déduit donc

Zewt (]w)) _1Zea:t(jw)
RyCiso Ry Cso
(5.50)

Zpile :837écell(cRa, COc; A¢OS) Legt (]w) (jw+a+a37écell(cRaa COc;) A¢g’)

5.6 Décomposition quadripolaire du GDL

L’objective de cette section est d’obtenir un schéma électrique analogique de la couche
de diffusion des gaz (DGL). Tout d’abord, nous calculons ici I'impédance de la couche de
diffusion des gaz (GDL) et en se basant sur une décomposition quadripolaire nous obtenons
le schéma électrique associé. On considere par exemple 'anode, le GDL & la cathode étant
modélisée de la méme facon.

H,

H ° e ® i e 4 0, %]
é\i > | Q > < > | (%‘(/\)
7

GDLa ° ® ® e e ® GDLe ]

, CDA M e O, ©:

e e
CCA cee ‘
Zr‘:zl
1 I

FIGURE 5.3 — Schéma électrique de la pile. La couleur bleue indique le chemin de ’hydrogene.
Le couleur rouge (resp. orange) indique le déplacement des électrons (resp. des protons). La
couleur verte indique le chemin de I'oxygene.

Remarque 5.6. Lorsque les sources d’hydrogene et d’oxygéne sont branchées, la pile est un
dipole électrique comme on le voit Figure 5.3. Sans ces sources, elle posséde naturellement
3 ports : un port pour U’hydrogéne, un port pour l'oxygéne et un port électrique. Chaque
demi-pile posséde donc trois des six poles de départ plus un port a l’endroit de la coupure :
Uanode (resp. la cathode) a un port d’hydrogéne (resp. d’oxygéne), un port de protons et le
pole négatif (resp. positif) de la pile. On retrouve cette organisation avec 2 ports et un pole
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électrique pour les couches compactes, les autres élements étant des dipdles ou quadripdles

classiques

Le sens positif du courant est le sens entrant pour chaque port. La somme des courants

est nulle a chaque nceud.

5.6.1 Modele quadripolaire

qH,.gdla,1

CH,.gdla1

GDLa

4Hs,gdla,1

qH,.gdla,2

CHz,gdla,Q

qH,,gdla,2

FIGURE 5.4 — GDL anode

quantité | unité quantité | unité
port 1 gazeux | Cp, gdia,1 mol.m™3 4Ho,gdla,1 mol.s™
port 2 gazeux | Cr, gdia,2 mol.m™3 4H>,gdla,2 mol.s™

TABLE 5.1 — Variables des ports du GDL anode

L’évolution de la concentration Cp, en hydrogene a ’anode s’écrit sous la forme :

8CH2 . 8qH2

Sca o (z,1) = p (z,1), 2z €]z, 2]
oC

QHQ(Z,t) — _SCADHQWP&(ZJ':); z 6]21522[

: oC )
Utz gatai = (—1)'ScaDu, =~ (z1), i=1,2
CHg gdla,i — CHQ (ZZ) i aCfH2
R =(=1) Dy, —=(z;), =1,2
T, (=1)"ScaDm, —5 = (i)

ol Sca est la surface d’échange, qui vaut :

Sca = ’YSEME €oa-

(5.51a)
(5.51b)
(5.51c)

(5.51d)

(5.52)

En regroupant les équations (5.51a) et (5.51b), le systeéme (5.51) s’écrit sous la forme :

oCh. 9*Cy
72(2,75) = DHQT;(ZJ),
qHy gdla; = (—1) SCADHQWQ

CHs,gdla,i = CH,(2i) + RiqH, gdiasi,

z €]z1, 22]
(Zi), 1=1,2
i=1,2

(5.53a)

(5.53b)
(5.53¢)
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On posera
z1 =0, 22 = €gdla
On a d’apres (5.51a) et (5.51b) :
d €gdla
SCA% /0 CH2 (Z’ t)dz = 4Ha,gdla,1 + 4dHs,gdla,2 (5.54&)

et d’apres (5.51c) et (5.51d) :

1 €gdla _
> /O qm, (2, t)dz = R (Chiy gdian — R1dHy gdiay — CHygdia,2 + R14i, gdia2) (5.54D)
gala
ou
€qgdla
Ry = —22— 5.54¢
gata SCADHQ ( )

Remarque 5.7. Le GDL dans notre modéle représente le Nafion imprégné dans le modéle
de Franco.

Remarque 5.8. (5.53a) représente l’équation de la diffusion dans le GDL. Les équations
(5.53b) définissent des notations compatibles avec la théorie des quadripdles : on a effective-
ment

QHs gdla,1 = QH,(21), AHy,gdla,2 = —qH,(%2) (5.55)

Pour tout valeur donnée de C, 4qiq,1, On peut définir 'opérateur Neumann-to-Dirichlet
NtD,, qui vérifie par construction :

CHy,gdla2 = NtDa.qH, gdla2 = Rwa * QHa,gdla,2 + Ga * CHa gdila,1- (5.56)

5.6.2 Formulation variationnelle

En multipliant (5.53a) par ¢ € H'(]z1, 22[) et en intégrant en z entre z; et 2o, on obtient :

d [* 22 82CH2
G | Ot tiperdz = D, [ S o)
0CHh,

— D, [ TG () 5+ Dy T )ele) — Dty T ()le) (550

En utilisant les conditions aux bords (5.53b) et (5.53c) on obtient :

d [z 22 9C'y Op CHs,gdla,2 — Cr,(22)
el t d — _D 2 d 2,9 5 2
G | Ome ez = —Di, [ © T () T (e 4 el A (o)
CHy gdia,g — Cr,y(21)
EA z 5.58
Soif p(z1) (5.58)
On note :
oC Dy
A(C,¢) = =D, (E’ 5) SCA Z C (z)p(zi) (5.59)

ot (.,.)z2 est le produit scalaire dans L? définit par :

P = | C(z t)p(2)dz
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On a alors

0CH. 1 &
( 815 - ) 90) 12 — A(CHQ’ S— Zl Hg,gdla Z’YZZ(SO)

ol v, est l'opérateur trace, défini par :
V2 (9) = o(zi)-
5.6.3 Comportement harmonique

On cherche une solution de (5.51) sous la forme :

Ch,(2,1) = C(2) exp(jwt),  qm,(z,t) = q(2) exp(jwt).
On a d’apres (5.61), (5.51¢) et (5.51d) :

AHs,gdla = q(0) exp(jwt),  qHy gdia2 = —q(€gdia) eXp(jwi)

(5.60)

(5.61)

(5.62a)

CHy gdla, = (C(0) + R1q(0)) exp(jwt), Crygdia2 = (Clegaia) — R2q(egaia)) exp(jwt)

D’apres (5.51a), on a :

, 9q(z) 9C(z)
ScajwC(z) = — 5, q(z) = —=ScaDp, 5
On obtient I’équation suivante :
0%q oC jw
—(z) = =5 — = .
52 (7) = —Scajw- DH2Q(Z)
En introduisant la constante de temps de diffusion suivante
S eﬁdza
gdla DH2

I’équation précédente s’écrit sous la forme :

9%q JWTydla
——(2) = =T q(2).
072 Codla

La solution de (5.66) est donnée par :

q(2) = avexp <@Z> + [ exp <—@z> )

€gdla €gdla
On a alors :
q(0) =a+p
q(€gdia) = cvexp (\/jWngla) + Bexp (_\/jWngla>
On obtient

1 q(0) 1
— X
2sinh /jwT, i
I gdla Q(egdla) exp (_ LV .]w'rgdla)

_ 4(egdia) — q(0) exp (—/JWTgdla)
2sinh \/jwTyqia
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(5.67)
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et
1 q(0)
p=- 2sinh \/jwTgdiq x
JWTgdla exp (\JwTydia)  q(egdia)
_ q(0) exp (\/JwTydia) — q(€gdia) (5.69Db)

2sinh \/jwTyd1a

Par ailleurs, on a d’apres (5.63) et (5.67) :

C(Z) _ 1 aQ(Z) _ 1 Tgdla [a exp <\/ j(-‘”—gdla Z) — Bexp <_ iV jw'rgdla Z)]

SCAjw 9z SCAegdla Jw €gdla €gdla
R \/JWT, \/JWT,
_ : gdla aexp JWTgdla 5 ,8 exp | — JWTgdla 5
V JWTgdla €gdla €gdia

d’ot, en utilisant (5.69) :

C(0) = ——ode_ (o, — )

V jWngla
Ryaia__a(eqara) — 4(0) exp (= v/jwTgaia) — 4(0) exp (VjwTgdia) + 4(¢gata)
VIO gdla 2sinh \/jwTyd1a
_ Ryaa (0) cosh /jwTyaia — q(egaia) (5.71a)

V jWngla sinh AV jWngla

R X ;
Cegdia) = —ﬁ (Oé exp (\/]ngdla) — Bexp <_\/JWngla))
Rgdla egdla €XDP 4/ JWngla + q egdla) €xp ( \ jWngla)
VJWTgdla 2 smh \ /JWngla
_ Rgdla Q(O) - q(egdla) cosh vV jw'rgdla (5 71b)

N sinh \/jwTgdia

En utilisant (5.62), on en déduit que :

Ryaia
C = J ( cosh /jwT, ) R
Hs,gdla,1 \/msnlh\/m QHz,gdla,2+QH2,gdla,1 JWTgdla + 19H;,gdla,1
(5.72a)
Ryaia 1
c = z ( cosh  /jwrT, ) R
Hs,gdla,2 \/msmh \/m dHs,gdla,1 + qHs,gdla,2 JWTgdla + 24 Hs,gdla,2
(5.72b)
d’ou la relation d’impédance suivante :
CHQ,gdla,l 4Hs,gdla,1
- Z(dila) (573&)
CHs,gdla,2 GHo,gdla,2
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ou

1 1
Z(Q p ) _ Rgdla tanh A /dengla sinh A /jWngla + Rl 0 (5 73b)
g \ jWngla 1 1 0 R '
sinh \/jwTgaie  tanh \/jwryqia ?

On va maintenant écrire le systéme (5.72) en utilisant une représentation sous forme

Zn Zi2
Transmission. En utilisant par exemple [42], si Z(Qgd1a) = ;on a T'(Qgdia) =
Zo L
Tyn Ti2|
ol
Ty To
Z11 Zn 2o — Z12Zn 1 Z22
Ty =212 7, = Ty = ——, To =22,
n= I 7 v A= =
On a donc

1 Ri\/jwTgqia \ . - .
T, = sinh  / . i=1,2 5.74

Ty = V¥ gdia ) \/ JWTgdla (5.74b)

Rgdla

( Rgdla 1 + Rl) ( Rydla 1 + RQ) _ 'R£27dla 1
\/jw’rgdla tanh \/jWT_qdla \/jWT_qdla tanh \/jWngla JWTgdla sinh? \/jWngla
Rgdla
\/jwrgdla sinh \/jLUngla

Rya Ry Ro\/jwTgdla \ . . ;
= (\/ngTj + ot 9o sinh y/jwTgaia + (R1 + Ra) cosh y/ jwTyaia (5.74c)

d’ou la relation de transmission suivante :

Tio =

CHQ,gdla,l CHQ ,gdla,2
= T(dila) (5.75)
4Hj,gdla,1 —4Ho,gdla,2
ou
T Tho
T(Qgadia) = (5.76a)
Tor Tho

1 R; jWngla . . .
Ty = v sinh  / . i=1,2 5.76b
i <tanh jCUngla + Rgdla sin JWTgdla ? ( )

Rydia RiRy\/jwTgaia \ . 4 4
T = g ’ h Ry + Ry) cosh 5.76
12 (\/m + Route sin \/m + (R1 + R2) cos W (5.76¢)

Ty = Y90 b o pata (5.76d)

Rgdla
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oll Ryqiq €t Tyara sont donnés en (5.54c) et (5.65).

Calcul de I’'impédance caractéristique. On note par Z. I'impédance caractéristique, qui
vérifie par définition les relations suivantes :

CHy gdia2 = —Zc(JW)qH, gdia,2 (5.77a)
CHy gdia, = Ze(JW)qHs gdla,1 (5.77b)

D’apres (5.76) et (4.6), on obtient :

T R? Ry + Ro)R
Zo— B2 _ | Sate g E ) R
T JWTgdla VIWTgdia tanh \/JwTya1a
o Rgdla RIR Rl + R2 \ jWngla (5 78)

2.
= = 1+ JWTedla + -
VIWTgdla $ Rgdla g Ryqia  tanh \/jw7yqia

Etude de la positivité de Z(Qgaq). On a clairement :

1 1
Z(Quata) > Ryaia tanh \/jwTyq.  sinh \/jwTyaia
garalr = \/jWngla 1 1
sinh A\ /j(.dngla tanh A\ /j(.dngla

au sens des matrices définies positives, cette derniere valeur étant obtenue pour 7 = Ry = 0.
On va montrer que Z(Qgqq) est déja dissipatif dans ce cas limite.

Lemme 5.11. Le quadripile défini par Z(Qgq1a) est dissipatif lorsque Ry = Ry = 0.

Démonstration. On introduit I'égalité suivante :

. - . . V/WTgdla
\/ JwWTgdla = a(1+7), o= T

on a alors :

i ; : . exp(a)(cosa + jsina) — exp(—a)(cosa — jsin«
Smh\/m:smh(a(l‘i‘])): p(e)( J ) 5 p(—a)( J )

= sinh v cos o + j cosh asin «v

; . exp(a)(cosa + jsina) + exp(—a)(cos o — 7 sin «
cosh \/ jwTgqra = cosh(a(l + 7)) = p(a)( J ) 5 p(=a)( J )

= cosh awcos o + j sinh asin «

d’ou
Rydia Ryqia  sinhacosa — jcoshasina

VIWTgdla SINh \/FWTgarq - a(1 + j) sinh? acos? o + cosh? asin? o
Rydia (1 — j)(sinh avcos oo — j cosh arsin )
2

2c¢ sinh? o cos? av + cosh? asin

a
Ryaiq (sinh o cos oo — cosh asin ar) — j(sinh v cos o + cosh arsin «v)
20 sinh? o cos? v 4 cosh? asin? o
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On en déduit que :

Rydia Rgdiq (sinh a cos o — cosh asin a) — j(sinh v cos @ 4 cosh arsin )

VIWTgdia tanh \/jwTyqa 2c¢ sinh? o cos? a + cosh? asin? o
X (cosh avcos av + j sinh v sin o)

_ Rgqiq (sinh a cosh a — cos asin o) — j(sinh a cosh a + cos asin )

20 sinh? o cos? o + cosh? asin? o

On a donc

Ryqia  sinh o cosh o — cos asin «

Zi+ 211, Zog + Zyy > >0

2 — )

— 5 7 Ya > 0.
2a sinh” a cos? a + cosh” asin® o

d’ott
Re(Z11) >0, Re(Zs) > 0. (5.79)

D’autre part,

(Z11 + Z11)(Zoz + Z33) — (Z12 + Z51)(Z21 + Z75)

( gdla

)
> (sinh v cosh o — cos asin a)? — (sinh av cos a — cosh asin a)?
( gdla ) 2 (sinh o — sin a)(cosh a + cos ) (sinh av + sin @) (cosh o — cos @)
2

(sinh? a cos? v 4 cosh? a sin? o)2

(sinh? a cos? o + cosh? asin? @)
_ ( gdia )2 (sinh? ;)z — sin? a)(coshia — cos? @) >0, a>0.
(sinh® a cos? a + cosh® asin? )2
d’ou
(Zu1 + Z11)(Z22 + Z33) 2 (Zha + Z231)(Z21 + Z1). (5.80)
U

Factorisation de la matrice de transmission : Soit le quadripdle représenté sur la
Figure 5.5. On rappelle que la relation de transmission correspondant a la Figure 5.5 est

-[1 R +R1 R +R2 _[2
- — /N NVV\L = = o

Vi v Vs

FIGURE 5.5 — Schéma électrique d’un quadripole

alors :

V1 V2
=T(Q1;Q2;Q3) (5.81)
Il _IQ
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1 R+R; 1 0 1 R+ Ry
T(Ql) = ) T(Q2) = ) T(Q3) =
0 1 -Y 1 0 1

On va maintenant factoriser T}, en utilisant le lemme suivant.

Proposition 5.12. La matrice de transmission T(Qgq1o) définie par (5.76) se décompose de
la maniére suivante :

T(dila) = T(Ql; Q2§ QB) (5.82)
avec
1 Rwe+ R 1 0 1 Rwe+ R
T(Q1) = v H T(Qs) = Q) = w 1
0 1 _YWa 1 0 1
ot

Rivaljew) = —2odla_ oy ( VI9T0dia (5.83a)
\V JWTgdla 2

Ywa(jw) = Vol o \/ JWTgdla (5.83b)

gdla

et Rydia; Tgdia sont données par (5.54c) et (5.65). De plus cette décomposition est unique.

Démonstration. Montrons d’abord (5.82).

1 Rwat+tRi|[1 O 1 o)1 o 1 Rwa+ Ry
T(Q1;Q2;Q3) =

14+ (Rwe+ R1)Ywa Rwa+Ri| |1 Rwe+ R

YWa 1 0 1

1+ (Rwa+ R1)Ywa (Rwa+ R2)(1+ (Rwa + R1)Ywa) + Rwa + Ra

Ywa 1+ (Rwa + R2)Ywa

On a d’apres (5.83a)-(5.83Db) :

sinh /2% 7gdla Ri1\/jwr,
1+ (RWa + Rz’)YWa =1+ —2 sinh 4 /jWngla + % sinh A /jWngla
cosh y/ 2gdle gdla

. .
14 200 (W%dla) AR ZITER NN

2 Rgdla
/. R; vV jWngla . /. .
= cosh JWTgdla + W sinh JWTgdias 1= 1’ 2
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On en déduit que :

(Rwa + R2)(1 4+ (Rwa + R1)Ywa)

Ryaia ViWTgdia R/ jwTgdla
= | —=—=———=tanh + Ry cosh ij dl sinh /jwToq
< \V JWTgdla 2 g gdla g

R w w Ri+/jwr,
= | === gdla tanh J ngla 2 cosh? J ngla — J VI gdla sinh y/jwTgdia
V JWTgdla 2 Rgdla

\/ﬂi‘l% sinh \/m + 2Rj cosh? (\/W) + Ry tanh <@> sinh \/‘m
gdla

R Ry /jwrT VjwT,
142 .7 gdla sinh /JWngla gdla anh JWTgdla . R2
Rydia VJwT, gdla 2

Rgdla Rl R2 JWngla
= : sinh \/jwTyqia + Ro cosh \/ jwT,q
< V JWngla Rgdla g g
dla dla VIWTgdla
+ R; tanh 79 sinh / jwTya g anh | ———
( J gaa C‘-)7_gdla 2

on a alors :

(Rwa + R2) (14 (Rwa + R1)Ywa) + Rwa + Ra

R Ry Ra\/jwTgaia \ . ; ,
= < jjj_ladl + Rog 972 | sinh 4 [ jwTgdia + (R1 + Ra) cosh y/jwTydia
gdla gdla

d’ou (5.82). Réciproquement, supposons que (5.82) est vérifiée, pour des valeurs de Ry, Yiva
a déterminer. On remarque que le probleme d’identification revient a résoudre un systeme
de deux équations a deux inconnues en Ryy, et Yo, d’ou I'unicité de la solution. O

En utilisant la Proposition 5.12, on obtient le schéma électrique suivant du quadripdle
GDL a l'anode :

RWa(jw) +R1 RV[ a(jw) +R2

qH,,gdla,1 qH,,gdla,2
YAV VA VAN VA VA VAN
CHz,gdla,l CH2~Q(””~,2

I::l YWu (] w)

FIGURE 5.6 — Schéma électrique équivalent du GDL a I’anode

Avec cette factorisation, on vérifie d’apres (5.83) et (5.73b) que :

Zii = Rya + TRy, i=1,2 (5.85a)
YWa
et
1
Zig = Zogg = ——. (5.85b)
YWa
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Lemme 5.13. Propriétés de Ry, et de Yy .
e Propriétés de Ry,

Re(RWa(jw)) > 07 Vw e R
lim Ry, (jw) = Rydia

w—0 2
Jim Ry o(jw) =0

. Im Rwa w))

1 — = =]
wiroe Re(Rya (jw))

g mBwajw))
w—0 Re(Rw,(jw))

e Propriétés de

YWa(jW)
Rgdla ( 1 )
_fdla po( = ) <0, VweR
6 Ywa(jw)

) 1 Ryaia

1 —

Sy Re (Ywmw)) 6

. 1
iy (Ywauw)) =
lim ; = 0.

w—00 YWa(.]w)

Les figures suivants montrent le tracé de Ry, et
Wa

dans le plan de Nyquist.

0.25

0.2}

0.151

—Im(RWa)

0.1

0.051

Wa

0 0.1 0.2 0.3 0.4
Re(RWa)

FIGURE 5.7 — Impédance Ry, définie par (5.83

Démonstration. En utilisant 1’égalité suivante :

] /WT,
JWTgdla Oé(l + ]), o = gdla
2 2v/2
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