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NOTATIONS
La plupart des notations utilisées ici sont celles de {8},{38 - 40}
X Tenseur de second ordre
INCAY Trace de X WO Xl
de&k(¥) : Déterminant de ¥
WY : Produit de deux tenseurs ¥ et VW (R )iyz Xig X
/ﬂ »  Tenseur unité du second ordre (/“)‘._3: iy
\X\D | Déviateur de Y > AR %‘ao&) A
% . Partie symétrique de X )iy = L Oxiy +%0)
%P . Partie antisymétrigue de ¥ (%h);; - \Z(Ki—‘. SX3)
S Transposé de ¥ XDy XS0
¥t Inverse de X XA XK A
XI" XI-; W)
. Invariants principaux de ¥ AT
Xg p p Xy > 4 [ Wov _\zum]
X K= dek|X)
W . Tenseur du second ordre (0.:_&) .o
X WY T ARy
Ny ) Tenseur du 4é& ordre Ltﬁl& ) — ?_2'* -
XY WKW kR~ QX W ne

%0&)[\7]-. Application d'un tenseur du 4& ordre

dépendant de X sur un tenseur du

[9\)\0 [\y]] 3 Pk Vi

second ordre y

si ¥<Lo0

<>
(12 i

0o

XX = X3 X4l

= 31.: : Dérivée particulaire de X par rapport au temps
Tenseurs gradients
W : Tenseur de déformation pure droit
. Totale : F= IRU= VIR VW : Tenseur de déformation pure gauche

IR : Tenseur de rotation \?\\“-‘:ﬂ

Elastique : FS WOt awepe e P
W= WOF

. Plastique : \FP= \V\"\u" _:\\lem\e



T = der(F) IS - der(iFe) 3 - debE®)
[),,: masse volumique a 1l'état initial
3.0 &
e [> : masse volumique & 1'état actuel déformé
Déformations
. _ . &- &Q %P
. Petites déformations : = +
Grandes déformations : € . Tenseur des dilatations ou tenseur
de Cauchy-Green droit C= W&
E : Tenseur des déformations de
Green-Lagrange E - %( C-A)
B : Tenseur de Cauchy-Green gauche ®z&FT
(N : Tenseur des déformations d'Euler-Almansi
b : Tenseur des déformations de Hencky b=layV
RS- WeFeT he- 4 e
) \ b =4 Log (&%)
- T A .
®P- o \\09_.%1_‘,“\;59) e % (At
Contraintes
. Petites déformations : O : Tenseur des contraintes
. Grandes 3€formalions © T : Tenseur des contraintes de Cauchy
® : Tenseur des contraintes de Kirchhoff
X : Premier tenseur de Piola-Kirchhoff
® : Second tenseur de Piola-Kirchhoff
%= A v’ A FQFT - 4
3 Ay I x
Vitesses des déformations
. < . ' ée > P
. Petites déformations : g = + €
. Grandes déformations : WL : Tenseur gradient des vitesses

ID:\LS . Tenseur Taux de déformations

\L-: \D')-\\h/
\w:\L" *Tenseur Taux de rotations
0E = DWW
1P O+ P L-UE fFe g P et

B°- nemP e
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INTRODUCTION

La modélisation du comportement des matériaux a occupé

et occupe encore de nombreux chercheurs. La majorité des lois de
comportement cgui ont &té proposées jusqu'a ces derniéres années,
pour les métaux, sont basées sur 1l'hypothése des petites pertur-
bations (petits déplacements et petites déformations).
Ceci est tout-a-fait justifié dans la plupart des cas et surtout
dans les calculs des structures. L'hypothése petites déformations
par contre, n'est plus justifiée si, comme dans le cas de la mise
en forme, les déformations peuvent atteindre des valeurs importantes,
(des déformations de l'ordre de 100% sont courantes), d'ot 1l'utilité
et la nécessité de développer des modélisations en grandes déforma-

tions.

Il n'est bien sir pas question de remettre en cause toutes
les hypothéses qui ont mené & telle loi de comportement mais il faut
étudier ce que deviennent ces hypothéses dans le cas ol les déforma-
tions et la géométrie varient d'une maniére finie; c'est le but de

notre travail :

Etudier l'extension aux grandes déformations des lois de

comportement petites déformations et dégager 1'apport de la théorie

grandes déformations.

Nous allons nous limiter, dans cette é&tude, aux modéles de

comportements élastoplastigues avec écrouissage, en remarquant que

la méthodologie suivie pour ces modéles pourra, sans difficulté
majeure, &tre &tendue & d'autres modéles (viscoplastigues...)

Nous envisagerons essentiellement les modéles petites déformations
obtenues par construction thermodynamique et basé&es sur l'hypothése

du matériau standard généralisé.

Un méme modéle de comportement petites déformations, peut
8tre écrit de différentes maniéres (écriture par variables internes,
écriture incrémentale ...). Il est bien connu que l'extension aux

grandes déformations de deux écritures différentes du méme modéle

petites déformations n'aboutit généralement pas au méme modéle

grandes déformations {33}.




La difficulté essentielle liée aux grandes déformations est
la variation non négligeable de la géométrie de la configuration
matérielle déformée par rapport 3 celle non déformée. Il en
résulte que les mesures des contraintes, des déformations , des
vitesses de contraintes, des vitesses de déformation... qui sont
uniques en petites déformations, ne le sont plus dans ce cas-1a,

d'oi la guestion suivante :

Quelles mesures faut-il choisir, pour les contraintes, les

déformations, les vitesses degcontraintes,; les vitesses desdéfor-

mationg...?Ces différentes mesures menent-elles aux mémes résultats ?

Méthodes d'approche utilisées :

. Deux approches seront essentiellement étudiées : l'extension
aux grandes déformations de 1l'écriture par variables internes et

l'extension directe des lois incrémentales.

Approche variables internes{3GkElle consiste a é&tendre aux

grandes déformations l'écriture de l'énergie libre spécifique qui
a mené & la loi incrémentale petites déformations. Le probléme
étant de définir et choisir les variables d'état dont va dépendre
l'energie libre. Les difficultés géométrigues interviennent alors
de maniére importante.

Généralisation directe de la loi incrémentale : le probléme

étant le choix des tenseurs des contraintes, des déformations, des
vitesses des contraintes et des vitesses degsdéformations a utiliser
5 laplace de B, & , T et® , dans le cas des petites
déformations.

L'avantage d'une telle démarche est sa simplicité puisqu'elle
escamote complétement 1'étude de la décomposition des déformations
en déformations élastiques et plastiques. L'inconvénient étant la
multiplicité des modé&les possible et le fait que nombre d'entre
eux ne sont pas physiguement satisfaisants.



Cinématique des grandes déformations elastoplastiques :

Nous partons de l1l'idée de base qu'un matériau élastoplastique
est un matériau élastique par rapport a une configuration naturelle
locale. Naturelle parcequ'elle est définie par le relachement des
contraintes, locale car on ne peut la définir, dans le cas général,

que localement autour d'un point matériel.

Cette décomposition se traduit par la décomposition multiplicative
du gradient des dé&formations : "= Few?

v
Ca C(w)

G

FP étant la transformation de la configuration initiale a la
configuration naturelle locale et F® est la transformation de la

configuration naturelle a8 la configuration actuelle.
La décomposition ci-dessus ne définit la configuration naturelle
qu'a une rotation prés ; deux approches différentes sont actuellement

utilisées pour remédier 3 ce probléme {36—38L{h13-

. Approche dite de la configuration intermédiaire : ”842L{?1&{33&{35%

On accepte l'indétermination de la rotation. Il faut donc
imposer aux lois de comportements d'étre invariables par rotation de
la configuration intermédiaire. C'est 1'approche que nous utiliserons.

Approche dite du triéde directeur : {20—1H—%5—2CS,{152,73

On fixe l'orientation de la configuration naturelle locale qui
sera définie par un triéde directeur 1lié directement (mono cristal) ou

statistiquement (polycristal)ada la structure du matériau.



Conditions que doit satisfaire une loi de comportement "correcte"

Toute loi de comportement, par sa nature intrinséque, doit satisfaire

aux conditions suivantes :

. Principe d'indifférence matérielle : La loi doit étre invariante

par changement du repére d'observation{gss.

. Cohérence thermodynamicue : La loi de comportement ne doit pas

contredire les principes de la thermodynamique : c'est la raison qui nous
pousse & nous intéresser plutdt aux lois construites dans un cadre thermo-
dvnamique; cela ne sous entend pas que d'autres méthodes de construction

ne soient pas satisfaisantes.

. Comportement "physiguement satisfaisant ". La réponse d'une loi

de comportement ne doit pas étre en contradiction avec des résultats
expérimentaux ou des hypothéses "solidement vérifiées". Il est bien
évident que cette condition est trés vague surtout en grandes déformations
oli l'expérimentation est encore trés mal développée. Il faut remarquer
gue les grandes déformations ménent souvent, & cause de la variation
géométrique, a des phénoménes gui paraissent 3 premiére vue physiquement
non satisfaisants, mais qui, en réalité, ne le sont pas.

La courbe d'écrouissage isotrope en compression et en traction, par
exemple, si on la trace dans le plan contrainte déformation d'Almansi

fait paraitre une asymétrie entre la courbe de traction et de compréssion;
il ne faut pas en conclure rapidement gue ceci est en contradiction avec
le modéle isotrope puisgue ce phé&noméne est 1ié au choix de la mesure

des déformations; ce phénoméne disparait si on trace la courbe dans le
plan contrainte déformation logarithmique.

En conclusion, il faut faire trés attention pour comprendre ce gui

vient de la géométrie et ce gui vient de la physique des matériaux.

Les lois élastoplastiques doivent satisfaire, en plus des conditions

ci-dessus, aux conditions suivantes :

+ Existence d'une configuration naturelle relachée : les déformations

plastiques étant les déformations qui subsistent aprés reldchement des
contraintes.



. Comportement élastigue &8 partir de la configuration relachée :

Le comportement doit &tre €lastique si on n'atteint pas le seuil de
plasticité. Le comportement est dit élastique, s'il existe une
relation biunivoque entre les contraintes et les déformations.

Les contraintes sont nulles si les déformations le sont et vice versa.

. Incompressibilité plastique : en fait, cette condition est une

hypothése , mais il semble qu'elle est solidement vérifiée; nous
considérerons donc gue dans notre esprit, un modéle é&lastoplastique

est par définition incompressible plastiquement.

Hypothéses de Travail

Anisotropie induite : nous supposons que le matériau étudié est

initialement isotrope mais gu'il peut devenir anisotrope aprés
écrouissage. Nous utiliserons donc, dans 1l'approche variables internes
(voir ci-dessus ), la décomposition élastoplastique par la méthode :
configuration intermédiaire. Pour classer les différents types

d'anisotropies d'écrouissage, nous utiliserons les définitions suivantes

. Ecrouissage cinématique : déplacement de la surface seuil

dans le plan des contraintes sans aucune déformation.

. Anisotropie plastique induite : déformation de la surface -

seuil (on exclut 1l'écrouissage cinématigue)

. Anisotropie élastigue induite : modification des propriétés

€lastiques au cours de l'écrouissage.

Petites déformations élastiques : c'est une hypothése que

nous utiliserons souvent car elle facilite énormément les calculs et
simplie les résultats. Cette hypothése est bien vérifiée pour les
métaux puisque, en général, le module d'Young est trés grand devant
les contraintes et méme si les déformations sont grandes, les déforma-

tions élastiques n'atteignent généralement pas le 1%.

Matériaux standard généralisés {#3fDans 1l'écriture variables

internes, nous utiliserons presque toujours la méthode classique de

construction des lois de comportement basée sur la thermodynamique



des processus irreversibles et les hypothéses des matériaux standard

généralisés. Notre démarche sera la suivante \363:

. Ecriture de l'énergie libre en fonction des variables internes
d'état.

. Ecriture de la dissipation qui nous permet de définir les forces
thermodynamiques associées aux variables d'état et les flux thermo-

dynamiques.

. Choix d'un critére de plasticité qui dépend des forces thermo-

dynamiques et éventuellement des variables internes d'état.

. Ecriture des lois d'évolution des variables internes en écrivant
qu'elles appartiennent au sous-différentiel de la fonction seuil

(hypoth&se de normalité généralisée)

Nous remarquons gue ce choix est dl@ uniquement a4 §a commodité.

Différents chapitres

Bien que le comportement élastoplastique avec é&crouissage

isotrope en grandes déformations soit déja bien développé
(Sidoroff {39}, Lubarda et Lee {21}, et dé&jd largement mis en
oeuvre numériquement (' ¢}, {493}, {2@},.. ) Nous lui

consacrerons guand méme le Chapitre I.

-

Le chapitre ITI sera consacré a l'écrouissage anisotrope.

Nous développerons un modéle basé& sur 1l'hypothése que la variable

interne tensorielle d'écrouissage est un tenseur des déformations
plastiques.Nous montrerons qu'avec ce modéle, on peut rendre compte
d'un écrouissage cinématique, d'une anisotropie élastique et plastique
induite. Nous développerons surtout l'anisotropie é&lastique et
plastique induite. Nous proposerons a la fin du chapitre une méthodo-
logie pour construire un autre modéle qgui suppose que la variable
interne d'écrouissage n'est pas le tenseur des déformations plastiques,

la détermination de cette variable tensorielle se faisant & partir
de sa loi d'évolution.



Le chapitre III sera consacré a l'écrouissage cinématique : c'est

la partie la plus importante de notre travail. Nous reprenons le modéle
présenté au Chapitre II que nous développerons. Nous développerons
aussi le modéle esquissé & la fin du chapitre II et nous montrerons

que ces deux modéles peuvent s'intégrer dans une théorie plus générale
et gu'ils sont des modéles obtenus pour des choix particuliers de
dérivées objectives de la variable interne d'écrouissage.

Nous montrerons en particulier que dans le cas triaxial oll les direc-
tions principales des contraintes et des déformations sont constantes,

toutes les lois sont égquivalentes.

Dans chaque cas, les différents modéles proposés seront analysés
et comparés dans diverses situations (déformations triaxiales, petites
déformations élasticgues ...). Le comportement sera illustré par quelques

simulations numériques.

En conclusion, nous essayerons de dégager une méthodologie générale
pour l'extension aux grandes déformations d'un modéle petites défor-

mations donné.



CHAPITRE |

ECROUISSAGE [SOTROPE
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CHAPITRE I : ECROUISSAGE ISOTROPE

I - 1. PETITES DEFORMATIONS

Pour étudier l'élastoplasticité, avec écrouissage isotrope,

7 . - . - 3 - 3
en petites déformations, on part souvent de 1l'é@criture de 1l'énergie

libre
(1) Yo (€Y +E(p)
2 e_4 E .. “ v e
2 *t T2 3w €SI &y Yaiw ik;&

od &% est le tenseur des déformations élastiques ( &°: & . ie)
e est la variable interne scalaire d'écrouissage isotrope et

£ est l'énergie d'écrouissage.

Les déformations é&lastigues ne dissipant pas, la dissipation

s'écrit

3 -8 -Ap o  w-2E Ao
o gs S o
l\ est la force thermodynamigue associée a p, elle caractérise physi-

-guement la dilatation de la surface seuil dans l'espace des contraintes.

On choisit un critére de vlasticité, par exemple le critére de

Von Mises, le plus classiquement utilisé pour les métaux :

(4) ‘%(UJ ,A(p\\ =|®\- P\(p} .._\r?-.;trt o \d = (A: b)‘/"

b étant le déviateur des contraintes ( = T - 4wy Al )
3

Pour un matériau standard généralisé, on écrit
éPZ Xb_g' = XP_
RS \b\

' -~ _ »\ .P_ -9 \/
SN Nch S = (g°: g% "%

p apparait donc comme la déformation plastique cumulée.



[ d
En écrivant ou'en charge & = 0, on peut calculer >~ et on arrive

3 la loi incrémentale

(6) :E 18 2 WA <D ED (4. A A
(7) €. @ - Ln(m)h v EB> b
E | A/ ‘b\l
(P) '

A«p) est le module d'écrouissage que l'on peut déterminer par identi-
fication & partir d'un essai uniaxial de traction (A'(p) = 0 pour la

plasticité parfaite et donc seule l'écriture (6) a un sens dans ce cas).

Pour généraliser ce modéle de comportement aux grandes déformations,
on peut soit généraliser l'écriture (1) (formulation variables internes)
soit généraliser directement la loi de comportement incrémentale (6 ou 7)
en choisissant parmi les tenseurs définissant : les contraintes, les
vitesses des contraintes, les déformations et les vitesses de déforma-

tions, ceux qui sont les plus adéquats.

I - 2. FORMULATION VARIABLES INTERNES

Plusieurs travaux ont été publiés sur 1l'écrouissage isotrope en
grandes déformations. Citons par exemple les travaux de F. Sidoroff {39},
Mandel {22-24} Lubarda et Lee {2Il. Ces derniers utilisent toujours la
décomposition multiplicative du gradient des déformations : ﬁ::‘Fe‘F?
Pour caractériser la configuration relachée,on peut utiliser soit la
démarche configuration intermédiaire indéfinie & une rotation prés
(sidoroff {38 - Lee {24} ) soit introduire un tridde directeur
{Mandel '{22-2h}). Dans ce cas, les deux méthodes ménent au méme résultat

puisque le corps est et reste isotrope.

on &crit (a9 : o v (Re) « @(p)

®e- (=AY définit bien les déformations élastigues dans la
configuration actuelle, il est invariant par rotation de la configuration
intermédiaire.



On peut utiliser un autre tenseur pour définir les déformations
élastiques (par exemple, W©: 4{ \Loq (®e) ) , mais puiqu'on s'interesse
surtout au cas ol les déformations élasticues restent petites, tout autre

choix méne a une écriture équivalente au premier ordre.

On arrive & l'écriture de la dissipation :

(8) ™ B AP o l\:()zi). W= 2p WY
2RE

T : tenseur des contraintes de Cauchy, et ™ =z WRE (W* \F?-l\S\Rf—T est

1'équivalent de €° en petites déformations, il est objectif et inva-

riant par rotation de la configuration intermédiaire. W% est 1le

transporté de ©OFP :.UF"PFP'i)s de la configuration intermédiaire a 1la

configuration actuelle par la rotation élastique.

Pour un matériau standard généralisé, et en utilisant un critére

de plasticité isotrope sous la forme :
(9) (Y- A ¢o

ona = DA po 32 oy L (BN (2838

2N 2T

On peut ensuite, en utilisant 1l'hvpothése des petites déformations

élastigues, arriver 3 la loi incrémentale : {39}

P
D= ii%?'w-“ _:%kc‘“j)'\l 2 < f > X

—

ou N(p)
=3 2 . 429 24, 2¢7-408
s IV{D v z\?\n (DA - (& ) [ ¢ AP TR 4

3 P
T : dérivée de Jauman de W D : Tenseur taux de déformations.

Cette loi s'écrit, avec le critére de Von Mises : {(ﬂﬂ =rﬁpk(1gp“ofﬁ

)

T=E ID+L w(yd o |0 ‘e -4 0
e R . e O

P= X- (R B2

Y p—
C'est donc la généralisation de (6) en prenant ™, T , D , D a la

place respectivement de O , ¢ » & ép



(8) peut étre écrite d'une autre maniére :

8 %D _Aepo  Ae:p @ T Lrows2p RN
°p P o B8S

® &tant le tenseur des contraintes de Kirchhoff. Dans le cas des

petites déformations é&lastiques, YW est égal & "W au premier ordre

(variation de volume de l'ordre de &< d'aprés l'incompressibi-

lité plastique).

au lieu d'écrire (9), on peut écrire :

(9") Atey- A <o
™_P -y 0¢ 3. _\J% .-
et donc (1N >§&. P- )xq_& n

En suivant la méme démarche de calcul qu'en {3¢ et en utilisant &

4 la place de W, on arrive & la loi incrémentale (voir annexe I).

JF ¢ -4 )
(1) % =E ID+¥ WmyA _ =b. As AW NS T
o L T <nzo| B> LA 2 Aed %

Nous verrons dans la suite, l'intéret de l'écriture (11) par rapport
a (10).

Remarquonsque Lee et Lubarda {2 arrivent aussi & la loi (11).

I - 3. GENERALISATION DIRECTE DE LA LOI INCREMENTALE

Que choisir parmi les tenseurs des contraintes et des déformations
pour mettre & la place de W , ¥ , & et& dans 1l'écriture (6) ?

Les possibilités semblent & premiére vue nombreuses, nous allons
montrer dans ce qui suit , que seules les lois (10) et (11) sont

"correctes" .

Pour qgue le principe d'indifférence matérielle soit vérifié, il faut
utiliser soit des tenseurs Lagrangiens (dans la configuration initiale),
soit des tenseurs eulériens (dans la configuration actuelle) mais

objectifs.



1.3.1. Représentation lagrangienne :

Les déformations sont représentées par le tenseur des déformations
de Lagrance & (E =—,'.-_UFT‘F-M) et les contraintes par le second tenseur
de Piola-Kirchhoff @ = fe F-*TWF-*"

P

On est donc tenté d'écrire :

* [ L] * [ . . D
(12) a.b.c. € =E°~€" €AW g 2w (A €'=NE
- € | 3P

. sy s M
(13) 2502 19- Bip -VEwgo =)= 802
Ce qui permet d'avoir la loi incrémentale :

hd Ll . D- T b
(14) E;ﬁiS—‘_’\x(SA}-\-é_?;_'f;?— s
E v ) IPIN (P Bl

(14 bis) ou = E {E +2 W(EVA _T4s 49 Wit < 28> 32
i+?1 u.\?(\ L g R B

Incompressibilité plastique :

. ——— — ——— " ——— —— —— o ——— - — S ——

Il est aisé de vérifier,par exemple dans un essai de traction, que
les déformations plastiques définies par (l12.c) sont bien celles qui
subsistent aprés reldchement des contraintes. Par contre, avec cette

loi ona \7»(@") =0 et ceci ne permet pas de vérifier 1l'incompres-

sibilité plastique. Si dans un essai de traction, on note €. , fﬁt

respectivement les composantes diagonales (les seules non nulles) de (E

et EP et N,x? celles de ¥ et \‘F:P , alors nous avons :

e e . & et A
e% = ey -~ ef -xe-l o %N -]

et donc : 3°= c\e\'l\Fp):\f\ N4 )& = >;ZP> (3- %% \# A
J? s'annule donc pour X?:’ ﬁ,‘ ou g_e\._ \_03)\‘9 ~ 0,55

Remarguons que Iz det(lF) s'annule aussi (dans le cas de la traction)
pour E£zlog\ » 06 , ceci est bien siir physicuement inacceptable
puisque ceci revient & dire gue la masse volumique {: devient infinie

pour une déformation de l'ordre de 60%.



Le module d'Young est défini par la pente de la courbe Tz T(g)
au cours d'un essai de traction, o0 g est la contrainte de Cauchy

et & est la déformation logarithmigue.

La loi (14) impose la constance du module élastique, au cours des
déformations dans le plan ( S, e ) ce qui implique sa variation dans le
plan ( - , & ), variation qui n'est pas du tout négligeable.

La courbe de la figureﬂyopermet d'illustrer la variation du module

d'Young défini de la maniére ci-dessus en fonction de ef .

Avant écrouissage, en supposant que les déformations élastiques
restent petites, on a : T ~CE
Aprés écrouissage, avec la méme hypothése sur les déformations élastiques,
ona : T EQ\P) s¢ avec g€z \og Xt ; W& étant défini
par 2= %ﬁ et WP &tant la valeur de ) aprés reldchement des

contraintes.
On trouve : _E_ o2 .2___>‘P ™ ___.__..26
E 3.0 3. ettf

Remarquons enfin que cette variation du module d'Young, correspond

a une augmentation du module.

E/E
.
25]
28}

15,

Fig.I.l. Variation du module d'Young




La plasticité parfaite est définie par le choix de R'(p) =0
dans la loi (14 bis), et donc pour un essai de traction nous avons
Sz Se en charge ( Sestla composante de $ ). Dans la figure(X-2)
nous avons représenté les courbes S(e) et (&) pour un essai de
traction en plasticité parfaite ; remarquons qgue la courbe o( &)

est loin d'étre constante en charge.

S/E S/E.
.1
l
| | |
.8] !
|
.06 !
|
.04 !
1
g2 {
e !
7 1
1.2 3 4 .5 .6 1.2 3 4 5

Fig.I.2. Plasticité parfaite

Conclusion

Pour les raisons citées ci-dessus : incompressibilité& plastigue
non vérifiée, module d'Young variable au cours de la déformation,
plasticité parfaite mal définie, nous pouvons conclure que la modéli-

sation (14) n'est pas satisfaisante.
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1.3.2. Représentation lagrangienne réactualisée

On peut penser que, pour éviter les difficultés liées a la
dépendance par rapport & une configuration de référence, on peut
utiliser la représentation lagrangienne réactualisée (la configura-

tion de référence est la configuration actuelle). On écrit donc

une relation entre ér () et ?;q (=) avec :
‘ ST \rc:\c i T \'t'h

E(T)= L (Fen ®ny -A)

()

Ccle)

or, \éru—):\"b et éru-y-_'“:' ,+ étant la dérivée objective de Trusdell
du tenseur des contraintes de Cauchy, et nous nous ramenons & une
écriture eulérienne avec un choix particulier du tenseur definissant
les vitesses de contraintes. Nous verrons dans ce qui suit que cette

loi n'est pas correcte elle non plus.

I.3.3. Représentation eulérienne.

Le tenseur taux de déformations ®=(F F4) S , qui est
objectif, s'impose pour remplacer Gé dans (14) , par contre, pour
les contraintes, on peut utiliser soit —{ le tenseur de Cauchy,
soit "™ 1le tenseur de Kirchhoff ( g2 I T ).

Remarquons que si les déformations élastiques restent petites et s'il
vy a incompressibilité plastique ™ et T sont égaux a des termes

du second ordre en déformations élastiques.
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Pour que le principe d'indifférence matérielle soit vérifié, nous
devons utiliser, pour les vitesses des contraintes, des dérivées
objectives.

Parmi les dérivées objectives, citons :
Dérivée de Trusdell : @z o W 4w ROD)
Dérivées sous la forme : 'u"( - fh/,-‘r +X (D™ L wh)

si A =0 c'est la dérivée de Jauman, qui est la dérivée dans le

repére corotationnel

si ol=4 c'est la dérivée convective contravariante Q;c

si X=.A " " covariante e

Ecrivons donc que : D= D+DF DS, 4y A AR of- )\“\%5_(
E €

"‘L’%P\-‘-W‘I—“"Qp)-\ﬁ;ﬂtéo P‘: = (\‘59;|DP\\/2_

Pour calculer A , nous &crivons que Q. = 0 soit donc : W= <wuw®:uwS
[XP| K e)
Soit donc D= 49 w¥_ ¥ K(v)A . <«z=h'm> w?
€ € [a¥ Aolp) 1Pl

Pour avoir la loi incrémentale voulue, il faut remplacer dans (’lf”:‘&),"d’,
par x* or : .
() = (w: w?) # (v 'R";) + (w?. “CLT)
X 30

et seule donc la dérivée de Jauman peut é&tre utilisée, soit :

NI CS R T T 1Y | SR - 4% - S -
€ E [P Aote) o

On aurait pu faire la méme chose en prenant T au lieu de W et nous
voyons donc que seules les lois (10) et (11) dé&ja trouvées en 3.1. sont

acceptables.

. P ~ . of
Remarquons aussi, pour &liminer compl@tement les lois avec W (K #0)

gue la réponse d'une telle loi, dans un essai de traction donne :

€412y A\ Lrd =\ X
€ E 3 NP
et donc le module d'élasticité dépendra de l1'écrouissage si o/ O
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En conclusion, seules les lois (10) et (l1) semblent étre correctes;
remarquons qu'il est bien clair qgue ces lois vérifient 1l'hypothése de
l'incompressibilité plastique puisque g—t'( Ae\-(\\'—‘(’)):o est égquivalent

-

a RWCD?) =0 ce qui est bien le cas :

d L de Ae? . g4 .
:E.[Aa(w)}- det(we) [ A€, € ] = dek(F) L C(DP )

I - 4. COMMENTAIRES SUR LES LOIS 'lf’: f(w (D) et W= »t('“[m]

I.4.1. : Différence entre les 2 lois :

La différence entre les lois (10) et (11) est du second ordre dar
rapport aux déformations élasticgues.Cette différence est due au changement
de volume donc a l1l'élasticité.

Si on appelle Wy et WM les tenseurs des contraintes obtenues pour un
méme état de déformations par respectivement la loi (10) et la loi (11),

nous avons :
w= 2T (44 R(&DH) ™
,9

(10) => My i.':T/ (ge*‘;_zw Ky M\

] - E ‘ 9
(11) = = = (B, W) A
donc  We =Wy (44 “”-.?"? k('ﬂ'ﬂ) =Wy (AvWr(EEey)
Pour un essai de traction, nous avons :

2 4.2 o

- - Tr
T 1)



I.4.2. Formulation variationnelle :

En vue de l'utilisation de la loi incrémentale en grandes
déformations dans des codes de calculs numériques (éléments finis),
une formulation variationnelle doit étre définie. On montre {#4} que
dans le cas général, l'existance d'un potentiel g défini par la
relation (24) méne a une formulation variationnelle symétrique
( matrice de rigidité symétrique), ce qui facilite énormement les
résolutions numériques. On montre, en outre, que l'existance de @

est équivalente i celle de "L (relation (24)).

(24) '“:Y-TZ- 3._2 = ‘\d_:,: DALY (‘“\\’T= 3 w1 Yy
SF ~O

A partir de (24), on peut conclure que toute loi incrémentale

de la forme :

o ) ‘. s,
(25) ;= Liiee Dyne Wikl = Lijgp =bwedy

méne 3 une formulation variationnelle symétrique ce qui est le cas

pour la loi (11) et non pour la 1loi(l0).

L'écriture variationnelle peut étre obtenue facilement a partir

des équations d'équilibre
26 T . =0
(26) \T, T + g-,__

En multipliant (26) par un champ de vitesses virtuelles MAr
et en intégrant sur un domaine de la configuration de référence Vo
on obtient :
27 [ vy MW \dNo - | £ B dVo - | B Bwids 2 Be L fe zo
(A} . -
vo 'BXJ' VO So

FL et Qc sont respectivement les forces de surface et de volume

par unité de surface et de volume initiaux.



On peut avec un peu plus de calcul, trouver l'écriture eulérienne
de (27) soit

(28) . I = , ﬁ ey S DIy ey ¥£T\‘_“ S ( 3 Liibuy - D D\ v
(\PL: _ Jv -e.L g\r{ A\I _ JS ‘="L S\rc AS:O

ol
%L, 3_3.;'2:‘ ; S Diy = ACSLG + S L)

On vérifie bien que si “djksz L&ghQ_ avec L hR: thﬁ; Lﬁ(he

alors la formulation variationnelle est symétrique.

I.4.3. Identification - Illustration du comportement :

Pour pouvoir utiliser les lois (10) ou (11), il faut identifier
E , VvV et M) ou koug , ce qui se fait facilement & partir d'une
courbe expérimentale d'écrouissage en traction (%) Ou e(g) ol
< est la contrainte de Cauchy ( ®® la contrainte de Kirchhoff)
et & est la déformation logarithmique (méme méthodologie que pour

le cas des pétites déformations).

Remarquons que dans le cas de la traction, et plus généralement

dans le cas triaxial, on a :

D= ® & - 1 LogR) zlogVidea(F)
Les relations (10) ou (11)sont donc exactement analogues & la rela-
tion (6) en remplagant ?E par W, %< par w& ’ &? par Wc’ (c'est-3a
dire en utilisant les déformations logarithmiques) et donc tout ce

qui a été fait en petites déformations peut &tre &tendu aux grandes

déformations en utilisant les déformations logarithmiques.

L'utilisation de la dérivée de Jauman méne quelquefois 3 des compor-
tements bizarres (on verra un exemple au chapitre III); pour montrer
que ce n'est pas le cas pour les lois (10) ou (11) nous avons repré-
senté les réponses a un essai de traction et un essai de torsion

d'une loi (10) identifiée 3 partir de la loi monodimensionnelle :
v
U—- Tc: K( E,P>

(Tous les détails des calculs sont en annexe I).



Traction

On considére une éprouvette de traction, de section So et de

lonqueur LO avant déformation, soumise 3 un effort axial F.
En appelant O la contrainte de Cauchy et L

la longueur de 1l'éprou-
vette aprés déformation, nous avons

SY_:QES ‘\-\‘_‘_ E_P“'

E € €

E:Los(‘i—c‘): % + ¢ f

F o g o-%¢
Te° L4+ (A=) ) e

Les figures I-3, I-4 et 1I-5 représentent les courbes 2 (¢,

e
F ¥ La i ffé K
Z (¢ et X - our des valeurs différentes de

La loi (10) donne la réponse (voir annexe 1) :

4 © o
Fi]lo4 ¥ =1 T = XS 4P
o o A
et
£ Yo
X<= &_\”E;? By <° = @ {-“Z (T-’Tc)}

La figure I-6 représente la courbe - ("6\ pour % = 0,005
et n:-0)

@l

K etn . .
E
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LOG(L/Lo) Ce/E=0. 001
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.1 .2 .3 .4 .5 .B .7 K/E=8. 81
3 n=@.3 vV=0.3
,§EzE502*|g
6,
51
4
(
3.%
2 Fig.I.3.b.
1.
LO0GA /Lo)
(] o

.1 .2 .3 .4 .5 .6 .7

(F/ESe) #10°

(L-La) /Lo

Fig.I.3.c.
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LOG(L/10)
.1 .2 .3 .4 .5 .6 .7
3
(F/ESo) #18
1
LOG (/L)

1 .2 .3 .4 .5 .8 .7

(F/ESo) #1083

Fig.I.4.a.

Ge/E=Q. 201
K/E=0. 885
n=g. 3 V=0, 3

Fig.I.4.b.

Fig.I.4.c.
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LOG (L/L o)
.5 1.5
3
(F/ESo) #10
|
(
LOG (L/Lo)
.5 1.5
3
(F/ESo) #108
T
(L-LVLo)
5 1 1.5 2.5 3 3.5

Fig.I.5.a.

Se/E=0. 201
K/E=D. D@5

Nn=1 V=03

Fig.I.5.b.

Fig.I.5.c.
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T/ey+18>

K/E=8. B85
Te/E=B. BB1
N=@.3 VvV=p.3




CHAPITRE 1l

ECROUISSACE ANISOTROPE
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CHAPITRE IT : ECROUISSAGE ANISOTROPE

Résumé

Pour décrire une anisotropie d'écrouissage, il faut introduire

des variables internes tensorielles. Nous présentons, dans ce chapitre,

un modéle élasto-plastique standard généralisé&, dans lequel les
déformations plastiques sont les variables internes d'écrouissage.
(Nous utiliserons deux mesures eulériennes différentes des déforma-

tions plastiques.)

Nous montrerons gqu'avec ce modéle, on peut tenir compte d'un

écrouissage cinématique (Translation de la surface seuil de plasticité),

d'une anisotropie plastique induite (déformation de la surface seuil
de plasticité) et d'une anisotropie élastique induite (modification

des propriétés élastiques aprés écrouissage).

Nous developperons dans ce chapitre l'anisotropie plastique et
€lastique induite, 1l'écrouissage cinématique fera l'objet du

chapitre III.

A la fin de ce chapitre, nous présenterons un autre modéle
d'écrouissage anisotrope développé en introduisant une variable
interne tensorielle qui ne sera reliée aux déformations plastiques
que par sa loi d'évolution. Cette méthode sera surtout développée

dans le cas d'un écrouissage cinématique au chapitre III.



IT.1

INTRODUCTION

Le comportement réél des matériaux supposés é&lastoplastiques
est, en général, loin d'étre isotrope. Ceci est particuliérement
apparent si ces matériaux sont soumis & des sollicitations complexes
(chargements cycliques, traction :torsion ...) ou si, par leur mode
de fabrication, ils ont une structure anisotrope (tSles laminées,

barres étirées ...).

Il est donc indispensable de développer des modéles de compor-

tements qui rendent compte d'une part, de l'anisotropie initiale du

matériau et d'autre part, de l'anisotropie induite par 1l'écrouissage.

Dans ce travail, nous nous limiterons au cas de l'anisotropie

induite..

Comme il a été mentionné en introduction, notre travail consiste

essentiellement & é&tendre aux grandes déformations des modéles déja

développés en petites déformations.

Le modéle le plus simple d'écrouissage anisotrope développé en
petites déformations et qui, maintenant est bien compris, est le
modéle d'écrouissage cinématique standard qui est la généralisation
au cas tridimensionnel du modéle monodimensionnel de Prager.

Ce modéle ne permet pas de rendre compte de phénoménes tel que la
déformation de la surface de plasticité ou le " rochet" dans les

chargements cycliques. {27}

La modélisation de l'anisotropie induite, en dehors du modé&le
cinématigue standard, reste un probléme largement ouvert méme en
petites déformations. La majorité des modé&les proposés {(§}-&}-{31}-
~{32}.sont des modéles de type cinématique non standard développés
pour rendre compte de phénoménes varticuliers constatés au cours de

chargements particuliers.

La majorité de ces modéles sont basés sur 1l'hypothése que

la variable interne d'écrouissage anisotrope dont dépend 1l'énergie

libre est un tenseur symétrigue du second ordregy:; (¥ pouvant &tre :

- soit le tenseur des déformations plastiques ﬁflui—méme
(théorie 1)
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- soit reliée aux déformations plastiques par l'intérmédiaire

de sa loi d'évolution : (théorie 2).

Nous allons développer essentiellement la théorie 1, en remarquant

gque le modéle que nous présentons au début de ce chapitre a déja

[0
ot
[0

présenté en {8} et {41}.

En fin de ce chapitre, nous esquisserons la théorie 2 qui sera
développée de maniére détaillée au chapitre III dans le cas de

1'écrouissage cinématique.
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IT- 2 THEORIE 1 EN GRANDES DEFORMATIONS

IT- 2.1. Présentation de la théorie

2.1.1, Ecriture de l'énergie libre

Nous cherchons a introduire, comme paramétres thermodynamigues,
deux tenseurs H&%et @' qui respectivement mesurent les déformations
€lastiques et plastiques. C'est le choix de ces tenseurs qui pose
probléme.

Nous écrivons pour l'énergie libre spécifique

(1) Y-\ (of, aovP)

L'écriture (1) doit étre invariante par changement de référentiel
(principe d'indifférence matérielle) et invariante par rotation de la
configuration intermédiaire (C'est le point de vue gue nous avons adopté
au départ) .

Le matériau étant supposé initialement isotrope, Y doit donc étre

isotrope en ®&& et @g? , c'est-a-dire :

¥ (GsaT, Bera): ¥(al, o)

pour tout @ orthogonal
En utilisant les théorémes de représentation des fonctions isotropes {2-35

et sachant que & et o° sont symétrigues, Y est fonction des invariants

suivants :

(3.a) n(me), Wise') W(ore?) ' termes élastiques
(3.b) w(0®), Rise2), tmlaxP3) . termes plastigues
(3.c) ‘vxL@(fmw)/ \a(@xe’uo)/ h(oeexPt), W att) . termes de couplage

Pour que ot et &° puissent prétendre mesurer les déformations
€lastiques et plastiques, il faut que leurs valeurs propres soient
uniquement fonctions des allongements principaux respectivement &lastiques
et plastiques.

Si ¥ n'est fonction que des termes (3.a) et 3.b), quelgue soit le choix

de & et ®°, Y s'écrit sous la forme :

(4)

e

v( 5, &F)
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< e
ol & et % sont respectivement les allongements élastiques et
plastiques principaux. Nous dirons, dans ce cas, gqu'il y a double

isotropie de ‘Y par rapport a et % puisque :

(5) Y (R0 ), Q& RT) = ¥ (o xf)

pour tout Q4 et @2 orthogonaux . On peut donc s'attendre 3 ce que ,
dans ce cas, deux choix différents pour xS et o® ménent 3 des
résultats éguivalents.

Au contraire, si W est en plus fonction des termes (3.c), des choix
différents pour oX¢ et s&x® méneront 3 des écritures différentes de W
et donc & des théories différentes. En effet, les termes (3.c) sont
fonctions, en plus des allongements é&lastiques et plastiques principaux,

de l'orientation relative des directions principales de ®&% et of® .

Pour avoir une é&criture homogene de W , ©of et & doivent &tre de
méme nature, c'est-a-dire tous les deux eulériens ou lagrangiens ou

dans la configuration intermédiaire.

3 . 3 . : P <
Les déformations &lastiques sont bien définies par €€ =% \F*< dans la
. . . P T .
configuration intermédiaire et par ®¢- WCF*< dans la configura-

tion actuelle.

Les déformations plastiques sont représentées par Cl- weT &* dans
la configuration de référence et par ®P-. FP&F°"' dans la configu-

ration intermédiaire.

La premiére idée est de travailler dans la configuration intermé&diaire

et on écrit

(6) Y- k(e we)

€% et ®? ne sont pas invariants par rotation de la configuration

intermédiaire, mais Y &tant isotrope, on doit avoir
(7) Y RECeReY, RE®BPAWRET) - W(CE BP) = E(RE W)

(8) P RO RP IReT - wet gpwe-d
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e et WP sont deux tenseurs eulériens, invariants par rotation de la
configuration intermédiaire et définissent bien respectivement les

déformations élastiques et plastiques.

Nous appelons Théorie l.a. 1la théorie développée & partir de (7)

L'écriture (7) a son équivalent lagrangien

(RS, wmey: (T et q°)

et c'est donc la méme écriture qui a été proposé&e par NAGHADI et TRAPP {33

MP est le transporté & la configuration initiale par 1l'intermédiaire
de R® de ®f , on peut l'interpréter d'une autre maniére {41}

Voir figure (II.1)

&
L

Fig.II.1 - Déformations plastiques

Co : configuration de référence

Cpo " " " tournée par la rotation totale R
C(t) : configuration actuelle

E(t) : " intermédiaire

aRe(t): " " tournée par la rotation é&lastique L

[ 3
(ou configuration intermé&diaire choisie par W= A)
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¥f définit bien le passage d'une configuration (CRO) non déformée
d une configuration déformée plastiquement (CRe(t)). Les déformations

plastiques peuvent donc é&tre définies soit par :
~ ~ ’\l_‘ 4 -
(9) BF= FPAF -wP _wet vve? L R efre

soit par :

f\, o~
(10) @(’: wer “-'P,—_ G.e = WY \%g"A\V: WwePR Y
Nous avons bien siir :

c =P T S P o~ ~
(11) ®P-Rre FP R wh-  pewrf g’ HP- e gf "

H4Pet GP sont deux tenseurs eulériens, ils ont les mémes valeurs
propres fonctions uniquement des allongements plastiques principaux

mais ils ont des directions principales différentes.

MmP et & sont tous les deux invariants par rotation de la configu-
ration intermédiaire et on peut proposer une deuxiéme écriture de

1l'énergie libre : théorie 1.b.

(12) Y- v(Re &) = W(WRTe<iR, €°)

Il est bien é&vident que les écritures (7) et (12) sont équivalentes

dans le cas de double isotropie.
Les écritures (7) et (12) sont-elles les seules possibles ?

Pour les déformations &lastiques, -~ on peut utiliser soit C¢, soit WS

et pour les déformations plastiques , soit ¢P, soit wP .

On peut donc choisir une combinaison de deux tenseurs parmi ces quatre,
mais pour que 1l'écriture de Y soit correcte, il faut vérifier le
principe d'indifférence matérielle, l'invariance par rotation de 1la
configuration intérmédiaire et 1l'isotropie de la configuration de
référence. Il est facile de vérifier que quel que soit le choix de ™€
(@e=C% o/¢:-BE ou ®% isotrope en €8 ew BE ) et de RK® (xP-€F - @P
ou Wpisotrope en ¢° ouﬁf) on se raméne toujours & l'une des deux

écritures (7) ou (12).
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2.1.2, Ecriture de la dissipation

Pour pouvoir écrire, selon la démarche classique du matériau standard
généralisé, la loi d'é&volution de W ou de &f , on doit déterminer 1la
force et le flux thermodynamiques associés a Wf ou &°

On écrit donc la dissipation soit
(13) Q(;"qr_ 20 -p¥ o
On démontre en annexe ' {1 que (13) s'écrit

(14) [’_'r: Q: &’h‘--t‘):m +r wP.pf > o

Théorie 1l.a.

15.a. €. € O% e
( a.) w¥t- 'Q/L\N iﬁke\l

(16.a.) f&_P___ 2[,0 (\B:D_\_k d\y “_“’\

Théorie 1.b.

(15..) %= p, 31:C+°* Be ) + we

xe= %il“(‘v-*\ Lc\";:ﬁ“w -135 -—"- \v,v v-*@* G*) N("’“’,&']‘\BS

(16.b.) f- R 0, SL\Ve '%‘\%C\VC _wety ?b:*:_;\‘,\\/\vbtl3

x(lh)cﬂ"] est la solution de 1'équation : A¥+ %A= M {37}

Nous vérifions bien que dans le cas de double isotropie, les deux
théories l.a. et l.b. ménent aux mémes résultats. En effet, puisque
dans ce cas XX et B¢ , b‘l’eet W, 9% ot §° commutent et donc
2WMRE W 3@\0
(15.a) est éguivalente 3a (15 b).
Pour montrer que (16.a) est équivalente & (16.b), il suffit de remarquer,

compte tenu de (11) que dans le cas de double isotropie

a7 Mok @
'bc@ ome
wve-t w Y wwe-b wmee I &‘PV?. A R TN

et donc ol —
5P AwP WP
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A partir de (14) on prend :

(18) ™=:ue ©°- x f
e’

ot 4 est la fonction seuil qui doit dépendre de la force thermody-

namique ¥ et &ventuellement de la variable interne d'état w+®

(ou &) soit :

19) 4= 1 (zhwo) ou  *: f(wb @)

2,1.3. Petites déformations élastiques

En utilisant 1l'hypothése petites déformations élastiques, nous

allons faire un développement limité de 1l'énergie libre autour de
®<: '%'((Be _41) .

Remarquons tout d'abord :

- la configuration intermé&diaire devant &tre libre de contraintes,
on doit donc avoir & =wS= 0 pour B® = 44 , ce qui d'aprés

(15.a) et (15.b.), impose une condition supplémentaire sur ¥ :

% _ =
(20) N = 0 pour ®¢ = /A

- si les déformations plastiques sont nulles (R =) donc wP-=&P = A )

nous devons avoir, pour retrouver la forme classique du seuil initial,

P-w , soit d'aprés (16.a) et (16.b) :

(21) Y -0 e-AL ¢ 0N _ 0.
Shee pour W S 0 pour GV:A

Compte tenu de ces remarques, l'énergie libre s'écrit en négligeant les

termes d'ordre supérieur 3 deux par rapport aux déformations élastiques :
e .
(22) Yoo (WP + 4 €% Alwme) [ @<

et la méme chose en utilisant Gf au lieu de WP |
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WY, est isotrope en WP donc Y (m¥= Yo (GP) .
Les seuls invariants dont peut dépendre ¥ qui varient selon le choix
de W ou ¢f sont les suivants : W(e9) \x(ee\m), b&(eel\-ﬂ")lkkaﬁ)ktee\-\&“‘)lhLe‘-luu")
et la méme chose pour Gf . Or si on néglige les termes supérieurs a

1l'ordre deux en &€ :

W ee) kleewme) = Rige) Wi e &°) 4 O(ae?)
(23) Y (€9) k(€T WP) = WL g k(& &PY) B (ee?)
R (e mer) - Reeet GfY) D e3)
et donc 1'écriture Y (&% wP) ~ “¥(®¢ &P) dans ce cas et la

théorie l.a. est équivalente & la théorie 1.b.

En né&gligeant les termes supérieurs en ¢ , les lois (15.a.),(15.b.),

(l16.a.) et (16.b.) deviennent identiques :

o%

(24) ’&: €= (5 fs&t

(25) xP- w-w& k= 2, g,;?mp

Le terme “K (#HP) dans (22) n'influe que sur & qui, vu la forme
du critére de plasticité (19) représente le déplacement de la surface

seuil dans l'espace des contraintes, il caractérise donc un écrouissage

cinématique . Si le tenseur élastique du 4& ordre A dépend de W ,

ceci impligque gue l'écrouissage modifie les propriétés élastiques du
plia 1 prox

matériau, c'est ce que nous appelons : anisotropie élastique induite.

Et enfin, la dépendance paramétrigue du critdre de plasticité de WP
(ou @GP ) permet de rendre compte d'une déformation de la surface seuil

au cours de l'écrouissage : c'est ce que nous appelons : anisotropie

plastique induite.

Pour analyser ces différents types d'anisotropie , nous allons
les étudier séparément.
Dans les paragraphes qgui vont suivre, nous allons étudier l'anisotropie
plastique, puis élastique induite; nous consacrerons le chapitre III

a l'écrouissage cinématigue.
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IT - 2.2. Anisotropie plastique induite

2.2.1. Lois de comportement - critdre de plasticité

En supposant les déformations élastiques petites, et pour tenir
compte d'une anisotropie plastigue induite, nous écrivons :

- € o < - E R e 1 L3P
(26) p¥=4 &°3 ho[ﬁl-ﬂ—wﬁ(w.&nﬁ? Waol &ree

(27) % (¥, e?)-weo

&P pouvant é&tre n'importe quel tenseur isotrope en W® ou @&f .
Dans la suite, nous choisirons @®f de maniére & ce qu'il s'annule
avec les déformations plastiques,

(28) ®"= ) 2%
=

2 - E < vy <
(29) Mi&»fi vkL?ﬁ)J&lg

La plasticité n'intervient que vpour modifier la surface seuil.
Pour compléter le modéle, il faut choisir la forme de :Q(h; €P)
{ 8tant isotrope par rapport & & et &® , la théorie de représen-

tation des fonctions isotropes trouve bien son utilisation dans ce
cas {2-3} .

Dans le cas général, { est fonction des 10 invariants ;

Pour simplifier la forme de { et la rendre utilisable, nous allons
choisir @ quadratique en & de maniére & retrouver, dans le cas des

petites déformations, les critéres classiques utilisés. %- s'écrit

donc :
2w ez bo KB +biR(BRP) +b, K (Wre?) - Qoo Wiw) va, W (efw)
(30) 10y, W ( &) 42 Qyo @) ¥R, Wertt) k(w) «20,, WL 80 ) Wl e“”u.)]

L'hypothése d'incompressibilité plastigque se traduit par 1l'invariance

de % si on ajoute &3 ® un tenseur sphérique : dans ce cas (27) s'écrit

2 2
pu A2 eh P\ L efl 2 =
(31)50/E0adﬁ[u (€ Y ) . h(ePmywietal]. 208 Lo axpz ap
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Les coefficients Oup dépendent, en principe, des trois invariants

de ¢, mais cette dépendance représente, comme le remarque Boehler,
{4} un écrouissage isotrope, que le plus souvent nous représenterons

plutdt par un scalaire Kk (&®) dans (27).Nous supposons donc gue ces

coefficients sont constants , et sans perdre de généralités, nous

prenons Qpoo= 1.

Dans le cas général, on peut écrire (31) en se placant dans le

repére principal de &€, sous la forme :

(32) A"f, (‘t\\-tl'l—)z + Aa( "cs's—'l“u)z ~ P\L( 'Z'-‘_.‘_-"CT,,)L -\-%g’t‘: \-gz_'t?—; \—Bi’clg"_z_q—cz.&o

ot les T sont les composantes de ® dans le repére principal

de &P et les d’\‘, sont les valeurs propres de ef .

A\, Aa , ANy, B,, By, et By sont unicuement fonctions des

valeurs propres de eosoit :

a 2 a L o 2
(33) A 2 = o el Ags = AP N

2
s e _o 3
of-o Rz ° G:°a.(n €2 Eg_

X
(34) B,4. £ 2 Outp ( faPreh” eeh®) (B f)

olro (22
2 2
BR': ag-:o %:o aﬂl(} ( QP'B* CPIB "é}a) (&Q\Q’ + Qegd)
2
%"5: Sto %—:a Q,((; Lee.e FdLB _‘_eg/)) (eelee?.'(j

A un instant donné de la déformation plastique, (32) est donc
un critére de Hill, il est symétrique en traction et compression et
avant toute déformation plastique teQ:o) , 11 se raméne au criteére

de Von Mises

w(wm?) - Zaet ¢ O

_—

2.2.2. Cas triaxial

Si les directions principales des contraintes et des déformations

sont fixes, et donc s'il n'yv a pas de rotations, (32) s'écrit :

(35) M3 (_"C\—”C’L)‘z' ¥ R (Ty- ey + fha( -t‘s)l - 2aet ¢ o



ou encore :

2

(36) X‘L 'zio TD(Q ’h'aoeﬁ-d-s ,tp_f
avec :

X, = % [RAz v+~ A4])
oly = :g[:uu 4203 - Az]
iz 3 (2R M- A3)

(37)

D
ol ¢ sont les composantes de & et Tl

- 47 -

A AE [Rety+ 20y~ oy ]
A, &3 (2 ¥ 220, - ~.]
Aoy 1§E£d1+laﬁ-ex3j
celles de .

»

Dans le plan déviatoire des contraintes, en faisant un changement

de repére (voir fig. II1.2),

(35) ou (36) s'écrivent sous la forme :

Xz 3 [cos® T 4 s (TRoT® \l
2 e U300

Y- 2 LQ\\}\G T _ o (t9%- ‘Col.)
2 Se N TR

vq 6= ¥ (o oty SP(AL- A

A=

Si les coefficients
et V>0

O

Ty

Figure II.2 :

A AarAgany o Puehy 2847
o5

-~ PA2amy-20y

2Cos .29“]

sont correctement choisis pour avoir uwdo
(38) est donc 1'équation d'une ellipse.

ATa
X
4
n: —
vq”
™M= .;A___
JVv

Représentation du critére dans le plan

déviatoire

(triaxial)

# La représentation dans le plan déviatoire n'est évidemment valable que

dans le cas triaxial.
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Les coefficients Al peuvent étre identifiés, & un instant donné
de la déformation plastique, par trois essais de traction dans les
directions 1,2 et 3. En notant %€ la limite élastique dans la
direction & , nous avons :

\/Q,
= T 2 A + é’- - i '}:_‘.( = —é—-—
sz Te Ter Tyt t.f-‘*.x I A,,;.AJ
(39)  Ap- ae? A .;
[' C;d et z},‘?’} “'= Aiﬂ“]
4
Ay: ot [A .4 w2 %
cc.l 'Cf" = ric,L] q < A A*“l]

En vue de visualiser 1'évolution de la surface seuil au cours
de 1'écrouissage, nous allons supposer que dans (31) seul Oy =Q

n'est pas nul : c'est le terme le plus significatif si les déforma-

tions plastiques sont petites. Nous n'attachons pas beaucoup d'impor-

-~

tance & ce choix, notre seul but &tant d'illustrer le comportement.

(31) dévient alors :

(40)  W(wo®) (44 % Wee))+ a R e?ad?) o 2 gt
et donc d'aprés (33) :

Ara:z dvalwkied) —Cpa) Ar: dva (k(e®) -ch) M- Asa (keer) - )
et donc :

(41)  Yo@9) = V3 (e%-ef)

ne dépend pas de Q.
R(el) - 3e?,

Uz 4+ & (ARier) + 3e’ -w@’)]
E 2cos 29 A kcee
(42) g Uav = + 3CL e°)
Nz Ay & (lbt(@") . 3efy _Wweed)
E 2Co$lS
Tl o (4+ & (eh vety| V2
Le gl

(43) ’(%2 -4 +°\ (wien + c® )X"VL
":‘L" {_—L*r G (ke ~ E(’s)}

Si l1l'écrouissage se fait par traction dans la direction-&(e&:eﬁ)
alors :

(44) ©-0 u

1va (e efr) vz A & (Wee’) c3ch)
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(45) ”5;.1:_ [+ %(Mev)»fc%ﬂ"/"

-4
(46) L= Teo (44 2 (wen v eh)|TH
Qe Se 2

Le choix de @' a donc une influence sur le comportement obtenu.

Dans ce gui va suivre, nous allons choisir :

47) @ 4 (&% A) =4 (mea) = (8%-A)

Nous supposons donc que les sollicitations sont triaxiales,

1'écrouissage se fait par traction et que e&&°®- f\_}_ (\B"-M) .
Nous allons étudier 1'évolution de la surface seuil dans le plan

déviatoire.
Nous posons :
WY ° o
. o W' olet A %Logk"
s o WA

Les relations (44), (45) et (46) deviennent :

(48) \u

4_a [A- é(ezi'ne'c‘-")} Vz A _a[&_ i‘a(e‘lip+5e‘i")]

¢ 2¢0 P Y
(49) é—e:[i-a({_ %(eikei))

(50) B :(r.a(a. %kew*ge-u)“-‘&

Se

")

Pour avoir un critére acceptable, il faut que U et V restent

positives. \3 s'annule pour :
(51 - A 2e9 eey1-d

) Q- [L g et c?—)& = M,(ef)
et V pour :

(52)  @: [4. 4 (e2%f .5 e*i")\—i =\, (&°)
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Les seules valeurs de & qui n'annulent ni 4 ni v , cuel que soit ef
sont celles comprises entre 0 et environ 12,5 (Voir Figure II.3)

Y
Y4 =
| [ 1 [
| 50 |
I |
] 10 I
] 1 !
1 f
1 |
-1 : @ .5 £P _— = : 1 -ES
1 ]
] I
] 1
i "‘lﬂ '
1 f
I W |
| f
1 J( I

Figure II.3 H1(€®) et u, (c?)

Remarquons que si Q& est négatif et assez faible en valeur absolue,

U et v ne s'annulent que pour des valeurs élevées de P .

En utilisant 1'hypothése que les déformations plastiques sont petites,
(49) et (50) deviennent :

53 TWe N Cy
( ) “‘c_—' L- e - Te

£lP

g T -u%& e® %(3-"\()

. ( - . - - -~
si >0 .2 décroit au cours de l'écrouissage et s'annule &

1'infini (é&crouissage négatif), ceci n'est pas trés
génant puisque, dans la majorité des cas, l'anisotropie
plastique induite est couplée avec un autre type
d'écrouissage (cinématique isotrope).

Pour des valeurs de & faibles, la décroissance est
lente au départ (palier) puis décroit plus rapidement.

(voir courbes II.4.a.b.c)

_;:commence par croitre, puis a partir d'une valeur de
Ef;y(%JQ , 11 décroit pour s'annuler a l'infini. La
croissance initiale est d'autant plus faible gque Q.

est petit.



si a<o :-%® est toujours croissant et tend vers 1'infini pour
une valeur EtA finie de la déformation plastique
dépendante de Q. . Plus @& est grand en valeur absolue,
plus €94 est petit : pour Q& = -002 , Eﬁ_iﬂ 2,32
et pour Q. =-4 <f,v0B(voir figure II.5.a.b.c)

- T,% décroit jusgu'a une valeur de €%~ puis croit pour
devenir infini pour une valeur finie &%, > €f4 .
La valeur de T;® minimale est toujours positive.
La décroissance initiale est d'autant plus faible que 1la

valeur absolue de O. est petite.
Nous avons représenté&, dans les figures II.b.a et b. les traces de

la surface seuil dans le plan déviatoire au cours de l'é&crouissage
(A= 1et & =-1).

2.2.3. Traction torsion

Au cours d'une sollicitation de traction torsion, (32) s'écrit :

(54) _”%ﬁ’: LR b Tt o Ted

Si &%%ﬁl et 2% sont positifs, (54) est 1'éguation d'une ellipse
dans le plan T, , T, dont les axes principaux sont les axes Tu et Ty .
Dans ce cas nous avons, en supposant gue seul Q,,z=4 est non nul :

A

Tt 2| 2 = 44 A (k(e? AV
>2) e khun\ [+ §(RteDsel)

W, 2\ - A 1=
Sk NTIURRIRREERY

Si 1l'écrouissage se fait par traction et en prenant le méme choix

de &° que ci-dessus (47), (55) est la méme que (49) et (56) devient

B P

Si QL est positif, "qf décroit pour s'annuler a l'infini. Si & est

s

négatif, alors hf croit jusqu'a devenir infini pour une déformation

plastique finie (voir Figure II.4.a.b.c et II.5.a.b.c).

Remarguons gue si les déformations plastigues sont vetites (57) devient

— -

12 (4- & €%

o0

(58) T ®
e

4
B



Fig.II.4.b.
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Fig. II.5.a.

Q =-p. 01
WS G o> ’/
aP
1 1 2 3
_ . A
.1 .2 .3 .4 .5 .8
Ep

Fig.II.5.b.

Fig.II.5.c.
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Fig. II.6.a.

Fig, II.6.b.




2.2.4. Conclusions

Les courbes des figures II.4 et II.5 montrent bien que si l'on
veut rondre compte, sensiblement, d'une anisotropie plastique induite,
Il faut utiliser la théorie des grandes déformations. En effet, pour
décrire une déformation assez importante de la surface seuil, en utilisant
l'hypothése des petites déformations, il faut choisir & grand en valeur
absolue, or dans ce cas , la différence entre la réponse d'une loi
agrande déformation et celle d'une loi linéarisée est bien sensible ,
(pour W =M,§ 3 e =02 , l'erreur absolue est de 36%). Pour des valeurs
de @ faibles en valeur absolue ( o= 0,4 ), pour une modification du
seuil 4¢ par exemple de 20% ( «f = 4,3 ), l'erreur absolue sur ¢
gue 1l'on a en utilisant 1'hypothése des petites déformations est du méme
ordre soit 20% et donc 13 aussi l'hypothése des petites déformations est

grossiére.

Toutes les courbes gue nous avons tracées ont &té pour un choix
particulier de @® (voir 47). Avec les mémes hypoth&ses ci-dessus et

en prenant un autre choix de & :

(55) €%= 4 Log(B?)
les relations (48), (49), (50) et (57) deviennent :

(56 =4+ @ e - A. A gP
) u + S v A 2 €
— ~ A g A
(57) LA a cey 2 2% .G e\ TR TS = Ar A P2
<e"Li * 1%'3 Te | Ei H&') ' “ae %?(— G ]
Dans ce cas, Y s'annule pour &° =-§L et vV pour € = 2
quelle que soit la valeur de @ , 1l existe donc toujours une valeur
de &F qui annule soit W soit v . (voir figure II.7). Cette valeur

est d'autant plus grande que la valeur absolue de Q est faible.

(Voir courbes de la figure ITI.8)

—— Yu(&?) =
e 2

————— tjlki )= =
ety = -4

Y, (<% y

Fig 1.7 4.(ef), 9,080, 4,020
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3 R
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/ &
[ // ____ S
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-
HK\
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Fig. II.8.a.
Ef
] N o .- —
) 1 2

Fig. II.8.b.
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Nous n'avons développé&, dans ce paragraphe II.2.2., gue lfanisotropie
rlastigue induite (déformation de la surface seuil) mais il est bien
évident que pour avoir un modéle gui corresponde a une réalité physique,
il faut accoupler l'anisotropie plastique inddite avec un autre type
d'écrouissage (isotrope ot cinématique). En fait, dans (40) il y a déja -
de l'écrouissage isotrope si (@9 n'est pas nul, pour n'avoir que

de l'anisotropie plastique induite, on peut prendre :
(58) Wl e®?) o G(e®wor) <4 3 Tt

Pour un choix de €° tel que (55) , le critére (58) est équivalent a [40)
mais pour un autre choix tel que Wl€® + 0 , alors les deux critéres

sont différents /!

Pour un choix de @°%=4 (RP- A et pour un écrouissage par traction,
les relations (48), (49), (50) et (57) deviennent

(59) U= -&-%Ei- A%(aze*‘?—" «-e'Q-P)X Vi ooa (4. e-<°)
A
(60) '%_:: %“i- a4 - 4re®’ fe-if)]s 2

e :e® -ee
(61 T P4 Q4. 4 (S S N
(62) Tt _ 4

A [ 0268f -ee ]~ %
S V?{/L_ Fl- ety e )}g

4 s'annule pour :
. 25 - -1
(o -2.[:‘1_ A.Sk.ze + € CLP)X :“t,‘.L?.P)

et v s'annule pour

a = R (_1_9.‘9—"}‘& o 4, (E0)

Les seules valeurs de Q@ qui n'annulent ni W ni V quel gue soit g P

sont celles comprises entre 0 et 2 (voir figure II.9).
e
E@ devient infinie pour :

e b _A
az 244 (et w0
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yy V2 Y
¥ \\_// %
o
40 ]
S o & 4 o5 ol-___TT=== LA o €

— ot v o o it Wy m ot - - ama
-
PO  CTTTTTeN

Figure.II.9. %A(if),%z(i’)ﬂﬁ3(€0)

. < . P
Tous les commentaires sur %% ¢ et Tw faits précédemment restent

valables. (voir courbes des FiguresII.l0 a.b.c.d.e.f)

La construction de notre modé&le est tré&s proche de celle de Boehler {2,3}
La différence entre les travaux de Boehler et les ndétres réside essentiel-

lement en trois points

- Notre modéle est élastoplastique alors que celui de Boehler est

rigide plastique.

- Notre modéle est basé sur la loi de normalité généralisée alors

que Boehler ne fait pas cette hypothése.

- Le modéle de Boehler tient compte également d'une anisotropie
initiale alors gue nous nous sommes limités & l'anisotropie

induite.
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Fig. II.10.a.

Fig.II.10.b.

Fig. II.1l0.c.
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]
T Se
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1
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Ge
1
_________________ - Fig.II.10.d.
&P
1 2 3
T
Qa—l
f
-p——-——"-_—-——f_.___—_____.______.—-—-——-:
- —— T T T Fig.IT.10.e.
- &P
.1 .2 .3 4 .5 .B .7
I
G=-10
Fig.II.10.f.
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IT.2.3. Anisotropie élastique induite

2.3.1. Energie libre

On ne garde de (22) gque le terme quadrique en &€ . Nous allons
développer la théorie 1l.a., sachant gue dans le cas des petites déforma-
tions élastiques, la différence entre la théorie l.a. et 1l.b. est de
l'ordre deux par rapport & &% . Dans le cas général, W s'écrit sous
la forme :

Y - (e Rlee) + filenieed + (e W e¥e®) Ll erries e + &(e%e@ms‘ef)
e Wenrieegs) « {3 (=9 VR(eeeP) + fx(ee)nlecer )\ eef?) \ {q W ecert)
Cette forme de W reste trop générale. En vue d'arriver & une loi simple

d'anisotropie induite, nous allons nous limiter aux termes du second

ordre en €° = %(\HP_M) : les termes les plus sianificatifs si les défor-
mations plastiques sont petites (Les termes du premier ordre disparaissent
d cause de la condition Y _ pour We-M )

oW B

Tenant compte de l'incompressibilité plastique, nous avons :
dd(#H?) = deb (M42@°) = Lr2Ri @)+ Bl e*P) = )

et on voit que les termes en W(ee) sont de l'ordre de &% y

Y s'écrit donc

A+ Q,L‘R&ee-‘\-yﬁ.(ec“} [.17- ka,’\aLeu)&‘v\gec) +boy hieeee)t

(63) pL=
-LbQ_ V\K @PJ‘QQLB *’2\0?) k\ﬁket @9’1) h(@."\\ hg

zuw

2.3.2. Lois de comportement

Avec l'hypothése petites déformations élastiques, nous avons :

au 0“‘
- = « P 'mre

ce qui permet d'écrire la loi élastiqgue ey

on) -zz__-l_ iee i \MGCM\ _\_[Q_.L\,\\@P'L)\KLGQ) -l—\)'abx(_&ee‘”-}-“ r U R (ger) @
+oa Leeaﬂs xba hilece) @ 1by b (89 wer )

Pour écrire la loi d'évolution des déformations plastiaues, on peut, par

exemple, utiliser le critére de Von Mises :

(65) \wl -% g0 ey s (e®: wed) Y
et donc :
(66) \B‘ %W X

T iz
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-

La loi (64) introduit cing paramétres a identifier (& part E et v )

ce qui est beaucoup. On constate que ces paramétres introduisent deux
effets

- Les termes @4et+Q, , correspondent 3 une modification isotrope

des coefficients élastiques.

— Les termes hi, 52 et k3 correspondent 3 une anisotropie de
la loi. Pour pouvoir étudier ces deux effets avec un exemple simple,
nous ne garderons qu'un terme de chaqgue type : Q4 pour le premier
type puisqu'il influe sur le déviateur des déformations alors que Qg
n'influe que sur la partie sphérique; ‘o4 pour le second type a cause
de sa simplicité par rapport aux autres termes et donc nous prenons la
loi :

(67) - € &L\? R N+ €2 & 6\ (@02 €24 oy leeer) @J’g

2.3.3. Anisotropie é&lastigue

En écrivant la relation (67) sous forme matriciellé, on a

(t""h /A11 Ayy Ay o] ° 0 \ (ee\\\
Ta2 faa Ay Any o 0 o e
Tay e Aag My TN o 0 ~© (AN
Ty " 4wl © ) o Ry ) 0 Céy
T4 ° o o o As5e 0 e—%‘
Ta2 ° o o ) ) VR €<,
\ 7 K / - /
Ayy- (A-v) A a,l\ate“) +bie°11’
AW
- 2
A2z - pa: ) *°‘4\"(ﬁpl)+ e AwuzAss. Age = dray W
(AW

A3y - (4-¥) +Q‘_\7\_LQ‘“‘)+\3€9{
(4_1\?

ol \ﬁj sont les comnosantes de U dans le repére principal de ef

et e'{ les valeurs propres de ef .
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Dans le cas général, la loi est orthotrope avec la particularité

Ruus PAgg = Aee ce qui est accidentel et dd & notre choix du
terme Oy .
Pour une déformation plastique de traction ( e, - e?33 ), la loi

présente une isotropie transverse.

Pour visualiser l'influence des déformations plastiques, nous
allons étudier séparément les termes modifiant les propriétés élastiques
d'une maniére isotrope et ceux d'une maniére anisotrope et ceci au

cours d'une déformation plastique de traction.

a. Modification_anisotrope_des propriétés_élastiques__(ag=_0)

La loi élastique est

(68) - £ v all e balrl €t &°) &°1
T I_ﬂ\me) 4 A A )

qui peut s'inverser :

. AN oA [ 4 v v\ -
(69) ©C. _*E_ w- Ly A s ot L \nme&)__Emu)\xceo)}[_lw\ncequ «)
(70) 9\: Arba (R ety %.\.Q \F\lte"\\

En notant : E4 Va4 Mod.d'Young et egf. de Poisson dans la direction 1
/ (direction longitudinale)

EQ;?QJ%Q Mod. d'Young et Co8f. de Poisson dans la direction 2
’ (]

ou 3 (direction transversale)

on a
€%, N 2% S Y Ty
€4 € Ev
€%, 1= [ -V 1 -3 T2y N4 EE!
€4 = € €2 4
Cc'y:, _Qig _QJTZ 4 "C-.n
€4, (= €y
€ v < .
Tz i%? Ty 8335: k:_-\g Tany T3 = ‘\;_E__O Ty

2
1_4 bi P U g 4+2ba A 20V e
(71 F{EP‘ F_uw)]_ei-mmee)] g = E\ 5 Q %
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(72) 4.4 . ba -
. ) 0" N 11 -E \‘11'9)[&.2, '— Wier )] } =£€L§ 44 b—i[(i,?)tef‘l* cezZ)_ 2y ep"e‘;']j
(73) Jat ooy e

E\A ‘_mev)(e vef) -ﬁvﬁc‘(ev)-%?e{eﬂs =E!¢i4,*\,1u§%q) 391“—’55

(74) ‘b.ui%.-m eV viien A o2l 2

&~

(75) a4z Wires D efel) —-g 942-91 et S Viq:v JAvea| dhvelie?)ad
Aty )\H"?)k‘?* ) avefel 4x2ald-W)ch h'u[( ‘_,,k_f"z,e{s)

-~ Les courbes des figures II.11 et II.12 représentent 1l'évolution de
Ea s Ez )V ‘%L et vy, en fonction de ¢®. 36formation plastique logarhth-
mique (au cours d'un essali de traction ou de compression) pour différentes

valeurs de Y1 .

2P

-\ .10

'i(e -4) 2' l(

Pour cue les résultats obtenus par ce modéle soient physiquement

acceptables, il faut que les différents coefficients é&lastiques restent

positifs, ce gui limite le domaine d'utilisation de ce modele.

o sibpdo: Fig.(Il.ll.a - II.11.b - II.12.a. et II.12.b)
- V2 etV s'annulent en méme temps pour une valeur de &% €8
21 PS ¥ 1%

dépendante de \)1 . ZP‘_ est d'autant plus grande que \51

est petit.
- ®B4 et Bz sont croissants avec | &
o _si by¢o: Fig.(II.13.a- II.13.b - II.l4.a et II.14.b)

- V32 s'annule pour une valeur de li’\ d'autant plus grande

que Bq est petit en valeur absolue.

- B4 et €2 sont décroissants avec \iﬂ . Ils s'annulent pour

une valeur de \t% supérieure 3 celle annulant 93&



Fig.ITI.1ll.a.

Fig.II.1ll.b.
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’::L4:¢,~*:++:-+&

-3 -2 -1 g

Fig.II.13.a.

-6 . Vaa
b1 = . B1
— 3 7 . — VA
T ~
7~
/ 1 \
/ \
/ \
/ ; \
/ ‘ Va2
et L Aot TSR B - i, EP
-3 -2 -1 2 1

Fig.II.13.b.




Fig.II.l4.a.

Fig.II.14.b.
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b. Modification_isotrope des propriétés élastiques (bg=_0)

i — - —— — ————— — — — ot — o —— — — —— —— T ———— ] T—— {2 ———

La loi devient :
(76) = £0 2 owegd ¢ (Avagmieh) e
AaY LA L
qui s'écrit aussi

/ [
77 - B8V Gy N ‘<
0N e £ 2 ey \ x \

ou

(78) E': A + a4 REEPD) (A V) 2V Q4 \’\1(-@3)
€ LA LA - oy ® ey

(79) V- v

A -2 QLW IR

Les courbes des figures II.15 et ITI.16 représentent 1l'évolution
de %% et Y%J au cours d'un essai de traction en fonction de la déformation

plastique logarithmiqgue ge , pour différentes valeurs de Q4

Le matériau étant isotrope, V' ne doit pas dépasser 0,5 ni E

s'annuler, ce qui limite le domaine d'utilisation de ce modéle.

* si 040 : Fig.(II.15.a.) et (IT.15.b.)

E et V’ sont croissants en fonction de la déformation
A
vQ 4

plastique et tendent vers 1'infini pour W €t%):

plus Q& est petit, plus la croissance est lente.

" si G, ¢ Fig.(II.l6.a.) et (II.16.b.)

’ / ’
E et ¥V sont décroissants, € s’annule pour une

valeur de €f  d'autant plus grande aque Q4 est

petit en valeur absolue.
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E’/E /

1.64

1. 4.,

1.24

w i

Fig.II.15.a.

Gu =p. B1 |

1.8}

1.6}

1.4]

1.2}

Fig.II.15.b




- 71 -

Fig.II.l6.a.

| 21 =-p.g1 |

Fig.II.16.b.
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IT.3. THEORIE 2 EN GRANDES DEFORMATIONS

IT.3.1. Présentation de la théorie

La variable interne tensorielle d'écrouissage est maintenant
supposée différente du tenseur de déformations plastiques (W® e« @2 ).

Nous écrivons a la place de (7) ou (9)

(80) Y= (R &)
donc : \5;_'. O_:k : \%e’ + O_\* s o
dWme Bl ]
Pour avoir une écriture objective, il faut utiliser une dérivée
objective de &X . A cause de l'isotropie de W par rapport & BF

et ® , quel que soit AN tenseur antisymétrique :

% | o -
(81) Sac (\%Cm-m\%q ,.%: (XIR- ety 2 ©

Nous montrerons au chapitre III pour l'écrouissage cinématique, que
le choix de la dérivée objective a une grande influence sur le modéle
obtenu dans le cas des sollicitations autres que triaxiales. Nous allons
dans ce cas utiliser la dérivée de Jauman, la plus classiquement utilisée
soit :

(82) o X ¥, 0% &3 A7 ey BRS _2¥¢§Pve
IRE Qo

et donc la dissipation s'écrit :

83 - REeSY  _ox : 5% TN APEE SENPVA
(83) (- ® dWye &ge\Be>' ® +\2()°W<6—\Qev{\‘m (> FM'N 2°

Nous prenons donc :
a. U= Wwe XX ©
(84) 2 (R Se)
b. e we ™ e - o
wE2 RpoVE e W €= e
Nous choisirons un critére sous la forme :

(85) Rxe, &) o)

est fonction des forces thermodynamiques W% et (& et &ventuellement

de la variable interne d'état o



A partir de l'hypothése du matériau standard généralisé, les lois

d'évolution sont les suivantes :

w§°- 22 F 3. (0K
(86) b 2wt s xiﬁ;

IT1.3.2. Petites déformations élastiques

En utilisant les mémes raisonnements gqu'en 2.1.3. , ¥ s'écrit :

(87) E P A EA i& et A(o[ &)

et les lois (84a) et (84b) deviennent

(88) W= we ¥ s ?é‘c

Si on ne veut tenir compte gue d'un écrouissage cinématique, cas qui

sera développé au chapitre III, on prend

(89) e ‘Xckee)‘\' Y ( &)

(90)  {- Xl wd) co Wl Tk

Pour tenir compte d'une anisotropie plastique induite, on peut
raisonner de deux fagons : la premiére consiste a dire gue 1l'énergie
libre ne dépend aque des déformations élastiques et que le critére 1lui,

dénend de ™ : soit

(91) N oWwe ey %:f\('tc, &Y (SQ:)\:%K

Dans ce cas , ® n'est pas défini. Si on le définit en fonction de we
ou & , on revient 3 la méme théorie 1.A. On peut aussi le définir a

partir d'une loi d'évolution guelcondque.

La deuxiéme fagon de raisonner est de considérer que l'énergie libre
est la somme d'une énergie élastique et d'une énergie d'écrouissage,
et prendre une fonction seuil gui dépend de & force thermodynamique
associée 3 o , soit :

= ‘ WP ok & . o4
(2)  k=we(enys wie)  fo{(my) WAL BN

™
- QU 2 . . ™ v .
ol est une dérivée objective telle que o ¢ =X, X
Db ] q V6» (515 o™



Dans les deux cas, la théorie 2 est plus générale que la théorie 1
puisque le choix de 1'évolution de & est plus vaste que dans la
théorie 1.

Pour tenir compte d'une anisotropie élastigue induite, on prend W

guadratique en ®% mais dépendant de ax :
- <. S°-224% o\ o4k
(93) Y- 14 &% Ne &) Ry co W otz N

La modification de la surface seuil est négligeable puisque & est
au second ordre par rapport aux déformations élastiques. Le choix de
£ (@, &) influe sur 1'évolution de ® au cours du temps. On peut

prendre par exemple

94) L, W)z 4w

et donc @&>= ®°

Ce n'est bien sQr pas le seul choix possible.

Compte tenu de l'arbitraire du choix des lois d'évolution de & ,
nous n'allons pas développer les différents modéles que 1l'on peut

obtenir; les démarches sont d'ailleurs équivalentes a celles de II.2.2.
et II1.2.3.

Dans le chapitre III, nous nous étendrons davantage sur ce sujet,

dans le cas particulier de 1l'écrouissage cinématique.



CHAPITRE

ECROUISSAGE CINEMATIQUE




CHAPITRE III : ECROUISSAGE CINEMATIQUE

o]
)
()]
c
3
)

Pour aboutir &8 l'écriture incrémentale unique du modéle
d'écrouissage cinématique en petites déformations, on peut partir de
deux écritures différentes de l1l'énergie libre en utilisant comme
variables internes d'écrouissage soit les déformations élastiques, soit
un tenseur Q¥ variable associé & t - déplacement du centre de la
surface seuil dans l'espace des contraintes. On démontre que @& est,

d une constante prés, égale & £EP: déformations plastiques.

Suivant que l'on étend aux grandes déformations 1l'une des
deux écritures de 1'énergie libre ou l'écriture incrémentale, on

n'aboutit pas toujours au méme modéle.

Nous allons étudier dans ce chapitre les différents modéles
d'écrouissage cinématique en grandes déformations obtenues suivant que

1'on étende les écritures :

- %che\*\kpﬁgp) > théorie (1)
:we (&) + P ( &) = théorie (2)
écriture incrémentale —— théorie (3)

On montrera que :
- toutes ces théories sont équivalentes dans le cas triaxial
- la théorie (3) est éguivalente, dans le cas des petites
déformations élastiques, & la théorie (2).
- la théorie (2) peut étre généralisée et la théorie (1)

deviendra un cas particulier de cette généralisation.
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On étudiera :

- 1'influence du choix de 1l'écriture erezq ou “¥ % ay)

- la différence gualitative entre la théorie (1) et la théorie (2)
(La théorie (3) étant équivalente a (2) dans le cas des petites
déformations élastiques, le seul que 1l'on développera numéri-

quement) .

Pour cela, on choisira deux écritures différentes de ‘ff( &P)
et YP(w) et on étudiera la réponse & des essais de traction,

torsion, traction torsion de ces différents modéles.
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ITT - 1. PETITES DEFORMATIONS

En petites déformations, la loi incrémentale du modéle

d'écrouissage cinématique, extension au cas tridimensionnel du modéle

de Prager (,__-VL{:2::2:]_~ ) peut s'obtenir de deux fagons

différentes suivant le choix des variables internes d'écrouissage dans

l'écriture de 1l'énergie libre :

IITI - 1.1. 1lére écriture

(1.q) Y - \fe(&e\ P (&‘))
e . ge . &P . O%P
donc (W_P%QS.EE * QCB_“:X. 2" >0 % - P%P
soit Q- P 4
N &€

Dans le cas général, en supposant ¢ et wp ¢ isotropes et les
déformations plastigques incompressibles et en negligeant les termes

du second ordre par rapport a &e ot E? ’ T et & srecrivent

- € e, Vv (e
(1) ‘o L ES g weEaA

&: Cr\& S—P

(2) () o <f:z -

& représente la translation du centre de la surface seuil dans

l'espace des contraintes.

————————— : Matériau standard généralisé :

(3) &% - 2%
Y\ 17
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ITT - 1.2. 2éme écriture

(1.abis) Wo B4 %P (&)
donc (m_PD%C\;&Q pu q’:ép_&d >0 & - /)D%P
soit = P'D_‘_k_e

HREAS

T —— — — — -

(2.bis) 1 (™ Lo ©f> @.&k
Hypothése 3_ : Matériau standard généralisé :
~ P
&; = %3 . 'P
® — = &
(3. bis) _ = g => ¥
o :-)~1§ - %)
S LY T ad

et donc & est, 3 une constante prés, égale & SEP et on se

raméne a la premiére écriture.

ITTI - 1.3. Ecriture incrémentale

A partir des hypothéses ci-dessus, on arrive facilement &

la loi incrémentale :

Sé R A \xLQB A 4-2&
(4) E A Gy \m“ LSS L'smv mm"} P
: J . XX >R A
ou +\? &+ﬁo\n&\k\ P E‘i)[\ RRES ee G§3 R

Dans ce qui va suivre, nous allons étendre ces différentes écritures

(écriture 1, écriture 2 et écriture incrémentale) du méme modéle petites

déformations, aux grandes déformations, et nous allons montrer que ces

€critures ne ménent pas, en général & un méme modéle grandes déformations.
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IITI - 2. FORMULATION VARIABLES INTERNES

—

IIT - 2.1. Théorie 1

2.1.1. Energie libre,dissipation

On a montré au chapitre II que, pour obtenir l'écrouissage

cinématique (en Visant surtout l'hypothése des petites déformations
élastiques), on écrit

(5) \f - \YCC'Be\ -\-\ﬁPQ\H?)

On est dans le cas de double isotropie et donc la théorie 1.a.
avec la théorie 1.b.

coincide

A partir de (5), la dissipation s'écrit

(6.a) (C-&): DP <0
- VYE me dvye €.
(6.b) = p SBe ® ;@ SEe b - Z‘Z. \..03 (Be)
, _ PP p dpP P A o
(6.c) &_.2@ SEW“* ;@§i§ W = E\@SUH)

Remarquons qgue dans ce cas, & n'est fonction que de “*P
ses directions principales sont celles de W°

et ses valeurs propres
sont uniguement fonctions de celles de e

et donc des allongements
plasticues principaux.

Hypothése 2 . Critére de plasticité (fonction seuil)

(7) P(wP) <o 2= (w-¢)d

Hypothése 3 : lMatériau standard généralisé :

D'aprés (6.a) on écrit

A NE
(8) D= 2\ Soe
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écriture qui généralise (3)

Pour écrire une loi de comportement basée sur la théorie 1.

il reste a

1 - Choisir 1'écriture Y (B®) et P MP) |, ou ce qui

revient au méme, choisir l'écriture des relations Qt(me)
et & (WP)
2 - Choisir la fonction seuil; dans les calculs qui vont suivre,

nous utiliserons toujours, pour fixer les idées, le critére

de von Mises

) \efP\ - \J’g;\ Ge ¢O \e?® = &h:_vv:tev)\/’*

2.1.2. Ecriture incrémentale

On veut arriver a une écriture sous la forme :

P _
(10) = = & (,we) | D)
ou I)ﬁi est une dérivée objective de @

En annexell, nous définissons une nouvelle dérivée objective
. . T . . .
voisine de celle de Jauman U mais relative au taux de rotation
plastique, soit :

N/ . ~ ~ —_ T
(11.2) X = % 4 XW_WX = wﬁi(\v&‘m&\ « (RERREY WP W"(\@%m‘)}\?f

(11.D) W= RERET , meEwP R’
W 2 tye meyywe-1 e 5 A
(11.c) W = \w_____X\lgvm(mm Wt L@ (mm")\vcg
\J_‘SV(-VC
i~
ot V;' , \I§ , \/25 sont les invariants principaux de W©

\,_[e: B (ve) V&

é L\RQ(\VC) R L\vcl\) V\Sﬂ = det (\Vc)
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On démontre en annexe 3 gue

")
{ B® - DB+ B0 _ 2wepfwe

(12.a) ~
R - 2weDVve _ @t Df_ §ac

(12.b) P = 2 [P DP]% L, wfm o wP Nz W
“f-\\JP - 2 [\-HP \'—69] >

) ~r
Compte tenu des relations(12.b),on utilisera plutdt la dérivée X que

celle de Jauman en remarqguant gu'avec 1l'hypothése des petites déforma-
~
tions élastiques, ¥ et X° sont &gaux au premier ordre ( W ~\e/

et que dans le cas général :

J o~ — —_ S
(13) Wz Xy 4 X LVSQV\; (ﬁ)HD")\Y‘A «—‘B‘(\DHDP)\\K]A
WVg-Ng
D'aprés (6.b) w2 w (B donc &= })’; (€] et done
(14) % . ¥ [aveove_ s ° - 8fe]
2 R
(15) ¥ = 2w (awtovel N (2E 28 @C)‘X
B° '\qu b
Il reste donc 4 calculer X\ en fonction de D .
(16) :?:o = °Ff : (’{ED _QD)
A ?
d'aprés (6.c) : & :k (WP} donc E - Dk ‘;\\-\Q(S'+ (BP“-\?] et donc
AP
1) Ao A (2 )
h,g_ ’)Tf_p
(18) P L ] TG Y SR SR
"1’ 2u?’ Awmb \Hqu-_(’ 'Du:"\H]

ou encore en fonction de ©D:

(19) X - (33 su{;{\vewq‘)ik f Dtc[ a2t 0t Bclg-i

1P ge g “®H af qzd’
soit en reportant (19) dans (15), on arrive a la loi incrémentale dans

le cas général

(20) %= T (e, (D) = 2T, |aveove, <3§ ?O'd-B [z\v%w‘]>{h + 2 m([‘ﬁ‘jé gipmﬂj
] \

(“?:‘33 2 B ):l
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Remarquons, qu'en utilisant (13), on peut écrire aussi
~ —_
(21) it A t(‘d)ﬂ-\o) Lm]

2.1.3. Petites déformations élastiques

soit &% le tenseur des petites déformations &lastiques
e
(22) €y % (BS-A) \ASE PV b - %Log (»e)

Quelle que soit la forme cde EEQCJBQ) , on peut toujours se

ramener, au premier orare, a la relation

23 w- E < g
(23) w&(a u\?\-Ac M\S

Il est facile de démontrer gue si les déformations €lastiques

restent petites, on a
(24) D= & 407, & (&Y
(25) Wz W o+ (&%)

et donc d'aprés (23), (24) et (25) et l'incompressibilité plastique

(26) Ve w = E \m »,_. Ry - mPg + Bge)
1+?
(19) devient donc :
(27) N RE m}f_w’\n 0%, of
qu 'az;P &P

Soit donc l'écriture incrémentale

v iﬂhj ROLEPE KL e hy] 2

Aa Duf g Suf
(28)
D- Y 9\:('«"‘)4] v A g0 ™y 24
E h_,&_ ’BEP "SEP
0% . ok e ¢
17 T2e " Swe " et %i He]

wP- w_ k= &(wHP)
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Remarques :

1. Les relations (2B) sont valables dans le cas ol les déformations
€lastiques sont petites et sont, dans ce cas, les lois générales

issues des hypothéses 1,2 et 3.

2. Le choix de 1l'écriture de SEP(“4P) influe sur la valeur de
VLi et de 4 et donc de 25
0Y A

Nous comparerons, a la fin de ce chapitre, deux choix différents
de XFCwP .

2.1.4. Symétrie de T (®,mP)

Dans le cas général, on peut écrire a partir de (13) et (14)

o 2 1 2 =
Tiy= D (jke Dhe - Bpe DL{

ed el

En écrivant dans le cas général D~ ke et Dl
en fonction des dérivées premiéres et secondes de WY&

par rapport aux invariants principaux de BR< ; on démontre
(voir annexel¥) que :

e‘l 4 ei
CD ‘_sb_Q :@ebqi\ :.% ‘cb.?

(29) A
e, el | e2
et et = Vo = %JCb.Q
Dans le cas général, on peut écrire de méme :
l:g = %b%;ne Tshg
avec (voir annexe 4) :
7 e .
v
En petites déformations élasticques : E? ~ & et donc :
-S“au . we
i e Dhe
(31) A
Titee = £, Subie v L o4 Suel
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En utilisant (29), (31) et (29), on arrive & :

J .
Ty = (tB\LQ D\le
(32) — Al € e ;2_ . A pY4d )
T =, ig“‘ b5y S - 1 Ue N (Rgedue

et on constate facilement gue :

—

Tipes Cweiy = Tiink

ceci dans le cas des petites déformations é&lastiques.
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I1II - 2.2. Théorie 2

(33)

(34)

(35)

(36)

(37)

La théorie 2 est celle qui consiste & &tendre 1l'écriture (41.a.bis)
j

2.2.1., Energie libre dissipation

Yoo e(RE)4 Y &) & : variable interne
W - 3*2 RE 4 3*9.01 tensorielle d'écrouissage

G - _Q 'D"ke RS (\'b N3 ‘_3*9

L]
Pour avoir une ecrlture ob]ectlve, il faut utiliser au lieu de @/ ,

une dérivée objective D& telle que :

3_*‘)- Cb'( :3_\&?: DaY
A6X NGY bk
Nous choisirons pour le moment la dérivé&e de Jauman qui est
habituellement utilisée; (nous reviendrons ultérieurement sur la
&

discussion du choix de St ).

La dissipation s'écrit donc :
B\kg\c 2 D\fo—\t e B*V J
(- -2(5 B)ID*'FQQQBQ‘&Q@('W

En utilisant ladémarche classique, on a :
- (D’D\ke\e
B»e
et donc :
'Qtl ﬁS?._ “.:(NI élo
k= p Q¥

en posant : [ -
O

Hypothése 2 : Fonction seuil

R =™y ¢o wf w.k
¥ est donc le déplacement de la surface seuil dans l'espace des

contraintes et ®&X est la variable thermodynamigue associée & L
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Hypothése 3 : Matériau standard généralisé

d'aprés (36) on écrit :

(38) DF y2f
T

(39) 32-—>\¥ = )\H
’W: "_)‘d

Et on trouve donc la loi d'évolution de & et la relation de ™ avec

les déformations plastiques :
3 =P
(40) & - O
Remarguons gue dans ce cas, les directions principales de ¥t stant
celles de O , elles ne sont pas, dans le cas général, les mémes que

celles de MP® (comme pour la théorie 1).

Pour écrire une loi de comportement basée sur la théorie 2, il reste

Q7

1. Choisir 1l'écriture de ﬂfe(@ﬁ) et \kPUﬂ) , ou ce qui revient
au méme, choisir l'écriture des relations ‘W(me) et %la)

2. Choisir la fonction seuil.

2.2.2., Ecriture incrémentale

En utilisant la méme dé&marche ague pour la théorie 1, on a

(41) e YT [ OBRE 4 0D - ) Wwe \vt]
2 Re Ty f
(42) Xz A g2 oS
\“2’ P >
hy - :
(43) 2 'Mc" ‘Dcu L'nr."

ou en fonction de O -

(44) A= (:i\’ LS i.(b‘BL*‘Be(bD%\qz*')mP : ARE L\Ve we_‘)g‘i

et donc la loi incrémentale :
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o 3 0% rape 3¢ 1
(45) A= ’C(u u)-_i\bmﬁ*\%m L =REES DR +‘¥Fﬁ>}>i"\z X me[wempwc)g
we £ e
2uf

2.2.3. Petites déformations élastiques

En utilisant les mémes remarques sur les déformations €lastiques

qu'en 2.1.3., on a

. )-€ 32 . 2% -
(46) N= \33[ _"_:E__ *'él" i‘u_‘)l

et donc l1l'écriture incrémentale

> h) 447
210 AN S Y

AP Yyl ’McP
T 3_ \th‘ 4_ 28wy 3i
(47) AT ] Y
ha: 2 wf Y [g_'EP
'\CCF: T_k& k- &L&/\

1. Le choix de 1'é&criture de ff?(ax) influe sur la valeur de V\z

et de t et donc de Pgi
2’

2. Les relations (47) sont sous la mé&me forme que (28), malgré ceci,
et malgré les différents choix possibles suivant 1'écriture de
PP et \ke&ax\ les relations (47) et (28) sont
différentes puisque pour la théorie 1, les directions principales
de Yt sont toujours celles de - ce qui n'est pas le cas
pour la théorie 2,

2.2.4. Svmétrie de T (&, &X)

Dans le cas ou les déformations élastiques restent petites, les
relations (47) étant sous la méme forme que (28) , la symétrie
de 22 (&, &) est donc évidente.
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IITI - 3. GENERALISATION DIRECTE DE L'ECRITURE INCREMENTALE (Théorie 3).

On veut donc généraliser directement 1l'écriture incrémentale (4)
sans introduire la décomposition WF:=F<&F
Les raisonnements utilisés dans le chapitre I restant valables,

nous nous bornerons 3 une généralisation eulérienne avec la dérivée de
Jauman. On écrit donc simplement :

(48) D- O pf

(49) D¢ AV g3 J g(d) A
€ =

(50) o= ) 2% w?f. w. &
2 ®

(51) - 6o’

(52) N A 28 o3 3828 94 o

o S’ >[Tuo‘ S P TP

Il faut remarquer gue les tenseurs ©F et Q&

ainsi définis n'ont pas
de signification cinématicgue précise.

Cette généralisation correspond 3 1l'écriture de (H4) dans le repére

corotationnel 1ié& au mouvement@ﬂLes déformations élastiques et plastiques
( @€et ®® ) seront donc définies par :

Ny
(53) € = »¢ downc €= W _V w@x A
c e
(52) e® - of

si on définit & avec :

(55) € = D
on aura alors : @ ©y P

Si les déformations élasticues sont petites

, (48) est équivalente
a (24) et (54) a

(40) et on démontre facilement que la théorie 3
est éguivalente au choix particulier ‘.\.’?(@): Xic\‘@/:u dans la théorie 2.



III - 4. COMPARAISONS ENTRE LES DIFFERENTES THEORIES

ITT - 4.1. Cas triaxial

Dans la cas triaxial, les rotations étant nulles, le taux de
rotation l'est aussi et donc la dérivée de Jauman est égale a la dérivée

particulaire

En plus, nous avons les relations :
56) W:-D Wz o8 wlime weef Wi oec...
Il est donc facile de constater que dans ce cas, toutes les

théories 1,2 et 3 sont équivalentes.( la théorie 3 correspond a un choix

particulier de Y () ) puisque dans ce cas, nous avons :
(57) @ b e oz WowP - <?

Il apparait donc que la différence entre les théories 1,2 et 3

n'est due gu'aux rotations.

4.2. Petites déformations élastiques

Comme il a été remarqué précedemment :

- la théorie 3 est un cas particulier de la théorie 2.

- la théorie 2 est différente dans le cas général de la théorie 1,

cette différence venant des rotations.

4.3. Cas général

- La différence entre la théorie 2 et la théorie 1 est due a la
différence dans la définition de & tenseur de déplacement du
centre de la surface seuil dans l'espace des contraintes. Et plus
précisement, c'est l'orientation des directions principales de k&

gui différe d'une théorie 3 l'autre.

Comme l'orientation, dans la théorie 2, des directions princi-
pales de & est définie par la relation (40) et plus précisé-
ment par le choix de la dérivée objective utilisée, choix qui a

été arbitraire, nous allons, dans le paragraphe suivant, étudier



d'autres choix“de dérivées objectives, c'est d dire généraliser

la théorie 2,

La théorie 3 différe des deux autres théories dans la définition
méme des déformations élastiques et plastiques. Ce probléme a déja
été longuement débattu dans la littérature; puisque dans le cas
qui nous interésse (petites déformations) la théorie 3 est un

cas particulier de la théorie 2, nous n'en parlerons pas davantage.
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ITT - 5. GENERALISATION DE LA THEORIE 2 - THEORIE GENERALE

ITT - 5.1. Généralisation de la théorie 2

Le choix de la dérivée de Jauman dans 1l'écriture (34) n'est pas

le seul choix possible, toute autre dérivée objective qui vérifie la

relation (34) peut étre utilisée. Le choix de %C%( détermine l'orien-
tation des directions principales de G donc de ® , alors que dans

la théorie 1, les directions principales de it sont toujours celles de\ﬂﬁ

Une guestion se pose donc :

La théorie 1 ne peut-elle pas s'écrire de la méme maniére que

la théorie 2 mais pour un choix différent de !%% ?

On démontre en annexe (3) que :

(58)  BF= w0, W WP L\ve O PR e T w"“‘] ®

x
ot W’ est le taux de rotation des directions principales de

B ou W =4 Log (%)

Wi g wt

si ®Y est la rotation des directions principales de WP

D'aprés (58) nous avons alors

(s9) D= h W (RO L WP ReTY | (e ¢ RS pf* e T INP
- {“'\P Y2 U\le \\AI(”l L‘(LC-T _ Rt W:PRPT \LQ-\- ) \1—\(’“’1-] S

Si nous definissons %%E par

(60) N = &+ o wewe™ PROWIRET) - (REmeT , RewfY e ) o
bt

% : < < M 9
- {ex\ﬂ? &) (Rt wP™ e Rewf WP e’ | exp(2 car)}

of
ol \i est le taux de rotation des directions principales
de Wo R , 1a relation (40) devient

& . ®° ¢

g?é est bien objective (voir annexelll) et & cause de 1l'isotropie
de ‘i"'(.(), la relation (34) est bien vérifiée.



La théorie 1 correspond donc bien a8 un choix particulier de ng-

DL

Ceci nous permet de définir un cadre général englobant toutes les
écritures, avec variables internes, de l'écrouissage cinématique en

grandes déformations :

III - 5.2. Théorie générale de l'écrouissage cinématigque en grandes

déformations :

. Choix de ¥S(®%) —= choix de la relation ™ (Re)

Dans le cas des petites déformations élas-
tiques, ce choix est unigque au ler ordre par

rapport aux déformations élastiques.

Choix de “YO(&) = choix de la relation & av)

Nous allons comparer le comportement de deux

lois obtenues a partir de deux choix
différents de K@) .

Choix A : k= Gy &

Choix B . -%.G\\(exp(ia’)_M)

. Choix de D%f > Détermine la relation entre & et les
° déformations plastiques et en particulier
l'orientation des directions principales

-~

de & par rapport & celles de me .

Nous allons comparer le comportement de deux

lois obtenues a& partir de deux choix différents

D
de é{
Choix 1 : correspondant a la théorie 1 :

directions principales de &  les mémes gque
celle de WP,
¥

Choix 2 : Dﬁf = & théorie 2.



- . . . o
Il serait interessant d'étudier d'autres choix possibles de %l

nous ne l'avons pas fait par manque de temps. On pourrait par exemple,
au lieu de dériver dans le repére corotationnel total, dériver dans

le repére corotationnel plastique, soit :

&(?: RE ol 1RE considerer :

en posant

Do - e (v & svtwf _wwfere) e

Dt
~
Ceci revient & prendre Q%: &/ or, dans le cas des petites déformations

élastiques d§.3 QVJ et ce choix ne rapporte pas quelques chose de

plus par rapport au choix 2.

On notera dans la suite :

Loi 1.A : k- Gy "N
Loi 1.B : L - :‘i G, (“—\P__.ﬂ)
Loi 2.A : k - Gy OX o - GSP

Loi 2.B

ke b G (expeent) o &°

IIT - 6 SIMULATIONS NUMERIQUES

IITI - 6.1. Sollicitations triaxiales

Toutes les théories étant équivalentes, nous allons comparer
les deux choix A. et B. Dans tout ce qui va suivre, nous utiliserons

le critére de Von Mises sous la forme

(82) i(t?B = \?r.’”\ -J’—E Te <o \fu?p\ - L’E?D: 'EQD)VQ

6.1.1. Evolution de la surface seuil

Pour visualiser le déplacement de la surface seuil, nous allons
la tracer dans le plan déviation des contraintes. Cette représentation

n'a de sens que dans le cas triaxial.



(62) s'écrit :
1 0,2
(63) (TP 6! (BP0 v (w2 6y)T - 2t 4o
o TP et t®  sont les composantes diagonales (les seules non nulles)

de respectivement &P et k® .

Dans le plan déviatoire (63) décrit un cercle décentré (Centre I)

et de rayon R:Se (voir figure 111.4)

— —0 —_ —p

OI= &3 'ax +¥3\1:LL?\3
:"Lj(’fsb—h?)?»f%hb \;’

dzP

—0 —p —
oz B har TR, AR, dt

— —9 -0
PO T RN ARG

-
AR Sucface seutl
2, 7

Fig.IIT.l.Surface de plasticité dans le plan déviatoire

(cas triaxial)

Il est aisé de vérifier que ¢
—D — —_ - r—> -9
JeP L a3 W def. 0k, 4k ik b $aks €fizloaMe Yicomp. de®F
—J'E' 2 ’\_I'__“\ dk - ‘. 4 + Q LR 3 3 \ Lo% L \L(OM? -
En petites déformations, le centre de la surface seuil se déplace dans
8 (aoF ok 4o
la méme direction que &P ( 4‘&}' =k e );

gu'en est~-il pour les grandes déformations ?
Nous supposons, pour simplifier les calculs,que le matériau & l'instant

initial était é&croui par une traction dans la direction 1 et que nous

allons exercer sur lui une sollicitation triaxiale (voir Fig.ma2)



'l‘z, tS

Fig. (g)Déplacement du centre de la surface de plasticité.

Il a été montré dans {®} gu'avec le choix B , ® est non nul et varie
en fonction de \f (nature de la sollicitation) selon les courbes de

la figure(m3).
8 (%)

M E—P:' ac 5

3g

28

Fig.(m-3) Evolution de® en fonction de P - Choix B.

Pour le choix A, B est nul quelque soit\g , en effet il est aisé de voir
-—y
: T = G 4 £P

En conclusion le Choix A permet d'avoir exactement les mémes propriétés

de normalités gque dans le cas des petites déformations, ce n'est pas

le cas pour le choix B-



6.1.2. Courbes d'écrouissage

F: (NS o o w* A oo o F:[X 0o
( ° N °e) ° °vj RN Nz NEAP ek
o o X3 0 9 X o o X3
. .o e € 2 Leghl
. e\ 0o o o e . oo ) e.
Dz EF-1: o‘ iL0 A o é"o-p L\ R & o e : bog N'¢
0 0 €4 © o 1) °© o €5 el - Log W
et nous avons D= ®% »f

c'est donc la méme écriture que pour les petites déformations

(o] Q o

Traction - Compression : YC'.( T o °§
o © o

Nous ne faisons pas l'hypothése des petites déformations
élastiques.

D= “:e: "‘fj ‘& —%VQTE)J\ donc : £€. = €€=- /¢
c
E—el.’. ie's-. _9 E,e
= °D
I donc 2\92 e®
|29
€= efh: - gf
2
€- €°, —
E
En cas de charge, nous avons
Choix A : €f= '%. ( “-—"-G—?S\ S = 1 en Traction
— A
2¢P p §=-1en Compression
Choix B : e _ e‘i = 2 QG-:-—%SX

Une fois de plus, la relation <(E) ’pour le choix A est exactement

la mé&me que pour le cas des petites déformations. Le modé&le A correspond
dans le cas triaxial, au modéle petites déformations. Toutes les rela-
tions petites dé&formations sont transposables directement aux grandes

déformations en prenant  &€€::z oo NEL et EP‘;Log)Kc et sont

égquivalentes aux relations obtenues par le modéle A.
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Nous vérifions bien gu'au premier ordre en £® , le modéle A et le

modéle B sont équivalents.

Si on considére un cylindre soumis & une traction axiale F; avant
déformation, il a une longueur L et un rayon R. Aprés déformation, 1la
longueur est -Q et le rayon r . Aprés décharge, la longueur

devient ,Q? et le rayon r?

En supposant que l'essai est homogéne, nous avons

%_Oo [ Qg 0 o
¥ F P
o & o o C o
(] of- Ks) RVP
2 ° '

Dans le cadre de la théorie des petites déformations, la déformation

considérée .est soit la déformation logarithmique

= loq & €f: Loq ce: g-¢P
& °q 3T
soit l'allongement unjitaire relatif:
= -‘\%-’1 o b OF_4 ov€z ot P
[
au premier ordre; Xy & x®x~ gf
ey o
€

Si on utilise les mé&mes notations pour le cas des grandes déformations,

nous avons encore : &= €€, ¢f ;s €= T/

mais oz X?(4+4o/e) 4+ ¢® 5 o= eq/é_.-l . ove: X\ -4
Si les déformations élastiques sont petites : ¢ €€z /¢

Pour illustrer la différence entre les courbes T(¢€) et SwW) ,

nous avons tracé les courbes suivantes :

Figure B4 : Y€ - 005 a4 - 04 ( choix A)
= 13
% z %—(0(\ en prenant successivement :
1: odz ¢P —+p déformations élastiques négligées
20 Xz o Ty ——» relation gque l'on est tenté d'écrire sans réflechir

3! o= 019(4.+%‘)+“’/5 —=» modéle avec l'hypothése des petites déform.élasti.

4+ of=of(drove) s e —_» modéle grandes déformations élastiques
oL@z eYE_4
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On constate que la différence entre la relation 3 et la relation 4
est négligeable, bien que les déformations élastiques soient de 20%
ce qui nous vermet de conclure gque l'hypothése "petites déformations"

est bien acceptable (pour les métaux, (»r n'atteindra jamais 20%.)

La différence entre les courbes avec les relations 1 et 2 et celle
avec les relations 3 et 4 est bien notable.

- o o ) o
& =45 Hu-dly . 25/ . Xu-%2 . q3), ; %u-%3 . g )

Les courbes de la figure III-5, représentent 1l'évolution de qt en

fonction de ¢ pour la compression et la traction (Choix A et B)

Les courbes des figures III-6 et III-7 représentent 1l'évolution de ©/¢

en fonction de § pour des valeurs différentes de 95 (Choix A et B).
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TPTIIITPTA
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S@ "B=3/2p
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o
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Fig.III.7.

2M I /E
Gl/E=0.81 /
Se/Ewg, 01 /
/
1B=28 /
/
.1l /,’/
/
/
1A=2A
-~
-
-
— -
"] + - + + + - +— + +
2 1 2
Fig.III.6.
5o S/E
G1/E=g. 1 16=28 , 4
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/
1A=2A
.3l /
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IIT - 6.2. Petites déformations élastiques(sollicitations non triaxiales)

6.2.1. Différentes lois a comparer

En utilisant le critére de Von Mises (62) toutes les lois (1A, 1b,
2A, 2B) se raménent &

D- &°. ©Ff
(64) ge. o, 2 %) A
| =
‘-bp'—i_ < w- :m'}'> fu_?D ra:(,: ﬁ—\t— \b: G\4_ e(’

h lz™ o 12l

€ et " sont différents suivant les lois.

Soit &KXN le tenseur du quatriéme ordre défini par :

(65) L0 = 2 Artxy: 2K T A Log(X)
X 2
J b
On peut donc écrire ¥ en fonction de X
X = L£00 [ 25) s LA [ %)

avec ceci nous avons

(Loi 1A : fp: \\'\P \As xt®. f(\ﬂf’)(}.(\*-\('ﬁ:“’)s.]
\epit

Loi 1B : @' 1(wmhd) e PO (?OuniP)

(66)4 \epol\d

Loi 2A : e (D(S; \—50 \‘\ = A
-1

Loi 2B : @ 1 [ex‘b(_gu)‘,u\) W = w®? 06 (&()Lkpb]

‘ < 2\ PO\
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6.2.2. Réponse a une sollicitation de traction Torsion

On considére un tube mince (fig.®9) soumis & une sollicitation
>
de type Traction-Torsion (traction dans la direction ey

et torsion dans le plan &€, ).

Nous supposons,l'épaisseur du tube étant petite, que 1l'état de

contraintes est homogéne dans une section droite.

Fig.(ll9) Tube mince en torsion
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a) cinématique.

- -0 —e —0 ~ .
Le repére €4 , e, , € est un repére fixe.

— . Avant déformation, tout point matériel ™ peut étre repéré

par ses coordonnées polaires :

—p —¥» —p —
ox = (Ro +R W) eq + To €3 Qp Cos O €1 & sinbo 2,
Ro : rayon moyen avant déformation
Ho : é&paisseur moyenne du tube avant déformation
Zo : position de la section droite envisagée avant déformation
R : paramétre permettant de positionner le point M entre
R mini et R maxi
AR
— . Aprés déformation, le tube prenant une épaisseur R , un rayon

moyen r , la section droite tournant d'un angle wW et se déplacant

d la position % ; le point matériel M peut étre repéré par :

— — — . —_
oH= (r+ kR) B2 1387 7: cos(Bosw) T + win (Potws) &n

Fig.III.10.
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La déformation peut donc étre définie par :(Fig- @.10)

. . . ag 3
- dilatation suivant €4 : -

- déplacement d4 & la rotation : 5= wle
%
- dilatation radiale : ©
Ro

Et on obtient un tenseur gradient de déformation : ¥ dont les

. . s - —o =P ~ £z
composantes, si on considére €a 1 €, ¢ € comme repére de référence
°

— — —_— -
et e, , €5 e, comme repére actuel :

. 0 0O \n
F‘ X4‘ = X \ = 53
. - — - - -5- e,
°© >z M8 Ho T R 2,
° o \3
Le gradient des vitesses s'écrit dans le repére E:, e-,_:, e-: R\ SR § PR\
£, © © 0O o o . .
Do g, ‘/ Wil 6 o % &z Logh LE 3%3 s
°o Y < o -¥% ©

On peut définir de la méme maniére & ' m" ,\WP et ensuite ¥, ®° ,

W¢e . L'écriture de %€ et FP? nr'étant définie gu'a une rotation prés,

si nous choisissons ¥® de la méme forme que ® , alors ®€ aura

aussi la méme forme.

b) Elasticité

En &crivant que By N+2&° avec & 49 w.vwimd , ™ ayant

- — — —p

les composantes © o o dans le repére €r, €5, €, , nous
© o ¥
e T ao

obtenons les composantes de K€:

xQ
e \ (] [
F= [ o & x8:afse X3 2 4y o
re] € €
() o e
>\|. ~ Qe v X G= _E
& 2(449)



Ceci n'est bien slir valable gque si S ¢4
E

En écrivant que

déterminer

on a

(67)

(68)

(69)

(70)

RE étant petit ( " ¢cA )
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W€ F< we”
RS
4 o o
REf 1 Thaa

o - 1

, nous
2
P~ BP o> o
Plasticité
Soient .3 les composantes de

Q\z = a\3 =0
Al = o

i,y ayy =4

et T ¢<4-
G

est symétrique, on peut

prendrons alors dans la suite

W X RSRET L A P eT v WP

(h'.PD R o —» —B
TEFF\ dans le repére (e, , e,,, €3

Les lois d'évolution des déformations plastiques s'écrivent :

DP! Ee_ >\ Q_CPO N i- rdd . —!_3_ w \'U.P’\‘— 2 Te
\ze\ W fee?| &4 > izr?| G
ce qui permet d'écrire :

ép-s_: Qa4 _}_P. éP
43 >\‘5P

é‘;: Qa2 E sf
2Qn3, P

.2: Ayy NP gf
BY-PRN Aap

P ore_ g3 (223 T+ Yo

Naf

»\— 2 (_Y/‘“leg,- (122) - S' C\,zg]

[

Pour les lois 2A , 2B il faut en plus écrire les lois d'évolution des

composantes de & soit
. _ .p
(71)  Xy4= EY done
. .P 'f
(72) W‘Qz."- xz’s ¥ ¥ i.L
. <p " donc
(73) X233z -3 § + €3
- .P
(74) X33 = “Gz ( A4 odza - a(u\

LIV

°<23_+ Ng'&’-: EPQ X i.es

)
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La résolution de ce syst&me différentiel ne peut se faire que
numériquement. Nous utiliserons dans la suite la méthode de résolution

de Rounge Kutta.

d) Réponse 3 un essai de torsion : ( 9=0)
Dans le cas de la torsion (S = 0), Quy, Q,, et Q33 ne dépendent
ague des déformations poastiques . En s'aidant de la relation exprimant
le seuil de plasticité ( S c&\_>._& ), on peut déterminer Qza
'L
en fonction des autres composants de X
Iare

soit : 2 X
> Q_Q% - 4-— (q“z+d1_~t "\'a-s-“)

Les relations (67), (68) et (69) ne dépendent donc plus que des

déformations plastiques.

Pour déterminer ¢ , on écrit d'abrés (62) :
(75) T AN - 2 Tmet g - 2 Tt ’
(L - en) = T == 2y = = V_’LP\]
]
A 24 a,t 2. 3 G* o 2e0
= Qg -\sz +Qay = 2 W [e' -q-t2 ,,e’ ]
ol les 2,9\3 et e"& sont les composantes de ef et QPD respectivement.

Remarquons , dés maintenant, gque A ne doit pas dépasser 1l'unité, or A

varie avec les déformations plastigues et dépend paramétriquement du

coefficient é%t ; 11 faudra donc s'attendre a ce que le choix de %F
[

soit limité.
Loi 1 A -,epz\’(\?

&’ éﬁ; €~ : repére d'observation

t:, ett, € : repére principal de @@ .

=2 e N o ? P
€, €, Cl © repére principal de WA ou de W .,

Soit ©,, 1la rotation du repére principal de Wf) par rapport au

repére d'observation , voir (Fig. |.40)

-—°
e —>
, Dl Ehz R
€1y €x2
—
\“5(.2 sh\ - 2 Wha Cna XY
Wiz - WP, O
A/
g (2¥n)= Hhs - Whe —» &3
2wPgq

Fig.IITI.10 Directions principales
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La résolution de ce systéme différentiel ne peut se faire que
numériquement. Nous utiliserons dans la suite la méthode de résolution

de Rounge Kutta.

d) Réponse & un essai de torsion : ( =0 )
Dans le cas de la torsion (< = 0), Qu, Q,, €t Qi ne dépendent
que des déformations poastiques . En s'aidant de la relation exprimant
le seuil de plasticité ( ANy ey gy =A ), on peut déterminer Qg
»
en fonction des autres composants de o
Yuedl

soit : 4 3
A,y = A- (Qd+ay vaq)

Les relations (67), (68) et (69) ne dépendent donc plus que des

déformations plastiques.

Pour déterminer % , on écrit d'aprés (62)

(75) T oefai- 2 Tt o,t -2 Tt
( e-n) = 3 = 23 —s-_a...lY_-J._P\]

\

2 2
A- o2 > 2 . 3 G o o 2e0
2 Q4 Qg + Qs = % —‘:L [ e®’ +f."n v€%3, !

ol les e";; et e"& sont les composantes de ef ot epb respectivement.

Remarquons , dés maintenant, que A ne doit pas dévasser l'unité, or A

varie avec les déformations plastiques et dépend paramétriguement du

-

coefficient %%t ; i1 faudra donc s'attendre & ce que le choix de &
soit limité.
P P

Loi 1 A . e: \k\

— — -~ . & '‘observation |,

ez, e:’) € + repére d'obs
— > —> . dre principal de .
e(‘/ e‘ttl Cry : repere b P 3
ou de W,

R — o e

€r ei\ ec3 repére principal de L
4 T s

e

soit ©, la rotation du repére principal de W par rapport au

repére d'observation , voir (Fig. |.A0)

22 —>
Tteb €h2 =
&t €xa
e % o
kq (2 Ow) = ANy Cns o
Woe- W
m —
by (2¥w)= M- W > &%
P .
e Fig.III.10 Directions principales
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Au départ, wi: Wh,. 4 , w0, =" e Y, -o
Soient HP‘ les valeurs propres de we
P
Mz R > N
P e, [ Pz P‘L\ )\Pz' €\° [
WP, »  HaarHfyy Wy N2 (Aasf?) + X3 + X3
2 052y, 2 Cos 2 Yy,
2
HPy = Hhav Wiy nby 385 (44 592) G A A sP
2 cos ¥y, Z ws 2Ly,
4 —> —> —>
Et EBonc les composantes de W dans €¢, €W , €,
hP“:. '&P‘
\'\PQQ:. - E__P\ s'm-'i“-’h \.O E\_P;:
2 L W%
Wz - €% 4 Sn¥n | g Wy
2 4 e,
P
h212 A cos ), Log Wi
L} HP3
On peut donc écrire les composantes Qiy:
P
Ay = L (2% W W)
@T(
Azz= L ( W_2vh, A \Whs) G
22 3 ( " 22+ 3%\ }/‘.}; e
Azz=z L W+ W - W) @
R R 7

Q23 (—-— - \f\za)

FG'C

On constate aisé&ment gue la solution du probléme donne

c'est-a-dire gue le tube carde la méme épaisseur au cours de la

déformation.
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Il ne reste donc agu'une seule &quation 3 intégrer

-2%°
(76) dEP- -efdy et asf
L 4

T
. [N L) .0
avec : EP3°3: own ¥y, \ %( APt oty 2% s )

. Y (4v 02y WU Cos2W, ~2XP1 e
b,y :  Arsto X
Q)P P
sachant que : N8y :3;? ef: e e
2.

G-é doit é&tre choisi de maniére a ce que A n'atteigne pas l'unité :
3

(77) Az &t def
Te?

T se calcule par la relation (75) soit :

3= K 4
(78) % . E%‘ [4-A)% ¢ b

ef3. cosh '-oes( (455 2) cosahy, +23¢'sP )
Y (A4 s XY Cosld, - 2P 5P
Loi 1 B : &: GRS

La détermination des Qi est immédiate. On constate que dans ce cas,

€P, - <f h . 3
A 3 k‘_b_ .%;)
et donc il ne reste qu'une seule équation a intégrer :
D 3¢f
(79) dge: -€efns e da?
oY
Qt%t'ef“}i
sachant que : Z-)o - 4 ¢P- P - qf 12§
A Z
2
(80) A- 9 ¢t :"3’3
\l’c,’*
\
(81) T . (g‘ Te [4-RA) %, e8
SR Y M aetay
¢D 4
ef, S

O
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Loi 2.A. : €% ® @©F- @P

Les Qi s'écrivent directement en fonction des cX{S . On a dans
ce cas
en Notant : X = N%% - dzl ?_e:ieaa - igl

-~

Il reste a résoudre un systéme de trois éguations différentielles :

d = [i-b Drﬁ?('q.?:t -d‘L)*"—] def
ol

LY

dogyz - ( 2AY [ 3Lt _xdf% 4l
(82)

dgf: _ o e E [ gt 4\ dae

2 32

(83) A~ 3 C."&L‘:L o2
(84) %f &3% crc_:& U_,,qu+ o2n
Loi 2.B. : f- Y ex‘.(aa\-ﬂ] oS - 5P

En faisant le méme raisonnement que pour 1.A., on peut calculer les

composantes de & en fonction de celles de & et de By ou X

soit :
(85) *%Q*d: "('53-—‘\’21
239

(86.Db) oy : Koy 4 X2

3 sk
(86.c) oy - d_zuz(%’} - C:J,f‘h(

(87.&) ePA'l: _‘i(eu“_{)

(87.b)  ehy,- '\i[ Lty %) woun 2%y, (0 e2%) ..4]
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Qo o . 2o 204
(87.¢c) ?33_ '% tf_z(e 2, el 3) - B -‘L‘Xd(e 3I_ & )_1")
Dans ce cas, [ AR Y AN n'est pas solution et on doit résoudre

un systéme de 5 Eguations différentielles : 2 parmi les relations (67),
(68) et (69), 2 parmi les relations (77), (78), et (79) et la relation (74)

La détermination de U se fait par la relation :

88 R4
(89) K;'\E‘ f-\a[—JL A] * %

_ 2
(89) A= C“ (e reflecty —cfel, . SICATRININ.



Les courbes des figuresJII.ll.a.b.c.d. représentent 1l'évolution
de (t%§§\ en fonction de &% pour des valeurs différentes de ?E;
On constate que pour les lois 2A et 2B, si QE¢'est assez élevé, la
courbe Eﬁifg_\ oscille, ce phénoméne est d'autant plus visible que
%%t est grand (voir courbes des figuresl1II.l12.a.,III.12.b.)
Pour des valeurs faibles de g%t , ce phénoméne n'existe pas, mais
%%1 ne doit pas étre trop faible sinon A atteindra 1'unité et

donc il n'y aura plus de solution pour % .

Remarquons aussi que si l'on veut tenir compte d'une déformation

plastique assez importante en supposant les déformations élastiques

Jde

a4 trop faible.

petites, il ne faut pas prendre
Ce phénoméne d'oscillation n'existe pas pour les lois 1A et 1B,

nous avons tracé dans la figure III.13, pour = 5 les courbes

Ce
GA
LTsffi(se) pour les lois 1A, 1B, 2A et 2B et pour des valeurs

de ¢f jusqu'a 7 (ce qgui est trés important).

Les courbes de la figurelII.l4 représentent 1'évolution de EE_ ’
G

en fonction de sf pour les lois 1A, 1B, 2A et 2B et pour

Les courbes de la figurelII.1l5 représentent 1l'é@volution de & ;4

en fonction de $? par les lois 1A et 1B. ( ?E; = 5)
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(T-TE) /G1
1.

Se/E=0. 81 E/G1=10 1B

Fig.III.ll.a.

CT-TE) /G1
1.2

I To/E=B.B1 E/G1=58 1B
L

! 1A
el 2B

]

T 2A
.61
.4l
.2l

T SP
B . - .

.S 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4

Fig.III.11.b.
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¢T-TE) /G1
1.4, OYE=p. 01 E/C1-100
1.%.
+ 1B
1]
sl 1A
T 2B
.6 .
( //
1 2A
.4l
.2T
T SP.
)] ., . . N %
.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4
Fig.IIT.11l.c.
CT-TE) /61
T-TE /61
1.4
1 ¢ /E=p. Pl E/G1=52D
1.2
I B
: 1
1 1
.81
T 1A
.81
.4l
.21
: A SP
2 — — . \ . 2B ,
.S 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4

Fig.III.11.d.
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1.2,

|
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(T-TE) /G1

1.2

1

Fig.IIT.12.a. |®/@|0A4]05] 1|2 | 3 |4 |5

@

SP

N

Fig.III.12.b. <eft] 05|14 | 2 |3 |4




(T-TE) /G1

1- 2|-
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(T-TE) /G1

1. ﬁ(

1

Fia.IIT.1l2.a.

G/n| 0L] 0,5

SP

Fig.III.12.b.

N

Sefet

0,%




(T-TE) /G1

1.
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1B
S¢E =@. .1 E/G1=52@

. B8 1A
.8
4
.2
SP
2 »
2B
-2
2A
Fig.III.13.
2B
e -~
7 & -7
~~
‘ -
/
.8 J} P
Ce/E=@.81 E/G1=500 P < 1A
.5 1
4l
.31
21
S
1
2

Fig.III.1l4.
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Ce/E=p.01 E/G1=500

Fic.III.15.

/i3 61 Oe/E=@. 01 E/G1=500

L T 7
2

2

18

Fig.III.16.
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CONCLUSIONS

=~

Notre travail est une contribution & 1'étude de 1'élastoplasticité
en grandes déformations len supposant les déformations élastiques
petites).

Notre but était essentiellement :

1. D'étendre aux grandes déformations des modéles petites défor-

mations.

2, De décrire les difficultés et l'apport de la théorie des

grandes déformations.
3. De dégacger une méthodologie générale permettant l'extension

aux grandes déformations de n'importe quelle loi petites

déformations.

. Ecrouissage isotrope

L'extension aux grandes déformations de la loi de comportement
de Pramdtl-Reuss isotrope avec é&crouissage isotrope est maintenant
bien acquise (dans le cadre de l'hypothése des petites déformations
&lastiques) : les seules lois"correctes™ sont les lois ( 10 )
et ( 11 ) du chapitre I. Ces lois sont équivalentes au premier ordre

par rapport aux déformations élastiques.

L'unicité du modéle en grandes déformations vient essentiellement
du fait que la variable interne d'écrouissage est un scalaire et donc
que le probléme du choix de la dérivée objective & utiliser pour définir
la loi d'évolution de la variable interne (probléme rencontré dans le

cas de l'écrouissage cinématique) ne se vpose pas dans ce cas.

. Ecrouissage cinématique

Le seul modéle d'écrouissage cinématique linéaire standard peut
s'étendre de plusieurs maniéres aux grandes déformations. En effet,

plusieurs lois peuvent &tre proposées (Chapitre II) et qui qualitative-

ment différent les unes des autres.
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Pour pzroooser un modéle avec écrouissage cinématicue, il faut écrire

trois lois :

a. La loi élastique ‘(%) : les déformations élastiques &tant

petites, ce sera la loi linéaire classique.

b. La loi d'é@volution des déformations plastigues. Si le modéle

est standard, la loi doit s'écrire :

~P_\ 04 P
D= xﬁp AP '

c. La loi d'évolution du tenseur ¥ , déplacement du centre de
la surface seuil. C'est essentiellement 3 partir de 13 que les

lois différent.

k est la force thermodynamique associée 3 la variable interne
d'écrouissage ® . & est donc fonction isotrope de & .
Suivant le choix gue 1l'on fait sur la relation entre k et ox , On
peut obtenir des comportements qualitativement différents : c'est donc
13 une premiére différence entre les lois cque 1l'on peut obtenir et une

premiére latitude de choix.

La deuxiéme différence entre les lois est la définition de la

variable interne g selon qu'on la relie aux déformations plastiques

directement ou var l'intermédiaire de sa loi d'évolution.
Dans le premier cas, c'est % qui est directement défini, sa loi
d'évolution découle immédiatement de celle des déformations plastiques,

donc la seule possibilité de choix est la forme de la relation :

(1) (P
Dans le second cas, c'est la loi d'évolution de ¥ gqui est définie

sous la forme générale :

Dk _ Jw% - 2k D
(2) < SARS A [ ©°]



- 123 -

A la liberté précédente ( k(&) ) se superpose donc le choix de la

dérivée objective D__“T qui vérifie :
Dt

F

kD :&'.t*

(voir annexe MWW )

(-4
T

Tant gu'il n'y a aucune raison valable gui pousse & choisir une dérivée
objective particuliére, ce choix reste arbitraire.
Il semble donc qu'il soit préférable de choisir la premiére méthode

et ceci pour trois raisons

- La premiére est que dans ce cas, la définition de Y est directe
et non pas par l'intermédiaire de sa loi d'évolution. Le probléme

du choix de la dérivée objective ne se pose donc pas.

- La seconde est gue le choix de la fonction k(WP fournit d&ja un
degré de liberté permettant d'avoir des modéles qualitativement

différents.

- La troisiéme raison enfin est que le choix arbitraire d'une dérivée
objective peut introduire, dans le comportement, des singularités
purement céométrigues comme nous l'avons constaté au Chapitre III

concernant les lois 2A et 2B utilisant la dérivée de Jauman.

Malheureusement, on ne peut pas toujours utiliser la premiére méthode,
c'est le cas vpar exemple avec le modéle cinématique non linéaire proposé

par J.L.Chaboche {5} et D.Marcuis {27}.

Ce modéle est construit en posant

(3) W WeCES) (P& AW (p)

X - %P -Re = kP Y
(4) (@0 ,0) = (=9 - R \g.o x= 2 n =
(5) &° -y of Pz (ﬁ’:ép)/l

D

et au lieu de prendre, comme dans le cas du matériau standard généralisé,

X = )‘?D_%Z* , on prend :

(6) &: E° . PN p

Si @(P) est positif, la dissipation est toujours positive ou nulle.
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Pour étendre ce modéle aux grandes déformations, on va &tre amené a
étendre la relation () et donc on va étre confronté au probléme

du choix de la dérivée objective de @&¥ .

On écrit :

(7)) Y. were) +¥%(@) ()

la dissipation s'écrit donc :

8 x: 8% _u.d : dWe gt 0P . dw
On choisié )le crit:re—:o:s _l‘:?fsozme : ﬁ:2° 5—;%‘& &-ﬂ’ ‘aiax A dp
()  (X-w)y -R_Qo <o
et donc :
(10) ¢ )2__; S s (BB 2

11 b . &P -
(11) S o _ &(p)\t P
‘E% est une dérivée objective qui vérifie la relation
D
(12) k- DY - W- w
v
Dav

Le choix de St est multiple et tant gue l'on n'a pas une raison

précise pour en utiliser une seule, le probléme reste ouvert.

C'est 1a une des difficultés essentielles de la théorie des grandes

déformations.

. Anisotropie plastique et &lastigque induite.-

Pour tenir compte sensiblement d'une déformation de la surface

seuil ou d'une modification des vropriétés élastiques par écrouissage,
on ne peut pas se passer de la théorie des grandes déformations (voir
chapitre II).

C'est donc 13 un apport non négligeable de la théorie des grandes

déformations.

Nous avons, dans notre travail , (chapitre II), présenté un cadre
pour l1'étude de ces deux phénoménes, les exemnles particuliers que nous
avons développés ont juste un but d'illustration. Pour pouvoir appro-
fondir cette &tude, il faut disposer de données expérimentales qui

malheureusement manauent actuellement.
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. Cas triaxial ( pas de rotation)

Dans ce cas, toutes les difficultés liées a4 1l'objectivité, aux
choix des dérivées objectives, ... n'existent plus et donc tous les
modéles qui différent a cause de ces problémes sont dans ce cas

éduivalents.

L'extension aux grandes déformations de modéles petites déformations,
est quasiment directe, il suffit d'utiliser les déformations logarith-

miques puisque dans ce cas :
- %_b%% =W WP fo: © = O%p° we: %l (P &P

. Difficultés de la théorie grandes déformations

La premiére difficulté est le choix de la mesure des déformations
a utiliser. Nous avons vu, par exemple, dans le chapitre IITI (différence
entre la loi 1A et 1B) que des choix différents peuvent mener a des

comportements qualitativement différents.

Le seul juge, dans ce cas, est l'expérience , or jusqu'd@ nos jours,

l'expérimentation en grandes déformations est peu développée.

La deuxié&me difficulté est le choix des dérivées objectives si 1l'on
a 3 définir une loi d'évolution. Dans ce cas, des influences purement
géométriques peuvent s'introduire dans la loi de comportement si ce

choix n'est pas correctement fait.

Nous pensons que pour résoudre ce probléme, il faut développer encore
1'étude théorigue et bien slr, avoir des données expérimentales plus

précises.

. Méthodologie d'extension aux grandes déformations de lois petites

déformations.

Nous pouvons tirer deux remargues essentielles de cette étude :

1. Il semble gu'il est préférable d'étendre les hypothéses de base qui
ont permis la construction du modéle, que d'étendre sa loi incrémentale
directement.

2. En présence de variables internes tensorielles, il est toujours préfé-

rable de dé&finir ces variables internes directement que par l'intermé-

diaire d'une loi d4'évolution.
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. Matériau initialement isotrope.

C'est une des hypothéses de base de notre travail. Pour pouvoir
décrire une anisotropie initiale, il faut introduire d'autres variables
internes, c'est une seconde étape d'étude qgu'il faudra certainement

développer.
Remarquons que souvent, une anisotropie initiale peut &tre considérée
comme une anisotropie induite par rapport & une autre configuration

de référence.

. Petites déformations élastiques.

Cette hypothése nous a permis de développer assez loin les modéles
proposés puisqu'elle simplifie beaucoup les formules. Il est bien
évident que 1l'on peut développer les modéles proposés en n'utilisant
pas cette hypothése : la démarche sera la méme mais les formules

seront plus complicuées . Ce cas ne semble pas présenter d'interét

pratique.

. Modéle avec écrouissage isotrope et cinématique.

Nous avons développé séparément tous les cas types d'écrouissage.
En annexe ( Annexe V ) nous développons en détail un modéle avec
écrouissage cinématique et isotrope en vue de son utilisation dans

des codes de calcul numériaue.
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ANNEXE IT.

ECROUISSAGE ISOTROPE

1. Ecriture de la loi &UD)

On se propose de refaire un calcul analogue 3 celui en {39} mais
en utilisant % au lieu de W . On utilisera les mémes hypothéses
d'incompressibilité plastique, d'isotropie initiale et de matériaux

standard généralisés.
On part comme en {39} de 1'écriture de 1l'énergie libre

(1) Y- wecee) 4 & (p) P variable interne d'écrouissage

En ecrivant la dissipation, on arrive aisément aux relations

suivantes : - 2(‘{, Bc 3,%,: = W Re)
. ®e . ’
W Ao g »o Aoz 32 oo &)

En choisissant une fonction seuil de la forme

(2) Viay-2(T) - Ao < ©

et en supposant le matériau standard généralisé, on écrit :
(3) EYPINEE
RX- 4

(4) ‘5 - _.\\?ﬁfe =\

VAo

Il reste & calculer X en fonction de ® et ™ ou defttj, pour cela

on écrit que {2-&<: = 0 en charge, soit donc :

I / * ’
U L AR § = W Ao () heo

soit )
(5) N S
- No(e)

Dans le cas ou les déformations élastiques restent petites, on peut

prendre “p¢(\WR?) de maniére & avoir

(6) E o 4 (Re ) = Al v
3 ( ) e % -Twmd
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et donc : &cs__ w_wP o A g _ ”ZM&)A\
E €
J
soit - Aj_i_ - Y W) A~ < jg‘ o> O-(

En utilisant le critére de Von Mises :

(7) \Qr_,o\ - AQ LPB C_—_O \(h-_p\ = k?tp'. N(Cp))L

On arrive a la relation :
D= A ws_2 \mz?))l ¢ LTSS el
Nofeyrz®\  va®

{ - E_ \\D + X ‘7 k(\z»A <a®: > wh
Vo (a4 Mo} YmP)

(8)

avec « P: Lmﬂmﬂﬁ-

La loi ®W(W) trouvée est donc exactement &quivalente a celle —w(D)
trouvée en {39}.

2. Identification de k(p) et Ao(p)

L'identification se fait & partir d'un essai de traction.
La courbe expérimentale que l'on peut avoir facilement est la courbe :
E . Rie®) oi F est la force exercée sur une éprouvette de section

Se
initiale So et €% la déformation plastique logarithmique.

Identification de A(&

La loi de comportement donne : ( etant la contrainte de Cauchy)
2 3 : P \
p{3 ¢
T= (3 Nevp
£ - eey5f = “.éwa," r>{> NGE (¢42__2_3C_)\F;‘x
T- E E R‘B
-
- 2 P
S- [l %08'8: [A-\- (A-17) if-—) Se e'?’ 1'%k\g P\ <
f)
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Tdentification de o ( @)

La loi de comportement donne : ( ¥ étant la contrainte de Kirchhoff)

T2 BCaef: Q_:—‘E_.‘ ¢P >>> A"(P): k*i- + &\\E:x

C = (’7‘;%:&6& | ~ = Q"'(\@P\ e@?

La différence entre Ale) et M) est donc de 1l'ordre deux par rapport
aux déformations élastigues.

n,
3. Loi W) identifiée 3 partir de la loi S-Se:z¥% <P

Pour un essai de traction, nous avons :

p:\j’%1 £ P = (3 AG)

N
En prenant : O = G t+k¢? nous avons alors :
n 7
A= VEme vw(Q)™ el A= wR({)= p

essai_de_torsion :

On considére la torsion d'un tube assez mince pour pouvoir supposer
que l'état de contraintes et de déformations est homogéne.
La cinématicue du tube mince en torsion est étudiée au Chapitre III ,

page 97, on pose :

N oo N0 e XSOO

0O o o
F:| o0 > = “:<'- o A e “_-_-Q: o X.S 1Q: \(:_S? N:lo o 71
o 0 XNy o o A\ o o © T o

En supposant les déformations élastiques petites, nous avons :

[} [ -4
&e:’%(\ﬁ:e-ﬂ) K ) 4.;\%71‘ done: Yo (AW T ;XS:“L
o ANy &
5
o ;'_\9 ° o
v \D? . P s 2. f.
\b - b =z < ?"S q—«\,- LO% XL
Fa) AN = @
if’ s
o\ T ;9 e
(= \,\‘_T\ downc Tez O 2 =4
\
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. —e —on;
P = (\X)' - B°) z downc- o= _ﬁ

p= A

Qr%

I el Ap):o donc: y2' T :\j—? \ TJe \LL&3>"‘/1 -,69“
3 M2

n
T= Te + X _ ¥° e

Se_
R 3% EY

¥ = %P % 24w T
€
Sachant que la rotation unitaire de la section droite

ws
R

R étant le rayon moven du tube.

4
€ - W 1 7 [_\@—(T—T{\\S Y
€ [

[ >4 ~ 4

/ \

astique plastique

[

é

(W ) est :
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ANNEXE 11

ECROUISSAGE ANISOTROPE - ECRITURE DE LA DISSIPATION

1. Calcul de WY

1.1. Résultats préliminaires
(1) W= ReEBPRET  gonc MP. RERETIHC 4 MPRERET RS RPReT
= RERETIHE _ MO RERET 4 RE(1O18° PYFT ) RET
= DFHP L W BF L P (IRERETLREWPRET ) 4 (IRERETARWPRET) P

Soit donc :

(2) P = BPWP AP D o WP (W) W) P
(3) W oz RETRET , REWPRET

Vu les résultats ci-dessus, on peut définir une autre dérivée

~J
objective WY définie par :

() HP = WP HPW WP - 2 (15% ey S

@& est la dérivée dans le repére corotationnel plastique, en effet:
-~
(5) HP - Re (IRP . 1RP \W’-\WP\BP)\Ra

~ . . . . .
Remarguons que \w/ est invariant par rotation de la configuration

intermédiaire, en effet, si on vorend :

R¥:RE@ alors R¥.&TRP ' .@"R?P WP -Q'R +&FW @

et donc : W= W

(6) WPzwe-tpwye-d  donc @ wetTwe P  mPyewetT et (DB +BD) Ve~

or \yc-ij__. - \Vtvl \Vc’ \Ve-‘l

donc WP . 2 (\ved\b\vc\\-\(*\s - 2 |wet We3 e ‘s
Soit :

J
W - 2 ( we-d (pwe. \ve’)\H*’\ s
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(7) L: ¥F-3 L= Fe\Fe"’q—\F(\‘:-'Ff'*\F"*
=\§,e\vc-{ KV ‘ée\gc'\’\ve-‘l +WC HPye-d ZVE RO P Re’ we-1

WE WL LW aWe (WY ) wved pwe B vesd

1]

(8) donc : D = WveWEL L We (W aw) et e Bfwe-t

(9) (We-1 bwe \s = \\Vc-‘\vﬂ’]s + B°f

(9) est 1'écriture équivalente i I N en petites
T
déformations. De (9) on peut déduire W€ :
WE WeT g weTyed et pye  wemwed o {P
donc WweTwe 4 wewed | DReLRED |2y Bfve

Soit :

(10) B - DIRC+RCD - AweRPye

-

~
On peut aussi & partir de (8) calculer W

(11) WEDWE Wewe™ (¢ (WO ) e 5P
WeIpWVeE = (e wel ), (e (W) S e ©° \5
Soit :
N Rl
(12) B = 2wedwe | reB?. B e

et donc :

~N
(13) BT 8e = 2 (e (b-59)° +2 Vel By We

3 i 13 :
Pour pouvoir calculer ¥ en fonction de D et ®° sans introduire

~ ~
(w-w ) il faut calculer W’Tou\\‘“*“"len fonction de W et ®&*f , or

T
(14) W I(\vt)[\gcq
’x("’\)[\kﬂ est la solution de l'éguation AX +%X/A =W

B 8 - 2 [(0+B7Re)° . Rwe (DaiBRywe
Donc :

(15) BEW.W ) L (W WYL 2 (D4R RS AW e (D Beywe
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1.2. Solution de 1l'éguation /N¥+ WA z\H

Nous supposons B , X et W symétrigues. La solution de cette
8quation est dans {37}

NS A RA =R

(16) %z ':ﬁ \U“““ M- (N u\-\/m} x :%_-o( lP«"‘-.\’t-\)‘ﬁx(mﬂ3
L=widy L 3(Roowo) Bz der (W)
Lol = 3 E (Tnteint)
K = 4 (IN - TEA-L
SOOI RV
On pose :
(17) € - éo( IR Y g (N

Calcul de E

W (HY Lo UM« (AW, URY & URE YR (KDY

1Ra (L N2y I 1 UNWY (A L2 A1) v SR STEL LN

M M

La généralisation des théorémes de Caylev-Hamilton a trois tenseurs

M , ™ et ¢ du second ordre dans l'espace tridimensionnel donne
MNP, PIMIN £ IMIPIN 4 INPIA 3 BN L WP M [ WUNPY i (ny RL\P)\_\N(\K(\M\P) xr)RUP )
=P (e Omm) ROMYRENY ZONP eI T M) _ (100 4 IMPYRUNY - (INM +MINYR (P

~ A 1 RAMY W ONYREP) _ROMYRTPIY | W 0N R(AP) L () UM INY +AUMINE) v YA (\?N\MS‘& =0

(18)

En utilisant ce théoréme pour :

A: WA /A =N \P oWy

nous avons

E
QINK ¥ QW 4 2 INHA 2N [ W URwy _ Uny \,-\L\m\ W (RUNY - RUMY Y 2 kOmY (INHHIR)
2
2 (wwmynE _A {\xt\k\ W oo AWONRHRY - RN R «l\RUN\M =0

Soit Q (W AyHINY ¢ 2 /AHA 2T W _2T (NH sHA) = \RU\-\)\__nm +AURT 20 AT +
O] 28 2T ALY S RN (A4
WOR) [- RTA c 22 v 2TATY »,\xw\m(w\ S2TAY « 2R (IRHH)AL 2 2 (/A3 4 WIALY + 2IMHIA
F 20W - 2T (AW WA
(19) [TWOIAL LR (e [ INTAY & WON AL = 2 (W) IRHR & T - 2T (1w
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2. M-It NS IA P

I N S L GO T I (W (et M) - 8 kG
°
W (3. s_‘g\ - %’E (N HRY _ T (WAE pAt ) -2 A RUH)

A i TLROHY - B UMY _T R UNAKY - 3R0M) + 2000 2 0

Soit \.‘\(_\H\KS:/N* +%Iko (A :_%\,u} ,.\x(mm\__l\-ﬁ.,%n] \.\z(n\-i\\-\\(__m +:M}:

(48] o2 (IS D L 28 ()P e 2T (et ®
)
En multipliant les deux termes par III et en remarquant que :

EAL oM. SALTA donc : TRONAHY s RURKY CTROMHY  ERORY
on a : WOHY( BT »\-*-\M‘X AN AN L b W R TS cTAT] ¢ R (IRWY (TA.R) =
M-T- ) - AW (AW 4 21 (INRYS cata (IR wyS
En multipliant les deux termes par % N nous trouvons

(19) 141 ‘R(H\‘_Xlkz'.lk* ) »—\Lm\m‘(\l.m (N Ik“‘d&l\—%' RO TR A= B (M) A (L) W
2

+ 4 TH AR LN 4 T(Aw )®

En faisant la somme {18) + (19) on aboutit &

(20) ®-.2 (n@\mﬂ%mwt\ +% (30 I2yM - T (mm4)® _Twy S o %’ |3 I SERTY G

La solution de 1l'égquation /A¥+%MA = WA s'écrit donc, dans le cas
oi X, /A et \W sont symétriques, I,II, et III étant les invariants

principaux de /A

(21) |¥= 2 %er +IVH 4 AWA -2 (\\-\ln\-t\s « ST A e 2T (INWm)S :l(

20L-1)

1.3. calcul de Wf°> .

W& est la solution X pour

A=WVt Mz 2 (DR _aweRPwe

donc : Vet we . A Y -

TQEN

(A2 N .,Ii“_m i(mm" + T(AwA-2) Aoz -y A g

LU MIR-4Y 2 Qvet wwe)® . ®°

A
(Mmyz ((dved (re m\vq" - 2(Ve TPe) A
. A

= X(x‘- gy BHWe L (B-I8) D +TW dwet L ITWepwe _dpwe *\aw‘o\vcl
-2 i TWE BPVE _Twe TP, ve P \v¢~*'l)A

CLEE &(xz_un WWE + IE Dwed (g et \wcg“_z K\wc Bt gwe 5e
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A
(Awiny - \w' wve .ve wwet | age \'\'3"7;

- A
= z(:?_\x\ weipwe-?  (B- rr) pwe-d _atwegP _2gwe-t k

(n\-*\\v\\“ = X\\F" D'e WD _2 DF wﬂ)“

= X:\vcd Wwwe _gdwetd we P _2pfwe HA

do : Ayed . = ~
N EweAwets (wet pwe)_®%, 4 X 2T W) - B 425G (D BPYwe-d, (DLW eHipwe
ag.1
«2WWvet (4 TP \\JC.IJA

= wertipwe o B 4 2 | gue(neBP) +TE (B wet g wet (\m@’)wc?)“

1.0
Soit :
J -
(22) we-iye - wetpwe | Rf 2 \ £T (D+D°) wel L Re (D+BP)wWe ‘SA
T

= o
Le calcul de W® est donc maintenant immédiat :

3 S S
(23) P 7s 2 (BPwe) - L &m (BB WL LR (B ve}p‘“-\v B
xx.-Q
On peut aussi calculer ( W\ ) e
~
(24) (w_ow )y = (\Vc--& weT A (ye-t wweyh - 2 X:m (D+BPve-4 (We (“)*E,)MEA
I1.W

I:=wvey T- iL(lk(wc)-\xmq\ X: deblve)

(25) TE-@ = (Vi vi) (VG eV (Vg vVe) V& . valeurs oropres dew¢

La relation (25) permet de montrer que I , II, III ne s'annule pas

vuisque les valeurs propres de W% sont toujours positifs.
L q PIror J K



- 142 -

1.4. Cas particuliers :

Cas triaxial :

Ve~ AL ES
wme o -9.{ BPmP _\UM\E“S&‘\" “-\(’1)5
- - S
¥ 2 § (B + 4(ep0-8'E vy (Epovae))we |

‘Hﬁp'y 2 [}S’fﬂ?]s




Calcul de G

(26)

¢’ - ey
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G.;: ww-t gf,

G;: 2(\\)3 w-1 C‘;)s

G&F= 2(vwIv- @)S 4 sy wed BPwe-ty

& Q(Q\VJ\V-*_ v HwW-1) 6\0]5 » awwe-d B ety

D'aprés la relation (22)

(27)

(28)

(29)

(30)

P RCPQT of’ .
SRR,
VIV!'\’\II

Clv-wT

- Vet ine’ ge-tv

+ WV

Wyt _wiswy-1 _ 2
MVy Vg
Ve Ng Vg Invariants principaux de W

J
WtV

Vptg WD 4 W \b@)

_ N wt gy °

C.‘?: VAVAVASLEE AV X VY I

V-V

A S
i@;\h“""ﬂb +V DR G"}

RETRT + 2(eftw i)

2wwet BPvetv x 2 [ &P (v Wit

(Vsvamv-te \mw)A

Calcul de la dissipation

(31)

(32)

3.1.

Théorie 1l.a.

W- wwRe, wf)

(2.1.2.

\-Y ')\2 . \%C

<ige

DN . ge FERAY 4
Stnf

\

f’:.’ ¢: O L (:o\-kf

Qr}VC O NVRRNY (<
Sige

nf - 2{1([5:

~21R¢

D \%e

2\we D‘*:\3 we m 2,(\6‘- Ok o=k

DNy
‘b\-\-\#

¢

~
A\l

du Chapitre II)

e Ve f

z (- D » e P

N !ﬂ’

\HP)

2

e X
D1BRe

DY wif)
omP

\HP\ 1 Bf
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(34)

3

2.

Théorie 1.b.

Yo iReE @GP
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w=o Y . \%a F O &'\PJ
SRe 2Re
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ANNEXE T11

DERIVEES OBJECTIVES

I. GENERALITES

Nous avons vu au chapitre III 1'importance des dérivées objectives
vérifiant la relation (1) ol ¥ est une fonction isotrope de o> ,
¥ st 1a dérivée objective de & et & est la dérivée totale

Ot
. . ; -~ -~ P P 5> el &
particulaire de & par rapport & un repére de référence R(0,ei. € . &y),

(1) M, DX | ow 4 LD Loy 4
S’ DE T 5 & o= Mg oo

Avant d'aborder la définition de guelques dérivées objectives
vérifiant cette propriété, il est bon de préciser guelques notions

essentielles.

I.1. Description des déformations

On veut étudier la transformation d'un corps matériel entre un

état initial de référence et un état actuel & l'instant Y, on definit :
- _Configuration de référence (C;) : Positions des points matériels
du corps @ l'état initial. Tout point matériel P sera défini par
les coordonnées spaciales de sa position ™o dans cette configu-
ration. Pour simplifier les calculs, nous supposons que ces

- - » ] -~ -~ bt d s > e
coordonnées sont cartésiennes relatives a un repére Rokoo,eohem,eoz)

(2) O-o—r:oz S(.—D.:XI,CT';

-_Configuration_actuelle_ (C(k)) : Positions des points matériels

du corps 3 l'instant t actuel. Le méme point matériel coincidant
avec M0 a 1'état de référence, coincidera avec un point M de
la configuration actuelle. Cette configuration sera définie par

l'intermédiaire du repére d'observation R.

(3) = =°. x: ec 5" 5T (X, ©)
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-_Tenseur_gradient de_la_transformation : If
Un point matériel P' infiniment voisin de P coincide a l'état
initial avec un point Mé et & 1'état actuel avec un point M' ;

la théorie du premier gradient permet d'écrire

—_— )

” la—;:: w 5% SR A A w

—

dxe = Figdx Fig =
‘BX;

Remaragues :

1. ¥ est la transformation qui permet le passage de la configu-
ration de référence a la configuration actuelle.

-~

2. W n'est pas un tenseur habituel puisqu'il est défini & moitié
dans la configuration de référence et a moitié dans la configuration
actuelle. Au cours d'un changement de repére d'observation de la
configuration actuelle, il ne se transforme pas comme un tenseur

normal :

/ -_— -_— ,
(5) R _eR ec = @y €; => ﬁ\) ——o F.‘J = QTCQ FQ)
3. W est décomposable en une partie symétrique et une rotation :

(6) F = Ru:-wvw
R : Tenseur de rotation
W : Tenseur de déformation pure droit

WV : Tenseur de déformation pure gauche

Déformations
Pour décrire la déformation du corps, il faut définir la transfor-

mation du produit scalaire

(7) ‘I{;' du, = &—;';.- Cd_)(: C: FF= ut
(dui. - LK) 2 88 €4 (e-

o K X e S S R BT oy2
{ (930 -3 - &L 0%) = 28w ndx ™= 4 (AR
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- @ et & sont deux tenseurs qui agissent sur des vecteurs de la

configuration de référence : Tenseurs Lagrangiens : leurs composantes

ne dépendent pas du repére R paramétrant la configuration actuelle.

- B et agissent sur des vecteurs de la confiquration actuelle :

tenseurs Eulériens.Leurs composantes ne dépendent pas du repére Ry

paramétrant la configuration de référence.

® et @« sont symétriques donc diagonalisables : soit G: le repére
principal de ® et co celui de © . Un cube d'aréte 4% dans la confi-
guration de référence dont les arétes sont paralléles aux el se
transforme en un parallélepip@de rectangle d'arétes 4€( paralléles

aux ;: dans la configuration actuelle (voir Figure 1).

—D —_—
Il est bien évident gque les b¢ et 1les ¢ changent au cours du temps.

Coy
—

€0t

Pl E°H>
O‘b’ \gr/t Qo
d
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On définit les allongements principaux par :

(8) oKi =
' a%
Dans la suite, on notera % 1la matrice diagonale (otnzol, oyeoly olyycoly olijzoaie])

Les & ne dépendent pas du repére d'observation.

Pour définir complétement la transformation, il faut définir l'orien-

tation des be et & » orientation gqui dépendra du choix de R0 et R

Soit :

Cr. Wiy €3 o= By ey

(9)  W: Wy oy® oy My € ®éor
- By Glowl - eltwey

® désigne le produit tensoriel. Dans la suite, on notera par fﬁ la
matrice Y_\Y.\‘_'\] et par ® 1la matrice [ y)

Avec les notations ci-dessus, nous avons

Ve Xy B T+ QO 406 BT = <3 H®
(1) {\v= oty BT @60+ o, 57 @0 4 oy bimbs = X0y i@k
(11) {F- Xy Gi® € + eab1® &7 4 oL Wi@ Tl = iy Glecy
R: iy b ® <3
Les relations (11'montrent le fait que ¥ et R sont deux tenseurs

"anormaux" puisqgu'ils sont définis a moitié dans la configuration de

référence et a moitié dans la configuration actuelle.

Remargue

Si 3 un instant donné, on connait les composantes de ¥ , on peut
donc calculer W et W et donc déterminer tous les paramétres
définis ci-dessus. Une difficulté existe quand méme dans le cas ol ,Au
moins, deux allongements principaux sont égaux; dans ce cas, les repéres
principaux de W et de W ne sont pas unigques : nous reviendrons sur
ce point dans la suite.
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I. 2. Vitesse des déformations

Description Lagrangienne :

X - X
(12) e e
(5’4-57:) = d4X1 c d%y

——— T —————————— —— h —— —

—ﬁ’ -
K = i L=¥ F-4
(13) —
(I3 -%) = 284 Wim
D= LS: ESLG T : tenseur taux de déformations
Wathe A (wowTy : tenseur taux de rotations
1

Lo D/ Wt twidin™w-1 g e’ v Wi gt

Le point au dessus indique la dérivée totale particulaire par rapport

au repére d'observation (R).

I.3. Changement de repére d'observation

Les tenseurs des déformations définis ci-dessus sont intrinséques
donc indépendants du repére d'observation, par contre, les tenseurs

Eulériens du type taux en dépendent :
Soit le changement de repére suivant : (R')

—b
(14) &%x Q@ €5 Wz @9, iy €ty

0= %f\r\gl“:d = (QQ:\)T*' \'g:'j\g *\g_-T";( =t 2 03 eloef

(15)  w':= L+ (QEM);; €70 &)

. &tant défini par : \:- d&F, g-d
L a P &\R\F
D'aprés la relation (18) nous avons :

(16) W=D W W @@l ¢le e
Oon dit que ® est un tenseur objectif puisqu’il ne dépend pas du

repére d'observation.
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_Remarque :

L'objectivité est souvent définie d'une autre maniére :
un tenseur O est objectif si, aprés une superposition d'une rotation
- . - » 4
a la cinématique (¥ = ®% ), D se transforme en :

D - OR

Cette définition est bien sfir équivalente a la précédente, et elle

est assez souvent plus commode.

1.4. Dérivation dans deux repéres différents.

Si X est un tenseur Eulérien, il est aisé& de montrer que :

o . R
i%:% P XW . WX

(17) .

w: R'®
: _ B R -
X : Dérivée totale par rapport au temps dans le repére R( e. )
2] -, ,
X : Dérivée totale par rapport au temps dans le repére R'( € )
avec :

— —> —_
(18) el Oy €3 R: @ 8@ = Ay e ©€y
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IT. DERIVEES OBJECTIVES

Une dérivée est dite objective si elle ne dépend pas du repére
d'observation. La dérivée objective s'annule donc pour un mouvement

rigide du corps matériel.

Beaucoup de dérivées objectives ont été déja définies; citons par

exemple :

1) Dérivée de Jauman :
N = W+ nw/o W

Cette dérivée vérifie la relation (1)

2) Dérivées sous la forme :

v = wTr x (DI D)

Dans le cas général si #0 , cette dérivée ne vérifie pas la

relation (1).

3) Dérivée de Truesdell
W= WL LT+ T R
Dans le cas général W) W) n'est pas nul et donc la relation

(1) n'est pas vérifiée.

Nous allons dans ce qui va suivre proposer d'autres dérivées objec-

tives vérifiant la relation (1).

IT.1. Dérivée dans le repére principal

soit X un tenseur Eulérien symétrigue et soit X = %@ la dérivée

totale de X par rapport au temps dans le repére d'observation(é&', €, €5 ).

W et ¥ sont diagonalisables et on pose :

3 1'instant E

Xq r Xz et X3 les valeurs propres de

Ay 7 °(\_ ’ °‘3
<><\*'A

-

X%

les valeurs proores de a l'instent t

les composantes de )1( dans le repére principal de X

i, X4 s G : le repére principal de W
oh N : le repére principal de &
-_D

—_> LD > .
(19) ez Xy €5 v = kG
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On notera :

—
matrice des composantes de ¥ dans la base ec¢

;>§_l><
w v
IS

X
22
d

matrice diagonale des composantes de X dansson repére
principal

matrice des composantes de ¥ dans le repére principal

de ¥

matrice des valeurs propres de *&

1
®
&

L
—

A
bV

On suppose dans un premier cas gue les valeurs propres de X sont
différentes, les directions principales sont donc uniques, il n'y a
donc aucune ambiguité pour les déterminer. Sur ces directions, on peut
définir plusieurs repéres orthonormes, on peut par exemple choisir
arbitrairement 3 un instant initial un repére particulier, puis le
suivre par continuité (par exemple prendre Xa X3 > X3 )

-

® g

(20) X: @ X Q' ®

Co,

~-~ 2 — -
Qyec®e = Ry %

L'orientation des par rapport aux el peut se faire par l'inter-
médiaire des angles d'Euler, soit (Fig.%).

71 3 € e;
-> -7
x v <
- —> —_
—) 9 > E ey ez’
r ?_'v &5

Fiqure 2.

Dans ce cas Q: R
cas® 3wt © 1 (o} v] cos waY o
(21) Q: | ~sWt co3€ © Cz_,_: o ta® swP @32 | -sn waY o
© o 4 0 -3 3B ) o A

wit caf it sWP s ® ey S\ &+ Sk oyl co® LAY Ll

(22)  @:]_cint cor® ~casy v e ® - =Y ai? 4 tark ot ea® NS AN
sl and - o3 & oy &
§: = O3, éj dowe ?‘C’Lw_ G;;_'\QTSQ ')ZZ

(23) ;.Z(:: %/’f\ij w“‘:-d{; Qe

—_—p

X: X.)e;GeJ _f‘ X @Yy .x*whd X ®X; & w Xy__\ e ® X5
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Par definition, nous noterons
" - P - . .
(24) X= Xiy XJox, : dérivée totale dans le repére principal de X

3 . —r ea O )
(25) wis Whn Fre X} = Dy Ruy 0@ &F :8® : tenseur taux de rotation

des directions principales de ¥
et donc :

(26) Xz X', Wt

+ ~ =3
Les composantes de w dans le repére x¢ sont :

(27) “ o1 ° \'j% -W*: \N"_i-_ Deos™k P e sae
W Wi 0wy WA . ok Sy
W Wi ° \M%= Ree® + P

La dérivée *f est bien slr objective, mais la connaissance de Y
uniguement ne permet pas de déterminer * , i1 faut en plus connaitre
w* o, 1e probléme é&tant qu'il peut exister des cas ou w* nrtest pas
défini, nous reviendrons sur ce point dans la suite.

*

X vérifie la relation (1) .
. calcul de W

D'aprés la relation (26), en écrivant les différents tenseurs dans

-—3
le repére % ,0n a

v
(28) X% = X _)_C’w

d
* +\¢I‘A &!l

ce qui permet d'écrire :
(29) Xi-. D(.l{ )(_2: a2 )('3: ol
\A"A *J ‘A
(30) PSR IANELT) Wy (XaXs): iy W5 (X3-X2) = oz
&
donc si Xy# Xy 3 Xy w' et X se déterminent d'une maniére unique

en fonction de ¥ et X

Le probléme se pose par contre si, par exemple, X 4=X%X;=X
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Cas : X41x2= X

Dans ce cas, les directions principales de ¥ ne sont pas uniques
- —_> - . . -~ .
et tout repére autour de >3 est repére principal, c'est-a-dire,

—’, - » . . - » .
tout ¢ défini par la relation (31) est repére principal de X

— coset SUne ]

‘. L=
(31) X =¥y gy Y [-stht 3% ©
o ° 4

Ceci revient 3 dire que guelque soit Y , le repére est principal,

on a :
.2 . - u %)

Xz X+ s st e (X3X) X2 = ~ o8 sug sule (X3-

(32) X232 X » €03 QA8 (Xx3-X) Xia: il o3 SR8 (xy-X)
Xz X3 - SWe  (X3-X) x23: -Ccosf c® sul® ( X3 -%)

et la rotation ¥ n'intervient pas.

Si *4= )Ez = X donc & = °(zz et si da= 0 alors la définition
de W* nrest pas unique mais la définition de X" l'est, en effet,
dans ce cas, quelgue soit \N*-_f’ , les relations (30) sont toujours
vérifides et \WiX.o ¥wrs? n'en dépend pas.

LY
Si &3 n'est pas nul, alors on ne peut pas définir ¥ .

Ce calcul mérite d'étre poursuivi, il se peut que si Xe= Xo alors

obligatoirement ".(p\, = 0.

)
. Caleul de © en fonction de b

{

L) A
Il est bien clair que %, ® , Y% ot O commutent (\\,:QL«GM

et que :

A
(33) b oWwv-t

L o= Wyt opyvEeTwed
WIw-L _wawwst cag oV RSy -4

donc : D = WIV-E G wo v ewv T vt
soit [w-2pw) > (\V'L\Vj]s )
= (WY owrtwew
= [w-tw?t RSOV RNV
W vt et o v 5
- S
(34) [\V Y] It [:\\P1 (\\:«/"__\\;\/)\\I:[5

=W+ 2 [Lb (\W"_\\MJ}S +[ w3 (\w"_\mr)\\/] >
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ou encore 3
D= (\\)\\M\s S ATTULRVERIS

= Wy [\V (T war? w-i)]s
. 5
(35) D= b v (WO Wt

Remarguons que \® é&tant objectif, on peut définir une nouvelle

dérivée objective d'un tenseur ¥ en posant

x| . 415
(36) % = ¥ «x {C_xp(*\ (AR, W) exp (X) 1\

Cette dérivée vérifie la relation (1) & cause de l'isotropie
de exp(yxy . ( w? dans (36) est le taux de rotation des directions

principales de W ).

II.2. Dérivée dans un repére tournéd par la rotation IR

(37) xR (W wwy e
(38) K2 K aww R Wk x whs Rwet
(39) )Kna 3&3+ (\\N-\V\/") W W(W/ow2)

D'aprés la relation (30) de l'annexe II :

wowl: 2 VoVo B4 L wiwt P
mm( PO bV -\Q:b \
YR est objective et vérifie la relation (1) mais elle dépend de

la configuration de référence.

IT.3. Transformations élastoplastiques

(40) N

Tout ce qui a été dit pour la transformation totale v, peut
se redire pour F(. On peut donc définir d'autres nouvelles dérivées
objectives en faisant attention dace qu'elles soient invariantes par

rotation de la configuration intermédiaire.
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Un exemple de construction de dérivée objective est la construction
~

de ¥ de l'annexe II qui estla dérivée dans le repére corotationnel

plastique.

La relation (35) permet d'écrire :

] . S
1OP: W 4+ (WP (e T et WPty
A
0
ot W' est le taux de rotation du repére principal de we

wf n'est pas invariant par rotationde la configuration intermédiaire,
mais B 1l'est

L) g
BPancwteet o e [_\\)P v (WP INARrT e ) WP \"X e
Soit B D (W, P e we®, nbine)

On peut donc définir une dérivée objective
0&: D or, exedl, at, w?”, W)

A ) ) ) ) < 3
ol w! sera le taux de rotation des directions principales de LA

c'est ce qui a été fait en III.5.1. du Chapitre III.

IT.4. Conclusions

Plusieurs dérivées objectives peuvent étre proposées, par exemple,

nous avons :

Oz Da (b0 ): Pa(400-4), 1®T) -9y (Vo W) ek

et on peut toujours définir
%1 - Ouls &3 8%&: P (X X7 D%(@ : (A7) eve ...

Le probléme étant de donner une signification physique & ces dérivées.

Pour cela, une étude plus approfondie de la géométrie est nécessaire.
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ANNEXE TV

FONCTIONS ISOTROPES

Dans cette annexe, nous présentons quelgues propriétés des
fonctions isotropes qui ont é&té utilisées dans nos calculs.

1. Fonction scalaire isotrope d'un tenseur symétrique ‘v (w)
1.1. Calcul de.aﬁi
(1) Yo Y UB) <=5 W (R, By, By)
Y fonction isotrope de B
18- tenseur symétrique du second ordre
Br, Bg, 8y : invariants principaux de \@ B W®)
Res 4| W - W)
Ryp- dek(®)
(;ﬁk - W =‘*&IQBI_ + X OBy g B
(2) DB Ny DBy Wiy V8, 8y
- X AL 4 Yq = ¥
£° aRr Tor 3 a A T3Y
D8 iy = 2 = Sy 2%
® —— . - — B - %\_\ -2¥ =
RE:XIN LN Bﬁnx( ) VR
D% Siy SRy . UM
DR 2R
Wy o) 2 .. .
o —. -1 = By By - Dre® = Ry 21y - ?;
Sen 5%& 1“33( hn B - BneBaw) \ y
RBr - Ry sl - By OBy - Ry A- R
TN I %y A SR 1
o BT B2 B v+ A Qg B oo
DRIy
Bg WOR-YY = Ly = =
b )= B "B
3pp . We ep _ em ) WM
ELUNEEEE SRS By

D Biy
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Boal®egs & 3n (84 r2in? @i co
A-% 4

-dy ¢
UFS Rin - 2a (g g
-%

DLW R (BN s _33”\, 84 (8,
Tewne " She o

D8 ¢ . @-4), - (@-4
ETTVS W = A )00 (874w

AR jwm wet) ., (&-h

VAR . D (WMew = L (/). (8- i - ()

SRy SN

-—El, = (B Sh -%y) Q"“ x B (e '3

%\ tS E\I

285 . B0 (B Rl Loy RY) = Bt

2R . A

2%

(4)

VB . R+ R A

S

PWE = Ry B

21

N

—k\i = g B v (Y » e« Wy Ry -

1.2. Calcul de %Y

213
On pose : Yo QY We. Y Mg . O
o) 2Ry O QG
‘-EI = 3—\5 < DAY \{!“ MY
' £ L SR AR
Wo g = XY WY, e Y NN
T ‘D%u’L PRa% &i“ NS '3 Q\“I
i N ML S 4 % Y 4 %a'% S+ Do B0 Q1 (B4 RhLesy
(—')TB'L) \-S\L?_- ')Q{S$6§_Q— -5 ke %\A + Q'QY. T okl D1y +OLn XY ( 3 5h.€ vQhe N 31

IR N QUSSTRCION \ Yy u \:-2%: GheGis - (g 51y v®il Spe) |
k\yﬁ 0 Bm {%S({%-i\é\\ '\—(B’A\ ghcs \\% S'Q\l %\\\ r (-2, %(\g\}
+ Y-bm %mLU&- %l\\ v o2 %u}ﬁk'“ Eb\).e & - %\1.3(5\.(} g %m“% 4\“&& 5’)\5 A\®- ‘)HLK%A) Ql

(5)
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On vérifie que :

abf

(6) (°_’~:¥ e = } : :
SR )ilke fmz iche ” rmt ne i3

1.3. Quelgues propriétés

D R R
R IR
(8) [_@.\% -RA] Y O q
Q\B’— 2R MR
donc en particulier :
RY CRT - PR Y Qs X
ARr 3 'am{ 3 N oW SETY
1.4. Calcul de 27 et de a® (2.1.4. du Chapitre III)
2 Be
(9) < 2, B = AR
10 Y 9—— 2 —
o) T2 X LeeT) = 8T L et CE)
oy ¥y O v
(%\B‘—)uhe e [(msc)l S *(fo\gc) el + 2 Rew O—:‘éL‘the]
(11) Y_S(\%\mﬂr ShaSec F\'YBY_%‘[ (60 Spe + SnaSecJRB .~
(B% bui + B Sel +BF Qyy +B \a(-fsﬂ* Yy 2% [y @ *)%}

¥ 16 BE +2¥g .l(ge‘suh 5 P B} Ry, - T (858 Gmbe (RERE o))
rS¥gn BF S Ry ¥, a0 Reg Gue L(RRSp vB0 RS mitue) |
Trrn B [ BHRE e + 4 Sue + 2y g B[R @e- 855 Bibue ) -

k(q}c ‘)_\»L B(\w\ %(\M;\ X %3h%\ xS}

Dans le cas général :

N ed
(maa ithe ¥ (38 \BJ kedy
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(12) wed: 2 (IDRe). 2we Bfwe
En appliquant (11) a ®e> on a :
“ '{@HG\LF \\-{IY_Q\'\; Y~ B by vB 0, Sy + 05y %ec]
(13) - [&g(ﬁﬁ w20 +&5 e R Sul &'Q;QH\ CURS B, _(\ %a)iecf’\w.t 8 s
+ (Q,ﬂ-\shgﬁ VR y Sos v ARG, B ¥ 285y, %e“\l
bWy B SGSne 4 Yoz RC3A%%, U g,a @ S She
vustg g (R R0 BNy WY E e - G (B B e ¢ BRI
vy (28 BB JRTGRTI e - 1) i B0
Uy e [ BSG Sher S gfm}
vug, @ Wy [ B (B Siee 4 G Bye) N W (O e ') ‘oi;).x
et on vérifie que

c4i ed 4
(14) Gt Bpowe = B0

? . )
(15) %33' She = [ ViV Ee s VGRYCR) ¢ 2% By 4 She 125 99 R
(-]
' - . . 3y . . )
v g (RS (Vi VGee SV ) vRERG o~ (VT N v Vi W)y WiV N&uf{\}
v 2%, o[BG BC3 Shme ARDET o - W (W W BG(RH) |
3
vy g ¥ (&3 Shne) A, o (295 ¥ 0 -(3‘35(‘3"‘\»2-\(%“) ;;Q‘w_\x
+ 2N %fm[_%‘; (SyaR B+ Qi3 ¥%,) - (i\uu%“)cg AR LR '\\'B
+2¥pe Ry [ RSy She vt Sy UM')
On vérifie que
et.. 3 1
(16) P ispe: &° neis : 3'1‘-\:\03

1.5. Calcul de %® (2.1.4. du Chapitre IIT)

(17) . DY - 3 ™~ . o ST\ _ 5 0 el &P Fend
ke 2p, WEDE o WO We O (wetT) 2 OB [ mesne]s & o)
on a :
(18) i Sb";guskylf_gihv&"q v Mo Spg v WPy Sesr Wiy Qecl

o (ME(W g O Sec 1980 B + WRee St w0 W0 L (0 gy S v e
v (B Cor o ()i Sy v 2 WBg WPpE v 2¥ Ty, H"Q‘-ﬂ
. . . 13
su¥oy whywlpy e lt‘\-’:,g(_l W 1% RO e - B (P V) - ), i\\l’,u‘}

N AR AN O IR UL [T LS ALV U L A
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2. Fonction scalaire isotrope de deux tenseurs symétrigues

(20) e Y (R

B. - Deux tenseurs symétrigques du second ordre

(21) ¥ W (R WRYL R i, i ke, watw, Wl e, kgt

On pose

Rimye By kiwny = @y WY By WUHY=Wa Wy . Wy

w3y Wa
L (RWy: Ay wigtwyz Agy WBWMTY =z Ay WlRiwy A,
Soit :

W4 o4 ; 2. 2@ ; W3 | 3pd ; Ma Lo g cOMa ol

£} S on L) I ? ow J 2w
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AW w 2\ 7w
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(22) {I12F < W g 2 2F w1 32l L0 R O (el X /T 4 O | (R2 WA WBY

WM oMy VW, % O *')A\z,k \ *Qku\% ‘Mzz\% M

Dans le cas général : >X ® \%5*

et U yap WX par contre

S T sw T TSR pa ntx
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ANNEXE V

UN MODELE ELASTO-PLASTIQUE STANDARD AVEC ECROUISSAGE

ISOTROPE ET CINEMATIQUE

Hypothéses

(1)

(2)

(3)

(4)

(5)

2.

- Ecrouissage isotrope et cinématique
\
- T -

- Critére de Von Mises

|2\ _A(py -k ¢ o

- Petites déformations élastiques

- Materiau standard généralisé

D ) TP
Vol
- Choix de &

- 4 Ga(WPoa)

Ecriture incrementale

(6)

(7)

D= D¢, ©°

<

Wwe - Ad
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\ezeel \ee (2
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AW A |wee) & 412 Gy BOMETED, 44 gy T
€ \meo \L (=




- 164 -

Si 3 un instant donné on connait :

U, WPamcte | p, N@p) gt D

On peut alors calculer x par la relation (7) sachant que :

TP (mwPe 2w T AWl -k AW(wA

On calcule ensuite

(8)

Ce qui permet de calculer 2, mf et p

d 1l'instant suivant.
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