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RESUME

Ce travail traite de la formulation de I'élastoplasticité anisotrope en grandes
déformations. Un formalisme général, en référentiel tournant, permettant de
décrire tout type d’anisotropie est présenté et étudié. Les différentes théories
des grandes déformations ont été situées dans ce cadre, elles se distinguent
par leur fagon de définir I'évolution du référentiel tournant.

Les différentes fagons de choisir un référentiel tournant sont étudiées:

- Choix cinématique a-priori: Différents référentiels cinématiques sont proposés
et analysés.

- Proposition d’une loi d'évolution: théorie de la rotation plastique.

- Détermination a partir de la microstructure: quelques "matériaux modéles” sont
développés.

L’influence du choix du référentiel tournant est étudiée dans des cas de
sollicitations simples telles que le cisaillement simple, la traction-hors axes et la
torsion. D'une maniére générale, une cinématique bidimensionnelle est
proposée et analysée. Le comportement rigide plastique avec critére de Hill et
écrouissage isotrope est détaillé.

MOTS CLES
Anisotropie Elastoplasticité Grandes déformations
Monocristal Plasticité Torsion

Traction hors-axes
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NOTATIONS
X : Tenseur du second ordre
xP : Déviateurde X
XS : Partie symétrique de X
XA : Partie antisymétrique de X
XT : Transposé de X
X! : Inversede X
xT : Inverse du transposé de X
[X] : Matrice des composantes de X dans une base donnée
tr(X) : Tracede X
det(X) : Déterminant de X
XYy : Produit de deuxtenseurs X et Y (XY); = X Yy
1 : Tenseur unité du second ordre (1)ij = &ij
| X| = (X:X)*
X, = tr(X)
Xy = %[tr®(X) - tr(X2)]p Invariants principaux de X
XIII = det(X)
D(X)[Y] : Application dutenseur du quatrieme ordre D, dépendant de X, sur Y
D(X)[Y¥]]i5= Dij (X) Yy,

<f> =0si f<0

=fsif>0
Q : Tenseur de rotation du second ordre Q0T -1
Qla] : Application de larotation Q alavariable o
X - Q" X Q - Q[X]
Dérivation par rapport au temps
X-dX/dt : Dérivée particulaire de X
D X/Dt : Derivée rotationnelle de X relative 4 Q. =X+ X W, - WX
‘_!Q = QQT
W, =W - W,
b'ed : Dérivée de Jaumann de X (relative 3 W)
D,X/Dt : Dérivée de Jaumann de X (relative a W)

Tenseurs gradients

* Total :F=RU=YV V : Tenseur de déformation pure gauche

U : Tenseur de déformation pure droit
R
R : Tenseur de rotation propre RRT=1

F = F¢ FP = V® RP UP = V¢ FP = F° UP
* Plastique : FP = RP UP = VP RP
: masse volumique a I’instant initial

* Elastique : F® = R® U® = V¢ Re}
J = det(F) = p,/p {

Po
p

: masse volumique a I'instant t



Déformations

* Petites déformations: € = €° + €P

* Grandes déformations:

c = F'F = 12 : Tenseur de Cauchy-Green droit

E = %(C - 1) : Tenseur de déformation de Green-Lagrange

u = Log(U) : Tenseur lagrangien de déformation logarithmique

B = FF' = V2 : Tenseur de Cauchy-Green gauche

A = %(1 - B'") :Tenseur de déformation d’Euler-Almansi

v = Log(V) : Tenseur eulérien de déformation logarithmique (de Hencky)
Contraintes

* Petites déformations : o

* Grandes déformations:

T : Tenseur de contrainte de Cauchy

T : Tenseur de contrainte de Kirchhoff

T : Premier tenseur de contrainte de Piola-Kirchoff
] : Second tenseur de contrainte de Piola-Kirchoff

T=JT=7wF =F 8 F'

Vitesses des déformations et des rotations

* Petites déformations : € — €° + €P

* Grandes déformations:

L = FF' :Tenseur gradient de vitesse
D = LS : Tenseur vitesse de déformation
W = LA : Tenseur vitesse de rotation

P = LS : Tenseur eulérien de vitesse de déformation plastique.
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INTRODUCTION

Le développement d’outils de simulation et d’aide & la conception dans le domaine de la mise en
forme est maintenant une nécessité économique de premier ordre. En particulier, le développement de
codes de calculs pour la simulation de I'emboutissage est un sujet important pour ses applications
industrielles (industrie automobile, conditionnement alimentaire, etc..). Ces codes de calcul nécessitent la
mise au point de modéles de comportement qui, compte tenu de la nature des matériaux utilisés et des
sollicitations qu’ils subissent, doivent rendre compte de I'anisotropie du matériau et étre formulés en
grandes déformations.

Si I'on se limite aux modéles avec variables internes, une loi de comportement est alors définie par
un certain nombre de fonctions constitutives reliant un certain nombre de variables sous la forme
schématique suivante:

g

e (e,a) (l.a)

o 1(e,a) (1.b)
La relation (1.a) indique que les variables dépendantes ¢ (contrainte, ...), & un instant t, sont fonctions des
valeurs a I'instant t des variables observables ¢ (déformation, ...) et des variables internes «, qui sont
censées décrire la structure interne du matériau, et rendre compte de I'histoire des sollicitations subies par
celui-ci (nous avons utilisé ici la terminologie de Sidoroff [49.c]). La relation (1.b) permet de décrire
I'évolution des variables internes au cours de la sollicitation. Les fonctions e et 1 sont les fonctions
constitutives du modéle.

Modéliser le comportement d’'un matériau, c’est choisir, pour celui-ci, la forme des fonctions
constitutives ainsi que la nature et le nombre des variables internes. On se base, pour ce faire, sur
'ensemble des informations de nature microstructurale ou expérimentale disponibles sur ce matériau. Cet
ensemble d’informations constitue le contenu physigue de la loi de comportement.

Ce contenu physique est généralement réduit et insuffisant pour imposer une forme particuliere de la
loi de comportement d’un matériau; on est alors souvent amené a choisir les variables internes et les
fonctions constitutives d’une maniére arbitraire mais guidée par ce contenu physique. Ceci constitue la
démarche phénoménologique pour formuler des lois de comportement: démarche basée sur une
interprétation qualitative de la physique. Dans ce travail nous nous limiterons a cette approche qui semble,
actuellement, la seule & déboucher sur une formulation macroscopique utilisable dans les codes de calcul.

Pour rendre compte de I'anisotropie du matériau, on distingue souvent 'anisotropie initiale (faisant
référence & un état du matériau déclaré initial) de I'anisotropie induite par écrouissage. En supposant que
les variables internes d'écrouissage sont nulles a I'état initial, I'anisotropie initiale s’exprimera, selon notre
approche, en choisissant des fonctions constitutives anisotropes (e et 1 dans (1)); la description d’une
anisotropie induite requient I'usage de variables internes tensorielles.
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L'objectif de ce travail est de proposer un cadre mécanique cohérent permettant de formuler des
lois élastoplastiques anisotropes en grandes déformations en vue de leur utilisation dans des codes de
calcul. Pour pouvoir utiliser tout I'acquis "petites déformations®, on propose une démarche cohérente
permettant une transcription aisée, selon un formalisme grandes déformations, du contenu physique a la
base d’'un modéle donné, développé en petites déformations.

Cette question a déja été abordée dans notre thése de 3&me cycle [17.a] qui porte sur I'étude de
I'anisotropie induite par écrouissage dans les matériaux initialement isotropes. Les fonctions constitutives
des modéles sont, dans ce cas, isotropes de leurs arguments. Nous avions montré que le formalisme
eulérien est le plus adéquat pour décrire la physique de I'élastoplasticité des métaux (les variables dans (1)
sont eulériennes). La difficulté essentielle dans ce formalisme est le choix de la dérivée objective a utiliser
pour la loi d’évolution des variables internes tensorielles (nécessaires pour décrire une anisotropie induite)
(relation (1.a)). Dans ce travail nous nous limitons toujours aux modeéles élastoplastiques, mais nous
intégrons la prise en compte de I'anisotropie initiale. Les fonctions constitutives sont donc anisotropes et le
formalisme eulérien classique souléve la question de I'objectivité. Il faut alors trouver un compromis entre
la simplicité du formalisme eulérien quant a la description de la "physique" et celui du formalisme
lagrangien plus adéquat pour traiter I'anisotropie initiale: c’est I'objectif essentiel de ce travail. Nous
verrons qu'il implique deux composantes principales:

Probléme 1: Choix d’un formalisme assurant I'objectivité de la loi de comportement et restant
relativement simple quant a la description de la physique de I'élastoplasticité.

Probléme 2: Choix de la loi élastique et de sa composition avec la loi plastique.

Le chapitre | traite de quelques aspects de la description de la cinématique des grandes
transformations. Les problémes abordés concernent essentiellement les rotations, et donc I'orientation
dans I'espace de I'élément matériel; ceci sans s’attacher & un modéle de comportement particulier. Nous
avons voulu développer un certains nombre "d’'outils* et préciser quelques préliminaires qui nous seront
nécessaires tout au long de notre travail. Le probléme de la définition de dérivées objectives a été abordé
en distinguant les dérivées "convectives" des dérivées "rotationnelles” relatives a un référentiel tournant.
Quelques référentiels tournants "cinématiques” particuliers ont été définis. Une cinématique plane est aussi
définie et analysée; elle nous permettra tout au long des autres chapitres, d'illustrer la réponse de différents
modeles a quelques sollicitations simples. On trouvera aussi une présentation originale du principe
d’indifférence matérielle ainsi qu’'une définition générale d’une cinématique triaxiale.

Le chapitre Il pose le cadre général de notre étude. La premiére partie précise la nature des relations
(1) dans le cas du comportement élastoplastique. Elle présente les hypothéses de base constituant
I’élastoplasticité ainsi qu’un certain nombre de modéles plus ou moins classiques développés sous
I’hypothése des petites perturbations. La deuxieme partie présente les différentes théories, proposées dans
la littérature, permettant de formuler I'élastoplasticité en grandes déformations. L'accent est
essentiellement mis sur les théories supposant une décomposition multiplicative du gradient de la
transformation.

Le chapitre lil traite du comportement rigide plastique; ce qui permet d’éliminer la difficulté liée a la
décomposition de la transformation (probléme 2), et de se consacrer au premier probléme cité ci-dessus.
Un formalisme en référentiel tournant, utilisant des variables eulériennes par leurs valeurs propres et
lagrangiennes par leur orientation a été développé. La maniére de choisir le référentiel tournant, selon le
type d'anisotropie a modéliser, a été analysée. L'influence de ce choix est illustrée par I'étude de la
réponse & des sollicitations simples, de différentes lois de comportement orthotropes. Ces lois sont basées
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sur des fonctions constitutives identiques, mais des choix différents du référentiel tournant.

Le chapitre IV est consacré a la formulation de la loi élastique et sa composition avec la loi plastique.
Nous avons insisté sur la décomposition de la vitesse de déformation en partie élastique et plastique, et
présenté les différences entre les diverses théories élastoplastiques proposées. La aussi, le formalisme en
référentiel tournant a été utilisé.

Le chapitre V présente quelques matériaux modéles rigides plastiques dont la structure est bien
définie (stratifiés, composites renforcés par fils, monocristal). L'objectif est d’étudier quelques "structures
simples”, et de voir, d’'une pan, si le formalisme en référentiel tournant est satisfaisant ou non, et d'autre
part, d'illustrer I'utilisation de ce formalisme dans le cas ou le choix du référentiel tournant est imposé par
la structure du matériau.

En fin de cette introduction, nous tenons & signaler que tout ce travail a été effectué dans le cadre et
selon la "philosophie” du GRECO Grandes déformations et endommagement. Les contacts que nous
avons pu avoir avec les différentes équipes de mécaniciens, physiciens et numériciens universitaires et
industriels constituant ce GRECO nous ont été trés utiles. Remarquons aussi que notre travail de
recherche a commencé au début de la création de ce GRECO par la préparation d’'une these de 3éme
cycle (1981) et que la soutenance de cette these d’état vient 3 la fin de la vie de ce GRECO (1989).



- Chapitre 1 -

CINEMATIQUE ET ROTATIONS DES
TRANSFORMATIONS FINIES

RESUME

La premiére partie de ce chapitre traite de quelques aspects de la description
de la cinématique des grandes transformations concernant, essentiellement, les
rotations subies par I'élément matériel. Une définition plus générale de la
cinématique triaxiale est donnée. Différentes dérivées objectives rotationnelles
ont été définies et étudiées.

La deuxiéme partie présente une cinématique plane, relativement générale,
permettant de traiter la majorité des problémes en contraintes ou déformations
planes. Les différents aspects abordés dans le cas tridimensionnel, dans la
premiére partie, sont illustrés dans le cadre de cette cinématique. Quelques
sollicitations particuliéres (cisaillement simple, traction hors-axes, torsion
homogeéne, probléme a deux zones) sont analysées.
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Figure 1.1 : Directions principales des déformations




1. CINEMATIQUE D’'UNE GRANDE TRANSFORMATION

1.1. GENERALITES

A) GRADIENT DE LA TRANSFORMATION

Pour décrire la transformation géométrique au voisinage d’un point matériel P, d’un instant initial
(configuration initiale C,, position initiale de P:M,) & un instant t (configuration C(t), position de P:M), on
utilise le tenseur gradient de la transformation F(t) telle que:

dM = F dM (L)

ol dM, est un vecteur matériel dans la configuration initiale et qui, a 'instant t, se retrouve en dM.
Cette transformation est la composition d’une rotation locale de corps rigide R et d’une déformation qui
peut étre caractérisée par le tenseur de déformation pure droit U ou gauche V.

F=RU=VR (2)

La déformation de I'élément de volume peut alors étre mesurée par tout tenseur fonction bijective isotrope
de U ou de V selon que I'on souhaite utiliser un formalisme lagrangien ou eulérien.

Le tenseur gradient de vitesse L, sa partie symétrique D (tenseur vitesse de déformation) et sa partie
antisymétrique W (tenseur vitesse de rotation) sont donnés par:

L-FF'=-RR" + R [OU'] R (3.a)
D-1S =R [0U"]S R (3.b)
W=1I1*=R [0OU']* R" + RR’ (3.¢)

Le tenseur vitesse de rotation W est constitué, comme le montre la relation (3.c), par une partie due a la
rotation de corps rigide (ﬁRT) et une partie due au caractére non triaxial de la déformation ([I'JU'1]A, voir
§1.2). Ce dernier terme s’annule si U et U ont les mémes directions principales c’est-a-dire si U garde des
directions principales constantes.

B) DIRECTIONS PRINCIPALES DE LA DEFORMATION

A chaque instant de la transformation, on peut définir deux triédres orthonormés Iii(t) et ?r'i(t)
associés aux directions principales de la déformation respectivement lagrangienne (U) et eulérienne (V)
ainsi que les allongements principaux §; (valeurs propres de V et de U) (Fig. I.1). Un domaine matériel
occupant dans I'état initial une sphere de centre M, et de rayon dR devient, a I'instant t, un ellipsoide
centré en M d’axes principaux Vi et de rayons principaux dr;=4§;dR. Les directions matérielles qui,
initialement, sont portées par les axes II,- sont & l'instant t, portées par les axes v;. La rotation R définit
alors 'orientation du triedre Vi par rapport au triédre Iii. En désignant par @ le produit tensoriel, on a:

F=206vi®u+ 6, v, ®u, + 63 vz ® ug (4.b)
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U 61 U ® up + 6, U ® U, + 83 uz ® ug (4.c)

v

§4 Vi @ Vi + 6, V; ® V, + 83 V3 ® V3 (4.4d)

Dans les applications, la configuration initiale, soit C,, et a linstant t, soit C(t), sont reperées
respectivement par les triédres orthonormés E'i etZ,-(t) (Fig. I.1). Ces triédres peuvent également dépendre
du point matériel (coordonnées curvilignes par exemple). Soient [¥Y], [¥VY] les matrices rotations
orientant u;, v; par rapport a E;, e; respectivement:

Sil'on note [V] la matrice des composantes de V dans le repére Ei, [U] celle des composantesde U
dans le repére Ei, [F] et [R] celles des composantes de F et R relativement aux repéres _e',- et Ei, et enfin
[A] la matrice diagonale formée par les allongements principaux é;, on a:

[F] = [¥] [a] [¥]T [R] = [w¥][¥]]

(6)

[U] = [¥] [a] [w]T [V]

(W] [a] [¥V]T

D’une fagon générale, la déformation peut étre mesurée en formalisme lagrangien (respectivement
eulérien) par tout tenseur fonction bijective isotrope de U (e (U)) (respectivement de V (e, (V))). En
particulier, les mesures logarithmiques de la déformation sont définies par:

u = Log(U) ; Vv = Log(V) (7)

Le tenseur v est celui de Hencky.
Les matrices [¢ ] et [u] des composantes de ¢ et de u dans le repére Ei et les matrices [¢.] et [Vv]
des composantes de e et de Vv dans le repére _e'i sont:

[e ] = [¥] £([a]) [¥]T [ee] = [W] £([a]) [¥¥]T

(8)
[ul = [¥9] [e] [¥4T [v] = [¥'] [e] [@]T

ol £([A]) est une matrice diagonale fonction bijective isotrope de [A]. Par exemple, [« ]=Log[A] estla
matrice diagonale constituée par les logarithmes des allongements principaux.

Si Ei est considéré comme repére d’'observation, les composantes de L, D et W dans ce repére
sont:

[L] = [FI[F]7Y = (91097 + [@V][e][9¥]T - [FI[¥4][@V]T[F]"" (9.a)
[D] = [W][e][¥]T - ([FI[®][WT[F]™HS (9.b)
(W] = [¥V1[9¥]T - ([F][§4][w¥]T[F]" 1A (9.¢)

Pour définir l'orientation des directions principales de la déformation d’'une maniére tensorielle, on
définit les tenseurs rotations ¥(t) et ¥V(t) de la fagon suivante:

i‘v = ;;i®_E.1 = ‘va-- e-@E'

‘I,U

(10)

u;®E; = ;. E.eE;

La définition de ces tenseurs, qui dépend bien shr du choix des repéres Ei et E,-, n'est unique que dans la
mesure ou tous les allongements principaux sont différents; nous reviendrons sur ce point dans la suite de
ce chapitre. Le tenseur rotation ¥ est lagrangien alors que ¥ est mi-eulérien mi-lagrangien donc de méme
nature que R. On a bien sdr:



R = w7 R:: = WY, ¥y, (b
ik* jk

1.2. CINEMATIQUE TRIAXIALE

A) DEFINITION

Une cinématique est dite triaxiale, si les directions principales de la déformation
lagrangienne U ne changent pas au cours de I’évolution.

On peut alors établir les propriétés suivantes:

-P,: Les directions principales de V sont des directions matérielles. Ce sont celles définies par les
directions principales de U.

-P,: Les tenseurs U et U ont les mémes directions principales et donc:

DUl - U0 =-u (12a)

-P3: Les tenseurs D et V ont les mémes directions principales et donc:

VD = DV (12b)

-P,: La dérivée de Jaumann du tenseur de deformation logarithmique de Hencky est égale a D:
DV/Dt =V + VW - W =D = R u R’ (12¢)

-P : . .
° W - RRT = §@1 (12d)

Ces différentes propriétés peuvent étre facilement établies en utilisant les relations (6), (8) et (9) en
considérant que [¥Y] est une constante.

B) REPONSE A UNE CINEMATIQUE TRIAXIALE
Considérons la réponse & une cinématique triaxiale, dans I'un des deux cas suivants:
a - matériau isotrope

B - matériau orthotrope lorsque les directions principales de U coincident avec les directions
d’orthotropie.

D'une maniere générale, en suivant le formalisme de Truesdell et Noll [53] pour les milieux
matériellement simples, la loi de comportement d’'un matériau initialement orthotrope s’écrit:
T(t) = R(t) S{U(r)} R(t) = R(t) T(t) RT(t) (13)
T<t
ol T(t) est le tenseur des contraintes de Cauchy et T(t) est donné & partir de I'histoire de U jusqu'a
l'instant t par une fonctionnelle orthotrope, c’est-a-dire vérifiant la condition:

2{Q U(r) Q') = Q ={U(7)) QT (14)
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pour toute transformation Q appartenant au groupe d'orthotropie. Si I'on suppose maintenant que la
sollicitation est triaxiale ([ ¥Y] =cte), T s'écrit dans Ei:

[T(t)] = ([W][A(r)][E4]T) (15)
T<t

Dans le cas particulier ol le comportement est initialement isotrope, la relation (14) est vérifiée pour
tout tenseur orthogonal Q, et I'on a donc:
[WUITIT(E) ][] = 2 ([A(1)]) = [T4] (16)
T<t
ou [T,] est une matrice diagonale. La relation (16) s’obtient facilement & partir de (14) et (15) en
choisissant Q sous la forme:

[Q] = [Q;1[¥4]T

ol [Q;] estI'une des 3 matrices suivantes:

1 0 0 -10 0 -1 00
[Qq1:]0 -1 O [Ql:| 01 0| [Q:[0-10 (17)
0 0 -1 00 -1 0 01

Puisque les [Q;] n'affectent pas [A], elles doivent aussi garder [T,] invariant, ce qui implique
Tg12=Ta13=Tgo3=0- La relation (16) reste aussi valable pour un cgmportement orthotrope, si les directions
principales de U restent confondues avec les axes d’orthotropie E; ([¥“] = [1]). En conclusion, si I'on est
dans I'un ou l'autre des deux cas « ou B, la réponse du matériau a une sollicitation triaxiale vérifiera de
plus:

-P4: Les directions principales de 8, second tenseur de contrainte de Piola-Kirchhoff, sont fixes et
coincident avec celles de U.

-P;: Les directions principales de T, D et V coincident a chaque instant t. En effet, les relations (13) et (16)
permettent d’écrire [T]=[¥V] [T4][¥V]".

1.3. DERIVEES OBJECTIVES

A) PRINCIPE D’OBJECTIVITE

Ce principe stipule que la loi de comportement doit étre indépendante du référentiel d’observation.
On trouvera dans [1] un exposé plus détaillé de ce principe; nous n'entrerons pas, ici, dans le débat sur
son caractére universel.

Le probleme d'objectivité ne se pose gqu'en formulation eulérienne. Dans ce cas, une loi de
comportement permet de déterminer la réponse en contrainte t + T(t) (contrainte de Cauchy), & partir de la
donnée d’une histoire de transformation t + F(t). Le principe d’objectivité impose que si, & une histoire de
transformation t- F(t), on superpose une rotation ¢(t) quelconque, la contrainte T'(t) associée a
F'() =q(t)F(t) doit étre donnée par T'(t) =g () TM)q' (1):

F'(t) = q(t) F(t) = T'(t) = q(t) T(t) q'(t) (18)
La condition (18) peut étre obtenue d’'une autre maniere:

Une loi de comportement est, par définition, intrinséque au matériau. C'est donc une relation entre des
quantités lagrangiennes. Elle permet de connaitre la réponse t - 8(t) (tenseur lagrangien de contrainte) si
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I'on se donne un chemin cinématique t + C(t) (C=U?). Si cette hypothése est acceptée, il est alors facile de
démontrer qu'une formulation eulérienne permettant de connaitre t+ T(t) par la donnée d’'un chemin
cinématique t -+ F(t) peut correspondre a une loi de comportement (autrement dit peut admettre une
formulation lagrangienne équivalente) si et seulement si la condition (18) est vérifiée. En effet, il est évident
que toute formulation lagrangienne a une formulation eulérienne équivalente. La réciproque exige la
condition (18): si on superpose a F(t) une rotation q(t) (c’est-A-dire que I'on considéere F'=qF), les
tenseurs C et 8 ne sont pas modifiés. On doit donc avoir:

8 = detF F'TF'T = detF’ F' TP 1T
Il est alors clair que T’ doit se transformer selon (18).

Si I'on souhaite utiliser une formulation eulérienne, i est important d'utiliser, pour les lois de
comportement, des tenseurs objectifs. Les tenseurs ogbjectifs sont ceux qui se transforment, apres
superposition de g a F selon (18), comme T: c'est le cas par exemple du tenseur de déformation B, du
tenseur vitesse de déformation D, de la dérivée de Jaumann DT /Dt de T, d’un vecteur matériel m, etc...
Les tenseurs qui se transforment d’une autre maniére ne sont pas objectifs: c’est le cas par exemple du
tenseur vitesse de rotation W:

W -q[W+d4q] q (19)

ainsi que les dérivée particulaires de tenseurs eulériens. D'une fagon générale, il est important , en
présence de dérivées de tenseurs eulériens, d'utiliser des dérivées objectives.

B) DERIVEES "CLASSIQUES"

En formulation eulérienne, le tenseur D est une mesure objective de la vitesse de déformation. Pour
définir une vitesse de contrainte eulérienne et objective, il est nécessaire d'utiliser une dérivation objective;
on en distingue deux types : les dérivées convectives et les dérivées rotationnelles:

- Dérivées convectives
Les dérivées convectives classiques sont obtenues en effectuant un transport convectif de la
quantité a dériver dans la configuration de référence, on dérive alors dans cette configuration et on

effectue ensuite le transport inverse. Les dérivées les plus classiques sont les suivantes (explicitées pour
un tenseur du second ordre):

- Dérivée convective contravariante
d°X/dt = F d(F'XF 'T)/dt FT
- X - LX - XLT (20)

Cette dérivée est relative au repére matériel convectif qui, dans le cas général, n'est pas orthonormé
puisqu’il est défini par:

Les vecteurs Ei et _é,- definissent les mémes directions matérielles dans la configuration C_ et C(t).

— Dérivée convective covariante

d.X/dt = F''T d(F'XF)/dt P!

X + L'X + XL (21)
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Cette dérivée est relative au repére €' dual de €;:
=L B LS = B~ S
’ | i
sachant que E.=E' parce qu'il s’agit de repéres orthonormés.
— Dérivée de Truesdell
Dans ce cas, le transport fait référence a la masse. On fait donc intervenir 'opérateur qui permet de
passer du tenseur des contraintes de Cauchy T au second tenseur de Piola-Kirchhoff 8:
d'X/dt = JV F d[JF'XF V) /dt FT
X - LX - XL + X(trD) (22)

Aucune des dérivées ci-dessus ne dépend de la configuration de référence choisie; par contre, ce
sont des dérivées par rapport a des repéres non orthonormés.

- Dérivées rotationnelles

Les dérivées rotationnelles sont celles relatives a un repére orthonormé tournant, par rapport au
repére d’'observation, avec une vitesse de rotation W, (W,"=- W,). Le choix de W, est arbitraire. Pour un
tenseur symétrique du second ordre, cette dérivée s’écrit de la fagon suivante:

DX/Dt = X + XW, - WX (23)

Ces dérivées ont notamment les propriétés suivantes:
tr(X) = tr(DgX/Dt) ; X:X = X:(D.X/Dt) (24)
- Dérivée de Jaumann
La dérivée rotationnelle la plus classique est la dérivée de Jaumann. Elle est relative a un repére dit
corotationnel: on prend:
W, =W (25)
Cette vitesse de rotation est définie sans se référer & une configuration initiale particuliéere. Nous montrons

au §3.3 que, dans une cinématique plane, cette vitesse de rotation est une moyenne eulérienne des
rotations matérielles [17.c].

- Dérivée en rotation propre

Cette dérivée est relative a un repeére dit en rotation propre. Elle est définie en choisissant:

W, = RRT (26)

ol R désigne la rotation obtenue par décomposition polaire de F. Cette vitesse de rotation dépend de la
configuration initiale choisie. Dans une cinématique plane, elle est une moyenne lagrangienne des
rotations matérielles (voir §3.3 ou [17.c]).

Nous avons donné, en [17.a], la relation permettant de déterminer RRT en fonction de W,DetV.
Cette relation s’obtient & partir de (3c) sachant que U est la solution de I'équation fIU+UfI=2FTDF;
équation dont la solution générale est donnée dans [54.f] et [17.a]. On trouve:
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RR" = W - W,
W, =2 [V\V; DV'+BDVI*/ (V\V - V) (27)
ou V,,V; et V|, sont les invariants principaux de V:

V, =tV ; V=% [(eXV)2 - erV2] ; VY, = detV
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2. REFERENTIELS TOURNANTS

Nous avons défini, au paragraphe précédent, les dérivées rotationnelles comme étant des deérivées
relatives & un triedre orthonormé (que l'on notera E,-). L'évolution de ce triedre au cours de la
transformation est donnée par une rotation Q définie par:

Q=W Q ;o Q) =1 (28)

Pour que cette dérivation soit objective, il faut que la quantité V_IQ=W-WQ soit objective. La rotation Q
doit alors se transformer, par (18), en:

Q' =490Q (29)

Le tenseur Q est donc de méme "nature” que R. Il réalise un transport, par rotation, de la configuration
initiale, & celle & l'instant t. Le repére e; est donc un repére tournant, lié d’'une certaine maniére a la
matiére, et indépendant du référentiel d’observation; il définit alors ce qu’'on appelle un référentiel tournant:

e =QE =Q; ¢ ; Q=Q;e; @K (30)
La dérivation dans un référentiel tournant revient alors 3 effectuer les opérations suivantes:
1) Transporter I'objet a dériver de la configuration actuelle a celle de référence, ceci par I'intermédiaire de
la rotation Q7.
2) Dériver dans la configuration initiale.
3) Réaliser le transport inverse.
Dans le cas d’un tenseur du second ordre X, la dérivée D X /Dt par rapport & ce référentiel tournant est
donnée par:

DeX/Dt = Q[d(Q'XQ)/dt]Q" = X + XW, - W X (31)

En conclusion, une dérivation rotationnelle objective est définie par la donnée d’'un tenseur
antisymétrique ﬁa objectif tel que:

Q" = W, - W - W, (32)

Les référentiels corotationnel (ITTQ=0) ou en rotation propre (Q=R et ﬁa donné par la relation (27)) sont des
cas particuliers.

2.1. REFERENTIEL PRINCIPAL DES DEFORMATIONS

Nous appelons référentiel principal des déformations, le référentiel associé aux directions
principales de V (Vi). Soit W, la vitesse de rotation correspondante.
Siles valeurs propres de V sont distinctes, la vitesse de rotation W,, est égale a celle du triédre (7',-; elle est

donnée par: . _
W, =¥ -W- W, (33)

La rotation ¥¥ est définie par (10). Sa dérivée ¥ est indéterminée si deux des valeurs propres de V sont
identiques. En effet, si par exemple V,=V,, alors tout repére ?7",- en rotation par rapport a 3,- autour de ?7'3
(3’3=§7'3) est aussi repere principal pour V. Dans ce cas, la composante indéterminée de W, est prise égale
a la partie correspondante dans W. Ce choix est explicité en ANNEXE 1.
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Pour calculer W, en fonction de V et D, on définit la dérivée D, B° /Dt de BP, déviateur de B=V?,
dans un de ces repéres principaux, soit (Gi):

o ap = - 0 = - b = -
DVB/Dt—B1v1®v1+B2v2®v2+B3v3®v3

- B® + B°W, - W BP (34)

La quantité (B°W,-W,B) ne dépend pas du choix des directions principales (voir ANNEXE 1). La dérivée
D, BP/Dt est donc définie dans tous les cas.
Remarquons que B? et DVBD /Dt commutent, puisqu'ils ont les mémes directions principales. Si'on écrit la
quantité B? D ;BP /Dt en fonction, d'une part de D, et d’autre part de D, B /Dt on obtient:

B° B - B D + B° D B° + 2/3 B;B°D - 1/3 BB

- - (35)
- B D,B’/Dt + B> W, - B° W, B°

avec W, =W-W, et B, la trace de B.

Si maintenant on prend Ia partie antisymétrique de (35), sachant que BP DVBD/Dt est symétrique, on
obtient une équation permettant de définir W, ;

[B°2% )% - B® W, B® = [B"?D]* + 2/3 B, [B°D]A (36)

(L'utilisation du déviateur BP au lieu de B permet de simplifier le calcul puisque B® admet uniquement deux
invariants principaux non nuls). Le référentiel principal des déformations est donc défini par la donnée de
ﬁv solution de (36).

La solution F_VV de (36) est une fonction isotrope de (D,B), linéaire en D, et s’écrit sous la forme

générale:  _
W, = 2f;, [B°D]* + 2f, [B"?D]* + 2f; [B°DBP?]A (37)

les £ étant fonctions des invariants principaux B, =trB, B° | =-tr(BP2/2) et B®,;, =detB.

En remplagant (37) dans (36), on obtient un systéme linéaire de trois équations a trois inconnues
(£4,£,,f5) dont le déterminant A est:

A = —(4BP, 3 + 27B° %) = (B,-B,)2(B,~B5)2(Bs—B,)? (38)

Le déterminant A s’annule si au moins deux des valeurs propres de B (B;) sont egales, ce qui correspond
a I'indétermination de la définition de ¥¥. Considérons le cas ol deux seulement des valeurs propres de B
sont égales (B®<0), dans ce cas, on peut remarquer que BP s'écrit sous la forme:

B - s (1L-a) ; s=38B,,/8B% =- (B°;; /)3 (39)

oll @ = v, ® v, si B;=B; (ijk permutation circulaire de 1,2,3). Si maintenant on remplace (39) dans (36),
on obtient une équation permettant de définir W,, dont la solution est de la forme (37) ol seul le premier
terme subsiste. Reste maintenant le cas particulier ol les 3 valeurs propres de B sont identiques
(B,=B,=B3=B c.a.d B’=0), dans ce cas, B=B’=2BD=DB/Dt pour toute dérivée rotationnelle D/Dt; en
plus, W=RR' (ﬁR=0 dans (27)), ceci bien s0r a I'instant ol B, =B, =B;. On choisit alors, dans ce cas, V_VV=0
etdonc W=W,=W,.

En conclusion, les fonction £; sont données par:

* Si A0 (By=By*Bs3): - 0 b
£, = [(8/3)B%°B, + 12B°|;B°[[]1/b

£, = [4BP;;2 - 6B, ;B;]/8 (40.a)

fz = [9B%,, + 2B%,;B;1/A
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* Qi A = D_.n-
SIA =06t B £, = — 2 B,/9BY, . + BP,, /2BD. 2 . £.—F.=0 40.b
1 /987 n1/2B° ¢ f=f3 (40.Db)

* SiB"=0 (B, =B,=By):
£, = f,=f;=0 (40.¢)

Les relations (37-40) définissent W,, d’'une maniére unique. On trouvera tous les détails des calculs en
ANNEXE 1.

2.2. REFERENTIEL TRIAXIAL

Nous appelons référentiel triaxial, celui par rapport auquel la dérivée du tenseur de déformation
logarithmique v =Log(V) est égale a D. Sa vitesse de rotation est notée W, et definie par:

D,V/Dt = V + VW, — W,V = D (41)

L'existence de W; n'est pas évidente a premiere vue. Pour la montrer, Il suffit d’ecrire I'équation (41) dans
le repére v, (voir ANNEXE 1).

Le calcul de F-VT=W-WT se fait, comme plus haut pour W,, en faisant intervenir D, v/Dt, dérivée de v
par rapport & ses directions principales (les mémes que celles de B). Les détails de calcul sont en ANNEXE
1, nous ne donnons dans ce qui suit que la démarche.

En prenant la partie antisymétrique de la quantité v°[D,v®/Dt], on obtient une relation permettant de
définir =W,-W,:

[vP2ah - vP avd - (VDA ; W, =W, +Q (42)
L’équation (42) est analogue a (36) et se résout de la méme maniére. Le tenseur antisymétrique £ est donc
fonction isotrope de D et v et linéaire en D, il s’écrit sous la forme:

Q = 2g, [VD]* + 2g, [VP2D]A + 2g; [VPDVPZ]A (43)
les scalaires g; étant fonctions des invariants principaux V%, et v°, ;. En remplagant (43) dans (42), on
obtient un systeme linéaire de trois équations a trois inconnues (g,,d,.g3) dont le déterminant § s’annule,

comme A, quand deux des valeurs propres de V sont égales. En raisonnant de la méme maniere que pour
le référentiel principal des déformations, on obtient une solution unique pour £ donc pour Wy, soit:

§ = =403 + 27V0 1 1D) = (Vq=v,)2(vp-v3) 2 (vg—vy) 2 (44.a)
*si§=0:; )
g1 = 4vP %/ i gp = =9V /6 ;i gz = 3VP; /6 (44.b)
*gi 6 = 0 et vP=0:
g1 = -1/3vP;; ; gy =—g3 =0 (44 .c)
* givP=0:

Signalons qu'avec les relations (43-44), il est possible d'écrire directement la relation entre D ;v/Dt

et D:
D,v/Dt = D + V(W-W;) - (W-W))Vv
- - (45)
W-W, =W=W, -2
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2.3. REFERENTIELS MATERIELS

Il est également possible de définir des référentiels tournants en particularisant des directions
matérielles. L'utilisation de ce genre de référentiels est avantageuse quand on veut modéliser des
matériaux dont {'anisotropie est du type "matérielle” tels que les composites 3 fibres ou les stratifiés; on en
verra quelques exemples au chapitre V. Remarquons que la différence essentielle entre ces référentiels et
ceux présentés ci-dessus, est que les premiers font intervenir, en plus de la cinématique, des directions
privilégiées dans le matériau.

Une direction matérielle selon K dans C_ définie par le tenseur K=K&K sera, dans C(t), selon k et
définie par le tenseur k=kek (Fig. 1.2.) telle que (K et k étant unitaires):

k = F K/|FK| ; k = (FKF")/(K:C) (46)

A) UNE DIRECTION MATERIELLE

Il existe plusieurs rotations Q, qui permettent d’écrire:

k=9 K k=9 K@
et donc:

e

Le choix le plus simple consiste a prendre, pour Wk (voir ANNEXE 2):

W, =2 [kD]* (47)
La relation (47) permet de définir un référentiel tournant associé a la direction matérielle k.

B) UN PLAN MATERIEL

Considérons maintenant deux directions matérielles K, et K, qui se retrouvent en k, et k,; on définit
ainsi un plan matériel. On peut alors associer a ce plan matériel un triédre orthonormé initial dans C_ noté
M; et un autre, dans C(t), noté m,(t) tels que M5 soit normal au plan (¥,,K,) et m; normal au plan (k,,k,). Le
référentiel tournant correspondant sera défini par:

- 9 N, (48)

tel que W, =W-Q,0," est fonction isotrope de (D,k,,k,). La forme de W, dépend de la maniére dont on
définit le triddre orthonormé. Une premiére possibilité consiste & choisir M, =K, (m, =k,) (Fig. 1.3.a), dans ce
cas, W, est donné par:

W, = 2[Dm; + m,Dm,]? m; = m; ® m; (sans sommation) (49.a)

Une seconde possibilité consiste & choisir M; comme bissectrice de K, et K, (m, bissectrice de k, et k,)
{fig. 1.3.b), on obtient alors:
W, - 2[Dm; + cos¢ m,Dm,]*

] (49.b)
¢ = singd [(m,~m,):D]

langle 4 étant l'angle entre k, et k,. Les détails des calculs sont en ANNEXE 2.

On trouve dans la littérature d'autres propositions de référentiels tournants ou de dérivées objectives
rotationnelles, mais elles se referent souvent a des modéles de comportement spécifiques. Nous n'en
parlerons donc pas ici, hous y reviendrons au chapitre ll1.
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Figure 1.4 : Cinématique plane
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3. CINEMATIQUE PLANE

3.1. DEFINITION

Nous dirons que la transformation subie par un élément matériel est plane, s'il existe un plan
matériel et une direction matérielle, qui restent orthogonaux a chaque instant. Cette direction sera noté Es
dans la configuration de référence, et _e°3 alinstant t.

Au voisinage d’un point matériel P, 1a déformation est donc telle qu’un cylindre matériel de révolution
d'axe E5 passant par Oy, position initiale de P, se transforme en un cylindre elliptique d’axe e passant par
O position a I'instant t de P (Fig. 1.4). Cette déformation sera donc entiérement définie par la transformation
d’'un cercle en ellipse dans le plan de la cinématique, et par la compression ou I'extension selon I'axe 33.

SiI'on choisit une direction matérielle dans le plan de la cinématique, comme premier axe (E,,_e°1) du
repére dans lequel on écrit cette cinématique, la forme générale du gradient de la transformation dans ce
repére est alors donnée par:

£, f17 O
F: [0 £, O (50)
0o 0° f

Un point matériel P, qui initialement est infiniment voisin de P, reste au cours de la transformation
(continuité de la transformation) infiniment voisin de P. Si I'on appelle M,, et M, les positions initiale et a
linstant t de P, les points matériels se trouvant initialement sur un cercle centré en O et passant par M,
se retrouvent a l'instant t sur une ellipse centrée en O, passant par M, dont les axes définissent les
directions principales de V, soit Vi, et dont les demi-axes définissent les allongements principaux § ; (Fig.
.4). Inversement, les points matériels se trouvant a l'instant t sur un cercle centré en O et passant par M,,
sont ceux qui, initialement, se trouvaient sur une ellipse centrée en O, passant par M,, et dont les axes
définissent les directions principales U, soit Gi. La configuration initiale C, étant repérée par les axes
(€4 E,E;) et la configuration déformée C(t) par (e4,e5.63) ol E et &, sont respectivement portés par
OoM, o et OM,, F s'écrit sous la forme (50).

3.2. CARACTERISTIQUES

- DECOMPOSITION POLAIRE

La rotation R obtenue par décomposition polaire de F est définie par un angle ¢. La matrice des
composantes de R relativement aux reperes (E;,e;) s'écrit alors sous la forme:

cosp sinp O
R: |-sinp cosp O (51.a)
0 0 1

la relation qui donne ¢ en fonction de +y et les f; s’obtient en calculant le produit RTF et en imposant que ce
produit soit symétrique puisque R"F=U. Sachant que U,4+U,, doit étre positif, on obtient alors:

@ = Arctg[fy/(1+£)] £ = £,/5, (51.b)
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- ALLONGEMENTS PRINCIPAUX

Les allongements principaux & ;, valeurs propres de U et de V, sont donnés par:

64

a; = [(M+E)2+£2421% ;1 a, = [(1-£)%+£2421% ; 6,6, = £,£,

- DIRECTIONS PRINCIPALES DES DEFORMATIONS

Dans cette cinématique, les matrices [¥!] et [¥V] ne font intervenir qu’un seul angle chacune, soit
Y et ¥V, Ces angles sont donnés par:
2f2y 2fy

tg 20 = ————— ;g 2W = ——— ;=W - W (53)
1+£2(4%-1) 1-f2(y241)

Ces angles ne sont, bien s(r, definis que dans la mesure ou 6,#6,, c.a.d. si a,=#0. Le coefficient a, ne
s’annule que si f=1 et y=0 (indétermination des relations (53)). Dans ce cas, le plan de la cinématique est
un plan propre.

- DEFORMATION LOGARITHMIQUE

Les composantes de v =LogV s'écrivent, dans le repére (Ei), sous la forme:
Vyp = %(eqte,) - %Log(6,/6,) cos 29V
Vys = }(gqte,) + %Log(6,/64) cos 2¥Y

(54)
V33 = €3 e; = Log fi

- ROTATIONS MATERIELLES

Une direction matérielle selon K dans C, orientée par 4, sera, dans C(t) selon k et orientée par ¢
(fig. 1.4) tel que:

tg ¢ tglo/f(l-vytgly)
(55)

b

~%sin28 (&,-¢,) + fsin?f v

- GRADIENT DE VITESSE
Le tenseur gradient de vitesse L, ses parties symétrique D et antisymétrique W, s’écrivent dans (_éi):

e £70 g By 0 o 10
L: |0 820 ; D : |[%fy €5 0 ; W Bfy [-1 0 O (56)
3

0 0 & 0 0 ¢ 0 0 0
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3.3. REFERENTIELS TOURNANTS

Les différents référentiels tournants introduits précédemment sont, selon la cinématique (50), définis
par un angle a tel que:

cosa sina O . . 01 0

Q: [-sina cosa O i QQ: e |-1 0 O (57)
0 0 1 0 0 O

Les composantes de Q sont relatives aux repéres (E,-,Ei) et celles de QQT au repére (E]-).

La vitesse de rotation « est sous la forme:

a =A (gq-g5) + B £7/2 (58)
les paramétres A et B sont fonctionsde f et vy et dépendent du référentiel choisi.

- REFERENTIEL COROTATIONNEL
a = a A=A B = B,

A, =0 B, = 1 (59.a)

La vitesse de rotation de ce référentiel représente une moyenne eulérienne, a un instant donné, de celle
des directions matérielles définies par 4. En effet, on trouve:

™
a, = (1/2r) [ 8(6,£,vy) df (60)

T

- REFERENTIEL EN ROTATION PROPRE

a = «a A = A B=238
Ry R s 2 (1+£)
Ag = ————— B

S (59.b)
(1+£)%+£242 (L+£)2+£242

L'angle o et sa vitesse dR sont des moyennes lagrangiennes des rotations matérielles et de leurs vitesses,
respectivement:

T
op = (L/2m) | 8(8y,£,v) df,
J-r (61)
7C
op = (1/2n) | 8(84,.£,7) df
J=-7 '

- REFERENTIEL PRINCIPAL DES DEFORMATIONS

a = q, A=A,

B = B,

Dans le cas ou ¥¥ est défini sans ambiguité, c.a.d. pour a,~0, civ est défini par la relation (40.a), ce
qui correspond a dv=\if". Sia,=0, il faut alors utiliser la relation (40.b) (ou 40.c si §3=641=6,):

* sl ay=0:
£y[1+£2(72+1) | 2[1+£2(y%-1) ]
A, = B, = (59.c)

2, 2 2, 2

*sia2=0:
A, = A B, = B, (59.c bis)

v
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- REFERENTIEL TRIAXIAL

a = o A = AT B = BT
* si a,=0

£y [£2(1+y2)-1]
A = + B; = B, - (59.4)
aja,Log(6,/64) aja,Llog(6,/64)

*Si a2=0

A, = A B, = B, (59.d bis)
- REFERENTIELS MATERIELS

En cinématique plane, une seule direction matérielle suffit pour définir un référentiel tournant. La
vitesse de rotation d’un référentiel défini par (47), sachant que Kk est dans le plan (¢,,¢,), est donnée par
(55):

ak=0-—0°

(59.e)

A, = -} sin2(a+6,) B, = 2 sin®(oy+0,)
Les relations (59.e) définissent plusieurs référentiels en fonction de la valeur de ¢, c’est-a-dire de la
direction matérielle choisie.

- VALEURS INITIALES DES VITESSES DE ROTATION

A I'instant initial correspondant a f=1 et y=0, on a:

Aj=Ag=A, =A; =0 B, =By =B, =B =1

(62.a)
Ay = % sin2f B, = 2 sin?§_

Concernant o, et ay, I'instant initial correspond & a,=0, donc a 'indétermination de ¥V; c’est donc
les définitions (40.c) et (44.c) qui sont utilisées pour avoir (62.a). |l est possible de faire un développement
limité, au voisinage de f=1 et v=0, des relations (59.c) et (59.d), pour un chemin cinématique particulier,
défini par une fonction f(y) ou v(f). En notant K, et K, les valeurs initiales respectivement de dv/df et
d2y/df, les valeurs initiales de da/dy sont:

da;/dy = da,/dy = 1/2
da K, (K,2-1)-K, (62.b)

v

dy 4 K, (1+K2)

Les relations (62.b) donnent la méme valeur initiale que (62.a) pour c'xT, mais une valeur différente pour &V.
Dans le cas d’une cinématique de cisaillement simple, par exemple, ¥¥=~/(4 ++2); la valeur initiale de ¥
selon cette relation est de /4, alors que la définition de &V, pour a,=0, donne une valeur de v/2. Dans
toute la suite, on considérera toujours la définition générale, et on utilisera les relations (62.a).



-95.

4. SOLLICITATIONS PARTICULIERES

4.1. CISAILLEMENT SIMPLE

Le cisaillement simple est une cinématique non triaxiale définie avec une seule variable v (£=1).
Méme si I'essai correspondant reste difficile a réaliser expérimentalement, l'intérét théorique de cette
cinématique est grand, puisque c’est la cinématique la plus simple permettant d’engendrer des rotations
des directions principales des déformations.

La figure 1.5 montre I'évolution, en fonction de -y, de la rotation des référentiels tournants définis
précédemment. Les courbes en pointillés concernent différentes directions matérielles (o, pour différents
§ ). Remarquons que si la rotation des reférentiels en rotation propre (R) et principal des déformations (V)
admettent une limite finie quand y-«, celles du référentiel corotationnel (J) et triaxial (T) tendent vers
linfini. D’autre part, parmi les référentiels cinématiques (J,R,T,V), seul le référentiel principal des
déformations (V) admet une pente a I'origine différente (la moitié de celle des autres).

4.2. TRACTION HORS AXES

La traction hors-axes est un essai de traction homogéne sur un matériau anisotrope, selon une
direction 31 différente des directions de symétrie du matériau. Cet essai est généralement réalisé sur des
téles ([5]-[6]). Si 'on suppose que le matériau est orthotrope, et que la direction (§3,E3) est direction
d’orthotropie (direction normale 3 la tdle), une telle sollicitation va introduire un cisaillement dans le plan
(ey.e,) (plan de Ia tdle). La cinématique est donc du type (50). La déformation de I'éprouvette est
schématisée par la figure 1.6. Les composantes f; et v sont donnés, en fonction des dimensions de
I'éprouvette, par:

£, =1/1, = e ; £, =d/dg=¢e" ; gy =e (&4 ¢g ¢ (63)

ou 1, et 1 (d, et d) sont les longueurs (largeurs) initiale et & I'instant t de I'éprouvette et ¢ I'angle de
rotation de la section finale de celle-ci .

La présence de £ nécessite un dispositif expérimental adéquat pour réaliser ce type d’essais [5]-[6].

La force P, appliquée a I'éprouvette de section initiale S, est donnée, en fonction de ¢ et de la contrainte o,
par:

P=S,0 et (64)

4.3. TRACTION TORSION HOMOGENE

On considére maintenant un tube soumis a un état de contrainte de traction torsion. On suppose
que le tube est assez mince pour pouvoir considérer que I'état de déformation est homogeéne. La
déformation du tube est schématisée par la figure 1.7. Avant déformation, un point matériel M, est défini
dans le repére cylindrique initial R, (EGO,EZO,EFO) par:

OM, = (r,+€h)) e, + 1z, €, ; 0 <=1 ; -5 < n <k




-26 -

Les scalaires r,, h, et z, définissent respectivement le rayon moyen, I'épaisseur et la longueur du tube
avant déformation. Apres déformation, ces quantités deviennent r, h et 2, et la section droite correspondant
a M, aura tourné de nw. La position M du point matériel M, est alors définie dans le repére cylindrique
actuel R (e,.e,.e,) par:

OM = (r+€h) €. + nz e,
avec:

€. = COS nw e, + s1n nw ey,

Le gradient F est donné par dOM = F doﬁo. Les composantes de F, relatives aux repéres R et R(t), sont
sous la forme (50) (E;=R,, e;=R). Les composantes f; et -y sont alors définis par:

f1 = r/ro . variation de rayon moyen
f, =2/2 . variation de longueur
2 o
(65)
f-=h . variation d’épaisseur
3 (o P

¥ = wro/zo . rotation de la section droite par unité de longueur initiale.

4.4. INSTABILITE: PROBLEME A DEUX ZONES

Nous décrivons, dans ce paragraphe, une cinématique, sous la forme (50), permettant de traiter le
probléme & deux zones (fig. 1.8) de type Marciniak. L'utilisation du probléme & deux zones est une
méthode couramment utilisée pour étudier I'instabilité due & des sollicitations planes sur des téles, et donc
pour déterminer les courbes limites de formage [20]. Cette méthode est basée sur les hypothéses
suivantes:

- La tdle est constituée de deux zones d’épaisseurs différentes: une zone A d’'épaisseur H dont la valeur
initiale est H, et une bande B d’épaisseur h, de valeur initiale h . On note £ le rapport h/H (fig. 1.8).

- Les déformations et les contraintes sont homogénes dans les deux zones. On appellera T? et FA, T8 et
FB, les tenseurs de contrainte et gradient de la transformation dans les zones A et B. F? est la
transformation globale imposée a la tole.

- Les contraintes sont planes et le matériau est incompressible.

On suppose que FA s’écrit dans les repéres ('E'i,_e'i) (fig. 1.8) sous la forme:

F, F,T 0
FA: (00 F, O ; Fy=1/FF, = H/H, (66)

et on note ¥ I'angle orientant la direction de la bande B (valeur initiale ¥ ) (fig. 1.8). En utilisant la relation
(55) (¥=-0), on a:

tg¥ = F, tgl, / [F(l+Itg¥,) ] (67)

La direction (B'1,B'1) étant une direction matérielle, FA et FB s’écrivent aussi, dans les repéres (B'i,B'i), sous
la forme (66), soit:

£ A £ AA 0 £ B £ B.,B 0
. o0 £ o N T PN L (68)
0 0o £ 0 0 £
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...... : Directions Matérielles ——: Référentiels tournants

J : Corotationnel

T : Triaxial

R : Rotation Propre

V : Principal des Déformations

x

3x/4

x/2

x/4

Figure 1.5 :Rotation des référentiels tournants et des directions matérielles en cisaillement simple

] -
- t E=8&; —
O e d —do—- - - 1}-1 - \ —v—.o
Nt -
[
ke lo . £
" |
£, £y 0 £, = 1/1, = ef
F: |0 £, 0 £, = d/dg = &7

Figure 1.6 : Traction hors-axes
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avec:

fA = F3 = H/H, ;£33 = h/hy
f1A =F / [(FZ/F1)zsinZIIIo + (cosllf°+I‘sinIII°)2]'/’
sz =F, / [(FZ/F.I)zsinZIIIo + (cosllto+I‘sinIIf°)2]'/’ (69)

, % sin2y, [F)2 + F2(I? - 2 sin¥,)]
'Y =

Fz2 sinzllfo + F12(cosllto + T sinllto)2
Les contraintes étant supposées planes, T* et T8 s’écrivent:
Z, T O a1A ™ o 018 ™ 0
T: [T =, 0| ; Th: |[Aoro0f ; T8 | BgB0 (70)
(enlo 0o o (®;) L0 0" o ®) Lo 0o o
avec:

o =% (5445,) + % (54-3,) cos2¥ + T sin2¥

o =% (5145,) - % (34-3,) cos2¥ - T sin2¥ (71)

A 3 (Z,-3) sin2¥ + T cos2V¥

La compatibilité des déformations et les équations d’'équilibre donnent:
A_ £8B
0 = £

A ‘rB h/H (72)

T

azA 023 h/H
avec:
h/H = € = ¢, £58/F:% = ¢ £h/£,8

Pour un essai déterminé, on impose 3 parmi les 6 variables (Z,, =,, T, F,, F,, T) ou par équivalence
(@A ot A 1A A 4P, La loi de comportement sur la zone A permet de déterminer les 3 autres
variables. Les relations (72) et la loi de comportement sur la zone B permettent de déterminer ¢48, 0,8, 78,
f18, fZB et 8.

4.5. SOLLICITATIONS TRIAXIALES

Pour identifier ou valider une loi de comportement, il est souvent nécessaire de réaliser, sur le méme
matériau, des essais triaxiaux de révolution classiques et des essais en rotation, particulierement de
traction-torsion. Ces essais se faisant sur des machines différentes, on se pose, pour pouvoir étalonner ces
machines, la question suivante: Existe-t-l un chemin de sollicitation indépendant de la loi de
comportement, qui puisse étre réalisé indépendamment sur une machine triaxiale ou une machine de
traction-torsion? Autrement dit, existe-t-il un chemin de traction-torsion équivalent & un essai triaxial, ceci
quel que soit le comportement du matériau?.

Nous avons défini au début de ce chapitre, d’'une maniere générale, ce qu'est un essai triaxial: ¢’est
un essai tel que les directions principales de U restent constantes. Ceci se traduit, en cinématique plane,
par la condition ¥V = cte, soit:

tg2¥¥ = 2/a, a, = Cte. (73)

Si la condition (73) est vérifiée, alors on peut démontrer différentes propriétés (paragraphe 1.2) et en
particulier, sous des conditions d’isotropie initiale:
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f1 - r/ro fz - Z/ZO

f5 = h/h, T = wry/z,

Figure 1.7.: Traction-Torsion

Figure 1.8 : Probléme a deux zones
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- Les directions principales de 8, second tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff sont confondues avec
celles de U, et restent donc constantes;

- Les directions principales de T, D et B coincident a chaque instant;

- La réponse a un tel chemin cinématique peut étre entiérement étudiée par un essai triaxial classique.

La condition (73) utilisée avec la premiére relation (53), permet de définir le chemin cinématique,
soit:

(1/6)% + (y-a,/2)%2 = 1 + a%/4 (74)

C’est donc un demi-cercle dans le plan (v,1/f). On vérifie bien que la condition (74) implique que les
directions principales de D (¥°) sont confondues avec celles de B (¥Y):

dy/d(1/f) = tg2l® = —f? dy/df
(75)
= 2 [1v%+ayy]® / (a, - 2v) = tg2w’

Les directions principales de T (traction-torsion, T,,=0, T,,=7) étant confondues avec celles de B, on a
alors:

o/r = a(y) = (a, - 2v) / (L—y?+a )% (76)

La constante a, définit donc la valeur initiale de o /7. On trouvera, dans [10], quelques illustrations de cette
cinématique, ainsi que les régles qu'il convient d’appliquer pour la réalisation de ces étalonnages.
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- Chapitre 2 -

PHENOMENOLOGIE
DE
L’ELASTOPLASTICITE

RESUME

La premiére partie de ce chapitre présente les hypothéses de base constituant
le comportement élastoplastique ainsi que les modéles classiques utilisés sous
I'hypothése des petites perturbations. Quelques modeles plus compliqués sont
présentés.

La deuxieme partie présente les différentes théories élastoplastiques en
grandes déformations.



-33 -

1. INTRODUCTION

Les mécanismes réels mis en jeu au cours de la déformation des matériaux sont si complexes qu'il
semble exclu de prétendre les modéliser complétement. Selon la précision des résultats souhaités et selon
le degré de complexité toléré dans la mise en place d’'une modélisation, seuls quelques aspects du
comportement, jugés les plus influents pour I'application voulue, seront pris en compte par le modéele.
L’écriture d’une loi de comportement est alors basée, d’'une part sur un ensemble d’hypothéses physiques
caractérisant le matériau (contenu physique) constituant ce que nous appellerons un matériau modéle,
d’autre part sur la traduction de ces hypothéses en un ensemble de relations mathématiques (formulation)
constituant une loi de comportement. Le degré de concordance d’une loi de comportement avec la réalité
gu'elle modélise dépend donc d’une part, du degré de fiabilité et de précision des hypothéses physiques
sur lesquelles elle est basée, d’autre part de la cohérence de la traduction de ces hypothéses en langage
mathématique.

La modélisation du comportement des matériaux solides a essentiellement été faite dans le cadre de
I'hypothése des petites perturbations. Plusieurs "matériaux modéles” ont donc été définis et traduits selon
cette hypothése. L'objectif de ce travail est de proposer une méthodologie cohérente pour I'extension aux
grandes transformations de ces modéles.

Les difficultés liées a la prise en compte des grandes transformations sont essentiellement de nature
cinématique, et peuvent apparaftre quel que soit le type de comportement. Toutefois, leur nature dépend
largement du type de comportement. Le domaine d’application que nous visons étant, essentiellement, la
mise en forme des métaux, nous concentrons notre étude sur la classe de modéles élastoplastiques
phénoménologiques avec variables internes.

L’approche phénoménologique est beaucoup moins fine que I'approche microstructurale en ce qui
concerne la compréhension et la description de ce qui se passe a I'échelle microscopique. C’est donc une
approche basée sur une interprétation qualitative de la physique ; mais elle semble, actuellement, la seule
a déboucher sur une formulation macroscopique utilisable dans les codes de calcul classiques.

Du point de vue "mécanique’, les lois de comportement doivent satisfaire aux principes généraux de
la mécanique, en particulier le principe d'indifférence matérielle et les deux principes thermodynamiques.
Du point de vue "physique’, une loi de comportement doit, entre autres, respecter les symétries de la
matiére et étre "physiquement raisonnable" c’est-a-dire ne pas présenter de comportement aberrant,
encore que cette notion soit a utiliser avec précaution en grandes transformations, domaine dans lequel
notre intuition est souvent prise en défaut. D’un point de vue pratique, une loi de comportement doit étre la
plus simple possible: simple a identifier et & utiliser ; en plus, il ne faut pas perdre de vue que dans la
majorité des cas une loi de comportement est un élément d’un code de calcul et qu’il faut veiller a ce que
sa numérisation soit abordable.
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TABLEAU 1: COMPORTEMENT ELASTOPLASTIQUE

| Ecriture thermodynamique

Décomposition de
la déformation

€ — €+ €P ou € = €+ €P

Variables internes
d’écrouissage

a: tensorielles ou scalaires

* Energie libre: y(€€,a)

* Dissipation: O:€P + Xa

X = —pdyp/da forces
} thermody-
g namiques
Loi élastique - 0 = e(€%,a) e = pdy/iec
ou
hypoélastique - 0 = A(0,a): € A = 3(pdy/o€®)/0€®
Fonction seuil | f(g,a) <0 | f(o,X(a);a) <0
€P=1 h(0o,a) h = 3f/30
Lois d'évolution )
a=X1(0,a) 1 = 9f/8X
A = <(8f/80):0>/[-1(3f/8a) ]
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2. PHENOMENOLOGIE DE L’ELASTOPLASTICITE

2.1. CADRE GENERAL

Les lois élastoplastiques constituent une classe importante de modéles utilisés en calcul de structures
métalliques. On s’intéresse ici aux modéles mécaniques phénoménologiques par variables internes.
L'utilisation des variables internes permet de tenir compte, globalement, de la structure interne du matériau
ainsi que de I'histoire des sollicitations. L'état de contrainte du matériau sera donc fonction des valeurs
actuelles des déformations et des variables internes. Les variables internes peuvent étre de différentes
natures: tensorielle, vectorielle ou scalaire. Dans tous les cas pratiques qu'on aura a étudier dans la suite,
seules des variables internes tensorielles du second ordre a; ou scalaire p; seront utilisées. Quand il n’est
pas nécessaire de préciser la nature de ces variables, on les désignera par o qui représentera alors
I'ensemble des a; et p;.

A) HYPOTHESES DE BASE

La phénoménologie de I'élastoplasticité est basée sur deux hypothéses essentielles. La premiere
suppose la décomposition de la déformation totale en partie élastique (réversible) et partie plastique
(irréversible). La deuxieme hypothése suppose que le comportement plastique est indépendant des
vitesses. La loi de comportement est donc homogéne d’ordre zéro par rapport a la vitesse de déformation
plastique ; ce qui implique I'existence d’'un seuil de plasticité[6b]. La majorité des lois élastoplastiques
peuvent alors s'écrire sous la forme usuelle suivante (en utilisant un formalisme petites déformations):

Décomposition de la déformation: € = €° + €P (1l.a)
Critére de plasticité: f(g,a) =0 (1.b)
Loi élastique (hypoélastique): & = A(0;a): ée (l.c)
Loi d’évolution plastique: ép = X h(a,a) (1l.4)
Lois d'évolution des variables internes: a = A 1(0',(.!) (1 e)

- La premiére relation (1a) est celle qui lie la déformation totale aux déformations élastique et plastique,
c’est la premiére hypothése de base du modéle élastoplastique.

- La relation (1b) définit le critere de plasticité ; la fonction f définit la surface seuil dans I'espace des
contraintes. Tant que les contraintes restent a I'intérieur de cette surface seuil, seules les déformations
élastiques peuvent évoluer. La présence de a dans f permet de rendre compte d’une évolution de la
surface seuil au cours de I'écrouissage.

- La relation (1c) est la loi élastique ; elle est écrite ici sous forme hypoélastique linéaire (A est un tenseur
du 4éme ordre). La présence des variables internes d’'écrouissage o permet de rendre compte d'une
modification des propriétés élastiques au cours de I'écrouissage.

- Les relations (1.d-e) définissent I'évolution de la déformation plastique et des variables internes. La
fonction scalaire X est le multiplicateur plastique. Elle est déterminée & partir de la condition de
consistance (£=0).




-36-

Les fonctions constitutives f, A, h et | définissent ce que nous appelons un matériau modéle. Le
choix des mesures des contraintes (0), des vitesses des contraintes (c.r), des déformations (€,€€,eP) et
des vitesses de déformations (E,Ee,ép) constitue le cadre cinématique du modele. Ce choix, trivial en
petites déformations, est essentiel en grandes.

B) CADRE THERMODYNAMIQUE

Le développement depuis quelques années de la thermodynamique des milieux continus appliquée
aux milieux dissipatifs [24], ainsi que de I'analyse convexe [41], a fourni & la fois un outil puissant pour
I'écriture de lois de comportement, et un cadre précis permettant d’analyser et de classer différents types
de comportements.

Le cadre des matériaux standard généralisés [26], en particulier, permet d’englober la majorité des
lois de comportement proposées pour les métaux. L'avantage de ce cadre est, d’'une part, de fournir une
méthodologie d’écriture systématique de lois de comportement satisfaisant automatiquement les principes
de la thermodynamique ; d’autre part, de permettre la définition d’'un modéle de comportement par la seule
donnée de deux potentiels: un potentiel thermodynamique (énergie libre, enthalpie libre,...) et un potentiel
de dissipation qui, pour les matériaux élastoplastiques, se traduit par la donnée de la fonction seuil.

La premiére hypothése des modéles thermodynamiques suppose I'existence d’une famille de
variables internes « telle que I'état du matériau soit défini par la déformation élastique €© ( ou par dualité la
contrainte 0) et les variables a. L'énergie libre spécifique s’écrit alors, en négligeant les effets thermiques:

¥ = Y(€°,a) (2)

L’écriture de I'inégalité de Clausius-Duhem, traduction du second principe de la thermodynamique, permet
de trouver la loi élastique (hyperélasticité), de définir les forces généralisées associées aux variables
internes et de mettre en dualité contrainte et taux de déformation plastique:

o = e(€%;a) = pdyp/o€t (l.c bis)

® =03€P + X(a) « ; X = - pdp/da (3)

La deuxiéme hypothése (dissipativité normale [41], [26]) suppose I'existence d'un potentiel w
fonction convexe des forces thermodynamiques et éventuellement, paramétriquement, des variables
internes ¢ (w(0,X;a)), tel que (0,X) appartienne au sous différentiel de w. L'application de cette hypothése
au comportement plastique équivaut a postuler la fonction seuil définissant un domaine convexe dans
I'espace des contraintes et les lois d’évolution sous la forme (1) avec:

£(0,X;a) < 0 (1.b bis)
h - 0f/90 (1.d bis)
1 = 9f/8X (1.e bis)

La donnée des fonctions 3 et f permet donc de définir complétement la loi de comportement.
Cette structure de base est résumée dans le tableau 1.

C) ISOTROPIE - ANISOTROPIE

La forme des fonctions constitutives (relations (1) ou (1) bis) doit étre telle que les symétries
matérielles soit respectées. On distingue souvent le comportement du matériau dans un état initial avant
écrouissage, de son comportement aprés écrouissage. On supposera dans toute la suite (sauf mention
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contraire) que I'état initial correspond a une valeur nulle de la déformation plastique et des variables
internes d'écrouissage c.

Si les fonctions constitutives du modéle admettent des symétries particuliéres par rapport a leurs
arguments (0,a) (isotropie, orthotropie, etc..), ces symétries sont celles du comportement initial ; ce sont
les symétries initiales (symétries par rapport a ¢ puisque a I'état initial =0) ; on parlera alors d’isotropie
initiale, orthotropie initiale, etc.... Si au cours de I'écrouissage ces symétries sont conservées (symétries
par rapport & @ et non pas par rapport au couple (0,a)) on dira que I'on a un écrouissage isotrope. Dans
ce cas, les variables internes ne peuvent étre que des scalaires (ou des invariants scalaires de tenseurs).
Les modifications des symétries initiales au cours de I'écrouissage définissent I'anisotropie induite ; ces
modifications ne peuvent avoir lieu que s'il existe parmi les & au moins une variable interne tensorielle.

D'un point de vue formel, il est commode de rendre compte des symétries matérielles par
l'introduction de variables de structure m choisies de telle maniére qu’une relation f(¢,c;m) (par exemple)
isotrope par rapport aux arguments (0,a;m) présentera les seules symétries que I'on souhaite par rapport
aux arguments (@,c). Par exemple, une relation f(o,a;m) isotrope en (0,o,m), ol m est le produit tensoriel
m®m (m étant un vecteur unitaire représentant une direction géométrique), sera une relation orthotrope de
révolution en (o,a) par rapport a la direction m [4c]. Ceci permettra d'utiliser tous les développements
récents sur la théorie de représentation des fonctions tensorielles anisotropes [4a,b,e].

Si I'évolution de la surface seuil se fait uniquement par translation dans I'espace des contraintes
[f(0,0) =f(0-X(cx))], I'écrouissage est un écrouissage cinématique. C’est un cas trés particulier mais qui a
fait I'objet de nombreuses études.

Pour une analyse plus détaillée des différents types d’écrouissage, nous renvoyons aux travaux de
J.P. Boehler [4d].

2.2, MODELES CLASSIQUES

A) ELASTICITE LINEAIRE

L'élasticité des métaux résulte de la déformation du réseau cristallin, alors que la déformation
plastique résulte des glissements intercristallins. La loi élastique linéaire isotrope est souvent suffisante
pour modéliser correctement le comportement élastique des métaux usuels. En général, I'élasticité sera
supposée isotrope, mais il pourra parfois étre nécessaire de prendre en compte une anisotropie élastique.
Dans tous les cas, pour les métaux, I'élasticité est supposée linéaire:

O — A€ ou € =A:0 ; A=A (4)

Les tenseurs du quatriéme ordre A et A inverses I'un de I'autre sont souvent appelés respectivement
tenseur de rigidité (ou tenseur de Hooke dans le cas isotrope) et tenseur de complaisance élastique.

Les tenseurs A et A sont , dans la majorité des cas, supposés constants et donc identifiables a partir
d’un (ou plusieurs) essai(s) purement élastique(s), avant tout écrouissage. La modification des propriétés
élastiques au cours de la déformation (par exemple le module d'Young) est souvent attribuée a
I'endommagement et non a I'écrouissage. Il est bien slr assez aisé, au moins théoriquement, de rendre
compte d’une variation des propriétés élastiques au cours de I'écrouissage ; il suffit de supposer que A (ou
A) dépend des variables internes d’écrouissage. Siles symétries de la relation élastique changent au cours
de I'écrouissage, on dira alors que I'on a une anisotropie élastigue induite.
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B) PLASTICITE PARFAITE DE VON MISES

Le modéle plastique le plus simple et qui fut pendant longtemps le seul pratiquement utilisable est le
modeéle isotrope parfaitement plastique . La surface seuil dans ce cas est invariante au cours de la
déformation, il n’y a donc pas d'écrouissage. C'est une approximation du fait que la courbe contrainte
déformation de traction, pour les aciers, est assez aplatie aprés le seuil élastique. Ce type de modeéle est
utilisé pour le calcul des charges limites avant écoulement plastique en vue de déterminer les efforts
minimaux & exercer pour déformer une piéce (méthode des tranches - méthode des caractéristiques - etc
...). On utilise alors le critére de Von Mises et la loi de normalité associée;

f(6) =0 -0.<0 (5)

S

€P = X 3f/30 = X 30°/25 A = ¢P (6)

ol o est une constante égale a la valeur du seuil en traction, o le déviateur des contraintes, tandis que o
et P représentent respectivement la contrainte et la déformation équivalentes de Von Mises (0 ¢ €P=g¢P):

7 =1/2) |o°| @ = [(2/3) &P (7)
C) ECROUISSAGE ISOTROPE

Le deuxiéme modéle aussi classique que le premier est le modele isotrope avec écrouissage
isotrope basé sur le méme critere de plasticité (5) et la loi de normalité associée pour les déformations
plastiques (6), mais en supposant que o évolue au cours de la déformation:

oy = 0 (eP) (8)

S

La surface seuil garde la méme forme au cours de I'écrouissage mais se dilate homothétiquement. La

fonction o (¢P) s’identifie a partir d’'un essai de traction. Ce modéle classique est donc basé sur
Pintroduction d’une variable interne scalaire d’écrouissage, qui se trouve ici étre égale a la déformation
équivalente de Von Mises:

a = ¢P P = X 3f/3(-05) = A
La condition de consistance £ =0 permet de calculer X (on suppose un écrouissage positif):

A = 3<6%:6>[20 do /deP]"! (9)

La composition de ce comportement plastique avec la loi élastique linéaire isotrope aboutit a la loi
classique de Prandtl-Reuss:

. E . v . 3 <o®:e>
0 =—4 € - tr(€) 1 - ————— aP (10)

1-2v 2h o
h =1+ [2(1+v)/3E] do/deP

L’écriture de ) = ¢P en fonction de la déformation totale est:
A=(1+v) <6:€>/(Eho) (9 bis)
la plasticité parfaite correspond a do /deP=0 c’est-a-direa h=1.

Ce modéle a I'avantage d’étre simple puisqu'il ne fait intervenir qu’une seule variable interne scalaire.
Elle est supposée, d’un point de vue physique, caractériser globalement Ia densité de dislocation dans le
matériau. Ce modéle ne permet pas de rendre compte de tous les aspects du comportement
macroscopique des métaux. Si, dans le cas de chargements simples ce comportement donne de bons
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résultats, ce n’est pas le cas si les sollicitations sont complexes telles que les sollicitations cycliques ou
sollicitations avec changement de trajet de chargement. Pour pouvoir rendre compte de phénoménes
particuliers (effet Baushinger, rochet etc.. pour les sollicitations cycliques ; dépendance de I'écrouissage
du trajet de chargement etc...), il est indispensable de faire intervenir d’autres variables internes. On peut
alors ajouter une ou plusieurs autres variables scalaires, c’est la voie suivie par Sidoroff [49f] qui fait
intervenir une variable scalaire supplémentaire caractérisant globalement le libre parcours moyen des
dislocations pour décrire I'influence du trajet de chargement sur I'écrouissage. On peut aussi faire
intervenir une variable interne tensorielle ; c’est le cas de I'écrouissage cinématique abordé au paragraphe
suivant.

La représentation générale du comportement plastique isotrope, selon les modéles définis par les
relations (1) ou (1 bis), est la suivante (les fonctions f, h et | doivent étre isotropes en @, donc seules des
variables internes scalaires p; peuvent intervenir):

f(o;,p;) =0 (11.a)
1(o,p;) = 1(o;,py) (11.¢)

Les scalaires o; sont les invariants principaux du tenseur des contraintes:

o, = tr(6) ; o =% [alz—tr(cz)] ; orp = det(o)

Pour un comportement avec une loi de normalité, on doit avoir:

hy, = df/30, + o, 3£/80,, + o,;, 8f/80

0 I I 11 111

hy - - 3f/80,, ~ o, 8E)boyy, (11.4d)
hy = 9£/80,,,

D) ECROUISSAGE CINEMATIQUE

La prise en compte de I'effet Baushinger constaté au cours d'un cycle charge-décharge a poussé a
développer des comportements avec anisotropie induite, donc introduisant une variable interne tensorielle
a. Le plus classique et le plus simple est le modele (initialement) isotrope avec écrouissage cinématique
linéaire (modeéle de Prager). On utilise alors un critére de Von Mises (5) modifié¢ (o devient Ec), avec
toujours la loi de normalité associée:

o. = {3/2) |ol] o. - 0-X X-8a (12)

c

La surface seuil, maintenant, garde la méme forme et les mémes "dimensions” mais se déplace dans
I'espace des contraintes ; ce déplacement est défini par le tenseur X. Les lois d'évolution s’écrivent:

eP

X h(s,a) h

|

0£/80 = 3 0 / 20, (13.a)

a =) 1(o,a) 1

of/a(-X) = h (13.b)

Le coefficient A, qui est toujours égal & €P défini dans le cas isotrope, se calcule toujours en écrivant que
f=0:

A = <0 :0>/80,
Ce modeéle est bien s(r standard généralisé. La relation (13.b) permet d’interpréter la signification de la

variable interne & de deux maniéres différentes qui, en petites déformations, aboutissent au méme
modele, alors gu'en grandes déformations elles donnent deux modéles différents [17a], [18b]. La premiére
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interprétation suppose dés le début que la variable d’écrouissage est la déformation plastique, alors que la
deuxiéme définit cette variable interne par sa loi d’évolution (13.b).

La loi en vitesse avec I'élasticité linéaire isotrope s'obtient aisément:

. E { . v . 3 <(0-X)P:e> }
6 =—14 € - tr(€) 1 - ——  (o-X)P (14)

1-2v 2h o,
h =1+ B/E(1+v)

Le scalaire ) = eP en fonction des déformations totales s’écrit:

A =[6Ll2€] / ho,

Si ce modeéle permet effectivement de rendre compte d'un effet Baushinger, il ne permet pas de
modéliser entieérement le comportement cyclique des métaux. En particulier, il ne permet pas de rendre
compte du phénomene du rochet. C'est ce qui a poussé au développement de lois d'écrouissage
cinématique non linéaire [12], [38], [42]..... Il est bien sOr possible de coupler I'écrouissage cinématique
avec un écrouissage isotrope, I'écriture d'une telle loi de comportement ne pose aucun probléme de
principe. Dans le cas général, un critere de plasticité initialement isotrope avec écrouissage isotrope et
cinématique s’écrit sous la forme:

f(ovavpi) = f[o"x(a),PJ = f[aci’pi]

Les scalaires o,; sont les invariants principaux du tenseur (0-X). Si le comportement est incompressible,
c’est le tenseur (0=X)P qui interviendra.

E) PLASTICITE ORTHOTROPE DE HILL

Tous les modeéles décrits ci-dessus sont initialement isotropes. lls ne permettent donc pas de décrire
une anisotropie initiale. Parmi les critéres de plasticité initialement anisotropes, le plus classique, pour les
métaux, est le critére de Hill. C’est un critére quadratique en contraintes, orthotrope et indépendant de la
partie sphérique du tenseur de contrainte. Ce critére est classiquement associé a un écrouissage isotrope ;
la plasticité dans ce cas reste toujours orthotrope. En désignant par ﬁi un repére orthonormé définissant
les directions d'orthotropie, par M; le produit tensoriel Fi,-@ﬁi (sans sommation) et par o ; j les composantes
de @ dans le repere M;, ce critére s'écrit:

£(0,M;,p) = £,(0,M;) - o,(p)

£,2

F(022_033)2 + G(U33—U11)2 + H(U11"022)2 + 21ﬂ232 + 2M0312 + 2Na122

Les coefficients du critére (F, G, H, L, M et N) sont souvent supposés constants au cours de
I'écrouissage. Il est possible de les faire varier tout en gardant un critére orthotrope ; pour cela, il suffit de
supposer ces coefficients dépendants des variables d’écrouissage scalaires. L'écriture générale d’'un
critére orthotrope quadratique en contraintes avec écrouissage isotrope est:

f(aanispk) = fo(ayni’pk) - as(pk)

£2

a; [0:M;])2 + b, [02:M,] + cij [osM;1[0o:M;)
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Les 9 scalaires a;, b; (i=1,2,3) et c; i (c; i=Cjis i#]) sont des fonctions des variables d’écrouissage p,. Si

I'on veut un critére indépendant de la partie sphérique du tenseur de contrainte, il ne reste alors que 6
coefficients indépendants puisque les 9 coefficients sont reliés par 3 relations qu'il faut vérifier:

On peut alors écrire les coefficients a;, b; et c;; sous la forme:

ag = F4G+N-L-M ; by = L+M-N ; c,, = H
En utilisant les relations (15.c), f, peut alors s’écrire sous la forme:
£, = (A;; (M;0%):(0°M;) + B;; (0°:M;)(o":M)))% (15.4d)
avec:
0 N M G+tH -H -G
M L 0 -G -F F+G

et on retrouve le critére de Hill classique si les coefficients sont indépendants des variables d’'écrouissage
Py

Les seuils élastiques en traction, dans les directions d’orthotropie 1, 2 et 3 (0;) et ceux en torsion
dans les plans (;,M;) (r;;) sont donnés par:

oy = o /I(GHH) ; o, = o/l (H+F) ; o5 = o /] (F+G) 5.0
.e
123 = as/J (2L) ' 1.31 = as/J (ZM) ) 1-12 = as/J (2N)
ce qui permet d’écrire:
F = ky2+kg?~k2 ; G = kg2+k2-ky,2 ; H = k,2+kg?-k;?
2 7R3 TR 3 TR TR 1 78373
(15.£)
L=0 ; M>0 ; N=2O

Les conditions (15.f) assurent que H(M;) est défini positif.

2.3. AUTRES MODELES

A) ANISOTROPIE PLUS GENERALE

Les modéles présentés précédemment sont tous basés sur une loi élastique linéaire isotrope, un
critere de plasticité quadratique et la loi de normalité associée. Plusieurs travaux expérimentaux ont
montré les limites de ces modéles quant a la description de la surface de plasticité ou a son évolution au
cours de [l'écrouissage, surtout en chargements complexes. De nombreux travaux, de nature
expérimentale ou théorique, sont encore menés pour définir, décrire et modéliser I'évolution de la surface
de plasticité pour les métaux [28], mais aucun modele ne semble s'imposer. La formulation de lois de
comportement anisotropes reste donc encore un probléme ouvert méme en petites perturbations. La
difficulté consiste, d’'une part, a rendre compte, le plus simplement possible, des phénoménes particuliers
liés a I'anisotropie, et d’autre part, a identifier les modéles proposés.

L'approche qui semble la plus satisfaisante est celle qui s’appuie sur I'utilisation des théorémes de
représentation des fonctions anisotropes [4][5][6]. Si on se limite & un comportement initialement
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orthotrope et ne faisant intervenir qu'une seule variable interne tensorielle du second ordre, soit a, les
équations du comportement (1) s'écrivent alors sous la forme suivante:

f(o,a,M;) <0 (16.a)
€ = ) h(o,a M) (16.b)
a =X 1(0,a,M,) (16.c)

ol les M;(i=1,2,3) définissent les directions d’orthotropie et ou les différentes fonctions f,h et 1 sont
isotropes de leurs arguments. En utilisant les théorémes de représentation des fonctions anisotropes, on
peut écrire la forme la plus générale des fonctions f, h et 1 et préciser le nombre minimal et le type des
variables indépendantes intervenant dans cette forme générale. Dans la plupart des cas toutefois, on se
limite & prendre pour & la déformation plastique (pas de relation (16.c)) [4][5][6] ; on trouvera une
présentation plus détaillée de ce comportement et une analyse des divers termes relatifs aux différents
types d’anisotropie dans [6] (& est la prédéformation subie par le matériau).

Le nombre des variables intervenant dans le cas général est trés important. Le probiéme essentiel
consiste alors & choisir parmi ces variables, celles qui sont les plus influentes pour une application donnée.
Nous proposons, pour illustrations futures, un modele simplifié, cas particulier de (16), permettant de
rendre compte d’'une anisotropie initiale couplée avec une anisotropie induite.

B) UN MODELE PARTICULIER

Ce modéle est basé sur un critére quadratique et indépendant de la pression hydrostatique, qui
s'écrit sous la forme:
£(0,a,p) = f, — o (p) <0

(17.a)
£, ={(3/2) |H| H = H(",a M) trH = 0,

ol Pon suppose que le tenseur H est une fonction isotrope de ses arguments, que & (tre=0) est une
variable interne tensorielle du second ordre et que p est une variable interne scalaire.

Le tenseur H est une fonction isotrope des arguments (aD,a,Mi) donc orthotrope de (0°,a). Le critére est
alors initialement (a=0) orthotrope, mais au cours de I'écrouissage (a=0), il peut devenir non orthotrope
en fonction du type de la sollicitation. La fonction tensorielle H est une transformation particuliére dans
I'espace des déviateurs. Les différents types d’écrouissage possibles seront pris en compte de la maniére
suivante:

- Pour rendre compte d’un écrouissage cinématique, on réalise une premiére transformation de o® en
H, =0P-X(a). La forme la plus simple pour X est la forme linéaire soit X=a:

H, = o’-X(a) X - fa (17.b)
-Pour rendre compte d’'une déformation de la surface seuil, on réalise une deuxiéme transformation
H,=H,(H,,a). La forme la plus simple pour H, est linéaire en H, et en a soit:

H, = ([H,(1l+aa)]5)P (17.¢)
- Pour rendre compte d’une orthotropie initiale, on réalise une troisiéme et derniére transformation de sorte
que H soit linéaire et orthotrope par rapport a H, donc isotrope de (H,,M;):

H = a;; (M;HM))S + b;; tr(HM;) M (17.4)

les matrices [a] et [b] étant définies par:
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0 n m gth -h -g

[al: | n O 1 [b]: [-h h+f -f (17.e)
n 1 O -g -f f+g

Les coefficients 8 et a rendent compte, respectivement, d’un écrouissage cinématique et d’une anisotropie
induite plus générale. Les coefficients ,m,n,f,g et h caractérisent I'orthotropie initiale.

Pour avoir un comportement standard généralisé, on interprete X et o, comme forces
thermodynamiques associées respectivement a & et p, et on postule les lois d'évolution sous la forme:

€P = ) 3f/30
@ = -) 3f/3X = €P (17.f)
p = -x 3f/dog = A

- Anisotropie induite

Si I'on suppose que n=m=I=1 et f=g=h=1/3, alors le tenseur H se reduit a H, (H=H,), et on
retrouve un critére initialement isotrope avec un écrouissage cinématique (si f=0) et une anisotropie
induite plus générale (si a=0). Le critére introduit alors deux constantes matérielles a et 8 définissant
I'anisotropie et une fonction d'écrouissage isotrope o (p). C'est un critére initialement isotrope (,=0) et
qui, au cours de I'écrouissage, devient orthotrope (les directions d’'orthotropie sont les directions
principales de @) et quadratique par rapport au déviateur (6°=X). La surface seuil, dans I'espace des
déviateurs, se déplace selon X (écrouissage cinématique linéaire introduisant la constante g), gonfle
homothétiquement (écrouissage isotrope di a la dépendance de o par rapport a p) et se déforme a cause
du terme {[(oP-X)ax]S}P (remarquons que cet aspect ne peut &tre important que si a est suffisamment
grand puisque les déformations sont petites). |l est clair que si a=0 et 3=0 on retrouve un écrouissage
isotrope classique (critére de Von Mises), si =0, a=0 et o est constant on retrouve I'écrouissage
cinématique linéaire classique.

Les lois d’évolution (matériaux standard généralisés (17.f)) sont:
€ = @ = A 2{[H(1+aa)|S)P/3f, ; p = A (18)
A un instant donné de I'écrouissage, ce critére s'écrit dans le repére principal de a sous une forme
analogue a celle du critére de Hill soit:

avec:
F = [1-2aa,+a?(a,>+as+ayaz)/3]/2 L = 3[l-ac,/2]2/2
G = [1-2aa,+a’(aP+az’+ay03) /3] /2 M = 3[l-aa,/2]%/2
H = [1-2a0z+a(a%+ay2+ayay) /3] /2 N = 3[1l-ac3/2]%/2

ou les s; ; sont les composantes de (oP-X) dans le repére principal des déformations plastiques et les o;
sont les déformations plastiques principales.
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- Anisotropie initiale

Sil'on prend B=a=0, dans la définition de H, on retrouve le critére orthotrope de Hill classique avec
écrouissage isotrope tel que:

F = 3(2f%+fg+fh-hg)/2 L = 312/2
G = 3(2g%+fg+gh-hf) /2 M = 3m?/2 (19)
H = 3(2h®+hg+fh-fg) /2 N = 3n°/2

- Conclusions

Ce modeéle, passablement général, fait intervenir un nombre important de coefficients, mais ceci est
inévitable compte tenu de la variété des effets pris en compte. Il nous servira de modéle de référence dans
la suite.

C;(n : Configuration intermédiaire reldchée & 'instant t
C(t) : Configuration & I'instant t
Co : Configuration initiale
F
FP\‘ /v
Fe
F=F°FP
Figures Il.1 : Décomposition de la transformation
(milieux a configuration intermédiaire)
Celt) : Configuration relachée par déformation élastique pure
c(t) . Configuration isocline relachée a I'instant t
C(t) : Configuration a I'instant t
Co : Configuration initiale F
e
Fe-vep P
FP = BTFP —_— "‘
s £
BB =1 . -
F=F¢FP=VeFP
Figures 1.2 : Décomposition de Ia transformation
(milieux & configuration naturelle locale)
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3. GRANDES TRANSFORMATIONS ELASTOPLASTIQUES

3.1. PRESENTATION DU PROBLEME

Si la transformation subie par P'élément matériel est infinitésimale (petites perturbations),
configurations initiale et déformée sont infiniment voisines et repérées dans le méme repére spatial. La
partie symétrique du gradient de déplacement (€) de I'élément matériel suffit alors pour définir son
comportement. En grandes transformations, par contre, les deux configurations peuvent étre trés
différentes; contraintes et déformations peuvent étre définies par rapport a I'une ou lautre des
configurations (le passage d’'une configuration a I'autre se faisant par l'intermédiaire du gradient de la
transformation F); un comportement peut donc étre écrit en formalisme lagrangien (relatif a une
configuration initiale) ou eulérien (relatif & la configuration déformée), il faut alors choisir le formalisme le
plus simple pour un comportement donné; d’ou une premiére question:

Quel est le formalisme le plus simple permettant de modéliser correctement un
comportement?

Le mot comportement ici est pris dans le sens du "matériau modéle" défini en introduction de ce chapitre
et dont une quantité d’exemples ont été présentés dans la premiére partie de ce chapitre dans le cadre de
I'hypothése des petites perturbations; alors que le mot "correctement” est souvent essentiellement lié 3 la
notion d’objectivité de la loi. D’un point de vue pratique, et dans la majorité des cas, I'écriture d’une loi de
comportement grandes transformations est une extension d’une loi petites perturbations; cette extension
nécessite alors une bonne interprétation du modeéle petites perturbations.

Pour un comportement élastoplastique, la premiére extension concerne la notion d’élasticité et de
plasticité; d’ol une deuxiéme question:

comment décomposer la transformation totale en partie élastique et partie
plastique?

Plusieurs théories différentes ont été proposées pour modéliser le comportement élastoplastique en
grandes déformations:

-Green et Naghdi [25] utilisent un cadre thermodynamique équivalent a celui des petites
perturbations avec un formalisme lagrangien et proposent une décomposition additive formelle du tenseur
de déformation de Green Lagrange E=(FTF-1)/2 en partie élastique et partie plastique (E = E€ + EP).

- Rice [47] utilise lui aussi un formalisme lagrangien mais définit la vitesse de déformation plastique
comme la contribution, dans la vitesse de déformation totale ﬁ, de la variation des variables internes. Sa
décomposition de la déformation n’est donc pas cinématique. L'application pratique de cette théorie est
relativement compliquée puisqu’elle postule, a priori, la forme de 'enthalpie libre, démarche non classique
en plasticité.

- Lee [30][36] a utilisé la notion de configuration intermédiaire définie localement par reldchement
des contraintes a partir de la configuration déformée, comme cela avait été suggéré par Eckart [21]. Un
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matériau élastoplastique est alors un matériau élastique par rapport & cette configuration intermédiaire
variable dans le temps. Ceci se traduit par la décomposition multiplicative du gradient de la transformation
en partie élastique et partie plastique:

F = F¢ FP (20)

Cette décomposition ne définissant la configuration intermédiaire qu’a une rotation prés, on suppose alors
que la rotation de la configuration reldchée n’influe pas sur le comportement: ce comportement est celui

dit des milieux a configuration intermédiaire.

- Mandel [37], lui aussi, postule la décomposition multiplicative du gradient de la transformation en
partie élastique et partie plastique (F=F°FP), mais postule en plus I'existence d'un triedre directeur
permettant d’orienter la configuration intermédiaire et donc d'en privilégier une dans laquelle le
comportement sera le plus facilement écrit. Teodosiu [52] a aussi proposé une approche équivalente
faisant intervenir un triédre local attaché a la particule matérielle. Ce comportement est celui dit des milieux
a configuration naturelle locale.

On trouvera dans Sidoroff [49c] ou Stolz [51] une synthése de ces différentes théories. On montre
en particulier que:

- la théorie de Lee est un cas particulier de la théorie de Green-Naghdi [49a],

- la théorie de Green et Naghdi est équivalente a I'introduction d’une configuration intermédiaire,
mais cette configuration ne pourra pas étre, dans le cas général, interprétée comme configuration relachée
[49a],

-la décomposition de la déformation selon Rice ne peut pas étre identifiée, dans le cas général, a
une décomposition cinématique avec configuration intermédiaire.

3.2. MILIEUX A CONFIGURATION INTERMEDIAIRE

A) FORMALISME GENERAL

Le gradient F est donc supposé étre le produit d'un “gradient" élastique F¢€ et d’un “gradient"
plastique FP selon la relation (20) (Fig. Il.1). La rotation de la configuration intermédiaire n’intervenant pas
dans la loi de comportement, les transformations plastique et élastique r’interviennent dans le
comportement que par leur partie déformation pure (pas de rotations). La déformation plastique
(déformation pure) apparait alors comme une premiére variable interne tensorielle symétrique.

Cette théorie n'a été, jusqu'ici, utilisée que pour décrire un comportement initialement isotrope (Lee
[30] [31] [32] [33] [34] [36], Sidoroff-Dogui [17a] [18a,b,c] [49e,g]). Dans ce cas, le formalisme qui semble
s'imposer est le formalisme eulérien. La loi élastique, le critere de plasticité et les lois d’évolution s’écrivent
alors sous les formes suivantes, qui sont donc une extension particuliére des relations (1):

T = e(€%;a) (21)
f(1,0) <0 (22)
DP = X h(T,a) (23.a)
Da/Dt = X 1(T,a) (23.b)

Le tenseur €€ est un tenseur eulérien fonction isotrope bijective de V€ (F¢=V®R®) qui représente les



-47 -

déformations élastiques. Les fonctions e, f, h et | sont isotropes de leurs arguments. La présence
éventuelle des variables internes d’écrouissage o dans la relation (21) permet de rendre compte d’une
anisotropie élastique induite. La dérivée D/Dt est une dérivée objective (pour des variables a non
scalaires). Le tenseur DP est le représentant eulérien de la vitesse de déformation plastique (voir Chap. IV):

DP = R® (FPFP-')S ReT — R (GPUP')S ReFT (24)

les rotations R et RP sont obtenues par décomposition polaire de F¢ et FP respectivement (F¢=V°R€,
FP=RPUP), et R®P représente le produit R®RP. La décomposition de la vitesse de déformation D en parties
élastique et plastique est donnée par la relation suivante [49e]:

[veiD ve)s = [vedyerl)S 4 pP (25)
Tous les termes de la relation (25) sont objectifs et invariants par rotation de la configuration relachée.

L'extension d’'un modeéle particulier aux grandes transformations, selon I’hypothése des milieux a
configuration intermédiaire, introduit donc deux aspects nouveaux et propres aux grandes
transformations: Le premier étant ['interprétation de la loi élastique (choix de €°) et le deuxiéme, le choix
de la dérivée objective dans les lois d’évolution des variables internes autres que scalaires. D’un point de
vue pratique, pour les métaux, les déformations élastiques sont souvent supposées infinitésimales
(Ve=1+€"; | €8] < <1). Les relations (20) et (25) deviennent alors (en ne gardant que les termes d’ordre 1
en €°dans D et en notant € la dérivée de Jaumann de €9):

(1 + €%) R® FP= (1 + €%) R® UP (20. bis)
D

€® 4+ DP (25 bis)

En plus, dans ce cas, la rotation R®P est, en premiére approximation, égale a la rotation totale R (R*P=R).
Nous reviendrons au chapitre IV plus en détail sur la décomposition des vitesses de déformation en parties
élastique et plastique. Signalons que, 1& encore, tous les termes de la relation (25 bis) sont objectifs et
invariants par rotation de la configuration relachée.

B) CADRE THERMODYNAMIQUE

D’un point de vue thermodynamique, on suppose que I'état du matériau dépend de la déformation
élastique (B® ou tout autre tenseur €€ fonction bijective isotrope de V¢) et des variables internes
d’écrouissage «; I'énergie libre spécifique ¥ est donc une fonction isotrope (objectivité) de ses arguments
(B%,o):

P = P(B%,a) (26)

Pour écrire I'inégalité de Clausius-Duhem sous une forme objective, il faut "choisir" une dérivée objective
D/Dt telle que:

¥

(39/3B%) :B® + (3%/da) ;&
(3%/3Be) : (DB®/dt) + (3%/dc): (Da/dt) (27)

On pourra alors, selon la nature des variables internes «, écrire la loi élastique sous la forme (21) (s'il N’y a
pas de couplage, dans la relation (26), entre élasticité et écrouissage, c.a.d. si ¥ est isotrope en B®, il n'y
aura pas de termes en « dans la relation et donc pas d'anisotropie élastique induite), et la dissipation sous
la forme:

& =171': DP + X : Dao/Dt (28)

ol T’ est un tenseur symétrique fonction isotrope de (B®,a) donc de (T,a) (d’apres la relation (21)), et X
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fonction isotrope de (B®,«) aussi. On peut alors postuler un critére sous la forme:
£f(1',X;a) <0 (22 bis)
et écrire les lois d’évolution, en supposant un comportement standard généralisé, sous la forme (23):

h(7,a) = 3£/31’ (23.a bis)
1(7,a) = df/0X (23.b bis)

C) CAS PARTICULIER: UNE SEULE VARIABLE D’ECROUISSAGE TENSORIELLE

Pour fixer les idées, si I'on suppose gqu'une seule variable interne tensorielle du second ordre
symétrique @ intervient dans le comportement (plus éventuellement des variables scalaires p), la relation
(26) devient:

Y = (B¢, a,p) (26 bis)

On montre alors dans [17a] que I'on a les propriétés suivantes:

o (3%/3B)°B® =~ B®(3y/3B°) « (dyp/da)a = a(dp/ia)
® ¥ = ¥ (B°,p) + ¥(a,p) (29.a)
ot les fonctions ¥, et ¥, sont isotropes.
P2 (3y/3B¢)B® + (dy/da)a = B%(3y/dB®) + a(dyp/da) (29.b)
P3: Pour tout § antisymétrique
(8y/3B®) : (B°-2B¢) + (dyp/da): (aft-Qa) = 0 (29.¢)

L’équation (29.c) permet d’écrire que, quelle que soit ia dérivée objective en rotation définie par Q.

DX/Dt = X + X0 - aX

ona:
¥ = (8y/8B®):(DB¢/Dt) + (3¥/da): (Da/Dt) (27 .bis)

SiI'on choisit la dérivée de Jaumann (2=W) alors [17a]:
T = 2p,[(3¢/3B%)B°]®
T' = 2p, V(3y/3B¢)V*® (30.a)
X = p, 0¥/
Ce n’est pas le seul choix possible; on peut utiliser, par exemple, la dérivée de Jaumann relative a la
transformation plastique définie par:

Q = WP = ReRST 4+ Re[FPFP-1]ARST

alors:
T = 2p, V€(3y/3B®)V*
T' = 2p°[(61/)/6Be)Be]S (30.b)
X = p, dYp/da

et ainsi de suite. Remarquons qu’en particulier, s’il y a découplage entre élasticité et écrouissage (pas
d’anisotropie élastique induite), ¥ étant isotrope en B® et a (B® et 3y/3B® commutent, ainsi que a et
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dy/aa), alors les relations (30.a) et (30.b) sont équivalentes et sont valables quelle que soit la dérivée
objective en rotation choisie pour & .

Il existe un cas intéressant ou le choix de la dérivée objective ne se pose pas, c’est celui ol I'on
suppose que la seule variable interne d’écrouissage non scalaire est la déformation plastique (une
interprétation du modéle de Prager, Boehler,...). La traduction d’une telle hypothése aux grandes
transformations selon un formalisme eulérien nécessite la définition d’'une mesure eulérienne des
déformations plastiques . On définit alors les tenseurs eulériens HP et GP, indépendants de I'orientation
de la configuration intermédiaire et représentant bien les déformations plastiques dans la configuration
déformée [18a]:

HP = R°PUPPR®PT — ReFPFPTR®T (31.a)
GP = RUP?RT — RFPTFPRT (31.b)

Il suffit maintenant de choisir @ comme fonction bijective isotrope de HP ou GP (ou de HP” ou GP%); ce qui
donne, en supposant que la fonction a est isotrope en UP;

a = R a(UP) R%FT ou @ = R a(UP) R

Si les déformations élastiques sont petites, la rotation R°P étant égale a la rotation totale R, HP et GP
représentent le méme tenseur.

3.3. MILIEUX A CONFIGURATION NATURELLE LOCALE: TRIEDRE DIRECTEUR

A) FORMALISME GENERAL

Alinverse de la théorie précédente, c’est toute la transformation plastique (Déformation + rotation)
qui peut intervenir dans le comportement. L'orientation de la configuration relachée est alors
indispensable. On suppose donc I'existence d'un "triedre directeur" lié a I'élément de matiére d’une
maniere telle que la connaissance de sa position au cours du mouvement permette de préciser
I'orientation de celui-ci (Mandel [37]). Deux types de configurations reldchées particuliéres peuvent étre
définis (Fig. 11.2): La configuration "isocline”(selon la terminologie de Mandel) notée C(t) telle que le triédre
directeur garde la méme orientation que dans la configuration initiale C_; et la configuration reldchée C(t)
déduite de la configuration actuelle C(t) par déformation élastique pure (sans rotation). La décomposition
multiplicative du gradient des déformations s'écrit:

F = F€ FP (configuration isocline C(t)) (32.a)
= V& FP (configuration relachée par déformation élastique pure) (32b)
Fe = Vveg FP = BTFP BT = 1

La rotation 8 définit la rotation du triédre directeur au cours de la déformation.

L'état du matériau est supposé défini, dans la configuration isocline (la rotation du triedre directeur
n'intervenant pas), par la déformation élastique € (Ee étant un tenseur fonction isotrope bijective de
ue=BTvep), et les variables internes o (on néglige les effets thermiques ; on peut aussi prendre le tenseur
de contrainte de Kirchhoff 7 relatif & la configuration isocline comme variable d'état a la place de la
déformation élastique). La configuration isocline dépend bien sQr du triédre directeur choisi; choix qui,
dans le cas général, n’est pas unique [37d,e]. Le meilleur choix est celui permettant I'écriture la plus simple
du comportement. A l'inverse des théories classiques de la plasticité, c’est I'évolution de tout le gradient de
la vitesse de déformation plastique qui doit étre donnée et non pas uniquement celle de sa partie
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symétrique; ceci est nécessaire puisque, selon cette théorie, c'est toute la transformation plastique qui
intervient dans le comportement et non pas seulement la déformation pure. La loi d’évolution de la partie
antisymétrique du gradient de vitesse plastique permet de définir I'évolution de la rotation du triédre
directeur 8. Le comportement sera donc défini par les relations suivantes:

T = e(€%,a) (33)
= (1,0 (34)
[fPf'P'HS = h(1,a) (35.a)
&= 1(7,8) (35.b)
[F:'Pf'P'1]A= A a(T,a) (36)

Les fonctions h et a peuvent étre considérées respectivement comme la partie symétrique et
antisymétrique d’'une méme fonction h’(T,a). Le tenseur T est le tenseur de contrainte de Kirchhoff relatif 4
la configuration isocline:

T-FlrFT_uyelg r gl Ut - FP g FFT (37)

A Tinverse de la théorie précédente, les fonctions e, £, h, a et 1 peuvent étre quelconques et en particulier
non isotropes de leurs arguments.

Les relations (33-35) peuvent &tre considérées comme une extension des relations (1)(petites
déformations). Par contre, la relation (36) apparat comme une relation propre aux grandes
transformations; C’est cette relation qui permet de connaftre I'évolution du triedre directeur au cours du
mouvement, comme on va le voir au paragraphe suivant.

B) ECRITURE EULERIENNE

Le gradient de vitesse L, sa partie symétrique D et antisymétrique W s’écrivent:

L = o + (DVe/Dt)Ve! + Ve(DFP/Dt)FP-1ve! (38.a)
D = [(DVe/Dt)Ve ]S + [Ve(DFP/Dt)FP-lve ]S (38.b)
W = w + [(DVe/Dt)Ve1]A 4+ [Ve(DFP/Dt)FP-lve-1]A (38.¢)

Tous les tenseurs intervenant dans la relation (38.h) sont objectifs et indépendants de la configuration
relachée (mais dépendent du choix du triédre directeur). Le tenseur antisymétrique w est la vitesse de
rotation du triedre directeur (w= BpT). La dérivée D /Dt est la dérivée par rapport au triedre directeur:

DFP/Dt = B [d(BTFP)/dt] = B B - BP - o FP (39.a)
DVe/Dt = B [d(BTVeB)/dt] BT = V& + Ve — wV® (39.b)

Il est intéressant d’écrire I'équation (38.b) autrement. En effet, si on appelle vitesse de déformation
plastique et vitesse de rotation plastique les tenseurs DP et WP définis par:

DP - [(DFP/Dt)FP1|S - B [f‘PﬁP*]S BT (40.a)
WP = [(DFP/Dt)FP-11A = B [l.E'Pf'P*]A BT (40.b)

et si on écrit la relation (38.a) en faisant intervenir la dérivée de Jaumann V& de V® on a:

L=Vvelvel L vepP vel + Ve (WP + 0w - W) V! + W

Le tenseur L étant la somme de D et W, les trois premiers termes du second membre de la relation ci-
dessus constituent alors le tenseur D, ce qui permet d’écrire:
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vcipve-velvel  DP+ WP +w-W
d’ol:
[ve'l D ves = [ve! vedis 4 pP (41)

La relation (41) est exactement la méme que (25). Tous les termes de cette relation sont objectifs et
indépendants de la configuration reldchée et du triédre directeur choisi.

L'écriture eulérienne équivalente aux relations (33-36) est:

T = Ve B e(e%,a) BT Ve - e(€,a;B) (42)
£f = £(1,0) = £(7,a;B) (43)
DP = ) B h(7,a) BT = A h(T,a;B) (44 . a)
Da/Dt = A B[i(T,a)] = A 1(7,a;B) (44 .b)
BB = w =W - [V® (DP + WP) Ve 1]A _ [(DVe/Dt)Ve1]A (45.a)
WP =2pB a(T,a) BT = x a(7,a;8) (45.b)

Le tenseur €€ est fonction isotrope bijective de V¢ (ee=Be°BT); la notation B[] signifie la transformée de
x par la rotation 8. La dérivée objective D/Dt, permettant de définir I'évolution des variables internes «, est
une dérivée en rotation relative a B. La rotation 8 apparait donc comme une variable interne d’orientation
dont I'évolution est donnée par les relations (45).

Si les déformations élastiques sont petites (Ve=1+€¢, | €¢| < <1), les relations (37), (41) et (31.c)
deviennent:

T = BT 1 B (37 bis)
D-¢€® +DP (41 bis)
w=W- WP (45.a bis)

C) CADRE THERMODYNAMIQUE

On suppose que I'énergie libre massique est fonction des variables d’état: ¥ =$(Ue,a). L’écriture de
linégalité de Clausius Duhem, en supposant que les déformations élastiques ne dissipent pas, permet de
donner la loi élastique et de définir les forces thermodynamiques associées aux variables FP, et o:

T - e(€%,a) = p dP/3E®  E® = % (U®-1) (33 bis)
® = FPFP1:2/p - R:a X = 99/da (46)
L =FeT 7 FeTl - ye2 g (47)

Letenseur £/p , non symétrique, apparait comme la force thermodynamique associée au tenseur I:'Pf'P'E
p,, est la masse volumique dans la configuration initiale.

Il reste maintenant a postuler la fonction seuil et les lois d'évolution permettant de définir & chaque instant
FP eta. En supposant un comportement standard généralisé, la fonction seuil dépend alors des forces
thermodynamiques, et les lois d’évolution s’obtiennent en utilisant 'hypothése de normalité, ce qui donne:

£ = £(E/p,.%;a) (34 bis)
h = [8%/38(2/p,)1° (35.a bis)
1 = a8f/a(-%) (35.b bis)
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a = [8£/3(2/py) 1" (36 bis)

Si les déformations élastiques sont petites, le tenseur Z est, en premiére approximation, égal & T et donc
symétrique.

3.4. CONCLUSIONS

Si 'on compare les relations (21-23) d’une part et (42-44) d’autre part on peut tirer les remarques
suivantes:

- Si le comportement est initialement isotrope, les fonctions constitutives du modéle sont alors
isotropes de leurs arguments; la rotation g8 (triedre directeur) n’intervient dans les relations (42-45) que
dans les lois d’évolution de a pour définir la dérivée objective a utiliser. La différence essentielle entre les
deux théories ci-dessus réside alors dans la définition de cette dérivée objective nécessaire pour écrire les
lois d’évolution des variables internes; probléme qui ne se pose que si, au moins, une variable interne est
tensorielle (anisotropie induite).

-La théorie & configuration intermédiaire, telle que présentée précédemment, ne permet pas de
rendre compte d’une anisotropie initiale. Dans le chapitre IV, nous montrerons comment on peut utiliser
cette théorie pour palier a cette limitation.

Si nous revenons a notre objectif initial, on peut alors conclure que pour étendre aux grandes
transformations un matériau modéle défini en petites déformations, deux difficultés sont & résoudre: choix
du formalisme assurant I'objectivité de la loi de comportement et choix de la loi élastique et sa composition
avec la loi plastique. Pour étudier ces deux aspects plus en détail et d’un point de vue plus appliqué, nous
consacrons le chapitre Iil a I'étude du comportement rigide plastique (ce qui permet de laisser tomber
I'aspect décomposition de la déformation) alors que le chapitre VI sera essentiellement consacré au
couplage entre I'élasticité et la plasticité.
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- Chapitre 3 -

COMPORTEMENT RIGIDE PLASTIQUE

RESUME

Ce chapitre traite du comportement rigide plastique. La premiére partie
présente un formalisme général, en référentiel tournant, permettant de décrire
tout type d’anisotropie (initiale ou induite). Les différentes théories des grandes
déformations développées au chapitre Il sont reprises sous ce formalisme. Le
probléme du choix du référentiel tournant est abordé.

La deuxiéme partie étudie des comportements remarquables: anisotropie
induite, anisotropie initiale, anisotropie initiale et induite. En particulier, la
plasticité de type Hill est détaillée.

La troisiéme partie présente la réponse de différents modéles (basés sur divers
choix de référentiels tournants) a quelques sollicitations planes particuliéres
dont la cinématique a été étudiée au chapitre I: cisaillement simple, traction
hors-axes, torsion.
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1. INTRODUCTION: Euler ou Lagrange?

D’'une maniére relativement générale, un comportement rigide plastique peut étre formulé de la
facon suivante:

£(0,a) < 0 € =\ h(o,a) @ =X 1(0,a) (1)

Les fonctions £, h et 1 sont les fonctions constitutives du modele alors que &, €, acta représentent
respectivement, les contraintes, la vitesse des déformations, les variables internes d’écrouissage et leur
vitesse (E et a doivent bien str étre des quantités objectives). Si le modéle est standard généralisé, on
définit les forces thermodynamiques X(a) associées aux variables internes o par la donnée de I'énergie
libre massique ¥(a): X=3%/3a, et on suppose que la fonction seuil (qui dépendra alors des forces
thermodynamiques X et éventuellement, paramétriquement, des a) est un potentiel plastique ce qui permet
de préciser les fonctions h et 1:

f(0,X(a);a) <0 h = 3f/00 1 = 8f/8(-X) (1 bis)

Les modéles grandes déformations sont généralement basés sur des fonctions constitutives établies
soit en petites déformations, soit & partir d’essais triaxiaux. Ce sont, en général, des extensions de modéles
petites déformations interprétant, selon le formalisme grandes déformations, les hypothéses "physiques”
ayant amené a la forme particuliére des fonctions constitutives. Cette interprétation se traduit par le choix
du formalisme (lagrangien ou eulérien) et donc des variables &, €, o et & dans les relations (1.

L'étude de la plasticité isotrope en grandes transformations [17a] a montré que le formalisme
eulérien convient mieux pour décrire la "physique" du comportement plastique. Ceci s’explique par le fait
que la plasticité isotrope présente des caractéristiques typiques d'un fluide: pas de configuration
privilégiée, déformations permanentes aprés reldchement des contraintes, déformations infinies sous
contraintes finies, etc... En particulier, il est aujourd’hui bien établi que la formulation convenable du
modéle isotrope avec écrouissage isotrope s’obtient en utilisant, dans (1), T ala place de ¢, et D & la place
de €. C'est ce formalisme qui est aujourd’hui & la base des codes de calcul élastoplastiques utilisés en
mise en forme ([16][19][39]).

Par contre, sitét que I'on cherche a prendre en compte une certaine anisotropie, le formalisme
eulérien souléve le probléme d’objectivité:

- Dans le cas d’'une anisotropie induite, les fonctions £, h et 1 sont isotropes de leurs arguments,
I'anisotropie apparaissant au cours de la déformation du fait du caractére tensoriel des variables internes
a. L'écriture grandes déformations exige alors le choix, pour leur loi d’évolution, d’'une derivée objective.

- Dans le cas d’une anisotropie initiale, les fonctions £, h et 1 ne sont plus isotropes. Le formalisme
eulérien basé sur (1) ne sera pas objectif.

- Si I'on ajoute, aux arguments des fonctions constitutives, des tenseurs de structure adéquats, on
peut traiter I'anisotropie initiale avec des fonctions isotropes. Il convient alors de déterminer ces tenseurs
de structures et surtout de suivre leur évolution au cours de la transformation.
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Le comportement maintenant n’est plus un comportement fluide classique, la notion d’isotropie
initiale se refére toujours & une configuration initiale privilégiée. Il semble alors plus commode d'utiliser un
formalisme lagrangien qui fait disparaftre tous ces problémes (les dérivées par rapport au temps sont les
dérivées habituelles et les fonctions constitutives peuvent étre anisotropes). Mais si le formalisme
lagrangien classique (déformation: E, contrainte: 8) se préte bien a la description de I'anisotropie, il
aboutit presque toujours & des écritures compliquées dues au transport convectif des forces appliquées
dans une configuration déformée ; donnons pour simple exemple la forme lagrangienne de la contrainte
équivalente de von Mises:

o2 = 3/2 tr(C8C8) - 1/2 [tr(C8)]? C=1+2E

qui est bien plus compliquée que I'écriture eulérienne. Ceci s’explique par le fait que seules les
composantes principales du tenseur des contraintes de Cauchy ont une signification physique intrinseéque
vis-a-vis du matériau.

Ainsi la formulation eulérienne introduit les bonnes grandeurs mais pose probléme par son
orientation, tandis que le formalisme lagrangien, s’il résout ce probléme d’orientation, perturbe par
convection les grandeurs physiques. Le bon compromis permettant d’avoir une formulation simple et
physiquement satisfaisante devrait donc étre une formulation eulérienne par ses valeurs propres mais
lagrangienne par son orientation: c’est la formulation en référentiel tournant que nous allons développer au
paragraphe suivant.
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2. CADRE GENERAL

2.1. FORMULATION EN REFERENTIEL TOURNANT

A) PRESENTATION

L'idée de base de cette formulation consiste & écrire les fonctions constitutives du modeéle a partir de
tenseurs lagrangiens, ayant les valeurs principales de tenseurs eulériens; autrement dit, faire un transport
entre les configurations initiale et déformée par l'intermédiaire d’une rotation Q plutét qu'un transport
convectif par le gradient de la transformation F. Le comportement sera alors défini par les fonctions f, h et
1 (1) mais fera intervenir les quantités 7, D et o définies par:

T=-Q'7¢ D=QDQ o =Q[e] (2)

ol QT[] indique que I'on soumet la rotation QT A a, le résultat dépendant de la nature tensorielle de .

Pour que les tenseurs 7, D, etc... soient invariants par changement de référentiel d’observation, il
faut et il suffit que la rotation Q se transforme, dans un changement de référentiel défini par une rotation ¢
(1.18), par:

Q" =-90Q (3)

ce qui représente une transformation analogue a celle de la rotation propre R obtenue par décomposition
polaire de F; la rotation Q doit donc étre de méme "nature" que R: c’est un tenseur mixte mi-eulérien mi-
lagrangien qui réalise un transport de la configuration initiale a la configuration déformée. La vitesse de
rotation du référentiel tournant définie par QQT se transforme par q en:

Q71" = q [QQ" + d'q] ¢’ (3 bis)

transformation analogue a celle de W (1.19). En particulier, la quantité ﬁo = W-QQT est une quantité
objective puisqu’elle se transforme par q en ﬁ0’=qﬁQqT. Dans la suite, pour des raisons de commodité,
on définira la vitesse de rotation Q par ﬁo sachant que:

W,-0Q" -W- W, (4)

L'écriture eulérienne équivalente au formalisme en référentiel tournant est immédiate (les fonctions
£, h et 1 sont remplacées par F, h et T respectivement):

(T,a) <0 (5.a)
D-xQh(7,a) Q (5.b)
Da/Dt = A Q[I1(T,a)] (5.¢)
+ définition de Q (5.d)

La dérivée Da /Dt est définie par:

Da/Dt = Qla] (6)
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Dans le cas d’un tenseur du second ordre, on a:
=~ _ oof
a=Q aQ

Da/Dt = @ + aW, - Wa = &' + Wa - o

La rotation Q dans les relations (5) apparait comme une variable interne d’orientation. Si les fonctions £, h
et 1 sont isotropes de leurs arguments, on retrouve le formalisme eulérien classique. La rotation Q
n'intervient, dans ce cas, que dans le choix de la dérivée objective des variables internes a.

L'utilisation du formalisme ci-dessus apparait comme un moyen commode mais artificiel pour
assurer I'objectivité de la loi de comportement; il lui manque une assise physique. Nous verrons dans la
suite de ce paragraphe ainsi qu'au chapitre V que I'on peut, dans plusieurs cas, donner une interprétation
physique a cette écriture surtout lorsqu'on a une idée assez précise de la nature de I'anisotropie
(monocristal, anisotropie matérielle,....); dans ce cas, le choix de la rotation Q, qui reste pour le moment
completement arbitraire, sera imposé par la physique. Par contre si 'on ne dispose pas d'indications
physiques suffisantes permettant de nous guider dans ce choix, ou plus généralement de caractériser
précisément I'origine de I'anisotropie dont on veut rendre compte, Y'utilisation de I'écriture en référentiel
tournant, méme si le choix de ce dernier reste arbitraire, est le moyen qui semble le plus simple pour
décrire tout type d’anisotropie et particulitrement pour transposer aux grandes déformations un
comportement défini en petites déformations. Le choix de la rotation Q (et donc du référentiel tournant) est
la seule hypothese supplémentaire nécessaire pour étendre aux grandes déformations les modéles petites
déformations.

B) INTERPRETATION GEOMETRIQUE

Figure Ill. 1: Référentiel tournant

La donnée de la rotation Q revient & postuler I'existence d’'une configuration ou d’une orientation
privilégiée de I'élément de matiere étudié (nous sommes ici en rigide plastique, la prise en compte de la
déformation élastique nous obligera plus tard a distinguer configuration et orientation), c’est-a-dire
I'existence d’un triédre (orthonormé) “privilégié" associé a cet élément de matiére (le mot privilégié voulant
dire que I'écriture des relations constitutives dans cette configuration ou par rapport a ce triédre est
I'écriture la plus simple). Dans le cas d’'un matériau orthotrope (initialement orthotrope et qui le reste) par
exemple, ce triédre privilégié est bien slr celui défini par les directions d’orthotropie. Supposons que les
triédres orthonormés M; et m; (i=1,2,3) représentent le trigdre privilégié respectivement a I'état initial non
déformé et a I'état actuel. La rotation Q est alors définie par :

le repere Ei étant le repére du mouvement choisi pour repérer la configuration actuelle de I’élément




-59-

matériel étudié (Fig.lll.1). Ecrire les lois constitutives en fonction des tenseurs T, D etc... revient & écrire les
mémes fonctions entre les composantes des tenseurs T, D, etc... mais en prenant ces composantes dans
le triédre m;. En effet, les composantes de T par rapport & N, et celles de T dans m; sont les mémes:

Ti; M @ My 5 Ty = QyQy;T5;

1]
I

puisque:

—

= Q:ﬁi ; _e.i = Qij m; (9

81

L'appellation référentiel tournant vient du fait que le référentiel dans lequel il faut écrire les lois de
comportement est le référentiel défini par le triédre fn',- qui, lui, est en rotation dans I'espace. En particulier,
la dérivation relative au référentiel tournant définie par (6) est celle par rapport a ?n'i:

DT/Dt - Q[(Q'TQ)/de]Q" - Ty; m; @ m, (10

Reste a voir maintenant comment les modélisations usuelles, décrites au chapitre Il, entrent dans ce
cadre.

C) RELATIONS AVEC LA CINEMATIQUE DE LA PLASTICITE

Le formalisme en référentiel tournant a déja été utilisé explicitement pour décrire une anisotropie
initiale ou induite ([6] [14] [29] [35] [37] ...). D’autres modéles reviennent implicitement & une formulation
en référentiel tournant ([31] [34] [45] [46] ...).

- Milieux a configuration intermédiaire

La théorie des milieux a configuration intermédiaire a été utilisée, comme on I'a vu au chapitre |,
essentiellement pour modéliser le comportement élastoplastique avec isotropie initiale. On a montré que,
dans ce cas, le probleme a résoudre est le choix de la dérivée objective dans la loi d’évolution de o
(11.23.b). En particulier, le modéle qui suppose que la variable interne d’écrouissage est la déformation
plastique (§11.3.2.C) a nécessité la définition d’une mesure eulérienne, indépendante de la configuration
intermédiaire, de la déformation plastique (HP,GP). Cette démarche était guidée par le souci d’avoir une
écriture eulérienne plus satisfaisante pour décrire la plasticité. Cette démarche revient a choisir comme
configuration intermédiaire privilégiee la configuration C_(t) obtenue par reldichement des contraintes sans
rotation. Si 'on est en présence d'une anisotropie initiale, cette démarche n'est plus satisfaisante.
Toutefois, on peut utiliser cette théorie a condition de choisir comme configuration privilégiée du matériau,
par exemple, la configuration Cp(t) obtenue par déformation plastique pure (pas de rotation). Le cas rigide
plastique ne peut, dans ce cas, s'obtenir que par passage a la limite, en supposant que la déformation
élastique est infinitésimale. Nous y reviendrons de maniére détaillée au chapitre IV et nous montrerons
alors, qu'a la limite rigide plastique, les milieux & configuration intermédiaire utilisent comme référentiel
tournant, le référentiel en rotation propre (si la configuration intermédiaire choisie est Cp):

Q-R (11)
- Milieux & configuration naturelle locale

Dans le cas rigide plastique, toute configuration relachée est obtenue a partir de la configuration
actuelle par une rotation de celle-ci. En particulier, la configuration isocline est définie par la rotation 8 qui
représente la rotation du triédre directeur par rapport au référentiel d’observation et I'on a:

F-pFr (12)

Selon cette théorie, on doit se donner I'évolution du gradient de vitesse plastique en entier et non pas
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uniguement sa partie symétrique (Il. 35-36) [37]. La définition de B est alors donnée par une loi de
comportement (11-45); en effet on a:

BB - w=-W-WP ; W-p [FPEP1A T
Ww-)rBatT,0)p ; 17=-818 (13.a)

Il est tout a fait clair que la théorie des milieux a configuration naturelle locale est une théorie en référentiel
tournant ([14]), ce dernier étant défini par S:

Q-5 (13.b)

Nous reviendrons au probléme de la définition de la fonction a dans la suite de ce chapitre.

2.2. CHOIX DU REFERENTIEL TOURNANT

A) CAS GENERAL

Le référentiel tournant fait partie intégrante de la loi de comportement et dépend essentiellement de
la nature de I'anisotropie a modéliser; c’est lui qui permet de définir I'orientation privilégiée de I'élément
matériel. Les arguments justifiant son choix devraient alors étre de nature physique et/ou expérimentale.
Malheureusement, la majorité des expériences classiquement réalisées correspondent & des sollicitations
triaxiales alors que le probléme de I'objectivité se pose essentiellement quand les sollicitations engendrent
des rotations de I'élément matériel. On se retrouve donc dans I'une des situations suivantes:

-Le référentiel a une définition physique précise (c’est le cas par exemple d’un monocristal
(directions cristallographiques) ou d’'un composite renforcé par fibres (direction des fibres) etc...). On
pourra alors (plus ou moins difficilement) suivre son évolution au cours de la transformation et donc
préciser sa loi d'évolution.

- Les données physiques ou expérimentales ne permettent pas de préciser le choix convenable de
ce référentiel. On est, dans ce cas, obligé de le postuler par une démarche purement phénoménologique.
Deux possibilités existent alors: lui donner une définition cinématique a priori, ou lui postuler une loi
d’évolution comme pour toutes les variables internes. Dans tous les cas, il faut s’assurer qu’'un tel choix
n’aboutit pas & des réponses déraisonnables de la loi de comportement.

D’une maniére générale et sachant que la quantité I_VQ=W-QQT doit étre objective, celle-ci doit
s'écrire sous la forme :

W,=QA(T,V,D,a) Q (14)

La fonction tensorielle antisymétrique du second ordre A est une fonction constitutive du modéle dont les
arguments doivent étre invariants par changement de référentiel, ce qui est assuré par I'utilisation des
tenseurs tournés par Q.

La présence de V et a dans (14) permet de rendre compte de I'influence, d'une part de la transformation
géométrique de I'élément matériel (V), et d’autre part de I'influence de I'écrouissage (a). En particulier, sila
fonction A doit dépendre de D, elle doit &tre positivement homogéne de degré un par rapport & D
(indépendance des vitesses). Un cas particulier important consiste & supposer ia fonction A linéaire en D
ce qui permet d’écrire (14) sous la forme:

W, - Q [R(T,V,a):D] @ (15)

ol K est une application linéaire (tenseur du quatriéme ordre) de I'espace des tenseurs symétriques du
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second ordre dans 'espace des tenseurs antisymétriques du second ordre. |l est bien évident que (15) est
un cas particulier de (14) mais la majorité des modéles existants peuvent s’écrire sous cette forme.

B) REFERENTIELS CINEMATIQUES

Les référentiels cinématiques sont ceux qui peuvent étre définis uniquement par la cinématique de la
transformation; ils ne dépendent donc pas de la loi de comportement. Leur forme générale (14), ou
particulidre (15), est telle que seules les variables cinématiques interviennent (V et D) et pas T et a. On
peut en distinguer deux types différents:

- Ceux qui ne font référence a aucune direction matérielle, ce qui implique que A est isotrope de
(V.D) ou K isotrope de (V) et donc W, est fonction isotrope de (D,V):

W, = A(D,V) (16.a)

ou plus particulierement (linéarité en D):

#, = K(V):D (16.b)

Nous avons explicité au chapitre | les formes particuliéres de la fonction A (dans le cas tridimensionnel et
en cinématique plane) pour différents référentiels, a savoir, le référentiel corotationnel, le référentiel en
rotation propre, le référentiel principal des déformations et le référentiel triaxial.

- Ceux qui sont attachés a une ou plusieurs directions matérielles. Les référentiels définis au chapitre
| par les relations (1.47) et (1.49) en sont un exemple.

C) THEORIE DE LA ROTATION PLASTIQUE

Une autre approche consiste a écrire la loi d'évolution de Q comme on le fait pour les autres
variables internes d’état, soit:

W,-2Qa(T,a) Q (17.a)
ou bien en utilisant la forme (14) plus commode:
W,- 9bd,a) Q (17.b)

Cette approche correspond a celle du Triedre Directeur développée par Mandel [37], et reprise par
Dafalias [14] ainsi que d'autres ([35] [46]...) avec quelques variantes. Le terme utilisé dans les pays
anglophones pour désigner cette approche est "the plastic spin concept"; en ce qui nous concerne hous
I'appellerons désormais théorie de la rotation plastique. En effet, ﬁq peut étre interprété comme la vitesse
de rotation plastique puisque Q=g représente l'orientation du triedre directeur relativement a sa
configuration isocline.

La loi de comportement (17.a) (ou (17.b)) ne pouvant pas étre déduite des modéles petites
déformations, elle pourra étre explicitée et choisie suivant les techniques usuelles:

1- Soit directement a priori en partant des écritures (17.a) ou (17.b) et en utilisant les théorémes de
représentation des fonctions tensorielles anisotropes. Les formes particuliéres dépendront bien sir du type
d’anisotropie.

2- Soit en nous référant a I'interprétation de la configuration naturelle locale discutée plus haut, et en
remarquant que la force thermodynamique associée 2 FPFP™! est le tenseur E (11.47) qui, méme s'il est
symétrique dans le cas rigide plastique, ne I'est pas dans le cas général (élastoplastique). En étendant la
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notion de matériau standard généralisé, nous écrivons:
FPFP1 = ) 8F/9%

ou f étant supposée, fonction du tenseur antisymétrique .
En remarquant que FPFP-1=h+a, on aura:
h - [6F/621°5 ; a = [8E/3Z]* pour E=T (18)

Quelle que soit la méthode utilisée pour expliciter ces lois d’évolution (17.a ou 17.b), leur structure
dépendra fortement du type d’anisotropie visée. Nous en verrons des exemples au prochain paragraphe.



3. CAS PARTICULIERS

3.1. ANISOTROPIE INDUITE

A) FORMALISME GENERAL

Le comportement plastique initialement isotrope avec anisotropie induite a déja été largement étudié
([17a]). Il est admis que la difficulté essentielle, introduite par les grandes transformations, concerne la
prise en compte des rotations, et donc le choix de la dérivée objective dans les lois d’évolution des
variables internes. On suppose donc que les fonctions £, h et 1 sont isotropes de leurs arguments. La
forme eulérienne du comportement est alors:

£(T,a) =0 (19.a)
D = X h(7,a) (19.b)
Da/Dt = X 1(T,a) (19.¢)

ol Da /Dt est une dérivée objective en référentiel tournant définie par ﬁo dont la loi d’évolution est donnée
par 'une des formes (14), (15), (16.a), (16.b), (17.a) ou (17.b) dans lesquelles toutes les fonctions sont
isotropes de leurs arguments.

La dérivation de la fonction seulil (condition de "consistance") permet de calculer X soit:

A = <(3f/3T1):(DT/Dt)>[-(3f/3a):1]"" (20)

ol <> indique la partie positive et ou I'on a supposé que -(3f£/3e):1>0. La relation (20) s’obtient en
remarquant que la derivée d’une fonction isotrope de n tenseurs f(x;) s'écrit quelle que soit la dérivée en
rotation D/Dt:

f = = (3£/8%;) (Dx;/Dt) (21)

On peut alors récrire (19.b) sous une forme différentielle utilisable dans les codes de calcul:
D - L:DT/Dt (19.b bis)

Lijkl = (_[)—(af/aa):l]-1 hij 3f/31'k|_ . en charge

. en décharge

Le choix du référentiel tournant n’intervient donc que par la dérivée objective D/Dt dans (19.c) et
éventuellement dans (19.b bis). De trés nombreux travaux ont été consacrés au cas de I'écrouissage
cinématique (le modéle le plus simple rendant compte d’une certaine anisotropie induite) que nous allons
aborder au paragraphe suivant. De maniére plus générale, tous les résultats que nous allons décrire et
commenter resteront valables dans le cas d’une seule variable interne tensorielle &, tenseur symétrique du
second ordre.




B) ECROUISSAGE CINEMATIQUE

On trouvera dans [17a] ou [18b] un exposé plus détailié sur la formulation thermodynamique de
I’écrouissage cinématique. En partant de I'écriture de {'énergie libre ¥ que I'on suppose fonction isotrope
de a : y(a), la dissipation s’écrit:

® = 7:D - X:Da/Dt = O X = p, 0¥/0c (22)

ou I'on a remplacé @ par la dérivée objective Da/Dt, cette dérivée devant vérifier la condition

X:Da/Dt = X:@ , (23)
qui est satisfaite par toute dérivée en rotation (voir (21)) (dans la suite on prendra X=8a).

En supposant un critére de type von Mises avec écrouissage cinématique (£(7-X)), I'hypothése des
matériaux standard généralisés donne les lois d’évolution pour D et a:

D/|D| = (7-X)° / |(7-X)°| (24.a)
ID| = <(7-X)°: (DT/Dt)> / (B| (T-X)P|) (24.b)
Da/Dt = D (24.¢)

L'utilisation de la dérivée de Jaumann (référentiel corotationnel) dans la relation (24.c), aboutit & des
oscillations (dont la période est indépendante du matériau) dans la réponse contrainte de cisaillement () -
cisaillement (y), au cours d’'un cisaillement simple [43] (ou d’'une torsion [17a]). Ces oscillations
s'expliquent par le fait qu'au cours du cisaillement, le référentiel corotationnel tourne indéfiniment avec une
vitesse égale & y/2. C’est pour éliminer ces oscillations que de nombreux auteurs ont proposé d’utiliser
d’autres dérivées objectives ou de modifier la relation (24.c).

Il faut signaler que les dérivées convectives (covariante ou contravariante) ainsi que celle de
Truesdell ne vérifient pas les relations (21) ou (22) et ne permettent donc pas d'écrire la relation (24.b); leur
utilisation dans la relation (24.c) ([2]) fait perdre au modéle son assise thermodynamique. Il a été aussi
montré [23] que l'utilisation de la dérivée de Jaumann en ajoutant un terme de restauration a la partie
droite de (24.c) permet d’éliminer les oscillations; mais dans ce cas on sort du cadre de I'écrouissage
cinématique linéaire. Reste maintenant I'utilisation des dérivées en rotation qui correspond a une
formulation en référentiel tournant. La vitesse de rotation de ces référentiels doit étre inférieure & celle du
référentiel corotationnel (en cisaillement simple); plusieurs dérivées ont été proposées:

a) Le choix de la dérivée en rotation propre (référentiel en rotation propre (Q=R)) ([14b-c], [23],
etc...) permet d'éliminer ces oscillations. Ceci s’explique par le fait que le référentiel en rotation propre suit
mieux les rotations des directions matérielles (en moyenne) que le référentiel corotationnel. En particulier,
la rotation de ce référentiel tend vers une limite (x/2) quand le cisaillement tend vers I'infini (voir figure 1.5).
On a montré au chapitre | que, dans une cinématique plane, la rotation du référentiel tournant est une
moyenne (lagrangienne) des rotations des directions matérielles. Le choix du référentiel en rotation propre
semble alors étre un choix phénoménologigue satisfaisant.

b) Dans le cas d’une cinématique plane, Lee et ses co-auteurs ([30] [34]) ont proposé de choisir
comme référentiel tournant celui qui, a chaque instant, a la méme vitesse de rotation que la direction
matérielle coincidant avec la direction principale de plus grande valeur propre de a. Cette proposition
permet d’éliminer les oscillations en cisaillement simple. Nous signalons que la rotation d’un tel référentiel
tend vers I'infini quand le cisaillement -y tend vers 'infini.
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c¢) Dans un article plus récent [30¢], Lee préconise, pour ceux qui préférent I'utilisation du référentiel
en rotation propre, de prendre plutét un référentiel ayant une vitesse de rotation dans un cisaillement
simple égale a la moitié de celle du référentiel en rotation propre; c'est alors un référentiel qui a la méme
vitesse de rotation que les directions principales de V. L’extension de ce référentiel dans une cinématique
tridimensionnelle aboutit au référentiel que I'on a appelé au chapitre | référentiel principal des déformations
(voir figure 1.5).

d) Selon la théorie de la rotation plastique, et en utilisant les théoréemes de représentation des
fonctions isotropes, on peut écrire la forme générale des fonctions a ou b dans les relations (17). Si on se
limite au terme (@ T-7a@) (ou (aD-Da)), on obtient une loi d’évolution pour I-VQ sous la forme:

W, = X n(ar - Ta) = a (aD - Da) (25)

le scalaire a pouvant étre fonction des invariants principaux de a. L’'égalité entre les deux derniers termes
de (25) s’obtient & partir de la relation (24.a). Ce cas a été étudié en détail par Dafalias [14e] ainsi que par
Loret [35] et Onat [44]. Différentes justifications de cefte relation peuvent étre trouvées dans ces
références. Selon la forme de la fonction a (ou ), on peut avoir différents comportements:

- Si I'on prend a=1/] (2tra?), on retrouve en cisaillement simple la vitesse de rotation proposée par Lee
(cas b) [14e].

- Si I'on suppose que a est une constante, on peut retrouver une réponse en cisaillement simple
oscillatoire ou non, selon la valeur de a (voir [14€]).

- Dans une étude systématique du cisaillement simple, toujours avec écrouissage cinématique, Paulun et
Pecherski ([45] [46]) ont proposé d’utiliser un référentiel tournant ayant, en cisaillement simple, une vitesse
de rotation proportionnelle & une direction matérielle donnée. Le coefficient de proportionnalité est choisi
de telle maniére que la vitesse de rotation de ce référentiel soit, au départ, égale a celle du référentiel
corotationnel. En simulant des essais avec des choix différents de la direction matérielle, ils ont constaté
que ce choix n’influe pas beaucoup sur la réponse contraintes déformations et ils ont donc choisi la
direction matérielle qui est, au départ, confondue avec I'axe 2 du cisaillement simple. lls ont ensuite étendu
ce modéle au cas tridimensionnel sous la forme (25) avec:

3]3 2 ¢
a - — si |(aD-Da)| = 0 (26)
12 (143€?) | (aD-Da) |
=0 si |(aD-Da)| = 0
avec: -
e = {(2/3) |D|

e) Il est possible de formuler I'écrouissage cinématique d’'une autre maniére, en supposant que la
variable interne d’écrouissage est la déformation plastique (voir paragraphe précédent). Le tenseur a doit
alors étre une fonction isotrope de V. Différentes mesures de la déformation plastique peuvent étre
proposées (on trouvera dans [17a], [18a,b,c] et [49¢] la formulation thermodynamique de cette approche):
- 8i I'on choisit la mesure logarithmique (a@=V), ceci revient a choisir comme référentiel tournant le
référentiel triaxial puisque dans ce cas Dv/Dt=D.

- Si I'on choisit @=1(B-1) [17a], il n’existe aucun référentiel tournant tel que Da/Dt=D. Ce cas revient a
écrire [27]:

d®a/dt = D (27)
ol d°a/dt est la dérivée convective contravariante de a@; ce n'est donc pas une dérivée en rotation. On

peut écrire ce modéle dans le cadre de la formulation en référentiel tournant en medifiant la loi d’évolution
de a puisque la relation (27) est équivalente & @' =D+ (aD+Da).
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On peut donc conclure que finalement, les différences entre ces modéles se raménent a différentes
hypothéses faites sur la rotation du référentiel tournant.

C) LA DEFORMATION PLASTIQUE EST LA VARIABLE D’ECROUISSAGE

La plupart des modéles avec anisotropie induite font intervenir une seule variable interne tensorielle,
et éventuellement d’autres variables scalaires p. Parmi ces modéles, beaucoup supposent que cette
variable interne est la déformation plastique (ou en rigide plastique, la déformation totale [4]). C’est une
hypothése trés discutée (la déformation plastique n’est pas une variable d'état, puisque le chemin
cinématique suivi influe en général sur la réponse), mais permet, en premiére approximation, de rendre
compte d’'une anisotropie induite, tout en s’affranchissant du choix d’un référentiel tournant (la variable
interne est définie directement et non pas par une loi d’évolution). Le probléme consiste a choisir une
mesure adéquate des déformations. En suivant la philosophie du formalisme en référentiel tournant, cetie
mesure doit étre eulérienne par ses valeurs propres et lagrangienne par son orientation. Si 'on choisit
comme valeurs propres, le logarithme des allongements principaux, la déformation sera alors définie par
v=Q'vQ ol V est le tenseur des déformations logarithmiques de Hencky, et Q la rotation définissant le
référentiel tournant. Il serait intéressant de cholsir comme référentiel tournant celui o V serait la, variable
duale de T (par rapport a I'énergie de déformation). Pour cela il faut que D: 7=D: T soit égal 4 v:T. Ce
choix correspond au référentiel triaxial défini par la rotation Q; et dans lequel on a v=D (§1.2.2). Un
modéle initialement isotrope avec anisotropie induite sera alors défini par:

f= f(1,v,p) <O (28.a)
D= h(r,v,p) (28.b)
p=2X1(1,v,p) (28.¢)

Il est bien évident que ce modeéle est un cas particulier de (19), la loi d’évolution de Q; est donnée, au
chapitre |, par les relations (1.43) et (1.44). Tous les modeles petites déformations basés sur 'hypothése ol
la déformation est la seule variable interne tensorielle peuvent s’étendre simplement aux grandes
déformations selon le formalisme (28). Le modéle particulier proposé au chapitre Il (1.17-18), s’écrit
automatiquement selon (28).

Il est possible de donner un statut thermodynamique a ce modéle, si I'on suppose que I'énergie libre
dépend de v et d’autres variables internes scalaires p:

¥ = $(V,p) (29.a)

la dissipation s’écrit alors:

(T-X):D-Rp=<0 ; X=p, 39/dV ; R =p, 3%/3p (29.b)
Les quantités (7-x) et R sont alors les forces thermodynamiques. Selon la procédure des matériaux
standard généralisés, on postule un critére sous la forme:

f = £((T-X),R;V,p) < O (30)
La dépendance de £ par rapport a X rend compte d'un écrouissage de type cinématique, alors que la

présence de v permet de tenir compte d’une anisotropie induite plus générale.
La loi de normalité permet de donner les fonctions h et 1:

h = 3f/3(7-%) ; 1 = af/8(-R) (31)
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3.2. ORTHOTROPIE INITIALE ET ECROUISSAGE ISOTROPE

A) CAS GENERAL

On suppose maintenant que le comportement est initialement orthotrope avec un écrouissage
isotrope (ou plasticité parfaite): les variables internes d’écrouissage sont toutes des scalaires (ou des
invariants scalaires de tenseurs) que I'on notera p. Le matériau restant toujours orthotrope, on note ﬁi et
r_ﬁi les directions d’orthotropie respectivement a I'instant initial (C,) et a I'instant t (C,). Les fonctions f het
T étants orthotropes de T, elles peuvent donc s'écrire sous une forme isotrope des arguments (?,M,-) ol
les M; sont les tenseurs unitaires définissant les directions initiales d’orthotropie (M; = F‘Ii ® ﬁi , sans
sommation). La rotation Q définissant le référentiel tournant est celle qui permet le passage des F‘[']- aux ﬁi,
autrement dit, c’est Q qui permet de connaitre I'orientation des directions d’orthotropie au cours du temps:

m; = Q N m; - QM Qf (32)
Il est évident que la rotation Q est la seule information supplémentaire sur le comportement et qu’elle ne
peut pas étre déduite d'un modeéle petites perturbations puisque, dans ce cas, on suppose que les
directions d’orthotropie restent infiniment voisines et donc constantes.
Le comportement peut alors s’écrire sous la forme générale suivante:
f(T ’mi 1P) <0
D = ) h(7,m;,p) (33)
P =X 1(7,my,p)
ou les fonctions f, h et 1 sont isotropes des arguments (7,m;). Les variables tensorielles d’orientation m,
sont définies par (32), leurs lois d’évolution peuvent s’écrire simplement:
m =M =0 = m’ - mW, - Wym (34)
Il est possible, en utilisant la théorie de représentation des fonctions tensorielles anisotropes,
d’écrire la forme générale des fonctions constitutives du modéle; mais pour des raisons pratiques, nous

allons nous limiter au cas particulier d’'une plasticité incompressible avec un critére de plasticité
quadratique en contrainte et les lois de normalité associées (plasticité de Hill).

B) PLASTICITE DE HILL

On se limite & un comportement plastique incompressible avec un critére orthotrope et quadratique
en contrainte, dont la forme générale (donnée au chapitre Il (1.15)) s’écrit:

f = f,(T,m,,p) -0, <0
fo = (A;; (@;70):(7Pm;)) + By (10:mp) (70:m))% (35)
avec:
0 N M G+H -H -G
[A4;]: N 0 L [Bi;1: |-H H+F -F
M L O -G -F F+G

Les coefficients L, M, N, F, G et H étant les coefficients de Hill classiques; ils pourront, comme o, dépendre
des variables internes p.

La loi de normalité associée au critére (35) permet de préciser la fonction h:

h = [A;; m;7°m; + B;; (m;:7°) m;]/0 (36)



Il est clair qu'en remplagant dans (35) T par T et m; par ii,- =M;, la définition de £ reste invariante et que
la loi d’évolution h=3£/3T est équivalente 2 h=3%/a7.

Reste maintenant & postuler le choix du référentiel tournant, ce qui équivaut, dans ce cas, a postuler
I'évolution des directions principales d’orthotropie. On retrouve les possibilités de choix discutées plus
haut: soit un référentiel cinématique, soit une loi d’évolution selon la théorie de la rotation plastique. Dans
ce demier cas, ﬁq s’écrit (a et b étant isotropes de leurs arguments):

W, - 1 a(7,m;,p) - b(D,m;,p)
- Un premier choix simple consiste & supposer que b est linéaire en D; ce qui permet alors d’écrire
la forme générale de W;

W, = 2a, [m,Dm;]* + 2a, [m;Dm,]* + 2a; [m,Dm,]* (37)
les scalaires a; pouvant dependre de p.

- Un deuxiéme choix peut étre fait de la fagon suivante (cas 2 du paragraphe 1.2.C):
On suppose l'existence d’'un potentiel plastique f, fonction quadratique orthotrope d'un tenseur non
symétrique £ (trE=0) telle que pour £=7° on retrouve le critére (35). La forme générale d’une telle
fonction est:

£2(2,m;) = Aj;(m;ES): (Z%m;) + B;;(2%:m) (E5:my)
+ o (mES) : (Zhmy) + d;;(mER : (Zhm)) (35bis)
Les matrices A; ; et B; ; sont définies comme en (35), c; ; est une matrice antisymétrique et d; ; symétrique
avec d; ;=0 pouri=j. Il est clair que pour =10 (E2=0), on retrouve le critére (35).0On écrit maintenant:
h - [3f/3%]S = 4f/3%S pour E=E5-70 (38.a)
a = [3f/32]* = af/3%A pour EA-0 (38.b)

La relation (38.a) donne exactement (36) alors que (38.b) permet de définir WQ soit:

A [2¢y (m1Pmg)A + 2¢, (mz7Pmy)R + 2c5 (my70m,)A)

En utilisant les relations (33) et (36), il est facile de voir que ,\(mi'rij) est proportionnelle a (miij); on
retrouve alors la forme (37) pour le tenseur ﬁq.

Nous présentons, a la fin de ce chapitre, quelques illustrations de ce comportement.

3.3. ANISOTRORPIE INITIALE ET INDUITE

C'est le cas général. Nous allons nous intéresser a la classe des modeles avec orthotropie initiale et
une seule variable interne tensorielle d'écrouissage @ intervenant dans le comportement (par exemple le
modele particulier proposé au chapitre I1):
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f = £(1,a,m;,p) <0 (40.a)
D =X h(7,a,m,p) (40.b)
Da/Dt = X 1(7,a,m;,p) (40.¢)
p =X 1(1,a,m,p) (40.4d)
Dm;/Dt = 0 (m; = Q M; Q") (40.e)

Les fonctions £, 1, h et 1 sont isotropes de leurs arguments. Les tenseurs M; définissent les directions
initiales d’orthotropie.

Les travaux de Boehler et co-auteurs ([4] [5] [6]) sur les tdles prédéformées peuvent étre intégrés
dans ce cadre (la forme générale de f ainsi que de h est donnée dans [6]). La variable interne « est alors
prise égale a la déformation plastique, elle doit donc étre une fonction isotrope bijective de V (@ =a(V)) ou
bien suivie par Da/Dt=D (1 =h); I'utilisation, dans ce cas, du référentiel triaxial équivaut a prendre @=v.

Reste & postuler le choix du référentiel tournant. Les référentiels cinématiques peuvent toujours étre
utilisés et I'on peut aussi supposer une loi d’évolution pour V_V'Q:
W, = X a(t,a,m;,p) = b(D,a,m.,p) (41)

Les fonctions a et b étant isotropes de leurs arguments, on peut écrire leur forme générale en utilisant la
théorie de représentation des fonctions tensorielles anisotropes.

- UN MODELE PARTICULIER

Nous reprenons les bases du modéle particulier proposé au paragraphe 2.3. E du chapitre I
(relations 17). Son extension aux grandes déformations se fait en remplagant ¢ par 7, P par D et a par
Da/Dt (dérivée en référentiel tournant relatif a Q) ce qui donne:

f= 1(3/2) |H| - oy(p) =0 (42.a)
H = a;; mHEm)% + by, tr(Hm;) m; m =QM Q

H, = ([(0-Ba)® (1+aa)]S)P

D - ) 3f/aT1 P=2A (42.b)
Da/Dt = a' - aW, + Wa = D W, - W - QQ' (42.¢)

Plusieurs extensions du modéle petites déformations (I.17) basées sur les relations (42) et un choix
particulier du référentiel tournant (Q) peuvent étre proposées.
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4. SOLLICITATIONS PLANES SUR UN MATERIAU ORTHOTROPE

4.1. CAS GENERAL

A) LOIS D’EVOLUTION

On considére un matériau orthotrope, ayant un comportement de type plasticité de Hill (§ 2.2.b),
soumis & une sollicitation plane (§1.3.) dans le plan (€,,€,), sachant que la direction e, est une direction
matérielle. On désigne par M; et m;, les directions dorthotropie & Vinstant initial et & Finstant t
respectivement. On suppose que la direction as est confondue avec 33 ; les composantes T,z et T,z du
tenseur de contrainte de Cauchy T sont donc nulles. Le comportement étant incompressible, la loi de
comportement ne permet de déterminer T qu'a une pression hydrostatique prés. Le gradient F et T
g'écrivent alors dans e;:

£, £47 O
F: [0 £ 0
0o b £

On désigne par ¥ I'orientation du repére d'observation Ei par rapport au repere d’orthotropie (ﬁi) .
L’angle ¥ est donné par:

P(t) = P, + a(t) (43)

o T 0
T: |r g O + T.x 1
0 00 0 33

I'angle a (t) définit le référentiel tournant choisi, et ¥ I'orientation initiale du repére d’orthotropie (Fig. I11.1,
p. 58).

Le comportement est défini par le critere (35) et la loi de normalité associée. La fonction h
permettant d’écrire la loi d'évolution plastique est donnée par (36). Les lois d’évolution pour €; et y
s’écrivent alors:

eg=Xhyy 3 € =Xhyp ; y=2x2h/f (44)

ou e;=Logf;, ez=-(e +¢,), f=£f,/f, et h;; sont les composantes de h relatives a Ei. En cas
d’écoulement plastique, le critere (35) s'écrit:

hyqoq + hpo, + 2hypr = o (45)

Les composantes de h (dans le repére Ei) en fonction de o4, 0,, 7 ety s’obtiennent & partir de (36).

On obtient:
h c c c g/
11 11 %12 C13 1/ %
[ hzz] = [°21 22 Czs] [ Uz/as] (46)
12 hy c31 o3 cxl W2 7/0;
avec:
cqq = (GHH) - dysin®2yp + 2d,sin®p  ; cpy = (HHF) - dysin®2yp - 2d,sin®p
Cip = Cp = -H + d1sin22¢ ; €3z = N + 2dzsin22¢

Co3 = C3p = ( dysindyp + dpsin2¥)/|2 ; c3q = cy3 = (~dysinky + dpsin2yp) /]2

d, = (F+G+4H-2N) /4 d, = (F=G)/2
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Pour définir complétement le comportement, il reste & se donner les lois d’évolution pour les
variables d’écrouissage et pour le référentiel tournant. On supposera dans toute la suite, qu'une seule
variable interne p intervient dans le comportement. Sa loi d’évolution est (normalité):

oy = a4(p) ; p=2X=D:T/o, (47)
B) REFERENTIELS TOURNANTS
Le choix du référentiel tournant, dans ce cas (orthotropie), équivaut au choix de la rotation des

directions principales d’orthotropie au cours de la déformation. En se limitant & une forme linéaire en D
pour W, I'évolution de a=9-p, se réduira toujours a la forme :

a-9

A (e1-€;) + B £vy/2 (48)

A [A (hyy — hyy) + B hy,]
ol A et B sont fonctions des arguments (f,y,¥).

- Référentiels cinématiques

Le choix du référentiel corotationnel (modéle J) équivaut & supposer que les directions d’orthotropie
ont une vitesse de rotation égale a la moyenne eulérienne des rotations matérielles (§1.3.3 relations (59.a)
et (60)).

Le choix du référentiel en rotation propre (modele R) équivaut a supposer que les directions
d’orthotropie ont une vitesse de rotation égale a la moyenne lagrangienne des rotations matérielles (§1.3.3
relations (59.b) et (61)).

Le choix du référentiel principal des déformations (modéle V) équivaut a supposer que les directions
d’orthotropie ont une vitesse de rotation égale a celle des directions principales de V (§1.3.3 relations
(59.c)).

L'utilisation du référentiel triaxial (modele T) se justifie essentiellement dans le cas de I'anisotropie
induite ot I'on suppose que la variable interne d’écrouissage est la déformation plastique (§3.2.c). Méme si
son utilisation pour 'orthotropie de Hill ne semble pas se justifier, nous le mentionnerons quand méme
(81.3.3 relations (59.d)).

L'utilisation d’un référentiel matériel (§1.3.3 relation (59.e)) défini par une direction matérielle 4
(modéle M) en prenant ¥,=6,, suppose que cette direction est une des directions d’orthotropie. Cette
hypothese est justifiable pour les matériaux fibrés (composites renforcés par fils par exemple).

- Théorie de la rotation plastique (Modéles P)

En cinématique plane, le seul terme non nul de (37) est le troisieme; la loi d’évolution pour o qui en
résulte est:

a = -a/2 sin2(a+yp,) (e1—€,) + (l-a cos2(a+p,) fv/2 (49)

Le coefficient a (a5 dans (37)) peut étre fonction de la variable d’écrouissage p:a(p). Remarquons que le
choix a=1 est équivalent au choix d’un référentiel défini par une direction matérielle k confondue avec m,
(6 =y dans (1.55) ou (1.59.e), modele M). L'influence du coefficient a sur la rotation du référentiel tournant
sera étudiée en cisaillement simple au paragraphe suivant. Nous choisirons, pour la suite, deux valeurs
particuliéres de a que I'on supposera constante: a=-1 (Modéle P1) et a=-2 (Modéle P2).
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Nous allons étudier, dans ce qui suit, la réponse de ce type de loi de comportement dans des
sollicitations simples de cisaillement simple, de traction hors-axes et de torsion homogéne de tube mince.
La cinématique de ces essais est définie au paragraphe 4 du chapitre 1. Les différents référentiels tournants
qui seront utilisés sont ceux décrits ci-dessus dont la loi d’évolution sous la forme (48) est définie par les
fonctions A et B comme suit:

Modéle J: relations (1.59.a) ou (49) avec a=0
Modéle R: relations (1.59.b)

Modéle V: relations (1.59.c)

Modéle T: relations (1.59.d)

Modéle M: relations (1.59.e) ou (49) avec a=1
Modele P1: relations (49) avec a=-1

Modeéle P2: relations (49) avec a=-2

4.2. CISAILLEMENT SIMPLE

A) LOIS D’EVOLUTION
L'essai de cisaillement simple etant defini par £,=£f,=f3=1,(¢;=¢,=€3=0), les relations (44)
impliquent hy, =h,,=0. En utilisant (46), on peut alors déterminer o, et o, en fonction de 7 et ¥, soit:
oy =1 g () 0, = 17 B(¥) (50)
g1 ($) = sin2p [B, + By cos2y] / [1 + By sin®2y]
g2($) = sin2p [B, — By cos2y] / [1 + By sin®2y]

avec:
(F+G)N-2 (FG+GH+HF) (F-G)N

B = e —
2 (FG+GH+HF) 2 (FG+GH+HF)

En utilisant (50), on peut écrire h,, en fonction uniqguement de 7, ¥ et des coefficients d’anisotropie. Le
critére (45) permet alors de déterminer :

T = g(¥) 1 g(¥) = [1 + B, sin2yp]™* (51)
avec:
Ty = os/,l2 N

L'écrouissage influe sur I'évolution de 7, en fonction de v, a travers la dépendance de o  par
rapport a p, dont la loi d’évolution est donnée a partir de (47) par:

p=7veg@/2N (52)

B) ILLUSTRATIONS ET CONCLUSIONS

Dans toutes les simulations nous avons supposé que les coefficients d'anisotropie (F,G,H et N)
restent constants. Mais méme s'ils évoluent, les relations (50), (51) et (52) restent valables. Il faut, dans ce
cas, proposer les relations de dépendance de ces coefficients par rapport a p.

Les relations (50), (51) et (52) montrent que la réponse r(y) a une sollicitation donnée, sera la
composition de deux fonctions:
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- La premiére (g(i)) est une fonction de . Elle ne dépend que de I'anisotropie du matériau (pour un
matériau isotrope 84=8,=0). Elle exprime le fait que, pour un matériau orthotrope, la réponse dépend de
I'orientation du chargement par rapport aux directions d’orthotropie. Par exemple, en plasticité parfaite
(rg=cte), le seuil r dépend de I'orientation ¥ de ce cisaillement par rapport aux directions d’orthotropie. La
fonction g(¥) caractérise donc la "physique" du comportement.

- En revanche, la deuxieme fonction (()) donne I'évolution de ¥(t). Elle ne dépend que du choix du
référentiel tournant; c’est la contribution "géométrique" apportée par les grandes transformations.

Ce résultat est illustré sur la figure 1ll.2. ou I'on a tracé graphiquement la courbe 7/7 pour une
anisotropie, donc une courbe g(¥), fixee, et pour différents référentiels tournants (en prenant 3 =0).

La fonction g(¥) étant périodique (période =/2), l'allure de la réponse /7 .(y) (oscillations ou non)
dépend de I'évolution de ¥ en fonction de -y (voir la figure |.4 montrant la fonction () pour les différents
référentiels cinématiques). On distingue 3 cas (on suppose que ¥,=0, ):

1- Si ¥ tend vers I'infini avec v (Modeles J et T), la courbe 7 /7 oscille avec une amplitude égale a celle de
d(¥). Elle est périodique si ¥ est linéaire en -y (cas 1 sur la figure I11.2).

2- Si ¥ tend vers une limite finie quand -y tend vers I'infini (Modéles R, M et V), la courbe 7 /7 se stabilise
apres un certain nombre de cycles, fonction de la limite de ¥ (cas 2 sur la figure 111.2).

3- Sila limite de ¥ (pour -y infini) est inférieure a /4 (Modele V), la courbe 7 /7 est alors monotone (cas 3
sur la figure 11.2).

Pour les modéles P, I'allure de (y) dépend du coefficient a. Dans un cisaillement simple (f=1), si
I'on suppose que a est une constante, I'intégration de la relation (49), selon la valeur de a, donne:

a=l = tgyp = tgp,/(l-vtgp,) ; a=1 = tgp = tgp, + 7
lal<l = tgp = tglarctg(Kegy,)+r/(1-a2)/2]/K
a>l = tgp = [K) - K, exp(v/(a®-1))] / K [Ky + K, exp(v/(a®-1))]

a<-1 = tgp = [-K, + K, exp(7/(a®-1))] / K [K, + K, exp(v/(a®~1))]
avec:
K =J|(1+a)/(l—a)| ; K =1+Kcztgyp, ; K =1-K tgyp,

La figure 11l.3 montre I'allure de I'évolution de ¥(v) (pour ¥,=0) selon la valeur de a. Nous choisirons pour
la suite les deux modéles correspondants & a=-1 et a=-2,

Si I'on suppose que a est une fonction de p a(p), il est possible d'identifier cette fonction si I'on
réussit & réaliser un essai de cisaillement simple. En effet, en supposant connue la fonction d’écrouissage
o¢(p) (identifiée & partir d'un essai de traction sur les axes par exemple) et la réponse expérimentale 7 (v),
la relation (51) permet d’avoir ¥(y) donc a(y) et donc a(p).
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Figure I11.3 : Evolution de + pour les modéles P selon le choix de a
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J : Corotationnel
R : Rotation Propre
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& T/Tg=gla (V)
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Figure 1.4 : Torsion - Influence du choix du référentiel tournant sur I'évolution de la contrainte

Figure lI1.5: Torsion - Variation de longueur
et d’épaisseur.
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Figure Ill.6 : Torsion - Chemin cinématique
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4.3. TORSION (CISSION PURE)

A) LOIS D’EVOLUTION

On simule maintenant un essai de torsion homogeéne sur un tube mince. La cinématique est définie
au chapitre | paragraphe 4.3 (voir Fig. 1.7). Le tenseur de contrainte T est tel que o,=0,=T33=0. Les
équations (44) donnent:

de,/dy = £ cq3/c33 {2
dp /dy = £ (2cq3)7"

dy /d7 = dépend du réf. tournant

Les fonctions c; ; sont données, a partir de et des coefficients d’anisotropie, par les relations (46).

Le systéme (53) s'intégre numériquement pour donner €4(v), €5(7), P(7) et ¥(v). Le critére permet
d’avoir 7 (v):
T = g¥) 14 e = 0g/{ (2N)

(54)
g(¥) = (L + d sin®2¢)™* d = (F+G+4H-2N) /4N

B) ILLUSTRATIONS

Ici encore, on constate que la réponse 7(y) dépend de la composition de deux fonctions 7(y) et
¥(v); la premiére ne dépend que de I'anisotropie, elle ne fait pas intervenir le référentiel tournant; la
seconde donne la rotation des axes d'orthotropie. La relation (54) est identique a (51) en cisaillement
simple ; tout ce qui a été dit en cisaillement simple reste valable dans ce cas.

La figure Ill.4 montre bien Finfluence du choix du référentiel tournant sur la réponse de la loi de
comportement. L'amplitude d’oscillation de la courbe g(¥), et donc celle éventuelle de r/r (y), est
directement liée au coefficient d’anisotropie d.

4.4. TRACTION HORS-AXES

A) LOIS D’EVOLUTION

La cinématique de I'essai de traction hors-axes est présentée au chapitre |, paragraphe 4.2 (voir
Fig.1.6). Le tenseur T est tel que seule la composante o,=c est non nulle. les relations (44)
donnent (sachant que e;=¢ et e;=-n) :

dn/de = g1 (¥) = —C1a/Cq4 (55.a)
dy/de = 2g,($) / £ = 12 cq3/fey, (55.b)
dp/de = gz(¥.f,v) = A(l+g)) + Bg, (55.¢)
dp'/de = g(¥) = 1 (G+H) (cqp)-% (55.d)

avec p’=| (G+H)p, et la fonction gz dépendant du choix du référentiel tournant (défini par les fonctions A
et B). En utilisant le critére (45) on détermine o(e,):
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o =0, =g(¥) o ; gp = 05/4 (G+H) (56)
la fonction scalaire o est le seuil en traction & ¥=0. La fonction g est donnée par:
g(¥) = [1 + 2a, sin®% - a, sin®2yp]™" (57)
a, = (F+G+4H-2N)/4(G+H) ; ap, = (F-G)/2(G+H); az = (G-H)/2(G+H)
Le coefficient de Lankford, pour une direction v est défini par:

Ty = de,/des = —dh/d(e-n) (58)
(1 - 2a; - 2a, sin®2y] / [l + 2a; + 4a, sin®P]

Les coefficients d’anisotropie a; peuvent étre donnés en fonction des valeurs initiales ry, r,5 et rg,
(y=€e=n=0; ¥=0, 45° et 90°):

ro = H/G ; 19 = EAFEM; 1,5 = (2N-F-G)/2(F+G) (59)

ay = [rorgg — ry4s (rogtre)/2] / [roe(l+ry)]
a, = [rg = 199l / [2xge(l+xy)] (60)
ca3 = [1 - rg] / [2(14xg) ]
La résultante P des forces appliquées sur I'éprouvette en traction est donnée par la relation (1.64) au
chapitre I. SiI'on suppose une loi d’écrouissage sous la forme:

o/l (G+H) = K p'" (61)
en désignant par S la section initiale de I'éprouvette on a:

P/P, = g(¥) e’ p'" P, = S, K (62)

Si I'on considére un critere d’instabilité de sorte que celle-ci apparaisse au maximum de la courbe
P(¢), il y aura alors instabilité quand dP/de =0, soit:

p' / g(¥) =n / (1+h) (63)
h = ]2 (cqz/cqy) (dp/de) = £ (dy/de) (dp/de)

L’équation (55.b) montre que la seule possibilité pour ne pas avoir cisaillement, donc rotation de
I'éprouvette, est que la fonction g, soit nulle. Ceci correspond, soit a ¥,=0 ou ¥ =n/2 (essai sur les axes
d’orthotropie), soit a ¥,=1, tel que:

cos 29, = ay/2ay = (F-G)/(F+G+4H-2N) (64)

& condition que a,/2a, soit inférieur a 1. Dans ce cas, les directions principales des contraintes et des
déformations sont confondues.

L'angle ¥, correspond d'ailleurs a I'orientation ayant le seuil initial extrémal (dg/dy=0). La figure IIl.7
montre les différentes formes que peut avoir la courbe a¢(¢) en fonction des coefficients d'anisotropie.
Les cas a et b sont les seuls ou d,/2d; <1, I'extremum de %y correspond a y=1, défini par (64). On
trouvera une analyse similaire en [4a]

La différence essentielle entre une analyse "petite déformation” et une analyse “grande déformation”
de I'essai de traction hors-axes, réside dans le fait que la premiére suppose que ¥ reste fixe, et donc égal a
¥, alors que la seconde prévoit I'évolution de . Nous voulons analyser I'influence de I'évolution de ¥ sur
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la réponse du matériau; pour ce faire, on postule différents choix de la fonction gy dans (55.c)
correspondants & différents choix du référentiel tournant (Modéles J, T, R, V, M, P1 et P2)

B) ILLUSTRATIONS ET CONCLUSIONS

Le systéme (55) s’intégre numériquement pour donner n, -y, ¥ et p’ en fonction de e, ¥, et des
coefficients d’anisotropie a;. Comme pour le cisaillement simple ou la torsion, la réponse o/og(¢) est,
selon la relation (56), la composition d’une fonction g() caractérisant I'anisotropie du matériau (g=1 pour
un matériau isotrope), et d’une fonction (¢) dépendant du choix du référentiel tournant, c’est-a-dire de
I'hypothese faite sur I'évolution des directions d’orthotropie. La fonction g() est toujours périodique mais
de période n. Sa forme, pour des valeurs particulieres des coefficients d’anisotropie (ry=1.93, r,5=1.48,
rop=2.27), est représentée dans la figure ll.8.a. Les commentaires sur I'allure (oscillations ou pas) de la
réponse contrainte déformation faits en cisaillement simple, restent toujours valables. L’évolution de o/a
au cours de la déformation (Fig. 111.8.b) va dépendre essentiellement de I'évolution de la rotation « du
référentiel tournant (Fig. 11.12).

La relation (63) illustre I'influence du choix du référentiel tournant sur la prévision de l'instabilité. En
effet, méme si la déformation avant instabilité n’est pas trés grande, linfluence de ce choix peut étre
importante si la pente a I'origine (dy/d¢) est grande.

Les différentes courbes présentées ci-apres, correspondent a un matériau défini par ry=1.93,
r,s=1.48 et ry,=2.27, ce sont des valeurs pour une tdle d'emboutissage réelle. Les coefficients a;
correspondants sont (60):

a;=0,191 ; a;=-0,0266 ; ay=- 0,159

Les figures 11l.8.a et ll.9.a représentent respectivement o/o, et r, en fonction de . L'essai de
traction est effectué a ,=30° Les référentiels tournants utilisés sont les référentiels cinématiques
(J,R,V,T), matériel (M) pour un choix de §,=1,, et selon la théorie de la rotation plastique (P1 pour a=-1,
P2 pour a=-2).

Les figures 111.10, lil.11 et .12 donnent I'évolution de v, p', €,, et a=(¥-¥,) en fonction de ¢. On
constate que les différents modéles donnent & peu prés la méme chose pour p’ et ¢, mais sont trés
différents pour v et .

Les figures 111.8.b, 111.9.b 111.13 et 11l.14 donnent |'évolution de ofag, " la rotation de la section droite
¢ et la force de traction P/KS, en fonction de e. On constate que tous les référentiels cinématiques
(J,R,V,T) donnent des réponses trés proches I'une de I'autre ; ceci n'est pas le cas pour les autres (M, P1,
et P2).

La figure 11.12 montre que I'évolution de o est trés faible pour les référentiels cinématiques mais
importante pour les autres. Ceci peut s’expliquer par le fait que le terme (é1-é2) dans (48) étant beaucoup
plus important que v (dy/de =-0.2 initialement), P'évolution de o va donc essentiellement dépendre de la
fonction A; or cette fonction A dans (48) est tres faible pour les référentiels cinématiques (A=0 initialement)
alors qu’elle est importante pour les autres (initialement A=-0.4 pour M, 0.4 pour P1 et 0.9 pour P2). D’un
autre c6té, la rotation £ de la section droite (Fig. 11l.13) peut étre importante méme si le cisaillement - reste
petit puisque cette rotation dépend aussi de (eq-¢,) (relations 1.63), le réferentiel lié a une direction
matérielle (M) évolue alors d’une maniére importante.

La prévision de I'instabilité peut étre influencée par le choix du référentiel tournant par I'intermédiaire
du terme h dans la relation (63). En prenant n=0.21, les figures ll.10 et l.12 montrent que, méme pour
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des déformations de P'ordre de 0.2, les pentes dv/de et diyy/de peuvent varier beaucoup (ce n'est pas le
cas pour les référentlels cinématiques); ce qui influe sur I'apparition de Pinstabllité. Les modeles J,T,R,V
prévoient une instabilité pour ¢=n (0.20 ou 0.21), le modéle M pour ¢=0.18, le modéle P1 pour ¢ =0.24 et

P2 pour ¢ =0.21 (parce que pour ce modéle dvy/de est trés faible pour € =0.2).

La variable mesurable qui peut étre sensiblement influencée par le choix de , est la rotation ¢ de la
section droite. C'est elle qui pourrait, éventuellement, suggérer un ensemble de choix particuliers de
I'évolution de . Mais, méme pour cette variable, les référentiels cinématiques (J,R,V,T) donnent
sensiblement la méme réponse. Par contre, si les essais de traction hors-axes sont utilisés pour identifier
les courbes d'écrouissage, I'influence de I'évolution de 3 semble pratiquement négligeable ; et I'on peut

donc considérer y constant.

4 a/o, = g(¥) 4 o/,
¥, = 30°
a, = 0,191 P
a, = -0.026
ay = ~0.159
1l 1.1 P2
\
L od T
i J
M
1 -> 1 n n tp
0° 15° 30° 45° 60° 75° 90° ¢ 0 0.5 1 ] 1.5
a: en fonction de y b : en fonction de €

Figure I11.8 : Evolution du seuil o/o en traction hors-axes

»
»

r = dey/dey

T r = dey/dey

a; = 0.191
ay = 0.191 a, = -0.026
a, = -0.026 ay = -0.159
ay = -0.159 ¥, = 30°
> 1 »
0° 15° 30° 45° 60° 75° 90° ¥ 0 0.5 1 1.5
a: en fonction de b : en fonction de €

Figure 1.8 : Evolution du coefficient de Lankford T en traction hors-axes
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Figure 111.13 : Evolution de la rotation de la section droite

Figure lli. 14: Evolution de la force de traction




- Chapitre 4 -

COMPORTEMENT ELASTOPLASTIQUE

RESUME

Ce chapitre traite du comportement élastoplastique. La premiére partie
concerne la cinématique élastoplastique: les différentes hypothéses sur la
décomposition de la transformation sont discutées.

La deuxiéme partie met en place la formulation du comportement selon
I’hypothése cinématique choisie.

La derniére partie est consacrée au cas ol la déformation élastique est
supposée infinitésimale.



- 85 —

1. INTRODUCTION

Si 'on veut formuler un comportement élastoplastique, il est nécessaire, avant tout, de postuler une
décomposition de la transformation subie par I'élément matériel en partie élastique et partie plastique
(proposer une alternative & la relation (1.a) du chapitre 1l). Une fois cette hypothése faite, il faut alors
formuler les comportements élastique et plastique. On peut distinguer deux démarches basées sur deux
hypothéses cinématiques différentes sur la décomposition de la déformation totale:

- La premiére est basée sur I'hypothése qu’'un matériau élastoplastique est un matériau élastique par
rapport & une configuration reldchée variable dans le temps (milieu & configuration relachée). Cette
configuration s’obtient en effectuant une décharge totale de I'élément matériel. Cette hypothése se traduit
par une décomposition multiplicative du gradient de la transformation F en une partie élastique ("gradient"
de la transformation élastique F€¢) et une partie plastique ("gradient” de la transformation plastique FP):

F = Fe FP (1)

L'orientation de la configuration reldchée n'est pas définie par (1); on peut alors soit supposer que cette
orientation n’intervient pas dans le comportement (milieux & configuration intermédiaire} soit fixer son
arientation en supposant l'existence d'un triedre directeur attaché a la matiére (milieux a configuration
naturelle locale). La différence entre ces deux approches apparait essentiellement en présence d'une
anisotropie initiale. La deuxieme approche permet de rendre compte de toute anisotropie initiale, ce qui
n'est pas le cas des milieux a configuration intermédiaire, du moins selon la formulation eulérienne
classique (voir chapitre Il). Nous montrerons au paragraphe 3 de ce chapitre comment utiliser I'hypothése
de la configuration intermédiaire pour rendre compte d’une anisotropie initiale.

- La deuxiéme approche suppose, a priori, une décomposition additive de la vitesse de déformation
totale D en une partie élastique (vitesse de déformation élastique D®) et une partie plastique (vitesse de
déformation plastique DF):

D - D® + DP (2)

On peut donner une interprétation géométrique a cette décomposition en raisonnant comme pour la
décomposition (1) mais en considérant que la configuration initiale est celle a I'instant t et que I'on
n'effectue pas une décharge compléte mais que I'on raméne la contrainte ainsi que toutes les variables
d'état a leur valeur a linstant t (Mandell [37d]): nous appellerons cette démarche celle des “milieux &
configuration relativement reldchée". Nous reviendrons, au paragraphe 3, sur ce point, ainsi que sur la
maniére de formuler un comportement élastoplastique anisotrope objectif et cohérent selon cette
décomposition.

La premiére partie de ce chapitre traite de la cinématique de la transformation élastoplastique:
mesures des déformations, des vitesses de déformation, des vitesses de rotation élastiques et plastiques.

La deuxiéme partie met en place la formulation du comportement élastoplastique selon 'une des
deux hypothéses (1) ou (2). Les théories des milieux a configuration intermédiaire ou naturelle locale sont
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abordées en paralléle sous le titre "milieux & configuration reldchée" ce qui permet de voir directement
leurs convergences et leurs divergences.

Enfin, 1a troisieme partie aborde le cas d'une élasticité linéaire selon I'hypothése que la déformation
élastique reste infinitésimale: La décomposition (1) se raméne alors a (2) avec une mesure particuliére de
la vitesse de déformation plastique.

Le comportement plastique ayant déja été suffisamment développé, nous n'insisterons dans ce
chapitre que sur la loi élastique et sa compaosition avec la loi plastique.

Figure IV.1 : Transformation élastoplastique
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2. CINEMATIQUE DE LA TRANSFORMATION ELASTOPLASTIQUE

2.1. MILIEUX A CONFIGURATION RELACHEE: F = F€ FP
A) GENERALITES

- Gradients de la transformation

En supposant une décomposition de F sous la forme F=F°¢FP, on peut définir plusieurs
configurations relachées qui se déduisent 'une de l'autre par une rotation. Deux d’entre elles ont une
orientation particuliere: la configuration Cp(t) obtenue par déformation plastique pure (UP) et la
configuration C_(t) obtenue par décharge élastique pure (V°) (Fig. IV.1.). La configuration C, s’obtient &
partir de Cp par une rotation REP:

F® = V°R® = R°U® ; FP = RPUP = VPRP ; R = R°RP (3)
F = F¢ FP (4.a)
= Ve R UP = V& FP = Fe UP (4.b)

Les décompositions (4.b) ne dépendent pas de I'orientation de la configuration reldchée: Ve, UP, ReP Fe et
FP sont définis d’une maniére unique. Le gradient F se réduit a FP pour une cinématique rigide plastique
(V€=1). On notera dans la suite:

Ue = RPT Ve R®P  ; VP — ReP UP ReF

- Directions principales - Allongements principaux

Comme pour la transformation totale (paragraphe 1.1.A du chapitre 1), on peut définir les directions
principales et les allongements principaux des déformations élastiques et plastiques.

Soient [BP], [B®] et [B°P] les matrices de rotation orientant respectivement les directions
principales de la déformation plastique (UP) par rapport a celles de la déformation totale (U) dans C, les
directions principales de la déformation élastique (V€) par rapport a celles de la déformation totale (V)
dans C, et les directions principales de la déformation élastique par rapport a celles de la déformation
plastique dans une configuration relachée quelconque C; (Fig. IV.1). Ces 3 matrices sont indépendantes
de l'orientation de I'élément matériel dans I'espace et indépendantes de la rotation de la configuration
relachée.

Soient [¥Y], [¥VY], [¥P], [¥'P], [I“¢] et [UV®] les matrices orientant respectivement les
directions principales de U, V, UP, VP, U® et V© dans 'espace (par rapport au repére d’observation: E; en
C,ou Cp et Ei en C, ou C,, voir pfragriphe 1.1.B du chapitre 1). Si 'on note [R] et [R®P] les matrices de
R et R®P relativement aux repéres E; et e;, on a:

= a E ep _ pe B
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[0%P] = [W] [P] (2] = [¥'] [°]
(5] = [vP][p%P]T [§%P] = [¥%] [£%P]
[R] = (9] [ [R%P] = [¥¥e] [§¥e]T = [§¥P] [4P]T

Soient {A], [A®] et [AP] les matrices diagonales formées par les allongements principaux
respectivement totaux, élastiques et plastiques. Les matrices des composantes de F, Fe et FP relativement
aux reperes E; et e; sont respectivement [F], [F®] et [FP]:

[F] = [0] [a] [T = [¥%] [2°] [fP] [aP] [¥P]T
[Fe] = [0%] [a°] [§“)T
[FP] = [#%] [aP] [¥*P)T

B) VITESSES DE DEFORMATION ET VITESSES DE ROTATION

La transformation plastique FP (ou f'p) est analogue a F dans le sens que les deux transformations
partent d’'une configuration initiale constante dans le temps. Ceci n’est pas vrai pour la transformation
élastique F€ (ou F¢). On définit les tenseurs DP et WP par:

iP - FPFP' — DP + W (5)
soit:

DP = (FPFP1)S — ReP (UPUP-')S RePT — Re (FPFP1)S ReT (6)

et:
W = (FPEP")A — ReR®T + R® (FPFP-1)A ReT — ReP (UPUP-')A RePT 1 weP  (7)

WeP — REPRePT

Le tenseur DP (noté DP dans [17.a]) représente une mesure eulérienne objective de la vitesse de
déformation plastique. Cette mesure est indépendante du choix de la configuration relachée. DP est pour la
transformation plastique ce qu’est D pour la transformation totale.

La vitesse de rotation W (déja introduite dans [17a]) représente une certaine vitesse de rotation
plastique. Elle est pour la transformation plastique FP ce gu’est W pour la transformation totale: c’est la
vitesse de rotation des directions matérielles qui, a l'instant t sont confondues avec les directions
principales de DP. Le référentiel tournant défini par W sera appelé dans la suite référentiel corotationnel
plastique alors que celui défini par WeP sera appelé référentiel en rotation propre plastique. Dans le cas
rigide plastique (R®P=R, UP=U), W se réduit 2 W et WeP 3 W, =RRT.

La définition d’une vitesse de déformation élastique est moins évidente du fait que la configuration
de référence de la transformation élastique est variable dans le temps. En fait, on peut définir plusieurs
vitesses de déformation élastique relatives a différentes orientations de la configuration relachée. Si I'on
suppose I'existence d'une orientation privilégiée de la configuration reldchée (configuration isocline pour
les milieux & configuration naturelle locale) donnée par une rotation Q, on peut définir une vitesse de
déformation élastique et une vitesse de rotation associées par:

FeQ - veQ : ]:'eQ _ :E-er.1 Fe0-1 _ DeQ + weQ (8)
soit: .

DeQ — [FeQ FeQ-1]S - [DQVe/Dt ve-1]S (9)
et: . .

We, = [Fe, Fe'11A = [p,ve/De V& A + W, ; W, - QQT (10)
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ol D,/Dt représente la dérivée rotationnelle relative & Q. il est bien évident que pour que la vitesse D%, soit
objective il faut que la rotation Q se transforme dans un changement de référentiel défini par g (1.18) en
Q’'=qgQ. Il faut remarquer que la définition d’'une telle vitesse de déformation élastique est purement
cinématique; en fonction du comportement & modéliser, elle peut contenir une partie irréversible, comme
nous allons le voir dans la suite.

Signalons deux choix cinématiques particuliers de Q: Q=R°®P et Q défini par W0=ﬁ. Ces choix
privilégient les configurations C, (F¢q=F°), et C respectivement. On appellera dans la suite D¢ la vitesse de
déformation relative au second choix c.a.d a W0=ﬁ:

ﬁe - [Ge Ve-1]S (11)
ol1 V@ représente la dérivée en rotation relative a W.

Les relations entre W, W et WP dans le cas général sont (voir annexe Il de [17.a]):

W =W - R(V®) [D+DP] (12.2a)

WeP + R(VP)[DP] (12.b)

I'opérateur R étant défini, pour @ symétrique et b quelconque, par:

R(a)[b] = (a;a;;-a;) " [a3,, (ba! - a”'b) + (a’ba - aba?)]
ol a;, a;; et a;; sont les invariants principaux de a. Le tenseur x=R%(a)[b] est une fonction isotrope par
rapport au couple (a,b), linéaire en D. |l est antisymétrique si b est symétrique, et symétrique si b est

antisymétrique. Il est la solution de I'équation (ax+xa=ab-ba). En plus, pour tout tenseur ¢ du second
ordre, on a:

c:R(a)[b] = R(a)[e]:b

On peut montrer que (voir annexe Il de [17.a]):
Be = 2 Ve D Ve — 2 [BeDP|S (13.a)
B¢ = 2 [B°D]S - 2 V¢ DP V© (13.b)

ol B¢ et B® sont les dérivées rotationnelles de Be relativement & W et W respectivement, sachant que
Be=V<2,

A partir de (13.a), on peut écrire une décomposition de D en partie élastique et plastique, soit:

D - [ﬁe ve-1]S + [Ve DP Ve-1]S

Sil'on pose:
W, - W - W (14)
ona:
D = D + [ve DP ve'!|S (15.a)
= D%, + [V® (DP + WP) ve 1S (15.b)

La décomposition (15.a) représente une extension particuliere de la relation €=€°+€P en petites
déformations.
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Les composantes de D, DP et D¢ dans le repére d’observation Ei sont:

[D] = [¥] ([e]l + ([A] [Q¥] [a17')S) [ev]T (16.a)
[DP] = [¥YP] ([eP] + ([AP][Q%][AP]"1)Z) [¥vP]T (16.b)
[De] = [¥Ye] ([e®] + ([a®][que][a®]")E) [wve]T (16.c)

avec:
[e] = Log[A] ; [€P] = Log[AP] ; [€®] = Log[A®]

[QU] = [¥U1T(9Y] 5 [QYP] = [¥PIT[4P]
[QUe] = [BPI[A%®IT + [B%P] ([aP][a®P][aP]" TR [geP]T
Les premiers termes des relations (16) représentent la vitesse de variation des allongements principaux,

alors que les seconds viennent du caractére non triaxial de la sollicitation (voir 1.1.2 et le paragraphe
suivant). De la méme maniére, on peut écrire les composantes de W et W dans Ei:

(W] =[] + [¥] ([A] [a'] [a]"T)HR [wv]T

[W] = [QP] - [¥'P] ([aP][a"P][aP]"h)A [T

avec: . .
[Q¥] = [¥VI[¥V]T 5 [9P] = [¥P][¥P]T

C) CINEMATIQUE ELASTOPLASTIQUEMENT TRIAXIALE

Vu les relations (16), nous dirons que la cinématique est élastoplastiquement triaxiale, si la
cinématique totale est triaxiale (c'est & dire si [QY]=0, chapitre 1) et si les directions principales des
déformations totale, élastique et plastique sont confondues (c.a.d [8%]=[8P]=[8%P]=[1]). On peut alors
facilement montrer que, dans ce cas, D, V et V€ commutent et que:

R = R W = W = RR" = RePRF'

~

DP = R uP RT D® = v& = R d(R™V®R) /dt RT

D-RuR'-De+DP

avec:
u

LogU uP = LogUP V¢ = LogV®

Remarquons que dans ce cas la vitesse de déformation se décompose additivement en partie
élastique et partie plastique.

2.2. MILIEUX A CONFIGURATION RELATIVEMENT RELACHEE: D = D€ + DP

On peut donner une interprétation géométrique a la décomposition (2) en raisonnant de la fagon
suivante: appelons C, et C_ les configurations de I'élément materiel aux instants t et 7 (r>t), et F_le
gradient de la transformation entre C, et C_ (Fig. IV.2). Le gradient de vitesse L a I'instant t vérifie:

L(t) = lim [(F, - 1)/(r-t)] (17)

and™

Si a 'instant 7 on rameéne la contrainte de Cauchy et toutes les variables d’état a leurs valeurs a
linstant t, I'élément matériel se retrouvera dans une configuration C_P que I'on appellera "configuration
relativement reldchée". La transformation entre C, et C,P est une transformation purement plastique que
I'on note F P (FIG. IV.2), etI'on a:
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FT = FTp Ffe = vTe RTep UTp

en posant:

UP~<~1+ (r-t) DP ; V€ =1+ (r-t) DF*

la relation (17) devient alors:

L =W+ D¢+ DP (18)

ol DP et D sont les valeurs de D,P et D, € pour 7 =t, et:
W = Lim [(R® - 1)/(r-t)]
7t
et I'on obtient la décomposition (2) (D=D¢+DP).

Remarquons que la définition de D€, DP et W de cette maniére est indépendante de I'orientation de la
configuration C_P et que D¢ et DP sont des quantités objectives. Si I'on suppose maintenant que r est
infiniment voisin de t (r =t+dt); on a alors:

Ve-1+D°dt ; UP=1+D°dt ; R®=1+Wdt (19)
Fz
E e
F
—_—
Co

Figure IV.2 : Configuration relativement reldchée
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Figure IV.3 : Configurations reldchées
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3. FORMULATION GENERALE DU COMPORTEMENT

3.1. MILIEUX A CONFIGURATION RELACHEE
A) CADRE GENERAL

- Comportement plastique

La formulation du comportement plastique a été déja discutée au chapitre Ill. Il s’en dégage que la
formulation en référentiel tournant est un cadre adéquat et suffisamment général pour décrire un
comportement plastique. Ce formalisme se traduit dans une cinématique élastoplastique par la formulation
du comportement plastique dans une configuration reldchée particuliére C (configuration isocline, Fig. IV.3)
obtenue a partir de C_ par une rotation Q. Cette rotation doit se transformer dans un changement de
référentiel défini par g (1.18), en Q'=dQ.

F-=VeQFr (20)
f = F(T,a) (21)
DP = ) h(7,a) (22.a)
a -2 1(T,a) (22.b)

oll a désigne les variables internes d’écrouissage, DP est la vitesse de déformation plastique définie par (6),
et la barre au dessus d’une quantité indique que I'on raméne cette quantité dans la configuration C par la
rotation Q.

- Comportement élastique

On part de I’hypothése de base que le matériau est élastique par rapport a la configuration reldchée.
Autrement dit, pour FP et a fixés, il existe une relation bijective entre la déformation élastique. et la
contrainte. Cette relation ne doit bien s{r pas dépendre de I'orientation du corps dans I'espace (principe
d’objectivité). La maniére la plus simple pour assurer I'objectivité de cette relation est d’utiliser aussi un
formalisme en référentiel tournant, ce qui revient dans ce cas & formuler la loi élastique dans la
configuration C. Cette loi peut dépendre des variables internes d’'écrouissage (dont la transformation
plastique peut faire partie), elle s'écrira alors sous la forme:

T-e{Va) ; Ve-=35(T,a) (23.a)
et la vitesse de déformation élastique relative a Q (9) s’écrit:
D%, = A:(DyT/Dt) + D (23.b)

Le tenseur (du 4éme ordre) de complaisance élastique A qui peut dépendre de T, a et de Q est donné en
fonction de 38/3T par:

Ajjkt = Vijkt Liimn
avec: _
Lijkl = Qin an Qkp qu [as/aT]mpq
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et:
_ -1 1
Vi = %2 (Ve VEI 5 + VE T Ve )

Le tenseur D, résulte de la dépendance éventuelle de la loi élastique par rapport aux variables internes. En
utilisant la loi d’évolution pour o (22.b), il est donné par:
. % (7 2y o
D, =2 h, ; h, =0 h/(7,0) Q (24)
h

a

([(38/8a):1] V&S = ([(d8/8a):1] 8 1S

Nous avons utilisé au paragraphe précédent le terme vitesse de déformation élastique avec une
définition cinématique. Il est évident, a partir de (23.b), que dans D€ existe une partie réversible (premier
terme de droite de 23.b) et une partie irréversible (D,).

- Choix de la configuration C

Le choix de la configuration C et donc de la rotation Q peut se faire selon deux hypothéses
différentes:

- La premiere consiste a définir Q cinématiquement. Par exemple choisir E=Cp revient & prendre
Q=ReP (FP=UP). On retrouve la la démarche milieu & configuration intermédiaire, mais utilisée cette fois-ci
avec une formulation d’orientation lagrangienne qui permet de rendre compte de I'anisotropie initiale.

Si Irélément matériel est soumis & une sollicitation élastique aprés qu'il ait subi une transformation
plastique fixée, la configuration élastique initiale C ne doit pas varier au cours du temps; son orientation par
rapport & la configuration Cp (ou C) ne doit donc dépendre que de la cinématique plastique. L’évolution de
Q sera alors donnée par une relation cinématique, postulée a priori, sous une forme (14) avec:

WP =0 ﬁp(\trp,ﬁp) Q' (25.a)

La relation (25.a) doit étre positivement homogeéne de degré 1 par rapport & DP (indépendance des
vitesses), soit en utilisant la loi d’évolution de DP (24.a):

; a-0aWrT,a o (25.b)

Remarquons que dans le cas rigide plastique (RP=R, UP=U et ﬁ:W), on retrouve la formulation
avec un choix cinématique du référentiel tournant (§l11.2.2B). En paniculier le choix de la configuration C,
revient au choix du reférentiel en rotation propre, et prendre W,=W revient au choix du référentiel
corotationnel.

- La deuxiéme hypothése consiste a dire qu'il existe une structure interne dans le matériau et que le
référentiel tournant est attaché a cette structure; la rotation Q définit alors I'orientation spatiale de la
structure: c’est la démarche milieu a configuration naturelle locale ou "théorie de la rotation plastique"
présentée au §11.3.3 avec Q=8 et FP=FP dans le cas élastoplastique, et au §l11.2.2.C dans le cas rigide
plastique. On définit alors la vitesse de rotation plastique eulérienne (relation 11.40.b) qui sera donnée par
une loi d’évolution (relations I1.45):

WP - @ [FPFP1]A QT = 2 @ a(T,a) Q' (26)
Sachant que Q = RePUPFP- ", W, ={2QT est alors donné par (14).

- Conclusions

En conclusion, I'hypothése de la configuration relachée revient a formuler le comportement
élastoplastique dans un référentiel tournant dont I'évolution est donnée par la relation (14). La vitesse de
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rotation WP peut étre soit formulée cinématiquement a priori selon (25), soit considérée comme une
variable interne dont la loi d'évolution est donnée par (26). Tout ce qui a été dit au chapitre précédent
concernant le comportement plastique peut étre repris ici en remplacant F par FP et donc D par DP, W par
WV par OP, etc... Le comportement total est alors terminé par le choix d’une loi élastique sous la forme
(23.a) ou (23.b). La composition de la vitesse de déformation est obtenue par (15). La loi en vitesse s’écrit
alors:

D=-A:T+2xh (27.a)
= A:(DgT/Dt) + A hy (27.b)
avec:
hy = hP + h  + [Ve a V&S
h =hP+h + [Veave']s - 2a:(Ta]s

hP = [Ve Q h QT ve-‘|]S
Le tenseur h représente I'évolution de la déformation plastique (22.a), a celle de la rotation plastique
(relations (25) ou (26)) et h  la variation des propriétés élastiques au cours de 'écrouissage.
B) CADRE THERMODYNAMIQUE

- Energie libre

Dans la configuration C, I'état du matériau est défini par la déformation élastique (par exemple B¢) et
les variables internes o; I'énergie libre s’écrit alors:

¥ = B(B%,a)
soit: . - s .
po¥ = p, (3%/3B€):B® + p  (3¥/3a):a (28.a)
Vu la relation (14), on a:

Be = Q" (B® + WPB® - B°WP) Q

2 VeDVe - 2 [Be(DP+WP)]S (29)

En utilisant (29) dans (28.a) on a:

pb = T&:D - £:(DP+P) - X:a (28.b)
avec:

T¢ = 2p, Ve (39/3Be) Ve (30)

T = Ve 1o ye (31.a)

X = - p, (3%/0a) (31.b)

- Dissipation - Forces thermodynamiques

L'utilisation de la relation (28.b) dans 'inégalité de Clausius-Duhem permet d’écrire la loi élastique et
la dissipation:
Dissipation: ® = X:(DP+WP) + X:a (32.a)

_ £5:DP + TAWP + X:a (32.b)

Loi élastique: ? = ;e (33)
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Faisons les remarques suivantes:
- La loi élastique (33) avec T¢ défini par (30) est un cas particulier de (23.a).

- Selon la théorie de la rotation plastique, WP est une variable interne qui nécessite une loi d’évolution
comme DP. La force thermodynamique associée & cette variable interne est la partie antisymétrique de £
soit ZA=[VeTVe 1]A En cas d'isotropie du comportement (isotrople initiale et écrouissage isotrope), EA
est nul (directions principales des contraintes et des déformations confondues).

- Selon la théorie de la configuration intermédiaire, WP est postulé a priori sous la forme (25). On
peut alors écrire (32) sous la forme:
® = TP:DP + X:a (34)

le tenseur symétrique TP étant fonction de V¢ (ou T), UP et les variables internes d’écrouissage . Sa forme
précise dépend du choix de WP et donc de W:

W, =W > TP =3x8

WP o 7P

W, S + R(UP) [ZA]

-Le fait que WP ne dépende que de la transformation plastique est important dans I'écriture
thermodynamique. En effet, si WP dépendait de la transformation totale, il y aurait un terme en D qui
viendrait de TA:WP et qu'il faudrait faire intervenir dans T¢. Par exemple, si I'on prend Q=R, c’est-a-dire si
I'on choisit le référentiel en rotation propre, on aura:

WP = j(U)[D] + ®(Ve) (D] + ®R(V®) [DP]

Dans ce cas on peut toujours écrire la dissipation sous la forme (34) mais avec modification de la loi
élastique:

Sl
(4]
Il

2p, [B® (8%/8B%)1° + 2p, R(U) [ (B%3/0B°)*] (35.a)

TP = 2p, Ve (8y/3B®) Ve (35.b)

et I'on voit la dépendance de la loi élastique (35.a) par rapport a U,

- Lois d’évolution

Pour finir la formulation du comportement, il faut postuler un critere de plasticité qui pourra
dépendre des forces thermodynamiques et des variables internes, et postuler les lois d’évolution pour ol
et a en utilisant la procédure des matériaux standard généralisés par exemple.

3.2. MILIEUX A CONFIGURATION RELATIVEMENT RELACHEE

On part de I'hypothése que D se décompose selon (2). Pour formuler un comportement anisotrope
général il faut utiliser I'écriture en référentiel tournant qui permet d’assurer I'objectivité de la loi. Le
comportement plastique est alors défini par les relations (21) et (22). Le comportement élastique est de
type hypoélastique: on suppose une relation bijective réversible entre I'incrément de déformation élastique
\773 (entre la configuration relativement reldchée et celle & t+dt) et I'incrément des contraintes Tdt
(?T=;+;dt, voir §2.2);

dt = 1 + D¢ dt

.

Ve-73s(Tdt) =1+A:

T
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soit:

D = A(T,a):T (36)
ce qui permet d’écrire la loi en vitesse:

D = A:(Dg7/Dt) + A h (37)

La relation (37) est analogue & (27.b). La formulation générale du comportement selon la théorie &
configuration reldchée ou relativement reldchée est donc identique. La différence essentielle entre ces
deux théories réside, comme prévu, dans l'interprétation du comportement élastique. Les mémes fonctions
constitutives obtenues & partir d’'un formalisme petites déformations ménent 2 des comportements
différents suivant que I'on interpréte celui-ci selon I'une ou l'autre des deux théories. Il existe une autre
différence relative au choix du référentiel tournant: selon la théorie & configuration relachée, la rotation Q
doit dépendre de la transformation plastique uniquement, alors que selon la théorie a configuration
relativement reldchée elle est complétement arbitraire.
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4, CAS PARTICULIERS: PETITES DEFORMATIONS ELASTIQUES

4.1. HYPOTHESE DES PETITES DEFORMATIONS ELASTIQUES

Pour la décomposition F =F€FP, cette hypothése revient a supposer que €€=V¢-1 est un infiniment
petit d’ordre 1 par rapport & 'unité (| €2| < <1). A partir des relations (15), on peut aussi voir, que dans le
cas général, la différence entre les diverses vitesses (objectives) de déformation élastique est du méme
ordre que celle entre €°etDP. Le gradient de vitesse L s’écrit:

L-DP+W+ €5+ 2[€® DP]A + ... (38)

Les deux premiers termes de droite de (38) sont d’ordre 0, les deux suivants sont d’ordre 1 et les pointillés
représentent les termes d’ordre supérieur a 1. Sil'on ne garde que les termes d’ordre 0, D se réduit & DP et
WaW (cas rigide plastique), par contre sil'on garde les termes d’ordre 1 on a:

D-DP+ €® = DP + € = DP + D¢ (39.a)

W=W+ 2[€® DP]A (39.b)

La relation (39.a) représente la décomposition "rigoureuse” de la vitesse de déformation totale en partie
élastique et partie plastique. L'utilisation "rigoureuse” d’une autre vitesse de déformation élastique relative a
une autre configuration relachée dans (39.a) n'est possible que si Wy est du méme ordre que D®, c'est-a-
dire si WP est du méme ordre que [€© DP]. D’un point de vue "pratique” la prise en compte de la vitesse de
déformation élastique n’est, en général, nécessaire que pendant la décharge élastique; dans ce cas WP=0
et toutes les vitesses de déformation élastique se retrouvent égales (relations (15)).

Si I'on effectue un développement limité de la loi élastique (23.a) autour de €€ en remarquant que
pour €€ nul T doit étre nul (configuration reldchée), on obtient:
T - A(a):€® ou €°=A(a):T (40.a)
soit:
DS, = Dy€°/Dt = A:(DaT/Dt) + X h_ (40.b)

Akt = Qin Qn Up AUq Amopg

La formulation en vitesse (27) du comportement devient alors:

D=Dp+ﬁe (41&)
DP =) h=)Q h(T,a) Q (41.b)
De = A:T + A he = A:7 + ) he (41.¢)

= A:(DaT/Dt) + X D&

avec: ~
he, = h, + 2 [€* a]5 ; h®=he -2 A:[7a]’

Remarquons tout de suite qu’en cas d'isotropie de la loi élastique, he se réduit a h, ce qui n’est pas le cas
pour h€,. Sien plus, il n'y a pas d’influence de I'écrouissage sur la loi élastique alors he=0 ce quinest pas
le cas pour h€,.
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4.2. ELASTICITE LINEAIRE ISOTROPE

Sil'on suppose un comportement élastique (configuration reldchée) ou hypoélastique (configuration
relativement reldchée) linéaire isotrope et indépendant de I'écrouissage, on obtient la formulation générale
suivante:

Décomposition de la vitesse de déformation: D =D*¢+ DP
Comportement élastique:
Elasticité: D = ATV (42.a)

Hypoélasticité: D¢ = A:(D,7/Dt) (42.b)

Comportement plastique:

£(T,2)<0 (43.a)
DP = 2 h(7,0) (43.b)
2=21(T.a) (43.c)

La relation (42.a) concerne les milieux a configuration relachée. Elle est considérée comme élastique
parce qu’elle vient de I'hypothése que €®=A:T et qu’en premigre approximation D®= €®, La relation (42.b)
concerne les milieux a configuration relativement reldchée.
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- Chapitre 5 -

QUELQUES MATERIAUX MODELES
en
ELASTOPLASTICITE ANISOTROPE

RESUME

Ce chapitre présente quelques "matériaux modéles” anisotropes, construits a
partir d’hypothéses simples : matériaux stratifiés, matériaux renforcés par des
fibre, le monocristal pian.

L'objectif essentiel de ce chapitre est d’illustrer I'utilisation du formalisme en
référentiel tournant dans des cas oll celui-ci s'impose par la structure du
matériau.
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1. INTRODUCTION

Au cours des quatre chapitres précédents, nous avons développé le cadre “mécanique des milieux
continus" permettant la formulation d’un comportement élastoplastique anisotrope. L’écriture en référentiel
tournant apparait comme une maniere simple et saine pour concilier objectivité et formulation eulérienne.
Une loi de comportement est alors basée sur un ensemble de fonctions constitutives relativement simples,
écrites dans un référentiel tournant lié d'une certaine maniére a la matiére. Ceci nous amene a nous poser
deux questions:

- Cette approche est elle satisfaisante pour tout type de comportement?
- Comment peut-on choisir le référentiel tournant?

La réponse & ces questions dépend bien slr du matériau a modéliser et de I'origine microstructurale
de l'anisotropie.

Si la microstructure du matériau est soit trop mal connue soit trop complexe pour pouvoir étre prise
en compte, ce qui est actuellement le cas pour ia plasticité des métaux, le choix du référentiel tournant ne
peut se faire que phénoménologiquement. Cette approche a été discutée au chapitre lIl.

Si la microstructure est bien connue, le choix éventuel du référentiel tournant sera imposé. L'objectif
de ce chapitre est de construire quelques exemples simples de "structures modeles" susceptibles de nous
guider dans le choix phénoménologique du référentiel tournant pour les matériaux réels présentant des
microstructures plus complexes.

Différents types de "matériaux modéles" sont étudiés: les matériaux stratifiés ou renforcés par fils
représentent une anisotropie que nous avions appelée "anisotropie matérielle" du fait de I'existence de
directions (renforcement par fils) ou surfaces matérielles (stratifiés) privilégiées; le référentiel tournant dans
ce cas sera attaché a cette direction ou a cette surface matérielle. Par contre, 'exemple du monocristal
illustre le cas ou la microstructure est non matérielle; le référentiel tournant n’est attaché a aucune direction
ou surface matérielle. Dans les différents cas, le comportement est analysé et son écriture en formalisme
en référentiel tournant est discutée.
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'

Figure V.1 : Matériau stratifié
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2. MATERIAUX STRATIFIES

2.1. HYPOTHESES DE BASE

Si I'on considére une structure stratifiée constituée par des couches de matériaux plastiques
isotropes différents, le comportement global sera plastique anisotrope: c’est le premier matériau modéle
que I'on veut construire. Pour des raisons de simplicité, on supposera que le comportement de chaque
matériau constituant est rigide parfaitement plastique.

A) HYPOTHESES D’HOMOGENEISATION

On considére un matériau stratifié dont la structure est périodique et constituée par N matériaux
différents de concentration volumique ¢, (a=1,..N). On note M et m la normale unitaire & la structure
respectivement a I'état initial (C_) et & I'état déformé (C,) (Fig. V.1). Dans tout ce paragraphe on notera par
de grandes lettres les grandeurs macroscopiques globales et par de petites lettres les grandeurs
microscopiques relatives & chaque constituant, par exemple le tenseur de contrainte de Cauchy sera noté
T pour le matériau homogénéisé et par £ pour chaque constituant. On suppose que T et D sont les
moyennes volumiques des t@ et 42:

T=23c, t? (1.a)
D=2%c, @ (1L.b)
L’hypothése de continuité des vecteurs déplacement et contrainte a l'interface, entre deux couches,

se traduit par les conditions suivantes:
Ti‘l = ta” ; DaB = daaﬂ
Di1 = 2 Ca dai1 ; Taﬁ = 2 Ca taaﬂ (2.b)

(2.a)

La direction 1 est supposée portée par m, les indices grecs prennent les valeurs 2,3 alors que les indices
latins prennent les valeurs 1,2,3 (Cette notation sera utilisée dans tout ce paragraphe). Dans le paragraphe
qui va suivre nous allons écrire les relations (2) sous forme tensorielle et pour cela nous proposons une
décomposition orthogonale particuliere sur I'espace des tenseurs et plus précisément sur 'espace des
déviateurs.

B) DECOMPOSITION ORTHOGONALE D’'UN DEVIATEUR

En notant m=m ® m, le déviateur XP de tout tenseur symétrique X peut se décomposer sous la
forme:

X - X, + X, (3.a)
avec:

X, = 2 [mX(1-m)]S (3.b)

Si I'on choisit une base orthonormée e; de sorte que e,=m, les matrices des composantes de X, et X,
dans cette base sont:
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0 X X Sy 0 0
12 M3 1
(X,] : [xm 0°0 } ;o [Xy [8 Sz xB} (4)

X310 32 S33
avec
S11 = (2X1=X3-%33)/3 | Spp = (2Xpp—X3z3— X49)/3 5 Szz = (2X33-X11-%X,) /3
Les tenseurs X, et X, sont orthogonaux puisque:
X,:X, =0 ; Ixolz = |xv|2 + IXHIZ (5)

En utilisant la décomposition (3), les conditions d’homogénéisation (2) deviennent:

T, = t3, ; D, = @3, (6.a)

D, = 3 c, 43 ; T, = Z c, t3, (6.b)
avec

trD = trd® = 0 ; tr™m = tr t°m (6.¢)

Les relations (6) permettent d’écrire la relation de comportement entre T et D du matériau
homogénéisé si I'on se donne le comportement local des différents constituants par des relations entre t2
et d2. Le passage du comportement local au comportement homogénéisé est plus facile si le premier est
donné sous forme de relations reliant (d2,,t2,) a (t?,42,) (dans ce cas le comportement global s’obtient
par simple moyennage selon les relations (2.b)).

2.2. EQUATIONS CONSTITUTIVES

A) COMPORTEMENT LOCAL DECOMPQOSE

On suppose que chaque constituant est rigide parfaitement plastique obéissant au critére de von
Mises avec la loi d’évolution plastique associée. On peut écrire le critére ainsi que les lois d’évolution en
utilisant la décomposition (3) soit:

£(ta,,t3) = |t3,|% + |t3 % - 20,2/3 <0 (7)
@’y = A, (8.a)
@ = A, t% (8.b)
A, = {2y |@2| /0, €D

Pour écrire le comportement sous la forme de relations donnant (4%, t2,) en fonction de (t3,,d2),
il faut écrire le critére d’écoulement (7) et la relation (9) en fonction de t8, et d2,. Il est clair d’apreés (7) que
I'on a toujours:

[te]2 < (213) o2 (10)

Considérons le cas ol |@2,|>0. Il y a donc écoulement plastique (,#0). L'inégalité (10) se
transforme en inégalité stricte (I'inégalité (7) est une égalité) et 'on a:

a, - ), tg, (11.a)

ta,

1/x, @3 (11.b)

Le scalaire ), s’obtient a partir de (11.b) et (7):

A, = @] /|

[(23) o2 - |t%]2] (12)

Considérons maintenant le cas ol |daH| =0. Si (10) est une inégalité stricte, la relation (8.b)
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implique soit £2,=0 c’est-a -dire que f<0 et donc il n'y a pas d’écoulement plastique (d3,=0); soit A =0 et
la aussi on a d3,=0. Si maintenant (10) est une égalité (|t?,|=](2/3)0,), le critére est alors
automatiquement vérifié (f=0) et I'on a 2, =0. La relation (8.a) devient:

a/|a| = &/ (23) o) (11.a bis)

En conclusion, pour écrire le comportement sous la forme de relations donnant (d%,t3,) en
fonction de (t?,d@2,) il faut distinguer 2 cas:

-cas 1:
[t3,| < 1) o, et |@%] >0 (13.a)

Dans ce cas le comportement est défini par les relations (11.a), (11.b) et (12).

-cas2:
[ta,| = {¢m3) o, et |a@%,] =0 (13.b)

Dans ce cas seul @3,/ a3, | est donné par la relation (11.a bis) avec t2,=0.

B) COMPORTEMENT HOMOGENEISE
Le comportement global s’obtient en utilisant les conditions (6). On distingue 2 cas:
-cas 1:D, =0

Si D,#0, on se trouve dans le cas 1 (13.a) pour toutes les couches
(@2,=D,, | Ty|=]t3,] <] (2/3) inf(c,)). Toutes les couches sont donc en charge et I'on a alors:

D, = (= c,),) Ty (14 . a)

T, = (2 c,/A,) D, (14.b)
avec:

A, = Dy / l13)e2 - |Ty]2] (15)

La surface de plasticité s’obtient en écrivant:
|02 = [2y]% = [Ty|? = (= e, {1C2r3) 02 - |T|?])2
soit:
£(T°,m) = (3/2) TO:T - h - (S ¢, {[02 -h]}2 =<0 (16)
h = (s2) Ty:Ty = 4 tr((MT(L-m)]S 5 = 3 (T;.2 + Ty52)
Le critére (11) est un critére orthotrope de révolution de direction privilégiée portée par m. La loi de
comportement globale entre TC et D s’écrit & partir des relations (14), soit:

D=2 {T + (8-1) 2[mT°(1-m)]S) (17)

avec:
B = Z[ca |(0a®-h)] Z[ca/] (ca®-h)]

X = 1/(Zc,/A,)
et on vérifie que:

D = (A/3) 8f/8T
-cas2:D, =0

Si D, =0, pour qu'il y ait écoulement il faut que |T, | =0, | (2/3), o, étant la valeur inférieure de o,
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On se retrouve dans le cas 2 pour la couche ayant le seuil inférieur (couche 1), aucune des autres couches

n’est en charge. Seul @', est donc non nul et I'on a D=D, =c,d’,. D est donc donné par:

D/|D| = ¢y/{(213) oy) 2[mT(1-m)]® (18)

et tous les t#, vérifient:
|t < {12(e.2 - 042)/3] (19)

C) INTERPRETATION EN REFERENTIEL TOURNANT

Le comportement défini par les relations (11) et (12) rentre dans le cadre des lois rigides plastiques
écrites en référentiel tournant. C’est un comportement rigide parfaitement plastique orthotrope de
révolution. Le référentiel tournant associé & ce comportement est n'importe quel référentiel qui contient
comme vecteur de base le vecteur m. Par exemple, on peut choisir comme référentiel tournant celui défini
par m et une direction matérielle (¥,k) dans un plan normal & (,m) de sorte que e,=m, e,=k et e;=mAk.
L’évolution de ce référentiel tournant est alors définie par:

W, -W-0Q" -2 [mD + (1-m-k)Dk]* (20)

avec
m-Q'MQ ; k=0 KQ

Il est bien évident que le choix (20) dépend du choix de K, mais a cause de I'orthotropie de révolution, le
choix de K n’influe pas sur le comportement.

3.3. COMPORTEMENT EN CISAILLEMENT SIMPLE

Supposons que I'on réalise un cisaillement simple dans le plan (e,,e,) tel que e, fasse un angle y
par rapport & m (Fig. V.2). Le repére m; (m,=m, mz=€;) est repére principal de I'orthotropie de révolution.
Son évolution au cours de la sollicitation est donnée par :

tg ¥ = tg(p,) + v P = (1 + cos2y) v/2 (21)
Remarquons que v et 3 ont le méme signe.
Les matrices des composantes de D et TP dans Ei sont:
_ 010 o 1 0
D: (y/2) [1 0 O ™ : |10 O
0 0 O 0 0 O

Silonnote (g, 7) et (D44, Dy,) les composantes respectives de TP et D dans le repére m;, on a:

o cos2yp ~ 1 sin2y Dy, = - sin2yp P/2

Qi
I

(22)

o sin2y + 7 cos2y Dy = cos2y ¥/2

T

La décomposition (4) de D et T? dans m; donne:

_[o1o _Jo1o0
D, : Dy, [LOO T, ;7 (10O
R Y 000

_ 1 oo _J1 oo
D, : Dy [0 -10 T, : o |0-10

0 00 0 00

et: _
eyl = [ta,| =12 |7] (23.a)
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Dyl = 1@%| = {2 |Dyy| = [sin 29| $/]2 (23.b)
Nous avons supposé dans (23.b) que ¥ est toujours positif.
cas1:sin2y =0

Ceci correspond au cas 1 du paragraphe précédent. Le comportement est alors défini par les
relations (16) et (17) avec h=372:

0% - (1/3) {2 c, {[02 - 372])2 =0 (24)
Dy = — sin2p v/2 = A o (25.a)
Dy, = cos2yp v/2 = AB 7 (25.b)

Les relations (25) indiquent que pour v>0, 7 a le méme signe que cos2y et o le signe opposé de sin2y.
Distinguons 2 cas:

Casl.a:cos2y =0
Dans ce cas 7 =0 et I'on a:

c=20 (26.a)

1 = |sin2y| Z ¢, 0,/13 (26.b)

Cas 1.b: cos2y =0

En divisant (25.a) par (25.b) et en reportant la valeur de ¢ ainsi obtenue en fonction de 7 et ¥ dans (24), on
obtient:

372 tg22y [ c,/{(0,2-37%) ]2 =1 (27)

Les relations (24) et (27) permettent de déterminer 72 et o2 en fonction de ; ce qui permet d’avoir o
etr:

o = sin4y |7/2cos2y| (1 - B) (28.2)
|7 cos2p| + (2 c, {[0,2 - 372])|sin2y| /|3 (28.b)

B = [Zcd (0,2-372)] [Zc,/(0,.2-372)]

T

Les relations (26) ou (28) permettent de déterminer o(y) et 7 (). Ces relations sont les mémes en
grande ou petite déformation; c’est I'anisotropie de la loi. Par contre, I'aspect grande déformation intervient
par I'évolution de ¥ en fonction de v, qui représente dans ce cas I'évolution du référentiel tournant au
cours de la sollicitation. L’allure de la réponse r(y) est donnée par les courbes de la figure V.2 pour
différentes valeurs de 1, et pour un matériau constitué par deux couches avec ¢, =c,=% et 0,=20,.

cas2:sin2y =0

Ceci correspond au cas 2 du paragraphe précédent (D,=0). Le comportement est alors défini par la
relation (18) avec | T, | =04] (2/3) etdonc |7|=0,/]3 soit:

T =0,/3 (29)
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4 <

o

Figure V.2: Cisaillement simple sur un matériau stratifié

o

Figure V.3: Renforcement par fils
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3. RENFORCEMENT PAR FILS

3.1. CADRE GENERAL

Le deuxiéeme matériau modele que 'on va étudier est constitué d’une matrice renforcée par N
systémes de fibres. Le comportement homogénéisé sera obtenu selon 'hypothése de Voigt qui suppose
que la matrice et les fibres subissent la méme déformation alors que la contrainte totale est la somme des
contraintes transmises par les fibres et la matrice. Le tenseur de contrainte de Cauchy s’obtient alors par:

T-T,+=T, (30)
ol T estla contrainte dans la matrice et T, celle dans le systéme de fibres a (a=1,..N).

Un systéme de fibres est défini par son orientation initiale K dans C, (Fig. V.3), sa densité initiale £
(nombre de fils par unité de surface normale & K dans C,) et saloi de comportement, qui donne la force F
dans le fil en fonction de I'histoire de déformation subie par ce dernier. En appelant k I'orientation actuelle
du systeme (Fig. V.3), A la variation de longueur subie par le fil (A=dl/dl), et e la déformation
logarithmique, on a:

¢ = Log A = Log |F K| (31.a)
e=kDk=k:D (31.b)
k=FK /2 k-keok (31.¢c)

Le tenseur de contrainte de Cauchy transmis par le fil est alors une extension selon k qui peut s'écrire sous
la forme:

T=o0k c=& XF (32)

oll £ X représente le nombre de fils par unité de surface normale a k dans C(t) [18.1].

Le comportement de la matrice est supposé rigide plastique isotrope obéissant au critére de von
Mises (matrice métallique) avec un seuil en traction o, qui peut étre constant (plasticité parfaite) ou
dépendant de la déformation équivalente de von Mises. Le comportement global est alors donné par:

T=--p 1+ ](2/3) 0, D/|D| + = o, k, (33)
tr D=20

ol la sommation sur a est étendue a tous les systémes de fibres.

Le comportement résultant dépendra du nombre, de I'orientation et du comportement des systémes
de fibres. Le comportement de chaque systéme de fibres sera caractérisé par la dépendance de la force F,
et donc de la contrainte o, par rapport a la déformation ¢,. En considérant des fibres plastiques, on obtient
un comportement global plastique anisotrope. Des fibres élastiques permettent de rendre compte d’un
certain type d’écrouissage cinématique.
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3.2. FIBRES PLASTIQUES

A) COMPORTEMENT GENERAL

Sil'on considére des systémes de fibres plastiques, la loi de comportement reliant la force F sur le fil
en fonction de la déformation subie par celui-ci peut s’écrire sous la forme:

F = F, ind(¢) = F, ind(k:D) (34)

o

ou F, désigne la force limite (seuil), et la fonction ind(x) prend la valeur 1 si x>0, -1 si x<0 et n'importe
quelle valeur entre -1 et 1 si x=0.

Remarquons que cette relation correspond & un comportement symétrique en traction et en compression,
ce qui n'est pas tout a fait raisonnable, mais un comportement non symétrique peut étre étudié de la méme
fagon. On peut, par exemple, considérer que les fils ne transmettent aucune force de compression et dans
ce cas considérer que ind(x) =1 si x>0, 0 si x<0 et n'importe quelle valeur entre 0 et 1 si x=0.

La relation de comportement (33) devient alors:
T=-p1+](2/3) o, D/|D| + = [0, ind(k,:D) k,] (35)
‘}a = €a A2 Foa
A un état de déformation donné, o, et o, sont fixés et T est une fonction de D positivement
homogene de degré 0. Il s’ensuit qu'il existe une fonction scalaire f(T°,k,0.,0,,) =0 qui est la fonction seuil

et qui définit la surface de plasticité. Plusieures démarches peuvent étre suivies pour déterminer cette
fonction:

- Transformation de Legendre du potentiel de dissipation:

a = 1(2/3) ¢, D/|D| + = (o, ind(k,:D) (36.a)

T - 30/8D ; tr(D)=0 (36.b)

w(T) = sup [T:D — Q(D)] (36.¢)
D

ol w est la fonction indicatrice du convexe de plasticité (w=0 a 'intérieur, w= +« & I'extérieur) [24].

- Evaluation des invariants scalaires des arguments (T,k,) en fonction de ceux de (D.k,) et
élimination de ces derniers; ¢’est ce que nous ferons au paragraphe suivant.

Dans tous les cas, on obtient un critére de plasticité anisotrope qui dépend des seuils en traction
(c,0,) et de l'orientation actuelle des fibres f(TP k.o ,0,). La différence essentielle entre I'écriture en
petite déformation et celle en grande, réside dans I'évolution de l'orientation de directions matérielles
particulieres qui sont les directions des fibres. Remarquons que le comportement général satisfait a la loi
de normalité.

B) UN SYSTEME DE FIBRES

Dans le cas ol subsiste un seul systéme de fibres, la relation de comportement (35) dépend
uniquement de l'orientation actuelle des fibres par l'intermédiaire de k. Le comportement est donc
orthotrope de révolution autour de k. C’est évidemment un comportement qui rentre dans le cadre des
formulations en référentiel tournant, ce dernier étant défini par la direction matérielle k (voir 1.2.3.A). Le
choix du référentiel tournant n’est évidemment pas unique dans ce cas, puisque seule une direction est
donnée. Toutefois, & cause de I'orthotropie de révolution, cette indétermination n’est pas génante et I'on
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peut prendre le choix le plus simple (1.47):

W, =-W-QQ" -2 [kD]* (37.a)

k = Q'KQ (37.b)
soit:

Dk/Dt = O ; k' = kD + Dk (37.¢)

- Détermination de la surface seuil

La relation (35) s’écrit dans le cas d’un seul systéme de fibres sous la forme:

T _ J(Z/B) 4 D/lDl + o4 kP ogq = &1 ind(k:D) (38)

Les invariants k:TP et TP:TP s’écrivent alors:

k:T° = |(2/3) o, k:D/|D| + 20,/3 (39)
T°:T° = 2|(2/3) o,0, k:D/|D| + 2(04%+a,2)/3 (40.a)
= 2(0,2-042)/3 + 20, k:TP (40.b)

La relation (40.b) n'est pas satisfaisante pour décrire la surface seuil puisque dans o4 subsiste le terme
ind(k:D). Pour éliminer ce terme distinguons deux cas:
- Si k:D=0, alors |o4| =|o,| et donc d’apres (39):

o, k:T® > 0 et |k:T°| > 20,/3
ce qui permet d'écrire d'aprés (40.b):
T:T° = 2(0,%-042)/3 + 20, |k:T°| (41.a)

-Sik:D=0, alors |a,| <|o4| et donc d’aprés (39):
k:T° = 20,/3 ; |k:T°| < 20,/3

ce qui permet d’écrire d’aprés (40.b):
T™:T° = 20.2/3 + 3(k:TP)2/2 (41.b)

Finalement, le critére de plasticité est donné par (41.a) ou (41.b) selon que |k:T?| est plus grand que
2&1 /3 (les fibres se déforment) ou plus petit que 2&1 /3 (les fibres ne se déforment pas). En introduisant le
partie positive < |k:T°|—2&1/3> ces deux équations peuvent s’écrire sous une forme unique qui
représente le critére de plasticité soit:

(3/2) T:T° + <3|k:T°|/2 - 0,>% - 9(k:T°)%/4 < o 2 (42)

- Contrainte plane

On suppose une sollicitation en contrainte plane dans un plan contenant k (on note Ti1=Ny,
T,,=N,, T1,=7). Le gradient de la transformation F est sous la forme (1.50). L'orientation de k par rapport
a 31 est donnée par ¢ (rotation du référentiel tournant) (1.55):

tgld = tgd/£(1-vytgh,) (43)

La construction géométrique de la surface seuil (42) dans I'espace (N1,N2,r/2) s’obtient de la fagon
suivante (voir [18.f]): on coupe I'ellipsoide de von Mises (matrice) par le plan correspondant a la condition
k:D=0 (que I'on peut écrire en fonction de N4, N,, 7 et §), et on translate les deux moities de 1&1 dans la
direction (cos?6,sin?6,—/2 cosésing). La surface de plasticité est alors constituée par deux moitiés
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d'ellipsoide reliées par un cylindre. La figure V.4 représente la trace de cette surface seuil dans le
plan{r =0) pour différentes valeurs de ¢ et pour &1 =0, C'est 'ensemble de 4 segments elliptiques. i faut
signaler que les différentes surfaces relatives aux différentes valeurs de 6 dans la figure V.4 sont des
représentations différentes du méme convexe de plasticité; la dépendance par rapport a ¢ illustre
I'anisotropie du critére.

La figure V.6. représente la réponse & un essai de cisaillement simple (&1=20°,0 o=7/4) ou I'on
distingue la forme de r(4) qui représente I'anisotropie, et I'évolution de 4 en fonction de v. La situation
dans ce cas est similaire a celle des stratifiés.

N1 G {—— . .__DNI

Figure V.4.: Evolution de Ia surface seuil

Figure V.5: Cisaillement simple (1 systéme de fibres)
0,=20,; 0,=x/4
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C) DEUX SYSTEMES DE FIBRES IDENTIQUES

Le deuxiéme cas simple correspond au cas de deux systémes de fibres identiques (mémes fibres,
méme densité, méme seuil o,). L'angle entre les deux directions des fibres (k,,k,) est noté 6 (Fig. V.6.)
dont la valeur initiale est 8 . La fonction seuil va dépendre de k, et k, qui peuvent étre considérés comme
les variables d’écrouissage.

L'interprétation de ce comportement selon le formalisme en référentiel tournant reste encore valable
et permet de donner quelques éclaircissements sur la nature et I'évolution de 'anisotropie. En effet, le
matériau est orthotrope et reste orthotrope relativement aux directions fn',- définies par les deux bissectrices
(my.m,) des fibres et la normale my au plan (k;,k,) (Fig. V.6.) et qui peuvent définir un référentiel tournant
dont I'évolution est donnée par (1.49.b):

W = 2[dm; + cosé m,Dm,]A (4b)

§ = sind [(m,-m,):D] (45)

Il faut remarquer que le comportement global n’est plus dans ce cas parfaitement plastique puisque
la surface seuil va dépendre d’une variable scalaire qui est I'angle 4. La formulation en référentiel tournant
du critére de plasticité s’écrit alors:

£(T,8) <0 (46)

La fonction f étant orthotrope et la loi d’évolution de la variable scalaire d’écrouissage 6 est donnée par
(45).

Les figures V.7 représentent (comme la figure V.4) la surface seuil définie par (44) dans le plan
(N4.N,). La figure V.7.b représente I'évolution de cette surface en fonction de 6§ (par exemple au cours d'un
essai de traction selon r_n'1). Si les deux systémes de fibres sont perpendiculaires, le matériau est alors aussi
orthotrope relativement a k,, k, et m;. Si les directions principales de T restent portées par k, et k,, les
fibres ne tournent pas et la surface de plasticité reste constante; celle ci est représentée dans la figure
V.7.a.

La réponse en cisaillement simple est représentée a la figure V.8., mais plus sous la méme forme
gue précédemment, puisque dans ce cas r dépend aussi de §:

T(y) = 7[¥(¥),0(7)] 47)
D) CAS GENERAL

Dans les cas plus compliqués (2 systémes de fibres différents ou plusieurs systémes) le
comportement fera intervenir les différentes orientations des fibres comme des variables internes. Le
comportement présentera une anisotropie plus générale que Forthotropie. Une interprétation dans un
formalisme en référentiel tournant peut toujours étre faite, mais elle sera plus compliquée que la
formulation directe. Remarquons que dans ce cas, la structure du matériau est complétement définie; la
formulation directe est donc possible et il n'est pas nécessaire de chercher a utiliser un formalisme en
référentiel tournant.
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Figure V.7.: Surface de plasticité - Deux systémes de fibres

a: Fibres perpendiculaires b: Fibres quelconques
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Figure V.8.: Cisaillement simple - Deux systémes de fibres
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3.3. FIBRES ELASTIQUES

A) COMPORTEMENT GENERAL

Si I'on considére des fibres élastiques la contrainte o, dans (33) ne va dependre que de la
déformation e, du systéme des fibres a:

g, = 0,(¢€,) (48.a)

soit: .
o, = E, k,;:D ; E, = do,/de, (48.b)

Dans le cas d’une élasticité linéaire, le module E_ est constant; sinon il est fonction de ¢, ou de o,

La contrainte totale étant la somme de celle due & la déformation plastique de la matrice et celle due
a la déformation élastique des fibres, le comportement global est donc du type rigide plastique initialement
isotrope (o,(0) =0) avec écrouissage cinématique. 1l est défini par les fonctions constitutives suivantes:

£(T,k,,¢,) = |T° - X| - Je2r3) a5 < 0 (49.a)
D= (T° - X)/(J3) op) (49.b)
k) = XD + Dk (49.¢)
€a = k,:D (49.4d)

Le déviateur symétrique X (back stress) qui définit le déplacement de la surface seuil est donné par:

X=Y o, kp (50)

La surface de plasticité a un instant t dépend donc de l'orientation et de la déformation des différents
systemes de fibres, et est entierement définie par la variable X qui est la variable essentielle a suivre.
L'évolution de X ne peut quand méme pas étre directement déterminée, il est nécessaire de déterminer a
chaque instant I'orientation et la déformation de tous les systémes (relations (49.c) et (49.d)). Quelques
exemples sont donnés sur les figures V.9 et V.10 qui représentent I'évolution de la surface de plasticité
dans le plan (N4,N,) au cours d’essais de traction. La figure V.9 correspond a un essai de traction (hors
axes) sur un composite avec un seul systeme de fibres, alors que la figure V.10 correspond a un essai de
traction selon la bissectrice des fibres pour un composite a deux systémes de fibres. Ces situations sont
similaires a celles décrites dans les figures V.4 et V.7 pour des fibres plastiques, mais il faut remarquer qu'il
existe une différence importante entre ces deux cas. La surface de plasticité pour les fibres plastiques ne
dépend que de I'orientation des fibres, les courbes V.4 et V.7 ont été obtenues sans analyse précise de la
réponse du matériau a I'essai de traction. Ceci n'est pas possible dans le cas présent ou les fibres sont
élastiques parce que la surface de plasticité dépend aussi de la déformation sur les fibres. Les figures V.9
et V.10 ont étés obtenues aprés une analyse compléte de I'essai de traction que nous allons présenter au
paragraphe suivant. Nous avons supposé que les différents fibres ont la méme loi élastique:

o, =E ¢ (51)

a a

B) TRACTION HORS AXES

Nous utilisons les mémes notations que dans le paragraphe 1.4.2. On désigne par 4, (initialement
8,,) l'angle (k,.€,), la direction e, étant celle de la traction. L'évolution de 4, est donnée par la relation
(43).
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La loi de comportement (33) donne:

o = J(23) o, (2¢-9)/|D| + a (52)

0 = J(213) o, (e=29)/|D| + b (53.a)

0 = J(213) o, e*" v/|D| + 2¢ (53.b)
avec:

a=) aacoszﬁa b =17 aasinzﬁa c = 4y o,8in26,

et |D| donné par:

ID| = /2 |e| [1 + (dn/de)? - dn/de + e*"/4 dy/de]® (54)
L'utilisation de (54) dans les relations (53) donne un systéme de deux équations qui permettent de
déterminer dn/de et dy/de. Aprés quelques calculs on obtient:

dn/de

% + 3b/2u (55.a)

dy/de = —6e " c/u (55.b)

avec: .
u = (402 - 3b2 -12c?)%

la contrainte o est alors donnée par:

o = a+ (u-b)/2 (56)

Les courbes des figures V.11 montrent la réponse d'un composite unidirectionnel (E/o,=10) & un
essai de traction avec #,=60°. La figure V.11.a donne I'évolution du rapport o/o,, du coefficient de
Lankford, de ¢ et de la rotation de la section droite ¢ .en fonction de e. L'évolution de I'anisotropie est
illustrée par la figure V.11.b qui montre I'évolution de la dépendance du seuil en traction par rapport a 6 en
fonction de e.

C) INTERPRETATION EN REFERENTIEL TOURNANT

Le comportement, pour un ensemble donné de systemes de fibres, est complétement défini par les
relations (49). Les relations (49.c) définissent I'évolution de I'orientation des différents systémes.

Dans le cas d'un seul systéme de fibres, il est clair que le comportement est un comportement en
référentiel tournant dont I'évolution est donnée par la relation (37). Le référentiel tournant dans ce cas
n'intervient que dans la loi d’évolution de la variable X:

D,X/Dt = E kDK ; E = do/de (57.a)

ou
X' - (XD + DX) = E kDk (57.b)

Dans le cas général, le formalisme en référentiel tournant est plus difficile a écrire que le formalisme
direct (49). En effet, on peut définir un référentiel tournant a partir de I'orientation de deux systemes choisis
(plan matériel, voir 1.2.3.b). L'orientation de tout autre systéme peut alors étre définie par rapport a ce
référentiel tournant par I'intermédiaire de variables scalaires ¢; qui seront considerées comme des
variables internes.
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Figure V.9 : 1 systéme de fibres Figure V.10 : 2systémes de fibres
Evolution de la surface de plasticité dans un essai de traction hors-axes

24 Ue/Uo

30 60 o)

a) b)
Figure V.11 : Traction hors-axes sur un composite unidirectionnel
8,=60° E/o,=10
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Co

Figure V.12 : Transformation du monocristal
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4. UN EXEMPLE DE MONOCRISTAL

4.1. CADRE GENERAL

Le monocristal est le troisitme exemple de matériau modéle que nous présentons. La différence
essentielle entre ce modéle et les deux précédents est que la structure de celui-ci n’est pas "matérielle".
C’est d’ailleurs le comportement du monocristal qui a initialement motivé I'introduction de la notion de
“triedre directeur" [37], celui-ci pouvant étre identifié au repére cristallographique. Nous allons nous limiter
ici & un comportement rigide plastique, le gradient de la transformation F peut alors s’écrire sous la forme :

F=R'P (58)

ou R! représente la rotation du triédre cristallographique principal alors que P désigne le gradient de la
transformation plastique dii au mouvement des dislocations et au glissement cristallographique sur les
différents systémes de glissement (fig.V.12). Chacun des systémes de glissement est défini par la normale
au plan de glissement et la direction du glissement qui sont désignées respectivement par nSet gSdansla
configuration déformée et par n® et g® dans le repére cristallographique (fig.V.12). La loi d’évolution
plastique peut alors s’écrire [50.b]:

PP =3 45 M ;M - poen® (59)

ol S désigne la quantité de glissement selon le systéme (n® , g%).

Dans le cas rigide, parfaitement plastique, on suppose que la vitesse de glissement v® sur chaque
systéme obéit & ia loi de Schmid:

.S . s .
¥ =0 ; ™ —-7,=<0 ;

(75-1)7° = 0 (60)

ou 7 et r® désignent respectivement la cission critique et la cission réduite relative au systéme s:

=g Tt =gTn® ; T=RTTR! (61)

I

A partir de (58) et (59), la décomposition de L=FF-' donne:
D-RTDR! =3 45 [Ms)S (62.a)
W = RIRU + 3 45 [MS]A ; MS = R M RYT - gsens (62.b)

La rotation du référentiel tournant, qui dans ce cas est identifié au repére défini par g et nS, est donnée
parR! (Q=R!):

—

s . nS = R! &S (63.a)

[o¢]

gs = R!
W=-W-RRT =395 [Ms]A (63.b)
Pour une cinématique donnée (D), le probléme consiste & déterminer les différents ¢ ainsi que la

contrainte T: c’est le probléme classique en mécanique du monocristal. Si ce probléme est résolu,
I'évolution du référentiel tournant est automatiquement donnée par (63.b). La forme explicite W en fonction
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de D reste quand méme difficile & obtenir sauf pour des cas particuliers, par exemple le cas du monocristal
visqueux [11] oll W=0 (la vitesse de rotation du triddre (g5,05) est la méme que celle du référentiel
corotationnel).

Dans le paragraphe qui va suivre, nous allons présenter quelques résultats concernant I'évolution de
R! pour un comportement rigide plastique, au cours de sollicitations de contrainte ou déformation plane.
Nous ne présenterons pas tous les détails de calcul, nous renvoyons le lecteur aux références [7], [9] et
[13] pour de plus amples explications.

4.2. LE MONOCRISTAL PLAN

Pour pouvoir avancer I'analyse du comportement du monocristal, il faut définir les vecteurs Es et ?13
pour les différents systémes de glissement. Dans le cas d’un monocristal cubique faces centrées, il existe
12 gystémes de glissement ({111} <110>). Nous nous intéressons ici aux états de contrainte et
déformation planes; ceci ne peut étre réalisé que si le monocristal est sollicité dans un de ses plans de
symétrie qui sont les plans {100} ou {110}. Considérons alors un monacristal cubique faces centrées
sollicité dans son plan (110), le triédre cristallographique est choisi de sorte que les directions 1, 2 et 3
correspondent respectivement aux directions cristallographiques [001], [110] et [110]. On peut alors
montrer (voir [9]) qu'en cas de contrainte plane, d’une part il existe deux systemes de glissement qui ne
peuvent jamais étre activés puisque leur cission réduite est nulle, et d’autre part, les 10 autres systémes
peuvent étre regroupés en 5 couples de systémes symétriques ayant la méme cission réduite.

Ceci définit ce que nous appelons un "monocristal plan" constitué par 5 pseudo-systémes de
glissement. Sa structure mathématique est identique au monocristal tridimensionnel, et permet d’avoir un
modéle simplifi& mais physiquement raisonnable. Nous allons présenter ici uniquement le comportement
de ce modele en cisaillement simple et nous renvoyons le lecteur aux références [7], [9] et [13] pour plus
de détails. Dans le cas du cisaillement simple, le probléme classique d'indétermination des glissements
n‘apparaft pas; le résultat essentiel qui nous intéresse ici, concerne I'évolution de la rotation y du référentiel
tournant (donc du triédre défini par les directions cristallographiques [001] et [110]).

La figure V.13 représente la courbe di/d~y en fonction de . Cette courbe montre que dans tous les
cas,  augmente en fonction de ~y et se stabilise en une des 3 valeurs limites 0p, w/2 ou 7r-0p avec:

tg26, = 22 (64)

La figure V.14 représente la réponse 7(v) en cisaillement simple qui, selon le schéma classique, est la
composition de deux réponses: 7() et ¥(y). Il faut signaler que cette analyse aboutit dans le cas rigide
plastique a un résultat (stabilisation asymptotique de ) complétement différent du cas visqueux
(référentiel corotationnel y=,+v/2 [11]). On montre aussi que si I'on considére un comportement
viscoplastique du type Bingham, on obtient une transition continue du cas plastique (stabilisation) au cas
visqueux (non stabilisation) en augmentant .
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Figure V.13: Rotation des axes cristallographiques en cisaillement simple
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Figure V. 14: Cisaillement simple d’un monocristal
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5. CONCLUSIONS

Différentes situations ont été étudiées dans ce chapitre et I'on peut maintenant répondre aux deux
questions posées en introduction:

- L'approche en référentiel tournant est-elle satisfaisante pour tout type de comportement?. Il est
évident que dans le cas des stratifiés, du composite renforcé par un systéme de fibres et dans le cas du
monocristal, cette approche est la bonne approche. Dans le cas de composites avec plusieurs systemes
de fibres, on peut encore utiliser cette approche, mais il semble que I'approche directe est plus simple a
mettre en oeuvre.

- Comment peut-on choisir le référentiel tournant?. La réponse a cette question est plus complexe.
Les structures composites font intervenir des référentiels tournants attachés a des directions matérielles
privilégiées; ce qui est logique du fait que la microstructure est essentiellement matérielle. Le cas du
monocristal est plus complexe: le référentiel tournant est physiquement identifi¢, mais I'écriture de son
évolution dans le cas général (plastique) présente des difficultés importantes. Il faut signaler que dans tous
les exemples que nous avons présentés, I'évolution du référentiel tournant en cisaillement simple se
stabilise pour v tendant vers l'infini. C’est la une indication qui pousse a dire que, dans le cas ou I'on n'a
aucune information supplémentaire sur le choix du référentiel tournant, le référentiel en rotation propre
semble étre un choix phénoménologique raisonnable.
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CONCLUSIONS

Au cours de ce travail, nous avons discuté et analysé les problemes relatifs a la formulation de lois
de comportements élastoplastiques anisotropes en grandes déformations. En réponse au premier
probléme posé en introduction, nous avons proposé, développé et étudié un cadre général: formalisme en
référentiel tournant. Ce formalisme ne pose aucune restriction sur la forme des fonctions constitutives ou
sur la nature des variables internes. Toute loi de comportement développée en petites perturbations (ou en
sollicitation triaxiale) peut alors s’étendre en grandes déformations en utilisant les mémes fonctions
constitutives et le méme type de variables internes. Les difficultés dues aux grandes déformations sont
concentrées dans le choix du référentiel tournant. Ce choix fait partie intégrante de la loi de comportement
et dépend de la nature de 'anisotropie a modéliser. Les différentes théories des grandes déformations ont
étés situées dans ce cadre, elles différent sur la maniere de choisir le référentiel tournant.

Ce formalisme est bien s(r intéressant dans le cadre de lois de comportement phénoménologiques
concernant des matériaux dont la structure est trop mal connue ou trop complexe pour pouvoir étre prise
en compte précisément dans un modele utilisable. Le choix du référentiel tournant est donc un choix
phénoménologique comme d’ailleurs le choix des fonctions constitutives et des variables internes.

L’'avantage de ce formalisme est qu’il permet d'utiliser tout I'acquis "physique" des modéles
développés en petites déformations (qui se traduit dans le choix des fonctions constitutives et des
variables internes) et qu’il concentre la difficulté liée aux grandes déformations dans le choix d’une rotation
(rotation du référentiel tournant). L'intégration d’une loi de comportement en grandes déformations écrite
selon ce formalisme dans un code de calcul se fera alors en intégrant une "boite" permettant de déterminer
a chaque pas de calcul la rotation du repére dans lequel on écrit la loi de comportement.

Le maillon faible de ce formalisme réside dans le choix du référentiel tournant. Les arguments de ce
choix doivent étre de nature physique et/ou expérimentale. Malheureusement, la majorité des expériences
classiquement réalisées correspondent a des sollicitations triaxiales alors que l'influence du référentiel
tournant n'apparaiit qu'au cours de sollicitations engendrant des rotations importantes.

Nous avons étudié Finfluence du référentiel tournant dans quelques sollicitations particulieres
simples pour un comportement rigide plastique orthotrope. Différents référentiels "cinématiques” ou
obtenus a partir de lois d’évolutions simples ont été étudiés. L'influence du choix du référentiel est
évidemment nulle dans le cas de sollicitations triaxiales, elle est négligeable dans le cas de sollicitations
engendrant de faibles rotations (traction hors-axes), et dans le cas ol les rotations sont importantes
(glissement simple), F'influence ne devient significative que pour un glissement de I'ordre de I'unité ce qui
est loin d'étre fréquent dans les applications pratiques. Ceci nous ameéne a dire qu'il est essentiel de tenir
compte des rotations et donc d'utiiser un formalisme objectif en référentiel tournant, mais que le choix de
celui-ci ne semble pas présenter une importance capitale, du moins dans une analyse contraintes
déformations (la situation serait différente par exemple dans I'étude des instabilités ol I'influence du
référentiel tournant peut étre importante).
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D’un point de vue pratique, et vu le manque de données permettant de confirmer ou d’infirmer tel ou
tel choix, il nous semble, qu'en premiere approximation, il faut utiliser les choix les plus simples. Dans le
cas de sollicitations n’engendrant pas de grandes rotations, le référentiel corotationnel semble étre un bon
choix: sa détermination est aisée et 'on a montré que la décomposition de la vitesse de déformation en
parties élastique et plastique dans le cas ol les déformations élastiques restent petites fait intervenir la

“dérivée de Jaumann de la déformation élastique. En présence de rotations importantes, vu que le
référentiel corotationnel peut engendrer des oscillations du fait qu'il tourne plus vite que les directions
matérielles, le référentiel en rotation propre semble étre un bon choix.

Pour conclure, il nous semble que I'aspect géométrique des grandes déformations est aujourd’hui
suffisamment bien maitrisé et que les efforts qui restent a faire pour développer des lois utilisables en mise
en forme doivent porter sur deux aspects:

- d'un point de vue expérimental, il serait important de disposer de plus de résultats expérimentaux
permettant de mieux asseoir le contenu phénoménologique et éventuellement de choisir & bon escient
entre les divers référentiels tournants.

- d’un point de vue théorique, il nous semble que les efforts doivent désormais porter davantage sur
le choix des variables d’écrouissage et sur leur influence. Il importera de leur intégrer davantage de micro-
physique.



-129 -

ANNEXE 1: REFERENTIELS CINEMATIQUES

1. PRELIMINAIRES

A) OBJET

Etudier I’évolution des directions principales de V pour définir:
- Le référentiel principal des déformations
- Le référentiel triaxial

B) NOTATIONS

v, : Directions principales de V

[V] : Matrice des composantes de V dans Vi (valeurs propres de V: V)
[v] : Matrice des composantes de ¥ dans Vi (valeurs propres de V: v;)
[B] : Matrice des composantes de B dans v, (B;=V,%)

[D] : Matrice des composantes de D dans v; (D; i)

(V] : Matrice des composantes de V dans v; (V. i)

[R] : Matrice des composantes de RRT dans v; (Ry)

(W] : Matrice des composantes de W dans ?z’i (W)

(W, ] : Matrice des composantes de W, dans Vi (W)

(W] : Matrice des composantes de W, dans v, (Wy;)

[Q] : Matrice des composantes de 2=W,-W, dans Vi ;)

0 Ry -R, 0 Wy -W,
[R]: —R3 0 R1 [W]I —W3 0 W1 Idem pour [WV], [WT] et [Q]

C) RESULTATS PRELIMINAIRES

En écrivant L 3 partir de la décomposition F=VR, on a:

L=VW'+VRRRV'=-D+W (1)

L’écriture de (1) dans Vi, permet d’avoir les relations suivantes:

. o

Vip = Vi Dy 5 V=V, Dp ; V33 = V3 D3 (2.a)
D Vi?vp? R, + A2 D D (2.b)

= t tati i lai t .

12 2V1V2 3 2V1V2 12 e permutation circulaire pour 23 e 31

V,24V,2 L iV . u - (2.¢)

= — e — t tati i lai t .
3 2V1V2 3 2V1V2 12 et permutation circulaire pour 1 € 2 C

Les relations (2.b) et (2.c) permettent d’avoir:
Vi-Vp

R3 = W3 + D12 et permutation circulaire pour R1 et RZ (3)

V1+V2
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V2 + V2
Vig = Dy, + (Vp-Vq) Wy

et permutation circulaire pour Wi et W 4
v, + V, ! 2 “

Remarquons que, si V,=V, par exemple, alors Rz=Ws.

2. REFERENTIEL PRINCIPAL DES DEFORMATIONS
A) ECRITURE DANS LE REPERE 31-

- Les valeurs propres de V sont distinctes

Considérons le cas ou toutes les valeurs propres de V sont distinctes. La vitesse de rotation W, du référ-
entiel principal des déformations est égale, dans ce cas, a celle des directions principales de V. Et I'on a:

DV/Dt =V + VW, -WV (5)
=V vV, +V, v, 0 v, + Vs v @ Vg
Sil'on écrit (5) dans le repére v, ona:
Vy = Vg V, = Vp Vs = Vi3 (6.a)
0 =V, + (V4=V,) W3 et permutation circulaire pour W,q et W, (6.b)

Les relations (4) et (6.b), permettent de déterminer W, ; en fonction de D;; et W;, soit (sachant que B; =V;?):

B,+B,

Wv3 = W3 - D23 et permutation circulaire pour sz et Wv3 (7

B,-B,

- Cas oll deux des valeurs propres de V sont égales (V,=V,)

Dans le cas ou deux des valeurs propres de V sont égales, par exemple V,=V, et donc B,=B,, le plan
(v;,V,) est un plan propre pour V. Tout autre repére v';, en rotation par rapport & v; autour de vs, est
repére principal pour V. On ne peut donc pas parler de vitesse de rotation de ?r’i. La relation (7) ne permet
pas de définir W, ;. Remarquons quand méme que:

1. Quelle que soit W3, la composante 12 de VW, - WV, soit (V,-V,)W, 3, est nulle. Autrement dit, la quantité
VW, - W V est la méme quelle que soit le choix de W, 3.

2. La composante Rz est égale a Ws.

Nous choisirons alors, pour la définition de W, :

Wiz = Wy (8)
B) ECRITURE GENERALE
La définition générale de W,, est donnée par la relation (1.36) sachant que F—VV=W-WV. Pour résoudre cette

équation, nous allons déterminer la solution A de I'équation générale suivante:

[8?A]" - 8 A 8 = a; [8 D]* + a, [82 D]* (9)

ol 8 est un deviateur symétrique, D un tenseur symétrique, a; des fonctions scalaires quelconques, et A
un tenseur antisymétrique.
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La solution A de (9) étant isotrope en (8,D) et linéaire en D, elle s’écrit sous la forme générale suivante:

A - 2f, [8 D]* + 2f, [82 D]* + 2f, [8 D 82]* (10)
1 2 3

En reportant (10) dans (9), et en utilisant le théoréeme de Cayley-Hamilton, on peut identifier les fonction £
en fonction des a; et des invariants principaux de 8, soit:

=Sy £1 + 351 £ = a
- Sy £, =35, £5 = 4 (11)
3 f, — 48, £, = a,
sachant que:
Syp = — % tr8 ; S;i; = det8

Le déterminant D du systéme (11) est:

D = — (27S;,% + 45;;%) = (51-5,)2(5,-53)2(S5-5)? (12)

qui s’annule si deux des valeurs propres S; de 8 coincident.

-Cas 1: D=0

La résolution de (12) est automatique, soit:

£, = [48,,% a; + 128,;S;;; a,]/ D (13.a)
£, = [-95,'; a; + 45,,% a,]1/ D (13.b)
f5 = [3S;; a; + 9S;y; a1/ D (13.¢)

-Cas 2: D=0et S non nul

Dans ce cas, on peut écrire 8 sous la forme:
8 =5 (1 - 3a) ; s = 38;;1/28; = —3J(Sm/2) (14)
Le tenseur a définit la direction principale orthogonale au plan principal. Si, par exemple S,=5,, alors

@ = v5 ® V3, Ol V5 est le vecteur unitaire sur la direction principale de 8 associée a Ss.
En reportant (14) dans (9), on obtient:

[@ A]A = (a, - a,s)/3s [a D]A (15)

dont la solution est:

A - 2f [8 D]* ¢ = (a, - a, s)/9s? (16)

La vitesse W, est la solution de (9) pour S=BP, a,=2trB/3 et a,=1. Sa forme est donnée par les relations
(1.37) et (1.40).
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3. REFERENTIEL TRIAXIAL

Le référentiel triaxial est définit par (1.41), soit:

D;V/Dt =V +V W, - W, v = D (17)

La dérivée de v par rapport a ses directions principales 3,-, soit D, v/Dt, est donnée par :

DV/Dt =V + VW, - W,V (18)

(Vi/V) v ® vy + (Vp/V5) ¥, ® vV, + (V3/V3) V3 ® Vg

soit en reportant (18) dans (17):

D,V/Dt =DV/Dt + VR -2V =D ; Q=W -W (19)

v

Le tenseur £ vérifie I'équation (1.42) qui est un cas particulier de (9). 31 est donc solution de (9)
pour 8=v°, et a,=1. Sa forme est donnée par les relations (1.43) et (1.44).

Les composantes de £ dans v; sont:

Qq = D3/ (vp=v3z) ; = D31/ (vz-vy) ; (3 = Dyp/(v4-vp) (20)
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ANNEXE 2: ROTATIONS MATERIELLES

1. UNE DIRECTION MATERIELLE

On considére une direction matérielle définie par le vecteur unitaire X dans C,. Alinstant t, cette direction
est définie par le vecteur unitaire k (Fig. 1.2). On note:

K=Xo®K ; k-koek
etlona:

=

=FK/|FK| ; k = (FKRFT)/(R:C) (1)

avec C=FF. L'orientation de k par rapport & K peut étre définie par un tenseur rotation Q, telle que:

k=0 K ; k=0 KQ (2)
et donc:

k=-2k WIS ; W -00T-W-W (3)

Sil'on dérive la deuxiéme relation (1) on a;

k = -2[k W|S + 2(k [D - (k:D)1]}S (4

En égalisant (3) et (4), on obtient une relation permettant de déterminer t'vk=w-wk:

(k W15 = (k [D - (k:D)1])" (5)

La solution de (5) n'est pas unique, puisqu’'une seule direction matérielle ne permet pas de définir
complétement le tenseur Q. En effet, si W, est solution de (5), alors tout W,' sous la forme :

W' - W + 2 [D k; + k; D k]? (6)
est aussi solution. Le scalaire a est quelconque, et K, =k;&k;, avec k; un vecteur unitaire, orthogonal a k.

La solution la plus simple de (5) est:

W, =2 [kD]* (7)

2. UN PLAN MATERIEL

Considérons maintenant deux directions matérielles ¥, et K, qui se retrouvent, & I'instant t, en k, et k,.
Soient 4, et § les angles entre ces deux directions, a I'instant initial et a I'instant t respectivement. On note:

K-k eK+KekK ; k=kek, +k,ok (8)
on montre que :
ks = (FRF")/|[(K,:C) (K,:C)] (9)

et que:
cosf = ¥ trk® = (K®:C)/2|[(K,3C)(K,3:C)] (10)
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En dérivant (10) par rapport au temps, on a:

§ sind = cosf [(k,+k,):D] - k:D (11)
Les direction TE1 et Ez permettent de définir plusieurs référentiels tournants fﬁi. Chacun sera défini par une
rotation Q telle que:

m-QMN, ; m=0QMQ (12)

On note: - - - - -
M. = m; ® M; (sans sommations) ; MmMS = mem +m ®@m

En dérivant (12), on a:

m; =Wy m; —m;

W,  W,=Q, Q) =W- W, (13)
Nous allons étudier deux choix particuliers de référentiels tournants.

A) CHOIX 1:

m =k ;m3=(k) Ak)/| (kg AKY)| ; mp =mg Am, (14)
on montre que:
kz = cos®f m, + sind mM? + cosf sind mS (15.a)

kS

2cosf my; + sind mS (15.b)

Les relations (11) et (15) permettent d’avoir:

§ = sinf [cosf (m,~m;):D - sinf mS:D] (16)

En utilisant (1) et (14), on peut déterminer ﬁli en fonction de D et W. En égalant avec (13), on trouve les
relations permettant de déterminer Wy en fonction de D. La solution, unique cette fois (si § #0), est:

W, = 2[Dm; +m Dm,]A 17
B) CHOIX 2:

my = (k+k) /| (Re+ip) | 5 mg = (&g A K) /| Ry A Kp)| 5 mp = mg A my  (18)
En raisonnant de la méme maniére que ci-dessus, on trouve:

w,

I

2[D my + cosf m; D m,]A
(19)

]

8 sind [(m, — m;):D]
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RESUME

Ce travail traite de la formulation de I'élastoplasticité anisotrope en grandes
déformations. Un formalisme général, en référentiel tournant, permettant de
décrire tout type d’anisotropie est présenté et étudié. Les différentes théories
des grandes déformations ont été situées dans ce cadre, elles se distinguent
par leur fagon de définir I'évolution du référentiel tournant.

Les différentes fagons de choisir un référentiel tournant sont étudiées:

- Choix cinématique a-priori: Différents référentiels cinématiques sont proposés
et analysés.

- Proposition d’une loi d’évolution: théorie de la rotation plastique.

- Détermination a partir de la microstructure: quelques "matériaux modéles’ sont
développés.

L'influence du choix du référentiel tournant est étudiée dans des cas de
sollicitations simples telles que le cisaillement simple, la traction-hors axes et la
torsion. D’une maniére générale, une cinématique bidimensionnelle est
proposée et analysée. Le comportement rigide plastique avec critére de Hill et
écrouissage isotrope est détaillé.

MOTS CLES
Anisotropie Elastoplasticité Grandes déformations
Monocristal Plasticité Torsion

Traction hors-axes
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