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La consommation d’énergie actuelle et les perspectives futures font de la production
énergétique un enjeu majeur de notre société. En effet, la consommation d’énergie pour-
rait atteindre en 2050, deux a trois fois la consommation actuelle. L’épuisement des com-
bustibles fossiles et ’adaptation difficile des énergies renouvelables & une production d’én-
ergie centralisée capable de subvenir aux besoins des régions ou des pays a fortes densité
de population rendent indispensable le développement de nouvelles énergies. Ces nouvelles
formes d’énergie devront bien évidemment satisfaire des critéres économiques mais aussi
prendre en compte des exigences en terme d’environnement, de stireté de fonctionnement
et de disponibilité des ressources. L’énergie de fusion thermonucléaire répond a ’ensemble
de ces exigences.

Le contréle de ’énergie issue de la fusion thermonucléaire est donc un des objectifs
scientifiques majeurs de ce début de siécle. Le jeu en vaut la chandelle car une réaction de
fusion thermonucléaire a une capacité énergétique telle qu'un seul gramme de combustible
serait capable de fournir en électricité une ville de la taille de New-York durant 24h.

La réaction de fusion thermonucléaire est obtenue en faisant fusionner des noyaux d’élé-
ments légers pour former des noyaux d’éléments plus lourds. Contrairement aux réactions
qui fournissent I’énergie dans les centrales nucléaires actuelles, la réaction de fusion n’est
pas spontanée, mais nécessite un apport d’énergie initial pour avoir lieu (comme ’énergie
apportée par une allumette pour allumer la flamme d’une bougie). Cette énergie initiale



est nécessaire pour maintenir les noyaux des réactifs suffisamment proches. Cela nécessite
donc de chauffer les réactifs & des températures telles que dans ces conditions, la matiére
n’est plus sous la forme de molécules, mais sous une forme fortement ionisée, appelée le
plasma.

L'une des voies possibles pour atteindre cet objectif consiste & utiliser des champs
magnétiques pour confiner le plasma : c’est la fusion par confinement magnétique. Le
plasma est alors confiné dans une enceinte en forme de tore, appelée tokamak. La prochaine
génération de machines de fusion comme ITER, tokamak international planifié pour avoir
un rendement positif est prévu pour fonctionner en 2016. Tout en sachant que les tokamaks
« électrogénes » comme DEMO, c’est-a-dire les réacteurs producteurs d’électricité, sont
prévus pour fonctionner dans les années 2050.

Les parties suivantes sont une présentation de la fusion nucléaire controlée par confine-
ment magnétique. Elles sont tout d’abord introduites par la fusion, les réactions de fusion
et les conditions physiques nécessaires & leurs établissements. Ensuite il sera présenté le
contréle par confinement magnétique et notamment les réacteurs nucléaires pour la fusion
appelés aussi : les tokamaks. La fin de cette introduction portera sur les instabilités. Il existe
de nombreux ouvrages de références sur la physique des plasmas ainsi que de nombreux sites
internet, cette partie introductive a été réalisée avec notamment [Bel06, Cal06, Che84, fusa].

1.1 La fusion et les réactions de fusion

La fusion nucléaire constitue le mécanisme a 'origine du rayonnement des étoiles et en
particulier du soleil. Une étoile commence & briller quand la matiére en son cceur atteint,
sous effet des forces de gravitation, des densités et des températures suffisantes pour
déclencher des réactions thermonucléaires libérant de 1’énergie. En effet, au sein des étoiles,
les noyaux légers fusionnent et produisent des noyaux plus lourds (cf : Figure 1.1).

Deuterium Helium

+@

\ L-+
+/ \\>

Energy
Tr1t|um MNeutron

FIGURE 1.1 — La fusion nucléaire [fusb]

Au cours de ces réactions de fusion, la masse du noyau produit est inférieure & la somme

des masses des noyaux légers des réactifs. Ces réactions produisent donc une différence de

masse, qui en vertu de la relation d’Einstein, produit de I’énergie telle que : E = mc? avec



m la différence de masse et ¢ la vitesse de la lumiére.

Deux noyaux chargés positivement ont une tendance naturelle & se repousser. Afin qu’ils
fusionnent il faut qu’ils soient suffisamment proches. Une certaine énergie est donc indis-
pensable pour franchir cette barriére et arriver dans la zone, trés proche du noyau ol se
manifestent les forces nucléaires capables de 'emporter sur la répulsion électrostatique.
La probabilité de passage de cette barriére peut étre quantifiée par la section efficace. La
variation en fonction de ’énergie d’interaction exprimée en KeV des sections efficaces de
plusieurs réactions de fusion est indiquée sur la courbe de la figure 1.2.
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FIGURE 1.2 — Les sections efficaces des réactions de fusion entre isotopes de ’hydrogéne.
(D : Deutérium et T : Tritium)

Les principales réactions de fusion nucléaire envisagées pour I'exploitation de celle ci sont
entre des isotopes de I’hydrogéne : le Deutérium (D) et le Tritium (T). Ces réactions sont
représentées sur le graphique de la figure 1.3.

Y b 3 T
p + o V + &9 +
Deutéri Deutéri Hélium 3 Neutran Energie
o ( 9 )+ @ +
Deutéri Dautéri Tritium Proton Energie
+ OB ‘-—-b + @+
Deutéri Tritium Halium 4 N Enargie

FIGURE 1.3 — Les réactions de fusion nucléaire

Le schéma 1.3 montre briévement que les différentes réactions de fusion n’ont pas
la méme capacité énergétique. Les graphiques 1.2 et 1.3 expliquent la préférence et la
concentration des recherches sur la fusion contrélée sur la réaction Deutérium-Tritium.
En effet, pour une méme température son taux de réaction est plus élevé que la réaction
Deutérium-Deutérium. Cependant, le Deutérium est présent en plus grande quantité sur
terre et le Tritium est un élément radioactif cher & produire. Ces deux éléments sont des



isotopes de 'hydrogéne. La réaction de Deutérium-Tritium peut s’exprimer sous la forme :

2D + 3T — 3He(3,5MeV) + tn(14, 1MeV) (1.1.1)

L’énergie cinétique libérée par les particules alpha et le neutron, soit environ 17.6 MeV,
est supérieure & l’énergie nécessaire pour passer la barriére de répulsion due aux forces
électrostatiques de Coulomb. Cette énergie issue de la fusion nucléaire permettra donc
de nouvelles réactions de fusion en chaines. Bien que cette énergie soit suffisante a la
production d’autres réactions, il faut au préalable que les conditions soit réunies pour les
premiéres réactions. En effet, les conditions de températures et de pressions auxquelles nous
sommes habitués sont insuffisantes & leur établissement. Ainsi, la probabilité d’observer une
réaction de fusion entre deux noyaux d’hydrogéne & la surface de la terre est quasiment
nulle. Pour fusionner les noyaux qui sont chargés positivement, doivent d’abord vaincre
leurs tendances naturelles & se repousser. Ceci est possible lorsque la matiére est dans des
conditions extrémes comme au cceur du soleil ol la pression est énorme et la température
de plusieurs millions de degrés. Ces conditions solaires sont améliorées par le confinement
produit par les forces gravitationelles provenant de la densité élevée. Sur terre les conditions
de températures et de pression sont moins importantes et la température de fusion est
supérieure a celle du soleil.

A de telles températures la matiére est entiérement ionisée et se trouve dans 1’état
de plasma. Le plasma est le quatriéme état de la matiére aprés dans 'ordre croissant de
la température les états solide, liquide et gazeux. Aussi appelé gaz ionisé, les plasmas
constituent 99% de l'univers. Ils sont par exemple présents dans 'ionosphére et la magné-
tospheére terrestre, dans ’atmospheére des étoiles (dont le soleil), dans le vent solaire et les
vents provenant des autres étoiles, les cométes, les milieux interstellaires, etc. Sur terre on
ne le rencontre pas & ’état naturel si ce n’est dans les éclairs ou encore les aurores boréales
[fusa| mais on peut le produire artificiellement en appliquant des champs électriques suff-
isamment puissants. Ces milieux partiellement ou totalement ionisés sont souvent soumis a
des champs magnétiques tels que celui dominant ’atmosphére solaire. Il existe des plasmas
naturels ou artificiels; on s’intéresse ici plus particulierement aux plasmas de fusion qui
sont donc obtenus a des températures trés importantes. Atteindre de telles températures,
de l'ordre de 10® degrés Celsius, n’est pas aisé. Pour atteindre de telles températures on
utilisera par exemple la fusion par confinement magnétique détaillée dans le paragraphe
suivant.

1.2 Le confinement magnétique

L’objectif de la fusion controlée est de produire de I’énergie & partir de réactions de
fusion inspirées de celles réalisées au cceur du soleil ou plus généralement des étoiles. Les
conditions du cceur du soleil ne sont pas reproductibles sur terre. En effet, pour les étoiles,
telles que le soleil, la tendance du plasma a se disperser et & se refroidir est contrebalancée
par la gravitation. Sur terre les forces de gravitation sont insuffisantes et il est impossible
d’obtenir une réaction de fusion entre deux atomes dans ces conditions. Pour obtenir ces

10



réactions, il est nécessaire de chauffer les combustibles & une température supérieure a
un million de degrés. A ces températures, le combustible est complétement ionisé et les
électrons sont libres. Les réactifs se trouvent a 1’état de plasma.

Ces températures, de 'ordre de 10K eV, soit 108K !, excluent le confinement du plasma
dans un récipient matériel. Il faut néanmoins maintenir le plasma dans un espace suffisam-
ment petit pour qu'un nombre important de collisions entre noyaux légers donnent lieu a
des réactions de fusion : c’est le confinement. Un confinement classique, par exemple dans
une enceinte matérielle, entrainerait des pertes de particules et de chaleur rédhibitoires. Les
conditions nécessaires & la fusion seraient perdues aussitot. Il faut donc réussir a confiner
le plasma dans un espace restreint, en minimisant tout contact avec les parois du réacteur
pour limiter les pertes. Ces difficultés a maintenir les conditions de fusion sont cependant
un avantage de taille pour la sécurité d’un réacteur. En effet, la moindre perturbation du
systéme entrainerait la perte des conditions de fusion et ’arrét de la réaction, il n’y a donc
pas de risques d’emballement.

Ce probléme de confinement dans un espace restreint peut étre contourné en envis-
ageant un réacteur qui ne fonctionnerait pas en régime stationnaire, mais dans lequel
I’énergie proviendrait de réactions successives réguliéres. C’est la voie du confinement iner-
tiel [DM82, Lav93, Lin98]. Nous nous concentrons sur la démarche opposeée, le confinement
magnétique, qui consiste & établir les conditions d'une réaction de fusion permanente,
idéalement auto-entretenue. L’énergie des particules issues de la fusion doit compenser
les pertes et maintenir la température du plasma. Une fois la réaction lancée, le plasma
n’a alors plus besoin d’apport d’énergie. Pour quantifier cette condition, Lawson en 1957
[Law57] a introduit la notion de temps de confinement de 1'énergie 7. Ce paramétre em-
pirique mesure la vitesse de refroidissement du systéme :

w

= 12.1
‘PZOSS ( )

TE
ou W est le contenu énergétique du systéme et Pj,qs est la puissance perdue. Le parameétre
Tg quantifie la qualité du confinement. Le critére de Lawson énonce que la réaction est
rentable si le chauffage di aux noyaux d’hélium issus de la fusion compense au moins les
pertes. Les neutrons quittent le milieu et c’est leur énergie qui est récupérée en sortie du
réacteur. Finalement, le critére de Lawson s’exprime souvent sous la forme :

f(Q) =nT1g, (1.2.2)

ol 7, est la densité électronique, T' la température et @) le taux de rentabilité du réacteur

tel que :
__ puissance produite

(1.2.3)

puissance injectée -

Ainsi, si @ est égal a 1 alors les réactions de fusion produisent autant d’énergie que la
quantité d’énergie nécessaire pour commencer les réactions. Un taux de rentabilité @) d’au
moins 1 a été atteint dans le réacteur « Joint European Torus » (JET) durant une courte

1. Par la suite, les températures sont pour des raisons pratiques le plus souvent exprimées en unités
d’énergie. Du fait des ordres de grandeurs mis en jeu, I'électron-volt (¢V') s’avére particuliérement adapté.
On notera leV ~ 1,602.107°J ~ 10*K.
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période (= 1s). On estime que pour étre économiquement exploitable un réacteur doit avoir
un facteur @ de 'ordre de 50.

Dans un plasma a I’état libre, la trajectoire des particules est aléatoire et les particules
vont s’échapper. La solution retenue consiste & utiliser les propriétés de conductivité de
I’électricité du plasma pour maintenir le plasma dans une boite immatérielle. Les particules
ayant la propriété de s’enrouler autour des lignes de champs magnétiques, il faut agencer
ces lignes afin que les particules les suivent lorsqu’elles sont en mouvement. En refermant
les lignes de champs magnétiques cela revient alors & soumettre le plasma & un champ
magnétique intense de géométrie toroidale. Les particules chargées composant le plasma
suivent alors approximativement le champ magnétique. Ceci favorise les collisions entre les
noyaux légers tout en limitant le contact entre le plasma et les parois du réacteur. Cette
technique est appelée la fusion par confinement magnétique du plasma.

1.3 Les tokamaks et les différentes configurations

1.3.1 Historique des tokamaks

L’engouement pour la fusion thermonucléaire controlée apparait aprés la seconde guerre
mondiale. Pour controler ces réactions nucléaires plusieurs configurations magnétiques sont
étudiées : décharges toroidales, stellarators, machines a miroir, Z et theta-pinches mais
celle qui supplante les autres par ses résultats obtenus est le tokamak. Inventé en 1950 par
les physiciens russes Igor Tamm et Andrei Sakharov, le tokamak est un acronyme de la
traduction russe de « chambre toroidale avec bobines magnétiques ».

Bobines magnétiques Bohines
poloidales ragnétigues
toroidales

Plasma

Bobine magnétique centrale

FIGURE 1.4 — Représentation d’un tokamak

Apres cette découverte russe, les constructions de tokamaks de plus en plus grands et
performants ont suivi. Il y eut notamment TFR en France qui a atteint la température de
2KeV et les grands tokamaks modernes JET (Angleterre), Asdex-Upgrade (Allemagne),
Tore Supra (France) et DIIID (Etats-Unis) capables d’obtenir un facteur de rentabilité
Q@ égal a 1. Ainsi, bien que les principaux besoins des tokamaks pour produire des réac-
tions de fusions nucléaires ont été connus rapidement, il a fallu une cinquantaine d’années
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pour atteindre un rapport @ de 1. Le futur tokamak ITER (International Thermonuclear
Experimental Reactor) a pour objectif d’atteindre un facteur @ de 10.

Le principe du tokamak est de minimiser les fuites des particules et donc d’améliorer
le confinement, pour cela les lignes de champs doivent étre hélicoidales. Ce type de lignes
de champ est réalisé en ajoutant au champ toroidal un autre champ magnétique qui lui
est perpendiculaire : le champ poloidal (voir la figure 1.4).

1.3.2 Géométrie et notations

La géométrie d’'un tokamak est un tore obtenu par rotation d’une section poloidale
autour de l'axe Z. On utilisera les coordonnées toriques (R, 6, ¢) avec r le rayon mineur,
6 langle poloidal et ¢ langle toroidal (cf. figure 1.5). Pour la composante toroidale on
utilise la notation V¢ définie par :

1

Vo = R (1.3.1)
Cette composante admet pour propriété :
V- -V¢=0. (1.3.2)
z

FI1GURE 1.5 — Coordonnées toroidales

Le petit rayon d’un tore est noté r, le grand rayon Ry et le rapport e = RLO est appelé le
rapport d’aspect. Choisir € — 0 revient & considérer la limite cylindrique du tore. Dans la
pratique, les configurations cylindriques sont analytiquement beaucoup plus simples que
les toroidales pour I’étude de la stabilité et du confinement.
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Configuration magnétique
Le champ magnétique est décomposé suivant une composante toroidale By et By sa

composante poloidale tel que :
B :B¢€¢—|—BQ(29. (133)
I est possible de simplifier cette décomposition du champ magnétique en utilisant un flux
magnétique noté ¢ et considérant Fy le paramétre du champ magnétique dans la direction
toroidale comme une constante :
Fo

1
B = R + va X €. (1.3.4)

Cette décomposition sera réutilisée pour simplifier le systéme des équations dans le chapitre
3. La notion de flux magnétique poloidal 1y est souvent utilisé au sein des tokamaks. Ce
flux est défini & chaque point P(a, a, §) dans l'espace (r, 0, ¢) par :

2 a
W = / / (B - V6) Rdrds. (1.3.5)
0o Jo
Dans le cas d’une axisymmétrie toroidale le flux poloidal se simplifie par :
vy = 277/ (B - V0) Rdr. (1.3.6)
0

Le flux poloidal est constant sur chaque surface toroidale formée par les lignes de champs
magnétiques fermées. Ces surfaces sont nommeées surface de flux (cf. figure 1.6).

Lignes de champ magnétique

._"_-." -+ H N
e flux
magnétique
T —
FIGURE 1.6 — Emboitement des surfaces magnétiques (ou de flux)[Bobl1].

Paramétres physiques

Il est intéressant de déterminer si, sur une surface de flux donnée, une ligne de champ
magnétique sera fermée ou non. Pour cela, nous introduisons le facteur de sécurité ¢, qui
mesure le pas de ’hélice dessinée par les lignes de champs. En d’autres termes, il représente
le nombre de tours toroidaux qu’effectue une ligne de champ sur la surface magnétique de
petit rayon r lorsqu’elle boucle un petit tour donné par

_ mBy(Ro)
q(r) = #e(i)- (1.3.7)

Ce facteur de sécurité tient son nom de son role dans 1’établissement des instabilités de la
MHD, qui seront détaillées dans la partie 1.6.
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1.4 ITER et ’exploitation de 1’énergie de fusion nucléaire

ITER, le prochain grand tokamak, est en construction & Cadarache en France. Les
premiers essais seront faits aux alentours de 2016. Ce réacteur et son implantation a fait
I'objet d'une entente internationale. Il est censé prouver la faisabilité de 'exploitation de
I’énergie obtenue par les réactions de fusion nucléaire et que la production énergétique avec
cette nouvelle énergie est envisageable avant la fin du XXléme siécle.

FIGURE 1.7 — Représentation du tokamak ITER [fusc|

FEn comparaison avec les tokamaks actuellement en service, comme JET, ITER présente
un volume plus grand (cf. le schéma 1.8) et pourra donc contenir une quantité de plasma
plus importante. ITER, est un réacteur expérimental dont on connait déja le successeur :
DEMO. Ce tokamak, DEMO, sera également un prototype et il aura pour objectif d’étre le
premier tokamak producteur d’énergie exploitable. DEMO contiendra un volume de plasma
beaucoup plus important que ITER (voir figure 1.8). On utilise le rayon principal R pour
mesurer les différences entre ces réacteurs. JET qui est le plus grand réacteur actuellement
a un rayon principal de 3m alors qu’ ITER fait 6m et DEMO fera 9m. Ainsi, les réacteurs
sont de plus en plus grands. Cela provient d’observations expérimentales qui ont montré
que le temps de confinement est proportionnel & R97.

Tore Supra JET ITER DEMO
25 m?3 80 m?3 800 m= 1000-3500 m*
~0 MWh o~ 16 Mwh ~E00 MWh ~2000-4000 MWh

F1GURE 1.8 — Comparaison de différents tokamaks actuels et futurs [fusd]

15



1.5 Le mode de confinement H

Au début des années 1980, le tokamak allemand ASDEX a permis de découvrir I'ex-
istence de deux états différents pour le confinement du plasma. Fn effet, en augmentant
le pouvoir chauffant, au dessus d’un certain seuil une transition abrupte est observée et
apres cela le confinement est augmenté [Wag82|. En particulier une barriére se forme juste
au bord du plasma, & lintérieur de la « séparatrice ». La séparatrice est une frontiére
magnétique, elle se caractérise par le fait qu’elle se croise en un point appelé point X. La
séparatrice est aussi la derniére surface magnétique fermée (DSMF). La configuration avec
séparatrice et divertor (cf. figure 1.9) est apparue également dans les années 1980 dans le
but de résoudre la pollution du plasma central en éloignant le point de contact plasma-
paroi grace a une modification de la configuration magnétique. Dans cette configuration, la
DSMF délimite la « Scrape Off Layer », zone dans laquelle les lignes de champ magnétique
sont ouvertes contrairement au cceur du plasma. On qualifie de bord du plasma la SOL
ainsi que les surfaces magnétiques fermées les plus externes du cceur. Le principe est de
créer dans le bord du plasma un point de champ magnétique poloidal nul, appelé point X
du fait que les lignes de champ semblent s’y croiser (cf. figure 1.9).

J i,

7
.""

. :/ﬁ'l@s:r;:;?:\_
| { « coeur
& p fit faros soL
Surface magnatique | } oy &1
farmdsa [ | i & . [
1 I. II )
Surface magné'.iqua__". bt i e
"ouveria" -'-.\b W Mal et i,
\ e \ Ay “~DSMF
3y o o f
-‘. \\ /f -
) i >.(p-oini X\
PP
NA@ENS

divertor

FIGURE 1.9 — Schéma de principe de la configuration divertor axisymétrique (coupe poloi-
dale) [Tam07]

Sur la séparatrice, le gradient de pression est particuliérement important. Dans ce
nouveau régime obtenu, le temps de confinement est multiplié par un facteur deux. Ce
régime a été renommé H-mode ot le H correspond a « High-confinement » qui est opposé
au mode L (L-mode) pour « Low-confinement ». On comprend donc que le mode H est le
mode de référence qui est recherché pour ITER. Cependant, il y a des inconvénients & ce
mode de confinement, en effet, les forts gradients & l'intérieur de la séparatrice provoquent
de violentes instabilités au bord du plasma.

1.6 Instabilités

Une des difficultés du controle de la fusion nucléaire par confinement magnétique au
sein des tokamaks est ’apparition d’instabilités. Depuis les premiéres expérimentations, il
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pression plasma

barriére de
transport

0 1

FiguRrE 1.10 — Profils de pression typiques en mode L. et mode H

est clair que les tokamaks sont sujets & une variété d’instabilités macroscopiques. Dans un
tokamak les contributions énergétiques du plasma peuvent avoir des effets stabilisants : par
exemple I’énergie nécessaire pour tordre les lignes de champs magnétiques ou encore celle
pour compresser le plasma. Ces contributions énergétiques peuvent également déclencher
des instabilités.

Partant d’un équilibre donné, les forces responsables des perturbations peuvent con-
duire soit & une certaine stabilité soit au contraire & une instabilité. Dans le cas de stabilité
on peut observer une oscillation permanente autour de 1’équilibre ou alors le systéme peut
aussi retourner & ’état d’équilibre, cela se produit si les oscillations sont atténuées. Si au
contraire ces perturbations sont la cause d’instabilités, les forces responsables de ces per-
turbations en causeront d’autres et ainsi ’amplitude de cette perturbation évoluera avec
une croissance exponentielle. Ces instabilités peuvent potentiellement causer des difficultés
importantes.

Dans un modeéle monofluide, les instabilités sont trés souvent causées par les gradients
de courant VJ et/ou de pression VP. On parlera de modes de courant ou de modes de
pression, suivant la source d’énergie déstabilisant ces modes.

Les instabilités du plasma causées par le gradient de pression sont classées en deux
catégories qui sont les modes interchange et ballonnement (ballooning). Les instabilités
d’interchange sont rarement appropriées dans les tokamaks. Les modes de ballonnement
sont des modes de pression macroscopiques évoluant lentement le long des lignes de champs
magnétiques avec des perturbations concentrées dans les zones de courbures défavorables.
Dans le cas ou le gradient de pression est fort prés du bord du plasma, c¢’est-a-dire prés
de la séparatrice, les modes de ballonnement peuvent développer des crashs répétitifs et
ainsi conduire & une perte de pression. Ces instabilités sont appelées Edge-Localised Mode
(ELM) [Pam10]. Ce sont des instabilités de bords qui ne seront pas plus détaillées ici.

Les instabilités du plasma causées par le gradient de courant sont des modes de kink,
appelés ainsi a cause du déplacement qu’ils entrainent. Il existe des modes de kink interne
ou externe. Les kinks externes sont les modes les plus dangereux pour le confinement
magnétique. Ils imposent que le facteur de sécurité ¢ soit élevé au bord (¢ ~ 3 — 5 en
pratique) c’est-a-dire que le courant décroisse rapidement au bord. Les kinks internes,
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le plus souvent avec un nombre d’onde poloidal m = 1, sont responsables d’instabilités
du ceeur du plasma et en particulier des instabilités dites en dents de scie, qui sont en
réalité la version résistive du kink interne. Ces types d’instabilités ont été ohservés lors de
simulations dont les résultats numériques sont présentés au chapitre 5.

1.6.1 Les instabilités en dents de scie

Les dents de scie [Has97, Lebll, Wes04], aussi nommées « sawtooth instabilities »,
représentent une instabilité se produisant dans le coeur des tokamaks. Tout d’abord ap-
parues dans les petits tokamaks ohmiques, tel que le tokamak ST & Princetown [vGSS74|
en 1974, elles ont, ensuite, été observées sous des formes trés diverses et dans des condi-
tions opératoires variées. Depuis elles sont présentes dans toutes les machines, et dépassent
largement le cadre théorique de la MHD résistive. Leurs comportements en présence de
chauffages auxiliaires et de particules rapides dans ces machines doivent étre maitrisés pour
garantir qu’elles ne menaceront pas les parameétres physiques du réacteur.

Expérimentalement, les dents de scie se traduisent par des réorganisations périodiques
de la température T,, de la densité électronique n,. au cceur du plasma sous forme d’oscil-
lations asymétriques (c.f. figure 5.23). Chaque cycle est constitué d’une montée lente de la
température T, et de la densité n, au centre du plasma suivie par une chute brutale. Le
centre du plasma est ici U'intérieur de la surface ¢ = 1, ou ¢ est le facteur de sécurité (1.3.7).
Les dents de scie sont liées & 'existence de cette surface et apparaissent quand ¢ descend
en dessous de 1 au centre du plasma. Durant la phase lente, appelée aussi rampe, les profils
de densité et de température électronique se piquent au centre du plasma sous Deffet des
sources de chauffage. La chaleur et la densité accumulées sont brutalement évacuées vers
I’extérieur pendant la phase de chute ou crash. Le facteur de sécurité ¢ oscille inverse-
ment : décroissance pendant la rampe et croissance pendant le crash. Cette instabilité se
visualise sur les graphiques représentant des variables telles que la densité de courant, par
un déplacement du ceeur du plasma, voir la figure 1.11.

[i}] = I

FIGURE 1.11 — Déplacement du coeur du plasma |Has97|

Il existe une grande variété de dents de scie : inversées, saturées, monstres, etc. Les dents
de scie n’entrainent généralement pas la perte du confinement sauf dans des cas extrémes :
dents de scie monstres ou couplage avec des autres instabilités comme les ELMs (Edge
Localized Modes) ou les NTMs (Neoclassical Tearing Modes). En cela, elles constituent
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un phénoméne original car la majorité des instabilités macroscopiques sont fatales pour le
confinement.

1.7 Plan de la thése

Apreés cette partie introductive sur la fusion nucléaire et son exploitation au sein des
tokamaks confiné par un champ magnétique, le chapitre 2 présente les modéles fondamen-
taux des plasmas. Le plasma est composé de particules telles que les ions et les électrons.
Bien qu’étant la plus directe, la modélisation particulaire est inenvisageable sur des volumes
méme modestes car le nombre de particules en présence est trop important. Le plasma est
donc traité de maniére statistique. Ainsi dans le cadre de I'approche cinétique le plasma
est décrit a ’aide de fonctions de distribution. Ce modéele simplifié est encore trop cotiteux,
pour le réduire on recourt aux modéles fluides. On détaille les principales étapes de dériva-
tion par les calculs des moments de la formulation cinétique dans l’espace des vitesses. Ces
modeéles fluides possédent encore des termes de transport dépendants du modéle cinétique
dont on développe une approximation basée sur la stratégie de Braginskii.

Le chapitre 3 reprend le modéle fluide par particule obtenu au chapitre précédent
afin d’obtenir le modeéle de la MagnéthoHydroDynamique (MHD). Dans ce chapitre, on
développe les différentes étapes et hypothéses nécessaires pour passer du modeéle bi-fluide
(électrons - ions) au systéme de la MHD compléte, qui est donc un modéle fluide encore
plus simplifié. Ce modeéle détaillé sous ces formes idéale ou résistive, suivant les hypothéses
faites sur la loi d’Ohm, fait 'objet d’une analyse spectrale. Ce chapitre se termine par la
présentation de modéles de la MHD encore simplifiés : les modeéles de la MHD réduite.
Basés sur 'hypothése d’'un champ magnétique toroidal dominant par rapport au champ
magnétique poloidal, ce systéme est détaillé pour obtenir le systéme d’équilibre instable
du Current Hole puis I’équation d’équilibre de Grad-Shafranov.

Le chapitre 4 présente des méthodes numériques de résolution utilisées pour résoudre
des systémes de la MHD compléte et de la MHD réduite. La résolution de certains sys-
témes de MHD nécessite I'utilisation de méthodes suffisamment stables et réguliéres. Pour
résoudre ces systémes, on utilise une méthode aux éléments finis avec des éléments finis
stabilisés ainsi que les éléments finis C! de Bell. La premiére partie de ce chapitre développe
la méthode aux éléments finis avec pour introduction la justification de ce choix de méth-
ode par rapport notamment & la méthode des volumes finis, et la nécessité de recourir
a des éléments plus réguliers que des éléments CP tels que les éléments P1 de Lagrange.
Ensuite, aprés une présentation générale de différentes méthodes de stabilisation, on verra
qu’il est nécessaire de stabiliser des problémes comme ceux de la MHD qui sont dominés
par 'advection. En effet, ces systémes résolus sans stabilisation supplémentaire sont insta-
bles. Notre intérét s’est porté sur la méthode de stabilisation SUPG (Streamline Upwind
Petrov-Galerkin) qui consiste a rajouter un terme diffusionnel dans le sens de 'advection.
Afin d’étudier la stabilité L? de cette méthode de stabilisation on utilise la théorie de Von
Neumann. La méthode SUPG étant & l'origine créée pour des systémes stationnaires, pour
I'analyse de stabilité L2, on a considéré les deux cas suivant la prise en compte ou non
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du terme temporel dans le résidu. Cette analyse introduit I'idée d’une résolution avec des
méthodes implicites ou semi-implicites telles que la méthode de Crank-Nicholson. Cette
partie stabilisation s’achéve sur les résultats numériques d’un cas test d’advection en une
dimension. Ce chapitre 4 se poursuit par la définition des éléments finis C'! de Bell [Bel69]
dont la régularité a été au préalable motivée par notamment le fait d’assurer la condi-
tion d’absence de monopéles magnétiques. On donne les propriétés de ces éléments et on
développe leurs mises en ceuvre. Enfin, ce chapitre 4 se termine par la résolution de trois
problémes types : un basique de conduction thermique et deux issus de la MHD réduite :
I’équation de Grad-Shafranov et le systéme du Current Hole. Ce modéle du Current Hole
peut s’écrire avec deux ou quatre équations. On présente les deux versions de résolution
de ce modele.

Pour finir, le chapitre 5 présente un ensemble de résultats de simulations sur des modéles
de conduction thermique et de MHD réduite tels que le modéle de ’équation d’équilibre
de Grad-Shafranov et celui du systéme du Current Hole. Aprés avoir défini les éléments
C' de Bell au chapitre précédent, le cas test de conduction thermique a pour objectif la
validation de leurs implémentations. En vue de cette validation, on a simulé un cas test
analytique avec I’obtention de 'ordre optimal de convergence sur ’erreur d’approximation.
Ensuite, on résout trois cas tests analytiques pour I’équation d’équilibre de Grad-Shafranov.
Pour la comparaison, ces cas tests sont d’abord résolus avec les éléments P1 de Lagrange
puis les C! de Bell. Ces cas tests étant analytiques on s’intéresse a 'ordre de convergence
de lerreur d’approximation. Le domaine de ces cas tests étant courbes on n’obtient pas
toujours 'ordre de convergence espéré. Pour finir, ce chapitre 5 expose les résultats obtenus
sur la résolution du modéle du Current Hole. Ce modeéle est un équilibre instable dont les
erreurs d’approximation sur les solutions obtenues & chaque itération suffisent & déclencher
une instabilité. Ces instabilités s’observent sur la densité de courant J avec le désaxement
de la solution initiale puis un retour a un état proche de I’état initial. L’énergie cinétique
de ce systéme présente une évolution en dents de scie caractérisant cette instabilité. Ce
modéle est résolu avec les éléments P1 de Lagrange puis avec les C' de Bell. Pour les P1
de Lagrange, d’abord résolu avec une méthode directe basée sur la factorisation LU, le
systéme est ensuite résolu avec la méthode itérative de GMRes. La méthode directe bien
qu’étant précise est trés cotiteuse en temps de calcul. La méthode itérative GMRes remédie
& ce probléme de temps de calcul mais perd en précision. Cette perte de précision est visible
sur les solutions obtenues avec par exemple la perte de la symétrie, elle est due au critére
d’arrét ici imposé & 10719, Cette différence dans les critéres d’approximation est visible
sur les solutions également dans le développement de l'instabilité avec une direction de
développement différente et un déclenchement plus tardif pour la méthode GMRes. Bien
que les résultats soient différents ces deux méthodes sont validées physiquement par le
coefficient de la partie linéaire précédent le déclenchement de I'instabilité sur le graphique
de I’énergie cinétique. Enfin ce systéme du Current Hole a été résolu avec les éléments C!
de Bell. La régularité de ces éléments a permis d’observer les instabilités en dents de scie,
leurs développements et leurs périodicités. Ainsi, sur un temps adimensionné de 20000, on
a pu observer six déclenchements d’instabilités.
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Chapitre 2

Modéles fondamentaux des plasmas
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A T’échelle microscopique, le plasma. est composé de particules comme des ions et des
électrons. En ce sens, la modélisation la plus directe d’un plasma est le modéle particulaire.
Il consiste & écrire le principe fondamental de la dynamique pour chacune des particules
en considérant qu’elles sont soumises & un champ électromagnétique. Cette description
particulaire méme pour un volume de taille modeste est inenvisageable car le nombre de
particulaire présentes est trop important. Il est donc nécessaire de modéliser le plasma
de maniére statistique. Dans le cadre de ’approche cinétique le plasma est décrit en ter-
mes de fonctions de distribution f,, une par espéces o de particules dans un espace des
phases & 7 dimensions suivant la position @, la vitesse u et le temps ¢t. Cette présenta-
tion des modeéles fondamentaux des plasmas magnétisés commence par le rappel de la
formulation du modéle cinétique des écoulements ionisés ainsi que par les propriétés du
noyau de collision de Landau. Ce modéle trés détaillé, caractérise la dynamique des plas-
mas par le suivi de I’évolution temporelle des fonctions de distribution des vitesses des
particules. Il présente I'inconvénient d’étre encore trop cotiteux. Pour simplifier ce modéle
on recourt aux modeéles fluides. La deuxiéme partie de ce chapitre donne les principales
étapes de la dérivation d’un modeéle fluide par les moments, dans 'espace des vitesses,
de la formulation cinétique. Le modéle fluide présentant encore des termes de transport
dépendants du modéle cinétique il est nécessaire d’approcher ces coefficients. La derniére
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partie de ce chapitre revisite la stratégie d’approximation des moments d’ordres supérieurs
proposée par Braginskii [Bra65]|. L’objectif étant ici la compréhension de ce qui a été fait
et notamment les hypothéses émises afin de redévelopper le systéme suivant les simplifica-
tions utilisées, d'un point de vue mathématique. En ce sens, cette partie débute par une
présentation des différents choix de référentiels d’analyse. Puis sur le référentiel choisi, les
équations de Boltzmann sont adimensionnées. Pour finir, on s’appuie sur la méthode de
Chapman—Enskog dont le principe est d’utiliser le développement d’Enskog de la fonction
de distribution afin d’approcher les coeflicients de transport.

2.1 Le modéle cinétique

Le modeéle cinétique ou modeéle de Vlasov s’utilise pour une approche microscopique
[Bel06, Bra65, Che84|. Ce modele étudie le comportement des particules constituant le
plasma. A chaque instant, chaque particule a une position et une vitesse particuliére.
Par conséquent, on peut caractériser la configuration instantanée d'un grand nombre de
particules par la densité de particules spécifique a chaque point dans I’espace des phases.
L’espace des phases est ’espace des positions, x, et des vitesses, u, noté £ —u. On introduit
alors la fonction de distribution des particules o notée f,(2,u,t) qui donne la densité
instantanée de ces particules a la position x, ayant la vitesse u au temps ¢. Ainsi, le nombre
de particules de I'espéce o au temps t situées dans ’espace entre x et  + dx dont la vitesse
est entre u et u+du est définie par f,(x,u, t)dxdu, ot de et du sont les incréments d’espace
et de vitesse respectivement. L’évolution temporelle de la fonction de distribution f, des
particules o est décrite par ’équation de Boltzmann [Bel06] :

88J;”+ ézfa-i-%(E—l-uxB) ]:;’—CU, (2.1.1)
ou C, représente les changements subis par la fonction de distribution f, et notamment
les collisions des particules. Le premier terme décrit la variation par rapport au temps de
la fonction de distribution f,. Ensuite, & et u étant indépendants le second terme se réécrit

8fg_ 0
v ox oz

1l représente la convection des particules & la vitesse u. Le dernier terme traduit ’accéléra-
tion des particules sous 'effet d’un champ électromagnétique :

(ufy). (2.1.2)

to = 22 (E +uxB), (2.1.3)
Mg

ou ¢, définit la charge d’une particule o, m, sa masse, u sa vitesse, E et B représen-
tent respectivement le champ électrique et le champ magnétique. Cette équation permet
de modeéliser des plasmas fortement collisionnels. A 'opposé, certains plasmas, comme le
coeur des tokamaks, sont peu collisionnels. Les collisions sont alors négligées et 1’étude de
I’évolution des positions et des vitesses des particules est faite avec ’équation de Vlasov

[Bel06] :
0fs Ofo

+u 7+—(E+u B)- 0fs

= ot 2 =0, (2.1.4)
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2.1.1 Propriétés sur les opérateurs de collisions

L’opérateur de collisions C, se caractérise par :

Ca’ :Zc’aa(faafa)a (215)

ot Cyo(fs, fa), qu'on écrit aussi plus simplement Cy,, représente les échanges entre les
fonctions de distributions f, et f, dus aux collisions entre les particules a et o. Cet
opérateur de collision est défini par exemple sous la forme Landau [Lan81| par :

Cot = =0y - Oyy, (2.1.6)

ou

Out(1.9) =5 [ ' (Blu-w) |- ) 0uf () + 22 g ()] ). (207

et
B 47rng% InA

I , (2.1.8)

mg
avec In A le logarithme de Coulomb représentant le rapport du paramétre de 'impact

maximum sur celui de I'impact minimum détaillé page 238 de Iarticle de Braginskii [Bra65].
B est le tenseur des collisions défini par :
cull —
Bu)— LM uOY (2.1.9)
()

Il présente les propriétés remarquables suivantes.
~ B (u) est symétrique :
B! =B(u), (2.1.10)

et impair :

B(-u)=-B(u). (2.1.11)

— 11 dérive d’un potentiel :

B (u) = 8, ((UZ)W) (2.1.12)

— Tous les vecteurs u sont dans le noyau de ce tenseur :
Vu, B(u)u=0. (2.1.13)
— Dans l'espace des vitesses ce tenseur présente les relations suivantes :
B B () = By <21) % . (2.1.14)
(u-u) /2 (u-u)?’/2

T [B ()] = ——

) (2.1.15)

1/2°
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— Dans 'espace des vitesses avec un systéme de coordonnées sphériques :

2
Oy - (BOy) = WB (09,05) , (2.1.16)
avec 5 5 L
1 1 ,
B(95.95) 2 <sin089 (Smgaﬁ> T o2 9802> ’
170 0 1 02
= (= ((1-u>= -
2 (au <( 8 )0M> i 1—M2@92> ’
2
la partie angulaire de 2542 qui s’écrit en fonction de la variable angulaire u = cos 6.

Comme l'opérateur de collision est défini par
SO T, ~ ~
OJZ (foa fﬂ) :78 |:_aufo (u)/ du,B (’U, - u,) ff (u/)
R3
+maﬁ(u)/ du'B (u —u') Ou fo (u’)] , (2.1.17)
my R3
on peut aussi I’exprimer en fonction d’un tenseur de diffusion D
-~ Ty ~
Ot (fo o) == |~ (w) Bufs |
r o~ ~
+ ot |:me (u) / d’U,IB ('u, — 'u,/) a’u,’fl ('u,/) :| , (2118)
m R3

2 ¢

avec

D, = /R: du’ (B (uw—u) £ (u’)) . (2.1.19)

L’opérateur de collisions Cyu(fs, fo) doit également satisfaire les contraintes de con-
servation de la densité des particules, des mouvements et de I'énergie [Bel06, Bra65].
— Les collisions ne peuvent changer le nombre total de particules & un endroit précis,
la conservation de la densité des particules s’écrit :

/C’mdu = 0. (2.1.20)

— Les collisions entre particules d’'une méme espéce ne rajoutent pas de moments sur
les vitesses :

/mguCMd'u, =0. (2.1.21)

De méme, les collisions entre particules d’espéces différentes ne modifient pas la
somme des moments des vitesses de ces espéces :

/mguC’mdu + /mauCaad'u, =0. (2.1.22)
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— Pour I’énergie comme pour les vitesses les collisions entre particules d’'une méme
espéce ne peuvent changer ’énergie totale de cette espéce :

/mg’u,QC'ggdu =0. (2.1.23)

Pour finir, les collisions entre particules d’espéces différentes doivent conserver la
somme des énergies de ces espeéces :

/mquCmdu + /mauQCMdu =0. (2.1.24)

Remarque 2.1 [ faut noter que si la fréquence des collisions est petite ou que le libre
parcours moyen des particules est grand alors les collisions peuvent étre négligées et dans
ce cas le plasma est dit : « plasma idéal ».

En mécanique statistique, dans un équilibre thermique les particules o de gaz sont
caractérisées par une fonction de distribution de type maxwellienne sur la vitesse u

2

, (2.1.25)

0 __ No — o (y—v,)
e

)

ou ny, 1, et v, sont des variables macroscopiques représentant respectivement la densité,
la température et la vitesse moyenne du gaz o tout entier.
2.1.2 Opérateur de collisions de Landau

Nous avons fait le choix de la forme Landau pour 'opérateur de collisions, néanmoins
il existe d’autres formes d’opérateurs de collisions comme BGK [BGK54, Hub09] ou encore
l'opérateur de Lorentz, approximation de Landau pour laquelle on suppose 'immobilité
des ions. La forme, que nous étudierons plus particuliérement, est celle de Fokker-Planck-
Landau [DLD92]

Ot (Frn i) = 15 (1422 ) Fo )00 (R1) - B ()BT, (2.1.26)

ou le tenseur de diffusion Dy est défini précédemment. Néanmoins il existe d’autres formu-
lations pour cet opérateur de Fokker-Planck-Landaun comme celle qui s’écrit en terme du
potentiel de Rosenbluth [RMJ57, RR60] :

Ont(7on7)) =15 |2 (14727 ) o) 25 - 20 (Fow) - pGetw)) ], 2120

avec les potentiels de Rosenbluth Hy (u) et Gy (u) :

Hg(u):/R5 ’fg( ) et Gg(u):/R:idu’fg(u’) lu —u'|. (2.1.28)

u—u
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2.2 Le modéle fluide

On se restreint ici au cas d’un plasma simple composé d’ion et d’électrons. Le modele
cinétique représente la seule formulation valide dans un plasma mais elle pose le probléme
du cofit. En effet, sur les tokamaks comme ITER les échelles caractéristiques propres aux
échelles plasmas sont trés grandes ce qui rend la résolution du modéle cinétique impossible.
Il faut donc recourir & un modéle simplifié comme le modéle fluide. Cette simplification
permet de diminuer ’espace des vitesses et rend les échelles spatio-temporelles moins pe-
tites. Ce modéle est obtenu a partir des différents moments de 1’équation cinétique. Ainsi,
le plasma est décrit plus simplement par ses variables macroscopiques pour chacunes des
particules o telles que la densité n,, la vitesse moyenne v, ou encore la température T,.
Les équations fluides d’abord obtenues sous forme conservatives seront ensuite exposées
sous forme non-conservatives.

2.2.1 Calcul des moments

Avant de calculer les différents moments de I’équation cinétique qui permettront d’obtenir
les équations de conservation fluides, on définit les variables macroscopiques obtenues & par-
tir des différents moments de la fontion de distribution. Ainsi, dans I’espace des phases, la
densité n,(t,z) de particules o au point  au temps t est définie par :

ne(t,x) = /RS fo(t,z,u)du. (2.2.1)

1l est également possible de définir une vitesse moyenne v & partir du moment d’ordre 1 de
la fonction de distribution tel que :

ne(t,2)v,(t, ) = / uf,(t,z,u)du. (2.2.2)
R3
De la méme facon la température T, de 'espéce o est définie par une fonction de ¢ et
x comme une variable locale caractéristique définie par :
1 m
Ty (tx)=— | =2 (u—v,)%f, (t,z,u)du. (2.2.3)
Ng JR3 3
En général, ces paramétres macroscopiques n, v et 1" sont différents pour chaque espéce
lorsque I'on n’est pas dans un état d’équilibre. Avec ces parameétres il est possible de définir
la densité de courant J :

J = onov,. (2.2.4)

Ce principe de multiplier f par différentes puissances de u pour ensuite les intégrer sur
la vitesse permet d’obtenir les différents moments de la fonction de distribution. Dans la
méme idée, les équations de conservation sont obtenues en intégrant en vitesse I’équation
cinétique (2.1.1) telle que :

a o
/R3 |:8J:f + Vm : (’U:fa) + Vu : (aafa):| g (u) du = /R3 ; Coag (u) du. (2'2'5>
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Par conséquent, I’équation de continuité sur chaque espéce est obtenue en prenant le mo-
ment d’ordre 0 c’est-a-dire en prenant g (u) =1 :

/ [88];:’+Vm.(uf0)+vu-(agfg]du—/ ZCmdu (2.2.6)

Dans le cas du modéle fluide les variables x, u et ¢t étant indépendantes on commute
Iintégrale et les termes dérivatifs en temps et en espace. D’aprés le théoréme de Gauss le
troisiéme terme du membre de gauche s’annule. Ainsi, ’équation (2.2.6) combinée avec les
équations (2.2.1), (2.2.2) et (2.1.20) donne I’équation de continuité sur les espéces :

ong
ot

+ Vg - (novs) = 0. (2.2.7)

Le moment d’ordre 0 sur les équations du modéle cinétique a donc permis d’obtenir les
équations de continuité des espéces. De méme, le moment d’ordre 1, soit g (u) = u, permet
d’obtenir I’équation de conservation de la quantité de mouvements de chaque espéce :

/ [8£+V (ufa)—i-vu.(agfa]du—/ uZCmdu (2.2.8)

Le deuxiéme terme du membre de gauche se réécrivant :
o (fuju= Vs (u@u)f), (2.2.9)

en utilisant le moment d’ordre 1 de la fonction de distribution (2.2.2), I'équation (2.2.8)
devient :

at(nava) + v:l: . /

R3

(u®u)fy)du+ /

R3

uVy - (a0 fr) du = / Z Coodu.  (2.2.10)

Pour traiter le second terme du membre de gauche de cette équation on pose le changement
de variable : u = v, (x,t) + k(x,t) ou Kk représente la partie aléatoire d’une vitesse donnée.
Notons que du = dk. Ainsi le produit tensoriel étant bilinéaire, le second terme se réécrit :

[ (wewgiu= [ (@ ov)fm [ (@ o)
R? R R (2.2.11)

+ /Rg((n ® o) fo)dk + /Rs(('“ ® k) fo)dk

Ceci peut aussi se simplifier en utilisant la définition de la vitesse moyenne v, (2.2.2) et
en utilisant la relation qui en découle [kf,dk =0 :

/Rg (4 © ), )du = 1o (vy @ vy) + 0+ 0 + / (k © ) [,)ds. (2.2.12)

R3

Concernant le troisiéme terme, aprés I’avoir intégré par partie sur 'espace des vitesses, il
devient :

/ uVy - (af,)du = — 21 (E + v, x B). (2.2.13)
R3

g
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I’équation de conservation de la quantité de mouvements de 1’espéce o se réécrit donc :
Mo [0t(NoVs) + Vg - (NeVe @Vs)] — Noqe(E + v, X B) =

2.2.14
—My Vg - /Rg((n®n)fg)dn+ /RS mauza:Cmdu. ( )

Si f, est une fonction isotrope de K alors les termes de la diagonale du tenseur suivant :

[ (molw e w)s)ds.
R3
sont identiques et dans ce cas définissent la pression scalaire p, :
K[>
Po = | Mo—— fodk, (2.2.15)
R3 3
=neTy. (2.2.16)

Au final, I’équation de conservation de la quantité de mouvements de ’espéce o s’écrit :

Mg {&f(na'va) + V- (no'vo ® 'Ua)] - naQo(E +vs X B) + Vepo

(2.2.17)
= _Va: "We + Rau

avec T, le coefficient des tensions ou tenseur de viscosité et R, le coefficient de friction.
Ce sont deux coefficients de transport (page 209 de l'article de Braginskii [Bra65|) définis
par :

|[?
Ty = me(k @k — —1) fodk,
s 3

R, = /]R3 manngdn.

(2.2.18)

Aprés I’équation de conservation du mouvement obtenue avec le moment d’ordre 1, le

moment d’ordre 2, soit g (u) = Mo =5 permet d’obtenir 1’équation de conservation de
I’énergie :

mot’ [‘% + Ve (ufy)+ V- (aafa)] du= [ T > Coadu.  (22.19)

R3 2 3t R3 2

Le développement de cette équation, détaillé en annexe 2.A, permet d’obtenir 1’équation
de conservation de l'énergie p€ :

gt (pga') + vz : [PEJ’UJ + @ 'UU] — QoNgVs * E = _vz : QO’ + v, - RO’ + Qay (2220)

avec p€, 'énergie définie par :

MoneVel?  po
E = ,

(2.2.21)
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5
et v = — le taux de chaleur spécifique. Q,, le flux de chaleur, et Q,, la chaleur générée

par les collisions entre particules, sont définis par :

2
Q= m”2|"” K fdE,
QU = 9 Z Caad’f'-
R3 aFo

Ces trois moments sur I’équation cinétique permettent d’obtenir le systéme constitué des
lois de conservation
Ong + V- (nev,) =0,
Mo (O1(noVs) + Vg - (NeVs ®Vs)) — NoGo (E +v5 X B) + Vapo
=— Vg 7, + Ro,
9 (pE4)+Va - [pEgVs + To: Vo] — GonoVs - E=—V5 - Qo + Vo - Ry + Q.

(2.2.23)

Les variables des champs magnétique B et électrique E sont régies par les équations de
Maxwell.

A partir de ce systéme conservatif, on déduit le systéme des équations de transport sur les
variables primitives : n,, v, et p,. Le systéme obtenu, mis sous forme non conservative,
sera utilisé dans la suite des calculs des coefficients de transport de type Braginskii (page
210 [Bra65]). Ainsi, ’équation de conservation de la densité se réécrit :

on,
at” + V5 Vgne + 1o Vg - v, =0,
dng
;/Lt + no_vx . ,UU' e 0’ (2.2.24)
ou l'opérateur 7 définit la dérivée convective ici associée & 'espéce o :
d 0
a- = & + vy, V. = D?U (2225)

L’équation de conservation du mouvement (2.2.17) peut se simplifier avec I’équation de
conservation de la densité (2.2.7) pour donner une équation sur la vitesse v, :

dv,
nomU% =NgGe(E+ v, X B) = Vgpy, — Vg s + R, (2.2.26)

L’équation fluide sur I’énergie se simplifie de la méme maniére que les équations précé-
dentes, et au final elle se réécrit :

d
Pe TP Ve Vo = (Y=1) (Vs Qo+ Qs —m5 : Vay). (2.2.27)
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Ainsi, de ce systéme (2.2.23), on déduit le systéme des équations de transport qui sera
utilisé dans la suite des calculs des coefficients de transport de type Braginskii [Bra65] :

dn
dTUJ“””Vz ‘v, =0,

dv,
nama% - noQa(E + V5 X B) = —Vzps — Vg 75 + Ry, (2'2'28)

d
%pa + Yo Ve - Vs = ('7 - 1) (_vz Qo+ Qo — Ty vm'"a) .

A ce stade, le systéme fluide ne présente pas l'intérét escompté. En effet, nous avons
encore besoin de résoudre ’équation cinétique pour obtenir une formulation des coefficients
de transport. Pour avoir un modéle simple par rapport au modéle cinétique, il faut exprimer
les coefficients de transport en fonction des données macroscopiques, ce qui est fait dans
la suite de ce chapitre.

2.3 Coefficients de transport : type Braginskii

Ce calcul des coefficients de transport basé sur I’évaluation de Braginskii [Bra65] ou
Robinson et Bernstein [RB62], a pour objectif de donner une approximation de ces coef-
ficients en fonction des données macroscopiques afin de fermer le modéle fluide. Pour ces
approximations, on utilise un développement asymptotique de I’équation cinétique en pe-
tits paramétres avec une analyse dimensionnelle. Pour faire cette analyse il est nécessaire
de choisir au préalable un référentiel de calcul. Ensuite, les équations de Boltzmann seront
adimensionnées afin de pouvoir émettre des hypothéses sur les fonctions de distributions
qui permettront de donner une approximation pour ces coefficients.

2.3.1 Choix du référentiel d’analyse

Pour approcher les coefficients de transport il est nécessaire de se placer dans un référen-
tiel approprié. Deux types de référentiels sont communément utilisés dans la littérature :
le référentiel inertiel [DLD96a, DLD96b, FK72]| et le référentiel non inertiel [GMMO7]| que
nous avons choisi de présenter ici. Dans ce type de référentiel il est nécessaire de définir
une vitesse de référence v, nous utiliserons le changement de variable associé :

K(t,z,u) =u—v(t,x). (2.3.1)

Cette transformation permet de différencier les fonctions maxwelliennes sur la vitesse suiv-
ant que la particule de référence choisie, et notamment sa vitesse, soit 1’électron ou l’ion :
— avec les ions :

fU (t,ﬁ,fﬁ) = fU (t,$,u) |'u,:fg+'ui ? (232>
— avec les électrons :
9o (t,2,K) = fo (£, 2,0) [y ro. - (2.3.3)
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Il faut noter que cette transformation modifie également les dérivées :

Oy = Oy + Ok - B,
By = By + Duki - B, (2.3.4)
8,;, - au.

Dans le but de simplifier ’écriture on notera dans la suite plus simplement : 9y = O et
Oy = Og. L’opérateur de collision est invariant par transformation galiléenne. Avec cette
transformation 1’équation de Boltzmann sur les électrons dans le référentiel des électrons
devient :

8t§e + Ok - ange + (’l) + K') 'azge + ('U + K’) - Ogk - ange

de - . o (235)
+ mi(E_‘_(v_‘_K') XB) “0kge = Cee (96796)"1'661' (ge>gi)>
ce qui se réécrit :
D?ﬁe + K- 0zge + D;}K' - OkGe + KOzK - Ok e
qe ~ o~ - . (2.3.6)
+ mi(E_‘_('U"—K') XB) 'ange = Cee (96796)"1'661' (ge>gi)'

Pour finir, les trois variables x, u et ¢ étant indépendantes

v _ v

KOzk = —KOgzv,

alors cette équation cinétique électronique dans le référentiel électronique donne

~ ~ de ~
DVG.+Kk-0zG.+ | — (E+ (v+K) xB) —D% — k-0gv| - 0k
t9 zg me( ( ) ) t x XY (2.3.7)

— Cee (gevge) + Cei (geu 51) .

Suivant que le référentiel de référence choisi soit sur la vitesse électronique ou ionique, il
est possible d’écrire quatre formulations différentes pour les équations de Boltzmann des
ions et des électrons. Ces formulations sont détaillées ici :
— Si les électrons et les ions sont étudiés dans le référentiel de la vitesse électronique,
les équations de Boltzmann se réécrivent :

[%(E—k(v—kn) xB)—ng—n-azv] -8xG. + D?Ge + K - Oge

Me

= Cee (Eea ge) + Cez’ @aﬁz‘) y
(2.3.8)

['(E—k('v—ﬂs) xB)—Di’v—n-azv] -0xGi + DY i + K - 029;

= Cic (9, ge) + Cii (i, Gi) -
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— Le référentiel le moins naturel ol les électrons et les ions sont étudiés dans le référen-
tiel « opposé », i.e., les électrons sont dans le référentiel de la vitesse ionique et les
ions sont dans le référentiel de la vitesse électronique :

[qe(E—i—(v—i—K,) xB)—ngv—n-amv] Ofet+DVfo+ K- Osfe

= Cee (ﬁ;.fe) +Cei (fe, fz) ;

[%(E+(v+n) xB)—D?v—n-Bwv} - 84Gi + DG + K - B3

= Cic (9i, ge) + Cii (i, Gi) -

(2.3.9)

— Le référentiel le plus naturel, celui o les électrons et les ions sont étudiés dans le
référentiel de leurs vitesses respectives [Bra65| :

|

\

%(E+(u+n) xB)—D;’v—n-amv} - 8xG. + DYGe + K - Dyl

= Cee (geyge) + Cei (gev gz) )

[:(E—i—(v—i—n) xB)—va—n-amv} Oefi +DVfi+K-0sf;

= Cie (ﬁafe) + Ci; (fmﬁ) .

(2.3.10)

— Les électrons et les ions sont étudiés dans le référentiel de la vitesse ionique [GMMO7]

qe(E—k(v—i—n)xB)—D;’v—n-ax'v} Opf.+D’fut k- Oufe

= Coc (for fo) +Cai (Jer ) -

[%(E+(U+n) xB)—va—mazv} O fi+ DY fi+ K- f;

= Cie (ﬁ,ﬁ:) + Cii (fmfz) .

2.3.2 Analyse dimensionnelle

(2.3.11)

La dérivation des coefficients de transport sera plus aisée grace & un choix judicieux de
référentiel des vitesses.

I’analyse dimensionnelle, inspirée de [PD75|, permettra de formuler des hypothéses

ommencant par les variables de base communes a chaque espéce :
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simples sur les grandeurs qui gouvernent I'état de ce systéme physique. Ainsi, dans cette
section les égalités doivent étre comprises en termes d’ordres de grandeurs. Pour cela en
vue de faire une analyse asymptotique, il est nécessaire de quantifier les paramétres de
référence en c



temps macroscopique : to
longueur macroscopique : L

densité : g
température : To
champ électrique : E,
champ magnétique : By
vitesse hydrodynamique : wg
parcours moyen : lo
section efficace : 0o

On définit également les variables caractéristiques des masses, des vitesses thermiques, des
temps et des vitesses macroscopiques qui caractérisent chaque espéce :

électrons ions
A :

masse : mg my,
vitesse thermique : K nf)
temps cinétique : 75 7
vitesse macroscopique : Vg 'vé

Le nombre sans dimension e quantifie le rapport entre la masse d'un électron et la masse
d’un ion :

e=,]—2 (2.3.12)

ce nombre est petit. Par conséquent, la vitesse thermique électronique kf est plus impor-
tante que celle des ions Ky :

kT - kT
) Mg
ces vitesses se relient donc par : ‘
Ko = €Kg. (2.3.14)

Les sections efficaces des différentes espéces sont du méme ordre og. Par conséquent, le libre
parcours moyen : lop = 1/(ngop) est le méme pour toutes les espéces. Avec la définition du
temps cinétique, le temps ionique 7 est plus important que le temps électronique 7 :

lo = KETE = KYTY, (2.3.15)

6 = €. (2.3.16)

Le temps macroscopique est quant a lui supposé comparable au temps cinétique ionique
75 divisé par € :
i
to = 2. (2.3.17)
€
Il est supposé que les vitesses macroscopiques v§ et v sont égales & la vitesse hydrody-

namique : '
vy = v, = V. (2.3.18)
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Il faut noter que ces vitesses sont égales en termes d’ordres de grandeurs, elles ne sont en
réalité pas égales : v© # v*. De plus la longueur macroscopique Lg relie le temps macro-
scopique tg a la vitesse v :

LQ = volp. (2.3.19)
Cette vitesse hydrodynamique vg est déterminée par le nombre de Mach M; :

Vo

M; (2.3.20)

=—.
K
d’o,

Vo

M, = M. (2.3.21)

= pr
Le nombre de Mach M; définit le régime plasma étudié c’est-a-dire que pour M; < 1
c’est le régime subsonique [Bra65, Ram07], pour M; =~ 1 c’est le régime sonique [GMMO7].
Nous présentons deux schémas récapitulant les distributions des vitesses suivant le régime
sonique choisi, i.e. suivant que le nombre de Mach soit supérieur ou proche de 1. Ces
schémas présentent les supports des vitesses électronique et ionique I'un par rapport a
I’autre. Suivant le cas sonique ou subsonique choisi, i.e. suivant le nombre de Mach choisi,
les figures 2.1a et 2.1b représentent le dimensionnement des vitesses ionique et électronique.

(a) Cas sonique (b) Cas subsonique

FIGURE 2.1 — Dimensionnement des vitesses ioniques et soniques

Ainsi, sur la figure 2.1a dans le cas sonique :

M; = 2 ~ 1. (2.3.22)



Les égalités (2.3.14) et (2.3.18) permettent d’exprimer le « Mach électronique » (2.3.21)
dans le cas sonique :

v v K
=0 = 020 _ oM; ~e, (2.3.23)

Me_ne Kb KE
0 )

Dans le cas subsonique (c.f. figure 2.1b) le nombre de Mach vaut :

vl
M =dre<], (2.3.24)
i)
ce qui entraine un nombre de « Mach électronique » plus faible dans le cas subsonique :

e b el
_ Y% _Y%ko 2

M, ~ €. (2.3.25)

Ky Kh K
Le nombre de Knudsen K,, qui est le rapport entre le libre parcours moyen lj et la longueur

spatiale macroscopique Lg se réécrit également en fonction du nombre de Mach :

lo €
K,=—=—. 2.3.26
I, = M, ( )

Dans le cas sonique ce nombre de Knudsen est donc petit, il est donc possible d’utiliser
une approche fluide.

Les énergies thermiques et électriques sont du méme ordre ce qui se traduit par :
@LoE = kpTy = mhklh~ = miks?, (2.3.27)
et le plasma est supposé fortement magnétisé ce qui permet I’adimensionnement suivant :

Bo'U(]
E,

=1. (2.3.28)

Pour finir ’adimensionnement des variables de référence, il reste les opérateurs de collision,
qui représentent la fréquence de collision divisée par le temps caractéristique, & adimen-
sionner :

Cee =Cei = f— (2.3.29)
To
Co=8 i _ Ji (2.3.30)
my 7o 7o
To

Les dimensions de toutes ces variables ont été données en vue de 'adimensionnement dans
le paragraphe suivant des équations de Boltzmann.

35



2.3.3 Les équations de Boltzmann adimensionnées

Dans la suite les équations de Boltzmann ont été étudiées sans dimension dans le
référentiel de référence utilisé par Braginskii [Bra65|, c’est-a-dire le cas naturel ou les
électrons et les ions sont étudiés dans le référentiel de leurs vitesses respectives. Les adi-

mensionnements de ces équations de Boltzmann sur les électrons et les ions dans leurs
référentiels respectifs sont donnés par :

DYg. +

o)) o ) (par MollRE] o N o
Lo) © 00 ™ (ge) (Df T L) "’w) O

L6 [to] [Eo] ge [Bo] [ug] K¢ L
[mg] (5] me< [Eo] <u+ [ug]”> XB) OrJe

_ [to] [Cee] ~ [to] [Cei o
g Cee 9 T e e ),

(2.3.32)

T L N )y o AL 8.7
Difi + Lo] K-0zfi Py (Dtu—i— L] K Bzu> O fi

. 146] o] [Bo] g <E+ (Bol luy] (u+ Wﬂn) ><B> O f;

[mp] [mo] mi [Eo] [ug)]

- e, (7.7) + fple (7.7).

Les simplifications de ces adimensionnements sont développés dans I'annexe 2.B. Ainsi, ces
équations de Boltzmann adimensionnées sur les électrons et les ions se réécrivent :

1, 1 ~ 1 1 ~
DY+ e Oelle <E+ <”+ eM»“> " B) Ol
i 7 e 1

1
—Mi (Dlg’l} + c

- 1 -~ -~
M K- aa:'”) : ange = 673 (Cee (gea ge) +Cei (ge7gi) ) )

1

(2.3.33)

~ 1 ~ 7' g 1 ~

—M; <D?'U + ﬁﬁ : 3a:’v> B fi = Cie (};7 ﬁ) + %Cu' (ﬁﬁ) ~

1
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Ces équations sont ordonnées suivant les puissances de € ou M; afin de faire une analyse
asymptotique :

~ 1 - - 1 —~
_M?D?v : ange + gMz (’D}t)ge — K- Ogv 'ange) + ?% (E +v X B) 'ange
(&

1, 1 M, o
+§I§ -azge - _6371\/_[1 (I‘& X B) . a,;,ge + 673 (Cee (ge,ge) + CEZ (ge;gz) ) ,
(2.3.34)
_M?Dg'v ’ anﬁ +M; (Dgﬁ — K- ax'v : anﬁ — Cie (ﬁv J?:e) ) +K- 6:1:};
i di
428 (B0 x B)-Ouf+ 1 (8 x B)-0ufi= ~Ca (P ).

Il est possible d’étudier différents cas suivant les hypothéses faites sur le nombre de Mach
M;. Ainsi, dans le cas sonique [GMMO07], aussi nommeé « fast dynamics », le nombre de Mach
sur les ions est égal & 1, alors les équations de Boltzmann adimensionnées deviennent :

S R ~y L g 7
—D7v - 0xge + - (DYge — Kk - Ogv - Okge) + ?:,T (B +v xB)-0xge
1 _ 1 ~ 1 = = T
—}—gl‘& . Bmge = —g (Ka X B) . ange + g (Cee (ge,ge> +Cei (geagi> ) ;
(2.3.35)
_'ng.a,cfi+(D}’ﬁ-—n-axv-anﬁ'—cie (ﬁfe))“‘“'amfi
+7' Y (E+vxB)-8efi+Z (k x B) -9 ,;fz— Cii (fzvfz)~

my

Le deuxiéme cas étudié est celui nommé « slow dynamics », il est aussi nommé « Drift ».
Dans ce cas le nombre de Mach sur les ions est pris bien inférieur & 1, par exemple : M; = e.
De méme, les équations de Boltzmann se réécrivent :

( » _ 1 » 1 _
—Div - Okge + =2 (DYge — k - Ogv - Okge) + A (E +v X B) - 0xge
1 - 1 - 1 - - - o~
+674K' . azge = _E (K' X B) : aﬁ,ge + 674 (Cee (96796) + Cei (g67gi) ) ,
(2.3.36)
v ol (pwr AN 1 s
_Dtv ah‘,fz + ; (thz — K 'amv . anfz - Cze (fza fe) ) + ?n azfz

i

L Z
+€7ZE(E+'U><B) ,;,fz (K?XB) nfz— Cii (fzvfz)~

Le dernier cas d’adimensionnement présenté ici s’inspire de celui de Braginskii [Bra65|. On
suppose que dans les équations cinétiques les termes importants sont ceux de collisions ainsi
que les termes du champ magnétique. Les autres termes dépendants du temps ou de ’espace
ainsi que celui du champ électrique seront donc « petits ». Cependant, pour une fonction
dont la vitesse présente une symétrie sphérique le terme magnétique (v x B) - Oxge sera

également nul. Il faut également noter que le terme de collision C;, (ﬁ, };) qui représente
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I'impact des électrons sur les ions sera de faible importance dans ’équation sur les ions.
Au final, les équations de Boltzmann avec ces hypothéses deviennent :

Dgge""‘%(E"i_v XB)‘ange_D?v‘ange_ﬂ'amv'ange

e

~ 1 e ~ ~ o~ ~ o~
+K - amge = E <_73?, ("5 X B) : ange + Cee (ge,ge) + Cei (geagi)> ;
(2.3.37)
D}’ﬁ—i—i(E—i—v><B)-anﬁ—ng-anﬁ—n-Bzv-anﬁ
i AN Fc (7.7
+na$fl *Cie (fiafe) - E <W (K’ X B) 'anfz +C’L’L (fzafz)) -

Dans la suite de I'approximation des coefficients de transport on utilise le dernier adimen-
sionnement présenté, soit celui de Braginskii.

2.3.4 Calcul des coefficients de transport

Plusieurs méthodes de calcul ont été utilisées pour approcher ces coefficients de trans-
port [Bra65, EH86, Gra49, Tho62|. Dans cette analyse on s’appuie sur la méthode de
Chapman-Enskog [CC91] dont le principe est d’utiliser un développement d’Enskog [Ens17|
des fonctions de distribution sur les espéces pour trouver une approximation des coeflicients
de transport. Pour cela, les fonctions de distributions sont développées suivant une partie
principale g¥ ou fio et une fluctuation 5}, :

Je =00 (1 + 652) +0 (%), (2.3.38)
=P (1+e0l) +0(e). (2.3.39)

Pour évaluer les coefficients de transport, il est nécessaire de trouver une formulation pour
ces termes gY, JF”;-O et Cf}, des fonctions de distributions. En sachant que cette correction &)},
ne doit pas modifier la valeur des parameétres de densité, vitesse et énergie. Les conditions
de solubilité de ®! sont données par :

fU&Sldu =0,
R3

/ uf'd'du =0, (2.3.40)
R3

/ u2f021v>1du = 0.
R3

Thermalisation : ordre ¢!

Il existe un équilibre pour chaque espéce, la thermalisation permet d’atteindre cet état
d’équilibre décrit par les fonctions de distribution g. et f; a ordre e . Nous résolvons
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donc ici les équations de Boltzmann (2.3.37) & l'ordre e~ ! :
_ Ye

m (Ii XB) 6&@2 + Cee @g,@g) + Ce; (gg,glo) =0,

_ L (k xB) - nJ?iO + Ci; (:07@) =0.

mz

(2.3.41)

Avec les approximations des termes de collisions, le terme de collisions entre les ions et les
électrons Ce; (52, §?) ne présente pas de terme & ordre e~ donc ce systéme se réécrit :

qe (K,XB) 3K§S+Cee (’9*2’52) :07
me
B ” o (2.3.42)
(x x B) - 0]+ Cis (. 17) = 0.
mg

Les solutions g0 et flo qui satisfont ces équations sont des fonctions maxwelliennes sur la
vitesse qui peuvent se noter

B=M (k) et f=M;(l]), (2.3.43)
ou
Mo (i) = Megesp (=) e, (nl) = Myg exp —lE (23.44)
el|K|) = e,0 €XP 2T€ € i|K|) = 1,0 €XP 2Ti s .O.

ol M. et M, o sont des coefficients dépendants de variables sur, respectivement, les élec-
trons et les ions.

1°* ordre de correction dans le cas « slow dynamic » N
La thermalisation a permis d’obtenir une formulation pour g2 et f2. A présent, le 1°¥ or-
dre de correction a pour objectif de définir une forme pour les fluctuations ®!. La méthode

consiste & subsituer g, par g° (1 + e&%) et ]?Z par j?io (1 + 65}) dans les équations (2.3.37)

en négligeant ®! et (I>il dans les termes de faible importance, i.e. en ordre plus élevé de e.
Avant tout il est nécessaire de rappeler certaines relations sur les fonctions maxwelliennes :

ge(n):fe(""}'ve) fe( K+v; + ( —vi)):ﬁ(n+5u),
(2.3.45)

Gi(K)=fi(k+v.) = fi (k+vi + (Ve —v:)) = f; (K + du),

ou du = v, — v;. 1l est possible, avec cette approximation et ces relations, d’obtenir des
approximations sur les différents opérateurs de collisions. Le développement des opérateurs
de collisions se trouvent en annexe 2.C. L’'impact des ions sur les électrons est donné par

~ _nileime (L 70 2
Cel_e./\/le(n|)< R du kG (@e,fi)> +0 (), (2.3.46)

e |K|
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ou
Y 3 ~
Coi (B4, 17) = "0 (B (#) 0L (x) ) (2.3.47)
et I'impact des électrons sur les ions s’exprime par :

Cie = _811, . 01’6, (2348)

avec

- 2T m
Oie(giage):_ - = <

— — 9 (K; mi~ 2
3 "\ onT, Ok, Ji (m)+2mT Gi (m)) +0 (¢%). (2.3.49)

e

Les opérateurs de collisions, C;j; et Cee, peuvent étre développés avec les approximations
des fonctions maxwelliennes (2.3.39) et (2.3.38) en négligeant les termes d’ordre élevé :

Cii =Cy; (“;0,]710) +€Cy (f})?l;},ﬁo) + €Cy; (:Q,f?@) +0 (), (2.3.50)

Coe =Cec (30:30) + eCc (F0BLGY) + eCc (30, 528L) + 0 (1) (2.3.51)

Le systéme des équations de Boltzmann, (2.3.37), ici repris au 1¢ ordre de correction,
c’est-a-dire pour les termes & l'ordre €, revient donc 4 :

DG’ — DY - 8, + ;{T (E +v x B)-9:3°
— (k- Ogv) -3n§2+n'3z§8
- I (k x B) - 0g (@2‘59 + Cee (@86279{2> + Cee (@&@25);)

me
, ~ F .
s (e (4 (BL.30) - "2t ou).

T, |x[? (2.3.52)

Dgf;o_pgv.a,;ﬁu%wwxB)-anﬁo—n-amv-anﬁo

(3

1rJe

_ % (k x B) -a,ﬁ% +Ci; (ﬁ%}vi‘?) +Cii (f:O’ };0611) ’

my

Le terme Cj;. étant a 'ordre €!, il ne sera pas pris en compte a cet ordre €. Ce systéme
peut se réécrire sous la forme de la résolution d’un systéme linéaire :

c (a, é},) — RHS, (2.3.53)

avec

RIS — DYg — Dy - 0xgl + 2= (E +v x B) - 853" — (k- 0gv) - 0k g? + K - Bz g?
B D?f?_pgv'anfio‘i_%(E‘i_vXB)'anf?_n'az”'anfzo"i_n'awfio ’
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et

£(0.81) =~ 2 x B) - 0 (3002) +Ce (a001.50) +Coc (30,5002

Mme

et ) (s (B2,30) = ou).
! £(0,8}) =~ (k x B) - 058} + it (B}, J7) + Ca (J7, 7B}

my;

Les coeflicients };07 §? et g0 sont fixés, les opérateurs de collisions sont donc bien linéaires.
Afin de définir ®} il suffit de résoudre le systéme d’équations (2.3.53). Il faut au préalable
évaluer les coefficients de transport a l'ordre € avec pour finalité Pobtention d’une forme
plus simple du second membre.

Approximation des coefficients de transport
Le coefficient de friction R, (2.2.18) représente le frottement sur 'espéce . Développé
asymptotiquement, ce terme se décompose sous la forme suivante :

R, =R + ¢R. + R + O(é%). (2.3.54)

R, et R; sont définis respectivement par
R, = dkmek (Cee + Cei) (2.3.55)
R3

R, = dem;k (Cn + Cie) . (2356)
R3

Les contraintes de conservation des particules sur 'opérateur de collision (2.1.21) permet-

tent de simplifier ces coefficients R, et R; :

R, = dkmekCe;, (2.3.57)
]R3

Ri = dK,miKZCie, (2358)
R3

la relation sur les collisions (2.1.22) permet d’obtenir une relation entre ces termes :

demek (Cy; +/ dkmik (Cie) = 0,
/R3 (Ces) R3 (Cre) (2.3.59)

ie, R.=—-R,.

Ce coefficient de frottement R, s’exprime par les coefficients RO, R! et R? dont I'obtention
des formulations est détaillée dans ’annexe 2.D.1 tels que :

R. =R +¢R! + ¢R2 + O(¢%), (2.3.60)
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avec

RV = — ou,
Te
1 n;le; =1 (2.3.61)
R, =———me | dcB (k) M. (|k])0x®, (k), e
R<
R? =0.
avec T, qui représente le temps caractéristique entre les collisions électrons-ions :
3
3vmeT?
o = Mele (2.3.62)

TR, 21q2¢? In A

Le coefficient Q,, exprimant la chaleur générée par les collisions dans un gaz composé de
différentes espéces, est défini par la relation

2
mekK
o = aad . 2.3.
Q o g&;c K (2.3.63)

De méme que pour les coefficients de frottements R, les contraintes de conservation sur
Popérateur de collisions (2.1.21) permettent de relier Q. et Q; tels que :
Qe + Qi = — Reve — Ryv;,
- _Re ('ve _'Ui)v
Qc=—9;i+ R (v;i —v). (2.3.64)

Ce coefficient de transport, dont I’approximation est développée dans I’annexe 2.D.2, donne
un terme d’ordre 2 :

Q. = -3 5T _ 5u-RL, (2.3.65)
TeMy;
avec 01 =T, — T; et le coefficient de transport Q; est donc défini par :
Q; = 3<"e s, (2.3.66)
TeMy

Le coefficient des tensions 7, ainsi que le flux de chaleur Q, a l'ordre €' s’annulent. En
effet, & cet ordre la fonction de distribution est une fonction maxwellienne, on peut donc
utiliser le théoréeme 1 p 38 de [Bak97] :
2
K
u I 0
3

o

Egz/ dkmey(k ® Kk —
R3

—+o00 2
= mg/ rzfgr2Mdr,
0 3

=0. (2.3.67)

Le flux de chaleur

3
Q° — 9 m‘;" fodr, (2.3.68)

étant l'intégration sur R® d’un produit de termes de puissances impaires, il s’annule (cf.
p4l [Bak97]) :
Q" =o. (2.3.69)
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Evaluation du 2°¢ membre du systéme d’équations (2.3.53)
Afin de résoudre les équations (2.3.52), il faut tout d’abord reformuler les 2" mem-
bres. En ce sens, les termes principaux des équations fluides sont résumés dans le systéme

sulvant :
D?"na = —NneVg Vs,
nemeDYve = —Vgpe + gene(E +ve X B) + RS,
nimiD}'v; = —Vap; + ¢ini(E +v; X B) + R, (2.3.70)

2
D’;’UTO— - —ngvm *Vs-

Dans ce systéme le terme représentant la chaleur générée par les collisions Q, étant con-
sidéré d’ordre 2, il ne sera pas pris en compte. Le terme R; est négligé car il représente
I'impact des électrons sur les ions, considéré comme négligeable [Bra65]. Si on considére
que la fonction de distribution électronique est une fonction maxwellienne alors la dérivée
en temps et en espace dépend des dérivées des variables n. et T :

a@,o — |:8ne o <3 - meh‘,-Kl> 8T6:| @27

‘ Ne 2 2T, T,
Vg - (neve) 3 mek - K T.
) S0 _ [ Y= \TPeTe) _ Me Leg . Y. (T -
e |: e + 2T, 2T€2 3 z Ve z ( eve) e
V n 3 m.K - K
8 ~0 — zlle _ e T ~O'
$ge |: Ne 2Te 2T62 Vm e ge

La partie gauche de I’équation électronique de Boltzmann au 1°" ordre de correction (2.3.52)
est développée en annexe 2.E et devient :

[—D}’eve + % (E+v. xB)— (R-B,,ve)} -3,@2 +’D§’e§8 —Hs-az@f =

2.3.71)
R .k K|? (
Lol w4 L (e (me - 5r) | 2
avec
, _ mm-n_? VaiTe
L, (x]) = < i 2) =, (2.3.72)
me T 2
et Le(||) = 5T <[vae] + [Vgve| — gvm -vJ) ) (2.3.73)

Avec ce développement, I’équation électronique au premier ordre de correction donne une
équation intégro-différentielle linéaire en ®! :

RO- 2
[]Le (|lk]) - &+ eTK + Le (|5]) : (n@n— @H) ] =
. N _ lede N - (2.3.74)
(s x B) B (001) +Cec (801, 57) +Coc (32, 502L) + Mo (1] Coi (1,57,
ou r
Le (&) = L (J&]) + “2-<"¢ 5y, (2.3.75)

Te |"7’3
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Il est également possible de réécrire de la méme maniére les termes de gauche de 'équation
ionique au premier ordre de correction (2.3.52) comme une équation différentielle linéaire
en <I>Z-1 :

Lol -+ Liln) < (won—20) | 7 =
e (kX B) -0k (ﬁ()&)}) + Cis (ﬁoézlaﬁ?) + Cis (Eovﬁoi)il> :

my

(2.3.76)

Résolution du systéme d’équations (2.3.53)

Ces équations (2.3.74) et (2.3.76) composent le systéme (2.3.53) et résoudre ce systéme
revient a trouver une solution de ®L. Ces équations (2.3.74) et (2.3.76) étant linéaires en
5; et 5} sur les membres de gauche de ces équations alors elles le sont sur la partie droite
et par conséquent il existe un opérateur tel que cette correction EI;;_ peut s’écrire sous la

forme :

ol (k) =P, (|k|) - & + Py (|K]) : (n@n — mfﬂ) , (2.3.77)

avec Py et Py des opérateurs dépendants de Ly et Ly. L'opérateur P, correspond aux
perturbations dues aux vecteurs 01" et du et Py est le tenseur des contraintes. Le flux
de chaleur @, et le coefficient représentant les frottements dus aux collisions R, sont
déterminés par P,, tandis que le tenseur de viscosité @, est déterminé par le tenseur
Py. Afin de trouver une formule pour ces opérateurs, Ly et Ly sont développés avec les
polynomes de Laguerre-Sonine £}* (x). Ce sont des polynémes orthogonaux définis par :

—m— x§ = p pm
(1—¢&) ™ texp (—1_5> = ;;g L (z). (2.3.78)

Ces polynomes sont orthogonaux sur I'intervalle allant de 0 & 400 en respectant les facteurs
de poids x™e™" associés :

(p+m)!

T (2.3.79)

“+o00
/ e L) (x) L (v) =
0
avec pour premiers polynémes : L7 (x) = 1 et L" (z) = m + 1 — z. Appliqué & notre
me|k|*
2,

probléme nous posons x = pour obtenir :

me‘n|2 _ 5) ;1. 2n;leime Su

L pu—
e (|£]) <2Te 2) T, 2T, k3
0. T,

3
= ; VOIL? (z) + du

Sy (x)] 7 (2.3.80)

£>0
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3
ou L7 (z) est le développement au rang 1 avec yg{ =1

A présent, nous introduisons des notations supplémentaires pour exprimer la solution
des équations de Boltzmann, en nous placant tout d’abord dans un plasma fortement
magnétisé. Pour cela nous définissons un vecteur unitaire pour le champ magnétique :

~

b= @ et trois matrices directionnelles :
0 —by by
Ml =beb, M- =I-beb e M°=|DhHy 0 —h (2.3.81)
—by b1 0
Ainsi, pour chaque vecteur tridimensionnel nous avons :
2l =Mlz =z- bb, zt=M'z=z—2z-bb, 2°=M®=b x z. (2.3.82)

Dans le plan (x,f)) ces trois composantes sont : la composante paralléle de x au champ
magnétique pour zll, la composante perpendiculaire a ce champ pour zt et z© est la
composante transverse a ce plan. Ces trois vecteurs sont mutuellement orthogonaux et ces
trois matrices MH, M-+ et M® sont linéairement indépendantes. Dans le cas d’un plasma
faiblement magnétisé ou démagnétisé alors les coefficients de transport sont identiques dans
les directions perpendiculaire et paralléle et s’annulent dans la direction transverse.

11 est également possible de développer de la méme fagon une matrice en fonction de
matrices directionnelles. Pour un tenseur symétrique on utilise le développement proposé
par Braginskii (page 249 [Bra65]) :

4
o= I(b):Lg, (2.3.83)

0L--M oM - M oM,
H__a— ML o M° + [MQ]T®MJ_7
I, =MoM® + M°]" oM,

ol les opérateurs sont :
[(A®B): W], => Y AyBuWu,
E o1

(A2B) W, =Y Y ABjiWi.
kol
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Avec ce développement en polynémes de Sonine-Laguerre l'opérateur Py (&) s’écrit :

T.
s (|K]) = [Z £2 (ijl;“MH +Xg§LML _‘_inl;@M@) 6; o
=0 (2.3.85)
3
>cp (o) (XMl 4 i Mt + xeM®) ] su.,
£>0
et de méme le tenseur Py (|[) est développé :
4
P, (%)) Zﬁ? ST X M (v,,) | ¢ L. (2.3.86)

>0 ¢=0

A présent, détaillons les termes de ’équation de Boltzmann électronique au 17 ordre
de correction (2.3.74) dans cette nouvelle base de polynomes, en commencant par le terme

(k x B) -0 (CT%) Pour cela, nous devons définir les dérivées dans cette nouvelle base :

al = bb - a,,
o =8, — o, (2.3.87)
P =b x 0.

Avec le développement de ces dérivées le terme (k x B) - 8y (g2) se décompose lui méme
en trois composantes :

(k x B) -0l =0,

(k x B) -0+ = |Blk - 02,

(k x B) - 8;9 =(k x B)- (6 % ax) , (2.3.88)

= (kD) (B-0y) — (B-Db) (k-0y),

— —|Blk - 0.
Dans la suite, nous allons procéder par étapes en commencant par les perturbations dues
a la température. Par conséquent, I’équation intégro-différentielle linéaire en ®! (2.3.74),

. e .
dont nous prenons juste la composante en , devient :

e

Mk - K 5) _EV,;TE_’_RQ-E}AO

°oT, 2 T, neT, |7

C- &g‘g (k x B) - 00! = [( (2.3.89)

avec C représentant les collisions ici dues & la température. Le terme sur le champ mag-
nétique (k X B) -0y (@é) devient dans cette base avec le développement en polynémes de
Sonine-Laguerre :

OLT., a®T
2 To,. Yz Tl Yz te
—(kxB)-8 ( )_|B‘z§>0£ (XM K - - X2 - ) (2.3.90)
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Avec ce développement de la dérivée, le terme L, (|£|) - £ devient :
T,
z_< (2.3.91)

5T o3 Ay Te 5T oo
Le (|&]) - & = — ye,1£1 (z) K T T ye,1£1 (z)K ) - T

La force de frottement ici due & la température T,, aussi appelée force thermique Rer, se

décompose dans la méme base, exposée précédemment :

;T LT,
Ry =nT (K2"°+K'2°). (2.3.92)
T, T,
T, 8T, . _
En supposant et T nuls, nous obtenons deux équations. Pour cela, nous intro-
duisons des notations comglexes :
Xy = X0 +.x59
ot ot (2.3.93)

yg,z = ylg,l + Zylil'
Ces développements polynomiaux permettent de réécrire I’équation électronique au premier
ordre de correction (2.3.89) :
S ate Ly (0) X0F (z]B\ +C(2): 594 ) =V Tese L2 (), (2.3.94)

£>0
ou C (z) est le tenseur de collisions linéarisé. Pour obtenir une relation entre ces coefficients,

nous faisons une projection L? telle que : Vg > 0,
+o0 3 3 d
> xj@/ [xée—wgg (z) L} (x) (Z|B +C(x): / 5® 343>] dzx
' —  Jge T
’ (2.3.95)

£>0
toor 4 3 3
=9 [ et tf )] an

L’équation de définition de l'orthogonalité des polynomes de Sonine-Laguerre (2.3.79) per-

met de calculer le terme de droite de I’équation précédente :

ool s 3 3 3
/0 {x% Ly (x) L7 (:c)} dx = (2 + 1)! dq.1, (2.3.96)

- 15f 5. (2.3.97)

Ainsi, 'équation (2.3.95) devient : Vg > 0,
too 3 3 2 8dx
5T 3 -z _ T

St [ |edered wcd o (4814 51(C@) )| e = 2o 2ass)

£>0
Par conséquent, les X f? et XfZT ainsi que X 6‘5’; et ng sont les coefficients solutions de ces

systémes linéaires qui peuvent se mettre sous la forme :
0 1,0 0~,0 0 10 0~,0
Ae‘Xe :Qeye et Az Xz :gzyz . (2399)
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La résolution de ces systémes linéaires permet d’obtenir une formule analytique pour les
opérateurs P (||) et Pe (|&|) et par conséquent pour les fonctions de distributions élec-
tronique et ionique :

2
~ K
7 (6) 2 M, (e]) (14 Pe ()4 B ) s (mom = 50) ) (2300)
fi (&) ~ M. (|k]) <1 +P; (|&]) - &+ P; (|&]) : (n QK — ‘3|> > . (2.3.101)
Cette résolution permet aussi de trouver une formule pour les coefficients de transport.
Dans la suite, nous reprenons les formules des coefficients de transport (2.2.18) et (2.2.22)

pour obtenir une approximation en commencant par reprendre ’approximation du coeffi-
cient de frottement (2.3.61) :

R~ —Melegy  Milei, / dKB (k) M, (|K]) B! (k).
Te 2 R3
elte lFEl
e 6u—/ M mee M (15])B (k) Be (|]) dr. (2.3.102)
Te R3

Avec l'opérateur Pe (||) développé selon (2.3.85) ce coefficient devient :

R, ~— <" 5,
Te
”irez pra STLpgl | 6T 0; T,
_ [ Dilei )B( 2( ( M+ T My GM@)—
[Tt B} e (st o 2

£>0

—/ Pl M, (] B
R3 2

Si R, est réécrit avec des coefficients « et 3! représentant respectivement les facteurs de
perturbations dus & la différence des vitesses du et & la température T, tel que

ZE ( 567 ?M”—FXQ’ZLML—FXQ?@M@)léudn.
£>0

R. = — adu — '8, T, (2.3.104)

alors le facteur al, qui est la composante paralléle au champ magnétique de ce facteur,
vaut :

T
ol ,:m:_%JF/Rs ”1261 (6]) B (5 Zxauuﬁg
&

Ne +oo 2
_Mmene | nil'e; 8T Sul| 3 (mer
S + 5 3 ;_1 X,y ; r | Me(r) L} oT, dr,

__MeNe n n;Le; 87rT M ( Z 5UH

~ [exp (—2) L} (x)} dz,

Te 2
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e mene T. S T ewcaci (23.105)
all ~ + — X exp (—x x ] dzx. 2.3.105
Te Te M2 y et J ¢
Le coefficient X 2’; étant solution du systéme (2.3.99), pour un nombre Ny donné la formule
est explicite. La précision de ce terme all dépend du nombre Ny choisi, mais & partir de Ay
supérieur a 2 'augmentation de la précision n’est plus significative [Bra58|. Les résultats
des calculs de ces coefficients ont été obtenus avec Ny = 6 [Hub09, Bra65, JH53] :

Me

ap=—-, o) = 1.96a, (2.3.106)
TeNe€
3n

t e t __

Le coefficient de transport réprésentant les flux de chaleur @, sont développés de la méme
maniére dans I'annexe (2.D.3). Ils sont donnés par :

BneT2 | s OhTy sr 1 05Ty 50 02T,
~— o xR Ly z xotoZ=z
QU 2m0 o,1 > + 0,1 To‘ + o,1 To‘
T+l sul - agntout + AOu®) (2.3.108)
Ces flux de chaleur peuvent donc s’écrire :
Qe = —£0, T, — fFcou, (2.3.109)
Qi = —£:0,T;. (2.3.110)
dont les coefficients &, et g ¢ ont pour valeurs [Hub09, Bra65| :
. . T.
Bl = 0.71nT,, PIO =15t (2.3.111)
- - TeWeoll,
T T. T.
gl =3ofeele gl g7 et g0 g5 lete (2.3.112)
Me MeTeWen, Melcoll,
gl =39M T gl g ML g0 g5 T (2.3.113)
my MiTiWen, miWeoll;

Enfin le coeflicient représentant la viscosité m, s’exprime en fonction des tenseurs des
contraintes Py (|&[) selon son développement (2.3.86) :

4
e = Z NeelLy ('067 b) s
=0 (2.3.114)

4
mi =Y nidly (v;,b).
=0

Avant de conclure ce chapitre, nous récapitulons les approximations des coefficients de
transport :
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— pour les électrons :

Qe _ _Bmene 5T . 6’U, ) Re7
m;Te
Qe = _ﬁeaxTe - ﬁje(;’u,, (23115)

— puis pour les ions :

R, = -R.,
Q; = g lele 0T,

Telll;
Qi = —ki0:T;, (2.3.116)

1
m =Y il (vi,b).
=0

2.4 Conclusions

Ce chapitre a permis de mettre en avant les modeéles fondamentaux de la modélisation
numeérique des plasmas en exposant d’abord le modéle cinétique puis le modéle fluide sim-
plification du modéle cinétique. Ce modeéle fluide (2.2.23) présente encore l'inconvénient
de contenir des termes de transport nécessitant la résolution du modéle cinétique. Pour
obtenir une approximation de ces coefficients de transport, Braginskii, dont la stratégie
est ici revisitée, revient a résoudre des problémes variationnels. Pour résumer la stratégie
de Braginskii revisitée ici, on a tout d’abord choisi le référentiel naturel pour I'analyse,
c’est-a-dire, celui oil les ions et les électrons sont étudiés dans le référentiel de leurs vitesses
respectives. Ensuite, les équations de Boltzmann ont été adimensionnées. Pour cela on s’est
inspiré de ’adimensionnement de Braginskii, soit dans les équations cinétique les termes
importants sont ceux de collisions ainsi que les termes du champ magnétique. Pour finir,
afin d’approcher les coefficients de transport on a utilisé 1la méthode de Chapman-Enskog
dont le principe est d’utiliser un développement d’Enskog de la fonction de distribution
sur les espéces. Ainsi, les fonctions de distributions ont été développées suivant une partie
principale et une fluctuation. La thermalisation permit de conclure que ces parties princi-
pales des fonctions de distribution sont des fonctions maxwelliennes sur la vitesse. Tandis
que le 1¢" ordre de correction a permis de définir une forme pour les fluctuations. Ces ap-
proximations des termes principaux et des fluctuations des fonctions de distributions ont
permis d’obtenir une approximation des coefficients de transports.

Bien qu’acceptée et utilisée depuis prés de 50 ans la stratégie de Braginskii semble mon-
trer des « failles ». Catto [CS04]|, Mikhailovskii et Tsypin avant lui [Mik67, MT71, MT84|
notent notamment que le choix du libre parcours moyen (noté lp dans ’adimensionnement)
n’est pas optimal car il est du méme ordre que la vitesse thermique électronique (cf.

50



(2.3.15)). En effet, Mikhailovskii et Tsypin ont réalisé que cette hypothése n’est pas trés
réaliste dans les situations ou la vitesse de I’écoulement fluide est faible. Malgré les limites
que présentent les approximations des coefficients de transports, la méthode de Braginskii
et ces approximations restent trés utilisées.

Dans le chapitre suivant ce modéle fluide sera simplifié pour donner le modeéle de la
MagnétoHydroDynamique qui nécessite de faire différentes hypothéses qui seront détaillées.
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Chapitre 3

Le modéle MHD
Magnétohydrodynamique
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La MagnétoHydroDynamique (MHD) est une théorie monofluide décrivant un fluide
chargé. Elle a été développée a partir de la premiére moitié du XXéme siécle. Ses fondements
et son nom sont dus & l'astrophysicien suédois Hannes Alfvén. Il a notamment étudié les
ondes électromagnétiques se propageant dans un plasma, et énoncé le théoréme du gel en
MHD idéale. A partir de la fin des années 1940, les recherches se multiplient dans le domaine
de la fusion contrélée; la MHD, initialement pensée pour I’étude d’objets astrophysiques
(comme les champs magnétiques terrestre et solaire), est rapidement appliquée aux plasmas
de fusion, qui lui fournissent un cadre expérimental. Elle prouve rapidement son efficacité
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et sa richesse, ce qui explique qu’elle soit encore aujourd’hui une théorie incontournable
dans I’étude des plasmas de tokamaks. De nombreux codes utilisent a ce jour ces équations
de la MHD. Jardin a notamment listé ceux développés en trois dimensions [Jarl2] tels
que les codes M3D [SPB10, SS10], M3D-C1 qui utilise une méthode aux éléments finis
C' [BFJ09], JOREK code de calcul développé au CEA Cadarache [CHO8, HPvdPR09] ou
encore BOUT++ [DUXT09].

Tout d’abord, ce chapitre présente les détails du modéle de la MHD compléte, avec la
dérivation du systéme monofluide sur les variables de mélange & partir du systéme bifluide
(2.2.23). Ce modele est également composé des équations de Maxwell et de la loi d’Ohm.
Pour obtenir ce modéle de la MHD compléte & partir du modéle monofluide , on a besoin de
différentes hypothéses telles que la quasineutralité ou encore la considération de la masse
électronique faible. Ensuite, la partie suivante de ce chapitre consiste en une analyse des
propriétés spectrales de ce systéme de la MHD. La derniére partie de ce chapitre présente
différents modéles de MHD réduite. Bien que la MHD soit un modéle simplifié par rapport
aux modeles cinétique et fluides, les calculs de la MHD compléte restent cotiteux. Sachant
que ces problémes sont & résoudre sur des échelles spatio-temporelles importantes, On a
recourt & des modéles de MHD encore plus simplifiés tels que le Current Hole ou encore
I’équation d’équilibre de Grad-Shafranov.

3.1 Systéme de la MHD compléte

Le systéeme d’équations de la MagnétoHydroDynamique (MHD) représente le modele
consistant le plus simple pour décrire I'équilibre et les propriétés de stabilité. Ce modele
est utilisé pour étudier le comportement macroscopique du plasma. Le plasma, considéré
comme un fluide magnétisé, obéit alors aux lois de conservations fluides et de Maxwell.
Cette partie présente le développement du systéme de la MHD compléte ou full-MHD
en dérivant le systéme monofluide a partir du systéme bifluide, les équations de Maxwell
et la loi d’Ohm détaillée suivant le cas de MHD choisie. On détaille alors deux modéles
successifs avec les hypothéses de la quasineutralité et celle d’'une masse électronique me
faible (m. — 0). Ensuite, le systéme obtenu de la MHD compléte sera présenté suivant le
choix de MHD choisie qu’elle soit idéale ou résistive. pour finir, ce systéme sera mis sous
forme conservative.

3.1.1 Le modéle monofluide

Dans le cadre de la MHD, le plasma est considéré comme un fluide unique de mélange
composé d'un premier fluide d’ions et d’un autre fluide constitué d’électrons. Chacun des
fluides est décrit par les équations suivantes ot o vaut e pour les électrons et ¢ pour les
ions (voir les systémes fluides (2.2.23) et (2.2.28) présentés dans le chapitre 2) :

Ong + V- (nev,) =0,
Mo (0t(novs) + V- (Ne¥s @V5)) — g (E+vs X B)
+Vpa:—V'EU+Rm (311)

1 d
o (dtpa + eV '””) =(=V-Qo + Q5 — 1, : Vo).
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Dans le modeéle monofluide de ’approximation MHD), les variables électromagnétiques sont
le champ électrique E, le champ magnétique B et la densité de courant J. Les variables
fluides sont : la densité de la masse p, la vitesse du fluide v, la pression p et ’énergie
interne p€. pour obtenir les équations de conservation de ce fluide de mélange on introduit
les variables de mélange :

Densité : p = Zmana = MeNe + MiNn;, (3.1.2)
— pe + pi (3.1.3)
Charge : p, = qung, (3.1.4)
ag
S ooty
Vitesse :v = Z————,
S,
g
— MeNele + Minith (3.1.5)
p
Densité de courant : J = qung'va, (3.1.6)
g
Pression : p = p. + p;, (3.1.7)
Tenseur des viscosités : w1 = w, + 7;, (3.1.8)
Flux de chaleur : @ = Q. + Q;, (3.1.9)
Chaleur générée par les collisions : @ = Q. + Q;,
O=R. (v;—v.). (3.1.10)

Pour obtenir le systéme monofluide on reprend les équations fluides une a une en com-
mengant par ’équation de continuité. On additionne les équations de continuité ionique
et électronique en les multipliant au préalable par leurs masses respectives pour obtenir
I’équation de continuité sur la densité de mélange :

Ot (pe + pi) +V - (peve + piv;) = 0,
ie. OtV - () =0. (3.1.11)

En multipliant les équations de continuité par leurs charges respectives et en les addition-
nant on obtient une équation de continuité de la charge :

Oipg+V-J=0. (3.1.12)

L’équation de conservation de la quantité de mouvement monofluide est obtenue en addi-
tionnant celles des ions et des électrons :

Opv + V - (peve @ e + piv; @v;) = pdE +J xB-Vp -V -1+ R+R;, (3.1.13)
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avec R, les termes de friction respectifs qui se compensent. En redéfinissant les vitesses
électroniques et ioniques en fonction de la vitesse de mélange

Ve :v+%(v—vi), (3.1.14)
v; :v+%(v—ve), (3.1.15)

I’équation de conservation de la quantité de mouvement devient :

Opv + V- (@v)+ V- (Ve ®p; (V—0;) +0; @ pe(V—vc)) =pE+J xB

(3.1.16)
~Vp-V-m.

Enfin, on obtient ’équation de conservation de I’énergie hydrodynamique p€, cette variable
de mélange est définie au préalable par :

P"U’z p
E = _ 3.1.17
pE = (3.1.17)

Pour obtenir cette équation commencons tout d’abord par additionner les équations sur
les pressions électronique et ionique (2.2.27)

d ) e 7
£+’ypV-v+i(v—vi)~Vpe+&(v—ve)-Vpﬁ—'ypev- (p(v—vi))
dt Pe Pi e (3118)

+piV - (pcf(v—ve)> = (v =1 (Qe+ Qi —me: Vv —mi: Vo, =V -Q),

(3

5 d
avec v = — le taux de chaleur spécifique et T est la dérivée convective définie avec la

vitesse de mélange par :

d 0
- = V4 3.1.19
a o’ (3.1.19)
Avec la définition de I’énergie hydrodynamique (3.1.17), sa dérivée convective se développe
de la fagon suivante :
dpE 1 d dv  |v|*d
b _ 1 dp M o
dt v —1dt dt 2 dt
Avec les équations de continuité (3.1.11), de pression (3.1.18) et en remplagant le deuxiéme
terme de l'équation (3.1.20) par ’équation de conservation de la quantité de mouvement
(3.1.16) cette équation sur I’énergie donne :
dp& 1 pi Pe pi
P 2 (B —w). v Petw—v.) Vnp, V(2 w—w
pTR— (pe (v—v;) Vpe + o (v —ve) - Vpi + e Py (v —vi)

(3.1.20)

1 e
oV (F(v—vebz—vv_lpv-wQe+Qi—v-Vp+v-(J><B)

(2

(3.1.21)
2
— (e VU +m;: Vvi+V-Q)—v~(V-£)—‘v2pV-'v

v (V- 0e®pi (v—v)+v;Qpc(v—0e)))+v-p,E.
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Cette équation de conservation de I’énergie interne se réécrit :

1 i e
0upE 47 v+ )+~ (200 T+ 2 (00 V)

—v- (V@) + Qe+ Q; — (me: Vo +m;: Vv, +V-Q)
v (V- (ve®pi (V—0i) +v; @ pe (v—12e))) + v poE.

+711 <weV- (Zi (v _'Ui)> +piV - (pe (v —ve)> > =(UxB)v (3122

Le systéme « monofluide » contenant les équations de conservation de la masse (3.1.11), de
la quantité de mouvement (3.1.16) et de I’énergie interne du plasma (3.1.22) auxquelles on
ajoute équation d’évolution de la charge (3.1.12) et ’équation des gaz parfaits (3.1.17) se
résume 3 :

O+ V- (prRv)+ V- (Ve ®p;i (v —2;) +0; D pe (v —0¢)) = p B
+JxB—-Vp—V-m,

1 i e
0upE + 7+ (v ) 4~ (20— 0) T+ 2 (0 -0 Vi)

+'y1—1 <’Ypev' (ppi(v—’vi)> +piV - <pe (v—ve)>> =(JxB)-v (3.1.23)
v (V@) + Qe+ Qi — (me: VU +m;: Vo, + V- Q)
v (V- (0e ®pi (v —0i) +vi ® pe (v —ve)) ) +v - pgE,

p _} 2
1 = p€ = 5plvl”.

3.1.2 Loi d’°Ohm

La loi d’Ohm est obtenue & partir d’une combinaison linéaire des équations de transport

sur les vitesses électronique et ionique :
dv,
MeMe == =Mefe (E+v.xB)—-Vp.—V - -m. + R., (3.1.24)

dv;
d—; =n;q; (E+v; x B) —Vp, =V -m; + R;. (3.1.25)

nimy;

On multiplie 'équation (3.1.25) par la masse électronique me et on soustrait 1’équation
(3.1.24) multipliée au préalable par la masse ionique m;. Ainsi, on obtient 1’équation suiv-
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ante dite loi d’Ohm :
dv; dv,

MM —— — MiNeMe—— = E (meniQi — mmeQe)

dt dt
+ (Meniqivi — Mineqeve) X B —meVp; +m;Vpe

—meV - +m;V - me + meR; — m;R..

(3.1.26)

En MHD, on utilise plutot une forme simplifiée de I'équation (3.1.26) puisqu’on s’intéresse
aux phénomeénes basse-fréquence avec des échelles spatiales importantes. Or si le temps
caractéristique des phénoménes observés est long comparé aux temps des mouvements

, . . . . Ve L V; N
électroniques alors les termes d’inerties électronique me—— et ionique m;—— peuvent étre

négligés. Il est important de noter que cette hypothése est valable pour les vitesses perpen-
diculaires mais aussi pour des vitesses paralléles aux lignes de champs magnétiques. Cette
approximation est considérée comme « pauvre » car ces vitesses paralléles ne donnent pas
de force magnétique. Avec cette hypothése la loi d’Ohm se réécrit :

0=FE (meni(ﬁ - mineCIe) + (meni%'vi - mine(Je'Ue) x B <3 1 27)
—meVp; +miVpe —meV -m; +m;V - @, — (me + mz) R.. o

3.1.3 Equations de Maxwell

Considéré comme un fluide magnétisé, le plasma et plus particuliérement ses champs
électromagnétiques E et B sont décrits par les équations de Maxwell. Le systéme des
équations de Maxwell est constitué des équations de Poisson, de la loi de Faraday, de la loi
d’Ampeére et de I’équation modélisant ['absence de monopoéles magnétiques :

V-E:&,
€0

V x E =— §,B,
(3.1.28)

1
V x B~ 50 =],
V. B =0,

avec ¢ la vitesse de la lumiére, pg la perméabilité et ¢y la permittivité définis tels que :
S ppeo = 1. (3.1.29)

Dans le cadre de la MHD, la vitesse est telle que : v << ¢ et le courant de déplacement
1
C—Q&gE est négligé. En effet, on se place dans un contexte non relativiste et on s’intéresse

aux phénomenes basse-fréquences de sorte que la loi d’Ampeére s’applique :

1
J=—VxB. (3.1.30)
Ho
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3.1.3.1 Monopodles magnétiques

L’équation modélisant I’absence de monopdles magnétiques sur le champ magnétique
B :
V-B =0, (3.1.31)

surdimensionne le systéme de la MHD compléte. En ce sens, elle joue un réle particulier
et est souvent considérée séparément. Cette équation vient de ’équation de Faraday qui se
réécrit :

OB +V x E =0. (3.1.32)

En appliquant "opérateur de divergence sur cette équation, on obtient :
0 (V-B) =0, (3.1.33)

puisque
V- (VxE)=0. (3.1.34)

Cette simplification signifie que 1’équation (3.1.31) est constante par rapport au temps.
Cette équation sera dans la suite considérée a part notamment lors de la résolution numeérique
sa prise en considération fait 'objet du paragraphe 4.1.1.2 du chapitre 4.
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3.1.4 Systéme de la MHD compléte

Au final avec le systéme monofluide, la loi d’Ohm, la loi des gazs parfaits et les équations
de Maxwell, le systéme de la MHD compléte se résume & :

Op+V-(pw)=0

O +V - (pr@v)+ V- (0.®pi(v—v;) +v; @ pe (V—0,)) = p, B
+JxB—-Vp—-V-x

1 i .
OpE +V - (p&v +pv) + — (p (v—vi)'Vpeer(v—ve)'Vpi)
v —1 \pe Pi
1 Pi A . Pe B
+'Y—1 PV - *(’U—’UJ +piV - ;('U—’Ue) —(JXB)'U

_v'(v'£)+Re'(vi_ve)_(ﬂeZ vve+£i3 V'Ui"‘v'Q)
0 (V- 0e®pi (v—0;) +0,Qpe(v—ve)))+v-p,E,

(3.1.35)
P e e
vV-E="
€0
VxFE=-0,B
VXBZ/J()J,
V.B=0,

E (meniQi - mineQe) + (meniQi'vi - mi”e‘]eve) x B = mesz' - mivpe
+meVomp — mV - me + (me +m;) Re.

3.1.5 Régime quasineutre

Pour passer des équations de Maxwell complétes au systéme d’équations de Maxwell
basses fréquences, il faut faire tendre €y vers 0. Par conséquent, la charge nette ¢V - E
peut étre négligée ce qui implique

eV -Er~0=p,=0. (3.1.36)

Cette simplification dite de quasineutralité du plasma est souvent utilisée. Dans le cas d'un
plasma, constitué uniquement d’électrons et d’ions, elle est définie par la relation suivante :

¢ini + gene = 0, (3.1.37)

ou les charges ¢; et g. définies par :
g =Ze, (3.1.38)
de = — €, (3.1.39)
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sont respectivement les charges des ions et les charges des électrons.

Cette hypothése revient & supposer que les électrons compensent instantanément les
séparations de charges macroscopiques pour maintenir la neutralité du plasma. Autrement
dit, les hypothéses spatio-temporelles sur le systéme d’étude, a savoir des échelles de temps
longues comparées & la période propre du plasma et des échelles de longueurs caractéris-
tiques du plasma, permettent en MHD de supposer le plasma quasineutre.

Dans la suite, on prend Z; = 1 car le plasma est supposé composé d’ions de Deutérium
et de Tritium isotopes de 'hydrogéne. La quasineutralité s’écrit :

Ne = Ny =N, (3.1.40)

ce qui permet de simplifier les définitions de certaines variables de mélange telles que la
densité p, la densité de courant J, le terme de frottement R, ou encore le coefficient de
transport représentant la chaleur générée par les collisions Q :

p = (me+my;)n, (3.1.41)
J =en (v; —v.), (3.1.42)
Re .7 (3.1.43)
en
R.-J
- en
=nJ?, (3.1.44)

avec 7 représentant la résistivité électrique

n = Zeille, (3.1.45)

ne?

En utilisant ces définitions des variables de mélange on trouve :

Ve =V + e, (3.1.46)
v; =0 + ;) (3.1.47)
avec
m;
= > 3.1.48
e en (m; +me)’ ( )
a; =—— (3.1.49)

en (m; +me)’
3.1.5.1 La loi d’0Ohm dans le régime quasineutre
Dans le cas général, la loi d’Ohm s’écrit :

E (menigi — mineqe) + (Meniqivi — minegeve) X B = mVp; — m;Vp,
+meV -mi — V- T + (me +my) Re.

Avec 'hypothése de quasineutralité elle se simplifie et devient :

peE + (pve — (m; — me) J) X B =m¢Vp; —m;iVpe + meV -my —m;V - me + gRe, (3.1.50)
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ce qui se réeécrit :

i e 1
E+v ><B:17J+m)TmJ><B+% (MeVpi—mi Vpe+meV - m—m;V -m.) . (3.1.51)

Ensuite, suivant les différentes simplifications faites sur cette équation le systéme de la
MHD sera dit idéal, résistif ou encore de Hall :

MHD idéale : E +v x B =0, (3.1.52)
MHD résistive : E+v x B =nd, (3.1.53)
MHD de Hall : E+ v x B=nJ + 2~ "5 B. (3.1.54)

pe

3.1.5.2 MHD compléte dans le régime quasineutre
Avec cette hypothése de quasineutralité, le systéme de la MHD compléte devient :

v+ V- (pr @v) =V - (v @ piciid +v; @ pered)
+JxB—-Vp—V-m,

1 ; e
&M+V%M%HM=:CnmJVm+maJWM)
v—1 \me my;

1 1 e
+— <vpev : <maiJ> +piV - (maeJ»
Y- 1 Me m;

+(JxB)-v—v-(V-7)+nJ*
— (me: Vve+m;: Vo, + V- Q)

—v- (V- (0e®@pi (v—vi) +0i@pe (v —=0c))),  (3.1.55)
V- J =0,
% =p€ — %p!v\z,
V x E = — 0,B,
V x B :/L()J,
V- B =0,

E+vaﬂﬂ+T%gEJxB

1
+ % (mevpi —m;Vpe + meV - — m;V - Ee) .

Une derniére hypothése largement utilisée est de supposer la masse électronique m, faible
|Fre87| telle que me. — 0. Avec cette hypothése et la définition de la vitesse ionique en
fonction de la vitesse de mélange (3.1.15) permet de supposer la vitesse de mélange égale
& la vitesse ionique :

v; = . (3.1.56)
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Avec cette derniére hypothése le systéme de la MHD compléte devient :
Ohp+V - (pv) =0,
v+ V- (pwev)=JxB—-Vp—-V -,
OpE+V - (pEv+pv) =(J x B) -v —v - (V -m) + nJ>
—(@e: Vve +m;: Vo, + V- Q),

V- J =0,

e L (3.1.57)
Vsz—@tB,

VXB:MOJ,

V- B =0,

1
E+vxB:nJ+£(JxB—Vpe—V~Ee).

3.1.6 MHD idéale

La MHD idéale [Fre87, Law57| est le modele monofluide de base qui permet de déter-
miner les propriétés macroscopiques d’équilibre et de stabilité du plasma. Il représente le
cas ou le plasma est parfaitement conducteur. Le modéle décrit comment les forces mag-
nétique, inertielle et de pression interagissent dans un plasma idéal, dans une géométrie
magnétique arbitraire. La philosophie de la « MHD idéale » est d’obtenir la densité, les mo-
ments et les équations d’état qui gouvernent le comportement macroscopique d’un plasma
magnétisé sur des pas de temps rapides dans lesquels les processus dissipatifs sont nég-
ligeables. Le systéme de la MHD idéale s’obtient donc en négligeant les effets résistifs du
courant dans le systéeme de la MHD compléte (3.1.57), en utilisant la relation de la loi
d’Ohm dans le cas idéal (3.1.52) et en négligeant les termes de second ordre :

op+V - (pv) =0,
opw+V-(pwev)=J xB—-Vp—-V-m,
OpE +V - (p€v + pv) =(J x B) - v,
V- J =0,
vﬁlzws—;pm% (3.1.58)
V x E = — §,B,
V x B =puyd,
V- B =0,
E +v x B =0.

3.1.7 MHD résistive

A DPopposé de la MHD idéale, I'objectif de la MHD résistive est d’étendre ’échelle de
temps au dela de I’échelle de temps de collision électronique afin de tenir compte des effets
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dissipatifs dus a la résistivité électrique dans les plasmas. Plus précisément, dans le cas
de la MHD résistive, le terme 7 représentant la résistivité électrique n’est plus négligeable
(3.1.53). Le systéme complet de la MHD résistive s’écrit donc

Op+ V- (pv) =0,
opw+V-(pwev)=JxB—-Vp—-V-m,
OpE+V - (pEv+p) =(J x B) - v—v-(V-m) +nJ*
—(me: Ve +m;: Vo, + V- Q),
V.-J =0,
’yz_)l:pg—;p|v|2, (3.1.59)
V x E=-0,B,
V x B =puyd,
V- B =0,
E+vxB=nd.

3.1.8 Systéme conservatif de la MHD idéale

Dans le cas de la MHD idéale, on reprend le systéme des équations temporelles afin de
les mettre sous forme conservative. Commencons d’abord par définir les relations suivantes
qui serviront dans la suite :

jal?
(V ><a) Xa:a-Va—VT,
_ P
=V-la®a 5 Id (V-a)a, (3.1.60)
Vx(axb)=V-(a®b—-b®a). (3.1.61)

L’équation de continuité étant déja sous forme conservative, nous cherchons a établir I’équa-
tion de conservation de la quantité de mouvement mise sous forme conservative. Pour cela,
il faut reprendre le terme représentant la force magnétique : J x B. Avec la relation (3.1.60),
la loi d’Ampeére simplifiée (3.1.30) multipliée par le champ magnétique B se réécrit :

JxB:i(VxB)xB,
Ho

B®B |B|?
:v.(7® —uld

=g, 1) - (vBIB. (3.1.62)

Ensuite, nous définissons plusieurs variables et notamment la pression magnétique p,, qui
s’exprime en fonction du champ magnétique B :
_|BP

- B 3.1.63
o (3.1.63)

m
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avec o la perméabilité du vide. De méme, nous définissons une nouvelle variable B* pour

définir le champ magnétique :

B
B = . 3.1.64

Avec ces variables, la force magnétique s’exprime par :
JxB=V-(—pnl+ B*® B"). (3.1.65)

Cette expression permet de réécrire I’équation de conservation de la quantité de mouvement
de maniére conservative :

o(pv) + V- (v @v+ (p+pm)l — B*® B*) =0, (3.1.66)

ou
Oi(pv) +V - (w @v + pr)l - B*® B*) =0, (3.1.67)

avec pr la pression totale définie par :
T =P + Pm,

=+ —. 3.1.68
o ( )

De méme, I’équation de conservation de ’énergie est écrite de maniére conservative. Pour
cela, commencons tout d’abord par multiplier ’équation de conservation du flux magné-

B
tique (loi de Faraday) par — :
Ho

B B

— OB+ — -V x E =0,
Ho Ho
B? B B
O(=—)+ V- <E>< ) +E- (Vx ) =0,
2410 o o
B? B
8+V-(Ex>:—E-J. 3.1.69
t(2uo) 0 ( )
L’énergie totale E est définie par :
B2
E=pf+—. 3.1.70
Pt ( )

[’addition de cette équation et de I’équation de conservation de 1’énergie (3.1.22) donne
une équation de conservation sur cette énergie totale E :

B
OHE+V - (p€v + pv)+V - (E X M)Z(J xB)-v—FE-J, (3.1.71)
0

L’énergie totale représente la somme de I'énergie hydrodynamique et de I’énergie magné-
tique. En utilisant la loi d’Ohm idéale (3.1.52) cette équation de conservation se réécrit :

B? B
OE+ V- <p5'v+pv+v— <‘v>B> =0.
Ko Ho
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En utilisant la définition de B* (3.1.64) et en négligeant le courant, 1’équation ci-dessus se
met sous la forme :

*

B
OE+ V- <Ev+pT'v—(B*-v)B*+77J><
0

La modélisation avec comme variable ’énergie totale, plutét que les deux énergies, permet
de garder I'équilibre entre ces deux énergies. Par conséquent, cette équation de conservation
de I’énergie totale remplace la conservation sur I’énergie du systéme précédent. Pour écrire
I’équation de Faraday (3.1.28) sous forme conservative, on remplace E par son expression,
donnée par la loi d’Ohm idéale (3.1.52) et le résultat est divisé par \/pg

1
—— (B + V x (B xv)) =0,
m(t ( )
ie. OB*+V-(B*®v—v®B*)=0. (3.1.73)

Pour résumer, la forme conservative de la MHD idéale s’écrit :

Op+ V- (pv
O(pv) +V - (w v+ (pr)ld — B* @ B*
OHE+V - (Ev+ (pr)v — (B -v)B*

=0
0,
3.1.74
. (3174
0B*+V - (B*®v—v®B*) =0.

3.2 Analyse des propriétés spectrales

Dans le passé, la résolution du systéme idéal a été basée sur des schémas de Rusanov ou
encore Lax-Wendroff puis sur des schémas de type upwind [BW88, DW94]. Leurs travaux
sont basés sur la résolution de ce systéme conservatif (3.1.74) composé de quatre équations
dont deux scalaires et deux vectorielles. Les valeurs propres de ce systéme 8 x 8 sont bien
connues [JT64]. Elles correspondent & l'entropie et le flux magnétique avec la vitesse v, les
deux ondes d’Alfven avec les vitesses v+ ¢, et les quatre ondes magnéto-acoustiques : deux
rapides et deux lentes avec les vitesses respectives v 4= cy et v & ¢,. Elles se représentent en
1D par le diagramme sur la figure 3.1.

Pour gérer le surdimensionnement de ce systéme, di a ’équation : V- B = 0, Powell a
proposé de rajouter cette équation en terme source [Pow94] :

dp+V - (pv) =0,
O(pw) +V - (pw v+ prld — B* @ B*) = — B*V - B, (3.2.1)
HWE+V - (Ev+prv— (B*-v)B*)=—v-B*V-B",
oB*+V - -(B*®v—-v®B*)=—-vV-B"
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F1GURE 3.1 — Ondes de Riemann dans le probléme de MHD 1D

Cette approche a pour intérét de rendre ce systéme strictement hyperbolique et donc
diagonalisable. Avec les variables conservatives du systéme MHD, il §’écrit :

8;;/ +V-F(W)+S(W) =0, (3.2.2)

avec W le vecteur composé des variables conservatives du systéme :
W: [pvpvlapv27/m37EaB17327BB]T7 (323)

et ot S(W) représente le second membre

B v-B |"
S(W):V-B[O,,v ,v] . (3.2.4)
Ho Mo
Ainsi, ce systéme peut se réécrire sous forme quasi-linéaire :
3
ow ow
— Ai— =0 3.2.5
T ; T =0 (3.2.5)
ou A; sont les matrices jacobiennes telles que :
OF;
A = aw; +S; (3.2.6)
ou S; est une matrice définie par :
B wv-B 1"
S; = [0, 2 ,v] a7, (3.2.7)
Mo Mo

avec

al =10,0,0,0,0,1,0,0]"
ai =1[0,0,0,0,0,0,1,0]",
at =10,0,0,0,0,0,0,1]" .
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Ce terme source S(W) étant proportionnel & V - B, il est nul pour le cas d’une solution
exacte. Il présente également l'intérét de ne pas changer les sept valeurs propres ainsi que
les vecteurs propres associés. Pour obtenir les valeurs propres et les vecteurs propres de
ces matrices jacobiennes A;, on a utilisé les 2 changements de variables successifs proposés
par Jameson [Jam06|. Tout d’abord, nous utilisons le systéme de variables primitives W -

W: [p,'l)1,’l)2,’l)3,p7Bl,BQ,Bg]T. (328)

Avec ce changement de variable, I’équation (3.2.5) se réécrit :

3

oW oW oW oW
OWOW | 5~ 4 IV _
oW ot — oW Ox;
~ 3 ~
ow ~ W
—_— A;— =0, 3.2.9
o T2 gy (329)
avec -
- - - ~ ow - OW
A, =MYTAM, ou M'l'=——-e M="+. 3.2.10
i i u oW oW ( )
Soit le vecteur normale n :
n = (ni,ng,n3)" . (3.2.11)
La matrice jacobienne A
3
A=) "niA;, (3.2.12)
i=1
des variables primitives s’écrit :
v, nip nap n3p 0 0 0 0
0 v, 0 0 E n131 — Bn nlBg 7’LlB3
P PHY Ho PH9
0 0 v, 0 ng naBy naBs — By neBs
~ P PHQ PO 1o
A= 0 0 - n3 n3B; n3Bs nzBs — By,
P PHto PHo PHo
0 nips? Ngps? n3ps? Uy, 0 0 0
0 7’L1B1 — Bn TLQBl n331 0 Un 0 0
0 nlBQ TLQBQ — Bn ’I’Lng 0 0 Un 0
0 TLlBg TLng 77,333 — Bn 0 0 0 Vn

ou s est la vitesse du son définie telle que :

_
S_\/:_ (3.2.13)

Ensuite, les matrices jacobiennes A; subissent un second changement de variable afin
d’obtenir une matrice A symétrique. Ce vecteur formé des variables entropiques a pour
forme différentielle :

_ d dp—s2dp dB, dB, dBs 1"
d[[ - p7dv17d'v27dlv37 P i pa ! ) 2 ) 3
ps ps VPO \/PRo” /P
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ou la cinquiéme variable correspond & ’entropie. Ainsi, la nouvelle matrice jacobienne
symétrique A a pour expression :

Up nis N9 s nsgs 0 0 0 0
nlBl - Bn nlBQ TLlBg
n1S v, 0 0 e —
NI PHo VPHo
naB noBs — B, neBs3
N9 S 0 v, 0 0
VPRo VPHo PHo
s 0 0 v naB; n3By n3Bs — B,
" VPO VPHo VPHo
0 0 0 0 U, 0 0 0
B, - B, B B
0 niboq n2bD n3bD 0 v, 0 0
NI PHo VPHo
0 n1Bs noBy — By, nng 0 0 v 0
NG N plto !
n1B3 naB3 n3Bs — By, 0 0 0 v

N VPHo VPHo

Les matrices de transformation M et M~! permettant de passer de A 4 A sont :

e 0 0 0 —2 0 0 0
gvl 1% 0 0 —g’l}l 0 0 0
g’l)g 0 p 0 —%’Ug 0 0 0
= ——= " = v
oW ow PH pv1 pvy pus —57 \/EBl 532 \/EB:’,
0 0 0 0 0 N/Z] 0 0
0 0 0 0 0 0 NI 0
0 0 0 0 0 0 0 /ps
et
vf? _ _ _ B, By B3
— A w2 w3 Y Y Y Y
5 1 Ho Ho Ho
—— - 0 0 0 0 0 0
’. P
—= 0 - 0 0 0 0 0
’. P
3
oW o1 5 0 0 p 0 0 0 0
M = o = By By Bs
OWOW |5 (wP-H) —jui —wz —Jv3 7 —F— —— —F—
1#0 Ho Ho
0 0 0 0 0 0
vV PHO )
0 0 0 0 0 0 0
vV PHO .
0 0 0 0 0 0 0
vV PHO
avec H qui représente ’enthalpie totale :
2 2
s [v|
H = = 3.2.15
1t (3.2.15)



-1
et ¥ = T7 0 M oest possible, & 1’aide du logiciel de calcul Maple, de définir les valeurs
pSs

propres A de ces matrices jacobiennes A :
A = [V, 05,0y + Cay Uy — Ca, Uy + Cf, Uy — Cf, Uy + Cs, Uy — C. (3.2.16)

Comme précisé en début de paragraphe, elles représentent respectivement : pour les deux
premiéres ’advection, les deux suivantes les ondes d’Alfven puis les ondes magnéto-acous-
tiques rapides et pour finir les lentes, avec ¢q, ¢ et ¢s ayant pour expression :

i as f S

B,

o — 7 3.2.17
vV PHO ( )
1 BJ? B]*\’ B?

Gt (# B (o B B g
2 PO PHO PHO
ol BJ? B|*\® B |

oL |(# =B (o BEY _BR | g
2 PO PHO PHO

De méme, le logiciel de calcul Maple nous a donné les vecteurs propres associés & chacunes
de ces valeurs propres. Si pour la valeur propre v, les deux vecteurs propres sont assez
simples :

r1=10,0,0,0,1,0,0,0]", (3.2.20)
et 72 =10,0,0,0,0,n1,n2,n3]" (3.2.21)

les autres vecteurs propres sont quant a eux plus compliqués (pour plus de détails voir
les articles [Jam06, RB96|). Les vecteurs propres associés sont mis dans la matrice R telle
que :

A= RART, (3.2.22)

ou A est la matrice diagonale composée des valeurs propres. Au final, la matrice jacobienne
A se diagonalise avec I'expression suivante :

A= MRARTM™L. (3.2.23)

Dans certains cas, deux valeurs propres peuvent étre égales. Par conséquent, le systéeme
de la MHD n’est pas strictement hyperbolique. Dans [BW88|, Brio et Wu montrent que les
équations de la MHD ne sont pas convexes en prouvant que dans certains cas les champs
caractéristiques peuvent étre ni vraiment non linéaire ni linéairement dégénéré.

3.3 MHD réduite résistive

Cette partie a pour objectif de présenter différents systémes réduits de la MHD en
détaillant les différentes hypothéses nécessaires pour obtenir ces modeéles. Le premier article
introduisant le systéme d’équations de la MHD réduite, dans une géométrie cylindrique en
supposant une pression faible dans le plasma, a été écrit par Strauss en 1976 [Str76].
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Ensuite, plusieurs articles ont introduit les effets toroidaux [BZV98, 1zz83] ou une pression
dans le plasma plus importante [Str77].

Le systéme de la MHD réduite représente un modéle dans lequel le nombre de champs
scalaires évoluant en temps est réduit. Par conséquent un traitement analytique est plus
envisageable et, dans le cas d’une simulation numérique, les conditions de calcul sont
plus raisonnables. Ainsi, a partir du systéme de la MHD compléte nous obtiendrons tout
d’abord le systéme de MHD réduite résistive étendue puis celui du Current Hole et pour
finir I’équation d’équilibre de Grad-Shafranov.

3.3.1 MHD réduite résistive étendue

Dans un tokamak un champ magnétique puissant est utilisé dans la direction toroidale
pour confiner le plasma et ce afin d’atteindre les conditions nécessaires a la fusion ther-
monucléaire. Cette hypothése fondamentale permet de décomposer le champ magnétique
[HCO7] suivant sa direction toroidale By et poloidale By (1.3.3) :

B = B¢ + By,
=FVo+ Vi x Vo, (3.3.1)
=FV¢p+V x (vVo),
avec F' un scalaire ne dépendant pas du temps mais pouvant dépendre de ’espace et ¥ le
flux magnétique. On a supposé ici que I’ est une constante ayant une valeur importante
telle que : [FVo|>> |Vi) x V¢|. Sous cette méme hypotheése, la vitesse est décomposée

selon le champ magnétique B :
v=uv,B+v, (3.3.2)

ol v, la vitesse paralléle aux lignes de champs magnétiques et v, la vitesse perpendiculaire
sont définies par :

vn =v - B, (3.3.3)

v, =v—v-B.

Pour assurer la condition d’absence des momnopoles magnétiques F' doit satisfaire une
hypothése supplémentaire :

V-B=0= VF-V¢=0. (3.3.5)

Pour obtenir, ce systéme de la MHD réduite résistive on doit encore définir la variable
de la vorticité W :

B
ou
w=V X v,. (337)
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Le systéeme de la MHD réduite résistive, dont les détails du développement sont dévelop-
pés en annexe 3.A, se résume a :

op+V(pvy) B+ pV-v) +v, -Vp=0,

B B
o V x (pR*9; (v,B) ) + ik V x (pR*0w )

B /1 B
+% <2va2 % va’2> - (VpR? x (v x (V x v,B)))

+WVpR? (v,B+v,) — pR2g -V x (vx (Vxv,B))

n|BJ?
Y (” |F | pR2> -w+ pR*V (v, W) - B+ pR*VW v

B B
+pR2WYV -v) — pR% (v x w) - VX s+ ge (VR? x Vp)

B R?|BJ? B
f— . 2 Pppe— J— . 2 . _—
=B V(RJF> v< - > J+ R(J x B)-V x

B
—F~VX(R2V'£),

(3.3.8)

2 2 2 5, |BI?

p|B|* 0wy, + pB - 0w + p|B|*Oyv,, = p|B|“ v,V - v —3Bp—pvn337
B2

+2pvnvL-<0JxB+V‘ ’)—p@ +pB - (v Xw)

—2pv,0g (v - B) + pv,B-V x (ndJ)—B-(V-m),

Op+V(pon) B+ V- (pv1)+(y—1)p(Vn-B+V-v,)

:—(fy—l)(gezVve—i—Ei:Vvi—i-V-Q—nJQ),

R2
8tz/z:—RzB-VU——B nJ,

OJ VF x VQb A* ¢V¢ —|- VL (a¢’¢))

F B B (. R?

ot Jg la dérivée suivant le champ magnétique est définie par :
op=B-V | (3.3.9)

et A* est Vopérateur de Grad-Shafranov dont la définition est donnée par 1’équation
(3.3.40) :
0
A*th = Aep — %w (3.3.10)
La variable U est le potentiel vitesse défini avec le développement de ’équation de Faraday.

En effet, avec 'hypothése que F' est une constante par rapport au temps alors ’équation
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de Faraday se réécrit :
V x (0ppVeé+ E) = 0. (3.3.11)

De cette équation on en déduit qu’il existe un potentiel vitesse U tel que :
oYVeo + E =UyVU, (3.3.12)

avec Uy la constante qui pour simplifier les calculs, sera supposée égale & —F, sous la
condition sur F' suivante :

VF x VU = 0. (3.3.13)

Ce systéme (3.3.8) présente encore de nombreux termes, mais il est encore souvent
simplifié. En effet, les particules suivent les lignes de champs magnétique du plasma. Mais
ces lignes de champ magnétique étant principalement toroidales, une hypothése souvent
émise est de considérer ce mouvement uniquement toroidal. Pour cela, cette simplification
congiste & ne considérer que la composante toroidale du champ magnétique :

B =FVé. (3.3.14)

Cette hypothése simplifie nombre de calculs et permet d’obtenir une approximation pour
le terme |B|?, la vitesse perpendiculaire v, et la vorticité W :

F2

BI*=15, (3.3.15)
R2
v, =R?V¢ x VU + nfw x J, (3.3.16)
W =Vo¢ - w,
:V¢ -V X vy,
_ S
“AU+V (FJL> , (3.3.17)
ou
J1 = R*((Vo x J) x V¢), (3.3.18)
et les opérateurs A | et V| sont défini par :
AU=V-V U, (3.3.19)
V.U =R*V¢ x (VU x V¢). (3.3.20)

Une hypothése qui est aussi souvent utilisée pour réduire le systéme de la MHD est de
considérer le courant comme principalement toroidal :

J = —iA*d)Vd), (3.3.21)
Ho

avec cette hypotheése la vitesse perpendiculaire v se réécrit encore plus simplement :

v, = R’V¢ x VU. (3.3.22)
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Ces hypothéses supplémentaires permettent de recalculer les termes B-J et V -v

F
B.-J=- A* 3.3.23
Lo, (3329
1
V-v, :E[U,R2], (3.3.24)
ou [.,.] sont les crochets de Poisson définis par :
[a,b] = (Va x Vb) - e4. (3.3.25)

On remarque que cette simplification supposant la prépondérance des effets toroidaux
sur ceux poloidaux n’est pas vraie dans le cas de la force de Lorentz. En effet, sur ce
terme J x B les effets toroidaux s’annulent, il faut donc conserver le champ magnétique
en intégralité. De méme, la simplification de la loi de Faraday (5™¢ équation du systéme
(3.3.8)) est une équation sur le flux magnétique 1, c’est-a-dire sur les variations des effets
non dominants du champ magnétique B. C’est la raison pour laquelle on n’utilise pas
I’hypothése d’'un mouvement principalement toroidal ni sur le champ magnétique B ni sur
la densité de courant J dans le cas de la loi de Faraday :

Orp = R[,U] = FOU +1 (jg — Je) (3.3.26)

avec jg la densité de courant toroidale et j. considéré comme un courant d’entrée définis
par :

jo=— RV,
A*
- uw’ (3.3.27)
0
R2
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Avec ces derniéres hypotheéses le systéme temporel de la MHD se réduit & :

1
Op + 28 (pvn) + UpR] =0,

R
V- (pR? (0 (v, B) ) x V) + V - (pR*V 1 O,U) + %[pRQ,\v\Q]

F 1

V¢ (VpR? x (v x (V xv,B))) + @a(b (vaWpR?) + E[U,pR4W]

vn|B|2
F

—pR*V¢ -V x (v x (Vxv,B)) -V ( pR2> w+ %[RQ,p]

F 1
= DA 1p + ——[),A*)p] = V-V x (R*V - ),
o2 P MORW Y] o ( )
2 F? F F?
PR2atUn + PRQGvUn = —ﬁaqbp—f' pvnﬁ[U,Rg’] +pEVe- (v xw)
—2pvnR2(V¢XVU)-(quxFVqﬁ—i-V(zRQ))
+ponFV¢ -V x (nJ) = FV¢-(V-x),
F 8pvn 1 9 F (%n 2
— -1 —
O+ 13 90 + RlUPRT]+ (v )p<R2 96 R[UR]>

—(y— 1) (me: Voo +m;: Vo, + V- Q — nJ?),

O = Rl,U] = FOsU +1(jy — je) »
A%
J¢ o

v, = R*V¢ x VU.

3.3.2 Le Current Hole

Le phénomeéne du Current Hole a été observé tout d’abord dans le tokamak JET
|[HHHLO1| et dans le tokamak JT-60U |Fujl0|. Ce scénario avancé établi dans JET qui
avec un courant « Lower Hybrid current drive » (LHCD) désaxé présente une région cen-
trale assez large avec un courant toroidale faible. Son nom provient du fait qu’au centre
du plasma la densité de courant est négative. Lié aux instabilités en dent de scie (voir la
partie introductive 1.6.1), la partie centrale négative du courant se désaxe durant la phase
de croissance de 'instabilité, « rebondit » et revient & un état quasi-initial. Ces phénomeénes
ont été observés numériquement et les résultats seront présentés au chapitre 5.

Le Current Hole est modélisé par un systéme de la MHD réduite résistive obtenu a partir
du systéme (3.3.29) qu’on a encore réduit en émettant des hypothéses supplémentaires.
Proposé par Czarny et Huysmans [CHO8| pour étudier les instabilités du Current Hole,
ce modeéle est un équilibre instable [Bis97, BZV98|. Tout d’abord, la premiére hypothése
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supplémentaire émise est la non prise en compte des effets de la vitesse paralléle : v, = 0.
On suppose également une homogénité de la densité du plasma : 9;p = 0 et Vp = 0, et
pour finir les termes de pression sont négligés : p =0 :
2 1 4 F . 1 . 2
V- (pR*V 10U) +§[U,pR W] :ﬁﬁd,j(ﬁ + E[@D,w]—chﬁ -V x (R*V -x),
o + R[U ] =n (jy — je) — FOU,

N (3.3.30)
Jo ===
W =A,U.

De plus on souhaite obtenir des solutions a symétrie cylindrique : 9y = 0. Le systéme se
réécrit alors :

1 1 )
W = R[W,U] + ﬁ[w’“] - ﬁvqﬁ -V x (R?V @),

aﬂb = R[T/%U] +n (.7¢ - Jc) s

A (3.3.31)
Jo ="
W=A,U.

Pour prendre en compte les effets visqueux dans I’équation de la vorticité, on les redéfinit
avec v le coefficient de viscosité par : vA | W. Le systéme du Current Hole est ainsi défini
par :

&ﬂb = RW,U] +1n (J¢> - ]c) )

1
W = RIW,U + 5 [jg] + vALW,
. p (3.3.32)
Ho

wW=A,U.

Dans le cas d’une géométrie cylindrique les deux opérateurs A* et A sont égaux au
laplacien A. Si au contraire on souhaite prendre en considération les effets toroidaux on
utilise le coefficient €, rapport entre les rayons du tore, tel que :

o = (1 + €$)[T/1,U] + T/(j¢> - jC)7

1
oW = (1 + 61’)[W,U] + 72[7#,]'(;,] +vA W,
p(1+ex) (3.3.33)
. I ..
jd) = 7A 1/}7
Ho

wW=A,U,

avec x défini en fonction des coordonnées toroidales (voir la partie introductive 1.5) :

=B fo (3.3.34)

r
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Afin de comparer avec [CHO8, DDF*11], nous étudierons plus précisément la stabilité de
la solution du systéme du Current Hole dans le cas simplifié du cylindre (i.e. € = 0). Dans
ce cas A* = A | = A, le modéle ainsi obtenu est donc :

oy = [V, U] +n(ig — Je),
W = [W,U] + [¢,jg] + VAW,

1 (3.3.35)
Jo = *A%

Ho
W = AU.

Ce systéme d’équations différentielles est non linéaire et instationnaire. Il peut étre réécrit
comme un systéme de deux équations sur les variables ¢ et U :

A
O = [, U] + n(fw — Je),
Ho

Av (3.3.36)

Le systéme (3.3.36), par rapport au systéme (3.3.32), demande une régularité supplémen-
taire sur les solutions obtenues. Elle implique un choix adapté pour la résolution numérique.
Ainsi, lorsque dans la suite nous avons fait le choix d’'une méthode de résolution par élé-
ments finis, il a fallut choisir des éléments de régularité au minimum C'. Ce choix d’élé-
ments fera I’'objet du paragraphe ultérieur 4.3.

3.3.3 Equilibre de Grad-Shafranov

Le plasma est ici toujours décrit comme un modéle monofluide idéal de la MagnétoHy-
droDynamique sous la condition de ’axisymétrie, auquel on ajoute ’hypothése de station-
narité. L’équation de Grad-Shafranov [GR58, Sha66| modélise un équilibre du plasma ou le
gradient de pression s’équilibre avec la force de Lorentz |Bis97, CHO8, Fre87, Fre07, Wes04].
Clairement, ’équilibre de Grad-Shafranov est un équilibre statique qui ne présente donc
pas d’évolution temporelle (0; = 0) et la vitesse du plasma est supposée nulle. Le systéme
de la MHD compléte idéale (3.1.58) avec ces hypothéses se résume a :

Vp =J x B,
wod =V x B, (3.3.37)
V-B=0.

L’équation de Grad-Shafranov est une équation différentielle non linéaire elliptique obtenue
en ajoutant la condition de symétrie toroidale [GR58, Sha60]. Si on applique cette condition
alors le champ magnétique est réduit a sa composante poloidale : By = V x (¢¥V¢), et
I’équation modélisant 'absence de monopdéles magnétiques devient alors :

1
VB = 50 (RBR) + 0:B. = 0. (3.3.38)
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avec

1
Br=— 0,0,
R 7 (0

1

Ceci nous raméne i 'hypothése de forte magnétisation dans la direction toroidale utilisée
pour la réduction de la MHD (3.3.1). Avec cette hypothése ainsi que la symétrie toroidale
(i.e. dp = 0), le courant devient :

oJ = VEF x Vo — A"V, (3.3.39)

ot A* est 'opérateur elliptique de second ordre de Grad-Shafranov défini par :
. 1
A*p = R?V,. - (R?V”) : (3.3.40)

ol V.- et V. sont respectivement les opérateurs de divergence et gradient de la section
poloidale des coordonnées cylindriques tel que :

Ve A= %a,, (RA,) + 9.A., (3.3.41)
Ve = (8,4,0,A)" . (3.3.42)

L’équation d’équilibre entre le gradient de pression et la force de Lorentz Vp = J x B
implique que les projections sur le champ magnétique et sur le courant s’annulent :

B -Vp=0=e4- (Vi) x Vp) =0. (3.3.43)

Cette implication permet d’affirmer que la pression p est une fonction dépendant du flux
magnétique 1. De méme on projette I'équation Vp = J x B sur le courant

J-Vp=0=ey- (Vi) x VF) = 0. (3.3.44)

Cette équation implique que F' dépend du flux magnétique 1. L’équation de Grad-Shafra-
nov est obtenue en introduisant les deux fonctions de flux F' () et p (¢) dans la projection
V1 de I’équation des moments

Vi - Vp =Vip - (J x B),
=J - ((FV¢+ Vi x Vo) x Vi),
F 1

= VBV R T m Y (VYY)
ie. p IF
) P2 7]7 B nhainll
A =—-R Modq/; Fdz/z' (3.3.45)

Les fonctions de pression p et F' sont quelconques. Les choix faits sur ces fonctions et sur
les conditions, telles que celles du bord choisies sur ¢, détermineront I’équilibre du plasma
& obtenir.
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3.3.3.1 Equilibre de Soloviev

11 existe pour cette équation de Grad-Shafranov, résolue généralement numériquement,
un nombre limité de solutions analytiques. Ces solutions sont utilisées comme des exemples
idéaux qui permettent de démontrer les propriétés typiques de 'axisymétrie de 1’équilibre.
On a étudié les solutions de Soloviev [Sol68] qui sont des solutions analytiques. Ces solutions
sont obtenues avec les hypothéses sur la pression qui doit étre linéaire en ) :

p=Dpo+ . (3.3.46)

Le courant I est supposé constant dans le plasma d’ou : F/ = 0. L’opérateur de Grad-
Shafranov est non linéaire, on n’a pas connaissance d’une solution analytique générale.
Néanmoins, pour un second membre donné cette équation peut étre résolue numériquement.

Définition 3.3.1 L’égquation de Grad-Shafranov avec les conditions p' (¢) = o = cst et
F () F' () = B = cst s’appelle 'équilibre de Soloviev.

Le chapitre 5 présentera les résultats numériques de 2 cas tests analytiques de Soloviev.

3.4 Conclusions

Dans le cas de la MHD, on s’appuie sur la théorie fluide. Pour cela, nous avons im-
plicitement fait I’hypothése que les fonctions de distribution sont des maxwelliennes, que le
plasma est dominé par les collisions et que le tenseur des pressions se réduit & une pression
scalaire. Du point de vue de la modélisation des tokamaks, I’avantage de la MHD est qu’elle
est plus simple & implémenter et nécessite moins de ressources numériques. Néanmoins, les
hypotheéses fondamentales telles que la forte collisionalité et la pression scalaire sont fausses
au sein du coeur des tokamaks. Bien que ces hypothéses ne soient pas vérifiées, 'efficacité
des critéres de MHD pour la stabilité des plasmas de tokamaks a été testé pendant plus de
40 ans ; cette théorie est donc bien établie. Pour expliquer le fait de 1’établissement de cette
théorie bien que certains critéres ne soient valides, Freidberg [Fre87] a proposé que dans
les directions perpendiculaires au champ le mouvement de gyration des particules jouerait
le role des collisions et ceci dans le sens ou leurs mouvements sont effectivement isotropes.

Le cas de l'utilisation de la MHD dans les tokamaks étant justifiée, ce chapitre a permis
d’établir différents modéles de MHD. En partant du modéle de la MHD compléte qui
est déja un modeéle simplifié du modéle cinétique jusqu’a I’équation d’équilibre de Grad-
Shafranov, on a obtenu les systémes de la MHD idéal, résistif, conservatif de la MHD
compléte, ainsi que des modeéles de la MHD réduite résistifs tels que celui du Current Hole.

Dans la suite on présente des méthodes de résolution utilisée pour résoudre les systémes
de la MHD. En effet, le modele de la MHD compléte est dominé par 'advection (cf. (3.2.5)).
Pour la résolution avec la méthode d’éléments finis on utilisera des méthodes stabilisées.
Ensuite, les modeéles de MHD réduite tel que celui du Current Hole peuvent contenir des
opérateurs différentielles d’ordre 3 ou 4 ce qui nécessite I'utilisation d’éléments plus réguliers
que des éléments CY tel que les P1 de Lagrange. Pour finir le dernier chapitre présentera
les résultats numériques obtenus sur ces modéles du Current Hole et de Grad-Shafranov.
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L’objectif de ce chapitre est de mettre en place les méthodes numériques qui nous
serviront & résoudre les systémes de la MHD et de la MHD réduite. Pour cela, la premiére
partie de ce chapitre développe la méthode des éléments finis et justifie ce choix de méthode
par rapport par exemple & la méthode des volumes finis. Cette partie détaille également
la nécessité de recourir & des éléments plus réguliers que les P1 de Lagrange C° et la
résolution d’un probléme général avec la méthode des éléments finis.

Ensuite, ce chapitre se poursuit par le développement des éléments finis stabilisés. On
commence par une introduction générale des méthodes de stabilisation. Puis, on verra qu’il
est nécessaire de stabiliser des problémes comme ceux de la MHD qui sont dominés par
I’advection. Notre intérét s’est porté sur la méthode de stabilisation Streamline Upwind
Petrov-Galerkin (SUPG) méthode basée sur I’ajout d'un terme stabilisant dans la direction
de I’écoulement. Afin d’étudier la stabilité L? de cette méthode de résolution SUPG, on
utilise la théorie de Von Neumann. Lors de cette analyse deux cas sont envisagés selon la
prise en compte ou non dans le résidu du terme temporel. Cette analyse introduit I'idée
d’une résolution avec des méthodes implicite ou semi-implicite telle que la méthode de
Crank-Nicholson pour étre stable L? ou s’affranchir de la restriction sur la condition de
CFL. Pour finir, cette partie s’achéve par des résultats numériques obtenus pour un cas
test d’advection 1D.

Ensuite, aprés avoir introduit dans la premiére partie de ce chapitre la nécessité d’une
certaine régularité sur les éléments, notre choix s’est porté sur les éléments C! de Bell
[Bel69]. Cette régularité est due notamment a la volonté de préserver I’absence de monopoles
magnétiques par I'introduction d’un potentiel vecteur. Ces éléments de Bell sont ici définis
puis on en donne les propriétés et on développe leur mise en ceuvre.

Pour finir, ce chapitre se termine par la présentation des modeéles qui ont été résolus
sur des cas tests numériques et dont le chapitre 5 présente les résultats. Ces modéles sont
la conduction thermique qui permettra de valider I'implémentation des éléments de Bell,
et deux modéles de la MHD réduite dont 'obtention a été développée dans le chapitre
précédent : I’équation d’équilibre de Grad-Shafranov et le systéme du Current Hole. Par
cette approche hiérarchique on espérerait aboutir a la résolution du probléme de la MHD
compléte dans les tokamaks.
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4.1 Meéthode des éléments finis

Cette premiére partie du développement des méthodes numeériques de résolution des
systémes de la MHD et la MHD réduite présente la méthode des éléments finis. En effet,
la premiére partie de ce développement sur la méthode des éléments finis expose les mo-
tivations de ce choix de méthode et la nécessité d’utiliser des éléments réguliers. Ensuite,
on détaille la résolution d’un probléme général par la méthode des éléments finis avec
Iutilisation de la technique standard d’approximation de Galerkin.

4.1.1 Motivations du choix de la méthode de résolution

Pour résoudre les systémes de la MHD on aurait pu utiliser la méthode des volumes
finis. On I’a notamment utilisée pour la résolution sur des cas tests de tubes & choc suivant
les exemples proposés par Brio et Wu [BW88, MK05]. Un tube a choc est un tube contenant
un gaz dans lequel est produite une onde de choc plane, susceptible d’élever brutalement
la température ou la pression de ce gaz. Aprés rupture brutale de la membrane séparant
les deux compartiments du tube, le gaz moteur se détend rapidement, ce qui a pour effet
de porter instantanément le gaz & étudier & de hautes température et pression. Il y a ainsi
formation d’'une onde de compression qui se propage en s’accélérant dans le gaz & étudier.
Pour modeéliser ce probléme on utilise les équations de la MHD idéale en 1D (3.1.58).

Ainsi, pour ce cas test de tube a choc sur un domaine d’étude Q = [0, 1] discrétise avec
un pas de maillage de 0h = 0.01, pour une durée totale de simulation T de 0.1, et avec une
condition de C'F'L de 0.8, on impose les conditions initiales de ce cas test sur les variables
primitives du systémes présentées sur la figure 4.1.

membrane séparant

les 2 parties du tube
fqui sera rompue a t =0

(pyp,u,v,w) = (0.125,0.1,0,0,0)

(pap7u7v7w) = (17 17 07 07 0)

(By, By, B,) = (0.75,1,0) (By, By, B) = (0.75,—1,0)

T
|
|
|
!
!
|
|
|
1

=0 x=0.5 r=1

FI1GURE 4.1 — Cas test de Tube & chocs
Ce cas test représente un tube & choc dans lequel on a retiré la paroi au temps initial.
Ainsi, le graphique obtenu 4.2 permet de visualiser le profil de la densité de particules en

fonction de x. Le graphique de la densité a la particularité de représenter toutes les ondes,
au contraire des autres variables sur lesquelles on n’en observe qu’une partie.
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Sur les quatre graphiques 4.3a, 4.3b, 4.4a, 4.4b on observe les profils de la pression p,
des vitesses u et v et du champ magnétique B,. Aprés avoir obtenu les résultats a I’ordre 1
en espace comme dans [BW88, MKO05|, on s’intéresse a 'ordre 2. Le graphique 4.5 présente
la densité p en rouge a l'ordre 2, en vert a ’ordre 1 et en bleu une solution obtenue avec plus
de mailles. La solution d’ordre 2 avec limiteur est 1égérement meilleure que celle obtenue
avec 'ordre 1.

Comparakaon andre sur damsis
1 T

08 -

0g -

a7 -

0

05

04 |

0z

0z

o1

L L L
1) oz 0.4 0E iF:) 1

FIGURE 4.5 — Densité p dans le tube a choc

La méthode des volumes finis permet la montée en ordre 2 avec ['utilisation de limiteurs
tels que minmod ou superbee mais 1’étude des instabilités demande de recourir & des ordres
élevés. La méthode des différences finies utilise quant, & elle, un maillage structuré. Notre
choix s’est porté sur les éléments finis. Pour la résolution d’équations ou de systémes
d’eéquations, cette méthode [Rao76| est un outil utilisé pour sa précision, son adaptabilité,
sa flexibilité géométrique et notamment une montée en ordre plus aisée.

4.1.1.1 Géométrie toroidale

La fusion nucléaire et I’évolution du plasma au sein des tokamaks se déroulent dans
des géométries 3D. Mais ces géométries présentant des symétries, il est usuel d’utiliser des
éléments seulement 2D dans le plan poloidal et d’utiliser une représentation spectrale de
Fourier dans la direction toroidale, ce qui se résume & :

®3p = p2p (1,2) P10 () - (4.1.1)

Cette technique est par exemple utilisée dans le code de calcul JOREK développé au CEA.
Elle permet notamment d’isoler les modes résonnants et donc de ne simuler que certains
modes choisis.

Les deux parties suivantes présentent l'intérét d’utiliser des éléments plus réguliers que
des P1 de Lagrange, continus, pour la résolution des systémes de la MHD.
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4.1.1.2 Divergence cleaning

Le systéme de la MHD compléte (3.1.57), rappelé ici

Ohp+V - (pv) =0,
opw+V-(pwev)=JxB—-Vp—-V -,
OpE+V - (pEv+pw) =(J xB) -v—v-(V-m)+nJ?
— (@e: Voo +mi: Vo, +V - Q)

V. J =0,
P e L (4.1.2)
VxE=-0B
\Y% XBZM()J,
V- B =0,

1
E+v><B:17J—|—%(J><B—Vpe—v-£e).

\

est surdéfini. Il présente 9 équations pour 7 inconnues (sans compter les coefficients de
transport qui ont leurs propres définitions qui ne sont pas rappelées ici). En sachant que
I’équation de continuité de la charge

V.J=0, (4.1.3)

est automatiquement vérifiée avec la définition de la densité de courant en fonction du
champ magnétique :
V x B = uod, (4.1.4)

il reste ’équation modélisant ’absence de monopéles magnétiques :
V-B=0. (4.1.5)

Cette équation surdéfinit le systéme. Elle est physiquement vérifiée mais le probléme est
de satisfaire cette contrainte au niveau discret. L’équation (4.1.5) vient de I’équation de
Faraday a laquelle on applique I'opérateur de divergence :

V.0,B+Y-VxE = 0. (4.1.6)

Numériquement, cette simplification est fausse. En effet, la divergence discréte V- du
rotationnel discret Vj x n’est pas exactement nulle :

Vi (Vy x =) #0, (4.1.7)
ce qui provoque ’apparition de monopoles magnétiques p,, discrets
Vh-(vh th)yéO:>8t (Vh'Bh)%pm. (4.1.8)

Ces monopoles s’accroissant au cours du temps, leurs présences peuvent conduire a ce que le
systéme ne soit plus physiquement acceptable [DKKT02]. Par exemple, les effets au niveau
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de la topologie du champ magnétique sont évoqués par Brackbill et Barnes [Bra85, BB80],
Balsara et Spicer [BS99]. La topologie du champ magnétique est une métrique importante
dans la description de I’évolution des plasmas magnétisés.

Pour résoudre ce probléme, certains schémas ont été développés en imposant la di-
vergence du rotationnel nulle ce qui revient & construire des opérateurs numériques tel
que :

Vi (Vy x =) =0. (4.1.9)

Ces schémas font souvent référence & des méthodes de transport avec contrainte. Ce type
de schéma a été proposé tout d’abord pour les équations de Maxwell par Yee [Yee66]| puis
il a été généralisé par Holland [Hol83] et par Madsen et Ziolkowski [MZ90]. Cette approche
a été adaptée pour les équations de la MHD par Brecht et al [BLFHS81|, Evans et Hawley
[EH88| et De Vore [DeV9L|. Pour ce type d’approche avec contrainte 'idée principale est
d’utiliser une discrétisation spéciale adaptée pour I’équation du champ magnétique (4.1.5).

Afin de controler 'accroissement des monopoles magnétiques des techniques de correc-
tions ont été développées pour ces schémas. Une premiére méthode connue est la projection
du champ magnétique dans l'espace vectoriel a divergence est nulle, aussi connue sour le
nom de projection de « Hodge ». Une seconde méthode est celle développée notamment
par Powell et al. [Asl93, BB80, PRM'95, Pow94| dans laquelle des termes proportionnels
& la divergence du champ magnétique sont ajoutés au terme source :

dhp+V - (pv) =0,
() +V - (wev)+Vp=JxB-V-z-BV B,
O (pE) +V - (pEv +pw) =(J xB)-v—v-(V-7) +nJ*
— (@e: Vve+m;: Vo, + V- Q)
—v- BV - B,
0B+ V x E=—vV - B,

(4.1.10)

ol po est la perméabilité du vide. Il a notamment été prouvé que l'ajout de ce terme
améliorait la robustesse des schémas pour les volumes finis [TO96].

Pour assurer cette condition de maniére forte, il est également possible de réécrire le
champ magnétique B sous la forme d’un potentiel vecteur A tel que :

B =V xA. (4.1.11)

Définir le champ magnétique par un potentiel vecteur permet d’assurer par définition la
condition d’absences de monopdles magnétiques (4.1.5), mais cette équation impose que le
potentiel vecteur A soit au minimum de régularité C', pour que 1’équation suivante soit
vérifiée au sens fort :

Vh . (Vh X Ah) =0. (4.1.12)
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4.1.1.3 Opérateurs différentiels de la MHD réduite

Lors de la résolution de systémes de la MHD réduite comme (3.3.36), obtenu a partir
de la MHD compleéte, et réécrit ici :

A
o = [w,U] + (22— o),
Ko

Av (4.1.13)
8t (AU) = [AU,U] + [1/),7] + VAzU,
0

des dérivées d’ordre 3 et 4 apparaissent. Or les éléments C? tel que les P1 de Lagrange ne
sont pas assez riches pour décrire ces opérateurs. En effet, cela revient & intégrer un dirac
multiplié avec une fonction discontinue ou avec un autre dirac : ce qui n’a pas de sens. Ainsi,
la résolution de ces systémes de MHD réduite nécessite 1'utilisation d’éléments C'. Pour
pallier ces dérivées d’ordres élevés on peut aussi introduire des variables supplémentaires
ce qui conduit & augmenter artificiellement la taille du probléme discret. L’utilisation de
variables supplémentaires revient a résoudre le systéme du Current Hole a 4 équations
(3.3.35) qui peut lui étre résolu avec des éléments CY comme les P1 de Lagrange par
exemple.

4.1.2 Présentation sur un probléme modéle

Afin d’étudier et d’utiliser d’une fagon simple le concept d’éléments finis (EF), nous
introduisons dans ce paragraphe la résolution d’'un probléme modéle général. Soit 2 un
domaine borné régulier de R? dont le bord du domaine est noté I'. On considére 1’équation
suivante :

Ow+ L(0,w)=f, dansQ, V>0, (4.1.14)

avec w représentant généralement un vecteur contenant les variables du systéme, qui sont
elles mémes fonction des variables spatiales x = (21, 22, xg)t, et £ une application linéaire
telle que :

LOw) =) AP (w)0w, (4.1.15)
Ip|<2
ou
Pw = LIP3 . (4.1.16)

On suppose que sur la frontiére I' du domaine, la solution vérifie la condition de Dirichlet :
w(z,t)=g(x) Vzel, Vt>0 (4.1.17)

et que cette équation admet pour condition initiale, nécessaire pour fermer le probléme :
Ve e, w(z,0)=uw’(z). (4.1.18)

Dans le cas des éléments C', les variables ont des degrés de libertés qui induisent des
conditions sur les dérivées premiéres et secondes.
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4.1.3 Formulation faible

La formulation faible de ce probléme est obtenue en multipliant cette équation par une
fonction test B dans un espace de fonctions suffisamment réguliéres et nous intégrons sur
le domaine 2

/ (Ow + L (0,w))B = / fB. (4.1.19)
Q Q
On déduit la formulation variationnelle de ce probléme :

Trouver w telle que

O (w,B) + a(w,B) =1 (05’)» vB, (4.1.20)
w(0,7) = W’ (z), Vo €,
wt,z) =g(z) Ve e,

ot a et | sont les fonctions associées au probléme, (.,.) représente le produit scalaire L?
et f est une fonction de L2(]0,T¢[, L* (Q2)). Enfin, w° est une fonction de L? () et g de
L? ().

4.1.4 Meéthode de Galerkin

La méthode de Galerkin associée naturellement avec la méthode des éléments finis, peut
étre décrite comme ’approximation de la formulation variationnelle d’une équation aux
dérivées partielles (EDP), ou d’un systéme d’EDP, sur des espaces fonctionnels approchés
de dimensions finies. Le domaine €2 est discrétisé par un partitionnement €2; composé de
N, éléments notés ..

Nﬁl
o= (4.1.21)
1

Ces éléments recouvrent le domaine et ils sont soit disjoints soit reliés par une aréte ou un
sommet. Ainsi, la méthode de Galerkin consiste & chercher les inconnues dans les mémes
espaces approchés V. Le probléme discrétisé en espace mais continu en temps s’écrit alors :

Trouver we € V}, telle que
O (we, Be) + a (we, Be) =1(B.) VB. €V, C L? (),
we(0,2) =w? (z), VreQ,

we(t,x) = ge(z) , Vaxel,

(4.1.22)

Ce systéme peut s’écrire sous forme matricielle, il se met sous la forme d’un systéme
d’équations différentielles du premier ordre :

MoW +> ) KPIW =F, (4.1.23)
p q

ou W est le vecteur des inconnues nodales, M est la matrice de masse, F le terme source
et K représente les matrices associées aux termes différentiels.
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Apres discrétisation du domaine 2, la formulation faible du probléme se réécrit :

/ (Owe + L (0, we) ) Be = / /B (4.1.24)
Q Q
ou

we = We - B, avec W, = w,. (4.1.25)

Les matrices M, K et F sont remplies a partir de "assemblage des matrices élémentaires
M., K. et F, suivantes :

M, = /Q B. (2) @ B, (x), (4.1.26)

KPa — / CP9 (1, w0,) (OB, (x) @ 9B, (), (4.1.27)
Q

F = /Q LB, (x). (4.1.28)

Ces matrices composées sont calculées avec I'intégration des points de Gauss [Dun85| telles
que :

M. =Ve ) ByBe (&) © Be (&) (4.1.29)

KDY=V, Y B,CP (2,we) (9Be (&) @ 9Be (&) (41.30)
g

Ny
Fo =V, ) BeBe (&), (4.1.31)
g

ol Ve est laire de I’élément, ici un triangle, et 3, et &, sont respectivement les poids et la
valeur de ces points d’intégration.

4.1.5 Discrétisation temporelle

Pour finir cette présentation de la résolution de ce probléme, la discrétisation en temps
utilise une approximation de type différences finies. En effet, on discrétise en temps sur
[0, T¢] avec un pas de temps At :

Wn+1 o Wn
M—————+K (W™ + (1 —0)W") = 0F" ! + (1 - 0) F", (4.1.32)
avec 6 le parameétre de la méthode compris dans l'intervalle [0, 1]. Le choix (# = 0) corre-
spond au schéma d’Euler explicite, (§ = 1) a celui d’Euler implicite et (f = 1/2) au schéma
de Crank-Nicholson. On notera que les deux premiéres méthodes sont d’ordre 1 alors que
le schéma de Crank-Nicholson est d’ordre 2.
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4.2 Eléments finis stabilisés

Cette partie présente les éléments finis stabilisés en commencant tout d’abord par un
récapitulatif des différentes méthodes de stabilisation existantes [Werl0, Bil09] dont la
méthode SUPG qui sera plus particuliérement étudiée. Aprés ces généralités, on détaille
I'intérét de stabiliser les systémes dominés par I’advection tels que les systémes de la MHD.
Ensuite, on détaille le développement et la mise en ceuvre de la méthode de stabilisation
SUPG. Cette méthode de stabilisation nécessite ['utilisation d’'un parameétre 7 dont le choix
fait I'objet du paragraphe 4.2.3.1. De méme, le paragraphe 4.2.3.2 est consacré au terme de
capture de choc qui a pour objectif de diminuer les oscillations apparaissant sur la solution
lorsque les gradients de celle ci sont forts. Cette section sur la stabilisation se poursuit par
une analyse de stabilité L? de la méthode SUPG sur une équation d’advection 1D. Cette
étude permet de conclure quant a la stabilité L? de cette méthode de résolution qu’elle
soit résolue de maniére explicite, semi-implicite ou implicite. Enfin cette partie se termine
par une application numérique sur un cas test analytique s’apparentant & un probleme de
transport 1D.

4.2.1 Généralités sur les éléments finis stabilisés

Initialement congus pour traiter des problémes symétriques et coercifs comme cela est le
cas en mécanique des milieux déformables, les éléments finis ont été rapidement employés
en dehors de ce contexte pour résoudre notamment des problémes de la mécanique des
fluides. Cette méthode est inadaptée car instable pour la simulation d’écoulements dominés
par 'advection comme les systémes de la MHD (l'explication sera développée dans la
partie suivante « intérét de stabiliser »). Pour remédier & cette instabilité, il est nécessaire
d’ajouter dans la formulation variationnelle discréte un terme supplémentaire qui permet
d’assurer la stabilité du schéma numérique obtenu en conservant la consistance et 'ordre
de la méthode. Ce type de méthodes dits d’éléments finis stabilisés (EFS), est apparu a la
fin des années 1970 pour des équations de type advection-diffusion [BH82, Hug78].

Les méthodes éléments finis stabilisés dont 'origine est rappelée par Hughes [Hug95]
sont divisées en deux grandes familles qui sont les méthodes de type Petrov-Galerkin et les
méthodes multi-échelles. On classe dans la catégorie des méthodes multi-échelles les élé-
ments finis de type bulles [BBET92, FF95], les méthodes « algebraic subgrid scale » (ASGS)
[Cod00, Hug95]|, « Variational MultiScale » (VMS) [Hug95] et la méthode de pénalisation
intérieure [BEO7, BFH06, DD76| ou encore la méthode de projection [Cod08, CB00].

La méthode de stabilisation avec des fonctions bulles est une méthode multi-échelle
[Hug95]. Les fonctions bulles sont des polynémes d’ordres élevés qui s’annulent sur les élé-
ments de bords. Elles sont utilisées par les défenseurs de la méthode des éléments finis de
Galerkin lorsque celle-ci échoue. En pratique la qualité d’approximation est souvent « pau-
vre », due au fait que les polyndémes bulles ne soient souvent pas une bonne représentation
de l'intérét du phénomeéne « subgridscale ».

Pour la méthode de stabilisation par pénalité intérieure continue l’idée est d’ajouter
une pénalisation par les moindres carrés sur le saut du gradient entre éléments voisins
comme si toutes les stabilités étaient traitées uniformément.

La deuxiéme famille de méthodes d’éléments finis stabilisés sont des éléments de type
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Petrov-Galerkin [HMS86b]. Elle regroupe les méthodes « Streamline-Upwind Petrov Galerkin »
(SUPG) [BH82|, « Pressure Stabilization Petrov Galerkin » (PSPG) [FF92, HFB86|, « Galerkin
Least Square » (GLS) [HFH89] et « Gradient Galerkin Least Square»  (GGLS) [FFH92|.

Apreés cette courte introduction sur les différentes méthodes de stabilisation existantes
pour les éléments finis, nous allons présenter, sur un probléme modéle, les raisons qui
incitent a utiliser une stabilisation.

4.2.2 Neécessité de la stabilisation

Cette partie présente la nécessité de stabiliser lorsque ’on étudie numériquement des
problémes dominés par ’advection, comme le systéme de la MHD. Il sera montré que
I'utilisation d’une méthode éléments finis avec des éléments P1 de Lagrange pour résoudre
ce systéme correspond & une résolution avec un schéma volumes finis ou différences finis
avec un flux centré. Ce schéma aux volumes finis est connu pour étre numériquement
instable.

Le systéme conservatif de la MHD idéale se réécrit sous la forme :

Ow+ V- F(w) =0, (4.2.1)
ou encore sous la forme quasi-linéaire
3
0w + Y Aidp,w =0, (4.2.2)
i=1

ou A; sont les matrices jacobiennes telles que :
OF;

A; = o (4.2.3)
Ainsi, si on considére Q un domaine borné régulier de R%, le probleme aux limites s’écrit :
Ow(t,x) + V- F(w(t,z)) =0, Ve, Vtel0,Ty]
w(t,r) =w' (t,x), Vre€dQ, Vtel0,Ty (4.2.4)
w(0,z) =’ (x), VeeQ, at=0,

ou 9N représente le bord du domaine Q. Pour résoudre ce systéme avec la méthode des
éléments finis, on cherche & obtenir la formulation faible de ce systéme. En ce sens, com-
mengons tout d’abord par multiplier le systéme par une fonction test ¢ dans ’espace V' de
fonctions suffisamment réguliéres et ensuite on intégre sur le domaine €2, espace de calcul :

/ (O + V - F(w)) ¢d = 0. (4.2.5)
Q

Le probléme variationnel est donc :

Trouver w € S telle que

/Q(atw +V-F(w)pd2 =0, Yoel, (4.2.6)

w(t,r) =w' (t,x), Yz e€d, Vtel0,Ty
w(0,z) =(z), VzeQ, at=0,
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ou S est également un espace de fonctions suffisamment réguliéres. Le probléme variationnel
sous l'approximation de Galerkin se réécrit alors :

Trouver wy, € Sy, telle que ,

/Q(atwh + V- F(wh))¢hd9 =0 VopeV,

(4.2.7)
wi(t, x) =w}, (t,x), Yo €d, Vtel0,Ty
| wn(0,7) =wi(z), VzeQ, at=0.
On approche la variable w par :
wr Y wi(t)i(z), ot € Sy, (4.2.8)

avec 1) les fonctions de bases de I'espace Sj,. Pour F'(w) on utilise la linéarisation suivante :

© " PiO)(0), on v € S (12.9)

Dans le cas de la méthode de Galerkin, les fonctions de bases sont prises dans les mémes
espaces : Sy, = V},. La formulation faible devient alors :

&,u] / i idY + ZF w; / (6;)¢:dQ2 = 0. (4.2.10)

Pour simplifier, on se place pour la suite dans le cas 1D. On a donc :

8% /¢]¢Zd:c+ZF w; /a (6;)idz = 0. (4.2.11)

En posant les matrices M et C' suivantes :

M = (Mij);;,  Mij = / ¢jpidz, (4.2.12)
¢J
C=(Cy)y, Ciy= | 5 didr. (4.2.13)
le schéma se réécrit :
N,
L AW
> M=+ CiF (W) =0, (4.2.14)
j=1
dw,
ie. M—dtthCF(Wh) (4.2.15)



M n’est pas une matrice diagonale. On cherche donc & condenser cette matrice pour ré-
soudre explicitement le probléme. Cette technique usuelle [EGM09, EJ97, GLS78, Neu73|
consiste & approcher la matrice M par une matrice diagonale dont le coefficient diagonal
de la ligne 7 est la somme des coefficients de cette méme ligne 7. Ainsi, cette matrice M
devient :

M ~ Azl (4.2.16)

Avec la formulation d’Euler explicite pour la discrétisation temporelle et si on utilise les
éléments P1 de Lagrange, on retrouve ici un schéma volumes finis ou de différences finies
avec un flux centré :
Wit —wp  Fwin) — Fwio)
At 2Ax

Cette méthode des volumes finis avec un flux centré est connue pour étre instable numeérique-
ment.

Ainsi, cette méthode de résolution est instable pour les systémes de la MHD. On
présente donc dans la partie suivante la méthode de stabilisation SUPG.

=0. (4.2.17)

4.2.3 Stabilisation SUPG

Le systéme de la MHD est dominé par ’advection. Pour illustrer, la méthode de stabili-
sation SUPG nous étudions au préalable la résolution de I’équation plus simple d’advection
1D :

Op+u-Vp=0, (4.2.18)

avec p la quantité transportée et u la vitesse d’advection. Ce probléme est défini sur un
domaine 2 borné régulier. Sur la frontiére 02 de ce domaine la solution vérifie la condition
de Dirichlet :

p(t,x) = p''(x), Vre€odQ, Vtel0,Tyl, (4.2.19)

et admet comme condition initiale nécessaire pour fermer ce probléme la fonction p :
at=0, p(0,z)=p"x), Vre (4.2.20)

La formulation variationnelle associée a cette équation (4.2.18) est obtenue en multipliant
cette équation par une fonction test ¢ pris dans un espace de fonctions adéquat et en
intégrant sur le domaine €2 :

/ (Orp+u-Vp)pdQ =0 (4.2.21)
Q

Dans le cas d’une approximation de Galerkin standard les quantités p et les fonctions de
bases ¢ appartiennent au méme espace V},, approximation de V. Le probléme variationnel
discret s’écrit alors :

Trouver p;, € Vj, telle que
/ (Orpn +u - Vpp)ppdQ =0, Vop € Vi,
Q

p(t,z) =p' (z), Vre€dQ, Vtel0,Ty,
p(0,2) =p°(z), Ve

(4.2.22)

94



La résolution de cette équation nécessite 'utilisation d’une méthode de stabilisation.
Notre choix s’est porté sur la méthode de stabilisation SUPG. Quelques méthodes ont
précédé le développement de cette méthode SUPG parmi lesquelles les méthodes upwind
[Hug78]| et streamline upwind [HB79|. Ces méthodes ont permis de résoudre certains prob-
lemes comme le probléme de diffusion dans certaines directions (voir [Bil09]). Néanmoins,
elles présentent encore quelques inconvénients et notamment au niveau de la consistance.
Brook et Hughes [BH82] ont proposé, pour résoudre cette difficulté, d’appliquer un terme
complet de stabilisation & ’ensemble des équations. Ainsi, I'idée originelle de la méth-
ode SUPG est de rajouter un terme de diffusion qui agit uniquement dans la direction
de I’écoulement sur ’ensemble de 1’équation. Cette méthode permet aussi de conserver la
consistance du schéma numérique considéré. Elle est de type Petrov-Galerkin car elle sug-
gére la modification des fonctions test ¢p en ajoutant une perturbation de type streamline
upwind agissant dans la direction de ’écoulement sur les dérivées spatiales uniquement :

O = bn + Thu - Vo, (4.2.23)

ol 7, est un coefficient de stabilisation défini sur chacun des éléments du maillage. Ce
parameétre permet de controler la quantité de diffusion numérique apportée au schéma. Le
choix de celui-ci fait I'objet du paragraphe 4.2.3.1.

Avec ces fonctions de bases ¢y, la formulation faible de ce probléme d’advection devient :

Trouver pp €Vy  telle que

/(&tﬁh +u- V) dpdQ + Z/Teu Vén (Opn +u - Vpy) dQ = 0,Yey € Vi, (4.2.24)

pr(t, ) =ph (z), VaedQ, Vitel0,Ty,
pn(0,2) =p)(z), Yz e Q.

A Dorigine, cette stabilisation a été congue pour des problémes stationnaires. Pour utiliser
cette méthode sur des problémes instationnaires, tels que ceux de la MHD, Codina [Cod98]
propose de considérer le terme temporel du résidu comme un terme source. Le probléme
s’écrit alors :

Trouver p, €V,  telle que

Apl
/(atph +u - Vpp) opd + Z/Teu Von ( Ph +u- Vph> dQ =0,Vop, € Vp,

ph( ) :ph( )7 Vr € 8Q7 Vit € [Ova]v
pn(0,2) =pj(z), Vr e,

(4.2.25)
avec At le pas de temps et Apj défini par :

Apy = p”+1 — ph. (4.2.26)

Ainsi, si le domaine € est divisé en N; éléments et ces éléments en N, sommets, I’équation
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se réécrit : Vi € [1; N

Nel Ms Nel /\/s

LY RIILED SR KL
e=1 j=1 Qe e=1 j=1 Qe (4 , 27)
Nel -/\/‘S Apn Nel /\[S 2.
i b0.6 2 o
+;;Teu At /Qed)ﬁxcbzdﬁ—l—;;nu pj/gleangja$¢ldg 0.

Sans condenser la matrice de masse et en utilisant des éléments P1 de Lagrange, la formu-
lation discréte de cette équation est :

Az 2Az Az 1 Apt . Ap?
?atpj—l + Tatpj + ?atpj—i-l + §UT]‘ ( Ajt ! _ A]t_H) =
) S, (4.2.28)
3 (Pj+1—pj-1) — Taj (—pjs1+2p5 — pj-1),
avec
pj = pu(T;)- (4.2.29)

Le terme temporel du résidu étant défini de maniére implicite, on verra dans ’analyse
de stabilitée L?, dans le paragraphe 4.2.4, que I'ensemble de I’équation doit étre résolue
implicitement pour garantir cette stabilité. En effet, les résultats montreront que résolue
de maniére explicite ce probléme est inconditionnellement instable.

Ainsi, pour gagner en stabilité, nous proposerons de faire une résolution semi-implicite
ou implicite compléte. Pour cela, on pose m et p des coefficients définis en fonction des
coefficients 3 et v pris dans [0; 1] tels que :

m =n+ f3, (4.2.30)
p=n-+, (4.2.31)

c’est-a~-dire que p™ et pP sont définis par :

P =Bp" T+ (1= B)p", (4.2.32)
pP=yp" T+ (1 =) p" (4.2.33)

Le probléme d’advection 1D dans le cas d’une résolution implicite ou semi-implicite a pour
formulation faible

Nel
A V12
/(8tph +u - Vpp')opdQ + E / TeuV op( Ph uVph)dQ = 0. (4.2.34)
(9] e—1 Qe At

Ainsi, le probléme variationnel de cette équation d’advection 1D résolu de maniére implicite
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ou semi-implicite s’écrit alors :

Trouver p, €V, telle que

At
pr(t, ) =pj(x), Vo€ dQ, Vtel0,Tyl,
pn(0,2) =p)(x), Yz e Q.

Nel
A Vel
/(atph +u-Vop') ¢pdQ + Z/Teu -Vop < Ph +u - Vpﬁ) dQ2 =0,V € Vp,
Q e—1 Q

(4.2.35)

Il est possible de faire différents choix sur g et «y, suivant que I’on souhaite une résolution

plus ou moins explicite ou implicite. La résolution est dite semi-implicite si les coefficients
B et ~ sont pris tels que :

0<pB<l e 0O0<y<l. (4.2.36)

Paralléelement & un développement de la résolution implicite, on a repris le résidu de
I’équation stationnaire. On a donc cherché a ne stabiliser que la partie convective de ’équa-
tion. Dans ce cas, la formulation faible de ce probléme d’advection se réécrit :

Trouver pp €V,  telle que
Nel
Opp +u-V dQ) + /6 -V -Vpp)dQ2 =0,V € Vy,
/Q( ipn +u - Vpr) dp ; QT u-Vop (u-Vpp) én € Vi (4.2.37)
pr(t, ) =pj(x), Va €09, Vte(0,Ty],
pn(0,2) =pj(x), Yz e,

En utilisant les éléments P1 de Lagrange et en condensant la matrice, la formulation
discréte en espace associée a I’équation (4.2.37) s’écrit alors :

2
Pi+1 — Pi—1 U™T;
; 0, 2p; — pi—1) = 0. 4.2.
Opi + u AL +( :L‘)Q( Pit1 + 2pi — pi—1) =0 (4.2.38)

Le dernier terme de cette équation (4.2.38) est de la forme d'un laplacien, il est donc
diffusif.

Plus généralement, sur les systémes de conservatifs de la MHD (4.2.1) la méthode
de stabilisation SUPG s’applique également. Pour cela, on utilise la forme quasi-linéaire
(4.2.2). Avec les fonctions de base ¢, munies de la stabilisation SUPG, la formulation faible
de ce systéme devient si on ne tient pas compte de la partie temporelle du résidu :

Trouver wp €V, tel que, Vo, €V},
Nel
Oon +V - F a0 + / AV (V- Flwy))dQ =0,
@9 P o D[, A Vo (V- Flen) (12.39)
pn(t,z) =pj (z), Vo €dQ, Vtel0,Ty,
| on(0,2) =p0(z), Ve Q.
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La version discréte en espace de cette équation revient & un schéma volumes finis de type
Lax-Wendroff

F(wi+1) — F(wifl) TiAi

O + 2Azx (Ax)

5 (—F(wit1) + 2F(wi) — F(wi-1)) = 0. (4.2.40)

4.2.3.1 Différents choix de 7 : paramétre de stabilisation

Le choix de ce paramétre de stabilisation 7 est délicat. Tout d’abord, 7 est une matrice
locale sur chacun des éléments du maillage. Il existe une liste exhaustive de définitions
existantes pour ce paramétre 7 [Tez03]. On en cite ici 3 [Werl0] en commencant par le plus
simple :

1 h

Te = lul+c

I, (4.2.41)

ot h est une des longueurs caractéristique de ’élément [FV00, JK07], ¢ la vitesse du son,
u la vitesse et I la matrice identité. 1l faut noter que cette matrice 7 est donc diagonale et
que le méme coefficient sera appliqué a toutes les équations.

Pour le probléme de la MHD les jacobiennes A; correspondent a la généralisation de la
vitesse d’advection, elles peuvent donc étre utilisées pour construire le paramétre de sta-
bilisation 72 défini alors par :

N -1
T2 = (Z |A10,¢; + A20y¢; + A33z¢i\> ~ (4.2.42)

=1

Ce type de paramétre est moins répandu car il nécessite 'inversion d’une matrice ce qui
est cotteux. Il existe néanmoins des publications, ayant pour sujet le schéma SUPG, ou
des termes de stabilisation analogues sont utilisés [AS10].

Le dernier paramétre de stabilisation défini ici a été proposé par Tezduyar et Senga [TS06].
1l s’agit a nouveau d’une matrice diagonale :

N -1
o = (Z clj- Vil + \u-wﬁi!) I, (4.2.43)

i=1
ou j est un vecteur unitaire défini par :

Vp

j=_t (4.2.44)
Il

4.2.3.2 Capture de choc

En présence de forts gradients, la méthode SUPG n’empéche pas 'apparition locale
d’oscillations, aussi appelées phénomeénes de Gibbs. Ces apparitions locales d’oscillations
s’expliquent par le fait que le schéma ne soit ni monotone ni TVD (Total Variation Di-
minishing). 11 est cependant nécessaire de controler ces oscillations qui peuvent avoir des
conséquences nuisibles et notamment leurs amplifications peuvent causer la divergence de
la solution. Pour pallier ce probléme un terme de diffusion supplémentaire est généralement
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introduit : il est appelé « Capture de choc ». Ce sujet a fait 'objet de nombreuses études
[BRAT93, HM86a, HMA86, SHJ91|. Ce terme de capture de choc est rajouté directement
au modéle tel que :

Ow + V- F(w) =V - (Vehoe Vw). (4.2.45)

Il suffit de rajouter le terme de capture de choc pour obtenir la formulation discréte a
partir de I’équation (4.2.40). Ainsi, cette équation en version discréte en espace s’écrit :
F(wi+1) — F(wi,l) Tz’Ai

Ohwi + AT T (Ax)? (F(wit1) — 2F(wi) + F(wi-1))

(Vchoc)i
Ax

Ce terme de capture de choc est pondéré par un coefficient vepoe qui permet d’agir seulement
lors de forts gradients. Ce parameétre vcpo. donne donc une indication sur 'amplitude des
gradients. Comme pour le paramétre 7 il n’existe pas de définition unique et optimale pour
ce terme.

(4.2.46)

(wi+1 — 2w; + wi_l) =0.

4.2.4 Analyse de stabilité L?

Dans cette partie, on étudie la stabilité L? de la méthode de résolution. Dans un premier
temps, on étudie le cas ou dans le résidu le terme temporel est conservé et considéré comme
un terme source. Dans un second temps, on a étudié la stabilité L? dans le cas ot on ne
stabilise que la partie convective de I’équation.

Afin d’étudier la stabilité L2, on utilise une approche naturelle d’amplification des
erreurs : la théorie de Von Neumann. Cette méthode est basée sur I'utilisation de la trans-
formée de Fourier. Cette technique consiste & distinguer un par un les modes d’oscillations
de la solution. Pour mettre en avant amplification des erreurs, on pose :

pj = A" Vi, vn. (4.2.47)

La solution obtenue sera stable L? si :

Vo, lg(O)P <1, (4.2.48)
avec
An+1
9(0) = 5 (4.2.49)

Résidu avec terme temporel

Dans un premier temps, cette analyse de stabilité est effectuée sur le probléme variation-
nel (4.2.25), soit avec le terme temporel dans le résidu pris comme un terme source. Ainsi,
dans le cas explicite, les équations (4.2.28) et (4.2.47) permettent d’obtenir la fonction g(6)
sous la forme suivante :

2

_ T
Ay tusind + (1 —cosf)
g0) =1- 2t Az (4.2.50)
Az (cos@+2) . T
————— —ju—-sinf
3 Az
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FEn imposant les conditions suivantes :

At At
-— = = — 4.2.51
AI 0-7 T ) ( 5 )

=1
U , 5

alors cette fonction g(f) ne dépend plus que de o, coefficient lié¢ & la condition de CFL, et

de 6 :
isinf + o(1 — cos )

gl0) =1-o0
56+ 2
€805 7 g
3 2
La stabilité L? dépendant de o, sur la figure 4.6 on a tracé plusieurs courbes de |g(#)[? en
fonction de 0 suivant plusieurs coefficients o choisis.

(4.2.52)

Stabilité L2

1.25

o =00
=025
— 0=005

1.20

1.157

1.10

lg(6)?

1.057

0.95

0.90 T T T T T T T T T T T T T 1

FIGURE 4.6 — Stabilite L? suivant o avec résidu temporel.

Les courbes obtenues sur la figure 4.6 montrent que lors d’une résolution explicite
quelque soit le coefficient o choisi il n’est pas possible d’obtenir la stabilité L?. En effet, o
ne change pas le sens de variation de la courbe |g(#)|? et donc méme si le coefficient o est
pris trés petit la condition (4.2.48) ne sera pas assurée et donc la stabilité non plus.

Dans cette résolution explicite on a conservé dans le résidu la partie temporelle. Ce
terme temporel du résidu est pris comime un terme source et résolu implicitement. Ce double
schéma explicite-implicite rend la résolution inconsistante. Pour préserver la consistance,
on utilise une résolution implicite ou semi-implicite. Dans la suite, on a étudié la stabilité
L? avec ce type de résolution.
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Toujours dans le cas oil on considére le résidu temporel comme un terme source, on
étudie la stabilité du probléme variationnel (4.2.35) ot ’équation d’advection 1D est résolue
de maniére implicite. Reprenons les définitions (4.2.47) pour calculer la fonction g(#) dans
les cas implicite ou semi-implicite dans les mémes conditions (4.2.51) :

isinf — o(cosf — 1)

9(0) =1~
—y02(cosh —1) —i <

(4.2.53)

06080—1—2 osin 6

3

— Bo sin«9> .

Les graphiques des figures 4.7 et 4.8 montrent en polaire les résultats obtenus pour
|g(0)|?. Pour vérifier la stabilité L? il faut que la courbe obtenue soit & I'intérieur du cercle
unité (représenté en noir si le cercle représenté n’est pas le cercle unité).

Avec cette visualisation si le coefficient o est trop petit la courbe obtenue ne se distingue
plus du cercle unité sans pour autant qu’on sache si effectivement la courbe est a I'intérieur
ou non. On a imposé une condition ¢ égale & 0.5.

StabilitéL* : =0 5
R Stabilité L2 : 3 = 0.25

270

FIGURE 4.7 — Stabilite L% pour 3 =0 et 3 = 0.25

Ces deux graphiques de la figure 4.7 montrent que pour § = 0 et 8 = 0.25 la solu-
tion obtenue sera instable. Ces graphiques permettent donc de conclure I’existence d’une
condition de stabilité sur .

Les graphiques de la figure 4.8 montrent que pour un S pris dans l'intervalle [0.5;1]
les solutions obtenues seront L?-stable. Ces graphiques montrent également les résultats
attendus que s'il est fait le choix de I'implicite total alors la solution obtenue sera plus
stable. Mais méme si 'implicite total semble la meilleure solution en terme de stabilité, le
semi-implicite avec

=05 et ~v=0.5, (4.2.54)

est un bon compromis. Ces conditions de résolution semi-implicite (4.2.54) correspondent
a un schéma de Crank-Nicholson.
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Stabilité L? : 3=0.5

1205 Stabilité L* : 8= 1.

=0.f 0

=1 =05
— ——cercle unité 7 1

¥ %0 —cercle unité

\ 120
P
150/ \\
/s

02 04 0.6 08 |0 [ |
160, | 0.2 04 016 08 |0

/330 \\ / 330
240 -

- 300

270

FIGURE 4.8 — Stabilite L? pour 8 =05et B =1

Stabilisation de la partie convective uniquement

A present, on étudie la stabilité L? dans le cas oil on a cherché & stabiliser que la
partie convective de I’équation. Reprenons le cas explicite pour lequel la résolution avec
la considération du terme temporel dans le résidu est inconditionnellement instable. Dans
la suite, on étudie donc la stabilité du probléme (4.2.37). Dans ces conditions, la fonction
g (0) est :
isinf 4+ o(1 — cosf)

(cos B +2)
3

La figure 4.9 représente plusieurs courbes de |g(6)|* en fonction de € suivant plusieurs
coefficients o choisis. Ce graphique 4.9 montre que sans la partie temporelle du résidu la

g0)=1—-0c (4.2.55)

’ 2

Stabilité L2

0.967]

lo(0)?

0.94—

0.927

0.90

0.88 7

0.86—

FIGURE 4.9 — Stabilite L? suivant o sans stabilisation temporelle
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stabilité est assurée sous une condition sur le coefficient . En passant a une résolution
semi-implicite ou implicite, on espére que la résolution sera inconditionnellement stable.

Dans le cas d’une résolution implicite ou semi-implicite, la fonction g (6) devient :

isinf — o(cosf — 1)

9(0) =1 ~9cosO+2
3

. (4.2.56)
—~v02(cosf — 1) + ifosin b

Dans le cas de la résolution explicite sans le terme temporel dans le résidu, la stabilité était
assurée sous une condition sur le coefficient o 1ié & la condition de CFL. En effet, pour un
coefficient o supérieur a 0,6, le probléme n’était plus L? stable.

Pour la résolution implicite on a étudié les cas semi-implicite de Crank-nicholson sur
la figure 4.10a et le cas implicite total sur la figure 4.10b.

Stabilité L> : B =1et y=1
Stabilité L% : 3=0.5et y= 0.5

——— =200
— 0=075

o=038
— 0*8»‘_’_ 90 —— cercle unité
0=075
pinty 120 60
90 cercle unité
120 60 868 80
29— 60
150 72 0.8 0 30
/ L ) 74 4 /\ \40
/ - < \'0 8 R b 3 0.8 A\ \-
150 - ~_ )30 15y /6
PR / oo
7 ‘ N\ / P
/ 04 f 0%/a2 \
‘ / 62 ‘ 180 1890 :\(\0@:04&65 0® 0
180 | | < 012 04 06 08 |0 | /10
\\\ ~ \ r \\ / 26
AN 200 \ /
N /
- / N 740
L \\/// 210 N \J,/so 330
210 " /330 20
—<— — 070
3%80
240 >~ 300 240 300
270 270
(a) Stabilite L? pour résolution avec Crank-  (b) Stabilite L? pour résolution implicite

Nicholson

FIGURE 4.10 — Stabilite L? suivant o sans stabilisation temporelle pour des cas implicites

La figure 4.10a illustre que pour un schéma de Crank-Nicholson qui est un schéma d’ordre
2 il n’y a plus de condition de stabilité sur le coefficient o. Au contraire, le graphique 4.10b
présente un schéma implicite complet et montre qu’avec ce schéma d’ordre 1 le probléme
reste L2-stable sous une condition sur o.

Pour conclure sur cette étude de la stabilité L?, pour résoudre les modéles de la MHD
dominés par 1’advection, on peut utiliser la méthode SUPG sous condition. Cette analyse
montre que la méthode de Crank-Nicholson représente un bon compromis dans le cas
ol le terme temporel est conservé dans le résidu et une méthode assurant la stabilité
sans condition sur o dans le cas ou la stabilisation n’est que sur la partie convective de
I’équation.
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4.2.5 Résultats numériques

Dans cette partie on présente deux cas tests analytiques. Un basique sur le systéme de
la MHD idéal en 1D et un sur ’équation d’advection 1D. Ces cas tests ont pour objectif
I'utilisation de la méthode SUPG et I'obtention de résultats numériques sur des premiers
cas 1D.

4.2.5.1 Cas test de MHD 1D résolu avec la méthode SUPG

On présente ici un cas test analytique du systéme conservatif fluide de la MHD dans le
cas idéal (3.1.74) en dimension 1 qui s’apparente & un probléme basique de transport 1D.
Ce cas test est résolu avec la méthode des éléments finis stabilisés avec des éléments P1
de Lagrange et une méthode de stabilisation SUPG. Ce cas test est défini sur le domaine
2 = [0;2], discrétisé avec un pas de maillage dh = 0.02 et ce cas test a pour durée totale
de simulation T = 1. On pose pour conditions initiales :

—(z — 0.25)?
p=l+exp(—(5a05~ )
B, —1, (4.2.57)
p=1,
v, =1.

Solution Exacte

2
/ | | Initial
L9 r /\ Final N
1.8 .

ar || *
I :

11k / \ .

0 0.5 1 1.5 2
x

FI1GURE 4.11 — Solution analytique de la densité

La figure 4.11 présente le graphique de la solution exacte. En réalité, la simulation
obtenue avec la méthode des éléments finis stabilisés (cf : figure 4.12) présente des oscil-
lations appelées phénomeéne de Gibbs. Ces oscillations doivent étre atténuées avec l'ajout
du terme de capture de choc.
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Solution numeérique
2 T T

Initial
Final

FIGURE 4.12 — Solution obtenue avec la méthode des éléments finis stabilisés

I’ajout du terme de capture de choc dans cette équation dégrade fortement la solution
obtenue sur le graphique 4.13. En effet, les gradients des oscillations ne sont pas plus forts
que ceux de la solution.

Solution numerique avec capture de choc
2 e\‘ T

N Initial
[ Final : T=1
18 B
16| | \ E
2 | \
2 14 | \ B
(5} | \
2 \
12 g
/”
1 E =
08 Il Il Il
0 0.5 1.5 2

X

FIGURE 4.13 — Solution fortement dégradée obtenue avec la méthode des éléments finis
stabilisés et le terme de capture de choc

Ce cas test étant analytique, il permet de vérifier sur la figure 4.14 que 'ordre de conver-
gence de la méthode des éléments finis stabilisés est bien d’ordre 2 .
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Ordre de convergence
'2 T T T T T T T

25 | _— _

35 | - -

log(norme)
N
T
\
1

45 | - .

s5F -

erreur
2xT5 """""

6 1 1 1 1 1 1
-5.4 -5.2 -5 -4.8 -4.6 -4.4 -4.2 -4 -3.8

log(Dx)

FiGURE 4.14 — Vérification de I'ordre de convergence.

4.2.5.2 Cas test d’advection 1D résolu avec la méthode SUPG

Dans la suite de cette étude on prend un cas test de transport sur I’équation d’advection
1D et on pose plus simplement : Va € [0; 2]

— (x —0.25)*
0.0095

=1+ex
P P ( (4.2.58)

u =1.

Ce cas test analytique est résolu avec la méthode des éléments finis stabilisés et plus

particulierement avec la méthode SUPG. Pour cette méthode de résolution on a choisi

Ax
pour paramétre de stabilisation : 7 = ——. Pour ce cas test la condition de CFL est

imposée a 0.15. Le graphique de la figure 4.15 représente la solution obtenue au temps 7T’
de 1 dans le cas d’une résolution explicite.

En utilisant la méthode de résolution semi-implicite de Crank-Nicholson: 5 =~v =0.51a
figure 4.16 montre que la solution obtenue ne présente plus ni oscillations ni augmentations
de 'amplitude.
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Transport de densite
22 T A

T=1 ——
Initial

18 |

1.6

densite

14

12+ [ \ ,

0.8 L L L

FIGURE 4.15 — Solution d’une équation de transport avec la méthode des EFS

Transport de densite

2 T a
N T=1 ——
Initial

19

18 -

17

16

15

densite

14 | \ 4
13 | | 4

12 | 4

FIGURE 4.16 — Résolution d’une équation de transport avec les méthodes des EFS et semi-
implicite de Crank-Nicholson
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4.3 Eléments finis C! de Bell

La résolution du systéme de la MHD compléte (3.1.57) nécessite une certaine régularité
sur les éléments utilisés dans la méthode de résolution par éléments finis, notamment lors de
Iintroduction du potentiel vecteur. Cette présentation des éléments finis de Bell commence
par la motivation de ce choix et ’exposition de leurs intéréts particuliers. La partie suivante
donne les définitions et les propriétés de ces éléments. Pour finir, on développe la mise en
application et l'utilisation des ces éléments en vue de leur utilisation sur des cas-tests
numeériques présentés dans le chapitre suivant.

Les éléments finis de Bell, aussi nommés « Reduced quintic element » [Jar04, SF73] (ou
encore TUBA 3 element [AFS68]) ont pour intéréts d’étre C, triangulaires et connectés
uniquement aux nceuds du maillage. Les éléments triangulaires sont préférés car ils sont
plus flexibles pour représenter les géométries complexes et pour ensuite raffiner le mail-
lage. L’intérét d’une connection exclusivement nodale est que méme sur un maillage non
structuré, les variables ne sont définies qu’aux noeuds du maillage et ne nécessite donc pas
d’interpolation sur d’autres points de ’élément.

4.3.1 Définition et propriétés des éléments finis de Bell

Les éléments de Bell [Bel68, Bel69, Bra02, Jar04] sont connus pour étre bien adap-
tés pour des problémes de type elliptique, la diffusion anisotropique, I’équation de Grad-
Shafranov et les systémes temporels de la MHD. Plus particuliérement, ces éléments définis
en 2D sont bien adaptés pour des problémes 3D dont la troisiéme dimension est représen-
tée par des séries de Fourier [Jar04]. Bien que ce type d’éléments ait été développé dans les
années 1960 [CKLO57|, principalement pour des applications en mécanique des structures,
ils sont considérés avec intérét pour les systémes de la MHD dans les plasmas magnétisés.

Les éléments finis de Bell s’utilisent donc sur un domaine € 2D discrétisé par un
maillage triangulaire régulier ;. Chacun des éléments e € {2, est défini par ses 3 sommets
(zi, xi—1,x;4+1). Chaque noeud du maillage admet six degrés de libertés qui représentent

Ti—1

T Li+1
F1GURE 4.17 — Triangle e € O,

la valeur de la variable, ses deux dérivées premiéres et ses trois dérivés secondes en ce
point. Chacun des éléments du maillage contient donc 18 fonctions de bases constituées
de polynémes d’ordre 5. Ces fonctions de bases forment une base réduite. On peut donc
espérer un ordre de convergence de 'erreur d’approximation de 5, si cet ordre est optimal.
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Pour définir cette base nous utilisons les coordonnées barycentriques \; :

N(z) = EZT) X (Eim1 ~Tin) £ (4.3.1)

(i —xig1) X (Bim1 —Xi1) - 2

Chaque point z de ’élément e peut donc étre défini par

z(§) = sz)\z (&) = Zﬁﬂi)\i (z), (4.3.2)

avec x; les coordonnées barycentriques et £ les coordonnées cartésiennes locales. Dans
chaque élément triangulaire les fonctions de base Z’S’;k(f) au point x; correspondant a la
dérivé ¢ dans la direction du point & sont donc définies par des polynémes d’ordre 5 avec
des coordonnées barycentriques

BY(€) =A7 4+ 5AIN_y + 5NNy + 10T + 10AIAE | + 20030, M4
+15 (1 + 77i+1) )\ )\z 1)‘z+1 +15 (1 — Ni— 1) )\ )‘H-l)\z 1

Bl 1(8) =M 1+ AN AN 3TN
9+ 157,
+ 9 vl )‘2 1)‘1 )‘z+1
B; i1(6) :)\4/\z+1 + 4N /\z+1 FAN A A1 + BNAL 141 (433)
157, 3.
+ w)g)‘ﬁ-l)‘z—l

2
. 1 3 — on;
Bzifl(é) =5 <)\?)\12+1 F AN A AN A 2771/\2>\z+1)‘z1>

L 3+ on;
Bli1(§) = (AW L NN A A A ml)

. 1
812,1(5) = 2 (>\ )‘z 1>‘z+1 + >‘z )‘2 1>‘z+1 + )‘z )‘z+1)‘z—1)
ou 7); est I'exenctricité au point x; définie par

i — ]2 — i — 2
L 2
iz — @i ||

(4.3.4)

4.3.2 Mise en ceuvre des C' de Bell

Dans cette partie nous allons détailler la mise en ceuvre des éléments C' de Bell.
Tout d’abord, sur chacun des éléments e du maillage Qp,, la discrétisation des variables w
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nécessite 'utilisation d’une projection P, telle que

3
Pew() =) _wib3] (€)
i=1
3 3
+ Z (DZ- (i1 — xi)> B}7i_1(€) + Z (Di (@i — xi)) Bil,i+1(§)
i=1 i=1
3 3
+ Z Z (Hl : (.'II]‘_H - .’Iﬁj_l) & ((IIj.H - .’Ej_1)) sz(f) (435)
7j=11:i=1

ol les inconnues sont w; la valeur de la variable, D; le vecteur des dérivées premiéres et H;
celui des dérivées secondes au point ¢ définis :

Orw; 02 w; 02w O i
D; = Vw; ~ ( 8:w: ) . Hi~ ( (9:2;02 (9%2(.«.; > ~ 8§zwi ) (4.3.6)
0z w;
A partir de I'équation (4.3.5), on définit &, tel que :
& =Clw,, (4.3.7)

ou sur un maillage régulier, C. sera une matrice non singuliére, et w, représente ici le
vecteur contenant toutes les composantes de la variable w. Avec &, cette projection (4.3.5)
se réécrit donc :

Paw(€) = €. - Bo(©). (4.3.8)

Pour une utilisation plus directe, les fonctions de bases sont redéfinies sous la forme suiv-
ante :

B. =C.B.. (4.3.9)

Ces matrices geT et B. sont détaillées dans I'annexe 4.A. Cette forme est utilisée pour
obtenir la projection de I’équation (4.3.5) directement en fonction du vecteur w, contenant
les composantes de la variable w :

Pw(§) = w, - Be(x) (4.3.10)
La figure 4.18 illustre les six fonctions de bases associées & un point, ici le point en bas

& gauche, d’un élément triangle particulier.
Contrairement aux fonctions de bases de Lagrange, les fonctions de bases individuelles

ne changent pas le signe dans le triangle : ceci présente ’avantage de préserver la positivité
des quantités physiques telles que la densité ou la pression.
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(d) B%,Q (e) B%,l (f) B%,3

FIGURE 4.18 — Six fonctions de bases associées au point dans le coin en bas & gauche.
Rose=1, Noir=0,

4.4 Problémes types

On présente ici trois modeéles types qui font I'objet de résolution sur des cas tests
numériques dans le chapitre suivant. Tout d’abord on développe la résolution du modéle
de conduction thermique dont 'objectif sera la validation de 'implémentation des éléments
de Bell. Ensuite on détaille la résolution des problémes de ’équation d’équilibre de Grad-
Shafranov et du systéme du Current Hole. Cette approche hiérarchique des modeles de
MHD, on espére conduirait & la résolution du probléme de la MHD compléte.

4.4.1 Conduction thermique

Le cas test de conduction thermique est un probléme stationnaire du probléme de dif-
fusion isotrope [Fis05, SH11|. Il a permis d’obtenir les premiers résultats avec des éléments
finis C! de Bell. 11 avait pour but de valider I'implémentation de ces éléments. Le probléme
général de la conduction thermique s’écrit :

-V - (kVw) =f, sur
(VW) =7 (4.4.1)
w=0, sur o
ol w représente en général la température et k la conductivité telle que :
Kk = kl. (4.4.2)
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Q et 012 sont respectivement le domaine et son bord définis avec des coordonnées poloidales
(r,2).
Avec des éléments finis C!, ce probléme stationnaire nécessite des conditions de bords sur

chacuns des degrés de libertés des variables. Nous avons utilisé deux types de conditions
aux bords. Les premiéres sont basées sur la solution exacte de ce probléme :

w(z) =wez (),
Orw(x) =0rwez (),
0w(x) =0,wez (),
O () =02 e (), Vo = (r,z) € 0N. (4.4.3)
agzw(x) :agzwew(x)v
832“('7;) :agz(*)ew(x):

Nous pouvons également utiliser des conditions aux bords basées sur les dérivées normales
telles que :

0
0, 1w(x) =0, Ve = (r,z) € 9. (4.4.4)
0

4.4.1.1 Formulation faible

Résolu avec la méthode des éléments finis avec les éléments de Bell, on a besoin d’obtenir
la formulation faible de ce probléme. Pour cela, on multiplie I’équation par une fonction
test B, pris dans un espace discret V. contenant les fonctions de base de Bell, puis on
Iintégre sur le domaine €2 :

—/V'(§Vwe)BedQ:/fBedQ.
Q Q

On utilise la formule de Green :

0
ie / (EVwe) - VBedQ — / 5V//e-/n;5’eda: / FBeds. (4.4.5)
Q o) Q

La variable w, est approchée par :
We =W, - Be. (4.4.6)

Cette formulation faible s’écrit sur chaque élément e sous la forme suivante :

/ (&Vwe) - VBedr = —-Kiw,, (4.4.7)
o oB. 0B oB. 0B
Dee — _/6<ﬁrr ar @ or +EK:. 92 ® G )dl' (4.4.8)
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4.4.2 Equilibre de Grad-Shafranov

L’équilibre de Grad-Shafranov [CHO8, Bis97, Fre07| est une équation stationnaire is-
sue de la MHD réduite dont les détails de I'obtention a partir de la MHD compléte ont
été développés dans le paragraphe 3.3.3 du chapitre 3. Cette équation est définie sur un
domaine €2 sous la forme suivante :

—A*) = jo, (4.4.9)

avec A* I'opérateur de Grad-Shafranov (3.3.40). Les variables v et j. représentent respec-
tivement le flux magnétique et la densité de courant du plasma. L’opérateur de Grad-
Shafranov est un opérateur elliptique du second ordre défini par :

A*tp = R*V,. - <;2vc¢> , (4.4.10)

avec V.- et V. la divergence et le gradient dans la section poloidale définis respectivement
par :

V.- A :%83 (RAR)+07Az, (4.4.11)
V.A = (0rA,074)" . (4.4.12)

La densité de courant est définie par :
Je =R () + F () F' (¢)) (4.4.13)

ou p est la pression et F' = RBy avec By la composante toroidale du champ magnétique.
Par conséquent, I'équation (4.4.9) se réécrit :
0?1 dp dF

—ROR (;amu) — o7 = RQ@ - F@. (4.4.14)

L’opérateur de Grad-Shafranov est non linéaire, on ne connait donc pas de solution an-
alytique générale pour ce probléme. Néanmoins dans les cas particulier de Soloviev (voir
le paragraphe 3.3.3.1) des solutions analytiques sont connues. Malgré ce manque de solu-
tion analytique générale, pour un second membre donné cette équation peut étre résolue
numériquement.

Les conditions sur le bord du domaine 92 différent selon le choix des éléments :
— avec des éléments P1 :
Y(x) =0, VoedQ, (4.4.15)

— avec des éléments C'! nous avons le choix pour les conditions de bord. Dans le cas
ou le probléme a une solution analytique, telle que les solutions de Soloviev, on peut
utiliser cette solution :

(x :@Z)ex(x)»
3MZ) x :arqybez(x)a
8z1/) z —az¢ex(x)>

Vo = (r,z) € 09. (4.4.16)




On peut aussi, de méme que dans le probléme précédent, imposer les conditions de
bord directement sur les dérivées normales tangentielles telles que :

¥(z) =0,
O L(x) =0, Vx € 09, (4.4.17)
OZLnMZ’(x) =0,
ol n est la normale perpendiculaire & la normale sortante n.
Les résultats numériques qui suivent montrent que ce choix de conditions limites est impor-

tant. En effet, avec les conditions de bord exactes on retrouvera un ordre de convergence
optimal alors qu’avec celles basées sur les dérivées normales on ne 'obtient pas.

Bien qu’en général, I’équation de Grad-Shafranov soit résolue numériquement, il existe un
nombre limité de solutions analytiques dont celle de Soloviev [Sol68] dont les définitions
sont rappelées dans le chapitre 3. Ces solutions de Soloviev sont obtenues avec ’hypothése
de la linéarité sur la pression en 1 telle que :

D= po -+ M, (4.4.18)

et le courant I est supposé constante dans le plasma d’ou : F/ = 0.

Pour décrire le plan poloidal d’un tore, nous avons défini les coordonées cartésiennes
correspondantes sans dimensions avec les relations

R =Ro+rz = Ro(1 + ex) (4.4.19)
Z =ry (4.4.20)
ou e représente le rapport d’aspect (pour plus de détails voir le paragraphe 1.5). Ainsi,

léquation (4.4.14) dans le cadre de 1’équilibre de Soloviev s’exprime avec les coordonnées
cartésiennes de la facon suivante :

1+ ex
a2

v
v. <1 f;x) — aR2(1 +ex)? + 5, (4.4.21)

ou V- et V sont les opérateurs de divergence et gradient dans le systéme cartésien et ol «
et [ sont les coefficients de Soloviev (voir la définition 3.3.3.1).

4.4.2.1 Formulation faible

2
Nous multiplions ’équation (4.4.21) par T+ avec ¢ la fonction test prise dans un
€T
espace adéquat V' et nous intégrons sur le domaine €2 :
\Y%
—/ V- ( v ) ¢dS) = / (aRg (14 ex)® + ﬁ) ddS2 (4.4.22)
QO 1 + ex e}

Aprés avoir intégré par parties en utilisant les conditions homogénes, nous obtenons la
formulation faible du probléme :

Trouver ¥ € V tel que,
{ ver ¢ a (4.4.23)

a(y,¢) =1U(¢), VeV,
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avec

a(lM)):/Q (W) dQ, (4.4.24)
I(¢) = /Q (aRg (1+ex)® + 5) $dS, (4.4.25)

ici 'espace adéquat est V = H{(Q). Les propriétés de a (la bilinéarité, la symétrie, la
continuité et la coercivité) ainsi que celle sur [ (la linéarité et la continuité) [DDF*11]
assurent les conditions du théoréme de Lax-Milgram qui prouve l'existence et 'unicité de
la solution ¥ .

Dans le cas des éléments finis C' de Bell on écrit la formulation faible avec les fonctions
de bases B de Bell. Tout d’abord cette équation de Grad-Shafranov (4.4.14) se développe
aussi sous la forme suivante :
0% 0% 1 oy
C9ror 020z | ror = Je
La formulation faible avec ces éléments finis C'! est obtenue en multipliant cette équation
(4.4.26) par une fonction test B prie dans un espace adéquat V sur le domaine € :

/ (w VB + Ba¢> Q) — / /Mda_/syc (¥, 7, 2) (4.4.27)
Q 00

Apreés discrétisation du maillage, cette équation se réécrit :
oY, 0B, 51% 0Be  Be 0. B .
Z/< or Or 82 Oz + 7 Ir > de = z@:/eb’e]c (ﬂleﬂ‘, 2)7 (4.4.28)

ou B est un vecteur de 18 composantes. Considérant 1. dans le méme espace d’approxi-
mation V},, alors ces contributions sont mises dans une matrice en utilisant les définitions
suivantes :

1/16 _we * Pe,

awe aB
=Ye 5 (4.4.29)

0B\ 0B, (0B, _ 0B,
<¢e' ) am—<am >¢e>

oll n et m sont ici des directions de dérivations.

(Y7, 2). (4.4.26)

Ainsi, la matrice contenant toutes les contributions se résume donc a :

Ope OB, Ope OB | Be 0 B
/( or or 0z 0z + or or ) do = Kcte, (4.4.30)
ot K vaut :
oB. 0B, 0B. 0B. B. 0B,
ge—/e< 5 C 5 T8, 5, T 8r>d:v. (4.4.31)

Cette équation va étre testée sur 3 cas tests analytiques dont les 2 premiers suivent
la définition de Soloviev. D’abord résolus avec des élément P1 de Lagrange ces cas tests
seront ensuite résolus avec des éléments O de Bell. Ces résultats seront présentés dans le
chapitre suivant.
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4.4.3 Current Hole

Le systéme du Current Hole donné par :

oy = [yl +n(dg — Je)s
Ow = [w,p] + [¥,Js] + vAw,

. 1 (4.4.32)
Jo = *A%

Ho
w = Ap,

est résolu avec la méthode des éléments finis avec tout d’abord des éléments P1 de Lagrange
puis des C! de Bell. Dans ce systéme les variables sont : 1 le flux magnétique, w la vorticité,
¢ le potentiel vitesse et jg la densité de courant toroidale qu’on notera plus simplement

dans la suite par J. [.,.] caractérise les crochets de Poisson définis par :
0a 0b  Oa Ob
b = ————— =—[bal. 4.4.33
la, 9 ordz 0z0r 5,a] ( )

Je représente le courant d’entrée. Les conditions du probléme dépendent du type d’éléments
choisis.
— Dans le cas des P1 de Lagrange on utilise les conditions initiales :

Vo € Q. (4.4.34)

Comme condition initiale pour le flux magnétique on utilise donc la solution de
I’équation d’équilibre de Grad-Shafranov. Pour fermer le systéme, nous imposons les
conditions de Dirichlet :

o(t, x) =0,
w(t, xz) =0,
Vo € 00, Vt € [0,TY] (4.4.35)
J(t,z) =0,
Y(t, ) =0,

ot 082 est le bord du domaine € et Ty est le temps final de simulation.

— Dans le cas des C' de Bell, il faut également imposer des conditions sur chacune des
dérivées premiéres et secondes. Ainsi, on utilise comme conditions initiales : Vx € 2,

W0, 2) = 0,40, 2) =040, 2) =92, A0, 2) = 87,0, 2) = 82,40, 2) =0,
w(O,:v)z@Tw(O,:B)zﬁ W0, z)=0; 02 w0, 2)=0; o2 u)(O,m)zﬁgzw(O,:E):
“(0,2) = J(0,2) = je(z),
3A* 0,z) = 0, = Opje(x),
0. wEo,xi - @JE ; - ii ; (4.4.36)
(0, z) =3 J(0,2) = MJC(SC)
“P(0,2) = 87,J(0,x) = 0} je(),
02 A*(0,2) = 02,J(0,2) = 92, je(),
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et comme conditions aux bord du domaine  sur chacunes des variables :

w(t’ IIZ') :ani-w(ta'z) = afllni-q/)(tax) = Oa
t,x) =0, p(t, ) = 0 t,x) =0,
plt,2) =Oniplt,) ;“””0( @) Ve e OVt e [0,Ty],  (4.4.37)
w(t,z) =0, w(t,r) =0, 1w(t,x) =0,
J(t,x) =0, J(t,x) = OZLnLJ(t,w) =0,

ott n' est la normale tangentielle au bord du domaine.

4.4.3.1 Propriétés du systéme du Current Hole

Avant de passer a la résolution numérique, nous rappelons ici les propriétés de conserva-
tion du probléme du Current Hole dont les preuves sont & consulter dans [DDF*11, DS12].

Proposition 4.4.1 (Conservation) Si v =n = 0, alors les solutions réguliéres du sys-
téeme (4.4.32) vérifient :
— la conservation de l’'énergie :

d
/vw\2+|vcp|2d9 =0, (4.4.38)
dt Jo
— la conservation de I’hélicité magnétique :
d/wmo (4.4.39)
dt Jq - o
— la conservation de U'hélicité transversale :

d d
. Q=—— pd€) = 4.4.4
dt/QV¢ Vd dt/gzb d 0, ( 0)

Ce systéme du Current Hole, résolu avec la méthode des éléments finis et plus particuliére-
ment les éléments P1, présente selon I’analyse de Von Neumann réalisée par Faccanoni et
al [DDFT11] des propriétés de stabilité suivant la méthode de résolution temporelle choisie.
Ce systéme possédant suffisamment de propriétés de stabilité, sa résolution ne nécessite
pas l'usage de stabilisation supplémentaire de type SUPG.

4.4.3.2 Formulation faible

Afin d’obtenir la formulation variationnelle de ce systéme on multiplie chacune de ces
équations le composant par une fonction test B prise dans un espace adéquat V', choisi
suivant le type d’éléments utilisés pour la résolution, et on intégre ensuite sur le domaine
Q. Ainsi, la formulation faible des équations de ce systéme s’écrit :

— pour la premiére équation :

/ OB = / [s)B+ 1 (] — jo) BAQ, (4.4.41)
Q Q
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— pour la deuxiéme équation :
/ OwBdQ = / [wyp] B+ [¢,J]B + vAwBdS2. (4.4.42)
Q Q

Cette deuxiéme équation se réécrit aussi avec la formule de Green dont on veut garder
les termes de bords :

0
/ OywBdQ) = / [wyp]B+ [¢,J]B — vVw - VBdAQ + 1// Wda. (4.4.43)
Q Q o0

— La troisiéme équation a pour formulation faible :

/Q JBAQ = /Q AYBdQ. (4.4.44)

Cette troisieme équation se réécrit aussi avec la formule de Green :

0
/ JBdQ = — / VYVBAQ + / Wda. (4.4.45)
Q Q o0

— La quatriéme équation a pour formulation faible :

/ wBdQ = / ApBdQ. (4.4.46)
Q Q

Cette équation se réécrit aussi avec la formule de Green :

0
/ wBdQ = — / VeVBAQ + / WBda. (4.4.47)
Q Q (o))

Ainsi, en plus des conditions de bords précédemment citées (4.4.15) ou (4.4.17), la formu-
lation faible et 1'utilisation de la formule de Green fait apparaitre trois termes de bords
que nous ne gardons pas. Ainsi, on impose comme conditions supplémentaires :

Vi -n =0,
Ve -n =0, Vo € 02 (4.4.48)
Vw-n =0,

4.4.3.3 Résolution du systéme du Current Hole

Pour la résolution du systéme du Current Hole pour éviter autant que possible les
restrictions dues & une condition CFL nous considérons un schéma implicite : le schéma
de Crank-Nicholson qui est directement inspiré de |[CHO8|. Le schéma de Crank-Nicholson
et 'intégration en temps nécessitent la résolution d’un systéme linéaire.

Pour cette résolution, nous posons W™ = (¢, ", J" w™) le vecteur contenant les
variables physiques et par extension W — W™ = (84, 6, 6.J, dw). Pour alléger la lercture
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on garde ici la forme forte du systéme du Current Hole :

5 .

5—1? =" + ady), " + Bop] + n(J" + 70 — je),

B

5%) = [W" + Adw, 9" + o] + [ + ady, T +40T] + vAW" + Aw),  (4.4.49)
dw = A(dyp),

avec 0t le pas de temps. Nous avons supposé sur les deux derniéres équations de ce systéme
qu’au pas de temps précédent les solutions étaient exactes soit :

J" =Ay", (4.4.50)
w =Ap". (4.4.51)

En négligeant les termes d’ordres élevés, la formulation matricielle du systéme s’écrit :

01 [W", "4+ (J" = je)
6 7L7 n 7L7JTL A n
w| 82| [ e vvar | s
oJ 0
ow 0
ou
H n n
5 tale"l Bl -l 0
I
M:=| olJ%] =Bl ] =] A"l AAL) | (4.4.53)
—A(4) 0 I 0
0 —A(+) 0 I
Pour le schéma de Crank-Nicholson il faut prendre : a =g =v= A= %

4.4.4 Current Hole : systéme a 2 équations

D’abord résolu avec un systéme & quatre équations, ce modéle peut étre réduit a deux
équations (3.3.36)

{ Op =[1h,p] + n(Avp — je), (4.4.54)

O (Ap) =[Ap,p0] + [1,A9] + vA%p.

Pour cela, il est nécessaire d’avoir une approximation réguliére comme celle des éléments
C' de Bell. En effet, ce modéle contient des opérateurs différentiels d’ordre 3 et 4. Pour la
résolution numérique, les éléments de type P1 de Lagrange seulement C sont insuffisants
car ils introduiraient la résolution de produits de dirac notamment sur le dernier terme
A2y
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4.4.4.1 Formulation faible

De méme que pour le systéme du Current Hole & 4 équations on obtient la formulation
faible de ce systéme. La premiére équation de ce systéme se réécrit

/ O BdQ = / [4,0]B + 1 (Av — jo) BdS. (4.4.55)
Q Q

Cette équation se réécrit aussi avec la formule de Green :

0
/ OpBdQ = / [4,0]B — njcB — NV - VBAQ + 1 / Wdo. (4.4.56)
Q Q 0N

La deuxiéme équation est plus compliquée :
/ O ApBdQ = / [Ap,0]B + [,AY]B + vA%pBdQ. (4.4.57)
Q Q

Cette deuxiéme équation avec la formule de Green, utilisée une ou deux fois, se réécrit :

0 0
—/6th0‘VBdQ+/ y/n(Bda:—/Aw[B,go]dQ—i—/ ApN=p -nBdo
Q o0
/Az/;[B,w]dQ / Wda
(4.4.58)
+V/AcpABdQ—V/ §/VB ndo
o0N
.y / Wda,
oN

ol _ ( _859;) . (4.4.59)

avec V= deéfini par :

Sur les deuxiéme et quatriéme termes de la partie droite de ’équation (4.4.58), il
semblerait qu’il y ait un choix & faire sur les conditions mais on veut résoudre le méme
probléme que le Current Hole & quatre équations. Ainsi, pour obtenir les mémes conditions
sur les bords pour les modéles du Current Hole a deux ou quatre équations il faut imposer :

Vi -n =0,

V- -n =0,
Ay =0, Vo € 0€. (4.4.60)

Ayp =0,

V(Ap) -n =0,
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La résolution de ce modéle du Current Hole & deux équations pose probléme. En ef-
fet, malgré la régularité suffisante des éléments de Bell, ce systéme semble montrer un
défaut de convergence empéchant 'obtention de résultats. Ce défaut vient d’'un mauvais
conditionnement de la matrice due aux conditions limites. Mais ce probléme de conditions
limites n’est pas que sur le probléme discret. En effet, le probléme continu avec les deux
équations est bien posé uniquement pour certaines conditions aux limites. En particulier,
les conditions aux limites de Dirichlet sur le systéme & quatre équations revient & imposer
sur le systéme a deux équations des conditions aux limites de Dirichlet sur les variables et
sur le laplacien des variables. Cette derniére condition n’est pas simple & mettre en ceuvre
et peut poser probléme.

4.5 Conclusions

Ce chapitre a permis de mettre en place les méthodes de résolution suffisamment
réguliéres qui permettent de résoudre les systémes de la MHD et de la MHD réduite. Tout
d’abord on a justifié I'intérét, par rapport aux autres méthodes de résolution numériques,
de l'utilisation de la méthode des éléments finis et la nécessité d’utiliser des éléments suff-
isamment réguliers. Ce chapitre a également permis de détailler I'intérét tout particulier
des éléments finis C'' de Bell. La mise en place de ces éléments a pour finalité leur utilisa-
tion, plus particuliérement lors de cas tests de la MHD réduite présentés dans le chapitre
suivant.

Quant a l'utilisation de stabilisation de type SUPG dans la résolution par la méthode
aux éléments finis, elle ne suffit pas. Il est nécessaire de recourir & une formulation implicite
ou semi-implicite comme celle de Crank-Nicholson. En effet, 'analyse de stabilité L? a mis
en avant 'existence d’une condition de stabilité de type CFL.

Pour finir, ces trois modeéles types de conduction thermique, de Grad-Shafranov et du
systéme du Current Hole dont la résolution a été présent‘ées ici seront étudiés sur des cas
tests numériques dans le chapitre suivant.
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Chapitre 5

Validations numeériques sur des
problémes types en 2D
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Ce chapitre présente les différents résultats numeériques obtenus sur des cas tests de
conduction thermique anisotrope, sur l’équation d’équilibre de Grad-Shafranov (GS) et
sur le probléeme du Current Hole (CH). Tout d’abord, la premiére partie de ce chapitre
présente un cas test sur le probléme de conduction thermique anisotrope dont ’objectif est
de valider I'implémentation de la méthode de résolution avec des éléments finis C'' de Bell.
Ensuite, on présente des cas test sur deux modeles de la MHD réduite GS et CH dont le

développement & partir de la MHD compléte a fait 'objet du paragraphe 3.3.
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Pour le probléme de Grad-Shafranov on s’intéresse a 3 cas tests analytiques dont les 2
premiers suivent les définitions de Soloviev 3.3.3.1. Ces 3 cas tests analytiques sont résolus
successivement, pour la comparaison, avec des éléments usuels P1 de Lagrange puis avec
des éléments C! de Bell. Ces cas tests étant analytiques, on s’intéressera aux ordres de
convergence.

La derniére partie de ce chapitre expose les résultats obtenus sur la résolution du
modéle du Current Hole. Ce modéle du Current Hole est un équilibre instable dont les
erreurs d’approximation sur les solutions obtenues suffisent & déclencher I'instabilité. Cette
instabilité s’observe sur la densité de courant avec le désaxement de la solution initiale
puis un retour & un état quasi-initial. Le graphique de 1’énergie cinétique présente une
courbe en dents de scie. Ce probléme est ici résolu avec des éléments P1 de Lagrange
et des éléments C' de Bell. Pour les P1 de Lagrange, pour assurer la comparaison avec
Faccanoni [DDFT11] pour résoudre le systéme linéaire, on a utilisé la librairie UMFPack.
Cette librairie utilise une méthode directe de résolution basée sur la factorisation LU.
Cette méthode bien qu’étant précise a 'inconvénient d’étre coliteuse en terme de temps de
calcul. Malgré 'utilisation d’un préconditionnement diagonal, les temps de calculs pour le
Current Hole sont relativement longs quelque soit la méthode de résolution choisie. Il est
donc difficile d’observer ces instabilités sur un temps suffisamment long pour observer la
périodicité de I'instabilité. Ensuite pour résoudre ce systéme du Current Hole, on a utilisé
la méthode de résolution itérative GMRes. Ce changement de méthode permet de remédier
au probléme de temps de calcul trop cofiteux de la simulation notamment en choisissant
le critére d’arrét moins précis ici pris 4 1071 mais donc la méthode est moins précise. Ces
deux méthodes n’ayant pas les mémes critéres d’approximation des solutions, les erreurs ne
seront pas les mémes ce qui entraine des différences dans 'obtention des instabilités. Ainsi,
le désaxement de la solution ne se produit pas dans la méme direction au méme instant.
Bien que les résultats obtenus pour ces méthodes soient différents, lorsque l'instabilité
se déclenche on observe sur les graphiques de I’énergie cinétique une partie linéaire dont
le coefficient est n'/3, avec n le coefficient de résistivité du courant. L’obtention de ce
coefficient est liée & la physique et ne dépend pas de la méthode de résolution choisie et
cette obtention sur les graphiques de ’énergie cinétique valide la résolution de ce systeme.
Pour finir, ce modéle a été résolu avec des éléements C' de Bell. Résolu avec la méthode de
GMRes sur un temps de simulation de 20000, ce cas test a permis d’observer les instabilités
en dents de scie leurs développements et leurs périodicité notamment sur le graphique de
I’énergie cinétique.
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5.1 Conduction thermique

Ce cas test de conduction thermique est un probléme stationnaire du probléme de
diffusion [Fis05, SH11|. Il a permis d’obtenir les premiers résultats avec des éléments finis
C' de Bell. 1l a pour but de valider I'implémentation de ces éléments. On présente ici les
résultats numériques obtenus sur un cas test de la conduction thermique. Ce modéle, dont
I’équation et la résolution a été présenté dans le paragraphe 4.4.1, est résolu sur le domaine
2 =[0,1] x [0, 1] avec une conductivité & = I et une fonction f telle que :

flw,rz) = =21 — 6r 4+ 6r2)2%(1 — 2)% — 2(1 — 62 + 622)r3(1 — r)?, (5.1.1)
dont nous connaissons la solution exacte :

Wez (1, 2) = 12(1 — 1r)222(1 — 2)2. (5.1.2)

5.1.1 Résultats numériques

Dans cette partie on présente les résultats numériques obtenus sur ce cas test de con-
duction thermique résolu avec la méthode des éléments finis et plus particuliérement les élé-
ments C! de Bell. Le graphique 5.1a de la figure 5.1 montre la solution obtenue numérique-
ment avec comme condition de bord la solution exacte. Pour valider 'implémentation de
ces éléments, sur le graphique 5.1b on a superposé la solution numérique avec la solution
exacte.

0.¢
xxxxxx

(a) Solution numérique (b) Superposition des solutions numérique
et exacte

F1GURE 5.1 — Conductivité thermique anisotrope
Ce cas test étant analytique on peut faire une étude pour vérifier 'ordre de convergence

de la solution obtenue. Pour cela, la solution approchée converge vers la solution exacte a
Pordre k > 1 en norme LP si :

de - @Z}ezHLP < Chka (5.1.3)
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avec C' une constante. 11 est nécessaire de définir h qui représente la taille du pas d’espace :

Vel ()
b=\

ou Vol (Q) représente I'aire du domaine et N, le nombre d’éléments du maillage. le tableau
5.1 reprend les erreurs d’approximation sur la solution obtenue en norme L', L? et L™ et
donne pour chacune un ordre de convergence de 5. Avec une base réduite de polynomes de

(5.1.4)

degrés 5 cet ordre est optimal.

Ne h ||w — wemﬂl Ordre Hw — wexHQ Ordre Hw — we;EHOO Ordre
18 | 2.357.107%1 | 0.295.107% | — | 0.374.107% — 0.147.10794 —
200 | 0.707.107° | 0.679.107%% | 5.04 | 0.100.10797 | 4.92 | 0.515.10797 | 4.70
800 | 0.353.107°1 | 0.230.107%? | 4.89 | 0.359.107%° | 4.81 | 0.210.107%® | 4.62
3200 | 0.176.107°1 | 0.752.10~'' | 4.93 | 0.121.10710 | 4.88 | 0.788.10710 | 4.73
12800 | 0.884.10792 | 0.241.107 ™2 | 4.96 | 0.396.10"'2 | 4.94 | 0.269.10~! | 4.87

Tableau 5.1 — Obtention de ’ordre de Convergence

A présent, nous reprenons dans le tableau 5.2 les résultats obtenus avec comme condi-
tions de bord celles basées sur les dérivées normales tangentielles (4.4.4).

Ne h lw — wezll1 | Ordre | ||w — wezll2 | Ordre | [|w — Wezlloo | Ordre
441 | 0.035 | 0.2299F — 09 - 0.3584F — 09 - 0.2102E — 08 -

961 | 0.024 | 0.3120F — 10 | 4.926 | 0.4976E — 10 | 4.869 | 0.3136E — 09 | 4.693
1681 | 0.018 | 0.7534F — 11 | 4.939 | 0.1214F — 10 | 4.903 | 0.7904FE — 10 | 4.790
2601 | 0.014 | 0.2550F — 11 | 4.855 | 0.4066F — 11 | 4.903 | 0.2682F — 10 | 4.843
3136 | 0.013 | 0.1658E — 11 | 4.513 | 0.2568F — 11 | 4.822 | 0.1687E — 10 | 4.869
3721 | 0.012 | 0.1145F — 11 | 4.253 | 0.1704F — 11 | 4.717 | 0.1103EF — 10 | 4.881

Tableau 5.2 — Ordre de Convergence avec conditions de bords basées sur les normales
tangentielles

Avec de telles conditions, la solution converge moins rapidement par rapport aux con-
ditions de bords avec la solution exacte. Malgré cela, nous obtenons un un ordre de con-
vergence de 5.

Ces éléments finis de Bell permettent bien d’obtenir une solution avec comme précision
un ordre de convergence de 5 quelques soient les conditions de bords avec les normales ou
avec la solution exacte imposées. Ces résultats valident 'implémentation des éléments C!
de Bell. Dans la suite, on présente des cas tests analytiques d’équilibre de Grad—Shafranov
qui seront étudiés pour comparaison successivement avec des éléments P1 de Lagrange
puis des C' de Bell.
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5.2 Equilibre de Grad-Shafranov

L’équilibre de Grad-Shafranov [CHO08, Bis97, Fre07] est une équation stationnaire dévelop-
pée dans le paragraphe 3.3.3 du chapitre 3. Ce modéle est défini sur un domaine ) par
I’équation suivante :

— A" = ., (5.2.1)

avec A* lopérateur de Grad-Shafranov. Les variables 1 et j. représentent respectivement
le flux magnétique et la densité de courant du plasma. La résolution de ce probléme avec la
méthode aux éléments finis est détaillée dans la partie 4.4.2. On présente ici trois cas tests
résolus pour la comparaison avec des P1 de Lagrange et des C! de Bell. Parmi ces trois
cas tests les deux premiers sont des solutions de Soloviev (proposition 3.3.3.1). Ces cas
tests de Soloviev étant des polynémes de degré inférieur a 5, avec les éléments C' ils seront
résolus exactement a ’erreur machine prés des les maillages grossiers. Le troisiéme exemple
présente l'intérét de ne pas étre un polyndéme. Il permet de vérifier I'ordre de convergence
de la solution avec les C'. Cet ordre dépend du choix des conditions de bord. Lorsque les
conditions de bords sont basées sur la solution exacte on obtient bien ’ordre optimal de 5.
Au contraire, lorsque les conditions de bords sont basées sur les normales tangentielles et
donc sur la forme du bord du domaine 0f2, cet ordre 5 ne sera pas atteint.

5.2.1 1°" exemple de cas test analytique

La solution analytique pour ce premier exemple est donnée par :

FQR2 (7“2 o R2)2
Ve (r,2) = TO (CLQ — 2t - Tgo . (5.2.2)

Sur le domaine €2 défini par sa frontiére :

00 = {(r,z)|r = Roy /1 + QCL;&,Z =aRpsina,a € [0: 27}, (5.2.3)
0

on considére donc une condition de Dirichlet nulle sur le bord du domaine :
V(r,z) € 02, 4 (r,z) =0, (5.2.4)

Avec cette solution exacte on calcule la densité de courant j. pour obtenir I’équation de
Grad-Shafranov sous la forme suivante :

) <1aw) 529

2 2
— - — =r“Fy+ FoRg. 5.2.5
"or \r or 822 " 0+ Foltg ( )
5.2.1.1 1°F exemple avec des éléments finis P1 de Lagrange

Pour le choix de paramétres : a = 0.5, Fjp = 1 et Ry = 1, la figure 5.2 présente la
solution exacte 5.2a et les résultats obtenus numériquement 5.2b avec des éléments finis de
P1 Lagrange.
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Y-Axis
Y-Axis

5 0.8 .6 0.8
X-Axis X-Axis

(a) "/}ex (b) ¢num

FiquRE 5.2 — Cas test analytique 1

Pour ces graphiques, nous avons utilisé la méme échelle de repésentation. Ils montrent la
proximité de la solution obtenue numériquement avec la solution exacte. Afin de comparer
ces deux solutions visuellement proches, la figure 5.3 montre la superposition de ces deux
solutions pour confirmer que la solution obtenue numériquement est proche de la solution
exacte.

Y-Axis

FiGURrE 5.3 — lignes de niveaux de e, et Ynum

FEnsuite, aux vues des résultats et ayant la solution exacte, il est intéressant d’étudier et
d’estimer l'ordre de convergence de I’erreur numérique. Nous calculons les erreurs en norme
L', L? et L™, ainsi que l'ordre de convergence associé calculé avec le pas d’espace défini
précédemment (cf. (5.1.4)).

Le tableau 5.3 présente les résultats des calculs des erreurs et ceux des ordres de con-
vergence associés, avec Nyq le nombre d’éléments sur le bords du domaine Q. Ce tableau
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Nog h | — Yexllr | ordre | ||t — tex|lr2 | ordre | ||[¢) — tex|lnee | ordre
22 | 0.116 | 0.7278.10793 - 0.5384.10793 - 0.2620.1092 -
40 | 0.064 | 0.1668.107% | 2.488 | 0.1335.10793 | 2.355 | 0.6249.10793 | 2.420
80 | 0.031 | 0.4386.107%* | 2.155 | 0.3694.107%* | 2.055 | 0.2614.1079 | 1.768
160 | 0.016 | 0.1255.107%* | 2.028 | 0.1077.1079% | 1.954 | 0.6351.107%* | 1.858

Tableau 5.3 — Erreurs sur le 1°" cas test analytique de Soloviev obtenues avec des éléments
P1 de Lagrange

montre que la méthode de résolution utilisée est suffisamment précise pour que les solutions
obtenues soit réguliéres et que la convergence vers la solution exacte soit d’ordre 2.

5.2.1.2 1°" exemple avec des éléments finis C' de Bell

Ce méme cas test a été résolu avec des éléments finis C'' de Bell. Les résultats obtenus
avec les éléments de Lagrange étaient déja trés proches de la solution exacte, visuellement
les graphiques obtenus sont les mémes. On s’est donc intéressé au calcul des erreurs en
norme L', L? et L™. Le tableau 5.4 présente ces erreurs.

N(?Q h Hw_weacHLl ”T/’—%xHB Hw_wexHLoo
39 |0.129 | 0.4169.10716 | 0.5556.10~16 | 0.2272.10~1°
136 | 0.064 | 0.4427.10716 | 0.6514.10~16 | 0.3886.10~1°
519 | 0.031 | 0.3764.10~15 | 0.5235.10~*° | 0.1402.10~

2015 | 0.016 | 0.1114.10~™ | 0.1455.10~* | 0.3608.10~ 14

Tableau 5.4 — Erreurs obtenues sur le 1°* cas test de Soloviev avec des éléments de Bell

En terme d’erreurs, on est ici proche de I'erreur machine et ce méme sur la solution obtenue
avec un maillage relativement grossier. La solution analytique étant un polynéme de degré
maximal 4 il est normal que "approximation de cette solution par un polynéme de degré
5 soit exacte & I'erreur machine prés. Il semblerait aux vues des résultats sur le tableau
que lorsqu’on raffine le maillage, la solution obtenue est moins précise. En réalité, cette
impression est due a la méthode de résolution et plus particuliérement au conditionnement
de la matrice inversé qui est lié au pas du maillage.
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5.2.2 2°m¢ exemple de cas test analytique

De méme nous étudions un second exemple qui vérifie les conditions de ’équilibre de
Soloviev avec ici un paramétre de triangularité. Cet exemple est étudié en coordonnées
cartésiennes, il admet pour solution analytique :

2

VYer(T,y)=1— (w - %(1 - 932)>2— <( —€4> (14-ex)?+ Az <1+§x>)(2y> 2, (5.2.6)

avec € lellipticité et A le paramétre de triangularité. Avec cette solution I'équation de
Grad-Shafranov se réécrit :

—A*Y = a(Ro(1+ ex))* + B, (5.2.7)
avec @+ 12) g .
4(a* +b%)e + a“(2)\ — € h)
= =— 2.
@ 2 R2ea2D? et [ b2e (5.2.8)

Pour la comparaison avec [DDFT11], nous utilisons pour le test : a = 0.5, b= 0.7, ¢ = 0.3
et A = 0. Le bord du domaine est défini par sa frontiére :

00 = {(z,y)|¢(x,y) = 0}, (5.2.9)

5.2.2.1 2°™° exemple avec Pl de Lagrange

De méme que pour le premier cas test, les résultats obtenus numériquement 5.4b sont
analogues 4 la solution exacte de ce probléeme 5.4a.

i oyt ORI s b
1.201.30 1.40 1.50 1.60 1.70 1.50 1.0 2.00 2.10

(a) wex (b) wnum
FIGURE 5.4 — Cas test analytique 2
Une étude sur 'ordre de convergence est également menée sur ce cas test analytique de
Soloviev (cf. tableau 5.5), ainsi que sur l'ordre de convergence des gradients (cf. tableau

5.6) de la solution 1. Le pas d’espace h est le méme que dans les cas tests précédent (cf.
(5.1.4)).
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Nog h | — Yexllr | ordre | ||t — tex|lr2 | ordre | ||[¢) — tex|lnee | ordre
20 | 0.135 | 0.6749.10792 - 0.6726.10~92 - 0.2029.10~ 91 -
40 | 0.068 | 0.2092.107°2 | 1.716 | 0.1746.107°2 | 1.976 | 0.6470.10792 | 1.675
80 | 0.035 | 0.5673.1079 | 1.820 | 0.5249.10793 | 1.875 | 0.2046.10792 | 1.687
160 | 0.017 | 0.1476.107%% | 1.863 | 0.1326.1079% | 1.913 | 0.7005.10793 | 1.640
320 | 0.009 | 0.3615.10794 | 1.903 | 0.3390.107% | 1.925 | 0.2035.107%9% | 1.675

Noa h IV — Vibey|| 12 | ordre
20 | 0.135 0.6681.10~Y1 -
40 | 0.068 | 0.3048.10791 1.150
80 | 0.035 | 0.1556.1091 1.071
160 | 0.017 | 0.7957.10~92 1.037
320 | 0.009 | 0.3758.10792 1.047

Tableau 5.5 — Erreurs sur ¢ obtenues avec les éléments P1 de Lagrange

Tableau 5.6 — Erreurs sur V1) obtenues avec les éléments P1 de Lagrange

Les résultats numériques observés sur ce deuxiéme cas test de Soloviev correspondent aux
attentes théoriques diies a ces éléments P1 & savoir un ordre de convergence de 2 pour le

flux magnétique ¥ alors qu’il est de 1 pour les gradients de 1.

5.2.2.2 2éme exemple avec C' de Bell

Ce deuxieme exemple de cas test analytique de Soloviev a été résolu avec des éléments
finis C'! de Bell. 11 n’est pas nécessaire de remettre les graphiques obtenus avec ces éléments
car ils ne différent pas de ceux obtenus avec les éléments P1 sur la figure 5.4. De la méme
maniére que pour le cas test précédent la solution a approcher étant un polynéme de degré
4, il est normal que 'approximation de cette solution avec les éléments de Bell, constitués
de fonctions de bases polynomiales de degré 5, soit exacte & erreur machine prés. Ces

résultats sont présentés dans le tableau 5.7 suivant.

NaQ h “w_¢ez”L1 Hw_lbexHL? qu_weacHLOO
41 10.135 | 0.3950.1071° | 0.4965.10~° | 0.2151.10~ 4
140 | 0.068 | 0.1133.10~™ | 0.1432.10~* | 0.4108.10~ !4
504 | 0.035 | 0.2010.10~1* | 0.2661.10~ 1% | 0.8327.10~14

1930 | 0.017 | 0.1296.10~13 | 0.1542.10~13 | 0.3197.1013

7596 | 0.009 | 0.3247.10~13 | 0.3715.10~13 | 0.8349.10~13

Tableau 5.7 — Erreurs obtenues sur le 2éme exemple de Soloviev avec C! de Bell
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5.2.3 3°"¢ exemple de cas test analytique

Ce 3éme exemple de cas test analytique ne fait pas partie des solutions suivant 1’équili-
bre de Soloviev. En effet, la densité de courant j. est ici un terme affine en ¥ :

o (1oy\ % 1
T <Tar> b i (r*+1) (zp + 2) . (5.2.10)

Cette équation admet comme solution analytique :

Yee(r, 2) = cos (j) cos(z) — % (5.2.11)

sur le domaine Q dont le bord 9 s’écrit sous la forme suivante :

00 = (r,z)|re{2\/§,2\/67ﬂ],z:arccos % Uz =27 —arccos ;2 . (5.212)
37773 : 2cos(5)

2cos(%) 5

Les conditions de bord sont toujours de types Dirichlet nulles sur le bord du domaine (cf :
(4.4.15) ou (4.4.17)). Le terme de courant dépendant de v, on choisit de le résoudre de
maniére itérative avec une condition initiale nulle. Ainsi, on peut choisir de le résoudre

— explicitement :
1
— ou implicitement :
1
—AR = (72 4 1) (1/1"“ + 2) . (5.2.14)

5.2.3.1 3°7€ exemple avec P1 de Lagrange

La figure 5.5 montre que quelque soit la méthode de résolution choisie explicite 5.5b
ou implicite 5.5¢ la résolution avec les éléments P1 de Lagrange converge vers la solution
exacte 95.5a.

De méme que précédemment, on s’intéresse & l'ordre de convergence de la méthode de
résolution. Ainsi quelque soit la méthode de résolution explicite ou implicite le tableau 5.8
présente les erreurs en norme L', L? et L ou h est le pas d’espace (cf. (5.1.4).

Noa | h | — Yexllp1 | ordre | || — tex||z2 | ordre | ||t — tex||roe | ordre
20 | 0.206 | 0.2910.1079¢ - 0.3414.10791 - 0.8151.10791 -
40 | 0.102 | 0.9982.10792 | 1.524 | 0.1039.1079% | 1.695 | 0.2271.107°1 | 1.821
80 | 0.049 | 0.3076.107°2 | 1.572 | 0.3102.107°% | 1.678 | 0.8852.10792 | 1.553
160 | 0.024 | 0.7517.107% | 1.709 | 0.7610.1079% | 1.778 | 0.1884.107°2 | 1.761
320 | 0.012 | 0.1930.1079% | 1.770 | 0.1980.107% | 1.818 | 0.6002.107%3 | 1.733

Tableau 5.8 — Erreurs obtenues sur le 3¢ exemple avec les P1 de Lagrange
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FIGURE 5.5 — Solutions exacte et numérique du 3¢™€

et implicite

exemple avec les méthodes explicite

5.2.3.2 3% exemple avec C'! de Bell

A présent ce cas test analytique est résolu avec des éléments de Bell. Ce cas test
par rapport aux deux précédents a l'intérét d’avoir une solution exacte qui ne soit pas
polynomiale de degré inférieur & 5. Il permet donc de vérifier, & partir du calcul d’erreur
en norme 'ordre de convergence de la méthode de résolution. Ce cas test a été résolu avec
les deux choix de conditions de bords (4.4.15) et (4.4.17). En effet, dans ces cas tests nous
avons la solution exacte du probleme il est donc aisé de la choisir comme condition de bord.
Le tableau 5.9 récapitule ces calculs d’erreurs avec comme conditions de bord la solution
exacte sur la variable ainsi que chacunes de ses dérivées premiéres et secondes.

Noa h | — Yez|lp1 | ordre | ||t — teg||p2 | ordre | ||¢) — tez||Loe | ordre
91 |0.102 | 0.1069.10~% - 0.1508.109° - 0.8485.107%° -
342 | 0.049 | 0.2803.10797 | 5.003 | 0.3984.107°97 | 4.993 | 0.2419.10796 | 4.888

1327 | 0.024 | 0.8269.107%9 | 4.963 | 0.1260.107% | 4.865 | 0.7822.10798 | 4.834

5151 | 0.012 | 0.2819.10719 | 4.871 | 0.4209.1071° | 4.900 | 0.3344.10799 | 4.544

20701 | 0.006 | 0.8444.10~'2 | 4.987 | 0.1275.10~ ' | 4.970 | 0.1143.10~10 | 4.799

Tableau 5.9 — Erreurs obtenues sur le 3¥™¢ exemple avec les C! de Bell

Avec la solution exacte comme condition aux limites sur le bord du domaine I'ordre de
convergence est bien l'ordre 5, i. e. 'ordre de convergence optimal pour une base réduite
de polynémes de degrés 5.

11 est également intéressant d’observer les résultats obtenus avec les conditions de bords
basées sur les normales. La visualisation et les graphiques obtenus sont les mémes mais
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Pordre de convergence différe. Le tableau 5.10 présente les résultats de I’étude sur les erreurs
et ’ordre de convergence.

Nog h ||¢ - we:chLl ordre ||1/) - 77Z)eac||L2 ordre ||1/} - 77Z)e:c||L°° ordre

28 10.206 | 0.3178E — 02 - 0.2790F — 02 - 0.3969E — 02 -
91 | 0.102 | 0.80458E — 03 | 1.958 | 0.69204E — 03 | 1.987 | 0.89233E — 03 | 2.128
218 | 0.063 | 0.35912F — 03 | 1.646 | 0.30700E — 03 | 1.658 | 0.40405E — 03 | 1.616
342 | 0.049 | 0.20237E — 03 | 2.414 | 0.17265E — 03 | 2.422 | 0.23234F — 03 | 2.329
1327 | 0.024 | 0.50714E — 04 | 1.949 | 0.43134E — 04 | 1.954 | 0.58308E — 04 | 1.947
5151 | 0.012 | 0.12693E — 04 | 1.997 | 0.10778E — 04 | 1.999 | 0.14514E — 04 | 2.005

Tableau 5.10 — Erreurs obtenues sur le 3°™¢ exemple avec les C' de Bell avec les conditions

de bord sur les normales

Sur ce dernier exemple de cas test analytique pour 1’équation d’équilibre de Grad-
Shafranov, on a pu vérifier que 'ordre de convergence obtenu est bien I'ordre 5 dans le cas
ol les conditions de bords sont prises exactes ce qui pour une base réduite de polynémes
de degré 5 est optimal. Dans le cas ol nous prenons des conditions de bords basées sur les
normales cet ordre n’est pas obtenu. Cela vient du fait que le bord du domaine est courbe
et pour réobtenir cet ordre de convergence il faudrait utiliser des éléments C' courbes
[Ber92] sur le bord du domaine.

5.3 Le Current Hole

Ce chapitre se poursuit avec I’étude d’un cas test du Current Hole. Le Current Hole est
un modéle de la MHD réduite dont I’obtention & partir de la MHD compléte est détaillée
dans le paragraphe 3.3.2 du chapitre 3. Le cas test considéré tient son nom de la forme
particuliere du courant d’entré j. qui est imposé (cf. figure 5.6). Dans ce modéle il est
intéressant d’observer les instabilités en dents de scie sur ’énergie cinétique. Le systéme
du Current Hole donné par :

( 0 . )
%} = [yl + 10y — Je),
Oow .
o = lwel +[¥je] +viw, (5.3.1)
Jo = A,
w = Agp,

est résolu avec la méthode aux éléments finis avec tout d’abord des éléments P1 de Lagrange
puis des C! de Bell. Dans ce systéme les variables sont : 1 le flux magnétique, w la vorticité,
¢ le potentiel vitesse et j, la densité de courant toroidale qu’on notera plus simplement
dans la suite par J. [.,.] caractérise les crochets de Poisson définis par :

[a’b] = E@ - 55 = —[b,a]. (5.3.2)
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Avec les P1 de Lagrange, on a utilisé deux méthodes de résolution du systéme linéaire :
une directe, basée sur la décomposition LU et une itérative : GMRes. Les résultats pour
ces deux méthodes sont présentés car les résultats difféerent tant au niveau précision qu’au
niveau du coft et ils se différencient notamment sur I’évolution de I’énergie cinétique sur
laquelle on est censé observer les instabilités en dents de scies. Malgré ces différences, ces
deux méthodes seront validées avec I’étude du taux de croissance de 1’énergie cinétique
dans la phase linéaire suivant la résistivité du courant n dont nous connaissons la valeur
théorique.

5.3.1 Simulations numériques

A présent, cette partie présente les résultats numeériques obtenus sur le cas test présentés
par Czarny et Huysmans [CHO8, DDF*11]. Pour ces simulations on a pris la viscosité
v = 1075 et la résistivité n = 107°. Le courant d’entrée j. est tel que :

je=j1(1 = %) — ja(1 —7r*)® avec j; = 0.2 et jo = 0.2666. (5.3.3)

Cette fonction se représente sur la figure 5.6 de laquelle on comprend la dénomination du
cas test « Current Hole ».

Courant d entree : Jo
0.2 T T

0.15

0.1

0.05

Jo

-0.05

FIGURE 5.6 — Courant d’entrée : j.

Le domaine considéré € est un cercle de centre (0,0) et de rayon 1 dont le courant est
négatif au centre du domaine. Dans la suite, on présente tout d’abord les résultats obtenus
avec les éléments P1 de Lagrange puis ensuite ceux obtenus avec les C' de Bell.
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5.3.1.1 Simulations avec les éléments P1 de Lagrange

Nous présentons ici les résultats obtenus sur le cas test du Current Hole avec des
éléments P1 de Lagrange. Le pas de temps est de 6t = 0.1 et le pas d’espace est relativement
fin h = 0.01 (cf. figure 5.7).

Ficure 5.7 — Maillage de calcul pour les éléments P1

Ayant choisi une méthode implicite pour résoudre le systéme, il serait normal de ne
pas avoir de restriction sur le pas de temps. Cependant, la simulation a tendance & ne
pas converger correctement et & présenter de fortes perturbations dans le cas d’un pas de
temps plus grand. Il semble rester une contrainte de type CFL.

Les résultats ont d’abord été obtenus avec une méthode de résolution directe avec une
bibliothéque nommée UMFPack qui se base sur une factorisation de type LU. Ensuite, les
résultats présentés sont obtenus avec la méthode itérative GMRes. Cette méthode étant
plus rapide, la durée de simulation sera étendue afin d’observer d’éventuelles instabilités
qui surviennent de maniére cyclique.

Avant le déclenchement de l'instabilité sur une période relativement longue, la simu-
lation ne semble pas évoluer mais ’énergie cinétique s’accroit. Durant cette phase de crois-
sance linéaire on peut calculer le taux de croissance dont on connait une valeur théorique
de 7]1/3 [CHO8, Rat11]. Pour valider I'implémentation, on fera varier la résistivité n et on
tracera la courbe de ce taux de croissance en fonction de cette variable 7.

5.3.1.2 Meéthode de résolution directe : UMFPack

Le systéme obtenu est tout d’abord résolu avec une méthode directe [DDF*11]. Pour
cela nous utilisons la librairie UMFPack qui est basée sur une factorisation de type LU.
Nous obtenons les graphiques de la figure 5.8 au temps 7" de 1000, ceux de la figure 5.9 au
temps T de 2000 et les derniers pour cette méthode a 3000.

Au temps T de 1000, le systéme est mis en place. Le courant ne présente pas de perturba-
tions par rapport a la condition initiale. Le flux magnétique ¢ n’a pas évolué.
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densité de courant : J flux magnétique : psi

potentiel vitesse : phi voficité : w

FI1GURE 5.8 — Cas test du Current Hole & ¢ = 1000

densité de courant : J flux magnétique : psi

E

o s 150 o5

potentiel vitesse : phi voticité : w

FIGURE 5.9 — Cas test du current hole a ¢t = 2000
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Entre 1000 et 2000, la densité de courant qui présentait une parfaite symétrie, a vu pro-
gressivement la partie centrale négative se désaxer pour venir perturber la partie maximale
du courant. Au cours du temps cette onde observée sur la densité de courant continuera de
rebondir sur la « barriére » formée par la densité de courant maximale. Ces désaxements
et rebondissements successifs représentent les instabilités en dents de scie caractéristiques
du Current Hole. Avec ce type de méthode qui nécessite un nombre important de calculs,

densité de courant : J flux magnétique : psi

potentiel vitesse : phi voticité : w

FIGURE 5.10 — Cas test du current hole a ¢ = 3000

il faut compter environ 8,8.10% secondes soit un peu plus de 10 jours pour résoudre le
systéme sur un temps de simulation T'max de 6000.

Sur la figure 5.11 on s’intéresse a I’évolution de I’énergie cinétique [Ratll, CHO8] au

cours du temps. Pour cela on trace ’énergie cinétique en fonction du temps. Cette énergie
a pour définition :

Fan(®) = [ ltt) P (5.3.4)

Les graphiques 5.12 montrent I’énergie magnétique, ainsi que I’énergie totale comme des
fonctions temporelles avec pour I’énergie magnétique :

Enaon(t) = [ [0(0)ds (5.35)
Q
et ’énergie totale est la somme de ces deux énergies :
Eioi(t) = Ecin(t) + Emagn(t)- (5.3.6)
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Energie Cinétique
1e-07 F T \

1e-08 |
1e-09 F
le-10 | /
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t

Z

FIGURE 5.11 — Energie cinétique en fonction du temps

Energie Magnétique

0001 F T T T T T
Emagn
0.0001 : : : : :
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000
t
Energie Totale
0.001 E T T T T T E
Etot
0.0001 : : : : :
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000

t

FIGURE 5.12 — Energie magnétique et totale en fonction du temps

Pour finir avec cette méthode de résolution, on représente le taux de croissance ~ durant
la partie linéaire de 1’énergie cinétique, c’est-a-dire entre les temps ¢ ~ 200 et 2000 sur
le graphique 5.11, en fonction du paramétre de résistivité n. L’observation de ce taux de
croissance, en comparaison de la courbe rouge de la figure 5.13 indiquant ’asymptote nt/3
comme justifié dans [CHO8, Bis97|, permet de valider nos simulations.
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Taux de croissance v en fonction de la résistivité n
0.1 r T T ‘ T

0.01 ¢

0.001

0.0001 e —
1e-07 1e-06 le-05

résistivité n

FIGURE 5.13 — Taux de croissance

5.3.1.3 Meéthode de résolution itérative : GMRes

Pour pallier le cotit important en terme de temps de calcul que cotite une méthode di-
recte, nous utilisons une méthode itérative GMRes, pour résoudre ce systéme du « Current
hole » . L’utilisation de cette méthode de résolution est sujette a discussion et notamment
sur la convergence [DDFT11]. Le systéme a résoudre étant mal conditionné la méthode
itérative de GMRes, plus sensible au conditionnement, peut nécessiter un précondition-
nement pour une utilisation efficace mais ce probléme ne sera pas plus abordé dans cette
thése. On montre dans la suite les résultats obtenus avec cette méthode sur les temps de
1000, 2000, 3000, 4000, 5000, 5600, 6000, 6400, 7000, 8000 et 8800. En montrant tout
d’abord les résultats de I’évolution sur la densité de courant J sur la figure 5.14, puis le
potentiel vitesse ¢ sur la figure 5.15 et enfin la vorticité w sur la figure 5.16.
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Densité de courant : J Densité de courant : J

FIGURE 5.14 — Densité de courant J du cas test du Current Hole aux temps 1000, 2000,
3000, 4000, 5000, 5600, 6000, 6400, 7000, 8000 et 8800
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Potentiel vitesse : Phi

Potentiel vitesse : Phi

Potentiel vitesse : Phi

Potentiel vitesse : Phi

Potentiel vitesse : Phi

Potentiel vitesse : Phi

Potentiel vitesse : Phi

Potentiel vitesse : Phi

Potentiel vitesse : Phi

Potentiel vitesse : Phi

-
D

Potentiel vitesse : Phi

FIGURE 5.15 — Potentiel vitesse ¢ du cas test du Current Hole aux temps 1000, 2000, 3000,
4000, 5000, 5600, 6000, 6400, 7000, 8000 et 8800
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Vorticité :w. Vorticité :w. Vorticité :w.

£

-———————————

Vorticité :w. Vorticité :w. Vorticité :w.

&

Vorficité :w Vorficité :w Vorticité :w

il

Vorficité :w

FIGURE 5.16 — Vorticité w du cas test du Current Hole aux temps 1000, 2000, 3000, 4000,
5000, 5600, 6000, 6400, 7000, 8000 et 8300
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Pour obtenir ces résultats avec un temps de simulation T’ de 9000, il faut un temps de
simulation de 1,4.10% secondes (environ 1.5 jour). De méme que pour la méthode directe
nous nous intéressons a ’énergie cinétique en fonction du temps, avec les mémes paramétres
de viscosité et résistivité énoncés précédemment.

Energie Cinétique
le-07 T T T T T T
1le-08
le-09
le-10
le-11
E.pn le-12
le-13
le-14
le-15
le-16

1e_17 | | | | | | | |
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000

t

FIGURE 5.17 — Energie cinétique en fonction du temps

Pour finir avec cette méthode de résolution nous représentons le taux de croissance durant
la partie linéaire de l’énergie cinétique précédant 'instabilité, c’est-a-dire entre les temps T'
de 5000 et 6000, en fonction du paramétre de résistivité . Cette partie linéaire, comparée
a celle de la méthode de résolution directe, met plus de temps & arriver en terme de
temps de simulation avec la méthode itérative, c’est-a-dire que pour GMRes l'instabilité
s’est déclenchée plus tard. Ces instabilités étant diies & des erreurs d’approximation sur
la solution, il est possible qu’avant le déclenchement de V'instabilité certaines erreurs se
compensent.
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Taux de croissance v en fonction de la résistivité n
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FIGURE 5.18 — Taux de croissance

La pente observée sur les graphiques de énergie cinétique de n/3 vient de la physique et
se retrouve sur les deux méthodes utilisées. Ce critére permet de valider I'implémentation.
Les différences entre les résultats obtenus viennent de ’état d’excitation et de la méthode
de résolution. En effet, avec la méthode de résolution GMRes les résultats sont « lissés », il
y a plus de diffusion par rapport & la perturbation créée, la saturation est mal décrite. La
différence de précision entre la résolution avec la librairie UMFPack et celle avec GMRes
s’explique par le choix du critére d’arrét de GMRes : fixé dans ce cas test a 1.1071°
atteint aprés une dizaine d’itérations. Ainsi, 'onde observée avec UMFPack est plus nette
que celle obtenue avec GMRes, la solution obtenue avec GMRes perd la symétrie et les
résultats obtenus sur la vorticité w et le potentiel vitesse ¢ sont moins nettes. Les résultats
étant physiquement acceptables pour ces deux méthodes de résolution il faut remarquer
que la solution obtenue avec GMRes a une bonne dynamique dans un temps dix fois plus
faible que ceux obtenus avec la librairie UMFPack. En résumé, la méthode de GMRes est
suffisante pour obtenir I'allure générale d’'un cas test dans un temps acceptable.

Ce cas test présente les premiers résultats obtenus sur le systéme du Current Hole.
Dans la suite on change d’éléments finis pour utiliser les éléments C' de Bell.
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5.3.1.4 Simulations numériques du Current Hole avec les C' de Bell

On présente ici les résultats du cas test présenté précédemment résolu avec les éléments
C' de Bell. Pour les conditions spatio-temporelle on a pris pour le pas de temps : 6t = 1
et pour le pas d’espace dh = 0.1 (cf figure 5.19a).

Avec les éléments P1 de Lagrange il semblait rester une contrainte de type CFL, pour
obtenir des résultats avec les éléments C! de Bell on a pu prendre un maillage de calcul
(voir la figure 5.19a) moins fin et un pas de temps plus grand. La régularité des éléments
C' de Bell permet l'obtention de résultats sur de nouveaux « points de visualisation ».
Ainsi, le maillage sur la figure 5.19b utilisé pour visualiser les résultats est plus fin que le
maillage de calcul.

(a) Maillage de calcul (b) Maillage utilisé pour la visualisation

FIGURE 5.19 — Maillages utilisés pour la résolution avec les éléments de Bell.

Nous présentons dans la suite les résultats obtenus avec la méthode de résolution de
GMRes dont le critére d’arret est fixé a 1.1071°. Ainsi, les graphiques de la figure 5.14
montrent les variations de la densité de courant J aux temps T de 0, 1000, 2000, 3000,
4000, 5000, 6000, 7000, 8000, 9000 et 10000. Ensuite, on visualise sur ces mémes temps les
évolutions du potentiel vitesse ¢ sur la figure 5.15 et enfin de la vorticité w sur la figure
5.16.

Sur les graphiques 5.14 représentant la densité de courant on visualise le déclenchement
de l'instabilité en dents de scie avec le désaxement du centre c’est-a-dire du « trou de
courant » pour revenir ensuite quasiment & sa position initiale et & nouveau se désaxer.
Sur les graphiques de la figure 5.15, le potentiel vitesse ¢ permet également de visualiser
cette instabilité. Ce potentiel est nul au temps initial évolue lors du développement de
I'instabilité pour revenir nul soit & sont état initial.
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Densite de Courant : J Densite de Courant : J Densite de Courant : J
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FIGURE 5.20 — Densité de courant J du cas test du Current Hole aux temps : 0, 1000,
2000, 3000, 4000, 5000, 6000, 7000, 8000, 9000 et 10000
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Potentiel Vitesse Potentiel Vitesse Potentiel Vitesse
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F1GURE 5.21 — Potentiel vitesse ¢ du cas test du Current Hole aux temps : 0, 1000, 2000,
3000, 4000, 5000, 6000, 7000, 8000, 9000 et 10000
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Vorticite Vorticite Vorticite
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FIGURE 5.22 — Vorticité w du cas test du Current Hole aux temps : 0, 1000, 2000, 3000,
4000, 5000, 6000, 7000, 8000, 9000 et 10000
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Avec ce type d’éléments il est intéressant de visualiser I’énergie cinétique (5.3.4). En
effet, sur un temps de simulation total de 20000 on observe sur la figure 5.23 la périodicité de
I’instabilité en dents de scie. Les maxima, correspondent au moment ot la densité de courant
J est la plus désaxée c’est-a-dire au moment ou la partie négative du courant « rebondit ».
A ce moment le potentiel vitesse ¢ est maximal. Ce graphique montre que chacun des

déclenchements de l'instabilité est précédé par une phase linéaire dont le coefficient est
1/3
ne.

Energie Cinétique
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FIGURE 5.23 — Energie cinétique en fonction du temps avec les éléments de Bell

En termes de temps de calcul, pour obtenir cette simulation sur 20000 il a fallut 2.2.10°
secondes soit un peu plus de 25 jours.
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5.4 Conclusions

Ce chapitre a permis de présenter les résultats numériques obtenus sur des systémes de
MHD réduite ainsi que sur un cas test de conduction thermique avec des éléments C' de
Bell. Tout d’abord, le cas test de conduction thermique a permis de valider 'implémenta-
tion. L’obtention d’un ordre de convergence de 5 sur ’erreur d’approximation, soit 'ordre
optimal pour une base réduite de polynoémes de degré 5 et ce avec des conditions de bord
exactes ou basées sur les normales tangentielles liées aux conditions du bord du domaine
et non a la solution analytique, valide I'utilisation de ces éléments.

Apreés avoir validé 'implémentation de ces éléments, on a modélisé plusieurs cas tests
d’équilibre de Grad-Shafranov. Ces cas tests étant analytiques, ils ont permis une étude en
ordre de convergence de l'erreur d’approximation. Tout d’abord résolu avec des éléments
P1 de Lagrange, ces cas test ont ensuite été résolus avec des éléments C' de Bell. Les
résultats numériques observés sur les deux premiers cas tests correspondent aux attentes
théoriques diies aux éléments choisis. Pour les P1 on a obtenu un ordre de convergence de
Perreur d’approximation de 2 pour le flux magnétique et de 1 pour le gradient de ce flux
magnétique du deuxiéme cas test. La base des éléments de Bell est constituée de polyndmes
de degré 5. Ces deux cas tests étant des polynémes de degré 4, on a donc obtenu avec des
maillages encore grossiers une approximation de la solution avec une erreur de 1’ordre de
Ierreur machine. Le dernier cas test de Grad-Shafranov présenté dans ce chapitre a pour
intérét de n’étre pas polynoémiale. Avec des éléments P1, I'ordre de convergence obtenu est
celui optimal de 2. Par contre pour les éléments C! de Bell I'ordre 5 attendu est obtenu
lorsque les conditions de bords sont basées sur la solution exacte. Si les conditions de bords
sont prises par rapport aux normales tangentielles au bord du domaine 92, on n’atteint
plus cet ordre optimal de 5. Ce défaut d’ordre est di au choix des conditions de bord et
& la forme courbe du domaine car pour un bord droit tel que le cas test de conduction
thermique 'ordre 5 est obtenu. Pour prendre en considération la courbure du bord du
domaine il faudrait utiliser des éléments C! courbes [Ber92].

La derniére partie de ce chapitre a porté sur la résolution d’un cas test du systéme
du Current Hole. D’abord résolu avec les éléments P1 de Lagrange, ce systéme a ensuite
été résolu avec les C' de Bell. Avec les éléments P1, pour résoudre le systéme on a utilisé
une méthode directe basée sur la factorisation LU et une méthode itérative : GMRes. Ces
deux méthodes ont été validées avec I'obtention de asymptote n'/3 pour le coefficient de
la phase linéaire sur I’énergie cinétique précédant le déclenchement de 'instabilité. Avec
ces deux méthodes, on a pu visualiser ’évolution de la densité de courant J sur laquelle
on peut voir le désaxement du « trou de courant » ensuite le rebond et le retour & un état
quasi-initial. Ces deux méthodes de résolution n’ayant pas le méme critére d’approximation
I'instabilité, son déclenchement et son évolution, ne se déroule pas de la méme maniére.
En effet, le temps de déclenchement et la direction du désaxement différent. En terme de
temps de simulation, la méthode itérative est bien plus rapide. Ainsi, on a noté que les
résultats de la méthode de GMRes sont physiquement acceptables et que la solution a une
bonne dynamique dans un temps de calcul dix fois plus court que pour la méthode directe.

Résolu avec des éléments C' de Bell, le systéme du Current Hole a permis d’observer
sur un temps de simulation plus long de 20000 la nature cyclique de cette instabilité avec
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six déclenchements d’instabilités visibles notamment sur le graphique de 1’énergie cinétique
5.23. Avec ce type d’éléments un maillage dix fois moins fin que pour les P1 est suffisant
pour faire le calcul. Ensuite, la régularité des éléments permet de définir de nouveaux points
pour la visualisation. Ainsi, bien que résolu avec I'algorithme itératif GMRes, on obtient
une meilleure visualisation en conservant par exemple la symétrie. Sur les graphiques de
la, densité de courant, on retrouve le développement de l'instabilité avec le désaxement du
« trou de courant » puis son rebond et le retour & un état proche de I’état initial. Avec une
périodicité d’environ 3000, on visualise sur le graphique de 1’énergie cinétique cette phase
linéaire de préparation a linstabilité dont le coefficient est toujours n'/3.

Il faut remarquer que pour résoudre ce systéme sur un temps de 20000, il a fallut
environ 25 jours. Cette simulation étant passé en séquentiel, il faudrait utiliser le calcul
paralléle pour diminuer ce temps de calcul.

Enfin, la résolution hierarchique de ces systémes de MHD réduite avec la méthode des
éléments finis et les éléments de Bell a comme perspective générale la résolution du systéme
de la MHD compléte avec cette méthode de résolution.
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Conclusion générale et Perspectives

L’évolution du plasma au sein des tokamaks est complexe. Il présente de nombreux
paramétres physiques et est sujet & de nombreuses instabilités. Qu’elles soient déstabi-
lisantes ou non, la modélisation doit prendre en considération ces instabilités.

Dans les chapitres 2 et 3, on a exposé les modéles, du plus complet, le modéle par-
ticulaire, jusqu’au modéle plus réduit de I’équation d’équilibre de Grad-Shafranov. En ce
sens, on a explicité les détails de la dérivation des modéles cinétiques aux modéles fluides,
et on a bien retrouvé les fermetures des coefficients de transport tels qu’ils ont été établis
dans I'article original de Braginskii. Au sein des modeéles fluides, on a détaillé le modéle de
la MagnétoHydroDynamique sous différentes formes : compléte, idéale, résistive ou encore
réduite en explicitant pour chaque étape de réduction les hypothéses utilisées. Le modéle
de la MHD réduite a été encore simplifié pour donner les modeéles du Current Hole et celui
d’équilibre de Grad-Shafranov. Ces deux modéles permettent d’étudier respectivement une
instabilité macroscopique du cceur du plasma ('instabilité dite en « dents de scie ») et un
équilibre du plasma.

Aprés avoir développé ces systémes de MHD, on a cherché & les résoudre avec une
méthode aux éléments finis. La résolution numérique de ces systémes de la MHD avec les
hypothéses énoncées, notamment sur la définition du champ magnétique avec un potentiel
vecteur, nécessite des schémas stables et une certaine régularité de I’approximation. Ces
systémes étant dominés par ’advection, leurs résolutions par la méthode des éléments finis
classique conduisent & un schéma instable. Pour pallier cette instabilité, on a utilisé une
méthode de stabilisation SUPG dont on a étudié la stabilité L2. Cette étude de la stabilite
L?, a montré que le choix de la méthode implicite de Crank-Nicholson permet que la
résolution, avec ou sans le terme temporel dans le résidu, soit inconditionnellement stable.

Ensuite, la résolution de la MHD compléte nécessite 'utilisation de méthodes de sta-
bilisation mais également 'utilisation d’éléments suffisamment réguliers. En effet, I'intro-
duction d’un potentiel vecteur pour le champ magnétique conduit & des systémes d’ordre
supérieur & 2 pour lesquel les éléments P1 de Lagrange ne sont plus adaptés. On a donc
mis en place une méthode de résolution basée sur des éléments C' qu’on a testée sur des
systémes de MHD réduite. Les propriétés de stabilité de ces systémes suffisent et leurs
résolutions ne nécessitent donc pas de stabilisation supplémentaires. Parmi les éléments
C', on a choisi les ¢éléments triangulaires de Bell dont les degrés de libertés ne sont portés
que par les noeuds du maillage. Chaque noeud posséde 6 degrés de libertés et les 18 fonc-
tions de bases polyndmiales forment une base réduite de I'espace des polyndémes de degré
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5. Aprés avoir motivé et présenté ces éléments C' de Bell, on a développé la résolution de
I’équation de conduction thermique et de systéemes de la MHD réduite du Current Hole et
de Grad-Shafranov.

Le dernier chapitre présente les différentes simulations qui ont été menées. Des cas
tests de conduction thermique et de MHD réduite tels que ’équation d’équilibre de Grad-
Shafranov et le Current Hole ont été résolus avec la méthode des éléments finis et plus
particuliérement les éléments C' de Bell. Pour la comparaison les cas tests de MHD ré-
duite ont également été résolus avec des éléments P1 de Lagrange. Ces cas tests, dont
on connait pour certains une solution analytique, ont permis de valider 'implémentation
de ces éléments de Bell avec 'obtention de 'ordre de convergence maximal de 5 pour ces
éléments. Pour obtenir cet ordre une attention particuliére est apportée sur la définition
des conditions de bord. En effet, si on impose comme condition de bords la solution ex-
acte, on obtient bien ’ordre maximal. Si au contraire, on impose des conditions de bords
sur la normale tangentielle, c’est-a-dire liées & la définition des bords du domaine, alors
cet ordre maximal n’est obtenu que dans le cas oil les bords du domaine sont droits. En
effet, le domaine courbe est approché par des triangles, on perd donc de la précision sur
Ierreur d’approximation et 'ordre de convergence maximal n’est pas atteint. Pour obtenir
cet ordre maximal de 5 pour des domaines courbes, il faudrait recourir a des éléments C*
courbes [Ber92| qui prennent en considération la courbure du domaine.

Enfin, la derniére partie du chapitre sur les résultats numeériques montre ’étude menée
sur le systéme du Current Hole & quatre équations. Ce systéme de la MHD réduite résistive,
dont I'obtention et les hypothéses faites sont présentées dans le chapitre sur la MHD, est
résolu avec les deux types d’éléments déja utilisés a savoir les P1 de Lagrange et les C! de
Bell. Ces résolutions ont été validées par 'obtention de 'asymptote de 771/ 3 pour le coeffi-
cient linéaire sur la courbe précédant le déclenchement d’une instabilité, avec 7 le coefficient
de résistivité du courant. Le déclenchement et 'orientation de I'instabilité dépendent de la
méthode de résolution choisie. Ainsi, la régularité des éléments de Bell permet d’obtenir
une meilleure précision du développement de l'instabilité sur des maillages moins fins. En
séquentiel, le temps de simulation avec les éléments C' de Bell est relativement long, soit
25 jours pour un temps de calcul de 20000. 11 suffirait de paralléliser le programme pour
diminuer ce temps de simulation. Les degrés de libertés des éléments de Bell n’étant défini
qu’aux noeuds du maillage, les éléments C! de Bell ne changent pas la structure du graphe
numérique. Ainsi, la parallélisation ne devrait pas poser de probléme particulier.

Ces résultats ont donc permis de valider la résolution de systémes de la MHD réduite
avec des éléments finis C'! triangles. Comme perspective on pourrait continuer cette ap-
proche hiérarchique des modeles de MHD jusqu’au modéle de la MHD compléte (3.1.57)
en passant par le modéles de la MHD réduite étendue (3.3.8) dont on a des équations sur
la densité, la pression, la vitesse paralléle et I’énergie.
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Annexes du chapitre 2 :

2.A  Obtention du moment d’ordre 2 des équations fluides

Ceci est le développement du moment d’ordre 2 de l’équation de Boltzmann afin
d’obtenir I’équation de conservation de 1’énergie :

mou? [0f, mou?
[ 2 e 9 ) + Vo) au = [ S Coatu @AY

Elle se simplifie de la méme maniére que les moments précédents, c’est-a-dire si on considére
successivement chacun des termes
— le premier terme : il faut reprendre ’hypothése sur la vitesse
Uy =Vy + K :

2 2
mot” 0fo [ Mo(Vo +K) %dm
R3 2 815 RS 2 815
9 MM [Ve|? N 3P,
Ot 2 2 )

— Pour le second terme on utilise la méme hypothése sur u, :

meu?

2
V.- (uf,)du =V, / wuﬁ,dn’
]R3 2 R3 2

My ]vU\Q

=V, [ ufydK + / Mo (Vo - K) ufgdn]
R3

R3

Mo |"‘3|2

+ V-

s 5 u fadn] ,

3 2
v [ [ i | Mool
R3 2 2
| e e
R3

2 2
wv, | melf ey [ e nfad”],
R?’ 2 R?’
3
v v, P,
=V, - [W+ my (K @ K) v, fodk + —2 U]—i—vm.QU,
2 ]RZS 2
2
MyNg |V 5P
=V - |:0;|U|'UU + @ Vs + 2avo:| + Vg - Q0'7
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oll Q. est le flux de chaleur.
— Le troisiéme terme sur ’accélération utilise une intégration par parties :

meu?

2
Vu: (a5 fs)du = qa/ %Vu - (E 4+u, x B) fydu,

Rs 2 s

= —qc,/ u- (E+u, x B) fydu,
R3
= —QonoV, - E.
— Pour le terme de collision, il se réécrit :
2 2
u v
M NS g = [ S 0t / Mmook Y Coadu,
R3 2 - R3 2 pryd R3 oyl

2
K
m‘; E Cyodu
R3 aFo

=Vs - RO’ + Q07

ol Q, est un coefficient de transport représentant la chaleur générée par les collisions
entre particules.

L’équation sur le moment d’ordre 2 qui représente la conservation de ’énergie p€, se
réécrit :

8875 (/050) + V:E : [ng'va +EU: 'va] — qoNgVs * E = _vx . QO’ +'Ua : RO’ + QO’? (2A2)

avec p€, 1'énergie définie par :

Mong|Vs2 3P,
pE, = 2‘ | + 5 (2.A.3)

En utilisant ’équation de continuité (2.2.7) et '’équation de conservation des mouvements
(2.2.26) multipliée par v,, la conservation de I’énergie devient :

M—M—%-(W-&)+M+% (32P”>

)
+§P0Vx'va +m+ vx'(ﬂava)_ oUo
= _vx 'QJ +11—0"'/R;+ Qaa

ie.,

d (3P, 5
—vg-(Vm-zg)+dt< 5 )+2ngx-vg+vx-(&,vg):—Vx-QU+QU.

Au final, I’équation de moment d’ordre 2 sur la pression se réécrit :

d (3P, 5
% <2> + ipavx Ve = —Vy 'Qa + Qo — Ty : Voo (Q'A'4)
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2.B Adimensionnement des équations de Boltzmann

Nous développons dans cette annexe ’adimensionnement des équations de Boltzmann
électronique puis ionique. Rappelons tout d’abord 1’équation électronique :

DG, + & - ge + %(E—i—('v—i-n) xB)—ng—n-awv] 81 Je

e (2.B.1)
== Cee @e; ge) + Cei (§E7§i) .
Cette équation adimensionnée devient :
~, [to] [Kf] ~ [vg] < [to] [K5)] ) ~
DYq. + K-0z0c — 77 | Div + K-Ogv ) - 0kGe
T T T kg T L) !
(96! [to] [Eo] ge ( [Bo] [vG] ( (6] ) ) ~
—_—— | E+ v+ K| X B -0xge 2.B.2
mi 5] me B \" T oo B2
[to] [Cee] ~ o~ [t[)] [Cei} ~ ~
= Cee erJe) + Cez' e Yi) >
7 (Je» Ge) 7 (9es 9i)
ol la dérivée convective sans dimension est : DY = 0y + [t(fy,l]O]v - Oz . Avec les relations
0
(2.3.21) et (2.3.19) cette équation se réécrit :
DG, + ——k - 8,3 Dt k-0 - Bl
t9e + 6Min zJe — v Mz’i VU KkJe
[96] [to] [Eo] ge < [Bo] [v§] ( 1 > ) ~
4 E+ v+ K| XB |- -0kge 2.B.3
gl g] e B \"Tar / 253
[to] [Cee] ~ o~ [tO} [Cei] ~ ~
= Cee ey Je) + Cei e Ji) -
7 (Ges Ge) 7] (Je» i)

Les hypothéses sur les énergies thermiques et électriques (2.3.27) ainsi que sur le fait que
le plasma soit fortement magnétisé (2.3.28) permettent d’écrire :

D} g + d\l/[in - 0z0e — (D”v + - ) Orge
Jﬁgﬁg] % (E + (v ) ) e (2.B.4)

[to] [Cei
[fe]

Pour finir 'adimensionnement de cette équation de Boltzmann sur les électrons, il faut
utiliser les relations sur les opérateurs de collision (2.3.29) ainsi que les relations sur les

- Cee (:qvev §€> + Cei (:qve: 51) :
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temps (2.3.16) et (2.3.17). On utilise également les relations (2.3.19) et (2.3.21) :

- 1 . 1 ~
DYg. + e - 0xge — €M; <'Dl"v + Y am'v> - Ok ge
7

1 g
+ q<E+<v+

eM; me

)

1\14 n) x B> - Bre (2.B.5)

€Vl

1 - 1 o~
= ?CBE ( eage) + ?CEZ' (gevgi) :

De méme, il faut obtenir I’équation de Boltzmann adimensionnée sur les ions. La maniére
de procéder est similaire a I’équation sur les électrons. En effet, pour rappel 'équation de
Boltzmann sur les ions dans le référentiel de référence des ions [Bra65| s’écrit :

)

Dfi+ k- 8uf + [q (E + (v +K) x B) —D;’v—n-amv] O fi
mi (2.B.6)

= Cie <:f;fe) + Cii (fu ﬁ) .

L’adimensionnement de cette équation s’écrit :

N N Yy S A 0.7
thz+ [LO] K 61;‘]01 [[-’.‘,6] <Dt’U+ [Lo] K 8:1:'0) an,fz

(4] [to] [Eo] a; (E [Bo] [v] <v o) E) y B) 9.7 (2.B.7)
il ) e \EFml " o) o
L (& P e N L 1 S P
= S (B fe) + S (4 )
[to] [vh)]

ou la dérivée convective sans dimension est : DY = 0y +

reprendre les relations (2.3.21) et (2.3.19) :

v - 0z. De méme, il faut

~ 1 ~ 1 ~
Difi+ Rk -0z fi — M; <D§)'U LRV 3mv> Ok fi

1

+ [mé] [ng] m; <E+ [Eo)] < +Mi > B) Ok fi (2.B.8)
O P W L1 (71 P s
=S <fz7fe>+ 7 Ci (f,, f1>.
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Les hypothéses sur les énergies thermiques et électriques (2.3.27) ainsi que sur le fait que
le plasma soit fortement magnétisé (2.3.28) permettent d’écrire :

~ 1 ~ 1 ~
DY+ g0y < M (Do 4 sk 0av ) 0]

[to] [Kh)] @ 1 >
¢ = — . - 2.B.9
+Z Lo mi E+ v+ Min X B -0xf; ( )
[to] [Cie] , (7 7\, [to][Cil , (7 ~
= Cie  fis fe ) + Cii  fi,9:i )
g1 G (o) + Hpppeca (9
ott Z° est la charge des ions tel que : [qé] =7 [¢5]- L’utilisation des relations sur les

opérateurs de collision (2.3.29) ainsi que les relations sur les temps (2.3.16), (2.3.17) et
les relations (2.3.19) et (2.3.21) permettent finalement d’obtenir I’équation de Boltzmann
adimensionnée sur les ions :

~ 1 ~ 1 -
D} fi + Mﬂ <Oz fi — M; <'D?’U + MR : 3m’v> Ok fi

%

Zi g 1 _
+E% <E + <v + Min> X B) Bk fi (2.B.10)

= Cie (f:v J?;) + %Cn' (fwﬁ) :

Les équations de Boltzmann adimensionnées dans leurs référentiels de référence respectifs
sont donc données par :

1 ~ 1 ¢ 1 -
D?g. + GMin-nge + o . (E—i— (v + €Min> X B) - OxJe

1 - 1 -~ ~ -
0.0) 00 = 1 (Co (7 70)Co (7).

€Mi

—eM; <D’;}’U +
(2.B.11)

< 7i ¢ 1 -
D’;fﬁMn-azmMjl( <”+M“>X )-anfi

(Dot phe0a0 ) 00 = G (7 ) + 163 (7).

2.C Approximation des opérateurs de collisions

Tout d’abord pour rappel 'opérateur de collision de Coulomb entre les électrons et les
ions est défini par :

Cei = _a'u, : Oeia (201)



0. (7. 7)) = 1o /R du; (B (. —w;) [~ fi () By, f. () 202
+%ﬁ (ue) B, f (Ui)} > :

Nous changeons de référentiel de référence en passant & un référentiel ionique. Pour cela,
il faut effectuer une translation de I'espace des phases :

u; =v;(z,t) + k(z,t).
Par cette transformation galiléenne I'opérateur de collision de Coulomb ainsi que les fonc-
tions maxwelliennes sont invariants i.e.

B(ue —u;) =B (k —ek;) . (2.C.3)

Avec cette transformation il est possible d’effectuer un développement de Taylor de cet
opérateur de collision car ek; est supposé petit :

B(k —ek;) =B (k) — ek; - OxB (k)
2 (2.C.4)

+ % (ki @ Ki) : (O @ 0x)B (k) + O (€7).

Cette approximation, ainsi que cette transformation, permettent de réécrire I’équation
(2.C.2) a lordre 2 :

0. (7.1) =" /R P ( (E (K) — ok - OB (k) + S (k: 90 : (0 9 0,) B (n))

60T )+ o (900 ()| ).

r

=— 7”6,#?@ (k) [nzﬂ (k) — /Bdﬂmz'- B(x) fi (ki)

2 ~
R3

2 my
_ %n [B () B f ()

L me 622 3k @Kk — |k|’T
K

)anﬁ (k) + €fe (k) i’;)] +0 ().

Me
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Ainsi, l'opérateur de collision de Coulomb devient :

C. :”i“’a,c [B®)6.] () (2.0.5)
e (< )]

Dans la suite le terme de m,./m; sera négligé. Pour définir cet opérateur, il est nécessaire de
préciser ce que vaut la maxwellienne électronique dans le référentiel ionique f. en fonction
de I'approximation connue de la maxwellienne g, :

fo(K) = fe (K +v:) = fe (kK — u+ve) = Ge (K — Su),
1.e.

fe (K) = M, (|&]) <1+”jf:5u-n+e€f>; (n)) +0(e2).

L’approximation sur la fonction maxwellienne pour les électrons, ]?S (2.3.38), permet de
reprendre cet opérateur de collision (2.C.5) :

niF

Cus =570, (B) (Mo () (14 0w+ B ) )

M, (k) (T;&u 0! (x) ))) L), 2.C.6)

Sachant que la dérivée d’une fonction maxwellienne reste une fonction maxwellienne :

2
0. M. (1) = 0 M pexp (- )

= —%n/\/leﬂh',]).

et que le noyau du tenseur de collision est lui-méme, i.e., B (k) k = 0 (cf. (2.1.13)), alors :

Coi = 2‘”’0,3 : (B (k) M. (|&|) (”jfau + 0! (k) >) +0(e).

De la méme maniére, le terme de maxwellienne peut étre sorti de la dérivée :

Coi = %M (k) B - (B (k) (”jfau + D P! (k) >) +0 ().

Cette équation se réécrit :

i = M () (5200, B06)) s+ € (BL77) ) +0(). 2Cn

_Me(m)( ”F’T ~5u—|—C;Z-( f0)> 0 (). (2.C.8)
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avec

¢l (B2, 7) = " %0 (B (5) D () (2.C.9)

De méme, on cherche une approximation de 'opérateur de collision de Coulomb entre les
ions et les électrons. On a Cje.

Cie = _a'u. ' Oia (2.0.10)
avec
~ o~ Fie ~ ~
Oie (gi7 ge) = 2/ dK'e (B (K'e - GK') [ — Je ("‘"e) amgi (K'l)
R3
mg ~
+ 74 () B 5. <ne>] ) , (2.C.11)

— % |:—3m§i (ki) /R 3dne (ﬁe (Ke)B (ke — m))

+%§i (u;) /dene (B (Ke — €K) Ok, Je (ne)” . (2.C.12)

e

Nous sommes ici dans un référentiel électronique et, de méme que précédemment, il faut
un développement de Taylor a 'ordre 2 de B (k. — ek) avec ek supposé petit :

B (ke — ek) =B (ke) — €k - Ok B (Ke)

2 (2.C.13)
+ 5 (k@) (Or, ®Ox)B(ke) + O (),
avee K- K KQKe+Ke QK
k-0 B (ke) = _T|5e (|&e|’T — 3ke ® Ke) — T"i E =

I’opérateur de collision dans le référentiel des électrons se reformule avec le tenseur de
diffusion D, :

D, (or) = [ de G (v B (5. — ex)].

_ / die 5o (k) B (k)] — € W L0(2).  (2.0.14)
R3 :

Le deuxiéme terme étant V'intégration d’un produit de termes ayant des puissances im-
paires, il s’annule (c.f. p41 de [Bak97]).

D, (ck) = /;me G (k) B (k)] + O (¢2) . (2.C.15)

R
Pour calculer une approximation de ce tenseur de diffusion il faut faire des hypotheéses sur la
forme de g (k¢). Dans le cas ot la fonction de distribution électronique soit principalement

une fonction maxwellienne, ge (ke) = M. (|k.|), alors il faut utiliser le théoréme 1 p 38 dans
[Bak97] :

+o0
f(x)dz :/ r2 | f(rs)dsdr.
R3 0 S2
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avec S? qui représente la sphére unité. Pour notre cas, nous posons :

f(@) =g¢(x)B(w — exo),
=ge(x)B(z) + O(e),

ie. f(rs)=g(rs)B(rs) + O(e),
avec s sur la sphére unité donc |s| = 1. Ainsi, on a les relations suivantes :
ge(rs) = go(r),

lrs]2l — r’s ® s

et B(T‘S) = |7"$|3 )
1
— S (I—
" I-s5®s),
1
=-B
"B(s)

ie. f(rs) =g°(r) %B(S) + O(e).

Avec cette approximation, le tenseur de diffusion D, se réécrit dans le cas ol g. est une
maxwellienne :

D, (ex) — /R dr. (G (k) B (k)| + O (),

+o00
= /0 r?;@g(r) /S2 B(s)dsdr + O (62) )

Par suite nous intégrons le tenseur de collision B(s) sur la surface de la sphére unité S2,
pour cela nous utilisons le corollaire 1 p 39 dans [Bak97] :

/ sids = (3+2) / xkdxk//dxldxp,
S2 —

= 10/ s (1- :Ek) dzy,
0

11
=107 (= — -
“(-3)

4
= —. 2.C.16
: (2.0.16)

Par conséquent, 'intégrale sur S? de B(s) vaut :
/ B(s)ds = / (I-s®s)ds,
S2 S2
= <47T — 47T> I,
3

8::1[ (2.C.17)
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Ainsi, pour le tenseur de diffusion D, on obtient :

_ 4 Me 2
= 37 /%Te +0 (¢%). (2.C.18)

Avec ces calculs, équation (2.C.12) se réécrit :

-~ I'; 4 ['m -
Oie (giage) = 2Ze |:_3ne 27_[_16-, ah‘,z‘gi (K'z)
[

+%§i (u;) /Rgdne (B (Ke — €K) Ok, Je ('ﬁe)> } +0(e). (2.C.19)

e

De méme, nous faisons les calculs pour obtenir une approximation de l'intégrale du second
terme en étant toujours avec le cas oul la fonction de distribution électronique est une
maxwellienne :

_ ~ ~_ Me _ ~0
/R Sdne (B (Ke — €K) Ok, Je (ne)) e /R de'e (E (Ke — €K) Ke g, (ne)) ,
~ - | [t (v
e R3

—€ [ dkek - Ok B (Ke) K'e?jg (Ke) ] )
R3

~ me K - Iie 2 ~0
Nei [/dene PRE (|ke)’I — 3Ke ® Ke) Kegl (Ke)

KQKe +Ke @K
_/dne e T e negg(ne)}
R3 |Ke|

De méme que précédemment, nous utilisons le théoréme 1 [Bak97] :

Me

/dn (]B(n S AT )) ~e e /+°°T2 /ds"'” (17?1 — 3r%s @ ) rsg0 (r)
R3 e \ =2 e liege e ~ Te 0 <2 |7"S|5 ge

KX®SsS+sRK
—/S2dsrwrsge (r)} ,

et /0 v (r) Ug;zs (k- 5) (]sPT - 35 ®5) 5

—/ds(n@s—ks@m)s].
S2
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Or le premier terme de droite s’annule car :

/S2 <s ®s— %H) —0, (2.C.20)

et le second terme peut se réécrire :

/ds(n®s+s®n)s:n/ds(s-s]l—i—s@s),
s? s?
16n

3

Ainsi, le second terme de 'opérateur de collision se réécrit :

+o0
/ dk. (B (Ke — €K) O, Je (ne)> =— 6men167r/ g (r) + O (62) ;
R3 3 0

T,
167 T,

et Tl e 4 0(e2),

Te 3 Me (2 L)E

Me
4n, Me Me 9

=— 2— 2.C.21

ew ! Me( Te>+o(6) (2..21)

Au final, Vopérateur de collision O, se réécrit :

~ ~ 2T, me ~ m;
Oic (Giy ge) = — 3 ey /ﬁ <8nigi (ki) + 2en?gi (nz)> +0 (62) (2.C.22)

e

2.D Développement des coefficients de transports

2.D.1 Coefficient de frottement R,

Cette section présente les calculs pour obtenir les approximations des coeflicients de
transports en commencant tout d’abord par le coefficient de frottement. Ce coefficient se
développe asymptotiquement par les termes :

R, = RY + ¢R. + €R2 + O(¢%) (2.D.1)

Pour obtenir ce coefficient a 1’ordre €” nous avons besoin de 'opérateur de collision (2.C.5)
& cet ordre :

ng’ ~ —0O 'Ogiv
avec
n;le; ~
00, = "B () 0, 7 (),
nirei me
~ —TB (k) M. (|&|) i&u.

Ce calcul du coefficient de frottement ne peut étre effectué que dans un systéme de coor-
données convenables dans lequel la vitesse électronique moyenne v, est nulle. Pour ensuite
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le convertir dans un systéme otl la vitesse ionique moyenne v; est nulle également. Par
conséquent, K est remplacé par K — du :

RY = —/ deme (k — 6u) 9y - O
R3

= / dkm .0 (2.D.2)
R3

nile;

me / dkB (k) M. (|]) < 6w,
R3 Te

Les formules d’intégration de fonctions polynomiales sur les boules [Bak97| permettent
d’obtenir une approximation de cette intégrale :

Fz e
RO~ _Milei mau/ kB (k) M. (k)
R3

¢ 2 °T,
nilei me . 8w T, Ne
_ e 5, 5T Le i
2 Te 3 Me T, 3
(2r3%)
~ et sy, (2.D.3)
Te

avec T, qui représente le temps caractéristique entre les collisions électrons-ions. Ce dernier
est défini par :

3
3meT?
T = Hele (2.D.4)
An;v2mg2q; In A

De la méme maniére on obtient une formulation de ce coefficient & 'ordre €' qui s’écrit
avec la fonction @}

1 . 1

Cei — _61'3 ' Oei7

avec

n;

O (k) = ~ "B () M. (|K]) (8B (x) )

2

Ainsi ce coefficient se réécrit a 'ordre el :

Rl= ", /R KB () M. (|r]) (8eBL (x) ) (2.D.5)

Il est possible de calculer I'ordre 2 de ce coefficient de frottement R? en prenant 1’ordre 2
de l'opérateur de collision 0%, :

R’ = | d&m. 0%

(&

R3
[e; m? ~
= %y | dre—¢ ikl
2 ’L/Rs ml fe ‘KI|37
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1.e.

R?=0. (2.D.6)
En résumé le coefficient de frottement électronique se développe sous la forme suivante :
R. =R +¢R! + R? + O(¢%) (2.D.7)
avec mon
R = — —“Csu,
Te
1—‘ . ~
RE ="t [ e () M. (15)) 9B (), (2D.8)
R3

2.D.2 Chaleur générée par les collisions : O,

Pour approcher ces coeflicients de transports, nous utilisons I’approximation de I'opéra-
teur de collisions. A I'ordre € la chaleur générée par les collisions des ions sur les électrons
se développe comme suit :

Ik — oul?

a'g N 02,“

R3

= / dkme (k — ou) - O,
R3

= /R?)dnmey@g Su - RY. (2.D.9)

Le premier terme de I'équation précédente s’annule car I'opérateur de collision O, contient
le tenseur des collisions B et le noyau de ce tenseur est lui méme (2.1.13). De la méme
maniére, ce coefficient de transport Q.; s’exprime a l'ordre €' :

Ql, = —6u-R. (2.D.10)

RY, R! et du étant d’ordre 1, ces coefficients sont en réalité d’ordre 2. Si nous prenons
Popérateur de collision O; a Pordre 2 contrairement au coefficient de frottement R, il ne
s’annule pas. On obtient :

le- :/ dem, (k — ou) -Ozi,
R3

:/dnme(n-ozi—M?Z).
R3

Pour le second terme en du, les polynémes sont de puissances impaires donc ce terme est
nul [Bak97|. Ce coefficient est donc réduit & :

2 2
Qs = /Sdfcmen - 0%,
R

T'.; T; 3 — |k|*T ~
=— %, | dem.—k - SKOK— R i O fe (K),
2 R3 ™m; k|5

Te; 2 2k~
—elni/dnmn-’:gfe(n).



Dans la suite de ce calcul la fonction de distribution électronique f. (k) est considérée
comme une maxwellienne :

T; £0 2 20
Q% =T pinime—- < [ d fe (8) _ Tone | ax fe (k)

m; Te R3 ’K,‘ ’

m; JRr3 ‘K,‘

72 ()

m? (T, f
=T.n.— | =t _1 / d
”mw(n )Rﬂ|m
Cette intégrale est calculée a I'aide des formules d’intégration sur les boules [Bak97] :
F0 +00 £0
/ dﬂfe (K’) :/ 7’2 fe (T)deT,
R3 || 0 sz |7

—in [ o)

0

. (2.D.11)
2T,

Ainsi, ce coefficient de transport représentant la chaleur générée vaut a I’ordre €2

Qui~ — 37;‘@2‘?(% —ou-R% —ou-RY + O (),
e i
Qei ~ - 3mene

6T —du- R, + O (€°),

2.D.12
TeTl; ( )

avec 01 =T, — T;.
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2.D.3 Flux de chaleur : Q,

De méme, on obtient une approximation pour le flux de chaleur @, :

~ 04 /R [mU”MU (1&]) [ ® &] Py (n\)] dk,

z/0+022 {mgT;MU (r) </S2 [rzs ® s ds) P, (r)] dr,

4%1[”, (T‘):| dr,

(ﬂf (ﬁ%)% P, (@)

Mg Mg

+o0o T6

~ ; Moo [MU (r)

drmeng [T
6 0

4 o T2 o0
~ Mo S / {xgxe_m Py (ﬂf)} dr,
3ﬁ mes Jo

dng T2 /*OO
~ — o x
3\/%7710 0
dny T7 15\/7 <X5T||B:BTU JrXésEi% +/f\’zéT@aa?TU)

T,
—de,
meg

[SIeY

<_2£§ o (@) e P, (w)] dz,

T osvEm, 8 \"N L , T
dng T2 15
no 15 15y (A0loul + X2 out + A0Ou)

- 3y/Tm, 8
BneT2 | o OhTy sr 1 OFTs 50 02T,
~— 279 | x X z xolozz
2ma o,1 Ta + 0,1 TO’ + o,1 To'

+Xfﬁ“5u|| I Xgﬁl&ﬁ 1 Xfﬁ%uQ] . (2.D.13)

2.E Développement de I’équation électronique au ler ordre

L’équation de Boltzmann électronique au ler ordre de correction est :

D}5? — Djv-0xj! + ~= (E +v x B) - 8yl — (k- 00) - el? + - D53l

= —% (k x B) -0 (52‘5;) + Cee (@2‘5;@2) + Cee (@2@2&’;) (2.E.1)
+ (el (i (81,3°) - s ou).
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Le systéme fluide

D'g”no' = —NeVyz Vo,
nemeDY v, = —V P + qene(E +v. x B) + R,
nim;D}y'v; = =V, P + qini(E +v; x B) + Rj, (2.E.2)

2
D:)UTU = _gTovx Vo,

et les approximations sur les dérivées temporelles et spatiales

o5 — [ane B (3_ men-n> OT}ge’

Te 2 2T, T.
Vi - (neve) 3 mek - K\ (T,
0,50 = — | LF _\ere) € i v — T 70
tYe |: e + 2Te 2T2 3 ac *Ve ( e've) e
Van 3 MeK - K
o ~0 _ zle N e T ~0
:Bge |: ne 2Te 2T62 v € ge7

permettent de développer la partie gauche de cette équation électronique au 1°" ordre pour
obtenir une approximation :

—Di°v,. + %(E—i—ve x B) — (n-&‘mve)} Bnge +Di°g, +n-8x§2

0
ety ] ()

TeMMe NeMe

T,
_ [V'f ::eve)+<2;e—mene2 <€eV;p v. -V (T'Ue)):|§2
po [T (g - e ) e
; [V;je (2:} - ”g;f) vxT] P,
o [T T B ot () |
|t By, e v M, ve]?;
- -'Ue Vnee— 36 T+ K v;e€_<2;e m;;g”) WTS) G-




Au final, la partie gauche de cette équation électronique au 1¢* ordre se réécrit :

[Df""ve + e (E+vex B)— (k- ax've)] -B,@Q +’D;"3§E + K 'Bzfjg

e

_[(men-n_ 5) k- Vi1, +R2-n]~0

2T, 2 T, ned, | 7°
Me r_ 2 ) _ || ~0
+ [QTe <[Vx've] + [Vav.] 3VI 've]I> : (n@n 3 I) |9
RY . g 2
L)oot B E i, () (mes— B00) | 2, (2.5.3)
nele — 3

avec

. 5\ V.T.
]LI — meK’ K Y xte
! (Isl) ( )

Me

et Lg(lxl) = <[vae]+[vz've]T—§V$-ve]I>

2T,
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Annexes du chapitre 3 :

3.A Obtention du systéme de MHD réduite résistive

Cette annexe a pour objectif de détailler le développement du passage de la MHD com-
pléte a la MHD réduite résistive. Commencons tout d’abord par rappeler le systéme de la
MHD compléte auquel on rajoute ’équation modélisant ’absence de monopo6les magné-
tiques :

dp+ V- (pv) =0,
O (pv)+V-(wev)+Vp=JxB-V.m,
0 (p€) + V - (p€v +pv) =(J x B)-v —v - (V -) + nJ?
— (me: Ve +m: Vo, +V-Q),
B+ V x E =0,

3.A.1)
e Lo (
iVxB:J,
Ho
E +vx B =nJ,

V-B =0

Avant tout développement on rappelle quelques définitions et propriétés sur les coordonnées
nécessaires pour la suite :

1

V- Vo =0, (3.A.3)
1

Vo Vo =13, (3.A.4)

VIA=R?V¢ x (VAx V), (3.A.5)

V|A=R*V¢(VA- Vo) (3.A.6)

VA V¢ :%%A. (3.A.7)

Pour passer & la MHD réduite résistive nous devons émettre des hypothéses, la premiére
vient du confinement. En effet, les particules constituant le plasma sont confinées au sein du
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tokamak grace & un champ magnétique puissant principalement toroidal. Ainsi, I’hypothése
de forte magnétisation dans la direction toroidale permet de réécrire le champ magnétique
en fonction de sa composante toroidale By et celle poloidale By, :

B=B,+B,,
= FVé+ Vi) x Vo, (3.A.8)

avec ¢ représentant le flux magnétique, F' une constante donnée pouvant parfois dépendre
de V'espace ou du temps [DS12]|, mais qui sera prise ici constante par rapport au temps.
Cette définition doit assurer la condition sur ’absence de monopoéles magnétique, on doit
donc émettre une hypothése supplémentaire sur F :

V.-B=0,
V- (FV¢) + V- (VA9 §)) = 0,
VF-V¢=0. (3.A.9)

Avec ces hypothéses I’équation modélisant I’absence de monopdles magnétiques est automa-
tiquement vérifiée. Dans la suite, les équations de conservation, la loi d’induction ainsi que
la loi d’Ampére seront développées avec ces hypothéses afin d’obtenir les équations com-
posant le systéme de la MHD réduite résistive.

Tout d’abord, la réduction de la loi d’Ampére permet d’obtenir une nouvelle définition
pour la densité de courant

,u()J =V Xx B7
=V x (FV¢) +V x (V x (Ve)),

1
=VF x V¢ —A (Vo) +V (RQaMﬁ) )

qui se développe termes & termes par :

A (Vo) =A (ﬁ%) ,

2 v\ v
= et <RA <R) - R2> Ve,
2 1
et

1 2 1 1
¥ (06t ) == sdater + 15V 00t + 15V} (0w,

1

1
=3V 1 (Op9) + ﬁwagzw.

2
== ﬁadﬂb@r +
Ainsi, la densité de courant J se réécrit :

pod = VF x Vo — A" YV + %VL (8¢1/1) , (3.A.10)
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ot A* est 'opérateur de Grad-Shafranov défini par (3.3.40) tel que :

Onts

A%t = Adp —
v R

(3.A.11)

Sous cette méme hypothése de forte magnétisation il est supposé que la vitesse suit égale-
ment principalement les lignes de champ magnétique et ainsi la vitesse est décomposée
suivant le champ magnétique B :

v=uv,B+v,, (3.A.12)

ou v est la composante perpendiculaire au champ magnétique de la vitesse. Avec cette
définition on peut définir V - v et v - B dont nous aurons besoin dans la suite des calculs :

V-v=Vu, B+V- v, (3.A.13)
v-B=v,B-B. (3.A.14)

La suite de ce développement se poursuit par la réduction des équations temporelles
en commencant par I’équation de conservation de la masse

Op + pV -v+v - Vp =0,
op+ V (pv,) - B+pV v, +v, -Vp=0. (3.A.15)

Ce développement se poursuit par la réduction de I’équation de conservation de la quantité
de mouvement

() +V-(wev)+Vp=JxB-V m,
mise sous la forme d’une équation de transport de la vitesse :

dv
— =JxB-Vp-V-x.
P J x p T

Cette équation, aprés réduction, permettra d’obtenir deux équations sur la vitesse parallele
vy, ainsi que sur la vorticité W définie par :

w =V X v,
B
W="w (3.A.16)

Par conséquent, pour obtenir ces équations, on applique successivement les opérateurs

7 V x (RZ...) et B- a I’équation de transport sur la vitesse. Lors du premier de ces deux

développements successifs, 'expression est détaillée terme aprés terme en commencant par
le terme temporel

B V x (pRQ&yv) =

fa \Y

(pR*0; (v B + v,

~—

)

.V X
= .V x ~V><(pR2€)tvL).

(pR26t (’UnB) ) +

| 0 W
=y
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Ensuite, on reprend le terme de convection qui est le terme le plus compliqué

E-Vx (pR* (v- V)v) =

7 (VpR? x (v-V)v+ pR*V x (v-V)v),

(57 (01) V0 = Vol x (0 x (7 x0)) )
ok <W—0R2VX UX(VX”))>
(;V(pRQ)va>

(VpR? x (v x (V xv)))

ﬁj\tu + ﬁj\tuﬁj\tu

B
—pRQF-Vx('vx(va)).

Pour une meilleure lisibilité dans la suite des calculs on développe le 26™€ et le 3°™€ termes
séparément : le 2°™¢ se réécrit

1| &

(VpR* x (v x (V x))) :g-(VpRQX(vxw))
+§-(VpR2>< (vx (Vxv,B))),

dont on ne développe que le premier terme de ce développement

E'(VpRQx (v xw)) =VpR?: ((”XW) X ?),

F
=V (pR?) - (w <v : ?) —vW) :

_/UTL|B|2v( RQ) - WV R2 . B
==V (R’) w (pR?) - (vaB +v1),

et le 3°™€ terme du développement du terme de convection
» B B
pR F-Vx('vx(va)):pR —-Vx((vx(Vxv,B))
B
pR2 -V x (v X w),

dont on ne développe que le dernier terme

B B B
pR2F-V><('v><w):pR2V-((vxw)xF>+pR2(vxw).VxF,
=pR*V - <w (vnB-?> —’uW) + pR* (v x w) - V x %’

= RQVU”’ o pR2V (0,W) - B — pREVW v,
B
—pRQWVmLerRQ(vxw)-VxF.
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Au final, le terme convectif se réécrit :

F \2 F

§~V x (pR* (v - V)v) _B. <1V (pR?) x Vv2> _B (VpR? x (v x (V x v,B)))

—L’BPV(RQ)- WV (pR?) - (v,B
7 p w+ (pR?) - (vp,B +v.)

—pR2%V><(v><(V><vnB))

n|B|?
u-mupRQV(vnW)-BerR?vw.m

B
—i—pRQWV-'vJ_—pRz('vxw)'VxF.

— pR*V

On développe le terme de pression de ’équation de transport de la vitesse :

E-V><(R2vp):B~(VR2><vp),

F F
et le terme du courant :

I

| @

%VX(RQ,IxB) :V-(RQ(JxB)x?>+R2(J><B)-V><

:V~<R2 <B<;-?)2?;2>+R2(Jx3).vX
:B-V<R2J-F>—V< 7 )-J

B
+ R*(J xB)-V x —.

B
F’

B
L’équation de transport sur la vitesse obtenue avec I'opérateur 7 V X (Rz...) donne

B B
V% (pR?0; (v,B) ) + V% (pR*0w )

B [1 9 2\ B 2
+F.<2v(pR)xvv)—F-(VpR x(vaxvnB))

Un’B|2

V (pR?) -w+ WV (pR?) - (v,B +v)

F
B | B?
—pRQF-Vx('vx(vanB))—pR2VU |F|

+pR*V (v, W) - B + pR2VW v, + pR*WV ‘v,

W

B B
—pRQ(va)-VXF—FF-(VRQXVp),

2 2
:B-V<R2J-?)—V<RFB| >-J+R2(J><B)-V><B
B

F
—F‘VX(R2V-£).
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A présent, ’équation de transport de la vitesse est reprise avec 'opérateur B-

B (pow+pw-V)v)=B-(JxB-Vp—-V-x)
p|B|*0yvn, + pB - O 1, =pvuB - V x E — p|B|*0yvy, — pv,B - 0B — pB - Oyv |
—0pp—B-(V-xm).

Au final, 'équation de transport sur la vitesse avec cet opérateur B- permet d’obtenir
I’équation suivante :

B 2
p|B[*0on + pB - 81 + p|B|*dyv, = p|B[*v,V v — Opp — PviaB|2
BJ? 2

—2pvp,0g (v - B) + pv,B-V x (nd)—B-(V-@).

Ce développement des équations de conservation se poursuit avec celle sur I’énergie :

OpE+V - (pEv+pw) = xB)-v—v-(V-x)+nJ?
— (e: Ve +mi: Vo, + V- Q) .

Elle est reprise avec la loi des gaz parfaits sous la forme d’une équation de pression :
Op+Vp-v+ypV-v=—(y—1)(xc: Voo +7;: Vvi+V-Q—77J2),
ou v = 5/3. Apres réduction, I’équation sur la pression se développe par :

Op+V (pun) - B+V-(pvi)+(y—1)p(Vu,-B+V - v,) 5A19)
:—(7—1)(£e:Vve+£i:VvH—V-Q—nJQ). o
Pour finir ce développement on reprend I'équation de Faraday :

B+ V x E =0.

En supposant que la variable F' du champ magnétique est constante par rapport au temps,
cette équation devient alors
V x (0pWpVeé+ E) =0. (3.A.20)

Alors il existe un potentiel vitesse U tel que :
oYVeo + E =UyVU, (3.A.21)

avec Uy une constante qui pour simplifier les calculs, sera supposée égale a la constante
—F du champ magnétique, sous la condition sur F :

VF x VU = 0. (3.A.22)
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B
On applique successivement les opérateurs FX et 7 a cette équation (3.A.21) :

B (0wVe+E) ——Bx VU,

F
B B
=X (0))Vo+ = xE=—Bx VU, (3.A.23)
F F
et
R2
O+ 5B -E = ~R’B - VU. (3.A.24)

Pour développer ces deux équations on utilise la loi d’Ohm résistive. Pour cela, on développe
au préalable les termes B x (v x B) et B - (v x B) :

B x (v x B) =|B*v — (B -v) B,
=|B|*v — (v,B - B) B,
=|Bl*v,, (3.A.25)
et
B.-(vxB)=0. (3.A.26)

La loi d’Ohm résistive permet d’obtenir une équation sur le flux magnétique & partir de
léquation (3.A.24) :
R2
o) = —R?’B - VU — ?B nd. (3.A.27)
L’équation (3.A.23) avec la loi d’Ohm résistive ainsi que cette derniére équation (3.A.27)
permettent d’obtenir une définition de la vitesse perpendiculaire v :

2

F B B 9 R
’UL—’B|2<B><VU+77F><J—F><<RB'VU+FB'HJ>V¢>- (3.A.28)
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Au final, le systéme de la MHD réduite résistive se résume 4 :

Op+V(pvy) -B+pV-v, +v, -Vp=0,

g -V % (pRzat (vnB)) + g -V % (pRzat'vJ_)
B

P (57 0m) <90t ) = T (Tt ¢ (7 B)))

B
+WV (pR?) - (v,B +vy) — ,oRQf -V x (vx (Vxv,B))

n|B|?
v (” B] pR2) W+ pR2V (v, W) - B + pR*VW v,

F
2 2 B B 2
+pR*WY v, — pR (vxw)~V><f—i—F-(VR x Vp)
B 2|BJ? B
:B'V<R2J~>—V<R| |>'J+R2(J><B)~V><
F F F(3.A.29)
—%VX(RZV.E),

2
p|B|*0wv, + pB - 0w 1 + p|B|*0yv, = p|B|*v,V v, — Opp — pv%83| |

2
B|? v?
‘2|)—p332J‘+pB'('vL><w)

—2pv,0g (V1 - B) 4+ pv,B-V x (nJ)—B-(V-m),

+2pvpv] - <,u0J x B+V

Op+V(pon) B+ V- (pwi)+(y—1)p(Von-B+V-v,)
=—(y—1) (me: Ve +m;: Vo; + V-Q —nJ?)

R2
o = —R’B-VU — ?B -nJ.

\

Ce systéme est obtenu avec les définitions des variables du champ magnétique B, de la
densité de courant J, de la vorticité W et de la vitesse perpendiculaire v suivante :

B=FV¢+ Vi x Vo,
1

qu:VFngb—A*quS—i—ﬁVL(@qbw),

B B 3.A.30
W:F‘(JJ:F‘VX'UL, ( )

F B B R?

= B —xJ-= ’B. —B. .
v |B\2< ><VU+17F><J F><<R VU—i—F nJ)qu)
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Annexes du chapitre 4 :

4.A Matrices nécessaires a la définition des éléments finis C!
de Bell

Dans cette annexe on définit les matrices C et B, nécessaires pour l'utilisation des
éléments de Bell dont les fonctions de bases B, sont reliées a ces deux matrices :

Tout d’abord, on définit la matrice C7

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
00 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 z12 yiz2 O 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 13 yi3 O 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
00 0 0 0 0 0 —z12 —y12 O 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 @3 yas O 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 —z3 —yi3 O 0 0
00 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 —x23 —yo3 O 0 0

cr=

= 0 0 0 22 2z19y12 ¥3 0 0O 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 2% 2xi3yizs y?s 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 225 2z12y12 ¥ 0 0 0 0 0 0
00 0 o0 0 0 0 0 0 225 2xo3y23 y33 0 0 0 0 0 0
00 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 223 2zi13m13 yis
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 a2y 2xo3y23 Y3
0 0 0 33 2wo3yss v3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0O 0 0 o0 0 0 0 0 0 %3 2x13y13 yis 0 0 0 0 0 0
00 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2 2zi10y12 yh

avec r12 = x1 — To. Ensuite, la matrice B, contenant les fonctions de bases est définies a
partir des coordonnées barycentriques (4.3.3) et se réécrit :

Be(§) = AcA (4.A.1)
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avec A un vecteur tel que :

La matrice A. se décompose elle méme suivant deux matrices telle que :

avec
4 0 0 20
0 4 0 O
0 0 4 O
0 0 0 4
0 0 0 O
0 0 0 O
0 0 0 O
0 0 0 O
1/0 0 0 0
4=7
0 0 0 O
0 0 0 O
0 0 0 O
0 0 0 O
0 0 0 O
0 0 0 O
0 0 0 O
0 0 0 O
0 0 0 O

20

o o

OO OO RO

[l s R en B s B o M @n)

o o

o

OO O KOO

OO OO oo

o o

OO O OO

SO oo oo

o o

Ok OO OO o

Do oo oo

o o

A,

PR
N
s
AT
AIAZ

Ay
Ay
A3A A,

AIAZAZ
A AN

AsAZA2

Ae = A + §e
0 40 40 O
0 0 0 40
20 0 0 0
0 16 O 0
0 0 16 O
0 0 0 16
0 0 0 0
0 0 0 0
4 0 0 0
0 2 0 0
0 0 2 0
0 0 0 2
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
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cojyocoo

SO N O OO

o o

o

—
o ococoo

oON O O OO

o o

o o

-
SToococoo

NO OO OO

o o

80

16
16

o O O

O O OO NN

o

o O oo

— =
(o238 e

NN O O OO

(4.A.2)
60 60
0 60
60 0
12 18
18 12
0 18
0 12
18 0
12 0
2 3
3 2
0 3
0 2
3 0
2 0
-2 =2
0 —2
-2 0




et S, dont les seuls coefficients non nuls de cette matrice sont :

1
Sc[1:15,18:21] = ¢

0
—60m
601,

0
0
0
—30m
0
30m

—5m

oM

60’[72
0
760772

0
3072

_607’]3
6073
0

—30m3
0
3073
0
0
0

—ons3
0
13
0
0
0
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N

0
—60
60

0
0
0
-30
0
30

60
0
—60

0
30
0
0
-30

—60
60

—30

m 0 0
0 72 O
0 0 ms
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Modélisations fluides pour les plasmas de fusion :
approximation par éléments finis C! de Bell

Résumé

Les instabilités fluides peuvent dégrader le confinement du plasma au sein des tokamaks. Etant données
les échelles spatio-temporelles rencontrés dans ce contexte, on choisit les modéles fluides obtenus a partir
de la dérivation des modéles cinétiques. On dérive plusieurs modéles hiérarchiques de la MagnétoHydro-
Dynamique (MHD) et en particulier les modéles de la MHD réduite du « Current Hole » et de 1’équilibre
de Grad-Shafranov. Une des difficulté de ’ensemble de ces modéles est de respecter I’équation modélisant
I’absence de monopdles magnétiques V - B = 0. Pour assurer cette condition en tout point du domaine,
le champ magnétique est réécrit avec un potentiel vecteur : B = V x A. L’utilisation de potentiels fait
apparaitre des équations faisant intervenir des dérivées d’ordre supérieurs. La stratégie numérique dévelop-
pée est I'utilisation de la méthode des éléments finis avec des éléments C* de Bell. Sur un maillage non
structuré, ces éléments ont 'intérét de présenter une base réduite définie exclusivement avec des variables
aux noeuds du maillage. Les modéles de MHD réduite du Current Hole et de Grad-Shafranov ont été
résolus avec ces éléments. La résolution du cas test de Grad-Shafranov avec les conditions de bords exactes
a permis d’obtenir 'ordre optimal de 5. La résolution du systéme du Current Hole avec ces éléments,
validée par 'obtention du paramétre physique '/, a permis I’observation du développement d’instabilités
en dents de scies.

Mots Clés : Simulation de plasmas, Modéles fluides, MagnétoHydroDynamique (MHD), Méthode des
éléments finis, Eléments C* de Bell, MHD réduite.

Fluids modeling of fusion plasmas :
approximation with C?! finite element of Bell

Abstract

Fluid instabilities can degrade plasma confinement in tokamaks. Given the spatial and temporal scales,
we choose the fluid models obtained from the derivation of kinetic models. We derived several hierarchical
models of MagnetoHydroDynamic (MHD) and in particular models of reduced MHD like the Current Hole
and the Grad-Shafranov equilibrium. One of the difficulty of all these models is to respect the absence
of magnetic monopoles equation V - B = 0. To ensure this condition at any point, the magnetic field
is rewritten with a vector potential B = V x A. The use of vector potential implies that higher order
derivatives appear in the equation. The numerical strategy is developed using the finite elements method
with C* Bell’s elements. On a unstructured mesh, these have the advantage to present a reduced basis with
degrees of freedom defined exclusively on the nodes of the mesh. The reduced MHD models of the Current
Hole and Grad-Shafranov have thus been resolved with these elements. The resolution of a Grad-Shafranov
test case with exact boundary conditions yields the optimal order of 5. The resolution of the Current Hole
system with these elements has been validated by obtaining the physical parameter '/% and allowed the
observation of the development of sawtooth instabilities.

Keywords : Plasma simulation, Fluid models, MagnetoHydroDynamic (MHD), Finite element method,
C' Bell’s element, Reduced MHD.



