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Introduction.

Les travaux pr�esent�es dans ce m�emoire s'articulent essentiellement autour de deux th�emes : l'�etude
math�ematique et num�erique des ph�enom�enes d'interacti on uide-structure et la mod�elisation de l'ap-
pareil respiratoire humain.

C'est au cours de ma th�ese que j'ai commenc�e �a travailler sur les ph�enom�enes d'interaction uide-
structure. Ces travaux se sont poursuivis par la suite au CEREMADE (Universit�e Paris Dauphine)
puis au sein du projet REO �a l'INRIA. J'ai �etudi�e ces probl �emes aussi bien d'un point de vue th�eorique
(existence de solutions faibles ou fortes pour des syst�emes stationnaires ou instationnaires) que d'un
point de vue num�erique (�etude de la stabilit�e et de la conv ergence des sch�emas, conception d'algo-
rithmes performants). Les applications o�u de tels ph�enom�enes apparaissent sont nombreuses : tant
en a�erodynamique qu'en biom�ecanique. Nous pourrions citer beaucoup d'exemples : �ecoulement au-
tour d'un bateau, �ecoulement sanguin dans les art�eres, pour l'hydrodynamique (uide en phase li-
quide), �ecoulement autour d'ailes d'avion, �etude de l'in uence des vents sur le tablier d'un pont, pour
l'a�ero�elasticit�e (uide en phase gazeuse). En particul ier, ils apparaissent dans l'�etude des �ecoulements
biologiques : �ecoulement sanguin dans les art�eres, �ecoulement de l'air dans l'appareil respiratoire. Ces
derni�eres ann�ees je me suis particuli�erement int�eress�ee �a ce type d'applications et plus sp�eci�quement
�a la mod�elisation math�ematique et num�erique de l'appar eil respiratoire, tout d'abord dans le cadre
d'une ACI nouvelle interface des math�ematiquesle poumon vous dis-je1;2, puis au sein du projet REO,
dont j'ai �et�e collaboratrice ext�erieure puis membre. Ce s applications n�ecessitent, comme nous le ver-
rons, le d�eveloppement de mod�eles math�ematiques nouveaux et de m�ethodes num�eriques sp�eci�ques
et adapt�ees. Mes recherches actuelles se font dans le cadred'une ANR jeune chercheur intitul�ee
� Multiscale and multiphysics modelling of the respiratory system � accord�ee aux candidats en liste
compl�ementaire du premier appel �a projets ERC-Starting G rant.

Ce m�emoire comporte ainsi deux parties. La premi�ere d�ecrit les travaux r�ealis�es sur les ph�enom�enes
d'interaction uide-structure qui peuvent être s�epar�e s en deux sections traitant l'une de l'existence de
solutions, l'autre de l'approximation num�erique de tels ph�enom�enes. La deuxi�eme partie concerne
les applications �a la sant�e et la mod�elisation de l'appar eil respiratoire humain (mod�elisation de
l'�ecoulement de l'air dans les voies a�eriennes, mod�elisation du transport et d�epôt de particules,
mod�elisation des tissus �elastiques constituant le poumon). Seuls les travaux marqu�es d'un ast�erisque
dans la liste de publications qui suit seront d�ecrits en d�etail. Parmi eux seul [12] est issu de la th�ese.

1http ://www.insa-rennes.fr/ACINIMpoumon/
2http ://www.math.u-psud.fr/~maury/LePoumonVousDisJeP aris.html
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Classement par th�emes

Mes publications peuvent synth�etiquement se classer de lafa�con suivante :

{ Interaction uide-structure :

{ existence de solutions pour des probl�emes coupl�es uide-structure : [2], [5], [9], [11], [13], [15],
[18] ;

{ conception et analyse de sch�emas adapt�es : [5], [8], [10], [12], [14], [16], [23], [24], [25], [27], [33] ;

{ mod�elisation d'une structure en grands d�eplacements petites d�eformations : [4], [17], [22].

J'ai, d'autre part, co�ecrit deux articles de type � revue� sur les questions math�ematiques li�ees
aux ph�enom�enes d'interaction uide-structure [14], [26 ].

{ Mod�elisation de l'appareil respiratoire (mod�eles, analyse, discr�etisation, simulations) :

{ �ecoulement de l'air dans les voies a�eriennes : [19], [20], [21], [28], [29] ;

{ comportement �elastique du parenchyme : [3], [6] ;

{ interaction air-a�erosols : [1], [30].

De plus, j'ai commenc�e r�ecemment �a travailler sur les probl�emes inverses [31], [32].



Chapitre 1

Ph�enom�enes d'interaction
uide-structure

Les ph�enom�enes d'interaction uide-structure intervie nnent dans de tr�es nombreuses applications
telles l'a�eronautique, l'hydrodynamique, l'acoustique ou encore la biom�ecanique. Ces ph�enom�enes sont
dits coupl�es car le d�eplacement de la structure d�epend des e�orts appliqu�es par le uide sur la structure
et r�eciproquement. Je me suis essentiellement int�eress�ee au cas des uides newtoniens, visqueux,
incompressibles satisfaisant aux �equations de Navier-Stokes. La structure est, quant �a elle, mobile :
rigide ou d�eformable. On se place dans le cas o�u les d�eplacements de la structure ont une amplitude
telle que l'on ne peut pas les supposer in�nit�esimaux, ce qui va faire apparâ�tre des non lin�earit�es
g�eom�etriques.

Avant d'�enoncer les r�esultats obtenus pour ces syst�emesnon lin�eaires coupl�es, un probl�eme � mod�ele � ,
pour lequel des estimations d'�energie formelles sont montr�ees, est pr�esent�e ainsi que les di�cult�es
rencontr�ees lorsque l'on cherche �a montrer l'existence de solutions ou �a obtenir des sch�emas de
discr�etisation stables, consistants et convergents.

1.1 Pr�esentation du probl�eme

On consid�ere un ouvert 
( t), de Rd (d = 2 ou 3). On suppose que
( t) = 
 f (t) [ 
 s(t) et

 f (t) \ 
 s(t) = ; , o�u 
 f (t) d�esigne le domaine occup�e, au tempst, par un uide newtonien homog�ene
visqueux incompressible et 
s(t) celui occup�e par un solide �elastique. L'interface au temps t entre
le uide et la structure est not�ee �( t) = 
 f (t) \ 
 s(t) et cette interface bouge �a la vitesse de la
structure. On supposera par ailleurs, pour simpli�er, que les interfaces uide ou structure autres que
l'interface entre le uide et la structure ne d�ependent pas du temps. On pose �f = @
 f (t) n �( t) et
� s = @
 s(t) n �( t). On d�esigne par b
 = b
 f [ b
 s la con�guration de r�ef�erence du syst�eme et par
b� l'interface de r�ef�erence. Le comportement de la structu re est d�ecrit par le d�eplacement au cours
du temps de chaque point de la con�guration de r�ef�erence. Ainsi, tout point x̂ de la con�guration
de r�ef�erence b
 s occupe, �a l'instant t, la position x (t) = x̂ + d(x̂ ; t) o�u d satisfait aux �equations
constitutives de la structure. Pour ce qui est du uide, la plupart des repr�esentations sont �ecrites en
formulation eul�erienne. Ainsi, les inconnues (vitesse, pression...) sont �evalu�ees �a chaque instant et en
chaque point du domaine physique. La r�esolution de la partie uide consiste donc �a : trouver (u ; p)

9
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d�e�ni sur 
 f (t) tel que

� f @t u + � f (u :r )u � � � u + r p = � f f dans 
 f (t); (1.1)

div u = 0 dans 
 f (t); (1.2)

o�u u d�esigne la vitesse du uide, p sa pression,� sa viscosit�e, � f sa densit�e (suppos�ee constante). De
plus f d�esigne une force ext�erieure donn�ee. Ces �equations sont compl�et�ees par une donn�ee initiale

u(t = 0 ; �) = u 0(�) dans 
 f (0); (1.3)

et des conditions aux limites. Sur l'interface qui n'est pasl'interface uide-structure, i.e. sur � f =
@
 f (t) n �( t), on va consid�erer ici des conditions de Dirichlet homog�enes. C'est-�a-dire

u = 0 sur � f : (1.4)

Remarque 1 Il est clair que, dans la plupart des applications, ce ne sontpas ce type de conditions
aux limites qui sont satisfaites. Par exemple dans le cas des�ecoulements sanguins, o�u l'on ne consid�ere
qu'une portion d'art�ere, ou dans le cas de la respiration, o�u l'on ne consid�ere qu'une partie de l'arbre
bronchique, � f repr�esente une fronti�ere arti�cielle du domaine de calcu l. Il s'agit alors de trouver
des conditions aux limites repr�esentatives de la partie tronqu�ee ou de mod�eliser celle-ci �a l'aide de
mod�eles simpli��es que l'on couplera au mod�ele pr�ec�ede nt. Nous renvoyons �a [HRT96] pour une �etude
des �equations de Navier-Stokes avec des conditions aux limites type� ux � ou pression moyenne
et �a [FGNQ01], [FGNQ02], [QTV00], [VT04], [FMN07] pour le c as des �ecoulements sanguins. Par
ailleurs, au chapitre suivant nous �etudierons plus en d�etails le cas de l'�ecoulement de l'air dans l'arbre
bronchique.

Pour ce qui est de la structure nous allons consid�erer ici unmat�eriau �elastique tel que b
 s � Rd.
D'autres situations sont envisageables : la structure peut̂etre mod�elis�ee par des �equations de coques,
plaques ou encore être visco�elastique, rigide. Les �equations r�egissant le comportement de la structure
sont traditionnellement pos�ees en con�guration de r�ef�e rence [Cia88]. On noteg la force volumique
appliqu�ee �a la structure. Les �equations s'�ecrivent alo rs : pour l'inconnue d d�e�nie sur b
 s

� s
@2d
@t2

� div� (d) = � sg dans b
 s; (1.5)

o�u � s d�esigne la densit�e de la structure (suppos�ee constante)et o�u le tenseur des contraintes� est le
premier tenseur de Piola-Kirchho� du mat�eriau et d�epend d e la loi de comportement choisie. Dans le
cas de l'�elasticit�e lin�earis�ee

� (d) = � s(d) = � tr( " (d)) I + 2 � " (d); (1.6)

o�u � et � sont les constantes de Lam�e du mat�eriau et " le tenseur lin�earis�e des d�eformations :

" (b) =
1
2

(r b + r bT ):

Ces �equations doivent être compl�et�ees par des condition initiales :

d(t = 0 ; �) = d0(�); @t d(t = 0 ; �) = d1(�); (1.7)



1.1. PR�ESENTATION DU PROBL �EME 11

et par des conditions aux limites. Sur l'interface � s qui n'est pas l'interface entre le uide et la structure
nous allons consid�erer des conditions de Dirichlet homog�enes :

d = 0 sur � s: (1.8)

L�a encore nous consid�erons ce type de conditions aux limites a�n de simpli�er l'analyse. Il reste
maintenant �a regarder les conditions sur l'interface �( t). Elles sont de deux types, l'une cin�ematique
qui traduit le fait que le uide, visqueux, colle parfaitement �a la paroi solide :

u (t; x̂ + d(t; x̂ )) = @t d(t; x̂ ); pour (t; x̂ ) 2 (0; T) � b� ; (1.9)

l'autre traduit le principe de l'action et de la r�eaction

Z

�( t )
(� f (u ; p) � n ) � v =

Z

b�
(� (d) � bn ) � v ; 8v (1.10)

avecv(t; x̂ ) = v(t; x̂ + d(t; x̂ )) pour x̂ 2 b� et o�u bn d�esigne la normale unitaire �a l'interface de r�ef�erence
b�, n d�esigne la normale unitaire �a l'interface d�eform�ee �( t) et � f (u ; p) = � pI +2 � " (u ) le tenseur des
contraintes du uide. Cette �egalit�e des contraintes (1.1 0) est exprim�ee sous forme variationnelle. Pour
la r�e�ecrire sous forme forte, introduisons � f une d�eformation du domaine uide d�e�nie sur [0 ; T] � b
 f

�a valeurs dans 
 f (t) et telle que � f (t; x̂ ) = x̂ + d(t; x̂ ) pour ( t; x̂ ) 2 [0; T] � b�. Soient F f le gradient
des d�eformations � f et J f son jacobien. L'�egalit�e (1.10) s'�ecrit

J f � f (u ; p) � (F f )� T � bn = � (d) � bn : (1.11)

Remarque 2 L'expression pr�ec�edente ne d�epend que de la trace deI + d sur l'interface et non de
l'extension � f des d�eformations de la structure choisie.

Remarque 3 Dans le cas pr�esent�e ici la pression du uide n'est pas d�e� nie �a une constante additive
pr�es mais d�etermin�ee de mani�ere unique. Cette constante correspond au multiplicateur de Lagrange li�e
�a la contrainte de conservation globale du volume du domaine uide. Cette contrainte suppl�ementaire,
qui va se traduire sur une contrainte sur le d�eplacement de l'interface �( t), vient du fait que le uide
est incompressible et que l'on s'est donn�e des conditions de Dirichlet homog�enes sur � f .

Nous allons maintenant �ecrire la formulation variationne lle du probl�eme et donner les estimations
d'�energie formelles v�eri��ees par les solutions.

1.1.1 Formulation variationnelle et estimations d'�energ ie

Tous les calculs qui suivent sont formels : on suppose que la solution ( u ; p;d) du syst�eme est
r�eguli�ere ainsi que les fonctions tests que nous allons choisir. Soient v une fonction test uide telle
que v = 0 sur � f et b une fonction test structure telle que b = 0 sur � s. On multiplie l'�equation de
conservation de la quantit�e de mouvement uide (1.1) par v et on int�egre sur le domaine uide 
 f (t).
De même on multiplie les �equations de structure (1.5) parb et on int�egre sur b
 s. Apr�es int�egration
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par parties et en sommant les contributions uide et structure on obtient :

Z


 f (t )
� f @t u � v +

Z


 f (t )
� f (u � r )u � v + �

Z


 f (t )
" (u ) : " (v) �

Z


 f (t )
p divv

+
Z

b
 s
� s@tt d � b +

Z

b
 s
� (d) : r b +

Z

�( t )
� f (u ; p) � n � v +

Z

b�
� (d) � bn � b

=
Z


 f (t )
� f f � v +

Z

b
 s
� sg � b; 8(v; b):

En choisissant les fonctions tests satisfaisant �a la condition b(t; x̂ ) = v(t; x̂ + d(t; x̂ )) pour x̂ 2 b� et
en utilisant le principe de l'action et de la r�eaction (1.10), on obtient la formulation variationnelle
suivante du probl�eme

Z


 f (t )
� f @t u � v +

Z


 f (t )
� f (u � r )u � v + �

Z


 f (t )
" (u ) : " (v) �

Z


 f (t )
p divv

+
Z

b
 s
� s@tt d � b +

Z

b
 s
� (d) : r b =

Z


 f (t )
� f f � v +

Z

b
 s
� sg � b;

8(v; b) tel que b(t; x̂ ) = v(t; x̂ + d(t; x̂ )) pour x̂ 2 b� :

(1.12)

On remarque ici que la formulation variationnelle pr�ec�ed ente n'est pas classique puisque les fonctions
tests d�ependent de la solution et donc du temps.

Bilan d'�energie
Dans ce qui suit on va supposer que le mat�eriau est un mat�eriau lin�eaire �elastique et on note

as(d; b) =
Z

b
 s
� (d) : r b la forme bilin�eaire associ�ee. A�n de d�eterminer le bilan d'�energie du syst�eme

on choisit la vitesse du uide et celle de la structure comme fonctions tests dans la formulation
pr�ec�edente. Ce sont des fonctions test admissibles car elles v�eri�ent la condition cin�ematique (1.9).
Grâce �a l'incompressibilit�e du uide et au fait que la fro nti�ere du domaine uide bouge �a la vitesse u
du uide (on rappelle que u = 0 sur � f et que l'interface �( t) a pour vitesse la vitesse de la structure,
qui est �egale �a celle du uide), on remarque que

Z


 f (t )
� f @t u � u +

Z


 f (t )
� f (u � r )u � u =

d
dt

Z


 f (t )

� f

2
ju j2; (1.13)

faisant ainsi apparâ�tre la d�eriv�ee en temps de l'�energie cin�etique du uide. Finalement le syst�eme,
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apr�es int�egration en temps, v�eri�e l'�egalit�e d'�ener gie suivante

Z


 f (t )

� f

2
ju j2

| {z }
�Energie cin�etique du uide

+ �
Z


 f (t )
j" (u )j2

| {z }
Dissipation dans le uide

+

Z


 s

� s

2
j@t dj2

| {z }
�Energie cin�etique de la structure

+
1
2

as(d; d)
| {z }

�Energie m�ecanique de la structure

=
Z


 f

� f

2
ju 0j2 +

Z


 s

� s

2
jd1j2 + as(d0; d0)

| {z }
�Energie initiale du syst�eme

+
Z


 f (t )
� f f � u +

Z

b
 s
� sg � @t d

| {z }
Travail des forces ext�erieures

: (1.14)

Remarque 4 Dans le cas o�u l'on consid�ere d'autres types de conditionsaux limites sur � f alors
l'�egalit�e (1.13) doit être modi��ee et apparaissent un t erme de ux d'�energie cin�etique sur la fronti�ere

� f :
Z

� f

ju j2

2
u � n . Ce terme peut ainsi apporter de l'�energie au syst�eme (ux entrant) que l'on ne

contrôle pas.

Remarque 5 Dans le cas d'un mat�eriau hyper�elastique ([Cia88]) ou encore une structure mod�elis�ee
par une plaque ou bien encore un solide rigide en mouvement dans un uide, la formulation varia-
tionnelle du probl�eme et l'�egalit�e d'�energie sont simi laires aux pr�ec�edentes, seule l'�energie m�ecanique
de la structure et l'espace dans lequel on cherche le d�eplacement de la structure sont modi��es.

L'�egalit�e d'�energie (1.14) implique, en utilisant le le mme de Gronwall, que pourt � T

Z


 f (t )

� f

2
ju j2 + �

Z t

0

Z


 f (s)
j" (u )j2 +

Z


 s

� s

2
j@t dj2(t) +

1
2

as(d(t); d(t)) �

et

 Z


 f (0)

� f

2
ju 0j2 +

Z


 s

� s

2
jd1j2(0) +

1
2

as(d0; d0) + C
Z t

0
et � s

 Z


 f (s)
jf j2 +

Z

b
 s
jgj2

!!

: (1.15)

1.1.2 Di�cult�es

Ces syst�emes coupl�es posent des di�cult�es tant du point d e vue de l'analyse math�ematique que
de l'impl�ementation num�erique et nous allons en d�ecrire certaines.

Di�cult�es math�ematiques

Voici succinctement les di�cult�es auxquelles on peut se retrouver confront�e si l'on cherche �a mon-
trer l'existence de solution :

{ Le syst�eme est non lin�eaire. Il existe deux types de non lin�earit�es : les termes convectifs des
�equations de Navier-Stokes et les non lin�earit�es de typeg�eom�etriques dues au fait que le domaine
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uide est inconnu et d�epend du d�eplacement de la structure. Un des points cl�e des d�emonstrations
d'existence est alors de d�emontrer des r�esultats de compacit�e ou d'obtenir des solutions su�-
samment r�eguli�eres.

{ Il s'agit, dans le cas instationnaire le plus g�en�eral, d' un couplage hyperbolique-parabolique, dont
les solutions ont un comportement et des propri�et�es, par exemple en terme de r�egularit�e, tr�es
di��erents.

Di�cult�es num�eriques

D'un point de vue num�erique une des di�cult�es vient �egale ment des non lin�earit�es. En particulier,
comment peut-on g�erer les non lin�earit�es g�eom�etrique s : �a l'aide de maillages mobiles, mais alors
comment adapter les sch�emas d�evelopp�es pour maillages �xes ? �a l'aide de maillage �xes, mais alors
comment suit-on l'interface ?

D'autre part, même si l'on se restreint �a des cas lin�eaires en consid�erant, par exemple, les �equations
de Stokes coupl�ees �a celle de l'�elasticit�e lin�earis�e e, comment discr�etiser en temps les conditions de
couplage (1.9) et (1.11) ? Les sch�emasimplicites (ou fortement coupl�es) sont stables car ils permettent
de conserver l'�energie �a l'interface mais restent coûteux. Les sch�emasexplicites (ou d�ecal�es ) sont peu
chers mais ne conservent pas l'�energie �a l'interface et peuvent conduire �a des instabilit�es num�eriques
dans le cas de forts e�ets de masse ajout�ee du uide sur la structure (i. e. � f proche de� s).

1.2 Analyse math�ematique { Ref : [2], [4], [7], [9], [11], [13]

Ces derni�eres ann�ees, les questions d'existence de solutions faibles ou fortes pour des probl�emes
d'interaction uide-structure ont fait l'objet de nombreu x travaux de recherche. La grande majorit�e
de ces travaux s'int�eresse �a des solides rigides en mouvement dans un uide newtonien visqueux
incompressible dont le comportement est d�ecrit par les �equations de Navier-Stokes ([CSMT00], [DE99],
[DE00], [Fei03], [13], [GLS00], [HS99], [SMST02a], [Ser87], [Tak03], [TT04]) ou �a un mat�eriau �elastique
dont le comportement est d�ecrit par un nombre �nis de mode propres [11], ou encore une structure
�a laquelle on a ajout�e un terme � visqueux � r�egularisant ([Bou03], , [dV04]). Dans [7] l'existence
de solutions faibles est d�emontr�ee pour uide coupl�e �a u ne plaque en exion sans terme de viscosit�e
additionnel. En ce qui concerne des structures tridimensionnelles �elastiques, peu de r�esultats sont
disponibles, on peut citer [2] dans le cas stationnaire et les r�esultats r�ecents de Coutand et Skoller
dans le cas instationnaire. Dans [CS05], [CS06], l'existence et l'unicit�e d'une solution forte en temps
petit pour des donn�ees r�eguli�eres (v�eri�ant des condit ions de compatibilit�e) est d�emontr�ee pour les
�equations de Navier-Stokes coupl�ees �a celles de l'�elasticit�e lin�earis�ee ou �a un mat�eriau de type Saint{
Venant Kirchho�. Une des innovations de ces articles est qu'ils utilisent un formalisme hyperbolique
pour tout le syst�eme coupl�e. La plupart de ces r�esultats n �ecessitent de la r�egularit�e de la structure �a
cause des non lin�earit�es du probl�eme.

Nous allons pr�esenter di��erents r�esultats d'existence de solutions faibles ou fortes en consid�erant
tout d'abord des solides rigides, puis des solides lin�eaires �elastiques (dont le d�eplacement est une
combinaison lin�eaire �nie de modes propres, ou dont le comportement est d�ecrit par des �equations
de plaque en exion) et en�n un mat�eriau de type Saint Venant -Kirchho�. Finalement un mod�ele de
structure en grands d�eplacements-petites d�eformationsest d�ecrit et analys�e.
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1.2.1 Interaction uide-solide rigide { Ref : [13]

Ce travail a �et�e fait en collaboration avec Y. Maday et est u ne extension �a la dimension 3 du
chapitre 3 de ma th�ese qui ne traitait que le cas bidimensionnel.

On consid�ere ici un solide rigide occupant le domaineB(t) en mouvement dans un uide remplissant
un domaine born�e. On pourrait aussi consid�erer plusieurssolides rigides, cependant, dans un soucis
de clart�e on ne pr�esente que le cas d'un seul corps. Dans ce cas le domaine 
( t) est ind�ependant du
temps et �( t) repr�esente la fronti�ere du solide rigide @B(t), que l'on supposera r�egulier :

Ici comme le solide est rigide, sa d�eformation se d�ecompose en une translation et une rotation.
Donc il existe une fonction � du temps �a valeurs dansRd et une fonction R du temps �a valeurs dans
l'espace des matrices de rotation deRd telles que la positionx (t) d'un point x̂ au temps t du solide
s'�ecrit :

x (t) = x̂ + d(t; x̂ ) = � (t) + R(t)( x̂ � x g); (1.16)

o�u x g d�esigne la position du centre de gravit�e du solide de r�ef�erence bB. Le vecteur � (t) repr�esente la
position du centre de gravit�e au temps t. La vitesse du corps est, quant �a elle, donn�ee par :

@t d(t; x̂ ) = _� (t) + ! (t) ^ R(t)( x̂ � x g): (1.17)

Le vecteur R(t) d�esigne le vecteur instantan�e de rotation et on a

_R� = R ^ R � : (1.18)

La condition de couplage (1.9) devient donc

u (t; � (t) + R(t)( x̂ � x g)) = _� (t) + ! (t) ^ R(t)( x̂ � x g); x̂ 2 bB: (1.19)

Ainsi le mouvement de la structure est d�ecrit par un nombre � ni de degr�es de libert�e et les �equations
qui r�egissent son comportement au cours du temps sont des �equations di��erentielles ordinaires :

m•� =
Z

@B(t)
� f (u ; p) � n ; (1.20)

o�u m d�esigne la masse du solide. On suppose ici qu'aucune force ext�erieure n'est exerc�ee sur le solide.
Cette �equation r�egit la dynamique du centre de gravit�e du solide et d�epend de la r�esultante des

e�orts appliqu�es par le uide sur la structure. D'autre par t, la conservation du moment d'inertie se
traduit par

d
dt

(J (t)R) =
Z

@B(t)
(� f (u ; p) � n ) ^ (x (t) � � ); (1.21)

o�u J (t) d�esigne le moment d'inertie instantan�e de rotation du solide. Les conditions de couplage (1.11)
ne sont donc plus v�eri��ees, mais l'on voit apparâ�tre, au second membre des �equations de la structure,
la r�esultante des e�orts et celle des moments des e�orts appliqu�es par le uide sur la structure. En
consid�erant une structure rigide on s'est a�ranchi d'une des di�cult�es mentionn�ees pr�ec�edemment.
En e�et, la structure �etant d�e�nie grâce �a un nombre �ni d e degr�es de libert�e, son mouvement va être
r�egulier en espace et il ne s'agit plus d'un couplage parabolique-hyperbolique.
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Remarque 6 Les �equations de conservation du moment cin�etique et du moment d'inertie peuvent se
retrouver en partant de la formulation variationnelle (1.12) du syst�eme coupl�e. En e�et, il su�t de
choisir les fonctions tests structureb sous la forme de vitesses associ�ees �a des mouvements rigides :
b = � + ! ^ R(x̂ � x g) et de remarquer que l'�energie m�ecanique associ�ee �a un mouvement rigide est
nulle.

Remarque 7 La pression du uide est, dans ce probl�eme, d�e�nie �a une constante additive pr�es. En
e�et, contrairement �a la remarque 3, le solide �etant rigid e, le volume de
 f (t) est automatiquement
constant au cours du temps.

Pour chacune de ces �equations di��erentielles, il faut bien sûr se donner des conditions initiales et on
posed0 = � 0 + R0(x̂ � x g) et d1 = � 1 + R1 ^ R0(x̂ � x g).

Sur ce syst�eme uide-structure nous avons montr�e, en collaboration avec Y. Maday, dans [12], qu'il
existait une unique solution r�eguli�ere en temps petit �a c ondition que la densit�e de la structure et son
moment d'inertie soient su�samment petits.

La d�emonstration de ce r�esultat se fait en plusieurs �etapes. On commence d'abord par r�e�ecrire
les �equations du uide dans un domaine ind�ependant du temps 
 f (0), a�n de travailler dans un
domaine espace-temps cylindrique. La contrepartie est quel'on obtient un syst�eme tr�es non lin�eaire.
Ce changement de variables s'e�ectue �a l'aide du ot � associ�e au uide. Les �equations obtenues sont
les �equations de Navier-Stokes �ecrites en con�guration lagrangienne et ont pour nouvelles inconnues
w(t; x̂ ) = u (t; � (t; x̂ )) et q(t; x̂ ) = p(t; � (t; x̂ )). Nous d�ecouplons ensuite le probl�eme et �etudions un
probl�eme uide avec une condition de Dirichlet non homog�ene sur le bord du solide. Pour un tel
probl�eme nous montrons qu'il existe une solution r�eguli�ere grâce �a un th�eor�eme de point �xe. La
d�emarche est la même que dans les articles [Bea81], [All87], [Sol88a], [Sol88b] dans lesquels les auteurs
se sont int�eress�es �a des �ecoulements uides instationnaires �a fronti�ere libre : les �equations sont r�e�ecrites
en coordonn�ees lagrangiennes et l'existence d'une solution est d�emontr�ee dans des espaces r�eguliers,
soit du type de ceux que l'on consid�ere ici ([All87],[Bea81]) soit du type W 1;p avec p strictement
sup�erieur �a la dimension ([Sol88b]), ou bien encore dans des espaces de H•older ([Sol88a]). On en
d�eduit alors les contraintes uide et donc un d�eplacement du solide bB. Il s'agit ensuite de recoupler les
�equations, ce qui est fait, ici encore, grâce �a un argument de point �xe. Plus pr�ecis�ement, on montre

Th�eor�eme 1 Soit r un r�eel, 1 < r < 3=2. On suppose queu 0 2 H r +1 (
 f (0)) et quef est su�sam-
ment r�eguli�ere. On suppose de plus que les conditions de compatibilit�e sur les donn�ees sont v�eri��ees

div u 0 = 0 dans 
 f (0); u 0 = 0 sur � f ;

et
u 0(x̂ + d0(x̂ )) = d1(x̂ ) sur @bB:

Alors il existe T � > 0 d�ependant de 
 f (0), ku 0kH r +1 (
 f (0)) et de f tel que le probl�eme coupl�e uide-
solide rigide admet une solution avecw 2 H 1+ r=2(0; T � ; L 2(
 f (0)) \ L 2(0; T � ; H r +2 (
 f (0)) , r q 2
H r=2(0; T � ; L 2(
 f (0)) \ L 2(0; T � ; H r (
 f (0)) , R 2 H r=2+1 (0; T � ) et R 2 H r=2+2 (0; T � ).

Le r�eel r doit être choisi su�samment grand de fa�con �a ce l'on puiss e d�e�nir et majorer les termes
non lin�eaires qui apparaissent dans le probl�eme en coordonn�ees lagrangiennes et �egalement pour pou-
voir transformer cette solution en une solution du probl�eme initial (en coordonn�ees eul�eriennes). Par
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ailleurs, quand r crô�t il est n�ecessaire d'imposer plus de conditions de compatibilit�es sur les donn�ees
que celles que nous avons d�ej�a exig�ees, ceci explique quel'on demande �a r d'̂etre inf�erieur �a 3 =2.

Remarque 8 On voit apparâ�tre les restrictions sur la masse et le moment d'inertie de la structure
qui doivent être assez grands �a l'�etape de point �xe qui permet de recoupler le uide et la structure.
Ces restrictions peuvent être dues �a la fa�con dont on a choisi de montrer l'existence de solutions en
d�ecouplant le probl�eme uide du probl�eme structure. Il e st �a noter que cette restriction peut �egalement
apparâ�tre d'un point de vue num�erique : un sch�ema d�ecal�e en temps devient instable quand la masse
de la structure est trop grande ([CGN05]) ou encore un algorithme de point �xe (non relax�e) �a l'�etape
n ne converge pas ([LTM01]).

Par la suite, de nombreux travaux ont �et�e consacr�es �a ce t ype d'interaction. Dans ([Tak03], [TT04])
l'existence de solutions r�eguli�eres tant qu'il n'y a pas de collisions solide-solide ou solide-paroi quand
le domaine est born�e est d�emontr�ee et ce sans restrictionsur la masse et le moment d'inertie. Le
syst�eme est ici aussi r�e�ecrit dans un domaine ind�ependant du temps mais le changement de variables
n'est pas li�e au ot du uide. Par ailleurs aucun d�ecouplag e uide-structure n'est e�ectu�e. Dans
([CSMT00], [DE99]), [DE00])), l'existence de solutions faibles est d�emontr�ee, n�ecessitant des r�esultats
de compacit�e a�n de passer �a la limite dans les termes non lin�eaires. L�a encore les solutions existent
tant qu'il n'y a pas de collisions. Les premiers r�esultats qui autorisent les collisions traitent du cas
bidimensionnel ([HS99], [SMST02b]). Le probl�eme de savoir si des collisions ont vraiment lieu dans
un uide visqueux r�egi par les �equations de Navier-Stokes est abord�e dans [Sta04]. Dans [Hil07] et
[HT] la non collision d'un disque ou d'une sph�ere rigide surrespectivement une droite ou un plan est
prouv�ee. Il est d�emontr�e dans ([GVHar]) l'existence de s olutions fortes dans le cas o�u la fronti�ere du
solide est peu r�eguli�ere (C1;� ; 0 < � � 1) et la possibilit�e de collisions d'un solide tombant sur une
surface plane si� < 1=2.

1.2.2 Interaction uide-mat�eriau lin�eaire �elastique { Ref : [2], [7], [11]

Nous allons maintenant consid�erer le cas de mat�eriaux �elastiques et nous int�eresser �a l'existence
de solutions faibles. Dans un premier temps nous consid�erons un solide plong�e dans un uide dont le
d�eplacement s'�ecrit comme une combinaison lin�eaire �ni e de modes propres [11]. Ainsi, comme �a la
section pr�ec�edente, le mouvement du mat�eriau �elastiqu e est d�ecrit par un nombre �ni de degr�es de
libert�e. Dans un deuxi�eme temps nous consid�erons qu'unepartie de la fronti�ere du domaine uide est
constitu�ee par une plaque �elastique en exion. Dans [7], nous avons �etudi�e le cas o�u un terme visqueux
r�egularisant est ajout�e �a l'�equation de plaque. Dans [2 ], nous montrons que l'on peut passer �a la limite
quand cette viscosit�e additionnelle tend vers z�ero.

Nombre �ni de modes propres { Ref : [11]

Ce travail a �et�e e�ectu�e en collaboration avec B. Desjard ins, M. Esteban et P. Le Tallec.
On consid�ere que le d�eplacementd d'une structure immerg�ee dans une cavit�e 
( t) = 
 remplie de

uide se d�ecompose sur un nombre �ni de N modes propres :

d(t; x̂ ) =
NX

i =1

� i (t)� i (x̂ );
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avec � i solution de
� div � s(� i ) = � i � i ; dans b
 s;

� s(� i ) � bn = 0; sur b� = @b
 s;

o�u � s est d�e�nie par (1.6) et ( � i ) i> 1 d�esigne la suite croissante de valeurs propres strictement posi-
tives associ�ees aux vecteurs propres� i . On suppose que la fronti�ere du domaine de r�ef�erence de la
structure est r�eguli�ere ( C2;1) ce qui entrâ�ne que les� i sont r�eguliers (C1( b
 s)). On supposera de plus
que la con�guration initiale 
 s(0) du solide �elastique correspond �a sa con�guration de r�ef�erence b
 s.
Ainsi d(0; �) = 0. On remarque que� i = 0 est une valeur propre du syst�eme de l'�elasticit�e lin�e aris�ee
avec conditions de Neumann au bord. Cette valeur propre est associ�ee aux mouvements rigides in�-
nit�esimaux, i.e. � i = a + b ^ x avec a; b 2 Rd. La formulation variationnelle du probl�eme est alors
(1.12) mais avec comme contrainte suppl�ementaire sur les fonctions tests b =

P N
i =1 � i � i . On s'est

donc ramen�e, comme �a la section pr�ec�edente, �a une structure dont le comportement est d�ecrit par un
nombre �ni de degr�es de libert�e et donc aux couplage des �equations de Navier-Stokes et d'une EDO.
Ainsi les di�cult�es li�ees �a la r�egularit�e en espace du d �eplacement ne se posent pas ici (on rappelle que
les modes propres sont r�eguliers car le domaine structure l'est). En revanche contrairement au cas du
solide rigide nous avons �a imposer une contrainte de pr�eservation du volume global de la structure :

Z

b
 s
det r � s =

�
�
� b
 s

�
�
� ; (1.22)

o�u � s = I + d d�esigne les d�eformations du mat�eriau. Cette condition est �equivalente �a
Z

�( t )
u � n = 0 ;

ou encore �a Z

�̂
@t d � cof(r � s) � bn = 0 ;

o�u cof( A) d�esigne la matrice des cofacteurs de la matriceA. Cette contrainte suppl�ementaire (1.22)
est une contrainte non lin�eaire sur les � i . Cependant l'on peut remarquer que siN est assez grand

alors il existe i0 tel que
Z

b�
� i 0

� n 6= 0 et donc si on se donne (� i )1� i � N;i 6= i 0 dans un voisinage de 0,

on peut toujours trouver, grâce au th�eor�eme des fonctions implicites, � i 0 tel que cette contrainte est
v�eri��ee. Dans [11] nous avons montr�e l'existence de solutions faibles (i.e. dans les espaces d'�energie)
pour un tel syst�eme coupl�e tant que les d�eformations � s(t; �) de la structure au temps t d�e�nissent un
C1-di��eomorphisme de b
 s dans 
 s(t) et que le solide ne touche pas le bord de la cavit�e. Pour celaon
introduit

 (t) = inf
x̂ 2 b
 s

jdet r � sj ;

� (t) = d(
 s(t); @
) ;

et

� (t) = min
1� i � N

Z

b�
� i � ( cof r � s � bn ):
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Cette derni�ere quantit�e est associ�ee �a la contrainte de conservation du volume global de la structure.
Tant qu'elle est strictement positive l'espace contraint des d�eplacements structure

Vs =

(

� 2 (W 1;1 (0; T))N ;
Z

b
 s
det r � � = j b
 sj; avec � � (t; x̂ ) = x̂ +

NX

i =1

� i (t)� i (x̂ )

)

est non vide. Avant d'�enoncer le r�esultat d'existence nous allons r�e�ecrire la formulation variationnelle
en introduisant un unique espace de fonctions tests

V =

(

� 2 H 1((0; T) � 
) ; � = 0 sur @
 ; div � = 0 dans 
 f (t); � (t; � s(t; x̂ )) =
NX

i =1

� i (t)� i (x̂ )

)

:

Cet espace d�epend bien sûr de la solution et ses �el�ementsv�eri�ent la contrainte

Z

b�
(

NX

i =1

� i � i ) � ( cofr � s � bn ) = 0 :

On introduit, de plus, une unique vitesse eul�erienne associ�ee au probl�eme :

v = u dans 
 f (t); v =
NX

i =1

_� i � i (( � s)� 1) dans 
 s(t):

Nous d�e�nissons maintenant la notion de solutions faiblesdu syst�eme coupl�e. La di��erence avec la for-
mulation pr�ec�edente (1.12) est que l'on a int�egr�e par pa rties en temps. On dira que (u ; d =

P N
i =1 � i � i )

est une solution faible du syst�eme si
{ v 2 L 1 (0; T; L 2(
)) \ L 2(0; T; H 1

0 (
)), div v = 0 dans 
 f (t);

{ � i 2 W 1;1 (0; T),

{ 8� 2 V et en posantb(t; x̂ ) = � (t; � s(t; x̂ )) =
P N

i =1 � i (t)� i (x̂ )

�
Z


 f (t )
u(t) � � (t) +

Z t

0

Z


 f (s)
u � @t � + 2 �

Z t

0

Z


 f (s)
" (u ) : " (� ) +

Z t

0

Z


 f (s)
u 
 u : " (� )

�
Z

b
 s
@t d(t) � � (t) +

Z t

0

Z

b
 s
@t d � @t � +

Z t

0

Z

b
 s
� s(d) : " (b) =

Z t

0

Z


 f (s)
� f f � � +

Z t

0

Z

b
 s
� sg � b +

Z


 f (0)
u 0 � � (0) +

Z

b
 s
d1 � b(0); (1.23)

avec d1 =
P N

i =1 _� 0
i � i .

Il est clair que les termes de structure peuvent être r�e�ecrits sous forme matricielle en faisant
intervenir la matrice de masse et la matrice de rigidit�e associ�ees aux modes propres �elastiques. Nous
pouvons maintenant �enoncer le r�esultat d'existence
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Th�eor�eme 2 On suppose que les vitesses initiales(u 0; _� 0
i ) v�eri�ent

u 0 2 L 2(
 f (0)) ; div u 0 = 0 dans 
 f (0); u 0 � n = 0 sur @
 ;

et

u 0 � bn =
NX

i =1

_� 0
i � i � bn ; sur b� :

On suppose que les forces appartiennent �aL 2, alors tant que (t)� (t)� (t) > 0 et que� s(t; �) est injective
de b
 s sur 
 s(t) le syst�eme coupl�e admet au moins une solution faible au sens d�e�ni pr�ec�edemment.
Cette solution v�eri�e de plus l'estimation d'�energie (1. 15).

La d�emonstration de ce r�esultat utilise les mêmes �etapes que [DE00]. On d�emontre dans un premier
temps l'existence d'une solution approch�ee par une proc�edure de point �xe puis on passe �a la limite,
grâce �a un r�esultat de compacit�e des vitesses dansL 2.

Pour construire la solution approch�ee on r�egularise le mouvement de l'interface uide-structure et
la vitesse de convection uide. Les �equations uide sont donc pos�ees dans un domaine r�egulier qui
n'est plus exactement d�ecrit par le d�eplacement de la structure. Une des di�cult�es est de construire
des solutions approch�ees v�eri�ant les mêmes estimations d'�energie que le probl�eme de d�epart. Pour
cela nous avons choisi de construire des r�egularisations qui satisfont �a une �egalit�e �a l'interface : la
vitesse r�egularis�ee de l'interface est �egale �a la vitesse de convection r�egularis�ee. Cette construction
repose sur un lemme de repr�esentation des vitesses eul�eriennes �a l'aide de vitesses d�e�nies dans les
domaines initiaux. Il y a une correspondance bijective entre (u ; _� i ) et (w ; _� i ) o�u w est d�e�nie par

w(t; x̂ ) = (cof r � f )( t; x̂ )u (t; � f (t; x̂ )) � u � (t; � f (t; x̂ )) ;

o�u � f est le ot associ�e �a la vitesse u � , vitesse d�e�nie dans 
 f (t) comme un rel�evement �a divergence
nulle de la vitesse de l'interface. Avec cette constructionw 2 L 2(0; T; H 1

0 (
 f (0)) et est �a divergence
nulle. Lors du processus de r�egularisation il faut faire attention au fait que les � i v�eri�ent la condition
non lin�eaire (1.22) qu'il est n�ecessaire de pr�eserver.

L'existence de solutions approch�ees repose ensuite sur une proc�edure de point �xe. On r�egularise
(w ; (� i ) i 6= i 0 ) et on construit, grâce au th�eor�eme des fonctions implicites, un � i 0 associ�e tel que les� i

r�egularis�es v�eri�ent la contrainte (1.22). Grâce au le mme de repr�esentation des vitesses on associe alors
une vitesse de convection et une vitesse de l'interface. On r�esout ensuite le syst�eme approch�e lin�earis�e
et on obtient l'existence d'une vitesse uide et d'un d�eplacement de la structure auxquels on associe
un nouveau couple (w ; (� i ) i 6= i 0 ). Cette application admet un point �xe et la compacit�e n�ec essaire
pour le montrer vient de r�esultats de r�egularit�e parabol ique des solutions du syst�eme. Il s'agit alors
de passer �a la limite lorsque le param�etre de r�egularisation tend vers z�ero. L�a encore �a cause des
non lin�earit�es les estimations d'�energie v�eri��ees pa r la suite de solutions approch�ees sont insu�santes
et des estimations suppl�ementaires qui permettent d'obtenir de la compacit�e sur les vitesses uide
et structure sont n�ecessaires. L'id�ee est ici de montrer qu'une quantit�e du type kv(t + h) � v(t)kL 2

xt
tend vers z�ero uniform�ement par rapport au param�etre de r �egularisation. Les bornes de la vitesse dans
L 2(0; T; H 1(
)) et l'estimation suppl�ementaire entrâ�ne, grâce �a un lemme de compacit�e sur les espaces
L p(0; T; X ) o�u X est un espace de Banach [Sim87], la compacit�e de la vitesse dans L 2(0; T; L 2(
)).
Ce type d'estimation s'obtient, sch�ematiquement, en prenant v(t + h) � v(t) comme fonction test dans
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la formulation faible (1.23). Cependant, comme le probl�eme est coupl�e et pos�e, en ce qui concerne les
�equations uide, dans ouvert non cylindrique il est n�ecessaire de modi�er cette fonction test de fa�con
�a ce qu'elle soit admissible.

Le même type de r�esultat, reposant sur le même sch�ema de d�emonstration est obtenu dans [Bou03].
Dans cet article, l'existence d'une solution faible pour unuide visqueux incompressible coupl�e �a un
mat�eriau en grands d�eplacements et petites d�eformations d�ecrit par le mod�ele �etudi�e dans [4] est
d�emontr�ee. Il est �a noter qu'un terme visqueux est ajout�e aux �equations de la structure. Ce terme a pour
e�et de r�egulariser la vitesse de la structure et permet ainsi d'avoir un comportement � parabolique�
du solide �elastique. Nous obtenons la même chose en tronquant les hautes fr�equences �elastiques dans
le r�esultat d�ecrit pr�ec�edemment.

Plaque en exion : cas visqueux { Ref : [7]

Ce travail est le fruit d'une collaboration avec A. Chambolle, B. Desjardins et M. Esteban.
Nous nous sommes int�eress�es au cas d'une plaque en exion �a laquelle nous avons ajout�e un terme

visqueux. Ce terme a un e�et r�egularisant sur la vitesse de la structure et donc la vitesse de l'interface.
Il permet de contrôler les hautes fr�equences en espace de la vitesse de la structure.

On suppose que le uide remplit une cavit�e 
( t) = 
 f (t) dont une partie de la fronti�ere est
constitu�ee d'un mat�eriau �elastique dont le comportemen t est d�ecrit par une plaque en exion :

h

Wf

Ws

Le domaine b
 s est un domaine deR2 et est donc maintenant confondu avec l'interfaceb�. On note
� son d�eplacement transverse (d = � ez, o�u ez d�esigne un vecteur unitaire vertical). Plus pr�ecis�emen t
on d�e�nit le domaine uide par


 f (t) = f (x; y; z)R3; (x; y) 2 b
 s); 0 < z < 1 + � (t; x; y )g:

Le d�eplacement � v�eri�e une �equation de plaque �a laquelle on a ajout�e un te rme visqueux r�egularisant :
" � 2@t � . L'estimation d'�energie du même type que (1.15) associ�ee au syst�eme coupl�e montre que l'on
peut chercher� dansW 1;1 (0; T; L 2( b
 s)) \ H 1(0; T; H 2

0 ( b
 s)). N�eanmoins cette r�egularit�e implique que
l'interface du domaine uide est continue pour tout temps sans être lipschitzienne. Une des questions
est donc comment d�e�nir correctement les espaces fonctionnels dans lesquels vit la vitesse du uide ?
Comment donner un sens rigoureux �a la trace du uide sur l'interface ? Ces questions ne se posaient
pas pr�ec�edemment car, compte tenu des r�egularit�es du d�eplacement de la structure, l'interface �etait au
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moins lipschitzienne et la d�eformation � f �etait �a chaque instant un C1-di��eomorphisme de b
 f dans

 f (t).

En ce qui concerne les espaces fonctionnels il su�t d'introduire l'ouvert 
 f
T = [ t2 (0;T ) 
 f (t) � f tg.

On d�e�nit ensuite

L 2(0; T; H 1(
 f (t))) =
n

v 2 L 2(
 f
T ); r v 2 L 2(
 f

T )
o

;

L 2(0; T; H 1
0 (
 f (t))) = D(
 f

T )
L 2 (0;T ;H 1(
 f (t )))

;

V� =
n

v 2 C1
�


 f
T

�
; div v = 0 ; v = 0 on (0; T) � � f

o
;

et

V� = V�
L 2(0;T ;H 1 (
 f (t )))

;

En ce qui concerne la deuxi�eme question on peut facilement donner un sens dansL 2 �a la quantit�e
u (t; x; y; 1 + � (t; x; y )) pour ( x; y) sur b
 s. En e�et le d�eplacement de la structure �etant transverse et
la vitesse du uide �etant H 1 en espace il su�t de remarquer que

u(t; x; y; 1 + � (t; x; y )) =
Z 1+ � (t;x;y )

0
@zu(t; x; y; s )ds:

Cette sp�eci�cit�e du probl�eme est fortement exploit�ee d ans [7]. En particulier elle nous permet de
construire facilement des rel�evements, �a divergence nulle, de fonctions tests structure en remarquant
que tout vecteur (0; 0; b(x; y))T avecb 2 H 1( b
 s) est dansH 1(
 f (t)) et est �a divergence nulle. De plus,
ne consid�erer que des d�eplacements transverses impliqueque l'ouvert 
 f (t) est un sous graphe. Il en
d�ecoule des propri�et�es de densit�e, la possibilit�e de � contracter � le domaine dans la directionz, la
validit�e de l'in�egalit�e de Korn...

Les solutions faibles que l'on consid�ere dans [7] sont d�e�nies par (en choisissant toutes les constantes,
except�ee les viscosit�es, �egales �a 1)

{ u 2 Vf \ L 1 (0; T; L 2(
 f (t)),

{ � 2 W 1;1 (0; T; L 2( b
 s)) \ H 1(0; T; H 2
0 ( b
 s)),

{ u (t; x; y; 1 + � (t; x; y )) = (0 ; 0; @t � (t; x; y ))T , p.p. t, sur b
 s

{ Pour tout ( � ; b) 2 Vf � C1([0; T ]; H 2
0 ( b
 s)) tel que � (t; x; y; 1 + � (t; x; y )) = (0 ; 0; b(t; x; y ))T ,
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(t; x; y ) 2 [0; T] � b
 s, nous avons p.p. ent

Z


 f (t )
u(t) � � (t) �

Z t

0

Z


 f (s)
u � @t � + 2 �

Z t

0

Z


 f (s)
r u : r �

+
Z t

0

Z


 f (s)
(u � r )u � � �

Z t

0

Z

b
 s
(@t � )2b+

Z

b
 s
@t � (t) b(t)

�
Z t

0

Z

b
 s
@t � @t b+ "

Z t

0

Z

b
 s
� @t � � b+

Z t

0

Z

b
 s
� � � b

=
Z t

0

Z


 f (s)
f � � +

Z t

0

Z

b
 s
g b+

Z


 f (0)
u 0� (0) +

Z

b
 s
� 1b(0): (1.24)

Ici nous avons choisi d'�ecrire les termes de convection sous une forme un peu di��erente que dans
(1.23) en faisant apparâ�tre la vitesse de l'interface au bord. Nous allons par la suite exploiter cette
�ecriture. Par ailleurs l'�energie de dissipation du uide fait uniquement intervenir le gradient de u et
non plus son gradient sym�etris�e. Cette simpli�cation vie nt l�a encore de l'hypoth�ese de d�eplacement
transverse. En e�et en utilisant l'�egalit�e des vitesses �a l'interface et l'incompressibilit�e du uide on a

(2" (u ) � n )3 = ( r u � n )3; sur @
 f (t) n � f ;

ce qui permet de simpli�er la formulation variationnelle.
Pour ce probl�eme coupl�e le volume de la cavit�e doit être conserv�e au cours des d�eformations.

Contrairement au cas pr�ec�edent o�u cela imposait au d�epl acement de la structure de v�eri�er une
condition non lin�eaire cela implique ici que � doit v�eri�er

R
b
 s @t � = 0. Cette simpli�cation vient

encore de l'hypoth�ese de d�eplacement transverse. Les hypoth�eses que l'on impose aux donn�ees sont
8
>>>>>>>>><

>>>>>>>>>:

min
!

(1 + � 0) > 0;

div u 0 = 0 dans 
 f (0);

u 0 � n = 0 sur � f ;

u 0(t; x; y; 1 + � 0(x; y)) � bn = (0 ; 0; � 1)T � bn sur b
 s;
Z

b
 s
� 1 = 0 :

(1.25)

Le r�esultat d'existence de solution faible peut alors s'�enoncer de la fa�con suivante

Th�eor�eme 3 En supposant que les donn�ees v�eri�ent

f 2 L 2((0; T) � R3); g 2 L 2((0; T) � b
 s);
u 0 2 L 2(
 f (0)) ; � 1 2 L 2( b
 s); � 0 2 H 2

0( b
 s);
(1.26)

et satisfont aux hypoth�eses de compatibilit�es (1.25), il existe au moins une solution faible(u ; � ) au
probl�eme coupl�e et ce tant que la plaque ne touche pas le fond de la cavit�e. De plus cette solution v�eri�e
une estimation d'�energie.

La d�emonstration de ce r�esultat suit le même sch�ema que celle du th�eor�eme 2 :
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{ construction de solutions approch�ees ;
{ obtention de r�esultats de compacit�e a�n de passer �a la li mite dans l'�equation.

Les solutions approch�ees sont construites suivant le même principe : on ne va pas d�ecoupler le probl�eme
uide et le probl�eme structure mais, pour s'a�ranchir des d i�cult�es li�ees au domaine inconnu peu
r�egulier et aux non lin�earit�es, nous allons r�egularise r le mouvement du domaine et la vitesse de convec-
tion. Contrairement au r�esultat pr�ec�edent on ne va pas de mander �a ce que les vitesses r�egularis�ees du
domaine et de convection co•�ncident. Il est alors n�ecessaire de modi�er la formulation variationnelle
de mani�ere �a conserver les estimations d'�energie, en remarquant que

Z


 f (t )
(u � r u )� =

1
2

Z


 f (t )
(u � r u)� �

1
2

Z


 f (t )
(u � r � )u �

1
2

Z

b
 s
(@t � )2b;

avec � (x; y; 1 + � (x; y)) = (0 ; 0; b(x; y))T sur b
 s. Ce terme est alors transform�e en

1
2

Z


 f
� (t )

(u � � r u )� �
1
2

Z


 f
� (t )

(u � � r � )u �
1
2

Z

b
 s
@t � � @t �b;

o�u l'ast�erisque d�esigne des quantit�es r�egularis�ees .
L'existence de solution approch�ees est d�emontr�ee grâce �a une proc�edure de point �xe de Schauder :

on se donne un d�eplacement de maillage et une vitesse de convection, on r�esout le probl�eme approch�e
lin�earis�e par une m�ethode de Galerkin, et on obtient un no uveau d�eplacement de la structure et une
nouvelle vitesse. La compacit�e n�ecessaire pour montrer l'existence d'un point �xe �a cette application
vient de la r�egularit�e de type elliptique v�eri��ee par la solution du syst�eme approch�e lin�earis�e. Ces
r�esultats ne sont bien sûr pas valables uniform�ement par rapport au param�etre de r�egularisation.
Ainsi pour passer �a la limite quand ce param�etre tend vers z�ero les estimations d'�energie v�eri��ees par
la suite de solutions approch�ees ne sont pas su�santes. Cesestimations permettent d'a�rmer que la
suite de solutions approch�ees est born�ee uniform�ement dansVf \ L 1 (0; T; L 2(
 f (t)) pour la vitesse de
uide et dans W 1;1 (0; T; L 2( b
 s)) \ H 1(0; T; H 2

0 ( b
 s)) pour le d�eplacement de la structure. Il manque
en particulier de la � compacit�e en temps� a�n d'obtenir la compacit�e des vitesses uide et structure
dans L 2

tx . La compacit�e des vitesses uide et structure vient alors de l'�etude de quantit�es du type
ku(t + h) � u (t)kL 2

tx
et k@t � (t + h) � @t � (t)kL 2

tx
. La premi�ere quantit�e n'est pas aussi simple car les

vitesses au tempst et au temps t + h ne sont pas d�e�nies sur le même domaine il est donc n�ecessaire
de les prolonger. Pour obtenir la convergence uniforme de ces termes vers z�ero quandh tend vers z�ero

on choisit comme fonctions tests dans la formulation variationnelle des fonctions du type
Z t+ h

t
u et

Z t+ h

t
@t � . Il est l�a encore n�ecessaire de les modi�er de fa�con �a ce qu'elles v�eri�ent l'�egalit�e des vitesses

�a l'interface en prenant garde de conserver des fonctions �a divergence nulle dans le domaine uide.

Remarque 9 Au cours de la d�emonstration nous avons utilis�e �a plusieurs �etapes (en particulier pour
obtenir la compacit�e dans L 2 des vitesses) que, grâce au terme de r�egularisation visqueuse ajout�e �a
l'�equation de la plaque, la vitesse de la structure@t � �etait dans L 2(0; T; H 1( b
 s)) . D'autres termes de
r�egularisation permettent d'obtenir le même type de r�esultats en particulier si on ajoute seulement un
terme du type � � @t � ou si on ne n�eglige pas l'inertie de rotation � @t t� . La question suivante est de
savoir si on peut s'a�ranchir de ces r�egularisations.
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Plaque en exion { Ref : [2]

Nous expliquons pourquoi l'on peut passer �a la limite dans le syst�eme coupl�e quand la viscosit�e
" de la plaque tend vers z�ero. Pour cela, l'argument principal est que la dissipation venant du uide
permet de contrôler les hautes fr�equences en espace de la vitesse de la structure.

A priori le d�eplacement de la structure pour " = 0 poss�ede seulement une r�egularit�e de type
hyperbolique et appartient �a L 1 (0; T; H 2

0 ( b
 s)) \ W 1;1 (0; T; L 2( b
 s)). On v�eri�e alors que ces r�egularit�es
et l'hypoth�ese de d�eplacement transverse su�sent �a d�e� nir les espaces fonctionnels d�e�nis �a la section
pr�ec�edente, la trace u(t; x; y; 1 + � (t; x; y )) sur b
 s. Cependant elles ne permettent pas d'obtenir de la
compacit�e dans L 2((0; T; L 2( b
 s)) de la vitesse de la structure. Cette compacit�e reposait dans [7] sur
le fait que @t � 2 L 2(0; T; H 1( b
 s)), grâce au terme de r�egularisation parabolique ajout�e �a l'�equation
de la plaque. Pour avoir un r�esultat analogue il su�t d'avoi r un peu de r�egularit�e en espace de@t � .
L'id�ee ici est d'exploiter la condition cin�ematique (0 ; 0; @t � (t; x; y ))T = u(t; x; y; 1 + � (t; x; y )) sur b
 s.
En e�et comme u 2 L 2(0; T; H 1(
 f (t)), si � �etait lipschitzien en espace on obtiendrait facilement
que @t � 2 L 2(0; T; H 1=2( b
 s)). On contrôlerait ainsi les hautes fr�equences en espacede la vitesse de la
structure. Toutefois ces r�egularit�es ne sont pas satisfaites. Cependant grâce aux injections de Sobolev,

� 2 C0([0; T ]; C0( b
 s)) \ L 1 (0; T; H 2
0 ( b
 s)) et cette r�egularit�e de la fronti�ere permet de montrer q ue

@t � 2 L 2(0; T; H s( b
 s)) pour s < 1=2. On obtient donc de la � compacit�e en espace� pour la vitesse de
la structure. Cependant l�a encore les estimations d'�energie v�eri��ees par ( u " ; � " ), o�u u " ; � " d�esigne la
solution, construite dans [7], �a " > 0 �x�e, ne sont pas su�santes pour montrer la compacit�e des v itesses
dansL 2

tx et passer �a la limite quand " tend vers z�ero. Ces estimations permettent d'a�rmer que la suite
de solutions approch�ees est born�ee uniform�ement dansVf \ L 1 (0; T; L 2(
 f (t)) pour la vitesse de uide
et dansW 1;1 (0; T; L 2( b
 s)) \ L 1 (0; T; H 2

0 ( b
 s)) \ H 1(0; T; H s( b
 s)) pour le d�eplacement de la structure.

En particulier la suite de d�eplacements structure converge uniform�ement dans C0([0; T ]; C0( b
 s)).
Cette propri�et�e est tr�es utile pour passer �a la limite su r le domaine uide. Il manque n�eanmoins de
la � compacit�e en temps � a�n d'obtenir la compacit�e des vitesses uide et structure dans L 2

tx . Le
principe est le même que dans [7] ou [11] o�u on �etudieku(t) � u (t + h)kL 2

tx
et k@t � (t) � @t � (t + h)kL 2

tx
.

Il est n�ecessaire de s�eparer ici l'�etude des hautes et desbasses fr�equences en espace de la structure. Si
on consid�ere les modes propres� i associ�es �a l'op�erateur bilaplacien avec des conditionsde Dirichlet

homog�enes au bord et v�eri�ant la contrainte
Z

b
 s
� i = 0, qui constituent une base deH 2

0( b
 s) \ L 2
0( b
 s),

alors la projection L 2, not�ee � N0 , de � sur l'espace vectoriel engendr�e par lesN0 premiers vecteurs
propres v�eri�e

k@t � � @t � N0 kL 2 ( b
 s ) � C� � s=2
N0

k@t � kH s ( b
 s ) ;

o�u � N0 est la valeur propre associ�ee �a� N0
. Par cons�equent, on va pouvoir contrôler la partie hautes

fr�equences de (@t � " ) et on a

Z T

0

Z

b
 s
(@t � hf;N 0

" � (@t � hf;N 0
" )( t � h))2 � C�

� s
2

N0
;

avec � hf;N 0 = � � � N0 .
Pour la partie basses fr�equences@t � N0 on utilise la formulation variationnelle pour obtenir une

convergence uniforme par rapport �a" quand h tend vers z�ero deku " (t + h) � u " (t)kL 2
tx

et de k@t � N0
" (t +
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h) � @t � N0
" (t)kL 2

tx
vers z�ero. La fonction test structure est b =

Z t

t � h
@t � N0

" . Les fonctions tests uide

sont en revanche �a choisir et construire avec beaucoup d'attention. On montre ainsi que pour tout
� > 0

Z T

0

Z


 f
" (t )

ju " (t) � u " (t � h)j2 +
Z T

0

Z

b
 s
(@t � N0

" (t) � @t � N0
" (t � h))2 � CN0 h

1
3 + C�

� s
2

N0
+ C�; 8" < " 0;

avec s < 1
2 et o�u u " d�esigne un prolongement deu " �a un domaine qui contient tous les 
 f

" (s),
s 2 [t � h; t ]. On aboutit donc �nalement �a

Z T

0

Z


 f
" (t )

ju " (t) � u " (t � h)j2 +
Z T

0

Z

b
 s
(@t � " (t) � @t � " (t � h))2 � CN0 h

1
3 + C�

� s
2

N0
+ C�; 8" < " 0:

Ce r�esultat et les estimations d'�energie v�eri��ees par l a suite de solutions permettent alors d'obtenir
la compacit�e des vitesses dansL 2

tx grâce �a un lemme de compacit�e sur les espacesL p(0; T; E) [Sim87]
et de passer �a la limite dans la formulation variationnelle. On obtient ainsi l'existence d'une solution
faible pour le syst�eme coupl�e Navier-Stokes-plaque tantque la plaque ne touche pas le fond de la cavit�e
et ce sans terme additionnel de viscosit�e. Il est �a noter que, même si ce r�esultat est �a notre connaissance
le premier r�esultat d'existence de solution faible dans cecadre, il parâ�t di�cile de l'�etendre au cas
o�u l'on ne n�eglige pas le d�eplacement longitudinal ou au cas de structure �elastique tridimensionnelle.
Dans ce dernier cas les r�esultats disponibles [CS05], [CS06] sont des r�esultat d'existence de solutions
r�eguli�eres demandant des hypoth�eses de compatibilit�e sur les donn�ees plus fortes que celles utilis�ees
ici.

1.2.3 Interaction uide-mat�eriau �elastique { Ref : [9]

Nous allons maintenant consid�erer le cas d'un mat�eriau de Saint Venant-Kirchho� et nous res-
treindre au cas stationnaire. La di�cult�e li�ee au couplag e hyperbolique-parabolique n'existe donc
plus. En revanche la structure v�eri�e une loi de comportement non lin�eaire. Nous nous pla�cons en
dimension 3 d'espace. Le uide se trouve dans une cavit�e constitu�ee d'un mat�eriau �elastique que l'on
suppose encastr�ee sur sa fronti�ere ext�erieure (celle qui n'est pas en contact avec le uide).

Configuration deformee

F
f

Ws

f

Configuration de reference

W

En utilisant les mêmes notations que pr�ec�edemment et en rappelant que � f est un rel�evement
dans le domaine de r�ef�erence b
 f des d�eformations de l'interface � donn�ees par I + d les �equations
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uide s'�ecrivent 8
><

>:

� � � u + ( u � r )u + r p = f dans � f ( b
 f )
div u = 0 dans � f ( b
 f )

u = 0 sur @� f ( b
 f ):
(1.27)

Comme le probl�eme est stationnaire la vitesse du uide est nulle sur l'interface et la vitesse du uide
d�epend de la structure car le domaine dans lequel sont pos�ees les �equations est inconnu et est fonction
des d�eformations �elastiques. Ici la pression n'esta priori d�e�nie qu'�a une constante additive pr�es. Les
�equations de structure s'�ecrivent

8
<

:

� div� (d) = g dans b
 s

� (d):bn = J f � f (u ; p + c) � (F f )� T � bn sur b�
u = 0 sur � s;

(1.28)

o�u c est une constante qui �xe le niveau de pression et est le multiplicateur de Lagrange associ�e �a
la contrainte de pr�eservation de volume (1.22). Le d�eplacement de la structure d�epend des e�orts
appliqu�es par le uide sur l'interface, r�e�ecrits en con� guration de r�ef�erence. Le tenseur � d�esigne le
premier tenseur de Piola-Kirchho� et, si on appelle � et � les constantes de Lam�e du mat�eriau, il est
donn�e par

� (d) = ( I + r d) �� (d);
�� (d) = � tr ( E (d)) I + 2 � E (d);

E (d) =
1
2

(r d + r dt + r dt r d):

(1.29)

Pour d�emontrer qu'il existe une solution �a ce syst�eme d'�equations, on se ram�ene tout d'abord �a la
con�guration de r�ef�erence pour les �equations uide, en s upposant que le d�eplacement de la structure
�elastique est assez petit et r�egulier pour pouvoir e�ectuer le changement de variables. Les �equations
uide peuvent alors s'�ecrire

8
>><

>>:

� � div (( F (d)r )w (d)) + ( G(d)r )q(d) + ( w � (G(d)r ))w = ( f � � f ) H (d) dans b
 f

div (G(d)T w(d)) = 0 dans b
 f

w (d) = 0 sur @b
 f ;
(1.30)

avec w (d) = u � � f et q(d) = p � � f . Les matricesF (d) et G(d) sont quant �a elles d�e�nies par

F (d) = ( F f )
� 1

(F f )� T J f ;

G(d) = cof r � f ;

et H (d) d�esigne le jacobien de la transformation.
C'est ce syst�eme non lin�eaire coupl�e que nous allons �etudier. A�n de pouvoir d�e�nir correctement

tous les termes nous allons travailler dans des alg�ebres etplus pr�ecis�ement dans W 1;p(
) avec p > 3.
D'autre part le probl�eme n'a de sens que si le d�eplacement est su�samment petit et r�egulier de mani�ere
�a ce que la d�eformation � f soit un C1-di��eomorphisme. Cette condition de petit d�eplacement v a
impliquer que les forces appliqu�ees au syst�eme sont ellesaussi su�samment petites. Plus pr�ecis�ement,
le th�eor�eme d'existence peut s'�enoncer de la fa�con suivante :
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Th�eor�eme 4 Soient f donn�ee dans L p(R3) et g donn�ee dans L p( b
 s), avec 3 < p < 1 . On suppose
que f et g sont su�samment petites, c'est-�a-dire qu'il existe une constante M > 0 telle que

P1(kgkL p ( b
 s ) ) + P2(kf kL p (R3 )) � M ;

o�u Pi ; i = 1 ; 2 sont des fonctions polynomiales �a coe�cients positifs telles quePi (0) = 0 . On suppose
de plus quekf kH � 1 (R3 ) � C� 2. Alors il existe (w ; q;d; c) solution unique de (1.28), (1.22), (1.29),

(1.30), avec w 2 W 2;p( b
 f ) \ W 1;p
0 ( b
 f ), q 2 W 1;p( b
 f ) and d 2 W 2;p( b
 s) \ W 1;p

0;� s ( b
 s).

La d�emonstration de ce th�eor�eme comporte plusieurs �etapes. Tout d'abord nous �etudions le
probl�eme uide pour une d�eformation de la fronti�ere du do maine donn�ee dans W 2� 1=p;p( b�). Cet
espace est l'espace des traces sur l'interface de l'espace dans lequel on cherche les d�eplacements de la
structure. Il s'agit alors de montrer que la solution du probl�eme de Navier-Stokes dans un tel domaine
appartient �a

�
W 2;p( b
 f ) \ W 1;p

0 ( b
 f )
�

�
�

W 1;p( b
 f )
�

. On �etudie dans un premier temps le probl�eme
de Stokes seul pour lequel on montre que si la d�eformation del'interface est proche de l'identit�e dans
W 2� 1=p;p( b�) alors les r�egularit�es standards W 2;p( b
 f ) � W 1;p( b
 f ) (voir [GR86], [Tem77]) des solutions
sont encore valables. Cette hypoth�ese de petites variations par rapport �a une g�eom�etrie pour laquelle
on connâ�t la r�egularit�e des solutions du probl�eme de Stokes avec conditions de Dirichlet homog�enes
au bord va imposer une contrainte sur les forces appliqu�eesau syst�eme uide-structure qui ne doivent
être trop grandes.

Remarque 10 Si on avait une r�egularit�e W 2;1 de la fronti�ere alors [Bel96] fournit le r�esultat de
r�egularit�e souhait�e. Il est n�eanmoins probable que ce r�esultat reste vrai dans notre cas sans demander
�a ce que les d�eformations restent proches d'une d�eformation r�eguli�ere dans W 2� 1=p;p( b�) .

Ensuite la r�egularit�e de la solution pour le probl�eme de N avier-Stokes est d�emontr�ee grâce �a un
argument de bootstrap.

La deuxi�eme �etape est l'�etude des �equations de l'�elast icit�e avec conditions mixtes Dirichlet-Neumann
et une condition de pr�eservation globale de volume. La condition de Neumann sur l'interface uide-
structure sera fournie par les contraintes appliqu�ees parle uide sur la structure. Ainsi on cherche
en même temps le d�eplacementd et la constante de pressionc. Cette �etude est bas�ee sur l'appli-
cation du th�eor�eme des fonctions implicites et reprend les mêmes lignes (mais avec une contrainte
suppl�ementaire) que le cas classique (voir [Cia88]). On �etudie le probl�eme lin�earis�e autour de z�ero
(existence, r�egularit�e) qui est solution du probl�eme no n lin�eaire pour des forces ext�erieures nulles.
Puis on montre que l'on peut appliquer le th�eor�eme des fonctions implicites au voisinage de cette
solution. Cette �etape va �egalement imposer une contrainte de petitesse sur les forces appliqu�ees.

La derni�ere �etape est de recoupler les probl�emes uide et structure grâce �a un argument de point
�xe de Schauder-Tychonov (voir [Edw95], p : 161{163). On introduit l'application qui �a un d�eplacement
de l'interface associe une vitesse et une pression uide, cequi fournit des e�orts et donc une nouvelle
d�eformation du domaine structure. On montre que cette application admet au moins un point �xe. Pour
cela, on munit W 2;p( b
 s) de sa topologie faible, ainsi toute boule ferm�ee de cet espace est faiblement

compacte. De plus, l'injection compacte deW 2;p( b
 s) dans C1( b
 s) su�t �a montrer la continuit�e de
l'application.

C'est �egalement sur ce proc�ed�e de d�emonstration que sont bas�es les r�esultats [Sur07] (�etude de
l'interaction stationnaire uide-coque), [GK] (�etude de l'interaction stationnaire en domaine non born�e
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uide-solide �elastique) et pour le cas instationnaire les r�esultats novateurs et r�ecents [CS06] o�u l'inter-
action uide solide �elastique est �etudi�ee. Par ailleurs , en collaboration avec C. Madar�e et B. Mauroy,
nous sommes en train d'�etudier un mod�ele stationnaire d�ecrivant l'�equilibre d'un globule rouge dans
une conduite. Les �equations de structure �ecrites dans un r�ef�erentiel en mouvement de translation
uniforme seraient bas�ees sur le mod�ele d�ecrit �a la section suivante.

1.2.4 Structure en grands d�eplacements-petites d�eforma tions { Ref : [4]

Dans cette sous-section je vais pr�esenter un r�esultat obtenu en collaboration avec P. M�etier et
Y. Maday. La version bidimensionnelle du mod�ele constituait un chapitre de la th�ese de P. M�etier,
nous l'avons par la suite �etendue au cas tridimensionnel. L'id�ee est de d�ecomposer les d�eplacements
de la structure en une translation, une rotation et des d�eplacements �elastiques in�nit�esimaux. Ainsi
même si on choisit la loi de Hooke comme loi de comportement pour le mat�eriau les rotations sont
bien repr�esent�ees. On obtient alors un mod�ele appel�e g�eom�etriquement non lin�eaire . Ce mod�ele avait
�et�e introduit par le m�ecanicien De Veubeuke dans [FDV76] . Il est maintenant utilis�e dans le contexte
de discr�etisation �el�ements �nis en particulier dans le c as de grands d�eplacements comme pour le
mouvement d'avions [FPL00], [SWW08]. Le but du travail est de donner un cadre math�ematique
rigoureux �a la d�ecomposition et de montrer que le syst�eme d'�equations non lin�eaires obtenu poss�ede
une unique solution.

D�ecompositions des d�eformations

L'id�ee est de d�ecomposer la d�eformation � s du solide �elastique en

1. une translation : x̂ 7�! x̂ + � , avec � le vecteur associ�e,� 2 Rd.

2. une rotation : x̂ 7�! R(x̂ � g), o�u g d�esigne le centre de gravit�e du solideb
 s et R est une matrice
de rotation.

3. une d�eformation �elastique b
 s �! Rd

x̂ 7�! x̂ + d(x̂ ):

La d�eformation peut donc être �ecrite

8x̂ 2 b
 s; � (x̂ ) = � + R(( x̂ � g) + d(x̂ )) : (1.31)

Une question naturelle est alors :
sous quelles conditions peut-on associer �a� un unique triplet ( � ; R; d) ?

Pour r�epondre �a cette question on peut penser �a trouver, pour � �x�e, la translation et la rotation
telles que le d�eplacement associ�ed = RT (� � � � (x̂ � g) est minimal en norme L 2( b
 s). Ce probl�eme
de minimisation admet une solution qui sera unique pour des d�eformations particuli�eres. En �ecrivant
les conditions n�ecessaires d'optimalit�e (�equations d'Euler) on obtient une correspondance bijective et
continue entre les d�eformations � de L 2( b
 s) v�eri�ant de plus que la plus petite valeur propre de la
matrice A (� ) d�e�nie par

A (� ) :=
�

M m
m T 0

�
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avec M = 2
R

b
 s

�
� � (x̂ � g)

�
I3 �

R
b
 s

�
� 
 (x̂ � g) + ( x̂ � g) 
 �

�
et m =

R
b
 s � ^ (x̂ � g), est simple

et le triplet ( � ; R; d) avec d 2 L 2( b
 s) et v�eri�ant
Z

b
 s
d = 0,

Z

b
 s
d ^ (x̂ � g) = 0 et M (d) d�e�nie

positive :

M (d) = 2
� Z

b
 s
(( x̂ � g) + d) � (x̂ � g)

�
I3 �

� Z

b
 s
(( x̂ � g) + d) 
 (x̂ � g) + ( x̂ � g) 
 (( x̂ � g) + d)

�
:

Les deux premi�eres conditions imposent qued soit orthogonal aux mouvements rigides in�nit�esimaux.
La troisi�eme condition interdit au solide de se d�eformer en se concentrant sur un plan. Elle est de plus
v�eri��ee si la matrice des moments d'inertie du solide reste d�e�nie positive au cours des d�eformations.
On remarque de plus que si� appartient �a H s( b
 s) alors le d�eplacement d �egalement.

Remarque 11 Il est facile de voir que la translation est donn�ee par� = 1
j b
 s j

Z

b
 s
� . Pour la rotation il

n'y a pas d'expression simple en dimension 3, par contre la rotation en dimension 2 �etant caract�eris�ee
par un seul angle il su�t alors de r�esoudre un syst�eme lin�e aire 2� 2 pour d�eterminer son cosinus et son
sinus, ce syst�eme poss�edant une unique solution dans le cas o�u � v�eri�e la contrainte suppl�ementaire.

On peut de plus montrer que l'application pr�ec�edente est un C1-di��eomorphisme et que la d�ecomposition
de l'espaceL 2( b
 s) est valable :

L 2( b
 s) = vect( � ; � 2 R3) � vect(� ^ R(( x̂ � g) + d); � 2 R3) � vect(Rd; d 2 E0);

avec

E0 = f b 2 L 2( b
 s);
Z

b
 s
b = 0;

Z

b
 s
b ^ (x̂ � g) = 0g:

Pour tout v in L 2( b
 s), la d�ecomposition

v = � (v) + � (v) ^ R(( x̂ � g) + d) + Rd(v) (1.32)

est obtenue en choisissant
8
>>>>><

>>>>>:

� (v) =
1

j b
 sj

Z

b
 s
v

� (v) = B � 1
� Z

b
 s
v ^ R(x̂ � g)

�

d(v) = RT
�

v � � � � ^ R(( x̂ � g) + d)
�

;

o�u B est d�e�nie par

B =
� Z

b
 s
(( x̂ � g) + d) � (x̂ � g)

�
I3 �

Z

b
 s
R(( x̂ � g) + d) 
 R(x̂ � g):

Cette d�ecomposition de L 2( b
 s) correspond �a une d�ecomposition en vitesse. Nous avons donc mis
en �evidence un jeu de coordonn�ees g�en�eralis�ees pour lesquelles nous pouvons �ecrire les �equations du
mouvement (c'est-�a-dire les �equations de Lagrange du solide �elastique).
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�Equations du mouvement

On appellem la masse du solide,� s sa densit�e, RI (t)RT sa matrice instantan�ee d'inertie de rotation
et l'on suppose que le solide est soumis �a des forces volumique f et surfaciqueg. La matrice I (t) est
donn�ee par

I (t) = � s

Z

b
 s
k(x̂ � g) + dk2I 3 � � s

Z

b
 s
(( x̂ � g) + d) 
 (( x̂ � g) + d):

Ainsi les dynamiques de la translation, de la rotation et desd�eformations �elastiques s'�ecrivent

m•� =
Z

b
 s
f ; (1.33)

_R = ! ^ R; (1.34)

d
dt

�
RI (t)RT !

�
� � s

Z

b
 s

�
R@td 
 R(( x̂ � g) + d)

�
� ! � � s

Z

b
 s

�
R(( x̂ � g) + d) 
 R@t d

�
� !

+ � s

Z

b
 s
R(d ^ @tt d) =

Z

b
 s
R(( x̂ � g) + d) ^ f +

Z

b
 s
R(( x̂ � g) + d) ^ g; (1.35)

� s

� Z

b
 s
@tt d � b + 2

Z

b
 s
R(@t d ^ b) � ! +

Z

b
 s

�
(x̂ � g) + d) 
 Rb! ) � !

� k ! k2
Z

b
 s
b � (( x̂ � g) + d) +

Z

b
 s
R(d ^ b) � _!

�
+

Z

b
 s
� s(d) : " (b)

=
Z

b
 s
f � Rb +

Z

@b
 s
g � Rb 8b 2 H 1( b
 s) \ E 0; (1.36)

La premi�ere �equation (1.33) est d�ecoupl�ee des autres et d�ecrit le mouvement du centre de gravit�e.
L'�equation (1.35) repr�esente l'�evolution du vecteur in stantan�e de rotation ! et est coupl�ee �a (1.36) qui
ne sont rien d'autres que les �equations de l'�elasticit�e l in�earis�ee en r�ef�erentiel tournant dans lesquelles
on voit apparâ�tre les forces de Coriolis et centrifuge. Pour une rotation donn�ee ces �equations sont
lin�eaires en d.

Remarque 12 Les �equations qui r�egissent la dynamique d'un mouvement rigide sont un cas particu-
lier de ces �equations et s'obtiennent en prenantd = 0.

R�esultat d'existence

Dans [4] nous avons montr�e l'existence et l'unicit�e de solution faible �a ce syst�eme coupl�e. On
construit une suite de solutions approch�ees par la m�ethode de Galerkin. La base de Galerkin utilis�ee
est constitu�ee des vecteurs propres de l'op�erateur de l'�elasticit�e lin�earis�ee avec conditions de Neumann
homog�enes au bord orthogonaux aux mouvements rigides in�nit�esimaux. Pour montrer que le syst�eme
approch�e admet une solution on retrouve la condition sur la matrice M (d) qui doit rester d�e�nie
positive. C'est en e�et une condition n�ecessaire et su�sante pour que la matrice de masse du syst�eme
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discret soit inversible. Cela impose de travailler sur un temps petit et la solution existe tant que cette
condition est satisfaite.

Une des di�cult�es est de montrer la compacit�e n�ecessaire pour passer �a la limite dans les �equations
coupl�ees (1.35) et (1.36). La solution v�eri�e des estimations d'�energie dont on d�eduit des convergences
faibles insu�santes pour traiter les termes non lin�eaires, en particulier nous avons besoin de compacit�e
sur la vitesse instantan�ee de rotation. Si il n'y avait pas de couplage entre l'�equation de la rotation et
celle du d�eplacement �elastique cette propri�et�e serait v�eri��ee. Il s'agit donc d'obtenir des estimations
suppl�ementaires sur les acc�el�erations de rotation et �elastique simultan�ement. Dans [17] nous nous
�etions restreint au cas de donn�ees petites ce qui nous permettait d'obtenir les estimations voulues.
Dans [4], pour s'a�ranchir de cette hypoth�ese suppl�ementaire, nous avons s�epar�e l'�etude des basses
fr�equences en espace ded de celle de ses hautes fr�equences, ce qui permet de contrôler les termes
non lin�eaires. En particulier ce r�esultat peut être inte rpr�et�e en disant que l'action de l'acc�el�eration de
rotation sur les hautes fr�equences de@tt d tend asymptotiquement vers z�ero.

En�n nous avons d�emontr�e, en raisonnant par l'absurde, l' unicit�e de cette solution. Une des dif-
�cult�es, comme pour l'�equation des ondes, est que la vitesse de la structure n'est pas une fonction
test admissible car elle ne poss�ede pas la bonne r�egularit�e. On commence par v�eri�er que si elle �etait
admissible on obtiendrait des estimations sur la di��erence de deux solutions qui nous donnerait par
application du Lemme de Gronwall l'unicit�e. On proc�ede en suite en r�egularisant la vitesse de la struc-
ture de fa�con �a avoir une fonction test admissible et on montre que les termes r�esiduels provenant de
cette r�egularisation tendent vers z�ero.

Remarque 13 Dans [Bou03] le même mod�ele (auquel il a �et�e ajout�e un terme visqueux r�egularisant)
est consid�er�e dans le cadre de l'interaction uide-struc ture et l'existence de solutions faibles est
d�emontr�ee.

1.2.5 Conclusions

Ces r�esultats d'existence de solutions permettent, en particulier, de donner un cadre �a l'analyse
num�erique des sch�emas de discr�etisation pour ces probl�emes coupl�es. De plus, quand les d�emonstrations
sont constructives, elles peuvent sugg�erer de nouvelles strat�egies de discr�etisation, de nouveaux algo-
rithmes ou donner une id�ee des limites de validit�e de ces strat�egies.

1.3 Analyse num�erique { Ref : [5], [8], [10], [27]

Nous allons nous int�eresser �a la discr�etisation en temps et en espace de syst�emes coupl�es uide-
structure. Comme nous l'avons vu lors de l'analyse math�ematique des di��erents syst�emes on peut
envisager plusieurs strat�egies : consid�erer le syst�emecoupl�e d'un seul bloc ou bien d�ecoupler le uide
de la structure et les recoupler par la suite grâce �a une proc�edure de point �xe. D'autre part, la
gestion du domaine uide, d�ependant du d�eplacement de la structure et donc du temps dans le cas
instationnaire, est souvent d�elicate et on a soit r�e�ecri t le probl�eme dans un domaine �xe soit, �a une
�etape interm�ediaire, r�egularis�e et lin�earis�e son mo uvement. Ces deux aspects apparaissent �egalement
num�eriquement et plusieurs choix sont possibles pour �elaborer des sch�emas de discr�etisation stables,
convergents et performants. Ces choix d�ependent fortement du mod�ele et du type d'applications vis�ees.
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1.3.1 Sch�emas sur maillages mobiles : the Geometric Conser vation Law { Ref : [8], [10]

Ces travaux, initi�es lors d'un s�ejour de recherche de deuxmois �a l'universit�e du Colorado �a Boulder
dans l'�equipe de C. Fahrat, ont �et�e e�ectu�es en collabor ation avec C. Fahrat et P. Geuzaine.

Lorsque l'on consid�ere un probl�eme coupl�e o�u les d�epla cements de la structure sont importants les
�equations uide, pos�ees en con�guration eul�erienne, sont d�e�nies dans un domaine mobile. D'un point
de vue num�erique il est alors n�ecessaire d'�elaborer des strat�egies permettant le suivi de l'interface
et de d�e�nir le domaine uide �a chaque pas de temps. Une des m�ethodes commun�ement employ�ees
est d'utiliser un formalisme � Arbitraire Euler Lagrange � (ALE) pour �ecrire les �equations du uide
[DGH82]. Nous n'aborderons pas ici les autres m�ethodes telle la m�ethode des domaines �ctifs [GPP94]
ou celle de la fronti�ere immerg�ee [PM89], ni les nombreux travaux qui leurs sont consacr�es. La formu-
lation ALE utilise une transformation � f d�e�nie du domaine de r�ef�erence �a valeur dans le domaine
d�eform�e. Cette transformation �etend les d�eformations de la structure �a l'interface au domaine uide.
Elle suit donc les d�eformations de l'interface sans suivreles mouvements du uide �a l'int�erieur du
domaine uide o�u elle est arbitraire. C'est cette transfor mation qui d�e�nit le mouvement du maillage.

Si on consid�ere une �equation de conservation du type

@t u + div F (u) = 0 ; dans 
 f (t);

sa formulation ALE s'�ecrit

@t ujx̂ � w � r u + div F (u) = 0 ; dans 
 f (t);

o�u w d�esigne la vitesse du maillage associ�ee �a� f . Ici w est suppos�ee donn�ee et quelqconque. Cette
�equation peut aussi être r�e�ecrite sous forme int�egral e

d
dt

Z


 f (t )
u +

Z


 f (t )
div (F (u) � wu) = 0 :

Une des questions, si on utilise ce formalisme et donc si l'ontravaille sur maillages mobiles, est :
est-il n�ecessaire d'adapter les sch�emas �elabor�es sur maillages �xes dans le cas des maillages mobiles ?
Doit-on prendre des pr�ecautions particuli�eres pour conserver l'ordre de convergence ? La stabilit�e ?

Dans [8] et [10] nous avons tent�e de r�epondre �a ces questions. Nous nous sommes plac�es dans le
cadre d'une discr�etisation volumes �nis pour une loi de conservation scalaire g�en�erale. Nous avons
�etudi�e l'inuence du choix des sch�emas d'int�egration e n temps sur la stabilit�e dans le cas de sch�ema
d'ordre 1 en temps ou plus g�en�eralement du � -sch�ema [8] et sur l'ordre de convergence [10].

Si on consid�ere une discr�etisation volumes �nis on obtient

d
dt

Z


 i (t )
u +

Z


 i (t )
div (F (u) � wu) = 0 ;

o�u 
 i (t) d�esigne une cellule au tempst. En faisant apparâ�tre le ux au bord de la cellule il vient

d
dt

Z


 i (t )
u +

Z

@
 i (t )
(F (u) � wu) � n i = 0 ;

soit
d
dt

Z


 i (t )
u +

X

j 2 V (i )

Z

@
 ij (t )
(F (u) � wu) � n ij = 0 ;
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o�u V(i ) d�esigne l'ensemble des faces@
 ij (t) de la cellule i associ�ee �a la maille i et n ij la normale
ext�erieure unitaire �a ces faces. Typiquement le ux �a l'i nterface peut être approch�e par un ux
num�erique � Z

@
 ij (t )
(F (u) � wu) � n ij = j@
 ij (t)j�( ui ; uj ; � ij (t); � ij (t)) ;

o�u j@
 ij (t)j d�esigne la surface de la face. Les quantit�esui d�esignent les valeurs moyennes sur une
cellule et � ij (t), � ij (t) peuvent être d�e�nies par

� ij (t) =
1

j@
 ij (t)j

Z

@
 ij (t )
n ij (t);

� ij (t) =
1

j@
 ij (t)j

Z

@
 ij (t )
w(t) � n ij (t):

On demande de plus au ux num�erique d'̂etre conservatif : � (u; v; � � ; � ) = � � (v; u; � ; � ) et
consistant � (u; u; � ; � ) = F (u)� � � u.

Nous allons consid�erer un� -sch�ema pour la discr�etisation en temps de ce probl�eme. Soit �t le pas
de temps, et notonsgn les approximations de la quantit�e g au temps n�t ; on a

j
 n+1
i jun+1

i = j
 n
i jun

i � �t�
X

j 2 V (i )

j@
 ij j�( un+1
i ; un+1

j ; � ij ; � ij ) � �t (1 � � )
X

j 2 V (i )

j@
 ij j�( un
i ; un

j ; � ij ; � ij ):

(1.37)
Le param�etre � appartient �a [0 ; 1]. Pour � = 1 on retrouve le sch�ema d'Euler implicite et pour � = 1=2
le sch�ema, sur maillage �xe, est d'ordre 2 en temps. La question est maintenant de savoir comment
calculer les valeurs moyennes, �a l'interationn + 1 en temps, de la normale� ij , de la mesure du bord
des faces des cellulesj@
 ij j, et du ux de la vitesse de maillage �a l'interface � ij . De plus, est-ce que
les choix que l'on va faire peuvent inuencer les propri�et�es de stabilit�e et de pr�ecision en temps du
sch�ema ? Le choix le plus imm�ediat est de prendre, par exemple ces quantit�es �egales �a celles �a l'instant
(n + 1) �t . Cependant, si aucune pr�ecaution n'est prise, des instabilit�es num�eriques ont �et�e constat�ees
[num96] en particulier en temps long. Ces instabilit�es peuvent être contrôl�ees en diminuant le pas
de temps. Un guide pour calculer ces quantit�es g�eom�etriques est d'imposer que le sch�ema pr�eserve
un champ constant. Cette id�ee appel�ee Discrete Geometric Conservation Law(DGCL) est apparue
pour la premi�ere fois dans [TL79]. Des sch�emas poss�edantcette propri�et�e ont �et�e d�evelopp�es pour des
discr�etisations d'ordre un ou deux en temps dans le contexte des volumes �nis ou des �el�ements �nis
[NG94], [LF96], [FN99]. Ici pour le sch�ema consid�er�e cette loi de conservation s'�ecrit en tenant compte
de la consistance du ux :

j
 n+1
i j � j 
 n

i j = �t
X

j 2 V (i )

j@
 ij j� ij :

Les quantit�es j
 n+1
i j sont des quantit�es g�eom�etriques connues �a partir du moment o�u on connâ�t

le mouvement du maillage au cours du temps et donc le second membre de l'�egalit�e doit être �egal �a

�t
X

j 2 V (i )

j@
 ij j� ij =
Z tn +1

tn

 Z

@
 i (t )
w � n i (t)

!

: (1.38)
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Dans cette �egalit�e nous avons �a droite une quantit�e exac te qui d�epend de la vitesse de maillage
tandis que le membre de gauche est une quantit�e approch�ee.Pour v�eri�er la DGCL il s'agit donc de
trouver les quantit�es moyenne � ij , j@
 ij j et � ij de fa�con �a ce que (1.38) soit v�eri��ee. Le calcul de ces
quantit�es d�epend de la dimension, de la vitesse de maillage consid�er�ee (lin�eaire ou quadratique par
morceaux sur (tn ; tn+1 )), en �el�ements �nis du degr�e des polynômes d'approxima tion....

Remarque 14 Cette �egalit�e signi�e que l'on demande au sch�ema de conserver exactement les volumes
et donc en particulier qu'il n'y ait pas de perte de masse.

Dans [8] et [10] nous avons �etudi�e les liens de la DGCL avec la stabilit�e et la pr�ecision du sch�ema.

Th�eor�eme 5 On suppose que les ux sont monotones. Le� -sch�ema (1.37) v�eri�e le principe du
maximum discret ind�ependamment de la vitesse de maillage si et seulement si la DGCL est v�eri��ee.

Remarque 15 Si la DGCL n'est pas v�eri��ee alors on obtient une in�egalit �e de stabilit�e du type

kunkL 1 � e
C�tT

1� C�t 2 ku0kL 1 o�u C d�epend de la � perte de masse� . Dans [FN99] o�u le cas des �el�ements
�nis est consid�er�e il est d�emontr�e que la DGCL est une con dition su�sante pour qu'un sch�ema d'Eu-
ler implicite pour �equation d'avection-di�usion sur mail lage mobile soit stable ind�ependamment de
la vitesse de maillage. Si cette condition n'est pas v�eri��ee alors la constante de stabilit�e d�epend de la
norme L 1 en espace de la divergence de la vitesse de maillage, quantit�e qui l�a encore mesure la � perte
de masse� du maillage.

Num�eriquement les cas� pathologiques� d'instabilit�es num�eriques quand la DGCL n'est pas v�eri� �ee
peuvent être obtenus en temps long et pour des vitesses de maillage oscillant �a hautes fr�equences
aussi bien pour des �equations d'avection lin�eaire ou encore des syst�emes non lin�eaires comme les
�equations d'Euler [8]. En�n cette contrainte sur le pas de t emps peut être contraignante dans le cas
de l'interaction uide-structure o�u la vitesse du maillag e est inconnue.

En ce qui concerne la pr�ecision en temps dans [10] nous avonsconstruit des sch�emas d'ordre 2 en
temps pour des syst�emes hyperboliques sur maillages mobiles en utilisant deux m�ethodes. Pour l'une
le ux est calcul�e pour des quantit�es g�eom�etriques moye nnes obtenues par combinaison de quantit�es
g�eom�etriques �a certains instants dans les intervalles (tn ; tn+1 ), l'autre le syst�eme est r�esolu sur un
maillage � moyen � . Les sch�emas obtenus ne v�eri�ent pas n�ecessairement la DGCL. Inversement, les
sch�emas simplement transpos�es de sch�emas sur maillages�xes et v�eri�ant la DGCL ne conservent pas
n�ecessairement l'ordre du sch�ema, même si ceux-ci sont au moins d'ordre 1 [GF00]. Ainsi la DGCL ne
constitue pas un moyen de pr�eserver l'ordre en temps de sch�emas sur maillage �xe.

Pour les sch�emas d'ordre 2 (Crank-Nicolson, BDF2) la question de la stabilit�e ind�ependamment de
la vitesse de maillage est abord�ee dans ([BG04], [FN04]) dans un contexte �el�ements �nis. Il apparâ�t
que pour de ce type de discr�etisation en temps la DGCL n'est ni une condition n�ecessaire ni une
condition su�sante pour obtenir la stabilit�e ind�ependam ment de la vitesse de maillage.

1.3.2 Sch�emas stables : cas de forts e�ets de masse ajout�ee { Ref : [5], [27]

Les r�esultats pr�esent�es dans cette section, initi�es lors de mon accueil en d�el�egation au sein du projet
REO en 2004{2005, ont �et�e obtenus en collaboration avec M.Fernandez et J.-G. Gerbeau pour [5] et
avec M. Astorino, doctorant au sein de ce même projet pour [27].
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Les conditions de couplage �a l'interface entre le uide et la structure sont de deux types l'une
cin�ematique (�egalit�e des vitesses), l'autre traduit le principe de l'action et de la r�eaction (�egalit�e des
contraintes normales). Elle peuvent s'�ecrire de mani�ere simpli��ee de la fa�con suivante (on omet la
variation �eventuelle du domaine uide)

u = @t d; � s � n = � f � n ; sur � : (1.39)

D'un point de vue num�erique la mani�ere la plus directe de satisfaire �a la version discr�etis�ee de (1.39)
est de r�esoudre le uide et la structure �a l'aide d'un uniqu e solveur. On obtient alors des m�ethodes
appel�ees monolithiques. Des exemples d'une telle approche sont tr�es nombreux. On peut par exemple
citer (sans être exhaustif) [RB01], [Hei04] bas�es sur uneformulation ALE, [DHPSB03],[Baa01] qui
utilisent la m�ethode des domaines �ctifs ou [FVCJ + ]. Par construction (1.39) est satisfaite et on parle
alors de sch�emas fortement coupl�es. Ces m�ethodes conservent naturellement l'�energie �a l'interface et
sont donc g�en�eralement stables. Elles ne sont cependant pas tr�es modulaires et permettent di�cilement
d'exploiter les sp�eci�cit�es de chaque sous-probl�eme et d'int�egrer les m�ethodes r�ecemment d�evelopp�ees
pour la r�esolution du uide seul ou de la structure seule.

Avec les m�ethodes dites partitionn�ees le uide et la structure sont trait�es par deux solveurs
sp�eci�ques di��erents et la question est alors de savoir comment les coupler e�cacement. Une premi�ere
strat�egie est d'utiliser un sch�ema d�ecal�e ou faiblement coupl�e ou encoreexplicite o�u l'on ne va r�esoudre
le uide et la structure qu'une seule fois par pas de temps. L'avantage de telles m�ethodes est qu'elles
sont moins coûteuse puisqu'elles ne n�ecessitent l'�evaluation des inconnues uide et structure qu'une
seule fois par it�eration en temps. Ces m�ethodes ont �et�e t r�es �etudi�ees et tr�es utilis�ees, en particulier pour
la simulation d'�ecoulements compressibles (voir par exemple [Pip97], [PFL95], [PF03]). On trouvera
dans [FvdZG06] un �etat de l'art sur ces m�ethodes. Cependant la condition (1.39) n'est pas v�eri��ee et
cela peut conduire �a des instabilit�es num�eriques, en particulier en cas de forts e�ets de masse ajout�ee
du uide sur la structure. Ces instabilit�es ont �et�e obser v�ees par exemple dans le cas des �ecoulements
sanguins dans les art�eres, o�u un uide incompressible interagit avec une structure dont la densit�e est
proche de la densit�e du uide. Le rôle de l'e�et de la masse ajout�ee sur la stabilit�e num�erique avait
�et�e soulign�e dans [LTM01] et il a �et�e d�emontr�e dans [C GN05] (et par la suite dans [FWR07] pour des
sch�emas en temps plus g�en�eraux) que, même dans le cas d'un mod�ele tr�es simple, un sch�ema d�ecal�e
est inconditionnellement instable si le rapport des densit�es est plus petit qu'un certain seuil. Il semble
que cela soit fortement li�e �a l'incompressibilit�e du ui de. Il est �a noter que r�ecemment dans [BNV08]
un sch�ema d�ecal�e stable a �et�e propos�e bas�e sur des conditions de Robin �a l'interface.

Par cons�equent, des sch�emas ditsfortement coupl�es ou implicites ont �et�e d�evelopp�es et utilis�es pour
pallier ces probl�emes. Ils sont stables par nature car ils conservent l'�energie �a l'interface. Cependant
ils restent tr�es coûteux car ils demandent un grand nombred'appels �a chaque solveur par it�eration
en temps. Ainsi, ses derni�eres ann�ees de nombreux e�orts ont �et�e faits pour acc�el�erer la conver-
gence des m�ethodes de point �xe (relaxation, lin�earisation) [LTM01], [MWR01], [MW01], [DFF03],
[RRLJ01] ou des m�ethodes de Newton inexactes [MS02], [MS03], [Tez01], [Hei04] ou exactes [FM03a],
[FM03b], [FM04], [FM05] utilis�ees pour v�eri�er (1.39) de mani�ere forte. On trouvera dans [DGHL04],
[SMSTT05], [LTM00], [12], des �etudes de stabilit�e, convergence, estimations d'erreur pour des sch�emas
fortement coupl�es ou implicites..

La plupart de ces sch�emas sont bas�es sur une discr�etisation type Dirichlet-Neumann pour lesquels
le uide est r�esolu en lui prescrivant la condition cin�ema tique �a l'interface, quant �a la structure elle
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d�epend des e�orts appliqu�es par le uide. Pour des strat�e gies du type Neumann-Neumannon pourra
se r�ef�erer �a [DDFQ05], [DDQ04].

Dans [5] et [26] nous avons propos�e et analys�e un sch�emasemi-implicite. L'id�ee est de s�eparer
les e�orts en pression des e�orts visqueux appliqu�es par leuide sur la structure, les premiers �etant
trait�es implicitement et les deuxi�emes �etant trait�es e xplicitement. Ce splitting est obtenu en utilisant
le sch�ema de Chorin-Temam pour la r�esolution de la partie  uide [Cho68], [Cho69], [Tem68] (voir
�egalement [GMS06] pour un �etat de l'art sur les m�ethodes de projections). Dans [BQQ08], [QQ07] ce
sont des m�ethodes de splitting alg�ebrique qui sont utilis�ees.

Pr�esentation du sch�ema

Nous allons pr�esenter le sch�ema pour le probl�eme non lin�eaire coupl�e complet (1.1, 1.2, 1.5, 1.9,
1.11). Les �equations du uide sont discr�etis�ees �a l'aid e d'une m�ethode de projection de Chorin-Temam
et de la m�ethode ALE d�ecrite pr�ec�edemment. L'avancemen t en temps de la structure se fait �a l'aide
d'un sch�ema de Newmark. On se donne un pas de temps�t et on suppose que l'on connâ�t la vitesse
du uide un , la pression pn , le d�eplacement de la structure dn , la vitesse de la structureu n

s et le
domaine uide 
 f;n �a l'instant n�t . L'algorithme s'�ecrit

{ �Etape 0 - Extrapolation de la position de l'interface :

~d
n+1

= dn + �t
�

3
2

u s)n �
1
2

(u s)n� 1
�

: (1.40)

{ �Etape 1- D�e�nition du nouveau domaine et de la vitesse ALE :

w n+1
j �̂

=
~d

n+1
� dn

�t j �̂
; w n+1 = Ext( w n+1

j� ); 
 f;n +1 = 
 f;n + �t w n+1 ; (1.41)

o�u Ext d�esigne une extension de la vitesse au bord �a tout le domaine uide.
{ �Etape 2 : �Etape d'advection-di�usion :

8
><

>:

� f
~u n+1 � u n

�t

�
�
�
�
x̂

+ � f ( ~u n � w n+1 ) � r ~un+1 � 2� div( " ( ~u n+1 )) = 0; dans 
 f;n +1 ;

~u n+1 = w n+1 ; sur � n+1 :

(1.42)

{ �Etape 3 - �Etape de projection (correction de la vitesse)
{ �Etape 3.1 :

8
>>>>><

>>>>>:

� f
u n+1 � ~u n+1

�t
+ r pn+1 = 0; dans 
 f;n +1 ;

div u n+1 = 0 ; dans 
 f;n +1 ;

u n+1 � n =
dn+1 � dn

�t
� n ; sur � n+1 :

(1.43)



38 CHAPITRE 1. PH �ENOM �ENES D'INTERACTION FLUIDE-STRUCTURE

{ �Etape 3.2 :
8
>>>>><

>>>>>:

� s
u n+1

s � u n
s

�t
� div

�
� n

s + � n+1
s

2

�
= 0; dans 
̂ s;

dn+1 � dn

�t
=

u n+1
s + u n

s

2
; dans 
̂ s;

� n+1
s � bn = J f;n +1 (� f ( ~u n+1 ; pn+1 ) � � f;n +1 )( r � f;n +1 )� T � bn ; sur �̂ :

(1.44)

L'int�erêt de ce sch�ema est que tous les termes non lin�eaires (convection, non lin�earit�es g�eom�etriques)
sont trait�es �a l'�etape explicite d'advection-di�usion . Seule l'�etape de projection, qui consiste en la
r�esolution d'un probl�eme de type Darcy, est coupl�ee impl icitement avec la structure. Les �etapes 1 et
2 ne sont donc e�ectu�ees qu'une seule fois par pas de temps.

Remarque 16 On a ici �ecrit l'�etape de projection �a l'aide d'une �equat ion de Darcy mais on aurait
aussi pu l'�ecrire comme un probl�eme de Poisson sur la pression. On peut �egalement imaginer des
variantes o�u les �etapes 2 et 3 sont interchang�ees, ou encore o�u d'autres extrapolations de la vitesse de
maillage sont utilis�ees.

Remarque 17 Le r�esidu des e�orts �a l'interface n'est pas nul mais il ne c ontient que les e�orts
visqueux et pas les e�orts en pression. On peut par cons�equent esp�erer le contrôler et qu'il ne produise
pas une �energie d'interface qui conduise �a l'instabilit�e du sch�ema.

Stabilit�e et convergence

Nous allons maintenant �enoncer les r�esultats de stabilit�e et de convergence obtenus dans [5], [26].
On s'est pour ces �etudes restreint au cas o�u les d�eplacements de la structure sont n�egligeables de fa�con
�a supposer que le domaine uide ne varie pas : 
f (t) = 
 f . Les �equations sont donc pos�ees dans la
con�guration de r�ef�erence et on omettra les b pour simpli�er. De plus la structure n'est pas discr�etis�e e
�a l'aide d'un sch�ema de Newmark mais avec un sch�ema saute-mouton :

8
>>>>><

>>>>>:

� s
dn+1 � 2dn + dn� 1

�t 2 � div
�
� n+1

s

�
= 0; dans 
 s;

u n+1
s =

dn+1 � dn

�t
; dans 
 s;

� n+1
s � n = � f ( ~u n+1 ; pn+1 ) � n ; sur � :

(1.45)

D'autre part pour les besoins de l'analyse on suppose que le probl�eme est discr�etis�e par des �el�ements
�nis. On appelle h le pas du maillage uide et H le pas du maillage structure. On va supposer que
les espaces �el�ements �nis des vitesse et pression sont conformes dansH 1(
 f ) et L 2(
 f ) (on supposera
que ces espaces v�eri�ent une condition inf-sup ou LBB, même si cela ne joue aucun rôle dans notre
analyse). De plus l'espace �el�ements �nis de structure estune approximation conforme de l'espaceV s

associ�e �a la forme bilin�eaire de la structure. En revanche on peut avoir une non conformit�e �a l'interface
entre le uide et la structure. Cette non conformit�e peut ve nir de maillages incompatibles ou, même
dans le cas de maillages co•�ncidant, de di��erence entre les op�erateurs uide et structure (on peut
penser �a un uide coupl�e �a une plaque o�u l'on a un op�erate ur d'ordre 4 pour d�ecrire le comportement
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en exion de la plaque). Il est alors n�ecessaire d'introduire un op�erateur � h de raccord �a l'interface
qui peut être un simple op�erateur d'interpolation ou en op�erateur int�egral de type mortier [BMP93],
[BMP94], [BB99], [BBM97]. Les conditions cin�ematiques v�eri��ees par les vitesses uide et structure
ainsi que les fonctions tests qui interviennent dans la formulation variationnelle du probl�eme discr�etis�e
en temps et en espace s'�ecrivent donc (avec des notations �evidentes)

~u n+1
h = � h

 
dn

H � dn� 1
H

�t

!

; sur �

u n+1
h � n = � h

 
dn+1

H � dn
H

�t

!

� n ; sur �

et pour les fonctions tests
vh = � h(bH ); sur � :

Alors on a le r�esultat de stabilit�e suivant

Th�eor�eme 6 On suppose que la restriction de l'op�erateur d'interface� h �a l'espace des traces �el�ements
�nis associ�e �a la structure est L 2-stable. Alors il existe une constanteC > 0, ind�ependante des pa-
ram�etres physiques du probl�eme, telle que

� s � C
�

� f
h

H � + 2
��t

hH �

�
; avec � =

(
0; si 
 s = � ;

1; si 
 s 6= � ;
(1.46)

et les estimations discr�etes d'�energie sont satisfaites

1
�t

h� f

2
ku n+1

h k2
L 2 (
 f ) �

� f

2
ku n

hk2
L 2 (
 f )

i
+

1
�t

2

4 � s

2







dn+1
H � dn

H

�t







2

L 2 (
 f )

�
� s

2







dn
H � dn� 1

H

�t







2

L 2 (
 s )

3

5

+
1

2�t

�
as(dn+1

H ; dn+1
H ) � as(dn

H ; dn
H )

�
+ � k" ( ~u n+1

h )k2
L 2 (
 f ) � 0: (1.47)

Par cons�equent le sch�ema est stable si(1.46) est v�eri��ee.

D'autre part on a �egalement un r�esultat de convergence en vitesse

Th�eor�eme 7 En supposant que les espaces �el�ements �nis consid�er�es ont de bonnes propri�et�es d'ap-
proximation, sous l'hypoth�ese de stabilit�e (1.46) et si la solution exacte du probl�eme coupl�e est r�eguli�ere,
alors les solutions discr�etes convergent vers la solutioncontinue et v�eri�ent les estimations d'erreur

� f

2
ku n+1

h � u (tn+1 )k2
L 2 (
 f ) +

� s

2







dn+1
H � d(tn+1 ) � dn

H � d(tn )
�t







2

L 2(
 s )

+
1
4

as(dn+1
H � d(tn+1 ); dn+1

H � d(tn+1 )) +
NX

n=0

��t k" ( ~u n+1
h � u (tn+1 ))k2

L 2 (
 f )

� C�t + Ch2k + CH 2m + Ch2l ; (1.48)
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o�u k est le degr�e des polynômes de Lagrange associ�es �a la discr�etisation �el�ement �nis du uide et m
d�epend du choix de l'espace d'approximation de l'espace des d�eplacements structure : pourvs r�eguli�ere
m est tel que

inf
v H 2 V s

H

kvs � vH kV s � CH m ;

tandis quel d�epend du choix de l'op�erateur de raccord �a l'interface � h :
{ l � min

�
r � �

2 ; k + 1
�

pour l'op�erateur d'interpolation ;
{ 1

2 � l � k pour l'op�erateur � mortier � .

Ces r�esultats appellent bien sûr quelques commentaires.Tout d'abord en ce qui concerne la stabilit�e.
Elle est obtenue sous une condition su�sante. Cette condition implique que si on consid�ere un uide
d-dimensionnel coupl�e �a une structure d-dimensionnelle (� = 1) alors, lorsque les e�ets de masse
ajout�ee sont forts, la stabilit�e est obtenue en ra�nant le pas de maillage uide par rapport au pas de
maillage structure (d'o�u la n�ecessit�e de consid�erer des maillages incompatibles pour obtenir le r�esultat
th�eorique). En revanche dans le cas o�u l'on consid�ere un mod�ele r�eduit de type plaque ou coque
(� = 0) alors la condition ne fait pas intervenir le pas de maillage structure. Il est alors su�sant de
jouer sur le pas de temps pour obtenir la stabilit�e. On verra �a la section suivante que ces restrictions
n'apparaissent pas et que le sch�ema est stable pour les jeuxde param�etres que l'on a consid�er�es et qui
permettent d'obtenir des simulations physiologiques.

Remarque 18 La condition su�sante provient de la n�ecessit�e de contrô ler le r�esidu des e�orts vis-
queux. Il est �a noter que l'on arrive ici �a le contrôler car on a choisi un sch�ema di�usif pour la
structure. La question est ouverte si on consid�ere un sch�ema de type Newmark. Dans ce cas dans
[ACF08] il est d�emontr�e que le sch�ema est stable mais dansle cas o�u les conditions cin�ematiques �a
l'interface sont impos�ees de mani�ere faible �a l'aide de la m�ethode de Nitsche. Cependant d'un point
de vue pratique l'utilisation d'un sch�ema de Newmark ne pose pas de probl�eme de stabilit�e.

En ce qui concerne le r�esultat de convergence en vitesse, onobtient que l'erreur en temps est
au moins d'ordre

p
�t . Il est connu que le sch�ema de Chorin-Temam non incr�emental a un ordre de

convergence inf�erieur �a �t pour la pression en normeL 1 (0; T; L 2(
 f )) et pour la vitesse en norme
L 1 (0; T; H 1(
 f )) (voir [BC07], [EG04], [GQ98a], [GQ98b], [Ran91] pour plus de d�etails). Ici on l'ob-
tient aussi sur la vitesse du uide en norme L 1 (0; T; L 2(
 f )). Il est possible que cela soit dû �a
notre m�ethode de d�emonstration mais il est �egalement possible que, comme on consid�ere un probl�eme
coupl�e, l'erreur en pression se propage, par l'interm�ediaire de la structure, �a tout le sch�ema. Les si-
mulations num�eriques tenteront de r�epondre �a cette question. Le r�esultat de convergence appelle �a
un deuxi�eme commentaire concernant le raccord incompatible �a l'interface. L'estimation d'erreur est
optimale dans tous les cas quand on consid�ere un raccord int�egrale type � mortier � . Ce r�esultat rejoint
celui de [LTM00]. En revanche, l'optimalit�e pour le cas o�u le raccord utilise l'op�erateur d'interpola-
tion �el�ements �nis associ�e au uide d�epend de la structu re consid�er�ee et du degr�e des polynômes de
Lagrange associ�es au uide, comme l'illustre le tableau suivant :
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structure d-dimensionnelle structure (d � 1)-dimensionnelle structure (d � 1)-dimensionnelle
� h op�erateur du 2nd ordre op�erateur du 2nd ordre. op�erateur du 4e ordre.

r = 1 ; � = 1 r = 1 ; � = 0 r = 2 ; � = 0

Interpolation non optimal k = 1 optimal k � 2 optimal

Mortier optimal 8k optimal 8k optimal 8k

Tab. 1.1 { Optimalit�e de l'erreur en espace en fonction de l'op�erateur d'interpolation

Pour une discussion sur les raccords incompatibles en uide-structure on pourra �egalement se
reporter �a [FLLT98].

R�esultats num�eriques

Les r�esultats num�eriques illustrent les capacit�es et performances de ce sch�ema en terme de temps de
calcul et de stabilit�e en particulier en cas de forts e�ets de masse ajout�ee. Il est �a noter que le sch�ema
de Newmark est utilis�e pour la structure et que dans tous lescas tests consid�er�es les maillages uide
et structure sont compatibles sans que l'on ait pu observer d'instabilit�es pour les jeux de param�etres
consid�er�es. Dans tous les calculs pr�esent�es ici l'�etape de projection est r�esolue grâce �a un probl�eme de
Poisson en pression et non un probl�eme mixte de type Darcy.

Tout d'abord nous avons compar�e sur un cas bidimensionnel o�u la structure �elastique occupe une
partie de la fronti�ere du domaine uide et v�eri�e des �equa tions de membrane le r�esidu de la puissance
�a l'interface pour un sch�ema explicite, implicite et semi-implicite.
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Fig. 1.1 { Figure de gauche : puissance r�esiduelle �a l'interface en fonction du temps pour� s = 30. Les
e�ets de masse ajout�ee sont trop faibles, les trois sch�emas sont stables. Figure de droite : puissance �a
l'interface en fonction du temps pour � s = 20. Le sch�ema explicite est instable dans ce cas, tandis que
les deux autres restent stables.

Le deuxi�eme cas test concerne un probl�eme tridimensionnel o�u la structure est mod�elis�ee par une
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�equation de coque non lin�eaire. Il s'agit du benchmark propos�e dans [FGNQ01] (pour les param�etres
utilis�es on renvoie �a [5]. Le uide est discr�etis�e par de s �el�ements Q1=Q1 et la structure par des �el�ements
de coque MITC4 [CB03]. L'�etape implicite du sch�ema est r�e solue �a l'aide de l'algorithme de Newton.

Fig. 1.2 { Propagation de l'onde de pression dans le cylindre,t = 0 :0018; 0:0058 and 0:0098s.

Les r�esultats sont en accord avec ceux de [FGNQ01], [GV03],[FM05].
Les gains en temps de calculs sont illustr�es par le tableau suivant. On constate que le fait de traiter

toutes les non lin�earit�es du probl�eme uide lors d'une �e tape explicite diminue consid�erablement le coût
de r�esolution du probl�eme coupl�e.

COUPLAGE ALGORITHME
CPU

FLUIDE
CPU

STRUCTURE
CPU

TOTAL
CPU TOTAL

(sans dimension)
FP-Aitken 9449.43 2396.82 11846.25 24.86

Implicite quasi-Newton 2399.68 485.01 2884.69 6.05
Newton 2092.13 181.39 2273.52 4.77

Semi-Implicite Newton 284.20 192.26 476.46 1

Tab. 1.2 { Temps CPU (en secondes et sans dimension) : cylindre droit, 50 pas de temps,�t = 0 :0002s.

Concernant l'ordre de convergence de la m�ethode nous avons, en collaboration avec M. Astorino,
exhib�e une solution exacte d'un probl�eme coupl�e bidimensionnel uide-�elasticit�e lin�earis�ee et nous
avons �etudi�e l'erreur de convergence en temps des sch�emas implicite , semi-implicite avec �etape de
projection non incr�ementale et incr�ementale. Les tests ont �et�e faits en utilisant Freefem++ [HPLHO].

On constate une r�eduction de l'ordre de convergence (< �t ) pour le sch�ema semi-implicite non
incr�emental pour la pression et la vitesse de la structure.Nous ne sommes pas arriv�es �a mettre en
�evidence de r�eduction sur la vitesse du uide. De plus la version incr�emental du sch�ema semi-implicite
se comporte de la même fa�con que le sch�ema implicite.
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Fig. 1.3 { En rouge : sch�ema semi-implicite, en vert semi-implicite incr�emental, en bleu implicite

La compr�ehension de ce sch�ema n'est bien sûr pas encore compl�ete : l'ordre de convergence en
temps est-il optimal ? Les conditions su�santes sont-ellesn�ecessaires ? Peut-on montrer que le sch�ema
est stable avec le sch�ema de Newmark ? Comment se comporte laversion incr�ementale ? Quel est,
dans ce cas, le rapport gain en pr�ecision/temps de calcul ? Comment adapter cet algorithme quand
il est bas�e sur la r�esolution des �equations de Poisson en pression au cas des structures, type coques,
immerg�ees ?

Les ph�enom�enes d'interaction uide-structure demandent, de par leur complexit�e (non lin�earit�es,
couplage), l'�elaboration de m�ethodes num�eriques adapt�ees et performantes. Ces m�ethodes doivent
int�egrer au mieux les sp�eci�cit�es du uide et de la struct ure qui ont des propri�et�es physiques tr�es
di��erentes. De plus les applications plus r�ecentes, comme celles au monde de la sant�e, peuvent, �a
cause de leurs particularit�es m�ecaniques, physiques demander de nouveaux d�eveloppements.

1.3.3 Conclusion

D'un point de vue num�erique, les ph�enom�enes d'interacti on uide-structure posent donc un grand
nombre de questions de part la nature di��erentes des ph�enom�emes et la pr�esence de nombreuses non
lin�earit�es. De plus, les strat�egies qui allient coût de calcul et stabilit�e d�ependent tr�es fortement de
l'application consid�er�ee : un sch�ema performant et stab le dans le cadre de l'a�ero�elasticit�e peut s'av�erer
instable si l'on consid�ere l'�ecoulement du sang dans les art�eres.
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Chapitre 2

Mod�elisation de l'appareil respiratoire
humain

Les ph�enom�enes d'interaction uide-structure sont des ph�enom�enes tr�es pr�esents dans les �ecoulements
physiologiques. L'application �a la mod�elisation de l'ap pareil respiratoire est donc un prolongement na-
turel, mettant �a pro�t les comp�etences acquises, de l'�et ude des ph�enom�enes coupl�es uide-structure.

La respiration implique le transport de l'air dans les voiesa�eriennes allant de la bouche aux alv�eoles
pulmonaires, dont le nombre est d'environ 300 millions. Cesalv�eoles, lieu de la di�usion de l'oxyg�ene et
du gaz carbonique, sont entour�ees d'un mat�eriau visco�elastique, le parenchyme, constitu�e entre autre
de vaisseaux sanguins et de �bres de collag�ene. Le d�eplacement de l'air est dû au d�eplacement du
diaphragme et des côtes qui entrâ�nent le parenchyme pulmonaire. L'air inhal�e peut contenir des im-
puret�es qu'il faut �ltrer avant qu'elles n'atteignent les alv�eoles. En revanche, les a�erosols th�erapeutiques
doivent atteindre les zones que l'on souhaite traiter. Le poumon peut �egalement ne plus remplir sa fonc-
tion correctement : inhalations accidentelles de corps �etrangers, asthme, emphys�eme, �brose, cancer
peuvent être �a l'origine de ces dysfonctionnements.

Le d�eveloppement de mod�eles math�ematiques et num�eriques peut alors être un moyen d'aider
�a la compr�ehension de ces ph�enom�enes, d'aider au diagnostic ou encore d'optimiser les protocoles
th�erapeutiques. La motivation de ces travaux est donc l'obtention d'une hi�erarchie de mod�eles facile-
ment param�etrisables permettant de d�ecrire certains ph�enom�enes physiques, m�ecaniques et biologiques
li�es �a la respiration humaine tels

{ l'�ecoulement de l'air dans les voies a�eriennes ;

{ les propri�et�es m�ecaniques du tissu pulmonaire ;

{ les d�epôts de particules dans les bronches ;

et d'aider �a la compr�ehension de certaines pathologies ou�a l'am�elioration de dispositifs m�edicaux tels
que les a�erosols th�erapeutiques.

45
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2.1 �Ecoulement de l'air dans les voies a�eriennes { Ref : [20], [28], [29]

L'arbre bronchique peut être sch�ematiquement divis�e en trois parties :
{ les voies a�eriennes sup�erieures (jusqu'�a la septi�emeg�en�eration), dans lesquelles on peut supposer

que l'air est newtonien visqueux incompressible et donc queles �equations de Navier-Stokes sont
satisfaites. L'hypoth�ese d'incompressibilit�e est vali de car le nombre de Mach est tr�es inf�erieur �a
0; 3, même en respiration forc�ee ;

{ les bronches segmentaires et bronchioles (de la huiti�emeg�en�eration �a la dix-septi�eme g�en�eration)
dans lesquelles on peut supposer l'�ecoulement laminaire ;

{ les acinis et sacs alv�eolaires (de la dix-septi�eme g�en�eration �a la vingt-troisi�eme g�en�eration)
entour�es du parenchyme qui sont le lieu de la di�usion des gaz dans le sang.

Fig. 2.1 { D�ecomposition de l'arbre en 3 parties.

Ainsi dans la partie sup�erieure de l'arbre l'�ecoulement de l'air peut être d�ecrit par les �equations de
Navier-Stokes tridimensionnelles, mais on peut di�cilement envisager de mener une simulation directe
de ces �equations (ou encore du syst�eme coupl�e air-particules) sur l'arbre complet : d'une part �a cause
des coûts de calcul, d'autre part �a cause des limites de l'imagerie m�edicale classique qui ne permet
de segmenter l'arbre bronchique au del�a de la dixi�eme g�en�eration. Il s'agit donc de d�eterminer des
conditions aux limites permettant de prendre en compte la partie non simul�ee ou encore d'obtenir
des mod�eles r�eduits que l'on couplera ensuite au reste de l'arbre. Une premi�ere solution est de caler
des pressions en sortie de l'arbre (typiquement 27 sorties si on consid�ere un arbre �a 7 g�en�erations).
Malheureusement de telles mesures exp�erimentales ne sontpas disponibles. Une deuxi�eme solution est
de d�eriver des mod�eles r�eduits permettant de d�ecrire la partie distale de l'arbre de mani�ere simpli��ee
et facilement param�etrable.

Une premi�ere �etape de mod�elisation, d'analyse math�ematique et de d�eveloppement num�erique a
d�ej�a �et�e e�ectu�ee dans [19], [20], [21], [28]. Cela con stituait le sujet de la th�ese d'A. Soualah (voir [SA07],
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[19], [20]) et se poursuit actuellement par le post-doc INRIA de D. Yakoubi, �nanc�e par l'ANR M3RS.
Ensuite, il s'agit d'exploiter ces mod�eles, en collaboration avec des pneumologues, biom�ecaniciens. Cela
fait l'objet de deux collaborations : l'une avec le service de pneumologie de l'hôpital de la Salp�etri�ere
(T. Similowski, C. Straus) et B. Maury et S. Martin (universi t�e d'Orsay), l'autre avec les chirurgiens
ORL de l'hôpital Paris sud et le laboratoire d'a�ero�elast icit�e du CNAM (F. Chaumeton).

2.1.1 Mod�elisation

Soit 
 un ouvert de Rd avecd = 2 ; 3, repr�esentant les premi�eres g�en�erations de l'arbre bronchique.
On suppose que, dans cette partie proximale, l'air est newtonien visqueux incompressible et satisfait
aux �equations de Navier-Stokes. Dans les arbres distaux, on fait l'hypoth�ese que la loi de Poiseuille
est v�eri��ee dans chacune des branches. Ainsi l'�ecoulement dans le ie sous-arbre est caract�eris�e par une
r�esistance �equivalente Ri . Cette r�esistance peut être calcul�ee par analogie avec un r�eseau �electrique :
l'intensit�e du courant correspond au d�ebit dans les branches et la di��erence de potentiel au saut
de pression [BT06], [Olu99]. Deux branches successives sont en s�erie et les branches d'une même
g�en�eration sont en parall�ele. La r�esistance �equivale nte d�epend donc de la viscosit�e du uide et des
caract�eristiques g�eom�etriques des branches. On suppose ensuite que l'arbre bronchique d�ebouche dans
une bô�te dont un des bords de surfaceS, mobile dans une seule direction, est reli�e �a un ressort de
raideur k. Ce bord mobile mod�elise le comportement du diaphragme, moteur de la respiration. Ainsi,
le mod�ele coupl�e peut être sch�ematiquement d�ecrit par la �gure suivante :

� 0 


� l

� i

R i

Pa

k

m

Fig. 2.2 { Mod�ele multi�echelles.

Dans le domaine 
 la vitesse u et la pressionp du uide v�eri�ent les �equations de Navier-Stokes
avec une condition de Dirichlet homog�ene sur la paroi lat�erale � l et des conditions de Neumann sur
les sorties � i . Les pressionspi aux sorties arti�cielles � i ; i 6= 0 ; sont inconnues et li�ees �a la pression

alv�eolaire Pa par la loi de Poiseuillepi � Pa = Ri

Z

� i

u � n o�u
Z

� i

u � n est le d�ebit du uide �a la sortie
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� i . Les conditions aux bords s'�ecrivent donc

�
@u
@n

� pn = � Pan �
�

Ri

Z

� i

u � n
�

n ; sur � i : (2.1)

Ces conditions sont des conditions� dissipatives � qui correspondent �a un couplage 3D-0D . Elles
repr�esentent le mod�ele r�eeduit le plus simple appel�e lumped model. Elles sont utilis�ees �egalement pour la
mod�elisation des �ecoulements sanguins (voir par exemple[VCFJT06], [VV05], [QV03], [QRV01]). Dans
le cas des �ecoulements sanguins des mod�eles r�eduits hyperboliques sont �egalement utilis�es [FGNQ01],
[FMN07], correspondant au ph�enom�ene de propagation d'une onde de pression. Cependant dans le
cas de la ventilation il ne semble pas que de tels ph�enom�enes de propagation d'ondes de pression
apparaissent et l'hypoth�ese selon laquelle le uide v�eri�e la loi Poiseuille dans la partie distale semble
justi��ee. La pression Pa ainsi que qu'une force ext�erieuref ext , qui repr�esente la force d�evelopp�ee par le
diaphragme, agissent sur le piston, dont la position est not�ee x. En�n on suppose que le tissu �elastique
qui remplit la bô�te est incompressible, ce qui se traduit par la relation

S _x =
NX

i =1

Z

� i

u � n = �
Z

� 0

u � n ; (2.2)

o�u S repr�esente la surface de la bô�te.

Remarque 19 Dans l'�egalit�e pr�ec�edente on a utilis�e l'incompressi bilit�e du uide et le fait que la
vitesse est nulle sur la paroi lat�erale consid�er�ee comme�xe. Si on avait tenu compte du mouvement
de la paroi alors la vitesse de celle-ci serait apparue dans (2.2).

Les �equations globales du syst�eme s'�ecrivent donc :

8
>>>>>>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>>>>>>:

� f
@u
@t

+ � (u � r )u � � � u + r p = 0; dans (0; T) � 
 ;

r � u = 0 ; dans (0; T) � 
 ;
u = 0 ; sur (0; T) � � l ;

� r u � n � pn = � P0n sur (0; T) � � 0;

� r u � n � pn = � Pan � Ri

� Z

� i

u � n
�

n ; sur (0; T) � � i ;

i = 1 ; : : : ; N;
m•x + kx = f ext + SPa;

S _x =
NX

i =1

Z

� i

u � n = �
Z

� 0

u � n

(2.3)

Ce probl�eme admet comme formulation variationnelle, en supposant quev est une fonction test �a
divergence nulle, la formulation suivante

8
>>>>>>><

>>>>>>>:

Z



� f @t u � v +

Z



� f (u � r )u � v + �

Z



r u : r v +

NX

i =1

Ri

� Z

� i

u � n
� � Z

� i

v � n
�

+
m
S2

� Z

� 0

@t u � n
� � Z

� 0

v � n
�

+
k
S2

� Z t

0

Z

� 0

u � n
� � Z

� 0

v � n
�

= � P0

Z

� 0

v � n �
f ext

S

Z

� 0

v � n +
k
S

x0

� Z

� 0

v � n
�

; 8v:

(2.4)
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Tout a �et�e �ecrit en fonction de la vitesse du uide en utili sant l'incompressibilit�e globale du syst�eme
(2.2). Il est �a noter que la forme bilin�eaire

a(u ; v) = �
Z



r u : r v +

NX

i =1

Ri

� Z

� i

u � n
� � Z

� i

v � n
�

(2.5)

associ�ee au syst�eme n'est pas la forme bilin�eaire standard associ�ee au probl�eme de Stokes. Elle contient
des termes suppl�ementaires associ�es �a la dissipation venant des sous-arbres et faisant intervenir le
produit des ux sur les sorties arti�cielles � i ; i 6= 0. Cette particularit�e n�ecessite l'�elaboration de
strat�egies num�eriques adapt�ees.

En prenant u comme fonction test et en rappelant queS _x = �
Z

� 0u � n , on obtient formellement

l'�egalit�e d'�energie suivante :

d
dt

�
� f

2

Z



ju j2 +

m
2

j _xj2 +
k
2

jxj2
�

| {z }
�Energie totale

+ �
Z



jr u j2

| {z }
Dissipation dans 


+
NX

i =1

Ri

� Z

� i

u � n
� 2

| {z }
Dissipation dans les sous-arbres

= �
NX

i =0

Z

� i

� f

2
ju j2(u � n )

| {z }
Flux d'�energie cin�etique

+ P0S _x| {z }
Puissance �a l'entr�ee

+ f ext _x
| {z }

Puissance des forces ext�erieures

:

(2.6)
Le signe du terme cubique enu repr�esentant le ux d'�energie cin�etique aux fronti�ere s est ind�etermin�e.
Cela peut poser un probl�eme aussi bien d'un point de vue math�ematique pour l'obtention d'estimations
a priori que d'un point de vue num�erique pour la stabilit�e des sch�emas [VC06].

2.1.2 Existence de solutions

Si l'on se pose la question de l'existence de solutions pour ce probl�eme coupl�e une des premi�eres
di�cult�es est l'obtention d'estimations d'�energie et do nc le contrôle des termes de ux d'�energie
cin�etique. On a
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�
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Z
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2
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� f (u � r )uu
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� � C

8
<

:

kukL 2 (
) kr uk2
L 2 (
) si d = 2 ;

kuk
1
2
L 2 (
) kr uk

5
2
L 2 (
) si d = 3 :

Par cons�equent une estimation d'�energie pour le syst�emecoupl�e, avec une borne deu dansL 1 (0; T; L 2(
)) \
L 2(0; T; H 1

0;� l
(
)), peut être obtenue uniquement dans le cas d = 2, pour des donn�ees petites et un

temps petit. Il est donc n�ecessaire soit de chercher d'autres estimations soit de modi�er le probl�eme
a�n d'obtenir des estimations d'�energie. Une premi�ere possibilit�e est de consid�erer la pression totale
p +

� f

2
ju j2 �a la place de la pressionp dans les contraintes uides (voir [21]) ou d'ajouter un terme du

type
� f

2
u(u � n ) aux contraintes normales uides. On peut alors obtenir l'existence de solutions faibles

avec u 2 L 1 (0; T; L 2(
)) \ L 2(0; T; H 1
0;� l

(
)). Une deuxi�eme possibilit�e (voir [20]) est de contrai ndre
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les vitesses du uide �a être proportionnelles �a un pro�l d onn�e :

u(t; x ) = � i (t)U i (x ) sur � i ;

o�u U i est donn�e et � i est une inconnue du probl�eme.
Dans ce cas les conditions aux limites en contraintes s'�ecrivent

Z

� i

(�
@u
@n

� pn ) � U i = � Pa

Z

� i

U i � n � Ri � i

� Z

� i

U i � n
� 2

:

Sous ces conditions �
�
�
�
�
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i =0

Z

� i

� f

2
ju j2(u � n )

�
�
�
�
�

=
NX

i =0

 i � 3
i ;

avec  i constantes d�ependant des donn�ees. Ainsi le terme de convection s'�ecrit �a l'aide d'un nombre
�ni de degr�es de libert�e. Or chacun des coe�cients � i peut être contrôl�e par la norme L 2 de la vitesse
u . En e�et, en supposant queU i � n 6= 0 et en tenant compte de l'incompressibilit�e du uide

j� i j =
kuk

(H
1
2

00 (� i )) 0

kU i k
(H

1
2

00 (� i )) 0

� Ci kukL 2 (
) ;

o�u H
1
2
00(� i ) est l'espace des traces de fonctions deH 1(
) nulles sur @
 n � i . Cette estimation permet

donc de contrôler le terme convection parkuk3
L 2 (
) et entrâ�ne donc l'obtention d'estimations a priori

au moins en temps petit. L'existence de solutions faibles peut alors être d�emontr�ee par la m�ethode de
Galerkin. La compacit�e forte des vitesses, n�ecessaire pour passer �a la limite dans le syst�eme approch�e,
est obtenue de mani�ere classique [GR86] grâce �a des estimations suppl�ementaires sur des d�eriv�ees
fractionnaires en temps deu et par application du lemme d'Aubin. L'existence pour tous temps est,
quant �a elle, obtenue pour des donn�ees (forces et conditions initiales) su�samment petites.

Remarque 20 Il est �a noter que num�eriquement un telle contrainte stabilise �egalement le syst�eme
[KFH + 09].

Maintenant, si l'on consid�ere le cas g�en�eral non contraint, alors on d�emontre dans [28] l'existence de
solutions plus r�eguli�eres. La d�emarche est la même que dans [HRT96] ou [QV03]. Le premier r�esultat
concerne le syst�eme de Navier-Stokes avec des conditions aux limites de type ux moyen prescrit ou
pression moyenne prescrite. Le deuxi�eme article s'int�eresse �a des mod�eles d�ecrivant l'�ecoulement du
sang. En particulier il y est d�emontr�e l'existence d'une solution en temps petit avec une condition
de petitesse sur certaines donn�ees, analogues aux r�esistances de notre mod�ele, hypoth�ese dont on
s'a�ranchit ici.

Le cadre fonctionnel dans lequel on se place est le suivant :

V = f v 2 H 1(
) d; r � v = 0 ; v = 0 sur � l g:

H = V
L 2

;
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Sur H on ne va pas mettre le produit scalaire usuel deL 2(
) mais un produit scalaire prenant en
compte la partie inertielle venant du ressort. Soit (�; �)H le produit scalaire H � H d�e�ni par

(v ; w )H = �
Z



v � w +

m
S2

� Z

� 0

v � n
� � Z

� 0

w � n
�

; (2.7)

Remarque 21 Le ux
Z

� 0

v � n d'une fonction v dans H n'est en fait pas d�e�ni. Cependant on peut

en donner une d�e�nition rigoureuse par dualit�e H � 1
2 � H

1
2 , d�e�nition correspondant au ux dans le

cas de fonctions r�eguli�eres.

De plus, on introduit un op�erateur A adapt�e au probl�eme dont les modes propres constituerons la
base de Galerkin utilis�ee pour d�e�nir le probl�eme approc h�e.

D (A) = f v 2 V; ja(v; w )j � CkvkH ; 8w 2 V g;

(Av; w )H = a(v ; w ); 8(v; w ) 2 D(A) � V:
(2.8)

Cet op�erateur est un op�erateur de type Stokes avec des conditions aux limites mixtes Dirichlet-
conditions dissipatives d�e�nies par (2.1). Il est autoadjoint, inversible de D(A) dans H et d'inverse
compact.

On dira alors queu est une solution de (2.3) si

8
<

:

u 2 L 2(0; T; D (A)) \ L 1 (0; T; V ) \ H 1(0; T; H );
d
dt

(u ; v)H + a(u ; v) + b(u ; u ; v ) + a2

� Z t

0
u ; v

�
= l(v) 8 v 2 V;

(2.9)

avec

b(u ; v; w ) = �
Z



(u � r )v � w ;

la forme trilin�eaire,

c(v; w ) =
k
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� Z
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;

associ�ee �a l'�energie m�ecanique du ressort et

l (v ) = � P0
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� 0

v � n �
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Z
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k
S2 Sx0

� Z

� 0

v � n
�

:

La d�emonstration de l'existence de solutions est bas�ee sur des estimations obtenues en prenant
successivementAu et @t u comme fonctions tests. Il est �a noter queAu est une fonction test admissible
et elle est, en particulier, �a divergence nulle grâce au choix de A.

La premi�ere estimation (en prenant v = Au), valable en temps petit, repose sur des propri�et�es de
r�egularit�e de la solution de Aw = f avec f 2 H . En e�et, on estime le terme de convection de la
fa�con suivante

jb(u ; u ; v )j � k ukL 1 (
) kr ukL 2 (
) kAukL 2 (
) :
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De plus, commeu 2 H 3=2+ " (
) � L 1 (
) si Au 2 H alors, par interpolation hilbertienne, il existe
� 2 (0; 1) tel que

kukL 1 (
) � Ckr uk�
L 2 (
) kAuk1� �

L 2 (
) :

Par cons�equent
jb(u ; u ; v )j � Ckr uk1+ �

L 2 (
) kAuk2� �
L 2 (
) ;

ce qui permet d'obtenir des estimations en temps petit deu dans L 2(0; T; D (A)) \ L 1 (0; T; V ).

Remarque 22 L'�etude des propri�et�es de r�egularit�e des solutions de Aw = f se ram�ene �a l'�etude de
la r�egularit�e des solutions d'un probl�eme de Stokes avecconditions mixtes Dirichlet-Neumann. Dans
le cas o�u les � i et la fronti�ere lat�erale � l sont r�eguli�eres et se rencontrent �a angle droit on montre que
w 2 H 3=2+ " (
) ([OS95], [MR07]). Dans [HRT96] ou [QV03] une r�egularit�e H 2 de w �etait suppos�ee
qui ne semble pas être v�eri��ee. Cependant cela ne remet nullement en cause les r�esultats d�emontr�es
dans ces articles qui peuvent être obtenus grâce �a la r�egularit�e H 3=2+ " (
) et en adaptant la d�emarche
suivie dans [28].

On montre par ailleurs l'unicit�e de la solution en raisonnant par l'absurde et en consid�erant la di��erence
de deux solutions comme fonction test. L'existence globaleen temps est, quant �a elle, d�emontr�ee dans
le cas o�u les conditions initiales et les forces appliqu�ees sont su�samment petites et si k = 0. Cette
restriction vient du fait que, pour l'instant, nous n'avons aucune estimation de l'allongement du ressort.

2.1.3 Discr�etisation du syst�eme

Comme nous l'avons fait remarquer pr�ec�edemment, �a causedes conditions aux limites non standard
sur les fronti�eres arti�cielles, la forme bilin�eaire (2. 5) associ�ee au probl�eme fait intervenir le ux des
vitesses sur les �i . Ainsi, si l'on cherche �a discr�etiser le probl�eme contin u �a l'aide de la m�ethode des
�el�ements �nis, ces termes couplent tous les degr�es de libert�e des interfaces � i . On peut pour les traiter
envisager plusieurs strat�egies :

{ e�ectuer un traitement explicite. Cette solution permet d 'utiliser les fonctionnalit�es de n'im-
porte quel code r�esolvant les �equations de Navier-Stokes. Cependant dans notre cas particulier
cela implique que l'on ne r�esout pas les �equations du ressort et pose des probl�emes de stabilit�e
num�erique importants. De fa�con g�en�erale, traiter le te rme de ux explicitement dans les condi-
tions aux limites (2.1) pose des probl�emes de stabilit�e des sch�emas quand les r�esistances sont
grandes. D'autre part, si l'on n'int�egre pas les termes r�esistifs dans la forme bilin�eaire du syst�eme
l'existence de solutions peut être obtenue mais sous une condition de petitesse desRi , illustrant
la possibilit�e d'instabilit�es num�eriques dans le cas de traitement explicite.

{ e�ectuer un traitement implicite (voir [28]). Cela impliq ue de modi�er la matrice de rigidit�e du
probl�eme (ou uniquement le produit matrice-vecteur si la r�esolution du syst�eme lin�eaire est bas�ee
sur un algorithme it�eratif type GMRES). Cette matrice n'a a lors pas une structure �el�ements �nis
usuelle et prend en compte la dissipation venant des sous-arbres. Se pose alors la question du
conditionnement et de la construction de pr�econditionneurs adapt�es.

{ �elaborer de nouvelles m�ethodes num�eriques qui permettent de r�esoudre le probl�eme en ne
r�esolvant que des probl�emes standards. C'est ce type de m�ethode qui a �et�e d�evelopp�e dans
[29] en collaboration avec A. Devys, B. Grec, B. Maury et D. Yakoubi.
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Dans [28], c'est la deuxi�eme strat�egie qui a �et�e utilis� ee. Nous avons modi��e la d�e�nition du produit

matrice-vecteur �el�ements �nis pour faire intervenir l'a nalogue discret du terme
NX

i =0

� Z

� i

u � n
� � Z

� i

v � n
�

.

La r�esolution des �equations de Navier-Stokes s'e�ectue par la r�esolution d'un probl�eme mixte stabilis�e
en vitesse-pression, les termes de convection �etant trait�es de mani�ere semi-implicite. Le pr�econditionneur
utilis�e est celui associ�e �a la matrice non modi��ee et cel a peut poser des probl�emes quand le nombre
de sorties est grand ou quand les valeurs des r�esistances modi�ent beaucoup le conditionnement de la
matrice.

Dans [29], le but �etait de pouvoir utiliser n'importe quel s olveur �el�ements �nis sans avoir �a red�e�nir
de produit matrice-vecteur. Nous allons expliciter l'algorithme sur un probl�eme mod�ele de Stokes avec
conditions aux limites dissipatives (2.1). En e�et, hormis le terme convectif, apr�es discr�etisation en
temps notre syst�eme de Navier-Stokes coupl�e au ressort seram�ene �a un syst�eme du type :

8
>>>>>>>><

>>>>>>>>:

� f
u n

�t
� � � u n + r pn = �

u n� 1

�t
; in 
 ;

r � u n = 0 ; dans 
 ;
u n = 0 ; on � l ;

� r un � n � pnn = � P0n

� r un � n � pnn = Pi n � Ri

� Z

� i

u n � n
�

n ; sur � i i = 1 ; : : : ; N:

(2.10)

Pour calculer u n nous allons utiliser un principe de superposition :

8
>>>><

>>>>:

u n = ~u n +
NX

i =0

� n
i u i

et pn = ~pn +
NX

i =0

� n
i pi ;

(2.11)

o�u ( u i )N
i =0 et (pi )N

i =0 ne d�ependent pas du temps et~un+1 and ~pn+1 sont des corrections calcul�ees �a
chaque it�eration :

� pour tout i = 0 ; : : : N , (u i ; pi ) est calcul�ee �a l'�etape de pr�ecalculs
8
>>>>><

>>>>>:

� f
u i

�t
� � � u i + r pi = 0; dans 
 ;

r � u i = 0 ; dans 
 ;
u i = 0; sur � l ;

� r u i � n � pi n = 0; sur � j ; for j 6= i;
� r u i � n � pi n = � n ; sur � i i = 0 ; : : : ; N:

(2.12)

� Ensuite �a chaque it�eration le calcul de ~un et ~pn prend en compte l'avancement en temps :
8
>>>><

>>>>:

� f
~un

�t
� � � ~u n + r ~pn = �

u n� 1

�t
; dans 
 ;

r � ~un = 0; dans 
 ;
~un = 0 ; sur � l ;

� r ~un � n � ~pnn = 0; sur � i i = 0 ; : : : ; N:

(2.13)
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� En�n les coe�cients � n
i sont choisis de fa�con �a satisfaire aux conditions aux limites (2.1) sur

les sorties � i . Les � n
i sont ainsi solutions d'un syst�eme lin�eaire N � N faisant intervenir les

r�esistances Ri et les ux des di��erentes vitesses pr�e-calcul�ees. Cette matrice ne d�epend que des
pr�ecalculs et peut donc être assembl�ee une seule fois. Enrevanche, le second membre de ce
syst�eme prend en compte les pressions ext�erieures appliqu�ees et l'avancement en temps de la
solution.

Remarque 23 Un tel algorithme ne n�ecessite donc pas de modi�er le code enprofondeur et nous
l'avons test�e sur Freefem++ (voir [HPLHO]). Cependant pou r l'adapter aux �equations de Navier-
Stokes il est n�ecessaire de traiter le terme convectif soitexplicitement, soit �a l'aide de la m�ethode des
caract�eristiques et ce a�n de pr�eserver le principe de superposition. C'est cette deuxi�eme solution que
nous avons retenue.

Nous sommes actuellement en train de tester, pour ce sch�ema, di��erents algorithmes de discr�etisation
des �equations de Stokes (bas�e sur une formulation mixte stabilis�ee, sur des sch�emas de projection type
Chorin-Temam dans leur version non incr�ementale et incr�ementale...) a�n diminuer les temps de cal-
cul. D'autre part une �etude comparative entre la premi�ere approche utilis�ee dans [28] et cette approche
est n�ecessaire. En particulier pour comprendre si cet algorithme est plus performant que le premier
quand la matrice associ�ee �a la forme bilin�eaire (2.5) est mal conditionn�ee.

2.1.4 Simulations

Nous allons maintenant pr�esenter quelques simulations num�eriques d�emontrant que le mod�ele
permet d'obtenir des �ecoulements instationnaires tridimensionnels en g�eom�etrie r�eelle dont le seul
moteur est la force ext�erieure exerc�ee sur le ressort que l'on choisit en cr�eneau en temps (qui mod�elise
la force musculaire appliqu�ee par le diaphragme). La g�eom�etrie utilis�ee est la même que celle employ�ee
dans [dRMiF+ 06], [FMP+ 05]. De plus, les simulations illustrent la capacit�e de ce mod�ele, en jouant sur
les param�etres, �a reproduire certains e�ets de pathologies comme une crise d'asthme (augmentation
des r�esistancesRi des sous-arbres distaux) ou un emphys�eme (diminution de laraideur k). Pour les
valeurs des coe�cients utilis�es et physiologiquement pertinents on renvoi �a [28]. On a en particulier
estim�e les valeurs des r�esistances �a l'aide des donn�eesanatomiques de [Wei63].



2.1. �ECOULEMENT DE L'AIR DANS LES VOIES A �ERIENNES { REF : [20], [28], [29] 55

Fig. 2.3 { Champs de pression au pic d'expiration dans un cas normal (�a gauche) et obstru�e (�a droite).
Seules les sorties pour lesquelles la r�esistanceRi a �et�e augment�ee sont entour�ees.

On constate une di��erence quantitative de la pression moyenne dans la trach�ee, et ce uniquement
en ayant augment�e quatre r�esistances sur 68.

Nous avons d'autre part regard�e les isovaleurs du module dela vitesse dans deux plans de coupe
apr�es la premi�ere bifurcation :

Fig. 2.4 { G�eom�etrie reconstruite. Plans de coupe apr�es la premi�ere bifurcation.
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Fig. 2.5 { Isovaleurs de la vitesse dans le plan de coupe droite, aumaximum de l'inspiration ( t = 0 :4s,
�a gauche), �a la transition ( t = 1 :6s, au milieu), au maximum de l'expiration ( t = 1 :9s, �a droite)

Fig. 2.6 { Isovaleurs de la vitesse dans le plan de coupe gauche, aumaximum de l'inspiration ( t = 0 :4s,
�a gauche), �a la transition ( t = 1 :6s, au milieu), au maximum de l'expiration ( t = 1 :9s, �a droite)

On constate la pr�esence de la forme enM caract�eristique de la transition (voir par exemple
[dRVF + 07] o�u des exp�eriences sur mod�ele plastin�e et des simulations num�eriques ont �et�e r�ealis�ees
sur la même g�eom�etrie).

Remarque 24 On peut souligner que la plupart des �etudes sur l'�ecoulement de l'air dans l'arbre bron-
chique consid�erent que l'�ecoulement est laminaire [CFD+ 06], [DBVD + 08], [FMP+ 05]. Bien que nos si-
mulations ne permettent pas capturer les �eventuels e�ets turbulents de l'�ecoulement (ce qui n�ecessiterait
un maillage beaucoup plus �n et un solveur parall�ele) le mod�ele propos�e pourrait quand même être uti-
lis�e dans le cadre de simulations directes (type DNS). La question de savoir si l'�ecoulement est turbulent
est abord�ee dans [LTMH07] o�u un �ecoulement stationnaire est consid�er�e avec des conditions aux li-
mites type sortie libre. La pr�esence de turbulence d�ependalors fortement de la g�eom�etrie. Cependant
dans un cadre oscillatoire il n'est pas clair que les instabilit�es aient le temps de se d�evelopper.

Remarque 25 Il est clair que le mod�ele doit être exploit�e d'un point de vue physiologique et m�ecanique.
De plus, certaines hypoth�eses faites comme la rigidit�e des paroies peuvent avoir une inuence non
n�egligeables sur l'�ecoulement. On renvoie �a [WR08] pour une �etude de l'inuence du mouvement des
paroies et de la prise en compte de l'interaction uide-structure.

D'autre part, nous avons reproduit des exp�eriences d'expiration forc�ee (avec un mod�ele de res-
sort non lin�eaire, voir [SS08], [28], [29]). Le but est d'obtenir des portraits de phase volume-d�ebit �a
la bouche. Ce sont ces courbes que les pneumologues ont l'habitude de lire et qui leur permettent
d'e�ectuer un premier diagnostic :
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Fig. 2.7 { Courbes d�eplacement (en m){d�ebit(en m 3 � s� 1) pour di��erentes valeurs de k. k = 40:172 +
10s� 3; s = 0 : : : 6: La zone des d�ebits positifs correspond �a la phase d'expiration et en inspiration les
d�ebits sont compt�es n�egativement. Le d�ebut de l'expira tion se fait au point de volume minimal. Dans
une premi�ere phase le patient respire normalement puis inspire profond�ement, expire et inspire une
nouvelle fois.

2.1.5 Conclusions

Ces courbes illustrent la capacit�e du mod�ele �a reproduire des exp�eriences de spirom�etrie. Une des
questions est : quelle est l'ad�equation r�ealit�e/simula tions en ce qui concerne l'�ecoulement tridimen-
sionnel ? Une exploitation des r�esultats d'un point de vue physiologique est en cours ainsi que la prise
en compte de mod�eles de piston plus �elabor�es (e�ets non lin�eaires). Nous souhaitons �egalement, en
collaboration avec M. Boulakia, caler les param�etres du mod�ele �a l'aide de mesures de volume-d�ebit �a
la bouche et �etudier la stabilit�e de ces param�etres par rapport aux mesures. En�n, dans les mod�eles
pr�ec�edents, dont le but est la simulation de l'�ecoulement de l'air, le parenchyme pulmonaire est d�ecrit
de fa�con tr�es simple. Un des avantages est le faible nombrede param�etres �a caler mais il se peut que
la r�ealit�e soit ainsi mal appr�ehend�ee. Il sera alors n�e cessaire de passer �a des mod�eles plus �ns, qu'il
s'agira ensuite de coupler au reste de l'arbre bronchique.

2.2 Comportement m�ecanique du tissu pulmonaire { Ref : [3], [6]

Dans le mod�ele pr�ec�edent le mouvement des tissus �elastiques est simpli��e �a l'extrême. Je me suis
donc �egalement int�eress�ee en collaboration avec B. Maury et N. Meunier d'une part, et L. Ba�co, Y.
Maday et A. Osses d'autre part, �a la mod�elisation m�ecaniq ue des tissus pulmonaires. Ce tissu, perc�e
d'alv�eoles pulmonaires remplies d'air, est constitu�e de �bres de collag�ene, de vaisseaux sanguins et se
d�eforme sous l'action des forces d�evelopp�ees par le diaphragme et la cage thoracique. Le but de ces
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travaux est de d�eterminer des lois de comportement homog�en�eis�ees.
Dans [6], nous obtenons un mod�ele continu unidimensionnelo�u l'on consid�ere que les alv�eoles

pulmonaires sont reli�ees par un arbre (l'arbre bronchique). Dans un premier temps nous nous sommes
demand�es si l'arbre bronchique, en tant que r�eseau de r�esistances, pouvait � tendre � vers l'in�ni.
Nous avons donn�e un sens �a cette notion d'arbre in�ni, qui nous conduit �a un op�erateur �a noyau
qui �a un champ de pression en sortie de l'arbre (zone correspondant aux alv�eoles id�ealis�ees) associe
le champ de vitesse correspondant. Il est �a noter que dans lecas du poumon humain, nous avons
� convergence� de l'arbre, ce qui montre une certaine� stabilit�e � du poumon vis �a vis des variations
du nombre de g�en�erations. Pour une g�en�eralisation de ce travail �a la dimension 3 nous renvoyons �a
[MSV]. D'autre part dans [AST06b], [AST06a], [AST07], [AT08] les auteurs �etudient di��erentes EDPs
sur des g�eom�etries fractales, donnent un sens aux traces sur de tels domaines et d�erivent des conditions
aux limites transparentes de fa�con �a ne calculer la solution que sur un sous-domaine.

Ensuite dans [6], le mod�ele unidimensionnel du tissu pulmonaire est obtenu comme limite d'un
syst�eme masse-ressort dissipatif. Les masses (le parenchyme) sont s�epar�ees par des poches d'air (les
alv�eoles) reli�ees les unes aux autres par un arbre dyadique. L'originalit�e est que le terme de dissipation,
li�e �a l'�ecoulement de l'air dans l'arbre, est non local et s'�ecrit, �a la limite, �a l'aide d'un op�erateur �a
noyau. Nous avons par ailleurs �etudi�e en collaboration avec C. Vannier (doctorante �a Orsay sous la
direction de B. Maury) le comportement en temps long des solutions de cette �equation des ondes
amorties.

L'article [3] est, quant �a lui, consacr�e �a l'obtention ri goureuse (d�eveloppement asymptotique formel,
passage �a la limite deux �echelles) d'un mod�ele homog�en�eis�e d�ecrivant le comportement moyen d'un
mat�eriau de type � mousse� . Il s'agit d'un mat�eriau �elastique contenant des inclusi ons de gaz parfait
r�eparties p�eriodiquement. Ici les alv�eoles sont isol�e es les unes des autres. Il est �a noter que le mod�ele
obtenu est di��erent des ceux d�ecrivant les milieux poreux qui sont parfois utilis�es pour mod�eliser le
parenchyme pulmonaire [OL01]. De plus, nous avons montr�e num�eriquement que la pr�esence du gaz
inuen�cait le comportement du mat�eriau limite, en partic ulier dans le cas des tissus vivants.

Je vais maintenant d�ecrire un peu plus en d�etail chacun de ces r�esultats.

2.2.1 Mod�elisation unidimensionnelle du tissu pulmonair e { Ref : [6]

Soit 
 =]0 ; L [ compos�e d'une succession de masses et de poches d'air reli�ees les unes aux autres par
un arbre dyadique. Soit N le nombre de g�en�erations de l'arbre. On suppose que dans chaque branche
de l'arbre le uide v�eri�e la loi de Poiseuille qui est carac t�eris�e par une r�esistance rn �a la g�en�eration
n. Ainsi le vecteur des 2N pressions aux sorties est li�e aux 2N d�ebits par la relation :

p = AN q; AN =
�
AN

ij

�
0� i;j � 2N ; AN

ij = RN � � ij ; (2.14)

o�u Rn est la r�esistance cumul�ee r0 + r1 + � � � + rn et � ij mesure la distance de deux sorties �a travers
l'arbre. Comme il y a 2N sorties �a l'arbre on d�e�nit 2 N cellules


 = [ 2N � 1
i =0 CN

i ; avec CN
i =] ih N ; (i + 1) hN [; et hN =

L
2N : (2.15)

De plus, on posexN
i = ih N , pour tout i 2 f 0; :::; 2N g, et on note SN

i (resp. TN
i ) les parties solides

(resp. uides) :

SN
i =] xN

i �
1
2

hN � s; xN
i +

1
2

hN � s[; i 2 f 1; :::; 2N � 1g;
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SN
0 =] xN

0 ; xN
0 +

1
2

hN � s[; SN
2N =] xN

2N �
1
2

hN � s; xN
2N [;

TN
i =] xN

i +
1
2

hN � s; xN
i +1 �

1
2

hN � s[; i 2 f 0; :::; 2N � 1g

o�u � s et � f d�esignent les proportions de solide et de uide. Chaque masse est connect�ee �a ses voisines
par un ressort de raideurkN . De plus on d�esigne par� la densit�e totale suppos�ee constante sur ]0; L [.

Ainsi la massemN de chaque solideSN
i est �egale �a �

� sL
2N = �� shN .

xo xN
2N +1

xN
i xN

i +1xN
i � 1

L

kN , raideur du ressortkN , raideur du ressort

Fig. 2.8 { Syst�eme masse-ressort

Si on d�esigne paruN
i le d�eplacement dexN

i et f N
i la force appliqu�ee, alors la relation fondamentale

de la dynamique s'�ecrit :

mN •uN
i (t) � kN (uN

i +1 (t) � 2uN
i (t) + uN

i � 1(t))

+
2NX

j =1

AN
i � 1;j � 1( _uN

j (t) � _uN
j � 1(t)) �

2NX

j =1

AN
i;j � 1( _uN

j (t) � _uN
j � 1(t)) = mN f N

i (t): (2.16)

Les deux premiers termes repr�esentent l'acc�el�eration et la force de rappel des ressorts, les deux
suivants sont li�es �a la pression exerc�ee par le uide sur les masses, chaque pression d�ependant de toutes
les autres par l'interm�ediaire de l'arbre. Ces termes sontexprim�es �a l'aide des variations de volume
entre deux masses qui sont �egales aux d�ebits en sortie d'arbre.

Limite quand le nombre de g�en�erations tend vers l'in�ni

En supposant que le nombre de g�en�erationsN tend vers l'in�ni, que kN =
k

2N et que la r�esistance

globale de l'arbre
NX

i =0

rn

2n converge, alors la fonctionuN , a�ne par morceaux sur les cellules et valant
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uN
i aux n�uds xn

i , converge versu 2 H 1
0(0; L ) solution faible de

� s�@t u � k@xx u � @x

Z L

0

Z L

0
K (x; y)@y@t u(y)dy = �� sf:

Le noyau K est constant par morceaux et est d�e�ni par
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+

+

+

+

=

: : :

Fig. 2.9 { Noyau K (x; y).

Par cons�equent nous obtenons une �equation des ondes avec un terme dissipatif non local qui prend
en compte la dissipation du uide circulant dans l'arbre. L' op�erateur associ�e au noyau K a �et�e �etudi�e
dans [6]. En particulier, c'est un op�erateur compact dansL 2(0; L ) et la base de Haar est une base de

vecteurs propres associ�es aux valeurs propres qui sont lesrestes de la s�erie de terme g�en�eral
rn

2n . De plus,

dans le cas d'un arbre g�eom�etrique (i.e. rn = r0� n ) on peut caract�eriser l'image de l'op�erateur : c'est
un espace d�e�ni �a partir des fonctions de Haar, qui s'ident i�e, pour certaines valeurs de� , �a l'espace
de SobolevH s avecs 2 (� 1=2; 1=2). Il est �egalement possible d'estimer le noyauK , sa r�egularit�e L p...

Remarque 26 L'op�erateur �a noyau discret converge quand � < 2. Dans le cas du poumon humain
on peut supposer que l'arbre bronchique est g�eom�etrique et que la valeur de� est proche de1; 63.
Le cas � = 2 correspond au minimiseur de la r�esistance �equivalente globale d'un arbre �ni sous une
contrainte de volume [MFWS04]. Il se trouve que, dans ce cas,nous n'avons pas convergence vers la
solution de l'�equation des ondes dissipative maisuN converge vers la condition initiale : tout reste
bloqu�e (�a la limite l'air ne peut plus passer �a travers l'a rbre).



2.2. COMPORTEMENT M �ECANIQUE DU TISSU PULMONAIRE { REF : [3], [6] 61

Comportement en temps long

En collaboration avec C. Vannier nous avons �etudi�e le comportement en temps long des solutions
dans le cas d'un arbre g�eom�etrique. Cette question fait l'objet de deux chapitres de sa th�ese.

Nous montrons dans un premier temps, grâce au principe d'invariance de La Salle, que l'�energie
du syst�eme �� skuk2

L 2 (0;L ) + kk@xuk2
L 2 (0;L ) tend vers z�ero quand t tend vers l'in�ni. De plus en utilisant

un r�esultat dû �a Haraux [HJ99] on montre, grâce �a la coer civit�e L 2 de l'op�erateur associ�e �a la partie
dissipative dans le cas 1< � < 2, que l'�energie converge exponentiellement vers z�ero. Si � � 1 on
ne sait pas conclure. Une des di�cult�es vient du fait que les fonctions propres de l'op�erateur �a noyau
sont les fonctions de Haar et donc on est en pr�esence de deux �echelles di��erentes : la base de Fourier
(li�ee au laplacien et aux espaces de Sobolev) et la base de Haar (li�ee �a la dissipation visqueuse).
Cette particularit�e ne nous permet pas non plus, pour l'instant, dans le cas� > 1, d'estimer toutes les
constantes en fonction de� et donc nous empêche de caract�eriser le taux de d�ecroissance exponentielle
en fonction de ce param�etre, ni de mettre en �evidence d'�eventuels ph�enom�enes de sur-amortissement.

2.2.2 Mod�ele homog�en�eis�e de mousse { Ref : [3]

Nous consid�erons ici un mat�eriau lin�eaire �elastique da ns lequel des inclusions de gaz parfait sont
r�eparties p�eriodiquement. Ici, contrairement �a l'�etu de pr�ec�edente, les inclusions de gaz sont isol�ees.
C'est l'hypoth�ese qui est faite dans [Gri03], [GN02] o�u sont �etudi�es les ph�enom�enes de propaga-
tion d'ondes de pression dans un milieu unidimensionnel strati��e d�ecrivant le tissu pulmonaire. Ces
ph�enom�enes se produisent �a des �echelles de temps tellesque l'on peut supposer que l'air ne s'�echappe
pas des alv�eoles.

Le but de ce travail est d'obtenir une loi de comportement homog�en�eis�ee lorsque le nombre d'in-
clusions tend vers l'in�ni. La con�guration avant passage �a la limite est

1

F

Y
S

n

e

Y

Fig. 2.10 { Le domaine 
 " et la cellule uide-structure Y de r�ef�erence.
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On introduit les notations suivantes

Y ";k = "(Y + k) ; Y ";k
F = "(YF + k) ; Y ";k

S = "(YS + k) ; � ";k = @Y";kF ; (2.17)

qui sont des translations et des images homoth�etiques deY , YS, YF et de l'interface uide-structure.
On introduit �egalement l'espace d'indices

ZN
" = f k 2 ZN : Y ";k � 
 g; (2.18)

et le domaine perfor�e :


 " = 
 n
[

k2 ZN
"

Y ";k
F ; � " =

[

k2 ZN
"

� ";k : (2.19)

Les cellulesY ";k
S sont constitu�ees de mat�eriau �elastique et les Y ";k

F sont remplies de gaz parfait
v�eri�ant la loi p" v" = n" RT o�u p" est la pression,v" le volume, T la temp�erature suppos�ee constante,
n" le nombre de moles etR = KN a, avec K la constante de Boltzmann etNa le nombre d'Avogadro.
On suppose de plus quen" est proportionnelle au volume de l'inclusion non d�eform�ee c'est-�a-dire "d. La
pressionp" qui r�egne dans une inclusionY "

k;f de 
 " est donc inversement proportionnelle au volume de
cette inclusion. Le volume de cette bulle de gaz peut être exprim�e en fonction du d�eplacement �elastique

d" et est �egal �a
Z

Y "
k;f

det r (I + d" ). Il y a donc une d�ependance non lin�eaire entre la pressiondans

les � alv�eoles � et le d�eplacement du milieu �elastique. Nous avons, dans unpremier temps, lin�earis�e
ce terme. Ainsi les �equations du probl�eme coupl�e uide-structure, apr�es lin�earisation de la loi des gaz
parfaits, s'�ecrivent

8
>>>><

>>>>:

� div � s(d" ) = f S; dans 
 " ;

� s(d" ) � n " +
A
"d

� Z

� ";k
d" � n " d

�
n " = 0 ; sur � ";k ; 8k 2 ZN

" ;

� s(d" ) � n = 0; sur � N ;
d" = 0; sur � D ;

(2.20)

o�u A est une constante et� s d�esigne le tenseur de l'�elasticit�e lin�earis�ee. On rem arque que pourA = 0
on est ramen�e au cas d'un mat�eriau perfor�e avec des conditions de Neumann au bord du trou. On
voit ici apparâ�tre le ux du d�eplacement �a l'interface q ui mesure les variations de volume au premier
ordre de la cavit�e uide. On retrouve ainsi le même type de conditions aux limites non locales qu'�a
la section pr�ec�edente. Le même type de termes apparaissent dans [AC96] o�u l'homog�en�eisation et les
vibrations de tubes rigides dans un uide potentiel sont �etudi�ees.

La question est maintenant quel mod�ele obtient-on quand" tend vers z�ero ? On va supposer que

d" (x ) = d0(x ; x =") + "d1(x ; x =") + "2d2(x ; x =") + : : : ; (2.21)

o�u dk est p�eriodique de p�eriode 1 par rapport �a sa deuxi�eme var iable not�ee y (la variable rapide).
Le but est donc de d�eterminer le probl�eme v�eri��e par d0. Dans un premier temps nous avons proc�ed�e

de mani�ere formelle par un d�eveloppement asymptotique qui consiste �a identi�er les puissances de".
Ce passage formel est ensuite justi��e rigoureusement par passage �a la limite deux �echelles [Ngu89],
[All92].
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Remarque 27 La convergence double �echelles peut être d�ecrite, tr�essch�ematiquement, comme une
convergence faible avec des fonctions tests� double �echelles� . C'est-�a-dire des fonctions � (x ; x =")
p�eriodiques, de p�eriode 1, par rapport �a la deuxi�eme var iable.

Un des points d�elicats est d'�ecrire le terme de ux du d�epl acement �a l'interface

A
"d

Z

� ";k
d" � n " d = �

A
"d

Z

Y ";k
F

div (d" )dx

en puissance de" (ou de d�eterminer sa limite deux �echelles). En e�et, ce terme couple l'�echelle lente et
l'�echelle rapide. Il s'agit donc de trouver le d�eveloppement asymptotique (ou la limite deux �echelles)
de la projection L 2, sur les fonctions constantes par cellule, de div(d" )� "

F , o�u � "
F d�esigne la fonction

indicatrice du domaine uide.
Le syst�eme limite obtenu pour d0, qui ne d�epend que de la variable lentex , est alors :

� divx

�
� 0

sx (d0) +
1

jYS j

Z

YS

� 1
sy(d1)dy

�
= f S: (2.22)

avec � 0
s and � 1

s d�e�nis par

� 0
s(�) = 2 � " (�) + � 0div ( �)I; avec � 0 = � + A

jYF j2

jYS j
; (2.23)

et
� 1

s(�) = 2 � " (�) + � 1div ( �)I; avec � 1 = � � AjYF j: (2.24)

Ici les indicesx (variable lente) ou y (variable rapide) pr�ecisent par rapport �a quelle variabl e se font
les d�erivations. De plus, d1 satisfait au probl�eme de cellule :

8
>><

>>:

� divy(� sy(d1)) = 0 ; dans YS;

� sy(d1) � n + A
� Z

�
d1 � n

�
n = � � sx (d0) � n + A(jYF jdivxd0)n ; sur � ;

d1 Y-p�eriodique:

Le probl�eme de cellule obtenu fait toujours intervenir la condition aux limites non standard o�u le
ux du d�eplacement �a l'interface apparâ�t. D'autre part si A = 0 on retrouve le mod�ele homog�en�eis�e
pour un mat�eriau lin�eaire �elastique perfor�e. La pr�ese nce de gaz dans les inclusions modi�e ici en
particulier le comportement �a la compression du mat�eriau (i.e. � ).

Nous avons �egalement �etudi�e le cas d'un mat�eriau incompressible qui correspond �a prendre la limite
quand � tend vers l'in�ni. Dans le cas des tissus pulmonaires, cettehypoth�ese d'incompressibilit�e est,
en premi�ere approximation, justi��ee puisqu'ils sont maj oritairement constitu�es de �bres de collag�ene
et de vaisseaux sanguins. Le syst�eme �a" �x�e s'�ecrit

8
>>>>>><

>>>>>>:

� div( � (d" ; q" )) = f S; in 
 " ;
divd" = 0 ; dans 
 " ;

� (d" ; q" ) � n " +
A
"d

� Z

Y ";k
d" � n " d

�
n " = 0 ; sur � ";k ; 8k 2 ZN

" ;

� (d" ; q" ) � n = 0 ; sur � N ;
d" = 0 ; sur � D ;

(2.25)
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o�u q" est la pression associ�ee �a la structure.
Le syst�eme homog�en�eis�e v�eri��e par d0 qui ne d�epend que de la variable lentex est

� divx (2� " x (d0)) =
1

jYSj

Z

YS

f S + div x

�
1

jYS j

Z

YS

� sy(d1; q0)
�

+ A
jY jjYF j

jYS j
r xdivxd0; (2.26)

et d1 satisfait au probl�eme de cellule suivant

8
>>>>>><

>>>>>>:

� divy � sy(d1; q0) = 0 ; dans YS;

divyd1 = � divxd0; dans YS;

� sy(d1; q0) � n = � � sx (d0; 0) � n + A(jY jdivxd0)n ; sur � ;

q0; d1 Y-p�eriodiques:

Remarque 28 Il est �a noter que les limites quand" tend vers z�ero et quand� tend vers l'in�ni sont
commutatives.

Remarque 29 Lorsque A = 0 nous retrouvons le mod�ele homog�en�eis�e p�eriodique pour les �equations
de Stokes en domaine perfor�e obtenu dans [Con85].

Le mod�ele limite que l'on obtient est compressible. Le probl�eme de cellule ne fait plus intervenir le
terme de ux du d�eplacement �a l'interface et les condition s aux limites sur � sont des conditions de
Neumann. Cela vient du fait que le mat�eriau initial est incompressible et donc les variations de pression
se transmettent instantan�ement �a tout le milieu. Comme pr �ec�edemment la pr�esence du gaz modi�e,
entre autre, la r�eaction �a la compression du milieu. Pour l 'illustrer nous avons e�ectu�e des simulations
num�eriques bidimensionnelles sur le deuxi�eme mod�ele. Nous avons en particulier compar�e les valeurs
du tenseur des contraintes limite pour di��erentes valeurs de A et di��erentes valeurs de la constante de
Lam�e � . Nous avons ainsi montr�e que la prise en compte de uide, �a la pression atmosph�erique, dans
les alv�eoles inuen�cait le comportement du mat�eriau lim ite dans le cas de param�etres correspondant �a
des mat�eriaux vivants. Par contre pour des mat�eriaux � classiques� les di��erences entre le casA = 0
et A non nul sont assez peu perceptibles.

2.2.3 Conclusions

Nous avons donc obtenu deux mod�eles homog�en�eis�es, l'ununidimensionnel prenant en compte
les connections entre les alv�eoles, l'autre se rapprochant plus d'un mod�ele de mousse o�u les alv�eoles
sont isol�ees les unes des autres. Un des prolongement est donc d'obtenir un mod�ele visco�elastique
tridimensionnel o�u l'on prend en compte l'arbre bronchique et de comprendre l'inuence de l'arbre sur
le comportement du mat�eriau (comportement en temps long, contrôlabilit�e...). C'est sur l'obtention
de mod�eles homog�en�eis�es tridimensionnels par passage�a la limite double �echelle que nous travaillons
actuellement avec P. Cazeaux (futur doctorant Paris 6 -REO)et Y. Maday. Ces mod�eles visco�elastiques
font intervenir des op�erateurs �a noyaux non locaux dont les vecteurs propres sont tr�es di��erents des
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modes propres �elastiques, rendant l'analyse di�cile. Un des buts est ensuite d'�etudier la propagation
acoustique dans ce milieu (l'�ecoute du poumon est un des premiers moyens de diagnostic des m�edecins
dans les pathologies pulmonaires). Dans ce cadre, une collaboration avec J. Hesthaven de Brown
University est envisag�ee.

2.3 Interaction air-particules { Ref : [1], [30]

La motivation de ces recherches est de mieux comprendre comment se passe le d�epôt de particules
dans l'arbre bronchique, a�n d'optimiser les caract�erist iques des a�erosols th�erapeutiques et les proto-
coles d'injection. Dans le cadre de la th�ese d'A. Moussa (ENS Cachan), que j'encadre informellement
et partiellement avec L. Boudin (avec L. Desvillettes et M. Filoche comme directeurs e�ectifs), nous
avons �etudi�e les aspects math�ematiques et num�eriques de mod�eles 3D uides-cin�etiques d'a�erosols res-
piratoires. Dans [1], en collaboration avec L. Boudin, L. Desvillettes et A. Moussa nous avons montr�e
l'existence de solutions faibles pour un probl�eme coupl�eVlasov/Navier-Stokes. Le couplage se fait par
la force de trâ�n�ee appliqu�ee par le uide sur les particules et l'on suppose que l'�ecoulement uide
est modi��e par la pr�esence des particules. La d�emonstrat ion repose sur la construction de solutions
approch�ees o�u l'on d�ecouple le probl�eme uide de l'�equ ation de Vlasov. Une attention particuli�ere doit
être alors port�ee aux grandes vitesses des particules. Lamême strat�egie est employ�ee num�eriquement.
D'autre part, en collaboration avec L. Boudin, A. Devys (doctorante Lille I), B. Grec (doctorante
INSA Lyon) et D. Yakoubi (postdoc REO) une �etude num�erique pr�eliminaire (utilisant Freefem++)
du mod�ele bidimensionnel, a�n de comprendre l'inuence des particules sur le uide, celle des pa-
ram�etres g�eom�etriques et d'�etudier le d�epôt des part icules dans diverses g�eom�etries d'arbres, a �et�e
r�ealis�ee (voir [30]).

2.3.1 Mod�elisation

Nous consid�erons toujours que le uide porteur satisfait aux �equations de Navier-Stokes incompres-
sible. Nous mod�elisons le transport des particules �a l'aide d'une description cin�etique. On consid�ere
que l'a�erosol est d�ecrit par une densit�e de probabilit�e f (t; x ; v ; r; : : : ) d'̂etre, �a l'instant t, �a la position
x , �a la vitesse v et d'avoir une taille caract�eristique r (rayon en consid�erant que les particules sont
sph�eriques). Cette fonction v�eri�e alors une �equation d u type

@t f + r x � (f v) + r v � (f a) + @r (f �) = Q(f; f );

avec
{ a l'acc�el�eration des particules qui peut d�ependre du uid e porteur ;

{ Q(f; f )( t; x ; v ; r ) l'op�erateur de collision binaire entre particules ;

{ � (t; x ) = 1 �
Z

v ;r

m(r )
%p

f (t; x ; v ; r ) dv dr , la fraction volumique du uide (qui est proche de 1),

avec %p la densit�e des particules et m(r ) la masse de particules de rayonr ;
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{ F p(t; x ) = �
Z

v ;r
m(r ) a(t; x ; v ; r ) f (t; x ; v ; r ) dv dr , la force de r�etroaction de l'a�erosol sur le

uide porteur.

En fonction des di��erentes quantit�es on peut classer les types de sprays :

spray Q(f; f ) (collisions) � r�etroaction : f p

tr�es �n 0 1 nulle
�n 0 1 non nulle
moyennement �epais 0 � 6= 1 non nulle
�epais Q(f; f ) � 6= 1 non nulle

En ce qui concerne la mod�elisation des sprays th�erapeutiques dans le poumon, on peut consid�erer
que le spray est �n voir tr�es �n [GCC02]. On n�eglige donc les collisions entre particules et on suppose
que la fraction volumique du uide est �egale �a 1. La question de savoir si les particules ont une action
sur le uide porteur n'est pas tranch�ee et d�epend vraisemblablement du r�egime dans lequel on se place
(respiration normale, respiration forc�ee) et des param�etres du mod�ele (densit�e de l'a�erosol, vitesses
initiales des particules de l'a�erosol...). L'acc�el�era tion a que l'on consid�erera est donn�ee par

a(t; x ; v ; r ) =
6��r
m(r )

(u (t; x ) � v):

Dans notre �etude th�eorique, on fait de plus l'hypoth�ese q ue le l'a�erosol est monodispers�e et donc
qu'il n'y a pas de d�ependance par rapport au rayon. En�n, le  uide agit sur le spray par l'interm�ediaire
d'une force de trâ�n�ee. Ainsi le syst�eme coupl�e s'�ecri t, en prenant tous les coe�cients �egaux �a 1 :

@t f + v � r x f + r v � [(u � v)f ] = 0 dans 
 � R3; (2.27)

@t u + ( u � r x )u + r x p � � x u = �
Z

R3
f (t; x ; v )(u (t; x ) � v) dv + f ext dans 
 ; (2.28)

r x � u = 0 dans 
 : (2.29)

Concernant les conditions aux limites, on suppose que les particules ne rebondissent pas sur les parois et
ne cr�eent pas de gouttelettes secondaires. Cette hypoth�ese semble v�eri��ee dans le cas de la mod�elisation
de la ventilation car les parois bronchiques sont recouvertes de mucus (voir [BW08]). Par cons�equent

f (t; x ; v) = 0 pour x 2 @
 et v � n < 0: (2.30)

On fera de plus l'hypoth�ese que le uide colle �a la paroi,

u = 0 sur @
 :

Remarque 30 Ces conditions aux limites ne sont pas r�ealistes si on consid�ere un domaine de calcul
o�u il existe des parties de la fronti�ere par lesquelles le uide et les particules peuvent entrer et sortir.



2.3. INTERACTION AIR-PARTICULES { REF : [1], [30] 67

Ce syst�eme coupl�e v�eri�e formellement une �egalit�e d'� energie. En e�et, en multipliant les �equations de
Navier-Stokes (2.28) par la vitesseu du uide et l'�equation de Vlasov (2.27) par jv j2 et en int�egrant
respectivement sur 
 et sur 
 � R3, obtient apr�es int�egration par parties :

1
2

d
dt

kuk2
L 2 (
) +

1
2

d
dt

Z Z


 � R3
f (t; x ; v)jv j2 + kr x uk2

L 2 (
) +
Z Z


 � R3
f (u � v)2 =

Z



f ext � u : (2.31)

Dans ce bilan d'�energie, on voit apparâ�tre les d�eriv�ees en temps des �energies cin�etiques du uide et
des particules (qui correspond au moment d'ordre deux def ). De plus, le syst�eme dissipe de l'�energie,
d'une part car le uide est visqueux, d'autre part �a cause de la force de trâ�n�ee exerc�ee par le uide
sur les particules et de la force de r�etroaction exerc�ee par les particules sur le uide. Cette �egalit�e
d'�energie implique que les solutions de ce syst�eme v�eri�ent des estimations d'�energie et que, dans le
cas o�u il n'y a pas de force ext�erieure, l'�energie d�ecrô�t.

2.3.2 Analyse math�ematique { Ref : [1]

Nous allons maintenant nous int�eresser �a l'existence de solutions faibles de ce type de syst�eme
coupl�e.

Le même type de mod�ele a �et�e �etudi�e dans [Ham98] o�u l'a uteur consid�ere en toutes dimensions
l'�equation de Vlasov, avec des conditions de rebond �a la paroi, coupl�ee aux �equations de Stokes
instationnaires. Les di��erences principales entre [1] et [Ham98] sont

{ on ne n�eglige pas le terme de convection et consid�ere les �equations de Navier-Stokes ;
{ on montre l'existence de solutions faibles (i.e. dans les espaces d'�energie) mais la preuve est

limit�ee �a d � 3 ;
{ notre d�emarche est constructive et ne repose pas sur un argument de point �xe : nous construisons

une suite de solutions approch�ees qui converge vers la solution du probl�eme de d�epart.
La limite hydrodynamique du syst�eme Vlasov-Navier-Stokes dans des r�egimes particuliers a �et�e

�etudi�ee dans [GJV04a], [GJV04b]. Dans [MV07a], Mellet et Vasseur ont d�emontr�e l'existence de solu-
tions faibles pour l'interaction Vlasov-Fokker-Planck/N avier-Stokes-compressible pour des conditions
d'absorption et de r�eexion �a la paroi et dans [MV07b] ils o nt �etudi�e les r�egimes asymptotiques de ce
syst�eme coupl�e. D'autres r�esultats d'existence concernent des uides mod�elis�es soit par les �equations
d'Euler [BD06], soit par l'�equation de Burgers [DR99], [Gou01].

Ici nous consid�erons le cas p�eriodique et travaillons dans le tore 
 = T3. Le syst�eme est donc

@t f + v � r x f + r v � [(u � v)f ] = 0 dans T3 � R3; (2.32)

@t u + ( u � r x )u + r x p � � x u = �
Z

R3
f (t; x ; v )(u (t; x ) � v) dv + f ext dans T3; (2.33)

r x � u = 0 dans T3: (2.34)

Les conditions aux limites �a la paroi sont des conditions dep�eriodicit�e. La solution de ce syst�eme v�eri�e
au moins formellement (2.31). On consid�ereH l'espace des fonctions p�eriodiques de carr�e int�egrable
�a divergence nulle et V le sous espace deH des fonctionsH 1.

Th�eor�eme 8 Soit T > 0. On suppose que les conditions initiales et la force ext�erieure v�eri�ent

f 0 2 L 1 (T3 � R3);
Z

R3
jv j2f 0dv 2 L 1 ((0; T) � T3); u 0 2 L 2(T3); f ext 2 L 2(0; T; L 2(T3)) : (2.35)



68 CHAPITRE 2. MOD �ELISATION DE L'APPAREIL RESPIRATOIRE HUMAIN

alors il existe au moins une solution faible du syst�eme(f; u ) sur (0, T) telle que u 2 L 1 (0; T; H ) \
L 2(0; T; V ) \C 0([0; T ]; V 0), f (t; x ; v) � 0, pour tout (t; x ; v ) 2 (0; T) � T3 � R3, f 2 L 1 (0; T; L 1 (T3 �
R3) \ L 1(T3 � R3)) et f jv j2 2 L 1 (0; T; L 1(T3 � R3)) . De plus, cette solution v�eri�e une in�egalit�e
d'�energie et la borne L 1 :

kf kL 1 ((0 ;T )� T3 � R3 ) � e3T kf 0kL 1 (T3 � R3 ) :

La d�emonstration de ce r�esultat est bas�ee sur la construction d'une suite de solutions approch�ees que
l'on obtient par r�egularisation de la vitesse de convection, de la vitesse du uide apparaissant dans la
force de trâ�n�ee et par troncature des grandes vitesses des particules dans la force de r�etroaction exerc�ee
par les particules sur le uide. Une des di�cult�es vient du f ait que la solution de ce syst�eme approch�e
ne v�eri�e plus d'�egalit�e d'�energie. On montre dans un pr emier temps, grâce �a un contrôle su�sant des
moments def et en se restreignant �a d � 3 que les solutions v�eri�ent, par application d'un lemme de
Gronwall surlin�eaire, une estimation en temps petit. Les termes provenant de la convection ne posent
par de probl�eme grâce aux conditions aux limites p�eriodiques. Pour montrer que la solution limite
v�eri�e en fait une in�egalit�e d'�energie sur (0 ; T) il s'agit ensuite d'estimer les r�esidus provenant des
r�egularisations dans le bilan d'�energie et de montrer qu'ils tendent vers z�ero. La compacit�e n�ecessaire
pour passer �a la limite dans les termes non lin�eaires (terme de convection, force de trâ�n�ee...) est
obtenue grâce �a des bornes sur@t u .

L'existence de solutions du syst�eme approch�e est, quant �a elle, obtenue en consid�erant un probl�eme
lin�earis�e approch�e o�u l'on d�ecouple les �equations de Navier-Stokes et l'�equation de Vlasov. La r�egularisation
de la vitesse du uide dans la force de trâ�n�ee permet �egalement de d�e�nir la solution de l'�equation de
Vlasov grâce �a la m�ethode des caract�eristiques. On montre alors que la suite de solutions ainsi d�e�nie
est de Cauchy. C'est �a cette �etape que l'on utilise le fait que l'on a tronqu�e les grandes vitesses des
particules dans la force de r�etroaction, a�n de contrôler la force appliqu�ee par l'a�erosol sur le uide.
En�n, la r�egularisation de la vitesse de convection permet d'obtenir des bornesa priori sur les termes
faisant intervenir les termes convectifs.

Remarque 31 Le sch�ema de discr�etisation impl�ement�e dans LifeV pour r�esoudre num�eriquement ce
probl�eme repose sur la même strat�egie : c'est-�a-dire le couplage explicite Navier-Stokes-�equation de
Vlasov.

2.3.3 R�esultats num�eriques { Ref : [30]

Ces travaux ont fait l'objet du post-doc de L. Weymans (univ. de Bordeaux) et d'un projet de
recherche au CEMRACS 2008. Il font suite �a l'�etude de mod�elisation e�ectu�ee par L. Boudin et L.
Weynans [BW08].

En collaboration avec L. Boudin, A. Devys, B. Grec et D. Yakoubi nous avons impl�ement�e dans
Freefem++ un sch�ema explicite bas�e sur la m�ethode des caract�eristiques pour l'�equation de Vlasov et
sur une discr�etisation �el�ements �nis pour les �equation s de Navier-Stokes.

Le but de ce travail est d'�etudier num�eriquement le d�epô t de particules dans une structure de type
arbre de d�eterminer dans quels cas il est n�ecessaire de prendre en compte la force de r�etroaction des
particules sur le uide. Il s'agit d'une �etude pr�eliminai re et une exploitation des r�esultats est n�ecessaire.

La con�guration typique dans laquelle on se place est la suivante :
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Fig. 2.11 { G�eom�etrie.

Sur la fronti�ere lat�erale � l , on suppose qu'il y a adh�erence du uide porteur (u = 0) et que si les
particules touchent ce bord elles y restent coll�ees. De plus, on se donne un pro�l d'entr�ee sur � in pour

le uide ( u = u in ) et des conditions de sorties libres sur les sorties �out (�
@u
@n

� pn = 0).

M�ethode num�erique

Les particules sont d�ecrites par leur positionx , leur vitessev et leur rayon r (7 degr�es de libert�e en
dimension trois) et leur densit�e de probabilit�e f (t; x ; v ; r ) �a l'instant t v�eri�e une �equation de Vlasov
o�u interviennent la force de trâ�n�ee exerc�ee par le uid e sans terme de di�usion ou de convection
en rayon (le rayon n'est donc ici qu'un param�etre du probl�e me que l'on fera varier). L'�equation de
Vlasov est discr�etis�ee en utilisant une m�ethode particu laire et son �evolution est alors d�ecrite �a l'aide
de caract�eristiques. Ainsi

f (t; x ; v ; r ) =
NX

p=1

! p(t)� x p (x )� v p (v)� r p (r );

o�u N est le nombre de particules num�eriques qui est en g�en�eralbien inf�erieur au nombre de particules
physiquesNp. Une particule num�erique p donne un comportement moyen d'un ensemble de particules
auquel est associ�e le poids! p (qui est approximativement �egal �a Np=N).

L'avancement en temps utilise la m�ethode des caract�eristiques :
8
>>>>>><

>>>>>>:

d
dt

x p = vp;

d
dt

vp = a;

d
dt

rp = 0 :

En ce qui concerne le uide porteur les vitesses et les pressions sont calcul�ees, si on consid�ere
une discr�etisation P1 stabilis�ee, aux n�uds du maillage. Nous sommes ainsi en pr�esence de deux
descriptions di��erentes. Il s'agit alors de localiser les particules dans le maillage (qui est mobile car
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on consid�ere que le domaine uide bouge en temps), d'interpoler la vitesse uide en ces points pour
calculer la force de trâ�n�ee, de redistribuer aux n�uds la force appliqu�ee par les particules sur le uide
et de d�etecter lorsqu'elles sortent du maillage (ce qui correspond soit �a leur d�epôt soit �a leur sortie du
domaine de calcul).

Remarque 32 Un travail similaire a �et�e e�ectu�e dans LifeV en collabor ation avec L. Boudin et A.
Moussa o�u l'on travaille en plus sur une g�eom�etrie variable en temps et donc avec une formulation
ALE du uide porteur.

Validation du mod�ele

Nous avons e�ectu�e une �etude tr�es pr�eliminaire du d�ep^ ot en fonction du nombre de Stokes

St =
4� pr 2jv j

9�D
;

o�u D est le diam�etre local de l'arbre. Les �gures suivantes illustrent les di��erentes zones de d�epôt en
fonction de deux nombres de Stokes di��erents :

Fig. 2.12 { D�epôt d'a�erosol (a) St = 26:2, et (b) St = 9 :42

On note que la zone de d�epôt privil�egi�ee est la bifurcati on. Le graphique suivant donne le nombre de
particules sortant du domaine de calcul en fonction du nombre de Stokes. On retrouve ici les r�esultats
exp�erimentaux de [APC84] qui montre l'existence d'un nombre de Stokes optimal si l'on souhaite
minimiser le d�epôt. Nos r�esultats demandent �a être exp loit�es et compl�et�es.
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Fig. 2.13 { Nombre de particules sortantes en fonction de log10(St).

Inuence de la force de r�etroaction

Dans [30], nous avons e�ectu�e une �etude pr�eliminaire de l'inuence de la force de r�etroaction des
particules sur le uide. On a choisi deux tailles de particules di��erentes r = 100�m et r = 1 �m .
Dans chaque cas-test on injecte le même nombre de particules num�eriques mais avec di��erents poids
num�eriques (! p = 104 et ! p = 102). La conclusion de cette �etude est que la force de r�etroaction
a une inuence sur le uide et plus particuli�erement sa pression pour les grosses particules avec un
poids num�erique �elev�e. Il serait maintenant int�eressa nt de savoir �a partir de quels rayons et nombre de
particules physiques il est n�ecessaire de tenir compte de cette r�etroaction de fa�con �a d�eterminer si les
a�erosols th�erapeutiques sont des spray �ns ou tr�es �ns. D e plus, les simulations e�ectu�ees sont bidi-
mensionnelles et ne permettent pas de capturer tous les e�ets souhait�es (on peut choisir de conserver
certaines quantit�es repr�esentatives de l'�ecoulement en dimension 2, comme le nombre de Reynolds, la
r�esistance de l'arbre mais il est impossible de les conserver toutes).

2.3.4 Conclusions

Sur ces mod�eles, plusieurs questions restent ouvertes : dans le cas o�u la fronti�ere du domaine so-
lide se d�eplace, le syst�eme est-il bien pos�e ? Le sch�ema impl�ement�e est-il stable en particulier pour les
grandes vitesses ?�A partir de quelles taille, vitesse, densit�e des particules peut-on consid�erer que celles-
ci n'ont plus d'inuence sur le uide porteur ? Outre ces questions de mod�elisation math�ematique et de
strat�egies num�eriques, reste �egalement la question de l'exploitation physiologique de ces mod�eles : on
cherche �a savoir en fonction des caract�eristiques du spray (rayon des particules, densit�e, protocoles d'in-
jection), quelles sont les zones de d�epôt. Cette questionfait l'objet d'une collaboration avec l'INSERM
Tours et plus particuli�erement L. Vecellio. D'autre part, la partie distale de l'arbre n'est pas prise en
compte pour l'instant. Nous envisageons donc de coupler cesmod�eles avec l'approche multi�echelles
pr�ec�edente et de d�evelopper des mod�eles de d�epôt d'a�erosols dans les petites voies a�eriennes. Les
ph�enom�enes physiques ne sont alors plus les mêmes et le d�epôt se fait ici par di�usion.
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