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Introduction.

Les travaux pesents dans ce nemoire s'articulent essatiellement autour de deux tremes : letude
matrematique et nunerique des pkenonenes d'interacti on uide-structure et la moctlisation de I'ap-
pareil respiratoire humain.

C'est au cours de ma these que j'ai commenea travailler sur les pkenonenes d'interaction uide-
structure. Ces travaux se sont poursuivis par la suite au CEEEMADE (Universie Paris Dauphine)
puis au sein du projet REOa I'INRIA. J'aietude ces probl emes aussi bien d'un point de vue treorique
(existence de solutions faibles ou fortes pour des sysemsestationnaires ou instationnaires) que d'un
point de vue nunerique étude de la stabilie et de la conv ergence des sclemas, conception d'algo-
rithmes performants). Les applications au de tels plenonenes apparaissent sont nombreuses : tant
en a&rodynamique qu'en bionecanique. Nous pourrions cier beaucoup d'exemples :ecoulement au-
tour d'un bateau, ecoulement sanguin dans les areres, par I'hydrodynamique (uide en phase li-
quide),ecoulement autour d'ailes d'avion,etude de I'in uence des vents sur le tablier d'un pont, pour
l'eercelasticie (uide en phase gazeuse). En particul ier, ils apparaissent dans letude desecoulements
biologiques :ecoulement sanguin dans les areres,ecolement de l'air dans I'appareil respiratoire. Ces
derneres anrees je me suis particulerement ineresgea ce type d'applications et plus speci quement
a la mocktlisation mattematique et nunerique de l'appar eil respiratoire, tout d'abord dans le cadre
d'une ACI nouvelle interface des mattematiquesle poumon vous dis-j&'2, puis au sein du projet REO,
dont j'aiet collaboratrice exerieure puis membre. Ce s applications recessitent, comme nous le ver-
rons, le ceveloppement de moceles mattematiques nouveax et de nmethodes nuneriques speci ques
et adapees. Mes recherches actuelles se font dans le cadttune ANR jeune chercheur intituee

Multiscale and multiphysics modelling of the respiratory system accordee aux candidats en liste
compémentaire du premier appela projets ERC-Starting G rant.

Ce nemoire comporte ainsi deux parties. La premere cecrit les travaux ealies sur les pltenonenes
d'interaction uide-structure qui peuvent étre pae s en deux sections traitant I'une de I'existence de
solutions, l'autre de I'approximation numerique de tels ptenonenes. La deuxeme partie concerne
les applications a la sanke et la mocelisation de l'appareil respiratoire humain (moclisation de
lecoulement de l'air dans les voies ariennes, moctligtion du transport et cep6t de particules,
mocklisation des tissuselastiques constituant le pouma). Seuls les travaux marques d'un aserisque
dans la liste de publications qui suit seront decrits en cetail. Parmi eux seul [12] est issu de la these.

http ://www.insa-rennes.fr/ACINIMpoumon/
2http ://www.math.u-psud.fr~maury/LePoumonVousDisJeP  aris.html
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[18];

{ conception et analyse de sctemas adapes : [5], [8], [10]12], [14], [16], [23], [24], [25], [27], [33];

{ mocelisation d'une structure en grands deplacements peites deformations : [4], [17], [22].

J'ai, d'autre part, caecrit deux articles de type revue sur les questions mathematiques lees
aux prenonenes d'interaction uide-structure [14], [26 ].

{ Moelisation de l'appareil respiratoire (mocktles, analyse, discetisation, simulations) :
{ ecoulement de l'air dans les voies ariennes : [19], [20][21], [28], [29];
{ comportementelastique du parenchyme : [3], [6];
{ interaction air-arosols : [1], [30].

De plus, j'ai commene ecemmenta travailler sur les probémes inverses [31], [32].



Chapitre 1

Plenonenes d'interaction
uide-structure

Les ptenonenes d'interaction uide-structure intervie nnent dans de tes nombreuses applications
telles I'aeronautique, I'hydrodynamique, l'acoustique ou encore la bionecanique. Ces pkenornrenes sont
dits coupes car le ceplacement de la structure cepend des e orts appligues par le uide sur la structure
et eciproquement. Je me suis essentiellement ineresse au cas des uides newtoniens, visqueux,
incompressibles satisfaisant aux equations de Navier-@tkes. La structure est, quanta elle, mobile :
rigide ou deformable. On se place dans le cas ai les ceplaements de la structure ont une amplitude
telle que I'on ne peut pas les supposer in niesimaux, ce qi va faire apparatre des non lirearies
geonetriques.

Avant denoncer les esultats obtenus pour ces sysemesnon lireaires coupks, un probeme moctle ,
pour lequel des estimations denergie formelles sont momes, est pesent ainsi que les di cules
rencontees lorsque l'on cherche a montrer l'existence @ solutions ou a obtenir des sclemas de
discetisation stables, consistants et convergents.

1.1 Pesentation du probéme

On consicere un ouvert ( t), de RY (d = 2 ou 3). On suppose que ( t) = f(t)[ S(t) et
FOV s@)=;,a f(t) dsigne le domaine occupe, au tempgt, par un uide newtonien homogene
visqueux incompressible et S(t) celui occuge par un solide elastique. L'interface au temps t entre
le uide et la structure est noee ( t) = f(t)\ S(t) et cette interface bouge a la vitesse de la
structure. On supposera par ailleurs, pour simpli er, que les interfaces uide ou structure autres que
linterface entre le uide et la structure ne dependent pas du temps. Onpose f = @ f(t) n ( t) et
S = @S(t)n (t). On designe par P=  bf [ bs |3 con guration de etrence du syseme et par
blinterface de eerence. Le comportement de la structu re est decrit par le deplacement au cours
du temps de chaque point de la con guration de etrence. Ainsi, tout point ® de la con guration
de etrence Ps occupe, a linstant t, la position x(t) = R + d(®;t) aw d satisfait aux equations
constitutives de la structure. Pour ce qui est du uide, la plupart des repesentations sontecrites en
formulation eukrienne. Ainsi, les inconnues (vitesse, pession...) sontevalieesa chaque instant et en
chaque point du domaine physique. La esolution de la parte uide consiste donca : trouver (u;p)

9
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cenisur () tel que

¢f dans f(t); (1.1)
0 dans f(t); (1.2)

f@u+ ¢(uir)u utrp
div u

al u designe la vitesse du uide, p sa pression, sa viscosie, ; sa densie (suppose constante). De
plus f designe une force exerieure donree. Cesequations soncompeees par une donree initiale

u(t=0;)=ug() dans (0); (1.3)

et des conditions aux limites. Sur linterface qui n'est paslinterface uide-structure, i.e. sur f =

@ f(t) n ( t), on va consicerer ici des conditions de Dirichlet homognes. C'esta-dire
u=0 sur ': (1.4)

Remarque 1 Il est clair que, dans la plupart des applications, ce ne sonpas ce type de conditions
aux limites qui sont satisfaites. Par exemple dans le cas desoulements sanguins, ai I'on ne considcere
qu'une portion d'arere, ou dans le cas de la respiration, a I'on ne consicere qu'une partie de I'arbre
bronchique, ' repesente une frontere arti cielle du domaine de calcul. Il s'agit alors de trouver
des conditions aux limites repesentatives de la partie tonqee ou de mocliser celle-cia l'aide de
mockles simplies que I'on couplera au mockle pe@de nt. Nous renvoyonsa [HRT96] pour uneetude
des equations de Navier-Stokes avec des conditions aux lites type ux  ou pression moyenne
eta [FGNQO1], [FGNQO2], [QTVO00Q], [VT04], [FMNO7] pour le c as desecoulements sanguins. Par
ailleurs, au chapitre suivant nousetudierons plus en cetils le cas de lecoulement de l'air dans l'arbre
bronchique.

Pour ce qui est de la structure nous allons considcerer ici unmatriau elastique tel que bs RY.

D'autres situations sont envisageables : la structure peuttre moctlise par desequations de coques,
plaques ou encore étre visceelastique, rigide. Lesequ#&ns egissant le comportement de la structure
sont traditionnellement poses en con guration de ek rence [Cia88]. On noteg la force volumique
appligeea la structure. Lesequations sécrivent alo rs : pour l'inconnue d ¢ nie sur bs

@d
S @%
al s aesigne la densike de la structure (suppose constante)et ai le tenseur des contraintes  est le

premier tenseur de Piola-Kirchho du maekriau et cepend d e la loi de comportement choisie. Dans le
cas de [elasticie lireariee

div (d)= <g dansDbs; (1.5)

(d)= s(d)= tr("(d)I +2 "(d); (1.6)

al et sontles constantes de Lanme du matriau et" le tenseur lireari® des deformations :
n l T
(b)= =(r b+rb'):
2
Cesequations doivent étre compktes par des conditin initiales :

d(t=0;)=do(); @d(t=0;)= di(); (1.7)
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et par des conditions aux limites. Sur l'interface ° qui n'est pas l'interface entre le uide et la structure
nous allons consicerer des conditions de Dirichlet homognes :

d=0sur *=: (1.8)
la encore nous consicerons ce type de conditions aux limies an de simpli er l'analyse. Il reste

maintenanta regarder les conditions sur l'interface ( t). Elles sont de deux types, l'une cirematique
qui traduit le fait que le uide, visqueux, colle parfaitementa la paroi solide :

u(t; % + d(t; ®)) = @d(t; ®); pour ()2 (0;T) b; (1.9)
l'autre traduit le principe de l'action et de la eaction
z z
, )( tuip) n) v=" ( (d) b) vi 8v (1.10)
t

avecV(t; R) = v(t; R + d(t; R)) pour R 2 Petas b esigne la normale unitairea l'interface de etrence
b n kesigne la normale unitairea l'interface defornee ( t)et ;(u;p)= pl +2 "(u) le tenseur des
contraintes du uide. Cetteegalie des contraintes (1.1 0) est exprinee sous forme variationnelle. Pour
la eecrire sous forme forte, introduisons ' une ceformation du domaine uide ¢ nie sur [0;T] bf
avaleurs dans f(t) ettelle que f(t;®)= %+ d(t;®) pour (t;R) 2 [0;T] P Soient F' le gradient
des ceformations ' et Jf son jacobien. Legalie (1.10) skcrit

" fu;p) FH T b= (d) b (1.11)

Remarque 2 L'expression peedente ne cepend que de la trace dd + d sur linterface et non de
l'extension  des deformations de la structure choisie.

Remarque 3 Dans le cas pesent ici la pression du uide n'est pas ¢ niea une constante additive
pes mais cetermiree de manere unique. Cette constante correspond au multiplicateur de Lagrange le
a la contrainte de conservation globale du volume du domaim uide. Cette contrainte suppkmentaire,

qui va se traduire sur une contrainte sur le ceplacement de'interface ( t), vient du fait que le uide

est incompressible et que I'on s'est donre des conditionsedDirichlet homogenes sur f.

Nous allons maintenant ecrire la formulation variationnelle du probeme et donner les estimations
denergie formelles \eriees par les solutions.

1.1.1 Formulation variationnelle et estimations dénerg ie

Tous les calculs qui suivent sont formels : on suppose que lalstion (u;p;d) du syseme est
egulere ainsi que les fonctions tests que nous allons obisir. Soient v une fonction test uide telle
quev = O sur f etb une fonction test structure telle queb = 0 sur S. On multiplie lequation de
conservation de la quantie de mouvement uide (1.1) par v et on inegre sur le domaine uide f(t).
De méme on multiplie lesequations de structure (1.5) parb et on inegre sur bs, Apes inegration
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par parties et en sommant les contributions uide et structure on obtient :

z z z z
f@uU v+ g(u r)u v+ "(u):"(v) p divv
) Z® Z (0 Z (0
+ s@d b+ (d):rb+ f(usp) n v+ (d b b
bs Vi Z b
= if v+ sg b; 8(v;b):
f (1) bs

En choisissant les fonctions tests satisfaisanta la condion b(t; ) = v(t; R + d(t; R)) pour R 2 bet
en utilisant le principe de l'action et de la eaction (1.10), on obtient la formulation variationnelle
suivante du probeme

z z z z
f@u v+ f(u ru v+ "(u):"(v) p divv
o z fnz yAREQ! Z (0

+ d b+ d):r b= f + b;
be s@ be (d):r . fT Vv be sd

8(v:b) tel que b(t; ®) = v(t:; ® + d(t; R)) pour ® 2 b:

(1.12)

On remarque ici que la formulation variationnelle pe®d ente n'est pas classique puisque les fonctions
tests cependent de la solution et donc du temps.

Bilan dénergie
Dans ce qui suit on va supposer que le maeriau est un maerau lireaire elastique et on note

as(d;b) = X (d) : r bla forme bilireaire assocee. A n de ceterminer le bilan dénergie du syseme

S

on choisit la vitesse du uide et celle de la structure comme dnctions tests dans la formulation
peedente. Ce sont des fonctions test admissibles car #&s \eri ent la condition cirematique (1.9).
Gracea l'incompressibilie du uide et au fait que la fro ntere du domaine uide bougea la vitesse u
du uide (on rappelle que u = 0 sur f et que linterface ( t) a pour vitesse la vitesse de la structure,
qui estegalea celle du uide), on remarque que

4 Z Z

d o
f@u U+ (U ru u= — juj? (1.13)
f(t) f(t) dt f(t) 2

faisant ainsi apparatre la cerivee en temps de lenergie ciretique du uide. Finalement le syseme,
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apes inegration en temps, \eri e legalie dener gie suivante

Z Z
o ZME ) .
O} =
Energie ciretique du uide Dissipation dans le uide
Z
2j@df? ! Zas(d; )

T P fz—}

Energie ciretique de la structure Energie mecanique de la structure

Z Z Z Z
= jud®+  —jdij?+ a%(do;do) + ff u+ g @ (114)
i 2 52 f(t) bs
I {z P {z }
Energie initiale du syseme Travail des forces exerieures

Remarque 4 Dans le cas a1 I'on consicere d'autres types de conditionsaux limites sur ' alors
Iégali% (1.13) doit etre modiee et apparaissent unt erme de ux dénergie ciretique sur la frontere
u . .
F JTJU n. Ce terme peut ainsi apporter de lenergie au syseme (ux entrant) que l'on ne

f
contréle pas.
Remarque 5 Dans le cas d'un maeriau hypeelastique ([Cia88]) ou enmre une structure moctlise
par une plaque ou bien encore un solide rigide en mouvementmaun uide, la formulation varia-

tionnelle du probeme et legalie denergie sont simi laires aux peedentes, seule lenergie mecanique
de la structure et l'espace dans lequel on cherche le cepkrment de la structure sont modies.

Legalie denergie (1.14) implique, en utilisant le le mme de Gronwall, que pourt T

z z.z z 1
Ljuj?+ Wit+ Sj@djd(t) + Zas(d(t); d(t))
tr) 2 0 f(s) s 2 2 |
z z 1 Z, z z &
e Ljuei2+  2jdj2(0)+ Za¥(do;dg)+ C € 3 ifi2+  jgi?  : (1.15)
f(o) 2 s 2 0 f(s) bs
1.1.2 Dicules

Ces sysemes coupés posent des di cules tant du point d e vue de l'analyse matfematique que
de l'impementation nunerique et nous allons en decrire certaines.

Di cules matlematiques

Voici succinctement les di cules auxquelles on peut se retrouver confrone si I'on cherchea mon-
trer I'existence de solution :
{ Le syseme est non lireaire. Il existe deux types de non lirearies : les termes convectifs des
equations de Navier-Stokes et les non lirearies de type georretriques dues au fait que le domaine
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uide est inconnu et cepend du ceplacement de la structure. Un des points cé des cemonstrations
d'existence est alors de cemontrer des esultats de compeie ou d'obtenir des solutions su -
samment eguleres.

{ Il s'agit, dans le cas instationnaire le plus gereral, d' un couplage hyperbolique-parabolique, dont
les solutions ont un comportement et des proprees, par exemple en terme de egularie, tes
dierents.

Di cules nuneriques

D'un point de vue nunrerique une des di cules vientegale ment des non lirearies. En particulier,
comment peut-on gerer les non lirearies geonetrique s : a l'aide de maillages mobiles, mais alors
comment adapter les sctemas ceveloppes pour maillages xes ?a l'aide de maillage xes, mais alors
comment suit-on l'interface ?

D'autre part, méme si I'on se restreinta des cas lireaires en consicerant, par exemple, lesequations
de Stokes coupkes a celle de I[elasticie lirearie e, comment discetiser en temps les conditions de
couplage (1.9) et (1.11) ? Les sctemasnplicites (ou fortement coupés) sont stables car ils permettent
de conserver lenergiea l'interface mais restent cottaux. Les sctemasexplicites (ou cecaks) sont peu
chers mais ne conservent pas lenergiea l'interface et pavent conduirea des instabilies nuneriques
dans le cas de forts e ets de masse ajoute du uide sur la stucture (i. e.  proche de ).

1.2 Analyse mattematique { Ref : [2], [4], [7], [9], [11], [13]

Ces dernéres anrees, les questions d'existence de solahs faibles ou fortes pour des probemes
d'interaction uide-structure ont fait I'objet de nombreu x travaux de recherche. La grande majorie
de ces travaux s'ineresse a des solides rigides en mouvesnt dans un uide newtonien visqueux
incompressible dont le comportement est decrit par leseqiations de Navier-Stokes ([CSMTO0O0], [DE99],
[DEOO], [Fei03], [13], [GLS00], [HS99], [SMSTO02a], [Ser§{Tak03], [TT04]) oua un materiauelastique
dont le comportement est decrit par un nombre nis de mode propres [11], ou encore une structure
a laquelle on a ajoue un terme visqueux egularisant ([BouO3], , [dV04]). Dans [7] I'existence
de solutions faibles est cemontee pour uide coupka u ne plague en exion sans terme de viscosie
additionnel. En ce qui concerne des structures tridimensinnelles elastiques, peu de esultats sont
disponibles, on peut citer [2] dans le cas stationnaire et k& esultats ecents de Coutand et Skoller
dans le cas instationnaire. Dans [CS05], [CSO06], I'existee et 'unicie d'une solution forte en temps
petit pour des donrees eguleres (\eri ant des condit ions de compatibilie) est cemontee pour les
equations de Navier-Stokes coupkesa celles de lelasicie lireariee oua un matriau de type Saint{
Venant Kirchho . Une des innovations de ces articles est quils utilisent un formalisme hyperbolique
pour tout le syseme coupk. La plupart de ces esultats necessitent de la egularie de la structurea
cause des non lirearies du probéme.

Nous allons pesenter dierents esultats d'existence de solutions faibles ou fortes en consicerant
tout d'abord des solides rigides, puis des solides lireags elastiques (dont le deplacement est une
combinaison lireaire nie de modes propres, ou dont le comprtement est cecrit par des equations
de plague en exion) et en n un maeriau de type Saint Venant -Kirchho . Finalement un mocele de
structure en grands ceplacements-petites deformationsest decrit et analy=.
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1.2.1 Interaction uide-solide rigide { Ref : [13]

Ce travail aet fait en collaboration avec Y. Maday et est u ne extensiona la dimension 3 du
chapitre 3 de ma these qui ne traitait que le cas bidimensiomel.

On consickre ici un solide rigide occupant le domaineB(t) en mouvement dans un uide remplissant
un domaine borre. On pourrait aussi consicerer plusieurssolides rigides, cependant, dans un soucis
de clare on ne pesente que le cas d'un seul corps. Dans ceas le domaine (t) est independant du
temps et ( t) repesente la frontere du solide rigide @(t), que l'on supposera egulier :

Ici comme le solide est rigide, sa deformation se cecompas en une translation et une rotation.
Donc il existe une fonction du tempsa valeurs dansRY et une fonction R du tempsa valeurs dans
l'espace des matrices de rotation ddR9 telles que la positionx (t) d'un point ® au tempst du solide
secrit :

X(t)=R+d(t;R)= ()+ R(t)(R Xg); (1.16)

@l Xg cesigne la position du centre de gravie du solide de eference®. Le vecteur (t) repesente la
position du centre de gravie au tempst. La vitesse du corps est, quanta elle, donree par :

@ R)= ()+! ()" RMOR xg): (1.127)
Le vecteur R(t) designe le vecteur instantare de rotation et on a
R=R"R : (1.18)
La condition de couplage (1.9) devient donc
u(t, (H)+ RM(R xg)= _(O)+ ! ()" REA)N(R Xg); R2 B: (1.129)

Ainsi le mouvement de la structure est decrit par un nombre ni de deges de libere et lesequations
qui egissent son comportement au cours du temps sont desguations dierentielles ordinaires :
z

me = f(u;p) n; (1.20)
@B(t)

a m dsigne la masse du solide. On suppose ici qu'aucune forcgtrieure n'est exeree sur le solide.

Cette equation egit la dynamique du centre de gravie du solide et cepend de la esultante des
e orts appligies par le uide sur la structure. D'autre par t, la conservation du moment d'inertie se
traduit par 7

COOR= (i MA@ ) (1.21)
@B(t)

al J (t) cesigne le moment d'inertie instantare de rotation du solide. Les conditions de couplage (1.11)
ne sont donc plus \eriees, mais I'on voit apparatre, au second membre desequations de la structure,
la esultante des e orts et celle des moments des e orts appiques par le uide sur la structure. En
consicerant une structure rigide on s'est a ranchi d'une des di cules mentionrees peedemment.
En e et, la structureetant ce nie gracea un nombre nid e deges de libere, son mouvement va étre
egulier en espace et il ne s'agit plus d'un couplage parabligue-hyperbolique.
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Remarque 6 Lesequations de conservation du moment ciretique et du mment d'inertie peuvent se
retrouver en partant de la formulation variationnelle (1.12) du syseme coupk. En e et, il sut de
choisir les fonctions tests structureb sous la forme de vitesses assoceesa des mouvements rigil
b="+T72R(R Xxg4) et de remarquer que lenergie necanique assoceea un maivement rigide est
nulle.

Remarque 7 La pression du uide est, dans ce probeme, k& niea une constante additive pes. En
e et, contrairementa la remarque 3, le solide etant rigid e, le volume de (t) est automatiquement
constant au cours du temps.

Pour chacune de cesequations dierentielles, il faut bien str se donner des conditions initiales et on
pOSEdo = ot Ro(k Xg) etdi= 1+ RN Ro(k Xg).

Sur ce syseme uide-structure nous avons monte, en colbboration avec Y. Maday, dans [12], qu'il
existait une unique solution egulere en temps petita ¢ ondition que la densie de la structure et son
moment d'inertie soient su samment petits.

La cemonstration de ce esultat se fait en plusieurs etapes. On commence d'abord par eecrire
les equations du uide dans un domaine independant du temps f(0), an de travailler dans un
domaine espace-temps cylindrique. La contrepartie est queon obtient un syseme tes non lireaire.
Ce changement de variables s'e ectuea l'aide du ot assoce au uide. Lesequations obtenues sont
lesequations de Navier-Stokes ecrites en con guration bhgrangienne et ont pour nouvelles inconnues
w(t;R) = u(t; (t;R)) et g(t;R) = p(t; (t;R)). Nous cecouplons ensuite le probeme etetudions un
probeme uide avec une condition de Dirichlet non homogne sur le bord du solide. Pour un tel
probeme nous montrons qu'il existe une solution eguliere grace a un treoeme de point xe. La
temarche est la méme que dans les articles [Bea81], [AlI37]Sol88a], [Sol88b] dans lesquels les auteurs
se sont ineresesa desecoulements uides instationnairesa frontere libre : lesequations sont eecrites
en coordonrees lagrangiennes et I'existence d'une solan est cemontee dans des espaces eguliers,
soit du type de ceux que l'on consicere ici ([All87],[Bea8]) soit du type WP avec p strictement
superieur a la dimension ([Sol88b]), ou bien encore dans ds espaces de Helder ([Sol88a]). On en
ceduit alors les contraintes uide et donc un deplacement du solide B®. Il s'agit ensuite de recoupler les
equations, ce qui est fait, ici encore, gracea un argumet de point xe. Plus peciement, on montre

Theoeme 1 Soitr un eel, 1<r< 3=2. On suppose quaip 2 H'*1( 7(0)) et quef est susam-
ment egulere. On suppose de plus que les conditions de oopatibilie sur les donrees sont \eriees

divug=0 dans f(0); up=0sur ';
et
Uo(R + do(R)) = di(R) sur @

Alors il existe T > 0 cependant de f(0), Kuokyre (1 (g €t def tel que le probeme coupe uide-
solide rigide admet une solution aveav 2 H*™=2(0;T ;L2( f(0)) \ L?0;T ;H"™2( f(0)), rq2
H™=2(0;T ;L2 T(0)\ LAO;T ;H'( "(0)), R2H™#1(0;T ) et R2 H™22(0; T ).

Le eel r doit &tre choisi susamment grand de facona ce I'on puisse & nir et majorer les termes
non lireaires qui apparaissent dans le probeme en coordorees lagrangiennes etegalement pour pou-
voir transformer cette solution en une solution du probéme initial (en coordonrees eukriennes). Par
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ailleurs, quandr cro il est recessaire d'imposer plus de conditions de ampatibilies sur les donrees
gue celles que nous avons cep exiges, ceci explique qumn demandea r d'étre inkrieura 3 =2.

Remarque 8 On voit apparatre les restrictions sur la masse et le momenhd'inertie de la structure
qui doivent étre assez grandsa letape de point xe qui pemet de recoupler le uide et la structure.
Ces restrictions peuvent étre duesa la facon dont on a chsi de montrer I'existence de solutions en
cecouplant le probeme uide du probeme structure. Il e sta noter que cette restriction peutegalement
apparatre d'un point de vue nurrerique : un scltema cecaé en temps devient instable quand la masse
de la structure est trop grande ([CGNO5]) ou encore un algothme de point xe (non relaxe)a letape

n ne converge pas ([LTMO1]).

Par la suite, de nombreux travaux ontee consacesa ce type d'interaction. Dans ([Tak03], [TT04])
I'existence de solutions eguleres tant qu'il n'y a pas de collisions solide-solide ou solide-paroi quand
le domaine est borre est cemontee et ce sans restrictionsur la masse et le moment d'inertie. Le
syseme est ici aussi ecrit dans un domaine incependant du temps mais le changement de variables
n'est pas le au ot du uide. Par ailleurs aucun decouplag e uide-structure n'est e ectie. Dans
([CSMTO00], [DE99]), [DEOQY])), I'existence de solutions fables est cemontee, recessitant des esultats
de compacie a n de passera la limite dans les termes non lreaires. la encore les solutions existent
tant qu'il n'y a pas de collisions. Les premiers esultats qui autorisent les collisions traitent du cas
bidimensionnel ([HS99], [SMSTO02b]). Le probéeme de saveisi des collisions ont vraiment lieu dans
un uide visqueux egi par lesequations de Navier-Stokes est aborce dans [Sta04]. Dans [Hil07] et
[HT] la non collision d'un disque ou d'une splere rigide surrespectivement une droite ou un plan est
prouee. Il est emonte dans ([GVHar]) I'existence de s olutions fortes dans le cas ai la frontere du
solide est peu egulere (CY ;0 < 1) et la possibilie de collisions d'un solide tombant sur une
surface plane si < 1=2.

1.2.2 Interaction uide-maeriau lireaireelastique { Ref : [2], [7], [11]

Nous allons maintenant consicerer le cas de matriaux elastiques et nous ineressera l'existence
de solutions faibles. Dans un premier temps nous consiceres un solide plonge dans un uide dont le
teplacement secrit comme une combinaison lireaire ni e de modes propres [11]. Ainsi, commea la
section pe@dente, le mouvement du maeriau elastiqu e est cecrit par un nombre ni de deges de
libere. Dans un deuxeme temps nous consicerons qu'unepartie de la frontere du domaine uide est
constitlee par une plaqueelastique en exion. Dans [7], nous avonsetude le cas @ un terme visqueux
egularisant est ajoukea lequation de plaque. Dans [2 ], nous montrons que l'on peut passera la limite
quand cette viscosie additionnelle tend vers zro.

Nombre ni de modes propres { Ref : [11]

Ce travail aet e ectie en collaboration avec B. Desjard ins, M. Esteban et P. Le Tallec.
On consicere que le ceplacementd d'une structure immergee dans une cavie ( t) = remplie de
uide se cecompose sur un nombre ni de N modes propres :

XN
d(t; ®) = i(t) i(R);
i=1
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avec ; solution de
dv s ;) = i ;; dansDbs;
() b = 0 sur b= @s;

al g est aenie par (1.6) et ( )i~ 1 signe la suite croissante de valeurs propres strictememnosi-
tives assocees aux vecteurs propres ;. On suppose que la frontere du domaine de eerence de la
structure est egulere ( C>1) ce qui entrane que les ; sont eguliers (Cl(bs)). On supposera de plus
gue la con guration initiale  $(0) du solide elastique corresponda sa con guration de reérence bs.
Ainsi d(0; ) = 0. On remarque que ; = 0 est une valeur propre du syseme de Ielasticie lire ariee
avec conditions de Neumann au bord. Cette valeur propre estssocee aux mouvements rigides in -
niesimaux, i.,e. ;= a+ b” x aveca;b 2 RY. La formulation variationnelle dUPprobéme est alors
(1.12) mais avec comme contrainte suppeémentaire sur lesdnctions testsb = iN:1 i j- On s'est
donc ramere, commea la section pe@dente,a une structure dont le comportement est decrit par un
nombre ni de deges de libere et donc aux couplage deseqiations de Navier-Stokes et d'une EDO.
Ainsi les di cules leesa la egularie en espace du d eplacement ne se posent pas ici (on rappelle que
les modes propres sont eguliers car le domaine structurédst). En revanche contrairement au cas du
solide rigide nous avonsa imposer une contrainte de peseation du volume global de la structure :

z
) detr S= bs; (1.22)
a =1 + d designe les ceformations du maeriau. Cette condition estequivalentea
z
u n=0;
)
ou encorea Z

_@d cof(r Y b=0;

al cof(A) designe la matrice des cofacteurs de la matriceA. Cette contrainte suppkementaire (1.22)
est une contrainte non ljreaire sur les ;. Cependant l'on peut remarquer que siN est assez grand

alors il existe ig tel que n 6 0 et donc si on se donne ()1 i n:isi, dans un voisinage de O,

lo
on peut toujours trouver, grace au tteoeme des fonctions implicites, i, tel que cette contrainte est
\eriee. Dans [11] nous avons monte l'existence de solutions faibles (i.e. dans les espaces déenergie)
pour un tel syseme coupe tant que les ceformations (t; ) de la structure au tempst c nissent un
Cl-dieomorphisme de Ps dans S(t) et que le solide ne touche pas le bord de la cavie. Pour celan
introduit
(t) = inf_jdetr 5j;

22 bs

(t)=d( *(t):@ ;

et
z
- ; ) s .
1) = lmilnN . (cofr b):
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Cette dernere quantie est assoceea la contrainte de conservation du volume global de la structure.
Tant qu'elle est strictement positive I'espace contraint des deplacements structure

( z X )
Vo= 2 (WE ;)N | detr = ibsj; avec (R)= R+ i) ((R)
* i=1

est non vide. Avant denoncer le esultat d'existence nous allons eecrire la formulation variationnelle
en introduisant un unigue espace de fonctions tests

( )
X
V= 2HYO;T) ); =0sur@;dv =0dans '(t); (& S(t®))= (1) (R
i=1
Cet espace cepend bien sar de la solution et seseementseri ent la contrainte
2
( i i) (cofr S b)=0:
i=1

On introduit, de plus, une unique vitesse eukrienne asscge au probeme :

X
v=udans "(t); v=  (( % Ydans S(t):
i=1
Nous ck nissons maintenant la notion de solutions faiblesdu syseme coupek. La dierence qsyec la for-
mulation pe@dente (1.12) est que I'on a inege par pa rties en temps. Ondiraque (;d = Z; i )
est une solution faible du syseme si
{ v2LY(O;T;L%()) \ L?O;T;H3()), div v=0dans f(t);

{ i2wil©;1),

{ 8 2V etenposantb(t;R)= (t; S(t;R)) = i N i®)

y z.2 z.2 Z.2
u() (H+ u@ +2 )t u u:()
(1) 0 (s 0 () 0 (s
z Z.Z Z.Z

@) (0+ @ @ + L, s =

Z 7 .7 z° z
if o+ sg b+ up (0)+ di b(0); (1.23)

0 f(s) 0 bs f (0) bs

avecd; = N, 0 ..

Il est clair que les termes de structure peuvent étre eecaits sous forme matricielle en faisant
intervenir la matrice de masse et la matrice de rigidie as®cees aux modes propreselastiques. Nous
pouvons maintenantenoncer le esultat d'existence
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Tleoeme 2 On suppose que les vitesses initiale@io; _°) \eri ent
Up2 L?( 7(0)); divug=0 dans f(0); ug n=0 sur@;

et
X
up b= 2, b;surb:
i=1
On suppose que les forces appartiennenta?, alors tant que (t) (t) (t) > Oetque S(t; ) est injective
de Ps sur S(t) le syseme coupk admet au moins une solution faible au senck ni peedemment.
Cette solution \eri e de plus I'estimation denergie (1. 15).

La cemonstration de ce esultat utilise les mémesetapes que [DEOO]. On cemontre dans un premier
temps l'existence d'une solution approctee par une procalure de point xe puis on passea la limite,
gracea un esultat de compacie des vitesses dansL?.

Pour construire la solution approctee on egularise le maivement de l'interface uide-structure et
la vitesse de convection uide. Lesequations uide sont donc poses dans un domaine egulier qui
n'est plus exactement cecrit par le ceplacement de la structure. Une des di cules est de construire
des solutions approchees \eri ant les mémes estimatiors denergie que le probeme de depart. Pour
cela nous avons choisi de construire des egularisationsuj satisfonta une egalie a l'interface : la
vitesse egularisee de linterface estegale a la vitesse de convection egularige. Cette construction
repose sur un lemme de repesentation des vitesses eulemnes a l'aide de vitesses ¢ nies dans les
domaines initiaux. Il y a une correspondance bijective ente (u; ;) et (w; j) a1 w est & nie par

w(tR)=(cof r D& RuE TEGR) u @ T(ER);

a [ estle otassocea la vitesse u , vitesse e nie dans f(t) comme un reevementa divergence
nulle de la vitesse de l'interface. Avec cette constructionw 2 L2(0; T; H3( f(0)) et esta divergence
nulle. Lors du processus de egularisation il faut faire atention au fait que les ; \eri ent la condition
non lireaire (1.22) qu'il est recessaire de peserver.

L'existence de solutions approchees repose ensuite sur erproedure de point xe. On egularise
(w;( i)isi,) €t on construit, grace au treoeme des fonctions implicites, un ;, assoce tel que les ;
egularies \eri ent la contrainte (1.22). Grace au le mme de repesentation des vitesses on associe alors
une vitesse de convection et une vitesse de l'interface. Oasout ensuite le syseme approcte lirearie
et on obtient I'existence d'une vitesse uide et d'un teplacement de la structure auxquels on associe
un nouveau couple W;(7)isi,). Cette application admet un point xe et la compacie rec essaire
pour le montrer vient de esultats de egularie parabol ique des solutions du syseme. Il s'agit alors
de passera la limite lorsque le paranetre de egularisation tend vers zro. la encore a cause des
non lirearies les estimations denergie \eriees pa r la suite de solutions approchees sont insu santes
et des estimations suppementaires qui permettent d'obtenir de la compacie sur les vitesses uide
et structure sont recessaires. L'icke est ici de montrer qi'une quantie du type kv(t + h) V(t)kat
tend vers 2ro uniformement par rapport au parametre de regularisation. Les bornes de la vitesse dans
L2(0; T; H()) et I'estimation suppementaire entrane, gracea un lemme de compacie sur les espaces
LP(0;T;X) au X est un espace de Banach [Sim87], la compacie de la vitesseds L2(0; T;L?()).
Ce type d'estimation s'obtient, scrematiquement, en prenant v(t+ h) v(t) comme fonction test dans
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la formulation faible (1.23). Cependant, comme le probenme est coupé et pos, en ce qui concerne les
equations uide, dans ouvert non cylindrique il est recessaire de modi er cette fonction test de fecon
a ce gu'elle soit admissible.

Le méme type de esultat, reposant sur le méme sclema deainonstration est obtenu dans [BouO3].
Dans cet article, I'existence d'une solution faible pour un uide visqueux incompressible coupka un
maeriau en grands ceplacements et petites deformations cecrit par le mocele etude dans [4] est
cemontee. Il esta noter qu'un terme visqueux est ajout e auxequations de la structure. Ce terme a pour
e et de egulariser la vitesse de la structure et permet ainsi d'avoir un comportement parabolique
du solideelastique. Nous obtenons la mé&me chose en tronaqmt les hautes fequenceselastiques dans
le esultat decrit peedemment.

Plaque en exion : cas visqueux { Ref : [7]

Ce travail est le fruit d'une collaboration avec A. Chambolle, B. Desjardins et M. Esteban.

Nous nous sommes ineres®s au cas d'une plague en exioa laquelle nous avons ajoue un terme
visqueux. Ce terme a un e et egularisant sur la vitesse de & structure et donc la vitesse de l'interface.
Il permet de controler les hautes fequences en espace da Vitesse de la structure.

On suppose que le uide remplit une cavie (t) = f(t) dont une partie de la frontere est
constitiee d'un maeriauelastique dont le comportemen t est decrit par une plague en exion :

W

Le domaine PS est un domaine deR? et est donc maintenant confondu avec linterfacel On note
son ceplacement transverse = e,, a e, designe un vecteur unitaire vertical). Plus peciement
on ce nit le domaine uide par

)= fy;2)R%(xy) 2 PS);0<z< 1+ (Exy)g:

Le ceplacement \eri e uneequation de plaquea laquelle on a ajout un te rme visqueux egularisant :

" 2@ . L'estimation denergie du méme type que (1.15) assoce au syseme coupk montre que l'on
peut chercher dansW ! (0; T;L2(bs)) \ H1(0; T;HZ(PS)). Neanmoins cette egularie implique que
l'interface du domaine uide est continue pour tout temps sans étre lipschitzienne. Une des questions
est donc comment ce nir correctement les espaces fonctionels dans lesquels vit la vitesse du uide ?
Comment donner un sens rigoureuxa la trace du uide sur l'interface ? Ces questions ne se posaient
pas pe@demment car, compte tenu des egularies du deplacement de la structure, l'interfaceetait au
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moins lipschitzienne et la ceformation ' etaita chaque instant un C!-dieomorphisme de bf dans
f(0).
. . . ' . . fo_
En ce qui concerne les espaces fonctionnels il su t d'introdiire l'ouvert ;= [ 2(0:1) f(t) f tg.
On ¢k nit ensuite

n (0]
L20;T;HY Ty = va2L? Dyrver?c by ;

: 1, f FL2OTHEC ()
L<(0;T;Hg( " (1)) = D( 1) ;

n - 0
v=v2ct [ divw=0;v=00on(@T) ' ;

et

_ 12(0TH1( f
v = yHeTHIC o),

En ce qui concerne la deuxeme question on peut facilement @hner un sens dand ?a la quantie
u(t;x;y; 1+ (t;x;y)) pour (x;y) sur bs Eneetle teplacement de la structureetant transverse et
la vitesse du uideetant H?! en espace il sut de remarquer que

Z 1 (txy)
u(txy; 1+ (txy)) = @u(t; x;y;s)ds:
0

Cette speci cie du probeme est fortement exploiee d ans [7]. En particulier elle nous permet de
construire facilement des reevements, a divergence nuk, de fonctions tests structure en remarquant
que tout vecteur (0;0;b(x;y))T avecb2 H 1(bs) est dansH1( f(t)) et esta divergence nulle. De plus,
ne consicerer que des deplacements transverses impliqugue l'ouvert f(t) est un sous graphe. Il en
cecoule des proprees de densik, la possibilie de contracter le domaine dans la directionz, la
validie de l'iregalie de Korn...

Les solutions faibles que I'on consicere dans [7] sont cenies par (en choisissant toutes les constantes,
exceptee les viscosies, egalesa 1)

{u2V\LYOT;L2( F(t),
[ 2WH ©@T;LAP)\ HIO;T;HE(P?)),
{utxy; 1+ (Exy)=(0;0@ (txy)T, p.p. t, sur bs

{ Pour tout ( ;b) 2 Vi CY([0;T];HZ(PS)) tel que (;x;y; 1+ (txy)) = (0;0;b(t;x;y)T,
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(t;x;y) 2 [0;T] bs nous avons p.p. ent

z Z.Z Z.Z
u(t) (1) u @ +2 ru:r
f(0) f(s) 0, s
2.z Z .z z
* (U r)u (@ )%+ @ ()Kt)

0 f(s) o bs bs

Z,Z z.z zZ.z
A @ @b+ " A @ b+ A b

°© 7.z °© 7.z 2 - z
= f + g b+ up (0)+ 106(0): (1.24)
0 f(s) o bs f (0) bs

Ici nous avons choisi decrire les termes de convection sauune forme un peu dierente que dans
(1.23) en faisant apparatre la vitesse de l'interface au brd. Nous allons par la suite exploiter cette
ecriture. Par ailleurs lenergie de dissipation du uide fait uniguement intervenir le gradient de u et
non plus son gradient synetrie. Cette simpli cation vie nt & encore de I'hypotlese de deplacement
transverse. En e et en utilisant legalie des vitesses a l'interface et I'incompressibilie du uide on a

2"(u) n)z=(ru n)s; sur@"(t)yn ;

ce qui permet de simpli er la formulation variationnelle.

Pour ce probeme coupk le volume de la cavie doit &tre consene au cours des deformations.
Contrairement au cas peedent a cela imposait au depl agement de la structure de \erier une
condition non lireaire cela implique ici que doit verier . @ = 0. Cette simpli cation vient
encore de I'hypotrese de ceplacement transverse. Les hyptteses que I'on impose aux donrees sont

8
mrin(1+ 0) > 0;
% div up=0dans '(0);

— f.
Ugp n=0sur °; (1.25)

% %o(t;x;y;1+ o(x;y)) B=(0:0; )7 b sur bs

1=0:
bs

Le esultat d'existence de solution faible peut alors senoncer de la facon suivante
Tlkeoeme 3 En supposant que les donrees \eri ent

f 2L2((0;T) R%); g2L2(0;T) b3,

up2 L2( 1(0); 12L2bs); o2 HE(bs); (1.26)

et satisfont aux hypotteses de compatibilies (1.25), il existe au moins une solution faible(u; ) au
probeme coupé et ce tant que la plague ne touche pas le fdrde la cavie. De plus cette solution \eri e
une estimation dénergie.

La cemonstration de ce esultat suit le méme sclkema que @lle du treoeme 2 :
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{ construction de solutions approclees;

{ obtention de esultats de compacit a n de passera la li mite dans lequation.
Les solutions approclees sont construites suivant le mém principe : on ne va pas cecoupler le probeme
uide et le probeme structure mais, pour s'‘aranchir des d i cules lees au domaine inconnu peu
egulier et aux non lirearies, nous allons egularise r le mouvement du domaine et la vitesse de convec-
tion. Contrairement au esultat pe@dent on ne va pas de mandera ce que les vitesses egularises du
domaine et de convection concident. Il est alors recessee de modi er la formulation variationnelle
de manerea conserver les estimations dénergie, en remarquant que

z 1 z 1 z 1 z
(uru) == (uru = (ur Ju = (@)%
f(t) 2 f(t) 2 f(t) 2 bs
avec (x;y;1+ (x;y))=(0;0;b(x;y))T sur bs_ Ce terme est alors transforne en
z z z

1 1 1
5 (u ru 5 urju 5 @ @b
2 f ) 2 f (t) 2 bs

al l'aserisque designe des quanties egulariees .

L'existence de solution approchees est cemontee graea une pro@dure de point xe de Schauder :
on se donne un aeplacement de maillage et une vitesse de castion, on esout le probeme approche
lirearie par une nmethode de Galerkin, et on obtient un no uveau deplacement de la structure et une
nouvelle vitesse. La compacie recessaire pour montrer'existence d'un point xea cette application
vient de la egularie de type elliptique \eriee par la  solution du syseme approcte lirearie. Ces
esultats ne sont bien sr pas valables uniformement par rapport au paranetre de egularisation.
Ainsi pour passera la limite quand ce paranetre tend vers ero les estimations dénergie \eriees par
la suite de solutions approctees ne sont pas su santes. Cegstimations permettent d'a rmer que la
suite de solutions approctees est borree uniformrement éinsV; \ L1 (0; T;L2( f(t)) pour la vitesse de
uide et dans WLt (0; T;L2(Ps)) \ H(0; T;HE(P%)) pour le ceplacement de la structure. Il manque
en particulier de la compacie en temps an d'obtenir la compacie des vitesses uide et structure
dans L% . La compacie des vitesses uide et structure vient alors de letude de quanties du type
ku(t + h) u(t)kl_tzx etk@ (t+h) @ (t)kl-tzx . La premere quantie n'est pas aussi simple car les
vitesses au tempd et au tempst + h ne sont pas & nies sur le méme domaine il est donc recessie

de les prolonger. Pour obtenir la convergence uniforme de sdermes vers 2ro quandh tenckvers £ro
t+h

on choisit comme fonctions tests dans la formulation variatonnelle des fonctions du type u et

t
Zin

@ . Il est b encore recessaire de les modi er de facona ce ai'elles \eri ent legalie des vitesses

t. . . . .
a l'interface en prenant garde de conserver des fonctiona divergence nulle dans le domaine uide.

Remarque 9 Au cours de la cemonstration nous avons utilia plusieursetapes (en particulier pour

obtenir la compacie dans L? des vitesses) que, grace au terme de egularisation visguse ajout a

lequation de la plaque, la vitesse de la structure@ etait dans L2(0; T;H 1(bs)). D'autres termes de
egularisation permettent d'obtenir le méme type de esultats en particulier si on ajoute seulement un
terme du type @ ou si on ne reglige pas l'inertie de rotation @t . La question suivante est de
savoir si on peut s'a ranchir de ces egularisations.
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Plague en exion { Ref: [2]

Nous expliquons pourquoi I'on peut passera la limite dans & syseme coupé quand la viscosie
" de la plague tend vers zro. Pour cela, I'argument principd est que la dissipation venant du uide
permet de controler les hautes fequences en espace de l@tasse de la structure.

A priori le dceplacement de la structure pour " = 0 pos®de seulement une egularie de type
hyperbolique et appartienta L (0; T;HZ(Ps)\ w1 (0; T;L2(PS)). On \eri e alors que ces egularies
et I'hypottese de deplacement transverse su senta & nir les espaces fonctionnels c nisa la section
pe®dente, la trace u(t;x;y; 1+ (t;x;y)) sur bs, Cependant elles ne permettent pas d'obtenir de la
compacie dans L2((0;T: Lz(bs)) de la vitesse de la structure. Cette compacit reposait dns [7] sur
le fait que @ 2 L?(0;T;H 1(b5)), grace au terme de egularisation parabolique ajouea lequation
de la plaque. Pour avoir un esultat analogue il sut d'avoi r un peu de egularie en espace de@ .
L'icke ici est d'exploiter la condition cirematique (0 ;0;@ (t;x;y))T = u(t;x;y; 1+ (t;x;y)) sur bs,
En eet comme u 2 L2(0;T;HY( f(t), si etait lipschitzien en espace on obtiendrait facilement
que@ 2 L%0;T;H 1=2(b5))_ On controélerait ainsi les hautes fequences en espacde la vitesse de la
structure. Toutefois ces egularies ne sont pas satisfates. Cependant grace aux injections de Sobolev,

2 CO([0; T];€O(bsy) \ Lt (0;T;HZ(PS)) et cette egularie de la frontere permet de montrer q ue

@ 2 L%0;T;H S(bs)) pour s < 1=2. On obtient donc de la compacie en espace pour la vitesse de
la structure. Cependant & encore les estimations denegie \eriees par ( u-; +), a u-; - designe la
solution, construite dans [7],a” > 0 », ne sont pas su santes pour montrer la compacie des v itesses
dansL? et passera la limite quand " tend vers 2ro. Ces estimations permettent d'a rmer que la suite
de solutions approctees est borree uniformement dansv; \ L1 (0; T:L2( f(t)) pour la vitesse de uide
etdansW1 (0; T;L2(bs)\ L1 (0; T;H3(bS)\ H(O; T;HS(PS)) pour le ceplacement de la structure.
En particulier la suite de deplacements structure converge uniformement dans CO([O;T];CO(bS)).
Cette propret est tes utile pour passera la limite su r le domaine uide. Il manque reanmoins de
la compacie en temps an d'obtenir la compacie des vitesses uide et structure dansL?Z. Le
principe est le méme que dans [7] ou [11] ai onetudiku (t) u(t+ h)kLt2x etk@ (t) @ (t+ h)kLt2x .
Il est recessaire de sparer ici letude des hautes et dedbasses fequences en espace de la structure. Si
on consicere les modes propres; assoces ayl'ogerateur bilaplacien avec des conditionsde Dirichlet

homogenes au bord et \eri ant la contrainte i =0, qui constituent une base deHg(bs)\ L%(bs),

bs

alors la projection L2, noee No de sur I'espace vectoriel engende par lesNy premiers vecteurs
propres \eri e

k@ @ NokLZ(bs) C szzk@ kHS(bS);

@ n, estla valeur propre assoceea . Par consgquent, on va pouvoir controler la partie hautes
fequences de @ +) eton a

z.Z i
oL@ MNo (@ MNoyt h)* C
avec NfNo = No

Pour la partie basses fequences@ N° on utilise la formulation variationnelle pour obtenir une
convergence uniforme par rapporta" quand h tend vers zro deku-(t+h) u- (t)kLt2x etdek@ No(t+
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z t
hy @ 'No(t)kax vers &ro. La fonction test structure est b = @ No. Les fonctions tests uide

t h
sont en revanche a choisir et construire avec beaucoup d'@ntion. On montre ainsi que pour tout
> 0

Cdu@ e mPs (@M @M h)? CyhsrC i Cho8i<tyg
0 " (1) 0 s

avec s < % et a1 U~ cesigne un prolongement deu- a un domaine qui contient tous les -f-(s),
s2 [t h;t]. On aboutit donc nalementa

Z.2 z,2

0 ,f.(t)ju"(t) - (t h)j2 + . bs(@ () @ - (t h))2 CNoh% +C NE FC: 8 <"y

Ce esultat et les estimations denergie \eriees par | a suite de solutions permettent alors d'obtenir
la compacie des vitesses dand.2, gracea un lemme de compacie sur les espacesP(0; T; E) [Sim87]
et de passera la limite dans la formulation variationnelle. On obtient ainsi I'existence d'une solution
faible pour le syseme coupk Navier-Stokes-plaque tantque la plaque ne touche pas le fond de la cavie
et ce sans terme additionnel de viscosik. Il esta noter que, méme si ce esultat esta notre connaissance
le premier esultat d'existence de solution faible dans cecadre, il parat dicile de letendre au cas
al I'on ne reglige pas le eplacement longitudinal ou au cas de structureelastique tridimensionnelle.
Dans ce dernier cas les esultats disponibles [CS05], [C8Dsont des esultat d'existence de solutions
eguleres demandant des hypotteses de compatibilie sur les donrees plus fortes que celles utilises
ici.

1.2.3 Interaction uide-matriauelastique { Ref : [9]

Nous allons maintenant consicerer le cas d'un maeriau de Saint Venant-Kirchho et nous res-
treindre au cas stationnaire. La dicule lee au couplag e hyperbolique-parabolique n'existe donc
plus. En revanche la structure \eri e une loi de comportement non lireaire. Nous nous plecons en
dimension 3 d'espace. Le uide se trouve dans une cavie castittee d'un maeriauelastique que l'on
suppose encastee sur sa frontere exerieure (celle qun'est pas en contact avec le uide).

Configuration de reference Configuration deformee

En utilisant les mémes notations que pe@edemment et en mppelant que ' est un rebvement

dans le domaine de etrence P! des ceformations de linterface donrees par | + d lesequations
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uide sécrivent 8
2 u+(u r)u+rp = f dans f(b")
S dvu = 0 dans f(bf) (1.27)
: u = 0 sur@f(bh):

Comme le probeme est stationnaire la vitesse du uide est mlle sur l'interface et la vitesse du uide
epend de la structure car le domaine dans lequel sont po®s lesequations est inconnu et est fonction
des deformationselastiques. Ici la pression n'esta priori e nie qua une constante additive pes. Les
equations de structure skcrivent

8
< div (d = ¢ dans bs
(b = I su;p+c F'Y T b surb (1.28)
u =0 sur S;

@ c est une constante qui xe le niveau de pression et est le mulgilicateur de Lagrange assoce a
la contrainte de peservation de volume (1.22). Le ceplacement de la structure cepend des e orts
appliges par le uide sur l'interface, \ecrits en con guration de etrence. Le tenseur  designe le
premier tenseur de Piola-Kirchho et, si on appelle et les constantes de Lame du maeriau, il est

donre par
(d) = (I +rd) (d);

(d) tr (E(d)I +2 E(d); (1.29)
E() = %(r d+rdt+ rdir d):

Pour cemontrer gu'il existe une solutiona ce syseme d' equations, on se ranene tout d'aborda la
con guration de egkrence pour lesequations uide, en s upposant que le ceplacement de la structure
elastique est assez petit et egulier pour pouvoir e ectuer le changement de variables. Lesequations

uide peuvent alors sécrire

(f f)H() dansbf
dans Df
sur @' :
(2.30)
avecw(d) = u Fetqd)=p F.Les matricesF (d) et G(d) sont quanta elles c nies par

8
3 div ((F (d)r )w(d)) +( G(d)r )g(d) +(w (G(d)r ))w
div (G(d)T w(d))

w(d)

3

F)=(F") “(F7) 737
G(d)= cof r T;

et H(d) designe le jacobien de la transformation.

C'est ce syseme non lireaire coupé que nous allonsetudier. A n de pouvoir e nir correctement
tous les termes nous allons travailler dans des algebres gilus peciement dans W1P() avec p > 3.
D'autre part le probéme n'a de sens que si le ceplacement st su samment petit et egulier de manere
a ce que la ceformation ' soit un C-dieomorphisme. Cette condition de petit ceplacement v a
impliquer que les forces appligiees au syseme sont ellegussi su samment petites. Plus peciement,
le treoeme d'existence peut senoncer de la facon suivante :
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Tleoeme 4 Soientf donree dans LP(R3) et g donree dans LP(PS), avec3<p < 1 . On suppose
quef et g sont susamment petites, c'esta-dire qu'il existe une constante M > 0 telle que

P1(kgky p(bsy) + Pa(kf kip(re) M

@ Pj; 1 =1;2 sont des fonctions polynomialesa coe cients positifs telles queP;(0) = 0. On suppose
de plus quekf ky 1grsy C 2. Alors il existe (w;q;d;c) solution unique de (1.28), (1.22), (1.29),

(1.30), avecw 2 W2P(P)\ wgP(bf) g2 wiP(bT) and d 2 WZP(Ps)\ WP, (Ps).

La cemonstration de ce tteoeme comporte plusieurs etapes. Tout d'abord nous etudions le
probeme uide pour une ceformation de la frontere du do maine donree dansW?2 =PP(B. Cet
espace est l'espace des traces sur l'interface de lI'espacand lequel on cherche les deplacements de la
structure. Il s'agit alors de montrer que la solution du probeme de Navier-Stokes dans un tel domaine
appartienta  W2P(bfy\ w P(bf) wip(bf)  Onetudie dans un premier temps le probeme
de Stokes seul pour lequel on montre que si la ceformation déinterface est proche de l'identie dans
W2 1=pip( alors les egularies standards W2P(bfy wLr(bf) (voir [GR86], [Tem77]) des solutions
sont encore valables. Cette hypotrese de petites variatios par rapporta une geonetrie pour laquelle
on connat la egularie des solutions du probeme de Stokes avec conditions de Dirichlet homognes
au bord va imposer une contrainte sur les forces appliqieeau syseme uide-structure qui ne doivent
étre trop grandes.

Remarque 10 Si on avait une egularie W21 de la frontere alors [Bel96] fournit le esultat de
egularie souhaie. Il est reanmoins probable que ce resultat reste vrai dans notre cas sans demander
a ce que les ceformations restent proches d'une deformaion egulere dans W2 1:p?p(l§ .

Ensuite la egularie de la solution pour le probeme de N avier-Stokes est demontee grace a un
argument de bootstrap.

La deuxemeetape est letude desequations de lelast icie avec conditions mixtes Dirichlet-Neumann
et une condition de peservation globale de volume. La condion de Neumann sur l'interface uide-
structure sera fournie par les contraintes appliquees parle uide sur la structure. Ainsi on cherche
en méme temps le deplacementd et la constante de pressionc. Cette etude est base sur l'appli-
cation du theoeme des fonctions implicites et reprend les mémes lignes (mais avec une contrainte
suppementaire) que le cas classique (voir [Cia88]). On éudie le probeme lirearie autour de zro
(existence, egularie) qui est solution du probeme no n lireaire pour des forces exerieures nulles.
Puis on montre que I'on peut appliquer le treoeme des fondions implicites au voisinage de cette
solution. Cetteetape vaegalement imposer une contrainte de petitesse sur les forces appligiees.

La dernereetape est de recoupler les probemes uide et structure gracea un argument de point
xe de Schauder-Tychonov (voir [Edw95], p : 161{163). On introduit I'application quia un ceplacement
de l'interface associe une vitesse et une pression uide, @i fournit des e orts et donc une nouvelle
ceformation du domaine structure. On montre que cette application admet au moins un point xe. Pour
cela, on munit WZ?P(bS) de sa topologie faible, ainsi toute boule fermee de cet egze est faiblement

compacte. De plus, l'injection compacte deWz?P(bs) dans Cl(bs) su ta montrer la continuie de
I'application.

C'estegalement sur ce proece de cemonstration que sort bass les esultats [SurQ7] €tude de
I'interaction stationnaire uide-coque), [GK] etude de l'interaction stationnaire en domaine non borre



1.2. ANALYSE MATH EMATIQUE { REF : [2], [4], [7], [9], [11], [13] 29

uide-solideelastique) et pour le cas instationnaire les esultats novateurs et ecents [CS06] ai l'inter-
action uide solideelastique estetudee. Par ailleurs , en collaboration avec C. Madae et B. Mauroy,
nous sommes en train detudier un mockle stationnaire decrivant lequilibre d'un globule rouge dans
une conduite. Les equations de structure ecrites dans un etrentiel en mouvement de translation
uniforme seraient bases sur le moctle cecrita la section suivante.

1.2.4 Structure en grands aplacements-petites egforma tions { Ref : [4]

Dans cette sous-section je vais pesenter un esultat obenu en collaboration avec P. Metier et
Y. Maday. La version bidimensionnelle du mockle constitudat un chapitre de la trese de P. Metier,
nous l'avons par la suite etendue au cas tridimensionnel. licke est de dccomposer les cdeplacements
de la structure en une translation, une rotation et des teplacements elastiques in niesimaux. Ainsi
méme si on choisit la loi de Hooke comme loi de comportementqur le makriau les rotations sont
bien repesentes. On obtient alors un mocele appek gonetriquement non lireaire . Ce moctle avait
et introduit par le mecanicien De Veubeuke dans [FDV76] . Il est maintenant utilis dans le contexte
de discetisation eements nis en particulier dans le ¢ as de grands ceplacements comme pour le
mouvement d'avions [FPLOO], [SWWAO08]. Le but du travail est de donner un cadre matlematique
rigoureuxa la cecomposition et de montrer que le syseme dequations non lireaires obtenu possde
une unique solution.

ecompositions des aformations

L'icee est de cecomposer la ceformation ° du solideelastique en
1. une translation : 2 7! ® + , avec le vecteur assoce, 2 RY.

2. unerotation : R 7! R(R @), a1 g cesigne le centre de gravie du solidePs et R est une matrice
de rotation.

3. une ceformationelastique bs 1 Rd
R 7! R+ dR):
La ceformation peut donc étreecrite

8g 2 bs: (®)= +R((® @)+ d®): (1.31)

Une question naturelle est alors :
sous quelles conditions peut-on associera un unique triplet ( ;R;d)?

Pour epondrea cette question on peut pensera trouver, pour e, la translation et la rotation
telles que le ceplacement assoced = R ( (® g) est minimal en norme Lz(bs). Ce probeme
de minimisation admet une solution qui sera unique pour desaformations particuleres. Enecrivant
les conditions recessaires d'optimalie e€quations d'Euler) on obtient une correspondance bijective et
continue entre les ceformations  de Lz(bs) \eri ant de plus que la plus petite valeur propre de la
matrice A( ) & nie par

M m
A( )'_ mT 0
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R R R
avecM =2 R 9 ls bs R 09 +%k 0) 2 etm= ,, " (R Q) estsimple
et le triplet ( ;R;d) avecd 2 Lz(bs) et \eri ant d=0, A d™»(® g)= 0etM(d) cnie
positive :

z z

Md)=2 (& 9)+d) & 0)ls LGRogrd) @ 9+ (R 9) (R g+ d):

Les deux premeres conditions imposent quel soit orthogonal aux mouvements rigides in niesimaux.
La troiseme condition interdit au solide de se ceformer en se concentrant sur un plan. Elle est de plus
\eriee si la matrice des moments d'inertie du solide reste ¢ nie positive au cours des deformations.
On remarque de plus que si appartienta HS(Ps) alors le ceplacement d egalement.
z

Remarque 11 |l est facile de voir que la translation est donree par = jblsj b Pour la rotation il
S

ny a pas d'expression simple en dimension 3, par contre la mation en dimension 2etant caraceriee
par un seul angle il su t alors de esoudre un syseme lire aire 2 2 pour ceterminer son cosinus et son
sinus, ce syseme posgdant une unique solution dans le saa  \eri e la contrainte suppkmentaire.

On peut de plus montrer que I'application pe@dente est un C1-dieomorphisme et que la cecomposition
de I‘espaceLZ(bS) est valable :

L2(bS)y=vect(—:— 2 R% vect( *R((®R g)+d); 2R% vect(Rd;d 2 Ep);
avec Z 4

B = fb2 L3(bs); ,b=0; br(R g)=0g

Pour tout v in L2(PS), la decomposition
=~(v)+ (M"MR(R @)+ d)+ Rd(v) (1.32)

est obtenue en choisissant
Z

\Y

“(v)=B 1! bsv’\R(k 9)

8
% JbSJ b
:

dv)=R" v. = T AR(R g)+d) ;

@ B est ck nie par
Z VA

B= (R g+d * g ls  R(® g+d) RR g)

Cette cecomposition de Lz(bs) correspond a une decomposition en vitesse. Nous avons d mis
enevidence un jeu de coordonrees greraliees pour lsquelles nous pouvonsecrire lesequations du
mouvement (c'esta-dire lesequations de Lagrange du sateelastique).
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Equations du mouvement

On appellem la masse du solide, s sa densie, Rl (t)RT sa matrice instantaree d'inertie de rotation
et I'on suppose que le solide est soumisa des forces volunuigf et surfaciqueg. La matrice | (t) est
donree par z b

0= s K& 9+d¥ls s (@ @+d) (& g+ d):

Ainsi les dynamiques de la translation, de la rotation et desckeformationselastiques secrivent

VA
me = f; (1.33)
R=1 AR; (1.34)
d VA VA
a RI (t)RT! s . R@d R((® g)+d ! s R(® g)+d) R@d !
Z VA VA
s RA"@d)=  R(*® g+di+  R(R g)+d)ng (135
Z VA VA
s @db+2 R@"D I+ (& g+d) Rbl) !
4 4 4
KIK b (® @+d+ RAD L+  d):"(b)
z z
= 1/ps .
. Rb+ g Rb 8b2 HY(bS)\E o (1.36)

La premereequation (1.33) est cecoupke des autres et decrit le mouvement du centre de gravie.
Lequation (1.35) repesente levolution du vecteur in stantare de rotation ! et est coupkea (1.36) qui
ne sont rien d'autres que lesequations de lelasticie lireariee en ekrentiel tournant dans lesquelles
on voit apparatre les forces de Coriolis et centrifuge. Par une rotation donree cesequations sont
lireaires en d.

Remarque 12 Lesequations qui egissent la dynamique d'un mouvementigide sont un cas particu-
lier de cesequations et s'obtiennent en prenantd = 0.

Fesultat d'existence

Dans [4] nous avons monte I'existence et l'unicie de soltion faible a ce syseme coupk. On
construit une suite de solutions approctees par la nethocke de Galerkin. La base de Galerkin utiliee
est constitlee des vecteurs propres de I'ogerateur de Blasticie lirearise avec conditions de Neumann
homogenes au bord orthogonaux aux mouvements rigides in fiesimaux. Pour montrer que le syseme
approcte admet une solution on retrouve la condition sur la matrice M (d) qui doit rester & nie
positive. C'est en e et une condition recessaire et su sante pour que la matrice de masse du syseme
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discret soit inversible. Cela impose de travailler sur un tenps petit et la solution existe tant que cette
condition est satisfaite.

Une des di cules est de montrer la compacit recessaire pour passera la limite dans lesequations
coupekes (1.35) et (1.36). La solution \eri e des estimations denergie dont on deduit des convergences
faibles insu santes pour traiter les termes non lireaires, en particulier nous avons besoin de compacie
sur la vitesse instantaree de rotation. Si il n'y avait pas de couplage entre lequation de la rotation et
celle du aeplacementelastique cette propret serait \eriee. Il s'agit donc d'obtenir des estimations
suppementaires sur les aceekrations de rotation etelastique simultarement. Dans [17] nous nous
etions restreint au cas de donrees petites ce qui nous permtait d'obtenir les estimations voulues.
Dans [4], pour s'aranchir de cette hypotlese suppeémentaire, nous avons ®pae letude des basses
fequences en espace del de celle de ses hautes fequences, ce qui permet de coneblles termes
non lireaires. En particulier ce esultat peut &tre inte rpee en disant que l'action de l'acekration de
rotation sur les hautes fequences de@ d tend asymptotiquement vers zro.

En n nous avons cemonte, en raisonnant par l'absurde, I' unicie de cette solution. Une des dif-
cules, comme pour lequation des ondes, est que la vitesse de la structure n'est pas une fonction
test admissible car elle ne possede pas la bonne egulagit On commence par \eri er que si elle etait
admissible on obtiendrait des estimations sur la dierence de deux solutions qui nous donnerait par
application du Lemme de Gronwall I'unicie. On pro@de en suite en egularisant la vitesse de la struc-
ture de facona avoir une fonction test admissible et on mortre que les termes esiduels provenant de
cette egularisation tendent vers 2ro.

Remarque 13 Dans [Bou03] le méme mockle (auquel il aek ajoue un terme visqueux egularisant)
est consicke dans le cadre de linteraction uide-structure et l'existence de solutions faibles est
cemontee.

1.2.5 Conclusions

Ces esultats d'existence de solutions permettent, en paticulier, de donner un cadrea l'analyse
nurrerique des sclemas de discetisation pour ces prok#@mes coupés. De plus, quand les cemonstrations
sont constructives, elles peuvent suggerer de nouvellesraegies de discetisation, de nouveaux algo-
rithmes ou donner une icce des limites de validie de ces stakgies.

1.3 Analyse nunerique { Ref : [5], [8], [10], [27]

Nous allons nous ineresser a la discetisation en tempset en espace de sysemes coupes uide-
structure. Comme nous l'avons vu lors de l'analyse mattemaque des dierents sysemes on peut
envisager plusieurs straegies : consicerer le sysemecoupé d'un seul bloc ou bien decoupler le uide
de la structure et les recoupler par la suite grace a une preedure de point xe. D'autre part, la
gestion du domaine uide, cependant du deplacement de la dructure et donc du temps dans le cas
instationnaire, est souvent ctlicate et on a soit eecrit le probeme dans un domaine xe soit,a une
etape intermediaire, egularie et lireari son mo uvement. Ces deux aspects apparaissentegalement
nuneriguement et plusieurs choix sont possibles poureldorer des sctemas de discetisation stables,
convergents et performants. Ces choix cependent fortemeindu mocele et du type d'applications vises.
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1.3.1 Sclemas sur maillages mobiles : the Geometric Conser vation Law { Ref: [8], [10]

Ces travauy, inites lors d'un sjour de recherche de deuxmoisa l'universie du Coloradoa Boulder
dans lequipe de C. Fahrat, ontet e ecties en collabor ation avec C. Fahrat et P. Geuzaine.

Lorsque I'on consicere un probeme coupe ai les deplacements de la structure sont importants les
equations uide, poges en con guration euerienne, sont ¢e nies dans un domaine mobile. D'un point
de vue nunrerique il est alors recessaire delaborer des satgies permettant le suivi de l'interface
et de ce nir le domaine uidea chaque pas de temps. Une des rathodes commurement employees
est d'utiliser un formalisme Arbitraire Euler Lagrange (ALE) pourecrire lesequations du uide
[DGHB82]. Nous n'aborderons pas ici les autres methodes té la nethode des domaines ctifs [GPP94]
ou celle de la frontere immergee [PM89], ni les nombreux ravaux qui leurs sont consaces. La formu-
lation ALE utilise une transformation ' e nie du domaine de eerencea valeur dans le domaine
ceforne. Cette transformationetend les ceformations de la structurea l'interface au domaine uide.
Elle suit donc les ceformations de l'interface sans suivreles mouvements du uidea l'inerieur du
domaine uide au elle est arbitraire. C'est cette transfor mation qui ¢ nit le mouvement du maillage.

Si on consicere uneequation de conservation du type

@u+ div F(u)=0; dans '(t);
sa formulation ALE sécrit

@ijz w ru+ div F(uy=0; dans (t);

@ w designe la vitesse du maillage assoceea . Ici w est suppose donree et quelgconque. Cette
equation peut aussi étre eecrite sous forme inegral e

q Z Z

— u+ div (F(u) wu)=0:

dt f (t) f (t)

Une des questions, si on utilise ce formalisme et donc si I'otravaille sur maillages mobiles, est :
est-il recessaire d'adapter les sctemaselaboes sur millages xes dans le cas des maillages mobiles ?
Doit-on prendre des pecautions particuleres pour conserver l'ordre de convergence ? La stabilie ?

Dans [8] et [10] nous avons tent de epondrea ces questins. Nous nous sommes plaes dans le
cadre d'une discetisation volumes nis pour une loi de corservation scalaire grerale. Nous avons
etude I'in uence du choix des sclemas d'inegration e n temps sur la stabilie dans le cas de sclema
d'ordre 1 en temps ou plus gereralement du -sclema [8] et sur I'ordre de convergence [10].

Si on consicere une discetisation volumes nis on obtient

d :
— u+ div (F(u) wu)=0;
dt ()
a (t) aesigne une cellule au tempst. En faisant apparatre le ux au bord de la cellule il vient
z z
d
— u+ (F(u) wu) n;=0;
dt @i
soit q Z x £
— u+ (F(u) wu) nj =0;
dt v v @i o
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a1 V(i) cesigne I'ensemble des face€® jj (t) de la cellule i assoceea la maille i et njj la normale
exerieure unitaire a ces faces. Typiquement le uxa I'i nterface peut étre approcke par un ux
nunerique 7
(F(u) wu) nj =j@ i ()j(uisu; (), (),
@ jj (t)
al j@ j (t)j cesigne la surface de la face. Les quantiesu; cesignent les valeurs moyennes sur une
cellule et j (t), j (t) peuvent etre e nies par

1 Z
j ()= ——— nj (t);
i () @i M) e, i (1
0 1w 0
! @M e, e
On demande de plus au ux nuneriqgue detre conservatif : (u;v; ; ) = (v;u; ; ) et
consistant (u;u; ; )= F(u) u.

Nous allons consicerer un -sctema pour la discetisation en temps de ce probeme. ®it t le pas
de temps, et notonsg" les approximations de la quantie g au tempsnt ; on a

X X
jortett =gt j@ijuMtuMt T @) J@ i (ulsul T )
j2v(i) j2v()

(1.37)
Le paranetre appartienta [0 ;1]. Pour =1 on retrouve le screma d'Euler implicite et pour =1=2
le screma, sur maillage xe, est d'ordre 2 en temps. La quesbn est maintenant de savoir comment
calculer les valeurs moyennes, a l'interationn + 1 en temps, de la normale™j; , de la mesure du bord
des faces des celluleg@ j j, et du ux de la vitesse de maillagea l'interface — . De plus, est-ce que
les choix que I'on va faire peuvent in uencer les propretes de stabilie et de pecision en temps du
schema ? Le choix le plus imnediat est de prendre, par exemfe ces quantiesegalesa cellesa l'instant
(n+1) t. Cependant, si aucune pecaution n'est prise, des installies nuneriques ontet constates
[Nnum96] en particulier en temps long. Ces instabilies pewent étre controkes en diminuant le pas
de temps. Un guide pour calculer ces quanties georretriques est d'imposer que le screma peserve
un champ constant. Cette icce appeke Discrete Geometric Conservation Law (DGCL) est apparue
pour la premere fois dans [TL79]. Des sclemas possdantette proprete ontet developpes pour des
discetisations d'ordre un ou deux en temps dans le context des volumes nis ou deseeéments nis
[NG94], [LF96], [FN99]. Ici pour le sclema consicee cette loi de conservation sécrit en tenant compte
de la consistance du ux : X

M ofi=t j@ e
j2v (i)

Les quanties j i”+1j sont des guanties geonetriques connuesa partir du moment a on conna’t

le mouvement du maillage au cours du temps et donc le second mbre de legalie doit &treegala
X Zwa Z !

t @i = woni(t) (1.38)
j2V(i) tn @i(t)
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Dans cette egalie nous avonsa droite une quantie exacte qui cepend de la vitesse de maillage
tandis que le membre de gauche est une quantie approcteePour \eri er la DGCL il s'agit donc de
trouver les quanties moyenne —j , j@ijj et 7 de facona ce que (1.38) soit \eriee. Le calcul de ces
guanties cepend de la dimension, de la vitesse de maillag consiceee (lireaire ou quadratique par
morceaux sur ¢";t"*1)), eneements nis du dege des polynémes d'approximation....

Remarque 14 Cetteegalie signi e que I'on demande au sclema de consever exactement les volumes
et donc en particulier qu'il n'y ait pas de perte de masse.

Dans [8] et [10] nous avonsetude les liens de la DGCL avecd stabilie et la pecision du sclema.

Treoeme 5  On suppose que les ux sont monotones. Le-sclema (1.37) \erie le principe du
maximum discret independamment de la vitesse de maillage &t seulement si la DGCL est \eriee.

Remarque 15 Si la DGCL n'est pas \eriee alors on obtient une iregalit e de stabilie du type

ku"k 1 e%? kuk 1 a1 C depend de la perte de masse . Dans [FN99] ai le cas desekments
nis est consicee il est emonte que la DGCL est une con dition su sante pour qu'un sclema d'Eu-
ler implicite pour equation d'avection-di usion sur mail lage mobile soit stable independamment de
la vitesse de maillage. Si cette condition n'est pas \eriee alors la constante de stabilie cepend de la
norme L1 en espace de la divergence de la vitesse de maillage, quarditi & encore mesure la perte
de masse du maillage.

Nuneriguement les cas pathologiques d'instabilies nunmeriques quand la DGCL n'est pas \eri ee
peuvent étre obtenus en temps long et pour des vitesses de iflage oscillanta hautes fequences
aussi bien pour des equations d'avection lireaire ou encoe des sysemes non lireaires comme les
equations d'Euler [8]. En n cette contrainte sur le pas de temps peut &tre contraignante dans le cas
de l'interaction uide-structure a la vitesse du maillag e est inconnue.

En ce qui concerne la pecision en temps dans [10] nous avomr®nstruit des sctemas d'ordre 2 en
temps pour des sysemes hyperboliques sur maillages moke# en utilisant deux nethodes. Pour l'une
le ux est calcuk pour des quanties geonetriques moye nnes obtenues par combinaison de quanties
geonetriques a certains instants dans les intervalles (t";t"*1), l'autre le syseme est esolu sur un
maillage moyen . Les sclemas obtenus ne \eri ent pas recessairement la CL. Inversement, les
schemas simplement transposes de sclemas sur maillageses et \eri ant la DGCL ne conservent pas
recessairement l'ordre du sctema, méme si ceux-ci sontiamoins d'ordre 1 [GFOOQ]. Ainsi la DGCL ne
constitue pas un moyen de peserver l'ordre en temps de s@mas sur maillage xe.

Pour les schkemas d'ordre 2 (Crank-Nicolson, BDF2) la quesibn de la stabilie independamment de
la vitesse de maillage est aborcee dans ([BGO4], [FNO4]) de& un contexte eements nis. |l appara’t
que pour de ce type de discetisation en temps la DGCL n'est m une condition recessaire ni une
condition su sante pour obtenir la stabilie indcpendam ment de la vitesse de maillage.

1.3.2 Sclemas stables : cas de forts e ets de masse ajouee { Ref : [5], [27]

Les esultats pesenes dans cette section, inites lors de mon accueil en cekgation au sein du projet
REO en 2004{2005, ontet obtenus en collaboration avec M.Fernandez et J.-G. Gerbeau pour [5] et
avec M. Astorino, doctorant au sein de ce méme projet pour [Z].
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Les conditions de couplage a l'interface entre le uide et & structure sont de deux types l'une
cirematique egalie des vitesses), l'autre traduit le principe de I'action et de la eaction €galie des
contraintes normales). Elle peuvent secrire de manére simpliee de la fecon suivante (on omet la
variationeventuelle du domaine uide)

u= @d; s = ¢ n; sur : (2.39)

D'un point de vue nunerigue la manere la plus directe de satisfairea la version discetise de (1.39)
est de esoudre le uide et la structurea l'aide d'un uniqu e solveur. On obtient alors des nethodes
appekes monolithigues Des exemples d'une telle approche sont tes nombreux. On @ut par exemple
citer (sans étre exhaustif) [RBO1], [Hei04] bass sur undormulation ALE, [DHPSBO03],[Baa0l1] qui
utilisent la nethode des domaines ctifs ou [FVCJ *]. Par construction (1.39) est satisfaite et on parle
alors de sctemas fortement coupés. Ces nethodes conseent naturellement lenergie a l'interface et
sont donc gereralement stables. Elles ne sont cependantas tes modulaires et permettent di cilement
d'exploiter les speci cies de chaque sous-probeme et d'inegrer les nethodes ecemment ceveloppees
pour la esolution du uide seul ou de la structure seule.

Avec les nethodes dites partitionrees le uide et la structure sont traies par deux solveurs
speci ques dierents et la question est alors de savoir comment les coupler e cacement. Une premere
strakgie est d'utiliser un sctema cecak ou faiblement coupk ou encoreexplicite as I'on ne va esoudre
le uide et la structure qu'une seule fois par pas de temps. Lavantage de telles nmethodes est qu'elles
sont moins codteuse puisqu'elles ne recessitent levalation des inconnues uide et structure qu'une
seule fois par ieration en temps. Ces nethodes ontek tesetudees et tes utiliees, en particulier pour
la simulation decoulements compressibles (voir par exemle [Pip97], [PFL95], [PFO3]). On trouvera
dans [FvdZGO06] unetat de I'art sur ces nmethodes. Cependan la condition (1.39) n'est pas \eriee et
cela peut conduirea des instabilies nuneriques, en particulier en cas de forts e ets de masse ajoute
du uide sur la structure. Ces instabilies ontet obser \ees par exemple dans le cas desecoulements
sanguins dans les areres, ai un uide incompressible ineragit avec une structure dont la densie est
proche de la densie du uide. Le role de I'e et de la masse gouke sur la stabilie nunerique avait
et souligre dans [LTMO1] et il aee cemonte dans [C GNO5] (et par la suite dans [FWRO7] pour des
scltemas en temps plus gereraux) que, méme dans le cas diumoctle tes simple, un sctema decaé
est inconditionnellement instable si le rapport des densits est plus petit qu'un certain seuil. Il semble
gue cela soit fortement lea l'incompressibilie du ui de. Il esta noter que ecemment dans [BNVO08]
un scltema cecak stable aet propos bas sur des conditions de Robina l'interface.

Par congquent, des sclemas dit§ortement coupés ou implicites ontee developges et utilies pour
pallier ces probemes. lls sont stables par nature car ils onservent lenergie a l'interface. Cependant
ils restent tes codteux car ils demandent un grand nombred'appelsa chaque solveur par ieration
en temps. Ainsi, ses derneres anrees de nombreux e orts ot et faits pour aceerer la conver-
gence des nethodes de point xe (relaxation, lirearisation) [LTMO1], [MWRO01], [MWO01], [DFFO03],
[RRLJO1] ou des nethodes de Newton inexactes [MS02], [MSQ3[Tez01], [Hei04] ou exactes [FM03a],
[FMO3Db], [FM04], [FMO05] utiliees pour \eri er (1.39) de manere forte. On trouvera dans [DGHLO04],
[SMSTTO5], [LTMOQ], [12], desetudes de stabilie, convergence, estimations d'erreur pour des sctemas
fortement coupés ou implicites..

La plupart de ces sctemas sont bases sur une discetisatn type Dirichlet-Neumann pour lesquels
le uide est esolu en lui prescrivant la condition cirema tiquea l'interface, quanta la structure elle
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epend des e orts appliqwes par le uide. Pour des strake gies du type Neumann-Neumannon pourra
se etrera [DDFQO05], [DDQO04].

Dans [5] et [26] nous avons propo® et analye un sclemaemi-implicite. L'icee est de sparer
les e orts en pression des e orts visqueux appligles par le uide sur la structure, les premiersetant
traies implicitement et les deuxemesetant traies e xplicitement. Ce splitting est obtenu en utilisant
le sclema de Chorin-Temam pour la esolution de la partie uide [Cho68], [Cho69], [Tem68] (voir
egalement [GMSO06] pour unetat de I'art sur les methodes de projections). Dans [BQQO8], [QQO07] ce
sont des nethodes de splitting algebrique qui sont utiliees.

Pesentation du sclema

Nous allons pesenter le sctema pour le probeme non lireaire coupe complet (1.1, 1.2, 1.5, 1.9,
1.11). Lesequations du uide sont discetisesa I'aid e d'une nmethode de projection de Chorin-Temam
et de la nethode ALE cecrite peedemment. L'avancement en temps de la structure se faita l'aide
d'un sctema de Newmark. On se donne un pas de tempd et on suppose que l'on connat la vitesse
du uide u", la pressionp", le deplacement de la structure d", la vitesse de la structureu? et le
domaine uide f" a linstant nt. L'algorithme skcrit

{ Etape 0 - Extrapolation de la position de l'interface :

"t = dn+ ¢ gus)n %(us)“ 1. (1.40)

{ Etape 1- e nition du nouveau domaine et de la vitesse ALE :

1
n+1 dn+ d" n+1 n+l fin +1 f;n n+1
WJ.A :f.ﬁ w :Ext(wj ); : = "+ otw (1.41)
J

@l Ext designe une extension de la vitesse au borda tout le domaine uide.
{ Etape 2 : Etape d'advection-di usion :

g g"*t o un .
g+ (" W™ ™ 2 div("(e"™))= 0; dans "t
t 2 (1.42)
.> U’n+1 — Wn+1; sur n+1:
{ Etape 3 - Etape de projection (correction de la vitesse)
{ Etape 3.1:
n+1 n+1
% f u t t +r pn+1 =0 dans fin +1;
divu"! =0: dans fn-*l. (1.43)
.E un+1 n = u n; sur n+1:

t
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{ Etape 3.2 :
8
un+l uh ) n4 n+1
% >S5 div -5 S =0; dans S
t 2
E d™t d" _ugtt+ug dans S (1.44)
t 2 H H

2+1 szf;n+1( f(trn+1;pn+l) f;n+1)(r f;n+1) T b: sur N

L'inerét de ce sctema est que tous les termes non lireares (convection, non lirearies geonetriques)
sont traies a letape explicite d'advection-di usion . Seule letape de projection, qui consiste en la
esolution d'un probeme de type Darcy, est coupke impl icitement avec la structure. Lesetapes 1 et
2 ne sont donc e ectiees qu'une seule fois par pas de temps.

Remarque 16 On a iciecrit letape de projectiona l'aide d'uneequat ion de Darcy mais on aurait
aussi pu lecrire comme un probeme de Poisson sur la pres®n. On peut egalement imaginer des
variantes al lesetapes 2 et 3 sont interchangees, ou ena® @ d'autres extrapolations de la vitesse de
maillage sont utiliees.

Remarque 17 Le esidu des e orts a l'interface n'est pas nul mais il ne c ontient que les e orts
visqueux et pas les e orts en pression. On peut par conequéermrsperer le contréler et qu'il ne produise
pas uneenergie d'interface qui conduisea l'instabilite du sclema.

Stabilie et convergence

Nous allons maintenantenoncer les esultats de stabilie et de convergence obtenus dans [5], [26].
On s'est pour cesetudes restreint au cas al les aeplacemets de la structure sont regligeables de facon
a supposer que le domaine uide ne varie pas : f(t) = f. Lesequations sont donc poses dans la
con guration de e&rence et on omettra les b pour simpli er. De plus la structure n'est pas disceti® e
a l'aide d'un sclema de Newmark mais avec un sclema sautemouton :

8
n+l n4 gn 1
§ Sd 2?2 d div. 1 =0; dans S
dntt  gn 1.45
E U2+l - f; dans s; ( )

Mon= @™t p™) n; osur

D'autre part pour les besoins de I'analyse on suppose que legbeme est discetie par deseements
nis. On appelle h le pas du maillage uide et H le pas du maillage structure. On va supposer que
les espacesebments nis des vitesse et pression sont ctormes dansH1( ) et L2( ') (on supposera
que ces espaces \eri ent une condition inf-sup ou LBB, méne si cela ne joue aucun réle dans notre
analyse). De plus I'espaceeements nis de structure estune approximation conforme de I'espace/s
assocea la forme bilireaire de la structure. En revanche on peut avoir une non conformiea l'interface
entre le uide et la structure. Cette non conformie peut ve nir de maillages incompatibles ou, méme
dans le cas de maillages concidant, de dierence entre |ls operateurs uide et structure (on peut
pensera un uide coupka une plaque ai I'on a un ogerate ur d'ordre 4 pour cecrire le comportement
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en exion de la plaque). Il est alors recessaire d'introdure un operateur 1 de raccorda l'interface
qui peut étre un simple operateur d'interpolation ou en operateur inegral de type mortier [BMP93],
[BMP94], [BB99], [BBM97]. Les conditions cirematiques veriees par les vitesses uide et structure
ainsi que les fonctions tests qui interviennent dans la formlation variationnelle du probéme discetie

en temps et en espace sécrivent donc (avec des notationsgdentes)
I

gn gn 1’
n+l _ H H

et pour les fonctions tests
vh = niby); sur

Alors on a le esultat de stabilie suivant
Tlkeoeme 6  On suppose que la restriction de l'operateur d'interface na l'espace des tracesekments

nis assoce a la structure est L2-stable. Alors il existe une constanteC > 0, independante des pa-
rametres physiques du probeme, telle que

( _
C h 2 ! O st 1.46
—+2—— ; avec = _ :
et les estimations discetes denergie sont satisfaites
h i 2 2 2
[
1 S kun+1g2 S kunk2 s L4 M _s Ldul
t 2 h TLACh) o mhRECh Ty t 2 t
L2 ") L2( 9)
1
b as(d™;dl™)  ag(dfy;di) + k"(ug”)kfz( fy 0 (L47)

Par conequent le sclkema est stable s(1.46) est \eriee.
D'autre part on aegalement un esultat de convergence en vtesse

Treoeme 7 En supposant que les espaces ekments nis consickes at de bonnes proprees d'ap-
proximation, sous I'hypothese de stabilie (1.46) et si la solution exacte du probeme coupk est egulere,
alors les solutions discetes convergent vers la solutiorcontinue et \eri ent les estimations d'erreur

1 n+1 n n 2
f 1 112 s ant d") dy  d@")
?kuﬂ" u(t"t K2 1y * > H "
L2( )
X
+ %as(daﬂ d(tn+1);da+l d(tn+1))+ t k"(U'RJrl U(tn+1))kﬁz( 0
n=0
Ct+ Ch*+ CH? +Ch?; (1.48)
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@ k est le dege des polyndbmes de Lagrange assocesa la distisationeement nis du uide et m
cepend du choix de I'espace d'approximation de I'espace dabplacements structure : pourv® egulere
m est tel que
inf _kv® vpkys CH™;
VH ZVS HEV

tandis quel cepend du choix de l'operateur de raccorda l'interface  :

{!I minr 5;k+1 pour logerateur dinterpolation;

{ % |k pour l'ogerateur  mortier

Ces esultats appellent bien str quelques commentaireslout d'abord en ce qui concerne la stabilie.
Elle est obtenue sous une condition su sante. Cette conditon implique que si on consicere un uide
d-dimensionnel coupk a une structure d-dimensionnelle ( = 1) alors, lorsque les e ets de masse
ajoute sont forts, la stabilie est obtenue en ranant le pas de maillage uide par rapport au pas de
maillage structure (d'ai la recessie de consicerer des maillages incompatibles pour obtenir le esultat
treorique). En revanche dans le cas ai l'on consicere un nocele eduit de type plague ou coque
( =0) alors la condition ne fait pas intervenir le pas de maillage structure. Il est alors su sant de
jouer sur le pas de temps pour obtenir la stabilie. On verraa la section suivante que ces restrictions
n'‘apparaissent pas et que le sctema est stable pour les jeuwke paranetres que I'on a consicees et qui
permettent d'obtenir des simulations physiologiques.

Remarque 18 La condition su sante provient de la recessie de contr0 ler le esidu des e orts vis-
queux. Il esta noter que l'on arrive icia le contréler car on a choisi un sctema di usif pour la
structure. La question est ouverte si on consicere un schena de type Newmark. Dans ce cas dans
[ACFO38] il est eemonte que le sclema est stable mais dansle cas ai les conditions cirematiquesa
l'interface sont imposes de manere faiblea l'aide de la methode de Nitsche. Cependant d'un point
de vue pratique l'utilisation d'un scltema de Newmark ne pos pas de probeme de stabilie.

En ce qui congerne le esultat de convergence en vitesse, ambtient que l'erreur en temps est
au moins d'ordre  t. Il est connu que le sckema de Chorin-Temam non incementé a un ordre de
convergence inérieura t pour la pression en normeL® (0;T:L2( 7)) et pour la vitesse en norme
L1 (0;T;H( ') (voir [BCO7], [EG04], [GQ98a], [GQ98b], [Ran91] pour pls de cetails). Ici on I'ob-
tient aussi sur la vitesse du uide en normeL?! (0;T;L2( )). Il est possible que cela soit doa
notre methode de cemonstration mais il estegalement possible que, comme on consicere un probeme
coupe, l'erreur en pression se propage, par l'internedaire de la structure,a tout le schema. Les si-
mulations nuneriques tenteront de epondrea cette question. Le esultat de convergence appelle a
un deuxeme commentaire concernant le raccord incompatile a l'interface. L'estimation d'erreur est
optimale dans tous les cas quand on consicere un raccord egrale type mortier . Ce esultat rejoint
celui de [LTMOO]. En revanche, l'optimalie pour le cas as le raccord utilise l'ogerateur d'interpola-
tionekments nis assoce au uide cepend de la structu re consickee et du dege des polyndmes de
Lagrange assoces au uide, comme lillustre le tableau sivant :
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structure d-dimensionnelle | structure (d 1)-dimensionnelle | structure (d 1)-dimensionnelle
h ogerateur du 2" ordre operateur du 2" ordre. operateur du 4€ ordre.
r=1; =1 r=1; =0 r=2; =0
Interpolation non optimal k =1 optimal k 2 optimal
Mortier optimal 8k optimal 8k optimal 8k

Tab. 1.1 { Optimalie de I'erreur en espace en fonction de I'ogerateur d'interpolation

Pour une discussion sur les raccords incompatibles en uidstructure on pourraegalement se
reportera [FLLT98].

Resultats nuneriques

Les esultats nurreriques illustrent les capacies et performances de ce sclema en terme de temps de
calcul et de stabilie en particulier en cas de forts e ets de masse ajoute. Il esta noter que le sctema
de Newmark est utili® pour la structure et que dans tous lescas tests consicees les maillages uide
et structure sont compatibles sans que l'on ait pu observer thstabilies pour les jeux de paranetres
consicees. Dans tous les calculs pesenes ici letape de projection est esolue gracea un probeme de
Poisson en pression et non un probeme mixte de type Darcy.

Tout d'abord nous avons compae sur un cas bidimensionnelwla structureelastique occupe une
partie de la frontere du domaine uide et \eri e desequa tions de membrane le esidu de la puissance
a l'interface pour un sctema explicite, implicite et semi-implicite.
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Fig. 1.1 { Figure de gauche : puissance 