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INTRODUCTION
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L'emploi de la subjectivité dans 1'analyse de la déci-
sion n'est pas chose nouvelle.

Dans certaines analyses multicritéres, on se voit obligé
d'attacher des pondérations subjectives aux différents critéres
de décision dans le cadre d'une action économique. D'autre part,
1'emploi des probabilités subjectives montre un souci de rationa-
liser une prise de décision & partir d'estimations subject1Ves.

Mais les sous-ensembles flous, introduits par L.A. ZADEH
en 1965, traitent aussi de la subjectivité.

Nous nous proposons, dans cette étude, de montrer 1'ap-
port nouveau de la théorie des sous-ensembles flous dans ce do-
maine. Dans un premier temps, nous la démarquons de celle des pro-
babilités, et des probabilités subjectives en particulier, puis
nous étudions certaines applications des sous-ensembles flous a la
prise de décision et & 1'analyse structurale.

Dans le premier chapitre, nous appelons les notions de
treillis, d'algébre et de o-algébre, pour montrer la différence
fondamentale entre la théorie des probabilités et celle des sous-
ensembles flous, et le bien-fondé de T1'utilisation des opérateurs
MIN et MAX dans 1'ensemble des sous-ensembles flous.

Dans le second chapitre, nous discutons les principes
de base des probabilités subjectives, précisons leur limite d'ap-
plication, et montrons ce que peuvent apporter les sous-ensembles
flous au-dela de cette Timite ; puis nous traitons un exemple d'
aide a la prise de décision subjective.

Nous discutons, ensuite, 1'opportunité de 1'emploi des
opérateurs MIN et MAX, dans le cas d'une décision floue, ce qui
nous améne & réfléchir sur la construction de la fonction d'appar-

tenance et son utilisation. La construction se fait & partir d'es-
timations subjectives.



Pour ce faire, et dans le chapitre III, nous construisons
une topologie floue et énongons les théorémes (de convergence des
suites floues entre autres) qui nous aideront & construire la fonc-

tion d'appartenance.

Dans le chapitre IV, nous étudions le probléme de la quan-
tification du qualitatif et faisonsune synthése des différentes so-
lutions proposées pour rationaliser le subjectif.

Nous présentons ensuite, une méthode topologique de la
construction de la fonction d'appartenance aprés avoir présenté
une méthode expéditive de la quantification du subjectif.

Dans le chapitre V, nous nous intéressons a 1'application
des sous-ensembles flous & la théorie de 1'information et & 1'ana-

lyse structurale.

Nous présentons une méthode d'analyse structurale basée
sur des techniques floues, au lieu de 1a théorie des graphes, puis

nous étudions 1'entropie floue et nous la comparons a 1'entropie
probabiliste au sens de SHANNON.

‘Dans cette étude, nous n'avons pas utilisé le concept des
sous-ensembles P-~flous, ni Phi-flous, ni les sous-ensembles flous
d'ordre n, mais elle peut étre étendue & ces concepts sans diffi-

cultés majeures.
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NOTATIONS
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désignent la virgule décimale

désigne un sous-ensemble flou A

désigne un sous-ensemble A du référentiel X
1'ensemble des réels

1'ensemble des sous-ensembles flous réels (référen-

tiel R )

1'ensemble des entiers naturels

N

{0}}

R - (03

[R-*={XER,X>O}

+

complémentaire de 1'ensemble vulgaire A

complémentaire du sous-ensemble f]ou‘é

Soit R avec 1a topologie usuelle, et AC IR , A désigne la ferme-

ture de 1'ensemble A dans R
{(x,0),x €R} désigne 1'ensemble vide

{(x,1),x€R} désigne 1'ensemble des réels.
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INTRODUCTION

_ Dans ce chapitre, nous rappellerons d'abord 1'axio-
matique des treillis, treillis complémentés et algébres. Nous re-
marquerons ensuite que les opérateurs MIN et MAX sur des sous-en-
sembles flous, sont des opérateurs -tanoniques sur Tes treillis
et enfin, nous essayerons de montrer la différence fondamentale et
axiomatique entré les probabilités qui s'appuient au minimum sur
un treillis complémenté ou une algébre, et les sous-ensembles flous
qui forment un treillis non complémenté.

1.1 - RAPPEL DE LA THEORIE DES TREILLIS : DEFINITION ENSEMBLISTE [3]

I1.1.1 - Relation d'ordre dans un ensemble E

Déefinition I.1

Soit un ensemble E et une relation binaire R défi-
nie sur E2. R est une relation d'ordre sur E si elle vérifie les
3 axiomes suivants

{si R(x,y) et R(y,x))}e=>x =y

Vx,Vy,Vz&E : {R(x,y) et R(y,z)} == R(x,2z)

[.1.2 - Relation de couverture associée a& une relation d'ordre

Définition 1.2

Soit (E,R) un ensemble ordonné par la relation R.
On dit que y&€E couvre x €E si

1°) (xRy)
2°) x £y
3°) xRz et zZRy == (z = x ou z = y)
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Si on note R : <, 1a définition devient

o
~—

17) x <y
2°) x £y
3y xLzLy =>(z =x0Uz=yY).

I1.1.3 - Sup. demi-treillis

Définition 1.3

Soit E un ensemble ordonné par une relation d'or-
dre R,notée < . E est un sup demi-treillis si pour tout x de E
et pour tout y de E, x et y admettent une borne supérieure dans

E.
Rappelons

majorant d'une partie de E (E ordonné)
x € E est dit majorant e c £ si Vyéqa, y £ X

borne supéfieure d'une partie gF)CZ E.
On appelle borne supérieure de godans E, le plus
petit majorant (s'il existe)de QDdans E.
: . On appelle aussi élément universel de E (et on le no-
te 1), 1'élément (s'il existe) appartenant a E tq:Vx€e , x < 1.

On appelle él1ément nul de E (et on le note 0), 1'é-
lément (s'il existe) de E tg:Yx€E ., x> 0.

En particulier

sup(x,1) =.1 sup(x,0) =
inf(x,1) = x inf(x,0) =
Exemple de sup-demi-treillis -

Considérons £ un enemble quelconque et QP(E) 1'en-
semble des parties de E avec la relation d'ordre C (dinclusion).

Si:{Ae@(E) etona: (ACAUSB
e P () {BCAUB

de plus VaeP ey, aAcCck.

==>>63(E) est un sup-demi-treillis ayant un élément universel E.

= aUseP(r)



I1.1.4 - Inf-demi-treillis

Cette définition est duale de la précédente
Définition 1.4
Soit (E,R), R relation d'ordre sur E. E est un inf-
demi-treillis si
Vx ¢ E, Vy € E, x et y admettent une borne infé-

rieure dans E.
Exemple :

E ensemble quelconque. QD(E) 1'ensemble des par-
ties de E avec la relation d'ordre C:

Ae? (k)

==i).vAn B est un

==AN 355]3(5) et on a :(AN B CB
Be (F) {

AN BC A

minorant de A et B;mais en fait
AN B est la borne inférieure de A et B.

D'autre part, sachant que inf(A,B) = Al B ;VAGE,

on a
inf(A,9) = ¢ et ¢6g?E)==>¢ est 1'@lément nul de éi)(E)

1.1.5 - Treillis

Définition_I.5

On appelle treillis un ensemble ordonné qui est a
la fois un inf-demi-treillis et un sup-demi-treillis.

Exemple

a - (gj(E),c:)'est un treillis,
b - un ensemble totalement ordonné est un treillis,
¢ - dans un treillis possédant un élément universel et un élé-

-ment nul on a

VXEE, sup(x,1)
inf(x,1)

H
o

inf(x,0)
sup(x,0)

il
—

1
x
il
b



[.2 - APPROCHE ALGEBRIQUES DES TREILLIS

1.2.1 - Axiomes algébriques des sup-demi-treillis

Soit (E,R) un sup-demi-treillis
Notons : x + y = sup(x,y). On a les propriétés suivantes

X (idempotence)
sup(y,x) (commutativite)

X <= 1°) sup(x,x)

y + x <==> 2°) sup(x,Yy)

x+(y+z)e=>3°) sup(sup(x,y),z) = sup(x,sup(y,z))
(associativité)

1°) x + x
2°) x +y
3°) (x+y)+z

en effet
Si difficulté i1 y a, c'est au 3éme axiome
VERIFIONS que

sup(sup(x,y)s>z) = sup(x,sup(y,z))

Lemme 1 : L'application sup : E2 > E est une isotonie :
(x5 y)rsup(x,y)

i.e si (a,b) £ (c¢,d) (<£rel d'ordre sur E2) alors

sup(a,b) < sup(c,d),

Démonstration du lemme

(a,b)<x (c,d)e=> agc et b £ d (relation d'ordre sur Ez:s)
a £ ¢ € sup(c,d)
==> sup(a,b) £ sup(c,d)
bg d<g sup(c,d)
de méme

b>det a >c =inf(a,b)> inf(c,d)

Vérifions 1'axiome 3

z £ sup(y,z) € sup(x,sup(y,z)
<

X X

sup(x,y) < sup(x,sup(y,z))
d'aprés le lemme nous avons :
y € sup(y,z) z < sup(x,sup(y,z))
D'aprés le lemme 1,

sup(sup(x,y),z) £ sup(x,sup(y,z)) (1)



d'autre part
Yy < sup(x,y)
=>sup(y.z) € sup(sup(X,y),z)
z< 2z
d'autre part
X £sup(sup(x,y),z)==>d'aprés lemme 1,
sup(x,sup(y,z)) < sup(sup(x,y),z) (2)

et nous avons

(1) et (2)==>3°)

Réciproquement

Un ensemble E, muni d'une loi de composition in-
terne vérifiant les axiomes 1°), 2°), 3°) est un sup-demi-treillis.

Démonstration

On introduira d'abord la relation d'ordre dans E, et
on montrera que pour cette relation d'ordre, E est un sup-demi-

treillis.

La relation binaire R : E2 - E

(x,y) » xty=y
est une relation d'ordre.En effet
1°) x + x = x d'aprés 1°) i.e réflexivite.
2°) (si on a (xRy et yRx)) == {si on a x+ty = y et y + x = Xp=>
X = y grdce a& la commutativitée de +
== antisymétrie.
3°) Transitivte
'Vx,y,z €E si xRy et sz=3=>sz

Nous avons

X+ 7 =Y
et, d'aprés 1'associativité x+z = x+(y+z)
ytz-=12 (x+y)+z = y+z

1]
N

= X + z = z c.q.f.d.

Pour cette relation d'ordre, montrons que (E,R) est un sup-demi-

treillis.
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1°) x + y majore x et y en effet
* XR(x+y) puisque : x + (x+y) = (x+x) + y = x + y (d'aprés 1'as-
sociativité de "+").
* YR(x+y) =y + (xty) = (y+x) +y = (x+ty) +y = x + (y+ty) = x +y
(d'aprés la commutativité et 1'associativité de "+")
2°) x + y est le plus peti; des majorants de x et de y.
En effet

X+z = z =3 X + (y+z) = (x+ty) + z = z
Supposons : J z/xRz et YRz { et ‘
y +z =12

=3 (X+y)Rz = x+y £ Z c.q.f.d.

.2.2 - Axiomes algébriques d'inf-demi-treillis

Les axiomes algébriques, sont duaux de ceux de sup-
demi-treillis. Par dualité, donc, la loi de borne inférieure, notée

“.", vérifie
1°) x.x = x (idempotence) === 1°) inf(x,x) = x
2°) Xx.y = = inf(y,x)

3°) x.(y.z) = (x.y)z @ssociativité)=3°) inf(inf(x,y),z) =

(

y.x(commutativité) == 2°) inf(x ,y)
(

inf(x, 1nf(y z))

la relation d'ordre sera S telle que

S(x,y)e=>x.y =y
et 1'on a

sup(x,y) = x.y
et 1a relation duale est

S*(Xs¥)e=>S(y,x)
soit : S*¥(X,y)&=>y.x = X

.2.3 - Axiome algébrique d'un treillis

Dans un treillis E, les lois de borne inférieure et
de borne supérieure vérifient évidemment 1es axiomes respectifs au

sup-demi-treillis et inf-demi-treillis.



- 15 =~

Toutefois Ta réciproque n'est pas vraie : car on
obtient un sup-demi-treillis pour la relation d'ordre R, un inf-
demi-treillis pour la relation d'ordre S*.Pour que E soit un treil-
1is i1 faut que R et S* coincident ce qui nécessite la donnée d'
axiomes supplémentaires.

xe=>sup(x, inf(x,y)) = x (absorption)

4°) x + Xx.y
5°) X.(x+y) = xe=>inf(x, sup(x,y) = X

et avec ces 2 axiomes, la réciproque sera vraie en choisissant com-
me relation d'ordre

X<y <==d-——?-———£-——>x+y=y4\=->x.y=x
Csup(x, = x#
{p( y) y
sup(x,y) = X.y

.2.4 - Treillis distributifs et treillis complémentés

Définition .6 : Treillis distributifs

- o o o = - I I I e - L

Un treillis est dit distributif, si chacune des deux
lois est distributive par rapport a 1'autre.

i.e
a) X(y+z) = x.y + x.z

b) X+yz = (x+y).(x+z) b) est dual de a)

P Y - o e e - o m En w w w—w

Soit E un treillis possédant un &l1ément nul Oiet un
é1ément universel 1, on appelle complément d'un &lément x, tout &lé-
ment x' de E, s'il existe

tel que : : xx' =0

Théoréme 1.1

Dans un treillis E, distributif, 1e complément d'un
élément, s'il existe, est unique.

Dem

Supposons qu'il existe x' et x", compléments de x dans
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x'" = x'.1 = x!(x+x") = x!x + x!x" = x!x", car x!x =0

x" = x".1 = x"(x+x') = x"x + x¥x' = x'x' = x!x" (commutativité)

= x' = x" =le complément s'il existe est unique.

Soit E, un treillis
E est dit complémenté si E posséde un é&lément
universel 1 et un é&1ément nul 0 et si Y x € E, i1 existe au moins
r 4

un complément de x dans E tq : x + x' =1
{ xx'" =0

.2.5 - Algébre de Boole (ou treillis de Boole)

Définition 1.9

On appelle algébre de Boole, tout treillis distri-

butif et complémenté et on a en particulier (x')' = x (d'aprés 1'

unicité du complémentaire).

Régle de Morgan

(xty)' = x'.y' et (x.y)})' = x' + y'

Démonstration

il suffit d'établir 1'égalité

(x+y)' = x'.y'
En effet
X +y + x'y' = (xvy+x')(xty+y') = 1.1 =1
(x+y).x'y' =x.x'y' +yx'y' =0+ 0 =20 c.q.f.d.
Exemple :

Soit E un ensemble, alors QD(E) est une algébre de
Boole. En effet

o0
On a montré que Ji (E) est un treillis. D'autre part,
AN B = inf(A,B), AUB = sup(A,B) jouent le rdle de . et + res-
pectivement.

on a : AD(BUC)
AU NC)

(AN BYU (BNC) ~
=¥

(E) est distributif
(AUB)N (BU C)
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742
| (E) est complémenté en effet
E est 1'élément universel

. ¢est 1'élément neutre.

AﬂcA
AU_cA

¢
E

et ce complémentaire est unique

Du point de vue ensembliste et avec la relation d'
ordre ¢ et les opérations (\(1ntersection) et L)(union), QD(E) est
une algébre de Boole.

Définition_I.10 : Algébre

X, un ensemble.

On appelle algébre de Boole sur X, une famille O- de

sous-ensembles de X vérifiant
1°) s &€ AL

22y Vaea

Veeo

3°) Vaca,c,ea

}AU BE Q

1.3 - TRIBU OU o-ALGEBRE DE BOOLE

1.3.1 - Définition I.11

Soit X un ensemble,( une algébre de Boole sur X.

(A est une tribu si en plus

(AEa =UAr ea
nen 1

1.3.2 - Probabilites

Definition_I.12

Une probabilité est une mesure sur (Q,0) ol (Rest

une algébre sur @ , prenant ses valeurs dans [0,1].
En particulier, elle vérifie les axiomes suivants
1°) Vaear(a)z 0
2°) Vaea

}tq ANYB =4 alors P(AUB) = P(A) + P(B)
Veea



3°) P(E) = 1.

Conséquences
a) P(¢) = O
b) P(CA) =1 - P(A)
Si est une tribu ou o-algébre, 1'axiome 2) devient
2') si (An)nEN ,€0n§P(({ An) = E§1 P(An). (oc-additivite)

1.4 - ALGEBRE DE BOOLE ET SOUS-ENSEMBLES FLOUS

I1.4.1 - Préliminaire

Soit E un ensemble, A C E.On définit 1'application
E -~ {0,1}

X )
X =B (x) /3y (x) ={1 si xeh
0 sinon

Exemple :
Prenons E fini, E = {xl, Xos X35 Xgs x5}
A = {xz, Xg o x5}

Nous aurons

xp(xq) =0
xp{X,) =1
xp(X3) = O%m>{x;,x3} & A
xp(xg) =1
xp(xg) =1

Nous pouvons expliciter ceci en disant

Que A est formé des éléments suivants

Xq de poids 0,ou de degré d'appartenance 0, ou n'

Qur

appartient pas

Xo de poids 1,ou de degré d'appartenance 1, ou
appartient a A.

- X35 gui a la méme propriété que X1

et - Xgs Xg qui ont la méme propriété que X



ce qui revient a dire

A

{(xl,O),(xz,l),(x3,0)(x4,1)(x5,1)};

tout se passe comme si : A = {(x,xA(x)/x<EE}.

de méme on a : C A -

On peut noter de méme

Ro= {{x]51)(%5,0)5(x351)5(x4,0)(x5,0)}
R o= {(xskq(x))/x CEY<=> A = {(X,1-xp(X))/x €E}

On vérifie avec cette notation que : AC B si Xp S Xp

et

{ACE
=> X = Xp-X
BCE A B A" XB

ACE
= X = Xxatx
BCE AUB ATXB

et + étant des opérations de 1'algébre de Boole des fonctions
caractéristiques de sous-ensembles de E.

Nous avons vu, dans ce préliminaire, une autre facgon
de représenter des sous-ensembles d'un ensemble E, en considérant 1'
alternative suivante : x € A ou x é A, si A est un sous-ensemble de
E. C'est-a-dire qu'on a (x,1) ou (x,0).

Nous pouvons nous poser la question suivante : en ou-
bliant le r6le de la fonction caractéristique de A, pourquoi ne pas
considérer des alternatives plus souples : dire par exemple que Xx€&A
avec un degré d'appartenance de 0,99 ou 0,8 ou 0,5 ou 0,00001 c'est-
d-dire que le poids d'un élément d'un ensemble, pourrait étre consi-
déré comme appartenant a [0,1] et plus seulement & {0,1}.

Les sous-ensembles flous répondent a8 cette question.
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1.4.2 - Sous-ensembles flous

Définition de L. A. ZADEH [33],[15] :

; Soit E un ensemble dénombrable ou non, et x € E. Alors
un sous-ensemble flou (noté ﬁ) de E est un ensemble de couples

{(x,u (x)), Vx ek}

o0 u(x) est l1e degré d'appartenance de x dans A (et sera notée uA(x)).
Ainsi, si uA(x) prend ses valeurs dans un ensemble M appelé "ensemble
d'appartenaﬁce". on peut dire que x prend ses valeurs dans M par la
fonction : E > M

X = uA(x)

De méme, on peutvdéfinir un sous-ensemble flou en dé-
finissant sa fonction d'appartenance.

Un M-sous-ensemble flou A d'un ensemble de référence
E est une application de E > M.

Motation

Nous noterons (E,M), 1'ensemble de référence E et son
ensemble d'appartenance M, qui est au moins un treillis distributif.

Definition_ I.14
Soit (E,M)et
A,et E deux sous-ensembles flous de E. .

Nous dirons que‘ﬁ est inclu dans E (AC B), si et seulement si

VXEE,UMX)SUBH)

tad s

b) Intersection

Soit (E,M), M = [0,1] et A et B deux sous-ensembles
flous de E.

Alors, ﬁlﬁ B est 1le plus grand sous-ensemble flou contenu & la fois
dans ﬁ et danslg, c'est-a-dire
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V)(GE : UAI\B(X) = MIN(uA(x),uB(x))

n

Soit (E,M) . M = [0,1]
A et B deux sous-ensembles flous de E. Alors Ta réunion

de ﬁ et B (AL)B) est le plus petit sous-ensemble flou contenant & la
fois A et B et on a

Théoréme 1.2

Soit (E,M), M = [0,1]
L'ensemble des sous-ensembles flous de E, ordonnés par
C, muni des opérateurs N et U est un treillis distributif.

L'élément universel est {(x,1)/x € E} noté E, 1'ele-
ment nul est {(x,0)/x&E} noté 4.

~t

Démonstration

Triviale d'aprés les définitions précédentes.

Nous remarquons toutefois que la structure de M "im-
pose" en quelque sorte la structure de 1'ensemble des sous-ensembles
flous de E [7], [13].

Soit (E,M),
et_ﬁ un sous-ensemble flou de E. Alors le complémentaire de A est no-
té E et on a E = {xtiE/uK (x) =1 - uA(x)}. (On remarque le rapproche-
ment avec la fonction caractéristique vue précédemment).

L'ensemble des sous-ensembles flous n'est pas complé-
menté. En effet

Si A est un sous-ensemble flou de E, on a en général
AUR #E, et A NA+o



En effet, considérons

E = {xl, X5 x3}

A= ((x,]0,8),(x,]0,8),(x5]0,8)}
A= {(xq]0,2),(x,]0,2),(x4]0,2)}
et on a AC A.
~n ~
De méme : AUR = A #E

.4.3 - Différence fondamentale avec la théorie des probabilités

Au début, on est tenté de dire, qu'étant donné AC E,
si x € A avec un degré d'appartenance uA(x), x € A avec (uA(x) x 100)

s

de chances.

Exemple :

Si uA(x) = 0,5 on est tenté de dire que x € A avec
50 % de chances, donc consciemment, ou inconsciemment on raisonne
d'une facon probabiliste.

Or, i1 faut bien voir que la théorie des sous-ensembles
flous n'a rien & voir avec la théorie des probabilités et c'est d'ail-
leurs dans ce but que le rappel sur les treillis et 1'algébre de Boole

a été fait.

En effet, une probabilité est définie sur une famille
d'ensembles qui forment au moins un treillis complémenté ou une al-
gébre de Boole (dans le cas général, c'est une o-algébre de Boole)
c'est-a-dire ol chaque élément est complémenté, et a un complémen-
taire unique, complémentaire dans le sens de la théorie de 1'algeé-
bre de Boole.

Or, la définition, quoique naturelle, de la complé-
mentation au sens des sous-ensembles flous, n'est pas comparable
avec celle des ensembles (dits vulgaires), qu'on a étudié jusque
maintenant en mathématiques.

De plus, les lois U et N sur les sous-ensembles
flous utilisés en associjation avec les opérateurs MAX et MIN cons-
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tituent une généralisation de la réunion et de 1'intersection des en-
sembles classiques. I1 faut ajouter que les degrés d'appartenance,
sont subjectifs et si 1'on veut, on peut les choisir comme ne ré-
pondant & aucune 1oi probabiliste.

La valuation du flou n'est pas une mesure statis-
tique, dans Te sens ol la mesure statistique concerne des événe-
ments incertains, alors que le flou traite de 1'imprécis non mesu-

rable.

Nous verrons pius loin, dans le chapitre II particu-
liérement, que la quantification subjective du flou ne pourra méme
pas étre comparable aux probabilités subjectives.

- RAPPELS SUR LES RELATIONS FLOUES

.5.1 - Relation floue

Définition 1.18

Soit E un ensemblie, et M un treillis distributif.

Une relation floue R dans E est une application de

~2

ExXE->M
(x5y) + up(xsy)

.5.2 - Opérations sur les relations floues flﬂ

Soit R et Q deux relations floues de E x E > M

~

La réunion de deux relations floues R et Q est une
relation floue notée R U Q telle que :

UpU @ XsY) = MAX(uB,(x,y), ug(x,y)

N 4 tard ~

b) Intersection

L'intersection de deux relations floues est une re-
Tation floue notée R Q telle que

URnQ(Xs.Y) = MIN(UR(X=Y)3 UQ(X’y))

N~ A ~t
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Le produit de deux relations floues R et Q est une
relation floue notée R.Q, telle que ug Q(x,y) = uR(x,y)-uQ(x,y)
dans le cas oa M = [0,1]. ~o ~ ~

Nous pouvons imaginer d'autres opérateurs sur les re-
lations floues (voir [15]), mais nous nous contenterons par la sui-

te de ces trois opérateurs.

d) Complément d'une relation floue

Dans ce cas, M doit étre un treillis, ayant un éle-

ment nul et un élément unité.

Soit R : E x E » M
(X5¥) » up(x,y)

a4

le complément de la relation floue R est une relation floue notée
R telle que Ug(X,y) = 1 - up(x,y).

~

Soit 5 et Q deux relations dans E. La composition
de R et Q notée RoQ est une relation floue telle que

Upog(X+¥) = MIZ\X[MIN(uR(x,Z),uQ(Z,y)], Vzece

Notation :

Nous noterons par la suite : MAX =V ; MIN = A.

Soit<i une relation dans E. -

La relation formelle 1a plus proche de E, notée

R

est telle que

u

(x,y) 0 si uR(x,y) < 0,5

1=

Up(x,y) =1 si uR(x,y) = 0,5

~

{¢o



1.5.3 - Fermeture transitive d'une relation floue [15]

Soit R une relation dans E.
R est dite transitive MAX - MIN si : Y(x,y) € €°

uR(x,y);

V (ug(X,Z)hug(Z,y) Vzer
R zer R

-~

Conséquence

R transitive<:=¢.R2C2 R avec R2 = RoR.

"o A WV

Soit & une relation dans E, et C = (Xil’ cees Xso) ec’

ir
avec uR(XiR,X1R+1) >0, 1 k < r.

Alors C est appelé un chemin dans le graphe flou cor-

respondant & la relation R.

Notons
](Xi’ sx'ir) = UR(X,i:X.l'z)AuR(X.izax_i?))A...AUR(Xir_l,X_ir)
Soit C(xi,xj), 1'ensemble des chemins reliant x;
a Xj, et ]*(X-;X-) = v ](X'i = X_il, .« v e 9 X_ir = Xj)

T CEC(x;,x,

5)

Alors 1*(x1,xj) est appelé, poids du chemin (Xi’xj)

s'il existe.

Théoréme 1.3 [15]

Soit E un ensemble avec card E = n, n < + », et R

~

une relation dans E.

Alors la fermeture transitive de‘E, notée R est tel-

le que



Theoreme 1.4 [15]

Soit R une relation floue dans E et R sa fermeture

_ - _ oy _ _
transitive. Alors uB(x,y) = 1*(x,y) = Ce C(x,y)](xil = Xsea.sXg = y).

Conséquence

B’est la plus petite relation transitive contenant

———————————————————————————————————

Soit 5 une relation floue dans E.

R est dite réflexive si et seulement si :V><EE,uR(x,x)=1.
Fard

Nous pouvons donner une autre définition de la ré-
flexivité qui se raméne, & une homothétie prés, a la définition don-

née, a4 savoir

R est réf]exive@VxéE, uR(x,x) sont égaux et ma-
ximaux. i.e : V(x,y)€E%, x # Y= Uup(X,X)7> up(x,y).
~

"o

Soit B’une relation floue dans E.
R est dite symétrique si et seulement si
~s

2

Vixoy) € ELug(xay) = uply,x)

-~ ~

- e ED G ke e e e N e e e e Em A e R e e M e e M e e - - - -

Soit & une relatijon floue dans E.
5 est antisymétrique si et seulement si :
2

~S

(ug(Xs>y) # ug(y,x)) ou(up(x>y) = ug(ysx) = 0) V(x.y)€E

~ ~



Soit B{une relation floue dans E

’& est une relation de ressemblance, si et seulement
Si
5 est réflexive
5 est symétrique.

Une relation de ressemblance, selon KAUFMANN [15],
est une similarité, selon DEFAYS [6], de laquelle on peut en dédui-
re une hiérarchie indicée (grdce aux a]gorfthmes de JOHNSQN;[14J,
par exemple la "Minimum-method"), et 1a "relation floue" obtenue
par la minimum-method est en fait 1a fermeture transitive de la
relation initiale [6].

Soit B,une relation floue dans E.
.B est une relation de dissemblance si, et seulement si

est antiréflexive.
est symétrique.

Conséquence

Si E'est une relation de ressemblance, la relation com-
plémentaire E’est une relation de dissemblance.

Soit ﬁ une relation floue dans E.
5 est une relation de similitude si, et seulement si

o]

w N
o]
St S N
o o ¢

est réflexive
est symétrique
est transitive (MAX-MIN)

o



Théoréme I.5

Une relation de similitude au sens de KAUFMANN [15],
est une similarité ultramétrique au sens de DEFAYS [6].

Démonstration

Soit E un ensemble et M un treillis.
Une similarité ultramétrique est une relation

S' : E xE > M
(x5y) = S(x,y)
1°) S'est réflexive
2°) S'est symétrique
3°) S(x,y) > inf(S(x,Z),S(Z,y) VZ€E.
S(x,y) > S(x,Z) A S(Z,y) VZI€EE —>

S(x,y) > (S(Xx,Z) A S(Z,y)) == S'est transitive MAX-MIN

v
Z
S'est appelé inframétrique [16], et donc S représen-

te une relation de similitude.

Réciproquement

Soit R une relation de similitude avec uR(x,y)=S(x,y).

~

En particulier

S(x2y) 2 V(S(x.2) A S(Z.y))VZeE =S(x,y) > S(x.Z) A S(Z.y) VzeE,

et donc S$'est une similarité ultramétrique.

Soit 5 une relation floue dans E.
5 est une relation de dissimilitude si, et seulement

Si

1°) R est antiréflexive

2°) R est symétrique.

3°) R est transitive (MIN-MAX)
Conséquence

Soit 3 une relation de similitude, transitive MAX-MIN,
alors E est une relation de dissimilitude, transitive MIN-MAX.



I.

Soit d : E x E » R”
d est une distance uktramétrique si et seulement si
19) Vix,y) € €2, d(x,y) = 0 <= x = y
2°) ¥ (x,y) € 2, d(x,y) = d(y,x)
3°) YV (x,y) €E2, d(x.y) < sup ©(x,2),d(Z,y)} YzeE.

1

d(x,y) < d(x,Z) V d(Z,y)VZEE &> d(x,y) < ZéE{d(X’Z) V d(Z,y)

et nous retrouvons l1a transitivé MIN-MAX.

Par la suite, il suffit d'avoir une relation de res-
semblance pour construire une hiérarchie indicée, ou pour dégager
les sous-relations maximales de similitude de cette relation.

- CONCLUSION DE CE PREMIER CHAPITRE

Nous avons remarqué dans ce chapitre, la différence
fondamentale entre la théorie des probabilités et les sous-ensembles
flous, et que les opérateurs MAX et MIN, sont des opérateurs natu-
rels sur 1'ensemble des sous-ensembles flous qui est un treillis.
Nous utiliserons, par la suite, les propriétés des relations floues
pour essayer de montrer les interactions, de dégager 1és similitudes
et dissimilitudes entre sous-ensembles flous,qui seront des obser-
vations qualitatives, et nous verrons plus loin les problémes de la
quantification du qualitatif.
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I1.1 - INTRODUCTION

Nous nous proposons d'étudier dans ce chapitre, le

cas d'une prise de décision non objective, aprés avoir esquissé le
cas d'un critére de décision objectif.

Nous ne nous attarderons pas sur les techniques mathé-
matiques de la théorie de la décision : les décisions déterministes
~ou aléatoires ont été trés étudiées, mais nous nous intéresserons a
un univers ot "les observations sont nombreuses, plus ou moins pré-
cises, et souvent qualitatives" [12].

Dés Tors, le probléme n'est plus seulement d'optimi-
ser une fonction économique, mais aussi d'expliquer et d'analy-
ser les relations mémes floues qu'entretiennent entre eux les éleée-
ments d'un systéme décisionnel.

Ainsi, nous aurons besoin de quantifier le qualita-
tif, tout en restant fidéles le plus possible au cas réel posé
nous discuterons alors de certains critéres de décision ayant trait
a la subjectivité, en essayant de montrer que si dans beaucoup de
cas, les techniques de décisions objectives sont les bienvenues, il
n'‘en reste pas moins qu'il nous est difficile d'échapper parfois a
la subjectivité. Le probléme est alors de la rationaliser, 1a ol
nous sommes obligés de prendre des décisions "non programmables

qui ne peuvent souvent s'aborder qu'ad tatons au gré de 1'intuition"

r25].

D'autre part, 1'emploi de la subjectivité dans les
techniques de prise de décision n'est pas nouvelle.

Dans certaines analyses multicritéres, nous nous
voyons obligés d'attacher des pondérations subjectives aux diffé-
rents critéres de décision dans le cadre d'une action économique

[17].

D'un autre c6té, la méthode DELPHI [12], est un exem-
ple éclatant d'outil d'aide & la décision, se basant sur des estima-
tions subjectives, de méme que les probabilités dites "subjectives".



La théorie des sous-ensembles flous vise a "valuer" (1) subjecti-
vement 1'imprécis non mesurable.

A priori, le point commun entre la théorie des sous-
ensembles flous et les probabilités subjectives est le caractére sub-
jectif des valuations [29].

IT y a plusieurs méthodes pour valuer ou quantifier
le subjectif. Nous essayerons de voir, dans ce chapitre, ce que
peuvent apporter les sous-ensembles flous dans ce domaine.

Nous partirons d'une arborescence de décision, pour
montrer clairement le glissement vers la subjectivité dans la prise
de décision, et nous discuterons les forces et les faiblesses des
méthodes utilisées.

I1.2 - ANALYSE DE LA DECISION DANS UN UNIVERS ALEATOIRE

I11.2.1 - Le probléme poseé

Prenons 1'exemple de décision suivant

Supposons qu'un joueur (décideur), dispose de 100
urnes. Une urne pouvant étre de deux types

- Type 1, et nous la notons Tl : elle contient six boules blan-

ches et quatre boules noires.

- Type 2, et nous la notons T2 : elle contient quatre boules
blanches et six boules noires.

La décision a prendre consiste a dire si une urne
est du type Tl ou T2, le jeu étant sanctionné par un gain (G) ou

une perte (P).

Supposons que le décideur n'a que trois alternatives

(i.e. trois types d'actions).

- L'action Al : il ne Jjoue pas

e e v e wm mm em am n W M Em AR e M e W W M M TR e S R M Mm e e TR mn M e MW G e Mm M e M TE M e M D MR e e e TR SR Me e S M SR G e R MR AR e G A M e e e o

(1) Terme emprunté au Pr KAUFMANN



- L'action A2 : i1 joue mais en décidant tout de suite'si

1'urne est du type T1 ou T2.

- L'action A3 : i1 a droit & un tirage, moyennant'un péage de

3 francs.

Les décisions qu'il est amené a prendre au cas ol

il - décide de jouer, sont de deux types

- Décision D1 : i1 décide que 1'urne est du typé 1.

- Décision D2 : i1 décide que 1'urne est du type: 2

Supposons enfin, que le gain est de 60 F s'il dé-
cide D1 quand T1 est 1'état de nature. I1 perd 30 F s'il décide
"Dl quand T2 est 1'état de nature: ' ©

Dans 1'autre cas, il perd 10 F s'il décide D2
quand T1 est 1'état de nature et gagne 100 F sinon.

A Nous avons donc 1'arbre séquentiel de décision sui-
vant dans la FIG. II.1



- 38 -

™ ™ MM

-

FIG II.1

Enfin, nous lui précisons, qu'il y a 70 urnes du type
Tl et 30 urnes du type T2.

11.2.2 - Critére de décision objectif [26]

Supposons que la fonction économique & optimiser est
1'espérance mathématique du gain (E.M.G.) et que le décideur est un

joueur a3 critére E.M.G., c'est-a-dire que si on lui offre une somme
S supérieure a 1'E.M.G., il doit vendre son droit de tenter sa
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chance. Sinon, il refuse. I1 nous faut donc calculer son espé-

rance mathématique du gain & 1'embranchement ol la chance décide
(FIG. II.1).

Dans cette arborescence, tous les événements sont
aléatoires. Dans les figures, le petit "rond" désigne 1'événement
ot la chance décide, le carré désigne le noeud de prise de décision.

Pour pouvoir calculer 1'E.M.G. & chaque embranchement
oG la chance décide, nous devons garnir les branches de 1'arbre de
décision, avec les probabilités correspondant aux événements que

représentent ces branches.

Nous avons : Dans 1'action A2 (FIG. II1.2)

P(T{) = 0.7
P(T,) = 0.3
EMG(D;) = 0.7 x 60 - 0.3 x 30 = 33 F
EMG(D,) = - 0.7 x 10 + 0.3 x 100 = 23 F
Soit
60 F
-30 F
A
2 10 F
100 F

FIG IT.2
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Etant un joueur & critére E.M.G., et sachant que

EMG(Dl) > EMG(DZ) il doit décider Dl‘ (On barre la branche D2 dans

AZ)‘ En effet, cette décision Tui permettra de vendre ses droits
plus chers, ou bien de gagner plus (en absolu).

- om s o = wm e W owm e

Calculons les probabilités des branches ol la chance
décide. Nous remarquons encore une fois (et c'est trés important
pour la suite), qu'ayant pris un critére objectif (E.M.G.), cela 1lui
a permis (et i1 n'a pas le choix) de traiter avec les événements in-
certains (aléatoires), donc ayant une probabilite.

Pour cela, nous devons chercher

P(Tl/B),P(Tz/B),P(Tl/N) et P(TZ/N), ceci connaissant
P(B/Tl),P(B/TZ),P(N/Tl),P(N/TZ).

Nous rappelons la formule de BAYES
P(B/Tl) X P(Tl)
R AP R PV AP LUAPY)
le dénominateur étant ici P(B).

Cette formule étant évidemment valablie pour 1'événe-

On a : P(Tl)

P(T,) = 0.3
P(B/T{) =.
P(B/T,)
P(N/T]) =

P(N/TZ) = 0.6

_ 0.6 x 0.7 _
P(T1/B) =05 x07+04x03 - 077

0.77 = 0.23 (AN CA = 4).
P(BNT,) + P(BNT,)
P(B/Ty).P(Ty) + P(B/T,).P(T,)

P(T,/B) = 1
P(B) = 0.54
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P(N) = 0.46
0.4 x 0.7 _
P(Tl/N) =~ 15— ° 0.609
_0.18 _
P(TZ/N) = 046 - 0.391
L'arbre

3
FIG I11.3

EMG(D{»B) = 60 x 0.77 - 0.23 x 30 = 39.3 F

EMG(D,,B) = - 10 x 0.77 + 0.23 x 100 = 15.3 F

EMG(D,,N) = 0.609 x 60 - 30 x 0.391 = 24.81 F

EMG(D,,N) = -0.609 x 10 + 100 x 0.391 = 33.01 F

de décision de l'action A3 sera

60

-30

-10

100

60

-30

-10

100

Prendre D1 si B

; Prendre 02 si N



Au sommet de 1'arbre
EMG = 0.54 x 39.3 + 0.46 x 33.01 = 36.407
et si on compte le péage (événement certain), 1'EMG total sera de

36.407 - 3 F = 33.407.

Résumons-nous

La branche A1 - EMG = 0
La branche A2 -~ EMG = 33 F
La branche A, - EMG = 33.407 F

3

Comme joueur & critére EMG, le décideur choisira A3
au lieu de AZ’ et dans A3 il décidera D1 si B, ou D2 si N, c'est-
d-dire qu'il sera forcé d'accepter de payer un péage de 3 F (bran-
che A3), bien que la différence entre EMG (A2) et EMG (A3) soit
minime. Pourtant s'il ne s'était pas fixé ce critére objectif, et
étant donné que les résultats de A2 et A3 sont aussi proches, il
s'épargnera 1'angoisse d'attendre le résultat des tirages de A3 et

jouera A2.

11.2.3 - Critére de décision subjectif : E.M.C. [26]

L'E.M.C. est 1'équivalent monétaire certain [26].
Si le décideur joue A2, par exemple, et s'il est & critére E.M.G.,
il ne vendra son droit de jouer que si la somme qui lui est offerte
est supérieure ou égale a son E,M.G.. Par contre, s'il est & cri-
tére E.M.C., i1 se peut qu'il soit heureux de se débarasser de ce
jeu risqué, en troquant cette loterie contre 10 F, arguant que

quand méme, il a une chance sur trois de perdre 30 F.

De méme, il peut se dire que, vu qu'il a une chance
sur trois de gagner 100 F (branche AZ), il ne la vendra qu'a@ une

somme supérieure ou égale a 60 F...

Nous n'allons pas nous étendre sur ces éventualités
plus Tonguement, nous allons plutdt discuter de 1'essence de ce
jeu & critére E.M.C. qui nous aménera a utiliser les probabilités

subjectives.
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Etant &8 critére E.M.C., 1e Jjoueur se fait une échelle

de valeurs qui lui est propre.

Supposons que cette échelle soit ramenée a un billet
témoin, que nous noterons "BT" par abréviation et que le décideur
sache substituer (par équivalence ou indifférence), au gain maté-
riel une p - BT ol p est la probabilité de gagner ce que représente
le billet témoin (soit G) et (1l-p) de le perdre (soit P la perte).
Nous supposons que ses substitutions et ses équivalences sont transi-

tives, c'est-da-dire qu'il choisira un my T BT & un LN BT si
M2 Ty, CE qui est raisonnable puisque la probabilité de gagner G est
plus grande dans le billet Ty - BT que dans Ty - BT.

Le probléme le plus intéressant n'est pas de réexami-
ner son arbre de décision selon le critére E.M.C. car s'il admet Tes
principes de substitution et de transitivté de 1'équivalence, rien
ne sera changé pour lui dans 1'étude faite au début, sauf qu'il rem-
placera les gains matériels par les = - BT ; il raisonnera selon Te
critére EMG du BT, et choisira 1'action qui le ménera au plus grand
EMG-BT.

Nous insistons sur Je fait que ceci n'est valable que
si le joueur admet surtout les principes de substitution et de transi-
tivité, sinon, nous lui dirons que selon ces critéres, il est incohé-

rent.

Compliquons 1e probléme initial

Au lieu de considérer que le résultat (T1 ou T2) n'a
qu'une alternative certaine (événement certain), supposons que ce
résultat est lui-méme aléatoire.

Si le joueurest & critére EMG, la méthode du ler cas
s'applique sans changement, i1 y a quelques branches en plus a ajou-

ter.

Par contre, s'il est dans le cas 2, nous Tui deman-
derons son impression sur la distribution des probabilités de Tl et
T2. Nous reprenons ici largement 1'argument de RAIFA [26].

Supposons qu'au début de 1'expérience, chaque urne
est identifiée par une étiquette qui porte la nature de T1'urne (T1
ou TZ)‘ Ces urnes étant placées dans une salle, et nous permettons



au joueur de jeter un coup d'oeil dans 1a salle, aprés quoi on ferme
trés vite la porte de la salle.

La distribution de probabilités qu'il donnera (selon
ses impressions), compte-tenu des critéres de substitution et de
transitivité (de 1'équivalence entre autres) qu'il a préalablement
admis sera appelée sa probabilité subjective, concernant le résultat
du jeu en question. En fait, d'aprés la construction de cette proba-
bilité subjective, (désignons-1a par PS), nous prendrons soin de

n'‘avoir a faire qu'a des événements appartenant & un treillis com-
plémenté et distributif, c'est-a-dire des événements aléatoires que

nous construirons au fur et & mesure, soient E1 et E2 de tels éveé-

nements. Regardons de prés comment on démontre que
PS(E;) + PS(FI) =1, FI étant 1'événement complémentaire de E; ; et
que si E; )V E, = ¢ alors PS(E;) + PS(E,) = PS(E; U E,).

Enoncons d'abordles principes de substitution et de
transitivité qui sont les piliers de cette théorie.

I1.2.4 - Principes de substitution et de transitivité. Additivité des

probabijlités subjectives.

P [26] : Principe de substitution

Si une loterie est modifiée par substitution de 1'un
des prix (gain) & un autre prix, toutes choses é&gales par ailleurs,
et si le premier prix et son substitut sont équivalents pour le
joueur, alors la léere Toterie et celle qui a été modifiée sont équi-

valentes pour 1lui.

P, [26] : Principe de transitiviteé

Soient A, B, C trois situations possibles.

Si le décideur préfére 1'une de ces situations, alors
la logique de ses préférences devrait étre conforme aux propositions
suivantes

a) Si A et B ainsi que B et C sont équivalents pour lui alors A

et C sont équivalents pour lui.
b) S'i1 préféere A @ B et B & C, alors il préfére aussi A a C.

c) S'il préfére A @ B et si B et C sont équivalents alors il

préfere A a C.
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Nous remarquons que le principe d'équivalence est un

mot-clé dans ces deux principes.

Considérons maintenant la loterie (1) suivante
[26] .
Type de 1'urne
Tirage @ pile ou face T1 T2
(1)
FACE G
PILE P

FACE 0.5

Par substitution (équi-
valence a un p - BT)

P, - BT
FACE 0.5
P1+P2
o E.M.6: L, ZpT
PILE 0.5
P, - BT
\ _J
~
B

Par substitution

d un w - BT 0.5 BT

~ 0.5 BT




Nous aurons donc :-B ~ A par substitution (équiva-
lence & un p.BT) :
“A ~ C par substitution (équiva-
lence a un p.BT).

D'aprés les principes de transitivité et de substi-
tution on a donc

P, + P
1 2 _ -
—T——_ 0.5 <==3 P]_ + P2 = 1 4:—_:#

PS(T.) + PS(T = 1 et plus généralement PS(E,) + PS(E;) = 1.

1) 2) 1

Nous n'entrerons pas dans les détails pour montrer
que si E; N E, = ¢ alors PS(E;) + PS(E,) = PS(E,UE,).

Pour cela, voir [26], [9]

Par contre, ce qu'il faut souligner, et c'est trés
important dans la suite, c'est qu'a 1'aide de deux principes, nous
avons construit une probabilité qui n'a de subjectif que Tle nom.
Nous avons construit des événements aléatoires, répondant a une dis-

tribution "subjective", donnée par un décideur, nous avons donc
(nous verrons la méthode pour sa construction), confectionné une
probabilité, en raisonnant toujours sur des événements aléatoires,

et nous ferons tout pour qu'il en soit ainsi.

Cette probabilité, est évidemment additive et pour
le besoin de la cause nous allons parler de sa construction.

I1.2.5 - Construction de la probabilité subjective

Soit T'espace de référence R (espace des réels).

Soit [a,b]JC IR, le "domaine” de construction de la
fonction de répartition subjective.

On demande au sujet, quel est, selon lui, le point
de [a,b] (soit X,)s qui marque son indifférence, entre le choix de
[a,x_ ] et Jx ,b]. C'est-a-dire que le décideur pariera 0.5 pour
[a,x Jet 0.5 pour Jx ,b], et on note py 5 = x,, c'est-a-dire



PS{X<xO} = 0.5 o0 X est 1la "variable aléatoire subjective” du
sujet.

Puis on lui demande son point d'indifférence sur

. . 0.5
[a.x ], soit x; ce point. On note PS{X<x;} = =5> = 0.25.

On répéte la méme chose avec [a,xlj, on trouve x,,

_0.25 _ . . .
et on note PS{X<x2}— —— = 0.125 et ainsi de suite.

Puis on étudie Jx ,b]. Soit x5 le point d'indiffe-

]
rence sur cet ensemble, on note PS{X<x3}= 0.5 + —é- = 0.75.

= PS[{X<XO}L){XO<X<X3}]et ainsi de suite...

On procéde par dichotomie, et dans la construction,
on prend soin du fait que si A et B sont deux intervalles contenus
dans [a,b], tels que AV B = ¢, alors PS(A) + PS(B) = PS(AUB),
c'est-d-dire qu'on se charge de "rationaliser" les réponses du
décideur selon les principes P1 et P2, ce qui nous améne & une
distribution probabiliste pure et simple, qui n'a de subjectif
(dans sa construction) que le nom.

Maintenant, nous allons regarder de prés, les prin-
cipes de substitution et de transitivité de 1'équivalence.

11.2.6 - Remarques sur le principe de la transitivité

A propos de 1'équivalence subjective, considérons
1'exemple suivant

Etant donné deux biens M et A, de prix assez impor-
tants mais qui sont équivalents pour une personne, prenons par exem-

ple

M : Mercédés 450 SL
A : Appartement
on a au départ : M~ A (n~ : équivalent subjectivement)

M ~M+1F (1 F =1 franc)

M+ (1 F) ~A (raison : 1 F est insignifiant)
A ~ A+ 1 F méme raison

A+ 1 v M+ 2 F méme raison
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M+ 2F N A+ 2F

A+ 9999 ~ M+ 10 000 F
M+ 10 000 F ~ A + 10 000 F

Si on admet la transitivité de 1'équivalence [26]

on aura

A~ A+ 10 000 F

et, cette conclusion est inadmissible pour 1lui.
La solution trouvée pour le rendre transitif, est
qu'il doit fixer une somme telle que : au-dessous de A + d, son

équivalence sera transitive. Mais cette somme d, c'est Tui qui
est amené & la fixer, et il sera bien embarrassé de le faire, car

1°) I1 ne peut l1a fixer avec précision

2°) $'il fixe d et admet que A, A+ 1, ... A+ d sont équi-
valents, son équivalence ne s'arréte pas la, car A +d + 1, A + 2d
seront aussi équivalents et donc son équivalence se fera par bloc.

Pour cela, considérons la méthode suivante

Soit I, 1'ensemble des biens suivants

1
I1 = {M, M+1, ..., M+n} et Jl 1'ensemble suivant de biens
Jl = {A, A+1, ..., A+m}
soit
1=11U Jq
J—IIUJl

Considérons 1'ensemble I x J, et & chaque élément de
1'ensemble produit, en raisonnant d'abord par oui ou par non, on don-
ne la valeur 0 ou 1 selon que Tles éléments du couple (x,y)&l x J
sont equivalents ou non. Soit E cette relation

En particulier si m =n = 10 000, (M, A + 10 000) ne
sont pas équivalents pour lui et on note u(M, A + 10 000) = 0.



Nous dirons que ses équivalences sont transitives

S
u(M,A + 10 000) > [ﬁAX(MIN(u(M,Z),u(Z,A + 10 OOO))ﬂ
YA

c'est-a-dire que le poids de 1'arc (M,A + 10 000) est plus fort que
tout chemin allant de M & A + 10 000 [15], en effet cette relation
construite sur I x J est évidemment réflexive. Si elle était tran-
sitive, on aurait R = R,i.e la relation initiale est la méme que la

~

fermeture transitive or, up(x,y) = 1*(x,y)» [15], et en particulier

U(M,A+10 000) 2 u(M,A+1) A u(A+1,M+1) A u(M+1,M+2) A ... u(M+9999,A+10000)

C'est-d-dire que le poids de 1'arc (M, A + 10 000)
doit étre plus fort, du moins égal d& tout chemin joignant M &
A + 10 000. '

Autrement dit, le "degré deson eéquivalence entre M
et A + 10 000" est plus fort, ou & la rigueur égal, au "degré d'équi.-

valence d'une chaine d'équivalence”.

Dans notre cas u(M, A + 10 000) = 0, pourtant il exis-

te un chemin de -poids 1 & savoir : M, A+1, M+1, A+Z2, ...,
M+9999, A+10 000, . 1 1
~

car MIN(u(M,A+1),u(M=1,A+2)...., u(M+9999,A+10 000)) = 1 et nous dirons
alors que ses équivalences ne sont pas transitives.

Ne nous arrétons pas la.

En regardant la matrice que nous venons d'obtenir sur
I x J (réflexive et symétrique), nous pouvons Ta décomposer en sous-
relations maximales de similitude, par la méthode de PICHAT [15],
c'est-a-dire en sous-matrices réflexives, symétriques et transitives.

Dans ce cas particulier, Ta transitivité gqu'on vient
de voir, coincide avec la transitivité classique dans le cas Booléen.
(R(x,y) = R(x,Z) * R(Z,y) et les sous-matrices que

nous obtiendrons seront en fait des classes d'équivalences.
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Exemple

—
1}
I
i

. {MO = M, My = M+ 100 F, M, = M + 200 F}

1 {Ao

Notons par 1 les couples dont les éléments sont équi-

[
i
i

>

b
i
"
>

A+ 100 F, A + 200 F}

2

valents et par 0 les autres.

Supposons que 1'on ait la matrice suivante

X1 X2 X3 Xg X5 Xg

My M M, Ag AL A,
x, M| 1 1 | 0 1 1 | 0
x, M| 1 1 1 1 1 | o
xg M, | 0 1 1 0o | 1 1
x, Ay | 1 1| o 1 1 | 0
xs A | 1 1 1 1 1 | o
xe A, | 0 | 0 1 | o] o 1

X étant des variables booléennes.

Employons la méthode de PICHAT qui nous permettra
de dégager des sous-matrices couvertes de 1.

S = (x1 + X3 x6)(x2 + x6)(x3 + Xq x4)(x4 + X3 x6)(x5 + x6)(x6+x1x2x4x5)
= (xlx2 t XX +’x3x6)(x3x4 T o XgXe ¥ x1x4)(x6 + x1x2x4x5)

(X1X2X4 X XgXp ot x3x6)(x6 + x1x2x4x5)

1]

X1XgXg * XgXp + X{XoXgXp  n

St = x2x3x5 + XqXoXyXg + X3Xg



Les sous-relations maximales de similitude, ou les

classes d'équivalences maximales sont

o M Ao Ay
My Mo Ay Mol 1] 1] 11 M, A,
My 1)t M| 1]1] 1] M, 11
My d 111 Al 1] 1] 11 A, I
Ap L]t ALt (3)

(1) (2)

A noter qu'elles ne sont pas nécessairement disjoin-

tes (c'est déja prévu) mais cela n'est pas un probléme (1).

Les blocs d'équivalence sont

pour M > d <200 F, d # 0 d <« 100 F pour M
(:) et (:) ; (M2,A2) prévu.
pour A > d = 100 F d € 100 F pour A

Si on demande & une personne de donner son opinion

sur 1'équivalence des couples en présence

il jugera (MO ,MO) comme certainement équivalents.

(MO,Ml) comme presque équivalents

(MO’AZ) comme assez équivalents....
IT a aussi défini, sur les couples en présence, le de-

gré d'équivalence de chaque couple.

(1) I1 serait intéressant d'étudier les sous-ensembles constituant ce
qui est commun entre Tes sous-relations maximales de similitude ; ce-
la donne des indications précieuses sur la nature globale de la dis-
semblance (ou de la ressemblance, ce qui revient au méme par la pseudo-

complémentation).
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Soit u cette fonction exprimant le degré d'équivalen-
ce des couples. On suppose que son choix est symétrique pour simpli-
fier. On aura par exemple la matrice suivante représentant une rela-
tion R.

R Mg My M, Ay AL A,
Mg 1 | 0.9 l0.7] 1 | 0.9 0.6
My |09 1 |09 )09 1 |o0.7
M, | 0.7 09| 1 | 06|09 1
A, 1 | 0.9 o6 | 1 | 0.9 0.7
Ay o9 1 o909 | 1 |07
A, | 0.6 07| 1 |07 0.7 1

9 > presque équivalents
0.7 - assez équivalents
6 - passablement équivalents

Si notre décideur, décide qu'il considére comme équi-
valents Tes couples notés au seuil o = 0.9, c'est-a-dire que d'aprés la
matrice, nous construirons une autre matrice de la fagon suivante
ul(x,y) =1 si u(x,y) =0.9, 0 sinon.

Nous obtenons alors la matrice suivante

MO Ml M2 AO A1 A2
MO if110317140
M1 1111414140
M2 cj111)01141
AO 111707111 ¢(0
A1 111131140
A2 0j]0{110}0]1
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Matrice déja vue.Nous nous arréterons la,et nous lui donnerons ses
classes d'équivalences. I1 ne doit pas en sortir, sinon, il sera

intransitif.

S'i1 décide qu'au-dela du seuil 0.7, il considére
les couples comme équivalents, alors nous referons ce que nous a-
vons fait et nous lui préciserons ses classes d'équivalences con-

naissant le risque.

3éme cas : cas flou

Dans ce cas, notre décideur note les couples comme

avant, mais il n'est pas obligé d'étre symétrique.

Nous aurons une matrice Uy représentant une rela-
tion R, qui est uniquement réflexive. Sa fermeture transitive est
une relation de préordre (transitive et réflexive).

Pour employer la méthode de PICHAT, nous construi-
rons une matrice Uz, ne comportant que des zéros ou des 1, de la

fagon suivante
Us(X,y) = 0 si up(X,y) # Up(y,x) ou si uy(x,y) = up(y,x) =0
u3(x,y) = 1 sinon.

Nous aurons ainsi une matrice réflexive et symétri-
que .

Nous emploierons 1a méthode de PICHAT pour définir
les classes d'équivalences, c'est-a~-dire les sous-matrices ne com-
portant que des 1.

Nous pensons qu'ainsi la solution du probléme de
transitivité est trouvée. Si le sujet est transitif, tant mieux,
sinon il faut déterminer les classes d'alternatives dans lesquel-
les le sujet est réflexif, symétrique et transitif (sous-relations
ou sous-matrices de similitudes).



I11.2.7 - Remarques sur le principe de substitution

Considérons la Toterie suivante

C1 : Electrophone HI-FI

500 F

C, : Abonnement de deux ans au Jjournal "LE MONDE"

Cherchons une loterie 1i équivalente par substitu-
tion a ]1. IT est bon de rappeler ici le principe de substitution

Si une loterie est modifiée de 1'un des prix a un
autre prix toutes choseségalespar ailleurs, et si le premier prix
et son substitut sont équivalents pour le décideur, alors la pre-
‘miére loterie et celle qui a été modifiée sont équiva]entes pour

Tui.

Ce qui veut dire qu'en fait, on se préoccupe de
chercher un équivalent au prix considéré, sans se préoccuper du
reste des prix, parce qu'ils ne sont pas concernés par le change-

ment.
Si un sujet fait le raisonnement suivant

Un électrophone HI-FI est équivalent (pour lui), a
un abonnement de 5 ans (selon un de ses critéres) au journal "LE
MONDE" (par ex. : parce qu'il a un HI-FI chez lui, et qu'apreés
tout un abonnement de 5 ans au journal "LE MONDE", le distinguera
de ses collegues : (avantage psychologique)) ; sans changer les
probabilités d'état de 1a loterie 11 et sans regarder C2 et C3,
nous aurons



Abonnement de 5 ans au journal "LE MONDE"

500 F

Abonnement de 2 ans au journal "LE MONDE"

Ce méme sujet, en regardant C2 (par abstraction de
C1 et C3) pensera que C2 est équivalent pour lui, @ un abonnement

d'un an au journal "LE MONDE", i1 pense que cela fera plaisir a sa
femme de voir son mari s'abonner au journal "LE MONDE". (2éme

critére).
Donc par substitution
C1 : Abonnement 5 ans au journal "LE MONDE"
0.2
. 0.3 C Abonnement d'un an au jurnal "LE MONDE"
11m]1. 2
0.5
C3 : Abonnement de deux ans au journal "LE MONDE"

Donc par substitution nous avons

11 " 1i " 1; et par Ta transtivite de 1'équivalence
nous aurons 11 " 1{.

Or qu'est-ce que nous avons dans 11 ?



1; est équivalente & une urne, contenant deux boules
rouges (abonnement 5 ans au journal "LE MONDE"), trois boules blan-
ches (abonnement 1 an au journal "LE MONDE", et cing boules jaunes
(abonnement de 2 ans au journal "LE MONDE") et on aboutit a un éve-

nement certain : avoir un abonnement au journal "LE MONDE".

Mais en regardant 11 et 1{, le sujet a droit de dire,
qu'aprés tout, il a une chance sur deux de gagner un abonnement de
deux ans au journal "LE MONDE", une chance sur trois de gagner 500 F,
ce qui lui permettrait d'acheter une bicyclette promise a son fils
s'il réussit son examen (critére différent) et Cys Tui permettrait
de gagner un électrophone HI-FI, qui fera tellement plaisir a sa

fille ! (critére différent).

et en regardant 11 et 1{, finalement, i1 préférera
nettement 11 a ]I parce qu'elle est "mieux équilibrée", et il n'
aura pas de remords comme dans ]I o il n'a pensé qu'a lui (égoTs-
me). Ce qui est contraire au principe de substitution.

En effet, dans le principe de substitution, on juge
un élément des gains toutes choses étant égales par ailleurs, et a
chaque cas de substitution, on peut avoir un critére différent d'é-
quivalence, alors qu'il faut regarder les choses dans leur ensem-
ble, comme cela on jugera avec le maximum de critéres de préférences

(ou d'équivalence).

Les probabilités subjectives s'appuient sur des hy-
pothéses de substitution et de transitivité (de 1'équivalence entre
autres) : si la substitution et la transitivité sont monocritéres
tout le long des chemins de substitution et des préférences, alors
la probabilité subjective est & utiliser, sinon, nous pensons qu'
elle peut mener a8 des contradictions, sans que ces contradictions
ne soient nécessairement imputables au décideur, et dans ce cas
comment s'en sortir, si on raisonne d'une facon multicritére ?

Exemple
Considérons 1'ensemble des gains d'une loterie, et
1'ensemble des biens qui pourraient leur étre équivalents.

Considérons 1'opération substitution (multicritére
cette fois) de la chaine HI-FI, et considérons les biens candidats
i 1'équivalence avec HI-FI, que nous noterons H.
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Notons : D = Diamant, AB5 = Abonnement 5 ans au Jjour-
nal “"LE MONDE", p = matériel de plongée.

Considérons le message flou des équivalences si H

était 1'état de nature
ﬂ): {(H,1),(D,0.9),(AB5 0.1)(p,0.5)}

ce qui veut dire

H est certainement équivalent a H (réflexivitée).
u(H,D) = 0.9, c'est-a-dire que H est presque équivalent a D car
il est presque équivalent d'avoir H ou D, sa fille aura un dia-
mant au lieu d'une chaine HI-FI.

H est trés peu équivalent a AB5, car le joueur pen-
se qu'il a une probabilité de 0.5 de gagner un abonnement en C3.

H est assez équivalent au matériel de plongée, et
avec C3 il aurait 1'impression d'étre égoiste.

De méme, notons les équivalences si D est 1'état
de nature, puis si AB5 1l'est puis si p 1'est. On aurait par exem-

ple
R : {(H,0.9),(D,1),(AB5,0.5),(p,0.4)}
QES : {(H,0.9),(D,0.9),(AB5,1),(p,0.8)}
)E : {(H,0.8),(D,0.9),(AB5,0.3),(p,1)}
Remargue

Dans le message AES, AB5 et H sont presque équiva-
lents car si AB5 est 1'état de nature, cela lui permet d'équili-
brer 1a loterie, vu que C3 est aussi un abonnement au journal
"LE MONDE".

lére méthode

Ayant ces messages flous, nous allons essayer de
déterminer les messages les plus transitivement voisins [15].
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Par exemple, s'il s'avére que H et 655 sont les plus
transitivement voisins alors s'il y a substitution & faire de H, c¢'
est par AB5 vu qu'il n'y a pas de grandes différences entre les deux.

Notons Elpar H, E’par D, AE; par AB5 et b par p pour
simplifier 1'écriture et calculons les distances de HAMMING généra-

lisées relatives de ces messages.
5(H.D) = §(D,H) = #d(H,D)

soit

H,D) = 0.175
0.325
H,P) = 0.225
0.25
0.25
AB5,P) = 0.25

X
-
=
[w]
(8]
~—
it

O Or O O O O»
Ly - —— -~ — Lo
L
'
I=
lee)
ol
it —
"

nous obtenons la matrice de dissemblance suivante représentant une
relation floue R.

H D AB5 P

H 0 0.175(0.325{0.225

D 0.175 0 0.25 | C.25

AB5 0.325] 0.25 0 0.25

P 0.225} 0.25 | 0.25 0

Cherchons la fermeture transitive min-max de cette

relation R : nous avons R2 =
~ ~

H D AB5S P

H 0 0.175] 0.25 {0.225

D 0.175 0 0.2510.225 et nous trouvons

R3 = RrZ
AB5 | 0.25|0.25| 0 |o0.25 S

P 0.225]0.225} 0.25 0




- 59 -

v
R = fermeture transitive min-max de R est
v 2 ~
R = E‘j R® =
H D AB5 p
H 0 0.1751 0.25 10.225
D 0.175 0 0.25 10.225
ABS 0.25 ] 0.25 0 0.25
p 0.225{0.2251 0.25 0

Nous obtenons la hiérarchie suivante des messages

d &0 H D P AB5

d & 0.175 H D P AB5
A A |
| / |
| /
/ |
| C o/ !
d & 0.225 H D P ABS5
i—
I ,,/
i e
] 7
7
Z
d ¢ 0.25 H D P ABS
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Ainsi donc, nous voyons que les messages les plus pro-
ches sont (& distance non nulle)

H et D, c'est-d-dire que parmi les candidats a 1'équi-
valence, si H était 1'état de nature, il choisirait D et réciproque-
ment. Toutefois, s'il se permet de prendre plus de risques, il pour-
rait admettre les messages de distances € 0.225 et il aurait Te choix
entre H, D et P.

2éme méthode

Retournons & nos messages initiaux.

En notant ﬂ, R, B et Agﬁ, nous avons noté en fait 1'es-
pace produit {H,D,AB5,P} x {H,D,AB5,P} et nous obtenons la matrice
suivante représentant une relation floue 51.

R
H D ABS5 p
H 1 0.9 | 0.1 | 0.5
D 0.9 1 0.5 | 0.4
ABS 0.9 | 0.9 1 0.8
p 0.8 | 0.9 | 0.3 1

Cherchons la fermeture transitive de 51 (fermeture

. ~
max-min), soit Bl'

2
R1
H D ABS p
H 1 0.9 | 0.5 | 0.5
D 0.9 1 0.5 | 0.5 ) , -
et By URT = BT = By
AB5 0.9 | 0.9 1 0.8
p 0.9 | 0.9 | 0.5 1

N
R1 est aussi une relation de préordre flou.

~




Cherchons les sous-relations maximales de similitude.
Considérons la relation 53 telle que

Up (x5¥) =( 1 si up (x,5¥) up (¥>x) # 0

~3 N]_ ~
0 sinon
nous obtenons

H D AB5S P

H 1 1 0 0

D 1 1 0 0

AB5S 0 0 1 0

P 0 0 0 1

Les seules sous-relations de similitude qui existent
sont

{H,D}, {AB5}, {P}
Si le décideur accepte au degré 0.9 cette équivalence

entre H et D, nous pouvons considérer que H ~ D, sinon, aucun bien
n'‘est équivalent & un autre cité dans cet exemple.

11.2.8 - Pré-conclusion

Les exemples cités plus haut ne constituent pas une
démonstration de 1'invalidité des probabilités subjectives, mais
c'est une constatation qui doit étre prise en compte, ce qui nous
améne a formuler les remarques suivantes

1°) Le principe de substitution est rarement connecté & un seul
critére de jugement d'équivalence (ou de préférence). La substitution

d'un bien a un autre doit &tre faite, en considérant T1'ensemble des

résultats possibles de la loterie.



2°) Une des méthodes pour sortir du piége de la substitution
multicritére est la sélection des gains flous, les plus transiti-
vement voisins. ’

3°) Si nous me tenons plus compte du principe "classique" de
substitution, 1'additivité des probabilités subjectives devient

caduque.

Nous ne serons plus obligés de dire que

PS(E;) + PS(E,) = P(EIU E,) si E{MNE, = ¢
et nous serons obligés de traiter avec PS(El) et PS(EZ), avec d'
autres opérateurs que Ll'additivité, ce qut enléve d PS sa carac-

téristique de probabilité d'événements subjectifs aldatoires. Nous

nous voyons ainsti obligés de traiter avec des événements autres
qu'aléatoires,

et tout ce que mous pouvons remarquer c'est que ld ou la transi-
tivité "classique" ne marche pas, une des transitivités floues
marche et que la ou la "substitution classique'’” ne marche pas,

la "substitution floue” marche, ce qui devrait nous aider 4 résou-
dre certains problémes de décision dans un domaine imprécis et non

aléatoire.

.Para11é1ement a la construction des probabilités
subjectives, nous devons voir s'il y a nécessité de construire
la fonction d'appartenance, et de trouver une méthode pour Tla
construire, si nous voulons exprimer 1'imprécis non aléatoire.

La fonction densité de probabilité subjective ne
peut jouer le rdle de fonction d'appartenance, parce que la pre-
miére s'appuie sur l'additivité des probabilités subjectives (sa
construction diéhotomique le prouve).

II1.3 - EXEMPLE D'AIDE ‘A LA PRISE DE DECISION DANS UN UNIVERS FLOU

I1.3.1 - Introduction

"... pendant trés longtemps, on a considéré que par
définition méme, les décisions non programmables échappaient a
toute approche formelle. L'intuition, 1'expérience, le flair, le
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bon sens auxquels on fait appel pour décrire leur résolution sont
des mots qui recouvrent une réalité encore mal analysée " [25].

Dans notre cas, plusieurs méthodes d'aide a la dé-
cision dans un univers imprécis ou flou ont vu le jourﬂ Outre la
méthode présentée, dans ce chapitre II, pour valuer Te subjectif
multicritére, nous allons présenter briévement une méthode qui
traite de la décision floue [27], [23].

11.3.2 - Exemple d'aide & la prise de décision : la programmation

dynamique floue

- . o a  a e oua - - e m o - e - e o = - - - e e e W e e —— e o . o - - -

Considérons un ensemble d'alternatives X = {x}
et un ensemble de contraintes C C X.

Pour 1'exemple, supposons X =ﬁ{+, domaine de va-
riation du chiffre d'affaire d'une entreprise.

Supposons que C =¥1+, domaine de variation des
charges de cette entreprise.

Le probléme qui se pose est par exemple le suivant:

- 1'objectif : "le chiffre d'affaire doit étre largement su-
périeur a 6 millions"
- la contrainte : "les charges de production doivent étre

dans le voisinage de 6 millions"

En fait, nous avons d résoudre le probléme suivant:
existe-t-i1l une solution qui soit dans le domaine d'acceptation
sachant qu'un ensemble de contraintes doit étre satisfait ?

L'exemple que nous avons donné est volontairement
naif, mais nous sert uniquement pour introduire le concept d'ob-
jectif flou "largement supérieur", ainsi que le concept de con-
traintes floues "voisinage de".

Supposons que nous valuons le concept "largement

supérieur a8 6 millions pour le sous-ensemble flou E? , de fonction
d'appartenance 110 telle que
Y



Supposons aussi, que le concept "voisinage de", est
valué par le sous-ensemble flou, C, de fonction d'appartenance Ue

~
e d

telle que

ug(x) = —2—g

1+(x=-6)

Nous remarquons, dans ce cas particulier, que 1'en-
semble de référence objectif et 1'ensemble de référence contrain-
te est le méme, et donc dans la formulation de la décision,O et C
Joueront le méme réle. '

Dire que le chiffre d'affaire doit étre "largement
supérieur 3 6 millions" et que les charges doivent étre dans Tle
"voisinage de 6 millions", c'est dire que la décision & prendre
doit satisfaire les deux en méme temps. Si nous désignons par%?]e
sous-ensemble flou de cette décision, nous avons |

@=gn£==> u@(x) = ug(x)/\ug(x)

(voir FIG. II.4).

u i

1

©

S
3Y

FIG II.4



1
et u_(x) = pour 6 < x < 6.618
"g { 1+(x-7)2
1 7y sinon
\ 1+(x-6)

Le probléeme général, aprés avoir formulé la fonc-
tion d'appartenance du sous-ensemble flou g?, est de choisir la
décision optimale dans le domaine d'acceptétion. i.e. chercher
les points Xgo tels que u@?(xo) soit maximale. I1 est bien évi-
dent que si 1'espace de départ est convexe, le maximum est uni-
que. Dans notre cas, le maximum est atteint pour Xo = 6.618 MF,
la valeur d'appartenance correspondante est de 0.8727. Si nous
jugeons que la valeur d'appartenance 0.5 est dans notre domaine
d'acceptation, le maximum serait atteint pour Xg = 7 millions.
Ceci étant dans le cas continu.

Dans le cas discret, 1'ensemble de référence étant

OG- olololololol1lo0.710.6/0.5
L 73
c= | 0 [o.1]0.2]0.4]0.5] 1 |0.7]0.6[0.3]0.2

la décision floue est dans ce cas, le sous-ensemble flou g} tel que
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

D= ol of oo |0 |o0/{0.7(/0.6/0.3(0.2

et le maximum est atteint pour Xy = 7, et up(7) = 0.7.
~



11.3.2.2 - Généralisation
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D'une maniére générale, étant donné n objectifs flous

S?I’ .. £?;, d'ensemble de référence X et m contraintes floues de
ce méme référentiel, soit Cl’ v Sm, la décision floue satisfai-

sant les objectifs et les contraintes est définie par

@: glﬂ...ﬂgnﬂglﬂ Lo N
ET, dans le cas ol 1'ensemble de référence n'est pas convexe, il se
peut qu'il y ait plusieurs maximums relatifs, et dans ce cas, nous
définissons alors, 1'ensemble décision optimale, soit

uQ (x) si uﬁkx) est maximum
a4 s

D tel que uD(x) =
0 sinon.

sachant que u X) = u X)A ... AU X) A usr (X)A... A U X
9 (x) = ug g, Mt cp )

Nous pouvons nous demander, si dans le cas de prise
de décision floue, les opérateurs MIN et MAX sont bien choisis pour
refléter au mieux la prise de décision. Nous nous proposons d'en
discuter par la suite. Mais nous remarquons, que dans ce genre de
décision, les objectifs aussi bien que les contraintes ont la méme
importance, c'est-da-dire, qu'en agissant ainsi, nous ne privilé-
gions pas un objectif par rapport a un autre, ni une contrainte

=

par rapport & une autre.

Par exemple, dans les charges d'une entreprise, les
frais de personnel n'ont pas la méme incidence sur le coiit de pro-
duction que les frais fixes. Nous pouvons associer aux objectifs
aussi bien qu'aux contraintes, un poids reflétant 1'importance

d'un objectif par rapport & un autre ou d'une contrainte par rap-

port @ une autre.

Nous pouvons imaginer, pour cela, comme dans [37]
et [23], une fonction d'appartenance de la décision floue du type



avec

Jusqu'ici, nous n'avons traité que le cas ol le ré-
férentiel des contraintes est le méme que celui des objectifs.

Mais supposons, dans le cadre de 1'exemple de dé-
cision dans 1'entreprise traitée ci-dessus, que l1'objectif soit
mesuré, non plus & 1'aide du chiffre d'affaire, mais en unités pro-
duites.Soit Y cet ensemble de référence, 1'ensemble de référence des
contraintes restant toujours le méme.

Soit Q&, c e Q; les objectifs flous & atteindre
dans l1'ensemble Y, et soit Cl’ s Em les contraintes floues &

satisfaire dans 1'ensemble WR*.

D'autre part, soit f : RT -y
s - p(unités produites)

tout sous-ensemble flou de R, soit C, induit par f [15], un sous-
ensemble flou dans Y, soit g tel que

MAX u~(x) si
ug () = 4 x€ 1)

0 sinon

(y) # ¢

D'autre part, tout sous-ensemble flou de Y, soit g s
est induit par un sous-ensemble flou de ﬁ2+, soit E, tel que

{u@m siy = f(x)

0 sinon
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Dans notre cas, vi =1, .» N, Q} est induit par
' + ‘ .
J; © R” tel que u gy (x) = ug;(f(x) et gicR"S Vi =1, ....n,

la décision floue sera”alors g? fé]]e que

ug (x) = uc(x)A ... Auc (x) A ouy (F(x)A ... A ug (f(X)) [15]
+

etg?CZﬁl .

I1.3.2.3 - Programmation dynamique floue

Nous rappelons ici le principe de 1'optimum de
BELLMANN [1].

Une politique optimale est telle que, quels que soit
1'état initial et Ta décision initiale, les décisions suivantes doi-

vent constituer une politique optimale par rapport & 1'état résul-
tant de la premiére décision.

Nous nous proposons dans ce qui suit, d'étudier un
cas d'optimisation dynamique sous contraintes floues, pour attein-
dre un objectif flou donné, a8 une étape donnée.

Soit E, 1'ensemble référence de 1'objectif flou, soit
e un élément courant de E i.e. E = {e}, et ers 1'élement courant
a 1'étape T. i.e. er € ET.

Soit C, 1'ensemble référence des contraintes floues,et
a un élément courant de C>i.e. C = {a} et o un élément courant
des contraintes & 1'étape T i.e {aT} = CT.

Enfin soit f une fonction d'état telle que

f:ExC - E
(eT,«\ocT) > ey T f(eT,oaT)

i.e. si "1'input" & 1'instant T, ou & 1'étape T est a7 € Cf, le
successeur de er est e, , = f(eT,aT) avec : aré€ C VT

el €E VT



Si f était une variable aléatoire, 1'évolution des
variables d'état er serait un processus stochastique ol la proba-
bilité d'avoir 1'état er €k, sachant que 1'"INPUT" est a;_y €C et
1'état a T - 1 est er_q» est P(eT/(eT_l,aT_l».

Par analogie, si f est une fonction floue ol 1'ima-
ge d'un sous-ensemble flou est un sous-ensemble flou, le systéme
"input-output" défini par f sera un systéme flou conditionné a 1°'
état T+1, sur (eT,aT) et aura pour fonction d'apparténance

u(er, /(epsag)) | [15]

‘ Supposons qu'a chaque instant T (ou étape T), 1'in-
put est sujet & une contrainte floue STC:C, caractérisée par une
fonction d'appartenance‘{uC (uT)}. ar € C.

T

D'autre part, supposons qu'd 1'étape finale EN a 1
instant N, T'objectif est un sous-ensemble flou £?Nc:E, caractéri-
sé par une fonction d'appartenance U(TN(EN).

Le probléme est le suivant

Dans le cas:ou 1'évolution du systéme est définie
par e;,q = f(eT,aT), o0 f est une fonction non aléatoire, et sa-
chant que 1'étape de fin est donnée (T=N), et 1'objectif final don-
né, quelle est 1a décision optimale (ou les décisions opfima]es),
atteignant 1'objectif final en satisfaisant les contraintes d'éta-
pe ? Le probléme est donc de chercher la "fonction économique" a
optimiser et de trouver, a partir d'un état initial, le chemin op-
timal, donc les "inputs" ar, pour atteindre au mieux 1'objectif fi-
nal. Soient Cos C1o -5 Oy respectivement, les contraintes floues
des étapes aux instants 0,1, ..., N-1.

Soit Ey 1'étape finale et (jN 1'objectif final avec
e = fleq_qsaq_q) = F(feq ssaq p)sap_q) = FIF[... flegsay)say)]

= g(ao,al, ces “T-l)’ pour un état initial N
donné.



L'ensemble de référence des contraintes n'étant pas
le méme que celui de 1'objectif (TN, celui-ci est induit par un
sous-ensemble flou Q'N de 1'ensemble de référence C x ... x C

\_—-——W

avec quN(eN) = UUN(eN)' N fois
~n ~

La décision é? est alors, telle que

U@(ao, e o o aN_l) = UCO(OLO>A e A uCN 1(CX.N_1) A UON(eN)
~ ~ ~INT ~n

Ainsi, i1 faudra trouver une séquence Gy ey aN-1°
maximisant Ta fonction ug) - i.e trouver une fonction-stratégie T

avec ap = mr(eg) pour tout T =0, ..., N-1.

Soit ag, e “m-l’ cette séquence optimale cherchée,
nous avons

(aN_Z)AUC

oo on-1) g (Fley g, on )y

= MAX(ugo(ao)h--.Auc  (ay_o)Afusr  (ay_1)AUg (Fle o )}
o .".’?cx SN-2 N2 kSN-l N-1 'gN N'IN'I
0 N-1
Or
u (e ) = MAX (u (apn_q)huy (fley_q,0n_q))s
T i R

o} étant le sous-ensemble flou induit, par Cf dans E x C a 1'étape
N-l NN .

(4"

M M
N'l_—ﬁ-%l]%(ao,...aN_l) = MAX (UCO(CY.O)A-.- AUCN 2 A UON 1(EN_1)
~ (xo,.--,(xN_Z ~n .23 Bad ~ -
= MAX (usr (o JA...Au Au (ey_o))
Ggserirayy <0 O Sn-3° Qn-p N-2

sachant qu'a 1'étape N-r, 1'objectif flou induit a pour fonction d'ap-
partenance

ug (eN-r) = MAX (uC

(ap_,.)Au (enopat))
In-r R B A



avec

soit

rence 3 cette "fonction économique", nous pourrons a

uO/N-r'(eN_Y‘)

(u
SN—r

= fleyopoayay)

AR LA BRI B @

En appliquant le principe de 1'optimum [1], par récur-

chaque étape don-

ner "1'input" approprié pour maximiser la décision.

Exemple :

Soit E

et f

= {e} = “’1"’2"’3}’

E x C - E telle que

N = 2,
Wi V1] V2 | Vs
Wo l V2| V1| V3

Wl W2
‘Eo = 0.7] 1
Wi w2
C, = )
C 1 /0.6
Vi v2 V3
et Oz 0.3 1 (0.8
~n
Etage 1

{0‘} = {w13W2} |

Cherchons d'abord 1'objectif induit & 1'étape N-1
(i.e 1'étape 1).



D‘apréSC:)nous avons

u£ﬁ<el) = yAX(
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ucl(al)l\.u Qz(f(elaal))

1
soit
. ugl(vl) - MAX[C DR (Flvy g Daug (o Z)Au(7 (f (vl,wz)ﬂ
= MAX|u AU (V4)suU wo)Au J (v
L 1 1) 9’2( 1) E«l( 2) "‘2( 2)]
= MAX[140.3, 0.641] = 0.6
ug (vy) - MAX[ugl(wl)Aqu(f(vz,wl)),u’gl(wz)l\ugz(f(vz,wz)ﬂ
= MAX[110.8, 0.640.3] = 0.8
ug (v3) - MAX[ucl(wl)Augz(f(VB,wl)),ucl(wz)/\u gz(f(VB,wz)ﬂ
= MAX[1r 0.3, 0.6A0.8] = 0.6
Vi V2 V3
et donc gl = 0.6/ 0.8 0.6

Cherchons 1a fonction n correspondant &8 la décision optimale de

nous avons
jv1==>u Oz(vl)

cette étape

"1(V1) lou ~
V=
2 UQZ(VZ)
de méme
Va=pUu g (V3)
m(Vy) -{ou ~2

0.3

1, or f(vl,wz) = ] => wl(vl)

0.8 0r f(vz,wl) = Vg

0.3
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et
Vi=>u Uz(vl) = 0.3
m1(vg) = < ou ~ ,
v3=$ug2(v3) = 0.8 et f(v3,w2) = Vg =D
vi V2 V3
nl(v3) = Wy =y Wp w1 W,
Etape O
Les données de départ de cette étape sont
W w
1 2
Lo = [0.7] 1
Vi V2 V3
0. = 0.6 {0.8 |0.6
~l

1'objectif induit de 1'étape 1 est Oo avec

qu(eo) = SgX(UEO(aO)Au gl(f(eo,ao)))

Nous obtenons

U g (Vl) = MAX(uC (wl)AUO(f(Vl’wl»’uC (w2)A ug

~O ~0 ~1 ~0 ~1

= MAX(0.770.6,17A0.8) = 0.8
u (v,) = MAX(u W, )Au (f(v,swW,))su Wo )Au ¢y (f(v,,w.
go 2 (’go( 1 .gl ( 2 1)) £0( 2) gi( ( 2 2)))

MAX(0.7A0.6,100.6) = 0.6

MAX (u¢ (wl)/\u Ol(f(v3,w1)),u£0(w2)Au gl(f(v3,w2)))
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= MAX(0.700.6,100.6) = 0.6
Vi V2 V3
=00 = |0.8|0.6|0.6
D'autre part
vl..—_.;,uOl(vl) = 0.6
- no(vl) = ou ~
Vo =3 U Ol(vz) = 0.8 et f(vl,wz) = v
mo(V1) = W,
V3 =>u 01(v3) = 0.6
- wo(vz) ou ~ no(vz)
Vi =>u C(l(vl) = 0.6
~
1 1
- no(v3) ou-a'no(v:s) = oU
V3 Y2
V1 V2 V3
W, Ou | w, ou
"0 W2 lw? 1W2
Récapitulons Vi V2 3
Données : (52 = 0.3 1 0.8
~o
Y1 Y2
C0 = 0.7 1
¥ 2
E,l = 1 0.6

2

=



1 Voo V3
Résultats : m W, Wlwgu wlwgu
Vl V2 V3

"1 "2 Wi | W2

Donc, si 1'état initial (T = 0) est vl,"l'input" a
cette étape est Yg, sachant que f(vl,wz) = v, et "1(V2) = Yl avec
f(vz,wl) = V3, nous arrivons a u‘gz(v3) = 0.8 qui est le chemin op-
timal recherché.

Nous remarquons que jusqu'd@ maintenant, nous n'a-
vons utilisé que les opérateurs MIN et MAX pour formuler des dé-
cisions floues.

Nous essayerons de discuter par la suite le fonde-
ment de ce choix.

I1.4 - REMARQUES - CONCLUSION

Ne nous posons pas de questions, pour le moment,
a propos de la construction de la fonction d'appartenance. Ce que
nous discuterons en 1'occurrence, c'est 1'emploi des opérateurs
MIN et MAX dans les prises de décision floues.

Nous avons vu au chapitre I, que ces opérateurs s'im-
posent, quant a la structure de treillis de 1'ensemble des sous-en-
sembles flous. Alors qu'en algébre de BOOLE, leur emploi et leur
signification sont évidents (1Al = 1 ou 1.1 =1, 1 VO =1 ou
1+0-=1, ...), la signification de leur emploi sur des sous-ensem-
bles flous apparait moins évidente. Le fait de dire que (A est abso-
lTument faux) et (A est absolument vrai) est un non-sens ou une con-
tradiction en algébre de BOOLE, le résultat de cette assertion ne
peut étre que "faux". Par contre, si 1'on dit que (A est presque
vrai) et (A n'est pas presque vrai), nous sommes bien en peine d'
expliciter le résultat R de cette affirmation. En effet, si 1'as-
sertion (A est presque vrai) est représentée pour le sous-ensem-

ble flou
Vrai Faux Vrai Faux

= 0.8 | 0.3 et A 0.2 | 0.7
~

>
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comment traduirons-nous (A et R) =R ?

Si nous appliquons 1'opérateur "MIN", nous trouve-

rons .
vrai faux

R = 0.2 0.3

c'est-da-dire que "R est trés peu vrai et trés peu faux", proposi-
tion qui n'est pas trés évidente & interpréter.

Posons-nous le probléme autrement

Soit A un sous-ensemble flou d'un référentiel X = {x} et
(x,0.8)£3£)
Soit B un sous-ensemble flou de ce méme référentiel et
(x,0.4) €B.
Comment traduirons-nous, d'une fagon "acceptable”,
la proposition (5 et g), (ﬁ ou 5), et particuliérement quelle
valeur d'appartenance x aura dans ces deux assertions ?

IT est naturel de mettre comme valeur d'apparte-
nance de x dans A 1l B, 1la valeur d'appartenance de la proposi-
tion "x est un é]émen? de'ﬁ et x est un élément de E", qui sub-
jectivement peut étre 0.5, et pourquoi pas 0.49999 ou 0.3999,
alors que si nous appliquons 1'opérateur "MIN", elle doit étre
0.4.

Pour répondre & cela, nous allons énoncer quel-

ques principes restrictifs quant a 1'utilisation des opérateurs
sur les sous-ensembles flous [2].

Soit F = {S,u(S)} un sous-ensemble flou d'asser-
tions, et considérons les assertions composées du types (S1 et
S5)s (S ou S,), [Sl et (S, ou S3)]...

F(u(S)»u(S,))

Supposons aussi que{ u(Sl et 52)
9(“(51):U(52))

u(S1 ou 52)
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f et g étant deux fonctions de [0,1] x [0,1] » [0,1].
satisfaisant les axiomes suivants

1°) f et g sont des fonctions croissantes et continues : i.e
notre acceptation (ou degré d'admission) de (S et T), ou (S ou T)
ne doit pas décroitre si 1'admission de S, ou de T croit.

2°) f(x,y) et g(x,y) sont symétriques
i.e l'acceptation de (S et T) est 1a méme que (T et S).

3°) f(x,x) et g(x,x) sont strictement croissantes.
i.e si u(Sl) = U(SZ) > u(S3) = u(S4), notre degré d'accepta-
tion de (S1 et 52) doit @tre plus grand que (53 et 54).

4°) f(x,y) s MIN(x,y) et g(x,y) = MAX(x,y)

i.e le degré d'acceptation de (S et T) est plus petit que
celui de S seul ou de T-seul (car dans (S et T) il y a plus de
contraintes).

De méme, le degré d'acceptation de (S ou T) est
plus grand que S seul ou T seul, le choix étant plus grand.

5°) f(1,1) = 1 et g(0,0) = 0.

6°) S1 et (S2 ou S3) =
concerne l'associativite.

(S1 et SZ) ou (Sq et 53), ce qui

Avec ces principes, BELLMANN et GIERTZ [2], ont
montré que les seuls opérateurs f et g possibles sont respecti-
vement T1e MIN et le MAX.

D'autre part, nous pouvons étre portés a croire
qu'il est pessimiste de dire que la décision pour atteindre un ob-
jectif £? satisfaisant & une contrainte C est © = ¢ N C, ou ne

lad Lad ~s (a4

refléte pas au mieux l'environnement de la décision a prendre. Si

-~

bien qu'on privilégie parfois des objectifs par rapport a d'autres
et des contraintes par rapport a d'autres.

Comme nous 1'avons vu dans ce chapitre II, nous
étions amenés 3 exprimer u&>(x) comme combinaison de up(x) et
. P S
uc(x), soit ~

~o

n n
UE(X‘i) = i ao(xi)ui) (x5) + Jélsj(xj)u,g(xi)

é? étant un sous-ensemble flou de E avéc card E = n.
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En fait, au Tieu de ?? = gj(] C, nous aurons cons-
truit de cette fagon, un autre sous-ensemble flou décisionnel qui
est 1a combinaison convexe de (J et C [33] et de cette fagon nous

Vasd

aurons O N CC@CQUQI.

D'autres affirment que c'est le choix des opéra-
teurs qui fait Tla décision, et que si le décideur est pessimiste,
il a tendance a prendre, le produit booléen au lieu de 1'inter-
section i.e ug . C( X) = ug (x).uc(x) [158] et u(7+c(x) = (x)

+ uc(x) - C?(X> .u (x) au lieu de 1'union.

N

Pour notre part, nous ne nions pas que le choix de
ces opérateurs simplifie le formalisme des problémes d'optimisa-
tion (voir programmation dynamique floue), mais nous ne sommes pas
convaincus, qu'ils reflétent au mieux Ta réalité de 1'environnement
de la décision.

Nous pensons que le fond du probléme est la fagon
de construire 1a fonction d'appartenance, puisqu‘elle sera utili-
sée de la méme fagon qu'elle a été construite.



CHAPITRE III
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II1.1 - INTRODUCTION

Nous nous proposons de construire une topologie floue

sur 1'espace des sous-ensembles flous réels.

Dans ce qui suit, 1'espace de référence sera 1'en-
semble des réels avec la topologie usuellie, et 1'ensemble d'appar-

tenance sera le treillis [0,1].

II1.2 - TOPOLOGIE FLOUE

Définition_de_C._L._CHANG_[4]

P T T T e = I T

Une topologie floue est une famille T de sous-ensem-

bles flous d'un espace de référence X telle que

a) ¢eT
b) Si AeT et BeT, alors ANBeT
c) Si A,eT, iel, alors YA, eT

(X,T) serait appelé espace topologique flou et chaque

élément de T sera dit T-ouvert.

II1.3 - CONSTRUCTION D'UNE TOPOLOGIE FLOUE REELLE

[1I.3.1 - Point flou

Soit X un ensemble quelconque
Un point flou p est un sous-ensemble flou, de fonc-

tion d'appartenance up telle que

u (x) =

To pour x = X,
p

0 sinon

avec 0 < a<1.

Par la suite, nous noterons p : X
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Soit X, un point flou et A‘un sous-ensemble flou.
On dit que
0 < u, < qﬁ(x) \7’ XeX.

<0

appartient @ A si et seulement si

X
~

Théoréme II1.1 (C. K WONG [38])

Soit A = U' A., I dénombrable et soit x_ €& A, alors
~ iel Aid 0 ~
il existe i€l tel que Xq € Ai'

~s

Dans 1a théorie générale des ensembles, ce théoréme
parait évident. Mais considérons le cas suivant

Soit A = {x/uy (x) =1-3) ielN", X =R
~ A

~

: U
Soit A = i=1ii’ Nous avons : uA(x) = MQX uA_(x) = 1=>
~ sl
ﬂ,= {x/uA(x) = 1} et pourtant, pour tout réel Xg o il n'existe aucun
ielN™ teT que (x,»1) appartienne & A,, d'ou les définitions III.1
et III1.2 du point flou.

Les points flous ainsi définis ne sont pas des atomes.

Définition II11.3

- e e o o

Par la suite, nous appellerons "point flou", tout
sous-ensemble flou de support point
Xo est un point flou <==u, (x) ={ae]O,1] pour x = x
~ 0 sinon

sans les restrictions de définitions III.1 et III.Z2.

Avec cette définition, le théoréme III.1 ne sera vrai
que pour une réunion finie de sous-ensembles flous.

Notation :

Notons : E, 1'ensemble des points flous définis par la
définition III.3
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- S.E.F.R désignera un sous-ensemble flou réel, i.e
1'ensemble de référence est 1'ensemble des réels :IR.

- S.E.F. désignera sous-ensemble flou

- Soit ﬁ/un S.E.F.R, nous noterons

Ty.o = (X/ug(x)>a}. Yo e]0,1]
Crpdes1gnera 1! ensemb]e des S.E.F.R.
Remargue II1.5
Considérons i : [0, 1] 9ﬁ

> A ={(xm(M),VX€R}.

Alors i est une bijection, et nous pourrons confon-
dre un S.E.F.R avec sa fonction d'appartenance.

Définition II11.4

On appelle support d'un S.E.F.R et on le note Su s

A
' T
1'ensemble A,o° ~

fasd

111.3.2 - Définition III.5 : ouvert flou

Soit A<§j; A est dit ouvert si et seulement si
chejo,lj, A, est ouvert dans TR .
~s

Théoréme II1.2 (1)

D'aprés la définition III.5, A est un S.E.F.R ouvert
si et seulement si sa fonction d'appartenance est semi-continue in-
férieurement, pour la topologie ysuelle de IR .

Théoreme I111.3

Toute réunion de S.E.F.R ouverts est un S.E.F.R
ouvert.

Démonstration

: U
| Soit (Ad)i e 1 une famille de S.E.F.R, et A = ie Ii1
nous avons vu que u, = iVIuA-'
~ €. N-‘

e AR e Er ER W W MM M G ER G W EE e e M R R Wt Em MR W S ED E W N G e D em e ms G ae 4n e e e NE S An R MR W N Mk e R MR e R me e W AR R WP e e e S e o

(1) M. KAMPE DE FERIET nous a communiqué que M. D. WEISS a introduit
la méme topologie [39]
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Lemme II1.1[5]

- L'enveloppe supérieure de toute famille, (uA )ie.I' de fonc-
tions numériques, semi-continues inférieurement est semi-continue

inférieurement.

- L'enveloppe inférieure de toute famille finie de fonctions
numériques semi-continues inférieurement est semi-continue infé-
rieurement.

Up étant 1'enveloppe supérieure des %ﬂi’ ie I, d'apreés
Lemme III.1, Up ®st donc une fonction semi-continue inférieurement (no-
tée S.C.I. parla suite)==>‘ﬁ est un S.E.F.R ouvert (c.q.f.d.).

Théoréme II1.4

L'intersection finie de S.E.F.R. ouverts est un S.E.F.R

ouvert.

Démonstration

évidente d'aprés Lemme III.1. En effet

n
N A., avec n < +e0. A. ouvert, pour i = 1,
i=1,1 ~id

up et donc Up est 1'enveloppe in-
Ts.c.I. ==$jﬁ est ouvert.

Soit A
"/
., n. Nous avons uA P=1,...n

férieure de S.C.I., CT'est donc une™

Définition II1I1.6

Soit ﬁ E‘%ﬂ A est fermé <= son complémentaire est ouvert.

Conséguerices

Remarque III.6

C, ouvert @Vaejo,l:], I'e est ouvert dans R &=

~ s O
{(x/uC (x) > o} est ouvert dans R 4;%>{x/1-uA(x)>a} ouvert dans IR
A ’ ~
<= {Xx/up(x)<l-a} est ouvert dansiR Yo €]0,17.

~

Sachant que 1'application o« -~ 1 - a est une bijection
de ]J0,1] - [0,1[. Nous avons la remarque suivante
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A est fermé @CA est ouvert<=%Vs e]O,l],
{x/1- uA( x)>8} est ouvert dans ﬁ{<==>{x/u (x)<1-8} est ouvert dans
R Yee]o, 1]<-—>Vae[0 1], {x/u x)<a} est ouvert dans R (a=1-8).

Théoréme III.5

So?tl\eﬁﬁ ﬁ est fermé si et seulement si sa fonction
d'appartenance est semi-continue supérieurement.

Démonstration

Evidente d'aprés remarque III.7.

Lemme III.Z2 (dual du Lemme III.1)

- L'enveloppe inférieure de toute famille (uA )1 €1 de fonctions
P . . . - . . Y . - .
numériques semi-continues supérieurement est semi-continue supérieu-

rement.

- L'enveloppe supérieure de toute famille finie de fonctions
numériques semi-continues supérieurement est semi-continue supé-

rieurement.

Conséquences

Théoréme II1I1.6

- Toute intersection de S.E.F.R fermés est un S.E.F.R

fermé.
- La réunion finie de S.E.F.R. fermés est un S.E.F.R

fermé.

Déemonstration

Evidente d'aprés Lemme I1I1.2.

Appelons T cette famille de S.E.F.R ouverts ainsi

définis.

Théoréme III.7

(ﬂQ,T) est un espace topologique flou vérifiant Tes
axiomes de C. L. CHANG.
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En effet

]
fl

a) oeT car ¢ {(x,o),V><6iR} et T ¢ ouvert dans R .

ReT car R

3 ¢’a
(x,1), Vxe Ry et rg

1]

R ouvert dans R .

Vaejﬂhl[et 'R.1 = ¢
b) Si AET,BeT, AMNB T (théoréme I1I.4)
Ffacd ~ ~ ~

c) Si (A.). €eT,U A.&T (théoréme III.3).
~i7i el fer™t

IT1.4 - PROPRIETES DE CETTE TOPOLOGIE

Théoréme I1I11.8

4

. o . .
Soit ﬁ eft' Alors nous avons les propriétés suivantes

- Le plus petit sous-ensemble flou (F), fermé, contenant A
est défini par : uF(x) = 1im sup uA(y) VxeR.

~ y>X ~
- Le plus grand sous-ensemble flou ouvert (Q') contenu dans ﬁ
est défini par ug (x) = Tim inf uA(y).
Y] y—>X ~

Démonstration

Lemme III1.3 [18]

La régularisée S.C.I. d'une fonction f eﬁiE, est la
plus grande fonction S.C.I. qui minore f. Si on la note f, on a

F(x) = Tim inf (f(y))

y=X
Sachant que Tim inf(f(y)) = su inf(f(y)), ougf(x) est une
YX Vedr(x) yeV

base de filtre de voisinage de x et V un voisinage quelconque de
cette famille.

Pour démontrer théoréme III.8, i1 suffit de le démon-

trer pour ugy -

D'aprés lemme III.3, U est donc la régularisée
S.C.1. de u,. ~
D'autre part uy < u,, par construction=s OcA
(c.qg.f.d.). ~ ~



Soit ﬁ,e.ngn voisinage de ﬁ est un S.E.F.R qui
contient un S.E.F.R ouvert contenant A.
A est ouvert si, et seulement si‘A est un voisinage

de tous ses points.

Démonstration

Montrons d'abord que si A est ouvert, a]ors_ﬁ est
voisinage de tous ses points.

Soit (xo, Uup(x,))€A. Soit I C R, un voisinage ou-
vert de Xo et $1 sa fonction caractéristique.

¢I étant la fonction caractéristique d'un ouvert, c'
est donc une S.C.I.

D'autre part, Up est une S.C.I., donc Te produit
91-Up 1'est aussi. De plus ¢I'EA S Uy = ¢1-Up est un voisinage
ouvert de (x,sup(x,)) et donc ATest voisinage de tous ses points.

AL

Réciproquement

Partons de‘ﬁ voisinage de tous ses points et montrons
que A est un ouvert.

Soit xe Tp - ﬁ voisinage de tous ses points == il

0 A%,

existe un ouvert g? » Voisinage de (Xo’ uA(xo) = Uy est une
S.C.I. == {x/uy(x)>a} est un ouvert dan3 R ~

or JCTA =Ty Iy Vae_|o,1]=>310clg’a, I,
voisinage ouvert de Xo dans R, one Tp.o=>Th 0Lest voisinage de
tous ses points — T, ~est un ouvert ”Vaéf]O,T]==ﬁ>‘ﬂ est ouvert.

Proposition III.2

0
Soit ﬁ un S.E.F.R. Alors 1'intérieur de ﬁ, noteé ﬁ est

le sous-ensemble flou de fonction d'appartenance, la régularisée in-
férieure de Up - Et la fermeture ou adhérence, notée ﬁ) est la réqu-
larisée supér?éure de Up -

S
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Déemonstration

Evidente d'aprés le théoréme III.8.

I11.5 - SEPARATION DE L'ESPACE (IR,T)

Un espace E est séparé si et seulement si quels que
soient les points distincts a et b de E, i1 existe un voisinage U
de a et un voisinage V de b sans aucun point commun.

Définition III.8

Deux points flous seront dits distincts si et seu-
lement si leurs supports le sont.

Deux points flous sont distincts si le produit de
leurs fonctions d'appartenance est la fonction nulle (nous remar-
quons qu'un point flou n'est jamais vide).

Théoreéeme III1.9

Avec la définition III.8, E est séparé.

Démonstration

Ceci repose sur le fait que TR est séparé. En
effet

Soitx0 et Yo deux points flous distincts.

X, # Yo = X, # Yo == il existe v(xo), voisinage
ouvert de Xgo e? w(yo) voisinage ouvert de Yo tels que v(xo) r]w(yo)
= ¢. Considérons oy et LD fonctions caractéristiques de v et w.
$y et ¢w sont des S.C.I.

Soit J; = {X/ugl(X) = ¢y (x)3
O, = {x/uUZ(X) = ¢,(x)}

91 et 62 sont des S.E.F.R ouverts et voisinages de x

"7

0
et yo et en plus ¢y A ¢y = 0 =>E est séparé.
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La séparation des points flous se fait au niveau

des supports.

.6 - COMPACITE

Définition III.9

Une fami11e‘ﬂfde S.E.F.R. est un recouvrement d'un
,», Si et seulement si B C:U{AE@%w

?’?’est dit .un recouvrement ouvert si V’l\\/ecfft, A est

ouvert.

Définition III1.10

Un S.E.F.R. A est dit borné si r, , est borné dans R

VOL € ]0,1].

ZADEH [33], propose la définition suivante

A est dit borné si Vaelo,1], A = (x/up(x) 3 o)

est borné dans |R
| Pour nous, i1 suffit que Vo > 0, r, . soit borne
dans IR , en effet ~

pour o donné, nous avons Aa D Tp, et au lieu de o,
]
il suffit de prendre o - ¢, ¢ assez petit, avec 3-¢ > 0 et nous

aurons r D A DT .
A,OL"E o A,OL
A/ ~~

Si Ty u-c €St borné selon notre définition, Aa 1!
est aussi selon la définition de ZADEH.

Proposition III.3

Soit IC MW, I borné, alors tout S.E.F.R de support
I est borne.

Démonstration

Triviale car PA,aC I Vae]O,lj.



Théoréme II1.10

Soit ﬁc—.f

Alors A est borné<=>3(0.,)

LY. bornés recouvra
~i’iel co nt

A avec card I < + o,
s

Démonstration

D'abord, s'il existe ( gi)i el

U U
nous avons A CY_, (.. Or Fﬁ,ac 71 ng,a' Va€]0,1]=>SACS‘& 0

~ 1= .
~ 1=1%4

bornés recouvrant A,
~/

0

=

~S

Réciproquement

Partons de A borné = S, est borné dans R —= Sps
fermeture de SA est un compact. Donc de tout recouvrement d'ouverts
on peut en extraire un recouvrement fini.

Soit ((51) i =1, ..., n, un recouvrement d'ouverts

bornés de SA et considérons
o d

G. - [(x50,(x),x€ R} ou ¢,(x)

~ 1

est la fonction caractéristique de Oi'

51 est un S.E.F.R ouvert, borné puisque son support
~ .

1'est, pour tout i = 1, ..., n . D'autre part, VYx € R , nous avons
v Ac.U 6. et t borné f.d
up(x) < i¥1 ¢i(x)-=g> AC ;T O et U, ouver orné c.q.f.d.

Définition_ III.1l1

Un S.E.F.R. est dit compact si de tout recouvrement
d'ouverts flous, on peut extraire un recouvrement fini.

Proposition III.4

(E,T) (ou (R,T)) n'est pas un espace compact.

Démonstration

IT suffit de prendre In = ]-n,+n[, ne N et les sous-
ensembles flous de support In et de fonction d'appartenance la fonc-
tioncaractéristique de In qui est une S.C.I.. Ces sous-ensembles
flous forment un recouvrement de E, pourtant on ne peut en extraire
un recouvrement fini.

S n g’ est borné =S, est borné ==» A est borné.
12171 v ~



Proposition III.5

Un compact flou est nécessairement & support borné.

Démonstration

Evidente d'aprés proposition III.4.

Proposition III.6

Soit‘ﬁ € ) a support borneée.
Si A est compact, alors nécessairement son support
est fermé dans R .

Démonstration

1T suffit de Te démontrer pour un support qui est un
intervalle.

Soit Ja,b[ le support d'un S.E.F.R. A borné (nous
aurions pu prendre un semi-ouvert).

.z _ 21 b-a -
Considérons An = ]a —,a+—ﬁ— [et ﬁn tel que Up =¢p

n

¢a est une S.C.I. et nous avons A - 1§HQH, pourtant on ne peﬁ@ pag

en"extraire un recouvrement fini == A est nécessairement & support
~

fermé.

.7 - CONVERGENCE

Définition III.12

S0t (5n)n€N

Nous dirons que (5n) converge vers A si Vmé]N ,dnelN/n2m =
AC ff,Ag’étant un voisinage quelconque de A.

une suite de S.E.F.R. et A e J.

~~

Théoréme III.11

Soit (5n)neﬂi une suite de points flous.

Nous dirons que (xn) converge vers i’si tout voisi-
e d
nage de x contient tous les X sauf un nombre fini.
N

~
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Conséquences

1°) Supposons que X4 # xj. Vi # jJ et voyons si la limite

est unique.

Supposons qu'il existe 11 et ]2 limites de (xn).

N r~

I

(11,a1) pour 1 1

1
Soit ]1 =
(1,0) sinon
(lz,az) pour 1 = 12
t 1, =
e 1

(1,0) sinon

Si l} # ]2, d'aprés le théoréme III.8, il existe
El,vois1nage de ll et EZ voisinage de 12 avec 51I7 52 = 4.

Or B1 contient tous les Xn sauf un nombre fini =
Vme ma 3n1/n> nl,i('ne El.

De méme B, contient tous les x  sauf un nombre
fini=s Ym,3neN /n 5 n,, x € B,.

Soit j = sup(nl,nz) = Vnu 3j e N /n>j, X, € El
et x_ € B, => B N s # ¢ == 1, n'est pas distinct de 1,.
AN ~l ~L ~l ol 2

Ceci ne nous permet pas de conclure que ll = 12,
mais nous montre seulement que les supports points sont les mé-
mes i.e 11 = 12. C'est ici qu'intervient la différence entre
"points flous distincts" et "points flous dominés". Sachant qu'

un point flou x_ est dit dominé par si X _ = et si u x )<
o X par y, 0o = Y, et .350( o) S
Jo °
Nous avons alors deux cas & étudier
1°) o = a, ==>1a limite est unique.
2°) Supppsons a; < o, = 11 o 12.
Xn > ll d'aprés théoreéme III.11, nous avons

N>
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V,\‘ﬂ’ voisinage de .ll’

<

contient tous les xn sauf

~y

un nombre fini (voir FIG. III.1).

(x,uéx))avec uB(X)=TI%%??;7

si xe]l-r ,l+r [, rjeR?

En particulier si B(11) est tel que B

NS~

(x,0), sinon

est un voisinage ouvert de lI

Ang/naNg,x, € B(1)) =—>

N

Tvi), Yrong, s, - oy () € oy =5 3N/ VisNg, syp 8, <0,

n

FIG TII.1

faisons le méme raisonnement pour 12.

e

Nous aurons

3 Né/ Vn>N', szp8n~$ 0, == sgp B, < 1nf(a1,a2), Vn/n>N.

avec N = sup(NO,Né).



Or, considérons u_ = sup B
n
n>nm

u, est une suite monotone (décroissante) et bornée
dans R, elle est donc convergente. Soit o sa limite, elle est uni-
que et nous avons /

{a < 0, = o £ 'inf(ocl,az)

= al

a
D'autre part, si U, est convergente, nous avons

Ve > 0, Ince)/ponce),

sup.- B - sup B < e, Si nous prenons
pe[n,w[ qé[m,w[

R normé.- Et ce sera le méme critére de convergence s'il est
métrique.

La 1imite de up est alors o = inf sup B
n qé[nsg[

et (1,0) sera la limite unique da la suite (xn).

Exemple :
. 1 _
(Xo’ﬁ) pour x = X,
1°) Soit x_ =
~ (x,0) sinon
_ 1 _ 1 . 1 _ '
U = Sup o = ¢ et inf - 0 = X, converge vers l'ensemble ¢.
nefk,=[ ™~
1 -
(xo,l—ﬁ) pour x = xg
2°) iﬁ =

(x,0) sinon
(xo,l) si x = Xo
Sup(l—%) =1et infl =1 = X, converge vers

né€ [k,o[ ~ (x,0) sinon
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Théoréme de convergence des suites (II11.12)

Soit R muni de 1a topologie usuelle ( R .|| |])-.

Soit X, une suite de points flous réels de support

&1€]R et de valeur d'appartenance : o 1i.e.
n

(x ,an) pour x = X

n

¢ x

(x,0) sinon

Nous dirons que X, converge vers
ad

(T,a) si x =1

1
Va4
(x,0) sinon

si et seulement si Ve > 0, 3N(e)/n > N(e) =—> [lxn-1||s e et

[u, - afl s e

n

avec'un = sup g (i.e converge simple des supports et limite

g€ [n,=[

supérieure pour les valeurs d'appartenance.

Conséquence

Proposition III.7
Avec ce théoréme de convergence, la limite est uni-

que.
Exemple : )
(1-1?, %) pour x =1 - -
Soit Xo = n , ne N
~ (x,0) sinon

Nous avons 1

Tim (1 - —7) =1

N—>ow n
et ((1,0) si x =1

1 1 1 _
sup — = R inf 3" 0 = iﬁ

nefq,=[ qgeN* (x,0) sinon
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N
Définition III.12
Soit IR muni de la topologie usuelle (R,|| |]),
(xn,un) si x = X, '
et in = alors {’in}mélN est dite de CAUCHY
(x,0) sinon

si et seulement si

(1105l < e

Veso,InNe)/n > Ne) — et

m
l [ Jug=upll < e
avec u, = sup a
q€ [n,=[
Théoréme II11.13
Soit (TWR,|| []). Alors toute suite de CAUCHY est

convergente (i.e E est complet), selon théoréme III.12.

Théoréme 111.14

Soit (An) une suite de S.E.F.R.

On dit que (An) converge vers'ﬁ, s'il y a conver-
gence point par point selon théoréme III.12.

Proposition I1I1.8

Soit AeF et A fermé . Alors A n'est pas néces-

sairement complet.

Démonstration

Considérons le contre-exemple suivant

0 pour x «0

x% pour x ¢ Jo,1[

0 sinon

Soit A tel que uA(x)

(x)
(x)

u

x

u

1= 1> ¢
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ﬁ est fermé puisque Up est une fonction semi-continue supé-
~

rieurement.

Soit (x_ ) € A telle que x_ =
~N nen” ~ ,
(x,0) sinon

(1,1) si x =1
X, converge vers et pourtant ce point limite

”nr

(x,0) sinon

n'appartient pas a A.

.8 - FONCTIONS FLOUES

Définition II11.14

Soit f : X =Y et B un sous-ensemble flou de Y, on

definit f(B) tel que u _; (x) = ug(f(x), ¥x e x. Alors f’l(f»,)
£74(B) )4

est un sous-ensemble flou de X. D'autre part, VA,C'X, fQﬁ) est un

~sous-ensemble flou de Y tel que

-1

Uf(ﬁ)()’) ='SUP UA(,,)E)' Si f “(y) # ¢

xef~1(y)

(x,0) sinon

Théoréme 111.15 L4

Soit f : x y,g CY, et Q,C:X. Alors nous avons les

propriétés suivantes

-1,C C
l(,§)= {f

a) f -1(E)} ou & désigne le complémentaire de A

b) £(Cp) > “rF(A)s.

et B2 étant deux sous-ensembles flous de Y

~nt

c) ST B C By B

1
alors : £ 1(B;) C 7 1(8,).



d) Si 51<: ﬁZ’ ﬁl et 52 étant deux sous-ensembles flous de X
alors : f(A,) C f(A,).
~l ~2
-1
e) B Df(f (8))

g) Soit g : Y > Z et E C Z alors

- et

(g0f) M) = f

Définition III.15 : Fonctions continues L4 ]

Soit (X,T) et (Y,U) deux espaces topologiques flous,
et f : X = Y.

Alors f est dite floue-continue si et seulement si
1'image réciproque de tout ouvert de U est un ouvert de T.

II1.9 - EVENEMENTS FLOUS, PROBABILITES D'EVENEMENTS FLOUS

Considérons d'abord 1'espace mesurable (JR,B) ol B
désigne les boréliens de IR .

Soitlﬁ un S.E.F.R., et B' 1T'ensemble des boréiiens
de [0,1]CR.

Définition III.16

Nous dirons que A est un borélien flou si Ta o est
boréﬁenvae]o,lj. ~

Définition III.17

=

o

A€J est dit flou-mesurable si ry , est B-mesura-
~ ~ s O
ble Vae]o,1]. ~

Proposition II11.9

A e;gfest mesurable si et seulement si, uA est une
fonction mesurable de (IR ,B) dans ([0,1],B") ~
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Définition III.18

Soit (IR ,B,m) un espace mesuré et A egjmesurab]e.
On appelle mesure d'un S.E.F.R. Aﬁ la quantite

~

uA = J up(x).dm(x).
~R

Définition III.19

Soit (R,B,P) un espace probabilisé et A eﬂ:, un
S.E.F.R. mesurable. Alors A est appelé un événement flou.

Conséquence III.1 : Probabilité d'un événement flou [34]

D'aprés définitionsIII.17 et III.18, la probabi-
1ité d'un événement f]oulﬁ est la quantité

'P(ﬁ) = LR uA(x)dP(x)

Conséquence III.2

Ayant ainsi défini la probabilité d'événements
flous, nous pouvons alors étudier des processus stochastiques

flous, faisant appel 3 la fois & 1'incertitude et 1'imprécision

[37].

Conséquence III.3

Ayant défini un espace flou mesuré, nous pouvons
construire alors des mesures de S.E.F.R. et étudier les intégra-
les floues, EBZJ, et leurs applications.
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IV.1 - INTRODUCTION

La fonction d'appartenance d'un sous-ensemble flou
(S.E.F.), doit exprimer fidélement, & 1'aide d'une échelle quanti-
tative (par exemple 1'intervalle [0,1]), un qualitatif.

Nous verrons plus loin les différentes discussions
a ce sujet. Et jusqu'a ce jour, 3 notre connaissance, aucune métho-
de rationnelle de construction de 1a fonction d'appartenance d'un
individu n'a été fournie.

Nous ne prétendons pas donner la méthode de cons-
truction de la fonction d'appartenance. Mais nous suggerons toute-
fois qu'une méthode topologique serait, & notre avis, une ratio-
nalisation non négligeable du quantitatif subjectif qui rejoint |
les axiomes de rationalisations de BELLMAN & GIERTZ {2], MORITA &

IIDA [22] et FUNG & FU [38].

IV.2 - METHODE EXPEDITIVE DE QUANTIFICATION A PRIORI

Partons d'abord du principe que la fonction d'ap-
partenance doit refléter le centre d'intérét ou de désintérét d'
un individu (le décideur), et prenons 1'exemple suivant

Un chef d'entreprise, vue 1a conjoncture actuelle
(crise incontrélable), se donne un chiffre d'affaire flou a attein-
dre dans un certain temps, en tenant compte des contraintes du mo-
ment, du futur imprécis, des difficultés d'investissement, de pro-

duction...

Supposons qu'il nous propose la fonction d'appar-

tenance suivante pour son objectif flou : Uy (x) = ——~l———?,xeaR+,
‘ ~ 1+(X"6)

pensant sans doute que son chiffre d'affaire sera voisin de 6 uni-
tés.

En regardant FIG. IV.l, nous remarquons que la fonc-
tion d'appartenance est symétrique par rapport @8 X = 6 et que son
centre d'intérét est 1'intervalle [5,7]. i.e {x/u@ (x);-%} = [5,7]
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FIG. IV.1

Or, i1 se peut que 1'amplitude de son intérét soit
plus grande, par exemple [3,9], ou plus réduite. Et la durée de
sa marge d'intérét peut affiner la fonction d'appartenance du ty-
pe qu'il a choisi, en effet, supposons d'abord que sa fonction d'
appartenance soit du type ———l——~—7, aERi.

1+a(x-6)
, Supposons aussi que son centre d'intérét est 1'in-

tervalle [ko,xgj.

Ecrivons que (xo,%) doit appartenir a @ ainsi qu'a

o~

-1 V2 - -6 =
CO =3 = 5 = a(x-6)" = 1 = Xo 6 =
"/

+ 1
T =
Va

Nl

o
—
[+3]
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Si son centre d'intérét est 1'intervalle [4,8],
2 1

alors |xo-xO] = 4 = 7§ => a = 7. et sa fonction d'apparte-
nance serait alors ~—~£———7.
: 4+(x-6)

D'autre part, le décideur doit donner la fonction
d'appartenance de 1'objectif contraire a celui qu'il s'est fixé,
ce qui sera en fait le seul test de cohérence, que nous pouvons

faire dans ce cas-1a.

Jusqu'a maintenant, les méthodes de valuation du
qualitatif ont été & peu prés identiques & celles présentées plus
haut. (voir [38], [35]).

Nous verrons, d'autre part, que ZADEH a donné une
méthode d'évaluation d'actions qualitatives compliquées (exemple
"nettement plus grand") a partir d'une action simple ("grand")
qu'il a valuée arbitrairement, d& peu prés comme nous 1'avons étu-

dié précédemment.

Encore faut-il déterminer la fonction d'apparte-
nance de l'action primaire ("grand"), d'une fagon rationnelle.
Alors que d'autres auteurs ([11]) soutiennent qu'il ne doit pas
y avoir lieu de rationalisation, mais plutét de diminution du
subjectif; la difficulté réside, en fait, dans la construction
d'un homomorphisme d'une préférence qualitative dans une préfé-

rence quantitative.

Cette valeur d'appartenance n'est pas une valeur
statistique donnée par les décideurs, car elle dépend surtout
de leurs points de vue subjectifs, de leur fagon de voir les
choses. Mais nous craignons de tomber dans un excés de subjec-
tivité, comme nous avons craint de tomber dans un excés d'ob-

jectivité en traitant des problémes & caractére subjectif.

EN rationalisant cette valorisation du subjectif,
nous entendons qu'elle préserve quelques propriétés fondamentales
des préférences qualitatives des individus.
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De plus, en 1mposant une fonction d'appartenance a
priori, comment pourrions-nous 1'utiliser ? et avec quels opéra-
teurs ? est-ce que les opérateurs MIN-MAX refléteraient le point
de vue du décideur en bareil cas ?

Nous n'en sommes pas convaincus, d'autant plus que,
pour nous, l'utilisation de la fonction d'appartenance se fera
de la méme maniére qu'elle a été construite, comme nous 1'avons
dit & la fin du chapitre II. Une autre utilisation serait contre
nature et tout se passerait comme si nous traitions un processus
stochastique classique, ou oubliant 1'additivité des probabiliteées
et en utilisant les opérateurs MIN-MAX, par exemple.

IV.3 - LES METHODES DE RATIONALISATIONS PROPOSEES

Nous allons rappeler briévement quelques méthodes
de construction de la fonction d'appartenance apparues a ce jour
d notre connaissance.

IV.3.1 - Détermination de la fonction d'appartenance & 1'aide d'un
certain nombre d'observations [19]

lére méthode

Cette méthode a été plutdt employée pour des modé-

les de classification.

Soitfﬁ un S.E.F. (sous-ensemble flou), d'un ensem-
ble @ = {x} et f(x) sa fonction d'appartenance.

On sélectionne deux "niveaux", € et € de 1'inter-
valle [0,1]. De sorte que

a) x est dit “appartenant” a A si f(x) 1 -

\%

1
b) x est dit "n'appartenant pas"“ & A, st f(x) < ey
c) x est dit "intermédiaire ou indéterminé relativement a A"
si 5:2<f(x)<1-£1. ~
En fait, & partir d'une fonction d'appartenance don-

née, on essaye d'en déduire une “fonction caractéristique” & trois
valeurs : i.e
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SiOf(x) 31 - e on pose f(x) = 1
Si f(x) < €9 on pose f(x) =0

. 1
Si €y < f(x) <1 - e; on pose f(x) = >

et 1a fonction d'appartenance ne prendra plus ses valeurs dans
[0,1], mais dans {O,%,l}.

2éme méthode

Elle consiste a approximer la fonction d'apparte-
nance, a partir d'un certain nombre d'observations.

Partons du méme S.E.F., A et soit xl, ... x" sle-

ments de Q = W{l Notons fi = f(x1), ouwf1 est le degré d'appar-
tenance de x', les couples (xi,fi) sont appelés des "observations"
du S.E.F. A. Le probléme posé alors est, & partir de ces observa-
tions, d'estimer la fonction f, ce qui est un probléme d'approxi-
mation qui pourra étre traité par exemple de la fagon suivante

Soit f cette estimation,

Nous devons d'abord savoir de quel type est f, ou
bien savoir sa forme. Notons F = {F(x,r), re R'}, 1'ensemble de
ces fonctions estimation paramétrée par A.

Dans le cas ol A est un ensemble vulgaire, le pro-
bléme devient alors essentiellement, de trouver un hyperplan L pas-
sant par 1'origine de ﬁ{], de facon & ce que les points xl,...,xn
soient du méme co6té de L. '

(Dans le cas ol ﬁ est un ensemblie vulgaire, nous avons fl = ... =

1= 1).

i.e : F(x,2) 1 pour <x,x> = 0

]

~H

—~
>
>

S
n

0 sinon

o0 <Xx,A> désigne le produit scalaire des vecteurs x et A.

Le probléme sera de trouver A tel que <xi,A> = 0, 1 =1, ..., n.
Nous remarquons la difficulté de mettre en oeuvre cette méthode,

puisqu'on part du fait qu'on connait déja la forme de la fonction
estimation recherchée.
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Cette méthode de construction est en effet trés
comparable a la méthode statistique pour déterminer une loi norma-
le par exemple (donc on connait le type ou la forme de la fonction)

a partir d'un échantillon donné xl, cees x".

IV.3.2 - Fonction d'appartenance d'un groupe [11]

Les auteurs remarquent que l'estimation de la fonc-
tion d'appartenance présentée dans [35] est trop subjective et

relévent deux remarques

1°) Comment établir une échelle de mesures pour la fonction

d'appartenance d'un sous-ensemble flou ?

2°) Méme si on arrive & déterminer une telle échelle de me-
sure, comme dans 1'exemple traité au chapitre II, la décision op-
timale dans de pareils cas est par trop subjective.

La solution proposée consiste & déterminer la fonc-
tion d'appartenance d'un groupe d'individus, plutdt que d'un seul,
dans le but de diminuer la subjectivité, et ils soutiennent que
la méthode de détermination de la fonction d'appartenance, dépend
des applications qu'on en fait, plutdt que d'une définition rigou-
reuse de la facon dont elle sera construite, et,plutdét que d'uti-
liser les opérateurs MIN-MAX, ils proposent des opérateurs plus
malléables comme la moyenne et 1la somme algébrique déffnis comme
suit

Etant donné un ensemble X et, G un S.E.F. de X. Soit

X 1'ensemble des parties de X : alors on a les opérateurs suivants:

2

- Opérateur moyenne

un{(x x ) e2ky = L 2 Up (X))
G 1°°°°°"n n izl E i

s

- Opérateur somme algébrique

Soit uG({Xi}) = UG<X1)= X; € X et

2

UG({Xi’Xj}) = uG(Xi) + UG(XJ) - uﬁ(xi)uG(Xj)’xi’xje’X

e d

et, en général

uG({Xi}US} = uG(S) + UG(Xi) - UG(S)'UQ(Xi)

Fa¥d
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X
avec Se?2”, xiE-,X et x1.¢5

et d'une facon encore plus générale

Soit A e 2%, Be 2%, avec AfVB = ¢, alors

ug(AUB) = u (A) + ug(B) - ug(A).ug(B)

~ ~ -~

Nous remarquons que cette analyse est plus cen-
trée sur 1'utilisation de la fonction d'appartenance, pour dimi-
nuer le subjectif, plutdt que sur sa construction.

IV-3.3 - Axiomatique d'une prise de décision "rationnelle" floue
(FUNG & FU [38])

Dans cette section les auteurs se posent deux ques-

tions

1°) Comment fixer une valeur d'appartenance a un élément,

lors d'une décision de groupe ?

2°) Comment la notion de S.E.F. pourrait-elle &tre appliquée
aux problémes pratiques ?

La premiére question concerne 1'échelle numérique
des valeurs d'appartenance de facon qu'elle satisfasse certaines
conditions de rationalisation d'un systéme de mesure, dans Tle
cas d'une décision de groupe. Les auteurs suggérent une échelle
de mesure autre que [0,1], pour les cas d'agrégation des crité-
res flous ou dans le cas d'une décision de groupe.

Elle consiste & considérer plutdt un espace topo-
logique de symboles abstraits, sur lequel existe un ordre liné-
aire, ce qui est en fait une généralisation de Ta décision floue
ol les valeurs d'appartenance ne sont pas nécessairement dans un
espace métrique bien défini comme 1'intervalle @,l]. D'autre part,
pour employer la notion des S.E.F. dans des problémes pratiques,
ils présentent une axiomatique trés proche de BELLMANN & GIERTZ
[2], et aboutissent au fait que les seuls opérateurs valables a
employer dans le cas d'une prise de décision "rationnelle", sa-

tisfaisant @ ces axiomes, sont les opérateurs MIN-MAX ou un opéra-

teur mixte.
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Nous remarquons que le pb6le d'intérét des auteurs
était la décision de groupe, sachant que chaque individu du grou-
pe a sa propre fonction d'appartenance, et la rationalisation en
gquestion ne concerne pas la construction de cette fonction d'ap-

partenance.

IV.4 - APPROCHE TOPOLOGIQUE DE LA CONSTRUCTION DE LA FONCTION D'AP-
PARTENANCE.

IV.4.1 - Remarque : Fonction d'appartenance et. fonction d'utilité

Nous avions présenté, au début de ce chapitre, une
méthode expéditive de la construction de la fonction d'appartenan-

ce d'un individu.

Nous essayerons de présenter une méthode rationnelle

pour la construire.

D'abord nous pouvons nous poser la question suivante

Une fonction d'appartenance peut-elle étre une fonc-
tion d'utilite ?

Considérons 1'analyse de RAIFA [26], olU, pour 1'exem-
ple, la fonction d'utilité est 1'indifférence pour la monnaie. Soit
m cette fonction, elle. doit étre d'abord d'une certaine forme (con-
cave), et cette forme dépend du décideur.

D'autre part, si le décideur est opposé au risque,
et étant donné trois points du référentiel : A, B, C, si on sup-
pose dans la loterie 1 que son E.M.C. est inférieur a 1'E.M.G. (voir
chapitre II), on a E.M.C. < A%E, et on déduit que C est entre A

et B avecn(c) = HALET(B) (yoir f16. 1v.2).

TT(B)' ————————————————————— ;
1
Eiﬁl%ﬂiﬁl = g (C)fr T ' ;
) )
m(A)p--oooee . : 5
* H -
A C 5}5- B

FIG IV.2
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1a concavitée de Ta courbe dépend de Ta position du point C et si

C = A%E, m(x) serait une droite.

Pour déterminer la position du point C, le décideur
le fait en examinant différentes loteries de la forme

0.5

0.5

et en déterminant 1'équivalent monétaire certain C, qu'il attribue
- a chaque résultat. Or nous avons vu au chapitre II que les équiva-

Tences de ces loteries sont sujettes & caution et ne sont valables
que si elles sont monocritéres.

IV.4.2 - La méthode

Dans la construction de la fonction d'appartenance,
nous utiliserons les opérateurs MIN-MAX, ce qui nous améne, lors de
son utilisation, a4 utiliser les mémes opérateurs.

L'espace de référence sera 1'ensemble des réels ; et
1'échelle de mesure ou ensemble d'appartenance, 1'intervalle [0,1].

Nous supposerons que la fonction d'appartenance du S.E.F.R. A_a

déterminer est une S.C.I.. Soit u cette fonction. Nous avons vu

au chapitre III, que T est ouvert dans R, et que Va s a 6]0,1],
Asa 1 2

FA et FA,a

o A.a, sont comparables puisque @y et ay le sont dans [0,1].

N

Nous avons ainsi un ordre linéaire sur les ouverts

Ty ,.» induit en fait par 1'ordre linéaire sur [0,1], et d'aprés
~° g

FUNG & FU [38], les opérateurs applicables pour "rationaliser" le
subjectif sont les opérateurs MIN-MAX.

IV.4.2.1 - Premier cas

Pour déterminer la fonction d'appartenance

u: R - [0,1], d'un décideur, nous fixerons un ensemble de va-
leurs {ay, .., o }C[0,1]. a; # % is1, ... n

j=1l, ... n
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Soito € [0,1], nous demanderons au décideur de
déterminer 1'ensemble des réels sur lequel ses valeurs d'apparte-
nances sont strictement supérieures a a- Si ﬁ désigne le sous-
ensemble flou en question, nous aurons ainsi une premiére estima-

tion de PA,a .
~ 1
Nous Tui demanderons de définir ensuite 1'ensemble
FA’“Z de la méme facon.

Si nous avons pris 1'inégalité stricte, c'est par
souci d'aider le décideur a séparer les valeurs d'appartenance
aux points critiques, c'est-a-dire, 14 ol les valeurs d'apparte-
nance sont assez proches ; et de distinguer les ensembles, de
seuils de préférence différents.

Supposons que nous ayions ainsi déterminé les ob-
servations Ups «os UL définies comme précédemment : i.e

us(x) =(o; pour x € "L vy (1)
~1 i

0 sinon

Supposons d'abord que nous ayions fait un nombre
d'observations infini, ou testé le décideur sur des seuils en nom-
bre infini. Nous aurions ainsi défini une suite Qﬁn)newi de sous-
ensembles flous observations définis par (1), et en fait, nous
aurons pour tout nombre réel, x, déterminé une suite

‘(x,an) pour y = X
(y,0) sinon

X, etant une suite de points flous & support stationnaire pour chaque
-~

X.
D'aprés le critére de convergence des suites (thé-

oréme III1.12), cette suite est convergente pour tout x. Soit

(x,a(x)) pour y = x

¢ X<

(y,0) sinon



la Timite. Nous avons

a(x) = Inf(supa = 1im ug(x) o0 u'(x) = supg

neN Dgl_ [ n->c n qectn oo[
a(x) est en fait Tla limite supérieure de ap(X).

Si uﬁ(x) converge uniformément vers a(x), ua(x)
étant une suite de CAUCHY, nous aurons

Vxéﬁ’\, EHN(E)/Vn > N,[u;\(x) - ur;](x)|s £
m
et ainsi, 11 suffit de faire N observations pour approximer la
fonction d'appartenance du décideur, sous 1'hypothése de la con-
vergence uniforme.

Les N observations en questions correspondant a N

seuils, doivent étre pris au hasard dans [0,1].

IV.4.2.2 - Deuxiéme cas

Hypothése : la fonction d'appartenance recherchée

est symétrique.

Nous supposerons maintenant que la fonction d'ap-
partenance & déterminer est symétrique par rapport a la droite

X = Xgo ol Xo est le point de plus haute valeur d'appartenance

(o ) précisée par le décideur et donc Ta =¢.
0 Rsag

Nous demanderons ensuite au décideur, la plus
haute valeur d'appartenance a;, telle que oy < o/ si nous "en-
Tevons "de ﬁ les points de valeur d'appartenance o

Soit Xq le point de R correspondant & cette va-
leur d'appartenance a;. Nous aurons alors FA’“l = Ix;.xq[ ou

r~

xi est le symétrique de X, par rapport a x

0"
Puis nous continuons & déterminer la plus haute
valeur d'appartenance, soit Gy et le point correspondant X0

tel que (xz,uz) € ﬁ, en considérant A comme un S.E.F.R de
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IR\[XlaXi]a et nous aurons Fﬁ’az = szaxé[, Xé étant

le symétrique de X, par rapport a Xg o et ainsi de suite jusqu'a
ce que les o deviennent trés proches de O. '

Puis nous appliquons Te critére de convergence des
suites comme dans le premier cas, pour approximer la fonction d'

appartenance.

iV.5 - METHODES D'EVALUATION D'EXPRESSIONS COMPLEXES IMPRECISES A
PARTIR D'UNEF EXPRESSION ELEMENTAIRE : [361, [35], [38].

Nous avons a présent quelques méthodes pour appro-
cher, imposer ou déterminer la fonction d'appartenance d'un S.E.F.
Supposons que 1'espace de référence est 1'ensemble des entiers na-
turels N , et qu'on veuille déterminer la fonction d'appartenance

du sous-ensemble flou de N correspondant au concept flou "agé".

La question qui se pose maintenant est de voir
comment valuer le concept "plus &gé" ou "trés dgé" ou "trés, tres
agé". C'est-a-dire comment déterminer au mieux, la fonction d'ap-
partenance d'un phénoméne complexe & partir d'un phénoméne élé-
mentaire comme "agé" "grand",...

A

A ce sujet, trois opérateurs ont été introduits
par ZADEH [35], [36] :

IV.5.1 - Opérateur de concentration : CPN (A)

Pour ce faire, si ﬁ et B sont deux S.E.F. d'un
ensemble de référence X, et E = ﬂi@ tel que Uo = Up-Ug- L'opé-
rateur de concentration est tel que CﬂN(ﬁ) = 52 (i7e E:ﬁ)' Cet
opérateur a pour but de réduire 1‘amplifude des degrés d'appar-
tenance faibles par rapport a ceux qui sont relativement plus

grands.

IV.5.2 - Opérateur de dilatation : DIL (A)

0.5_ 1/2

11 est tel que DIL(A) = A2 i.e u, (up(x))
et a un effet opposé a celui de 1'opérateur conceftration
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IV.5.3 - Opérateur INT (A)

I1 permet de contraster les valeurs d'appartenan-
ce supérieures a 0.5 (en les augmentant), celles inférieures a
0.5 (en les diminuant). I1 permet en fait de diminuer le flou

2

2 A" pour 0 < uA(x) < 0.5

"~/

Soit INT(A) =

- Non [é(non A)21 pour 0.5 < u, < 1

Fa %

IV.5.4 - Exemples

Soit un ensemble de référence X = {1,2,3,4,5}.

Nous nous proposons de déterminer les S.E.F. "treés

grand", "trés,trés grand", "pas trés grand".

1 2 3 4 5
Sachant que £,= "grand" = 0.2 0.4 ] 0.6 0.8 1
Soit £’= "trés grand" = "trés (grand)", i1 est
donc obtenu par concentration de A et nous avons Ue = (uA)2 =
1 2 3 4 5 ~ 1 2 ~3 4~ 5
C = |0.04/0.16/0.36/0.64] 1 i.e C~| O 0.16/0.36/0.64] 1
~s o
(= : peut étre assimilé a :).
Soit g;== "trés trés grand" = "trés (trés(grand))"=
1 2 3 4 5
D= cone) = A = D: p.0016l0.025]0.129]0.409] 1
~ ~ ~ ~
1 2 3 4 5
et D o~ 0 o 0.1 0.4 | 1
~~

Si E désigne "pas trés trés grand", c'est en fait

la négation de ® et nous aurons
1~ 2 3 4 5

E= | 1 1 | 0.9]0.6 |0

qui "ressemble” au S.E.F. "petit". Alors que E peut exprimer "tres
grand"non"pas trés trés grand" et nous voyons qu'encore une fois,
la quantification du flou n'est pas bien déterminée jusqu'a ce

jour.,ad notre connaissance.






CHAPITRE V
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V.l - NOTION D'ENTROPIE [271, [21], [28].[31], [30]

Définition V.1

Soit une variable aléatoire X : q > { ={a,...,an}.
L'entropie de X (& une constante multiplicative prés) est une me-
sure de son indétermination a priori, on la note

n

H(X] = - iE1 P;

; Log p; avec p; = P(X=a1).

Définition_V.2 : Entropie conjointe [30]

Soient : X : @ "*U:—'{Gl,---s ocn}

fl

Y ¢+ ' -V {Bla--~s Bm}

1'entropie conjointe de X et Y est la quantité

n m
HX,Y) = - ;21 j§1 Pij Log Pij
avec Pis = P(X=a13Y=Bj)'

L'entropie conditionnelle est la quantiteé

nom ] Pi;
Hy(x) =7 5L jélpij 0g (ETE)
n
avec P-J = Iy Pyy

C'est 1'incertitude moyenne relative & X quand cel-
le de Y est connue. De méme : 1'incertitude moyenne relative a Y
quand celle de X est connue est

.

n m .
1J

he

X(Y) = - 121 jélpij Log (E?_)

=]
—
n
i~ 3
—
o

avec ..
1]



et on a

H(X,Y) = H(X) + Hy(Y) = H(Y) + Hy(X) et H(X) - Hy(X)> 0

- ENTROPIE

.2.1 - Interprétation de 1'entropie

Dans Ta définition de 1'entropie d'une variable
aléatoire, nous ne discuterons pas de 1'utilité du logarithme

(cf [28], [30]., [21])

Toutefois, ROSIE [28], définit 1'information re-

cue comme étant

Log Probabilité a posteriori
Probabilité a priori

i.e : le gain d'information résultant de la transmission d'un
message décroit lorsque la probabilité d'état a priori croit et

croit en méme temps que la probabilité a posteriori.

Dans le cas des sources d'information discrétes,
1'entropie est interprétée comme un contenu moyen d'information
d'un message. i.e : si une source discréte d'information peut
engendrer k messages différents, ayant chacun une probabilité
Pjis i =1, ..., k que nous supposons indépendants, et s'il n'y
a pas de phénoméne de parasite (bruit), le contenu d'information
du message i produit par la source est Log (%T) = - Log Py (1a
probabilité a posteriori est égale a 1'unité).

Si nous considérons plusieurs messages émis par

la source, Ta quantité d'information moyenne par message sera
. ,
- 3L Py Log Pis gui est 1'entropie de la source émettrice.

Quand nous comparons 1'entropie thermodynamique
et 1'entropie d'une source d'information nous assimilons cette
derniére 3 1'antientropie thermodynamique statistique [21], qui
désigne une mesure du désordre d'information. Aussi plus 1'
entropie augmente, plus 1'information diminue, 1'information
étant évidemment 1iée au désordre du systéme (voir FIG V.1 et V.2).
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Premier texte : 10 %

JE CONNAISSA S NEWYORK Y TAIS VENU REGULIEREMENT EP IS PLUSIEURS ANNEES -
SANS Y A OIR AIT DE SEJOUR SUIVI JE M EN TA S FORME URE IDEE ASSEZ COMP ETE -
NEWYORK M AMUSAIT E M ETAIT SYMPA QUE  AVAI U S Y ACHEVER OU PRESQUE LA PE-
RIODE D DESORDRE T DE RASSER LE TEMP ES PO EAUX PLANTES DE TRAVERS DANS -
LES T OTTOIRS D FONCE LE TEMPS OU UNE AVENUE N ETAIT QUE LE DES OUS P ATICAELE -
A X P ETONS T UX VOITURES D UN VIADUC PROVISOIRE UN DESS S P RSECUT PAR LE -
TONN RRE CONTINU DES TRAINS O ANT SUR UN TABLI R DE P ANCHES MAL  ULON E SE-

AR LES ES ARB LL S DE LEURS MAC INE O E RUE VE LES ESCALIERS D FER -
ACC OCHES AUX F CADES ET LES ORDURE CONTRE LES SOU IRAUX DES SOUS SOLS N ETAIT-
QU UNE DES GALERIES RAYONNEES ET NUMEROTEE D N E REPO D POP LATI N MA S -
OU TEL BAS FOND D Q@ ARTIER PRES DE L AU GARDAIT LA TRANQUI L TE LA BONHOMIE =~
LA PITTO ESQUE HUMIDE D UNE VILL HOLLANDAISE MAI E UE D UNE SAISON A L AUTRE -
UNE AVENU SE DEGAGEA T DE SES S PERSTRUCTURES AILLEURS LE C L SE NETTOYAIT -
DE FILS ELECTRIQUES LES GRARDS

Deuxiéme texte : 20 %

UN CLIMAT V T ALERTE ARR VAIT AU CONTAC ME E DE A I LE PENETRAIT PEU -
PEU DAN SES F SSURES LES PLUS ETROITES A IS AIT DIRECTEM NT SUR LE S HO M -
LE VE T DE MER SIGN AIT LE S DERNIERE OR U EN LES JASS NT EVANT LU -
SECBAI DES TROTTOIR EUX JGINTS D S C AUSS E MOINS BO SUEES LE S LEIL S -
ATTACHA AUX L S HAU ES FAGADES NE L  QUITTA PLUS VOUS DONNAI ENVIE DE -
MONTER LE BESOIN A CENSEURS DEV AIT UNE TIMUL TION NATU RELL TA DIS QU LE =~
ME RO COURAIT T UJ URS PLUS LOIN D S LA PRESQU IL  ATTRA R LESR S UVES~-

AV 1 EP UVE TT T ANSFORMATI N DE NEW OR EU COMM UKE AVENTURE D A -

PRPE IE LES PHA ES M E ETAI N T AGR BLES JEL SENTAIS ENIR E LES H TAIS-

EN P NSEE CONME UN ENFANTS AM SE A POUSSER L L IO DUCM TMNTPU @ E~
LE TRAIN AT LE L S VITE J EN GARDAIS AUSS1 L IDEE QUE JE PO V IS TOUJOURS -
COMPTER SUR N WY K COMME ONIQUE T REMEDE UX COMP  ATION INTERIZURES N =~
REMED TRESDI FEREN DE A SEILL P R ES INGREDIENT MAIS D UN F ICACITE ANA-
LOGU .

Troisiéme texte : 30 %

QU EN ATTEN I J EXAC EME T CE TE FOIS N C RTE U L ME FIT OUBLIER LA EPA-

RATIO NI E E QU IL ME L RENDIT MOINS S SIBLE M IS P UTOT UN Al L RDI SEN-
NT DE A VUE NER DES CHOSES UNED EUR FAITPAR ED LUN ESQUO -

SE REP ESENTE E CHANGED C AC FRE V LUISAN E D BARRA SE DE LA MIE -
CE JE NE DEMANDAIS PAS M E POR UX JOURS EWYORK P VA T M IDER -
EMETTRE LE ECESSITES DE VEDASUNEPERPECI EN RELEQU CEPAS A =
LEN REA IT QUELQUE CHO AS Z DE.ONCER A T QUE E VAIS SA DE EIR U -

R RI E E ERETRDRU P AR J TT CHE MEME GENRE D I T E -
M S MEDIT TIONS 1I0LOG QUES D P RI PAR XE PLE GE RE NTERE U. J EN S -

IS NCORE A E DEF NIR J LE PRESSENS U NE N EXPIQEJ N ME -~

HAR Al LE R IRE APPA AITRE PAR UNE DE ERMINATI DE CAUSES ET DES IN=-
LUEN S Y AL OR OI DEUX DOCUMENTS A F IS UGGE TIF T ANS TILI TE =~
DI ECTE UE A CR CH MO MUR POUR J ER DE TE E  EMPS.

FIG V.1
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Quatrieme texte: 35 %

AINSI E 1 UTRELSO DNS URCBINEDE CATS E LA PR UCTION MO IALE -

DES VUES D LEURS TE I RS A DIFFE EN E EPOQ ES DES HOT G AP S NE Ul E -

DE F OTBALL ORN PAR L PER NN UTES CHO ES I NEC SLET IDEMME -

T PAS ETAB IR N IX DE V NT MAIS QU ES AINDEN P UT ETRE A 0BS=-
DET RS A SE COMP SE UN S NT MENT.J ST L U F IR DON NOUS D IONS -

ENT UN PEU PRES AU EDASL RASE MR QUI ND IT A WYORK ES L VEIL-

LEJE ETAS RRANE ORAOIMONM NL J AVAL I HBUE LES C S -

ES ES U0 N ES EB U LL IMEELE A I AURSTENO T 01I -

PRECE AIT D SSEZ EULA ERELAP CEDS OTE T E A QUEME T DON AIEN

MOINS DE S CI PROFES IONN U J RDH 1 AN M I I E MAN IT -
LEGE ETEMASLALI EPOHIB I0 NE T S NVGUEURLES A 0 T -

DEPOID NAV I N PAS RIS DAN TA D GERR ES BI UD S DIFFI I ES -

P RG E L MMIGR TI ETAIT M T ICT..

Cinquiéme texte : 40 %

JE PUX D NC 0 ER DA co 0 EGE P NT U ER E T ENT DEUX AN -
TS E NEME S UEIRDE E ED SE ACE ESAAL D ANC E J LAI -
Y R UELEQUE T P DI DE A FO M TION AM I E SI Q@ E -
S MOIS R ESSETI N VAT BO I ETA S TR S ATT T F C ETAI R =
E. NPE REDUN FF D TJ A L XERE E P EPA S A E OUVER -
U A TION AUB MASCO UE ETA EPU UN QUART HEURE PE T ATRE -
QUND EM PECU U L DE IT UN IU .NINAC U ENT E L -
CE M E OE R QU IL AR ISSA F N HEMEU NO A J -
VAIS BEOI DELE EARDR ME UR P MI BE I E ET PA ON -
LUS ANRCE A C ION QUE JE M S 0 SEL DR 0 L ETLE -
A E C D DOUCH VIG T A LMPRE ON E EDF DRESI O D -
T E J E J 1 NS L LUM ER TA E U JOU E AL E EMA Q A LE-
N IGE ESL NOOES U A AN E NAVIRE.

Sixiéme texte : 45 %

JEMARSS E NE SA URQ I ECURI SE EX O TA L NS D BITU E ON -~
EGAR E DSR TENE NS DT U ES VS PLE NL E TE -
0 E E L LIN E OR I u O RIEBE 0 R -
TNE A S ASSR E TO UR EW VvV VUSE UDRC M UE -
ROS AN A LNE RAPU REPL PM ER RN E I C IL T =
EN O T MPS R IE ES NC EAE D EN E 0 SRST ETL C LME-
ITTNIONCET Q@ L TONDC I EN EST D P NDAA EI ES -
N R E N E N D N ASME A SR A OVI ME R -

ET A PE IT E 1S ERN M NT G EW RK M IQ Ua N  QUE-
LUS QUE AS A D QU JEF OL X Us A S E N R -
crT 15 E A RSQUUE VE NR I ouU Q 01 D ENRE DE U P~
RU J E ur Q EM AAI N E TA A c Al -
L UE T U AS ER E FF S LUAX u EN.

Septiéme texte : 50 %

ENFI E E EN A1 A U T TC ARE . NE I .SPA E -
SON EM TS J c I EM J P® NA 1 -
SA E B Q T ES N S S S A -
A N M ESU L RUEE P -
T E ACE E.U V N THT U c N -
LS M E R AL S E T L EE A -
I IFREI A L D E NE E s u D E E -
P D ES S A D c T § R S I N «

1 T s 3 .C VE PO T E T J -
N U E E H SP A L ¢ -
EN L E Dso 1 SE L 1 CN A A I -
S D ON R N 0 UE -
c TP S U CAL TESE 0 TT Es L .
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Si nous assimilons 1'information & T1'entropie de
SHANNON (ou antientropie de BOLTZMAN) [21], Ta quantité d'in-
formation varie en sens inverse de l'entropie. Un exemple pra-
tique de MOLES le montre (FIG. V.I et V.2) outre la démonstra-
tion mathématique évidente [[21], p. 31-32].

V.2.2 - Taux de transmission dans un canal et quantité d'information

V.2.2.1 - Taux de transmission dans un canal

SHANNON [30], définit le taux de transmission moyen
d'information dans un canal par R = H(X) - HY(X),X et Y étant deux
variables aléatoires d'état, o0 1'entropie conditionnelle HY(X)
est définie comme "1'ambiguité" moyenne du signal regu, due au
bruit.

Exemple : (voir F.G V.3)

Correctif
g
- e~ | 3
X Y X
_ - Unité de
Source émetteur récepteur correction

FIG V.3

Supposons que la capacité de transmission ne soit
pas dépassée, la source envoie un message X, le récepteur dégage

un message Y.
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HY(X) serait le total d'information additionnelle
au message recu Y pour le corriger et redonner le message initial
(Cf théoréme 10 de SHANNON). i.e tout se passe comme sSi nous avions
mis un observateur qui contrdole les messages d'entrée et de sortie
et qui joue le rdle de régulateur pour redonner 1'information ini-
tialement envoyée.

Au niveau du comportement d'un systéme, pour mesu-
rer 1'interdépendance des variables d'un systéme et sachant que
HY(X) est 1'incertitude relative & X quand Y est connu, RICHETIN
[27], appelle I(X:Y) ce que SHANNON appelle R ou taux de trans-
mission, et définit I(X:Y) comme étant la quantité d'information
contenue dans Y au sujet de X, avec I(X:Y) = H(X) - HY(X).

En fait, si nous ajoutons & cette quantité le cor-
rectif de SHANNON (HY(X)), nous retrouverons, selon SHANNON, Tle
message initialement envoyé ou 1'incertitude moyenne sur le mes-
sage transmis (H(X)).

Mais entre les deux interprétations, il existe
une ambiguité, car si nous retrouvons 1'entropie de X (soit H(X)),
nous ne retrouvons pas nécessairement le message transmis lui-méme.

Toutefois, notre approche du transfert d'informa-
tion n'est pas exactement la méme que celle de SHANNON. En ce
sens que nous ne nous soucierons pas, a priori, de la capacité
des canaux de transmission pour que 1'information puisse passer,
mais de la dépendance des variables d'un systéme (qui au maximum
peut &tre totale et au minimum nulle), et de 1'intensité des
couplages entre ces variables. Dans 1'immédiat, nous nous propo-
sons (selon 1'approche et la définition de RICHETIN [27] de la
quantité d'information entre deux variables d'un méme systéme),
de faire une analyse structurale d'un systéme statique en choisis-
sant une technique de partition appropriée, en nous basant sur
1'intensité de couplage entre les variables du systéme, puis nous
proposerons une autre interprétation de 1'entropie, et de la ca-
pacité de transmission d'un canal.
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V.3 - PROPRIETES DE LA QUANTITE D'INFORMATION ENTRE LES VARIABLES
D'UN SYSTEME

V.3.1 - Mesure de couplage

Dans ce qui suit, nous ne dissocierons pas les
variables d'état d'entrée ou de sortie d'un systéme S.

Soit X et Y deux variables de S et I(X,Y) la me-
surede la quantité d'information [27], entre X et Y. I(X : Y)
posséde les propriétés suivantes

a) I(X:Y) 2 0 et I(X:Y) =0 s'il n'y a pas d'échange d'in-
formation entre X et Y.
by I(X:Y) = I(Y:X)
c){I(X:Y) = H(X) + H(Y) - H(X,Y) = H(X)-—HY(X)l
Lix:v) 2 0 )

SI(X:Y) L H(X)

| = I(X:Y) £ MIN(H(X), H(Y))
LI(X:Y) & H(Y)

I1 serait plus intéressant pour la suite d'intro-
duire un coefficient de couplage découlant des propriétés de I,
qui varie dans un intervalle de longueur fixe.

C'est pour cela que nous utiliserons par la suite,
la mesure m de couplage introduite par RICHETIN [27] :

I(X:Y)

m(Xx:Y)
VH(X) . H(Y)

Nous supposerons que H(X) # 0 et H(Y) # 0, i.e
les états de X et Y ne sont pas certains.

V.3.2 - Propriétés de la mesure de couplage

Proposition V.1

* m(X,X) = 1 VXGS
s 0<mX:V) <1, Yx, Yyes
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Déemonstration

Nous avons vu que : I(X:Y) & MIN(H(X),H(Y)) donc

nous avons

I(X:Y)
VATXY H(Y

1

Montrons que m(X:X) = 1.

. Pour cela, il suffit de montrer que I(X:X) = H(X)
<> H(X) = H(X,X)<+=> HX(X) =0

Soit U = { Aps Qg +ees ap} 1'ensemble des va-
leurs des variables du systéme S.
P
= - _1J
Nous avons HX(X) ? ? pij Log 53

avec

p1 p(X=a1,X aJ) 0,S11i#]
J P(X=dj) - p(X=0L,i)
?TY:E:T si i=]
0 si i#]
Pis = => p Logf—u-=0:H(X)=0
1] ij . J X
1 sinon

Hy(X) = 0 = I(X:X) = H(X) => m(X,X) = 1

Proposition V.2

La mesure de couplage représente une relation de
ressemblance de S & valeur dans [0,1].

En effet, nous avons vu que m(X,X) = 1 et sachant
que I(X:Y) = I(Y:X) => m représente une relation de ressemblance.
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Nous nous proposons maintenant de chercher la
signification d'une partition du systéme S avec une technique
de partition floue

Soit un systéme S défini par n variables d'état
J=1, ..., n. Supposons qu'on puisse calculer la quantité
m.. = m(Xi:Xj)’ Vi, j=1, ..., n.

Nous obtenons ainsi une matrice de couplage notée
M représentant la relation de ressemblance m vue précédemment,

sur S.

Si elle était transitive MAX-MIN, elle serait
alors une relation de similitude que nous pourrons facilement

hiérarchiser.

I1 nous faut donc approfondir la signification
de la transitivité floue MAX-MIN d'une telle matrice.

- TRANSITIVITE MAX-MIN

.4.1 - Théoréme de transitivite V.I

Etant donné un systéme S et X, Y, Z, trois varia-
bles d'état quelconques de ce systéme, dont 1'information est in-
certaine i.e (H(X)#o0, H(Y)#0, H(Z)#0). Alors la matrice M définie
ci-dessus, est transitive MAX-MIN, si et seulement si

I(X:Y) = MIN(a.I(X:Z),b.I(Z:Y) Yx,v,z de s

avec : a = ALY ¢ p- VﬂLﬁl
| H(Z) H(Z)

ce qui revient 3 dire

H(Z). T(X:Y) = MIN ( {H(X).I(x:Z), [H(X).1(Z:Y))
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Démonstration

Nous avons une transitivité MAX-MIN, si et seu-
lement si

Vx,Vves : mx:v)> Vv (m(X:Z)am(Z:Y)<=>
Ze s

(1)I(X:¥) 3 V( \/
Z

HOY) pex:zy oL 1(z:vy)
H(Z) H(Z)

De méme, considérons X et Z

Nous devons avoir une transitivité MAX-MIN si

m(X:Z)y V(m(X:W) AN\ m(W:Z)) V We S
W

et en particulier pour W = Y =

m(X:2) >V (m(X:Y)A m(Y:2)) <=
YES

I(X:Y) o, I(¥:2)
VHOHYY VRV H(Z)

(2) I(X:Z) > V( ‘/ﬂl—zl T(X:Y) & ”yx_)’ 1(v:z)) Vv
Y JH(Y) H(Y)

Aussi, en considérant Y et Z, nous avons transi-
tivité MAX-MIN si

[(X:2)
XY H( Y

VX,m(Y:Z) > V(m(Y:X) A m(X:Z))
X
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ce qui revient & dire :

(3) 1v:z) > v REL 1ivexy a /B 1exizy)
X

nous avons alors transitivité si :

pmmey

T(X:Y) 3 V( \/” V) 1ex:z) o R 1(z:vy) Vzes
z \H(Z) H(Z) |

ou

I(X:Z) » V( \/ﬂ—(-z-l rxewy a (R rivizyy Yves
YV H(Y) H(Y)

1(v:2) » v(\[REL 1¢v:x)
XV H(X)

=

‘\/ﬂﬂl 1(x:7)) Vxes

Grace a la symétrie de la matrice M

ceci est équivalent a :

(8):VH(Z) 1(X:Y) > JH{YY I(X:Z) A YH(X) I(Z:Y) Vies

ou
(5):VH(Y) 1(X:Z) > YH{Z) I(X:Y) A YH{X) I(Y:Z) Vves
ou

(6):VATXY 1(Y:Z) 3 /H(Z) 1(X:Y) A JATYY 1(x:2) VYxes

Sachant que m est une relation de ressemblance, la
seule solution pour qu'il y ait transitivité est que :

(7): VA(Z) 1(X:Y) = VA(YY I(X:Z) = JH({X) I(Z:Y)
ou

(8): VH(X) I(Z:Y) > VA(Y) I1(X:Z)
ou

(9): VA(Y) 1(X:Z) > JA(XY I1(Z:Y) = VH(Z) I(X:Y)

VH(ZY I(X:Y)

Pour tout X, Y, Z de S.
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&> VX, Y, Z € S nous avons

(10) VA(XY I(Z:Y) = MIN (VA(YY I(X:Z),/H(Z) I(X:Y))
ou
4 (11) VH{Z) I(X:Y)

u
\ (12) vA(YY 1(X:2)

MIN (VA(YY I(X:Z),/H(X) I(Z:Y))

o

MIN (/A(XY I(Z:Y),/H(Z) I(X:Y) c.q.f.d.

V.4.2 - Conséquences du théoréme V.1 : Interprétation des résultats.

I1 suffit d'interpréter une des équations (10),
(11), ou (12).

- - - e e = e e - . = . - - - - - e e e e e e e e e = T am wm e m—we

Nous admettons ici que I(X:Y) est la capacité de
transmission de 1'information du canal X «—— Y, au sens de SHANNON.

D'autre part, étant donné une variable X d'un sys-
téme, nous interpréterons H(X) comme étant le flux d'information
émis par la source X.

Soit X, Y, Z trois variables d'état du systeme.

D'aprés le théoréme V.1, il y a transitivité MAX-
MIN, si le flux d'information entre deux variables, est T1imité a
la racine carrée du flux de la troisiéme (voir FIG V.4).

-

-
—
>
~—

VR(Z),



- 139 -

En considérant 1'équation (12) et FIG. V.4, 1la
quantité d'information qui peut transiter par le canal X<—1Z
sera égale a vH(Y) I(X:Z).

De plus, dans le triplet (X, Y, Z), deux couples
de variables au moins, échangent la méme quantité d'information,
ce qui est le cas dans 1'équation (12) de 1a quantitée d'informa-
tion échangée entre X et Z d'une part et entre Z et Y d'autre
part.

- e e e e - - = . - - - = - - . s v o M e mm ke M T M M R e e W W e e e e e

Reprenons 1'équation (12)

Nous avons

(12) e 1(X:Z) = MIN (\/ﬂ% 1(z:vy, (/ML 1(x:v))
H(Y

H(Y) -
Y
® e
’H(X)
\X
- %

FIG V.5

Dans ce cas, nous considérons la capacité de trans-
mission des canaux plutdt que la quantité d'information entre

les variables.
En effet, i1l y a transitivité si la capacité de trans-
mission du canal Xe—=Z est égale au moins & un certain"pourcentage'

de la capacité de transmission des canaux X<«~—=Y et Y<«<—= 7. Ces
"pourcentages”"devront étre respectivement égaux a
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- e o ome e e - - = - - - = - - s em e = et e mm e = e e -

Considérons 1'équation (12) par exemple

(12) : 1(x:2) = MIN ( \HCEEL 1zavy, (R 1ix:yy)
H(Y) H(Y)
ler cas

H(Y)
(12) == I(X:Z) > MIN(I(Z:Y), I(X:Y))
Y
o
— \
FIG V.6

C'est-a-dire que dans ce cas il y a transitivité si le flux d'in-

formation des sources émettrices (X et Z) est supérieur & toute
autre source interférant entre X et Z.

2éme cas

H(Z) 2 H(Y) 2 H(X)=s 2L 5

H(Y)
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.
\_ﬂ
VH(Y)
Vo —_\
\_—_*/Z

X

FIG V.7
(12) —» I(X:Z) = MIN ( ﬂi(—x—)l 1(Z:Y), I(X:Y))
H(Y

Dans ce cas, pour que Te flux d'information, en
partant de X passe dans le circuit, i1 faut que le "canal" 7 <Y

ait une certaine capacité de flux.

Les cas {H(X) = H(Y) > H(Z)} et ( H(Y) > H
{H(Y) =z H(X)

sont comparables aux deux cas précédents.

V.5 - ANALYSE STRUCTURALE A L'AIDE D'UNE TECHNIQUE FLOUE

V.5.1 - 1ére Méthode : recherche de la matrice de dissimilitude

Ainsi le sens d'une transitivité d'un circuit d'in-
formation ayant été trouvé, il nous est relativement aisé maintenant,
d partir de la matrice de ressemblance M, de construire une parti-
tion du systéme, ou des classes de similitudes ou de relations maxi-
males de similitudes pour trouver les classes de variables du syste-
me couplées d'une facon homogéne, faibliement ou fortement.

Nous partirons d'une matrice de couplage d'un sys-
téme & 5 variables d'état (RICHETIN [27] p. 79).



Nous avons

M 1

correspondant

X1 X2 X3 X4 X5
1 0 0.34 0.08 0
0 1 0.06 0.02 0.16
0.34 0.06 1 0.21 0.02
0.08 0.02 0.21 1 0.05
0 0.16 0.02 0.05 1
Soit M' la matrice de dissemblance
X1 X2 X3 X4 X5
0 1 0.66 0.92 1
1 0 0.94 0.98 0.34
0.66 0.94 0 0.79 0.98
0.92 0.98 0.79 0 0.95
1 0.84 0.98 0.95 0

la matrice de dissemblance M'.

correspondante.

Lherchons la fermeture transitive de la relation 5‘

Vu que la transitivité étudiée de la relation de

ressemblance est une transitivité MAX-MIN,
matrice de dissemblance correspondante est une transitivité MIN-
MAX.

la transitivité de 1la
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Nous avons donc

R = 1 2 3 4 5
~/
X 0 0.94 | 0.66 | 0.92 | 0.95
X, 0 0.94 | 0.84 | 0.84
Xy 0 0.79 | 0.94
X, 0 0.95
X5 0
R C R
[ad ~
3 _
- X1 X2 X3 Xq Xg
X, 0 0.92 | 0.66 | 0.79 | 0.84
X, 0 0.94 | 0.84 | 0.84
13 12 !
X3 0 0.79 | 0.94 | et R’?C R'"CR
lad fad ~s
Xy 0 0.94
X5 0
%1 X2 X3 X4 X5
R'Y = Xy 0 0.92 | 0.66 | 0.79 | 0.84
N
X, | 0 0.94 | 0.84 | 0.84
Xq 0 | 0.79 | 0.84 | et R'ICRCRCR!
Xy 0 0.92
0
Xg




5
R = Xq Xy X3 Xq Xg

X, 0 0.94 | 0.66 | 0.79 | 0.84

X, ' 0 0.84 | 0.84 | 0.84

et

X 0 0.79 | 0.84

X, 0 0.84

Xe 0

o v .5 4
la fermeture tgans1t1ve MIN-MAX de 5' est 5' =’5 fj 5
N R' et donc R' = 3'5.'0'00 1'hiérarchisation suivante (

matrice des distances).

d £0.84 X

1 X3 Xy X5 Xg
L
d&0.79 X, X X, X, }5
d £ 0.66 X, X4 Xy X7 X5
\ 1
d =0 X1 X3 Xg X2 X5

FIG V.8
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Nous voyons que pour la plus petite distance non
nulle, la décomposition en sous-systémes "faiblement" couplés est
{X15X33, (X513, {Xg}, {Xc}, et la distance correspondante étant
égale & 0.66.

I1T faut attendre d = 0,79 pour réduire les parti-
tions et obtenir la partition {Xl, X3, X4}, {XZ}, {XS}.

.5.2 - Conclusion & propos de la lére méthode

Nous concluons alors, que la distance 0.66 étant
trop importante, le systéme n'est pas décomposable en sous-syste-
mes faiblement couplés.

La conclusion de RICHETIN [27] d& propos de ce méme
systéme est conforme & la nétre, sauf que la méthode employée est
différente.

En effet & partir de la matrice de couplage, il
construit le graphe correspondant ou il fait figurer les liai-
sons les "plus importantes" entre les variables, et i1 déduit une
"partition" du systéme. Soit Sl’ c e Sm les sous-systémes corres-
pondant @ cette partition, ensuite il calcule %%%i%§?%—) et selon
la valeur de cette quantité, il déduit si la part}tionnest satis-
faisante ou non.

Nous remarquons la difficulté de mise en oeuvre de
cette méthode qui contraste avec la simplicité ade la nétre.. lLa
méthode de structuration que nous avons présentée est indépendante
du nombre des variables en question. En effet, dans le cas ol le
nombre des variables du systéme est important, le calcul de la re-
lation de dissimilitude & partir de la matrice de couplage est im-
médiat en faisant appel & 1'outil informatique et en particulier le
langage "A.P.L.".
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V.5.3 - 2&éme méthode : méthode des o-coupures [15]

Nous aurions pu employer aussi cette méthode, pour
trouver une partition du systéme S, & partir d'un seuil d'admis-
sion (soit a). En effet, en regardant la matrice R, nous dirons que
X et Y sont fortement couplés si uR(x,y) > a, et nous emploierons
ensuite 1'algorithme de PICHAT, polUr dégager les classes d'équi-
valence de la matrice M1 correspondant a la relation 51 définie
par

1 si uR(x,y); a
UR (X,y) = ~

~1 0 sinon

Considérons encore une fois la matrice M, relative
a la relation

X1 Xo X3 Xq X5
R
~
X, 1 0 0.34 | 0.08 0
X, 0 1 0.06 | 0.02 | 0.16
(M) = X5 | 0.3 | 0.06 1 0.21 | 0.02
X, | 0.08 | 0.02 | 0.21 1 0.05
X 0 0.16 | 0.02 | 0.05 1

Si nous supposons que notre seuil est 0.8, nous voyons
qu'aucune partition du systéme n'est possible en dehors de la parti-
tion triviale & savoir qu'une classe est formée d'une seule variable.

I1 faudra attendre le seuil 0.34 pour avoir une par-
tition, évidemment ce seuil est inacceptable et nous pouvons conclu-
re qu'il n'y a pas d'autres partitions satisfaisantes en dehors de
celle citée plus haut.

Mais supposons que notre seuil d'admission soit
a = 0.34
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Nous aurons

Xy X, X3 Xy Xg

X4 1 0 1 0 0

X, 0 1 0 0 0

M'1 = X 1 0 1 0 0
Xy 0 0 0 1 0

Xg 0 0 0 0 1

Dans ce cas, nous n'avons méme pas besoin d'ap-
pliquer 1'algorithme de PICHAT pour trouver les classes d'équi-
valences puisqu'il suffit d'intervertir les colonnes (X2 et X3)
et les lignes (X2 et X3). Nous aurons

X1 X3 X2 X4 X5

X1 1 1 0 0 0

X3 1 1 0 0 0

My = X2 0 0 1 0 0
X4 0 0 0 1 0

X5 0 0 0 0 1

et donc, la partition au seuil a = 0.34 sera
{Xl,X3}, (X513, {Xg}s {X5}

qui est d'ailleurs conforme a4 FIG. V.8 a 1la distance 0.66
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- CAS D'UN SYSTEME FLOU

V.

6.1 -~ Préliminaire

Dans ce qui a précédé, nous avons essayé de déga-
ger les sous-systémes faiblement couplés d'un systéme formel sta-
tique. Mais la contrainte appréciable est le nombre de valeurs des
variables aléatoires et ainsi, le nombre élevé des observations
qu'il faut faire d'ol une difficulté de déterminer les probabili-

"tés d'état.

D'autre part, vu le nombre 1imité des observations
et donc des valeurs possibles des variables du systéme, certains
couplages ne pourront &tre décelés, ce qui est important, car le
but de 1'analyse est de mesurer le "degré de dépendance" entre
ces variables et donc d'expliciter les relations causales entre
ces variables qui peuvent étre imprécises ou floues.

.6.2 - Systémes flous [?41

La structure d'un systéme est définie comme un en-
semble de couplage entre les variables d'état de ce systéme. A dé-
faut d'une description précise (mesurable) des relations entre les
éléments du systémes, nous sommes voués a les qualifier, c'est-a-
dire que ces relations pourront étre plutdt qualitatives que quan-
titatives.

La structure floue du systéme peut étre définie par
des relations floues, et au lieu de présenter l'existence de rela-
tion entre deux variables par 1 et 1'absence par 0O (réponse par
oui ou par non) ce qui revient & avoir une matrice remplie de 0 ou
1, 1la mesure ou valuation des couplages des différentes variables
varieront dans 1'intervalle [0,1] pour décrire au mieux 1'intensité

des couplages.

Sachant que dans un systeme, il peut exister deux
types de relations

- relation qualitative (type relation binaire)
- relation quantitative (type relation fonctionnelle)
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Dans ce qui suit et dans un premier temps, nous es-
sayerons de définir quantitativement le flou, ce qui revient a me-
surer un écart existant entre une information floue et une infor-
mation formelle, choisie selon certains critéres, mais dépendante
d'une information floue. Cette évaluation du flou est de nature

non objective.

.6.3 - Entropie d'un systéme flou [17], [8]

Soit E un ensemble et A, B deux sous-ensembles
flous de E. On appelle mesure du degré du flou g de 5,ou indice
du flou de A et on la note g(A),si g vérifie les propriétés

suivantes
- P1 : B(A) = O0.Et g(A) = 0 si et seulement si
(up(x) = 0 ou up(x) = 1, Vxer)
i.e dans le cas d'une information formelle certaine.
- P2 : s(ﬂ) est maximale, si et seulement si
(up(x) = 3 Vxeo.

i.e. 1'indice du flou est maximal lorsque le flou

est absolu.

- P3 :Vxe E, [uA(x)z% et uB(x) > uA(x)]
ou ~ ~ ~ =>8(A) > 8(B)
VxéE, [uﬁ(x)é—%— et uB(x) < uﬂ(x):l

-~

i.e. plus nous approchons le flou absolu (complet),
plus 1a mesure du flou augmente. Ainsi, si nous accentuons les é&carts

autour de u= l, 1'indice B ne doit pas augmenter.
2

v =

Désignons par :3@(&) = -y 1uA(x1)Log uA(Xi)’
£ = (xp...oxyd On a B(AUB) + B (ANB) = F(A) +H(B)
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Désignons aussi par D(A) =3€(5) +-2@(E), nous
D(A).

~

avons D(A)

I =

D'autre part : D(A) = -

i UA(Xj) LOQ(UFAI(Xi) -

N
121(1-uﬁ(x9)Log (1-up(x:))

~

N
1 [fua(x4) LosCug(x;)) = (1-uy(xp)) Log(1-up(x;))]

~ ~

N
o= T (S(up(xs))
=T qer 0 R
ol S(x) = - xLog(x) - (1-x) Log(l-x) désigne Tla
fonction de SHANNON (voir FIG. V.8 bis)
smﬁ
Log2 4
-1
1 1 ‘ 1 '
0 1/2 1 X
FIG. V.8 bis
V:6.3.2 - _Propriété de D(A)
Nous avons
D(A) = O
D(AUB) + D(AMB) = D(A) + D(B)
~ ~r ~ -~ N
Si nous définissons D(A) = L z S(UA(Xi) alors
- NLog2 i=1 ~

nous aurons 0 = D(A) < 1.
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Par la suite, nous désignerons D(A) normalisée par
h(A) pour éviter la confusion avec D(A) non normalisée.
~ ~ .

N
Nous avons donc h(A) = —=— .£,S(up(x.))
NLog?2

Théoréme V.2

h(ﬁ) est une mesure du degré du flou, de 1'ensemble
A.
nN

Démonstration

1°) h(A) = 0, car la fonction de SHANNON 1'est. D'autre part

S(up(x;) = 0 et (S(UA(Xi))z 0o VYi

1 la%4 ~/

1 N
h(A) = O z
~ NLog?2 i=

= UA(Xi) = 0 ou UA(Xi) =1 Vi (voir FIG. V.8 bis).

~

Donc la propriéteé P1 de définition V.1 est vérifieée.

N b=

2°) Montrons que h(A) est maximale si et seulement si uA(x1)=
x; € E. ~

: Sachant que S<”A(xi) >0 Vi, h(ﬁ) est maximal ==
S(up(x;)) est maximal Vi e=s U (x;) = 7 (voir FIG. V.8 bis).
~

~

Donc P2 est vérifiée.

3°) Montrons que

inéE, [UA(X1)3 —%—et ug(x;) > UA(Xi)]
ou ~ ~

ine E, [ué(xi)é %et UE(XT)é UA(Xi)]

Ceci est immédiat sachant que S(x) est croissante
dans [0, ll et décroissante dans [l,lj. (FIG. V.8 bis) =—>
2 2

D(ﬁ) ou sa normalisée h(ﬁ) est une mesure du flou. Elle sera
appelée entropie non probabiliste ou entropie floue [8].

a e
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On note i(h(A),n(B) = |h(A)-h(B)] [17]

i(h(A),h(B)) est une distance, ce qui nous permettra de parti-
titionner un systéme flou, cest-a-dire un systéme o0 les variables
d'état (ou sources) dégageront un flux flou , en classes d'iso-
entropies ou iso-floues.

Exemple 1 :

Soit un systeme S (Xl’ c..5 Xp) o0 Tles Xi sont les va-
riables d'état du systéme. Prenons par exemples N = 5, et soit
les relations causales floues suivantes entre les variables (sous-
ensembles flous de E, correspondant aux variables d'états, ou sour-

ces Xj). ’

Xy X X3 X4 Xg

31 1]0.310.4] 0 (0.5

Xo 01 {0.8{0.5]0.5

o/

X3 0 10.1} 1 |0.9]0.6

ns

l

54 : 1 0 O.5| 1 10.7

X5 : 0.5]0.5(0.5{0.5] 1

n

h(X;) = . — (S(1)+S(0.3)+S(0.4)+S(0)+S(0.5)) = 0.5704
5 Log?

h({z) 2 (S(0)+S(1)+S(0.8)+25(0.5)) = 0.5443
5 Log?2

h(éa) S S (S(0)+S(0.1)+S(1)+S(0.9)+S(0.6)) = 0.3818

5 Log?2
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1

h(X4) = ——— (S(1)+S(0)+S(0.5)+S(1)+S(0.7) = 0.3762
~ 5 Logz
h(Xs) = ——— (4.5(0.5)) - 0.7999
5 Log?2
La matrice des distances I(Xi:Xj) est la suivante
I = Xq Xs X3 Xq Xg
0.0261;0.1886[0.1942]0.2295
0 0.1625{0.1668{0.2556
i 0 0.0056|0.4161
0 0.4237
0

5 est symétrique, antiréflexive. Cherchons sa ferme

MIN-MAX.

On a R2

X2 X3 X4 X5
0.0261;0.1625;0.1668,0.2295
0 0.1625;0.1625;0.22957
0 0.0056]0.2295
0 0.2295

0

ture transitive



1 2 3 4 5
X 0 10.0261]0.1625(0.1625|0.2295
X, 0 |0.1625/0.1625|0.2295
RS = X, 0 |0.0056|0.2295| RS R? CR
~s 7 ~ ~
X, 0o 10.2295
Xe 0
X1 Xy X3 Xq X5
X, 0 10.026110.1625|0.1625|0.2295
X, 0 |0.1625/0.1625|0.2295
4 et R = R
RY - X 0 |0.0056[0.2295| .,
~ BVCRCR
Xy 0 |0.2295
X 0

v
Si R désigne la fermeture transitive de R, nous avons
ns Fard

3

P

RPN REN R=R
A Fa¥4 ~S (ad

et la hiérarchisation suivante
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d¢0.2295 X3 X4 X2 X1 X5
d&0.1625 X3 X4 X2 X1 X5
d<¢0.261 X3 X4 : ‘ X2 X X

d £0.0056 X

—
(8]

FIG V.9

Nous aurions pu employer la méthode des a-coupures pour

obtenir une partition,en nous fixant un seuil ou degré d'admission.

A partir de la relation R, on construit une relation g’ = E et on
obtient alors la matrice suivante représentant Ta relation Q1 que
. ~

nous noterons M2



Q1
Fa®l
Xy X5 X3 Xy Xg
M2 = X1 1 0.9739/0.8114|0.8057(0.7075
X2 1 0.8375(0.8332/0.7444
X3 1 0.9944;0.5839 M2 étant symétrique
X4 1 0.5763
X5 1

Si nous admettons 0.5763 comme seuil, il est bien évi-
dent que la relation Qi'te11e que uQ.(x,y) ={1 si uq.(x,y) > 0.5763
~ 1

~ ~

0 sinon

représentera une relation d'équivalence et il n'y aura qu'une seule
classe {Xl’ cens XS}.

Mais si nous supposons que notre seuil est 0.9 nous aurons
alors Ta matrice suivante

X1 Xo X3 Xq X5

X1 1 1 0 0 0

X2 1 1 0 0 0

X3 0 0 1 1 0

X4 0 0 1 1 0

X5 0 0 0 0 1
FIG V.9 bis

et la partition sera : {Xl,XZ}, {X3,X4}, {X5}.
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Interprétons les résultats de FIG. V.9. Nous voyons que

les messages flous 53 et £4 sont les plus proches a distance non
nulle. Leurs distances étant de : 0.0056. '

Si nous regardons X3 et X4 de prés

~ tad

Xy 0 [0.1] 1 [0.9]0.6
X X X3 Xz Xg
X, 110 |0.5 1]0.7

nous remarquons que Si X4 est en relation certaine avec Xl’ il n'en
est pas de méme pour X3 et Xl’ D 'autre part, alors qu'il y a une
indifférence compléte entre 1'existance de causalité entre X4 et

X3 (0.5), elle est trés forte entre X3 et X4. A priori, nous ne
pouvons pas dire que les messages 53 et 54 se ressemblent du point
de vue relation formelle avec le reste des variables du systéme et
que les éléments d'une classe d'iso-entropie, constituent un sous-
systéme faiblement ou fortement couplé.

Essayons de voir si les éléments d'une méme classe

constituent les éléments les plus formels.

Pour cela, rappelons 1'indice du flou v(A) = 2d(A,A) [15].
ot n = card E
avec up(x) =_11, si et seulement si up(x) > 0.5

~

0 sinon

et ol d constitue la distance de HAMMING généralisée entre les ensem-
bles A et A. ﬁ étant 1'ensemble formel le plus proche de ﬁ, il est
facile de montrer que v est un indice du flou.



Nous avons : ¥ X X X X

X1 1 0 0 0 0
52 0 1 1 0 0
£3. 0 0 1 1 1
.§4 1 0 0 1 1
§5 0 0 0-1 0 1
v(X;) = 2 d(X;.%X;) = £ (0.3 + 0.4+0.5) = 0.48
~l 5 ~1°01 5 : ’ ’ :
v(X,) = £ (0.2 + 0.5 + 0.5) = 0.48
v(X3) = £ (0.9 + 0.1 + 0.4) - 0.56
v(X,) = 2 (0.5 + 0.3) - 0.32
~4 5 ) '
v(Xg) = £(0.5 + 0.5 + 0.5 + 0.5) - 0.8
Si nous désignons par I(X; : Xj) = Iv(li)'v(ZdN’ nous
avons la matrice suivante de couplage qui représente la relation

R

~t
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1 2 3 4 5
Xy 0 0 0.08 | 0.16 | 0.32
X, 0 0.08 | 0.16 | 0.32
R Xq 0 0.24 | 0.24
X, 0 0.48
Xg 0 |

R est antiréfexive et symétrique, cherchons sa fermeture transi-
tive MIN-MAX
2

On a 5 : X1 X2 X3 X4 X5
Xq 0 0 0.08 0.16 0.24
Xo 0 0.08 0.16 0.24
X3 0 0.16 0.24
Xa 0 0.24
Xg 0

et on a RZC: R
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5 , d'ou la hiérar-

1 2 3 4 5
Xl 0 0 0.08 0.16 0.24
X2 0 0.08 0.16 0.24
RS = X4 0 0.16 | 0.24
~
X4 0 0.24
X5 0
on a donc R® = R*C R. -
v
La fermeture transitive R EZ(W R = RE
chisation suivante
d € 0.24 X3 X4 X
L
d £ 0.16 X3 X4
L
d £ 0.08 X3 4
d =0 X 4

FIG V.10
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[T suffit de voir simultanément FIG. V.9 et FIG. V.10
pour se rendre compte que les deux indices de flou h et v n'ont
pas la méme interprétation.

D'aprés sa conception, 1'indice v est en fait un indice
d'évaluation du fait qu'une information soit plus ou moins formel-
le et la structure obtenue FIG. V.10 donne les messages formels
les plus transitivement voisins. Mais ce qui est frappant c'est
que 51 et 52 sont & distance nulle malgré la disparité des mes-
sages eux-mémes et malgré celle de leurs messages formels respec-
tifs. C'est pourquoi, méme & distance nulle, deux messages ne sont
pas nécessairement identiques quant & leur caractére formel.

Rappelons que pour 1'indice de flou v, d(A,E) = () <>
[v(A )-v(B)| = 0<=>d(A,A) = d(B,B) oi A est l1'ensemble formel
le plus proche de 5 et B est 1'ensemble formel le plus proche de 5.
Le critére de proximité‘a été choisi arbitrairement (& savoir
uA(x) =§1 si et seulement si uA(x) > 0.5)

o2 ~

0 sinon

1'indice v nous permet ainsi de partitionner le systéme en sous-
systémes formels les plus transitivement voisins. Ainsi, il est
normal par exemple que 55 ne puisse étre associé raisonnablement
d aucun sous-ensemble formel vu son imprécision presque totale
quant & ses relations avec les autres variables du systéme. Rap-
pelons que

X5 = 0.5]0.5{0.5/0.5| 1

Si nous explicitons, par un graphe, les relations causa-
les des variables du systéme, nous aurons



la représentation des messages les plus formels.
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Les coupes <:> s <:> R (:) représentent les clas-

ses des messages formels les plus transitivement voisins a 1la
distance 0.08 (FIG. V.10). Si nous revenons maintenant a 1'in-
dice du flou h (FIG. V.9), le fait que i(h(A),h@)=0&>h(A) = h(B)
i.e. les messages A et B ont Ta méme entropie non probabiliste.
La partition trouvée sera 1'expression des classes iso-entropiques
[17]. Si nous exprimons 1'entropie non probabiliste comme une
quantité d'information contenu dans un message, ces classes se-
raient formées d'éléments ayant des entropies les plus transiti-
vement voisines. Si 1'entropie est faible, cela veut dire que 1
information est plus informelle, sans pour autant que ces clas-
ses soient interprétées dans le méme sens que dans 1'indice v.

Cette entropie est-elle une mesure du désordre des re-
lations causales d'une variable d'un systéme avec les autres va-
riables d'état ? En tout cas,l'interprétation de la matrice
des distances d'entropies non-probabilistes ne peut étre la méme
que celle de la FIG. V.1 , et ne peut étre 1'interprétation de
SHANNON, & savoir une capacité de transfert dans un canal.

Les classes d'iso-entropies (relatifs & h) nous permet-
tent de dégager les différentes classes d'entropies les plus tran-
sitivement voisines, et aprés nous aurons & résoudre le probléme
de réduction d'entropie dans ces classes pour déduire les infor-
mations formelles les plus voisines. Si dans le cas de v , nous
avons arbitrairement et grossiérement fixé les informations for-
melles les plus proches des messages flous, le cas de 1'indice du
flou h nous permet de trouver, plus finement, les informations for-
melles les plus proches des messages en diminuant 1'entropie de

ces messages au niveau de leurs classes.
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CONCLUSION

hkkkkkkkh*kk

Nous avons vu dans cette étude que la "valuation" du flou
n‘est pas une mesure statistique dans le sens ol celle-ci concer-
ne des événements incertains, alors que le flou traite de 1'impré-
cis non mesurable.

Ceci étant, le but commun des sous-ensembles flous et des
probabilités subjectives est de valuer le subjectif. Celles-ci se
basent sur les deux prihcipes fondamentaux de la transitivité et
de la substitution par équivalence subjective qui prouvent leur
propriété d'additivite.

Nous avons vu aussi que la transitivité classique par équi-
valence ou préférence subjective n'est pas sans risque et on peut
aboutir & des incohérences flagrantes, sans avoir 1'outil néces-
saire pour déceler ces incohérences ; alors que la transitivité
floue MAX-MIN nous permet, au contraire, de cerner les limites de
la transitivité subjective et de fixer les classes ol elle garde

sa cohérence.

D'autre part, tant que la substitution par équivalence sub-
jective est monocritére, nous pouvons employer les probabilités
subjectives et en particulier leur propriété d'additivité. Mais cet-
te propriété devient caduque dés que 1'on passe d la substitution
multicritére, et dans ce cas, nous nous voyons obligés d'utiliser
d'autres opérateurs que 1'additivité sur les estimations subjecti-
ves ; ce qui enléve aux probabilités subjectives leur caractéris-
tique de probabilités d'événements subjectifs aléatoires. Et nous
sommes ainsi obligés de traiter avec des "événements" autres qu'
aléatoires, ce qui nous améne a utiliser les sous-ensembles flous
pour étudier le subjectif multicritére dans les prises de décisions.
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Ayant montré la nécessité d'utiliser les sous-ensembles
flous dans ce domaine, nous avons réfléchi sur la construction de
la fonction d'appartenance qui n'est ni une probabilité, ni une
fonction d'utilité car celle-ci s'appuie aussi sur les deux prin-
cipes de substitution et de transitivité de 1'équivalence subjec-
tive. Nous avons proposé une méthode topologique pour la construc-
tion de la fonction d'appartenance.

Cette construction s'appuie en particulier sur le théoreé-
me III.12 de convergence des suites floues. Ce qui ouvre des pers-
pectives de continuation aussi bien en topologie floue que dans
le domaine de la construction de la fonction d'appartenance qui
nous intéresse particuliérement.

En effet, par analogie avec les statistiques, on pourrait
chercher le nombre d'observations minimum qu'il faut faire pour
approcher au maximum la fonction d'appartenance. Aussi, on pour-
rait étudier 1'impact d'un écart d'estimation de la fonction d'ap-
partenance ainsi construite, sur la décision finale dans le cas
d'une prise de décision dans un environnement flou.

Le probléme de la construction de la fonction d'apparte-
nance étant résolu, il est naturel d'utiliser cette derniére, dans
les applications, de la méme fagcon qu'elle a été construite, c'est-
d-dire avec les mémes opérateurs. Le contraire serait contre nature.

En effet, ce serait un non-sens d'utiliser, dans un pro-
cessus stochastique, les probabilités en oubliant leur propriété
d'additivité et en utilisant par exemple les opérateurs MIN et
MAX ; de méme, nous croyons que le choix des opérateurs sur les
fonctions d'appartenance est conditionné par les opérateurs avec
lesquelles elles ont été construites, pour ne pas déformer les
estimations subjectives et pour que les résultats aient un sens.

D'autre part, les opérateurs MIN-MAX sur les sous-ensembles
flous, sont des opérateurs canoniques sur 1'ensemble des sous-en-
sembles flous qui est un treillis non complémenté. Ils peuvent pa-
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raitre trés restrictifs dans des applications. C'est pour cela
que certains auteurs ont fait appel a d'autres opérateurs plus
malléables pour essayer de rationaliser le subjectif en éliminant
1'excés de subjectivite.

Mais nous avons vu, qu'en réalité, les opérateurs répon-
dant a certains axiomes de rationalisation et respectant au mieux
la subjectivité sont les opérateurs MIN et MAX.

Une autre application des sous-ensembles flous est 1'ana-
lyse structurale de systémes, et 1'étude que nous avons faite peut
étre étendue aux systémes dynamiques.

Nous avons remarqué que les techniques floues utilisées,
en passant de la matrice de ressemblance a celle de dissimilitude,
sont plus rapides que celles de la théorie des graphes, avec moins

de calcul.

Une utilisation intensive de ces techniques rend néces-
saire l'utilisation de 1'outil informatique. En particulier, le
langage APL est trés bien adapté puisque le MIN et le MAX sont
des opérateurs standards, la recherche de la matrice de similitude
ou de dissimilitude a partir d'une matrice de ressemblance ou de
dissemblance devenant alors presqu'immédiate. Une étude approfondie

en ce domaine parait trés intéressante.

D'autre part, grdce au theoréme V.1 dans 1'étude de 1'ana-
lyse structurale & partir de 1'entropie probabiliste des varia-
bles d'état d'un systéme statique, le sens de la transitivité MAX-
MIN de la matrice de couplage entre les variables est trouvé.

I1 recouvre le fait que les canaux de transmission entre les va-
riables doivent avoir une certaine capacité de transmission (Rap-
pelons que 1'interprétation de SHANNON de la quantité d'informa-
tion échangée entre les variables est une capacité de transfert de
1'information dans un canal).
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Le passage a la matrice de dissimilitude nous donne les
classes de variables les plus faiblement couplées, en adoptant
1'interprétation de RICHETIN de la quantité d'information échan-
gée entre les variables d'état d'un systéme statique.

Nous avons vu aussi que l'entropie non probabiliste, ou
floue, a une signification différente de 1'entropie probabiliste.
Alors qu'avec cette derniére nous aboutissons & des sous-systémes
faiblement couplés, dans le cas flou, nous aboutissons & des clas-
ses de variables iso-floues, ou des classes de messsages les plus
formels et Tes plus transitivement voisins.

Les indices de flous, sont plus une "mesure" d'imprécision

d'une variable d'état, qu'une mesure de désordre.

Ayant les classes d'iso-entropies floues, nous aurons &
résoudre le probléme de la réduction d'entropie dans chaque clas-
se pour trouver 1l'information formelle la plus proche d'une clas-
se ou d'un sous-systéme. Cela aussi mérite une réflexion plus ap-
profondie et constitue un axe de recherche intéressant.
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