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NOTATIONS

J101y3 (1 132 [ (_11
%’ %) ’ ( 29 2) ( 2 2)
5 3)%, D =D(0,r) CY (chapitres 1, 2). D = D(0,1) (chapitre 3)
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D; = sD + ¢i (chapmreb 1,2). D} =7.D +¢i (chapitre 3)
F! Fibre, F! = D. x I (chapitres 1,2). F! = D;_x I (chapitre 3)
F. ensemble de fibres, F. = U FEZ

icl.

M. Matrice, M. = Q\ F.

— Convergence forte

— Convergence faible

—— Convergence double-échelle

—~ Convergence double-échelle adaptée a 'ordre de grandeur des fibres
Vu Gradient de u, *Vu = (2%, 0w du)

9 9 81’1761‘2’61‘3
i\l — (Ou  Ou
VU_<61‘1’81'2)

o 'V UZ(g—;,g—yi)

e div(u) Divergence, div(u)= 6u1 + gx + g—zz

e c(u) tenseur des deformatlons7 e(u) € (L*(Q))3%3, ei;(u) = %(g;‘; + gZZ)

_ (€ap(u) eas(u) _
e(u) = <€a3(u) egj(u)) , a,f=12

e¥ (u) e’s(u
. o) = <eiﬁ< b )>’ ela(w) = 35y + 52, cha = 355 0B = 1,2
)=

(u) 0

XA Fonctior?gcaractéristique, xa(z) =1six € Asinon xa(z 0, A=F., A= M,,..
i,7,k,1,... Indices latins variant dans {1,2,3}

a, 3,7,9, ... Indices grecs variant dans {1, 2}

A = (A;;) Matrice de conduction

A = (Aijir) Tenseur d’élasticité

Anszys = Aazzz = 0 dans le cas orthotrope

A”kl )\5”5kl + p(8ikbj1 + 9i1d;x) dans le cas isotrope, out A et p sont les coefficients de Lamé

Z Az]klekl ez]( )

%,5,k,1
z® yF, i rotation d’angle 5 dans le plan, = —T9, 1),y

T’y Réunion des faces inférieure et supérieure de 2, I'g =T
'y Frontiere latérale de Q, 'y = Q\ Ty
Q,D, I, ... Fermeture de 2, D, I,...
( ) ( D), C(I),... Fonctions continues sur Q, D, I,..
D(2) Fonctions 1ndeﬁn1ment différentiables a support compact dans €2
L2( = {u mesurable sur Q et [, [u|? < oo}
1(Q) = {ue L*(Q), Vi 87“'— g € L*(Q), }
H%O(Q) ={ue H'(Q) et u:=Tr(u) =0sur Iy, Tr est lopérateur trace }
HE(I) = {u € H(1), u(~3) = u(}) = 0}
HE(D) = {ue HY(I), 9 € Hi()}
||.|| Norme Hilbertienne. H Espace de Hilbert
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L2 H) = {u:Q — H telle que z— [|u(z)||g € L*(Q)}

Leo(; H) = {u: Q — H mesurable et il existe C tel que ||u(z)||z < C p.p. z € Q}
C’#(Y) Fonctions continues sur R? et périodiques de période Y (Y-périodiques)
CE(Y)=C=([R*)NCx(Y)

H,(Y) Fermeture de C3°(Y) dans H'(Y)

H,(Y)/R Fonctions de H,(Y') définies & une constante de y pres

(D) ={ue HY(D) telle que [pu=0}
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RESUME

Dans cette these, on étudie quelques modeles macroscopiques pour des milieux conducteurs ou
élastiques fortement hétérogenes et anisotropes. Plus exactement pour 1’élasticité, on s’intéresse a
I’homogénéisation du systeme de 1’élasticité linéarisée suivant :

—div(Lxr +e%xa)A(w, %E)e(ue) = f(z) dans
(Se) { ) u* = 0 sur Iy
Az, Z)e(u)n = 0 sur Ty

oll ) est un cube de R? supposé étre le domaine de configuration d’un milieu élastique hétérogene
et anisotrope, composé d’'un ensemble de fibres F. disposées parallelement les unes aux autres avec
une période de taille . Ces fibres sont supposées rigides (coefficient d’élasticité en Eiz ) alors que le
matériau les entourant (la matrice M.) est mou (coefficient d’élasticité en £2). Le tenseur d’élasticité
caractérisant le milieu est noté A(z, %,) ( les hétérogénéités se répétant périodiquement uniquement
suivant les directions horizontales 2’ = (z1,22) ), e(u®) désigne le tenseur des déformations, f(z) des

forces de volume, I'y la réunion des faces inférieure et supérieure du cube €2 et I'y ses faces latérales.
Nous étudions le modele macroscopique correspondant a la limite € — 0 dans deux cas: le premier
est celui on les fibres ont un rayon re (méme ordre que la période €) et le second correspond au cas ot
. . Te .
les fibre sont de rayon r. beaucoup plus petit devant e ( hr% — = 0) et avec un autre scaling sur les
E— I
coefficients d’élasticité dans et en dehors des fibres.

Nous montrons que dans les deux cas, I’équation d’équilibre limite contient des termes non locaux
supplémentaires dus a l'anisotropie, ou méme a l'orthotropie des fibres.

En particulier, pour une condition d’encastrement portant sur les deux faces inférieure et supérieure
b

8%z,

2

8903

1
du cube 2, cette équation contient des termes non standard du type bf{y) ffl bas dxs, ou les z,
2

(o = 1,2) désignent les déplacements transversaux et les b((;’)(x)7 bas(z) des coefficients qu’on calcule
en résolvant des équations cellulaires.

Ces termes ne sont pas dus au processus d’homogénéisation lui-méme mais a la réduction de dimen-
sion 3d-1d locale qui se produit dans chaque fibre.

Pour I’équation de la conduction dans un milieu correspondant & une géométrie identique a celle du
milieu élastique étudié, nous obtenons a 1’échelle macroscopique une équation algébrique associant la
température macroscopique au terme source de départ. Cette équation est similaire a celle vérifiée par
les déplacements verticaux dans le systeme de 1’élasticité.






INTRODUCTION

Dans cette these nous étudions principalement I’homogénéisation périodique d’équations elliptiques
scalaires ou vectorielles, pour lesquelles les coeflicients ne sont pas uniformément bornées par rapport
au petit parametre € correspondant a la taille de la période.

L’équation modele que nous étudions dans le cas scalaire est celle de la conduction qu’on peut écrire
sous la forme :

—div(Lxr + e%xm. ) Al, %,)Vu‘E = f(z) dans 9,
{ Cou =0 sur T, (1.1)
Az, Z)Vus = 0 sur  Dy.

Dans toute cette these, €2 désignera un cube de R?, I'y la réunion de ses faces inférieure et supérieure
et Iy = 00\ Ty ses faces latérales.

Dans (1.1), la matrice A(x,y) est la matrice de diffusion du milieu, on suppose qu’elle vérifie les
hypotheses habituelles de coercivité et de périodicité (voir ci-dessous les hypotheses exactes), x . est la
fonction caractéristique de F. qui est un ensemble de fibres disposées de fagon périodique par rapport
aux directions horizontales 2’ = (x1, x2) et paralléles les unes aux autres et d’axe principal dirigé suivant
la variable verticale x3, n désigne la normale extérieure au bord de €, xr. et xar. sontt les fonctions
caractéristiques respectivement de I’ensemble des fibres F. et de leur complémentaire M. ( la matrice).

On suppose le milieu fortement hétérogene au sens que les fibres ont un coefficient de conductivité
de 'ordre de E% alors que le matériau qui les entoure (la matrice) a un coefficient de conductivité de
I'ordre £2.

Au final, on obtient donc une matrice de diffusion non uniformément coercive par rapport & €.

On sait que, voir [6],[8],[13],[26],]27], dans cette situation le probleme homogénéisé differe en général
du probleéme (1.1) puisque des phénomenes divers tels que effets non locaux, effets de mémoire, etc,
peuvent apparaitre dans le probleme limite.

Nous montrons ici que ’équation limite se réduit a une équation algébrique

u(z) = m(z)f(z) (1.2)

liant la température a ’échelle macroscopique u(z) et le terme source f(z).

Notons quand méme que I"équation ”algébrique” (1.2) contient une équation aux dérivées partielles
puisque le " poids” m(x) est la moyenne sur une cellule Y de a(z, y) solution d’une équation aux dérivées
partielles.

Pour fixer les idées, nous avons choisi un scaling particulier: E% dans les fibres F, et €2 dans la
matrice M, mais notre méthode marche tout aussi bien pour des coefficient de diffusion du type pexr.
et 0. x . avec:

pe >0 Ve, 0.>0 Ve, et limé. =0, Ilim pu.= .
e—0 e—=0

On peut évidement considérer le cas "inverse” de fibres peu conductrices et d’une matrice fortement
conductrice. Dans ce cas, le probleme limite est plus proche du cas classique; en gros, pour un tel
scaling, les fibres ont tendance a jouer plus ou moins le role de trous selon 'amplitude de la conduction
dans les fibres: plus cette amplitude est faible, plus elles se comportentt comme des trous, voir [ ].

Pour le scaling considéré ici dans (1.1), notre résultat peut étre vu comme annonciateur d’une
certaine maniere de notre résultat concernant le cas vectoriel (voir ci-dessous) puisque les déplacements
verticaux ugz a 1’échelle macroscopique vérifient le méme type d’équation algébrique que la température
u(x) ci-dessus.

Pour parer a la difficulté principale dans ’analyse asymptotique du probleme (1.1) qui est le défaut
de compacité dans H*(Q) de la suite de solutions u¢, notre méthode consiste en I'introduction de suites
auxiliaires bornées dans des espaces adéquats.



Nous écrivons ensuite une premiere formulation du probleme homogénéisé associant les ”limites”
u,v,w de ces suites. Dans un second temps, tirant profil du caractere linéaire des équations, nous
donnons la version finale du probléme homogénéisé dans lequel ne figure que la grandeur macroscopique
principale.

Cette démarche est particulierement fructueuse dans I’étude de I'effet de ’anisotropie sur le probleme
limite (voir ci-dessous) et permet d’obtenir des résultats de correcteur.

Les résultats du chapitre 1 concernant le cas scalaire se résument comme suit:
Théoréme 1.1
La suite u® de solutions du probleme (1.1) converge faiblement dans L*() vers

u(z) =m(z)f(x) dans 2

ou

m@):L*DM%yMy

et u est 'unique solution de

€ L*™(Q, H1 (Y)), w=0 dans D,

Az, y) ( é’u) ( )dy —/ udy, (1.3)
Y\D Y\D
VueHl( )s =0 dans D.

Dans (1.3), Y est la période Y := (—1,1)2 et D est le disque D(0,7) (0 < r < 1) tel que

= | J (D0, 7) +e(i, iz)) x I,
iel.

11 11
I= (—5, 5) et IE = {’L = (il,iz) € ZQ, €1 € (U} ouw = (_5,5)2

Pour obtenir le théoreme 1.1, nous établissons d’abord une forme ”vectorielle” du probleme limite
en introduisant les suites:

ul(x) = ZZuf(x)xF.,

1 € 1 g
vel@) = 3 5~ | utdal ) (a), (4
i€l el /D¢

ot D! =¢eD(0,7) +el. On montre alors qu'il existe (u’,v, Z) € £ ou

L= {uo € L*(QHL(Y)),u” =0 dans Q x D}XLQ(Q;Hl(D)/]R) x L2 (w; HY(I)).

tel que pour une sous suite toujours notée €, on a:

1

ve =— v et EV;XFE ——= V,uxp(y), (1.5)
1 10u 0z

ul = 7 dans L*(w; HY(I)) et ——xp —— — 1.6
! s L2 BY(D) e 100 o D2, (16)
ue —~—u’ et eVuyp, —— V¥’ xv\p(¥), (1.7)

Ou.
€ O XM (1.8)



ot le symbole ”——" désigne la convergence & double échelle (voir rappels ci-dessous) et le carré w et
Iintervalle I sont tels que Q = w x I. De plus (u°,v, Z) est I'unique solution du probléme cellulaire :

(UO’,U’Z)EE’
v, 0 7
LA () Lo ) CE) - e
QxD  \ Ba3 dxs Qx(Y\D) QXY
V(u,v,2) € L.

On remarque que la formulation (1.9) outre le fait qu’elle conduit au probléme homogénéisé final, donne
aussi un résultat de correcteur que nous démontrons dans le cas du systéeme de ’élasticité (chapitre 2).
On a:
Théoréme 1.2 (correcteur)

Sous ’hypothése de régularité suivante sur u

lim/ 1V, u’ \ da:—// |V, u’ (z,9)|*dzdy, (1.10)

0 .

e—0
la suite de solutions ue de (1.1) vérifie :

Vul(x,

0 »)Idex—o (1.11)

1
lim/ \EVUEXFE\Z + [eVue — (

e—=0 Jo

Remarque 1.1 Le théoréme 1.2 suggere que v et Z donnés par (1.9) sont nuls puisque (1.5) et (1.6)
entrainent que

%VuEXFE B <v§7%f;$)> XD (Y)- (1.12)

On a bien en effet v = Z = 0 en prenant @ = 0 dans le systéme (1.9) et (v, Z) = (v, Z) en vertu de
la coercivité de la matrice A.

Systeme de ’élasticité linéarisée

Dans le chapitre 2 de cette these, nous étudions le méme probleme d’homogénéisation dans le méme
cadre géométrique mais pour un milieu élastique soumis a de petites déformations, avec les mémes
notations que celle du chapitre 1, I’équation d’équilibre d’un tel milieu s’écrit:

—div(Zxr +e%xa)A(z, %)e(ua) = f(x) dans Q
/ ut = 0 sur Ty (1.13)
(S%XFE + e2xn. ) Alz, %)e(us).n = 0 sur FN,
ol e(u®) est le tenseur des déformations défini par ses composantes e;;(u®) = ( ij ) Vi, j=1,2,3.

A(z,y) est un tenseur symétrique d’ordre 4 vérifiant des hypotheses de coercivité et de périodicité (voir
les hypotheses précises ci-dessous), f € (L?(€))? sont des forces de volume, Q,Ty et I'y sont définis
dans le chapitre 1. En particulier, la condition aux limites de Dirichlet signifie que le corps €2 est
encastré a ses deux bouts

2

Dans ce qui suit, nous utiliserons la convention de sommation des indices répétés; les indices latins
i,7,k, 1, ... varient dans ’ensemble {1, 2, 3} alors que les indices grecs «, 3,7, 9, ... varient dans I’ensemble
{1,2}.

Pour décrire le probleme limite associé & (1.13), nous utilisons les notations suivantes: =%,y if
sont obtenus a partir de x,y, ¢ par une rotation d’angle 7 dans le plan horizontal associ¢, ainsi, on a:

1 1
Foz{(x/,xg) Pag=—5 ou xgz—}.

aft = (—za,21), Yy = (—y2,y1), i = (—ia,i1),

9



siz = (v1,22),y = (Y1,92),1 = (i1, 2)

Nous écrirons e}, 5(¢)(,y) pour:

1,00,  0¢g
Yy — (= =
eaﬁ(@)(‘ray) = 2<3y5 + 8yo¢)(l”y)’
de méme eq3(p)(x,y) et esz(@)(x,y) sont définis par:
1 0¢q O 0
can)(w0) = 550 + 22 wp), enn()(w0) = 5 w0),
Le tenseur symétrique e(y) est alors défini par:
ef1(p) efa(p) ews(y)
ela(p) e3a(p) eas(y)
e13(p) eas(p) ess(p)

cas(p)  ess(p)
Nous utilisons la notation Ae(y)e(t)) pour le produit scalaire des vecteurs Ae(yp) et e(1)).

e’ () eas(so))_

noté de fagon abrégée par: e(p) = (

On introduit également les espaces fonctionnels suivants (Y et D sont définis dans le chapitre 1) :

U = {u e (L*( Hy(Y)))?, u®=0dans Qx D, Vi=1,2,3},
V= {v | v = (va,v3), wv3€ L*Q;HY(D)/R),
dce L2<WQH&(I))7U(X<$7?J) = C([‘C)yf}

W= D@, o W0 = {(wr,w2,0) € (HLD), [ (o —yrwn) =0, (MY
D
Z = {z]2(,y) = (2a(2), Z3(2,y)) € L*(w; H§ (I))* x L?(w; Hi(I))
3 23 € L*(w; HE (1)), telle que Z3(z,y) = —ya g‘zg (z) + z3(z) },
(HL, (D) est le sous-espace de H'(D) formé des fonctions de moyenne nulle sur D ). Puis
S=U"xVxWx Z. (1.15)

Suivant la méme démarche que celle utilisée dans le chapitre 1 pour le cas scalaire, on montre d’abord
le théoreme suivant

Théoréme 1.3
Supposons que le tenseur d’élasticité A vérifie les hypothéses suivantes :
CL) Aijkl = Aklij v iaja kal € {L 273}’
b) y— Aijri(z,y) est Y-périodique p.p. x € Q.
¢) Aijin € L= (25 C4(Y)),
d)3m >0, Az, y)enei; > meije;; p.p. (z,y) € AXY etV e = (e;) tenseur symétrique d’ordre 2.
Supposons aussi f € (L?(Q))3. Alors la suite de solutions u¢ de (1.13) vérifie: 1l existe (u°,v,w,z) € S
tel que:

€ 0
up, == zo() + ug(z,y), a=1,2,
€ 0
uz —— uz(x,y).
De plus on a les convergences suivantes :

10



Leap(u)xr = els(w)xp(y),
teas(u)xr == 5 (52 + 2598 xn(y),
1

£

ess(uf)xr. —— 32 xp(y),
e Y (1,0 (1.16)
ceap(u®)xm. —— eg5(u’)(y),
Bu
eeas(u)xnr. == 5 5.-(¥),
eegs(u®)xn. —— 0.
En outre, (u°,v,w, z) est 'unique solution du probleme :
(u07,v7 w’ z) E 87
1 (v d -\ 1(0v e . R
/ A(%Mg) §(ﬁ+a—%y§)) cop(®)  3(52 + F5Ya) i dy
1 v dc , R 4 o3} ac 9Z
QxD 35+ omgva) G 3150+ anba) oo
0y 1 0uj ¥y (=) 10a 1.17
. ool BEEY (ha® 38N (7
1 aug 1 9us 0 Yy
Qx(Y\D) 2y 0 2 Oy,
= [ ] (Ga@)@ala) + 2u@) + a(@)il) de dy, (@ 0.0,2) €S
QJy

Remarque 1.2 Comme on l'a signalé dans le cas scalaire, 'intérét de la formulation (1.17) est de
fournir un correcteur pour le tenseur des déformations e(u®), en effet, on a la proposition suivante
qui précise au moins formellement (en dehors d’hypotheses assurant la régularité supposée dans cette
proposition) un développement asymptotique pour u¢, plus précisément,

’

{ ué, = ud (x, %,) + 2a(x) + ez, %,) + eva(x, %,) + e2wq (z, )+ .. (1.18)
Ug(.’E):Ug($7%)—|—€Z3(1’,%)—Fz’;‘z’[}g(l',%)+ '
la fonction 1, étant définie par ¢ (z,y) = —y,0(y) g‘zj ou 6 € DY) vérifie § = 1 dans D. Ce

développement asymptotique est justifié par :

Proposition 1.4
Si (u® v, w, 2) est tel que les limites intervenues dans (1.16) appartiennent ¢ L?(Q; Cy(Y)), alors
on a :

: 1 1> £ 1> £
15%( [ (Zetw) (@) = W@ xee +[eew)(a) ~ & <x>2st|2)dx)= 0, (1.19)
€ Q
ou Yy x_/ l a’Ua 8’03 x_/
he(x) = e"‘B(w Z E) 2<81’3 + 8ya)<$’ 6)
bGe+pe)@ 2) 2 D)
x! ous: z’
< GZB(UO(Z',?)) %73( 7?)
k (SE) = 1 8ug o «
5@(% ?) 0

Effet de I’anisotropie

Les résultats de convergence (1.16)-(1.17) sont obtenus pour des matériaux élastiques généraux.
Dans le cas particulier de matériaux présentant certains propriétés de symétrie tels que les matériaux
orthotropes pour lesquels le tenseur d’élasticité A est tel que

Aa?)'yé = Auzz3 =0 Va, Y d= 1,2, (120)
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la variable v qui rend compte du couplage flexion-torsion dans les fibres est nulle et le développement
asymptotique (1.18) ne contient que les termes en (u",w,z). La démonstration s’obtient en prenant
dans (1.17), 4 = Z3 = w = 0 et ¥ = v puis on utilise ’hypothése (1.20) ainsi que la coercivité de la
matrice (Aa3~3)a,y=1,2 héritée de la coercivité du tenseur A.

Comme dans le cas scalaire, exploitant le caractere linéaire du probleme (1.17), on obtient la for-
mulation variationnelle suivante dans laquelle la variable microscopique y est éliminée :

Théoréme 1.4

Si (u%,v,w, 2) est la solution de (1.17) avec v = (c(z)yZ,v3) et z = (24, 23) (Z3 = —Ya gi‘; + 23)
alors w,vs, c et z3 sont données par :

w = (W) = bay (€)= baa(x)w®)) B;ngq(x) + (2, y) (an f, balagTz?dxg
a1z [, bz G dws) +0) (az1 [} baa G2 das + azs [ bas G2 des),
vs = (ﬁéa) = ba1 ()03 — baz ()0 :(J,S)) 8;7?(@ + 03(z,y) (an fl ba1a;T?§dx3
tars [, ban L5 32z0< dx3)+f1§ )(agl J;b ala%z‘ldxg +axn [;b ag%dags)?
c=—[" bar (2, taza( t)dt + [ ani(a’, t)dt [, alwd;cg
+f 1 aya( x o) dth a28—§d$37
23 == [} baa(a’, )5 2 (o, tdt—i—f 1 ag (@ tdtflbalaazTZg*dq;g
+f_%a22 z,t dtf[ a2 %5 2 e drs,

(1.21)

ot les fonctions (w<i>,@§“) et (w,03) sont les uniques solutions des problémes élémentaires suivants :

(w(w),@é"f)) € Lo(; W) x L=(Q; HL (D)), etpp.x € Q ona:

~(7) _
e’ (™) laavs el (W) L%
[e - O‘ﬁ 2 0y —
/DA f%@ ’ oy < 10w g >dy— (1.22)
5 A, 2 0Ya
0Ya __
0 0 [cas®@ 357
/A<0 )( 1%53 2%“ dy, ¥V (v3,w) € H},(D) x Wy,
D Yvy 2 Oya

ey (1[;(3)) 1 905 e’ . (w) 1 dv3
/ A ap 2 0Ya ap a 2 Yo dy _
b\ 5 0 s O (1.23)
Yo B
0 0 e () 1 9vg
_/A<0 1)( l%ﬂ QOya>dyav(U3a )EH1< )XWO,
b 2 0ya
(i, 53) € L°(Wy) x L=(; HL(D)), et p.p.x € Q ona
chp) 3o (ho(m) 15
Al 1o - 1 00 oo ) dy =
p Nz 0 200y 5 (1.24)
R Y (@) 10vs
_ A< 0 ya> <8a5<_w) 26ya>dy V(’Ug ) c Hl( )XWQ
p o \yh 0 )\ 1 o , V(55 ,
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a1 (z) = a(x)au)(gg/) (121 22 fI Aall (2, t)dt — Aa fI Aam (, t)dt)v

a12(%) = 2520 (Ao [, A2 (a,t)dt — Ava [, 222 (2, t)dt),

asi(x) = W(AH LA (g t)dt — Ay [, %(m,t)dt),

ags () = W(ﬁ L, Az t)dt — A [, A2 (a, t)dt),

b () = 55 (Aab(® — A1ab5™), baa () = %@(Ani)gcﬂ — Apb{™),

(@) = AnAss — (A2, D = [, Ardas [, A22das — ([, A2das)?, (1.25)

Ay(2) = [, (A a375675(1ﬁ) +Aa3'y3<ay +y7)) dy,

App(2) = Ao (2) = [, (Aazyseqrs(@C )) + Aasws 3y + Aaszss)yldy,
2($) fD( 3375675( )+A3373 a +A3333)dy,

b(a) () = [}, (Agsyseqys(®(™)) + AB?)'\/S ay — Apsssya) Y5 dy,

b5 (a) = [ (Aszyseq6 () + Aggys 3; — As333Y0 ) dy.

Utilisant le théoréme 1.4 on obtient la formulation suivante du probleme homogénéisé
Théoreme 1.5

Soit (u®, v, w, 2) la solution de (1.17) et u = (24(z) + fy\D ugdy,fy\D uddy). Alors la suite des
déplacements u® solutions de (1.18) converge faiblement vers u et (u, (21, 22)) est l'unique solution du
probléme non local suivant :

(u, (21, 22)) € (L2(Q)* x (L2(w; H3(D)) ),
Uo — Za = Fi(x)m (2), us(z) = fi(x)mg)(x), Va=1,2, etVi=1,2,3,

(21, 22) est lunique solution du probléme

(21,22) € (L*(w; H3(I)))?, 1.26
2 02z 02z 02z (1.26)
/Q <agv><m>%;;< )+ b (2 )/lb71 52 g + 05 (x )/b,y2 2 d:v3> 8—$§<$)d$:

/Q f5(x)z5(x)de, Y (z1,7) € (LQ(w;HO(I)))z,

ot a((;’) et b(V) (6,v=1,2 ) sont donnés en fonction de ( QR )), (03,) par :

af;w = - / Ys (A33aﬁk<(375) (2, 9) + Aszasgs (z,y) — Aszs3(bya +y4) ) dy,

bV (2) = ay1 (2)ts () + az (2)hs(x), b (2) = ara(x)ts(x) + aga(z)hs(2),

avec:
K () = el g (00) (@ y) = byrel(0)(z,y) = byaelg (0P (2, y), Lo
8,0(7) - 8 ( ) N
9 (@, y) = G2 (2, ) — b1 (2) (22 (2, ) + ) — b2 (. ),
ts(x) = — | s (Assapels(®) + Assas(Gy> +y&) ) dy,
D
Y ((3) oog”
h(;(l') = - 5 Ys (Agga,g@aﬁ(w ) + A33a3 3y3a -+ A3333> dy
et my)(x) est défini par :
mgl)(:v) = / ugi) (z,y)dy Vi,j =1,2,3. (1.28)
Y\D
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avec u (i =1,2,3) est l'unique solution de :
u® e UY° ﬁLC’O(Q;I-Il(Y).)?’7 etpp.x € Qona:

0!
cha(u) F%\ (ens(@) F5
/ A s 2 OyYa < l%ﬁ:; 2 %ya ) dy — / e; U dy, (129)
Y\D ; au 0 2 Oya Y\D

ya

Va € (HYY))?, w=0 dans D.

ot (€;)i=1,2,3 est la base canonique de R3.

Remarque 1.3 Les premieres équations dans (1.26) correspondent au gap entre les déplacements
globaux u(z) du corps considéré et les déplacements transversaux z, dans les fibres. Notons que la
troisieme équation ug(z) = fi(x)mél)(x) est du méme type puisque les déplacements verticaux dans
les fibres sont nuls. C’est 'effet non local déja observé dans le cas d’un matériau isotrope et qui, bien
entendu reste vrai pour des matériaux généraux.

D’autre part, on voit apparaitre dans 1’équation variationnelle (1.26) des termes non standard du

type [o J; bWB;T?(:U)dxg,a =1,2.

Ces termes n’apparaissent que sous effet conjugué des conditions aux limites imposées (Dirichlet
homogene sur les deux faces inférieure et supérieure du cube Q) et de V'orthotropie, y compris de
I’anisotropie du matériau constituant les fibres.

En effet, pour une condition de Dirichlet homogene ne portant que sur une seule des faces de €2, i.e.,
Ty = {(1'/, %) x € w} ouly = {(1'/, —%) € w} ces termes n’interviennent plus, puisque la fonction
c(z) € L*(w; H} (I )) qui est en fait ’angle de torsion dans le plan horizontal, n’est plus soumise a la
condition [, 2% (z)dzs = c(2/,2) — c(2’, —%) = 0, et puisque la fonction z3 € L?(w; H}(I)) qui est la
limite faible de la suite g n’est plus soumise & la condition [, £ 923 (1)dws = z3(2', 1) — 23(2’, —3) = 0.

Par ailleurs, on peut egalement obtenir une formulation Varlatlonnelle portant sur les trois variables
(21, 22, z3) (voir chapitre 2) et si le matériau est orthotrope dont le tenseur Vériﬁe Ihypothese (1.20) ci-
aZ3

)

dessus, on montre que les termes non standard (des coefficients du type [, b 1 by 612 . ;b3 522 ) intervenant

dans I’équation variationnelle sont nuls.

Ces termes non standard ne sont pas dis a ’homogénéisation elle méme mais a ’effet réduction de
dimension 3d-1d local dans chaque fibre, comme observé dans les travaux de Murat-Sili [19] concernant
la réduction de dimension 3d-1d dans un cylindre de rayon .

Cas d’'un matériau isotrope

Pour un matériau isotrope dont le tenseur d’élasticité est donné par :
Aijkl = >\5ij5kl + u(@-kdﬂ + 5il5jk)7 (1.30)

ou A, i sont les constantes de Lamé et d;; = 1 si i = j, d;5 = 0 si i # j, les coeflicients intervenant
dans I’équation variationnelle (1.26) peuvent étre calculés explicitement en fonction des constantes de
Lamé; en effet, dans le cas d’'un matériau isotrope, pour trouver ces coefficients il suffit de calculer
(ﬁé"f)’

explicitement les solutions wﬁ)) des problemes élémentaires (1.22) pour v = 1,2; dans ce cas,

ces problemes deviennent en fait des équations algébriques qu’on résout explicitement, ainsi (17:(37), 12)(7))
sont données en fait par :

A(’Y) _ A(w) A A(’Y) A
=0, T Wy Y = Vv Y # 0. 1.31
AN+ p) (5 — 5), 2+ p) (1:31)
On remplace dans (1.25) et (1.27) on obtient b,z = b((;’) = a(lz) = a(21) =0, ag"’) uS’\+2“ ainsi on

retrouve I’équation d’équilibre pour un milieu isotrope obtenue par M. Bellieud-G. Bouchltte [2] :
U — 20 = fi(@)m& (2), us(z) = fi(@)m{?(z), Ya=1,2, et Vi=1,2,3,

T4 3N+2u [ 0%z5 0°Z5 / - 2 . 772 2
Nt ) o0 a2 fsZs, Y (21,72) € (L7 (w; Hy(1)))"

(1.32)




Cas ol les fibres sont de rayon r. beaucoup plus petit devant e

Dans le troisieme chapitre de cette these, on étudie les mémes problemes d’homogénéisation pour
les systemes de conduction et d’élasticité linéarisée mais en supposant que les fibres sont d’un rayon r.

7
beaucoup plus petit que la période € du milieu. On suppose que lil“% -~ = 0. On suppose également
e—0 €

que r. vérifie 'hypothese lirré(s2 logre) =0.
E—r

Les fibres sont supposées rigides, avec des coefficients de 1’ ordre de p. (avec pe — o0) pour la
. . 2 ’ . . 7 /. 7.
conduction et de I'ordre de E% puis =z pour I'élasticité, alors que le matériau extérieur occupant la

matrice M, a un coefficient de 'ordre de 1.

La premiere partie de ce chapitre est consacrée a la convergence double échelle et quelques résultats
principaux. Le choix du rayon des fibres nous conduit a utiliser une notion de convergence double
échelle adaptée a l'ordre de grandeur des fibres, on désigne cette convergence par le symbole 7 — 7.

Notre méthode consiste en l'introduction d’une variable rapide dans la direction verticale. On
identifie d’abord les fonctions limites dont la variable microscopique est (y,y3) € D x Y3 ou D =
D(0,1) € R? et Y3 = (—%, %), cette étape nous permet de dénduire facilement les fonctions limites
double-“chelle lorsque la variable microscopique est seulement dans le disque D (pas de y3). Pour cela
on définit dans la premiere partie de ce chapitre une notion de convergence double-échelle correspondant
a une limite dans L?(2 x D x Y3).

L’inégalité (1.33) qui suit joue un role essentiel dans 'identification des limites double échelle corre-
spondant au tenseur des déformations a I'intérieur des fibres.

e Soit T'= D x Y3. Il existe une constante C telle que :

16 = Dl (s < Clle? (@) ga(ryyzes Yo € (HN(T)). (1.33)

ot e¥(¢) est défini par ei’j(d)) = %(gfj’; + gij) et ¢ = (951, b9, gZA)g) est donnée par :

A P1—y1¢ 301 —Y1¢:
o1 (y,yg) = fT}yz(szrzz)z)yz + fT}yi;iz)s)ys + ][ o1,
Y1 TY2 Y1 TY3 T
- (y201—y1¢2) (y3d2—y2¢3)
¢2(yﬂy3) = _fo Q(y;+y;)2 Y1 + fo 3(y2+y2)3 Y3 + f ¢27 (134)
WY \Y2TY3 T
P . fT(y3¢1*y1¢3) fT(y3¢2*y2¢3) ][
¢3(y5 y3) - fT(y%+y§) yl fT(yg_"_yg) y2 + Td)?).

Pour la démonstration de cette inégalité voir 3.1. Lemme 3.3.

Signalons que 'on peut également travailler par la méthode de ce chapitre pour étudier 1’élasticité
(1.13) considérée dans le chapitre 2 (voir commentaire).

Dans la deuxieme partie on étudie le probleme de la conduction suivant :

—div(pexr. + xa) A, L)e(u) = f(z) dans  Q
/ ut = 0 sur Ty (1.35)
(Hexr. + X ) Az, S)e(u)n = 0 sur Ty,
ou
F.= |J(reD(0,1) + £(ir,i2)) x I, M.=Q\ F., (1.36)
i€l
et r
1 —E = 1 2 =
ili% . 0, gli%(é logre) = 0. (1.37)
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U A est une matrice 3 x 3 vérifiant les mémes hypotheses de coercivité et de périodicité qu’aux chapitres
préédents. On suppose pe > 0 et e —¢ 00.

Dans tout ce chapitre D = D(0,1) C R%. Considérons :
S =Hp,(Q) x L*(Q; Hy (Y)/R) x L*(Q; H;,(D)). (1.38)
Les résultats de la conduction (1.35) se résument comme suit :

Théoreme 1.6
Soit u® la suite de solutions de (1.85), on suppose (1.37). Il existe

(u,u’,v) € S, z3 € L*(w; HY(I)), (1.39)
telles que
u® — u dans H'(Q),
VIRV = (Vyu, §22), (1.40)
Vus =— (V'u + Vyuo, g—;é),
de plus :

0

1) Si: lim(,usr—s) = € [0,00[, alors z5 = /muu et (u,u’,v) est l'unique solution de
€

e—0

(u,u’,v) € S,

Vv V.0 V'u+ V,u® V'a+ Vv,
QJD ( )(ﬁug_m) (ﬁﬂg_xg) QJy (@9) 5973 38_1;3 (1.41)

=/fu7 ¥ (u,u®,0) € S,
Q

2) Si: lim(,usr—s) = 00, alors
e—0 ol

u=0, et lim [ (uixr +xar)|Vue|? = 0. (1.42)
e—0 Q

Tirant profit du caractere linéaire de I’équation (1.41), nous donnons la version finale de probleme
homogénéisé dans lequel ne figure que la variable macroscopique et la fonction w.

Théoréme 1.7

-
Si : lim(ue—) = p € [0, 00|, alors u. converge fortement dans L*() vers l'unique solution u de
£

e—0
—MQ%(G*(x)%) — divA*(z)Vu(z) = f(z) dans Q,
{ u = 0 sur T, (1.43)
A*(z)Vun = 0 sur Iy,

ou les coefficients a* et A* = (Afj)m:l,z,s sont définis par : p.p. x €

[oX)

a*(m):/DA(x,O) % § , A;j(x):LA(x,y)<<V%ﬁf) +ej).ei, (1.44)

et 0, 4 = (U1, U2, 03) sont les uniques solutions des problémes élémentaires suivants

o € L=(9; Hp, (D)),

Faco (57) (537) =~fawo (o) (%57). 45

Vo e HL (D),
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i, € L (9 HL(Y)/R),

Lo () () [ (). e

val e H#( )/R

avec e;,i = 1,2,3 est la base canonique de R>.

Systemes de 1’ élasticités linéarisée

Dans la troisieme partie, avec les mémes hypotheses (1.36)-(1.37) sur F; et r. on considere le systeme

—div(Exr, XA D)e(s) = fz) dans O
/ ut = 0 sur Ty (1.47)
(S%XFE + xm. ) A(z, %)e(us).n = 0 sur Iy,

On suppose que le tenseur A vérifie les mémes hypotheses de coercivité et de périodicité du théoreme
1.3 (chapitre 2) en remplacant ’hypothese ¢) par A;ji € C(2 x Cx(Y)).

Soit W l'espace défini dans (1.14) en remplacant D(0,7) par D(0, 1), soit aussi
U = (I} (@)%, U = (L(Q: He(Y)/R)®, Vs = L2(Q: HY,(D)). (1.48)
considérons également les espaces suivants
T=UxU’xVsxW, Z=(H} () xU" (1.49)

Le résultat d” homogénéisation associé au probléme (1.46) est fonction du choix de 7. par rapport a
£2. Ces résultats sont résumés dans le théoreme suivant en fonction de la limite de 2—3

Théoréme 1.8
Soit u® la suite de solutions du probléeme (1.47). 1l existe

(u,u’,v3,w) € T, et z3 € L*(w; Hy(I)),

tel que :
ut —u en (HY(Q))3, u® —u en (L?(Q))?,
e(u) == eu) + e¥(u),  YEeas(ut) = ely(w), (1.50)
ﬁra eOLS(UE) NN %%7 \/_7‘5 @33(“ ) g_;z

De plus on a
1) Si: hm( ) p € [0,00[, alors z3 = \/Tuus, et (u,u’,v3,w) est l'unique solution de :

eap(W) %m) eg,@(w) %g%
A(z,0) 1 dug JT dug 1 9vs Nz +
aJp 2 Dya TH Bzs 2 0y QT (1.51)

QJY

2) Si: lim (T—;) =00, alors z3 =u3 =v3 = w =0, et ((u1,u2),u’) est l'unique solution de :

e—00 £
/:1/’“1 6( ((ta,0 +ey(u0))(e((ua70)+ey ) /fa o (152)
(@1, u2),a’) €
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Effet de I’anisotropie

Le résultat (1.51) du théoreme 1.8 est obtenu pour un matériau général. Pour les matériaux or-
thotropes pour lesquels le tenseur d’élasticité A vérifie ’hypothese (1.20), la variable vz qui rend compte

r
du couplage flexion-torsion dans les fibres est nulle si lin%) —; = p > 0, et le systéme (1.51) ne contient
e—0 &g

que les termes (u,u", w). La démonstration s’obtient en prenant 4 = 4° = @ = 0 et ¥3 = v3 dans (1.51)
puis on utilise ’hypothese (1.20) ainsi que la coercivité de la matrice (Aa3+3)a,v=1,2-

Théoréeme 1.9
Soient u,u’, v3, w les solutions données dans le théoréme 1.8. Alors :

3
X Jug. . .
u’ = Z WPDe, (u),  (vs,w) = (ﬁua—s)(vg,w). (1.53)
T3
P,q=1
ot u(P), (D3,) sont les uniques solutions des problémes suivants :
a9 € L9 (Hu(Y)/R)?), et p.p.x e,

/ Al y)e (@®)ev (@) = / Az, y)e®ev(a), (1.54)
Y Y
Vi e (HL(Y)/R),

(03,w) € L>°(Q; H1 (D)g x L®(W0), et pp. x €,
e ) 1003 eap(w) L19%
A 0‘5 2 0yq ap 2 0Yo
(@0 {100 101 =
2 8 0 29 0
" INEL™ (1.55)
A 0) €ap(W) 3 Dyu
(z, 1 o3 0 ’
2 Oya
v ( vg, w) € H} (D) x WO,
ot D dans (1.54) désigne la base canonique de R3*3, i.e. egq) = 6ipdiq-
Théoreme 1.10
La suite u® de solutions de (1.47) converge fortement vers u dans (L*(2))3, et on a :
1) Si: lim(r. /) = p € [0, 00[, u est Vunique solution du probléme suivant :
g
—MQ%(a*(x)g—ZZ) — divA*(z)e(u) = f dansQ,
u = 0 surly, (1.56)
A*(z)e(u)n = 0 surTy.

2) Si: lim(r. /e?) = 00, uz = 0, et (u1,us) est l'unique solution du probléme suivant :
g

U, 0)) / fata, (1.57)

ot A* = (A%);jm et a* sont définis dans Q par :

Az*]kl / Az, y) (¥ (a*D) 4 ).l gy,

(1.58)
a* fD (A330¢5(x O)eaﬁ( )+ A33a3(1' 0) 8y +A3333($ 0))d
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Cas d’'un matériau isotrope

On suppose que le tenseur d’élasticité s’écrit sous la forme (1.30) (voir ci-dessus). Dans ce cas on
peut résoudre algébriquement le probléme (1.55) et les coefficients a* et A* seront calculés explicitement
en fonction de A; et ui, en effet, on a :

3A+2u
a* = P E Tk (T) = Aijir. (1.59)

Dans la derniere partie on étudie avec les mémes notations et les mémes hypotheses sur le tenseur
A que celles considérées dans la troisieme partie, le systeéme suivant :

—div(Zrxr + Xm)A(z, L)e(w?) = f(z) dans  Q
, / wt = 0 sur T (1.60)
(Sxr +xa)A(z, S)e(u®)n = 0 sur Iy,

Le probleme limite pour le systéme (1.60) est similaire ‘a celui du chapitre 2, en particulier, on va

voir apparaitre une fonction de type 38;3 yR 4 g% qui correspond a la limite double échelle du terme

anisotrope, ainsi que, 'apparition des dérivées de deuxieme ordre pour les déplacements transversaux,

" 8?2 . .
et Papparition des termes non standard sous la forme f I bﬁ@Tu; dans la formulation macroscopique.
3

Par contre li n’ y aura pas d’ effet non local comme cela a déja été observé dans le cas isotrope (voir
[22]).

Soit U 'espace défini dans (1.48), V et W les espaces définis dans (1.14) en remplagant D(0,r) par
D(0,1). Soit aussi I'espace :

U= {u = (ua Za), ua € H'(Q) N L2 w; BA(D)), Zs € L*(w x D, HY(D)),

(1.61)
Jz3 € L?(w, HL (D)) telle que Z3 = —ﬁg%yn, + 23}.
Posons
S=UxU’xV xW. (1.62)
On a alors :
Théoreme 1.11
Soit uf la suite de solutions de (1.60). Il existe (u,u®,v,w) € S telle que
(uS,, u5) = (uq,0) faiblement dans (H*(£2))3,
(uS,u5) — (uqa,0) fortement dans (L?(£2))3,
e(u®) =— e((uq,0)) + ¥ (u?),
ﬁeaﬁ UE) = eqp(w), (1.63)

treas(us) = 3(F5va + 52),
97
Lregs(u’) = G2
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De plus (u,u’,v,w) est l'unique solution du probléme

Q|
Nk
VR feo

(u,u®,v,w) € S,
/][A:co< e'(w) (e + ‘)) v(@) F(FEys + 52
ov
(meyl+ 5o Z5 s(eyl+ g

//Y z,y)( ua,O)) +eY(u ))( ((tia,0)) + e¥(a” N= [ fta,

@ﬂ)

Effet de I’anisotropie

Le résultat du théoreme 1.11 est obtenu pour des matériaux élastiques généraux, en particulier
pour des matériaux présentant certains propriétés de symétrie tels que les matériaux orthotropes pour
lesquels le tenseur de 'élasticité A vérifie hypothese (1.20) (voir ci-dessus), la variable v qui rend
compte du couplage flexion-torsion dans les fibres est nulle et I’équation (1.64) ne contient que les
termes en (u°,w, z). La démonstration s’obtient en prenant dans (1.64), 4t =4 = Z3 =w =0et v = v
puis on utilise ’hypothese (1.20), ainsi que la coercivité de la matrice (Aa343)a,y=1,2-

Exploitant le caractere linéaire du probleme (1.64), on obtientt une expression pour v, w et z3 en
fonction de ug, us qui conduitt a une formulation variationnelle dans laquelle la variable microscopique
y est éliminée.

Téoréme 1.12
Soit (u,u®, v, w) la solution de (1.64), ot v = (c(z)yE, v3), u = (uq, Z3). Alors :

ul = ZU(M) Y)epq((ta,0)), (1.65)

o w= (@ <a>_ba1(x> a2(2)W <3>)‘“;( z) + (@, y) (a1 (f; bar 532)
+a12(f; ba2d ))"‘ (an Jr b G 81 )+ az(f; aQaT)))’

v3 = /7 (( 04 bl 1(1‘) —baz( )Uég)) aafa( ) + 93(, ?J (all(fl ol g2 az )
+aiz(f; b a2 G )) (a21 (f;o o1 G +a22 (Jrb o2 G ),

: 1.66
o= VR L b e I o

+ /5 1 a1a( 2’ tdt(f, ag—))
Zg,:ﬁ(—f“ ag(l‘ 5k (@ )t + [*5 ag (@' 1)dE([, br G5
+ /5 1 az ' t)dt(f, b a28 “a)).
ot 0PD est la solution de Iéquation (1.54) et (dz(i),f):(f)) et (W,v3) sont les uniques solutions des

problémes (1.22)-(1.24) en remplagant D(0,7) par D(0,1) et les coefficients aqp, bas sont donnés de
la méme fagon dans (1.25) en remplagant D(0,7) par D(0.1) et ” [, 7 par "f,”.

Téoréme 1.13
La suite (ug,,u§) de solutions de probléme (1.60) converge fortement vers (uq,0), ot (u1,uz) est
l'unique solution du probléme suivant :
2

(u1,uz) € (H'(Q))*> N L*(w; Hy (1)),

w
(02 ) Puyy @) / Ouy "\ 0%Ts
[ (%% o [0.05 -0 [0..552)) 55
+ / A*e(<ua,o>)e(<aa,o>)= / Fyits,
Q Q
V (i, a) € (H'(2))? N L2 (w; H3(1)),

(1.67)
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ott A = (AU, est le tenseur défini en (1.58) et les coefficient aw) b((;’), bs~ sont définis en (1.25)-
(1.27) en remplagant D(0,r) par D(0,1).

Remarque 1.4 Comme avec 1’équation (1.26), on voit apparaitre dans ’équation (1.67) des termes non

standard du type f I bw%(:ﬁ)dxg. Ces termes n’apparaissent que sous l’effet conjugué des conditions
3

aux limites imposées et de I’anisotropie du matériau constituant les fibres, voir aussi la remarque 1.3.

Cas d’un matériau isotrope

On suppose que le tenseur de 1’élasticité s’écrit sous la forme :

ASLI = ue 110350kt + p1(0ik0js + 0adjn), g1 > 0. (1.68)
Avec A \
lim(P25) =1, lim 22 = ¢ € [0, 0],
e—=0" 1€ e—0 Ug
Posons :
At = Lpa 030k + p1(6irbj1 + 6idjk)- (1.69)

Dans ce cas le systéeme homogénéisé est le systeme (1.64) en remplagant A(x,0) et A(z,y) par A.
D’une facon similaire aux problemes d’ élasticité étudiés précédemment, les coeflicients de 1’équation
(1.67) seront calculés explicitement :

(5) T 3+2 @) _ agl)

—aT . - b?) =bsy =0,  Afjp = Aijhi- (1.70)

Remplacant dans (1.67), on retrouve alors I’équation pour un milieu isotrope obtenue par C. Pideri-P.
Seppecher (voir [22]) :

(u1,us) € (HY(Q))2 N L2(w; H2(1))?,

T 3+2 0%us 0%us B B
Tt ) o / Ael(us,0))e(w3,0)) = [ fom. (.71)
V (@, a0) € (HY ()2 N L2 (w; H3(1)) .
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0. QUELQUES RAPPELS

Soit H un espace vectoriel. Rappelons qu’un produit scalaire (.,.)y est une forme bilinéaire de
H x H dans R, symétrique, définie positive [ i.e. V(u,v) € H x H (u,v)g = (v,u)g , et si u # 0

(u,u)g > 0]. On rappelle aussi qu'un produit scalaire vérifie I'inégalité de Cauchy-Schwarz :

(w,0)a] < (u,u)% (v, 0) 5 W(u,v) € H x H.

(1.1)

Définition 1.1 : Un espace vectoriel H muni d’un produit scalaire (.,.)q est un espace de Hilbert s’il

1 1
est complet pour la norme (u,u)7. On note ||u||g au lieu de (u,u)F.

On écrit par fois (.,.) au lieu de (.,.)y et ||.|| au lieu de ||.||x.

Exemples : Soit Q un ouvert dans RV on N € N\ {0}.

1. L*(€2) muni du produit scalaire (u,v)r2(q) = [, uv est un espace de Hilbert.
L’inégalité de Cauchy-Schwarz (1.1) se traduit par I'inégalité de Holder dans L2(€2).

2. Soit H un espace de Hilbert. L?(£2; H) est un espace de Hilbert muni du produit scalaire :

(u, ) L2(0; 1) :/Q(u(x),v(x))gdx

3. Soit H'(Q) I'espace défini par (espace de Sobolev ) :

ou
8xi

H' (Q) ={u|uel?Q),Vi=1,..,N, € L*(Q)}

ol % est prise au sens de distributions. Le gradient de u noté Vu est défini par :
Ju Ou ou
Vu=(=—,—,..., —).
Ox1 Oxo oxrn

H' () muni du produit scalaire (1.5) suivant est un espace de Hilbert.

(u,v):/uv—i-/VuVU
Q Q

4. I =(—3,1). On rappelle que H'(I) C C(I). Soient :

HY(T) = {u | we H'(D), u(~3) = (3) =0},
HE(I) = {u|ue HyI), g—z € Hy(I)}.

H}(I) et H3(I) sont des espaces de Hilbert avec comme produit scalaire :

[ Oudv B 0%u 0%v
(Uav)H[}(I) = , 92 Ox (va)Hg(J) = | 922 022
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5. Soit = (—3,3)%. Posons I'g = (—3,2)2 x {—1,1}. On considére (voir aussi notations)
Ht, (9) = {u| u € H'(Q) telle que u =0 sur I'y }. (1.9)

H%O(Q) est un espace de Hilbert associé au produit scalaire suivant :

/Q VuVo (1.10)

Inégalité de Poincaré-Wirtinger.

o O un ouvert connexe de classe C*; Il existe une constante C telle que : ¥u € H' ()

1
lu — —/ ul? < C/ |Vu|?. (1.11)
Q ‘§2| Q Q

e YV =(—%,2)% D= D(0,r) un disque dans Y de centre zéro et du rayon r. Il existe une constante

C telle que : Yu € HY(Y)
1
/ |u——/ ul? gc/ Vul?. (1.12)
y  IPlJp %

Soit © un ouvert connexe de classe C'. H} (Q) est le sous espace de H*(f2) des fonctions dont la
moyenne est nulle, i.e.llﬁ‘ Jou = 0. En outre, H'(Q)/R est I'espace de fonctions de H'(2) déffigies &
une constante pres.

HL(Q) et H'(Q)/R sont des espaces de Hilbert pour le produit scalaire suivant :

(u,v) 1 () :/Vqu, (u,v)H}n(Q)/R:/Vqu. (1.13)
Q Q

Soient Q = (—%,3)% u € H'(Q)?. On définit le tenseur e(u) dans (L?(£2))3*3 par :
1
e(u) = 5(Vu +' V). (1.14)

'V désigne la matrice transposée de Vu.
Inégalités de Korn

e Il existe une constante C telle que : Yu € (H'(Q2))3

1 1
(1ullrays + 1Vullfrayne)® < CllullEpeys + lle(ulIE2)0x)®. (1.15)

o Soit H%O(Q) Uespace défini dans Uexemple (1.9). Il existe une constante C' telle que :

> < C [ le(u)]* Yue (Hp (Q))°. (1.16)
Q Q

)? de centre

Cette inégalité peut prendre une autre forme. Soit D = D(0,r) un disque dans (—3, %

zéro et de rayon r et I = (—1, 1), I 1=Dx {—3}. 1l existe une constante C telle que :

1. (1.17)

/ lul> < C le(w)]* Yue HY(DxI), u=0sur T'_
DxI DxI
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Définition 1.2 : Soit H un espace de Hilbert. Une forme bilinéaire A : H x H — R est dite
i) continue s’il existe une constante C telle que

|A(u,0)| < Cullullmlfoll, Vv € H, (1.18)
i1) coercive s'il existe une constante Cy telle que

|A(u, u)| > Collul|%, Yuc H. (1.19)

Si H est un espace de Hilbert, H' désigne le dual de H.
Théoréme 1.1 (Lax-Milgram)

Soit A une forme bilinéaire continue et coercive. Alors Vv € H' il existe u € H unique tel que

A(U,ﬂ) = <U7ﬂ>H’><H VueH. (120)

Définition 1.3 : Soit (u.)->0 une suite dans un espace de Hilbert H et u € H. On dit que
z) ue converge fortement vers u et on note u. — u si

gli% ||ue — ul|lg = 0. (1.21)

i1) ue converge faiblement vers u et on note u. — u si

lim (ue, @)y = (u,0)p, ¥V u € H. (1.22)
e—0

Théoréme 1.2
De toute suite bornée dans dans un espace de Hilbert, on peut extraire une sous suite convergeant
faiblement.

Théoreme 1.3
Soit Q un ouvert borné de classe C*. L’injection H*(Q) C L*(Q) est compacte.
Convergence au sens double-échelle

Dans cette section Q = (—3,3)% et ¥ = (—3,1)%. On désigne par Cx(Y) l'espace de fonctions

définies de R? vers R continues sur R? et périodiques de période Y. On a donc Cy(Y) = C>(R?) N
Cx(Y). On désigne par H;#(Y) la fermeture de CZ°(Y) dans I'espace de Hilbert HY(Y). L’espace
H#(Y) muni de la norme induite par H'(Y') est un espace de Hilbert.

Si x = (x1,22,23) € Q, on désigne par 2’ la projection de = sur R?, i.e. 2’ = (z1,12).

Définition 1.4 : Soient u. un suite dans L?(Q) et ug € L?(Q x Y). On dit que u. converge au sens
double-échelle vers ug et on note u, —— ug si V1) € D(Q; CZL(Y))

tin, [ ey, 2 = | [ weyte. asdy (1.23)

e—=0 Jo

Si 'on a de plus

lim / e ()P = / / oz, y) [2dady, (1.24)
e—0 oJy

on dit que u. converge a double échelle au sens fort vers ug.
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Théoreme 1.4
Toute suite bornée dans L?(Q) admet une sous suite qui converge au sens double-échelle.

On dit que 1 € L?(;C4(Y)) si la fonction = +— sup [¢(z, y)| est dans L(9).
yey

Lemme 1.1
Soit ¢ € L2(;Cx(Y)), alors on a

. ! 2 2
tin [ e DR = [ [ 1wtefdedy (1.25)

Proposition 1.1
Soit u. une suite de L*(Q) telle que u. — u et uc —— ug. Alors

u(z) = /Yuo(:v,y)dy, (1.26)

et on a
lim [[ue[ 22 () = [[uollz2@@xy) 2 [lullL2()- (1.27)

Théoreme 1.5
Soit u. une suite dans L*()) convergeant fortement au sens double-échelle vers ug(x,y) et v. une
autre suite bornée dans L*(Q) et qui converge vers vo(x,y), alors ¥ ¢ € D(;CF(Y)) on a

tim, [ e(a)o(e)ote, 2 ) = [ [ wate sty s (1.28)

e=0 Jqo

De plus siug € L*(;Cx(Y)) on a

!/
lim ||u () —uo(x,%)HLz(m: 0. (1.29)

Proposition 1.2
- toute suite u. convergeant fortement vers u dans L?(Q) converge au sens double-échelle vers u(z).
- toute suite admettant un développement asymptotique u.(x) = uo(z, %,) +euy(z, %) +&2uy(z, %) +
ey 00 ui(x,y) sont des fonctions réguliéres et Y -périodiques converge au sens double-échelle vers le
premier terme de son développement ug(x,y).

Proposition 1.3

Soit u. une suite dans H'(Q).

i) On suppose que u. est bornée dans H(Q). Il existe une sous-suite, notée encore u. convergeant
faiblement vers u € H*(Q) et uc —— u(x); de plus, il eviste uy € L2(Q;H7L(Y)) telle que Vu, ——

0 0

Vu(z) + (Vyu1,0) ot Vyu = (g—Zl, %).

it) On suppose que u. et eVue sont bornées dans L*(Q). Il ewiste ug € L*(; HL(Y)) et une
sous-suite u. tels que u. —— ug(z,y) et eVu, =— (Vyup,0).

Pour la preuve de ces résultats voir par exemple [1].
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CHAPITRE 1

L’EQUATION DE LA CONDUCTION EFFECTIVE POUR UN MILIEU
PERIODIQUE FORTEMENT HETEROGENE

(Ricerche di Matematica, 2012)
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Abstract We consider the homogenization of a conductivity equation for a medium made up of a
set F. (¢ being the size of the period of the medium) of highly conductive vertical fibers surrounded
by another material (the matrix) assumed to be a poor conductor. The conductivity coefficients in the
fibers behave as Eiz while whose of the matrix behave as 2. We show that the homogenized problem
consists of an equality of the kind u(z) = m(z)f(x) where u denotes the macroscopic temperature, f

the source term and m(z) a coefficient given by solving some cell equation.

Keywords Homogenization. Anisotropy. Conductivity. Fibers
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1. Introduction

We consider the homogenization problem for the stationary heat equation when the medium under
consideration is assumed to be highly heterogeneous. We restrict ourselves to the periodic setting. More
precisely, denoting by {2 the geometric configuration of that medium and by e the size of the period of
the medium, we assume that 2 is the union of a set F. of parallel fibers whose conductivity coefficient
behaves as E% and of a set M, occupied by a second material which surrounds the fibers and whose

conductivity coefficient behaves as £2.

Denoting by xr. (respectively xr.) the characteristic function of the set xr. (respectively xr.), the
conductivity equation writes as

—div((&xr + ) Az, L)Vus)= f(z) inQ
u®=0on I, (1.1)
A(x, Z)Vu'n =0on I'y,

where A denotes the conductivity matrix, n the outer normal to 2, I'y and I'y two parts of the
boundary of 2, f the source term and 2’ denotes the pair ' = (21, z2).

Our goal is to homogenize Eq.(1.1) by characterizing the limit of u® as £ goes to zero. The limit
equation obtained by this way, called the homogenized equation, will modelize the conductivity in the
heterogeneous medium at the macroscopic level.

The main difficulty in the homogenization process of (1.1) comes from the non-uniform coerciveness
of the conductivity matrix with respect to the small parameter € due to the term e2x,,.. Nowadays
it is well known, see[2-4,9,10], that in case of lack of uniform boundedness of the associated operator,
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the homogenized equation may considerably differ from the equation of the medium at the microscopic
level and various phenomenon may appear such as nonlocal effects or memory effects.

In spite of the fact that there is a heavy literature devoted to the topic see for instance [2-4,9,10], it
seems useful to us to give an other example of a situation where the homogenized problem takes a form
which one does not expect a priori. The scales of the conductivity coefficients we choose here lead to a
quite surprinsing homogenized equation since although the conductivity in the fibers is more important
than the one in the matrix, the diffusion at the macroscopic level is not seen in the fibers at all and only
the average of the temperature outside them occurs at the limit. Actually, we prove that the sequence
uSx . converges strongly to 0 in L?(Q) and that the homogenized problem may by simply written as
u(z) = m(z)f(x) where u is the macroscopic temperature , f the source term and where the coefficient

m(z) = / i(x,y)dy, 4 being the unique solution of some cell equation (see below for details). In
Y\D

particular tile anisotropy of the fibers which usually occurs in the effective conductivity coefficient, see

[9], and [10], does not have any effect on the homogenized problem.

Curiously enough, such kind of homogenized problem appears also in other situations for instance
in the case of holes periodically distributed with Dirichlet boundary conditions on the holes, see [11]
Lemma 15.5.

In a forthcoming paper (see[5]), we will study the same problem in the framework of the linearized
elasticity and we will show the vectorial nature of the problem may change the kind of the homogenized
problem. In particular, we prove in [5] that in the framework of the linearized elasticity, nonlocal terms
appear in the homogenized problem and the anisotropy of the fibers arises in the effective elastic law.

In the sequel we make more precise the geometric setting of the problem together with the notations
we adopt.

We deal with the periodic case, the representative cell, see Fig. 1, is described as follows:

X3

1/2

The disk D(0,r)

The matrix M

Q / ) 1O

\\\ T Thefiber F
~1/2

Fig.1. The representative cell P
Let I be the interval I = (-3, 3) and let

Y = (—%,%)2, D = D(0,7), (1.2)
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be respectively the period end the disk centered at the origin and of radius r with some 0 < r < % We
define the fiber F' and the matrix M by F = D(0,7) x I and M = (Y \ D) x I; the reference cell is
then parallelepiped P + F'U M, see Fig. 1.

The reference configuration of the elastic medium is the cube Q = w X (—%, %) = w X I, where w is

a square of R?, for instance w = (] — %, %[)2 Assuming that the squar w is a partition of small squars
w? of size € > 0, we define I, as the set

I. = {i = (i1,i2) € Z*, w! € w}. (1.3)

The medium 2 is made up of two different materials: a set F. of parallel fibers of radius re,
0<r< %, periodically distributed in 2 with a period of size € and a second material located in the set
M. = Q\ F. surrounding the fibers. More precisely, we define:

The disk D, the fiber F!, the set F. of all the fibers contained in €2, the cell Y7, the matrix M and
the set M, of all the matrices,

DL =eD(0,7) +e(ir,iz), Fi=DixI, F.=|]F. (1.4)
i€l

Yi=wixI, M!=Y!\F, M.=Q\F.=|]JM. (1.5)
el

so that we can write:

Q= J =F|JM.. (1.6)

€Y}

We assume Dirichlet boundary conditions on the upper and the lower faces of €2 respectively denoted
by Q1 = w X {3} and Q1 =wx {—1}. More precisely, we set:

Q=wx(-3%,3)=wxI, (1.7)
e '

To=Q_1UQ:;

(0 stands for the homogeneous Dirichlet condition ans N for the Neumann condition).

If K = (K1, K, K3) is a vector in R?, we denote by K’ the vector K’ = (K1, K») while K3 denotes
the last component of K.

The macroscopic variable will be denoted by y = (y1,y2) (notice that there is no fast variable in
the vertical direction) and we denote the generic point of R® by 2 = (z/, x3) where 2’ = (21, 22). The
gradient of a function ¢(z,y) with respect to 2’ will be denoted by V’t(z,y) while its gradient with
respect to y will be denoted by Vi(x,y).

The characteristic function of a measurable set B will be denoted xp and its Lebesgue measure by
|B|.

Let A(z,y) be a 3 x 3 matrix satisfying the following assumptions: for almost all € Q and for all
y €Y and for all £ € R3,

Vi,j=1,2,3 y— A;j(z,y)is Y — periodic, (1.8)
Im >0, Az, y)e€ > mléf?, (1.10)

where Cx(Y) denotes the space of continuous Y-periodic functions on R2.
Assume also

feL*9). (1.11)
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The goal of this paper is to perform the asymptotic analysis of problem (1.11) as € goas to zero in
order to obtain the homogenized problem.
Let us define

HH(Q) ={6c H(Q): ¢ =00n Iy} (1.12)
One can then write problem (1.1) in a variational form:
u € HL(Q),
Jo <E%XFEA(5L‘, %/) +e2xm. A, %))Vuevgf)(l‘)dl’ = [, fodz, (1.13)
V¢ € Hp(Q),

The existence and the uniqueness of solution u® of (1.13) for each ¢ > 0 immediately follow from
the Lax-Milgram Theorem.

Our approach is similar to the one used previously in [9.10]: we use the two-scale convergence tech-
niques, see [1,6-8] in order to get a preliminary version of the homogenized equation mixing both the
microscopic and the macroscopic variables. In a second step, we derive the final version of the homoge-
nized equation involving the macroscopic variable only. Note that the first version of the homogenized
equation suggests also a corrector for the solution u¢ of (1.1).

We denote by D(K) the space of infinitely differentiable functions with compact support in the
open set K and by H#(Y) the space of functions in H} ,.(R?) which are Y-periodic. Similarly, Cyx(Y),
(resp. Cg°(Y)) denotes the space of continuous (resp. infinitely differentiable) functions in R? which
are Y-periodic.

We denote by H}(I) the subspace of functions in the one dimensional Sobolev space H!(I) which

vanish for x5 = {—%, R

The notation H'(D)/R is used for the space of functions in H'(D) up to a constant with respect
to y while H} (D) denotes the subspace of H!(D) of functions with zero average over D.

The following spaces will be helpful in the first formulation of the homogenized problem:

U={u’ e (L*(HLY)), u’=0in Qx D}, (1.14)
U=1L*Q;H (D)/R), (1.15)
Z = L*(w; Hy(I)). (1.16)

For the sake of brevity, we set:

S=UxVxZ. (1.17)

The parer is organized as follows: we state the main results in Sect. 2; in Sect.3 we prove some
apriori estimates which will be used in Sect. 4 in order to prove the two-scale convergences (2.2)-(2.7)
together with Theorem 2.1.

2 Statement of the results :

To give the homogenized problem, we first establish the following lemma which gives a first version
of the homogenized equation involving both the microscopic and the macroscopic variable. For the
convergence of the reader, we use the symbol ——: A sequence t° in L?(2) two-scale converges to
t(z,y) € L2 (2 x Y) (t* —=—t) if and only if:
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lim [ t°(x)¢(x, %)dm = /Q/Yt(ar,y)gb(:v,y)d:tdy, Vo e L (Q;CF(Y)).

e—=0 Jo

Lemma 2.1 Assume (1.7)-(1.77). Let u® be the sequence of solution of (1.13).
There exists
(u’,v,2) €S,

such that the following two-scale convergences hold true:
1 !, €
SVuxe — Vyuxp(y),

1 0u®
9 8133

0z ()
XF, 8:c3XD Y),

eV'uxn, —— Vyul

ous
€
D3 XM,

NN 0’

Furthermore, (u°,v, 2) is the unique solution of the problem:

(,U/O’ ,07 Z) e 87

/ A(z,y) (Va?i«v> <Va?iv> dzdy
QxD 3 Bz

O —
+ Az, y) <Vz(,)u > (Vgu> dxdy
Qx(Y\D)

/f(l‘)ﬂ(x,y)dxdy, Y(a,7,%) € S.
QJD

(2.6)

Remark 2.1 The uniqueness of the solution of (2.6) implies that the above convergences hold true for

the entire sequence u°.
The final form of the homogenized problem is given in the following Theorem.

Theorem 2.1 The sequence u® converge weakly in L?(£2) to the unique solution u of the problem:

w(z) = f(x)m(z) in Q, where m(z) = fy\D (z,y)dy,
and 4 is the unique solution of
a4 eUnLe;HY(Y)),

94\ [ .0n

a.e.x € §), Az, y) (‘%a ) (880 ) = / u(y)dy,
Y\D Y\D

Vﬂe{ueH#(Y), u=0 1in D }.

3 Apriori estimates

First, we define the following sequences in terms of the sequence u® of solution of (1.14).

1
up = —su(2)xr. (),
v¥(x) = Z v; (¥)xpi, where
i€l

05 (z) = (uf — ﬁ Jpusdz').
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We shall prove the following apriori estimates, Throughout the paper, C' denotes a positive constant
the value of which may change from line to another.

Lemma 3.1 The sequence of solutions of (1.14) satisfies the following apriori estimates:

1
/ (6—2Vu52xpa +52|Vu6|2XME)dx < C, (3.3)
Q
[u[|L20) < C, (3.4)
1
||gu§°HL2(Q) <, (3.5)
el|lu 1) < C, (3.6)
|[0%||L2() < C. (3.7)
Proof Let us put
1
J. = / <5—2|Vu6|2xpe + €2V’u,62XME)d£L'. (3.8)
Q
By virtue of the Poincaré inequality, there exists a constant C' such that:
1 1
[ wbaysc[ |vopdy voeHDxI). o) =ow ) =0 (39
DxI DxI

Due to the Dirichlet boundary condition satisfied by u®, we can apply inequality (3.9) with ¢(y, z3) =
u®(ey + i, x3), so that using the change of variable 2’ = ey + ei together with definition (1.4), we get

forall0 <e<1:
€\2 2107 ez, 19U |2
(u)?de < C e\ Vouf|” + | =—|)dze < C |Vu®|“dx. (3.10)
: Ft O3 Ft
Summing up over i € I, and dividing by €2 the last inequality, we get with the help of definition

(1.4):
1.4 /Fgl( )dw<C’/ <2V’ 2+ 1‘8u |2>d <C’/ IV |?de < C.J.. (3.11)

On the other hand, by virtue of the Poincaré-Wirtinger inequality, there exists a constant C' such

that:
b i /g2 !
[ (o5 [ oan) avc [ 190kan voe ) (3.12)

Choosing in (3.12) ¢(y, z3) = u°(ey + ei,x3) for y € Y and using the change of variable 2’ = ey + ¢,
we get by virtue of the definition of w! (see the first equality in (1.5)):

wE

so that intergrating over I, summing up and recalling that Q = |
with the help of (3.13):

[wrsc(s [

da: +Z/
i€l :

< C(fg | ViusPde + e p [ |u5|2dx) < CJ,.

2
1
ut — ] wfdy'| da’ < C | Vit Pda. (3.13)

k3
We

- i
iel. Y = Uiels wi x I, we deduce

o, sd‘””')zd“’“)

utda’

|Dz| Di

(3.14)
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Therefore, taking ¢ = u® in (1.13), we get thanks to (3.14) and to hypothesis (1.10):

mdJe < / futdr <||fllrzol[u[|z20) < OV e, (3.15)
Q

in such a way that the following estimate obviously takes place:

J. <C. (3.16)

Estimate (3.16) is nothing but estimate (3.3). Estimate (3.4) follows from (3.14) and (3.16). Estimate
(3.5) is a consequence of (3.11) and (3.16). Estimate (3.6) is a consequence of (3.16) and the Poincaré
inequality:

leul[r2(0) < CleVur|lgr) < CUe. (3.17)

It remains to prove estimate (3.7). To that aim, we use the following Poincaré-Wirtinger inequality:
There exists a constant C such that

1

H¢>—W

/D odyl| 2oy < ClIVydllepy Vo H(D). (3.18)

Using once again the change of variable ¢(y, z3) = u®(ey + €1, x3) and integrating over I, we get from
(3.18):
1
/ (uf (', 23) — == UE(.’E/7.T3)d.Z'/)2d$/dZ'3 < 062/ |V uf|2da’ dus. (3.19)
DixI |DE| Jp: DixI

Since Q = w x I and F! = D! x I, we deduce from (3.19)

2
fDéX[(ua(:t/,xg) — ﬁ ng Ua(l‘/,l’g)dlil) Xp: (¢')dx'dx3

3.20
§C€2/ |V uf | da’ dxs. (3.20)
Q

Hence using (3.16), we get estimate (3.7) after dividing (3.20) by £* and then summing up with respect
toi e I..

4 Proof of the results

Proof of lemma 2.1
It is well known (see[1]) that from estimates (3.3) and (3.4) one can deduce the existence of u" €
L?(Q; Hy(Y)) such that
uf —=—u(z,y) and eVu® —— V,u°. (4.1)

On the other hand, estimate (3.3) implies that the sequence %g—g; Xr. is bounded in L?(2) so that

€

z € L?(w; HY(I)) and a subsequence of ¢ such that

the sequence 1u§c where uf} is defined by (3.1) is bounded in L?(w; HY(I)). Hence, one may find

1
gu§ — 2z in L*(w; HJ(I)). (4.2)
(From (4.2) we immediately obtain
u§ — 0 strongly in L (w; Hy(I)). (4.3)
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so that passing to the limit in the equality
[ @) = [ —su@nswn . (4.9
Q €

S Q r2

where ¢ is any element of D(2) and v is any element of D(D) (extended by Y-periodicity to the whole
of R?), we get with the help of (4.3) and of the two-scale convergence uxr. (z') = ’U,EXD(%,) ——
u®(z,y)xp(y) which is an immediate consequence of the first two-scale convergence in (4.1):

0= /ﬂ /Y WO (2, 9)x 0 (1) () (y)dady, (4.5)
which implies that

u(z,y) =0 in Qx D. (4.6)

Therefore we have proved that
u’ e U. (4.7)

Convergence (2.4) follows immediately from (4.1). To get convergence (2.5) it is sufficient to use
estimate (3.4) and then to pass to the limit in the following equality

ou® ! ) z
/96823 (@)xar. 0 (z, %)dx /QSU XM~ 0 (z, )d:v -0, (4.8)

for all test function ¢.
The proof of convergence (2.2) relies on the estimates (3.7) and (3.3) from which we deduce

1
/Q 5—2|V/u6\xidx <C. (4.9)

JFrom (3.7) we get the existence of a function v € L?(2xY") such that v —— vxp(y) while estimate
(3.9) implies existence of a vectorial function K = (K1, K3) € (L*(Q x Y))? such that £V'uxp ——
Kxp(y). Bearing in mind the definition (3.2) of v* and taking a test function in the form ¢(z)v(y) €
D(Q)®D(D), 1 being extended by periodicity to the whole of R? we get with the help of an integration
by parts in each small disk D! (note that 1 vanishes on the boundary of D’ as a Y-periodic function
which vanishes on the boundary of the generic disk D):

e oy
/Z/l = za \Dé\ edx)d)(x)w(%)dx (4.10)
/z/ - i L s ol g (2)
A(gu€¢ 9% qbiaa;i(x ))da.

Passing to the limit, we easily obtain with the help of the previous covergences:

/Q/DKa(fvvyW( y)dzdy = — /Q/ v(z,y)b w()dwdy (4.11)

Since by deﬁnition K, belongs to L*(Q x D), the last equality clearly shows that v € L*(; H' (D)) and
that K, (z,y) = (x y). Note that since v arises only through its gradient with respect to y, one can
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assume without loss of generality that v is defined up to a constant with respect to y or equivalently
its average over D is equal to zero.

We now prove convergence (2.3) in a similar way. Since the sequence 2 Lufxp, is bounded in L2(Q),
we can find Z(z,y) € L*(Q x D) such that up to a subsequence, 1u® XF —— Zxp(y) so that using
the same kind of test function as in the proof of convergence (2.2), we get thanks to an integration by

parts:
1 0u® 10u x’
/anxa saiia /Z/zeaxa (?)dx

1,00 (4.12)
Z —u 5 ( ))dz.
zGI ¢ Yo
so that multiplying by e, we deduce the equality
1 Ouf x’ 0¢ 1 o
- - d - — € eV — —u® € — d . 413
[ 25 xro@ (D = = [ (uxpev g + ozu g (S)ds (113)
Bearing in mind that 1 g;‘ Xr- is bounded in L?(Q), we get by passing to the limit in (4.13) as ¢ — 0:

0= / / Z(z,y)o d) ( Jdzdy, VYa=1,2. (4.14)

Equality (4.14) holds true for arbitrary ¢ € D(Q ) and ¢ € D(D). This means that z does not depend
upon the variable y € D and since the sequence 2% G- xre converges weakly in L?(w; Hg(I))to mr?z by
virtue of (4.2), we deduce that z = z.

Convergence (2.3) is then an easy consequence of the two-scale convergence
since there is no fast variable in the x3-direction.

Before we proceed to finish the proof of lemma 2.1 by giving the homogenized problem, let us remark
that the previous two-scale convergences suggest the form of the test functions we have to choose in
Eq. (1.13) in order to passe to the limit. Indeed, in view of the two-scale limits obtained above, we are
led test function which are sufficiently regular and behave like u°(x, %/) +ez(x) + 20 (x, %,) However,
such test functions would lead to terms involving V/ z(z) which doesn’t appear in any of the above
two-scale limits. Actually, such terms do not arise in the limit problem as we shall prove it. The proof
of that result relies on the following lemma.

i_g;‘ xre —=— z(x)xp(y)

Lemma 4.1 The two-scale limit o(z,y) € (L*(Q x Y))? of the sequence 1[A(z, %/)Vus] "\ (see the
notations defined just after (1.7)) satisfies the following property.

/ o(x,y)dy = 0. (4.15)
D

Proof
Let us remark that one can check easily by the use of the regularity hypothesis (1.9) on the matrix A

Yy
together with (2.2) and (2.3) that the two-scale limi o (x, y) is actually given by [A(z,y) <V62’U) }/Xp(y)
das

The existence of the two-scale limit o € (L?(Q x Y))? is a consequence of the estimate (3.3) and
of the hypothesis (1.9). Taking a test function in the form e2¢(z)y (%) where ¢ € D(Q) and where

£

1 € D(Y) is such that Va = 1,2, % =11in D, we get after passing to the limit

/w/p U“%dy¢(x)dx = /W/D ody¢(z)drdy = 0,V = 1,2.

(From which we get easily the desired property, since ¢ is arbitrarily choosen in D().

36



We are now in position to end the proof of Lemma 2.1.

End of the proof of Lemma 2.1

Let ¢ be a test function in the form ¢(z) = u%(z, %,) +ez(x) + %o(x, %,) where 4%(z,y) € {u €
D(Q;HY(Y)), u = 0in Qx D}, z € D(Q), v € D(Q;D(D)). Extend @’(z,.) and @’(z,.) by Y-
periodicity to the whole of R?. Using such test function in Eq. (1.3), we get

/

"1 1
/ ([A(:v, ) =Vurx ) (Vo2 + Vit + V!0) + [A(z, =)= Vu y pe]
Q €'e e’e 3

(& + e 22)[Alw, i)gVuEXME]/(gv',aO + V4@ + 2V,z + e3V40 + 2V 0) (4.16)

+[A(£L',?)EV’U,EXME] (e S +5259; +£3§;d )dx—/f O+ ez(z) + £20)da.

T3

Denonting by A* the transpose of the matrix A, hypothesis (1.9) allows us to consider terms such as
VIZ4+eVio+Vio\ . L
[A(z, Z) 5z o5 7 || as admissible test function in two-scale convergence (see [1]) so that
925 T €0z,
using convergencgés(2.2)—@.5) and Lemma 4.1, we immediately obtain the limit problem (2.6) first for
regular test functions and then for test functions in & by the use of a density argument. Note that the
existence and the uniqueness of the solution of (2.6) may be obtained directly by the use of the Lax-
Milgram Theorem in the Hilbert space S equipped with the norm ||(u°, v, 2)||* = ||Vyv||?L2(QxD))2 +
||8ZK3 ||L2(QX + ||Vyu0||(2L2(QX(Y\D)))2. This completes the proof of Lemma 2.1.

We now give the final form of the homogenized problem by proving Theorem 2.1.

Proof of Theorem 2.1
Choosing @ = 0 in (2.6), we get

(v,2) €V X Z,

Vv V’
A(z,y) ( s ) ( ) dxdy =0, VY(u,v)eVxZ. (4.17)
QxD 613 613
Taking (@,v) = (u,v) in (4.17) and taking into account the coerciveness of the matrix A, we deduce
easily from (4.17) that (u,v) = 0.

On the other hand, it is easy to check that u° which is the unique solution of the equation (take

(@,3) = (0,0) in (2.6))

u®
V! ul V'
y v ) dad
/ o ><0)<0)” (4.18)
/ y)dzdy, VueU.
may be written as u®(x,y) = f(z)i(z,y) where 4 is the unique solution of the elementary problem

weun LOO(Q;H;E(Y))7
I /=
/ Az, y) (Vw) (VyU) dy/ udy, Viu€{ue Hy(Y), u=0in D}. (4.19)
(Y\D) 0 0 y

To prove the existence and the uniqueness of 4, it suffices to apply the Lax-Milgram Theorem in the
space {u € H,(Y), u=0in D} endowed by the norm |[u| = ||V, u|z>(y\p))2- On the other hand,
due to hypothesis (1.9), one can check that @ actually belongs to L>(Q; Hj(Y)). Furthermore, it is
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well known that the weak limit u in L*(Q) of v is given by u(z) = [, u®(z,y)dy = fy\D ul(z, y)dy.

Using the above expression of u°, we deduce

u(z) = f(z) /Y 0= F@m), (4.20)

so that the homogenized problem may be formulated as in Theorem 2.1.
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Abstract

We study the homogenization of the linearized system of elasticity standing for the equilibrium
equation of a highly periodic heterogeneous elastic medium submitted to small deformations and made
of two different materials: a very rigid material located in a set F. ( € being the size of the period of
the medium) of vertical fibers surrounded by another soft elastic material localized in the set M. The

1
ratio between the coefficients of the elasticity tensor of the two materials is assumed to be —. We deal
€

with the general case without any special assumption on the material such as isotropy.

Key words : Homogenization, anisotropic material, elasticity, fibers
AMS classification : 35B27, 35B40, 74Q05

1. Introduction

This paper is devoted to the study of the homogenization problem of an elastic highly heterogeneous
medium submitted to exterior forces. We restrict ourselves to the case of small displacements for which
the equilibrium equation is nothing but the linearized system of elasticity. Such problem was intensively
studied by many authors in the recent years under various assumptions and in various geometrical
contexts, see references [2]-[6] and [13]-[18]. However, in the most papers listed above at least when the
geometry of the medium is similar to the one we consider here, assumptions on the symmetry of the
elasticity tensor are made. Such is the case for instance in reference [2] where the same problem as our
was addressed with exactly the same geometry but the study was restricted to isotropic heterogeneous
materials.

The main goal of the present work is to handle with general heterogeneous medium including
anisotropic ones. As usual in that framework, supplementary difficulties appear in the homogeniza-
tion process which leads in general to more complicated effective elasticity coefficients. Due to the
choice of our scales which favour the microscopic displacements inside the fibers, it is natural to expect
at the limit an effective law giving rise uppermost to the global displacements in the fibers. For this
reason the anisotropy of the soft material ( the matrix ) surrounding the fibers doesn’t play any spe-
cial role except for the effective elasticity coefficients which involve the average of the entirety of the
elasticity coefficients including those of the type Aasss or Aasys (o, 7,6 € {1,2}) which vanish in case
of orthotropic materials. In particular, the choice of the boundary conditions doesn’t have any impact
on the effective elasticity coefficients for the part of the energy outside the fibers. On the contrary, the
boundary conditions play a crucial role in the description of the macroscopic displacements in case of
anisotropic fibers. We show here that the full anisotropy requires the introduction of a new vectorial
variable v = (—c¢(x)ys2, c(x)y1, v3(z,y)) (¥ is the microscopic variable) which, roughly speaking, debriefs
about the coupling between the flexion and the torsion in the fibers, ¢(x) being the angle of the torsion.

Furthermore, we show that the impact of that coupling on the effective law in the case of a body
clamped on both of its two opposite (with respect to the vertical direction z3) faces considerably differs
from the case of a single clamped face; the effective equilibrium equation derived in the first case involves
nonstandard terms inherited from the zero average of the part of the gradient of the displacements u®
corresponding to the vertical direction z3 which requires that ¢ keeps the same vanishing property; in
the case of a body with a single clamped face, the latter is not required so that the nonstandard terms
do not appear in the homogenized equation.

Let us point out that the coupling variable v(z,y) is not due to the homogenization process itself
but rather to the local dimension reduction 3d — 1d to which the fibers are subjected. Indeed, when one
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consider solely a 3d — 1d reduction dimension problem in a single fiber ( a cylinder) a coupling variable
v(x) = (—c(x3)x2, c(x3)r1, v3(2)) due to the full anisotropy of the cylinder appears in the limit problem
corresponding to the one-dimensional model as shown in [11]. Hence, it is then natural to expect such
coupling when homogenizing anisotropic medium where the main material is located in the fibers as
here and the present work shows that the coupling variable v = (—c(z)y2, ¢(z)y1, vs(z,y)) appears as a
consequence of the effect of the anisotropy on the reduction of the dimension 3d — 1d at the microscopic
level.

Let us emphasize that the choice of the ratio between the elasticity coefficients of the two materials
plays a key role in the form of the homogenized problem; for instance, one can choose a ratio for which
the anisotropy of the fibers does not play a decisive role in the effective law as noticed in [19] for the
conductivity problem.

The choice of the ratio is also a decisive factor as regards to the nonlocal nature of the limit problem
as well as to the increasing of the differential order of the energy at the macroscopic scale as already
pointed out in the isotropic case both in [2] and in [14]. For instance, there were nonlocal effects in the
problem addressed in [14] due to the assumption that the radius r. of the fibers is very small compared
to the size ¢ of the period. Since we have chosen the same scales as those of [2], we shall of course
recover here the nonlocal effect together with the increase of the differential order of the energy already
obtained there in the heterogeneous isotropic setting.

To give rise to the effect of the anisotropy in the effective elastic law, our argument relies on a
special partial Korn inequality used also in [9] in order to obtain error estimates in the 3d — 1d reduction
dimension in linear elasticity. The proof of that inequality will be reproduced in the appendix for the
reader’s convenience. We shall use two-scale convergence techniques, see [1], [12] and [7].

Before going on further description and comments on the limit problem, let us make more precise
the notations and the geometry of the medium.

X3

1/2

The disk D(0,r)

The matrix M

T ThefiberF

\ -1/2

Fig.1. The representative cell P

O/Q O
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The representative cell P of the medium can be described as follows:
Let I be the intervall I = (—3, ) and let

11

Y=053

)2, D= D(0,r), (1.1)
be respectively the period and the disk centered at the origin and of radius r with some 0 < r < % The
fiber F' and the matrix M are defined by F = D(0,7) x [ and M = (Y \ D) x I so that the reference
cell is the parallelepiped P = F U M, see Fig.1.

We assume that the reference configuration of the elastic medium is the cube 2 = wx (—%, %) =wxl,
where w is a square of R?, for instance w = (] — 3, 1[)%. We assume that the square w is a partition of
small squares w? of size € > 0 and we define I. as the set

I. = {i = (i1,i2) € Z%, w! Cw.} (1.2)

The medium €2 contains two different elastic materials: a set F. of parallel fibers of radius re, 0 < r < %,
periodically distributed in  with a period of size ¢ and a second material located in the set M, = Q\ F
surrounding the fibers. More precisely, we define:

The disk D, the fiber F!, the set F. of all the fibers contained in (2, the cell Y7, the matrix M} and
the set of all the matrices M.,

D! =eD(0,r) +¢clir,iz), F.=DixI, F.=|]JF. (1.3)
i€l
Yi=wixI, M!=Y!\F, M.=Q\F.=|]JM, (1.4)
i€l
so that we can write: .
Q= =FuM. (1.5)
i€l

We assume that only density forces act on the medium and we take Dirichlet boundary conditions
on the upper and the lower faces of () respectively denoted by Q3 = w x {3} and Q_; = w x {—3}.
More precisely, we set :

Q=wx (-
I'o=90_

)=wx 1,

; I'v =00\ T,

| —

1
27
uQ

(1.6)

Nl=

1
2
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(0 stands for the homogeneous Dirichlet condition and N for the Neumann condition ).

The fast variable will be denoted by y = (y1,y2) (notice that there is no fast variable in the vertical
direction) and we denote the generic point of R3 by x = (2/,x3) where 2’ = (21, 22). Throughout the
paper Latin indices i, j, k, [, ... run over the set {1, 2,3} and Greek indices «, 3, ... (except € which takes
its values in a decreasing sequence of positive numbers) run over the set {1,2}.

The Einstein summation convention with repeated indices will be used unless otherwise stated.

The characteristic function of a set B will be denoted by xp and its Lebesgue measure by |B|.

Let A be a fourth order tensor with coefficients A;;x; satisfying the following hypotheses : for almost
all (z,y) € Qx Y, forall i,j,k,1 € {1,2,3} and for all symmetric 2 x 2 tensor e = (e;;),

Aijit = Ajirt = Akaig (L.7)

y — Ajju(z,y) is Y — periodic, (1.8)
Ajji € L7(; Cy(Y)), (1.9)

Im >0, Az, y)ene; > me;jeq, (1.10)

where Cx(Y) denotes the space of continuous Y-periodic functions on R2.
Given

fe (), (1.11)

we consider the following equilibrium equation for the heterogeneous elastic medium described above
subjected to small deformations:

1 / :
— div ((Gxm + ) Ale, =) e()) = fla) in ©,
u® =0 on Iy, (1.12)
/
A(m,%)e(ua)nzo on Ty,

where e(u®) denotes the strain tensor and n the outer normal to 2.

Our goal is to homogenize system (1.12) by describing the asymptotic behaviour of the solution u°
of (1.12) when ¢ tends to zero. The corresponding limit problem or the so-called homogenized problem
will modelize the macroscopic properties of the medium.

Setting,

HE(Q)={pe H'(Q):¢=0 onTe}, V=(Ht(Q) (1.13)

problem (1.12) may be written in a variational form:
u® €V,

/Q(E%XFEA(;E, %/) +e*xn. Az, xz/)) e(ue))e(dﬂ(l‘) de = /Qfgb dz, (1.14).

Under hypotheses (1.7)-(1.11), we get easily for each fixed £ > 0, the existence and the uniqueness
of the solution u® of (1.14) by the use of the Lax-Milgram Theorem.

The natural sequence associated to the energy by (1.14) is equivalent by virtue of the above hy-
potheses on A to

1
(;XFE le(u)[?+e|e(u)|*xar. ) dz. This sequence is shown to be uniformly bounded with respect

to € thanks to the specific geometry of the medium together with the boundary conditions more precisely,
we have to assume homogeneous Dirichlet condition at least on one of the two faces 2_ 1 or Q 1. The
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same calulations allow us to prove that the sequence u. is bounded in the (L*(Q))3-norm, see estimates
(3.19) and (3.21) below. However, the latter apriori estimate is not sufficient to characterize all the
components of the homogenized tensor. Actually, it turns out to be necessary to use a more intricate
argument in order to characterize all the limits we need to describe the effective properties for general
heterogeneous materials including anisotropic ones. The main difficulty relies on the limit of the two

1
sequences —X . €q3(ue) for o = 1,2. As already seen in the simple case of the reduction dimension

problem, see [11], the limit of such sequences do not vanish for anisotropic materials and they give rise
to the new variable v(z, y) pointed out above.

The variable v turns out to be zero as soon as the fibers are made up of orthotropic materials which
present a symmetry leading to have some coefficients of the elasticity tensor A to be equal to zero; more
precisely, for such materials ( including isotropic ones) one has

Aa3'y6 = Aa333 = 07 v a, 7, d = 17 2. (116)

The homogenized problem involves the displacements z = (z1,22) of the fibers. The component z3
reduces to zero due to the chosen scaling which allows us to prove via the Korn’s inequality that the

1
sequence —u5xr. is bounded in L?(Q) so that u5x g, strongly converges to zero in L?((2).
€

Of course, the nonlocal nature of the homogenized problem already pointed out in [2] still holds true
in our context; this nonlocality is illustrated by the gap between the displacements z of the fibers and
the average u of the local displacements of the soft material sourrounding them; for more details see
Remark 2.2 below.

Our approach is completely variational and we shall take advantage from the linear character of
the problem to give the so-called corrector for the microscopic displacements u®; this corrector arises
naturally through the first formulation of the limit problem (Theorem 2.2) which combines the mi-
croscopic variable y with the macroscopic one x. Making use of the linearity, the first formulation of
the homogenized problem will be transformed into a form involving only the macroscopic variable x.
This will be done by introducing some elementary problems (Theorem 2.3) allowing us to eliminate the
microscopic variable y so that we are led to the final form of the homogenized problem (Theorem 2.4).

The first formulation given by Theorem 2.1 also provides a corrector result for the displacements
u%; this point is discussed in Remark 4.1.

Throughout the paper, we use the notation z?, y, if* for the point obtained respectively from

x, y and i by a rotation of angle Z in the transversal plane; hence 2% = (—xa, 1), ¥¥ = (—y2,11),

2
i = (—ig,i1) if @ = (21, 22,23),y = (y1,y2) and i = (iy,42).
R

Similarly, for each ¢ > 0 and for each i = (i1,i3) € Z2, we set : 25 = —— — i 5o that 25f =
€
R
x
@ B Va=12
Due to the geometry we consider here, the macroscopic variable ys never arises throughout the
paper; The following components of the strain tensor e(¢) are the only ones we shall use throughout

the paper:

9

1,06, O
ebp(@)@) = 550 + T wy)

1,00 O
car(@)(@9) = 5 (5% + 50%) ),
exa(0)(,1) = 522 (0.)

In order to bear in mind that the derivatives are taken with respect to the variable y, we keep the
subscript y in e? 5 even there is no bidimensional displacement at the macroscopic level throughout the

paper.
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egﬁ (d)) €a3 (d))
ea3(9) e33(9)

(u1, ug,uz) will be denoted by (uq, uz) where the subscript « is understood to be an element of {1,2}.
If A denotes a fourth order tensor then the product of the 2 x 2 tensors Ae(¢) and e(1)) defined by

Ae(o) e(y) := Z(Ae(d)))ij (eij(¥)) will be also briefly denoted as:

%,J

(D) cas(®) (@) cas(@) (€p(¥)  eas(®)
Ae(9) ‘3(“’)—‘4(%@(@ e3§<¢>) e(¢)‘A(ea§<¢> e3§<¢>)<e£<w> e3§<w>)‘

For the sake of brevity, we also use the notation e(¢) = < ), while a vector u =

We denote by D(K) the space of infinitely differentiable functions with compact support in the open
set K and by H(Y) the space of functions in Hlloc(]RQ) which are Y— periodic. Similarly, Cx(Y),

(resp. CZ°(Y)) denotes the space of continuous (resp. infinitely differentiable) functions in R* which
are Y-periodic.
We denote by H}(I) the subspace of functions in the one dimensional Sobolev space H!(I) which

11
vanish for x3 € {—5; 5}, the space HZ(I) denotes the subspace of HJ(I) of functions with derivative
in H}(I).
The notation H'(D)/R is used for the spaces of functions in H'(D) defined up to a constant with

respect to y while H} (D) denotes the subspace of H(D) of functions with zero average over D.
The following spaces will be helpful in the first formulation of the homogenized problem:

U= (e (LA HL(Y))®, Vi=1,2,3, «) =0nQx D}, (1.21)

{ Y= {v(sc,y) = (va(x,9), v3(2,y)), vs € L*(Q; H' (D)/R), (1.22)

Ac € L2 (w; Hy (1), va(w,y) = c(x)ys inQ x D},

W = {w(z,y) = (walw,y),0) : wa € L*(Q; HY (D)), / (y1w2 — yowr) dy = 0, a.e. in Q},  (1.23)

D
Wo = {w = (w1,w2,0) : wy € HY, (D), / (y1w2 — yowr) dy =0 }, (1.23")
D

Z = {2(2,y) = (2a(@), Zs(z,y)) € (L*(w; HA(I))® x L*(w x D; HA(I)) :

(1.24)
Jzz € LA (w; HY(D)), Zs(z,y) = —ya%(:ﬂ) + z3(z) in Q x D}.
3
For the sake of brevity, we set:

S=UXVXWxZ. (1.25)

We shall use the two-scale convergence technique (see [1], [12]) which seems a good tool for homog-
enization problems in the periodic setting. For the definition and the main compactness result we refer
to [1].

The paper is organized as follows: we state the main results in section 2; in section 3 we prove some
apriori estimates which will be used in section 4 in order to prove the two-scale convergences (2.2)-(2.7).
We prove Theorems 2.1-2.4 in section 5. Finally an appendix is devoted to the proof of the partial
Korn inequality (3.23).

2. Statement of the results
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The following theorem which involves the microscopic variable y together with the macroscopic one
x is the first version of the homogenized problem. The two-scale convergence will be denoted with the
symbol ——.

Theorem 2.1
Assume (1.7)-(1.11). Let u® be the sequence of solutions of (1.14).
Then
there exists (u’,v,w, z) € S such that : 2.1)
us, ==z +ul, (@ =1,2), u§ —— ul. .
Moreover, for all a, f = 1,2, the following convergences hold true :
1 . y
geaﬁ(u )XF. —— eaﬁ(w)XD(y)a (2.2)
1 . 1,0vs  Oc p
Zea BN e B : 2.3
~cas(u)xF. 2(8% + g Y )X () (2.3)
1 073
— [N 2.4
e33(u)Xr. T xp(y), (2.4)
eeap(u)xar. —=— €%5(u’)x(\0)(¥), (2.5)
1 0ul
ceas(u)xn, —— 5@2)((1/\13) (v), (2.6)
cess(u®)xn. —— 0. (2.7)
Furthermore, (u°, v, w, z) is the unique solution of the problem :
(u’,v,w,z) €S,
v c — 1(0v ac
/ A (f/’ilg(gv %(873 + aa—xggf)) eiﬁ(? 3 (g2 + a—xgy?) do dy
v c . R o ac 4
QxD 3 (52 + o5vh) G 3(52 + pova) G
ey UO la_ug ey U l% (28)
+/ A ( aﬁg au)‘) 2 9o ( aﬁl(a’zl,g 269% ) dz dy
Qx(Y\D) 255 0 2 0ya
— [ [ Gale)@alirg) + 20(a) + fa(@)9) da dy, ¥ (@ o.w,7) € S.
oJy

Remark 2.1
The uniqueness of the solution of (2.8) implies that the entire sequence u® satisfies the above con-
vergences.

Note also that the previous Theorem provides a corrector result which loosely speaking means that
an asymptotic expansion of u® may be obtained in terms of the limits u°,v,w and Z. We give more
details in this direction in Remark 4.1 below.

Defining u € (L?(2))3 as the weak limit in (L?*(2))? (see Lemma 4.1 below) of u®, Theorem 2.1
may be written in the following form which is the first step towards the final form of the homogenized
problem.

Theorem 2.2

46



Let (u°,v,w, z) € S be the solution of (2.8) and let e;,i = 1,2,3 be the canonical basis of R®. Then the
sequence u¢ converges weakly in (L?(2))3 to u := (z4(7) +/ ugdy,/ uydy) and (u,v,w,z) is
Y\D Y\D

the unique solution of the problem:
(v,w,z) €V X W x Z,

1/(0v 0 R — 1/(0v o¢c , R
/ A<6Zf(gf) 5(($Tz+8_%ga)> 6&5“”_ 5(@72*6_:;%) de dy =
SR ETR N AN

Yo 0 Ox3 Ox3

Yo

fa(®)zZo(z) dz ¥V (0,w,2) €V X W X Z,
Q

U — 2o = filx)mD(2) us(z) = fz(:t)mgl)(:v) in Q,
where for all i,j =1,2,3, mgz)<$) = / ugi) (x,y)dy andu is the unique solution of
Y\D
u e U’ N (L=(Q; HY(Y))?,
G _
ey u(l) l 3 ey u l%
aerc Q, / A aﬁ( ()i) 2 OYa ( 01,81(67)13 2 0Ya ) dy
Y\D 19u5” 5,0 0

2 OYa

= / et dy, Vuef{ue (Hy(Y))? uw=0 inD}.
Y\D

Remark 2.2 . .

Let us note that the equations u, — 24 = fi(:t)m(of) (), wus(z)= fi(:t)mg) (z) clearly show the gap
between the displacements z over the fibers and the displacements u over the matrix. The nonlocal
nature of that equations is due to the fact that the displacements z and u never coincide since the
coefficients m(") cannot all vanish simultaneously. Indeed, taking ¥ = @ = z = 0 in (2.8) and using a
localisation and a density argument through test functions in the form u(z,y) = ¢(x)y(y) € D(Q) @
D(Y \ D) we obtain that u° fulfills the following equality:

oul oul
eop(u’ %ay_i enp(u?) %ﬁ
A 1 Ou? 1 ou? dy
(Y\D) 552 0 = 0

:/ fa(2)ul (2, y) + f3(z)ud(z,y) dy, ae. x€Q.
(YA\D)

(2.10)

Since A is strongly elliptic, equation (2.10) clearly shows that the three components of / u®(z,y)dy
(Y\D)
cannot vanish simultaneously unless u = 0 but this eventuality is excluded.
This remark implies that it is not reasonable to expect a formulation of the limit problem which

does not contain simultaneously at least z and wu.
The variable v = (c¢(z)yf, v3) occurs in the homogenized problem only for anisotropic materials since
the symmetry hypothesis (1.16) implies that v = 0. We state that property in the following corollary.

Corollary 2.1
Assume that the tensor A satisfies assumptions (1.7)-(1.10) and (1.16). Then the variable v is equal
to zero so that the homogenized problem (2.9) contains only the variables (u,w, z) .

The following theorem is another step towards the final form of the homogenized problem. It states
mainly that the variables (v, w) may be expressed in terms of the horizontal displacements z, in the
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fibers. As a consequence, we shall derive the final form of the homogenized problem which contains
only the variables u and z.

Theorem 2.3
Let (u,v,w, z) be the solution of problem (2.9). Then v = (c(x)yZ,v3) and w are given by:

~(a ~ 822@4 “ . 0z
va(a,y) = (057 (,) = ba (@)03(2,9)) 55 (0) + (857 (2,9) = ba(@)0a(,y)) 5> ()
3 Ox3
2 0
+a(:v)f)3(17,y)/I(ba(x/,xg)%(x’,xg) +b3(17/,$3)8—z($/7173)) dxs,
o(a', x3) = / (—(ba(a:/,t)a SO (2 t) 4 ba (2 1) 2 (2 1)) dit+
_1 8553 8$3
2 (2.11)
/Isa(l‘/ t) dt/(b (', )%(1’/ x3) + bs(a', )%(LL‘/ z3)) dx
_% ) [a 7381’% sy 43 3 7381’3 sy 43 3
() “ 82Za ~(3) ~ 82’3
T3 Ox3
. 0?2, 0z
+a(x)w(x7y)/I(ba(x’,xg)a—xg(x/7:c3) +bs($/,$3)a—;’($/ax3)) dxs,
where (ﬁéi), ™) and (i3, 1) are the unique solutions of the elementary problems:
(@57, 6 € L= (Q; HY (D)) x L= (W),
v (i) 1008 Y () 1w
[oaf S ) ay -
2 Oya “‘
0 0 [elsw) %3”3) -
A RN Ve ) dy, Y (v3,w) € H (D) x Wy, a.e.x€Q,
[0 (2 8) wvmomorn
(05, 0 ®) € L= (Q; HE (D)) x L= (2 W),
~ 85 _ I}
cas@®) 35 (Can® 3HEN L
A 1 908 10m dy =
b 2y, U 2 9y (2.13)
0 0\ (ehs(®@ 35°
A< > ( " A ve dy,
L0 -1 10m
Y (v3,w) € H: (D) x Wy, a.e. x€Q,

(D5, 0) € L>(Q; Hy,, (D)) x L (2 W),

(o) 3D (a3 :_/A 0w} (cha®) 35T (2.14)
» N\ im0 135 0 p it ) g o)
Y (v3,w) € H: (D) x Wy, a.e.x€Q,
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The coefficients a and b; are given in terms of the elementary solutions (ﬁéi), ") and (i3,10) by :

bi
a(z) = , by = —, where
a

X g
() = [ (Aangens) + Ausoa (52 + 1)

R 81)( 2
bi(z) = / (Aasrseys(B)) + Ansyz—— 5 + Aasas€i)ya dy,
D Yy

where o = Yo, §3 = —

Remark 2.3

(2.15)

It is not difficult to see that there exists p > 0 such that for almost all x € Q, a(z) > u. Indeed,

(2.16)

by virtue of the strong ellipticity of the tensor A and of the equation (2.14) in which we choose

(v, w) = (v, W).

Remark that the nostandart terms [; ba% and [} bs aza appear only when two conditions are
3

simultaneously satisfied : the full anisotropy of the material in the fibers and the homogeneous Dirichlet
boundary conditions on both the two faces of ). Indeed, those terms are necessary to guarantee the zero
average over I of the derivative a since the previous Dirichlet conditions imply f 7 813 (2, x3)dzs = 0.

On the other hand, if one deals with non completely anisotropic materials, then the coefficients
bi(z), i = 1,2,3 vanish. Let us prove the latest for orthotropic materials corresponding to elastic

tensors satisfying the symmetry assumption (1.16) : Aa333 = Aazys =0 Va,v,6 =1,2.

We prove that bs(z) given by (2.15) is equal to zero. The proof is the same for by (z) and by(z).

Under hypothesis (1.16), bg(x) is given by (see, 2.15) :

A(3)
/ Aa3“{3 y

Let us prove that v( ) =o0. Taking w = 0 in (2.13) and v = v( ) , we get :

N 1 29 1 {
A 6Z5(w(3)) 2oy 0 2 Dys dv— | 4 0 0 0
1 IS 1 99 y= 0 -1 1 99>
p 2 83 0 2 a3 0 b 2 83
Yo Yo Yo
or equivalently :
5(3) ~(3) 94 (3)
/ Aoz?ryée 5(12}(3)) avs a3y3 avs avs — Y
D 8yo¢ 0 y 8yo¢

N[—=




since An3y5 = 0, we infer :
A ao5 0ol¥
a3vy3 8yﬁ{ 8ya

The matrix (Aa3+3)a,y=1,2 is coercive as a consequence of the strong coercivity of the tensor A; hence,

we obtain :
817(3)

0y,

which means that 8% = 0 in L=(Q; H.,(D)).
We get the same conclusion for U(V) (v =1,2) by using systems (2.12) with w = 0 and v3 = f):(;).

=0 Vy=1,2, (2.17)

We are now in a position to give the final form of the homogenized problem.

Theorem 2.4
Let (u,v,w, z) be the unique solution of problem (2.9). Then v and w are given by Theorem 2.3
and the pair (u, z) is the unique solution of the following problem:

Ug — Zq = fi(x)m((;')(x)7 us(x) = fz(x)m:(,f)(x) in Q,
where for all i,j =1,2,3, the coefficients m§l)(x) are given in (2.9) while
(21, 22, 23) is the unique solution of the problem
2
(21,22, 23) € (L*(w; HF(I)))" x L*(w; Hg (1)),

(10?2 (307 / 0%z, 02 0%%

/{;( 5 88 2 +a 5 (89;153 as I(b’ygé’[j% +b3gx3) 373
z z z

[ (o6 G+ e o [0 7 )

= /Qfézév(Z1722723) € (L2(W;HS(I)))2 x L*(w; Hy (I)). (2.18)

The coefficients b; are those defined in (2.15) while the coefficients a(V), ag ), a; are

given in terms of the elementary solutions(A( QR ), (93, ) by
aﬁ-” = / (A33aﬁkag + Assasgl) + Ass338)&idy,  Ea = —Yarba =

a; = / (Assaptas(z, y) + Assasha(z,y)&dy, &a = —Ya &3 =1,
D

(ya + 85 (2,9))), ha(z,y) = 3alyl + §2(z,y)),
)( ) os(W)(@,9), tap(®,y) = aef (W) (2, y).

andg :%(
(4)

kaﬁ<$ ) (

In the following section, we establish some a priori estimates which will be used in the next sections
to prove the main theorems.

3. Apriori estimates
First, we define the following sequences in terms of the sequence u® of solutions of (1.14).

W5 () = —u (@) xr (&), (3.1)
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co(@) = Z —cC (xs)ﬁfXDg (z'), where
i€l
(23) Jp: ((%2 —i2)uf — (2 —ir)us) da’
5 (x3) =
o Jpi (B —iq)? + (22 —ip)?) da’
w®(z) = (wi(z), w3(z)), where (3.3)
we(z) = Wi (T)X i ('), a=1,2, and
i€l
wia(e) = 5 (g — @i~ L [ g an)
(28 62 « 7 (Xe% |Dli| D; e .

We shall prove the following apriori estimates. Throughout the paper, C' denotes a positive constant
the value of which may change from line to another.

Lemma 3.1
The sequence of solutions of (1.14) satisfies the following apriori estimates:

1
[ (Gletw) P + le(w)rn) de <, (3.4)
Q

| v |l(z2(0))2< C, (3.5)

1 £
| g(uf)s 2 < C, (3.6)
el u® [l < C, (3.7)
| v | (r;02)< C, (3.8)
|| wcsx ||L2(Q)§ Ca a = 1727 (3 9)

Owi, /
[ 5y XD (") |lz2@) < C, Vo, B=1,2. (3.10)

i€l

For each a = 1,2, there exists a bounded sequence g%, in L?(§)) such that the sequence c%, + ¢ ¢ is
bounded in L?(w; H (I)).

Proof
Putting
1
J. = / (S5lew) P, +le(w)Pxar,) d, (3.11)
Q
By the Korn’s inequality, there exists a constant C' such that :
1 1
[ wPasc [ je@Pdn o e (DX NP on-z) = olnz) =0 (.12
DxI DxI

Since u® satisfies the boundary condition in (3.12), we can apply inequality (3.12) with ¢ (y,x3) =
eug, (ey + ei,x3) and ¢3(y,x3)) = ui(ey + €i,x3), so that, using the change of variable '’ = ey + i
together with (1.3) we get for all 0 < & < 1:

2+ @)+ @5 de <0 [ (X leantu)? +leasu?))

F’L
: b (3.13)

+ less(u))?) dz < C [ |e(u®)| da.
F}
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Summing up over i € I. and dividing by €2 the last inequality, we get with the help of definition (1.4):

2+ @) + 505 de < 0 [ (S heasu) + leas(u))
51 , " W (3.14)
+ 6—2‘633(u5)|2) de < C/FE 6—2|e(u5)|2d$ <CJ..

On the other hand, by virtue of the Poincaré-Wirtinger inequality, there exists a constant C' such
that :

o2 1
/Y D/¢>dy dy<c/|v o> dy, Vo € HY(Y). (3.15)

Choosing in (3.15) ¢(y, ¥3)) = u5(ey +ei,23) for y € Y and j = 1,2, 3 and using the change of variable
2’ = ey + ei, we get by virtue of the definition of w! (see the first equality in (1.4)):

|

1 . c
N Ty 2 316)

i
We

so that integrating over I, summing up and recalling that = U Y; = U cui. x I, we deduce with
i€l icl.

/ _ ujdx/)2 dx

the help of (3.16) :

/|u2dx<CZ/ |Dl|/ Edm|2+2/l

il il (317)
SC’/EQV da:+2/ us[? da.
Q2 i€l
Since u® = 0 on 'y, we can make use of the Korn’s inequality for functions in ® to obtain :
/ 2Vl do < c/ le(u)|? dz < CJ.. (3.18)
Q
As a consequence of (3.14), (3.17) and (3.18), we get the estimate :
/ us]? do < CJ..,Vj=1,2,3. (3.19)
Q

Turning back to equation (1.14) in which we choose ¢ = u®, we obtain by the use of the Cauchy-Schwarz
inequality in the right hand side and the coerciveness hypothesis (1.10) in the left hand side:

ml. < [ fu do <| £ oy | 0 lw@pp< OV, (3.20)
Q
so that the following estimate obviously takes place:
J. <C. (3.21)

Estimate (3.4) is then proved. Estimate (3.5) follows from (3.21) and (3.20). Estimate (3.6) is a
consequence of (3.21) and (3.14). Estimate (3.7) is a consequence of (3.21) and the following two
inequalities (the first one is the classical Korn inequality which can be applied since u® vanishes on the
part I'g of the boundary) :

|| eu® ||(H1(Q))3§ C || 8e(u5) ||L§(Q))3><3§ CJE. (3.22)
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To prove estimate (3.8), we use the following Korn’s type inequality which will be used also in [10]
in order to get an error estimate for the problem of the 3d — 1d reduction dimension in linear elasticity.
For the convenience of the reader, we shall prove it in the appendix:

There exists a constant C such that

1 d 1
e (i / 3y Yo / qsady) [
Z | eap(o ||L2(D><I) +Z | eas(e ||L2(D><I)) (3.23)
Yo € {(H'(D x D), 0ly, —%) = 6(y5) =0}

In our context, we use this inequality as follows:
by definition of the space H~*(I; L?(D)), one can find a function h € L*(I; L*(D)) = L*(D x I) such
that o

1 d 1
a. —\TA d — Yo7 T AT ad 9
R N Y R e R
1 d 1
|| ¢3 — (W D¢3dy - yad—itgﬁ D¢ady) ||H—1(I;L2(D)):|| h ||L2(D><I) .

An easy computation shows that the function A is necessarily given by

(3.24)

h(y,zs) = / Is(qsg(w)—ﬁ /D 63y, 5)dy) ds + yo —

5 | dolvady k). 32)

where the function

k(y) = /I<h(y7133) —/Ogc3 (¢s(y,s) — %/D%(y,S)dy)dS—yaﬁ/]jqba(y,ms)dy) drs

belongs to L?(D) and only depends on the variable y. Using (3.25), inequality (3.23) takes the following

[ ([ ot st

1 2
ot / by, 75)dy + k<y>> dydas < (3.26)

Z | eap(d ||L2(Dx1) +Z | eas(¢ ||L2(D><I))

Applying (3.26) with ¢, (y,x3) = eud (ey + €i,x3) for a = 1,2, ¢3(y,z3) = u§(ey + €i, x3) and then
using the change of variable ' = ey + €7, we get the following inequality :

/ ‘ (/ (u5(a’, s) — i /. uj(x', s)dz’)ds
Dix1\Jo el Jpi

To . 1
e g ),

Za | eap(u ||L2(sz1) +Z€ | eas(u®) HQL?(D;'XI))'

2
eus, (z', x3)dr’ + ks(:v’)) dr'dxs < (3.27)

where the function &° which is given in terms of u° depends only on the variable z’.
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Since Q = w x I and F! = D! x I, we deduce from (3.27) :

1 [* 1
/ . <€—2/0 (u5(a’, s) — il /o, uz (', s)da’)ds
wX € L

1 T . 1 e/t ! ks(x/) ? ! !
+ (T - za)ﬁ ua(l‘ sx3)da’ + —5= | xp;i(¢')da'drs < (3.28)

Z || 6015 ||L2(F1) +Z e2 || ea3 ) ||2L2(F51))

Since —e, F)XF. ll2(@)< C as a consequence of (3.4) and since xp:i xps = 0 if i # j, taking
4 Q)= DI

the sum over ¢ € I, we see from (3.28) that the sequence :

1 /IS ! 1 !/ ! 1 SEOC . 1 ! 1 !/ !/
2f = — ug(z', 8)— —— ug(a2, s)da")ds+—(— —ia) ul, (x)dx'+ =k (2")) xpi (')
25 ), 0l [ el e L CE Sy ), ARl

satisfies the estimate
/(zs(x))2dx <C. (3.29)
Q
151
As z° obviously satisfies = v°(z), where v° is the sequence defined by (3.2), and since
Z3
5 . 2 89 £
|| v ||H*1(I;L2(w)): lnf{ || g ||L2(Q)7 g e L (Q)7 a—.’Eg = }7

we get estimate (3.8) as a consequence of (3.29).
We now prove estimate (3.9). The starting point is the following estimate, the proof of which is the
same as that of (4.92) below : there exists a constant C' such that :

lo—o |7 CZ I eap(®) IDur, ¥ ¢ € (L*(I; H' (D))

(2(1;113, (D))

2 (3.30)

where qg(, x3) denotes the orthogonal projection with respect to the inner product of L?(D) of ¢(., z3)
and where H! (D) denotes the subspace of functions in H!(D) with zero average.
Without extra difficulty, one can verify that the projection ¢ is explicitly given by :

O1(y,x3) = —yoc(x3) + di(23),  d2(y,3) = yrc(ws) + do(z3)

c(xs) = fD(y2¢1(y7x3) —y102(y, x3))dy
’ T3 +y3)dy ) 1)

1
da(l'g) = W/D¢a(y7x3>dya o = 172

Taking ¢q (y, z3) = us,(ey + €i,x3), a = 1,2, and applying the estimate

16 =6 W airy ) 02 | cas(@) Ipurs ¥ 6 € (21 HN(D))*, (3.32)

which is an immediate consequence of (3.30), we get with the notations introduced in section 1 and in
(3.3) and after making the change of variable 2’ = ey + ei :

1
/ ((ug, —c (3)s el _ D] ug, dx')? Xpi (@ dx<C’/ 252|60‘5 x)]2dz, Va=1,2. (3.33)
wxI 5 ;aﬁ

54



Since / Z leas(u®)(x)|*dz < Ce? by virtue of (3.4), we obtain (3.9) after dividing (3.33) by £* and

E e B
then summing over ¢ € I..

It remains to prove estimate (3.10). We use the estimate

o R
/ 5.~ (00 = da)Pdydas < C) / leas(8)(y, z3)[*dydzs, Yo, 5= 1,2, (3.34)
DxI 9Yp B DxI

which is a consequence of (3.30) and we apply it again with ¢, (y, z3) = ué(ey + €i,23), a = 1,2, so
that the change of variable ' = ey + i leads to :

0 1 ows,
g2 uf, — c§ (x3) st — ug, da de—/ 81— y pe (2))dx
[yl 5~ ianail = o e = [ TR v (a)

(3.35)
<CZ/ 2] (1) (2) 2.
exI
Using estimate (3.4), we get by summing up in (3.35) :
0
/ > w“‘l xp; (2') dz < C, (3.36)

i€l

which easily gives the estimate (3.10) since xpe XDs = 0if 7 # 7.

1
Let us prove the last statement. Putting d,(x3) = D7 uf,dx’ and using the definition (3.3) of
il JDs
w;,, one can write for all ¢ € I,
oug ow;; = dc: d d;
2613(UE) _ us 2 OW; 4 G xflR 4 zl7
8x1 81'3 dlL’g dx XT3 (3 37)
2eas(uf) oug 22 ows, n dcs gk G d dsy '
exs(u®) = —= .
2 81‘2 81‘3 deg iz deg
so that we get the following equality in the sense of distributions:
0 0 g ous. 0 ows,  2dc
927 e93(uS) — 2m—e13(uf) = e —— iz _ g2 & FUn | 206 (3.38)

ox T1 ox T2 81‘1 81‘3 81‘2 81‘3 Edl‘g.

Let ¢ € D(D) such that / #(y) dy = 1. Extend ¢ by Y-periodicity to the whole of R2. Multiplying
D

~

!
(3.38) by qﬁ(%) and then integrating by parts over Df, we get with the help of qﬁ(%) de’ = &2,
D=

def Wi 20 Q00 =2 [ (ens(u) 22 — enlu) 5
2€dx3 +€/ ( D3 Oy O ayl) dx’ = f(813(u )ay2 eas(u® )3y1) x'. (3.39)

Define g5, R, g;, and h, by

0 0 0 0
gf(l’g) = %/E (wfl 8;5 12 aj) d[,[;/’ hf(l‘g) = /;(813<U€)8—;: — egg(ue)_¢) d;l,‘/’ ( )
’ ’ 3.40

1 1
9a(7) = > g (ws)ailixp:, hi(x) = = > b5 (xs)asfxpe.
i€l i€l
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1
Taking into account the definition (3.3) of C¢, we get after multiplying equation (3.39) by ﬁxffx D=5

and then summing up over 7 :

oct dgs
= X(x) = hS,(x). 341
S (@) + 5 1) = (o) (3.41)
By definition, the functions ¢, ¢ are equal to zero for x3 = —% or r3 = % Thus, to prove the

statement, we have to prove that the sequences g5 and he(x) are both bounded in L?*(€). We first
perform the proof for the boundedness of g,.

J1a@P do= [ [ 153 siteagetfin @) do

i€l

/Z |95 (x3)] dxs/ |55 |2 da’ (3.42)

i€l

53 [l [ pay dz,

el

Using definition (3.40), the Cauchy-Schwarz inequality and the change of variable ' = ey + i, we get :

1 1 1 0 1
it < [(f i @) ([ 150 aa® o (f i a)* () igne wn)T
i : ¢ (3.43)

< CsQ(/ |w$; |? da’ +/ Wi, |? da’).
Ds Ds
By virtue of estimate (3.9), we obtain from (3.43) :

/Z |95 (23)[* das < C & (3.44)

i€l

Hence, the L?(Q)-boundedness of the sequence ¢ is a consequence of (3.42) and (3.44). We now prove
that the sequence hZ () is bounded in L?(12).

Indeed,
/vf )2 dx—// ST e (wa)a e ()2 da
i€l
-5 > o) / 257 2’ (3.45)
1€
:€4Z/|h€ (z3)| dl‘s/ Y|P dy.
i€l

On the other hand, by virtue of definition (3.40) and of the Cauchy-Schwarz inequality, we have

il <O(f len@ @ [ IgEFd s [ et aa’ [ IGECR a)

o
< Ce? (/ le1s(uf)|* da’ +/ |eas(uf)|? da’),

(3.46)
in such a way that we obtain with the help of estimate (3.4)

1
/Z |hS (x3)|?dxs < Ce* / 6—2(\613(u5)\2 + |e2s(u®)[?)dx < Ce™. (3.47)

i€l
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Therefore, estimates (3.45) and (3.47) immediately give the announced apriori estimate on the sequence
hE, for a = 1,2. We have thus proved that the sequence ¢, + ¢ ¢, is bounded in L*(C; Hy (I)) and this
completes the proof of Lemma 3.1.

4. Preliminary results
We start with the following lemma.

Lemma 4.1
There exist a subsequence of € still denoted € and

(u®, u, (21, 22), w) € (L2(Q X Y))3 X (L2(9)>3 X (LQ(Q))Q N (L2(Q N Y))2,

3x3 3x3 (4.1)

e (ex)  x (exr)

such that the following convergences hold true

g == ug(w,y) + za(x), ui —=— uz(z,y), (4.2)
u® —u in (L*(Q))3, (4.3)
Va=12, (uf)a =%, (uj)s >0 in (L*(Q))%, (4.9)
w® —=— w, (4.5)

1, . ¥
ge(u )XFE —— (46)
ge(u®)xare —=— x™. (4.7)

Furthermore, the following properties hold true:

o) = zale) + [ ) dys ws(o) = [ o) dy,
Y Y
ud(z,y) =0 a.e. in A x D, Vi=1,2,3, (4.8)
X™(z,y) =0 ae. in Qx D, and x'(z,y)=0 ae in Qx (Y \D),
u’ € L*(; (H#(Y))g), and €Y (u’)(z,y) = X" (x,y)X\p) a.e. in QxY.

Proof

Let us first notice that if we prove existence of subsequences of ¢ which satisfy convergences (4.2)-
(4.7), then one may assume that there exists a unique subsequence for which all the convergences hold
true since the number of extractions is finite.

Existence of a° € (L?(Q x Y))3 and w € (L*(Q x Y))2 such that for a subsequence, u® —— 4° and
(4.5) holds true is a consequence of estimates (3.5) and (3.9). Similarly, the existence of a subsequence
and of x™ and x/ which satisfy (4.1) and (4.6)-(4.7) is due to the estimate (3.4).

Since u% is bounded in (Lz(Q))3 as a consequence of estimate (3.5), one obtain convergence (4.4)
with some 2z, € (L?(Q))2. The fact that (u%)s — 0 comes from estimate (3.6) which implies that the
third component (u5)3 strongly converges to zero in L*(Q2). On the other hand, it is well known (see

[1]) that if u® —— @°, then (4.3) holds with u(z) := / a®(z,y) dy.
1%
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We apply convergence (4.7) to a test function in the form xp(y)¢(x,y)) with an arbitrary ¢ €
L2(2;Cx(Y)) to obtain at the limit

0=/Q e(u )xMexD( r)dx 44//x xp(y)o(x,y)) dady (49)
Vo € L (Q;Cx(Y)),

from which we easily deduce x™ =0 on 2 x D.
By a similar argument, we infer

0=/Q e(u )XFEX(Y\D)( x)dr —=— /Q/ ! xiv\p)(¥)o(z,y)) dzdy
Vo e LA Cu(Y)),

(4.10)

which easily implies the equality x¥ = 0in Q x (Y \ D).
We now prove that @’ € (L*(€; Hj (Y )))3 Remark first that from estimate (3.7), there exists
€€ (L?(Q x Y))**3 such that
EVUE s €. (4.11)

Let us prove that £ = V4 so that taking in mind the fact that @° belongs to (L*(Q x Y))?, we get
a’ € L2 (H(Y))?). (4.12)

Let ¢(z)1(y) € D(Q) ® CP(R?). Applying (4.11) for the component uf (7 = 1,2,3) of u®, we get by
passing to the limit as € — 0 in the equation

[ vutotars i = - [ cut(@()vo) + L) a (1.13
/Q/ &i(z,y)p(x)(y) dedy = — // (x, y)o(x)divyy(y) dedy. (4.14)

Since ¢ is arbitrary, we deduce immediately from (4.14)
[ oty = - [ awy)owdivt) dy (415)
Y Y

so that we get (4.12) together with V, @) = &;(x,y). As a consequence of the latter together with (4.11),
we immediately obtain
ce(uf) —— e¥(a°). (4.16)

On the other hand, estimate (3.4) implies that ee(u®)xr- strongly converges to zero in (LQ(Q))SX?’ S0
that
V(@) xpy) =0 inQxY. (4.17)

Finally, ee(u®)xa= —— €¥(u’)x(yv\p) so that x™ = e¥(a®)x(y\p). Hence the equality
e’(@%) = x"x\p) QXY (4.18)

is proved. Furthermore, an integration by parts of the right hand side of (4.15) gives the following
identity

/ a (2, y)(y) n(y) dy = O,
oY
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n being the outward normal to the faces of Y. Since n has opposites values on opposites faces of Y,
we get by varying ¢ in C3° (R3) that 4) has the same traces on opposites faces of Y. This proves that
) (x,.) € Hy(Y).

We now prove the equality

zo(x) = L/Dugz(:lf,y) dy. (4.19)

72
We take a test function in the form xp(y)¢(x) in the two scale convergence (4.2) with an arbitrary
/

¢ € D(Q) so that bearing in mind that Z Xpi (T )XD( ) XD( ), we get:

i€l
[ wixoEewis = = [ 5 oo (Z)o() da
¢ 1 / i€l (4.20)
=3 QUEXD<%)¢ ) dx — —/Q/ (z,y)xp(y)d(x) dzdy.

On the other hand, by virtue of the weak convergence (4.4) we infer :

/(uf)fx¢(x)dx—>/za(x)¢(x) dx, (4.21)
Q Q

so that (4.20) and (4.21) lead to (4.19).
We claim now that for all o, 8 € {1, 2},

—=0
9% _ i o xD. (4.22)
yp

Indeed, taking into account definition (3.3), we have for all ¢ € D(Q2) and ¢ € D(D) :

J e >w<§> o =
S X e i (0 eyt o) 2 o)l o) o=
J Z/ (€ gyt 38 i) o)D) o = (129
o6 109
/26215 S XDi® /1621/180 x3)T 1#8—% d)gayﬁ)dx:
Owia fc 10
/;53 i ——“Xpio(x W(?)d:c—/Q ¢ (x )(1/,8_2 ¢68y1/;)

We can pass to the limit as € — 0 in the first left hand side of (4.23) with the help of (4.11) ( recall
that & = V,u”) and in the last right hand side of (4.23) thanks to Lemma 3.1 which implies that the

i

sequences Z 58 and ¢, are bounded in L?(Q) for all o, 8 = 1,2, so that we infer

i€l 81'5

/ / N (2)(y) dady =0, V¢ € D(Q) @ D(D), (4.24)
yﬁ
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which proves (4.22).

It is then clear from (4.19) and (4.22) that al (x, y) = zo(z) in Q2 x D. Hence, to obtain convergence
(4.2), it suffices to define u® in Q x Y by u%(z,y) = (:c y) — zo(x). Since z, does not depend on the
variable y, the function u° has the same regularity as #°. This ends the proof of Lemma, 4.1.

In the next Proposition, we shall precise the regularity of the limit w of the sequence w® and then
we characterize the two-scale limit of the sequence geaﬁ(us)x Fe.

Proposition 4.1
The function w arising in (4.5) is such that :

1
we L2 (H (V)% and ~Cas (W) xpe == ehg(w)xn(y), Yo /= 1,2 (4.25)
Proof
By virtue of (3.10), there exists a function G € L*(Q x Y) such that, for a subsequence,
Z 2 XDE 2') == Gag. (4.26)

el

Taking a test function ¢(x)w(y) € D(Q) ® D(D) with 9 extended by Y-periodicity to the whole of R?,

we get :
ows z'
(183 . d _ za d
/n,»eszaxﬁ’”l( oy L) de = /Z/ Gaoleyu(L) dr
R 1) x’ 10y o B
-/ > |, el @) + o) () de = (a.27)
., 09 x’ 10y
- [ eun (G @) + o) (D) da
Taking the limit as ¢ — 0 in (4.27), we get with the help of (4.5) and (4.26) :
_ )2
| [ Gostao@et) dedy == [ [ woenghwote) dody (428)
from which we immediately obtain
Gop(@y) = 2% (@) i Qx D. (4.29)
Jyp

This means that w(z,.) € H'(D) for almost all = €  so that bearing in mind that w € L2(2 x Y), we

have proved that w € L?(£); (H}H(Y))Q) by substracting if necessary the average of w over D.

We now prove the last part of the lemma. The functions ¢ and @ being as above, we have for all

a,B=1,2:
/Qéeaﬁ( Ixr.o(x dx_zezl//leaﬁ ew; >w< Vo
e
__Z//leww d) (z)v( /) Q%%)

i€l

5 [ (st @) +

1 9 9o

¢’——) 8“’2(%
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The limit of the last integral is equal to

_%/Q/D(wa(xﬂ)gy (y) + ws(z, y)gw( ) d;ndy_// Yo(x)(y) dedy. (4.31)

Let us notice that one can assume that w is defined up to a two-dimensional rigid displacement without
changing anything in the proof, on the other words we can assume that w is locally (i.e. with respect
to y) orthogonal to rigid displacements. This completes the proof of Proposition 4.1.

We are now interested by identifying the two-tscale limit ng arising in (4.6), that is the two-scale

1
limit of the sequence —esz3(u®)xpe. To this end, we first establish two lemmas.
€

Lemma 4.2
For each a = 1,2, the function z, belongs to L*(w; H3(I)) and there exists a function z3(z) €
L?(w; HY(I)) such that

d
the function Zs € L*(w x Y; HY(I)) defined by Z3(z,y) = —ya 82 (x) + z3(x) satisfies:
3

07 0%z 0z
f _va3 _ e 3 .
X33(7,y) = T (z) T (z) + e () inQxD.

(4.32)

Proof
1
Estimate (3.6) implies the existence of Z3 € L?(Q x Y') such that for a subsequence of ¢, 7rr2—(u§)3
€
two-scale converges to Z3. An integration by parts leads to

1 0u§ ’ ! — u_ ad) X
[_ 2xre (2)o (@) () do = [ 2 XFe (@ )&63()1&( )d

5 € Oz 5y € €

(4.33)
. /Q /D Za(e, ) (@)0ly) dudy, o € D) © D(D).

Using (4.6) in the left hand side of (4.33), we get the following equality in the sense of D'(2 x D)

0z )
Xhs(@,y) = 8—5(%?;) in & x D, (4.34)
which shows that 57
3 2
— L7 (Q x D). 4.35
61’3 < ( x ) ( )

On the other hand, using once again the two-scale convergence (4.6), we get with the same test functions

/

[ geﬁ(m)xw(x)w(‘””—)dx:— |2 G +§—xw)¢< 205 do =
T T Loy, (4.36)
_/quawaax3 /Z/ ¢—+ ¢>—) dzs.

Multiplying (4.36) by € and using (4.2), (4.4), (4.6), (4.8) and using the two-scale convergence of

7rr21(uf)3 = —U3XFE to Z3, we get after passing to the limit as ¢ — 0,

™

— [ [ o) g @oto) + Zaoto) 5 . ) oy (1.37)
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Hence, the following equality holds in the sense of distributions :

0za
81‘3

073

Va=1,2 —
« = 8ya

(x) + (z,y)=0 in Qx D. (4.38)

Therefore, there exists some distribution H(z) so that Z3 takes the following form

024 .
Zs(x,y) = —yai(:c) +H(z) inQxD. (4.39)
81‘3
1
(From (4.39) and the fact that / y1dy = / yady = 0, we infer that H(x) = p— Zs(x,y)dy.
D D D

1
Estimate (3.6) also implies that the sequence g(ufc)g is bounded in L?(w; HJ(I)) so that for a new

1
subsequence of €, one can assume the existence of z3 € L*(w; Hy(I)) such that —(u%)s converges
weakly to zz in L?(w; Hi(I)). Of course, the latter holds true in the space L?(w;L?*(I)) = L?(%).

Taking into account the fact that — Z3(x,y)xp(y) is the two-scale limit of g(ujc)g, we conclude that
r

1
o) = [ 2oy = H@),
Y

Therefore, taking into account (4.35) and the fact that 23 € L?(w, H3(I)), we infer from (4.39) that
0?24
3 22 (z) € L*(Q) for all & = 1,2. This means that z, € L?(w; H>(I)).

3

Remark now that equality (4.37) remains valid if one take test functions ¢(z)y(y) with ¢ €
C*(),p =0o0onI'y = 0N\ Ty, and ¢ € D(D) in such a way that integrating (4.37) using such
test functions, one obtain with the help of (4.38)

/ 0 | za@ete)smiray =0 v e DD), (4.40)
so that
/FO Zo(z)p(z)dr' =0V €C®(R), ¢=0o0n Iy, (4.41)
which easily implies
2a(z) =0 on Ty (4.42)

To prove that the first derivatives of z, also vanish on I'g, we proceed in a similar way. Integrating by
parts the right hand side of (4.33) and using the same test functions as above, we get with the help of
(4.34)

/ Z3(z,y)p(x)dx’ =0 ae. in D, VpeC®(Q), ¢=0on Iy, (4.43)
To
which implies Z3(.,y) = 0 on I'g, and a.e. y € D. Since H(z) = z3 = 0 on Iy, we obtain from (4.39)
0zq .
that Gi =0 on I'g. The proof of the lemma is complete.
T3

1
We are now in a position to give the two-scale limit of the sequence —en3(u®)xp-. This is the subject
€

of the next proposition.

Proposition 4.2
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There exist a function c(x) € L?(w, H}(I)) and a function vy € L*(Q; HY(D)/R) such that for all
a = 1,2, the two-scale limit x/ arising in (4.6) fulfills

1 BN _ 1/ 0c gk Ovs
~cas(u)xr: Xhs (T, y)xp(y) = 2( Des (2)ys + 0. (2,9))xp(y)- (4.44)

Proof

By Lemma 3.1, the sequence ¢, + g, is bounded in L?(w; H} (I)) while the sequence ¢ is bounded
in L?(2). Hence, extracting a subsequence of ¢, one may find ¢, (z,y) and k(z,y) both in L2(2 x Y)
such that

&, == Ca, (4.45)

ocs, 0gs
< S L 4.46
81‘3 © 81‘3 ( )

Let ¢(2)(y) € D(N) @ D(D) be a test function. Extending 1 to the whole of R? by Y-periodicity, we
get by an integration by parts and the use of (4.45) :

/

ocs ay: 0 !
|G e Eotan(Dyde == [ (¢ e ) g @l D) da

81'3

96
. /Q /D o) 5 (@)00) da dy,

(4.47)

As the first integral in (4.47) tends also, by virtue of (4.42), to / / ko(x,y)0(x)(y)dz dy, we obtain
QJp

the following equality
Ocg,

8—,{1,‘3 = k‘a in Qx .D7 (448)

which leads to ¢, € L*(w x D; H*(I)). Since ¢, + ¢ g5 vanishes on Ty = Q_1 UQy, the integration
by parts in (4.47) remains true when passing to the limit by choosing test functions successively in the
form

bly) €DD), $la) € C=(Q), 6=0 on Ty U, (4.49)
and

¥(y) € D(D), ¢(x) € CF(Q), ¢=0 onTyUQ;. (4.50)
The choice (4.49) leads to ca(.,y) = 0 on Q21 while the choice (4.50) gives ca(.,y) =0 on Q_1. Hence

ca(,y) =0 on Ty in such a way that
Ca € L*(w x D; HY(I)). (4.51)

We now claim that there exist c¢(z), dy,ds € L?(w; H (I)) such that for each « € {1,2},

colr,y) = c(2)yl +do(z) in Qx D. (4.52)

Indeed, for all test function ¢(z) ¥ (y) with ¢ € D(Q) and ¢ € D(D), we get for each a, f = 1, 2:
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ngi () dx—/g;/laxﬁ %/)d;c:

/;/ 825(52( ug — ¢ (23)a5," — dig(w3)) + ¢ %1(06(173)17?5)) gb(x)g[;(%/) do =

/ > / l %‘”B ‘e %gwgumm o)D) dr = (153)

/z e 0 /Z;/IH R + o 2L o =

/Z;E %Z%XDM 2)(— W—/ﬂ ()(wa—i ¢igyd;)dx

From (4.53), we obtain

> [ costu o) de = [ (25 4 2500107 ae =
/Z (B + T a0 D o i)
_/g€<63<$>< aa—gi+ 2 )+ )0 g+ 05 ) da

Estimate (3.4) implies that the sequence e,g(u®)xr. strongly converges to zero in L?(2) so that its
two-scale limit is also equal to zero. Hence, passing to the two-scale limit as € — 0 in (4.54) and bearing
in mind that ¢ is arbitrary in D(Q2), we infer

o o .
Colx,y)=— +cg(z,y)=—) dy =0, a.e. in Q, Va,B=1,2, 4.55
| (gt st 5 dy g (4.55)

which leads to the conclusion that (c1,c2) is a locally two-dimensional rigid displacement: there ex-
ist some distributions ¢(z) and d(z) which satisfy (4.52). From (4.51) and (4.52), we deduce that
c(z),do € L*(w; H(I)) for a = 1,2.

Finally to prove (4.44), we need the following lemma which extends the two-scale convergence to
bounded sequences in H~!(I; L?(w)).

Lemma 4.3
Let t° be a bounded sequence in H~'(I; L?(w)). Then, one can extract a subsequence still denoted
by t¢ which two-scale converges in the following sense : There exists t in H=(I; L?(w x Y')) such that

fE/
(% 8z, =) = (tx,y), 8(2,y)), Vo € DI CF(Y)), (4.56)
where the brackets denote the duality in D(; C3(Y)).

Proof
By hypothesis, we can find a bounded sequence h® in L?(I; L?(w)) such that :

oh*®
81‘3 ’

e = (4.57)
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the sequence h® being bounded in L?(€).
We can extract a subsequence and find h € L?(2 x Y) such that h® —— h. Therefore,

<t6a¢($7x—/)> = <%,¢($,%)> /hf( )88;;( x_/) dx
// 2Y) g (B y)de dy = <§—h(f€,y)7¢(fc,y)>~
Q L3

Lemma 4.3 is then proved if one define the function ¢ by t = a@_h which belongs to H~(I; L*(w x Y))
3
and fulfills (4.56). Lemma 4.3 is proved.

We are now in a position to complete the proof of Proposition 4.2 by identifying the two-scale limits
X£3 of the sequences %eag(ua)xpg for « = 1,2. We choose a test function ¢p € D(Q) ® D(D), o
being extended by periodicity to the whole of R?, and then we use the definitions (3.2),(3.3) and an
integration by parts to get:

2/ %e%( )xr. (z) ) do = / Z/ 1 a2 aU§)¢($) ¢(x—/) dx

€ 85{:3 € 0xq

wfa 10 _p O x
/Z/l Oxs saxgx"“ Eaxa)¢(x) d)(?) de

(4.58)

iel.
ows, 10¢§ .p  Ovf o
/zezl/ 6553 ea:cg% 8%)¢(5L‘) 1/1(;) dz (4.59)
0 10
/;/(Ew + = Cfxff)—gbd)—FEv (¢%+¢g%)) "

- ((swz<x> ) ot e v (e + ¢13_¢)> dz.

JFrom estimate (3.8) and Lemma 4.3, we know that there exists o € H™'(I; L?(w x Y)) such that v®
two- Scale converges to v in the sense of Lemma 4.3 so that passing to the limit as € goes to zero and
using ( (4.45) and (4.52), we get:

//xagscy v do dy = [ [ (o)l + dala))vln) 5 (@)de dy -+ (0.05). (460)

This means that the following identity holds in the sense of D'(Q x D):

ddy, v .
8—553(:16) + %(J:,y) in Qx D, (4.61)

Oc

e R
. (7)Y, +

2Xas(T,y) =

ad
which can be also written using the summation convention in the notation yga—ﬁ(:v), as
T3

20 (0:9) = 5 @+ 5 (00,) + 9 52 (@) 2 D. (4.62)
Defining v as vs(x,y) = v(z,y) + y,gg;ii(a:) and taking into account the fact that yas3(z,v), 2 5o, and
gi‘f are all in L*(Q x D), we see from (4.62) that
3
0
8”3 (z,y) € LX(Q x D), Yo =1,2. (4.63)
Yo

Of course, vs is defined up to a constant not depending on y so that we infer
v3(z,y) € L*(Q H'(D)/R),

and vs satisfies (4.44). The proof of Proposition 4.2 is now complete.
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Remark 4.1
At this stage of the proofs, one can conclude that the sequences of the rescaled strain tensors

1
ee(u®)xm=(x) and —e(u®)xp-(z) behave as
€

Y] ’
eV (ul(z, ) La(y 2
ee(u’)xne () = ( asl (0 ) ()

)
ou T
Wj(%?) 0

1 e _ Zﬁ( (SL‘, 5) gZ§( €, )+g;)2< 7%) x
—e(u®)xpe(x) = v, i . 9z, . (—) + ..
€ oz (‘T’ E)+6ya( ’?) 81’3,( ’?)

>xnmgnm

In terms of the displacements u®, it would mean that u® behaves at least formally as
!/ fE/ xl 9 xl
) + za(2) + oz, ?) + eva (2, ;) + e wa(w, ;) + ..

/ !/

%@Fw&-ﬂ+ﬂdzp+¥M%%Hw

The function g (z,y) = —ywﬁ(y)g;‘: (x) where § € D(Y'), § = 1in D, is introduced in order to have
eap(?) + () =0in Q x D.

The above expansions are justified by the following convergence result which is our corrector result.

Proposition 4.3
Assume that the limit (u°,v,w, z) is such that the limits arising in the right hand sides of (2.2)-(2.6)
belong to L*(Q; C(Y)). Then, the following strong convergence holds true:

/(%WW@—W@VMwW+WWW@—W@WMMﬂ)M%Q (4.64)
Q

where h® and k® are defined by:

Y 2’ Vo U3 (g, 2 e (u0(x, 2y 2y 2
}ﬂ@zcw<@g>a¢ ) 4 2y >> W@=<w<%“28%“€v.%w

’e
/ ’
glxji(’a) 81}3( J;) 3Z§(x7i)

Yo

Proof

The assumption that the limits are sufficiently regular so that they belong to the space L?(£2; C(Y))
allows us to use the strong two-scale convergence (see [1]) to pass to the two-scale limit in the product
of two sequences so that using twice hypothesis (1.10) on the tensor A, the first one with the choice

1
e = (ge(us)(m) — h®(z))xr.(2') and the second one with the choice e = (ee(u®)(z) — k°(z))x . (z)
together with the limit problem (2.8) in which we choose (@, v, w, 2) = (u°, v, w, z), we get (4.65).

Remark also that when computing these tensors using the above ansatz, additional terms which
were not found in section 4 as two-scale limit of any quantity appear. Such is the case for instance for

: : : 0z . .
the terms e 5(c) where ¢ = (ci1,¢2) is defined componentwise by (4.52) or the terms 8—3 which arise
Loy

0Z
when computing the derivative 23 The following lemma shows that such derivatives have not any

ox

contribution in the homogenized pra(;blem so that the only functions which will appear at the limit are
those already met as a two-scale limit of some quantity.

66



Lemma 4.4

1 1
For each o, 3 = 1,2, the sequences Uzﬁ = gAaﬁklekl(’u,E)XFE, Ot = gAagklekl(’U,E)XFE are bounded

in L*(Q) and their two-scale limits c,5(z,y) and o043 are such that :

/y10'22 dy:/ Y2011 dy:/ Ya 012 dy:/ 0oz dy =0, Va=1,2,
D D D D

/ YaOa3z dy = / (y1023 +y2013) dy =0 Va=1,2.
D D

Proof

(4.66)

(4.67)

Due to hypothesis (1.9) on the boundedness of the coefficients A;jx; of the tensor A and due to
estimate (3.4), we infer that the sequences o5, 053 are bounded in L*(Q2) for all a, 8 € {1,2}. For
a=1,2,let ¥,(y) € D(Y) and let ¢(z) € D(Q). Extending 1, by Y-periodicity to the whole of R?

ep(2)ih1 (%)
and taking 5¢($)¢2(%’) as a test function in (1.14), we get :
0

(96 Lod, | . 99 194
froi (G ez ol vos g

£ 8¢ 131/11 8¢ 187/]2 5 %
012(8x2¢1+¢s B + 8x1¢2 +¢£ 31/1) +0a38x3¢a) dx

o ep(x)ihr(%)
+/Q€2XM5Aijkl(J7az)ekl(ue)@ij< 5¢>(a:)8bg(%/) )dlz‘:/QEfa@% d.

Multiplying equation (4.68) by e and then letting ¢ — 0, we get at the limit :

/9/17(0112—15114-0228% 0P 1 9020y gy )de =0, Y € DY), Vé e D),

0y 0y o
so that
OYn 0o 0Py O
T oy oo + =2)) dy =0, ¥ € D(Y).
/D(Ull o 722 ) o1( Oy2  Oy1 ) dy v ¥)

If we choose 11 = 0 and 15 = y? in D, we have

/ y1012 dy = 0.
D

With 9 = 0 and 1, = y3 in D, we get
/ Y2012 dy = 0.
D
With ¢2 = 0 and 1 = y1y2 in D, we get

/ (y2011 + y1012) dy = 0.
D
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With ¢1 = 0 and 92 = y1y2 in D, we get

/ (Y1022 + y2012) dy = 0. (4.74)
D

From (4.71)-(4.74) we deduce successively:

/ Y1022 dy =0, (4.75)
D
and
/ Y2011 dy = 0. (4.76)
D
0
Choosing a test function in (1.14) in the form 0 with ¢ and 1 as above, we arrive at

ep(2)ih(L)

the following equation after passing to the limit ¢ — 0:

9 _
/Q /Doag o0 dy ¢(z)dx = 0.

0
Taking ¢ € D(Y') such that a—w = 1in D for each o = 1,2, we obtain the two last equalities of (4.66).

Choosing successively 1 € D(Y') such that ¢ = y% in D and then such that ¢ = y1y2 in D , we obtain
the equalities arising in (4.67).

The next lemma will be helpful in the proof of the well-posedness of the homogenized problem.

Lemma 4.5
The space S is a Hilbert space when equipped with the norm

oul Ovs dc
(S0 By + 1 58 sy + 1 52 + 2ol ey

a,B (4.77)

1
2

0Z3

() ey + | 222 ||L2(M>)

Proof
Since S = U” x V x W x Z, we see that it is sufficient in view of the definitions (1.21)-(1.24) o
1
2

0
the spaces U°, V, W and Z, to prove that the norm (Z | €2 5(u®) ||L2(QxD) + | Ous ||L2(Qxy)) is
Yo
a,B

2
equivalent to the norm induced by (L*(; H, (Y )) on U, the norm (Z | =— Ovs a@c yR ||2L2(Q><D)) is

9 3
equivalent to the norm (Z || =— U ||L2(QXD) + || ||L2(Q)) which is the natural norm of the space

V, the norm <Z | ens(w) ||2L2(QxD)) is equivalent to the norm induced on W by (L?(Q; H'(D)))
a7ﬁ

2
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0z3
and the norm || D2, || 22(xy) is equivalent to the norm induced by (L*(w; Hj (I)))2 x L*(wx D; Hy (1))
on Z.

o 0
We begin with 4° and we first remark that <Z I 8_u3 ||2L2(Qxy)> is actually an equivalent norm
—~ " 0ya
to the one induced by L?(€; H;#(Y)) on the subspace {ug € L*(Q; H;E(Y)), uy =0 in Q x D}. Indeed,

we have just to remark that the classical Poincaré-Wirtinger inequality

|4y) |D|/ Wy 720 < C || Vit llzaryye, Vi€ HY(Y),

(where C is a constant which is independent of @) applied to @ = u3(z,.) for x € 2, becomes here

| Ug(xw) ||L2(y)_ |V, u3( ) lz2vyz, aexz € Q,

since u$(z,y) = 0 in Q x D. Integrating the last inequality with respect to z € 2, we get the announced
equivalence between the two norms.

To complete the part of the proof related to U it remains to prove that there exists a positive
constant C' such that,

Z || Ua ||L2(Q><Y)< CZ || 6 ||L2(Q><Y) \V/UO S Z/{O. (478)

To establish (4.78), we first show an analogous local inequality, namely,

Sl S €L et liay Vi € 1 € (M) u' =0 D (479)

We argue by contradiction and we assume that (4.79) is false so that one can find a sequence
(u™)n € {u’ € (Hy(Y))?, w®=0in D} such that

Z | ua lz2vy=1 Vn €N, Z I et s(u™) [[2(v)— 0. (4.80)

The classical bidimensional Korn inequality gives the existence of a constant C' such that

Z Ly [mony< OY (I ul ey + I elg (™) llz2e))- (4.81)
7ﬁ

From (4.80) and (4.81), we conclude that the sequence (uf,u}) is bounded in (Hl(Y))2 so that, up to
a subsequence still denoted by the subscript n, one can assume that u” converges weakly in H*(Y") and
strongly in L?(Y) to some function u, of H%E(Y) From (4.80), we get eqp(u) =0, Va, 8 = 1,2. This
means that (ug,us) corresponds to a rigid displacement; hence, there exist three constants ¢ and d,
such that us(y) = cy® +d,, Vy € Y, for each a = 1,2. Due to the periodicity of u,, we infer ¢ = 0 so
that us(y) = do Vy € Y. Since uy(y) = 0Vy € D, we get dy, = 0 in such a way u, = 0. We have thus
proved that for each a = 1,2, the sequence u? strongly converges in L*(Y) to zero, which contradicts
(4.80). Hence, inequality (4.79) holds true. We apply it for u°(x,.) for almost all € Q; the constant
C' arising in (4.79) being independent of z, we can integrate that inequality over € to obtain

Z | ug, |22 (@xv) < CZ | els(u®) l2axyy  Vu eU’. (4.82)
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On the other hand, applying once again the Korn inequality we get the existence of a constant C' such
that for almost all x € €,

(@, ) I vy < O (@) T2y + D Il elhs () (@) 22(y)- (4.83)
o,

Integrating (4.83) over  and using (4.82), we arrive at
la® i< O Il ehs(u®) oy, Vu' €U’ (4.84)
a?ﬁ

The converse inequality being obvious, we conclude to the equivalence between the norm induced by
(L2(Q; H;#(Y))3 on U with the one introduced here.
We now prove the equivalence of the norms on the space V. We first remark that the canonical

1
norm of the space V is given by (|| ||L2(Q) + || Vs ||(L2(QxD))2) 2 so that we only have to prove

the existence of a positive constant C’ buch that for all v = (c(z)yZ,v3) €V,

81)3 81}3 Oc
Z | 2— ||L2(Q><D) + || ||L2(Q) CZ | 5— 8 —yl ||L2(QxD) (4.85)

Once again, we argue by contradiction : if (4.85) is false, then one can find a sequence (c"yZ, v¥) €V
such that :

ovy
Z [ ||L2(Q><D) + || ||L2(Q)_ 1V n,
avg - (4.86)
Z | ya ||L2(Q><D)_> 0.
Define Sor B
L Ly RV (4.87)

Jo = 0Ya Oz o’

From (4.87), we get :
o9y dgh . oc"
) R 4.88
Oyr Oy Ox3 (4.88)

so that multiplying by a function ¢ € D(D), / ¢ dy = 1, and integrating over Q2 x D, we get :
D

9" o / / o¢ 99 |

de < C T — gy dzdy, 4.89
[ igetaesc [ [ 1@ 5s - g 0 dedy (4.8

oc” 9
from which we get easily that Don — 0, since g7 converges strongly to zero in L*(2x D) for all « = 1, 2.

T3
8 n mn

Thus, ik R o — o« y2 strongly converges to zero in L?(Q x D). This is in contradiction with the

Yo ¢ Ozz
equality of (4.86). Hence the equivalence of the norms on V is proved.

The proof of the equivalence of the norms on W is similar to the corresponding proof related to 4°.
We repeat the main argument here for the convenience of the reader. We first establish an inequality
for functions not depending on the variable x, i.e., for functions in the space W, defined by (1.23’).
Moreover, due to the bidimensional Korn inequality, it is enough to prove :

lw [IFravy2< C Y Il elhs(w) [Za@urIEaqr)s ¥ w € Wo. (4.90)
a?ﬁ
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We argue by contradiction. Assume that the inequality (4.90) is not true. One can find a sequence w™
in Wy such that :
| w” ||(L2(Y))2= 1, Vn,

Z I e%g(w") | r2vy— 0. (4.91)

Therefore, the bidimensional Korn inequality applied to w™ = (w}, w}) implies that w™ is bounded in
(H*(Y))? so that we can assume, possibly by extracting a subsequence, that w™ converges weakly in
(H'(Y))? and strongly in (L?(Y"))? to some function w. From (4.91), we get that e,g(w) = 0 for all
a, = 1,2. This means that w is of the form w,(y) = cyf + do,a = 1,2, where ¢ and d, are real
numbers. This means that w is a rigid displacement. On the other hand, by construction, the space
W) is orthogonal ( in the sense of the inner product of L*(Y)) to the space of rigid displacement and
then w must also belong to the orthogonal space. Therefore, w = 0. This contradicts the equality
n (4.91). Applying (4.90) for w(z,.) where z € Q and integrating over 2, we get the existence of a
positive constant C' such that:

lw 2@ (02 < C Y Il €s(w) [lz2(@xpy, ¥ w e W, (4.92)
a7ﬁ

which proves the equivalence of the norms on W since the converse inequality is obviously true.
To complete the proof of the lemma, it remains to prove the equivalence of the norms on the space
Z. We first remark that the natural norm on Z is the one induced by the space (Lz(w; Hg(l)))2 X

a%a 0z
L2 D () which we denote b |1 = = (s Z0) 1= 3 1 55 oy + 1 522 [y Sinc
0
Z3(2,Y) = —Yao az () + z3(x) in Q x D and since / Y1y2dy = / yidy = / yody = 0, it is immediate
3 D
to check that the norm || . ||o is equivalent to the norm || z = (24, 23) ||1—|| ||L2(QxD) It amounts

Nf=

to say that || . ||o is an equivalent norm to the norm (55 @)+ (55 @)+ (=(2))?) dx
o 0z Ox3 Oz

In particular, there exists a positive constant C' such that:

%x 2 %x 2 %x %) da %x 2da z
L (Ga@r+ GRer+GEwp) ac [ (GReyPad, viez @

The proof of the lemma is now complete.

5. Proof of the Theorems
We begin with the proof of Theorem 2.1.

Proof of Theorem 2.1

According to Remark 4.1 above and taking into account the two-scale limits obtained, we are led to
take test function ¢ in (1.14) in the form

/ / / /

3i(x) = 8@, 2) + Za(e) + el ) + lal(e, ) +iba(z, ),

¢5(x)

8 o

/ /

_0 = A 2_ X
s T + Z y + sy T )
us(x 5) eZs(x 6) e“vs(x 5)
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where, denoting by 6(y) € D(Y) a function such that § =1 in D:
@’ e U = {u’ € (D(Q; CF(Y))?, u® = 0in D},
z€Z:={2=(%1,%2,23), 2o €D(N), 323 € D(Q), Z3 = 23 — G(y)ngi‘j’ inQxY},
Ya(2,9) = —y,0(y) a;‘f’ mOQxY, Va=1,2,
v €V = {0 = (Ua,03)|v3 € D( D), 3¢ € D(Q), Talz,y) = 0(y)e(z)yl},
wEW = {w = (Wq,0)| ws € D(Q;D)},
We extend that functions by Y-periodicity to the whole of R2.
It is immediate to check that

_ 0%, 0Z3 ~ .
y = — _— = y =
eap(Z) +eas(Y) = 25 + o eas(¥) =0 in Qx D.

In addition, we get:

beap@ e, = (€400 +€5p(9) +2 €y (@) + eyl
% ca3(P)xr. = (af + av3 +5§£3 + ggf; + ‘3’?;‘ +€681£§)XF57
Tess(0F)xr. = (2—5; +e g;z)XFs7 )
eap(@ P = (Eleip(i +2) +ely() & ely(vo+em)) + el (i) +Pes040)
+€36£5( W)X M. .
2e e € — (25 23_% 92 0 L0 (3 - 9
a3 (P )Xnr. = (8ya +e(e + 2e53(0” + e) + o= (2a + €0 +€°Wa)
+6ya (EU?’ + Z3)))XM5a
£ e33(9°) = o1y 28v3 82,
33 XM, - ( (3x3 +e +58x3))XME‘

The function ¢° is an admissible test function in (1.14). Hence, passing to the two-scale limit in (1.14)
using such test function and bearing in mind hypothesis (1.9) which implies that 7;(z,y) = Aijrier (¢°)
are admissible test functions in the sense of two-scale convergence, we get the limit problem (2.8) valid
for all regular (a°,9,w,2) € U x V x W x Z with the help of convergences (2.2)-(2.7) and of Lemma
4.4 . By a density argument, we infer that (2.8) still holds true for (a°,v,w, z) € S.

Finally, the use of hypotheses (1.10) and (1.11) and the Lax-Milgram Theorem allows us to conclude
that (2.8) is a well posed problem on S equipped with the norm (4.77).

Next, we prove Corollary 2.1.

Proof of Corollary 2.1
To prove the corollary it is sufficient to use function test in (2.8) witha =z =w =0 and v = v so
that taking into account hypothesis (1.16), we infer that v satisfies the following equality:

Oug  Oc R Ouz  Oc g B
L Acsna G2+ GG+ Sl ey =0, (53)

The coerciveness of the 2 x 2 matrix (Aagryg)’y s Which is a consequence of assumption (1.10) leads to

the identity

ovs 0
ﬁJr@;yf_o mnQxD, Va=1,2, (5.4)

from which we get that v = 0 (see the proof of Lemma 4.5). The proof of Corollary 2.1 is complete.

Proof of Theorem 2.2
The first variational equation in (2.9) wearing on (v, w, z) is a straithforward consequence of system
(2.8) in which we choose & = 0. The existence and the uniqueness of the solution (v, w,z) of that
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equation are a consequence of the strong ellipticity of the tensor A and the Lax-Milgram Lemma
applied in the space V x W x Z which is a Hilbert space when equipped with the norm

[SIE

823

8’03
(Z I 522+ 2 Wy + 1 €a(0) By + 1) 522 oy

by virtue of Lemma 4.5.
Now, we make explicit the link between the loading terms f, the weak limit u of the displacements

u® and their two-scale limit u°(z, y). By virtue of (4.8), we have the equalities uq(x) = / ul (z,y) dy+
Y

2o(x) and uz(z) = / u3(z,y) dy. We claim that u® may be expressed as u®(z,y) = f1(z)u™(z,y) +

Y
fa()u® (z,9) + fa(x)u® (z,y) where for each i = 1,2,3, the function u(? is the solution of the last
equation in Theorem 2.2. Indeed, choosing o = w = z = 0 and @(z,y) = ¢(z)Y(y) € D(Q) @ {¢ €
(Hu(Y))?, ¥ =0 in D} in (2.8), we infer that u” solves the following equation:

oul o)
/ A egg(uo)o %_8;;2 <615(7§) %a;pi ) dy
Y\D %—8;‘2 0 %% 0 (5.5)

the unique solution of which is easily seen to be u®(z,.) = fi(z)u® (x,.)+ fo(x)u® (z,.)+ f3(x)u® (z,.)
where u(?) solves the equation given in (2.9). Indeed, the existence and the uniqueness of u(¥ (z,.) for
almost all x €  is an immediate consequence of the strong ellipticity of the tensor A and the Lax-
Milgram lemma applied in the Hilbert space {¢ € (H;#(Y))?’7 ¥ =0 in D} endowed with the norm

0 2
Z<|| et s(¥) I2r\py + | 8153 ||L2(Y\D)> . On the other hand, using the regularity hypothesis on
aff

the coefficients of A, we easily obtain that u(?) belongs to L>(%; H#(Y)) NU° so that bearing in mind
hypothesis (1.11), we deduce that the sum f;(z)u™ + fo(z)u® + f3(x)ul® belongs to U°. To end the
proof of the identity u®(z,.) = fi(x)u™(z,.) + fo(z)u® (x,.) + f3(x)u®(z,.), it suffices to remark that
the latest sum is actually a solution for (5.5) and that u®(x,.) is unique.

To get the algebraic equations given in Theorem 2.2, it suffices to take the average over Y in the
equality u®(z,y) = fi(z)uM(z,y) + f2(x)u® (2, y) + f3(z)u® (z,y) and to replace it in the equalities

uale) = [ ulev) dy+ 2a(a) and uale) = [ ue.v) dy.
Y Y
The proof of Theorem 2.2 is complete.

Proof of Theorem 2.3

The subject of Theorem 2.3 is to express the pair (v, w) in terms of the displacements z; through

formulas (2.11). It is therefore natural to consider the equations solved by v and w for a given z =

0Z
(%1, 22, 23). Taking Z = 0 in the first variational equation of (2.9) and bearing in mind that =8 =

) ) 81‘3

0z 8 z 0z

Yi—a + Y > _ 2% we obtain that (v, w) is the unique solution of:
z3 022 Ows’
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Yy 1 ( Ovs dc , R Y - 1(0v de , R
/ A(eaﬁ(w) 5(%T§+a—mya)) (eaﬁ( g §(ﬁ+a—mya))dx dy —
QxD

1(0v R 1/07 9¢ R =
5(81]2 + 81'3y04) 0 3 (ayz + azsya) 0 (5 6)
o 1(0v oc , R .
/ A ( 0 9 o ) eiﬁ( )7 5(3112 + 8_accgya) ) d dy
QxD 0 1 81: F oyl — o : % + aizyf) 0 ;

V (0,w) €V xW.

It is easy to see that (v, w) may be obtained as the sum (v, w) = (v, wM) 4+ (v, WP + (), wWE))
where (v, wM) = ((¢M(z)yE, v:gl)), wM)) is the unique solution of

(M w®)y ey xw,

o _

y 1)y 10w 9cV R Y () Ll(0vs 4 9, R
/ A eqp(w')) 2(8; + %0 ye) (eaﬁ(w) 2( e T 6x3y°‘))dx dy =
QxD

iV 1(9vs | 0c,R
%(88;(1 + %;:y(]j) 0 2 yz T Bas a) 0 (5.7)
0 0 eV (w) L1(Ls 4 0c R
/ A<O y13221> < a61< gﬂg Q(agg Razgg )>d$ dy, V (v,w)eV xW,
QxD O3 3 I+T3ya)

while (v, w®) = ((0(2)(x)yf,0§2)),w(2)) and (v, w®)) = ((0(3)(x)yf,0§3)),w(3)) are the unique
solutions of the analogous equations obtained from (5.7) by replacing the right hand side respectively

0 0
by A ( 0 Y2 %2522 ) and
3

0 0
A( .. )
0 _81':;

In the sequel we show how to solve or more exactly how to express (vi(,,l),w(l)) assuming ¢ (z)

as known. Of course, the same process may be successively applied to (v:(f),w@)) and to (vég),w(?’))
assuming ¢ (z) and ¢ (z) as known. We claim that

5 (z,y) =03 (x,y) a2 + 03(z,y) ol (z,y) = 0" (z,y) 22 +(z,y) i (5.8)

where ((ﬁél)(a:,y),w(l)(:v,y)) and ((03(z,y),w(z,y)) are respectively the unique solutions of the ele-
mentary problems (2.12) (with v = 1) and (2.13). Indeed, if we consider ¢")(z) as known in equation
(5.7), one can deduce obviously the following equation by choosing ¢ = 0:

(W wM)y e v xw,
&) _
ey w(l) l aUS ey '(D l%
/ A aﬁ(l 8U(2> 2 Oue < aﬁ;( 81‘23 20 ve ) dx dy =
QxD 8;& 0 2 Oyq (59)
ocV R Y (D 1 dvs
( 3 . ) A 0 (1)313 Yo ) (eaﬁl(wg‘ 2 0Yq ) dx dy,
QXD h 0x? %Tsyf 0 572 0
v (v,w) €
. . . . 9’z
On the other hand, if we multiply equation (2.12) (corresponding to the value v = 1) by W(m)d)(m)
T3
AcH)

and equation (2.13) by

5 (x)¢(x) with an arbitrary function ¢ € D(§2) and then we take the sum
Z3
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of the both equations, we easily see with the help of a classical density argument that the right hand
sides of (5.8) actually make a pair which is a solution of (5.9). Equality (5.8) is therefore proved since
the right hand sides of (5.8) are made by functions which belong to V x W while the solution of (5.9)
is unique.

Let us now consider the following problem:

(d(z), v <°>) € L*(w, L2, (1)) x L*(

/ w“”) 2(8”( L+ d()yR)

QxD _( ) 0
0 O . e 5( )

/ < Y 3963)( $(5= +d(x)yf) 0

vV (d,v

w) € L*(w, L2 (1)) x L*(Q; HlZED)/R) X W,

the space L?(w, L2 (I)) being the subspace of functions u in L?(Q) satisfying / uw(x’, z3)drs = 0 for
I
almost all 2’ € w.

Using similar arguments to those used in Lemma 4.5, one can prove that the space L*(w, L2,(I)) x
811(0

L*(Q; H'(D)/R) is a Hilbert space equipped with the norm Z | + d(z)yl ||r2() so that the

Lax-Milgram Theorem implies existence and uniqueness of the Solutlon (d(m), vé ), w'©)).

Equation (5.10) obviously still holds true if we take d = 88_0 with any ¢ € L?(w; H3(I)) so that the
T3

¢
uniqueness of (d(x), véo),w(o)) and the fact that (%st ”;(31); wV) € L*(w, L}, (1)) x L*(Q; H'(D)/R) x

(1)
W imply the equality (d(zx), véo), (O)) = (8;— v:gl), (1)).
€3

We now proceed to the last step of the proof seeking for ¢(*) in terms of the elementary solutions and

2,
of % . We use the last equality and (5.8) in equation (5.10) with test function in the form (d,0,0) to
x3
get: °
AcM)
L*(w,L2,(I
8553 € ((J), m( ))’
eng(@) (5 +yDN (0 Ly o)
Al s, 20 “>< an> 2)d(z) dz dy =
L), < %(%ﬂ/iﬁ) o ) (4 o) Gy (D) dy _
(1)) 1 005" 0 lyR\ 822 '
2 Oy 5Ya 1 J dr d
N " (37" g ile) e an,
Vd e Lw 7L72n(f))7

Taking into account the definition (2.14) of @ and b; together with Remark 2.3, we see that another
way to write equation (5.11) is the following:
L)
0xs
1 2
/{z(d($)%;3) + 1;1(10)8;1 (:C)) I(z) dz =0, (5.12)
Vd € L*w,L2(I)).

€ L*(w, Ly, (1)),
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Using test function d = ¢(z')é(x3) with arbitrary ¢ € L?(w) and with arbitrary ¢ € L?(I) such that
J; ¢(x3)dxs = 0 we infer from (5.12) that for almost all 2’ € w,

Y o) - 02z,
(a(m ,T3) (2", 23) + by (2, 23) (= ,:Cg))qﬁ(xg) dzs =0, (5.13)
I Ox3 Oxs
1) R 9%z
so that almost everywhere in w, the sum a(z’, x3) (2, 23) + b1 (¢, 13) = (2, z3) is orthogonal to

8133 8 2
the subspace L2, (I) of all functions in L?(I) with zero average so that it reduces to a constant (with
respect to x3) C1(x’). Hence,

_9cM) ~ 0%z
b (@', 23) + b1 8—x§(x/’$3) = Oy (). (5.14)

1)
The value of (' is determined by the condition / 886_(35’ ,x3) dxz = 0 which leads to
T3

1 131 8221
Cy(a :7/— " dzs, 5.15
1(2) T Tdz; J, &Cg(l‘ x3) ds (5.15)
ocM
so that ac (2, xz3) is given by:
T3
86(1) / 1 lA)l 822’1 ’ Bl 822’1 ’
a—m(ﬂﬁaﬂﬁ?))—m/lg 8—x§)(x’x3) d$3—ga—x§($7$3)- (5.16)
(4)
By the same arguments we obtain the analogous formulas for aac—(x', x3) for i = 1,2, namely
T3
80(2) ’ 1 BQ 8222 ’ (;2 8222 ’
- =— [ = —= - === . 1
Jag T af,éd:cg/f i Bag 70T dm T g (@ as) (5.17)
and -
Jdc 3 / 1 b3 823 ’ bg 823
- = — drz — —= (2 . 5.1
(@) dfléd%/a 2 ) oy — 2 T ) (518)

Bearing in mind the equality (v,w) = (v, w™) + (v@,w?) + (v® W) which obviously implies

Oc dcV) dc? e
%(x) = om (x) + 025 (x) + . (), we deduce formulas (2.11) from (5.8), (5.16)-(5.18). The

proof of Theorem 2.3 is now complete.

Proof of Theorem 2.4
Theorem 2.4 is actually a corollary of Theorem 2.2 and Theorem 2.3 from where it will be easily
derived. Indeed, taking ¥ = w = 0 in the first variational equation of (2.9), one obtains:

z € Z,
Cop (W) l<S‘5z 2ey®)\ /0 0 )
/ A a(em oo ymy 9% || 023 | dx dy = | fa(2)Za(x) du, (5.19)
QxD 2\ 0yq 313 a 8.1,‘3 8.1,‘3 Q
VzeZ.
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Therefore, one can use Theorem 2.3 to replace v and w in (5.19) by their expressions in terms of
the elementary solutions; equation (2.18) follows then by taking the average with respect to y of the
quantities depending on y in (5.19). More precisely, a simple calculation using formulas (2.11) gives us
(the summation convention on repeated indices is used):

cas(v)(z,9) = 98 (@,9) 5£ (2) + g (2, y) 22 (2)+
(e, f, (b3 ) )52 (x) + ba(2) 2 (a
el g (w)(@,y) = k) (2,9) 557 (@) + k) (2, ) 922 (2)+
tas(z,y f1(7< )52 (x) + ba(2) §22 (x)) d,

))dzs (5.20)

where the coefficients g( 2 ha, k(l and t,p are those given in Theorem 2.4. Hence, replacing eq3(v)
and eaﬁ( w) in (5.19) by their expressions (5.20), we obtain equation (2.18).

Finally let us note that the existence and the uniqueness of the solution (z1,2z2) of (2.18) may be
obtained independently from the asymptotic process. Indeed, as we have just seen, the left hand side
of (2.18) is nothing but another way to write the left hand side of equation (5.19) so that

0 P25 0% / O |y, 028\ 02
/Q<5 82+563+5 <bV6x2 333) 8553+
0%z 0z 82z 0z 0z
/ < €0) &E; + a§3)6_3 + 3/1(1)7 &E; + b3 &Ez)) 81:2 = (5.21)
2(352 + 22yl 0 8%
// 81)3 + 2oy ) 973 0 228 | dwdy.
Ozz I 0xs3 O3

Using the first variational equation in (2.9) with (v, w, z) = (v,w,0), we get

cop(w) (G +F5ud)\ [ 0 0
// A 1(dvs de 8Z3 % dx dy:
QJD 5(81/& +313 0‘) 8;1;3 8$3 (5 22)
v Ov: Jc ’
[ ol (et J(82 i
o7 07 T ay.
1/ dv- dc 3 1 ( Ovs Jc 3

Combining (5.21) and (5.22), we infer with the help of inequality (4.93) and the strong ellipticity of the
tensor A that the left hand side of (2.18) defines a symmetric coercive bilinear form on (L?(w; H3 (1))? x
L*(w; HY(I)) equipped with the usual norm. As that bilinear form is obviously continuous and as
fa € L?(), the Lax-Milgram Theorem implies the existence and uniqueness of the solution (z1, 2, 23).
This ends the proof of Theorem 2.4.

6. APPENDIX
Proof of the partial Korn inequality (3.23) ( R. Monneau, F. Murat & A. Sili )

Throughout this appendix the generic variable will be denoted by (y,z3) € D x I.
1 d 1
Let us first remark that the term — / 23 — Yo—— <— / za> which appears in formula (3.23) is
D[ Jp d$33 D[ Jp
the third component of the projection z° in (L?(DxI))" of z on the set BN (D x I) of Bernouilli-Navier’s
displacements u, defined as (see for instance [9])

BN(D x I) = {(ua(y, z3), us(y, x3)) € (Hp, (D x I))* : eap(u) = eas(u) = 0}, (6.1)
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Let z € {z € (HY(D x I))g, 2(y,—3) = z(y, 3) = 0}. We denote by z§ and 22 the components of

2Y. Hence, we have:
1 d 1
o_ 1 e b
Z3 D/DZS yﬁd$3(|D|/zﬁ>

6.2
22 =z, — / oty " nyﬁZﬁ a=1,2. ( )
“ |D] Yo AR

=== (g o=y f, )

Observe that (z—2")3 belongs to L?(I; H' (D)) while 22, a = 1, 2, belongs to H%O (D xI), see definitions
(1.2) and (1.13) with obvious modifications just replacing there the variable 2’ by the variable y and
thus Q by D x I.

Since by definition of e,3(2),

One has

defining the function ¢(z) by (the summation convention has to be applied here)

Ip 2s lWEP
(observe that this function belongs to Hi(I)), one has
0 0 . 823 d 1 / -
e By T <|D| b)) =
0.2 de(2) (6.3)
24 c(z
— % 4 2e43(2) — Yk =1,2.
(observe that in (6.3) each term belongs to L?(D x I)).
Therefore, for every ¢ € L*(I)
0 0 022
— — = —— + 2e, 1,2. 6.4
e () = o (5 et ot o

(observe that in (6.4) each term belongs to L?(D)).

Taking the two-dimensional curl of the two-dimensional vector defined by the right hand side of

OF, OF
(6.4), (Fy, Fy), ie., curlF = 8—; - 8—;, yields

o ([ () -2
(e o) 52

Since / d)dc(z) is a real number, one has
;o drs

(6.5)

de(z) de(z)

dil‘g

(D)

’Hl(D)
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0
On the other hand, defining G, as G, /¢ <—i + 2eq3(2 )) dxs, one has
lewl Gl[g-1(py < ? H?
Y1 llg-1(p) Y2 |lg-1(D)
1 (6.6)

Therefore

2

< ||Gallr2(py + 1G1ll2(p) < V2 (Z ||Ga||%2(D)>

dC ) Hflwdxg, Da-1py  |lewl Gllg-1(p)
Ulz-1 (o) — 2{la-1(p)
2 1/2 (6.7)
(Z ( T =+ 2e03(z ))’ L2(D))
V2 |[U|z-1(p)

1
Since / Yo =0, a = 1,2, one has W/ (/’(/)(Z—Zo)g) = 0. Therefore using the classical
D D JrI
Poincaré-Wirtinger inequality, (6.4) and (6.7), we have

/Iw(z —2%3

o (=)

L2(D) L2(D)
de(z
<CZ ( (——+2€a3( )) delz) R||L2(D)>
L2(D)
s I3 0:2 2 o
2
<C 1+M Z /¢<——+26a3( ))
\/iHlHHfl(D) o I 8.1'3 L2(D)
R
o 2
SC 1+m Z ﬁ +2 /7/16043(2) .
V2I[1lg-1py ) O3 || 12(p) 1 L2(D)
Now for ) )
beH\D), ze{ze(H'(DxD)’, 2y, —3) ==y, 5) = 0}
the function 22, a = 1,2, satisfies 22(y, —3) = 22(y, 1) = 0 and one has
qpazi /dd’ 24 1,2 (6.9)
— =— [ —z = . .
8.’E3 I dl’g a3 @ ’
and therefore we get
22ds (6.10)
8553 L2(D) ‘ / L2(D)
Since for any function y € L?(I) and ¢ € L*(D x I) one has
2 2
X1/) = X(iUs)PSi(y,JG?))
L2(D) (6.11)

/ / x(ars) P / (5 312 = 112200 191 2 1y
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Recall now that the projection 22 in (LQ(D))2 of (21, 22) on the space of rigid displacements satisfies
the inequality

Z I 22 lL2(px) < C’Z | eap(2) llz2(Dx1)s (6.12)

the proof of which, similar to the one of (4.78), may be found for instance in [9]. Hence, using (6.8),
(6.10) and (6.12), we get

<C
L2(D)

s llzfl 2o (’
1y 2L
V2|1 -1 (p)

2
§C||¢||H5(I) ZH@aﬁ( ||L2(Q)+22H6a3 HL2(D><I)
o,

(2 — 20)3

Ay

d.’Eg

1
(3 ews () ain) il (e ||L2(Dm>z)

L3I) g

(6.13)
For every v € H(I) and ¢ € L?(D), one has Hd)d)\@[é(l;w(m) = HT/’H?L[[}([)||¢|&2(D)' Therefore we have
proved that

/ (= — Zo)swf)‘ =
(DxI)

¢>/Z—Z )31
(DXI)
ZgHy?HLQ(D)
<Cl|1l4+=F//——"F—""" 2 (T
- <+ V21 z-1(p) Wl aszeco (6.14)

<ol | f (= = )avllezco

ZHea,B( HL?(DxI)"‘2Z||6a3 ||L2(D><I)
a,B

Since the finite sums of tensorial products Z n(23)¢n(y) are dense in H (I; L?(D)), using such sums

n
with orthogonal terms in (6.14) completes the proof of the partial Korn inequality.
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CHAPITRE 3

EQUATIONS DEGENEREES DANS UN MILIEU PERIODIQUE FIBRE AVEC DES FIBRES
DE SECTION PETITE PAR RAPORT A LA TAILLE DE LA PERIODE
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3.1 CONVERGENCE DOUBLE-ECHELLE ADAPTEE A L’ ORDRE DE GRANDEUR
DES FIBRES.

Ce chapitre est consacré a 1’ homogénéisation de problemes de conduction et d’élasticité pour des
milieux fibrés lorsque les fibres ont un rayon petit par rapport a la taille de la période. Nous gardons ici
exactement le mme contexte géométrique que dans les deux chapitres précédents. Pour traiter le cas de
fibres de rayon petit par rapport a la période, nous avons besoin de définir une notion de convergence
a double échelle qui tient compte de cet ordre de grandeur.

Nous définissons aussi dans cette partie la notion de convergence double échelle correspondant a
une limite dans L?(Q x D x Y3), (prise en compte des oscillations dans la direction verticale) qui nous
permettra de caractériser la limite double échelle en "absence d’oscillations dans la direction verticale,
c’est & dire une limite dans L?(Q2 x D).

L’inégalité (1.45) du lemme 1.3 joue un roéle essentiel dans Iidentification des limites correspondant
au tenseur des déformations & l'intérieur des fibres.
- Notations

On commence par préciser les notations. Soient :
11
Q= 1 =(—=,=)% I=(—=,=). 1.1
w X ’ w ( 2’ 2) ’ ( ? 2) ( )

11, 11
e Ys=(—=,2). 1.2
2’ 2) ) 3 ( 2’ 2) ( )
La variable notée par x est dans 2, on écrit x = (2/,z3) ot 2’ = (x1,22) € w et x3 € I. La variable
notée par y est dans Y ot y = (y1,y2), et la variable y3 est dans V3.
Soit aussi (g,7.) € R? olie € (0,1) et r. € (0,¢) tels que :

Y = (

Te

Ehg(l)(;) =0. (1.3)
On pose :
Iez{z’ i = (i1,i2) € Z*, tel que ei € w } (1.4)
On suppose que w est tel que
w= U wh, ol w! =ei+ ew, (1.5)

i€l
Pour i € I. soit D:. le disque de centre €i et de rayon r., plus précisément :

D! = D(ei,rc) = ei+ D(0,r), (1.6)

r

ou D(0,r.) est le disque de centre 0 et de rayon r. dans w.
On considere les ensembles F! et I’ensemble F; suivants :

F!=Dj xI, F.=|]JF. (1.7)
i€l,
On pose :
I, = { ig | iz € Z, tel que (reiz+rel)NI#0D }, (1.8)
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Pour tout i3 € I,_ soit Iﬁg le segment suivant :
Iﬁj =13+ 71l (1.9)

Posons :

L=1IxI,. (1.10)

La notation i désigne un élément de I., autrement dit, i = (i,i3) ol i = (i1,i2) € I. et iz € I,_. Pour
tout 7 € I. on considere 'ensemble C? centré en (g4, 7.i3), de rayon et de hauteur r., i.e.

Cl=Di xI¥. (1.11)
On constate que :
I= |J enn, F=JcCn, F={JCnq) (1.12)
i3€l,, i3€l,, iel
On définit D et T comme suit :
D=D(0,1)CcY, T=DxY;CY xYj, (1.13)

ou D(0,1) le disque de centre 0 et de rayon 1.

- Définitions et résultats préliminaires

Soit C(Q2 x T) l'espace des fonctions continues sur (Q x T), et C(2 x D) 'espace de fonctions
continues sur (2 x D), ou Q, T et D désignent respectivement les fermetures de Q, T, et D. Pour
un ensemble A mesurable dans R, R? ou R3 dont la mesure de Lebesgue est |A| et pour une fonction
u intégrable sur A on désigne par fAu la moyenne de u sur A, i.e. fAu = ﬁ fA u. La notation x4

désigne la fonction caractéristique de A, i.e. xa(x) =1siz € A sinon y4(x) =0.

Soit z = (2, x3) € w x I, définissons y.(z'), y-(x3) dans w et I par :

ys<$/) = Z([E/ - Ei)Xw;'a Ye(x3) = Z (z3 — Tsi?))X]j_g' (1.14)

icl. ig€l,.

On définit la fonction y.(x) dans Q par :
Ye(z) = (?Ja(itl)vys(lfs))- (1.15)

Définition 1.1 : Soit u® une suite dans L*(Q2), f € L*(Q x T) et g € L?*(Q x D). On dit que :

i) La suite u® converge au sens double échelle vers f (notation u® —— f)si Vo € C(Q x T),

g%(ﬁue(fv)@(% ye:j))dfv): /Q][Tf(l‘,y,ys)v(x,y,ys)dxdydys- (1.16)

€

ii) La suite u converge au sens double échelle vers g (notation u — g) si V ¢ € C(Q x D),

lim (]{%m(x)@(x, yﬁx) )d:c) - /Q ][Dg(x, Y)o(x, y)dzdy. (1.17)

e—0
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La notation ”—~ 7 désigne la convergence double échelle adaptée aux rayons des fibres, donc on
écrit, u® ——  f si (1.16) est satisfaite et on écrit u— g si (1.17) est satisfaite.

Remarque 1.1 S’il existe f telle que (1.16) est satisfaite alors il existe g telle que (1.17) est satisfaite
etona:

g(x,y) = g f(x,y,y3)dys. (1.18)

On prend ¢ = ¢ € C(Q x D), on applique (1.16) on obtient (1.17) olt g est donnée par (1.18).

Proposition 1.1
Soit uf € L*(2). On suppose qu’il existe une constante C telle que :

][ ul* < C, Ve. (1.19)
Fe

Alors il existe f € L*(2 x T') et une sous-suite notée encore u® telle que us—~ f.

Pour la démonstration de cette proposition on a besoin du lemme suivant :

Lemme 1.1
Soit p € C(Q x T)) alors :

lim + o(z, ya(m))dfﬂ Z/J[w(%y,ys)dxdydys- (1.20)
e=0 Jp Te oJr
Preuve :
Soit : B ) 4 4
R={|ClcF.}, Q=|[]wxI?. (1.21)

i€l?

3
On constate que |2\ Q.| < 2% —. 0, donc :

Jim (ﬁ:@(m, Yel@)y gy - L o(z, YO )dx): 0. (1.22)

=0 Te || F.NQ. Te
one @,, _ < (@)
1 Ye(x € / Ye (T
— o(z, dx = p(x, =—/=)dx.
‘FE| F.NQ. ( Te ) WT? —ZO Ci ( Te )
i€l €
Faisant le changement de variable yET—(:) = (y,ys3), on obtient :
. oz ys(x))dx _cre Z/ o((rey + i, reys + 72i3), (3, y3) ) dydys (1.23)
‘FE‘ FEHQE bl TE T T g ’y L E g bl I

i€l

Pour tout (y,y3) € T on considere la fonction ¢e(y, y3) suivante:

e2r, ] ]
ey, y3) = — o((rey + i, reys + rei3), (¥, y3)). (1.24)
iel?
D’ou : ) (@)
ye(
= o(z, )dx = / ©e(y, y3)dydys. (1.25)
|F€\ F.NQ. Te T

86



Puisque (y,y3) € T, (rey + €i,7eys + reis) € wi x I3, alors :
1
ey ys) < = Y (reg?)  sup  o(x,y,ys). (1.26)
Tier ze(WixI?

D’autre part, puisque |w? x Iﬁj\ =r.e?, |2\ Q.| — 0 et la fonction x — ¢(x,y,y3) est continue sur le
compact § alors :

lim(g (r.e?)  sup , @(m,y,yg)):/gp(ar,y,yg)dx. (1.27)
e—0 "4 . i
iero mG(w;XITE Q

De (1.26)-(1.27) on obtient :
. 1
lim (e (y, y3)) < ;/QsO(af,y,ys)- (1.28)

Puisque (1.28) reste satisfaite en remplacant ¢ par (—¢) (¢:(y,ys) par —p.(y,ys)) alors :

lim (e (y, y3)) = %/Qsﬁ(x,y,ys)- (1.29)

La suite ¢.(y,y3) est uniformément bornée sur T (car ¢ € C(Q x T)), alors en appliquant le théoréme
de convergence dominée de Lebesgue, on conclut de (1.29) :

Lim ( / (Y, v3)) / ][ x,y, ys)dzdydys. (1.30)

De (1.22),(1.25), et (1.30) on trouve aisément (1.20).

Preuve de la proposition 1.1 :
Soit C.(Q2 x T') lespace de fonctions continues & support compact dans  x 7" muni de la norme
|lo (z,y)|, son dual est M (Q x T') 'espace de mesures de Radon sur Q x T'. Soit p. une

X
suite de M (2 x T') définie par :

(pevo0) = @)oo, 222

€

), o € Ce(QxT). (1.31)

£

On applique 'inégalité de Holder a I'intégrale définie en (1.31) puis on utilise (1.19) et on obtient :

e o0)| = | w0l = ] [ (o)
< ﬁ(/g(USXFE)Q)%(/Q(%XFE) )
<c(f (o)

Fe

Nl

< (]é(us)Q)%(]é(sﬁo)g)% (1.32)

€

Ce qui montre l'inégalité suivante :

[(ies po)| < Cllwollc

Alors pe est bornée dans M (2 x T') et puisque C. est séparable il existe une mesure u telle que :
(fe, p0) — = (1 00), Vo € Ce(QxT). (1.33)

Passons a la limite dans (1.32) prenant en compte (1.33) et (1.20):
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1

(s 00)] < C( /Q ][T (00)?)E, Vo CuxT). (1.34)

De (1.34) et de la densité de C.(Q2 x T') dans L?(Q x T) on déduit que p peut se prolonger & L?(2 x T')
en une forme linéaire continue. En vertu du théoreéme de représentation de Riesz-Fréchet il existe
feL2(QxT) tel que :

o = [ f s, Yoo e Ca ) (1.35)
e (1.31),(1.33),(1.35) on a :
. . Ye()\ _
lim + u®(x)po(z, = feo, Y@oeC(QxT). (1.36)
20 JF, QJr
Soit p € C(Q x T)) et ¢, € C.(Q x T) une suite convergeant fortement pour la norme L? vers . On

a

]éus(l‘)w = ]ésus(so —¢n) + ]éugson-

€ €

On applique I'inégalité de Holder & fF (¢ — vn), puis on utilise (1.19), on obtient :

|][ fu¢n<0(]£<¢—¢n>2)%.

€

On passe a la limite lorsque € — 0 en utilisant (1.36) et (1.20) et on trouve :

magplf, e [ fel< O, ooy

Prenons & nouveau la limite n — oo en choisissant ¢,, — ¢ dans L?(2 x T), on obtient :

limsup’][ua(x)go— / ][fgz:’: 0
e=0 JE QJr
lim us(x)goz/][fap.
e—0 F. oJr

Dans la suite on s’intéresse a la convergence double échelle vers une fonction de L*(2 x D), i.e. la
convergence (1.17).

ml)-t

Ce qui montre que :

D’ou le résultat.

Définition 1.2 : Soit u® —~ g o1 g € L*(2 x D). On dit que u® converge fortement vers g au sens de

la double-échelle si :
lim (u‘f(x))2 = / ][g(x,y)z. (1.37)
e—0 F. QJD

Proposition 1.2

Soient u® et v° deux suites telles que u*—~g fortement au sens double échelle, v®*—=h avec fF (v)? <
C alors :

lim + u®(z)v°(x)e(x, %x/)) = /Q][Dghgo, Vo eC(QxD). (1.38)

e—0 F.
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Preuve :
Soit ¢, une suite dans D(2 x D) converge fortement vers g pour la norme L. On a :

][u€v€¢ = ][ (u® — pp)v P + ][ V5 Pnp.
F F F

€ € €

On applique 'inégalité de Holder & ][ (u® — @n)v°p et le fait que f,. (v°)? < C, on obtient :
F. N

|][UEUE§0—][U€<,0”Q0|§ C(][ (UE _(pn)Q)E
F, F. F.,

€ €

Faisons e — 0 en utilisant u®—> g fortement (voir (1.37)), v® —> v, prenant @,, p,p comme des
fonctions tests, on obtient :

limsup’][ utvyp —/ ][vtpnsolﬁ C(/ ][(9 —on)?)
=0 JF. QJp QJp

Faisons & nouveau n — oo prenant en compte ¢, — g pour la norme L? on trouve:

1imsup|][ utvp — / ][Ug<p|: 0.
e—0 JF QJp

Ce qui montre (1.38), d’ou la proposition.

[N

Proposition 1.3
Soit (uf) une suite dans L?(Q) telle que u® —~g alors :

2< 3 3 €12
/Q]ég _llgglfﬁa (u®)=. (1.39)

Preuve :
Soit ¢, une suite dans D(Q x D) qui converge fortement dans L? vers g, on a :

foren < (f w2 <]{Fs<son>2> |

On passe a la limite sur € en utilisant u*—~g et le lemme 1.1. On obtient :

[ fom g feeri ] fior

On fait n — oo en utilisant ¢,, — g dans L?(Q2 x D) et on obtient (1.39).

[N
=

Nf=

Proposition 1.4 /
Soit A € C(Q;Cx(Y)). La suite A(x, %) converge fortement au sens ” —~ 7 vers A(x,0).

Preuve :
Soit x = (2, x3) € F., il existe y € D et i € I, tels que 2’ = r.y + €i. En outre, pour tout z € Q, la
fonction y — A(z,y) est Y-périodique donc :



N — T
La fonction A est uniformément continue sur le compact 2 x D et lir% (=) = 0 alors Vo > 0 il existe
E— £

oy telle que si == < og on a :

Te

|A(£C,zy)—A(£L',O)| <o, v.’EEFE.

Autrement dit, si == < 0p on a:

/

| Az, ‘%) — A(z,0)| <0, VzeF.

Soit ¢ € (2 x D), donc si L= < o on a :

At Dyt ) - f A oyte, D) < allplmonn (1.40)

3

€

La fonction A(x,0)p(z,y) € C(Q x D) alors d’aprés le lemme 1.1 on a :

lim FEA(:C ,0)( / ][ 2,0)p(z, ). (1.41)

Passons a la limite dans la premier membre de (1.40) en utilisant (1.41), on obtient :

. !
limsup |+ Az, —)e( / ][ z,0)p(x,y)| < ollel|Le@xD)- (1.42)
e—0 F. 9

Puisque (1.42) est satisfaite pour tout o > 0 alors :

lim FEA“””’%/M“""’ ) | f A 00eten).

D’ou A(z, %/)—A—\A(x,O). Puisque A% € C(Q;Cx(Y)), alors A?(x, %)—A—\AQ(:U, 0), ce qui nous permet
de conclure & la convergence double échelle au sens fort. La proposition est démontrée.

Le lemme suivant, démontré dans [20], nous sera tres utile dans la suite:

Lemme 1.2
On suppose que . vérifie la condition suivante :

. 2 o
;gr(l)(e logr.) = 0. (1.43)

Soit u. une suite bornée dans H* (). Alors :

2)][ u? est bornée.
F

€

ii) Si ue — u dans L*(2), alors ][ (ue(x) — u(x))?de — 0.

i) Si ue — u dans L*(2) et u. —>v, alors :
u(x) = ][v(:t,y)dy, p.p. x € Q. (1.44)
D
Pour la démonstration voir [20].

- Inégalité de type Korn
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L’inégalité suivante joue un role crucial dans le processus d’ homogénéisation.

Lemme 1.3
1l existe une constante C' telle que :

16 = bl s < Clle¥ (Ol p2ryzxs, Vo € (HN(T))™. (1.45)
ot e¥(@) est défini par e};(¢) = %(8@ %) et p = (951, b9, 953) est définie par :

f (y201—v102) fT(y3¢1—y1¢3) ][
$1(y,y3) = T i) Yo T i) 3+ f o1,

. . fT(yzdh—yld)z) fT(y3¢>2—y2¢3)
$2(y,y3) = — T U T B0 (1.46)

T
f (y3bp1—y1¢3) f (ysp2—y2¢3)
T _Jr
fT(y§+y§) n fT(y§+y§) vt T¢3'

<53(y,y3) = -

Preuve :
Soit E le sous espace fermé de (H(T'))3 suivant :

= {1/) | ¥ € (HYT))3, telle que: 1 = ays + biys + di1, 2 = —ays + bays + da,
(1.47)
3 = —biyr — bayz +dsz, ou: a,by,by,dy,do,d3 € R}

Il est clair que F est un sous espace fermé de (H*(T))3, et que pour tout ¢ € E, k,l = 1,2,3 on a
ef, () =0,Vk,1 =1,2,3, et on a aussi :
Y € E siet seulement si ¢ € (H(T))* et e}, () =0,V k,l=1,2,3. (1.48)

Soit ¢ € (H'(T))3. On cherche la projection de ¢ sur E par rapport a la norme (||¢|2 + ||e¥(¢)||?) 2
dans (H'(T))3. On sait d’apres I'inégalité de Korn que cette derniere norme est équivalente a la norme
usuelle de (H'(T))?, i.e. la norme (||¢[|* + [|V(¢)||? )z. On désigne par ¢ sa projection. Alors il existe
a,b1,by,dy,dy,ds € R, tels que :

¢1 =ays + blys + dy,
¢2 = —ay; + bayz + da, (1.49)
b3 = —b1y1 — baya + ds.

Donc pour trouver 95 on cherche les composantes @, b1, by, d1, d2, d3 dans R.
On a (¢ — @) € E+ ot B+ désigne I’ orthogonal de E. Alors :

[@=dw+ [ eo-dew =0 wer, (1.50)
e¥() =0 car ¢ € FE donc :
[@-dw=owee. (L51)
On remplace dans (1.51) ¢ par son expression (1.49) et ¢ par son expression (1.47) on trouve :
/T(¢1 — ay2 — biys — di)(ays + biys + di)dydys

+ / (¢2 + ayr — bays — da)(—ay1 + bays + do)dydys

T (1.52)

(¢3 + bryr + bays — d3)(—biyr — bays + d3)dydys =0
T
Va,bi,bz,di,d2,d3 €R.
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Puisque [ yr = [yt =0, Vk,1=1,2,3,k # [, alors de (1.52) on obtient :

G/T((?chbl —y1¢2) — a(y; +v3))+b / ((y3¢1 — y1ob3) — b1(yi + 43))

T

40 [ (62— voda) ~ Balu + D) +s [ (61— d) 4o [ (62 - ) (1.53)
T _ T T
+d3fT<¢3_d3):07 vaablaandlad27d3 eR.
Ce qui implique :
f (y2d1—v192) - f (yap1— y1¢3) 7 [ (sb2—y23)
- [Lwi+vd) b1 = [ Wi+ 2T Tf (3+v3)
P N T (1.54)

dy = ][qﬁl, dz—][¢2; dz =

Donc Dexpression de ¢ est celle donnée par (1.46).

D’autre part, d’apres l'inégalité de Korn il existe une constante C' telle que V ¢ € (H(T))3 :

@Iz (rys < CUIBllzzcryys + 1€ (D)l r(ryexs)- (1.55)
On remplace ¢ par (¢ — $) dans (1.55) en utilisant e¥(¢ — ¢) = e¥(¢) car €¥(¢) = 0 on obtient :

16 = Bl (ryy> < C(Il6 — Bl L2y + e (D)l 2 (ryy2x2)- (1.56)

Nous montrons maintenant qu’il existe une constante C telle que :

16 = llz2crys < Clle? (@)l pairys=s. (1.57)

On suppose le contraire, il existe donc une suite ¢, telle que :
|on = dnllz2(ry: =1, et nhi)nw ||6y(¢n)H(L2(T))§X3 =0. (1.58)

Selon l'inégalité (1. 56) la suite (¢, — ¢n)n est bornée dans (H'(T))3, alors il existe ¢ € (HY(T))?
vers laquelle (¢, — én) converge faiblement dans (HY(T))3. Puisque l'injection (H(T))® C (L*(T))3

est compacte la suite (¢ — dn)n converge fortement vers ¢ dans (L2(T))3. D’autre part la suite

e¥(n — dn) = €¥(¢hn) converge faiblement vers e¥(¢)). D’apres (1.58) on a lim |[e¥(¢y,)|| = 0, donc
n—-ao0

ev(1h) = 0, d’apres (1.48) on a ¢ € E. L'espace EL est fermé et la suite ¢, — ¢, est dans E+, donc
sa limite faible ¢ est aussi dans E+. Puisque E N E+ = {0} et ¥ € EN E+ alors ¢ = 0, donc
(¢n — dn) converge fortement vers 0, ce qui est absurde avec (1.58) car on a ||(¢n — an)H(L?(T))S =1
Par conséquent (1.57) est satisfaite. On conclut aisément de (1.57) et de (1.56) que l'inégalité (1.45)
de ce lemme est vérifiée.

On finit cette partie par la proposition suivante : Soit v € L?(2; H'(T)). Posons :
w(z,y) = / v(z, Y, y3)dys. (1.59)
Y3

Proposition 1.5
La fonction w est dans L*(2; H*(D)) et on a

ow

v
— = — d Va=1,2. 1.60
aya (.’E7y) v, aya (ﬂc,y7y3) Y3, « y ( )
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Preuve :

Les fonctions données en (1.59)-(1.60) sont bien définies et elles sont dans L?(Q x D) (en utilisant
le théoreme de Fubini). Soit 60, (y3) € D(Y3) convergeant fortement vers 1 dans L?(Y3). Soit aussi
€D x D). On a:

lim 8¢ = / o _ 81/} (1.61)
¢

n— JoxT 8% IXT Gya QxD 8%

D’autre part, puisque v € L*(Q; H(T)) on a :

oY /
—0, = — —)b,.
/Q><T Yo QxT 6ya¢

8 0
lim 90y = —/ b g (@ y, ys)dys. (1.62)
QxD Y; OYa

n—> JoxT 3ya

Alors :

De (1.61) et (1.62) on trouve :
0 ov
/ o0 _ / ——(,9,y3)dys, V¢ € D(Q2 x D). (1.63)
QxD 3ya QxD Ys Yo

Ce qui montre le résultat de cette proposition.
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3.2 PROBLEME DE LA CONDUCTION

On s’intéresse maintenant a ’homogénéisation de I’équation de la conduction linéaire sous ’hypothese
T
que le rayon r. de la section des fibres est plus petit que la période e (lirr(lJ (=) = 0) et on suppose
e—=0" ¢
que ces fibres ont une grande conductivité (coefficient de I’ ordre de . — o0) et sont entourdes d’un
autre matériau (la matrice) ayant une faible conductivité. On suppose que la suite 7. est telle que
T
111%(62 logr.) = 0. On montre que si liII(l)(/J,e—E) = p € [0,00][, le probleme homogénéisé est une
£ e— 5
TE

équation elliptique de deuxieme ordre, et si liH(l) (e—) = 00, la suite de solutions converge fortement
e— c

vers zéro dans H'(Q).
3.2.1 Position du probléme

Avec les mémes notations que dans les chapitres 1 et 2, le probleme s’écrit:

—div((u2xpe + xame)A(z, %,)Vua) = f(z) dans Q
/ uw* = 0 sur Iy (1.1)
Az, Z)e(u)n = 0  sur Iy,

On suppose dans ce chapitre que liH(lJ (52 logre) = 0.
e—

On va montrer que la limite de la suite u® est la solution d’ une équation elliptique de deuxieme
ordre si p."= — p € R, tandis que si p.*= — o0, la suite u® converge fortement vers zéro dans H LQ),
voir théoreme 2,1.

On précise maintenant la géométrie du milieu et les hypotheses.

Soient : {1 {1 {1
Q=(—2,2) w=(-=,2)% I=(-=,2). 1.2
( 272) ) w ( 272) Y ( 272) ( )
On suppose que :
w= U Wi, wl = ew + i, (1.3)
i€l.
oll
I. = {i = (i1,iz) € Z?, ei € w}, (1.4)
Pour tout € on considere r. € (0,¢) tel que :
. Tey . 2 o
Ehi%( . )=10, et gli%(é logre) = 0. (1.5)

Définissons 'ensemble F; des fibres et 'ensemble M, par :

F.=|JF, M.=Q\F., (1.6)
i€l.
F!=Di xI, D =D(0,r.)+zei. (1.7)
(D(0,r.) est un disque de centre 0 et du rayon r. dans w).
Soit L1
V= (=53 (1.8)



On considere A(z,y) une matrice 3 x 3 définie dans X Y et vérifiant les hypotheses suivantes :
V(z,y) €QxY VEER? Vi, j=1,2,3

Vo, y— Ajj(z,y) est dans Cu(Y), (1.9)
Aij S C(ﬁ X C#(Y)), (1.10)
Am >0, A(z,y)E€ > ml¢f. (1.11)

Si K = (K1, Ko, K3) est un vecteur dans R?, on note K’ le vecteur K’ = (K71, K»), ainsi on écrit
K = (K, K3).

La variable microscopique sera notée par y = (y1,72) et on note un point générique de R3 par
x = (2',x3) out &' = (x1,22). Le gradient d’une fonction ¢(z,y) par rapport a x’ sera noté V't(z,y)
tandis que le gradient par rapport a y sera noté V,t(z,y).

Posons : L1
PO =w X {—5, 5

(0 pour désigner la condition de Dirichlet, N pour la condition de Neumann).

}, Iy =00\T,, 00=TyUTly. (1.12)

Le terme source f donnée en (1.1) est tel que :

ferL*9), (1.13)

Le coefficient p. est dans (0,400) et vérifie 'hypothese :
ili%(,ug) = 00. (1.14)
Soit :
H (Q)={¢|p€ H'(Q) ¢=0 surTg}. (1.15)
Le probleme (1.1) s’écrit sous la forme variationnelle suivante :
ut € H%O (),
x/
/ (e +xure) A, ) Ve Voe(s) = | fods, (1.16)
Q Q
Voe H%O(Q).

L’existence et 1'unicité de la solution du probleme (1.16) sont immédiates et s’obtiennent par
I’application du théoréme de Lax-Milgram dans l’espace H%O ().

Soit le disque
D=D(0,1)CY. (1.17)

Pour étudier le probleme (1.1) on a besoin des espaces suivants :
U= {u’ | u’ e L*( Hy(Y)/R)}. (1.18)
V=L HL (D). (1.19)
On considere également 'espace S suivant :
S=Hp () x U’ x V. (1.20)
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3.2.2 Enoncé des résultats

Théoreme 2.1
On suppose (1.9)-(1.11),(1.13). Soit ue la suite de solutions de (1.1). Il existe

(u,u’,v) €8, et 23 € L*(w; HY(I)), (2.1)

telles que les convergences suivantes sont satisfaites :

u® — u dans , .
¢ dans H'(Q 2.2
ﬁuegv/us S V) (2.3)

e 8u5 073

2.4
Ve € Ors 8:63 (2:4)
V'u® == V'u+V,u°, (2.5)
% NN 923 (2.6)

81'3 81'3
De plus

- e,
1) Si gli%(ugg) = p € [0,00[, alors

z3 = \/%/“14 (27)

et (u,u’,v) est l'unique solution du probléme suivant

[0 () (e )« L e (T ) (7)) s

= [ fa, Y(u,u’v)e€S,

u=0, et hm (MEXF + x| VU] = (2.9)

Remarque 2.1 L’unicité de la solution du probleme (2.8) implique que toute la suite u® vérifie les
convergences (2.2)-(2.6).

Remarque 2.2 Si g = 0 alors v = 0 et le probleme (2.8) ne contient que les variables (u, u®). Pour le
montrer, d’abord on a \/Tuz = 0, on choisit u = @’ =0 et ¥ = v dans (2.8) on trouve :

/Q][DA(SC,O) <Vg“> . <Vg”> =0. (2.10)

Puisque la matrice A est coercive on conclut aisément que v = 0.
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Remarque 2.3 On suppose que la matrice A vérifie 'hypotheése de symétrie suivante ;
A = Ay =0, (2.11)

alors si 1 # 0 la variable v est nulle et le probleme (2.8) ne contient que les variables (u,u’). Pour
montrer cette remarque on choisit 2 = 4° = 0 et ¥ = v dans (2.8) et on utilise la condition (2.11) qui
élimine ﬁug—;; de I’équation, on retrouve I’équation (2.10), ce qui implique que v = 0.

On donne dans le théoréme suivant une expression de u° et v en fonction de w.

Théoréme 2.2

Soient (u,u’,w) les solutions données dans le théoréme 1.1 alors

(29) = (e, y). Vu(z),
{< 0) = V(e y) 2L (2.12)

ot U = (U1, Uz, Uz) et 0 sont les uniques solutions des problémes élémentaires suivants

a; € Lo(Q; Hy (Y)/R),

/YA(J:,y) <V;ff”) <V@6“O) _ —/YA(:v,y)e,» <V16“0), (2.13)

Va® € Hy(Y)/R,
ot e;,1 = 1,2,3 est la base canonique de R3, et

o € L=(9; Hy, (D)),

fen () (%3°) =~f e (o)

Vo e HL (D),

ng’) , (2.14)

Remarque 2.4 Par un argument de localisation en x, on obtient l’existence et I'unicité de la solution
du probleme (2.13) en appliquant le théoréme de Lax-Milgram dans (H(Y)/R). On remplace @° par

@) (z,.) dans (2.13) o1 z est fixé dans Q et on exploite les conditions (1.10)-(1.11) sur A, on trouve :
m [ Vst < € [ 9o nldn, paeo.

On applique l'inégalité de Holder dans le deuxieme membre et on obtient :
m [ 19 nP <0 Vi aP? ppoeo

Ce qui montre que @; € L>(Q; Hj,(Y)/R), Vi = 1,2,3. D’autre part, Vu € (L*(Q))? alors (4.Vu) €
L2(Q; Hy (Y)/R)) = U°.

De la méme fagon on peut montrer I'existence et I'unicité de la solution & € L°°(2; H. (D)) de
(2.14) et \/mud P € L*(; HY, (D)) = V.

On donne maintenant la formulation finale du probleme limite pour (1.1).

Théoréme 2.3
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Soit u® la suite de solutions de (1.1), on suppose que lir%(uer—s) = p € [0,00[, alors us converge
e—> I

fortement dans L*()) vers l'unique solution u du probléme suivant :

1255 (@ (@) ) - divA*(@)Vu(e) = f(@) dans
{ u = 0 sur P07 (215)
A*(z)Vun = 0 sur Ty,

ot A*(x) est une matrice 3 x 3 dont les coefficient Aj;(x) sont définis par : p.p. z € Q

Af(z) = /YA(:E,y) < <V?6aj> +ej> eidy, (2.16)

et a*(x) est défini par : p.p. © € Q

a (m):/DA(x,O) % 0]. (2.17)

Remarque 2.5 Les opérateurs A* et a* sont coercifs, et Aj;, a* € L>(Q).

En effet, en utilisant (2.13) on trouve : V& € R?, Vi, =1,2,3

s [((4%) 00 (45°) )

Faisant la somme pour ¢ = 1,2, 3 puis pour j = 1,2, 3, on trouve :

e [a((B7) (45 )

Puisque A est coercive on a :
Aeg > m/ | <Z’“£’5Vy“k) +€l7dy.
Y

La périodicité de @y, implique [, Vi = 0, d’ou :
AL > m(/ O & Vyan)® + (€)= mle*.
Y o

Ce qui montre que A* est aussi coercive.
D’autre part, puisque A € L>(Q x Y), 4; € L>=(; Hx(Y)/R), alors de (2.16) on a Aj; € L>(1).

De la méme maniére on peut montrer que a* est coercive et a* € L ().

Pour montrer les théoremes 1.1,1.2 et 1.3, on commence par des estimations a priori.
3.2.3 Estimations a priori

Soit v la suite définie par :
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vi(z) = \/E’u; (u® D] /o usdx’)
u® la suite de solutions de (1.1).
Lemme 2.1
1l eziste une constante C' telle que :
|10 < C, (3.2)
[ 02190 P + 196 P o < €. (3.3
Q

][ |2 < C. (3.4)
FE

Preuve :
On remplace dans la formulation variationnelle (1.16) la fonction test ¢ par u® et on applique
I'inégalité de Holder & [(fu®) en tenant compte de la coercivité de A :

1,/
m [ s+ 9P < [ G+ xan) A DV e = [ e <Rl (35)
Puisque [[u®|[z2(0) < HVu5||H% (o) alors
0

eIz 0y < I F11L2 (o lu®]]. (3.6)

De (3.5)-(3.6) on conclut aisément aux estimations (3.2)-(3.3).
Montrons (3.4). Rappelons d’abord 'inégalité de Poincaré-Wirtinger suivante

b 2 2 !
L1665 [P <c [ 1V voem o), (37)

Soit ¢(y) = u(rey + €i,x3) ou x3 est fixé p.p. dans I. On applique (3.7) et on obtient grace au
changement de variables r.y +ei =z’ :

1
/ U — ufda’|*dx’ < C’r?/ \V'uf|?da’.
Di. 1D;. | Jp;_ Di.

2 .
On multiplie par % et on integre sur I on trouve en utilisant v? donnée par (3.1)

1>
2
S owrEso [ [
e Jr1 i IJDi_

2

Faisant la somme, on obtient

[ 1o < cu? [ 190 (3.8)
Q Q

2
De (3.3) et (3.8) on conclut aisément & (3.4).
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Lemme 2.2
Il existe (u,u®,v) € S et 23 € L*(w; HE(I)) et il existe une sous suite u. telle que :

u® —u dans H(Q), (3.9)
Vuf —— (Vu+ V,u°, aa—;;) (3.10)
ﬁugrfv/ue — Vv, (3.11)
VT E%g—; g;z (3.12)

Preuve :

L’espace Hf () est un sous espace fermé de H'(Q) et la suite u est bornée dans H'(Q) selon
(3.2), de plus u® € Hy (), il existe donc u € Hf (Q) vérifiant (3.9). La preuve de (3.10) s’obtient
directement de la proposition 1.3 dans la partie Rappels.

Montrons (3.11). De (3.3) on a :
(Va2 f v < c.
£ F.
D’apreés la proposition 1.1-3.1 (chapitre 3) il existe une sous suite € et K’ € (L?(Q2 x D))? telles que

\/Euffv’uf —s K (2, y). (3.13)

En outre, l'estimation (3.4) et la proposition 1.1-3.1 montrent l'existence d’une sous suite v. et d’une
fonction o € L2(2 x D) telles que :

ve = 0(z,y). (3.14)
D’apres la définition de v% on a vl € H'(D}_x I) et on a

T

V'u® V'vl dans D). x I. (3.15)

€

_\/_ue

Soit 1 = (¢1,12) € D(2 x D). On a :

Te /e ys($/) _ € "l () (2 ys($/)
VA vyl >—ugﬁ%i;€/1/av @iz, ),

€

olt ye (') = 37,c; (2" — ei). Utilisant (3.15), on trouve

v f et M) - S5 [ et )

r s r
€ el €

€

Par intégration par parties, on trouve :

Te /1, € 3 ! 8 0 0 0
wuez]iVu (:C)ili(x,y <$) //1 i ¢2)+ 1( L2 +ﬂ))

8x1 81'2 Te 31/1 31/2
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Utilisant la définition de v on obtient :

Te /e y5($/> _ 5% % _ 5%
ﬁug;]{mVU (z)(z, ) = rg]ésv ( + ) ]{}U ( +

8:1,‘1 8132 8y1

Te

€

Prenant la limite dans (3.16) en utilisant (3.13)-(3.14), on trouve :

3% 3%
K'( .
/ ][ (@ v)9(.9) / ][ 8y1 " oy, )
e (3.17) ona d € L*(Q; HY(D)) et K'(z,y) = V,0(x,y). Posons

v=10—f0.
Il est clair que v € L?(Q; H (D)) et K’ =V, 0 = Vv, donc v vérifie (3.11).
Montrons (3.12). D’apres (3.3) on a :

][(fuergau) <C.

€ Ox

Il existe alors Z3 € L?(Q2 x D) et il existe une sous suite telle que :

re Ou®

ﬁﬂs; Os (1‘7 y)

Puisque [, [uf]* < [, g—z;\z alors de (3.18) on a :
Te ey2
][(\/E,ug—u )* <C.
F. €

Il existe alors 29 € L?(Q x D) et il existe une sous suite telle que :

r
\/Eﬂsfue — 2’0<£L‘, y)

Soit 1) € D(2 x D). En intégrant par parties, on obtient : Vo = 1,2

O (e, =)

Fsaflja Te

r
\/Eﬂs ;E

On multiplie par 7. ensuite on passe a la limite en utilisant (3.11) et (3.21) et on obtient :

oy
/Q]{)zo(:v,y)%(ar,y):() Vi € D(2 x D).

)= A ][ @y LoV

Ox a Te aya

s
0y '

)-

Donc gz‘) =0 Va =1,2. Par conséquent p.p. (z,y) € Q x D zo(x,y) = z3(x) et on a :

ﬁuerz&ua —= 23(2).

Soit ¥ € C(Q x D), puisque u® = 0 sur Iy alors :
re [ Ouf ye (') 81/1 ye(z')
VThe — Faaxsw(% )= —VT us Y s B
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Passons a la limite dans (3.23) en tenant compte de (3.19) et (3.22), on obtient :

[ f e = [ fo2 o 20

D’olt Z3 ne dépend pas de y, de plus, z3 € L*(w; H*(I)) et on a

82’3
8—303 (z)

= Z3(x). (3.25)
En outre, puisque (3.24) est satisfaite V1) € C(Q x D) en particulier Y1 € C(2), on a :
z3 € L*(w; Hy(1)). (3.26)
e (3.19) et (3.25)-(3.26) on conclut a (3.12). Ce qui acheve la preuve du lemme 2.2.

Lemme 2.3
Pour a = 1,2, soit 0f, = /mpe"2 > (Aaj(z, % )(% La limite 7 —~ 7 double échelle de o&, notée

€

oo(z,y) € L2(2 x D) satisfait la propriété suivante :

][aa(:v,y)dy =0 p.p. xe. (3.27)
D
Preuve :
Puisque A;; € L>*(Q2 x Y') alors de (3.3) on conclut que :
fer<e
F.

Donc il existe o, € L2(2 x D) telle que 05 — .
Soit Dy = D(0,2) le disque de centre 0 et de rayon 2. Posons :

M? = (| (reDy +€i) x I) \ F. (3.28)
i€l

Soient ¢ € D(QQ), 1 € D(D3), on considere :

€ ye (')
@(lﬂ)—ﬁuj(fﬂ)i/)( o ). (3.29)
On a
dp e 09 € o do & 09

O0xq N VT e a$aw+ VT @’ 8—553 B ﬁﬂsa—xS

Prenons dans (1.16) la fonction test ¢, on obtient :

e 0¢ e w out O
e f g s forodie v i f A S
n € / ous ¢ n € aia_w
VT e M I Ou; z; 0xq VTeTe MO 0z OYn

€ ou® 0¢ €
- Aase =y = —— ]
+ﬁﬂs /Mg Bgaxj a903¢ Vpe /Qf¢w
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Puisque A;;(z, %’), o(z), z/)(ys(gC ) € L*>(Q), il existe une constante C' telle que :

| <o [ 21| (331)
Vrriere Jaso 02 By~ rpars Jo 0y XM ‘

2
et puis (3.2) a 6— on obtient :

52

8u 1 1 Te
)2 ( 0)2 < (C—. .
/ ‘81'3 / ) <O € (3.32)

€ ou® Y. < C
ﬁﬂsrs M2 axj aya - \/E,us.

Le passage a la limite dans (3.33) nous donne

On applique I'inégalité de Holder en utilisant le fait que |M?2| =

e (3.31)-(3.32) on déduit :

(3.33)

Tim (—— "o “y=o. (3.34)

=0 \/_ugr‘E MO 85{:] N

Prenons la limite dans (3.30) en utilisant 1/u. — 0 (car g — 0o ) et 05, — o, on trouve :

| f oo+ oug e gydady = 0.6 o

f (@65 + a5 (e y)dady =0, 4 € DD, (3.35)

On choisit ¢ dans (3.35) telle que ¥ = y; dans D puis ¢ = y, dans D et on trouve :

][ 81/1 0o=0 Ya=1,2.
8ya D

Fin de la preuve du Lemme.

Dans la suite, on aura besoin au lemme de densité suivant :

Lemme 2.4
L’espace

= {1/) | Y e CE(Y) telle que Vyip = (8) au voisinage de 0}. (3.36)

est dense dans Hy(Y)/R.

Preuve :
Soit H la fermeture de H dans H#(Y)/R Prenons ¢ € C(Y) et soit Py sa projection sur H.

L’espace H est un sous-espace fermé de H#(Y) /R alors ¢ — P est orthogonal a H, donc :

[ V6PV =0, YoeD\ (o))
Y\{0})

D’ ou:
— Ay (¢p—Ps) =0, dansY/{0}. (3.37)
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La fonction Ay € CF(Y) car ¢ € CF(Y) ce qui implique d’apres (3.37) que Ay (FPy) € CF(Y).
Puisque Py € H%E(Y) alors de I'équation (3.37) on conclut que P, € C(Y) et on a :

— Ay (¢p—Py) =0, dansY. (3.38)

Multiplions les deux membres de (3.38) par (¢ — Py) et integrons par parties, on trouve :
| 9= Pav o= - [ V0= Ponto-Po =0

Puisque (¢ — Py) et V(¢ — Py) sont Y- périodiques / Vy(¢ — Pyp)n.(¢p — Pp) = 0. On a donc :
oY

/Wvg¢—RwF=o
Y

Il existe donc une constante ¢ dans R telle que :
o(y) — Py(y) =c¢, VyeYy. (3.39)

Ce qui signifie ¢ = Py dans H;#(Y)/]R Alors ¢ € H car p, € H, par conséquent CFY)/R C H.
Puisque la fermeture de C3°(Y) /R est égale & H}, (Y)/R alors H = H}(Y)/R, d’oi le résultat annoncé.

On conclut de ce lemme que ’espace

T = =" 0P (@)@ (y), J est fini, ¢ € D(Q), ¥ € H}, (3.40)

peJ
est dense dans U® = L?(Q; HL(Y +(Y)/R).
Rappelons aussi que les espaces :
U="D(I,C®w)), V=DQx Dy), (3.41)

sont denses dans Hf () et V respectivement.

3.2.4 Preuve des résultats

Preuve du théoréme 2.1 :

Rappelons d’abord que lexistence des fonctions (u,u’,v) € S et 23 € L*(w; H}(I)) vérifiant les
convergences (2.2)-(2.6) du théoreme 2.1 a été démontrée dans le Lemme 2.2.

1) lim (=) = p € 0,00

e—0

Montrons d’abord z3 = \/mpu. La suite u® est bornée dans H'(Q) et lirr(l)(uer—s) = p, d’ou la suite
e— €

VT e Z2uf converge fortement vers \/mpu dans L? (). D’autre part, d’apres (3.22) on a /7. Z=uf — 23,
pulsque 11n(1) (e*logr.) = 0, alors d’apres le lemme 1.2 (voir [20]) on a :
E—>

¢awu%3£%MMy=@u» (4.1)
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Donc (2.7) est satisfaite.

Soient (u,u°,v) € U x T’ x V et soit ¢ la fonction :

o(x) = u(z) + ea’(z, %/) + \/;Meﬁ(a:, yaiv’) ). (4.2)

Puisque Va® = 0 au voisinage de 0 car u® € T° alors pour ¢ assez petit Vu'(z, %/) = 0 dans F.
D’autre part, Vo = 0 sur Q \ (F- U M?) car o € D(Q x Dy) ot M? est I'ensemble défini dans (3.28) et
Dy =D(0,2). Doncona: Va=1,2,

0

o (4.3)

0 o 9u° 9a°

{%_ Bxu + (e €9 +aZ )X M. + \/_Z'/‘ (’"Eax +8y )X(F.uMmo),
_ au

Oz3 613 tEe XM T \/—M alSX(F UMO)s

En prenant dans (1.16) la fonction test ¢ de (4.2), on obtient :
ﬁﬂe%ﬁ (Exaaxu + \/_Me ][ As;( (Ve T; gZJ )89?3.
(VR B e + A2) + f An 2 3E) %)
- Ao (Ve Z 5y Eaza aya 3j\V T He 2 gu; )\Te Bz

e /A,,aia“ e /A,aiﬁ
Ve Jaro Y Oz Ox; \/_,usre MO “0z; Oya (4.4)

/A oty Ou | OF | o, +/A ou Ou O,
o Ox;’ O0xq &va N XM, 3 0, Oxj Ox3 0x3 XM,

/fu—i—au \/—M sz‘;.

ol o¢, est la suite définie dans le lemme 1.3.

Puisque 3.~ (z, ye(a) ) et Agj(z, & ') € L*°(f), alors en utilisant 'inégalité de Holder et le fait que la

Te

suite "_ est bornée dans L?(Q) on trouve qu’il existe une constante C telle que :
Tj

€ ou® 0v C
NI Aa‘— —C 0 < —
ﬁﬂsrs /Mg| J 81‘j Gya | \/—/"LETE / |8£L‘j |XMJ S Mg

Donc :
out 0v
| Ay,i——|=0. 4.5
E%(\/_METs / / axj 8yo¢) ( )
D’autre part, d’apres le lemme 1.3 on a:
1 € al\d, = U. 4.
g (V. “fos s )=V [ o f oul iy =0 (146)

Prenons la limite dans (4.4) en utilisant (2.2)-(2.6) et (2.7), ( 4.5)-(4.6), le fait que A(z, %)—A—\A(x, 0)
au sens fort (proposition 1.4) et A(z, %’) —— A(z,y) au sens fort ( voir rappels), = =0 (car pe — 00);
on obtient :

! f o0 (i) e ) Lo () ()

v (@, a, ‘)EUXU x V.
Q
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Puisque U x T’ x V est dense dans S alors (4.7) est satisfaite V (u,u%,v) € S, dou (u,u’,v) est
une solution de (2.8). Puisque les matrices A(z,0) et A(x,y) sont coercives , d’apres le théoreme de
Lax-Milgram I’ équation (2.8) admet une solution unique qui est (u,u,v).

D’apres (3.20) on a :

][ W< —— ¢ (4.8)

Donc ijgue)Q — 0, et on conclut que :
uE =0, (4.9)

Puisque u° est bornée dans H'(f2) et e2logr. — 0 alors d’apres le lemme 1.2 la limite u de u® vérifie :
u(x) = ][Ody =0. (4.10)
D

On remplace ¢ par u¢ dans la formulation variationnelle (1.16) puis on passe a la limite en utilisant
u® — 0 on trouve aisément la deuxieéme limite dans (2.9). Le Théoréme 1.1 est démontré.

Preuve du théoréme 2.2 :
Fixons u et considérons & = ¥ = 0 dans le systeéme (2.8) on trouve :

u® e U°, )
e (5) (5) = f e () () o

La fonction u° est la solution unique de (4.11), la démonstration se fait aisément par I'application du
théoréeme de Lax-Milgram dans U°.

Soit @’ € U°. On ChOibit dans (2.13) la fonction test 4%(x,.) € H(Y)/R ol z est fixée dans 2 puis
on multiplie (2.13) par 52 et on integre sur . Faisant la somme pour ¢ = 1,2, 3, on obtient :

//A(:c,y) (vy(z6§; ﬂ’)) (V%UO) I—//A(x,y)Vu(v%uo). (4.12)
QJY QJY

ou o .
i Da; Li

Comparant (4.11) et (4.12) en tenant compte de I'unicité de la solution, on trouve u® = 3
On fixe u et on choisit @ = 4° = 0 dans (2.8) on obtient :

vy €V,

Lo (58) (5) = Lo (el ) (%)

La fonction v est la solution unique de (4.13), la preuve se fait par I'application du théoréme de Lax-
Milgram dans V.

Soit ¥ € V. On Choisit dans (2.14) la fonction test v(xz,.) € HL (D) ol z est fixée dans  puis on
multiplie (2.14) par \/_ A 81 , ensuite on integre sur {2 et on obtient :

[0 (PR () == [ e (g ) (7)o
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Comparant (4.13) et (4.14) et tenant compte de 1'unicité de la solution on trouve v = ﬁug—%f). D’olt
(2.12) est satisfaite.

Preuve du théoréeme 2.3 :
On prend @’ = ¥ = 0 dans (2.8), on remplace u® et v par leurs expressions dans (2.12), puis on
utilise les notations (2.16)-(2.17), on obtient aisément :

MQ/Qa*( )8“ ou +/QA*(;U)Vu.Vu: i fu, Vaue (Hp (). (4.15)

$ _
81'3 8.’E3
D’apres la remarque 1.4, Popérateur bilinéaire A* est continu et coercif sur (H%O(Q)) et a* € L™ (Q),

on applique le théoréme de Lax-Milgram et on trouve que (4.15) admet une solution unique u. La
formulation variationnelle de (2.15) est (4.15), donc I’équation (2.15) est démontrée.
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3.3 PROBLEME DE L’ELASTICITE AVEC DES DEPLACEMENTS DE L’ORDRE DE
% DANS LES FIBRES

On étudie ici le systéme de 1’élasticité linéarisée dans le méme cadre géométrique que précédemment,
et en supposant que le rapport des magnitudes des déplacements est en E% La seule nouveauté étant
I’hypothese sur le rayon des fibres r. << €.

Nous montrons en particulier que I’anisotropie des fibres n’a d’effet a 1’échelle macroscopique que si
gi_rg(l) (Z—;) = 11 €]0,00[. Dans ce cas, une variable vs(x,y) correspondant au couplage flexion-torsion dans

les fibres apparait dans le probleme limite, mais contrairement au chapitre 2, ici I’angle torsion c est
nul.
. N .2 .
En revanche pour un autre choix de scaling, a savoir, 5 dans les fibres et 1 dans la matrice, on montre
€

que la variable d’anisotropie reste comme dans le chapitre 2 sous la forme d'un couple (c(z)yZ, v3(z,y)).

3.3.1. Description du probleme

Dans cette partie on s’intéresse & I’homogénéisation d’un milieu périodique, élastique, fortement
hétérogene, et soumis a des forces extérieures. On se restreint au cas des petits déplacements pour
lesquels 1’équation d’équilibre est le systeme de ’élasticité linéarisée. Le domaine de la configuration
géométrique est le méme que celui considéré dans le deuxieme chapitre pour 1’élasticité, mais, en
supposant que le rayon des fibres, noté r., est petit par rapport a la taille de la période €. Le domaine
du milieu est donc un ouvert 2 = (—%, %)3 qui est composé de deux matériaux : un matériau F. composé

des fibres déconnectées distribuées périodiquement, et verticalement dans le milieu 2 par une période

.. r , . .

e, le rayon d’une fibre est r. tel que hr% £ =0, on suppose que r. vérifie de plus hn%) (82 logr.) = 0.
e—0 & E—>

Le deuxieme matériau est la matrice M. qui constitue ’ensemble entourant les fibres dans le milieu €.

Nous étudions le systeme de ’élasticité linéarisée dans le cas général sans aucune condition telle

que l'isotropie ou l'orthotropie. Dans cette étude on suppose que les fibres sont rigides telles que le

coefficient de I’élasticité est de 'ordre E% tandis que la matrice M, son coefficient est de 'ordre 1.

. . . ~ - r . .
L’anisotropie ne joue pas d'un grand role sauf si hn%) (=) = u €]0,00[, dans ce cas D'anisotropie
e—0 &
nécessite I'introduction d’une nouvelle variable vs(x, y) correspondante au couplage flexion-torsion dans
les fibres. L’angle de la torsion est nulle, et la nature de la variable v3 est liée aussi de la réduction de
dimension 3d-1d et le choix de scaling E% dans F., en effet, nous allons voir dans le probleme qui sera
étudié dans la partie suivante avec un scaling d’ordre i—i que la variable du couplage devient sous la

forme (c(z)yZ, vs(z,y)), ou c¢(z) désigne 'angle de la torsion .

On reprend donc le contexte géométrique suivant ainsi que les notations :

11
Q:<__7_)37 w:<__7_)27 I:<__7_) (1 1)
2 2
w= U Wi, wh=ew + e, (1.2)
i€l.
ol
I. = {i = (i1,i2) € Z*, ei € w}, (1.3)
Pour tout € on considere r. € (0,¢) tel que :
L Tey 9 B
Ehi%( . )=10, et gli%(é logre) = 0. (1.4)
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Définissons ’ensemble F. des fibres et I’ensemble M. de la matrice par :

F.=|JF, M.=Q\F., (1.5)
i€l
Fi=Di xI, D =D(0,r.)+:¢i. (1.6)

(D(0,7.) est un disque de centre 0 et du rayon r. dans w).

Dans la suite on utilisera la convention de sommation des indices répétés; les indices latins ¢, j, k, [, ...
varient dans lensemble {1, 2,3} alors les indices grecs a, 3,7, 0, ... varient dans {1, 2}.
Soit
R
2’277
On considere le tenseur A d’ordre quatre défini dans 2xY dont les coefficients A;jx; ot 4, j, k, 1 € {1,2,3}
tels que : V(z,y) € @ x Y et pour tout 2 x 2 tenseur symétrique e = (e;;),

Y = ( (1.7)

Aijii = Ajirt = Awiij, (1.8)

Vo, y— Ajju(r,y) est Y — périodique, (1.9)
Aiji € C(2 x Cx(Y)), (1.10)

Im >0, Aijri(z,y)ene; > me;je;;, (1.11)

olt Cx(Y) désigne l'espace de fonctions continues et Y —périodiques dans R

En général, si ¢ = (¢1,12,13), le tenseur e(¢) est une matrice 3 x 3 dont les composantes e;;(¢) =

%(gf] + %) avec 1, j = 1,2,3, autrement dit e(¢)) est défini par :

e(¢) = 5 (Vo +' Vo). (1.12)

N

Pour un ensemble mesurable A, la notation y 4 désigne la fonction caractéristique de A et la notation
|A| désigne sa mesure de Lebesgue.
Posons :

11
F():wX {—5,5}, FNzaﬁ\Fo, 8Q:FOUFN. (113)

(0 pour désigner la condition de Dirichlet, N pour la condition de Neumann).

Soit :
f e L*(Q,RY), (1.14)

on considere le probleme suivant :

—div(a%xpa +xa)A(z, T)e(u®) = f(x) dans €,
/ u® =0 sur T, (1.15)
Az, Z)e(u)n =0 sur T'y,
ou n est la normale extérieure a I'jy.
Soit U 'espace :
U = (Hp, (Q2))°. (1.16)

L’espace U muni de la norme (3, ; \\eij(u)\\%2(52))% est un espace de Hibert (voir rappels).
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Le probleme (1.15) s’écrit sous la forme variationnelle suivante :
u® € U,
/

[ Goxe + xan) A, Dyetw)e() @)z = [ fla)o()ds, (117)
Q Q
Voel.

On applique le théoreme de Lax-Milgram dans I’espace U en utilisant les hypotheses (1.8)-(1.11) sur le
tenseur A et (1.14) sur f pour montrer que le probleme (1.17) admet une solution u®.

D = D(0,1) C Y un disque de centre 0 et de rayon 1. On introduit les espaces suivants :

U° = {u® | u® = (u},u3,u8), u’ € L*(Q; (Hy(Y)/R)®)}, (1.18)

Vs = L*(Q; H,, (D)), (1.19)

W = L*(; W), (1.20)

WO = {w® | w® = (w},wd,0) € (H},(D))?, / (yowf — y1wd) = 0}. (1.21)
D

On considére également les espaces suivants :

T=UxU’xVsxW, Z=(H} () xU" (1.22)

Pour ¥ (z,y) = (¢1,12,1%3) on désigne par e(1)) le tenseur donné en (1.12) tandis que e¥(v)) est le
tenseur symétrique 3 x 3 dont les composantes eﬁ’j((ﬁ), 1,7 = 1,2,3 sont données par : o, =1, 2,

1 .0¢, OY 10y
eng(¥) = 5(8—y5 %f)u eas() = 5@} es3(v) =0,
ainsi on écrit ; o
Yy Yy 1(9%a 4 9%y 10y
Yy — eaﬁ(d)) eoz3(/(/))) — 2(8y + Bya) 2 0yq
e’ (¥) (eig(w) 0 g%ﬁf 0] (1.23)

3.3.2 Enoncé des résultats

La notation ”—= 7 est pour la convergence double échelle adaptée avec le grandeur des fibres (voir
3.1. (1.17)) tandis que la notation ” —— 7 est pour la convergence double échelle usuelle (voir rappels).

Dans le théoreme suivant on donne la premiere version du probleme homogénéisé. medskip Le
probléme homogénéisé est fonction du choix de 7. par rapport & €2, plus précisément on a:

Théoreme 3.1
Soit u® la suite de solutions du probléme (1.15). Il existe

(u,u’ w3, w) € T, et zz € L*(w; HY(I)), (2.1)

tel que les convergences suivantes sont vérifiées:
u® — u faiblement dans (H"(Q))?, (2.2)
e(uf) —=— e(u) + e¥(u), (2.3)
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E—zeaﬁ(us) - 63;5(“}); (2.4)
ﬁ?‘g e 1 81)3
22 as(u®) 20y’ (2:5)
e 073
2 esz(u’) — 925 (2.6)
Et de plus on a :
1) Si, lim(T—;) = € [0,00[ alors :
e—0 ¢
z3 = /Tl us, (2.7)

et (u,u®,v3,w) est l'unique solution du probléme suivant :
(u, u®, vz, w ) -
aﬁ( w) 55 eop(®)  sa
A .’E O 1 vz dus 1 Ov3 us3 +
3o VTG )\ 35,5 VTG (2.8)
/ / (e(u) +e¥(u?)) (e(u) + e¥(a°))= / f(z)u(x)dx,
Q

(6, u°,v3,w) € T.

. . r«‘:_
2) Si, Eh_{go(E—Q) = o0 alors :
v3=w=0, wu3=23=0, (2.9)

et ((u1,uz),u’) est l'unique solution du probléme suivant :

((u1,u2),u’) € Z,

/ﬂ/yA(:L‘,?J)(e((ua,O))—i—ey(uo))<e((aa,0) )+ e (a ) /fa ©)iia(z)dz, (2.10)

v (11, 1g),u°) € Z.

Remarque 3.1 L’unicité de la solution des problemes (2.8) et (2.10) implique que toute la suite u®
vérifie les convergences (2.2)-(2.6).

Remarque 3.2 Si = 0 alors v3 = w = 0 et le probleme (2.8) ne contient que les variables (u,u°) et
est posé sur le domaine Q X Y. La preuve est immédiate, d’abord on a /7 gx =0, on pose u = uO =0
et U3 = vg, w = w dans (2.8) on trouve

[faeo (5 ¥

Yo

Puisque A est coercive on conclut que v3 = w = 0.

Ici, I'orthotropie du matériau ne joue pas un role particulier sauf dans le cas oil r. équivaut a €2, la
variable v est nulle dans le systéme (2.8). On précise cette remarque dans la proposition suivante :

Proposition 3.1
On suppose que le tenseur A vérifie I’hypotheése de symétrie suivante ;

Aag,\ﬂs = Aa333 = 0, \V/Oé,’)/,(s = 1, 2. (2.11)
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0

alors si p # 0 la variable vs = 0 et le probléme (2.8) ne contient que les variables (u,u”, w).

—O

Pour montrer cette proposition on choisit @ = @” = w = 0 et 3 = v3 dans (2.8) puis on utilise la
8uS

condition (2.11) qui élimine la contribution de /7u75:2 et de w et on trouve I'équation
0 0 fouw
2 ya
/][A(x70)(l8v3 )‘(lavg 0 )_O
QJD 2 Oy 2 0Ya

Puisque A est coercive on conclut que vz = 0.

Dans le théoreme suivant on donne une expression des variables u°, v3 et w en fonction de w.
Théoréme 3.2

Soient u,u’, vs,w les solutions données par le théoréme 2.1. alors :

=

3
ud = Z W PDe,, (u), hm(T;) = p. (2.12)
P,q=1 °c
B Ous . . Tey
(v3,w) = ﬁua—xg(vg,w), 11?(62) = /1. (2.13)
3
W= 5 aPey((ua,0)), hgn(gg) = o0, (2.14)
p,q=1

ot uPD | et (D3,) sont les uniques solutions auz problemes suivants :

aP?) € L=(Q; (H. ( )/R) et p.p. x €€,

/A(m,y)ey( (P2))e¥ (g /Am y)e®De¥ (70), (2.15)
Y

Va’ e (Hy(Y)/R)%,

ot ePD désigne la base canonique de R3*3 (egq) = 0ip0jq). Et

=
<
=
8
S
S
8
m
2

(2.16)

e (5 1)
) X

vV (v3,w) € H} (D

Remarque 3.3 L’existence et l'unicité de la solution du probleme (2.15) s’obtient comme dans les
chapitres précédents par un argument de localisation en x et par application de Lax-Milgram dans
(H4(Y)/R)3. On remplace @° par a9 (z,.) dans (2.15) et on exploite les conditions (1.10)-(1.11) sur
A on obtient :

m/ \ey(ﬁ(M))(m,y)de < C’/ |ey(a(pq))(:v,y)\dy, p-p. z €.
% %

Appliquant I'inégalité de Holder au second membre, on obtient :
m [ (@) my)? < ([ @)@t pece,
Y Y
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Ce qui implique que @*?) € L>(Q; (HL(Y)/R)®). En outre, puisque (P9 € L*(€; (Hx(Y)/R)%) et
epq(u) E L2(Q) alors (aPDe,,(u)) € L2(; (Hx(Y)/R)?) = U°, ce qui montre que I'expression donnée
pour u? en (2.12) (Resp. en (2.14)) est dans l'espace U°.

De la méme facon on peut montrer 'existence et 1'unicité de la solution (93,w) de (2.15), et la
formulation donnée pour (03, w) dans (2.13) est dans l'espace V3 x W.

Grace au théoreme précédent on obtient la formulation finale du probleme homogénéisé qui ne
contient que la variable macroscopique et la fonction wu.

Théoreme 3.3
La suite u de solutions de (1.13) converge fortement dans (L?(Q))® vers u, et on a :

1) Si, lim(r. /e?) = p € [0, 00[, u est l'unique solution du probléme suivant :
g

—u28%3(a (x)3“3) divA*(x)e(u) = [ dansQ,
{ u = 0 surTy, (2.17)
A*(z)e(u)n = 0 surTy.

2) Si, lim(r./e?) = oo, uz = 0 et (u1,uz) est l'unique solution du probléme suivant :
g

(
e((t1as0))((1a 0)) = /ﬂ Fuia, (2.18)
€

ot A*(x) est un tenseur dont les coefficients Az]kl< x) sont définis par : p.p. x €
A / Az, ) (e (60 + )Y Dy (2.19)

et a*(x) est une fonction scalaire définie en fonction de (0s,w) par : p.p. x € Q

~

a*(x) /D(Agga,g(l‘ 0)8a5( )+A33a3(1‘ 0) gy +A3333([L’ 0>)d (2.20)

«

Remarque 3.4 Les opérateurs A* et a* sont symétriques et coercifs, et A7, a* € L>(Q).
En effet, en utilisant (2.15) on trouve : Pour tout 2 x 2 tenseur symétrique { = (;;) on a :

Aliuiémbi; = /Y A (&re? (a) + e ) (&ev (a)) + Eijeqj ) -

Puisque A est symétrique alors A%y Euéii = Afyi&i€k = Al &uéji, d'ou A est symétrique.
D’autre part, faisons la somme pour i, j = 1,2, 3 puis pour k,l = 1,2,3 on trouve :

A = / A(Y e (60) +€) (3., Exe? () + €).
Y
La coercivité de A implique :
AL m/ (3., € (660) + €) [2dy.
Y
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La périodicité de @Y implique Iy e () =0, d’otr :
A6 2 m( [ (S €ae (@) +[¢) 2 mieP. (2.21)
Y st

Ce qui montre que A* est coercive.
En outre, puisque A € L=(Q x V), aP?) € L>°(Q; (Hx(Y)/R)3), alors de (2.19) on a Al

De la méme maniére on peut montrer que a* est coercive et a* € L ().

Cette remarque nous permet de montrer en utilisant le théoreme de Lax-Milgram D'existence et
I'unicité de la solution des problemes (2.17)-(2.18).

Dans la proposition suivante on donne les coefficients Aj;;; et a* explicitement dans le cas d'un
matériau isotrope.

Proposition 3.2
On suppose que le tenseur de élasticité A = (A;jr) est donné par:

Aijri = N0ijori + p(0indj; + 0:6) A >0 p >0, (2.22)

alors les coefficients Af;y, et a* définis dans le théoreme 3.3 deviennent :

3A+2
ikl = Aok + p(dirdj + 0udjk) , aF = u)\iu- (2.23)
+u
3.3.3 Estimations a priori
Soit u® la solution de (1.15), on prolonge u® dans w x R par zéro, considérons donc @ ou :
ey Jut(x) sizewxl,
u(m)—{O sizewx (R\I). (3.1)
Puisque u® = 0 sur 'y alors 4 € HY(Q2 xR) et ona: Vi,j =1,2,3,
i € oui
Ouzz%:{a% bl.iL‘ECUXI, (3.2)
dx;  Ox; 0 siz€wx (R\I).
Soit B
L=IxI_, ot I, =/{is€Z, (reis+rd)nI+#0}. (3.3)
(voir 3.1. (1.8)-(1.10)).
Pour tout ¢ € I considérons
Cl=Di xI#, ou I =rd+rei. (3.4)
(voir aussi 3.1. (1.11)). On constate que
F.=J«Cina), F= |J D xznD), 1= |J @ni. (3.5)

i€l i3€lr, i3€l,

Considérons les coefficients suivants :
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(22— 2iy)as (2 - 2iag)de

i
(B E2-gi)2)d

i fcg((f—i—is)ﬂi—(i—;—iil)-g)dx

le = Joi (R4 (72 —is)? o 36)
7 fcg((i_:_iii)ﬁ;—(f—f—iig)ag)dx

e Joi (2= (72 —is)? o

di_ = ﬁ fcg ajdr, k=1,2,3.

On associe a tout i € I, la fonction v’ définie dans C? par :

vie = G (ui() — al(%2 — 2in) = bi(2 —ia) — di.),
vhe = G (u5() + al(8 — Ziy) — bh (L — i) — di.), (3.7)
V3 = 5_27r(u§<$) + ble(?l - rill) + béa(i_ - 512) - d3s)

Il est évident que v? := (vi_, vi_,v% ) dans C vérifie :
: .
€ (Hl(C;))?’, et ekl(vé) = 5—28kl(u5), k,l=1,2,3. (3.8)
Définissons maintenant dans € la fonction v® = (v, v5, v§) par :
vy = Z UisXcgrmv vy = Z véaXcngv v3 = Z U:l’,sXcng (3.9)
icl, icl. icl.
Dans la suite on va identifier les limites (2.2)-(2.6). Pour cela on commence par le lemme qui suit
portant sur des estimations a priori.

Soit u¢ la suite de solutions du probleme (1.15), e(u®) son tenseur défini par (1.12), et v® la suite
définie dans (3.9).

Lemme 3.1
1l existe une constante C' telle que
]| (are) < C. (3.10)

][|\FT5 w2 < C. (3.11)

][ > < C. (3.12)
Fe

Preuve :

On remplace ¢ par u€ dans (1.17) puis on utilise la condition (1.11) sur le tenseur A et on applique
I'inégalité de Holder sur ([, fu®) on obtient :

1 1 c12y 1
m [ e < [ Goxn + ) aetuetw) = [ o< ([ IR )
Puisque dans Hf (Q) on a ||[Vu||g2 < Clle(u)]|> (Inégalité de Korn) et ||ul| < [|Vul| alors :

m||Vuf||Z: < mC?le(u)l|12 < C2[| S|z |ufl[ze < CI S]] |Vl
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Ce qui montre que ||Vu®||pz, ||u®]|L2, et ||e(

z / e(u?

On constate que :

Puisque ||u®||z2 est bornée alors (

)2§(/ [ et

& [y, le(u

u®)||r2 sont bornées, d’ott (3.10) est satisfaite.

) est aussi bornée, par conséquent on a (3.11).

Montrons maintenant (3.12). Pour cela on va utiliser le lemme 1.3 (voir 3.1). Soit :

11

Fixons ¢ = (i,43) dans I. et considérons la fonction ¢ =

T =D(0,1) x Y3

ou Y3=

C23)

(¢1, P2, ¢3) définie dans T par :

d)k(ya y3) = ai<Tay + Ei, TeY3 + Tgig),

k=1,2,3.

ou @° est donnée en (3.1).

(3.13)

(3.14)

On cherche d’abord I'expression de (5 donnée dans le lemme 1.3 par (1.46) en fonction de @°. Faisons

le changement de variable (rey + €4, r:ys + 7“52'3) = (2/,z3). On obtient :

/ (Y2 + y3)dydys = =
/(y2¢1 — y1¢2)dydys =
/ (Y300 — Ya®s)dydys =

£ on(wpdudys —

Avec les notations (3.6), on trouve :

¢>1 (y,y3) = agyz + b ys + di,
¢>2(y, ys) = —alyy + b ys + di_,

g . T IS
/(y1 +y3)dydys = —/ e i) 4 (22— —i)?)da,
Te Te Te
1 :va €. |9 r3 . 9
— T T la - d ’ = 1727
cz((Ts 7“52 ) +(7“5 i3) ) r, «
1 To € _ T € .\
_ e - £ _ -~ £ d
5 [ (G2 = i) - G = Zais()as
1 I3 Loy SN
7 Jes ((T— —i3)ug,(v) — (r— - T—Za)ug(iv))d%
i £ € 3
1
\C’ | k(:v)d:c, k=1,2,3.

¢3(ya y3) = _blsyl b2ay2 + dSa
Donc on a : -
1 — ¢>1 = Ui(rey + €i,reys + reiz) — agyz — 15y3 d15,
P2 — ¢2 = u5(rey +ei, reys + reiz) + agyi — b25y3 d255

3 — b3 = W5 (roy + i, roys + rois) + b y1 + bh.ys —
D’apres l'inégalité (1.45) du lemme 1.3 on a :

/ 16— &Pdydys < C / le(6) Pdydys.
T T

Ona:Vk (=123,

er(0)(y,y3) = reep (U

E)(Tsy +et,reys + T5i3)~

(3.15)

(3.16)

On remplace dans (3.16), (¢ — ¢) par son expression (3.15) et on fait le changement de variable (r.y +
€1, Tey3 + reiz) = x, on obtient :
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On divise ces trois inégalités par e2r? et on utilise expression (3.7) de v,is, on trouve :

—3 \;El2<0 / NP, Vk=1,2,3.
mre Cz
Faisant la somme pour i € I, on trouve : Vk =1,2,3

ﬂﬂ23/1%2<c§j s [ et

i€l

Puisque e(a®) = e(uf) (voir (3.2)) et F, = Ugeja<cz N Q) alors :

2
€ ; 1
=5 [ P <o [ e
rg 7= 7 F
7 :
D’apres (3.11) on a ( fF le(uf)]?) < C, donc :
= / i P<C (3.17)
7['7"3 — Cg ke - ’ ’

Prenant en compte la définition de v* dans (3.9) et 'estimation (3.17) on conclut aisément & I’estimation
(3.12).

Dans le lemme suivant la notation ” —” désigne la convergence définie dans (1.16), paragraphe 3.1.

Lemme 3.2
I eziste une sous-suite notée encore ¢ et v € (L?(Q; HY(T)))? telles que :

v 00 (2, y,y3), (3.18)

e

—en(uS) == €y (0°) (@, 9, ys). (3.19)

Preuve :
Dans ce qui suit on écrit souvent ¢ au lieu de p(z, dans les intégrations sur F. pour une

ya(I))
fonction test ¢ € D(Q2 x T'), voir la notation y.(z) en 3.1. Ei.15).

Les estimations (3.11), (3.12) et la proposition 1.1 entrainent 'existence d’une sous-suite ¢ de la
suite € et v0(€ L?(Q x T))3, x° € (L3(Q x T))3*3 telles que:
vE=00(2, Y, ). (3.20)

VT

22
Soit p € D(Q2 x T'). D’apres (3.21), on a :

gg@?f%l )= [ £ e (3.22)

Puisque e(uf) = e(@°) dans F. et e(a€)(z) = 0 si z € C? \ F. alors :

et (u®) = xi(x,9,y3). (3.21)
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\/;TE ][ e (u”)p = ﬁrs]ée'fz(uw =

D’apres (3.8) on a ey (u®) = %ekl(vZ) dans C?. Alors :

™
\/;E]éekl =— Z/ er(v (3.23)
€ = 4

€

Viel. »w oz, ys(x)) € D(CY) car ¢ € D(Q x T). En intégrant par partie dans C? on obtient :

g2 z - (x g2 1 vl Ol
[ entubypta 22y = S0 [ (She Tty
: ci on

e Te re 2 oxy,
: 3.24
) ; Uke oz, Vie By &vk 7r1"2 2 i ke Byt oy Ye By, Gyk
e (3.23)-(3.24) on déduit :
ﬁre][ R 11 / = Oy : Oy / : 0p 5 0p
=——— . i fe = 3.25
-2 Eekl(“ )‘P 2 ‘Fs‘ _EZI_ (T ( ksa +v Viea — 81‘ ) + Cg (Uka 8yl + v Vien— 8yk )) ( )
Puisque le support de ¢ est compact dans (2 x T') alors si C’z \Q#Dona:
i Oy 7 Op / i Oy 7 0p
Vie=—— +v.——) = vy + v 0. 3.26
Lotk g = [ Ol +vig) = (3.26)
e (3.25)-(3.26) on conclut en utilisant la définition de v, :
ﬁrg][ R 1][ . O0p . Op 1][ . Op . Op
- = et Z — —I). 3.27
82 kal(u )QO T 2 Fa(vk 813[ + Uy afﬁk) 9 FE(Uk vl +vl yk) ( )
Prenons la limite dans (3.27) prenant en compte v*—> v° on trouve :
. Ve e _ 1 0 0 0 Op
Iy J =5 J 1 Wy o)
Comparant cette limite avec (3.22) on conclut :
dp Op / ][
W0 0 0
- +v Xpe, VeoeDQxT).
/Q][ Byl K Gyk) QJT . ( )
Ce qui montre que ey (v°) € L?(Q x T) et on a :
el (W) =xb, Yk i1=1,23. (3.28)

D’apres l'inégalité de Korn v° € (L2(Q; HY(T))). Ce qui acheéve la démonstration de ce lemme.

Dans le lemme suivant et a 'aide du lemme précédent on va montrer les convergences double échelle
(2.4)-(2.6) annoncées dans le théoreme 2.1.
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La notation "—= 7 désigne la convergence (1.17) définie dans 3.1.

Lemme 3.3
11 eziste (vs,w) € V3 x W et z3 € L*(w; Hi(I)) vérifiant :

T
8_2€ea6<ue) == eg(w), (3.29)
T, R 1 Ovs
——e€q —_ —— 3.30
e () = 552 (3:30)
e R 073
_ — 3.31
- eas(u’) e (3.31)
Preuve :
Considérons pour k = 1, 2, 3 les fonctions suivantes :
_ 0 o 8’[12
'(Uk(l',y) = Uk<$7yay3)dy3a wk(sc,y) = G—(xayay?))dy?)- (332)
Ys v; 9U3

Il est clair que wy, Wy € L3(2 x D), d’autre part, puisque v{ € L?(Q; H'(T)) d’apres la proposition
1.5, la fonction wy, est dans L?(2; HY(D)) et on a :

oWy, 81)2
— = — d k=1,2 =1,2. 3.33
8ya /Y3 8ya (.’E7y,y3) Ys, ) 737 « ’ ( )
Utilisons la remarque 1.1 (voir (1.18), 3.1), le lemme 3.2 (3.19), et (3.33) on obtient :
e R _
VT ) [ el %), ys)dys = ). (334
Y3

Posons :

_ Y2w1 — Y1w _
wa:wa—ka(Q; ;2)yf—][wa, a=12.
fD(y1+y2) D

Il est clair que (w1, w2,0) € W et ef 5(w) = e, 5(w), et donc la limite (3.29) est vérifiée.

On va maintenant identifier la limite de \/527'5 eq3(u®) dans L2(2 x D).

Dans ce qui suit on écrit souvent 1 ou ¢ au lieu de (z, %1/)) si on inteégre sur F. pour une
fonction test 1 € C(Q x D), voir la notation y. (') dans 3.1, (1.14).

D’apres la remarque 1.1 (voir (1.18), 3.1) et le lemme 3.2 ona: Va =1,2

Jrr
TEGQS(UE) — 613(”0)(%%93)(@3;
Y3

En utilisant les notations (3.32)-(3.33) on trouve : Vo = 1,2

/e 1 Ows

= 6043(“5) — 5(’&1& + ETN )a (3.35)
On montre dans la suite que :
ow
=0 Va,f=1,2. 3.36
dys (3.36)



95 (ysg ), d’apres (3.35) on a :

lim 2\/%"5 ][ ea / ][ 8w3 81/}
e—0 82 F. ayﬁ ayg

: d &
Puisque qﬁ% = Ts%(@ﬁ) — 7“5%1&, alors :

2@r5]£56a3(u s \/_/ ea3(u ¢1/J \/—/ eas(u %d)

La suite eq3(uf) est bornée dans L?(f2) (voir Lemme 3.1) et |F¢| — 0 donc :

Soit (¢,1) € D(Q) @ D(D). On considere la fonction test ¢(z)2L

0
lim(l/F eag(us)—¢¢):().

e—=0 s

On conclut de (3.37),(3.38), et (3.39) que :

lim l/ eas(u® /][ 8w3 81/}
=0\ VT J o 8x5 Q 3ya 3yﬁ.
8u3

\/—/ €a3(u ¢¢ \/_{ 8x3 ﬁxa)axg ((ﬁw)

ous 0
\/— Z /1 8:103 81‘5 \/_ e 0Zq 8555 (69).

%(:U)d)(ys(x )) € D(FY) car ¢(z)9(y) € D(Q x D), alors en intégrant par partie on obtient :

8%3
1 ous, 0¢
Z/I 8x3 8105 Z/ 8105 8x3 ﬁ e Oz 8—x3w

iel.
Donc :
= [ st pmton == [ g‘g; s+ = [ g";;ﬁ .
La bulte = est bornée dans L?(2) (voir lemme 3.1) et |F.| — 0 alors on a :

lim (1 ous, 8q§ )
=07 Jp Oxp oz

Passons a la limite dans (3.41) en utilisant (3.40) et (3.42); on obtient :

lim 1 ous /][ 8w3 81/}
e—0 \/_ 8xa 8.%5 8y5'

D’apres (3.2), gzz = ng dans Q et uS =0dans C*\ Q (si C2\ Q0 ), donc on a :

1 du§ dug
N _ Oxq 81‘5 (99) = Nz 2/1 04 8555 ov).
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La fonction vi_ est dans H'(C?) (voir (3.

7)-(3.8)) et on a :

ovi, 7 oug 1 ; P
% = —(81}& b ), dans C&’
ce qui donne immédiatement :
ousg vy 1 ; -
910~ V7 010 baa, dans C%,
donc : . A ) 5 .
u3 _ 5_ V5. bi
NG ci 0zq dxp (0v)= ci 074 81'5 (0v)- \/—7“5 / dxp (6v).

Puisque ¢ € D(D), alors Vx3 € I/ la fonction 2’ — qﬁ(m’,xg)z/)(yf(l )) € D(D:), d’ot :

d
/Cl B (W)dx-/lgg(/m oe; (¢2p)da’)dws = 0.

De (3.45)-(3.46) on déduit :

1 oug 0 _e? ovs. 0
NG ci 0zq 8105 (¢9)= T ci Ozq 81'5 (69).

On integre par partie le second membre de (3.47) en utilisant :

9 9% 1000y 10600 1 0%
axa(axﬁ(W)) T TR o et vk et Lat e
on trouve : 5 - ; ,
ﬁ U3E 7 9 0
ci 014 axﬁ (6v)= /C . 5 Bz, (5, (¢w>)

ey ﬂw_i/ o0 o0
T Jei 3 020015 ci 36855& dys

_i/ . 96 00 e?/ P
TTe 585(:5 Mo T2 v IyaOys’

(3.45)

(3.46)

(3.47)

(3.48)

Faisons la somme pour ¢ € I, tenant compte de ¢(x )w(yi(l ) =0 dans C?\ Q (si C1\ Q # 0) car

¢ € D(Q), la définition de v§ dans (3.9) ainsi que les relations (3.44), (3.47), (3 48), on trouve :

L oo 0 . 9% 06 0
N 0z dxp (99) = ][ U3 &Ca&cgw " ][ 38xa ys
%i‘ﬁ g T

3 Bz 3 OYq :)3 IyaOxp’

Passons a la limite en utilisant (3.18) puis la remarque 1.1, et la notation (3.32), on obtient :

lim 1 ous 0 / ][ 821/)
e—0 \/_ &ca 81‘5 w3 “ y ayaayﬁ
Puisque w3 € L*(Q; H'(D)), (voir (3.33)) on a :

1 ous 0 - Jwg o
tim (= [ S ton)= [ f S et
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Comparant cette limite avec celle obtenue dans (3.43) on conclut que :

/g][w“ »Y) af 0, Y (¢,%)€D(Q)®@D(D),

ce qui montre %’5; = 0, d’out (3.36) est vérifiée. Par conséquent W, ne dépend pas de la variable y, il

existe d,(7) € L%(Q) tels que :

Wo(2,y) =do(x), dans Q@ x D, a=1,2.

Posons :
v3(w,y) = ws(x,y) + y1di(x) + yada(x) — ][@3(1’, y)dy. (3.49)
D

La fonction v3 est dans L?(Q; H} (D)) et on a :

8’(13 8@3 8’@3 o
Yo 0Ya * 0Ya T

On conclut de (3.35) que :

Ce qui acheve la preuve de (3.30).

Preuve de (3.31).
D’apres le lemme 3.2 on a \/j” ng — gzd Utilisant la remarque 1.1 et la fonction w3 donnée dans
(3.32) on trouve :

\/Tre Ou§ .
B\ Da. 3.50
82 81‘3 ws ( )

D’autre part :
3 0ug

% 8133

/ )2 < / \8“3

][ (e < (3.51)

u§ (2’ z3) = (', t)dt, p.p. (2',23) € Q,

donc :

De Vestimation (3.11) on conclut :

g2 -

D’aprés la proposition 1.1, il existe z3 € L?(Q x D) telle que :

N ] (3.52)

Soit ¢ € D(Q2 x D), on a :

Qﬁrs][eas(ug)(pm ys(l‘/)):_ 1 / e, o ﬁrs][uga_sﬁ_ \/—
P

g2 Te /e s €2 Jr 30z, €2 U3 Gya

Multiplions par r. puis passons & la limite prenant en compte (3.52) on arrive a :

/fz3<x,y>8i<x,y>=o, Va=12 V¢eDQx D),
QJD aya
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ce qui montre 823 =0, alors z3 ne dépend pas de la variable y et on a :

u§ — 23(z), 23 € L*(Q). (3.53)

Soient ¢ € D(w; C*(I)), 1 € D(D) telle que f,,» = 1. On intégre dans ce qui suit par partie prenant
en compte ui = 0 sur I'g, on trouve :

Ve [ Oy ‘”E][ St
6

52 Faafﬁg

On passe & la limite en utilisant (3.50), (3.53) et le fait que ;, ¢ = 1 on obtient : V¢ € D(w; cH(I))

/Q<][Dw3w>dy¢=—/gz3 ()i f == [ @22 ()

Ce qui montre que 23 € L?(w; Hi(I)) et on a

823
o ][ww, Vi € D(D), ][Dw 1.

Cette relation montre aussi que w3 ne dépend pas de la variable y et on a :

82’3
0 3.54
() = 2 (2). (3.54)
Par (3.50) et (3.54) on obtient (3.31).
Lemme 3.4
Il existe u € U et u® € U° telles que :
ut —u en (HY(Q))?, (3.55)
e(u®) —=— e(u) + e¥(u°). (3.56)

Preuve :

La suite u® est bornée dans 'espace (H!(€))? (inégalité (3.10)), donc il existe une sous-suite converge
faiblement dans (H'(£2))? vers un élément u. Puisque U est un sous-espace fermé de (H'())? alors
we U, doi (3.55).

En outre , d’aprés la proposition 1.2, voir rappels, il existe u® € (H(Y')/R)? telle que : Vi=1,2,3

ous N ou;

Vu =— V' Vi), — , 3.57
i gt Ui 8.’E3 8.’E3 ( )
e (3.57) on conclut facilement a (3.56).
Lemme 3.5
Pour a, 8 = 1,2, on considere les suites suivantes :
Tre x’ . . Tre x’ .
‘726 = \/6—2 Aapri(, z)ekl(u ), Oaz = —\/E_Q Ansii(z, z)ekl(u )s (3.58)
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alors il existe une constante C telle que :

fwm%a‘fmyga
F. Fe

et si oap(x,y) et oa3(x,y) sont les limites double échelle d’une suite extraite alors :

][O'ocﬁdy:][y’yaaﬁdyzoa Vaaﬁary: 1a27
D D
a3 = ][yaJQde = 07 Va= 17 27
D D
(Y1023 + y2013)dy = 0.
D

Preuve :

(3.59)

(3.60)

(3.58) est évidente, la preuve est une conséquence de (3.11) et du fait que Ak € C(Q2;Cx(Y)).

D’apres la proposition 1.1 (chapitre 3), il existe 043, 0q3 €t des sous-suites vérifiant :
0254A OaBs Oz 0a3.
Soit D5 le disque de centre 0 et de rayon 2 (Dy = D(0,2)). Posons :

M2 = (| (reDy +ei) x I) \ Fe.
i€l

Soient ¢ € D(QQ), 1, € D(D3), on considere :

Y0 = | @)

0
On a
eaa(¢) = \% wa + ﬁr Soay ) 2_ 1,2, 633(¢) =0, .
emWﬁ(Qm o) + (G + 52)), eas(9) = § = 52 Va.
Considérons dans (1.17) cette fonction test ¢, alors (1.17) devient :

0
][ Tsax w1+803y )+022(r63x 1/)2+8031§22))

0P 0
+][ (0'12 (rs:‘(aIQ 1111 + 311 1/12) + QO( 6152 + 81512))

+ﬁ@u%mwﬁgwmwz%énww

€

2
Puisque [M?| = 5, | (@) <C %, alors en appliquant I'inégalité de Holder dans le terme ( f,|e(u

puis (3.10) (lemm .1), on obtient :

’wdfM@E[%M o)< o /\ )| Xago

< Ce( [ le(u®)[?)? < Ce.
Q
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On passe a la limite sur € et on obtient :

lim ( e(u®)e())=0.

e—0 MO
€

Prenons & nouveau la limite sur € dans (3.62). On trouve : V¢ € D(D3), V¢ € D(Q),

81/) 81/)2 awl 81/)2 _
/Q(][D(a 8y +o 228—2+ (8—2+8—y1))dy)<p—0.

Donc on a : o o o o
1 2 1 2\
][( 118—1+0 28—+ <8y2 +8—y1))_05 Vi € D(D2).

On choisit dans (3.64) 1 = 0, w2 = y? dans D puis s = 0, 1 = y3 on obtient :

][y1012 dy =0, ][y2012 dy = 0.
D D

On choisit o =0, 1 = y1y2 en D, puis ¢1 = 0, po = y1y2 on trouve en utilisant (3.65) :

][?J2011 dy =0, ][y10'22 dy = 0.
D D

On prend dans (3.64) 11 = y?, 12 = 0 puis ¥ = 0, 12 = y2 dans D on obtient :

][?J1011 = ][yzazz =0.
D D

Si 'on choisit ¥ = y1, 19 = 0 puis Y9 = ya,%1 = 0, puis ¥ = y2,¥s = y; on obtient :

][011:0, ][022:0, ][01220-
D D D

On considere dans le systeme (1.17) la fonction test suivante :

0

o=, o0
= ()2

ou ¢ € D(N), ¢ € D(D3). Dans ce cas on a :

1 ¢2 Op e o e2 dy
€ap(9) =0, eas(9) = §(ﬁ%¢ + mﬁp%)v es3(@) = ﬁa—%iﬁ
Le systeme (1.17) devient :
2 880
a3\Te g — ¢ + E—/ A e UE _r
]{VE a3(r=g= <P + v 33k1€ki ( )&ng

c . E
+ [, Actrelo) = = /Q fa.

Passons a la limite prenant en compte (3.63) qui reste valable avec cette fonction test. On a :
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o) o)
[ ota) [ g+ omg)duda =0, ¥ v € DD, ¥ o € D).

Ce qui implique :

0 0
/ (Ulgawl + 023 aj )dy =0, Ve D(Dg) (369)

On prend dans (3.69) 1 = y, en D, puis 1) = y2, puis ¥ = y1y2 on obtient :

][Uas = ][ya0a3 = ][ (y1023 + y2013)dy =0, a=1,2. (3.70)
D D D

La démonstration du lemme est achevée.

Lemme 3.6
Les espaces T et Z associés aux normes :

Nl=

04]12 vz 1o eV (w12
s, s, T—(Zem ! ()| +§<||8ya T et 5w)] >) R
et ,
(1, 2), ) 2 = (Z(Heaﬁ(u) el )P+ (S 4 5 ‘9“3 ol )) (3.72)
a,f

Sont des espaces de Hilbert.

Preuve :
On montre d’abord que UY muni de la norme :

oul 1
||uf|go = ZHeaﬁ ||L2(Qxy) +Z|| HL2(Q><Y))27 (3.73)

est un espace de Hilbert.
On sait que H;#(Y) /R muni de la norme ||V, u°|| est un espace de Hilbert (voir rappels). Montrons
qu’il existe une constante C' telle que : Vi € (Hy(Y)/R)3

8’&3
ZHV willtre vy < C Y llels @7z +Z|| HLQ(Y) (3.74)
a,B

3

On suppose le contraire, il existe donc une suite u(™ € (H#(Y)) vérifiant :

{Z o H(LZ(Y))Z o (3.75)
Bu ’
Yap ||6a5(u( ))HL2(y) + 20 15 Dy ||L2(y) —m 0
Posons :
o) — ) _ / ™ (y)dy. (3.76)
1%
Il est clair que (™) € HL(Y) et on a :
Vo™ = V,u™,  ef(v™) = e¥(u™). (3.77)
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D’apres l'inégalité de Poincaré-Wirtinger (voir rappels (1.11)) on a :

/ [l 50/ Vo2, i =1,2,3. (3.78)
Y Y

Prenant en compte (3.75), (3.77)-(3.78) on trouve que la suite v(™ est bornée dans (H#(Y))ig, alors il

(n)
existe v telle que (™ — v dans (H}(Y))?. Puisque egﬁ(v(")) —elg(v) et %Z‘a

(3.77) et de (3.75) que e} 4(v) = g;’z = 0. Il existe donc d;,c € R tels que v, = cy? +dy, v3 = ds,

puisque v est Y-périodique alors ¢ = 0 et on a : v; = d;, de plus, d’apres (3.76) on a [, v(™ =0 donc

— g% on conclut de

Jy vi =d;i =0, dott v = 0. L'injection H'(Y') C L*(Y) est compacte alors v(™) converge fortement vers
zéro dans (L*(Y))?. Utilisons I'inégalité de Korn (voir rappels (1.15)), le fait que [[v(™|[(z2(y))s — 0
et prenant en compte la deuxieme partie de (3.75) et de (3.77) on conclut aisément que v(™ converge
fortement vers zéro dans (H*(Y))3, d’ont Vyvl(n) = Vyuz(-n) converge fortement vers zéro en (L%(Y))?,
ce qui est absurde avec I’hypothese ), HVyUE")H(Lz(y))z =1, donc (3.74) est satisfaite.

Soit u’ € U® = (L*(Q; H(Y)/R))?. On fixe z € Q et on considere a(y) = u’(z,y), on applique
(3.74) en utilisant Pintégrale sur Y puis on integre sur 2, on trouve : Vu® € U°

_ _ ous
Z ||vyuiH?L2(Q><Y))2 < CZ HGZB(U)H%Q(QXY) + Z ||w”%2(9xy)~ (3.79)
7 o, a @
On conclut que UY muni de la norme (3.73) est un espace de Hilbert.
Soit (u,u’) € U x U°, puisque u° est Y —périodique alors :

0
ou;

Y 31/]‘

=0 Vi, j=123,
d’ott :

/ eij(u)/ el (u’) =0 Vi, j=1,2,3 (3.80)
Q Y
On conclut aisément que :

lleij (u) + ef;(u®)]1* = [leij (w)|[* + [lef; (u®)]*. (3.81)

On sait déja que U muni de la norme (3, ; lleij(u)]|?) est un espace de Hilbert et il en est de méme
de U avec la norme (3.73), on conclut de (3.81) que U x U° muni de la norme

(s +esei)” (3.2

est un espace de Hilbert.

L’espace Z muni de la norme (3.72) est complet, car Z coincide avec le sous-espace de U x U de
((H%O(Q))2 x {0}) x U, donc la norme induite sur Z est celle définie dans (3.72), puisque Z est un
fermé de U x UY alors Z est un espace de Hilbert.

Montrons que 7 est un espace de Hilbert. On peut écrire T sous la forme T = (UxU°) x H}, (D) xW.
On a montré que U x U muni de la norme (3.82) est un espace de Hilbert. H} (D) muni de la norme
>, ||gﬁ||2)% est un espace de Hilbert (voir rappels). On sait déja (voir chapitre 2) que ¥V muni de
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la norme (Za’ﬁ. Hegﬁ(w)HQ)% est un espace de Hilbert, par conséquent 7 muni de la norme (3.71) est
un espace de Hilbert.

Rappelons que 'espace
= {1/) | P € CF(Y) telle que V3= (8) au voisinage de0 } (3.83)

est dense dans H#(Y)/R (voir chapitre 3. Lemme 2.4). Donc I'espace

U’ = {a° = (a9, u3,u)), uw° = > P (@)@ (y), T est fini, 6? € D(Q), ) € H}, (3.84)

peJ
est dense dans UY. Rappelons aussi que les espaces :
U= (D(I,C*®@)))> V3=D(QxD,y), W= (D x Dy))?*x{0}, (3.85)

sont denses dans U, V3 et W respectivement.

3.3.4 Preuve des résultats
Preuve du théoréme 3.1 :

Rappelons d’abord que les convergences (2.2)-(2.6) du théoréeme 3.1 sont démontrées dans les lemmes
3.3 et 3.4. Cherchons les problémes homogénéisés cas par cas.

1) lim.(re/e®) = p € [0,00]

On montre d’abord (2.7). La suite u§ est bornée dans H'(Q) et hm(E ) = w donc /TZ5uj con-

verge fortement vers /muus dans L?(Q), d’autre part, d’aprés (2.6) on a VT 5u® —= z3, puisque
111%(62 logre) = 0 alors selon le lemme 1.2, chapitre 3, on a :
e—

Vauula) = { zala)dy = z(z). (@)
D
Donc (2.7) est satisfaite.

Soit (u,u°,vs3,w) € T := (U x T’ x V5 x W). On considere dans (1.17) la fonction test ¢ ot :
() + e (2, L) + S (x, EED),

Do () = Uqy -
{ () falts )T grtel® o (4.2)
¢3(x) = ug(z) + eug(z, ?) + ﬁv?)(xa T)a
Notons p. = %, il est claire que p. — /7p. Soient o5 et 05y les suites données par (3.58), M7
I'ensemble défini par (3.61). Puisque V,a’ = 0 au voisinage de 0 alors e¥(u°)(x, %/) =0 dans F..
Le systeme (1.17) devient :
][ 055 (H=Cap(U) + 1265 5(W0) + ) 5(W)) + Ws]é o5 5€hs(°)
1 ot (pecan(n) + (3 + 32 + 58 + e f gt (@)
F, Fe
dv3 -
f%%MW&()WM%U+&8 Fepch(i)) (1.3
F T3

825 . - 82 _ 81IJa 81_)3 81—)3
+ﬁ e Aaﬁklekl(u )eaﬁ(w) + T o Aagklekl(u )(’rs(a—xg %) + %)

+ Ae(u®)(e(a) +ee(a’) + e¥(u /fu+5u +— /fawa /f31)3

Me




Prenons la limite, prenant en compte les limites (2.2)-(2.6), A(x, %/) — A(z,0) au sens fort (proposition

1.4), et Az, %’) ——  A(z,y) au sens fort, puis on utilise le lemme 3.5 qui élimine les termes e,g(u),
eqa3(u) de la limite correspondant aux fibres, on obtient :

ehp(w)  35ue e (1) %gfw
A, 0) {1 ow, iy s Lom
2 0yq /J’Bacg 20 T3 (4.4)

Az, y)(e(u) + e¥(u’))(e(a) + e
L )= f

ﬁl

Puisque 7 est dense dans 7 alors (4.4) est satisfaite V (u, u°, v3,w) € 7. On applique le théoréme de
Lax-Milgram dans 7 en utilisant le fait que les opérateurs A(z,0) et A(z,y) vérifient les conditions
(1.10)-(1.11) on trouve que (u,u’, v3,w) est 'unique solution du probleme (4.4) (i.e. (2.8)).

2) limg(r./e?) = oo

Montrons d’abord uz = 0. D’apres I'inégalité (3.51) on a :

Puisque lim(¢?/r.) =0 on a :
e—0
lim ][ (u5)? = 0. (4.6)
5 F.
Ce qui montre :
ug — 0. (4.7)

On applique le lemme 1.2 et on conclut aisément ug(x fDOdy = 0. Donc uz = 0.
Soient (v3,w) € V3 x W, z3 € D(Q2). On considere dans (1.17) la fonction test :

x :—21D xw
{aﬁa() 7 (@, =), (4.8))

b () = S=ig(, ) + £z (a)

En utilisant les notations (3.58) et (3.61) le probleme (1.17) s’écrit :

]éazwsezﬁ(w) el (@) +ﬁafg<§<%zg L Om) 1om  10m)

E ﬁTs c 8173 823 62 €
f A et g+ 5004 2 | A (6)

81‘3 81‘3
€ Te  OWgq 073 1 073 1%
2 0xq

N 2 s o )+2a )+

g? c 0v3 073 o, 1 0Z3
e g Ao NG o+ /ME Aasien () (5 5, )

62

/ A ( 6) 853 2’52 f G L 62 / f Ta & 52 / f _
ep(uf)=— = — W + — v —_— Z3.
ﬁrg A 33klCkl 61’3 ﬁ 0 \/7_T 0 3V3 ﬁrg 0 3~<3

2
€
Puisque hm — =0, e (uf) est bornée dans L?(€2), alors les limites correspondant & l'intégral sur M?
Te

§|/
+
@
RS
=
§|/

5

2

Aansrier(u®)( ) (4.9)

+

sont nulleb Prenons la limite dans (4.9) en utilisant (2.2)-(2.6), le lemme 3.5, et le fait que A— A(z,0)
on trouve I’équation suivante :

.fU 0 1 8w 8 z3
Q 2 0ya dzxs3
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Les espaces V3, W, et D(£2) sont denses dans V3, W, et L?(w; H}(I)) respectivement, 'opérateur A est
coercif, on conclut de (4.10) que v3 = w = z3 = 0. Donc (2.9) est vérifiée.

Montrons I'équation (2.10). Soient @ = (1, U2,0) ol 4y € D(I;C®(@)), u’ € UO, 0 € D(Dy) telle
que # =1 sur D. Considérons la fonction ¢ = (14, 13) définie par :
_ 0y _
balw,y) = —y,0(y) 5=, ¥sla,y) = —y,0(y) 5

T Ox3

ou.,

On constate que : B
er () +ef,(¥) =0, k,i=1,2,3. sur Qx D.

On prend dans (1.17) la fonction test suivante :

olo) = ale) + i (@, 7) + b (). (4.11)

On peut vérifier aisément que :

Le systeme (1.17) devient alors :

Vs F”iﬁeig(@) + V75 F"fxsefx:a(i/_’) + ﬁ%ﬁAiﬂSijefj(ue)e%s(’Z)

R f Ac(u)e (@) + [ Ac(u)(ree” (§) + () (4.12)
MD

/ Ae(u @) + ee®(a%) + e¥(a0)) = /Qf(u—keu + o).

Passons a la limite dans (4.12), en utilisant les limites (2.2)-(2.3) et le fait que uz = 0:

// (U, 0) + ¥ (u?))(e(Tn, 0) + e¥(a /faua (4.13)

La densité des espaces dans lesquels on a pris les fonctions tests implique que 1’équation (4.13) est
satisfaite V (41, 2),u’) € Z. L’unicité de la solution ((u1,us2),u") au (4.13) s’obtient de la méme
fagon qu’ au probleme précédent (4.4). Donc on a (2.10).

Preuve du théoréeme 3.2 :
Fixons u et choisissons @ = 3 = w = 0 dans (2.8). On trouve que u® est 'unique solution de :

u? e UY,

Y(u0).e¥ (@ dady = — z,y)e(u).e¥(@’)dx
/Q/Y,m,y)u ) ¥ (i) dudy /Q/Y““ y)e(u).e¥(@)dzdy (4.14)
val e UY.

L’unicité de la solution u° de (4.14) vient de Lax-Milgram appliqué dans U°.

D’autre part, soit @° € U, on prend dans (2.15) la fonction test @°(z,.) € (HL(Y))* ot x est
fixé dans €2, puis on multiplie (2.15) par ep,(u) et on integre sur €. Faisant ensuite la somme pour
p,q =1,2,3 on obtient :

// (2,9) (O e (uPepg(u)))e? (u // (z,y)e(u)e?(@). (4.15)

p.q
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Comparant (4.14) et (4.15) et tenant compte de 1'unicité de la solution on trouve que u® = Y ey(u(pQ)epq(u)).l
Ce qui montre (2.12).

La preuve de (2.14) se fait d’une fagon similaire en choisissant u3 = 0 et en fixant (u1,u2) dans
(2.10).
On montre (2.13). Fixons ug et on prenons % = @° = 0 dans (2.8) alors on a :

’Ug7 EVgXW

oY 1 0vs v () L

[ w0 () Q%ya)(ez%(; :
2 Jy, 20

o (s ) (i
0 fu‘?“*‘ 15,

’1)3, GVgXW

13
3

Yo ) drdy =
(4.16)

N
Q
o§§o

) dxdy.

V3 x W est la solution unique de (4.16), grace au théoréeme de Lax-Milgram appliqué dans 1’espace de
Hilbert V3 x W.

D’autre part, soit (03, w) € V3 x W, on considére dans (2.16) la fonction test (v3(x,.), w(z,.) €
HL (D) x W° ot1 z est fixé dans 2, puis on multiplie (2.16) par /7u 2“3 et on integre sur § on obtient :

[ faco ()% b (VnGi) %aiwuzzzm))(ezm )

S
—/][A ( . )(f%ﬁ(@) 235 (U3)
oJp 0 \/—M r 5@(53) 0

Comparant (4.16) et (4.17) et prenant en compte l'unicité de la solution on trouve que (vs,w) =
NG 2 (03, W), donc (2.13) est satisfaite.

Preuve du théoréme 3.3 :

On pose 4° = 93 = w = 0 dans (2.8), puis on remplace u° et (vs,w) par leurs expressions données
par (2.12) et (2.13), on obtient :

~ dus 1 O3 Ous
@ duy
o (COEE Wm0 o)
oJp 30y VTl g5y \/_“613 0 Vrnge
u)

(4.18)
/ Az, y (e +Zey 1(P0))e u)) dydr = / fu
oy
On utilise les notations (2.19)-(2.20) et on a :
/a () 218 8US/A (z)e(u).e(@) = | fa, Vae (H:(Q)? (4.19)
Oxg Ox3 . a Q to . .

D’apres la remarque 3.4 opérateur A* est coercif et les coefficients Ai*j wl> @° € L™(Q), en utilisant le
théoreme de Lax-Milgram on conclut que u est l'unique solution de (4.19). L’équation (4.19) est la
forme variationnelle de (2.17), d’ott w est 1'unique solution du probleme (2.17).

D’une facon similaire on peut montrer (2.18) en considérant #° = 0 dans (2.10) et en remplacant u°
par sa formulation (2.14).

Preuve de proposition 3.1 : (Cas isotrope)

Supposons que A s’écrit sous la forme (2.22). On a :
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Ao = [ A + ).

= A( / e¥ (aFD).e(9) + Ae*D) (i) (4.20)
Y
= Az’jst/ el (a") + A
Y
Puisque @) est Y-périodique on a :
/ el,(0F)) =0 Vs, t=1,23. (4.21)
Y

O * — . .
D’ou Aijkl = Az]kl-

On cherche maintenant a*. Le tenseur A est orthotrope car il est isotrope, alors d’apres la proposition
3.1 on a 03 = 0, par conséquent le systeme (2.16) ne contient que @ ol w est I'unique solution de :

]{)A(eaﬁom 8)(eaﬁ0<-> 8)=—][A(8 tl))<eaﬁ0<w> 8)- 22)

On considere dans (4.22) la fonction test (y1,0,0) puis on utilise (2.22) on obtient :

)\1 + 2/141 6 1 + )\1][ 622(1I)) —)\1. (423)
D

On considere dans (4.22) la fonction test (0, y2,0) puis on utilise (2.22) on obtient :

)\1][ 621/1(’&)) + ()\1 + 2,&1)][ 622/2(’&)) = —)\1. (424)
D D
De (4.22)-(4.24) on conclut :
Fetto) = f ety =55 (4.29
D D 2(A1 4 pa)
On utilise dans I'expression (2.20) de a* le fait que 03 = 0 et 'expression de A en (2.22) on obtient :
@ = f ets(@) + i f eby() + O+ 200). (1.26)
D D
On utilise (4.25) dans (4.26) et on trouve finalement :
* 3)\1 + 2/1,1
a’ = ——. 4.27
S v (4.27)

132



3.4 PROBLEME DE L’ELASTICITE AVEC DES DEPLACEMENTS EN % DANS LES
FIBRES :

Dans cette partie de la these on considere le probleme suivant:

—div((%xlrs + x <) Az, %)e(ue)) = f(x) dans £
, ut = sur I (1.1)
Az, Z)e(u)n = 0  sur Iy,

Dans le cas de matériaux isotropes, ce probleme a été étudié par C. Pideri-P. Seppecher (voir [22]).
A cause de la coercivité uniforme par rapport a €, on s’attend encore dans le cas isotrope ([22]) & obtenir
un probleme limite sans effets non locaux. Nous nous proposons d’“tudier I'influence de I’anisotropie
dans le modele limite et nous montrons que comme dans le chapitre 2, des termes non standard dus a
la réduction de dimension 3d — 1d locale apparaissent sous l'effet conjugué des conditions aux limites
de Dirichlet homogenes sur les deux faces de Q2 et de 'anisotropie.

On reprend donc les notations et hypotheses suivantes:

Soient : L1 L1 L1
Q= (—2,2), w=(-—2,2)% I=(—22). 1.2
( 272) ? w ( 272) ? ( 272) ( )
w= U Wi, wl = ew + i, (1.3)
i€l.
ol
I. = {i = (i1,iz) € Z%, ei € w}, (1.4)
Pour tout € on considere r. € (0,¢) tel que :
lim(T—E) =0, et lim(e*logr.) =0. (1.5)
e—=0" ¢ e—0

Définissons ’ensemble F. des fibres et I’ensemble M. de la matrice par :

F.=|JF, M.=Q\F, (1.6)
i€l
Fi=Di xI, Di =D(0,r.)+-ei. (1.7)
(D(0,7c) est un disque de centre 0 et de rayon r. dans w).
Soit L1
Y =(—=,2)% 1.8
(~2.3) (1.9

On considere le tenseur A d’ordre quatre défini sur Q x Y dont les coefficients A, o 4, j, k,l € {1,2,3}
tels que : YV (z,y) € Q x Y, et pour tout 2 x 2 tenseur symétrique e = (e;;),

Aijit = Ajirt = Awiij, (1.9)

Vo, y— Ajju(z,y) est Y — périodique, (1.10)
Aijri € C(Q x Cx(Y)), (1.11)

Im >0, Aijri(z,y)ene; > me;je;;, (1.12)
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olt Cx(Y) désigne l'espace de fonctions continues et Y —périodiques dans R2.

Si = (11,12, 13) est un champ de vecteurs, le tenseur e(¢) est une matrice 3 x 3 dont les coefficients
sont e;;(¢) = %(gf? + %) avec 1, j = 1,2,3, autrement dit : e(t)) est défini par :
J 3

e(¢) = 5 (Vo +' Vo). (1.13)

N

Pour un ensemble mesurable A, la notation x 4 désigne la fonction caractéristique de A et la notation
|A| désigne sa mesure de Lebesgue.

Posons : 11
FO:CUX{_E’i}’ FNzaﬁ\Fo, 8Q:FOUFN. (114)

(0 pour désigner la condition de Dirichlet, N pour la condition de Neumann).

Soit :
e L*(Q,RY. (1.15)

Le probleme (1.1) s’écrit sous la forme variationnelle suivante :
u® e U,
g2 ! .
[ G+ xar) A, D)ew)elo) = [ foda, (1.16)
Q Te € Q
Vo eU,
ou U = (Hr,(92))? (voir aussi 3.3. (1.16) pour U).
L’existence et I'unicité de la solution de (1.16) est une conséquence du théoreme de Lax-Milgram.

Les matériaux orthotropes vérifient ’hypothese de symétrie suivante :

Aoz?ryé = Aa333 =0, VOZ,’)/, 0= 1,2. (117)

Nous introduisons les espaces suivants :
D = D(0,1) C Y le disque de centre 0 et de rayon 1.

U={u|u=(ua23), ua € HY(Q)NL*(w;HZ(I)), Zse L*(wx D,H}(I)), (1.18)
Jz3 € L?(w, H} (D)) telle que Z3 = —ﬁg%;yv + 23} ’
U° = {u® | u® = (u},u3,u8), u’ € (L*(Q; Hy(Y)/R))%}, (1.19)
V={v|v=(c(z)yf,vs), ceL*(w;Hj(I)), wvse L*(H (D))}, (1.20)
ot yf* = (—ya2,y2) si y = (y1,y2) € D (voir chapitre 2).
W = L*(; W), (1.21)
oll
WO = {w® | w® = (w},wd,0) € (H},(D))?, / (yowf — y1wd) = 0}. (1.22)
D
Considérons également ’espace S suivant :
S=UxU"xVxW. (1.23)
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Sip(x,y) = (Y1,vY2,13) , e(h) désigne le tenseur symétrique 3 x 3 défini par e;; = (gf; 8% ) (voir
5

(1.13)) et e¥(¢) désigne le tenseur symétrique 3 x 3 défini par e/ ;(1) = %(gﬁ; + 2), €as = %a—wj,
efs(¢) =0, a, B =1,2. (voir aussi 3.3. (1.23)).
3.4.2 Enoncé des résultats
Théoreme 4.1
Soit u® la suite de solutions de (1.1). Alors il existe
(u,u’, v, w) €S, (2.1)
telle que pour tout o, 8 = 1,2, les convergences suivantes sont vérifiées :
us, — uy  faiblement dans H' (), (2.2)
ug — 0 faiblement dans H'(Q), (2.3)
e(uf) —=— e((uq,0)) + e¥(u). (2.4)
VT
VT (1) = eap(w). (2.5)
Te
NS . 1, 0c p  Ovs
VT oa(u) = = (Lo 4 O%) 2.6
o) = 5 (Gmthi+ o) (2.6
N3 R 073
948 2.7
o) = 5 (2.7)

De plus, (u,u’,v,w) est l'unique solution du probléme suivant :
(u,u®,v,w) € 8,

[ (0, ey (0 ity
) d Z:
R A1 7+ g 5o

8£B3 Bya xrs3 8£B3

/Q/ (2, ) “a70>>+@y< %) (e ((ﬂmO))Jr@y(ﬂO))):/Qfaa,

ﬂﬂ , U, W)

Remarque 4.1 L’unicité de la solution de (2.8) implique que toute la suite u® vérifié les convergences
(2.2)-(2.7).
Pour les matériaux orthotropes, on a:

Proposition 4.1
On suppose que A vérifié les conditions (1.9)-(1.12) et (1.17) alors la variable v est nulle et le
probléeme (2.8) ne contient que les variables u,u®, et w.

Dans le théoréme suivant on donne une expression de z3,u°, v, et w en fonction de u; et us.

Théoreme 4.2
Soit (u,u’,v,w) la solution de (2.8) ot v = (c(z)yE, v3), u = (Ua, Z3), Z3 = —ﬁg%yw + z3. Les
variables u®, w, vs, ¢ et z3 sont données en fonction de u, par :

UO = Zapq<$7y)epq((umo))a (2'9)

p.q
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et :

= VR~ b0~ o)) G(5) ) b )
+a1a([; baz G Bx +))+ w(g)(aﬂ (J; bar G5 81: #) + ag2([; b a2 G )))v

v = v/ (o - 1($)U3—ba2( )0 §3)) Bag?“( ) + B3, y)(all(
+a12([; baz az ))"‘”3 (a21(f; bo1 5o az )+a22 (J; ba2 G5 81 ))

c:\/E(—fg63 al(:v t)a“a(l‘ tydt + [ 1a11:v t)dt(f; ba “
+f1a12xtdtfla2 “))

23 = V(= [ bas(a, t)‘9““(:c t)dt + [ azi(2’, O)di( [, b1 G
+ [75 aza(a’, )t ([} bax azg ),

I al Bx )

2.10
2 (2.10)

ot UP? est l'unique solution du probléme élémentaire suivant :

aP?) € L°(Q; (H. ( )/R) et p.p. x €€,

/A(;c,y)ey( (ra) YeY (@ /A:L' y)e (pq)ey( ) (2.11)
Y

val e (H;#(Y)/R)

ot €9 est la base canonique de R3*3, et les fonctions (w(’) v(l)), i=1,2,3 et (w,03) sont les uniques
solutions des problémes élémentaires suivants :

(@, 507) € Lo(QWy) x L=(Q HL (D)), etpp.z € Q ona
~(7) _

ev (™) 199 e¥ () 1 00
][A<$’O) fa@;w : v < Von 0 > dy = (2.12)
D 5—8;[/& O ; 2 0Ya

0 0) [chgw) 355 ;

A(z,0) 1 9% Yo ) dy, ¥V (v3,w) € H,, (D) x Wy,

D 0 y"/ 572 0

@@, () € Lo°(Q;Wy) x L°(Q; H (D)), et p.p.x € Q on a:
(3) _

elp(@®) 3T (enp(@) 5
][A(“T’O) fa@;w ? v < Vo Q%ya)dy: (2.13)
D 5—8ya 0 2 0ya

0 0) [chs(w) 5= - )
— DA(x,O) 0 1 1 oy 0 dy, ¥ (vs,w) € H,, (D) x W,
2 0Ya

(,03) € L®(Q;Wy) x L=®(; HL (D)), et pp.x € Q ona
eha(®) FEN (ens(@) 55
A(z,0) ( Yo 0 ) Yona 0 ) dy = (2.14)
D 2 0ya 2 0ya 1 0%
0 lyR) <6Zﬁ(_ 5%) 1
— A:v,0< 27a - dy, ¥V (vs, c H x Wo
Laeo (e 20 ) (o 7 (33,1) € HA(D)



Les coefficients anpg bag, o, f = 1,2, sont donnés en fonction de (w<i>,@§“) et (w,03) par :

ai(z) = a(l)am(l/)( [y A (, )dt — Ar [, A2 (x, t)dt),

a12(7) = srvatngey (A2 J; A, t)dt — Ars [, 222 (w,1)dt),

asi(x) = W(A I; ATl(lL', t)dt — Ao I; %(m,t)dt),

ag(z) = W(A 1 [y 22 ( t)dt — Avg [, 232 (,t)dt),

bor () = 55 (Anab®) A12b< D)s baa(@) = 35 (Anbs™ — A1)
az)e; AnAz — (Aw)?, aD(a') = [} Ardas [, 22day — (f; A2dry)?,
A (@) = £ (Aasos(a. 0ot >+Aa373<:c 0L + y))yldy,

. . 5
A12($) = A21(£U) = ][ (Aa376($70)€~y5(117(3)) + Aa373($, 0)8 2 )dey,
D
Agy(z) = ][ (Aszs46(z, 0)eys(w3)) + Aszys(z, 0) +A3333($ 0))dy,
D
. e
B () = ]i(Aﬁswé(fU 0)ers (W) + Apgays(z, 0>— — Apzza(z,0)ya) yf dy,

A(a) (Oc) 8’[1( o)
b2 (.’E) = D(A3375(£L' 0)675(’11) )+A3373(1’ 0) 8y )dy

(2.15)

Remarque 4.2 Pour montrer l'existence et I'unicité des solutions des problemes (2.11)-(2.14) voir :
remarque 3.3 (chapitre 3, partie 3).

Remarque 4.3 Gréace a la coercivité du tenseur A nous verrons dans la démonstration de ce théoréme

qu’il

existe une constante p > 0 telle que p.p.z € Q, a(x) > p, et a’(z') > p.

Théoreme 4.3
La suite (uS,,u§) de solutions de probleme (1.1) converge fortement vers (u,0) dans (L*(Q))® et
(u1,uz) est lunique solution du probléme suivant :

o0 b ety

(u1,u) € (H'(Q) N L (w; 23( ))) , .
(v)auw (1) O uy | (2) 0 uy Us

[ (5 0 g oo [0 ) 5

+/S)A*e((ua,0))e((ua,0)) /f(su(;,

YV (uy,1s) € (Hl(Q)mLQ(w,Hg(I))) ,

sont donnés en fonction de (@g”,w@)), (03, 0) par :

ag’) = - /D Ys (A33a6k‘$5) (,9) + As30395" (2, 9) — Asazs(w, 0)y, ) dy,
B (2) = any (2)ts () + az1 (2)hs(x), b () = ara(z)ts(x) + aga(x)hs (),

avec !

K (w,y) = e ﬁ<w<v>><x y) = byre! 5 (@)(w, y) — byae? 5 (03)) (2, ),
") _ o)) Dirg 90"

90" (z,y) = H& (fv Y) = by () (52 (2, ) + ) — by2 5= (z,y),
ts(x) = — | ys (Assap(,0)el5(d) + Azzaz(z,0)(52 +ya))dy7

2

D
hs(a) / Assap(2,0)€l (09 + Agsas(x,0) 52
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Et :
/ Az, y) (@) + WD) e dy. (2.19)

Remarque 4.4 Puisque A vérifie les conditions (1.9)-(1.12) on peut montrer également que Vi, j,
Ai*j w € L°(Q), A* est symétrique et coercive, pour la preuve voir : remarque 3.4, 3.3.

2
w x {2}) au lieu de I'y = I' 1 UT's, le probleme homogénéisé s’obtientt en remplagant dans (2.

Remarque 4.5 Dans le cas d'un corps encastré sur une seule face I'_1 = w x {—3} (ou I'y =

8)

L?(w; HY(I)) par L*(w; H' , (I)) pour les fonctions c(x) et z3(z); de plus, les termes non standard
2

1
2

I; bagasﬁ;‘“— n'interviennent pas pas dans (2.10).
3

Cas isotrope

Dans le cas isotrope on peut calculer les coefficients de I’équation (2.16) explicitement; en effet, si
on suppose que le tenseur d’ élasticité s’écrit sous la forme :

Ae
Az(j;vl = M_M15ij5kl + p1(0ik0j1 + 0udjk),  p1 > 0. (2.20)
€
Avec : .
lim (25) = 1, lim 22 = ¢ € [0, oo[. (2.21)
e—=0 1€ e—=0 lUg

Soit A le tenseur dont les coefficients sont donnés par :

At = Ly 030k + p1(6irbj1 + 6idjk)- (2.22)

Proposition 4.2
Si le tenseur d’élasticité de l’équation (1.1) s’écrit sous la forme (2.20) alors la suite u® de solutions
de (1.1) converge fortement dans (L?*(2))? vers (u1,us,0), de plus, (uy,us) est lunique solution de :

(w1, uz) € (H' ()2 N L*(w; H3(I))?,

T 3042 [ 0%us s
T ), 002 0a2 / e((us, 0))e((us, 0 /féua, (2.23)

V (@1, a2) € (H'(92))? N L3 (w; H3(I))®.

3.4.3 Estimations a priori et résultats

Soit u® la solution de (1.1), on prolonge @° dans w x R par zéro, considérons donc ¢ ot :
uf(x) siz€ewxI
= (3.1)
0 sizewx (R\I)

Puisque u® = 0 sur T alors @° € (H'(w x R))3 et on a: Vi,j =1,2,3

o DuE gﬁ (z) sizewxI
5 z‘ _ 5 z‘ — J (32)
i i 0 siz€ewx (R\I)
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Soit B
I.=1.x1I._, ou I, ={is€Z, (reis+rI)NI+0}.

(voir 3.1. (1.8)-(1.10)).

Pour tout ¢ € I considérons
Ci=D, xI;*, ou I}*=r+r.is.

(voir aussi 3.1. (1.11)). On constate que

F.=J@ing), F=|J W xnn), 1= J Fzni.

iel. i€l is€l,,
On définit les coefficients suivants :

((f—z—iiz)ﬁi (i—;——muz)dx

(
di, = |cl'\ [, ;ﬂidx, k: 1,2,3.

Uzie = \{_g(a‘i(l‘) - ai(f‘_j - %12) - b515<% - Z3) - dzis)v
’Ués = g(a§<$) + a‘zs(f_al - %Zl) - béa(i_g - 13) - déa)v
Ugs = g(ﬂg(.ﬁ) + bzles(f_s1 - rizl) + béa(% - E22> d3s)

T oe (ayE ayh o brifia -
On remarque que v’ = (v}_,v4_,vs, ) vérifie :

= = P
€ (Hl(Cg))?’, et eg(vl) = r\/—;ekl(ﬂs), k,1=1,2,3.

€

Soit la fonction v* = (v§, v5, v§) définie par :

— i ,
Ul_E V1eXcings vy = E UzachQa vy = E U35X01m-

icl, icl, icl.

Soit u® la suite de solutions de (1.1), v° la suite définie en (3.9).

Lemme 4.1
1l existe une constante C vérifiant :

[uf] (1)) < C,

(3.4)

(3.5)

(3.6)

(3.7)

(3.8)

(3.9)

(3.10)

(3.11)



fmﬁga f&mﬁsa (3.12)
F.

][ (v°)? < C. (3.13)
F,

Preuve :

On remplace ¢ par u® dans (1.16), puis on utilise la coercivité de A et on applique I'inégalité de
Holder sur ( [, fu®) on obtient :

m [l < [ o+ xan)aeturetd) = [ o < ([ e[ et
Q Q Q
Puisque dans (H%O(Q))?’ on a ||Vu||rz < Clle(u)]|r2 (inégalité de Korne) et ||u|| < ||Vul| alors :

m|| V|72 < mC?le(u)l|T2 < C2[I S|z |ufllze < C*If]: |Vl

Ce qui montre que ||Vu®||pz, ||u®]|L2, et ||e(u®)||L2 sont bornées, donc (3.10) est vérifiée.

On constate que :
EWsdumd/w%z
Q Q

Puisque ||uf]|| est bornée, f e | ) est aussi bornée, par conséquent (3.11) est vérifiée.

La suite u® est bornée dans (H 1(9)) et lir% (e?logr.) = 0, alors le lemme 1.2 implique :
E—

][ (ug,)? < C. (3.14)

D’autre part, puisque u§ = 0 sur 'y et u§ € H(Q) alors :

ou
2 5 |
u
[ owars [ gee
On divise les deux membres de cette inégalité par 72| F.| puis on utilise (3.11) on trouve :

][(“—3)2 <C. (3.15)
F,

e (3.14) et (3.15) on obtient (3.12).

Montrons (3.13). Pour cela on va utiliser le lemme 1.3 (voir 3.1). Soit :

11
T=D(0,1)xY; onYs=(-3.3). (3.16)

Fixons i = (i,i3) en I. et on considere la fonction ¢ = (¢1, ¢2, ¢3) définie dans T par :
or(y, y3) = ug(rey + i, reys +reis), k=1,2,3. (3.17)
ou @° est donnée en (3.1).

140



On cherche d’abord I'expression de (5 donnée dans le lemme 1.3 par (1.46) en fonction de @°. Faisons

le changement de variable (r.y + €i,r.ys + r-i3) = (2’, x3); on obtient :

1 x € x €
2 2 1 2 2 2
dy = —= — - — == d
/T(y1 +y3)dy = cz( o Tall) +(ra rszz) )da,
1 x € . x
/(yi+y§)dy— —3/(( & i) (2 —ig)?)de, a=1,2,
T Te Joi Te Te e

On utilise les notations (3.6) et on trouve :

¢1 (y,y3) = aeyg + b15y3 + d15,
¢2(ya y3) = —alyr + bh ys + db.,
$3(y,y3) = —bi.y1 — bhoyo + di..
Donc on a : . .
¢1— 1= ui(rey + €i, reys + reiz) — 5y2 b15y3 dig,
G2 — ¢2 = U5(rey + €i, 7eys + 1ei3) + alyr — b ys — d257
¢3 — ¢3 = W5 (rey + i, reys + reiz) + bl yr + bhyo —
D’apres l'inégalité (1.45) du lemme 1.3 on a :

/ 16— dPdy < C / eV (@)|2dy.
T T

Il est évident que 'on a : Vk, [ =1,2,3,

el(0)(y,y3) = reen (@) (rey + €1, reys + rei3).

1
/T(y2¢1 — Yy1¢2)dy = e /CE((i—j — %Zz)’ﬁi(l’) — (i—i — %zl)ﬂg(ac))dgv7

1 N .
/(y3¢a - yaaﬁs)dy =3 /C ((f:—:’ —ig)us (z) — (i—e - %za)u3(x))d;c, a=1,2,
][¢>k ‘CZ‘ i(z)da:, k=1,2,3.

(3.18)

(3.19)

On remplace dans (3.19), (¢ — ¢) par son expression (3.18) et on fait le changement de variable (r.y +

€1,T:y3 + reiz) = x, on obtient :

_ 7, L2 g . 7 X3 . i _

/,ui—az<———w>—aa<——w> Lrso [ e

; /rE £ TE

= T g .

/,a;+a;<—1——u> bh( 2 E|2<c/ P2 e(@

; /rE TE E
/ﬂ§+bi (2= Sy + b (2 —im— LP<C | r2le(a).

Z € Te Te Te Te < - CZ c

On multiplie ces trois inégalités par i—z et on utilise ’expression (3.7) de via, on obtient :

2 2

2<C— @))%, Vk=1,23.
7T’I“g Cl ‘Ukal ’I“ Cl ‘e(u )| ) ) &y

9

Faisons la somme pour i € I, on trouve : Yk =1,2,3
g2 9
2 [ ey 5 [ e
mr2 ol r
1
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Puisque e(u®) = e(uf) (voir (3.2)) et F, = U;eja(Cz N Q) alors :

2 2

g 7 S

DY AR / ().
T‘-TE EE re FE

) < C. Donc :

L’inégalité (3.11) peut se transformer en (—4 Jr le(u

62 7 2
e < C. 3.20
WZ/C il < (3.20)

Prenant en compte la définition de v® dans (3.9) et l'estimation (3.20) on conclut & l'estimation (3.13).

Dans le lemme suivant la notation ”

section 3.1.

— 7 désigne la convergence double échelle définie dans (1.16),

Lemme 4.2
Il existe une sous-suite notée encore ¢ et v° € (L?(Q; HY(T)))? telles que :

Ve UO<$7yay3)a (3.21)
N

o erlut) = el () (y, y3), (3.22)

Preuve :
Les estimations (3.1 ), (3.13), et la proposition 1.1 (voir 3.1.) entrainent ’existence d’une sous-suite
eet (e L2(Q xT))3, X" € (L2(2 x T))3*3 telles que:

v*—=> %z, y, y3). (3.23)

ﬁekl(ue) — X%z(l‘,y,yg)~ (3.24)

Te

Soit ¢ € D(Q2 x T). Selon (3.24) on a :

VT
g%(z exi(u / ][XleO (3.25)
Puisque e(uf) = e(@°) dans F. et e(a€)(z) = 0si z € C?\ F. alors :

f]éekz(us)@: \::_r]éekl( = Tg pa /C ert (@)

€ €

D’apres (3.8) on a ey (u°) = \T/%ekl( ?) dans C?. Alors :

VT e? i
o Fekl(u5)<p = _EZI_ Zekl(va)gp. (3.26)

€

Viel. »w oz, ys(x)) € D(C?) car ¢ € D( x T). En intégrant par parties dans C? on obtient :

2 _ a 2 q i vt
o oo B2 = 25 [ (Gle v Gl

e Te e 2 oxy,

g2 1 s Op 5 Oy &2 1 - 0p 5 Op
- _/I(ksa +leaxk) 7’22/1(1%8 +leay)

Tre 2

(3.27)

142



e (3.26)-(3.27) on a :

\/E][ P /;&p ; Op /-830 ; Op
. Fekl(u )SO_ 2‘FE| Z(TE ( kea +v lsax )+ Cl( kea +v lsayk)) (328)

Puisque le support de ¢ est compact dans (Q x T') alors si CZ \ Q2 # 0 on a :
i Op 7 Oy / i Op 7 0
Vien— +v.7—) = Vie 7 + V. 0. 3.29
Lyt g = [ ol +vig) = (3.29)
De (3.28)-(3.29) on conclut en utilisant la définition de v, :

Jr 1 ][ dp | . 0p, 1 ][ dp 9
— A epq(u)p=—rc=+F (viz=— +v > Vot o). 3.30
kl( )SD 2 FE( k 8.1'1 U axk) FE( kayl l ayk) ( )

re Jp,

0

Prenons la limite dans (3.30) prenant en compte v®*—= v" on trouve :

. VT _ /][ 0 SD (%
iy fentwral= -5 [ £ 080+ 050 &

Comparant cette limite avec celle en (3.25) on conclut :

1 O&p 0 &p / 0
—= 7[ +v 71 , YoeDQxT).
2/Q T kayl layk 0 TXkl(p 2 ( )

Ce qui montre que ey (v°) € L?(Q x T) et on a :
e, (%) =x%, Vki1=1,23. (3.32)
D’apreés le principe de Korn v° € (L?(Q; HY(T))). Ce qui achéve la démonstration de ce lemme.

Dans la suite la notation "—= 7 désigne la convergence double échelle (1.17) définie dans la section
3.1 . Dans le lemme suivant et a I'aide du lemme précédent on vas déterminer les limites deux échelle
(2.5)-(2.6) annoncées dans le théoreme 4.1.

Lemme 4.3
Il existe (v,w) € V x W wvérifiant :

%ﬂeaﬁ(ua) == eap(w)(z,y). (3.33)
\/fea?)(us) ;(;; o g;Z) (3.34)

Preuve :
Considérons pour k = 1,2, 3 les fonctions suivantes :

_ . o9
wk(ﬂmy):/ vh(x,y, y3)dys, Wk(z,y) = a—y';(:v,%yg)dyg. (3.35)
Y3 YS
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Il est clair que wy, Wy € L3(2 x D), d’autre part, puisque v{ € L?(Q; H'(T)) d’apres la proposition
1.5 la fonction wy, est dans L?(Q; H*(D)) et on a :

ow, _ [ onf

= d k=1,2 =1,2. 3.36
aya Y, a (.’E yay3) Y3, ) 737 « ) ( )

Utilisons la remarque 1.1 (voir (1.18), 3.1), le lemme 4.2 (3.22), et (3.36) on obtient :

™ R _
) = [ e 0%) sy = (). (3.37)
Te Y
Posons w = (wy, ws,0) ou :
w1 — Y1 W
i = 5 4+ 100201~ V112 g —][wa, a=1,2 (3.38)
fD(y1 +¥3) D

Il est clair que w € W et ] 5(w) = e/, 5(w). Par conséquent w vérifie (3.33).

On identifie maintenant la limite de *T/—jeag(ua) dans L?(Q2 x D).
Dans ce qui suit on écrit souvent ¢ au lieu de ¥ (x, %I/)) (ou ¢7) au lieu d)(m)w(%ﬂ))) lorsque on

integre sur F. pour une fonction test 1 € C(Q x D), voir la notation y.(z') en 3.1. (1.14).
D’apres la remarque 1.1 (voir (1.18), 3.1) et le lemme 4.2 ona: Va=1,2

v
VT su®) = [ ey

(@, y, ys3)dys.
Te Vs

En utilisant les notations (3.35)-(3.36) on trouve : Yo = 1,2

\/E NN 1 8’(113
T—EGQS(U ) 2( + %) (3-39)
On montre d’abord que :
0wy,
=0 VYa=1,2. 3.40
Gt =0 Va1 (3.40)

Soit (¢, 1) € D(2) @ D(D). D’apres (3.39) on a :

. VT ][ / ][ aw3 31/)
“’lli%<2 Te Faea?) aya aya 8%' (3'41)

Puisque qﬁ(%i = 7“5%(@&) — rS%z/) alors :

VT ][ e, O ][ o 9 ][
2 - F:ias(u )d)@ya =27 F:ias(u )&E (¢) = 2v/7 f eas(u a¢~ (3.42)
De lestimation (3.11) on conclut aisément que :
: oo .\
lim (2v/7 eag —zp)_ (3.43)
s—)O
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De (3.41)-(3.43) on conclut que :

e f o) [ fi el o

o 0 _ 8u3 oug
N ]é a1 g (00) =V ]é Gt ) &Ca (60)).

(g—i(ar)w(w))e D(FY) car ¢ € D(D). Donc on intégre par parties et on obtient :
a als 7o (@) = 173 Z/ 3—@,% (¢0)

:fz/ 81:3 _\/_][ %g—iw

Alors : 8 s 8q§
u us,
207 f canlu) 5 (00) = L (60 + VA ][ (3.45)
F. ox 81‘3
De Plestimation (3.11) on conclut que :
. ous, 8¢
Passons a la limite dans (3.45) en utilisant (3.44) et (3.46); on obtient :
1 3 : 3.47
20 (ﬁ][ dxq 3% ) / ][ 8ya 8ya (347)
D’apres (3.2), gzz = 253 dans Q et % =0dans CP\ Q (si C2\Q#0), donc on a :
oug 0 dus 0
3.4
\/_][ 0%y 8xa |F | Z/I 0y 8xa ) (3.48)
La fonction vi_ est dans H'(C?) (voir (3.7)-(3.8)) et on a :
i Jm, ou5 1 ; :
- ~b..), dans C
0xq 72 (8:6& + Te O‘E)’ ans Les
ce qui donne immédiatement :
8ﬂ§ _ r? G’Uge 3 i
T bas, dans C¢,
donc :
ou§ 8”35 0
[ eton)= T2 [ Sl [ o)

Puisque ¢ € D(D) alors Vag € I3, o’ — ¢(a', x3) (%= )) € D(D}. ). Alors :

/(ﬁ 7, V) = /f (,
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D’ouon a:

duz 0 81);5 0
ci Oz 020 (¢¢) \/_ ci 0tq Oz, (¢¢)~
Donc :
Vo[ Oug ovk. 9
|| Jei Oxa 8xa (00)= ci Do Oz, (6v). (3.49)

On integre par parties dans la deuxieme partie de I’égalité (3.49) en utilisant :

) %6 2 9p Y 1 0%
9o B = 3 e 2O
on trouve :
62 8U3E

2 =
i C'L al'a 8.’Ea (Cb’lﬁ) _/ vé&a 2 (¢¢)
:_?/.U Po 27 / i b O g2 de) 924)

ci 3 0a2 e Jei 020 OYye T2 oy2’

(3.50)

Faisons la somme pour 7 € I, en utilisant (3.48)-(3.49), prenant en compte que d)(m)z/)(%x/) = 0 dans
CI\ Q (si C1\ Q # 0) car ¢ € D(Q), puis on pose v§ et on trouve :

dus ¢ - 09 9y 0%y
\/_][ &CQ (py) = ][”38 21/)— ][ 38—%3—%{_ 3¢8ya

Passons a la limite en utilisant v§— w3(z,y) = fy3 v9(z,y,y3)dys, on obtient :

. ous 0 821/J
gl—%(\/_][ 0x,, 8xa ) /][w3 )9 8ya

Puisque w3 € L*(2; HY(D)) (voir lemme 4.3. (3.35)-(3.36)) on a :

) Ous 0 aw;; 8¢
il—%(ﬁ][ Lo Oz ¢¢) /Q][ 3ya 8y5'

Comparant cette limite avec celle en (3.47) on conclut que :

/][w:cy 8y‘i 0, V(6.4) € D) @ D(D),

ce qui montre 9%a — (). Donc (3.40) est satisfaite.
Yo

Montrons maintenant que :

efy(w) = 0. (3.51)
Soit toujours (¢, 1) € D(Q) ® D(D). D’apres (3.39) on a :

. .52
35“%( Te ]{Vf 8y2> / ][ 8yl 8y2 (38:52)
. (27 8w3 oY

25%( Te ]{wf 8y1) / ][ 8y1' (3:33)
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Faisons la somme de (3.52) et (3.53); on trouve :

(3.54)

Puisque ¢ = .52 (¢h) — re b, alors :
EAVE ey ¥ e 9%y
e ][FE(613<U )d)@yg + eas(u )d)@yl)_
o d
2T ]é (e13(u”) 5= (8) + easlu’) 5 (64))
1> 8 8
—2ﬁﬁ (Blg(ug)a—iw + 623(1[5)8—1:11/1).

Prenons la limite prenant en compte (3.54) et le fait que ey3 — 0; on a :

iy (207 . (era0) s 00) + entu) 5 00) )
/f( )

27 f (ea(u) g 00) + e 5= (00)=

aul 8u3 0 ou5 Ou§, 0
f][ + 5T (00) + (52 + 525 (00)).

(3.55)

D’autre part :

o . ous 9 :
On integre par partie les termes 9ui 94 on trouve facilement :
8%3 ’ 8£B3

8u1 8u2
\/_][ O3 8x2 810 o1 (¢¢ 2\/_][ cr2(u —w

Donc :
zf][ <¢>¢>+e23< Yo <¢w>)

8u3 ouj 0

M][ —¢+f][ S (00) + 5o ().

Passons & la limite prenant en compte (3.55) et le fait que eja(u®) = 0 on trouve :

_ 8u3 ous 0
il—%(\/_][ 0x1 ax Oxo Ox1 (@/’)))
8w3 O Ows ., O
= [ f (e %—yg” 2 g )

D’apres (3.2), % = gxiz dans Q et % =0dans CI\ Q (si C1\Q #0 ), donc on a :

(3.56)

8u3 8u§ 8 B 8u3 8“3
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En outre, on sait que (voir la définition de v} dans (3.7)) :

ouz iavgs B lb’

= dans C".
Ory T 0wy e OF €

Donc :

g2 8U3 8“3 g2 8”?’)5 G’Ugs
72 |, e 5 00+ G g 0= T [ (G g0 + G gton)

On integre par parties et on obtient :

2

= (P 0 gy + e D)

/ - g2 9% 52 8q§ 81& g2 8¢ 81& g2 0%
—2 [ v (= + + +
7 7T Ox10x2 e &vl 8y2 e 81‘2 8y1 mr2 " 0y1029

).

Faisons la somme, en utilisant (3.57)-(3.58), on trouve :

8u3 8U3
\/_][ 0x1 8:U (¢¢))
o, B2 a¢ oy 9 o 0%
- 2][U (r T 01002 0y Oyp 02 Oyr | 051022 %)

On passe a la limite, en utilisant le fait que v§ — w3 avec w3 € L?(2; H'(D)) on obtient :

. 8u3 ous 0
gl—rg(l) \/_][ 0x; 8:U Oxa Ox 1(¢d))))

_2/][@, 0%y /][ Ows O | %¢3_¢)
oJp 3¢ 8y18y2 8yl Oy2  Oy2  Oyr

Comparant cette limite avec celle de (3.56) on conclut aisément :

-

Ce qui montre ef,(w)(x,y) = 0. Donc (3.51) est satisfaite.
)

0, YoeD(Q) VoeDD).

Puisque (y,w3) € (L
alors il existe co € L?(Q), (d1,ds) € (L?(Q))? telles que :
Wa(2,y) = co(x)yR + do(z), dans Qx D, a=1,2.

Posons :
v3(x,y) = ws(x,y) + yrdi(x) + yado(x) — ][ws(fc, y)dy.
D

?(Q x D))? et puisque el (w1, w2))= 0V, f = 1,2 (selon (3.40) et

(3.58)

(3.51)),

(3.59)

(3.60)

Puisque w3 € L?*(Q; H'(D)) alors v € L*(Q; H'(D)) et on a, 2% = aw3 + do(z), de plus on a

? Oya
Jpvs(z,y)dy = 0, ce qui implique v3 € L*(€; H}, (D)). De (3.59)-(3.60) on conclut

M o (0 )y e s R, Ovs
- eag(u )XFE 2<CO<$)ya + aya

).
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Le but de ce paragraphe, afin de compléter la preuve de (3.34), est de trouver une fonction c¢(x)
dans L?(Q; H} (1)) vérifiant 8%,03 (z) = co(z). Danc il est naturel que c(z/,z3) = [*3 co(2’,t)dt. 11 suffit
2

maintenant de montrer que fI co(x’, t)dt = 0 pour p.p. 1’ € w.

Soit ¢(z') € D(w), 0 € D(D) telle que f,0 = 1. La fonction ¢§—;2 € C(Q x D), alors :

. 2\/m 00  Ovsz , 00
1 P P — .
EIL% < Te ]{7613 8y2 > / ][ yzCOd)@yg 8y1 d)@yg )

€

Puisque (—][ yggyi) = ][ (6 — 8—y2(y29)) ][9 =lona:
D

. 2ﬁ 6 8’[13
eh—%< Te ]éflg(u 8y2> /CO¢+/][ oy 8y2

D’autre part on a ¢(x )38;2 (ysﬁf )) = rs(aim((ﬁ@) - 86_9?;9)’ donc :

2ﬁﬁ613(“6)¢% = Qﬁﬁ613(us)%(¢9) - 2\/%]{?613@6)86—5;9.

Te

On passe a la limite, en utilisant (3.62), et le fait que ej3(u®) — 0 on trouve :
lim (2\/7_r][e (us)— ) / c ¢+/ ][ &)3
e—0 F. 13 8 Q 0 Q 8yl 8?/2
Puisque fl(g—zz) =0 car u € H} (2) on a :
0 VT ou;  Oui, 0
2 )=— 0
ﬁ][ era(u Oxo (00)= |E.| Je (8:103 * 81‘1)81‘2 (49)
aul ous 0 ][ ous 0
|F/8x2 J”F][a b0, W=V S o (90):

De (3.63) on conclut :
. ous 0 81}3
gl_I}I(l) <\/_][ 8.’E1 81'2 > / CO¢ + / ayl 31/2

Ous 0 ™ dus 0
v, ng 9 (06).

8x1 81'2 CIQQ 81'1 8x2

Puisque dans C: N Q on a :
Or1 Oz \/_ Or, 1.

1 -
o
Te 1 /CmQ 0xo d) isnrJps 8552

N dug 0 _e? vl 0
L Geamen= [ Zhe (o)
| Fe | Cing Cing

£2 - 0% 1800y 100 1 0%

1

et puisque :

alors :

U _— _ _ —_ _—
T Jcing 36(33013%2 re 0x1 Oy2  1e Oz QY1 12" 0y10Y2
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Faisons la somme prenant en compte (3.65) et la définition de v§; on obtient :

ouy 0 s 0% 96 Y 96 v Y
f][ o1 Dy )= ]{m U ey e e Y e T s

Passons a la limite en utilisant v5 — w3 on arrive a :

' ous 0 B _ 0%
gl—% <\/_][ 0z, Oz 9)) - /Q ][DwgqﬁaylayQ.

On remplace w3 par (vs — ydy + f,w3) (voir(3.60)) et on integre par partie on trouve :

, ous 0 81}3
il—%(\/_][ ox1 8302 ) /][ayl dya’

Comparant cette limite avec celle de (3.64), on conclut que :

/Qco(;t)qﬁ(x')dx =0 V¢eDw).

Donc

/co(x/,t)dt =0 pp 7 €w. (3.66)
I

Posons : 25
c(x' x3) = / co(z',t)dt, (2 ,x3) € w xI. (3.67)

Nl

D’apres (3.66)-(3.67), c(z) € L?(w; H}(I)), et on a 68; () = co(z). donc (3.34) est satisfaite.

Dans le lemme suivant on montre les convergences (2.2)-(2.4) et (2.7) du théoréme 4.1.

Lemme 4.4
Il existe u € U et u® € UY telles que :

uS, = uy  faiblement dans H'(Q), (3.68)

ug — 0  faiblement dans H*(Q),, (3.69)

e(u®) == e((ta,0)) + e¥(u®). (3.70)
ﬁ € 0Z3

— 71

Te 833(U ) 8:1,‘3 (3 7 )

Preuve :

La suite u® est bornée en (H'(Q))? (voir (3.10)), il existe donc u et une suite extraite u® converge
faiblement vers u dans (H'(2))*. Hp () est un sous-espace fermé de H'(Q), alors u € (Hp (Q))°.
D’autre part, la deuxieme estimation de (3.12) montre que u§ converge au sens deux échelle ” — 7 vers
zéro, ce qui implique d’aprés le lemme 1.2 que la limite forte de u§ dans L?(Q2) est zéro, i. e. uz = 0,
donc la limite (3.69) est vérifie.

En outre, il existe (voir rappels) u° € (L*(Q; Hy(Y)/R)? telle que : Vi=1,2,3

Quj O
8133 81‘3.

V'u§ == V'u; + V,ul, (3.72)
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Donc (uq,0) et u® vérifient les limites (3.68)-(3.70). Pour compléter la preuve de ces convergences
il faut aussi trouver Zs telle que (uq, Z3) € U et Zs vérifie (3.71).

D’aprs (3.22), on a Y=< gzg — gvS On utilise la remarque 1.1 et la notation (3.35) on trouve :

VT oug y
— . 3.73
- O ws(z,y) (3.73)
D’autre part, fﬂiuﬁz < C (voir (3.12)), alors il existe Z3 € L?(Q2 x D) et une sous suite vérifiant :

NG

Te

usg == Zs(x,y). (3.74)
Soit 9 € D(w x D; C1(I)). On intégre par partie prenant en compte u§ = 0 sur 'y on trouve :

\/_][ 8u3 VT 8¢
8x3 3$3

Prenons la limite en utilisant (3.73)-(3.74) on trouve :

/][wy () /][Zy ), Vi € Dlwx D;CN (D)),

Cette relation montre que :

0Z
%;’ — b3, de plus Z3 € L?(w x D; HY(I)). (3.75)
D’apres (3.12), f [ug|* < O, donc il existe @, € L?(€2 x D) et une sous suite telle que :

’U,i —= Uy, Ug —= U, (376)

Soit ¢ € D(2 x D). On integre par partie on obtient :

o (z! ous, ous
][eaﬁ<ua>¢<sc, wely 1 f (G y 2By
FE FE

o o
3 f a s g - 3 fn gl s )

On multiplie par r. puis on fait la limite en utilisant (3.76) (avec r.eq,z(u®)—> 0) on trouve :

| ot g2 + stz =0

Donc € 5((@1,%2)) = 0, alors il existe c1(x), ca(x), t(x) € L*(Q) telles que :
u1(z,y) = ci(z) — t(x)y2, u2(z,y) = ca() + t(z)y1

Appliquons le lemme 1.2 on trouve :

w(z) = ][D a1 (2, 9))dy = er(x),  uzl(e) = ][D @y (2, 9))dy = cal(a).

Donc :
() = ui(z) — t(x)y2, U2(x) = uz(x) + t(x)ys.
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En outre, on a :
2ﬁ][ea3(u \/_][ua—— ][ cOp VT uaﬁ_tp
F. O3

Te JF. s Mo
Prenons la limite en utilisant eqs(u®) — 0, #ug — Z3 et (3.76) on trouve

Zs(fcvy)a—@(x,y) =7 ﬂa(af,y)a—@(fmy)-
L1 zes; fu Ltz

(au sens de distributions), autrement dit :

.. . 075 _ Ot
Ce qui implique que Wj = 81;3
8Z3 aul 8t 8Z3 8uQ
Le théoreme de Schwarz implique que aa—;s =0, alors :
823 8u1 823 8U2
— m— - = m—
Iy Oxs’ o Oxs

Ce qui entraine I'existence d’une fonction z3 € L?(f2) telle que

Zalisy) = VRS o+ 24(0).

Yo ot 23 sont dans L2 (w x D; HL(I)), et puisque

Puisque Z3 € L*(w x D; HX(I)) (voir (3.75)) alors 2 e
uq € HE (Q) alors u, € L?(w; Hg(I)). Par conséquent u := (u1,uz, Z3) € U et Z3 vérifie (3.71).

(3.77)

Lemme 4.5
Pour o, B = 1,2, on consideére les suites suivantes

™ x’ T '
oL = \:_Aagkl(a:, ?)ekl(us), ot = \:_Aagkl(l’, ?)ekl(us), (3.78)
alors il existe une constante C telle que:
(3.79)

Lewrze f@wr<e

€

et si oa5(x,y) et oa3(x,y) sont les limites double échelle coorespondant a de suites extraite alors

2

][O'ocﬁdy:][y’yaaﬁdyzoa Vaalgary:la )
D D
(3.80)

Oa3 = ][yaJQde = 07 Va= 17 27
D D

(Y1023 + y2013)dy = 0.
D

Preuve :
L’estimation (3.11) et ’hypothese (1.12) sur A donnent immédiatement (3.79). Il existe donc oqg,
Oa3 € LQ(Q x D) et des sous-suites telles que :

154 154
Oap™ 0aB, Oa3— Oa3.
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D(0,2) un disque dans R? de centre 0 et de rayon 2. Posons
(3.81)

Soit DQ =
(|J reDa + i) x I)\ F..

i€l

M =

Soient ¢ € D(Q), 1o € D(D3), on considere
7'? ye (z)
ﬁ¢($)¢1( e )
= 7‘2 e x/ . 2
$@) = | (@) (382)
0
Ona:
r: 0 Mo — _
eaa(¢) \faxad)a + f(‘Day , a=1,2 633(¢) =0,
e12(0) = (3 (501 + w> (5 + 522)), cas(0) = § 25220
1209) = 3 D2 611 2 \/—30 dyz oy, /)y €a3\P) = 37 By Ve
Considérons dans (1.16) la fonction test ¢, en utilisant les notations (3.81) le probleme (1.16) devient :
]{V( 0T (re 52 + 9FL) + 05, (re b + 9 52))
f Ohlra(BE o + fzun) + o(G + 52) (3.9
T
+f orare(@va) + [ ew)et@) = = [ faota
g, 000 0 MO VT Ja
Puisque [|e(¢)||r=(0) < Cre et [M2| = Z—g, on applique I'inégalité de Holder sur fQ|e(u€)|ng), puis
% <Cr.

on utilise (3.10) on obtient :

/Mg!ew )e(0)

]g C’re/’e ‘XMO < Cre( /
Q

On passe a la limite et on obtient
gli%( » e(u®)e())= 0. (3.84)
Passons a nouveau a la limite dans (3.83) ; on trouve :
Oy 0o 01 | O
o1 + 00—+ o012(—+ 5))d =0, V¢eD(Dsy), VpeD),
L (on G+ om G2+ G+ G2y =0, Y € D(Da), Vo€ D)
donc on a : o o0 o0 o0
2 1 2
— —+—))=0, V D(Ds). 3.85
][D( 6y+226 +o <8y2+8y1)) , V¢ €D(Ds) (3.85)
On choisit dans (3.85); ¢1 = 0, 2 = y7 dans D puis 2 = 0, ¢1 = y5 on obtient
(3.86)

][?J1012 dy =0, ][?J2012 dy = 0.
D D

Si @y =0, p1 = y1y2 en D, puis si o1 = 0, p2 = y1y2 on trouve en utilisant (3.86)

][y2011 dy =0, ][y1022 dy = 0.
D D
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On prend dans (3.85); ¢1 = y?, 1o = 0 puis 11 = 0, 1 = y3 dans D on obtient :

][?J1011 = ][yzazz =0.
D D

Si 'on choisit; ¥1 = y1, 12 = 0 puis Yo = y2,11 = 0, puis ¥ = y2,%s = y; on obtient :

][011:0, ][022:0, ][01220-
D D D

On choisit dans le systeme (1.16) la fonction test suivante :

)= . O ], (3.87)

ou ¢ € D(N), ¢ € D(D3). Dans ce cas on a :

— _ 1 r? dp re oY ’I”g Op
€ap(¢) =0, eas(¢) = §(ﬁ%¢ + N —aya>’ es3(¢) —ﬁ—a%iﬁ
Le systeme (1.16) devient :
][U (7"534/7 77Z’+80 ) +1”5][ A33kl($€kl(us))§7ﬁp¢
" PR : ’ (3.88)
Ae(u® == _
+ MO G(U )6(@5) ﬁ 0 f390¢

Passons a la limite prenant en compte (3.84) qui reste valable avec cette fonction test, on obtient :

/ﬂso(m)/[}olgg;/’l +023§‘¢ Jdydz =0, ¥ 1 € D(Dy), ¥ p € D(S).

Ce qui implique :

/(0133—1/]+ 2331/]) y—O, VwED(Dg) (389)
Y1 Y2

On prend dans (3.89), ¥ = y, en D, puis 1) = y2, puis 1) = 3172 on obtient :

][Uas = ][ya0a3 = ][ (Y1023 + y2013)dy =0, a=1,2.
D D D

La démonstration du lemme est achevée.

Lemme 4.6
L’espace S muni de la norme :

(was Z3), u®, v, w)||s = < 613 L2(Q><D) +Z lleij ((ua, 0 "'e%}j(UO)HQH(QxY))
1 (3.90)

dc 81)3 2
12508 + S )+ T (1 >||i2<m>>) ,
«@ a,B

est un espace de Hilbert.
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Preuve :

On peut vérifier aisément que la norme définie par (3.90) vérifie

073
<<ua,zg>7u07v7w>s=(|| o + 3l (Cuan O + (et

7]

||L2(Q><Y))

[N

(3.91)
D (Halsya + 8ya ||L2(Q><D))+ Za,ﬁ(eiﬁ(w)%2(QxD))>

Ovs [|2) 2

L’espace V (Resp. W) associé de la norme (3° || 2% e yR+

1
21 2y} (Resp. (3, llels(w)[[2)? ) est un
1
espace de Hilbert, (voir chapitre 2). L’espace U° associé¢ de la norme (3, - [le’;(u?)]|?)? est un espace
de Hilbert (voir le lemme 3.6, (3.73)). En fin puisque

823 823
152, 112 155, HLz(m ZH QHLz(m

1
on peut montrer sans difficulté que 'espace ¢ muni de la norme (||%22||2 Ta) + 2 llei (was 0))]12) 2

i,5 1€g o)l
est de Hilbert. Puisque S est composé de produit des espaces de Hilbert alors en utilisant (3.91) on
trouve aisément que la norme donnée en (3.90) définit sur S un espace de Hilbert

Avant de commencer & démontrer les résultats de probleme (1.1) rappelons que les espaces
V=V {(Va,03) = (cy¥,03), ouceDQ), v3€DQx Dy)}, (3.92)
W =Wn{(@a, We € D(Q x Dy)},

(3.93)
sont denses en V et W. V (Resp. V) désigne l'espace de fonctions de D(2 x D5) dont la restriction est
dans V (Resp. W ), ol D5 est le disque de centre zéro et de rayon 2. I’espace

U= {(ﬂ’aa 23)7

9
Zy = —\/Taty, + %, ot W% € D(IC@))}, (3.94)
3
est dense dans U, la preuve est une conséquence de la densité de D(I; C*°(w)) dans H(Q)NL?(w; HE (1))
Rappelons aussi :

UO

= {a® = (@3, a3, ay), => ¢ (@) P (y), Jest fini, ") € D(Q), pP) € H®},  (3.95)
peJ
est dense dans U°,
H={y | veCP ) telleque Vyp =0 au voisinage de 0}. (3.96)
(voir le lemme 2.4. chapitre 3). Par conséquent l’espace
S=UxU xVxW, (3.97)
est dense dans S.
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3.4.4 Preuve des résultats

Preuve du théoréme 4.1 :

Rappelons d’abord que les lemmes 4.3 et 4.4 montrent l'existence d'une fonction (u,u’,v,w) € S
vérifiant (2.2)-(2. 7)

Soit ((ta, Z3),u’, v, w) € S. Soit aussi § € D(Ds) telle que = 1 dans D. On prolonge Z3 et v,
dans Q x Dy comme suivant; Zs(z,y) = z3(x) — /7y,0(y )827( ), o (z,y) = &(x)y20(y). Considérons

8%3

¥ = (1o, 0) comme une fonction auxiliaire ot ¥ (z,y) = \/_8““‘ ()y,0(y).

Soit ¢ = (¢, P3) la fonction test suivante :

(@) = o () + 200 (2, £) + Lt (w, L) + Lo, (w, LED) 4+ L (2, L)),
{¢ ()= o) 200, 2) + Gl MY + Gl M) + 5Tl D,
¢5(7) = J=Zs(x, 5=) +eug(z, T) + J50s(w, 52).
D’apres la définition de 1) ci-dessus et de Z3 dans I donné par (3.94) et de ¥ on a :
eap() + % v3() =0 dans Q x D,
gz: + \} 253 =0 dans Q x D, (4.2)
en3(0) =0 dans Q@ x D.
Puisque @ € T° alors g—gz(:c, %,) = 0 dans F.. Par conséquent :
x/
e¥(a°)(z, ?) =0 dans F.. (4.3)
Soie M? I’ensemble défini en (3.81), puisque 6 € D(D3) alors on peut vérifier aisément que :
B . / 82 . /
5+ 1o+ §)(w, )y 2 9% V@)Y o G (R U MO, (4.4)
Te Yo Te
En utilisant (4.2)-(4.3) et (4.4) on trouve :
Teap(@xr. = (c2s(0) +ehp(W) +rechy(@) + hy(@)xr,,
™ £ Vo ol o} We My
£6a3(¢ xr. = 3(5=+ 37; +re(f2 + FRe) + 5= + 8Z:’)XFU
egg(0)xr, = (192 + %),
eap(d®)xm. = (eag w) +efi (@®) + e ﬁ(eu + fv+ f w + &%W (45)
+mens(U+ 1@+ ¥))xmo )Xo, '
1( 0 | O3 ou) | r. 9v, , T Ov r. 0% T2 9w,
€a3(9°)x . = 5( 81’3_+ ﬁ teoy /T Ox3 + \/;azz + ﬁﬁ + 7 Ox3
re 0V r. 07 1 9Z
HIEG e+ =g me) )X
B oud r2 9w r
ess(d®)xm. = (ETi \/%g—x; + ﬁg—ﬁ)XME~
On a ~ ) e
eZB(,U) <81B ya + 8; y,@) dans Q X Da
ets(¥) = —VTyyeas(Fi-), dans © x D, (4.6)
o Z3\_ 1 9z @
%( 81523 + gTZj)— %gxi - ﬁywew(%), dans Q x D,



Calculons les limites double échelle ”—~ 7 et ” —— 7 en (4.5). Prenant en compte le fait que xazo
converge fortement vers 0, en utilisant les notations (4.6) on obtient les convergences fortes suivantes :

eap(d°)xm == (ehy() + 3 (Z2yl + 22yf) — Vg ean(Z2)),

Te

VT ey (6 ) xr, — L(Eyl+ 22) 4 128 — mp e, (£D),
7. 8?2
Yoess ()X = F2 = (52 — vy, Gud),

(4.7)
eap($)Xn. —— eap(u) + ef5(a°),
u oug
eas(¢)xme == 3(58= + 52),
egg(d)e) —— 0.
Les coeflicients de 'opérateur A vérifient la convergence forte au sens double échelle suivante :
x x’
Aija(z, ?) — Ajjri(2,0),  Agjri(, ;) == Ayn(z,y). (4.8)

On considere dans le systéme variationnel (1.16) la fonction test ¢° définie dans (4.1) et on obtient :

][Aaﬁu 2, 2 ) (L (1)) (L s (6) ][A 2, ) ( Ly (0°))(Leas (67))
Agsmﬁ—)(ﬁeﬁ(u D (%) / Aot 2 Jeis (s (6, (49)
F. 5/ Te

+/Q AaSij(fEa%)ez](u )ea3 / A33z] ez](UE)BS?)(d)E)XME = 0 f¢€7

ou e(¢°) est donné dans (4.5).
D’apres le lemme 4.5 on a :

9 o 97 o
) s ( L) o (228 (25 ) =o. 41
/Q][ (0 5((a, R P yi) — Vryye B(axw))"‘a 3(8% Vye ”(&cg))) 0 (4.10)

Prenons la limite dans (4.9) en utilisant les limites (2.2)-(2.7), (4.7)-(4.8), et (4.10) :

/][ £,0) < ( ) %(8313% + 8 ZZ)> (6”05) l(agsya +9 6:’2) )
Q Bacg ya + 352) 9033 1(39&3 Yo T3 v3 896; (4'11)
+/Q/YA(xﬂ e((ta, 0)) + €¥(u)) (e((ta, 0)) + €¥(a /fu“’

Puisque 'espace S est dense dans S alors (4.11) est vérifié pour toute fonction ((iy, Z3), 4%, v,w) € S.

On applique le théoreéme de Lax-Milgram en utilisant les hypotheses (1.11)-(1.12) sur A et (1.15)
sur f pour prouver que (4.11)(i.e. (2.8)) a une solution unique dans S. Le théoreme 4.1 est démontré.

Preuve de la proposition 4.1 :
Posons dans (2.8), & = 4" = w = 0 et ¥ = v, puis on utilise I'hypothese (1.17) sur A on obtient :

Ovs 1 Ovs
[0 (S n oty ™0) (G 7o) ) =0
s(eyl+ 5y 0)\ i+ 52) 0

L’hypothese de coercivité de A implique :

Oc

12 yp Qs
81‘3y

R 2
ot =
sl
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D’ou on a ¢(z) = v3(z,y) = 0, c’est-a-dire v = 0.

Preuve du théoréeme 4.2 : B
Considérons dans (2.8), v = w = Z3 = 0 et on suppose que (u1,us) est donnée; on trouve que u
est I'unique solution du probléeme suivant :

0

ud e UY,

// (2, 9)e" (0)e¥ (@ // (2, 9)e (1t 0))e¥ (@), (4.12)

val e U°.

Soit @® € (L*(Q, Hy(Y)/R)®> = U°, pour p.p. = € Q on a, @%(z,.) € (HL(Y)/R)®. On considere
dans (2.11) la fonction test 4°(z,.) olt la variable x est fixée dans €2, on multiplie les deux membres
de T'équation (2.11) par epq((uq,0)) puis on integre sur et on fait la somme pour p,q¢ = 1,2,3
on trouve que @PDe,,((uq,0)) est une solution de (4.12). Puisque la solution est unique alors

ul = > 4PDe,,((uq,0)). La relation (2.9) est démontrée.

Montrons (2.10). Considérons I’ équation en v,w et z3 ou (uj,usz) sont considérées comme des
données. Pour cela on remplace dans (2.8) les fonctions tests (u1,u2) et u° par zéro, en prenant en

0Z _ Oz3 _ %u, : Dharit an11a .
compte 7= = 522 VY a3 Ol trouve facilement que v, w, z3 s’écrit sous la forme :

(v, w,23) = (WD, w® 2 4 (@, W@ ), (4.13)

(7))

ott v = (cMyl v=1,2, ot (v, w(V),zéw) est I'unique solution du probleme :

(0™, ™) ZW) € Vx W x L(w; Hy (1)),

vy ) -\ 1/0% 9z . R
A 0 (w(v)) 5( Bya + 8893:: yf) BZBOU) 5(81/2 + 8_1-3ya) dad
.1' av(w) 8¢ R 9z l(i_i_ o¢ ) 9z3 Tay
@ + G Va) e 2 D5
1
2

Y
o be 9y T Drg Yo (4.14)
) "l (w) (52 + £2yB)
/ f fE 0 a u,y 1,90 (XB oz R Yo 93 813 o ,
OVM 2 (55 + Bag¥al) e
V(v,w, z3) € VXWXLQ((U,HO( ))-

Il est évident que le systeme (4.14) a une solution unique en appliquant le théoréme de Lax-Milgram
dans l'espace de Hilbert V x W x L?(w; HJ (I)).
()

On cherche & partir de (4.14) Pexpression de (v, w()) en fonction de ¢, zg
()

et de u,. On

considere une nouvelle fois ¢ et 23"’ comme des données et prenons ¢ = z3 = 0 en (4.14), alors on

obtient de (4.14) le systéme suivant :

U”mmeﬁnﬂlnxw
o

( )
1 y -\ 1.0
w(v) 2o <ea6(w) 53&)
1
2
0

vw)GLQQ, ())XW

On applique le théoreme de Lax-Milgram dans I'espace de Hilbert L?(Q; H} (D)) x W muni de la norme

1
(||8U3 I + llet5(w)][*)* on trouve aisément que (véw,w("f)) est I'unique solution de (4.15).
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Puisque (), 65 @), (i, i3) € L (2 Wo) x L*°(; H} (D)) ot 5%, 27 ¢ [2(Q) alors :
3

ew,

Vol S A—ag;?wé?’)az € L3(Q; H}, (D)),

u N TGO O, P
ﬁw(”’) o 2+ 2 () S
=3 v (4.16)

Soit (v, w) € L*(Q; H}, (D)) x W, donc pour p.p. = € Qon a: ((z,.), w(z,.)) € HL (D) x Wy. On

considére dans les systemes (2.12)-(2.14) la fonction test (v(z,.), u?(x .))ot x est fixé dans . Puis on
(v)

multiplie (2.12) par \/_8 u’( ), (2.13) 8;;3 (x), et (2.14)

trois systemes et on mtegre sur €2 prenant en copmte (4.16) on trouve que

(:U), ensuite on fait la somme des

2 ()
yPuy 20D (02

o) 82uﬂy 0 ) (3) 82(7)
3:6% Oxs Ox3

/\(’\/ A~
NZET RV o3 + 3 o g Do

est aussi une solution & (4.15). La solution est unique, alors de (4.16) on conclut que :

92 e 9, 92 dc(M) 9\
w) = T 8“’Y b ¢ +® Z3 ’U:())v):\/;ﬁ(v) Uy + s c G 23

2 3 2 3
x5 0x3 0x3 Oxs 0x3 0x3

(4.17)

Posons w = 93 = Z3 = 0 dans (4.14) et on remplace (w(”’),véﬂ) par son expression dans (4.17) on
obtient :

N )
eV (M) 19% 52 e () Ty + 2)\ ge)
[ L[ S5 e (240, B
57 0 O 2Wa+5y2) 0/ O
e? (w®) 109" &) 0 14R
+ af ) 2 9ya Oz 1 2Ya _oc_
%8;;5) 1 Ox3 53/0]? 0 Oxs3
Yo
0 0 0 LyR 8%u., . Oc
= | £ A0 2Ya 1) 2
ffreo o 2) (e ) s,

On prend en compte la définition de /111, 12112 et de Bﬁ” en (2.15) on obtient :

2 ) (v)
5 (v) 0%uy .~ Oec ~ Ozg oe _ 2, 1yl
/Q(bl (ﬁ—axg) ) + A11 alL'g + A12 alL'g )—8$3 dr = 0 Veel (w, HO (I)) (418)

Puisque 8—;:3 € L*(w; L2,(I)) car ¢ € L?(w; H},(I)) alors si 'on prend dans (4.18) une fonction test du
type d = ¢(2)P(x3) avec ¢ € L?(w) et ¢ € L2 (I) telle que [, ¢(x3)dxs = 0 on obtient :

R 9%u 8 9
/(bgw((\/;r 922 1)+ Ap 8Cx3 + A1 5;3 ) (@', 23)p(x3)dzs = 0.
x3

I

Alors pour p.p. 2’ € w il existe une constante dépendant de ' notée C (') vérifiant:

(v)
i) Puyy g0 o5 L 4.1
by (v 22 )+ A . + A1z . Cr (). (4.19)
Soit :
~ y 81)3
Agi(z) = (A33(¥B(:E7O)ea (W) + Aszzas(x, 0>(8y ))dy (4.20)
D [eY
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Dans (4.14) prenons @ = 03 = ¢ = 0 et on remplace (w(?), v:(;’)) par Pexpression (4.17) on obtient :

- 90} ) 5

/ ][A(a: 0){ el () § e (\/;32%) N <eig(w) %(yf]jJr gyz)> e
alo 197 0 Oz sWE+ G2 0 ) O

v (p®) 1907

eaﬁ(w ) 2 OyYa 825"” 0 0 o¢
+ 1 817;3) 1 O3 0 1) 0zs

2 Oya ,

0 O 0 0 0%u- . 0¢
— A(z,0 vy 9¢
/Q]{) . )<0 yv) (0 1) V752 ) o,

En utilisant I'expression de Ay en (4.20), Pexpression de Ay et de 5&7) en (2.15) on obtient :

) 95
() 82%, - 9 i 0237\ 0z3 _ 2 1yl
/Q(b2 (ﬁ—axg ) + Agy s + Ago e )—axsd:ﬁ =0, Vz3€L*w;Hy)). (4.21)

D’une fagon similaire au passage de 'équation (4.18) & (4.19), on trouve qu’il existe une constante
dépendant de 2’ notée Co(z") vérifiant :

Puy . 0 9zl
A A 3
0z3 )+ Az Oxs + A2 Oxs

i Ap Am)
A= " p )
(A21 Ao
ot A1, Aja, Ags sont donnés par (2.15) et Agy est donné par (4.20). D’apres (4.19), (4.22) on a :
~ )
bgﬂf) 82“7 2 8¢9Cx3 [ Ch /
<B§7) <ﬁ8—x§) +A aazgw) = a (). (4.23)
T3

On montre que la matrice A est symétrique et elle vérifie la condition de la coercivité, c’est-a-dire :

0 (v

= Oy(2). (4.22)

Soit A la matrice suivante

m(& + &) < (A@@)€ Ore < M(E + &), ppx€Q, VE=(€1,6) € R, (4.24)
ot {.,.)g> désigne le produit scalaire canonique dans R? et m > 0.

D’aprés la définition de Ays, de Ay, d’apres (2.13)-(2.14), et d’aprés hypotheése (1.9) sur A on a :

. el L (d®) 190 0 LR
Arz(x) = ][DA(%O) ( faﬁ(S’) 2 81ya <lyR an )
2 Oya 27
Y (3 1803 Y (o 1 8% 1, R
_ Aoy (@) 3% Cap(®) 37+ 3V
D ’ 1803 1 %88; + %yR 0
2 Oyq o o «
eng(@)  FEE+yE\ /0 0 .
= 4 A(z,0 af 21 9ya a)( )dy:A x),
. )(%(%wﬁ 0 0 1 10

d’ou A est symétrique i.e. 12112 = 12121.

Montrons (4.24). Puisque (9, ), (93, w®)) € L(Q; HL (D)) x L>®(Q; W), et puisque A;jx €
L>(Q;Cx(Y)) alors la deuxieme inégalité de (4.24) est évidente. Soit (£1,&) € R?, en utilisant les
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conditions (1.9) et (1.12) sur le tenseur A et le fait que Ay; = Ay on obtient :

(A(2)€, €)pe = Ap1]€1]" + 24126165 + AngEo)?

:/ A( 15(w§1+w(3)§2) (& +yle
D\ 3(2E& +ylte + a” L&) &

N[

§1+Z/ §1+6U(>§2) &2

(Z/ |—§1 +ya£1 + 8 522)+ m\§2|2
(mﬁﬁf(p){Z/ 5~ ‘H/aflz})‘i‘ m|&s|?

m(l&1[* + [&2]?)

| \/

| \/

Danc (1.24) est satisfaite.

Soit a(z) le déterminant de la matrice A(z), cest-a-dire : a = Ay A,
I'inégalité (4.24) il existe une constante pu > 0 telle que :

5(3)
1+a 52)

( e B(w€1 +w® )52) %( §1+yf€1+8”()€2)>

9 — (fhz)Q, alors d’apres

u<a(r) pp- x€Q, (4.25)
eton a: 1 N N
5 A —A
A== 22 12) , 4.26
a <—A12 A ( )
ott A~! désigne la matrix inverse de A. Il existe m > 0 et M > 0 tels que :
m(Ef +€3) < (A7 (@)8,E)re < M +63), pPw €D VE=(61,6) ER®. (4.27)
On integre dans (4.27) sur I on trouve :
m(e+6) < ([ Adon)e O < ME +), ppa’ €, VE= (E.8) €RE (429)
On désigne par a'!)(z') le déterminant de la matrice I; A~ dag, ie.
WO = [An [ Az [
1 a Jroa 1 a
D’apres (4.28) il existe u > 0 tel que :
p<aD@) pp. 2 ew, (4.29)
et on a: . .
A -1 1 ; An . Agp
( / A™h = o) i JRE (4.30)
I I a I a

oM 02"
61‘3 - 1 61‘3

(&)er=fam fu () e
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Multiplions (4.23) par A~! et on integre sur  en utilisant [,
on trouve :

=0 car ), 28" € HY(T)

(4.31)



On remplace les expressions de C; et de C (4.31) dans (4.23) on obtient :

ac™ NG)) 2 2(7) 2
dx3 A—1 i—1\—1 A—1 bl 0 Uy 21 b1 0 Uny
=A A A . — ) —A N — ). 4.32
(‘%éw ) (/I ) /1< <bg’)> (Vm x3 ) <b(2’y) (Vm 22 ) (4.32)

Ox3

En utilisant (4.26) et (4.30) et les notations (2.15) on obtient :

85;7> a1 [; by %Tﬁdxs + a1z [, byzaaTJdl‘s - 1%,168727
3 - e 2 3 2 3 2 (4.33)
9z 0~ u 07w 0% u~
D az [y by a7 A3 + az Jrby2 o7 4T3 = by2 557
On sait que ¢ = ¢ + ¢@, 23 = 28V + 2{?) donc :
oc dcV) dc? 0z3 8z§1) 8z§2)
e Oz \ _ , 4.34
8.’E3 v 8.’E3 (1’) + 8.’E3 v 8.’E3 v 81'3 (1’ 81'3 (1’) ( )

On integre dans (4.34) sur (—31,z3) en utilisant ¢(—3) = 23(—3) = c("f)(—%) = zg’)(—%) =0,y=1,2,
ensuite on utilise la formule (4.33) on trouve l'expression de ¢ et de z3 dans (2.10).
En outre, de (4.13),(4.17), et de (4.33) on trouve aisément les expressions de w et de v données en

(2.10). Fin de preuve du théoréeme 3.2.
Dans le cas d’un corps encastré sur une seule face, par exemple, sur I'_ 1, alors la fonction C; donnée
par (4.19) (Q) dans (4.18), ce qui implique C;(z') = 0;

en considérant ¢ = [% ¢(2/,t)dt € L*(w; H' , (I)), de méme C(2’) = 0. Puisque C,(z') = 0 alors
2 2

2
I; b,yg%Tl%? = 0. Ce qui justifie la remarque 4.5.

Preuve du théoréme 4.3 :

D’abord puisque la suite (uf,, u§) converge faiblement vers (uq,0) dans (H(Q))? alors cette conver-
gence est forte dans (L?(£2))3.
Considérons dans (2.8), z3 = 4 = ¢ = 3 = w = 0 on trouve :

D’apres (2.10) et d’apres la définition de g("’)( 2 Y), k‘gg (x,y) dans (2.18) on a :

o ) Oy o5 0%u, d%u.,
+ 313 ya = ﬁ(ga (il?ay) 922 ( + ya)(au ]<b71 8 5 ) + a9 I(b,ﬂﬁ))
3

Bv(s) 82’& azu
+ i (a2 I(bvl 22 L) + ag /[(bvzﬁ))%
Y ) 92 us 0u quﬂf
ebhg(w) =V (kop (2, y) 5o + ef 5 () (ann I(bvl 23 ) +an I(bvzm)) (4.36)
3
R 82u 0%u
+6Z5(w(3))(a21 /I(bﬂ O 2 L) + az /I(byzwg))%

Oz 82“"7 82U GQU,Y
64963 - ﬁy”/a—xg = ﬁ( (by2 + yv) 2 + (an I(bvl o 2 1) + ago I(bﬂﬁ)))‘
3
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On remplace dans (4.35) les expressions (4.36) et I'expression de u" en fonction de ey, ((uq,0)) données

(n b(’Y) Ay, introduites en (2.17) et (2.19) on trouve

par (2.10), prenant en compte les notations ag Tik

aisément 1'équation (2.16).

Enfin, on montre I'unicité de la solution (u1,us) du systeme (2.16). Comme d’habitude il suffit de
montrer que la forme bilinéaire définie dans la premiere partie de (2.16) est coercive sur l'espace de
Hilbert (H'(Q))? N (L*(w; HL(D))?.

Soit (u1,us), (Resp. (u1,u2) ) appartient a (H'(Q))? N (L?(w; HE(I))? et soient v, w, z3 ( Resp.
0,1, z3 ) sont données en fonction de (u1, us) (Resp. (@1, u2) ) par la formule (2.10). En utilisant (2.13)
et le fait que A;jr = Axii; on obtient :

“ 0? 0? 0%u
/ <a§7)6 : +b(1)/(b'y ) +b(2)/(bv2 u;)) - =
I a1 331} dc ! R 81'3 81:3
/][ s(w) (52 + 505 Ya) <0 0 )
2. 8%u =
%%+W%>&u%;§ 0w

8£B3
o Jc 0v3 c
/ ][ (w) (ﬁ + 81-3y§) aﬁ(“’) (g;a + aisyf) (4.37)
v z 0?2 975 = .
% 83 +312ya) gli_y"/ 8;7 %( +81 ) Oxs — Y 8;5

[ e D) (B )
it iy ) (0 by
25 H?
_ QLN ) 0%ty b(2>/ . Oty us
J (58 46 [T [om)) 5

On suppose dans (4.37) que (a1, u2) = (u1,ug) alors :

" d%u O*uy |\ O%us
/ WL 7+b<1>/<b ”)+b(2)/(bwz by ) L
Q 83 o I Oxs Oz
1 c V3 c
[ a(w) 33+ feyl) elolw) B3+ 2y .
u v c Z 2y :
QxD é (Sua +312yo¢) 3?‘; \/_?Jva 7 %(h"'aa_zgyg) g_zz_ﬁ%%zg&
|

2 O3 Yo
>m/f§ﬁ_

A* est coercive (voir remarque 4. 4) Par conséquent la forme définie par (2.16) est coercive. Ce qui
implique que (u1,usg) est 'unique solution de (2.16).

De plus, on peut montrer que la forme définie par (2.16) est symétrique et continue. A* est
symétrique (voir remarque 4.4) alors on conclut de (4.37) que la forme défini en (2.16) est symétrique.
En outre, (85", %), (93, %) € L=(Q; HY, (D)) x L=(Q;W°) et Ay € L=(Q x Y) (hypotheses (1.10)-
(1.11)), ( )t (a(I))’1 € L*°(Q) (voir remarque 4.3), alors de (2.15), de (2.17), et de (2.18) on trouve

que afg) bfg), bs~y € L>(2), ce qui implique que la forme définie par (2.16) est continue.

Prenant en compte (f1,f2) € (L?(2))? alors en appliquant le théoreme de Lax-Milgram dans
(HY(Q))?>N(L?(w; H3(I))? on conclut de nouveau a Pexistence d'une solution unique (u1, uz) au (2.16).
La preuve du théoreme 4.3 est achevée.

au5

Preuve de la proposition 4.2 : (Cas isotrope)

Si le tenseur d’élasticité s’écrit sous la forme (2.20) alors il est évident que probléme homogénéisé

macroscopique est celui donné par (2.8) en remplacant A(z,0) et A(x,y) par A défini par (2.22).

On cherche les coefficients a((;’)

et bsy en fonction de pq et de £. Pour cela il suffit de trouver
explicitement les solutions (vg’), W) (v = 1,2) de 'équation (2.12).

D’abord, il est clair que :
lim A”kl Aijki (4.39)

e—=0
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On pose
)\1 = f[tl. (4.40)

On peut écrire donc les coefficients A;;j; donnés par (2.22) comme suit :
Aijrr = A1 030kt + p1(0ir0j1 + 0djk), (4.41)

On considere w = 0 dans (2.12) et on obtient :

o 109 B -

0 > 0 2 Dye v v
A 2 0Ya - 2 Yo +][A e a\}("y) 3 _ ][A 3.
][D %3;§w> 0 <%% 0 . a3ys 75( )—8% > a333y’y—8ya

Yo
Puisque An3y5 = Aaszzz = 0 alors f)g') est I'unique solution du probleme :
0 1005 0 1973
A o 2 OYa <18_‘ 2 ya>:0 V@gGHl(D).
b o 0 ) \ra O "

Posant 03 = ﬁgy) et utilisant la coercivité de A, on conclut :

ol =o. (4.42)
On pose U3 = 0 dans (2.12) et on utilise (4.42); alors la fonction (") devient 1'unique solution du
probleme :
Vo) 0 (el (w) 0 0 0 e ,(w) 0

AT )L ) () e
]{) 0 0 0 0 oy, 0 0 (4.43)

En utilisant (4.41); alors le systéme (4.43) s’écrit sous la forme :
F (O 20)ety (@) + ey (@) el (@) + X1 f ely(wely(@)

D D

(4.44)
" ]{) (11 (5) + (M1 + 2411)elp(60))) el (@) = Ay ]{) vyl () + A ]{) el (@)

Pour résoudre cette équation on cherche une fonction @(") vérifiant les équations algébriques suivantes

(A1 4 2p1)ef; (@) + Aiehy(07) = A1Yy (4.45)
Ared (@) + (A1 + 2 ey (@) = Ny,
Et :
ey () = 0. (4.46)
L’équaion (4.45) implique que :
el () = 2 —q..
11 20q+u) I (4.47)
Y A(v)) - M )
en\w 2()\1+H1)y7'
Les équations (4.46)-(4.47) montrent que (") pour v = 1,2 doit étre donnée par :
A1) A 2 A 2 A1) A
{w% ) = Yl T 4(A1%;L)1)y2’ Wy = sy Yives (4.48)
~(2) A ~(2) Ay A :
B = s Yive @2 = b Ye — b Yt

Par conséquent la solution de (2.12) est (0,w()) ott w(?) est donnée par (4.48).
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On cherche maintenant bs., a((;') (voir (2.15) et (2.17) pour ces coefficients ).
Utilisant (4.42), (4.46)-(4.47) et le fait que [, y, = 0 on trouve aisément :

B =0, b =o. (4.49)
De (2.15) et (4.49) on obtient :
bat = 0, baz = 0. (4.50)
11 est inutile de chercher b((;r) car ces termes dans (2.16) seront multipliés par 0 (d’apres (4.50)), i.e.
0%u 0*u
b(”/ by =) + b / by —t) = 0. 4.51
) I( v1 8.1'%)+ ) I( v2 8x§) ( )
De (2.17) et (4.50) on obtient :
98 (2.9) = 0, k3 (@,y) = el (0D) (2,9). (4.52)
Utilisons (4.52) on trouve :
a((;ﬂ{) = —/ A33a6y5615(@(7))($7y) +A3333/ Y6Yr- (4.53)
D D

Remplagant Asz.pg et Asssss par leurs définitions dans (4.41) et on utilise (4.47) on trouve :

2
= )\‘f‘lﬂ /D /D

= A 2 . 4.54

as A\ . Y5y~ (A1 1) Y6y~ ( )

Donc on a :
7T 3)\1 + 2#1

(1) (2)
a = Q =
! 2 i A1+

, a(lz) = a(Ql) =0. (4.55)
On remplace Ay par fug (voir (4.40)) on trouve :

2
T 3+ agg) (

o) = o = =a =0. (4.56)

IR
De la méme facons & la partie 3.3 on peut montrer que :
A:jkl = Euldijdkl + ul(dikdﬂ + 5il5jk)~ (4.57)

De (4.51) et(4.56)-(4.57) on trouve que (2.16) se transforme en (2.23).
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COMMENTAIRES-PERSPECTIVES

Commentaires

- Sur chapitre 2.

On peut également montrer les limites (2.2)-(2.3) du théoreme 2.1 de chapitre 2 par la méthode
utilisée pour ’élasticité dans le chapitre 3 (systeéme (1.1)-3.4). On considere :

vt = Zvev Z: Ule’”Qs’USE) (1'1)

ot i = (i,i3) € I, = I. x {i3 € Z ciz € (—%,%)} et

i) = 2 (ui(e) — 05(2 —i) ~ (2 —i) ~ i)y
vh = 2 (u(e) + al (2 — 1) — b (22— i3) — db.)xcr, (1.2)

2(x
’Ués = (’U,i( )+ bls(?l - 1) + b25(?2 —1 ) d3E)XC;7

avec C& = D! x (e(—34,3) +¢i3), et

. ((1—27i2)u17(m—1*i1)u2)d1'
(i (2 -i)?)da

. (ITS Zg)uwf(%fi’y)ug)dl'

T [ (i) s
L= IC}Q Czui, k=1,2,3, y=1,2
En utilisant le lemme 1.3-3.1. on trouve
/ |v¢|2dz < C. (1.4)
Q
Apres on montre qu'il existe v* € (L*(; H'(D(0,7) x Yg)))3 ol Y3 = (—3, 1) telle que
£ 0 1 € Y 0
V" —=— v (7,Y,Y3)XD, gekl(u Ixr. == ey (v7)xb- (1.5)
avec " ——" désigne la convergence double échelle définie par : f¢ —— f si
. T
[r@ueD = [ [ o veeomicuw <), (1.6)
Q € QJY xY;

oll f € L*(2xY xY3). Pour cette convergence voir [1].

Pour montrer (1.5), d’abord (1.4) implique qu’il existe v € L?(2 x Y x Y3) telle que v —— vOxp.
On prend ¢ € D(2 x D(0,7) x Y3) et on prolonge 1) dans R3 par une période Y x Y3 puis on montre :
T

1 O Jp
dr = ——/ . + v dzdyd 1.7
ff)) 2 QxD(0 r)XYd( Yoy l YOy ) yavs: .7

La preuve se fait parallelement au lemme 4.2-3.4 en remplacant r. par \/_ 5 et o(r, L& (x)) par p(z, Z).

lim (/F (lekl(ug))sﬁ(fﬂa

e—0 £
€
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Apres la preuve de (1.5) posons :

_ . oY
Wi, (z,y) = / vh(x,y, y3)dys, Wk(z,y) = 8—k(:v,y7y3)dy3, (1.8)
Ys v; 9U3
) (201 — y1102) 1
We = W + I — Wey- (1.9)
fD(OJ‘) <y1 + y2) |D(07 ’I“)| D(0,r)

On trouve que w := (wq,0) € W et Leas(u)xr —— elz(w)xp, ie. la convergence 2.2 du théoréme
1.2 (chapitre 2). D’autre part on a :

1 1 O

%)XD- (1.10)

L’étape suivante consiste de montrer que w = (w0, W2) est un mouvement rigide, i.e. ef;(w) = 0.
On poursuit le méme preuve dans le lemme 4.3 (chapitre 3) en considérant des fonction tests de type
¢(x)Y(%) ot ¢ € D(Q) et ¢ € D(D(0,7)) et en remplagant r. par ﬁ Cet étape nous permet de
conclure qu’il existe v3 € L?(Q; HL (D)) et ¢ € L() telles que

1 1 0
—eas(u’) == 3 (co()ys + 5): (L.11)

En fin nous montrons que [, co(z', x3)dxs = 0, pour ¢a on refait les étapes (3.61)-(3.67) dans preuve
de lemme 4.3 en remplacant toujours r. par ﬁ et en considérant 9(%) avec 6 € D(D(0,7)) telle que

fD(O 0 =1. On pose c(x) = [ eo(a’,t)dt. Par conséquent l(3‘9—9;1/(1,? 4 Qva) vérifie la convergence

,% 2 oy

(2.3) du théoremes 1.2 (chapitre 2).

Signalons aussi que le probleme limite abordé dans l'introduction (voir (1.22)) dont lequel on trouve
les variables (z1,22) se démontre en supposant zZ, = 0,2 = 0 en (2.8) (chapitre 2) et on considere
21,22 comme des données. Puis on cherche les expressions de v,w et de z3 en fonction de (21, 22)
en poursuivant les méme démarches telles que 1’ on a utilisé avec le probleme (2.16) du théoreme 4.3
(chapitre 3).

- Sur chapitre 3.

Pour Délasticité (1.1) étudié en 3.4 on peut également obtenir le modele suivant

(w1, uz, z3) € (HY(Q) N L2(w; HZ(D)))*x L2 (w; HY (1)),

2 2 2~
(mPuy 3) 02 / p LUy, 023, 07Us
/Q<a5 z3 Tas dzs 0 [( T Oz b 8:103) z3
2 2 I~
() Puy | (3023 / Fuy o Dz3.\ 0z 1.12
/Q<a3 Oz +as Ox3 Tas I<bv Oz b3 8103) Oz3 (112)
N / A*e((ta,0))e((a, 0)) = / fsis,
Q Q
¥ (@, a2, 23) € (H'(Q)N L2 (w; HA(1))) % L (w; HY (1)),

ouVi,j=1,23
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ag-i) = ][ (Agsaﬁk’sg + Aszasgl) + A33338i)85, o= —VTYa, &3 =1,
D

a; = ][ (Aszaptap(z,y) + Aszasha(z,9)&, &a = —VTYa, & =1,
D

kiﬁ)(y) = V/7el s (WD) (@, y) — byel (1) (2, y),
kop(x,y) = €2 5(0®)(x,y) — bsel 5 (1) (z,y).

() _ 108 b 90
Ja (Z',y) - \/7_T2 OYo, ('rﬂy) 72(yo¢ + (.’E7y)),

3@53> U

tag(z,y) = aeig(w)(fc,y% ha(fc,y) (ya + 8”3 2 (2,y)).
et : .
a(m) ! ) bz - 517 ou

N a(z) fI &(r’lvw:#.)dl‘q’
&(1’) = ][ (Aa3'y6e'y6( )+ Aa3'y3(3y + y'y )) R

bﬁ = \/—][ a375676(w(ﬁ)) + AaS’yS a \/_y,@Aa333)yaa

Bv(3

b3 = ][ (Aagwew(w( )) + AaS"yS + Aasss)yl.
D

Avec (857, 9@ et (3,1) sont les solutions de (2.12)-(2.13)-(2.14) en 3.4.

La preuve se fait en choisissant Z3 = 4° = 0 dans (2.8) (section 3.4.) et on considerant uy,us, 23
comme des données. Puis on cherche les expressions de v, w en fonction de (u1,usz, z3) en poursuivant
la méme démarche que celle utilisée avec le probleme (2.18) du théoréme 2.4 (chapitre 2).

- Perspectives

......

Il serait intéressant de reprendre tous ces problemes dans un cadre non linéaire, c’est a dire dans le cas
de minimization de fonctionelles non convexes.
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