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Introduction

L ' être humain a toujours cherch�e �a contrôler son environnement, dans le but d'am�eliorer

ses conditions de vie et celles de ses enfants. Ainsi, lorsque le feu a �et�e d�ecouvert,

l'̂etre humain s'est attel�e �a inventer des moyens de le produire de fa�con contrôl�ee. De même,

lorsque les premiers marins lanc�erent leurs embarcationssur les ots, ils furent vite oblig�es

d'apprendre �a contrôler leurs d�eplacements. Une embarcation est un bon exemple de syst�eme

contrôl�e : elle poss�ede une position propre sur laquellel'utilisateur peut agir par di��erents

moyens comme le gouvernail. Dans le vocabulaire des syst�emes contrôl�es, on pourrait appeler

contrôle l'angle du gouvernail et �etat du syst�eme la position de l'embarcation.

Au cours du si�ecle dernier, les immenses progr�es accomplis dans les sciences fondamentales

et appliqu�ees ont permis �a l'humanit�e de d�ecouvrir un gr and nombre de nouvelles propri�et�es

de l'environnement. Parmi celles-ci, la plupart �etaient simplement pr�esentes �a des �echelles

trop di��erentes de celle de la vie quotidienne pour être remarqu�ees au premier abord. Ces

d�ecouvertes ont ensuite permis de contrôler de nouveaux syst�emes, puis de les utiliser �a

grande �echelle. Ce fut le cas du spin, propri�et�e purement quantique qui appartient donc au

monde de l'in�niment petit. Le contrôle du spin a donn�e nai ssance �a plusieurs technologies

qui font d�esormais partie int�egrante de la soci�et�e mode rne, comme les scanners IRM dans les

hôpitaux, et le stockage d'information dans les disques durs.

Penchons nous un peu plus sur cette derni�ere application. Les disques durs utilisent un

e�et nomm�e magn�etor�esistance g�eante (MRG) d�ecouvert s imultan�ement par Albert Fert et

Peter Gr•unberg et leurs collaborateurs en 1988 [1], ce qui leur a valu le prix Nobel de physique

en 2007. Cette d�ecouverte a men�e �a la cr�eation d'un nouveau domaine de la physique, nomm�e

spintronique, qui d�ecrit le rôle des spins dans l'�electronique moderne. Il est int�eressant de

noter que la MRG a �et�e d�ecouverte �a la �n du si�ecle, pourt ant le spin lui-même a �et�e mis

en �evidence d�es 1922 par l'exp�erience de Otto Stern et Walther Gerlach. Ce d�elai s'explique

simplement en remarquant que pour observer exp�erimentalement la MRG, il a fallu r�eunir

l'expertise de deux domaines tr�es di��erents : les connaissances de physique fondamentale

sur le transport dans les ferromagn�etiques n�ecessaires �a la description th�eorique de la MRG,

et la mâ�trise exp�erimentale de la cr�eation de couches ultra-minces (quelques nanom�etres).

Cet exemple met en lumi�ere un processus courant en recherche : la collaboration de deux

domaines di��erents permet d'obtenir de nouveaux r�esulta ts physiques sur des syst�emes d�ej�a

connus. Ceci est d'autant plus vrai lorsque l'on consid�eredes domaines fournissant des outils

d'analyse g�en�erale, puisque ces outils peuvent ensuite ^etre appliqu�es �a di��erentes branches

de la physique.
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Ce transfert de connaissance d'un domaine vers un autre constitue la racine de cette

th�ese. En e�et, son but est d'am�eliorer le contrôle de syst�emes physiques grâce �a certains

r�esultats issus de deux branches des math�ematiques : la th�eorie du contrôle optimal et les

singularit�es hamiltoniennes.

La th�eorie du contrôle optimal est la cons�equence math�ematique de cette volont�e de

contrôler le mieux possible un syst�eme donn�e. Elle a �et�e d�evolopp�ee sous sa forme moderne

par L. S. Pontryagin et ses collaborateurs �a la �n des ann�ees 50, originellement pour optimiser

le contrôle des v�ehicules spatiaux. Elle s'est ensuite �etendue �a di��erents domaines, allant de

la �nance �a la robotique. Puis, elle fut adapt�ee pour la m�e canique quantique dans les ann�ees

80 par David J. Tannor, Herschel Rabitz et leurs collaborateurs [2, 3]. Le contrôle optimal

signi�e qu'il existe un certain coût que nous voulons maintenir le plus bas possible tout en

contrôlant le syst�eme. Par exemple, dans le cas des disques durs, on aimerait pouvoir �ecrire

et lire dessus en minimisant la consommation �electrique del'appareil. Ainsi, un probl�eme de

contrôle optimal consiste �a contrôler le syst�eme en partant d'un point initial donn�e, tout en

minisant une fonctionnelle de coût. La th�eorie du contrôle optimal permet de transcrire un tel

probl�eme de contrôle optimal dans un cadre hamiltonien gr̂ace au Principe du Maximum de

Pontryagin (PMP). Concr�etement, Le PMP produit un pseudo- hamiltonien qui d�ecrit la dy-

namique du syst�eme via les �equations de Hamilton. Cette dynamique contient les trajectoires

optimales recherch�ees. Pour obtenir ces trajectoires, nous pouvons utiliser soit des algorithmes

num�eriques, soit des m�ethodes analytiques s'appuyant sur des arguments g�eom�etriques. On

parle alors decontrôle optimal g�eom�etrique . Cette m�ethode, r�eserv�ee aux syst�emes de basses

dimensions, permet une �etude globale de la dynamique hamiltonienne produite par le PMP.

Ceci est une illustration suppl�ementaire du fait que la m�ecanique hamiltonienne est un

outil couramment utilis�e en physique. Cependant, la physique n'utilise pas compl�etement les

avanc�ees r�ecentes des recherches math�ematiques dans cedomaine. Par exemple, bien que les

syst�emes int�egrables soient connus depuis longtemps en m�ecanique hamiltonienne (Liouville

- 1855 [4]), peu de branches de la physique utilisent les singularit�es que ce formalisme d�ecrit.

En e�et, dans un syst�eme int�egrable la dynamique s'enroule sur un tore dans l'espace des

phases. Parmi ces tores, certains sont r�eguliers, d'autres sont singuliers. Les tores r�eguliers

correspondent aux trajectoires quasi-p�eriodiques standards dans les syst�emes int�egrables. Les

tores singuliers g�en�eralisent les lignes s�eparatricespr�esentes dans les espaces des phases de

dimension 2. Cela signi�e que les seules trajectoires de p�eriodes in�nies se trouvent sur ces

tores singuliers, qui jouent donc un rôle important dans lastructure des trajectoires. Malgr�e

cela, peu d'�etudes physiques utilisent actuellement ces propri�et�es. De plus, elles sont �a l'ori-

gine d'un autre concept qui s'est �egalement peu di�us�e en physique : celui de monodromie

hamiltonienne introduit par le math�ematicien Johannes J. Duistermaat en 1980 [5]. Il montra

que la pr�esence de ces tores singuliers empêche de d�e�nirglobalement les variables action-

angles qui d�ecrivent localement les tores de l'espace des phases. Il en d�eduit un invariant

topologique : la monodromie hamiltonienne. En physique, l'utilit�e des invariants n'est plus �a

d�emontrer, pourtant la monodromie hamiltonienne reste tr �es peu connue, notamment �a cause
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Chapitre 0. Introduction

de sa d�ecouverte r�ecente en math�ematique. Il est donc fort probable qu'il su�se d'�etudier les

bons exemples de syst�emes physiques pour mettre en lumi�ere le potentiel de ce genre d'outils.

Pour choisir les syst�emes physiques sur lesquels nous appliquerons ces outils, revenons sur

l'exemple de la MRG et des disques durs. Deux �el�ements clefs ont permis l'aboutissement de

ces recherches : d'abord la possibilit�e de faire des exp�eriences, ensuite le fait que la th�eorie

mod�elisant le syst�eme �etudi�e �etait d�ej�a bien �etabl ie. En e�et, les bases th�eoriques �etaient d�ej�a

pr�esentes dans la th�ese de doctorat d'Albert Fert, plus de vingt ans avant la d�ecouverte de

la MRG. En suivant ces id�ees, notre but sera d'appliquer la th�eorie du contrôle optimal en

RMN et les singularit�es hamiltoniennes en optique non-lin�eaire. Ces choix se justi�ent par

certaines propri�et�es de ces syst�emes, que nous d�etaillons ci-dessous.

En RMN, les exp�eriences permettent la mise en forme des contrôles non-continus produits

par le PMP, tout en produisant une tr�es bonne ad�equation entre les pr�edictions th�eoriques et

les r�esultats exp�erimentaux. De plus, le mod�ele th�eori que a fait ses preuves depuis plus d'un

demi-si�ecle. Le principe de la RMN a �et�e d�ecouvert en 1936 par Isidor I. Rabi et les premi�eres

exp�eriences dans sa forme moderne ont �et�e faites ind�ependamment par Felix Bloch et Edward

M. Purcell en 1946. Cette discipline utilise l'interaction entre des champs magn�etiques et les

spins pr�esents dans un mat�eriau pour obtenir des informations sur ce dernier. Elle permet

par exemple d'obtenir la structure spatiale d'une mol�ecule inconnue. En plus d'une simple

mesure, ce processus permet de contrôler le spin en question. Cette possibilit�e de contrôle

est utilis�ee en permanence dans les exp�eriences de RMN, principalement pour pr�eparer le

syst�eme avant la mesure. Dans ce syst�eme, le contrôle estun champ magn�etique et l'�etat du

spin peut se traduire par la position d'un point sur une sph�ere, nomm�ee sph�ere de Bloch.

Dans le cas de l'optique non-lin�eaire, les connaissances exp�erimentales sont tr�es d�evelop-

p�ees �a cause des applications directes de cette discipline dans l'industrie des t�el�ecommunica-

tions, notamment �a travers la g�en�eralisation de l'usage de la �bre optique. Depuis la d�ecouver-

te de cette derni�ere en 1964, les mod�eles th�eoriques n'ont cess�e de se d�evelopper, si bien qu'il

existe actuellement des mod�eles pour une grande vari�et�ede milieux non-lin�eaires : �bre iso-

trope, �bre t�el�ecom, cristal photonique, etc... Un point commun �a certains de ces mod�eles se

trouve dans l'existence de solutions stationnaires issuesde syst�emes hamiltoniens int�egrables.

Or, ces solutions jouent un rôle important dans divers e�etsphysiques comme les solitons ou

l'attraction de polarisation. Il est alors naturel de supposer qu'il pourrait être int�eressant de

reprendre ces �etudes du point de vue des singularit�es hamiltoniennes.

Cette th�ese poss�ede un double objectif. Le premier est l'am�elioration des techniques de

contrôle en m�ecanique quantique, et plus particuli�erement en RMN, grâce aux techniques

du contrôle optimal g�eom�etrique. Le second consiste �a �etudier l'inuence des singularit�es ha-

miltoniennes dans les syst�emes physiques contrôl�es. L'organisation de ce manuscrit d�ecoule

de ces objectifs. Le premier chapitre introduit les outils math�ematiques n�ecessaires �a la

compr�ehension de la suite du travail. Nous nous restreindrons �a une introduction s'appuyant

sur des exemples, aucune d�emonstration ne sera donn�ee. Nous commencerons par intro-

duire le contrôle optimal g�eom�etrique, avec notamment le Principe du Maximum de Pontrya-
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guin. Nous pr�esenterons �egalement les points conjugu�es, qui correspondent �a des conditions

d'optimalit�e du second ordre. Ensuite nous ferons un rappel sur les syst�emes hamiltoniens

int�egrables pour arriver jusqu'�a la monodromie hamilton ienne.

Le second chapitre regroupe les projets concernant le contrôle optimal. Il d�ebute par une

introduction �a la RMN, puis traite trois probl�emes classi ques dans ce domaine : l'inversion

simultan�ee de deux spins, l'inclusion des termes non-lin�eaires dans le mod�ele et une m�ethode

pour optimiser le rapport signal sur bruit, nomm�ee m�ethod e du point �xe dynamique. En-

suite, nous appliquons le PMP au probl�eme de transfert de population dans un syst�eme

quantique �a trois niveaux. Le but est ici de retrouver avec le contrôle optimal la m�ethode

STIRAP, bien connue dans ce domaine.

Le troisi�eme chapitre traite du contrôle de la polarisati on dans les �bres optiques. Nous

commen�cons par une introduction �a l'optique non-lin�eai re, en r�esumant notamment les nom-

breuses approximations faites pour arriver aux �equationsutilis�ees. Ensuite, nous montrons

comment l'�etude des singularit�es hamiltoniennes permet de contrôler la polarisation dans

di��erentes �bres optiques. En�n, nous mettons en �evidenc e un ph�enom�ene d'auto-polarisation,

permettant �a une onde de se polariser dans un �etat bien d�e�ni en interagissant avec elle-même.

Le dernier chapitre pr�esente l'inuence de la monodromie hamiltonienne en m�ecanique

quantique et en optique non-lin�eaire. Nous illustrons d'abord le concept �a travers un exemple

issu d'un roman de Jules Verne. Ensuite, nous montrons l'existence d'une monodromie

g�en�eralis�ee dans le spectre vibrationnel de l'acide hypochloreux (HOCl). En�n, nous don-

nons une m�ethode de mesure de la monodromie dynamique dans deux syst�emes classiques

en optique non-lin�eaire : le mod�ele de Bragg et le m�elange�a trois ondes.

Ces trois ann�ees de recherche ont abouti �a la publication des articles suivants :

Second Chapitre:

{ E. Ass�emat, M. Lapert, Y. Zhang, M. Braun, S. J. Glaser et D. Sugny, Simultaneous

time-optimal control of the inversion of two spin-1
2 particles, Phys. Rev. A, 82, 013415

(2010)

R�esum�e : La solution de l'inversion simultan�ee de deux spins en temps minimum est

pr�esent�ee. Cet article montre que l'un des deux contrôles est inutile dans ce cas pr�ecis.

L'impl�ementation exp�erimentale du contrôle est e�ectu� ee et compar�ee aux pr�edictions

th�eoriques.

{ E. Ass�emat, L. Attar, M. J. Penouilh, M. Picquet, A. Tabard , Y. Zhang, S. J. Glaser

et D. Sugny, Optimal control of the inversion of two spins in Nuclear Magnetic Reso-

nance, Chem. Phys. 405, 71 (2012)

R�esum�e : La solution de l'inversion simultan�ee de deux spins en �energie minimum

est pr�esent�ee. Cet article donne une solution visuelle duprobl�eme de tir et compare

les solutions �energie minimum et temps minimum. L'impl�em entation exp�erimentale du

contrôle est e�ectu�ee et compar�ee aux pr�edictions th�eo riques.
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{ E. Ass�emat et D. Sugny, A connection between optimal control theory and adiabatic

passage techniques, Phys. Rev. A, 86, 023406 (2012)

R�esum�e : Cet article �etudie un syst�eme �a trois niveaux avec dissipation, avec une

structure dite en �. Il utilise les singularit�es hamiltoni ennes pour comprendre la struc-

ture du syst�eme hamiltonien donn�e par le PMP. Il montre qu' il est possible de retrouver

le processus STIRAP avec le PMP en utilisant un coût ad�equat.

Troisi�eme Chapitre :

{ E. Ass�emat, S. Lagrange, A. Picozzi, H. R. Jauslin et D. Sugny, Complete nonlinear

polarization control in an optical �ber system, Opt. Lett., 35, no.12, 2025 (2010)

R�esum�e : L'utilisation des tores singuliers permet de contrôler compl�etement la po-

larisation d'un signal dans une �bre optique isotrope. Le contrôle s'e�ectue via l'ajus-

tement de la polarisation d'un laser pompe avec lequel le signal interagit de fa�con

contra-propagative.

{ E. Ass�emat, A. Picozzi, H. R. Jauslin et D. Sugny, Instabilities of optical solitons and

Hamiltonian singular solutions in a medium of �nite extension, Phys. Rev. A, 84,

013809 (2011)

R�esum�e : Une certaine classe de solitons dans les �bres optiques provient des singu-

larit�es hamiltoniennes. La stabilit�e des solitons peut se pr�edire en observant les singu-

larit�es pr�esentes dans le syst�eme.

{ E. Ass�emat, D. Dargent, A. Picozzi, H. R. Jauslin et D. Sugny, Polarization control in

spun and telecommunication optical �bers, Opt. Lett., 36, no.20, 4038 (2011)

R�esum�e : L'attraction de polarisation est d�emontr�ee num�erique ment dans des �bres

hautement birefringentes avec torsion et les �bres utilis�ees en t�el�ecommunication. Les

tores singuliers particuliers (bitores) pr�esents dans les �bres avec torsion donnent nais-

sance �a une attraction vers une ligne d'�etats de polarisation, contrairement �a l'attraction

ponctuelle observ�ee jusque-l�a.

{ E. Ass�emat, A. Picozzi, H. R. Jauslin et D. Sugny, Hamiltonian tools for the analysis

of optical polarization control, J. Opt. Soc. Am. B, 29, no.4, 229 (2012)

R�esum�e : Les d�etails techniques permettant l'analyse des singularit�es hamiltoniennes

en optique non-lin�eaire sont donn�es. Cet article, con�cu pour di�user ces outils dans

la communaut�e de l'optique non-lin�eaire, est illustr�e p ar leurs applications dans trois

types de �bres di��erents.

{ J. Fatome, S. Pitois, P. Morin, D. Sugny, E. Ass�emat, A. Pic ozzi, H. R. Jauslin, G.

Millot, V. V. Kozlov et S. Wabnitz, A universal optical all-�ber polarizer , accept�e �a

Scienti�c Reports (2012)
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R�esum�e : Une nouvelle sorte de polariseur est d�ecrite. Cet appareil est bas�e sur l'ef-

fet d'auto-polarisation. L'article pr�esente les tests exp�erimentaux et les simulations

num�eriques qui con�rment le bon fonctionnement de l'appareil. A cela s'ajoute un

rapide rappel de la th�eorie.

Quatri�eme Chapitre :

{ E. Ass�emat, K. Efstathiou, M. Joyeux et D. Sugny, Fractional Bidromy in the Vibra-

tional Spectrum of HOCl, Phys. Rev. Lett., 104, 113002 (2010)

R�esum�e : Le spectre vibrationnel de la mol�ecule HOCl est analys�e. L'article montre

la pr�esence d'une monodromie g�en�eralis�ee : la bidromie fractionnaire.

{ E. Ass�emat, C. Michel, A. Picozzi, H. R. Jauslin et D. Sugny, Manifestation of Hamil-

tonian Monodromy in Nonlinear Wave Systems, Phys. Rev. Lett., 106, 014101 (2011)

R�esum�e : La monodromie hamiltonienne est mise en �evidence de fa�con num�erique

dans le mod�ele de Bragg et le m�elange �a trois ondes d�eg�en�er�e. Une m�ethode de mesure

dynamique de la monodromie est propos�ee.
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Chapitre 1

Outils Math�ematiques

Ce chapitre introduit les outils math�ematiques n�ecessaires �a la compr�ehension de la suite

du manuscrit. Le but n'est pas de donner une introduction compl�ete et d�etaill�ee incluant

toutes les d�emonstrations, qui peuvent se trouver dans la litt�erature. Nous allons plutôt

rappeler les r�esultats importants en les illustrant par des exemples simples tout en donnant

les r�ef�erences n�ecessaires pour approfondir le sujet.

Cette th�ese utilise principalement des r�esutats relevant de deux domaines di��erents, tous

deux li�es au formalisme hamiltonien : le contrôle optimal g�eom�etrique d'une part, et les

syst�emes hamiltoniens int�egrables d'autre part.

1.1 Contrôle Optimal G�eom�etrique

1.1.1 Introduction

La n�ecessit�e de contrôler des syst�emes tout en prenant en compte les contraintes mat�erielles

a donn�e naissance �a la th�eorie du contrôle optimal. Par exemple, le contrôle des trajec-

toires des satellites doit se faire en minimisant la quantit�e de carburant utilis�ee, puisque

celui-ci a un coût �nancier important. Le contrôle optima l se divise en deux approches :

l'approche g�eom�etrique [6, 7, 8, 9] et l'approche num�erique [10, 11, 12, 13, 14]. Le contrôle

optimal g�eom�etrique consiste �a r�esoudre le probl�eme d e contrôle optimal en utilisant des

outils de g�eom�etrie di��erentielle pour obtenir une solu tion analytique ou num�erique avec

une tr�es grande pr�ecision. Le contrôle optimal num�eriq ue utilise des algorithmes it�eratifs

qui convergent vers la solution optimale �a partir d'une solution d'essai. Cette m�ethode est

g�en�eralement moins pr�ecise que la premi�ere, mais elle peut traiter des probl�emes de dimension

bien plus �elev�ee. Ces deux m�ethodes sont bas�ees sur le Principe du Maximum de Pontrya-

gin (PMP ), d�evelopp�e sous sa forme moderne par L. Pontryagin et sescollaborateurs �a

la �n des ann�ees 50. D'abord appliqu�e en m�ecanique spatiale pour optimiser la trajectoire

des fus�ees et satellites, ces outils se sont ensuite �etendus �a de nombreux domaines, allant

de la �nance �a la robotique. L'approche num�erique du contr ôle optimal a �nalement �et�e

d�evelopp�ee en m�ecanique quantique �a la �n des ann�ees 80 grâce �a D.J. Tannor, H. Rabitz et

leurs collaborateurs [2, 3]. Depuis, de nombreux progr�es ont �et�e e�ectu�es au niveau th�eorique

et exp�erimental [15, 16, 17]. Le contrôle optimal g�eom�etrique est apparu plus tardivement en
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m�ecanique quantique [18, 19, 20] et ce n'est que tr�es r�ecemment que des exp�eriences ont pu

valider ces pr�edictions [21].

Concr�etement, le PMP produit un syst�eme dynamique hamilt onien dont les trajectoires

incluent les trajectoires optimales recherch�ees. Plus pr�ecis�ement, le PMP correspond �a une

condition de maximisation du premier ordre. Les trajectoires obtenues sont donc des extr�ema-

les du probl�eme mais pas n�ecessairement des optimales. Ces trajectoires optimales peuvent

être ensuite s�electionn�ees soit par des algorithmes it�eratifs (approche num�erique), soit par

une �etude de la structure des trajectoires (approche g�eom�etrique). L'approche num�erique per-

met d'obtenir des trajectoires extr�emales pour des syst�emes complexes, mais l'interpr�etation

physique des solutions est souvent di�cile, du fait de leurs structures complexes. En�n, il

est rarement possible d'a�rmer que la solution obtenue est bien la solution optimale globale

et pas un simple extremum. A l'oppos�e, l'approche g�eom�etrique se limite �a des syst�emes

de faible dimension, donnant une solution analytique ou num�erique de haute pr�ecision. Ce

type d'�etude permet une compr�ehension �ne de la structure des solutions optimales tout en

donnant dans les cas les plus simples la trajectoire optimale globale du syst�eme.

1.1.2 D�e�nition d'un probl�eme de contrôle optimal

Nous rappelons ici ce que l'on entend parprobl�eme de contrôle optimal [22, 23, 24]. On

consid�ere un syst�eme dynamique dont l'�etat du syst�eme est not�e x(t) 2 Rn . Ce syst�eme dyna-

mique d�epend d'un param�etre externe u(t) que l'on nommecontrôle. Dans cette introduction,

nous allons nous restreindre au cas o�uu(t) est un scalaire, mais le cas vectoriel peut aussi être

consid�er�e. On se donne un �etat initial x0 et un coût C(x; u) que l'on veut minimiser durant

la dynamique. Le but consiste �a contrôler le syst�eme grâce au param�etre u(t) de telle sorte

que le coût soit minimal sur l'intervalle de temps [0; t f ]. Le temps �nal t f peut être �x�e ou

non, selon le probl�eme physique. Le contrôle est de fa�cong�en�erique une fonction mesurable

born�ee, il n'est donc pas n�ecessairement continu :

u 2 U � L p[0; t f ] :
[0; t f ] ! U 2 R

t 7! u(t)
: (1.1)

L'ensemble U est le domaine de contrôle d�e�ni par le probl�eme physique. Les fonctions

u 2 L p[0; t f ] 1�a valeurs dans U forment l'ensemble U des contrôles admissibles. L'indice p

d�epend du type de coût consid�er�e. Ces di��erents points d�e�nissent un probl�eme de contrôle

optimal, que l'on peut r�esumer ainsi :

8
>>>><

>>>>:

C(x; u) = g(x(t f )) +
Z t f

0
f 0(x(t); u(t))dt

_x = f (x(t); u(t))

x(0) = x0

; (1.2)

1. L p [0; t f ] : espace des fonctions dont la puissance �a l'indicep est int�egrable au sens de Lebesgue.
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o�u x est l'�etat du syst�eme, x0 l'�etat initial, u le contrôle et C(x; u) la fonctionnelle de coût.

Dans un probl�eme de contrôle optimal tel que d�e�ni ci-dessus, on suppose que la dynamique

du syst�eme est r�egie par une �equation di��erentielle ord inaire du premier ordre. On peut se

ramener �a un tel cas pour un grand nombre de syst�emes physiques, que ce soit en m�ecanique

classique ou quantique. En m�ecanique quantique, on contr^ole en g�en�eral le syst�eme par un

champ �electromagn�etique externe que l'on peut moduler durant la dynamique. Le contrôle

peut alors être soumis �a des contraintes. En e�et, dans le cas o�u le syst�eme est contrôl�e

par un champ magn�etique et que u repr�esente l'amplitude de ce champ, on peut vouloir le

borner pour conserver une amplitude en accord avec les possibilit�es exp�erimentales. Si une

telle contrainte existe et que le contrôle la respecte, on dit qu'il est admissible, i.e. u 2 U.

On a alors u(t) 2 U � R, avec le domaineU d�e�ni par une relation du type ju(t)j � A, o�u A

repr�esente l'amplitude maximale du contrôle.

On note que le coût se d�ecompose en deux parties, le termeg(x(t f )) �etant le coût terminal.

Il peut servir �a se rapprocher d'une cible xc ou plus g�en�eralement �a se rapprocher d'un sous-

espace tel queg(x) = 0. Par exemple, si lesx i (t) = hx(t)ji i repr�esentent les projections de

l'�etat sur les di��erents niveaux d'un syst�eme quantique , alors un coût de la formeg(x) = 1 � x2
2

revient �a amener le syst�eme sur le niveau 2. De même, un co^ut de la forme g(x) = x2
2 signi�e

que l'on veut amener le syst�eme dans le sous-espace des �etats tel que le niveau 2 n'est pas

peupl�e. Notons qu'il est ainsi possible de d�e�nir un probl �eme de contrôle sans �etat cible pr�ecis

et que le sous-espace cible n'est pas n�ecessairement atteignable.

Le terme int�egral dans le coût permet de minimiser un coût tout au long du chemin choisi.

Par exemple, on peut vouloir minimiser en permanence l'�energie utilis�ee pour contrôler le

syst�eme. Quand le contrôle repr�esente l'amplitude d'un champ �electromagn�etique, cela se

traduit par un coût de la forme : C(u) =
Rt f

0 u2(t)dt. La condition terminale et le terme

int�egral ne sont pas forc�ement pr�esents ensembles dans un probl�eme de contrôle optimal, la

forme du coût s'adapte en e�et au probl�eme physique �etudi�e2.

On dit qu'un �etat x est accessible s'il existe un contrôle permettant d'y amener le syst�eme

depuis l'�etat initial. L'ensemble des �etats accessiblesd�e�nit l'ensemble accessible.

1.1.3 Le Principe du Maximum de Pontryagin

On consid�ere un probl�eme de contrôle optimal tel que d�e� ni pr�ec�edemment. Le PMP

permet de le reformuler sous une forme hamiltonienne. En e�et, il a�rme l'existence d'un

vecteur p et d'un scalaire n�egatif ou nul p0 qui ne s'annulent pas simultan�ement, tels que l'on

puisse �ecrire un pseudo-Hamiltonien :

H = p � f (x; v) + p0 � f 0(x; v); (1.3)

o�u le symbole � repr�esente le produit scalaire et v le contrôle. Le vecteur p est nomm�e

�etat adjoint ou moment conjugu�e du syst�eme. Ce pseudo-Hamiltonien produit la dynamique

2. Un probl�eme poss�edant uniquement un coût terminal est un probl�eme dit de Mayer. Un probl�eme

poss�edant uniquement un coût int�egral est un probl�eme d it de Lagrange. L'�equation Eq. (1.2) pr�esente un

probl�eme de type Mayer-Lagrange

3



1.1. Contrôle Optimal G�eom�etrique
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Figure 1.1 { Repr�esentation sch�ematique de l'espace des phases d'un probl�eme hamiltonien

issu du PMP. Il faut choisir le bon moment initial p(0) pour atteindre la cible.

suivante :

_x =
@H
@p

= f (x; v)

_p = �
@H
@x

= � p �
@f(x; v)

@x
� p0

@f0(x; v)
@x

: (1.4)

Notons que la dynamique de l'�etat adjoint d�epend explicit ement du coût. La recherche de la

trajectoire va donc demander une �etude de l'espace des phases de ce syst�eme. La forme du

contrôle v est donn�ee par la condition de maximisation :

v = arg
�

max
u2U

(H (u))
�

: (1.5)

Notons que dans le casanormal (p0 = 0), le contrôle ne d�epend pas du coût, mais uniquement

des contraintes impos�ees sur le contrôle. La trajectoireoptimale recherch�ee est incluse dans

les trajectoires solutions des Eq. (1.4). Celles-ci correspondent �a un probl�eme de Cauchy, i.e.

dans le cas o�u la trajectoire est lisse, toutes les trajectoires de ce syst�eme sont enti�erement

d�e�nies par les conditions initiales ( x(0); p(0)). De plus, l'�etat initial x(0) est une donn�ee du

probl�eme, cela signi�e qu'il su�t de trouver le bon moment i nitial p(0) pour atteindre la cible,

comme le montre le sch�ema de la Fig. 1.1. Le contrôlev issu de la condition de maximisation

n'est pas n�ecessairement continu, ce qui est une des di��erences essentielles entre le PMP et

le calcul des variations bas�e sur l'�equation d'Hamilton- Jacobi-Bellman.

Quand la cible n'est pas un �etat pr�ecis mais un sous-ensemble, il existe une condition

terminale, dit condition de transversalit�e [23], qui correspond �a la minimisation du terme

g(x) au temps �nal :

p(t f ) = p0
@g
@x

jt f : (1.6)
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Dans le cas o�u le temps �nal t f n'est pas �x�e il existe une contrainte suppl�ementaire [23] :

H (x(t f ); p(t f ); u(t f )) = � p0
@g
@t

jt= t f : (1.7)

Comme dans la plupart des casg ne d�epend pas explicitement du temps, on en d�eduit que

l'�etude en temps libre inclut la contrainte H (t) = 0.

On peut noter que le couple (p; p0) n'est d�e�ni qu'�a une constante multiplicative pr�es. En

e�et, consid�erons � (p; p0), avec � > 0 :

_x =
@�H
@�p

=
@H
@p

_�p = �
@�H
@x

, _p = �
@H
@x

: (1.8)

Dans le cas o�u p0 6= 0, que l'on appelle cas normal, on peut donc normaliserp0 �a notre

convenance.

Dans toute la suite, nous nous restreignons au cas o�u le syst�eme dynamique d�epend

lin�eairement du contrôle. Ceci est valable lorsque l'on consid�ere le premier ordre de l'interac-

tion d'un champ �electromagn�etique avec la mati�ere, ce qui constitue le cas le plus courant.

On peut alors �ecrire le syst�eme dynamique sous la forme :

_x = F (x) + u � G(x) : (1.9)

Le terme F (x) est nomm�e d�erive .

1.1.4 Contrôle non-born�e : cas d'un coût en �energie-min imum

La minimisation de l'�energie d�epens�ee pour le contrôle sera l'un des probl�emes trait�es

dans les chapitres suivants. Nous allons donc d�etailler ici quelques points sp�eci�ques �a ce

type de coût. Dans ce cas, le domaineU est un ouvert, i.e. le contrôle n'est soumis �a aucune

contrainte, la condition de maximisation (1.5) implique :

@H
@u

= 0 : (1.10)

Un tel coût suppose que l'origine physique du contrôle esttelle que le carr�e du contrôle

est proportionnel �a l'�energie inject�ee dans le syst�eme. C'est typiquement le cas lorsque le

contrôle repr�esente l'amplitude d'un champ �electromagn�etique. Si l'on souhaite minimiser

cette �energie, le coût devient :

C(u) =
Z t f

0
u(t)2dt; (1.11)

5
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et le pseudo-hamiltonien s'�ecrit :

H = p � F + up � G �
1
2

u2; (1.12)

o�u p0 a �et�e normalis�e �a � 1
2 (cas normal). En utilisant les Eq. (1.10) et (1.12) nous obtenons

la forme du contrôle : u = p � G et l'hamiltonien devient :

H = p � F +
1
2

(p � G)2 : (1.13)

Notons que si les composantes deF et G d�ependent de fa�con polynomiale de l'�etat x, alors

il en va de même pour l'hamiltonien. Ce genre de coût produit en g�en�eral des dynamiques

lisses, et donc des contrôles continus.

1.1.5 Contrôle born�e : cas d'un coût en temps-minimum en 2 dimensions

On se place maintenant dans le cas �a deux dimensions :x 2 R2 [9]. Consid�erons un

contrôle born�e par une certaine amplitude limite A. On utilise ce genre de contrainte lorsque

le contrôle optimal ne doit pas d�epasser le seuil de faisabilit�e exp�erimentale. Par exemple

si l'on traite un probl�eme en temps minimum, la solution �ev idente dans bien des cas est de

prendre un contrôle d'amplitude in�ni, ce qui permettrait d'atteindre la cible en temps nul

si cette amplitude pouvait être impl�ement�ee. Nous avons donc la contrainte :

juj � A: (1.14)

La condition de maximisation (1.5) peut alors s'utiliser directement en posant juj = A.

Observons les cons�equences d'une telle contrainte dans lecas du coût en temps minimum. Ce

dernier est tr�es utile lorsque la dur�ee allou�ee �a l'exp�erience est limit�ee. C'est le cas lorsque

les pertes sont importantes, ou bien en imagerie par r�esonance magn�etique, quand le patient

attend la �n de la mesure. Un tel coût se traduit par :

C =
Z t f

0
dt : (1.15)

Ceci produit une constante additive dans le pseudo-hamiltonien, lequel peut être red�e�ni

pour absorber cette constante : ~H = H � p0. En temps libre, la contrainte H (t) = 0 devient

alors H (t) = � p0. Dans ces conditions, le pseudo-hamiltonien s'�ecrit :

H = p � F + up � G : (1.16)

L'expression de la condition de maximisation (1.5) d�ependensuite du terme p � G que l'on

nomme fonction de switch et que l'on notera � . L'inuence de la fonction de switch sur

la dynamique optimale est pr�esent�ee Fig. 1.2. Si ce terme est non-nul, alors la solution est

simplement u = sign( � )A. Dans le langage du contrôle optimal, ce contrôle est unBang. Au

6



Chapitre 1. Outils Math�ematiques

contraire, si la fonction de switch reste nulle sur un intervalle alors nous avons uncontrôle

singulier et le lieu de l'espace des phases correspondant se nomme lelieu singulier, not�e S.

Ce dernier est donc d�e�ni par :

(
� = p � G = 0
_� = p � [F; G] = 0

; (1.17)

o�u [ F; G] = r G�F �r F �G. Il est int�eressant de noter que dans le cas pr�esent le lieusingulier

est ind�ependant de p, i.e. il forme un sous-espace de l'espace accessible :

S = f x= det(G; [F; G]) = 0 g: (1.18)

De fa�con g�en�erale, il faudrait �etudier la structure de l 'espace des phases, de dimension 4,

mais ici la structure importante est le lieu singulier, qui se trouve dans l'espace des �etats, de

dimension 2. Nous pouvons donc limiter l'�etude �a la structure de l'espace des �etats, ce qui

permet de visualiser la structure des trajectoires sur des repr�esentations en dimension 2. On

peut de plus obtenir l'expression du contrôle singulierus en supposant que le syst�eme reste

sur le lieu singulier : d
dt det(G; [F; G]) = 0. Ce qui donne :

us = �
[F; [F; G]]
[G; [F; G]]

: (1.19)

�

�

����

� �

� �

	�

�
�

�
�

Figure 1.2 { Illustration du rôle de la fonction de switch � . Elle d�e�nit un sous-espace (en

rouge) de l'espace des phases. Ce sous-espace structure lestrajectoires (en bleu) du syst�eme.

On observe �egalement sur ce sch�ema l'inuence de la valeurdu moment initial pour atteindre

une cible donn�ee. Elle �xe le temps au bout duquel la trajectoire atteint le lieu � = 0, ce qui

entrâ�ne un changement de signe d'un contrôle Bang.
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1.1. Contrôle Optimal G�eom�etrique

1.1.6 Remarques sur l'optimalit�e des trajectoires

Synth�ese optimale

Les �equations d'Hamilton issues du PMP produisent un ensemble de trajectoires parmi

lesquelles se trouve la trajectoire optimale recherch�ee.On parle de trajectoire globalement

-0.4 -0.3 -0.2 -0.1 0 0.1 0.2 0.3 0.4
-0.1

0

0.1
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0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

X

Z

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

-1

-0.5

0

0.5

1

Temps

u(
t)

Figure 1.3 { Exemple simple de synth�ese optimale : syst�eme dynamique en 2D. L'�etat initial

est situ�e en (0; 1). Tous les points de l'ensemble accessible (en blanc) peuvent être atteints

par une trajectoire Bang-Bang (en bleu). Le contrôle change de signe entre les deux Bangs

(point rouge). Dans cet exemple, le lieu singulier (en pointill�es) ne joue aucun rôle.

optimale lorsque l'on peut montrer qu'aucune autre n'est plus e�cace pour minimiser le

coût, tout en reliant l'�etat initial �a l'�etat cible. On d it que la trajectoire est localement

optimale si elle minimise le coût entre deux points appartenant au même voisinage. Notons

que certaines trajectoires du PMP ne sont même pas localement optimale. Pour comprendre

totalement la structure d'un probl�eme de contrôle optima le, il faut donc être capable de

distinguer le type d'optimalit�e de chaque trajectoire. En basse dimension, on peut ainsi arriver

�a connâ�tre pour un �etat initial donn�e l'ensemble des tr ajectoires globalement optimales pour
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chaque point cible potentiel de l'espace accessible. On ditalors que l'on a r�ealis�e une synth�ese

optimale, dont un exemple est pr�esent�e dans la Fig. 1.3. Cet exempleest tir�e d'un probl�eme

de r�esonance magn�etique nucl�eaire. La physique de ce type de syst�eme est trait�ee dans le

chapitre suivant. On observe sur cette �gure que l'on peut d'un simple coup d'oeil connâ�tre

la fa�con optimale d'atteindre n'importe quel point : un pre mier bang nous fait longer le

bord de l'ensemble accessible vers le bas, un deuxi�eme Bangpermet de plonger �a l'int�erieur

de l'ensemble accessible. Il su�t de faire varier la dur�ee des deux sections de trajectoire

de type Bang pour atteindre n'importe quel point de l'ensemble accessible, repr�esent�e par

la r�egion blanche sur la �gure. On note �egalement que le passage entre les deux Bangs

correspond e�ectivement �a une discontinuit�e du contrôle , au temps t = 0 :8 (sans unit�e). La

�gure pr�esente deux trajectoires sym�etriques, �a gauche et �a droite. Le contrôle correspond �a

celle de gauche. On obtient le contrôle �equivalent de droite en prenant le même contrôle avec

un signe oppos�e.

Points de coupure

Pour connâ�tre l'optimalit�e d'une trajectoire, il est bi en sûr toujours possible de propager

num�eriquement di��erentes trajectoires et de comparer les coûts obtenus. Mais il existe aussi

des outils g�eom�etriques qui peuvent faciliter l'analyse. Ces outils sont d�etaill�es dans plusieurs

articles, livres et m�emoires de th�ese [9, 14, 25]. Dans ce m�emoire, nous allons nous contenter

de traiter un aspect particulier de la question : la recherche du point o�u une trajectoire

optimale perd son optimalit�e. Un tel point se nomme point de coupureet l'ensemble des points

de coupure pour un probl�eme donn�e forme le lieu de coupure.Ce probl�eme est global et ne

poss�ede pas de solution g�en�erale. Toutefois, il existe une m�ethode pour deux cas particuliers :

les points de recouvrementet les points conjugu�es.

� �

� �

Figure 1.4 { Illustration du principe des points de recouvrement. Si deux trajectoires (en

vert et bleu) arrivent au même point B avec la même longueur, alors elles cessent de minimiser

la longueur par la suite car on peut construire une trajectoire bris�ee utilisant un pont (en

rouge), qui sera plus courte.

Les points de recouvrement sont les points o�u plusieurs trajectoires optimales arrivent

avec un même coût. Par exemple, dans le cas du temps-minimum, ce sont des points o�u des

trajectoires de même dur�ee se rejoignent. Il est possibled'associer une m�etrique au probl�eme

optimal consid�er�e si la dynamique ne contient pas de d�erive. Dans le cas normal, on peut

alors montrer par une in�egalit�e triangulaire que les traj ectoires perdent leur optimalit�e apr�es

ce point. Ceci est illustr�e dans la Fig. 1.4. On y observe deux trajectoires reliant le point A
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1.1. Contrôle Optimal G�eom�etrique

au point B dans un probl�eme de minimisation de distance. Apr�es s'̂etre rejointes au point B ,

les trajectoires ne sont plus optimales. Par exemple, pour atteindre le point D , il est possible

de construire une trajectoire bris�ee ACD qui est plus courte que la trajectoire verteAD , ce

qui devient �evident en appliquant une in�egalit�e triangu laire dans le triangle BCD . Une telle

situation se retrouve dans des mod�eles courants, tels que le contrôle d'un spin 1
2 , comme le

montrera le chapitre suivant.

Les points conjugu�es sont le r�esultat d'une condition du second d'ordre, qui revient �a

comparer une trajectoire �a des trajectoires voisines. Ce concept fait l'ojet du paragraphe

suivant.

Figure 1.5 { Dans le cas d'un champ de Jacobi scalaire, la famille de trajectoires (en bleu)

dessine une surface �a deux dimensions. Le champ de Jacobi correspond alors �a la d�eriv�ee de

cette surface selon la direction de la coordonn�ee� (en rouge). Plus cette d�eriv�ee est grande,

plus les trajectoires s'�eloignent les une des autres, et vice-versa.

1.1.7 Condition du second ordre : les points conjugu�es

Introduction

Lorsque la dimension du probl�eme est trop grande pour r�ealiser une synth�ese optimale,

on peut utiliser les points conjugu�es [22, 26] pour d�eterminer le point o�u la trajectoire perd

son optimalit�e. Pour d�e�nir les points conjugu�es, nous a vons besoin d'introduire leschamps

de Jacobi. Pour cela, consid�erons un ensemble de trajectoires optimales  � (s) qui forment
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une famille param�etr�ee continument par � . La position sur chaque trajectoire est d�ecrite par

une coordonn�ee curvilignes. Consid�erons une trajectoire de cette famille : � 0 . Nous pouvons

alors d�e�nir le champ de Jacobi :

� (s) =
@� (s)

@�

�
�
�
�
� = � 0

(1.20)

Dans une famille de trajectoires, un champ de Jacobi est doncune mesure de la di��erence

de comportement entre une trajectoire et ses voisines. Cette propri�et�e est illustr�ee pour

un champ de Jacobi scalaire sur la Fig. 1.5. Deux points d'unetrajectoire  � 0 sont dits

conjugu�es s'il existe un champ de Jacobi non nul qui s'annule en ces deuxpoints. Le temps tc

correspondant au point conjugu�e est nomm�e temps conjugu�e. Dans un probl�eme de contrôle

optimal, les familles de trajectoires sont d�e�nies par destrajectoires partant du même point

initial mais avec des moments initiaux di��erents.

� �

� �

�
�

Figure 1.6 { Illustration du principe des points des points conjugu�es. Une trajectoire (en

vert) cesse de minimiser la longueur apr�es le premier pointconjugu�e car on peut construire

une trajectoire bris�ee plus courte en utilisant un pont (en rouge) et une autre trajectoire de

la même famille (en bleu).

Dans le cadre d'un probl�eme de minimisation de distance, nous pouvons comprendre que

le premier point conjugu�e d'une trajectoire (hors point in itial) est e�ectivement un point de

coupure. Pour montrer cela, nous pouvons utiliser un raisonnement similaire �a celui utilis�e

pour les points de recouvrement. Le principe est illustr�e dans la Fig. 1.6. On consid�ere

une trajectoire localement minimale (en vert). Cette trajectoire appartient �a une famille de

trajectoires qui permet de d�e�nir le champ de Jacobi associ�e et de calculer le premier point

conjugu�e (le point B de la Fig. 1.6). On consid�ere une autre trajectoire de cettefamille, qui

arrive au point B en �etant plus longue de " > 0 que la trajectoire minimale. On construit

ensuite un pont (CD) tel que la longueur (CB ) > " . Le but est de montrer que parmi les

trajectoires de cette famille, il en existe une telle que cette construction permet d'atteindre

le point D par un plus court chemin que la trajectoire verte. Par in�egalit�e triangulaire nous

savons qu'il existeL > 0 d�e�ni par :

L + ( CD) = ( CB ) + ( BD ) (1.21)

Appelons � 1 et � 2 les longueurs respectives des chemins (ABD )vert et (ACD )bleu,rouge . Nous
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pouvons d�ecomposer ces longueurs :

� 2 = ( AC ) + ( CD)

= ( AC ) + ( CB ) + ( BD ) � L

= ( AB )vert + " + ( BD ) � L

= � 1 + " � L

(1.22)

Or, par continuit�e, nous pouvons choisir une trajectoire su�samment proche de la trajectoire

minimale pour obtenir " aussi petit que l'on veut, en gardant la longueur (CB ) �x�ee. Ainsi,

pour cette trajectoire L > " , donc � 2 < � 1. La trajectoire verte n'est donc pas minimale.

Pour illustrer ce concept, nous allons consid�erer deux probl�emes de contrôle optimal qui se

ram�enent �a un probl�eme de minimisation d'une distance sur la sph�ere. Le premier cas utilise

une m�etrique riemannienne, et il est su�samment simple pour pouvoir calculer explicitement

un point conjugu�e. Le second cas utilise une m�etrique dite de Grushin, dont la complexit�e

demande une analyse num�erique, mais qui a l'int�erêt d'intervenir dans des probl�emes de

contrôle quantique de basse dimension [18, 27].

M�etrique de Riemann

On se place en coordonn�ees sph�eriques :

x = sin � cos�

y = sin � sin �

z = cos �

: (1.23)

Nous cherchons �a d�ecrire une particule contrôl�ee sur une sph�ere, telle que l'interaction avec

les champs de contrôle produise la dynamique suivante :

C = �
Z T

0
(u2

1 + u2
2)dt ;

(
_� = u1

_� = u2
sin �

� 0 = 0 ; � c = �; (1.24)

o�u u1 et u2 sont les deux contrôles. Ce probl�eme revient �a chercher les trajectoires pour

lesquelles l'�energie d�epens�ee est maximale tout en atteignant la cible. Intuitivement la solution

est un simple Bang. En appliquant le PMP, on obtient le pseudo-hamiltonien suivant :

H = u1p� +
u2p�

sin �
�

1
2

(u2
1 + u2

2) (1.25)

Notons que nous utilisons ici une constantep0 = + 1
2 positive. Cela revient �a utiliser le

principe du minimum au lieu du principe du maximum, la condit ion (1.5) devient alors une

condition de minisation. Ce choix et le choix du coût, permettent de retrouver exactement un

probl�eme de minimisation de distance, comme expliqu�e parla suite. De plus, on ne consid�ere

ici que des contrôles r�eguliers. La condition de minimisation donne u1 = p� et u2 = p�
sin � , ce
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qui m�ene �a l'hamiltonien minimis�e :

H =
1
2

(p2
� +

p2
�

sin2 �
) =

1
2

( _� 2 + _� 2 sin2 � ): (1.26)

Or, cet hamiltonien correspond exactement �a la m�etrique euclidienne sur la sph�ere. En e�et :

L =
Z

ds =
Z p

dx2 + dy2 + dz2 =
Z q

d� 2 + d� 2 sin2 � =
Z q

_� 2 + _� 2 sin2 �dt: (1.27)

Ainsi, la minimisation de l'hamiltonien de ce probl�eme correspond �a la recherche des trajec-

toires de longueurs minimales sur la sph�ere. Il existe un sens physique �a cette �equivalence.

Nous venons de montrer que ce sont les mêmes trajectoires qui maximisent l'�energie et qui

minimisent la distance. Or, si l'on consid�ere une particule qui �evolue dans un potentiel 2D

poss�edant des maxima locaux (des "collines"), alors cetteparticule pourra avancer en ligne

droite seulement si son �energie est sup�erieure �a tous lesmaxima du potentiel que la particule

croise sur sa route. On minimise alors le chemin parcouru parla particule en augmentant son

�energie.

Maintenant que le cadre de l'�etude est d�e�ni, revenons aux points conjugu�es. Pour cela,

consid�erons une famille de solutions de ce probl�eme. Les solutions sont les trajectoires ap-

pel�ees g�eod�esiques, illustr�ees sur la Fig. 1.7. Chaqueg�eod�esique correspond �a une trajec-

toire particuli�ere param�etr�ee par � 2 [0; � ]. L'ensemble des g�eod�esiques forme une famille

param�etr�ee par � 2 [0; 2� ]. Notons  � 0 (� ) une de ces trajectoires, dans notre exemple les

trajectoires sont param�etris�ees par les coordonn�ees sph�eriques standards :

 � (� ) :

8
><

>:

x = sin � cos�

y = sin � sin �

z = cos �

; (1.28)

Le champ de Jacobi correspondant pour la trajectoire� = 0 se calcule avec la d�e�nition

de l'Eq. (1.20) :

� � 0 (� ) =

8
><

>:

�x = 0

�y = sin �

�z = 0

: (1.29)

Ce champ s'annule aux deux pôles, qui sont donc des points conjugu�es pour ce probl�eme. Dans

ce cas particulier le pôle est �egalement un point de recouvrement, puisque les trajectoires

y arrivent avec la même longueur. Cependant, il est int�eressant d'observer qu'un faisceau

de trajectoires se recoupent au niveau du pôle. Cette structure de faisceau est typique d'un

point conjugu�e. On la retrouve par exemple en optique, dansles courbes nomm�eescaustiques.

Celles-ci constituent un exemple physique directement visible d'un lieu conjugu�e. En e�et,

le trajet des rayons lumineux est solution d'un probl�eme deminimisation de la distance. Ce

ph�enom�ene est illustr�e dans la Fig. 1.8.
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Figure 1.7 { Illustration du concept des points conjugu�es sur la sph�ere.

Figure 1.8 { Exemple physique visuel de lieu conjugu�e : une caustique form�ee par la conjonc-

tion des rayons lumineux.
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M�etrique de Grushin

Consid�erons le probl�eme de contrôle optimal suivant :

C =
Z T

0
dt ;

(
_� = u1

_� = � u2 cot �
� 0 =

�
4

; (1.30)

o�u la cible n'est pas d�e�nie, le but �etant de r�ealiser la s ynth�ese optimale. Ce probl�eme

correspond au contrôle d'un syst�eme quantique �a deux niveaux, e.g. un spin-1
2 , en temps

minimal. En appliquant le PMP on obtient le pseudo-hamiltonien :

H = u1p� � u2p� cot � : (1.31)

Comme pr�ec�edemment, on ne consid�ere que des contrôles r�eguliers. La condition de maximi-

sation donne :

u1 =
p�q

p2
� + p2

� cot2 �
et u2 = �

p� cot �
q

p2
� + p2

� cot2 �
; (1.32)

ce qui produit l'hamiltonien maximis�e :

H =
q

p2
� + p2

� cot2 �: (1.33)

Cet hamiltonien correspond �a la m�etrique de Grushin sur la sph�ere :

L =
Z L

0
ds =

Z L

0

p
d� 2 + d� 2 cot2 � =

Z T

0

q
_� 2 + _� 2 cot2 �dt: (1.34)

En minimisant le temps total T on minimise donc la distanceL mesur�ee avec cette m�etrique.

Dans un syst�eme hamiltonien les trajectoires sont not�ees(x(t); p(t)), on peut alors d�e�nir

le champ de Jacobi : (�x; �p ). Notons toutefois que le point conjugu�e est d�e�ni pour la

trajectoire de l'espace r�eel. Ainsi, seule la partie�x du champ de Jacobi doit s'annuler pour

obtenir le point conjugu�e, on dit alors que le champ de Jacobi est vertical en ce point. En

pratique, il n'est quasiment jamais possible d'�ecrire explicitement les champs de Jacobi, on

se contente de les propager num�eriquement grâce �a l'�equation aux variations, appel�ee aussi

�equation de Jacobi :

_�x =
@2H
@x@p

�x +
@2H
@p2

�p

_�p = �
@2H
@x2

�x �
@2H
@x@p

�p

(1.35)

o�u H est l'hamiltonien issu du PMP. Cette �equation constitue d' ailleurs une autre fa�con de

d�e�nir les champs de Jacobi. En e�et, on peut trouver dans la l itt�erature [24] que le champ

de Jacobi est par d�e�nition une solution non-triviale de l' �equation aux variations.
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Figure 1.9 { Lieu conjugu�e (en rouge) du mod�ele de Grushin pour destrajectoires partant

de � = �= 4; � = 0 avec di��erentes valeurs de p� .

Il existe un certain nombre de r�esultats propres au contrôle optimal qui donnent des

algorithmes pour obtenir les points conjugu�es selon le type de coût. Ces m�ethodes sont

d�etaill�ees dans [25, 22, 23]. Nous allons pr�esenter le principe de ces m�ethodes, �a adapter

selon le coût, les contraintes, etc. Par d�e�nition le temps tc est un temps conjugu�e s'il existe

un champ de Jacobi non-trivial qui soit vertical en t0 et tc. On consid�ere une base des champs

de Jacobi verticaux �a t = 0 :

(�x i (0) = 0 ; �p i (0) = ei ) avec (ei ) i 2 [1;n] base deRn : (1.36)

Dans notre casn = 2. Il existe un champ de Jacobi vertical �a la fois en t0 et en tc > t 0 si et

seulement si la matrice (�x 1; :::; �x n ) est de rang inf�erieure �a n en tc. Il su�t alors de calculer

num�eriquement le determinant :

D = det( �x 1; :::; �x n ): (1.37)

Le point conjugu�e de cette trajectoire correspond �a la premi�ere annulation de ce d�eterminant.

Ceci correspond au principe des di��erents algorithmes. Enpratique, on r�eduit cette condition

�a une condition moins lourde num�eriquement qui consiste �a tester le rang de (�x 1; :::; �x n� 1)

d'une famille de champs de Jacobi tels que�x (0) = 0 et �p (0)? p(0). La dimension du

probl�eme est alors r�eduite de un. On peut montrer �egalement que cela se ram�ene �a tester
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l'annulation du d�eterminant suivant :

D = det( �x 1; :::; �x n� 1; _x); (1.38)

ce qui est souvent plus int�eressant num�eriquement que le test du rang pr�ec�edent.

Revenons �a notre exemple du mod�ele de Grushin, en utilisant la m�ethode d�ecrite ci-dessus,

nous obtenons le lieu conjugu�e pr�esent�e dans la Fig. 1.9.Cette �gure pr�esente �egalement

des exemples de trajectoires (trait plein noir et pointill�es). Pour ces trajectoires, les points

conjugu�es des trajectoires en trait plein sont dans la partie haute du lieu conjugu�e, le point

conjugu�e de la trajectoire en trait pointill�e dans la part ie basse. On observe ainsi que les

trajectoires arrivent tangentiellement au lieu conjugu�e, de la même fa�con que les rayons

lumineux arrivent tangentiellement sur la caustique, dansla Fig. 1.8.

1.2 Singularit�es Hamiltoniennes des syst�emes int�egrab les

1.2.1 Introduction

Tout d'abord, nous devons �eclaircir les notions de globalit�e et localit�e. En e�et, dans la

section pr�ec�edente nous utilisions les termes global et local pour quali�er la solution optimale

parmi l'ensemble de toute les solutions du PMP. Dans la section pr�esente, les notions de

localit�e et globalit�e seront utilis�ees au sens de la g�eom�etrie di��erentielle : nous travaillons

sur des vari�et�es, donc localement di��eomorphes �a Rn . Une grandeur d�e�nie globalement sera

d�e�nie de fa�con univoque sur l'ensemble de la vari�et�e, c ontrairement �a une grandeur d�e�nie

seulement localement.

Cette section �etudie les syst�emes int�egrables en m�ecanique classique. L'importance de

ces syst�emes peut se comprendre de deux mani�eres. Tout d'abord, malgr�e la complexit�e du

monde r�eel, ces syst�emes relativement simples que sont les syst�emes int�egrables demeurent

tr�es pr�esents autour de nous. Certains d'entre eux ont d'ailleurs permis de grandes avanc�ees

technologiques. Le gyroscope et le spin-1
2 en sont de bons exemples : le premier a r�evolutionn�e

l'a�eronautique alors que le deuxi�eme est une brique de base de la m�ecanique quantique, avec

entre autres applications les scanners IRM dans les hôpitaux et le stockage d'information dans

les disques durs. Ensuite, les syst�emes int�egrables forment souvent la premi�ere approximation

d'un syst�eme plus complexe, ce qui les rend utiles dans la plupart des domaines de la physique.

Par exemple, il est possible de d�ecrire le mouvement de la Terre autour du Soleil par un

syst�eme int�egrable, si l'on n�eglige les autres corps c�elestes.

Ainsi, il n'est pas �etonnant de constater que l'origine de ce domaine date de plusieurs

si�ecles. En e�et, les premi�eres �equations �ecrites sur un syst�eme int�egrable (qui ne portait

pas encore ce nom l�a) sont les c�el�ebres lois de J. Kepler (1571 - 1630) sur le mouvement des

plan�etes. Un si�ecle plus tard C. Huygens formalise le mouvement du pendule [28], un autre

syst�eme int�egrable, et l'applique �a la fabrication d'ho rloges qui �etaient les plus pr�ecises de

son temps. Mais il fallut attendre le d�ebut du 19�eme si�ecl e pour assister �a la reformulation de

la m�ecanique classique par W. R. Hamilton et C. G. J. Jacobi,ce qui permit �a J. Liouville de

d�evelopper la base du formalisme moderne des syst�emes int�egrables. Dans une note de 1855
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[4], il montre que pour un syst�eme hamiltonien avecn degr�es de libert�e, la connaissance den

constantes du mouvement implique la nature quasi-p�eriodique des solutions et l'int�egrabilit�e

par quadrature sous certaines conditions. Un tel syst�eme est d�es lors quali��e d' int�egrable au

sens de Liouville.

La structure de l'espace n'�etait pas encore claire �a l'�epoque. C'est le th�eor�eme d'existence

des variables action-angle, dit th�eor�eme d'Arnold-Liou ville qui �etablit le fait que l'espace des

phases d'un syst�eme int�egrable est structur�e par des tores sur lesquels s'enroulent les trajec-

toires. Ce th�eor�eme fut d�emontr�e par V. I. Arnold en 1963 [29], mais celui-ci en donnait le

cr�edit �a Liouville. Pourtant, la premi�ere d�emonstrati on de ce th�eor�eme a �et�e e�ectu�ee par H.

Mineur en 1935, ses articles [30, 31] ont �et�e ensuite oubli�es par la communaut�e, qui ne les

a red�ecouverts que r�ecemment. Quelques ann�ees plus tard, une autre perc�ee math�ematique

est faite dans le domaine par N. Nekhoroshev et (s�epar�ement) J. J. Duistermaat [32, 5]. Ils

�etudient les obstructions �a la d�e�nition de variables ac tion-angle globales, les pr�ec�edentes

�etudes �etant jusque l�a locales. Leurs r�esultats donnent naissance �a la monodromie hamilto-

nienne qui est l'un des sujets d'�etude de cette th�ese. Les recherches math�ematiques dans les

syst�emes hamiltoniens int�egrables ont ensuite continu�e �a se d�evelopper jusqu'�a aujourd'hui

[33, 34, 35]. Par contre, le transfert de ces nouveaux r�esultats vers la physique fut plutôt lent.

Il a fallu attendre 20 ans pour que les travaux de Duistermaatsoient appliqu�es en physique,

et 10 ans de plus pour qu'ils atteignent l'optique non-lin�eaire.

Dans la suite de cette section, nous allons d'abord pr�esenter quelques rappels sur les

syst�emes int�egrables, ensuite nous introduirons bri�evement la th�eorie de la r�eduction sin-

guli�ere, en�n nous donnerons quelques r�esultats de monodromie hamiltonienne [36, 33].

1.2.2 Les �equations de Hamilton

La dynamique d'un syst�eme hamiltonien est d�ecrite, par d�e�nition, par les �equations de

Hamilton que l'on peut �ecrire localement sous la forme :

_x =
@H
@p

et _p = �
@H
@x

(1.39)

o�u x 2 Rn est l'�etat d'un syst�eme �a n degr�es de libert�e et p 2 Rn son moment conjugu�e.

L'hamiltonien H (x; p) contient ainsi toute la dynamique du syst�eme. Notons que cette forme

des �equations n'est valable que si les coordonn�ees (x; p) sont localement d�e�nies sur la vari�et�e

constitu�ee par l'espace des phases. Dans certain cas il estint�eressant de consid�erer un plon-

gement de cette vari�et�e dans un espace plus grand. Pour �ecrire les �equations de Hamilton

dans ce nouvel espace, nous avons besoin d'introduire les crochets de Poisson qui sont d�e�nis

localement sur la vari�et�e :

f g1; g2g =
X

i

@g1
@xi

@g2
@pi

�
@g1
@pi

@g2
@xi

: (1.40)
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On peut alors r�e�ecrire les �equations de Hamilton :

_x = f x; H g et _p = f p; Hg (1.41)

Ces crochets de Poisson peuvent être calcul�es pour des variables dans l'espace dans lequel on

fait le plongement �a partir des variables locales. La nouvelle forme des �equation de Hamilton

est alors donn�ee par l'�equation (1.41). Un exemple d'un tel plongement sera donn�e en d�etail

dans le chapitre 3. Les crochets de Poisson permettent �egalement de caract�eriser les constantes

du mouvement :

_K = 0 , f K; H g = 0 (1.42)

On dit alors que K Poisson-commuteavec H , ou bien de fa�con �equivalente : K est invariant

sous le ot de H .

1.2.3 Les variables action-angle et les tores

Un syst�eme Hamiltonien qui poss�ede autant de constantes du mouvement que de degr�es de

libert�e est int�egrable au sens de Liouville. Le th�eor�em e d'Arnold-Mineur-Liouville, en g�en�eral

appel�e th�eor�eme d'Arnold-Liouville, donne un crit�ere pour d�eterminer si un syst�eme est

int�egrable. La premi�ere version, mise au point par Liouvi lle, se concentre sur l'int�egrabilit�e :

Th�eor�eme de Liouville : Un syst�eme dynamique �a n degr�es de libert�e est int�egrable si

et seulement si ce syst�eme poss�eden constantes du mouvementK i en involution.

Le fait qu'elles soient en involution signi�e qu'elles Poisson-commutent entre-elles. Au-

trement dit, pour tout ( i; j ), la grandeur K i est constante le long du ot de K j . La version

d'Arnold compl�ete cet �enonc�e en a�rmant l'existence loc ale des variables action-angle :

Th�eor�eme de d'Arnold-Liouville : On suppose l'existence desn constantes du mou-

vement en involution (K 1; :::K n ) et on appelle application �energie-moment :

EM : (q; p) 7! (K 1; :::K n ) (1.43)

Si ( ~K 1; :::; ~K n ) est une valeur r�eguli�ere 3 de EM telle que l'image E im de EM � 1( ~K 1; :::; ~K n )

est un compact, alorsE im est di��eomorphe �a un tore Tn . De plus, si on note (� i ; I i ) les

coordonn�ees canoniques locales4 sur ce tore, alors les actionsI i sont des constantes du mou-

vement.

Notons que le tore auquel fait r�ef�erence ce th�eor�eme est un tore r�egulier, comme celui de

la Fig. 1.10 (a). La d�e�nition du tore utilis�ee ici est cell e de la topologie : un toreTn est le

produit cart�esien de n cercles unit�e. Si l'on relaxe l'hypoth�ese de r�egularit�e de ( ~K 1; :::; ~K n ),

alors les structures qui apparaissent ne sont plus des toresr�eguliers, comme nous le verrons

plus loin.

Nous allons maintenant caract�eriser ces variables angle-action. Pour cela, dans toute la

3. R�eguli�ere au sens de la g�eom�etrie di��erentielle : la forme di��erentielle dEM est de rang n.
4. (q; p) sont canoniques si et seulement si la forme symplectique prend la forme ! = dq ^ dp.
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Figure 1.10 { Exemples de tores de dimension deux (toresT2) plong�es dans un espace de

dimension 3. Ces tores illustrent les tores singuliers que l'on peut trouver dans un espace

des phases de dimension 4. Un tore r�egulier (a) est la structure qui �emerge du th�eor�eme

d'Arnold-Liouville. Les tores singuliers comme le tore simplement pinc�e (b) ou doublement

pinc�e (c), le bitore (d) et le tore enroul�e (e) sont des structures de l'espace des phases qui

correspondent aux valeurs non r�eguli�eres de l'application �energie-moment.
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suite nous nous restreindrons au casn = 2 (espace des phases de dimension 4), qui permet une

illustration plus visuelle des concepts expos�es. Consid�erons un tel syst�eme int�egrable, suppo-

sons de plus qu'il est conservatif. Dans ce cas l'hamiltonien est une constante du mouvement,

et le th�eor�eme pr�ec�edent nous dit qu'il en existe au moin s une seconde, que nous nommerons

K , telle que f H; K g = 0. L'espace des phases est d�ecrit par les variables conjugu�ees (qi ; pi ).

Il nous su�t ensuite de trouver un changement de variable tel que les nouveaux moments

s'�ecrivent en fonction des constantes du mouvement :Pi (H; K ). Le syst�eme dynamique aura

alors la forme :
_Pi = 0

_Qi =
@H
@Pi

= ! i (H; K )
(1.44)

Notons que les nouvelles variablesPi poss�edent donc la dimension d'une �energie divis�ee par

une pulsation, ce qui correspond �a la dimension d'une action.

Figure 1.11 { Illustration d'une base possible ( 1;  2) des cycles sur un toreT2.

Pour aller plus loin nous devons introduire la notion decycle. Consid�erons un tore T2

plong�e dans l'espace des phases de dimension 4, sur lequel se d�eroule la dynamique. Sur ce

tore, un cycle est un parcours ferm�e que l'on ne peut r�eduire �a un point par une d�eformation

continue. Deux cycles sont �equivalents s'il est possible de passer du premier au second par

une d�eformation continue. Pour un tore T2, l'ensemble des cycles non-�equivalents forment

un groupe ab�elien libre 5 dont une base est repr�esent�ee dans la Fig. 1.11. La loi interne de ce

groupe est la concat�enation de deux cycles,i.e. on parcourt chacun des deux cycles une fois.

Consid�erons ( 1;  2) la base des cycles g�en�er�ee par les ots de (I 1; I 2). Ce sont les cycles

repr�esent�es dans la Fig. 1.11. Par d�e�nition l'action I 1 est constante sur le cycle 1 et ce cycle

peut être param�etris�e par l'angle � 1. Nous avons alors :

I

 1

I 1d� 1 =
Z 2�

0
I 1d� 1 = 2 �I 1: (1.45)

5. Un groupe ab�elien est un groupe dont la loi interne est commutative. Il est libre s'il poss�ede une base,

i.e. une partie B telle que tout �el�ement du groupe s'�ecrive comme combinai son lin�eaire �a coe�cients entiers

d'un nombre �ni d'�elements de B .
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Ce qui m�ene directement �a :

I 1 =
1

2�

I

 1

I 1d� 1: (1.46)

Comme � 2 ne varie pas sur ce chemin nous avons
H

 1
I 2d� 2 = 0, ce qui permet d'�ecrire :

I 1 =
1

2�

I

 1

X

k

I kd� k : (1.47)

Puis, avec la formule de Stokes :

I 1 =
1

2�

ZZ

S1

X

k

dI kd� k ; (1.48)

o�u S1 est une surface dont le bord est le cycle 1. Or, les grandeurs
RR

S1
dI kd� k sont des

invariants canoniques de Poincar�e, donc :

I 1 =
1

2�

ZZ

S1

X

k

dpkdqk : (1.49)

Ce qui permet �nalement de d�e�nir les actions �a partir des c oordonn�ees de d�epart :

I i =
1

2�

I

 i

(p1dq1 + p2dq2): (1.50)

�

�

Figure 1.12 { Repr�esentation sch�ematique de l'espace des phasesdu pendule �a une di-

mension. On y observe trois types de trajectoires : les trajectoires cycliques (en noir), les

trajectoires ouvertes (en vert) et la s�eparatrice entre les deux zones (en rouge).

1.2.4 Les tores singuliers

Jusqu'ici, nous avons trait�e le cas r�egulier du th�eor�em e d'Arnold-Liouville. Si l'application

�energie-moment n'est pas r�eguli�ere au point ( H; K ) consid�er�e, alors ce point se rel�eve dans

l'espace des phases sur une structure qui n'est pas un tore r�egulier. Cela peut-être par exemple
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un point, un cercle ou un tore singulier. Des exemples de tores singuliers sont pr�esent�es dans

le Fig. 1.10. Cette �gure pr�esente en (b) et (c) un tore pinc�e et un tore doublement pinc�e. Ce

type de tore correspond �a un tore r�egulier dont un des rayons devient nul sur le "pincement".

En (d) nous avons un bitore qui correspond �a deux tores r�eguliers coll�es l'un �a l'autre le

long d'un cercle. En (e) nous avons un tore enroul�e. On peut le voir comme un tore r�egulier

enroul�e sur lui-même, mais il faut garder �a l'esprit qu'i l s'appuie sur un cercle de recollement,

comme le bitore. Pour le visualiser plus facilement on peut consid�erer un bitore que l'on aurait

sectionn�e, tordu puis recoll�e. Ce faisant, le cercle de recollement du bitore reste intact mais

les deux tores r�eguliers qui le composaient sont r�eunis enun seul tore enroul�e, deux fois plus

long. Ces tores sont les principaux tores singuliers d'un espace des phases de dimension 4.

On peut obtenir les autres en composant ces principes. Par exemple, dans le chapitre 4 nous

verrons un bitore enroul�e.

Par abus de langage, nous appellerons parfois tore singulier toutes les structures sin-

guli�eres de l'espace des phases, notamment les cercles, points et sph�eres.

Ces tores singuliers jouent un rôle pr�epond�erant dans lacaract�erisation des trajectoires

de l'espace des phases. En e�et, ce sont les seules structuresqui poss�edent des trajectoires

de p�eriodes in�nies. Ils correspondent �a la g�en�eralisa tion des s�eparatrices pr�esentes dans les

syst�emes �a un degr�e de libert�e. On peut voir un exemple de s�eparatrice dans la Fig. 1.12.

Ces trajectoires tiennent leur nom du fait qu'elles s�eparent l'espace des phases entre les zones

contenant des trajectoires ferm�ees et les zones de trajectoires ouvertes. Le lecteur doit être

prudent �a ce sujet, car on peut trouver dans la litt�erature physique l'a�rmation que toutes

les valeurs singuli�eres m�enent �a des trajectoires qui s�eparent l'espace des phases de cette

mani�ere, quelque soit la dimension. Or, si les tores singuliers sont bien des g�en�eralisations

des s�eparatrices, ils ne d�elimitent pas forc�ement des zones de l'espace des phases contenant

di��erents types de trajectoires. La propri�et�e fondamen tale des s�eparatrices, que les tores

singuliers poss�edent, c'est la p�eriode des trajectoiresqu'elles portent. On observe dans la

Fig. 1.12 que les s�eparatrices relient des points �xes (r�epr�esent�es en rouge), on en d�eduit

que la p�eriode de cette trajectoire est in�nie. De même, les tores singuliers poss�edent des

points �xes pour au moins une partie des degr�es de libert�e du syst�eme, et les trajectoires

sur ces tores qui relient ces points entre-eux ne peuvent osciller, i.e. la p�eriode est in�nie.

Plus pr�ecis�ement, les parties singuli�eres des tores,e.g. pincements ou lignes de recollement,

correspondent �a des points ou les 1-formesdH et dK sont colin�eaires. Il est toujours possible

d'introduire les variables (x1; x2; J ) via une transformation canonique telle que le syst�eme

est d�ecrit par les variables (x1; x2; K; J ) avec K et J les moments conjugu�es respectifs dex1

et x2. Nous avons :

dH =
@H
@x1

dx1 +
@H
@x2

dx2 +
@H
@K

dK +
@H
@J

dJ

dK = dK
: (1.51)

Il vient donc imm�ediatement que la colin�earit�e de dH et dK entraine @H
@J = 0 et donc _x2 = 0.

Ainsi, on peut trouver une transformation canonique qui introduit des variables telles que,

sur la partie singuli�ere d'un tore singulier, au moins un des degr�es de libert�e est constant.
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Ceci est valable pour tous les tores singuliers : tore pinc�e, tore enroul�e, bitore, etc. La p�eriode

associ�ee aux trajectoires qui passent par ces points est in�nie. En conclusion, tous les tores

singuliers incluent des trajectoires de p�eriode in�nie, mais cela ne veut pas dire que toutes

les trajectoires sur les tores singuliers sont de ce type l�a. Cette derni�ere propri�et�e est valable

uniquement pour les tores pinc�es. En e�et, sur les tores pinc�es toutes les trajectoires sont

oblig�ees de passer par le pincement et donc toutes les trajectoires sont de p�eriode in�nie. Ce

ph�enom�ene est illustr�e dans la Fig. 1.13.

Figure 1.13 { Exemples de trajectoires sur les tores. Une trajectoire oscillante s'enroule sur

un tore r�egulier. Une trajectoire non-oscillante relie les pincements d'un tore singulier.

Il est souvent utile d'avoir une vue globale de la r�epartiti on des valeurs singuli�eres de

l'application �energie-moment. Pour cela nous d�e�nissons le diagramme �energie-moment dont

les deux axes correspondent aux valeurs deK et H . Chaque point de ce diagramme correspond

�a un tore de l'espace des phases complet. On peut ainsi rep�erer ais�ement la position des tores

singuliers dans l'espace (H; K ). Un exemple d'un tel diagramme pour le pendule sph�erique

est pr�esent�e dans la Fig. 1.14. On observe une singularit�e isol�ee en rouge qui correspond �a

un tore singulier. La zone grise correspond aux valeurs r�eguli�eres.

Un tel diagramme ne donne pas la nature du tore singulier (pinc�e, enroul�e, etc ...) pour

obtenir cette nature il faut passer par une r�eduction singuli�ere qui fait l'objet de la section

suivante. En pratique il n'est pas toujours int�eressant de faire toute la r�eduction. Parfois la

position des tores singuliers dans le diagramme �energie-moment est plus int�eressante que la

nature des singularit�es. Dans ce cas l�a, il est possible deconstruire le diagramme �energie-

moment sans passer par la r�eduction. En e�et, les points singuliers de l'espace des phases,

i.e. les pincements et lignes de recollement inclus dans les tores singuliers, correspondent

par d�e�nition aux points critiques de l'application �ener gie-moment. En calculant ceux-ci il

est possible d'obtenir la position des tores singuliers dans le diagramme sans connâ�tre leur

nature. Concr�etement il faut donc chercher les points pourlesquels les 1-formesdH et dK ne

sont pas lin�eairement ind�ependantes. Dans un espace des phases de dimension 4 cela revient

donc �a obtenir les valeurs deH et K telles que la matrice :

0

B
B
B
B
@

@H
@x1

0
@H
@x2

0
@H
@K 1
@H
@J 0

1

C
C
C
C
A

; (1.52)
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�

�

Figure 1.14 { Repr�esentation sch�ematique du diagramme �energie-moment du pendule

sph�erique. Ce syst�eme contient un tore singulier, qui g�en�eralise la s�eparatrice du pendule

�a une dimension.

soit de rang 1. Cette chute de rang peut facilement être �etudi�ee num�eriquement.

1.2.5 Br�eve introduction �a la r�eduction singuli�ere

R�eduction

La r�eduction singuli�ere peut être abord�ee comme un simple changement de variables qui

utilise une constante du mouvement pour r�eduire la dimension du probl�eme. Le nouvel espace

des phases ainsi obtenu s'appelle l'espace des phases r�eduit. Une introduction math�ematique

rigoureuse de ce proc�ed�e peut se trouver dans [33].

Consid�erons un syst�eme hamiltonien int�egrable avec 2 degr�es de libert�e, donc un espace

des phases de dimension 4. On noteH (q; p) et K (q; p), l'hamiltonien et la constante du

mouvement. Grâce au formalisme action-angle nous savons qu'il est formellement possible

de trouver un changement de variable tel que la dynamique soit r�eduite �a une combinaison

de trajectoires circulaires. Le but est d'obtenir une dynamique r�eduite dans laquelle une

de ces trajectoires circulaires a �et�e enlev�ee. Plus pr�ecis�ement, consid�erons les coordonn�ees

(� 1; � 2; K; J ) telles que� 1 et � 2 soient les angles conjugu�es des actionsK et J . Le champ de

vecteur sur lequel repose le ot deH s'�ecrit dans ces coordonn�ees :

X H =
@H

@K
@� 1 �

@H

@� 1

@K +
@H

@J
@� 2 �

@H

@� 2

@J ; (1.53)

o�u les (@i ) sont une base de l'espace tangent. Or, par construction, l'hamiltonien ne d�epend
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pas des angles� 1 et � 2, ce qui m�ene �a :

X H = ! 1@� 1 + ! 2@� 2 ; (1.54)

o�u ! i sont les pulsations associ�ees aux angles� i . Or, @� 1 et @� 2 sont respectivement les

vecteurs sur lesquels reposent les ots deK et J . Cette d�ecomposition du vecteur X H met en

�evidence le fait que la trajectoire est bien le r�esultat des inuences distinctes des deux actions,

et qu'il devrait donc être possible de travailler dans un sous-espace de l'espace des phases o�u

ces inuences sont d�ecoupl�ees. La r�eduction singuli�ere consiste �a mettre en �evidence un tel

sous-espace, qui est alors appel�e espace des phases r�eduit. En g�en�eral la forme de la constante

du mouvement K est bien plus simple que celle deH ce qui incite �a faire la r�eduction par

rapport �a K . Le sous-espace ainsi obtenu ne contient plus l'inuence deK sur la dynamique.

C'est pourquoi nos nouvelles coordonn�ees qui d�ecrivent la dynamique dans l'espace des

phases r�eduit doivent être invariantes sous le ot de K . Nous introduisons dans ce but les

polynômes invariants que nous noterons (� 0; � 1; � 2; � 3). Ces variables n'ont pas de raison

d'̂etre en g�en�eral des polynômes, mais comme nous consid�ererons par la suite uniquement

des syst�emes r�esonants, ce seront toujours des polynômes dans ce m�emoire. Par construction,

ces polynômes sont invariants sous la dynamique deK :

_� i = f � i ; K g = 0 : (1.55)

Ce syst�eme dynamique n'est pas celui de d�epart, c'est seulement l'expression de l'inuence de

K sur le syst�eme �etudi�e. Pour obtenir l'expression des polynômes invariants, le plus simple

consiste �a d�etailler l'�equation (1.55). Celle-ci est en g�en�eral su�samment simple pour que les

constantes du mouvement soient �evidentes. L'une d'entre elles est bien-sûrK lui-même, que

l'on note souvent � 0.

Figure 1.15 { Deux exemples d'intersection entre les surfaces d�e�nies par l'espace des phases

r�eduit (en rouge) et l'hamiltonien (en bleu), �a ( H; K ) constant. Ces exemples sont tir�es de

l'�etude de syst�emes en optique non-lin�eaire, cf. Chapitre 3.
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On peut montrer [33] que ces polynômes invariants sont reli�es entre eux par une relation

polynomiale :

P1(� 0; � 1; � 2; � 3) = 0 ; (1.56)

o�u P1 est un polynôme. Cette relation d�e�nit un espace des phases r�eduit de dimension 3

plong�e dans l'espace des phases de d�epart. De plus, on peut�egalement montrer [33] que

sous certaines conditions les polynômes invariants choisis forment une base de l'alg�ebre des

polynômes invariants. Or, dans la plupart des cas l'hamiltonien H est lui aussi un polynôme.

Comme il Poisson-commute avecK , il est �egalement un polynôme invariant sous le ot de

K . On peut donc exprimer l'hamiltonien en fonction des polynômes invariants :

H = P2(� 0; � 1; � 2; � 3): (1.57)

Pour �etudier la nature d'un tore pr�ecis, on �xe le couple ( H; K ) qui d�e�nit ce tore. Les

deux �equations (1.56) et (1.57) d�ecrivent alors deux surfaces �a deux dimensions �a l'intersec-

tion desquels se trouve la dynamique r�eduite qui correspond au tore �etudi�e. Il su�t ensuite

de tracer ces deux surfaces pour connâ�tre la nature du tore. En e�et, si l'intersection est

di��eomorphe �a un cercle, alors le tore est r�egulier, puis que le produit cart�esien de ce cercle

avec celui produit par le ot de K donne un tore r�egulier. C'est typiquement le cas dans

l'exemple pr�esent�e dans la Fig. 1.15 �a gauche. Il se peut �egalement que l'intersection soit un

cercle pinc�e, donc hom�eomorphe �a un cercle mais pas di��eomorphe. Un exemple d'une telle

situation est donn�e par la Fig. 1.16. Dans ce cas, chaque point r�egulier de l'intersection se

rel�eve encore, via le ot de K , sur un cercle dans l'espace des phases complet. Par contre,

pour les points non-d�erivables de l'espace des phases r�eduit, le ot de K est r�eduit �a un

point. Ils se rel�event donc sur des points dans l'espace desphases complet, formant ainsi les

pincements des tores pinc�es, comme le montre la Fig. 1.16. De la même fa�con, si l'intersection

est un huit comme dans l'exemple de la Fig. 1.15 �a droite, alors le tore correspondant est un

bitore.

Il est int�eressant de remarquer que cette �etude, en plus dedonner la nature du tore

singulier, permet souvent d'obtenir analytiquement les �equations des bordures du diagramme

�energie-moment. Ceci n'est pas toujours possible en se limitant �a l'�etude des points critiques

de l'application �energie-moment.

1.2.6 Monodromie hamiltonienne

Les variables action-angle introduites par le th�eor�eme d'Arnold-Liouville ne sont bien

d�e�nies que localement. Il est naturel de se demander dans quelles conditions nous pourrions

les d�e�nir globalement. Un �el�ement de r�eponse �a cette q uestion a �et�e apport�e par N. Nekhoro-

shev et J. J. Duistermaat [32, 5]. Ils ont montr�e qu'une obstruction �a l'existence de variables

action-angle globales peut être d�ecrite grâce �a la notion de monodromie. Dit simplement, la

monodromie �etudie le comportement d'une grandeur lorsqu'elle parcourt une boucle dans un

certain espace.
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Figure 1.16 { Illustration de la relation entre l'espace des phasesr�eduit (en bas) et le tore

dans l'espace des phases complet. L'intersection entre l'espace des phases r�eduit et la surface

hamiltonienne est repr�esent�ee en pointill�es. Les points d�erivables de l'espace des phases r�eduit

se rel�event, via le ot de K , sur des cercles dans l'espace des phases complet. Ils forment

ainsi la partie r�eguli�ere du tore singulier. Les points non-d�erivables se rel�event sur des points,

en formant ainsi les pincements du tore. Cet exemple provient de l'�etude de la �bre optique

isotrope r�ealis�ee dans le chapitre 3.
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Dans le cas de la monodromie hamiltonienne, cet espace est l'image de l'espace des

phases par l'application �energie-moment, i.e. l'espace (H; K ) repr�esent�e dans le diagramme

�energie-moment. Dans cet espace, nous e�ectuons une bouclele long de laquelle nous sui-

vons la d�eformation continue d'une base des cycles d'un tore ( i
1;  i

2). Apr�es avoir parcouru

cette boucle nous observons les cycles obtenus ( f
1 ;  f

2 ), la matrice de monodromieM d�ecrit

l'�evolution des cycles :
 

 f
1

 f
2

!

= M

 
 i

1

 i
2

!

: (1.58)

S'il existe un parcours ferm�e dans l'espace (H; K ) tel que cette matrice n'est pas l'identit�e,

alors la monodromie est non-triviale et il ne peut exister devariables action-angle globales.

Ceci est directement li�e �a la pr�esence des singularit�es. Par exemple, une boucle qui entoure

une singularit�e isol�ee va produire une matrice de monodromie di��erente de l'identit�e.

Figure 1.17 { Illustration de l'angle de rotation � sur un tore r�egu lier. Les ots de K et H

apparaissent respectivement en vert et bleu. Le ot deH recoupe celui deK au bout d'un

temps T, d�e�nissant ainsi l'angle de rotation �.

La base des cycles pr�esent�ee dans la Fig. 1.11 est g�en�er�ee par les ots des actions (I 1; I 2)

qui d�e�nissent le tore. Il est donc naturel qu'un e�et s'appl iquant sur les cycles puissent

�egalement se d�ecrire en terme d'e�et sur les angles associ�es (� 1; � 2) �a ces actions. Revenons

�a un tore r�egulier d�e�ni par ( H; K ). Supposons queK est une variable action, dont l'angle

associ�e est� . Son ot engendre un des cycles de la Fig. 1.11, choisissons 2 pour illustrer le

processus sur la Fig. 1.17. En g�en�eral, l'hamiltonien H n'est pas une variable action et son

ot ne va donc pas engendrer directement 1. En e�et, au bout d'un tour sur le tore, le ot

se sera d�ecal�e d'un angle � = � (T) � � (0) mesur�e selon la direction du ot de K , comme le

montre la Fig. 1.17. Le tempsT requis par le ot de H pour recouper le ot de K se nomme

le temps de premier retour, l'angle � se nomme l' angle de rotation. Ces deux grandeurs ne

d�ependent que des valeurs deH et K . Elles permettent de d�e�nir les champs de vecteurs :

X 1 =
2�
_�

X K

X 2 = �
�
_�

X K + T X H

; (1.59)

o�u _� = ! K la pulsation associ�ee au ot de K . Ces champs de vecteurs g�en�erent des ots

p�eriodiques par construction. Ils engendrent une base descycles que l'on note (� 1; � 2). L'in-
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uence de la monodromie sur cette base peut alors directement être traduite en inuence sur

�. Par exemple, si la matrice de monodromie prend la forme :

M =

 
1 0

� 1 1

!

(1.60)

alors, apr�es avoir e�ectu�e une boucle dans l'espace (H; K ) topologiquement �equivalente

�a la boucle utilis�ee pour calculer cette matrice, l'angle de rotation subit un d�ecalage de

�� = � f � � i = 2 � . Par exemple, la forme de la matrice dans l'�equation (1.60)peut

être obtenue sur un parcours qui entoure la singularit�e dela Fig. 1.14. Cette singularit�e

correspond en l'occurence �a un tore pinc�e. Cela signi�e que tout parcours entourant cette

singularit�e produira le même d�ecalage de 2� . De même, tout parcours n'entourant pas la

singularit�e produit une matrice identit�e et donc �� = 0. La robustesse de cet e�et est une

cons�equence de sa nature topologique.

De fa�con g�en�erale, si la matrice de monodromie est l'identit�e, on dit que la monodromie

est triviale, ce qui est �equivalent �a �� = 0. A l'oppos�e, si la matrice de monodromie n'est

pas l'identit�e, alors la monodromie est non-triviale, ce qui est �equivalent �a �� 6= 0. Histori-

quement, la monodromie a d'abord �et�e mesur�ee sur des syst�emes poss�edant des singularit�es

isol�ees. Dans ce cas �� est un multiple de 2 � et les coe�cients de la matrice sont dansZ, on

parle alors de monodromie standard. Ensuite, ceci a �et�e g�en�eralis�e �a des syst�emes poss�edant

des ensembles continus de singularit�es. Dans ce cas �� peut être une fraction de 2� et les

coe�cients de la matrice appartiennent �a Q. On parle alors de monodromie g�en�eralis�ee.

Plus de d�etails sur la monodromie hamiltonienne, incluant des exemples physiques, sont

donn�es dans le chapitre 4.
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Chapitre 2

Contrôle quantique

2.1 Le contrôle quantique

L e contrôle quantique [20, 37] est une discipline qui vise �a contrôler l'�etat de syst�emes

quantiques via un param�etre externe, e.g. un champ �electromagn�etique appliqu�e au

syst�eme. Les premi�eres exp�eriences de contrôle quantique remontent �a la naissance de la

m�ecanique quantique, au d�ebut du si�ecle dernier. A cette �epoque le contrôle n'�etait pas

un but en soi, mais un moyen de mettre en �evidence des e�ets fondamentaux. C'�etait par

exemple le cas dans l'exp�erience de O. Stern et W. Gerlach en1922. Ils appliquaient un

champ magn�etique �a des atomes d'argent, ce qui a permis la d�ecouverte du spin. Le contrôle

des syst�emes quantiques s'est ensuite d�evelopp�e avec lera�nement des mod�eles et la mise

au point de nouvelles technologies. Parmi celles-ci, les premi�eres �a r�evolutionner le domaine

du contrôle quantique furent le contrôle de spin par r�esonance magn�etique nucl�eaire (RMN)

de Felix Bloch et Edward Mills Purcell en 1946, et la premi�ere r�ealisation exp�erimentale

du laser au d�ebut des ann�ees 60. D�es les ann�ees 70, le laser a �et�e appliqu�e au contrôle

de mol�ecules en phase gazeuse, originellement dans le but de casser s�electivement certaines

liaisons mol�eculaires. Des avanc�ees th�eoriques importantes ont eu lieu dans les ann�ees 80,

notamment quand D.J. Tannor, H. Rabitz et leurs collaborateurs [2, 3] ont appliqu�e au

contrôle quantique les outils math�ematiques de la th�eorie du contrôle optimal.

De nos jours, le contrôle quantique est une discipline tr�es vaste, incluant le contrôle par

laser de la dynamique de mol�ecules en phase gazeuse, la r�esonance magn�etique nucl�eaire

(RMN), les jonctions Josephson dans les supraconducteurs,le contrôle de photons en cavit�e,

le contrôle des ensembles de spins dans les ferromagn�etiques, etc. Ces domaines poss�edent

eux-mêmes de nombreuses applications, allant de l'information quantique �a l'imagerie par

r�esonance magn�etique, en passant par le contrôle des r�eactions chimiques.

Dans ce manuscrit, nous allons nous concentrer sur la RMN, avec une brêve excursion

dans le contrôle mol�eculaire, en utilisant le contrôle optimal g�eom�etrique comme m�ethode

de contrôle. Nous commencerons par pr�esenter la physiqued'un syst�eme de RMN. Ensuite

nous traiterons trois probl�emes de contrôle : l'inversion simultan�ee de deux spins, la synth�ese

optimale avec un terme non-lin�eaire, dit radiation-damping, et le probl�eme du point �xe

dynamique en imagerie par r�esonance magn�etique (IRM). En�n, nous revisiterons le proces-
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sus de contrôle mol�eculaire STIRAP en faisant la synth�ese des outils du contrôle optimal

g�eom�etrique et des singularit�es hamiltoniennes.

2.2 Introduction �a la r�esonance magn�etique nucl�eaire

2.2.1 De la d�ecouverte du spin au scanner IRM

La RMN [38, 39] est bas�ee sur l'existence et la compr�ehension d'une propri�et�e des par-

ticules �el�ementaires : le spin. Cette propri�et�e pureme nt quantique a �et�e mise en �evidence

pour la premi�ere fois par l'exp�erience de Otto Stern et Walther Gerlach en 1922. Ils en-

voyaient un jet d'atomes d'argent dans un champ magn�etique intense et observaient que le

jet se scindait en deux faisceaux distincts, selon l'�etat de spin de chaque atome (� 1
2). La

description th�eorique du spin fut introduite quelques ann�ees plus tard par Paul Dirac. Un

grand nombre d'applications et d'avanc�ees th�eoriques d�ecoulent de cette d�ecouverte. L'une

d'entre elles est l'e�et de r�esonance magn�etique nucl�eaire, d�ecouvert par Isidor Isaac Rabi en

1936, sur une exp�erience proche de celle de Stern et Gerlach. Dix ans plus tard, Felix Bloch

et Edward Mills Purcell r�ealisent simultan�ement et ind�e pendamment les premi�eres mesures

RMN par induction magn�etique. Les appareils de RMN modernes fonctionnent encore sur ce

proc�ed�e. La même ann�ee Bloch introduit des �equations p h�enom�enologiques pour d�ecrire les

exp�eriences en phase liquide, �equations que nous utiliserons dans ce manuscrit.

Dans les ann�ees qui ont suivi les mesures se sont perfectionn�ees, �a la fois grâce aux

nouvelles g�en�erations d'appareils et �a l'introduction de concepts novateurs. La premi�ere �etape

marquante de cette �evolution est l'introduction de la spectroscopie RMN par transform�ee de

Fourier en 1964 par Richard R. Ernst. Ceci a permis d'obtenirles structures spatiales des

mol�ecules, ce qui a fortement contribu�e �a la di�usion de la RMN en chimie. La seconde

�etape correspond au d�eveloppement de l'imagerie par r�esonance magn�etique (IRM) par Paul

Lauterbur et Peter Mans�eld en 1973. Ceci a d�ebouch�e sur l'introduction et la di�usion de la

RMN en m�edecine, les scanners IRM �etant d�esormais pr�esents dans tous les grands hôpitaux.

Le domaine de la RMN a continu�e �a �evoluer, sur le plan th�eo rique et exp�erimental. Dans

le milieu des ann�ees 80, plusieurs groupes ont d�evelopp�esimultan�ement l'imagerie rapide

par point �xe. En 1986, Steven Conolly et ses collaborateursutilisent pour la premi�ere fois

la th�eorie du contrôle optimal pour mettre en forme des champs de contrôle en RMN [40].

Le contrôle optimal s'est ensuite di�us�e progressivement dans la communaut�e de la RMN,

notamment grâce au d�eveloppement de l'algorithme GRAPE par Navin Khaneja, Ste�en

Glaser et leurs collaborateurs [41, 42, 13, 43, 44]. En�n, les premiers r�esultats exp�erimentaux

utilisant les trajectoires singuli�eres du contrôle optimal g�eom�etrique [21] sont publi�es en 2010.

La RMN est particuli�erement int�eressante du point de vue d u contrôle optimal, car

c'est un domaine qui autorise la mise en forme exp�erimentale des contrôles avec une grande

pr�ecision [14]. En e�et, les contrôles les plus courts sontde l'ordre de la milliseconde alors que

le circuit �electronique de mise en forme r�eagit sur un temps caract�eristique qui varie entre la

nanoseconde et la microseconde.
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Figure 2.1 { Repr�esentation sch�ematique d'un spectrom�etre pour des exp�eriences RMN en

phase liquide.

2.2.2 Le mod�ele physique

Principe d'une exp�erience de RMN

Une exp�erience de RMN en phase liquide, telle qu'illustr�ee sur la Fig. 2.1, peut être

d�ecrite de fa�con macroscopique ou microscopique. Du point de vue macroscopique cela re-

vient �a consid�erer la dynamique de l'aimantation d'un �ec hantillon de taille macroscopique.

Du point de vue microscopique une exp�erience de RMN manipule les spins-12 de certains

noyaux atomiques. Dans ce cas la dynamique est r�egie par la m�ecanique quantique. Il est

possible de d�emontrer les �equations macroscopiques, dites�equations de Bloch, �a partir de la

dynamique quantique. Les deux mod�eles sont donc compl�etement �equivalents. Nous allons

nous contenter de d�ecrire la physique macroscopique d'un tel syst�eme parce que l'extension

non-lin�eaire que nous ferons par la suite se base elle aussisur un raisonnement macroscopique.

La d�emonstration quantique se trouve dans plusieurs livres et th�eses [38, 45, 14].

L' aimantation, ( en anglais "`magnetization"'), correspond au champ magn�etique interne

que poss�ede un mat�eriau en r�eaction �a l'application d'u n champ magn�etique externe ~B :

~M =
�
�

~B; (2.1)

o�u � est la susceptibilit�e magn�etique du mat�eriau et � sa perm�eabilit�e magn�etique, deux

grandeurs qui caract�erisent la r�eaction du mat�eriau �a l 'application d'un champ magn�etique.

Dans une exp�erience de RMN, deux champs magn�etiques sont principalement mis en

oeuvre. Le premier que l'on notera~B0, est un champ �xe tr�es intense orient�e selon l'axe Oz

du laboratoire. Il cause la pr�ecession du vecteur de magn�etisation ~M autour de l'axe Oz �a
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la pulsation ! 0 = B 0, avec  le facteur gyromagn�etique du noyau consid�er�e. Par exemple,

on a pour l'hydrog�ene  = 2 � � 42; 57 Mhz/T. Dans les appareils modernes, ce champ est

produit par une bobine supraconductrice refroidie �a l'h�e lium liquide. Pour le spectrom�etre le

plus puissant existant actuellement [46], ce champ est de 23.5 Tesla. L'inuence de ce champ

sur l'aimantation est illustr�ee sur la Fig. 2.2. Ce champ �e tant constant, il est naturel de se

�

�

�
� �

�

�

�

�

� �

Figure 2.2 { (gauche) : E�et du champ constant ~B0 sur l'aimantation dans le r�ef�erentiel du

laboratoire. (droite) : E�et du champ de contrôle et de l'�ec art �a la r�esonance sur l'aimantation

dans le r�ef�erentiel tournant.

placer dans un r�ef�erentiel tournant pour simpli�er l'�et ude de la dynamique. En pratique,

nous devons souvent �etudier di��erents spins dont les fr�equences de r�esonance! 0
2� di��erent les

une des autres. Cette di��erence de la fr�equence de r�esonance peut provenir d'une di��erence

dans l'environnement chimique ou des inhomog�en�eit�es des champs magn�etiques, dont nous

parlerons dans la section (2.1.4). Il est donc impossible d'être simultan�ement en r�esonance

avec les di��erents spins. On choisit alors un r�ef�erentie l tournant �a une pulsation ! r tel que

l'�ecart �a la r�esonance � ! = ! r � ! 0 est non-nul. Le deuxi�eme champ, que l'on notera~B1, est

le champ de contrôle, qui se trouve dans le plan (x; y). C'est un champ oscillant de pulsation

! :

~B1 = B1x (t) cos(!t )~ex + B1y(t) cos(!t + � )~ey : (2.2)

On choisit ! tel que le champ ne soit pas oscillant dans le rep�ere tournant : ! = ! r . Dans ce

rep�ere tournant, l'aimantation pr�ecesse autour de ~B1. De plus, l'�ecart �a la r�esonance produit

un mouvement de rotation autour de l'axe Oz. Si ~B1 est nul et � ! non-nul, l'aimantation va

tourner autour de Oz . Au contraire, si ~B1 est non-nul et � ! est nul, l'aimantation va tourner

autour de ~B1. Le cas g�en�eral est une combinaison des deux mouvements. Ceci est illustr�e

dans le cas d'un champ constant~B1 = Bx~ux sur la partie droite de la Fig. 2.2. Ce champ de

contrôle est produit par deux petites bobines qui produisent un champ d'amplitude variable,

jusqu'�a 10 � 4 T.

Ensuite, il faut mesurer l'aimantation. Pour cela, on arrête le contrôle, et on mesure
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la variation de courant produite par le mouvement de l'aimantation dans les bobines qui

servaient au contrôle. Les bobines �etant faites pour des champs dans le plan (x; y), on ne

peut mesurer que le signal transverse. Pour mesurer la composante sur Oz il faut d'abord

appliquer un contrôle qui am�ene l'axe Oz dans le plan (x; y). Le d�etail du processus de mesure

est trait�e dans la section (2.1.3). Une repr�esentation sch�ematique du spectrom�etre utilis�e pour

les exp�eriences r�esume ces di��erentes informations surla Fig. 2.1.

Les �equations de Bloch

Pour mod�eliser l'�evolution de l'aimantation, on utilise les �equations de Bloch :

8
>>>>><

>>>>>:

dM x

dt
= ! yM z � � !M y

dM y

dt
= � ! xM z � � !M x

dM z

dt
= � ! yM x + ! xM y

; (2.3)

o�u ( ! x ; ! y) = �  (B1x ; B1y). Notons que cette �equation est conservative, le vecteur~M reste

�a la surface d'une sph�ere, appel�ee sph�ere de Bloch. En pratique, il existe une dissipation

sur l'axe Oz, r�egie par un coe�cient T1, qui d�ecrit le retour �a l'�equilibre thermodynamique

induit par l'environnement. Plus pr�ecis�ement, l'agitat ion thermique des noyaux entraine des

uctuations dans le champ magn�etique qu'ils produisent. Ce champ magn�etique avec uctua-

tions d'origine thermiques inuence �a son tour l'aimantat ion de l'�echantillon en la ramenant

�a l'�equilibre thermodynamique. Il existe �egalement une dissipation transverse, r�egie par un

coe�cient T2, qui ne peut pas se d�ecrire de fa�con macroscopique. En e�et,il correspond �a

la d�ecoh�erence induite par les interactions entre le spin�etudi�e et les spins voisins. Les inter-

actions microscopiques sont elles-même extrêmement complexes puisqu'elles d�ependent des

positions des spins voisins, qui varient d'un type de mol�ecule �a l'autre, et qui varient dans une

même mol�ecule �a cause des mouvements de pliage et de torsion de la mol�ecule. En ajoutant

ces termes dissipatifs, les �equations de Bloch deviennent:

8
>>>>>><

>>>>>>:

dM x

dt
= ! yM z � � !M y �

M x

T2

dM y

dt
= � ! xM z � � !M x �

M y

T2

dM z

dt
= � ! yM x + ! xM y �

M z � M 0

T1

; (2.4)

o�u ~M 0 = (0 ; 0; M 0) repr�esente l'�equilibre thermodynamique. Les param�et res T1 et T2 sont

g�en�eralement compris entre quelques dizaines et quelques milliers de millisecondes. Par

exemple, pour l'eau nous avonsT1 = T2 = 2500 ms, pour le liquide c�er�ebrospinal T1 = 2000

ms et T2 = 300 ms. Notons que ces param�etres sont soumis �a la contrainte 2T1 � T2.

Dans le cas o�u ! y = � ! = 0, la coordonn�ee x est d�ecoupl�ee des deux autres ce qui m�ene
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Figure 2.3 { (gauche) : Inuence de la dissipation sur la dynamique de l'aimantation pour

di��erentes conditions initiales dans le plan ( y; z). Le contrôle est �a z�ero, ainsi que l'�ecart

�a la r�esonance. Les coe�cients dissipatifs sont en unit�e arbitraire, de haut en bas : (T1 =

10; T2 = 2 :5), (T1 = 2 :5; T2 = 2 :5) et (T1 = 1000; T2 = 2 :5). (droite) : Inuence d'un contrôle

constant sur la dynamique de l'aimantation. Les coe�cients dissipatifs sont, de haut en bas :

(T1 = 10; T2 = 0 :33), (T1 = 10; T2 = 0 :47) et (T1 = 10; T2 = 2 :5).
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�a une dynamique dans le plan (M y ; M z). La dynamique se ram�ene alors �a :

dM y

dt
= � ! xM z �

M y

T2

dM z

dt
= ! xM y �

M z � M 0

T1

: (2.5)

Ces �equations seront notamment utilis�ees dans la sectionsur le probl�eme du point �xe dy-

namique. Elles permettent de visualiser simplement l'inuence de la dissipation sur la dy-

namique, comme nous pouvons l'observer sur la Fig. 2.3. Toutes les trajectoires pr�esent�ees

partent de la sph�ere de Bloch. La r�egion grise est physiquement interdite, en e�et la dissi-

pation a pour e�et de r�eduire le rayon de la sph�ere de Bloch. Dans le panneau de gauche,

on consid�ere un contrôle nul, pour observer l'e�et de la dissipation. Dans ce cas, toutes

les trajectoires �nissent par retourner �a l'�equilibre th ermodynamique (0; 1). Dans les pan-

neaux de droite, on consid�ere un contrôle constant non-nul. Dans ce cas, les trajectoires

sont attir�ees par un point �xe qui d�epend des param�etres d issipatifs et de l'amplitude du

contrôle constant impos�e. L'ensemble des points �xes possibles est repr�esent�e par l'ellipse

noire, que l'on nommelieu de colin�earit�e . Notons que dans le panneau de droite, certaines

trajectoires sont pseudo-p�eriodiques, et d'autres non-p�eriodiques. Ceci se comprend ais�ement

en consid�erant l'�equation suivante, obtenue �a partir de l'�equation (2.5) :

d2M y

dt2 + (
1
T1

+
1
T2

)
dM y

dt
+ ( ! 2

x +
1

T1T2
)M y +

! xM 0

T1
: (2.6)

Nous obtenons des trajectoires pseudo-p�eriodiques ou ap�eriodiques selon le signe du discri-

minant � de cette �equation :

� = ! 2
x

�
(

1
! xT1

�
1

! xT2
)2 � 4

�
: (2.7)

Dans le cas d'un contrôle constant! x = ! 0 le signe de � ne d�epend que des param�etres

dissipatifs, comme le montre la Fig. 2.4.

Extension non-lin�eaire due au radiation-damping

Nous avons bri�evement expliqu�e pr�ec�edemment que le signal mesur�e correspond au cou-

rant �electrique produit dans les bobines par l'�evolution de l'aimantation. Or, si un courant

�electrique parcourt une bobine, il cr�ee un champ magn�eti que, lequel va �a son tour modi�er

la dynamique de l'aimantation. Cet e�et indirect produit un a mortissement du signal mesur�e

(en anglais radiation damping) qui n'est pas souhaitable en g�en�eral dans les exp�eriences.

On doit tenir compte de cet e�et lorsque l'amplitude du contr ôle est tr�es �elev�ee ou lorsque

les esp�eces pr�esentes dans l'�echantillon ont une r�eponse particuli�erement forte. Cet e�et est

connu depuis les d�ebuts de la RMN [47] mais il constitue encore aujourd'hui un sujet de

recherche actif [48, 49, 50] car il peut être un obstacle �a la mesure ou un outil de contrôle

suppl�ementaire selon les cas.
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Figure 2.4 { Signe du discriminant � en fonction des param�etres de d issipation T1 et T2.

La zone grise est interdite par la contrainte 2T1 � T2.

Nous rappelons ici la d�emonstration pr�esente dans [47, 51] qui donne les termes non-

lin�eaires �a rajouter dans les �equations de Bloch pour d�ecrire cet e�et. Introduisons pour cela

les coordonn�ees sph�eriques :

8
>><

>>:

M x = M sin � cos'

M y = M sin � sin '

M z = M cos�

:

Supposons que l'aimantation pr�ecesse autour de l'axeOz :

8
>><

>>:

M x = M sin� cos(!t )

M y = M sin� sin(!t )

M z = M cos�

: (2.8)

Consid�erons la bobine de mesure orient�ee selonOx . En supposant que la sectionA de la

bobine est su�samment petite nous pouvons �ecrire le ux du champ comme� = A� 0M x .

On consid�ere � constant en premi�ere approximation, la tension induite dans la bobine s'�ecrit

dans le rep�ere tournant �a la pulsation ! :

Us = � N
d�
dt

= NA� 0!M sin �; (2.9)

avec N le nombre de spires de la bobine. L'�energie correspondantedissip�ee par e�et Joule
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est :

EJ =
(NA� 0!M sin � )2

2R
; (2.10)

o�u R est la r�esistance de la bobine. De plus, l'�energie magn�etique de l'�echantillon s'�ecrit :

E =
V(� 0 ~M + ~B0)2

� 0
= V MB 0 cos� + V � 0M 2 + V B2

0=� 0; (2.11)

avec V le volume de l'�echantillon. Supposons maintenant que la seule variation d'�energie

provient de l'e�et Joule dans la bobine de mesure :

dW
dt

= � MV B 0 sin �
d�
dt

=
(NA� 0!M sin � )2

2R
: (2.12)

Nous obtenons ainsi l'amortissement de l'angle� :

d�
dt

= �
sin �

� r
; (2.13)

avec � r le taux d'amortissement. On en d�eduit les termes non-lin�eaires des �equations de

Bloch :
8
>>>>>><

>>>>>>:

dM x

dt
= ! yM z � � !M y �

M x

T2
�

M xM z

� r M 0

dM y

dt
= � ! xM z � � !M x �

M y

T2
�

M yM z

� r M 0

dM z

dt
= � ! yM x + ! xM y �

M z � M 0

T1
+

M 2
x + M 2

y

� r M 0

: (2.14)

Nous avons ici des termes polynomiaux d'ordre deux qui proviennent de l'�echange d'�energie

entre l'�echantillon et le mat�eriel de mesure. Notons que ces termes ne sont pas dissipatifs. En

e�et, si l'on ne consid�ere que les termes non-lin�eaires nous avons :

dj ~M j2

dt
= 0 : (2.15)

Normalisation

Pour faciliter la manipulation des �equations il est pr�ef�erable de les normaliser. Les unit�es

des di��erentes grandeurs sont :

[M ] = A:m� 1

[t ] = s

[Ti ] = s

[� r ] = s

[! i ] = rad :s� 1

: (2.16)

39



2.2. Introduction �a la r�esonance magn�etique nucl�eaire

On commence par diviser l'�equation de Bloch parM 0, ce qui rend sans dimension les compo-

santes de l'aimantation. Ensuite on choisit une pulsation de r�ef�erence ! ref pour normaliser

les contrôles et l'�ecart �a la r�esonance. Dans le cas o�u le contrôle est born�e, on prend! ref �egal

�a cette borne. Cela nous donne les grandeurs adimensionn�ees suivantes :

~x =
~M

M 0

t0 =
! ref

2�
t

ui =
2�! i

! ref

� =
2�

! ref T2

 =
2�

! ref T1

� =
2� � !
! ref

k =
2�

! ref � r

; (2.17)

Les �equations de Bloch prennent �nalement la forme suivante :

8
>><

>>:

_x = � � x � � y � kxz + uyz

_y = � � y � � x � kyz � uxz

_z =  (1 � z) + k(x2 + y2) � uyx + uxy

: (2.18)

Par la suite nous utiliserons syst�ematiquement cette forme des �equations.

2.2.3 Le processus de mesure

Le principe d'une exp�erience de RMN se d�ecompose en deux phases : une phase de contrôle

qui vise �a exciter l'�echantillon, et une phase de mesure pour collecter le signal produit par

cette excitation. C'est cette deuxi�eme phase que nous allons d�ecrire ici en d�etail. La mesure

du signal est e�ectu�ee par les bobines dans le r�ef�erentieldu laboratoire. Pour d�ecrire ce signal,

nous introduisons (X; Y; Z ) les coordonn�ees normalis�ees de l'aimantation dans le rep�ere du

laboratoire, elles sont li�ees aux coordonn�ees dans le rep�ere tournant par les relations :

X = x cos(! r t) � y sin(! r t)

Y = x sin(! r t) + y cos(! r t)

Z = z

: (2.19)

Quand la mesure d�ebute, le syst�eme se trouve dans un certain �etat initial ~x0 = ( x0; y0; z0),

di��erent de l'�equilibre. Pendant la mesure, la dynamique libre ram�ene le syst�eme vers l'�equilibre.

40



Chapitre 2. Contrôle quantique

Si l'on ne tient pas compte du terme non-lin�eaire, la dynamique libre prend la forme :

8
>><

>>:

_x = � � x � � y

_y = � � y � � x

_z =  (1 � z)

: (2.20)

On remarque que dans ces �equations la composantez est d�ecoupl�ee des autres. Nous pouvons

donc traiter s�epar�ement la mesure de la composantez. Concentrons nous d'abord sur la

mesure des composantes transverses. Pour cela, nous introduisons les coordonn�ees polaires :

x = � cos�

y = � sin �
: (2.21)

Dans ces coordon�ees, la dynamique libre transverse devient :

Figure 2.5 { (gauche) : Trajectoire oscillante dans le r�ef�erentiel du laboratoire. (droite) :

Spectre obtenu apr�es la transform�ee de Fourier de la trajectoire oscillante . On obtient ici un

seul pic car on ne consid�ere qu'une seule esp�ece chimique avec un seul spin.

_� = � � �

_� = �
: (2.22)

Ces �equations s'int�egrent directement :

(
� (t) = � 0e� � t

� (t) = � t + � 0

)

(
x(t) = � 0e� � t cos(� t + � 0)

y(t) = � 0e� � t sin(� t + � 0)
: (2.23)

L'�etat initial que l'on cherche �a connâ�tre via cette mesure est donc d�ecrit par (� 0; � 0). La

composante enX dans le r�eferentiel du laboratoire s'�ecrit alors de la fa�con suivante :

X (t) = � 0e� � t cos(! 0t + � 0) ; (2.24)
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o�u ! 0 est la fr�equence de r�esonance, telle que � = ! 0 � ! r . Consid�erons maintenant la variable

complexe ~X = � 0ei� 0 e� � t ei! 0 t . Les spectrom�etres actuels incluent une part de traitement du

signal qui produit directement la transform�ee de Fourier du signal. Les grandeurs (� 0; � 0)

sont ainsi plus facilement accessibles. La transform�ee deFourier de ~X a la forme suivante :

TF( ~X ) =
Z

~X (t)e� i!t dt

= � 0ei� 0
� � i (! � ! 0)
� 2 + ( ! � ! 0)2

= � 0ei� 0 (A + iB)

: (2.25)

Si on consid�ere l'int�egration num�erique sur un interval le connu (! i ; ! f ) de la partie r�eelle de

la transform�ee de Fourier du signal mesur�e, nous savons qu'elle doit être �egale �a :

Z
Re(TF( ~X )) = � 0(cos� 0

Z
A � sin � 0

Z
B) : (2.26)

Comme
R

A et
R

B sont des constantes qui ne d�ependent que de �,! 0, ! i et ! f , nous obtenons

� 0 en cherchant num�eriquement la correction de phase� c telle que :

cos(� 0 + � c)(
Z

A � sin(� 0 + � c)
Z

B) = 0 : (2.27)

Ce qui donne �nalement :

� 0 = arctan

R
A

R
B

� � c

� 0 =

R
Re(TF( ~X ))

cos� 0
R

A � sin � 0
R

B

: (2.28)

Ce processus permet d'obtenir la position transverse de l'aimantation dans une exp�erience

de RMN. Ceci est illustr�e sur la Fig. 2.5 qui montre la trajectoire de l'aimantation ( ~X (t))

et le spectre obtenu apr�es la transform�ee de Fourier Re(TF( ~X )). Une des cons�equences est

qu'il est impossible de suivre exp�erimentalement une trajectoire. Pour avoir un point d'une

trajectoire, il faut lancer cette trajectoire l'arrêter a u temps voulu, faire la mesure. Pour

avoir les points suivants de la trajectoire il faut donc relancer la trajectoire et l'arrêter �a

di��erents temps. Pour obtenir la position en z, on doit d'abord appliquer un contrôle qui

am�ene quasi-instantan�ement la composantez dans le plan transverse, avant d'appliquer le

processus d�ecrit pour les composantes transverses. En e�et, la pr�esence du champ magn�etique

vertical ~B0 empêche toute mesure sur cet axe. Ce qui explique qu'il n'y ait pas de bobine de

mesure orient�ee selonz, cela laisse �egalement de la place pour le tube �a essai qui contient

l'�echantillon en phase liquide, comme le montre la Fig.2.1.
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2.2.4 E�et de l'inhomog�en�eit�e des champs magn�etiques

Jusqu'�a pr�esent nous avons consid�er�e que les champs~B0 et ~B1 �etaient homog�enes ce qui

n'est pas vrai en g�en�eral. L'e�et des inhomog�en�eit�es es t trait�e en d�etail dans plusieurs livres

de r�ef�erences et manuscrits de th�ese [14, 38, 52]. Notons(X; Y; Z ) les coordonn�ees spatiales

de la mol�ecule dans l'�echantillon. L'inhomog�en�eit�e d e ~B0 fait que, pour une même esp�ece

chimique, la fr�equence de r�esonance sera d�ecal�ee continument en fonction de la position

de la mol�ecule dans l'�echantillon. Cela entraine donc unedistribution continue d'�ecart �a la

r�esonance �( X; Y; Z ). Les �equations de Bloch deviennent :

8
>><

>>:

_x = � � x � �( X; Y; Z )y � kxz + uyz

_y = � � y � �( X; Y; Z )x � kyz � uxz

_z =  (1 � z) + k(x2 + y2) � uyx + uxy

; (2.29)

o�u l'�ecart �a la r�esonance est une fonction des coordonn�ees spatiales. Cette condition ren-

dant les �equations extrêmement di�ciles �a manipuler dan s le cadre du contrôle optimal, on

discr�etise en g�en�eral cette distribution spatiale. Cel a revient �a consid�erer N spins avecN

fr�equences de r�esonance di��erentes. Pour que le contrôle soit bien applicable exp�erimentale-

ment, on s'assure que celui-ci ne contienne pas de fr�equences plus grandes que le pas�! de

la discr�etisation. On travaille alors sur le contrôle simultan�e de N spins, ce qui signi�e que

nous avons le même champ de contrôle pour lesN spins. Physiquement, comme � entraine

une rotation autour de l'axe Oz, les N spins vont tourner �a des vitesses di��erentes autour de

l'axe en l'absence de contrôle. Cette inhomog�en�eit�e a donc pour e�et de d�esynchroniser les

di��erents spins de l'�echantillon, i.e. les spins qui partent tous du même point se retrouvent

�etal�es dans le plan transverse. L'aimantation moyenne transverse diminue d'autant plus vite.

D'une certaine fa�con cela revient �a consid�erer un syst�eme e�ectif dont la dissipation trans-

verse est plus forte. Ainsi, une fa�con moins compl�ete maisplus l�eg�ere de mod�eliser cette

propri�et�e consiste �a prendre un coe�cient de dissipatio n e�ectif T �
2 tel que T �

2 < T 2. Cette

approche poss�ede cependant une pr�ecision limit�ee.

Le champ de contrôle est �egalement inhomog�ene en pratique. Concr�etement, cela signi�e

que l'intensit�e du contrôle per�cu par un spin va varier selon sa position �a l'int�erieur de

l'�echantillon. Cet e�et peut être mod�elis�e par un facteu r a(X; Y; Z ) au niveau des contrôles :

8
>><

>>:

_x = � � x � � y � kxz + a(X; Y; Z )uyz

_y = � � y � � x � kyz � a(X; Y; Z )ux z

_z =  (1 � z) + k(x2 + y2) � a(X; Y; Z )uyx + a(X; Y; Z )ux y

: (2.30)

La gestion des inhomog�en�eit�es demeure un probl�eme ouvert. Des �etudes th�eoriques et exp�erimen-

tales [52, 53] ont permis d'obtenir des contrôles robustesvis-�a-vis des inhomog�en�eit�es de B0,

mais les solutions num�eriques obtenues sont di�ciles �a interpr�eter �a cause de la complexit�e

de leur structure.
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2.3 Inversion de deux spins 1/2

2.3.1 Motivations

La s�equence d'inversion consiste �a amener l'aimantationdu pôle nord au pôle sud de la

sph�ere de Bloch. Du point de vue quantique cela revient �a passer un spin de l'�etat fondamental

�a l'�etat excit�e. Cette s�equence est l'une des deux s�equences les plus courantes en RMN,

la deuxi�eme �etant une rotation de �= 2 utilis�ee pour amener l'aimantation de l'�equilibre �a

l'�equateur de la sph�ere de Bloch. La s�equence d'inversion est utilis�ee dans la m�ethode usuelle

de saturation [21], i.e. pour amener l'aimantation d'une esp�ece chimique �a z�ero, comme

illustr�e sur le sch�ema de gauche de la Fig. 2.6. Cela consiste �a faire une inversion puis �a

laisser agir la dissipation verticale, r�egie par le coe�cient T1. Or, l'esp�ece �etudi�ee se trouve

souvent dans un solvant qu'il faut donc saturer pour �eviter d'obtenir un signal ind�esir�e,

la saturation est donc une s�equence utilis�ee tr�es couramment. Un autre exemple standard

d'utilisation se trouve en IRM, pour augmenter le contraste [54] entre deux esp�eces quand les

param�etres T1 des deux esp�eces sont tr�es di��erents. On applique une inversion pour les deux

esp�eces, puis on laisse la dissipation agir. La vitesse de dissipation �etant di��erente pour les

deux esp�eces, les aimantations se s�eparent �a l'int�erieur de la boule de Bloch, ce qui am�eliore

le contraste entre les deux esp�eces dans l'image �nale, comme le montre le sch�ema de droite

de la Fig. 2.6.

� �

� �

Figure 2.6 { (gauche) : M�ethode standard de saturation d'un spin, on applique un bang

pour atteindre le pôle sud de la sph�ere de Bloch, puis on laisse la dissipation agir jusqu'�a ce

que le syst�eme atteigne le centre. (droite) : M�ethode pour augmenter le contraste entre deux

esp�eces, quand le param�etreT1 est tr�es di��erent. Chaque esp�ece subit une inversion pour

atteindre le pôle, puis la dissipation s�epare les deux esp�eces.

Comme indiqu�e dans le paragraphe pr�ec�edent, une fa�con de traiter l'inhomog�en�eit�e du

champ ~B0 consiste �a consid�erer un grand nombre de spins avec des �ecarts �a la r�esonance

di��erents. Ce probl�eme a �et�e trait�e num�eriquement po ur un grand nombre de spins [53],

mais sans r�eelle compr�ehension de la structure complexe du contrôle obtenu. Nous allons

ici r�esoudre le probl�eme de l'inversion avec seulement deux spins en utilisant les outils du

contrôle g�eom�etrique, dans l'id�ee d'obtenir une meill eure compr�ehension physique du syst�eme.
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C'est une premi�ere �etape vers une �etude qui prendrait en compte un plus grand nombre de

dimensions.

De plus, c'est �egalement une m�ethode qui permet de contrôler simultan�ement deux

spins di��erents d'une même mol�ecule. Par exemple, pour l'ac�etate de m�ethyle de formule

CH3COOCH3, les deux groupes d'hydrog�enes n'ont pas le même environnement chimique,

et donc leurs fr�equences de r�esonance sont di��erentes. C'est cette mol�ecule qui sera utilis�ee

par la suite pour tester les contrôles obtenus.

2.3.2 Pr�esentation du syst�eme

Nous consid�erons deux spins dont les �ecarts �a la r�esonance sont not�es � 1 et � 2. En

utilisant la normalisation de la section pr�ec�edente, l'�equation de Bloch s'�ecrit sous la forme :
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=
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1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

: (2.31)

En utilisant un r�ef�erentiel tournant �a la fr�equence (� 1 + � 2)=2, on peut transformer ce

syst�eme en un syst�eme o�u les deux �ecarts �a la r�esonancesont oppos�es. Par la suite on gardera

donc � 1 = � et � 2 = � �. Le but est de transf�erer simultan�ement les deux spins de leur

�equilibre thermodynamique (0; 0; 1) �a leur �etat excit�e (0 ; 0; � 1) avec un contrôle~u = ( ux ; uy)

commun.

On introduit ensuite les coordonn�ees sph�eriques :

8
><

>:

x = r sin � cos�

y = r sin � sin �

z = r cos�

;

pour r�e�ecrire l'�equation pr�ec�edente :
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: (2.32)

La coordonn�ee radiale ne joue ici aucun rôle, nous l'omettrons donc par la suite. Remarquons

que ces coordonn�ees poss�edent l'inconv�enient de ne pas ^etre bien d�e�nies aux pôles, qui sont
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2.3. Inversion de deux spins 1/2

pourtant le point initial et le point cible du probl�eme de co ntrôle. Par la suite, tous les

arguments qui utilisent la valeur de ces coordonn�ees aux p^oles sous-entendent une d�e�nition

de cette valeur par continuit�e des trajectoires. De plus, toutes les simulations num�eriques

sont faites en coordonn�ees cart�esiennes.

On d�e�nit les vecteurs ~F0, ~Fx et ~Fy tels que cette �equation puisse s'�ecrire vectoriellement:

_~X = ~F0 + ux ~Fx + uy ~Fy :

2.3.3 Inversion de deux spins en temps minimum

Nous regardons d'abord le probl�eme en temps minimum, avec un contrôle born�e : j~uj � 1.

Le probl�eme de l'inversion en temps minimum d'un seul spin avec un �ecart �a la r�esonance

et un seul contrôle est trait�e dans [19]. Par sym�etrie, cela permet �egalement d'inverser deux

spins si on ne consid�ere qu'un seul contrôle. En e�et, dans l'�equation (2.31), si uy = 0,

prendre un deuxi�eme spin tel que � 2 = � � 1 revient simplement �a prendre ~x = � x. Dans

cette section, nous allons montrer que le deuxi�eme contrôle ne permet pas d'acc�el�erer la

dynamique, de sorte que la solution optimale pour un seul contrôle est �egalement optimale

dans le cas g�en�eral comportant deux contrôles.

Le pseudo-hamiltonien issu du PMP s'�ecrit :

H = �( p� 1 � p� 2 )

� ux (p� 1 sin � 1 + p� 1 cot � 1 cos� 1 + p� 2 sin � 2 + p� 2 cot � 2 cos� 2)

+ uy(p� 1 cos� 1 � p� 1 cot � 1 sin � 1 + p� 2 cos� 2 � p� 2 cot � 2 sin � 2)

: (2.33)

La condition de maximisation donne ensuite l'hamiltonien maximis�e :

H = �( p� 1 � p� 2 ) + [( p2
� 1 + p2

� 2 + cot 2 � 1 p2
� 1 + cot 2 � 2 p2

� 2

+ 2 cos(� 1 � � 2)(p� 1 p� 2 + p� 1 p� 2 cot � 1 cot � 2)

+ 2 sin( � 1 � � 2)(p� 1 cot � 2 p� 2 � p� 2 cot � 1 p� 1 )]1=2

; (2.34)

o�u les contrôles ont �et�e remplac�es par leurs formes donn�ees par le PMP dans le cas r�egulier.

On suppose ici et pour toute cette section que les contrôlessinguliers ne jouent aucun rôle,

i.e. le syst�eme ne reste pas sur la surface d�e�nie par~p� ~Fx = ~p� ~Fy = 0. Cette hypoth�ese est

justi��ee par le fait que les singuli�eres ne sont g�en�eriq uement pas optimales dans les probl�emes

avec deux contrôles ou plus [55]. On peut noter les rôles sym�etriques jou�es par � 1 et � 2. Cette

sym�etrie sera utilis�ee par la suite. On note �egalement que cet hamiltonien ne d�epend que de la

di��erence � 1 � � 2 et pas de la somme. Pour mettre en valeur cette sym�etrie nousappliquons

un changement de variable canonique :

(
� + = � 1 + � 2

� � = � 1 � � 2

et

8
><

>:

p� + =
1
2

(p� 1 + p� 2 )

p� � =
1
2

(p� 1 � p� 2 )
; (2.35)
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d�e�ni via la fonction g�en�eratrice :

F2 =
1
2

p� 1 (� + + � � ) +
1
2

p� 2 (� + � � � ) ;

et les relations :

p� + =
@F2
@�+

; p� � =
@F2
@��

; � 1 =
@F2
@p� 1

; � 2 =
@F2
@p� 2

:

Comme l'hamiltonien ne d�epend pas de� + , son moment conjugu�e p� + est une constante du

mouvement. De plus, au temps initial on ap� 1 = p� 2 = 0. En e�et, on peut v�eri�er avec une

transformation canonique quep� = xpy � ypx . Comme le syst�eme est initialement en (0; 0; 1),

la constante p� + est donc nulle. L'hamiltonien prend la forme :

H =2� p� � + [ p2
� 1 + p2

� 2 + ( p2
� +

+ p2
� �

)(cot 2 � 1 + cot 2 � 2) + 2 p� � p� + (cot2 � 1 � cot2 � 2)

+ 2 cos� � (p� 1 p� 2 + cot � 1 cot � 2(p2
� +

� p2
� �

))

+ 2 sin � � (p� + (p� 1 cot � 2 � p� 2 cot � 1) � p� � (p� 1 cot � 2 + p� 2 cot � 1))]1=2

:

(2.36)

Nous allons maintenant caract�eriser les trajectoires extr�emales solutions du probl�eme de

contrôle optimal dans le but de montrer que le deuxi�eme contrôle est inutile et qu'on peut

donc r�eutiliser les r�esultats connus sur l'inversion avec un seul contrôle [19]. L'id�ee est de

montrer l'existence d'un r�ef�erentiel tel que :

8
>><

>>:

X 1(t) = X 2(t)

Y1(t) = � Y2(t)

Z1(t) = Z2(t)

: (2.37)

Ce r�ef�erentiel est d�e�ni par un angle de rotation � tel que ~X = R(� )~x :

8
>><

>>:

X i = cos �x i � sin �y i

Yi = sin �x i + cos �y i

Z i = zi

: (2.38)

Dans ce r�ef�erentiel la dynamique s'�ecrit :

_X 1 = � � Y1 + Z1UY

_Y1 = � X 1 � Z1UX

_Z1 = Y1UX � X 1UY

et

_X 2 = � Y2 + Z2UY

_Y2 = � � X 2 � Z2UX

_Z2 = Y2UX � X 2UY

; (2.39)

avec UY = uy cos� + ux sin � et UX = ux cos� � uy sin � . Avec la sym�etrie de l'�equation

(2.37), nous pouvons poser_Y1 = � _Y2, ce qui nous donne directementUX = 0. Un des deux

contrôles est nul. Il nous faut donc montrer que la sym�etrie (2.37) existe dans ce syst�eme.
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Plus pr�ecis�ement, nous allons montrer qu'elle existe pour une trajectoire qui relie les deux

pôles.

D'abord, nous allons montrer l'�egalit�e de la coordonn�ee z. Pour cela, montrons que si

l'inversion est r�ealis�ee par une trajectoire alors les relations suivantes sont satisfaites :

8t 2 [0; t f ]; p� 1 (t) = p� 2 (t) et � 1(t) = � 2(t) ; (2.40)

avec t f la dur�ee du contrôle. Pour montrer cette propri�et�e, sup posons que le pôle sud est

atteint par une extr�emale et on suppose de plus queH > 0, ce qui est toujours possible en

�evitant certaines valeurs des moments initiaux. Nous avons alors au point �nal :

� 1(t f ) = � 2(t f ) = �; _� 1(t f ) = _� 2(t f ) = 0 ; p� � = 0 : (2.41)

De plus en d�etaillant les �equations d'Hamilton on obtient :

(
_� 1 = ( p� 1 + cos � � p� 2 � p� � sin � � cot � 2)=

p
Q

_� 2 = ( p� 2 + cos � � p� 1 � p� � sin � � cot � 1)=
p

Q
; (2.42)

avec

Q = p2
� 1 + p2

� 2 + p2
� �

(cot2 � 1 + cot 2 � 2)

+ 2 cos� � (p� 1 p� 2 � cot � 1 cot � 2p2
� �

)

� 2 sin� � p� � (p� 1 cot � 2 + p� 2 cot � 1)

: (2.43)

En soustrayant les deux �equations (2.42) et en utilisant lacondition (2.41) on arrive �nalement

�a :

(p� 1 (t f ) � p� 2 (t f ))(1 � cos� � (t f )) = 0 : (2.44)

Il su�t donc de montrer que cos � � (t f ) = 1 contredit nos hypoth�eses. En utilisant l'�equation

(2.42) et la condition _� 1 = _� 2 = 0 nous obtenons :

(
p� � sin � � cot � 2 = p� 1 + cos � � p� 2

p� � sin � � cot � 1 = p� 2 + cos � � p� 1

; (2.45)

que nous r�einjectons avec la condition cos� � (t f ) = 1 dans l'�equation (2.43), ce qui donne :

Q = � (p� 1 + p� 2 )2 : (2.46)

La seule possibilit�e estQ(t f ) = 0, ce qui implique H = H (t f ) = 0. Cela contredit l'hypoth�ese

H > 0.
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Nous venons de montrer que :

� 1(t f ) = � 2(t f ) et p� 1 (t f ) = p� 2 (t f ) (2.47)

Il su�t ensuite d'utiliser la sym�etrie de l'hamiltonien po ur en d�eduire que cette relation est

vrai pour tout t 2 [0; t f ].

Nous venons de montrer l'�egalit�e sur z, il reste les deux autres. Pour les obtenir, com-

men�cons par remarquer que les r�esultats obtenus induisent que � + est constant. En e�et, en

utilisant les �equations d'Hamilton :

_� + =
@H

@p� +

=
�
2p� � (cot2 � 1 � cot2 � 2) + 4 p� + cos� � cot � 1 cot � 2

+2 sin � � (p� 1 cot � 2 � p� 2 cot � 1)] =
p

Q (2.48)

Le deuxi�eme terme de cette somme est nul parce que la constante p� + est nulle. Les deux

autres sont nuls �a cause de la sym�etrie que l'on vient de d�emontrer. On d�e�nit les nouvelles

coordonn�ees ~X 1;2 telles que ~X 1;2 = R(� � + =2) ~X 1;2, ce qui nous donne :

8
>>>><

>>>>:

X 1 = sin � 1 cos(
� 1 � � 2

2
)

Y1 = sin � 1 sin(
� 1 � � 2

2
)

Z1 = z1

et

8
>>>><

>>>>:

X 2 = sin � 2 cos(
� 2 � � 1

2
)

Y2 = sin � 2 sin(
� 2 � � 1

2
)

Z2 = z2

: (2.49)

Ce qui m�ene directement �a la sym�etrie voulue. Nous avons donc montr�e qu'il existe un

r�ef�erentiel dans lequel un des deux contrôles est nul. Lasolution optimal avec un seul contrôle

est donc �egalement la solution optimal avec deux contrôles, ce qui n'�etait pas �evident a priori .

Apr�es avoir montr�e que l'on peut se ramener �a un seul contrôle, nous pouvons utiliser les

r�esultats pr�esent�es dans [19, 57]. Ces articles donnentnotamment la solution analytique en

temps minimal pour l'inversion dans ce type de syst�eme. C'est une solution de type \Bang-

Bang" dont les caract�eristiques ne d�ependent que de l'�ecart �a la r�esonance et de la borne

sur le contrôle. Ce contrôle est pr�esent�e sur la Fig. 2.7. Nous allons rappeler bri�evement les

formules d�emontr�ees dans [19, 57], que nous avons utilis�ees pour tracer la Fig. 2.7.

Commen�cons par introduire � = arctan(1 =�). Le nombre de switch N satisfait les

contraintes :
�
2�

� 1 � N �
�
2�

+ 1 : (2.50)

La dur�ee d'un Bang interne, i.e. tous les bangs sauf le premier et le dernier, se calcule en

fonction de la dur�ee du premier bang t i �a partir de la formule :

v(t i ) = � + 2 arctan
�

sint i

cost i + cot 2 �

�
: (2.51)
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Figure 2.7 { Contrôle \Bang-bang" globalement optimal pour l'inv ersion de deux spins en

temps minimum, avec les trajectoires correspondantes. Leslignes correspondent aux r�esultats

th�eoriques et les points aux r�esultats de l'exp�erience men�ee par l'�equipe du Pr. Glaser �a

Munich [56].
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Pour obtenir la dur�ee du premier et dernier bang il faut intr oduire les fonctions :

� (t) = 2 arccos
�

sin2
�

v(t)
2

�
cos(2� ) � cos2

�
v(t)

2

��

� (t) = 2 arccos(sin(� ) cos(� )(1 � cos(t)))
: (2.52)

Nous avons ensuite deux cas. Si l'�equation suivante poss�ede deux solutions (t1; t2) :

2�
� (t)

= N ; (2.53)

alors (t1; t2) correspondent aux dur�ees du premier et dernier bang. Ce qui fait deux solutions

possible : soit t1 est la dur�ee du premier bang, soit celle du dernier. De plus,les �equations

suivantes ont chacune une solution :

2� (t3)
� (t3)

+ 1 = N et
2� (t4)
� (t3)

= N : (2.54)

Les solutions (t3; t4) de ces �equations produisent �egalement deux trajectoires possibles, telles

que la dur�ee du premier bang et du dernier bang sont �egales entre elles, et valent t3 ou

t4. En tout, cela fait donc quatre trajectoires possibles, dont il faut comparer les dur�ees

num�eriquement pour avoir la trajectoire globalement opti male.

Dans notre cas, la Fig. 2.7 est trac�ee avec � = 4 ce qui donne une trajectoire de type t3.

Plus pr�ecis�ement, cela donne t i = t f = t3 = 0 :4535 (= 0:59 ms) avec une dur�ee des bangs

internes deT = 0 :7914 (= 1 ms).

Cette solution a �et�e test�ee exp�erimentalement �a Munic h dans l'�equipe de S. Glaser [56].

L'exp�erience a �et�e r�ealis�ee en utilisant les protons d es parties � OCH3 et � OOCCH3 de

l'ac�etate de m�ethyle. Ils g�en�erent deux pics s�epar�es de 966 Hz dans un spectrom�etre �a 600

MHz. L'�ecart �a la r�esonance est donc de 483 Hz, et le contrôle est choisi tel que l'amplitude

maximale soit quatre fois plus faible : ! max = 120:75 Hz. Les param�etres dissipatifsT1 et

T2, mesur�es exp�erimentalement, sont respectivement de 4:95s et 0:14s. La dur�ee du contrôle

�etant de l'ordre de la milliseconde, nous pouvons e�ectivement n�egliger la dissipation. Les

r�esultats des exp�eriences sont pr�esent�es sur la Fig. 2.7. Nous constatons un tr�es bon accord

avec les pr�edictions th�eoriques.

2.3.4 Inversion de deux spins en �energie minimum

Nous allons maintenant reprendre cette �etude mais avec un coût de type �energie. De plus,

comme nous voulons comparer la structure du contrôle avec celui obtenu en temps minimum,

nous nous restreignons �a un seul contrôle et nous �xons la dur�ee totale du contrôle �a la

dur�ee obtenue dans la section pr�ec�edenteT = Tmin . Comme nous consid�erons toujours le cas

� = � � nous savons grâce �a la sym�etrie du syst�eme que si le contrôle permet l'inversion pour

le premier spin alors le deuxi�eme spin subira �egalement une inversion mais avec8t; x 2(t) =

� x1(t). On peut donc se contenter d'�etudier un seul spin. Le syst�eme de d�epart se r�eduit
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alors �a :
0

B
@
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_z

1

C
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0
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@
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� x

0

1

C
A + u

0

B
@

0

� z

y

1

C
A : (2.55)

En appliquant le PMP dans le cas r�egulier, nous obtenons le pseudo-hamiltonien :

H = �( xpy � ypx ) + u(ypz � zpy) �
1
2

u2 ; (2.56)

puis on maximize H pour obtenir le contrôle :

u(t) = ypz � zpy : (2.57)

On obtient �nalement l'hamiltonien dont la dynamique conti ent les trajectoires extr�emales

du probl�eme :

H = �( xpy � ypx ) +
1
2

(ypz � zpy)2 : (2.58)

Il su�t maintenant de trouver le vecteur initial ~p(t = 0) tel que l'inversion soit e�ectu�ee

au temps �nal : z(T) = � 1. Pour cela, nous allons commencer par introduire de nouvelles

coordonn�ees sph�eriques :
8
>><

>>:

x = cos �

y = sin � cos�

z = sin � sin �

: (2.59)

Ces coordonn�ees ont l'avantage d'̂etre bien d�e�nies aux p̂oles. L'hamiltonien et le contrôle

deviennent :

H = �( p� cos� � p� sin � cot � ) +
1
2

p2
� et u(t) = p� : (2.60)

Nous cherchons donc les couples (p� (0); p� (0)) tels que sin� (T) sin � (T) = � 1. Nous avons la

chance de pouvoir tracer la surface d�e�nie par la distance �a la cible en fonction des moments

initiaux, ce qui nous donne une vision globale du probl�eme.On �ecrit la distance �a la cible

x2 + y2 + ( z + 1) 2 pour t = T.

Cette surface est trac�ee Fig. 2.8 pour
q

p2
� + p2

� < 5. On observe que les solutions possibles

se r�epartissent sur deux cercles concentriques. Si on augmente le rayon
q

p2
� + p2

� , on trouve

d'autres cercles similaires. En regardant de plus pr�es lessolutions num�eriques correspondantes

on se rend compte que chaque cercle correspond �a un ordre de grandeur pour l'�energie, le

cercle central poss�edant les solutions avec l'�energie laplus basse. Dans le cercle central, on

note la pr�esence de 4 solutions, qui donnent des sinuso•�des ayant la même structure que les

quatre solutions \Bang-Bang" dont nous avons parl�e dans la section pr�ec�edente. Parmi ces

quatre solutions, nous s�electionnons celle qui a la même structure que la solution optimale
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Figure 2.8 { Distance �a la cible au temps �nal en fonction des moments initiaux.

en temps minimum. La surface donnep� = 1 :2 et p� = 0 :2 qui nous permet d'initialiser le tir

dans le logiciel COTCOT [58].

Bri�evement, COTCOT est une interface Fortran-Matlab d�ev elopp�ee par J.B. Caillau de

l'universit�e de Bourgogne. A l'aide du logiciel de di��ere ntiation automatique TAPENADE

et ayant �ecrit l'Hamiltonien de Pontryagin du syst�eme dan s un �chier Fortran (une version

r�e�ecrite en C/C++ existe, contactez Marc Lapert lapert.m arc -at- gmail.com), un script dans

COTCOT va alors g�en�erer di��erents �chiers d�eriv�es �a l 'aide de TAPENADE et du �chier

contenant l'Hamiltonien. Parmi ces �chiers, certains permettent de retrouver la dynamique

des �equations de Hamilton et d'autres les �equations d'�evolution des champs de Jacobi. COT-

COT contient un int�egrateur num�erique bas�e sur une m�eth ode de type Runge-Kutta-Fehlberg

d'ordre 4(5) et �egalement une m�ethode de r�esolution de syst�emes d'�equations de type hybride

de Powel. Ce code a donc l'avantage de combiner la rapidit�e d'ex�ecution de Fortran avec la

modularit�e de Matlab qui ne requiert pas de compilation, entrainant un gain de temps dans

le traitement du probl�eme.

Le logiciel COTCOT donne la position p� = 1 :2200485 etp� = 0 :3202271 qui permet d'at-

teindre la cible avec une pr�ecision de 10� 14. Notons que cette pr�ecision est tr�es sup�erieure

�a celles des autres m�ethodes standards en contrôle optimal. A titre d'exemple la meilleure

pr�ecision que peut atteindre un algorithme comme GRAPE sur ce type de probl�eme est

seulement de 10� 8 [59]

Les deux solutions, temps minimum et �energie minimum sont trac�ees sur la Fig. 2.9. Dans

les deux cas, la fr�equence est la même et correspond exactement �a la fr�equence �. Ce r�esultat

est intuitif quand on analyse ce syst�eme du point de vue quantique : on essaye d'exciter un

syst�eme �a deux niveaux dont la fr�equence de transition est �, la fa�con optimale d'exciter
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Figure 2.9 { Contrôles optimaux pour la solution en temps minimum (bleu) et �energie

minimum (noir). La ligne en pointill�es rouges repr�esente la premi�ere harmonique de la s�erie

de Fourier de la solution temps minimum.

un tel syst�eme est d'envoyer une impulsion r�esonante, ce qui correspond au contrôle optimal

obtenu. Il est �egalement int�eressant de prolonger la solution temps minimum pour obtenir

une fonction cr�eneau ~u(t) d�e�nie sur [ �1 ; + 1 ]. On peut alors d�ecomposer cette fonction en

s�erie de Fourier ~u(t) =
P + 1

n=1 ! n sin(2�n � t) et comparer cette d�ecomposition �a la solution

�energie minimum. Cette derni�ere est en fait tr�es proche de la premi�ere harmonique de la

d�ecomposition, comme le montre la Fig. 2.9. On peut le comprendre en exprimant l'�energie

du contrôle avec le th�eor�eme de Parseval :

Z + 1

�1
~u2(t)dt =

+ 1X

n=1

! 2
n :

Pour minimiser cette somme en gardant la fr�equence �, le syst�eme garde seulement le pre-

mier terme. En r�ealit�e, la solution �energie minimum n'es t pas exactement une fonction si-

nus, c'est en fait une compos�ee de fonctions d'ordres sup�erieurs. Cette solution a �et�e test�ee

exp�erimentalement par l'�equipe de Michel Picquet �a Dijo n, comme illustr�e sur la Fig. 2.10.

La mol�ecule utilis�ee est l'ac�etate de m�ethyle, comme po ur les exp�eriences en temps minimum,

et de la même fa�con nous pouvons observer un bon accord entre les courbes th�eoriques et les

points exp�erimentaux.

2.4 Amortissement non-lin�eaire dû �a la mesure

2.4.1 Introduction du mod�ele

Dans cette section nous allons �etudier l'amortissement non-lin�eaire produit par l'inuence

de la bobine de mesure sur le signal mesur�e. Comme nous l'avons vu pr�ec�edemment, cette

inuence peut être mod�elis�ee en ajoutant des termes non-lin�eaires �a l'�equation de Bloch
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