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Introduction

'8tre  humain a toujours cherctea contréler son environnement, dans le but d'aneliorer
L ses conditions de vie et celles de ses enfants. Ainsi, lorale feu aee dcouvert,
I'etre humain s'est atteka inventer des moyens de le praduire de facon controke. De méme,
lorsque les premiers marins lan@rent leurs embarcationsur les ots, ils furent vite obliges
d'apprendrea controler leurs deplacements. Une embaration est un bon exemple de syseme
controk : elle possede une position propre sur laquellel'utilisateur peut agir par dierents
moyens comme le gouvernail. Dans le vocabulaire des systa controes, on pourrait appeler
controle l'angle du gouvernail etetat du syseme la position de I'embarcation.

Au cours du secle dernier, les immenses proges accomglidans les sciences fondamentales
et appligiees ont permisa I'humanie de decouvrir un gr and nombre de nouvelles proprees
de l'environnement. Parmi celles-ci, la plupartetaient simplement pesentes a des echelles
trop dierentes de celle de la vie quotidienne pour étre remarglees au premier abord. Ces
cecouvertes ont ensuite permis de contrbler de nouveauxystmes, puis de les utiliser a
grandeechelle. Ce fut le cas du spin, propree purement quantique qui appartient donc au
monde de I'in niment petit. Le contréle du spin a donre nai ssancea plusieurs technologies
qui font cesormais partie inegrante de la socee mode rne, comme les scanners IRM dans les
hopitaux, et le stockage d'information dans les disques drs.

Penchons nous un peu plus sur cette dernere application. ks disques durs utilisent un
e et nomne magretoesistance gante (MRG) decouvert s imultarement par Albert Fert et
Peter Grnanberg et leurs collaborateurs en 198871], ce quelr a valu le prix Nobel de physique
en 2007. Cette decouverte a merea la ceation d'un nouveau domaine de la physique, nomne
spintronique, qui cecrit le réle des spins dans IElectronique moderne. Il est ineressant de
noter que la MRG aet cecouvertea la n du secle, pourt ant le spin lui-méme aet mis
enevidence s 1922 par l'exgerience de Otto Stern et Wather Gerlach. Ce ctlai s'explique
simplement en remarquant que pour observer exgerimentalment la MRG, il a fallu eunir
I'expertise de deux domaines tes dierents : les connaisances de physique fondamentale
sur le transport dans les ferromagretiques recessairesa la description treorique de la MRG,
et la matrise exgerimentale de la ceation de couches ulra-minces (quelgues nanorretres).
Cet exemple met en lumere un processus courant en rechereh: la collaboration de deux
domaines dierents permet d'obtenir de nouveaux esultats physiques sur des sysemes dep
connus. Ceci est d'autant plus vrai lorsque I'on consiceredes domaines fournissant des outils
d'analyse cererale, puisque ces outils peuvent ensuiteetre appligesa dierentes branches
de la physique.



Ce transfert de connaissance d'un domaine vers un autre cotitsie la racine de cette
trese. En e et, son but est d'aneliorer le contréle de sysemes physiques grace a certains
esultats issus de deux branches des mattematiques : la #orie du contréle optimal et les
singularies hamiltoniennes.

La theorie du controle optimal est la conequence matlematique de cette volone de
controler le mieux possible un syseme donre. Elle aete cevoloppee sous sa forme moderne
par L. S. Pontryagin et ses collaborateursa la n des anrees 50, originellement pour optimiser
le contréle des \ehicules spatiaux. Elle s'est ensuiteenduea dierents domaines, allant de
la nancea la robotique. Puis, elle fut adapte pour la e canique quantique dans les anrees
80 par David J. Tannor, Herschel Rabitz et leurs collaboraters [2,[3]. Le contréle optimal
signi e gu'il existe un certain codt que nous voulons maintenir le plus bas possible tout en
controlant le syseme. Par exemple, dans le cas des disqaedurs, on aimerait pouvoirecrire
et lire dessus en minimisant la consommationelectrique dd'appareil. Ainsi, un probeme de
controle optimal consistea controler le syseme en parttant d'un point initial donre, tout en
minisant une fonctionnelle de codt. La treorie du contrble optimal permet de transcrire un tel
probeéme de contrble optimal dans un cadre hamiltonien géce au Principe du Maximum de
Pontryagin (PMP). Concetement, Le PMP produit un pseudo- hamiltonien qui decrit la dy-
namigue du syseme via lesequations de Hamilton. Cette dynamique contient les trajectoires
optimales recherchees. Pour obtenir ces trajectoires, nas pouvons utiliser soit des algorithmes
nuneriques, soit des methodes analytiqgues s'appuyant su des arguments geonetriques. On
parle alors decontrble optimal ggonetrique . Cette nethode, esenee aux sysemes de basses
dimensions, permet uneetude globale de la dynamique hantibnienne produite par le PMP.

Ceci est une illustration suppementaire du fait que la necanique hamiltonienne est un
outil couramment utilise en physique. Cependant, la physique n'utilise pas compktement les
avanees ecentes des recherches matlematiques dans cd®maine. Par exemple, bien que les
sysemes inegrables soient connus depuis longtemps enenanique hamiltonienne (Liouville
- 1855 [4]), peu de branches de la physique utilisent les siaotaries que ce formalisme decrit.
En e et, dans un syseme inegrable la dynamique s'enroule sur un tore dans l'espace des
phases. Parmi ces tores, certains sont eguliers, d'autre sont singuliers. Les tores eguliers
correspondent aux trajectoires quasi-periodiques standrds dans les sysemes inegrables. Les
tores singuliers cereralisent les lignes sparatricespesentes dans les espaces des phases de
dimension 2. Cela signi e que les seules trajectoires de pmdes in nies se trouvent sur ces
tores singuliers, qui jouent donc un réle important dans lastructure des trajectoires. Malge
cela, peu detudes physiques utilisent actuellement ces mprees. De plus, elles sonta l'ori-
gine d'un autre concept qui s'estegalement peu di ue en physique : celui de monodromie
hamiltonienne introduit par le matfematicien Johannes J. Duistermaat en 1980 [[5]. Il montra
gue la pesence de ces tores singuliers empéche de & niglobalement les variables action-
angles qui cecrivent localement les tores de l'espace deshpses. Il en ceduit un invariant
topologique : la monodromie hamiltonienne. En physique, litilie des invariants n'est plusa
cemontrer, pourtant la monodromie hamiltonienne reste tres peu connue, notammenta cause
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de sa cecouverte ecente en mathematique. Il est donc fot probable qu'il su se déetudier les
bons exemples de sysemes physiques pour mettre en lumerle potentiel de ce genre d'outils.

Pour choisir les sysemes physiques sur lesquels nous ajplierons ces outils, revenons sur
I'exemple de la MRG et des disques durs. Deuxekments clef ont permis l'aboutissement de
ces recherches : d'abord la possibilie de faire des expences, ensuite le fait que la theorie
modctlisant le sysemeetudeetait cep bienetabl ie. En e et, les bases treoriquesetaient cep
pesentes dans la trese de doctorat d'Albert Fert, plus de vingt ans avant la decouverte de
la MRG. En suivant ces ickes, notre but sera d'appliquer la treorie du controle optimal en
RMN et les singularies hamiltoniennes en optique non-lieaire. Ces choix se justi ent par
certaines proprets de ces sysemes, que nous cktailbns ci-dessous.

En RMN, les experiences permettent la mise en forme des cortles non-continus produits
par le PMP, tout en produisant une tes bonne ackquation entre les pedictions theoriques et
les esultats experimentaux. De plus, le mockle treori que a fait ses preuves depuis plus d'un
demi-secle. Le principe de la RMN aet decouvert en 1936 par Isidor I. Rabi et les premeres
experiences dans sa forme moderne ontee faites indep@damment par Felix Bloch et Edward
M. Purcell en 1946. Cette discipline utilise l'interaction entre des champs magretiques et les
spins pesents dans un maeriau pour obtenir des informations sur ce dernier. Elle permet
par exemple d'obtenir la structure spatiale d'une mokcule inconnue. En plus d'une simple
mesure, ce processus permet de contréler le spin en questiocCette possibilie de controle
est utilie en permanence dans les experiences de RMN, prcipalement pour peparer le
syseme avant la mesure. Dans ce syseme, le contréle esin champ magretique et letat du
spin peut se traduire par la position d'un point sur une sptere, nommnee splere de Bloch.

Dans le cas de l'optiqgue non-lireaire, les connaissancex@rimentales sont tes cevelop-
peesa cause des applications directes de cette disciplandans l'industrie des eecommunica-
tions, notammenta travers la gereralisation de l'usage de la bre optique. Depuis la decouver-
te de cette dernere en 1964, les moctles theoriques n'oncess de se tevelopper, si bien qu'il
existe actuellement des mocktles pour une grande vareede milieux non-lireaires : bre iso-
trope, bre ekcom, cristal photonique, etc... Un point communa certains de ces moctles se
trouve dans l'existence de solutions stationnaires issuede sysemes hamiltoniens inegrables.
Or, ces solutions jouent un réle important dans divers e etsphysiques comme les solitons ou
I'attraction de polarisation. Il est alors naturel de supposer qu'il pourrait étre ineressant de
reprendre cesetudes du point de vue des singularies hanfiioniennes.

Cette these pos®de un double objectif. Le premier est I'aelioration des techniques de
contrble en necanique quantique, et plus particulerement en RMN, grace aux techniques
du contréle optimal geonetrique. Le second consistea etudier I'in uence des singularies ha-
miltoniennes dans les sysemes physiques contrées. lorganisation de ce manuscrit cecoule
de ces objectifs. Le premier chapitre introduit les outils mattematiques recessaires a la
compehension de la suite du travail. Nous nous restreindonsa une introduction s'appuyant
sur des exemples, aucune cemonstration ne sera donree. N8 commencerons par intro-
duire le contréle optimal ggonetrique, avec notamment le Principe du Maximum de Pontrya-
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guin. Nous pesenteronsegalement les points conjugwesqui correspondenta des conditions
d'optimalie du second ordre. Ensuite nous ferons un rappé sur les sysemes hamiltoniens
inegrables pour arriver jusqua la monodromie hamilton ienne.

Le second chapitre regroupe les projets concernant le corfle optimal. Il cebute par une
introductiona la RMN, puis traite trois probemes classi ques dans ce domaine : l'inversion
simultaree de deux spins, l'inclusion des termes non-liraires dans le moctle et une rmethode
pour optimiser le rapport signal sur bruit, nommee nethod e du point xe dynamique. En-
suite, nous appliquons le PMP au probéme de transfert de ppulation dans un syseme
guantique a trois niveaux. Le but est ici de retrouver avec le contréle optimal la nethode
STIRAP, bien connue dans ce domaine.

Le troiseme chapitre traite du contréle de la polarisation dans les bres optiques. Nous
commercons par une introductiona l'optique non-lireai re, en esumant notamment les nom-
breuses approximations faites pour arriver aux equationsutilisees. Ensuite, nous montrons
comment letude des singularies hamiltoniennes permet de contréler la polarisation dans
dierentes bres optiques. En n, nous mettons enevidenc e un ptenonene d'auto-polarisation,
permettanta une onde de se polariser dans unetat bien d& ni en interagissant avec elle-méme.

Le dernier chapitre pesente I'in uence de la monodromie hamiltonienne en mecanique
guantique et en optique non-lireaire. Nous illustrons d'abord le concepta travers un exemple
issu d'un roman de Jules Verne. Ensuite, hous montrons l'estence d'une monodromie
cereralige dans le spectre vibrationnel de I'acide hypochloreux (HOCI). En n, nous don-
nons une nethode de mesure de la monodromie dynamique dansdx sysemes classiques
en optique non-lireaire : le mocele de Bragg et le nelangea trois ondes.

Ces trois anrees de recherche ont aboutia la publication es articles suivants :

Second Chapitre:

{ E. Asemat, M. Lapert, Y. Zhang, M. Braun, S. J. Glaser et D. Sugny, Simultaneous

time-optimal control of the inversion of two spin-% particles, Phys. Rev. A, 82, 013415
(2010)
Resune @ La solution de l'inversion simultaree de deux spins en tenps minimum est
pesenee. Cet article montre que l'un des deux contréles est inutile dans ce cas pecis.
L'impementation experimentale du controle est e ectu ee et compaee aux pedictions
treoriques.

{ E. Asemat, L. Attar, M. J. Penouilh, M. Picquet, A. Tabard , Y. Zhang, S. J. Glaser

et D. Sugny, Optimal control of the inversion of two spins in Nuclear Magretic Reso-
nance, Chem. Phys. 405, 71 (2012)
Resune : La solution de linversion simultaree de deux spins en erergie minimum
est pesente. Cet article donne une solution visuelle duprobeme de tir et compare
les solutionsenergie minimum et temps minimum. L'impem entation experimentale du
contrble est e ectlee et compaee aux pedictions theo riques.
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{ E. Asemat et D. Sugny, A connection between optimal control theory and adiabatic
passage techniquesPhys. Rev. A, 86, 023406 (2012)
Resune : Cet article etudie un syseme a trois niveaux avec dissipation, avec une
structure dite en . Il utilise les singularies hamiltoni ennes pour comprendre la struc-
ture du syseme hamiltonien donre par le PMP. Il montre qu' il est possible de retrouver
le processus STIRAP avec le PMP en utilisant un co0t acequa.

Troiseme Chapitre :

{ E. Asemat, S. Lagrange, A. Picozzi, H. R. Jauslin et D. Sugqwy, Complete nonlinear
polarization control in an optical ber system, Opt. Lett., 35, no.12, 2025 (2010)
Fesune : L'utilisation des tores singuliers permet de contréler @mpetement la po-
larisation d'un signal dans une bre optique isotrope. Le catréle s'e ectue via l'ajus-
tement de la polarisation d'un laser pompe avec lequel le si@l interagit de facon
contra-propagative.

{ E. Asemat, A. Picozzi, H. R. Jauslin et D. Sugny, Instabilities of optical solitons and
Hamiltonian singular solutions in a medium of nite extension, Phys. Rev. A, 84,
013809 (2011)

FResune : Une certaine classe de solitons dans les bres optiques prent des singu-
laries hamiltoniennes. La stabilie des solitons peut se pedire en observant les singu-
laries pesentes dans le syseme.

{ E. Asemat, D. Dargent, A. Picozzi, H. R. Jauslin et D. Sugny, Polarization control in
spun and telecommunication optical bers Opt. Lett., 36, no.20, 4038 (2011)
Fesune : L'attraction de polarisation est cemontee nunerique ment dans des bres
hautement birefringentes avec torsion et les bres utiliees en eecommunication. Les
tores singuliers particuliers (bitores) pesents dans ls bres avec torsion donnent nais-
sancea une attraction vers une ligne détats de polarisaion, contrairementa l'attraction
ponctuelle obsenee jusque-a.

{ E. Asemat, A. Picozzi, H. R. Jauslin et D. Sugny, Hamiltonian tools for the analysis
of optical polarization control, J. Opt. Soc. Am. B, 29, no.4, 229 (2012)
Fesune : Les cetails techniques permettant I'analyse des singulees hamiltoniennes
en optigue non-lireaire sont donres. Cet article, corcu pour di user ces outils dans
la communaut de l'optique non-lireaire, est illuste p ar leurs applications dans trois
types de bres dierents.

{ J. Fatome, S. Pitois, P. Morin, D. Sugny, E. Asemat, A. Pic ozzi, H. R. Jauslin, G.
Millot, V. V. Kozlov et S. Wabnitz, A universal optical all- ber polarizer, accept a
Scienti ¢ Reports (2012)
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Resune  : Une nouvelle sorte de polariseur est decrite. Cet apparéiest bas sur l'ef-
fet d'auto-polarisation. L'article pesente les tests exgerimentaux et les simulations
nuneriques qui con rment le bon fonctionnement de l'appareil. A cela s'ajoute un
rapide rappel de la tteorie.

Quatreme Chapitre :

{ E. Asemat, K. Efstathiou, M. Joyeux et D. Sugny, Fractional Bidromy in the Vibra-
tional Spectrum of HOCI, Phys. Rev. Lett., 104, 113002 (2010)
Resune : Le spectre vibrationnel de la mokcule HOCI est analys. L'article montre
la pesence d'une monodromie greraliee : la bidromie fractionnaire.

{ E. Asemat, C. Michel, A. Picozzi, H. R. Jauslin et D. Sugny, Manifestation of Hamil-
tonian Monodromy in Nonlinear Wave Systems Phys. Rev. Lett., 106, 014101 (2011)
Resune : La monodromie hamiltonienne est mise enevidence de faaw nunerique

dans le mockle de Bragg et le nelangea trois ondes cegere. Une nethode de mesure
dynamique de la monodromie est propose.
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Chapitre 1

Outils Matrematiques

e chapitre introduit les outils matfematiques recessairesa la compehension de la suite

du manuscrit. Le but n'est pas de donner une introduction conpéte et cetailke incluant
toutes les cemonstrations, qui peuvent se trouver dans laiterature. Nous allons plutot
rappeler les esultats importants en les illustrant par des exemples simples tout en donnant
les etrences recessaires pour approfondir le sujet.

Cette these utilise principalement des esutats relevant de deux domaines dierents, tous

deux les au formalisme hamiltonien : le contrble optimal geonetrique d'une part, et les
sysemes hamiltoniens inegrables d'autre part.

1.1 Contr6le Optimal Geonetrique

1.1.1 Introduction

La recessit de contrbler des sysemes tout en prenant @ compte les contraintes maerielles
a donre naissance a la theorie du contréle optimal. Par exemple, le contrble des trajec-
toires des satellites doit se faire en minimisant la quant& de carburant utilie, puisque
celui-ci a un co0t nancier important. Le contréle optima | se divise en deux approches :
I'approche georretrique [6] 7] 8, [9] et I'approche numerique [10,[ 1112 13,14]. Le contrble
optimal geonetriqgue consiste a esoudre le probeme d e contrdle optimal en utilisant des
outils de geonretrie dierentielle pour obtenir une solu tion analytique ou nurerique avec
une tes grande pecision. Le controle optimal nuneriq ue utilise des algorithmes ieratifs
qui convergent vers la solution optimale a partir d'une solution d'essai. Cette nethode est
gereralement moins pecise que la premere, mais elle geut traiter des probemes de dimension
bien pluselewe. Ces deux nethodes sont bases sur le Rncipe du Maximum de Pontrya-
gin (PMP ), ceveloppe sous sa forme moderne par L. Pontryagin et sescollaborateurs a
la n des anrees 50. D'abord applige en rmecanique spatide pour optimiser la trajectoire
des fuses et satellites, ces outils se sont ensuite etend a de nombreux domaines, allant
de la nancea la robotique. L'approche nunerique du contr 6le optimal a nalement et
cbveloppee en necanique quantiquea la n des anrees 80 gracea D.J. Tannor, H. Rabitz et
leurs collaborateurs [2/°3]. Depuis, de nombreux proges met e ectles au niveau treorique
et experimental [15] [16,[17]. Le contrble optimal geonetrique est apparu plus tardivement en
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1.1. Contrble Optimal Geonetrique

nmecanique quantique [18,[19/20] et ce n'est que tes ecemment que des exgeriences ont pu
valider ces pedictions [21].

Concetement, le PMP produit un syseme dynamique hamilt onien dont les trajectoires
incluent les trajectoires optimales recherclees. Plus pciement, le PMP corresponda une
condition de maximisation du premier ordre. Les trajectoires obtenues sont donc des extema-
les du probeme mais pas recessairement des optimales. Gdrajectoires optimales peuvent
étre ensuite wlectionrees soit par des algorithmes ieratifs (approche nunerique), soit par
uneetude de la structure des trajectoires (approche geomtrique). L'approche nunerique per-
met d'obtenir des trajectoires extemales pour des sysmes complexes, mais l'interpetation
physique des solutions est souvent di cile, du fait de leurs structures complexes. Enn, il
est rarement possible d'a rmer que la solution obtenue est kien la solution optimale globale
et pas un simple extremum. A l'oppos, l'approche gonetrique se limite a des sysemes
de faible dimension, donnant une solution analytique ou nuerique de haute pecision. Ce
type detude permet une compehension ne de la structure des solutions optimales tout en
donnant dans les cas les plus simples la trajectoire optimalglobale du syseme.

1.1.2 e nition d'un probéme de contréle optimal

Nous rappelons ici ce que I'on entend paprobeme de contrble optimal [22,[23,[24]. On
consicere un syseme dynamique dont letat du syseme est noe x(t) 2 R". Ce syseme dyna-
mique cepend d'un paranetre externe u(t) que I'on nommecontrole. Dans cette introduction,
nous allons nous restreindre au cas au(t) est un scalaire, mais le cas vectoriel peut aussi étre
consicke. On se donne unetat initial X et un codt C(x;u) que l'on veut minimiser durant
la dynamique. Le but consistea contréler le syseme gréce au paranetre u(t) de telle sorte
gue le cott soit minimal sur l'intervalle de temps [0 t; ]. Le temps nal t; peut étre > ou
non, selon le probeme physique. Le contréle est de fecorgererique une fonction mesurable
borree, il n'est donc pas recessairement continu :

[Ot] ! U2R.

u2U LP[Ots] :
t 70 u(t)

(1.1)

L'ensemble U est le domaine de contréle ce ni par le probeEme physique. Les fonctions
u 2 LP[OG; tf]@l valeurs dans U forment I'ensemble U des contréles admissibles L'indice p
tepend du type de colt consicee. Ces dierents points d nissent un probeme de controle
optimal, que 'on peut esumer ainsi :

8 7z &
%C(X;U)= g(x(tr)) + . fO(x(t); u(t))dt

3 = f(x(O;u() !
x(0) = Xp

(1.2)

1. LP[0;t¢] : espace des fonctions dont la puissancea l'indicep est inegrable au sens de Lebesgue.
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al x est letat du syseme, Xg letat initial, u le contréle et C(x; u) la fonctionnelle de codt.
Dans un probeme de contrble optimal tel que ¢ ni ci-dessus, on suppose que la dynamique
du syseme est egie par uneequation dierentielle ord inaire du premier ordre. On peut se
ramenera un tel cas pour un grand nombre de sysemes physiges, que ce soit en nmecanique
classique ou quantique. En necanique quantique, on contife en gereral le syseme par un
champ electromagretique externe que I'on peut moduler duant la dynamique. Le contr6le
peut alors étre soumisa des contraintes. En e et, dans le ca a1 le syseme est controé
par un champ magretique et queu repesente lI'amplitude de ce champ, on peut vouloir le
borner pour conserver une amplitude en accord avec les pobgies experimentales. Si une
telle contrainte existe et que le contréle la respecte, on itl qu'il est admissible i.e. u 2 U.
Onaalorsu(t) 2 U R, avec le domaineU ce ni par une relation du type ju(t)] A, a A
repesente I'amplitude maximale du controéle.

On note que le colt se ceccompose en deux parties, le termgx (t; ))etant le codt terminal.

Il peut servira se rapprocher d'une cible x¢ ou plus gereralementa se rapprocher d'un sous-
espace tel queg(x) = 0. Par exemple, si lesx;(t) = hx(t)jii repesentent les projections de
letat sur les dierents niveaux d'un syseme quantique , alors un co0t de la formeg(x) =1 x3

revienta amener le syseme sur le niveau 2. De méme, un aa"de la forme g(x) = x3 signi e

qgue I'on veut amener le syseme dans le sous-espace des&ael que le niveau 2 n'est pas
peupk. Notons qu'il est ainsi possible de d nir un probleme de contrble sansetat cible pecis

et que le sous-espace cible n'est pas recessairement ageable.

Le terme inegral dans le cot permet de minimiser un cotttout au long du chemin choisi.
Par exemple, on peut vouloir minimiser en permanence lengie utilie pour contrbler le
syseme. Quand le controle repesente I'amplitude d'un champ electromagretique, cela se
traduit par un codt de la forme : C(u) = gf u?(t)dt. La condition terminale et le terme
inegral ne sont pas forement pesents ensembles dans o probeme de contrble optimal, la
forme du cotlt s'adapte en e et au probeme physiqueetudie@.

Ondit gu'unetat x est accessible s'il existe un contréle permettant d'y ameer le syseme
depuis letat initial. L'ensemble desetats accessiblesc nit I'ensemble accessible

1.1.3 Le Principe du Maximum de Pontryagin

On consicere un probeme de contréle optimal tel que & ni pee@demment. Le PMP
permet de le reformuler sous une forme hamiltonienne. En e etil a rme Il'existence d'un
vecteur p et d'un scalaire regatif ou nul pp qui ne s'annulent pas simultarement, tels que I'on
puisseecrire un pseudo-Hamiltonien :

H=p f(x;v)+ po fox;v); (1.3)

al le symbole repesente le produit scalaire et v le contréle. Le vecteur p est nommne
etat adjoint ou moment conjugle du syseme. Ce pseudo-Hamiltonien produit la dynamique

2. Un probéme posedant uniquement un cott terminal est un probéme dit de Mayer. Un probéme
possdant uniguement un codt inegral est un probeme d it de Lagrange. Lequation Eq. (12}l pesente un
probéme de type Mayer-Lagrange
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Figure 1.1 { Repesentation schematique de I'espace des phasesuh probeme hamiltonien
issu du PMP. Il faut choisir le bon moment initial p(0) pour atteindre la cible.

suivante :

@1(x;v) ) @f(x;v) 4

p= @x: p @x 07@X

Notons que la dynamique de letat adjoint cepend explicit ement du colt. La recherche de la
trajectoire va donc demander uneetude de I'espace des phas de ce syseme. La forme du
contréle v est donree par la condition de maximisation :

v = arg Tz%X(H () : (2.5)

Notons que dans le caanormal (pp = 0), le contréle ne cepend pas du cott, mais uniquement
des contraintes imposes sur le contréle. La trajectoireoptimale recherctee est incluse dans
les trajectoires solutions des Eq.[(T}). Celles-ci corre@ndenta un probeéme de Cauchy, i.e.
dans le cas a la trajectoire est lisse, toutes les trajectipes de ce syseme sont enterement
e nies par les conditions initiales (x(0); p(0)). De plus, letat initial x(0) est une donree du
probéme, cela signi e qu'il su t de trouver le bon momenti nitial p(0) pour atteindre la cible,
comme le montre le sclema de la Figl_Lll. Le contréler issu de la condition de maximisation
n'est pas recessairement continu, ce qui est une des dieences essentielles entre le PMP et
le calcul des variations bas sur lequation d'Hamilton- Jacobi-Bellman.

Quand la cible n'est pas unetat pecis mais un sous-ensemle, il existe une condition
terminale, dit condition de transversalie [23], qui corresponda la minimisation du terme
g(x) au temps nal :

Pltr) = Po (16)
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Dans le cas al le temps nal t; n'est pas »e il existe une contrainte suppementaire [23] :

@
HOt )it )t ) = po g (L.7)
Comme dans la plupart des cagg ne cepend pas explicitement du temps, on en deduit que
letude en temps libre inclut la contrainte H(t) = 0.

On peut noter que le couple p; p) n'est ck ni qua une constante multiplicative pes. En
e et, consicerons (p;pp), avec > 0:

3 H
B @p : (1.8)
p

Dans le cas auipy 6 0, que I'on appelle cas normal, on peut donc normalisem a notre
convenance.

Dans toute la suite, nous nous restreignons au cas al le sgshe dynamique dcepend
lireairement du contréle. Ceci est valable lorsque I'on ©nsidere le premier ordre de l'interac-
tion d'un champelectromagretique avec la matere, ce qui constitue le cas le plus courant.
On peut alorsecrire le syseme dynamique sous la forme :

Xx=FX) +u G(x): (1.9)

Le terme F(x) est nomne ckrive.

1.1.4 Contréle non-borre : cas d'un codt enenergie-min imum

La minimisation de lenergie depense pour le contrble sera lI'un des probemes traits
dans les chapitres suivants. Nous allons donc cetailler icquelques points speci quesa ce
type de colt. Dans ce cas, le domain& est un ouvert, i.e. le contréle n'est soumisa aucune
contrainte, la condition de maximisation (L.Y) implique :

@

6{,]: 0: (110)

Un tel colt suppose que l'origine physique du contréle estelle que le care du controle
est proportionnela lenergie injecee dans le syseme. C'est typiqguement le cas lorsque le
contréle repesente I'amplitude d'un champ electromagretique. Si I'on souhaite minimiser

cetteenergie, le colt devient :
Z t
f
C(u) = u(t)2dt; (1.11)
0
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et le pseudo-hamiltonien sé&crit :
1 2
H=p F+up G Z=u% (1.12)

al po aet normali®a 3 (cas normal). En utilisant les Eq. (LI0) et (LI2) nous obt@ons
la forme du controle :u = p G et I'hamiltonien devient :

H=p F+ %(p G)?: (1.13)

Notons que si les composantes dé et G cependent de facon polynomiale de letat x, alors
il en va de méme pour I'hamiltonien. Ce genre de colt produien gereral des dynamiques
lisses, et donc des controles continus.

1.1.5 Contréle borre : cas d'un codt en temps-minimum en 2 dimensions

On se place maintenant dans le cas a deux dimensions x 2 R? [9]. Consicerons un
contréle borre par une certaine amplitude limite A. On utilise ce genre de contrainte lorsque
le contréle optimal ne doit pas cepasser le seuil de faisalie expgrimentale. Par exemple
si I'on traite un probeme en temps minimum, la solutionev idente dans bien des cas est de
prendre un controle d'amplitude in ni, ce qui permettrait d'atteindre la cible en temps nul
si cette amplitude pouvait &tre impemenee. Nous avons donc la contrainte :

jup A (1.14)

La condition de maximisation (I.5) peut alors s'utiliser directement en posantjuj = A.

Observons les conequences d'une telle contrainte dans ¢as du coat en temps minimum. Ce
dernier est tes utile lorsque la duee alloee a I'exp erience est limiee. C'est le cas lorsque
les pertes sont importantes, ou bien en imagerie par eson@e magretique, quand le patient
attend la n de la mesure. Un tel codt se traduit par :

Z t
C= dt : (1.15)
0
Ceci produit une constante additive dans le pseudo-hamiltoien, lequel peut étre reck ni
pour absorber cette constante H = H pg. En temps libre, la contrainte H (t) = 0 devient
alorsH(t) = po. Dans ces conditions, le pseudo-hamiltonien sécrit :

H=p F+up G: (1.16)

L'expression de la condition de maximisation [1.b) cependensuite du termep G que l'on
nomme fonction de switch et que I'on notera . L'in uence de la fonction de switch sur
la dynamique optimale est pesente Fig.[1.2. Si ce terme st non-nul, alors la solution est
simplement u = sign( )A. Dans le langage du contrble optimal, ce controle est uBang. Au
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contraire, si la fonction de switch reste nulle sur un intenalle alors nous avons uncontrole
singulier et le lieu de I'espace des phases correspondant se nommdidal singulier, noe S.
Ce dernier est donc ¢ ni par :

=p G=0
P : (1.17)
—=p [F;G]=0
a[F;G]=r GF r F G.llestineressant de noter que dans le cas pesent le liewsingulier
est incependant de p, i.e. il forme un sous-espace de l'espace accessible :

S = fx=det(G;[F;G]) =0g: (1.18)

De fecon eererale, il faudrait etudier la structure de | 'espace des phases, de dimension 4,
mais ici la structure importante est le lieu singulier, qui s trouve dans l'espace desetats, de
dimension 2. Nous pouvons donc limiter letude a la structure de I'espace desetats, ce qui
permet de visualiser la structure des trajectoires sur desapesentations en dimension 2. On
peut de plus obtenir I'expression du contréle singulierus en supposant que le syseme reste
sur le lieu singulier : % det(G;[F; G]) = 0. Ce qui donne :

w= [FIFGIH
*7 [G[F; Gl

(1.19)

Figure 1.2 { lllustration du réle de la fonction de switch . Elle ¢ nit un sous-espace (en
rouge) de I'espace des phases. Ce sous-espace structureiagctoires (en bleu) du syseme.
On observeegalement sur ce sctema I'in uence de la valeudu moment initial pour atteindre
une cible donree. Elle xe le temps au bout duquel la trajectoire atteint le lieu =0, ce qui
entrame un changement de signe d'un contréle Bang.
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1.1.6 Remarques sur l'optimalie des trajectoires
Synthkese optimale

Lesequations d'Hamilton issues du PMP produisent un enserhle de trajectoires parmi
lesquelles se trouve la trajectoire optimale rechercteeOn parle de trajectoire globalement

N
_0.1 Il Il Il ; Il Il Il
-0.4 -0.3 -0.2 -0.1 0 0.1 0.2 0.3 0.4
1 u
0.5 i
~
. ot .
>
0.5 | b
-1 i Il Il Il Il Il
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Temps

Figure 1.3 { Exemple simple de synttese optimale : syseme dynamigue en 2D. Létat initial
est sitte en (0;1). Tous les points de I'ensemble accessible (en blanc) peat étre atteints
par une trajectoire Bang-Bang (en bleu). Le contrble chang de signe entre les deux Bangs
(point rouge). Dans cet exemple, le lieu singulier (en poirites) ne joue aucun roéle.

optimale lorsque l'on peut montrer qu'aucune autre n'est plus e cace pour minimiser le
codt, tout en reliant letat initial a letat cible. On d it que la trajectoire est localement
optimale si elle minimise le coGt entre deux points appartenant au neine voisinage. Notons
gue certaines trajectoires du PMP ne sont méme pas localemeoptimale. Pour comprendre
totalement la structure d'un probeme de contrble optimale, il faut donc étre capable de
distinguer le type d'optimalie de chaque trajectoire. En basse dimension, on peut ainsi arriver
a connatre pour unetat initial donre I'ensemble des tr ajectoires globalement optimales pour
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chaque point cible potentiel de I'espace accessible. On délors que I'on a eali® une syntlese
optimale, dont un exemple est pesene dans la Fig.[1.3. Cet exempleest tie d'un probeme
de esonance magretique nuckaire. La physique de ce typ de syseme est traiee dans le
chapitre suivant. On observe sur cette gure que I'on peut dun simple coup d'oeil connatre
la facon optimale d'atteindre n'importe quel point : un pre mier bang nous fait longer le
bord de I'ensemble accessible vers le bas, un deuxeme Bamgrmet de plongera l'inerieur
de I'ensemble accessible. Il sut de faire varier la duee des deux sections de trajectoire
de type Bang pour atteindre n'importe quel point de I'ensembe accessible, repesent par
la egion blanche sur la gure. On note egalement que le pasage entre les deux Bangs
correspond e ectivementa une discontinuie du contréle , au tempst = 0:8 (sans unit). La
gure pesente deux trajectoires synetriques,a gauche eta droite. Le contrble corresponda
celle de gauche. On obtient le contréleequivalent de drdie en prenant le méme contréle avec
un signe oppo<.

Points de coupure

Pour connatre I'optimalie d'une trajectoire, il est bi en s0r toujours possible de propager
nurreriquement dierentes trajectoires et de comparer les colts obtenus. Mais il existe aussi
des outils geonetriqgues qui peuvent faciliter I'analyse. Ces outils sont detailes dans plusieurs
articles, livres et nemoires de these [9,14] 25]. Dans ce @moire, nous allons nous contenter
de traiter un aspect particulier de la question : la rechercle du point ai une trajectoire
optimale perd son optimalie. Un tel point se nomme point de coupureet I'ensemble des points
de coupure pour un probeme donre forme le lieu de coupureCe probeme est global et ne
possde pas de solution gererale. Toutefois, il existe me nethode pour deux cas particuliers :
les points de recouvrementet les points conjugLes.

Figure 1.4 { lllustration du principe des points de recouvrement. S deux trajectoires (en
vert et bleu) arrivent au méme point B avec la méme longueur, alors elles cessent de minimiser
la longueur par la suite car on peut construire une trajectoie brise utilisant un pont (en
rouge), qui sera plus courte.

Les points de recouvrement sont les points ai plusieurs trgectoires optimales arrivent
avec un méme cott. Par exemple, dans le cas du temps-minimy ce sont des points ai des
trajectoires de méme duee se rejoignent. Il est possiblé'associer une netrique au probeme
optimal consicee si la dynamique ne contient pas de crive. Dans le cas normal, on peut
alors montrer par une iregalie triangulaire que les traj ectoires perdent leur optimalie apes
ce point. Ceci est illuste dans la Fig.[I.4. On y observe deu trajectoires reliant le point A

9
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au point B dans un probeme de minimisation de distance. Apes s'ére rejointes au point B,
les trajectoires ne sont plus optimales. Par exemple, pourtgeindre le point D, il est possible
de construire une trajectoire briee ACD qui est plus courte que la trajectoire verteAD, ce
qui devientevident en appliquant une iregalie triangu laire dans le triangle BCD . Une telle
situation se retrouve dans des mockles courants, tels queslcontréle d'un spin % comme le
montrera le chapitre suivant.

Les points conjugles sont le esultat d'une condition du second d'ordre, qui revienta
comparer une trajectoire a des trajectoires voisines. Ce a@ncept fait I'ojet du paragraphe
suivant.

Figure 1.5 { Dans le cas d'un champ de Jacobi scalaire, la famille derdéjectoires (en bleu)
dessine une surfacea deux dimensions. Le champ de Jacobiroespond alorsa la cerivee de
cette surface selon la direction de la coordonree (en rouge). Plus cette cerivee est grande,
plus les trajectoires skloignent les une des autres, et ¢e-versa.

1.1.7 Condition du second ordre : les points conjugwes
Introduction

Lorsque la dimension du probéme est trop grande pour ealser une syntlese optimale,
on peut utiliser les points conjugLes [22,26] pour ceterniner le point au la trajectoire perd
son optimalie. Pour & nir les points conjugles, nous a vons besoin d'introduire leschamps
de Jacobi Pour cela, consicerons un ensemble de trajectoires optimles (s) qui forment
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une famille pararretee continument par . La position sur chaque trajectoire est decrite par
une coordonree curvilignes. Consicerons une trajectoire de cette famille : ;. Nous pouvons
alors & nir le champ de Jacobi :

@ (s)
@ .

=0

(s)= (1.20)

Dans une famille de trajectoires, un champ de Jacobi est donane mesure de la dierence
de comportement entre une trajectoire et ses voisines. Ceatt propree est illustee pour
un champ de Jacobi scalaire sur la Fig[[1]5. Deux points d'undrajectoire ; sont dits
conjugtes s'il existe un champ de Jacobi hon nul qui s'annule en ces deyxoints. Le tempst.
correspondant au point conjugLe est nomrre temps conjugle. Dans un probeme de contréle
optimal, les familles de trajectoires sont cke nies par destrajectoires partant du méme point
initial mais avec des moments initiaux dierents.

Figure 1.6 { lllustration du principe des points des points conjuges. Une trajectoire (en
vert) cesse de minimiser la longueur apes le premier pointonjugle car on peut construire
une trajectoire brise plus courte en utilisant un pont (en rouge) et une autre trajectoire de
la méme famille (en bleu).

Dans le cadre d'un probeme de minimisation de distance, nas pouvons comprendre que
le premier point conjugle d'une trajectoire (hors point in itial) est e ectivement un point de
coupure. Pour montrer cela, nous pouvons utiliser un raisonement similairea celui utilise
pour les points de recouvrement. Le principe est illuste dans la Fig. [I1.6. On consicere
une trajectoire localement minimale (en vert). Cette trajectoire appartienta une famille de
trajectoires qui permet de c nir le champ de Jacobi asso@ et de calculer le premier point
conjugte (le point B de la Fig.[1.8). On considere une autre trajectoire de cettefamille, qui
arrive au point B enetant plus longue de" > 0 que la trajectoire minimale. On construit
ensuite un pont (CD) tel que la longueur (CB) > ". Le but est de montrer que parmi les
trajectoires de cette famille, il en existe une telle que céé construction permet d'atteindre
le point D par un plus court chemin que la trajectoire verte. Par iregalie triangulaire nous
savons qu'il existeL > 0 ¢k ni par :

L+(CD)=(CB)+(BD) (1.21)

Appelons ; et > les longueurs respectives des chemin&BD )vert €t (ACD )piey,rouge- NOUS
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pouvons decomposer ces longueurs :

2 =(AC)+(CD)
=(AC)+(CB)+(BD) L
=(AB)vert + "+(BD) L
= ;+" L

(1.22)

Or, par continuie, nous pouvons choisir une trajectoire su samment proche de la trajectoire
minimale pour obtenir " aussi petit que I'on veut, en gardant la longueur CB) »ee. Ainsi,
pour cette trajectoire L >" , donc », < ;. La trajectoire verte n'est donc pas minimale.

Pour illustrer ce concept, nous allons consicerer deux prbemes de contréle optimal qui se
ranenenta un probeme de minimisation d'une distance sur la splrere. Le premier cas utilise
une retrique riemannienne, et il est su samment simple pour pouvoir calculer explicitement
un point conjugle. Le second cas utilise une metrique ditede Grushin, dont la complexie
demande une analyse nunerique, mais qui a l'inerét d'intervenir dans des probemes de
contréle quantique de basse dimension [18, 27].

Metriqgue de Riemann

On se place en coordonrees spleriques :

X =sin cos
y=sin sin : (1.23)
Z = COS

Nous cherchonsa decrire une particule contréee sur une splere, telle que l'interaction avec
les champs de contr6le produise la dynamique suivante :

. (

C= (U2 + ud)dt;
0

0=0; ¢c=; (1.24)

@l up et up sont les deux contrbles. Ce probeme revienta chercher és trajectoires pour
lesquelles [energie cepensee est maximale tout en attéggnant la cible. Intuitivement la solution
est un simple Bang. En appliquant le PMP, on obtient le pseudehamiltonien suivant :

uzp

H=up + —
1P Sin

1
é(u% + u3) (1.25)

Notons que nous utilisons ici une constantepy = + % positive. Cela revient a utiliser le
principe du minimum au lieu du principe du maximum, la condition (I.5) devient alors une
condition de minisation. Ce choix et le choix du codt, permétent de retrouver exactement un
probeme de minimisation de distance, comme expligLe parla suite. De plus, on ne considcere

ici que des controles eguliers. La condition de minimiséion donneu; = p et u, = ce

P
sin ?
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qui nenea I'hamiltonien minimise :

p? 1 _
= ) = E(‘Z+ 2sin® ): (1.26)

_ 1,
H—2(p+

Or, cet hamiltonien correspond exactementa la netrique euclidienne sur la sptere. En e et :

z z Z q Z q
L= ds= dx? + dy2 + dz2 = d2+d 2sin? = 2+ 2sin? dt:  (1.27)

Ainsi, la minimisation de I'hamiltonien de ce probeme corresponda la recherche des trajec
toires de longueurs minimales sur la splere. Il existe un s&s physiquea cette equivalence.
Nous venons de montrer que ce sont les mémes trajectoires igmaximisent lenergie et qui

minimisent la distance. Or, si lI'on considere une particule quievolue dans un potentiel 2D
possdant des maxima locaux (des "collines"), alors cetteparticule pourra avancer en ligne
droite seulement si sonenergie est sugerieurea tous lesnaxima du potentiel que la particule
croise sur sa route. On minimise alors le chemin parcouru pda particule en augmentant son
energie.

Maintenant que le cadre de letude est e ni, revenons aux points conjugles. Pour cela,
consicerons une famille de solutions de ce probeme. Lesadutions sont les trajectoires ap-
pekes geodesiques, illustees sur la Fig. [1.7. Chaquegeodesique corresponda une trajec-
toire particulere paranetee par 2 [0; ]. L'ensemble des geodesiques forme une famille
paranetee par 2 [0;2 ]. Notons ,( ) une de ces trajectoires, dans notre exemple les
trajectoires sont paranetriees par les coordonrees speriques standards :

8 .
> x=sin cos

():, y=sin sin ; (1.28)
" z=cos

Le champ de Jacobi correspondant pour la trajectoire = 0 se calcule avec la d nition

de I'Eq. (.20) :

/V/ 00

0
o( )= sin (1.29)
0

N < X
I

>

Ce champ s'annule aux deux poles, qui sont donc des points Bjugles pour ce probeme. Dans
ce cas particulier le pble estegalement un point de recouement, puisque les trajectoires
y arrivent avec la méme longueur. Cependant, il est ineressant d'observer qu'un faisceau
de trajectoires se recoupent au niveau du pole. Cette striare de faisceau est typique d'un
point conjugte. On la retrouve par exemple en optique, dandes courbes nomneegaustiques
Celles-ci constituent un exemple physique directement vible d'un lieu conjugie. En e et,
le trajet des rayons lumineux est solution d'un probeme deminimisation de la distance. Ce
prenonene est illuste dans la Fig. L.8]
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1.1. Contrble Optimal Geonetrique

Figure 1.7 { lllustration du concept des points conjugles sur la sgere.

Figure 1.8 { Exemple physique visuel de lieu conjugte : une caustige formee par la conjonc-
tion des rayons lumineux.
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Metrique de Grushin

Consicerons le probeme de contréle optimal suivant :

Z . (
C= dt; 0= 5
0 _= upcot 4

— W (1.30)

al la cible n'est pas c nie, le butetant de ealiser la s yntltese optimale. Ce probeme
correspond au contréle d'un syseme quantique a deux niveaux, €.g. un spin-1, en temps
minimal. En appliqguant le PMP on obtient le pseudo-hamiltonien :

H=uip uyp cot : (1.31)

Comme peedemment, on ne considere que des contrélesguliers. La condition de maximi-
sation donne :

cot
ulqu— et up= qp—; (1.32)
p? + p? cot? p? + p? cot?
ce qui produit I'hamiltonien maximige :
q__
H= p?+p?cot? : (1.33)
Cet hamiltonien corresponda la netrique de Grushin sur la splere :
Z Zp Z10 —
L = ds = d2+d 2cot?2 = 2+ _2cot? dt: (1.34)
0 0 0

En minimisant le temps total T on minimise donc la distanceL mesuee avec cette netrique.

Dans un syseme hamiltonien les trajectoires sont noees(x(t); p(t)), on peut alors & nir
le champ de Jacobi : (X; p ). Notons toutefois que le point conjugle est ¢k ni pour la
trajectoire de I'espace eel. Ainsi, seule la partie x du champ de Jacobi doit s'annuler pour
obtenir le point conjugle, on dit alors que le champ de Jacob est vertical en ce point. En
pratique, il n'est quasiment jamais possible decrire exgdicitement les champs de Jacobi, on
se contente de les propager nuneriguement gracea legation aux variations, appeke aussi
equation de Jacobi :

_ @H @H
““exepr” @’ (1.35)
o= @H y @H '
@z * exep

a H est I'hamiltonien issu du PMP. Cetteequation constitue d' ailleurs une autre facon de
k nir les champs de Jacobi. En e et, on peut trouver dans la literature [24]l que le champ
de Jacobi est par e nition une solution non-triviale de I'equation aux variations.
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Figure 1.9 { Lieu conjugte (en rouge) du mockle de Grushin pour destrajectoires partant
de = =4; =0 avec dierentes valeurs de p .

Il existe un certain nombre de esultats propres au contre optimal qui donnent des
algorithmes pour obtenir les points conjugles selon le tyg de cott. Ces nethodes sont
cetailees dans [25] (22, [23]. Nous allons pesenter le pincipe de ces nethodes, a adapter
selon le coot, les contraintes, etc. Par e nition le temps t; est un temps conjugte s'il existe
un champ de Jacobi non-trivial qui soit vertical entg et t.. On consicere une base des champs
de Jacobi verticauxa t =0 :

(xi(0)=0; pi(0)= &) avec (&)iz.n) base deR": (1.36)

Dans notre casn = 2. Il existe un champ de Jacobi verticala la fois entg et ent; >t si et
seulement si la matrice (X 1;:::; X ) est de rang inkrieurea n entc. Il sut alors de calculer
nuneriquement le determinant :

D =det( X 1;:5; Xn): (1.37)

Le point conjugle de cette trajectoire corresponda la premere annulation de ce ceterminant.
Ceci correspond au principe des dierents algorithmes. Enpratique, on eduit cette condition
a une condition moins lourde nurreriquement qui consiste a tester le rang de (X 1;::5; Xn 1)
d'une famille de champs de Jacobi tels quex (0) = 0 et p(0)? p(0). La dimension du
probeme est alors eduite de un. On peut montreregalement que cela se ranenea tester
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['annulation du determinant suivant :
D =det( x1;: Xn 1;X); (1.38)

ce qui est souvent plus ineressant nuneriqguement que le &st du rang peedent.

Revenonsa notre exemple du moctle de Grushin, en utilisahla methode cecrite ci-dessus,
nous obtenons le lieu conjugle pesene dans la Fig.[1.D.Cette gure pesente egalement
des exemples de trajectoires (trait plein noir et pointilles). Pour ces trajectoires, les points
conjugles des trajectoires en trait plein sont dans la parte haute du lieu conjugle, le point
conjugle de la trajectoire en trait pointile dans la part ie basse. On observe ainsi que les
trajectoires arrivent tangentiellement au lieu conjugie, de la méme facon que les rayons
lumineux arrivent tangentiellement sur la caustique, dansla Fig. [L.8.

1.2 Singularies Hamiltoniennes des sysemes inegrab les

1.2.1 Introduction

Tout d'abord, nous devonseclaircir les notions de globale et localie. En e et, dans la
section pe@dente nous utilisions les termes global etdcal pour quali er la solution optimale
parmi I'ensemble de toute les solutions du PMP. Dans la seatn pesente, les notions de
localie et globalie seront utiliees au sens de la geonetrie dierentielle : nous travaillons
sur des varegs, donc localement dieomorphesa R". Une grandeur & nie globalement sera
k& nie de facon univoque sur I'ensemble de la varet, c ontrairementa une grandeur c nie
seulement localement.

Cette section etudie les sysemes inegrables en necanque classique. L'importance de
ces sysemes peut se comprendre de deux maneres. Tout dord, malge la complexie du
monde eel, ces sysemes relativement simples que sont $esysemes inegrables demeurent
tes pesents autour de nous. Certains d'entre eux ont d'ailleurs permis de grandes avanees
technologiques. Le gyroscope et le spié-en sont de bons exemples : le premier a evolutionre
I'®eronautique alors que le deuxeme est une brique de bas de la mecanique quantique, avec
entre autres applications les scanners IRM dans les hopit et le stockage d'information dans
les disques durs. Ensuite, les sysemes inegrables forent souvent la premere approximation
d'un syseme plus complexe, ce qui les rend utiles dans la ppart des domaines de la physique.
Par exemple, il est possible de decrire le mouvement de la Tee autour du Soleil par un
syseme inegrable, si I'on reglige les autres corps @estes.

Ainsi, il n'est pasetonnant de constater que l'origine de e domaine date de plusieurs
secles. En e et, les premeres equations ecrites sur un syseme inegrable (qui ne portait
pas encore ce nom k) sont les ekbres lois de J. Kepler (871 - 1630) sur le mouvement des
plaretes. Un sécle plus tard C. Huygens formalise le mouement du pendule [28], un autre
syseme inegrable, et I'applique a la fabrication d'ho rloges quietaient les plus pecises de
son temps. Mais il fallut attendre le cebut du 1®me secl e pour assistera la reformulation de
la mecanique classique par W. R. Hamilton et C. G. J. Jacobi,ce qui permita J. Liouville de
ckvelopper la base du formalisme moderne des sysemes @grables. Dans une note de 1855
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[4], i montre que pour un syseme hamiltonien avecn deges de libere, la connaissance den
constantes du mouvement implique la nature quasi-geriodgjue des solutions et l'inegrabilie
par quadrature sous certaines conditions. Un tel syseme & s lors qualie d' inegrable au
sens de Liouville

La structure de I'espace nétait pas encore clairea lepoque. C'est le treoeme d'existence
des variables action-angle, dit treoeme d'Arnold-Liou ville quietablit le fait que I'espace des
phases d'un syseme inegrable est structue par des tores sur lesquels s'enroulent les trajec-
toires. Ce treoeme fut cemonte par V. I. Arnold en 1963 [29], mais celui-ci en donnait le
cedita Liouville. Pourtant, la premere cemonstrati on de ce treoeme aet e ectiee par H.
Mineur en 1935, ses articles |30, 31] ontet ensuite oulds par la communaug, qui ne les
a redecouverts que ecemment. Quelques anrees plus tardune autre pere@e mattematique
est faite dans le domaine par N. Nekhoroshev et (£paemet) J. J. Duistermaat [32] B]. lls
etudient les obstructionsa la & nition de variables ac tion-angle globales, les pe®dentes
etudesetant jusque & locales. Leurs esultats donnent naissancea la monodromie hamilto-
nienne qui est I'un des sujets detude de cette tlese. Les echerches matlematiques dans les
sysemes hamiltoniens inegrables ont ensuite continlea se cevelopper jusqua aujourd'hui
[33,34,35]. Par contre, le transfert de ces nouveaux estdts vers la physique fut plutét lent.

Il a fallu attendre 20 ans pour que les travaux de Duistermaatsoient appliges en physique,
et 10 ans de plus pour gu'ils atteignent l'optique non-lireaire.

Dans la suite de cette section, nous allons d'abord pesemr quelgues rappels sur les
sysemes inegrables, ensuite nous introduirons brevement la tteorie de la eduction sin-
gulere, en n nous donnerons quelques esultats de monodomie hamiltonienne [36,[33].

1.2.2 Lesequations de Hamilton

La dynamique d'un syseme hamiltonien est decrite, par de nition, par lesequations de
Hamilton que I'on peutecrire localement sous la forme :

@H  _ @H
@p et p= @x (1.39)

)(_:

a x 2 R" est letat d'un sysemea n deges de libere et p 2 R" son moment conjugte.
L'hamiltonien H (x; p) contient ainsi toute la dynamique du syseme. Notons que ette forme
desequations n'est valable que si les coordonreesx(p) sont localement e nies sur la varee
constitlee par l'espace des phases. Dans certain cas il esteressant de consicerer un plon-
gement de cette varee dans un espace plus grand. Pouredre lesequations de Hamilton
dans ce nouvel espace, nous avons besoin d'introduire lesochets de Poisson qui sont ¢ nis
localement sur la varee :

X @g@y @9@g,

— . 1.4
@x@p @p@x (1.40)

fo1;,000=
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On peut alors eecrire lesequations de Hamilton :
x=fx;Hg et p=fp;Hg (1.41)

Ces crochets de Poisson peuvent étre calcués pour des Vables dans I'espace dans lequel on
fait le plongementa partir des variables locales. La nouvéle forme desequation de Hamilton
est alors donree par lequation (L.41)). Un exemple d'un td plongement sera donre en cktail
dans le chapitre 3. Les crochets de Poisson permettentegament de caraceriser les constantes
du mouvement :

K=0 , f Ki;Hg=0 (1.42)

On dit alors que K Poisson-commuteavecH , ou bien de faconequivalente : K est invariant
sous le otdeH.

1.2.3 Les variables action-angle et les tores

Un syseme Hamiltonien qui possde autant de constantes d mouvement que de deges de
libere est inegrable au sens de Liouville. Le treoem e d'Arnold-Mineur-Liouville, en gereral
appek treoeme d'Arnold-Liouville, donne un criere pour ceterminer si un syseme est
inegrable. La premere version, mise au point par Liouville, se concentre sur l'inegrabilie :

Thkeoeme de Liouville : Un syseme dynamiquea n deges de libere est inegrable si
et seulement si ce syseme poseda constantes du mouvementK; en involution.

Le fait gqu'elles soient en involution signi e qu'elles Poisson-commutent entre-elles. Au-
trement dit, pour tout ( i;j ), la grandeur K; est constante le long du ot deK;. La version
d'Arnold compete cetenon@ en a rmant I'existence loc ale des variables action-angle :

Theoeme de d'Arnold-Liouville : On suppose l'existence des constantes du mou-
vement en involution (K 1;:::K,) et on appelle application energie-moment :

EM :(q;p 7' (Kq;::Kp) (1.43)

Si (K71;:::; K3) est une valeur eguléreﬁ de EM telle que I''mage Ein, de EM (K71 Kh)
est un compact, alorsEj,, est dieomorphea un tore T". De plus, si on note (;l;) les
coordonrees canoniques Iocal&sur ce tore, alors les actiond; sont des constantes du mou-
vement.

Notons que le tore auquel fait eerence ce treoeme estun tore egulier, comme celui de
la Fig. [[.I0 (a). La ce nition du tore utiliee ici est cell e de la topologie : un toreT" est le
produit caresien de n cercles unie. Si I'on relaxe I'hypottese de egularite de K7;::5; Kh),
alors les structures qui apparaissent ne sont plus des torasguliers, comme nous le verrons
plus loin.

Nous allons maintenant caractriser ces variables anglection. Pour cela, dans toute la

3. Regulere au sens de la gonetrie dierentielle : la  forme dierentielle dEM est de rangn.
4. (q; p) sont canoniques si et seulement si la forme symplectique pend la forme ! = dqg” dp.
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Figure 1.10 { Exemples de tores de dimension deux (tore¥?) plonges dans un espace de
dimension 3. Ces tores illustrent les tores singuliers queon peut trouver dans un espace
des phases de dimension 4. Un tore egulier (a) est la structre quiemerge du treoeme
d'Arnold-Liouville. Les tores singuliers comme le tore sinplement pin@ (b) ou doublement
pin@ (c), le bitore (d) et le tore enrouk (e) sont des structures de l'espace des phases qui
correspondent aux valeurs non eguleres de l'applicationenergie-moment.
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suite nous nous restreindrons au cas = 2 (espace des phases de dimension 4), qui permet une
illustration plus visuelle des concepts exposes. Consirons un tel syseme inegrable, suppo-
sons de plus qu'il est conservatif. Dans ce cas I'hamiltonieest une constante du mouvement,
et le teoeme pe@dent nous dit qu'il en existe au moin s une seconde, que nous hommerons
K, telle quefH;K g=0. L'espace des phases est cecrit par les variables conjuees (g ; pi).

Il nous sut ensuite de trouver un changement de variable tel que les nouveaux moments
secrivent en fonction des constantes du mouvement P;(H; K ). Le syseme dynamique aura
alors la forme :

P.= 0
_@H_ (1.44)
Q‘i_ @?_ ||(H,K)

Notons que les nouvelles variable®; possdent donc la dimension d'uneenergie diviee par
une pulsation, ce qui corresponda la dimension d'une actin.

Figure 1.11 { lllustration d'une base possible ( 1; ») des cycles sur un toreT 2.

Pour aller plus loin nous devons introduire la notion decycle. Considerons un tore T2
plong dans l'espace des phases de dimension 4, sur lequel cgeroule la dynamique. Sur ce
tore, un cycle est un parcours ferme que I'on ne peut eduirea un point par une dceformation
continue. Deux cycles sontequivalents s'il est possible d passer du premier au second par
une ceformation continue. Pour un tore T2, I'ensemble des cycles nonequivalents forment
un groupe alelien IibreH dont une base est repesente dans la Figl_L.T1. La loi intene de ce
groupe est la concaenation de deux cyclesi.e. on parcourt chacun des deux cycles une fois.

Consicerons ( 1; 2) la base des cycles gereee par les ots de [1;12). Ce sont les cycles
repesenes dans la Fig.[I.11. Par & nition l'action 11 est constante sur le cycle 1 et ce cycle
peut étre paramnetrie par I'angle 1. Nous avons alors :

| z,

|1d 1= |1d 1:2|1Z (1.45)
1 0

5. Un groupe alelien est un groupe dont la loi interne est commutative. Il est libre s'il posde une base,
i.e. une partie B telle que touteement du groupe skcrive comme combinai son lireairea coe cients entiers
d'un nombre ni delements de B.
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Ce qui nene directementa : |

1
1= 2— |1d 1- (146)
1

. . H . .
Comme » ne varie pas sur ce chemin nous avons l,d » =0, ce qui permet décrire :

I x

|1 = i |kd K- (1.47)
2 Lk
Puis, avec la formule de Stokes :
27
1 X
1= — d|kd K (1.48)
2 Sy

RR
al S; est une surface dont le bord est le cycle;. Or, les grandeurs s, dld  sont des
invariants canoniques de Poincae, donc :
1 7 X
I, = > dpcda: (1.49)

Sl k
Ce qui permet nalement de ¢ nir les actionsa partir des ¢ oordonrees de cepart :

|
1
li = > (prday + p2dcp): (1.50)

Y

\

\/\
wm

/\/

Figure 1.12 { Repesentation sctematique de l'espace des phasedu pendule a une di-
mension. On y observe trois types de trajectoires : les trapoires cycliques (en noir), les
trajectoires ouvertes (en vert) et la ®paratrice entre les deux zones (en rouge).

1.2.4 Les tores singuliers

Jusqu'ici, nous avons traie le cas egulier du treoem e d'Arnold-Liouville. Si I'application
energie-moment n'est pas egulere au point (H;K ) consicee, alors ce point se rebve dans
I'espace des phases sur une structure qui n'est pas un toregulier. Cela peut-&tre par exemple
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un point, un cercle ou un tore singulier. Des exemples de tosesinguliers sont pesents dans
le Fig. [1.10. Cette gure pesente en (b) et (c) un tore pince et un tore doublement pine. Ce
type de tore corresponda un tore egulier dont un des rayons devient nul sur le "pincement".
En (d) nous avons un bitore qui corresponda deux tores egudiers coles lI'una l'autre le
long d'un cercle. En (e) nous avons un tore enrouk. On peuté voir comme un tore egulier
enrouk sur lui-méme, mais il faut gardera l'esprit qu'i | s'appuie sur un cercle de recollement,
comme le bitore. Pour le visualiser plus facilement on peutansicerer un bitore que I'on aurait
sectionre, tordu puis recole. Ce faisant, le cercle de reollement du bitore reste intact mais
les deux tores eguliers qui le composaient sont eunis erun seul tore enrouk, deux fois plus
long. Ces tores sont les principaux tores singuliers d'un gmce des phases de dimension 4.
On peut obtenir les autres en composant ces principes. Par erple, dans le chapitre 4 nous
verrons un bitore enroue.

Par abus de langage, nous appellerons parfois tore singuli¢outes les structures sin-
guleres de I'espace des phases, notamment les cercles,iqte et spleres.

Ces tores singuliers jouent un role peponderant dans lacaracerisation des trajectoires
de l'espace des phases. En e et, ce sont les seules structurpsi possdent des trajectoires
de periodes in nies. lls correspondenta la gereralisation des sparatrices pesentes dans les
sysemesa un dege de libere. On peut voir un exemple de sparatrice dans la Fig. [1.12.
Ces trajectoires tiennent leur nom du fait qu'elles sparet I'espace des phases entre les zones
contenant des trajectoires fermees et les zones de trajecires ouvertes. Le lecteur doit étre
prudenta ce sujet, car on peut trouver dans la literature physique I'a rmation que toutes
les valeurs singuleres menenta des trajectoires qui ®€parent I'espace des phases de cette
manere, quelque soit la dimension. Or, si les tores singigrs sont bien des gereralisations
des sparatrices, ils ne tklimitent pas forement des zames de I'espace des phases contenant
dierents types de trajectoires. La propree fondamen tale des sparatrices, que les tores
singuliers possdent, c'est la periode des trajectoiresgu'elles portent. On observe dans la
Fig. L.I2 que les paratrices relient des points xes (gesenes en rouge), on en ceduit
que la eriode de cette trajectoire est in nie. De méme, les tores singuliers posedent des
points xes pour au moins une partie des deges de libere cdu syseme, et les trajectoires
sur ces tores qui relient ces points entre-eux ne peuvent dfler, i.e. la periode est in nie.
Plus peciement, les parties singuleres des tores,e.g. pincements ou lignes de recollement,
correspondenta des points ou les 1-formegH et dK sont colireaires. Il est toujours possible
d'introduire les variables (x1;X2;J) via une transformation canonique telle que le syseme
est cecrit par les variables (x1;X2;K;J ) avec K et J les moments conjugles respectifs de;
et x». Nous avons .

dH = @dx1+ @_'dx2+ @_'dK + @_'dJ
@x @x @K @J : (1.51)
dK = dK

Il vient donc imnediatement que la colirearie de dH et dK entraine %} =0 etdonc xp =0.
Ainsi, on peut trouver une transformation canonique qui introduit des variables telles que,

sur la partie singulere d'un tore singulier, au moins un des deges de libere est constant.
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Ceci est valable pour tous les tores singuliers : tore pingtore enroug, bitore, etc. La periode
assocee aux trajectoires qui passent par ces points est imie. En conclusion, tous les tores
singuliers incluent des trajectoires de periode in nie, mais cela ne veut pas dire que toutes
les trajectoires sur les tores singuliers sont de ce type .BCette dernere propree est valable
uniquement pour les tores pin@s. En e et, sur les tores pines toutes les trajectoires sont
obligees de passer par le pincement et donc toutes les tragtoires sont de periode in nie. Ce
prenorrene est illuste dans la Fig. I.13]

Figure 1.13 { Exemples de trajectoires sur les tores. Une trajectoé oscillante s'enroule sur
un tore egulier. Une trajectoire non-oscillante relie les pincements d'un tore singulier.

Il est souvent utile d'avoir une vue globale de la epartition des valeurs singuleres de
I'applicationenergie-moment. Pour cela nous ¢ nissons le diagrammeenergie-moment dont
les deux axes correspondent aux valeurs d€ et H. Chaque point de ce diagramme correspond
a un tore de l'espace des phases complet. On peut ainsi reper aiement la position des tores
singuliers dans l'espace H;K ). Un exemple d'un tel diagramme pour le pendule splerique
est pesene dans la Fig. [[.1I4. On observe une singularg isoke en rouge qui corresponda
un tore singulier. La zone grise correspond aux valeurs egleres.

Un tel diagramme ne donne pas la nature du tore singulier (pie, enrouk, etc ...) pour
obtenir cette nature il faut passer par une eduction singulere qui fait I'objet de la section
suivante. En pratique il n'est pas toujours ineressant de faire toute la eduction. Parfois la
position des tores singuliers dans le diagrammeenergie-oment est plus ineressante que la
nature des singularies. Dans ce cas b, il est possible deonstruire le diagramme energie-
moment sans passer par la eduction. En e et, les points singliers de I'espace des phases,
i.e. les pincements et lignes de recollement inclus dans les taresinguliers, correspondent
par c nition aux points critiques de l'application ener gie-moment. En calculant ceux-ci il
est possible d'obtenir la position des tores singuliers damle diagramme sans connatre leur
nature. Concetement il faut donc chercher les points pourlesquels les 1-formedH et dK ne
sont pas lireairement incependantes. Dans un espace deshases de dimension 4 cela revient
donca obtenir les valeurs deH et K telles que la matrice :

0 1
@ o

@x
0 .
% 1 E X (1.52)

0

2

gogese

24



Chapitre 1. Outils Matlematiques

N g

Figure 1.14 { Repesentation sctematique du diagramme energiemoment du pendule
splerique. Ce syseme contient un tore singulier, qui gereralise la sparatrice du pendule
a une dimension.

soit de rang 1. Cette chute de rang peut facilement étreetulee nuneriqguement.

1.2.5 Beve introductiona la eduction singulere
Reduction

La eduction singulere peut &tre abordee comme un simple changement de variables qui
utilise une constante du mouvement pour eduire la dimenson du probeme. Le nouvel espace
des phases ainsi obtenu s'appelledspace des phases eduitUne introduction matrematique
rigoureuse de ce pro®c peut se trouver dand[33].

Consicerons un syseme hamiltonien inegrable avec 2 deges de liberge, donc un espace
des phases de dimension 4. On notkl (g;p et K(q;p, I'hnamiltonien et la constante du
mouvement. Grace au formalisme action-angle nous savonsulil est formellement possible
de trouver un changement de variable tel que la dynamique sbieduitea une combinaison
de trajectoires circulaires. Le but est d'obtenir une dynanique eduite dans laquelle une
de ces trajectoires circulaires aet enlewe. Plus peciement, consicerons les coordonrees
( 1; 2;K;J)telles que ; et ; soient les angles conjugles des actionk et J. Le champ de
vecteur sur lequel repose le ot deH sécrit dans ces coordonrees :

L@, @,,.@, @,
XH - @ @1 @1@ + @ @2 @2@ ’ (153)

al les (@) sont une base de I'espace tangent. Or, par construction, familtonien ne dcepend
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pas des angles ; et », ce qui nenea :

Xy =11@, +! @, ; (1.54)

al !'; sont les pulsations assocees aux angles;. Or, @, et @, sont respectivement les
vecteurs sur lesquels reposent les ots dK et J. Cette decomposition du vecteur Xy met en
evidence le fait que la trajectoire est bien le esultat des in uences distinctes des deux actions,
et qu'il devrait donc étre possible de travailler dans un sais-espace de l'espace des phases a
ces in uences sont cecoupkes. La eduction singulere consistea mettre enevidence un tel
sous-espace, qui est alors appek espace des phases gdin ¢ereral la forme de la constante

du mouvement K est bien plus simple que celle déd ce qui incitea faire la eduction par
rapporta K. Le sous-espace ainsi obtenu ne contient plus I'in uence d& sur la dynamique.

C'est pourquoi nos nouvelles coordonrees qui cecrivent & dynamique dans l'espace des
phases eduit doivent étre invariantes sous le ot de K. Nous introduisons dans ce but les
polyndémes invariants que nous noterons (o; 1; 2; 3). Ces variables n'ont pas de raison
d'étre en gereral des polyndbmes, mais comme nous congrckrons par la suite uniqguement
des sysemes esonants, ce seront toujours des polynénsedans ce memoire. Par construction,
ces polynébmes sont invariants sous la dynamique di :

i=f i;Kg=0: (1.55)

Ce syseme dynamigue n'est pas celui de cepart, c'est se@ment I'expression de I'in uence de
K sur le syseme etude. Pour obtenir I'expression des polynémes invariants, le plus simple
consistea cetailler lequation (1L55)] Celle-ci est en gereral su samment simple pour que les
constantes du mouvement soientevidentes. L'une d'entre kes est bien-strK lui-méme, que
I'on note souvent g.

Figure 1.15{ Deux exemples d'intersection entre les surfaces dnies par I'espace des phases
eduit (en rouge) et I'hamiltonien (en bleu),a ( H;K ) constant. Ces exemples sont ties de
letude de sysemes en optique non-lireaire, cf. Chapitre 3.
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On peut montrer [33] que ces polyndbmes invariants sont relé entre eux par une relation
polynomiale :

Pi( o 15 25 3)=0; (1.56)

al P1 est un polyndbme. Cette relation ¢t nit un espace des phase eduit de dimension 3

plonge dans l'espace des phases de cepart. De plus, on peagalement montrer [33] que
sous certaines conditions les polyndémes invariants chagsforment une base de l'alggebre des
polynémes invariants. Or, dans la plupart des cas I'hamilbnien H est lui aussi un polynéme.
Comme il Poisson-commute aved , il estegalement un polynéme invariant sous le ot de

K. On peut donc exprimer I'hamiltonien en fonction des polyrdmes invariants :

H="Px 0 15 25 3): (1.57)

Pour etudier la nature d'un tore pecis, on xe le couple ( H;K ) qui & nit ce tore. Les
deuxequations (I.58) et (I.54) decrivent alors deux surfacesa deux dimensionsa l'intersec-
tion desquels se trouve la dynamique eduite qui correspod au toreetude. Il sut ensuite

de tracer ces deux surfaces pour connatre la nature du toreEn e et, si l'intersection est
dieomorphea un cercle, alors le tore est egulier, puis que le produit caresien de ce cercle
avec celui produit par le ot de K donne un tore egulier. C'est typiguement le cas dans
I'exemple pesent dans la Fig.[I.13a gauche. Il se peutegalement que l'intersection soit un
cercle pine, donc homeomorphea un cercle mais pas dieomorphe. Un exemple d'une telle
situation est donre par la Fig. [.168. Dans ce cas, chaque poi egulier de l'intersection se
rekve encore,via le ot de K, sur un cercle dans l'espace des phases complet. Par contre,
pour les points non-cerivables de l'espace des phases mit, le ot de K est eduita un
point. lls se rekvent donc sur des points dans l'espace degshases complet, formant ainsi les
pincements des tores pin@s, comme le montre la Fig.1.16. &la méme facon, si l'intersection
est un huit comme dans I'exemple de la Figi_L.15a droite, alcs le tore correspondant est un
bitore.

Il est ineressant de remarquer que cette etude, en plus dedonner la nature du tore
singulier, permet souvent d'obtenir analytiquement lesequations des bordures du diagramme
energie-moment. Ceci n'est pas toujours possible en se liitanta letude des points critiques
de l'application energie-moment.

1.2.6  Monodromie hamiltonienne

Les variables action-angle introduites par le treoeme dArnold-Liouville ne sont bien
k nies que localement. Il est naturel de se demander dans gelles conditions nous pourrions
les ck nir globalement. Uneément de eponsea cette g uestion aet appore par N. Nekhoro-
shev et J. J. Duistermaat [32,5]. lls ont monte qu'une obstructiona l'existence de variables
action-angle globales peut étre decrite gracea la noton de monodromie. Dit simplement, la
monodromieetudie le comportement d'une grandeur lorsquélle parcourt une boucle dans un
certain espace.
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Figure 1.16 { lllustration de la relation entre I'espace des phasegduit (en bas) et le tore
dans I'espace des phases complet. L'intersection entre $§pace des phases eduit et la surface
hamiltonienne est repesente en pointiles. Les points derivables de I'espace des phases eduit
se rebvent, via le ot de K, sur des cercles dans l'espace des phases complet. lls fontne
ainsi la partie egulere du tore singulier. Les points non-cerivables se rebvent sur des points,
en formant ainsi les pincements du tore. Cet exemple providnde letude de la bre optique
isotrope ealie dans le chapitre 3.
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Dans le cas de la monodromie hamiltonienne, cet espace esimage de l'espace des
phases par l'application energie-moment,i.e. I'espace {H;K ) repesent dans le diagramme
energie-moment. Dans cet espace, nous e ectuons une boucle long de laquelle nous sui-
vons la ceformation continue d'une base des cycles d'un tae ( |; b). Apes avoir parcouru
cette boucle nous observons les cycles obtenusflc ;), la matrice de monodromieM dkcrit
levolution des cycles :

f i
fo=m (1.58)
2 2

S'il existe un parcours ferme dans l'espace ifl; K ) tel que cette matrice n'est pas l'identie,
alors la monodromie est non-triviale et il ne peut exister devariables action-angle globales.
Ceci est directement lea la pesence des singularies. Par exemple, une boucle qui entoure
une singularie isoke va produire une matrice de monodranie dierente de l'identit.

Figure 1.17 { lllustration de l'angle de rotation sur un tore egu lier. Les ots de K et H
apparaissent respectivement en vert et bleu. Le ot deH recoupe celui deK au bout d'un
temps T, & nissant ainsi I'angle de rotation .

La base des cycles pesenee dans la Fig. 1.11 est geree par les ots des actions [1; 1)
qui ce nissent le tore. Il est donc naturel qu'un e et s'appl iquant sur les cycles puissent
egalement se cecrire en terme d'e et sur les angles assoes ( 1; 2)a ces actions. Revenons
a un tore egulier e ni par ( H;K ). Supposons queK est une variable action, dont l'angle
assoce est . Son ot engendre un des cycles de la Fig_1.11, choisissong pour illustrer le
processus sur la Figl”LI7. En greral, I'hamiltonien H n'est pas une variable action et son

ot ne va donc pas engendrer directement ;. En e et, au bout d'un tour sur le tore, le ot
se sera cecak d'un angle = (T) (0) mesue selon la direction du ot de K, comme le
montre la Fig. [L.I4. Le tempsT requis par le ot de H pour recouper le ot de K se nomme
le temps de premier retour I'angle se nomme I' angle de rotation Ces deux grandeurs ne
tependent que des valeurs deH et K. Elles permettent de c nir les champs de vecteurs :

2
X]_ = —XK
- ; (1.59)
Xo = —Xk + TXH
al —= !k la pulsation assocee au ot de K. Ces champs de vecteurs grerent des ots

periodiques par construction. lls engendrent une base desycles que I'on note (1; 2). L'in-
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uence de la monodromie sur cette base peut alors directemetre traduite en in uence sur
. Par exemple, si la matrice de monodromie prend la forme :

M = (1.60)

alors, apes avoir e ectte une boucle dans l'espace ;K ) topologiqguement equivalente
a la boucle utilie pour calculer cette matrice, l'angle de rotation subit un decalage de

= f i =2 . Par exemple, la forme de la matrice dans lequation [I.60)peut
étre obtenue sur un parcours qui entoure la singularie dela Fig. [[.14. Cette singularie
correspond en l'occurence a un tore pin@. Cela signi e g tout parcours entourant cette
singularie produira le méme decalage de 2 . De méme, tout parcours n'entourant pas la
singularie produit une matrice identie et donc = 0. La robustesse de cet e et est une
conequence de sa nature topologique.

De facon eererale, si la matrice de monodromie est l'idenie, on dit que la monodromie
est triviale, ce qui estequivalenta = 0. A l'oppo, Si la matrice de monodromie n'est
pas l'identie, alors la monodromie est non-triviale, ce qui estequivalenta 6 0. Histori-
guement, la monodromie a d'abordet mesuee sur des sysimes possdant des singularies
isokes. Dans ce cas est un multiple de 2 et les coe cients de la matrice sont dansZ, on
parle alors de monodromie standard. Ensuite, ceci aet grerali®a des sysemes possedant
des ensembles continus de singularies. Dans ce cas peutétre une fraction de 2 et les
coe cients de la matrice appartiennenta Q. On parle alors de monodromie gereralise.

Plus de cktails sur la monodromie hamiltonienne, incluant des exemples physiques, sont
donres dans le chapitre 4.
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Chapitre 2

Contréle quantique

2.1 Le contréle quantique

e contréle quantique [20,[37] est une discipline qui vise a ontroler letat de sysemes
L guantiques via un paranetre externe, e.g. un champ electromagretique appliqe au
syseme. Les premeres exgeriences de contréle quantjue remontenta la naissance de la
necanique quantique, au cebut du secle dernier. A cette epoque le contrble nétait pas
un but en soi, mais un moyen de mettre enevidence des e ets fatamentaux. Cétait par
exemple le cas dans l'experience de O. Stern et W. Gerlach et922. lls appliquaient un
champ magretiguea des atomes d'argent, ce qui a permis laatouverte du spin. Le contrble
des sysemes quantiques s'est ensuite cevelope avec lea nement des mockles et la mise
au point de nouvelles technologies. Parmi celles-ci, les pmeresa evolutionner le domaine
du contréle quantique furent le contréle de spin par esmance magretiqgue nuckaire (RMN)
de Felix Bloch et Edward Mills Purcell en 1946, et la premere ealisation expgerimentale
du laser au cebut des anrees 60. Des les anrees 70, le lasea et appliqe au contrble
de mokcules en phase gazeuse, originellement dans le bue c¢asser ®lectivement certaines
liasisons mokculaires. Des avanees theoriques imporantes ont eu lieu dans les anrees 80,
notamment quand D.J. Tannor, H. Rabitz et leurs collaborateurs [2, [3] ont applige au
contrble quantique les outils matlematiques de la theorie du contréle optimal.

De nos jours, le contréle quantique est une discipline tes vaste, incluant le contréle par
laser de la dynamique de mokcules en phase gazeuse, la @gmnce magretique nuckaire
(RMN), les jonctions Josephson dans les supraconducteure contréle de photons en cavie,
le contrble des ensembles de spins dans les ferromagraties, etc. Ces domaines possdent
eux-mémes de nombreuses applications, allant de l'inforation quantique a l'imagerie par
esonance magretique, en passant par le contréle des mctions chimiques.

Dans ce manuscrit, nous allons nous concentrer sur la RMN, & une bréve excursion
dans le contrble mokculaire, en utilisant le contréle gtimal gonetrique comme nethode
de controle. Nous commencerons par pesenter la physiqud'un syseme de RMN. Ensuite
nous traiterons trois probemes de contréle : l'inversion simultaree de deux spins, la synttese
optimale avec un terme non-lireaire, dit radiation-damping, et le probeme du point xe
dynamique en imagerie par esonance magretique (IRM). Enn, nous revisiterons le proces-
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sus de contrble mokculaire STIRAP en faisant la synttese des outils du contrble optimal
geonretrique et des singularies hamiltoniennes.

2.2 Introductiona la esonance magretique nucéaire

2.2.1 De la acouverte du spin au scanner IRM

La RMN [B8] [39] est bage sur l'existence et la compehensin d'une propret des par-
ticules eementaires : le spin. Cette propree pureme nt quantique aet mise enevidence
pour la premere fois par l'exgerience de Otto Stern et Walther Gerlach en 1922. lIs en-
voyaient un jet d'atomes d'argent dans un champ magretiqueintense et observaient que le
jet se scindait en deux faisceaux distincts, selon letat ¢ spin de chaque atome (%). La
description treorique du spin fut introduite quelques anrees plus tard par Paul Dirac. Un
grand nombre d'applications et d'avan®es theoriques cecoulent de cette cecouverte. L'une
d'entre elles est I'e et de esonance magretique nuckaire, decouvert par Isidor Isaac Rabi en
1936, sur une exgerience proche de celle de Stern et GerlacBix ans plus tard, Felix Bloch
et Edward Mills Purcell ealisent simultarement et inde pendamment les premeres mesures
RMN par induction magretique. Les appareils de RMN modernes fonctionnent encore sur ce
proec. La méme anree Bloch introduit desequations p fenonenologiques pour decrire les
exgeriences en phase liquide,equations que nous utiligens dans ce manuscrit.

Dans les anrees qui ont suivi les mesures se sont perfectimes, a la fois grace aux
nouvelles grerations d'appareils eta l'introduction de concepts novateurs. La premereetape
marquante de cetteevolution est l'introduction de la spedroscopie RMN par transfornee de
Fourier en 1964 par Richard R. Ernst. Ceci a permis d'obtenirles structures spatiales des
moekcules, ce qui a fortement contribte a la diusion de la RMN en chimie. La seconde
etape correspond au developpement de l'imagerie par e®nance magretique (IRM) par Paul
Lauterbur et Peter Mans eld en 1973. Ceci a ceboucte sur l'introduction et la di usion de la
RMN en nedecine, les scanners IRMetant desormais peseits dans tous les grands hépitaux.

Le domaine de la RMN a continteaevoluer, sur le plan treo rique et exgerimental. Dans
le milieu des anrees 80, plusieurs groupes ont ceveloppsimultarement l'imagerie rapide
par point xe. En 1986, Steven Conolly et ses collaborateurautilisent pour la premere fois
la theorie du contréle optimal pour mettre en forme des chanps de contréle en RMN [40].
Le contrble optimal s'est ensuite di ue progressivement dans la communaue de la RMN,
notamment grace au ceveloppement de l'algorithme GRAPE par Navin Khaneja, Ste en
Glaser et leurs collaborateurs[[41, 42,713,743, 44]. En n, epremiers esultats exgerimentaux
utilisant les trajectoires singuleres du contréle optimal geonetrique [21] sont publes en 2010.

La RMN est particulerement ineressante du point de vue du contréle optimal, car
c'est un domaine qui autorise la mise en forme exgerimenta des controles avec une grande
pecision [14]. En e et, les contréles les plus courts sontde I'ordre de la milliseconde alors que
le circuitelectronique de mise en forme eagit sur un temps caraceristiqgue qui varie entre la
nanoseconde et la microseconde.
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Figure 2.1 { Repesentation sctematique d'un spectronetre pour des exgeriences RMN en
phase liquide.

2.2.2 Le moctle physique
Principe d'une exgrience de RMN

Une experience de RMN en phase liquide, telle qu'illustee sur la Fig.[Z1, peut étre
ckecrite de facon macroscopique ou microscopique. Du poinde vue macroscopique cela re-
vienta consicerer la dynamique de l'aimantation d'unec hantillon de taille macroscopique.
Du point de vue microscopique une experience de RMN manipwd les spins% de certains
noyaux atomiques. Dans ce cas la dynamique est egie par lagoanique quantique. Il est
possible de cemontrer lesequations macroscopigues, disequations de Bloch a partir de la
dynamique quantique. Les deux mockles sont donc compétment equivalents. Nous allons
nous contenter de decrire la physigue macroscopique d'undl syseme parce que I'extension
non-lireaire que nous ferons par la suite se base elle ausgir un raisonnement macroscopique.
La cemonstration quantique se trouve dans plusieurs livres et treses [38,45/14].

L'aimantation, ( en anglais ""'magnetization™), correspond au champ maggtique interne
que possde un matriau en eactiona l'application d'u n champ magretique externeB :

M = —B; (2.1)

al  est la susceptibilie magretigue du materiau et sa perneabilie magretique, deux
grandeurs qui caracerisent la eaction du matriaua | 'application d'un champ magretique.

Dans une experience de RMN, deux champs magretiques sont nincipalement mis en
oeuvre. Le premier que I'on noteraBy, est un champ xe tes intense oriene selon l'axe O,
du laboratoire. Il cause la pecession du vecteur de magréésation M autour de l'axe Oz a
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la pulsation ! g = B g, avec le facteur gyromagretigue du noyau consice. Par exempe,
on a pour 'hydrogene =2 42,57 Mhz/T. Dans les appareils modernes, ce champ est
produit par une bobine supraconductrice refroidiea I'te lium liquide. Pour le spectronetre le
plus puissant existant actuellement [46], ce champ est de 28 Tesla. L'in uence de ce champ
sur l'aimantation est illustee sur la Fig. ZZ] Ce champetant constant, il est naturel de se

A
A

T |l

Y

Figure 2.2 { (gauche) : E et du champ constant B sur l'aimantation dans le egrentiel du
laboratoire. (droite) : E et du champ de controle et de lec arta la esonance sur I'aimantation
dans le ekrentiel tournant.

placer dans un etrentiel tournant pour simplier let ude de la dynamique. En pratique,
nous devons souventetudier dierents spins dont les fe quences de esonancéﬁ dierent les

une des autres. Cette dierence de la fequence de esonace peut provenir d'une dierence

dans I'environnement chimique ou des inhomogereies des champs magretiques, dont nous
parlerons dans la section (2.1.4). Il est donc impossible étre simultarement en esonance
avec les dierents spins. On choisit alors un e€rentie | tournanta une pulsation ! . tel que
lecarta la esonance ! =1, !4 estnon-nul. Le deuxeme champ, que l'on noteraB1, est

le champ de contrble, qui se trouve dans le planx;y). C'est un champ oscillant de pulsation
!

B1 = Bu(t)cos(t )& + Byy(t)cos(t + )g: (2.2)

On choisit ! tel que le champ ne soit pas oscillant dans le regere tournan: ! = ! . Dans ce
regere tournant, I'aimantation pecesse autour de B;. De plus, lecarta la esonance produit
un mouvement de rotation autour de I'axe O,. Si B est nul et ! non-nul, 'aimantation va
tourner autour de O,. Au contraire, si B1 est non-nul et ! est nul, I'aimantation va tourner
autour de B;. Le cas gereral est une combinaison des deux mouvements. égi est illuste
dans le cas d'un champ constanB; = Bty sur la partie droite de la Fig.[Z2. Ce champ de
contréle est produit par deux petites bobines qui produisat un champ d'amplitude variable,
jusqua 10 4 T.

Ensuite, il faut mesurer l'aimantation. Pour cela, on arréte le contrble, et on mesure
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la variation de courant produite par le mouvement de l'aimartation dans les bobines qui
servaient au contrble. Les bobinesetant faites pour des ltamps dans le plan &;y), on ne
peut mesurer que le signal transverse. Pour mesurer la compante sur O, il faut d'abord
appliquer un contréle qui anene lI'axe O, dans le plan ;). Le cetail du processus de mesure
est traie dans la section (2.1.3). Une repesentation s¢dematique du spectronetre utiliee pour
les experiences esume ces dierentes informations surla Fig. 2.1

Lesequations de Bloch

Pour mockliser levolution de I'aimantation, on utilise lesequations de Bloch :

8
dM
% - Mz My
dm
dm
- mZ: LyMyc+ My
@ (y;ty)= (B1x;B1y). Notons que cette equation est conservative, le vecteut reste

a la surface d'une sptere, appeke sprere de Bloch En pratique, il existe une dissipation
sur l'axe Oy, egie par un coe cient Tq, qui cecrit le retoura lequilibre thermodynamique
induit par I'environnement. Plus peciement, l'agitat ion thermique des noyaux entraine des
uctuations dans le champ magretique qu'ils produisent. Ce champ magretiqgue avec uctua-
tions d'origine thermiques in uencea son tour lI'aimantat ion de lechantillon en la ramenant

a lequilibre thermodynamique. Il existe egalement une dissipation transverse, egie par un
coe cient Ty, qui ne peut pas se ccrire de facon macroscopique. En e etjl corresponda
la decolerence induite par les interactions entre le spiretude et les spins voisins. Les inter-
actions microscopiqgues sont elles-méme extrémement cqbexes puisqu'elles cependent des
positions des spins voisins, qui varient d'un type de mokalea l'autre, et qui varient dans une
méme mokculea cause des mouvements de pliage et de tomi de la mokcule. En ajoutant
ces termes dissipatifs, lesequations de Bloch deviennent

8
dMX MX
=1 | =
%dt WMz My
dMmy My
—= I'yM M - ; 2.4
§ dt X z X T2 ( )
sz_ MZ Mo
e T MMy T

al Mg = (0;0;Mg) repesente lequilibre thermodynamique. Les paranetres T, et T, sont

ereralement compris entre quelques dizaines et quelque milliers de millisecondes. Par
exemple, pour lI'eau nous avondl, = T, = 2500 ms, pour le liquide @ebrospinal T; = 2000

ms et T, = 300 ms. Notons que ces paranetres sont soumisa la contraite 2T;  T».

Danslecasau! y = ! =0, la coordonree x est cecoupke des deux autres ce qui nmene
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Figure 2.3 { (gauche) : In uence de la dissipation sur la dynamique e l'aimantation pour
dierentes conditions initiales dans le plan (y;z). Le contrble esta zro, ainsi que lecart
a la esonance. Les coe cients dissipatifs sont en unie arbitraire, de haut en bas : (T1 =
10, T, = 2:5), (T1 =2:5;T, =2:5) et (T, = 1000; T, = 2:5). (droite) : In uence d'un controle
constant sur la dynamique de l'aimantation. Les coe cients dissipatifs sont, de haut en bas :
(T1 =10; T, =0:33), (T1 =10; T, = 0:47) et (T; =10; T, = 2:5).
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a une dynamique dans le plan My;M;). La dynamique se ranene alorsa :

dMm M
y — I M, y
dt To . (2.5)
dMZ — M MZ MO )
dd ¥ T

Cesequations seront notamment utilies dans la sectionsur le probeme du point xe dy-
namique. Elles permettent de visualiser simplement I'in uence de la dissipation sur la dy-
namique, comme nous pouvons l'observer sur la Fig.2.3. Toat les trajectoires pesentes
partent de la sphere de Bloch. La egion grise est physiquenent interdite, en e et la dissi-
pation a pour e et de eduire le rayon de la sptere de Bloch. Dans le panneau de gauche,
on consicere un contréle nul, pour observer I'e et de la dissipation. Dans ce cas, toutes
les trajectoires nissent par retournera lequilibre th ermodynamique (Q 1). Dans les pan-
neaux de droite, on consicere un contréle constant non-nlu Dans ce cas, les trajectoires
sont attiees par un point xe qui cepend des paranetres d issipatifs et de I'amplitude du
contréle constant impo. L'ensemble des points xes posibles est repesent par l'ellipse
noire, que lI'on nommelieu de colirearie . Notons que dans le panneau de droite, certaines
trajectoires sont pseudo-geriodiques, et d'autres non-griodiques. Ceci se comprend aiement
en consicerant lequation suivante, obtenuea partir de lequation (Z.5) :

d?M,

dt? ’

1
F(—+ )Y+ (124 _— WM, +

2.
Ty" dt (2.:6)

Nous obtenons des trajectoires pseudo-periodiques ou apiodiques selon le signe du discri-
minant de cetteequation :

1 1
= 12 2 4 2.7
x G T 1. (2.7)
Dans le cas d'un contréle constant! , = ! o le signe de ne cepend que des paranetres

dissipatifs, comme le montre la Fig[2.4.

Extension non-lireaire due au radiation-damping

Nous avons brevement expligle peedemment que le signal mesue correspond au cou-
rantelectrique produit dans les bobines par levolution de l'aimantation. Or, si un courant
electrique parcourt une bobine, il cee un champ magretique, lequel vaa son tour modi er
la dynamique de I'aimantation. Cet e et indirect produit un a mortissement du signal mesue
(en anglais radiation damping) qui n'est pas souhaitable en gereral dans les expgerienes.
On doit tenir compte de cet e et lorsque I'amplitude du contrdle est teselewe ou lorsque
les especes pesentes dans lechantillon ont une eporse particulerement forte. Cet e et est
connu depuis les cebuts de la RMN [47] mais il constitue ena@ aujourd'hui un sujet de
recherche actif [48,49[°50] car il peut &tre un obstaclead mesure ou un outil de contrble
suppementaire selon les cas.
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12

10} D>0 1

D<0
D>0

1w, T,)
(o]

0 2 4 6
1U(w, T))

Figure 2.4 { Signe du discriminant en fonction des paranetres de dissipation T1 et T».
La zone grise est interdite par la contrainte Z;  To».

Nous rappelons ici la demonstration pesente dans [47,[ 5] qui donne les termes non-
lireairesa rajouter dans lesequations de Bloch pour decrire cet e et. Introduisons pour cela
les coordonrees spteriques :

8

3 My = M sin cos'
5 My = M sin sin’
" Mz = M cos

Supposons que l'aimantation pecesse autour de l'axé, :

8

3 Mx=M sin cos(t )

5 My = M sin sin('t ) : (2.8)
" Mz = M cos

Consicerons la bobine de mesure orienee selorOy. En supposant que la sectionA de la
bobine est susamment petite nous pouvonsecrire le ux du champ comme = A My.
On consicere constant en premere approximation, la tension induite dans la bobine sécrit
dans le repere tournanta la pulsation !

Us = N:I—tz NA oM sin : (2.9)

avec N le nombre de spires de la bobine. Leénergie correspondantdissipee par e et Joule
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est :
_ (NA oM sin )2
- 2R ’

E; (2.10)

al R est la esistance de la bobine. De plus, lenergie magreique de lechantillon sécrit :

_ V( oM + By)?
0

E = VMBgcos +V oM?2+ VB3= g; (2.11)

avec V le volume de lechantillon. Supposons maintenant que la sele variation denergie
provient de l'e et Joule dans la bobine de mesure :

dw . d _ (NA o!M sin )?
— = MVB — = ; 2.12
dt oSN Gt 2R (2.12)
Nous obtenons ainsi I'amortissement de l'angle :
d sin
— = : 2.13
i r (2.13)

avec ; le taux d'amortissement. On en ceduit les termes non-lireaires des equations de
Bloch :

8
dMyx _ ' M, M My MxM,
dt y A ‘Mo
dm M MM
—dty = ! xMz M X T—zy yMOZ (214)
r
§ sz M. Mo MX2+ MVZ
- = 1 ,My+!,M +
dt y@mxem Xy T Mo

Nous avons ici des termes polynomiaux d'ordre deux qui prog@nnent de lechange denergie
entre lechantillon et le maeriel de mesure. Notons que ces termes ne sont pas dissipatifs. En
e et, si I'on ne consicere que les termes non-lireaires nos avons :

djnrj? _
dt

0: (2.15)

Normalisation

Pour faciliter la manipulation desequations il est pef erable de les normaliser. Les unites
des dierentes grandeurs sont :

[M]= Am 1!

[t]=s

[Ti]=s : (2.16)
[r]=s

['i]=rad:s !
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On commence par diviser lequation de Bloch parMg, ce qui rend sans dimension les compo-
santes de l'aimantation. Ensuite on choisit une pulsation & etrence ! ¢ pour normaliser
les contréles et lecarta la esonance. Dans le cas al ke controle est borre, on prend! ¢ egal

a cette borne. Cela nous donne les grandeurs adimensionas suivantes :

Nt
X= —
||V|0
t0= - ref t
2
21
U = I
- ref
2
et T2 (2.17)
2
! ref T
2 1
- ! ref
K = 2
ref r
Lesequations de Bloch prennent nalement la forme suivante :
8
3 X= X y Kkxz + uyz
5 y = y X Kyz uyz : (2.18)
T z= (L 2+ k(PH YR upx+ gy

Par la suite nous utiliserons sysematiquement cette forme desequations.

2.2.3 Le processus de mesure

Le principe d'une experience de RMN se cecompose en deux @ses : une phase de controle
qui visea exciter lechantillon, et une phase de mesure pair collecter le signal produit par
cette excitation. C'est cette deuxeme phase que nous allas decrire ici en cetail. La mesure
du signal est e ectwee par les bobines dans le etrentieldu laboratoire. Pour decrire ce signal,
nous introduisons (X;Y;Z) les coordonrees normaliges de l'aimantation dans le rgere du
laboratoire, elles sont lees aux coordonrees dans le repe tournant par les relations :

X = xcos( (t) ysin(!(t)
Y = xsin(! ;t)+ ycos( (t) : (2.19)
Z=12

Quand la mesure cebute, le syseme se trouve dans un certaietat initial %y = ( Xo; Yo; Zo),
dierent de lequilibre. Pendant la mesure, la dynamique libre ranene le syseme vers lequilibre.
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Si I'on ne tient pas compte du terme non-lireaire, la dynamique libre prend la forme :

8

3X= X Yy

SY= Y x (2.20)
z= (1 2

On remargue que dans cesequations la composanteest cecoupke des autres. Nous pouvons
donc traiter paement la mesure de la composantez. Concentrons nous d'abord sur la
mesure des composantes transverses. Pour cela, nous inttosons les coordonrees polaires :

X = CO0s
. (2.21)
y = sin

Dans ces coordorees, la dynamique libre transverse devien

Figure 2.5 { (gauche) : Trajectoire oscillante dans le e€rentiel du laboratoire. (droite) :
Spectre obtenu apes la transformee de Fourier de la trajectoire oscillante . On obtient ici un
seul pic car on ne consicere qu'une seule espece chimiquarec un seul spin.

- : (2.22)
Cesequations s'inegrent directement :
( )= oe ' x(t)= oe ‘cos( t+ o)
(2.23)
M= t+ o y()= oe 'sin( t+ o)

Létat initial que I'on cherchea connatre via cette mesure est donc cecrit par ( o; o). La
composante enX dans le eferentiel du laboratoire secrit alors de la facon suivante :

X(@t)= oe ‘'coslot+ o) ; (2.24)
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al ! g estla fequence de esonance, telle que = !, ! . Consickrons maintenant la variable
complexeX = o€ %e téd' ol Les spectrometres actuels incluent une part de traitemen du
signal qui produit directement la transfornee de Fourier du signal. Les grandeurs (g; o)
sont ainsi plus facilement accessibles. La transformee dEourier de X a la forme suivante :
VA
TR(X)=  X(t)e " dt
it o) (2.25)
2+ (1 1g)?

o€ °(A + iB)

o€ ©

Si on consicere l'inegration numerique sur un interval le connu ( ;! ¢) de la partie eelle de
la transformee de Fourier du signal mesue, nous savons qeelle doit étreegalea :

Z Z Z
Re(TF(X))= o(cos g A sing B) : (2.26)

R R
Comme A et B sontdes constantes qui ne cependentque de ! g, ! et! ¢, nous obtenons
o en cherchant nuneriguement la correction de phase . telle que :

Z A
cos(o+ o) A sin(g+ ¢ B)=0 : (2.27)

Ce qui donne nalement : R

A
o = arctan RE c

R (2.28)
Be(TF(X)) p

T cosg A sing B

Ce processus permet d'obtenir la position transverse de limantation dans une experience
de RMN. Ceci est illuste sur la Fig. qui montre la trajectoire de I'aimantation ( X (t))
et le spectre obtenu apes la transfornee de Fourier Re(THX')). Une des consqguences est
gu'il est impossible de suivre exgerimentalement une tragctoire. Pour avoir un point d'une
trajectoire, il faut lancer cette trajectoire l'arréter a u temps voulu, faire la mesure. Pour
avoir les points suivants de la trajectoire il faut donc relancer la trajectoire et l'arréter a
dierents temps. Pour obtenir la position en z, on doit d'abord appliquer un contréle qui
amene quasi-instantarement la composantez dans le plan transverse, avant d'appliquer le
processus cecrit pour les composantes transverses. En e gla pesence du champ magretique
vertical By empéche toute mesure sur cet axe. Ce qui explique gu'il n'yiapas de bobine de
mesure orientee selonz, cela laisse egalement de la place pour le tubea essai quioatient
lechantillon en phase liquide, comme le montre la FigiZ1
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2.2.4 E et de l'inhomogereie des champs magretiques

Jusqua pesent nous avons consicee que les champsBj et B etaient homogenes ce qui
n'est pas vrai en gereral. L'e et des inhomogereies es t traie en cktail dans plusieurs livres
de ekrences et manuscrits de trese [14/3B[ 52]. NotongX;Y;Z) les coordonrees spatiales
de la mokcule dans lechantillon. L'inhomogereie d e By fait que, pour une méme espece
chimique, la fequence de esonance sera cecake contiument en fonction de la position
de la mokcule dans lechantillon. Cela entraine donc unedistribution continue decarta la
esonance ( X;Y;Z). Lesequations de Bloch deviennent :

8
3 x= X (XY;Z)y kxz+ uyz
S Y=Y ( X;Y;Z)x kyz uxz (2.29)

z= (1 2)+ Kk(x®+y? uyXx+ ugy

al lecarta la esonance est une fonction des coordonnees spatiales. Cette condition ren-
dant lesequations extrémement di cilesa manipuler dan s le cadre du contréle optimal, on
discetise en gereral cette distribution spatiale. Cel a revienta consicerer N spins avecN
fequences de esonance dierentes. Pour que le contr@e soit bien applicable experimentale-
ment, on s'assure que celui-ci ne contienne pas de fequees plus grandes que le pag de
la discetisation. On travaille alors sur le controle simultare de N spins, ce qui signi e que
nous avons le méme champ de contréle pour led spins. Physiguement, comme entraine
une rotation autour de I'axe O, lesN spins vont tournera des vitesses dierentes autour de
I'axe en l'absence de controle. Cette inhomogereie a donc pour e et de desynchroniser les
dierents spins de lechantillon, i.e. les spins qui partent tous du méme point se retrouvent
etaks dans le plan transverse. L'aimantation moyenne transverse diminue d'autant plus vite.
D'une certaine facon cela revienta consicerer un syseme e ectif dont la dissipation trans-
verse est plus forte. Ainsi, une facon moins compéte maisplus egere de moctliser cette
propree consistea prendre un coe cient de dissipatio n e ectif T, tel que T, < T,. Cette
approche possde cependant une pecision limite.

Le champ de contrble estegalement inhomogne en pratiqe. Concetement, cela signi e
que lintensie du contrble percu par un spin va varier selon sa position a l'inerieur de
lechantillon. Cet e et peut étre mocklie par un facteu r a(X;Y;Z) au niveau des controles :

X = X y kxz+ a(X;Y;Z)uyz
y = y X kyz a(X;Y;Z)uxz : (2.30)
z= (1 2z2)+ k(x®2+y? a(X;Y;Z)uyx + a(X;Y;Z)uxy

"W AW 00

La gestion des inhomogereies demeure un probeme ouvet. Desetudes theoriques et exgerimen-
tales [562,[53] ont permis d'obtenir des controles robustesgisa-vis des inhomogereies de By,
mais les solutions nuneriques obtenues sont di cilesa interpetera cause de la complexie
de leur structure.
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2.3 Inversion de deux spins 1/2

2.3.1 Motivations

La £quence d'inversion consistea amener l'aimantationdu p6le nord au péle sud de la
sptere de Bloch. Du point de vue quantique cela revienta paser un spin de letat fondamental
a letat excie. Cette quence est I'une des deux fquences les plus courantes en RMN,
la deuxeme etant une rotation de =2 utiliee pour amener l'aimantation de lequilibre a
lequateur de la sptere de Bloch. La fquence d'inversio est utilie dans la nethode usuelle
de saturation [21], i.e. pour amener l'aimantation d'une espece chimique a 2ro, comme
illuste sur le sckema de gauche de la Fig.[2.6. Cela consie a faire une inversion puisa
laisser agir la dissipation verticale, egie par le coe cient T,1. Or, l'espece etudee se trouve
souvent dans un solvant qu'il faut donc saturer pour eviter d'obtenir un signal indesie,
la saturation est donc une fquence utili®e tes couramment. Un autre exemple standard
d'utilisation se trouve en IRM, pour augmenter le contraste [54] entre deux esgeces quand les
paranetres T, des deux especes sont tes dierents. On applique une inwersion pour les deux
esfeces, puis on laisse la dissipation agir. La vitesse ddsdipationetant dierente pour les
deux especes, les aimantations se eparenta l'inerieur de la boule de Bloch, ce qui aneliore
le contraste entre les deux especes dans I'image nale, come le montre le sctema de droite
de la Fig.[2.8.

Figure 2.6 { (gauche) : Methode standard de saturation d'un spin, on applique un bang
pour atteindre le p6le sud de la sprere de Bloch, puis on laise la dissipation agir jusqua ce
gue le syseme atteigne le centre. (droite) : Methode pouraugmenter le contraste entre deux
especes, quand le paranetreT, est tes dierent. Chaque espece subit une inversion pour

atteindre le pole, puis la dissipation £pare les deux esges.

Comme indige dans le paragraphe peedent, une facon de traiter l'inhomogereie du
champ B consiste a consicerer un grand nombre de spins avec des egts a la esonance
dierents. Ce probeme aet traie nuneriguement po ur un grand nombre de spins [[58],
mais sans eelle compehension de la structure complexe wl contrble obtenu. Nous allons
ici esoudre le probeme de linversion avec seulement dax spins en utilisant les outils du
contréle georretrique, dans l'icee d'obtenir une meill eure compehension physique du syseme.
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C'est une premereetape vers uneetude qui prendrait en compte un plus grand nombre de
dimensions.

De plus, c'est egalement une nethode qui permet de contréer simultarement deux
spins dierents d'une méme mokcule. Par exemple, pour laetate de nethyle de formule
CH3COOCHS3, les deux groupes d'hydrogenes n'ont pas le méme envirorament chimique,
et donc leurs fequences de esonance sont dierentes. (est cette mokcule qui sera utilise
par la suite pour tester les contréles obtenus.

2.3.2 Pesentation du syseme

Nous consicerons deux spins dont les ecarts a la esonarce sont noes 1 et 5. En
utilisant la normalisation de la section pedente, I' equation de Bloch sécrit sous la forme :

0 1 0 1 0 1 0 1
X1 Y1 0 z1
Y1 1X1 71 0
z 0 X
1= + Uy y1 + Uy ! : (2.31)
X2 2Y2 0 22
Y2 2X2 Zo 0
4} 0 y2 X2

En utilisant un egrentiel tournanta la fequence ( 1+ 2)=2, on peut transformer ce
syseme en un syseme a les deuxecartsa la esonance sont opposs. Par la suite on gardera
donc 1= et 2 = . Le but est de transkrer simultarement les deux spins de leur
equilibre thermodynamique (0;0; 1)a leuretat excie (0 ;0; 1) avec un controled = (Uy; Uy)
commun.

On introduit ensuite les coordonrees spleriques :

8 -
2 X = rsin cos
. Y = rsin sin ;
"z = rcos
pour eecrire lequation peedente :
0 1 0 1 0 1 0 1
r 0
4 0 sin 1 cos 1
cot 1 cos cot 1 sin
* = + Uy LR ey, N o (2.32)
ra 0 0 0
2 0 sin » cos »
=2 cot 5 cos , cot 5 sin o

La coordonree radiale ne joue ici aucun réle, nous l'omettons donc par la suite. Remarquons
que ces coordonrees possdent l'inconwenient de ne pastfe bien d nies aux péles, qui sont
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pourtant le point initial et le point cible du probeme de co ntréle. Par la suite, tous les
arguments qui utilisent la valeur de ces coordonrees aux pies sous-entendent une e nition
de cette valeur par continuie des trajectoires. De plus, toutes les simulations nuneriques
sont faites en coordonrees caresiennes.

On & nit les vecteurs Fy, Fx et Fy tels que cetteequation puisse secrire vectoriellement:

2.3.3 Inversion de deux spins en temps minimum

Nous regardons d'abord le probeme en temps minimum, avec m contrble borre : j4j 1.
Le probeme de linversion en temps minimum d'un seul spin aec unecarta la esonance
et un seul contrble est traie dans [12]. Par synetrie, cda permetegalement d'inverser deux
spins si on ne consicere qu'un seul controle. En e et, dansdquation (Z3I), si uy = 0,
prendre un deuxeme spin tel que » = 1 revient simplementa prendre x = x. Dans
cette section, nous allons montrer que le deuxeme conti® ne permet pas d'aceerer la
dynamique, de sorte que la solution optimale pour un seul cdrble estegalement optimale
dans le cas greral comportant deux controles.

Le pseudo-hamiltonien issu du PMP sécrit :

H=(p, P.)
ux(p,sin 1+ p,cot 1cos 1+ p,sin o+ p,cot ,cos 2) (2.33)

+Uy(p,cO0s 1 p,cot ysin 1+ p,cos 2 p,cot psin )

La condition de maximisation donne ensuite I'hamiltonien maximis :

H=(p, p,)+I(p?+ p%+cot? 1p? +cot? ,p?,

+2cos( 1 2)(pP1p2+ p 1p2cot ;cot ) ; (2.34)

+2sin( 1 2)(picot ,p, pacot 1p )2

al les controles ontee remplaes par leurs formes donrees par le PMP dans le cas egulier.
On suppose ici et pour toute cette section que les contrélesinguliers ne jouent aucun réle,
i.e. le syseme ne reste pas sur la surface ¢ nie parp Fx = p Fy = 0. Cette hypotrese est
justiee par le fait que les singuleres ne sont gererig uement pas optimales dans les probemes
avec deux contréles ou plus[55]. On peut noter les réles sptriques joles par 1 et ,. Cette
synetrie sera utilisee par la suite. On noteegalement que cet hamiltonien ne cepend que de la
dierence 1 , et pas de la somme. Pour mettre en valeur cette synetrie nougppliquons
un changement de variable canonique :

1
( + = l+2 2p+: E(p1+p2)
; (2.35)

1
-1 2 Cp= E(pl pz)
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&t ni via la fonction greratrice :

1 1
F2:§p1(++ )+§p2(+ )

et les relations :

@ . _ _ @f @& . @f

P."@, ' P @ ' '"@p ' ? e

Comme I'hamiltonien ne cepend pas de ., son moment conjuge p , est une constante du
mouvement. De plus, au temps initial on ap , = p , = 0. En e et, on peut \eri er avec une
transformation canonique quep = xpy Yypx. Comme le syseme est initialement en (Q0; 1),
la constante p , est donc nulle. L'hamiltonien prend la forme :

H=2 p +[p%+p%+(p% +p® )cot? 1+cot? )+2p p,(cot®> 1 cot® )
+2cos (pipz2+cot gcot o(p?, p*))

+2sin (p,(picot 2 p,cot 1) p (picot o+ p,cot 1))]¥?
(2.36)

Nous allons maintenant caraceriser les trajectoires exemales solutions du probeme de
controle optimal dans le but de montrer que le deuxeme cotrole est inutile et qu'on peut
donc eutiliser les esultats connus sur l'inversion avec un seul contréle [19]. L'icee est de
montrer l'existence d'un etrentiel tel que :

8

3 Xa(t) = Xa(t)

L Va0 Ya(0) (2.37)
Zy(t) = Zo(1)

Ce etrentiel est k& ni par un angle de rotation tel que X = R( )x:

8

5Xi=cosxi siny

BYi:sinxi+cosyi : (2.38)
" Zi =z

Dans ce etrentiel la dynamique secrit :

Xq = Y1+ Z1Uy Xo= Yot ZoUy
Ys = X1 Z1Uyx et Y= Xo ZoUx ; (2.39)
Z3 = YiUx XUy Zy = YoUx  XoUy

avecUy = uycos + uysin et Ux = uycos uy sin . Avec la synetrie de lequation
(Z.37), nous pouvons poselYs = Yy, ce qui nous donne directementUyx = 0. Un des deux
contréles est nul. Il nous faut donc montrer que la synetrie (Z.37) existe dans ce syseme.
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Plus peciement, nous allons montrer qu'elle existe pou une trajectoire qui relie les deux
poéles.

D'abord, nous allons montrer legalie de la coordonree z. Pour cela, montrons que Si
l'inversion est ealisee par une trajectoire alors les rdations suivantes sont satisfaites :

8t2[0tr], p,()=p,(1) et ()= o) ; (2.40)

avec ts la duee du contréle. Pour montrer cette propree, sup posons que le péle sud est
atteint par une extemale et on suppose de plus qued > 0, ce qui est toujours possible en
evitant certaines valeurs des moments initiaux. Nous avors alors au point nal :

w(te) = 20t)= 1  alty)= 2(tr)=0; p =0 : (2.41)
De plus en cktaillant lesequations d'Hamilton on obtient :

(

_}Z(pl'i'COS p, p sin cot 2):p6

P (2.42)
2=(p,tcos p, p sin cot 1)= Q
avec
Q=p? + p%+ p? (cot® 1+cot? )
+2cos (pip2 cot jcot op® ) (2.43)

2sin p (picot o+ p,cot 1)

En soustrayant les deuxequations [2.42) et en utilisant lacondition (2.41]) on arrive nalement
a:

(P.(tr) P,(t)A cos (t))=0 (2.44)

Il sutdonc de montrer que cos  (tf) = 1 contredit nos hypotreses. En utilisant lequation
(2.42) et la condition 4 = — =0 nous obtenons :

(

sin cot ,= + cos
P 2= P P2 (2.45)
p sin cot 1=p,+cos p,

gue nous einjectons avec la condition cos (t;) = 1 dans lequation (Z.43}, ce qui donne :
Q= (P, +p,)* : (2.46)

La seule possibilie estQ(ts) = 0, ce qui impliqgue H = H (t) = 0. Cela contredit I'hypotrese
H> 0.
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Nous venons de montrer que :

wte) = 2(tr) et p (tr)= p,(tr) (2.47)

Il sut ensuite d'utiliser la synetrie de I'hamiltonien po ur en deduire que cette relation est
vrai pour tout t 2 [O;t].

Nous venons de montrer legalie sur z, il reste les deux autres. Pour les obtenir, com-
mercons par remarquer que les esultats obtenus induisenque .+ est constant. En e et, en
utilisant lesequations d'Hamilton :

H
_F:@?—p: 2p (cot? 1 cot’® ,)+4p, cos cot 1cot ;
' . P
+2sin (p,cot , p,cot 1)]= Q (2.48)
Le deuxeme terme de cette somme est nul parce que la constanp , est nulle. Les deux

autres sont nulsa cause de la synetrie que I'on vient de damontrer. On ¢ nit les nouvelles
coordonrees X7, telles queXi.2 = R( 4+ =2)X7:2, ce qui nous donne :

8 8
o 1 2 o 2 1
%Xl—sm 1 €OS( 5 ) %Xz—sm 5> COS( 5 )
Y =sin ; sin(———2) €t Y, =sin 5 sin(—>—21) (2.49)
3 2 3 2
Z]_ =77 ' Zz = 2y

Ce qui nene directement a la synetrie voulue. Nous avons donc monte qu'il existe un
ekrentiel dans lequel un des deux contréles est nul. Lasolution optimal avec un seul contréle
est doncegalement la solution optimal avec deux contréls, ce qui nétait pasevident a priori .

Apes avoir monte que I'on peut se ramenera un seul contréle, nous pouvons utiliser les
esultats pesenes dans [L9] 57]. Ces articles donnentnotamment la solution analytique en
temps minimal pour l'inversion dans ce type de syseme. C'st une solution de type \Bang-
Bang" dont les caraceristiques ne cependent que de lecarta la esonance et de la borne
sur le controle. Ce contréle est pesene sur la Fig.[Z1 Nous allons rappeler brevement les
formules cemontees dans [19,[57], que nous avons utilses pour tracer la Fig.[27.

Commercons par introduire = arctan(1=). Le nombre de switch N satisfait les
contraintes :

— 1 N —+1 : 2.50
La duee d'un Bang interne, i.e. tous les bangs sauf le premier et le dernier, se calcule en
fonction de la duee du premier bangt;a partir de la formule :

sint;

LI 2.51
cost; + cot 2 (2.51)

v(ti)= +2arctan
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Figure 2.7 { Controle \Bang-bang" globalement optimal pour l'inv ersion de deux spins en
temps minimum, avec les trajectoires correspondantes. Ldignes correspondent aux esultats
treoriques et les points aux esultats de I'exgrience meree par lequipe du Pr. Glaser a
Munich [56].
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Chapitre 2. Contréle quantique

Pour obtenir la duee du premier et dernier bang il faut intr oduire les fonctions :

(t) = 2arccos sin? vt) cos(2) cos vt
2 2 (2.52)
(t) = 2arccos(sin( )cos( )(1 cos()))
Nous avons ensuite deux cas. Si lequation suivante posse deux solutions €1;t>) :
2
0 (2.53)

alors (t1;t») correspondent aux duees du premier et dernier bang. Ce gufait deux solutions
possible : soitt; est la duee du premier bang, soit celle du dernier. De pluslesequations
suivantes ont chacune une solution :

2(t) , - o 20 _

(t2) ) (254)

Les solutions {3;t4) de cesequations produisentegalement deux trajectoires possibles, telles
que la duee du premier bang et du dernier bang sont egales mtre elles, et valent t3 ou
t4. En tout, cela fait donc quatre trajectoires possibles, doh il faut comparer les duees
nurreriqguement pour avoir la trajectoire globalement optimale.

Dans notre cas, la Fig[2.¥ est trace avec =4 ce qui donne ure trajectoire de typets.
Plus peciement, cela donnet; = t; = t3 = 0:4535 (= 0:59 ms) avec une duee des bangs
internes deT =0:7914 (= 1 ms).

Cette solution aek tesee exgrimentalementa Munic h dans lequipe de S. Glaser[[58].
L'experience aet ealie en utilisant les protons d es parties OCH3z et OOCCHj3 de
l'actate de nethyle. lls gererent deux pics £paes de 966 Hz dans un spectronetrea 600
MHz. Lécarta la esonance est donc de 483 Hz, et le cont®le est choisi tel que lI'amplitude
maximale soit quatre fois plus faible :! nax = 120:75 Hz. Les paranetres dissipatifsT, et
T, mesues exerimentalement, sont respectivement de 85s et 014s. La duee du controle
etant de l'ordre de la milliseconde, nous pouvons e ectivenent regliger la dissipation. Les
esultats des experiences sont pesenes sur la Fig.[ZZ. Nous constatons un tes bon accord
avec les pedictions threoriques.

2.3.4 Inversion de deux spins enenergie minimum

Nous allons maintenant reprendre cetteetude mais avec unadt de typeenergie. De plus,
comme nous voulons comparer la structure du contréle avecetui obtenu en temps minimum,
nous nous restreignonsa un seul contrble et nous xons la dee totale du contréle a la
duee obtenue dans la section peedenteT = T, . Comme nous consicerons toujours le cas

= nous savons gracea la synetrie du syseme que si le contrle permet l'inversion pour
le premier spin alors le deuxeme spin subiraegalement ue inversion mais avec8t; x »(t) =
x1(t). On peut donc se contenter détudier un seul spin. Le syseme de depart se eduit
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2.3. Inversion de deux spins 1/2

alorsa :
0 1 0 1

0o 1
X y 0
%)LE:% xg+u%> zg : (2.55)

0 y
En appliquant le PMP dans le cas egulier, nous obtenons le peudo-hamiltonien :
12 .
H=( xpy ypJ)+ulyp: zp) zu” ; (2.56)

puis on maximizeH pour obtenir le controle :

ut)=yp, zpy : (2.57)
On obtient nalement I'hamiltonien dont la dynamique conti ent les trajectoires extemales
du probéme :
1
H=( xpy yp)+ 50 zp)* (2.58)
Il sut maintenant de trouver le vecteur initial §(t = 0) tel que l'inversion soit e ectwee

au temps nal : z(T) = 1. Pour cela, nous allons commencer par introduire de nouvels
coordonrees spleriques :

8

3 X =cos

5 y=sin cos : (2.59)
" z=sin sin

Ces coordonrees ont l'avantage detre bien c nies aux ples. L'hamiltonien et le controle
deviennent :

H=( pcos p sin cot )+ %pz et ut)=p : (2.60)
Nous cherchons donc les couplep((0); p (0)) tels que sin (T)sin (T)= 1. Nous avons la

chance de pouvoir tracer la surface @ nie par la distancea la cible en fonction des moments
initiaux, ce qui nous donne une vision globale du probeme.Onecrit la distancea la cible
x2+y2+(z+1)2%pourt=T.

q
Cette surface est trace Fig[Z8 pour p? + p? < 5. On observe que les solutions possibles

se epartissent sur deux cercles concentriques. Si on augemte le rayon p? + p?, on trouve
d'autres cercles similaires. En regardant de plus pes lesolutions nuneriques correspondantes
on se rend compte que chaque cercle corresponda un ordre deagdeur pour lenergie, le
cercle central pos®dant les solutions avec lenergie Iplus basse. Dans le cercle central, on
note la pesence de 4 solutions, qui donnent des sinusodeayant la méme structure que les
guatre solutions \Bang-Bang" dont nous avons paré dans lasection peedente. Parmi ces
guatre solutions, nous lectionnons celle qui a la mémetisicture que la solution optimale
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Chapitre 2. Contréle quantique

Figure 2.8 { Distancea la cible au temps nal en fonction des momens initiaux.

en temps minimum. La surface donngp =1:2 etp = 0:2 qui nous permet d'initialiser le tir
dans le logiciel COTCOT [5€].

Brevement, COTCOT est une interface Fortran-Matlab dev eloppee par J.B. Caillau de
l'universie de Bourgogne. A l'aide du logiciel de diere ntiation automatigue TAPENADE
et ayantecrit I'Hamiltonien de Pontryagin du syseme dan s un chier Fortran (une version
ecrite en C/C++ existe, contactez Marc Lapert lapert.m arc -at- gmail.com), un script dans
COTCOT va alors gererer dierents chiers ceriesa | 'aide de TAPENADE et du chier
contenant I'Hamiltonien. Parmi ces chiers, certains permettent de retrouver la dynamique
desequations de Hamilton et d'autres lesequations dévolution des champs de Jacobi. COT-
COT contient un inegrateur nunerique base sur une neth ode de type Runge-Kutta-Fehlberg
d'ordre 4(5) etegalement une nethode de esolution de sysemes dequations de type hybride
de Powel. Ce code a donc l'avantage de combiner la rapidie '@ecution de Fortran avec la
modularie de Matlab qui ne requiert pas de compilation, entrainant un gain de temps dans
le traitement du probeme.

Le logiciel COTCOT donne la positionp = 1:2200485 etp = 0:3202271 qui permet d'at-
teindre la cible avec une pecision de 10%4. Notons que cette pecision est tes sugerieure
a celles des autres nmethodes standards en contrble optiral. A titre d'exemple la meilleure
pecision que peut atteindre un algorithme comme GRAPE sur ce type de probeme est
seulement de 108 [59]

Les deux solutions, temps minimum etenergie minimum sont taees sur la Fig.[Z9. Dans
les deux cas, la fequence est la méme et correspond exaotenta la fequence . Ce esultat
est intuitif quand on analyse ce syseme du point de vue quatique : on essaye d'exciter un
syseme a deux hiveaux dont la fequence de transition ed , la facon optimale d'exciter
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200
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w /2
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Figure 2.9 { Controles optimaux pour la solution en temps minimum (bleu) etenergie
minimum (noir). La ligne en pointiles rouges repesente la premere harmonique de la srie
de Fourier de la solution temps minimum.

un tel syseme est d'envoyer une impulsion esonante, ce gi correspond au controle optimal
obtenu. Il estegalement ineressant de prolonger la soldion temps minimum pour obtenir
une fonction ceneau u(tgda niesur[ 1 ;+1 ]. On peutalors cecomposer cette fonction en
grie de Fourier w(t) = ;zll Ihsin(2n t) et comparer cette decompositiona la solution
energie minimum. Cette dernere est en fait tes proche de la preméere harmonique de la
cecomposition, comme le montre la Fig.[2.9. On peut le compendre en exprimant lenergie

du controle avec le treoeme de Parseval :

z +1 X1
g(t)dt= 12
1 n=1

Pour minimiser cette somme en gardant la fequence , le syseme garde seulement le pre-
mier terme. En ealie, la solution energie minimum n'es t pas exactement une fonction si-
nus, c'est en fait une compose de fonctions d'ordres supieurs. Cette solution aet teste
experimentalement par lequipe de Michel Picqueta Dijo n, comme illuste sur la Fig. E.10.
La mokcule utiliee est l'actate de methyle, comme po ur les exgeriences en temps minimum,
et de la méme facon nous pouvons observer un bon accord emtiles courbes treoriques et les
points exgerimentaux.

2.4 Amortissement non-lireaire d*a la mesure

2.4.1 Introduction du moctle

Dans cette section nous allonsetudier I'amortissement na-lireaire produit par I'in uence
de la bobine de mesure sur le signal mesue. Comme nous l'awe vu peedemment, cette
in uence peut &tre moctlige en ajoutant des termes nonlireaires a lequation de Bloch
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