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A

un solide

indice pour les grandeurs au temps intial ¢y (état non déformé)
indice pour les grandeurs au temps courant 7

indice pour les grandeurs au temps présent ¢

volume et surface du solide

transformation

configuration

position

gradient de la transformation

Jacobien de la transformation

tenseurs des dilatations de Cauchy-Green droit et gauche

invariants des tenseurs des dilatations

tenseurs des déformations de Green-Lagrange et d’Euler-Almansi

tenseur des déformations dans I'hypothese des petites perturbations
tenseur de rotation de la transformation
tenseurs des déformations pures droit et gauche

matrices des vecteurs propres des déformations C et B
extensions principales
matrice diagonale des extensions principales

indice pour les tenseurs relatifs a une mesure généralisée de la déformation

tenseur des contraintes de Cauchy, premier tenseur de Piola-Kirchhoff, second
tenseur de Piola-Khirchhoff

masse volumique
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forces de volume
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constantes matérielles du modele de Mooney
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parametres matériels du modele de Christensen
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écart type expérimental
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Notations

fonctions intervenant dans le cas du soufflage d’une membrane hyperélastique
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cote du podle imposée

constantes du modele de Christensen

fonctions intervenant dans le cas du soufflage d’'une membrane viscoélastique
temps discret, pas de temps

hauteur mesurée au temps t;

pression mesurée au temps t;

pression calculée au temps t;

erreur au sens des moindres carrés

exposant pour les grandeurs relatives a un élément fini
matrice d’interpolation

vecteur des positions nodales

vecteur des déplacements nodaux

vecteur nodal des quantités d’accélération

vecteur nodal des forces intérieures

vecteur nodal des forces extérieures

repere global

repere local lié & I’élément déformé

indice pour les grandeurs exprimées dans le repere global
indice pour les grandeurs exprimées dans le repere local
matrice de rotation entre la base locale et la base globale
élément fini non déformé

élément fini déformé

contribution d’un élément fini au travail total

écriture vectorielle du tenseur local des déformations de Green-Lagrange,
composantes linéaire et non-linéaire respectivement

écriture vectorielle du second tenseur de Piola-Khirchhoff
matrices reliant les vecteurs précédents au vecteurs des déplacements nodaux
somme des deux matrices précédentes

pression a l'intérieur de la paraison
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Notations

matrice masse élémentaire et matrice masse élémentaire diagonale
matrice masse assemblée et matrice masse diagonale assemblée
pas de temps

pas de temps critique

indices pour les grandeurs relatives au temps discret ¢,

pression initiale des deux co6tés de la paraison, pression a lintérieur de la
paraison au temps t, différence de pression entre l'intérieur et ’extérieur de
la paraison au temps t

volume intérieur de la paraison, initialement et a ¢

nombre de moles de gaz a l'intérieur de la paraison, initialement et a t
facette triangulaire du moule

position du noeud au temps ¢,

position du noeud au temps t,_1



Introduction

Les matieres plastiques occupent actuellement une place grandissante dans de nombreux
secteurs de 'industrie tels que ’automobile, ’isolation en électronique et bien sir ’emballage.
Dans tous ces domaines, la mise en forme de ces matériaux est un probleme d’actualité qui
fait I'objet de nombreuses recherches. La mise en forme des matieres plastiques est maintenant
devenue un secteur d’activité a part entiere.

On distingue deux grands types de procédés de mise en forme : I'un permettant la réalisation
de pieces tridimensionnelles et I'autre permettant la fabrication de corps creux. Le premier type
concerne le procédé d’injection et ne sera pas étudié ici. Le second type regroupe les procédés
de mise en forme utilisant la technique de soufflage, a l'intérieur d’un moule, de membranes
polymériques chauffées. Parmi eux, le thermoformage permet la fabrication de corps creux
ouverts, les moulages par injection-étirement-soufflage et par extrusion-soufflage permettent,
pour leur part, la mise en forme de corps creux fermés. C’est a ces procédés que sont consacrés
les présents travaux.

Dans ce cadre général, 'objectif de la simulation numérique est de fournir des outils d’aide
a la conception des moules et de permettre une meilleure maitrise des géométries finales tout en
optimisant la quantité de matiere utilisée. Les programmes actuels de simulation des procédés
de soufflage utilisent, le plus souvent, la méthode des éléments finis et des lois de comportement
hyperélastiques. Cependant, afin de simuler les phénomenes physiques avec plus de précision,
une modélisation fidele du comportement viscoélastique des matériaux est indispensable.

Dans cette optique, nos travaux de recherche ont pour but :

- de mettre en évidence expérimentalement le caractere viscoélastique des matériaux a leur
température de mise en forme et d’identifier les constantes matérielles des lois de com-
portement permettant de les modéliser ;

- de développer un code de calcul intégrant ces lois et permettant la simulation des différents
procédés.

Le premier chapitre est consacré a une présentation succincte des procédés de mise en forme
de moulage par extrusion-soufflage, injection-étirement-soufflage et thermoformage ainsi que des
matériaux utilisés, puis a une étude bibliographique relative a la simulation numérique de ces
procédés.

Dans le second chapitre, apres quelques rappels de mécanique des milieux continus en grandes
déformations, nous passons en revue les différentes lois de comportement hyperélastiques et
viscoélastiques non-linéaires permettant la modélisation des polymeres dans leur état caoutchou-
tique. Une rapide estimation de leur faculté & reproduire le comportement du matériau comparée
aux difficultés de leur mise en ceuvre numérique nous permet de retenir quatre modeles que nous
utiliserons pour la simulation des procédés : les modeles hyperélastiques de Mooney et d’Ogden,
et les modeles viscoélastiques non-linéaires de Christensen et CBT généralisé.

17



18 Introduction

Le troisieme chapitre décrit la partie expérimentale de notre travail. Un dispositif d’essais
permettant le soufflage de membranes initialement planes chauffées est développé. 1l est utilisé
pour la caractérisation de ’ABS a sa température de mise en forme. Un systéeme d’acquisition
de données permet 1’obtention des courbes d’évolution de la hauteur de la bulle et de la pres-
sion interne en fonction du temps. Le caractere viscoélastique du matériau est mis en évidence
et I'importance du role joué par la pression a l'intérieur de la membrane est soulignée. Par-
allelement, la résolution du probléeme de soufflage libre d’'une membrane circulaire plane permet
de mettre en place une méthode de recalage des constantes matérielles des lois de comportement
que nous avons retenues pour notre étude.

Dans le quatrieme chapitre, notre code de calcul pour la simulation des procédés est présenté.
Compte tenu du caractére dynamique des procédés et des problemes d’instabilité fréquemment
rencontrés lors du soufflage de membranes, nous avons adopté une formulation dynamique du
probleme et une résolution numérique basée sur un schéma d’intégration temporelle explicite.
Les éléments finis utilisés sont des éléments membranes triangulaires linéaires en grandes trans-
formations. Les spécificités de ce code de calcul sont présentées de fagon détaillée, elles concer-
nent :

I'intégration des lois de comportement ;

- le calcul de I’évolution de la pression a I'intérieur de la paraison ;

la mise en ceuvre d’une technique de raffinement de maillage.

La validation est faite a partir de résultats semi-analytiques concernant le soufflage dynamique
de membranes sphériques et de résultats expérimentaux fournis par la bibliographie.

Deux applications industrielles, une pour le moulage par soufflage et une pour le thermo-
formage, sont présentées dans le cinquieme et dernier chapitre. Les résultats obtenus sont
satisfaisants et permettent de mettre I’accent sur 'importance de la loi de comportement pour
la détermination de la pression interne et sur son peu d’influence sur la répartition finale de
I’épaisseur.



Chapitre 1

Généralités sur la mise en forme des matériaux
plastiques par soufflage

Dans ce premier chapitre, nous ferons quelques rappels d’ordre général concernant les
procédés de mise en forme des plastiques par des techniques de soufflage. Nous présenterons tout
d’abord de maniere succincte les différents procédés industriels entrant dans ce cadre. Puis, nous
décrirons le type de matériaux utilisés dans ces procédés en mettant ’accent sur leur comporte-
ment mécanique a la température de mise en forme ; pour chaque matériau, nous donnerons le
type de produits fabriqués. Enfin, nous ferons une revue bibliographique des différents travaux
concernant la simulation numérique de ces procédés en mettant en évidence I'importance de
toutes les études préliminaires consacrées au soufflage des membranes.

I.1 Principaux procédés de mise en forme

Les trois grandes familles de procédés de mise en forme par des méthodes de souflage
sont ’extrusion-soufflage, 'injection-étirement-soufflage et le thermoformage. Dans ce para-
graphe, nous ne décrirons que les grands principes de chacun des procédés sachant qu’il existe
évidemment de nombreuses solutions technologiques pour la mise en ceuvre de chacun d’entre
eux. Pour des détails techniques sur ces procédés, nous renvoyons le lecteur aux ouvrages de
référence de Throne [THR 87] et de Rosato et Rosato [ROS 89].

Le principe général de ces trois procédés est le méme : il consiste tout d’abord a fabri-
quer une structure mince de polymeére (soit une paraison extrudée, soit une préforme injectée
antérieurement, soit une feuille mince), a la chauffer a la température de mise en forme , puis
a venir la plaquer sur un moule & ’aide d’une pression d’air. Au moment du contact avec le
moule, la piéce se refroidit, se rigidifie. Ensuite, le produit final peut étre démoulé.

I.1.1 Moulage par extrusion-soufflage

Les étapes du procédé sont présentés sur la figure I.1.

(1) Les granulés de plastique préalablement chauffés a la température de fusion sont mélangés
par le mouvement d’une vis sans fin qui les conduit a la téte de ’extrudeuse. L’écoulement
du plastique entre les deux cylindres la composant forme une paraison.

(2) Le moule composé de deux parties se referme sur la paraison.

(3) La paraison est alors soufflée a l'intérieur du moule puis extraite de celui-ci (le plan de
joint da & la fermeture du moule sera visible au fond du produit final).
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20 Chapitre I.  Généralités sur la mise en forme des matériaux plastiques par soufflage

matériau extrudé paraison

e =
=

1) (2) 3)

Figure 1.1 : Différentes étapes du procédé d’extrusion-soufflage

Avantage : cadences élevées.
Inconvénients : la partie pincée doit étre ébarbée (reprise), les épaisseurs sont difficiles a
controler.

I.1.2 Moulage par injection-étirement-soufflage

Les étapes du procédé sont présentés sur la figure 1.2.

Préforme injectée
précédemment

/

(1) () )

Tige d'étirage

A=)

Figure 1.2 : Différentes étapes du procédé d’injection-étirement-soufflage

(1) Une préforme préalablement obtenue par injection (forme d’un tube & essais avec une téte
filetée) est placée dans un moule. Cette préforme est rechauffée a la température de mise
en forme.

(2) Une tige d’étirage vient plaquer le fond de la préforme au fond du moule, simultanément
I’air est introduit pour le soufllage.

(3) Le produit final est démoulé (il y aura un point, di a I’action de la tige, au fond de celui-ci).

Awvantages : suppression des opérations de finition, épaisseurs controlées, ouverture parfaite-
ment calibrée (possibilité de goulot).

Inconvénients : moules onéreux (un pour l'injection, un pour le soufflage), limitation aux
récipients avec un axe de symétrie (pas de manche par exemple), cadence plus lente que 'extrusion-
soufflage.
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I.1.3 Thermoformage

Les étapes du procédé sont présentés sur la figure 1.3.

feuille de plastique chauffée

w &w »

(1) (2)

Figure 1.3 : Différentes étapes du procédé de thermoformage

(1) Une feuille de plastique est chauffée puis placée au dessus d’un moule creux.

(2) Une pression d’air (généralement, on fait le vide dans le moule) est appliquée et la feuille
vient se plaquer sur le moule

Awvantages : moule simple et peu cher, petites séries envisageables, refroidissement rapide.
Inconvénients : tolérances géométriques limitées, épaisseurs non uniformes.

1.2 Matériaux utilisés dans ces procédés de mise en forme

Les matériaux concernés par les procédés de mise en forme exposés dans le paragraphe
précédent sont essentiellement les polymeres thermoplastiques, dont le plus connu est le polyéthylene.

On dit souvent de ces polymeres qu’ils sont linéaires, c’est-a-dire qu’il n’y a quasiment
pas de liaisons covalentes entre les longues chaines polymériques, mais seulement des liaisons
secondaires. C’est pourquoi les thermoplastiques se ramollissent lors de leur chauffage : les
liaisons secondaires liant les chaines les unes aux autres se brisent et le matériau s’écoule, ce qui
permet sa mise en forme. Le tableau 1.1 présente les thermoplastiques les plus utilisés ainsi que
les produits qu’ils permettent de fabriquer.

Le comportement de ces matériaux dépend essentiellement de leur température. En fait, on
peut distinguer quatre types de comportement suivant la température. Ceux-ci sont décrits sur
la figure 1.4 ou sont présentées les différentes courbes contrainte-déformation rencontrées. Les
quatre comportements mis en évidence sont les suivants :

A. pour des températures tres en dessous de la température de transition vitreuse, Ty, (courbe
A de la figure 1.4), la contrainte augmente linéairement vers le point de rupture avec
I’augmentation de la déformation, et la rupture fragile apparait pour de faibles déformations
(de l'ordre de 10 %) ;

B. pour des températures un peu plus élevées, mais toujours inférieures a la température de
transition vitreuse (courbe B), la courbe ressemble a la courbe contrainte-déformation d’un
métal ductile : une contrainte maximale de plastification est atteinte avant la rupture ;

C. pour des températures encore plus élevées (toujours sous Ty), les thermoplastiques devi-
ennent plastiques (courbe C). Comme précédemment la plastification apparait pour des
déformations de 'ordre de 10% mais il n’y a pas rupture : la contrainte chute jusqu’a un
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Nom du polymeére Produits fabriqués
Polyéthylene haute ou basse
densité (PE, HD ou LD)

Polychlorure de vinyle (PVC) | Chassis de fenétres, disques, ...

Tubes, films minces, bouteilles, emballages, ...

Meémes applications que le PE, mais plus léger

Polypropyléne (PP) et plus résistant

Polytétrafluoréthylene Revétement de matériel de cuisine, palliers,
(Téflon) (PTFE) joints, ...

Polystyrene (PS) Objets moulés bon marché, emballages, ...
Polyméthylméthacrylate Feuilles transparentes, vitres, pare-brises feuil-
(PMMA) letés, ...

Polyester (PET) Films photographiques, cassettes, bouteilles, . . .
Acrylonitrile butadiene

Tuyaux, boitiers d’appareils électriques, ...

styrene (ABS)

Tableau I.1: Différents polymeres thermoplastiques et leurs utilisations industrielles

B température /

C

///D—/

déformation

contrainte

Figure 1.4 : Différentes courbes contrainte-déformation pour un polymeére thermoplastique en
fonction de sa température : A. rupture fragile, B. rupture ductile, C. étirage a
froid, D. comportement caoutchoutique (d’aprés [WAR 83])

plateau pour lequel les déformations peuvent atteindre 300%. Apres une derniere phase
de durcissement, la rupture intervient ;

D. pour des température au dessus de T, le comportement devient caoutchoutique (courbe
D) : la contrainte croit constamment avec la déformation, en passant par un pallier ou
elle reste quasiment constante. Le comportement est élastique ou viscoélastique (avec une
faible viscosité) et les déformations atteintes avant la rupture sont de l'ordre de 300 &
1000%.

Lors de la mise en forme, les matériaux sont chauffés loin au dessus de leur température de
transition vitreuse et ont donc un comportement de type caoutchouc (voir le cas D précédent).
De plus, sous ce type de sollicitations, ils sont supposés incompressibles. Dans ce contexte,
nous étudierons et adopterons des lois de comportement classiquement utilisées pour modéliser
le comportement du caoutchouc.
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1.3 Etat de lart pour la simulation des procédés de moulage
par soufflage et de thermoformage

Au contraire de la mise en forme des métaux, la simulation des procédés liés aux plastiques
est un domaine de recherche assez récent. Dans ce cadre, les auteurs s’entendent sur I'utilisation
d’hypotheses simplificatrices, la plus répandue consistant a considérer la paraison comme une
membrane (état de contrainte plan) soumise a de grandes déformations.

Dans ce paragraphe, nous ferons une revue bibliographique des différents travaux sur le sujet.
La premiere partie de cette revue sera consacrée aux problemes de soufflage de membrane qui
ne font pas explicitement référence aux procédés de mise en forme, mais que I'on peut qualifier
malgré tout de précurseurs. La seconde partie traitera des travaux (souvent plus récents) qui se
réferent explicitement au moulage par soufflage ou au thermoformage.

I.3.1 Etude des membranes en grandes déformations

Tous les travaux qui suivent correspondent a des problémes quasi-statiques.

Les premiers travaux que I’on recense datent de 1950-1960 et sont ’ccuvre d’Adkins et Rivlin
[ADK 52], et Green et Adkins [GRE 60]. Ces travaux posent les bases théoriques des probléemes
des membranes hyperélastiques soumises a des chargements en pression.

Plus tard, Foster [FOS 67al, [FOS 67b] ainsi que Hart-Smith et Crisp [HS 67] et Klingbeil et
Shield [KLI 64] s’intéressent plus particulierement aux problémes a symétrie de révolution. Ils
font varier les modeles de comportement hyperélastiques et résolvent les systemes différentiels,
avec conditions aux limites aux deux extrémités de l'intervalle de définition, par des méthodes
du type méthode du tir.

Dans le méme temps, Oden et Sato [ODE 67] sont les premiers a utiliser la méthode des
éléments finis pour les problémes de membranes élastiques en grandes déformations. Les auteurs
discrétisent la membrane en éléments triangulaires linéaires. Ces éléments sont les plus utilisés
dans ce type de probleme car toutes les grandeurs sont constantes par élément, ce qui permet
d’utiliser sans difficulté ’hypothese d’incompressibilité pour le calcul de 1’épaisseur.

A partir des années 1970, Feng et al. s’intéressent & de trés nombreux problemes de mem-
branes : cas a symétrie de révolution [YAN 70], cas plus général sans hypothese de symétrie
pour des matériaux de type néo-hookéen [YAN 73] ou de type Mooney-Rivlin [FEN 74al. Ils
abordent les problemes liés a la prise en compte du contact sans frottement [FEN 73], [FEN 74b].
Pour les problemes a symétrie de révolution, les auteurs adoptent une méthode de résolution
de Runge-Kutta couplée a une méthode de tir ; pour les géométries quelconques, ils utilisent la
méthode de Ritz sur un maillage de la membrane. Plus tard, Feng seul reprendra ses travaux sur
les membranes en incorporant des lois de comportement viscoélastiques non-linéaires [FEN 85]
et s’intéressera au recalage de ces lois [FEN 92].

Les problemes de membranes viscoélastiques axisymétriques ont été étudiés dans le détail par
Wineman. Il résout les problémes de soufflage d’une membrane initialement plane [WIN 76], de
membranes a symétrie de révolution [WIN 78], mais aussi le probléme plus complexe d’étirement
et de soufflage simultanés d’'une membrane cylindrique [WIN 79]. Ses travaux portent essen-
tiellement sur 'intégration numérique du modele viscoélastique K-BKZ. La résolution numérique
se fait, la aussi, par une méthode du tir.

Plus récemment, Warby et Whiteman [WAR 88] utilisent un modele de comportement
viscoélastique dérivé du modele hyperélastique de Mooney-Rivlin pour étudier, par la méthode
des éléments finis, les membranes a symétrie de révolution entrant en contact avec un moule.
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Comme nous le verrons par la suite et comme ’a rappelé Beatty [BEA 87], les problemes de
soufflage de membranes laissent apparaitre des phénomenes d’instabilité dus a la relation entre
la pression interne de la membrane et le volume de celle-ci. Alexander les a mis en évidence
expérimentalement et numériquement pour le soufflage d’une sphere hyperélastique [ALE 71b]
et sur le probleme d’étirement et de soufflage simultanés de membranes cylindriques [ALE 71a]
. Le cas de la membrane sphérique a été traité par Shang [SHA 91] et celui du cylindre étiré
par Benedict et al. [BEN 79]. Khayat et al. [KHA 92] ont étudié dans le détail les problemes
d’instabilité d’un cylindre simplement souflé et notamment 'apparition d’hernies sur celui-ci
pour certaines valeurs de la pression. Plus récemment et sur la base de ce dernier article, Shi et
Moita [SHI 96] proposent une solution numérique pour la détection des points de bifurcation et
le dépassement de ceux-ci. Tous ces travaux ne concernent que la détection des instabilités et les
méthodes pour éviter de les rencontrer et non les comportements liés aux bifurcations (pertes
de symétrie, ...).

Les travaux concernant le comportement dynamique des membranes sont beaucoup plus
rares. Dans le cadre de ce travail, nous ne citerons que les revues bibliographiques de Jenkins
et Leonard [JEN 91] et Jenkins [JEN 96]. Ces revues tres générales donnent une bonne idée
de Iétat de l'art dans ce domaine. De plus, nous citerons les travaux d’Akkas [AKK 78| sur
les instabilités en dynamique, ces travaux ayant été le point de départ de nos travaux dans ce
domaine.

I[.3.2 Simulation des procédés de mise en forme
1.3.2.1 Premiers travaux : études semi-analytiques

Les premiers travaux relevés dans la bibliographie ne concernent que des solutions relatives
a des cas simples a symétrie de révolution utilisant I’hypotheése de membrane.

En 1970, Williams [WIL 70] fut le premier & s’intéresser a la simulation du thermoformage.
Il utilise un modele néo-hookéen pour le comportement du PMMA et étudie le thermoformage
dans un moule simple de géométrie conique (contact collant). Il fournit des résultats concernant
I’épaisseur et la pression de gonflement qu’il compare a des données expérimentales. Ces premiers
résultats sont encourageants. En 1980, Petrie et Ito [PET 80] utilisent une approche similaire
pour le soufflage de cylindres de forme générale et démontrent la faisabilité de calculs complexes
de ce type (toujours dans le cadre axisymétrique). De plus, ils s’intéressent de tres pres aux
conditions de contact et montrent que I’hypothese de contact collant est suffisante dans la
majorité des cas. Ces deux articles se révelent étre les précurseurs dans la simulation des
procédés : la plupart des auteurs citent ces références dans leurs articles.

Un peu plus tard, Ryan et Dutta s’intéressent de pres au procédé d’extrusion-soufflage dans
une série d’articles [RYA 82a], [RYA 82b], [DUT 84]. IIs se consacrent tout d’abord au soufflage
libre [RYA 82a] aussi bien expérimentalement qu’analytiquement. Ils montrent que la membrane
adopte, lors du soufflage, plutot une forme d’ellipsoide que de cylindre et que les matériaux
peuvent étre modélisés par des lois de comportement viscoélastiques fluides. En utilisant ces
premieres observations, ils étudient la formation de la paraison par écoulement lors de la phase
d’extrusion et souffle la membrane obtenue dans un moule parallélépipedique [RYA 82b]. Plus
tard, ils s’intéressent a la dynamique du procédé pour le soufflage du PEHD et notamment a
I’évolution du contact et a l'influence de la pression de soufflage [DUT 84]. La comparaison de
ces résultats a 'expérience est assez satisfaisante, méme si ’hypothese d’épaisseur constante a
la fin du soufflage libre sera beaucoup critiquée (voir discussion & la fin de [RYA 82b]).

Pour clore ce paragraphe sur le traitement semi-analytique du probleme, nous citerons
Particle de Cakmak et al. [CAK 85] qui s’intéressent au procédé d’injection-étirement-soufflage
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et plus précisément & la phase d’étirement et de soufflage simultanés. A partir d’observations
expérimentales, les auteurs développent un modele analytique simple pour estimer les contraintes
dans la membrane lors du soufflage. Ils ne choisissent pas de loi de comportement et n’obtiennent
donc pas les épaisseurs finales.

1.3.2.2 Développements plus récents : méthode des éléments finis

Apres cette premiere phase, pendant laquelle les auteurs ont observé les phénomenes et
développé des modeles axisymétriques simples, sont apparus les premiers articles concernant
la simulation des procédés par la méthode des éléments finis. Ceux-ci datent du milieu des
années 1980. Dans ce paragraphe, nous ferons une revue bibliographique des travaux les plus
significatifs en insistant sur les hypotheéses faites par les auteurs. En premier lieu, citons le travail
de Zamani et al. qui, en 1989, ont fait une bonne revue des différentes publications concernant
le thermoformage jusqu’a cette date [ZAM 89].

Les travaux les plus connus sont ceux de delorenzi et Nied de la General Electric Com-
pany. Ils simulent aussi bien les probléemes de soufflage que de thermoformage, a la fois pour
les problemes bidimensionnels [DEL 87] que tridimensionnels [DEL 90], [DEL 91]. A partir
d’observations expérimentales, ils adoptent I’hypothése de membrane (valide sauf pres des fixa-
tions), approchent le comportement des matériaux par des modeles hyperélastiques (notamment
par des modeles d’Ogden & un terme), prennent en compte I’évolution de la température et con-
siderent le contact comme collant. Ils résolvent les problemes quasi-statiques et les éléments
finis sont des triangles ou des quadrilateres a interpolation linéaire. Leurs résultats sont validés
sur des cas expérimentaux et les auteurs observent que la forme de la loi de comportement
n’influence pas la géométrie finale du produit (notamment la répartition de 1’épaisseur) mais
seulement la pression interne et les contraintes dans la membrane.

Dans le méme temps, Charrier et al. de 'Université McGill de Montréal ont développé un
code de calcul pour le soufflage de membranes. Ils s’intéressent tout d’abord aux problémes
hyperélastiques axisymétriques [CHA 87|, et tridimensionnels [CHA 89], puis ils mettent en
évidence l'influence de la viscoélasticité des matériaux en incorporant le modele de Christensen
a leur programme [SHR 93]. La formulation est quasi-statique et les éléments finis sont des
triangles linéaires. Les auteurs explorent le probleme des conditions de contact (contact avec
ou sans glissement) et comparent leurs résultats & des données analytiques [SHR 93] mais aussi
expérimentales [CHA 89] obtenues sur du caoutchouc.

Au début des années 1990, apres avoir adopté ’hypothese classique de membrane [SON 91],
Song et al. étudient le moulage par I'application d’un poingon [SON 92] en utilisant des éléments
finis permettant le prise en compte de la flexion. Ces résultats leur permettent de localiser les
zones d’initiation de la rupture [SON 92].

Nous citerons aussi le CEMEF (Sophia Antipolis), ol des travaux ont été menés sur I’étirement-
soufflage [SCH 92], [SCH 96], sur 'extrusion-soufflage [RV 95| et le thermoformage de multi-
couches [VAN 95]. Ces travaux utilisent des lois de comportement viscoélastiques liquides ou
viscoplastiques. Le code de calcul integre des éléments mixtes déplacement-pression [SCH 96|
et un module de remaillage [RV 95].

Toujours actuellement, quelques auteurs utilisent une formulation dynamique du probleme
pour éviter les difficultés de convergence rencontrées lors de la résolution des problemes quasi-
statiques, difficultés dues aux tres fortes non-linéarités. Rachik et al. [RAC 93], [RAC 94] ont
adapté leurs connaissances des procédés d’emboutissage des métaux au cas de la mise en forme
des plastiques. Dans ces travaux, les matériaux sont modélisés par des lois de comportement hy-
perélastiques et viscoélastiques différentielles et les auteurs utilisent un algorithme de résolution
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explicite avec I'ajout d’une matrice d’amortissement pour reproduire les résultats quasi-statiques.
Dans le méme esprit, Bourgin et al. [BOU 95], [D’O 95] utilisent ce type de résolution (sans
amortissement) pour le procédé de thermoformage. L’accent est mis sur I’évolution de la pression
a lintérieur du moule lors du gonflement de la membrane.

A T'Institut des Matériaux Industriels (Conseil National de Recherche du Canada, Boucherville),
Khayat et Derdouri se sont intéressés aux problemes de soufflage dans le cadre quasi-statique. Les
équations différentielles du probleme de membrane [GRE 60] sont considérées sans discrétisation
initiale du domaine en éléments finis. La discrétisation se fait sur le domaine de calcul ou les
équations sont définies et non sur la structure déformée. La résolution utilise une méthode
couplant les éléments finis aux différences finies. L’attention des auteurs s’est portée sur
les cas du contact multiple et de l'influence des parameétres du modele de Mooney dans les
problemes a symétrie de révolution [KHA 94a]. De plus, ces travaux sont comparés a des
résultats expérimentaux obtenus dans leur laboratoire [KHA 94b] et étendus au probleme de
I'étirement-soufflage [KHA 95].

Pour conclure cette revue, nous donnerons les orientations récentes dans ce domaines. On
peut citer le remaillage des membranes au cours du calcul [RV 95], mais aussi et surtout les
méthodes inverses qui permettraient de dimensionner la préforme (et notamment son épaisseur)
pour obtenir, par exemple une épaisseur constante du produit final. Citons par exemple les
travaux de Ben Chaabane et Batoz [BC 94], [BC 95], ou encore de Lee et Soh [LEE 96].



Chapitre 11

Rappels généraux

Dans ce chapitre, quelques éléments nécessaires a notre étude sont rappelés. Dans une
premiere partie, les grandeurs de la mécanique des milieux continus utilisées pour ’étude des
problemes en grandes déformations sont décrites. On trouvera dans [SID 82] et [DUB 86| une
présentation plus générale et plus complete du sujet.

Ensuite, nous présentons quelques modeles de comportement (hyperélastiques et viscoélastiques)
utilisés pour la description des matériaux dont le comportement est de type caoutchouc, notam-
ment les polymeres fondus lors de leur mise en forme.

I1.1 Rappels de mécanique des milieux continus

On considere un solide D, initialement de V(llume Vo et de frontNiére So. Au cours de la
transformation F, le solide admet pour volume V et pour frontiere S au temps courant 7. A
Iinstant présent ¢, D admet pour volume V et pour frontiere S.

I1.1.1 Mouvement

_
Soit un point matériel (ou particule P) de D. Ce point occupe la position X lorsque le solide
—

D est dans la configuration de référence Cy au temps tg, la position T dans la configuration C;,
au temps courant 7 et la position @ dans la configuration actuelle C; au temps actuel t. La
figure II.1 présente ces différentes notations.

Remarque : dans ce qui suit, nous décrirons toujours l’état du solide D au temps courant T,
et ce dans différentes configurations.

Souvent, en mécanique du solide, la configuration initiale non déformée est adoptée comme
configuration de référence. Comme on le verra par la suite, on peut adopter d’autres configura-
tions de référence (déformées ou abstraites) [TRU 66].

La description des grandeurs au temps courant 7 par rapport a la configuration de référence
non déformée initiale est dite description lagrangienne. La description des grandeurs au temps
courant 7 par rapport a la configuration courante est dite description eulérienne.

La position instantanée de P au temps 7 est fournie par une fonction de la position de
référence X et du temps écoulé 7 :

e - = /=
xzx(X,T):X+u(X,T> (I1.1)

N
ou u est le vecteur déplacement de la particule P.

27
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Configuration initiale C, Configuration déformée actuelle

Configuration déformée instantanée C;

Figure II.1 : Description du mouvement. Configurations

De méme, en considérant C; comme configuration de référence, on peut décrire la position
de P au temps 7 par une fonction de la position actuelle = et du temps 7 :

T =5 (T ) =T+ (7,7 (11.2)

Ce type de description pour laquelle la configuration de référence est la configuration a l'instant

t, C, est dite < relative > [TRU 66] ou <« lagrangienne réactualisée > [SID 82].

I1.1.2 Tenseur gradient de la transformation
11.1.2.1 Définition

Pour définir le mouvement local de la particule P, on utilise le tenseur gradient de la trans-
formation au point matériel P :

di—=F (X,T) dX avec F <X,T) — V7 (X,T) —T+Vga (X,T) (IL.3)
Si l'on utilise la description relative (I1.2), on définit le tenseur gradient suivant :
&z = F(T,7)dx avec Fy(T,7)=Veir(T,7) =1+ Vi (T,7) (IL4)

= /— = = =

De méme que F (X,to> ~LE (@ =1

Dans toute la suite, on considérera acquis que les grandeurs définies sont des grandeurs
locales au voisinage du point matériel P a l'instant 7 et on ne notera plus la dépendance de ces
grandeurs par rapport a ’espace et au temps. Cependant, lorsqu’une ambiguité est possible pour
la valeur de la variable temps, celle-ci sera précisée (cf (II.5)). De plus, la distinction entre la
description classique ou la configuration de référence est Cy et celle, relative, ou la configuration
de référence est C; ne sera plus faite que par l'indice - :

— — = —_—
Exzemple : F(X,T) — Fet Fy(o,7) — F
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Remarque : on peut lier les deux écritures (I1.3) et (I1.4) par la relation suivante :

F(r)=F(MF (1) (IL.5)

I1.1.2.2 Transformation de grandeurs élémentaires

A partir des définitions précédentes, on montre aisément [DUB 86] :
e qu’un élément de volume initial dV} se transforme en dv par :

AV = JdVj, (I1.6a)
J = det (?) (IL6b)

e qu’un élément de surface initial orienté dSOJ—VB se transforme en dS %) par :
—— ——t —
dSn =JF dSONo (H.?)

I1.1.3 Tenseurs des déformations

Dans ce paragraphe, nous définissons les différents tenseurs des dilatations et des déformations
classiques et mettons en évidence 'existence de directions principales. Ceci nous permettra
d’introduire la notion de mesure de déformation généralisée que nous utiliserons par la suite
dans certaines lois de comportement.

Nous ne développerons ici que les expressions relatives a la description classique (I1.1). Les
différentes grandeurs associées a la description relative (I1.2) peuvent évidemment étre définies
de maniere similaire.

I1.1.3.1 Tenseurs des dilatations

— —
Soient dX et dY deux vecteurs élémentaires dans I'espace de la configuration initiale Cp.

— —
Apres déformation, ces vecteurs deviennent d x et d y dans ’espace de la configuration courante
C:. Le produit scalaire de ces vecteurs s’écrit alors :

- — = —
dz.dy =dXCdY (IL.8)
avec o,
C=FF (IL9)

Le tenseur C est le tenseur de Cauchy-Green droit. Ce tenseur est lagrangien : il est défini
sur la configuration de référence Cy.

En inversant la relation (I1.8), on obtient le tenseur de Cauchy-Green gauche, tenseur eulérien
défini sur la configuration déformée C; :

— — — =1 —
dX.dY =dz B dy (I1.10)

avec :

=37
F (IL.11)

o]
sl
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Pour I’étude du comportement isotrope des matériaux, il nous faut introduire les trois in-

variants du tenseur des déformations de Green-Lagrange C :

L = tr (5) (IL.12a)
B o= 5| (@) - ()] (1L12b)
I; = det (5) (I1.12¢)

Il faut noter que les invariants du tenseur eulérien B sont les mémes que ceux de C.

11.1.3.2 Tenseurs des déformations classiques

Pour mesurer la déformation au point P, on estime la variation du produit scalaire de deux
vecteurs issus de P, d)_(2 et d?, entre les configurations initiale Cy et déformée C,. Dans la
description lagrangienne, on exprime cette variation par rapport aux vecteurs initiaux :

dz.dj —dX.dY = 2dXEdY (I1.13a)
c-1
2

1]
I

(I1.13b)

&l

est le tenseur de Green-Lagrange.
De méme, en écriture eulérienne, cette variation est exprimée en fonction des vecteurs dans
la configuration déformée courante :

= = = o= = =

dz.dy —dX.dY = 2dz Ady (I1.14a)
= :_1

7 -1 _2 (I1.14b)

j est le tenseur d’Euler-Almansi.

11.1.3.3 Hypotheése des petites perturbations

En utilisant le gradient du déplacement (I1.3), le tenseur des dilatations de Green-Lagrange
peut étre écrit sous la forme :

0:(I+vu) <I+Vu> (IL.15)
Dans I’hypothese des petites perturbations, c’est a dire petits déplacements et petites déformations,
les infiniment petits du second ordre peuvent étre négligés :

fr— = ::> ::)t
C~I+Vu+Vau (I1.16)
Par des calculs similaires et en notant :
%ﬁ %ﬁt
=_vVutvu’ (I1.17)
2
on montre aisément :
C = B=1+72 (11.18a)
E = A==% (11.18b)

Sous I'hypothese des petites perturbations les tenseurs lagrangiens et eulériens sont confondus,
les configurations initiale et actuelle sont elles aussi confondues.
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11.1.3.4 Décomposition polaire. Directions principales

En utilisant le théoreme de décomposition polaire de Cauchy, le tenseur F s'écrit sous la
forme :

F=RU=V

=il

(I.19)

olt R est un tenseur de rotation (R = Rt et det R = 1) et U, V sont respectivement les
tenseurs définis positifs des déformations pures droit et gauche. Cette équation sépare le gradient
de la transformation en rotation pure et déformation pure dans l'ordre désiré (rotation puis
déformation ou inversement). Ces décompositions sont uniques.

Les tenseurs des dilatations permettent d’éliminer la composante rotationnelle de la déformation :
ils ne font appel qu’aux déformations pures. En effet, en utilisant respectivement (I1.9) et (I1.19),
et (IL.11) et (II.19) :

[\

(I1.20a)
(IL.20b)

=l Qll
=l <l

De par les définitions de CetB (équations (IL1.9) et (II.11)), ces tenseurs sont symétriques et
définis positifs ; leurs matrices représentatives peuvent étre diagonalisées sous la forme :

[C] = [N][A?][N]! (I1.21a)
[B] = [n][A*][n]"! (I1.21b)
ou [N] et [n] sont les matrices contenant respectivement les vecteurs propres de [C] et [B]

qui définissent les directions principales de dilatation respectivement dans la configuration de
référence Cy et courante C., et ou [A] est la matrice diagonale des extensions principales A,

i = 1,3 (valeurs propres de U et V) :
[A] = Ao (I1.22)

A1, A2, Az étant imposés positifs.
On établit alors simplement les relations suivantes :

[F] = [n][A][N] (I1.23a)
n] = [R][N] (IL.23D)
U] = [N][AJ[N] (I1.23c)
V] = AR (I1.23d)
[B] = [R][C][R) (I1.23e)

De méme, d’apres les définitions des tenseurs des déformations E et A, ceux-ci admettent
R . . = .5 . A2—1 o 1-X72
les méme directions propres que C' et B et ont pour valeurs propres respectives ~5—et —5*—,

1 =1, 3. Il faut noter que dans le cas d’une rotation pure (_)\1 = 1), les déformations sont nulles.

Avec les extensions principales, les invariants de C' et B s’écrivent sous la forme suivante :
I = M+ + A (I1.24a)
Iy = N3+ M3+ M3 (I1.24b)
I3 = MM (I1.24c)
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I1.1.3.5 Notion de déformation généralisée

Les mesures des déformations présentées précédemment ne sont pas les seules possibles.

En effet, plus généralement, une mesure de déformation doit vérifier les conditions suivantes
[CHA 76a] :

- la mesure de déformation associée a une transformation de solide rigide doit étre nulle ;

- elle doit s’annuler lorsque le tenseur gradient de la transformation est 1’identité ;

- le tenseur des déformations doit étre un tenseur du second ordre isotrope fonction de c
ou B ;

- les valeurs propres de ce tenseur doivent étre positives si les extensions principales corres-
pondantes sont supérieures a 1 ;

- dans I’hypothese des petites perturbations, ce tenseur doit se réduire au tenseur € défini
précédemment (I1.17).

Le choix des tenseurs E et A est arbitraire. On peut définir des tenseurs de déformation
généralisée lagrangien et eulérien, par l'intermédiaire de leur matrice représentative, sous la
forme :

[Bgen] = [N][@1ag ([AD][N] ™ (I1.252)

[Agen] = [n] [®pu ((AD] [n] " (IL.25b)

ou les fonctions de déformation généralisée [®rqq ([A])] et [Ppu ([A])], respectivement lagran-
].

gienne et eulérienne, sont des fonctions matricielles de [A
doivent vérifier :

Comme mentionné plus haut, elles

[@Lag (])] = [®Eu ([I])] = [0] (I1.26)

avec [I] la matrice identité et [0] la matrice nulle.
Une forme particuliere de ces fonctions est [HIL 78] :

Brag (D] = [epa(ah] = 0z (11272

[®rag ([AD)] = [®pu (Al =In[A]  a=0 (IL.27b)

Cette fonction est appelée mesure de la déformation d’ordre o ot @ € R. Ces déformations
généralisées ont été utilisées pour la premiere fois par Seth [SET 64].

Remarque : les tenseurs classiques présentés précédemment en I1.1.3.2 sont en fait des cas
particuliers des tenseurs de déformation généralisée avec a = 2 pour E et o = —2 pour A.

Remarque : dans toute la suite, on exclura le cas ou o = 0, cas de la mesure de déformation
de Hencky, parfois utilisée pour les métaux.

En écriture tensorielle, on note, de facon < symbolique > [CHA 76a] :
iq
e

=2\ !
ﬂ (I.28b)

(%

5
I
Qll

(11.28a)

>
|
~ll
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De méme que pour les tenseurs classiques, on définit les invariants des tenseurs des dilatations

w[R

C®et B précédents [BLA 74]. En fonction des élongations principales, ceux-ci s’écrivent :
L, = M+ +)S (I1.29a)
I, = AAT+ 25N + AT (11.29b)
I3, = A'ASAS (I1.29¢)

11.1.3.6  Retour a la description relative

Par analogie, on définit les tenseurs Cy, By, Ey, A, Ry, U, Vi pour la description relative
entre C; et C;. o
C; et B; peuvent étre reliés & C par :

— —r— = ——1

Ci(r) = F ()C(n)F () (11.30a)

Bi(r) = F(r)C (O)F (7) (11.30D)
De méme, les tenseurs des dilatations et des déformations généralisées ﬁi, §57 E—a“ A—at

peuvent étre définis.

Exemple : ces tenseurs relatifs généralisés sont eux aussi obtenus a partir de leur écriture dans
la base propre. Par exemple :

[ 7)) = Wit S N (1131)

ot A\i(7), i = 1,3 sont les extensions principales pour la transformation entre Cy et Cr, \i(t),
i = 1,3, les extensions principales pour la transformation entre Cy et Cp et ot [Ny(T)] contient

les vecteurs propres de Ci(T)

I1.1.4 Tenseurs des contraintes

Apres la définition des grandeurs cinématiques et des déformations, nous présentons les
grandeurs relatives aux efforts internes et aux contraintes.

I1.1.4.1 Définition du tenseur eulérien

Soit la force ﬁ s’exercant sur la surface élémentaire orientée dST au voisinage du point
matériel P dans la configuration déformée C, (dans ce paragraphe, on ne notera plus - les
grandeurs relatives au temps 7). Les efforts irﬁ?rnes de cohésion a travers I’élément de surface
dS sont caractérisés par le vecteur contrainte ¢ :

.
T4

_ I.
=3 (11.32)
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On montre que ce vecteur dépend linéairement de 7, ce qui permet de définir le tenseur des
contraintes de Cauchy @ par :

—

t =

—

af =
On montre, en utilisant ’équation de moment, qu’en I’absence de densité de moment ce tenseur

est symétrique. De plus, étant défini sur la configuration déformée C., il est eulérien. Il est
parfois appelé < tenseur des contraintes vraies > .

(11.33a)
ds (I1.33b)

Qll Qll
3] 3]

I1.1.4.2 Les autres tenseurs des contraintes
Tenseur mixte

De facon analogue, on peut caractériser les efforts de cohésion par rapport a la géométrie non
—
déformée (configuration Cp) en utilisant une surface élémentaire orientée non déformée dSyNy :

— = —
df =TI Ny dSo (11.34)

Le tenseur II ainsi défini n’est ni eulérien, ni lagrangien ; de plus, il n’est pas symétrique (ce

qui rend son utilisation délicate). T est le tenseur de Boussinesq ou premier tenseur de Piola-
Kirchhoff.

Tenseur lagrangien

Pour obtenir un tenseur totalement lagrangien, il faut, comme précédemment, définir les
—
contraintes en fonction de la géométrie non déformée, mais aussi considérer df comme le vecteur
—
transformé d’un pseudo-effort dfy relatif a la configuration non déformée :

— —1—
dfo=F df (I1.35)
On écrit alors :
— = —
dfo = S Ny dSy (11.36)

Le tenseur S est alors lagrangien et symétrique. C’est le tenseur de Piola-Lagrange ou second
tenseur de Piola-Kirchhoff.

Remarque : il faut noter que le tenseur S n'a pas de signification physique. En effet, contraire-

ment a @ et 11, il ne décrit pas les efforts réels.

I1.1.4.3 Relations entre les différents tenseurs

En utilisant (II.7), (I1.33b), (I1.34), (II.35) et (II.36), on établit facilement les relations
permettant de passer d’un tenseur a 'autre :

pu— _:_t
I = JGF (I1.37a)
pr— :_1:
S = F 1 (I1.37D)
S = JF GF (11.37¢)

Remarque : dans U'hypothése des petites perturbations, ces trois tenseurs se réduisent au méme
tenseur (comme les déformations).



II.1. Rappels de mécanique des milieux continus 35

11.1.5 Equations du mouvement

On considere & nouveau le solide D qui admet pour volume Vj et pour surface Sy dans
la configuration initiale non déformée Cy. Ce solide subit la transformation F(7) et admet
pour volume V et pour surface S dans la configuration actuelle déformée C,. Notons Spy,
(respectivement Sor) et S, (respectivement St) les parties de la frontiere ou les déplacements
(respectivement les tensions) sont imposés, respectivement dans les configurations initiale et
actuelle. Notons 70 et 7 les forces de volume dans ces deux configurations. Ces notations sont
résumées sur la figure I1.2.

Etat non déformé Etat déformé

Figure I1.2 : Principe des Travaux Virtuels : notations

Les équations locales du mouvement s’écrivent dans ces deux configurations sous les formes
suivantes [DUB 86| :

e dans la configuration déformée (écriture eulérienne) :

(ﬁ/;ﬁ + p? = pu (Z,7) dans V

(IL.38)
— —
U = ug sur Sy,
G =0
e dans la configuration initiale (écriture lagrangienne) :
div 1T+ po fo = pou (X, 7) dans Vj
ﬁﬁé = 1_“8 sur Sor
(I1.39)
— —>
U = ug sur Spy
FII =1IF

En considérant un déplacement virtuel compatible 6 @, en pondérant les équations précédentes
avec cette fonction déplacement et en les intégrant sur le domaine, on écrit le Principe des
Travaux Virtuels (PTV) : < le travail virtuel des quantités d’accélération est égal a la somme
du travail virtuel des forces extérieures et du travail virtuel des forces intérieures (opposé au
travail des déformations) > :
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e intégration sur le volume déformé V' (écriture eulérienne) :

// §U.pU (T, 7)dV = —/// grad;»&?:?dV%—/ 5. TdS
14 \%4 St

+/// 5U.p?dv V6 compatible (I1.40)
\%

e intégration sur le volume initial (écriture lagrangienne), apres prise en compte des symétries :

// 5T .pot (X, 7)dVy = —// 5§:§d%+/ 5 . TodSo
Vo Vo Sor

—i—// 67./}0%}&/{) Vou compatible (I1.41)
Vo

11.2 Modeles de comportement pour les matériaux de type
caoutchouc

I1.2.1 Introduction

La loi de comportement permet de relier les contraintes a 'instant ¢ aux déformations subies
jusqu’a cet instant. Le tenseur des contraintes est une fonctionnelle de I’histoire de la transforma-
tion. Cette fonctionnelle doit vérifier les trois principes d’indifférence matérielle (ou objectivité),
de localisation spatiale et de causalité.

Dans ce travail, on fera I’hypothese supplémentaire des matériaux matériellement simples
[TRU 66], c’est a dire des matériaux dont la cinématique est entierement décrite par le tenseur

gradient de la transformation F. Laloi de comportement d’un tel matériau est :

F(t)=S {? (T)} (IL.42)

<t

S étant la fonctionnelle de réponse.

I1.2.1.1 Incompressibilité

Les matériaux étudiés sont supposés incompressibles : les déformations se font sans variation
de volume. Ceci n’est en fait qu’une approximation, mais ’amplitude des déformations que
doivent subir ces matériaux pour voir leur volume varier n’est jamais rencontrée dans les procédés
de mise en forme des plastiques. En se limitant a de tels cas, les relations (II.6a) et (II.6b)
deviennent :

v = dv, (I1.43a)
J = det (?) —1 (IL.43b)

de plus, le troisieme invariant (I1.24c) des tenseurs des dilatations est lui aussi égal a I'unité :

I3 = det(C) = det(B) = A2A2\2 = 1 (11.44)
et en utilisant cette identité, le deuxieéme invariant (I1.24b) se réduit a :

1 1 1

[ S SO I1.45
2 )\%+)\%+/\§ ( )
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La connaissance de 1’état de déformation ne permet plus & elle seule de calculer I'état de
contrainte. Celui-ci est déterminé a une pression hydrostatique p pres [BEA 87] :

F(t)=-pl+ S {?(r)} (11.46)

T<t

I1.2.1.2 Principe d’indifférence matérielle

Toute loi de comportement doit vérifier le principe d’indifférence matérielle ou d’objectivité :
la réponse du matériau doit étre invariante dans tout changement de référentiel et plus partic-
ulierement pour toute rotation du référentiel (on exclut le cas trivial de la translation).

Soit @ (t) le tenseur de la rotation entre les référentiels C et C*, tout vecteur 7 et tout
tenseur du second ordre T de C seront dits intrinseques [TRU 66] (ou indifférents par changement

%
. 7 I d T s .
d’observateur) si leurs transformés respectifs 7* et T' dans C* vérifient :

TF = Q)T (I1.47a)
T — OWTQ () (IL4Th)
et invariants si :
T = 7 (11.48a)
T =T (IL.48b)

—= =t

(t) et Fy (1) devient F, (7) = Q (r) Fy (1) Q (1)

ol

On montre que F (t) se transforme en F (t) = 5 (t)
et on obtient facilement [NAR 86] que :

[
(NI

, Uy, Cy, C;° sont intrinseques

<
|
|

)

w[R

,C

<l
Qll

, sont invariants

_— — —
I T T 2 .. . N .o . .
- V4, By, By~ ne sont ni intrinseques, ni invariants.
De méme, pour les tenseurs des contraintes :
- 7 est intrinseque

- S est invariant

* = = = =
- II = Q ()11, tout comme F', II n’est ni intrinseque, ni invariant (de par son caractére
mixte).

Pour assurer que (I1.46) est bien objective, on peut 1'écrire sous I'une des formes suivantes :

F() = —pl+ %t{ﬁ(t),iﬁ‘)} (I1.49a)
S50 = —pC (t)+s<2t{5(7)} (IT.49D)

L’étape suivante consiste a tenir compte de I’hypotheése d’isotropie pour les matériaux que
lon étudie. Cela se traduit par l'utilisation des théorémes de représentation [SID 82] qui per-
mettent d’exprimer les lois de comportement en fonction des invariants des tenseurs.
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I1.2.2 Lois de comportement hyperélastiques
11.2.2.1 Définition

On restreint notre étude aux lois de comportement élastiques : ’état de contrainte au temps
t dépend seulement de I’état de déformation au temps ¢t et non pas de toute I'histoire de la
déformation (7 < t). La correspondance entre 1’état de contrainte et I’état de déformation
est bijective. Les équations précédentes (I1.49a), (I1.49b) se réduisent alors aux expressions
suivantes :

() = —pl+S& {?(t)} (IL.50a)

= :_1 pum—

S(t) = —pC () +S {c (t)} (IL.50b)
ceci, dans le cas incompressible.

La fonction énergie de déformation

Les matériaux hyperélastiques sont caractérisés par 1’existence d’une fonction scalaire énergie
de déformation W dépendant de ’état de déformation [BEA 87] :

W =W (F) (I1.51)

La prise en compte du principe d’objectivité permet d’écrire que W doit étre exprimée en
fonction du tenseur de Cauchy-Green droit C. La prise en compte de l'isotropie impose a W
d’étre une fonction isotrope du tenseur de Cauchy-Green gauche B [SID 82] :

W=w (0) — W (E) (11.52)

W étant une fonction scalaire isotrope du tenseur E, elle est fonction des invariants de B (qui

sont aussi ceux de 5) En prenant en compte la relation d’'incompressibilité (I1.44), W n’est
fonction que des deux premiers invariants des tenseurs des dilatations. De plus, en utilisant
(I1.24a), (II.24b), (I1.24c), W peut étre aussi exprimée en fonction des extensions principales :

W =W (I, I5) = W (A1, A2, A3) (11.53)

Relations contrainte-déformation

Les relations tensorielles contrainte-déformation sont alors les suivantes :

e culérienne :

5= —pl+ 2§8—V:V (11.54)
0B
e lagrangienne :
= ——1 8W
0
e mixte : oW
pu— :_t
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Dans les directions principales, on établit les relations suivantes, qui seront utiles par la

suite :

oW
oi=—ptAig-  i=13 (IL57)

si W est exprimée en fonction des élongations principales [RIV 48a] et :

LOW 1 W

i=-pr2 el o S0
R (K T Ui T A

i=1,3 (I1.58)

si W est exprimée en fonction des invariants.

Remarque : de par l’incompressibilité, les contraintes sont définies a une constante additive
pres p, les seules grandeurs connues sont en fait les différences de contraintes :

ow ow
—o o= N\ N =1, ; ] II.
oi —0;j A Dy )\Ja)\j i, 3 iF] (I1.59a)
ow 1 1\ oW . .
? J

11.2.2.2 Forme de la fonction énergie de déformation

La mise en place des relations contrainte-déformation ayant été relativement simple, la
détermination de la forme a adopter pour la fonction énergie de déformation est beaucoup plus
complexe. En effet, dans le cadre des grandes déformations, la détermination de cette fonction
a commencé dans les années 1940 pour se terminer autour de 1975.

Dans ce paragraphe, nous retracerons chronologiquement les différentes formes de W pro-
posée dans la littérature. Des études bibliographiques sur ce sujet ont été effectuées par le
passé : par Alexander jusqu’en 1968 [ALE 68|, par Treloar pour quelques modeles [TRE 76| et
par Jazzar de facon tres complete [JAZ 93].

Pour chacun des modeles décrits, nous préciserons leur origine :

- statistique : la forme de W est élaborée a partir de constatations statistiques sur I’arrangement
des chalnes polymériques et les mécanismes microscopiques de déformation ;

- empirique : il s’agit souvent de transformation de formes statistiques afin qu’elles s’adaptent
a des résultats expérimentaux ou des matériaux particuliers ;

- phénoménologique : ce type de représentation vise a modéliser le comportement global
macroscopique du matériau a partir de considérations mathématiques et de résultats
expérimentaux.

Dans un premier temps, on donnera une description succincte des différents modeles, ce qui
nous permettra, par la suite, de choisir ceux qui conviendront le mieux a notre application.

Remarque : nous n’aborderons ici que le cas des matériaux incompressibles, la prise en compte
de la compressibilité conduisant a des formulations différentes.
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Modéle de Mooney (1940, phénoménologique)

Mooney [MOO 40] a supposé que lors de la déformation d’un cube en caoutchouc, le com-
portement reste linéaire en cisaillement simple. Cette hypothese I’a amené a proposer la forme
suivante pour W :

W =0C, (Il — 3) + Cy ([2 — 3) (H.GO)

ou C7 et Cy sont les deux constantes matérielles.
Dans ce modele, les dérivées de I'énergie de déformation par rapport aux invariants (utilisées
dans (I1.58)) sont donc constantes :

ow

ow ow
or, !

t =
REETA

Cy (IL61)

Grace a sa bonne représentation du comportement global et sa simplicité mathématique, ce
modele est jusqu’a présent le plus utilisé dans les problemes de comportement hyperélastique.

Remarque : dans la méme publication, Mooney propose une forme généralisée de son modeéle,
forme qui abandonne U'hypothése de linéarité du cisaillement :

W =" [Agn (A" + A5" + A3" = 3) + Bon (AT + A3 + A" = 3)] (IL.62)

n=1

A notre connaissance ce modele n'a été utilisée que sous sa forme troncaturée a un terme qui
correspond au modéle classique (I1.60) avec Ay = Cy et By = Cs.

Modéle néo-hookéen (1943, statistique)

Treloar [TRE 43] a appliqué la théorie statistique gaussienne au réseau des longues chaines
moléculaires des polymeres (caoutchouc) pour montrer que W peut s’exprimer comme suit :

1
W = §G (I — 3) (11.63)
avec GG la constante matérielle donnée par :

G = NkT (I1.64)

ou N est le nombre de chaines par élément de volume, k la constante de Boltzmann et T la
température absolue.

Dans ce cas :
ow - g ow B

— = et — =
ol 2 0l

Cette relation laisse apparaitre tout de suite la pauvreté du modele : il ne permettra qu’une

premiere approximation des déformations mais I’absence de Iy dans I'expression de W ne peut

pas étre satisfaisante pour la description des grandes déformations sous tous les types de solli-
citations.

0 (11.65)

Remarque : on peut noter que ce modeéle est un cas particulier du modele de Mooney. De
nombreux auteurs [BOY 77] ont essayé de montrer que le coefficient Cy du modéle de Mooney
permettait de prendre en compte la partie non-gaussienne de la distribution des chaines.
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Formulation générale de Rivlin (1948, phénoménologique)

En 1948, Rivlin [RIV 48b] traite de facon mathématique le probleme des grandes déformations
du caoutchouc et propose pour W une expression sous forme de série de polynoémes :

W= Y Ci(lL—3) (-3 (11.66)
i=0,j=0

En réécrivant W sous la forme :

W= 3 (B ++2-3) (A 2+ A2+ 02 -3) (11.67)
i=0,j=0

on note que Rivlin impose nécessairement 1’'utilisation de puissances paires des élongations prin-
cipales \; pour assurer a W d’étre positive. Ceci provient du traitement purement mathématique
qui rend possible I'existence de valeurs négatives pour ces élongations.

Ce modele n’est évidemment pas utilisable tel quel mais sa troncature a un ordre donné a
permis I’élaboration de nombreux modeéles. On peut déja noter que les modeles précédents en
sont des cas particuliers.

Modéle a trois termes (1951, statistique)

En 1951, Isihara et al. [ISI 51] ont utilisé une théorie statistique non-gaussienne pour
améliorer le modele néo-hookéen et proposer la forme de W suivante :

W=0C (I —3)+Cy(I1 —3)*+ C5 (I — 3) (11.68)

Les trois constantes C1, Cs et C'3 ont été identifiées pour les expériences de Treloar [TRE 44b)]
sur les données équibiaxiales : la corrélation avec I’expérience est satisfaisante alors que I'utilisation
de ces mémes constantes ne permet pas de représenter de facon convaincante le comportement
en traction uniaxiale.

Modéle de Rivlin et Saunders (1951, phénoménologique)

Rivlin et Saunders [RIV 51] ont mené a bien de nombreuses expériences (extension simple,
cisaillement pur, compression, torsion) sur des caoutchoucs vulcanisés. Ils ont montré que la

dérivée partielle gTMI/ est une grandeur & peu pres constante (indépendante de I7 et I) et que

gTVZ est uniquement fonction de Ip (indépendante de I;). La forme de la fonction énergie de

déformation qu’ils proposent est :

W=C(—-3)+f(l2-3) (1I1.69)
ou C; est une constante matérielle et f (Ia —3) une fonction de la variable Iy a déterminer
expérimentalement. Elle doit s’annuler pour Is — 3 = 0.

Modéle de Gent et Thomas (1958, empirique)

En 1955, Thomas propose une nouvelle forme de W basée sur 'utilisation de la théorie
statistique non-gaussienne. Cette forme assez complexe et satisfaisante pour la modélisation de
la microstructure n’a pas fourni de meilleurs résultats dans la modélisation du comportement
global que le modele néo-hookéen (I1.63).
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En 1958, Gent et Thomas [GEN 58] ont approché de fagcon empirique la fonction proposée
par Thomas pour fournir la forme de W suivante :

I
W =C) (I —3) + CyIn <§2> (I1.70)

Dans ce cas, on a les identités suivantes :

ow _
on

oW C

C - 2
! o, I

(I1.71)
I1 faut noter que cette expression de W vérifie la proposition de Rivlin et Saunders (I11.69).

Modeéle de Biderman (1958, phénoménologique)

Biderman [ALE 68] a proposé une forme tronquée a l'ordre 3 du développement de Rivlin
(I1.66) pour laquelle il ne conserve que les termes a l'ordre 1 pour (I3 — 3) et il néglige les termes
croisés. La forme de W est similaire & celle d’Isihara (I1.68) avec un terme en (I; — 3)% de plus :

W = Cho (I} — 3) + Coo (I — 3)* + C30 (I — 3)* + Co1 (I — 3) (IL.72)

La corrélation avec les résultats expérimentaux de Treloar [TRE 44b] est bonne pour la
traction uniaxiale, la compression et le cisaillement, mais faible pour I’extension équibiaxiale.
Ce modele ne s’avere pas capable de modéliser tous les types de déformation.

Modéle de Carmichael et Holdaway (1961, phénoménologique)

Carmichael et Holdaway [CAR 61] sont les premiers a proposer W sous la forme d’une
fonction des extensions principales A;, i = 1,3 et non des invariants :

3
W=> [6(X)—01)] (I1.73)

i=1

ou la fonction ¢ vérifie :

de (u) 1 Va1 _
— = [4ef(viveTT) _op 1_2} I1.74
T 0 [ e (u+u ) (I1.74)
A, B, (8 sont les constantes matérielles.

Ce modele a donné de bons résultats sur les expériences de Treloar et sur les résultats de
soufflage de membranes planes [KLI 64].

Modéle de Hart-Smith (1966, empirique)

En 1966-1967, Hart-Smith [HS 66|, [HS 67] choisit d’utiliser la forme de W fournie par Gent
et Thomas (II.70) pour retrouver les résultats expérimentaux de Treloar. En premier lieu, il
décide de conserver la forme de gTVZ mais de ne plus utiliser une fonction constante pour ‘g‘;‘f.
Pour retrouver les résultats relatifs aux grandes valeurs de I; (I; > 12), il choisit une forme

exponentielle :

ow _ Gekl(h’?’)Q

ow ko
o “%L

t — =
YA 1

(I1.75)
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La fonction énergie de déformation est alors :

W=a@G {/ek1(11—3)2d1'1 + ko In <%>} (I1.76)

Ce modele admet donc trois constantes matérielles : G, kq, ko.
Une étude tres complete de ce modele ainsi que des moyens d’identification des parametres
a été fournie par Jazzar [JAZ 93].

Hypothése de Valanis et Landel (1967, phénoménologique)

Les auteurs [VAL 67] imposent par hypothese que la fonction W soit écrite comme la somme
de trois fonctions séparées des élongations principales A1, Ao et A3 qui, par symétrie, sont égales :

W = w(>\1) —I—’w()\Q) —|—w(>\3) (11.77)
Sous cette condition, la relation contrainte-déformation (II1.57) devient :
ci=-p+Nw (\) i=1,3 (IL.78)

ott w' représente la dérivée ‘é—‘f\’ et ou la fonction w est a déterminer expérimentalement.
L’avantage d’une telle formulation en terme d’élongations et non d’invariants est évidente :
lors d’expériences, il est beaucoup plus simple de faire varier une élongation en conservant les
autres constantes que de faire varier I; en conservant I constant par exemple. Ceci simplifie
bien évidemment I’identification des parametres matériels.
De plus, dans leur article, Valanis et Landel propose la définition suivante de la fonction w :
w (A) = 2uIn (\) (11.79)
Cette forme de w n’a jamais été réutilisée par la suite.

Remarque : il faut noter que les modéles de Mooney (11.60) et néo-hookéen (I1.63) vérifient
Uhypothese de Valanis et Landel alors que le développement de Rivlin (I1.66) ne la vérifie pas si
lon conserve au moins un terme croisé (i #0 et j #0).

Modéle d’Alexander (1968, empirique)

En 1968, Alexander [ALE 68] modifie le modele d’Hart-Smith pour décrire le comportement
du néoprene utilisé dans la fabrication des ballons météorologiques de haute altitude. A partir
de résultats expérimentaux, il propose la forme de W suivante :

W = g {01 / FL=3%41 4 Cyln <(I2_#> L Oy (I — 3)} (IL.80)

ou u, k, Cy, Co, Cg, v sont les six constantes du modele.

Modéle d’Ogden (1972, phénoménologique)

En 1972, Ogden [OGD 72] remet en cause la restriction de puissances paires des élongations
principales imposée par Rivlin (I1.67). D’un point de vue physique, les élongations \; sont
obligatoirement des grandeurs positives, Ogden propose alors W sous forme d’une série :

N
Hn \ay, an an,
W= o (A" + A3 4+ Ag™ — 3) (I1.81)
n=1
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ot les doublets de réels (fin, an)n=1,N sont les constantes matérielles et doivent vérifier :
fnoy, > 0 n (11.82)

si N=1ou N = 2. Pour N > 3, cette condition peut ne pas étre vérifiée par certaines paires
de valeurs [OGD 72].

Remarque : d’autres conditions sur les coefficients ont été proposées notamment par Twizell
et Ogden [TWI 83] :
lan| > 1 Vn (11.83)

pour assurer 'unicité de la solution au probléme d’un tube soumis simultanément au cisaillement
et a la torsion ; et par Chadwick et al. [CHA 77a] :

an <1 oua,>2 Vn (11.84)

pour assurer l'unicité de la solution au probléme de la déformation d’un tube en rotation autour
de son aze.

L’utilisation d’une série de trois termes permet d’obtenir de tres bon résultats pour représenter
le comportement global des matériaux. De plus, la simplicité de la formulation mathématique
et l'utilisation directe des élongations (I’hypothése de Valanis et Landel (I1.77) est bien sur
vérifiée) en font un modele tres utilisé dans les problemes numériques de grandes déformations
hyperélastiques.

Remarque : il faut noter que méme s’il n’y fait jamais allusion, Ogden utilise une mesure
généralisée de la déformation (présentée en I11.1.3.5) et qu’en utilisant le premier invariant des
tenseurs des dilatations généralisées (11.29a), on peut écrire W sous la forme :

N
w=Y Z—: (I, —3) (IL.85)
n=1

1l apparait alors clairement que les modéles néo-hookéen et de Mooney sont des cas particuliers
du modele d’Ogden avec respectivement :

N = 1, H1 = G a1 = 2 (1186)
N 2, H1 = 201 o] = 2, Ho = —2C2 a9 = —2 (1187)

Modéle de Blatz, Sharda et Tschoegl (1974, phénoménologique)

A la méme époque qu’Ogden, Blatz et al. [BLA 74] ont indépendamment proposé un modele
faisant explicitement référence a la théorie des déformations généralisées sous la forme :

2
w =21, +BI° (11.88)
a «

ou G, B, a et [ sont les constantes matérielles et ou Ig, représente le premier invariant du
tenseur des déformations généralisées F,,.

En utilisant nos notations, la fonction W se met sous la forme :

W=2O[—C;(Ila—3)+%

Cette forme de W n’a, a notre connaissance, jamais été utilisée dans la pratique. L’utilisation

de mesures de déformation généralisée pour les probléemes hyperélastiques s’est toujours faite au
travers du modele d’Ogden, de par son efficacité et sa simplicité mathématique.

(I, —3)° (11.89)
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Nom du modéle Année Origine Forme de W
E(I/E)g?)le 40ﬁ e[B é\)d;()?r;?y 1940 phénoménologique W=Ci (L =3)+Cy (2= 3)
%ﬁslz 3] néo-hookéen 1943 statistique W= lG (I1 —3)
gzrlgii?gi?ﬁl\gé&ég]ale 1948 phénoménologique W= i:()i:::o Cij (I — 3)i (I2 — 3)j
Ei;d???é‘“xﬁSte“nes 1951 | statistique W = Cy (I = 3) + Co (I —3)2 + Cy (I — 3)
gi?iiirsd&{?\fi‘g?]l ot 1951 phénoménologique W=Ci(li=3)+ f (12— 3)
¥1§)§§§s [dCfEl\? (;g? ot 1958 empirique W=0C (I —3)+C2ln (%)
Modele de Biderman W= Ci(IL—3)+ Cy (I, —3)°

1958 phénoménologique

[ALE 68] +C30 (I = 3)° + Con (I2 — 3)

S
I
NE

)\? — o (1 avec
Modele de Carmichael [¢( ) o ( )}

et Holdaway | 1961 phénoménologique do (u)
[CAR 61], [KLI 64] du ~

2B (u +u Tt — 2)]

.
—_

|

[Aeﬁ(\/_—\/F)_

Modele de Hart-Smith

[HS 66], [HS 67], | 1966 empirique W =a {/ 6k1(11_3)2d11 4+ koln <é>}
[JAZ 93] 3
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Hypothese de Valanis

‘nomé i W =w (A1) +w(A2) +w(A3)
et Landel [VAL 67] 1967 phénoménologique

Modele d’Alexander 2

W= H{CI / M3 qr,
1968 empirique

[ALE 68| I —3)+
e (E2247) 0y
Modele d’Ogden N
[OGD 72], 1972 phénoménologique W = Hn (AT™ + 25" + 25" —3)
[CHA 77a), [TWI 83] n=1 On
Modele de Blatz, 20 5
Sharda et Tschoegl | 1974 phénoménologique W= ;IEa + Bl
[BLA 74]

Tableau II.1: Tableau récapitulatif des différents modeles hyperélastiques

Conclustion

Le tableau II.1 résume les différentes formes de la fonction énergie de déformation.

Nous avons vu, dans ce paragraphe, la diversité des formes proposées pour la fonction énergie
de déformation. Dans le paragraphe suivant, nous présenterons les critéres qui guideront notre
choix et nous détaillerons les modeles retenus.

11.2.2.3 Choix de la fonction énergie de déformation

Comme nous ’avons montré, 1’élaboration des modeles et donc de la forme de la fonction
énergie de déformation s’est faite petit a petit en améliorant les formulations existantes pour
mieux représenter tel ou tel matériau, sous tel ou tel type de sollicitation.

Dans I’absolu, un modele de comportement doit pouvoir approcher tous les types de déformation,

dans la pratique ceci s’avere le plus souvent difficile. Alors, les criteres devant guider notre
choix sont les suivants : simplicité du modele, notamment dans 'optique de sa mise en ceu-
vre numérique, et capacité de ce modele a représenter le plus justement possible les types de
déformation qui nous intéressent (dans notre cas les déformations biaxiales pour les membranes,
apparaissant dans les procédés).

Notre choix s’est porté sur les modeles de Mooney (qui englobe le modele néo-hookéen)
et d’Ogden. Le modele de Mooney est < universel > (c’est le modele hyperélastique le plus
utilisé), ce qui permet d’avoir a notre disposition de nombreux résultats aussi bien expérimentaux
que numériques. De plus, sa formulation mathématique tres simple permet d’appréhender les
phénomenes physiques (nous le verrons plus loin pour les instabilités des membranes soufflées).
De par le nombre de ses coefficients et la souplesse de sa formulation, le modele d’Ogden permet,
quant a lui, de modéliser avec justesse les différents comportements notamment ’extension bia-
xiale [OGD 72]. Sa forme mathématique est facilement exploitable pour la résolution numérique
des problemes.
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Dans ce paragraphe, nous détaillons la forme des relations contrainte-déformation pour ces
deux modeéles et nous identifions leur domaine de validité a partir de résultats expérimentaux
fournis par la littérature.

Relations contrainte-déformation

A partir des relations (I1.54), (I1.55), (I1.56) et des formes des fonctions W (I1.60) et (I1.81),
on obtient les relations contrainte-déformation dans les directions principales pour les deux
modeles :

e Mooney :
1
ri=-pr2fond -] (11.905)
1 1
1 1
II; = —p)\—i +2|C )\ — CQF (IL.90c)
e Ogden :
oi = —p + A" (I1.91a)
1 O —
1
I, = Py + Mn)\?"_l (I1.91c¢)

avec sommation sur l'indice n.

Domaine de validité des modéles

Pour comparer les modeles et déterminer leur domaine de validité, nous utilisons les données
de Treloar [TRE 44b] qui a mené & bien des expériences de traction uniaxiale, de cisaillement
pur et de traction équibiaxiale (par I'intermédiaire du soufflage d’une membrane plane) sur des
échantillons de caoutchouc 8% S vulcanisé. Comme mentionné précédemment, ces expériences
ont été largement utilisées pour la validation des modeles [HS 66], [OGD 72]. Les constantes
matérielles sont respectivement :

e modele néo-hookéen (fournies dans [TRE 44b]) :

G = 4,0 kg/cm?

e modele de Mooney (constantes matérielles que nous avons identifiées sur la courbe de
traction uniaxiale pour 1 < A < 4) :

Cy = 1,27 kg/em? et Cy = 0,74 kg/cm?

e modele d’Ogden (fournies dans [OGD 72]) :

w1 = 6,3 kg/em? po = 0,012 kg/em?® uz = —0,1 kg/em?
a1:1,3 Oé2:5,0 043:*2,0
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On peut considérer que pour les courbes expérimentales utilisées dans ce paragraphe, les con-
stantes précédentes sont les plus a méme de modéliser le comportement du matériau.

Dans ses expériences, Treloar mesure les élongations principales et les forces appliquées
rapportées & la surface initiale (composantes du tenseur II). Les relations contrainte-déformation
correspondant a chaque modele et pour chaque type de sollicitation sont fournies par :

e traction uniaxiale : 1’échantillon est étiré suivant ’axe 1 d’une élongation A\; = X et les
matrices des élongations et des contraintes du premier tenseur de Piola-Kirchhoff sont
respectivement :

[F] = A2 et [ = 0 (I1.92)
A3 0

d’ot, en éliminant la pression hydrostatique dans (I1.90c) et (II.91c) :

néo-hookéen : Il = G(A— \72)
Mooney : =201 (A= A"2)+2C5(1 — A73) (11.93)
Ogden : II = p, [)\O‘"*l — )\_(H%a")]

e cisaillement pur : une des extensions (A2 par exemple) est fixée a 1 et 1’échantillon est
étiré suivant ’axe 1 de )\ ; les matrices sont les suivantes :

A I
[F] = 1 et [ = indéterminé (I1.94)
A1 0

d’ot, en éliminant la pression hydrostatique dans (I1.90c) et (II.91c) :

néo-hookéen : Il =G\ —\73)
Mooney : II=2C1 (A= A73) +202(\ — A73) (I1.95)
Ogden : II=pu, P\a”_l — )\_(H‘"”)]

e tension équi-biaxiale : cet état de déformation est obtenu par exemple au pole d’une
membrane initialement plane souffiée et se caractérise par le fait que deux des élongations
principales sont égales (A} = Ag = A) :

[F] = A et [I] = I (11.96)
A2 0

d’ot, en éliminant la pression hydrostatique dans (I1.90c) et (II.91c) :

néo-hookéen : Il = G(A— A7)
Mooney : II=2C1 (A —A7%) +2C,(\3 — X 73) (I1.97)
Ogden : IT = gy, [Nt — A= (1F2e0)]

Les courbes des figures I1.I1.3(a), IL.IL.3(b) et I1.I1.3(c) présentent les points expérimentaux
et les courbes obtenues a partir des relations contrainte-déformation (I1.93), (I1.95), (I1.97) et
des valeurs des coefficients matériels données précédemment.
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Figure I1.3 : Comparaison modeles - expériences de Treloar
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Le modele de Mooney est fiable pour des élongations relativement grandes aussi bien en
traction (A < 4) qu’en cisaillement (A < 3) mais 'utilisation des mémes constantes pour
I’extension équi-biaxiale n’est pas satisfaisante : les grandeurs matérielles ayant été identifiées
sur les données de traction uniaxiale ne sont plus utilisables pour A > 1,4 en extension biaxiale.

Le modele néo-hookéen est quant & lui meilleur sur ces données biaxiales (A < 3) mais au
prix de résultats beaucoup moins satisfaisants pour les autres types de déformation (A < 2 en
traction et en cisaillement).

Le modele d’Ogden permet, de par le nombre de ses coefficients et la souplesse de sa formu-
lation, de s’adapter aux trois types de déformation avec des résultats satisfaisants méme pour
des tres grandes déformations (A de 'ordre de 7 en traction et de 'ordre de 4 — 5 en cisaillement
et tension biaxiale).

Cet exemple permet de mettre en évidence les possibilités des modeles retenus. Le modele
de Mooney ne permet pas de modéliser tous les types de sollicitations, mais sa simplicité
mathématique, sa signification physique et son caractere < universel » déja mentionné jus-
tifient qu’on le retienne. Le modele d’Ogden est, lui aussi, simple mathématiquement ; de plus
la souplesse de sa formulation permet de bien appréhender tous les types de sollicitations (il
faut pour cela utiliser le nombre de termes nécessaires dans la série). On peut cependant lui
reprocher son manque de sens physique.

11.2.3 Lois de comportement viscoélastiques non-linéaires
11.2.3.1 Introduction

Dans le paragraphe précédent, nous avons explicité les modeles hyperélastiques utilisés pour
la description du comportement des matériaux du type caoutchouc dont les élastomeres, et les
polymeres fondus au dela de leur température de transition vitreuse, T;. Tous ces modeles
étaient construits a partir de I’hypothese de correspondance bijective entre I’état de contrainte
et I’état de déformation : a un état de déformation donné, il correspond un unique état de
contrainte, et réciproquement.

Dans la réalité, pour les matériaux que nous étudions, des phénomenes visqueux apparaissent
[WAR 83]. L’état de contrainte ne dépend plus seulement de 1’état actuel de la structure mais
aussi de I'histoire de la transformation qu’a subie le matériau pour atteindre I’état actuel. 1l y
a donc dissipation d’énergie (lors des ruptures des longues chaines polymériques par exemple).
On peut dire que le matériau possede une forme de <« mémoire > .

Pour mettre en évidence ces phénomenes retardés, on se réfere a des expériences de relaxation
et de retard (figure I1.4). Dans le cas de la relaxation (figure I1.4(a)), un échelon de déformation
est imposé et on observe que la contrainte dans 1’échantillon se relaxe : apres avoir atteint une
valeur instantanée, elle diminue pour rejoindre progressivement une valeur élastique. Dans le
cas du retard, un échantillon de matériau est soumis a une traction uniaxiale pour laquelle la
contrainte est maintenue constante durant l'essai (figure I1.4(b)). La réponse en déformation
a ce chargement se décompose en une déformation élastique instantanée et une déformation
retardée.

Pour définir la notion de viscoélasticité, nous devons prendre en compte un nouvel essai, dit
de recouvrance . On impose au matériau un créneau de contrainte et on observe la déformation
(figure I1.5). Par définition, un solide a un comportement viscoélastique lorsque la déformation
permanente est nulle dans un essai de recouvrance [LEM 85]. Cette définition des solides
viscoélastiques est restreinte aux matériaux non-vieillissants, c’est-a-dire aux matériaux dont
les propriétés mécaniques n’évoluent pas au cours du temps.
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Contrainte ] )
\ instantanée Deformathn
() Contrainte € retardée
élastique
Déformation
instantanée
t t
(a) (b)
Figure I1.4 : Expériences de (a) relaxation et (b) retard
Y €

Figure I1.5 : Expérience de recouvrance

Dans toute la suite, nous ne considérerons que les matériaux ayant un comportement du
type caoutchouc. Ils seront supposés isotropes, homogenes, non-vieillissants et solides. Les
déformations sont supposées se faire dans des conditions isothermes. De plus, on postule
I’existence d’une configuration naturelle non déformée et non contrainte.

La modélisation de tels comportements, notamment en grandes déformations, a fait ’objet de
trés nombreux travaux et est sujette a des approches tres différentes. Les lois de comportement
proposées dans la littérature sont de ce fait multiples et variées. Le traitement que nous ferons de
la viscoélasticité sera succinct. Nous établirons tout d’abord la relation contrainte-déformation
dans I’hypothese des petites perturbations. Puis nous ferons un rappel bibliographique pour
la modélisation du comportement en grandes déformations viscoélastiques des polymeres en
restreignant notre étude aux modeles intégraux. Enfin, nous traiterons dans le détail les cas des
deux modeles que nous avons choisis.

I1.2.3.2 Viscoélasticité linéaire

Le point de départ de I’élaboration d’une relation contrainte-déformation générale dans le cas
des petites perturbations est le Principe de Superposition de Boltzmann [BOL 76]. Boltzmann
propose que (1) le retard d’un échantillon est une fonction de toute ’histoire du chargement,
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(2) chaque incrément de chargement fournit une contribution indépendante a la déformation
finale et cette déformation finale est obtenue par simple addition de chaque contribution.
On considere un échantillon soumis au chargement incrémental uniaxial en contrainte (figure

I1.6) : au temps 71, 72, ..., Tv viennent respectivement s’ajouter les incréments de contrainte
Aoy, Aoy, ..., Aoy. La déformation finale au temps ¢ est fournie par :
N
e(t)=> Aoy J(t—T) (I1.98)
i=1

ou J (1) est la fonction de retard du matériau.

Ao,

Figure I1.6 : Chargement incrémental : Principe de Superposition de Boltzmann
Apres la prise en compte de I'existence d’un état naturel non déformé et non contraint, dans

lequel serait le matériau au moment du début du chargement (¢ = 0), "équation (I1.98) peut
étre généralisée sous la forme de l'intégrale :

c(t) = /O J(t—7)do (7) (11.99)

ou encore :

e(t)=J(t)oo+ /Ot J(t—7) o dr (I1.100)

ol o est la contrainte au temps t = 0. De facon similaire, on définit la fonction relaxation du

matériau G (1) par :

de (1)
dr

¢

o(t)=G(t)eo +/ G(t—1) dr (11.101)
0

En généralisant cette écriture aux trois dimensions et en utilisant les hypotheses d’isotropie et

de symétrie du matériau, ’équation (II.101) ne fait plus intervenir que deux fonctions matérielles
A(T) et p(r) [HAD 88 :

% (1) :/Ot)\(t—T)@dT?—i—/otQu(t—T)dis—)dT (I1.102)

(comme en élasticité linéaire, il n’y a que deux fonctions matérielles).
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En écrivant cette équation sous la forme :

tr[a(t)] = /0 t (Bt —7) 4+ 2u(t — 7)) mch (11.103a)
3(t) = /0 t 2u(t — r)di(:)dr (I1.103b)
ol les tenseurs déviateurs 5 et e sont définis par :
() = 5(t) — %tr 7] T (I1.104a)
() = 2(t) — é tre(t)] T (I1.104b)

Ces équations (I1.103a), (I1.103b) laissent apparaitre les composantes en dilatation (premier
terme) et déviatoire (second terme) du comportement du matériau. Elles permettent de montrer,
par des considérations thermodynamiques, que les fonctions de retard J(t — 7) et de relaxation
G(t — 7) sont respectivement positive croissante et positive et décroissante [HAD 88].

De plus, en ajoutant I’hypothese d’incompressibilité a (I1.102), on obtient la relation contrainte-
déformation générale d’un matériau viscoélastique incompressible en petites déformations :

de (1)
dr

T(t)=—pl+2 / t w(t—r) dr (11.105)
0

ou 4 (7) est la fonction de relaxation du matériau.

11.2.3.3 Modeles de comportement en grandes déformations

Dans ce paragraphe, nous ferons quelques rappels bibliographiques non exhaustifs pour mon-
trer la diversité et la difficulté d’harmonisation pour la description du comportement viscoélastique
non-linéaire. Ces rappels sont fondés sur les travaux de Christensen [CHR 82|, Ward [WAR 83]
et Haddad [HAD 88§].

Le point de départ de tous les travaux considérés est ’équation générale de Green-Rivlin
[GRE 57] qui relie la contrainte de Cauchy a I’histoire de la déformation par :

(1) = Ft(t):SjO {Ba-n}Fw (I1.106)

Dans leur publication, les auteurs proposent d’approcher la contrainte par un développement
polynomial de fonctionnelles linéaires de 'histoire de la déformation (développement de Fréchet-
Volterra), en supposant que de petits changements dans I’histoire des déformations n’entrainent
que des petits changements de contrainte. En se limitant a une seule direction, la relation
contrainte-déformation s’écrit :

¢ E bt E E
O‘(t):/ G1 (t—T)d (T)dT—l-/ / G2 (t—Tl,t—TQ)d <T1)d (TQ)dTldTQ
oo dr oo J—oo dmy dmo

Lttt dE dE dE (1

ou E (1) est la mesure de déformation de Green-Lagrange et G (1), G2 (71, 72), G3 (11, T2, T3),
. sont les fonctions de relaxation. Ce ne sont pas des fonctions intrinseques du matériau
car elles dépendent de l'ordre de la troncature effectuée. Le plus souvent, cette formulation
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est utilisée dans le cas de sollicitations uniaxiales car les fonctions matérielles deviennent tres
compliquées a déterminer en trois dimensions : Lockett [WAR 83] a montré qu’il faut 17 types
de tests différents pour évaluer les fonctions du modele tronqué a 'ordre 3. Certains progres
ont été faits dans la détermination des fonctions matérielles ([WAR 83] Chap. 9), mais de telles
expressions restent tres compliquées a utiliser.

Pour sortir du cadre du développement de Green-Rivlin, Coleman et Noll [COL 61] proposent
d’utiliser la théorie de la viscoélasticité linéaire finie (FLV). Cette théorie n’impose pas aux
déformations d’étre petites, mais seulement d’avoir peu changé dans le passé récent. Ainsi, la
valeur courante de la contrainte peut étre déterminée par des intégrales linéaires de I’histoire de
la déformation lorsque celle-ci est mesurée par rapport a la configuration actuelle. On écrit la
relation contrainte-déformation sous la forme générale suivante :

t

F(t) =7 {ﬁ(t)} + f(t)/ 3 (ﬁ (1)t — T) @dﬁt (t) (I1.108)

—00o T

ola {5 (t)} est la contrainte élastique < a long terme > qui ne dépend que de la déformation
actuelle mesurée par rapport a la configuration de référence, ? (E (t),t— 7') est le tenseur du

quatrieme ordre des fonctions de relaxation et E (7) est le tenseur des déformations de Green-
Lagrange relativement a la configuration actuelle. En 1965, Lianis [LIA 65] propose la forme
simplifiée suivante pour les matériaux incompressibles :

_ t

<l

<§ (1)t — T) %(T)ch (11.109)

T

dans laquelle W est une fonction énergie de déformation similaire au cas hyperélastique. 1l faut
noter que cette équation est bien conforme a la forme générale (I1.49a) assurant l'objectivité
de la loi de comportement. Sous cette forme, I’équation est encore difficile a utiliser pour
I'identification de parametres matériels. Lianis et al. [CHR 82] ont proposé certaines simplifica-
tions et ont utilisé ces lois simplifiées pour modéliser le comportement de certains élastomeres.

Schapery [SCH 69] propose une approche différente basée sur des considérations thermody-
namiques. En tenant compte de I’équivalence entre les effets de la température et les effets tem-
porels, il propose la relation suivante (écrite en uniaxial) qui utilise la déformation infinitésimale

IS
t

o (t) = he Gre (£) + b / AG (€~ €) % lhoe ()] dr (IL.110)

— 00

ou AG (t) = G (t) — G, (G, est la composante élastique) et le temps réduit £ est défini par :

t dt/ , T dtl
e=c= | e @ €=¢0=[ e (L111)
he, hi1, ha et a. sont des fonctions matérielles non-linéaires en ¢ et G(t) est la fonction de
relaxation en petites déformations.

Une autre théorie tres utilisée est celle développée par Bernstein, Kearsley et Zapas [BER 63|
et Kaye [KAY 62] et connue sous le nom de modele K-BKZ. Ce modeéle a été construit aussi
bien pour des comportements de type solides que fluides. Cependant, seule la forme fluide de ce
modele est utilisée aussi bien pour des polymeéres a ’état liquide (dans les procédés d’injection
par exemple) que pour des solides (élastomeres) [TAN 88]. La forme la plus générale de la
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relation contrainte-déformation pour des matériaux incompressibles est :

F(t) = —pl+2 / too (%ﬁ_l (1) - ;IZE(T)) dr (IL.112)
o I = tr [ﬁ (T)—l] et Il =tr [i (7)} (I1.113)

U est le potentiel, fonction du temps, de 117 et I1s.
En 1976, Chang, Bloch et Tschoegl [CHA 76a] ont choisi d’utiliser les mesures de déformation
généralisée (présentées en I1.1.3.5) pour proposer un modele, appelé CBT, basé sur I’hypotheése
de séparation entre les effets du temps et de la déformation dans la fonction de relaxation :
dG,* (r) | dG.* ()

t
(*) dr + dr

o
2

o3
2

n[R

E(t):—p?—l—é/t G(t—r1)|B

|

)| dr (IL.114)

ou « et G (1) sont les parametres matériels a déterminer.

En 1980, Christensen [CHR 80] repart de la forme initiale du développement (I1.107) pour
fournir un modele simple inspiré du modele hyperélastique néo-hookéen. Ce modele est le plus
simple pour les solides viscoélastiques en grandes déformations :

dE (1)

T

G(t)=—pl +F (t) Il

dr| F (t) (IL115)

_ ¢
gOI+/ g1 (t—1)
0

Apres avoir comparé les modeles de la viscoélasticité linéaire finie de Lianis (I1.109) et CBT
(I1.114) sur le comportement du caoutchouc naturel, Sullivan et al. ont repris le modele CBT
dans une série d’articles [SUL 87], [SUL 89] et ont utilisé deux mesures de déformation différentes
pour éviter de faire I’hypothese de séparation des effets du temps et des déformations dans la
fonction de relaxation :

t dC; " (7)
35 ) g(t—r) d

ce modele est appelé modele généralisé solide-liquide (GSL).

Dans le méme temps, Morman [MOR 88] propose une version modifiée de la théorie de la
viscoélasticité linéaire finie de Coleman et Noll. Sa théorie, appelée MFLV, généralise a la fois
les modeles K-BKZ et CBT précédents. La relation contrainte-déformation proposée a la forme
suivante :

_ - 9 _a
G(t)=—pl+—FE'B* (1)

II.11
3« T ( 6)

ﬁ(t):—p1+—G6§3(t)+—/tG(t—7) B T ar (IL117)
0

Ge, G(t — 7) et a étant les constantes matérielles & identifier.

Pour conclure, nous citerons larticle récent de O’Dowd et Knauss [O’D 95] qui se proposent
de fournir, a partir de considérations statistiques similaires a celles utilisées en hyperélasticité,
un modele tres général de comportement des polymeres. L’étude est fondée sur les travaux de
Christensen [CHR 82] et prend en compte la compressibilité. Elle est cependant trop générale
pour obtenir des modeles et des parametres matériels simplement identifiables et utilisables.

Le tableau II.2 résume ces différents modeles de comportement viscoélastiques non-linéaires.
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Nom du modéle Année Relation contrainte - déformation
t dE

) o(t) = / Gi(t—r) d(T) dr
Equation générale —00 T
de Green-Rivlin | 1957 L dE (11) dE (72)

Gy (t —11,t — ) ———————=dnd
[GRE 57] " /_oo /_oo 2(f = m,t =) =g g~ dndn
e (I1.118)
Théorie de la . .

. , « e s 1. s . . _ fr — = /= —t
viscoélasticité linéaire | 1961 5 (t) 5> {C (t)} +F (t)/ 7 (C (t) - ) t () drF (1)
finie (FLV) [COL 61] —oo dr

— = ow oW\= _OoW=2
g(t) = —-pl+2(—+6LH—|B—-2—8B
FLV simplifiée o) pi+ (8[1 TN ) ok,
[LIA 65] 1965 : —
= /= ClCt (T)
Modele de Schapery ¢ d
. 1969 o (t) = he Gre (£) + Iy /_ AG (=€) e (t)dr
Modele K-BKZ B ; B ——1 5 —
[BER 63], [KAY 62], | 1963 G (t) = —pl +2 / ( (1) — _t(7)> dr
[TAN 88] — 00 8][1 8]]2
\ _ = 1 P o
Modele CBT G(t)=—pl + _/ G(t—T) B2 (t) G (7)
[CHA 76b), 1076 & J oo dr
[CHA 76&], :%
[CHA 77b], [BLO 78] G+ | ar
dr
Modele de  Chris- . B
tensen  [CHR 80], | 1980 5(t) = —pI+F () |goT + / - D)y | F t)
[CHR 82] 0 dr
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B
Modele GSL a t 2
1987 — = 2 =% 2 dC;y " ()
)= —pl + —E'B* (t) — — t— d
[SUL 87], [SUL 89] o (t)=-pl+3-E.B" (t) 35 _Oog( T) g dr
F(t) = —pl+—G.B>(t)
Modsle MFLV | oo Sa .
MOR 88 t e T \_a
: | +2 [ e-n B 02 DE | ar
3a 0 dT

Tableau I1.2: Tableau récapitulatif des différents modeles viscoélastiques non linéaires intégraux

11.2.3.4 Modeles de comportement retenus

Comme pour les lois de comportement hyperélastiques, la diversité des modeles proposés
dans la littérature nous oblige a faire un choix. Dans la méme optique, nous avons choisi de
retenir deux modeles. L’un simple, le modele de Christensen (I1.115) permettra de comprendre
les phénomenes mis en jeu ; le second, le modele CBT (I1.114), plus complexe mais aussi plus
souple permettra de bien représenter le comportement des matériaux.

Modéle de Christensen (1980)

En 1980, Christensen [CHR 80] propose la théorie viscoélastique non-linéaire la plus sim-
ple pour représenter le comportement des élastomeres. Cette théorie est présentée comme la
contrepartie viscoélastique du modéle statistique néo-hookéen (présenté au paragraphe 11.2.2.2).
Cependant, 'approche proposée reste phénoménologique (les phénomenes microscopiques ne
sont pas étudiés). Les restrictions sur le type de matériaux concernés sont les suivantes : ils
doivent étre homogenes, isotropes, incompressibles et étudiés dans des conditions isothermes
largement au-dessus de la température de transition vitreuse.

L’hypothese de départ permettant la construction du modele suppose que pour des charge-
ments < suffisamment lents > , pour lesquels les effets de mémoire sont effacés, ces matériaux se
comportent comme des matériaux néo-hookéens, c’est a dire que la relation contrainte déformation
est donnée par les équations (I11.54) et (I1.63).

La forme générale du modele est fournie par la relation de Green-Rivlin (I1.106). Christensen
propose d’utiliser le développement en intégrales multiples (I1.107) en ne conservant que les
termes d’ordre 0 et 1. Pipkin [PIP 64] établit la forme simplifiée du terme du premier ordre
pour un matériau isotrope incompressible :

&l

S = /Otg1 (t—r 4 df)dT (IL.119)

et Christensen celle & 'ordre O :
So = gol (11.120)
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Donc la relation contrainte déformation se met sous la forme déja présentée (I1.115) que nous
rappelons :

dE (1)

T

c(t)=—pl+F () ar| F (1)

_ t
901+/ g1 (t—7)
0

Pour assurer ’objectivité de cette loi, I’expression précédente est réécrite sous les formes :

() = —pl+gB(t)+ %?(t) / t g (t—1) dc;f) ir|B () (IL121a)
S0 = —pC (1) + 90?4—% /0 t g1 (t—7) dady) dr (I1.121b)

pour étre respectivement comparées aux forme générales (I1.49a) et (I1.49b).
Christensen montre que I’hypothése de réduction au modele de Treloar impose lim g; (7) =0
T

o0
et que les formes (II.121a) et (I1.121b) se réduisent bien a (I1.105) avec 2u (t) = 2go + g1 (¢)
dans I’hypothese des petites perturbations. De plus, il précise que son modele est limité par les
performances du modele néo-hookéen, c’est a dire qu’il est valable pour des extensions de I'ordre
de 150%, ce que 'on peut qualifier de < petites déformations > (pas infinitésimales) pour des
élastomeres.

En conclusion, nous dirons que ce modele simple permet de faire le lien entre les théories
hyperélastiques bien connues et le cas viscoélastique non-linéaire moins bien connu. Les résultats
fournis par ce modele seront donc plutot qualitatifs. Cependant, pour certaines applications
ou les déformations sont modérées, le modele de Christensen fournit de trés bons résultats :
on mentionnera le travail de Feng [FEN 92] sur des membranes en caoutchouc pour lesquelles
il a identifié les parametres du modele et obtenu de bons résultats dans la modélisation du
comportement.

Modéle CBT (1976)

A la fin des années 70, Chang, Bloch et Tschoegl [CHA 76a], [CHA 76b], [CHA 77b] et
[BLO 78] proposent d’utiliser la notion de mesure de déformation généralisée pour modéliser le
comportement viscoélastique non-linéaire.

En partant des résultats encourageants obtenus par Ogden pour le cas hyperélastique (para-
graphe I11.2.2.2)  ils se proposent de concentrer la non-linéarité du comportement dans I’exposant
de la mesure de la déformation. Ils supposent au préalable que les effets du temps et ceux de la
déformation sont découplés : pour un essai de relaxation le rapport de la contrainte au temps ¢
sur la contrainte mesurée a un temps de référence tp ne dépend pas du niveau de déformation
pour des déformations < modérément grandes > [CHA 76b], ce type de comportement ayant
été observé sur différents matériaux. L’équation liant la contrainte & I'histoire des déformations
s’écrit sous la forme d’une intégrale linéaire, ce qui donne dans les directions principales :

t a
U,-(t):—p—i—z/ G(t—T)%(T)dT i=1,3 (I1.122)
@ Jo

T

ou G (1) et « sont les parametres matériels. Les auteurs baptisent ce modele « Modele Solide
Simple > (ils présentent aussi un modele similaire pour les fluides qui ne dépend pas de la
configuration de référence).
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Ils ont construit ce modele de telle sorte que pour un matériau élastique (G (1) = go con-
stante) la relation contrainte déformation (I1.122) se réduise a :

2G,
o

o= —p+—< (A —1) i=1,3 (11.123)
relation identique (& la valeur de la pression hydrostatique pres) a celle proposée par Ogden
pour une série réduite a un terme (I1.91a).

L’expression tensorielle associée est construite [CHA 76a] pour assurer 1'objectivité de la loi
(I1.49a) et la symétrie du tenseur @. Nous rappelons cette expression (11.114) :

(t) dCth(T) + dCth(T)E

o N
2

o
2

?(t):—p?—l-é/otG(t—T) B

&
2

w[R

(t)| dr

De la méme fagon, nous avons construit la loi lagrangienne équivalente qui vérifie (I11.49b) :

(N1

-1

:_1 pum— pum—
4 ac t)| dr  (11.124)

§(t>——pﬁ_l<t>+3/tG(zt—r) Gl ), )
@ Jo

Qll

dr dr

Dans toutes les formes précédentes de la loi de comportement, la fonction G (7) est composée
d’une constante élastique gy et d’une fonction de relaxation g; (7) qui vérifie :

lim g; (1) =0 (I1.125)
T—00

Dans la méme publication, Chang et al. [CHA 76a] suggerent 'utilisation d’une forme encore
plus générale de leur modele de comportement appelée modele « Modele Solide Généralisé >
(de méme <« Modele Liquide Généralisé > ) faisant appel a la forme la plus générale des mesures
de déformation (II.25a) et (I1.25D).

Les auteurs ont étudié dans le détail et utilisé leurs modeles < Liquide Simple > [CHA 77b]
et < Solide Simple > [BLO 78] pour identifier des résultats expérimentaux obtenus sur le
caoutchouc styréne-butadiéne (SBR) soumis a de la traction uniaxiale. Les résultats obtenus
sont tres satisfaisants jusqu’a des élongations de 'ordre de 150%. Ceci justifie les hypotheses de
départ sur la linéarité de la formulation utilisée pour des déformations « modérément grandes > .

Pour notre part, nous proposons d’étendre la formulation du modele CBT en utilisant une
série de termes du type (I1.122) comme pour le modele hyperélastique d’Ogden :

b2 drg
oi(t)=—-p+ Z/O —G, (t—T) ?di(T)dT i1=1,3 (I1.126)

an T
En mettant les fonctions %Gn (7) sous la forme go, [1 + g1 (7)], la formule précédente devient :

Al Qn Y ! dAZan (T)
i (t) =—-p+ ZgOn >‘i (t) + Z!Jon A [ (t - 7') TdT (11.127)
n=1 n=1

forme que I’on peut qualifier (de fagon similaire & Christensen) de contrepartie viscoélastique du
modele d’Ogden. Tout comme pour le cas hyperélastique, I'utilisation d’une série, par exemple
de trois termes, permettra de modéliser de plus grandes déformations que le modele initial.
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I1.3 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons tout d’abord rappelé les différentes grandeurs et notations de la
mécanique des milieux continus, puis les lois de comportement hyperélastiques et viscoélastiques
non-linéaires intégrales utilisées pour modéliser les polymeres thermoplastiques dans le domaine
caoutchoutique.

Quatre modeles de comportement ont été retenus : deux hyperélastiques et deux viscoélastiques.
Pour chaque type de comportement (élastique et viscoélastique), un modele simple classique
(Mooney et Christensen) et un modele plus complexe (Ogden et CBT généralisé) utilisant des
mesures généralisées de la déformation ont été définis. Les modeles simples permettront de
comprendre qualitativement les phénomenes et les modeles complexes de modéliser au mieux le
comportement du matériau.
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Les modeles décrits dans le chapitre précédent nécessitent la mise en ceuvre de méthodes
expérimentales afin de déterminer les constantes matérielles. Comme nous I’avons vu précédemment,
un modele de comportement s’avere rarement efficace pour tous les types de déformation : il
permet souvent de ne simuler que des états de déformation du méme type que ceux utilisés
pour la détermination des constantes matérielles. C’est pourquoi ces méthodes expérimentales
doivent approcher au mieux les conditions d’utilisation du matériau pour fournir des constantes
matérielles utilisables lors de la simulation numérique des procédés.

Pour les polymeres a I’état fondu, des expériences de traction uniaxiale [MEI 81], [GOL 87] et
de cisaillement oscillatoire ([VEN 93] par exemple) sont fréquemment utilisées pour 'identifica-
tion des données viscoélastiques des matériaux. Cependant, les procédés de soufflage (injection -
étirement - soufflage, extrusion - soufflage) et de thermoformage mettent en jeu des déformations
de type biaxial [THR 87].

Un des objectifs de notre travail de these était de développer un montage expérimental
mettant en jeu des états de déformation biaxiaux et une méthode d’identification simple, qui
permettraient, par la suite, une caractérisation systématique des polymeres thermoplastiques a
I’état fondu afin de la simuler les procédés de mise en forme.

Dans cette partie, nous ferons tout d’abord une revue bibliographique des différents essais en-
trant dans ce cadre. Puis, nous présenterons notre montage ainsi que les résultats obtenus. Enfin,
apres avoir rappelé la méthode d’identification généralement adoptée, nous développerons une
méthode originale que nous appliquerons aux modeles de comportement retenus précédemment.

III.1 Historique des essais d’extension biaxiale

I11.1.1 Les différents types d’essai

Pour obtenir un état de déformation biaxial, trois types d’essais principaux peuvent étre mis
en place (figure I11.1) :
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Chapitre III. Expérience de soufflage d’'une membrane initialement plane
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Figure II1.1 : Les différents essais d’extension biaxiale : (a) extension plane biaxiale, (b) exten-

sion et soufflage simultanés d’un cylindre, (c) soufflage d’'une membrane plane

e l'extension plane biaxiale : pour ce type d’expérience, la membrane est étirée suivant

deux directions, les forces s’exercant dans ces directions étant totalement indépendantes
(figure I11.1(a)). Parmi les dispositifs utilisés, on peut citer le rhéometre développé par
Meissner et al. [MEI 87] qui permet d’obtenir un état de contrainte biaxial quelconque.
Ce type de méthode est cependant rare, car treés complexe a mettre en ceuvre. En effet, le
positionnement et le serrage de la membrane nécessite du matériel cotliteux, et il est assez
difficile d’imposer deux forces indépendantes (probleme de synchronisation). De plus, les
études de ce genre n’ont pas encore été menées pour les températures rencontrées lors des
procédés car celles-ci accentuent les difficultés précédentes.

I’extension et le soufflage simultanés d’un cylindre : un cylindre mince de matériau est étiré
dans la direction de sa hauteur et dans le méme temps, de lair est injecté a l'intérieur (le
principe est similaire a celui du procédé industriel d’étirement-soufflage). La figure I11.1(b)
présente ce type d’expérience. Comme avec le montage précédent, cette technique permet
d’imposer des déformations biaxiales indépendantes. Dans le cadre de ses travaux sur
les ballons météorologiques, Alexander [ALE 71a] a mené a bien ce type d’expériences
sur le latex pour mettre en évidence certains phénomenes d’instabilité. Plus récemment,
Benjeddou et al. [BEN 93] ont utilisé un tel montage pour déterminer les parametres du
modele d’Ogden sur bon nombre de caoutchoucs. Wineman [WIN 79] a traité de fagon
tres complete I’aspect théorique de ce probleme.

le soufflage de membrane initialement plane : il consiste a souffler une membrane de
matériau initialement plane, le plus souvent circulaire, a I’aide d’un fluide (figure III.1(c)).
A Tinverse des deux montages précédents, les déformations dans les deux directions ne
sont pas indépendantes. Malgré ce désagrément, ce montage reste le plus utilisé car il est
moins difficile a mettre en ccuvre que les deux précédents. C’est le montage expérimental
que nous avons choisi. La bibliographie relative a ce type d’essais est détaillée dans le
paragraphe suivant.

Remarque : des montages plus singuliers peuvent étre envisagés, on citera notamment les
travauz de Rodriguez et al. [RV 96] qui ont effectué des essais directement sur une machine
industrielle d’extrusion-soufflage.



II1.1. Historique des essais d’extension biaxiale 63

II1.1.2 Soufflage d’une membrane initialement plane

Les premiers montages expérimentaux de soufflage d’une membrane plane ont été utilisés
pour ’étude des caoutchoucs. Treloar [TRE 44a] fut le premier a utiliser cette méthode pour
étudier le comportement de ces matériaux et le phénomene d’éclatement. De plus, ses expériences
lui ont permis de valider 1'utilisation du modele statistique pour représenter le comportement
du caoutchouc. Comme nous I'avons déja mentionné, Hart-Smith [HS 66] et Ogden [OGD 72]
ont utilisé ces données expérimentales pour valider leurs modeles respectifs. En 1951, Rivlin
et Saunders [RIV 51] utilisent le méme type d’essai pour identifier les parametres de la loi de
Mooney-Rivlin pour un caoutchouc, en montrant que ’état de déformation équibiaxial obtenu
au pole est équivalent a une compression suivant ’axe normal & la membrane.

Plus tard, cette technique a été étendue a I’étude des polymeres en général. Au début des
années 70, Denson et al. [DEN 71], [JOY 72], [JOY 73] ont développé des montages expérimentaux
plus complexes permettant le soufflage de polymeres < liquides > (mais soutenant leur propre
poids), a la température ambiante, pour déterminer la viscosité de ces matériaux. Les mesures
devinrent plus difficiles a effectuer compte tenu du comportement visqueux des matériaux : les
auteurs ont alors utilisé une caméra pour enregistrer 1’évolution des déformations au cours du
temps. Un travail similaire a été mené par Maerker et Schowalter [MAE 74] & des vitesses de
déformation plus élevées dans le but de déterminer les parametres de lois de comportement
liquides.

Dans le méme temps, on a commencé a s’intéresser au comportement des polymeres ther-
moplastiques chauffés tres au dessus de leur température de transition vitreuse. En 1974, apres
avoir testé de nombreux plastiques a des températures élevées, Schmidt et Carley [SCH 75a],
[SCH 75b] montrent, avec ce type d’expérience, que dans les conditions de mise en forme, ces
matériaux peuvent étre modélisés par des lois de comportement hyperélastiques (ils utilisent es-
sentiellement le modele de Rivlin & l'ordre 2). Quelques années apres, De Vries et al. [DEV 77a],
[DEV 77b] utilisent les expériences de soufflage de membranes circulaires pour mettre en évidence
I'importance de la température et de 'orientation des polymeres pour leur mise en forme. En
1980, Denson et Hylton [DEN 80] soufflent des membranes rectangulaires d’ABS (Acrylonitrile
Butadiéne Styreéne) pres de la température de mise en forme (138°C) en utilisant de 1’huile pour
le gonflage. Celle-ci étant incompressible, ils peuvent mener & bien des expériences de retard,
ou la pression est imposée, ce qu’on ne pouvait pas faire avec le soufflage par de I'air.

Depuis les années 80, les travaux sur les caoutchoucs reprennent pour étudier des phénomenes
plus complexes. Certains auteurs ajoutent des moules transparents au montage expérimental
classique de soufflage libre : Kong et White [KON 85] pour analyser les phénomenes mis en
jeu lors du contact avec les parois du moule, Charrier et al. [CHA 87], [CHA 89] pour valider
leur code de calcul de soufflage de membrane. Feng [FEN 92] utilise ce montage sur une longue
période de temps (de l'ordre de la demi-heure) pour mettre en évidence le caractere viscoélastique
du caoutchouc (pour cela, il utilise un capteur photo-sensible pour conserver constante la hauteur
de la bulle [BLA 85] et ainsi mettre en place une expérience de relaxation).

Dans le méme temps, cette technique expérimentale est beaucoup utilisée dans le domaine
biomécanique pour caractériser le comportement de membranes biologiques [BYL 86], [KRI 93]
et [HSU 94]. En effet, ces membranes ne peuvent étre transformées et doivent étre testées a
I’état naturel, et donc sous ce type de sollicitation.

A la manieére de Schmidt et Carley, on se propose, dans ce travail, d’utiliser cette technique
expérimentale pour la caractérisation de polymeres thermoplastiques fondus a leur température
de mise en forme, en insistant sur leur caractere viscoélastique et plus précisément sur I'influence
de la vitesse de soufflage.
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I11.2 Reéalisation de ’essai

Un montage expérimental de soufflage de membranes circulaires a été congu et une campagne
d’essais a été menée a bien a I'Institut des Matériaux Industriels (Conseil National de Recherche
du Canada) a Boucherville (Québec) pres de Montréal.

I11.2.1 Dispositif expérimental

I11.2.1.1 Description générale

Enregistrement
du film

T°C Miroir Chambre

environnementale
Thermocouple 1

Thermocouple 2 E
. Régulateur Capteur de _——

Systéme
d'acquisition
des données

Figure III.2 : Montage expérimental pour le soufflage d’une membrane initialement plane
Le dispositif expérimental, montré sur la figure II1.2, est constitué :

- d’un dispositif de soufflage dans lequel est placée une feuille mince circulaire de polymere
thermoplastique, sur laquelle figurent des cercles concentriques et des lignes radiales tracés
a lencre ;

- d’une chambre environnementale dans laquelle est placé le dispositif précédent. La feuille
polymérique est alors chauffée au voisinage de sa température de mise en forme. La
membrane ainsi ramollie est gonflée par de ’air pour former une bulle ;

- d’un systeme d’acquisition de données qui enregistre 1’évolution de la pression a 'intérieur
de la bulle de I’état initial non déformé jusqu’au moment de 1’éclatement. Dans le méme
temps, une caméra placée au dessus du montage enregistre I’évolution des déformations
des lignes tracées sur la feuille et de la hauteur de la bulle par 'intermédiaire d’un miroir
latéral.

Les détails du dispositif sont inspirés des montages expérimentaux développés par Joye et al.
[JOY 72] et Schmidt [SCH 72] et sont exposés dans le paragraphe suivant.
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II1.2.1.2 Détails du dispositif
Le module de soufflage

Le module de soufflage est 'organe central du dispositif : il permet la mise en place et le
serrage de la membrane lors de sa mise en température. La figure II1.3 présente ce module. 1l
est constitué de trois parties en aluminium : un cylindre creux et deux plaques carrées percées.
Le cylindre et la plaque inférieure sont vissés et I’étanchéité est assurée par un joint de silicone.

La plaque supérieure est amovible et permet le positionnement et le serrage de la feuille
de polymere entre deux joints de silicone. Le silicone est utilisé pour son bon comportement
a haute température (jusqua 200°C), il évite le collage de la feuille de polymere fondu sur le
métal. Le cylindre est quant & lui pourvu de deux orifices : 'un permettant ’arrivée de lair,
I'autre permettant la mesure de la pression. Ces deux orifices se trouveront placés a l’extérieur
de la chambre environnementale.

feuille de

plaque polymere

supene‘ure \ %AO/,/ i50
|

plaque Pl O joints de
inférieure silicone
cyllndre4>

capteur de pression
et acquisition de
arrivée de données

|'air et valve

Figure II1.3 : Module de soufflage

Le rayon du trou percé dans les deux plaques carrées (donc le rayon de la membrane qui
sera soufflée) est 3,175 cm (1.25 in). Il faut noter que les contours de ces trous ont été usinés
en biseau, afin d’éviter tout contact entre les plaques et la membrane : avec la plaque inférieure
lors du chauffage (lorsque la membrane fléchit sous son poids) et avec la plaque supérieure lors
du gonflement. Pour les angles d’usinage, nous avons adopté les valeurs fournies par Schmidt
[SCH 72] : 30° pour la plaque supérieure et 45° pour la plaque inférieure.

L’alimentation d’air

L’arrivée d’air est assurée par I’alimentation du laboratoire (pression fournie de I'ordre de
560 000 Pa), ce qui est suffisant compte tenu des pressions nécessaires au soufflage de tels
matériaux dans les conditions de mise en forme (de l'ordre de 30 000 Pa pour des membrane
de rayon 2,2 cm et d’épaisseur 2,5 mm d’apres [SCH 75b] ). Une valve et un débimetre assure
Iinterface entre ’alimentation et le module de soufflage. Ce systeme permet le réglage du débit
et commande le déclenchement du soufflage.

Les expériences se font donc a débit massique d’air constant. Il est possible de faire varier
ce débit d’une expérience a ’autre.
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La chambre environnementale et le contréle de la température

Le point crucial de I'expérience est le controle de la température [DEL 91]. En effet, lors
du souflage, il est tres difficile de connaitre I’évolution de la température dans le matériau car
celui-ci est soufflé par de ’air a priori plus froid. On peut cependant se fixer comme premiere
priorité d’estimer précisément la température de la membrane au début de ’expérience.

Pour cela, on regle le contréleur de la chambre environnementale sur la température désirée ;
celle-ci est mesurée par un thermocouple (thermocouple 1 sur la figure I11.2) et régulée par le
controleur de I’étuve. Cependant, la seule connaissance de la température de ’air au dessus de
la membrane ne permet pas de connaitre exactement la température au coeur du matériau :
celle-ci dépend du temps d’homogénéisation de la température choisi. C’est pourquoi un autre
thermocouple a été ajouté a l'intérieur du module de soufflage pour mesurer la température
sous la membrane (thermocouple 2 sur la figure II1.2). L’expérience est déclenchée lorsque la
température sous la membrane atteint une valeur fixée par I'expérimentateur. Lors d’essais
préliminaires, on mesure, par des tests successifs a ’aide d’un capteur a infra-rouges, I’évolution
de la température a la surface supérieure de la membrane pendant la période d’homogénéisation
de la température. On détermine ainsi la valeur de la température que doit fournir le thermo-
couple 2 pour que I'expérimentateur déclenche le soufflage.

Remarque : la température fournie par ce second thermocouple n’a pas de signification pro-
prement dite, on utilise cet artifice car le capteur a infra-rouges ne peut pas étre laissé dans la
chambre tout au long du chauffage.

Mesures et acquisition des données

Deux types de grandeurs sont échantillonnés dans le temps pendant les expériences : les
déformations (déformations des lignes et hauteur de la bulle) et la pression a l'intérieur de la
bulle.

L’évolution des déformations est obtenue par 'intermédiaire du film du soufflage. Le systeme
vidéo est constitué d’une caméra, d’un chronometre a incrustation, d’'un magnétoscope et d’'un
écran de controle. La caméra est fixée au dessus de la chambre environnementale. Un miroir
en aluminium (résistant & la chaleur) est placé a c6té de la membrane faisant ainsi un angle
de 60° avec la plaque supérieure. Il permet d’enregistrer I’évolution de la hauteur de la bulle
par 'intermédiaire de son image. Cette hauteur et ces déformations sont ensuite mesurées sur
I’écran et corrigée par un coefficient qui dépend de la distance focale entre la caméra et la bulle.
Ce type de mesure, bien que peu précis en apparence, fournit des résultats satisfaisants, car
reproductibles (du moins pour la hauteur) comme nous le verrons par la suite.

Remarque : pour mesurer la hauteur, nous avons envisagé et testé d’autres dispositifs tels le
laser ou le capteur photosensible. Les résultats ne furent pas satisfaisant, et ce a cause des hautes
températures qui nous obligeaient a placer ces appareils a l'extérieur de la chambre rendant ainsi
les mesures tres difficiles.

La mesure de la pression a l'intérieur de la bulle est effectuée par un capteur de pression TH-
LCV. La sortie de ce capteur est amplifiée (sortie fournie de 0 a 5 volts) pour diminuer I'influence
de la présence de bruit. La précision donnée par le fabricant est 0,25 % et I'intervalle de mesure
du capteur est & peu pres 0 — 0, 1MPa (0-15 psi). Le logiciel d’acquisition Labtech-Notebook
[Lab | permet l'enregistrement des mesures temps-pression.

La caméra utilisée fournissant 30 images par seconde, nous avons reglé la fréquence d’acquisi-
tion de la mesure de la pression & 30 Hz. Ceci permet donc d’avoir a chaque mesure du temps,
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une valeur de la pression et une géométrie déformée de la bulle. Il est important de noter que
I'incertitude sur la mesure du temps est alors de :t% s, c’est-a-dire 'amplitude de l'intervalle
de mesure.

Remarque : malgré cette mise en paralléle des mesures, la mise en concordance de la pression
et de la déformation restait difficile : la détermination de limage de départ (temps t = 0
du soufflage) était impossible. Nous avons donc synchronisé les mesures a partir de l’image
finale, c’est-a-dire au moment de [’éclatement. En effet, le moment de [’éclatement apparait
trés distinctement sur le film mais aussi sur les données relevées par le logiciel d’acquisition au
travers de la chute brutale de la pression interne.

111.2.2 Matériau étudié. Conditions expérimentales
I11.2.2.1 Matériau étudié

Comme nous ’avons dit précédemment, le but de ce travail expérimental est de construire un
montage qui permette de mettre en évidence le caractere viscoélastique des polymeres fondus.
Des lors, le choix du matériau n’était pas capital : nous avons testé plusieurs matériaux sur
notre montage dans le but choisir celui permettant de faire le plus d’expériences possible et ainsi
d’apprécier la reproductibilité de ce type d’essais. De ces tests, il résulte que :

- le PMMA (polyméthyl-métacrylate) et le PC (polycarbonate) n’ont pas pu étre gonflés de
fagon satisfaisante : la membrane se gonflait tres peu, prenant juste une forme hémisphérique,
avant I’éclatement au pole. Des observations similaires ont été faites par Schmidt et Carley
[SCH 75a] ;

- le PP (polypropyléne) et le HDPE (polyéthylene haute densité) ont été gonflés a des
niveaux satisfaisants, mais le temps tres court de leur gonflement (de l'ordre de 0,5 s)
nous a fait préférer le HIPS (polystyréne & haut impact) et ’ABS (acrylonitrile butadiene
styréne) qui présentaient des temps de gonflement plus importants (de l'ordre de 2 s).

Remarque : il faut noter que le HIPS fait partie des matériauz étudiés dans le détail par
Schmidt et Carley [SCH 75a] ;

- pour nos expériences, notre choix final s’est porté sur ’ABS car sa température de mise
en forme est d’environ de 146°C ([THR 87| chapitre 2) (contre 180°C pour le HIPS), ce
qui réduit considérablement la durée du chauffage préalable a ’expérience.

La résine ABS représente un des meilleurs mélanges qui soit entre une résine (acrylonitrile-
styréene) et un élastomere (butadiéne-acrylonitrile). La premiere fabrication de cette résine
date des années 1950. Chacun des composants apporte des qualités particulieres au produit :
I’acrylonitrile donne la résistance chimique et la bonne tenue en température, le butadiene
contribue a la résistance a I'impact et le styréne permet un bon fini de surface et confére une
grande rigidité. La température de transition vitreuse, T}, est entre 80°C et 120°C ([THR 87]
chapitre 2) .

Le bon compromis entre le coit et le type d’utilisation des résines ABS constitue un élément
favorable dans de nombreux domaines : industrie automobile, appareils électro-ménagers, etc.
On peut citer quelques exemples d’articles fabriqués en résines ABS : boitiers d’appareils électriques
ou électroniques, téléphones, habillage intérieur d’automobile, tuyaux de plomberie domestique.
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II1.2.2.2 Conditions expérimentales

Des feuilles carrées d’ABS (de coté 10 cm environ) d’épaisseur 1,57 mm sont découpées et
marquées par de l’encre vaporisée au travers d’un gabarit (voir les photos des échantillons sur
la figure I11.4) avant d’étre placées dans le module de soufflage. Ce gabarit permet de tracer des
cercles concentriques et des lignes radiales sur la membrane pour faciliter son positionnement,
mais surtout pour avoir acces aux déformations [JOY 72]. En fait, ces tracés sur les membranes,
initialement prévus pour les mesures des extensions principales, n’ont pas été utilisés puisque
nous nous sommes contentés de mesurer la hauteur de la bulle (nous en donnerons la raison par
la suite lors de I'identification des constantes matérielles).

La membrane est chauffée a 143°C, température vérifiée au moyen du capteur a infra-rouges
pointé sur la surface. Pour cela, la température au dessus de la membrane (lue sur le thermo-
couple 1) est fixée & 146°C, température atteinte tres rapidement (au bout de 10 min environ) ;
la température au dessous (thermocouple 2) est, elle, fixée a 125°C (température déterminée par
des tests successifs), celle-ci est atteinte au bout d’un temps plus long (de 'ordre de 50 min).

Nous avons mené les expériences pour trois débits d’air différents : 27 1/s, 19 1/s, 11 1/s.

En résumé, les conditions expérimentales sont les suivantes :
- matériau : ABS (Acrylonitrile Butadiéne Styréne) ;
- feuilles circulaires de rayon 3,175 cm et épaisseur 1,57 mm ;

- température de mise en forme 143°C ;

- débits d’air pour le soufflage : 27 1/s, 19 /s et 11 I/s.

I11.2.3 Mesures et incertitudes

Une série d’expériences a donc été menée sur les membranes d’ABS dans les conditions
spécifiées précédemment :

- 27 1/s : 23 expériences ;
- 191/s: 9 expériences ;
- 111/s : 10 expériences.

Les photos d’écran des figures II1.4 et II1.5 présentent le gonflement de la membrane vu,
respectivement, de dessus et de profil. On note sur ces figures le grossissement tres important
des lignes tracées préalablement sur la membrane, ce qui illustre bien les difficultés de mesure
des extensions principales au pole. De plus, on distingue bien I'image de la membrane sur le
miroir qui permet la mesure de la hauteur.

Apres élimination des expériences inexploitables (dues le plus souvent & un éclatement
prématuré de la membrane), nous avons conservé :

- 27 1/s : 18 expériences ;
- 191/s : 7 expériences ;

- 11 1/s : 10 expériences.
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Il faut noter que beaucoup plus d’expériences ont été menées pour le débit le plus élevé ; en
effet, c’est pour ce débit que tous les réglages préliminaires ont été effectués.

Pour chaque débit d’air, nous avons enregistré les valeurs de la pression et de la hauteur de
la bulle au cours du temps. Pour chaque débit et pour chaque temps de mesure, nous avons
donc collecté plusieurs points expérimentaux (autant que d’expériences & ce débit). Les figures
I11.7, II1.8 et II1.9 présentent toutes les courbes expérimentales obtenues (a) de la hauteur de la
bulle en fonction du temps et (b) de la pression interne en fonction du temps, pour les débits
27 1/s, 19 1/s et 11 1/s respectivement.

Remarque : la méthode de mesure de la hauteur (mesure directe sur un écran) étant a priori
trés peu précise, ces mesures ont €té effectuées par deur opérateurs différents d’une expérience
a Dautre.

Les séries de courbes relatives aux trois débits présentent la méme allure générale. On
observe, pour la hauteur, une pente faible au début du soufflage, puis une augmentation signi-
ficative de cette pente en fin d’essai. Pour la pression, il y a tout d’abord une montée en pression
quasiment linéaire puis une chute brutale de celle-ci et enfin une stabilisation avant I’éclatement.
En fait, 'accélération de la déformation (dans notre cas 'augmentation brutale de la hauteur
de la bulle) intervient au méme moment que la chute de pression. Ce phénomene physique est
assez classique dans le soufflage de membrane, on peut citer par exemple le cas du gonflement
d’un ballon de baudruche : au départ, il faut souffler assez fort pour initier la déformation
(montée en pression et gonflement faible) puis brusquement la pression chute et le volume croit
tres rapidement). Ainsi, ces expériences mettent en évidence l'existence d’une pression critique :
la pression maximale rencontrée lors du soufflage. La membrane ne peut pas supporter de plus
grandes pressions (nous reverrons ce phénomene lors de ’étude des instabilités apparaissant lors
du soufflage, voir annexe C). Le fait d’imposer le débit et non la pression permet d’observer
expérimentalement la courbe totale de la pression. Ceci est di au fait que le volume interne de
la membrane et la pression a l'intérieur de celle-ci ne sont pas indépendants : ils sont liés par
les relations de compressibilité du gaz contenu a l'intérieur de la membrane (équation des gaz
parfaits dans le cas le plus simple). Nous prendrons en compte ces observations par la suite lors
de nos travaux numériques sur le soufflage de membrane.

Pour analyser la reproductibilité des expériences, nous avons calculé la moyenne arithmétique
des mesures (a chaque temps de mesure) ainsi que ’écart-type expérimental qui caractérise la
dispersion des variables observées autour de leur moyenne [Org 95]. Pour un débit d’air donné,
notons neyp le nombre d’expériences, t un temps de mesure et ¢ la grandeur mesurée (dans ce
cas, soit la pression, soit la hauteur), la moyenne, g(t) est donnée par :

n,
B 1 exp
() = — > ailt) (IIL.1)
Texp 5
et ’écart type expérimental, s[q(t)], par :
1 Nexp
Slat)] = —— > _lai(t) —q(®)? (I11.2)
fexp = 4 54

Les figures IILIIL.6(a) et IIL.III.6(b) présentent ces données sous forme d’intervalles G(t) 4
s[q(t)] respectivement pour la hauteur de la bulle et la pression interne. Sur ces courbes, nous
avons ajouté les intervalles d’incertitude pour la mesure du temps qui sont constants : :t% S
quel que soit le temps de mesure.
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Figure II1.7 : Résultats expérimentaux pour le débit 27 1/s
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Figure I11.9 : Résultats expérimentaux pour le débit 11 1/s

Pour chacun des points de mesure (chaque temps ¢), nous avons défini I'erreur relative de la
grandeur ¢(t) (q représentant soit la hauteur, soit la pression) comme le rapport du double de
Pécart type expérimental sur la moyenne de la mesure, soit 2s[q(t)]/q(t). Cette erreur fournit
donc une information sur la précision des mesures. Le tableau III.1 donne la valeur maximale
de cette erreur pour les deux grandeurs mesurées, la pression interne et la hauteur de la bulle, et
pour chacun des débits. Ces erreurs maximales sont bien évidemment obtenues dans la seconde
partie du soufflage, c’est-a-dire apres la chute de pression (figure II1.6). Lors de la montée
en pression, l'erreur de mesure, aussi bien pour la hauteur que pour la pression, n’est que de
Pordre de 12 % quel que soit le débit. Il convient de noter que les valeurs d’erreurs obtenues
pour le débit 19 1/s sont beaucoup plus faibles que pour les deux autres débits : le nombre
d’expériences effectuées pour ce débit n’est pas suffisant pour obtenir une bonne estimation de
la reproductibilité.
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Mesure \ Débit | 271/s | 191/s | 111/s
Hauteur 28,8 % | 13,8 % | 34,6 %
Pression 33,4 % | 144 % | 418 %

Tableau III.1: Erreurs maximales de mesure pour les trois débits

Malgré cela, on peut conclure a une assez bonne reproductibilité des mesures puisque la dis-
persion des résultats obtenus lors des montées en pression est faible : les conditions expérimentales
(débit imposé et température de la membrane) sont donc bien reproduites. La dispersion obtenue
dans les secondes parties des expériences (chute de pression) tient plus a I'emballement des
phénomene physiques qu’a des erreurs de mesures. De plus, les craintes que nous avions sur
la méthode de mesure de la hauteur (mesures effectuées sur I’écran par un opérateur) n’étaient
pas fondées. En effet, les dispersions obtenues sont du méme ordre de grandeur que celles rel-
atives a la pression mesurée, quant a elle, par un capteur. Il n’en aurait pas été de méme si
I'on avait mesuré des extensions principales au voisinage du pole. En effet, les quelques tests
que nous avons effectués sur ce type de mesures, en réunissant les résultats obtenus pour les
mémes expériences par deux opérateurs différents, ont laissé apparaitre de tres grandes disper-
sions (de l'ordre de 30 % pour la montée en pression et de 60 % pour la chute). Ces dispersions
importantes discréditent ce type de mesures.

11I1.2.4 Mise en évidence du caractere viscoélastique

Les graphes de I’évolution de la hauteur de la bulle (figure II1.II1.6(a)) et de la pression interne
(figure III.IIT.6(b)) peuvent étre rassemblés sur des courbes hauteur-pression aprés élimination
de la variable temps. La figure II1.10 présentent les courbes moyennes hauteur-pression relatives
aux trois débits d’air.
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Figure II1.10 : Courbes moyennes de la pression interne en fonction de la hauteur de la bulle :
(o) 27 1/s, (O) 19 1/s, (A) 11 1/s

Sur ces courbes, il apparait que pour un méme niveau de déformation (une méme hauteur de
la bulle), la pression correspondante dépend du débit de air, donc de la vitesse de déformation.
On peut conclure de cette observation que la déformation ne dépend pas seulement du charge-
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ment actuel, mais aussi de I’histoire de celui-ci. Le caractére viscoélastique de ’ABS a sa
température de mise en forme est ainsi mis en évidence.

II1.3 Identification des coefficients des modeles de comporte-
ment

Nous avons vu dans le paragraphe précédent que nos mesures ne concernent que la hauteur
de la bulle et la pression interne. Compte tenu des difficultés de mesures, nous ne nous sommes
pas préoccuppés des extensions principales. Dans cette partie nous montrerons que ces mesures
sont suffisantes pour caractériser les matériaux.

Nous donnerons tout d’abord la méthode d’identification classique basée sur la mesure des
extensions principales au poéle, puis nous développerons une méthode d’identification originale
basée sur la résolution des équations exactes du probleme de soufflage d’'une membrane plane.

I11.3.1 La méthode classique

Dans la plupart des études [TRE 44b], [JOY 72|, [MAE 74], [DEV 77a], les auteurs sup-
posent que ’état de contrainte est équibiaxial au voisinage du pole (en fait ceci n’est vérifié
exactement qu’au pole), c’est-a-dire que la membrane est de forme sphérique au voisinage du
pole. Ils mesurent alors l'extension principale au voisinage du pole et la hauteur d’un petit
trongon incluant le pole ainsi que la pression interne [JOY 72]. La hauteur et 1’extension princi-
pale au pole permettent de calculer I’épaisseur de la membrane, le rayon de courbure, et, grace
a la pression, la contrainte au pole. On obtient ainsi la courbe contrainte-extension principale
au pole.

Pour une loi de comportement donnée, cette relation contrainte-déformation est connue de
maniere explicite et I'identification peut alors se faire de fagon relativement simple. Comme
nous l'avons déja mentionné, le principal inconvénient de cette méthode réside dans les difficultés
expérimentales rencontrées et les incertitudes induites lors de la mesure des extensions principales
et de la hauteur d’une petite partie de la bulle.

Schmidt et Carley [SCH 75a] utilisent, quant & eux, quelques mesures de la hauteur de la
bulle et les mesures de pression pour identifier les coefficients du modele de Mooney-Rivlin.
Cependant, leur travail d’identification, n’est pas systématique : ils n’utilisent que tres peu
de points expérimentaux pour ces coefficients et préferent vérifier leurs valeurs a posteriori en
calculant numériquement la déformée globale de la membrane, et en la comparant aux mesures
de déformations effectuées sur I’ensemble de la membrane.

I11.3.2 Une méthode d’identification originale

Dans ce paragraphe, nous justifierons notre choix de ne mesurer que 1’évolution de la hauteur
de la bulle et non les extensions principales en présentant la méthode d’identification que nous
avons développée. Dans un premier temps, nous présenterons la résolution exacte du probleme
de soufflage d’'une membrane initialement plane. Nous montrerons que la seule connaissance de
la hauteur de la bulle permet de déterminer la déformée. Puis, dans un second temps, nous
exposerons dans le détail le programme d’identification mis en ceuvre, ainsi que les résultats
obtenus.
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II1.3.2.1 Soufflage quasi-statique d’une membrane plane

La mise en équations de ce probleme a été étudiée par de trés nombreux auteurs. La
théorie générale des membranes a été présentée par Green et Adkins [GRE 60]. De nombreux
auteurs [KLI 64], [YAN 70], [WIN 78] ont proposé des méthodes numériques différentes pour
résoudre ce probleme classique, aussi bien pour des modeles de comportement hyperélastiques
que viscoélastiques. Notre étude est directement inspirée de la méthode utilisée par Feng
[FEN 92] pour le probléeme d’une membrane élastomere viscoélastique.

Mise en équations

Soit une membrane polymérique (hyperélastique ou viscoélastique). Dans I’état initial non
déformé, la membrane est circulaire, de rayon Ry et d’épaisseur uniforme hg. Le repere utilisé
dans cet état non déformé est (R, P,Z = 0), coordonnées polaires dans le plan (Z = 0). La
membrane est fixée sur son contour (R = Ry) et se gonfle de facon quasi-statique sous effet
d’une pression intérieure.

Dans I’état déformé, on utilise les coordonnées cylindriques (r, ¢, z). L’épaisseur de la mem-
brane est alors notée h. La prise en compte de 'hypothese de symétrie de révolution nous permet
de connaitre les trois directions principales : directions méridienne, circonférentielle et normale
a la membrane. De plus, 'angle ¢ de I’état déformé ne dépend plus du rayon et est égal a @, et
les coordonnées finales d’un point, (7, z), ainsi que I’épaisseur de la membrane, h, ne dépendent
que du rayon initial dans 1’état non déformé R.

Remarque : toutes les grandeurs dépendent bien évidemment du temps, mais nous ne préciserons
cette dépendance que lors de la résolution du probléme viscoélastique.

La géométrie du probleme est présentée sur la figure II1.11.

Figure III.11 : Notations pour le probléme de soufflage d’'une membrane axisymétrique

Soient quatre points A, B,C, D de la membrane non déformée et a,b,c,d leurs positions
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respectives sur la membrane déformée définis par :

AR, ®,Z=0) — a(r,®,z2)
B(R+dR,®,Z =0) — b(r+dr,®,z+dz)
C(R,®+d®,Z=0) — c(r,®+do,z)
D(R+dR,® +d®,Z=0) — d(r+dr,® +d®, >+ dz)

A partir de ces points, on peut définir les extensions dans les directions principales définies
précédemment :

e cxtension méridienne :

—~

ab Vdr? + dz?

A= g =5 (IT1.3a)
e extension circonférentielle :
Ao = ZTCC = % = % (II1.3b)
e extension normale : "
A3 = T (I11.3c)

Ces trois extensions sont des fonctions de la seule variable R et sont liées entre elles par
I’hypothése d’incompressibilité (11.44) :

M2 =1 (I11.4)

De plus, on définit 'angle 8, angle entre I’axe vertical et la normale & la membrane déformée
(figure III.11).

Le probleme du soufflage de la membrane plane s’écrit en fonction des variables géométriques
naturelles r(R) et z(R). Cependant, pour simplifier les équations, on choisit comme variables
A1, A2, 6 et z, fonctions de R [FEN 92]. 1l y a alors deux variables surabondantes.

Remarque : on peut évidemment relier les variables naturelles r et z aux variables choisies :

r(R) = AR (ITL.5a)
1

z(R) :/ A1 sin0dR (IT1.5b)
R

Apres avoir défini ces différentes grandeurs géométriques, on écrit les équations d’équilibre de
Pélément déformé (abed). Compte tenu de I'hypotheése de membrane, ’état de contrainte est plan
(pas de contrainte suivant ’épaisseur) et on néglige tous les moments fléchissants. Notons 7}
et 15 les contraintes de membrane intégrées suivant 1’épaisseur et appartenant au plan tangent,
respectivement méridienne et circonférentielle, les équations d’équilibre sont alors les suivantes
[GRE 60] :

e direction normale :
T n T

=P (IT1.6a)
1 P2



78 Chapitre III. Expérience de soufflage d’'une membrane initialement plane

e direction tangentielle méridienne
1
T+ = (Th —Ty) =0 (IIL.6b)
r

ol p1 et po sont les rayons de courbure relatifs aux directions principales, respectivement
méridienne et circonférentielle, P désigne la pression interne supposée uniforme et la notation
() représente la dérivation par rapport a R.
Les contraintes intégrées T;, i = 1,2 sont reliées aux contraintes o; par :
aiho
A1 A2
Aux deux équations d’équilibre précédentes (III.6a) et (III.6b), nous devons ajouter deux
relations géométriques permettant de lier les variables surabondantes :
RN, + Ao
A1
2 (R) = —\1sinf (II1.8Db)

Le systéme d’équations & résoudre peut se mettre sous la forme de cing équations différentielles
du premier ordre en R :

T; = o;h = oidshy = (I11.7)

cosf = (IT1.8a)

T =11 -1)

Ny = %()\1 cosf — \a)

r_ M (p_ Tosinf I11.9
e_ﬂg> MQ) (111.9)
2z = —X\;siné

P =0

la derniere équation permettant de prendre en compte 'uniformité de la pression a l'intérieur
de la bulle.

A ce systéme, nous ajouterons les conditions aux limites et une loi de comportement, per-
mettant de lier les contraintes intégrées T;, i = 1,2 aux extensions \;, j = 1, 2.

Dans toute la suite, on utilisera les variables réduites T;/hg, PRo/ho, R/Ro, r/Ro, z/Ro,
notées 17", P*, R*, r*, z*. La dérivation j—é devient donc RLOddW' Cette adimensionalisation
des variables laisse inchangé le systéeme d’équations précédent (II1.9). Donc, par raison de
commodité, nous conserverons les premieres notations sans astérisque qui a partir de maintenant
correspondront aux variables réduites. Toutes les fonctions intervenant dans le systeme (I11.9)

dépendent alors du temps et de la seule variable réduite d’espace R, telle que 0 < R < 1.

Conditions aux limites

e Au pole, I'état de déformation est équibiaxial et le probleme est symétrique par rapport a
I'axe (Oz) donc :

O6(R=0)=0 (II1.10a)
et en utilisant I’équation précédente et (II1.8a), on a aussi :
M(R=0)=X(R=0) (II1.10Db)
e Sur le contour, la membrane est bloquée :
MR=1)=1 (ITI.11a)
2(R=1)=0 (II1.11Db)
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Cas hyperélastique

La prise en compte d’une loi de comportement hyperélastique permet de relier les tensions
T;, i = 1,2 aux extensions principales. La variable temps n’intervient pas, toutes les fonctions
ne dépendent alors que du rayon réduit R. Le systeme (II1.9) s’écrit sous la forme du systéme
de cing équations différentielles non-linéaires du premier ordre en R suivant :

M = 4§ (M cost — X)B +C]

Ny = %(/\1 cosf — \a)

1 _ AN (p_Tysind I11.12
o =7 (P 420 ) (II1.12)
2= —X;siné

P =0

ou Ty, Ts, A, B et C sont des fonctions des inconnues A\j(R), \2(R) et O(R) avec 0 < R < 1.
Les expressions des fonctions T, T, A, B et C pour les modeles de Mooney et d’Ogden sont
fournies en annexe A. 1.1 .
A ce systeme d’équations, on ajoute les conditions aux limites (III.10a), (II1.10b), (III.11a)
et (II1.11b). Il manque donc encore une condition aux limites pour que le probléme soit bien
posé. Pour cette derniere condition, plusieurs choix sont possibles :

- soit la pression a l'intérieur de la membrane est imposée, la condition sera alors du type :
P(R=0)=PF, ou P(R=1)=PF, (IT1.13)
ces deux conditions étant équivalentes puisque la pression est uniforme.
- soit la géométrie déformée est imposée, la condition limite sera alors :

AMR=0)=X(R=0)=X ou z(R=0)=z2 (IT1.14)

Avec 'ajout de cette cinquiéme condition limite, le systéme est bien posé et peut étre résolu
pour fournir les fonctions inconnues sur tout 'intervalle 0 < R < 1.

La donnée de la hauteur, par la seconde condition aux limites de (III.14), permet alors de
résoudre le systeme (II1.12) et d’obtenir la déformée de la membrane ainsi que la pression a
I’intérieur de celle-ci. Notre choix de n’enregistrer que la hauteur comme grandeur déformée est
ainsi justifié.

Cas viscoélastique : modéle de Christensen

Le probleme viscoélastique est plus complexe. En effet, a 'inverse du cas précédent, on ne
peut plus éliminer la variable temps, puisque les contraintes et les déformations dépendent de
toute I’histoire du matériau.

Dans ce cas la, le temps est discrétisé. Les intégrales intervenant dans le calcul des contraintes
sont approchées par une relation de récurrence développée par Feng [FEN 86| permettant de
calculer les contraintes au temps discret ¢,, a partir de la contribution visqueuse des contraintes au
temps t,_1 et des déformations aux temps t,_1 et t,. En reprenant le modele de comportement
de Christensen (I1.115) et en imposant la forme de la fonction de relaxation ¢;(7) comme suit :

T

91(1) = gre "r (III.15)



80 Chapitre III. Expérience de soufflage d’'une membrane initialement plane

ou g; est une constante et 7g est un temps de relaxation, Feng utilise le théoréeme de la valeur
moyenne sur l'intervalle [t,,—1, t,] pour approcher I'intégrale visqueuse de 0 a t,, & partir de cette
méme intégrale de 0 a t,,_1 et des déformations aux temps t,_1 et t,. Il propose la formule de
récurrence suivante :

= = pry = —ﬂ tn71 d (7_)
a(tn) ~—pl + F(ty) gol +e r 91(tn—1 —7) dr dr
0

4o R [B(tn) ~ B(tar)] }ft(tn) (II1.16)

dans laquelle At désigne le pas de temps t, — t,—1 et ou l'intégrale de 0 a t,,_1 est la partie
visqueuse de la contrainte au temps précédent t,_1. De la méme fagon, nous avons utilisé la
méthode de Feng pour établir la relation de récurrence permettant le calcul des contraintes dans
le cas du modele CBT. Cette relation figure en annexe A. 1.3.

En utilisant la formule de récurrence précédente, on réécrit le systeme (I11.9) sous une forme
similaire & la forme hyperélastique (II1.12) :

N = —Fll {%(Al cos O — o) Fy + F3 + Fy

Ny = (A1 cosf — \o)

R

T (P B Tﬁne) (IIL.17)
1 2

Z' = —X;sinf

P =0

au temps ty,.

Les fonctions Ty, Ty, F1, Fs, F3 et Fy dépendent des fonctions inconnues A1 (R, t,), A\2(R, ty)
et (R, t,) avec 0 < R < 1 et des grandeurs au temps discret précédent t,—;. L’expression de
ces fonctions pour les modeles de Christensen et CBT sont détaillées dans 'annexe A. 1.2.

A chaque temps discret t,, il faut donc résoudre le systéeme (II1.17) avec les conditions aux
limites (III.10a), (II1.10b), (IIT.11a) et (III1.11b) qui sont valables pour tous les temps discrets. A
ces quatre conditions il faut ajouter, comme dans le cas hyperélastique, une cinquieme condition
portant soit sur I’histoire de la pression que ’on impose, soit sur ’histoire de la déformation que
I’on impose :

P(R=0,t,) =P, ou P(R=1,t,) =P, (IT1.18)

ou bien
MR =0,t,) =X(R=0,t,) =\, ou z(R=0,t,) =2z, (IIL.19)

et ce pour tous les temps t,.

Ainsi, a chaque pas de temps, le probleme viscoélastique est réduit & un probleme élastique
pour lequel les coefficients des équations différentielles dépendent des grandeurs au temps discret
précédent. Le systeéme est résolu a chaque temps discret et on obtient I’évolution des fonctions
spatiales (A1(R), A2(R), O(R) et z(R) pour 0 < R < 1) et de la pression au cours du temps.

Comme dans le cas hyperélastique, la connaissance de I'histoire de la hauteur de la bulle
au cours du gonflement est suffisante pour résoudre le probleme. Ceci justifie & nouveau notre
choix dans les mesures expérimentales.
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Résolution numérique

Pour les deux cas exposés précédemment, nous avons montré que le probleme numérique se
résume a la résolution d’un systeme d’équations différentielles du premier ordre non-linéaires
en R avec des conditions aux limites aux deux extrémités de l'intervalle de définition [0, 1].
Pour résoudre ce probléme, nous avons utilisé la méthode développée par Pereyra [PER 78] et
implantée dans la bibliotheque mathématique IMSL [IMS 87] (sous-programme BVPFD) . Cette
méthode est basée sur une approximation des dérivées par différences finies sur un maillage de
Iintervalle de définition. Le maillage est adaptatif et la convergence est assurée par une méthode
de corrections différées. Cet algorithme est tres performant et permet une convergence rapide
dans notre cas.

Cependant, le caractere fortement non-linéaire du systeme différentiel impose quelques précautions :

e L’initialisation des variables doit étre proche de la solution cherchée. Dans le cas contraire,
le systeme diverge tres rapidement.

Dans le cas hyperélastique, on applique un chargement progressif qui permet de s’approcher
de la solution désirée par petits incréments. Le point de départ d’un nouveau calcul est
I’état de déformation calculé a I'incrément précédent.

Dans le cas viscoélastique, il faut discrétiser le temps en pas suffisamment petits pour
éviter les variations trop importantes de la déformation entre deux temps discrets. Ainsi
les résultats au temps t,,_1 sont utilisés comme point de départ des calculs au temps t,,.

e Le second probleme est di a la physique du phénomene : dans certains cas particuliers,
une instabilité de la membrane apparait. En effet, il arrive que la membrane ne puisse
pas supporter certaines valeurs de la pression (par exemple dans le cas d’un matériau
néo-hookéen pour de trop grandes valeurs de la pression). Dans ce cas la, le systeme
diverge.

Pour illustrer ce propos, nous pouvons construire la courbe de la pression interne en
fonction de ’élongation principale au péle pour un matériau néo-hookéen (figure 111.12).
Cette courbe admet un maximum, il existe donc une pression maximale que la membrane
peut supporter. Pour des pressions internes plus grandes que cette pression critique, le
calcul ne peut aboutir. Il y aura donc divergence de I’algorithme si au cours du calcul la
pression imposée atteint une valeur supérieure a la pression critique. Ce désagrément peut
étre évité par la méthode préconisée précédemment, c’est-a-dire en effectuant le chargement
par des pas de pression suffisamment petits.

Remarque : une étude plus compléte des phénomeénes d’instabilités dans les membranes
a €té effectuée sur le cas de la sphére et est proposée dans 'annexe C.

Une rapide validation de la résolution du probléme de soufflage d’une membrane plane que
nous venons d’exposer est présentée dans I'annexe A. 2.

I11.3.2.2 Programme d’identification

Dans le paragraphe précédent, nous avons résolu de fagon numérique le probleme de soufflage
d’une membrane circulaire initialement plane. Pour pouvoir identifier les parametres des lois
de comportement, nous devons maintenant coupler ’algorithme de résolution précédent avec un
algorithme d’optimisation permettant la détermination des constantes matérielles.
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Figure I11.12 : Pression interne en fonction de ’élongation principale au pole, Ag, dans le cas du
soufflage d’une membrane circulaire plane de matériau néo-hookéen

Comme nous l'avons vu, les systéemes différentiels (I11.12) et (II1.17), respectivement dans
les cas hyperélastique et viscoélastique, décrivant le gonflement de la membrane peuvent étre
résolus en ajoutant aux conditions limites indépendantes du temps (III.10a), (II1.10b), (III.11a),
(ITI.11b) des conditions de chargement soit sur la pression ((II1.13) ou (III.18)), soit sur la
déformation ((II1.14) ou (II1.19)). Comme nous l’avons précédemment laissé entendre et compte
tenu de l'existence de valeurs critiques de la pression, au-dessus desquelles le comportement
quasi-statique de la membrane ne peut étre calculé, nous avons choisi d’imposer une condition
limite sur la déformation. En effet, on voit sur la figure II11.12 qu’a toute déformation de
la membrane correspond une valeur de la pression a l'intérieur de celle-ci : en imposant la
déformation, on pourra toujours calculer la pression qui lui correspond.

Dans un premier temps, pour simplifier le probleme, nous restreignons I’étude a une seule
valeur du débit d’air (les trois débits seront traités simultanément dans le cas viscoélastique).
Notons 7z, le nombre de points expérimentaux égal au nombre de temps discrets de mesure,
he(ti)i=1,n., les valeurs de la hauteur de la bulle mesurées et Pe(t;)i=1,n.,, les valeurs de la
pression mesurées. Pour un modele choisi et des constantes matérielles fixées, les valeurs de la
pression correspondant a 1’histoire de la hauteur obtenue expérimentalement, Pc(ti)izlynmp, sont
calculées par la méthode exposée dans le paragraphe précédent.

La courbe théorique P.(t;) correspondant aux constantes matérielles est ainsi construite point
par point.

L’écart entre cette courbe et la courbe expérimentale P, (t;) est estimé par 'intermédiaire de
I’erreur globale absolue des moindre carrés :

Nexp

E= Z [Pe(ti) - Pc(ti)}Q (IH'QO)

Le probleme consiste alors a minimiser cette erreur en déterminant les constantes matérielles
optimales. Le principe de l'identification est résumé sur la figure I11.13.

Pour résoudre le probleme de minimisation, nous utilisons l’algorithme de Levenberg-Marquardt
[LEV 44], [MAR 63]. Cet algorithme est présenté de facon succincte dans 'annexe B. Il a déja
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[tération k

Constantes matérielles obtenues Données expérimentales de
a la fin de l'itération (k-1) la hauteur : h,(t,), i=1,n

exp
Itération k+1

Calcul de I'histoire de la pression
correspondante : P, (t; ), i=1,n,,,

4

u ur au i &
Calcul de l'erreur au sens des moindres carrés
[ Nouvelles constantes ] entre les pressions expérimentale et calculée :

matérielles Ty
Ek = Z[Pe(ti)_ P, (ti)]2
i=1

Algorithme de Levenberg-Marquardt
avec évaluation du Jacobien par
différences finies.

non ‘Ek

oui

Les constantes matérielles
sont conservées

Figure I11.13 : Principe du programme d’identification

été utilisé pour la détermination des parametres du modele d’Ogden : par Twizell et Ogden
[TWI 83] dans sa version originale et par Benjeddou et al. [BEN 93] dans une version mod-
ifiée par Fletcher respectivement pour les résultats expérimentaux de Treloar [TRE 44b] et pour
Pextension et le gonflement simultanés de cylindres en caoutchouc.

Remarque : dans ces deux cas, les auteurs connaissaient la forme analytique des fonctions
pression(dé formation), le Jacobien de l’erreur par rapport a la variation des constantes matérielles
était donc connu de maniére explicite. Dans notre cas, la courbe P.(he)est discontinue car con-
struite point par point : on ne connait pas la fonction explicite. Le Jacobien doit donc étre
évalué par une méthode des différences finies.

Pour résoudre le probléeme, nous avons utilisé le sous-programme UNLSF de la bibliotheque
mathématique IMSL [IMS 87] qui couple l’algorithme de Levenberg-Marquardt & une méthode
des différences finies pour ’estimation du Jacobien.

Cas hyperélastique

Comme nous 'avons précisé dans ’étude des lois de comportement nécessaires a la représentation
du comportement des polymeéres chauffés, Schmidt et Carley [SCH 75a] , [SCH 75b] ont montré
que 'on pouvait utiliser des lois de comportement hyperélastiques pour des déformations suff-
isamment rapides.

Pour l'identification des constantes des modeles hyperélastiques retenus (Mooney-Rivlin et
Ogden), seuls les résultats expérimentaux relatifs au plus grand débit d’air (27 1/s) ont donc été
retenus. Dans ce cas la, on élimine la variable temps pour obtenir la pression en fonction de la
hauteur seulement. On obtient ainsi un nuage de points expérimentaux (he,, ;). Pour chaque
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doublet, la hauteur est imposée comme condition limite et la courbe calculée Pe(he,), i = 1, nexp
est comparée au nuage de points P, (he,) jusqu’a obtention des constantes matérielles optimales.

Cas viscoélastique

Les courbes expérimentales ont mis en évidence le caractere viscoélastique du comporte-
ment du matériau. Pour 'identification, nous avons pris en compte et traité simultanément les
résultats expérimentaux relatifs aux trois débits d’air. Pour cela, les nuages de points (¢;, he;)
obtenus pour chacun des débits sont approchés par une fonction de la forme h(t) = At” ou A
et v sont des constantes déterminées de maniere optimale, au sens des moindres carrés. Ces
fonctions permettent de calculer les courbes discretes (¢;, Pe,) pour les trois débits, en imposant
comme condition aux limites sur la hauteur z(R = 0,t¢;) = h(t;) pour tous les temps ¢;, et de
calculer 'erreur totale en sommant les trois écarts relatifs aux trois courbes expérimentales.

Le fait de traiter les trois débits de maniere globale et d’utiliser des fonctions temporelles
approchant les trois nuages de points pour les valeurs de la hauteur imposées comme condition
aux limites permet de ne privilégier aucun des trois débits. Ainsi, on évite les erreurs dues aux
différences entre les nombres de points expérimentaux mesurés pour chacun des débits.

IT1.3.2.3 Résultats de 'identification
Ces résultats ont été présentés dans [VER 97a] et [VER 97b].

Modéles hyperélastiques

Dans un premier temps, nous avons donc identifié les coefficients des différentes lois de
comportement hyperélastiques sur les données expérimentales relatives au premier débit d’air
(27 1/s). En effet, on ne s’intéresse qu’a la vitesse de déformation la plus élevée, puisque c’est
dans ces conditions que les matériaux peuvent étre modélisés par une loi hyperélastique. Les
résultats de l'identification sont comparés aux résultats expérimentaux sur la figure I11.14.
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Figure I11.14 : Résultats de lidentification dans le cas hyperélastique : (4) points

expérimentaux, (—) modele de Mooney, (---) modele d’Ogden & 2 termes, (—
—) modele d’Ogden & 3 termes
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e Modele de Mooney

Pour ce modele, les constantes identifiées sont :

Cy = 0,118 MPa
Cy =0 MPa

Nous retrouvons donc le modeéle néo-hookéen, modele le plus apte a modéliser la chute
de pression lors du gonflement de la bulle. Cependant, les résultats ne sont pas des plus
satisfaisants comme le montre la courbe correspondante sur la figure I11.14.

e Modele d’Ogden

Pour améliorer les résultats, nous avons donc considéré les modeles de type Ogden. Pour
une série de deux termes, les coefficients sont :

p1 = 0,252 MPa a; = 1,58
wo = —0,203 MPa a9 =—1,13

Ces résultats fournissent une légere amélioration dans la modélisation du comportement
mais laissent a penser que l'ajout d’un terme supplémentaire permettrait une meilleure
approche.

Pour une série de trois termes, les coefficients obtenus sont les suivants :
w1 =4,1 MPa a; = 0,071
uo = 0,022 MPa a9 = 2,256
us = —0,058 MPa a3 =-1,2
La courbe correspondante de la figure I11.14 montre que ces valeurs des parametres matériels

permettent de beaucoup mieux modéliser le comportement et notamment la chute de pres-
sion.

Le tableau III.2 illustre les performances de ces trois modeles au travers des erreurs au sens
des moindres carrés entre les modeles et les points expérimentaux.

Modéle Erreur (MPa?)

Mooney 2,15.107°
Ogden 2 termes 1,62.107°
Ogden 3 termes 9,48.10~°

Tableau III.2: Erreur au sens des moindres carrés pour les trois modeles hyperélastiques

Remarque : tout d’abord, on note que pour les paramétres obtenus dans les deux modéles
d’Ogden, on vérifie toujours l'inégalité imposée par Ogden (I1.83), a savoir :

pic; >0 \4)

Par contre, les coefficients «; me vérifient pas toutes les conditions imposées par Twizell et
Ogden [TWI 83] et par Chadwick et al. [CHA 77aj, conditions énoncées précédemment dans
le paragraphe I1.2.2.2. Ces conditions avaient été élaborées dans des cas trés particuliers et
Benjeddou et al. [BEN 93] ont montré qu’elles n’étaient pas indispensables (dans le cas de
Pextension et du soufflage simultanés d’un cylindre).

Les résultats que nous avons obtenus mettent en évidence la nécessité de retenir trois termes
pour le modele d’Ogden pour représenter le comportement biaxial (comme Ogden 'avait montré
pour le caoutchouc [OGD 72]).
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Cas viscoélastique

Pour le cas viscoélastique, nous prenons en compte maintenant les trois séries de données
expérimentales, relatives aux trois débits de l'air.

Comme nous ’avons vu pour le probleme hyperélastique précédent, le modele néo-hookéen
est insuffisant pour représenter de facon satisfaisante le comportement du matériau, on peut donc
penser que le modele viscoélastique de Christensen (<« contrepartie viscoélastique du modele
néo-hookéen > ) ne permettra pas de recaler les essais de fagon satisfaisante. Quelques tests
d’identification avec ce modele ont permis de vérifier ces premieres suppositions : nous n’avons
pas pu obtenir de résultats acceptables. Il en fut de méme pour le modele CBT avec une série
limitée a deux termes.

Par contre, pour une série de trois termes, les résultats s’améliorent et permettent une bonne
approximation du comportement. Les coefficients obtenus sont les suivants :

go, = 0,051 MPa a; =1,63
go, = 0,125 MPa as = 0,30
go; = —3,661073 MPa a3 = —1,53
9125,13 TR:6,13S

La figure ITI.II1.15(a) présente les fonctions h(t) utilisées pour 'optimisation. La figure ITL.III.15(b)
montre les résultats obtenus en terme de pression : les données expérimentales sont bien repro-
duites par le modele CBT & trois termes pour les trois débits d’air. Dans ce cas la, ’erreur au
sens des moindres carrés est 6,23.107° MPa?2.
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Figure II1.15 : Résultats de I'identification dans le cas viscoélastique

I11.3.3 Discussion des résultats

Pour estimer et justifier la validité des constantes matérielles obtenues par notre méthode
d’identification, nous devons les comparer a celles fournies dans la littérature.

Malheureusement, trés peu d’expériences ont été menées sur ’ABS. Seuls les résultats de
Goldsmith [GOL 87] peuvent étre utilisés pour valider les résutats que nous avons obtenus
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dans le cas de l'identification des modeles hyperélastiques. Goldsmith a mené une campagne
d’essais sur différents polymeres, dont ’ABS, a différentes températures loin au-dessus de la
température de transition vitreuse. Ses essais de traction uniaxiale lui ont permis de montrer
que le comportement de ce type de matériau pouvait étre modélisé par un modele d’Ogden
réduit a un seul terme. Les résultats qu’il a obtenus sont rappelés sur la figure I11.16.
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Figure II1.16 : Comparaison de nos résultats avec ceux de Goldsmith obtenus lors d’expériences
de traction uniaxiale sur 'ABS : (—) Goldsmith, (---) notre modele d’Ogden a
trois termes

Les courbes relatives aux résultats de Goldsmith ne sont pas des courbes expérimentales,
mais celles obtenues apres identification. En fait, elles reproduisent parfaitement ses résultats
expérimentaux. La courbe relative a nos résultats a été construite en reprenant les parametres du
modele d’Ogden que nous avons identifiés et en construisant la courbe contrainte - déformation
correspondant a un essai de traction uniaxiale.

Ces courbes montrent que 'ordre de grandeur de nos résultats est correct. Nous devons
cependant nous contenter de cette premiere observation. En effet, le comportement de I’ABS
dépend de sa composition chimique, de I’histoire thermique, ..., données qui varient d’un fabri-
cant a 'autre. Ces données n’étant évidemment pas disponibles aussi bien pour notre matériau
que pour celui de Goldsmith, nous devons nous contenter d’ordres de grandeur.

En tenant compte des résultats que nous avons obtenus lors du recalage par des modeles
hyperélastiques, nous pouvons critiquer les conclusions avancées par Goldsmith, reprises par
deLorenzi et Nied [DEL 91], qui affirme qu'un seul terme dans la série du modele d’Ogden
est suffisant pour bien modéliser le comportement des polymeres fondus. En effet, nous avons
montré que la prise en compte de trois termes dans la série était indispensable pour une bonne
modélisation du comportement biaxial de ’ABS, dans le cas ou 'on se contente de modeles
hyperélastiques. Ceci provient du fait que Goldsmith a seulement effectué des expériences de
traction uniaxiale : il n’a pas rencontré d’état de déformation plus complexe mettant en évidence
la nécessité d’'un modele plus riche. Ogden avait observé la méme chose sur le caoutchouc
[OGD 72] : pour la traction uniaxiale ou le cisaillement pur, deux termes dans la série suffisaient
mais pour la traction équibiaxiale, il fallait en ajouter un troisieme.

Le point le plus important de nos observations expérimentales reste la mise en évidence du
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caractere viscoélastique de I’ABS dans les conditions de mise en forme, ce qui permet d’affirmer
que la vitesse de déformation est une grandeur prépondérante dans la modélisation de son
comportement.

Seuls Denson et Hylton [DEN 80] ont étudié le comportement viscoélastique de ’ABS (a
138°C). Les auteurs ont mis en place des expériences de relaxation et de retard sur des membranes
rectangulaires. Cependant, leurs essais ont été faits sur de trop grandes périodes de temps (de
lordre de 500 s) pour que nous puissions les utiliser comme élément de comparaison (la durée de
nos expériences est plutot de Uordre de 2-3 s). Il nous est donc difficile de justifier les résultats
obtenus pour le modele viscoélastique CBT, nous pouvons seulement dire que la qualité des
résultats relatifs au modele hyperélastique d’Ogden, permet d’espérer une qualité similaire dans
le cas viscoélastique.

I11.4 Conclusion

Dans ce chapitre, un montage expérimental permettant la caractérisation des polymeres
thermoplastiques chauffés a leur température de mise en forme a été présenté. Pour obtenir des
états de déformation proches de ceux rencontrés dans les procédés de moulage par soufflage ou
de thermoformage, nous avons opté pour la technique du soufflage d’une membrane initialement
plane.

Des expériences ont été menées pour trois débits d’air différents. Nous avons mesuré ’évolution
de la pression et de la hauteur de la bulle, tout au long du soufflage. Malgré les difficultés de
mesure, les expériences se sont avérées reproductibles. Les résultats obtenus mettent en évidence
I'importance de la pression a l'intérieur de la bulle et plus précisément 1’étroite relation entre
cette pression et la déformation du matériau. La pression n’est donc pas une grandeur extérieure
au probleme, mais bien une variable que ’on n’impose pas et qui, pour des conditions données,
dépend du matériau étudié.

Ces résultats expérimentaux ont permis de mettre en lumiere le caracteére viscoélastique
de 'ABS a sa température de mise en forme. Ils sont utilisés pour l'identification de lois de
comportement. Deux types de lois ont été considérés : modeles hyperélastiques en premiere ap-
proximation et modeles viscoélastiques non-linéaires. La méthode de recalage adoptée est fondée
sur la résolution des équations exactes régissant le soufflage d’une membrane plane circulaire. Ce
programme de résolution est couplé avec un algorithme d’optimisation de Levenberg-Marquardt
pour la détermination des coefficients optimaux des lois de comportement. Les lois de comporte-
ment finalement obtenues reproduisent les expériences de fagon satisfaisante.
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Comme nous l'avons vu dans le premier chapitre, la simulation numérique est un
formidable outil pour l’élaboration de nouveaux produits ou encore pour 'amélioration de
procédés déja existants. Dans la revue bibliographique de ce premier chapitre (paragraphe 1.3),
nous avons mis en évidence la diversité des travaux et des approches concernant la simulation
des problemes de soufflage de membrane et de mise en forme des plastiques. A la lumiere de
ces travaux, nous avons développé un code de calcul permettant la simulation des procédés de
soufflage, basé sur la théorie des membranes (en effet, nous avons fait ’hypothese classique con-
sistant a considérer les paraisons polymériques comme des membranes soumises a un chargement
en pression). Comme la plupart des auteurs, nous avons adopté la méthode des éléments finis
et I'hypothese de contact collant (nous reviendrons dans le détail sur ces différents points par la
suite).

Classiquement, les codes de calcul par éléments finis pour ce type de simulation ne s’intéressent
qu’aux problemes quasi-statiques [ZAM 89]. Cependant, les tres fortes non-linéarités rencontrées,
aussi bien matérielles que géométriques, mais aussi et surtout ’apparition de phénomenes
d’instabilité lors du gonflement [KHA 92] engendrent des probléemes de convergence et nécessitent
le controle précis des incréments de chargement [SHI 96]. Pour remédier a ces difficultés, nous
avons considéré le probleme dynamique (prise en compte des termes d’inertie) et non pas la
réduction quasi-statique de ce probleme mécanique. Pour cela, nous avons adopté un schéma
dynamique explicite, habituellement utilisé pour la simulation du procédé d’emboutissage, mais
récemment étendu au cas de la mise en forme des plastiques par Rachik et al. [RAC 93],
[RAC 94] et Bourgin et al. [BOU 95].

Remarque : nous reviendrons par la suite sur la notion d’instabilité des membranes lors de la
validation du code de calcul.

IV.1 Formulation variationnelle
Dans les problemes de soufflage, la paraison initiale est supposée entierement connue et

définie. Pour cette raison, nous nous sommes tournés vers une formulation lagrangienne totale
du probléme : la configuration de référence reste la configuration initiale tout au long du calcul.

89
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En I’absence de forces de volume, le Principe des Travaux Virtuels, établi précédemment (I1.41),
s’écrit :

/ / 5 po (X, 7)dV = — / / 5 : SdVp + / / 5W.TodSy  V0W compatible  (IV.1)
Vo Vo

Sor

ou Vp et Sor sont respectivement le volume et la surface frontiere sur laquelle le chargement est
imposé dans I’état initial non déformé, pg est la masse volumique, 7()_(), 7) le vecteur accélération
exprimé en fonction de la position initiale, F le tenseur des déformations de Green-Lagrange, S le
second tenseur des contraintes de Piola-Khirchhoff, 1_16 la densité surfacique de force relativement
A la configuration initiale et § un déplacement virtuel compatible.

Dans I'équation précédente, le terme de gauche représente le travail virtuel des quantités
d’accélération, le premier terme de droite est le travail virtuel des forces internes (contribution
de la déformation du matériau) et le dernier terme est le travail virtuel du chargement extérieur
surfacique (ici les forces de pression).

IV.2 Discrétisation spatiale : éléments finis

Comme nous 'avons expliqué plus haut dans la présentation des travaux de simulation de la
mise en forme des plastiques, la méthode des éléments finis est la plus utilisée pour la résolution
de ce type de probléeme. Comme la plupart des auteurs, nous adopterons cette méthode. Pour
ce qui est des généralités concernant les éléments finis, nous renvoyons le lecteur aux ouvrages

de référence [DHA 84|, [ZIE 94].

IV.2.1 P.T.V. discrétisé

La structure globale est discrétisée en éléments finis ; le Principe des Travaux Virtuels est écrit
pour chacun des éléments puis sommé sur toute la structure pour approcher I’équation globale a
résoudre (IV.1). Notons n. le nombre d’éléments finis, §W le travail virtuel total et V7, SGr. le
volume et la surface ou la force est imposée de I’élément non déformé, I’équation (IV.1) devient :

;W o=y // 57.p0'-a>()_(’,7)d%+// 5f:§dvo—//5ﬂ>.ﬁdso
=V Vs, Sér,

+ travail des efforts de liaison entre les éléments) =0 Vdu compatible (IV.2)

La somme des travaux virtuels élémentaires des efforts de liaison étant nulle, il nous faut des lors
calculer les trois autres travaux élémentaires explicités dans I’équation précédente pour résoudre
celle-ci. Dans toute la suite, on notera 6W; la somme de ces trois travaux relatifs a 1’élément 1,

soit :
5Wf:// 57.p0ﬁ(?,7)d%+// 5f:§d%—//57.ﬁdso (IV.3)
Vs, VOEZ- SGr,

La position (respectivement le déplacement) d’un point de la paraison est interpolée & partir
de la position (respectivement du déplacement) des noeuds de 1’élément auquel ce point ap-
partient. Dans ce travail, nous considérerons des éléments isoparamétriques, c’est-a-dire des
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éléments pour lesquels I'interpolation de la position et I'interpolation du déplacement sont iden-
tiques. Notons [/N] la matrice d’interpolation, {z} (respectivement {u}) le vecteur position
(respectivement déplacement) d’un point et {X} (respectivement {U}) le vecteur des positions
(respectivement des déplacements) des noeuds de 1’élément auquel ce point appartient. La po-
sition et le déplacement obéissent alors aux équations suivantes :

{z} = [N{X} (IV 4a)
{u} = [N{U} (IV.4b)
{6u} = [N]{6U} (IV.4c)

le vecteur {0U} étant le vecteur des déplacements nodaux virtuels compatibles.
La contribution de 1’élément ¢ peut se mettre sous la forme :

swe = vt | [[[rmidyae + [[[resyan - [[vvasias, | avs)
14 Ve

e
Sor;

ou {0U;} est le vecteur des déplacements nodaux virtuels de I’élément, la matrice [B] dépend
de l'interpolation (du type d’élément fini adopté), {S¢} est le vecteur nodal des contraintes de
Piola-Khirchhoff de seconde espece (la construction de ce vecteur sera détaillée par la suite) et
ou {T§} est le vecteur du chargement surfacique.

La contribution élémentaire peut aussi se mettre sous la forme condensée suivante :

oWi = {0Us}" ({ A%} + {Fiou} — {Feu})s (IV.6)

ou {A°}, {Ff,} et {FS,,} sont respectivement les efforts dus aux quantités d’accélération, aux
forces intérieures et aux forces extérieures, travaillant tous les trois dans le déplacement virtuel.

Apres sommation des contributions de tous les éléments en utilisant I’équation (IV.2), en
notant que celle-ci est vérifiée pour tout vecteur des déplacements nodaux virtuels compatibles
{6U}, Iéquation algébrique a résoudre est la suivante :

{A} +{Fint} —{Fear} = {0} (IV.7)
avec :
e {A} : vecteur nodal des quantités d’accélération ;
o {Fjn} : vecteur nodal des forces intérieures ;

o {F,u:} : vecteur nodal des forces extérieures.

IV.2.2 Elément fini triangulaire de type membrane

Le domaine est discrétisé en éléments finis triangulaires a trois noeuds et a trois degrés de
liberté par noeud. Ces degrés de liberté (notés d.d.l. par la suite) sont les déplacements des
trois noeuds du triangle dans I’espace. L’interpolation est :

{u} = [N(&n)H{U} (IV.8)
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ou {U} est le vecteur des neuf variables nodales. L’interpolation étant linéaire, la matrice
[N(&,m)] est définie par [ZIE 94] :

[ — 0 0 €00mn 00
IN(&,n)] = 0 1-&—n 0 0£00mnoO0 (IV.9)
0 0 1-¢6—np 0 0 &€ 0 0 7

avec 0 < £ <1, 0<np<let0<1—-¢—n < 1. Lélément est isoparamétrique, donc
I'interpolation est identique pour la position {z}.

Compte tenu de la linéarité de l'interpolation, les états de déformation et de contrainte sont
constants dans I’élément. De plus, 'hypothése d'un comportement de type membrane impose
un état de contrainte plan dans le plan de I’élément déformé : la contrainte suivant la direction
de I’épaisseur ainsi que les deux contraintes de cisaillement sont nulles.

Pour utiliser cette hypothese, il est préférable de se placer dans le repere local 1lié a 1’élément
déformé. Pour cela, on considere deux reperes distincts définis sur la figure IV.1 :

Figure IV.1 : Définition des repeéres utilisés pour la description du mouvement et de la
déformation d’un élément fini

- Ry est le repere global ;

- Ry est le repere local lié a I’élément déformé.

Notons A, B, C' les trois noeuds du triangle non déformé et a, b, ¢ les trois noeuds du triangle
déformé. L’origine du repere R; est a et le premier axe de ce repere est (ab) (le troisitme axe
étant confondu avec la direction normale a I’élément). De plus, on définit la rotation R, qui
permet de passer de la base locale déformée a la base globale.

Dans toute la suite, les coordonnées globales seront indicées -4, et les coordonnées locales
déformées -;. La relation de passage entre ces deux bases est alors la somme de la rotation et
d’une translation :

{zg} = [Rigl{w} + {zg(a)} (IV.10)

ou {z4} et {x;} sont les vecteurs de position d’un point respectivement dans les reperes global
et local déformé et on {z4(a)} est le vecteur des coordonnées globales du point a.
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Pour étudier la déformation d’un élément fini dans son plan, on décompose sa transformation
en un mouvement de solide rigide qui amene I’élément dans son plan déformé et la déformation
membranaire dans ce plan. On est donc amené a translater I’élément non-déformé dans le repere
déformé, puis a étudier sa déformation dans celui-ci (figure IV.2).

Il suffira alors de calculer le travail virtuel des efforts intérieurs induit par la déformation
dans le plan, dans la mesure ot la translation est un mouvement rigidifiant pour lequel les efforts
intérieurs ne travaillent pas. En revanche, pour le calcul du travail des quantités d’accélération
et du travail des efforts extérieurs, il faut faire intervenir les deux parties de la transformation.

Figure IV.2 : Déformation d’un élément fini membrane dans son plan

IV.2.2.1 Passage des grandeurs du repeére local au repére global

Par la suite, nous effectuerons le calcul des trois termes intervenant dans la contribution d’un
élément au travail total (IV.3) dans le repere local déformé. Avant cela, il nous faut établir les
relations de passage a utiliser pour revenir au repere global et pouvoir assembler les contributions
de tous les éléments. Les relations de passage pour les tenseurs de Cauchy et de Green-Lagrange
et second tenseur des contraintes de Piola-Khirchhoff sont les suivantes :

Cy = Riy G Ry} (IV.11a)
By = Rig B R}, (IV.11b)
Sy = Rig S R;,! (IV.11c)

A partir de ces relations de passage, on montre aisément :

OB, :

=05, : 5, (IV.12)

il

I1V.2.2.2 Déformation d’un élément dans son plan

Compte tenu de la linéarité de I'interpolation, tout le travail mené dans le plan de ’élément
sera fait de maniere analytique, évitant ainsi toute intégration numérique.

Nous considérons un élément fini membrane triangulaire dans son plan et étudions sa déformation
dans celui-ci (figure IV.2). On rappelle que (ABC) est le triangle non déformé et (abc) le tri-
angle déformé. Notons (X, Yy) les coordonnées dans le repere local déformé du point k, ou k
représente A, B ou C. De méme, notons (ug,vg)r=4.8,c les déplacements de ces trois points.
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Par définition du repere local déformé, on a :

Xa=Y,4=0 (IV.13a)

Ys =0 (IV.13Db)
et :

ug =v4=0 (IV.14a)

vg =10 (IV.14Db)

L’interpolation de la géométrie est donc :

(( Xa4=0

{F b =mvemi o (1v.15)

ou [N(&,n)] est la matrice d’interpolation bidimensionnelle, obtenue par réduction au cas plan
de la matrice définie par (IV.9) et est donnée par :

| 1=&=n 0 &E 0 n O
[N(&n)}—[ R (V.16)
De fagon similaire, 'interpolation des déplacements est fournie par :
ug =0
vq =0
u | up
{odoweny (v.17)
uc
ve

Dans le repere local, la matrice représentative du tenseur gradient des déplacement fl est
notée [hy] et est :

UB —UA _ Xc _ 1 _
X5 X5Vo (UB uA) + Yo (UC uA)

[h] = 1 Xe (IV.18)

X—B(UB —v4) —XBYC(UB —v4) + YLC(UC —v4)

On rappelle que le tenseur des déformations de Green-Lagrange local s’écrit :

E: hl‘;hl n hl;l

ou le premier terme du membre de droite est la partie linéaire de E (notée E_ZL par la suite) et

le second terme, la partie non-linéaire (notée EN par la suite).

____On considere maintenant les vecteurs associés a ces deux termes. Ces vecteurs sont notés

{EL} et {ENT} et ont trois composantes qui sont Ef , Ef et 2EF , et ENE, ENE et 2EE,
11 22 12 11 22 12
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respectivement. Pour calculer le terme du travail virtuel des efforts intérieurs, il nous faut relier
ces deux vecteurs au vecteur des déplacements virtuels nodaux {0U;} qui est :

( dun
ov4
_J dup
U =9 50 (IV.19)
duc
L due
A cet effet, on introduit deux matrices [BL] et [BN L] définies comme suit :
{6EF} = [BY{sU}} (IV.20a)
{6ENLY = [BNE{sU} (IV.20D)
Ces matrices sont de dimension 3 x 6. Leurs expressions respectives sont :
r_ 1 0 1 (& — 1) ]
XpB Yo \X5B
0 s (Feo) -4
Yo \Xp XB
1 0 1 Xc
(B4 = | B Yo Xp (IV.21a)
0 _1Xc 1
Yo X Xp
0 0 YLC
1
[0 Yo 0 |
et :
[ _up L(&_l) <u XC’“B) 1 ( Cu _uB—i—uC)-
Xz vA\X Xp XpYe \Xp P 2
1 (Xc ) v
0 Y2 (x5 -1)ve 9X5Yo
up X¢ (u _ XCUB> 1 (_& U_C)
C up +
[BNE] = X3 XpYé ¥ AB Ap¥e \ Xp ’ (IV.21b)
_ vc
0 Xpv2'e IXpYo
1 ( _ XC’UB) vg
0 2\ " Xp YE
0 v 0
! e |

A partir de ces travaux préliminaires sur le passage entre les grandeurs globales et les
grandeurs locales et 1’étude de I’élément fini triangulaire dans son plan, on peut maintenant
calculer les trois travaux élémentaires (IV.5) intervenant dans le Principe des Travaux Virtuels
discrétisé (IV.2) dans le repere local, et se préoccupper de 'assemblage dans le repere global.

IV.2.2.3 Vecteur des forces intérieures

Dans ce paragraphe, on se propose de calculer le travail virtuel des forces intérieures relatif
a un élément dont on rappelle la forme : f f fVOE 0E; : 5;dVy. Notons OW , cette grandeur, et

v
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considérons a nouveau le vecteur {E;} défini par :

——t

{El} = <El117 El,,, E112> (IV.22)
De fagon similaire, on construit le vecteur {TS’Z\} défini par :

—t
{51} = (Sh1s Staas Siia) (IV.23)

A partir de ces définitions, le travail virtuel des forces intérieures peut étre écrit sous la forme

suivante : .
Wi = [[[GEY (Save N
V§

En utilisant les matrices [BL] et [BN L] et compte tenu de l'interpolation linéaire retenue, on
integre le produit scalaire précédent sur le volume non déformé de 1’élément :

SWEy = HoSo {6U} [[BY] + [BNH]]' {Si} (IV.25)

n

ou Hy et Sy sont respectivement 1'épaisseur et la surface de 1’élément non déformé (dans ’état
initial) qui sont entiérement connues au temps t = 0. Le vecteur {S/T} est, quant a lui, fourni
par la donnée de la loi de comportement.

A partir de ce travail virtuel, le vecteur local des forces intérieures est donné par :

{(F&.}, = HoSo [B]' {S1} (IV.26)

ou la matrice [B] est la somme des deux matrices linéaire [BL] et non-linéaire [BN L].

Le vecteur {F},,}, ainsi défini est un vecteur a six composantes, dans la base locale. Ces
six composantes sont les contributions nodales des forces intérieures associées a chacun des six
degrés de liberté plans de 1’élément :

{Fient}fz<FXA7FYAaFXBaFYB7F_XcaFYC> (IV27)

Pour exprimer ce vecteur dans le repére global, il faut tout d’abord le compléter par les termes
nuls relatifs a la troisieme direction (suivant la normale & I’élément) et multiplier ce nouveau
vecteur de 9 composantes par la matrice de passage du repére local déformé au repere global.
Cette matrice, notée [Rjgloxo , utilise la définition préalable de la matrice [R;q], matrice 3 x 3,
et se met sous la forme :

[Rig] 0 0
[Rigloxo = 0 [Ry] O (IV.28)
0 0 [Ry]
Le vecteur nodal des forces intérieures dans le repere global s’écrit alors :
r FXA
Fy,
0
Fx,
{Fintty = [Rigloxo ¢ Fyy (IV.29)
0
Fx,
Fy,,
0 )
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IV.2.2.4 Vecteur des forces extérieures

Apreés avoir obtenu le travail virtuel des forces intérieures, il nous faut maintenant calculer
le travail virtuel des forces extérieures di au chargement. Ce travail élémentaire est noté WS,
et est :

e = / / 5 . TodSo (IV.30)

e
SO T

La seule sollicitation est la force de pression, force suiveuse, qui s’exerce suivant la normale a
I’élément et qui dépend de la géométrie déformée. Pour calculer son travail, on utilise donc la
formulation eulérienne :

SWE, = / / 5. tdS (IV.31)
S5

pour laquelle I'intégration se fait sur la surface déformée S7 et ol la force de pression dans le
repere local est :

—

t =Pn (IV.32)

avec P la pression qui dans ce type de probleme est uniforme a l'intérieur de la paraison et
7 la normale & 1'élément déformé, ((0,0,1) dans le repere local). Aprés prise en compte de
I'interpolation, le travail virtuel devient :

0
Wy = PO [V nasd o (IV.33)
St 1

Dans le vecteur des déplacements virtuels {dU;}, nous avons ajouté les déplacements virtuels
suivant ’axe normal & I’élément, dw4, dwp et dwe, car la force de pression travaille dans cette
direction. La matrice d’interpolation est donc la matrice [N (&, 7n)] de dimension 9 x 3 (IV.9).
Apres intégration sur la surface déformée, le travail virtuel des forces extérieures est :

.= PS{sU;}!

ext —

(IV.34)

WH— O OW— O OW—O O©

S étant la surface de I’élément déformé.

A partir de cette relation, on définit le vecteur des forces extérieures, projeté dans le repere
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global, sous la forme suivante :

{ emt} [ng]9><9 (IV35)

W O OWR O oW O O

IV.2.2.5 Matrice masse de 1’élément

Le troisitme et dernier terme a calculer est la matrice masse, [M€. Le travail virtuel

élémentaire des quantités d’accélération, noté 6WS _ ..., est :
znertze // 6“’9 p()Ug X T>d‘/0 (IV36)

Apres prise en compte de 'interpolation, cette expression se met sous la forme suivante :

inertic = 10Ug}po / / / N]dVo{U,} (IV.37)

soit encore :

0 znertle {5U9}t[Me}{Ug} (IV38)

Apres intégration des fonctions d’interpolation sur le volume non déformé, la matrice masse est
donnée par :

. 1 21 I 1
sym - 2]

équation dans laquelle I est la matrice identité 3 x 3.
Cette matrice [M€] est constante lors de la déformation et ne doit donc étre calculée qu'une
seule fois (a t = 0).

IV.3 Discrétisation temporelle

IV.3.1 Schéma d’intégration

Comme nous l'avons dit dans l'introduction, nous nous sommes orientés vers un schéma
dynamique explicite [DOK 89] et ce, pour éviter les désagréments dus aux fortes non-linéarités
et aux instabilités des membranes tendues.

Une fois assemblés les vecteurs et les matrices élémentaires calculés dans le paragraphe
précédent, le probleme global discrétisé a résoudre devient :

M{T (1)} = {Fean(ta)} = {Fona ()} (IV.40)
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Le temps est alors discrétisé et on utilise le schéma des différences centrées pour lequel la vitesse,
1y, et Iaccélération, ii,, au temps t, sont exprimées en fonction des déplacements aux temps
tn—1, tn €t tha1, et du pas de temps At :

(IV.41a)

et

w(tnt1) — 2u(ty) + u(tn—1)
At?

En utilisant ce schéma d’intégration temporelle, le probleme (IV.40) se met sous la forme sui-

vante :

i(ty,) = (IV.41D)

U1} = (Fare(ta)} — {Fun(tn)} + 23 (UG}~ (U )} (V.42)
Ainsi, la connaissance de la solution aux temps t,, et t,,_1 permet de calculer le vecteur déplacement
au temps discret t,,+1. L’itération n permet donc de connaitre les déplacements au temps suivant
tn+1.
Pour résoudre cette équation, il reste a ajouter les conditions initiales. Classiquement, dans
les problemes de mise en forme, les déplacements initiaux et vitesses initiales sont nuls pour tous
les noeuds :

{Ut))} = {0} et {U(to)} = {0} (IV.43)

Conditions que ’on peut réécrire en terme de déplacement :

{Uto)} ={0} et {U(t-1)} = {0} (IV.44)

Ce type de schéma est conditionnellement stable. La condition de stabilité peut étre obtenue
par 'estimation de la plus grande valeur propre du systéme modal équivalent [DOK 89], valeur
propre notée wpyax. Pour un calcul sans amortissement, on doit avoir :

2
At <

(IV.45)

Wmax

Compte tenu des non-linéarités matérielles, cette plus grande valeur propre wmax est difficilement
calculable, on sait cependant qu’il existe une valeur critique du pas de temps Atc et que le pas
de temps de calcul doit toujours vérifier :

At < At (IV.46)

pour assurer la convergence.

IV.3.2 Diagonalisation de la matrice masse

Pour éviter le calcul de l'inverse de la matrice masse et pour n’avoir a effectuer que des
calculs vectoriels, on élimine le couplage entre les d.d.l. en concentrant la masse des éléments
aux noeuds. Le nombre d’opérations est ainsi considérablement réduit.

Pour ce faire, on utilise la méthode dite < Special Lumping Technique > [ZIE 94], méthode
particulierement efficace pour les problemes de mécanique des solides et qui fournit les taux de
convergence optimaux. On calcule la masse totale élémentaire en sommant tous les termes de la
matrice masse d'un élément, [M¢] (IV.39), et 'on redistribue cette somme proportionnellement
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aux termes de la diagonale. Les termes diagonaux de cette nouvelle matrice, M, sont donc
donnés par :

Miei e
MG = " )" My (IV.47)

(%3
Me, k=13
1}::1 kk =13

ou My, sont les termes de la matrice élémentaire complete (IV.39).
Dans notre cas, la matrice masse élémentaire diagonale est :

_ poSoHoy

(7] = === [lgxo (IV.48)
Grace a cette simplification et aprés avoir assemblé les vecteurs des forces intérieures et
extérieures, le probleme (IV.42), (IV.44) est découplé : chaque degré de liberté peut étre traité
indépendamment des autres.
Considérons le degré de liberté ¢ et notons U; son déplacement. L’équation scalaire a résoudre

au temps t, pour obtenir le déplacement U;(¢,+1) au temps t,41 est la suivante :

At?
Ui (tn+1 ) - ==

i

[Fezti (tn) - Enti (tn)] + 2Uz (tn) - Uz (tn—l) (IV49)

ol Mj; est le coefficient de la matrice masse diagonale assemblée, [H], correspondant au d.d.l
i et ot Fegy, et Fiye, sont les jiemes composantes du vecteur des forces extérieures assemblé et du
vecteur des forces intérieures assemblé, respectivement.

L’algorithme général de résolution est présenté sur la figure IV.3.

IV.4 Implantation des lois de comportement

La formulation du probléeme présentée précédemment laisse entieres les difficultés relatives
aux lois de comportement. On sait pourtant que la prise en compte de celles-ci pose un réel
probleme pour la simulation des procédés de mise en forme. La forte non-linéarité de ces lois
nécessite une attention particuliere lors de leur implantation dans le code de calcul.

Comme nous l'avons vu, la loi de comportement du matériau intervient dans le calcul des
forces intérieures (IV.26) au travers du vecteur {S;}, écriture vectorielle du second tenseur de
Piola-Khirchhoff dans le repere 1ié a 1’élément déformé. Ce vecteur est le vecteur des contraintes
dans le plan de I’élément.

Compte tenu de la méthode de résolution adoptée, les déplacements {U,, } au temps t,, et donc

le tenseur des dilatations de Cauchy-Green gauche local au méme temps, Cj(t,), sont connus
avant que n’apparaissent la nécessité de calculer les contraintes au temps t,, (figure IV.3). Ceci
rend beaucoup plus simple la prise en compte des lois de comportement. En effet, dans ce
contexte, nous ne devons nous préoccupper que des méthodes numériques a employer pour relier
le tenseur S; au tenseur C;. Dans ce paragraphe, nous étudierons ces méthodes pour les quatre
modeles de comportement que nous avons retenus.

Dans notre cas, I’hypothese des contraintes planes dans le plan de I’élément implique que
la direction normale a 1’élément est I'une des trois directions principales. Ainsi, la matrice des
contraintes lagrangiennes locales [S)] & la forme suivante :

Su Sz 0
[Si] =] Sa1 S22 0 (IV.50a)
0 0 0
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<Au premier pas de temps)

!

Calcul des matrices masse [—
M "}

élémentaires diagonales :

!

Assemblage de la matrice masse
diagonale : [M]

+< Pour tous les temps discrets ¢ >

Pour tous les éléments

Calcul des vecteurs forces

" . (e e
élémentaires : {Fim}el {Fm}

Assemblage des vecteurs forces :
{Fmt} et {Fext}

}
\

Calcul des déplacements nodaux :
{U (tn+1 )}

!

Figure IV.3 : Algorithme général
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(avec S12 = So1) et celle des dilatations lagrangiennes locales ()] :

Cu Ciz2 0
[Cll=1] Ca Cxn 0O (IV.50b)
0 0 (s

(avec Ci2 = (1) et pour laquelle le terme d’extension suivant ’épaisseur, C33, est obtenu en
utilisant le caractére incompressible du matériau. Ce terme est en fait A3, ot A3 est I'extension
principale suivant 1’épaisseur et est définie par :

H
A3 = — V.51
= (V.51)
avec H et Hy les épaisseurs dans 1’état déformé et non déformé, respectivement.
Ainsi, en utilisant ’hypothese d’incompressibilité (I11.44), Az vérifie :
2 1
A3 =Cs3 = (IV.52)

C11Cop — C%

Comme nous I’avons vu dans ’étude détaillée de ces lois de comportement (paragraphe 11.2),
certaines d’entre-elles nécessitent la connaissance des directions principales de déformation. Pour
déterminer ces directions, il suffit de diagonaliser le tenseur C;. Les extensions principales dans
le plan de I’élément, Ay et A9, sont données par :

|:C11 + Co + \/(011 — 022)2 + 40122] (IV.53a)

I:CH + Coo — \/(CH — 022)2 + 40122] (IV.53b)

(par hypothese, nous avons imposé A\; > Ag). Les deux directions principales correspondantes
sont définies par les angles, 31 et (B2 respectivement, angles entre les dites directions et le premier
axe local (droite (AB) du repere local dans 'état déformé, figure IV.2). Ces deux angles sont
définis par leurs tangentes :

tan B = % (IV.54a)
1 — 22
tan By = 20712 (IV.54b)

De plus, tous les matériaux considérés étant incompressibles, les contraintes sont définies a
une pression hydrostatique pres. Compte tenu de la forme des tenseurs locaux dans le repere
de I’élément, cette pression est simplement calculable en utilisant I’hypothese des contraintes
planes S33 = 0 dans laquelle n’intervient que la déformation principale normale Cs3 qui dépend
de C11, Cy et C1o (IV.52).

A partir de ces considérations générales, nous étudierons tout d’abord les modeles hy-
perélastiques de Mooney puis d’Ogden, ensuite nous nous intéresserons au cas plus complexe des
modeles de comportement viscoélastiques de Christensen et CBT généralisé qui font intervenir
la variable temps.
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IV.4.1 Modeles de comportement hyperélastiques
IV.4.1.1 Modele de Mooney

Dans ce cas, la forme lagrangienne de la loi de comportement (I1.55) se met, dans le plan de
I’élément, sous la forme suivante :

:71 p—
S =-pC; +2 (01 + 0211) I —cC (IV.55)

dans laquelle I; est le premier invariant du tenseur C; et c; et co sont les deux constantes
matérielles (notées dans ce cas en lettres minuscules pour éviter toute confusion avec le tenseur de
Cauchy-Green gauche). On calcule alors la pression hydrostatique comme exposé précédemment,
soit dans ce cas :

p=2 (Cl +colh — (32)\%) )\% (IV.56)
ou Az est donné par (IV.52). En remplagant cette valeur de la pression dans l’équation de
comportement (IV.55), les composantes du tenseur des contraintes S; sont :

S o= 2 {01 + ¢ [011 + Co + (C11C22 — 012)71] — 02011}
Coo

S e (IV.57a)

Sap = 2 {61 + c2 {011 + Ca2 + (C11C22 — 012)71] - 02022}
_poncin——q% (IV.57b)

S12 = —2cC12 — Cro (IV.57c)

p—
C1109 — C4

IV.4.1.2 Modele d’Ogden

Pour ce modele, la fonction énergie de déformation W est exprimée en fonction de mesures
de déformation généralisée (paragraphe II.1). La définition de ces mesures (paragraphe 11.1.3.5)
nécessite la connaissance des directions principales. A partir de la détermination des extensions
principales (IV.53a), (IV.53b) et des angles décrivant ces directions (IV.54a), (IV.54b), on calcule
le matrice de changement de base, [P], entre la base locale définie initialement et la base locale
formée des directions principales.

Dans le repéere principal, les contraintes principales locales Sy et So sont fournies par I’équation
(I1.91b) que l'on rappelle :

1
Si=—p

2t X0 =1,2
1

ou la pression hydrostatique p est évaluée par la prise en compte du caractere plan des contraintes
et de "incompressibilité du matériau :

1

P = B g (IV.58)

Ce calcul fournit les contraintes principales qui sont ensuite projetées dans la base locale initiale
a l'aide de la matrice de changement de base [P].
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IV.4.2 Modeles de comportement viscoélastiques

Pour les modeles viscoélastiques, on doit prendre en compte I’histoire de la déformation qu’a
subie le matériau pour calculer les contraintes au temps présent. Comme nous l'avons déja
mentionné, Feng [FEN 86] propose une relation de récurrence qui permet, pour les modeles de
comportement viscoélastiques intégraux, de calculer la contrainte au temps discret présent t,
seulement en fonction des grandeurs (contraintes et déformations) aux temps t,, et t,,_1.

Cependant, entre ces deux temps discrets, les variables cinématiques ont changé (notamment
les directions du repere local 1ié & I’élément fini). Comme nous ne connaissons pas le chemin
de la transformation au cours du pas de temps At entre t,_1 et t,, nous devons faire une
approximation de ce chemin. Dans ce travail, nous avons supposé que les directions principales
sont constantes lors du pas de temps At et sont égales aux directions principales au temps
présent final ¢, [RAC 94]. Cette approximation est due a Braudel et a été utilisée par Rachik
[RAC 93] pour des lois de comportement viscoélastiques différentielles.

IV.4.2.1 Modéele de Christensen

Pour le modele de Christensen, on rappelle la forme de la relation lagrangienne contrainte-
déformation (I1.121b) :

-
d IV.59
dr T ( )

Le tenseur des contraintes au temps discret t,, est alors calculé en fonction des contraintes au
temps t,_1 et des déformations aux temps t,, et t,_1, & l’aide de la relation de récurrence (I11.16)
appliquée au cas lagrangien :

= ——1 = ]_ t
S(t) = —pC +901+§/ g1(t—1)
0

= —1 = 1 _Aat th—1 dﬁ _ At = e
S(tn) = —pC (tn) + gol + 56 R g1(tn—1—17) (T)dT +e 2R [C(tn) — C(tp—1)

0 T
(IV.60)
ou la fonction de relaxation g;(7) est donnée sous forme exponentielle g1e” /™R Dans cette

formule, I'intégrale de 0 & ¢,,_1 et le tenseur C(t,,_1) ne dépendent que du temps discret précédent
tno 1.

Comme nous ’avons dit, nous devons considérer cette relation de récurrence pour les direc-
tions principales, puisque seules celles-ci sont supposées constantes au cours du pas de temps :

At tn—1 2

1 1 —at dA;(7) -2k o 2
Sz(tn) = —p% + go + 56 R . gl(tn_l — T)Td’l' + g1€e 2TR [Az (tn) — Az (tn_1>]

i=1,3 (IV.61)

Cette formulation nécessite la conservation des termes principaux relatifs au temps discret
précédent t,_1. Pour chaque élément fini du maillage, on doit donc conserver, d’un pas de
temps a 'autre, six valeurs : les trois composantes du tenseur principal des dilatations, )\12 pour
i = 1,3, et les trois composantes intégrales (donc relatives au caractére visqueux du matériau)
du tenseur principal des contraintes, fg"_l g1(tn—1 —7) d)gy) dr pour ¢ =1, 3.

La méthode de calcul au temps discret t,, est alors la suivante :

1. é_ partir des déplacements, {Un}_,obtenus au temps précédent, on calcule le tenseur local
Cj(t,) & laide du tenseur local hy(t,) (IV.18) :

Cilty) = (? + h:l(tn))t (? + h:l(tn)) (IV.62)
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2. on détermine les extensions principales A et Ao ainsi que la matrice de passage [P] en

diagonalisant E(tn) ;

3. en utilisant I’équation (IV.61) et compte tenu des grandeurs relatives a t,_1 conservées et
des hypotheses d’incompressibilité et de contraintes planes, on calcule la pression hydro-
statique p, puis les contraintes principales Sp et So ;

4. on calcule alors le tenseur local des contraintes dans le repére local déformé, E, a l’aide
de la matrice de changement de base [P] précédemment calculée en 1.

Le second tenseur des contraintes de Piola-Khirchhoff ?l, ainsi calculé, est ensuite écrit sous
forme vectorielle (IV.23) et permet de calculer le vecteur des forces intérieures (IV.26).

IV.4.2.2 Modele CBT généralisé

Ce modele, que nous avons présenté dans le chapitre relatif aux modeles de comporte-
ment viscoélastiques non-linéaires (paragraphe 11.2.3.4), est le plus complexe a traiter. En
effet, il présente les difficultés inhérentes aux modeles qui utilisent des mesures de déformation
généralisée (comme le modele d’Ogden) et celles posées par les modeles viscoélastiques qui im-
posent I'utilisation d’une relation de récurrence.

Dans un premier temps, on rappellera la forme de la loi de comportement lagrangienne,
exprimée dans le repére principal, correspondant & ce modele (11.124) et (I1.127) :

ag
/ (t—r1) MdT i=1,3 (IV.63)

(t ap— 2
i (t) = +ng —

ou N est le nombre de termes adoptés dans la série.

De fagon similaire au travail de Feng [FEN 86], on établit treés simplement la relation de
récurrence présentée dans l'annexe A (équation (A.26)) qui permet de calculer les contraintes
principales du second tenseur de Piola-Khirchhoff au temps t,,, S;(¢,), en considérant une fonc-
tion de relaxation de la forme g;(7) = g1e~ /7" :

N tn— @
1 ag—2 1 Wy nt ANS* ()
Si(tn) = —p— (tn A% 2 (¢, R thoq —T) — 2
) = gttt 300+ g0 [ DI TR
_ At
+gie ¥R (Zggk)\o‘k Zgok b 1)] i=1,3 (IV.64)
k=1

Pour le calcul de ces contraintes principales, la procédure est completement similaire a celle
utilisée pour le modele de Christensen exposée dans le paragraphe précédent. La seule différence
notable provient des termes a retenir. En effet, pour éviter un trop grand stockage de données,
on conserve directement les sommes de termes :

- pour les déformations : Z 9o N * (tn—1) pour i = 1,3 ;

N
o . . t
- et pour les contributions visqueuses des contraintes : Y go, [," " g1 (ttn—l —
k=1

7') () dr

dr
pour ¢ =1, 3.
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IV.5 Chargement de la paraison par un débit d’air

Comme nous 'avons déja vu dans le chapitre précédent concernant les expériences de souf-
flage d’'une membrane initialement plane, la pression a l'intérieur de la paraison n’est pas une
grandeur que I'on peut imposer facilement. En effet, celle-ci est étroitement liée au volume
intérieur de la paraison au travers de la thermodynamique du gaz utilisé pour le soufflage. En
pratique, il est beaucoup plus aisé d’imposer un débit (massique par exemple) qu'une montée
en pression. C’est par exemple le cas lorsqu’on ouvre un robinet.

Pour prendre en compte ce phénomene dans notre code de calcul, nous avons supposé que le
gaz injecté a 'intérieur de la paraison obéit & la loi des gaz parfaits. Ainsi, en imposant [’histoire
du débit et en calculant le volume du systéme mécanique, on peut connaitre la force de pression
qui s’exerce sur la membrane.

Toutes les notations introduites dans la suite sont résumées sur la figure IV.4 dans le cas
du moulage par étirement-soufflage ou extrusion-soufflage (figure IV.IV.4(a)), et dans le cas du
thermoformage (figure IV.IV.4(b)). Notons tout d’abord Py la pression initiale d’équilibre des

Vini=0
V.. P, V=0 |
V0 V(t) = ‘ Vlnlt I:)0 VO 0 s
P, | P, P(t) Ps
T
Y t to t
(a) Moulage par soufflage (b) Thermoformage

Figure IV.4 : Chargement de la paraison par un débit d’air. Notations

deux cotés de la membrane et Vj le volume initial contenu dans la membrane au temps initial
to. On introduit aussi un volume arbitraire initial, Vj,;, qui permet de prendre en compte le
cas du thermoformage pour lequel, si la membrane est plane, Vi = 0. De plus, on note ng le
nombre initial de moles contenu dans le volume Vj,,;; + V. Initialement, le gaz a l'intérieur de
la membrane vérifie la relation :

PO(V;nit + ‘/0) = nORTgaz (IV65)

ou R est la constante universelle des gaz parfaits et T,,. est la température du gaz, supposée
constante tout au long de la mise en forme.

Dans I’état déformé, au temps ¢, on a introduit n(¢) moles de gaz depuis le début du charge-
ment. La pression interne est alors notée P(t) et le volume contenu dans la membrane, V(t).
Ils vérifient :

P(t)[Vinit + V(1)) = [no + n(t)| RTya- (IV.66)

La différence de pression s’exercant sur la membrane est notée AP(t) et est définie par :

Po(Vinie + Vo) + K (t)

AP(t) = P(t) = Py = = s

-y (IV.67)

ou K(t) = n(t)RT 4.
L’intégration de la relation précédente dans la code de calcul se fait tres simplement :

e initialement
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- on fixe Py ainsi que Vj,; et on calcule Vj ;

- on se donne un chargement en débit K () pour la durée du calcul.
e au temps discret t,,

- connaissant les déplacements {U ()} des noeuds, on calcule leurs positions et le
volume contenu a l'intérieur de la paraison, V (t,) ;

- en utilisant la relation précédente (IV.67), on calcule la pression qui s’exerce sur les
éléments, AP(ty,) ;

- cette pression permet le calcul des efforts extérieurs a la paraison et donc la résolution
du probléeme en ¢, et le calcul de {U(t,+1)}-

IV.6 Validation pour le soufflage libre

A ce stade, nous avons développé un code de calcul de soufflage libre (sans moule) de mem-
branes hyperélastiques et viscoélastiques non-linéaires soumises & un chargement en pression ou
en débit. Ces membranes sont maillées a ’aide d’éléments finis triangulaires a trois noeuds et
trois d.d.l. par noeud.

Pour valider cette premiere partie du travail, nous nous intéressons au probleme du soufflage
dynamique d’une sphere. Ce cas, assez simple pour ce qui est de la mise en équations, se
révele tres intéressant. En effet, comme nous ’avons rapidement mentionné précédemment, des
instabilités apparaissent. Le cas de la membrane sphérique met en évidence ce phénomene et
fournit des équations simples permettant de comparer nos résultats obtenus par la méthode des
éléments finis & des résultats semi-analytiques (équation & un degré de liberté résolue par la
méthode de Runge-Kutta) [MAR 97].

Dans ce paragraphe, nous ne ferons qu’introduire les équations obtenues analytiquement et
seuls les résultats intéressants pour la validation seront rappelés ; le soufflage d’'une membrane
sphérique est étudié de facon complete dans I'annexe C. Dans cette annexe, la mise en équations
est rappelée et de tres nombreux résultats sont fournis pour mettre en évidence et expliquer la
présence d’instabilités lors du soufflage.

Nous fournirons successivement des résultats pour les cas hyperélastique (modele de Mooney)
et viscoélastique (modele de Christensen). En effet, pour mieux comprendre les phénomenes,
nous n’étudierons que les modeles les plus simples. Les modeles d’Ogden et CBT généralisé,
plus complexes, ont, quant a eux, été validés en les réduisant a des cas particuliers des deux
autres modeles.

IV.6.1 Soufflage d’'une membrane sphérique de type Mooney soumise a un
échelon de pression

Ce cas est développé dans le détail dans le paragraphe C. 3.1 de annexe C.

On considere une membrane sphérique de rayon initial Ry et de masse volumique pg. L’épais-
seur est supposée négligeable devant le rayon (hypothése de membrane) et est notée hy. Cette
membrane est hyperélastique de type Mooney, avec pour constantes matérielles ¢; et ca. On
définit la constante matérielle réduite « telle que :

C2

IV.68
- (IV.68)

o =

Cette membrane est soufflée par un échelon de pression constant au cours du temps, noté AP.
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Remarque : ce cas est assez peu physique, puisqu’il correspond a la situation ot la membrane est
reliée a un réservoir de dimension infinie permettant une alimentation constante en pression.
En définissant les variables réduites suivantes pour la pression et le temps :

Ry
Ap= AP (IV.692)
2 C1
T=t—,/— IV.69b
Ro '\ po ( )

I’équation différentielle régissant le mouvement se met sous la forme adimensionnelle suivante :
. 1
A= Ap\? + <F — /\> (1+ar?) (IV.70)

ou A est I'extension circonférentielle définie comme le rapport du rayon déformé sur le rayon
initial. A cette équation on ajoute les conditions initiales correspondant au cas de la membrane
initialement au repos :
AM0)=1 et A0)=0 (IV.71)

Cette équation est alors résolue par une méthode de Runge-Kutta d’ordre 5 ou 6 (sous-programme
IVPRK de la bibliotheque mathématique IMSL [IMS 87]).

Une étude plus complete des solutions de cette équation (points d’équilibre, stabilité, allure
des plans de phase) est fournie en annexe C. 3.1. De cette étude se dégagent trois comportements
différents, dépendant des valeurs du parametre matériel « et de I’échelon de pression Ap :

- ou bien la membrane oscille autour de points d’équilibre ;

- ou bien elle atteint un point d’équilibre instable (point selle) auquel cas elle reste en ce
point et le rayon reste constant ;

- ou bien son mouvement devient instable et le rayon croit exponentiellement vers I'infini.

Pour valider notre code de calcul nous avons sélectionné quelques cas intéressants, pour trois
valeurs du parametre matériel a et quelques valeurs de ’échelon de pression Ap. Ces cas sont
résumés dans le tableau IV.1.

Valeur de « Valeur de Ap
a=0 Ap=0,5; Ap=0,6
a=0,1 Ap=0,687 ; Ap=0,7; Ap=0,8
a=0,25 Ap=0,7; Ap=1,2

Tableau IV.1: Différents cas pour le soufflage d’une sphére hyperélastique par un échelon de
pression

Ces différents cas sont simulés avec notre code de calcul. Le travail se fait sur une sphere
entiere ; nous n’avons pas imposé de conditions de symétrie, ce qui nous permet aussi de controler
le bon comportement du programme en vérifiant que la symétrie sphérique est bien conservée
tout au long du calcul. La sphere est discrétisée en 2000 éléments finis. Les résultats obtenus
sont détaillés sur le figure IV.5.

e La figure IV.IV.5(a) relative au parametre matériel a = 0 montre que le code de calcul
reproduit avec autant de précision les comportements oscillatoires (Ap = 0,5) que ceux
qualifiés d’instables (Ap = 0, 6).
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Figure IV.5 : Soufflage d’une membrane sphérique de type Mooney :

(probléeme monodimensionnel), (o) éléments finis (sphére compléte)
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(—) Runge-Kutta

e De méme, pour o = 0,25, les résultats éléments finis reproduisent tres bien les mou-
vements oscillatoires de la membrane, et ce pour des niveaux de pression tres différents

(figure IV.IV.5(c)).

e Dans le cas ot = 0, 1, il faut noter que le point d’équilibre instable (point selle) appartient
a la trajectoire pour une valeur de Ap de l'ordre de 0,687. On voit sur la figure IV.IV.5(b)
que le comportement est bien reproduit loin de cette valeur critique de la pression (Ap =
0,8). Pour des valeurs proches de cette valeur critique (Ap = 0,687 ou Ap = 0,7 sur
la figure), le calcul éléments finis reproduit qualitativement le phénomene d’instabilité.
Cependant, la période du mouvement tendant asymptotiquement vers l'infini au voisinage
de cette valeur de 1’échelon de pression, la réponse en temps obtenue par les éléments finis

different sensiblement du résultat semi-analytique.

De plus, pour ces trois valeurs bien choisies du parameétre «, nous avons construit les courbes
liant la période du mouvement a la valeur de 1’échelon de pression imposé. Pour quelques valeurs
de la pression, nous avons effectué des simulations numériques.

Les résultats obtenus sont
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présentés sur la figure IV.6. Ces résultats montrent que quelles que soient les situations, le calcul
éléments finis est en bonne adéquation avec les résultats obtenus par l'intégration de ’équation
différentielle par la méthode de Runge-Kutta. Méme au voisinage des points selles (asymptotes
verticales sur le graphique), la simulation numérique approche au moins qualitativement le

phénomene physique d’instabilité. Sur les asymptotes, ’estimation des valeurs de la période est
satisfaisante.

14 \\
12
L L a=0,1

e 10 < 5
] v ©
] ] N ©
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S 8 4 1 Jo!
3 < &
<] !
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6 /J

— 8 a=0,25
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Figure IV.6 : Période réduite en fonction de la pression imposée pour trois valeurs de « :

(—) Runge-Kutta (probléme monodimensionnel), (®) éléments finis (sphere
complete)

IV.6.2 Soufflage d’'une membrane sphérique de type Mooney soumise a un
débit de fluide constant

Ce cas est développé dans le paragraphe C. 3.2 de 'annexe C.

La sphere considérée est la méme que dans le paragraphe précédent et le débit est imposé
constant au cours du temps. L’équation qui régit le mouvement de la membrane fait maintenant
intervenir explicitement la variable temps, 7 :

. 1 1
A = po [X (1+gqr)— )\2] + (F - /\> (1+ar?) (IV.72)
ou q est le débit de gaz et py la pression initiale a 1’équilibre.

Pour tester le code, nous avons fixé ces deux valeurs :

g=1 et po=1 (IV.73)

et considéré deux valeurs du parametre « : 0 et 0,25.

Pour ces deux problemes, nous avons calculé ’évolution de la pression a lintérieur de la
sphere et I’évolution de son volume : par la méthode de Runge-Kutta sur I’équation différentielle
précédente (IV.72) et par la méthode des éléments finis sur une sphére complete.

Les résultats obtenus pour a = 0 sont présentés sur la figure IV.7 et ceux relatifs a a = 0, 25,
sur la figure IV.8. On voit sur ces différentes figures que le modele éléments finis reproduit les
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Figure IV.8 : Soufflage, par un débit constant, d’'une membrane sphérique de type Mooney avec
a = 0,25 : (—) Runge-Kutta (probléme monodimensionnel), (o) éléments finis

(sphere complete)

résultats semi-analytiques :

les courbes de pression (figures IV.IV.7(b) et IV.IV.8(b)) oscillent

autour de la solution quasi-statique et les courbes de volume (figures IV.IV.7(a) et IV.IV.8(a))

oscillent autour de courbes monotones croissantes.

Le calcul du chargement de pression a chaque temps discret par un schéma explicite n’affecte
en rien la qualité des résultats numériques.
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IV.6.3 Soufflage d’une membrane sphérique de type Christensen soumise a
un échelon de pression

Ce cas est développé dans le paragraphe C. 3.3 de 'annexe C.

Les notations sont les mémes que dans les paragraphes précédents. Les parametres matériels
sont go la composante élastique et g (7) la fonction de relaxation de la forme gre” /TR on TR
est le temps de relaxation. Comme précédemment, on définit la fonction de relaxation réduite :

a(t) = ™R = ae R (IV.74)

g0

et les grandeurs réduites pour les variables pression et temps :

Ry
Ap = AP IV.75a
p g0l ( )
V2 (g0
T=t—/— IV.75b
Ro 'V po ( )

L’équation qui régit le mouvement de la membrane est alors I’équation différentielle du second
ordre en A\ (extension circonférentielle, accroissement du rayon) suivante :

A(r) = ApA2(r) + {A%(T) _ A(T)] - @ /0 a(r —u)

dN%(u)

d
duu

1 T A4 (u)
+ v /O a(r—uw)=Pdu  (1V.76)

Les intégrales sont approchées par la méthode de Feng que nous avons déja explicitée et utilisée
dans tout ce travail et ’équation est résolue par la méthode de Runge-Kutta.

Compte tenu du nombre de parametres entrant en jeu (7, a et Ap) et de la complexité de
I’équation a résoudre, il est tres difficile de mener a bien une étude paramétrique du probleme
(paragraphe C. 3.3) contrairement au cas hyperélastique. Cependant, nous avons pu mettre en
évidence deux types de comportement : 1'un oscillatoire amorti, ’autre instable. C’est pourquoi,
dans le cadre de cette validation, nous n’avons effectué que deux calculs : 'un pour lequel
la réponse est oscillatoire et I'autre pour lequel elle est instable. Les valeurs des parametres
matériels sont les mémes dans les deux cas :

a=0,2 et Tr=1

et les valeurs des échelons de pression sont : Ap = 0,5 (oscillatoire amorti) et Ap =1 (instable).

La figure IV.9 présente les résultats du calcul par la méthode de Runge-Kutta et du calcul
éléments finis. Les résultats éléments finis sont dans les deux cas en bonne adéquation avec les
résultats obtenus sur le cas monodimensionnel. On note cependant que dans le cas oscillatoire
amorti (figure IV.IV.9(a)), le calcul éléments finis sous-estime quelque peu l'amplitude mais
aussi la période du mouvement. Toutefois, les résultats restent acceptables compte tenu des
hypotheses et des approximations qui ont été faites pour la mise en place de ce type loi de
comportement dans le code de calcul (paragraphe IV.4.2.1). Dans le cas instable, la divergence
entre les deux calculs ne commence & étre significative qu’a partir de valeurs de A de l'ordre
de 10 (figure IV.IV.9(b)), c’est-a-dire lorsque le rayon de la sphere a été multiplié par 10. Ces
résultats sont donc tout a fait satisfaisants.
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Figure IV.9 : Soufflage d’une membrane sphérique de type Christensen : (—) Runge-Kutta
(probléme monodimensionnel), (---) éléments finis (sphére complete)

Lors des tests précédents, nous avons comparé les résultats obtenus par le code de calcul a
des résultats semi-analytiques sur le probleme simple du soufflage d’une membrane sphérique.
Cette comparaison montre que le calcul éléments finis simule avec succes les divers phénomenes
rencontrés aussi bien dans les cas hyperélastiques que viscoélastiques.

L’implantation de lois de comportement hyperélastiques et viscoélastiques non-linéaires, ainsi
que le chargement de la membrane par un débit ont ainsi été vérifiés. Le code de calcul de
soufflage libre de membrane est donc validé.

Dans la suite, nous nous attacherons a transformer ce code de calcul de soufflage libre afin
de simuler les procédés de mise en forme, notamment en développant un module de contact ainsi
qu'un module de raffinement de maillage.

IV.7 Gestion du contact

Pour pouvoir simuler les procédés de mise en forme, il faut a présent développer un module
de contact qui permettra de prendre en compte la présence du moule.

Comme nous ’avons montré dans la partie bibliographique, la plupart des travaux dans ce
domaine adopte ’hypothese de contact collant. En effet, lorsque la paraison a haute température
entre en contact avec le moule, qui lui est froid, le matériau se refroidit de maniere brutale, ses
caractéristiques matérielles changent trés rapidement et la membrane se raidit. On peut alors
considérer que la pression de soufflage n’est pas suffisante pour déformer cette partie de la
membrane. Nous nous sommes placés dans le cadre de cette hypothese.

Le moule est modélisé par des facettes triangulaires planes. A chaque pas de temps, on teste
chaque noeud de la paraison qui n’est pas encore entré en contact avec le moule, avec chaque
facette du moule pour déterminer si ce noeud a dépassé le moule. Si c’est le cas, le noeud est
projeté sur I’élément du moule considéré et ses degrés de liberté sont bloqués pour la suite du
calcul.

Dans ce paragraphe, nous présenterons donc la méthode de détection des noeuds entrés en
contact et la technique de projection utilisée.
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IV.7.1 Détection des noeuds en contact

On considere un noeud ¢ de la paraison qui occupe la position N au temps discret ¢,,. Notons
N’ sa position au temps discret précédent t,_1. Soit une facette triangulaire du moule (DEF),
on se propose de vérifier si la trajectoire du noeud ¢ entre t,,_1 et ¢, a traversé le triangle. La
figure IV.10 présente la géométrie du probléme dans le cas ou le noeud est effectivement entré en
contact avec le moule lors du pas de temps. Le but de la détection est de déterminer si le point

N : position du noeud au temps t_

élément du moule

N': position du noeud au temps t, ,

Figure IV.10 : Géométrie du probleme de contact

d’intersection entre la trajectoire et le triangle est a la fois sur le segment [N N'] et & l'intérieur
du triangle (DEF).

On note M le point d’intersection entre la droite (NN') et le plan (P) contenant les trois
points D, E et F. Le point M appartient a la droite (N'N) §’il vérifie la condition suivante :

38\ N'M = AN'N (IV.77)

De la méme fagon, le point M appartient au plan (P) si le vecteur DM se décompose de maniére
—_—
unique dans la base (D, DE, DF) :

3(v,6) \ DM = ~DE + §DF (IV.78)

En utilisant ces deux équations, on obtient le systéme de trois équations a trois inconnues qui
se met sous la forme vectorielle suivante :

E— — — E—
BNN' +DE + 6DF = DN’ (IV.79)

les trois inconnues étant les coefficients 3, v et 4. Une fois déterminées ces trois valeurs, il suffit
de vérifier si le point d’intersection M est dans le segment [N'N] et & l'intérieur du triangle
(DEF), ce qui revient a vérifier que :

0<p<1 (IV.80a)
et
0<~v<1,0<0<1,0<1—y-6<1 (IV.80Db)

Ce test simple permet donc de savoir si un noeud est entré en contact avec un élément du moule
et, si c’est le cas, avec lequel.
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IV.7.2 Projection des noeuds en contact

Dans le cas ou un noeud a dépassé le moule, il faut maintenant le reprojeter sur I’élément
concerné. Pour ce faire, on fait I'hypothese que lors du pas de temps At le mouvement du noeud
entre les points géométriques N’ et N s’est fait de facon linéaire.

Evidemment, avec cette approximation, le point projeté est le point M, point d’intersection
entre la droite et le plan, défini précédemment. Le calcul de ses coordonnées se fait a partir du
coefficient 3, qui positionne le point M sur le segment [NN'], et les d.d.l. de ce noeud sont fixés
pour la poursuite du calcul.

Remarque : cette méthode de détection et de reprojection permet d’utiliser trés peu d’éléments
pour le maillage du moule, ce qui réduit d’autant le nombre d’opérations. En effet, pour une
plaque, deuz éléments suffisent quelles que soient les dimensions de celle-ci. La figure IV.11
montre le maillage d’une membrane initialement plane soufflée dans un coin. On voit sur celle-

Figure IV.11 : Soufflage d’une membrane circulaire dans un coin discrétisé en 6 facettes

ci que le coin n’a été modélisé que par 6 facettes triangulaires.

IV.8 Raffinement du maillage

Le probleme majeur posé par l'utilisation d’éléments triangulaires a interpolation linéaire
réside dans le fait qu’ils restent plans. En effet, compte tenu des trés grandes déformations
que ces éléments subissent, ceci ne permet pas de simuler parfaitement les évolutions de la
géométrie de la paraison, par exemple dans les coins d’un moule (figure IV.12). Pour remédier

2D 3D

A

Figure IV.12 : Probléme posé par un maillage grossier dans le coin d’un moule

a cette difficulté, certains auteurs présentent le raffinement de maillage comme une perspective
de recherche intéressante [DEL 91|, [RAC 94] sans toutefois le mettre en ceuvre.

A partir de ces constatations, nous avons développé un module de raffinement du maillage.
Dans la suite, nous donnerons les critéres que nous avons choisis pour décider si un élément doit
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étre divisé ou non, puis nous exposerons la méthode de raffinement adoptée.

IV.8.1 Critére de raffinement

Le soufflage de membrane pour la simulation des procédés de mise en forme présente de tres
fortes non-linéarités géométriques dues aux grands déplacements et grandes déformations. C’est
pourquoi, par simplicité, nous nous sommes orientés vers un critéere géométrique pour décider
ou non de réduire la taille des éléments.

Lorsqu’on décide de remailler la paraison (tous les k pas de temps par exemple), chaque
élément de la membrane est testé. Pour ce faire, on considére les éléments ayant un c6té commun
avec cet élément et on calcule la normale moyenne a ce groupe d’éléments. La figure IV.13 montre
un élément testé et le groupe d’éléments qui ’entoure. On calcule ensuite I’angle entre la normale
de chaque élément et la moyenne des normales de tous les éléments considérés (1’élément central
et les éléments qui U'entourent) ; si 'un de ces angles est supérieur & une valeur limite fixée par
I'utilisateur alors I’élément correspondant est divisé, sinon il reste tel quel pour les pas de calcul
suivants jusqu’au prochain test de remaillage.

!

n,

n

S

2

Figure IV.13 : Groupe d’éléments testés pour le raffinement de maillage

Pour éviter de trop multiplier le nombre d’éléments, I'utilisateur peut fixer une surface
élémentaire limite a partir de laquelle un élément n’est plus divisé, meéme s’il est détecté par le
critére précédent.

IV.8.2 Meéthode de raffinement

De nombreux algorithmes de raffinement de maillage existent dans la littérature. Certains
permettent de générer entierement de nouveaux maillages, d’autres de subdiviser un maillage
déja existant ou de regrouper des mailles. Shephard propose une revue de ce type de travaux
dans [SHE 88].

Le but de notre travail n’étant pas de développer une nouvelle méthode de remaillage, mais
plutot d’évaluer Defficacité de ce type de procédure pour la simulation de la mise en forme, nous
avons décidé d’utiliser un algorithme simple de division du maillage.

Nambiar et al. [NAM 93] ont développé un algorithme qu’ils qualifient eux mémes de <« sim-
ple > pour le raffinement de maillages constitués d’éléments triangulaires a trois noeuds. Leur
technique, que nous allons succinctement exposer, est basée sur une méthode de découpage par
bissection suivant le plus grand co6té. La méthode de division des triangles est présentée sur la
figure IV.14.

Apres avoir rempli la liste des triangles qui doivent étre subdivisés, la méthode de division
adoptée differe suivant trois cas de figure :
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=P =g
= R=<

Figure IV.14 : Méthodes de division des triangles : (a) cas d’un élément sur la frontiere, (b) cas

(a)

(b)

de deux éléments internes partageant leurs plus grand coté, (c) cas des éléments
internes qui ne partagent pas leur plus grand coté

soit le triangle & diviser a son plus grand c6té sur une frontiere du maillage (figure IV.14(a)).
Dans ce cas 1a, un nouveau noeud est créé au milieu de ce plus grand coté et celui-ci donne
naissance a deux nouveaux éléments en remplacement du triangle initial.

soit le plus grand c6té du triangle a diviser est aussi le plus grand coté du triangle en vis-
a-vis (figure IV.14(b)). Un nouveau noeud est alors créé au milieu du grand c6té commun
et ce noeud donne naissance a quatre nouveaux éléments en remplacement des triangles
initiaux.

soit le plus grand c6té du triangle a diviser n’est pas le plus grand co6té du triangle en
vis-a-vis (figure IV.14(c)). Ce cas ce produit lorsqu’un triangle appartient a la liste des
triangles a diviser (triangle 1 sur la figure) et que son vis-a-vis n’appartient pas a cette
liste et ne partage pas le plus grand coté (triangle 2 sur la figure). Dans ce cas, le second
triangle (triangle 2) est ajouté a la liste et on recommence la procédure pour ce triangle
(en déterminant son plus grand c6té).

Pour mettre en place une telle méthode, il convient de classer les triangles dans I'ordre de
leur plus grand coté croissant et de les diviser en partant de la fin de la liste (on commencera
toujours par diviser le triangle de la liste qui a le plus grand des plus grands c6tés). L’algorithme
de division est présenté sur la figure IV.15.

IV.8.3 Difficultés dues au raffinement du maillage

Le fait de remailler la structure lors du calcul fait apparaitre quelques difficultés numériques
que nous allons énumérer sans détailler les solutions apportées, qui ne sont que d’ordre algorith-
mique.

e Il faut toujours vérifier qu’un noeud nouvellement créé ne se trouve pas, au moment de

sa création, a lextérieur du moule (dans le cas de moules non convexes). Cependant, on
ne peut pas appliquer la méthode classique de détection du contact puisque ce noeud n’a
pas de passé, donc pas de trajectoire. Pour remédier a ce probleme, nous avons mis en
place une série de tests préalables a effectuer sur les cotés qui doivent étre divisés, avec
projection des noeuds créés sur le moule.
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Application du critéere a
tous les éléments

Création de la liste
d'éléments a subdiviser

*

Classement des éléments par
ordre croissant de la longueur de
leur plus grand c6té

. ]

La liste est-

elle vide 2 Fin de la subdivision

Le dernier élément est-
il sur la frontiere ?

Le plus grand cété
est-il aussi le plus
grand cété de
I'élément adjacent ?

non

Ajout du second élément Subdivision de deux Subdivision d'un
a la fin de la liste éléments internes élément sur la frontiére

Figure IV.15 : Algorithme de subdivision du maillage (d’apres [NAM 93])

e La taille des éléments diminuant au cours du calcul, la valeur du pas de temps critique
pour lalgorithme des différences centrées diminue elle aussi. On doit donc diminuer le pas
de temps au cours du calcul ce qui oblige a calculer (par une interpolation) la position des
noeuds au nouveau temps t,,_1 défini par le nouveau pas de temps.

IV.9 Validation générale : thermoformage d’un récipient cylin-
drique

Pour valider ’ensemble du code de calcul, nous avons confronté nos résultats numériques a
des données expérimentales fournies dans la littérature. Pour cela, on s’intéresse au cas du ther-
moformage d’un récipient cylindrique en HIPS (PolyStyréne & Haut Impact). Ce probleme a été
étudié expérimentalement et numériquement par deLorenzi et Nied [DEL 91] et numériquement
par Rachik et al. [RAC 94].

Pour des raisons de symétrie, nous n’avons étudié que le quart de la structure. La membrane
initiale est plane, circulaire de rayon 129,54 mm et d’épaisseur initiale 0,254 mm. La géométrie
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du moule est présentée sur la figure IV.IV.16(a). Celui-ci est maillé avec 63 facettes triangulaires
et ce maillage est présenté sur la figure IV.IV.16(b).

124,46 mm

203,2 mm

129,54 mm R

(a) Géométrie du moule (b) Maillage du moule
Figure IV.16 : Description du moule pour le thermoformage d’un récipient cylindrique

Pour modéliser le comportement du matériau, nous avons utilisé les données expérimentales
fournies par Schmidt et Carley [SCH 75a] qui proposent une forme modifiée du modele de
Mooney, avec la fonction énergie de déformation suivante :

W = Ay (I; — 3) + Apa (I — 3)* (IV.81)
ou les deux constantes matérielles sont :
Ajp=0,143 MPa et Ap =2,2107% MPa

Cette loi de comportement et ces constantes matérielles sont celles utilisées par les autres auteurs
dans leurs études.

Le maillage initial de la membrane est constitué de 27 éléments finis et nous avons utilisé le
module de raffinement de maillage présenté précédemment. Le maillage final comprend, lui, 996
éléments finis. La figure IV.17 montre I’évolution du maillage au cours du calcul. On remarquera
la qualité du maillage final (figure IV.IV.17(d)), qualité que seul un maillage localement raffiné
lors du calcul permet d’obtenir. En effet, il n’était pas possible de prévoir, a priori, les zones de
la paraison initiale (figure IV.IV.17(a)) pour lesquelles le maillage devait étre raffiné.

Nied et delLorenzi ont mesuré expérimentalement la répartition de I’épaisseur le long de la
paroi de la piece finale, ainsi que les extensions principales radiale et circonférentielle au fond
du récipient. Nous avons donc comparé les résultats numériques que nous avons obtenus avec
ces valeurs expérimentales :

- la figure IV.18 présente la répartition de ’épaisseur réduite h/hgy en fonction de I’abscisse
curviligne allant du centre au bord du récipient ;

- les figures IV.IV.19(a) et IV.IV.19(b) montrent les extensions principales, respectivement
radiale et circonférentielle, au fond du récipient en fonction de la distance a ’axe de
symétrie.

Sur ces différentes figures, chaque point (o) représente le résultat obtenu dans un élément
fini. Toutes les grandeurs étant constantes par élément, elles sont représentées, sur les graphes,
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Figure IV.17 : Quatre phases du thermoformage
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au centre de gravité du triangle concerné. C’est pourquoi, plusieurs points sont obtenus pour
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numériques EF

une méme abscisse.

La répartition de 1’épaisseur obtenue numériquement est en bonne adéquation avec les
résultats expérimentaux (figure IV.18), et ce surtout pour le fond du récipient. Pour des
abscisses curvilignes supérieures a 250 mm, les résultats numériques s’éloignent des mesures
expérimentales (15 %). Cet écart croissant peut étre imputé a l’aspect grossier du maillage final
sur le bord du récipient.

En ce qui concerne les extensions principales au fond du récipient (figure IV.19), les résultats
s’averent un peu moins satisfaisants : ’extension principale radiale est quelque peu sous-estimée
sur la plus grande partie du fond (17 %) et surestimée au voisinage de I’axe de symétrie (25 %)
(figure IV.IV.19(a)), et 'extension principale circonférentielle est sous-estimée au voisinage de
laxe (25 %) (figure IV.IV.19(b)). Malgré ces écarts au voisinage de 'axe de symétrie, sur un
plan qualitatif les résultats numériques sont conformes aux résultats expérimentaux.

Au vu de cet exemple industriel, notre code de calcul utilisé avec son module de raffinement
de maillage est validé.

Remarque : les résultats numériques obtenus par deLorenzi et Nied [DEL 91] (résolution
du probléme quasi-statique) et Rachik et al. [RAC 94] (résolution explicite du probléeme dy-
namique avec ajout d’une matrice d’amortissement) sont identiques auz notres mais n’ont pas
€té présentés sur les figures pour des raisons de clarté.

IV.10 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté et validé un code de calcul éléments finis pour la
simulation numérique des procédés industriels de moulage par soufflage et de thermoformage.

Dans ce code, les paraisons sont modélisées par des éléments triangulaires membranes isopara-
métriques a trois noeuds en grandes transformations. Les lois de comportement implantées sont
de type hyperélastique ou viscoélastique non-linéaire.
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Compte tenu des phénomenes physiques intervenant dans ces procédés, mais aussi des diffi-
cultés rencontrées lors de la résolution quasi-statique de ce type de probleme, notamment dues a
Iexistence d’instabilités dans le comportement des membranes tendues, nous avons adopté une
formulation dynamique résolue par le schéma explicite des différences centrées. Le contact de la
paraison avec le moule est considéré collant, hypothese admise par la plupart des auteurs.

L’originalité de notre travail porte sur les deux points suivants :

- tout d’abord, pour se rapprocher des phénomeénes physiques intervenant dans les processus
industriels (ou expérimentaux), le chargement peut se faire & débit de gaz imposé et
non plus uniquement a pression imposée, la pression a l'intérieur de la paraison étant
étroitement liée a sa déformation ;

- de plus, compte tenu des grandes variations de la géométrie de la paraison au cours du
soufflage, nous avons été amenés a développer un module simple de raffinement de maillage
permettant la subdivision des triangles au cours du calcul sur des criteres géométriques.

Le code a pu étre validé a la fois sur un cas simple dont une solution semi-analytique a été
mise en place, mais aussi grace a des résultats expérimentaux. Les bons résultats de ces tests de
validation permettent d’envisager son utilisation dans le cadre de la simulation des procédés, en
particulier pour la prédiction de la géométrie finale et de ’évolution de la pression interne lors
des procédés.
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Ce dernier chapitre constitue une application de type industriel du code de calcul que
nous avons développé. Les lois de comportement que nous avons recalées sont incluses dans le
code. Nous présentons deux exemples :

- Pextrusion-soufflage d’une bouteille avec manche ;
- le thermoformage d’une boite de forme complexe.

Dans le premier exemple, nous mettrons ’accent sur I'utilisation des différentes lois de com-
portement identifiées au chapitre III et sur le calcul de la pression dans la bouteille au cours du
soufflage. Dans le second exemple, nous nous intéresserons plus précisemment au probléme de
contact et de raffinement de maillage.

V.1 Extrusion-soufflage d’une bouteille avec manche

Le premier exemple traité concerne l'extrusion-soufflage d’une bouteille de lessive. Ce
probleme de bouteille avec manche a été étudié expérimentalement et numériquement a 1'IMI
par Khayat et Derdouri [KHA 95| pour le polyester (PET).

Lors du procédé de moulage par soufflage, une paraison a été extrudée, avant d’étre prise
entre les deux moitiés du moule. Le fond de la bouteille, ainsi que les cotés et le pourtour du
manche sont donc pincés. La géométrie de la demi-paraison ainsi obtenue est présentée sur la
figure V.1 (deux vues) et celle d’'une moitié du moule sur la figure V.2. Dans la pratique, apres
le soufflage, toutes les parties écrasées se trouvant a ’extérieur du moule seront ébarbées.

La hauteur de cette bouteille est 230 mm et le rayon du corps, 40 mm. L’épaisseur initiale
est uniforme : 2,25 mm. Pour le calcul, la bouteille est maillée avec 802 éléments finis et le
moule avec 1215 facettes triangulaires.

V.1.1 Détermination de la géométrie finale

Dans un premier temps, nous comparons les résultats de notre code a ceux obtenus par
Khayat et Derdouri [KHA 95]. Comme nous l’avons rappelé dans le premier chapitre, leur

123
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Figure V.1 : Paraison initiale extrudée pour le soufflage de la bouteille
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Figure V.2 : Moule de la bouteille

code de calcul résout le probleme quasi-statique par la méthode des éléments finis. Les auteurs
supposent le contact collant et modélisent les matériaux grace au modele de Mooney.

Nous utiliserons la méme loi de comportement, c¢’est a dire un modele de Mooney pour lequel
le coefficient réduit o = C1/Cs est fixé a 0,5 (cas du PET). Nous imposons comme chargement
une rampe de pression a l'intérieur de la paraison.

La figure V.3 présente la répartition de 1’épaisseur finale réduite, h/hg, de la bouteille suivant
la vue de face (figure V.V.3(a)) et la vue de coté (figure V.V.3(b)). A-B-C et a-b-c représentent
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les lignes utilisées pour les mesures expérimentales de 1’épaisseur finale.
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Figure V.3 : Distribution de 1’épaisseur réduite h/hg

Sur ces figures, on observe que 'amincissement atteint plus de 60 % dans le corps de la
bouteille, 20 % dans la partie haute du goulot et 50 % dans sa partie basse. Dans la hanse,
Iamincissement est de 'ordre de 50 & 60 %. La déformation maximale est atteinte dans la zone
A et est de lordre de 250 %.

La comparaison de nos résultats numériques avec les résultats numériques de Khayat et
Derdouri et les résultats expérimentaux sont présentés sur les figures V.V.4(a) et V.V.4(b) pour
la génératrice courante du corps de la bouteille (ligne A-B-C sur la figure V.V.3(a)) et la ligne
passant le long de sa hanse (ligne a-b-c sur la figure V.V.3(b)), respectivement. Ces courbes
présentent ’épaisseur finale du produit en fonction de I’abscisse curviligne allant du fond de la
bouteille au haut du goulot. Les résultats obtenus sont satisfaisants aussi bien qualitativement
que quantitativement et sont similaires & ceux présentés dans [KHA 95] :

- sur le corps de la bouteille (figure V.V.4(a)), les écarts avec I'expérience sont d’a peu pres
10 % au niveau du fond (point A), 18 % au niveau du milieu du corps de la bouteille (point
B) et 23 % au niveau du goulot (point C) ;

- sur la ligne passant le long de la hanse (figure V.V.4(b)), ces écarts sont tres faibles au fond
de la bouteille (point a), de 50 % pour le corps de la bouteille (point b) et trés variables
au niveau de la hanse (point c).

Il faut noter que les oscillations relevées au niveau du manche (figure V.V.4(b)) sont dues
aux difficultés de contact rencontrées dans les coins du moule : pour de telles géométries, les
trois noeuds d’un élément peuvent avoir rencontrés le moule alors que 1’élément reste éloigné
de celui-ci (voir l'explication de ce probleme dans le paragraphe du chapitre IV consacré au
raffinement de maillage). Malgré tout, la finesse de notre maillage initial nous permet d’obtenir
des valeurs, au niveau du manche, plus proches de I’expérience que celles des auteurs précités.



126 Chapitre V. Applications industrielles

2,5

2,5

épaisseur (mm)
-
o

Ry

[0]

ol
épaisseur (mm)

Q|

(o]

5_

=

e

s TV

I
0,5 0,5
0 50 100 150 200 250 0 50 100 150 200 250
abscisse curviligne (mm) abscisse curviligne (mm)
(a) Corps de la bouteille (b) Manche de la bouteille

Figure V.4 : Comparaison de I’épaisseur finale de la bouteille : (H) résultats expérimentaux
[KHA 95], (A) résultats numériques de Khayat et Derdouri [KHA 95|, (®) nos
résultats numériques

Les différences avec les expériences sont imputables a I’hypothése d’épaisseur uniforme apres
la phase d’extrusion. En effet, dans la réalité, ’épaisseur de la paraison n’est pas uniforme

initialement.

V.1.2 Etude de I’influence de la loi de comportement

V.1.2.1 Géométrie finale

Pour étudier I'influence de la loi de comportement sur la répartition finale de 1’épaisseur,
nous considérons la loi de comportement utilisée dans le paragraphe précédent pour le PET et
les lois de comportement de I’ABS que nous avons identifiées :

- modele de Mooney (hyperélastique) du PET :

C1 =1 MPa
Cs = 0,5 MPa

- modele d’Ogden (hyperélastique) de ’ABS :

w1 =4,1 MPa a; = 0,071
po = 0,022 MPa  «ap = 2,256
u3 = —0,058 MPa a3 =—1,2

- modele CBT généralisé (viscoélastique non-linéaire) de ’ABS :

go, = 0,051 MPa a; =1,63
go, = 0,125 MPa as = 0,30
go; = —3,661073 MPa a3 = —1,53
g1:5,13 TR:6,13S
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Dans ces trois cas, le chargement adopté pour le calcul consiste en une rampe de pression.

La figure V.5 présente la répartition de 1’épaisseur finale pour les trois lois de comportement,
pour la ligne de noeuds du corps de la bouteille (figure V.V.5(a)) et pour la ligne de noeuds
du manche (figure V.V.5(b)). Ces deux lignes de noeuds sont les mémes que celles utilisées
précédemment pour la comparaison avec les résultats expérimentaux.

2,5 2,5

2,0 2,0

épaisseur (mm)
N
(6]

N
épaisseur (mm)
N
(6]

\ 0
1,0 - 1,0
0,5 0,5
0 50 100 150 200 250 0 50 100 150 200 250
abscisse curviligne (mm) abscisse curviligne (mm)
(a) Corps de la bouteille (b) Manche de la bouteille

Figure V.5 : Epaisseur finale de la bouteille pour trois lois de comportement : (—) modele de
Mooney PET, (- - -) modele d’Ogden ABS, (---) modele CBT généralisé ABS

Les résultats obtenus montrent que la loi de comportement et méme le type de matériau
mis en forme ont trés peu d’influence sur la géométrie finale : les écarts maximaux sur les
épaisseurs pour les différents modeles sont inférieurs & 10 %. La méme constatation a été faite
par deLorenzi et Nied [DEL 91].

V.1.2.2 Evolution de la pression interne

Pour cette seconde étude, nous n’avons considéré que les deux lois de comportement per-
mettant la modélisation de ’ABS, c’est-a-dire les modeles d’Ogden et CBT généralisé avec les
constantes matérielles que nous venons de rappeler.

Le chargement consiste maintenant a imposer un débit d’air constant. Pour chacun des
deux modeles de comportement, trois calculs ont été effectués. Pour les trois cas, le temps de
soufflage est fixé & 3 s et les trois débits d’air imposés sont : 62,5 g/s (16.10° mol/s), 125 g/s
(32.10% mol/s) et 250 g/s (64.10% mol/s) pour de I'air & la température ambiante de 23°C.

Dans tous les cas, le soufflage comprend deux étapes distinctes identifiées sur la figure V.6 :

- le soufflage du corps de la bouteille : pendant un temps tres court, le volume augmente
tres rapidement et la pression reste faible. A la fin de cette étape, tout le corps de la
bouteille est entré en contact avec le moule, il n’y a plus que le manche a mettre en forme.

- le soufflage du manche : il faut alors continuer a injecter de 'air en grande quantité pour
permettre au manche d’adhérer au moule. Le volume augmente alors tres lentement alors
que la pression croit rapidement de maniere linéaire.
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Figure V.6 : Soufflage de la bouteille sous un débit d’air constant : (—) évolution de la pression
interne, (- - -) évolution du volume de la demi-bouteille

Pour les six cas étudiés, nous ne nous intéressons plus qu’a la premiere étape du soufflage,
La figure V.7 présente les courbes de

relative a la mise en forme du corps de la bouteille.
I’évolution de la pression a l'intérieur de la paraison en fonction du volume contenu dans celle-

ci. Le parametre temps a été éliminé. Sur cette figure, on note que les pressions atteintes lors

du soufflage sont différentes selon le modele utilisé : pour un volume de 2,5.10°> mm?, la pression
est de 0,018 MPa dans le cas hyperélastique et de 0,03 MPa dans le cas viscoélastique.

Dans le cas hyperélastique (figure V.V.7(a)), les courbes relatives aux trois débits sont iden-
tiques (aux oscillations pres), ce qui était a prévoir puisque I’état de déformation ne dépend pas
de la vitesse de chargement et donc pas du débit d’air imposé.

Dans le cas viscoélastique (figure V.V.7(b)), I’évolution de la pression a l'intérieur de la
paraison dépend du débit d’air : plus ce débit est grand, plus la pression atteinte est élevée. En
effet, plus l'air est injecté lentement, plus le phénomene de retard dia au caractere viscoélastique
du matériau est important et moins la pression nécessaire au gonflement est élevée.

Cet exemple met en évidence 'importance de la loi de comportement, et notamment du

caractere viscoélastique du matériau, pour bien calculer I’évolution de la pression a l'intérieur

du moule lors du soufflage et ainsi mieux connaitre le procédé.

V.2 Thermoformage d’une boite avec insert

Le second exemple est consacré au thermoformage d’une boite avec un insert au fond
. Ce moule est

[MAR 97]. Les dimensions du moule sont présentées sur la figure V.V.8(a)
maillé a 'aide de 26 facettes triangulaires (figure V.V.8(b)). La paraison initiale est une feuille

rectangulaire d’épaisseur uniforme 2 mm, dont les bords sont fixés. Pour ce calcul, nous utilisons
le module de raffinement de maillage et le chargement imposé consiste en une rampe de pression.

La figure V.9 présente ’évolution du maillage au cours du thermoformage ; le maillage initial
comprend 128 éléments (figure V.V.9(a)) et le maillage final est constitué de 3752 éléments (figure

V.V.9(d)).
La répartition de 1’épaisseur réduite, h/hg, sur I'ensemble de la boite est présentée sur la
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Figure V.8 : Description du moule pour le thermoformage d’une boite parallélépipedique avec
un insert
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Figure V.9 : Quatre phases du thermoformage de la boite

(a) 128 éléments
(c) 2776 éléments

Figure V.10 : Répartition de ’épaisseur réduite
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Figure V.11 : Répartition de I’épaisseur réduite sur les demi-plans de symétrie

figure V.10. De plus, la figure V.11 fournit la répartition de I’épaisseur sur les demi-plans de
(yz) (figure V.V.11(b)), plans identifiés par le repere de la

symétrie (xz) (figure V.V.11(a)) et

figure V.V.8(a).
Cet exemple incluant un moule non-convexe démontre la fiabilité du module de contact du
code de calcul. De plus, I'utilisation du module de raffinement de maillage permet d’obtenir une

géométrie finale satisfaisante sans avoir a se soucier du maillage initial.
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Conclusion générale

Ce travail s’inscrit dans le cadre général de 1’étude des procédés de mise en forme des
polymeres par soufflage et thermoformage. Notre effort s’est plus particulierement porté sur la
caractérisation et la modélisation du comportement des matériaux utilisés, puis sur le développement
d’un outil de simulation adapté aux spécificités des problemes considérés.

Apres avoir rappelé les hypotheses classiquement utilisées par les codes de calcul déja ex-
istants (chapitre I), nous avons recensé les lois de comportement, aussi bien hyperélastiques
que viscoélastiques non-linéaires intégrales, permettant la modélisation des polymeres thermo-
plastiques & leur température de mise en forme (chapitre II). L’analyse de leur performance
relativement a leur simplicité de mise en ceuvre numérique nous a permis de retenir deux lois
de comportement hyperélastiques (modeles de Mooney et d’Ogden) et deux lois viscoélastiques
(modeles de Christensen et CBT généralisé).

Du point de vue expérimental, nous avons réalisé un montage de soufflage de membrane plane
chauffée (chapitre III) permettant 'obtention d’états de déformations biaxiaux proches de ceux
rencontrés dans les procédés. Une campagne d’essais menée sur I’ABS (Acrylonitrile butadiene
styréne) a mis en évidence son caractere viscoélastique ainsi que I'importance de ’évolution de
la pression a l'intérieur de la paraison lors du soufflage. Enfin, grace aux mesures obtenues
et a une méthode originale de recalage basée sur la résolution du probléme de soufflage d’une
membrane circulaire plane, les constantes matérielles des modeles retenus ont été identifiées.

D’autre part, un code de calcul par éléments finis permettant I'implantation des lois de
comportement recalées, a été développé (chapitre IV). Fondé sur une formulation dynamique
explicite du probléeme de soufflage de la paraison, il présente les particularités de permettre un
chargement soit en pression, soit en débit d’air et de résoudre localement les problemes de grande
variation de géométrie a ’aide d’un module de raffinement automatique du maillage. La com-
paraison des résultats numériques a des données semi-analytiques et expérimentales (provenant
de la bibliographie) a permis de valider notre programme et d’envisager son utilisation pour la
simulation des procédés industriels de mise en forme des corps creux plastiques (chapitre V).

De ces travaux relatifs & la modélisation des procédés de soufflage et de thermoformage, on
peut dégager un certain nombre de résultats originaux.

L’étude expérimentale a montré que la seule utilisation de modeles hyperélastiques est insuf-
fisante pour décrire le comportement des polymeres thermoplastiques lors de leur mise en forme,
et que la prise en compte de leur caractere viscoélastique est indispensable. Dans cette optique,
le modele CBT (1976), que nous avons généralisé sur les bases du modele d’Ogden, semble bien
adapté a la modélisation de tels comportements. De plus, ces expériences ont permis de mieux
comprendre le couplage entre la pression a l'intérieur de la membrane et sa déformation. Il est
clairement apparu que ces deux grandeurs sont étroitement liées et que le parametre pilote dans
ce type de probleme n’est pas la pression interne mais bien le débit du gaz de soufflage.
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La mise en ceuvre numérique a, quant a elle, montré que 'utilisation d’éléments finis linéaires
devait étre couplée a celle d'un module de remaillage afin de parer aux inconvénients de ces
éléments. Enfin et surtout, les tests numériques effectués ont permis de vérifier que la détermination
de la pression a 'intérieur de la paraison nécessite une bonne modélisation du comportement du
matériau. En revanche, la répartition d’épaisseur dans le produit final ne dépend pas de la loi
de comportement utilisée.

Dans l'avenir, on peut envisager plusieurs axes de développement pour chacun des deux
aspects de ce travail.

En effet, étant appelé a devenir le dispositif expérimental systématiquement utilisé a I'TMI
pour la caractérisation des matériaux, il semble indispensable d’automatiser la mesure de la
hauteur de la bulle. Quelques essais préliminaires utilisant une mesure optique de cette hauteur
permettent d’étre optimiste quant a son utilisation future. De plus, il est désormais clair qu'une
plus grande plage de débits d’air, sans doute mieux régulés, permettrait de couvrir un champ
plus vaste de procédés industriels. Un tel dispositif permettrait ainsi d’établir une liste plus
complete de modeles dont on pourrait identifier les parametres.

D’autre part, de maniere a améliorer la simulation des procédés, quelques aspects restent
a approfondir. Le premier concerne le critere de remaillage. En effet, il est probable qu'un
critere intégrant un nombre plus important d’éléments permettrait d’obtenir un remaillage plus
sélectif. Le second concerne, quant a lui, le gaz de soufflage. Une équation d’état plus réaliste
pourrait sans nul doute fournir une meilleure estimation de la pression interne. Enfin, a plus long
terme et de maniere a mieux estimer certaines grandeurs essentielles telles que les contraintes
résiduelles, une analyse thermomécanique du procédé constituerait un axe de développement
trés prometteur.



Annexe A

Soufflage d’une membrane circulaire plane :
équations et validation

Dans cette annexe, nous donnons les fonctions intervenant dans la mise en équations du
probleme de soufflage d’une membrane plane circulaire. De plus nous présentons une rapide
validation de nos résultats.

A. 1 Equations pour le soufflage de la membrane

A. 1.1 Cas hyperélastique
A. 1.1.1 Modele de Mooney

Dans ce paragraphe, on suppose que le modele de Mooney est défini par les deux constantes
matérielles C et « telles que :

W =Cl(I1 —3) +a(l—3)] (A.1)

Les fonctions réduites définies dans le paragraphe I11.3.2.1 sont alors :

T = 2C (i—; — @) (14 a)3) (A.2)
T, = 2C (i—j — @) (14 a))) (A.3)
et :
* =g e )| =
5= aof(-he ) ea(ne ) e
o = 20|(3-5)+ (o) i
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A. 1.1.2 Modele d’Ogden

On considere un modele d’Ogden général, pour lequel on ne fixe pas le nombre de termes
de la série. Dans les expressions suivantes, on adopte le principe de la sommation sur 'indice
répété n.

Les fonctions réduites définies dans le paragraphe I11.3.2.1 sont alors :

P 1
T = Mn( ! ) (A7)

)\2 - )\?n‘i‘l)\gn‘f'l
Agnt 1
T2 = Hn ( )\1 B /\(lln‘f‘l)\gn-f—l) (A8)
et :
- )\?H_Z
A = pp|(an—1) o+ ) st (A.9)
I )\2 )\1n+2A2n+1
Ay 2 1
)\oen—l )\ozn—l
C = po| EH—-22 A1l
p ( " N ) (A.11)

A. 1.2 Cas viscoélastique

Dans ce paragraphe, nous rappelons les fonctions 17, T, Fi, Fa, F3 et Fy intervenant dans
le systeme (II1.17) pour les deux modeles de comportement que nous avons adoptés.
Pour simplifier I’écriture de ces fonctions, on notera :

gL*f= /0 g1(t — T)a‘gg_T)dT (A.12)

Toutes les fonctions seront écrites pour la résolution du systeéme au temps t,,, on ne précisera
donc pas la dépendance des différentes variables par rapport a t,. Par contre, pour toutes les
variables relatives au temps précédent t,_1, cette dépendance sera précisée.

A. 1.2.1 Modele de Christensen

On rappelle que la fonction de relaxation est de la forme :

91(1) = gqie & (A.13)

Le modele dépend donc de trois constantes matérielles gg, g1 et Tg.
Les tensions sont définies par :

DY A , 1 1
T o= A ) AL g A A4
! gO<A2 A§A§>_%2A291* TS EECAEIVIV (A-14)

N1 ) , 1 1
2 %<A1 Apg>+2hgl*2 I VIV

(A.15)
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et les quatre fonctions par :

F ! claaa) e 2 dlge )
= —_— —_— * —_— — —
1 )\2 9o 2 g1 1 )\%)\g g0 2 g1 )\%Ag

_AL /)2 1
2 (2L Al
+gie R <)\2 )\(13)\3> ( 6)

A 1 5 3 ( 1 1 >
B = —S|90+:90%M\ |+ 53 (0+50* 53
2 A <90 i 1) P AN AP

—i—gle_ﬁ_zt% ( 51 6) (A.17)
ATA2

_At , _ At ,
F3 = — e "R 91*)‘1)‘1‘75”,1_916 QTR)\l(tn_l))\l(tn_l)

N 1| —ac N
R e TR gl *k —
LA XS tas

—ot )‘,1 (tnfl) >\l2 (tnfl) )
—agie 2R + A18
e (S (A15)

)\/2 1 )\1 1 2 )\2 1 2
Fo= (2421) |2 Loeaz) 22 LN A19
1 <)\2+R> [)\2<go+291* 1 N go+ 5914 A ( )

+ g1 * XQ
g * 53
th—1 A% A%

Comme mentionné dans le paragraphe I11.3.2.1, les intégrales de 0 & t,, sont approchées par
la relation de récurrence (II1.16) proposée par Feng [FEN 86].

A. 1.2.2 Modele CBT

De la méme fagon, les tensions pour le modele CBT sont :

T = _ )\?k_l — 1 + 1 )\ak — —1 _ A 20

! 9Ox I A9 )\?k+1)\gk+l A1 grEM g1 * )\?k)\gk ( ' )

T = _ X;k_l — 1 + 1 * ATF — g1 % 5o (A.21)
2 9oy i A )\lflk"rl)\gék"rl Ao g1 1 g1 Xllk )\gék :




138 Annexe A. Soufflage d’une membrane circulaire plane : équations et validation

et les quatre fonctions sont :

2 ( 1) )\‘I’k—Q (o4 1) 1 n 1 LA 4w 1
= ap — Q — ———a-
1 gok k )\2 k )\?k+2)\gk+1 A%)\Q gl 1 gl )\?k)\gk
PV DY 1
+aggie ¥R [ Ao + /\{f’“H)\g’“H]} (A.22)
F M + (o + 1) ! +— { AT gy % }
= —_ (8% — —_——
2 gok )\% k )\?k+1)\§k+2 )\1)\% gl 1 gl )\(l)ék )\gk
— AL 1
+ay, gie R W (A23)
1 At A/ /
F; = —— |e "r % N\ + gk — + g —2
’ DIPE grEAh w0 ATEFIAGE tno1 " AT AG tn1
_ At oL — N (tnfl)
—gie 2rr | ) (tn—l)A k 1(tn—1)+ - 1 -
( ' ' )‘1k+1<tn—1))‘2k(tn—1)
Xaltn-1) (A.24)
AT (bn-1) A5 ™ (tn 1)
A1 cos 6 DD 1
F, = ———— L -2 A — Aok A.25
4 N R I [( " vl W (g1 % AT* — g1 x A5"%) (A.25)

A. 1.3 Formule de récurrence pour le modele CBT

Les intégrales entre les temps 0 et ¢, sont calculées a ’aide d’une formule de récurrence
similaire a celle utilisée pour le modele de Christensen. Les formules de récurrence sont du

type :

tn _tn—T1 )\ak At tn—1 7tn7177 )\ak
/ gie R 8187(7-)(17 ~ e "R gie R 8(}97(7)(17
0 T 0 T
_ At
+gie 7R (A" (t) — AT* (tn-1)] (A.26)

A. 2 Validation du programme de calcul du soufflage d’une
membrane plane

Afin de justifier les changements de variables et 1’algorithme de résolution utilisé, nous avons
testé le cas de la membrane hyperélastique dont les résultats ont été fournis par Yang et Feng
[YAN 70].

On considére une membrane plane circulaire soumise & une pression uniforme. Dans ce
travail, nous imposerons, comme Yang, ’extension principale au pole, \g, comme condition
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aux limites et nous calculerons le profil déformé de la membrane ainsi que la valeur des deux
extensions principales méridienne, A1, et circonférentielle, Ao. Il faut noter que Yang et Feng ont
résolu les équations différentielles qu’ils ont obtenues, par une méthode de Runge-Kutta d’ordre
4, couplée a une méthode du tir pour assurer I’équilibre. Nous comparerons nos résultats a ceux
des auteurs pour deux matériaux de type Mooney, définis par la valeur du parametre réduit « :
a=0eta=0,1.

Les courbes des figures A.1 et A.2 présentent (a) les résultats de Yang et Feng et (b) nos
résultats, pour le matériau néo-hookéen (o = 0) respectivement pour le profil des membranes
déformées et pour les extensions principales.

X 80

hauteur réduite déformée
n
I

0,8 4

0,6 -

0,4

0,2 o

0,0 T T T T f T
00 02 04 06 08 10 12 14
rayon réduit déformé

[

2 L ¥ u* 1]

(a) Résultats de Yang et Feng (1970) (b) Nos résultats
Figure A.1 : Profil déformé de la membrane : o =0

De la méme fagon, les figures A.3 et A.4 présentent les mémes données mais dans le cas ou
a=0,1.

On voit bien sur ces quatre figures que nos résultats sont rigoureusement identiques a ceux
de Yang et Feng, ce qui valide notre mise en équations et la méthode de résolution adoptée.
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)
é
M —— =2
]
Y=o
LX
<
X
2
10 o
Ap i 1 i } 0 T T T T
.. a2 ad asé r on 14 0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0
a rayon réduit non déformé
(a) Résultats de Yang et Feng (1970) (b) Nos résultats

Figure A.2 : Extensions principales : o =0
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(a) Résultats de Yang et Feng (1970) (b) Nos résultats

Figure A.3 : Profil déformé de la membrane : o =0, 1



2.0

—— 2y
7.0 po m———,
0

ES
$.0
<
a0
ap
0
0
H I i i 0 T T T T
L t 4 :® r s " 00 02 04 06 08 1,0
" rayon réduit non déformé
(a) Résultats de Yang et Feng (1970) (b) Nos résultats

Figure A.4 : Extensions principales : a =0, 1

Annexe B

Algorithme d’optimisation de Levenberg-Marquardt

Dans cette annexe, nous décrivons ’algorithme d’optimisation que nous avons utilisé pour
I'identification des parametres matériels. Cet algorithme a été développé par Levenberg en
1944 [LEV 44] puis amélioré par Marquardt en 1963 [MAR 63]. 1l est le plus utilisé dans
les problemes d’identification de parametres matériels pour les expériences de soufflage biaxial
[TWI 83], [BEN 93], [KYR 97].

Soit @ = (xi)i=1,m le vecteur des m parametres matériels a optimiser.

Soit ne (ne > m) paires de points expérimentaux hauteur-pression (h$, PS) pour i = 1,n,.
Soit P¢ valeur de pression calculée par une fonction donnée f des parametres T et de h¢ (dans
notre cas, il s’agit du résultat du soufflage de la membrane plane) :

P = (7, h§) (B.1)
On note E; 'erreur absolue sur P :

E; = P* — P* (B.2)

3 (2
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L’erreur au sens des moindres carrés S est donc :
Ne
_ 2
S = E E; (B.3)
i=1

Le probleme consiste & déterminer le vecteur optimal Z'* qui minimise S.

L’algorithme calcule une suite de vecteurs 7" (r =1,2,--+) a partir d’'un vecteur initial
7' () suite qui converge vers T*. Le vecteur Z "1 est calculé & partir du vecteur précédent
7 () par Péquation suivante :

70+ = 70 _ [gOP 0] 44O O] EO (B.4)

N
ot 7(") est un parametre scalaire et E () le vecteur des erreurs (Ey, Ey,...) a itération (r). La
matrice [I] est la matrice identité d’ordre m et [J] est la matrice jacobienne d’ordre n, x m dont
Iélément Jy; a Uitération (r) est :

r) Oy
l

Jk‘ _8—,13[ kzl,ne;lzl,m (B5)

z=7 ")

Remarque : lorsque la fonction f est connue explicitement, la matrice jacobienne [J] lest elle

aussi ; dans le cas contraire, [J] est évaluée par une méthode des différences finies.
Marquardt a montré qu’il existe toujours un scalaire 4(") suffisamment grand tel que :

S+l < g(r) (B.6)

ainsi, il est clair que l'algorithme est convergent méme pour une valeur « mal choisie > de & ),
La phase itérative est alors la suivante :

1. on choisit arbitrairement le scalaire 'y(o) et un parametre u > 1 ; soit par exemple ,Y(o) =
0,0l et u =10

2. soient T(v(") et T(y(") /u) les valeurs de S lorsque 7" et (") /u sont utilisés dans
Péquation (B.4) a l'itération (r — 1), on calcule T'(y™), T(y(") /u) et S+

3. et:
(a) si T(7") /u) < ST+ alors v+ = 4 /qy
(b) si T(v") /u) > ST+ et T(4()) < ST+ alors 4+ = ()
(c) si T(v") ju) > SUHD et T(y) < ST+ alors on multiplie v(") par des puissances
entitres successives n de u jusqu’a ce que T'(yMu™) < ST+ et alors 4"+ = (Mg
4. test sur la convergence :

QTET—H) . CL’ET)

(a) soit ‘

’ <e Vi
(b) soit ||ST+D — S0 < ¢

s'il n’y a pas convergence, r est incrémenté de 1 et on retourne a 2.

Remarque : dans le cas ot v = 0, on retrouve Ualgorithme de Gauss-Newton.



Annexe C

Soufflage dynamique de membranes sphériques

C. 1 Introduction

Au début des années 60, la théorie générale pour la déformation des membranes a été établie
par Green et Adkins [GRE 60]. L’existence d’instabilités lors du soufflage quasi-statique de mem-
branes hyperélastiques est bien connue. De telles instabilités ont été observées expérimentalement
par Hart-Smith [HS 66] et Alexander [ALE 71b]. Les équations générales régissant le gonfle-
ment quasi-statique de ballons ont été récemment étudiées dans le détail par Beatty [BEA 87]
et l'instabilité de ces équations a été analysée par Shang [SHA 91] en utilisant la théorie des
bifurcations.

Plus récemment, I'intérét des auteurs s’est porté sur 'aspect dynamique du soufflage, prenant
en compte les termes d’inertie. Les travaux de ce type sont résumés dans [JEN 91] et [JEN 96].
L’analyse théorique d’Akkas [AKK 78] met en évidence 'existence de phénomenes instables lors
du soufflage dynamique. Il faut noter que dans cette étude, ’auteur suppose que 1’épaisseur de
la membrane reste constante tout au long du soufflage.

Dans cette annexe, nous développerons tout d’abord les équations générales du mouvement
d’une membrane sphérique hyperélastique ou viscoélastique. Puis nous étudierons dans le détail
le cas d’'une membrane sphérique hyperélastique de type Mooney soumise & un échelon de pres-
sion constant (les résultats statiques classiques [BEA 87] seront explicités). Par la suite, nous
traiterons, de fagon beaucoup plus succincte, les problemes, plus complexes, du soufflage d’une
membrane sphérique hyperélastique de type Mooney soumise a un débit de fluide constant, et
du soufflage d’une membrane sphérique viscoélastique de type Christensen par un échelon de
pression constant. Dans ces deux cas, seuls des résultats qualitatifs seront fournis, résultats
utilisés dans le chapitre IV pour la validation du code de calcul.

C. 2 Formulation du probleme

Dans ce premier paragraphe, les équations du mouvement d’une membrane sphérique soumise
a une pression interne sont étudiées dans le détail. Le comportement des matériaux sera modélisé
par les modeles de Mooney (hyperélastique) et de Christensen (viscoélastique non-linéaire).

C. 2.1 Equations du mouvement

Soit une membrane sphérique d’un matériau élastique, isotrope, incompressible. Le mouve-
ment de la membrane est décrit par les coordonnées sphériques (R, ©, ®) dans ’état non-déformé
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144 Annexe C. Soufflage dynamique de membranes sphériques

et (r,0,¢) dans I'état déformé. On note Ry, Hy et 79, hy le rayon moyen et Iépaisseur de cette
membrane dans les états non-déformé et déformé, respectivement (figure C.1).

Figure C.1 : Soufflage d’une membrane sphérique. Notations

Dans la configuration lagrangienne, I’équation générale du mouvement s’écrit :

/I |, DoTavo + ///V wiotvo= [ /V po i dVo (C1)

Dans cette équation, II est le premier tenseur des contraintes de Piola-Khirchhoff, % est le
vecteur des forces de volume, py est la masse volumique (constante), u est le vecteur déplacement
et 1y est le volume de la membrane non-déformée.

De par la symétrie sphérique, toutes les variables ne dépendent que du rayon non-déformé
courant, R, et du temps, et les deux contraintes circonférentielles sont égales. Dans ce cas :

Dwll = + =Ilgrp — =1I e C.2
(%R0 + 2l - HTleo ) & (©2)
ol ep est le vecteur unitaire dans la direc@n radiale.

On suppose que les forces de volume, fy, sont nulles. Lors du soufflage, la forme sphérique
de la membrane est préservée, alors la déformation est équibiaxiale dans les directions cir-
conférentielles et le mouvement est uniaxial dans la direction radiale. L’équation (C.1) devient :

Ro+% OTl 9 9 Ro+%
RR .
—Ilpr — =11 dR = dR C.3
[ (B 2 )= [ i e

Dans la direction radiale, la force lagrangienne, IllprdSy, agissant sur un élément de surface
de la membrane non-déformée, dSy, est égale a la force de pression, — PdS, agissant sur I’élément
de surface de la membrane déformée correspondant, dS :

H,

Mgr <R0 + 7075) dSy = —P.dS (C.4a)
H,

rr <R0 - 70 t) dSy = —P,dS (C.4b)

ou P, et P; sont respectivement les pressions a ’extérieur et & I'intérieur de la membrane.

Notons \; 'extension principale suivant I’épaisseur, soit hg/Hy, et A\ = ro/Ry I'extension
principale dans la direction circonférentielle. L’hypotheése d’incompressibilité, dV = dVj, s’écrit
aussi : dSy = MdS et A% = 1.
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Soit AP la différence de pression P; — P, alors, en utilisant (C.4a) et (C.4b), le premier
terme de I’équation (C.3) devient :

dR = = (C.5)

/RO+@ Ol pr AP
RO*% OR )\t

Comme I’épaisseur de la membrane est supposée négligeable devant son rayon moyen (Hy <
Ry), la seconde partie de la premiere intégrale de (C.3) peut s’écrire :

Ro+ 0 2o
/ > (20, 2o |dR = / ’ 2 Mppo — 2 oo )dH
ot \R rr — pllee = | w \ By BB T Ry H e

2

9 [ 1,

2 0
- = Mpn — Hoo) dH 0 .
R _@( rr — loo) +O(Ro) (C.6)

On définit maintenant 11}, et I g, les contraintes du premier tenseur de Piola-Khirchhoff
(dans les directions radiale et circonférentielle, respectivement) intégrées suivant ’épaisseur non-
déformée :

Hg
1 (2
05, = — 11 H .
RR = T /_% RRA (C.7a)
1 Hy
2
II5He = — 1I H .
00 Ho/_% eod (C.7b)

On rappelle que le vecteur déplacement d'un point de la membrane est @ = (r — R)ex.
Comme 1’épaisseur est faible, ce vecteur est entierement déterminé par la position relative du
point matériel du rayon moyen entre les états non-déformé et déformé :

o ho

o7 — —
U = [ro R0+O<R0,r0

)] & ~ Ry (A — 1) &% (©3)

Alors, la partie dynamique de (C.3) (le membre de droite) se réduit a :

Ro+ 50 ]

/ po’ildR = poHoRo/\ (09)

Ry —Ho
077

De par I’hypothese de membrane, les contraintes ne varient pas dans 1’épaisseur de sorte
que :

Mrr — Hoe ~ (Ilrr — Hee) |r=r, (C.10)

En utilisant les équations (C.5) a (C.7b), (C.9) et (C.10), (C.3) se réduit a l’équation
différentielle du second ordre suivante :
poHoRoA = APX? + R—O (ITrr — Hee) (C.11)
0

La différence des contraintes, IIgrr — Ilgg, sera déterminée par la loi de comportement liant
les contraintes (ici, lagrangiennes) et les déformations (ici, les extensions principales).
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C. 2.2 Loi de comportement
C. 2.2.1 Cas hyperélastique : modele de Mooney

On considére tout d’abord un matériau hyperélastique de type Mooney [MOO 40]. La fonc-
tion énergie de déformation est donnée par :

WZC[(Il —3)—}—04([2—3)] (C.l?)

ou C et « sont les constantes matérielles et I; et I les deux premiers invariants du tenseur des
dilatations de Cauchy.

Compte tenu des travaux effectués sur les modeles de comportement dans ce rapport, nous
nous contentons ici de fournir 'expression de la différence des contraintes :

1
[Irr — llgg = —2C <)\ — F) (1 + Oé)\z) (C.13)
L’équation différentielle (C.11) devient alors :
N 4CH, 1
poHo R\ = AP)N? + % (F — )\) (1 + Oé)\z) (C.14)
0

Pour simplifier la discussion concernant 'influence des différents parametres de (C.14), on
définit les variables réduites de temps et de pression suivantes :

2 |/C
T=1—4]— C.15a
Ro \ po ( )

Ry
Ap = AP .15b
p 1CH, (C.15b)
L’équation (C.14) s’écrit alors sous forme adimensionnelle :

S=ap? 4 (4 - 0) (14 an? C.16

dans laquelle A est une fonction du temps réduit 7.

C. 2.2.2 Cas viscoélastique : modele de Christensen

Dans un second temps, on considére un matériau viscoélastique non-linéaire dont le com-
portement est régi par le modele de Christensen [CHR 80]. La relation contrainte - déformation
liant les contraintes principales du premier tenseur de Piola-Khirchhoff aux extension principales
est :

t (u 2
() = —p + Mi(t) [go + %/0 it — u)dA;(u) du] i=1.3 (C.17)

ou go et g1(u) sont les parametres matériels, respectivement coefficient élastique et fonction de
relaxation.
La différence des contraintes intervenant dans (C.11) est alors :
At

t ()2
%/g gl(t—u)%du

t (u —4
o /Ogl(t_u)Ll() du  (C18)

rr(t) — Heg(t) = go </\ - %) +
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En définissant les variables réduites suivante pour le temps et 1’échelon de pression :

T=t—,/ > C.19a
Ro 'V po ( )

Ry
Ap = AP C.19b
p 200l ( )

(C.20)

I’équation différentielle réduite du mouvement de la membrane s’écrit :

T T w)?
/\(T) = Ap)‘Z(T) + [)\51(7) - )\(T)] — %/0 a(t —u) d)\cgu) du

1 T dA(u)™?
- 2)\5(7')/0 lrm T (G2

Dans I’équation précédente, la fonction de relaxation a(u) est explicitée sous la forme ae WTR
et les intégrales sont approchées par la méthode de Feng (méthode que l'on explicitera pas
ici, mais qui est fournie dans le chapitre III). Cette formule de récurrence permet, apres
discrétisation du temps, d’obtenir I’équation différentielle au temps 7, en fonction des seules
grandeurs relatives a ce temps, au temps précédent 7,1 et du pas de temps A7 :

. 1 ) [ —ar _Ar
A7) = AP)\Z(Tn) + </\5( ) — )\(Tn)) — @ [e Rl , +oae ¥R ()\(Tn)2 — )\(Tnl)2):|
Tn
1 _Ar _Ar 1 1
— R [ + TR — C.22
2X5(7,) [ Bt (A(m)‘* /\(Tn1)4>] i
ou I, , et I, , sont des intégrales visqueuses calculées au temps précédent 7,_; et définies
par :
Tn—1 d>\ 2
n, = /0 (71 — u) CEZ) du (C.23a)
Tn-t dX(u)™4
L, ,= a(Tp—1 — u)———du (C.23b)
0 du

Remarque : il faut noter que dans cette étude le paramétre a ne joue pas le méme réle que pour
le modele de Mooney. En effet, ici le réel o représente le rapport entre la composante visqueuse
et la composante élastique et non plus le rapport entre deux grandeurs élastiques.

C. 3 Résultats et discussion

Dans cette partie, nous analyserons successivement trois problemes de soufflage. Tout
d’abord, nous étudierons le soufflage d’'une membrane hyperélastique par un échelon de pres-
sion constant. Puis on s’intéressera au soufflage de la méme membrane par un débit de fluide
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constant. Et enfin nous traiterons le cas d’une membrane sphérique viscoélastique non-linéaire
soumise a un échelon de pression constant.

Le premier cas étudié sera examiné dans le détail, ce qui permettra de retrouver les résultats
statiques [BEA 87] et de mettre en évidence I'influence des différents parametres sur le com-
portement de la membrane. Les deux autres cas seront traités beaucoup plus succinctement :
compte tenu du nombre de parametres et de la complexité des équations, nous ne fournirons
que quelques résultats pour la compréhension des phénomenes.

C. 3.1 Soufflage d’'une membrane hyperélastique par un échelon de pression
constant

Le soufflage dynamique est donc étudié en résolvant ’équation (C.16) pour un échelon de
pression constant. Dans un premier temps, nous étudierons I’équation statique associée. Les
résultats obtenus seront utilisés par la suite lors de ’analyse dynamique.

C.3.1.1 Etude statique

Dans l’équation (C.16), le terme d’accélération est fixé & zéro et la pression devient une
fonction explicite du parametre matériel o et de ’extension principale circonférentielle A :

Ap = G - %) (14 ar?) (C.24)

Les courbes Ap en fonction de A sont présentées sur la figure C.2 pour trois valeurs différentes
de a: 0; 0,1 et 0,25. Ces trois courbes sont représentatives des trois comportements possibles
[BEA 87].

o+

Figure C.2 : Soufflage statique : pas de pression normalisé en fonction de ’extension principale
circonférentielle pour différentes valeurs de «

La courbe o = 0 représente le comportement d’'une membrane néo-hookéenne. La pression
maximale que la membrane peut supporter pour le soufflage statique est appelée pression statique
critique et est notée Apg. Pour 0 < Ap < Apg, Iéquation (C.24) a deux racines distinctes,
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I'une dans la partie stable de la courbe (pour A < )\g, ol )\g correspond a Apg) et l'autre
dans la partie instable (A > )\g) Pour Ap > Apg, il n’y a pas de solution réelle a (C.24) : la
membrane ne peut pas supporter de telles pressions. Pour Ap = Apg, la racine est double et
pour Ap =0, il y a deux racines réelles distinctes en 0 et +oc.

La courbe o = 0, 1 représente le cas pour lequel la courbe de soufflage a deux parties stables
et une partie instable. Dans ce cas, 0 < a < além, avec agm ~ 0,214. La courbe Ap en fonction
de A a deux extrema locaux : un maximum pour Ap = Apg (ce n’est pas une valeur critique,
car la membrane peut supporter des pressions plus grandes) en A = /\g et un minimum pour
Ap = Apd™ en A = X§'™. Sur la figure C.2, on voit que pour 0 < Ap < Apg™, I'équation (C.24)
a une seule racine réelle, sur la premiere branche stable de la courbe. Pour Apg‘in < Ap < Apg,
cette équation a trois racines réelles : une sur la premiere branche stable, la deuxiéme sur la
branche instable et la derniére sur la seconde branche stable de la courbe. Pour des pressions plus
grandes (Ap > Apg), I’équation (C.24) a une racine réelle unique, située sur la seconde branche
stable de la courbe. Il faut noter que pour les cas particuliers, Ap = Aprsnin et Ap = Apg, ilya
deux racines réelles.

Sur la figure C.2, la courbe o = 0, 25 représente tous les cas pour lesquels a > agm. Toutes
les courbes de ce type sont monotones croissantes, la fonction (C.24) est une bijection : & toutes

les pressions de soufflage correspond une unique racine.

C. 3.1.2 Soufflage dynamique

L’équation (C.16) est réécrite sous la forme d’un systeme de deux équations différentielles
du premier ordre :
A=
C.25
{@zAp/\2+(%—/\)(1+a)\2) (C25)
Les conditions initiales sont :

{ AT =0) = Ainig (C.26)

v(T=0) = vipit

o Ajnit €t vinge seront fournis lorsque des exemples spécifiques seront traités.

Avec ces conditions initiales, le probleme (C.25) est bien posé et a une solution unique. Il est
résolu par une méthode de Runge-Kutta d’ordre 5 ou 6 (sous-programme IVPRK de la librairie
mathématique IMSL [IMS 87]).

Comme Ap est constant, v peut étre écrit comme une fonction explicite de A en multipliant
la seconde équation de (C.16) par vdr et en l'intégrant de 7 = 0 & un temps arbitraire 7.
Ceci fournit I’équation de conservation de ’énergie pour le soufflage d’'une membrane sphérique

[DYM 74] :
1, 1, PR A2 A1
S22 = Ap 4 Zimat ) AL~ Ay
9" T gVimit b ( 3 3 2 Taa T\ T Tan

A%nit 1 )\;lnzt 1
+[ 2 T\ +O‘< TR )] (C.27)

init it

Dans I’équation précédente, le membre de gauche est la variation d’énergie cinétique, le
premier terme du membre de droite est le travail fourni par la pression de soufflage et les
derniers termes représentent ’énergie élastique de déformation. Cette équation nous permet
alors d’obtenir directement les courbes du plan de phase, v en fonction de A. Nous allons
maintenant examiner la stabilité linéaire de ces courbes.
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Analyse de la stabilité linéaire

On suppose que « et Ap sont fixés, les états d’équilibre sont les points qui satisfont A=0
et ¥ = 0 dans le systeme (C.25). Ces points sont les couples (A, ve) des courbes de phase ou A,
satisfait 1’équation (C.24) et v, = 0. Le nombre de tels points dépend des valeurs de « et Ap et
a été étudié dans le détail dans le paragraphe C. 3.1.1.

Pour examiner la stabilité de chaque état d’équilibre, nous devons étudier I’équation linéarisée
autour de cet état. Cette équation peut s’écrire :

L3 ) = thoramo{ ) (©25)

ou [J] est la matrice jacobienne du systeme (C.25) au point d’équilibre ()., 0) dans le diagramme
de phase et est donnée par :

0 1
[J])\:)\€7v:0 = |: Q0 :| (C.29)
avec : . 5
Q= 2ApA. — <F - 1> —a <F + 3A§> (C.30)
L’équation caractéristique de I’équation matricielle (C.28) est :
det([J] — w[I]) =0 (C.31)
qui, en utilisant (C.29), se réduit a :
wWwr-Q=0 (C.32)

Soient w et wy les deux racines de I’équation précédente (C.32), les formes approchées de A
et v au voisinage de (A, 0) peuvent étre écrites :

)\(t) _ Clewlt + C2eu.J2t ot ’U(t) — 036w1t + 0460-’2’5 (C.33)

dans laquelle C7, Cy, C3 et Cy sont des constantes déterminées a ’aide des conditions initiales.
Les deux racines, wi et wo , dépendent du signe de €2 :

- 81 2 > 0, les deux racines sont réelles et de signes opposés, w; = =V et wa = V) ;
- 81 2 < 0, les deux racines sont imaginaires pures, w; = —iv/— et wy = iv/— ;
- si Q =0, zéro est racine double, w; = wo = 0.

La figure C.3 montre la fonction Q (et, plus important, le signe de §2) en fonction de
I’échelon de pression Ap pour les trois valeurs de a considérées dans le cas statique. De par
Péquation (C.33), il est évident que si 2 > 0, le point d’équilibre (A = A\, v = 0) est instable et
est un point selle ; si Q < 0, A(¢) et v(¢) sont périodiques au voisinage de (A = Ac,v = 0), qui
est alors un vortex.

La figure C.3 montre que le nombre et la stabilité des branches dépend de « et Ap. En
notant :

dAp| Q

- .34
dA |\2a, A2 (C.34)

on voit clairement que si < 0, la (les) branche(s) ascendante(s) des courbes statiques de
la figure C.2 est (sont) stable(s). Si £ > 0, la branche descendante des courbes statiques
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2
(@) point selle
Ap
T 1
0,8 1,0
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Apg
(b) point selle A
04 N P
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0j0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0
-2
o]
+
. x\lo(\e
-4 ©F
o e I

=0,1, (c) a =0,25

est instable, ce qui confirme les précédentes études de stabilité [ALE 71b]. La figure montre
aussi l'intervalle d’existence des branches stables et instables avec les points limites de pression
correspondant aux extrema des courbes statiques.

L’analyse de stabilité linéaire est limitée aux voisinages des points d’équilibre. Avant d’analyser
le comportement dynamique non-linéaire, on se doit d’analyser les courbes de phase pour les
trois valeurs du parametre a. Ces diagrammes sont tracés sur la figure C.4.

Pour a =0,s810 < Ap < Apg, il y a deux points d’équilibre : un vortex (\,,0) et un point
selle (As,0) avec A\, < As (Fig. C.3(a)). Les trajectoires correspondantes (A, v) sont présentées
sur la figure C.4(a). Il y a des courbes fermées autour du vortex et ces courbes deviennent
des branches ouvertes au voisinage du point selle. Selon les conditions initiales, (Ainit, Vinit),
la solution peut osciller autour du vortex ou peut croitre exponentiellement & partir du point
selle. La figure C.4(b) montre les trajectoires correspondant a Ap > Apg. Quelles que soient
les conditions initiales, la solution ne converge pas autour d’un point fixe.

Les courbes de phase relatives au cas ou il y a trois points fixes sont présentées sur la
figure C.4(c) pour a = 0,1 et Ap’g‘in < Ap < Apg. Dans ce cas, il y a deux points vortex
(Av;50) et (Ay,,0) et un point selle (As,0) avec Ay, < As < Ay, (figure C.3(b)). Suivant les
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Figure C.4 : Courbes de phase (\,v) pour trois intervalles de valeurs de a et Ap et pour les
conditions initiales générales (Ainit, Vinit)

conditions initiales, les trajectoires peuvent étre : soit deux courbes fermées, chacune autour
d’un des vortex, soit une seule courbe fermée englobant les trois points fixes. Dans le premier
cas, la solution oscille autour de I'un ou 'autre des vortex. Dans le second, la solution est aussi
périodique mais oscille autour des deux vortex sur une période de temps : la trajectoire tourne
autour d’'un vortex puis entre dans le voisinage du point selle et continue autour de l'autre
vortex. Pour Ap € [O, Apin [ U ] Apg, +00 [, il n’y a qu'un point fixe (vortex). Les trajectoires
(non tracées sur les figures) sont alors fermées et centrées en ce point quelles que soient les
conditions initiales.

11 faut noter que pour a = 0, 25 et pour toute valeur de Ap, il n’y a qu’un point fixe (vortex).

Comportement non-linéaire

Dans le paragraphe précédent, nous avons examiné les courbes de phase pour des conditions
initiales quelconques. Le nombre de points fixes a été déterminé et leur stabilité étudiée en
fonction des parametres de contréle a et Ap. On considére maintenant le cas physique d’une
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membrane initialement en équilibre, c’est-a-dire avec les conditions initiales suivantes :

Ainit = 1
{ Vi = 0 (C.35)
Avec les conditions initiales (C.35), I’équation de conservation de 1’énergie se réduit a :
1, A3 —1 A1 M1 3
—v°=A —|=+-= — 4+ — —(1 C.36
2" p( 3 ) [2+4A4+0‘ ribyes | A (C-36)

Nous étudions tout d’abord les conditions pour lesquelles la réponse est périodique, ce qui
correspond & une courbe de phase fermée. En notant que le point initial, (1,0), est un point
d’intersection entre ’axe v = 0 et la trajectoire, alors la trajectoire doit couper 'axe v = 0 au
moins une autre fois pour étre une courbe fermée. Si v est mis & zéro dans I’équation (C.36), la
relation entre Ap et A devient :

(v5) [Fraera(¥+3)-10+a] 07D
0 (A=1)

Ap = (C.37)

Les courbes (A, Ap) correspondant a (C.37) sont présentées sur la figure C.5 avec les courbes
statiques relatives a I’équation (C.24), et ce pour différentes valeurs de a.. Sur cette figure, les
courbes en trait plein correspondent aux lieux des solutions ou la vitesse est nulle (v = 0) et
laccélération non-nulle (0 # 0), alors que les courbes (statiques) en pointillés correspondent aux
lieux o, a la fois, v = 0 et ¥ = 0. Il est clair d’apres cette figure que 'allure générale des courbes
(Ap, \) est la méme dans les cas statique et dynamique. Il apparait une valeur du parameétre

matériel, ol ~ 0,145 (similaire & agm), au dela de laquelle Ap augmente de fagon monotone
avec A\. La courbe o = 0 a un maximum correspondant a une valeur critique de la pression, Apg.

Pour 0 < a < alj_i)m, il y a trois branches, un maximum local, Apg, et un minimum local, Ap%in,
comme dans le cas statique. Il faut noter que les valeurs critiques des parametres dépendent
fortement des conditions initiales.

Il est maintenant intéressant d’examiner I'interdépendance entre le comportement dynamique
et les courbes statiques, puisque ces courbes représentent les points d’équilibre autour desquels
la solution dynamique peut osciller. Pour cela, on doit séparer quatre intervalles pour les valeurs
dea:a=0,0<a< Oz%m, a%m <a< agm et a > agm. On rappelle que dans le cas statique,
il n’y avait que trois intervalles : « =0, 0 < a < agm et a > agm.

Nous nous sommes particulierement intéressé aux conditions pour lesquelles un mouvement
oscillatoire apparait ; nous devons donc déterminer la position du premier point d’intersection
Ai (A\; > 1), entre une courbe dynamique et la ligne horizontale représentant la valeur de la
pression. Il faut noter que cette méme ligne horizontale coupe la courbe statique (correspondant
au méme «) en A (il peut y avoir plus d’un point d’équilibre). La solution oscillera alors entre
A =1et \; autour de A.. Les figures C.6 & C.9 fournissent le comportement dynamique pour
quatre valeurs de o : a« =03 0,1 ; 0,18 et 0,25, respectivement. Chaque figure montre (a) les
courbes dynamique et statique de pression avec les points d’intersection A; et A\, pour différents
intervalles de valeurs de la pression, (b) les courbes de phase correspondantes et (¢) A en fonction
du temps.

1. Quatre intervalles intéressants de valeur de Ap sont montrés sur la figure C.6.

- Pour 0 < Ap < Ap%, il y a deux points d’intersection \;, et A, (A, < A;,) entre la
courbe dynamique et la ligne horizontale, et deux points d’intersection (équilibre) A,
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Figure C.5 : Ap en fonction de A pour les soufflages (- - -) statique et (—) dynamique (la valeur
de « correspondante est indiquée sur chaque courbe)

et Aey (Ae; < Ae,) pour la courbe statique. Seule la courbe fermée passant par A =1
et \;, est tracée sur la figure C.6(b). Dans ce cas, la membrane oscille entre I’état
non-contraint (initial) et A;, autour de I'équilibre stable (vortex) A;, (figure C.6(c)) .

- Pour le cas particulier Ap = Apg, il n’y a qu’un point d’intersection \; et toujours
deux points d’intersection A, et A,. Il s’agit du cas limite ol les deux racines de
(C.37) sont égales a \;. Il faut aussi noter que A; est égal a A.,, ce dernier étant
un point selle. Dans ce cas, la membrane n’oscille pas et ne grossit plus : elle tend
asymptotiquement vers le point d’équilibre statique instable, ce qui correspond a une
oscillation de période infinie (figure C.6(b) et (c)).

- Pour Apg < Ap < Apg, la courbe de phase est réduite & une courbe ouverte (fig-
ure C.6(b)). La membrane se gonfle indéfiniment (figure C.6(c)), mais, a cause

du point selle, la courbe présente un minimum local au voisinage de celui-ci (fig-
ure C.6(b)).

- Pour Ap > Apg, il n’y a aucun point d’intersection et les courbes de phase augmente
monotoniquement avec \.

2. On considere maintenant le cas o @ = 0,1. Les comportements dynamiques correspon-
dants aux intervalles de valeurs intéressants de Ap sont présentés sur la figure C.7. Toutes
les trajectoires sont des courbes fermées mais des comportements différents de gonflement
apparaissent suivant le nombre de points d’équilibre pour la valeur donnée de Ap. On voit,
sur la figure C.7(a), que les extrema de la courbe de pression dynamique appartiennent
aussi a la courbe statique.

- Pour 0 < Ap < Apg, il peut y avoir un, deux ou trois points d’intersection \; en-
tre la courbe dynamique et la ligne horizontale, de méme pour les points d’équilibre
(Ae). Dans tous les cas, la membrane oscille entre 1’état non-contraint et le pre-
mier point d’intersection (plus petit des \;) autour du premier vortex (plus petit A¢)
(figure C.7(b) et (c)).
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Figure C.6 : a =0: (a) Ap fonction de A pour les soufflages statique et dynamique, (b) courbes
de phase correspondant & \jpit = 1 et v = 0, (¢) comportement temporel de
I’extension circonférentielle \

- Pour le cas particulier Ap = Ap%, la courbe dynamique intersecte la courbe statique
sur sa branche instable (figure C.7(a)), comme pour « = 0. La membrane tend
asymptotiquement vers le point selle (figure C.7(b) et (c)).

- Pour Apg < Ap < Apg, c’est-a-dire dans le cas ou la pression de soufllage se situe
entre les deux maxima, il n’y a qu'un point d’intersection loin de l'origine (intersec-
tion avec la troisieme branche) et trois points d’équilibre (sur la courbe statique). La
courbe de phase correspondante est fermée et englobe les trois points d’équilibre (fig-
ure C.7(b)). La membrane oscille autour de ces trois points en passant d’un vortex a
I’autre sous 'influence du point selle : la trajectoire présente une incurvation au voisi-
nage du point selle. Dans ce cas la, les oscillations perdent leur régularité (linéarité)
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Figure C.7: « = 0,1 : (a) Ap fonction de A pour les soufflages statique et dynamique,
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et deviennent dissymétriques. Cette perte de la linéarité n’est pas autant due a la
grande amplitude du mouvement qu’a la présence du point selle (figure C.7(c)).

- Quand Ap > Apg, il n’y a qu’un point d’intersection avec la courbe dynamique,
comme précédemment, mais aussi un seul point d’intersection (point d’équilibre : vor-
tex) avec la courbe statique. La membrane oscille autour de ce vortex et la courbe de
phase ne présente aucune incurvation (figure C.7(b)). Dans ce cas, la non-linéarité des
oscillations est due seulement a la grande amplitude du mouvement (figure C.7(c)).

3. On considére maintenant le cas ou a%m < a< agm, par exemple avec = 0,18. La
figure C.8 montre le comportement pour seulement trois intervalles de valeur de Ap. La
courbe dynamique est toujours monotone croissante (figure C.8(a)). La courbe de phase
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est toujours fermée, mais sa forme dépend de la valeur de Ap par rapport a la valeur
critique statique.

- Pour Ap < Apglin, il n’y a qu’'un point d’équilibre sur la premiere branche de la
courbe statique et la membrane oscille autour de ce point.

- Pour Apglin < Ap < Apg, il y a trois points d’équilibre et la membrane oscille
autour des deux vortex comme le montre les figures C.8(b) et (c). Il faut noter que,

I'amplitude du mouvement étant faible, I'influence de 'incurvation de la courbe de
phase est dans ce cas insignifiante.

- Pour Ap > Apg, le cas est similaire au cas correspondant pour o = 0, 1.
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4. Pour a = 0,25, la condition (C.37) est toujours satisfaite pour une seule racine et il n’y a
qu'un point d’équilibre statique. La membrane oscille dans tous les cas. Alors, la période
du mouvement est toujours finie. La figure C.9 résume ce comportement pour trois valeurs
de I’échelon de pression.

Apres avoir examiné dans le détail les conditions sur le parametre matériel « et ’échelon
de pression Ap pour lesquelles la membrane oscille, nous devons maintenant étudier 'influence
de ces deux parametres sur la période du mouvement. Nous avons précédemment montré que,
dans la plupart des cas, la membrane oscille et que ’amplitude du mouvement dépend de la
valeur de la pression (pour a donné). Les figures C.6 & C.9(c) montrent que la période des
oscillations dépend, elle aussi, tres fortement de ’échelon de pression. La figure C.10 montre
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les courbes liant la période réduite T & I’échelon de pression Ap pour les quatre valeurs de «
considérées précédemment. Le seul cas ou le mouvement de la membrane devient instable est

14 4 | — a=0. Apg|

=0,
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—— 0=0.25 ‘ \
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0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 1,2

Figure C.10 : Influence de I’échelon de pression sur la période du mouvement pour différentes
valeurs de «

a = 0 (matériau néo-hookéen) et Ap > Ap%. Pour o = 0et Ap = Apg, et a = 0,1 (représentant
lecas 0 < a < ozgm) et Ap = Apg, la membrane tend vers un équilibre instable et la période
tend vers l'infini. Apres ce point, pour a = 0,1 et Ap > Ap%, la membrane oscille a nouveau
et la période du mouvement décroit de fagon monotone. Dans toutes les autres situations, la
membrane oscille. Cependant, compte tenu de la complexité du systeme différentiel, on ne
peut conclure que la période du mouvement augmente lorsque 1’échelon de pression augmente
(figure C.6 & C.9(c)) : pour a = 0,25 (en fait @ > ™), le mouvement est toujours stable mais
la courbe de la période en fonction de I’échelon de pression n’est pas monotone croissante. Cette
courbe admet un maximum qui correspond au point angulaire de la courbe 2 en fonction de Ap
sur la figure C.3(c). Pour o = 0,18, les résultats sont les mémes car « est, la aussi, supérieur
4 oM. Ces constatations different de celles d’Akkas [AKK 78] qui affirme que, pour a > o™,
lorsque Ap augmente, la période des oscillations augmente. Cette différence semble provenir de
son hypothese d’épaisseur constante tout au long du soufflage.

C. 3.2 Soufflage d’une membrane hyperélastique soumise a un débit de fluide
constant

Dans le paragraphe précédent, nous avons étudié le comportement d’une membrane sphérique
soumise a un échelon de pression. Ce cas est en fait trés peu physique : il suppose que la
membrane est reliée a un réservoir de dimension infinie. Comme nous ’avons montré dans la
partie expérimentale de ce rapport (chapitre III), I’évolution de la pression est étroitement liée
a Dévolution de la déformation et, peut difficilement étre imposée constante dans la réalité.
C’est la raison pour laquelle nous traitons maintenant le probleme de la membrane sphérique
hyperélastique soumise cette fois a I'introduction d’un débit constant de fluide.

Pour cela, nous reprenons 1’équation différentielle du mouvement (C.16) dans laquelle la
pression du fluide a l'intérieur de la spheére n’est plus imposée constante mais est reliée au
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volume de celle-ci par la loi des gaz parfaits. En effet, en supposant que le fluide injecté vérifie
cette loi, on peut relier la pression au volume par la relation :

pV = nRT (C.38)

ou n est le nombre de moles de fluide a 'intérieur de la bulle, R la constante universelle des gaz
parfaits et T la température.
En notant que initialement on avait :

poVo = noRT (C.39)

ou ng est le nombre de moles contenues initialement dans la membrane, et que p = pg + Ap,
I’échelon de pression est relié a I’extension principale A et au nombre de moles n par :

1n
Ap = po (Fn_o - 1) (C.40)

En supposant que l'alimentation en gaz se fasse de facon linéaire, c’est-a-dire que n =
no(1l + ¢7), équation différentielle (C.16) devient :

1

A = po H (1+qr)— /\2] + (F - A) (1+aX?) (C.41)

Le parametre 7 intervient maintenant explicitement dans le second membre de cette équation
différentielle ce qui rend difficile une analyse détaillée comme dans le cas précédent. Nous nous
sommes donc contentés d’une étude rapide pour les valeurs du parametre o mises en évidence
dans le paragraphe précédent. Pour cela, la pression initiale pg a été fixée a 1 et deux valeurs
du débit, ¢ = 1 et ¢ = 4, ont été considérées. Les valeurs significatives de « utilisées sont 0 ; 0,1
et 0,25.

Les courbes de la figure C.11 illustrent les résultats des différents calculs apres élimination du
parametre temps. Ces courbes présentent la différence de pression entre I'intérieur et I'extérieur
de la sphere en fonction de 'accroissement du rayon. Elles sont comparées aux courbes statiques
fournies par (C.24).

On voit sur ces courbes que ’ajout de I’équation des gaz parfaits permet ’élimination des in-
stabilités en jouant un role de controle du systeme dynamique. Toutes les courbes dynamiques os-
cillent autour des solutions statiques correspondantes et I’amplitude des oscillations est d’autant
plus grand que le débit de gaz est grand.

C. 3.3 Soufflage d’une membrane viscoélastique non-linéaire soumise a un
échelon de pression constant

L’équation différentielle (C.22) est résolue numériquement par la méthode de Runge-Kutta
d’ordre 5 ou 6. Compte tenu du nombre de parametres et de la nature des équations, nous
n’avons effectué la aussi qu’une étude succincte qualitative permettant de mettre en évidence
les phénomenes rencontrés.

Le temps de relaxation 7 est fixé a 1, celui-ci ne représentant qu'un facteur d’échelle pour la
variable temps. Deux comportements différents se dégagent de I’étude des résultats, et ce pour
toute valeur de « : un mouvement oscillatoire amorti et un mouvement instable (accroissement
du rayon vers l'infini). La nature du mouvement ne dépend que de la valeur de ’échelon de
pression, Ap.
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Figure C.11 : Soufflage d’'une membrane sphérique hyperélastique sous un débit de gaz constant :

On sait déja que pour o = 0 (cas hyperélastique néo-hookéen) la valeur de la pression pour
laquelle le mouvement devient instable est de I'ordre de 0,62. Dans le cas présent viscoélastique,
on montre que quelle que soit la valeur de «, rapport entre la composante visqueuse et la
composante élastique, les instabilités apparaissent pour cette méme valeur de la pression.

Pour illustrer les deux comportements que nous avons mis en évidence, nous avons résolu
I’équation différentielle (C.22) pour trois valeurs de «, 0,1 ; 1 ; 10 et pour deux valeurs de I’échelon
de pression 0,5 et 1, ces deux valeurs permettant d’obtenir les deux types de comportement :
oscillatoire amorti pour Ap = 0,5 et instable pour Ap = 1. Les courbes de la figure C.12
présentent ces résultats.

Pour le comportement oscillatoire, on voit que la membrane oscille autour de la solution
quasi-statique correspondant au probleme de retard (figure C.C.12(a)) et qu’elle converge vers
cette solution d’autant plus vite que la composante visqueuse est grande (diagramme des phases
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Figure C.12 : Soufflage d’'une membrane sphérique de Christensen pour différentes valeurs de
a: (- )a=01;(-——)a=1;(—)a=10

sur la figure C.C.12(b)).
Dans le cas instable, la composante visqueuse freine ’accroissement du rayon :

grand, plus le rayon tend lentement vers l'infini (figure C.C.12(c)).
Comme 'on 8’y attendait, I’ajout de viscosité a la loi de comportement néo-hookénne permet
de freiner les phénomeénes déja mis en évidence lors de la résolution du probleme hyperélastique.

plus « est
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