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INTRODUCTION 1
IntroductionAu cours de ce siècle, la première réalisation de structure de robot ma-nipulateur est anthropomorphique, inspirée du bras humain : c'est un robotsériel. Par la suite, en 1947, la réalisation d'une architecture de robot ma-nipulateur, fondamentalement di�érente, voit le jour dans une expérimenta-tion pour tester des pneumatiques : c'est un robot parallèle, la plate-forme deGough [Gou57].Il y a encore quelques années, on imaginait un fort développement desrobots parallèles dans leur utilisation en tant que manipulateurs industriels.Le temps s'est chargé de démentir cette idée et de montrer que d'autresapplications étaient �orissantes.En e�et, bien que Stewart [Ste65] ait proposé dès 1965 une applicationdu robot parallèle en tant que plate-forme pour simulateur de vol, ce n'est quedernièrement que s'est produit l'essor vers la plate-forme de simulation. Pourcelle-ci les domaines d'application sont très divers : de la simulation équestrepour l'École Nationale d'Équitation au cinéma dynamique de nombreux parcsd'attractions en passant par les simulations d'accostage de station orbitaleet celles, classiques, de pilotage d'avions, de chars d'assaut, de navires etd'hélicoptères. Ces applications demandent des structures pouvant supporteret déplacer aisément de lourdes charges.Leur utilisation est aussi le fait d'un autre domaine, que l'on pourrait qua-li�er de positionnement. Ceci nécessite une grande �nesse dans le placement etl'orientation du manipulateur. Les manipulateurs parallèles servent à orien-ter très précisément des antennes paraboliques. Le synchrotron de l'esrf 1les utilise aussi a�n d'orienter �nement un miroir qui renvoie le faisceau derayons X vers une chambre d'expérience. Au Québec, 2 dans le domaine dela vision active le but est d'orienter avec précision et rapidité une caméra.Les débouchés industriels concernent essentiellement l'assemblage de pré-cision, le suivi de contour, la dépose rapide ; mais elles n'ont pas encore abouti1: European Synchrotron Radiation Facility, Grenoble2: Département de Génie Mécanique, Université Laval, Ste Foy, QC, Canada



2 INTRODUCTIONà une utilisation industrielle de masse.En�n, il existe un certain nombre d'applications originales comme l'uti-lisation en chirurgie d'un micro-robot, ou celle d'un mega-robot pour l'exca-vation minière conçu par le mel. 3 Citons aussi l'une des dernières en date,qui est la Variax, une machine outil à axe virtuel.Un des problèmes fondamentaux pour les robots parallèles est la résolu-tion du modèle géométrique direct. Il consiste à calculer la posture du robotconnaissant un certain nombre de mesures. Ce problème est très complexeet admet plusieurs solutions. Actuellement, les méthodes numériques (parexemple celle de Newton) permettent de le résoudre ; mais il n'y a pas degarantie sur la convergence, ni que l'algorithme mène à la bonne solutionparmi toutes celles possibles et ce n'est pas très rapide. Les besoins actuelssont donc multiples :� garantie de convergence des méthodes employées� rapidité de calcul pour la commande en temps réel� tri des solutions parmi l'ensemble des solutions admissibles s'il y en aplusieursIl manque aussi, des moyens de dé�nir des architectures n'ayant qu'une so-lution unique.L'objectif de cette thèse est de combler ces lacunes en proposant desméthodes permettant de simpli�er puis de résoudre le modèle géométriquedirect. La simpli�cation consiste à utiliser des informations supplémentairesapportées par des capteurs. Nous nous sommes e�orcés de faire une étudetotalement symbolique a�n de préserver aux résultats présentés, le caractèregénéral et, autant que possible, indépendant de la géométrie du robot consi-déré. Quand cela est possible nous donnons les cas où la ou les solutionssont explicites, les conditions d'obtention d'une solution unique ou non etdes bornes sur le nombre de solutions admissibles.Pour commencer, le premier chapitre dé�nit l'architecture robotique pa-rallèle et introduit l'un des principaux problèmes qui lui sont inhérents : lemodèle géométrique direct. Il décrit aussi les objectifs et les architecturesauxquelles s'appliquent les résultats obtenus par la suite.Le deuxième chapitre présente, pour un robot plan (mécanisme à troisdegrés de liberté dont la plate-forme se déplace dans un plan) les concepts desimpli�cation et de résolution pour le modèle géométrique direct. Ce chapitre3: Mechanical Engineering Laboratory, Tsukuba, Japon



INTRODUCTION 3est une bonne entrée en matière pour le cas très complexe du robot spatial(robot à six degrés de liberté dont la plate-forme se déplace dans l'espace)qui sera étudié en détail dans tous les chapitres suivants. Certains résultatsobtenus pour un robot plan sont directement utilisables pour un robot spatialparticulier (la plate-forme de Stewart)Le troisième chapitre détaille l'approche consistant à ajouter des capteurspour simpli�er le modèle géométrique direct. Quelques cas où les solutionssont alors obtenues sous forme explicite sont présentés. Cette formulationpermet, outre un temps de calcul rapide, d'étudier l'in�uence des erreurs demesures sur la qualité de la solution obtenue.Le quatrième chapitre utilise deux approches géométriques pour la résolu-tion. La première est applicable lorsque la position d'au moins un point de laplate-forme est connue ; des bornes sur le nombre de solutions sont obtenues,ainsi que leurs conditions d'obtention. La seconde, quali�ée de géométrie syn-thétique, n'a pas cette contrainte et apporte des résultats aussi bien pour desrobots équipés de capteurs additionnels que pour d'autres non équipés.Le cinquième chapitre considère qu'au moins un point de la plate-formeest connu et retrouve de manière algébrique les conditions d'obtention desbornes sur le nombre de solutions du modèle géométrique direct.Le sixième chapitre, quant à lui, introduit des méthodes et des outils al-gébriques puissants, pas toujours très répandus en robotique, pouvant menerà des résultats intéressants. En particulier, deux des méthodes décrites ontpermis de montrer la borne e�ective sur le nombre de solutions au modèlegéométrique direct d'un robot parallèle quelconque. De plus, le premier ro-bot parallèle tout à fait général ayant 24 postures distinctes et réelles y estprésenté.Le septième et dernier chapitre étudie, dans le cadre des résultants, la mé-thode d'élimination dialytique, a�n de lui donner un prolongement théoriquepar une adaptation symbolique permettant de résoudre de manière généralele problème. Des bornes signi�catives sont obtenues dans le cas d'un robotà plate-forme plane pour un placement des capteurs un par un sur les seg-ments du manipulateur. Un théorème y est prouvé, indiquant que le nombrede postures du manipulateur est borné par le degré du déterminant d'une ma-trice de polynômes, spéci�que, construite à partir des équations du modèlegéométrique direct.
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6 CHAPITRE I. GÉNÉRALITÉSLes robots manipulateurs forment une branche spéci�que de la robotique.Ils sont composés de deux corps, dont un �xe, reliés entre eux par une chaînecinématique équipée d'actionneurs. Leur fonction est de déplacer ou modi-�er des objets. Ces robots manipulateurs se subdivisent en deux classes : lesrobots sériels et les robots parallèles.I.1 Architecture des robots parallèlesLes robots manipulateurs les plus répandus à l'heure actuelle sont ceuxque l'on appelle les robots sériels. Par exemple ceux que l'on rencontre fré-quemment dans l'industrie automobile et qui servent à peindre ou souder leschâssis. Leur allure générale est assez voisine d'un bras humain. Le termesériel vient du fait que tous les segments dont ils sont composés, sont reliéssuccessivement les uns aux autres et forment ainsi une chaîne cinématiqueouverte de leur socle jusqu'à l'organe terminal (ou e�ecteur). Ces segmentssont motorisés et articulés entre eux deux à deux par une liaison à un degréde liberté. Les notions liées aux chaînes cinématiques et leur mobilité sontdétaillées par Gosselin [Gos88] et Charentus [Cha90] ; cette dernière ré-férence fournit aussi des tables complètes des di�érents types d'articulations.L'architecture sérielle présente des caractéristiques fondamentales. Sa pré-cision de positionnement est très liée à la qualité de sa construction. Ainsi, undéfaut par rapport au cahier des charges, même léger, dans l'orientation desaxes du manipulateur entraîne des erreurs considérables et une dégradationimportante des performances. En outre, chaque segment supporte le poids dela charge, mais aussi celui des segments suivants. Ce poids allié à l'e�et debras de levier engendre une �exion aggravant les erreurs de mesure des cap-teurs internes. La rigidité des architectures sérielles est plutôt faible : toutetentative pour l'augmenter les alourdit. Le poids transportable est très faibleen regard du poids du manipulateur, entre 3 et 12% pour des manipulateursindustriels courants (2.85% pour le robot aid). Le grand avantage de cettestructure est son important espace de travail.Par opposition à l'architecture sérielle nous parlerons d'architecture pa-rallèle (par exemple �gure I.1), lorsque plusieurs chaînes cinématiques élé-mentaires (s chaînes) sont à la fois au contact de la base et de l'e�ecteur.Chaque chaîne cinématique élémentaire est indépendante des autres et ne re-lie pas plus de deux corps entre eux. L'architecture parallèle constitue ainsiune chaîne cinématique fermée. Un groupe d'articulations Ai; (i = 1; : : : s)est situé sur la base �xe. Un autre groupe Bi; (i = 1; : : : s) est situé surla plate-forme qui est mobile par rapport au repère de référence lié à la



I.1. ARCHITECTURE DES ROBOTS PARALLÈLES 7Plate-formeRotuleActionneur LinéaireJoint de CardanBase
Bi�iAi

C
O Fig. I.1 � Robot parallèle à actionneurs linéairesbase. Un couple d'articulations (Ai; Bi); (i = 1; : : : s) est relié par une chaînecinématique élémentaire équipée d'un seul moteur permettant de déplacerl'articulation correspondante de la plate-forme. Il faut bien remarquer quece mouvement ne permet pas de découpler la position et l'orientation del'organe terminal au contraire des robots sériels à poignet découplé.Un manipulateur est pleinement parallèle s'il y a autant de chaînes quede degrés de liberté pour l'organe terminal. Un manipulateur n'est pas for-cément pleinement parallèle [Pie91], un indice permet de mesurer le degré deparallélisme [Gos88]. Par la suite nous ne considérerons que les manipulateurspleinement parallèles.Pour un robot parallèle les caractéristiques sont pratiquement opposées àcelles des robots sériels (voir la table (I.1)). Le rapport charge utile/poids estinverse (600/35 pour la main gauche inria) ce qui provient du fait que lacharge est répartie sur chacun des actionneurs. La précision sera aussi plusintéressante que celle des manipulateurs sériels car l'e�et de bras de levier etles �exions seront moins importants. Cette structure est moins sensible à laqualité de la construction. D'un autre côté, l'espace accessible par l'e�ecteurest plus réduit [Mer90].Parmi les applications de ce type de structure, on trouve les simulateursde vol (dont la plate-forme de Stewart [Ste65] qui est un cas particulierde robot parallèle, voir �gure I.2), chirurgie de l'oeil [G+93], orientation decaméra en vision active [GG95], cinéma dynamique, positionneur dans un



8 CHAPITRE I. GÉNÉRALITÉSRobot sériel= Succession de segments de labase vers l'e�ecteur= Chaîne cinématique ouverte+ Important espace de travail� Faible précision (ampli�ca-tion des erreurs)� Faible charge transportable� Faible rigidité
Robot parallèle= Tout segment au contact dela base et de l'e�ecteur= Chaîne cinématique fermée� Espace de travail restreint+ Grande précision+ Lourde charge transportable(répartition des charges)+ Très rigide (chaîne fermée)Tab. I.1 � Comparaison des architectures sérielle et parallèle.synchrotron [Com95], etc.Dans le but de concilier les avantages de ces deux architectures, une nou-velle architecture a vu le jour : les robots composés. En général ils sont consti-tués d'un robot porteur, d'architecture sérielle, et d'une main, d'architectureparallèle [RP90]. Ces robots disposent ainsi d'une plus grande robustesse etd'une plus grande précision que le robot sériel et d'un plus grand espace detravail que le robot parallèle. Il existe aussi de tels robots constitués d'unassemblage en série de plusieurs robots parallèles : ils sont alors quali�és derobots hybrides, le robot LX4 1 illustré sur la �gure I.3 en est un exemple.La table (I.2) donne les caractéristiques principales d'un manipulateursériel (aid), de deux robots manipulateurs parallèles (la main gauche et l'hexa).I.2 Terminologie et abus de langageDans ce mémoire, nous utiliserons régulièrement certains termes ou abbrévia-tions, parfois par abus de langage, pour parler d'objets ou de caractéristiques.Robot parallèle ou manipulateur parallèle En fait c'est un robot ma-nipulateur pleinement parallèle.Plate-forme Il s'agit du corps mobile (e�ecteur) du robot parallèle. Ceterme ne fait aucune hypothèse sur la géométrie du corps.1: c
 Société Logabex, Toulouse



I.2. TERMINOLOGIE ET ABUS DE LANGAGE 9
l1 l2 A1A2

A3B1B2 B3 C3C2 C1
Fig. I.2 � Plate-forme de Stewart

Fig. I.3 � Robot hybride LX4



10 CHAPITRE I. GÉNÉRALITÉSaid Main gauche HexaPoids (Kg) 35 35 1; 3Charge transportée (Kg) 1 600 1Précision (mm) 0,5 0,01 0,01Vitesse maximale (cms�1) 100 2 600Translation � 100 � 8 (Ox,Oy) � 50 (Ox,Oy)maximale (cm) 2 (Oz) 50 (Oz)Angle de rotation � 90 (x,y) � 10 (Ox,Oy) 45maximal (degr�es) �180 (Oz) � 80 (Oz)Tab. I.2 � Caractéristiques principales de manipulateurs sériels et parallèles.Base Il s'agit du corps immobile du robot, corps auquel le repère de référenceest lié.Segment C'est l'une des chaînes cinématiques élémentaires reliant la baseà la plate-forme.Segment actif C'est l'un des segments équipés d'un moteur, donc indispen-sable à la commande du robot.Segment passif C'est un segment qui n'est pas équipé d'un moteur.Architecture des manipulateurs Une notation couramment utilisée pourdésigner un robot parallèle dont le nombre d'articulations sur la base est met le nombre d'articulations sur la plate-forme est n, est la suivante : m� n.On note N le nombre de segments. On a 1 6 m;n 6 N .I.3 Problèmes des robots parallèlesParmi les divers problèmes classiques en robotique (con�gurations singu-lières, espace de travail, commande, etc.), il en est un d'intérêt particulier :l'établissement des modèles géométriques.I.3.1 Le modèle géométriqueL'étude du modèle géométrique permet d'établir le lien entre les coordon-nées articulaires et les coordonnées cartésiennes et angulaires de l'extrémitéde l'e�ecteur. Les coordonnées articulaires sont les valeurs des variables decommande du robot sur lesquelles on peut in�uer par l'intermédiaire des ac-tionneurs (moteurs) a�n de déplacer l'organe terminal (voir �gure I.4). Le



I.3. PROBLÈMES DES ROBOTS PARALLÈLES 11
1 
2 
i
3 x yzxzyFig. I.4 � La modi�cation des variables articulaires 
i permet de commanderla position de l'organe terminal d'un robot sériel (à gauche) et d'un robotparallèle (à droite)terme de posture 2 représentera à la fois la position (vecteur X à trois com-posantes) et l'orientation (vecteur � à trois composantes). Deux problèmesapparaissent dans l'étude des modèles géométriques :� Modèle géométrique direct : trouver la posture à partir des variablesarticulaires� Modèle géométrique inverse : trouver les variables articulaires à partirde la postureCes deux problèmes sont réciproques l'un de l'autre (voir �gure I.5). Pourun manipulateur sériel, le problème le plus complexe des deux est le modèleinverse : le robot général constitué de six segments reliés en sériel par desarticulations rotoïdes, robot dit 6r, a au plus 16 solutions [RR90]. Le modèle
� X� � mgi jY mgd 0B@ 
1...
n 1CAFig. I.5 � Relation mgd/mgigéométrique direct du robot sériel revient à calculer simplement une série2: Les termes pose et situation sont aussi utilisés



12 CHAPITRE I. GÉNÉRALITÉSde produit de matrices et d'additions de vecteurs. Pour un manipulateurparallèle, c'est au contraire le modèle géométrique direct le plus di�cile.I.3.1.1 Le modèle géométrique inverse des robots parallèlesLe calcul du modèle géométrique inverse (mgi) consiste à déterminer quellessont les valeurs des variables articulaires lorsque sont données la positionet l'orientation d'un repère lié à l'organe terminal. Dans le cas d'un robotparallèle à six degrés de liberté cette résolution est analogue, pour chaquechaîne, à celle du modèle géométrique inverse d'un robot sériel.Si, d'une manière générale, pour un robot parallèle ce modèle est beau-coup plus simple à résoudre que sa réciproque, il convient de noter qu'il peutêtre malgré tout di�cile. A l'origine de ce phénomène est la structure de lachaîne élémentaire reliant l'e�ecteur à la base. Si cette chaîne est composéede plusieurs branches, il peut y avoir plusieurs millions de solutions [Gos88, p.134] (il est vrai que ce n'est pas un robot pleinement parallèle et qu'il n'entredonc plus dans le cadre de notre étude) ! Dans la pratique courante des ma-nipulateurs utilisés ce n'est heureusement pas le cas et on pourra admettreque la résolution de ce modèle ne pose pas de problème majeur.I.3.1.2 Le modèle géométrique direct des robots parallèlesLa solution de ce problème n'est pas unique en général, i.e. plusieurs modesde montage sont possibles pour le manipulateur lorsque la variable articulairede chacun des segments est �xée. De plus, on ne sait pas exprimer sous formeanalytique les coordonnées cartésiennes comme fonctions des coordonnéesarticulaires. De nombreux auteurs ont montré dernièrement qu'il ne peut yavoir plus de 40 solutions réelles à ce problème dans le cas d'un robot parallèleà plate-forme quelconque après avoir éliminé les solutions complexes à l'in�ni.Même dans des cas très simpli�és, comme le cas où la base est un plan(articulations coplanaires) et le mobile un triangle équilatéral (articulationsconfondues par paires), le nombre maximum de solutions réelles est encorede 16. Nous reviendrons sur les di�cultés du modèle géométrique direct ensection I.4.3.I.4 Le modèle géométrique directC'est cet aspect du modèle géométrique que nous développerons.I.4.1 IntérêtEn supposant que les valeurs des six variables articulaires sont données (con�-guration connue), le problème est de déterminer la posture du manipulateur.Il est clair que ce problème n'admet pas une solution unique (par exemple



I.4. LE MODÈLE GÉOMÉTRIQUE DIRECT 13voir la �gure I.6).A1 A2 A3 A4A5A6 B24
B11 B16 B15 B14B13B12B21 B22 B26 B25 B23�1�1 �2 �2 �3�3 �4�4�5�5�6�6 Plate-formeBasePlate-forme en miroirFig. I.6 � Exemple de solution multiple pour le modèle géométrique direct :deux solutions en miroir par rapport à une base plane.Il y a deux di�cultés majeures dans la résolution du modèle géométriquedirect. L'une est de déterminer l'ensemble des solutions admissibles. L'autredi�culté majeure est de découvrir quelle est la solution correspondant, parmitoutes les solutions possibles, à la posture courante pour un ensemble donnéde valeurs articulaires. La formulation analytique des solutions, si elle existe,n'a pas encore été trouvée. Les diverses solutions admises par le robot sontautant de modes d'assemblage.Parmi les applications, la relation du modèle géométrique direct permetau manipulateur d'assurer un suivi de trajectoire. Elle est très utile aussi,lorsque il n'existe aucune information sur la posture précédente et qu'il fautretrouver la posture courante en ne disposant que des coordonnées articu-laires de la con�guration courante. Dans le cadre d'une commande en vitesse,la matrice jacobienne inverse des vitesses est nécessaire mais n'est pas calcu-lable à partir seulement des valeurs articulaires, cela nécessite aussi de savoirrésoudre le modèle géométrique direct.I.4.2 Méthodes numériquesA�n de résoudre ce problème, il devient nécessaire de calculer l'ensemble dessolutions possibles puis d'en isoler la solution courante. Dans tous les cas,des méthodes numériques qui calculent toutes les solutions sont inutilisablesen temps réel. En e�et le temps de calcul est, de loin, trop élevé [Gug94]. Enoutre, sélectionner la solution e�ective (i.e. la posture actuelle de l'e�ecteur)dans l'ensemble de toutes les solutions possibles reste un problème di�cileet ouvert.



14 CHAPITRE I. GÉNÉRALITÉSIl reste les méthodes numériques qui permettent de trouver une seulesolution. La méthode itérative de Newton trouve une solution sans aucunegarantie que ce soit la plus proche de la solution e�ective, au contraire de laméthode des moindres carrés [RR85, IP91]. L'inconvénient principal de cesméthodes est qu'elles nécessitent une estimation initiale de la posture dontelles dépendent crucialement quant à la précision et à la rapidité de leurconvergence.I.4.3 Résultats antérieursDans le cas d'un robot parallèle général, le nombre maximum de solutionsdans l'espace des réels est inconnu. Mais une borne supérieure est 40 [Rag91,RV95, Laz93, Mou93b, Hus94]. Pour le moment seuls des exemples de mani-pulateurs avec au plus 24 solutions réelles ont pu être trouvés [IP93]. Pour unrobot dont la base serait plane et la plate-forme triangulaire, il y en a encore16 [CR89], et des exemples avec 16 solutions réelles ont été présentés ([CR89]d'après un exemple deMerlet, [IP90]). La plate-forme de Stewart, quantà elle, n'admet qu'au plus 12 solutions [LM94].Les résultats concernant le nombre maximum de solutions que peut ad-mettre un robot parallèle sont, somme toute, récents. C'est dû en partie aufait que les robots parallèles ont commencé à être étudiés tardivement encomparaison des robots sériels, mais aussi au fait que ce problème est trèsardu. Il est remarquable que parmi les preuves, aucune ne donne encore deformulation explicite et exploitable des solutions. La première et la troisièmepreuves, [Rag91, Laz93] reposent à la fois sur un argument numérique et surun argument théorique. Toutes deux montrent qu'il su�t de savoir compterle nombre de solutions d'un robot dont les paramètres géométriques sont ti-rés au hasard et ne véri�ent aucune relation entre eux, pour que ce nombresoit le nombre maximum de solutions admissibles par n'importe quel robot.Pour compter les solutions d'un système générique la première utilise l'homo-topie, la deuxième utilise les bases de Gröbner. La deuxième preuve [RV95]fait appel à une preuve mathématique très complexe basé sur la théorie desintersections. La quatrième preuve [Mou93b] repose sur un calcul de la di-mension de la variété associée aux déplacements dans l'espace d'un solide liépar 6 attaches. La cinquième preuve [Hus94], la plus récente, est un algo-rithme dont certaines étapes intermédiaires peuvent contenir des coe�cientsénormes et est di�cilement exploitable.On ne compte plus les travaux qui, faute de pouvoir montrer quoi que cesoit pour tout robot, ont étudié des architectures spécialisées. Par spéciali-sation d'un robot est entendu le fait de lui donner certaines caractéristiquesgéométriques. Par exemple considérer une plate-forme plane, ou la présence



I.4. LE MODÈLE GÉOMÉTRIQUE DIRECT 15d'une articulation double ou même triple, etc. sont des spécialisations del'architecture générale. L'objectif de ces spécialisations étant de pouvoir, si-non donner une formulation analytique des solutions, au moins déterminerune borne supérieure, meilleure que 40, sur le nombre de solutions. Citonsquelques références parmi d'autres. Un manipulateur ayant une articulationtriple sur la plate-forme admet 16 solutions [IP91]. Un robot dont 5 articu-lations sont alignées admet une solution analytique [ZS91]. Un manipulateurayant deux articulation doubles sur sa plate-forme et une double sur sa basepossède 24 solutions [IP93]. Au contraire de ces études sur des architecturesspécialisées, une étude systématique de la borne sur le nombre de solutionsdes di�érentes classes de manipulateurs est faite dans [FL95].I.4.4 Articulations et architecturesNous ne nous intéressons qu'à des articulations courantes qui sont les arti-culations prismatique (r), rotoïde (p) et sphérique (s). 3Prismatique ou glissière - P C'est une articulation à un degré de libertéen translation.Rotoïde ou pivot - R C'est une articulation à un degré de liberté en ro-tation.Sphérique ou rotule - S C'est une articulation à trois degrés de liberté enrotation. On peut remarquer qu'elle est équivalente à trois articulationsrotoïdes à axes concourants.Il est alors possible de construire des robots parallèles dont les 6 chaînesélémentaires sont prises parmi les types rrps, prrs, r(rr)s (voir �gure I.7).En général, les 6 chaînes d'un manipulateur seront du même type, mais rienn'empêche de mélanger les types.Chaîne élémentaire RRPS Cette chaîne est probablement la plus ré-pandue. Elle se retrouve par exemple dans le prototype main gauche del'inria [Mer90]. L'articulation de la plate-forme peut se déplacer sur unesphère dont le centre et le rayon sont connus pour une con�guration don-née. C'est la chaîne que nous utiliserons comme chaîne standard après avoirmontré comment s'y ramener si l'on dispose d'autres types de chaînes.Le modèle géométrique direct s'écrit alors sous la forme du systèmed'équationskAiBik2 = �2i (8i 2 f1; : : : ; 6g) (I.1)Ces équations sont quadratiques.3: prismatic, revolute and spherical joints



16 CHAPITRE I. GÉNÉRALITÉS
RRPS PRRS R(RR)SFig. I.7 � Trois types élémentaires de chaînes cinématiques possibles avecdes articulations r, p et sChaîne élémentaire PRRS Elle est utilisée dans le prototype poignet ac-tif de l'inria [MG91, Mou93a] (voir �gure I.8). Les articulations p relientMi à Ai, les articulations rr (les joints de cardan) ont leur centre en lespoints Ai, en�n les articulations s ont leur centre en les points Bi. A partirde cette chaîne prrs on peut se ramener au cas de la chaîne rrps. En e�etlorsque les variables articulaires sont connues, il est possible de déterminerla position (unique) des Ai. Dès lors on revient au cas de la chaîne rrps,puisque l'on connaît le centre des articulations Ai de type rr et la longueur(�xe) des segments [AiBi].Chaîne élémentaire R(RR)S C'est la chaîne qui constitue les robotsDeltaet Hexa [Pie91]. Cette dernière architecture est une généralisation du conceptdu robot Delta [Pie91]. Elle est constituée de six branches fonctionnant sur lemodèle du Delta, voir �gure I.9. La première articulation Mi sur la base estl'articulation commandable ; elle ne laisse qu'un degré de liberté en rotation.Il est aisé à partir de la description des caractéristiques géométriques du ma-nipulateur de connaître la position de Ai qui est le centre d'une articulationjoint de cardan.Conclusion On notera Ai le centre de l'articulation joint de cardan sur labase, Bi le centre de l'articulation sphérique, et �i la distance entre Ai et Bi(voir �gure I.1).Le robot dont les chaînes sont de type prrs se ramène au cas d'un robotà chaînes rrps dont la base serait di�érente à chaque con�guration. Lorsquela chaîne élémentaire est r(rr)s le mgd est identique à celui d'une chaînerrps où la position de l'articulation sur la base est variable suivant la con�-
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B1

A1A2 A5A6A4A3M2 M1 M6 M5
double rotulejoint deCardan B2B3d(Ai ;Mi) = 
i

Fig. I.8 � Architecture de robot parallèle à chaînes prrs (ex. le poignet actif)
AiMiBi
iFig. I.9 � Architecture de robot parallèle à chaîne rrrs (ex. le robot Hexa)



18 CHAPITRE I. GÉNÉRALITÉSguration. Pour les deux types de chaînes cités ci-dessus, on peut ramenerl'étude du modèle géométrique direct à l'étude d'un robot composé unique-ment de chaînes rrps. Pour une con�guration donnée, on pourra considérerque la géométrie de la base comportant les joints de cardan, la géométrie dela plate-forme et la distance entre une articulation de la base et celle qui luicorrespond sur la plate-forme sont connues.I.4.5 Mécanisme équivalentIl est indispensable quand on parle de modèle géométrique direct de parlerde mécanisme équivalent. La notion de mécanisme équivalent pour un robotn'a de sens que du point de vue du modèle géométrique direct.Le mécanisme équivalent d'un robot parallèle est un robot dont les pos-sibilités de déplacement sont identiques. Considérons un point qui serait àl'extrémité de deux segments de longueurs �xées et relié au socle par un jointde cardan : ce point se déplace clairement sur un cercle contenu dans un planperpendiculaire à la droite reliant les deux joints de cardan et dont le centreest situé sur cette même droite. Ce point est situé à la jonction de deuxchaînes rrps. Il est facile de remarquer que l'on peut obtenir strictement lemême mouvement pour ce point en le plaçant au bout d'un segment �xé ausocle au centre du cercle précédemment cité par une articulation rotoïde : soitune chaîne rps. Ainsi le mécanisme équivalent de deux chaînes rrps à extré-mité commune est une chaîne rps. Un robot dont les six chaînes cinématiquesélémentaires sont rrps et les articulations de la plate-forme sont confonduesdeux à deux a pour mécanisme équivalent un robot a trois chaînes rps.I.5 ObjectifL'étude de la bibliographie sur le modèle géométrique direct des robots pa-rallèles amène au constat suivant. Les informations dont nous disposons sontinsu�santes pour trouver une solution rapidement ou pour l'identi�er parmitoutes les autres positions admissibles. L'idée naturelle est alors d'ajouter denouveaux capteurs en plus de ceux nécessaires à la commande du robot.C'est donc le problème du modèle géométrique direct, d'un grand intérêtet très di�cile, que nous nous e�orcerons de résoudre dans la suite de cettethèse. Nous chercherons des conditions sur l'architecture des robots ou leplacement des capteurs pour résoudre ce modèle ou pour au moins avoir uneborne sur le nombre de solutions plus faible que celle du problème général.
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Chapitre IIProblème plan



20 CHAPITRE II. PROBLÈME PLANDans ce chapitre, nous montrons de quelle manière le modèle géométriquedirect est résolu dans le cas d'un robot dont le plateau se meut dans unplan ; robot que nous quali�erons de mécanisme plan ou robot plan. Nousdémontrons par des moyens géométriques et d'autres algébriques, combiende con�gurations di�érentes peuvent être obtenues et sous quelles conditions,et cela pour un même ensemble de valeurs des variables articulaires.La plate-forme d'un robot plan, que nous appellerons plateau, est repré-sentée par un triangle sans aucune perte de généralité. En e�et un mouvementdans le plan n'a que trois degrés de liberté. Ainsi il su�t de trois chaînes ci-nématiques élémentaires, équipées d'un actionneur chacune, pour assurer lamobilité du plateau, selon la dé�nition du robot pleinement parallèle. Laconnaissance de la géométrie du triangle reliant les articulations du plateausu�t pour étudier le modèle géométrique direct.A�n de simpli�er le modèle géométrique direct du robot parallèle plan,nous allons ajouter de l'information. Cette information provient de capteursque l'on rajoute.Dans la suite nous utiliserons plusieurs hypothèses. Les côtés et les anglesdu plateau triangulaire sont connus par construction. Les longueurs des seg-ments reliant le plateau au socle sont mesurées lors de chaque déplacement,donc pour toute con�guration.II.1 Sans mesure additionnelleLe robot parallèle plan a trois degrés de liberté : le problème du modèlegéométrique direct a donc trois inconnues. Nous choisirons x et y pour dé-�nir la position du robot, ce sont les coordonnées de B1, et � pour dé�nirl'orientation, tels que décrits sur la �gure II.1. Ce triplet dé�nit la posture
O � A1B1 � xy �B3A3 B2A2�2�1 �� l1l3l2y x

�3
Fig. II.1 � Notations pour un robot plandu robot. Le repère de référence choisi admet A1 pour origine ; l'axe des abs-



II.1. SANS MESURE ADDITIONNELLE 21cisses est dé�ni par la droite (A1A2). Les coordonnées de A2 sont (a2; 0) etcelles de A3 sont (a3; b3). L'angle � est l'angle orienté fait entre l'axe (Ox)et le vecteur B1B2 du plateau. Le système d'équations correspondant au mo-dèle géométrique direct s'écrit alors comme les équations de longueur dessegments reliant le plateau à la base :�21 = x2 + y2 (II.1)�22 = (x+ l3 cos�� a2)2 + (y + l3 sin�)2 (II.2)�23 = (x+ l2 cos(� + �)� a3)2 + (y + l2 sin(� + �)� b3)2 (II.3)La forme polynomiale de ce problème consiste à ramener le système non-linéaire multi-variable initial à une équation mono-variable. Une fois obte-nues les racines de cette dernière équation, il su�t d'opérer par substitutionssuccessives dans les équations initiales pour obtenir les valeurs des autres in-connues. Gosselin, Sefrioui et Richard [GSR92] ont établi cette forme,montrant que l'on obtenait un polynôme de degré au plus six.Tout d'abord ils construisent un système équivalent composé de l'équation (II.1)elle même et des équations (II.2) et (II.3) diminuées de l'équation (II.1). Lesdeux dernières équations obtenues sont linéaires en x et y, ce qui permet derésoudre en ces variables et en reportant dans (II.1) d'obtenir un polynômemono-variable en � de degré six. Les conditions annulant le déterminant dusystème linéaire mentionné mènent à un polynôme mono-variable de degréquatre donnant ainsi au plus quatre solutions pour le mgd.Ils montrent aussi que dans le cas d'un robot plan dont les articulations duplateau sont alignées, ainsi que celles de la base (voir �gure II.2), un poly-nôme mono-variable de degré 3 en cos� est obtenu, amenant ainsi au plus 6solutions pour le modèle géométrique direct. Ensuite des raisonnements surl'appartenance de cos� à [�1;+1] montrent qu'il y a au plus 4 solutionse�ectives.
O � A1B1 � xy �B3 A3 B2A2�2�1 �l1l2y x�3Fig. II.2 � Robot plan dont les articulations du plateau sont alignées, ainsique celles de la base.



22 CHAPITRE II. PROBLÈME PLANNous allons étudier le nombre de solutions encore admissibles lorsque descapteurs additionnels sont utilisés. Le type de capteur additionnel utilisé per-met de mesurer un angle orienté entre deux droites. En pratique ce capteurne pourra être e�ectivement rajouté que sur l'un des trois segments existantsdu robot : sinon cela demanderait de rajouter un segment porteur passif uni-quement pour pouvoir e�ectuer cette mesure. En résumé le capteur équipantle segment i; (i 2 f1; 2; 3g) mesure l'angle orienté entre une demi-droite deréférence �i passant par Ai, l'articulation sur la base, et le vecteur AiBi.II.2 Une mesure d'angleNous considérons maintenant l'ajout d'un capteur additionnel pour simpli�eret résoudre le modèle géométrique direct du robot plan.II.2.1 Résolution géométriqueA une renumérotation près des segments, on choisira d'installer le capteur ad-ditionnel sur une articulation correspondant au premier segment. Le capteurmesure l'angle orienté � entre une demi-droite de référence �1 (qui passe parA1), et le vecteur A1B1. La �gure II.3 illustre la localisation de ce capteur.
�A1B1 B3 A3B2A2�2�3�1 (�1)Fig. II.3 � Localisation et mesure d'un capteur angulaire sur un robot plan.Dans le plan la mesure de l'angle � plus la longueur �1 de ce mêmesegment déterminent entièrement et uniquement la position de l'articulationB1. Dans la suite il est raisonnable de supposer que B1 n'est pas confonduavec A3 ni A2. Notons que seul B1 joue un rôle particulier et que les rôles deB2 et B3 sont symétriques.Dans un premier temps considérons les points B1 et A3 dont la positionest bien connue. Le segment [B1B3] est un des côtés du robot et dès laconstruction sa longueur est connue. De plus un capteur d'élongation mesurela longueur kA3B3k qui peut varier suivant la con�guration. Par conséquentl'articulation B3 est à l'intersection de deux cercles ; l'un est centré en A3



II.2. UNE MESURE D'ANGLE 23de rayon �3, l'autre est centré en B1 de rayon kB1B3k. Nous noterons alorsB13 et B23 les deux positions possibles pour B3 résultant de cette intersection,et simplement B3 s'il n'y a qu'un point double. Trois cas se présentent pourcette intersection :Deux points réels Ce cas correspond à deux cercles se coupant dans leplan réel. La condition suivante doit être véri�éejkB1A3k � �3 j < kB1B3k < kB1A3k+ �3Un point double Ce cas correspond à deux cercles tangents, donc au cas oùB1; B3 et A3 alignés (ce sera réalisé uniquement pour des con�gurationsparticulières ; ce n'est pas une condition sur l'architecture).j�3 � kB1A3k j = kB1B3kAucun point réel Ce cas correspond à un robot disloqué dont le segment3 n'est pas attaché au corps du robot.kB1A3k+ �3 < kB1B3k < jkB1A3k � �3 jNous ne traiterons pas le cas n'ayant aucune intersection réelle car il supposeun robot mal construit !Dans un deuxième temps, nous allons compter le nombre de positionspossibles pour la dernière articulation, B2, de la plate-forme du robot. Nousétudierons les deux cas présents, deux positions pour B3 ou une seule. Etnous donnerons les conditions géométriques de leur existence.II.2.1.1 Position de B2 quand B1 et B3 sont connusLa troisième articulationB2 est à l'intersection de trois cercles C(B1; kB1B2k),C(B3; kB3B2k) et C(A2; �2) (voir �gure II.4). Supposons que la position de B3soit déterminée. L'intersection des deux cercles C(B1; kB1B2k) et C(B3; kB3B2k)donne deux points possibles pour B2. Mais ces deux points sont symétriquespar rapport à la droite (B1B3). Si on suppose, ce qui est légitime, que l'orien-tation du triangle (B1B2B3) est connue, alors un seul de ces points donneune solution acceptable pour B2.II.2.1.2 Une position double pour B3Ce cas qui est peu courant n'intervient que lorsque les deux cercles déter-minant B3, C(B1; kB1B3k) et C(A3; �3), sont tangents : les trois articulationsB1; B3 et A3 sont alignées. En section II.2.1.1, on a vu que lorsque B1 et



24 CHAPITRE II. PROBLÈME PLANB3 sont connus de manière unique, il n'y a qu'une position possible pourB2. Par conséquent il n'y a qu'une seule posture pour le robot quand lespoints B1; B3 et A3 sont alignées. En pratique cet alignement se déterminepar l'égalité j�3�kB1A3k j = kB1B3k puisque ces trois valeurs sont des don-nées du problème. Cette unicité de la posture est obtenue sans faire intervenirle cercle C(A2; �2), d'où une plus grande simplicité des calculs.II.2.1.3 Deux positions pour B3Nommons B13 et B23 ces deux possibilités. Ceci est le cas général. D'aprèsl'argumentation de la section II.2.1.1, il y a une position pour B2 pour chaqueposition de B3, soient B12 et B22 ; on a donc deux postures pour le robot. Poursavoir s'il est possible que les deux soient admissibles, faisons intervenir lacontrainte d'appartenance au cercle C(A2; �2) qui n'était pas utilisée jusqu'ici.D'une manière générale, ce cercle ne passera que par l'une des possibilités deB2, et donc on n'aura qu'une seule posture pour le robot.Étudions le cas moins fréquent où ce cercle contient les deux positions B12et B22 , cas qui mène à deux postures di�érentes du robot (voir �gure II.4).Faisons quelques remarques sur la géométrie du problème. D'abord B13 et B23sont symétriques par rapport à la droite (A3B1). B12 et B22 sont symétriquespar rapport à la droite (A2B1). En outre la rotation d'angle \B2B1B3 permetd'obtenir B13 à partir de B12 , et B23 à partir de B22 . Il en découle que pour avoirdeux postures du robot, A2 doit être situé sur une demi-droite passant parB1 et faisant un angle �\B2B1B3 avec la demi-droite (B1A3). Cette conditiondépend totalement de la posture courante par l'intermédiaire de la position deB1. L'information apportée par le capteur permet déjà de décider de l'unicitéou non de la posture.Pour �nir totalement il faut discuter sur les conditions de réelle dé�nitionde l'angle \B2B1B3 et de l'angle \A2B1A3. L'angle \A2B1A3 n'est pas bien dé�niquand B1 � A2 ou B1 � A3 ; or, par convention, B1 ne peut être confondu niavec A2 ni avec A3. L'angle \B2B1B3 n'est pas bien dé�ni si B1 est confondueavec une autre des articulations du plateau, B3 par exemple, alors le capteursitué sur le segment 1 n'est pas exploité au mieux car cela mène constamment(sauf si B1; A2; B2 sont alignés qui est une con�guration dégénérée car toutesles droites des segments actifs se coupent en un point) à deux solutions : ene�et B2 est à l'intersection du cercle C(B1; l3) et du cercle C(A2; �2). Si parcontre on déplace le capteur sur le segment de l'articulation simple restante,disons le 2, alors il ne peut y avoir deux solutions que si A3 est situé sur ladroite (A1B2) (voir �gure II.5).
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kB1B2 k= CstekB2B3 k= CstekA2B2 k= Cste

�3A3 A2B12 B22B13 B23B1 kB1B3 k
Fig. II.4 �Mécanisme plan avec un capteur additionnel : condition pour deuxsolutionsII.2.1.4 SynthèseDes argumentations précédentes se déduit le théorème suivant donnant unecondition nécessaire et su�sante d'unicité (voir �gure II.4).Théorème II.1 (Robot plan, cas 11) Un robot plan équipé d'un capteursupplémentaire sur le premier segment dont l'articulation du plateau n'est pasdouble, admet une solution unique pour son modèle géométrique direct si etseulement sij�2 � kB1A2k j = kB1B2k i.e. B1A2B2 sont alignésouj�3 � kB1A3k j = kB1B3k i.e. B1A3B3 sont alignésou\B2B1B3 6= \A2B1A3Sinon, deux solutions sont admissibles.
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O � A1 B11 � B13A3 B2 A2�2y x��3�1B21 � B23

Fig. II.5 � Angle \B2B1B3 indé�ni (articulation double), mais capteur bienplacé : deux solutions possibles quand A1; B2 et A3 sont alignés.On notera la similitude de la condition d'angle avec celle du cas spatial dansle cadre du théorème V.1 en page 96.Puisque cela est possible lors de la conception, on devra éviter de placer lecapteur additionnel sur un segment correspondant à une articulation double(voir �gure II.5).Corollaire II.2 (Unicité pour robot à articulation double sur le plateau)Un robot plan possédant une articulation double B1 � B3 sur le plateau etéquipé d'un capteur additionnel situé sur le segment 2 d'articulation simple,admet une solution unique si et seulement si A3 =2 (A1B2). Sinon il y a deuxsolutions.II.2.1.5 ConclusionNous venons de voir les conditions sur l'architecture de la base et du plateauoù il pouvait y avoir ambiguïté sur la posture courante. Dans tous les autrescas, la connaissance de la position de A2 et de celle de B1 permettra dedéterminer la position de chacune des articulations B2 et B3.II.2.2 Résolution par éliminationNous voulons obtenir une solution polynomiale du modèle géométrique di-rect avec un capteur additionnel. Nous devons réduire le système à plusieurséquations et plusieurs variables en une équation mono-variable.Il est dorénavant clair que l'utilisation d'un capteur angulaire permet deconnaître la position de B1. Nous choisirons comme repère de référence, lerepère orthonormé dont l'origine est situé en B1 et l'axe (Ox) passe par A2



II.2. UNE MESURE D'ANGLE 27de coordonnées (x2; 0) avec x2 > 0. Les coordonnées de A3 sont (a3; b3). Leslongueurs des côtés du plateau triangulaire seront notées parli = kBjBkk fi; j; kg = f1; 2; 3g (II.4)y
xB1 A2 � a20 �

A3 � a3b3 �B3 B2�2�3 ��l2 l3l1Fig. II.6 � Paramètres du robot plan avec 1 capteurvoir �gure II.6. Le dernier degré de liberté encore indé�ni est l'orientation ;c'est ce que représente l'angle � entre la demi-droite [B1A2) et le vecteurB1B2. Les équations du modèle géométrique direct se réduisent à :kA2B2k2 = �22 (II.5)kA3B3k2 = �23 (II.6)On note � l'angle \B2B1B3 Étant données les notations (�gure II.6) les équa-tions deviennent : (l3 cos�� x2)2 + (l3 sin�)2 = �22 (II.7)(l2 cos(� + �)� x3)2 + (l2 sin(� + �)� y3)2 = �23 (II.8)Ce système n'est pas algébrique. On n'a qu'une seule posture dans le cas oùB1, B2 et A2 sont alignés. Si B1, B2 et A2 ne sont pas alignés alors � 6= ��,on peut alors opérer la substitution classique :X = tan��2� cos� = 1�X21 +X2 sin� = 2X1 +X2Après substitution, les équations (II.7) et (II.8) ont les mêmes solutions quele système suivant :( (a2 + l3)2 � �22)X2 + (a2 � l3)2 � �22 = 0 (II.9)



28 CHAPITRE II. PROBLÈME PLAN� (x3 + l2 cos �)2 + (y3 + l2 sin �)2 � �23� X2+4l2(�b3 cos � + a3 sin �)X+(a3 � l2 cos � )2 + (b3 � l2 sin �)2 � �23 = 0 (II.10)Dans ce système, on a simpli�é le dénominateur X2 + 1, ce qui est légitimecar X2 + 1 ne s'annule jamais. En soustrayant (II.9) à (II.10) de manière àéliminer le terme de degré deux en X nous obtenons une équation linéairedont le coe�cient en X est :� l2 (�2 + x2 + l3) (�2 � x2 � l3) (�y3 cos � + x3 sin �) (II.11)Si ce coe�cient n'est pas nul, alors la solution est unique. Si ce coe�cient estnul le système est dégénéré. Étudions un peu plus en détail ce qui se passedans ce cas là. Il y a deux solutions car la résolution vient d'une des deuxéquations quadratiques (II.9) ou (II.10) au choix. Voici les cas d'obtentionde ces deux solutions, i.e. quand le coe�cient II.11 s'annule :� l2 = 0 � Alors B1 et B3 sont confondus. La deuxième équation du systèmeest indépendante de � : mais elle est satisfaite par construction. Il resteà résoudre :X2 = �(�2 + x2 � l3) (�2 � x2 + l3)(�2 + l3 + x2) (�2 � l3 � x2) (II.12)Remarquons que le dénominateur ne peut pas s'annuler car �2 = l3 +a2 signi�e que � = ��, ce qui contredit l'hypothèse. Cette équationn'admet de solutions réelles que si le terme constant de droite est positif.Par construction, l3 6 a2 + �2 et �2 6 l3 + a2. Pour que le robot aitune existence, il faut donc que �2 + l3 > a2. Il y a alors deux solutionsdistinctes sauf quand �2 = ja2 � l3j donnant la valeur nulle pour � :c'est l'alignement entre B1; B2 et A2. Remarquons que pour � = 0 nousavons une con�guration dégénérée. En e�et, rappelons que si B1 � B3,alors toutes les droites support se coupent en un même point.� (�2 + a2 + l3)(�2 � a2 � l3) = 0 � Ceci contredit l'hypothèse sur l'angle �.� � y3 cos � + x3 sin � = 0 � Cette condition traduit l'égalité entre l'angle desvecteurs B1A2 et B1A3 et l'angle \B2B1B3.Le modèle géométrique direct d'un robot plan équipé d'un capteur ad-ditionnel a deux solutions dans les conditions détaillées ci-dessus, sinon unesolution. Les conditions retrouvées pour l'unicité sont bien celles du théo-rème II.1.



II.3. DEUX MESURES D'ANGLE 29II.3 Deux mesures d'angleSupposons que les segments 1 et 2 soient équipés de capteurs supplémen-taires (voir �gure II.7). Il reste à déterminer la position de B3. Or il se
�1A1B1 B3 A3B2A2�2�3�1 (�2)�2(�1)Fig. II.7 � Installation et mesure de deux capteurs angulaires sur un robotplantrouve à l'intersection des cercles C(A3; �3); C(B1; kB1B3k); C(B2; kB2B3k).Ces cercles ont bien au moins une intersection commune car le robot estmontable. On rappelle qu'un robot général n'a pas deux articulations de sonplateau confondues ni une articulation du plateau pouvant venir percuterune des articulations de la base. En considérant uniquement les distancesentre les articulations du plateau, il y a une unique con�guration à moinsque B1; B2 et A3 ne soient alignés ; alors il y a deux con�gurations possibles.Néanmoins, l'utilisation de la géométrie du plateau permet de trier parmi cesdeux con�gurations et de n'en obtenir plus qu'une.Il existe cependant un cas dégénéré. C'est celui d'un robot dont le plateauest réduit à un segment, dont deux des articulations du plateau sont confon-dues et correspondent aux segments 1 et 2 qui sont équipés de capteurssupplémentaires. Ce cas est dégénéré car l'un des capteurs devient inutile eton se ramène au cas où un seul capteur équipe le robot. Ce cas peut êtreévité dès la conception du robot.Théorème II.3 (Robot plan, cas 12) L'emploi de deux capteurs angulairesadditionnels pour équiper deux segments di�érents permet de n'avoir qu'unesolution au mgd de n'importe quel robot plan.II.4 Trois mesures d'angleD'une manière analogue aux sections précédentes, on peut dé�nir la positionde chacune des trois articulations du plateau et par conséquence le mgd est



30 CHAPITRE II. PROBLÈME PLANdirectement résolu (�gure II.8). Il n'existe pas d'architecture ni de con�gu-ration échappant à cette règle.
�1A1B1 B3 A3B2A2�2�3�1 (�1) �2

�3 (�3)
(�2)Fig. II.8 � Installation et mesure de trois capteurs angulaires sur un robotplanII.5 Conséquences pour la plate-forme de Ste-wartLa plate-forme de Stewart (voir �gure I.2 en page 9) est un manipulateurspatial à six degrés de liberté proposé en 1965 par Stewart pour une uti-lisation comme plate-forme de simulateur de vol. Le mécanisme équivalentde ce robot correspond au robot suivant de la �gure II.9. Les articulationsB1B2B3 A2A3 A1�3 �1 �2�3 �1 �2

Fig. II.9 � Mécanisme équivalent à la plate-forme de Stewartde la plate-forme sont confondues deux à deux et se déplacent donc sur des



II.5. CONSÉQUENCES POUR LA PLATE-FORME DE STEWART 31cercles. Les articulations de la base sont placées de telle sorte que les cerclesen question soient dans des plans parallèles.Lazard et Merlet [LM94] ont prouvé que la plate-forme de Stewartn'avait pas plus de douze solutions pour une con�guration donnée. Ils se sontramenés par projection à l'étude de deux robots parallèles plans à plateauxsymétriques l'un de l'autre. Nous avons déjà vu qu'un robot plan admettaitjusqu'à six solutions (voir II.1). Et comme l'étude du mécanisme de Stewartest équivalente à celle de deux robots plans, ils en ont déduit qu'il ne pouvaity avoir plus de douze solutions. B3
B2 B1�1h13h12 U3U2�2

�3l13l12l23 A1A3
A2 d12d13d23 �1 �1

Fig. II.10 � Mécanisme équivalent de la plate-forme de Stewart après pro-jection dans un plan ; placement d'un capteurL'étude de la plate-forme de Stewart est illustrée sur la �gure II.10.On considère la projection orthogonale du plateau triangulaire dans le plan�1. La construction et l'observation du triangle (B2B1U2) (respectivement(B3B1U3)) entraîne que la distance d12 (respectivement d13) est constante.De même avec la quadrilatère (U2B2B3U3) il résulte que la distance d23 estconstante. Ainsi dans le plan �1 nous obtenons un triangle (U2B1U3) dontles côtés sont de longueur constante. Or il existe deux triangles d'orientationinverse véri�ant cette propriété. C'est ainsi que deux robots parallèles planssont obtenus comme équivalence à la plate-forme de Stewart.Il est tout à fait possible d'équiper ce robot de capteurs angulaires demanière à ce qu'ils permettent de mesurer les angles décrits dans les sectionsII.2, II.3 et II.4 (voir �gure II.10). En e�et les mesures des angles �2 et �3dans les plans �2 et �3 seront conservées par projection orthogonale dans le



32 CHAPITRE II. PROBLÈME PLANplan �1 car ces trois plans sont parallèles. Il devient alors aisé d'énoncer lesrésultats suivants.Théorème II.4 (Plate-forme de Stewart : cas 11) Il y a au plus deux(2) solutions au mgd de la plate-forme de Stewart lorsqu'elle est équipéed'un (1) capteur angulaire additionnel.Dans le cas où 2 capteurs additionnels sont utilisés, la position des 2 pointsBi; (i = 1; 2) est connue. Deux triangles existent symétriques par rapport à(B1B2). Ils ne sont admissibles tous les deux que si A3 ne permet pas de fairela di�érence entre les deux positions possibles de B3, i.e. A3 appartient à ladroite de symétrie (B1B2).Théorème II.5 (Plate-forme de Stewart : cas 12) Il y a au plus deux(2) solutions au mgd de la plate-forme de Stewart lorsqu'elle est équipée dedeux (2) capteurs angulaires additionnels. Il y a deux solutions si et seulementsi A3 2 (B1B2).Dans le cas où 3 capteurs additionnels sont utilisés, la position des 3 pointsBi; (i = 1; 2; 3) est connue. Il n'y a que deux triangles qui pourront corres-pondre à ces trois points, le plateau lui-même et son symétrique. Mais lespoints ne peuvent appartenir en même temps aux deux.Théorème II.6 (Plate-forme de Stewart : cas 13) Il y a une solution uni-que au mgd de la plate-forme de Stewart lorsqu'elle est équipée de trois(3) capteurs angulaires additionnels.II.6 ConclusionDans ce chapitre nous avons abordé les principes de l'approche ajout de cap-teurs pour résoudre le modèle géométrique direct en l'appliquant au cas durobot en deux dimensions ; des bornes en ont été déduites pour la plate-formede Stewart. Nous avons pu voir que les conditions, entraînant un nombredonné de postures pour le robot plan, obtenues par la méthode algébrique etpar la méthode géométrique concordent totalement. Dans la suite de ce mé-moire, il ne sera pas toujours aussi facile de faire la correspondance entre lesconditions obtenues par les di�érentes méthodes. Cela est dû à la complexitédu problème spatial qui au niveau de la résolution algébrique donne souventdes expressions di�cilement interprétables.
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Chapitre IIIApproche capteurs additionnels



34 CHAPITRE III. APPROCHE CAPTEURS ADDITIONNELSPuisque dans l'ensemble des solutions du modèle géométrique direct lenombre des données dont nous disposons est insu�sant pour faire un choix(rapide ou non), il semble indispensable d'obtenir d'autres informations surla posture du robot pour lever l'indétermination, comme l'ont fait, en pré-curseurs semble-t-il, Inoue, Tsusaka et Fukuizumi en 1985 [ITF85]. Enutilisant des capteurs additionnels on produit des systèmes surcontraints quien tant que tels ne devraient avoir en général aucune solution. Mais ici, parconstruction nous sommes sûrs de l'existence d'au moins une solution. Mêmesi d'une manière générale ces problèmes n'auront qu'une solution, nous cher-cherons les conditions particulières pour lesquelles ce nombre peut dépasserun. La motivation de l'ajout de capteurs n'est pas seulement de trouver plusrapidement les solutions, mais aussi de trouver des systèmes plus simples etayant moins de solutions. L'étude que nous proposons sur la nature, la posi-tion et le nombre des capteurs a pour but d'apporter quelques éléments deréponse sur les choix à faire.III.1 Types de capteurs 3DAu premier abord on peut envisager l'utilisation des capteurs qui donnentdirectement une information 3d complète sur la posture de la plate-forme, etpar là même résoudrait immédiatement le modèle géométrique direct. Parmices types de capteurs, pourraient être proposés : les champs magnétiques, lesultrasons, les radars, etc. Seuls les capteurs à ultrasons et ceux à champsmagnétique seront abordés car ils sont les plus couramment utilisés (vision,robotique mobile, etc.), bien que peu recommandables pour les robots mani-pulateurs [BC93].� Capteurs magnétiquesLeur volume de travail est important puisqu'il est formé par une demi-sphère centrée sur l'émetteur. Pour des capteurs comme le Fastrack 1(respectivement Flock of Birds 2) le rayon d'action est de 75 cm (resp. 90cm) avec une précision optimale ; les mesures pouvant aller jusqu'à 3mdu capteur. Ils sont sensibles à la présence d'objets métalliques qui dé-forment localement le champ et y a�aiblissent la précision. Néanmoinsà l'aide de calibrages et de calculs il est possible d'en tenir compte. Ilspermettent de mesurer la position et l'orientation d'un repère lié à l'ob-jet mesuré. Le prix est très élevé. Mais surtout leur capacité d'échan-tillonage est trop faible : 120 mesures par seconde, soit près de 8ms par1: Polhemus Navigation Sciences Division - McDonnell Douglas Electronics Co. - Col-chester, VT, USA2: Ascension Technologies - Burlington, VT, USA



III.2. L'AJOUT DE CAPTEURS 35mesure. En outre la précision sur la posture est faible en comparaisondu temps nécessaire à la mesure.� Capteurs ultrasoniquesLes capteurs ultrasoniques comportent trois modules : émetteur, récep-teur et une unité électronique de contrôle. Bien sûr il y aurait moins deproblèmes d'emcombrement. Par contre ils présentent d'autres inconvé-nients pénalisants. Tout obstacle situé entre l'émetteur et le récepteurfait perdre le signal. Il est nécessaire de les garder toujours pointés versune cible dont justement, la position n'est pas connue. En�n, ils sontpeu précis. En comparaison des capteurs magnétiques ils représententune alternative moins onéreuse.Au vu de ces descriptions, nous constatons qu'il convient de se tourner versd'autres types de capteurs que sont les capteurs linéaires et les capteursangulaires.III.2 L'ajout de capteursIl est possible de rajouter des capteurs soit en instrumentant des articulationspassives existantes, soit en ajoutant des articulations passives instrumentées.Une première méthode pour résoudre le problème du modèle géométriquedirect est d'ajouter des segments passifs dont la longueur est mesurable[Nai92, Nai94]. Mais ces segments réduisent considérablement l'espace detravail du manipulateur en augmentant le risque de collisions entre segments.Une autre méthode est de rajouter des capteurs de rotation. Ceux-ci me-surent un angle qui sera décrit plus en détail en section III.2.3. Dans le mêmetemps, d'autres critères que la rapidité de calcul interviennent, tels que le coût�nancier ou l'encombrement. Énumérons les di�érents critères à prendre encompte pour savoir quels seront les capteurs à utiliser� Type : encombrement, précision� Localisation : encombrement, pertinence� Nombre : encombrement, coûtRemarquons que l'encombrement est une préoccupation importante. En ef-fet, il est regrettable de perdre une partie de l'espace de travail au pro�t dela connaissance de la position courante. De même, nous verrons par la suiteque certaines caractéristiques recherchées ne peuvent être obtenues simulta-nément. Au moment de la conception d'un robot parallèle il est indispensabled'avoir dé�ni clairement son cahier des charges. Celui-ci devra parfaitement



36 CHAPITRE III. APPROCHE CAPTEURS ADDITIONNELSétablir les objectifs, car un compromis est inévitable entre la complexité dumanipulateur, la vitesse de résolution du modèle géométrique direct et lataille de l'espace de travail. Nous avons ici a�aire à un problème délicat dechoix multi-critères.III.2.1 Capteurs linéairesPar défaut les segments actifs sont déjà équipés de capteurs de longueur. Unsegment actif relie Ai à Bi pour i de 1 à 6. Ainsi pour utiliser des capteurslinéaires additionnels, il convient de les placer sur des segments passifs qu'ilfaudra ajouter.III.2.1.1 CaractéristiquesMesure Longueur entre deux points de �xation, l'un sur la base et l'autresur la plate-forme.Encombrement important Ces capteurs doivent être placés sur des seg-ments passifs additionnels, puisque les segments actifs sont déjà équi-pés. Ceci a pour e�et de diminuer l'espace de travail à cause du risqueaccru d'intersection et des limitations supplémentaires qu'imposent leurélongation limitée.Précision constante sur la mesure des positions Bi;i>6 Quelle que soitla con�guration courante, la position des Bi sera calculée, à partir dela mesure, avec la même précision dépendant uniquement de la qualitédu capteur.III.2.1.2 Travaux antérieursNair [Nai92, Nai94] propose une méthode systématique pour résoudre lemodèle géométrique direct lorsqu'on ajoute des segments sur un robot pa-rallèle quelconque. Il arrive à un formalisme permettant de construire unsystème linéaire par changement de variable et d'obtenir dans certains casdes représentations polynomiales minimales. Compte tenu de la complexitédes entrées des matrices manipulées, il ne peut que donner des résultats surdes robots dont la plate-forme et la base sont planes. Sous réserve que lamatrice du système linéaire soit de rang maximal, trois capteurs permettentde n'obtenir que deux solutions, alors qu'avec deux capteurs il n'y en a quehuit.Cheok, Overholt et Beck [COB93] proposent deux façons de placerles capteurs sur un robot dont la base et la plate-forme sont planes. Dans lapremière ils ajoutent trois segments passifs ayant une articulation communesur la plate-forme. Dans la deuxième ils ajoutent 6 segments passifs, mais



III.2. L'AJOUT DE CAPTEURS 37n'équipent de capteurs que 3 des segments actifs : ce qui leur permet de direqu'ils n'utilisent que trois capteurs additionnels pour trouver une formulationexplicite. Néanmoins, les étapes de calcul font intervenir l'inversion d'une ma-trice dépendant des coordonnées des articulations. Le rang de cette matricepeut ne pas être maximum, en particulier dans le cas d'articulations confon-dues ou de certaines con�gurations. Dans ces conditions le calcul n'aboutitplus.III.2.2 Capteurs angulairesNous étudions ici l'ajout de capteurs angulaires sur les joints de Cardanattachés à la base. Ces capteurs permettent d'obtenir une information sur laposition des articulations Bi;i=1;:::6 de la plate-forme.III.2.2.1 CaractéristiquesMesure : angle de rotation sur les points d'articulation.Encombrement limité. Ces capteurs placés sur les joints de Cardan neréduisent éventuellement l'espace de travail qu'en limitant l'amplitudedes déplacements.Précision variable sur la mesure des positions Bi, puisque l'erreur surla position du point mesuré est l'erreur angulaire ampli�ée par la lon-gueur du segment porteur.Placement des capteurs Les segments seront toujours supposés équi-pés en standard d'un capteur mesurant la longueur de Ai à Bi. Pour préciserles cas dont nous serons amenés à parler, nous introduisons une notation surle placement des capteurs additionnels. Pour signaler que m segments sontéquipés de deux capteurs angulaires et que n autres segments sont équipésd'un seul capteur angulaire, nous écrirons :cas 2m � 1nQuand m = 0 nous noterons : cas 1n ; et quand n = 0 nous noterons : cas 2m.Dans les paragraphes suivants nous discuterons du nombre de capteurssupplémentaires utilisés et du nombre correspondant de solutions du modèlegéométrique direct.



38 CHAPITRE III. APPROCHE CAPTEURS ADDITIONNELSIII.2.2.2 Travaux antérieursInoue, Tsusaka et Fukuizumi en 1985 [ITF85] sont probablement lespremiers à avoir utilisé des capteurs en quantité excédentaire sur un robotparallèle. Les segments man÷uvrant la plate-forme sont dans ce cas précistrois pantographes (voir �gure III.1). Trois encodeurs par pantographe sontalors utilisés pour mesurer les angles �; � et 
 : les angles 
 pour chaquepantographe étant les mesures additionnelles. Pour une chaîne donnée, la
� �


B1 B2 B3
Fig. III.1 � Structure parallèle à pantographes et placement des capteurs[ITF85]connaissance de ces trois angles permet de déterminer de manière unique laposition de l'articulation correspondante de la plate-forme. Ainsi un ensemblede neuf capteurs (donc trois additionnels) détermine une solution unique. Parla suite, la solution obtenue à l'aide des informations des capteurs est utiliséecomme point de départ pour une méthode numérique itérative de résolution.En e�et la solution obtenue étant d'une précision plutôt faible, l'itérationpermet d'obtenir une meilleure solution.Arai et Stoughton [SA91], traitent du placement des capteurs et de lasensibilité de la solution par rapport à une erreur de mesure des capteurs oumême par rapport à une perte de capteurs. Bien que leur étude concerne uneclasse particulière de robots parallèles et soit ainsi trop restreinte pour notreétude, nous noterons que la localisation idéale est sur la base. En e�et, pla-cer les capteurs sur les articulations de la plate-forme demande des calculssupplémentaires. De plus il existe des problèmes de cablage qu'il convientd'éliminer en plaçant les capteurs au plus près du socle. C'est dans [SA91]qu'apparaît pour la première fois l'idée de traiter plusieurs cas d'ajout de cap-teurs pour résoudre le mgd, et donc d'envisager et d'étudier lorsque diverses



III.2. L'AJOUT DE CAPTEURS 39quantités de capteurs sont utilisées. Cette idée a un intérêt direct lorsque lescapteurs sont susceptibles d'être détruits : il faut savoir traiter le cas où il ya moins de capteurs que prévus.Merlet [Mer93] utilise 3 ou 4 capteurs pour obtenir des formulationsexplicites des solutions admissibles. Il introduit la notion de conditions surl'architecture ou la con�guration suivant lesquelles le nombre de solutionsvarie. On y reviendra en III.4.Baron et Angeles [BA94a, BA94b, BA95] s'intéressent aux cas où l'uti-lisation de capteurs additionnels permet d'obtenir un découplage entre laposition et l'orientation ; ce découplage est par exemple obtenu pour les ar-chitectures étudiées dans [IP91] et [ZS91]. Ils remarquent qu'à l'instar dumgi des robots séries, le découplage simpli�e grandement le mgd des robotsparallèles. Ils exhibent trois conditions géométriques sous lesquelles le décou-plage est possible pour tout type de chaîne élémentaire composée en séried'articulations rotoïdes et prismatiques. Soit K la sous-chaîne maximale dela chaîne élémentaire qui ne contient pas d'articulations rotoïdes ayant leursaxes se coupant. Les équations du modèle géométrique deviennent linéaireset permettent un découplage position/orientation lorsqueMesure 3D toutes les articulations deK sont mesurées : la position du pointBi à l'extrémité de la chaîne élémentaire est totalement connue.Mesure 2D toutes les articulations de K sont mesurées sauf un mouvementselon une droite : on connaît la projection du point Bi sur un planperpendiculaire à la droite du mouvement.Mesure 1D toutes les articulations de K sont mesurées sauf un mouvementselon un plan : on connaît la projection du point Bi sur une droiteperpendiculaire au plan du mouvement.Dans la deuxième référence ([BA94b]), ces conditions sont mises en ÷uvrepour étudier, relativement au placement des capteurs et au type des arti-culations équipées, l'obtention ou non d'équations linéaires pour le mgd.En�n dans la dernière référence ([BA95]), le problème n'est plus que d'esti-mer l'orientation via une méthode de moindres carrés qui tient compte deslongueurs de tous les segments pour contrebalancer l'erreur provenant desmesures des capteurs ayant servi à connaître la position.Han, Chung et Youm [HCY95] proposent d'ajouter les capteurs de ma-nière à partitionner le manipulateur en plusieurs solides, dont la position decertains peut être connue à l'aide des capteurs supplémentaires. Ils montrentque deux capteurs additionnels placés sur un même segment pour un robot6-6 à plate-forme et base planes, de même qu'un capteur pour un robot 3-3



40 CHAPITRE III. APPROCHE CAPTEURS ADDITIONNELSou un robot 6-3 à base plane, su�sent pour obtenir une formulation explicitedes solutions. Le nombre de solutions admissibles est alors de deux. Le choixentre elles se fera de manière numérique. Dans la résolution du 6-6, il fontintervenir une élimination de Gauss sur une matrice. Or, a priori, le rang decette matrice n'est pas forcément maximum, et il peut y avoir alors plus queles deux solutions annoncées. Nous verrons en V.4 que ce nombre peut êtrede huit.Notash et Podhorodeski [NP95] travaillent sur un manipulateur àtrois segments à trois articulations r. Ce manipulateur, dit 3-branch, n'estpas pleinement parallèle car il dispose de plus d'un actionneur par chaîne ci-nématique. Ils étudient de manière systématique le nombre de solutions pourchacune des combinaisons d'articulations équipées d'un capteur angulaire ounon.III.2.3 Mesure des capteurs additionnelsDé�nissons un repère local à l'articulation (Ai; u; v; w) pour chacune desarticulations i, pour i appartenant à f1; : : : ; 6g, tel que (Aiu) soit confonduavec le premier axe de rotation de l'articulation. Soit (Aiw00) l'axe supportantle segment [AiBi]. Cet axe est obtenu à partir de (Aiw) en appliquant unerotation d'angle � autour de (Aiu) (matrice de rotation R�) suivi d'unerotation autour de (Aiv0) = R�(Aiv) d'angle � (matrice de rotation R�)(voir �gure III.2). Les coordonnées dans le repère de l'articulation de AiBisont : AiBi = kAiBikR�R� 24 001 35 (III.1)Puisque kAiBik = �i est donnée par le capteur prismatique, la mesure de� et � permet de calculer les coordonnées de Bi dans le repère de l'articu-lation. Par conséquent, deux capteurs angulaires supplémentaires su�sentpour déterminer la position de Bi.La mesure d'un angle seulement, �, permet de déterminer un plan conte-nant Bi et Ai.Dans la suite nous travaillons avec un robot parallèle général en plaçantles capteurs par paires sur les segments. Les résultats qui suivent ont faitl'objet d'une publication [TM94].III.3 Résolution avec 6 capteurs : cas 23Dans ces conditions nous disposons des six longueurs des segments actifs ainsique de six mesures d'angles e�ectuées par ces capteurs supplémentaires. Les



III.3. RÉSOLUTION AVEC 6 CAPTEURS : CAS 23 41
�

z00
x � x0 y

z
y0 � y00

z0
x00 A B �Fig. III.2 � Mesures des capteurs angulaires situés sur le joint de Cardan.six mesures d'angles sont donc faites sur des articulations passives.Trois segments étant instrumentés d'un couple de capteurs nous pou-vons connaître la position de trois points de la plate-forme. Or il est clairque connaître la position de 3 points d'un corps solide et rigide su�t pourconnaître entièrement sa posture. Néanmoins il est indispensable de faireattention à choisir les trois segments à instrumenter de telle sorte que lesarticulations correspondantes sur la plate-forme ne soient pas alignées. Dansce dernier cas, la plate-forme serait libre de se déplacer suivant une rotationautour de l'axe formé par ces trois points alignés. Cette contrainte n'est pastrès di�cile à satisfaire puisque ceci peut se décider une fois pour touteslors de la conception. Le placement de six capteurs en trois couples à étéutilisé par Shi et Fenton [SF92] pour calculer la vitesse instantanée de laplate-forme.III.3.1 Retrouver un point de la plate-formeComme nous venons de l'expliquer, connaître trois points de la plate-formenous su�ra à calculer sa position. Maintenant nous allons établir les formulesanalytiques pour la position de ces points. L'information kABk = � étantfournie par le capteur prismatique, la mesure de �; � permet de calculer lescoordonnées de B dans le repère de l'articulation grâce à l'équation (III.1),



42 CHAPITRE III. APPROCHE CAPTEURS ADDITIONNELSpar : B = � 24 � sin�� sin� cos�cos� cos� 35 (III.2)Soit R la matrice de rotation entre le repère de l'articulation (i.e. du cardan)considérée et le repère de référence R, et ABC le vecteur du segment exprimédans le repère C du cardan. Ainsi nous obtenonsOB = R � ABC + OA (III.3)Ce qui mène aux coordonnées de l'articulation B dans le repère de la base :BxR = Ax � � (sin�(cos cos�+ sin cos � sin�)+sin�(cos� cos sin�+cos� sin cos � cos�)+sin  sin � cos� cos�)ByR = Ay � � (sin�(sin cos� � cos cos � sin�)+sin�(cos� sin sin��cos� cos cos � cos�)�cos sin � cos� cos�)BzR = Az � � (sin � sin� sin� � sin � cos� sin� cos� + cos � cos� cos�)Où (Ax; Ay; Az) sont les coordonnées de A dans le repère de référence, et( ; �; �) est le triplet des angles d'Euler du repère du cardan par rapport aurepère de base. En calculant pour trois articulations non alignées de la plate-forme leur position comme ci-dessus, la posture du robot est connue. Il estplus commode d'exprimer celle-ci sous la forme d'un sextuplet comprenantles coordonnées du centre et un triplet d'angles d'Euler reliant le repère dela plate-forme à celui de référence.III.3.2 Retrouver la position de la plate-formeDans un premier temps nous allons retrouver le centre C de la plate-forme àpartir des trois points B1; B2; B3 déjà déterminés. On veillera à ne pas choisirtrois points colinéaires, ce qui ne devrait pas poser de di�cultés. Il est possiblede trouver un triplet de valeurs �1; �2; �3 tel que l'égalité vectorielle III.4 soitvéri�ée.B1C = �1 � B1B2kB1B2k + �2 � B1B3kB1B3k + �3 � B1B2 ^ B1B3k B1B2 ^ B1B3 k (III.4)Les valeurs �i; (i = 1; 2; 3) sont les coordonnées de C dans le repère(B1; (B1B2; B1B3; B1B2 ^ B1B3))



III.3. RÉSOLUTION AVEC 6 CAPTEURS : CAS 23 43Maintenant, considérons cette égalité du point de vue des coordonnées dansle repère mobile P. Cela n'est rien d'autre qu'un système linéaire en �i; (i =1; 2; 3). Puisque la géométrie de la plate-forme est �xée, l'équation (III.4)donne les valeurs des �i qui sont indépendantes de la posture actuelle.Après calcul des coordonnées de B1; B2; B3 dans le repère de référence àpartir des mesures des capteurs, les coordonnées absolues du vecteur B1Cpeuvent être obtenues en résolvant le système linéaire découlant de l'éga-lité III.4 quand on considère les coordonnées prises dans le repère R. Fina-lement nous en déduisons la position de C dans le repère de base par :OC = OB1 +B1CCette dernière équation peut aussi s'écrireOC = �1 �OB1 + �2 �OB2 + �3 �OB3 (III.5)qui est l'expression du point C dans le repère (O; (OB1; OB2; OB3)), formu-lation dont on verra l'intérêt pour étudier l'in�uence des erreurs de mesuresdans la section III.5.1. Ici encore cette équation, considérée dans le repèrede référence donne un système linéaire dans les �i; (i = 1; 2; 3), qui sont lesseules inconnues puisque désormais la position de C est parfaitement connue.III.3.3 Retrouver l'orientation de la plate-formeLa position du centre de la plate-forme est dorénavant connue. Il nous manqueencore son orientation pour obtenir la posture sous la forme du sextuplet re-cherché. Nous devons alors évaluer la matrice de rotation R( ;�;�) e�ectuantle passage du repère de base R au repère mobile P. En utilisant une méthodeanalogue à celle vue précédemment au paragraphe III.3.2, il est possible detrouver un triplet de coe�cients tels que pour chaque vecteur de la base(ux; uy; uz) du repère mobile, on peut poser l'égalité vectorielle :ux = �1 B1B2kB1B2k + �2 B1B3kB1B2k + �3 B1B2 ^ B1B3k B1B2 ^ B1B3 k (III.6)uy = �1 B1B2kB1B2k + �2 B1B3kB1B2k + �3 B1B2 ^ B1B3k B1B2 ^ B1B3 k (III.7)uz = �1 B1B2kB1B2k + �2 B1B3kB1B2k + �3 B1B2 ^ B1B3k B1B2 ^ B1B3 k (III.8)Ces relations sont les caractéristiques résultant des propriétés de la plate-forme qui est un solide indéformable. Les triplets �i; �i; et �i sont extraitsdes équations précédentes qui sont des systèmes linéaires lorsqu'on considèreles coordonnées dans le repère P. Dans le repère de référence les relationsdonnent directement les composantes des vecteurs de base de la plate-forme



44 CHAPITRE III. APPROCHE CAPTEURS ADDITIONNELSdans le repère de référence. Or, par dé�nition, la matrice de rotation quipermet de passer du repère mobile au repère de référence s'écrit :R = � [ux] [uy] [uz] � (III.9)Ceci est bien la matrice caractérisant la rotation du robot autour de soncentre par rapport au repère de base.III.3.4 Temps de calculLe nombre d'opérations va être évalué pour donner une idée du coût d'unetelle méthode. Le temps de calcul des triplets de coe�cients �i; �i; �i; �i (i =1 : : : 3) est considéré comme négligeable en regard de celui de la posture.En e�et ces coe�cients ne dépendent que de l'architecture du robot et à cetitre sont invariables au cours d'un déplacement : ils ne doivent être calculésqu'une seule fois pour un robot donné et peuvent donc être précalculés. Dela même façon, la norme des vecteurs B1B2; B1B3 et B1B2 ^B1B3 se calculeune fois pour toutes. A chaque nouvelle posture, en partant de trois pointsconnus de la plate-forme, les équations III:4; III:6� III:8 demandent cha-cune 21 additions, 24 multiplications, 9 divisions et 3 racines carrées, soit untotal de : Opération + * � pNombre 84 96 36 12Tab. III.1 � Nombre d'opérations pour retrouver la posture à partir de 3pointsLa table suivante présente les temps mesurés sur des stations sun 4 ipx etsun sparc 10, pour calculer 3 points de la plate-forme à partir des infor-mations des capteurs, pour calculer uniquement la posture à partir des 3points, et en�n, le total, pour calculer la posture à partir des informationsdes capteurs seulement. Les temps sont donnés en millisecondes (ms) et re-présentent une moyenne sur 100 000 itérations. A titre de comparaison, nousrappelons les temps obtenus pour le calcul du modèle géométrique direct: lesméthodes numériques rapides calculent une posture en environ une à deuxmillisecondes sur un sun 4 ipx.III.3.5 ConclusionLe paragraphe III.3 est de grande importance. Il détaille toutes les étapesqui se retrouveront dans les autres paragraphes. Nous ferons régulièrementréférence aux notions qui y sont établies.



III.4. RÉSOLUTION AVEC 4 CAPTEURS : CAS 22 45Sun 4 ipx Sun sparc 10position de 3 points 0.256 0.069posture à partir de 3 points 0.097 0.027Ensemble 0.341 0.102Tab. III.2 � Cas 23 : temps de calcul pour retrouver position et orientation(en ms).III.4 Résolution avec 4 capteurs : cas 22Nous supposons que quatre capteurs additionnels équipent deux segments àraison de deux capteurs par segment, ce qui permet de calculer la position dedeux articulations de la plate-forme, disons B1 et B2. Avec cette architectureMerlet [Mer93] montre qu'il y a deux solutions au plus, et seulement uneen général.III.4.1 Projection sur un planAinsi, la seule indéterminée restant pour la posture de la plate-forme estl'angle de sa rotation autour de l'axe (B1B2). Par conséquent toute articula-tion, disons B3, se déplace sur un cercle C3 situé dans un plan P perpendi-culaire à (B1B2). Mais B3 appartient aussi à la sphère S3 = S(A3; �3). Il en
A3A4B1 B2B31 B32B41B42

C3C4 �4 �3S4 S3Fig. III.3 � Positions de B3 et B4 quand deux points de la plate-forme sontconnusdécoule que B3 est à l'intersection de la sphère et du plan P : i.e. un cercleCS33 . En dé�nitive, les positions admissibles pour B3 sont les intersections des



46 CHAPITRE III. APPROCHE CAPTEURS ADDITIONNELScercles C3 et CS33 , i.e. il y a deux positions pour B3 (voir �gure III.3). Unraisonnement analogue peut être fait pour B4 et nous projetons les cercles C4et CS44 sur le plan P . Nous notons Mp la projection sur le plan P d'un pointM de l'espace. Soient B41p et B42p les deux positions possibles pour B4, et �1
A3pB1p

d4
B32p B42pA4p��2� �1�2d3C3

C4
CS33 CS44B31pB41p

�1Fig. III.4 � Quatre capteurs additionnels su�sent pour déterminer la pos-ture. Projection dans un plan perpendiculaire à (B1B2).(respectivement �2) l'angle entre B1pA4p et B1pB41p (respectivement B1pB42pet B1pA4p).Soit � l'angle entre B1pB3p et B1pB4p. D'après la �gure III.4 nous avons :�1 = �1 + �� � (III.10)Des considérations purement géométriques montrent que �1 = ��2. Ainsi�2 = ��1 = ��1 � �+ � (III.11)Des équations (III.10) et (III.11) nous déduisons�2 = �2 + �� � = ��1 + �� � (III.12)et �2 = ��1.III.4.2 Nombre de solutionsD'après l'équation III.12, les deux positions de B3 seront valides si et seule-ment si � = � (cela doit être véri�é pour chaque articulation B3; B4; B5; B6).



III.4. RÉSOLUTION AVEC 4 CAPTEURS : CAS 22 47Hormis ce cas particulier, une solution unique peut toujours être trouvée àl'aide de quatre capteurs supplémentaires. En pratique, une position parmiles deux pour B4 est choisie au hasard, de telle sorte que �, l'angle entreB1pA4p et B1pB4p est connu (voir équations III.13 et III.14). Cela donnequatre critères pour choisir laquelle parmi B31 et B32 est la position courantede B3.B3 = B31 si � = �1 + �� � ou �� = �1 + �� � (III.13)B3 = B32 si � = �2 + �� � ou �� = �2 + �� � (III.14)III.4.3 Temps de calculLa posture courante du manipulateur est calculée en deux étapes. Les tempsde calcul, pour chaque étape puis au total, sont donnés dans la table (III.3).D'abord on détermine la position de trois points sur la plate-forme B1; B2; B3,ensuite à partir de ces trois points on sait retrouver la posture complète dumanipulateur. Le point B1 (respectivement B2) est calculé directement àpartir des mesures des angles �1; �1 (respectivement �2; �2) et de la longueur�1 (respectivement �2). Quant au troisième point, B3, il est calculé commel'intersection de trois sphères. Le choix entre les deux positions possibles estfait à partir des équations III.13 et III.14.Sun 4 ipx Sun sparc 10position de 3 points 1.621 0.616posture à partir de 3 points 0.098 0.027Ensemble 1.719 0.652Tab. III.3 � Cas 22 : temps de calcul pour retrouver position et orientation(en ms).III.4.4 ConclusionNous venons de voir que le problème du modèle géométrique direct auquel onajoute quatre capteurs supplémentaires n'admet qu'une solution unique, saufdans quelques cas particuliers où il y en a deux. Dans cette démonstration,seuls quatre segments interviennent. L'exploitation des cinquième et sixièmesegments permettront de réduire le nombre de cas où il peut y avoir deuxsolutions.



48 CHAPITRE III. APPROCHE CAPTEURS ADDITIONNELSIII.5 In�uence des erreurs de mesure pourune solution expliciteDans les sections III.3 et III.4 le fait de ne travailler qu'avec les informationsde longueur des segments équipés de capteurs additionnels doit faire prendreconscience d'un problème. En e�et, les capteurs additionnels étant imparfaitsa priori, la posture que l'on calcule est entachée d'erreurs ; et elle ne véri�eplus forcément les équations de longueur pour les trois segments non équipés.Une première méthode pour pallier cet inconvénient serait d'utiliser lerésultat de la position comme estimée initiale pour un algorithme itératif, cequi assurerait une convergence sûre et rapide de celui-ci. Une autre méthodeappliquée est celle qui consiste à faire une moyenne sur les trois orienta-tions obtenues lorsqu'on permute les points Bi dans les équations III.6-III.8(voir [SA91]).Quoiqu'il en soit, nous recommandons de choisir avec soin, les deux outrois (suivant le cas) segments qui seront équipés de capteurs additionnels.Il faudra choisir les segments dont les articulations sur la plate-forme sont leplus éloignées les unes des autres (cas 22 et 23) et le moins alignées possible(cas 23). Dans le cas contraire, les erreurs de mesure des capteurs auront unimpact ampli�é.Ces observations indiquent qu'une étude de l'in�uence des erreurs de me-sures sur la posture calculée est nécessaire. Nous venons de voir deux cas oùles solutions sont explicites : le cas 23 et le cas 22. Nous allons e�ectuer cetteétude de sensibilité aux erreurs de mesures dans ces deux cas [TM94].Nous décrivons maintenant les grandes étapes des calculs qui seront dé-taillées dans les sections suivantes. Dans la section III.3 (respectivement III.4)nous avons vu comment obtenir la position de trois points B1; B2; B3 de laplate-forme à l'aide de six (respectivement quatre) capteurs. Il est possibled'exprimer dans le repère de base, les coordonnées du centre de la plate-forme comme combinaison linéaire (équation (III.5)) de ces trois points etd'en extraire une di�érentiation :dOC = �1 � dOB1 + �2 � dOB2 + �3 � dOB3Soient �i; �i; i = 1; : : : ; Ne les angles mesurés par les capteurs supplémen-taires sur le segment i, où Ne est le nombre de segments équipés de deuxcapteurs, 2 ou 3 dans notre étude. En faisant intervenir la matrice jaco-bienne de la position des points B1; B2; B3 par rapport aux mesures d'angles



III.5. INFLUENCE DES ERREURS DE MESURE 49venant des capteurs supplémentaires, cette équation peut s'écrire :dOC = J 2666664 d�1d�1...d�Ned�Ne 3777775 (III.15)où J est une matrice par blocs :J = � J�1 J�1 � � � J�Ne J�Ne �Chacun de ses blocs (3x1) exprime l'in�uence de la mesure d'un seul angle,celui indiqué en exposant, sur le centre de la plate-forme par l'intermédiairela combinaison linéaire (III.5) des trois points calculés. En particulier cesblocs sont totalement indépendants de la précision des capteurs. En�n il estalors facile de calculer l'erreur sur la position pour une orientation �xée�OC = NeXi=1 J�i��i + J�i��iCette indépendance permet, pour un manipulateur donné, de calculer uneseule fois ces blocs de matrice et de choisir la précision nécessaire sur les cap-teurs pour garantir une précision voulue sur la position pour une orientationet une altitude données.Pour illustrer cette approche, nous allons étudier la sensibilité d'un roboten particulier. Ce robot, appelé main gauche, est un prototype inria dontl'architecture est dé�nie par la table (III.4).Base Plate-formePoints xB yB zB xP yP zP1 -9.7 9.1 0 -3 7.3 02 9.7 9.1 0 3 7.3 03 12.76 3.9 0 7.822 -1.052 04 3 -13 0 4.822 -6.248 05 -3 -13 0 -4.822 -6.248 06 -12.76 3.9 0 -7.822 -1.052 0Tab. III.4 � Main gauche : coordonnées des centres des articulations dans lerepère de base et dans le repère mobile.



50 CHAPITRE III. APPROCHE CAPTEURS ADDITIONNELSIII.5.1 Sensibilité : Cas 22Dans ce cas Ne = 2. Nous utilisons une matrice jacobienne des données descapteurs supplémentaires.dOC = �1J1d� + �2J2d� + �3J3d� (III.16)où Ji = @OBi@� ; i = 1 : : : 3; � = (�1; �1; �2; �2).Les matrices J1; J2 représentent les matrices jacobiennes de l'erreur sur laposition des articulationsB1 et B2 et peuvent s'écrire en fonction des matricesd'in�uence pure de chacun des capteurs :J1 = � J�11 J�11 0 0 � J2 = � 0 0 J�22 J�22 �où J�11 ; J�11 ; J�22 et J�22 sont les matrices (3� 1) :J�11 = �@OB1@�1 � J�11 = �@OB1@�1 � J�22 = �@OB2@�2 � J�22 = �@OB2@�2 �Chacune de ces matrices est en fait le vecteur dérivé du point Bi par rapportà l'angle �i ou �i :J�ii = 264 @xBi@�i@yBi@�i@zBi@�i 375 J�ii = 264 @xBi@�i@yBi@�i@zBi@�i 375pour i valant 1 ou 2. Le point B3 étant obtenu comme l'intersection de troissphères dont deux sont centrées en B1 et B2, l'expression de la jacobiennequi lui est associée est plus complexe. B3 étant une fonction de B1 et B2, onpeut écrire :J3 = @OB3@�= @OB3@OB1 @OB1@� + @OB3@OB2 @OB2@�= J31 @OB1@� + J32 @OB2@�Par conséquent nous obtenons une expression de la di�érentiation sur OCqui sépare l'in�uence de chacun des angles sur le résultat �nal : dOC = J �d�avec J = 2664 �1J�11 + �3J31J�11�1J�11 + �3J31J�11�2J�22 + �3J32J�21�2J�22 + �3J32J�22 3775T= � J�1 J�1 J�2 J�2 � (III.17)



III.5. INFLUENCE DES ERREURS DE MESURE 51J est une matrice par blocs, dont chaque bloc ne dépend que d'un seul desangles.Chaque carte des �gures III.5�III.8 a les mêmes caractéristiques décritesdans ce paragraphe. Les coordonnées sur les axes x et y représentent lescoordonnées du centre de la plate-forme pour une altitude et une orienta-tion �xées. Les valeurs portées sur l'axe z sont la norme du vecteur d'erreursur la position du centre de la plate-forme pour une unité de l'erreur sur lecapteur correspondant. Ces cartes interprètent graphiquement des résultatsque nous pouvons utiliser comme une table de référence. Puisque nous avonsfait une approximation au premier ordre de l'erreur, il est possible d'inter-poler linéairement une valeur pour un point qui ne se trouverait pas dans latable. En supposant que l'on dispose d'un maillage assez �n, cette approchene demande qu'un seul calcul sur tout l'espace de travail du robot, indé-pendamment de la qualité des capteurs que l'on utilisera. Ainsi, pour uneprécision donnée l'erreur globale sur la position du centre est�OC = J�1��1 + J�1��1 + J�2��2 + J�2��2 (III.18)Avec les cartes présentées, nous illustrons comment chaque angle in�uence laposition du centre. Pour chaque �gure III.11�III.13, le minimum de l'erreurse situe lorsque x vaut environ �8:00 cm. La �gure III.9 indique pour uneorientation et une altitude de la plate-forme �xées, pour chaque position enx; y du centre, la norme de l'erreur sur la position du centre de la plate-formepour des capteurs ayant une erreur de mesure :��1 = ��1 = ��2 = ��2 = 0:0062 rdLa norme de l'erreur est de l'ordre de 0:5 cm. Cette valeur est celle quel'on peut calculer à partir des in�uences des mesures d'angles illustrées parles �gures III.5�III.8 et de l'équation (III.18). On pourra remarquer que les0:53 cm de la norme de l'erreur en C (voir �gure III.9) sont du même ordrede grandeur que l'erreur approximative calculée sur la position de B1 ou deB2, soit environ 0:34 cm.III.5.2 Sensibilité : Cas 23Dans ce cas Ne = 3. Nous utilisons une matrice jacobienne des données descapteurs supplémentaires.dOC = �1J1d� + �2J2d� + �3J3d� (III.19)où Ji = @OBi@� ; i = 1 : : : 3; � = (�1; �1; �2; �2; �3; �3).Les matrices J1; J2; J3 représentent les matrices jacobiennes de l'erreur sur



52 CHAPITRE III. APPROCHE CAPTEURS ADDITIONNELS
A hauteur constante: z = 55.0 et orientation constante = (0,0,0)
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Fig. III.5 � Carte pour J�1 . Main gauche : in�uence de la mesure d'angle,cas 22 : in�uence de �1
A hauteur constante: z = 55.0 et orientation constante = (0,0,0)
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Fig. III.6 � Carte pour J�2 . Main gauche : in�uence de la mesure d'angle,cas 22 : in�uence de �2
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A hauteur constante: z = 55.0 et orientation constante = (0,0,0)
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Fig. III.7 � Carte pour J�1 . Main gauche : in�uence de la mesure d'angle,cas 22 : in�uence de �1
A hauteur constante: z = 55.0 et orientation constante = (0,0,0)
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Fig. III.8 � Carte pour J�2 . Main gauche : in�uence de la mesure d'angle,cas 22 : in�uence de �2
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A hauteur constante: z = 55.0 et orientation constante = (0,0,0)
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Fig. III.9 � Carte pour k�OCk. Main gauche : norme du vecteur d'in�uenced'erreur de position, cas 22
A hauteur constante: z = 55.0 et orientation constante = (0,0,0)
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Fig. III.10 � Carte pour k�OCk. Main gauche : norme du vecteur d'erreurde position, cas 23
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(-8.00,0.481)-16.00 -9.60 -3.21 3.19 9.59 16.000.48100.48750.49410.50060.5039

Fig. III.11 � Norme de l'erreur le long de l'axe x pour y = �1; z = 55:0; = 0, � = 0, � = 0.

(-8.00,0.481)-16.00 -9.60 -3.21 3.19 9.59 16.000.48070.48730.49380.50040.5037

Fig. III.12 � Norme de l'erreur le long de l'axe x pour y = 0; z = 55:0;  = 0,� = 0, � = 0.
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(-8.00,0.481)-16.00 -9.60 -3.21 3.19 9.59 16.000.48060.48720.49370.50030.5036

Fig. III.13 � Norme de l'erreur le long de l'axe x pour y = 1; z = 55:0;  = 0,� = 0, � = 0.la position des articulations B1, B2 et B3 et peuvent s'écrire en fonction desmatrices d'in�uence pure de chacun des capteurs :J1 = � J�11 J�11 0 0 0 0 � J2 = � 0 0 J�22 J�22 0 0 �J3 = � 0 0 0 0 J�33 J�33 �où J�11 ; J�11 ; J�22 ; J�22 ; J�33 et J�33 sont les matrices (3� 1) :J�11 = �@OB1@�1 � J�11 = �@OB1@�1 � J�22 = �@OB2@�2 � J�22 = �@OB2@�2 �J�33 = �@OB3@�3 � J�33 = �@OB3@�3 �Par conséquent nous obtenons dOC = J � d� avecJ = � �1J�11 �1J�11 �2J�22 �2J�22 �3J�33 �3J�33 �= � J�1 J�1 J�2 J�2 J�33 J�33 �Ainsi, pour une précision donnée l'erreur globale sur la position du centreest �OC = J�1��1 + J�1��1 + : : :+ J�3��3 + J�3��3 (III.20)
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A hauteur constante: z = 55.0 et orientation constante = (0,0,0)
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Fig. III.14 � Carte pour J�1 . Main gauche : in�uence de la mesure d'angle,cas 23 : in�uence de �1
A hauteur constante: z = 55.0 et orientation constante = (0,0,0)
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Fig. III.15 � Carte pour J�2 . Main gauche : in�uence de la mesure d'angle,cas 23 : in�uence de �2
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A hauteur constante: z = 55.0 et orientation constante = (0,0,0)
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Fig. III.16 � Carte pour J�3 . Main gauche : in�uence de la mesure d'angle,cas 23 : in�uence de �3
A hauteur constante: z = 55.0 et orientation constante = (0,0,0)
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Fig. III.17 � Carte pour J�1 . Main gauche : in�uence de la mesure d'angle,cas 23 : in�uence de �1
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A hauteur constante: z = 55.0 et orientation constante = (0,0,0)
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Fig. III.18 � Carte pour J�2 . Main gauche : in�uence de la mesure d'angle,cas 23 : in�uence de �2
A hauteur constante: z = 55.0 et orientation constante = (0,0,0)
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Fig. III.19 � Carte pour J�3 . Main gauche : in�uence de la mesure d'angle,cas 23 : in�uence de �3



60 CHAPITRE III. APPROCHE CAPTEURS ADDITIONNELSLa �gure III.10 indique pour une orientation et une altitude �xées du centrede la plate-forme et pour chaque position en x; y du centre, la norme del'erreur sur la position du centre de la plate-forme pour des capteurs ayantune erreur de mesure : ��1 = ��1 = : : : = ��3 = 0:0062 rd. La norme del'erreur est de l'ordre de 0:5 cm. Cette valeur est celle que l'on peut calculer àpartir des in�uences des mesures d'angles illustrées par les �gures III.5�III.8et de l'équation (III.18). On rapprochera les 0:2 cm de la norme de l'erreuren C avec l'erreur sur la position de B1 comme dans la section précédente.III.6 ConclusionL'étude des cartes III.5�III.8 et III.14�III.19 indique que les capteurs les plusprécis devront être utilisés pour mesurer les premiers angles (�i;i=1;::: ;Ne). Ilssont en e�et ceux dont l'in�uence est la plus grande dans l'erreur de positiondu centre de la plate-forme.L'étude de sensibilité faite, permet d'aider à la conception des robotsmanipulateurs parallèles. D'abord, elle permet de déterminer la précisiondes capteurs à utiliser pour obtenir une précision souhaitée dans l'espace detravail. De plus cela permet aussi de savoir quelle est la zone de l'espacede travail qu'il faut utiliser pour avoir une précision optimale. Ensuite nousavons étudié l'in�uence des erreurs de mesure des capteurs en produisantdes cartes permettant de calculer l'erreur sur la position du centre de laplate-forme pour un ensemble donné d'erreurs.
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Chapitre IVRaisonnement géométrique



62 CHAPITRE IV. RAISONNEMENT GÉOMÉTRIQUEA partir de ce chapitre, le robot considéré est un robot parallèle spa-tial. Une méthode naturelle pour résoudre le modèle géométrique direct estd'essayer de compter le nombre de solutions à partir de raisonnements géomé-triques. D'abord nous ferons ce décompte en déterminant à l'aide de capteursadditionnels la position unique de certains points de la plate-forme a�n depouvoir compter une par une les postures. Ensuite nous utiliserons la géomé-trie synthétique pour compter ces solutions à partir de courbes sur lesquellesse déplacent certains points de la plate-forme.IV.1 Raisonnement naturelNous allons étudier cas par cas suivant le nombre de capteurs, en commençantpar six capteurs, les cas dont on pourra tirer des conclusions sur le nombrede solutions par des considérations sur les �gures correspondantes. Il va êtrepossible de dénombrer les solutions en particulier, si déjà les positions d'un oude plusieurs point sont connues. Le placement de deux capteurs par segmentpermet de localiser la position de l'articulation sur le mobile.IV.1.1 Avec 6 capteurs, cas 23La situation où six capteurs sont placés par paires sur trois segments distinctsa déjà été résolue géométriquement dans la section III.3.IV.1.2 Avec 4 capteurs, cas 22Dans cette section nous établirons les conditions exactes dans lesquelles deuxsolutions ou une seule sont admissibles.Le cas 22 élimine 2 capteurs par rapport au cas 23 du paragraphe IV.1.1.Les 4 capteurs placés sur les 2 segments (par exemple segments 1 et 2) per-mettent ainsi de calculer la position de B1 et B2 dans le repère de référence.Nous venons ainsi de �xer un axe de rotation B1B2 pour la plate-forme durobot. La di�culté vient de ce que B3 peut se déplacer librement en rotationautour de l'axe B1B2 suivant le cercle CB3 . Heureusement il existe une autrecontrainte sur B3. Il est situé sur une sphère S3 centrée en A3 de rayon �3. Orl'intersection entre une sphère et un cercle comprend deux points. La solutionn'étant a priori pas unique, les conditions d'unicité doivent être étudiées.IV.1.2.1 Nombre de solutionsPour trouver ces conditions plaçons nous, tout d'abord, dans le plan P ducercle CB3 (voir �gure IV.1). Notons Mp la projection du point M dansle plan P suivant la direction de (B1B2). La sphère S3 a pour intersectionP un cercle centré en Ap3. Dans ce plan nous avons alors l'intersection de



IV.1. RAISONNEMENT NATUREL 63(B1B2) Bp31Bp31 Ap3�3Bpj1 ApjB32�j
Fig. IV.1 � Cas 22 : projection dans le plan perpendiculaire à l'axe (B1B2)deux cercles qui contient les solutions possibles de B3 : soit au plus deuxpoints. Par construction du robot il existe au moins une solution. Maintenantsupposons que les deux solutions soient simultanément correctes ; quelles sontalors les implications? Nous noterons par (dMN) l'angle entre les points Met N autour de l'axe B1B2 soit ( \Bp1Mp; Bp1Np). Si Bp31 et Bp32 sont les deuxsolutions, notons par �3 l'angle entre elles : (\B31B32). Il en découle : (\Ap3Bp31) =�32 = �(\Ap3Bp32). L'angle �32 est l'angle de rotation du plateau mobile autourde B1B2, mesuré par rapport à Ap3. Ensuite nous pouvons écrire des relationsde Chasles sur les angles8j 2 3; : : : ; 6 \(Ap3Apj ) =\(Ap3Bp3) +\(Bp3Bpj ) +\(BpjApj)= �32 +\(Bp3Bpj ) + (��32 )=\(Bp3Bpj ) (IV.1)Par le même raisonnement sur �j =\(ApjBpj ); j 2 f4; 5; 6g on obtiendrait quel'angle de rotation mesuré par rapport à Apj serait �j2 . Pour que la rotationd'angle �32 conduise à deux solutions valides pour les Bj; j > 3 il est doncnécessaire que �j = �3;8j > 3. Nous noterons � cet angle de rotation. Cecidonne l'implication9 2 solutions ,\(Ap3Apj) =\(Bp3Bpj ) 8 j 2 f3; : : : ; 6g (IV.2)La réciproque étant vraie, nous obtenons ainsi une condition nécessaire etsu�sante pour l'existence de deux postures. Le cas où � = 0 est à étudieren particulier. Lorsque � vaut 0 les deux positions possibles pour chaque Bi



64 CHAPITRE IV. RAISONNEMENT GÉOMÉTRIQUEsont confondues : Bi1 � Bi2 . Et il ne peut y avoir alors qu'une seule solution(double).Théorème IV.1 Avec deux segments équipés de deux capteurs additionnelschacun, deux postures sont obtenues si et seulement si8 j 2 f3; : : : ; 6g \(Ap3Apj) =\(Bp3Bpj ) [2�] et � =\Ap3Bp31 6= 0 [2�]Corollaire IV.2 Avec deux segments équipés de deux capteurs additionnelschacun, une posture unique est obtenue si et seulement si9 j 2 f3; : : : ; 6g \(Ap3Apj) 6=\(Bp3Bpj ) [2�] ou � =\Ap3Bp31 = 0 [2�]Plus exactement le corollaire donne la condition pour qu'il y ait au plus unesolution. Mais puisque la construction du robot entraîne qu'il y ait au moinsune solution et que l'on suppose être dans l'espace de travail, cela revientà dire une solution et une seule. En outre l'articulation numéro 3 ne jouepas de rôle particulier, ceci est vrai en prenant n'importe quelle articulationdi�érente des deux articulations entièrement équipées de capteurs.En particulier, pour un manipulateur dont la plate-forme et la base sontplanes, deux solutions existent si le segment B1B2 est situé dans le plande la base. Ce cas est visiblement peu fréquent. Pour garantir qu'une seulesolution existe quelle que soit la posture, il faut imposer à la plate-forme(resp. la base) d'être plane et à la base (resp. la plate-forme) de ne pas êtreplane. IV.1.2.2 Application à un robot à plate-forme triangulaireUn robot à plate-forme triangulaire est un manipulateur parallèle dont lesarticulations de la plate-forme sont confondues par paires et dont les arti-culations de la base ne sont pas forcément coplanaires (voir �gure IV.2).A une renumérotation près, supposons que B2 est confondue avec B1,B4 avec B3 et en�n B6 avec B5. De même supposons que les articulationséquipées de deux capteurs soient la 1 et la 3. B5 � B6 est la seule articu-lation en rotation autour de l'axe B1B3. Pour que deux solutions existent,le théorème IV.1 impose que la relation \(B5B6) =\(A5A6) doit être véri�éeet que � 6= 0[2�]. Or pour une plate-forme triangulaire, B5 � B6 et donc\(B5B6) = 0 = \(A5A6). Cette dernière égalité revient à dire que nécessaire-ment B1; B3; A5 et A6 sont coplanaires. Remarquons que le cas où B5 est luiaussi coplanaire avec ces points, alors c'est une con�guration singulière deHunt.Théorème IV.3 Pour un robot dont les articulations de la plate-forme sontconfondues deux à deux et ayant deux segments équipés de deux capteurs, deux
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A1 A2 A3 A4A5A6B1 B3B5

Fig. IV.2 � Robot à plate-forme triangulaire.(2) solutions sont admissibles si et seulement si B1B3A5A6 sont coplanairesdans un plan P et B5 62 P.Corollaire IV.4 (Condition su�sante d'unicité) Si B1; B3; A5; A6 ne sontpas coplanaires alors la solution est unique.IV.1.3 Avec 5 capteurs, cas 22 � 11Suivant l'étude faite au paragraphe III.2.3, cinq capteurs supplémentairespermettent d'équiper entièrement deux articulations et de mesurer l'angleentre le plan du cardan de l'articulation sur la base et celui de la solutionpour une troisième articulation. Le cinquième capteur équipe le segment 3.Bp1Bp2 Ap3CB3Bp1Bp2 Ap3CB3 P� P�Fig. IV.3 � Positions de B3 dans le cas de 5 capteurs supplémentairesCela ramène au cas ayant 4 capteurs (voir IV.1.2), mais avec un gainsensible de simplicité. En e�et, la plate-forme dispose toujours d'un axe derotation B1B2 autour duquel se déplacent les autres articulations (voir �-gure IV.3). Mais au lieu d'évaluer de même les 2 positions possibles pour B3et B4, ici il su�t de chercher les 2 positions pour B3 seulement et de consta-ter laquelle véri�e l'équation du plan P� donnée par le cinquième capteur.



66 CHAPITRE IV. RAISONNEMENT GÉOMÉTRIQUELa �gure IV.3 se place dans le plan passant par B3 et perpendiculaire à ladroite formée par les articulations B1 et B2. Au niveau de cette coupe le planP� est représenté par la droite résultant de son intersection avec le plan decoupe.Il est aisé de voir que les conditions d'obtention de deux postures sontcelles du théorème IV.1 contraintes par la position du plan P�. Si celui-ci estperpendiculaire au plan formé par B1; B2 et A3 alors il peut encore y avoirdeux solutions.Théorème IV.5 Pour un robot équipé de cinq capteurs additionnels (cas22 � 1) deux postures sont possibles si et seulement si8 i 2 f3; : : : ; 6g \(Ap3Apj) =\(Bp3Bpj ) et � 6= 0 [2�] et P� ? (B1B2A3)IV.1.4 Avec 3 capteurs, cas 21 � 11Ces capteurs ne peuvent plus qu'équiper entièrement une articulation et don-ner l'orientation du premier plan de cardan pour une deuxième. Nous dis-posons donc d'un point �xé (soit B1) et du plan dans lequel se trouve ledeuxième (soit B2). Or B2 est situé sur un cercle formé par l'intersectionde la sphère centrée en A2 (condition sur l'élongation de la jambe) et d'uneautre sphère centrée en B1 (condition d'une plate-forme solide). La déductions'impose que B2 ne peut prendre que deux positions, soit l'intersection entrele cercle précédemment dé�ni et le plan donné par le troisième capteur. Pourchaque position obtenue pour B2, cela se ramène au cas ayant 4 capteurs(voir IV.1.2).Théorème IV.6 Il existe au plus 4 solutions pour le problème de la ciné-matique directe d'un manipulateur parallèle équipé de 3 capteurs.Théorème IV.7 Il existe au plus 2 solutions pour le problème de la cinéma-tique directe d'un manipulateur parallèle équipé de 3 capteurs supplémentairesdans les mêmes conditions où il ne peut y avoir qu'une seule solution pour lecas ayant 4 capteurs.IV.1.5 Avec 2 capteurs, cas 21Ce cas est à rapprocher d'une structure particulière étudiée dans [IP91]. Cettestructure dispose de 6 points de �xations sur la base et 4 sur la plate-forme ;elle est alors dénommée 6-4 (voir �gure IV.4). Néanmoins, elle est constituéede 6 segments de longueur variable qui lui assurent 6 degrés de liberté. Troisde ces segments vont avoir leurs articulations respectives sur la plate-formeconfondues pour arriver à seulement 4 articulations distinctes sur la plate-forme. La position de l'articulation triple est connue. Nous obtenons nous



IV.2. GÉOMÉTRIE SYNTHÉTIQUE 67aussi une articulation connue en plaçant deux capteurs sur le même segment.
A1 A5 A6 A2 A3 A4B1 B2 B3 B4�1 �5 �6 �2 �3 �4

Fig. IV.4 � Structure parallèle 6-4 d' Innocenti et Parenti-CastelliInnocenti etParenti-Castelli montrent que lorsque la position d'unearticulation de la plate-forme est �xée et que seules 3 autres articulationssont sur la plate-forme, le problème de la cinématique directe admet au plus8 solutions. Or notre problème est encore plus contraint, puisque nous avonsdeux autres articulations sur cette plate-forme qui doivent véri�er chacuneune condition de distance par rapport à une articulation de la base. Prati-quement, notre cas revient à rajouter 2 segments supplémentaires [A5B5] delongueur �5 et [A6B6] de longueur �6, reliant la base et la plate-forme. Lenombre de contraintes augmentant, il est clair que le nombre de solutionspour cette nouvelle structure ne pourra être qu'inférieur ou égal à 8, i.e. lenombre de solutions de [IP91]. Nous verrons dans la section IV.2.5 que lenombre e�ectif de solutions est de 5. Cela vient d'arguments tirés de [SP95]et qui ne seront dé�nis que dans la section IV.2.Théorème IV.8 Il existe au plus cinq (5) solutions pour le problème de lacinématique directe d'un manipulateur parallèle équipé de deux (2) capteurssupplémentaires situés sur le même segment.IV.2 Géométrie synthétiqueLa géométrie synthétique est nommée ainsi pour des raisons historiques et pasforcément de manière judicieuse. Néanmoins nous utiliserons cette expressiondans sa signi�cation première. En e�et les objets que nous utiliserons (sur-faces, etc.) sont le résultat d'une synthèse à partir de points, de droites oude plans.Ce type de géométrie est utilisé par Burmester, Plücker, Cayley,pour ne citer qu'eux. Au contraire des méthodes algébriques, la géométrie



68 CHAPITRE IV. RAISONNEMENT GÉOMÉTRIQUEdu problème est totalement exploitée et n'est pas limitée par des équationscomplexes de degré élevé et di�cilement manipulables. D'un autre coté cetteméthode n'est pas constructive : elle ne permet pas de disposer explicitementdes solutions. En outre, en géométrie synthétique il existe peu de méthodessystématiques ; il faut étudier au cas par cas.Fichter [Fic75] est allé rechercher cette approche, délaissée au pro�t dela géométrie analytique, en vue de l'appliquer à l'étude du mouvement descorps. 1 L'utilisation de la géométrie synthétique est particulièrement adaptéeà l'étude du comportement des corps en mécanique du solide. Fichter s'estattaché à l'étude de mécanismes ayant un ou deux degrés de liberté et auxlieux des points que peuvent décrire un de leurs points, droites ou plans.L'apport majeur de sa thèse consiste en les théorèmes IV.13 et IV.14. Il estpossible de résumer en quelques mots leurs concepts : pour des solides liéspar une articulation d'un certain type, une catégorie d'objets géométriquessolidaires du mécanisme décrit d'autres objets dont la classe, le degré oul'ordre est une valeur identique pour tout objet de la catégorie. Ces travauxont été suscités par l'observation que pour des mécanismes à un degré demobilité la surface décrite par un cercle porté par le mécanisme a un ordrevalant le double de l'ordre de la courbe décrite par le mécanisme lui-même.IV.2.1 Homogénéisation simpleLa théorie des nombres imaginaires a été introduite en analyse, en particulierpar la théorie des équations et des fonctions à variables complexes. Son grandintérêt est d'avoir pu généraliser de nombreux théorèmes, sans restrictionsdûes aux variables réelles, en éliminant les cas à distinguer. Nous verrons quela géométrie projective a introduit les points, droite et plan à l'in�ni à partirde considérations analogues.IV.2.1.1 Transformations projectivesUne transformation géométrique est une généralisation de la notion de fonc-tion. Analytiquement une transformation géométrique d'un point de R3 decoordonnées (x; y; z) s'écrit :8<: x0 = �(x; y; z)y0 = �(x; y; z)z0 = 	(x; y; z)Bien que ce soit une représentation analytique, elle conserve un sens géomé-trique : à un point de l'espace est associé un autre point de l'espace dont lescoordonnées sont exprimées comme ci-dessus.1: Kinematics à di�érencier de la cinématique où la vitesse fait aussi l'objet d'étude.



IV.2. GÉOMÉTRIE SYNTHÉTIQUE 69Les transformations a�nes sont de telles transformations où les fonctionsgénérales �;�;	 sont des fonctions linéaires de x; y; z. Elles conservent lanotion de points in�niment distants. Les coordonnées du point transformé nepeuvent devenir in�nies que si celles du point avant transformation le sont.Ce qui n'est pas le cas des transformations projectives.Les fonctions générales de transformation deviennent, dans le cas d'unetransformation projective, des fractions rationnelles linéaires ayant toutes lemême dénominateur :8>>>>><>>>>>: x0 = a1 x+ b1 y + c1 z + d1a4 x+ b4 y + c4 z + d4y0 = a2 x+ b2 y + c2 z + d2a4 x+ b4 y + c4 z + d4z0 = a3 x+ b3 y + c3 z + d3a4 x+ b4 y + c4 z + d4Ici la quatrième coordonnée classiquement introduite vaut a4 x+b4 y+c4 z+d4.Cette formulation indique bien que tout point a une image �nie sous réserveque le dénominateur ne s'annule pas. Toute image d'un point se rapprochantdu plan dé�ni par l'équation :a4 x+ b4 y + c4 z + d4 = 0se déplace vers l'in�ni. On dit que les points appartenant à ce plan sontenvoyés à l'in�ni. Son image est appelée plan à l'in�ni et les points luiappartenant, points à l'in�ni . Cette particularité amène à l'introduction decoordonnées homogènes. Klein [Kle39] a utilisé les coordonnées homogènespour asseoir la géométrie projective sur des bases algébriques et éliminertoute dépendance vis-à-vis de la géométrie euclidienne. Soit E un espacevectoriel sur C de dimension n, que l'on plonge dans l'espace projectif Pn dedimension n. Pour un point de E de coordonnées (x1; x2; � � � ; xn) on associeles coordonnées homogènes (�1; �2; � � � ; �n+1) dans C n+1 dé�nies parx1 = �1�n+1 x2 = �2�n+1 � � � xn = �n�n+1où �n+1 est la variable d'homogénéisation. Ces valeurs varient indépendam-ment l'une de l'autre ; mais elles ne peuvent clairement pas s'annuler simulta-nément ; aucune ne peut être in�nie. Tout point de l'espace a�ne correspondà un ensemble de points de l'espace C n+1 qui sont tous identiques à un facteurmultiplicatif non-nul près et qui forment une droite passant par l'origine etque Klein appelle rayon. Réciproquement tout point de Pn dé�ni à un fac-teur multiplicatif non-nul près, dont la dernière composante n'est pas nulle,correspond à un même point a�ne. Le cas où �n+1 = 0 transforme, par le biais



70 CHAPITRE IV. RAISONNEMENT GÉOMÉTRIQUEdu quotient, les coordonnées a�nes en valeurs in�nies : ce sera un point àl'in�ni. Pn est l'ensemble des droites passant par l'origine dans C n+1 privéesde l'origine. Les solutions à l'in�ni et ayant une ou plusieurs composantesnulles sont indé�nies.Le théorème fondamental lorsqu'il s'agit de connaître le nombre de pointsd'intersections dans un système polynomial est le théorème de Bézout.Théorème IV.9 (Théorème de Bézout) Un système d'équations polyno-miales à n inconnues et n équations de degré di;i=1;:::n admetQni=1 di solutionssi l'intersection est �nie.L'homogénéisation est un concept algébrique qui a permis de donner uneexplication à l'incohérence géométrique apparente de l'intersection de deuxcercles dans le plan. En e�et le théorème de Bézout prévoit qu'il y a engénéral quatre points d'intersection pour deux coniques, donc a fortiori pourdeux cercles. Or chacun sait que deux cercles n'ont au plus que deux points encommun. Dans l'espace il semble que l'intersection de deux sphères présentele même type d'incohérence. Leur intersection (un cercle) n'est que de degrédeux où on attendrait un degré égal à quatre.L'homogénéisation a permis d'expliquer ce phénomène et d'identi�er lessolutions manquantes.Dé�nition IV.1 (Équation homogène) On dira d'une équation qu'elleest homogène si et seulement si tous les monômes qu'elle contient sont demême degré.Le principe de l'homogénéisation est donc de faire un changement de va-riables pour que les monômes présents aient le même degré. Le changementde variables se fait à l'aide d'une nouvelle inconnue dite variable d'homogénéi-sation qui a un rôle de facteur d'échelle. Ces notions peuvent être retrouvéesdans [Kle39, Fic75, Cox87, Hun90, Mou94].IV.2.1.2 Dans le planEn deux dimensions, dans l'espace projectif P2, nous étudions l'intersectionde deux cercles.L'équation d'un cercle de centre (a; b) et de rayon r en fonction des incon-nues x et y, coordonnées cartésiennes d'un quelconque de ses points, s'écrit :(x� a)2 + (y � b)2 � r2 = 0 (IV.3)Soit w la variable d'homogénéisation. Ici l'ensemble des variables est fx; yg.L'équation précédente se réécrit :� xw � a�2 + � yw � b�2 � r2 = 0 (IV.4)



IV.2. GÉOMÉTRIE SYNTHÉTIQUE 71En faisant varier la valeur de w, il est aisé de se rendre compte qu'elle jouee�ectivement un rôle de facteur d'échelle sur le cercle considéré. Il ne restemaintenant plus qu'une étape pour disposer d'une équation homogène parrapport aux trois variables fx; y; wg ; multiplions l'équation par w2 :(x� aw)2 + (y � bw)2 � r2w2 = 0 (IV.5)Tous les termes sont bien de degré deux. Le système de coordonnées fx; y; wgdé�nit un système de coordonnées planes homogènes.L'axe (Ow) � w = 0 correspond à la droite à l'in�ni (voir l'équation(IV.4)) et coupe aussi le cercle. A l'in�ni, w = 0, l'équation (IV.5) prend laforme :x2 + y2 = (x+ i y)(x � i y) = 0 (IV.6)Ainsi la droite à l'in�ni coupe le cercle en deux points que l'on appellera lespoints cycliques 2 dont les coordonnées sont :I = � w = 0x = +iy J = � w = 0x = �iyRemarquons l'indépendance de ces points par rapport aux paramètres dé-�nissant le cercle. Ces points appartiennent alors à tout cercle du plan. Ilsseront donc dans l'intersection de deux cercles quelconques. Voila les deuxpoints manquant dans la borne de Bézout. Il est important de remarquerque ces points sont indissociables. Ils ne peuvent appartenir individuellement(l'un sans l'autre) à une courbe algébrique réelle.Nous venons d'expliquer, dans le cas de l'intersection de deux cercles,l'écart entre le nombre de solutions prévu par le théorème de Bézout et lenombre de solutions réelles. Néanmoins la borne de Bézout est juste puisquedeux cercles ont e�ectivement quatre points d'intersection dans l'espace pro-jectif. IV.2.1.3 Dans l'espaceEn passant à la troisième dimension, P3, les objets géométriques que nousconsidérons pour notre raisonnement sont les sphères. En e�et nous avonsdéjà dit plus haut qu'elles semblent présenter une incohérence vis-à-vis duthéorème de Bézout.L'équation d'une sphère de centre (a; b; c) et de rayon r s'écrit :(x� a)2 + (y � b)2 + (z � c)2 � r2 = 0 (IV.7)2: imaginary circular points



72 CHAPITRE IV. RAISONNEMENT GÉOMÉTRIQUEPar un raisonnement totalement similaire à celui suivi en IV.2.1.2 nous allonshomogénéiser cette équation et trouver l'objet qui faisait défaut dans l'inter-section de deux sphères par rapport au décompte de Bézout. L'équationhomogène d'une sphère se traduit de (IV.7) en :(x� aw)2 + (y � bw)2 + (z � cw)2 � r2 w2 = 0 (IV.8)Un système de coordonnées spatiales homogènes est dé�ni par (x; y; z; w).Il est composé de quatre plans de référence avec le plan à l'in�ni w = 0.Le plan à l'in�ni et la sphère ce coupent suivant une courbe produite parl'intersection des surfaces :w = 0x2 + y2 + z2 = 0 (IV.9)Ici encore, cette intersection à l'in�ni est absolument indépendante de lasphère considérée. Le degré de cette courbe est deux et correspond bien à lavaleur manquante pour l'intersection complète de deux sphères. Cette courbeimaginaire de degré deux et commune à toute sphère est appelée ombilic. 3En outre regardons ce qui se passe dans le plan (xOy) � z = 0. L'équation(IV.9) est identique à l'équation (IV.6). De cette égalité il est aisé de déduireque les points imaginaires I et J appartiennent aussi à l'ombilic et donc àtoute sphère.IV.2.1.4 Généralisation à d'autres courbes et surfacesFichter [Fic75] étend le décompte des solutions imaginaires à l'in�ni à descourbes et surfaces quelconques.Dé�nition IV.2 La circularité d'une courbe (respectivement surface) réelleest la multiplicité de l'appartenance du couple de points cycliques (I et J )dans la courbe (respectivement surface).Pratiquement, la valeur de la circularité est la multiplicité de l'ombilic oudes points cycliques lorsqu'on considère l'intersection du plan à l'in�ni avecl'équation homogène.Théorème IV.10 (Bézout étendu, courbe/courbe) Deux courbes de de-grés respectifs n1 et n2 et de circularités respectives p1 et p2, ont une inter-section contenant un nombre de points réels d'au plus :n1 n2 � 2 p1 p23: imaginary spherical circle



IV.2. GÉOMÉTRIE SYNTHÉTIQUE 73(si le nombre de points d'intersection est �ni)Théorème IV.11 (Bézout étendu, courbe/surface) Une courbe et unesurface de degrés respectifs n1 et n2 et de circularités respectives p1 et p2, ontune intersection contenant un nombre de points réels d'au plus :n1 n2 � 2 p1 p2(si le nombre de points d'intersection est �ni)Théorème IV.12 (Bézout étendu, surface/surface) Deux surfaces dedegrés respectifs n1 et n2 et de circularités respectives p1 et p2, ont une in-tersection contenant une courbe d'ordre au plus :n1 n2 � 2 p1 p2(si la dimension de l'intersection est 1)Notons que pour des courbes ou des surfaces dont la circularité est nulle,les théorèmes précédents sont cohérents avec la version usuelle du théorèmede Bézout, c'est à dire que la borne est atteinte. La notion de circularitépermet d'éliminer un certain nombre de solutions à l'in�ni.IV.2.1.5 ApplicationsVoici quelques exemples et résultats permettant d'illustrer l'intérêt de lacircularité et de l'homogénéisation. D'autres applications sont à consulter enappendice A.IV.2.1.5.1 Les coniques réelles Il est intéressant de connaître la circu-larité pour d'autres courbes de la famille des cercles : les coniques. L'équationréduite générale d'une conique peut se mettre sous la forme :ax2 + by2 + c = 0En homogénéisant en w :ax2 + by2 + cw2 = 0Ce qui donne l'intersection avec la droite à l'in�ni :ax2 + by2 = 0Cela montre que I et J ne peuvent appartenir à cette intersection que sia = b ; c'est à dire si la conique considérée est un cercle. Parmi les coniquesréelles, seul le cercle est de circularité non nulle.Par un raisonnement analogue il est possible de montrer qu'aucune qua-drique, hormis la sphère, ne contient l'ombilic. Parmi les quadriques réelles,seule la sphère est de circularité non nulle.



74 CHAPITRE IV. RAISONNEMENT GÉOMÉTRIQUEIV.2.1.5.2 Courbe du coupleur Nous avons vu en II.1 comment étu-dier de manière algébrique le nombre de solutions du mgd du robot plan.Maintenant nous allons montrer le même résultat en utilisant uniquement lanotion de circularité et le théorème de Bézout.Considérons alors ce robot dont on aurait dissocié, par exemple, l'arti-culation B3 du segment 3 (voir �gure IV.5). Le mécanisme constitué des
courbe ducoupleur

trajectoire del'extrémité du3ème segment
B1 A1 A2B2B3 A3�3�1 �2

Fig. IV.5 � Mécanisme à 4 barres et courbe du coupleurarticulations A1; A2; B1; B2 et B3 dont les longueurs �1 et �2 sont �gées, estappelé mécanisme à quatre barres. Il n'a plus qu'un degré de liberté. Le mgddu robot plan a autant de solutions que n'en a l'intersection entre la courbedécrite par le mécanisme à quatre barres en B3 et le cercle centré en A3 derayon �3. En e�et le mécanisme a été dissocié en B3, mais le problème origineldu robot parallèle ne l'est pas.Nous allons essayer d'obtenir le nombre de solutions au mgd du robotplan en calculant l'intersection de deux courbes. La courbe tracée par B3appartenant au mécanisme à quatre barres est appelée courbe du coupleuret c'est une sextique [Hun90]. 4 L'autre courbe est un cercle banal. Il n'est pasnécessaire de redémontrer le calcul analytique menant à l'équation homogènede la courbe du coupleur, ce calcul est détaillé par Hunt dans [Hun90].L'intersection de cette courbe avec le plan à l'in�ni est :(x2 + y2 + z2)3 kB1B2k2 = 04: courbe d'ordre six.



IV.2. GÉOMÉTRIE SYNTHÉTIQUE 75Hormis le cas où B1 et B2 sont confondus et où la courbe du coupleur estdégénérée, il apparaît que la circularité de cette courbe d'ordre six est trois.C'est une sextique tri-circulaire ; elle est de circularité maximale.Le nombre de solutions au mgd est donc le résultat donné par le théorèmeIV.10 pour une courbe d'ordre deux et de circularité un avec une courbed'ordre six et de circularité trois, soit 2�6�2�1�3 = 6. Ce qui est bien cohérentavec les résultats déjà démontrés (voir sectionII.1). Il est même possible detrouver un exemple avec six solutions réelles comme la �gure IV.5.IV.2.1.5.3 Deux coupleurs associés En outre, les notions introduiteso�rent un moyen très élégant de résoudre un certain nombre de problèmes enthéorie des mécanismes. Considérons le mécanisme composé de deux méca-nismes à quatre barres coopérant. Ils sont joints par leur extrémité : B3 � B03.Ce problème est étudié par Innocenti [Inn93] qui utilise une méthodeconstructive et donc laborieuse. Il obtient un polynôme mono-variable dedegré dix-huit, soit au plus autant de con�gurations possibles ; de plus ilprésente un exemple ayant dix-huit solutions réelles.En utilisant la notion de circularité, nous sommes en présence de deuxcourbes de degré six et de circularité trois ayant une intersection �nie (voirparagraphe précédent). Par le théorème IV.10 il est immédiat de calculer lenombre de points appartenant à l'intersection de deux mécanismes à quatrebarres : 6 � 6� 2 � 3 � 3 = 18.IV.2.2 Acabit d'un mécanisme articuléPour commencer, nous nous intéressons au type d'articulation pour lequelnous étudierons la propriété d'acabit. Pour cela nous introduisons la notionde connexion algébrique.Dé�nition IV.3 (Connexion algébrique [Fic75]) Une connexion entredeux solides est dite algébrique si tous les lieux des points tracés par n'importequelle partie du mécanisme sont algébriques, c'est-à-dire qu'ils ne contiennentpas de discontinuités et que l'articulation n'est pas hélicoïdale.Les résultats qui suivent ne portent que sur des connexions algébriques à undegré de liberté ou sur des connexions à deux degrés de liberté pouvant seramener à deux connexions à un degré de liberté liées en série. Le degré deliberté d'une articulation entre deux corps est en fait le degré de liberté quel'un des deux corps a par rapport à l'autre.L'idée repose sur l'étude systématique du comportement des objets géo-métriques que sont le point, la droite et le plan, quand le corps auquel ilssont solidaires a un mouvement. Des considérations sur l'analogie que l'on



76 CHAPITRE IV. RAISONNEMENT GÉOMÉTRIQUEpeut faire entre l'ordre d'une courbe, le degré d'une surface et la classe d'une1-enveloppe de plans amènent à regrouper ces termes sous celui d'acabit 5 carils sont du même acabit. 6 Avant de développer plus loin cette idée, il devientindispensable d'introduire certaines dé�nitions.Dé�nition IV.4 (Ordre d'une courbe) L'ordre d'une courbe est le nombrede points d'intersection entre cette courbe et un plan quelconque.Dé�nition IV.5 (Degré d'une surface réglée) Le degré d'une surface ré-glée est le nombre de droites génératrices coupant une droite quelconque.Dé�nition IV.6 (1-enveloppe de plans et sa classe) Une 1-enveloppe deplans est l'enveloppe de lieux de plans à un paramètre. Sa classe est le nombrede plans qui lui sont tangents et contiennent un même point quelconque.Pour arriver à la démonstration il est, en outre, fait usage de quelques théo-rèmes de Darboux (voir [Koe97]). Le théorème suivant énonce le résultatque l'acabit est une propriété invariante d'une connexion algébrique à undegré de liberté.Théorème IV.13 (Acabit à 2 corps [Fic75, HP93]) Soit deux solidesAet B reliés par une connexion algébrique à un degré de liberté. Le lieu despoints tracés dans l'un des solides par� un point de l'autre solide donne une courbe d'ordre n� une droite de l'autre solide donne une surface réglée de degré n� un plan de l'autre solide donne une 1-enveloppe de plans de classe nTous ces objets ont la même valeur (dite acabit)FAB = n = FBAMaintenant, intéressons nous à un mécanisme reliant trois corps en sérieà l'aide de deux connexions algébriques à un degré de liberté ou du moinspouvant s'y ramener. L'acabit global du mécanisme est le produit des acabitsdes corps liés deux à deux.Théorème IV.14 (Acabit à 3 corps [Fic75, HP93]) Soit trois solides A,B et G reliés en série par des connexions algébriques à un degré de liberté.La relation suivante est véri�ée :FAG = FABFBG5: feather est la dénomination de Fichter6: birds of a feather



IV.2. GÉOMÉTRIE SYNTHÉTIQUE 77Fichter (voir [Hun90]) a obtenu un résultat pour une liaison à trois degrésde liberté décomposable en trois liaisons à un degré de liberté. L'acabit dusystème ainsi construit serait le double du produit des acabits entre les corpspris deux à deux. Pour les corps A, B, F et G :FAG = 2FAB FBF FFGNous verrons dans la suite que ce résultat n'est pas exploitable pour nosobjectifs. Par contre, aucun travail n'a pu établir l'invariance de l'acabitpour une connexion qui n'est pas décomposable en série en connexions à undegré de liberté.Il existe une propriété fondamentale à propos de la circularité de certainessurfaces et qui nous permettra de déduire la circularité de surfaces dont onviendra de déterminer l'acabit.Propriété IV.1 (Circularité maximale [HP93]) Dans un mécanisme spa-tial général constitué par des articulations R ou S, une surface engendrée parun mouvement circulaire autour d'une courbe ou d'une surface est de circu-larité maximale.IV.2.3 Surface décrite par un segmentJusqu'ici, les résultats établis semblent indiquer que l'approche géométriques'est arrêtée. En e�et, l'utilisation des théorèmes précédents nécessite laconnaissance de l'ordre des courbes décrites et donc parfois du calcul ex-plicite d'une équation analytique. Or il n'en est rien, il existe encore d'autresthéorèmes qui permettent de déterminer l'ordre, qui correspondra à l'acabitsans pour autant avoir à calculer une expression abominable. A partir destravaux de Cayley, Fichter a introduit deux théorèmes très utiles.Théorème IV.15 (Cayley [Fic75]) Un segment de longueur �xée, dontchacune des deux extrémités est liée à une courbe i; i = 1; 2 d'ordre niet de circularité pi, est supporté par une droite décrivant une surface régléede degré :2n1(n2 � p2) + 2n2(n1 � p1)si les courbes n'appartiennent pas à des plans parallèles.Le second théorème permet quant à lui de traiter le cas complémentaire duprécédent, lorsque les courbes porteuses sont dans des plans parallèles, endonnant une valeur de l'acabit encore plus petite puisqu'il est alors possiblede décompter encore les points cycliques.



78 CHAPITRE IV. RAISONNEMENT GÉOMÉTRIQUEThéorème IV.16 (Cayley [Fic75]) Un segment de longueur �xée, dontchacune des extrémités est liée à une courbe plane i; i = 1; 2 d'ordre niet de circularité pi, est supporté par une droite décrivant une surface régléede degré2n1(n2 � p2) + 2n2(n1 � p1)� 2p1p2si les courbes appartiennent à des plans parallèles distincts. Si ces plans nesont pas distincts, alors il s'agit du lieu plan d'une droite ayant ce degré.Il va de soi que ces théorèmes ne valent que pour des mécanismes généraux, etque certains cas, comme un segment de longueur nulle, n'auront pas le mêmedegré. Comme le note Hunt [Hun90], les théorèmes de Cayley ne donnentmalheureusement aucune information quant à la circularité de la surfaceréglée obtenue. Et cela même dans le cas de deux courbes appartenant aumême plan. Il n'existe pas de théorème largement applicable permettant deconnaître la circularité sans nécessiter un calcul à part.IV.2.4 A propos du RSSR et de ses dérivésLe rssr est un mécanisme spatial largement étudié dans la littérature [PF69] :il est aussi quali�é de mécanisme à quatre barres spatial (voir la �gure IV.6).Sa première dénomination vient de ce qu'il est constitué en série d'une arti-culation rotoïde, de deux sphériques et en�n d'une autre rotoïde.B3 A2A1�1 �2B1 B2
(D1) (D2)

Fig. IV.6 � Mécanisme rssr avec coupleur en B3.Les articulations rotoïdes ont pour centres A1 et A2 et pour axe de rota-tion (D1) et (D2) (voir la �gure IV.6). Les articulations sphériques ont pourcentres B1 et B2. Du fait des articulations chaque Bi (i = 1; 2) décrit un



IV.2. GÉOMÉTRIE SYNTHÉTIQUE 79cercle centré en Ai respectivement et dont le plan est perpendiculaire à l'axe(Di). Par construction le segment [B1B2] a donc ses extrémités assujetties surdes courbes qui sont justement ces cercles, et donc de degré deux et de circu-larité un. Ce sont exactement les conditions du théorème de Cayley IV.15.Il est alors aisé de déduire que tout point du segment ]B1B2[ est situé surune surface dont le degré est :2 � 2 � (2� 1) + 2 � 2 � (2� 1) = 8De plus sa circularité est maximale d'après la propriété IV.1. Il est remar-quable que cette démonstration ne demande pas plus de quelques lignes :le segment ss d'un mécanisme rssr décrit une surface de degré huit et decircularité quatre.De plus, à l'aide de l'autre théorème de Cayley IV.16, il est aussi rapidede déduire que si les plans des articulations rotoïdes sont parallèles, alors ledegré de la surface décrite n'est plus que de six :2 � 2 � (2� 1) + 2 � 2 � (2� 1)� 2 � 1 � 1 = 6Mieux encore, en poussant à peine plus loin, on remarque que si les deuxplans sont identiques alors ce n'est plus une courbe spatiale qui est décritepar un point, mais bien une courbe plane de degré six. Or, ce mécanismen'est autre que le mécanisme à quatre barres plan (voir IV.2.1.5.2). Il estbien établi que celui-ci décrit une sextique.Il y a encore un cas qui mérite d'être étudié. Il s'agit du cas où les axes descercles sont confondus (voir �gure IV.7). Fichter [Fic75] remarque qu'unpoint de la droite (B1B2) est situé sur un cercle et donc que le point B3 dumécanisme est sur un tore. En annexe A.2 on peut voir que cette surface a undegré de quatre et une circularité de deux. En utilisant le théorème IV.11,il est immédiat de trouver que B3 ne peut prendre que quatre positionsdi�érentes.Maintenant, quittons les mécanismes généraux pour nous orienter un peuplus dans le domaine des robots parallèles tout en gardant le béné�ce desstratégies étudiées. En combinant un certain nombre d'articulations il estpossible de contraindre les mouvements sur des courbes bien connues puis-qu'il s'agit de cercles. En particulier, si l'on veut essayer de retrouver uncas analogue au rssr, il devient nécessaire de contraindre deux des articula-tions de la plate-forme à se déplacer uniquement sur un cercle. Ce que l'oncherchera est le nombre maximum de montages admissibles.IV.2.4.1 Analogies avec des robots parallèles particuliersIl existe des architectures parallèles telles qu'e�ectivement deux articulationsde la plate-forme soient sur des cercles. On a déjà vu (section I.4.5) que



80 CHAPITRE IV. RAISONNEMENT GÉOMÉTRIQUEB3 A2�1 �2B1 B2
(D1) � (D2)A1Fig. IV.7 � Mécanisme rssr dont les axes des articulations rotoïdes sontconfonduslorsque deux articulations de la plate-forme sont confondues, i.e. quand unearticulation est double, alors cette articulation ne peut se déplacer que surun cercle. Rappelons que nous ne traitons à la fois qu'une con�guration etque donc les longueurs des segments sont �xées et connues.IV.2.4.1.1 Avec trois articulations doubles Ainsi, un robot où B1 �B4 et B2 � B5 et où on ne considérerait que ces segments f1; 2; 4; 5g est unmécanisme équivalent du rssr (voir �gure IV.8).En se basant sur les résultats précédents ou en reprenant le théorème deB3 A2A1 B1 B2

(D1) (D2)A4 A5
Fig. IV.8 � Mécanisme équivalent du rssrCayley, le segment ]B1B2[ décrit une surface de degré huit. Trouver l'acabit



IV.2. GÉOMÉTRIE SYNTHÉTIQUE 81pour B3 donnerait une borne sur le nombre de montages. Ici, on aimeraitsavoir sur quelle surface se trouve B3 quand on le considère lié uniquementà B1 et B2. En e�et, fort de ce savoir et de celui de l'appartenance de B3 àune seconde courbe il devient alors possible d'utiliser le théorème étendu deBézout IV.10 qui donnera le nombre maximal de positions possibles pourB3 et donc de solutions au modèle géométrique direct.En première étape, B3 en tant que partie intégrante du mécanisme équi-valent au rssr, est sur une surface dont le degré peut être obtenu à l'aided'un des théorèmes de Fichter. En l'occurence les trois corps sont la base,l'axe (B1B2) et la plate-forme dont on supposera qu'elle n'est pas liée à labase par B3 et B6. Il est important de signaler que B3 a pour axe de révo-lution (B1B2) et pour centre un point sur cet axe. Cela signi�e que nous nenous intéressons pas à la surface décrite par (B1B2) ; mais bien à la courbeengendrée par un des points de cet axe et dont le degré est identique. Cela re-vient à dire que B3 est connecté à la base via deux liaisons en série à un degréde liberté. En calculant le degré de mobilité [Hun90], on verrait aussi qu'il ya e�ectivement seulement deux degrés de liberté dont un est une révolutionautour de (B1B2). Il découle de ces observations et du théorème IV.14 que B3est sur une surface d'ordre seize. D'après la propriété essentielle IV.1, sa cir-cularité est de huit. En dé�nitive a�n d'exploiter ce résultat en le combinantà une utilisation d'un théorème étendu, il convient d'imposer à B3 d'être liéà la base par une courbe et non pas par une sphère comme c'est le cas pour lemoment. De même que pour les deux précédents couples d'articulations surla plate-forme, on peut imposer à B3 d'être sur un cercle en confondant B6et B3. Cette articulation est donc à l'intersection d'une surface de degré seizeet de circularité huit et d'un cercle. Finalement, le théorème IV.11 indiquequ'il y a au plus16 � 2� 2 � 8 � 2 = 16points dans cette intersection (si elle est �nie).Un tel robot ayant de plus les articulations de sa base coplanaires est untssm. La borne de 16 est donc validée par le fait qu'elle se retrouve pour letssm, en outre elle s'applique à une classe de robots plus large [Mer89].Théorème IV.17 (TSSM généralisé) Un manipulateur parallèle ayant lesarticulations de sa plate-forme confondues deux à deux admet au plus seize(16) solutions pour le modèle géométrique direct.Jusqu'à présent seul le théorème IV.16 de Cayley a été utilisé. Qu'enest-il si le second est utilisé ? Dans ce cas le rssr se spécialise un peu enayant ses deux segments [AiBi](i = 1; 2) décrivant des cercles situés dans



82 CHAPITRE IV. RAISONNEMENT GÉOMÉTRIQUEdes plans parallèles. Le théorème mène directement à une valeur de six pourl'acabit du segment [B1B2]. Ensuite par un raisonnement analogue à celui desparagraphes précédents, il vient que le modèle géométrique direct admet unmaximum de 12 solutions. Or, un tel robot dont les articulations de la plate-forme sont doubles et sont cantonnées à des cercles contenus par trois plansparallèles est une plate-forme de Stewart (voir II.5). Voilà une démonstra-tion élégante de plus à mettre au béné�ce de la géométrie synthétique, quiest utilisée dans [LM94].Dans la démonstration précédente, aucune hypothèse sur le troisième plann'est faite. On peut donc déduire le théorème suivant qui concerne l'archi-tecture du robot de la �gure IV.9. B3 A2A1 B1 B2
(D1) (D2)A4 A5A3 A6 (D3)==(D1)

Fig. IV.9 � Plate-forme avec 3 articulations doubles dont deux se déplacentsur des cercles parallèles : plate-forme de Stewart généraliséeThéorème IV.18 (Plate-forme de Stewart généralisée) Un manipulateurparallèle ayant les articulations de sa plate-forme confondues deux à deux etdont au moins deux paires décrivent des cercles appartenant à des plans paral-lèles, admet au plus douze (12) solutions pour le modèle géométrique direct.En�n, dernier cas particulier, pour un robot dont quatre articulations dela base sont alignées et dont les articulations sur la plate-forme sont confon-dues deux à deux (voir �gure IV.10), il n'y a pas plus de quatre solutionsau modèle géométrique direct. Cela découle directement de l'étude du rssrdans le cas où les deux axes sont confondus.Théorème IV.19 (PFS généralisée à deux axes confondus) Un mani-pulateur parallèle ayant les articulations de sa plate-forme confondues deux



IV.2. GÉOMÉTRIE SYNTHÉTIQUE 83
B3 A2A1 B1 B2

(D1) (D2)A4 A5A3 A6
Fig. IV.10 � Plate-forme avec 3 articulations doubles dont deux se déplacentsur des cercles parallèles ayant leurs axes confondus : plate-forme de Stewartgénéralisée à axes confondus.à deux et dont quatre articulations de la base (correspondant à deux articu-lations seulement de la plate-forme) sont alignées, n'admet que quatre (4)solutions pour son modèle géométrique direct.IV.2.4.1.2 Avec une articulation triple Soit un manipulateur donttrois des articulations de la plate-forme, B1; B5; B6, sont confondues en unearticulation triple (voir �gure IV.11). Cette articulation ne peut avoir queB1 � B5 � B6

A2 A3A4 B3B2 B4A1 A5A6
Fig. IV.11 � Manipulateur avec une articulation triple sur la plate-formedeux positions symétriques l'une de l'autre par rapport au plan dé�ni par les



84 CHAPITRE IV. RAISONNEMENT GÉOMÉTRIQUEpoints A1; A5; A6. Choisissons l'une de ces deux positions. Une articulationde la plate-forme est connue et impose donc aux autres de se déplacer sur dessphères concentriques. Or ces mêmes articulations se déplacent chacune surune autre sphère centrée en Ai; i = 2; 3; 4. En conclusion, ces articulationssont con�nées à un déplacement circulaire. Et la sont retrouvées les condi-tions intéressantes d'applications des théorèmes de Fichter : des solides enmouvement les uns par rapport aux autres et certains points contraints à undéplacement sur une courbe. En fait on retrouve un mécanisme sphérique àquatre barres [PF69]. Supposons pour le moment, que ce manipulateur nesoit pas connecté en B4 à la base. Par le théorème IV.15, B2 et B3 étantsur des cercles, le segment qu'ils composent décrit une surface réglée d'ordrehuit. Et comme B1 est un point �xe, il ne reste plus qu'un degré de libertéà la plate-forme. En application du théorème de l'acabit à deux corps IV.13,le point B4 a aussi un acabit de huit. Soit en utilisant la propriété IV.1,soit en appliquant le théorème étendu de Bézout à B4 situé à l'intersectionde l'objet précédent et de la sphère S(B1; B1B4), la circularité est alors dequatre. En�n, pour avoir le nombre de solutions il su�t d'exprimer que B4est malgré tout aussi sur le cercle C(A4; �4). Ainsi avec le théorème étendude Bézout, la borne sur le nombre de solutions est de huit. Or au début duraisonnement, il a été vu que B1 pouvait prendre deux positions, ce qui veutdire que le nombre de solutions double et peut atteindre seize. Il est à noter,toutefois que les solutions se partagent en deux ensembles découplés de huitsolutions.En regardant plus attentivement ce manipulateur, il est possible de tirerune spécialisation ayant un nombre de solutions maximum de huit. En e�et,supposons que l'articulation B1 de la plate-forme appartienne plutôt à labase. On aurait alors une spécialisation des mécanismes étudiés en IV.2.4.1.1où trois des articulations de la base sont confondues (voir �gure IV.12). Et
A2 A3A4B3B2 B4A1 � A5 � A6Fig. IV.12 � Manipulateur à trois articulations doubles sur la plate-forme etune articulation triple sur la base.cette architecture a deux fois moins de solutions que celle 7 dont elle est7: tssm



IV.2. GÉOMÉTRIE SYNTHÉTIQUE 85tirée. D'ailleurs c'est en fait cette architecture, plate-forme triangulaire etarticulation triple, qui est utilisée dans le robot ÷il agile 8 par Gosselin etGagné [GG95] pour orienter une caméra. A la nuance près que dans ce ma-
Fig. IV.13 � Robot sphérique à articulation triple virtuelle [GG95].nipulateur, la triple articulation est virtuelle et réalisée par une intersectiondes axes des articulations rotoïdes (voir �gure IV.13).IV.2.4.2 Analogies avec des capteurs supplémentairesPour avoir, sur des robots sans articulations confondues, des raisonnementssemblables à ceux étudiés précédemment, il est possible d'utiliser des capteursadditionnels. En particulier, l'ajout d'un capteur angulaire sur une articula-tion de la base combiné avec la connaissance de la longueur du segment placesur un cercle l'articulation correspondante de la plate-forme.Ainsi pour simuler le mécanisme composé de trois articulations doublesvu en IV.2.4.1.1, il su�t de placer trois capteurs sur trois segments, un parsegment (cas 13). Le système obtenu admet au plus seize solutions comme celaa été vu. Toutefois toute combinaison d'ajout de capteurs et d'articulationsdoubles permettant d'avoir trois articulations en mouvement sur un cercle(cas 2i� 13�i) est valable et a ce nombre de solutions. En fait ce mécanismeest encore plus contraint. En e�et les trois segments qui étaient rattachésà une articulation double ont vu leur rôle coercitif rempli par les capteurssupplémentaires. Néanmoins les trois autres segments sont toujours là etimposent donc des contraintes que toutes les postures solutions doivent aussivéri�er.L'ajout de deux capteurs angulaires sur une même articulation de la basecombiné avec la connaissance de la longueur du segment permet de déter-miner la position de cette articulation. On se rapproche ainsi du mécanisme8: Département de génie mécanique, Université Laval, Ste Foy, Québec, Canada



86 CHAPITRE IV. RAISONNEMENT GÉOMÉTRIQUEvu en IV.2.4.1.2. Les deux segments qui auparavant se joignaient à un troi-sième n'ont plus cette particularité de jonction. C'est donc un mécanismeplus contraint en terme de nombre de solutions admissibles. Ce qui amèneau résultat suivant : deux capteurs additionnels équipant un même segment,font que le manipulateur parallèle n'a pas plus de huit solutions pour sonmodèle géométrique direct.IV.2.5 Autres mécanismesFort de ces résultats intéressants qui ne demandent que de bien dé�nir lessolides avec lesquels on travaille, étudions d'autres cas pour les manipulateursparallèles.Soit un manipulateur où B5 � B6 et dont les segments 1; 2 et 3 sontéquipés d'un capteur additionnel (voir �gure IV.14). Il est possible de voirce robot sous la forme de deux rssr, un composé de B1 et B2, l'autre com-B5 � B6�1 �2 �3A1 A2 A3 A5 A6A4B1 B2 B3B4
Fig. IV.14 � Mécanisme à trois capteurs additionnels, une articulationdouble : considéré comme deux rssrposé de B2 et B3, tout deux ayant pour point de coupleur B5. D'après lepremier rssr on sait maintenant (voir IV.2.4) que B5 est sur une surface decircularité maximale et d'ordre seize. B5 est aussi à l'intersection de cettesurface et du cercle créé par le fait que B5 est une articulation double, ainsiil y a 16 positions possibles. En considérant le second rssr il y a aussi 16positions possibles. Seules les positions communes parmi les deux ensemblesde 16 solutions seront admissibles. Mais on ne peut rien dire de mieux sur laborne supérieure sinon qu'elle est de 16. Il est clair que cette approche n'estpas très utilisable pour décomposer un manipulateur parallèle en plusieursmécanismes élémentaires d'acabits connus.Gardons le même manipulateur ; mais voyons le maintenant sous uneautre forme de mécanisme (voir �gure IV.15). Considérons alors un pointquelconque M du segment ]B1B2[ et le segment qu'il forme avec B3. Par lethéorème, désormais bien assimilé, de Cayley IV.15, le segment [MB3] décrit



IV.2. GÉOMÉTRIE SYNTHÉTIQUE 87B5 � B6�1 �2 �3A1 A2 A3 A5 A6A4B1 B2 B3B4M
Fig. IV.15 � Mécanisme à trois capteurs additionnels, une articulationdouble : considéré comme un coupleur (M)une surface réglée de degré 32. Il est clair (IV.13) que B5 aussi décrira unesurface d'un tel degré ce qui implique qu'il y a 32 solutions possibles: : : Onvient de montrer qu'avec plus d'information sur la pose du robot, la borneobtenue est encore plus élevée.Pour revenir au cas 21 étudié dans la section IV.1.5, celui où la positiond'une articulation de la plate-forme est connue, nous considérons les travauxde Sarkissian et Parikian [SP95]. Ils supposent qu'un des segments a sonorientation connue et ils déconnectent l'articulation correspondante (disonsB6) du reste de la plate-forme. Ils obtiennent ainsi une courbe de coupleurdevant passer au moins cinq fois par la position de B6. Ils remarquent alorsque le système obtenu est analogue au problème de Burmester. Ainsi, laposition de B6 est de multiplicité 5 sur la courbe du coupleur et il y a donc5 modes de montages qui partagent cette position pour B6.IV.2.6 ConclusionLa géométrie synthétique permet de faire des démonstrations très éléganteset sobres. D'un autre côté, il n'a pas été possible de l'utiliser pour beaucoupd'architectures. Ce sont les premiers résultats obtenus avec des capteurs sup-plémentaires dans le cas de robots spatiaux. De plus ces résultats sont va-lides pour une plate-forme quelconque et ne traitent que les parties réellesdes objets géométriques considérés. Cet aspect de la géométrie pourrait êtreredoutablement e�cace si l'on disposait de théorèmes spécialement adaptésà nos mécanismes, ou pour des architectures de robot ayant des chaînes plusspéci�ques (tel le robot Delta) contraignant les déplacements sur des courbesbien identi�ées au lieu de sphères.En outre, des résultats très récents [SP95] montrent que cette voie estétudiée et que son application aux robots parallèles semble prometteuse.
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Chapitre VMéthode géométrique etalgébrique



90 CHAPITRE V. MÉTHODE GÉOMÉTRIQUE ET ALGÉBRIQUENous introduisons d'abord dans la section V.1 la méthode utilisée ; lescapteurs supplémentaires sont ajoutés de deux façons di�érentes, un ou deuxpar segment. Nous y proposons une représentation algébrique du problème.Ensuite nous considérons dans les sections V.2, V.3 et V.4, respectivement,les cas où les capteurs supplémentaires permettent de connaître la positionde trois, deux ou une articulation de la plate-forme. Quand les coordonnéesde certaines articulations sont connues, nous choisissons les repères de la baseet de la plate-forme de manière à obtenir un système plus simple d'équationsexprimant les longueurs des segments. Dans la discussion nous ne considé-rerons jamais les cas où aucune solution n'existe. En fait, nous supposeronstoujours que le robot est bien construit et situé à l'intérieur de son espace detravail, i.e. le problème admet au moins une solution. Par des méthodes clas-siques d'élimination nous déterminons le nombre de solutions pour le mgddans chaque cas et les conditions sous lesquelles une solution unique peut êtretrouvée. Cela permet de déduire certaines règles de conception garantissantune solution unique compte tenu du nombre de capteurs supplémentaires. Lesrésultats sont appliqués à des architectures particulières en V.5. Les résultatsde ce chapitre ont fait l'objet d'une publication [TTM95b].Notations Les notations principales sont illustrées dans la �gure V.1. Soit
OZX Y Bi = (pi; qi; ri)Ai = (ai; bi; ci) Cx y

zP
R �i

Fig. V.1 � NotationsR = (O;X; Y; Z) le repère de référence lié à la base. Soit P = (C; x; y; z) lerepère mobile lié à la plate-forme. Les coordonnées du point C dans R sont



V.1. MÉTHODE 91(CX ; CY ; CZ). Ai notera le centre de la ième articulation sur la base. Ses coor-données sont (ai; bi; ci) dans le repère R. Bi notera le centre de l'articulationsur la plate-forme du ième segment Ses coordonnées sont (pi; qi; ri) dans P.Le paramètre �i est la longueur du segment [AiBi] mesurée par un capteurd'élongation. En�n, nous appellerons Si la sphère centrée en Ai de rayon �i.V.1 MéthodeNotre méthode est basée sur deux aspects principaux. Le premier est le typede capteurs utilisés et leur placement sur le robot. Le second est la façondont le problème est posé. Rappelons qu'un joint de Cardan peut être équipéde deux capteurs rotatifs : un par axe de rotation de l'articulation (voir sec-tion III.2.3).V.1.1 Formulation algébrique du problèmeUne façon d'exprimer algébriquement le problème du modèle géométriquedirect est d'écrire les expressions des longueurs des segments qui sont connuespar les mesures des capteurs. Puisque les coordonnées des articulations de laplate-forme sont seulement connues dans le repère de la plate-forme P, nousdevons transformer leurs coordonnées dans le repère de la base R. Ce quipeut être fait en appliquant un déplacement au repère de la plate-forme àpartir d'une pose initiale, qui est la pose du repère de la base, vers sa positionactuelle. Ce déplacement de R vers P est une composition de la translationde O vers C avec une rotation de manière à faire coïncider les deux repères.AiBi = CBi + OC � OAiDans le repère de la base cela donne :�2i = kAiBik2 = 0@R24 piqiri 35+ 24 CXCYCZ 35� 24 aibici 351A2où R estR = 24 lx mx nxly my nylz mz nz 35



92 CHAPITRE V. MÉTHODE GÉOMÉTRIQUE ET ALGÉBRIQUEune matrice de rotation, i.e. elle véri�e les équations suivantes :l2x + l2y + l2z = 1 (V.1)m2x +m2y +m2z = 1 (V.2)n2x + n2y + n2z = 1 (V.3)lxmx + lymy + lzmz = 0 (V.4)lxnx + lyny + lznz = 0 (V.5)mxnx +myny +mznz = 0 (V.6)Les inconnues du problème sont les composantes de la matrice R et celles duvecteur OC. Avec les équations (V.1) à (V.6), l'équation de la longueur �idu segment i, i appartenant à f1; : : : ; 6g est :�2i = 2 (pi Cx � ai pi) lx + 2 (pi Cy � bi pi) ly + (2 pi Cz � 2 ci pi) lz+2 (qi Cx � ai qi)mx + 2 (qi Cy � bi qi)my + 2 (qi Cz � ci qi)mz+2 (ri Cx � ai ri)nx + 2 (ri Cy � bi ri) ny + 2 (ri Cz � ci ri) nz+ ai2 + bi2 + ci2 +Cx2 +Cy2 +Cz2 � 2Cxai � 2Cybi � 2Czci+ pi2 + qi2 + ri2 (V.7)Quand un capteur angulaire est rajouté sur un segment i, nous obtenons uneéquation linéaire parce que la mesure du capteur dé�nit un plan Ei contenantAi et Bi (voir III.2.3). Supposons que la normale à ce plan soit connue. Sescoordonnées dans R sontNi = 24 NiXNiYNiZ 35alors nous avonsAiBi �Ni = 0= (qimx + pilx + rinx +CX � ai)NiX+(qimy + pily + riny + CY � bi)NiY+(qimz + pilz + rinz +CZ � ci)NiZLe système d'équations alors obtenu, qui comprend des équations quadra-tiques à douze inconnues, est très di�cile à utiliser. Nous étudierons descas particuliers pour lesquels le système se simpli�e. Plus précisément, nousconsidérons des cas où la position d'au moins une articulation est connue àl'aide de capteurs supplémentaires. Alors les coordonnées de C sont connues.En e�et il est toujours possible de placer le centre du repère de la plate-forme sur l'articulation dont la position sera connue par ce moyen. Ainsiles équations quadratiques (V.7) deviennent linéaires et trois des inconnuesdisparaissent.



V.2. TROIS ARTICULATIONS CONNUES : CAS 23 93V.2 Trois articulations connues : cas 23Avec deux capteurs angulaires par segment sur chacun des 3 segments, laposition d'un point Bi est déterminée pour chacun des segments : ces capteursdonnent la direction et le sens du segment [AiBi] et la valeur de �i donne salongueur (voir section III.2.3 ). La connaissance de trois points non alignéssur la plate-forme est su�sante pour en déduire la pose du robot (voir [SF92,TM94] ). Ainsi, ce cas admet une solution unique au problème du mgd. Lecas où les articulations de la plate-forme dont les segments sont équipés decapteurs supplémentaires sont alignées est dégénéré. Il est semblable au casconsidéré en section V.3 quand la position de seulement deux points estconnue et qu'une troisième articulation est alignée avec.V.3 Deux articulations connues : cas 22Quand les positions de deux points de la plate-forme, di�érents, sont connus,et quand les longueurs de seulement deux autres segments sont données, ilexiste au plus deux poses possibles pour le robot et en général qu'une seule,ainsi que démontré dans [Mer93]. Ici, nous étudions systématiquement les casoù il y a exactement une, deux poses (ou une in�nité dans les cas dégénérés)quand la position de deux articulations de la plate-forme est connue et quela longueur des quatre autres segments est mesurée.La position de deux articulations de la plate-forme peuvent être déter-minées par le biais de quatre capteurs angulaires placés sur deux segments.Au besoin en renumérotant les articulations, nous pouvons supposer que cesdeux articulations sont B1 et B2. Elles déterminent un axe de rotation pourla plate-forme. Chaque point de la plate-forme se déplace alors sur un cercle(pouvant être réduit au point lui-même s'il est situé sur l'axe) centré sur ladroite (B1B2). Nous noterons Ci le cercle associé à Bi, pour i = 3; : : : ; 6. Lescontraintes imposées par les longueurs des segments font que Bi est en plussitué sur la sphère Si centrée sur Ai. Dans le cas général quand Ci n'est pasinclus dans Si, Bi a au plus deux positions.V.3.1 Choix des repèresComme les positions de B1 et B2 sont connues, nous pouvons choisir C etO tels qu'ils soient confondus avec B1, et les axes (OX) de R et (Ox) de Pconfondus avec la droite (B1B2).La matrice de rotation permettant de passer de R à P s'écrit ainsi :R = 24 1 0 00 my �mz0 mz my 35 où m2y +m2z = 1 (V.8)



94 CHAPITRE V. MÉTHODE GÉOMÉTRIQUE ET ALGÉBRIQUES'il existe i 2 f3; : : : ; 6g, disons i = 3 sans perte de généralité, tel que A3n'est pas situé sur la droite (B1B2), nous pouvons choisir l'axe (OY ) de R telque A3 dé�nisse le plan (XOY ). D'une manière analogue, si B3 n'appartientpas à (B1B2), nous choisissons (Oy) tel que B3 dé�nisse le plan (xOy).Considérons la propriété suivante :Il existe i, disons i = 3, tel queni Ai = A3 ni Bi = B3 n'appartiennent à (B1B2): (V.9)Dans ce qui suit, toutes les fois où la condition (V.9) est véri�ée, nouschoisirons (OY ) et (Oy) comme vu ci-dessus (voir aussi �gure V.2); doncc3 = r3 = 0, et les équations (V.7) deviennent :
xX O = C = B1 Y

Z yz
A3B2 B3

Fig. V.2 � Dé�nition des repères R et P respectant la condition (V.9)�21 = a21 + b21 + c21 (V.10)�22 = a22 + b22 + c22 + p22 � 2a2p2 (V.11)�23 = a23 + b23 + p23 + q23 � 2a3p3 � 2b3q3my (V.12)�2i = 2(�ciri � biqi)my + 2(�ciqi + biri)mz+a2i + b2i + c2i + p2i + q2i + r2i � 2aipi i 2 f4; 5; 6g (V.13)Les inconnues my et mz n'apparaissent pas dans les équations (V.10) et(V.11). De plus my est la seule inconnue apparaissant dans l'équation (V.12).Si la condition (V.9) n'est pas véri�ée, nous choisirons les axes (OY ) et(Oy) arbitrairement. Pour chaque i appartenant à f3; : : : ; 6g, Ai ou Bi est sur(B1B2), ce qui implique que le coe�cient des inconnues my et mz disparaîtdans les équations (V.7) :�2i = a2i + b2i + c2i + p2i + q2i + r2i � 2aipi i 2 f3; : : : ; 6g (V.14)



V.3. DEUX ARTICULATIONS CONNUES : CAS 22 95N'importe quelle rotation sera solution du système, entraînant que le robotest dans une con�guration où une singularité apparaît, correspondant à unevariété de Grassman de rang cinq [Mer88].Propriété V.1 Si, pour chaque i 2 f3; : : : ; 6g, Ai ou Bi est sur (B1B2),alors le robot est dans une con�guration singulière.Dans la suite de la section V.3, nous supposerons toujours que la condi-tion (V.9) est véri�ée.V.3.2 Résolution des équationsPuisque b3q3 6= 0 (d'après la condition (V.9)), nous pouvons calculer unevaleur unique pour my à partir de l'équation (V.12).Ensuite une équation (V.13) nous permettra de déduire mz, pourvu qu'ilexiste un i dans l'ensemble f4; 5; 6g tel que le coe�cient �ciqi + biri de mzne soit pas nul.Maintenant étudions la signi�cation géométrique de l'équation suivante,pour i 2 f4; 5; 6g:� ciqi + biri = 0: (V.15)Pour tout couple de points P et Q qui ne sont pas sur (B1B2), notons pardPQ l'angle orienté entre les deux plans (B1B2P ) et (B1B2Q). Visiblementl'équation (V.15) est véri�ée quand Ai ou Bi sont sur (B1B2), car dans cecas là bi = ci = 0 ou qi = ri = 0. Supposons que ni Ai ni Bi n'appartiennentà (B1B2). Alors (V.15) peut être réécrite comme cibi = riqi , où les deux termesreprésentent la tangente de l'angle orienté entre les plans. Plus précisémentcibi est la tangente de l'angle [A3Ai entre les plans (B1B2A3) et (B1B2Ai),compte tenu de notre choix de repère de référence R. Et d'une manièreanalogue riqi est la tangente de l'angle [B3Bi entre (B1B2B3) et (B1B2Bi)(voir �gure V.3). Remarquons que ces angles sont bien dé�nis lorsqu'aucundes points Ai; Bi; A3; B3 n'appartient à (B1B2). Ainsi la condition (V.15) estvéri�ée si et seulement si la condition suivante est remplie :� soit Ai ou Bi est sur (B1B2)ou bien[A3Ai = [B3Bi � (V.16)Supposons que pour chaque i in f4; 5; 6g (V.16) est remplie; alors aucunedes équations (V.13) ne nous permet de calculer mz. Dans ce cas, une autreéquation sera nécessaire. Nous utiliserons l'équation (V.8): m2y + m2z = 1.Cette équation admet en général deux solutions. Elle admet une solution
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X � x
B1 Y

Z yz
A3B2 B3AiBi \A3B3= angle of rotation R[A3Ai =[B3BiFig. V.3 � Interprétation géometrique de la condition (V.15)double mz = 0 si et seulement si my = �1, correspondant à une rotation d'angle[A3B3 = 0 (mod �), ce qui signi�e que B1; B2; A3; B3 sont coplanaires.En résumé nous avons :Théorème V.1 [Unicité, cas 22] Soit deux points, disons B1 et B2, dont laposition est connue. Alors le problème du mgd admet une solution unique siet seulement si� il existe i, disons i = 3, tel que ni Ai(= A3) ni Bi(= B3) ne soient sur(B1B2)� et 9 i 2 f4; 5; 6g tel que 0@ ni Ai ni Bi ne sont sur (B1B2)et[A3Ai 6=[B3Bi 1Aou B1; B2; A3; B3 sont coplanairesThéorème V.2 Soient deux points, disons B1 et B2, dont la position estconnue. Alors le problème du mgd admet deux solutions distinctes si et seule-ment si� il existe i, disons i = 3, tel que ni Ai(= A3) ni Bi(= B3) ne soient sur(B1B2)



V.3. DEUX ARTICULATIONS CONNUES : CAS 22 97� et 8 i 2 f4; 5; 6g ; � soit Ai ou Bi 2 (B1B2)ou sinon[A3Ai =[B3Bi �� et B1; B2; A3; B3 sont coplanaires.Ces conditions sont plutôt contraignantes, ce qui indique que, dans laplupart des cas, il n'y aura qu'une seule solution. On pourra remarquer lasimilitude de la condition d'angle avec celle du théorème II.1 en page 25.Quelques applications de ce cas sont proposées en section V.5.1.V.3.3 Ajout d'un cinquième capteur angulaire : cas22 � 11Nous supposons toujours que les positions de B1 et B2 sont connues, etque la condition (V.9) est remplie.Maintenant, un capteur angulaire supplémentaire, situé sur un troisièmesegment mesure l'angle entre un plan de référence et un plan contenant cesegment. Quand les conditions du théorème V.1 sont satisfaites, l'informationdonnée par ce capteur est redondante. Dans cette section nous supposeronsque les conditions du théorème V.2 sont remplies, et nous étudions les condi-tions sous lesquelles nous pouvons déterminer s'il y aura une posture unique.Les repères sont toujours dé�nis comme en �gure V.2. Le capteur situésur le iè segment, pour une valeur de i dans f3; : : : ; 6g, donne un plan Eicontenant Ai et Bi. Soit Ni son vecteur normal, alors(NiY qi +NiZri)my + (NiZqi �Niyri)mz+ (pi � ai)NiX � biNiY � ciNiZ = 0 (V.17)Cette équation est linéaire dans les deux inconnues my et mz. Rappelonsque, sous les hypothèses actuelles, my est déterminé de manière unique parl'équation (V.12). Si Bi est aligné avec B1 et B2, i.e. qi = ri = 0, alors lecoe�cient de mz dans l'équation (V.17) s'annule, et l'information fourniepar le capteur est redondante. En fait, elle ne peut déterminer la posture durobot puisque elle donne la position d'un troisième point qui est aligné avecdeux autres déjà connus.D'un autre côté, si B1; B2; Bi ne sont pas alignés alors le coe�cient de mzdans (V.17) est nul si et seulement si l'angle orienté[B3Bi (i.e. l'angle orientéentre les plans (B1B2B3) et (B1B2Bi) comme dé�ni in V.3.2) est le mêmeque l'angle orienté entre le plan (B1B2A3) et le plan parallèle à Ni contenantla droite (B1B2). Cette condition sur les angles est exactement la conditionpour laquelle le plan orthogonal à Ni et contenant Ai coupe le cercle Ci en les



98 CHAPITRE V. MÉTHODE GÉOMÉTRIQUE ET ALGÉBRIQUEdeux points possibles pour Bi déjà obtenus par l'intersection entre Ci et Si.Dans ce cas, le cinquième capteur ne donne aucune information pertinente,et nous aurons encore l'ambiguïté entre les deux solutions obtenues.Théorème V.3 (Unicité, cas 22 � 11) Supposons que les conditions don-nées dans le théorème V.2 soient véri�ées, un cinquième capteur, placé surun segment [AiBi], pour tout choix de i 2 f3; : : : ; 6g permettra de n'avoirqu'une seule solution au problème du mgd si et seulement si� Bi n'est pas aligné avec B1 et B2,� et l'angle entre le plan (B1B2A3) et le vecteur normal à Ei est di�érentde[B3Bi.V.3.4 Ajout d'un sixième capteur angulaire : cas 22�12Si le sixième capteur est ajouté sur le même segment que le cinquièmenous sommes dans le cas étudié en V.2.Considérons le cas où le cinquième et le sixième capteurs sont situés res-pectivement sur deux segments di�érents [AiBi] et [AjBj ] avec une articu-lation commune sur la plate-forme, i.e. Ai 6= Aj et Bi = Bj . Nous voulonsdéterminer les conditions sous lesquelles le problème admet encore deux so-lutions. Les deux capteurs doivent être redondants, ce qui signi�e, comme vuprécédemment que le plan Ei de vecteur normal Ni coupe Ci = Cj en deuxpoints Si \ Ci. De même, Ej doit couper Ci = Cj en les deux points Sj \ Cj .De plus, les deux points obtenus de cette manière Ei \ Ci \ Si et Ej \ Cj \ Sjdoivent coïncider, ce qui est possible si et seulement si Ni, Nj et AiAj sontdes vecteurs linéairement dépendant.Pour le cas général où Ai 6= Aj et Bi 6= Bj , le même raisonnement qu'enV.3.3 nous permet de conclure ce qui suit :Théorème V.4 Supposons que les conditions données dans le théorème V.2soient véri�ées, deux capteurs supplémentaires placés respectivement sur lessegments [AiBi] et [AjBj], pour i; j 2 f3; : : : ; 6g, ne donnent pas encore desolution unique au mgd si et seulement si� Bi = Bj, Ai 6= Aj, et les vecteurs Ni; Nj et AiAj sont dépendants, avecNi (resp. Nj) notant le vecteur normal au plan Ei (resp. Ej) donné parle capteur,



V.4. UNE ARTICULATION CONNUE : CAS 21 99� ou Bi 6= Bj et, pour k = i; j� Bk est aligné avecB1 et B2,� ou l'angle entre le plan (B1B2A3) et le vecteur Nk est égal à[B3Bk.Dans les autres cas, six capteurs donneront toujours une solution unique.V.4 Une articulation connue : cas 21Dans cette section nous équipons le robot avec deux capteurs angulairessupplémentaires, situés tous les deux sur le segment 1. Comme nous l'avonsvu dans III.2.3, cela permet la détermination totale des coordonnées de B1.À moins que toutes les articulations sur la plate-forme soient confondues, ilest possible de renuméroter les segments de façon à ce que B2 soit di�érentde B1. Nous choisissons O et C confondus avec B1, le vecteur B1A2 pourdé�nir les axes (OX) (puisque A2 6= B1), et B1B2 pour dé�nir (Ox). Ainsiles équations (V.7) donnent :�12 = a12 + b12 + c12 (V.18)�22 = �2 a2p2 lx + a22 + p22 (V.19)�i2 = �2 pi(ailx + bily + cilz)� 2 qi(aimx + bimy + cimz)�2ri(ainx+biny+cinz)+kOAik+kCBik i 2 f3; : : : ; 6g (V.20)V.4.1 Plate-forme généraleLa positions d'une articulation de la plate-forme est connue, et nous dispo-sons de cinq autre segments. Dans [IP91, HP93] est traité le cas d'un robotmanipulateur avec la position d'une de ses articulations de la plate-forme dé-terminée par trois segments connectée à cette articulation et seulement troissegments connectés à d'autres articulations. Ils montrent que ce cas admetau plus huit solutions (pour une posture ne correspondant pas à une singu-larité). Ainsi, dans notre cas, qui est plus contraint encore, le mgd ne peutpas avoir plus de huit solutions.V.4.2 Plate-forme planePour ce robot particulier nous choisissons le plan de la plate-forme commele plan (xOy). Ce cas mène à un système d'équations (V.19)�(V.20) qui serévèle être un système d'équations avec seulement six inconnues (puisqueri = 0, pour chaque i). Donnons quelques conditions su�santes pour que cesystème devienne dégénéré, i.e. pour que le déterminant s'annule.� il existe i tel que Ai = B1 (impossible par construction)



100 CHAPITRE V. MÉTHODE GÉOMÉTRIQUE ET ALGÉBRIQUE� il existe i tel que Bi = B1� B3; : : : ; B6 sont alignés avec B1 (robot de Zhang et Song[ZS91])� A2; : : : ; A6; B1 sont coplanairesSi le système est linéairement indépendant, alors nous avons cinq équationslinéaires qui permettent de résoudre en cinq inconnues. L'inconnue restanteest trouvée à l'aide d'une des équations d'orthonormalité de la matrice derotation R. Puisque cette dernière est de degré deux, il peut y avoir jusqu'àdeux solutions. Les conditions qui déterminent s'il existe une ou deux so-lutions sont très complexes. Quand le rang du système n'est pas maximumet diminue de un, nous avons besoin d'ajouter une équation quadratique deplus pour résoudre notre problème : en conséquence le nombre de solutionsdouble à chaque fois que le rang diminue d'une unité. Or nous ne disposonsque d'un nombre limité, trois, de telles équations quadratiques. Ainsi, pourun rang diminué de trois ou plus, il n'y a plus assez d'équations pour résoudreentièrement le problème.Suivant le rang du système, le nombre de solutions pour le mgd peut êtreainsi deux (système de plein rang), quatre (rang= 4), huit (rang= 3) ouune in�nité (rang< 3). Remarquons que seulement B1B2A2 jouent un rôleparticulier. Toute autre articulation peut être renumérotée. Des applicationsde ces résultats sont étudiées en section V.5.2.V.4.3 Ajout d'un troisième capteur : cas 21 � 11Ici nous considérons un segment équipé de deux capteurs (segment 1) et unautre équipé seulement d'un capteur angulaire (segment 2).V.4.3.1 Plate-forme généraleAu contraire de V.3, nous utilisons une approche géométrique pour résoudrece premier cas. D'abord, nous déterminons la position de B2. Ensuite, uti-lisant ce résultat V.3, nous considérons les postures pour la plate-forme enentier. L'articulation B2 est située a l'intersection de la sphère S2 centrée enA2 de rayon �2 , et de la sphère centrée en B1 de rayon kB1B2k, et le planE2 indiqué par le troisième capteur. Il est clair que cette intersection donnedeux solutions pour la position B2. Puisqu'il y a au plus deux positions aumgd quand les positions de B1 et B2 sont connues (voir V.3), il peut y avoirjusqu'à quatre solutions au mgd dans ce cas.Quand B1; A2; B2 sont alignés, la position de B2 est déterminée de ma-nière unique. Sinon il y a deux solutions pour l'articulation B2. Quand lescoordonnées de deux articulations sont connues, nous avons vu en V.3 que



V.5. APPLICATIONS 101dans des conditions admet une solution. Le mgd admet alors deux solutionsdans le cas le plus général, mais il est très di�cile de donner exactement lesconditions menant à trois ou quatre solutions.V.4.3.2 Plate-forme planeUtilisons de nouveau la méthode décrite en V.1. Le troisième capteur ajouteune sixième équation linéaire à un système à six inconnues.�N2Xa2 +N2Xp2lx +N2Y p2ly +N2Zp2lz = 0Quand ce système est de rang maximum, le mgd a une solution unique. Cesystème est dégénéré quand le déterminant du sous-système (V.19), (V.20)basé sur les 5 segments s'annule (voir section V.4.2) ou quand le troisièmecapteur donne une information redondante. De la section V.4.2 nous savonsqu'il y a jusqu'à deux solutions pour la posture quand le sous-système (V.19)-(V.20) n'est pas dégénéré. Le troisième capteur ne donne pas d'informationutile quand le plan qu'il mesure contient les deux positions possibles pourB2 trouvées précédemment. Cela se produit par exemple quand la normaleN2 est parallèle à l'axe (B1A2), i.e. A2 est aussi le centre du cercle forméde l'intersection de S2 et de la sphère centrée en B1 de rayon kB1B2k. Engénéral il n'y aura qu'une solution pour cette architecture.V.4.4 Ajout de plus de capteurs : cas 21 � 1nComme cela a été déjà vu dans la section précédente, l'architecture compre-nant une plate-forme plane aura une solution unique si le système demeurede plein rang, donc l'ajout d'autres capteurs diminue le risque d'avoir uncas dégénéré. Mais pour une architecture avec une plate-forme quelconque,il sera nécessaire d'ajouter six capteurs pour obtenir un système dont touteles équations sont linéaires. Cette architecture admet une solution uniquehormis pour les cas dégénérés.V.5 ApplicationsIl serait intéressant d'étudier quelques architectures de robots parallèles spé-ci�ques pour lesquels le nombre de solutions au mgd est presque indépendantde la posture.V.5.1 Deux articulations connues : cas 22Soit B1 et B2 les deux articulations entièrement déterminées.� D'abord considérons une architecture (voir �gure V.4) dans laquelle laplate-forme mobile a cinq de ses articulations alignées, i.e. B4; B5; B6 ap-partiennent à la droite (B1B2). C'est le robot décrit dans [ZS91]. À partir



102 CHAPITRE V. MÉTHODE GÉOMÉTRIQUE ET ALGÉBRIQUEdes théorèmes V.1 et V.2, nous déduisons que, en général, nous obtiendronsdeux postures pour ce robot. Les deux positions de B3 sont symétriques parrapport au plan (B1B2A3), et ces solutions se réduisent à une solution doublequand B1; B2; A3; B3 sont coplanaires ; mais cela correspond à une con�gu-ration singulière.

Con�guration singulière si B1; B2 ; A3 sont alignés

Deux solutions dans une con�guration générale
Une solution double si B1 ;B2 ; A3; B3 sont coplanairesB1 B2 A3

B1B2 B3 A3
B1 B2 B3 B1 B2 B3A3 A3

Fig. V.4 �Architecture (Zhang-Song) avec deux solutions en général quanddeux articulations de la plate-forme sont connues.� Considérons le robot particulier ayant une plate-forme plane dont au-cune de ses articulations n'est alignée avec (B1B2). Il y a deux solutions pourle mgd si et seulement si A3 n'est pas dans le plan de la plate-forme et sitous les points A4; A5; A6 sont soit coplanaires avec A3; B1; B2 soit alignés



V.5. APPLICATIONS 103avecB1 et B2. Dans le cas spécial où la plate-forme est plane mais la base nel'est pas il y a le plus souvent une seule solution.� Étudions maintenant un robot dont la plate-forme et la base (�gure V.5)sont planes. Il peut être facilement déduit du théorème V.1 que, dans la plu-part des cas, il n'y aura qu'une seule solution pour ce robot (nous supposonsencore que la condition (V.9) est véri�ée). À l'aide du théorème V.2, on voitqu'il y a deux solutions si et seulement si B1 et B2 sont dans le plan de labase. Le cas d'une solution double est rencontré quand la base et la plate-forme sont dans le même plan; cela correspond à une con�guration singulièreclassique [Mer88]. Articulations dont la position est connueSolution unique pour une posture quelconque
Deux solutions symétriques par rapport à la base, si les deux articulationsconnues sont dans le plan de la base
Une solution double si la plate-forme est dans le plan de la base

base
base

B1 B2
B1 B2B1 B2Fig. V.5 � Architecture (base et plate-forme planes) avec une solution engénéral quand deux articulations de la plate-forme sont connues.� Soit le robot dont la plate-forme est triangulaire. Les articulations sontconfondues deux à deux (B1 � B4, B2 � B5, B3 � B6). Le problème du



104 CHAPITRE V. MÉTHODE GÉOMÉTRIQUE ET ALGÉBRIQUEmodèle géométrique direct admet deux solutions si et seulement si B1; B2; A3et A6 sont coplanaires. En fait, quand cette dernière condition est véri�ée etde plus B3 est coplanaire avec B1; B2; A3 et A6, le mgd admettrait une solu-tion double. Mais ce dernier cas est bien connu sous le nom de con�gurationsingulière de Hunt [Mer88], une droite coupe les 6 segments.� D'une manière générale, il est possible de donner les conditions su�-santes d'unicité suivantes :Théorème V.5 Dans le cas 22, où 4 capteurs sont ajoutés par paires surdeux segments, le modèle géométrique direct du robot parallèle n'admet qu'uneseule solution si les conditions suivantes sont véri�ées :� La plate-forme est plane� Les articulations de la base A4; A5; A6 ne sont pas alignées� Les articulations de la base A3; A4; A5; A6 ne sont pas coplanairesV.5.2 Une articulation connue : cas 21De manière a obtenir le plus petit nombre de solutions pour le mgd , nousdevrions concevoir le robot avec une plate-forme plane tel que les conditionssu�santes V.4.2 ne soient pas remplies. Avec une plate-forme plane et unebase non plane nous minimisons le risque de rencontrer un cas dégénéré.Il est recommandé de ne pas choisir d'équiper de capteurs supplémentairesdes articulations alignées ou confondues. Une indication est que placer deuxcapteurs supplémentaires sur un segment dont l'articulation sur la plate-forme est une articulation multiple n'est pas une bonne idée. En e�et dansce cas une équation linéaire devient indépendante de toutes les inconnues etle nombre de solutions possibles devient quatre au lieu de deux. Géométri-quement, cela s'explique par le fait que Bi se déplace sur un cercle du faitde l'articulation double et a donc un seul degré de liberté ; par conséquentl'un des deux capteurs additionnels est redondant. Cela arrive en particulierdans le cas d'un tssm. 1 En d'autres termes ce n'est pas le meilleur moyen deplacer les capteurs puisque l'un d'entre eux deviendra inutile. Il y aura unesolution pour une plate-forme quelconque dont la position d'une articulationest connue et quatre capteurs supplémentaires; pour une plate-forme planeun capteur supplémentaire su�t, sauf pour les cas dégénérés. En résumé,les conditions su�santes d'unicité lorsque la position d'une articulation estconnue sont écrites dans le théorème suivant.Théorème V.6 (Conditions su�santes d'unicité (cas 21)) Un robotéquipé de deux capteurs supplémentaires sur un même segment permettant de1: Triangular Symmetric Simpli�ed Manipulator



V.6. CONCLUSION 105connaître la position de l'articulation associée sur la plate-forme admet unesolution unique pour son modèle géométrique direct si les conditions suivantessont véri�ées simultanément :� Plate-forme plane,� base non plane,� pas de capteur additionnel sur une articulation multiple de la plate-forme� pas de capteur additionnel sur des articulations alignéesV.6 ConclusionNous avons montré sous quelles conditions le problème du modèle géomé-trique direct admet di�érents nombres de solutions quand au moins la po-sition d'un des points de la plate-forme est déterminée par les informationsprovenant de capteurs additionnels. Ces conditions sont géométriques aussibien qu'analytiques. Elles permettent de calculer les solutions et les pos-tures associées du robot. L'étude de ces di�érents cas est particulièrementadaptée quand les capteurs ne sont pas �ables à cause par exemple d'un en-vironnement dangereux. Ainsi la perte de capteurs est moins dommageablepour le calcul du mgd et le système est plus �able. Trois capteurs angulairesconjointement avec les longueurs des segments permettent encore la détermi-nation du mgd d'un robot manipulateur parallèle. Ces résultats permettentde fournir des informations utiles lors de la conception d'un manipulateuren vue d'obtenir un mgd le plus simple possible. Néanmoins, il est encoredi�cile de déterminer, dans le cas où seule une articulation est bien dé�nie,les conditions nécessaires d'unicité ou bien même quand les bornes sont-ellesatteintes.
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Chapitre VIMéthodes algébriques



108 CHAPITRE VI. MÉTHODES ALGÉBRIQUESLa résolution du modèle géométrique direct des robots parallèles a, parle biais de sa représentation algébrique, été l'objet de l'application de nom-breuses méthodes algébriques. C'est ce que nous aborderons dans ce chapitre,en laissant les méthodes d'élimination pour plus tard. En premier lieu nousétudierons la multi-homogénéisation elle-même et la généralisation du théo-rème de Bézout (voir la section IV.2.1). Puis la borne de bkk. 1 En�n nousmontrerons l'intérêt des bases standard dans le cas générique.VI.1 Multi-homogénéisation et quaternionsLa création de la multi-homogénéisation est la conséquence logique de l'in-su�sance de l'homogénéisation classique (voir la section IV.2.1). L'homo-généisation s'applique à la résolution de systèmes d'équations algébriques.Son insu�sance provient du fait que dans de nombreux cas le décomptedes solutions in�nies n'est pas optimal : la borne supérieure après multi-homogénéisation sur le nombre de solutions d'un système est meilleure quela borne après homogénéisation.VI.1.1 Multi-homogénéisationLa notion de circularité a été introduite dans la section IV.2.1 pour que lenombre de solutions prévues par le théorème de Bézout soit le plus �dèlepossible au nombre e�ectif. Néanmoins, cela ne su�t pas et il est nécessaired'être encore plus précis. Le théorème de Bézout ne tient pas compte de deuxphénomènes :� l'intersection peut être in�nie� il peut y avoir des solutions à l'in�ni, outre les points cycliques.Pour illustrer ces deux aspects qui prennent en défaut le théorème deBézout, prenons l'exemple de [WMS88], c'est à dire l'intersection de deuxdroites du plan. Leur intersection doit contenir un point, car 1 est le produitdes degrés des équations des droites. Or dans le cas où elles sont parallèles,cette valeur ne correspond plus. Si elles sont confondues, leur intersectionest la droite elle-même, objet de dimension non nulle et contenant donc unein�nité de solutions. Si elles sont distinctes, alors elles n'ont plus d'inter-section sinon en un point à l'in�ni. Par contre pour peu que l'on perturbe,même très légèrement, leur parallélisme, on retrouve bien un point uniqued'intersection.1: acronyme tiré du nom des auteurs Bernstein, Kushnirenko, Khovanski



VI.1. MULTI-HOMOGÉNÉISATION ET QUATERNIONS 109Morgan, Sommese et Wampler [MS87, WMS88, Wam94] ont beau-coup travaillé sur la multi-homogénéisation dans le cadre des méthodes d'ho-motopies pour résoudre des systèmes d'équations algébriques non-linéaires.Pour aborder la multi-homogénéisation, il convient de dé�nir la structured'un système multi-homogène et ensuite le nombre de solutions qu'il admetet qui est appelé le nombre de Bézout du système.VI.1.1.1 Systèmes multi-homogènesTout d'abord il est possible d'écrire tout système d'équations homogènescomme appartenant à une famille plus large. Considérons que les variablesn'appartiennent plus à un seul et même groupe, mais au contraire qu'ellessont séparées en m groupes. On parlera alors de m-homogénéisation. Dansla IV.2.1 nous avons vu l'intérêt de l'introduction de l'espace projectif. Enmulti-homogénéisation, il est tout aussi intéressant de l'utiliser, mais en allantplus loin. Ainsi chaque groupe de variables est plongé dans un espace projectifséparé. C'est à dire que nous plongeons C n dans Pn1�� � ��Pnm oùPmi=1 ni =n. De cette façon, une solution à l'in�ni est une solution dont au moins unedes variables d'homogénéisation a une valeur nulle. Pour illustrer ces notions,il convient de les appliquer sur le système de l'exemple 1 suivant.Exemple 1 [WMS88] Soit le système d'équationsx2 � 1 = 0x y � 1 = 0Ce système a quatre solutions selon le théorème de Bézout. Mais seulementdeux sont �nies, les points (1; 1) et (�1;�1). Appliquons une homogénéisa-tion simple à ce système, il devient :x2 � w2 = 0x y � w2 = 0Outre les solutions �nies précédentes, ce système a aussi la solution doubleet in�nie (x; y; w) = (0; 1; 0). Maintenant, rendons le système 2-homogène(m = 2) ; les variables sont réparties en deux groupes comme suit : E1 =fx; w1g; E2 = fy; w2g, où w1 et w2 sont les variables d'homogénéisation. Ils'écrit : x2 � w21 = 0x y � w1 w2 = 0Et puisque les solutions (x = 0; w1 = 0) ou (y = 0; w2 = 0) sont interdites carindé�nies (voir IV.2.1.1), ce dernier système n'admet pas d'autres solutions



110 CHAPITRE VI. MÉTHODES ALGÉBRIQUESque les solutions �nies (x = 1; w1 = 1; y = 1; w2 = 1) et (x = �1; w1 =1; y = �1; w2 = 1), car travaillant en homogène on peut imposer w1 = w2 =1. �Ce traitement di�érent de la partie in�nie de l'espace entraîne un nombreplus petit de solutions à l'in�ni et justi�e ainsi l'intérêt de la multi-homogé-néisation. Notons qu'un système (respectivement une équation) 1-homogèneest un système (respectivement une équation) homogène.VI.1.1.2 Nombre de BézoutLa version en dimension n du théorème de Bézout n'est e�ective que pour uneintersection �nie (ce que les algébristes appellent un problème 0-dimensionnel)et ne sait pas décompter les solutions à l'in�ni.Théorème VI.1 (Bézout dimension n) Un système à n équations homo-gènes de degrés respectifs di; i = 1 : : : n, d'intersection �nie, admet un nombrede solutions de nYi=1 diL'objectif est de dé�nir une notion équivalente à la borne de Bézout quipuisse être appliqué dans le cas multi-homogène. C'est ce que l'on appellerale nombre de Bézout .Soit un système m-homogène dont les groupes de variables sont nommésE1; E2; : : : ; Em. Par dé�nition, un polynôme multi-homogène est de mêmedegré relativement aux groupes de variables dé�nis. Notons dij ce degré, ditaussi m-degré [Wam], qui est la somme des exposants des variables apparte-nant à un même groupe Ej dans l'équation i. Le nombre de solutions d'unsystème multi-homogène est donné par le nombre de Bézout.Théorème VI.2 (Nombre de Bézout [MS87]) le nombre de Bézout d'unsystème d'équations polynomiales m-homogènes est égal au coe�cient duterme Qmj=1�card(Ej )�1j dans le produitnYi=1 mXj=1 dij �j!Utilisons le nombre de Bézout sur un exemple.Exemple 2 Reprenons le système 2-homogène de l'exemple 1. Deux groupesde même cardinalité sont présents et les 2-degrés sont (d1;1; d1;2) = (2; 0)pour la première équation et (d2;1; d2;2) = (1; 1) pour la seconde. Nous devonschercher le coe�cient du terme �1 �2 dans le produit (2�1+0�2)(1�1+1�2).Celui-ci vaut deux et on retrouve ainsi le nombre de solutions e�ectives. �



VI.1. MULTI-HOMOGÉNÉISATION ET QUATERNIONS 111Il est intéressant de remarquer que le nombre de Bézout d'un système 1-homogène est identique à la borne de Bézout, c'est donc une notion qui lagénéralise.VI.1.2 Résolution avec les quaternionsDans cette section, l'espace euclidien à trois dimensions est identi�é avecl'espace des quaternions purs, en identi�ant un pointM ou un vecteur OM decoordonnées (x; y; z) dans R, au quaternion qM = qOM = (0; x; y; z) [Cas87].La base des quaternions est dé�nie par (1; i; j; k) et les règles de produit danscette base sontj ? k = �k ? j = ik ? i = �i ? k = ji ? j = �j ? i = kLes quaternions sont souvent utilisés pour représenter les rotations. Une ro-tation R est associée à un quaternion unitaire r, c'est-à-dire r = (r0; r1; r2; r3)tel que r20 + r21 + r22 + r23 = 1. L'image R � OM d'un vecteur OM parR est donnée par le quaternion r ? qM ? r0, où le conjugué de r est notér0 = (r0;�r1;�r2;�r3). Trois paramètres déterminent r puisque ses quatrecoordonnées sont telles que r est un quaternion unitaire, et puisque r et�r représentent la même rotation. Les résultats de cette section sont parusdans [TTM95a].VI.1.2.1 Trois capteurs additionnels ou plusNous verrons ici que si nous avons trois capteurs supplémentaires, il n'y a pasplus de huit solutions complexes pour le problème du modèle géométriquedirect. Ce résultat est indépendant du choix de l'emplacement des capteurs.Les trois capteurs produisent trois équations qui sont linéaires en les co-ordonnées du centre de la plate-forme C. Pour peu que les données en pro-venance des capteurs soient pertinentes, nous pouvons résoudre ce systèmelinéaire 3 � 3. Une fois que les coordonnées de ce point sont éliminées, leproblème revient à trouver une rotation. En utilisant trois des équations delongueurs (V.7), r est l'intersection de trois surfaces quadratiques spatiales.Par le théorème de Bézout sur l'intersection de surfaces nous déduisons quele nombre de solutions est au plus huit.Théorème VI.3 Pour un robot parallèle général équipé de trois capteurs ad-ditionnels angulaires fournissant une information pertinente, le mgd admetau plus huit solutions.



112 CHAPITRE VI. MÉTHODES ALGÉBRIQUESVI.1.2.2 Un capteur additionnelWampler [Wam94] formule le problème en utilisant les coordonnées de soma(qui sont équivalentes aux quaternions duaux [Cas87]). Le déplacement trans-formant R en P, qui consiste en une rotation R composée avec la translationde vecteur OC, est représentée par ses coordonnées de soma qui sont deuxquaternions r et c. r est le quaternion unitaire vu précédemment représentantR, et c est donné par qOC = c ? r0.En utilisant ce paramétrage, les équations (V.7) deviennent(qBi ? q0Bi + qAi ? q0Ai � �2i + �21)(r ? r0)+2<(c ? q0Bi ? r0 � c ? r0 ? q0Ai � r ? qBi ? r0 ? q0Ai) = 0 (VI.1)< est notre notation désignant la partie réelle d'un quaternion.Wampler modi�e alors ces équations par un changement de coordonnéesnon singulier de (r; c) à (x; x̂). Il obtient six équations qui sont bilinéaires en xet x̂. En outre, il obtient deux équations qui sont quadratiques respectivementen x et x̂, signi�ant que le quaternion r représentant R est un quaternionunitaire. Ainsi, le nombre de Bézout 2-homogène est le coe�cient de �4�4dans le produit combinatoire (� + �)6(2�)(2�), qui est� 63 � 22 = 80Finalement il déduit la borne de 40 sur le nombre de solutions en remarquantque (r; c) et (�r;�c) correspondent en fait au même déplacement.Maintenant si nous ajoutons un capteur angulaire, placé sur le segment 1(sans perte de généralité), ce capteur indique un plan contenant A1 et B1,dont le vecteur normal est représenté par un quaternion pur n. Nous obtenonsune équation supplémentaire :<(n ? c ? r0 + n ? r ? qB1 ? r0 � n ? qA1) = 0 (VI.2)En utilisant le même changement de repère, nous avons une nouvelle équationbi-linéaire en x et x̂. Nous abandonnons alors une des équations quadratiqueset obtenons un système dont le nombre de Bézout 2-homogène est le coef-�cient de �4�4 dans le produit combinatoire (� + �)7(2�). Ce nombre est� 73 � 2 = 70d'où nous déduisons que le nombre de solutions du modèle géométrique di-rect avec un capteur angulaire additionnel est borné par 35. Cette borneest probablement surestimée puisque nous ne tenons plus compte d'une deséquations quadratiques.



VI.2. VOLUME MIXTE - BORNE BKK 113Théorème VI.4 Pour un robot parallèle général équipé d'un capteur addi-tionnel angulaire fournissant une information pertinente, le mgd admet auplus 35 solutions.VI.1.2.3 Deux capteurs additionnelsDans ce cas nous ajoutons un second capteur additionnel par rapport à lasection ci-dessus, que nous plaçons sur le segment 2 (toujours sans perte degénéralité). Ceci nous permet d'utiliser une équation tout à fait similaire àl'équation (VI.2)<(n ? c ? r0 + n ? r ? qB2 ? r0 � n ? qA2) = 0 (VI.3)Ensuite, le même fameux changement de repère transforme cette équationen une forme bilinéaire en x et x̂. Le système devant être carré, il nous fautencore abandonner une autre équation quadratique pour introduire cettenouvelle équation provenant d'un capteur additionnel. La structure multi-homogène du système ne change pas, c'est donc le coe�cient du même termequ'en VI.1.2.2, �4�4, que nous devons chercher dans le produit combinatoire(� + �)8. Ce coe�cient est encore 70. Ainsi, avec deux capteurs supplémen-taires, le nombre de solution obtenues par cette paramétrisation n'est pasplus intéressant que s'il y en avait qu'un. Tout au plus peut-on raisonnable-ment conclure que cela diminue toutefois le risque que le capteur n'apportepas d'information pertinente.VI.1.2.4 ConclusionIl n'est pas surprenant d'obtenir une borne impaire sur le nombre de solu-tions, ni la même borne en ayant un ou deux capteurs. En e�et pour le premierpoint, gardons en mémoire le fait que la valeur trouvée n'est qu'une bornesupérieure et qu'elle n'est pas forcément atteinte. Quant au second point, ilprovient du fait que le système que nous n'utilisons pas toutes les contraintes.En e�et la méthode utilisée ne peut travailler que sur des systèmes carrés etnon pas surcontraints. Les contraintes rajoutées sont des équations de mêmedegré que les équations qui ont été enlevées, préservant ainsi le nombre desolutions.Les bornes trouvées dans cette section sont valables pour des robots touta fait généraux. Le revers est que nous ne pouvons pas obtenir de meilleuresbornes en spécialisant l'architecture.VI.2 Volume mixte - borne BKKLe volume mixte est une notion qui joue un rôle important pour l'évalua-tion du nombre de solutions d'un système d'équations polynomiales. C'est



114 CHAPITRE VI. MÉTHODES ALGÉBRIQUESune notion qui est aussi à la base de la théorie de l'élimination creuse (sec-tion VII.1.3).Les polytopes de Newton sont utilisés dans le but de résoudre e�cace-ment les systèmes de polynômes car ils modélisent �dèlement la structure dusystème polynomial [Emi94, Ver94]. La borne de bkk est le nom donné aucalcul des volumes mixtes sur les polytopes de Newton.VI.2.1 Les conceptsL'élimination creuse travaille sur C �n pour ne pas tenir compte des solu-tions sans signi�cation physique [Emi94]. Les racines dans C �n sont ce qu'onappelle les racines toriques. Considérons sur cet espace, les polynômes deLaurent . Ces polynômes sont dé�nis comme une somme de monômes dontles puissances des variables sont des entiers relatifs. Ils sont dé�nis sur l'an-neau polynomial K [x1 ; x�11 ; : : : ; xn; x�1n ]. Une de leur propriétés est qu'ilspeuvent être multipliés par des monômes sans que cela change leurs racines.Un monôme peut être assimilé à un point dans l'espace des variables, où lapuissance de chacune des variables correspond à la coordonnée selon l'axeassocié.Exemple 3 Soit un polynôme sur K [x; x�1 ; y; y�1; z; z�1]a x2 y + b x y + c x y2 z3Le premier monôme, x2 y est associé au point (2; 1; 0) dans Z3. Le deuxièmeest associé à (1; 1; 0) et le dernier est associé à (1; 2; 3). Tout terme constantest associé à (0; 0; 0) �Le support d'un polynôme est l'ensemble des points associés aux monômesprésents (leur coe�cient ne doit pas être nul) dans ce polynôme. En�n nouspouvons dé�nir la notion de polytope de Newton d'un polynôme qui estl'enveloppe convexe du support de ce polynôme. Notons V (A) le volume dupolytope.Une fois que ces notions préliminaires sont présentées, la notion essentiellequ'est le volume mixte peut être introduite. Le volume mixte est une formemulti-linéaire par rapport à la somme de Minkowski (notée �). La sommede Minkowski (voir [GRS83]) de deux ensembles A et B est dé�nie par :A�B = fa+ b j a 2 A; b 2 BgElle est très utilisée en robotique pour l'évitement d'obstacle notamment.Dé�nition VI.1 (Volume mixte [Emi94, Ver94]) Le volume mixte V(P1; : : : ; Pn)de n polytopes de Newton P1; : : : ; Pn vautV(P1; : : : ; P1) = n!V (P1)



VI.2. VOLUME MIXTE - BORNE BKK 115V (P1; : : : ; Pn) = XI�f1;::: ;ng(�1)n�card(I) V  Mi2I Pn!Le volume mixte ne change pas lorsqu'une équation est multipliée par unmonôme. Ce qui montre l'intérêt de l'extension aux polynômes de Laurent.Cette multiplication correspond à une translation du polytope de Newtonassocié.Exemple 4 Soient les systèmesP1 x2 + y2x2 + x = 0P2 x2 + x2y + y = 0et Q1 x+ y2x+ 1 = 0Q2 x2 + x2y + y = 0où la première équation des deux systèmes sont liées par le facteur x. Lessupports des équations des systèmes sont indiqués sur la �gure VI.1. Cesy x y x y xP1 P2 � Q2 Q11 1 1x x2 x x2 xyy2yy2yy2
Fig. VI.1 � Polytopes de Newton des équations des systèmes de l'exemple 4deux systèmes ont même volume mixte (5) que l'on peut trouver à partir dela �gure VI.2. �Finalement la borne de bkk est établie par le théorème :Théorème VI.5 (Borne de BKK [Ber75]) Le nombre de solutions com-munes dans C �n aux polynômes f1; : : : ; fn de polytopes de Newton P1; : : : ; Pn,est soit in�ni, soit inférieur ou égal à V (P1; : : : ; Pn).



116 CHAPITRE VI. MÉTHODES ALGÉBRIQUESy x y xSystème P Système Q1 1x x2 xFig. VI.2 � Somme de Minkowski pour chaque système de l'exemple 4Plusieurs travaux ont suivi ce théorème pour l'a�ner et en particulier pour neplus exclure les composantes nulles dans les racines. Une table comparative[Ver94] montre que sur la plupart des problèmes traités, (problème classiquesen résolutions de systèmes) la borne de bkk est inférieure ou égale à la bornede Bézout. Dans de nombreux systèmes provenant de cas concrets, la bornede bkk sera bien moins grande. Il y a égalité entre ces deux bornes lorsque,pour chaque polynôme du système, tous les monômes possibles sont présentsavec un coe�cient non nul [Emi94]. Autrement, la borne de bkk est plusavantageuse. Ce qui veut dire que dans le cas de polynômes à coe�cientsgénériques, les bornes sont identiques.VI.2.2 Les applicationsPour appliquer cette théorie à nos problèmes de modèle géométrique direct,nous avons utilisé le programme en langage C de Ioannis Emiris disponibleen ftp anonyme. 2 Emiris applique le calcul du volume mixte au modèlegéométrique direct d'un robot parallèle général. La représentation standardle mène, d'abord, à 160 solutions, ce qui est bien meilleur que la borne deBézout, mais encore quatre fois supérieur à la vraie valeur. Ensuite en uti-lisant une représentation basée sur les quaternions et sur sept équations, laborne descend à 84. Finalement c'est une représentation à dix équations quilui donne la meilleure valeur, soit 54, malgré tout encore au dessus du 40désormais établi.Une forte contrainte d'utilisation est que le système doit comporter au-tant d'équations que d'inconnues, ce qui n'est pas notre cas. Au contrairenous avons même toujours plus d'équations que d'inconnues puisque c'est,par dé�nition, notre façon de simpli�er le problème. Néanmoins, il existe un2: ftp://robotics.eecs.berkeley.edu/pub/MixedVolume



VI.3. LES BASES STANDARD (OU DE GRÖBNER) 117moyen de s'en sortir par le biais d'ajout de capteurs. A défaut de pouvoirexploiter totalement le système, nous pourrons au moins exploiter un sous-système de degré total moindre. Il conviendra de choisir autant d'équationsquadratiques à enlever du système qu'il y a d'équations linéaires provenantdes capteurs additionnels à introduire. En particulier on pourra choisir d'éli-miner en priorité les équations d'orthonormalité de la rotation.Localisation 2�1n Dans cette situation, on peut considérer que la positiondu centre du repère lié à la plate-forme est connue. Il ne reste plus que lesneuf composantes de la matrice de rotation comme inconnues. Cinq équationsprovenant des longueurs des segments, les autres équations (pour compléterà neuf) sont, au choix, des équations provenant des capteurs supplémentairess'il y en d'autres que ceux qui ont servi à connaître la position de C, ou deséquations d'orthonormalité.Localisation 1n Ce placement des n capteurs, un par segment du robot,laisse la totalité des variables, soit 12.Conclusion Comme nous travaillons avec des équations génériques pouressayer d'en tirer des conditions d'obtention des bornes, les supports contien-nent tous les monômes. Les systèmes provenant des équations du mgd sontdenses. Cette approche n'est pas très adaptée à une analyse détaillée suivantles architectures considérées. En e�et, l'architecture ne va jouer sur le résultat�nal que dans la mesure ou elle fait apparaître ou disparaître un monômeparmi les équations du modèle. De plus, le fait que nous travaillons avec unmodèle restreint a une conséquence directe sur les bornes obtenues qui sonttrop élevées comme le montrent les résultats obtenus dans d'autres sections.VI.3 Les bases standard (ou de Gröbner)Un des problèmes fondamentaux en algèbre est de trouver la solution d'unsystème d'équations polynomiales. Plus précisément, ce qui nous intéresse estde compter le nombre de solutions de ce système. Pour les notions discutéesdans cette section on pourra se reporter à [CLO92, BW93]. Tout systèmepolynomial F est associé à un idéal I(F ). C'est pourquoi nous travailleronssur les idéaux. L'objectif est donc de trouver une représentation des idéaux laplus �réduite� possible et contenant, malgré tout, toutes les informations. Enparticulier dans l'anneau des polynômes à une variable, l'idéal est engendréle pgcd des polynômes qui le dé�nissent, calculé par l'algorithme d'Euclide.Dans l'anneau des polynômes à n variables, une base de l'idéal possédant



118 CHAPITRE VI. MÉTHODES ALGÉBRIQUESde bonnes propriétés est appelée base de Gröbner ou base standard : elle estcalculée par l'algorithme de Buchberger.VI.3.1 Réduction en une dimensionEn une dimension, l'anneau de travail K [x] est un anneau principal. Celasigni�e que tout idéal de cet anneau peut se mettre sous la forme < f >.f est le polynôme de degré minimal de l'idéal et est dé�ni à une constantemultiplicative près.Exemple 5 Ainsi l'idéal dé�ni par< x2 + x a+ 2x+ 2 a; x2 + (a+ b)x+ ab >est engendré par < x+ a >. �L'algorithme d'Euclide permet de calculer le plus grand commun diviseur(pgcd) de plusieurs polynômes. Il est intéressant de remarquer pour la suite,qu'il n'est e�ectif qu'une fois qu'est dé�ni un ordre sur les monômes ; enl'occurence ils sont ordonnés suivant leurs puissances décroissantes. Le pgcdde plusieurs polynômes est le polynôme engendrant leur idéal.Exemple 6 En reprenant l'idéal de l'exemple 5, il apparaît qu'il peut s'écrireaussi sous la forme< (x+ a) (x+ b); (x+ a) (x + 2) >où, clairement, le pgcd des polynômes l'engendrant vaut x+ a. �Désormais nous nous intéresserons au cas général, où l'on a n variables, quimène aux bases standard et auparavant aux ordres possibles sur les monômes.VI.3.2 Ordres sur les monômesBien que plusieurs choix d'ordres soient possibles, et cela en fonction ducontexte, certaines propriétés sont indispensables. Cet ordre doit être totalpour que tous les monômes soient comparables deux à deux, qu'il préservela structure de l'anneau, et en�n qu'il existe un élément minimal pour toutesuite décroissante. Voici une liste des dé�nitions des ordres les plus couram-ment utilisés :lex-lexicographique il ne dépend que de l'ordre alphabétique pris sur lesvariables.grlex-lexicographique gradué le classement se fait à partir des degrés,les cas d'égalité sont tranchés à l'aide de l'ordre lexicographique.



VI.3. LES BASES STANDARD (OU DE GRÖBNER) 119grevlex-lexicographique gradué inverse le classement se fait à partirdes degrés, les cas d'égalité sont tranchés en regardant la plus petitepuissance de la plus petite variable pour l'ordre alphabétique.Exemple 7 Prenons le même polynôme, écrit suivant chacun des ordresprécédents :�5x3 + 7x2z2 + 4x y2z + 4 z2 lex7x2z2 + 4x y2z � 5x3 + 4 z2 grlex4x y2z + 7x2z2 � 5x3 + 4 z2 grevlex�Le problème lié aux ordres sur les monômes est que le reste de la divisiond'un polynôme par d'autres polynômes en dépend : il n'est pas unique. Quele reste soit nul n'est pas une propriété invariante de la division.VI.3.3 Les bases de Gröbner et leurs caractéristiquesElles ont été introduites pour que le reste de la division entre polynômes soitunique.VI.3.3.1 Leur dé�nitionLes bases de Gröbner étant très liées au terme de plus haut degré des po-lynômes considérés, cela n'a pas de sens de parler d'une base de Gröbnersans �xer une relation d'ordre. Notons HT�(f) le monôme dominant de frelativement à la relation d'ordre �.Dé�nition VI.2 (Base de Gröbner) Soit I un idéal, il admet la base deGröbner (ou base standard) G =< g1; : : : ; gs >� I si< HT�(I) > = < HT�(g1); : : : ; HT�(gs) >VI.3.3.2 Leur constructionIl existe plusieurs versions améliorées de l'algorithme deBuchberger. Néan-moins, nous ne présenterons que la version de base, qui su�t amplement pourappréhender le mécanisme de leur construction. L'idée principale repose surla diminution du degré des équations présentes dans l'idéal. C'est analogueà la division euclidienne dans la mesure où à chaque étape on réduit parrapport à l'un des monômes. L'opération essentielle est alors de construire àpartir de deux polynômes un polynôme appelé S-polynôme.Dé�nition VI.3 (S-polynôme) Notons 
 le plus petit multiple commun deHT�(f) et de HT�(g). Le S-polynôme de f et g, deux polynômes non nuls



120 CHAPITRE VI. MÉTHODES ALGÉBRIQUESdans K , estS(f; g) = 
HT�(f) � f � 
HT�(g) � gL'algorithme de Buchberger introduit dans la base qu'il construit tous lesS-polynômes qui ne sont pas identiquement nuls. Soit un idéal engendré parles polynômes f1; : : : ; fn alors sa base de Gröbner est construite parG := ff1; : : : ; fngRépéterG0 := GPour (fp; qg 2 G0; p 6= q) FaireS := S(p; q)Si S 6= 0 Alors G := G [ fSg FinSiFinPourJusqu'à G = G0La complexité théorique de cet algorithme est très élevée. C'est O(dn2) où dest le degré des équations et n le nombre de variables (doublement exponen-tiel !).Certains des éléments du résultat �nal obtenu par cet algorithme sontinutiles. Il convient alors de dé�nir la réduction d'une base de Gröbner. Unebase de Gröbner réduite G, est telle que pour tout polynôme p de G� le coe�cient de son terme dominant est égal à 1� aucun de ses monômes n'est dans < HT�(Gr fpg) >La base réduite est unique pour un idéal donné.VI.3.3.3 PropriétésPropriété VI.1 (Système soluble) Un système d'équations polynomialesest soluble si et seulement si 1 n'appartient pas à la base de Gröbner dusystème.Exemple 8 Considérons le système solublex2 + 2x+ 1 = 0x+ 1 = 0



VI.3. LES BASES STANDARD (OU DE GRÖBNER) 121La base de Gröbner de ce système est le singleton fx+1g. Ensuite, modi�onsle légèrement pour qu'il n'admette plus de solutionsx2 + 2x+ 1 = 01000x+ 1001 = 0L'idéal engendré par ces deux polynômes a le singleton {1} pour base deGröbner. �Une base standard par rapport à l'ordre lexicographique donne une basetriangulaire du système très pratique pour l'élimination.Propriété VI.2 (Idéaux d'élimination) Soit l'ordre lexicographique surles variables, noté �. Alors pour tout ensemble de polynômes F et 1 6 i 6 n,on a : l'ensemble G(F) \K [x1 ; : : : ; xi] est une base de Gröbner pour le ièmeidéal d'élimination engendré par F, i.e. pour I(F) \K [x1 ; : : : ; xi]Cette propriété conduit à une méthode générale de résolution par substi-tutions successives pour tout système polynomial ayant un nombre �ni desolutions. Pour le cas qui nous concerne, i.e. la résolution de systèmes poly-nômiaux, nous serons toujours avec des problèmes dont le nombre de solutionsest �ni ; l'idéal considéré est 0-dimensionnel.Théorème VI.6 (Idéal 0-dimensionnel [BW93]) Il existe une extensionL de K algébriquement close telle que l'idéal I a un nombre �ni de zéros dansLn si et seulement siDim(I) = 0Dans le cas d'idéaux 0-dimensionnels, les bases de Gröbner ont une certainepropriété que l'on réutilisera pour dénombrer les solutions :Propriété VI.3 (Terme dominant univarié) Toute base de Gröbner deI contient n polynômes g1; : : : ; gn tels que le terme dominant de gi soit unepuissance de Xi.VI.3.4 Décompte de solutionsCe qui nous intéresse ici dans les bases standard est surtout le fait de pouvoircompter le nombre de solutions d'un système d'équations polynomiales. Lethéorème VI.7 permet de compter le nombre de solutions d'un idéal. En faitil relie le nombre de solutions à la dimension de l'anneau quotienté par l'idéallui-même et aux termes dominants d'un polynôme gi relativement à un ordre� notés HT�(gi).



122 CHAPITRE VI. MÉTHODES ALGÉBRIQUESThéorème VI.7 (Nombre de zéros d'un idéal [BW93]) Si un idéal Iest 0-dimensionnel et L est une extension de K algébriquement close alors lenombre de solutions de l'idéal est inférieur ou égal à la dimension deK [x1 ; : : : ; xn]=I. Si de plus G est une base de Gröbner de I relativement à unordre � telle que pour tout i de 1 à n, il y a un gi dans G avec HT�(gi) = Xdiet di 2 N� (voir propriété VI.3), alorsdimK(K [x1 ; : : : ; xn]=I) = nYi=1 diVI.3.5 ApplicationsBuchberger [Buc87] voit dans cette méthode la solution appropriée à lagéométrie algorithmique qui traite traditionnellement d'objets linéaires etd'autres objets simples non-linéaires. Parmi les applications possibles, il citequelques problèmes ardus dont la résolution du modèle géométrique inversed'un robot série. Quelques années plus tard, les bases de Gröbner se sontlargement attaquées à la résolution du problème dual : la résolution du modèlegéométrique direct des robots parallèles.Faugère et Lazard [FL95] ont fait une étude intéressante sur le nombrede modes d'assemblage des manipulateurs parallèles en fonction de leur classe.Les classes de manipulateurs considérées sont celles qui dépendent du nombred'articulations distinctes sur la plate-forme et sur la base et du graphe de leursconnexions. Cependant d'autres classes fondées sur d'autres relations géomé-triques sur les articulations pourraient être étudiées, comme par exemple desalignements d'articulations.La classi�cation retenue dans [FL95] contient 35 éléments distincts. L'ob-jectif est de déterminer le nombre maximum de modes d'assemblage possibles.Les classes de manipulateurs présentées se répartissent en deux catégories :la première voit les bornes obtenues par des démonstrations géométriquesclassiques, la deuxième est moins standard et donne lieu à une discussion surla validité d'une preuve mathématique.En particulier la preuve de la borne de 40 solutions pour le modèle géomé-trique direct d'un robot parallèle général fait partie de la deuxième catégorie.La démonstration repose sur la notion de généricité et sur un calcul de basede Gröbner. La généricité est appliquée aux con�gurations des robots.Dé�nition VI.4 (Con�guration générique [FL95]) Une con�guration estgénérique pour une classe de robots, si les paramètres géométriques ne satis-font pas d'autres relations que celles propres à la dé�nition même de la classe.Cette dé�nition intervient dans le théorème fondamental suivant.Théorème VI.8 ([FL95]) Toutes les con�gurations génériques d'une classe



VI.4. ÉVALUATION DYNAMIQUE 123ont le même nombre de modes d'assemblage.Cela signi�e qu'il su�t de savoir compter les solutions pour une con�gura-tion bien choisie pour en déduire le nombre de solutions de toute la classede manipulateurs. Il n'est pas si facile en pratique de manipuler une tellecon�guration : ce qui mène à la notion de con�guration pseudo-générique.Dé�nition VI.5 (Con�guration pseudo-générique [FL95]) Une con�-guration est pseudo-générique pour une classe de robots, si le système d'équa-tions dont les modes d'assemblages sont les solutions a autant de solutionscomplexes qu'une con�guration générique.L'intérêt des con�gurations pseudo-génériques est qu'elles forment un sous-ensemble dense ouvert de l'ensemble de toutes les con�gurations de la classe.Il faut remarquer que cette propriété repose en partie sur le fait que le nombred'équations du système est identique au nombre d'inconnues. Cette remarquesigni�e que nous ne pourrons pas utiliser cette méthode de dénombrementdans notre approche où le système contient plus d'équations que d'inconnues.Quoiqu'il en soit poursuivons la résolution. Il vient un théorème qui s'ap-plique aux con�gurations pseudo-génériques.Théorème VI.9 ([FL95]) Presque toutes les con�gurations sontpseudo-génériques. Elles forment un ensemble ouvert dense dans l'espace descon�gurations. Ceci implique qu'un choix aléatoire des paramètres de la con�-guration donne le nombre maximum de solutions complexes au modèle géo-métrique direct des robots parallèles.Toute la théorie est désormais en place. Il su�t maintenant de résoudrede manière numérique pour une con�guration pseudo-générique d'une classedonnée et de compter le nombre de solutions. Ces calculs ont été réalisés àl'aide du logiciel dédié GB 3 développé par J.C. Faugère dans le cadre duprojet européen posso. 4VI.4 Évaluation dynamiqueL'évaluation dynamique est une autre théorie qui permet de faire la résolutionde systèmes polynômiaux. Ce n'est pas la seule application de l'évaluationdynamique mais nous n'entrerons pas dans les détails. Cette méthode a étéprogrammé par Duval et Gomez-Diaz dans le système de calcul formelAxiom. Dans cette approche, les paramètres et les inconnues sont considérés3: ftp://posso.ibp.fr/4: POlynomial System SOlving



124 CHAPITRE VI. MÉTHODES ALGÉBRIQUESau même titre et regroupés sous le terme de paramètres [Duv94, Góm94]. Lesparamètres ont trois caractéristiques :� un symbole� un type� des contraintesLes deux premières sont �xes, la troisième peut évoluer au cours du temps.Les équations sont des contraintes que doivent véri�er les paramètres. L'idéeest basée sur un éclatement des calculs (et des résultats) en plusieurs brancheslorsque les paramètres peuvent prendre des valeurs critiques. Il est plus par-lant de détailler un exemple.Exemple 9 Considérons deux cercles C ((0; 0); 1) et C((a; 0); 1) et détermi-nons leur intersection. Il convient d'identi�er le problème sous la forme del'évaluation dynamique. Il s'écrit comme un système polynomial à trois pa-ramètres (a; x; y) où (x; y) désigne les coordonnées des points d'intersection.Les équations sont les contraintes sur les paramètres. L'intersection est toutpoint qui véri�e à la fois la contrainte du premier cercle et celle du premiercercle. x2 + y2 � 1 = 0(x� a)2 + y2 � 1 = 0value is true in case y = 0 and x2 � 1 = 0 and a = 0;value is true in case y = 0 and x = a2 and a2 � 4 = 0;value is false in case y = 0 and x2 � 1 = 0 and a= = 0; a2 � 4= = 0;value is true in case y2 + x2 � 1 = 0 and x2 � 1= = 0 and a = 0;value is false in case y2 + x2 � 1 = 0 and x2 � 1= = 0 and a2 � 4 = 0;value is true in case y2 + a24 � 1 = 0 and x = a2 and a= = 0; a2 � 4= = 0Le programme renvoie la liste des cas où les deux contraintes sont véri�éeset les cas où elles ne le sont pas. �Il est remarquable que tous les cas identi�és sont e�ectivement les cas oùles paramètres prennent des valeurs bien particulières correspondant à lagéométrie du problème, comme les conditions de tangence et celles de fusiondans deux cercles. Néanmoins cette résolution sou�re de deux problèmesdont la résolution n'est pas aisée, mais dont il est intéressant de guetter laréalisation.



VI.5. HOMOTOPIE ET CONTINUATION 125Le premier point est que certaines sous-branches sont redondantes : dupoint de vue mathématique leur présence n'est pas justi�ée. Il y a des branchesqui devraient être regroupées à l'intérieur d'autres.Exemple 10 En particulier, la première branche est contenue dans la qua-trième. Cela correspond au cas où les centres sont confondus. Les cerclesétant de même rayon, l'intersection est le cercle en entier.Sinon, on retrouve bien tous les cas, avec les deux possibilités de tangence(a = �2), l'intersection générale (x = a2 ; y2 = 1� a24 ). �Le second point est la limitation en nombre de paramètres. Dans l'étatactuel, le programme ne peut traiter dans des temps raisonnables que desproblèmes comportant cinq paramètres.L'évaluation dynamique appliquée à un cas concret de robot plan et à unecon�guration précise a donné la formulation polynomiale mono-variable deson modèle géométrique direct (voir section II.1). Cette formulation indiqueque le modèle géométrique direct du robot est véri�é seulement lorsque xest solution d'un polynôme de degré 6. Les deux dernières inconnues y et Tsont exprimées comme polynômes mono-variables de degré 5 en x. Il su�t derésoudre par une méthode numérique de résolution d'équation pour obtenirles racines en x puis substituer pour avoir celles en y et T .VI.5 Homotopie et continuationLes méthodes d'homotopie et de continuation sont des méthodes numériquesqui permettent de calculer des approximations des solutions isolées de sys-tèmes polynômiaux à plusieurs inconnues dans C . La continuation fait appelau principe de déformation : des systèmes voisins ont des solutions voisines,i.e. une légère perturbation d'un système n'entraîne qu'une faible perturba-tion des solutions. L'homotopie reporte à la famille de systèmes à laquelleappartient le système à résoudre.Verschelde [Ver94] propose une très largebibliographie sur le domaine.Le principe repose sur trois points détaillées par Wampler, Morganet Sommese [WMS88, WMS90]. Le premier point est de choisir un systèmepolynomial dont les solutions sont connues ; il est appelé le système initial.Le deuxième point est de savoir transformer par étapes le système initial versle système que l'on cherche à résoudre (dit système cible). En�n le dernierpoint est de savoir suivre l'évolution des solutions du système initial vers lesystème cible.Choix du système initial Ce système doit véri�er certaines propriétés.Toutes les racines du système initial doivent être connues, distinctes et non



126 CHAPITRE VI. MÉTHODES ALGÉBRIQUESsingulières. Il doit avoir la même structure multi-homogène que le systèmecible, c'est-à-dire le même nombre de Bézout, autant de groupes de variablesayant le même nombre d'éléments et des équations de même degré (voirVI.1.1).Homotopie proprement dite C'est la transformation par étapes suc-cessives du système initial vers le système cible. L'homotopie choisie devraproduire un nombre constant de solutions tout au long des étapes. Une so-lution suivie depuis le système initial vers le système cible devra former unchemin régulier et sans singularités. Une homotopie véri�ant les propriétésdemandées est établie dans [MS87] ; il s'agit deH(y; t) = (1� t) ei� G(y) + t F (y) (VI.4)Dans cette homotopie, G(y) est le système initial et F (y) est le systèmecible. L'ensemble des nouvelles variables obtenues après homogénéisation estnoté y. Le paramètre � est non nul et tiré au hasard. On véri�e aisémentque lorsque t vaut 0 on a bien le système initial, et lorsque t vaut 1 c'est lesystème cible. En faisant varier t de 0 à 1, le nombre de Bézout du systèmeH reste constant. Toute solution non singulière a exactement un chemin quiconverge vers elle.Suivi de chemin C'est donc la manière de suivre l'évolution des solutionsdu système de départ vers le système cible. Dans le cas de l'homotopie citéeci-dessus c'est lorsque t croît de 0 à 1. Les solutions forment des chemins decontinuation. Leur nombre est le nombre de Bézout du système : on a vu quel'homotopie était choisie pour préserver ce nombre. Le suivi de chemin se faitpar des méthodes de prédiction/correction. La solution est prédite à t +�tpar la formule de Taylor et ensuite corrigée par la méthode de Newton.La démonstration de Raghavan Raghavan démontre pour la premièrefois que le robot parallèle général n'admet pas plus de 40 modes d'assem-blages [Rag91]. Cette démonstration repose sur l'homotopie, la continuationet l'argument de généricité (voir VI.3.5).Son système initial comporte quatre groupes de variables (système 4-homogène) et a un nombre de Bézout de 960. Ce qui veut dire que 960 cheminsdevront être suivis lors de l'homotopie. L'homotopie utilisée est celle décritepar l'équation VI.4. Les chemins mènent à 80 solutions �nies et distinctes ou àdes solutions à l'in�ni. Il remarque qu'une symétrie dans les solutions entraîneune diminution de moitié du nombre de solutions e�ectives. Pour conclure,le nombre de 40 solutions étant trouvé pour des robots et des con�gurations



VI.6. DÉCOMPTE DE RACINES RÉELLES 127tirées au hasard, il déduit que cette valeur est une borne supérieure au nombrede modes d'assemblage du robot parallèle.VI.6 Décompte de racines réellesEn robotique la résolution de systèmes d'équations polynomiales est un pro-blème fréquent comme nous avons pu le constater. Pour résoudre ces sys-tèmes, diverses méthodes existent. Par contre il n'existait pas jusqu'à cesdernières années de méthode pratique pour déterminer le nombre de solu-tions réelles d'un système. Or, les applications robotiques s'intéressent spé-cialement à cette catégorie de solutions. Le but est de compter de manièreexacte le nombre de racines réelles d'un système polynomial.VI.6.1 Méthodes de résolutionIl existe deux stratégies pour dénombrer les racines réelles. La première estbasée sur la méthode de Hermite qui calcule en O(n3) (n est le nombre d'in-déterminées) une forme quadratique dont la signature indique, en particulierle nombre de racines réelles du système. La seconde méthode [ABRW94] estbasée sur le Generalized Shape Lemma qui détermine un polynôme mono-variable ayant le même nombre de solutions réelles que le système considéré,et une séquence de Sturm-Habicht les dénombre, en O(n2). Bien que moinsrapide asymptotiquement, la première méthode peut avoir parfois un meilleurcomportement que la seconde [Rou95] grâce à un meilleur contrôle de la tailledes coe�cients intervenant. Ces deux méthodes sont intégrées dans la biblio-thèque logicielle du projet posso. Néanmoins la grande di�érence entre lesdeux, est que la méthode d'Hermite ne permet pas de calculer les racinesmais seulement de les dénombrer.Le programme de résolution des racines réelles RS 5, développé par F.Rouillier dans le cadre du projet européen posso, travaille à partir d'unereprésentation simpli�ée du système polynomial à résoudre : la base de Gröb-ner. La réduction se fait à l'aide de GB dont nous avons déjà parlé en sec-tion VI.3.5.VI.6.2 24 solutions réellesInnocenti [IP93] a présenté un robot parallèle admettant, dans une certainecon�guration, 24 solutions réelles. C'est à ce jour la plus haute valeur obtenue.Le robot considéré dispose d'une articulation double sur la base et d'une autresur la plate-forme, les deux étant reliées par un segment. Le robot fait partiede la classe 5-5.5: Real Solving



128 CHAPITRE VI. MÉTHODES ALGÉBRIQUESAu cours d'une collaboration avec F. Rouillier, 6 il a été possible demodi�er ce robot de manière à le rendre quelconque et à lui conserver ses24 solutions réelles. Par quelconque est entendu que plus aucune de ses ar-ticulation n'est double. En outre les propriétés de la méthode basée sur lethéorème du Generalized Shape Lemma décrit dans [ABRW94, Rou95] per-mettent de garantir l'exactitude de ce résultat, puisque tout le calcul este�ectué en précision in�nie.La con�guration considérée est décrite dans la table VI.1 où les coor-données des Ai; (i = 1; : : : ; 6) sont données dans le repère de référence etcelles des Bi; (i = 1; : : : ; 6) sont données dans le repère de la plate-forme ; latroisième colonne correspond à la longueur des segments. Ce robot est tiréi Ai Bi �i1 0 0 1.09250 00 02 1 -2.5073 2.28040 00 03 -0.1 -0.333 2.031251.7982 0.59130 04 0.5439 -0.1948 2.5243-0.0176875 -0.90603751.8184 0.56925 -1.036 -0.9234 3.13551.3698 0.1692-1.8127 -1.94446 0 -2.5073 1.8449740 00 0

i Ai Bi �i1 0 0 1.0920 00 02 1 -2.507 2.2800 00 03 -0.1 -0.333 2.0311.799 0.5910 04 0.544 -0.195 2.524-0.0177 -0.9061.818 0.5695 -1.036 -0.923 3.1351.370 0.169-1.813 -1.9446 0 -2.508 1.8450 00.001 0Tab. VI.1 � Robots à 24 postures réelles : architecture et coordonnées arti-culaires. A gauche robot 5� 5 d'Innocenti, à droite robot 6� 6.de l'architecture de Innocenti [Inn94] en arrondissant les longueurs de seg-ments et les coordonnées des articulations à 10�3 près. Pour le rendre plusgénéral, nous avons disjoint l'articulation double de la base en deux arti-culations disctintes à un millième près sur une des coordonnées. Nous avons6: irmar, Université de Rennes I, 35042 Rennes Cedex



VI.6. DÉCOMPTE DE RACINES RÉELLES 129fait de même pour l'articulation double de la plate-forme. Diverses tentativesont montré que modi�er le robot d'Innocenti de plus d'un millième faisaitperdre un nombre considérable de solutions réelles ; les observations faitesmontrent des pertes de 8 solutions réelles.La table VI.2 indique les coordonnées en x, y et z dans le repère de réfé-rence des six articulations de la plate-forme. Ces coordonnées ne sont donnéesqu'à 10�12 près pour des raisons de mise en page, bien qu'elles soient dispo-nibles de manière exacte. Néanmoins, cela su�t pour véri�er les équationsdu modèle géométrique direct :jkAiBik � �2i j 6 10�10Voici le premier robot parallèle général ayant une con�guration à 24 modesd'assemblage réels. CoordonnéesPosture Segment x y zn�1 1 -0.867623369926 -0.377982322121 0.5468162873592 -0.400293293569 1.116399201463 -1.4111100293593 -1.240137490446 0.182098988881 0.4589974108004 -0.535784055382 -1.111913364042 -0.1838340360025 0.446776300340 1.286407357816 0.9490432135156 -0.400106883486 1.116995285039 -1.411891013132n�2 1 -0.859246366084 0.556848869299 -0.3824447922652 -0.398216340546 -1.673480639677 0.6654724740023 -0.712958395207 0.026385912228 -0.7791548636674 -1.507037365616 0.613305836655 0.4892211023085 1.225067204756 0.109841988896 -0.0426687082276 -0.398032443448 -1.674370280487 0.665890470518n�3 1 -0.858293952126 -0.121499923392 0.6657463934262 -0.400544643695 0.687937932409 -1.6624127352053 -0.234426431318 -0.186186728008 0.4073379303514 -1.547702924872 0.717816165150 0.6120270132035 -1.000789210036 -1.623255075477 -0.8782913537366 -0.400362055219 0.688260803512 -1.663341398599n�4 1 -0.850564653556 0.601601987508 -0.3305507808912 -0.397588018392 -1.253471040544 1.2938153196513 -0.776310044623 -0.032078540134 -0.5609965270844 -1.396396311214 0.964591476825 0.5371637067985 1.231677801806 0.103096053443 -0.055988964920A suivre : : :



130 CHAPITRE VI. MÉTHODES ALGÉBRIQUESPosture Segment x y z6 -0.397407333655 -1.254210997875 1.294463251881n�5 1 -0.834815044357 0.592130151685 0.3835553743342 -0.399227167767 -1.766777942180 -0.3450493240223 -0.816127368760 0.098179171068 0.8481338924864 -0.181810665595 0.768485364376 -0.4679762576525 -2.595737216926 -0.611376978064 0.0513661348936 -0.399053419113 -1.767718870818 -0.345339952142n�6 1 -0.815372742431 0.337488844018 0.6449167163792 -0.400680806956 -0.039847045859 -1.7985843016003 -0.395756178907 -0.159047247435 0.4511543632194 -0.904079634600 1.355396991401 0.2726048971015 -2.054433247858 -1.168964695989 -0.2797198585466 -0.400515393340 -0.039997558779 -1.799558972927n�7 1 -0.791863438873 0.648396929955 -0.3836439956532 -0.397290046111 -0.843955066837 1.5917664314213 -0.882572921890 -0.020740855392 -0.4484237294594 -1.086522189805 1.313222002163 0.4249386184705 1.173635280549 -0.237270614582 -0.2739453880866 -0.397132657442 -0.844550340869 1.592554389310n�8 1 -0.746787616417 0.586101433912 -0.5417032076082 -0.398712199280 -1.792555968372 0.1695502398673 -0.614603332977 0.114218965963 -1.0107706352274 -1.408854377509 0.541316782165 0.3198558088415 1.310240231533 0.003341151658 -0.2439568622296 -0.398573357869 -1.793504774675 0.169833946867n�9 1 -0.635956079266 0.213065050560 -0.8630249993342 -0.397997836044 -1.569371050097 0.8837853571613 -1.141888532259 0.107838716061 -0.4235596747224 0.436830938066 0.252344299961 -0.6892229394745 -1.488652351070 -1.702327573897 -1.3766456397146 -0.397902918516 -1.570082033783 0.884482130339n�10 1 -0.513980976622 -0.402527661946 0.8766093982152 -0.399273874268 1.757018495105 -0.3915592326213 -0.190965912289 0.127550877568 1.1501930420254 -1.461935325974 -0.438057192945 0.3448743100645 1.273456134428 -0.116541434476 -0.2993610315746 -0.399228119541 1.757879901629 -0.392065083690A suivre : : :



VI.6. DÉCOMPTE DE RACINES RÉELLES 131Posture Segment x y zn�11 1 -0.471909798597 -0.267697392949 -0.9488352058162 -0.398271783349 1.694513292879 0.6098038374303 -0.896657149921 0.251966386626 -1.0473707006464 0.585255999995 -0.260704436842 -0.6939360633065 -1.885467217975 -0.330303077475 0.6813678338046 -0.398242410388 1.695295985614 0.610425552246n�12 1 -0.455485077126 -0.690676058824 0.7142471044972 -0.400649380249 -0.337391536680 -1.7671299512443 -0.662962599776 -0.098006122490 0.4576045044464 -0.651948179329 -1.702936482083 0.3687719462375 1.313897668580 0.289404974377 -0.0396440465036 -0.400627507215 -0.337250617445 -1.768119730684n�13 1 -0.453994117414 -0.807952575623 -0.5794402272012 -0.397080091438 -0.025487056377 1.8016430356943 -0.489344553234 -0.143736514810 -0.4462585045584 0.183565126351 -1.570765120777 -0.1386940058385 -2.383677408207 -0.480041385523 0.3307370350076 -0.397057389393 -0.025174944084 1.802592809632n�14 1 -0.200332114419 0.111188503728 -1.0687156593642 -0.398189994280 -1.662898103889 0.6915451076953 -0.787039599925 0.035438732739 -0.7367423191004 0.818378977744 0.099462356754 -0.6883050809375 -1.031223403087 -1.765113532015 -1.7385935117236 -0.398268916450 -1.663605757103 0.692247246014n�15 1 0.428240019740 -0.682616191635 -0.7384406681722 -0.397254679870 -0.773937319401 1.6269912062513 0.066433456120 -0.164522290747 -0.4917734421684 1.229878995183 -1.252080077059 -0.2739970911375 -1.585296143055 -1.420352362525 -0.4913709142986 -0.397583955777 -0.773973745858 1.627934737115n�16 1 0.647394775394 -0.166550813603 -0.8647484208032 -0.398544018625 1.768756471975 0.3376020894723 0.073111231551 0.103408725562 -1.1045196836464 1.536290356733 0.325694271362 -0.4772159424185 -0.896894234233 -0.685355576556 0.5514574514786 -0.398961225962 1.769528433397 0.338081686803n�17 1 0.741493917733 -0.729322654751 0.336042014088A suivre : : :



132 CHAPITRE VI. MÉTHODES ALGÉBRIQUESPosture Segment x y z2 -0.400679576324 -0.074657800302 -1.7974768252543 0.396032685228 -0.146162970324 0.3086318098734 0.478750834336 -1.710105189866 -0.0533853744475 1.874477531231 0.579572545087 -0.9534414047216 -0.401135170059 -0.074396665538 -1.798327849920n�18 1 0.821253163545 0.650195507580 0.3121506740192 -0.400679868615 0.066991475001 -1.7977786426403 0.980349204250 0.079265088525 -0.0178446387204 0.622206960181 1.645079695992 -0.0792673385625 -0.864745461688 -0.675131980669 0.5582028729646 -0.401167277084 0.066758844753 -1.798620257844n�19 1 0.925157907701 -0.563312331415 -0.1463251963762 -0.400227630871 1.194483275099 -1.3457237039063 0.991275038459 0.086481617030 0.0368860193944 0.027848382317 -1.127586355145 -0.3893322781645 1.951558753671 0.417454494141 -1.7724321231436 -0.400756304799 1.195184430107 -1.346202123734n�20 1 0.949621976770 0.517840046903 0.1571902893302 -0.397618137598 -1.283605906712 1.2638905877133 1.079697220827 0.353489884237 0.8023565120314 0.747581266004 -0.126235483994 -0.6954340486375 -0.744296847494 1.205344074820 1.3050592837736 -0.398155528948 -1.284324473108 1.264332031789n�21 1 0.981428826202 0.403121712354 -0.2625630288672 -0.397080690512 0.048487780555 1.8011703082543 1.289659108461 0.357398994651 0.3399927994054 0.166816963527 -0.189858810067 -0.6717128953185 0.457839615937 2.197398223087 0.8172759137196 -0.397630554699 0.048346323063 1.801993496661n�22 1 0.994092454665 0.435764744521 -0.1286012403192 -0.397156742631 -0.519746070415 1.7251716027133 1.262146855571 0.374967192802 0.4915765534304 0.375950410596 -0.262105287292 -0.6885117975085 -0.018261701458 1.886938338962 1.1078696495046 -0.397711688462 -0.520127207557 1.725911041422n�23 1 1.025320689295 0.037462825878 0.3767798041042 -0.400164453773 1.262358378289 -1.282338031547A suivre : : :



VI.7. CONCLUSION 133Posture Segment x y z3 0.380638402226 -0.153384855171 0.2866026929464 1.776493694063 0.313326698691 -0.3596034117465 -0.190082502108 1.622058680199 1.1962168430506 -0.400733055745 1.262846968458 -1.282999825658n�24 1 1.061239896255 -0.244008948505 -0.0942258756762 -0.399049747331 1.792455426680 -0.1678193905933 1.098719805414 0.210941526589 0.4075562699024 0.187559414010 -0.648711512373 -0.5997159841295 1.974465657867 1.516290192838 -0.9468639239216 -0.399632232231 1.793267737958 -0.167848745805Tab. VI.2 � Les 24 postures réelles d'un robot parallèled'architecture générale.Les postures trouvées véri�ent la conservation des distances entre les ar-ticulations de la plate-forme à 10�10 près (toujours en prenant les solutionsà 10�12 près).Il est très di�cile d'établir quelle est la borne véritable (entre 24 et 40) surle nombre de solutions réelles pour le modèle géométrique direct des robotsparallèles. Il n'y a pas encore de moyen de construire de manière systématiqueun manipulateur dont toutes les postures d'une con�guration sont réelles.Un argument abondant dans ce sens est la démonstration de Roth [Rot67].Pour chaque posture d'un robot parallèle correspondant à une con�gurationdonnée, une articulation de la plate-forme prend une position sur une sphèreunique. Roth montre que si l'on choisit 7 postures quelconques pour unsolide donné il existe au plus 20 points qui peuvent leur correspondre ; dansle cas de 8 postures, il n'y aucun point. Or le problème du mgd revient àimposer 40 postures et trouver encore 6 points qui les véri�ent. Ce qui estbeaucoup plus contraint que ce que Roth montre et ne pourra être véri�éque dans des circonstances exceptionnelles.VI.7 ConclusionNous avons présenté ici, des méthodes algébriques formelles et numériques degrand intérêt. Certaines ne se sont pas révélées utiles pour notre problème.Quant aux logiciels (et à la théorie sous-jacente) concernant l'évaluationdynamique, les bases de Gröbner, le décompte et calcul de racines réelleset l'homotopie, les améliorations constantes dont ils font preuve donnentl'espoir de les voir un jour applicables en temps réel ou/et aptes à manierplus d'information symbolique.



134 CHAPITRE VI. MÉTHODES ALGÉBRIQUESNous avons franchi un pas de plus vers la borne sur le nombre de solutionsréelles en montrant de manière exacte un robot d'architecture générale ayant24 solutions réelles.Des bornes nouvelles ont été obtenues en ce qui concerne un robot quel-conque ayant de un à trois capteurs additionnels.
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Chapitre VIIÉlimination et résultants



136 CHAPITRE VII. ÉLIMINATION ET RÉSULTANTSLa plupart des méthodes abordées jusqu'à présent se sont révélées maladaptées à la recherche de bornes sur le nombre de solutions, et cela pourdes raisons diverses. Soit la dimension du problème est trop grande pour êtretraitée dans des délais raisonnables. Soit il y a des contraintes fortes sur letype du problème, comme par exemple placer les capteurs par paires sur lessegments.Les méthodes d'élimination sont très largement répandues dans le do-maine de la théorie des mécanismes. Elles ne présentent pas les inconvénientsdes méthodes numériques d'itérations successives : comme le traitement dessolutions à l'in�ni, les problèmes typiquement numériques et le manque d'in-formation sur le comportement des solutions [Rot93]. En outre, les méthodesde résultants possèdent un net avantage en rapidité par rapport aux basesde Gröbner et aux méthodes d'homotopies [Emi94].VII.1 RésultantsLa théorie de l'élimination est un aspect fondamental de la géométrie al-gébrique. Elle étudie les moyens de transformer des systèmes en d'autressystèmes en éliminant des variables.L'élimination s'applique à résoudre un système d'équations polynomiales.Soient les équations f1 = f2 = : : : = fs = 0 sur l'anneau K [x1 ; : : : ; xk]. L'éli-mination consiste en deux étapes, une d'élimination et une autre d'extension.L'étape d'élimination établit une conséquence fs+1 = 0 qui ne contient qu'uneseule variable. L'étape d'extension considère fs+1 = 0 comme résolue et étendses solutions en des solutions du système complet. Du point de vue géomé-trique l'élimination correspond à une projection sur une variété de dimensioninférieure.Un polynôme de K [x1 ; : : : ; xk] est irréductible sur K s'il n'est pas le pro-duit de deux autres polynômes non constants de l'anneau. Tout polynômepeut s'écrire comme un produit de polynômes irréductibles sur K . Ceci estune factorisation, et elle est unique à une constante près. Se demander siplusieurs polynômes ont une solution commune sur un corps K algébrique-ment clos est équivalent à poser la question : ont-ils un facteur commun? Lanotion de résultant est venue de ce qu'e�ectuer la décomposition des poly-nômes est très coûteuse et que l'on veut éviter de calculer le pgcd à cause deses divisions dans K .Exemple 11 Si le corps n'est pas clos, alors il peut exister un facteur com-mun sans qu'il y ait de racine commune. Sur R c'est le cas de(x2 + 1)(x� 1) et (x2 + 1)(x + 1)



VII.1. RÉSULTANTS 137� VII.1.1 Résultant de SylvesterConsidérons l'anneau des polynômes à une variable dans le corps algébri-quement clos K . Soient deux polynômes f et g, de degré respectif n et m,factorisés selon leurs racines :f = a nYi=1(x� �i)g = b mYi=1(x� �i)Par dé�nition, le résultant de deux polynômes s'écrit :Res(f; g) = am bn nYi=1 mYj=1(�i � �j)Ce résultant s'annule si f et g ont une racine commune.La matrice de Sylvester est dé�nie comme étant la matrice des coe�cientsdes monômes pour l'ensemble des équationsf; x f; x2 f; : : : ; xm f; g; x g; x2 g; : : : ; xn gCette matrice est de taille n+m et son déterminant correspond au résultantde f et g. Cette expression du résultant est appelée résultant de Sylvester .VII.1.2 Résultant homogèneLe résultant de n polynômes homogènes en n variables est aussi appelé résul-tant multivarié 1 [Can88] pour le di�érencier du cas à deux variables introduitpar Sylvester. Le résultant s'annule quand le système a dans la cloture al-gébrique de K une solution non nulle. Il est à coe�cients entiers, irréductibleet homogène en chacun des coe�cients de tout polynôme fi de degré di, avecun degré valant [vdW48, Emi94]nYj=1; j 6=idjIl fournit une condition exacte pour la solubilité du système homogène, bienqu'il puisse s'annuler s'il n'existe aucune solution a�ne.Emiris [Emi94] montre que ce résultant est une classe particulière derésultant creux lorsque les coe�cients sont génériques. Des coe�cients sontdits génériques lorsqu'ils ne véri�ent aucune relation particulière entre eux.1: multivariate resultant



138 CHAPITRE VII. ÉLIMINATION ET RÉSULTANTSVII.1.3 Résultant creuxCette généralisation du résultant homogène tient compte de la structure despolynômes que sont les polytopes de Newton (voir VI.2) ; un peu de la mêmemanière que la borne de bkk généralise la borne de Bézout. Le terme creuxne signi�e pas qu'il y a une contrainte sur les polynômes considérés ; mais quele degré du résultant est lié à la répartition des monômes dans le polytope.L'élimination creuse travaille dans l'espace C �k alors que les résultanthomogène est établi dans l'espace Pk. Ici on peut énoncer une dé�nitionanalogue à celle du résultant homogène. Le résultant creux est un polynômeà coe�cients entiers, irréductible, homogène en chacun des coe�cients detout polynôme fi de polytope Qi, avec un degré valant [Emi94]V(Q1; : : : ; Qi�1; Qi+1; ; : : : ; Qs)où V désigne le volume mixte, voir VI.2. La matriceM associée aux équationsest construite à partir d'équations dont le support est pris dans la somme detous les polytopes moins un (à chaque fois di�érent).Il est possible de contourner la di�culté que les composantes nulles dessolutions ne sont pas comptées puisque l'étude porte sur les variétés to-riques C �k. Il su�t alors de considérer que le support du polynôme contient(0; : : : ; 0) en perturbant légèrement le système. Le monôme constant peuten e�et être introduit en considérant qu'il dispose d'un coe�cient in�nimentpetit.Il existe à l'heure actuelle un logiciel d'Emiris qui permet de calculerle résultant creux d'un système de polynômes homogènes. 2 Il n'y a pas en-core de version qui pourrait traiter un système ayant plus d'équations qued'inconnues telle que notre problème se pose. C'est pourquoi et au vu detoutes les méthodes précédemment abordées il est devenu nécessaire d'im-planter un algorithme qui puisse tirer parti de la structure de notre système.La méthode d'élimination dialytique est la candidate idéale de par son largedomaine d'application.VII.1.4 PropriétésLes méthodes de résultant sont basées essentiellement sur la recherche d'unematrice M de taille minimale, associée au système d'équations polynomiales,et qui véri�e trois caractéristiques très désirées� M est carrée� son déterminant n'est pas identiquement nul jM j 6= 02: ftp://robotics.eecs.berkeley.edu/pub/emiris/res_solver



VII.2. ÉLIMINATION DIALYTIQUE 139� jM j est un multiple du résultantLes lignes de cette matrice sont construites à partir des polynômes fi initiauxet des variables. Les colonnes sont indexées par les monômes Xi.M � 264 X1...Xn 375 = 0 , 8i fi(x1; : : : ; xk) = 0 (VII.1)Il existe di�érentes méthodes pour construire une matrice M , comme cellesvues ci-dessus (VII.1.2 et VII.1.3).VII.2 Élimination dialytiqueL'élimination dialytique de Sylvester, menant au résultant de Sylvester, aété introduite au siècle dernier pour résoudre des systèmes d'équations non-linéaires. Cette méthode d'élimination ne peut traiter que des problèmes àune ou deux inconnues [Sal85] et un faible nombre d'équations. Récemment,Roth [Rot93] a présenté les caractéristiques (voir VII.2.1) d'une extensionla rendant plus adaptée aux problèmes comportant plusieurs inconnues etde nombreuses équations. Les idées les plus intéressantes reposent dans lesétapes 2 et 3. Par rapport à la méthode telle qu'elle est présentée, nous avonsinterverti ces étapes par commodité. Cela ne change rien au résultat �nal, niaux étapes intermédiaires.VII.2.1 AlgorithmeGlobalement le concept original est de transformer un système non-linéaire,que l'on ne sait pas bien résoudre, en système linéaire, pour lequel la litté-rature abonde quant à sa résolution. Cette transformation étonnante s'opèreen considérant chaque monôme comme une nouvelle inconnue et en faisantabstraction des liens pouvant exister entre les inconnues. La méthode d'éli-mination dialytique peut se découper en un algorithme en six étapes.1. Considérer une des variables des équations comme un paramètre : ca-cher une variable2. Construire autant de nouvelles équations que nécessaire pour avoir unsystème carré linéaire et homogène par rapport aux monômes3. Renommer les monômes présents comme de nouvelles variables4. Le déterminant de ce système linéaire est un polynôme en la variablecachée



140 CHAPITRE VII. ÉLIMINATION ET RÉSULTANTS5. Résoudre ce polynôme donne toutes les solutions pour la variable cachée6. Substituer chaque solution dans les équations et résoudre le systèmeainsi obtenu, linéaire par rapport aux monômes.La plupart de ces étapes seront détaillées dans les section suivantes. Maisauparavant, étudions le comportement de l'algorithme sur un exemple simple.VII.2.2 Exemple d'exécution de l'algorithmeSoit le système suivant à deux équations et deux inconnues x et y :a x2 y + b x+ c = 0d x2 y + e x y + f x y2 + g = 0 (VII.2)La borne de Bézout donne un maximum de six solutions pour ce système.1 - Cacher une variableAprès suppression de y en tant que variable nous obtenons :U1 x2 + U2 x+ U3 = 0U4 x2 + U5 x+ U6 = 0 (VII.3)où U1 = a y; U2 = b; U3 = c; U4 = d y; U5 = e y + f y2; U6 = g2 - Construire de nouvelles équationsUne fois que la variable y est considérée comme un paramètre, trois monômesrestent :x2; x; 1En multipliant les deux équations (VII.3) par x nous obtenons :U1 x3 + U2 x2 + U3 x = 0U4 x3 + U5 x2 + U6 x = 0 (VII.4)De cette manière nous créons un monôme supplémentaire x3. Cela ne portepas plus à conséquence car par la même occasion nous avons obtenu deuxéquations supplémentaires, ce qui conduit à quatre monômes pour quatreéquations.3 - Renommer les monômesLes monômes présents dans l'ensemble des équations sontx2; x; 1; x3



VII.2. ÉLIMINATION DIALYTIQUE 141qui sont renommés enX1; X2; X3; X4Après avoir dissimulé une des variables puis regroupé les coe�cients constantset en�n renommé les monômes présents, les équations de départ (VII.2)peuvent se réécrireU1X1 + U2X2 + U3X3 = 0U4X1 + U5X2 + U6X3 = 0et les équations ajoutéesU1X4 + U2X1 + U3X2 = 0U4X4 + U5X1 + U6X2 = 0En�n on obtient un système linéaire dans les nouvelles inconnues Xi; (i 2f1; 2; 3; 4g), homogène et carré.4 - Le Déterminant est un polynôme en la variable cachéeLe système construit s'écrit sous forme matricielle :2664 ay b c 0dy e y + f y2 g 0b c 0 a ye y + f y2 g 0 dy 37752664 X1X2X3X4 3775 = 0Après avoir renommer les monômes, le système précédent devient :2664 U1 U2 U3 0U4 U5 U6 0U2 U3 0 U1U5 U6 0 U4 37752664 X1X2X3X4 3775 = 0Comme l'une des variables a la valeur 1, il est clair que la solution triviale cor-respondant au vecteur nul n'est pas solution du système. Par conséquent pourque ce système admette une solution, son déterminant �(y) doit s'annuler.Le déterminant est fonction de y car les coe�cients Ui sont eux-mêmes desfonction de y. On cherche alors quelle valeur de y est racine du déterminant.�(y) = 05 - Solutions pour la variable cachéeDans cet exemple, la petite taille du système permet de calculer entièrementson déterminant. Celui-ci est un polynôme en y de degré 5.� = U7 y5 + U8 y3 + U9 y2 + U10 y



142 CHAPITRE VII. ÉLIMINATION ET RÉSULTANTSIl peut donc y avoir cinq solutions pour y. En particulier une de ces solutionsest simple bien que nous travaillions avec des coe�cients formels ; cette racineest 0.6 - Substituer les racinesPour le cas où y = 0 la matrice du système et les équations deviennent :2664 0 b c 00 0 g 0b c 0 00 g 0 0 37752664 X1X2X3X4 3775 = 0cX3 + bX2 = 0g X3 = 0cX2 + bX1 = 0g X2 = 0 c+ b x = 0g = 0c x+ b x2 = 0g x = 0entraînant la solutionx = �cb si b 6= 0g = 0Ainsi le couple (� cb ; 0) est solution de la famille de systèmes ayant g = 0.Cette opération se répète pour chacune des racines en y du déterminant.VII.2.3 Construction d'une matrice carréeC'est ici qu'intervient la spéci�cité de cette méthode. Le fait de considérerles monômes comme de nouvelles variables rend les équations linéaires parrapport à ces monômes. Pour préserver la caractéristique linéaire du système,il ne doit pas être tenu compte des relations existant entre les monômes.Exemple 12 Si les monômes renommés sont 1 � X1; x � X2; x2 � X3,alors la relation xX2 = X3 ne doit pas être retenue. �Les nouvelles équations sont linéairement indépendantes. Le revers est qu'ilest indispensable, désormais, d'avoir autant d'équations que de nouvelles va-riables (monômes). Dans la très grande majorité des cas, le nombre de mo-nômes existant est supérieur au nombre d'équations du système.En ajoutant des équations supplémentaires pour compenser l'écart entrele nombre de monômes présents et le nombre d'équations présentes, il estessentiel de veiller à maintenir la régularité du système. Ce qui se fait enajoutant des combinaisons non-linéaires des équations et de monômes. Les



VII.2. ÉLIMINATION DIALYTIQUE 143nouvelles équations sont e�ectivement dépendantes de celles d'origine, maispas de manière linéaire.Exemple 13 Dans l'exemple 15 avec la variable y cachée, une équation adû être rajoutée pour combler le dé�cit en équation : il y avait 3 monômes etseulement 2 équations. L'équation additionnelle a été construite à partir dela deuxième équation multipliée par le monôme x(d y + f) x2 + (e y + g) x = 0 (VII.5)�Multiplier par un monôme, qui est en fait réduit à une variable, est la manièrela plus usitée d'ajouter des équations. Suivant les cas, il peut être intéressantde multiplier par un monôme dont le degré n'est pas 1.Il faut prendre conscience du fait qu'ajouter une équation peut entraînerl'introduction de nouveaux monômes. La di�culté réside dans le choix deséquations introduites a�n de converger le plus rapidement possible vers unematrice carrée. Il n'y a pas non plus de résultat général sur la meilleure ma-nière, au sens de celle qui donnera la matrice carrée la plus petite, d'ajouterune équation. La encore, la structure du système de départ a son impor-tance. Roth [Rot93] propose deux façons. La première utilise les propriétésdes formules trigonométriques. La seconde utilise la jacobienne de la matricedes équations initiales.Équations trigonométriques Dans le cas d'équations trigonométriquesà deux inconnues (un robot 2R), il faut tirer parti des propriétés qui per-mettent d'éliminer les termes de degré deux en cosinus et sinus ou de lescombiner.Exemple 14 [Rot93] Soientf1 = a cos�+ b cos� cos � � b sin� sin� (VII.6)f2 = a sin� + b sin� cos � + b cos� sin� (VII.7)f21 + f22 = a2 + b2 + 2 a b cos � (VII.8)Voila une équation qui n'introduit pas de nouveau monôme par rapport àceux déjà présents dans f1 et f2. �Avec la jacobienne La seconde méthode qu'il propose est basée surun résultat de Salmon [Sal85] : Les dérivées, par rapport à chacune des va-riables, du déterminant d'un système d'équations que l'on a homogénéisées



144 CHAPITRE VII. ÉLIMINATION ET RÉSULTANTSont les mêmes solutions que celles du système lui-même. Dans le cas de l'in-tersection de trois quadriques, les dérivées n'introduisent pas de nouveauxmonômes. Mais il semble bien que ce soit l'un des rares cas (sinon le seul) oucela se produit. Le nombre de variables et d'équations doit rester assez faible.En particulier pour des équations quadratiques ayant plus d'inconnues, denombreux nouveaux monômes sont introduits.VII.3 Méthode symboliqueLa méthode que nous avons développée en Maple 3 est basée sur l'éliminationdialytique vue en VII.2. Néanmoins, les problèmes que nous rencontrons sontdi�érents car nous nous intéressons au cas symbolique en essayant de donnerdes bornes sur le nombre de solutions admissibles [Tan95].Nous nous intéressons particulièrement à une étape qui est assez directeau niveau de la résolution numérique, mais qui mérite une grande attentionau niveau symbolique. Elle est implicite dans la description de Roth, maisnous l'extrayons pour en faire une étape à part en plus des six étapes déjàdécrites dans la section VII.2.1.7 Résoudre en les variables d'origine les équations données par le systèmelinéaire en les monômes.L'anneau polynomial sur lequel nous allons travailler est C [x1 ; : : : ; xt].VII.3.1 Étape d'éliminationVII.3.1.1 Choix d'une variable cachéeCette première étape est relativement importante. Elle consiste à considérerune des variables comme un paramètre i.e. continuer la résolution comme sisa valeur était connue. Comme il est possible de le deviner sur l'algorithmeet de le constater sur l'exemple d'exécution la variable cachée va in�uencerdirectement la résolution du problème. En e�et l'étape 4 nécessite la réso-lution d'un polynôme monovariable dont le degré dépendra du choix fait,puisque les termes qui entrent dans la composition du déterminant sont lespuissances de la variable cachée qui apparaissent dans les équations de dé-part. Néanmoins, ce choix a aussi une in�uence (voir 15), bien qu'indirecte,sur la taille du système d'équations qu'il faudra construire. Nous avons vu(VII.1.4) que l'intérêt est d'obtenir un système de taille minimale. Montronssur un exemple que le meilleur degré du déterminant n'est pas entièrementdéterminé a priori par le choix de la variable cachée.3: c
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VII.3. MÉTHODE SYMBOLIQUE 145Exemple 15 Soit le système à deux variables x et y à coe�cients quel-conques :a x2y + b y + c = 0 (VII.9)d x y + e y + f x+ g = 0 (VII.10)Choisissons x comme variable cachée. Le système s'écrit alors :" c ax2 + bfx+ g dx+ e #� 1y � = 0La matrice a un déterminant de degré 3 en x. Maintenant choisissons y commevariable cachée. L'élimination dialytique construit une troisième équationpour compenser la présence de 3 monômes dans le système initial. La troi-sième équation est construite à partir de la deuxième multipliée par x. Lesystème s'écrit alors :2664 by + c 0 ayey + g dy + f 00 ey + g dy + f 377524 1xx2 35 = 0Ici encore le déterminant est de degré 3 en y.Les indéterminées x et y ont un degré maximal di�érent dans le systèmed'équations de départ. Pourtant, que l'on cache x ou y le déterminant aurale même degré en la variable cachée, 3. En outre les systèmes carrés �nauxque l'on a construits ne sont pas de même dimension. �En l'état actuel des connaissances sur ce sujet, tout ce qu'il est possible defaire est de proposer et d'étudier des heuristiques de choix.� la variable de plus petit degré parmi toutes les équations� la variable dont la somme des degrés parmi toutes les équations est laplus petite� la variable qui, cachée, réduira le plus le nombre de monômes présentsSur les systèmes que nous avons été amenés à manipuler, nous avons constatéque l'heuristique la plus e�cace est la deuxième.



146 CHAPITRE VII. ÉLIMINATION ET RÉSULTANTSVII.3.1.2 Construction d'une matrice carréeIl n'y a pas de règle générale comme dit précédemment, sinon de véri�erque l'équation choisie n'introduit pas de dépendance linéaire. Par contre,certains choix mènent à des tailles raisonnables. A chaque choix, un coupleéquation/monôme sélectionné. La sélection peut se faire sur le nombre denouveaux monômes apportés ; choisir le plus faible. Elle peut aussi se faireen fonction du degré maximum des nouveaux monômes apportés. Notonsque dans le cas ou un couple n'apporte aucun monôme supplémentaire, ilest choisi par les deux stratégies et d'ailleurs devrait l'être quelle que soitla stratégie employée car il permet de faire converger le processus vers unsystème carré. Une méthode inspirée de la construction de matrice de Bézout,le bézoutien [Dix08], est de faire des combinaisons entre deux équations fi etfj de manière à éliminer le terme de plus haut degré de ces équations.La recherche d'une matrice de taille minimale a deux motivations. Lapremière, calculatoire, est que pour des dimensions trop grandes, nous nepouvons plus calculer le déterminant. La seconde est que si la dimensionobtenue n'est pas la plus petite, alors des solutions parasites sont présentescar le déterminant calculé est un multiple du résultant.VII.3.1.3 Borne du déterminantLe problème qui consisterait à travailler sur une con�guration particulièred'un robot donné est calculable numériquement. Par contre dans la suite duchapitre nous chercherons à fournir des bornes sur le nombre de solutionspour une con�guration et une architecture quelconques du manipulateur. Cebut demande d'utiliser des moyens de calcul formel.Puisque y est la variable cachée et Xi; (i 2 f1; : : : ; ng) représentent lesmonômes apparus dans les équations, le problème revient à résoudre un sys-tème linéaire :[�i;j(y)]16i;j6n264 X1...Xn 375 = 0 (VII.11)�(y) = [�i;j ]i;j2f1;::: ;ng est une matrice carrée de taille n � n dont lescoe�cients sont des polynômes en y. Si pour y0 donné, le déterminant j�(y0)jest non nul, alors la seule solution du système est le vecteur (X1; : : : ; Xn) =(0; : : : ; 0). Or le monôme X1 (par exemple) est le monôme constant égal à 1.Ceci est donc impossible, et la matrice est de rang au plus n� 1, c'est-à-direque y0 est nécessairement une solution de l'équation j�(y)j = 0.En pratique nous avons des matrices de grande taille (> 16�16) à termessymboliques. En conséquence de quoi aucun système actuel de calcul formel



VII.3. MÉTHODE SYMBOLIQUE 147ne peut calculer explicitement le déterminant (comme avec la méthode deBareiss [GCL92]). Alors pour obtenir une borne sur le nombre de solutions,il convient de ne calculer que le degré de la variable cachée de ce déterminant.Il n'y aurait pas de problème majeur pour calculer ce déterminant numé-riquement, des méthodes éprouvées sont disponibles dans [HS75], ou encoreune méthode de calcul de valeurs propres [ZA94].Maintenant nous désirons savoir comment cette matrice mènera à uneborne sur le nombre de solutions. Une entrée �i;j(y) est le coe�cient dumonôme Xj dans l'équation i. Chaque entrée est un polynôme monovariabledans la variable cachée.j�(y)j = j�i;j(y)j16i;j6nIl est facile de donner rapidement une borne triviale sur le degré du déter-minant : c'est la somme des degrés maximum en y de chaque colonne (ou dechaque ligne).deg(j�j) 6 nXj=1 maxi deg�i;jCette borne est une très large surestimation de la valeur e�ective du degré.VII.3.1.4 Amélioration de la borneJusqu'ici nous avons vu comment obtenir une valeur initiale pour la bornesur le degré et ensuite comment calculer le coe�cient du terme d'un degrédonné. Maintenant nous avons les outils pour améliorer cette borne.VII.3.1.4.1 Représentation des informations Une amélioration estindispensable pour deux raisons. La borne triviale n'est, très souvent, mêmepas atteinte. De plus la matrice contient un nombre conséquent de 0.Améliorer la borne supérieure consiste à calculer les coe�cients du terme dedegré d, véri�er s'ils sont nuls et si c'est le cas recommencer pour le degréd�1, et ainsi de suite. Chacun de ces coe�cients est un déterminant construità partir des coe�cients de � , ce qui va être précisé ci-dessous.VII.3.1.4.2 Coe�cient du monôme de degré d Maintenant, dé�nis-sons un autre type de matrice. Le terme a(dj)i;j est le coe�cient de ydj dumonôme numéro j dans l'équation numéro i.a(dj)i;j = coe� (�i;j(y); y; dj)�i;j(y) =Xdj a(dj)i;j y(dj )



148 CHAPITRE VII. ÉLIMINATION ET RÉSULTANTSIl en découle que le coe�cient du monôme de degré d dans la matrice � estla somme des déterminants de la forme������� a(d1)1;1 � � � a(dj )1;j � � � a(dn)1;n... ... ...a(d1)n;1 � � � a(dj )n;j � � � a(dn)n;n ������� où nXj=1 dj = dAu départ d est la borne triviale. Ensuite, tant qu'il n'existe pas un déter-minant comme ci-dessus non-nul le degré d est diminué de 1. Comme cetteévaluation se fait de manière symbolique, il est tout à fait possible que l'ité-ration s'arrête trop tôt car plusieurs des déterminants ne sont pas nuls alorsque leur somme l'est.VII.3.1.4.3 Pseudo pivot de Gauss Pour calculer si chaque déter-minant est nul, nous utilisons une méthode que nous quali�ons de pseudo-gaussienne car elle applique une méthode pivot sur des entrées symboliques.Cet algorithme travaille sur une matrice dont l'entrée à la colonne i et à laligne j représente le coe�cient de ydj dans le coe�cient du monôme Xj dansl'équation i.Les entrées (i; j) sont symbolisées par0 si le terme a(dj)i;j est e�ectivement 0? sinonUne permutation des lignes permet de choisir une ligne dont le pivot estnon nul. Cette ligne est soustraite de toutes les autres, situées en dessousd'elle dans la matrice, de manière à introduire des valeurs nulles dans tousles éléments de la colonne en dessous du pivot. Ceci est classique pour unpivot de Gauss. La nuance réside dans la soustraction qui est dé�nie de façonparticulière puisque la matrice est formelle. Trois relations sont alors dé�nies :?� ? = ? Sur toutes les colonnes sauf celle du pivot?� ? = 0 Sur la colonne du pivot ( ? )?� 0 = ? = 0� ?0� 0 = 0



VII.3. MÉTHODE SYMBOLIQUE 149Les règles de soustraction ci-dessus sont illustrées sur la matrice suivante.������������ ? � � � � � � � � � � � � � � � � � �0 ? � � � � � � � � � � � � � � �0 0 ? 0 ? ? � � �0 0 ? 0 0 ? � � �" " " "0 0 ? ? ������������L'algorithme s'arrête lorsque la matrice est triangularisée ou lorsqu'il n'existepas de pivot non nul. À cause du cas ?� ? = ? nous ne pouvons pas garantirque nous trouverons tous les coe�cients nuls. Ainsi quand nous arrêteronsde diminuer le degré parce que nous aurons trouvé un déterminant qui a lapossibilité d'être non nul, le degré réel pourrait être plus petit. Parce quenous n'exploitons pas toutes les relations entre coe�cients la somme desdéterminants donnant le coe�cient du terme de degré d peut être nul sansque cela soit détecté par l'algorithme. Pour éviter de surestimer le degré, ilfaut� soit calculer e�ectivement le coe�cient du terme de degré considéré demanière symbolique, ce qui est impossible à l'heure actuelle� soit calculer le coe�cient en numérique après avoir tiré au hasard lescaractéristiques du robot.VII.3.2 Étape d'extensionNous avons vu que le problème était ramené à la résolution du systèmelinéaire homogène (VII.11) dont le rang est nécessairement au plus égal àn�1. LesXi sont des monômes en les variables xj ; yj; zj ; (j 2 B � f1; : : : ; 4g)avec la paramétrisation qui sera introduite à la section VII.3.2.2.VII.3.2.1 ProblèmeNous savons qu'il y aura au plus deg(j�(y)j) valeurs de la variable cachée yqui annuleront ce déterminant. Cependant, ceci ne nous donne a priori pasautomatiquement une borne sur le nombre de solutions globales du problèmeen les variables car une même valeur de y peut faire partie de plusieurssolutions du système total. Ce problème est illustré par l'exemple suivant :Exemple 16 Considérons le système d'équationsx2y � 6y + 1 = 0x2 � y = 0



150 CHAPITRE VII. ÉLIMINATION ET RÉSULTANTSSi on cache la variable y, on obtient un système carré en les monômes 1 etx2, il n'est donc pas nécessaire de rajouter des équations. Son déterminantest le polynôme j�(y)j = y2� 6y+1, de degré deux, qui admet deux racinesdistinctes y1 et y2 positives. Pour chacune de ces valeurs, on résout ensuitel'équation x2 = y qui donne deux valeurs opposées. Le système a donc quatresolutions distinctes (x1; y1), (�x1; y1), (x2; y2), (�x2; y2), bien que j�(y)j soitde degré deux. Les quatre couples solutions sont(p2� 1; 3� 2p2); (1�p2; 3� 2p2)(p2 + 1; 3 + 2p2); (�1�p2; 3 + 2p2)� Le lien entre le nombre de solutions d'un système polynomial et le degréd'un polynôme mono-variable associé a été étudié dans le cas du résultantcreux [Emi94]. Il a été démontré que si le réseau engendré par les polytopesde Newton des polynômes du système était égal à Zn, alors le problème ne seposait pas, c'est-à-dire que le degré du résultant creux était égal au volumemixte des polytopes associés aux polynômes du système ; le degré donne alorsune borne sur le nombre de solutions du système. Illustrons cette remarqueen revenant à l'exemple précédent.Exemple 17 Sur le même exemple, on peut calculer le résultant par rapportà x, qui vaut���������� y 0 �6 y + 1 00 y 0 �6 y + 11 0 �y 00 1 0 �y ���������� = (y2 � 6y + 1)2Les racines du résultant sont les mêmes que celles de notre polynôme j�(y)j,mais cette fois elles sont doubles. Le nombre de solutions coïncide avec ledegré du résultant, qui est égal à la somme des multiplicités de ses racines.Sur cet exemple, comme en règle générale, la di�érence entre j�(y)j et lerésultant est due au fait que pour calculer le résultant, on considère tous lesmonômes 1; x; x2, ce qui n'est pas fait pour calculer j�(y)j.Si le résultant n'est pas nul pour un support donné, alors c'est un multipledu résultant. �



VII.3. MÉTHODE SYMBOLIQUE 151Dans le cas de l'élimination dialytique (ou dans d'autres cas de méthodesd'élimination ad hoc), ce problème n'a, à notre connaissance, jamais étéabordé dans sa généralité. Dans la littérature, même sur des systèmes bienprécis, la question est éludée, et il est en général conclu très rapidement,sans justi�cation, que le degré du polynôme mono-variable obtenu par uneélimination quelconque fournit nécessairement une borne sur le nombre desolutions. Ceci qui pourrait être faux comme nous venons de le constater surl'exemple 16, et même si certaines propriétés des équations assurent peut-êtreque c'est réalisé dans ces cas particuliers précis, l'a�rmation n'est en toutcas pas immédiate.Il n'est pas de notre ressort de développer ici une étude complète per-mettant d'obtenir autant de résultats généraux sur le polynôme que nousobtenons ici, qu'il n'en existe sur les résultants creux par exemple [Emi94].Néanmoins nous allons établir que dans le cas des équations du modèle géo-métrique direct des robots parallèles, le degré du polynôme j�(y)j fournitune borne sur le nombre de postures solutions. Ceci sera démontré dans lecas d'un robot à plate-forme plane.La remarque e�ectuée sur l'exemple 17 au sujet des multiplicités des ra-cines du résultant suggère une ré�exion plus approfondie. Rien ne permet dedire a priori que notre déterminant est un multiple du résultant. C'est mêmefaux sur l'exemple. Nous savons que, pour un système générique, l'existenced'une racine du résultant est équivalente à l'existence d'une solution au sys-tème. Ici, l'existence d'une solution du système entraîne l'existence d'uneracine de j�(y)j. Ceci nous permet de conclure, sous l'hypothèse de généri-cité, que toute racine du résultant est racine de j�(y)j. Mais, de la mêmefaçon que dans l'exemple 16-17, la multiplicité d'une racine dans j�(y)j peutêtre inférieure à sa multiplicité dans le résultant, ce qui a pour conséquenceque le degré de j�(y)j est plus faible, pour un même nombre de solutions ausystème, nombre qui peut donc lui être supérieur.Toutefois, il faut tenir compte du fait que dans notre système, toutesles variables du problème apparaissent en tant que monômes, puisqu'ellesapparaissent dans les équations de départ (section VII.3.2.2), ceci permettanttrivialement de remplir la condition mentionnée ci-dessus sur les polytopesde Newton. Dans ce cas, j�(y)j sera en fait un multiple du résultant. Nousallons voir que son degré nous permettra de conclure en donnant une bornesur le nombre de postures solutions.VII.3.2.2 Paramétrisation algébrique du problèmeDans cette formulation nous ne prendrons plus comme inconnues un vecteurposition et un vecteur orientation. Mais nous lui préférerons une formulation



152 CHAPITRE VII. ÉLIMINATION ET RÉSULTANTSproposée par Lazard [Laz93] qui a l'avantage d'introduire des équationsayant un faible nombre de monômes et des équations linéaires. Celle-ci faitintervenir des inconnues associées à certains segments du robot. Certainesarticulations de la plate-forme sont choisies pour former un ensemble de baseB et permettre de retrouver la position de n'importe quel point. Ainsi les in-connues seront les coordonnées des vecteurs porteurs des segments reliant cesarticulations avec leur articulation correspondante sur la base, coordonnéesprises dans le repère de référence :8i 2 B AiBi = 0@ xiyizi 1ALes équations se présentent di�éremment suivant que la plate-forme est planeou non. Nous utiliserons la notation d'ensemble complémentaire suivante.Pour un robot disposant de s segments connectant la base et la plate-forme,{B désigne l'ensemble f1; : : : ; sg n B.VII.3.2.2.1 Plate-forme quelconque Lorsque la plate-forme est un so-lide quelconque, il existe deux façons d'écrire le système. Cela dépend dunombre d'équations et du degré qu'il est souhaitable d'avoir. La premièredispose de deux équations linéaires parmi douze équations quadratiques alorsque la seconde ne comporte que neuf équations dont une est cubique et lesautres sont quadratiques.Première représentation Lorsque la plate-forme a une forme toutà fait générale, quatre points peuvent être utilisés pour la décrire. Dans leparagraphe suivant, nous verrons comment n'utiliser que trois points. Pources points il est plus pratique de choisir certaines des articulations. Supposonssans perte de généralité que l'ensemble de base des articulations soit composédes quatre premières articulations :B4 = f1; 2; 3; 4gNous disposons alors de douze inconnues qui sont les coordonnées des vecteursAiBi; i 2 B4Il est possible de distinguer alors, quatre types d'équations intervenantdans la modélisation du problème. Le premier type exprime que la longueurdes quatre premiers segments est une constante connue car mesurée par lescapteurs standards de mesure d'élongation. Le second fait de même pour lessegments restants, en ramenant les vecteurs en fonction des équations dupremier type contenant les inconnues. Le troisième traduit la propriété de



VII.3. MÉTHODE SYMBOLIQUE 153solide indéformable de la plate-forme et que la distance séparant deux deses points est une constante connue. En�n le dernier type est celui que nousintroduisons en rajoutant des capteurs supplémentaires.I. Les segments de B4 sont de longueur connue :kAiBik2 = �2i (8i 2 B4) (VII.12)II. La plate-forme est un solide :(8(i; j) 2 B24 i 6= j) kBiBjk2 = Kij (VII.13)Ces distances sont aussi des constantes géométriques propres à unearchitecture donnée de robot.III. Les segments de {B4 sont de longueur connue et sont exprimés en fonc-tion de ceux de B4�2i = kAiBik2 (8i 2 {B4)= (�A1Ai +A1B1 + ei B1B2 + fi B1B3 + gi B1B4)2Les termes ei; fi; gi; (i 2 {B4) sont les coordonnées des points Bi dansle repère (B1; B1B2; B1B3; B1B4 Ce sont des constantes géométriquesde la plate-forme calculables une fois pour toute dans le repère lié àla plate-forme. Elles permettent d'écrire la position de Bi à partir despoints de l'ensemble de base, indépendamment du repère.8i 2 {B4 B1Bi = ei B1B2 + fi B1B3 + gi B1B4Les termes non linéaires apparaissant dans l'équation sont simplementdes combinaisons linéaires des termes non linéaires des types I et II. Endé�nitive ces équations deviennent linéaires.IV. Information linéaire provenant des capteurs supplémentaires :(i 2 f1; : : : ; 6g) AiBi �Ni = 0 (VII.14)Le capteur supplémentaire donne une information que l'on peut re-présenter comme la normale à un plan particulier contenant AiBi (cf.III.3).



154 CHAPITRE VII. ÉLIMINATION ET RÉSULTANTSDeuxième représentation Dans ce cas, seuls trois points de la plate-forme seront utilisés pour dé�nir l'ensemble de base. La troisième dimensionsera introduite à l'aide du produit vectoriel. Sans perte de généralité nouspouvons supposer que l'ensemble de base des articulations est composé destrois premières articulations :B3 = f1; 2; 3gNous disposons alors de neuf inconnues qui sont les coordonnées des vecteursAiBi; i 2 B3 Les types I, III, II changent d'expression, puisque l'ensemble debase a un élément de moins. Seul le type IV est conservé.I Les segments de B3 sont de longueur connue :kAiBik2 = �2i (8i 2 B3) (VII.15)II La plate-forme est un solide :(8(i; j) 2 B23 i 6= j) kBiBjk2 = Kij (VII.16)III Les segments de {B3 sont de longueur connue et sont exprimés en fonc-tion de ceux de B3 :�2i = kAiBik2 (8i 2 {B3)= (�A1Ai +A1B1 + ei B1B2 + fi B1B3 + gi B1B2 ^ B1B3)2Les termes ei; fi; gi; (i 2 {B3) sont les coordonnées des points Bi dansle repère (B1; B1B2; B1B3; B1B2^B1B3). Ces trois équations sont cu-biques, et deux d'entre elles peuvent être ramenées à des équationsquadratiques à l'aide de la troisième.Cette représentation donne des équations de degrés élevés et ne sera pasappliquée.VII.3.2.2.2 Plate-forme plane Considérons une plate-forme plane. Pourformer une base vectorielle de son plan il su�ra de choisir trois des articu-lations lui appartenant. Ainsi, comme dans la deuxième représentation ducas précédent, neuf inconnues sont présentes. Et les types de contraintes àvéri�er sont les mêmes, hormis le type III qui est simpli�é car la planarité dela plate-forme se traduit par l'égalité gi = 0 pour i 2 B3.III Les segments de {B3 sont de longueur connue et sont exprimés en fonc-tion de ceux de B3 :�2i = kAiBik2 (8i 2 {B3)= (�A1Ai +A1B1 + ei B1B2 + fi B1B3)2)



VII.3. MÉTHODE SYMBOLIQUE 155Équations Les équations obtenues à l'aide de cette paramétrisationsont les suivantes :x21 + y21 + z21 � �12 = 0x22 + y22 + z22 � �22 = 0x23 + y23 + z23 � �32 = 0La constante Kij désignera dans ces équations la norme kBiBjk, pour i; j 2f1; 2; 3g. Rappelons que (ai; bi; ci) désignent les coordonnées de l'articulationAi sur la plate-forme, pour i 2 f1; 2; 3g.�2x1 x2 � 2 y1 y2 � 2 z1 z2+ 2 (a1 � a2)x1 + 2 (b1 � b2) y1 + 2 (c1 � c2) z1+ 2 (a2 � a1)x2 + 2 (b2 � b1) y2 + 2 (c2 � c1) z2+ �12 + �22 + (a1 � a2)2 + (b1 � b2)2 + (c1 � c2)2 �K12 = 0Deux équations similaires faisant intervenir les couples d'indices (2; 3) et (3; 1)se déduisent de la précédente par permutation sur les indices.2 (a4 � a1) (f4 + e4 � 1)x1 + 2 (b4 � b1) (e4 + f4 � 1) y1+ 2 (c4 � c1) (e4 + f4 � 1) z1+ 2 e4 (a2 � a4)x2 + 2 e4 (b2 � b4) y2 + 2 e4 (c2 � c4) z2+ 2 f4 (a3 � a4)x3 + 2 f4 (b3 � b4) y3 + 2 f4 (c3 � c4) z3+ (a1 � a4)2 + (b1 � b4)2 + (c1 � c4)2+ 2 (e4 + f4) (a1a4 + b1b4 + c1c4 � a21 � b21 � c21)� 2 e4(a2a4 + b2b4 + c2c4 � a22 � b22 � c22)� 2 f4(a3a4 + b3b4 + c3c4 � a23 � b23 � c23))+ �12 (1� e4 � f4) + �22e4 + �32f4 � �42+ (f4 + e4 � 1)(f4K13 + e4K12)� e4f4K23 = 0Deux équations similaires sont obtenues en remplaçant successivement l'in-dice 4 par un 5 puis un 6. Ces équations linéaires sont indépendantes pardé�nition sinon cela est caractéristique d'une con�guration singulière.VII.3.2.2.3 Capteurs de longueurs et capteurs angulaires Aulong de ce mémoire nous avons vu plusieurs fois que les capteurs angulairesamènent des équations additionnelles linéaires. Il se trouve que les capteursde longueurs amènent clairement des équations quadratiques qui peuvent être



156 CHAPITRE VII. ÉLIMINATION ET RÉSULTANTSramenées à des équations linéaires elles aussi. Cela est possible avec la pre-mière représentation. Les capteurs sont portés par des segments additionnelset passifs. Il su�t de prendre pour ensemble de travail : f1; : : : ; sg où s estle nombre total de segments, actifs et passifs. A�n d'obtenir une expressionlinéaire de leurs équations, il convient de les considérer comme des équationsde type III. Cette remarque est la pour signaler que tous les résultats avancésdans la suite sont valables aussi bien pour les capteurs d'élongation que pourdes capteurs d'angles.VII.3.2.3 Degré de j�(y)j et nombre de postures solutionsNous voulons démontrer que le degré de j�(y)j nous permet de donner uneborne sur le nombre de postures solutions.Cette démonstration s'e�ectue en deux temps : on commence par établirune relation entre la multiplicité d'une racine y0 du polynôme j�(y)j et lerang de la matrice �(y0).Ensuite, on montrera, en utilisant la forme des monômes intervenant dansnotre système, que, pour chaque racine y0 du polynôme, le nombre de pos-tures solutions pour lesquelles la variable cachée y prend la valeur y0 estmajoré par la multiplicité de y0 dans j�(y)j.Exemple 18 Prenons un exemple pour illustrer le lien entre la multiplicitédes racines du déterminant et le rang de la matrice. Soit le système d'équa-tions a x2y + b y + c = 0d x y + e y = 0Par élimination dialytique on aboutit à une matrice dont le déterminant est :�������� by + c 0 aye y d y 00 e y d y �������� = y2 (y bd2 + ye2a+ cd2)Au vu du déterminant, il existe une racine double pour y = 0 et la matricepour cette racine est de rang 1 = 3� 2.�������� c 0 00 0 00 0 0 ��������Lorsque le rang de la matrice décroît encore pour devenir nul, on a de plusc = 0, et on s'aperçoit qu'alors la multiplicité de la racine y = 0 augmenteet devient 3. �



VII.3. MÉTHODE SYMBOLIQUE 157Démontrons donc le lemme généralisant cet exemple.Lemme VII.1 Si le rang de la matrice �(y0) est inférieur ou égal à n� �,alors la multiplicité de y0 dans le polynôme j�(y)j est au moins égal à �.Preuve : Dans le cas où � vaut 1, nous avons déjà remarqué quetrivialement, si la matrice est de rang inférieur ou égal à n � 1,alors y0 est racine, donc de multiplicité au moins égale à 1.Démontrons tout d'abord le résultat dans le cas d'une matrice�(y0) de rang inférieur ou égal à n � 2 pour une valeur y0 don-née. �(y) est la matrice d'une application linéaire dans une base(e1; : : : ; en) �xée. �(y0) est non inversible, donc il existe un vec-teur v0 non nul dans son noyau. Par le théorème de la base in-complète, on peut trouver n� 1 vecteurs dans la base de départ,disons e1; : : : ; en�1 à une renumérotation près, permettant de for-mer une nouvelle base avec v0. Dans la base (e1; : : : ; en�1; v0) ainsiobtenue, la matrice �(y) devient�0(y) = P0�(y)P�10où P0 est la matrice de passage entre les deux bases. On a biensûr l'égalitéj�0(y)j = j�(y)jLa matrice �0(y) est de la forme0B@ � � � � � p1(y)... ... ... ...� � � � � pn(y) 1CAPuisque v0 est un vecteur du noyau de �0(y0) les polynômesp1(y); : : : ; pn(y) ont tous la racine y0, ils sont donc divisibles pary � y0.Développons le déterminant de �0(y) par rapport à la dernièreligne. Si Mi(y) désigne le mineur associé à pi(y), c'est-à-dire lemineur obtenu en supprimant la dernière colonne et la i�eme lignedans la matrice �0(y), on obtient :j�0(y)j = nXi=1 (�1)n+i�1pi(y)Mi(y)= (y � y0) nXi=1 (�1)n+i�1 pi(y)y � y0Mi(y)



158 CHAPITRE VII. ÉLIMINATION ET RÉSULTANTSPar hypothèse, le rang de �0(y0) est strictement inférieur à n�1, donc tous les mineurs extraits de cette matrice sont nuls, enparticulier tous les polynômes Mi(y) s'annulent en y0, ils sontdonc divisibles par y � y0, ce qui entraîne :j�0(y)j = (y � y0)2 nXi=1 (�1)n+i�1 pi(y)y � y0 Mi(y)y � y0y0 est donc racine double, au moins, du polynôme j�(y)j.Reprenons la même démonstration en supposant à présent que lerang de la matrice �(y0) est inférieur ou égal à n� �. Cette foisnous obtenons une base v1; : : : ; v� de son noyau, que l'on complèteen la base (e1; : : : ; en�� ; v1; : : : ; v�), à une renumérotation prèsdes vecteurs de la base de départ. Alors�0(y) = P0�(y)P�10et la matrice �0(y) s'écrit0BBB@ � � � � � p1;1(y) p1;2(y) � � � p1;�(y)� � � � � p2;1(y) p2;2(y) � � � p2;�(y)... ... ... ... ... ... ...� � � � � pn;1(y) pn;2(y) � � � pn;�(y) 1CCCAoù les polynômes pi;j, i 2 f1; : : : ; ng; j 2 f1; : : : ; �g s'annulenttous en y0 puisque v1; : : : ; v� sont des vecteurs du noyau de�0(y0).Calculons à présent le déterminant j�0(y)j en utilisant la dé�ni-tion classique utilisant toutes les permutations de l'ensemble Sndes permutations de f1; : : : ; ng. "(�) désigne la signature de lapermutation �.j�0(y)j = X�2Sn "(�)��(1);1��(2);2 : : :��(n);n= X�2Sn �"(�)��(1);1��(2);2 : : :��(n��);n��� ��(n��+1);n��+1 : : :��(n);n�Nécessairement, les � derniers éléments��(n��+1);n��+1;��(n��+2);n��+2; : : : ;��(n);n



VII.3. MÉTHODE SYMBOLIQUE 159de la matrice sont des polynômes qui ont pour racine y0 puisquece sont des polynômes pris parmi p1;1(y), : : : , p1;�(y), : : : , pn;1(y),: : : , p1;�(y). On peut donc mettre y � y0 en facteur dans chacunde ces � éléments, ce qui permet de mettre (y � y0)� en facteurdans le déterminant j�(y)j, y0 est donc une racine de j�(y)j demultiplicité supérieure ou égale à � (elle peut éventuellement êtrestrictement supérieure). 2Il s'agit maintenant de lier le rang de la matrice �(y0) au nombre desolutions globales, en les variables (et non les monômes), du système dedépart, pour lesquelles la variable cachée y a la valeur y0. Pour �xer lesidées, supposons que y est l'une des coordonnées du vecteur A1B1. Il estintéressant de distinguer deux cas, lorsque, pour y = y0, on obtient plusieurssolutions globales.Dans le premier cas, les solutions globales ainsi obtenues font intervenirplusieurs solutions correspondant à au moins deux positions distinctes pourB1, c'est-à-dire que le choix des axes de coordonnées est tel que deux posi-tions solutions pour B1 se trouvent dans un même plan parallèle à un plande coordonnées. Nous pouvons perturber les axes légèrement pour que cecine se produise pas. Remarquons qu'alors notre étude restera valide, car nousn'avons fait aucune supposition sur le choix des axes, et tous les raisonne-ments sont parfaitement indépendants de ce choix.Dans le second cas, celui dans lequel nous nous placerons dorénavant, siplusieurs solutions globales sont possibles pour la posture du robot, étantdonnée une valeur y0 pour y, alors dans toutes ces postures solutions, lepoint B1 aura la même position. Le fait de �xer la valeur y0 pour y, et deperturber les axes, nous permet ainsi de nous ramener au cas où un point dela plate-forme est connu.Nous voulons montrer que le degré de j�(y)j donne une borne sur lenombre de postures solutions. Énonçons la conjecture suivante :Conjecture : Si le rang de �(y0) est n� �, alors le système admetau plus � solutions pour la valeur y0 de la variable cachée.Toute racine conduisant alors à un nombre de solutions au plus égal à samultiplicité dans le polynôme, en sommant les multiplicités, on obtient lerésultat voulu.La démonstration de cette conjecture n'a pas été e�ectuée. Cependant lerésultat voulu est établi dans la suite de cette section. Le raisonnement estle suivant :



160 CHAPITRE VII. ÉLIMINATION ET RÉSULTANTSSi l'on se place en une racine y0 de j�(y)j, alors B1 est connu comme onl'a vu précédemment. Le chapitre V donne alors une borne �0 sur le nombrede solutions dépendant de l'architecture du robot.Il est su�sant pour notre but de démontrer la conjecture pour � < �0. Ene�et pour les valeurs de � supérieures ou égales à �0, le nombre de posturessolutions sera de toutes façons borné par �0, et donc a fortiori par �.Lorsque le robot a une plate-forme plane, on sait que, dans le cas le plusgénéral, la borne sur le nombre de solutions est égale à deux (sections V.4.2et V.5.2). Certains cas particuliers pour lesquels cette borne peut être quatreou huit sont donnés à la section V.4.2. Lorsqu'on ajoute un capteur sur unautre segment, apportant des informations non redondantes, alors on a engénéral une unique solution, même si la borne démontrée est quatre (sec-tion V.4.3.2). Les cas pour lesquels cette borne dépasse deux, avec un cap-teur additionnel, sont rares (section V.5.2). Pour le cas général il su�t dedémontrer la conjecture pour le rang n� 1.Lorsque la plate-forme est quelconque, si on rajoute un capteur supplé-mentaire sur un segment, et que ce capteur apporte une information nonredondante, on sait que la borne sur le nombre de solutions du modèle géo-métrique direct est égale à quatre (section V.4.3.1). La conjecture sera alorsdémontrée jusqu'au rang n � 3. Nous verrons qu'il faudra supposer que lavariable cachée n'est pas choisie parmi les variables relatives au segment surlequel est placé le capteur additionnel.Dans les deux cas, nous établissons donc un théorème résumant le résultatvoulu.Le lemme suivant fournit le premier résultat intermédiaire dans le cas oùla matrice est de rang n� 1.Lemme VII.2 Pour un système dans lequel tous les monômes de degré 0 et1 sont présents, si le rang de �(y0) est égal à n� 1, alors il y a au plus unesolution globale du système pour laquelle la variable y a la valeur communey0. Preuve : En e�et, si rang(�(y0)) = n � 1 pour la valeur y0 dela variable y, alors le noyau de �(y0) est un espace vectoriel dedimension 1, engendré par le vecteur (u1; u2; : : : ; un), où les uidépendent de la valeur y0.Revenons à présent aux variables contenues dans les monômes.Dans notre cas (voir section VII.3.2.2) tous les monômes com-posés des variables seules sont présents. Supposons que le mo-nôme X1 soit la constante 1, X2 la variable x2, X3 la variable



VII.3. MÉTHODE SYMBOLIQUE 161y2, : : : par une renumérotation éventuelle des monômes. Dire que(X1; : : : ; Xn) est un élément du noyau s'exprime par l'existenced'un scalaire � tel que1 = �u1x2 = �u2y2 = �u3... ... ...u1(y0) est donc nécessairement non nul, ce qui permet de déduireune unique valeur de �. En reportant cette valeur dans les équa-tions suivantes, on obtient au plus (il peut y avoir des équationscontradictoires) une solution unique pour chacune des variablesdu problème. 2Le lemme précédent est assez général, puisque la seule hypothèse faitesur le système concerne la présence des variables et du monôme constant.Les autres lemmes qui seront démontrés utiliseront l'architecture des robotsparallèles.La suite de la démonstration est donnée tout d'abord (section VII.3.2.3.1)dans le cas d'une plate-forme plane. Nous verrons dans la section VII.3.2.3.2que la démonstration est plus délicate dans le cas général.VII.3.2.3.1 Cas d'une plate-forme plane Nous savons, comme rap-pelé en page 160, que, en général, dans le cas d'une plateforme plane, on n'apas plus de deux postures solution lorsque le point B1 est connu.En résumé, si le rang de la matrice �(y0) est n� 1, alors la racine y0 estsimple dans le polynôme j�(y0)j, et on n'a pas plus d'une posture solution.Et lorsque le rang est inférieur ou égal à n� 2, alors la racine est au moinsdouble, et on n'a pas plus de deux postures solutions.On en déduit le théorème suivant :Théorème VII.3 Le nombre de solutions du système, et donc le nombre depostures possibles pour le robot, dans le cas d'un robot à plate-forme plane(sauf certaines con�gurations signalées), est borné par le degré en la variabley du déterminant j�(y)j.VII.3.2.3.2 Cas d'une plate-forme quelconque Dans le cas d'uneplate-forme quelconque, nous avons rappelé en page 160 que lorsqu'une ar-ticulation est connue, on a au plus quatre postures solutions dès lors qu'on



162 CHAPITRE VII. ÉLIMINATION ET RÉSULTANTSajoute une information donnée par un capteur supplémentaire sur l'un desautres segments.Nous devons donc encore montrer que, pour � = 2; 3, si le rang de �(y0)est égal à n� �, alors le nombre de solutions du modèle géométrique directpour y = y0 est majoré par �.Le théorème VII.3 est alors généralisé au cas d'une plate-forme quel-conque.Lemme VII.4 Sur les équations du modèle géométrique direct des robotsparallèles, si le rang de �(y0) est égal à n � 2, alors il y a au plus deuxsolutions globales du système pour laquelle la variable y a la valeur communey0. Preuve : Si rang(�(y0)) = n�2, cette fois le noyau de �(y0) estde dimension 2, engendré par des vecteurs U(y0) = (u1; u2; : : : ; un)et V (y0) = (v1; v2; : : : ; vn) dont les coordonnées dépendent de y0.On peut écrire, de la même façon que dans le lemme précédent, leségalités suivantes, dans lesquelles nous nous intéressons en prio-rité aux variables représentant les coordonnées du vecteur A2B21 = �u1 + �v1 (VII.17)x2 = �u2 + �v2 (VII.18)y2 = �u3 + �v3 (VII.19)z2 = �u4 + �v4 (VII.20)x3 = �u5 + �v5 (VII.21)... ... ...Ceci bien sûr suppose une renumérotation éventuelle des mo-nômes.Dans la première égalité, u1 et v1 ne peuvent être nuls simultané-ment. Supposons que par exemple v1 soit non nul. On peut alorsdéduire� = 1� �u1v1 (VII.22)



VII.3. MÉTHODE SYMBOLIQUE 163Ce qui permet d'écrire :x2 = ��u2 � u1v1 v2�+ v2v1 (VII.23)y2 = ��u3 � u1v1 v3�+ v3v1 (VII.24)z2 = ��u4 � u1v1 v4�+ v4v1 (VII.25)Deux cas se présentent alors :� Premier cas : les équations (VII.23), (VII.24), (VII.25) dé�-nissent l'équation paramétrique d'une droite. Cette droite donnela direction du vecteur A2B2.Remarquons que nous avons dé�ni les vecteurs U(y0) et V (y0)sans utiliser la forme des équations du système polynomial donnépar le modèle géométrique direct. Nous avons seulement regardéle rang de la matrice, mais pas exploité sa forme, directement liéeaux équations du problème.Si nous utilisons a présent l'équation de longueur du segment2, x22 + y22 + z22 = �22, et les expressions précédentes obtenuespour x2; y2; z2, nous obtenons une équation du second degré en�. Notons que cette équation n'est pas l'équation triviale 0 = 0,elle admet donc au plus deux solutions en �. Ceci revient à direque le vecteur A2B2 peut prendre deux positions seulement, si onconnaît sa direction et sa longueur. Les deux valeurs au plus de �ainsi calculées nous permettent de déduire � par l'égalité (VII.22),puis, en reportant dans les équations (VII.21) et suivantes, dedéterminer au plus deux postures solutions pour le robot.� Second cas : les équations (VII.23), (VII.24), (VII.25) dé�nissentun point unique (lorsque les coe�cients de � sont tous nuls). Dansce cas, les positions de B1 et B2 sont connues, il y a donc au plusdeux postures solutions, sauf si le robot se trouve en con�gurationsingulière (voir section V.3).Dans tous les cas, le nombre de postures est majoré par deux. 2Jusqu'ici la présence d'un capteur additionnel n'a pas été requise. Pourla démonstration du lemme suivant, elle sera supposée.



164 CHAPITRE VII. ÉLIMINATION ET RÉSULTANTSLemme VII.5 Sur les équations du modèle géométrique direct des robots pa-rallèles, pour un robot à plate-forme quelconque (sauf certaines con�gurationssignalées), lorsqu'on rajoute un capteur supplémentaire sur un segment, si lerang de �(y0) est égal à n� 3, alors il y a au plus trois solutions globales dusystème pour laquelle la variable y a la valeur commune y0.Comme on le verra dans la démonstration, ce résultat est valable pour tousles robots dès que les articulations A3, A4, A5 et A6 ne sont pas coplanaires.Preuve : Les grandes lignes de la démonstration sont tout à faitsimilaires à celles du lemme précédent.Si rang(�(y0)) = n � 3, on écrit les équations suivantes, danslesquelles U(y0) = (u1; u2; : : : ; un), V (y0) = (v1; v2; : : : ; vn) etW (y0) = (w1; w2; : : : ; wn) forment une base du noyau de �(y0) :1 = �u1 + �v1 + �w1 (VII.26)x2 = �u2 + �v2 + �w2 (VII.27)y2 = �u3 + �v3 + �w3 (VII.28)z2 = �u4 + �v4 + �w4 (VII.29)x3 = �u5 + �v5 + �w5 (VII.30)y3 = �u6 + �v6 + �w6 (VII.31)z3 = �u7 + �v7 + �w7 (VII.32)... ... ...Par une renumérotation éventuelle des indices, on supposera quele segment 2 est le segment équipé d'un capteur supplémentaire,ce qui est possible s'il existe un capteur supplémentaire sur unsegment dont aucune variable n'est la variable cachée y0.w1, par exemple, est non nul. D'où� = 1� �u1 � �v1w1 (VII.33)Ce qui permet d'écrire :x2 = ��u2 � u1w1w2�+ ��v2 � v1w1w2�+ w2w1 (VII.34)y2 = ��u3 � u1w1w3�+ ��v3 � v1w1w3�+ w3w1 (VII.35)z2 = ��u4 � u1w1w4�+ ��v4 � v1w1w4�+ w4w1 (VII.36)



VII.3. MÉTHODE SYMBOLIQUE 165Ces équations dé�nissent un plan, une droite, ou un point.� Premier cas : les équations (VII.34), (VII.35), (VII.36) dé�-nissent l'équation paramétrique d'un plan P contenant le vecteurA2B2. Comme toujours, l'équation de longueur du segment 2, etl'équation exprimant que kB1B2k est une constante permettentde dire que B2 est contenu dans un cercle C2. Il est possible apriori que ce cercle soit contenu dans le plan P . Mais alors, si leplan donné par le capteur nous donne de l'information, ce plann'est pas le plan P . Dans tous les cas, l'intersection de P avec lecercle fournit au plus deux points.Ceci s'exprime de façon équivalente sur � et � en disant queces paramètres véri�ent à la fois une équation du second degré(équation d'une sphère pour B2) et une équation du premier de-gré (équation du plan du capteur). Ce qui nous fournit pour �,après élimination de � grâce à l'équation linéaire, une équation dusecond degré, donc deux solutions au plus pour le couple (�; �).Les équations (VII.30) et suivantes, avec l'égalité (VII.33), four-nissent alors au plus deux postures solutions pour le robot.� Second cas : les équations (VII.34), (VII.35), (VII.36) dé�nissentune droite. Ceci se produit lorsque les deux vecteurs directeurs duplan ci-dessus ne sont plus indépendants, c'est-à-dire, sans pertede généralité, lorsqu'il existe une constante k telle que�u2 � u1w1w2� = k �v2 � v1w1w2��u3 � u1w1w3� = k �v3 � v1w1w3��u4 � u1w1w4� = k �v4 � v1w1w4�La droite contenant B2 a donc pour équation :x2 = (k�+ �)�v2 � v1w1w2�+ w2w1y2 = (k�+ �)�v3 � v1w1w3�+ w3w1z2 = (k�+ �)�v4 � v1w1w4�+ w4w1



166 CHAPITRE VII. ÉLIMINATION ET RÉSULTANTSL'intersection de cette droite et du cercle C2 (dé�ni comme dans lepremier cas) donne au plus deux points B12 et B22 , correspondantà deux valeurs �1 et �2 du paramètre k�+ �. On écrira donc�1 = �1 � k��2 = �2 � k�Ce qui permet d'éliminer � dans les équations (VII.30), (VII.31)et (VII.32), équations correspondant au point B3. On sait déjà(voir section V.3) que lorsque les positions de deux articulationsde la plate-forme sont connues, il n'y a pas plus de deux postures.On aura donc au plus deux positions Bi30 et Bi300 lorsque la positionde B1 et la position Bi2 de B2 sont connues, pour i = 1; 2, ce quidonne au plus quatre postures pour le robot. Étudions dans quelscas ces quatre postures peuvent être e�ectivement solutions.On véri�e facilement que les équations (VII.30), (VII.31) et (VII.32),pour chaque valeur �1 et �2 deviennent alors respectivement leséquations paramétriques des droites D13 (contenant les points B13 0et B13 00) et D23 (contenant B23 0 et B23 00), et que ces deux droites sontparallèles.D'autre part on sait que B3 doit se trouver sur le cercle C3, inter-section de la sphère de centre A3 et de rayon �3, et de la sphèrede centre B1 et de rayon kB1B3k. Bi30 et Bi300 appartiennent aussià la sphère de centre Bi2 et de rayon kB2B3k, pour i = 1; 2. Lespoints B1, B12 et A3 appartiennent donc au plan médiateur de B13 0et B13 00. De la même façon, B1, B22 et A3 appartiennent au planmédiateur de B23 0 et B23 00. Or, les droites D13 et D23 sont parallèles,donc ces deux plans médiateurs sont confondus. Les points B1,B12 , B22 et A3 sont donc coplanaires.Si on répète le raisonnement précédent pour les points B4, B5, B6,on conclut que nécessairement, pour qu'il y ait quatre posturessolutions, B1, B12 , B22 , A3, A4, A5, A6 doivent être coplanaires.Dans tous les autres cas, il n'y aura pas plus de trois posturessolutions.� Troisième cas : les équations (VII.34), (VII.35), (VII.36) dé�-nissent un point unique. On conclut alors comme dans le lemmeprécédent.Dans tous les cas, le nombre de postures est donc majoré partrois. 2



VII.4. APPLICATIONS 167Nous pouvons donc �nalement déduire le théorème �nal :Théorème VII.6 Le nombre de solutions du système, et donc le nombre depostures possibles pour le robot, dans le cas d'un robot à plate-forme quel-conque (sauf certaines con�gurations signalées), est borné par le degré en lavariable y du déterminant j�(y)j.VII.3.2.4 ConclusionLes théorèmes démontrés nous permettent de lier le degré du polynôme ob-tenu par élimination à une borne sur le nombre de postures solutions dumodèle géométrique direct des robots parallèles.Nous allons appliquer ce résultat dans la section VII.4.2 pour le cas d'unrobot à plate-forme plane équipé de 1 à 6 capteurs supplémentaires : nousévaluerons symboliquement le degré du polynôme et nous en déduirons desbornes sur le nombre de postures solutions.Bien sûr ce degré n'est qu'une borne supérieure, et pour deux raisons.D'une part, le nombre de racines réelles du polynôme peut être inférieura son degré. D'autre part, comme d'autres polynômes obtenus par d'autresméthodes d'élimination, le polynôme j�(y)j peut être un multiple strict durésultant, donc posséder des racines qui ne fourniront aucune solution globaleau système d'équations, et donc aucune posture pour le robot.VII.4 ApplicationsDans cette section nous appliquons la méthode précédente en premier lieuau robot plan, en second lieu au robot spatial. Nous verrons que les résultatsobtenus, s'ils ne sont pas probants dans le cas du robot plan pour lequel desméthodes moins systématiques aboutissent mieux, sont en revanche intéres-sants dans le cas du robot spatial.VII.4.1 Mécanisme planMaintenant nous revenons au robot plan présenté dans le chapitre II. Noussouhaitons étudier les résultats que peuvent donner cette méthode dans cecas. Le problème initial, résoudre le mgd sans capteurs additionnels, pour unrobot plan ne comporte que trois variables. Ce problème est déjà accessibleaux méthodes classiques d'élimination. C'est pourquoi nous travaillerons sansajouter de capteurs.VII.4.1.1 Plateau généralLe système d'équations considéré est celui dé�ni dans la section II.1, équa-tions (II.1) à (II.3). Il est tout de même modi�é en deux points, un chan-



168 CHAPITRE VII. ÉLIMINATION ET RÉSULTANTSgement de variable est fait et une équation est ajoutée. On va rendre leséquations algébriques en posantcos� = c� (VII.37)sin� = s� (VII.38)c2� + s2� = 1 (VII.39)Une autre paramétrisation est e�ectuée en appendice B ; mais elle donne desdegrés plus élevés pour le déterminant.A ce niveau là, treize monômes sont présents :1; x; y; c�; s�; x2; y2; c2�; s2�; x s�; x c�; y s�; y c�Parmi les quatre choix possibles pour la variable cachée, le plus avantageuxest de prendre y. L'algorithme développé construit un système à 29 équationset 29 monômes en introduisant les équations produits des équations de départpar la liste de monômes indiquée dans la table (VII.1). Ce système n'admetÉquation de base Monômes1 y s� c� s�2 c� s� y s� c�2 y c� y22 y s� c� y s� y c� s�2 c� s� c�23 y s� c� s�2 c� s�4 y s� c�Tab. VII.1 � Construction des équations pour le robot plan général.de solutions que si son déterminant s'annule pour une valeur de la variablecachée y. Le déterminant est un polynôme de degré sept en y.A7 (x+A8) (A0 + A1 x+A2 x2 +A3 x3 +A4 x4 +A5 x5 +A6 x6)Le robot admet alors au plus sept con�gurations di�érentes pour un tripletde valeurs des longueurs de segments �i; i = 1; 2; 3. Il n'est pas très surpre-nant de trouver un degré plus grand que celui trouvé (six) en II.1. En e�et,pour des systèmes de petite taille (peu d'équations de départ et peu d'incon-nues) il est clair que cet algorithme est di�cilement concurrentiel vis-à-visde manipulations au cas par cas des équations. L'algorithme est sensible àla structure du système donné en entrée. C'est pourquoi des manipulationspréliminaires sur les équations, quand c'est raisonnable, ont une incidencebéné�que sur le nombre �nal de solutions.



VII.4. APPLICATIONS 169
O � A1B1 � xy �B3 A3 B2A2�2�1 �l1l2y x�3Fig. VII.1 � Robot plan rectiligneVII.4.1.2 Le robot rectiligneMaintenant, reprenons le robot dont la base et le plateau ont chacun leursarticulations alignées (voir �gure VII.1). Il y a neuf monômes présents :1; x; c�; x c�; y s�; c2�; s2�La méthode d'élimination permet de construire un système de taille 28.Les équations construites sont indiquées dans la table (VII.2). La matriceÉquationde base Monômes1 y s� c� s2� c� s� y s� c2� c� y y22 y s� c� y s� y c� s2� c� s�3 y s� c� s2� c� s�4 y s� c�Tab. VII.2 � Construction des équations pour le robot plan à base et plateaurectilignes.construite a un déterminant de degré 7 s'écrivant :�64 l34l22 (a2 � a3)2 (x� a2) (A3 x3 + A2 x2 +A1 x+A0)2 (VII.40)Les coe�cients Ai;i=0;::: ;3 regroupent des termes faisant intervenir les para-mètres géométriques du robot et de la con�guration considérée. On s'estainsi ramené à un polynôme mono-variable de degré 7, n'ayant que 4 racinesdistinctes en x. La racine x = a2 est probablement une racine parasite in-troduite par le processus. On rappelle que pour un tel robot, le polynômemono-variable obtenu en section II.1 a 3 racines distinctes.



170 CHAPITRE VII. ÉLIMINATION ET RÉSULTANTSVII.4.2 Robot parallèle spatialIci, nous appliquons la méthode d'élimination décrite sur un robot parallèlespatial d'architecture a priori quelconque.VII.4.2.1 Discussion sur les représentationsMalgré les avantages indéniables des méthodes d'élimination, il est clairqu'elles sont sensibles au nombre d'inconnues et dans une certaine mesureau degré des équations impliquées. L'objectif est de disposer d'un systèmeayant le moins de variables possibles.Une remarque de prime abord est qu'il est judicieux d'éliminer un certainnombre d'inconnues à partir des équations linéaires quand elles sont pré-sentes. Le tableau VII.3 con�rme la pertinence de cette remarque ; il indique,dans le cas d'une plate-forme plane et suivant le nombre de capteurs utilisés,le nombre de monômes di�érents présents dans les équations avant et aprèsrésolution des équations linéaires. Cette opération est liminaire à la méthodedialytique. Deux systèmes équivalents dont un a moins d'inconnues grâce àCapteurs 3 2 1Avant résolution linéaire 28Après résolution linéaire 10 15 21Tab. VII.3 � Nombre de monômes présents dans les équations avant et aprèsla résolution des équations linéairesl'élimination des équations linéaires ne mèneront pas à des matrices de tailleégale. Cela vient du fait qu'il est important, pour l'e�cacité de l'éliminationdialytique, d'avoir un système de départ ayant le moins de monômes pos-sibles. C'est ainsi que nous avons dé�ni une signature d'un système commeétant la di�érence entre le nombre total de variables et le nombre d'équationslinéaires présentes. Cette signature permet d'évaluer, de manière instantanée,l'opportunité de choisir une représentation plutôt qu'une autre.La représentation décrite plus haut est celle qui a le meilleur potentielau vu de la méthode dialytique par rapport aux autres représentations déjàutilisées dans d'autres méthodes.VII.4.2.2 Application numériqueConsidérons le robot parallèle suivant, prototype inria, dont la base et laplate-forme sont des hexagones. Pour l'application suivante nous avons pris



VII.4. APPLICATIONS 171Base Plate-formeSegment xB yB zB xP yP zP1 -9.7 9.1 0 -3 7.3 02 9.7 9.1 0 3 7.3 03 12.76 3.9 0 7.822 -1.052 04 3 -13 0 4.822 -6.248 05 -3 -13 0 -4.822 -6.248 06 -12.76 3.9 0 -7.822 -1.052 0ce robot dans la con�guration où sa posture est :X = 0@ 0055 1A � = 0@ 000 1ADe manière à obtenir un système de petite taille que l'on pourra détaillerassez rapidement, nous considérons l'ajout de trois capteurs linéaires sur troissegments di�érents. Dans la con�guration choisie, les capteurs additionnelspermettent de donner les équations suivantes :[Type IV]�4999:50x1+ 609:03 z1 = 0�4999:50x2� 609:03 z2 = 0�5285:50x3� 474:5418 z3 = 0Équations quadratiques provenant des longueurs de segments du robot :[Type I]x21 + y21 + z21 � 3073:13 = 0x22 + y22 + z22 � 3073:13 = 0x23 + y23 + z23 � 3073:906 = 0[Type II]�2x2 x1 + 38:8x2 � 38:8x1 + 6486:62� 2 y2 y1 � 2 z2 z1 = 0� 2x3 x1 + 44:92(x3 � x1) + 6491:656� 2 y3 y1� 10:4( y3 � y1) � 2 z3 z1 � 2x3 x2 + 6:12 = 0



172 CHAPITRE VII. ÉLIMINATION ET RÉSULTANTSx3 � 6:12x2 + 6090:432� 2 y3 y2 � 10:4( y3� y2)� 2 z3 z2 = 0Équations linéaires provenant des longueurs de segments du robot :[Type III]44:199 y1� 21:736x2� 71:697 y2+ 31:663x3+54:827 y3+ 402:911� 25:399x1 = 0115:243 y1� 82:027x2� 142:741 y2+ 51:129x3+54:827 y3+ 158:986� 34:938x1 = 027:116 y1� 117:121x2� 27:116 y2+51:039x3� 639:589+ 15:956x1 = 0L'ensemble des équations linéaires permet d'éliminer six inconnues, laissantencore 6 monômes : 1 z2 y3 z2 y3 z22 y23X1 X2 X3 X4 X5 X6Le déterminant est de degré quatre en la variable cachée z3 :� = �155:794 z43 + 40988:866 z33 � 0:179 107 z23 � 0:121 108 z3 + 0:707 109Les quatre racines pour z3 sont :�18:894; 21:246; 55:000; 205:743La troisième racine correspond visiblement à la posture choisie en débutd'application. C'est la valeur que nous choisirons pour substitution dans lavariable cachée. Ainsi nous obtenons un système linéaire homogène à coe�-cients numériques. La résolution du système en Xi; i = 2 : : : 6 donnez2 y3 = X2 = �272:36y3 = X3 = �4:952z2 = X4 = 55:000z22 = X5 = 3025:0y23 = X6 = 24:522La précision sur les monômes indique que la cohérence est assez bonne,puisque malgré tout le calcul a été fait indépendamment des relations entreles monômes : y3 z2 z3 z2 y3 z22 y2310�12 10�11 10�11 10�8 10�12 10�9



VII.4. APPLICATIONS 173Le triplet de valeurs (z2; y3; z3) = (55:000;�4:952; 55:000) correspond à larésolution des inconnues restées après l'utilisation des équations linéairespour éliminer les variables (x1; y1; z1; x2; y2). En remplaçant les inconnues(z2; y3; z3) par leurs valeurs respectives dans les équations linéaires et en ré-solvant le système linéaire numérique ainsi obtenu, on obtient l'ensemble desvaleurs des inconnues correspondant à la racine z3 = 55:000 du déterminant.Ces valeurs correspondent e�ectivement à la posture considérée en début del'application.En réitérant les mêmes opérations pour chacune des racines du déter-minant, il apparaît que la seule racine admissible est celle étudiée en détailci-dessus. Toutes les autres mènent à des incompatibilités dans au moins l'unedes équations. Cette observation indique que la borne de 4 donnée pour unrobot à plate-forme plane, est rarement atteinte en pratique.VII.4.3 Synthèse des résultatsVII.4.3.1 Plate-forme planeEn fonction du nombre de capteurs ajoutés, les tables VII.4 et VII.5 in-diquent une borne sur le nombre de solutions, le nombre d'inconnues dansle système non-linéaire, le nombre d'équations au moment où un systèmecarré a pu être construit et la borne triviale à partir de laquelle a été réduitela borne améliorée comme décrit en VII.3.1.4.3. La représentation classiquedonne de moins bons résultats que la représentation de Lazard. La borneest obtenue après construction de la matrice par élimination dialytique àl'aide du pseudo pivot de Gauss. Sauf pour le cas à un capteur additionneloù les temps de calculs sont excessifs pour une évaluation symbolique (qui apermis d'atteindre la valeur de 27) : la borne de 20 est obtenue en prenantdes coe�cients numériques aléatoires pour la matrice dialytique.Lorsqu'il y a plus de trois capteurs la matrice dialytique n'est pas intéres-sante à construire, sous réserve que les capteurs apportent e�ectivement del'information. En e�et il est plus direct de résoudre le système non-linéaire entirant avantage de sa structure lorsque les équations linéaires ont été élimi-nées. La borne obtenue est de loin meilleure que celle qu'on pourrait obteniren construisant la matrice. Si les six capteurs sont utiles, alors la solutionest unique et obtenue en résolvant le système linéaire correspondant aux sixéquations provenant des capteurs et aux trois provenant du type III.Il est important de noter ici que le type de capteur, (parmi angulaireet élongation) n'a pas d'importance. Tout au plus les capteurs d'élongationproduisent-ils des équations linéaires comportant les inconnues ne correspon-dant pas uniquement à un des segments pris dans l'ensemble de base (voirsection VII.3.2.2.3).



174 CHAPITRE VII. ÉLIMINATION ET RÉSULTANTSNb. capteurs Nb. inconnues Dim. matrice Borne triviale Borne améliorée6 3 6 4 45 4 19 14 64 5 35 20 123 6 71 33 222 7 201 59 321 8 253 68 39 aTab. VII.4 � Bornes sur le nombre de solutions d'un robot à plate-formeplane dans le cas d'une représentation classique (vecteur position et matriceorientation : 9 inconnues)a Le résultat correct est probablement plus faible, mais obtenir la valeur réelle demandeun temps de calcul beaucoup trop important.Les temps de calculs pour établir la meilleure borne pour un systèmene sont donnés qu'à titre indicatif. En e�et dans les circonstances réelles cecalcul n'a aucun intérêt et n'est pas e�ectué, puisqu'à ce moment l'objectifest de calculer numériquement le polynôme. Les temps de calculs (VII.6)correspondent à l'établissement de la borne pour un robot quelconque à plate-forme plane.VII.4.3.2 Plate-forme quelconqueSi la plate-forme est générale, les tailles de matrice augmentent rapidementet les bornes dépassent des résultats précédemment établis. A titre d'exemplela table (VII.7) contient les valeurs pour 5 et 6 capteurs additionnels.VII.4.4 Di�cultésCette méthode présente encore trois principaux types de di�cultés qui ontété présentées au cours de ce chapitre.Le système d'équations construit pour la résolution est d'une taille qu'ilest important de minimiser. Comme cela a été illustré dans l'exemple 15 iln'est pas clair de déterminer a priori quelle sera la dimension optimale. Lesconséquences portent sur la manipulation de la matrice et sur le calcul deson déterminant.En l'état actuel, le calcul du degré théorique est extrêmement long du faitdu processus récursif et des dimensions de matrices impliquées. Un palliatifest le calcul du degré du déterminant à partir de coe�cients génériques pourle robot. La valeur générique ainsi trouvée fait foi selon l'argumentation que



VII.4. APPLICATIONS 175Nb. capteurs Nb. inconnues Dim. matrice Borne triviale Borne améliorée6 0 a NS b NS 15 1 NS NS 24 2 NS NS 23 3 4 6 42 4 16 14 91 5 64 41 20Tab. VII.5 � Bornes sur le nombre de solutions d'un robot à plate-formeplane (3 vecteurs AiBi (Lazard) : 9 inconnues)aAprès résolution des équations linéaires... il n'y a plus d'inconnue : il y a (6+3) équa-tions linéaires pour 9 inconnues.bDonnée non signi�cative : il n'est pas rentable de construire une matrice dialytique.Degré 39 38 37 36 35 34 33 32Temps cpu (s) 0,26 0,85 3,47 13,7 50 161 488 1488Tab. VII.6 � Temps de calcul pour l'évaluation du coe�cient du terme dedegré donné. Cas un capteur additionnel, plate-forme plane. (SS10 75 MHz)si les coe�cients de la matrice ne véri�ent aucune relation particulière entreeux, alors la matrice sera de rang maximum. Numériquement il est possibled'éviter de calculer explicitement le déterminant et d'obtenir ses racines pardes méthodes de valeurs propres, comme l'ont appliqué Zanganeh et An-geles [ZA94] aux robots parallèles, et comme le détaillent Raghavan etRoth [RR95].Le dernier point est, quant à lui, totalement lié aux fondements de l'éli-mination. Il s'agit de la rapide croissance de la dimension de la matrice avecle nombre de monômes existant dans les équations de départ.Nb. capteurs Nb. inconnues Dim. matrice Borne triviale Borne ameliorée6 4 10 5 55 5 31 18 11Tab. VII.7 � Bornes sur le nombre de solutions d'un robot à plate-formegénérale (4 vecteurs AiBi (Lazard) : 12 inconnues)



176 CHAPITRE VII. ÉLIMINATION ET RÉSULTANTSVII.5 ConclusionDans ce chapitre nous avons présenté la méthode d'élimination dialytique.Nous avons montré que le degré en la variable cachée du déterminant de lamatrice construite, n'était pas forcément une borne sur le nombre de posturesdu manipulateur.Dans le cas de la représentation de Lazard nous avons prouvé dansquelles conditions le degré du déterminant est e�ectivement une borne surle nombre de solutions admises par le modèle géométrique direct. Pour unrobot à plate-forme générale, la représentation utilisée pour les équationsne permet pas d'obtenir de meilleurs résultats que ceux obtenus dans leschapitres précédents. Des bornes sont montrées lorsque de 1 à 6 capteursadditionnels sont utilisés sur un robot à plate-forme plane.Un avantage important de la méthode symbolique développée est la réuti-lisation possible de la matrice construite et de son déterminant pour toutrobot. La matrice et son déterminant peuvent être calculés hors-ligne, et larésolution numérique des racines, propre à chaque robot et à chaque con�-guration, peut être faite en ligne.
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178 CONCLUSIONL'étude réalisée dans ce mémoire s'est attachée à présenter les diversesméthodes qui étaient disponibles pour résoudre le modèle géométrique directdes robots parallèles. Devant la di�culté du problème l'approche qui consisteà ajouter des capteurs de manière redondante a fait l'objet d'une analysesystématique.La plupart des cas de placement de capteurs, par paires ou en solitairesur un segment, ont été étudiés et ont donné lieu à l'obtention d'une bornesur le nombre de solutions admissibles pour le modèle géométrique direct derobot quelconques. Cela permet ainsi de restreindre l'ensemble des solutionsparmi lesquelles il faudra trier la posture e�ective du manipulateur. Dans denombreux cas nous avons pu déterminer les conditions géométriques d'archi-tecture et/ou de con�guration qui pouvaient donner lieu à une borne plusfaible. Parfois même, il a été possible de donner de telles conditions pour l'ob-tention d'une solution unique au modèle géométrique direct d'architecturesparticulières.L'intérêt d'étudier les divers cas ayant moins de capteurs qu'il n'en fau-drait pour garantir une solution unique sont multiples. En premier lieu vientle facteur de coût. En e�et comparativement au prix de revient d'un manipu-lateur parallèle (hormis peut-être pour les très grandes structures comme lesplates-formes pour simulateurs de vol) le coût de capteurs excédentaires estimportant et on aimerait ainsi le minimiser. En second lieu, l'augmentationdu nombre de capteurs additionnels et donc de l'encombrement inhérent auxcâblages et aux volumes rajoutés, diminue l'espace de travail du manipu-lateur. En�n il faut considérer les cas d'un environnement hostile ou d'uneexigence de tolérance aux pannes qui nécessitent la possibilité de pouvoirrésoudre le modèle géométrique direct en mode dégradé, c'est-à-dire lorsquedes capteurs ne fournissent plus d'information.Lorsque la solution est explicite nous avons montré qu'une analyse del'in�uence des erreurs de mesure des capteurs sur la posture calculée estpossible. Ceci permet de connaître la précision des capteurs à utiliser si l'onsouhaite avoir une précision donnée dans l'espace de travail. Cela permetaussi de déterminer la zone de l'espace de travail où la précision est la plusimportante et dans laquelle il faudra se placer pour e�ectuer des opérationsdélicates.Nous avons montré que les approches abordées sont exploitables pour di-vers types de robots pleinement parallèles lorsque leurs chaînes cinématiquesélémentaires sont composées d'articulations rotoïdes et prismatiques.Nous avons adapté la méthode dialytique à un traitement symboliquede manière à pouvoir traiter les cas d'ajout de capteurs pour n'importe quelrobot. Par la suite il est possible de réutiliser les plus gros calculs en injectant



CONCLUSION 179à la place des coe�cients symboliques, les valeurs numériques correspondantau robot et à la con�guration choisis.Quelle que soit la méthode utilisée, il faut garder à l'esprit qu'aucune,hormis la géométrie synthétique, n'est capable de considérer uniquement lesparties réelles et �nies des objets géométriques étudiés. C'est un gros pro-blème pour l'ingénierie et la conception des robots. Néanmoins des méthodesde calcul puissantes viennent de voir leur concrétisation dans le cadre duprojet européen posso à propos de la résolution de systèmes d'équations po-lynomiales. Elles devraient permettre des avancées signi�catives dans l'étudedu mouvement des robots. L'une de ces méthodes a permis de montrer, avecdes calculs en précision in�nie, un robot tout à fait quelconque ayant vingt-quatre postures réelles.Une étude plus approfondie sur l'in�uence des erreurs de mesures sur laposture devrait être suivie avec pro�t. En particulier, l'optimalité sur le choixdes segments à équiper est à faire. De même, l'in�uence sur l'orientation etpas seulement la position est intéressante [BA95].L'application d'autres représentations pour les équations du modèle géo-métrique direct devrait amener de nouveaux résultats. La représentationde Lazard est pressentie pour améliorer certains résultats du chapitre V.L'idéal est de trouver une représentation parfaitement adaptée aux dépla-cements spatiaux. Les quaternions duaux se rapprochent de cet idéal, maisamènent des étapes intermédiaires di�cilement manipulables [Hus94]. Dansle chapitre VII, le cas d'une plate-forme générale n'obtient pas de bornestrès satisfaisantes avec la représentation utilisée. La conjugaison d'une autrereprésentation avec une implantation en un langage compilé (C par exemple)plutôt que le système de calcul formel Maple 4 serait avantageuse.La géométrie synthétique mériterait plus d'attention pour apporter unprogrès dans la connaissance des parties réelles des courbes, des surfaces etdes solutions. Plus précisément elle serait utile pour la recherche de la bornevéritable sur le nombre de solutions réelles.Le tri des solutions pour obtenir la solution courante parmi les solutionspossibles demanderait une étude des composantes connexes dans l'espace detravail. Des travaux montrent que plusieurs solutions peuvent ne pas êtreséparées par un lieu de singularité [IP92, EW95].4: c
 Université de Waterloo (Canada) et Waterloo Maple Software
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Annexe AIllustration de la circularitéVoici deux autres exemples de l'utilisation de la circularité pour éliminerun certain nombre de solutions à l'in�ni.A.1 Intersection d'une cubique et d'une quar-tiqueConsidérons, dans le plan et avec pour inconnues x et y, la cubiquea x3 + y3 + x2y + a xy2 � r2(a x+ y) = 0et la quartique (degré quatre)x3y + xy3 + bx2 + by2 � r2(x y + b) = 0La borne de Bézout indique que l'intersection de ces courbes pourrait avoirjusqu'à douze solutions. Après homogénéisation ces équations deviennent res-pectivement :a x3 + y3 + x2y + a xy2 � r2w2(a x+ y) = 0et la quartique :x3y + xy3 + bx2w + by2w � r2w(x y + bw2) = 0En se plaçant sur la droite à l'in�ni (w = 0) les équations homogènes de-viennent :(a x+ y)(x2 + y2) = 0 (A.1)xy(x2 + y2) = 0 (A.2)Les points I et J ont une multiplicité de un pour chacune des deux courbesconsidérées. En appliquant directement le théorème IV.10 le nombre de pointsréels dans l'intersection n'est vraiment que de dix au plus, soit 3 � 4� 2 � 1 � 1.



192 ANNEXE A. ILLUSTRATION DE LA CIRCULARITÉA.2 Une surface : le toreL'équation générale d'un tore s'écrit :(x2 + y2 + z2 �K)2 = GElle devient après homogénéisation à l'aide de la variable w :(x2 + y2 + z2 �Kw2)2 = Gw4D'où on trouve que l'intersection avec le plan à l'in�ni est :(x2 + y2 + z2)2 = 0Par conséquent le tore a une circularité de deux.



193
Annexe BParamétrisation et éliminationCette annexe illustre l'in�uence du choix de la paramétrisation des équa-tions dans le cas d'un robot plan. Le cas considéré est le modèle géométriquedirect sans ajout de capteur.B.1 Plateau généralLe système d'équations considéré est celui dé�ni dans la section II.1 aprèsla substitution de la variable d'angle. À ce niveau la, onze monômes sontprésents :1; T; x; y; x2; y2; yT; T 2; T 2x; xT; T 2yParmi les trois choix possibles pour la variable cachée, aucun n'est plusavantageux qu'un autre. Choisissons par exemple y. L'algorithme développéconstruit un système à 17 équations et 17 monômes en introduisant les équa-tions produits des équations de départ par la liste de monômes indiquée dansla table (B.1) Ce système n'admet de solutions que si son déterminant s'an-Équation de base Monômes1 T x T 2 xT x2 T 32 T x T 2 xT3 T x T 2 xTTab. B.1 � Construction des équations pour le robot plan quelconque.nule pour une valeur de la variable cachée y. Le déterminant est un polynôme



194 ANNEXE B. PARAMÉTRISATION ET ÉLIMINATIONde degré neuf en y.(U8U7 � U16U3 + U11U7 y) ( 8Xi=0 Vi yi)Le robot admet alors au plus neuf con�gurations di�érentes pour un triplet devaleurs des longueurs de segments �i; i = 1; 2; 3. Il n'est pas très surprenantde trouver une valeur plus grande que celle trouvée (six) en II.1. En e�et, ilfaut garder à l'esprit le fait que la valeur trouvée par élimination est une bornesupérieure qui n'est pas nécessairement atteinte. De plus pour des systèmesde petite taille (peu d'équations de départ et peu d'inconnues) il est clair quecet algorithme est di�cilement concurrentiel vis à vis de manipulations aucas par cas des équations. L'algorithme est sensible à la structure du systèmedonné en entrée. C'est pourquoi des manipulations sur les équations, quandc'est raisonnable, ont une incidence béné�que sur le nombre �nal de solutions.B.2 Le robot rectiligneMaintenant, reprenons le robot dont la base et le plateau sont linéaires.La méthode d'élimination permet de construire un système de taille 17. Leséquations construites sont indiquées dans la table (B.2).Équation de base Monômes1 T x T 2 xT x2 T 32 T x T 2 xT3 T x T 2 xTTab. B.2 � Construction des équations pour le robot dont les articulationssont alignées pour la base et pour le plateau.B.2.1 Base quelconqueLorsque la base est quelconque et n'admet aucune relation particulièreentre les coordonnées de ses trois articulations, le déterminant s'écrit commele produit d'un polynôme en y de degré huit et du terme suivant :� 2 (l3 + a2) b3 y � �(a2 + l3)2 � �22 + �12� (l2 + a3)+ (l3 + a2) �(l2 + a3)2 + b32 � �32 + �12� (B.1)



B.2. LE ROBOT RECTILIGNE 195B.2.2 Base linéaireCe robot peut avoir encore des architectures encore plus spécialisées carle déterminant a en facteur le terme :((l2 + a3)2 + �12 � �32) (l3 + a2)� (a3 + l2) �(a2 + l3)2 + �1 � �22�Le robot admet un polynôme mono-variable de degré huit en T dont seulesles puissances paires sont présentes :U8 T 8 + U6 T 6 + U4 T 4 + U2 T 2 + U0 = 0 (B.2)De manière à manipuler un polynôme plus simple, on faire le changement devariable Y = T 2. Ce qui mène à un polynôme de degré 4 qui peut être résolude manière explicite. Finalement pour chaque valeur de Y trouvée, il y auradeux solutions T et �T .B.2.3 Base linéaire et spécialeConsidérons un robot dont les articulations de la base sont alignées. Side plus les coordonnées de ces articulations sont des fonctions de la longueurdes côtés du plateau, alors le nombre de solutions est encore plus faible. Nousallons le voir sur les deux cas suivant.B.2.3.1 Premier casEn prenant pour positions des articulations de la base :a3 = � l2a2 = � l3le déterminant obtenu est le suivant :�U3 �1 + T 2� �(�U6U5 + U3U8)T 2 + U3U7 � U4U6�2 (B.3)Ici, il n'y a que deux solutions possibles au plus pour le mgd .B.2.3.2 Deuxième casEn prenant pour positions des articulations de la base :a3 = l2a2 = l3le déterminant obtenu est le suivant :�U4 T 4 �1 + T 2� �(U4 U6 � U3U7)T 2 + U4 U8 � U5U7�2 = 0 (B.4)Ce déterminant est celui du système 6�6 construit comme dans la table (B.3).En observant les conditions d'annulation de ce déterminant, il est clair qu'ily a trois solutions au plus pour T dont une est immédiate : T = 0) � = 0.



196 ANNEXE B. PARAMÉTRISATION ET ÉLIMINATIONÉquation de base Monômes12 x y3 yTab. B.3 � Construction des équations pour le robot 2D à base spéciale etplateau linéaire.B.2.4 Deux articulations confonduesChoisissons B3 tel que cette articulation soit confondue avec B1. Le dé-terminant obtenu a la forme suivante :�(1 + T 2)2((l3 + a2)T 2 + (l3 � a2)) ( 4Xi=0 Vi T i)) = 0Deux des solutions, quand elles existent, sont connues dès la conception durobot, car :T 2 = l3 � a2l3 + a2 (B.5)Il est possible de choisir les paramètres l3 et a2 tels que ces solutions de-viennent imaginaires. Ensuite il reste quatre solutions à extraire du dernierterme. Ce terme de degré quatre est plus simple que les précédents détermi-nants menant aussi à quatre solutions.
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De la simpli�cation et la résolution du modèle géométrique direct desrobots parallèlesUn robot manipulateur parallèle est composé de deux solides, une plate-formeet une base, reliés par des chaînes cinématiques articulées et motorisées permet-tant leur mouvement relatif. Le problème du modèle géométrique direct des ro-bots parallèles est essentiel. Il consiste à déterminer la position et l'orientation dela plate-forme par rapport à un repère de base lorsque les variables articulairessont �xées. Ce problème revient à considérer le placement d'un solide quelconquesur six sphères de rayons et de centres �xés. Il présente deux facettes, une géo-métrique et l'autre algébrique, menant à diverses méthodes à mettre en ÷uvre.Le modèle géométrique direct est connu pour admettre au plus quarante solutionscomplexes. Nous présentons une approche consistant à utiliser des capteurs ad-ditionnels pour simpli�er et résoudre ce problème. Nous utilisons ou développonstoute une gamme de méthodes symboliques et parfois numériques permettant larésolution dans ce contexte précis. Les résultats obtenus permettent de dé�nir desarchitectures de robot ayant un nombre minimum de solutions pour la résolutiondu modèle géométrique direct, voire même des solutions explicites ou uniques.Mots-clés : Systèmes polynômiaux - Théorie des mécanismes - Capteurs addi-tionnels - Élimination dialytique - Calcul formel - Analyse d'erreur - Racines réelles- Géométrie algébriqueSimplifying and Solving the Forward Kinematics of Parallel Manipula-torsA parallel manipulator is made of two bodies, a platform and a base, connected byarticulated and motorized kinematic chains that enable one to move with respectto the other. The forward kinematic problem for six degrees of freedom parallelmanipulators is fundamental, This problem is to �nd the position and the orienta-tion of the platform with respect to a reference frame when the control variablesare known. An equivalent statement is to place a given solid onto six spheres with�xed centers and radii. This problem may be considered either from a geometricpoint of view or an algebric one, calling for the use of various methods. The for-ward kinematic problem has at most fourty solutions over the complex �eld. Weuse extra sensors to simplify and solve this problem, as well as, many symbolicand sometimes numerical methods. The results we obtain lead to the design ofrobot architectures with a minimum number of solutions to the foward kinematicproblem, and sometimes even with explicit or unique solutions.Keywords: Polynomial systems - Mechanisms theory - Extra sensors - Dialyticelimination - Symbolic calculus - Error analysis - Real roots - Algebraic geometry


