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Chapitre 1Introdu
tionCette thèse porte sur l'appli
ation des méthodes de Krylov pour la résolution d'équations de la mé
anique des�uides. L'ensemble des é
oulements étudiés relève de la 
lasse des é
oulements internes, turbulents et 
ompres-sibles, pouvant 
omporter des intera
tions entre une onde de 
ho
 et une 
ou
he limite, ainsi que d'importantsdé
ollements. Nous nous sommes intéressés à trois grands types de problèmes fréquemment ren
ontrés :� la résolution des équations de Navier-Stokes stationnaires ;� la résolution de 
ertains é
oulements instationnaires 
ara
térisés par de petites �u
tuations instationnaireset harmoniques en temps ;� l'appli
ation à l'optimisation aérodynamique de formes.Lorsque nous nous intéressons à la résolution des équations de Navier-Stokes linéarisées (en temps ou pourle 
al
ul du gradient en optimisation), des études ré
entes [2, 14, 17, 21, 29, 113, 136℄ mettent en éviden
e lapossibilité d'ampli�
ation de modes propres instables, par le pro
essus itératif utilisé, 
onduisant à la divergen
edu 
al
ul. La proposition de solutions à 
e problème est l'obje
tif 
entral de 
ette thèse.1.1 Résolution des équations de Navier-StokesLes équations de Navier-Stokes sont aujourd'hui 
ouramment employées pour l'étude d'é
oulements dans lesdomaines aéronautique, pétrolier, 
himique . . . Ces é
oulements sont des é
oulements externes ou internes,laminaires ou turbulents, stationnaires ou instationnaires. L'un des enjeux a
tuels est la rédu
tion du tempsné
essaire à la résolution de 
es équations a�n d'étudier des 
on�gurations de plus en plus 
omplexes (avionentier, e�ets te
hnologiques . . . ) et de prendre en 
ompte des phénomènes physiques de plus en plus �ns.Nous nous sommes intéressés dans un premier temps à la résolution des équations de Navier-Stokes 
ompres-sibles moyennées pour la turbulen
e (RANS) par la méthode de Newton. Cette méthode d'intégration 
onsisteen une dis
rétisation temporelle impli
ite du problème. L'une des 
onséquen
es de 
ette dis
rétisation est larésolution à 
haque itération temporelle d'un système linéaire dont les 
oe�
ients issus de la dis
rétisation spa-tiale des équations de Navier-Stokes varient au 
ours des itérations. Les matri
es des systèmes linéaires, issuesde 
ette dis
rétisation, sont des matri
es 
reuses, non symétriques et, lorsque les équations sont résolues sur unmaillage stru
turé, 
omme 
'est le 
as i
i, elles ont des stru
tures bande-blo
 [137℄. Les di�érentes méthodesde fa
torisation appro
hée permettent de résoudre les systèmes linéaires de manière non exa
te. Une bonneétude 
omparative de la résolution des équations d'Euler stationnaires utilisant 
es fa
torisations appro
héesest dé
rite par Mottura et al. [100℄. Cependant les erreurs de fa
torisation limitent la vitesse de 
onvergen
e etimposent des pas de temps relativement faibles (
fl<20). Dès lors, pour augmenter le pas de temps et lever 
etin
onvénient, il est né
essaire de résoudre les systèmes linéaires ave
 des matri
es exa
tes. Etant donné la tailledes matri
es, les résolutions dire
tes du type lu_bande sont limitées à des é
oulements simples né
essitant peude points de maillage [108℄. Une alternative aux méthodes dire
tes est l'utilisation de méthodes itératives detype Ja
obi. Mais les matri
es des systèmes linéaires étant mal 
onditionnées (matri
e blo
 dont les valeursnumériques ne sont pas 
omparables, présen
e de dis
ontinuité ave
 des ondes de 
ho
, importante zone dedé
ollement . . . ), la relaxation né
essaire est très petite et les temps de 
al
ul sont importants.3



4 CHAPITRE 1. INTRODUCTIONEn 
ontrepartie, les diverses méthodes itératives de Krylov (bi-
g (Lan
zos [83℄), tfqmr (Freund [42℄), 
gs(Sonneveld [129℄), bi-
gstab (Van Der Vorst [143℄), gmres (Saad [118℄) ) se sont imposées 
omme la réfé-ren
e des algorithmes itératifs pour la résolution de systèmes linéaires à matri
es 
reuses non symétriques.Dans le 
adre de la mé
anique des �uides, la majorité des auteurs utilisent l'algorithme gmres [10, 54, 94�97, 107, 112, 114, 130, 142℄ ; néanmoins 
ertains, utilisent aussi le 
gs, tfqmr ou le bi-
gstab [97, 107℄. Parailleurs, a�n d'a

élérer la 
onvergen
e du pro
essus itératif, à 
haque itération temporelle, les méthodes deKrylov ne sont pas envisageables sans l'utilisation de pré
onditionnements.Le tableau (1.1) résume de façon non exhaustive di�érentes référen
es utilisant une méthode de Newton-Krylovpour la résolution des équations d'Euler ou de Navier-Stokes stationnaires :Tab. 1.1 � Méthode de Newton-Krylov pour les é
oulements stationnairesAuteurs Année Modèle Ja
obien Pré
onditionnement Appli
ationVenkatakrishnan, Mavriplis[142℄ 1993 NS 2D AJ bj, ssor, ilu pro�lsM
Hugh, Knoll[97℄ 1994 NS-i
 2D EJ/MF ilu 
avitéRogers[114℄ 1995 NS-a
 AJ bj, ilu mar
he, pro�lsLuo, Baum, Lohner[94℄ 1998 NS 3D AJ/MF-AJ sgs, ilu 
onduit, pro�l, aileBlan
o, Zingg[10℄ 1998 Euler 2D EJ/AJ/MF ilu pro�lsPueyo, Zingg[112℄ 1998 NS 2D MF ilu pro�lsSoulaimani, Ben Salah, Saad[130℄ 2002 NS 2D/3D MF-AJ ilu 
avité, aileGuezaine[54℄ 2002 NS 2D MF ilu pro�lMavriplis[96℄ 2002 Euler/NS 2D MF-AF Multigrid pro�lsManzano, Lassaline, Wong, Zingg[95℄ 2003 Euler 2D/3D MF ilu pro�l, aile, avionOlawsky, Infed, Auweter-Kurtz[107℄ 2004 NS-hyp 2D AJ/EJ/MF bj,sgs,ilu 
apsule, sondeprésent 2006 NS 2D AJ bj, ilu tuyèreNS = Navier-Stokes ; i
 = in
ompressible ; hyp = hypersonique ; a
 = 
ompressibilité arti�
ielle ; AJ = matri
eja
obienne appro
hée ; EJ = matri
e ja
obienne exa
te ; MF = matrix free ; bj = relaxation blo
 Ja
obi ; sgs= symétrique Gauss-Seidel ; ilu = fa
torisation lu in
omplète ;1.2 Equations de Navier-Stokes linéarisées et harmoniques en tempsPour 
ertains é
oulements instationnaires, lorsque 
ertaines fréquen
es identi�ées sont prépondérantes ave
 desperturbations de faible amplitude, l'é
oulement instationnaire peut être dé
omposé en deux parties, une pre-mière partie stationnaire autour de laquelle est ajoutée une se
onde partie instationnaire harmonique issue dela linéarisation des équations de Navier-Stokes. Ce modèle d'é
oulement est parti
ulièrement bien adapté pourla prédi
tion d'instabilités aéroélastiques (�ottement d'ailes ou vibration d'aubes de turboma
hines). Elles four-nissent notamment une bonne approximation des 
oe�
ients des for
es de pression instationnaires [17℄. Parailleurs, les équations d'Euler linéarisées sont aussi utilisées en aéroa
oustique pour l'étude de la propagationde sour
es a
oustiques dans un é
oulement établi ave
 une méthode de 
ouplage d'analogie a
oustique.Lorsque 
es équations sont é
rites dans le domaine fréquentiel, il y a pour 
haque fréquen
e un système linéraireà matri
e 
omplexe à résoudre. Devant la taille des matri
es de linéarisation, la majorité des auteurs utilisentune résolution à pas de temps �
tif. Ces équations sont résolues soit par intégration pseudo-temporelle de façonexpli
ite [56�60, 104℄ ou par intégration multi-pas de Runge-Kutta [23, 64, 89, 106℄, soit par résolution impli
ite[15, 17, 19�21, 25, 26, 81, 89, 111, 111, 123, 133℄.Néanmoins, 
ette résolution par intégration pseudo-temporelle est sujette à des problèmes de stabilité. Cesinstabilités numériques sont bien 
onnues dans le 
adre de la propagation de sour
es a
oustiques 
e sont lesinstabilités de Kelvin-Helmholtz. Lorsque l'é
oulement stationnaire présente des zones où les e�ets non linéairessont importants (dé
ollement de 
ou
he limite, zone de re
ir
ulation . . . ), 
es instabilités sont 
onve
tées au fur



1.3. OPTIMISATION AÉRODYNAMIQUE STATIONNAIRE 5et à mesure des itérations pseudo-temporelles et rendent la résolution numériquement instable. Ces instabilitéssont aussi bien reportées pour la résolution des équations d'Euler linéarisées et harmoniques en temps (selonArgawal et al. [2℄ : "These (Kelvin-Helmholtz instabilities) are 
onve
tive instabilities in whi
h the disturban
esgrow as they propagate downstream from the point of introdu
tion. The instability-wave solution 
an 
ompletelyoverwhelm the a
ousti
-solution") que pour la résolution des équations de Navier-Stokes linéarisées et harmo-niques en temps (selon Campobasso et al. [14℄ : "For most aeroelasti
 problems of pra
ti
al interest . . . thelinear 
ode 
onverges without di�
ulty. However an expodential growth of the residual has been en
ountered insituations in whi
h the steady �ow 
al
ulation itself failed to 
onverge to a steady state but instead �nished ina small-amplitude limit 
y
les, related to some physi
al phenomenon su
h as sepparation bubbles, 
orner stalls,and vortes shedding at blund trailing edge". Dans tous les 
as, 
es instabilités sont liées à l'é
oulement station-naire et aux mé
anismes physiques non linéaires engendrés, et non au modèle simpli�é des équations linéarisées.A�n de remédier à 
e problème de stabilité, les systèmes linéaires à matri
es 
omplexes, issues de la dis
rétisa-tion spatio-temporelle des équations de Navier-Stokes linéarisées et harmoniques en temps, peuvent être résolussans introdu
tion d'un pseudo-pas de temps. Morris et al. [2, 113℄, pour supprimer les instabilités numériques,résolvent le système linéaire par fa
torisation lu_bande d'un modèle simpli�é supposant seulement une équa-tion pour une perturbation harmonique de la pression. Dans 
e 
as, le problème a seulement Ni×Nj in
onnueset une matri
e de largeur bande 2×max(Ni,Nj). Si l'ensemble des équations de Navier-Stokes linéarisées sontdis
rétisées en raison de la taille des matri
es, une résolution dire
te de type lu est envisageable seulement dansdes 
as ex
eptionnels. Dans notre 
as, ave
 une dis
rétisation des équations au troisième ordre pour un maillage
Ni×Nj = 101× 101, une résolution lu_bande né
essite déjà une ressour
e de 7.5 Gb, 
e qui, malgré la loi deMoore, n'est pas extrapolable pour des problèmes tridimensionels dans un avenir pro
he. De plus, Compobassoet Giles [14, 29℄ montrent que 
es instabilités sont liées à des valeurs propres de la matri
e dont le module estsupérieur à l'unité. Les méthodes de résolution de type Ja
obi ne garantissent don
 pas la 
onvergen
e.Dans le tableau (1.2) sont listées de façon non exhaustive les di�érentes résolutions des équations d'Euler et deNavier-Stokes sans intégration pseudo-temporelle :Tab. 1.2 � Résolution des équations linéarisées sans introdu
tion d'un pseudo-pas de tempsAuteurs Année Modèle S
héma Résolution Appli
ationArgawal, Morris, Mani [2℄ 2004 pression 2D O∆(x)2 fd lu jet 2-DChassaing, Gerolymos, Jérémiasz [22℄ 2006 NS 2D/3D O∆(x)3 vl [140℄ gmres [118℄ tuyère 2-D/3-DRao, Morris [113℄ 2006 pression 2D dg lu plaque planepresent 2007 NS 2D O∆(x)3 vl [140℄ gmres [118℄ tuyère 2-Du
 = 
entré non stru
turé ; fd = di�éren
es �nies ; dg = Galerkine dis
ontinu ; gmres = Global MinimalResidual [118℄ ; vl = Van Leer [140℄Il faut noter que Compobasso et Giles [14, 29℄ utilisent une appro
he hybride où un solveur expli
ite multigrillepseudo-time-mar
hing est 
ouplé en tant que pré
onditionneur ave
 un solveur gmres. Le solveur multigrille estutilisé à l'intérieur de la bou
le de 
réation de l'espa
e de Krylov.1.3 Optimisation aérodynamique stationnaireDans un exer
i
e d'optimisation aérodynamique de forme par méthode de des
ente, le gradient aérodynamiquede la fon
tion de 
oût peut être évalué soit par méthode de di�éren
es �nies [8, 37, 62, 79℄, soit à l'aide d'unopérateur linéarisé [71℄. Grâ
e à 
ette méthode dite � méthode des sensibilités � , un ou plusieurs systèmeslinéaires ave
 une matri
e identique mais di�érents ve
teurs à droite doivent être résolus. Lorsque les maillagessont de petite taille et que le sto
kage né
essite don
 un faible espa
e mémoire, 
es sytèmes linéaires peuventêtre résolus dire
tement par fa
torisation lu_bande [7, 8, 13℄. Néanmoins, lorsque la taille des maillages devientimportante, il est a
tuellement obligatoire d'utiliser les méthodes itératives. A�n de relaxer le pro
essus itératif



6 CHAPITRE 1. INTRODUCTIONet de garder la même stru
ture que l'algorithme stationnaire, un pas de temps �
tif est généralement introduit.Dans 
e 
as, les systèmes linéraires sont résolus par méthode expli
ite à pas de temps simple [31, 36, 79, 84, 124℄ou, pas de temps multiples [9, 24, 35℄ ou, a�n d'a

élérer la vitesse de 
onvergen
e, par méthode impli
ite[8, 11, 12, 35, 79, 80, 124, 136℄.Notons que Valentin [136℄ reporte, dans le 
as de l'optimisation de formes stationnaires en régime subsonique,la présen
e d'instabilités numériques lors de résolutions pseudo-temporelles du système linéaire issu de la li-néarisation des équations de Navier-Stokes. Comme dans le 
as des équations de Navier-Stokes linéarisées etharmoniques en temps, 
es instabilités sont dépendantes des équations résolues mais sont présentes au seinmême de la solution stationnaire.Dans le tableau, (1.3) nous résumons de manière non exhaustive les di�érentes méthodes de résolution deséquations d'optimisation aérodynamique stationnaire utilisant une résolution de Krylov :Tab. 1.3 � Méthode de résolution des équations pour le 
al
ul du gradient pour l'optimisation aérodynamiqueAuteurs Année Modèle Méthode Algorithme d'optimisation Résolution Appli
ationBurgreen, Baysal [11℄ 1994 Euler 2D da sd [30℄ gmres_ptm pro�lBurgreen, Baysal [12℄ 1996 Euler 3D da sd [30℄ gmres_ptm aileAnderson, Bonhaus [4℄ 1999 NS 2D fd-da ksopt [144℄ gmres_ptm pro�lNeme
, Zingg [103℄ 2002 NS 2D fd-da bfgs [30℄ gmres_ptm pro�lGatsis, Zingg [43℄ 2003 NS 2D fd-da sd+ls [30℄ gmres_ptm pro�lNielsen, Lu, Park, Darmofal [105℄ 2004 NS 3D dd-da sd+ls [30℄ gmres_ptm ailepresent 2007 NS 2D dd-da bfgs [30℄ mgmres_noptm tuyèrefd = di�éren
es �nies ; dd = dis
rète dire
te ; da = dis
rète adjointe ; sd = Steepest des
ent ; ls = LineSear
h ; bfgs = Broyden-Flet
her-Goldfarb-Shanno ; ksopt = Kreisselmeier-Steinhauser optimisation ; ptm =pseudo-time-mar
hing ; noptm = Sans pseudo-time-mar
hing ; mgmres = Mutliple Right Hand Side gmres[120℄1.4 Plan du mémoireCe mémoire se dé
ompose en 
inq parties :� Dans un premier temps, nous présenterons les quatre méthodes de Krylov implémentées et évaluées ainsique les trois pré
onditionnements utilisés dans le 
adre de 
e travail. Puis, nous dé
rirons une premièreétude de résolution des équations d'Euler linéarisées 1 1
2D qui nous permettra de justi�er le 
hoix de l'al-gorithme gmres pour la suite.� Dans un deuxième temps, nous développerons l'algorithme Newton-gmres pour la résolution des équationsde Navier-Stokes stationnaires. Nous testerons l'algorithme pour deux régimes d'é
oulement : un é
oule-ment hautement subsonique et un é
oulement transsonique. Nous validerons les résultats aérodynamiqueset 
omparerons les vitesses de 
onvergen
e de l'algorithme Newton-gmres par rapport aux résultats issusd'une résolution Newton-af-adi sur une tuyère bidimensionnelle.� Dans le troisième 
hapitre, nous reporterons les di�érents résultats de 
onvergen
e pour la résolutionNewton-gmres des équations de Navier-Stokes linéarisées et harmoniques en temps. Nous présenteronsune 
omparaison des résultats à une résolution Newton-af-adi déja existante dans le 
as d'une tuyèrebi-dimensionnelle ave
 une �u
tuation de pression avale. A la �n de 
e 
hapitre, nous mettrons en évi-den
e les problèmes de stabilité liés à une résolution pseudo-temporelle lorsque l'é
oulement stationnaire
omporte de forts e�ets non linéaires.



1.4. PLAN DU MÉMOIRE 7� Dans le quatrième 
hapitre, nous montrerons 
omment l'utilisation d'un algorithme gmres sans introdu
-tion d'un pseudo-pas de temps permet de résoudre les problèmes de stabilité.� Le dernier 
hapitre sera 
onsa
ré à la présentation de résultats relatifs à l'optimisation aérodynamiquede forme mono
ritère et multiparamètres pour une tuyère bidimensionnelle. Nous résoudrons les deuxéquations dire
te et adjointe grâ
e à l'algorithme gmres sans introdu
tion d'un pseudo-pas de temps.De plus, dans le 
adre de la résolution de l'équation dire
te, nous utiliserons une résolution gmres ave
plusieurs ve
teurs à droite.
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Chapitre 2Méthodes de Krylov pour les systèmeslinéaires non symétriquesDans le 
adre des méthodes de Krylov, la résolution d'un système linéaire Ax = b 
onsiste à trouver une solution
xm appro
hée du problème soumise aux 
ontraintes suivantes :

{
xm ∈ x0 + Km (A, r0)
rm ⊥ Km (A, r0)

(2.1)où A ∈ Rn×n est une matri
e réelle, x0 est une solution initiale arbitraire, Km (A, r0) est un espa
e de Krylovorthonormal formé de m ve
teurs de façon itérative, r0 (r0 = b−Ax0) et rm (rm = b−Axm) sont respe
tive-ment les résidus du système linéaire au début et en �n de pro
édure itérative.Les méthodes de Krylov sont prin
ipalement divisées en deux grandes familles qui se di�éren
ient par leurpro
édé d'orthogonalisation. L'espa
e est orthogonalisé soit par la méthode de Lan
zos, soit par la méthoded'Arnoldi. Nous présenterons, dans 
e 
hapitre, les di�érentes méthodes de Lan
zos pour la résolution de sys-tèmes linéaires (
f. 2.1) sous forme uni�ée ainsi que la méthode gmres basée sur une orthogonalisation d'Arnoldi(
f. 2.2). Ces algorithmes étant généralement employés ave
 un pré
onditionnement, nous présenterons aussi lespré
onditionnements utilisés dans la suite de 
e travail. Dans la dernière partie de 
e 
hapitre, nous illustreronspar un exemple simple le 
hoix porté sur l'algorithme basé sur une orthogonalisation d'Arnoldi.2.1 Algorithmes de Krylov pour les problèmes non symétriques ave
fa
torisation de Lan
zosLa méthode de biorthogonalisation de Lan
zos [83℄ pour les problèmes à matri
es non symétriques est uneextension de l'algorithme d'orthogonalisation de Lan
zos pour les matri
es symétriques [82℄. Pour réaliser 
ettebiorthogonalisation, les deux bases K1
m et K2

m sont générées :
K

1
m (A, v) = Span{v,Av, ..., Am−1v

} et K
2
m (A,w) = Span{w,ATw, ..., (AT )m−1w

} (2.2)Cet algorithme dé
ompose la matri
e du système à résoudre A ∈ Rn×n sous forme de produit entre deuxmatri
es Vm ∈ Rm×n et Wm ∈ Rn×m 
omposées respe
tivement des ve
teurs des bases K1
m (A, v) et K2

m (A,w)et une matri
e tridiagonale Tm ∈ Rm×m :




AVm = VmTm + δm+1vm+1e
T
m

ATWm = WmT
T
m + γm+1wm+1e

T
m

WT
mAVm = Tm

(2.3)où m est le nombre d'itérations de Lan
zos, vm+1 et wm+1, sont les (m + 1)e ve
teurs à l'itération m desespa
es respe
tifs de Krylov K1
m et K2

m, δm+1 et γm+1 sont des fa
teurs réels multipli
atifs in
luant l'erreur de ladé
omposition et eT
m est un ve
teur dont toutes les 
omposantes sont nulles sauf à la position m où eT

m(m) = 1.9



10 CHAPITRE 2. MÉTHODES DE KRYLOV POUR LES SYSTÈMES LINÉAIRES NON SYMÉTRIQUES2.1.1 Méthode de résolution bi-
gL'algorithme de résolution du Bi-Gradient 
onjugué (bi-
g) a tout d'abord été proposé par Lan
zos [83℄, puisune réé
riture simpli�ée a été dé
rite par Flet
her [40℄. Cette méthode se base sur une nouvelle formulation duproblème permettant de n'avoir qu'une matri
e tridiagonale à inverser.Deux problèmes sont dé�nis :� le problème primaire : Ax = b� le problème dual : ATx∗ = b∗et 
ela même si la résolution d'un problème dual n'est pas né
essaire. Etant donné la biorthogonalisation, lessolutions des problèmes primaire et dual s'é
rivent de la façon suivante [120℄ :
xm = x0 + VmT

−1
m (βe1) x∗m = x∗0 +WmT

−T
m (β∗e1)

= x0 + VmU
−1
m L−1

m (βe1) = x∗0 +WmL
−T
m U−T

m (β∗e1)
= x0 + PmL

−1
m (βe1) = x∗0 + P ∗

mU
−T
m (β∗e1)où les matri
es Pm = VmU

−1
m et P ∗

m = WmL
−T
m sont les matri
es regroupant les dire
tions de re
her
he desdeux problèmes, Um et Lm dé�nissent la dé
omposition Lower-Upper de la matri
e tridiagonale Tm (Eq. 2.3),

β et β∗ sont les normes des ve
teurs résidus initiaux r0 et r∗0.Etant donné la stru
ture de la biorthogonalisation de Lan
zos, les ve
teurs résidus du problème original rmet du problème dual r∗m à la me itération s'é
rivent 
omme une expression polynomiale des ve
teurs résidusinitiaux :
rm = b−Axm = φm (A) r0 et r∗m = b−ATx∗m = φm

(
AT
)
r∗0 (2.4)où φm est un polyn�me de degré m. Comme les ve
teurs des bases Vm et Wm sont biorthonormaux1 [120℄, par
onstru
tion les ve
teurs résidus ri et r∗j sont biorthogonaux :

(
ri, r

∗
j

)
= σijδij 1 ≤ i, j ≤ m (2.5)où σij est un nombre réel et δij est le symbole de Krone
ker.Les ve
teurs solutions à l'itérationm+1 s'é
rivent 
omme 
ombinaison linéaire des ve
teurs solutions à l'itération

m et des dire
tions de des
ente : {
xm+1 = xm + αmpm
x∗m+1 = x∗m + αmp

∗

m

(2.6)où respe
tivement p
m
et p∗

m
sont les mes ve
teurs des matri
es Pm et P ∗

m et αm un fa
teur multipli
atif réel àdé�nir ultérieurement. Les ve
teurs résidus respe
tent don
 la ré
urren
e suivante :
{

rm+1 = rm − αmApm
r∗m+1 = r∗m − αmA

T p∗
m

(2.7)Les dire
tions de re
her
he p
m+1

et p∗
m+1

sont déterminées par des 
ombinaisons linéaires des ve
teurs résidusà l'itération m+ 1 et des dire
tions de re
her
he à l'itération m :
{
p

m+1
= rm+1 + βmpm

p∗
m+1

= r∗m+1 + βmp
∗

m

(2.8)où βm est un autre fa
teur multipli
atif réel à dé�nir ultérieurement.En reprenant l'é
riture sous forme polynomiale, les dire
tions de re
her
he s'é
rivent :
p

m
= πm (A) r0 et p∗

m
= πm

(
AT
)
r∗0 (2.9)où πm est un polyn�me de degré m.1Deux bases Vm et Wm sont dites biorthonormales si “vi, wj

”

= δij où δij =


1 si i = j

0 si i 6= j
est le symbole de Krone
ker.



2.1. FACTORISATION DE LANCZOS POUR LES PROBLÈMES À MATRICES NON SYMÉTRIQUES 11Les matri
es Pm et P ∗
m étant A_
onjuguées2, les ve
teurs résidus à 
haque itération sont orthogonaux à tousles autres ve
teurs résidus, en parti
ulier à 
eux de deux itérations su

essives. Cette remarque se traduit parla relation suivante : (

r∗m+1, rm

)
=
(
rm+1, r

∗
m

)
= 0 (2.10)En 
ombinant les équations (2.8) et (2.10), la valeur optimale de αm qui permet de maximiser la pente pour le
al
ul de la dire
tion de des
ente des résidus est obtenue par :

(
rm − αmApm

, r∗m

)
= 0 =⇒ αm =

(rm, r
∗
m)(

Ap
m
, r∗m

) (2.11)En réé
rivant la relation qui traduit la 
ombinaison linéaire entre les résidus et la dire
tion de des
ente (Eq. 2.7)ainsi que la relation entre les deux matri
es A_
onjuguées Pm et P ∗
m, une nouvelle é
riture du 
oe�
ient αmest obtenue : (

Ap
m
, r∗m

)
=
(
Ap

m
, p∗

m
− βm−1p

∗

m−1

)
=⇒ αm =

(rm, r
∗
m)(

Ap
m
, p∗

m

) (2.12)La valeur du 
oe�
ient βm est 
al
ulée grâ
e à la dé�nition de la dire
tion de des
ente (Eq. 2.8) et le fait queles deux matri
es Pm et P ∗
m sont A_
onjuguées :

(
p∗

m+1
, Ap

m

)
= 0 =⇒

(
r∗m+1 + βmp

∗

m
, Ap

m

)
= 0 =⇒ βm = −

(
r∗m+1, Apm

)

(
p∗

m
, Ap

m

) (2.13)Par ailleurs, le 
al
ul du 
oe�
ient βm s'e�e
tue de manière analogue à partir de l'équation (2.7) :
βm =

1

αm

(
r∗m+1,

(
rm+1 − rm

))
(
Ap

m
, p∗

m

) =
1

αm

(
r∗m+1, rm+1

)
(
Ap

m
, p∗

m

) =⇒ βm =

(
r∗m+1, rm+1

)

(r∗m, rm)
(2.14)Notons que 
es deux 
oe�
ients αm et βm s'expriment aussi sous forme polynomiale :

αm =

(
φm (A) r0, φm

(
AT
)
r∗0
)

(Aπm (A) r0, πm (AT ) r∗0)
(2.15)

βm =

(
φm+1 (A) r0, φm+1

(
AT
)
r∗0
)

(φm (A) r0, φm (AT ) r∗0)
(2.16)L'algorithme suivant (Al. 1) donne les étapes de la résolution d'un système linéaire par la méthode du bi-
gtel que le propose Flet
her [40℄. Notons que nous présentons i
i, pour exemple, une méthode de résolution quipermet le 
al
ul de solution du problème dual mais, en général, la résolution de 
elui-
i n'est pas demandée.Dans 
e 
as, le 
al
ul de la nouvelle solution duale x∗m+1 n'est pas né
essaire.

2Deux matri
es V et W sont dites A_
onjuguées si “Awi, vj

”

=
“

Awj , vi

”

= 0 ∀ i 6= j.Par 
onstru
tion, nous avons bien la relation :
(P ∗

m)T APm = L−1
m W−T

m AVmU−1
m = L−1

m TmU−1
m = ILes deux matri
es Pm et P ∗

m sont don
 bien A_
onjuguées.



12 CHAPITRE 2. MÉTHODES DE KRYLOV POUR LES SYSTÈMES LINÉAIRES NON SYMÉTRIQUESAlgorithme 1 Bi-Gradient Conjugué bi-
g [40℄Entrées: A ∈ Rn×n matri
e, x0 ∈ Rn ve
teur d'initialisation, b1 ∈ Rn ve
teur à droite du problème primaire,
b2 ∈ Rn ve
teur à droite du problème dual si né
essaire,Sorties: x ∈ Rn ve
teur solution
r0 = b1 −Ax0, r∗0 = b2 −ATx0 si né
essaire, sinon r∗0 arbitraire tel que : (r0, r

∗
0) 6= 0 (généralement r∗0 = r0)

p
0

= r0 et p∗
0

= r∗0For m = 0, 1, . . ., jusqu'à 
onvergen
e Do :
αm = (rm, r

∗
m) /(Ap

m
, p∗

m
)

xm+1 = xm + αmpm
x∗m+1 = x∗m + αmp

∗

m
rm+1 = rm − αmApm

r∗m+1 = r∗m − αmA
T p∗

m

βm =
(
rm+1, r

∗
m+1

)
/ (rm, r

∗
m)

p
m+1

= rm + βmpm

p∗
m+1

= r∗m + βmp
∗

mEnd forCette méthode présente deux in
onvénients majeurs :
• La multipli
ation d'un ve
teur par la matri
e transposée pour la 
réation de l'espa
e dual. Généralement,grâ
e à 
e type de résolution, la matri
e n'a pas besoin d'être 
al
ulée expli
itement puis sto
kée. Ainsi, ledéveloppement numérique né
essaire au 
al
ul du produit ave
 la matri
e transposée peut être très important.
• Par ailleurs, 
ette appro
he peut sou�rir d'un manque de robustesse. Lorsque le produit s
alaire entre lesrésidus (rm, r

∗
m) dé�nissant le numérateur pour le 
al
ul du nouveau 
oe�
ient βm devient nul (Eq. 2.14), lepro
essus itératif ne peut se poursuivre. Il y a deux possibilités pour que 
e produit soit nul. Dans le premier
as, si l'un des deux ve
teurs est nul, le pro
essus itératif a atteint la solution exa
te [120℄. Dans le se
ond
as, les deux ve
teurs résidus rm et r∗m sont orthogonaux, l'algorithme s'arrête sans parvenir à 
onverger. Dans
e 
as, 
ertaines méthodes telles que le 
al
ul avan
é des ve
teurs de Lan
zos [110℄ permettent d'y remédierpartiellement.2.1.2 Méthode de résolution 
gsL'algorithme de résolution Conjugate Gradient Square (
gs) a été développé par Sonneveld [129℄ a�n d'amélio-rer la vitesse de 
onvergen
e du bi-
g (Al. 1). De plus, il possède l'avantage de s'a�ran
hir de la multipli
ationpar la matri
e transposée et de la résolution d'un problème dual.Etant donné la relation de biorthogonalité entre les deux espa
es K1 et K2, les 
oe�
ients αm et βm de l'algo-rithme bi-
g (Eqs. 2.15 et 2.16) peuvent se réé
rire de la façon suivante :

αm =
(rm, r

∗
m)(

Ap
m
, p∗

m

) =

(
φm (A) r0, φm

(
AT
)
r∗0
)

(Aπm (A) r0, πm (AT ) r∗0)
=

(
φ2

m (A) r0, r
∗
0

)

(Aπ2
m (A) r0, r

∗
0)

(2.17)
βm =

(
rm+1, r

∗
m+1

)

(rm, r
∗
m)

=

(
φm+1 (A) r0, φm+1

(
AT
)
r∗0
)

(φm (A) r0, φm (AT ) r∗0)
=

(
φ2

m+1 (A) r0, r
∗
0

)

(φ2
m (A) r0, r

∗
0)

(2.18)Au lieu d'utiliser une double formule de ré
urren
e sur les résidus rm = φm (A) r0 et r∗m = φm

(
AT
)
r∗0, Sonneveld[129℄ propose d'établir une autre formule de ré
urren
e sur le 
arré des résidus du problème original rm =

φ2
m (A) r0. Pour 
ela, il est né
essaire d'obtenir une ré
urren
e pour les deux polyn�mes φ2

m(A) et π2
m(A). Cesexpressions s'obtiennent en développant les équations (2.7) et (2.8) :

φ2
m+1 (A) = (φm(A) − αmAπm(A))

2
= φ2

m(A) − 2Aαmφm(A)πm(A) + α2
mA

2π2
m(A) (2.19)

π2
m+1 (A) = (φm+1(A) + βmπm(A))

2
= φ2

m+1(A) + 2βmφm+1(A)πm(A) + β2
mπ

2
m(A) (2.20)Les termes 
arrés φ2

m+1(A) et π2
m+1(A) sont des 
ombinaisons linéraires de leurs valeurs pré
édentes φ2

m(A) et
π2

m(A) et des termes 
roisés φm(A)πm(A) et φm+1(A)πm(A).
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urren
e du premier terme 
roisé φm(A)πm(A) est 
al
ulée à partir de la ré
urren
e sur la dire
tion dere
her
he (Eq. 2.8) :
φm(A)πm(A) = φm(A) (φm(A) + βm−1πm−1(A))

= φ2
m(A) + βm−1φm(A)πm−1(A)

(2.21)Cette pro
édure permet de faire apparaître l'autre terme 
roisé φm(A)πm−1(A) à l'itération pré
édente.Ce dernier est inséré 
omme nouveau polyn�me à 
al
uler par une nouvelle étape dans la bou
le itérative.
φm+1(A)πm(A) = (φm(A) − αmAπm(A)) πm(A)

= φm(A)πm(A) − αmAπ
2
m(A)

= φ2
m(A) + βm−1φm(A)πm−1(A) − αmAπ

2
m(A)

(2.22)Nous devons don
, à 
haque itération de l'algorithme, 
al
uler trois ve
teurs par ré
urren
e :




q
m

= φm(A)πm−1(A)r0 = rm + βm−1qm−1
− αmApm

rm+1 = φ2
m+1(A)r0 = rm + αmA

(
2rm + 2βm−1qm−1

− αmApm

)

p
m+1

= π2
m+1(A)r0 = rm+1 + 2βmqm

− β2
mpm

(2.23)Les deux 
oe�
ients réels αm et βm sont donnés par :




αm =

(
φ2

m (A) r0, r
∗
0

)

(Aπ2
m (A) r0, r

∗
0)

=
(rm, r

∗
0)(

Ap
m
, r∗0

)

βm =

(
φ2

m+1 (A) r0, r
∗
0

)

(φ2
m (A) r0, r

∗
0)

=

(
rm+1, r

∗
0

)

(rm, r
∗
0)

(2.24)L'algorithme de 
gs proposé par Sonneveld [129℄, dans lequel le ve
teur um = rm + βm−1qm−1
a été introduitpour une meilleure lisibilité, peut ainsi s'é
rire 
omme suit :Algorithme 2 Algorithme 
gs [129℄Entrées: A ∈ Rn×n matri
e, x0 ∈ Rn ve
teur d'initialisation, b ∈ Rn ve
teur à droiteSorties: x ∈ Rn ve
teur solution

r0 = b−Ax0, r∗0 arbitraire tel que : (r0, r
∗
0) 6= 0) (généralement r0 = r∗0))

p
0

= u0 = r0For n = 1, 2, . . ., jusqu'à 
onvergen
e Do :
αm = (rm, r

∗
0)/(Apm

, r∗0)
q

m
= um − αmApm

xm+1 = xm + αm(um − q
m

)
rm+1 = rm − αmA(um − q

m
)

βm = (rm+1, r
∗
0)/(rm, r

∗
0)

um+1 = rm+1 + βmqm
p

m+1
= um+1 + βm(q

m
− βmpm

)End forPar 
onstru
tion, l'algorithme 
gs possède de bonnes propriétés de 
onvergen
e, étant donné la pro
édure deré
urren
e basée sur le polyn�me des résidus au 
arré. Grâ
e à 
ela, 
et algorithme 
onverge à une vitesse del'ordre de deux fois plus élevée que l'algorithme de la méthode bi-
g. En revan
he, 
ette méthode étant baséesur l'élévation au 
arré des polyn�mes des résidus, elle sou�re d'un manque de robustesse en raison des erreursd'arrondis et des tron
atures numériques [120, p. 216℄.2.1.3 Méthode de résolution bi-
gstabA�n de remédier au problème de stabilité de l'algorithme 
gs tout en 
onservant ses bonnes propriétés de
onvergen
e, Van Der Vorst [143℄ a proposé une nouvelle méthode appelée le Bi-Gradient Conjugué Stabilisé(bi-
gstab) dont la 
onvergen
e est plus régulière a�n de limiter les risques de divergen
e. Pour 
ela, il propose



14 CHAPITRE 2. MÉTHODES DE KRYLOV POUR LES SYSTÈMES LINÉAIRES NON SYMÉTRIQUES[143℄, au lieu d'élever au 
arré le polyn�me des résidus (Eq. 2.18), de multiplier les polyn�mes φm(A) et πm(A)par un nouveau polyn�me ψm(A) permettant de lisser la 
onvergen
e du pro
essus itératif :
{
rm = ψm(A)φm(A)r0
p

m
= ψm(A)πm(A)r0

(2.25)La formule de ré
urren
e du polyn�me ψm(A) est donnée par [143℄ :
ψm(A) = (1 − ωmA)ψm−1(A) (2.26)où ωm est un nouveau 
oe�
ient réel qu'il faudra dé�nir ultérieurement.En reprenant les dé�nitions des polyn�mes φm(A) (Eq. 2.4) et ψm(A) (Eq. 2.26), la formule de ré
urren
e pourle nouveau polyn�me ψm(A)φm(A) s'é
rit :

ψm+1(A)φm+1(A) = (1 − ωmA)ψm(A)φm+1(A)
= (1 − ωmA) (ψm(A)φm(A) − αmAψm(A)πm(A))

(2.27)L'équation pré
édente fait apparaître le nouveau polyn�me ψm(A)πm(A) qui dé�nit la dire
tion de des
ente àl'itération 
ourante et dont la nouvelle formule de ré
urren
e s'é
rit :
ψm+1(A)πm+1(A) = ψm+1(A) (φm+1(A) + βmπm(A))

= ψm+1(A)φm+1(A) + βm (1 − ωmA)ψm(A)πm(A)
(2.28)Nous obtenons, en reprenant la notation ve
torielle, les deux relations de ré
urren
e suivantes pour rm et p

m
:

rm+1 = (I − ωmA)(rm − αmApm
) (2.29)

p
m+1

= rm+1 + βm(I − ωmA)p
m

(2.30)Il reste en�n à établir les relations pour les valeurs des di�érents 
oe�
ients réels αm, βm et ωm intervenantdans la pro
édure de résolution.Notons ρ̃m le produit s
alaire suivant :
ρ̃m = (rm, r

∗
0)

= (ψm(A)φm(A)r0, r
∗
0)

= (φm(A)r0, ψm(AT )r∗0)
(2.31)Par 
onstru
tion, φm(A) est orthogonal à tous polyn�mes (AT )k si k est inférieur m et en parti
ulier ψk(AT )et φk(AT ). Le seul 
oe�
ient non nul de l'équation (2.31) est don
 le terme de plus haut degré noté η(m).

ρ̃m = (φm(A)r0, η
(m)(AT )mr∗0)

= (φm(A)r0,
η(m)

γ(m)φm(AT )r∗0)

= η(m)

γ(m) (φm(A)r0, φm(AT )r∗0)

(2.32)où γ(m) est le terme de plus haut degré du polyn�me φm(AT ).En développant les ré
urren
es des polyn�mes φm(AT ) et ψm(AT ), nous obtenons pour les termes de plus hautdegré η(m) et γ(m) :
η(m) = (−1)mω1ω2 . . . ωm (2.33)
γ(m) = (−1)mα1α2 . . . αm (2.34)Le 
al
ul du 
oe�
ient réel βm (Eq. 2.23) devant être identique à la méthode 
gs, βm se 
al
ule don
 par laformule [143℄ :

βm =
ρ̃m+1

ρ̃m

αm

ωm
(2.35)Une pro
édure analogue permet d'obtenir une relation pour le 
al
ul de αm :

αm =
ρ̃m

(Ap
m
, r∗0)

(2.36)



2.2. ALGORITHME DE KRYLOV AVEC FACTORISATION D'ARNOLDI 15Van Der Vorst [143℄ base le 
hoix du 
oe�
ient ωm sur la minimisation de la norme L2 du polyn�me
(I − ωA)ψm(A)φm+1(A)r0 :

ωm =
(Asm, sm)

(Asm, Asm)
, ave
 sm = rm − αmApm

(2.37)En reprenant les équations (2.25) et (2.37), le ve
teur solution est entièrement déterminé par :
xm+1 = xm + αmpm

+ ωmsm (2.38)L'algorithme du bi-
gstab proposé par Van Der Vorst [143℄ est présenté sous la forme synthétique 
i-après.Algorithme 3 Algorithme bi-
gstab [143℄Entrées: A ∈ Rn×n matri
e, x0 ∈ Rn ve
teur d'initialisation, b ∈ Rn ve
teur à droiteSorties: x ∈ Rn ve
teur solution
r0 = b−Ax0, r∗0 arbitraire tel que : (r0, r

∗
0) 6= 0) (généralement r0 = r∗0))

p
0

= r0For m = 1, 2, . . ., jusqu'à 
onvergen
e Do :
αm = (rm, r

∗
0)/(Apm

, r∗0)
sm = rm − αmApm
ωm = (Asm, sm)/(Asm, Asm)
xm+1 = xm + αmxm + ωmsm

rm+1 = sm − ωmAsm

βm = (rm+1, r
∗
0)/(rm, r

∗
0)(αm/ωm)

p
m+1

= rm+1 + βm(p
m
− ωmApm

)End for2.2 Algorithme de Krylov ave
 fa
torisation d'Arnoldi2.2.1 Fa
torisation d'ArnoldiL'algorithme d'Arnoldi modi�é par Gram-S
hmidt [120, p. 146-148℄ est une autre méthode pour fa
toriser etorthonormaliser un espa
e. Le prin
ipe de 
et algorithme est de dé
omposer la matri
e A ∈ Rn×n en une matri
e
Hm ∈ Rm×m Hessenberg supérieure grâ
e à la base de Krylov Vm ∈ Rn×m.

AVm = VmHm + wme
T
m

= Vm+1Hm

V T
mAVm = Hm

(2.39)où wm est un 
oe�
ient réel, Vm+1 ∈ Rn×m la base de Krylov à l'itération m + 1 et Hm ∈ R(m+1)×m unematri
e Hessenberg.



16 CHAPITRE 2. MÉTHODES DE KRYLOV POUR LES SYSTÈMES LINÉAIRES NON SYMÉTRIQUESAlgorithme 4 Pro
édure de fa
torisation d'Arnoldi modi�ée par Gram-S
hmidt [120, p. 147-148℄Entrées: X ∈ Rm×n base de ve
teurSorties: Q ∈ Rm×n base de ve
teurs orthonormaux
hoix arbitraire v1 tel que ‖v1‖= 1For j = 1, . . . ,m Do :
q = AvjFor i = 1, . . . , j Do :
hij =

(
q, vi

)

q = q − hijviEnd for
hj+1,j = ‖q‖
vj+1 = q/hj+1,jEnd forGram-S
hmidt a apporté une modi�
ation dans la bou
le interne qui permet une meilleure orthogonalisationdans le 
as d'une résolution numérique. Alors que dans l'algorithme original d'Arnoldi [120, p. 146-148℄ lenouveau ve
teur q est 
al
ulé en deux bou
les di�érentes, dans l'algorithme modi�é par Gram-S
hmidt, il est
al
ulé en une seule. Soulignons par ailleurs l'existen
e de l'algorithme de Householder qui permet d'améliorerl'orthogonalisation de la base et, de 
e fait, de réduire les erreurs numériques. Cependant, étant donné le sur
roîten temps de 
al
ul [120, p. 149-151℄, 
ette appro
he n'a pas été retenue dans le 
adre de 
ette étude.2.2.2 Méthode de résolution gmresLa méthode de résolution du Global Minimal Residual (gmres), proposée par Saad [118℄, s'appuie essentiellementsur l'algorithme d'orthogonalisation d'Arnoldi. Par 
onstru
tion, le ve
teur solution est 
al
ulé 
omme suit :

xm = x0 + Vmy (2.40)où y ∈ Rm est un ve
teur dé�ni par la fon
tion suivante :
J (y) = ‖b−Axm‖= ‖b−A

(
x0 + Vmy

)
‖ (2.41)Dans le 
adre de la méthode gmres, le ve
teur y est déterminé de telle sorte qu'il minimise les résidus, 
'est-à-dire qu'il minimise la fon
tion J (y) (Eq. 2.41).Le ve
teur résidus b−Axm peut s'é
rire à partir de la relation (2.39), de la façon suivante :

b−Axm = b−A
(
x0 − Vmy

)

= r0 −AVmy

= βv1 − Vm+1Hmy

= Vm+1

(
βe1 −Hmy

)
(2.42)où β = ‖b−Ax0‖ est la norme des résidus initiaux. Etant donné la stru
ture de la matri
e Vm qui est 
omposéede ve
teurs orthonormaux, la fon
tion J (y) peut se réé
rire :

J (y) = ‖b−Axm‖= ‖Vm+1

(
βe1 −Hmy

)
‖= ‖βe1 −Hmy‖ (2.43)A�n de minimiser J (y), il faut trouver le ve
teur y

m
qui annule la norme ‖βe1 −Hmy‖. Pour 
ela, nous devonsrésoudre le système linéraire suivant :

βe1 −Hmy = 0 (2.44)La solution du problème de minimisation est ainsi ramené à résoudre un système linéaire de taille beau
oupplus faible 
ar m≪ n.Les méthodes basées sur l'orthogonalisation d'Arnoldi présentent un in
onvénient majeur par rapport auxméthodes basées sur la biorthogonalisation de Lan
zos 
ar elles né
essitent le sto
kage en mémoire de l'ensemble
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e problème, l'algorithme gmres_restarted a été développé. C'est-à-direqu'à la �n du pro
essus itératif, si la 
onvergen
e désirée n'a pas été atteinte, l'algorithme est redémarré ave

omme ve
teur initial le ve
teur solution 
al
ulé à la �n du pro
essus gmres pré
édent. Nous avons ainsi besoinde sto
ker en mémoire une partie seulement de l'ensemble de la base de Krylov né
essaire à la résolution. Maisalors que le pro
essus gmres 
lassique, grâ
e à la minimisation des résidus, est assuré de 
onverger en n itérationsquel que soit le type de matri
e, le pro
essus gmres_restarted peut donner lieu à la stagnation des résidus sila matri
e du problème n'est, 
omme i
i, pas dé�nie positive. L'algorithme gmres_restarted proposé par Saad[118℄ peut se résumer 
omme suit :Algorithme 5 Algorithme gmres_restarted [118℄Entrées: A ∈ Rn×n matri
e, x0 ∈ Rn ve
teur d'initialisation, b ∈ Rn ve
teur à droiteSorties: xm ∈ Rn ve
teur solution après m itérations gmres
r0 = b−Ax0, β = ‖r0‖, et v1 = r0/βFor j = 1, . . . ,m Do :
wj = AvjFor i = 1, . . . , j Do :
hij =

(
wj , vi

)

wj = wj − hijviEnd for
hj+1,j = ‖wj‖
vj+1 = wj/hj+1,jEnd forCal
ul de y

m
qui minimise ‖βe1 −Hmy‖Cal
ul de xm = x0 + VmymIf ‖b− Axm‖� ε then

x0 = xm et redémarrage de l'algorithmeEnd ifLa matri
e d'orthogonalisation Hm n'étant plus tridiagonale, nous ne pouvons plus 
al
uler à 
haque itéra-tion la nouvelle valeur du ve
teur solution sans un sur
oût important en temps de 
al
ul. Dès lors, l'erreur de
onvergen
e ne peut pas être a priori 
onnue au fur et à mesure des itérations mais seulement avant 
haqueredémarrage. Cependant, une implémentation numérique intelligente permet d'avoir la norme du ve
teur erreursans avoir à 
al
uler le ve
teur solution à 
haque itération. Pour 
ela, nous devons réaliser des rotations su
-
essives des 
olonnes de la matri
es rendant la matri
e Hm triangulaire supérieure. Cette implémentation estavantageuse en termes de temps de 
al
ul 
ar elle permet de dé�nir 
omme 
ritères d'arrêt du pro
essus itératifun nombre d'itérations maximal et une diminution des résidus préalablement dé�nie.En reprenant l'é
riture de la fon
tion J (y) (Eq. 2.43), nous pouvons é
rire :
J (y) = ‖b−Axm‖ = ‖βe1 −Hmy‖

= ‖Qm

(
βe1 −Hmy

)
‖

= ‖g
m+1

− Smy‖
= |gm+1|+‖g

m
− Smy‖

(2.45)où Qm ∈ Rm×m est la matri
e de rotation qui annule la sous-diagonale de Hm, gm+1
∈ Rm+1, est un ve
teurissu des rotations du ve
teur βe1.La minimisation se traduit alors par la résolution du problème suivant :trouver y tel que ‖g

m
− Smy‖= 0 (2.46)qui 
orrespond à la résolution d'un système linéaire dont la matri
e est triangulaire et de dimensions m ×m.De plus, la norme des résidus à l'itération m s'obtient alors par :

‖b−Axm‖= |gm+1| (2.47)



18 CHAPITRE 2. MÉTHODES DE KRYLOV POUR LES SYSTÈMES LINÉAIRES NON SYMÉTRIQUES2.2.3 Méthode de résolution mgmresCertaines méthodologies relevant par exemple du 
adre de l'optimisation de formes [71℄ peuvent né
essiter larésolution de plusieurs systèmes linéaires ave
 la même matri
e mais di�érents ve
teurs de se
ond membre.C'est notamment le 
as des problèmes d'optimisation dire
te, ave
 plusieurs paramètres de 
ontr�le, ou de l'op-timisation adjointe ave
 des gradients de 
ontraintes aérodynamiques [136℄. Il peut être intéressant d'utiliserles méthodes de Krylov dites � méthodes de Krylov par blo
 Multiple (mgmres) � qui exploitent 
ette pro-priété [119, 122, 127℄. Dans le 
adre de 
ette étude, nous nous sommes intéressés à une extension proposée parRuhe [116℄ de l'algorithme d'Arnoldi. Cet algorithme [116℄ a été initialement développé pour la résolution desystèmes linéaires ave
 des matri
es symétriques et a été étendu par Saad [120, p. 196-200℄ à des problèmes nonsymétriques. Notons qu'il limite la parallélisation mais son e�
a
ité reste indépendante du nombre de systèmeslinéaires à résoudre.Ces méthodes 
onsistent à résoudre simultanément p systèmes linéaires :
Ax(l=1,...,p) = b(l=1,...,p)

︸ ︷︷ ︸Forme ve
torielle ⇐⇒ AX = B︸ ︷︷ ︸Forme matri
ielle (2.48)Soit X0 =
[
x

(1)
0 , x

(2)
0 , . . . , x

(p)
0

]
∈ Rn×p un ensemble de ve
teur initiaux, les résidus 
orrespondants s'é
rivent :
R0 ≡

[
r
(1)
0 , r

(2)
0 , . . . , r

(p)
0

]
=
[
v1, v2, . . . , vp

]
R (2.49)où R0 ∈ Rn×p désigne l'ensemble des résidus initiaux tel que r(l)0 = b(l) − Ax

(l)
0 , [v1, v2, . . . , vp

]
∈ Rn×p, estla fa
torisation QR de R0 formant les p premiers ve
teurs de la base de Krylov et R ∈ Rp×p est une matri
etriangulaire supérieure.L'approximation de la solution s'é
rit de la manière suivante :

x(l=1,...,p) = x
(l=1,...,p)
0 + Vmy

(l=1,...,p) ⇐⇒ X = X0 + VmY (2.50)A�n de pro
éder par analogie ave
 la méthode gmres 
lassique, le seul élément manquant est l'analogie ave
 leve
teur βe1 (Eq. 2.42) :
B −AXm = B −A (X0 + VmY )

= R0 −AVmY
=

[
v1, v2, . . . , vp

]
R − Vm+pHmY

= Vm+p

(
E1R−HmY

)
(2.51)où E1 ∈ R(m+p)×p est une matri
e dont le blo
 supérieur p×p est la matri
e identité, le ve
teur βe1 est rempla
épar la matri
e E1.Les fon
tions à minimiser J (l) (y) (Eq. 2.41 ) relatives à 
haque système linéaire sont alors données par :

J (l) (y) = ‖b(l) −Ax(l)
m ‖= ‖E1Rel −Hmy

(l)
m
‖ (2.52)Dans 
e 
as de �gure, la matri
e Hm devient une matri
e triangulaire supérieure à p sous-diagonales3. Il estdon
 né
essaire d'e�e
tuer p rotations à 
haque itération mgmres pour obtenir une matri
e Hm triangulairesupérieure. De plus, grâ
e à 
es p rotations, les normes des erreurs de 
haque système peuvent être évaluées sansavoir à 
al
uler expli
itement l'ensemble des ve
teurs solutions :

J (l)(y) = ‖b(l) −Ax
(l)
m ‖ = miny(l)‖E1Re(l) −Hmy

(l)‖
= miny(l)‖Qm

(
E1Re(l) −Hmy

(l)
)
‖

= miny(l)‖ĝ(l)

m
− Smy

(l)‖
= ‖g(l)

m+p, . . . , g
(l)
m+1‖+miny(l)‖g(l)

m − Smy
(l)‖

(2.53)L'erreur de 
haque système linéaire s'obtient don
 à l'itération m par :
‖b(l) −Ax(l)

m ‖= ‖g(l)
m+p + . . .+ g

(l)
m+1‖ (2.54)3Rappelons que la matri
e Hm est une matri
e d'Hessenberg dans le 
as d'un système linéaire unique (Eq. 2.39).



2.3. MÉTHODES DE PRÉCONDITIONNEMENT POUR LES MÉTHODES DE KRYLOV 19Algorithme 6 Algorithme mgmres sans rotation [120, p. 196-200℄Entrées: A ∈ Rn×n, B ∈ Rn×p matri
e des p ve
teurs à droite, X0 ∈ Rn×p matri
e des p ve
teurs initiauxSorties: Xm ∈ Rn×p matri
e des p ve
teurs solutions après m itérations gmres
V = B −AX0

r11 = ‖v1‖, et v1 = v1/r11For j = 2, 3, . . . , p Do :
w = vjFor i = 1, . . . , j − 1 Do :
rij = (w, vi)
w = w − rijviEnd for

rjj = ‖w‖
vj = w/rjjEnd forFor j = p, p+ 1, . . . ,m Do :
k = j − p+ 1
w = AvkFor i = 1, 2, . . . , j Do :
hik = (w, vi)
w = w − hikviEnd for

hj+1,j = ‖wj‖
vj+1 = wj/hj+1,jEnd forCal
ul de Ym minimisant ‖R−HmY ‖Cal
ul Xm = X0 + Vm ∗ Ym2.3 Méthodes de pré
onditionnement pour les méthodes de KrylovLa résolution par méthode de Krylov n'est pas envisageable sans l'utilisation d'un pré
onditionnement. Il existedeux manières pour appliquer un pré
onditionnement M :

AM−1Mx = b︸ ︷︷ ︸Pré
onditionnement à droite ⇐⇒ Ax = b⇐⇒ M−1Ax = M−1b︸ ︷︷ ︸Pré
onditionnement à gau
he (2.55)Lorsque nous utilisons un pré
onditionnement à gau
he, le système linéaire est résolu dire
tement. En revan
he,dans le 
as d'un pré
onditionnement à droite, le système linéaire est modi�é et le nouveau système s'é
rit :
AM−1y = b ou x = M−1y (2.56)La matri
e de pré
onditionnement a pour but d'appro
her le plus possible de la matri
e inverse du systèmelinéaire. Cette matri
e peut être plus ou moins 
omplexe et prendre plus ou moins de temps à 
al
uler. Celapeut demander des FFT, des intégrations ou même la résolution de plusieurs systèmes linéaires simples. En règlegénérale, plus la matri
e de pré
onditionnement est di�
ile à 
al
uler, moins le temps de résolution du systèmelinéaire est important. Cette matri
e n'est pas for
ément expli
ite, elle peut être seulement impli
ite et re
al
uléeà 
haque itération. Le 
hoix des pré
onditionneurs a été di
té par une simpli
ité de 
al
ul et d'utilisation. Ene�et, la matri
e de pré
onditionnement n'est généralement pas multipliée dire
tement à la matri
e initiale duproblème mais l'appli
ation du pré
onditionnement se réalise en deux temps.

AM−1vi =
(
AM−1

)
vi = A

(
M−1vi

) (2.57)Cela a deux avantages. Tout d'abord, si nous sto
kons la matri
e, nous ne sto
kons que ses éléments non nuls. Orle produit entre la matri
e et son pré
onditionnement peut être nettement supérieur en espa
e mémoire requispour le sto
kage des nouveaux éléments non nuls. Qui plus est, nous ne 
onnaissons pas for
ément a priori les



20 CHAPITRE 2. MÉTHODES DE KRYLOV POUR LES SYSTÈMES LINÉAIRES NON SYMÉTRIQUESAlgorithme 7 Algorithme gmres ave
 pré
onditionnement à droite [120℄Entrées: A ∈ Rn×n matri
e, M ∈ Rn×n matri
e de pré
onditionnement, b ∈ Rn ve
teur à droite, x0 ∈ Rnve
teur intialSorties: xm ∈ Rn ve
teur solution après m itérations gmres
r0 = b−Ax0, β = ‖r0‖, et v1 = r0/βFor j = 1, . . . ,m Do :
wj = AM−1vjFor i = 1, . . . , j Do :
hij =

(
wj , vi

)

wj = wj − hijviEnd for
hj+1,j = ‖wj‖
vj+1 = wj/hj+1,jEnd forCal
ul y

m
qui minimise ‖βe1 −Hmy‖Cal
ul xm = x0 +M−1VmymIf ‖b− Axm‖� ε then

x0 = xm et redémarrageEnd ifnouvelles dimensions de la matri
e. De plus, nous ne sto
kons pas for
ément la matri
e, étant donné que seul leproduit de la multipli
ation de la matri
e par un ve
teur est utile dans les algorithmes dé
rits pré
édemment.Nous avons 
onsidéré l'exemple du pré
onditionnement à droite (Al. 7) mais pour un pré
onditionnement àgau
he l'implémentation est presque similaire. Le nombre d'opérations reste in
hangé quel que soit le pré
on-ditionnement utilisé. La di�éren
e prin
ipale réside dans le 
al
ul de la norme de l'erreur des résidus. Pour unpré
onditionnement à gau
he, nous obtenons dire
tement la norme des résidus grâ
e aux rotations su

essivesdé
rites pré
édemment (Eq. 2.47). En revan
he, pour un pré
onditionnement à droite, l'erreur obtenue est lanorme du ve
teur résidus multipliée par la matri
e de pré
onditionnement.Tous les pré
onditionnements utilisés dans le 
adre de 
e travail ne sont pas basés sur un développement phy-sique en s'appuyant sur la mé
anique des �uides, mais sont des pré
onditionnements purement numériques.2.3.1 Méthode de Ja
obiCette méthode de pré
onditionnement est très simple à mettre en ÷uvre et é
onomique en temps de 
al
ul. Elles'inspire dire
tement de la méthode de Ja
obi pour la résolution de systèmes linéaires.
A = L+ diag(d) + U =⇒M = diag(d) (2.58)où L et U sont repe
tivement les parties triangulaires inférieure et supérieure de la matri
e et d le ve
teur de ladiagonale.Ce n'est pas la plus e�
a
e, mais elle possède l'avantage d'être utilisable ave
 d'autres méthodes. En e�et, nouspouvons fa
ilement sto
ker seulement les éléments diagonaux ; le sur
oût en espa
e mémoire supplémentaire
orrespond seulement à un seul ve
teur dont les dimensions sont �xées par le nombre d'in
onnues.2.3.2 Méthode de blo
 Ja
obiCette méthode est très similaire à la méthode de Ja
obi, mais le pré
onditionnement exploite la stru
ture dela matri
e imposée par le type de problème à résoudre. Les matri
es des systèmes linéaires sont des matri
esblo
s, 
'est-à-dire que leurs diagonales sont 
onstituées de blo
 4 × 4 pour des problèmes 2D et 5 × 5 pour desproblèmes 3D. La matri
e peut alors être dé
omposée 
omme suit :

A = L+D + U =⇒M = D (2.59)
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e pré
onditionnement, les matri
es sont multipliées par une matri
e de la taille du blo
 diagonal de façonà obtenir un blo
 diagonal identité. Le 
al
ul de la matri
e inverse diagonale est réalisé par une méthode depivot de Gauss 
lassique [53℄.2.3.3 Méthode ilu0Le prin
ipe de la fa
torisation in
omplète ilu0 est de réaliser une élimination de Gauss 
lassique, telle qu'elleexiste pour la résolution des systèmes linéaires, mais en gardant la même stru
ture de matri
e, et de ne pasajouter d'éléments non nuls en plus de 
eux déjà existants [120℄. Ces te
hniques très populaires né
essitent lesto
kage de tous les éléments non nuls de la matri
e. Cela permet de �xer la taille de la matri
e de pré
ondi-tionnement tout en utilisant une bonne approximation de la matri
e inverse.Algorithme 8 Algorithme de pré
onditionnement ilu0 [120℄Entrées: A ∈ Rn×nFor i = 2, . . . , n Do :For k = 1, . . . , i− 1 Do :if aik ∈ NZ (A) ; aik = aik/akkFor j = k + 1, . . . , n Do :if aij ∈ NZ (A) ; aij = aij − aikakjEnd forEnd forEnd forIl est à noter que des fa
torisations im
omplètes plus élaborées existent [120℄.2.4 Résolution des équations d'Euler linéarisées et harmoniques entemps 11

2
DCe paragraphe présente une 
omparaison entre les di�érentes résolutions présentées pré
édemment appliquéesà la résolution d'é
oulements 
ompressibles instationnaires. Pour 
ela, nous avons retenu le 
as 
orrespondantà la réponse des équations d'Euler 1 1

2D linéarisées à une impulsion de pression en 
ondition de limite aval dansle 
as de la tuyère d'Adamson et al. [1℄.2.4.1 Les équations d'Euler 11
2
DLes équations d'Euler 1 1

2D ou quasi 1D 
onstituent un modèle simpli�é 
ouramment utilisé pour l'étude d'é
ou-lements de tuyères bidimensionelles symétriques lorsque les e�ets visqueux de l'é
oulement ainsi que les phé-nomènes physiques liés (
ondu
tivité thermique, turbulen
e . . . ) peuvent être négligés. Nous utiliserons i
i latuyère d'Adamson et al. [1℄ 
onnue pour étudier l'amplitude d'une onde de 
ho
 dans un 
anal bidimensionnel.Nous supposons aussi que toutes les variations sont suivant l'axe de la tuyère. Nous n'avons don
 pas de variationdes quantités aérodynamiques suivant la dire
tion normale à l'axe (~y). En�n nous supposons aussi que la vitesseest purement axiale (~V = u(x)~ex). Les équations résolues dans le 
adre de 
ette étude démonstrative s'é
riventsous la forme suivante [63℄ :




d

dx
(ρuA) = 0 (
onservation de la masse)

d

dx

(
ρu2A+ pA

)
− p

d

dx
(A) = 0 (quantité de mouvement)

d

dx
(ρuEA+ puA) = 0 (
onservation de l'énergie) (2.60)où ρ est la masse volumique, u la vitesse axiale, A la se
tion qui varie selon la dire
tion axiale de la tuyère, pla pression statique et E l'énergie totale.
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Fig. 2.1 � Représentation bidimensionnelle de la tuyère symétrique de T.C Adamson, A.F. Messiter, M.S. Liou,(AIAA. J., vol. 16, 1978, p. 1240-1247)2.4.2 Résolution des équations d'Euler 11
2
D stationnairesMéthode numériqueCes équations sont dis
rétisées en utilisant une dé
omposition spatiale des �ux de Van-Leer [140℄ ave
 uneextrapolation des variables mus
l au troisième ordre4 et une méthode d'intégration temporelle de Runge Kuttaà deux pas. Cette méthode est dé
rite plus en détail par R. Haugeard [63℄.Résultats et 
omparaisonsLa �gure (2.2) présente une 
omparaison du nombre de Ma
h et de la pression entre la théorie et un 
al
ulstationnaire par un rapport πs−t = 0.7. Le 
al
ul a été réalisé sur un maillage de 201 points. La tuyère estamor
ée ave
 un nombre de Ma
h avant le 
ho
 Mchoc = 1.33 et l'onde de 
ho
 est située à 53 % de la longueurde tuyère. Nous 
onstatons un parfait a

ord entre les résultats théoriques et numériques. De plus, au
uneos
illation parasite liée au traitement des 
onditions aux limites ou à la présen
e du 
ho
 n'est visible.
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Fig. 2.2 � Comparaison de l'évolution du nombre de Ma
h et de la pression adimensionnée théoriqueet 
al
ulée pour un 
al
ul Euler 1 1
2D pour un rapport de pression πs−t = 0.7 dans la tuyère deT.C Adamson, A.F. Messiter, M.S. Liou, (AIAA. J., vol. 16, 1978, p. 1240-1247)4Ave
 des limiteurs de pente de Van Albada [139℄, selon l'implémentation d'Anderson et al. [3℄.



2.4. RÉSOLUTION DES ÉQUATIONS D'EULER LINÉARISÉES ET HARMONIQUES EN TEMPS 1 1
2D232.4.3 E
oulement instationnaire ave
 une �u
tuation harmonique de pression avalEquations d'Euler 1 1

2D linéariséesNous nous intéressons maintenant à un é
oulement instationnaire engendré par une perturbation harmoniquede faible amplitude de la pression aval. Dans 
e 
as, les équations d'Euler 1 1
2D peuvent être linéarisées autourd'une petite perturbation instationnaire, harmonique en temps et de fréquen
e ω. Les perturbations des va-riables 
onservatives s'expriment de la façon suivante :

r (x, t) = 0r (x) + R
(
1r̂(x, t)eiωt

)

m (x, t) = 0m (x) + R
(
1m̂(x, t)eiωt

)

E (x, t) = 0E (x) + R

(
1Ê(x, t)eiωt

) (2.61)où 1r̂ ∈ CNi, 1m̂ ∈ CNi et 1Ê ∈ CNi sont les variables 
onservatives perturbées et 0r̂ ∈ RNi, 0m̂ ∈ RNi et
0
Ê ∈ RNi sont les variables 
onservatives stationnaires. En introduisant 
ette dé
omposition des variables per-turbées dans les équations d'Euler 1 1

2D instationnaires, nous obtenons, pour les équations linéarisées, le systèmelinéaire suivant :
iω1ŵ +

∂NF
(
0w
)

∂x
1ŵ +

∂S
(
0w
)

∂w
1ŵ = 0 (2.62)où 1ŵ =

[
1 r̂, 1m̂, 1Ê

]T , 0w =
[
0r, 0m, 0E,

]T , ∂S
∂w

∈ R3×Ni est la matri
e ja
obienne des termes sour
es et
NF ∈ RNi est le �ux numérique.Ces équations sont dis
rétisées aux n÷uds du maillage. Les �ux sont 
al
ulés selon la dé
omposition de VanLeer [140℄. Les variables 
onservatives pour le 
al
ul des �ux au troisième ordre sont extrapolées en utilisant uneextrapolation mus
l, extrapolation mus
l [67℄, et, a�n de limiter les os
illations, nous utilisons des limiteursde pente de Van Albada [139℄, selon l'implémentation d'Anderson et al. [3℄.Les 
onditions aux limites sont basées sur la théorie des 
ara
téristiques [65℄ :EntréeOnde de pression entrante iω

[
1p̂+ 0ρ0a1û

] = 0Onde d'entropie iω
[
1p̂− 0a2 1ρ̂

] = 0Onde de pression sortante iω
[
1p̂− 0ρ0a1û

]
+
(
0u− 0a

) [
d
dx

(
1p̂
)
− 0ρ0a d

dx

(
1û
)] = 0SortiePression 
onstante 1p̂ = 1p̂2Onde de pression sortante iω

[
1p̂− 0ρ0a1û

]
+
(
0u− 0a

) [
d
dx

(
1p̂
)
− 0ρ0a d

dx

(
1û
)] = 0Onde d'entropie iω

[
1p̂− 0a2 1ρ̂

]
+ 0u

[
d
dx

(
1p̂
)
− 0a

2 d
dx

(
1ρ̂
)] = 0Tab. 2.1 � Tableau des 
onditions aux limites pour les équations d'Euler 1 1

2D linéarisées et harmonique entempsMéthodes de résolutionLa dis
rétisation des équations d'Euler linéarisées (Eq. 2.61), ave
 les 
onditions aux limites asso
iées, peuvents'é
rire sous la forme d'un système linéaire 
omplexe :̂
Ax̂ = b̂ (2.63)où la matri
e 
omplexe Â a une largeur de bande 1 + 2× 8 et x̂ ∈ C4×Ni, est le ve
teur d'in
onnues 
omplexes.Dans 
ette première étude, a�n de simpli�er le problème, nous avons préféré rester dans le 
adre d'un 
al
ul réel.



24 CHAPITRE 2. MÉTHODES DE KRYLOV POUR LES SYSTÈMES LINÉAIRES NON SYMÉTRIQUESC'est pourquoi nous avons réalisé les 
al
uls ave
 une fréquen
e nulle. Nous pourrions 
omparer 
e problème àune tuyère où nous aurions un é
oulement interne établi et où nous imposerions un saut de pression à l'aval.Nous avons ainsi réalisé plusieurs tests ave
 les algorithmes de Krylov (Als. 2, 3 et 5) pour résoudre 
e systèmelinéaire. L'algorithme lu_bande, qui a déjà été validé par Haugeard [63℄, nous servira de référen
e pour la
omparaison des résultats. Evidemment, pour 
e problème, l'algorithme lu_bande est le plus e�
a
e en termesd'espa
e mémoire.Résolution par les di�érentes méthodes de KrylovToutes les simulations ont été réalisées en sto
kant la matri
e et sans pré
onditionnement. Le ve
teur d'initia-lisation 0x = 0 est le ve
teur nul. La �gure (2.3) présente les 
ourbes de 
onvergen
e en fon
tion du nombred'itérations pour les trois méthodes. Nous 
onstatons que seule l'appro
he gmres, qui utilise une fa
torisationd'Arnoldi, permet d'obtenir la solution. Les deux autres méthodes utilisant une fa
torisation de Lan
zos, le 
gset le bi-
gstab, présentent une 
roissan
e des résidus au fur et à mesure des itérations. Cette divergen
e est sansdoute liée à la perte d'orthogonalité de la base Krylov 
réée lorsque le nombre de ve
teurs devient important[120, p. 178℄. Une solution aurait peut être été d'utiliser une méthode de réorthogonalisation. Mais dans 
e 
as,l'ensemble des ve
teurs de la base doit être sto
kés et l'avantage prin
ipal d'une orthogonalisation de Lan
zos,
'est-à-dire un espa
e mémoire né
essaire moindre, est perdu.La 
onvergen
e du gmres peut être divisée en trois parties, un premier plateau lié à la di�usion de l'informationvers l'amont de la tuyère, puis une dé
roissan
e rapide plus lente 
orrespondant à la plage asymptopique de la
onvergen
e.
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(a) (b) (c)Fig. 2.3 � Comparaison de la 
onvergen
e de di�érentes méthodes de résolution des équations d'Euler linéarisées(a) Conjugate Gradient Square, (b) Bi-Gradient Conjugué Stabilisé, (
) General Minimal Residual ; é
oulementstationnaire (Fig. 2.2) ; maillage 201 pointsLe 
al
ul gmres a été réalisé sans réinitialisation en utilisant une seule base de 1000 ve
teurs. Des essais a�nde réduire l'espa
e mémoire né
essaire ont été réalisés, en réduisant l'espa
e de Krylov et en réinitialisant leve
teur initial, mais la matri
e n'étant pas dé�nie positive, l'algorithme gmres ave
 réinitialisation ne parvientpas à 
onverger si le nombre de ve
teurs est inférieur à 
elui permettant de passer le premier plateau, soit i
ide l'ordre de 250 ve
teurs.Les résultats du gmres ont été 
omparés aux résultats d'un 
al
ul lu-bande. Le sto
kage de la matri
e bandeet la résolution du système linéaire par l'algorithme de lu [52, p. 152-155℄ ne prennent en espa
e mémoire quel'équivalent de 15 ve
teurs de Krylov, soit seulement 1.5 % de l'espa
e mémoire né
essaire pour sto
ker l'espa
ede Krylov de 1000 ve
teurs. Le but i
i n'était pas de minimiser l'espa
e mémoire mais de réaliser une étude defaisabilité de la résolution du problème par une méthode basée sur un développement de Krylov.La �gure (2.4) nous permet de 
omparer l'évolution de la �u
tuation de pression le long de la tuyère de Lavalpour les deux méthodes de résolution lu et gmres. Nous 
onstatons une parfaite 
on
ordan
e des résultats entreles deux méthodes, autant sur la hauteur du pi
 (au niveau de l'onde de 
ho
) que sur le niveau de �u
tuationau pied et à l'aval du 
ho
.
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Fig. 2.4 � Comparaison de l'évolution de la perturbation de pression adimensionnée le long de la tuyère obtenuepar résolution dire
te lu et itérative gmres des équations d'Euler linéarisées 1 1
2D 
réée par une sensibilité dela pression aval 1p2 = ∆pout ; é
oulement stationnaire (Fig. 2.2) ; maillage 201 points2.5 Con
lusionsCe 
hapitre a été 
onsa
ré à un présentation sous un formalisme uni�é de plusieurs méthodes de Krylov pourdes appli
ations relevant du domaine de l'aérodynamique 
ompressible. Le modèle utilisé i
i est 
onstitué par leséquations d'Euler linéarisées 1 1

2D dans le 
as d'un é
oulement stationnaire transsonique. Deux méthodes baséessur la fa
torisation de Lan
zos, le bi-
gsab et le 
gs sans pré
onditionnement, et une basée sur la fa
torisationd'Arnoldi, le gmres, aussi sans pré
onditionnement, ont été testées. Nous avons observé que la résolution de
es équations n'était possible dans notre 
as qu'ave
 une résolution gmres. Les résultats ont été 
omparés àune résolution dire
te de type lu_bande du système. Les résultats issus des deux méthodes sont identiques.L'évolution des perturbations de pression sont en parfaite adéquation. Etant donné la qualité des résultatsobtenus, nous avons don
 dé
idé pour la suite de nous 
on
entrer seulement sur la résolution des di�érenteséquations de la mé
anique des �uides ave
 une résolution gmres.
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Chapitre 3Equations de Navier-Stokes non linéairesrésolues par méthode pseudo-Newton-gmres3.1 Equations de la mé
anique des �uides et équations de Navier-StokesSi nous nous plaçons à l'é
helle ma
ros
opique, il existe trois grandes familles d'équations dé
rivant la dyna-mique d'un é
oulement qui sont résolues dans une géométrie donnée ave
 des 
onditions initiales et aux limitespré
isées. Elles sont toutes issues de la même base mais, pour les rendre plus aisées à résoudre, des simpli�
a-tions su

essives ont été réalisées. Par degré appli
atif 
roissant, 
e sont les équations potentielles, les équationsd'Euler et en�n les équations de Navier-Stokes. Dans le 
adre de 
ette étude, nous ne 
onsidérerons que leséquations de Navier-Stokes qui permettent de prendre en 
ompte tous les phénomènes physiques mis en jeudans un é
oulement. Une simpli�
ation sera réalisée tout au long de notre travail, les for
es à distan
e tellesque la gravité ou les for
es éle
tromagnétiques ne seront pas prises en 
ompte étant donné leurs faibles valeursrelatives par rapport à 
elles mises en jeu dans les 
on�gurations étudiées.3.1.1 Equations de Navier-Stokes moyennéesCompte tenu des valeurs du nombre de Reynolds1 
onsidéré dans 
ette étude qui re�ète l'importan
e de laturbulen
e dans un é
oulement par rapport à un é
oulement moyen, nous utilisons le modèle des équationsde Navier-Stokes moyennées. Ces méthodes permettent de prendre en 
ompte uniquement les instationnaritésdéterministes mais, en au
un 
as, les instationnarités intrinsèques turbulentes. Deux types de moyennes sontutilisés : la moyenne de Reynolds ou moyenne d'ensemble pour la masse volumique ρ et la pression p et lamoyenne de Favre ou moyenne pondérée masse [38℄, [39℄ pour les autres variables thermodynamiques.
f = f + f

′

= f̃ + f
′′ (3.1)où f est la moyenne de Reynolds, f ′ les �u
tuations de Reynolds, f̃ la moyenne pondérée masse et f ′′ la�u
tuation de la moyenne de Favre. Nous observons entre les moyennes les relations suivantes :

f ′ = 0 , f̃ =
ρf

ρ
, f ′′ = f − f̃ 6= 0 (3.2)Les équations de Navier-Stokes moyennées s'é
rivent sous forme 
onservative :

∂ρ

∂t
+
∂ρũl

∂xl
= 0 (3.3)1Re = ρV D

µ
. 27
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∂ρũi

∂t
+

∂

∂xl
[ρũiũl + pδil] =

∂

∂xl

[
τ il − ρũ

′′

i u
′′

l

] (3.4)
∂

∂t

[
ρh̆t − p

]
+

∂

∂xl

[
ρũlh̆t

]
=

∂

∂xl

[
ũi

(
τ il − ρũ

′′

i u
′′

l

)
−
(
ql + ρh̃′′u

′′

l

)]
+ Sh̆t

(3.5)Les variables sont dé�nies 
omme suit :
t : le temps
xl = [x, y, z]

T : les 
oordonnées spatiales 
artésiennes
ρ : la masse volumique
ũi : la vitesse d'une parti
ule �uide
p : la pression statique
τ = 2µ̆D̆ + 2

3 µ̆
∂eul

∂xl
I : le tenseur des 
ontraintes visqueuses, ave
 l'hypothèse de Stokes pour le se
ond 
oe�
ient

D̆ = 1
2

[
∂eui

∂xi
+

∂euj

∂xi

] : le tenseur des taux de déformation
h̆t = h̃+ 1

2 ũiũi : l'enthalpie totale
h̃ = ẽ+ p

ρ : l'enthalpie statique
ẽ : l'énergie interne
ql = −κ̆ ∂ eT

∂xl
: le �ux de 
haleur

Sh̆t
: le terme sour
e qui dépend du modèle de turbulen
e utiliséoù la notation (̆.) indique une fon
tion de quantités moyennes qui n'est ni une moyenne de Reynolds ni la moyennepondérée masse [38, 39℄. Le système est fermé par la loi d'état des gaz 
alori�quement et thermodynamiquementparfaits :

p = ρRgT̃ = ρ
γ − 1

γ
h̆ = ρ (γ − 1) ẽ (3.6)où Rg est la 
onstante des gaz parfaits (Rg = 287.04 m2s−1K−1

) et γ le 
oe�
ient isentropique (γ = 1.4). Les
oe�
ients de vis
osité dynamique µ̆ et de 
ondu
tivité thermique κ̆ sont 
al
ulés par les lois de Sutherland[44℄ :
µ̆ = µref( T̃

273.15

) 3
2

110.4 + 273.15

110.4 + T̃
; κ̆ = κref µ̆

µref [1 + 0.00023
(
T̃ − 273.15

)] (3.7)ave
 pour l'air µref = 17.11 10−6 Pa.s et κref = 0.0242 W.m−1.K−13.1.2 Les di�érents modèles de turbulen
eLorsque les équations de Navier-Stokes sont moyennées, il apparaît, dans l'équation de la quantité de mouvement(Eq. 3.4) ainsi que dans l'équation de 
onservation de l'énergie (Eq. 3.5), le tenseur de Reynolds (−ρũ′′

i u
′′

j

) ainsique le �ux de 
haleur turbulent (ρh̃′′u
′′

l

). Ces termes ajoutent de nouvelles in
onnues au système qui devientmaintenant ouvert. Dans le 
adre de 
ette étude, nous avons utilisé deux modèles de fermeture de la turbulen
epour fermer le système d'équations.Modèle k − ε∗ de Launder-Sharma (1974)Ce modèle réalise une analogie entre la partie turbulente et la partie visqueuse. La turbulen
e est prise en 
omptepar l'adjon
tion d'une vis
osité non physique µT , appelée vis
osité turbulente, ainsi que par une 
ondu
tivitéthermique turbulente κT . Pour 
ela, l'hypothèse de Boussinesq est utilisée.
−ρũ′′

i u
′′

j = µT

(
∂ũi

∂xl
+
∂ũl

∂xi

)
− 2

3
µT

∂ũk

∂xk
δil −

2

3
ρkδil ; ρh̃′′u

′′

l = −κT
∂T̃

∂xl
(3.8)où k = 1

2 ũ
′′

i u
′′

i est l'énergie 
inétique turbulente. Pour fermer le système, deux équations de transport supplé-mentaires sont né
essaires, une pour l'énergie 
inétique turbulente k et une autre pour son taux de dissipation
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ε : ρε = τ

′

il

∂u′′i

∂xl
:

∂ρk

∂t
+

∂

∂xl
(ũlρk)

︸ ︷︷ ︸Conve
tion − ∂

∂xl

[(
µ̆+

µT

σk

)
∂k

∂xl

]

︸ ︷︷ ︸Di�usion dk

= −ρũ′′

l u
′′

i

∂ũi

∂xl︸ ︷︷ ︸Produ
tion Pk

−
[
ρε∗ + 2µ̆

(
grad

√
k
)2
] (3.9)

∂ρε∗

∂t
+

∂

∂xl
(ũlρε

∗)

︸ ︷︷ ︸Conve
tion − ∂

∂xl

[(
µ̆+

µT

σε

)
∂ε∗

∂xl

]

︸ ︷︷ ︸Di�usion dε

= Cε1Pk
ε∗

k
− Cε2fε2ρ

ε∗2

k
+

2µ̆µT

ρ

(
∇2
(
~V
))2

︸ ︷︷ ︸E (3.10)où σk est le nombre de Prandtl de l'énergie 
inétique turbulente et σε le nombre de Prandtl de la dissipation.Pour des raisons de stabilité numérique [45℄, l'équation de transport est é
rite pour le taux de dissipation modi�é
ε∗ introduit par Launder [78℄ :

ρε = ρε∗ + 2µ̆
(
grad

√
k
)2 (3.11)Le taux de dissipation modi�é a pour avantage de s'annuler à la paroi, 
e qui fa
ilite l'appli
ation des 
onditionsaux limites tout en renforçant la robustesse et la stabilité numérique. L'ensemble des valeurs des 
onstantes dumodèle de Launder Sharma [86℄ ainsi que des fon
tions d'amortissement sont résumées dans le tableau 
i-dessousdans le 
adre d'un é
oulement 
ompressible :

Cε1 = 1.44 Cε2 = 1.92 σk = 1 σε = 1.3

µT = Cµfµ (Re∗T ) µ̆Re∗T Cµ = 0.09 Re∗T =
ρk2

µ̆ε∗
fµ (Re∗T ) = exp

[
−3.4

(1 + 0.02Re∗T )2

]

κT =
µT cp
PrT

PrT
= 0.09 fε2 (Re∗T ) = 1 − 0.3e−Re∗

T
2

cp =
γ

γ − 1
RgModèle au se
ond ordre de Gérolymos et Vallet [47℄Contrairement au modèle k − ε∗ [45℄ à deux équations de transport, les modèles au se
ond ordre résolvent uneéquation de transport pour 
ha
un des six termes du tenseur de Reynolds, ainsi qu'une équation supplémentairepour le taux de dissipation de l'énergie 
inétique turbulente. L'équation de transport d'une des 
omposantes dutenseur de Reynolds peut s'é
rire 
omme suit [46℄ :

∂ρũ
′′

i u
′′

j

∂t
+

∂

∂xl

(
ρũ

′′

i u
′′

j ũ
′′

l

)

︸ ︷︷ ︸Conve
tion Cij

= − ∂

∂xl

(
ρ ˜u′′

i u
′′

j u
′′

l + pu
′′

j δil + pu
′′

i δjl

)
+

∂

∂xl

(
u

′′

i τ
′

jl + u
′′

j τ
′

il

)

︸ ︷︷ ︸Di�usion dij

+

p′

(
∂u

′′

i

∂xj
+
∂u

′′

j

∂xi
+

2

3

∂u
′′

k

∂xk
δij

)

︸ ︷︷ ︸Redistribution φij

+ p′
2

3

∂u
′′

k

∂xk
δij

︸ ︷︷ ︸Pression-Dilatation+

(
τ

′

jl

∂u
′′

i

∂xl
+ τ

′

il

∂u
′′

j

∂xl

)

︸ ︷︷ ︸Dissipation ρεij

+ (3.12)
(
−ρũ′′

i u
′′

l

∂ũj

∂xl
− ρũ

′′

j u
′′

l

∂ũi

∂xl

)

︸ ︷︷ ︸Produ
tion Pij

−
(
u

′′

i

∂p

∂xj
+ u

′′

j

∂p

∂xi
− u

′′

i

∂τ jl

∂xl
− u

′′

j

∂τ il

∂xl

)

︸ ︷︷ ︸E�ets Dire
ts des Flu
tuations de Masse Volumique KijCes équations sont 
omplétées pour déterminer l'é
helle de la turbulen
e par une équation de transport pour letaux de dissipation modi�é au lieu du taux de dissipation (ε∗ = ε− 2ν̆ [grad (k)]
2
) [78℄, qui est numériquementplus stable grâ
e à la 
ondition à la paroi (ε∗w = 0).
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hit des distan
es aux parois. L'in�uen
e de la turbulen
e est plus importante au niveau desparois et dans les zones dé
ollées. La majorité de 
es modèles sont don
 généralement fon
tion des normalesaux parois ainsi que des distan
es à 
elles-
i. Gerolymos et Vallet [46℄, pour éviter toute dépendan
e du modèleà une topologie pariétale [85℄, dé�nissent un autre type de normale basé sur la longueur turbulente (Eq. 3.22)pour l'utilisation de 
es méthodes.Dans l'équation de transport des termes du tenseur de Reynolds (Eq. 3.12), seuls les termes de 
onve
tion Cijet de produ
tion Pij sont des termes exa
ts, 
'est-à-dire qu'ils n'ont pas besoin d'être modélisés. En revan
he,les autres termes dépendent du modèle. Dans le modèle proposé, les termes des e�ets dire
ts de 
ompressibilitéKij ainsi que la 
orrélation de pression-dilatation sont négligés :� Le terme de di�usion peut se dé
omposer en trois parties [137℄ :dij = dv
ij + dp

ij + dµ
ij = − ∂

∂xl

(
ρ ˜u′′

i u
′′

j u
′′

l

)

︸ ︷︷ ︸Di�usion Visqueuse dv
ij

− ∂

∂xl

(
ρ′u

′

jδil + ρ′u
′

iδjl

)

︸ ︷︷ ︸Vi�usion de Pression dp
ij

− ∂

∂xl

(
u

′

iτjl + u
′

jτil

)

︸ ︷︷ ︸Di�usion Visqueuse dµ
ij

(3.13)
• La di�usion de pression dp

ij est négligée [47℄. On notera 
ependant que des versions plus ré
entes dumodèle [138℄ montrent l'importan
e de dp
ij dans les zones dé
ollées.

• La 
orrélation triple de vitesse est modélisée selon la formulation de Hanjali�
-Launder [61℄.
τijl = ρ ˜u′′

i u
′′

j u
′′

l = −Cs
k

ε


ρũ′′

i u
′′

m

∂ũ
′′

j u
′′

l

∂xm
+ ρũ

′′

j u
′′

m

∂ũ
′′

l u
′′

i

∂xm
+ ρũ

′′

l u
′′

m

∂ũ
′′

i u
′′

j

∂xm


 ; ave
 Cs = 0.11 (3.14)

• La di�usion de visqueuse est modélisée 
omme 
i-dessous :dµ
ij = − ∂

∂xl

(
u

′

iτ
′

jl + u
′

jτ
′

il

)
=

∂

∂xl

(
µ
∂ũ

′′

i u
′′

l

∂xk

) (3.15)� Le terme de redistribution φij est modélisé 
onjointement ave
 le terme de dissipation [92℄ :
φij − ρεij =

[
φij − ρ

(
εij −

2

3
δijε

)]
= φH

ij1 + φH
ij2 + φI

ij1 + φI
ij2 − 2

3
δijε (3.16)Le terme de redistribution se divise en quatre parties, les parties dites lentes (.)ij1 et les parties rapides

(.)ij2 ave
 les termes homogènes (.)H et les termes inhomogènes (.)I .
• φij1 est modélisé selon la proposition de Rotta [115℄, ave
 le 
oe�
ient C1 optimisé par Launder-Shima[87℄ :

φH
ij1 = −C1ρεaij (3.17)ave
 aij =

ũ
′′

i u
′′

j

k
− 2

3
δij ; CH

1 = 1 + 2.58AA
1/4
2

[
1 − e

»
−

“
ReT
30

”2
–]

A =

[
1 − 9

8
(A2 −A3)

]
; A2 = aijaji ; A3 = aikakjaji

• La modélisation de la partie rapide φH
ij2 adopte la forme proposée par Naot et al. [102℄ :
φH

ij2 = −CH
2

(
Pij −

1

3
Pllδij

) (3.18)mais ave
 un 
oe�
ient CH
2 optimisé pour la bonne prédi
tion d'é
oulement dé
ollé [47℄ :

CH
2 = min[1, 0.75[0, A− 0.55]] ×A[max(0.5,0.5−1.3max[0,A−0.55])][1 − max(0, 1 − ReT/50)] (3.19)
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• Les termes inhomogènes sont modélisés 
omme suit :

φI
ij1 = CI

1

ε

k

[
ρũ

′′

ku
′′

meIkeImδij −
3

2
ρũ

′′

ku
′′

ieIkeIj −
3

2
ρũ

′′

ku
′′

jeIkeIi

] (3.20)ave
 CI
1 = 0.9

[
1 − 2

3

(
CH

1 − 1
)]

‖grad





ℓT

»
1−e−

ReT
30

–

1+2A0.8
2



 ‖

φI
ij2 = CI

2

[
φH

km2eIkeImδij −
3

2
φH

ik2eIkeIj −
3

2
φH

jk2eIkeIi

] (3.21)ave
 CI
2 = max

[(
2
3 − 1

6CH
2

)
; 0
]
‖grad





ℓT

»
1−e−

ReT
30

–

1+1.8A
max(0.6,A)
2



 ‖où A est le fa
teur d'aplatissement de Lumley [93℄ (A = 1 − 9

8 (A2 −A3)
) et A2, A3 sont les invariantsdu tenseur d'anisotropie A2 = aijaij , A3 = aikakjaji ave
 aij =

ũ
′′

i u
′′

j

k
− 2

3
δij


, ℓT est l'é
helle de lon-gueur turbulente (ℓT =

k3/2

ε

) et eI. sont les dire
tions d'inhomogénéité de la turbulen
e :
~eI = eIi~ei =

grad ℓI
‖grad ℓI‖

ave
 ℓI =
ℓT

[
1 − e−

ReT
30

]

1 + 2
√
A2 + 2A16

(3.22)3.2 Méthode de dis
rétisation spatialeLes équations de Navier-Stokes moyennées n'admettent de solutions analytiques que pour des 
on�gurations ave
des é
oulements simples. Pour les résoudre, dans le 
as de géométries plus 
omplexes, nous devons dis
rétisernotre volume d'étude et résoudre numériquement 
es équations aux dérivées partielles.3.2.1 Génération du maillage multiblo
 stru
turéLe mailleur utilisé au 
ours de 
ette étude a été développé dans le 
adre de la thèse de G. Tsanga [135℄. Ilpermet la génération de maillage dans des 
on�gurations 
omplexes réelles telles que des turboma
hines multi-étages. Di�érentes topologies (maillage en C, H, O) sont utilisées a�n de dis
rétiser 
orre
tement l'ensemble dudomaine de 
al
ul en fon
tion de la géométrie. La distribution des n÷uds du maillage est générée de manièreitérative à partir des points aux frontières, au moyen de la résolution d'un opérateur bilapla
ien [55℄ dans le planbidimensionnel des 
oordonnées 
urvilignes (ξ, η). Après dé
omposition [55℄, le système di�érentiel à résoudrepeut s'é
rire au moyen de quatre opérateurs lapla
iens 
ouplés :




∇2ξ(x, y) = p
∇2η(x, y) = q
∇2p(x, y) = 0
∇2q(x, y) = 0 ; ∀(x, y) ∈ D

(3.23)Ces équations sont résolues en utilisant des 
onditions aux limites proposées par Sparis [132℄ qui permettentde 
ontr�ler l'orthogonalité du maillage aux parois par la prise en 
ompte d'une 
onstante d'orthogonalité. Les
héma de dis
rétisation est 
entré et pré
is à l'ordre 2 [135℄ ; le système linéaire est résolu au moyen d'unerésolution itérative impli
ite par fa
torisation af-adi. A la �n du pro
essus itératif temporel, les mailles le longde la longueur 
urviligne ξ = 
onstante sont de nouveau réparties selon une suite géométrique pro
he des paroisa�n de rendre 
ompte lors du 
al
ul aérodynamique des e�ets de 
ou
he limite en augmentant le nombre depoints dans 
ette zone. Ces maillages nous permettent d'avoir les distan
es adimensionnées à la paroi y+2 del'ordre de 0.5 sans dégrader l'ordre du s
héma de dis
rétisation des équations de Navier-Stokes en ayant unnombre de points su�sant pour rendre 
ompte de tous les phénomènes turbulents pro
hes des parois ave
 lesmodèles utilisés (Fig. 3.1).2y+ = y

νw

q
τw
ρw

.
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Fig. 3.1 � Maillage bidimensionnel utilisé pour le 
al
ul transsonique dans la tuyère deJ. M. Délery (AIAA. J., vol. 21, 1983, p. 180-185) ave
 Ni = 401 et Nj = 201 équiréparti dans la dire
-tion longitudinale et ra�né près de la paroi3.2.2 Dis
rétisation des �uxLes équations de Navier-Stokes peuvent s'é
rire sous la forme ve
torielle suivante :
∂w

∂t
+ div

[
C ~F (w) +V ~F (w)

]
+ S (w) = 0 (3.24)où C ~F (w) ∈ Rm∗3 (m est fon
tion du modèle de turbulen
e3) est le tenseur des �ux 
onve
tifs, V ~F (w) ∈ Rm∗3est le tenseur des �ux visqueux et S (w) désigne le terme sour
e. Le ve
teur des variables 
onservatives w 
ontientles in
onnues du 
hamp aérodynamique et s'é
rit respe
tivement pour les modèles k − ǫ∗ et RSM :

w =





[
ρ, ρũ, ρṽ, ρw̃, ρh̆t − p, ρk, ρǫ∗

]
[
ρ, ρũ, ρṽ, ρw̃, ρh̆t − p, ρũ′′u′′ , ρũ′′v′′ , ρũ′′w′′ , ρṽ′′v′′ , ρṽ′′w′′ , ρw̃′′w′′ , ρǫ∗

] (3.25)Les équations de Navier-Stokes sont dis
rétisées sur un maillage stru
turé par la méthode des volumes �nis.Les quantités représentant les in
onnues du système sont sto
kées aux n÷uds du maillage suivant une appro
he
ell-vertex. L'intégration des équations s'e�e
tue sur le volume de 
ontr�le Vi,j,k 
réé à partir d'un maillagedé
alé (i+ 1
2 , . . .) ayant pour sommet 
ommun le point ~xi,j,k. En utilisant le théorème de Green-Ostrogardsky,les équations de Navier-Stokes stationnaires peuvent s'é
rire :

1

Vi,j,k

∑
~F .~S + Si,j,k = 0 ⇐⇒ Li,j,k (w) = 0 ; ∀i,j,k (3.26)où Li,j,k est l'opérateur de divergen
e des �ux ou opérateur résidus, 
ontient les �ux à travers 
haque surfa
edu volume de la 
ellule.

Li,j,k =
1

Vi,j,k




+ξSi+ 1
2 ,j,k

[
C ~F i+ 1

2 ,j,k +V ~F i+ 1
2 ,j,k

]ξ
~ni+ 1

2 ,j,k −ξ Si− 1
2 ,j,k

[
C ~F i− 1

2 ,j,k +V ~F i− 1
2 ,j,k

]ξ
~ni− 1

2 ,j,k

+ηSi,j+ 1
2 ,k

[
C ~F i,j+ 1

2 ,k +V ~F i,j+ 1
2 ,k

]η
~ni,j+ 1

2 ,k −η Si,j− 1
2 ,k

[
C ~F i,j− 1

2 ,k +V ~F i,j− 1
2 ,k

]η
~ni,j− 1

2 ,k

+ζSi,j,k+ 1
2

[
C ~F i,j,k+ 1

2
+V ~F i,j,k+ 1

2

]ζ
~ni,j,k+ 1

2
−ζ Si,j,k− 1

2

[
C ~F i,j,k− 1

2
+V ~F i,j,k− 1

2

]ζ
~ni,j,k− 1

2




+Si,j,k(3.27)où ξSi+± 1
2 ,j,k, ηSi,j+± 1

2 ,k et ζSi,j,k+± 1
2
sont l'aire des fa
es de la 
ellule, ξ~ni+ 1

2 ,j,k, η~ni,j+ 1
2 ,k et ζ~ni,j,k+ 1

2
sontles normales sortantes aux surfa
es respe
tives et Si,j,k les termes sour
es.3m vaut 7 pour le modèle k − ǫ∗ et 12 pour le modèle RSM.



3.2. MÉTHODE DE DISCRÉTISATION SPATIALE 33Flux 
onve
tifsLes �ux 
onve
tifs sont 
al
ulés suivant la méthode de dé
omposition des �ux de Van Leer [140℄. Cette dé-
omposition est basée sur le prin
ipe de la propagation d'ondes. Elle possède la propriété d'être naturellementdissipative 
ompte tenu du dé
entrement de la molé
ule de dis
rétisation spatiale et ne né
essite don
 pas l'ajoutd'une vis
osité arti�
ielle. La dé
omposition des �ux est réalisée dans 
ha
une des trois dire
tions du maillagesuivant une 
ontribution avan
ée F+ et une 
ontribution retardée F−. Cette dé
omposition de Van Leer possèdeles propriétés mathématiques suivantes : 1) dérivabilité des �ux en fon
tion du nombre de Ma
h4 aux pointsd'arrêt et sonique, 2) les valeurs propres pour les matri
es ja
obiennes retardées et avan
ées, respe
tivementpositives et négatives, 3) pour des é
oulements subsoniques, 
ha
une des matri
es ja
obiennes retardées et avan-
ées possède une valeur propre nulle [140℄




[
ξS ~CF

ξ

ξ~n

]

i± 1
2 ,j,k

= F+
ξ

(
w−

i± 1
2 ,j,k

)
+ F−

ξ

(
w+

i± 1
2 ,j,k

)

[
ηS ~CF

η

η~n
]

i,j± 1
2 ,k

= F+
η

(
w−

i,j± 1
2 ,k

)
+ F−

η

(
w+

i,j± 1
2 ,k

)

[
ζS ~CF

ζ

ζ~n

]

i,j,k± 1
2

= F+
ζ

(
w−

i,j,k± 1
2

)
+ F−

ζ

(
w+

i,j,k± 1
2

)
(3.28)Ces �ux sont 
al
ulés à partir des variables 
onservatives par une extrapolation mus
l5 [137℄ pré
ise au troisièmeordre. Des limiteurs de pente de Van-Albada [139℄ sont appliqués a�n d'éviter l'apparition de phénomènes nonphysiques des quantités aérodynamiques au voisinage d'une dis
ontinuité (onde de 
ho
 . . . ). Ces limiteurs sontimplémentés suivant la méthode proposée par Anderson et al. [3℄.Flux visqueuxLa divergen
e des �ux visqueux est dis
rétisée par la méthode des di�éren
es �nies au moyen d'un s
héma 
entréet pré
is au se
ond ordre utilisant les deux points voisins dans 
haque dire
tion [45℄ :





[
~V F

ξ

ξ

]

i± 1
2 ,j,k

= 1
2

[
V ~F i,j,k +V ~F i±1,j,k

]

[
~V F

η

η

]
i,j± 1

2 ,k
= 1

2

[
V ~F i,j,k +V ~F i,j±1,k

]

[
~V F

ζ

ζ

]

i,j,k± 1
2

= 1
2

[
V ~F i,j,k +V ~F i,j,k±1

]
(3.29)

3.2.3 Itération multigrilleA�n d'a

élérer la 
onvergen
e du pro
essus itératif, nous utilisons une méthode multigrille proposée par Le-
ler
q et Stou�et [88℄ qui a été initialement développée pour la résolution des équations de Navier-Stokes sur unmaillage non stru
turé et étendue par Gérolymos et Vallet [48℄ pour les maillages stru
turés. Cette méthode pos-sède la parti
ularité de tenir 
ompte des dire
tions de propagation. Pour 
ela, l'opérateur de restri
tion e�e
tuele transfert des variables 
onservatives d'une grille �ne à une grille plus lâ
he suivant des lignes 
ara
téristiquesde l'é
oulement. L'opérateur de prolongation, qui, lui, tranfère les variables d'une grille plus lâ
he vers une grilleplus �ne, est basé sur une interpolation trilinéaire [48℄.L'extrapolation d'une grille plus �ne à une grille plus lâ
he est réalisée en retirant un point sur deux dans 
haquedire
tion. Pour réaliser le transfert des variables 
onservatives le long des lignes 
ara
téristiques de l'é
oulement,l'opérateur de restri
tion réalise une moyenne pondérée utilisant le sten
il lui-même et les 26 points voisins ainsiqu'une multipli
ation par une matri
e d'annihilation dont le r�le est d'annuler les �ux non issus d'une des4Le nombre de Ma
h est le rapport de la vitesse du �uide sur la vitesse de son „M = V√
γRgT

«.5Monotoni
 Upstream-
entered S
heme for Conservation Law.



34 CHAPITRE 3. EQUATIONS DE NAVIER-STOKES NON LINÉAIRES STATIONNAIRESdire
tions 
ara
téristiques. L'opérateur de restri
tion peut se résumer sous la forme matri
ielle suivante [48℄ :
r2h (n2h) =

1

8
rh (nh) +

∑

n′
∈M(n2h)

{
α
(
n

′

h

)
Φ
(
n2h, n

′

h

)
rh

(
n

′

h

)}





α
(
n

′

h

)
= 1

16 ; n
′

h ∈ [i± 1, j, k]∪
[i, j ± 1, k]∪
[i, j, k ± 1]

α
(
n

′

h

)
= 1

32 ; n
′

h ∈ [i± 1, j ± 1, k]∪
[i, j ± 1, k ± 1]∪
[i± 1, j, k ± 1]

α
(
n

′

h

)
= 1

64 ; n
′

h ∈ [i± 1, j ± 1, k ± 1](3.30)où rh (nh) et r2h (n2h) sont respe
tivement les résidus sur la grille �ne et les résidus sur la grille lâ
he, M (n2h)est l'ensemble des points entourant le sten
il sur la grille �ne, α (.) est la pondération et Φ est la matri
ed'annihilation. Cette matri
e d'annihilation Φ peut se dé
omposer 
omme suit :
Φ =

[
P Ψ P−1

] (3.31)où P et P−1 sont les matri
es qui diagonalisent la matri
e ja
obienne des �ux 
onve
tifs et sont données pourles variables 
onservatives par Steger et Warming [134℄. La matri
e Ψ 
ontient les valeurs propres de la matri
eja
obienne.
Ψ = [I5 + diag {sgn (Ud + a) , sgn (Ud) , sgn (Ud) , sgn (Ud) , sgn (Ud − a)}] (3.32)où I5 ∈ R5×5 est la matri
e identité. Ainsi, en fon
tion des lignes 
ara
téristiques, la matri
e Ψ s'annule et netransfère pas les informations des points non désirés. La validation de la méthode multigrille par 
omparaisonave
 des 
al
uls monogrilles a été e�e
tuée par Gérolymos et Vallet [48℄.3.3 S
héma d'intégration temporelle et 
onditions aux limites3.3.1 S
héma d'intégration temporel dé
entré d'EulerPour résoudre le système non linéaire, une méthode d'avan
ement en temps est utilisée. Dans le 
as de simulationsd'é
oulements stationnaires, l'intégration pseudo-temporelle est basée sur un s
héma dé
entré Euler pré
is aupremier ordre. Ce s
héma permet d'utiliser des pas de temps su�samment importants a�n d'obtenir des tempsde 
al
ul non prohibitifs. Les équations de Navier-Stokes peuvent s'é
rire de façon symbolique de la manièresuivante :

∂w

∂t
+ L (w) = 0 (3.33)où w est le ve
teur des variables globales (w =

[
w1,1,1, w1,1,2, . . . , wNi,Nj,Nk

]T ∈ Rm×Ni×Nj×Nk) et l'opéra-teur des résidus global (L =
[
L1,1,1,L1,1,2, . . . ,LNi,Nj,Nk

]T ∈ Rm×Ni×Nj×Nk). Le développement limité del'opérateur de divergen
e (L (w)) à l'instant n+ 1 donne :
L
(
n+1

w
)

= L (n
w) + n

(
∂L

∂w

)(
n+1

w −n
w
) (3.34)où ∂L

∂w
est le ja
obien de l'opérateur de divergen
e des �ux. En in
luant l'équation temporelle (Eq. 3.34) auxéquations de Navier-Stokes (Eq. 3.33) et en dis
rétisant la dérivée temporelle, nous obtenons :

(
I + ∆t n

(
∂L

∂w

))
∆w = −∆tL (n

w) ; ∆w = w
n+1 − w

n (3.35)où I est la matri
e identité, ∆w est la di�éren
e entre les variables aérodynamiques à l'instant (n) et à l'instant
(n+ 1) et ∆t le pas de temps. A�n d'a

élérer la 
onvergen
e du pro
essus itératif, le pas de temps lo
al,fon
tion de la taille de 
haque maille [137℄, est utilisé :

∆ti,j,k = min



CFL

ℓg

Ṽ + ă
√

1 + 5
6 (γ − 1)M2

T

,VNN
ℓ2g

2νeq



 ; νeq = max

{
4

3
(ν̆ + νT ) ,

γ − 1

ρRg
(κ̆+ κT )

} (3.36)



3.3. SCHÉMA D'INTÉGRATION TEMPORELLE ET CONDITIONS AUX LIMITES 35Le nombre de Courant Fredri
h Levy (
fl) ainsi que le nombre de Von Neumann (vnn) sont généralementégaux. Nous avons don
 un système linéaire à résoudre à 
haque itération temporelle. Ce système peut êtrerésolu de plusieurs façons et ave
 plus ou moins de simpli�
ation.3.3.2 S
héma à pas de temps dual pour la résolution des équations stationnairesDans le 
adre de 
ette étude, nous avons aussi utilisé une méthode sous-itérative [18℄ du type pas de tempsdual [72℄ qui permet de réduire les erreurs de linéarisation et de fa
torisation appro
hée tout en augmentant lepas de temps physique [34℄. Cette te
hnique a pour philosophie, dans un premier temps, d'avoir une avan
éetemporelle supérieure à la limite pratique de stabilité de résolution d'un pro
essus itératif à pas de temps simple
lassique. Dans un se
ond temps, de façon à minimiser l'erreur de résolution, nous sous-itérons pour stabilisernotre solution. Deux matri
es diagonales sont dé�nies telles que :
∆t = diag [(∆t1,1,1) I, (∆t1,1,2)I, ..., (∆tNi,Nj,Nk)I]

∆t∗ = diag
[(

∆t∗1,1,1

)
I,
(
∆t∗1,1,2

)
I, ...,

(
∆t∗Ni,Nj,Nk

)
I
] (3.37)où I est la matri
e identité et ∆t et ∆t∗ sont respe
tivement le pas de temps de la bou
le itérative pseudo-time-mar
hing et le pas de temps de la bou
le sous-itérative.Ave
 l'introdu
tion du pas de temps physique n et du pas de temps dual m, les équations de Navier-Stokes àl'itération (m+ 1, n+ 1) s'é
rivent [18℄ :

m+1,n+1

(
∂w

∂t

)
+ L

(
m+1,n+1

w
)

= 0.⇐⇒
m+1,n+1w −m,n+1 w

∆t∗
+

m+1,n+1w −n w

∆t
+ L

(
w

m+1,n+1
)

= 0 (3.38)Les résidus sont à l'instant (m+ 1, n+ 1) linéarisés par un développement de Taylor à l'ordre un :
L
(
m+1,n+1

w
)

= L
(
m,n+1

w
)

+
∂L
(
m,n+1w

)

∂w

(
m+1,n+1

w −m,n+1
w
)

+ O (∆w)
2 (3.39)En regroupant les deux relations (Eqs. 3.38-3.39), le système linéaire suivant est obtenu :

m+1,n+1w −m,n+1 w

∆t∗
+

m+1,n+1w −n w

∆t
+ L

(
m,n+1

w
)

+
∂L
(
m,n+1w

)

∂w

(
m+1,n+1

w −m,n+1
w
)

= 0 (3.40)Le système qui doit être résolu peut alors s'é
rire sous la forme �nale suivante :
[
I + ∆t∗∗

∂L

∂w

(
m,n+1

w
)]

∆w = −∆t∗∗
[

m,n+1w −n w

∆t
+ L

(
m,n+1

w
)]
, ave
 ∆t∗∗ = ∆t∗/

(
1 + ∆t∗∆t−1

)−1(3.41)Nous pouvons noter que nous retrouvons un s
héma d'intégration temporelle retardé d'Euler plus 
lassique àpas de temps en imposant une seule sous-itération et un pas de temps physique (∆t) tendant vers l'in�ni.Il existe en pratique deux façons de �xer le nombre de sous-itérations entre l'itération n et l'itération n + 1.La première possibilité 
onsiste à �xer expli
itement le nombre de sous-itérations, la se
onde à imposer unerédu
tion des résidus entre deux itérations. La première présente l'avantage de limiter le temps 
pu d'uneitération. La se
onde est dynamique dans le sens où elle ajuste le nombre de sous-itérations pour imposer unerédu
tion de résidus désirée entre 
haque itération physique. Dans notre 
as, nous utiliserons toujours la premièreappro
he, même si la se
onde est pré
onisée [18℄.3.3.3 Conditions aux limitesEn plus de la résolution du système et des 
onditions initiales, il est né
essaire d'imposer, à 
haque itération, des
onditions aux limites dans la phase expli
ite et impli
ite. Pour 
ela, nous devons rempla
er les ondes entrantesdans notre domaine par des 
onditions aux limites et les ondes sortantes par des relations de 
ompatibilité. Nousutilisons la théorie des 
ara
téristiques qui dé
ompose les équations d'Euler en 
inq ondes (une onde d'entropie
PL1, deux ondes de vorti
ité PL2 et PL3 et deux ondes a
oustiques ML+ et ML−) entrantes ou sortantes enfon
tion du nombre de Ma
h et de la position dans le domaine de 
al
ul.



36 CHAPITRE 3. EQUATIONS DE NAVIER-STOKES NON LINÉAIRES STATIONNAIRESEntrée/Sortie Nombre de Ma
h normal Ondes sortantes Ondes entrantesEntrée < 1 ML+, PL1,2,3 ML−Entrée > 1 ML+, ML−, PL1,2,3 -Sortie < 1 ML− ML+, PL1,2,3Sortie > 1 - ML+, ML−, PL1,2,3Tab. 3.1 � Propagation des ondes en entrée et sortie de notre domaine en fon
tion du nombre de Ma
h normalselon la théorie des 
ara
téristiques (ML = Ma
hline et PL = Pathline).Les 
onditions aux limites sont aussi bien imposées de façon impli
ite (
haque système linéaire) que de façonexpli
ite à la �n de 
haque itération temporelle. Les 
onditions aux limites impli
ites sont imposées par la mé-thode développée par Chakravarthy [16℄ qui dé
ompose le système en fon
tion des ondes entrantes et sortantes :
Q1

∂w

∂t
+Q2

(
Aj

∂w

∂xj

)
= 0 (3.42)où Aj sont les matri
es ja
obiennes des �ux. Les matri
es Q1 et Q2 
ontiennent les 
onditions de type réservoiret sont données par Vallet [137℄. Les parois solides, �xes ou mobiles, sont 
onsidérées 
omme adiabatiques.3.4 Méthode de résolution du système linéaire3.4.1 Simpli�
ations du 
al
ul de la matri
e ja
obienneIl est fréquent d'avoir re
ours à la simpli�
ation des matri
es ja
obiennes des �ux (Eq. 3.43) a�n de minimiser letemps de 
al
ul par itération et l'espa
e mémoire né
essaire [48℄. Ces simpli�
ations s'e�e
tuent à trois niveauxet sont dé
rites de façon su

in
te 
i-dessous :� la dis
rétisation des �ux de la matri
e ja
obienne s'e�e
tue au premier ordre [O (∆x)] au lieu du troisièmeordre [O (∆x)

3
] pour la phase expli
ite ;� la matri
e des �ux visqueux est diagonalisée par une méthode analogue à 
elle de Coakley [27℄.� les termes sour
es sont négligés dans la phase impli
ite.Ces simpli�
ations permettent de rendre la résolution impli
ite indépendante du nombre de variables du modèlede turbulen
e utilisé. De plus amples détails théoriques et te
hniques sur leurs implémentations sont donnés parChassaing et al. [18℄ et Gérolymos et Vallet [48℄. Ave
 
es simpli�
ations, la matri
e ja
obienne dans la dire
tion

ξ a pour forme :
∂ξF J

i+ 1
2 ,j,k

∂wi,j,k

=

[
A

ξMF 0

B
ξMF A

ξ
T

] (3.43)Nous observons un dé
ouplage, dans la forme de la matri
e ja
obienne, entre la partie moyenne et la partieturbulente. La matri
e AMF est une matri
e 5× 5, la matri
e BMF est une matri
e 5× 2 dans le 
as d'un modèleau premier ordre, et 5× 7 dans le 
as d'un modèle au se
ond ordre et la matri
e AT est une matri
e 2× 2 pourun modèle au premier ordre et 7 × 7 pour un modèle au se
ond ordre.La matri
e ja
obienne de la dé
omposition des �ux est don
 une matri
e blo
 triangulaire inférieure. C'est-à-dire que dans la phase impli
ite, la partie turbulente n'in�uen
e pas l'é
oulement moyen. Nous emploierons parla suite une méthode faiblement 
ouplée 
ar la résolution impli
ite sépare la résolution de la partie moyennede l'é
oulement et la résolution de la partie turbulente. A l'inverse, une méthode totalement 
ouplée résoutdire
tement l'ensemble du système linéaire sans prendre en 
ompte la forme de la matri
e. La méthode faiblement
ouplée, utilisée i
i, a pour premier avantage d'avoir une résolution de la partie moyenne indépendante du modèlede turbulen
e utilisé. De plus, AT étant une matri
e tridiagonale, son inversion est réalisée par une méthode deJa
obi. En revan
he, 
ette simpli�
ation limite le pas de temps utilisé pour assurer la 
onvergen
e.



3.4. MÉTHODE DE RÉSOLUTION DU SYSTÈME LINÉAIRE 373.4.2 Résolution du système linéaire par fa
torisation af-adiDans le 
as d'une méthode de résolution par fa
torisation appro
hée af-adi6 [18℄, la résolution du systèmelinéaire dans une dire
tion est réalisée en trois étapes. Tout d'abord, la partie relative au 
hamp moyen estrésolue en utilisant une fa
torisation lu de la matri
e (I + ∆t∗∗AMF). Dans un se
ond temps, les résidus du
hamp moyen sont multipliés par la matri
e BMF qui permet de prendre en 
ompte l'in�uen
e de l'é
oulementmoyen sur la turbulen
e. En�n, l'in�uen
e de la partie turbulente sur elle-même est 
al
ulée en inversant lamatri
e diagonale (I + ∆t∗∗AT ). La résolution du système linéaire s'e�e
tue don
 en trois phases qui doiventêtre appliquées su

essivement dans les trois dire
tions ξ, η et ψ :




BC
ξMF [I + ∆t∗∗ A

ξMF]∆ ξwMF = bc
ξMF [−b(m,n+1)MF ]

⇐ Résolution lu du système linéaire
b(m,n+1)RSM = −b(m,n+1)RSM + B

ξMF∆w
ξMF ⇐ In�uen
e de la partie moyenne sur la turbulen
e

BC
ξ
T

[
I + ∆t∗∗ A

ξ
T

]
ξ∆wRSM = bc

ξ
T

[
b(m,n+1)RSM ]

⇐ Résolution de la partie turbulenteoù BC et bc sont les matri
es de 
onditions aux limites. Une vision globale de résolution par méthode af-adiest donnée dans l'algorithme 9.Algorithme 9 S
héma dire
teur de la résolution des équations Navier-Stokes par l'algorithme af-adi pour un
al
ul monogrille à pas de temps dualFor n = 1, 2, . . . , jusqu'à 
onvergen
e Do :
◮ Cal
ul du pas de temps physique ∆ti,j,k (Eq. 3.36)For m = 1, 2, . . . Bou
le sous-itérative Do :
• Dis
rétisation spatiale
◮ Cal
ul du pas de temps dual ∆t∗i,j,k (Eq. 3.36)
◮ Cal
ul des résidus : b(m,n+1) =

[
m,n+1w − nw

∆t
+ L

(
m,n+1

w
)]

◮ Multipli
ation par le pas de temps modi�é : b(m,n+1) = −∆t∗∗i,j,k b
(m,n+1)

• Intégration temporelle
◮ Résolution de la partie moyenne puis turbulente dans la dire
tion ξ :
 BC

ξMF [I + ∆t∗∗ A
ξMF] ξ∆wMF = bc

ξMF [b(m,n+1)MF ]

 ξbRSM = b(m,n+1)RSM + B
ξMF ξ∆wMF

 BC
ξ
T

[
I + ∆t∗∗ A

ξ
T

]
ξ∆wRSM = bc

ξ
T

[
ξbRSM]

◮ Résolution de la partie moyenne puis turbulente dans la dire
tion η :
 BC

ηMF [I + ∆t∗∗ A
ηMF] η∆wMF = bc

ηMF [ξ∆wMF]
 ηbRSM = ξ∆wRSM + B

ηMF η∆wMF
 BC

η
T [I + ∆t∗∗ A

η
T ] η∆wRSM = bc

η
T [ηbRSM]

◮ Résolution de la partie moyenne puis turbulente dans la dire
tion ζ :
 BC

ζMF [I + ∆t∗∗ A
ζMF] ∆wMF = bc

ζMF [η∆wMF]
 ζbRSM = η∆wRSM + B

ζMF ∆wMF
 BC

ζ
T

[
I + ∆t∗∗ A

ζ
T

]
∆wRSM = bc

ζ
T

[
ζbRSM]

• Mise à jour pour la sous-itération suivante
◮ Mise à jour de la solution : (m+1,n+1)

w = (m,n+1)
w + ∆w

◮ Conditions aux limites expli
ites (Eq. 3.42) et réalisabilité [18℄
◮ Cal
ul de l'erreur de 
onvergen
e (Eq. 3.47)End forEnd for

6Approximate Fa
torisation Alternative Dire
tion : I+ ∆t
∂F J

∂w

∼=
„

I+ ∆t
∂ξF J

∂w

«„

I+ ∆t
∂ηF J

∂w

«„

I+ ∆t
∂ζF J

∂w

«.



38 CHAPITRE 3. EQUATIONS DE NAVIER-STOKES NON LINÉAIRES STATIONNAIRES3.4.3 Résolution du système linéaire par méthode de KrylovNous avons 
onsidéré une méthode de Krylov pour la résolution à 
haque pas de temps des équations de Navier-Stokes stationnaires pour le 
hamp moyen qui permettent de supprimer les erreurs de fa
torisation appro
hée.Nous quali�erons 
ette méthode de résolution faiblement 
ouplée 
ar nous séparons toujours la résolution de lapartie moyenne de la résolution de la partie turbulente. De plus, étant donné la forme de la matri
e turbulente,nous avons toujours une résolution af-adi pour 
ette partie.Dans le 
as présent, la matri
e (I + ∆t∗∗AMF) est sto
kée entièrement ave
 l'in
lusion des 
onditions aux limitesdans toutes les dire
tions. La matri
e du système linéaire à résoudre à 
haque itération est don
 :
A = BCMF

[
I + ∆t∗∗

(
AξMF + AηMF + AζMF)] où BCMF [.] = BC

ζ
MF

[
BC

η
MF

[
BC

ξ
MF [.]

]] (3.44)De même, l'ensemble des 
onditions aux limites sont imposées sur le ve
teur à droite d'un système linéaire.
b
(m,n+1)
MF = bcMF [bMF ] où bcMF [.] = bc

ζ
MF

[
bc

η
MF

[
bc

ξ
MF [.]

]] (3.45)A 
haque itération pseudo-temporelle, les ve
teurs résidus sont initialisés à zéro. La sortie de la bou
le de Krylovest di
tée par une 
ombinaison de deux paramètres en �xant un nombre d'itérations de Krylov maximal et à unediminution de résidus. Nous avons préféré 
ette 
ombinaison ave
 une régulation auto-adaptative par rapportà une régulation stri
te en �xant seulement le nombre d'itérations. Cette régulation permet au fur et à mesuredu 
al
ul de ne pas sur-résoudre le problème temporel et ainsi d'augmenter le temps de 
al
ul inutilement [95℄.Elle est surtout utile en �n de pro
essus itératif temporel où les variations du ve
teur solution d'une itérationà la suivante sont faibles. Pour 
ela, nous dé�nissons 
omme diminution un rapport maximal entre les résidusd'entrée et de sortie de la bou
le de Krylov :
r−1res =

‖A∆w − b(m,n+1)‖
‖b(m,n+1)‖

(3.46)et limitons à 100 le nombre de ve
teurs des bases de Krylov.Algorithme 10 S
héma dire
teur de la résolution des équations Navier-Stokes par l'algorithme gmres pour un
al
ul monogrille à pas de temps dualFor n = 1, 2, . . . , jusqu'à 
onvergen
e Do :
◮ Cal
ul du pas de temps physique ∆ti,j,k (Eq. 3.36)For m = 1, 2, . . . Bou
le sous-itérative Do :
• Dis
rétisation spatiale
◮ Cal
ul du pas de temps dual ∆t∗i,j,k (Eq. 3.36)
◮ Cal
ul des résidus : b(m,n+1) =

[
m,n+1w − nw

∆t
+ L

(
m,n+1

w
)]

◮ Multipli
ation par le pas de temps modi�é : b(m,n+1) = −∆t∗∗i,j,k b
(m,n+1)

• Intégration temporelle
◮ Conditions aux limites ve
teur de droite : b(m,n+1)MF = BCMF [b(m,n+1)MF ]

◮ Cal
ul de la matri
e impli
ite de l'é
oulement : A ⇐= BCMF [I + ∆t∗∗AMF]
◮ Cal
ul du pré
onditionnement : M ⇐= pre
 [A]

◮ Résolution du système linéaire par l'algorithme gmres : AM−1M ∆w = b
(m,n+1)MF

◮ Résolution de la partie turbulente par méthode af-adi
• Mise à jour pour la sous-itération suivante
◮ Mise à jour de la solution : (m+1,n+1)w = (m,n+1)w + ∆w

◮ Conditions aux limites expli
ites (Eq. 3.42) et réalisabilité [18℄
◮ Cal
ul de l'erreur de 
onvergen
e (Eq. 3.47)End forEnd for



3.5. TUYÈRE DE DÉLERY 393.5 Tuyère de Délery3.5.1 Présentation de la 
on�gurationLa géométrie 
onsidérée dans le 
adre de 
e travail est une tuyère bidimensionnelle symétrique étudiée parDélery et al. [32℄ pour l'étude de l'intera
tion entre une onde de 
ho
 et une 
ou
he limite. Nous nous limitonsdans le 
adre de 
ette thèse à un 
as bidimensionel, mais il n'y a au
une perte de généralité dans la méthodepar rapport à un 
as tridimensionel7.La tuyère est 
omposée de deux pro�ls symétriques sur les parois haute et basse. Un se
ond 
ol permet de
ontr�ler la 
ontre-pression aval et l'é
oulement supersonique de sortie. Les prin
ipales 
ara
téristiques de latuyère sont présentées 
i-dessous :
-0.1

-0.05

 0

 0.05

 0.1

 0.15

 0.2

-0.2  0  0.2  0.4  0.6  0.8
-

x (m)

6

y (m)

Caractéristiques géométriques
Longeur 0.75 m
Hauteur en entrée 0.1 m
Hauteur de premier col 0.08 m
Hauteur du second col 0.09 m
Position du bord d’attaque 0.075 m
Corde du profil 0.27 m

Fig. 3.2 � Géométrie et 
ara
téristiques géométriques de la tuyère (J.M Délery AIAA. J., vol. 21, 1983, p.180-185)3.5.2 Con�guration subsoniqueLa méthode de résolution pseudo-Newton-gmres a tout d'abord été évaluée dans le 
as d'un é
oulement hautsubsonique. Pour 
ela, la tuyère a été tronquée à 0.4 m (Fig. 3.2) pour supprimer le se
ond 
ol. Les 
onditions auxlimites sont en entrée et en sortie des 
onditions de non ré�exion [137℄ subsoniques et les parois sont 
onsidérées
omme adiabatiques. Le 
al
ul est réalisé sur un maillage de Ni×Nj = 301× 121 ave
 un rapport de pressionsortie-entrée statique totale πS−T = 0.77. Les données des 
onditions de fon
tionnement sont reportées dans letableau 3.2.L'é
oulement est initialisé suivant la pro
édure mise au point par Vallet [137℄ ave
 un taux de turbulen
e Tu =1 % et des 
ou
hes limites d'une épaisseur de 5 mm. Pour nous permettre d'a

élérer la 
onvergen
e, tous les
al
uls ont été réalisés ave
 trois niveaux de grille.Validation de la résolution pseudo-Newton-gmresLa 
omparaison des résultats des grandeurs aérodynamiques est issue d'un 
al
ul par fa
torisation appro
héeaf-adi(
fl=100,
fl∗=20,Mit=5,LGRD=3) et d'un autre par la méthode de Krylov ave
 un pré
onditionne-ment par fa
torisation appro
hée gmres_ilu0(
fl=∞,
fl∗=50,Mit=1,rres=1,LGRD=3). La �gure 3.3 présente7Dans le 
as d'une résolution 2D, la résolution af-adi, la résolution dans la troisième dire
tion ζ est simplement supprimée.Dans le 
as de la résolution gmres, la matri
e impli
ite est une matri
e bande 
omposée de quatre blo
s de dimensions 4×Ni×Njen 2-D au lieu de sept blo
s de dimensions 5 × Ni × Nj en 3-D.



40 CHAPITRE 3. EQUATIONS DE NAVIER-STOKES NON LINÉAIRES STATIONNAIRESConditions aux limites d'entréeTempérature totale : T̆t (K) = 300Pression totale : P̆t (Pa) = 101325nombre de Ma
h : M̆ = 0.6Conditions de paroisTempérature : T̆w (K) = 300Conditions aux limites de sortiePression statique : P̆ (Pa) = 78020Rapport de pression sortie/entrée : πS−T 0.77Tab. 3.2 � Conditions aux limites d'entrée de la tuyère de Délery tronquée pour le 
al
ul subsonique sur unmaillage 301 × 121l'historique de la 
onvergen
e où les erreurs relatives au 
hamp moyen eMF et au 
hamp turbulent eRSM sont
al
ulées par les relations suivantes [18℄ :
eMF[wMF,∆wMF] = log10

√√√√1

4

{∑
[∆ρ̄]2∑
[ρ̄]2

+

∑
[∆(ρ̄ũi)∆(ρ̄ũi)]∑

[ρ̄ũiρ̄ũi]
+

∑
[∆(ρ̄h̆t − p̄)]2
∑

[ρ̄h̆t − p̄]2

} (3.47)et
eRSM[wRSM,∆wRSM] = log10

√√√√1

5

{∑
[∆(ρ̄ũ′′i u

′′
j )∆(ρ̄ũ′′i u

′′
j )]

∑
[ρ̄ũ′′i u

′′
j ρ̄ũ

′′
i u

′′
j ]

+

∑
[∆ρ̄ε∗]2∑
[ρ̄ε∗]2

} (3.48)Les fa
teurs 1
4 et 1

5 sont utilisés (respe
tivement pour les erreurs eMF et eRSM) pour les présents 
al
uls 2-D(
ontrairement aux fa
teurs 1
5 et 1

7 en 3-D [18℄).
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gmres ilu0(cfl=∞,cfl∗=50,Mit=1,rres=1,LGRD=3)

Fig. 3.3 � Convergen
e des résidus de la partie moyenne eMF et de la partie turbulente eRSM des résolutionsaf-adi(
fl=100,
fl∗=20,Mit=5,LGRD=3) et gmres_ilu0(
fl=∞,
fl∗=50,Mit=1,rres=1,LGRD=3)La �gure 3.4 présente l'évolution du nombre de Ma
h obtenu par la résolution gmres_ilu0(
fl=∞,
fl∗=50,
Mit=1,rres=1,LGRD=3) et 
ompare sur les parois et à l'axe le Ma
h isentropique8 des deux résolutions pour un8Mis =

v
u
u
u
t

2

γ − 1

2

4

„
pt inlet

p

« γ−1
γ

− 1

3
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3.5. TUYÈRE DE DÉLERY 41nombre de Ma
h d'entrée tuyère de 0.6. Le �uide est a

éléré dans la partie 
onvergente de la tuyère, jusqu'au
ol à Ma
h 0.9, puis est dé
éléré dans la partie divergente. Après le divergent, la 
ou
he limite s'épaissit pouro

uper jusqu'à 20 % de la se
tion de passage. Par ailleurs, la �gure 3.4(b) permet de mettre en éviden
e untrès bon a

ord de la distribution du Ma
h isentropique et de la pression (Fig. 3.4) sur les parois ainsi qu'àl'axe de la tuyère entre les deux méthodes de résolution. Ces bons résultats sont 
on�rmés par la 
omparaisonsur les 
oupes transversales de la vitesse axiale ũ et tangentielle ṽ à 
inq positions axiales (x = 0, x/L = 1/4,
x/L = 1/2, x/L = 3/4 et x = L) (Fig. 3.5).
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Fig. 3.4 � Cartographie du nombre de Ma
h par la méthode gmres_ilu0(
fl=∞,
fl∗=50,Mit=1,rres=1,LGRD=3)et 
omparaison de l'évolution du nombre de Ma
h isentropique le long de l'axe et de la paroi supé-rieure et inférieure entre une résolution gmres_ilu0(
fl=∞,
fl∗=50,Mit=1,rres=1,LGRD=3) et af-adi(
fl=100,
fl∗=20,Mit=5,LGRD=3) dans la tuyère de Délery pour un é
oulement subsoniqueLe tableau 3.3 
ompare l'erreur relative maximale des quantités aérodynamiques lo
ales9 entre les résolutionsgmres_ilu0(
fl=∞,
fl∗=50,Mit=1,rres=1,LGRD=3) et af-adi(
fl=100,
fl∗=20,Mit=5,LGRD=3)Une 
omparaison entre les deux méthodes pour les grandeurs turbulentes est présentée en annexe § A.1.Quantités aérodynamiques E
art relatif maximalMasse volumique ρ 0.06 %Vitesse axiale ũ 0.20 %Vitesse tangentielle ṽ 0.52 %Pression p 0.08 %Tab. 3.3 � Comparaison de l'erreur relative maximale des quantités aérodynamiques entre les résolutionsgmres_ilu0(
fl=∞,
fl∗=50,Mit=1,rres=1,LGRD=3) et af-adi(
fl=100,
fl∗=20,Mit=5,LGRD=3)9errrel = maxi,j,k

˛
˛
˛
˛

waf-adi − w gmres
waf-adi ˛

˛
˛
˛.



42 CHAPITRE 3. EQUATIONS DE NAVIER-STOKES NON LINÉAIRES STATIONNAIRES

 0

 0.1

 0.2

 0.3

 0.4

 0.5

 0  20  40  60  80  100  120
 0

 0.1

 0.2

 0.3

 0.4

 0.5

 0  20  40  60  80  100  120
 0

 0.1

 0.2

 0.3

 0.4

 0.5

 0  20  40  60  80  100  120

 0

 0.1

 0.2

 0.3

 0.4

 0.5

 0  20  40  60  80  100
 0

 0.1

 0.2

 0.3

 0.4

 0.5

 0  20  40  60  80  100  120

 0

 0.1

 0.2

 0.3

 0.4

 0.5

 0  3  6  9  12  15
 0

 0.1

 0.2

 0.3

 0.4

 0.5

-6 -4 -2  0  2
 0

 0.1

 0.2

 0.3

 0.4

 0.5

-1 -0.5  0  0.5  1

 0

 0.1

 0.2

 0.3

 0.4

 0.5

-1 -0.5  0  0.5  1
 0

 0.1

 0.2

 0.3

 0.4

 0.5

-1 -0.5  0  0.5  1

 
 

af-adi

gmres

 
 

af-adi

gmres
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ỹ

��
��
1

-
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ỹ

��
��
1

-
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Fig. 3.5 � Comparaison de l'évolution de la vitesse axiale ũ et de la vitesse normale ṽ à 
inq positions axiales x =0, x = 1
4L, x = 1

2L, x = 3
4L et x = L entre une résolution gmres_ilu0(
fl=∞,
fl∗=50,Mit=1,rres=1,LGRD=3)et af-adi(
fl=100,
fl∗=20,Mit=5,LGRD=3) dans le 
as d'un é
oulement subsonique



3.5. TUYÈRE DE DÉLERY 43In�uen
e de la méthode de résolution sur la 
onvergen
e à iso pas de tempsIl est important de noter que les 
al
uls gmres et gmres ave
 pré
onditionnement de Ja
obi, quels que soientle pas de temps (
fl= 10, 15, 20) et le rapport rres, n'ont jamais 
onvergé. L'historique de la 
onvergen
e desméthodes af-adi(
fl=∞,
fl∗=20,Mit=1,LGRD=3), gmres_bj(
fl=∞,
fl∗=20,Mit=1,rres=2,LGRD=3) etgmres_ilu0(
fl=∞,
fl∗=20, Mit=1,rres=1-100,LGRD=3) en fon
tion du nombre d'itérations et du tempsde 
al
ul est présenté dans la �gure 3.6. Cette �gure permet de 
omparer la 
onvergen
e des di�érents 
al
ulspour un pas de temps identique. Notons que le rapport mimimal de rédu
tion rres pour un pré
ondition-nement bj est de 2 alors que pour un pré
onditionnement ilu0 il est de 1. Pour les résolutions af-adi etgmres_bj, le niveau de 
onvergen
e pour les résidus de l'é
oulement moyen est de quatre ordres de grandeur(Fig. 3.6(a)-(b)). En revan
he, le niveau atteint de 
onvergen
e si un pré
onditionnement ilu0 est utilisé estde plus de 
inq ordres de grandeur (eMF = -5.2) quel que soit le fa
teur de rédu
tion demandé rres = 1 ou100. Les pentes de 
onvergen
e en fon
tion du nombre d'itérations (Fig. 3.6(a)) et du temps (Fig. 3.6(b)) desdeux méthodes sont quasi identiques jusqu'à 250 itérations. Ensuite, alors que les résidus des résolutions af-adiet gmres_bj(
fl=∞,
fl∗=20,Mit=1,rres=2,LGRD=3) saturent, les résidus relatifs aux 
al
uls gmres_ilu0
ontinuent de diminuer.Pour les résidus turbulents, eRSM, l'amélioration entre la méthode af-adi et la méthode gmres_bj et gmres_ilu0est moins probante. Ave
 la résolution par fa
torisation appro
hée, nous obtenons une rédu
tion des résidusturbulents de eRSM = -4.4 et ave
 la résolution gmres_ilu0, nous obtenons une rédu
tion de eRSM = -4.7(Fig. 3.6(
)-(d)). Ce résultat nous paraît 
ohérent étant donné que les équations du 
hamp turbulent sont tou-jours résolues par fa
torisation appro
hée quelle que soit la résolution du 
hamp moyen (af-adi ou gmres).Le faible gain observé ave
 les appro
hes gmres_ilu0 dans le niveau des résidus turbulents par rapport auxrésolutions af-adi et gmres_bj est probablement 
onsé
utif à la rédu
tion de l'erreur du 
hamp moyen.Nous remarquons par ailleurs sur la �gure 3.6(a)-(b) que le fa
teur rres pour un pré
onditionnement ilu0 in-�uen
e la 
onvergen
e. Les niveaux sont presques identiques mais la résolution gmres_ilu0(
fl=∞,
fl∗=20,
Mit=1,rres=1,LGRD=3) 
onverge en 400 itérations temporelles alors que la résolution gmres_ilu0(
fl=∞,
fl∗=20, Mit=1,rres=100,LGRD=3) en 150 itérations, soit un gain de 64.6 %. En revan
he, en gain en temps 
puentre les deux résolutions gmres_ilu0 n'est que de 44.4 % (Fig. 3.6(b)). Cela est lié au nombre d'itérationsgmres né
essaires : la résolution ave
 un rapport rres=1 né
essite moins de 
inq itérations de Krylov à 
haqueitération pseudo-temporelle alors que la résolution gmres_ilu0(
fl=∞,
fl∗=20, Mit=1,rres=100,LGRD=3)en né
essite en moyenne une dizaine. A pas de temps identique, la résolution gmres_bj ou gmres_ilu0 nepermet pas d'a

élérer la 
onvergen
e.Par ailleurs, nous avons remarqué que le nombre d'itérations gmres e�e
tuées à 
haque itération temporellevarie beau
oup entre les di�érents pré
onditionnements pour le même rapport rres = 2. Pour 
e rapport rres,dans le 
as d'un pré
onditionnement Ja
obi blo
, 
haque itération temporelle né
éssite 10 à 15 itérations gmres ;en revan
he dans le 
as d'un pré
onditionnement ilu0, le nombre d'itérations gmres n'a jamais été supérieur à5. Cette 
onstatation est probablement relative au type du pré
onditionnement. Même si 
e sont des pré
ondi-tionnements numériques, ils n'in�uen
ent pas de façon identique la résolution du système linéaire. Dans le 
asJa
obi blo
, la molé
ule de dis
rétisation au n÷ud (i,j) est in�uen
ée uniquement par elle-même. En revan
he,un pré
onditionnement ilu0 agit plus globalement et in�uen
e l'ensemble des points du maillage. Cela permetune meilleure propagation des informations le long des dire
tions de l'é
oulement.In�uen
e du nombre de sous-itérationsLa �gure 3.7 permet de 
omparer les vitesses de 
onvergen
e entre une résolution de Krylov ave
 pas de tempssimple et pas de temps dual ave
 une résolution af-adi. Dans les deux 
as représentés i
i utilisant le pas detemps dual, les 
al
uls ont été réalisés ave
 un 
fl=100 et un 
fl∗=20, et un nombre de sous-itérations �xé
Mit = 5.Nous remarquons une faible di�éren
e entre le niveau de 
onvergen
e des résidus de l'é
oulement moyen et la réso-lution af-adi ave
 pas de temps dual et le gmres ave
 pas de temps simple. Par ailleurs, si le nombre d'itérations
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Fig. 3.6 � Comparaison de la vitesse de 
onvergen
e en fon
tion du nombre d'itérations (a), (
) et du temps 
pu(b), (d) pour les résidus moyens et turbulents pour une résolution af-adi(
fl=∞,
fl∗=20,Mit=1,LGRD=3),gmres_bj(
fl=∞,
fl∗=20,Mit=1,rres=2,LGRD=3), gmres_ilu0(
fl=∞,
fl∗=20,Mit=1,rres=1,LGRD=3)et gmres_ilu0(
fl=∞,
fl∗=20,Mit=1,rres=100,LGRD=3)total10 est quasi identique à 
onvergen
e, la résolution gmres_ilu0(
fl=∞,
fl∗=20,Mit=1,rres=100,LGRD=3)présente un 
oût 
pu identique à la résolution af-adi(
fl=100,
fl∗=20,Mit=5,LGRD=3) mais est 85 % moinslongue que la résolution gmres_ilu0(
fl=100,
fl∗=20,Mit = 5,rres=1,LGRD=3).La fa
torisation ilu0 ainsi que la résolution lu sont réalisées par l'outil SPARSEKIT de Saad [117℄. Notonsque 
es routines ne sont pas ve
torisées, les temps de 
al
ul sont don
 fortements pénalisés 
ar la fa
torisationappro
hée de la matri
e doit être réalisée à 
haque sous-itération temporelle et l'appli
ation du pré
onditionne-ment à 
haque itération gmres. Pour remédier à 
e problème, Saad [130℄ propose de ne pas fa
toriser la matri
eà 
haque itération mais seulement à 
ertaines itérations. Entre les deux itérations où le pré
onditionneur estde nouveau 
al
ulé par une nouvelle fa
torisation in
omplète, le pré
onditionneur de l'itération 
ourante estmodi�é en utilisant une 
orre
tion de bas niveau de Broyden [33℄. Une autre méthode proposée par Olawskyet al. [107℄, pour la résolution d'é
oulement hypersonique, propose de ve
toriser le pro
essus de fa
torisation.Pour 
ela, ils utilisent soit une tron
ature de série de Neumann, soit, dans le 
as d'un maillage stru
turé, unestru
ture algorithmique basée sur un ordre spé
ial de rangement de données [107℄. Ces deux appro
hes doiventfaire l'objet de pro
haines études a�n de minimiser le temps de 
al
ul.10ℓit = nit × mit = Nbs itérations primaires × sous-itérations.
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Fig. 3.7 � Comparaison de la vitesse de 
onvergen
e en fon
tion du nombre d'itérations (a), (
) et du temps 
pu(b), (d) pour les résidus moyens et turbulents pour une résolution af-adi(
fl=∞,
fl∗=20,Mit=1,LGRD=3),af-adi(
fl=100,
fl∗=100,Mit=5), gmres_ilu0(
fl=∞,
fl∗=20,Mit=1,rres=100,LGRD=3) etgmres_ilu0(
fl=100,
fl∗=20,Mit=5,rres=100,LGRD=3)In�uen
e du pas de temps sur la 
onvergen
eL'in�un
e du 
fl sur la vitesse de 
onvergen
e de la méthode gmres_ilu0 est présentée dans la �gure (Fig. 3.8).Alors que la résolution af-adi ne permet pas, à 
ause des erreurs de fa
torisation, d'utiliser des 
fl supérieursà 20, la résolution gmres_ilu0 autorise des valeurs maximales de 
fl de 100. Seuls les 
al
uls ave
 le pré
on-ditionnement ilu0 ont 
onvergé ave
 une 
fl supérieur à 20. De plus, nous n'avons pas eu besoin d'augmenterla rédu
tion des résidus pour 
onverger.Le niveau de 
onvergen
e des résidus de la partie moyenne est du même ordre de grandeur pour les résolutionsgmres_ilu0(
fl=∞,
fl∗=20,Mit=1,rres=100,LGRD=3) et gmres_ilu0(
fl=∞,
fl∗=100,Mit=1,rres=100,
LGRD=3) et gmres_ilu0(
fl=∞,
fl∗=100,Mit=1,rres=500,LGRD=3) ave
 une rédu
tion de plus de 
inqordres de grandeur qui est un niveau plus bas que la résolution af-adi(
fl=100,
fl∗=20,Mit=5,LGRD=3)(Fig. 3.8(a)-(d)). Des remarques identiques peuvent être faites dans le 
as des résidus turbulents (Fig. 3.8(
)-(d)).Nous avons déja remarqué qu'une résolution gmres_ilu0(
fl=∞,
fl∗=20,Mit=1,rres=100,LGRD=3) 
onver-geait en un temps identique qu'une résolution af-adi(
fl=100,
fl∗=20,Mit=5,LGRD=3), mais en augmentantle pas de temps pour les résolutions gmres_ilu0(
fl=∞,
fl∗=100,Mit=1,rres=100-500,LGRD=3) le temps à
onvergen
e augmente (Fig. 3.8(b)). En revan
he, le nombre d'itérations est identique quel que soit le pas de



46 CHAPITRE 3. EQUATIONS DE NAVIER-STOKES NON LINÉAIRES STATIONNAIREStemps pour une résolution gmres_ilu0 (Fig. 3.8(a)). Alors que la résolution par af-adi né
essite 400 itérationspour atteindre la 
onvergen
e, les résolutions gmres_ilu0(
fl=∞,
fl∗=20-100,Mit=1,rres=100-500,LGRD=3)n'en requiérent que 150, soit un gain de 64.6 %.
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Fig. 3.8 � Comparaison de la vitesse de 
onvergen
e en fon
tion du nombre d'itérations (a),(
) et du temps 
pu (b), (d) pour les résidus moyens et turbulents pour une résolution af-adi(
fl=100,
fl∗=20,Mit=5,LGRD=3), gmres_ilu0(
fl=∞,
fl∗=20,Mit=1,rres=100,LGRD=3),gmres_ilu0(
fl=∞,
fl∗=100,Mit=1,rres=100,LGRD=3) et gmres_ilu0(
fl=∞,
fl∗=100,Mit=1,rres=500,
LGRD=3)3.5.3 Con�guration transsoniqueDans le 
as d'un é
oulement transsonique, la géométrie 
omplète de la tuyère est prise en 
ompte. Cette 
on�gu-ration a déjà permis de valider le solveur af-adi [137℄ et a été retenue pour valider le solveur gmres développédans 
ette étude. Le nombre de points dans la dire
tion transverse a été augmenté a�n de dis
rétiser 
orre
te-ment la 
ou
he limite (y+ ∼= 0.5). Le 
al
ul a été réalisé sur un maillage de Ni×Nj = 401× 201 et un rapportentre la pression totale de sortie et la pression statique d'entrée πs−t = 0.64.L'é
oulement est initialisé ave
 un taux de turbulen
e Tu = 1% et des 
ou
hes limites d'une épaisseur de 5 mm.Pour nous permettre d'a

élérer la 
onvergen
e, tous les 
al
uls ont été réalisés ave
 trois niveaux de grille. Les
onditions de fon
tionnement sont reportées dans le tableau 3.4.



3.5. TUYÈRE DE DÉLERY 47Conditions aux limites d'entréeTempérature totale : T̆t (K) = 300Pression totale : P̆t (Pa) = 600000nombre de Ma
h : M̆ = 0.57Conditions de paroisTempérature : T̆w (K) = 300Conditions aux limites de sortiePression statique : P̆ (Pa) = 38400Rapport de pression sortie/entrée : πS−T 0.64Tab. 3.4 � Conditions aux limites d'entrée de la tuyère de Délery pour le 
al
ul transsonique sur un maillage
Ni×Nj = 401 × 201Validation de la résolution pseudo-Newton-gmresDans le 
as de 
e 
al
ul transsonique, l'é
oulement est a

éléré dans la partie 
onvergente et atteint la vitessesonique au 
ol. Le �uide 
ontinue d'a

élérer dans le divergent jusqu'à l'onde de 
ho
. L'onde de 
ho
 est droiteau 
entre de la tuyère puis présente une stru
ture 
lassique de 
ho
 en lambda (Fig. 3.9) lors de ses intera
tionsave
 les 
ou
hes limites turbulentes. L'intera
tion entre l'onde de 
ho
 et la paroi entraîne une importante zonede faible vitesse (Fig. 3.9) ave
 une re
ir
ulation qui s'étend sur une épaisseur d'un 
inquième de hauteur totalede tuyère. Ce � rétré
issement � de se
tion 
rée deux zones de plus forte vitesse entre la sortie de 
ou
he limiteet le 
entre de la tuyère. En sortie de tuyère, l'é
oulement est bloqué au niveau du se
ond 
ol, 
e qui permetd'éviter la propagation de perturbation lors de la 
ampagne de mesures.La �gure présentant l'évolution du nombre de Ma
h (Fig. 3.9(b)) montre une bonne 
on
ordan
e entre les résul-tats issus des méthodes af-adi(
fl=100,
fl∗=20,Mit=5,LGRD=3) et gmres_ilu0(
fl=∞,
fl∗=20,Mit=1,rres=1,
LGRD=3). La position du 
ho
 ainsi que le nombre de Ma
h et les niveaux de pression sont identiques, que 
esoit au niveau de l'axe de la tuyère ou sur les parois. Malgré l'importante dis
ontinuité liée à la présen
e du
ho
, la méthode Krylov gmres_ilu0 
onverge 
orre
tement.La �gure 3.10 présente les évolutions transversales des 
hamp de vitesse ŭ et v̆ en 
inq positions axiales (x/L =0, 25 %, 42 %, 45 %, 1). Les trois 
oupes sont pla
ées pour x2 au début du divergent, la position x3 traverse lastru
ture en lambda de l'onde de 
ho
 et x4 la zone de dé
ollement. Pour la position x3, les deux 
omposantesdu 
hamp de vitesse ŭ et v̆ sont en bonne 
on
ordan
e ave
 les deux résolutions, parti
ulièrement au niveau du
ho
 et de la partie interne de la stru
ture en lambda.Le tableau 3.5 nous donne l'é
art relatif maximal obtenu pour les di�érentes variables par les deux méthodes :Variables aérodynamiques E
art relatif maximalMasse volumique ρ 0.12 %Vitesse axiale ũ 1.82 %Vitesse tangentielle ṽ 3.12 %Pression p 0.98 %Tab. 3.5 � Comparaison de l'erreur relative maximale des variables aérodynamiques entre les résolutions af-adi(
fl=100,
fl∗=20,Mit=5,LGRD=3) et gmres_ilu0(
fl=∞,
fl∗=20,Mit=1,rres=1,LGRD=3)Une étude 
omparative des grandeurs turbulentes est donnée en annexe (
f. A.2).
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Fig. 3.9 � Cartographie du nombre de Ma
h par la méthode gmres_ilu0(
fl=∞,
fl∗=20,Mit=1,rres=1,LGRD=3)et 
omparaison de l'évolution du nombre de Ma
h isentropique le long de l'axe et de la pa-roi supérieure et inférieure entre une résolution af-adi(
fl=100,
fl∗=20,Mit=5,LGRD=3) etgmres_ilu0(
fl=∞,
fl∗=20,Mit=1,rres=1,LGRD=3) dans la tuyère de Délery pour un é
oulementtranssoniqueEtude de la 
onvergen
e à iso pas de tempsEn raison de l'intera
tion entre l'onde de 
ho
 et la 
ou
he limite, la physique de l'é
oulement est beau
oupplus 
omplexe et don
 plus numériquement di�
ile à résoudre par rapport à un é
oulement subsonique. D'unpoint de vue numérique, les non linéarités physiques relatives à la présen
e de l'onde de 
ho
 et de la zone dere
ir
ulation rendent l'obtention d'une solution plus déli
ate11. Notons que la résolution n'a pas été initialiséepar une résolution des équations d'Euler ou par un 
al
ul ave
 un ordre de s
héma inférieur. L'initialisation del'é
oulement est une initialisation isentropique entre l'entrée et la sortie [137℄ à laquelle des pro�ls de 
ou
helimite sont ajoutés au voisinage des parois. Le 
ho
 se pla
e don
 au fur et à mesure des itérations temporelles.De plus, à la di�éren
e du test pré
édent, le �uide à la sortie de la tuyère est supersonique et par 
onséquent ila été né
essaire de modi�er les 
onditions aux limites (Tab. 3.1).Au
un 
al
ul utilisant une méthode de Krylov sans pré
onditionnement ou ave
 un pré
onditionnement simplede Ja
obi n'a jamais réussi à 
onverger. Dans le 
as d'une résolution gmres_bj, le fa
teur de rédu
tion rres mi-nimal est de 5 (
e qui 
orrespond en moyenne à une base de 20 ve
teurs par itération temporelle). En revan
he,pour un pré
onditionnement ilu0, une diminution des résidus rres = 1 par pseudo-pas de temps su�t (Fig. 3.11).Le fa
teur de rédu
tion des résidus rres dans le 
as d'une résolution gmres_ilu0 ne permet pas de diminuersensiblement le niveau des résidus de l'é
oulement moyen eMF (Fig. 3.11(a)-(b)). Par ailleurs, nous remarquonsd'importantes �u
tuations des résidus moyens à 
onvergen
e quelle que soit la résolution af-adi, gmres_bj ougmres_ilu0 bien que le 
hamp moyen lui soit 
onvergé. Cela est sans doute lié aux deux zones de dé
ollementsituées à l'aval de l'intera
tion entre l'onde de 
ho
 et les 
ou
hes limites dans un milieu 
on�né (Fig. 3.9(a)).Le meilleur niveau de 
onvergen
e est atteint pour les résolutions gmres_ilu0(
fl=∞,
fl∗=20,Mit=1,rres=1-11A
tivation des limiteurs de pente et appli
ation des 
onditions aux limites [137℄.
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Fig. 3.10 � Comparaison de l'évolution de la vitesse axiale ũ et de la vitesse normale ṽà 
inq positions axiales x=0, x=25 %L, x=42 %L, x=45 %L et x=L entre une résolutiongmres_ilu0(
fl=∞,
fl∗=20,Mit=1,rres=1,LGRD=3) et af-adi(
fl=100,
fl∗=20,Mit=5,LGRD=3) dans le
as d'un é
oulement transsonique
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 un niveau moyen de eMF = -4.3 alors que les résolutions af-adi et gmres_bj 
onvergentde moins de quatre ordres de grandeur (Fig. 3.11(a)-(b)). Une remarque identique peut être faite pour les résidusturbulents : ave
 une résolution gmres_ilu0, le niveau moyen de eRSM = -3.6 et ave
 une résolution af-adi,il est de -3.1 (Fig. 3.11(
)-(d)). Le meilleur niveau de 
onvergen
e obtenu pour les résidus turbulents est sansdoute dû, tout 
omme pour un é
oulement subsonique, à une meilleure 
onvergen
e des résidus moyens.Le temps de 
al
ul est aussi amélioré dans le 
as d'une méthode de Krylov par rapport à une résolution par fa
to-risation appro
hée pour un nombre 
fl identique. Ave
 une résolution de gmres_ilu0(
fl=∞,
fl∗=20,Mit=1,
rres=1-2-100,LGRD=3), la 
onvergen
e est atteinte en 35 minutes environ alors que la af-adi(
fl=∞,
fl∗=20,
Mit=1,LGRD=3), elle, né
essite 45 minutes (Fig. 3.11) sur un NEC SX5.
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Fig. 3.11 � Comparaison de la vitesse de 
onvergen
e en fon
tion du nombre d'itérations (a), (
) et du temps 
pu(b), (d) pour les résidus moyens et turbulents pour une résolution af-adi(
fl=∞,
fl∗=20,Mit=1,LGRD=3),gmres_bj(
fl=∞,
fl∗=20,Mit=1,rres=5,LGRD=3), gmres_ilu0(
fl=∞,
fl∗=20,Mit=1,rres=1,LGRD=3),gmres_ilu0(
fl=∞,
fl∗=20,Mit=1,rres=2,LGRD=3) et gmres_ilu0(
fl=∞,
fl∗=20,Mit=1,rres=100,LGRD=3)In�uen
e du pro
essus sous-itératifLa �gure 3.12 permet d'analyser simultanément la vitesse et le niveau de 
onvergen
e de la méthode de réso-lution à pas de temps dual (
fl=100,
fl∗=20,Mit=5,LGRD=3) par rapport à l'appro
he sans itération duale.Pour 
haque résolution de Krylov, nous utilisons à 
haque pas de temps un pré
onditionnement ilu0 ave
 une
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ontrainte de diminution du fa
teur de rédu
tion dans la bou
le de Krylov rres=100.Les résolutions af-adi(
fl=100,
fl∗=20,Mit=5,LGRD=3) et gmres_ilu0(
fl=100, 
fl∗=20,Mit=5,rres=100,
LGRD=3) ne permettent pas d'obtenir une meilleure erreur de 
onvergen
e que l'appro
he af-adi(
fl=∞,
fl∗=20,Mit=1,LGRD=3) (Fig. 3.12). Cela est sans doute lié à la présen
e de la zone de dé
ollement. Le meilleur ni-veau de 
onvergen
e est toujours atteint par la résolution gmres_ilu0(
fl=∞,
fl∗=20,Mit=1,rres=100,LGRD=3).Le temps de 
onvergen
e ainsi que le nombre d'itérations né
essaires pour 
onverger ne sont pas plus impor-tants ave
 une méthode sous-itérative. De plus, au
une des méthodes ne parviens à diminuer le bruit numériqueobservé en �n de pro
essus itératif. Il semble que 
e bruit soit asso
ié à la résolution faiblement 
ouplée des
hamps moyen et turbulent.
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Fig. 3.12 � Comparaison de la vitesse de 
onvergen
e en fon
tion du nombre d'itérations (a), (
) et du temps 
pu(b), (d) pour les résidus moyens et turbulents pour les méthodes af-adi(
fl=∞,
fl∗=20,Mit=1,LGRD=3),af-adi(
fl=100,
fl∗=20,Mit=5,LGRD=3), gmres_ilu0(
fl=∞,
fl∗=20,Mit=1,rres=100,LGRD=3) etgmres_ilu0(
fl=100,
fl∗=20,Mit=5,rres=100,LGRD=3)In�uen
e du pas de tempsLa �gure (3.13) permet de quanti�er l'in�uen
e du 
hoix du 
fl sur la vitesse de 
onvergen
e de la méthodeitérative utilisée. Alors que le 
fl maximal d'une résolution af-adi est de 20, nous avons pu augmenter le 
fl à50 ave
 une résolution gmres et rres = 100−500. Ave
 un pas de temps plus important malgré une augmentation
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ations réalisées pour le 
al
ul de la matri
e ja
obienne, les 
al
uls ne
onvergent pas.Paradoxalement, un 
fl plus important ne permet pas de 
onverger plus rapidement, que 
e soit en nombre d'ité-rations ou en temps 
pu. En e�et, 
haque itération né
essite une moyenne de 25 itérations de Krylov pour une ré-solution gmres_ilu0(
fl=∞,
fl∗=50,Mit=1,rres=100,LGRD=3) alors que la résolution gmres_ilu0(
fl=∞,
fl∗=50, Mit=1,rres=500,LGRD=3) en requiert en moyenne 35. Par ailleurs, nous avons un niveau plus faiblede 
onvergen
e, que 
e soit pour les résidus moyens ou turbulents, ave
 un 
fl de 50 (Fig. : 3.13).
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Fig. 3.13 � Comparaison de la vitesse de 
onvergen
e en fon
tion du nombre d'itérations (a),(
) et du temps 
pu (b), (d) pour les résidus moyens et turbulents pour une résolution af-adi(
fl=100,
fl∗=20,Mit=5,LGRD=3), gmres_ilu0(
fl=∞,
fl∗=20,Mit=1,rres=100,LGRD=3),gmres_ilu0(
fl=∞,
fl∗=50,Mit=1,rres=100,LGRD=3) et gmres_ilu0(
fl=∞,
fl∗=50,Mit=1,rres=500,LGRD=3)3.6 Con
lusionsNous avons présenté dans 
e 
hapitre les expérien
es numériques réalisées pour la résolution des équations deNavier-Stokes stationnaires par une méthode de pseudo-Newton-gmres. Le système linéaire issu de la dis
réti-sation impli
ite et portant sur les variables du 
hamp moyen est résolu par une appro
he gmres, alors que lesystème linéaire relatif au 
hamp turbulent est résolu par une appro
he af-adi.



3.6. CONCLUSIONS 53Pour la résolution gmres, di�érents types de pré
onditionnement ont été testés et implémentés : le pré
ondition-nement de Ja
obi, le pré
onditionnement blo
 Ja
obi et une fa
torisation ilu0 de la matri
e ja
obienne. Danstous les 
as présentés i
i, le système a été résolu ave
 un pré
onditionnement à droite. Lors d'autres études nonrapportées, le pré
onditionnement à gau
he donne des résultats similaires.Le solveur pseudo-Newton-gmres a été validé dans le 
adre de la tuyère 2D de Délery [32℄ en régime hautsubsonique et régime transsonique. L'in�uen
e du pré
onditionnement et de la diminution des résidus à l'intérieurde la bou
le de Krylov a ensuite été étudiée en détail. Pour un pas de temps identique, nous avons 
onstatéun niveau de 
onvergen
e plus important dans le 
as de résolution gmres_ilu0 que dans 
elui de la résolutiongmres_bj. De même, pour un même nombre 
fl, la vitesse et le niveau de 
onvergen
e pour la résolutiongmres_ilu0 que af-adi. Dans un se
ond temps, nous avons pro
édé à une étude de sensibilité de la 
onvergen
eau pas de temps. Dans le 
as d'une résolution af-adi à pas de temps simple, les erreurs de fa
torisationne permettent pas d'utiliser des 
fl supérieurs à 20. En revan
he, lors d'une résolution gmres, la limite destabilité de la méthode est repoussée et permet d'utiliser des pas de temps plus importants (
fl=100 dansle 
as subsonique et 
fl=50 dans le 
as transsonique). La 
onvergen
e du pro
essus itératif de résolution deséquations de Navier-Stokes stationnaires ave
 un modèle de turbulen
e au se
ond ordre a ainsi été a

éléréeave
 un gain de temps de 50 % dans le 
as d'une résolution pour un é
oulement haut subsonique. Nous avonsaussi 
onstaté, quels que soient les é
oulements 
onsidérés, un gain en nombre d'itérations de 150 % dans le 
assubsonique et de 75 % dans le 
as transsonique.
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Chapitre 4Equations de Navier-Stokes linéarisées etharmoniques en temps résolues parméthodes pseudo-Newton-gmresAprès les essais 
on
luants de résolution des équations de Navier-Stokes stationnaires par une résolution de typepseudo-Newton-gmres, nous avons, dans 
e 
hapitre, pro
édé à l'appli
ation de 
ette méthode aux équations deNavier-Stokes linéarisées et harmoniques en temps. Ces équations présentent l'avantage d'avoir une résolutionde l'ordre de 
inq à dix fois plus rapide que la résolution des équations de Navier-Stokes instationnaires 
ar ellesne requierent pas l'obtention d'une solution périodique [17℄. En revan
he, la solution pour 
haque fréquen
eétant obtenue séparément, les phénomènes 
ouplés entre harmoniques ne sont pas 
al
ulés.4.1 Equations de Navier-Stokes linéarisées et harmoniques en tempsLes équations d'Euler et de Navier-Stokes linéarisées et harmoniques en temps sont basées sur la dé
ompositionde l'é
oulement instationnaire en un é
oulement stationnaire sur lequel sont superposées des petites perturba-tions harmoniques. Les perturbations sont dé
omposées dans 
e 
as en série de Fourier :
w (−→x , t) = ℜ


0

w (−→x ) +

Mfreq∑

m=1

m
ŵ (−→x ) eiωmt


 (4.1)où 0w ∈ RNi×Nj×Nk×12 est le ve
teur des variables 
onservatri
es stationnaires, mŵ ∈ CNi×Nj×Nk×12 est leve
teur des variables perturbées de la perturbationm et ωm est la pulsation de la perturbation liée à la fréquen
ed'ex
itation de l'instationnarité fm, tel que ωm = 2πfm.Deux linéarisations sont envisageables pour formuler le problème. Hall et al. [57℄ optent pour une linéarisationdes �ux puis dis
rétisent 
es derniers par un s
héma 
entré d'ordre 2. L'autre méthode utilisée notamment parLindquist et Giles [89℄ 
onsiste à linéariser dire
tement les �ux numériques issus de l'appli
ation du s
hémaspatial. Dans le 
adre de 
ette étude, nous avons retenu 
ette dernière appro
he 
ar elle permet d'utiliser lemême s
héma de dis
rétisation spatial que pour la résolution des équations stationnaires [17℄. En reportant dansles équations de Navier-Stokes instationnaires la dé
omposition de l'é
oulement est représentée par l'équation4.1 et en é
rivant 
es équations dans le domaine fréquentiel, pour un harmonique �xé, la formulation suivanteest obtenue :

iωm
m

ŵ + div
[−→
FC

(
0
w,mŵ

)
+
−→
F V

(
0
w,mŵ

)]
= 0 (4.2)Les perturbations instationnaires étant de faibles amplitudes par rapport à l'é
oulement stationnaire, les �ux55
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onve
tifs et visqueux sont linéarisés par un développement de Taylor au premier ordre :
−→
FC,V = 0−→FC,V + 0

(
∂
−→
FC,V

∂w

)

︸ ︷︷ ︸
m
−→̂
FC,V

mŵ + O (w)2 (4.3)où n−→FC,V désigne les �ux 
onve
tifs et visqueux linéarisés en temps.A 
onvergen
e, les équations de Navier-Stokes stationnaires peuvent s'é
rire de la façon suivante :
div
[−→
FC

(
0
w
)

+
−→
F V

(
0
w
)]

= 0 (4.4)En soustrayant 
es équations (Eq. 4.4) aux équations de Navier-Stokes instationnaires é
rites dans le domainefréquentiel (Eq. 4.2) et en in
luant la pro
édure de linéarisation des �ux au premier ordre (Eq. 4.3), nousobtenons les équations de Navier-Stokes linéarisées et harmoniques en temps :
iωm

m
ŵ + div

[
0

(
∂
−→
FC

∂w

)
mŵ + 0

(
∂
−→
FV

∂w

)
mŵ

]
= 0 (4.5)4.2 Linéarisation des �ux et 
onditions aux limitesL'appro
he utilisée pour la linéarisation des �ux est 
elle développée par Chassaing [17℄ et est résumée i
i pourpermettre la des
ription des développements sur la résolution des systèmes linéaires par appro
he de Krylov.4.2.1 Linéarisation des �ux 
onve
tifsPour être 
onsistants ave
 le s
héma stationnaire, les �ux 
onve
tifs sont obtenus par la linéarisation de ladé
omposition des �ux de Van Leer [140℄ :





m
−→̂
FC

ξ = VLA+
ξ

(
0w−

)
mŵ− +VL A−

ξ

(
0w+

)
mŵ+

m
−→̂
FC

η = VLA+
η

(
0w−

)
mŵ− +VL A−

η

(
0w+

)
mŵ+

m
−→̂
FC

ζ = VLA+
ζ

(
0w−

)
mŵ− +VL A−

ζ

(
0w+

)
mŵ+

(4.6)où (.)+ est la 
ontribution avan
ée, (.)− est la 
ontribution retardée et les matri
esA±

ξ =
∂VLF±

ξ

∂w
, A±

η =
∂VLF±

η

∂wet A±

ζ =
∂VLF±

ζ

∂w
sont les matri
es ja
obiennes des �ux de Van Leer et sont données par Vallet [137℄. Lesextrapolations mus
l sont elles aussi linéarisées pour les perturbations 
omme pour les variables stationnaires.




mŵ±

i− 1
2 ,j,k

= w±

(
mŵi− 3

2±
1
2 ,j,k,

m ŵi− 1
2±

1
2 ,j,k,

m ŵi+ 1
2±

1
2 ,j,k

)

mŵ±

i,j− 1
2 ,k

= w±

(
mŵi,j− 3

2±
1
2 ,k,

m ŵi,j− 1
2±

1
2 ,k,

m ŵi,j+ 1
2±

1
2 ,k

)

mŵ±

i,j,k− 1
2

= w±

(
mŵi,j,k− 3

2±
1
2
,m ŵi,j,k− 1

2±
1
2
,m ŵi,j,k+ 1

2±
1
2

) (4.7)ave

w±

(
w−1, w0, w1

)
= w0 ∓

[
0s

4

(
1 ∓

0s

3

)(
w+1 − w0

)
+

0s

4

(
1 ±

0s

3

)(
w0 − w−1

)] (4.8)Les limiteurs de pente de Van-Albada 0s [139℄ sont, eux, �xés à leurs valeurs stationnaires.Ce s
héma de résolution des équations d'Euler linéarisées ave
 
apture de 
ho
 a été développé et validé parHaugeard [63℄ dans le 
adre d'é
oulements ave
 et sans 
ho
 dans une tuyère et les résultats ont été 
omparésave
 des résultats provenant de la résolution des équations d'Euler instationnaires.



4.2. LINÉARISATION DES FLUX ET CONDITIONS AUX LIMITES 574.2.2 Linéarisation des �ux di�usifsToujours pour être 
onsistants ave
 le s
héma stationnaire, les �ux visqueux sont dis
rétisés par des di�éren
es�nies pré
ises au se
ond ordre [67℄ :




mF̂
V

i± 1
2 ,j,k =

1

2

[
mF̂

V

i,j,k + mF̂
V

i±1,j,k

]

mF̂
V

i,j± 1
2 ,k =

1

2

[
mF̂

V

i,j,k + mF̂
V

i,j±1,k

]

mF̂
V

i,j,k± 1
2

=
1

2

[
mF̂

V

i,j,k + mF̂
V

i,j,k±1

]
(4.9)Dans le 
adre de 
ette étude, le modèle de turbulen
e au se
ond ordre [46℄ n'est pas linéarisé de sorte que le
hamp aérodynamique perturbé mŵ se limite aux 
inq variables de l'é
oulement moyen :

mŵ =

[
mρ̂,m ρ̂ũ,m ρ̂ṽ,m ρ̂h̆t − p

]T (4.10)Notons que Sbardella et Imregun [123℄ pré
onisent la linéarisation du modèle à une équation de transport deSpalart-Allmaras [131℄ dans le 
as de fort dé
ollement. A notre 
onnaissan
e, seuls Holmes et Loren
e [68℄ ontlinéarisé le modèle à deux équations de transport k − ω [91℄. Les �ux visqueux du 
hamp moyen sont linéarisésen fon
tion des quantités équivalentes du modèle de turbulen
e k − ε∗ [45℄ (§ 3.1.2) :
mF̂

V (0w,mw
)

=




0
mτ̂eq

xx
mτ̂eq

xy
mτ̂eq

xz
0ũ mτ̂eq

xx + 0ṽ mτ̂eq
xy + 0w̃ mτ̂eq

xz + m ˆ̃u 0τeq
xx + mˆ̃v 0τeq

xy + m ˆ̃w 0τeq
xz −m ˆ̃qx




(4.11)où la linéarisation du tenseur des 
ontraintes équivalentes mτ̂eq
ij et du �ux de 
haleur linéarisé nˆ̃qi est obtenueen linéarisant respe
tivement l'hypothèse de Boussinesq et la loi de Fourier :

mτ̂eq
ij = mµ̂eq

[(
∂ 0ũi

∂xj
+
∂ 0ũj

∂xi

)
− 2

3

∂ 0ũl

∂xl
δij

]
− 2

3
0ρ mk̂+ 0µeq

[(
∂ m ˆ̃ui

∂xj
+
∂ m ˆ̃uj

∂xi

)
− 2

3

∂ m ˆ̃ul

∂xl
δij

]
− 2

3
mρ̂ 0k(4.12)

mˆ̃qi = −
(
0κ+ 0κT

) ∂m ˆ̃
T

∂xi
− (mκ̂+ mκ̂T )

∂0T̃

∂xi
(4.13)où µeq = µ̆+µT . Les �u
tuations des grandeurs turbulentes (2

3
0ρ mk) sont négligées. Les 
oe�
ients de vis
ositéet de 
ondu
tivité thermique sont obtenus par la linéarisation des lois de Sutherland :

m ˆ̆µ=0µ̆

(
3

2T273
− 1

T273 + S

)
m ˆ̃
T

m ˆ̆κ=[0κ̆( 3

2T273
− 1

T273 + S

)
+0 µ

κ273

µ273
A

]
m ˆ̃
T

(4.14)La �u
tuation de la température m ˆ̃
T est 
al
ulée grâ
e aux �u
tuations des variables primitives :

m ˆ̃
T =

1

Cv

(
m

(
ρ̂h̆t − p

)
− 0ũ m ˆ̃u− 0ṽ mˆ̃v − 0w̃ m ˆ̃w

) (4.15)



58CHAPITRE 4. EQUATIONS DE N-S LINÉARISÉES RÉSOLUES PAR INTÉGRATION TEMPORELLE4.2.3 Conditions aux limitesTout 
omme pour le 
al
ul stationnaire, en entrée et en sortie, les 
onditions aux limites sont basées sur lathéorie des 
ara
téristiques et les parois 
onsidérées 
omme adiabatiques.Entrée du domaine de 
al
ulEn entrée, sont imposées les 
onditions d'Hedstrom qui se résument [17℄ ainsi :
mp̂+ 0ρ 0a m ˆ̃u = 0; mp̂+ 0a2 mρ̂ = 0; mˆ̃v = 0; m ˆ̃w = 0; mp̂+ 0ρ 0a m ˆ̃u =

[
mp̂
]s
h − 0ρ 0a

[
m ˆ̃u
]s
h (4.16)où le supers
ript SCH indique que 
e sont les valeurs à la �n d'une bou
le du s
héma d'intégration en temps.Sortie du domaine de 
al
ulEn sortie, un signal de pression est imposé après avoir été dé
omposé en série de Fourier :

p2 (t) = 0p2 +

M∑

m=1

[
|mp̂2| cos (ωt+ mφ2)

] (4.17)où |mp̂2| et mφ2 sont respe
tivement les amplitudes et les phases des perturbations. Les autres variables 
onser-vatives sont extrapolées de l'intérieur du domaine :
∂ mρ̂

∂n
= 0;

∂ mρ̂ũ

∂n
= 0;

∂ mρ̂ṽ

∂n
= 0;

∂ mρ̂w̃

∂n
= 0 (4.18)Parois adiabatiquesLes parois sont 
onsidérées 
omme adiabatiques :

m ˆ̃u = 0; mˆ̃v = 0; m ˆ̃w = 0;
∂ mp̂

∂n
= 0;

∂ mT̂

∂n
= 0 (4.19)4.3 Méthode de résolution par introdu
tion d'un pas de temps �
tifNous devons résoudre les équations linéarisées et harmoniques en temps dire
tement dans le domaine fréquentielindependemment pour 
haque fréquen
e étudiée. Il est à noter que toutes les méthodes d'a

élération 
lassiquestelles que l'introdu
tion d'un pas de temps lo
al ou d'une méthode multigrille peuvent être utilisées.4.3.1 Introdu
tion du pas de tempsAutant de systèmes linéaires que né
essaires doivent être résolus pour permettre la bonne des
ription desphénomènes physiques mis en jeu. Par la suite, nous nous limiterons à la des
ription pour une seule pulsation(Mfreq = 1). En ayant une é
riture synthétique du problème pour les points intérieurs du domaine, hors
onditions aux limites, pour une fréquen
e donnée nous obtenons le problème linéaire suivant à résoudre :

iω1
1
ŵ + 1

L̂
(
0
w, 1

ŵ
)

= 0 (4.20)où 0
w ∈ R5×Ni×Nj×Nk est le ve
teur global des grandeurs aérodynamiques stationnaires, 1

ŵ ∈ C5×Ni×Nj×Nkest le ve
teur des in
onnues relatives aux perturbations harmoniques, et 1L̂ ∈ C5×Ni×Nj×Nk est l'opérateurregroupant les �ux 
onve
tifs et les �ux visqueux. Cette équation est résolue par l'introdu
tion d'un pas detemps selon une pro
édure pseudo-time-mar
hing proposée par Ni et Sisto [104℄. Considérant un s
héma dedis
rétisation impli
ite d'Euler dé
entré au premier ordre, la dis
rétisation pseudo-temporelle s'é
rit :
1ŵ(n+1) − 1ŵ(n)

∆t
+ iω1

1
ŵ

(n+1) + 1
L̂

(
0
w, 1

ŵ
(n+1)

)
= 0 (4.21)
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 l'hypothèse des petites perturbations, les �ux linéarisés 1
L̂
(
0
w, 1

ŵ
(n+1)

) se 
al
ulent en fon
tion desrésidus stationnaires 0w et des résidus perturbés à l'itération pseudo-temporelle (n+ 1) :
1
L̂

(
0
w, 1

ŵ
(n+1)

)
= 0

(
∂L

∂w

)
1
ŵ

(n+1) (4.22)En introduisant les �ux linéarisés dans l'équation de dis
rétisation temporelle (Eq. 4.20), la dis
rétion pseudo-temporelle des équations linéarisées et harmoniques en temps s'é
rit alors :
[
I + ∆t∗ 0

(
∂L

∂w

)J
]

∆1
ŵ ∼= −∆t∗

[
iω1

1
ŵ

n + 1
L̂

(
0
w, 1

ŵ
(n)
)] (4.23)où nous avons posé ∆t∗ =

∆t

1 + iω1∆t
∈ CNi×Nj×Nk le pas de temps lo
al et 0

(
∂L

∂w

)J la matri
e ja
obienne ap-pro
hée au premier ordre ave
 les mêmes simpli�
ations que pour l'é
oulement moyen des matri
es ja
obiennesstationnaires (
f. § 3.4.1).Devant les valeurs numériques du pas de temps �
tif lo
al par rapport à l'unité, nous réalisons, uniquementdans la phase impli
ite, la simpli�
ation suivante :
|iω1∆t| << 1 =⇒ ∆t∗ ∼= ∆t (4.24)Cette simpli�
ation du pas de temps est possible 
ar nous nous limiterons à l'étude d'é
oulements internes.Imhof [69℄ montre que 
ette simpli�
ation dans la résolution impli
ite pose des problèmes de 
onvergen
e seule-ment lorsque le pas de temps devient grand, par exemple autour de pro�l d'aile (é
oulement externe). Cettesimpli�
ation rend la matri
e globale impli
te stri
tement réelle et dé
ouple les systèmes linéaires de dis
réti-sation pseudo-temporelle en deux problèmes distin
ts : un problème pour la partie réelle des in
onnues et unautre pour leur partie 
omplexe mais ave
 la même matri
e. Cette approximation dans le 
adre d'une résolutionaf-adi, dominée par les fa
torisations lu_bande, divise le temps de résolution de l'intégration temporelle pardeux.4.3.2 Résolution du système linéaire par fa
torisation appro
héeCe système linéaire (Eq. 4.23) peut être résolu à 
haque pas de temps ave
 une méthode de fa
torisation appro-
hée 
omme pour les équations stationnaires. Dans 
e 
as, la matri
e est fa
torisée suivant les trois dire
tionsprin
ipales du maillage :

I + ∆t 0

(
∂L

∂w

)J

∼=
(
I + ∆t Aξ

)
(I + ∆t Aη)

(
I + ∆t Aζ

) (4.25)et la résolution de la phase impli
ite à 
haque pas de temps se réalise en trois étapes :
(
I + ∆t Aξ

)
ξ∆1ŵ = −∆t∗

[
iω1

1ŵn + 1L̂
(
0w, 1ŵ(n)

)]

(I + ∆t Aη) η∆1ŵ = ξ∆1ŵ(
I + ∆t Aζ

)
∆1ŵ = η∆1ŵ

(4.26)Cette méthode de résolution a été validée par Haugeard [63℄ dans le 
as d'une résolution Euler 3-D, Imhof [69℄pour des 
al
uls Navier-Stokes bidimensionnels et Chassaing [17℄ l'a étendue à des 
as tridimensionnels. Cetalgorithme de résolution nous servira de référen
e pour les 
omparaisons de performan
e de 
onvergen
e et devalidité des résultats ave
 la méthode de Krylov.4.3.3 Résolution du système linéaire par méthode de KrylovNous avons dé
idé d'utiliser l'algorithme gmres pour la résolution de 
es équations ave
 la même philosophieque pour la résolution des équations stationnaires. La di�éren
e prin
ipale réside dans le fait que la matri
e ja
o-bienne n'évolue pas au 
ours du pro
essus itératif 
ar elle ne dépend que du 
hamp aérodynamique stationnaire



60CHAPITRE 4. EQUATIONS DE N-S LINÉARISÉES RÉSOLUES PAR INTÉGRATION TEMPORELLEAlgorithme 11 S
héma de la résolution des équations Navier-Stokes linéarisées par l'algorithme af-adi
• Initialisation du ve
teur résidu 1

ŵ
(1) = 0.

• Cal
ul du pas de temps lo
al : ∆ti,j,kFor n = 1, 2, . . . , jusqu'à 
onvergen
e Do :
• Phase expli
ite
◮ Cal
ul des résidus : b̂(n) ⇐=

[
iω1

1ŵn + 1L̂
(
0w, 1ŵ(n)

)]

◮ Cal
ul du pas de temps lo
al ∆t∗i,j,k ⇐=
∆ti,j,k

1 + iω1∆ti,j,k

◮ Multipli
ation par le pas de temps lo
al : b̂(n) ⇐= −∆t∗i,j,k b̂
(n)

• Phase impli
ite
◮ Résolution du système linéaire dans la dire
tion ξ par l'algorithme lu-bande :

BC
ξ
[
I + ∆ti,j,k Aξ

]
ξ∆1ŵ = bc

ξ
[
b(n)

]

◮ Résolution du système linéaire dans la dire
tion η par l'algorithme lu-bande :
BC

η [I + ∆ti,j,k Aη] η∆1ŵ = bc
η
[
ξ∆1ŵ

]

◮ Résolution du système linéaire dans la dire
tion ζ par l'algorithme lu-bande :
BC

ζ
[
I + ∆ti,j,k Aζ

]
∆1ŵ = bc

ζ
[
η∆1ŵ

]

• Mise à jour pour l'itération suivante
◮ Mise à jour de la solution : 1ŵ(n+1) =1 ŵ(n) + ∆1ŵ

◮ Conditions aux limites expli
ites
◮ Cal
ul de l'erreur de 
onvergen
eEnd for(Eq. 4.23). Elle peut de 
e fait être 
al
ulée une seule fois au début de la bou
le itérative pseudo-temporelle puissto
kée en tenant 
ompte des 
onditions aux limites. Bien que la matri
e soit une matri
e réelle, le problème estun problème à in
onnues 
omplexes. Pour résoudre 
e type de problème, nous réorganisons les bases de Krylova�n que 
elles-
i soient des bases réelles1 
omme le font Campobasso et Giles [14℄. Néanmoins, la minimisationde l'algorithme gmres (Eq. 2.46) ne porte pas distin
tement sur la partie réelle et la partie imaginaire mais surle ve
teur global (Eq. 4.27).Le ve
teur d'initialisation de la bou
le itérative de Krylov à 
haque itération pseudo-temporelle est le ve
teur nul.La sortie est toujours di
tée par une 
ombinaison de deux paramêtres en �xant le nombre maximal d'itérationsgmres et en dé�nissant une diminution de résidus. Nous avons préféré 
ette 
ombinaison ave
 une régulationauto-adaptative 
ar 
ela permet de ne pas sur-résoudre le problème et ainsi d'augmenter le temps de 
al
ulinutilement [95℄. Pour 
ela, nous dé�nissons 
omme diminution un rapport rres maximal entre les résidus d'entréeet de sortie de la bou
le de Krylov :

r1res =
‖ℜ
[
A∆ŵn − b̂

n
]

+ ℑ
[
A∆ŵn − b̂

n
]
‖

‖ℜ
[
−b̂n

]
+ ℑ

[
−b̂n

]
‖

(4.27)et limitons à 100 les itérations gmres par itération pseudo-temporelle.De plus, l'expérien
e a
quise nous permet de 
onsidérer seulement un pré
onditionnement ilu0. Nous pouvonsd'ores et déjà noter que quel que soit le rapport rres demandé, l'algorithme pseudo-Newton-gmres ave
 unpré
onditionnement ilu0 (gmres_ptm) requiert toujours moins de 100 itérations gmres pour 
onverger.1Nous dé
omposons le ie ve
teur 
omplexe de la base de Krylov v̂i de façon à former une base de Krylov réelle :
vi =

h

ℜ(v̂i,1),ℑ(v̂i,1), . . . ,ℜ(v̂i,n),ℑ(v̂i,n)
iT.
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héma de la résolution des équations Navier-Stokes linéarisées par l'algorithme gmres_ptm
• Initialisation du ve
teur résidu : ŵ(1) = 0.
• Cal
ul du pas de temps lo
al : ∆ti,j,k
• Cal
ul de la matri
e impli
ite et multipli
ation par la matri
e des 
onditions aux limites :

A ⇐= BC

[
I + ∆ti,j,k

0

(
∂L

∂w

)J
]

• Cal
ul du pré
onditionnement : M ⇐= ilu0 [A]For n = 1, 2, . . . , jusqu'à 
onvergen
e Do :
• Phase expli
ite
◮ Cal
ul des résidus : b(n) ⇐=

[
iω1

1ŵ
n

+ 1L̂
(
0w, 1ŵ(n)

)]

◮ Cal
ul du pas de temps lo
al : ∆t∗i,j,k ⇐=
∆ti,j,k

1 + iω1∆ti,j,k

◮ Multipli
ation par le pas de temps lo
al : b̂(n) ⇐= −∆t∗i,j,k b̂
(n)

• Phase impli
ite
◮ Multipli
ation par la matri
e des 
onditions aux limites : b̂(n) ⇐= bc[b̂

(n)
]

◮ Séparation du ve
teur à droite en partie réelle et partie imaginaire : b(n)
1 ⇐= ℜ[b̂

(n)
] ; b

(n)
2 ⇐= ℑ[b̂

(n)
]

◮ Résolution du système linéaire par l'algorithme gmres : AM−1M
(
∆1w1, ∆1w2

)
= (bn1 , b

n
2 )

◮ Re
onstitution du ve
teur solution : ∆1ŵ ⇐=
(
∆1w1, ∆1w2

)

• Mise à jour pour l'itération suivante
◮ Mise à jour de la solution : 1ŵ(n+1) =1 ŵ(n) + ∆1ŵ

◮ Conditions aux limites expli
ites
◮ Cal
ul de l'erreur de 
onvergen
eEnd for4.4 Démonstrateur 2-D : tuyère symétrique de DeléryLa méthode de résolution des équations de Navier-Stokes linéarisées et harmoniques en temps ave
 une résolutiongmres_ptm a été testée et validée dans le 
as de la tuyère symérique de Deléry et al. [32℄. Quels que soient lestests réalisés, les 
onditions de perturbation sont identiques. Nous avons 
hoisi une perturbation aval de pressionde 180 Hz ave
 une amplitude |1p̂2| ∼= 2000 Pa et un déphasage de ∠ p̂2

∼= −60◦. Cette fréquen
e est prise enexemple, elle n'a au
un rapport physique ave
 une quel
onque dimension de la tuyère qui nous situerait pro
hed'une fréquen
e de résonan
e. L'amplitude de la perturbation de pression a été 
hoisie 
ar elle est faible parrapport aux niveaux de pression présente dans la tuyère (|1p̂2| est inférieure à 10 % de la pression minimale).Elle 
orrespond au niveau de perturbation de pression aval dans des installations expérimentales de 
e type[109℄.4.4.1 Validation de la méthode gmres_ptm pour une linéarisation autour d'uné
oulement stationnaire subsoniquePour la résolution des équations linéarisées et harmoniques en temps dans le 
as subsonique, au
une modi�
ationn'est à apporter à la géométrie de la tuyère. Le 
hamp stationnaire utilisé autour duquel sont résolues 
eséquations est le 
hamp issu de la résolution gmres_ilu0(
fl=50,rres=1) sur un maillage 301×121.Validation de la résolution gmres_ptmLa �gure 4.1 présente les évolutions des perturbations des quatre grandeurs aérodynamiques pour la résolutiongmres_ptm(
fl=100, rres=500). L'ensemble des perturbations sont symétriques et se propagent de l'aval àl'amont de la tuyère. Alors que la perturbation de pression est presque monodimensionnelle, les perturbationsdes trois autres variables non 
onservatives (ρ̂, ˆ̃u et ˆ̃v) sont, elles, perturbées par les 
ou
hes limites, parti
uliè-rement les pertubations des deux 
omposantes de la vitesse.
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ℜ
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1
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Fig. 4.1 � Evolution des modules des �u
tuations des quatre grandeurs non 
onservatives (|1ρ̂|, |1 ˆ̃u|, |1ˆ̃v| et
|1p̂|) ainsi que du déphasage de pression (ℜ[1p̂] et ℑ[1p̂]) pour une perturbation aval de pression de fréquen
ede 180 Hz, de module |1p̂2| ∼= 2000 Pa et de déphasage de ∠ p̂2

∼= −60◦ dans la tuyère symétrique de Deléry[32℄ autour d'un é
oulement stationnaire subsonique pour une résolution gmres_ptm(
fl=100, rres=500)N'ayant pas de résultats expérimentaux instationnaires pour 
ette 
on�guration, la validation de la résolutiongmres_ptm est réalisée en 
omparaison ave
 la résolution af-adi développée par Haugeard [63℄, Imhof [69℄ etChassaing [17℄, [21℄. La �gure (4.2) 
ompare les évolutions du module et le déphasage de la pression le longde l'axe de symétrie et des parois supérieure et inférieure de la tuyère pour les trois 
al
uls af-adi(
fl=20),gmres_ptm(
fl=20, rres=50) et gmres_ptm(
fl=100, rres=500). Les autres grandeurs aérodynamiques ρ̂,
ˆ̃u et 1ˆ̃v sont 
omparées en annexe (
f. annexe B). Nous remarquons que pour la résolution gmres_ptm ni lepas de temps ni la diminution des résidus à 
haque itération pseudo-temporelle rres n'in�uen
ent les résultatsaérodynamiques. De plus, les perturbations de 
haque variable sont identiques quelle que soit la méthode derésolution af-adi ou gmres_ptm. L'erreur relative maximale est 
al
ulée au 
entre de tuyère pour la pertur-bation de vitesse 1ˆ̃v et est de 1.6 %.Un paramètre important pouvant être 
al
ulé par 
es équations est le 
oe�
ient de l'e�ort engendré par lafor
e de pression instationnaire sur les parois. Ces 
oe�
ients sont utilisés lors d'études aéroélastiques [17℄ pour
al
uler les e�ets liés à la vibration d'une aube ou d'une aile et de savoir si 
ette vibration va être ampli�ée ouamortie par la stru
ture. Il est don
 intéressant de 
omparer les intégrales de l'harmonique de pression [63℄, [69℄et [17℄ sur les parois inférieure et supérieure :

1Ĉlower =

[∫ 1

0

1p̂(x, y)

|1p̂2|
d

(
x− x1

x2 − x1

)]

j=1

; 1Ĉupper =

[∫ 1

0

1p̂(x, y)

|1p̂2|
d

(
x− x1

x2 − x1

)]

j=Nj

(4.28)La 
omparaison entre les for
es de pression instationnaires issues de di�érents 
al
uls est réalisée dans letableau (4.1).
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Fig. 4.2 � Comparaison de l'évolution du module |1p̂| et de la phase (ℜ[1p̂] et ℑ[1p̂]) de la perturbation de pressionpour les résolutions af-adi(
fl=20), gmres_ptm (
fl=20, rres=50) et gmres_ptm(
fl=100, rres=500) à l'axeet sur les parois inférieure et supérieure de la tuyère de Délery [32℄ pour une perturbation aval de pression defréquen
e de 180 Hz, de module |1p̂2| ∼= 2000 Pa et de déphasage de ∠ p̂2
∼= −60◦ autour d'un é
oulementstationnaire subsonique.où r(1Ĉ) =

1Ĉgmres −1 Ĉaf-adi
1Ĉaf-adi est le rapport entre le 
oe�
ient de pression d'une résolution par méthode deKrylov et 
elui de la résolution par fa
torisation appro
hée. Nous pouvons de nouveau véri�er la symétrie entreles parois inférieure et supérieure de 
e 
oe�
ient pour les deux méthodes de résolution, 
ela quel que soit lepas de temps. Tous les 
al
uls gmres_ptm 
onvergent vers la même valeur de 
oe�
ient de pression de 0.43 etla di�éren
e ave
 la méthode af-adi, est de 2.65 %.
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fl rres 1Ĉlower r(1Ĉlower) × 100 1Ĉupper r(1Ĉupper) × 100af-adi 20 - 0.41791 - 0.41790 -gmres_ptm 20 10 0.42897 2.648 0.42896 2.648gmres_ptm 20 50 0.42896 2.648 0.42896 2.648gmres_ptm 100 50 0.42894 2.647 0.42894 2.647Tab. 4.1 � Comparaison des 
oe�
ients des for
es aérodynamiques pour les deux méthodes de résolution autourd'un é
oulement stationnaire subsoniqueComparaison de la vitesse de 
onvergen
eSi le 
fl est supérieur à 20, les pas de temps sont trop importants pour une résolution af-adi et entraînentdes instabilités numériques. La vitesse de 
onvergen
e des deux méthodes de résolution a été 
omparée pour un
fl = 20 (Fig. 4.3). Sur la �gure (4.3(a)-(d)) est 
omparée la 
onvergen
e de la �u
tuation globale des variables
onservatives eMF :
eMF = log10

[ ||1ŵ(n+1) − 1
ŵ

(n)||2
||1ŵ(n)||2

]
; ||1ŵ||2 =

∑

ijk

[
|1ρ̂|2 + |1(ρ̂ũ)|2 + |1(ρ̂ṽ)|2 + |1(ρ̂h̆t − p)|2

] (4.29)en fon
tion du nombre d'itérations pseudo-temporelles et du temps 
pu pour les deux types de résolution ettrois rapports rres = 10, 50 et 100. Ave
 une diminution faible des résidus par itération pseudo-temporellegmres_ptm(
fl=20, rres=10), le temps de résolution par itération est faible. La majeure partie de la 
onver-gen
e est réalisée en peu d'itérations de Krylov grâ
e au pré
onditionnement. En revan
he, la 
onvergen
eglobale du pro
essus pseudo-newtonien de résolution des équations linéarisées et harmoniques en temps est, lui,très lent, que 
e soit en fon
tion du nombre d'itérations pseudo-temporelles (Fig. 4.3(a)) ou du temps 
pu (Fig.4.3(d)). Si nous augmentons la diminution des résidus gmres_ptm(
fl=20, rres=50-100), nous avons besoinde 3500 itérations pseudo-temporelles pour 
onverger au lieu de 3000 itérations pour une résolution af-adi,soit 14 % en plus (Fig. 4.3(a)). En revan
he, une itération gmres étant plus rapide qu'une itération af-adi, la
onvergen
e est atteinte en un temps 
pu identique (Fig. 4.3(d)).Les valeurs numériques entre les quatre variables perturbées 
onservatives étant numériquement très di�érentes(Fig. 4.1), la 
onvergen
e temporelle pourrait être réalisée seulement pour les �u
tuations les plus importantesen valeur absolue mais pas pour les autres grandeurs. Nous avons don
 aussi isolé la 
onvergen
e de la variableperturbation numériquement la plus petite, 
'est-à-dire la masse volumique.
eρ =

(|1ρ̂|2)(n+1) − (|1ρ̂|2)(n)

(|1ρ̂|2)(n)
(4.30)Nous voyons que la perturbation de la masse volumique 
onverge aussi jusqu'à la pré
ision ma
hine, soit unerédu
tion de 16 ordres de grandeur (Fig. 4.3(a)-(e)) ave
 un temps 
pu et un nombre d'itérations identique auxrésidus globaux. C'est-à-dire qu'ave
 
e pré
onditionnement ilu0 et malgré la grande disparité des valeurs numé-riques entre les di�érentes variables aérodynamiques, ave
 un pas de temps identique, l'algorithme gmres_ptm
onverge à la même vitesse que pour une résolution af_adi.Une autre variable nous permettant de juger de la qualité de la 
onvergen
e est la �u
tuation de débit à l'aval dela tuyère entre l'é
oulement stationnaire et l'é
oulement perturbé. Cette �u
tuation est 
al
ulée sur la surfa
esituée à 10 points avant la sortie du domaine.

∆(ṁ) =

∫∫

SNi-10 |1(ρ̂ũ)|2dxdy (4.31)Nous observons deux niveaux de plateau de 
onvergen
e pour le débit. Un premier plateau à 12, 16×10−3 kgm−2s−1pour la résolution par fa
torisation appro
hée et la résolution gmres_ptm(
fl=20, rres=10). Pour les deuxautres résolutions gmres_ptm(
fl=20,rres=50-100), nous avons un plateau légèrement plus haut situé à 12, 21×−3 kgm−2s−
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e de 0.4 % (Fig. 4.3(
)-(f)). Cette petite di�éren
e est sans doute liée au niveau de 
onver-gen
e à 
haque itération pseudo-temporelle du pro
essus pseudo-newtonien. Dans le 
as d'une rédu
tion plusimportante des résidus ave
 les itérations de Krylov, la solution résultant du pro
essus gmres est plus pro
hede la solution exa
te. Nous pouvons don
 avoir de légères �u
tuations dans les valeurs des résidus don
 dans la�u
tuation de débit.
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Fig. 4.3 � Comparaison de la 
onvergen
e des résidus globaux eMF , de la �u
tuation de la masse volumique
eρ et de la variation de débit ∆(ṁ) en fon
tion du nombre d'itérations et du temps 
pu pour la méthodeaf-adi(
fl=20) et gmres_ptm(
fl=20, rres=10-50-100) autour d'un é
oulement stationnaire subsoniqueIn�uen
e du 
flAlors que pour une résolution af-adi, les erreurs numériques liées à la non résolution exa
te du système linéairelimite le 
fl à 20, pour une résolution de Krylov, les erreurs de résolution étant plus faibles, le 
fl peut êtreaugmenté jusqu'à 100. Ave
 une augmentation du 
fl, le problème pseudo-temporel est moins bien 
onditionné.A�n de 
onverger, le nombre d'itérations gmres maximal est toujours �xé à 100 mais le rapport rres entre lesrésidus de sortie et d'entrée de bou
le de Krylov est augmenté. Alors que pour un 
fl de 20 le rapport minimalest de 10, pour un 
fl de 50 il est de 20 et pour un 
fl de 100 il est de 500. Ave
 les simpli�
ations réalisées lorsdu 
al
ul de la matri
e, nous ne pouvons pas augmenter plus le pas de temps (rayon spe
tral pour les thermesvisqueux, dis
rétisation au premier ordre des �ux 
onve
tifs et pas de temps réel).En augmentant le 
fl, nous nous rappro
hons d'un pro
essus itératif pseudo-temporel newtonien et réduisonsle nombre d'itérations à 
onvergen
e aussi bien pour les résidus globaux eMF (Fig. 4.4(a)) que pour les résidusisolant la �u
tuation de masse volumique eρ (Fig. 4.4(b)). Alors que la résolution gmres_ptm(
fl=20,rres=50)requiert 3500 itérations pseudo-temporelles pour 
onverger, la résolution gmres_ptm(
fl=50,rres=50) requiert



66CHAPITRE 4. EQUATIONS DE N-S LINÉARISÉES RÉSOLUES PAR INTÉGRATION TEMPORELLE2500 itérations pseudo-temporelles, soit un gain de 28 % et la résolution gmres_ptm(
fl=100,rres=500) re-quiert plus que 1000 itérations pseudo-temporelles, soit un gain de 71 %. De même, pour les deux résolutionsgmres_ptm(
fl=50,rres=50) et gmres_ptm(
fl=100,rres=500), le gain en nombre d'itérations est respe
ti-vement de 16 % et 66 % par rapport à la résolution af-adi(
fl=20) (Fig. 4.4(a)-(b)). Le gain en temps de
al
ul est moins important. En augmentant le pas de temps, la matri
e de dis
rétisation pseudo-temporelle estmoins bien 
onditionnée et demande plus d'itérations gmres pour obtenir le rapport rres demandé. La résolutiongmres_ptm(
fl=20,rres=50) 
onverge en 40 minutes (Fig. 4.4(d)), la résolution gmres_ptm(
fl=50,rres=50)
onverge en 20 minutes, soit un gain de temps de 50 %, et la résolution gmres_ptm(
fl=100,rres=500) 
onvergeen 16 minutes, soit un gain de temps de 60 %.
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Fig. 4.4 � Comparaison de la 
onvergen
e des résidus globaux eMF , de la �u
tuation de la masse volumique
eρ et de la variation de débit ∆(ṁ) en fon
tion du nombre d'itérations et du temps 
pu pour la méthode af-adi(
fl=20) et gmres_ptm(
fl=20-50-100, rres=50-50-500) autour d'un é
oulement stationnaire subsonique4.4.2 Validation de la méthode gmres_ptm et 
omparaison de la 
onvergen
eautour d'un é
oulement stationnaire transsoniqueLes 
al
uls stationnaires autour desquels ont été résolues les équations linéarisées et harmoniques en temps dansle 
as transsonique sont deux maillages qui di�èrent par leur nombre de points dans la dire
tion η. Le premier
al
ul stationnaire est issu d'un maillage Ni × Nj = 401 × 101, soit un maillage lâ
he dans la dire
tion η.Les 
onditions aux limites sont les 
onditions aux limites de l'é
oulement transsonique pré
édent (Tab. 3.4). Lenombre de points Nj selon y de 
e 
al
ul est trop faible pour être 
onvergé en maillage, mais nous permet deréaliser une première étude de validation de notre méthode de résolution pseudo-Newton-gmres autour d'uné
oulement transsonique. Le se
ond maillage Ni × Nj = 401 × 201 est 
onsidéré 
omme 
onvergé en maillagepour le 
al
ul stationnaire. Les 
hamps stationnaires sont issus de résolutions gmres_ilu0(
fl=50, rres=2).Une perturbation ne pouvant � remonter � à travers un é
oulement supersonique, la tuyère de Délery [32℄ aété 
oupée a�n de supprimer le se
ond 
ol et les 
al
uls linéarisés ont été réalisés sur des maillages Grid_A :
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Ni×Nj = 301 × 101 et Grid_B : Ni×Nj = 301 × 201.Validation de la résolution gmres_ptm en transsoniqueL'é
oulement stationnaire étant transsonique, hors des 
ou
hes limites, la perturbation de pression se propagede l'aval de la tuyère vers l'amont et les �u
tuations des grandeurs thermodynamiques sont nulles à l'amont du
ho
 (Fig. 4.5). Tout 
omme pour la résolution des équations linéarisées dans le 
as subsonique, malgré les hautsniveaux et la grande disparité des valeurs numériques des �u
tuations, les symétries axiales des perturbationsdes grandeurs thermodynamiques sont préservées ave
 une résolution gmres. La présen
e de l'onde de 
ho
 estsituée par la présen
e des gradients les plus importants. Malgré le faible nombre de points dans la dire
tionnormale à la paroi, la stru
ture de l'onde de 
ho
 en lambda se déta
he ave
 sa partie droite et sa partie oblique.Comme nous l'avons vu au 
hapitre pré
édent, l'intera
tion entre l'onde de 
ho
 et la 
ou
he limite (Fig. 3.9)
rée une importante zone de re
ir
ulation dans la partie divergente de la tuyère. Cette zone de re
ir
ulation neperturbe pas la �u
tuation de pression puisque dans une 
ou
he limite la variation de pression moyenne normaleà la paroi est nulle. En revan
he, au pied de l'onde de 
ho
 oblique, la variation de la vitesse est imporante(Fig. 4.5(e)-(f)).La 
omparaison entre les évolutions des �u
tuations de pression le long de l'axe et des parois entre les 
al
uls, parfa
torisation appro
hée et par méthode de Krylov, donnent des résultats satisfaisants (Fig. 4.6). Ces �u
tuationsse propagent seulement jusqu'à l'onde de 
ho
, 
ela quelle que soit la méthode de résolution utilisée. La résolutionde Krylov rend bien 
ompte de 
ette rupture de pente. Les niveaux atteints par le module de la �u
tuationde pression au niveau du 
ho
, autant à l'axe que sur les parois, sont identiques. La seule di�éren
e notable setrouve dans la �u
tuation de la partie imaginaire à l'axe de la tuyère. Il est à noter que les résultats présentés i
iissus des résolutions gmres_ptm sont représentatifs de tous les 
al
uls e�e
tués ave
 une résolution de Krylov.Une 
omparaison pour les trois autres grandeurs est donnée en annexe (
f. annexe B).Comme dans le 
as pré
édent, nous pouvons 
omparer les 
oe�
ients des e�orts instationnaires de pressionaérodynamique (Eq. 4.28). Dans le tableau 4.2 sont donnés di�érents 
oe�
ients de pression pour les deuxméthodes de résolution sur le maillage Grid_A Ni × Nj = 301 × 101 et di�érents pas de temps. Malgréles di�éren
es au niveau lo
al du niveau de perturbation de pression, les 
oe�
ients résultant des 
al
uls parméthode de Krylov et 
elui résultant du 
al
ul par fa
torisation appro
hée n'ont qu'une petite di�éren
e de2.6 %. Tous les 
oe�
ients issus d'un 
al
ul gmres_ptm 
onvergent vers la valeur identique de 0.438. Nouspouvons de plus véri�er la symétrie de la solution ave
 la résolution par méthode de Krylov.Méthode de résolution 
fl rres 1Ĉlower ∆(1Ĉlower) × 100 1Ĉupper ∆(1Ĉupper) × 100af-adi 20 - 0.42653 - 0.42653 -gmres_ptm 20 10 0.43765 2.608 0.43765 2.608gmres_ptm 20 50 0.43765 2.608 0.43765 2.608gmres_ptm 50 50 0.43765 2.608 0.43765 2.608gmres_ptm 100 100 0.43765 2.608 0.43765 2.608Tab. 4.2 � Comparaison des 
oe�
ients des for
es aérodynamiques pour les deux méthodes de résolution autourd'un é
oulement stationnaire transsoniqueComparaison de la vitesse de 
onvergen
eComme dans le 
as du 
al
ul subsonique, le pas de temps maximal pour une résolution af-adi est obtenu ave
un 
fl = 20. Nous avons don
 réalisé plusieurs tests de résolution ave
 un 
fl = 20 pour les deux méthodes.Quel que soit le rapport rres pour les résolutions gmres_ptm(
fl=20, rres = 10, 50 ou 100), la 
onvergen
eest obtenue en 7000 itérations pseudo-temporelles (Figs. 4.7(a)-(b)). La 
onvergen
e est aussi obtenue en 7000itérations ave
 une résolution af-adi. Nous n'avons don
 pas de gain en nombre d'itérations par une résolution



68CHAPITRE 4. EQUATIONS DE N-S LINÉARISÉES RÉSOLUES PAR INTÉGRATION TEMPORELLE
(a)

|1p̂|(Pa)

(b)

ℜ
[
1
p̂
]

(Pa)

(c)

ℑ
[
1
p̂
]

(Pa)

(d)

|1ρ̂|(kg.m−3)

(e)

|1ˆ̃u|(m.s−1)

(f)

|1ˆ̃v|(m.s−1)

Fig. 4.5 � Evolution des modules des �u
tuations des quatre grandeurs non 
onservatives (|1ρ̂|, |1 ˆ̃u|, |1ˆ̃v| et
|1p̂|) ainsi que du déphasage de pression (ℜ[1p̂] et ℑ[1p̂]) pour une perturbation aval de pression de fréquen
ede 180 Hz, de module |1p̂2| ∼= 2000 Pa et de déphasage de ∠ p̂2

∼= −60◦ dans la tuyère symétrique de Deléry[32℄ autour d'un é
oulement stationnaire transsonique pour une résolution gmres_ptm(
fl=100, rres=100)de Krylov ave
 un 
fl identique.Le temps 
pu à 
onvergen
e est d'une heure pour les 
al
uls af-adi(
fl=20) et gmres_ptm(
fl=20, rres=10)(Fig. 4.7(d)-(e)). Mais lorsque le fa
teur de rédu
tion rres augmente (rres = 50 ou 100) ave
 un pas de temps iden-tique, le 
al
ul 
onverge en une heure et demie. Cette augmentation de 50 % de temps 
pu est liée au nombred'itérations de Krylov par itération pseudo-temporelle. Alors que pour une résolution gmres_ptm(
fl=20,
rres=10), le pro
essus de Krylov atteint la diminution des résidus demandée en une moyenne de 
inq itérations,pour les deux autres fa
teurs de rédu
tion, 
haque itération pseudo-temporelle requiert en moyenne dix itéra-tions de Krylov.L'é
oulement étant transsonique, la tuyère est dite � amor
ée � . C'est-à-dire qu'au 
ol la vitesse du �uide est lavitesse sonique. Le débit est don
 �xé et 
ela quelle que soit la �u
tuation de pression à l'aval de l'é
oulement.Nous avons une �u
tuation de débit, liée sans doute aux erreurs numériques, de 1.09 × 10−3m3s−1 ave
 unerésolution par fa
torisation appro
hée et de 1.12 × 10−3m3s−1 ave
 une résolution gmres quelle que soit ladiminution des résidus, soit une di�éren
e de 0.03 % par rapport au débit initial.In�uen
e du 
flGrâ
e à une meilleure résolution du problème à 
haque itération pseudo-temporelle, nous pouvons augmenterle pas de temps. Le 
fl maximal ayant permis à un 
al
ul de 
onverger pour une résolution gmres_ptm est de100, soit une multipli
ation par 
inq du pas de temps par rapport à une résolution af-adi. Pour 
ela, nous avonsaugmenté la rédu
tion des résidus à 
haque itération pseudo-temporelle. La diminution minimale des résidus
rres pour l'utilisation d'un 
fl de 50 est de 50 et pour une 
fl de 100 elle est de 100. Comme pré
édemment,les simpli�
ations pour le 
al
ul de la matri
e ja
obienne limitent le pas de temps.



4.4. DÉMONSTRATEUR 2-D : TUYÈRE SYMÉTRIQUE DE DELÉRY 69

 0

 30000

 60000

 90000

 120000

-0.1  0  0.1  0.2  0.3  0.4  0.5
 0

 3000

 6000

 9000

 12000

-0.1  0  0.1  0.2  0.3  0.4  0.5
 0

 3000

 6000

 9000

 12000

-0.1  0  0.1  0.2  0.3  0.4  0.5

-1000

 0

 1000

 2000

 3000

 4000

 5000

 0.15  0.17  0.19  0.21  0.23  0.25
-1000

 0

 1000

 2000

 3000

 4000

 5000

 0.15  0.17  0.19  0.21  0.23  0.25
-1000

 0

 1000

 2000

 3000

 4000

 5000

 0.15  0.17  0.19  0.21  0.23  0.25

 0

 30000

 60000

 90000

 120000

-0.1  0  0.1  0.2  0.3  0.4  0.5
-3000

 0

 3000

 6000

 9000

 12000

-0.1  0  0.1  0.2  0.3  0.4  0.5
-3000

 0

 3000

 6000

 9000

 12000

-0.1  0  0.1  0.2  0.3  0.4  0.5

-2000

 0

 2000

 4000

 6000

-0.1  0  0.1  0.2  0.3  0.4  0.5
-1000

-250

 500

 1250

 2000

-0.1  0  0.1  0.2  0.3  0.4  0.5
-1000

-250

 500

 1250

 2000

-0.1  0  0.1  0.2  0.3  0.4  0.5

 
 
 

adi(cfl=20)

gmres ptm(cfl=20,rres=50)
gmres ptm(cfl=100,rres=100)

Axe Paroi inférieure Paroi supérieure

��
��

?

��
��

?

��
��

?

6

|1 p̂
|(

P
a
)

-
x (m)

6

|1 p̂
|(

P
a
)

-
x (m)

6

|1 p̂
|(

P
a
)

-
x (m)

6

|1 p̂
|(

P
a
)

-
x (m)

6

|1 p̂
|(

P
a
)

-
x (m)

6

|1 p̂
|(

P
a
)

-
x (m)

6

ℜ[
1
p̂
]
(P

a
)

-
x (m)

6

ℜ[
1
p̂
]
(P

a
)

-
x (m)

6

ℜ[
1
p̂
]
(P

a
)

-
x (m)

6

ℑ[
1
p̂
]
(P

a
)

-
x (m)

6

ℑ[
1
p̂
]
(P

a
)

-
x (m)

6

ℑ[
1
p̂
]
(P

a
)

-
x (m)

a) b) c)

d) e) f)

g) h) i)

j) k) l)

Fig. 4.6 � Comparaison de l'évolution du module |1p̂| et de la phase (ℜ[1p̂] et ℑ[1p̂]) de la perturbation de pressionpour les résolutions af-adi(
fl=20), gmres_ptm (
fl=20, rres=50) et gmres_ptm(
fl=100, rres=100) à l'axeet sur les parois inférieure et supérieure de la tuyère de Délery [32℄ pour une perturbation aval de pression defréquen
e de 180 Hz, de module |1p̂2| ∼= 2000 Pa et de déphasage de ∠ p̂2
∼= −60◦ autour d'un é
oulementstationnaire transsonique
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Fig. 4.7 � Comparaison de la 
onvergen
e des résidus globaux eMF , de la �u
tuation de la masse volumique
eρ et de la variation de débit ∆(ṁ) en fon
tion du nombre d'itérations et du temps 
pu pour la méthodeaf-adi(
fl=20) et gmres_ptm(
fl=20, rres=10-50-100) autour d'un é
oulement stationnaire transsoniqueAlors que pour la résolution af-adi(
fl=20) le 
al
ul 
onverge en 7000 itérations, en augmentant le pas detemps, nous réduisons le nombre d'itérations pseudo-temporelles à 4500 ave
 une résolution gmres_ptm(
fl=50,
rres=50) et à 1800 pour la résolution gmres_ptm(
fl=100, rres=100). Nous avons don
 un gain de 75 % entermes de nombre d'itérations né
essaires à 
onvergen
e. Comme toujours, en augmentant le pas de temps, lamatri
e impli
ite est moins bien 
onditionnée et a�n d'obtenir la rédu
tion des résidus rres il y a plus d'itérationsde Krylov. Le gain en temps est don
 moins important que le gain en nombre d'itérations. Le gain en temps
pu n'est pas signi�
atif ave
 un 
fl de 50, le 
al
ul 
onverge en 58 minutes au lieu de 61 par rapport à unerésolution af-adi. Ave
 un 
fl de 100, en revan
he, le 
al
ul 
onverge en 45 minutes, soit un gain de 25 % detemps 
pu.Quel que soit le pas de temps employé, ave
 une résolution af-adi, nous avons une perturbation de débit iden-tique de 1.12 × 10−3m3s−1 légèrement supérieure à une résolution par fa
torisation.En 
omparaison ave
 la 
onvergen
e des 
al
uls des équations de Navier-Stokes linéarisées autour d'un é
oule-ment subsonique, la rédu
tion des résidus rres, n'est pas aussi importante pour la vitesse de 
onvergen
e. Alorsqu'en ajustant au mieux 
e fa
teur de rédu
tion nous obtenons une 
onvergen
e bien plus rapide dans le 
asd'un é
oulement stationnaire subsonique, ave
 un é
oulement stationnaire transsonique, 
e fa
teur n'in�uen
epas parti
ulièrement la vitesse de 
onvergen
e. Cela est sans doute lié à la physique de l'é
oulement stationnaireet à la propagation de la perturbation. Alors que dans le 
as subsonique, la perturbation se propage de la sortieà l'entrée de la tuyère, dans le 
as d'un 
al
ul transsonique, la perturbation est bloquée par la présen
e de l'onde
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Fig. 4.8 � Comparaison de la 
onvergen
e des résidus globaux eMF , de la �u
tuation de la masse volumique
eρ et de la variation de débit ∆(ṁ) en fon
tion du nombre d'itérations et du temps 
pu pour la méthode af-adi(
fl=20) et gmres_ptm(
fl=20-50-100, rres=50-50-500) autour d'un é
oulement stationnaire transsoniquede 
ho
. Don
 dans le 
as subsonique, plus il y a d'itérations de Krylov, plus la perturbation est propagée versl'aval de la tuyère et plus le pro
essus pseudo-temporel 
onverge rapidement.Mise en éviden
e du problème de stabilitéDans sa thèse, lors d'une étude de 
onvergen
e en maillage, Chassaing [17℄ observe qu'en ra�nant le maillagedans les dire
tions perpendi
ulaires aux parois, don
 en augmentant le fa
teur de forme des mailles, lorsquel'é
oulement stationnaire présente une onde de 
ho
 qui induit un dé
ollement important de la 
ou
he limite,la résolution des équations de Navier-Stokes linéarisées et harmoniques en temps diverge lorsqu'elles sont réso-lues par un pro
essus pseudo-time-mar
hing ave
 une résolution par fa
torisation appro
hée. Nous avons don
testé notre méthode de résolution pseudo-Newton-gmres sur un maillage plus ra�né pro
he paroi noté Grid_B(Ni ×Nj = 301 × 201) dont les résultats stationnaires sont issus du 
al
ul gmres_ilu0(
fl=50, rres=1) pré-sentés au 
hapitre pré
édent (
f. § 3.5.3) où nous avons de nouveau tronqué le se
ond 
ol. Il est importantde noter que 
ette divergen
e est seulement ren
ontrée dans notre 
as, lors de la résolution des équations deNavier-Stokes linéarisées au troisième ordre. Nous n'avons jamais 
onstaté de divergen
e dans le 
as de la ré-solution des équations d'Euler linéarisées ou des équations de Navier-Stokes linéarisées au premier ordre [17℄.Remarquons que Morris et al. [2℄, [113℄ rapportent des instabilités numériques pour la résolution des équationsd'Euler linéarisées liées aux ondes de Kelvin-Helmholtz. Des problèmes de stabilité ont aussi été dé
rits parCampobasso et Giles [14℄, [15℄ et [29℄ pour la résolution des équations de Navier-Stokes linéarisées au se
ondordre ave
 une dé
omposition des �ux de Jameson [70℄ et une résolution du type point �xe.Dans la �gure (Fig. 4.8(a)-(
)) sont tra
ées les évolutions des résidus globaux eMF , des résidus de la massevolumique eρ et de la variation de débit ∆(ṁ) pour trois résolutions af-adi(
fl=5, 10 et 20). Quel que soitle 
fl, au
un des 
al
uls ne 
onverge. Les résidus globaux stagnent entre −3 pour un 
fl de 20 et −3.5 pour
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fl de 5 (Fig. 4.8(a)). De même, les résidus de la masse volumique après un pi
 stagnent autour de −3.4(Fig. 4.8(b)). En revan
he, après un nombre d'itérations temporelles fon
tion du pas de temps, les �u
tuationsde débit 
roissent sans parvenir à se stabiliser (Fig. 4.8(
)).Sur la même �gure (Fig. 4.9(d)-(l)) sont tra
ées les évolutions de 
onvergen
e des trois variables pré
édentes,résidus globaux eMF , les résidus de la masse volumique eρ et la variation de débit ∆(ṁ) pour une résolutiongmres_ptm ave
 trois di�érents pas de temps (
fl=5, 10 et 20) et trois rapports rres (rres=10, 100 et 1000).Nous voyons que quels que soient les paramètres utilisés, les 
al
uls ne 
onvergent pas. Les résidus des �u
tuationsglobales et de la masse volumique stagnent et le débit ne parvient pas non plus à se stabiliser. Une résolutionplus pré
ise du système à 
haque pas de temps ne permet don
 pas de supprimer les instabilités de 
onvergen
e.L'évolution de la �u
tuation de la pression pour la résolution af-adi(
fl=20) au 
ours des itérations temporellesest présentée dans la �gure 4.10. Cette évolution est signi�
ative et peut être reproduite pour tous les autres
al
uls af-adi(
fl=5-10) et gmres_ptm(
fl=5-10-20, rres=10, 100, 1000). Nous observons une montée du pi
de pression au niveau de l'onde de 
ho
 au fur et à mesure des itérations. A l'avant de 
e pi
 se forme une bullede pression qui 
roît en même temps que le pi
 augmente. L'évolution de la �u
tuation de pression montre queles résidus passent sans doute par la solution mais ne parviennent pas à se stabiliser.
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Fig. 4.9 � Comparaison de la 
onvergen
e des résidus globaux eMF , de la �u
tuation de la masse volumique
eρ et de la variation de débit ∆(ṁ) en fon
tion du nombre d'itérations et du temps 
pu pour la méthodeaf-adi et gmres ave
 un 
fl pour trois pas de temps di�érents 
fl = 20, 10 et 5 et pour le gmres ave
 lesdiminutions minimales des résidus pour les rres de 10, 100 et 1000 ave
 un é
oulement stationnaire transsoniquesur le maillage ra�né pro
he paroi
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Fig. 4.10 � Comparaison de l'évolution du module |1p̂| et de la phase (ℜ[1p̂] et ℑ[1p̂]) de la perturbation depression pour la résolution af-adi(
fl=20) à trois itérations temporelles 2000, 3000 et 4000 à l'axe et sur lesparois inférieure et supérieure de la tuyère de Délery [32℄ pour une perturbation aval de pression de fréquen
ede 180 Hz, de module |1p̂2| ∼= 2000 Pa et de déphasage de ∠ p̂2
∼= −60◦ autour d'un é
oulement stationnairetranssonique



4.5. CONCLUSIONS 754.5 Con
lusionsNous avons, dans 
e 
hapitre, développé une méthode de résolution pseudo-temporelle ave
 une résolution gmresà 
haque pas de temps. Le but de 
e développement était d'a

élérer la résolution des équations de Navier-Stokes linéarisées et harmoniques en temps par rapport à une résolution af-adi. Les gains ont été réalisésautant en nombre d'itérations pseudo-temporelles qu'en temps 
pu pour une linéarisation autour d'é
oulementsstationnaires haut subsonique et transsonique. Ces gains sont liés en parti
ulier à l'augmentation de la limitede stabilité du pas de temps grâ
e à une meilleure résolution du système linéaire à 
haque itération pseudo-temporelle. Malheureusement, notre algorithme ne nous a pas permis de lever les problèmes de stabilité déjàren
ontrés ave
 une résolution af-adi.



76CHAPITRE 4. EQUATIONS DE N-S LINÉARISÉES RÉSOLUES PAR INTÉGRATION TEMPORELLE



Chapitre 5Equations de Navier-Stokes linéarisées etharmoniques en temps résolues sansintrodu
tion d'un pseudo-pas de tempsNous avons souligné au 
hapitre pré
édent l'intérêt de l'utilisation des équations de Navier-Stokes linéariséeset harmoniques en temps pour la prédi
tion d'é
oulements instationnaires de faibles amplitudes. Nous avonsaussi mis en exergue une limite de l'utilisation de 
es équations lorsque l'é
oulement stationnaire est 
ara
térisépar de forts e�ets non linéaires (onde de 
ho
, dé
ollement . . . ) et le fait que le système était résolu par uneméthode d'avan
ement pseudo-temporelle. Par ailleurs, nous avons 
onstaté que l'apparition de 
ette instabiliténumérique était 
onditionnée par le ra�nement du maillage pro
he des parois indispensable pour la 
apture desstru
tures turbulentes.Morris et al. [2, 113℄, dans le 
as d'un modèle simpli�é de perturbation harmonique de la pression issu dela linéarisation des équations d'Euler, utilisé pour l'étude de la propagation de sour
es a
oustiques dans uné
oulement non homogène (
ou
he de mélange : présen
e de point d'in�e
tion), montrent que 
es instabilitésnumériques liées aux ondes de Kelvin-Helmholtz, présentes au sein même de la solution stationnaire, se propagentlors d'une résolution pseudo-temporelle au fur et à mesure du pro
essus itératif. A�n de remédier à 
e problèmede 
onvergen
e, ils proposent une nouvelle méthode de résolution dire
te de leur problème par une fa
torisationlu_bande [2, 113℄.Des problèmes de 
onvergen
e ont aussi été dé
rits par Campobasso et Giles pour la résolution des équations deNavier-Stokes linéarisées [14, 15, 29℄ dans le 
adre de problèmes d'aéroélasti
ité pour un pro�l de turbine ave
un important dé
ollement au bord d'attaque et ainsi que dans le 
as d'une sou�ante ave
 de forts dé
ollementsen pied. Ils montrent que 
es instabilités sont liées à des valeurs propres de la matri
e pré
onditionnée dontle module est supérieur à l'unité. Pour résoudre 
e problème de stabilité, Campobasso et Giles [15℄ proposentd'utiliser une méthode de résolution pseudo-temporelle des équations de Navier-Stokes linéarisées 
ouplée à uneméthode Re
ur
ive Proje
tion Method [125℄, qui permet d'annuler les valeurs propres dont le module est le plusimportant. Ils proposent aussi de supprimer la méthode itérative de type points �xes en utilisant une résolutiongmres toujours pré
onditionnée par des itérations de Runge-Kutta 
ouplées ave
 des itérations multigrilles[14, 29℄. L'in
onvénient majeur de leur appro
he réside dans le fait que leur algorithme gmres est initialisépar un premier 
al
ul du type Runge-Kutta avant la divergen
e de 
elui-
i [14, 29℄. Leur résolution est don
réalisée en deux temps, 
e qui n'est pas 
ompatible ave
 un algorithme utilisable de manière intensive 
ar uneintervention extérieure est né
essaire a�n d'initialiser et de stabiliser la pro
édure.5.1 A�ran
hissement de l'intégration temporellePour essayer de résoudre 
e problème de stabilité des équations de Navier-Stokes linéarisées et harmoniquesen temps ave
 une dis
rétisation au troisième ordre, nous proposons de s'a�ran
hir de la résolution pseudo-temporelle du système linéaire. Le système linéaire à résoudre est don
 un système linéaire 
omplexe qui peut77
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rire 
omme 
i-dessous :
BC

{
iω + div

[
0

(
∂
−→
FC

∂w

)
+ 0

(
∂
−→
F V

∂w

)]}
ŵ = bc {0} ⇐⇒ Âx̂ = b̂ (5.1)où Â est une matri
e 
omplexe par sa diagonale dont la partie réelle est la dis
rétisation des �ux 
onve
tifs autroisième ordre et des �ux visqueux au se
ond ordre et b̂ est un ve
teur nul avant l'introdu
tion des 
onditionsaux limites. Ce système linéaire peut être résolu de plusieurs façons. Si nous désirons pro
éder 
omme Morris etal. [2℄ [113℄ en résolvant par fa
torisation lu, il est né
essaire de sto
ker au minimum la bande de la matri
e, soit

4 × Ni × Nj (1 + 8 × (2 × min(Ni,Nj) + 1)) nombres 
omplexes dans un 
as bidimensionnel sur un maillagestru
turé. Nous voyons immédiatement que 
ela est aujourd'hui presque inappli
able dans le 
as de 
al
ulstridimensionnels. L'espa
e mémoire né
essaire au sto
kage de la bande des éléments non nuls de la matri
e estbien supérieur aux moyens a
tuellement disponibles, sauf peut être ave
 du massivement parallèle. Nous avonsdon
 dé
idé d'utiliser un algorithme de Krylov pour résoudre 
e système linéaire 
omplexe.5.1.1 Algorithme de Krylov pour un problème 
omplexePlusieurs méthodes sont possibles pour développer une méthode de Krylov dans le 
as d'un problème 
omplexe.Le problème peut être résolu dire
tement sous sa forme 
omplexe, ou alors il est possible de dé
omposer 
edernier en un seul problème réel où les parties réelles et les parties imaginaires du ve
teur solution sont résolues
omme deux in
onnues distin
tes.Lors d'une étude bibliographique non exhaustive, nous n'avons trouvé qu'une seule variante de l'algorithmegmres, qui est étendue dire
tement à des résolutions de systèmes linéaires 
omplexes [41℄. En plus de la dé�nitiondes produits s
alaires en produits 
onjugués, la modi�
ation prin
ipale 
on
erne la pro
édure des rotations deGivens (Eq. 2.45). Ces rotations doivent être dé�nies pour des variables 
omplexes, de façon à annuler l'élémentsous-diagonal de 
haque 
olonne de la matri
e H issue de la fa
torisation QR (Al. 5). Frayssé [41℄ dé�nit lesrotations de Givens 
omme suit :
G(i, j) =




I

c −s
I

s c
I



ave
  c =

|zi|√
z2

i + z2
k

et s = c
zk

zi
si zi 6= 0

c = 0 et s = 1 sinonCependant, Campobasso et Giles [14, 15℄ reportent des di�
ultés dans la ve
torisation d'un 
ode ave
 unalgorithme gmres 
omplexe ave
 un 
ompilateur fortran. Selon 
es auteurs, ils obtiennent une meilleureve
torisation lorsque leur algorithme est basé sur une dé
omposition de leur problème en une résolution pourla partie réelle et une pour la partie imaginaire. De plus, forts de l'expérien
e obtenue dans la résolution deséquations linéarisées par méthode d'intégration pseudo-temporelle, nous avons dé
idé de séparer de nouveau leproblème. Nous avons développé un algorithme gmres qui permette de résoudre simultanément les parties réelleset imaginaires des in
onnues (
ouplage par les éléments diagonaux de la matri
e), tout en ayant une stru
turealgorithmique gmres réelle. La re
onstitution de la solution 
omplexe du problème s'e�e
tue seulement à la �ndu pro
essus itératif de Krylov.5.1.2 Pré
onditionnement ilu0 de la matri
e 
omplexeEtant donné le temps de 
al
ul du pré
onditionnement, il est né
essaire de sto
ker la matri
e de pré
ondition-nement. Dans le 
as de la transformation du problème à valeurs 
omplexes en problème à valeur réelles1, le1Prenons 
omme exemple le 
as d'un système 
omplexe 2 × 2 :
»

a11 + ib11 a12 + ib12
a21 + ib21 a22 + ib22

– »
x1 + iy1

x2 + iy2

–

=

»
c1 + id1

c2 + id2

–

⇐⇒

2

6
6
4

a11 −b11 a12 −b12
b11 a11 b12 a12

a21 −b21 a22 −b22
b21 a21 b22 a22

3

7
7
5

2

6
6
4

x1

y1

x2

y2

3

7
7
5

=

2

6
6
4

c1
d1

c2
d2

3

7
7
5

(5.2)où a11, b11, a12, b12, a21, b21, a22, b22, c1, d1, c2, d2, x1, y1, x2 et y2 sont des 
oe�
ients à valeurs réelles.
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onnues (don
 la base de Krylov) est deux fois plus important même si l'espa
e mémoire né
essaireest identique. En revan
he, la matri
e (don
 le pré
onditionnement ilu0) requiert, elle, un espa
e mémoire deuxfois plus important. I
i, la stru
ture parti
ulière de la matri
e 
omplexe a été utilisée pour la transformer enmatri
e réelle. Dans le 
as du problème des équations de Navier-Stokes linéarisées et harmoniques en temps,le 
ouplage entre la partie réelle et la partie imaginaire du problème ne se réalise que par la diagonale de lamatri
e. Tous les autres éléments non nuls sont des éléments stri
tement réels. Or, pour le 
al
ul de la fa
tori-sation in
omplête ilu0, seuls les éléments non nuls de la matri
e sont né
essaires. Nous avons don
 besoin desto
ker les parties imaginaires de la diagonale uniquement. En reprenant l'exemple du système 
omplexe 2 × 2pré
édent (Eq. 5.2) :
[
a11 + ib11 a12

a21 a22 + ib22

] [
x1 + iy1
x2 + iy2

]
=

[
c1 + id1

c2 + id2

]
⇐⇒




a11 −b11 a12 0
b11 a11 0 a12

a21 0 a22 −b22
0 a21 b22 a22







x1

y1
x2

y2


 =




c1
d1

c2
d2


(5.3)Ainsi, grâ
e à 
ette simpli�
ation, l'espa
e mémoire de la matri
e sous forme réelle n'est supérieur que de deuxve
teurs réels de taille Ni×Nj − 2 par rapport à la matri
e sto
kée sous sa forme 
omplexe.La matri
e de pré
onditionnement peut être une matri
e dis
rétisée au premier ou au troisième ordre. L'avantaged'un pré
onditionnement au premier ordre réside bien sûr dans 
oût mémoire relativement faible par rapport àune matri
e de pré
onditionnement ave
 une dis
rétisation à l'ordre 3 (respe
tivement 168×Ni×Nj nombresréels et 424 × Ni × Nj nombres réels). Cependant, la fa
torisation de la matri
e au troisième ordre est unefa
torisation appro
hée de la matri
e exa
te, la résolution est don
 numériquement plus stable. Nous pré
isonstout de suite qu'au
un 
al
ul n'a 
onvergé ave
 un pré
onditionnement au premier ordre. Cela est sans doutelié au mauvais 
onditionnement de la matri
e en parti
ulier pour un é
oulement transsonique où les résultatsprésentent une forte dis
ontinuité.De plus, notons que le pré
onditionnement par fa
torisation im
omplète ilu0 utilisé est 
al
ulé par le biblio-thèque sparsekit [117℄ qui est une bibliothèque seulement é
rite pour des matri
es réelles.5.1.3 Algorithme gmres_noptm pour la résolution des équations de Navier-Stokeslinéarisées et harmoniques en tempsL'algorithme gmres a don
 été étendu à la résolution des équations de Navier-Stokes linéarisées et harmo-niques en temps sans introdu
tion de l'intégration pseudo-temporelle (gmres_noptm). Etant donné la taille desmatri
es, le nombre d'in
onnues2 et le très mauvais 
onditionnement du système linéaire, l'algorithme gmresdemandant beau
oup d'itérations pour 
onverger, des itérations de redémarrage sont utilisées. Néanmoins leproblème prin
ipal de la résolution des équations de Navier-Stokes linéarisées et harmoniques en temps sansintrodu
tion d'un pseudo-pas de temps est l'espa
e mémoire né
essaire.Rappelons que lors de l'appli
ation de l'intégration temporelle dans le 
as d'une résolution gmres_ptm, lamatri
e, qui n'est qu'une dis
rétisation des �ux au premier ordre, ainsi que le pré
onditionnement sont sto
késen mémoire. A�n de limiter l'espa
e mémoire dns 
e 
as de résolution gmres_noptm, la dis
rétisation des �uxau troisième ordre est sto
kée seulement pour le 
al
ul du pré
onditionnement ilu0 (
f. § 5.1.2). Le 
al
ul duproduit matri
e ve
teur dans l'algorithme gmres_noptm est réalisé par une linéarisation à 
haque itération deKrylov.Les 
onditions aux limites sont théoriquement in
luses dans le 
al
ul de la matri
e et du ve
teur à droite. Larésolution sans introdu
tion d'un pseudo-pas de temps prend don
 en 
ompte les 
onditions aux limites. Maisa�n d'a

élérer la 
onvergen
e, avant 
haque redémarrage de la pro
édure d'Arnoldi, les 
onditions aux limites2Ave
 la séparation du problème en une résolution pour la partie réelle et pour la partie imaginaire, nous avons pour un problème3-D : 2 × 5 × Ni × Nj × Nk in
onnues et pour un problème 2D : 2 × 4 × Ni × Nj in
onnues.
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ites (Eqs. 4.16-4.19) sont de nouveau imposées au ve
teur résidus.Lors de la résolution des équations linéarisées par introdu
tion d'un pseudo-pas de temps, le ve
teur résidus estinitialisé par un ve
teur nul 
ar il n'existe pas d'initialisation physique. Or les premiers tests réalisés ave
 uneinitialisation nulle de l'algorithme gmres_noptm ne parviennent pas à propager la perturbation. Dans 
e 
as,les résidus stagnent à leurs valeurs initiales quel que soit le nombre d'itérations de Krylov. Cela est sans doutelié à l'appli
ation des 
onditions aux limites. Les 
onditions aux limites, en parti
ulier à l'aval, imposent desvaleurs numériques de l'ordre de 1 alors que les autres valeurs numériques issues de la dis
rétisation des �uxsont de l'ordre de 106. Cet é
art numérique ne permet pas la propagation de la �u
tuation de pression à l'aval.Le ve
teur pourrait en théorie être initialisé par un ve
teur quel
onque mais nous avons dé
idé d'imposer unve
teur nul auquel nous ajoutons les 
onditions aux limites expli
ites (Eqs. 4.16-4.19). Nous pourrions égalementinitialiser le ve
teur résidus issu d'un 
al
ul linéarisé au premier ordre au moyen d'une résolution pseudo-time-mar
hing, mais les premières tentatives n'ayant pas été 
on
luantes, nous n'avons pas poussé l'étude plus loin.Nous présentons dans l'algorithme 13 une ré
apitulation de la méthode de résolution des équations de Navier-Stokes linéarisées et harmoniques en temps ave
 l'algorithme gmres_noptm.Algorithme 13 S
héma de la résolution des équations de Navier-Stokes linéarisées par l'algorithmegmres_noptm
• Initialisation du ve
teur résidu : x̂⇐= bc [0]

• Evaluation du se
ond membre : b̂⇐= bc [0]
• Cal
ul de la matri
e 
omplexe et 
onditions aux limites :

Â⇐= BC

{
iω + div

[
0

(
∂
−→
FC

∂w

)
+ 0

(
∂
−→
FV

∂w

)]}

• Sto
kage de la matri
e sous forme réelle :
A ⇐= 
sr{Â}

• Cal
ul du pré
onditionnement : M ⇐= ilu0 [A]For it_restarted = 1, 2, . . . , jusqu'à 
onvergen
e Do :
◮ Résolution du système linéaire (ÂMM−1x̂ = b̂) par l'algorithme gmres (Al. [5℄)

 Constru
tion de la base de Krylov de dimension it_base
 Minimisation des résidus dans la base de Krylov de dimension it_base
 Cal
ul de la nouvelle solution

◮ Appli
ation des 
onditions aux limites : x̂⇐= bc [x̂]
◮ it_gmres = it_base+(it_restarted-1)*it_baseEnd for5.2 Résultats sur le démonstrateur 2D5.2.1 E
oulement stationnaire subsoniqueDans un premier temps, la méthode de résolution des équations de Navier-Stokes linéarisées gmres_noptma été testée dans le 
as de la prédi
tion d'un é
oulement stationnaire subsonique. Le 
hamp stationnaire uti-lisé 
orrespond au 
hamp aérodynamique issu de la résolution gmres_ilu0(
fl=50, rres=1). Il est à noterque dans le 
adre de 
e travail, au
un problème de stabilité n'a été ren
ontré dans le 
as de la tuyère deDélery [32℄ en régime stationnaire subsonique. Néanmoins, les instabilités numériques liées aux ondes de Kelvin-Helhmotz existent aussi pour les é
oulements stationnaires subsoniques [2℄, [113℄. De plus, Valentin [136℄ reportedes instabilités lors de la résolution de problèmes d'optimisation d'aubes de turboma
hines par une résolutionpseudo-temporelle des équations dire
te (Eq. 6.15) et adjointe (Eq. 6.16) pour un é
oulement 3D subsoniqueprésentant d'importantes stru
tures tourbillonnaires.



5.2. RÉSULTATS SUR LE DÉMONSTRATEUR 2D 81Le maillage utilisé pour la résolution des équations linéarisées est identique à 
elui utilisé pour la résolutionpseudo-temporelle (
f. § 3.5.2). Le maillage est uniforme dans la dire
tion axiale et ra�né pro
he paroi dans ladire
tion normale aux parois Ni × Nj = 301 × 121. Les prin
ipales di�
ultés de la résolution de 
ette équa-tion sont relatives au mauvais 
onditionnement de la matri
e, au nombre d'in
onnues3 ainsi qu'à l'importantedisparité des valeurs numériques du ve
teur solution. De plus, lorsque 
es équations sont résolues autour d'uné
oulement stationnaire entièrement subsonique, la �u
tuation remontant le long de l'é
oulement jusqu'à l'entréede la tuyère, tous les points du maillage sont perturbés, l'initialisation est don
 éloignée de la solution.Etude de la 
onvergen
ePour la résolution des équations linéarisées et harmoniques en temps, sur 
e maillage la taille de la base minimalede Krylov est de 400 ve
teurs pour 
onverger. La �gure 5.1 représente les évolutions des résidus en fon
tion desitérations gmres pour des bases de Krylov 
omportant 400, 500, 600 et 700 ve
teurs. Le type de 
onvergen
eest similaire à 
elui obtenu dans le 
as de la résolution des équations linéarisées d'Euler 1 1
2D (Fig. 2.3). Dans unpremier temps, la pente des résidus est faible ave
 une diminution lente de la norme du ve
teur erreur. A partirde 300 itérations de 
haque itération redémarrée, la vitesse 
onvergen
e de la méthode augmente sensiblement(Fig. 5.1). Quelle que soit la taille de la base de Krylov, la 
onvergen
e est toujours dé
omposée en deux par-ties. Cela explique pourquoi les bases sont aussi importantes en nombre de ve
teurs. Si la base est trop petite(it_base < 300), la partie dite de 
onvergen
e rapide n'est pas atteinte et le redémarrage ne permet pas defaire 
onverger le pro
essus itératif. Par ailleurs, plus la taille de la base est importante et moins d'itérations deredémarrage sont né
essaires (Fig. 5.1). En 
ontrepartie, en augmentant la taille des bases de Krylov, l'espa
emémoire requis augmente aussi linéairement (Tab. 5.1). Pour une résolution ave
 une base de 400 ve
teurs,l'espa
e mémoire né
essaire est de 2.15 Giga-Bytes (gb) et pour une résolution ave
 une base de 700 ve
teurs,l'espa
e mémoire requis est de 3.62 gb. Cependant, 
et espa
e mémoire est inférieur à 
elui né
essaire à unerésolution lu_bande ; dans le 
as d'une résolution par fa
torisation de la matri
e, nous aurions eu besoin de9.07 gb de mémoire, soit un espa
e 2.5 fois plus important que pour la résolution ave
 une base de 700 ve
teurs.Notons que le rapport lu_bande/gmres serait plus important dans les 
as 3-D.Les temps de 
al
ul réalisés sur un pro
esseur 
aden
é à 3 Giga-Hertz sont présentés dans le tableau 5.1. Nousremarquons que 
ontrairement à l'espa
e mémoire, l'augmentation en temps 
pu n'est pas proportionelle aunombre de ve
teurs de la base de Krylov. A 
haque itération de Krylov, le nouveau ve
teur de la base doit êtreorthogonalisé ave
 tous les pré
édents. De plus, plus la base est importante, plus la minimisation des résidusdans la base sera longue. Le temps né
essaire à la 
réation et à la minimisation des résidus pour une base de400 ve
teurs est de 11' 33� alors que pour une base de 700 ve
teurs le temps 
pu est de 22' 06�, soit près dedeux fois plus de temps pour un rapport de nombre de ve
teurs de base de 1.75 fois plus important. Alors quepour une base ave
 700 ve
teurs, deux redémarrages sont su�sants, pour une base de 400 ve
teurs, treize sontné
essaires pour 
onverger (Tab. 5.1). Le temps 
pu total pour obtenir la 
onvergen
e est de 44 minutes pourla résolution gmres_noptm(it_base=700, it_restarted=2) et de 150 minutes gmres_noptm(it_base=400,it_restarted=13), soit un temps 
pu 3.5 fois plus important.Notons en�n qu'en augmentant le nombre de ve
teurs de la base de Krylov le niveau d'erreur diminue à la�n des itérations de redémarrage (Fig. 5.1). Si nous redémarrons de nouveau pour 
haque base une nouvelleitération, l'erreur stagne. Cette stagnation des résidus, lors du redémarrage, est sans doute liée à la matri
e dusystème linéaire qui n'est pas dé�nie positive. Dans 
e 
as, l'algorithme gmres ave
 redémarrage peut stagneret ne pas parvenir à 
onverger [121, p. 167-168℄. Les niveaux atteints de la minimisation des résidus, présentésdans la �gure 5.1, sont don
 les niveaux de 
onvergen
e maximaux ave
 les bases utilisées.Comparaison des grandeurs aérodynamiquesLes grandeurs aérodynamiques perturbées obtenues ave
 une résolution gmres_ptm(
fl = 50, rres = 50) sont
omparées ave
 des résultats issus de la résolution gmres_noptm(it_base = 700, it_restarted = 2) pour la�u
tuation de pression dans la �gure 5.2 et en annexe C.1 pour les autres variables. Nous nous intéresseronsplus parti
ulièrement à la 
omparaison de l'évolution de la perturbation de la pression. Les évolutions générales3Ave
 le maillage utilisé, le nombre d'in
onnues s'élève à 2 × 4 × Ni × Nj = 291368.
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-it gmresFig. 5.1 � Comparaison de la 
onvergen
e pour une résolution gmres_noptm en fon
tion de la taille de la basede Krylov it_base = 400, 500, 600 et 700 des équations de Navier-Stokes linéarisées autour d'un é
oulementsubsonique dans une tuyère symétrique [32℄ sur un maillage Ni×Nj = 301 × 121it_base Temps 
pu par redémarrage it_restarted Temps 
pu total Mémoire utilisée (gb)300 8' 45� - - 1.66400 11' 33� 13 150' 09� 2.15500 15' 32� 6 93' 12� 2.64600 19' 59� 3 59' 55� 3.13700 22' 06� 2 44' 12� 3.62Tab. 5.1 � Temps et mémoire né
essaires pour les résolutions gmres_noptm des équations de Navier-Stokeslinéarisées autour d'un é
oulement subsonique dans une tuyère symétrique [32℄ sur un maillage Ni × Nj =
301 × 121de perturbation de la pression, que 
e soit pour le module (Fig. 5.2(a)-(
)) ou pour la phase (Fig. 5.2(d)-(i)),sont sensiblement identiques pour les deux méthodes. Les niveaux sont un peu plus élevés dans le 
as de larésolution gmres_noptm(it_base = 700, it_restarted = 2), parti
ulièrement au 
ol et en entrée de la tuyère.Un résultat parti
ulièrement important est la symétrie des perturbations de toutes les variables sur les paroishaute et basse. Les perturbations des grandeurs aérodynamiques ont des valeurs numériques très di�érentes,elles varient de entre 10−3 kg.m−3 pour la perturbation maximale de la masse volumique et 4000 Pa pour laperturbation maximale de la pression. Malgré 
ela, les résolutions gmres_noptm 
onvergent pour toutes lesgrandeurs (Figs. 5.2, C.1, C.2 et C.3).Dans le tableau suivant (Tab. 5.2) sont données les 
oe�
ients des for
es de pression sur les parois (Eq. 4.28)haute et basse de la tuyère qui sont 
omparées aux 
oe�
ients des for
es de pression 
al
ulées par une résolutionaf-adi(
fl = 20) grâ
e au rapport adimensionné : r(1Ĉ) =

1Ĉgmres −1 Ĉaf-adi
1Ĉaf-adi .



5.2. RÉSULTATS SUR LE DÉMONSTRATEUR 2D 83Nous avons, quelle que soit la base utilisée pour la résolution à la �n du pro
essus de redémarrage, des for
es depression identiques sur les deux parois de la tuyère. De plus, la variation entre les méthodes de résolution esttrès faible, de l'ordre de 0.1 %.it_base it_restarted 1Ĉlower r(1Ĉlower) × 100 1Ĉupper r(1Ĉupper) × 100400 13 0.41751 0.092 0.41752 0.091500 6 0.41753 0.091 0.41753 0.091600 3 0.41748 0.102 0.41749 0.101700 2 0.41751 0.092 0.41751 0.092Tab. 5.2 � Comparaison des 
oe�
ients des for
es de pression pour les résolutions gmres_noptm et pour unerésolution af-adi(
fl = 20) autour d'un é
oulement stationnaire subsonique dans une tuyère symétrique [32℄sur un maillage Ni×Nj = 301 × 121
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Fig. 5.2 � Comparaison de l'évolution des �u
tuations de pression p̂ à l'axe, sur les parois inférieure etsupérieure de la tuyère entre une résolution gmres_ptm(
fl=50, rres=50) et gmres_noptm(it_base=700,it_restarted=2) issues de la résolution des équations de Navier-Stokes linéarisées autour d'un é
oulement sub-sonique dans une tuyère symétrique [32℄ sur un maillage Ni×Nj = 301 × 121
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oulement stationnaire transsoniqueLa di�
ulté de 
et exer
i
e réside dans la 
apture du 
ho
, de sa position et de son intensité. La présen
ede l'onde de 
ho
 implique une forte dis
ontinuité de toutes les variables aérodynamiques. Cette dis
ontinuitéprésente un avantage : la perturbation ne remontant pas à l'amont de l'onde de 
ho
, en dehors des 
ou
heslimites, l'initialisation est exa
te dans 
ette partie de l'é
oulement. Les 
al
uls sont réalisés sur le même domaineque 
elui-
i de la résolution ave
 introdu
tion d'un pseudo-pas de temps (
f. 4.4.2) sur le maillage Grid_A(Ni×Nj = 301× 101), le système linéaire 
omporte don
 4 ×Ni×Nj = 121604 in
onnues.Etude de la 
onvergen
ePour résoudre les équations de Navier-Stokes linéarisées sur le maillage standard Grid_A ave
 une résolutiongmres_noptm, la base de Krylov doit posséder une taille minimale de 300 ve
teurs pour assurer la 
onvergen
ede la méthode (Tab. 5.3). L'allure de la 
onvergen
e est identique à 
elle du 
as subsonique (Figs. 5.1-5.3).La 
onvergen
e est dans un premier temps lente ave
 un plateau jusqu'à 250 ve
teurs puis 
roît jusqu'à unepente limite, indépendemment du nombre de ve
teurs par base de Krylov et du nombre de redémarrages.Après 600 itérations (Fig. 5.3), l'algorithme gmres_noptm arrête sa 
onvergen
e y 
ompris ave
 un plus grandnombre d'itérations. Pour 
onverger à un niveau plus bas, il est alors né
essaire de redémarrer le 
al
ul. Lespi
s de 
onvergen
e visibles sur la �gure 5.3 lors des redémarrages de l'algorithme gmres pour les 
al
ulsgmres_noptm(it_base = 500, it_restarted = 2) et gmres_noptm(it_base = 600, it_restarted = 2) sont deserreurs numériques liées à l'appli
ation à 
haque redémarrage des 
onditions aux limites expli
ites sur le ve
teurrésultat.
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onvergen
e pour une résolution gmres_noptm en fon
tion de la taille de labase de Krylov it_base = 200, 300, 400, 500 et 600 des équations de Navier-Stokes linéarisées autour d'uné
oulement transsonique dans une tuyère symétrique [32℄ sur le maillage Grid_AQuatre bases di�érentes ont été testées pour étudier la 
onvergen
e de la méthode (it_base = 300, 400, 500 et600). Pour une base de 300 ve
teurs, le 
al
ul a besoin de sept itérations de redémarrage pour 
onverger, alors quepour une base de 500 ou 600 seulement deux sont né
essaires. Même si l'augmentation du temps de résolution



5.2. RÉSULTATS SUR LE DÉMONSTRATEUR 2D 85n'est pas proportionnelle au nombre de ve
teurs, le temps 
pu à 
onvergen
e est plus petit pour les résolu-tions gmres_noptm(it_base=500-600, it_restarted=2) que pour la résolution gmres_noptm(it_base=300,it_restarted=7) (Tab. 5.3). De plus, la résolution requiert toujours un espa
e mémoire moins important pourtoutes les résolutions gmres_noptm par rapport à une résolutions lu_bande. En e�et, pour une base de 600ve
teurs et le pré
onditionnement ilu0, nous avons besoin de 2.63 gb alors que pour une résolution lu_bandenous aurions eu besoin de 4.22 gb.it_base Temps 
pu par redémarrage it_restarted Temps 
pu total Mémoire utilisée (gb)200 2' 24� - - 1.07300 4' 26� 7 31' 48� 1.46400 5' 54� 3 16' 48� 1.85500 7' 36� 2 15' 12� 2.24600 10' 36� 2 21' 12� 2.63Tab. 5.3 � Temps et mémoire né
essaires pour les résolutions gmres_noptm des équations de Navier-Stokeslinéarisées autour d'un é
oulement transsonique dans une tuyère symétrique [32℄ sur un maillage Grid_AComparaison des grandeurs aérodynamiquesLes résultats des grandeurs aérodynamiques perturbées obtenues par la méthode gmres_ptm(
fl=50, rres=50)ont été 
omparés ave
 les résultats issus de la résolution sans pas de temps gmres_noptm(it_base=600,it_restarted=2) (Fig. 5.4) et (
f. C.2.1). Nous nous intéresserons en parti
ulier à la perturbation de pres-sion (Fig. 5.4), mais l'étude des autres perturbations est faite dans l'annexe C.2.1 (Figs. C.4-C.5-C.6). La �gure5.4 présente l'évolution du module et des parties réelle et imaginaire de la �u
tuation de pression le long de l'axede la tuyère ainsi que sur les parois inférieure et supérieure. Nous observons une bonne 
on
ordan
e globale dela perturbation, en parti
ulier sur le niveau et la position de l'onde de 
ho
. Nous avons aussi une symétrie entreles parois haute et basse.La prin
ipale di�éren
e entre les deux appro
hes se situe dans la partie imaginaire de la �u
tuation (Fig. 5.4(j)-(k)-(l)).Sur les parois, la résolution gmres_noptm donne une �u
tuation de pression de l'onde de 
ho
 beau
oup plusimportante que la résolution gmres_ptm. Alors que sur les parois la valeur de la partie imaginaire de la perturba-tion de pression au niveau de l'onde de 
ho
 pour une résolution pseudo-time-mar
hing est de ℑsw
1p̂sw=150 Pa,pour une résolution sans introdu
tion du pas de temps elle est de ℑsw

1p̂sw=-2010 Pa (Fig. 5.4(k)(l)). De plus,nous observons à l'axe de la tuyère que les deux méthodes obtiennent des déphasages opposés au niveau dul'onde de 
ho
. ℑ1p̂sw_ptm= 4600 Pa et ℑ1p̂sw_noptm=-7900 Pa (Fig. 5.4(j)).Les di�érentes valeurs du 
oe�
ient des for
es de pression instationnaire sont présentées pour les di�érents
al
uls dans le tableau 5.4 :it_base it_restarted 1Ĉlower r(1Ĉlower) × 100 1Ĉupper r(1Ĉupper) × 100400 13 0.42660 0.002 0.42660 0.002500 6 0.42659 0.002 0.42661 0.002600 3 0.42660 0.002 0.42659 0.002700 2 0.42661 0.002 0.42660 0.002Tab. 5.4 � Comparaison des 
oe�
ients des for
es de pression pour les résolutions gmres_noptm et pour unerésolution af-adi(
fl = 20) autour d'un é
oulement stationnaire transsonique dans une tuyère symétrique [32℄sur le maillage Grid_BTous les 
al
uls gmres_noptm 
onvergent vers une valeur quasi identique de 1Ĉ = 0.43. Nous 
onstatons queles di�éren
es obtenues sur le 
hamp aérodynamique dé
rites 
i-dessus in�uen
ent don
 peu le 
oe�
ient desfor
es de pression et que 
e 
oe�
ient est pro
he du 
oe�
ient obtenu par une résolution pseudo-temporelle.
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Fig. 5.4 � Comparaison de l'évolution des �u
tuations de pression p̂ à l'axe, sur les parois inférieure etsupérieure de la tuyère entre une résolution gmres_ptm(
fl=50, rres=50) et gmres_noptm(it_base=700,it_restarted=2) issues de la résolution des équations de Navier-Stokes linéarisées autour d'un é
oulement trans-sonique dans une tuyère symétrique [32℄ sur le maillage Grid_B
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ation du problème de stabilitéRappelons que le but premier du développement de 
ette méthode de résolution est de stabiliser la résolution deséquations de Navier-Stokes linéarisées lorsque 
elles-
i sont résolues sur un maillage ra�né pro
he des parois.Nous avons mis en éviden
e 
e problème de stabilité dans le 
as de la résolution de 
es équations lorsqu'ellessont linéarisées autour d'un é
oulement stationnaire transsonique ave
 un 
hamp stationnaire présentant un fortdé
ollement (
f. 
hapitre 4).Après la validation de l'algorithme gmres_noptm sur le maillageGrid_A où les résolutions af-adi et gmres_ptm
onvergent, nous avons don
 testé notre algorithme sur le maillage Grid_B(Ni × Nj = 301 × 201). Sur 
emaillage, les résolutions ave
 une intégration pseudo-temporelle (af-adi et gmres_ptm), quel que soit le pasde temps, ave
 une dis
rétisation au troisième ordre des �ux 
onve
tifs, ne parviennent pas à 
onverger.Comme nous le verrons par la suite, la méthode gmres_noptm nous a permis de résoudre le problème de stabilité.Nous savions qu'il existait une solution au problème des équations linéarisées, 
'est-à-dire que la matri
e n'étaitpas une matri
e singulière. Mais une résolution lu_bande 
omplexe de 
e système requiert le sto
kage d'unematri
e demandant un espa
e mémoire de 24.9 gb. Les ordinateurs a
tuels et même les � super-
al
ulateurs �ne disposant que rarement de 
et espa
e mémoire ou de manière ex
eptionnelle, il nous était né
essaire dedévelopper une méthode de résolution requérant moins de ressour
e mémoire.Etude de la 
onvergen
eDans la �gure 5.5, la 
onvergen
e de l'algorithme gmres_noptm est 
omparée pour di�érentes bases de Krylovvariant de 400 à 800 ve
teurs. En utilisant une base de Krylov 
omportant moins de ve
teurs, quel que soit lenombre de redémarrages, le 
al
ul ne parvient pas à 
onverger. Comme dans les 
as pré
édents, la 
onvergen
epour 
haque redémarrage est très lente pour les 350 premières itérations et a

élère ensuite pour atteindre lamême pente quel que soit le nombre d'itérations. Ave
 une base de 400 ve
teurs, le 
al
ul 
onverge ave
 unmaximum de trois ordres de grandeur. Pour diminuer davantage la norme du ve
teur erreur, les bases de Krylovdoivent être augmentées. Ave
 une base de 800 ve
teurs, les résidus �naux diminuent de plus de neuf ordres degrandeur.Le tableau 5.5 regroupe les données pour les résolutions ave
 les bases de Krylov de 400, 500, 600, 700 et 800ve
teurs. Nous avons besoin d'un espa
e mémoire minimal 6.1 fois moins important que la résolution lu_bandepour 
onverger (résolution gmres_noptm(it_base=400)). Mais ave
 
ette base 14 itérations de redémarragesont né
essaires pour 
onverger, soit un temps total de 226 minutes sur un pro
esseur 
aden
é à 3 Giga-Hertz. Enaugmentant la base de Krylov (it_base = 600), l'espa
e mémoire requis est de 5.65 gb mais le 
al
ul 
onvergeen 113 minutes. A�n de diminuer la norme du ve
teur erreur, en �n de pro
essus itératif, nous avons réalisé la
al
ul ave
 une plus grande base de 800 ve
teurs. Dans 
e 
as, 7.19 gb en espa
e mémoire sont né
essaires etles deux itérations de redémarrage 
onvergent en 238 minutes.it_base Temps 
pu par redémarrage it_restarted Temps 
pu total Mémoire utilisée (gb)300 13' 55� - - 3.32400 19' 02� 14 266' 28� 4.10500 32' 09� 6 192' 50� 4.87600 56' 28� 2 112' 56� 5.65700 84' 25� 2 168' 50� 6.42800 119' 16� 2 238' 32� 7.19Tab. 5.5 � Temps et mémoire né
essaires pour les résolutions gmres_noptm des équations de Navier-Stokeslinéarisées autour d'un é
oulement transsonique dans une tuyère symétrique [32℄ sur le maillage Grid_B
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-it gmresFig. 5.5 � Comparaison de la 
onvergen
e pour une résolution gmres_noptm en fon
tion de la taille de labase de Krylov it_base = 400, 500, 600, 700 et 800 des équations de Navier-Stokes linéarisées autour d'uné
oulement transsonique dans une tuyère symétrique [32℄ sur le maillage Grid_BComparaison des grandeurs aérodynamiquesLes résultats issus de la résolution de la gmres_noptm(it_base=800, it_restarted=2) pour le maillage Grid_Bsont représentés pour la �u
tuation de pression sur la �gure 5.7 et pour les autres �u
tuations en annexe (Figs.C.7, C.8 et C.9). Ne pouvant 
omparer 
es perturbations ave
 des perturbations issues d'une résolution pseudo-temporelle, les résultats sont validés par rapport à la résolution gmres_noptm(it_base=600, it_restarted=2)sur le maillage Grid_A (Fig. 5.7).Il est à noter que les deux 
hamps stationnaires ne sont pas identiques, en parti
ulier sur la position de l'ondede 
ho
 (Fig. 5.6). Sur le maillage Grid_A, le 
ho
 est pla
é plus vers l'amont de la tuyère que pour le maillageGrid_B. En revan
he, les deux 
hamps ont des zones de dé
ollement derrière l'onde de 
ho
. De même, les deuxrésultats présentent des stu
tures 
lassiques de 
ho
 en lambda (Fig. 5.6).Il aurait don
 sans doute été plus intéressant de 
omparer les perturbations de la résolution sur un maillage �npar rapport à des perturbations sur un maillage plus lâ
he mais dont le 
hamp aérodynamique est interpolé àpartir des résultats issus du maillage �n.La �gure 5.7 présente les évolutions de la �u
tuation de la pression à l'axe de la tuyère et sur les parois. Nousremarquons en parti
ulier que le saut de la perturbation de pression lié à la présen
e de l'onde de 
ho
 n'est paspla
é à la même position axiale. Cette di�éren
e de position n'est pas liée à la résolution des équations linéariséesmais aux di�éren
es des 
hamps stationnaires entre les deux maillages (Fig. 5.6). De même, l'intensité de laperturbation de pression liée à l'onde de 
ho
 est di�érente dans le 
as des deux maillages. A l'axe de la tuyère,l'intensité est deux fois plus importante sur le maillage Grid_A que Grid_B, alors que sur les parois l'intensitéest plus importante dans le 
as du maillage Grid_B (Fig. 5.7). Nous remarquons aussi la di�éren
e de niveaudans la bulle de pression à l'aval de la position de l'onde 
ho
. Dans le 
as du maillage Grid_B la bulle est
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Fig. 5.6 � Cartographie du nombre de Ma
h stationnaire (M̆in�ow=0.57) pour les résolutions sur les maillagesGrid_A(Ni×Nj = 401×101) (a) et Grid_B(Ni×Nj = 401×201) (b) et 
omparaison des Ma
h isentropiquessur les parois et l'axe (
) dans la tuyère [32℄ avant la tron
ature à l'aval pour la résolution des équationslinéariséesbeau
oup plus importante que dans le 
as du maillage Grid_A. Mais 
ela est aussi lié aux di�éren
es des 
hampsstationnaires. Comme pour les autres tests, nous avons 
omparé les résultats du 
oe�
ient des for
es de pressioninstationnaire pour les résolutions gmres_noptm et le 
oe�
ient des for
es de pression issu d'une résolutionaf-adi(
fl = 20) sur le maillage Grid_A (Tab. 5.6). Nous voyons que les variations de 
es 
oe�
ients, quelleque soit la base de Krylov utilisée, sont in�mes. De plus, le niveau de 
onvergen
e n'in�uen
e pas beau
oup lavaleur du 
oe�
ient de pression.it_base it_restarted 1Ĉlower r(1Ĉlower) × 100 1Ĉupper r(1Ĉupper) × 100400 13 0.42652 0.004 0.42653 0.004500 6 0.42651 0.004 0.42652 0.004600 3 0.42650 0.004 0.42651 0.004700 2 0.42652 0.004 0.42652 0.004Tab. 5.6 � Comparaison des 
oe�
ients des for
es de pression pour les résolutions gmres_noptm sur un maillageGrid_B et pour une résolution af-adi(
fl = 20) Grid_A autour d'un é
oulement stationnaire transsoniquedans une tuyère symétrique [32℄
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5.3. CONCLUSION 915.3 Con
lusionLe but prin
ipal de 
e 
hapitre était de développer une nouvelle méthode numérique qui stabilise la résolutiondes équations de Navier-Stokes linéarisées. Nous avions vu au 
hapitre pré
édent qu'une instabilité numériqueapparaissait ave
 une résolution impli
ite pseudo-time-mar
hing, que 
e soit ave
 une résolution du systèmelinéaire à 
haque pas de temps par une méthode de fa
torisation appro
hée ou par une méthode gmres ave
un pré
onditionnement ilu0. Pour 
ela, nous nous sommes a�ran
his d'une résolution par introdu
tion d'unpseudo-pas de temps.Etant donné la taille des systèmes linéaires à résoudre, nous ne pouvions pas utiliser une résolution lu_bande dela matri
e 
omplexe. Nous nous sommes don
 dirigés vers des méthodes de Krylov et en parti
ulier vers l'algo-rithme gmres ave
 un pré
onditionnement ilu0 grâ
e au savoir-faire a
quis pour la résolution des équations deNavier-Stokes stationnaires et pour la résolution des équations de Navier-Stokes linéarisées ave
 un pseudo-pasde temps. Nous nous sommes posé la question du pré
onditionnement à utiliser. Fallait-il un pré
onditionne-ment ave
 une dis
rétisation des �ux au premier ou au troisième ordre ? Au
un 
al
ul ave
 pré
onditionnementilu0 au premier ordre n'ayant 
onvergé, nous en avons 
on
lu qu'étant donné le très mauvais 
onditionnementde la matri
e, il nous fallait for
ément un pré
onditionnement basé sur une matri
e ayant les mêmes valeursnumériques.Un autre problème était la propagation de la �u
tuation de la pression, étant donné les valeurs numériquesimposées par les 
onditions aux limites (très di�érentes des valeurs liées à la dis
rétisation des �ux). Nous avons
onstaté que si le ve
teur initial était le ve
teur nul, la perturbation ne se propage pas vers l'amont de la tuyère.Nous avons don
 dé
idé d'imposer, à 
haque redémarrage de l'algorithme gmres, les 
onditions aux limites auve
teur initialisant l'algorithme de Krylov.En�n, il était né
essaire de réduire l'espa
e mémoire requis par l'algorithme proposé. Nous avons don
 dé
idéde ne pas sto
ker la matri
e mais de linéariser les �ux à 
haque itération de Krylov pour 
al
uler le produitmatri
e ve
teur. Nous n'avons ainsi pas eu à sto
ker la matri
e de pré
onditionnement. De plus, un autre gain enutilisation d'espa
e mémoire a été obtenu en dé
omposant le problème 
omplexe pour obtenir deux problèmesréels 
ouplés, l'un pour la partie 
omplexe et l'un pour la partie réelle.Grâ
e à 
es di�érentes te
hniques, nous avons pu résoudre les équations de Navier-Stokes linéarisées et harmo-niques en temps sur maillage sur lequel une résolution pseudo-time-mar
hing divergeait. Malgrés des di�éren
esobservées sur les résultats de �u
tuation de pression, le paramètre important de 
es équations, le 
oe�
ient desfor
es de pression, reste presque in
hangé quels que soient le maillage et la méthode de résolution utilisée.
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Chapitre 6Optimisation aérodynamique de formesIl existe deux grandes familles de méthode d'optimisation, la méthode sto
hastique inspirée de la théorie del'évolution de Darwin et la méthode de des
ente qui est une généralisation de la méthode de Newton appliquéeà l'optimisation [30, p. 60-61℄. Pour 
es deux appro
hes, il est né
essaire de dé�nir une fon
tion de 
oût de façonà évaluer la pertinen
e de la géométrie testée.Dans le 
as de la méthode sto
hastique, la géométrie à optimiser est représentée par un ensemble de para-mètres appelés � gènes �. Plus la fon
tion de 
oût obtient un s
ore important, plus la géométrie est sus
eptibled'être séle
tionnée pour re
ombiner ses gènes ave
 
eux d'une autre géométrie et ainsi de 
réer une nouvellegénération de population 
ensée posséder de meilleures propriétés par rapport à la fon
tion de 
oût demandée.Le prin
ipal in
onvénient des méthodes sto
hastiques réside dans le fait que nous devons évaluer la pertinen
ede tous les membres de la famille à 
haque itération d'optimisation. Pour 
ela, il est né
essaire de réaliser au-tant de 
al
uls stationnaires que de membres d'une population, 
e qui peut devenir prohibitif en temps de 
al
ul.Dans le 
as de la méthode de des
ente, la valeur de la fon
tion de 
oût en elle-même n'a que peu d'importan
e.Elle est seulement utilisée pour fournir un état représentatif de la valeur de la géométrie. En revan
he, il estné
essaire de 
onnaître les valeurs du ve
teur gradient et même, dans 
ertains 
as, de la matri
e hessienne dela fontion de 
oût par rapport aux di�érents paramètres de des
ription de la géométrie. Les valeurs du gradientet de la matri
e hessienne sont généralement obtenues par résolution d'un ou plusieurs systèmes linéaires issusde la linéarisation des équations d'Euler ou de Navier-Stokes. Valentin [136℄ reporte l'obligation d'utilisation demaillages peu ra�nés pro
hes des parois. En e�et, lorsque le maillage est très ra�né pro
he des parois, des pro-blèmes de stabilité numérique identiques à 
eux ren
ontrés lors de la résolution des équations de Navier-Stokeslinéarisées et harmoniques en temps apparaissent, même dans le 
as d'un é
oulement stationnaire subsonique.Le but de 
e travail de re
her
he n'était pas de développer un algorithme d'optimisation 
omplexe ave
 ounon prise en 
ompte de 
ontraintes aérodynamiques et/ou géométriques, mais de résoudre le 
al
ul linérisé dugradient grâ
e à une méthode de Krylov sans introdu
tion d'un pseudo-pas de temps.6.1 Méthode d'optimisationDans le 
adre de 
e travail, le 
hoix a été porté sur l'utilisation de la méthode de des
ente ave
 une résolutiond'un problème issu de la linéarisation des équations de Navier-Stokes. Cela nous a permis de nous appuyer surl'expérien
e a
quise dans le 
adre des travaux de V. Valentin [136℄ en 
e qui 
on
erne la partie algorithmique del'optimisation et de J.C. Chassaing [17℄ en 
e qui 
on
erne la linéarisation des �ux des équations de Navier-Stokesstationnaires.6.1.1 Algorithme d'optimisation sans 
ontrainteDans 
e travail, un algorithme d'optimisation sans 
ontrainte est utilisé. Pour 
ela, la dire
tion de des
ente à
haque itération d'optimisation doit réaliser un angle minimal de 90o par rapport au gradient de la fon
tion de93
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oût F [141℄. Cette 
ondition se traduit mathématiquement par la relation suivante :
(∇F (Xd))

T . S ≤ 0 (6.1)où Xd sont les paramètres de dessin et S la dire
tion de des
ente.Les di�érentes étapes 
onstituant un algorithme d'optimisation sans 
ontrainte par dire
tion de des
ente sont :




(1.) Initialisation des variables de dessin : Xd = X0
d

(2.) Cal
ul du 
hamp aérodynamique initial
(3.) Début de la bou
le d'optimisation
(3.1) Pour k = 0, 1, 2, 3, ... jusqu'à 
onvergen
e, faire :
(3.2) Re
her
he de la dire
tion de des
ente : Sk

(3.3) Re
her
he linéaire : αk tel que F (Xk
d + αkSk

) soit minimal
(3.4) A
tualisation des variables de dessin : Xk+1

d = Xk
d + αkSk

(3.5) Cal
ul du nouveau 
hamp aérodynamique ave
 les paramètres de dessin : Xk+1
d

(3.6) Evaluation de la fon
tion de 
oût
(3.) Fin de bou
le d'optimisationTab. 6.1 � Etapes d'un algorithme d'optimisation par dire
tion de des
enteDans notre 
as, la re
her
he linéaire du meilleur 
oe�
ient αk, étape (3.2) de l'algorithme pré
édent (Tab.6.1), n'est pas réalisée. Nous �xerons à 
haque itération d'optimisation le fa
teur αk à 1. Cela peut poser, dans
ertains 
as, des problèmes de relaxation. Néamoins 
ela n'a jamais déstabilisé le pro
essus d'optimisation niremis en 
ause la 
ondition de des
ente (Eq. 6.1) pour au
un des exer
i
es d'optimisation présentés.Comme nous l'avons déjà dit, l'essentiel du travail réalisé dans le 
adre de 
ette étude 
on
erne le 
al
ul et lare
her
he de la dire
tion de des
ente Sk (étape (3.1) de l'algorithme pré
édent (Tab. 6.1)). En e�et, le 
al
ul dela dire
tion de des
ente requiert généralement la résolution d'un problème issu de la linéarisation des équationsde Navier-Stokes (Eqs. 6.14, 6.17) qui présente les mêmes sour
es d'instabilité numérique que la résolution deséquations de Navier-Stokes linéarisées et harmoniques en temps.6.1.2 Paramétrisation de la géométrieAvant de résoudre un problème d'optimisation, il est né
essaire de dé�nir des paramètres de 
ontr�le permettantde dé�nir et de modi�er la géométrie a�n de minimiser la fon
tion de 
oût. Nous avons pour 
ela repris la basedu travail de Valentin [136℄, qui utilise des 
ourbes de Bezier pour dé
rire la géométrie. Les 
ourbes de Beziersont dé�nies 
omme des fon
tions paramétriques dépendantes du nombre de points de 
ontr�le :y(u) =

n∑

l=0

ylBl,n(u) ; Bl,n(u) =
n!

l!(n− l)!
ul(1 − u)n−l ; u ∈ [0, 1] (6.2)où n + 1 est le nombre de points de 
ontr�le, yl la position des points de 
ontr�le et Bl,n(u) est un polyn�mede Berenstein.Les 
ourbes de Bezier sont don
 des fon
tions polynomiales de degré n qui ont pour 
ara
téristique de passeraux extrémités par les deux points de 
ontr�le 0 et n. De plus, la tangente initiale de la 
ourbe interpoléeest dé�nie par la droite passant par les deux premiers points de 
ontr�le et la tangente �nale par la droitepassant par les deux derniers points de 
ontr�le, 
e qui permet de dé�nir les pentes au début et à la �n dela 
ourbe. En revan
he, 
ompte tenu du degré d'interpolation des polyn�mes, la position de 
haque point de
ontr�le in�uen
e l'ensemble de la 
ourbe et don
 
es interpolations ne permettent pas de modi�
ation lo
ale dela géométrie. Notons que nous aurions pu utiliser des interpolations de 
ourbes plus évoluées du type B-Splineou nurbs (Non-Uniform Rational B-Spline) qui permettent de prendre en 
ompte des variations plus lo
aliséesde la géométrie.
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Fig. 6.1 � Exemple de 
ourbe de Bezier 
ubique ave
 quatre points de 
ontr�le et les dire
tions des dérivées audébut et en �n de 
ourbe [99, p. 86℄Quel que soit le problème d'optimisation, la géométrie initiale ainsi que les points de 
ontr�le des 
ourbes deBezier sont à 
haque fois identiques. Nous nous sommes appuyés sur la tuyère de Délery [32℄ qui a été modi�ée.La tuyère est 
oupée à l'aval a�n de supprimer le se
ond 
ol et la bosse sur la paroi basse a été supprimée(Fig. 6.2). Nous avons repris le 
as d'étude présenté initialement par Valentin [136℄ en paramétrant la paroibasse de la tuyère par neuf points de 
ontr�le équirépartis dans la dire
tion axiale (Fig. 6.2). A�n de garder unepente nulle en entrée et en sortie de la tuyère, les deux premiers et les deux derniers points de 
ontr�le seront�xes. Les variables d'optimisation seront les 
inq points de 
ontr�le médians qui seront autorisés à se dépla
eruniquement suivant l'axe verti
al y.6.1.3 Cal
ul de la dire
tion de des
enteNous avons utilisé dans le 
adre de 
e travail une optimisation sans 
ontrainte. La partie liée à l'optimisation aété développée, dans la thèse de V. Valentin [136℄. Néanmoins, nous résumons i
i su

in
tement les algorithmesd'optimisation employés dans 
ette étude.La méthode la plus simple pour le 
al
ul de la dire
tion de des
ente est la méthode dite � de la meilleure pente� :
Sk = −∇F

(
Xk

d

) (6.3)où Sk est la dire
tion de des
ente à l'itération d'optimisation k, ∇F le ve
teur gradient de la fon
tion de 
oût et
Xk

d les paramètres d'optimisation. Ce 
al
ul de la pente présente l'avantage d'assurer la 
ondition de rédu
tion(Eq. 6.1) à 
haque itération de la bou
le d'optimisation. En revan
he, nous savons aussi par expérien
e que lavitesse de 
onvergen
e de 
ette méthode est très faible [136℄.A�n d'a

élérer la 
onvergen
e, Valentin [136℄ utilise l'algorithme de Broyden Flet
her Goldfarb et Shanno(bfgs) [30, pp. 71-73℄. Cet algorithme 
ara
téristique des algorithmes quasi-Newton1 utilise les informations1Les méthodes de Newton utilisent un développement de Taylor au se
ond ordre pour la dé�nition de la dire
tion de des
ente :
F (Xd) = F (Xk

d) + ∇F (Xk
d)(Xd − Xk

d) +
1

2
(Xd − Xk

d)T ∇2F (Xk
d)(Xd − Xk

d) (6.4)
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Fig. 6.2 � Géométrie initiale de la tuyère de tous les exer
i
es d'optimisation ave
 les positions des points de
ontr�le �xes et mobiles sur la paroi inférieure de la tuyère de Délery [32℄disponibles aux itérations d'optimisation k et k − 1 pour appro
her la matri
e Hessienne inverse H∗ (Eq. 6.8)nous permettant d'obtenir la dire
tion de des
ente Sk :
Sk = −H∗k ∇F

(
Xk

d

) (6.7)L'algorithme bfgs 
al
ule l'approximation de la matri
e Hessienne inverse de la façon suivante :
H∗ k = H∗ k−1 +

(
1 +

γT H∗ k−1 γ

δT γ

)
δ δT

δT γ
−
(
δγT H∗ k−1 +H∗ k−1γδT

δT γ

)

δ = Xk
d −Xk−1

d

γ = ∇F
(
Xk

d

)
−∇F

(
Xk−1

d

)

(6.8)L'approximation de la matri
e Hessienne étant symétrique et dé�nie positive, elle permet d'assurer la 
onditionde des
ente (Eq. 6.1) :
(
∇F

(
Xk

d

))T

. Sk = −
(
∇F

(
Xk

d

))T

H∗ k ∇F
(
Xk

d

)
≤ 0 (6.9)Il est à noter que dans tous les 
as, le 
al
ul de la meilleure pente a toujours été utilisé pour initialiser lepro
essus itératif d'optimisation bfgs.Dans les deux 
as, la méthode de la meilleure pente et le bfgs requièrent l'évaluation du gradient de la fon
tionde 
oût en fon
tion des paramètres d'optimisation. Pour 
ela, les deux méthodes sont possibles, la méthode desdi�éren
es �nies ou la méthode des sensibilités.Le ve
teur qui minimise la fon
tion quadratique F (Xd) est le ve
teur Xk+1

d
solution du système linéaire suivant :

∇2F (Xk
d)Xk+1

d
= ∇2F (Xk

d)Xk
d −∇F (Xk

d) (6.5)Cela nous donne don
 la dire
tion de des
ente suivante :
Sk = −

h

∇2F
“

Xk
d

”i
−1

∇F
“

Xk
d

” (6.6)
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es �niesLa méthode des di�éren
es �nies est la plus simple à mettre en ÷uvre mais, en 
ontrepartie, la plus 
hère entemps de 
al
ul. Elle 
onsiste à in
rémenter les paramètres de dessin les uns indépendemment des autres et de
al
uler le 
hamp aérodynamique stationnaire lié à 
ette nouvelle géométrie. Le gradient est alors déterminé parla relation suivante :
∇F =

F [w (Xd + ∆Xd) ,X (Xd + ∆Xd)] − F [w (Xd − ∆Xd) ,X (Xd − ∆Xd)]

2
(6.10)où w est la valeur du 
hamp aérodynamique et X est le ve
teur des 
oordonnées des points du maillage.Si la géométrie est dé�nie ave
 ndv paramètres d'optiminisation, il est né
essaire d'e�e
tuer 2×ndv 
al
ulsstationnaires bien 
onvergés pour obtenir un gradient pré
is à l'ordre 2. Cette méthode possède l'avantaged'être simple à mettre en ÷uvre 
ar elle est non intrusive et ne né
essite pas de nouveaux développementsnumériques. Cependant, lorsque le nombre de degrés de liberté du système est important, le 
al
ul du gradientdevient trop 
oûteux en nombre de 
al
uls stationnaires né
essaires.De plus, le 
hoix de l'in
rémentation pour la modi�
ation de la géométrie peut in�uen
er la valeur du gradient.En e�et, il ne faut pas que l'in
rémentation soit trop petite 
ar, dans 
e 
as, le 
al
ul du gradient est dépendantde la pré
ision du solveur stationnaire. Par ailleurs, si l'in
rémentation est trop importante, le signe du gradient
al
ulé peut s'inverser [6℄.La méthode des sensibilitésContrairement à la méthode des di�éren
es �nies, la méthode des sensibilités aérodynamiques ne né
essiteplus d'évaluations su

essives de 
hamps aérodynamiques stationnaires dans 
haque dimension de l'espa
e dere
her
he. Cette méthode utilise la propriété qu'à 
onvergen
e du pro
essus itératif du 
al
ul stationnaire, lesrésidus ainsi que leurs dérivées sont nuls :





L [w (Xd) ,X (Xd)] = 0
d

dXd

{L [w (Xd) ,X (Xd)]} = 0
(6.11)où L sont les résidus stationnaires.En développant la se
onde partie de l'équation (6.11), le 
al
ul de la dérivée s'obtient par :

(
∂L
∂w

)

X

(
∂w

∂Xd

)
+

(
∂L
∂X

)

w

(
∂X

∂Xd

)
= 0 (6.12)Cette équation exprime le fait qu'il y a un rééquilibrage du 
hamp aérodynamique réalisé par la modi�
ationd'un paramètre de 
ontr�le. En e�et, si un paramètre varie, 
elui-
i va engendrer automatiquement une modi-�
ation du maillage qui sera à l'origine de �u
tuations induites sur le 
hamp aérodynamique 
al
ulé.La fon
tion de 
oût aérodynamique F dépendant des paramètres de dessin Xd, des points du maillages X ainsique du 
hamp aérodynamique stationnaire w, son gradient peut s'é
rire de la façon suivante :

∇F (Xd,X, w) =

(
∂F

∂Xd

)
+

(
∂F

∂X

)T

w,Xd

(
∂X

∂Xd

)
+

(
∂F

∂w

)T

X,Xd

(
∂w

∂Xd

) (6.13)Il existe deux méthodes pour 
al
uler le gradient de la fon
tion de 
oût par la méthode des sensibilités. Laméthode dire
te est fondée sur une évaluation expli
ite des sensibilités dans toutes les dire
tions de l'espa
e dere
her
he, alors que la méthode adjointe utilise la théorie du 
ontr�le développée par Lions [90℄.
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teLa méthode dire
te, 
al
ulant expli
itement les sensibilités de la fon
tion de 
oût en fon
tion de 
haque variablede dessin, nous amène don
 à la résolution de ndv systèmes linéaires de la forme :
(
∂w

∂Xd

)
= −

(
∂L
∂w

)−1

X

(
∂L
∂X

)

w

(
∂X

∂Xd

) (6.14)Le gradient peut ainsi être re
onstitué pour 
haque variable de dessin :
∇F =

(
∂F

∂Xd

)
+

(
∂F

∂X

)T

w,Xd

(
∂X

∂Xd

)
−
(
∂F

∂w

)T

X,Xd

(
∂L
∂w

)−1

X

(
∂L
∂X

)

w

(
∂X

∂Xd

) (6.15)La méthode dire
te s'appuie don
 essentiellement sur la linéarisation des �ux telle qu'elle a été réalisée pour larésolution des équations de Navier-Stokes linéarisées et harmoniques en temps.La méthode adjointeLa méthode adjointe utilise les ve
teurs de Lagrange λ a�n d'introduire, sous la forme de 
ontraintes, la dérivéedu ve
teur des résidus dans le gradient de la fon
tion de 
oût :
∇F =

(
∂F

∂Xd

)
+

(
∂F

∂X

)T (
∂X

∂Xd

)
+

(
∂F

∂w

)T (
∂w

∂Xd

)
− λT

{(
∂L
∂w

)(
∂w

∂Xd

)
+

(
∂L
∂X

)(
∂X

∂Xd

)}

=

(
∂F

∂Xd

)
+

{(
∂F

∂X

)T

− λT

(
∂L
∂X

)}(
∂X

∂Xd

)
+

{(
∂F

∂w

)T

− λT

(
∂L
∂w

)}(
∂w

∂Xd

) (6.16)Le ve
teur de Lagrange peut être 
hoisi, tel que nous le désirons, en parti
ulier, de manière à annuler le termedépendant des sensibilités aérodynamiques, 
'est-à-dire :
λ = −

(
∂L
∂w

)−T

X

(
∂F

∂w

)

X,Xd

(6.17)La méthode adjointe ne peut pas s'appuyer uniquement sur la linéarisation de �ux pré
édente. En e�et, d'unpoint de vue numérique, la prin
ipale di�éren
e ave
 la méthode dire
te réside dans la résolution de la linéari-sation des �ux transposés au lieu de la matri
e issue dire
tement de la linéarisation des �ux (Eq. 6.17).6.2 Dis
rétisation et résolution6.2.1 Dis
rétisation des �ux aérodynamiques et sensibilité du maillageDis
rétisation des �ux 
onve
tifs et visqueuxQue 
e soit pour la méthode dire
te ou adjointe, nous nous sommes appuyés sur la même dis
rétisation des �ux.Comme pour la résolution des équations de Navier-Stokes linéarisées et harmoniques en temps, deux appro
hessont possibles, l'appro
he 
ontinue ou l'appro
he dis
rète (
f. § 4.1). Dans le 
as de la méthode dire
te, 
ela nepose pas de problème. En revan
he, il semble exister une limitation dans le 
as de la résolution de l'équationadjointe [51℄. On peut 
iter Giles et Pier
e [51℄, [49℄ pour la dé�nition des 
onditions aux limites, Jameson [74℄,Nadarajah et Jameson [101℄ dans une étude 
omparative entre les deux méthodes de linéarisation, Soemoarwoto[128℄, Anderson et Venkatakrishnan [5℄, Hiernaux et Essers [66℄, Eyal et Salas [36℄ et Baysal et Ghayour [9℄ pourune généralisation des 
onditions aux limites, utilisent une linéarisation 
ontinue des �ux, 
'est-à-dire avantl'appli
ation du s
héma spatial.



6.2. DISCRÉTISATION ET RÉSOLUTION 99En nous appuyant sur le travail de linéarisation pré
édent, nous avons 
hoisi de linéariser nos �ux après l'ap-pli
ation de l'opérateur spatial, soit de manière dis
rète. A 
ela plusieurs raisons, tout d'abord même si denouveaux développements, en parti
ulier [36℄ et [9℄, montrent une généralisation possible des 
onditions aux li-mites dans le 
as d'une linéarisation 
ontinue, à notre 
onnaissan
e au
une limitation des 
onditions aux limitesdans le 
adre d'une linéarisation dis
rète n'est 
onnue à 
e jour. Don
 la formulation algébrique qui 
onsiste à
al
uler la matri
e ja
obienne et ensuite de lui in
lure les 
onditions aux limites [35℄ ne semble pas être faussemathématiquement, même si la relation entre les deux méthodes dis
rète et 
ontinue n'est pas en
ore 
laire [5℄.De plus, la di�éren
iation des équations de Navier-Stokes dis
rètes nous garantit la 
ohéren
e et la pré
isionentre la phase stationnaire et la phase de 
al
ul de la dire
tion de des
ente (Tab. 6.1). Et en�n nous nous sommesappuyés sur la linéarisation des équations de Navier-Stokes réalisée par Haugeard [63℄, Imhof [69℄, Chassaing[17℄ et Valentin [136℄ qui ont largement testé la linéarisation du s
héma à 
apture de 
ho
 de Van Leer dans le
as des équations de Navier-Stokes linéarisées et harmoniques en temps et dans le 
adre de di�érents ex
er
i
esd'optimisation d'aubages de turboma
hines.Sensibilités des points du maillageDe par leur nature, les méthodes dire
te et adjointe prennent en 
ompte la variation des points de 
oordonnéesd'un maillage dans le rééquilibrage du 
hamp aérodynamique. Cependant, elles né
essitent de tenir 
ompte del'in�uen
e d'une modi�
ation d'un des paramètres de dessin sur le maillage. Pour 
ela, nous avons repris lestravaux de Chassaing [17℄ et Valentin [136℄ sur le mouvement du maillage. Ces derniers 
al
ulent le dépla
ementdu maillage en fon
tion de la déformation de la géométrie par la résolution de l'opérateur lapla
ien suivant les
oordonnées 
urvilignes ave
 une solution dé
ouplée pour les deux ve
teurs x ∈ RNi×Nj et y ∈ RNi×Nj par uneméthode d'avan
ement pseudo-temporelle :




[
I − ∆t

∂ 0Dξ

∂x

] [
I − ∆t

∂ 0Dη

∂x

] [(
∂x

∂Xd

)n+1

−
(
∂x

∂Xd

)n
]
∼= ∆t 0

D

(
∂x

∂Xd

)n

[
I − ∆t

∂ 0Dξ

∂y

] [
I − ∆t

∂ 0Dη

∂y

] [(
∂y

∂Xd

)n+1

−
(
∂y

∂Xd

)n
]
∼= ∆t 0

D

(
∂y

∂Xd

)n (6.18)où 0D est l'opérateur lapla
ien2 et le pas de temps est ∆t 3.Les 
onditions aux limites sont appliquées expli
itement sur les frontières de notre domaine de 
al
ul. En entrée,en sortie et sur la paroi supérieure, les mouvements du maillages sont supposés nuls. Sur la paroi inférieure,nous devons imposer les 
onditions aux limites qui 
orrespondent à un mouvement dans la dire
tion y du pointde 
ontr�le l : 



(
∂xi,1

∂Xd

)
= 0

(
∂y

i,1

∂Xd

)

l

= Bl,ndv(u) (6.21)2L'opérateur s'exprime en fon
tion des 
oordonnées 
urvilignes :
0
D(.) =

2

4

„
∂ 0x

∂ η

«2

+

 
∂ 0y

∂ η

!2
3

5

| {z }

0A ∂2.

∂ξ2
− 2

"„
∂ 0x

∂ ξ

«„
∂ 0x

∂ η

«

+

 
∂ 0y

∂ ξ

! 
∂ 0y

∂ η

!#

| {z }

0B ∂2.

∂ξ∂η
+

2

4

„
∂ 0x

∂ ξ

«2

+

 
∂ 0y

∂ ξ
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(6.19)ave
 (ξ, η) les 
oordonnées 
urvilignes.3Le pas de temps pour une équation de Lapla
e est 
al
ulé [17℄ :

∆t = 
fl 1

2

`
0A +0 C´

(0A+0 C) (0A+0 C) + 0B0B (6.20)ave
 un 
fl de 50.



100 CHAPITRE 6. OPTIMISATION AÉRODYNAMIQUE DE FORMES6.2.2 Conditions aux limitesPour la résolution de l'équation dire
te (Eq. 6.15), l'appli
ation des 
onditions aux limites ne pose pas de di�-
ulté parti
ulière. Les équations à résoudre résultant d'une linéarisation dire
te des équations de Navier-Stokesstationnaires, les 
onditions aux limites sont la linéarisation des 
onditions aux limites stationnaires. En re-van
he, 
omme nous l'avons expliqué pré
édemment (
f. § 6.2.1), l'appli
ation des 
onditions aux limites pourla résolution de l'équation adjointe (qui utilise la théorie du 
ontr�le) ne semble pas évidente [5℄.Quelle que soit la méthode utilisée, dire
te ou adjointe, nous appliquerons les mêmes 
onditions aux limites.Ces dernières sont du même type que 
elles utlisées pour la résolution des équations harmoniques et linéariséesen temps (
f. § 4.2.3). L'unique di�éren
e 
on
erne les 
onditions de sortie de la tuyère, où la 
ondition de�u
tuation de pression a été rempla
ée par une 
ondition de non-re�exion d'Hedström [65℄.6.2.3 Résolution des systèmes linéairesRésolution du système linéaire de la méthode dire
tePour la méthode dire
te (Eq. 6.15), nous devons résoudre autant d'équations que de paramètres d'optimisation.Nous avons don
 dé
idé dans un premier temps d'utiliser une résolution gmres_noptm pour une résolutionindépendante de 
haque système linéaire. Mais 
omme nous l'avons vu dans le se
ond 
hapitre (§ 2.2.3), il existedi�érentes méthodes de Krylov permettant de résoudre plusieurs systèmes linéaires simultanément ave
 unematri
e identique et di�érents ve
teurs dans le se
ond membre. Nous avons don
, dans un se
ond temps, utiliséla méthode mgmres dé
rite dans le se
ond 
hapitre de 
ette thèse (Al. 6) pour un problème d'optimisationdire
t sans introdu
tion d'un pas de temps �
tif (mgmres_noptm). Ainsi nous n'avons pas de sur
oût en tempsde 
al
ul pour la résolution de ndv systèmes linéaires par rapport à la résolution au 
as de la méthode ad-jointe où nous n'avons qu'un seul système linéaire à résoudre. Le s
héma de résolution de l'équation dire
te parune résolution mgmres sans introdu
tion d'un pseudo-pas de temps est donné dans l'algorithme suivant (Al. 14).Algorithme 14 S
héma de résolution de l'équation d'optimisation dire
te : mgmres_noptm_dr
t
• Initialisation du ve
teur des paramètres dessin : X0

d

• Cal
ul des variables aérodynamiques et de la fon
tion de 
oût : w et F 0
(
X0

d,X, w
)For it_design = 1, 2, . . . , jusqu'à 
onvergen
e Do :

◮ Cal
ul des sensibilités aux maillages : bl =

(
∂L
∂X

)

w

(
∂X

∂Xl
d

)
, l = 1,ndv

◮ Cal
ul de la matri
e : A∗ =

(
∂L
∂w

)

X

= div

[(
∂
−→
FC

∂w

)
+

(
∂
−→
FV

∂w

)]

◮ Appli
ation des 
onditions aux limites : A = BC [A∗] ; B = bc [bl , l = 1,ndv]
◮ Calul du pré
onditionnement : M ⇐= ilu0 [A]
◮ Résolution des systèmes linéaires (AM−1MX = B

) par l'algorithme (Al. 6)
◮ Cal
ul du gradient (Eq. 6.15)
◮ Cal
ul de la dire
tion de des
ente par la méthode de la meilleure pente ou bfgs
◮ Cal
ul des nouveaux paramètres de dessin :

X
it_design
d = X

it_design-1
d + αit_design . Sit_design

◮ Cal
ul des nouvelles variables aérodynamiques et de la nouvelle fon
tion de 
oût : w et F it_designEnd forDe plus, étant donné la nature du ve
teur à droite (à la di�éren
e du ve
teur à droite des équations de Navier-Stokes harmoniques et linéarisées en temps dans le 
as présent, les valeurs non nulles sont réparties sur l'ensembledu ve
teur), le ve
teur d'initialisation de l'algorithme de Krylov est un ve
teur nul.



6.3. RÉSULTATS POUR UN PROBLÈME INVERSE 101Résolution du système linéaire de la méthode adjointeComme nous l'avons déjà dit pré
édemment, la prin
ipale di�
ulté du point de vue de la mise en ÷uvre nu-mérique de la méthode adjointe réside dans la résolution d'un système linéaire issu de la linéarisation des �uxtransposés. Nous avons don
 dé
idé de ne pas 
al
uler le produit matri
e ve
teur de l'algorithme de Krylov ave
une linéarisation à 
haque itération de Krylov, mais de sto
ker la matri
e transposée. De plus, au
une restri
tionsur les 
onditions aux limites pour la résolution de l'équation adjointe dis
rète ne semble être 
onnue [5℄, nousles avons don
 in
luses dans la matri
e avant le 
al
ul de la transposée [136℄.Le s
héma de résolution de l'équation adjointe par la méthode gmres_noptm_adjt est donné dans l'algorithme15).Algorithme 15 S
héma de résolution de l'équation d'optimisation adjointe : gmres_noptm_adjt
• Initialisation du ve
teur des paramètres dessin : X0

d

• Cal
ul des variables aérodynamiques et de la fon
tion de 
oût : w et F 0
(
X0

d,X, w
)For it_design = 1, 2, . . . , jusqu'à 
onvergen
e Do :

◮ Cal
ul des sensibilités aux maillages : b =
∂F

∂w

◮ Cal
ul de la matri
e : A∗ =

(
∂L
∂w

)

X

= div

[(
∂
−→
FC

∂w

)
+

(
∂
−→
FV

∂w

)]

◮ Appli
ation des 
onditions aux limites : A = BC [A∗] ; b = −bc [b]
◮ Transposition de la matri
e : A = AT

◮ Calul du pré
onditionnement : M ⇐= ilu0 [A]
◮ Résolution des systèmes linéaires (AM−1Mλ = b

) par l'algorithme (Al. 5)
◮ Cal
ul du gradient (Eq. 6.16)
◮ Cal
ul de la dire
tion de des
ente par la méthode de la meilleure pente ou bfgs
◮ Cal
ul des nouveaux paramètres de dessin :

X
it_design
d = X

it_design-1
d + αit_design . Sit_design

◮ Cal
ul des nouvelles variables aérodynamiques et de la nouvelle fon
tion de 
oût : w et F it_designEnd forD'un point de vue numérique, pour les mêmes raisons que pour les équations linéarisées et harmoniques en temps,le ve
teur initial ne peut être le ve
teur nul. Nous avons don
 dé
idé de prendre 
omme ve
teur d'initialisationle ve
teur nul modi�é sur sa dernière 
omposante par 1.6.3 Résultats pour un problème inverseLe premier problème d'optimisation résolu dans 
ette étude 
on
erne un problème d'optimisation inverse. Dansle 
as de l'optimisation de forme d'une tuyère, il s'agit par exemple de modi�er une géométrie pour retrouverla distribution obje
tif d'une grandeur aérodynamique sur les parois. Ce problème n'aurait théoriquement pasbesoin d'un 
al
ul des sensibilités aérodynamiques. Mohammadi et Pironneau [98℄ propose une méthode d'op-timisation basée sur le gradient in
omplet qui s'a�ran
hit du 
al
ul du gradient aérodynamique représentantsans doute la partie la plus importante en temps de 
al
ul d'un algorithme de des
ente. Notons 
ependant que
ette appro
he, qui est limitée à un problème basé sur une fon
tion de 
oût 
al
ulée à partir d'une intégrale desurfa
e ne peut être étendue à l'ensemble des problèmes d'optimisation.6.3.1 E
oulements aérodynamiques dans les tuyères initiale et obje
tifDans le 
adre de 
et exer
i
e, nous resterons dans le 
as d'é
oulement subsonique, 
ela a�n d'éviter les problèmesliés à l'algorithme d'optimisation [73℄. La répartition de pression demandée est la répartition de pression issuede l'é
oulement subsonique présenté au paragraphe (3.5.2), dont les 
onditions aux limites sont données dans le



102 CHAPITRE 6. OPTIMISATION AÉRODYNAMIQUE DE FORMEStableau (3.2).A�n de réduire le temps de 
al
ul et l'espa
e mémoire né
essaire, les maillages utilisées dans les exer
i
es d'opti-misation, que 
e soit pour les tuyères intiale, intermédiaires ou obje
tif, sont des maillages identiques de Ni×Nj= 201×81. Cette limitation de la taille du maillage nous permet aussi de pouvoir 
omparer les résultats issusd'une résolution de Krylov ave
 les résultats issus d'une résolution lu_bande.Les évolutions des grandeurs aérodynamiques des géométries initiale et re
her
hée sont illustrées dans la�gure 6.3.
tuyère initiale tuyère objectif

(a)

M̆

(b)

pt

(c)

k

(d)

M̆

(e)

pt
(Pa)

(f)

k
(m2.s−2)

Fig. 6.3 � Evolution du nombre de Ma
h (M̆), de la pression totale (pt) et de l'énergie 
inétique turbulente kdans les tuyères initiale (a-b-
) et obje
tif (d-e-f)Fon
tion de 
oûtDans le 
as du problème inverse, la fon
tion est basée sur l'intégrale de la pression sur la paroi inférieure de latuyère :
F (w (Xd) ,X (Xd)) =

1

L

[∫ L

0

(
p− preq

preq

)2

dx

]

i,1

(6.22)où preq est la pression de la tuyère obje
tif et L désigne la longueur axiale de la tuyère. Ce type de fon
tion de
oût est très largement utilisé pour un grand nombre d'exer
i
es d'optimisation [28, 50, 51, 74�77, 98, 101℄.6.3.2 Convergen
e pour une résolution gmres_noptm_dr
tDans le 
adre de 
et exer
i
e, 
inq systèmes linéaires doivent être résolus indépendemment les uns des autres,bien qu'ils aient la même matri
e. C'est pourquoi nous nous sommes limités pour 
ette étude à la première ité-ration d'optimisation (it_design = 1). Ce premier exer
i
e nous permet de valider notre pro
essus de résolutionde l'équation d'optimisation dire
te par l'algorithme de Krylov gmres_noptm_dr
t.



6.3. RÉSULTATS POUR UN PROBLÈME INVERSE 103La �gure (6.4) présente l'historique de la 
onvergen
e pour 
haque paramètre d'optimisation, où :
egmres_notpm_dr
t = Log10‖Axgmres_notpm_dr
t− bgmres_notpm_dr
t‖ (6.23)Le 
al
ul est réalisé ave
 500 ve
teurs pour la base de Krylov et né
essite 1.1 gb de mémoire, 
e qui représente20 % d'espa
e mémoire en moins par rapport à une résolution lu_bande (1.39 gb). Notons que le niveau de
onvergen
e aurait été amélioré en augmentant la dimension de la base de Krylov. Cependant, après 250 itéra-tions, la 
onvergen
e est réalisée uniquement par palier.
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it gmresFig. 6.4 � Convergen
e de la résolution du 
al
ul de 
haque sensibilité aérodynamique à l'itération d'optimisationit_design = 1 pour gmres_noptm_dr
t du problème inverseLe maillage utilisé (Ni × Nj = 201 × 81) est su�sament lâ
he pour nous permettre de résoudre les systèmeslinéaires de l'équation dire
te par un algorithme lu_bande. Nous pouvons ainsi 
omparer les résultats obtenuspar résolution gmres_noptm et par résolution lu_bande pour la valeur du gradient de 
haque paramètre d'op-timisation. Pour 
ela, le paramètre adimensionnel suivant est dé�ni :
∆lu/gmres( ∂F

∂Xd

)
=

∣∣∣∣∣∣

(
∂F

∂Xd

)gmres
−
(

∂F
∂Xd

)lu(
∂F

∂Xd

)lu ∣∣∣∣∣∣
× 100 (6.24)Malgré un faible niveau de 
onvergen
e, de deux ordres de grandeur (Fig. 6.4), la valeur du gradient obtenueest tout à fait satisfaisante (Tab. 6.2).

Xd1 Xd2 Xd3 Xd4 Xd5(
∂F

∂Xd

)gmres

−0.21728× 10−1 −0.24903× 10−1 −0.15996× 10−1 −0.55679× 10−2 −0.36909× 10−3

∆lu/gmres( ∂F

∂Xd

) 0.0001 % 0.0002 % 0.0008 % 0.0002 % 0.0004 %Tab. 6.2 � Di�éren
e adimensionnée du gradient 
al
ulé entre une résolution lu_bande_dr
t et une résolutiongmres_noptm_dr
t à l'itération d'optimisation it_design = 1 pour le problème inverseNous n'avons pas réalisé de test sur une éventuelle 
onvergen
e ave
 rédemarrage. Le but était de réaliser 
etteétude de faisabilité de la résolution gmres_noptm_dr
t.



104 CHAPITRE 6. OPTIMISATION AÉRODYNAMIQUE DE FORMES6.3.3 Convergen
e pour une résolution mgmres_noptm_dr
tComme nous l'avons indiqué pré
édemment, nous avons appliqué la méthode de résolution mgmres (Al. 6)pour la résolution de l'équation d'optimisation dire
te (Eq. 6.14) ave
 plusieurs paramètres d'optimisation sansintrodu
tion d'un pseudo-pas de temps. Nous 
onstatons qu'ave
 une base de taille identique, 500 ve
teurs, nousobtenons une 
onvergen
e, à la première itération d'optimisation it_desgin = 1, plus élevée de l'ordre de 3 pourune résolution mgmres_noptm_dr
t que pour une résolution gmres_noptm_dr
t (Figs 6.4-6.5). Néanmoins,
ette di�éren
e de niveau de 
onvergen
e ne fait pas varier la valeur du gradient de la fon
tion de 
oût pour
ha
un des paramètres d'optimisation. En e�et, les valeurs du gradient de la résolution gmres_noptm_dr
t etmgmres_noptm_dr
t sont identiques à la première itération d'optimisation (Tab. 6.2-6.3).
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it gmresFig. 6.5 � Convergen
e de la résolution du 
al
ul de 
haque sensibilité aérodynamique à l'itération d'optimisationit_design = 1 pour mgmres_noptm_dr
t du problème inverse
Xd1 Xd2 Xd3 Xd4 Xd5(

∂F

∂Xd

)mgmres

−0.21728× 10−1 −0.24903× 10−1 −0.15996× 10−1 −0.55679× 10−2 −0.36909× 10−3

∆lu/mgmres( ∂F

∂Xd

) 0.0001 % 0.0002 % 0.0008 % 0.0002 % 0.0004 %Tab. 6.3 � Di�éren
e adimensionnée du gradient 
al
ulé par l'équation dire
te entre une résolutionlu_bande_dr
t et une résolution à l'itération d'optimisation it_design = 1 pour le problème inversemgmres_noptm_dr
tConvergen
e de l'algorithme d'optimisation bfgsA�n de tester l'algorithme bfgs, dans le 
as d'une résolution mgmres_noptm_dr
t, nous avons réalisé plusieursitérations it_design a�n d'obtenir la 
onvergen
e du pro
essus d'optimisation pour le problème inverse. La�gure (6.6) présente les évolutions de la fon
tion de 
oût, du gradient ∇F et de la valeur de la pondération de la
ourbe de Bezier de 
haque paramètre d'optimisation. Nous 
onstatons qu'à la �n du pro
essus d'optimisation(it_design=16) la première 
ondition d'optimalité (∇F = 0) est bien respe
tée (Figs. 6.6(a)-(b)). Notons parailleurs qu'il est né
essaire d'e�e
tuer au moins une dizaine d'itérations it_design pour faire 
onverger lespro
essus d'optimisation. Le pi
 observé de la fon
tion de 
oût lors de l'itération it_design=6 est relatif au



6.3. RÉSULTATS POUR UN PROBLÈME INVERSE 105mauvais 
hoix du paramètre de relaxation de l'algorithme bfgs (αk = 1) mais la 
ondition de des
ente (Eq. 6.1)n'a pas été mise en 
ause.
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Fig. 6.6 � Convergen
e de l'algorithme d'optimisation bfgs pour le problème inverse ave
 à 
haque itérationd'optimisation pour une résolution mgrmes pour (a) la fon
tion de 
oût, (b) le gradient par rapport à 
haquevariable et (
) la valeur de tous les paramètres d'optimisationChamp aérodynamique à 
onvergen
e de l'algorithme d'optimisationNous observons un a

ord entre les distributions du nombre Ma
h isentropique et don
 de la pression sur lesparois haute et basse de la tuyère (Fig. 6.7). La di�éren
e la plus importante se situe au niveau du début dela bosse probablement en raison du fait que les 
ourbes de Bezier ne peuvent pas reproduire la ruputure depente brusque 
réée par le � bord d'attaque � sur la paroi inférieure (Fig. 6.7). Pour améliorer les résultats à
onvergen
e, de par leurs propriétés intrinsèques, nous aurions pu augmenter le nombre de points de 
ontr�lede la 
ourbe de Bezier. Une autre possibilité 
onsisterait à utiliser une réprésentation (B_spline ou nurbs) quipermet une modi�
ation plus lo
ale de la géométrie.
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Fig. 6.7 � Evolution Ma
h isentropique sur les parois inférieure (a) et supérieure (b) de la tuyère pour lagéométrie initiale (Fig. 6.3), optimisée et obje
tif (Fig. 6.3)



106 CHAPITRE 6. OPTIMISATION AÉRODYNAMIQUE DE FORMES6.3.4 Convergen
e pour une résolution gmres_noptm_adjtL'algorithme gmres_noptm a ensuite été testé pour la résolution de la première itération d'optimisation duproblème inverse ave
 l'équation adjointe. La rédu
tion des résidus est de onze ordres de grandeur ave
 unebase de 500 ve
teurs (Fig. 6.8). Nous remarquons que la 
onvergen
e s'e�e
tue prin
ipalement au 
ours des 250premières itérations. Par ailleurs, bien qu'à la �n du pro
essus itératif de Krylov le niveau de 
onvergen
e de larésolution gmres_noptm_adjt soit meilleur que le niveau de 
onvergen
e de la résolution gmres_noptm_dr
t,la diminution entre les résidus initiaux et les résidus �naux au 
ours du pro
essus itératif reste identique entreles deux méthodes.
∆egmres_noptm_dr
t = ∆egmres_noptm_adjt = 14 (6.25)où ∆egmres_noptm_dr
t = egmres_noptm_dr
t(it_gmres = 500) − egmres_noptm_dr
t(it_gmres = 0). Cette re-marque s'explique par le fait que le 
onditionnement des matri
es est presque identique pour la matri
e originaleet la matri
e transposée.
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it gmresFig. 6.8 � Convergen
e de la résolution du 
al
ul de 
haque sensibilité aérodynamique à l'itération d'optimisationit_design = 1 pour gmres_noptm_adjt du problème inverseNous avons aussi 
omparé les résultats du gradient de la résolution de gmres_noptm_adjt ave
 la résolutionlu_bande de l'équation adjointe (lu_bande_adjt) ainsi que la résolution lu_bande_dr
t (Tab. 6.4). Nous en
on
luons un très bon a

ord général pour tous les points de 
ontr�le 
onsidérés quelles que soient les méthodesd'optimisation et de résolution.
Xd1 Xd2 Xd3 Xd4 Xd5(

∂F

∂Xd

)gmres

−0.21728× 10−1 −0.24903× 10−1 −0.15996× 10−1 −0.55679× 10−2 −0.36909× 10−3

∆Dire
telu/mgmres( ∂F

∂Xd

) 0.0001 % 0.0002 % 0.0008 % 0.0002 % 0.0004 %
∆Adjointelu/mgmres( ∂F

∂Xd

) 0.0001 % 0.0002 % 0.0008 % 0.0002 % 0.0004 %Tab. 6.4 � Di�éren
e adimensionnée du gradient 
al
ulé par l'équation dire
te entre une résolutionlu_bande_dr
t, lu_bande_adjt et mgmres_noptm_adjt à l'itération d'optimisation it_design = 1 pourle problème inverse



6.4. RÉSULTATS POUR UN PROBLÈME DE MINIMISATION DES PERTES 1076.4 Résultats pour un problème de minimisation des pertesA�n d'illustrer l'intérêt de notre méthode en nous a�ran
hissant d'une fon
tion de 
oût basée sur une intégralede surfa
e, pour laquelle la méthode proposée par Mohammadi et Pironneau [98℄ des gradients in
omplets peutêtre utilisée, nous avons dé�ni une nouveau problème ave
 une nouvelle fon
tion de 
oût.6.4.1 Fon
tion de 
oûtCe se
ond problème d'optimisation a pour but de minimiser les pertes entre l'entrée et la sortie de la tuyère.Pour 
ela, la fon
tion de 
oût est basée sur l'a

roissement d'entropie à travers la tuyère :
F (w (Xd) , X (Xd)) =

1

∆yaval ∫saval s̆dy − 1

∆yamont ∫samont s̆dy (6.26)Nous aurions dû en toute rigueur pondérer les intégrales par le débit massique. De plus, les variations dumaillage pro
he des frontières amont et aval de la tuyère étant quasiment nulles, elles sont négligées, 
e quisimpli�e sensiblement l'é
riture du gradient de la fon
tion de 
oût [136℄.6.4.2 Convergen
e pour une résolution de la méthode dire
teNous pouvons faire les mêmes remarques que pour l'exer
i
e d'optimisation inverse. Les métodes gmres_noptm_dr
tet mgmres_noptm_dr
t 
onvergent ave
 une di�éren
e de trois ordres de grandeur (Fig. 6.9). De plus, quel quesoit le problème d'optimisation (problème inverse ou problème de minimisation des pertes), la première matri
eétant seulement dépendante du 
hamp aérodynamique de la géométrie intiale, la 
onvergen
e des premièresitérations d'optimisation sont identiques (Figs. 6.4-6.5-6.9).
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it gmresFig. 6.9 � Convergen
e de la résolution du 
al
ul de 
haque sensibilité aérodynamique à l'itération d'optimisationit_design = 1 pour a) gmres_noptm_dr
t et b) mgmres_noptm_dr
t du problème de minimisationMais 
es di�éren
es de niveau de 
onvergen
e ne 
hangent pas la valeur du gradient (Tab. 6.5).
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Xd1 Xd2 Xd3 Xd4 Xd5(

∂F

∂Xd

)gmres

0.23691× 10−1 0.29924× 10−1 0.32808× 10−1 0.29364× 10−1 0.23296× 10−1

∆lu/gmres( ∂F

∂Xd

) 0.0002 % 0.0004 % 0.0001 % 0.0004 % 0.0003 %
(
∂F

∂Xd

)gmres

0.23691× 10−1 0.29924× 10−1 0.32808× 10−1 0.29364× 10−1 0.23296× 10−1

∆lu/mgmres( ∂F

∂Xd

) 0.0002 % 0.0004 % 0.0001 % 0.0004 % 0.0003 %Tab. 6.5 � Di�éren
e adimensionnée du gradient 
al
ulé par l'équation dire
te entre une résolution lu_bandeet gmres_notpm à la première itération d'optimisation it_design = 1 pour le problème de minimisation despertes6.4.3 Convergen
e pour une résolution gmres_noptm_adjtDe même que pour la résolution de la méthode dire
te pour le problème de minimisation des pertes, la méthode derésolution gmres_noptm_adjt parvient à 
onverger ave
 un niveau de 
onvergen
e de onze ordres de grandeur(Fig. 6.10) vers des niveaux identiques de gradient que les résolutions lu_bande_dr
t et lu_bande_adjt(Tab. 6.6).
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it gmresFig. 6.10 � Convergen
e de la résolution du 
al
ul de 
haque sensibilité aérodynamique à l'itération d'optimi-sation it_design = 1 pour gmres_noptm_adjt du problème de minimisation des pertes
Xd1 Xd2 Xd3 Xd4 Xd5(

∂F

∂Xd

)gmres

0.23691× 10−1 0.29924× 10−1 0.32808× 10−1 0.29364× 10−2 0.23296× 10−3

∆Dire
telu/gmres( ∂F

∂Xd

) 0.0002 % 0.0004 % 0.0001 % 0.0004 % 0.0003 %
∆Adjointelu/gmres( ∂F

∂Xd

) 0.0002 % 0.0004 % 0.0001 % 0.0004 % 0.0003 %Tab. 6.6 � Di�éren
e adimensionnée du gradient 
al
ulé par l'équation dire
te entre une résolutionlu_bande_dr
t, lu_bande_adjt et mgmres_noptm_adjt à l'itération d'optimisation it_design = 1 pourle problème de minisation des pertes



6.5. CONCLUSION 1096.5 Con
lusionDans le 
adre d'un exer
i
e d'optimisation par méthode de des
ente, nous devons à 
haque itération 
al
uler lesvaleurs du gradient de la fon
tion 
oût. Pour 
ela et quelle que soit la méthode utilisée, dire
te ou adjointe, nousdevons résoudre au moins un système linéaire dont la matri
e 
orrespond à la linéarisation des �ux 
onve
tifset visqueux de l'é
oulement stationnaire.Pour éviter tout problème de stabilité lié à une résolution pseudo-temporelle, nous avons proposé d'utiliser l'ap-pro
he gmres_notpm. Le premier problème est un problème inverse qui 
onsistait à retrouver une distributionde pression désirée sur une paroi de tuyère. Le se
ond problème 
on
ernait la minimisation de pertes entrel'entrée et la sortie de la tuyère ; pour 
ela, la fon
tion de 
oût était basée sur l'a

roissement d'entropie. Danstous les 
as, les algorithmes gmres_notpm et mgmres_noptm nous ont permis de retrouver les mêmes résultatsque 
eux issus de la résolution lu_bande, que 
e soit pour une résolution de l'equation dire
te ou adjointe.
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Chapitre 7Con
lusions et perspe
tives7.1 Con
lusionsLe premier but de 
e travail de re
her
he était d'a

élérer la résolution des équations de Navier-Stokes station-naires ave
 un modèle de turbulen
e au se
ond ordre et des équations de Navier-Stokes linéarisées et harmo-niques en temps ave
 une méthode pseudo-Newton-Krylov par rapport à une méthode pseudo-Newton-af-adi.Le se
ond obje
tif était de stabiliser la résolution pseudo-temporelle ave
 fa
torisation appro
hée des équa-tions de Navier-Stokes linéarisées et harmoniques en temps ainsi que le 
al
ul de gradients de fon
tions de
oût pour des problèmes d'optimisation de formes aérodynamiques stationnaires. Les é
oulements 
onsidérés i
isont des é
oulements 
ompressibles 
omportant d'importants phénomènes non linéaires (onde de 
ho
, zone dere
ir
ulation . . . ) Toutes les résolutions ont été réalisées sur des maillages stru
turés.Les matri
es issues de 
es problèmes ne sont pas des matri
es symétriques ou dé�nies positives, 
e sont desmatri
es 
reuses, de type blo
s à valeurs numériques très di�érentes, don
 mal 
onditionnées, et dont les rayonsspre
traux peuvent être supérieurs à l'unité. Ave
 le développement des ordinateurs a
tuels (ve
torisation,parallélisation, espa
e mémoire disponible), il nous est aujourd'hui possible d'utiliser de façon intensive lesdiverses méthodes de type Krylov (gmres, bi-
gstab, tfqmr . . . ) pour la résolution de systèmes linéaires ave
des matri
es quel
onques. Ces méthodes sont basées sur la proje
tion dans un espa
e dé
rit par des ve
teurs dela forme p(A)v où p est un polyn�me, de sorte que le ve
teur solution A−1b soit � pro
he � du polyn�me p(A)b.Dans le 
adre de 
e travail, après un premier test pour la résolution des équations d'Euler linéarisées, nous noussommes limités à l'utilisation de l'algorithme gmres [118℄.7.1.1 Equations de Navier-Stokes stationnairesLes équations de Navier-Stokes stationnaires moyennées sont aujourd'hui 
ouramment utilisées pour l'étuded'é
oulements à l'é
helle dans des 
on�gurations réalistes. Nous devons résoudre 
es équations de façon robusteet de plus en plus rapide a�n d'intégrer leur utilisation intensive dans le 
adre de 
haînes de 
on
eption, de bou
lesd'optimisation . . . Compte tenu de 
e 
ontexte, nous avons dé
idé d'utiliser une méthode pseudo-Newton-gmres.Les méthodes de Newton intègrent les variables pseudo-temporelles par une su

ession de résolutions de sys-tèmes linéaires a�n de résoudre les équations non linéaires. Nous avons don
 
ouplé la résolution Newton deséquations non linéaires à une résolution gmres pré
onditionnée par une méthode Ja
obi par blo
 ou ilu0.Nous ne parlons pas d'une résolution newtonienne mais d'une résolution pseudo-newtonienne 
ar le système estrelaxé par un pas de temps et que les matri
es ja
obiennes des systèmes linéaires ne sont pas les matri
es ja
o-biennes exa
tes mais des matri
es simpli�ées. Alors que les �ux sont dis
rétisés au troisième ordre, les matri
esja
obiennes, elles, sont dis
rétisées seulement au premier ordre. De plus, les �ux visqueux de la partie impli
itesont appro
hés par une méthode de rayon spe
tral. Cette simpli�
ation permet de séparer la résolution de lapartie moyenne de l'é
oulement de la partie turbulente. C'est pourquoi 
ette résolution est appelée résolutionfaiblement 
ouplée. 111



112 CHAPITRE 7. CONCLUSIONS ET PERSPECTIVESNous avons testé la méthode développée dans le 
adre de 
ette thèse, dans le 
as d'une tuyère bidimensionnellepour deux types d'é
oulement, un é
oulement haut subsonique (Min�ow = 0.6) et un é
oulement transsonique(M
ho
 = 1.5). Le but de 
ette étude était de 
omparer la vitesse de 
onvergen
e de notre algorithme de résolutionpseudo-Newton-gmres des équations de Navier-Stokes stationnaires moyennées ave
 un modèle de turbulen
eau se
ond ordre ave
 une résolution pseudo-Newton-af-adi. Dans un premier temps, les résultats aérodyna-miques de la méthode pseudo-Newton-gmres ont été validés par rapport à la résolution pseudo-Newton-af-adi.La 
omparaison a montré un bon a

ord général, que 
e soit pour les grandeurs moyennes ou les grandeursturbulentes d'un modèle de turbulen
e au se
ond ordre [47℄ pour les deux é
oulements.Nous avons remarqué que quel que soit le type d'é
oulement, les résolutions gmres_ilu0 ont un niveau de
onvergen
e plus bas que pour une méthode af-adi ave
 pas de temps simple. De plus, grâ
e à une meilleurerésolution à 
haque pas temps du système linéaire ave
 la méthode gmres_ilu0, la limite de stabilité dedis
rétisation temporelle du problème non linéaire des équations de Navier-Stokes stationnaires a été repoussée.Nous avons ainsi, en parti
ulier pour l'é
oulement haut subsonique, une meilleure vitesse de 
onvergen
e ave
un gain de temps de l'ordre de 50 % ainsi qu'un plus petit nombre d'itérations.7.1.2 Equations de Navier-Stokes linéarisées et harmoniques en tempsA�n de limiter les erreurs de résolution du système linéaire à 
haque pas de temps, nous avons, dans un premiertemps, étendu l'algorithme de résolution gmres_ptm pour la résolution de 
es équations. Cette intégrationpseudo-temporelle a été validée pour un é
oulement stationnaire haut subsonique et un autre transsonique surun maillage lâ
he dans une tuyère bidimensionnelle. Les résultats des évolutions des grandeurs aérodynamiqueset la vitesse de 
onvergen
e ont été 
omparés ave
 une résolution af-adi. Nous en avons 
on
lu une très bonne
on
ordan
e entre les résultats des deux résolutions, tant pour les niveaux globaux (
oe�
ients des for
es depression instationnaires identiques) qu'au niveau lo
al (évolution des grandeurs aérodynamiques). De plus, dansle 
as subsonique que dans le 
as transsonique, la résolution gmres_ptm a permis d'augmenter le pas de tempspar rapport à la résolution pseudo-Newton-af-adi en passant d'un nombre 
fl de 20 à un nombre 
fl 100.Cela a réduit le temps de résolution de 40 à 60 %.Néanmoins, 
ette intégration ne permet pas de stabiliser la résolution pseudo-temporelle des équations de Navier-Stokes linéarisées et harmoniques en temps lorsque les équations sont résolues sur un maillage �n. Des instabilitéssont reportées pour les équations d'Euler linéarisées lorsque le 
al
ul propage des ondes de Kelvin-Helmothz quisont présentes au sein même de la solution stationnaire. Lors de la résolution des équations de Navier-Stokeslinéarisées et harmoniques en temps autour d'un é
oulement stationnaire 
omportant des pro�ls de vitesseinstables, sans que les limiteurs de pente soit a
tifs, des ondes, présentes au sein même de l'é
oulement sta-tionnaire, déstabilisent la résolution pseudo-temporelle. A�n d'in
lure 
es ondes dans la solution du problèmelinéarisé, les équations doivent être résolues sans l'intégration pseudo-temporelle.L'originalité de la méthode proposée dans le 
adre de 
e travail est la résolution itérative, grâ
e à l'algorithmegmres, mais sans introdu
tion d'un pseudo-pas de temps, de 
es équations. En e�et, les résolutions dire
tesde type lu_bande sont aujourd'hui limitées par la puissan
e des ordinateurs et l'espa
e mémoire qu'elles re-quièrent. La prin
ipale di�
ulté vient de la taille des bases né
essaires. Une résolution pseudo-newtonniennepermet de diminuer le 
onditionnement de la matri
e et d'augmenter l'importan
e de la diagonale sans rendre lamatri
e à diagonale dominante. Cela permet une 
onvergen
e plus rapide de l'algorithme de Krylov. Dans le 
asd'une résolution sans introdu
tion d'un pseudo-pas de temps, la matri
e issue de la linéarisation des équationsde Navier-Stokes étant mal 
onditionnée, elle impose l'utilisation d'un algorithme gmres ave
 redémarrage a�nde limiter l'espa
e mémoire.Les résultats aérodynamiques des résolutions sans introdu
tion d'un pseudo-pas de temps ont été validés parrapport à la résolution pseudo-Newton-gmres dans les 
as où 
elle-
i 
onverge. Nous pouvons en 
on
lure unbon niveau général entre les résultats des deux méthodes de résolution pour les deux types d'é
oulement. Malgrél'utilisation d'un algorithme gmres ave
 redémarrage, les bases de Krylov minimales sont importantes : 400 ve
-teurs dans le 
as subsonique et 300 ve
teurs dans le 
as transsonique. Néanmoins, l'espa
e mémoire né
essaire àla résolution gmres_noptm ave
 un pré
onditionnement ilu0 est 40 à 70 % inférieur à une résolution lu_bande.



7.2. PERSPECTIVES 113Ce gain en espa
e mémoire de l'algorithme gmres_noptm nous a permis de résoudre les équations de Navier-Stokes linéarisées et harmoniques en temps dans le 
as où les résolutions pseudo-Newton-gmres et pseudo-Newton-af-adi é
houent. Nous avons alors 
onstaté une bonne 
on
ordan
e globale des résultats entre lemaillage lâ
he et le maillage �n même si des variations lo
ales sont présentes.7.1.3 Optimisation aérodynamiqueL'optimisation aérodynamique par méthode de des
ente requiert pour l'évaluation du gradient de la fon
tionde 
oût la résolution d'un ou plusieurs systèmes linéaires dont la matri
e est issue de l'opérateur de linéarisa-tion des équations de Navier-Stokes. Identiquement à la résolution des équations de Navier-Stokes linéarisées etharmoniques en temps, la résolution de 
es systèmes linéaires est sujette à des instabilités lorsque 
es équationssont résolues par intégration pseudo-temporelle. C'est pourquoi nous avons étendu l'algorithme de résolutionsans introdu
tion d'un pseudo-pas de temps gmres_noptm à la résolution des deux équations d'optimisationdire
te et adjointe.Dans le 
as de l'équation dire
te, après une première résolution indépendante de 
haque système linéairegmres_dr
t, nous avons utilisé une résolution mgmres pour des systèmes ayant une matri
e identique et desve
teurs di�érents dans le se
ond membre. Cette méthode de résolution nous a permis de résoudre les systèmeslinéaires issus de l'équation d'optimisation ave
 un temps identique à la résolution d'une seule équation ; nousavons ainsi limité l'intérêt de l'utilisation de l'équation adjointe. En e�et, l'équation adjointe n'étant qu'uneréé
riture mathématique du problème d'optimisation, elle est sujette à 
aution, en parti
ulier pour l'appli
ationdes 
onditions aux limites.Toutes les méthodes de résolution (gmres_dr
t, mgmres_dr
t, gmres_adjt) ont été testées dans le 
as d'uné
oulement interne subsonique bidimensionel ave
 
inq paramètres d'optimisation pour deux problèmes. Unpremier problème inverse basé sur la minimisation d'une intégrale de surfa
e de pression et un se
ond deminimisation des pertes basé sur la di�éren
e d'entropie entre l'entrée et la sortie de la tuyère. Le maillage(identique pour tous les problèmes d'optimisation) était un maillage lâ
he. Cela nous a permis de 
omparerles résultats de la résolution des systèmes linéaires ave
 une résolution lu_bande. Nous pouvons en 
on
lureque tous les résultats sont en très bonne 
on
ordan
e ave
 une erreur relative maximale de 0.0004 % entre lesrésolutions itératives et la résolution dire
te.7.2 Perspe
tives7.2.1 Equations de Navier-Stokes stationnairesNous nous sommes intéressés dans notre 
as à un développement pour des 
al
ulateurs ve
toriels. Or nous uti-lisons l'outil de Saad sparsekit [117℄ pour le pré
onditionnement ilu0. Ce pré
onditionnement étant 
al
uléà 
haque itération temporelle, le temps global du 
al
ul du pré
onditionnement devient important (de l'ordrede 10 % du temps total). A�n de diminuer 
e temps de 
al
ul, il serait intéressant soit de ve
toriser 
e dernier[107℄ dans le 
as d'un maillage stru
turé, soit d'utiliser une fa
torisation in
omplète évolutive [130℄.Pour permettre une 
omparaison exa
te entre les deux méthodes (af-adi et gmres), nous avons utilisé les mêmessimpli�
ations pour le 
al
ul des matri
es ja
obiennes. A�n d'a

élérer en
ore la résolution pseudo-temporelleet de rappro
her la vitesse de 
onvergen
e d'une 
onvergen
e newtonienne, il serait intéressant de 
al
uler lesmatri
es ja
obiennes exa
tes. Les matri
es exa
tes peuvent être évaluées de deux façons, soit de manière expli
iteave
 un 
oût important en termes de sto
kage de la matri
e, soit par une implémentation dite � Matrix Free �où la matri
e ja
obienne est évaluée sans être sto
kée par la formule suivante [10, 54, 94�97, 107, 112, 130℄ :
∂L (w)

∂w
=

L (w + ε w) − L (w)

ε w
(7.1)où ε est un 
oe�
ient paramètre réel à paramétrer.Dans 
e 
as, les équations de Navier-Stokes seront don
 résolues de manière fortement 
ouplée, 
'est-à-dire que



114 CHAPITRE 7. CONCLUSIONS ET PERSPECTIVESla partie moyenne et la partie turbulente sont résolues en même temps.7.2.2 Equations de Navier-Stokes linéarisées et harmoniques en tempsMême si la résolution gmres_ilu0_noptm réduit nettement l'espa
e mémoire né
essaire pour une résolutionpar rapport à une résolution lu_bande, il paraît en
ore trop important pour être utilisable de manière intensivepour l'étude d'é
oulements instationnaires en 3D. A�n de réduire le nombre de ve
teurs de la base de Krylov,nous pourrons étudier un nouveau pré
onditionnement prenant en 
ompte la stru
ture blo
 de la matri
e et lagrande disparité des valeurs numériques.A notre 
onnaissan
e, peu d'études existent pour la présentation et la 
omparaison d'un algorithme gmres dansle 
adre de problèmes dont la matri
e est 
omposée de 
oe�
ients 
omplexes. Néanmoins, Campobasso et Giles[29℄, pour des problèmes aéroélastiques d'aubes de turboma
hines, utilisent un algorithme gmres 
omplexe etdiminuent ainsi la taille de la base de Krylov. Etant donné qu'ils utilisent un pré
onditionnement blo
 Ja
obi[29℄ demandant peu de ressour
e mémoire, 
elui-
i peut être 
al
ulé et sto
ké sous forme 
omplexe sans unsur
oût important par raport au pré
onditionnement sous forme réelle. Dans notre 
as, il faudrait véri�er quele sto
kage des éléments non nuls de matri
e sous forme 
omplexe pour un pré
onditionnement ilu0 ne pénalisepas en termes d'espa
e mémoire lorsque nous utilisons un algorithme gmres purement 
omplexe.7.2.3 Optimisation aérodynamiqueAve
 l'utilisation d'une méthode mgmres, nous limitons l'intérêt de l'utilisation de la méthode adjointe enrésolvant dans l'ensemble des systèmes linéaires de l'équation dire
te ave
 un temps identique à la résolutiond'un seul système. Néanmoins, nous ne 
onnaissons pas d'étude lorsque le nombre de ve
teurs devient important(>5 [126℄). I
i seul un 
as bidimensionnel a été étudié mais dans le 
as d'une géométrie tri-dimensionnelle (aubesde turboma
hine, ailes . . . ), a�n de réaliser une réelle optimisation, pas moins de dix paramètres d'optimisationsont né
essaires. Dans 
e 
as, une résolution mgmres peut ré
lamer une taille de base de Krylov importanteet une résolution de l'équation adjointe peut-être plus intéressante. Pour 
ela il faut ne plus avoir à sto
ker lamatri
e transposée pour réaliser le produit matri
e-ve
teur mais que 
elui-
i soit réalisé dire
tement.



Annexe ARésultats des grandeurs turbulentes de larésolution des équations de Navier StokesstationnairesA.1 Résultats 
omplémentaires pour un é
oulement subsonique
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Fig. A.1 � Comparaison de l'évolution des grandeurs turbulentes ũ′′u′′ et ũ′′v′′ à 
inq positions axiale x = 0,
x = 1

4L, x = 1
2L, x = 3

4L et x = L entre une résolution gmres_ilu0(
fl=∞,
fl∗=50,Mit=1,rres=1,LGRD=3)et af-adi(
fl=100, 
fl∗=20,Mit=5,LGRD=3) dans le 
as d'un é
oulement subsonique
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Fig. A.2 � Comparaison de l'évolution des grandeurs turbulentes ṽ′′v′′ et ũ′′v′′ à 
inq positions axiales x = 0,
x = 1

4L, x = 1
2L, x = 3

4L et x = L entre une résolution gmres_ilu0(
fl=∞,
fl∗=50,Mit=1,rres=1,LGRD=3)et af-adi(
fl=100, 
fl∗=20,Mit=5,LGRD=3) dans le 
as d'un é
oulement subsonique
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A.2 Résultats 
omplémentaires pour un é
oulement transsonique
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Fig. A.3 � Comparaison de l'évolution des grandeurs turbulentes ũ′′u′′ et ũ′′v′′ à 
inq posi-tions axiales x = 0, x = 25%L, x = 42%L, x = 45%L et x = L entre une résolutiongmres_ilu0(
fl=∞,
fl∗=50,Mit=1,rres=1,LGRD=3) et af-adi(
fl=100, 
fl∗=20,Mit=5,LGRD=3) dans le
as d'un é
oulement transsonique



120 ANNEXE A. EQUATIONS DE NAVIER-STOKES STATIONNAIRES

 0

 0.02

 0.04

 0.06

 0.08

 0.1

 0  50  100  150  200
 0

 0.04

 0.08

 0.12

 0.16

 0.2

 0  500  1000  1500  2000
 0

 0.05

 0.1

 0.15

 0.2

 0.25

 0.3

 0  100  200  300  400

 0

 0.002

 0.004

 0.006

 0.008

 0.01

 0  20  40  60  80  100
 0

 0.05

 0.1

 0.15

 0.2

 0.25

 0.3

 0  50  100  150  200  250

 0

 0.01

 0.02

 0.03

 0.04

 0.05

-200 -150 -100 -50  0
 0

 0.04

 0.08

 0.12

 0.16

 0.2

-1200 -900 -600 -300  0
 0

 0.05

 0.1

 0.15

 0.2

 0.25

 0.3

-250 -200 -150 -100 -50  0

 0

 0.002

 0.004

 0.006

 0.008

 0.01

-100 -80 -60 -40 -20  0
 0

 0.05

 0.1

 0.15

 0.2

 0.25

 0.3

-200 -150 -100 -50  0

 
 

af-adi

gmres

 
 

af-adi

gmres

k (m2.s−2)

��
��
1 ��

��
2 ��

��
3 ��

��
4 ��

��
5

-

ṽ
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ỹ

��
��
5
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Fig. B.1 � Comparaison de l'évolution du module |1ρ̂| et de la phase (ℜ[1ρ̂] et ℑ[1ρ̂]) de la perturbationde pression pour les résolutions af-adi(
fl=20), gmres_ptm (
fl=20, rres=50) et gmres_ptm(
fl=100,
rres=500) à l'axe et sur les parois inférieure et supérieure de la tuyère de Délery [32℄ pour une perturbationavale de pression de fréquen
e de 180 Hz, de module |1p̂2| ∼= 2000 Pa et de déphasage de ∠ p̂2 ∼= −60◦ autourd'un é
oulement stationnaire subsonique.
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Fig. B.2 � Comparaison de l'évolution du module |1 ˆ̃u| et de la phase (ℜ[1 ˆ̃u] et ℑ[1 ˆ̃u]) de la perturbationde pression pour les résolutions af-adi(
fl=20), gmres_ptm (
fl=20, rres=50) et gmres_ptm(
fl=100,
rres=500) à l'axe et sur les parois inférieure et supérieure de la tuyère de Délery [32℄ pour une perturbationavale de pression de fréquen
e de 180 Hz, de module |1p̂2| ∼= 2000 Pa et de déphasage de ∠ p̂2 ∼= −60◦ autourd'un é
oulement stationnaire subsonique.
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Fig. B.3 � Comparaison de l'évolution du module |1ˆ̃v| et de la phase (ℜ[1ˆ̃v] et ℑ[1ˆ̃v]) de la perturbationde pression pour les résolutions af-adi(
fl=20), gmres_ptm (
fl=20, rres=50) et gmres_ptm(
fl=100,
rres=500) à l'axe et sur les parois inférieure et supérieure de la tuyère de Délery [32℄ pour une perturbationavale de pression de fréquen
e de 180 Hz, de module |1p̂2| ∼= 2000 Pa et de déphasage de ∠ p̂2 ∼= −60◦ autourd'un é
oulement stationnaire subsonique.
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B.2 Résultats 
omplémentaires pour la résolution issue d'un é
oule-ment stationnaire transsonique
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Fig. B.4 � Comparaison de l'évolution du module |1ρ̂| et de la phase (ℜ[1ρ̂] et ℑ[1ρ̂]) de la perturbationde pression pour les résolutions af-adi(
fl=20), gmres_ptm (
fl=20, rres=50) et gmres_ptm(
fl=100,
rres=500) à l'axe et sur les parois inférieure et supérieure de la tuyère de Délery [32℄ pour une perturbationavale de pression de fréquen
e de 180 Hz, de module |1p̂2| ∼= 2000 Pa et de déphasage de ∠ p̂2 ∼= −60◦ autourd'un é
oulement stationnaire transsonique.
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Fig. B.5 � Comparaison de l'évolution du module |1 ˆ̃u| et de la phase (ℜ[1 ˆ̃u] et ℑ[1 ˆ̃u]) de la perturbationde pression pour les résolutions af-adi(
fl=20), gmres_ptm (
fl=20, rres=50) et gmres_ptm(
fl=100,
rres=500) à l'axe et sur les parois inférieure et supérieure de la tuyère de Délery [32℄ pour une perturbationavale de pression de fréquen
e de 180 Hz, de module |1p̂2| ∼= 2000 Pa et de déphasage de ∠ p̂2 ∼= −60◦ autourd'un é
oulement stationnaire transsonique.
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Fig. B.6 � Comparaison de l'évolution du module |1ˆ̃v| et de la phase (ℜ[1ˆ̃v] et ℑ[1ˆ̃v]) de la perturbationde pression pour les résolutions af-adi(
fl=20), gmres_ptm (
fl=20, rres=50) et gmres_ptm(
fl=100,
rres=500) à l'axe et sur les parois inférieure et supérieure de la tuyère de Délery [32℄ pour une perturbationavale de pression de fréquen
e de 180 Hz, de module |1p̂2| ∼= 2000 Pa et de déphasage de ∠ p̂2 ∼= −60◦ autourd'un é
oulement stationnaire transsonique.
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Fig. C.1 � Comparaison de l'évolution des �u
tuations de la masse volumique ρ̂ à l'axe, sur les parois inférieureet supérieure de la tuyère entre une résolution gmres_ptm(
fl=50, rres=50) et gmres_noptm(it_base=700,it_restarted=2) issues de la résolution des équations de Navier-Stokes linéarisées autour d'un é
oulement sub-sonique dans une tuyère symétrique [32℄ sur un maillage Ni×Nj = 301 × 121
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Fig. C.2 � Comparaison de l'évolution des �u
tuations de la vitesse ˆ̃u à l'axe, sur les parois inférieure etsupérieure de la tuyère entre une résolution gmres_ptm(
fl=50, rres=50) et gmres_noptm(it_base=700,it_restarted=2) issues de la résolution des équations de Navier-Stokes linéarisées autour d'un é
oulement sub-sonique dans une tuyère symétrique [32℄ sur un maillage Ni×Nj = 301 × 121
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Fig. C.3 � Comparaison de l'évolution des �u
tuations de la vitesse ˆ̃v à l'axe, sur les parois inférieure etsupérieure de la tuyère entre une résolution gmres_ptm(
fl=50, rres=50) et gmres_noptm(it_base=700,it_restarted=2) issues de la résolution des équations de Navier-Stokes linéarisées autour d'un é
oulement sub-sonique dans une tuyère symétrique [32℄ sur un maillage Ni×Nj = 301 × 121



C.2. ECOULEMENT STATIONNAIRE TRANSSONIQUE 133
C.2 Résultats 
omplémentaires pour la résolution autour d'un é
ou-lement stationnaire transsoniqueC.2.1 Résultats sur le maillage Grid_A
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Fig. C.4 � Comparaison de l'évolution des �u
tuations de masse volumiqe ρ̂ à l'axe, sur les parois inférieureet supérieure de la tuyère entre une résolution gmres_ptm(
fl=50, rres=50) et gmres_noptm(it_base=600,it_restarted=2) issues de la résolution des équations de Navier-Stokes linéarisées autour d'un é
oulement trans-sonique dans une tuyère symétrique [32℄ sur un maillage Ni×Nj = 301 × 101
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Fig. C.5 � Comparaison de l'évolution des �u
tuations de vitesse ˆ̃u à l'axe, sur les parois inférieure et su-périeure de la tuyère entre une résolution gmres_ptm(
fl=50, rres=50) et gmres_noptm(it_base=600,it_restarted=2) issues de la résolution des équations de Navier-Stokes linéarisées autour d'un é
oulement trans-sonique dans une tuyère symétrique [32℄ sur un maillage Ni×Nj = 301 × 101
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Fig. C.6 � Comparaison de l'évolution des �u
tuations de vitesse ˆ̃v à l'axe, sur les parois inférieure et su-périeure de la tuyère entre une résolution gmres_ptm(
fl=50, rres=50) et gmres_noptm(it_base=600,it_restarted=2) issues de la résolution des équations de Navier-Stokes linéarisées autour d'un é
oulement trans-sonique dans une tuyère symétrique [32℄ sur un maillage Ni×Nj = 301 × 101
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C.2.2 Résultats sur le maillage Grid_B



138ANNEXE C. EQUATIONS DE N-S LINÉARISÉES RÉSOLUES SANS INTÉGRATION TEMPORELLE

 0

 0.1

 0.2

 0.3

 0.4

 0.5

 0.6

-0.1  0  0.1  0.2  0.3  0.4  0.5
 0

 0.05

 0.1

 0.15

-0.1  0  0.1  0.2  0.3  0.4  0.5
 0

 0.05

 0.1

 0.15

-0.1  0  0.1  0.2  0.3  0.4  0.5

 0

 0.04

 0.08

 0.12

 0.16

 0.2

 0.15  0.19  0.23  0.27  0.31  0.35
 0

 0.01

 0.02

 0.03

 0.04

 0.05

 0.15  0.19  0.23  0.27  0.31  0.35
 0

 0.01

 0.02

 0.03

 0.04

 0.05

 0.15  0.19  0.23  0.27  0.31  0.35

 0

 0.2

 0.4

 0.6

 0.8

 1

-0.1  0  0.1  0.2  0.3  0.4  0.5
-0.05

 0

 0.05

 0.1

 0.15

-0.1  0  0.1  0.2  0.3  0.4  0.5
-0.05

 0

 0.05

 0.1

 0.15

-0.1  0  0.1  0.2  0.3  0.4  0.5

-0.08

-0.06

-0.04

-0.02

 0

 0.02

 0.04

-0.1  0  0.1  0.2  0.3  0.4  0.5
-0.02

-0.01

 0

 0.01

 0.02

-0.1  0  0.1  0.2  0.3  0.4  0.5
-0.02

-0.01

 0

 0.01

 0.02

-0.1  0  0.1  0.2  0.3  0.4  0.5

 
 

gmres noptm(it base=600,it restarted=2) : Grid A
gmres noptm(it base=800,it restarted=2) : Grid B

Axe Paroi inférieure Paroi supérieure

?

6

|1 ρ̂
|(

k
g
.m

−
3
)

-
x (m)

6

|1 ρ̂
|(

k
g
.m

−
3
)

-
x (m)

6

|1 ρ̂
|(

k
g
.m

−
3
)

-
x (m)

6

|1 ρ̂
|(

k
g
.m

−
3
)

-
x (m)

6

|1 ρ̂
|(

k
g
.m

−
3
)

-
x (m)

6

|1 ρ̂
|(

k
g
.m

−
3
)

-
x (m)

6

ℜ[
1
ρ̂
]
(k

g
.m

−
3
)

-
x (m)

6

ℜ[
1
ρ̂
]
(k

g
.m

−
3
)

-
x (m)

6

ℜ[
1
ρ̂
]
(k

g
.m

−
3
)

-
x (m)

6

ℑ[
1
ρ̂
]
(k

g
.m

−
3
)

-
x (m)

6

ℑ[
1
ρ̂
]
(k

g
.m

−
3
)

-
x (m)

6

ℑ[
1
ρ̂
]
(k

g
.m

−
3
)

-
x (m)

a) b) c)

d) e) f)

g) h) i)

j) k) l)

Fig. C.7 � Comparaison de l'évolution des �u
tuations de la masse volumique ρ̂ à l'axe, sur les parois infé-rieure et supérieure de la tuyère entre une résolution sur le maillage Grid_A gmres_noptm(it_base=600,it_restarted=2) et sur le maillage Grid_B gmres_noptm(it_base=800, it_restarted=2) issues de la résolu-tion des équations de Navier-Stokes linéarisées autour d'un é
oulement transsonique dans une tuyère symétrique[32℄
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Fig. C.8 � Comparaison de l'évolution des �u
tuations de la vitesse ˆ̃u à l'axe, sur les parois inférieure et supé-rieure de la tuyère entre une résolution sur le maillage Grid_A gmres_noptm(it_base=600, it_restarted=2)et sur le maillage Grid_B gmres_noptm(it_base=800, it_restarted=2) issues de la résolution des équationsde Navier-Stokes linéarisées autour d'un é
oulement transsonique dans une tuyère symétrique [32℄
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Fig. C.9 � Comparaison de l'évolution des �u
tuations de la vitesse ˆ̃v à l'axe, sur les parois inférieure et supé-rieure de la tuyère entre une résolution sur le maillage Grid_A gmres_noptm(it_base=600, it_restarted=2)et sur le maillage Grid_B gmres_noptm(it_base=800, it_restarted=2) issues de la résolution des équationsde Navier-Stokes linéarisées autour d'un é
oulement transsonique dans une tuyère symétrique [32℄



Bibliographie[1℄ T. C. Adamson, Jr, A. F. Messiter, and M. S. Liou. Large amplitude sho
k-wave motion in 2-D transoni

hannel �ow. AIAA J., 16 :1240�1247, 1978.[2℄ A. Agarwal, P. J. Morris, and R. Mani. Cal
ulation of sound propagation in nonuniform �ows : Suppressionof instability waves. AIAA J., 42(1) :80�88, January 2004.[3℄ W. K. Anderson, J. L. Thomas, and B. Van Leer. Comparison of �nite-volume �ux-ve
tor-splittings forthe euler equations. AIAA J., 24(9) :1453�1460, September 1986.[4℄ W.K. Anderson and D.L. Bonhaus. Arfoil design on unstru
tured grids for turbulent �ows. AIAA J.,37(2) :185�191, February 1999.[5℄ W.K. Anderson and V. Venkatakrishnan. Aerodynami
 design optimization on unstru
tured grids with a
ontinuous adjoint formulation. AIAA Paper 1996�1941, 1996.[6℄ J.C. Newman anf A.C. Taylor, R.W. Barnwell, P.A. Newman, and G.J.W Hou. Overview of sensitivityanalysis and shape optimization for 
omplex aerodynami
 
on�gurations. J. of Air
raft, 36(1) :87�96,January-February 1999.[7℄ O. Bayasal and M. E. Eleshaky. Aerodynami
 design optimization using sensitivity analysis and 
ompu-tational �uid dynami
s. AIAA J., 30(3) :718�725, Mar
h 1992.[8℄ O. Baysal and E. Eleshaky. Aerodynami
 sensitivity analysis methods for the 
ompressible euler equations.J. Fluid Engrg., 113 :681�688, De
ember 1991.[9℄ O. Baysal and K. Ghavour. Continous adjoint sensitivities for optimization with general 
ost fun
tionalson unstru
tered meshes. AIAA J., 39 :48�55, 2001.[10℄ M. Blan
o and W. Zingg. Fast newton-krylov method for unstr
tured grids. AIAA J., 16 :607�611, April1998.[11℄ G.W. Burgreen and O. Baysal. Aerodynami
 shape optimization using pre
onditioned 
onjugate gradientmethods. AIAA J., 32 :2145�2152, 1994.[12℄ G.W. Burgreen and O. Baysal. Three-dimensional aerodynami
 shape optimization using dis
rete sensi-tivity analysis. AIAA J., 34 :1761�1770, 1996.[13℄ G.W. Burgreen, O. Baysal, and M.E. Eleshaky. Improving the e�
ien
y of aerodynami
 shape optimiza-tion. AIAA J., 32 :69�76, 1994.[14℄ M. S. Campobasso and M. B. Giles. E�e
ts of �ow instabilities on the linear analysis of turboma
hineryaeroelasti
ity. J. Prop. Power, 19(2) :250�259, Mar
h 2003.[15℄ M. S. Campobasso and M. B. Giles. Stabilization of linear �ow solver for turboma
hinery aeroelasti
ityusing re
ursive proje
tion method. AIAA J., 42(9) :1765�1774, September 2004.[16℄ S. R. Chakravarthy. Euler equations � impli
it s
hemes and boundary 
onditions. AIAA J., 21(5) :699�706, May 1983. 141



142 BIBLIOGRAPHIE[17℄ J. C. Chassaing. Aérodynamique 3-D et Aéroélasti
ité Non-Linéaire et Linéarisée en Temps. Do
torat,Université Pierre-et-Marie-Curie, Paris [f℄, January 2002.[18℄ J. C. Chassaing, G. A. Gerolymos, and I. Vallet. E�
ient and robust Reynolds-stress model 
omputationof 3-D 
ompressible �ows. AIAA J., 41(5) :763�773, May 2003.[19℄ J-C Chassaing and G.A. Gerolymos. Compressor �utter analysis using time-nonlinear and time-linearized3-d navier-stokes methods. In P. Ferrand and S. Aubert PUG 2002, editors, ISUAAAT'2000 
onferen
ein Unsteady Aerodynami
s, Aeroa
ousti
s and Aeroelasti
ity of Turboma
hines. ISUAAAT, 2000.[20℄ J-C Chassaing and G.A. Gerolymos. Time-linearized time-harmoni
 3-d navier stokes sho
k-
apturings
hemes. AIAA-CEAS10, Aeroa
ousti
s Conferen
e, May 2004.[21℄ J-C Chassaing and G.A. Gerolymos. Time-linearized time-harmoni
 3-d navier stokes sho
k-
apturings
hemes. International Journal for Numeri
al Methods in Fluids, 2007. in print.[22℄ J.C. Chassaing, G.A. Gerolymos, and J.G. Jérémiasz. gmres solution of 
ompressible linearized navier-stokes equations without pseudo-time-mar
hing. AIAA Paper 2006�0688, 2006.[23℄ T. Chen, P. Vasanthakumar, and L. He. Unsteady blade row intera
tion using nonlinear harmoni
 ap-proa
h. J. Prop. Power, 17(3) :651�658, May 2001.[24℄ T.J. Choi, C.H. Amon, T.I.P. Shih, and N. Trigui. Cfd shape optmization based on an adjoint variableformulation of the 
ompressible navier-stokes equations.[25℄ W. S. Clark. Investigation of Unsteady Vis
ous Flows in Turboma
hinery Using a Linearized Navier-StokesAnalysis. Ph.D., Duke University, Durham [n
, usa℄, April 1998.[26℄ W. S. Clark and K. C. Hall. A time-linearized Navier-Stokes analysis of stall �utter. ASME J. Turbom.,122(3) :467�476, July 2000.[27℄ T. J. Coakley. Impli
it upwind methods for the 
ompressible navier-stokes equations. AIAA J., 23(3) :374�380, Mar
h 1985. (also NASA TM 85899).[28℄ M.S. Compabosso, M.C. Duta, and M.B. Giles. Adjoint 
al
ulation of sensitivities of turboma
hineryobje
tive fun
tions. J. Prop. Power, 19 :693�703, 2003.[29℄ M.S. Compabosso and M.B. Giles. Stabilizing linear harmoni
 �ow solvers for turboma
hinery aeroelas-ti
ity with 
omplex iterative algorithms. AIAA J., 44(5) :1048�1059, May 2006.[30℄ J.C. Culioli. Introdu
tion à l'Optisation. ellipses, Paris, F, 1994.[31℄ A. Dadone and B. Grossman. Fast 
onvergen
e of vis
ous airfoil design problems. AIAA J., 40 :1997�2005,2002.[32℄ J. M. Délery. Experimental investigation of turbulen
e properties in transoni
 sho
k/boundary-layerintera
tions. AIAA J., 21 :180�185, 1983. (also AIAA Paper 81�1245, 1981).[33℄ J.E. Dennis and R.B. S
hnabel. Numeri
al Methods for Un
onstrained Optimization and Non-linearEquations. Prenti
e-hall, new jersey edition, 1983.[34℄ L. Dubu
, F. Cantariti, M. Woodgate, B. Gribben, K. J. Bad
o
k, and B. E. Ri
hards. Solution of theunsteady euler equations using an impli
it dual-time method. AIAA J., 36(8) :1417�1424, August 1998.[35℄ J. Elliot and J. Peraire. Aerodynami
 optmization on unstru
tured meshes with vis
ous e�e
ts. AIAAPaper 1997�1849, 1997.[36℄ Eyal and M.D. Salas. Admiting the inadmissible : Adjoint formulation for in
omplete 
ost fun
tionals inaerodynami
 optimization. I
ase Report 1997�0069, 1997.[37℄ S. Eyi and K.D. Lee. E�e
t of sensitivity 
al
ulation on navier-stokes design optimization. AIAA Paper1994�0060, 1994.



BIBLIOGRAPHIE 143[38℄ A. Favre. Equations des gaz turbulents 
ompressibles � i � formes générales. J. Mé
., 4 :361�390, 1965.[39℄ A. Favre. Equations des gaz turbulents 
ompressibles � ii � méthode des vitesses moyennes ; méthode desvitesses moyennes pondérées par la masse volumique. J. Mé
., 4 :391�421, 1965.[40℄ R. Flet
her. Conjugate grandients methods for inde�nite systems. In New York Springer Verlag, editor,Pro
eedings of the Dundee Biennal Conferen
e on Numeri
al Analysis 1974, pages 73�89. ASME, 1975.[41℄ V. Frayssé, L. Giraud, and S. Gratton. A set of �exible-gmres routines for real and 
omplexe arithmeti
s.Te
hni
al reports tr/pa/98/20, CERFACS, Toulouse [f℄, 1998.[42℄ R.W. Freund. A transpose-free quasi-minimal residual algorithm for non-hermitian linear systems. SIAMJ. S
i. Comput., 14(2) :470�482, Mar
h 1993.[43℄ J. Gastis and D.W. Zingg. A fully 
oupled newton-krylov algorithm for aerodynami
 optimization. AIAAPaper 2003�3956, June 2003.[44℄ G. A. Gerolymos. Numeri
al integration of the 3-D euler equations for �utter analysis of axial �ow
ompressors. Int. J. Turbo Jet Eng., 7 :131�142, 1990.[45℄ G. A. Gerolymos and I. Vallet. Impli
it 
omputation of the 3-D 
ompressible Navier-Stokes equationsusing k − ε turbulen
e 
losure. AIAA J., 34(7) :1321�1330, July 1996.[46℄ G. A. Gerolymos and I. Vallet. Near-wall Reynolds-stress 3-D transoni
 �ows 
omputation. AIAA J.,35(2) :228�236, February 1997.[47℄ G. A. Gerolymos and I. Vallet. Wall-normal-free near-wall Reynolds-stress 
losure for 3-D 
ompressibleseparated �ows. AIAA J., 39(10) :1833�1842, O
tober 2001.[48℄ G. A. Gerolymos and I. Vallet. Mean-�ow-multigrid for impli
it reynolds-stress-model 
omputations.AIAA J., 43, 2005. (a

epted feb 2005 ; in print).[49℄ M. B. Giles and N. A. Pier
e. An introdu
tion to the adjoint approa
h to design. Flow Turb. Comb.,65 :393�415, 2000.[50℄ M.B. Giles, M.C. Duta, J.D. Muller, and N.A. Pier
e. Algorithm developments for dis
rete adjoint me-thods. AIAA J., 41 :198�205, 2003.[51℄ M.B. Giles and N.A. Pier
e. Adjoint equations in 
fd : Duality boundary 
onditions and solution behaviour.AIAA Paper 1997�1850, 1997.[52℄ G. H. Golub and C. F. Van Loan. Matrix Computations. The John Hopkins University Press, Baltimore[md, usa℄, 1989.[53℄ G. H. Golub and C. F. Van Loan. Matrix Computations, pages 150�152. The John Hopkins UniversityPress, Baltimore [md, usa℄, 1989.[54℄ P. Guezaine. Newton-krylov strategy for 
ompressible turbulent �ow on unstru
tured meshes. AIAA J.,39(3) :528�531, Marsh 2000.[55℄ M.M. Gupta and R.P. Manohar. Dire
t solution of the biharmoni
 equation using non
oupled approa
h.J. Comp. Phys., 33 :236�248, 1979.[56℄ K. C. Hall and W. S. Clark. Linearized Euler predi
tions of unsteady aerodynami
 loads in 
as
ades.AIAA J., 31(3) :540�550, Mar
h 1993.[57℄ K. C. Hall, W. S. Clark, and C. B. Loren
e. A linearized Euler analysis of unsteady transoni
 �ows inturboma
hinery. ASME J. Turbom., 116(3) :477�488, July 1994.[58℄ K. C. Hall and E. F. Crawley. Cal
ulation of unsteady �ows in turboma
hinery using the linearized eulerequations. AIAA J., 27(6) :777�787, June 1989.



144 BIBLIOGRAPHIE[59℄ K. C. Hall and C. B. Loren
e. Cal
ulation of 3-D unsteady �ows in turboma
hinery using the linearizedharmoni
 Euler equations. ASME J. Turbom., 115 :800�809, 1993.[60℄ K. C. Hall, J. P. Thomas, and W. S. Clark. Computation of unsteady nonlinear �ow in 
as
ades using aharmoni
 balan
e te
hnique. AIAA J., 40(5) :879�886, May 2002.[61℄ K. Hanjali¢ and B. E Launder. A Reynolds stress model of turbulen
e and its appli
ation to thin shear�ows. J. Fluid Me
h., 52 :609�638, 1972.[62℄ E. Hardee, H.H. Chang, K.K Choi, X. Yu, and I. Grindeanu. A 
ad-based design sensitivity analysis andoptmization for stru
tural shape design appli
ations. AIAA Paper 1996�3990, 1996.[63℄ R. Haugeard. Aérodynamique 3-D Instationnaire des Turboma
hines linéarisée en temps. Do
torat, Uni-versité Pierre-et-Marie-Curie, Paris [f℄, January 1996.[64℄ L. He and W. Ning. E�
ient approa
h for analysis of unsteady vis
ous �ows in turboma
hines. AIAA J.,36(11) :2005�2012, November 1998.[65℄ G. W. Hedstrom. Nonre�e
ting boundary 
onditions for nonlinear hyperboli
 systems. J. Comp. Phys.,30 :222�237, 1979.[66℄ S. Hiernaux and J.A. Essers. Aerodynamique shape optimization using navier-stokes equations and optimal
ontrol theory. AIAA Paper 1999�3297, 1999.[67℄ C. Hirs
h. Numeri
al Computation of Internal and External Flows, volume 1. John Wiley and Sons, NewYork [ny, usa℄, 1 edition, 1988.[68℄ D. Holmes and B. Loren
e. Three-dimensional linearized navier-stokes 
al
ulations fo �utter and for
edresponse. In T. H. Fransson, editor, Pro
eedings of the 8th International Symposium held in Sto
kholm,Sweeden, pages 20·7�20·12. Kluwer A
ademi
 Publishers, September 1997.[69℄ M. Imhof. Aérodynamique Numérique Turbulente Linéarisée en Temps. Do
torat, Université Pierre-et-Marie-Curie, Paris [f℄, O
tober 2000.[70℄ A. Jameson. Solution of the euler equations for 2-d transoni
 �ow by a multigrid method. Appl. Math.Comp., 13 :327�355, 1983.[71℄ A. Jameson. Aerodynami
 design via 
ontrol theory. Journal of S
ienti�
 Computing, pages 223�260,1988.[72℄ A. Jameson. Time-dependent 
al
ulations using multigrid, with appli
ations to unsteady �ows past airfoilsand wings. AIAA Paper 1991�1596, 1991.[73℄ A. Jameson. Aerodynami
 shape optimisation using the adjoint method. Le
ture Series at Von KamànInstitute, February 1993.[74℄ A. Jameson. Re-engenering the design pro
ess through 
omputation. J. of Air
raft, 36 :36�50, 1999.[75℄ A. Jameson, J.J. Alonso, J.J. Reuthers, L. Martinelli, and J.C. Vassenberg. Aerodynami
 shape optimi-zation based on 
ontrol theory. AIAA Paper 1998�2538, 1998.[76℄ A. Jameson, N.A. Pier
e, and L. Martelli. Optmimun aerodynami
 design using the navier-stokes equationspart 1. AIAA Paper 1997�0101, 1997.[77℄ A. Jameson, N.A. Pier
e, and L. Martelli. Optmimun aerodynami
 design using the navier-stokes equationspart 2. AIAA Paper 1997�0101, 1997.[78℄ W. P. Jones and B. E. Launder. The predi
tion of laminarization with a 2-equation model of turbulen
e.Int. J. Heat Mass Transf., 15(15) :301�314, 1972.[79℄ C.S. Kim, C. Kim, and O.H. Rho. Sensitivity analysis for the navier-stokes equations with two-equationturbulen
e models. AIAA J., 39(5) :838�845, May 2001.



BIBLIOGRAPHIE 145[80℄ V.M. Korivi, P.A. Newman, and A.C. Taylor. Aerodynami
 optimization using sensitivity derivaties froma three-dimensional supersoni
 euler 
ode. J. of Air
raft, 35(3) :405�411, May-June 1998.[81℄ E. Kreiselmaier and B. Las
hka. Small disturban
e euler equations : E�
ient and a

urate tool forunsteady load predi
tion. J. of Air
raft, 37(5) :770�778, September 2000.[82℄ C. Lan
zos. An iteration method for the solution of the eigenvalue problem of linear di�erential andintegral operators. Resear
h of the National Bureau of Standards J., 42 :255�282, 1950.[83℄ C. Lan
zos. Solution systèms of linear equations by minimized itérations. Resear
h of the National Bureauof Standards J., 49 :33�53, 1952.[84℄ E. Laporte and P. Le Talle
. Shape optimization in unsteady �ows. INRIA Report 3693, May 1999.[85℄ B. E. Launder and S. P. Li. On the elimination of wall-topography parameters from 2-moment 
losure.Phys. Fluids, 6 :999�1006, 1994.[86℄ B. E. Launder and B. I. Sharma. Appli
ation of the energy dissipation model of turbulen
e to the
al
ulation of �ows near a spinning disk. Lett. Heat Mass Transf., 1 :131�138, 1974.[87℄ B. E. Launder and N. Shima. 2-moment 
losure for the near-wall sublayer : Development and appli
ation.AIAA J., 27(10) :1319�1325, O
tober 1989.[88℄ M. P. Le
ler
q and P. L. Stou�et. Chara
teristi
 multigrid method appli
ation to solve the euler equationswith unstru
tured and unnested grids. J. Comp. Phys., 104 :329�346, 1993.[89℄ D. R. Lindquist and M. B. Giles. Validity of linearized unsteady Euler equations with sho
k-
apturing.AIAA J., 32(1) :46�53, January 1994. (also AIAA Paper 91�1598, 1991).[90℄ J.L. Lions. Optimal Control of Systems Governed by Partial Di�erential Equations. Springer-Verlag, 1971.Translated by S.K. Mitter.[91℄ F. Liu and X. Zheng. Staggered �nite-volume s
heme for solving 
as
ade �ow with a k − ω turbulen
emodel. AIAA J., 32(8) :1589�1597, August 1994.[92℄ J. L. Lumley. Towards a turbulen
e 
onstitutive relation. J. Fluid Me
h., 41(7) :413�434, 1970.[93℄ J. L. Lumley. Computational modeling of turbulent �ows. Adv. Appl. Me
h., 18 :123�176, 1978.[94℄ H. Luo, J.D. Baum, and R. Lohner. A fast, matrix-free impli
it method for 
ompressible �ows on un-stru
tured grids. J. of Computational Physi
s, 146 :664�690, 1998.[95℄ L.M. Manzano, J.V. Lassaline, P. Wong, and D.W. Zingg. A newton-krylov algorithm for the eulerequations using unstru
tured grids. AIAA Paper 2003�0274, 2003.[96℄ D. J. Mavriplis. An assessment of linear versus nonlinear multigrid methods for unstru
tured mesh solvers.J. Comp. Phys., 175(1) :302�325, January 2002. (also AIAA Paper 2001�2573, 2001).[97℄ P.R. M
Hgh and D.A. Knoll. Comparison of standard and matrix-free implementations if several newtonkrylov solvers. AIAA J., 32(12) :2394�2399, De
ember 1994.[98℄ B. Mohammadi and O. Pironneau. Applied Shape Optimization for Fluids. Oxford S
ien
e Publi
ations,Great Clarendon Street, Oxford OX2 6DP, 2001. Reprinted in 2005.[99℄ M.E. Mortenson. Geometri
 Modeling. Wiley Computer Publishing, 605 Third Avenue,New York, se
ondedition edition, 1997.[100℄ L. Mottura, L. Vigevano, and M. Za

anti. Fa
torized impli
it upwind methods applied to invis
id �owsat high ma
h number. AIAA J., 38(10) :1846�1852, O
tober 2000.[101℄ S.K. Nadarajah and A. Jameson. A 
omparaison of the 
ontinuous and dis
rete adjoint approa
h toautomati
 aerodynami
 optimization. AIAA Paper 2000�0667, 2000.



146 BIBLIOGRAPHIE[102℄ D. Naot, A. Shavit, and M. Wolfshtein. Intera
tions between 
omponents of the turbulent velo
ity 
orre-lation tensor due to pressure �u
tuations. Israel J. Te
hn., 8(3) :259�269, 1970.[103℄ M. Neme
 and D. Zingg. Multipoint and multi-obje
tive aerodynami
 shape optimization. AIAA J.,40(6) :1146�1154, June 2002.[104℄ R. H. Ni and F. Sisto. Numeri
al 
omputation of nonstationary aerodynami
s for �at plate 
as
ades in
ompressible �ow. ASME J. Eng. Power, 98 :165�170, 1976.[105℄ E.J. Nielsen, J. Lu, M.A. Park, and D.L. Darmofal. An impli
it, exa
t dual adjoint solution method forturbulent �ows on unstru
tured grids. Computers & Fluids, 33(9) :1131�1155, 2002.[106℄ W. Ning and L. He. Computation of unsteady �ows around os
illating blades using linear and nonlinearharmoni
 euler methods. ASME J. Turbom., 120(3) :508�514, July 1998.[107℄ F. Olawsky, F. Infed, and M. Auweter-Kurtz. Pre
onditioned newtown method for 
omputing supersoni
and hypersoni
 nonequilibrium �ows. Journal of Spa
e
raft and Ro
kets, 41(6) :907�914, November-De
ember 2004.[108℄ O. Onur and S. Eyi. E�e
ts of th ja
obian evaluation on newtons solution of the euler equations. Inter-national Journal for Numeri
al Methods in Fluids, 49 :211�231, 2005.[109℄ P. Ott, A. Böl
s, and T. H. Fransson. Experimental and numeri
al study of the time-dependent pressureresponse of a sho
k-wave os
illating in a nozzle. ASME J. Turbom., 117(1) :106�114, January 1995.[110℄ B.N. Parlett, D.R. Taylor, and Z.S. Liu. A look-ahead lan
zos algorithm for nonsymmetri
 matri
es.Mathemati
s of Computation, 44 :105�124, 1985.[111℄ D. Prasad and J. M. Verdon. A 3-d linearized euler analysis of 
lassi
al wake/stator intera
tions : Vali-dation and unsteady response predi
tions. Int. J. Aeroa
ousti
s, 1(2) :137�163, 2002.[112℄ A. Pueyo and D.W. Zingg. E�
ient newton-krylov solver for aerodynami
 
omputation. AIAA J.,36(11) :1991�1997, November 1998.[113℄ P.P. Rao and P.J. Morris. Use of �nite element methods in frequen
y domaine aeroa
ousti
s. AIAA J.,44(7) :1643�1652, July 2006.[114℄ S.E. Rogers. Comparison of impli
it s
hemes for the in
ompressible navier-stokes equations. AIAA J.,33(11) :2066�2072, November 1995. (also AIAA paper 95�0567, 1995).[115℄ J. Rotta. Statistis
he Theorie ni
hthomogener Turbulenz � 2. Mitteilung. Z. Phys., 131 :51�77, 1951.[116℄ A. Ruhe. Implementation aspe
ts of band lan
zos algorithms for 
omputation of eigenvalue of large sparsesymmetrix matrix. Mathemati
s of Computation, 33 :680�687, 1979.[117℄ Y. Saad. Sparskit a basi
 tool-kit for sparse matrix 
omputations.url : http ://www-users.
s.umn.edu/ saad/software/home.html .[118℄ Y. Saad. GMRES : A generalized minimal residual algorithm for solving nonsymmetri
 linear systems.SIAM J. S
i. Stat. Comp., 7 :856�869, 1986.[119℄ Y. Saad. Analysis of augmented krylov subspa
e methods. SIAM J. Matrix Anal. Appl., 18(2) :435�449,April 1997.[120℄ Y. Saad. Iterative Methods for Sparse Matrix. 2. edition, 2000.[121℄ Y. Saad. Iterative Methods for Sparse Linear Systems, 2nd edition. SIAM, Philadelpha, PA, 2003.[122℄ H. Sadok. Méthodes de proje
tion pour les systèmes linéaires et non lináires. Do
torat, Université Lille 1,Lille [f℄, 1981.



BIBLIOGRAPHIE 147[123℄ L. Sbardella and M. Imregun. Linearized unsteady vis
ous turboma
hinery �ows using hybrid grids.ASME J. Turbom., 123(3) :568�582, July 2001.[124℄ L.L. Sherman, A.C. Taylor, L.L. Green, P.A. Newman adn G.J.W. Hou, and V.M. Korivi. First andse
ond order aerodynami
 sensitivity derivatives via automati
 di�erentiation with in
remental iterativemethods. AIAA Paper 1994�4262, 1994.[125℄ G.M. Shro� and H.B. Keller. Stabilization of unstable pro
edures : the re
ursive proje
tion method. SIAMJ. Numer. Anal., 30(4) :1099�1120, August 1993.[126℄ V. Simon
ini and E. Gallopoulos. An alternative method for nonsymetri
 systems with multiple right-handsides. SIAM J. S
i. Comput., 16(4) :917�933, July 1995.[127℄ V. Simon
ini and E. Gallopoulos. Convergen
e properties of blo
k gmres and matrix polynomials. LineraAlgebra and its Applivations, 241(3) :787�802, 1996.[128℄ B. Soemoarwoto. The variational method for aerodynami
 optimization using the navier-stokes equations.I
ase Report 1997�0071, 1997.[129℄ P. Sonneveld. Cgs, a fast lan
zos-type solver for nonsymmetri
 linear systems. SIAM Journal on S
ienti�
and Statisti
al Computing, 10(1) :36�53, 1989.[130℄ A. Soullaimani, N. Ben Salah, and Y. Saad. Enhan
ed gmres a

eleration te
hniques for some 
fd problems.International Journal of Computational Fluid Dynami
s, 16(1) :1�20, 2002.[131℄ P. R. Spalart and S. R. Allmaras. A 1-equation turbulen
e model for aerodynami
 �ows. Re
h. Aérosp.,1994·1(1) :5�21, January 1994. (also AIAA Paper 92�0439).[132℄ P. D. Sparis. A method for generating boundary-orthogonal 
urvilinear 
oordinate systems using thebiharmoni
 equation. J. Comp. Phys., 61 :445�462, 1985.[133℄ K. Sreenivas and D. L. Wit�eld. Time- and frequen
y-domain numeri
al simulation of linearized Eulerequations. AIAA J., 36(6) :968�975, June 1998.[134℄ J. L. Steger and R. F. Warming. Flux-ve
tor-splitting of the invis
id gasdynami
 equations with appli
ationto �nite-di�eren
e methods. J. Comp. Phys., 40 :263�293, 1981.[135℄ G. Tsanga. Aérodynamique Numérique 3-D des Turboma
hines Axiales Multiétages ave
 Fermeture k− εBas-Reynolds. Do
torat, Université Pierre-et-Marie-Curie, Paris [f℄, January 1997.[136℄ V. Valentin. Optimisation Aérodynamique des Aubages dans les Turboma
hines Axiales Multiétages. Do
-torat, Université Pierre-et-Marie-Curie, Paris [f℄, June 2002.[137℄ I. Vallet. Aérodynamique Numérique 3-D Instionnaire ave
 Fermeture Bas-Reynolds au Se
ond Ordre.Do
torat, Université Pierre-et-Marie-Curie, Paris [f℄, De
ember 1995.[138℄ I. Vallet. Reynolds-stress modeling of 3-d se
ondary �ows with emphasis on turbulent di�usion 
losure.J. of Applied Me
hani
s, 2007. in press.[139℄ G. D. Van Albada, B. Van Leer, and W. W. Roberts, Jr. A 
omparative study of 
omputational methodsin 
osmi
 gas dynami
s. Astron. Astroph., 108 :76�84, 1982.[140℄ B. Van Leer. Flux-ve
tor-splitting for the euler equations. Number 170 in Le
t. Notes Phys., pages507�512. Springer, 1982.[141℄ G.N. Vanderplaast. Numeri
al Optimization Te
hniques for Engineering Design. M
Graw-Hill, 1984.[142℄ V. Venkatakrishnan and D.J. Mavriplis. Impli
it solvers for unstru
tured meshes. J. of Computationalphysi
s, 105 :83�91, 1993.[143℄ H.A. Van Der Vorst. Bi-
gstab : a fast and smoothly 
onverging variant of bi-
g for the solution ofnonsymetri
 linear systems. SIAM J. S
i. Stat. Comput., 13(2) :631�644, Mar
h 1992.



148 BIBLIOGRAPHIE[144℄ G.A. Wrenn. An indire
t method for numeri
al optimization using the kreisselmeier-steinhauser fun
tion.NASA CR-4220, Mar
h 1989.





Méthodes de Krylov pour les Equations de Navier-Sokes Non Linéaires,Linéarisées et pour l'Optimisation AérodynamiqueRésumé : La résolution des équations de Navier-Stokes linéarisées 
ompressibles est de plus en plus utilisée pourdeux types de problèmes : 1) des résolutions linéarisées et harmoniques en temps pour des problèmes d'aéroélas-ti
ité et d'aéroa
oustique et 2) pour des exer
i
es d'optimisation par la méthode du gradient. Les algorithmesproposés sont généralement basés sur une appro
he dite � pseudo-time-mar
hing � dont la ressemblan
e ave
les résolutions des équations de Navier-Stokes non linéaires a souvent été dé
rite 
omme un avantage 
ar ellesimpli�e le développement numérique. L'utilisation 
roissante de 
es méthodes a amené à la dé
ouverte de pro-blèmes de stabilité numérique lorsque 
es équations sont résolues autour d'un 
hamp stationnaire 
omportantun point d'in�exion dans les pro�ls de vitesse sur des maillages �ns. Le but de 
e do
torat est de développerune méthode sans intégration pseudo-temporelle pour stabiliser la résolution des équations de Navier-Stokes 2Dlinéarisées pour les deux problèmes pré
ités. Les systèmes linéaires ainsi obtenus sont résolus par une méthodeitérative de type gmres ave
 redémarrage pré
onditionné par une fa
torisation appro
hée ilu0. Les résultatsnumériques sont 
omparés, lorsque 
ela est possible, à une appro
he 
lassique af-adi ou gmres ave
 intégrationpseudo-temporelle, pour des 
al
uls 2D haut subsonique et transsonique relatif à la propagation d'une pertur-bation harmonique à l'aval d'une tuyère. Notre méthode de résolution a aussi été testée et validée pour deuxexer
i
es d'optimisation, où les systèmes linéaires issus des méthodes dire
te et adjointe ont été résolus parl'algorithme 
lassique gmres et par l'algorithme mgmres permettant de résoudre simultanément des problèmesayant la même matri
e mais plusieurs ve
teurs à droite. De plus, une méthode des équations de Navier-Stokesnon linéaires par une résolution pseudo-Newton-gmres faiblement 
ouplée a été développée et validée dans le 
asd'un é
oulement haut subsonique et transsonique dans une tuyère 2D et les résultats en termes de performan
ede résolution ont été 
omparés à une résolution pseudo-Newton-af-adi.MOTS CLÉS : gmres, Navier-Stokes non linéaire, Navier-Stokes harmoniques et linéarisées en temps, opti-misation aérodynamiqueKrylov Methods for Nonlinear and Linearized Navier-Sokes Equations andAerodynami
 OptimizationAbstra
t : Linearized 3-D 
ompressible Navier-Stokes solvers are in
reasingly used, for two di�erent appli
a-tions : 1) time-linearized time-harmoni
 
omputations for aeroelasti
ity and aeroa
ousti
s, and 2) for gradientapproa
hes to design. The proposed algorithms are traditionally based on a pseudo-time approa
h, and theresemblen
e of the linearized algorithm with standard nonlinear Navier-Stokes problems has often been 
ited asan advantage, simplifying 
ode development. The in
reasing use of these methods brought forward problems ofnumeri
al instability, when dealing with unstable mean-velo
ity pro�les in �ne grids. The purpose of this Ph. D.is to investigate a non-pseudo-time-mar
hing solution method for the stabilization of time-linearized 
ompres-sible 2-D Navier-Stokes 
omputations. The resulting linear system is solved using a non-pseudo-time-mar
hingrestarted gmres pro
edure with ilu0 pre
onditionner. Numeri
al results are 
ompared, when it is possible, with
lassi
al af-adi or gmres pseudo-time-mar
hing approa
hes for the 
omputation of a 2-D subsoni
 and trans-oni
 
hannel �ow response to a ba
k-pressure harmoni
 perturbation at the exit of the nozzle. The approa
hhas also been tested for two subsoni
 
hannel design exer
i
es, where the dire
t and adjoint method linearsystems were solved using the 
lassi
al gmres solver or with a multiple right hand side gmres solver. Moreovera non-fully pseudo-Newton-gmres solver for nonlinear Navier-Stokes has benn developped and 
ompared witha pseudo-Newton-af-adi solver for a 2-D subsoni
 and transoni
 nozzle.KEYWORDS : gmres, Nonlinear Navier-Stokes, time-linearized time-harmoni
 Navier-Stokes, Aerodynami
Optimization


