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Chapitre 1

Introduction

Cette thése porte sur 'application des méthodes de Krylov pour la résolution d’équations de la mécanique des
fluides. L’ensemble des écoulements étudiés reléve de la classe des écoulements internes, turbulents et compres-
sibles, pouvant comporter des interactions entre une onde de choc et une couche limite, ainsi que d’importants
décollements. Nous nous sommes intéressés a trois grands types de problémes fréquemment rencontreés :
— la résolution des équations de Navier-Stokes stationnaires ;

la résolution de certains écoulements instationnaires caractérisés par de petites fluctuations instationnaires

et harmoniques en temps;

I’application a ’'optimisation aérodynamique de formes.
Lorsque nous nous intéressons a la résolution des équations de Navier-Stokes linéarisées (en temps ou pour
le calcul du gradient en optimisation), des études récentes [2, 14, 17, 21, 29, 113, 136] mettent en évidence la
possibilité d’amplification de modes propres instables, par le processus itératif utilisé, conduisant a la divergence
du calcul. La proposition de solutions & ce probléme est ’objectif central de cette thése.

1.1 Résolution des équations de Navier-Stokes

Les équations de Navier-Stokes sont aujourd’hui couramment employées pour ’étude d’écoulements dans les
domaines aéronautique, pétrolier, chimique ... Ces écoulements sont des écoulements externes ou internes,
laminaires ou turbulents, stationnaires ou instationnaires. L'un des enjeux actuels est la réduction du temps
nécessaire a la résolution de ces équations afin d’étudier des configurations de plus en plus complexes (avion
entier, effets technologiques ... ) et de prendre en compte des phénoménes physiques de plus en plus fins.

Nous nous sommes intéressés dans un premier temps a la résolution des équations de Navier-Stokes compres-
sibles moyennées pour la turbulence (RANS) par la méthode de Newton. Cette méthode d’intégration consiste
en une discrétisation temporelle implicite du probléme. L'une des conséquences de cette discrétisation est la
résolution & chaque itération temporelle d'un systéme linéaire dont les coefficients issus de la discrétisation spa-
tiale des équations de Navier-Stokes varient au cours des itérations. Les matrices des systémes linéaires, issues
de cette discrétisation, sont des matrices creuses, non symétriques et, lorsque les équations sont résolues sur un
maillage structuré, comme c’est le cas ici, elles ont des structures bande-bloc [137]. Les différentes méthodes
de factorisation approchée permettent de résoudre les systémes linéaires de maniére non exacte. Une bonne
étude comparative de la résolution des équations d’Euler stationnaires utilisant ces factorisations approchées
est décrite par Mottura et al. [100]. Cependant les erreurs de factorisation limitent la vitesse de convergence et
imposent des pas de temps relativement faibles (CFL<20). Dés lors, pour augmenter le pas de temps et lever cet
inconvénient, il est nécessaire de résoudre les systémes linéaires avec des matrices exactes. Etant donné la taille
des matrices, les résolutions directes du type LU bande sont limitées & des écoulements simples nécessitant peu
de points de maillage [108]. Une alternative aux méthodes directes est 'utilisation de méthodes itératives de
type Jacobi. Mais les matrices des systémes linéaires étant mal conditionnées (matrice bloc dont les valeurs
numériques ne sont pas comparables, présence de discontinuité avec des ondes de choc, importante zone de
décollement, ... ), la relaxation nécessaire est trés petite et les temps de calcul sont importants.
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En contrepartie, les diverses méthodes itératives de Krylov (Bi-ca (Lanczos [83]), TFQMR (Freund [42]), cGs
(Sonneveld [129]), Bi-castab (Van Der Vorst [143]), GMRes (Saad [118]) ) se sont imposées comme la réfé-
rence des algorithmes itératifs pour la résolution de systémes linéaires & matrices creuses non symétriques.
Dans le cadre de la mécanique des fluides, la majorité des auteurs utilisent 1’algorithme GMRes [10, 54, 94
97, 107, 112, 114, 130, 142]; néanmoins certains, utilisent aussi le cas, TFQMR ou le Bi-castab [97, 107]. Par
ailleurs, afin d’accélérer la convergence du processus itératif, & chaque itération temporelle, les méthodes de
Krylov ne sont pas envisageables sans I'utilisation de préconditionnements.

Le tableau (1.1) résume de fagon non exhaustive différentes références utilisant une méthode de Newton-Krylov

pour la résolution des équations d’Euler ou de Navier-Stokes stationnaires :

TaB. 1.1 — Méthode de Newton-Krylov pour les écoulements stationnaires

Auteurs Année | Modéle Jacobien Préconditionnement | Application
Venkatakrishnan, Mavriplis[142] 1993 NS 2D AlJ BJ, SSOR, ILU profils

McHugh, Knoll[97] 1994 NS-ic 2D EJ/MF ILU cavité
Rogers[114] 1995 NS-ac AJ BJ, ILU marche, profils
Luo, Baum, Lohner[94] 1998 NS 3D AJ/MF-AJ | sas, ILU conduit, profil, aile
Blanco, Zingg|[10] 1998 Euler 2D EJ/AJ/MF | 1Lu profils

Pueyo, Zingg[112] 1998 NS 2D MF ILU profils
Soulaimani, Ben Salah, Saad[130] 2002 NS 2D/3D MF-AJ ILU cavité, aile
Guezaine[54] 2002 NS 2D MF ILU profil
Mavriplis[96] 2002 Euler/NS 2D | MF-AF Multigrid profils

Manzano, Lassaline, Wong, Zingg[95] | 2003 Euler 2D/3D | MF LU profil, aile, avion
Olawsky, Infed, Auweter-Kurtz[107] 2004 NS-hyp 2D AJ/EJ/MF | BJ,SGS,ILU capsule, sonde
présent 2006 NS 2D AlJ BJ, ILU tuyére

NS = Navier-Stokes ; ic = incompressible ; hyp = hypersonique ; ac = compressibilité artificielle ; AJ = matrice
jacobienne approchée; EJ = matrice jacobienne exacte ; MF = matrix free; BJ = relaxation bloc Jacobi; sas
= symétrique Gauss-Seidel ; 1TLU = factorisation LU incompléte ;

1.2 Equations de Navier-Stokes linéarisées et harmoniques en temps

Pour certains écoulements instationnaires, lorsque certaines fréquences identifiées sont prépondérantes avec des
perturbations de faible amplitude, I’écoulement instationnaire peut étre décomposé en deux parties, une pre-
miére partie stationnaire autour de laquelle est ajoutée une seconde partie instationnaire harmonique issue de
la linéarisation des équations de Navier-Stokes. Ce modéle d’écoulement est particuliérement bien adapté pour
la prédiction d’instabilités aéroélastiques (flottement d’ailes ou vibration d’aubes de turbomachines). Elles four-
nissent notamment une bonne approximation des coefficients des forces de pression instationnaires [17]. Par
ailleurs, les équations d’Euler linéarisées sont aussi utilisées en aéroacoustique pour ’étude de la propagation
de sources acoustiques dans un écoulement établi avec une méthode de couplage d’analogie acoustique.

Lorsque ces équations sont écrites dans le domaine fréquentiel, il y a pour chaque fréquence un systéme linéraire
a matrice complexe a résoudre. Devant la taille des matrices de linéarisation, la majorité des auteurs utilisent
une résolution & pas de temps fictif. Ces équations sont résolues soit par intégration pseudo-temporelle de fagcon
explicite [56-60, 104] ou par intégration multi-pas de Runge-Kutta [23, 64, 89, 106], soit par résolution implicite
[15, 17, 19 21, 25, 26, 81, 89, 111, 111, 123, 133].

Néanmoins, cette résolution par intégration pseudo-temporelle est sujette & des problémes de stabilité. Ces
instabilités numériques sont bien connues dans le cadre de la propagation de sources acoustiques ce sont les
instabilités de Kelvin-Helmholtz. Lorsque I’écoulement stationnaire présente des zones ou les effets non linéaires
sont importants (décollement de couche limite, zone de recirculation ... ), ces instabilités sont convectées au fur
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et & mesure des itérations pseudo-temporelles et rendent la résolution numériquement instable. Ces instabilités
sont aussi bien reportées pour la résolution des équations d’Euler linéarisées et harmoniques en temps (selon
Argawal et al. 2] : "These (Kelvin-Helmholtz instabilities) are convective instabilities in which the disturbances
grow as they propagate downstream from the point of introduction. The instability-wave solution can completely
overwhelm the acoustic-solution”) que pour la résolution des équations de Navier-Stokes linéarisées et harmo-
niques en temps (selon Campobasso et al. [14] : "For most aeroelastic problems of practical interest ... the
linear code converges without difficulty. However an expodential growth of the residual has been encountered in
situations in which the steady flow calculation itself failed to converge to a steady state but instead finished in
a small-amplitude limit cycles, related to some physical phenomenon such as sepparation bubbles, corner stalls,
and vortes shedding at blund trailing edge”. Dans tous les cas, ces instabilités sont liées & 1’écoulement station-
naire et aux mécanismes physiques non linéaires engendrés, et non au modéle simplifié des équations linéarisées.

Afin de remédier a ce probléme de stabilité, les systémes linéaires & matrices complexes, issues de la discrétisa-
tion spatio-temporelle des équations de Navier-Stokes linéarisées et harmoniques en temps, peuvent étre résolus
sans introduction d’un pseudo-pas de temps. Morris et al. [2, 113], pour supprimer les instabilités numériques,
résolvent le systéme linéaire par factorisation LU bande d’un modéle simplifié supposant seulement une équa-
tion pour une perturbation harmonique de la pression. Dans ce cas, le probléme a seulement Ni x N j inconnues
et une matrice de largeur bande 2 x max (N, Nj). Si Pensemble des équations de Navier-Stokes linéarisées sont
discrétisées en raison de la taille des matrices, une résolution directe de type LU est envisageable seulement dans
des cas exceptionnels. Dans notre cas, avec une discrétisation des équations au troisiéme ordre pour un maillage
Nix Nj =101 x 101, une résolution LU bande nécessite déja une ressource de 7.5 Gb, ce qui, malgré la loi de
Moore, n’est pas extrapolable pour des problémes tridimensionels dans un avenir proche. De plus, Compobasso
et Giles [14, 29] montrent que ces instabilités sont liées & des valeurs propres de la matrice dont le module est
supérieur & 'unité. Les méthodes de résolution de type Jacobi ne garantissent donc pas la convergence.

Dans le tableau (1.2) sont listées de facon non exhaustive les différentes résolutions des équations d’Euler et de
Navier-Stokes sans intégration pseudo-temporelle :

TAB. 1.2 — Résolution des équations linéarisées sans introduction d’un pseudo-pas de temps

Auteurs Année | Modéle Schéma Résolution Application
Argawal, Morris, Mani 2] 2004 pression 2D | OA(z)? FD LU jet 2-D
Chassaing, Gerolymos, Jérémiasz [22] | 2006 NS 2D/3D | OA(x)3 VL [140] | GMRes [118] | tuyére 2-D/3-D
Rao, Morris [113] 2006 pression 2D | DG LU plaque plane
present 2007 | NS 2D OA(z)? VI [140] | GMRes [118] | tuyere 2-D

UC = centré non structuré; FD = différences finies; DG = Galerkine discontinu; GMRes = Global Minimal
Residual [118]; vL — Van Leer [140]

11 faut noter que Compobasso et Giles [14, 29| utilisent une approche hybride ot un solveur explicite multigrille
pseudo-time-marching est couplé en tant que préconditionneur avec un solveur GMRes. Le solveur multigrille est
utilisé & l'intérieur de la boucle de création de I'espace de Krylov.

1.3 Optimisation aérodynamique stationnaire

Dans un exercice d’optimisation aérodynamique de forme par méthode de descente, le gradient aérodynamique
de la fonction de cotit peut étre évalué soit par méthode de différences finies [8, 37, 62, 79], soit a 'aide d’un
opérateur linéarisé [71]. Grace a cette méthode dite « méthode des sensibilités » , un ou plusieurs systémes
linéaires avec une matrice identique mais différents vecteurs a droite doivent étre résolus. Lorsque les maillages
sont de petite taille et que le stockage nécessite donc un faible espace mémoire, ces sytémes linéaires peuvent
étre résolus directement par factorisation LU_bande [7, 8, 13]. Néanmoins, lorsque la taille des maillages devient

importante, il est actuellement obligatoire d’utiliser les méthodes itératives. Afin de relaxer le processus itératif
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et de garder la méme structure que l'algorithme stationnaire, un pas de temps fictif est généralement introduit.
Dans ce cas, les systémes linéraires sont résolus par méthode explicite & pas de temps simple [31, 36, 79, 84, 124]
ou, pas de temps multiples [9, 24, 35] ou, afin d’accélérer la vitesse de convergence, par méthode implicite
[8, 11, 12, 35, 79, 80, 124, 136].

Notons que Valentin [136] reporte, dans le cas de 'optimisation de formes stationnaires en régime subsonique,
la présence d’instabilités numériques lors de résolutions pseudo-temporelles du systéme linéaire issu de la li-
néarisation des équations de Navier-Stokes. Comme dans le cas des équations de Navier-Stokes linéarisées et
harmoniques en temps, ces instabilités sont dépendantes des équations résolues mais sont présentes au sein
méme de la solution stationnaire.

Dans le tableau, (1.3) nous résumons de maniére non exhaustive les différentes méthodes de résolution des
équations d’optimisation aérodynamique stationnaire utilisant une résolution de Krylov :

TaB. 1.3 — Méthode de résolution des équations pour le calcul du gradient pour 'optimisation aérodynamique

Auteurs Année | Modéle Méthode | Algorithme d’optimisation | Résolution Application
Burgreen, Baysal [11] 1994 Euler 2D | pa sD [30] GMRes_PTM profil
Burgreen, Baysal [12] 1996 Euler 3D | DA sD [30] GMRes__PTM aile
Anderson, Bonhaus [4] 1999 NS 2D FD-DA KSOPT [144] GMRes_PTM profil
Nemec, Zingg [103] 2002 NS 2D FD-DA BFGS [30] GMRes_PTM profil
Gatsis, Zingg [43] 2003 NS 2D FD-DA sD+Ls [30] GMRes PTM profil
Nielsen, Lu, Park, Darmofal [105] | 2004 NS 3D DD-DA SD+LS [30] GMRes_PTM aile
present 2007 NS 2D DD-DA BFGS [30] MGMRes NOPTM | tuyére

FD = différences finies; DD = discréte directe; DA = discréte adjointe; SD = Steepest descent; LS = Line
Search ; BFGS = Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno ; KsOPT = Kreisselmeier-Steinhauser optimisation ; PTM =
pseudo-time-marching ; NOPTM — Sans pseudo-time-marching ; MGMRes — Mutliple Right Hand Side GMRes
[120]

1.4 Plan du mémoire

Ce mémoire se décompose en cing parties :

— Dans un premier temps, nous présenterons les quatre méthodes de Krylov implémentées et évaluées ainsi
que les trois préconditionnements utilisés dans le cadre de ce travail. Puis, nous décrirons une premiére
étude de résolution des équations d’Euler linéarisées 12D qui nous permettra de justifier le choix de 1’al-
gorithme GMRes pour la suite.

— Dans un deuxiéme temps, nous développerons ’algorithme Newton-GMRes pour la résolution des équations
de Navier-Stokes stationnaires. Nous testerons I'algorithme pour deux régimes d’écoulement : un écoule-
ment hautement subsonique et un écoulement transsonique. Nous validerons les résultats aérodynamiques
et comparerons les vitesses de convergence de l'algorithme Newton-GMRes par rapport aux résultats issus
d’une résolution Newton-AF-ADI sur une tuyére bidimensionnelle.

— Dans le troisiéme chapitre, nous reporterons les différents résultats de convergence pour la résolution
Newton-GMRes des équations de Navier-Stokes linéarisées et harmoniques en temps. Nous présenterons
une comparaison des résultats & une résolution Newton-AF-ADI déja existante dans le cas d’une tuyére
bi-dimensionnelle avec une fluctuation de pression avale. A la fin de ce chapitre, nous mettrons en évi-
dence les problémes de stabilité liés & une résolution pseudo-temporelle lorsque ’écoulement stationnaire

comporte de forts effets non linéaires.
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Dans le quatriéme chapitre, nous montrerons comment 'utilisation d’un algorithme GMRes sans introduc-
tion d’'un pseudo-pas de temps permet de résoudre les problémes de stabilité.

Le dernier chapitre sera consacré a la présentation de résultats relatifs & I'optimisation aérodynamique
de forme monocritére et multiparamétres pour une tuyére bidimensionnelle. Nous résoudrons les deux
équations directe et adjointe grace & 'algorithme GMRes sans introduction d’un pseudo-pas de temps.
De plus, dans le cadre de la résolution de 1’équation directe, nous utiliserons une résolution GMRes avec
plusieurs vecteurs a droite.



CHAPITRE 1. INTRODUCTION



Chapitre 2

Méthodes de Krylov pour les systémes
linéaires non symeétriques

Dans le cadre des méthodes de Krylov, la résolution d’un systéme linéaire Az = b consiste a trouver une solution
z,, approchée du probléme soumise aux contraintes suivantes :

Z,, € g+ Rm (A,19)
{ T'm fﬁm (Ava) ’ (2.1)

o A € R™™"™ est une matrice réelle, 2, est une solution initiale arbitraire, R, (A4,r,) est un espace de Krylov
orthonormal formé de m vecteurs de facon itérative, r, (r, = b— Az,) et r,, (r,, =b— Az,,) sont respective-
ment les résidus du systéme linéaire au début et en fin de procédure itérative.

Les méthodes de Krylov sont principalement divisées en deux grandes familles qui se différencient par leur
procédé d’orthogonalisation. L’espace est orthogonalisé soit par la méthode de Lanczos, soit par la méthode
d’Arnoldi. Nous présenterons, dans ce chapitre, les différentes méthodes de Lanczos pour la résolution de sys-
témes linéaires (cf. 2.1) sous forme unifiée ainsi que la méthode GMRes basée sur une orthogonalisation d’Arnoldi
(¢f. 2.2). Ces algorithmes étant généralement employés avec un préconditionnement, nous présenterons aussi les
préconditionnements utilisés dans la suite de ce travail. Dans la derniére partie de ce chapitre, nous illustrerons
par un exemple simple le choix porté sur 'algorithme basé sur une orthogonalisation d’Arnoldi.

2.1 Algorithmes de Krylov pour les problémes non symétriques avec
factorisation de Lanczos

La méthode de biorthogonalisation de Lanczos [83] pour les problémes & matrices non symétriques est une
extension de Ialgorithme d’orthogonalisation de Lanczos pour les matrices symétriques [82]. Pour réaliser cette
biorthogonalisation, les deux bases &) et &2 sont générées :

R, (A, v) = Span {v, Av, .., A"} et &, (A,w) = Span {w, ATw, ..., (A7) w} (2.2)

Cet algorithme décompose la matrice du systéme a résoudre A € R"*" sous forme de produit entre deux
matrices V,,, € R™*" et W, € R"*™ composées respectivement des vecteurs des bases & (A,v) et &2, (A, w)
et une matrice tridiagonale T,,, € R™*™ .

AVm = Vme + 5m+12m+1§ﬁ
ATWm - WanIJ; + 'YerleJrlQ% (23)
WTAV,, = Tp

ot m est le nombre d’itérations de Lanczos, v,, ; et w,,,, sont les (m + 1)¢ vecteurs & I'itération m des
espaces respectifs de Krylov &), et 82, 6,41 et Y1 sont des facteurs réels multiplicatifs incluant Uerreur de la

décomposition et Qﬁ est un vecteur dont toutes les composantes sont nulles sauf & la position m ou g%(m) =1.
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2.1.1 Meéthode de résolution Bi-CG

L’algorithme de résolution du Bi-Gradient conjugué (Bi-CG) a tout d’abord été proposé par Lanczos [83], puis
une réécriture simplifiée a été décrite par Fletcher [40]. Cette méthode se base sur une nouvelle formulation du
probléme permettant de n’avoir qu’une matrice tridiagonale & inverser.

Deux problémes sont définis :

— le probléme primaire : Az =)

— le probléme dual : ATz* = b*
et cela méme si la résolution d'un probléme dual n’est pas nécessaire. Etant donné la biorthogonalisation, les
solutions des problémes primaire et dual s’écrivent de la fagon suivante [120] :

z, = o+ VT, (Be) zh = oz + W T, (B%)
= 2o+ VU, 'L (Bey) = 25+ WnL, U T (Be)
= Zo+ Puly' (Be) = x5+ PLUT (B%¢)

oit les matrices P, = V,,,U,,! et P}, = W,,L, T sont les matrices regroupant les directions de recherche des
deux problémes, U™ et L™ définissent, la décomposition Lower-Upper de la matrice tridiagonale 7™ (Eq. 2.3)
B et B* sont les normes des vecteurs résidus initiaux r et rg.

Etant donné la structure de la biorthogonalisation de Lanczos, les vecteurs résidus du probléme original r,,
et du probléme dual 77, a la m® itération s’écrivent comme une expression polynomiale des vecteurs résidus
initiaux :

L = b= Ay, = b (A) 1 et 5, =b— ATy, = ém (A7) 15 (2.4)
oll ¢y, est un polynome de degré m. Comme les vecteurs des bases V;,, et W,,, sont biorthonormaux! [120], par
construction les vecteurs résidus r; et r; sont biorthogonaux :

(Ei,t;) =00 1 <4,5<m (2.5)

ol 0;; est un nombre réel et d;; est le symbole de Kronecker.
Les vecteurs solutions & l'itération m+1 s’écrivent comme combinaison linéaire des vecteurs solutions a l'itération
m et des directions de descente :
{ L1 = Em  OmDy, (2.6)
Zypg1 = Ly + P, '

ou respectivement p et p:‘n sont les m® vecteurs des matrices P, et P} et o, un facteur multiplicatif réel a
définir ultérieurement. Les vecteurs résidus respectent donc la récurrence suivante :

{ L1 = I = Om 4D, (2.7)

* ok T, *
Tl =Ly — am AT

Les directions de recherche Py €t pan sont déterminées par des combinaisons linéaires des vecteurs résidus
a l'itération m + 1 et des directions de recherche a l'itération m :

Py = Lt + Bmp, (2.8)
Py = L1 + Bmpy,
ou B, est un autre facteur multiplicatif réel & définir ultérieurement.
En reprenant I’écriture sous forme polynomiale, les directions de recherche s’écrivent :
P, =Tm (A)rg et ]3; =Tm (AT) r (2.9)

ol 7, est un polynéme de degré m.

lsii=j

Osiitj est le symbole de Kronecker.

IDeux bases Vi, et W,, sont dites biorthonormales si (waj) =d;; ol &;; = {
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Les matrices P, et P’ étant A conjuguées?, les vecteurs résidus a chaque itération sont orthogonaux a tous
les autres vecteurs résidus, en particulier & ceux de deux itérations successives. Cette remarque se traduit par
la relation suivante :

(Z:;L.;_pim) = (zm-i-laf:n) =0 (2-10)
En combinant les équations (2.8) et (2.10), la valeur optimale de «,, qui permet de maximiser la pente pour le
calcul de la direction de descente des résidus est obtenue par :
Lons L
(zm - amA]gm,zf,J =0= a, = ( Tn) (2.11)
(i)

En réécrivant la relation qui traduit la combinaison linéaire entre les résidus et la direction de descente (Eq. 2.7)
ainsi que la relation entre les deux matrices A conjuguées P, et P}, une nouvelle écriture du coefficient o,
est obtenue :

(Agm,ffn) = (A}_?m,]g:‘n — Brp® ) N 7 v (2.12)

—m—1

La valeur du coefficient (3, est calculée grace a la définition de la direction de descente (Eq. 2.8) et le fait que
les deux matrices P, et P} sont A conjuguées :

(ti‘nﬂa Azgm)

(&;,.4r,,)
Par ailleurs, le calcul du coefficient (3, s’effectue de maniére analogue & partir de I’équation (2.7) :
ﬁ _ i (frn-i-lv (fm-i—l _fm)) _ i (zrn-‘rlvfm-‘rl) — ﬁ _ (z;kn-‘rl’Zm-i-l) (2_14)

Notons que ces deux coefficients o, et 5, s’expriment aussi sous forme polynomiale :

O = (¢m (A) Tp, (bm (AT) ES)

™= (At (A) £, 7o (A7) ) (2.15)

(Pmr1 (A) g, Gmy1 (AT) 15)
(&m (A) 2o, Pm (AT) 15)

B = (2.16)

L’algorithme suivant (Al. 1) donne les étapes de la résolution d’un systéme linéaire par la méthode du Bi-ca
tel que le propose Fletcher [40]. Notons que nous présentons ici, pour exemple, une méthode de résolution qui
permet le calcul de solution du probléme dual mais, en général, la résolution de celui-ci n’est pas demandée.
Dans ce cas, le calcul de la nouvelle solution duale z, ., n’est pas nécessaire.

2Deux matrices V et W sont dites A _conjuguées si (Agi,yj) = (Agj,yi) =0Vi#j.

Par construction, nous avons bien la relation :

(P)T APy = Ly Wi T AV Ut = Ly T U = 3

Les deux matrices Pp, et P;;, sont donc bien A conjuguées.
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Algorithme 1 Bi-Gradient Conjugué Bi-cG [40]

ENTREES: A € R™*™ matrice, z, € R" vecteur d’initialisation, b; € R™ vecteur a droite du probléme primaire,
b, € R™ vecteur & droite du probléme dual si nécessaire,
SORTIES: z € R" vecteur solution
ro = by — Az, 15 = by — ATz si nécessaire, sinon 7 arbitraire tel que : (ry,r5) # 0 (généralement rj = r)
P, =Tro et py =15
For m =0,1,..., jusqu'a convergence Do :
W = (T, 1) /(Ap, D7)
£m+1 = gm + Oém]_?m
Tyl = Ly +omp
Tl =T — OmAp
g1 = I — omATpY
B = (Lo 15Tig1) [ T o)
Proi1 = Lm + Bmp,,
D1 = L + Bmpy,
End for

Cette méthode présente deux inconvénients majeurs :

e La multiplication d’un vecteur par la matrice transposée pour la création de I'espace dual. Généralement,
grace a ce type de résolution, la matrice n’a pas besoin d’étre calculée explicitement puis stockée. Ainsi, le
développement numérique nécessaire au calcul du produit avec la matrice transposée peut étre trés important.

e Par ailleurs, cette approche peut souffrir d’'un manque de robustesse. Lorsque le produit scalaire entre les
résidus (r,,,r,) définissant le numérateur pour le calcul du nouveau coefficient §,, devient nul (Eq. 2.14), le
processus itératif ne peut se poursuivre. Il y a deux possibilités pour que ce produit soit nul. Dans le premier
cas, si I'un des deux vecteurs est nul, le processus itératif a atteint la solution exacte [120]. Dans le second
cas, les deux vecteurs résidus r,, et r sont orthogonaux, l'algorithme s’arréte sans parvenir & converger. Dans
ce cas, certaines meéthodes telles que le calcul avancé des vecteurs de Lanczos [110] permettent d’y remédier

partiellement.

2.1.2 Meéthode de résolution CGS

L’algorithme de résolution Conjugate Gradient Square (CGS) a été développé par Sonneveld [129] afin d’amélio-
rer la vitesse de convergence du Bi-cG (Al. 1). De plus, il posséde I'avantage de s’affranchir de la multiplication
par la matrice transposée et de la résolution d’un probléme dual.

Etant donné la relation de biorthogonalité entre les deux espaces K, et Rs, les coefficients «,, et (,, de l'algo-
rithme Bi-cG (Egs. 2.15 et 2.16) peuvent se réécrire de la fagon suivante :

[ Gm (A) 1o, dm (AT) 15 2, (A)ry, 1

T gy ) A Az (7))~ (AR (A) 2, 2)

B = (Zm+1,£fn+1) _ (¢m+1 (A)ry, dmt1 (AT) ES) _ (¢3n+1 (A)Zo{i*)) (2.18)

T i) (ém (A) 1o, dm (A7) 1) (&7, (A) 1o, 15) '
Au lieu d’utiliser une double formule de récurrence sur les résidus r,,, = ¢y, (A) g et 17, = ¢, (A7) 15, Sonneveld
[129] propose d’établir une autre formule de récurrence sur le carré des résidus du probléme original r,,, =
#2, (A)ry. Pour cela, il est nécessaire d’obtenir une récurrence pour les deux polynémes ¢2, (A) et 72,(A). Ces

expressions s’obtiennent en développant les équations (2.7) et (2.8) :

Grnsr (A) = (Dm(A) = anAmn(A))* = 6 (A) = 2A0mdm (A)mn (A) + a7, A7, (A) (2.19)

T 41 (4) = (641 (4) + Binmin(4))* = 67, 41 (A) + 2Bmbm-+1 (AT (A) + 5,77, (A) (2.20)
Les termes carrés ¢Z,_(A) et 72, (A) sont des combinaisons linéraires de leurs valeurs précédentes ¢2,(A) et

72, (A) et des termes croisés ¢, (A) T, (A) et Gpi1(A)mm (A).

m
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La récurrence du premier terme croisé ¢,,(A)m, (A) est calculée a partir de la récurrence sur la direction de
recherche (Eq. 2.8) :

Om(ATn(A) = Sl A) (Brn(A) + B 171 (A)) 1)
= ¢p(A) + Brn—16m(A)Tm-1(A)
Cette procédure permet de faire apparaitre lautre terme croisé ¢, (A)m,—1(A) a I'itération précédente.
Ce dernier est inséré comme nouveau polynéome a calculer par une nouvelle étape dans la boucle itérative.

Pm+1(A)Tm(A) = (dm(A) — apATm(A)) mm(A)
= (AT (A) — ay A2 (A) (2.22)
= an (A) + Bm-10m (A)ﬂ'm—l (A) - OémAﬂ'gm (A)

Nous devons donc, & chaque itération de ’algorithme, calculer trois vecteurs par récurrence :

g, = Om(A)mma(Ary = r,+0mag, | —omdp
Tmi1 = 2 (Ary = 1+ amA (2zm + 2614, — amAgm) (2.23)
Bm-{-l - 72n+1(A)ZO = Imt1 + 267“2771 o 672”9771

Les deux coefficients réels «,, et (3, sont donnés par :

o~ O Wrerd)  _ (Emrd)

" TR0 () -
8, = (¢3n+1 (A4) Eo,ﬁk)) _ (Zm+1,£3)

" (92, (A)rg,15) (T 75)

L’algorithme de cGS proposé par Sonneveld [129], dans lequel le vecteur w,, = r,, + ﬁm—lgmil a été introduit

pour une meilleure lisibilité, peut ainsi s’écrire comme suit :

Algorithme 2 Algorithme cGs [129]

ENTREES: A € R™*™ matrice, z, € R" vecteur d’initialisation, b € R™ vecteur a droite
SORTIES: z € R" vecteur solution
ro =b— Az, r§ arbitraire tel que : (ry,15) # 0) (généralement ry = ry))
Py =4y =Ty
For n=1,2,..., jusqu'a convergence Do :
= (L1 )/(Ap r5)
4, = Un — amApm
m+1 =Ty + am( q )
_m+l =I'm — O[mA( - q )
Bm = (r m+1=7°0)/( r)
Upp1 = Lpy1 + ﬁmgm
Pris = Umi1 T Bm(a,, — Bmp,,)
End for

Par construction, l'algorithme cGS posséde de bonnes propriétés de convergence, étant donné la procédure de
récurrence basée sur le polynome des résidus au carré. Grace a cela, cet algorithme converge & une vitesse de
lordre de deux fois plus élevée que l'algorithme de la méthode Bi-CG. En revanche, cette méthode étant basée
sur I'élévation au carré des polynomes des résidus, elle souffre d’'un manque de robustesse en raison des erreurs
d’arrondis et des troncatures numériques [120, p. 216].

2.1.3 Meéthode de résolution Bi-CGStab

Afin de remédier au probléme de stabilité de l'algorithme CGS tout en conservant ses bonnes propriétés de
convergence, Van Der Vorst [143] a proposé une nouvelle méthode appelée le Bi-Gradient Conjugué Stabilisé
(Bi-cGstab) dont la convergence est plus réguliére afin de limiter les risques de divergence. Pour cela, il propose
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[143], au lieu d’élever au carré le polynome des résidus (Eq. 2.18), de multiplier les polynomes ¢,,(A) et 7,,(A)
par un nouveau polynéme 1,,(A) permettant de lisser la convergence du processus itératif :

Tm = wm(A)(bm (A)f
{ P, = ¢m(A)7Tm(A)£2 (2.25)

La formule de récurrence du polynome v, (A) est donnée par [143] :
UV (A) = (1 — wnA) Um—1(A) (2.26)

ol w,, est un nouveau coefficient réel qu’il faudra définir ultérieurement.
En reprenant les définitions des polynomes ¢,,(A) (Eq. 2.4) et ¥,,(A) (Eq. 2.26), la formule de récurrence pour
le nouveau polynome ), (A)dm (A) s’écrit :

Vit (A1 (A) = (1= @A) v (A () .
= (1 =wnd) (Ym(A)dm(A) — am Ay (A)mm(A)) '

L’équation précédente fait apparaitre le nouveau polynome ., (A)m,,(A) qui définit la direction de descente a
Iitération courante et dont la nouvelle formule de récurrence s’écrit :

V41 (A)ﬂ'm-‘rl (A) V41 (A) (¢m+1 (A) + B Tm (A)) (2.28)
= Ym+1(A)m+1(A) + B (1 — winA) Y (A)mm (A) '

Nous obtenons, en reprenant la notation vectorielle, les deux relations de récurrence suivantes pour r,,, et P, -

Tone1 = (T —wnA)(r,, — amA]gm) (2.29)

Tt + B (T —wimA)p (2.30)

Il reste enfin & établir les relations pour les valeurs des différents coefficients réels a,,, 3, et w,, intervenant
dans la procédure de résolution.
Notons p,, le produit scalaire suivant :

Bm-{-l -

Pm = (Tm:10)
= (Ym(A)dm(A)rg, r5) (2.31)
= (pm(A)rg, Ym(AT)r5)

Par construction, ¢,,(A) est orthogonal & tous polynémes (A7) si k est inférieur m et en particulier 1, (A7)
et ¢r(AT). Le seul coefficient non nul de I'équation (2.31) est donc le terme de plus haut degré noté (™).

bm(A)ry, ni:)’ (AT)ym )
¢m (A)E()u %¢m (AT )f
= )T

Pm
) (2.32)

=
=
(m) )

= Z(m) ((bm (A)KOa ¢m (AT

*
0
*
0

ot v(™) est le terme de plus haut degré du polynome ¢, (AT).
En développant les récurrences des polynomes ¢, (A7) et 1, (A
degre n(m) et (™)

7, nous obtenons pour les termes de plus haut
nm = (—)"wiws ... wm (2.33)
,_Y(m) = (—1)m051052 e ) (234)

Le calcul du coefficient réel 5, (Eq. 2.23) devant étre identique a la méthode cGs, [, se calcule donc par la
formule [143] :

0, «
B, = Pmtl Om (2.35)
Pm  Wm
Une procédure analogue permet d’obtenir une relation pour le calcul de a,, :
P

(Ap_,r5) (230

Oy, =
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Van Der Vorst [143] base le choix du coefficient wy, sur la minimisation de la norme L2 du polynome
(3 — wA)m(A)Pmi1 (A)ry -

(Asps Sm)

=—m)=m

Wm = m ,avec s, =1, — OLmAgm (237)

En reprenant les équations (2.25) et (2.37), le vecteur solution est entiérement déterminé par :
Ly = Ly + AP+ Wiy, (2.38)

L’algorithme du Bi-cGStab proposé par Van Der Vorst [143] est présenté sous la forme synthétique ci-apreés.

Algorithme 3 Algorithme Bi-cGstab [143]

ENTREES: A € R™*"™ matrice, z, € R" vecteur d’initialisation, b € R™ vecteur a droite
SORTIES: z € R" vecteur solution
ro = b— Az, rf arbitraire tel que : (g, r§) # 0) (généralement r, = r))
Dy = Io
For m=1,2,..., jusqu'a convergence Do :
am = (,n,15)/ (AP, 15)
S = Iy — am Ap
Wm = (A§m7§m)/zj4§m7 Aﬁm)
£m+l =Zy, + ALy + WmSm,
Tot1 = Sm — wmA§m
Brm = (Cma1:70)/ (L 16) (i /wim)
Berl = Imt1 + ﬁm(]gm - wmA]_?m)
End for

2.2 Algorithme de Krylov avec factorisation d’Arnoldi

2.2.1 Factorisation d’Arnoldi

L’algorithme d’Arnoldi modifié par Gram-Schmidt [120, p. 146-148] est une autre méthode pour factoriser et
orthonormaliser un espace. Le principe de cet algorithme est de décomposer la matrice A € R™*"™ en une matrice
H,, € R™*™ Hessenberg supérieure grace a la base de Krylov V,,, € R"*™,

= Vi1 Hm (2.39)
VIAV,, = H,

ol w,, est un coefficient réel, V11 € R™"*™ la base de Krylov a litération m + 1 et H,, € Rim+t)xm yne
matrice Hessenberg.
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Algorithme 4 Procédure de factorisation d’Arnoldi modifiée par Gram-Schmidt [120, p. 147-148]

ENTREES: X € R"™*™ base de vecteur
SORTIES: () € R™*™ base de vecteurs orthonormaux
choix arbitraire v, tel que ||v,]|=1
For j=1,...,m Do :
= Ay;
For i=1,...,5 Do :
hij = (4, 0;)
4= 9= Nij¥;
End for
hivii = ldl
Viy1 = Q/thrLj
End for

3

Gram-Schmidt a apporté une modification dans la boucle interne qui permet une meilleure orthogonalisation
dans le cas d’une résolution numérique. Alors que dans ’algorithme original d’Arnoldi [120, p. 146-148] le
nouveau vecteur g est calculé en deux boucles différentes, dans l'algorithme modifié par Gram-Schmidt, il est
calculé en une seule. Soulignons par ailleurs l’existence de 1’algorithme de Householder qui permet d’améliorer
I'orthogonalisation de la base et, de ce fait, de réduire les erreurs numériques. Cependant, étant donné le surcroit
en temps de calcul [120, p. 149-151], cette approche n’a pas été retenue dans le cadre de cette étude.

2.2.2 Meéthode de résolution GMRes

La méthode de résolution du Global Minimal Residual (GMRes), proposée par Saad [118], s’appuie essentiellement

sur l'algorithme d’orthogonalisation d’Arnoldi. Par construction, le vecteur solution est calculé comme suit :
Ty = 2o+ Viny (2.40)

ou y € R™ est un vecteur défini par la fonction suivante :

T) = b= Az, |= o — A (2o + Viny) | (2.41)

Dans le cadre de la méthode GMRes, le vecteur y est déterminé de telle sorte qu’il minimise les résidus, c’est-a-
dire qu'il minimise la fonction J(y) (Eq. 2.41).
Le vecteur résidus b — Az, peut s’écrire a partir de la relation (2.39), de la facon suivante :

Z_)—Aim = Z_)_A(QO_Vmg)
= rg— AViy
= 621 - Vm-l—lgmg
- Vm+1 (ﬁgl - ng)

o 8 = |[b— Azy|| est la norme des résidus initiaux. Etant donné la structure de la matrice V;,, qui est composée
de vecteurs orthonormaux, la fonction J(y) peut se réécrire :

(2.42)

T (y) = [lb— Az, [|= [[Vins1 (Bey — Himy) [|= 18e; — Humyl| (2.43)

Afin de minimiser J(y), il faut trouver le vecteur y —qui annule la norme | 3¢, — Hpy||. Pour cela, nous devons
résoudre le systéme linéraire suivant : o

per —Hmy =0 (2.44)
La solution du probléme de minimisation est ainsi ramené & résoudre un systéme linéaire de taille beaucoup
plus faible car m < n.

Les méthodes basées sur l'orthogonalisation d’Arnoldi présentent un inconvénient majeur par rapport aux
meéthodes basées sur la biorthogonalisation de Lanczos car elles nécessitent le stockage en mémoire de I’ensemble
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de la base de Krylov. Pour remédier a ce probléme, I'algorithme GMRes restarted a été développé. C’est-a-dire
qu’a la fin du processus itératif, si la convergence désirée n’a pas été atteinte, 'algorithme est redémarré avec
comme vecteur initial le vecteur solution calculé a la fin du processus GMRes précédent. Nous avons ainsi besoin
de stocker en mémoire une partie seulement de I’ensemble de la base de Krylov nécessaire & la résolution. Mais
alors que le processus GMRes classique, grace & la minimisation des résidus, est assuré de converger en n itérations
quel que soit le type de matrice, le processus GMRes restarted peut donner lieu & la stagnation des résidus si
la matrice du probléme n’est, comme ici, pas définie positive. L’algorithme GMRes _restarted proposé par Saad
[118] peut se résumer comme suit :

Algorithme 5 Algorithme GMRes restarted [118]

ENTREES: A € R™*"™ matrice, z, € R" vecteur d’initialisation, b € R™ vecteur a droite
SORTIES: z,, € R™ vecteur solution apres m itérations GMRes
ro=b— Az, 8= |rll, et v; =10/8
For j=1,...,m Do :
w; = AQJ‘ ’
For i=1,...,5 Do:
hij = (ﬂjaﬂi)
W; =W, — hijyi

End for

hjv1,5 = ||wj||

Vigr = w; /Ry
End for
Calcul de y  qui minimise [|3e; — H,y|
Calcul de z,, = z, + Viny, -
If ||b— Az,,||£ ¢ then

Ty = ,, et redémarrage de l'algorithme
End if

La matrice d’orthogonalisation H,, n’étant plus tridiagonale, nous ne pouvons plus calculer & chaque itéra-
tion la nouvelle valeur du vecteur solution sans un surcott important en temps de calcul. Dés lors, I’erreur de
convergence ne peut pas étre a priori connue au fur et & mesure des itérations mais seulement avant chaque
redémarrage. Cependant, une implémentation numérique intelligente permet d’avoir la norme du vecteur erreur
sans avoir & calculer le vecteur solution a chaque itération. Pour cela, nous devons réaliser des rotations suc-
cessives des colonnes de la matrices rendant la matrice H,, triangulaire supérieure. Cette implémentation est
avantageuse en termes de temps de calcul car elle permet de définir comme critéres d’arrét du processus itératif
un nombre d’itérations maximal et une diminution des résidus préalablement définie.

En reprenant I’écriture de la fonction J(y) (Eq. 2.43), nous pouvons écrire :

Iy = llb—Az,| = [Ber—Huyl
= @ (Ber — Huy) ||

19,1 — Smyll
= |gmt1l+llg,, — Smyll

(2.45)

oit Q,, € R™*™ est la matrice de rotation qui annule la sous-diagonale de H, Ii1 € R™+! est un vecteur

issu des rotations du vecteur fe;.
La minimisation se traduit alors par la résolution du probléme suivant :

trouver y tel que [|g — Smy[/=10 (2.46)

qui correspond a la résolution d’un systéme linéaire dont la matrice est triangulaire et de dimensions m x m.
De plus, la norme des résidus a I'itération m s’obtient alors par :

10— Az, [|= |gm+1] (2.47)
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2.2.3 Meéthode de résolution MGMRes

Certaines méthodologies relevant par exemple du cadre de 'optimisation de formes [71] peuvent nécessiter la
résolution de plusieurs systémes linéaires avec la méme matrice mais différents vecteurs de second membre.
C’est notamment le cas des problémes d’optimisation directe, avec plusieurs parameétres de controle, ou de 1’op-
timisation adjointe avec des gradients de contraintes aérodynamiques [136]. Il peut étre intéressant d’utiliser
les méthodes de Krylov dites « méthodes de Krylov par bloc Multiple (MGMRes) » qui exploitent cette pro-
priété [119, 122, 127]. Dans le cadre de cette étude, nous nous sommes intéressés 4 une extension proposée par
Ruhe [116] de algorithme d’Arnoldi. Cet algorithme [116] a été initialement développé pour la résolution de
systémes linéaires avec des matrices symétriques et a été étendu par Saad [120, p. 196-200] & des problémes non
symétriques. Notons qu’il limite la parallélisation mais son efficacité reste indépendante du nombre de systémes
linéaires & résoudre.

Ces méthodes consistent a résoudre simultanément p systémes linéaires :

Ag(=teop) = p(=lp) ey AX = B (2.48)

Forme matricielle

Forme vectorielle

Soit X = 2(()1)7&(32)7 e ,gép)} € R™*P un ensemble de vecteur initiaux, les résidus correspondants s’écrivent :
RO = |:£gl)7£52)7 s 7£ép)j| = [Qluy27 e 7Qp] R (249)
ou Ry € R™"*P désigne I'ensemble des résidus initiaux tel que z((f) = Q(l) — Ag((f), [21,22, . ,yp] € R"*P_ est

la factorisation QR de Ry formant les p premiers vecteurs de la base de Krylov et R € RP*P est une matrice
triangulaire supérieure.
L’approximation de la solution s’écrit de la maniére suivante :

rr(l:l,...,p) — gélzlv---vp) + me(l:L...,p) — X = XO + VmY (250)

Afin de procéder par analogie avec la méthode GMRes classique, le seul élément manquant est I'analogie avec le
vecteur Be; (Eq. 2.42) :
B—-AX,, = B-AXo+V,Y)
= Ry—AV,Y
= |vvg, 0| R= Vi HpY
= Viip (ElR — ﬁmY)

(2.51)

ot By € RU"P)XP egt une matrice dont le bloc supérieur p x p est la matrice identité, le vecteur Be, est remplacé
par la matrice Fy.
Les fonctions a minimiser 7 (y) (Eq. 2.41 ) relatives 4 chaque systéme linéaire sont alors données par :

TV (y) = 189 — AzD||= || E1Re; — Hmy Y| (2.52)

Dans ce cas de figure, la matrice H,, devient une matrice triangulaire supérieure a p sous-diagonales®. Tl est
donc nécessaire d’effectuer p rotations a chaque itération MGMRes pour obtenir une matrice H,, triangulaire
supérieure. De plus, grace a ces p rotations, les normes des erreurs de chaque systéme peuvent étre évaluées sans
avoir a calculer explicitement I’ensemble des vecteurs solutions :

TNy = b~ Azpl|| = minyol|EyReq) - Huy®)|
= minyo [@, (BB ~ ) | (253)
= min,o g — Sny®|
= lgblp- - Gyl rminyollgh) — Sy ®|
L’erreur de chaque systéme linéaire s’obtient donc a l'itération m par :
169 — AZQ1|= llgwsp + -+ a8 (2:54)

3Rappelons que la matrice H,, est une matrice d’Hessenberg dans le cas d’un systéme linéaire unique (Eq. 2.39).
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Algorithme 6 Algorithme MGMRes sans rotation [120, p. 196-200]

ENTREES: A € R"*", B € R"*P matrice des p vecteurs a droite, Xg € R™*P matrice des p vecteurs initiaux
SORTIES: X, € R"*P matrice des p vecteurs solutions aprés m itérations GMRes

V =B—-AXy

ri1 = |lug ]l et vy = vy /ria

For 7=23,...,pDo:
w=21;

For i=1,...,5—1Do:
rij = (w,v;)
w=w —Tri;u;

End for
rij = |l
v; = w/rj
End for
For j=p,p+1,...,mDo:
k=j—p+1
w = Ay,

For i=1,2,...,7 Do :
hir = (w, v;)
w=w — hv,
End for
hjv1,; = HMJH
Vi1 =w;/hjt,
End for
Calcul de Y, minimisant [|R — H,,Y |
Calcul X,, = Xg+ V,, Y,

2.3 Meéthodes de préconditionnement pour les méthodes de Krylov

La résolution par méthode de Krylov n’est pas envisageable sans 'utilisation d’un préconditionnement. Il existe
deux maniéres pour appliquer un préconditionnement M :

AM™'Mz=b <<= Az=b+= M 'Az=M""'b (2.55)
—_— —
Préconditionnement a droite Préconditionnement a gauche

Lorsque nous utilisons un préconditionnement & gauche, le systéme linéaire est résolu directement. En revanche,
dans le cas d’un préconditionnement & droite, le systéme linéaire est modifié et le nouveau systéme s’écrit :

AMﬁlgzboug:M%g (2.56)
La matrice de préconditionnement a pour but d’approcher le plus possible de la matrice inverse du systéme
linéaire. Cette matrice peut étre plus ou moins complexe et prendre plus ou moins de temps & calculer. Cela
peut demander des FFT, des intégrations ou méme la résolution de plusieurs systémes linéaires simples. En régle
générale, plus la matrice de préconditionnement est difficile & calculer, moins le temps de résolution du systéme
linéaire est important. Cette matrice n’est pas forcément explicite, elle peut étre seulement implicite et recalculée
a chaque itération. Le choix des préconditionneurs a été dicté par une simplicité de calcul et d’utilisation. En
effet, la matrice de préconditionnement n’est généralement pas multipliée directement & la matrice initiale du
probléme mais ’application du préconditionnement, se réalise en deux temps.

AM ™'y, = (AM v, = A (M ') (2.57)
Cela a deux avantages. Tout d’abord, si nous stockons la matrice, nous ne stockons que ses éléments non nuls. Or
le produit entre la matrice et son préconditionnement peut étre nettement supérieur en espace mémoire requis
pour le stockage des nouveaux éléments non nuls. Qui plus est, nous ne connaissons pas forcément a priori les
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Algorithme 7 Algorithme GMRes avec préconditionnement a droite [120]

ENTREES: A € R™*" matrice, M € R™*™ matrice de préconditionnement, b € R™ vecteur a droite, z, € R™
vecteur intial
SORTIES: z,, € R™ vecteur solution apres m itérations GMRes
ro=b— Az, 8= |rll, et v; =10/8
For j=1,...,m Do :
w; = AM ™'y,
For i=1,...,5 Do:
hij = (ﬂjvﬂi)
W, =W; — hijyi

End for
By =
Vg1 = w; /Ry
End for
Calcul y ~qui minimise |[Be; — Hy|
Calcul z,, = 2y + M‘leym
If ||b— Az, ||£¢cthen
z, = x,, et redémarrage

End if

nouvelles dimensions de la matrice. De plus, nous ne stockons pas forcément la matrice, étant donné que seul le
produit de la multiplication de la matrice par un vecteur est utile dans les algorithmes décrits précédemment.
Nous avons considéré 1’exemple du préconditionnement a droite (Al. 7) mais pour un préconditionnement a
gauche I'implémentation est presque similaire. Le nombre d’opérations reste inchangé quel que soit le précon-
ditionnement utilisé. La différence principale réside dans le calcul de la norme de I'erreur des résidus. Pour un
préconditionnement & gauche, nous obtenons directement la norme des résidus grace aux rotations successives
décrites précédemment (Eq. 2.47). En revanche, pour un préconditionnement a droite, 'erreur obtenue est la
norme du vecteur résidus multipliée par la matrice de préconditionnement.

Tous les préconditionnements utilisés dans le cadre de ce travail ne sont pas basés sur un développement phy-
sique en s’appuyant sur la mécanique des fluides, mais sont des préconditionnements purement numériques.

2.3.1 Meéthode de Jacobi

Cette méthode de préconditionnement est trés simple a mettre en ceuvre et économique en temps de calcul. Elle
s’inspire directement de la méthode de Jacobi pour la résolution de systémes linéaires.

A =L + diag(d) + U = M = diag(d) (2.58)

ou L et U sont repectivement les parties triangulaires inférieure et supérieure de la matrice et d le vecteur de la
diagonale.

Ce n’est pas la plus efficace, mais elle posséde 'avantage d’étre utilisable avec d’autres méthodes. En effet, nous
pouvons facilement stocker seulement les éléments diagonaux ; le surcoit en espace mémoire supplémentaire
correspond seulement & un seul vecteur dont les dimensions sont fixées par le nombre d’inconnues.

2.3.2 Meéthode de bloc Jacobi

Cette méthode est trés similaire & la méthode de Jacobi, mais le préconditionnement exploite la structure de
la matrice imposée par le type de probléme a résoudre. Les matrices des systémes linéaires sont des matrices
blocs, c’est-a-dire que leurs diagonales sont constituées de bloc 4 x 4 pour des problémes 2D et 5 x 5 pour des
problémes 3D. La matrice peut alors étre décomposée comme suit :

A=L+D4+U= M=D (2.59)
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Avec ce préconditionnement, les matrices sont multipliées par une matrice de la taille du bloc diagonal de fagon
a obtenir un bloc diagonal identité. Le calcul de la matrice inverse diagonale est réalisé par une méthode de
pivot de Gauss classique [53].

2.3.3 Meéthode LU0

Le principe de la factorisation incompléte 1.U0O est de réaliser une élimination de Gauss classique, telle qu’elle
existe pour la résolution des systémes linéaires, mais en gardant la méme structure de matrice, et de ne pas
ajouter d’éléments non nuls en plus de ceux déja existants [120]. Ces techniques trés populaires nécessitent le
stockage de tous les éléments non nuls de la matrice. Cela permet de fixer la taille de la matrice de précondi-
tionnement tout en utilisant une bonne approximation de la matrice inverse.

Algorithme 8 Algorithme de préconditionnement 1L.UQ [120]

ENTREES: A € R"*"
For i=2,....nDo:
For k=1,...,i—1 Do :
if aj, € NZ(A); air = air/akk
For y=k+1,...,n Do :
if a;; € NZ (A), Qi = Qi — AjkAkj
End for
End for
End for

Il est & noter que des factorisations imcomplétes plus élaborées existent [120].

2.4 Reésolution des équations d’Euler linéarisées et harmoniques en
temps 1%D

Ce paragraphe présente une comparaison entre les différentes résolutions présentées précédemment appliquées
a la résolution d’écoulements compressibles instationnaires. Pour cela, nous avons retenu le cas correspondant
a la réponse des équations d’Euler I%D linéarisées a une impulsion de pression en condition de limite aval dans
le cas de la tuyére d’Adamson et al. [1].

2.4.1 Les équations d’Euler I%D

Les équations d’Euler I%D ou quasi 1D constituent un modéle simplifié couramment utilisé pour I’étude d’écou-
lements de tuyéres bidimensionelles symétriques lorsque les effets visqueux de I’écoulement ainsi que les phé-
nomeénes physiques liés (conductivité thermique, turbulence ... ) peuvent étre négligés. Nous utiliserons ici la
tuyére d’Adamson et al. [1] connue pour étudier 'amplitude d’une onde de choc dans un canal bidimensionnel.
Nous supposons aussi que toutes les variations sont suivant I’axe de la tuyére. Nous n’avons donc pas de variation
des quantités aérodynamiques suivant la direction normale a I’axe (). Enfin nous supposons aussi que la vitesse
est purement axiale (17 = u(x)e,). Les équations résolues dans le cadre de cette étude démonstrative s’écrivent
sous la forme suivante [63] :

d

e (pud) =0 (conservation de la masse)
d

. (pu*A + pA) — P (A) =0 (quantité de mouvement) (2.60)
x

— (puEA + puA) =0 (conservation de I’énergie)

dx

ou p est la masse volumique, u la vitesse axiale, A la section qui varie selon la direction axiale de la tuyeére, p
la pression statique et E 1’énergie totale.
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FiG. 2.1 — Représentation bidimensionnelle de la tuyére symétrique de T.C Adamson, A.F. Messiter, M.S. Liou,
(AIAA. J., vol. 16, 1978, p. 1240-1247)

2.4.2 Résolution des équations d’Euler I%D stationnaires

Méthode numérique

Ces équations sont discrétisées en utilisant une décomposition spatiale des flux de Van-Leer [140] avec une
extrapolation des variables MUSCL au troisiéme ordre? et une méthode d’intégration temporelle de Runge Kutta

a deux pas. Cette méthode est décrite plus en détail par R. Haugeard [63].

Résultats et comparaisons

La figure (2.2) présente une comparaison du nombre de Mach et de la pression entre la théorie et un calcul
stationnaire par un rapport ms—y = 0.7. Le calcul a été réalisé sur un maillage de 201 points. La tuyére est
amorcée avec un nombre de Mach avant le choc Mo = 1.33 et 'onde de choc est située a 53 % de la longueur
de tuyere. Nous constatons un parfait accord entre les résultats théoriques et numériques. De plus, aucune
oscillation parasite liée au traitement des conditions aux limites ou a la présence du choc n’est visible.

1.4 1
M 12 T Y- S . e
1 / 0.6 \
0.8 0.4
—
0.6 v 0.2 -
0 02 04 06 08 1 F=u/L 0 02 04 06 08 i=z/L

résultat numérique
calcul 1Dz théorique

Fic. 2.2 — Comparaison de ’évolution du nombre de Mach et de la pression adimensionnée théorique
D pour un rapport de pression ws_; =
T.C Adamson, A.F. Messiter, M.S. Liou, (AIAA. J., vol. 16, 1978, p. 1240-1247)

et calculée pour un calcul Euler 1

1
2

4 Avec des limiteurs de pente de Van Albada [139], selon I'implémentation d’Anderson et al. |3].

0.7 dans la tuyére de
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2.4.3 Ecoulement instationnaire avec une fluctuation harmonique de pression aval
Equations d’Euler I%D linéarisées

Nous nous intéressons maintenant a un écoulement instationnaire engendré par une perturbation harmonique
de faible amplitude de la pression aval. Dans ce cas, les équations d’Euler 1%D peuvent étre linéarisées autour
d’une petite perturbation instationnaire, harmonique en temps et de fréquence w. Les perturbations des va-
riables conservatives s’expriment de la facon suivante :

t(x,t) = Ot(x) + 9{(%(1:,15)61@)
m(z,t) = %m(z) + R('m(z,t)e™’ (2.61)
¢(z,t) = %¢(z) + m(é(:p, t)eit

ot 1t € CVi, 1 € CNi et 1& € CN sont les variables conservatives perturbées et %% € RVi, Om € RN ot
0@ ¢ RV gont les variables conservatives stationnaires. En introduisant cette décomposition des variables per-
turbées dans les équations d’Euler 1%D instationnaires, nous obtenons, pour les équations linéarisées, le systéme
linéaire suivant :

ONF (Pw a8 (“w
iw' + (—h@+ (_hﬁzg (2.62)
Ox ow
s o1 =1 13 o 0. 0 0g 17 99 3xNi o :
oun "w = [ t,m, QE} , W = [ t,om, (‘3,} ' D e R est la matrice jacobienne des termes sources et
w

NF € RN est le flux numérique.

Ces équations sont discrétisées aux nceuds du maillage. Les flux sont calculés selon la décomposition de Van
Leer [140]. Les variables conservatives pour le calcul des flux au troisiéme ordre sont extrapolées en utilisant une
extrapolation MUSCL, extrapolation MUSCL [67], et, afin de limiter les oscillations, nous utilisons des limiteurs
de pente de Van Albada [139], selon I'implémentation d’Anderson et al. [3].

Les conditions aux limites sont basées sur la théorie des caractéristiques [65] :

Entrée
Onde de pression entrante iw ['p + Opoalu] =0
Onde d’entropie iw 113 02 1p] =0
Onde de pression sortante iw [1p — Opoalu] + ("u—"a) [L ('p) = %L (*u)] —o0
Sortie
Pression constante I — 1p
Onde de pression sortante  iw [1ﬁ Opoalu] + (Ou — Oa) [— (113) Opoadi (1@} =0
Onde d’entropie iw ['p—a? 1p] + Ou { 4 (1p) — OQQdi (1ﬁ)w -0

TAB. 2.1 — Tableau des conditions aux limites pour les équations d’Euler 1%D linéarisées et harmonique en
temps

Méthodes de résolution

La discrétisation des équations d’Euler linéarisées (Eq. 2.61), avec les conditions aux limites associées, peuvent
s’écrire sous la forme d’un systéme linéaire complexe :

Az =b (2.63)

ou la matrice complexe A a une largeur de bande 142 x 8 et & € C**N?  est le vecteur d’inconnues complexes.
Dans cette premiére étude, afin de simplifier le probléme, nous avons préféré rester dans le cadre d’un calcul réel.
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C’est pourquoi nous avons réalisé les calculs avec une fréquence nulle. Nous pourrions comparer ce probléme a
une tuyére ol nous aurions un écoulement interne établi et ol nous imposerions un saut de pression & ’aval.
Nous avons ainsi réalisé plusieurs tests avec les algorithmes de Krylov (Als. 2, 3 et 5) pour résoudre ce systéme
linéaire. L’algorithme LU bande, qui a déja été validé par Haugeard [63], nous servira de référence pour la
comparaison des résultats. Evidemment, pour ce probléme, I’algorithme LU _bande est le plus efficace en termes
d’espace mémoire.

Résolution par les différentes méthodes de Krylov

Toutes les simulations ont été réalisées en stockant la matrice et sans préconditionnement. Le vecteur d’initia-
lisation °z = 0 est le vecteur nul. La figure (2.3) présente les courbes de convergence en fonction du nombre
d’itérations pour les trois méthodes. Nous constatons que seule I'approche GMRes, qui utilise une factorisation
d’Arnoldi, permet d’obtenir la solution. Les deux autres méthodes utilisant une factorisation de Lanczos, le C¢GS
et le Bi-CGstab, présentent une croissance des résidus au fur et & mesure des itérations. Cette divergence est sans
doute liée a la perte d’orthogonalité de la base Krylov créée lorsque le nombre de vecteurs devient important
[120, p. 178]. Une solution aurait peut étre été d’utiliser une méthode de réorthogonalisation. Mais dans ce cas,
I’ensemble des vecteurs de la base doit étre stockés et ’avantage principal d’une orthogonalisation de Lanczos,
c’est-a-dire un espace mémoire nécessaire moindre, est perdu.

La convergence du GMRes peut étre divisée en trois parties, un premier plateau lié & la diffusion de I'information
vers I’amont de la tuyére, puis une décroissance rapide plus lente correspondant & la plage asymptopique de la
convergence.

logio|| Az — b|| logio|| Az — bl logio|| Az — bl
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|
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FiG. 2.3 — Comparaison de la convergence de différentes méthodes de résolution des équations d’Euler linéarisées
(a) Conjugate Gradient Square, (b) Bi-Gradient Conjugué Stabilisé, (c¢) General Minimal Residual ; écoulement
stationnaire (Fig. 2.2) ; maillage 201 points

Le calcul GMRes a été réalisé sans réinitialisation en utilisant une seule base de 1000 vecteurs. Des essais afin
de réduire 'espace mémoire nécessaire ont été réalisés, en réduisant I'espace de Krylov et en réinitialisant le
vecteur initial, mais la matrice n’étant pas définie positive, ’algorithme GMRes avec réinitialisation ne parvient
pas & converger si le nombre de vecteurs est inférieur & celui permettant de passer le premier plateau, soit ici
de 'ordre de 250 vecteurs.

Les résultats du GMRes ont été comparés aux résultats d’un calcul Lu-bande. Le stockage de la matrice bande
et la résolution du systéme linéaire par ’algorithme de LU [52, p. 152-155] ne prennent en espace mémoire que
I’équivalent de 15 vecteurs de Krylov, soit seulement 1.5 % de I’'espace mémoire nécessaire pour stocker ’espace
de Krylov de 1000 vecteurs. Le but ici n’était pas de minimiser I’espace mémoire mais de réaliser une étude de
faisabilité de la résolution du probléme par une méthode basée sur un développement de Krylov.

La figure (2.4) nous permet de comparer I’évolution de la fluctuation de pression le long de la tuyére de Laval
pour les deux méthodes de résolution LU et GMRes. Nous constatons une parfaite concordance des résultats entre
les deux méthodes, autant sur la hauteur du pic (au niveau de I'onde de choc) que sur le niveau de fluctuation
au pied et a ’aval du choc.
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Fia. 2.4 Comparaison de I’évolution de la perturbation de pression adimensionnée le long de la tuyére obtenue
par résolution directe LU et itérative GMRes des équations d’Euler linéarisées I%D créée par une sensibilité de
la pression aval 'py = Apoy: ; écoulement stationnaire (Fig. 2.2) ; maillage 201 points

2.5 Conclusions

Ce chapitre a été consacré a un présentation sous un formalisme unifié de plusieurs méthodes de Krylov pour
des applications relevant du domaine de I'aérodynamique compressible. Le modéle utilisé ici est constitué par les
équations d’Euler linéarisées 1%D dans le cas d’un écoulement stationnaire transsonique. Deux méthodes basées
sur la factorisation de Lanczos, le Bi-CGSab et le ¢Gs sans préconditionnement, et une basée sur la factorisation
d’Arnoldi, le GMRes, aussi sans préconditionnement, ont été testées. Nous avons observé que la résolution de
ces équations n’était possible dans notre cas qu’avec une résolution GMRes. Les résultats ont été comparés a
une résolution directe de type LU bande du systéme. Les résultats issus des deux méthodes sont identiques.
L’évolution des perturbations de pression sont en parfaite adéquation. Etant donné la qualité des résultats
obtenus, nous avons donc décidé pour la suite de nous concentrer seulement sur la résolution des différentes
équations de la mécanique des fluides avec une résolution GMRes.
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Chapitre 3

Equations de Navier-Stokes non linéaires
résolues par méthode pseudo-Newton-GMRes

3.1 Equations de la mécanique des fluides et équations de Navier-
Stokes

Si nous nous placons a I’échelle macroscopique, il existe trois grandes familles d’équations décrivant la dyna-
mique d’un écoulement qui sont résolues dans une géométrie donnée avec des conditions initiales et aux limites
précisées. Elles sont toutes issues de la méme base mais, pour les rendre plus aisées a résoudre, des simplifica-
tions successives ont été réalisées. Par degré applicatif croissant, ce sont les équations potentielles, les équations
d’Euler et enfin les équations de Navier-Stokes. Dans le cadre de cette étude, nous ne considérerons que les
équations de Navier-Stokes qui permettent de prendre en compte tous les phénoménes physiques mis en jeu
dans un écoulement. Une simplification sera réalisée tout au long de notre travail, les forces a distance telles
que la gravité ou les forces électromagnétiques ne seront pas prises en compte étant donné leurs faibles valeurs
relatives par rapport a celles mises en jeu dans les configurations étudiées.

3.1.1 Equations de Navier-Stokes moyennées

Compte tenu des valeurs du nombre de Reynolds' considéré dans cette étude qui refléte I'importance de la
turbulence dans un écoulement par rapport a un écoulement moyen, nous utilisons le modéle des équations
de Navier-Stokes moyennées. Ces méthodes permettent de prendre en compte uniquement les instationnarités
déterministes mais, en aucun cas, les instationnarités intrinséques turbulentes. Deux types de moyennes sont
utilisés : la moyenne de Reynolds ou moyenne d’ensemble pour la masse volumique p et la pression p et la
moyenne de Favre ou moyenne pondérée masse [38], [39] pour les autres variables thermodynamiques.

f=F+f=F+¢ (3.1)

ot f est la moyenne de Reynolds, f, les fluctuations de Reynolds, f la moyenne pondérée masse et f” la
fluctuation de la moyenne de Favre. Nous observons entre les moyennes les relations suivantes :

=0, f=

. [T=F-f#0 (3-2)

<[z

Les équations de Navier-Stokes moyennées s’écrivent sous forme conservative :

o opi

BN 0, =0 (3.3)

IR, = pVD
1
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apu; O ) -
+ — [pu;u; + po; z—{? —pu; u ] 3.4
o T g [P+ O] = 5 [T = i v, (3.4)
J [y _ J [_.y O [~ (- _777 _ i
) g ] - o ) - G 5,
Les variables sont définies comme suit :
t : le temps
x = [x,y, Z]T . les coordonnées spatiales cartésiennes
D la masse volumique
w; la vitesse d’une particule fluide
D la pression statique
T=2uD + %ﬁg—;ij . le tenseur des contraintes visqueuses, avec 'hypothése de Stokes pour le second coefficient
D= % gg? + gz] le tenseur des taux de déformation
hy =h+ %ﬂiﬂi : DPenthalpie totale
h=¢e+ % I’enthalpie statique
€ I’énergie interne
q = —f%g—z :le flux de chaleur
S,v“ :le terme source qui dépend du modéle de turbulence utilisé

ou la notation (U) indique une fonction de quantités moyennes qui n’est ni une moyenne de Reynolds ni la moyenne
pondérée masse [38, 39]. Le systéme est fermé par la loi d’état des gaz calorifiquement et thermodynamiquement

parfaits :

R _
p=pR,T = pTh =p(y—1e (3.6)

otl Ry est la constante des gaz parfaits (Rg = 287.04 m2s_1K_1) et v le coefficient isentropique (v = 1.4). Les

coefficients de viscosité dynamique ji et de conductivité thermique £ sont calculés par les lois de Sutherland
[44] :

3
T \°110.4+273.15 fi [ ~
= tire L 14 0.00023 (T . 273.15)} 3.7
H= fret (273.15) 1104+ T ltver (3.1

avec pour l'air per = 17.11 1076 Pa.s et kper = 0.0242 Wom 1. K1

3.1.2 Les différents modéles de turbulence

Lorsque les équations de Navier-Stokes sont moyennées, il apparait, dans I’équation de la quantité de mouvement,

(Eq. 3.4) ainsi que dans I’équation de conservation de I’énergie (Eq. 3.5), le tenseur de Reynolds (—ﬁu;-' u;') ainsi

—_—
no1

que le flux de chaleur turbulent (ﬁh u, ) Ces termes ajoutent de nouvelles inconnues au systéme qui devient

maintenant ouvert. Dans le cadre de cette étude, nous avons utilisé deux modeéles de fermeture de la turbulence
pour fermer le systéme d’équations.

Modéle k — ¢* de Launder-Sharma (1974)

Ce modéle réalise une analogie entre la partie turbulente et la partie visqueuse. La turbulence est prise en compte
par 'adjonction d’une viscosité non physique pr, appelée viscosité turbulente, ainsi que par une conductivité
thermique turbulente k7. Pour cela, I’hypothése de Boussinesq est utilisée.

=, ou;  owm\ 2 Oy 2 —— oT

—pu; u; = —  — | — Spr =0y — =pkdy ; phu, = —kp— 3.8
pu;uj = pr ((%l 9z ) " 31T gy, Ot — 3PKOu 5 ph'u) T (3.8)
ou k = %u;/u;/ est ’énergie cinétique turbulente. Pour fermer le systéme, deux équations de transport supplé-
mentaires sont nécessaires, une pour I’énergie cinétique turbulente k et une autre pour son taux de dissipation
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_ ,ou"i
€:pe =Ty By
apk 0 __ 0 ur\ Ok T (T _
4+ — k) — — o+ — ) —1=- 21 ( d ) 3.9
o T o, (pk) 92, [(/Hr el I Py u; 5 = | P+ 2 (gra Vk (3.9)
Convection Diffusion dj Production Py
ops* 0, __ o [(. pr)\ oe* e* e 2iur (s (32
2 gy L (i ) ] 0, nE e+ BT (v (7)) o
ot + ox; (wipe”) ox; K,u—l— o. ) 0x; sk e2/<2p k + D ( )
Convection Diffusion d. E

ol oy, est le nombre de Prandtl de I’énergie cinétique turbulente et o. le nombre de Prandtl de la dissipation.
Pour des raisons de stabilité numérique [45], I’équation de transport est écrite pour le taux de dissipation modifié
€* introduit par Launder [78] :

2
pe =pet + 21 (grad\/ﬂ) (3.11)

Le taux de dissipation modifié a pour avantage de s’annuler a la paroi, ce qui facilite 'application des conditions
aux limites tout en renforcant la robustesse et la stabilité numérique. L’ensemble des valeurs des constantes du
modele de Launder Sharma [86] ainsi que des fonctions d’amortissement sont résumées dans le tableau ci-dessous
dans le cadre d’un écoulement compressible :

Cop=1.44 Coy =1.92 o =1 0.=1.3
Cufu (Rex) jiRet  C, = 0.09 Reé?: Pk fu (Rek) 34
= e e =0. er = < er) = exp
Hr wp T) HACT I T~ e I T (1+0.02Rei})2
wp = LI Py =009 foo(Reb) =1— 03¢ fer’ ¢, =—L R,
P, v—1

Modéle au second ordre de Gérolymos et Vallet [47]

Contrairement au modeéle k — ¢* [45] & deux équations de transport, les modeéles au second ordre résolvent une
équation de transport pour chacun des six termes du tenseur de Reynolds, ainsi qu’une équation supplémentaire
pour le taux de dissipation de I’énergie cinétique turbulente. I’équation de transport d’une des composantes du
tenseur de Reynolds peut s’écrire comme suit [46] :

8pu//u// 6 o 6 6
1" 1" 1" // 1" 1" 1" ’ 1" ’
+ ‘(_“'“'“):— UUU+U5H- pul8; —( +ulT )—i—
ot Dy \PHi it ox; \” SRR AR Dy \"i Tt M T
Convection Cjj Diffusion d;;
2 " ) 7
ou;; N 6uj N 26uk5 A 26uk5 — s ou; ] duj N (3.12)
oz, ' Oz; 30wk P30, il 9z, 1,
%,_/
Redistribution ¢;; Pression-Dilatation Dissipation pe;;
ﬁ 7" // au] pm 667, 7 aﬁ + 7 81_? // aT]l Ta?il
b 8 7 8{El g 8$j J 8{EZ i 8:171 J 8:171
Production P Effets Directs des Fluctuations de Masse Volumique K, ;

Ces équations sont complétées pour déterminer 1’échelle de la turbulence par une équation de transport pour le
taux de dissipation modifié au lieu du taux de dissipation (5* =¢e— 20 [grad (k)]Q) [78], qui est numeériquement

plus stable grace & la condition a la paroi (g}, = 0).
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Le modéle s’affranchit des distances aux parois. L’influence de la turbulence est plus importante au niveau des
parois et dans les zones décollées. La majorité de ces modéles sont donc généralement fonction des normales
aux parois ainsi que des distances a celles-ci. Gerolymos et Vallet [46], pour éviter toute dépendance du modéle
a une topologie pariétale [85], définissent un autre type de normale basé sur la longueur turbulente (Eq. 3.22)
pour 'utilisation de ces méthodes.

Dans I’équation de transport des termes du tenseur de Reynolds (Eq. 3.12), seuls les termes de convection C;;
et de production P;; sont des termes exacts, ¢’est-a-dire qu’ils n’ont pas besoin d’étre modélisés. En revanche,
les autres termes dépendent du modéle. Dans le modéle proposé, les termes des effets directs de compressibilité
K;; ainsi que la corrélation de pression-dilatation sont négligés :

— Le terme de diffusion peut se décomposer en trois parties [137] :

a 7—\/7/// a 7 7 a - 7 __
diyj =dl+dl +dY. = —— (pu v v, | —=— (p/u-é-l—i—p/u-é»l) - (u-rl—i—u-m) 3.13
13 1] 17 17 8331 [l et} 8331 g () 8331 '] gl ( )
Diffusion Visqueuse dy; Viffusion de Pression dﬁj Diffusion Visqueuse dfj

e La diffusion de pression dfj est négligée [47]. On notera cependant que des versions plus récentes du
modéle [138] montrent I'importance de dfj dans les zones décollées.
e La corrélation triple de vitesse est modélisée selon la formulation de Hanjalic-Launder [61].

i T T T
— 1 — it — I "1 — I i g

Tijt = pu; u;u; = —Co— | pujuy, + pu;u,, + pu; u,, ; avec Cs =0.11  (3.14)
J € 0xm J 0xm Oxm

e La diffusion de visqueuse est modélisée comme ci-dessous :

0 [(——— 0 817/17
n 77 77 i Y
dij o _6_:101 (uile +uj7—“) - B_xl <M oxy, ) (3.15)

— Le terme de redistribution ¢;; est modélisé conjointement avec le terme de dissipation [92] :

_ _ 2 2
Gij — peij = {(bi;‘ -P <5ij - §5ij5>} =iy + Oy + Ly + by — g%‘f (3.16)

Le terme de redistribution se divise en quatre parties, les parties dites lentes (.)ijl et les parties rapides

(-)ij2 avec les termes homogenes ()™ et les termes inhomogenes (.)".
o ¢;;1 est modélisé selon la proposition de Rotta [115], avec le coefficient C; optimisé par Launder-Shima

[87] :
¢51 = —C1pea;j (3.17)

1—6[_(1?55)2”

9
A= [1 —3 (A2 — A3)} ; Az = aijaji i Az = agak;ag

—
oo

U; U, 2
avec aq; = Kk J 561']‘ ; C{{ =1+ 258AA§/4

e La modélisation de la partie rapide gbgz adopte la forme proposée par Naot et al. [102] :
H H 1
Gijo = —C5 | Pij — gPll(Sij (3.18)

mais avec un coefficient C optimisé pour la bonne prédiction d’écoulement décollé [47] :

CH = min[1,0.750, A — 0.55]] x Almax(0:5,0.5-1.3max[0,A=0.55]11 _ 1)ax (0,1 — Rer/50)] (3.19)
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e Les termes inhomogénes sont modélisés comme suit :

I 1€ |7 3_—7—, 3_—,
i1 =C1 T {puku m€IkCImOij — SPURY jeIkerj = SPURU jerkeri (3.20)
R
7 2 (~H r|1-en
avec Cl =0.9 [1 -3 (Cl — 1)] ||grad W ||
lo=0C3 o S5ij — §¢H - §¢H ; (3.21)
ij2 = L2 | Pem2CIk€ImOij B ik2CIkEI ] 9 jk2CIKEi :
R
s 5 1 Lr [1—67_3%1
avec (5 = max Kg - @) ;0} |grad 1 1L.8Am (06 A) [
. 2

o A est le facteur d’aplatissement de Lumley [93] (A =1 — 2(Ay — A3)) et Ay, As sont les invariants

—
"o

u;u; 2 )
du tenseur d’anisotropie | Ay = a;ja;; , As = a;pagja;; avec a;; = TJ - géij , L1 est I’échelle de lon-
k3/2
gueur turbulente (KT = —) et er. sont les directions d’inhomogénéité de la turbulence :
€
Rep
b |1 —e 30
. . grad £f T [ ]
€] = er€; = ————— avec l; = 3.22
1= Tgrad 4] N YT (3.22)

3.2 Meéthode de discrétisation spatiale

Les équations de Navier-Stokes moyennées n’admettent de solutions analytiques que pour des configurations avec
des écoulements simples. Pour les résoudre, dans le cas de géométries plus complexes, nous devons discrétiser
notre volume d’étude et résoudre numériquement ces équations aux dérivées partielles.

3.2.1 Génération du maillage multibloc structuré

Le mailleur utilisé au cours de cette étude a été développé dans le cadre de la thése de G. Tsanga [135]. 1l
permet la génération de maillage dans des configurations complexes réelles telles que des turbomachines multi-
étages. Différentes topologies (maillage en C, H, O) sont utilisées afin de discrétiser correctement ’ensemble du
domaine de calcul en fonction de la géométrie. La distribution des noeuds du maillage est générée de maniére
itérative a partir des points aux frontiéres, au moyen de la résolution d’un opérateur bilaplacien [55] dans le plan
bidimensionnel des coordonnées curvilignes (£,7). Aprés décomposition |55], le systéme différentiel a résoudre
peut s’écrire au moyen de quatre opérateurs laplaciens couplés :

Von(z,y) =q
V2p(z.y) = 0 (3.23)

Vi(z,y) =0 ; Y(z,y) €D

Ces équations sont résolues en utilisant des conditions aux limites proposées par Sparis [132] qui permettent
de controler I'orthogonalité du maillage aux parois par la prise en compte d’'une constante d’orthogonalité. Le
schéma de discrétisation est centré et précis a 'ordre 2 [135]; le systéme linéaire est résolu au moyen d’une
résolution itérative implicite par factorisation AF-ADI. A la fin du processus itératif temporel, les mailles le long
de la longueur curviligne £ = constante sont de nouveau réparties selon une suite géométrique proche des parois
afin de rendre compte lors du calcul aérodynamique des effets de couche limite en augmentant le nombre de
points dans cette zone. Ces maillages nous permettent d’avoir les distances adimensionnées a la paroi y*?2 de
I'ordre de 0.5 sans dégrader 'ordre du schéma de discrétisation des équations de Navier-Stokes en ayant un
nombre de points suffisant pour rendre compte de tous les phénoménes turbulents proches des parois avec les
modeles utilisés (Fig. 3.1).

20 = YV [Tw
Yy Bz Pw
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Fic. 3.1 Maillage bidimensionnel utilisé pour le calcul transsonique dans la tuyére de
J. M. Délery (AIAA. J., vol. 21, 1983, p. 180-185) avec Ni = 401 et Nj = 201 équiréparti dans la direc-
tion longitudinale et raffiné prés de la paroi

3.2.2 Discrétisation des flux

Les équations de Navier-Stokes peuvent s’écrire sous la forme vectorielle suivante :
ow
ot

ot ©F (w) € R™3 (m est fonction du modéle de turbulence®) est le tenseur des flux convectifs, VF' (w) € R™*3
est le tenseur des flux visqueux et S (w) désigne le terme source. Le vecteur des variables conservatives w contient
les inconnues du champ aérodynamique et s’écrit respectivement pour les modéles k — €* et RSM

+div [“F () +" E ()] + 8 (w) =0 (3.24)

Xl
l

|:ﬁa ’EL, ﬁaﬁﬁ]aﬁﬁt_ﬁaﬁkaﬁe*}
g L (3.25)
7. 5, 90, 5, phe — B’ g g 0 o W ' w” e |

Les équations de Navier-Stokes sont discrétisées sur un maillage structuré par la méthode des volumes finis.
Les quantités représentant les inconnues du systéme sont stockées aux noeuds du maillage suivant une approche
cell-vertex. L’intégration des équations s’effectue sur le volume de controle V; ;. créé a partir d'un maillage
décale (i + %, ...) ayant pour sommet commun le point Z; j ;. En utilisant le théoréme de Green-Ostrogardsky,
les équations de Navier-Stokes stationnaires peuvent s’écrire :

1

Vi j.k

S FES+S8,,,=0L,;, (w)=0; Yk (3.26)

1

ol Lij . est Popérateur de divergence des flux ou opérateur résidus, contient les flux & travers chaque surface
du volume de la cellule.

C \4 = C \%4 =
Stk [ Fipgjnt FH%,M} Tiv gk = Sicgjn [ Figjnt Fi—%,j,k} itk
Lojp= | 478 cF +VT " 8 CF +V T " +S
Sigk = P itk | T igtgk ijtyk| Mgtk ij—g.k | Tii—g.k ij—%.k| Mij—tk | T2igk
2,75

—

= = ¢ = =
¢ c v = _< c 1% =
Skt | Figmrts T Fijred] Mignrs = Sign-t | Figre-3 + Fijh-t| Tijr-1
(3.27)
ou 5Si+i%7j)k, 1S jrxi ok et CSi,j7k+i§ sont l'aire des faces de la cellule, 5ﬁi+%)j7k, M gy et Cﬁiyﬂﬁé sont
les normales sortantes aux surfaces respectives et S, ; ;. les termes sources.

3m vaut 7 pour le modéle k — €* et 12 pour le modéle RSM.
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Flux convectifs

Les flux convectifs sont calculés suivant la méthode de décomposition des flux de Van Leer [140]. Cette dé-
composition est basée sur le principe de la propagation d’ondes. Elle posséde la propriété d’étre naturellement
dissipative compte tenu du décentrement, de la molécule de discrétisation spatiale et ne nécessite donc pas I'ajout
d’une viscosité artificielle. La décomposition des flux est réalisée dans chacune des trois directions du maillage
suivant une contribution avancée Ft et une contribution retardée F~. Cette décomposition de Van Leer posséde
les propriétés mathématiques suivantes : 1) dérivabilité des flux en fonction du nombre de Mach? aux points
d’arrét et sonique, 2) les valeurs propres pour les matrices jacobiennes retardées et avancées, respectivement
positives et négatives, 3) pour des écoulements subsoniques, chacune des matrices jacobiennes retardées et avan-
cées posséde une valeur propre nulle [140]

- &
EQ O = _ +(, - — .+
S CEen = F; (wiil,j,k) +E, (wiil,j,k)
1:‘:%,],]@ 2 2
/)
ns CF *} - F+( - ) F—( + )
[ —zn i,jﬂ:%,k =n wl,]i%,k +—77 wz,]i%,k (328)
(S CF 7 — r{w — (™t
{5 Fei) = I (ﬂ-,j,kig) + I (Mi,j,kﬂ:%)
z,],ki%

Ces flux sont calculés & partir des variables conservatives par une extrapolation MuscL® [137] précise au troisiéme
ordre. Des limiteurs de pente de Van-Albada [139] sont appliqués afin d’éviter 'apparition de phénoménes non
physiques des quantités aérodynamiques au voisinage d’une discontinuité (onde de choc ... ). Ces limiteurs sont
implémentés suivant la méthode proposée par Anderson et al. [3].

Flux visqueux

La divergence des flux visqueux est discrétisée par la méthode des différences finies au moyen d’un schéma centré
et précis au second ordre utilisant les deux points voisins dans chaque direction [45] :

- & 1 v 2 v &
{Vﬂz] = F[VEiu Y Byl
il gk
- - -
% _ 1v v
{ £, TR { it Ei,jil,k:| (3.29)
- ¢ 1 . -
[VEC = 3 [VEi,j,k +V Ei,j,k:ﬁ:l}
ij,kt3

3.2.3 Itération multigrille

Afin d’accélérer la convergence du processus itératif, nous utilisons une méthode multigrille proposée par Le-
clercq et Stoufflet [88] qui a été initialement développée pour la résolution des équations de Navier-Stokes sur un
maillage non structuré et étendue par Gérolymos et Vallet [48] pour les maillages structurés. Cette méthode pos-
séde la particularité de tenir compte des directions de propagation. Pour cela, I'opérateur de restriction effectue
le transfert des variables conservatives d’une grille fine & une grille plus lache suivant des lignes caractéristiques
de ’écoulement. L’opérateur de prolongation, qui, lui, tranfére les variables d’une grille plus lache vers une grille
plus fine, est basé sur une interpolation trilinéaire [48].

L’extrapolation d’une grille plus fine & une grille plus lache est réalisée en retirant un point sur deux dans chaque
direction. Pour réaliser le transfert des variables conservatives le long des lignes caractéristiques de I’écoulement,
I'opérateur de restriction réalise une moyenne pondérée utilisant le stencil lui-méme et les 26 points voisins ainsi
qu’une multiplication par une matrice d’annihilation dont le role est d’annuler les flux non issus d’une des

4 . . . _ A\
Le nombre de Mach est le rapport de la vitesse du fluide sur la vitesse de son (M = —W)

5Monotonic Upstream-centered Scheme for Conservation Law.
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directions caractéristiques. L’opérateur de restriction peut se résumer sous la forme matricielle suivante [48] :

i+ 1,7, klU
i,jt1,klU
i,j, k1]

[
:
Top (n2n) = %Zh (nn) + Z {04 (W;L) Y (nzh,nz) Th (n;l)} e} (”;1) = 31—2 ; n;l € [i+1,7+1,kU
[0,
[
[

’ 1 !
Ny ) =155 Ny €

n' €EM(nan) i,j 1, k+1)uU
it1,5,k+1]
it1,5+1,k+1]

(3.30)
ou ry, (ng) et ryy, (nap) sont respectivement les résidus sur la grille fine et les résidus sur la grille lache, M (nap,)
est I'ensemble des points entourant le stencil sur la grille fine, « (.) est la pondération et ® est la matrice
d’annihilation. Cette matrice d’annihilation ® peut se décomposer comme suit :

d=[P T P! (3.31)

’ 1 ’
a\ny | =gz Ny €

ot P et P! sont les matrices qui diagonalisent la matrice jacobienne des flux convectifs et sont données pour
les variables conservatives par Steger et Warming [134]. La matrice ¥ contient les valeurs propres de la matrice
jacobienne.

U = [J5 + diag {sgn (Ug + a) ,sgn (Uy) ,sgn (Uyg) ,sgn (Ug) ,sgn (Ug — a)}] (3.32)
ol J5 € R5*5 est la, matrice identité. Ainsi, en fonction des lignes caractéristiques, la matrice ¥ s’annule et ne
transfére pas les informations des points non désirés. La validation de la méthode multigrille par comparaison
avec des calculs monogrilles a été effectuée par Gérolymos et Vallet, [48].

3.3 Schéma d’intégration temporelle et conditions aux limites

3.3.1 Schéma d’intégration temporel décentré d’Euler

Pour résoudre le systéme non linéaire, une méthode d’avancement en temps est utilisée. Dans le cas de simulations
d’écoulements stationnaires, I'intégration pseudo-temporelle est basée sur un schéma décentré Euler précis au
premier ordre. Ce schéma permet d’utiliser des pas de temps suffisamment importants afin d’obtenir des temps
de calcul non prohibitifs. Les équations de Navier-Stokes peuvent s’écrire de fagon symbolique de la maniére
suivante :

Or
— + £ (0 0 3.33
0 b8 (m) = (3.39)
oll v est le vecteur des variables globales (0 = [w; 11, w; ;.- ..,QNZ-VNJ-VN,JT € RM*NixNjxNE) ot I'opéra-
teur des résidus global (£ = [él,l,lvél,l,%"'7£Ni,Nj,Nk]T € RMXNXNJXNEY e développement limité de
Vopérateur de divergence (£ (w)) a I'instant n + 1 donne :
£(" ) =2 (") + (%> ("o —" 1) (3.34)

0L
ol o est le jacobien de l'opérateur de divergence des flux. En incluant I’équation temporelle (Eq. 3.34) aux

équations de Navier-Stokes (Eq. 3.33) et en discrétisant la dérivée temporelle, nous obtenons :
~ n 0L n n+1 n
J+ At o Aw = —-AtL("); Aw=w""" —t (3.35)

ou J est la matrice identité, Aw est la différence entre les variables aérodynamiques a l'instant (n) et a l'instant
(n+1) et At le pas de temps. Afin d’accélérer la convergence du processus itératif, le pas de temps local,
fonction de la taille de chaque maille [137], est utilisé :

€2 4
b ,VNN—L 5 ;v = max{g (U +vr) T (

Vtay/1+3(y— 1)M2 2Weq

Ati,j,k = min { CFL
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Le nombre de Courant Fredrich Levy (CFL) ainsi que le nombre de Von Neumann (VNN) sont généralement

égaux. Nous avons donc un systéme linéaire a résoudre a chaque itération temporelle. Ce systéme peut étre
résolu de plusieurs fagons et avec plus ou moins de simplification.

3.3.2 Schéma a pas de temps dual pour la résolution des équations stationnaires

Dans le cadre de cette étude, nous avons aussi utilisé une méthode sous-itérative [18] du type pas de temps
dual [72] qui permet de réduire les erreurs de linéarisation et de factorisation approchée tout en augmentant le
pas de temps physique [34]. Cette technique a pour philosophie, dans un premier temps, d’avoir une avancée
temporelle supérieure & la limite pratique de stabilité de résolution d’un processus itératif a pas de temps simple
classique. Dans un second temps, de facon & minimiser I’erreur de résolution, nous sous-itérons pour stabiliser
notre solution. Deux matrices diagonales sont définies telles que :

At = diag [(Atl,l,l) j, (Atl)lﬁg) j, veey (AtNi,Nj,Nk) j]
At* =diag [(At7 1) T, (A 12) T, (At i) T] (3.37)

ou J est la matrice identité et At et At* sont respectivement le pas de temps de la boucle itérative pseudo-time-
marching et le pas de temps de la boucle sous-itérative.

Avec l'introduction du pas de temps physique n et du pas de temps dual m, les équations de Navier-Stokes a
litération (m + 1,n + 1) s’écrivent [18] :

m+1,n+1m _m,n+l1 o m+1,n+1m -n I

o
m+1,n+1 m+1,n+1 — m+1,n+1Y) _
< 5 ) £( w) =0. < T + ; + £ (w ) =0 (3.38)

Les résidus sont a linstant (m + 1,n + 1) linéarisés par un développement de Taylor & 'ordre un :

oL (m,n+1m)

iy (m+l7n+1m) —_g (mﬂl-l-lm) 4 5 (m-l—l,n—i—lm _myn+1 m) +0 (Aw)Q (339)
En regroupant les deux relations (Eqgs. 3.38-3.39), le systéme linéaire suivant est obtenu :
m+1,n+1lq, — mmn+1l m4+1ln+le, —n oL m,n+1
o 1o 1o o o
A 4 AL 4 iy (m,nJrlm) 4 ( ™ ) (m+1,n+1m _m,n+1 m) =0 (340)
Le systéme qui doit étre résolu peut alors s’écrire sous la forme finale suivante :

m,nJrlm _n o
At

0L

~ *k T~ m,n—+1 — _ Kk 1
J+ At am( m)] Aro At [

+ £ (™" ) |, avec At = At/ (1+ AALTY)

(3.41)
Nous pouvons noter que nous retrouvons un schéma d’intégration temporelle retardé d’Euler plus classique a
pas de temps en imposant une seule sous-itération et un pas de temps physique (At) tendant vers I'infini.

Il existe en pratique deux fagons de fixer le nombre de sous-itérations entre l'itération n et l'itération n + 1.
La premiére possibilité consiste & fixer explicitement le nombre de sous-itérations, la seconde & imposer une
réduction des résidus entre deux itérations. La premiére présente I'avantage de limiter le temps CPU d’une
itération. La seconde est dynamique dans le sens ot elle ajuste le nombre de sous-itérations pour imposer une
réduction de résidus désirée entre chaque itération physique. Dans notre cas, nous utiliserons toujours la premiére

approche, méme si la seconde est préconisée [18].

3.3.3 Conditions aux limites

En plus de la résolution du systéme et des conditions initiales, il est nécessaire d’'imposer, a chaque itération, des
conditions aux limites dans la phase explicite et implicite. Pour cela, nous devons remplacer les ondes entrantes
dans notre domaine par des conditions aux limites et les ondes sortantes par des relations de compatibilité. Nous
utilisons la théorie des caractéristiques qui décompose les équations d’Euler en cing ondes (une onde d’entropie
PL', deux ondes de vorticité PL? et PL? et deux ondes acoustiques ML et M L™) entrantes ou sortantes en
fonction du nombre de Mach et de la position dans le domaine de calcul.
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Entrée/Sortie | Nombre de Mach normal Ondes sortantes Ondes entrantes
Entrée <1 ML*, PL123 ML~
Entrée >1 ML*, ML-, PL"?3 -
Sortie <1 ML~ ML*, PLY23
Sortie > 1 - ML*, ML-, PL%?3

TAB. 3.1 — Propagation des ondes en entrée et sortie de notre domaine en fonction du nombre de Mach normal
selon la théorie des caractéristiques (M L = Machline et PL = Pathline).

Les conditions aux limites sont aussi bien imposées de fagon implicite (chaque systéme linéaire) que de fagon
explicite a la fin de chaque itération temporelle. Les conditions aux limites implicites sont imposées par la mé-
thode développée par Chakravarthy [16] qui décompose le systéme en fonction des ondes entrantes et sortantes :

Ovo Ovo
— Ai— | =0 3.42
ot1 A; sont les matrices jacobiennes des flux. Les matrices ()1 et Q2 contiennent les conditions de type réservoir
et sont données par Vallet [137]. Les parois solides, fixes ou mobiles, sont considérées comme adiabatiques.

3.4 Meéthode de résolution du systéme linéaire

3.4.1 Simplifications du calcul de la matrice jacobienne

1l est fréquent d’avoir recours a la simplification des matrices jacobiennes des flux (Eq. 3.43) afin de minimiser le
temps de calcul par itération et I’espace mémoire nécessaire [48]. Ces simplifications s’effectuent a trois niveaux
et sont décrites de fagon succincte ci-dessous :
la discrétisation des flux de la matrice jacobienne s’effectue au premier ordre [O (Az)] au lieu du troisiéme
ordre {(’) (A$)3:| pour la phase explicite ;
— la matrice des flux visqueux est diagonalisée par une méthode analogue a celle de Coakley [27].
— les termes sources sont négligés dans la phase implicite.
Ces simplifications permettent de rendre la résolution implicite indépendante du nombre de variables du modéle
de turbulence utilisé. De plus amples détails théoriques et techniques sur leurs implémentations sont donnés par
Chassaing et al. [18] et Gérolymos et Vallet [48]. Avec ces simplifications, la matrice jacobienne dans la direction
¢ a pour forme :

OF ¢
Chpak [ Awe 0 ] (3.43)

w; ; B AS

—i,5,k

Nous observons un découplage, dans la forme de la matrice jacobienne, entre la partie moyenne et la partie
turbulente. La matrice Ay est une matrice 5 x 5, la matrice By est une matrice 5 x 2 dans le cas d’un modéle
au premier ordre, et 5 X 7 dans le cas d’un modéle au second ordre et la matrice Ay est une matrice 2 x 2 pour
un modéle au premier ordre et 7 X 7 pour un modéle au second ordre.

La matrice jacobienne de la décomposition des flux est donc une matrice bloc triangulaire inférieure. C’est-a-
dire que dans la phase implicite, la partie turbulente n’influence pas I’écoulement moyen. Nous emploierons par
la suite une méthode faiblement couplée car la résolution implicite sépare la résolution de la partie moyenne
de I'écoulement et la résolution de la partie turbulente. A 'inverse, une méthode totalement couplée résout
directement I’ensemble du systéme linéaire sans prendre en compte la forme de la matrice. La méthode faiblement
couplée, utilisée ici, a pour premier avantage d’avoir une résolution de la partie moyenne indépendante du modéle
de turbulence utilisé. De plus, A7 étant une matrice tridiagonale, son inversion est réalisée par une méthode de
Jacobi. En revanche, cette simplification limite le pas de temps utilisé pour assurer la convergence.
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3.4.2 Reésolution du systéme linéaire par factorisation AF-ADI

Dans le cas d’une méthode de résolution par factorisation approchée AF-ADI® [18], la résolution du systéme
linéaire dans une direction est réalisée en trois étapes. Tout d’abord, la partie relative au champ moyen est
résolue en utilisant une factorisation LU de la matrice (J+ At**A ). Dans un second temps, les résidus du
champ moyen sont multipliés par la matrice By qui permet de prendre en compte 'influence de ’écoulement
moyen sur la turbulence. Enfin, I'influence de la partie turbulente sur elle-méme est calculée en inversant la
matrice diagonale (J+ At** Ar). La résolution du systéme linéaire s’effectue donc en trois phases qui doivent
étre appliquées successivement dans les trois directions &, n et ¥ :

Bes [3 + At Al | A Sy = bed,, [—QI(VI";’"H) < Reésolution LU du systéme linéaire

p{mentl) — _plmntl) | BE At < Influence de la partie moyenne sur la turbulence
%Cgp [3 + At Aip} AWy = bcgp [1_?,&’;1’4"“)} < Résolution de la partie turbulente

ou BC et be sont les matrices de conditions aux limites. Une vision globale de résolution par méthode AF-ADI
est donnée dans ’algorithme 9.

Algorithme 9 Schéma directeur de la résolution des équations Navier-Stokes par I’algorithme AF-ADI pour un
calcul monogrille a pas de temps dual

For n=1,2,..., jusqu’a convergence Do :
» Calcul du pas de temps physique At; ;. (Eq. 3.36)
For m =1,2,... Boucle sous-itérative Do :

e Discrétisation spatiale
» Calcul du pas de temps dual At;j)k (Eq. 3.36)
m.,nJrlm — My
At
» Multiplication par le pas de temps modifié : p(™ "1 = —Ati% e b
e Intégration temporelle
» Résolution de la partie moyenne puis turbulente dans la direction & :

o B, I+ A Al | CAw, = b, b
= b = BT + By CAmye

=RSM
B [T+ AL AS] CAwy = b6 [Shyga
» Résolution de la partie moyenne puis turbulente dans la direction 7 :
s BELL [T 4+ A Al TAW = bell, [CAD
= Mg = SAWL o + Bl TAD,
~ BEL [T+ At AL "TAwggu = b by
» Résolution de la partie moyenne puis turbulente dans la direction ( :

— B, [3 TN Afw} Atvse = beS,, [1 A0y

~ CQRSM = "TANgsu + Bf/m Aoy

- B, [3 + A Aﬂ Atsn = ¢S [$bren]
e Mise a jour pour la sous-itération suivante
» Mise a jour de la solution : (MLt = (Mt 4 A
» Conditions aux limites explicites (Eq. 3.42) et réalisabilité [18]
» Calcul de I'erreur de convergence (Eq. 3.47)
End for
End for

» Calcul des résidus : b+ = [ + £ (m,nHm)

(m,n+1)

J

OF o5F7 onr’ oS F7
6 Approximate Factorisation Alternative Direction : J+ At—— = ( T+ At J+ At J+ At .
o o ow o
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3.4.3 Reésolution du systéme linéaire par méthode de Krylov

Nous avons considéré une méthode de Krylov pour la résolution a chaque pas de temps des équations de Navier-
Stokes stationnaires pour le champ moyen qui permettent de supprimer les erreurs de factorisation approchée.
Nous qualifierons cette méthode de résolution faiblement couplée car nous séparons toujours la résolution de la
partie moyenne de la résolution de la partie turbulente. De plus, étant donné la forme de la matrice turbulente,
nous avons toujours une résolution AF-ADI pour cette partie.

Dans le cas présent, la matrice (J + At** A ) est stockée entiérement avec I'inclusion des conditions aux limites
dans toutes les directions. La matrice du systéme linéaire a résoudre & chaque itération est donc :

A =BCup [J+ AL (AL, + AL, +AS,)] 0d BEyr[] = B,y B, (B, 1] (3.44)
De méme, I’ensemble des conditions aux limites sont imposées sur le vecteur a droite d’un systéme linéaire.
WY = bearr [base] ot bearr [] = beSp [0k (065 [1]] (3.45)

A chaque itération pseudo-temporelle, les vecteurs résidus sont initialisés a zéro. La sortie de la boucle de Krylov
est dictée par une combinaison de deux paramétres en fixant un nombre d’itérations de Krylov maximal et & une
diminution de résidus. Nous avons préféré cette combinaison avec une régulation auto-adaptative par rapport
a une régulation stricte en fixant seulement le nombre d’itérations. Cette régulation permet au fur et & mesure
du calcul de ne pas sur-résoudre le probléme temporel et ainsi d’augmenter le temps de calcul inutilement [95].
Elle est surtout utile en fin de processus itératif temporel o les variations du vecteur solution d’une itération
a la suivante sont faibles. Pour cela, nous définissons comme diminution un rapport maximal entre les résidus
d’entrée et de sortie de la boucle de Krylov :

L [AAw )
o)

(3.46)

et limitons & 100 le nombre de vecteurs des bases de Krylov.

Algorithme 10 Schéma directeur de la résolution des équations Navier-Stokes par 'algorithme GMRes pour un
calcul monogrille & pas de temps dual

For n=1,2,..., jusqu’a convergence Do :
» Calcul du pas de temps physique At; ;1 (Fq. 3.36)
For m =1,2,... Boucle sous-itérative Do :

e Discrétisation spatiale
» Calcul du pas de temps dual At;jﬁk (Eq. 3.36)
m,n—i—lm — g

At

» Multiplication par le pas de temps modifié : b(™ "1 = —At p(mmt)
e Intégration temporelle

b(m,nJrl) _

» Calcul des résidus : + £ (m’"“m)

» Conditions aux limites vecteur de droite : b™ "1 = B, [Qi}’;’"“)}

» Calcul de la matrice implicite de 'écoulement : A <= BCyy [T + At™ Ay ]
» Calcul du préconditionnement : M <= PREC [A]
» Résolution du systéme linéaire par Ialgorithme GMRes : AM~'M Aw = bl(\,I"FI’"H)
» Résolution de la partie turbulente par méthode AF-ADI
e Mise & jour pour la sous-itération suivante
» Mise a jour de la solution : ("1l = (Mt 4 Arg
» Conditions aux limites explicites (Eq. 3.42) et réalisabilité [18]
» Calcul de l'erreur de convergence (Eq. 3.47)
End for
End for
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3.5 Tuyére de Délery

3.5.1 Présentation de la configuration

La géométrie considérée dans le cadre de ce travail est une tuyére bidimensionnelle symétrique étudiée par
Délery et al. [32] pour I’étude de I'interaction entre une onde de choc et une couche limite. Nous nous limitons
dans le cadre de cette thése a un cas bidimensionel, mais il n’y a aucune perte de généralité dans la méthode
par rapport a un cas tridimensionel”.

La tuyeére est composée de deux profils symétriques sur les parois haute et basse. Un second col permet de
contréler la contre-pression aval et 1’écoulement supersonique de sortie. Les principales caractéristiques de la
tuyére sont présentées ci-dessous :

Caractéristiques géométriques

Longeur 0.75 m
Hauteur en entrée 0.1 m
Hauteur de premier col 0.08 m
Hauteur du second col 0.09 m
Position du bord d’attaque 0.075 m
Corde du profil 0.27 m

F1G. 3.2 — Géométrie et caractéristiques géométriques de la tuyére (J.M Délery AIAA. J., vol. 21, 1983, p.
180-185)

3.5.2 Configuration subsonique

La méthode de résolution pseudo-Newton-GMRes a tout d’abord été évaluée dans le cas d’un écoulement haut
subsonique. Pour cela, la tuyére a été tronquée a 0.4 m (Fig. 3.2) pour supprimer le second col. Les conditions aux
limites sont en entrée et en sortie des conditions de non réflexion [137] subsoniques et les parois sont considérées
comme adiabatiques. Le calcul est réalisé sur un maillage de N7 x Nj = 301 x 121 avec un rapport de pression
sortie-entrée statique totale mg_7 = 0.77. Les données des conditions de fonctionnement sont reportées dans le
tableau 3.2.

L’écoulement est initialisé suivant la procédure mise au point par Vallet [137] avec un taux de turbulence T}, =
1 % et des couches limites d’une épaisseur de 5 mm. Pour nous permettre d’accélérer la convergence, tous les
calculs ont été réalisés avec trois niveaux de grille.

Validation de la résolution pseudo-Newton-GMRes

La comparaison des résultats des grandeurs aérodynamiques est issue d’un calcul par factorisation approchée
AF-ADI(CFL=100,cFL.*=20,M+=5,Lcrp=3) et d’'un autre par la méthode de Krylov avec un préconditionne-
ment par factorisation approchée GMRes 1LUO(CFL—00,CFL*—50,M;;—1,rres—1,Lerp—3). La figure 3.3 présente

"Dans le cas d’une résolution 2D, la résolution AF-ap1, la résolution dans la troisiéme direction ¢ est simplement supprimée.
Dans le cas de la résolution gMmres, la matrice implicite est une matrice bande composée de quatre blocs de dimensions 4 X Ni X Nj
en 2-D au lieu de sept blocs de dimensions 5 X N7 X Nj en 3-D.
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Conditions aux limites d’entrée

Température totale : T; (K) - 300
Pression totale : P (Pa) = | 101325
nombre de Mach : M = 0.6
Conditions de parois

Température N (K) - 300
Conditions aux limites de sortie

Pression statique : P (Pa) = 78020
Rapport de pression sortie/entrée N 0.77

TaB. 3.2 Conditions aux limites d’entrée de la tuyére de Délery tronquée pour le calcul subsonique sur un
maillage 301 x 121

I’historique de la convergence ol les erreurs relatives au champ moyen ey et au champ turbulent eggy sont
calculées par les relations suivantes [18] :

exr [Oar, Aoy ] = logy, i {Z[Aﬁ]Q N Z[A(p?

dip] Slph: — p)?

A(pii)] | YA (phy — )2
IS } (347

et

1{2M@J@m@@@ﬂ+ZMmm}

Z U i i (3.48)
5 S [pul/u! pullu] 2 lper]?

eRSM[mRSMv AmRSM] = 1Ogm

Les facteurs % et % sont utilisés (respectivement pour les erreurs eyr et ersy) pour les présents calculs 2-D

(contrairement aux facteurs 1 et 1 en 3-D [18]).

AF-ADI(CFL=100,CFL*=20,M _it=5,Larp=3)
——————— GMRes_ILUO(CFL=00,CFL*=50,M;=1,res=1,Lorp=3)

eR,SM

DN an At d Hi by ANy p A ke, = ik 0 ]

-6 | | | -6 I I I

0 5 10 15 20 0 5 10 15 20

cpU (min) — CPU (min) —

Fia. 3.3 — Convergence des résidus de la partie moyenne e, et de la partie turbulente ey, des résolutions
AF-ADI(CFL=100,CFL.*=20,M;;=5,Lcrp=3) et GMRes_ILUO(CFL=00,CFL*=50,M;1=1,rves=1,Larp=3)

La figure 3.4 présente 1’évolution du nombre de Mach obtenu par la résolution GMRes _ILUO(CFL=00,CFL*=50,
M~ 1,rres—1,Lgrp—3) et compare sur les parois et a I'axe le Mach isentropique® des deux résolutions pour un

9 -1
SM'L'S — <pt znlet) R _1].
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nombre de Mach d’entrée tuyére de 0.6. Le fluide est accéléré dans la partie convergente de la tuyére, jusqu’au
col & Mach 0.9, puis est décéléré dans la partie divergente. Aprés le divergent, la couche limite s’épaissit pour
occuper jusqu’a 20 % de la section de passage. Par ailleurs, la figure 3.4(b) permet de mettre en évidence un
trés bon accord de la distribution du Mach isentropique et de la pression (Fig. 3.4) sur les parois ainsi qu’a
I’axe de la tuyére entre les deux méthodes de résolution. Ces bons résultats sont confirmés par la comparaison
sur les coupes transversales de la vitesse axiale u et tangentielle ¥ & cing positions axiales (z — 0, /L — 1/4,
x/L =1/2, /L = 3/4 et z = L) (Fig. 3.5).

y M
Nombre de Mach (Mg, = 0.6) 09
. _‘__.#_"—
(a)
0.6
.0.3
[N
AF-ADI(CFL=100, CFL_d1=20, m;=5)
——————— GMRes(CFL=50, ryes=1)
Paroi inférieure Axe Paroi supérieure

A\/{is
M;,

| os oia / | o8
= o7 / \ o / \ = | o7 / \
0.6 / 0.6

05 06 05

0.4 0.5 0.4

Fia. 3.4 Cartographie du nombre de Mach par la méthode GMRes  1LUO(CFL—00,CFL*—=50,M;;—1,7res—1,Larp—3)
et comparaison de l’évolution du nombre de Mach isentropique le long de l'axe et de la paroi supé-
rieure et inférieure entre une résolution GMRes TLUO(CFL=00,CFL*=50,M;;=1,res=1,Lgrp=3) et AF-
ADI(CFL=100,cFL*=20,M;:=5,Larp=3) dans la tuyére de Délery pour un écoulement subsonique

Le tableau 3.3 compare l'erreur relative maximale des quantités aérodynamiques locales? entre les résolutions
GMRes_TLUO(CFL=00,CFL*=50,M;;=1,res=1,Lagrp=3) et AF-ADI(CFL=100,CFL*=20,M;;=5,Larp=3)

Une comparaison entre les deux méthodes pour les grandeurs turbulentes est présentée en annexe § A.1.

Quantités aérodynamiques | Ecart relatif maximal
Masse volumique D 0.06 %
Vitesse axiale U 0.20 %
Vitesse tangentielle ] 0.52 %
Pression D 0.08 %

TAB. 3.3 — Comparaison de l'erreur relative maximale des quantités aérodynamiques entre les résolutions
GMRes  ILUO(CFL—00,CFL*=50,M;;—1,res—1,Larp—3) et AF-ADI(CFL—100,c¥L*—20,M;—5,Larp—3)

AF-ADI GMRes

w

9 <X —w
€ITyre] — maxiyjyk

wAF*ADI
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Fi1G. 3.5 — Comparaison de I’évolution de la vitesse axiale u et de la vitesse normale v & cinq positions axiales x =
0,x— iL, T — %L, T — %L et  — L entre une résolution GMRes 1LUO(CFL—00,CFL*=50,M;;—1,7es—1,Larp—3)
et AF-ADI(CFL—100,cFL*—20,M;;—5,Larp—3) dans le cas d’un écoulement subsonique
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Influence de la méthode de résolution sur la convergence a iso pas de temps

Il est important de noter que les calculs GMRes et GMRes avec préconditionnement de Jacobi, quels que soient
le pas de temps (CrFL— 10, 15, 20) et le rapport 75, n’ont jamais convergé. L’historique de la convergence des
méthodes AF-ADI(CFL—00,CFL*—20,M;;—1,Larp—3), GMRes BJ(CFL—00,CFL*=20,M;;—1,1es—2,Larp—3) et
GMRes  ILUO(CFL—00,CFL* =20, M;;—1,res—1-100,Lerp—3) en fonction du nombre d’itérations et du temps
de calcul est présenté dans la figure 3.6. Cette figure permet de comparer la convergence des différents calculs
pour un pas de temps identique. Notons que le rapport mimimal de réduction r.es pour un précondition-
nement BJ est de 2 alors que pour un préconditionnement ILUO il est de 1. Pour les résolutions AF-ADI et
GMRes_BJ, le niveau de convergence pour les résidus de 1’écoulement moyen est de quatre ordres de grandeur
(Fig. 3.6(a)-(b)). En revanche, le niveau atteint de convergence si un préconditionnement LU0 est utilisé est
de plus de cinq ordres de grandeur (ey, = -5.2) quel que soit le facteur de réduction demandé r,es = 1 ou
100. Les pentes de convergence en fonction du nombre d’itérations (Fig. 3.6(a)) et du temps (Fig. 3.6(b)) des
deux méthodes sont, quasi identiques jusqu’a 250 itérations. Ensuite, alors que les résidus des résolutions AF-ADI
et GMRes BJ(CFL—00,CFL*—20,M;;—1,1mes—2,Lgrp—3) saturent, les résidus relatifs aux calculs GMRes 1LUO
continuent de diminuer.

Pour les résidus turbulents, egsy, 'amélioration entre la méthode Ar-ADI et la méthode GMRes  BJ et GMRes  1LUQ
est moins probante. Avec la résolution par factorisation approchée, nous obtenons une réduction des résidus
turbulents de egsy = -4.4 et avec la résolution GMRes 1LUQ, nous obtenons une réduction de eysy = -4.7
(Fig. 3.6(c)-(d)). Ce résultat nous parait cohérent étant donné que les équations du champ turbulent sont tou-
jours résolues par factorisation approchée quelle que soit la résolution du champ moyen (AF-ADI ou GMRes).
Le faible gain observé avec les approches GMRes 1LUO dans le niveau des résidus turbulents par rapport aux
résolutions AF-ADI et GMRes _BJ est probablement consécutif & la réduction de l'erreur du champ moyen.

Nous remarquons par ailleurs sur la figure 3.6(a)-(b) que le facteur rpes pour un préconditionnement 1LUO in-
fluence la convergence. Les niveaux sont presques identiques mais la résolution GMRes ILUO(CFL—00,CFL*—20,
M;:=1,res=1,Lcrp=3) converge en 400 itérations temporelles alors que la résolution GMRes _1L.UO(CFL=00,CFL*
=20, M;+=1,1¢s=100,Lgrp=3) en 150 itérations, soit un gain de 64.6 %. En revanche, en gain en temps CPU
entre les deux résolutions GMRes ILUO n’est que de 44.4 % (Fig. 3.6(b)). Cela est lié au nombre d’itérations
GMRes nécessaires : la résolution avec un rapport r..s—1 nécessite moins de cinq itérations de Krylov & chaque
itération pseudo-temporelle alors que la résolution GMRes 1LUO(CFL—00,CFL* =20, M;;—1,7es—100,Larp—3)
en nécessite en moyenne une dizaine. A pas de temps identique, la résolution GMRes _BJ ou GMRes_ILUQ ne
permet pas d’accélérer la convergence.

Par ailleurs, nous avons remarqué que le nombre d’itérations GMRes effectuées a chaque itération temporelle
varie beaucoup entre les différents préconditionnements pour le méme rapport r.es = 2. Pour ce rapport 7.eg,
dans le cas d’un préconditionnement Jacobi bloc, chaque itération temporelle nécéssite 10 & 15 itérations GMRes ;
en revanche dans le cas d’un préconditionnement 1LUO, le nombre d’itérations GMRes n’a jamais été supérieur a
5. Cette constatation est probablement relative au type du préconditionnement. Méme si ce sont des précondi-
tionnements numeériques, ils n’influencent pas de fagon identique la résolution du systéme linéaire. Dans le cas
Jacobi bloc, la molécule de discrétisation au nceud (i,j) est influencée uniquement par elle-méme. En revanche,
un préconditionnement 1LUQ agit plus globalement et influence I’ensemble des points du maillage. Cela permet
une meilleure propagation des informations le long des directions de I’écoulement.

Influence du nombre de sous-itérations

La figure 3.7 permet de comparer les vitesses de convergence entre une résolution de Krylov avec pas de temps
simple et pas de temps dual avec une résolution AF-ADI. Dans les deux cas représentés ici utilisant le pas de
temps dual, les calculs ont été réalisés avec un CFL=100 et un CFL.*=20, et un nombre de sous-itérations fixé
M; = 5.

Nous remarquons une faible différence entre le niveau de convergence des résidus de ’écoulement moyen et la réso-
lution AF-ADT avec pas de temps dual et le GMRes avec pas de temps simple. Par ailleurs, si le nombre d’itérations
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AF-ADI (CFL=00,CFL*=20,M;=1,Lerp=3)
-------- GMRes_BJ (CFL=00,CFL*=20,M;;=1,r.s = 2,Larp=3)
------- GMRes_ILUO (CFL=00,CFL*=20,M;;=1,7ys = 1,Larp=3)
* GMRes_ILUQ (CFL=00,CFL*=20,M;;=1,r,.s = 100,Lgrp=3)
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F1G. 3.6 — Comparaison de la vitesse de convergence en fonction du nombre d’itérations (a), (c) et du temps CPU
(b), (d) pour les résidus moyens et turbulents pour une résolution AF-ADI(CFL=00,CFL*=20,M;+=1,Larp=3),
GMRes  BJ(CFL—00,CFL*=20,M;;—1,rves—2,Larp—3), GMRes ILUO(CFL—00,CFL*~20,M;;—1,rres—1,Larp—3)
et GMRes ILUQO(CFL—00,CFL*—20,M;;—1,rpes—100,Larp—3)

total'® est quasi identique & convergence, la résolution GMRes_ TLUO(CFL=00,CFL*=20,M;;—1,r,6—100,Larp—3)
présente un coit CPU identique a la résolution AF-ADI(CFL=100,CFL*=20,M;=5,Lerp=3) mais est 85 % moins
longue que la résolution GMRes ILUO(CFL—100,CFL*=20,M;; — 5,1ves—1,Larp—3).

La factorisation 1LUQ ainsi que la résolution LU sont réalisées par I'outil SPARSEKIT de Saad [117]. Notons
que ces routines ne sont pas vectorisées, les temps de calcul sont donc fortements pénalisés car la factorisation
approchée de la matrice doit étre réalisée a chaque sous-itération temporelle et I'application du préconditionne-
ment & chaque itération GMRes. Pour remédier a ce probléme, Saad [130] propose de ne pas factoriser la matrice
a chaque itération mais seulement & certaines itérations. Entre les deux itérations ot le préconditionneur est
de nouveau calculé par une nouvelle factorisation incompléte, le préconditionneur de l'itération courante est
modifié en utilisant une correction de bas niveau de Broyden [33]. Une autre méthode proposée par Olawsky
et al. [107], pour la résolution d’écoulement hypersonique, propose de vectoriser le processus de factorisation.
Pour cela, ils utilisent soit une troncature de série de Neumann, soit, dans le cas d’un maillage structuré, une
structure algorithmique basée sur un ordre spécial de rangement de données [107]. Ces deux approches doivent
faire I'objet de prochaines études afin de minimiser le temps de calcul.

10¢,y = nss x my — Nbs itérations primaires x sous-itérations.
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-+ s oo AF-ADI(CFL=100,CFL*=20,M;;=5,Larp=3)

------- GMRes_ILUO(CFL=00,CFL*=20,M;;=1,rs=100,Lorp=3)
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F1G. 3.7 — Comparaison de la vitesse de convergence en fonction du nombre d’itérations (a), (c) et du temps CPU
(b), (d) pour les résidus moyens et turbulents pour une résolution AF-ADI(CFL=00,CFL*=20,M;+=1,Larp=3),
AF-ADI(CFL—100,cFL*—100,M;;—5), GMRes ILUO(CFL—00,CFL*—=20,M;;—1,res—100,Larp—3) et
GMRes  ILUO(CFL—100,CFL*—=20,M;;—5,rres—100,Larp—3)

Influence du pas de temps sur la convergence

L’influnce du CFL sur la vitesse de convergence de la méthode GMRes 1LUO est présentée dans la figure (Fig. 3.8).
Alors que la résolution AF-ADI ne permet pas, & cause des erreurs de factorisation, d’utiliser des CFIL supérieurs
a 20, la résolution GMRes_ILUQ autorise des valeurs maximales de CFL de 100. Seuls les calculs avec le précon-
ditionnement 1,U0 ont convergé avec une CFL supérieur a 20. De plus, nous n’avons pas eu besoin d’augmenter
la réduction des résidus pour converger.

Le niveau de convergence des résidus de la partie moyenne est du méme ordre de grandeur pour les résolutions
GMRes_ILUO(CFL=00,CFL*=20,M;:=1,res=100,Lgrp=3) et GMRes_ILUO(CFL=00,CFL*=100,M;;=1,res=100,
Lerp=3) et GMRes ILUO(CFL=00,CFL*=100,M;+=1,r,¢s=500,Lgrp=3) avec une réduction de plus de cing
ordres de grandeur qui est un niveau plus bas que la résolution AF-ADI(CFL=100,CFL*=20,M;+=5,Lgrp=3)
(Fig. 3.8(a)-(d)). Des remarques identiques peuvent étre faites dans le cas des résidus turbulents (Fig. 3.8(c)-(d)).

Nous avons déja remarqué qu’une résolution GMRes 1ILUQ(CFL—00,CFL*—20,M;;—1,rpes—100,Lgrp—3) conver-
geait en un temps identique qu’une résolution AF-ADI(CFL=100,CFL*=20,M;;=5,Lcrp=3), mais en augmentant
le pas de temps pour les résolutions GMRes _TLUO(CFL=00,CFL*=100,M;;=1,7.s=100-500,Lcrp=3) le temps a
convergence augmente (Fig. 3.8(b)). En revanche, le nombre d’itérations est identique quel que soit le pas de
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temps pour une résolution GMRres 1LUO (Fig. 3.8(a)). Alors que la résolution par AF-ADI nécessite 400 itérations
pour atteindre la convergence, les résolutions GMRes _ILUO(CFL=00,CFL*=20-100,M;:=1,r..s=100-500,Lrp=3)
n’en requiérent que 150, soit un gain de 64.6 %.

......... AF-ADI (CFL=100,CFL*=20,M;;=5,L;rp=3)

------- GMRes_ILUQ (CFL=00,0FL*=20,M;;=1,r,.s=100,Lgrp=3)

-------- GMRes_ILUO (CFL=00,CFL*=100,M;=1,r,6,=100,Larp=3
" GMRes ILUQ (CFL=00,CFL"=100,M;=1,r¢s=500,Lcrp=3
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Fig. 3.8 — Comparaison de la vitesse de convergence en fonction du nombre d’itérations (a),
(¢) et du temps cpu (b), (d) pour les résidus moyens et turbulents pour une résolution AF-
ADI(CcFL—100,cFL*—20,M;;—5,Larp—3), GMRes  ILUO(CFL—00,CFL*—20,M;;—1,res—100,Larp—3),

GMRes  ILUO(CFL—00,CFL*—=100,M;t—1,rres—100,Lerp—3) et GMRes  ILUO(CFL—00,CFL*—100,M;¢—1,res—500,
Lgrp—3)

3.5.3 Configuration transsonique

Dans le cas d’un écoulement transsonique, la géométrie compléte de la tuyére est prise en compte. Cette configu-
ration a déja permis de valider le solveur AF-ADI [137] et a été retenue pour valider le solveur GMRes développé
dans cette étude. Le nombre de points dans la direction transverse a été augmenté afin de discrétiser correcte-
ment la couche limite (y* = 0.5). Le calcul a été réalisé sur un maillage de Ni x Nj = 401 x 201 et un rapport
entre la pression totale de sortie et la pression statique d’entrée 74—y = 0.64.

L’écoulement est initialisé avec un taux de turbulence T,, = 1% et des couches limites d’une épaisseur de 5 mm.
Pour nous permettre d’accélérer la convergence, tous les calculs ont été réalisés avec trois niveaux de grille. Les
conditions de fonctionnement sont reportées dans le tableau 3.4.
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Conditions aux limites d’entrée

Température totale : T; (K) - 300
Pression totale : P (Pa) = | 600000
nombre de Mach : M = 0.57
Conditions de parois

Température N (K) - 300
Conditions aux limites de sortie

Pression statique : P (Pa) = 38400
Rapport de pression sortie/entrée N 0.64

TaB. 3.4 Conditions aux limites d’entrée de la tuyére de Délery pour le calcul transsonique sur un maillage
Nix Nj =401 x 201

Validation de la résolution pseudo-Newton-GMRes

Dans le cas de ce calcul transsonique, I’écoulement est accéléré dans la partie convergente et atteint la vitesse
sonique au col. Le fluide continue d’accélérer dans le divergent jusqu’a l’'onde de choc. L’onde de choc est droite
au centre de la tuyére puis présente une structure classique de choc en lambda (Fig. 3.9) lors de ses interactions
avec les couches limites turbulentes. L’interaction entre I’onde de choc et la paroi entraine une importante zone
de faible vitesse (Fig. 3.9) avec une recirculation qui s’étend sur une épaisseur d’un cinquiéme de hauteur totale
de tuyére. Ce « rétrécissement » de section crée deux zones de plus forte vitesse entre la sortie de couche limite
et le centre de la tuyére. En sortie de tuyeére, I’écoulement est bloqué au niveau du second col, ce qui permet
d’éviter la propagation de perturbation lors de la campagne de mesures.

La figure présentant I’évolution du nombre de Mach (Fig. 3.9(b)) montre une bonne concordance entre les résul-

tats issus des méthodes AF-ADI(CFL=100,CFL*=20,M;;=5,Lgrp=3) et GMRes _ILUO(CFL=00,CFL*=20,M;1=1,res=1,
Lerp=3). La position du choc ainsi que le nombre de Mach et les niveaux de pression sont identiques, que ce

soit au niveau de 'axe de la tuyére ou sur les parois. Malgré 'importante discontinuité liée a la présence du
choc, la méthode Krylov GMRes ILUO converge correctement.

La figure 3.10 présente les évolutions transversales des champ de vitesse @ et ¥ en cing positions axiales (x/L =
0, 25 %, 42 %, 45 %, 1). Les trois coupes sont, placées pour x5 au début du divergent, la position z3 traverse la
structure en lambda de I'onde de choc et x4 la zone de décollement. Pour la position x3, les deux composantes
du champ de vitesse @ et ¥ sont en bonne concordance avec les deux résolutions, particuliérement au niveau du
choc et de la partie interne de la structure en lambda.

Le tableau 3.5 nous donne ’écart relatif maximal obtenu pour les différentes variables par les deux méthodes :

Variables aérodynamiques | Ecart relatif maximal
Masse volumique D 0.12 %
Vitesse axiale U 1.82 %
Vitesse tangentielle v 3.12 %
Pression D 0.98 %

TaB. 3.5 Comparaison de l’erreur relative maximale des variables aérodynamiques entre les résolutions Ar-
ADI(CFL=100,cFL*=20,M;:=5,Larp=3) et GMRes_ILUO(CFL=00,CFL*=20,M=1,rves=1,Larp=3)

Une étude comparative des grandeurs turbulentes est donnée en annexe (cf. A.2).
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Fia. 3.9 Cartographie du nombre de Mach par la méthode GMRes  1LUO(CFL—00,CFL*—=20,M;;—1,7res—1,Larp—3)
et comparaison de I’évolution du nombre de Mach isentropique le long de l'axe et de la pa-
roi supérieure et inférieure entre une résolution AF-ADI(CFL=100,CFL*=20,M;;=5,Lcrp=3) et
GMRes__ILUO(CFL=00,CFL*=20,M;;=1,rves=1,Lcrp=3) dans la tuyére de Délery pour un écoulement
transsonique

Etude de la convergence a iso pas de temps

En raison de l'interaction entre ’onde de choc et la couche limite, la physique de 1’écoulement est beaucoup
plus complexe et donc plus numériquement, difficile & résoudre par rapport & un écoulement subsonique. D’un
point de vue numérique, les non linéarités physiques relatives a la présence de I'onde de choc et de la zone de
recirculation rendent I'obtention d’une solution plus délicate''. Notons que la résolution n’a pas été initialisée
par une résolution des équations d’Euler ou par un calcul avec un ordre de schéma inférieur. L’initialisation de
Pécoulement est une initialisation isentropique entre l'entrée et la sortie [137] & laquelle des profils de couche
limite sont ajoutés au voisinage des parois. Le choc se place donc au fur et & mesure des itérations temporelles.
De plus, a la différence du test précédent, le fluide a la sortie de la tuyére est supersonique et par conséquent il
a été nécessaire de modifier les conditions aux limites (Tab. 3.1).

Aucun calcul utilisant une méthode de Krylov sans préconditionnement ou avec un préconditionnement simple
de Jacobi n’a jamais réussi & converger. Dans le cas d’une résolution GMRes _BJ, le facteur de réduction reg mi-
nimal est de 5 (ce qui correspond en moyenne & une base de 20 vecteurs par itération temporelle). En revanche,
pour un préconditionnement 1.U0Q, une diminution des résidus r..s = 1 par pseudo-pas de temps suffit (Fig. 3.11).

Le facteur de réduction des résidus 7. dans le cas d’'une résolution GMRes 1LUO ne permet pas de diminuer
sensiblement le niveau des résidus de I’écoulement moyen ey, (Fig. 3.11(a)-(b)). Par ailleurs, nous remarquons
d’importantes fluctuations des résidus moyens & convergence quelle que soit la résolution AF-ADI, GMRes BJ ou
GMRes__TL.UO bien que le champ moyen lui soit convergé. Cela est sans doute lié aux deux zones de décollement
situées a I’aval de U'interaction entre 'onde de choc et les couches limites dans un milieu confiné (Fig. 3.9(a)).

Le meilleur niveau de convergence est atteint pour les résolutions GMRes ILUO(CFL—00,CFL* =20, M;;—1,7es—1-

T Activation des limiteurs de pente et application des conditions aux limites [137].
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Fic. 3.10 - Comparaison de Dévolution de la vitesse axiale u et de la vitesse normale v

a cinq positions axiales x=0, x=25 %L, x=42 %L, x=45 %L et x=L entre une résolution
GMRes__ILUO(CFL=00,CFL*=20,M;;=1,rwes=1,Larp=3) et AF-ADI(CFL=100,cFL*=20,M;;=5,Lgrp=3) dans le
cas d’un écoulement transsonique
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2-100,Larp—3) avec un niveau moyen de ey p — -4.3 alors que les résolutions AF-ADI et GMRes BJ convergent
de moins de quatre ordres de grandeur (Fig. 3.11(a)-(b)). Une remarque identique peut étre faite pour les résidus
turbulents : avec une résolution GMRes_1LUQ, le niveau moyen de ergys = -3.6 et avec une résolution AF-ADI,
il est de -3.1 (Fig. 3.11(c)-(d)). Le meilleur niveau de convergence obtenu pour les résidus turbulents est sans
doute di, tout comme pour un écoulement subsonique, a une meilleure convergence des résidus moyens.

Le temps de calcul est aussi amélioré dans le cas d’une méthode de Krylov par rapport & une résolution par facto-
risation approchée pour un nombre CFL identique. Avec une résolution de GMRes 1LUO(CFL—00,CFL*—20,M;;—1,
Tres—1-2-100,Larp—3), la convergence est atteinte en 35 minutes environ alors que la AF-ADI(CFL—00,CFL* =20,
M;:=1,Lerp=3), elle, nécessite 45 minutes (Fig. 3.11) sur un NEC SX5.

AF-ADI(CFL=00,CFL*=20,M;=1,Larp=3)

-------- GMReS_BJ(CFL=00,CFL*=20,M;;=1,rres=5,Larp=3)
------- GMReS_ILUO(CFL=00,CFL*=20,M;;=1,7es=1,Larp=3)
GMRes_ILUO(CFL=00,CFL*=20,M;;=1,r1es=2,Lerp=3)

* GMReS_ILUO(CFL=00,0FL*=20,M;;=1,r;cs=100,Lerp=3)

EMF —

0 500 1000 1500 2000 0 30 60 90 120

ERSM —
ERSM —

0 500 1000 1500 2000

Ngt —

Fia. 3.11 Comparaison de la vitesse de convergence en fonction du nombre d’itérations (a), (c) et du temps cpU
(b), (d) pour les résidus moyens et turbulents pour une résolution AF-ADI(CFL—00,CFL*—20,M;;—1,Larp—3)
GMRes  BJ(CFL—00,CFL*—20,M;;—1,1ves—5,Larp—3), GMRes  ILUO(CFL—00,CFL*—20,M;;—1,1ves—1,Larp—3),

GMRes__TLUO(CFL=00,CFL*=20,M;;=1,res=2,Lcrp=3) et GMRes _TLUO(CFL=00,CFL*=20,M;;=1,1r,¢s=100,Lerp=3)

3

Influence du processus sous-itératif

La figure 3.12 permet d’analyser simultanément la vitesse et le niveau de convergence de la méthode de réso-
lution & pas de temps dual (CFL=100,cFL*=20,M;;=5,Lcrp=3) par rapport & I'approche sans itération duale.
Pour chaque résolution de Krylov, nous utilisons & chaque pas de temps un préconditionnement 1.U0 avec une
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contrainte de diminution du facteur de réduction dans la boucle de Krylov 7..s—100.

Les résolutions AF-ADI(CFL—100,CFL*—20,M;;—5,Larp—3) et GMRes  ILUO(CFL—100, CFL*—20, M;;—5,1ves — 100,
Larp—3) ne permettent pas d’obtenir une meilleure erreur de convergence que I’approche AF-ADI(CFL—00,CFL*
=20,M;;=1,Lerp=3) (Fig. 3.12). Cela est sans doute lié & la présence de la zone de décollement. Le meilleur ni-
veau de convergence est toujours atteint par la résolution GMRes _1LUO(CFL=00,CFL*=20,M;;=1,r¢s=100,Lgrp=3).
Le temps de convergence ainsi que le nombre d’itérations nécessaires pour converger ne sont pas plus impor-
tants avec une méthode sous-itérative. De plus, aucune des méthodes ne parviens a diminuer le bruit numérique

observé en fin de processus itératif. Il semble que ce bruit soit associé a la résolution faiblement couplée des
champs moyen et turbulent.

AF-ADI(CFL=00,CFL*=20,M;;=1,Lsrp=3)
--------- AF-ADI(CFL=100,CFL*=20,M;;=5,Lorp=3)

........ GMRes_ILUO

------- GMRes_ILUO(CFL=00,CFL*=20,M;;=1,7s=100,Larp=3)
CFL=100,CFL*=20,M;;=5,1,es=100,Lorp=3)

EMF —

0 500 1000 1500 2000 0 30 60 90 120

ny — CPU (min)—

ERSM —
ERSM —>

0 500 1000 1500 2000

Ngt —

Fia. 3.12 Comparaison de la vitesse de convergence en fonction du nombre d’itérations (a), (c) et du temps cpU
(b), (d) pour les résidus moyens et turbulents pour les méthodes AF-ADI(CFL—00,CFL*—20,M;;—1,Larp—3),
AF-ADI(CFL—100,cFL*—~20,M;+—5,Larp—3), GMRes ILUO(CFL—00,CFL*—=20,M;;—1,r1es—100,Lgrp—3) et
GMRes__ILUO(CFL=100,CFL*=20,M;;=5,r¢s=100,Larp=3)

Influence du pas de temps

La figure (3.13) permet de quantifier 'influence du choix du CFL sur la vitesse de convergence de la méthode
itérative utilisée. Alors que le CFL maximal d’une résolution AF-ADI est de 20, nous avons pu augmenter le CFL &
50 avec une résolution GMRes et 7. = 100—500. Avec un pas de temps plus important malgré une augmentation
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du rapport 7. étant donné les simplifications réalisées pour le calcul de la matrice jacobienne, les calculs ne
convergent pas.

Paradoxalement, un CFL plus important ne permet pas de converger plus rapidement, que ce soit en nombre d’ité-
rations ou en temps CPU. En effet, chaque itération nécessite une moyenne de 25 itérations de Krylov pour une ré-
solution GMRes ILUO(CFL—00,CFL*—=50,M;;—1,7es—100,Lgrp—3) alors que la résolution GMRes  ILUO(CFL—00,
CFL* =50, M;;—1,7es—500,Lerp—3) en requiert en moyenne 35. Par ailleurs, nous avons un niveau plus faible
de convergence, que ce soit pour les résidus moyens ou turbulents, avec un crL de 50 (Fig. : 3.13).

--------- AF-ADI(CFL=100,CFL*=20,M;;=5,Lcrp=3)

------- GMRes_ILUO(CFL=00,CFL*=20,M;;=1,r,,=100, Lgrp=3
-------- GMRes_ILUO(CFL=00,CFL*=50,M;;=1,r,,c=100, Lgrp=3
- * GMRes_ILUO(CFL=00,CFL*=50,M;;=1,r,,sc=500, Larp=3

4 =t W o e ML AR il :
W f
5 L] b T b J
0 500 1000 1500 2000
by —
= =
n n
& &
0 500 1000 1500 2000
by — CPU (min)—
Fic. 3.13 — Comparaison de la vitesse de convergence en fonction du nombre d’itérations (a),
(¢) et du temps cpu (b), (d) pour les résidus moyens et turbulents pour une résolution AF-
ADI(CcFL—100,cFL*—20,M;;—5,Larp—3), GMRes ILUO(CFL—00,CFL*—20,M;;—1,res—100,Larp—3),

GMRes  ILUO(CFL—00,CFL* =50, M;;—1,res—100,Larp—3) et GMRes  ILUO(CFL—00,CFL* =50, M;;—1,7es—500,Larp—3)

3.6 Conclusions

Nous avons présenté dans ce chapitre les expériences numériques réalisées pour la résolution des équations de
Navier-Stokes stationnaires par une méthode de pseudo-Newton-GMRes. Le systéme linéaire issu de la discréti-
sation implicite et portant sur les variables du champ moyen est résolu par une approche GMRes, alors que le
systéme linéaire relatif au champ turbulent est résolu par une approche AF-ADI.
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Pour la résolution GMRes, différents types de préconditionnement ont été testés et implémentés : le précondition-
nement de Jacobi, le préconditionnement bloc Jacobi et une factorisation 1L.UO de la matrice jacobienne. Dans
tous les cas présentés ici, le systéme a été résolu avec un préconditionnement a droite. Lors d’autres études non
rapportées, le préconditionnement & gauche donne des résultats similaires.

Le solveur pseudo-Newton-GMRes a été validé dans le cadre de la tuyére 2D de Délery [32] en régime haut
subsonique et régime transsonique. L’influence du préconditionnement et de la diminution des résidus a l'intérieur
de la boucle de Krylov a ensuite été étudiée en détail. Pour un pas de temps identique, nous avons constaté
un niveau de convergence plus important dans le cas de résolution GMRes I1LUO que dans celui de la résolution
GMRes_BJ. De méme, pour un méme nombre CFL, la vitesse et le niveau de convergence pour la résolution
GMRes__ILUO que AF-ADI. Dans un second temps, nous avons procédé a une étude de sensibilité de la convergence
au pas de temps. Dans le cas d’une résolution AF-ADI & pas de temps simple, les erreurs de factorisation
ne permettent pas d’utiliser des CFI supérieurs & 20. En revanche, lors d’une résolution GMRes, la limite de
stabilité de la méthode est repoussée et permet d’utiliser des pas de temps plus importants (CFL=100 dans
le cas subsonique et crL—50 dans le cas transsonique). La convergence du processus itératif de résolution des
équations de Navier-Stokes stationnaires avec un modéle de turbulence au second ordre a ainsi été accélérée
avec un gain de temps de 50 % dans le cas d’une résolution pour un écoulement haut subsonique. Nous avons
aussi constaté, quels que soient les écoulements considérés, un gain en nombre d’itérations de 150 % dans le cas
subsonique et de 75 % dans le cas transsonique.
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Chapitre 4

Equations de Navier-Stokes linéarisées et
harmoniques en temps résolues par
méthodes pseudo-Newton-GMRes

Apres les essais concluants de résolution des équations de Navier-Stokes stationnaires par une résolution de type
pseudo-Newton-GMRes, nous avons, dans ce chapitre, procédé a I'application de cette méthode aux équations de
Navier-Stokes linéarisées et harmoniques en temps. Ces équations présentent ’avantage d’avoir une résolution
de I'ordre de cing a dix fois plus rapide que la résolution des équations de Navier-Stokes instationnaires car elles
ne requierent pas l’obtention d’une solution périodique [17]. En revanche, la solution pour chaque fréquence
étant obtenue séparément, les phénomeénes couplés entre harmoniques ne sont pas calculés.

4.1 Equations de Navier-Stokes linéarisées et harmoniques en temps

Les équations d’Euler et de Navier-Stokes linéarisées et harmoniques en temps sont basées sur la décomposition
de I’écoulement instationnaire en un écoulement stationnaire sur lequel sont superposées des petites perturba-
tions harmoniques. Les perturbations sont décomposées dans ce cas en série de Fourier :

Mpreq
w (7, 1) =R["w(T)+ Y " (T)en! (4.1)

m=1

ol Yo € RNIXNIXNEX12 oot 1o vecteur des variables conservatrices stationnaires, ™ € CNXNIXNEX12 ot 1o

vecteur des variables perturbées de la perturbation m et w,, est la pulsation de la perturbation liée a la fréquence
d’excitation de l'instationnarité f,,, tel que wy,, = 27 f,.

Deux linéarisations sont envisageables pour formuler le probléme. Hall et al. [57] optent pour une linéarisation
des flux puis discrétisent ces derniers par un schéma centré d’ordre 2. L’autre méthode utilisée notamment par
Lindquist et Giles [89] consiste a linéariser directement les flux numériques issus de I'application du schéma
spatial. Dans le cadre de cette étude, nous avons retenu cette derniére approche car elle permet d’utiliser le
méme schéma de discrétisation spatial que pour la résolution des équations stationnaires [17]. En reportant dans
les équations de Navier-Stokes instationnaires la décomposition de I’écoulement est représentée par I’équation
4.1 et en écrivant ces équations dans le domaine fréquentiel, pour un harmonique fixé, la formulation suivante

est obtenue :
_

FY (*m, )| =0 (4.2)

iwn, ™0 + div [EC (Om, mfu) +

Les perturbations instationnaires étant de faibles amplitudes par rapport & I’écoulement stationnaire, les flux

35
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convectifs et visqueux sont linéarisés par un développement de Taylor au premier ordre :

=CV 0RC,V |, 0 afc,v ma 2
F~" = "F~" + e w+ O (w) (4.3)

—_————
c,v

=]

m

N
ou "F &V désigne les flux convectifs et visqueux linéarisés en temps.
A convergence, les équations de Navier-Stokes stationnaires peuvent s’écrire de la fagon suivante :

div [E€ (") + B (“w)] =0 (4.4)
En soustrayant ces équations (Eq. 4.4) aux équations de Navier-Stokes instationnaires écrites dans le domaine

fréquentiel (Eq. 4.2) et en incluant la procédure de linéarisation des flux au premier ordre (Eq. 4.3), nous
obtenons les équations de Navier-Stokes linéarisées et harmoniques en temps :

JEC AEY
0 = m 0 = m —

4.2 Linéarisation des flux et conditions aux limites

W ™o + div

L’approche utilisée pour la linéarisation des flux est celle développée par Chassaing [17] et est résumée ici pour
permettre la description des développements sur la résolution des systémes linéaires par approche de Krylov.

4.2.1 Linéarisation des flux convectifs

Pour étre consistants avec le schéma stationnaire, les flux convectifs sont obtenus par la linéarisation de la
décomposition des flux de Van Leer [140] :

mEg = VLAgr (Ow—) Mg~ VL A7 (0M+) met

=
"EY = VRAY Cw) e+ A () et (4.6)
"ES = VAL (ur)maT AL (ur) i

VLt VLt
9 EE Ai _ 9 Eﬁ
ow 7 ow

ot (.)T est la contribution avancée, (.)~ est la contribution retardée et les matrices Agt =

aVLFi
et ACi = — sont les matrices jacobiennes des flux de Van Leer et sont données par Vallet [137]. Les

ow

extrapolations MUSCL sont elles aussi linéarisées pour les perturbations comme pour les variables stationnaires.

m@i%ym = w* m@i—%i%,j,kvm@i—%i%,j,k’m @H—%i%,j,k)
m@a[j,%,k = w* m@i,j—%i%,kvm@i,j—%i%,kvm@i,jﬁ-%i%,k) (4.7)
m@fj7k_% = w* m@i,j,kfgiévm @i,j,kfézl:% ) @i,j,kJr%:t%
avec o 0 0 0
w* (Mqawmwl) =Wy + [Zﬁ (1 + g) (erl - ﬂo) + ZB (1 + 35) (ﬂo - ﬂl)} (4.8)

Les limiteurs de pente de Van-Albada %s [139] sont, eux, fixés a leurs valeurs stationnaires.

Ce schéma de résolution des équations d’Euler linéarisées avec capture de choc a été développé et validé par
Haugeard [63] dans le cadre d’écoulements avec et sans choc dans une tuyére et les résultats ont été comparés
avec des résultats provenant de la résolution des équations d’Euler instationnaires.
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4.2.2 Linéarisation des flux diffusifs

Toujours pour étre consistants avec le schéma stationnaire, les flux visqueux sont discrétisés par des différences
finies précises au second ordre [67] :

~V 1 ~V
m - m
Bepak T3 [ Hisk + Fiil,j,k}
v
m _ m m
Yijrle = % { X, g kT Fzg:l:l k} (4.9)
v
m _ m
Tigktd T 5 |: =1,5,k + Fz NE k:i:l}

Dans le cadre de cette étude, le modeéle de turbulence au second ordre [46] n’est pas linéarisé de sorte que le
champ aérodynamique perturbé ™w se limite aux cinq variables de I’écoulement moyen :

; oy — ]T (4.10)

mw = |:m/ﬁ7m %Ziam ﬁam ﬁFLt -
Notons que Sbardella et Imregun [123] préconisent la linéarisation du modéle a une équation de transport de
Spalart-Allmaras [131] dans le cas de fort décollement. A notre connaissance, seuls Holmes et Lorence [68] ont

linéarisé le modéle a deux équations de transport k — w [91]. Les flux visqueux du champ moyen sont linéarisés
en fonction des quantités équivalentes du modeéle de turbulence k — &* [45] (§ 3.1.2) :

0

mieq
Trx

AV A
"E (“w,"w) = " (4.11)
Tod

077 mseq 07y mseq 0.7 maseq m2> 0.eq m>> 0.eq m~ 0_eq _m >~
u T+ T Twy—f— w Tyl + Mu Tl + Twy—i— W " Tyd q,

ou la linéarisation du tenseur des contraintes équivalentes " Aqu et du flux de chaleur linéarisé ™ qz est obtenue
en linéarisant respectivement ’hypothése de Boussinesq et la loi de Fourier :

0%, 8%\ 20°% 2 . o™, O ™u; 20 ™, 2,
maeq _ mp i J ) — |2 05mpy 0 : g _ 2 | 2 m50p
Ti Heq K 0z * ox; > 3 Omy 5J] 37 T+ Heq l( Ox; + ox; ) 3 Ox 0iy 3 P

(4.12)

omT g )aOT
8:1?1' : T 8I1

" =— "k + wr) (4.13)

2
Ol fteg = i+ pr. Les fluctuations des grandeurs turbulentes (= 95 ™k) sont négligées. Les coefficients de viscosité

et de conductivité thermique sont obtenus par la linéarisation des lois de Sutherland :

N 3 1 ~
mc_ 0w m
= - T
g H <2T273 Tors + 5) (4.14)
mi—fog (2 _ _1 ) +OM%A] mp '
20573 Tors+ S H273

La fluctuation de la température "1 est calculée grace aux fluctuations des variables primitives :

X 1 <~ ~ N N
(7 — < m <pht —p) — g — %y — g ma) (4.15)
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4.2.3 Conditions aux limites

Tout comme pour le calcul stationnaire, en entrée et en sortie, les conditions aux limites sont basées sur la
théorie des caractéristiques et les parois considérées comme adiabatiques.

Entrée du domaine de calcul

En entrée, sont imposées les conditions d’Hedstrom qui se résument [17] ainsi :
0—=0_ m~ _ m 02m—_ m . _ m 0= 0 m m=]SCH 0= 0 m’QSCH
p+pau0p+a 0; O,wOp—i—pa [p]—pau (4.16)
ol le superscript scH indique que ce sont les valeurs & la fin d’'une boucle du schéma d’intégration en temps.

Sortie du domaine de calcul

En sortie, un signal de pression est imposé aprés avoir été décomposé en série de Fourier :
Dy (t) = °py + Z Pyl cos (wt+ o)) (4.17)

ol |’"f92| et ™9 sont respectivement les amplitudes et les phases des perturbations. Les autres variables conser-
vatives sont extrapolées de l'intérieur du domaine :

8 ™5 8 ™ 8 ™o 8 "pw
— :0' :O' —_— :O' :O 4].8
on ’ on ' on ' on (4.18)
Parois adiabatiques
Les parois sont considérées comme adiabatiques :
- - N o ™p o mT
M =0 my =0; mw =0 — =0 =0 4.19
) ) ) 6” ) an ( )

4.3 Méthode de résolution par introduction d’un pas de temps fictif

Nous devons résoudre les équations linéarisées et harmoniques en temps directement dans le domaine fréquentiel
independemment pour chaque fréquence étudiée. Il est & noter que toutes les méthodes d’accélération classiques
telles que l'introduction d’un pas de temps local ou d’une méthode multigrille peuvent étre utilisées.

4.3.1 Introduction du pas de temps

Autant de systémes linéaires que nécessaires doivent étre résolus pour permettre la bonne description des
phénomeénes physiques mis en jeu. Par la suite, nous nous limiterons & la description pour une seule pulsation
(Mfreq = 1). En ayant une écriture synthétique du probléme pour les points intérieurs du domaine, hors
conditions aux limites, pour une fréquence donnée nous obtenons le probléme linéaire suivant a résoudre :

"o+ 1€ (", ') =0 (4.20)

oil Om c R5><Ni><Nj><Nk 1@ c (C5><Ni><Nj><Nk

est le vecteur global des grandeurs aérodynamiques stationnaires,
est le vecteur des inconnues relatives aux perturbations harmoniques, et 1§ ¢ COxNixNjxNk ogt I'opérateur
regroupant les flux convectifs et les flux visqueux. Cette équation est résolue par l'introduction d'un pas de
temps selon une procédure pseudo-time-marching proposée par Ni et Sisto [104]. Considérant un schéma de

discrétisation implicite d’Euler décentré au premier ordre, la discrétisation pseudo-temporelle s’écrit :

1@(71—1—1) _ 1&(71)

N Fiwy M) 418 (Om, 1rﬁ<"+1>) ~0 (4.21)
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Avec I'hypothése des petites perturbations, les flux linéarisés ¢ (Om, 1&(""’1)) se calculent en fonction des
résidus stationnaires “to et des résidus perturbés a I'itération pseudo-temporelle (n + 1) :

14 (om, %(n+1)) _0 (g—i)l‘f’(”ﬂ) (4.22)

En introduisant les flux linéarisés dans I’équation de discrétisation temporelle (Eq. 4.20), la discrétion pseudo-
temporelle des équations linéarisées et harmoniques en temps s’écrit alors :

ae\’| 1. 1A .
I+ A0 <%> ] Alfp = —At* [z‘wllm” +18 (Om, 1m(”>)] (4.23)
oll nous avons posé At* = L € CNXNIXNE o pas de temps local et 0 [ == ’ la matrice jacobienne ap-
1+ dw At o ’

prochée au premier ordre avec les mémes simplifications que pour I’écoulement moyen des matrices jacobiennes
stationnaires (c¢f. § 3.4.1).

Devant les valeurs numériques du pas de temps fictif local par rapport & I'unité, nous réalisons, uniquement
dans la phase implicite, la simplification suivante :

i At] << 1 = At" 2 At (4.24)

Cette simplification du pas de temps est possible car nous nous limiterons a I’étude d’écoulements internes.
Imbhof [69] montre que cette simplification dans la résolution implicite pose des problémes de convergence seule-
ment lorsque le pas de temps devient grand, par exemple autour de profil d’aile (écoulement externe). Cette
simplification rend la matrice globale implicte strictement réelle et découple les systémes linéaires de discréti-
sation pseudo-temporelle en deux problémes distincts : un probléme pour la partie réelle des inconnues et un
autre pour leur partie complexe mais avec la méme matrice. Cette approximation dans le cadre d’une résolution
AF-ADI, dominée par les factorisations LU _bande, divise le temps de résolution de I'intégration temporelle par
deux.

4.3.2 Reésolution du systéme linéaire par factorisation approchée

Ce systéme linéaire (Eq. 4.23) peut étre résolu a chaque pas de temps avec une méthode de factorisation appro-
chée comme pour les équations stationnaires. Dans ce cas, la matrice est factorisée suivant les trois directions
principales du maillage :

J
J+At° <2—5> >~ (34 At A) (3+ At A7) (T+ At A°) (4.25)
et la résolution de la phase implicite & chaque pas de temps se réalise en trois étapes :
(3+ALA) AN = —Ar o e+ 12 (o, 1)
(T+At A Al = fAlw (4.26)
(3 + At AC) Al = "A'w

Cette méthode de résolution a été validée par Haugeard [63] dans le cas d’une résolution Euler 3-D, Imhof [69]
pour des calculs Navier-Stokes bidimensionnels et Chassaing [17] 'a étendue & des cas tridimensionnels. Cet
algorithme de résolution nous servira de référence pour les comparaisons de performance de convergence et de
validité des résultats avec la méthode de Krylov.

4.3.3 Résolution du systéme linéaire par méthode de Krylov

Nous avons décidé d’utiliser I’algorithme GMRes pour la résolution de ces équations avec la méme philosophie
que pour la résolution des équations stationnaires. La différence principale réside dans le fait que la matrice jaco-
bienne n’évolue pas au cours du processus itératif car elle ne dépend que du champ aérodynamique stationnaire
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Algorithme 11 Schéma de la résolution des équations Navier-Stokes linéarisées par I'algorithme AF-ADI

e Initialisation du vecteur résidu 'w™) = 0.

e Calcul du pas de temps local : At; ;1

For n=1,2,..., jusqu’a convergence Do :
e Phase explicite

» Calcul des résidus : I_)(n) — [iwllfo" +18 (“ro, 1130("))}
Atl,j,k
1 + Z.wlAtL%k

(n)

» Calcul du pas de temps local At =
» Multiplication par le pas de temps local : b )
e Phase implicite
» Résolution du systéme linéaire dans la direction & par ’algorithme L.U-bande :
BEE [T+ Aty AS] AN = bet [12(")}
» Résolution du systéme linéaire dans la direction n par 'algorithme LU-bande :
BE [T+ Aty A7 TAM = be” [CAlt]
» Résolution du systéme linéaire dans la direction ¢ par l’algorithme LU-bande :
BE [T+ Aty ;5 A] Al = b [7A 1]
e Mise a jour pour l'itération suivante
» Mise a jour de la solution : 'w(+tD = () + Alp
» Conditions aux limites explicites
» Calcul de l'erreur de convergence
End for

= A b

(Eq. 4.23). Elle peut de ce fait étre calculée une seule fois au début de la boucle itérative pseudo-temporelle puis
stockée en tenant compte des conditions aux limites. Bien que la matrice soit une matrice réelle, le probléme est
un probléme a inconnues complexes. Pour résoudre ce type de probléme, nous réorganisons les bases de Krylov
afin que celles-ci soient des bases réelles' comme le font Campobasso et Giles [14]. Néanmoins, la minimisation
de I'algorithme GMRes (Eq. 2.46) ne porte pas distinctement sur la partie réelle et la partie imaginaire mais sur
le vecteur global (Eq. 4.27).

Le vecteur d’initialisation de la boucle itérative de Krylov & chaque itération pseudo-temporelle est le vecteur nul.
La sortie est toujours dictée par une combinaison de deux paramétres en fixant le nombre maximal d’itérations
GMRes et en définissant une diminution de résidus. Nous avons préféré cette combinaison avec une régulation
auto-adaptative car cela permet de ne pas sur-résoudre le probléme et ainsi d’augmenter le temps de calcul
inutilement [95]. Pour cela, nous définissons comme diminution un rapport ry.es maximal entre les résidus d’entrée
et de sortie de la boucle de Krylov :

o [Aaa" - 5" + 5 [Aan, 8] |
T[]+

. (4.27)

et limitons a 100 les itérations GMRes par itération pseudo-temporelle.

De plus, 'expérience acquise nous permet de considérer seulement un préconditionnement 1LUO. Nous pouvons
d’ores et déja noter que quel que soit le rapport r..s demandé, ’algorithme pseudo-Newton-GMRes avec un
préconditionnement 1LUO (GMRes ptm) requiert toujours moins de 100 itérations GMRes pour converger.

INous décomposons le i® vecteur complexe de la base de Krylov v, de fagon a former une base de Krylov réelle :

R R . R T
v; = [R(0;,1),S(0,,0), - R(@;.0), S(0;.,)]
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Algorithme 12 Schéma de la résolution des équations Navier-Stokes linéarisées par I’algorithme GMRes _ptm

e Initialisation du vecteur résidu : w( = 0.
e Calcul du pas de temps local : At; ;i
e Calcul de la matrice implicite et multiplication par la matrice des conditions aux limites :

J
J+ Atiyjﬁk 0 <8_£)

A — B¢ o

e Calcul du préconditionnement : M <= 1L.U0 [A]
For n=1,2,..., jusqu’a convergence Do :
e Phase explicite
» Calcul des résidus : b < [iwlltﬁ" +1g (“ro, 1&("))}
At; 5k
1+ dwi At gk
" e AL b

» Calcul du pas de temps local : At ;<=
» Multiplication par le pas de temps local : é p "
e Phase implicite

(n) 5 (n)

< belb

]
» Séparation du vecteur a droite en partie réelle et partie imaginaire : 1_75") — %[ﬁ(n)] ; l_)é") — S[ﬁ(n)

» Résolution du systéme linéaire par I'algorithme GMRes : AM ™M (Alroy, Alty) = (b7, b3)
» Reconstitution du vecteur solution : Altp <— (Alml, Almg)
e Mise a jour pour l'itération suivante
» Mise a jour de la solution : o+ =1 p(™) 4 Alp
» Conditions aux limites explicites
» Calcul de l'erreur de convergence
End for

» Multiplication par la matrice des conditions aux limites : é

]

4.4 Démonstrateur 2-D : tuyére symétrique de Deléry

La méthode de résolution des équations de Navier-Stokes linéarisées et harmoniques en temps avec une résolution
GMRes_ ptm a été testée et validée dans le cas de la tuyére symérique de Deléry et al. [32]. Quels que soient les
tests réalisés, les conditions de perturbation sont identiques. Nous avons choisi une perturbation aval de pression
de 180 Hz avec une amplitude |'D,| = 2000 Pa et un déphasage de £ 5, = —60°. Cette fréquence est prise en
exemple, elle n’a aucun rapport physique avec une quelconque dimension de la tuyére qui nous situerait proche
d’une fréquence de résonance. I’amplitude de la perturbation de pression a été choisie car elle est faible par
rapport aux niveaux de pression présente dans la tuyére (|'7,| est inférieure & 10 % de la pression minimale).
Elle correspond au niveau de perturbation de pression aval dans des installations expérimentales de ce type
[109].

4.4.1 Validation de la méthode GMRes ptm pour une linéarisation autour d’un
écoulement stationnaire subsonique

Pour la résolution des équations linéarisées et harmoniques en temps dans le cas subsonique, aucune modification
n’est & apporter a la géométrie de la tuyére. Le champ stationnaire utilisé autour duquel sont résolues ces
équations est le champ issu de la résolution GMRes ILUO(CFL=50,7es=1) sur un maillage 301x121.

Validation de la résolution GMRes ptm

La figure 4.1 présente les évolutions des perturbations des quatre grandeurs aérodynamiques pour la résolution
GMRes  ptm(CFL—100, e —500). L’ensemble des perturbations sont symétriques et se propagent de I'aval a
I’amont de la tuyére. Alors que la per‘rurbatlon de pression est presque monodimensionnelle, les perturbations
des trois autres variables non conservatives (p7 u et v) sont, elles, perturbées par les couches llmltes particulié-
rement les pertubations des deux composantes de la vitesse.
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FiG. 4.1 Evolution des modules des fluctuations des quatre grandeurs non conservatives (|'p|, |*u|, ['7] et
|'D|) ainsi que du déphasage de pression (R['D] et S['p]) pour une perturbation aval de pression de fréquence
de 180 Hz, de module |'p,| = 2000 Pa et de déphasage de Z Py, = —60° dans la tuyére symétrique de Deléry

[32] autour d’un écoulement stationnaire subsonique pour une résolution GMRes ptm(CFL=100, r..s=500)

N’ayant pas de résultats expérimentaux instationnaires pour cette configuration, la validation de la résolution
GMRes ptm est réalisée en comparaison avec la résolution Ar-ADI développée par Haugeard [63], Imhof [69] et
Chassaing [17], [21]. La figure (4.2) compare les évolutions du module et le déphasage de la pression le long
de 'axe de symétrie et des parois supérieure et inférieure de la tuyére pour les trois calculs Ar-aADI(CFL—20),
GMRes_ ptm(CFL=20, 7.s=50) et GMRes_ptm(CFL=100, 7.6 =500). Les autres grandeurs aérodynamiques p,
u et 10 sont comparées en annexe (¢f. annexe B). Nous remarquons que pour la résolution GMRes ptm ni le
pas de temps ni la diminution des résidus a chaque itération pseudo-temporelle 7. n’influencent les résultats
aérodynamiques. De plus, les perturbations de chaque variable sont identiques quelle que soit la méthode de
résolution AF-ADI ou GMRes_ptm. L’erreur relative maximale est calculée au centre de tuyére pour la pertur-

bation de vitesse 17 et est de 1.6 %.

Un parameétre important pouvant étre calculé par ces équations est le coefficient de D’effort engendré par la
force de pression instationnaire sur les parois. Ces coefficients sont utilisés lors d’études aéroélastiques [17] pour
calculer les effets liés a la vibration d’une aube ou d’une aile et de savoir si cette vibration va étre amplifiée ou
amortie par la structure. Il est donc intéressant de comparer les intégrales de ’harmonique de pression [63], [69]
et [17] sur les parois inférieure et supérieure :

11& _ ~ 112 .
o = plx,y) (2= N p,y) (2= (4.28)
1= pPp 12
0 | p2| T2 — 1 j=1 0 | p2| T2 —T1 j=Nj

La comparaison entre les forces de pression instationnaires issues de différents calculs est réalisée dans le
tableau (4.1).
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AF-ADI(CFL=20)
_______ GMRes_ptm(CFL=20,7,s=50)
ve v e e GMRes_ptm(CFL=100,7,¢=500)

Axe Paroi inférieure Paroi supérieure
4000 4000 T T T T T 4000 T T T T
= =
3000 £ 3000 £ | 3000
2000 41 2000 =1 2000
1000 1000 1000
0 R S S R 0 R S S R 0
01 0 01 02 03 04 05 01 0 01 02 03 04 05 -0.1
_— _—
z (m) z (m)
3000 3000 3000
o
2000 2000 5 2000
1000 1000 g=| 1000
0 0 = 0
-1000 -1000 -1000
-2000 ' -2000 — ' -2000 — '
-0 01 0 01 02 03 04 05 01 0 01 02 03 04 05

4000
3000
2000
1000
0
-1000

_2000 1 1 1 1 1
01 0 01 02 03 04 05 01 0 01 02 03 04 05 01 0 01 02 03 04 05

x (m) x (m) r (m)

Fi1G. 4.2 Comparaison de I’évolution du module |'7| et de la phase (R['7] et 3['p]) de la perturbation de pression
pour les résolutions AF-ADI(CFL—20), GMRes_ptm (CFL—20, res—50) et GMRes  ptm(CFL—100, 75 —500) a I’axe
et sur les parois inférieure et supérieure de la tuyére de Délery [32] pour une perturbation aval de pression de
fréquence de 180 Hz, de module |'p,| = 2000 Pa et de déphasage de / p, = —60° autour d'un écoulement

stationnaire subsonlque.

i Ocures = Car
ot r(10) = —2% AT 22 est le rapport entre le coefficient de pression d'une résolution par méthode de

. 10”,"“3‘ . .. ., L. o
Krylov et celui de la résolution par factorisation approchée. Nous pouvons de nouveau vérifier la symétrie entre

les parois inférieure et supérieure de ce coefficient pour les deux méthodes de résolution, cela quel que soit le
pas de temps. Tous les calculs GMRes _ptm convergent vers la méme valeur de coefficient de pression de 0.43 et
la différence avec la méthode AF-ADI, est de 2.65 %.
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Méthode de résolution  CFL  7res | 'Clower | 7(*Clower) X 100 | 'Cupper | 7(*Cupper) X 100
AF-ADI 20 - 0.41791 - 0.41790 -
GMRes_ptm 20 10 | 0.42897 2.648 0.42896 2.648
GMRes_ptm 20 50 | 0.42896 2.648 0.42896 2.648
GMRes_ ptm 100 50 | 0.42894 2.647 0.42894 2.647

TaB. 4.1 Comparaison des coefficients des forces aérodynamiques pour les deux méthodes de résolution autour
d’un écoulement stationnaire subsonique

Comparaison de la vitesse de convergence

Si le CFL est supérieur & 20, les pas de temps sont trop importants pour une résolution AF-ADI et entrainent
des instabilités numériques. La vitesse de convergence des deux méthodes de résolution a été comparée pour un
CFL — 20 (Fig. 4.3). Sur la figure (4.3(a)-(d)) est comparée la convergence de la fluctuation globale des variables
conservatives ey p :

_ ||1‘{’(n+1) — lt{’(n)HZ 1o, 1202 (1232 4 12 1 L (2
exrr = logio | 1= ] SES [| 2+ GO+ "GO + | Bh - D2 (4.29)
ijk

en fonction du nombre d’itérations pseudo-temporelles et du temps CcpuU pour les deux types de résolution et
trois rapports res = 10, 50 et 100. Avec une diminution faible des résidus par itération pseudo-temporelle
GMRes_ ptm(CFL=20, rs=10), le temps de résolution par itération est faible. La majeure partie de la conver-
gence est réalisée en peu d’itérations de Krylov grace au préconditionnement. En revanche, la convergence
globale du processus pseudo-newtonien de résolution des équations linéarisées et harmoniques en temps est, lui,
trés lent, que ce soit en fonction du nombre d’itérations pseudo-temporelles (Fig. 4.3(a)) ou du temps cpu (Fig.
4.3(d)). Si nous augmentons la diminution des résidus GMRes _ptm(CFL=20, r.,s=50-100), nous avons besoin
de 3500 itérations pseudo-temporelles pour converger au lieu de 3000 itérations pour une résolution AF-ADI,
soit 14 % en plus (Fig. 4.3(a)). En revanche, une itération GMRes étant plus rapide qu’une itération AF-ADI, la
convergence est atteinte en un temps CpU identique (Fig. 4.3(d)).

Les valeurs numériques entre les quatre variables perturbées conservatives étant numériquement trés différentes
(Fig. 4.1), la convergence temporelle pourrait étre réalisée seulement pour les fluctuations les plus importantes
en valeur absolue mais pas pour les autres grandeurs. Nous avons donc aussi isolé la convergence de la variable
perturbation numériquement la plus petite, c’est-a-dire la masse volumique.

(") — (%)™
(I*pl2)m

Nous voyons que la perturbation de la masse volumique converge aussi jusqu’a la précision machine, soit une

réduction de 16 ordres de grandeur (Fig. 4.3(a)-(e)) avec un temps CPU et un nombre d’itérations identique aux

résidus globaux. C’est-a-dire qu’avec ce préconditionnement 1LUO et malgré la grande disparité des valeurs numeé-

riques entre les différentes variables aérodynamiques, avec un pas de temps identique, l’algorithme GMRes ptm
converge & la méme vitesse que pour une résolution AF_ADIL

(4.30)

ep =

Une autre variable nous permettant de juger de la qualité de la convergence est la fluctuation de débit a I’aval de
la tuyére entre I’écoulement stationnaire et I’écoulement perturbé. Cette fluctuation est calculée sur la surface
située a 10 points avant la sortie du domaine.

agi = [ sy (4.31)

Nous observons deux niveaux de plateau de convergence pour le débit. Un premier plateau & 12,16 x 1073 kgm 25!
pour la résolution par factorisation approchée et la résolution GMRes_ptm(CFL=20, 75=10). Pour les deux
autres résolutions GMRes _ptm(CFL=20,7,¢s=50-100), nous avons un plateau légérement plus haut situé a 12,21 x =3 kgm2s
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soit une différence de 0.4 % (Fig. 4.3(c)-(f)). Cette petite différence est sans doute liée au niveau de conver-
gence & chaque itération pseudo-temporelle du processus pseudo-newtonien. Dans le cas d’une réduction plus
importante des résidus avec les itérations de Krylov, la solution résultant du processus GMRes est plus proche
de la solution exacte. Nous pouvons donc avoir de légéres fluctuations dans les valeurs des résidus donc dans la
fluctuation de débit.

AF-ADI (CFL = 20)

------- GMRes_ptm (CFL = 20, 75 = 10)
-------- GMRes_ptm (CFL = 20, 165 = 50)
GMRes_ptm (CFL = 20, 7 = 100)
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FiG. 4.3 — Comparaison de la convergence des résidus globaux ey, de la fluctuation de la masse volumique
e, et de la variation de débit A(7i) en fonction du nombre d’itérations et du temps CcpuU pour la méthode
AF-ADI(CFL=20) et GMRes_ ptm(CFL—20, 7pes—10-50-100) autour d’un écoulement stationnaire subsonique

Influence du CrL

Alors que pour une résolution AF-ADI, les erreurs numériques liées a la non résolution exacte du systéme linéaire
limite le CFL & 20, pour une résolution de Krylov, les erreurs de résolution étant plus faibles, le CFL peut étre
augmenté jusqu’a 100. Avec une augmentation du CFL, le probléme pseudo-temporel est moins bien conditionné.
Afin de converger, le nombre d’itérations GMRes maximal est toujours fixé & 100 mais le rapport 7. entre les
résidus de sortie et d’entrée de boucle de Krylov est augmenté. Alors que pour un CFL de 20 le rapport minimal
est de 10, pour un CFL de 50 il est de 20 et pour un CFL de 100 il est de 500. Avec les simplifications réalisées lors
du calcul de la matrice, nous ne pouvons pas augmenter plus le pas de temps (rayon spectral pour les thermes
visqueux, discrétisation au premier ordre des flux convectifs et pas de temps réel).

En augmentant le CFL, nous nous rapprochons d’un processus itératif pseudo-temporel newtonien et réduisons
le nombre d’itérations & convergence aussi bien pour les résidus globaux ep;p (Fig. 4.4(a)) que pour les résidus
isolant la fluctuation de masse volumique e, (Fig. 4.4(b)). Alors que la résolution GMRes_ ptm(CFL=20,7r.cs=>50)
requiert 3500 itérations pseudo-temporelles pour converger, la résolution GMRes _ptm(CFL=50,r,¢s=50) requiert
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2500 itérations pseudo-temporelles, soit un gain de 28 % et la résolution GMRes ptm(CFL—100,rs—500) re-
quiert plus que 1000 itérations pseudo-temporelles, soit un gain de 71 %. De méme, pour les deux résolutions
GMRes_ ptm(CFL=50,r..s=50) et GMRes_ptm(CFL=100,7..s=500), le gain en nombre d’itérations est respecti-
vement de 16 % et 66 % par rapport a la résolution AF-ADI(CFL—20) (Fig. 4.4(a)-(b)). Le gain en temps de
calcul est moins important. En augmentant le pas de temps, la matrice de discrétisation pseudo-temporelle est
moins bien conditionnée et demande plus d’itérations GMRes pour obtenir le rapport r..s demandé. La résolution
GMRes_ ptm(CFL=20,r.,s=50) converge en 40 minutes (Fig. 4.4(d)), la résolution GMRes_ptm(CFL=50,r¢s=50)
converge en 20 minutes, soit un gain de temps de 50 %, et la résolution GMRes _ptm(CFL=100,r,.s=500) converge
en 16 minutes, soit un gain de temps de 60 %.

AF-ADI (CFL = 20)

------- GMRes_ptm (CFL = 20, 76 = 50)
-------- GMRes_ptm (CFL = 50, 7 = 50)

- GMRes_ptm (CFL = 100, s = 500)
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FiG. 4.4 — Comparaison de la convergence des résidus globaux e, de la fluctuation de la masse volumique
e, et de la variation de débit A(rh) en fonction du nombre d’itérations et du temps CPU pour la méthode AF-
ADI(CFL—20) et GMRes_ ptm(CFL—20-50-100, ryes—50-50-500) autour d’un écoulement stationnaire subsonique

4.4.2 Validation de la méthode GMRes ptm et comparaison de la convergence
autour d’un écoulement stationnaire transsonique

Les calculs stationnaires autour desquels ont été résolues les équations linéarisées et harmoniques en temps dans
le cas transsonique sont deux maillages qui différent par leur nombre de points dans la direction 7. Le premier
calcul stationnaire est issu d’un maillage Ni x Nj = 401 x 101, soit un maillage lache dans la direction 7.
Les conditions aux limites sont les conditions aux limites de 1’écoulement transsonique précédent (Tab. 3.4). Le
nombre de points Nj selon y de ce calcul est trop faible pour étre convergé en maillage, mais nous permet de
réaliser une premiére étude de validation de notre méthode de résolution pseudo-Newton-GMRes autour d’un
écoulement transsonique. Le second maillage Ni x Nj = 401 x 201 est considéré comme convergé en maillage
pour le calcul stationnaire. Les champs stationnaires sont issus de résolutions GMRes ILUO(CFL=50, rpes=2).
Une perturbation ne pouvant « remonter » A travers un écoulement supersonique, la tuyére de Délery [32] a
été coupée afin de supprimer le second col et les calculs linéarisés ont été réalisés sur des maillages Grid_ A :
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Nix Nj=301x 101 et Grid B : Ni x Nj = 301 x 201.

Validation de la résolution GMRes ptm en transsonique

L’écoulement stationnaire étant transsonique, hors des couches limites, la perturbation de pression se propage
de ’aval de la tuyére vers l'amont et les fluctuations des grandeurs thermodynamiques sont nulles & I'amont du
choc (Fig. 4.5). Tout comme pour la résolution des équations linéarisées dans le cas subsonique, malgré les hauts
niveaux et la grande disparité des valeurs numériques des fluctuations, les symétries axiales des perturbations
des grandeurs thermodynamiques sont préservées avec une résolution GMRes. La présence de l'onde de choc est
située par la présence des gradients les plus importants. Malgré le faible nombre de points dans la direction
normale & la paroi, la structure de I’onde de choc en lambda se détache avec sa partie droite et sa partie oblique.

Comme nous 'avons vu au chapitre précédent, I'interaction entre 'onde de choc et la couche limite (Fig. 3.9)
crée une importante zone de recirculation dans la partie divergente de la tuyére. Cette zone de recirculation ne
perturbe pas la fluctuation de pression puisque dans une couche limite la variation de pression moyenne normale
a la paroi est nulle. En revanche, au pied de 'onde de choc oblique, la variation de la vitesse est imporante

(Fig. 4.5(e)-(£)).

La comparaison entre les évolutions des fluctuations de pression le long de ’axe et des parois entre les calculs, par
factorisation approchée et par méthode de Krylov, donnent des résultats satisfaisants (Fig. 4.6). Ces fluctuations
se propagent seulement jusqu’a l’'onde de choc, cela quelle que soit la méthode de résolution utilisée. La résolution
de Krylov rend bien compte de cette rupture de pente. Les niveaux atteints par le module de la fluctuation
de pression au niveau du choc, autant a I'axe que sur les parois, sont identiques. La seule différence notable se
trouve dans la fluctuation de la partie imaginaire a ’axe de la tuyére. Il est & noter que les résultats présentés ici
issus des résolutions GMRes ptm sont représentatifs de tous les calculs effectués avec une résolution de Krylov.
Une comparaison pour les trois autres grandeurs est donnée en annexe (cf. annexe B).

Comme dans le cas précédent, nous pouvons comparer les coefficients des efforts instationnaires de pression
aérodynamique (Eq. 4.28). Dans le tableau 4.2 sont donnés différents coefficients de pression pour les deux
méthodes de résolution sur le maillage Grid A Ni x Nj = 301 x 101 et différents pas de temps. Malgré
les différences au niveau local du niveau de perturbation de pression, les coefficients résultant des calculs par
méthode de Krylov et celui résultant du calcul par factorisation approchée n’ont qu’une petite différence de
2.6 %. Tous les coeffcients issus d’un calcul GMRes_ptm convergent vers la valeur identique de 0.438. Nous
pouvons de plus vérifier la symétrie de la solution avec la résolution par méthode de Krylov.

Méthode de résolution  CFL  7ves | 'Clower | A(*Clower) X 100 | 1Cupper | A(*Cupper) X 100
AF-ADI 20 - 0.42653 - 0.42653 -
GMRes_ptm 20 10 | 0.43765 2.608 0.43765 2.608
GMRes_ ptm 20 50 | 0.43765 2.608 0.43765 2.608
GMRes_ ptm 50 50 | 0.43765 2.608 0.43765 2.608
GMRes_ ptm 100 100 | 0.43765 2.608 0.43765 2.608

TaB. 4.2 Comparaison des coefficients des forces aérodynamiques pour les deux méthodes de résolution autour
d’un écoulement stationnaire transsonique

Comparaison de la vitesse de convergence

Comme dans le cas du calcul subsonique, le pas de temps maximal pour une résolution AF-ADI est obtenu avec
un CFL — 20. Nous avons donc réalisé plusieurs tests de résolution avec un CrL — 20 pour les deux méthodes.
Quel que soit, le rapport rs pour les résolutions GMRes _ptm(CFL=20, 75 = 10, 50 ou 100), la convergence
est obtenue en 7000 itérations pseudo-temporelles (Figs. 4.7(a)-(b)). La convergence est aussi obtenue en 7000
itérations avec une résolution AF-ADI. Nous n’avons donc pas de gain en nombre d’itérations par une résolution
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FiG. 45 Evolution des modules des fluctuations des quatre grandeurs non conservatives (|'p|, |*u|, ['] et
|'D|) ainsi que du déphasage de pression (R['D] et S['p]) pour une perturbation aval de pression de fréquence
de 180 Hz, de module |'p,| = 2000 Pa et de déphasage de Z Py, = —60° dans la tuyére symétrique de Deléry

[32] autour d’un écoulement stationnaire transsonique pour une résolution GMRes ptm(CFL=100, r..s=100)

de Krylov avec un CFL identique.

Le temps CPU a convergence est d’une heure pour les calculs AF-ADI(CFL—20) et GMRes ptm(CFL—20, ryes—10)
(Fig. 4.7(d)-(e)). Mais lorsque le facteur de réduction rpes augmente (ryes — 50 ou 100) avec un pas de temps iden-
tique, le calcul converge en une heure et demie. Cette augmentation de 50 % de temps cpPU est liée au nombre
d’itérations de Krylov par itération pseudo-temporelle. Alors que pour une résolution GMRes_ptm(CFL=20,
rres=10), le processus de Krylov atteint la diminution des résidus demandée en une moyenne de cinq itérations,
pour les deux autres facteurs de réduction, chaque itération pseudo-temporelle requiert en moyenne dix itéra-
tions de Krylov.

L’écoulement étant transsonique, la tuyére est dite « amorcée » . C’est-a-dire qu’au col la vitesse du fluide est la
vitesse sonique. Le débit est donc fixé et cela quelle que soit la fluctuation de pression a I'aval de I’écoulement.
Nous avons une fluctuation de débit, liée sans doute aux erreurs numériques, de 1.09 x 10~2m3s~! avec une
résolution par factorisation approchée et de 1.12 x 1072m3s~! avec une résolution GMRes quelle que soit la
diminution des résidus, soit une différence de 0.03 % par rapport au débit initial.

Influence du CrL

Gréace a une meilleure résolution du probléme & chaque itération pseudo-temporelle, nous pouvons augmenter
le pas de temps. Le CFL maximal ayant permis & un calcul de converger pour une résolution GMRes ptm est de
100, soit une multiplication par cinq du pas de temps par rapport & une résolution AF-ADI. Pour cela, nous avons
augmenté la réduction des résidus a chaque itération pseudo-temporelle. La diminution minimale des résidus
rres pour l'utilisation d’un CFL de 50 est de 50 et pour une CFL de 100 elle est de 100. Comme précédemment,
les simplifications pour le calcul de la matrice jacobienne limitent le pas de temps.
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Fig. 4.7 Comparaison de la convergence des résidus globaux e, de la fluctuation de la masse volumique
e, et de la variation de débit A(7h) en fonction du nombre d’itérations et du temps CpuU pour la méthode
AF-ADI(CFL=20) et GMRes_ptm(CFL=20, 7es=10-50-100) autour d’un écoulement stationnaire transsonique

Alors que pour la résolution Ar-ADI(CFL—20) le calcul converge en 7000 itérations, en augmentant le pas de
temps, nous réduisons le nombre d’itérations pseudo-temporelles & 4500 avec une résolution GMRes ptm(CFL—50,
rres=50) et & 1800 pour la résolution GMRes_ptm(CFL=100, rs=100). Nous avons donc un gain de 75 % en
termes de nombre d’itérations nécessaires a convergence. Comme toujours, en augmentant le pas de temps, la
matrice implicite est moins bien conditionnée et afin d’obtenir la réduction des résidus rye il y a plus d’itérations
de Krylov. Le gain en temps est donc moins important que le gain en nombre d’itérations. Le gain en temps
CPU n’est pas significatif avec un CrL de 50, le calcul converge en 58 minutes au lieu de 61 par rapport & une
résolution AF-ADI. Avec un CFL de 100, en revanche, le calcul converge en 45 minutes, soit un gain de 25 % de
temps CPU.

Quel que soit le pas de temps employé, avec une résolution AF-ADI, nous avons une perturbation de débit iden-
tique de 1.12 x 10~ 3m3s~! légérement supérieure & une résolution par factorisation.

En comparaison avec la convergence des calculs des équations de Navier-Stokes linéarisées autour d’un écoule-
ment subsonique, la réduction des résidus 7., n’est pas aussi importante pour la vitesse de convergence. Alors
qu’en ajustant au mieux ce facteur de réduction nous obtenons une convergence bien plus rapide dans le cas
d’un écoulement stationnaire subsonique, avec un écoulement stationnaire transsonique, ce facteur n’influence
pas particuliérement la vitesse de convergence. Cela est sans doute lié a la physique de ’écoulement stationnaire
et a la propagation de la perturbation. Alors que dans le cas subsonique, la perturbation se propage de la sortie
a 'entrée de la tuyére, dans le cas d’un calcul transsonique, la perturbation est bloquée par la présence de I'onde
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Fig. 4.8 Comparaison de la convergence des résidus globaux e, de la fluctuation de la masse volumique
e, et de la variation de débit A(rh) en fonction du nombre d’itérations et du temps CPU pour la méthode AF-
ADI(CFL=20) et GMRes_ ptm(CFL=20-50-100, 7¢s=50-50-500) autour d’un écoulement stationnaire transsonique

de choc. Donc dans le cas subsonique, plus il y a d’itérations de Krylov, plus la perturbation est propagée vers
I’aval de la tuyére et plus le processus pseudo-temporel converge rapidement.

Mise en évidence du probléme de stabilité

Dans sa thése, lors d’une étude de convergence en maillage, Chassaing [17] observe qu’en raffinant le maillage
dans les directions perpendiculaires aux parois, donc en augmentant le facteur de forme des mailles, lorsque
I’écoulement stationnaire présente une onde de choc qui induit un décollement important de la couche limite,
la résolution des équations de Navier-Stokes linéarisées et harmoniques en temps diverge lorsqu’elles sont réso-
lues par un processus pseudo-time-marching avec une résolution par factorisation approchée. Nous avons donc
testé notre méthode de résolution pseudo-Newton-GMRes sur un maillage plus raffiné proche paroi noté Grid B
(Nix Nj =301 x 201) dont les résultats stationnaires sont issus du calcul GMRes ILUO(CFL=50, 7res=1) pré-
sentés au chapitre précédent (c¢f. § 3.5.3) ol nous avons de nouveau tronqué le second col. Il est important
de noter que cette divergence est seulement rencontrée dans notre cas, lors de la résolution des équations de
Navier-Stokes linéarisées au troisiéme ordre. Nous n’avons jamais constaté de divergence dans le cas de la ré-
solution des équations d’Euler linéarisées ou des équations de Navier-Stokes linéarisées au premier ordre [17].
Remarquons que Morris et al. [2], [113] rapportent des instabilités numériques pour la résolution des équations
d’Euler linéarisées lies aux ondes de Kelvin-Helmholtz. Des problémes de stabilité ont aussi été décrits par
Campobasso et Giles [14], [15] et [29] pour la résolution des équations de Navier-Stokes linéarisées au second
ordre avec une décomposition des flux de Jameson [70] et une résolution du type point fixe.

Dans la figure (Fig. 4.8(a)-(c)) sont tracées les évolutions des résidus globaux ey, des résidus de la masse
volumique e, et de la variation de débit A(r) pour trois résolutions AF-ADI(CFL=5, 10 et 20). Quel que soit
le CFL, aucun des calculs ne converge. Les résidus globaux stagnent entre —3 pour un CFL de 20 et —3.5 pour
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un CFL de 5 (Fig. 4.8(a)). De méme, les résidus de la masse volumique aprés un pic stagnent autour de —3.4
(Fig. 4.8(b)). En revanche, aprés un nombre d’itérations temporelles fonction du pas de temps, les fluctuations
de débit croissent sans parvenir & se stabiliser (Fig. 4.8(c)).

Sur la méme figure (Fig. 4.9(d)-(1)) sont tracées les évolutions de convergence des trois variables précédentes,
résidus globaux ey, les résidus de la masse volumique e, et la variation de débit A(7i) pour une résolution
GMRes__ptm avec trois différents pas de temps (CFL=5, 10 et 20) et trois rapports rres (rres=10, 100 et 1000).
Nous voyons que quels que soient les paramétres utilisés, les calculs ne convergent pas. Les résidus des fluctuations
globales et de la masse volumique stagnent et le débit ne parvient pas non plus a se stabiliser. Une résolution
plus précise du systéme & chaque pas de temps ne permet donc pas de supprimer les instabilités de convergence.

L’évolution de la fluctuation de la pression pour la résolution AF-ADI(CFL=20) au cours des itérations temporelles
est présentée dans la figure 4.10. Cette évolution est significative et peut étre reproduite pour tous les autres
calculs AF-ADI(CFL=5-10) et GMRes__ptm(CFL=5-10-20, r,es=10, 100, 1000). Nous observons une montée du pic
de pression au niveau de ’onde de choc au fur et & mesure des itérations. A I'avant de ce pic se forme une bulle
de pression qui croit en méme temps que le pic augmente. L’évolution de la fluctuation de pression montre que
les résidus passent sans doute par la solution mais ne parviennent pas a se stabiliser.
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FiG. 4.9 — Comparaison de la convergence des résidus globaux e, de la fluctuation de la masse volumique
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FiG. 4.10 — Comparaison de I'évolution du module |'p| et de la phase (R['D] et I['D]) de la perturbation de
pression pour la résolution AF-ADI(CFL=20) & trois itérations temporelles 2000, 3000 et 4000 & I’axe et sur les
parois inférieure et supérieure de la tuyére de Délery [32] pour une perturbation aval de pression de fréquence
de 180 Hz, de module |'p,| =2 2000 Pa et de déphasage de / p, = —60° autour d’un écoulement stationnaire
transsonique
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4.5 Conclusions

Nous avons, dans ce chapitre, développé une méthode de résolution pseudo-temporelle avec une résolution GMRes
a chaque pas de temps. Le but de ce développement était d’accélérer la résolution des équations de Navier-
Stokes linéarisées et harmoniques en temps par rapport & une résolution AF-ADI. Les gains ont été réalisés
autant en nombre d’itérations pseudo-temporelles qu’en temps CPU pour une linéarisation autour d’écoulements
stationnaires haut subsonique et transsonique. Ces gains sont liés en particulier & I'augmentation de la limite
de stabilité du pas de temps grace & une meilleure résolution du systéme linéaire a chaque itération pseudo-
temporelle. Malheureusement, notre algorithme ne nous a pas permis de lever les problémes de stabilité déja
rencontrés avec une résolution AF-ADI.
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Chapitre 5

Equations de Navier-Stokes linéarisées et
harmoniques en temps résolues sans
introduction d’un pseudo-pas de temps

Nous avons souligné au chapitre précédent 'intérét de 1'utilisation des équations de Navier-Stokes linéarisées
et harmoniques en temps pour la prédiction d’écoulements instationnaires de faibles amplitudes. Nous avons
aussi mis en exergue une limite de I'utilisation de ces équations lorsque I’écoulement stationnaire est caractérisé
par de forts effets non linéaires (onde de choc, décollement ... ) et le fait que le systéme était résolu par une
méthode d’avancement pseudo-temporelle. Par ailleurs, nous avons constaté que ’apparition de cette instabilité
numérique était conditionnée par le raffinement du maillage proche des parois indispensable pour la capture des
structures turbulentes.

Morris et al. [2, 113], dans le cas d’un modéle simplifié¢ de perturbation harmonique de la pression issu de
la linéarisation des équations d’Euler, utilisé pour I’étude de la propagation de sources acoustiques dans un
écoulement non homogeéne (couche de mélange : présence de point d’inflection), montrent que ces instabilités
numériques liées aux ondes de Kelvin-Helmholtz, présentes au sein méme de la solution stationnaire, se propagent
lors d’une résolution pseudo-temporelle au fur et & mesure du processus itératif. Afin de remédier & ce probléme
de convergence, ils proposent une nouvelle méthode de résolution directe de leur probléme par une factorisation
LU_bande [2, 113].

Des problémes de convergence ont aussi été décrits par Campobasso et Giles pour la résolution des équations de
Navier-Stokes linéarisées [14, 15, 29] dans le cadre de problémes d’aéroélasticité pour un profil de turbine avec
un important décollement au bord d’attaque et ainsi que dans le cas d’une soufflante avec de forts décollements
en pied. Ils montrent que ces instabilités sont liées & des valeurs propres de la matrice préconditionnée dont
le module est supérieur a I'unité. Pour résoudre ce probléme de stabilité, Campobasso et Giles [15] proposent
d’utiliser une méthode de résolution pseudo-temporelle des équations de Navier-Stokes linéarisées couplée a une
méthode Recurcive Projection Method [125], qui permet d’annuler les valeurs propres dont le module est le plus
important. Ils proposent aussi de supprimer la méthode itérative de type points fixes en utilisant une résolution
GMRes toujours préconditionnée par des itérations de Runge-Kutta couplées avec des itérations multigrilles
[14, 29]. L’inconvénient majeur de leur approche réside dans le fait que leur algorithme GMRes est initialisé
par un premier calcul du type Runge-Kutta avant la divergence de celui-ci [14, 29]. Leur résolution est donc
réalisée en deux temps, ce qui n’est pas compatible avec un algorithme utilisable de maniére intensive car une
intervention extérieure est nécessaire afin d’initialiser et de stabiliser la procédure.

5.1 Affranchissement de l'intégration temporelle
Pour essayer de résoudre ce probléme de stabilité des équations de Navier-Stokes linéarisées et harmoniques

en temps avec une discrétisation au troisiéme ordre, nous proposons de s’affranchir de la résolution pseudo-
temporelle du systéme linéaire. Le systéme linéaire a résoudre est donc un systéme linéaire complexe qui peut

77
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() o () Ve s o

oil A est une matrice complexe par sa diagonale dont la partie réelle est la discrétisation des flux convectifs au
troisiéme ordre et des flux visqueux au second ordre et é est un vecteur nul avant 'introduction des conditions
aux limites. Ce systéme linéaire peut étre résolu de plusieurs fagons. Si nous désirons procéder comme Morris et
al. [2] [113] en résolvant par factorisation LU, il est nécessaire de stocker au minimum la bande de la matrice, soit
4x Nix Nj(1+8x (2xmin(Ni, Nj)+ 1)) nombres complexes dans un cas bidimensionnel sur un maillage
structuré. Nous voyons immédiatement que cela est aujourd’hui presque inapplicable dans le cas de calculs
tridimensionnels. L’espace mémoire nécessaire au stockage de la bande des éléments non nuls de la matrice est
bien supérieur aux moyens actuellement disponibles, sauf peut étre avec du massivement paralléle. Nous avons
donc décidé d’utiliser un algorithme de Krylov pour résoudre ce systéme linéaire complexe.

s’écrire comme ci-dessous :

BC {iw + div

5.1.1 Algorithme de Krylov pour un probléme complexe

Plusieurs méthodes sont possibles pour développer une méthode de Krylov dans le cas d’un probléme complexe.
Le probléme peut étre résolu directement sous sa forme complexe, ou alors il est possible de décomposer ce
dernier en un seul probléme réel ot les parties réelles et les parties imaginaires du vecteur solution sont résolues
comme deux inconnues distinctes.

Lors d’une étude bibliographique non exhaustive, nous n’avons trouvé qu’une seule variante de 1’algorithme
GMRes, qui est étendue directement & des résolutions de systémes linéaires complexes [41]. En plus de la définition
des produits scalaires en produits conjugués, la modification principale concerne la procédure des rotations de
Givens (Eq. 2.45). Ces rotations doivent étre définies pour des variables complexes, de fagon & annuler I’élément
sous-diagonal de chaque colonne de la matrice H issue de la factorisation QR (Al 5). Frayssé [41] définit les
rotations de Givens comme suit :

J
c —S |Zz| 2k .
o c=——— et s=c— siz;#0
G(i,j) = J avec N Zi !
S c c=0 et s=1 sinon
J

Cependant, Campobasso et Giles [14, 15] reportent des difficultés dans la vectorisation d’'un code avec un
algorithme GMRes complexe avec un compilateur FORTRAN. Selon ces auteurs, ils obtiennent une meilleure
vectorisation lorsque leur algorithme est basé sur une décomposition de leur probléme en une résolution pour
la partie réelle et une pour la partie imaginaire. De plus, forts de 'expérience obtenue dans la résolution des
équations linéarisées par méthode d’intégration pseudo-temporelle, nous avons décidé de séparer de nouveau le
probléme. Nous avons développé un algorithme GMRes qui permette de résoudre simultanément les parties réelles
et imaginaires des inconnues (couplage par les éléments diagonaux de la matrice), tout en ayant une structure
algorithmique GMRes réelle. La reconstitution de la solution complexe du probléme s’effectue seulement a la fin
du processus itératif de Krylov.

5.1.2 Préconditionnement 1LUO de la matrice complexe

Etant donné le temps de calcul du préconditionnement, il est nécessaire de stocker la matrice de précondition-
nement. Dans le cas de la transformation du probléme & valeurs complexes en probléme & valeur réelles', le

IPrenons comme exemple le cas d’un systéme complexe 2 x 2 :

ai1  —bix a2 —bi2 1 c1
ai1 +ib11 aiz +ibia } { 1 + Y1 } _ { c1 +idy } PN b1 ain bz a2 y1 | _ | & (5.2)
ag1 +ib21 a2 + ib2a T2 + iy2 co +ids az1  —b21  az2  —b2a 2 c2 -
b21 a1 b2z a2z Y2 da

ol aii, bi1, ai2, bi2, as1, ba1, azz, baa, c1, d1, c2, d2, x1, y1, x2 et y2 sont des coefficients a valeurs réelles.
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nombre d’inconnues (donc la base de Krylov) est deux fois plus important méme si l'espace mémoire nécessaire
est identique. En revanche, la matrice (donc le préconditionnement 1L.U0) requiert, elle, un espace mémoire deux
fois plus important. Ici, la structure particuliére de la matrice complexe a été utilisée pour la transformer en
matrice réelle. Dans le cas du probléme des équations de Navier-Stokes linéarisées et harmoniques en temps,
le couplage entre la partie réelle et la partie imaginaire du probléme ne se réalise que par la diagonale de la
matrice. Tous les autres éléments non nuls sont des éléments strictement réels. Or, pour le calcul de la factori-
sation incompléte 1.U0, seuls les éléments non nuls de la matrice sont nécessaires. Nous avons donc besoin de
stocker les parties imaginaires de la diagonale uniquement. En reprenant I’exemple du systéme complexe 2 x 2
précédent (Eq. 5.2) :

a1 —bi1 aie 0 T C1

a1 + ib1y a2 ] [ 1 + 1Yt } . [ c1 +idy } bin  an 0 ap i | | da
asy a2z + ibao Totiy2 | | c2 +ide as1 0 aze —ba T2 | |

0  az1 Do a2 Y2 do

(5.3)

Ainsi, grace a cette simplification, I’'espace mémoire de la matrice sous forme réelle n’est supérieur que de deux
vecteurs réels de taille Ni x Nj — 2 par rapport a la matrice stockée sous sa forme complexe.

La matrice de préconditionnement peut étre une matrice discrétisée au premier ou au troisiéme ordre. L’avantage
d’un préconditionnement au premier ordre réside bien sir dans colit mémoire relativement faible par rapport a
une matrice de préconditionnement avec une discrétisation a 'ordre 3 (respectivement 168 x Ni x Nj nombres
réels et 424 x Ni x Nj nombres réels). Cependant, la factorisation de la matrice au troisiéme ordre est une
factorisation approchée de la matrice exacte, la résolution est donc numériquement plus stable. Nous précisons
tout de suite qu’aucun calcul n’a convergé avec un préconditionnement au premier ordre. Cela est sans doute
lié au mauvais conditionnement de la matrice en particulier pour un écoulement transsonique ot les résultats
présentent une forte discontinuité.

De plus, notons que le préconditionnement par factorisation imcompléte 1LUO utilisé est calculé par le biblio-
théque SPARSEKIT [117] qui est une bibliothéque seulement écrite pour des matrices réelles.

5.1.3 Algorithme GMRes noptm pour la résolution des équations de Navier-Stokes
linéarisées et harmoniques en temps

L’algorithme GMRes a donc été étendu a la résolution des équations de Navier-Stokes linéarisées et harmo-
niques en temps sans introduction de I'intégration pseudo-temporelle (GMRes _noptm). Etant donné la taille des
matrices, le nombre d’inconnues? et le trés mauvais conditionnement du systéme linéaire, I’algorithme GMRes
demandant beaucoup d’itérations pour converger, des itérations de redémarrage sont utilisées. Néanmoins le
probléme principal de la résolution des équations de Navier-Stokes linéarisées et harmoniques en temps sans
introduction d’un pseudo-pas de temps est I’espace mémoire nécessaire.

Rappelons que lors de 'application de l'intégration temporelle dans le cas d’une résolution GMRes ptm, la
matrice, qui n’est qu'une discrétisation des flux au premier ordre, ainsi que le préconditionnement sont stockés
en mémoire. Afin de limiter ’espace mémoire dns ce cas de résolution GMRes noptm, la discrétisation des flux
au troisiéme ordre est stockée seulement pour le calcul du préconditionnement 1LUO (¢f. § 5.1.2). Le calcul du
produit matrice vecteur dans 'algorithme GMRes noptm est réalisé par une linéarisation & chaque itération de
Krylov.

Les conditions aux limites sont théoriquement incluses dans le calcul de la matrice et du vecteur a droite. La
résolution sans introduction d’un pseudo-pas de temps prend donc en compte les conditions aux limites. Mais
afin d’accélérer la convergence, avant chaque redémarrage de la procédure d’Arnoldi, les conditions aux limites

2 Avec la séparation du probléme en une résolution pour la partie réelle et pour la partie imaginaire, nous avons pour un probléme
3-D :2 x5 x Nix Njx Nk inconnues et pour un probléme 2D : 2 X 4 X Ni X Nj inconnues.
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explicites (Eqgs. 4.16-4.19) sont de nouveau imposées au vecteur résidus.

Lors de la résolution des équations linéarisées par introduction d’un pseudo-pas de temps, le vecteur résidus est
initialisé par un vecteur nul car il n’existe pas d’initialisation physique. Or les premiers tests réalisés avec une
initialisation nulle de ’algorithme GMRes noptm ne parviennent pas & propager la perturbation. Dans ce cas,
les résidus stagnent a leurs valeurs initiales quel que soit le nombre d’itérations de Krylov. Cela est sans doute
lié & l'application des conditions aux limites. Les conditions aux limites, en particulier & I’aval, imposent des
valeurs numériques de 'ordre de 1 alors que les autres valeurs numériques issues de la discrétisation des flux
sont de l'ordre de 10°. Cet écart numérique ne permet pas la propagation de la fluctuation de pression & 1’aval.
Le vecteur pourrait en théorie étre initialisé par un vecteur quelconque mais nous avons décidé d’imposer un
vecteur nul auquel nous ajoutons les conditions aux limites explicites (Eqgs. 4.16-4.19). Nous pourrions également
initialiser le vecteur résidus issu d’un calcul linéarisé au premier ordre au moyen d’une résolution pseudo-time-
marching, mais les premiéres tentatives n’ayant pas été concluantes, nous n’avons pas poussé I’étude plus loin.

Nous présentons dans 1’algorithme 13 une récapitulation de la méthode de résolution des équations de Navier-
Stokes linéarisées et harmoniques en temps avec I'algorithme GMRes_noptm.

Algorithme 13 Schéma de la résolution des équations de Navier-Stokes linéarisées par l’algorithme
GMRes _noptm

e Initialisation du vecteur résidu : & <= bc[0]
e Evaluation du second membre : b <= bc 0]
e Calcul de la matrice complexe et conditions aux limites :

(5) (%))
A= csn {4}

e Calcul du préconditionnement : M <= 1L.U0 [4]
For 1T restarted =1,2,..., jusqu’a convergence Do :
» Résolution du systéme linéaire (AM M 1 = b) par D'algorithme GMRes (Al [5])
~» Construction de la base de Krylov de dimension 1T base
~+ Minimisation des résidus dans la base de Krylov de dimension 1T_base
~» Calcul de la nouvelle solution
» Application des conditions aux limites : & <= bc[Z]
> IT gmres — IT_ base+(IT restarted-1)*IT base
End for

A= %C{iw—f—div

e Stockage de la matrice sous forme réelle :

5.2 Résultats sur le démonstrateur 2D

5.2.1 Ecoulement stationnaire subsonique

Dans un premier temps, la méthode de résolution des équations de Navier-Stokes linéarisées GMRes noptm
a été testée dans le cas de la prédiction d'un écoulement stationnaire subsonique. Le champ stationnaire uti-
lisé correspond au champ aérodynamique issu de la résolution GMRes ILUO(CFL=50, res=1). Il est & noter
que dans le cadre de ce travail, aucun probléme de stabilité n’a été rencontré dans le cas de la tuyére de
Délery [32] en régime stationnaire subsonique. Néanmoins, les instabilités numériques liées aux ondes de Kelvin-
Helhmotz existent aussi pour les écoulements stationnaires subsoniques [2], [113]. De plus, Valentin [136] reporte
des instabilités lors de la résolution de problémes d’optimisation d’aubes de turbomachines par une résolution
pseudo-temporelle des équations directe (Eq. 6.15) et adjointe (Eq. 6.16) pour un écoulement 3D subsonique
présentant d’importantes structures tourbillonnaires.
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Le maillage utilisé pour la résolution des équations linéarisées est identique a celui utilisé pour la résolution
pseudo-temporelle (cf. § 3.5.2). Le maillage est uniforme dans la direction axiale et raffiné proche paroi dans la
direction normale aux parois Ni x Nj = 301 x 121. Les principales difficultés de la résolution de cette équa-
tion sont relatives au mauvais conditionnement de la matrice, au nombre d’inconnues® ainsi qu’a 'importante
disparité des valeurs numériques du vecteur solution. De plus, lorsque ces équations sont résolues autour d’un
écoulement stationnaire entiérement subsonique, la fluctuation remontant le long de I’écoulement jusqu’a I'entrée
de la tuyére, tous les points du maillage sont perturbés, l'initialisation est donc éloignée de la solution.

Etude de la convergence

Pour la résolution des équations linéarisées et harmoniques en temps, sur ce maillage la taille de la base minimale
de Krylov est de 400 vecteurs pour converger. La figure 5.1 représente les évolutions des résidus en fonction des
itérations GMRes pour des bases de Krylov comportant 400, 500, 600 et 700 vecteurs. Le type de convergence
est similaire & celui obtenu dans le cas de la résolution des équations linéarisées d’Euler 1%D (Fig. 2.3). Dans un
premier temps, la pente des résidus est faible avec une diminution lente de la norme du vecteur erreur. A partir
de 300 itérations de chaque itération redémarrée, la vitesse convergence de la méthode augmente sensiblement
(Fig. 5.1). Quelle que soit la taille de la base de Krylov, la convergence est toujours décomposée en deux par-
ties. Cela explique pourquoi les bases sont aussi importantes en nombre de vecteurs. Si la base est trop petite
(1T_base < 300), la partie dite de convergence rapide n’est pas atteinte et le redémarrage ne permet pas de
faire converger le processus itératif. Par ailleurs, plus la taille de la base est importante et moins d’itérations de
redémarrage sont nécessaires (Fig. 5.1). En contrepartie, en augmentant la taille des bases de Krylov, I’espace
mémoire requis augmente aussi linéairement (Tab. 5.1). Pour une résolution avec une base de 400 vecteurs,
I’espace mémoire nécessaire est de 2.15 Giga-Bytes (GB) et pour une résolution avec une base de 700 vecteurs,
I’espace mémoire requis est de 3.62 GB. Cependant, cet espace mémoire est inférieur a celui nécessaire 4 une
résolution LU bande; dans le cas d'une résolution par factorisation de la matrice, nous aurions eu besoin de
9.07 ¢B de mémoire, soit un espace 2.5 fois plus important que pour la résolution avec une base de 700 vecteurs.
Notons que le rapport LU bande/GMRes serait plus important dans les cas 3-D.

Les temps de calcul réalisés sur un processeur cadencé a 3 Giga-Hertz sont présentés dans le tableau 5.1. Nous
remarquons que contrairement & l’espace mémoire, ’augmentation en temps CPU n’est pas proportionelle au
nombre de vecteurs de la base de Krylov. A chaque itération de Krylov, le nouveau vecteur de la base doit étre
orthogonalisé avec tous les précédents. De plus, plus la base est importante, plus la minimisation des résidus
dans la base sera longue. Le temps nécessaire & la création et & la minimisation des résidus pour une base de
400 vecteurs est de 11’ 33” alors que pour une base de 700 vecteurs le temps CPU est de 22’ 06”, soit prés de
deux fois plus de temps pour un rapport de nombre de vecteurs de base de 1.75 fois plus important. Alors que
pour une base avec 700 vecteurs, deux redémarrages sont suffisants, pour une base de 400 vecteurs, treize sont
nécessaires pour converger (Tab. 5.1). Le temps CPU total pour obtenir la convergence est de 44 minutes pour
la résolution GMRes noptm (1T base—700, 1T restarted—2) et de 150 minutes GMRes noptm(IT base—400,
IT restarted—13), soit un temps cpu 3.5 fois plus important.

Notons enfin qu’en augmentant le nombre de vecteurs de la base de Krylov le niveau d’erreur diminue a la
fin des itérations de redémarrage (Fig. 5.1). Si nous redémarrons de nouveau pour chaque base une nouvelle
itération, l'erreur stagne. Cette stagnation des résidus, lors du redémarrage, est sans doute liée a la matrice du
systéme linéaire qui n’est pas définie positive. Dans ce cas, l'algorithme GMRes avec redémarrage peut stagner
et ne pas parvenir a converger [121, p. 167-168|. Les niveaux atteints de la minimisation des résidus, présentés
dans la figure 5.1, sont donc les niveaux de convergence maximaux avec les bases utilisées.

Comparaison des grandeurs aérodynamiques

Les grandeurs aérodynamiques perturbées obtenues avec une résolution GMRes ptm(CFL — 50, 75 — 50) sont
comparées avec des résultats issus de la résolution GMRes _noptm(IT_base = 700, IT_restarted = 2) pour la
fluctuation de pression dans la figure 5.2 et en annexe C.1 pour les autres variables. Nous nous intéresserons
plus particuliérement & la comparaison de 1’évolution de la perturbation de la pression. Les évolutions générales

3 Avec le maillage utilisé, le nombre d’inconnues s’éléve 4 2 x 4 x Ni x Nj = 291368.
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Fia. 5.1 Comparaison de la convergence pour une résolution GMRes noptm en fonction de la taille de la base
de Krylov 1T_base = 400, 500, 600 et 700 des équations de Navier-Stokes linéarisées autour d’un écoulement
subsonique dans une tuyére symétrique [32] sur un maillage Ni x Nj = 301 x 121

IT_base | Temps CPU par redémarrage | IT_restarted | Temps CPU total | Mémoire utilisée (GB)
300 8 45" - - 1.66
400 11’ 337 13 150° 097 2.15
500 15’ 327 6 93’ 127 2.64
600 19’ 59” 3 59’ 55” 3.13
700 22’ 067 2 44’ 127 3.62

TaB. 5.1 Temps et mémoire nécessaires pour les résolutions GMRes noptm des équations de Navier-Stokes
linéarisées autour d’un écoulement subsonique dans une tuyére symétrique [32] sur un maillage Ni x Nj =
301 x 121

de perturbation de la pression, que ce soit pour le module (Fig. 5.2(a)-(c)) ou pour la phase (Fig. 5.2(d)-(i)),
sont sensiblement identiques pour les deux méthodes. Les niveaux sont un peu plus élevés dans le cas de la
résolution GMRes noptm(IT base — 700, IT restarted — 2), particuliérement au col et en entrée de la tuyére.
Un résultat particuliérement important est la symétrie des perturbations de toutes les variables sur les parois
haute et basse. Les perturbations des grandeurs aérodynamiques ont des valeurs numériques trés différentes,
elles varient de entre 1073 kg.m73 pour la perturbation maximale de la masse volumique et 4000 Pa pour la
perturbation maximale de la pression. Malgré cela, les résolutions GMRes noptm convergent pour toutes les
grandeurs (Figs. 5.2, C.1, C.2 et C.3).

Dans le tableau suivant (Tab. 5.2) sont données les coefficients des forces de pression sur les parois (Eq. 4.28)
haute et basse de la tuyére qui sont comparées aux coefficients des forces de pression calculées par une résolution
IC(GMRGS _1 C1AF*ADI

AF-ADI(CFL — 20) grace au rapport adimensionné : r(lé) = v
AF-ADI
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Nous avons, quelle que soit la base utilisée pour la résolution & la fin du processus de redémarrage, des forces de
pression identiques sur les deux parois de la tuyére. De plus, la variation entre les méthodes de résolution est

trés faible, de I'ordre de 0.1 %.

IT_base 1T _restarted | *Clower | 7(*Crower) X 100 | *Clupper | 7(* Cupper) x 100
400 13 0.41751 0.092 0.41752 0.091
500 6 0.41753 0.091 0.41753 0.091
600 3 0.41748 0.102 0.41749 0.101
700 2 0.41751 0.092 0.41751 0.092

TAB. 5.2 — Comparaison des coefficients des forces de pression pour les résolutions GMRes _noptm et pour une
résolution AF-ADI(CFL — 20) autour d’un écoulement stationnaire subsonique dans une tuyére symétrique [32]

sur un maillage Ni x Nj = 301 x 121
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FiG. 5.2 — Comparaison de ’évolution des fluctuations de pression ]% a l'axe, sur les parois inférieure et
supérieure de la tuyére entre une résolution GMRes ptm(CFL—50, 7es—50) et GMRes noptm(IT base—700,
IT restarted—2) issues de la résolution des équations de Navier-Stokes linéarisées autour d’un écoulement sub-
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5.2.2 Ecoulement stationnaire transsonique

La difficulté de cet exercice réside dans la capture du choc, de sa position et de son intensité. La présence
de l'onde de choc implique une forte discontinuité de toutes les variables aérodynamiques. Cette discontinuité
présente un avantage : la perturbation ne remontant pas & ’amont de ’onde de choc, en dehors des couches
limites, I'initialisation est exacte dans cette partie de ’écoulement. Les calculs sont réalisés sur le méme domaine
que celui-ci de la résolution avec introduction d’un pseudo-pas de temps (cf. 4.4.2) sur le maillage Gri