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[...Jby speeding up and simultaneously reducing the cost of design
iterations, developers can increase the frequency of problem-
solving cycles while reducing the total amount of time and mo-
ney spent on the RED process [THOMKE, 1998].

La diminution des temps de Recherche et Développement (R&D) est un enjeu économique
important pour l'industrie. Ces 30 dernieres années, ’émergence de la modélisation et de la
simulation numérique a permis de diminuer fortement le colit et le temps consacré aux phases
de conception. En revanche, les phases de validation des systemes restent critiques car elles ar-
rivent tard dans le cycle de conception. Les chiffres précis different en fonction des études, mais
le cotit de correction d’une erreur détectée au stade des tests est tres largement supérieur au
cotit de correction d’une erreur lors des phases de spécification. Au dela de la problématique de
cout liée a la détection tardive des erreurs, la non détection de ces dernieres peut entrainer une
catastrophe telle que celle médiatisée du lanceur Arianne 5 qui s’est auto détruit le 04 juin 1996
apres 40 secondes de vol. Le rapport de la commission d’enquéte a montré qu’une suite d’erreurs
dans le cycle de conception du systeme inertiel, servant au contréle de la trajectoire, a conduit
a la catastrophe [LIONS, 1996]. La défaillance du systéme, repris d’Arianne 4, est due a des
erreurs de spécification conduisant & des fautes lors de la conception (un modele de détection de
fautes inadapté au nouveau lanceur) et a des fautes lors de 'implémentation (un code générant
des erreurs dues a une conversion de données). Lors des tests de validation, seule l'interface du
systeme a été testée car le comportement fonctionnel avait été validé avec Arianne 4. Ainsi les
tests intégrés ont été incomplets, conduisant a la non détection de cette anomalie.

La difficulté de la validation du systeme présenté dans cet exemple issu du domaine spatial,
se retrouve dans d’autres industries, telles que ’aéronautique et ’automobile. Dans ces secteurs
industriels, les ingénieurs sont confrontés chaque jour a des problématiques de validation de plus
en plus complexes comme, par exemple, la validation des systemes mécatroniques qui associent
des systemes mécaniques avec des systemes électriques et des systémes électroniques program-
mables. Ces nouveaux systemes nécessitent de concevoir de nouvelles méthodes et de nouveaux
outils de validation qui integrent les différents métiers concernés dans une approche unifiée.

Dans un objectif de diminution des temps de conception d’un systeme, les industriels cherchent
a faire intervenir les phases de validation de plus en plus tot dans le cycle de conception. Cepen-
dant, dans les premieres phases de conception, les systemes sont modélisés sur des plateformes
de simulation spécifiques au métier. Aussi, la validation d’un systéme mécatronique nécessite
de simuler simultanément des environnements hétérogenes de modélisation. Ces nouveaux chal-
lenges sont a la naissance d’outil de co-simulation permettant de faire intervenir, lors de phases
de validation, aussi bien des modeles de natures différentes, que des systemes physiques. Les
co-simulateurs sont des logiciels de supervision de tests qui assurent la cohérence et la synchro-
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nisation des données échangées entre les différentes plateformes de simulation. La création d’un
superviseur capable de piloter des plateformes logicielles hétérogenes et des moyens d’essai est
a lorigine du projet TestInView (la vision globale sur les tests).

L’objectif du projet TestInView est de concevoir un logiciel de pilotage multi-environnement
de tests et de validations d’Equipements Electriques et Electroniques embarqués (EEE) pour les
bancs de test xIL : HIL (Hardware In the Loop), PIL (Processor In the Loop), SIL (Software In
the Loop) et MIL (Model In the Loop).

Ce projet regroupe deux acteurs du domaine du test et de la validation, Clemessy et National
Instrument, un constructeur automobile, Renault et I’Université de Haute-Alsace, au travers du
laboratoire MIPS (Modélisation Intelligence Processus Systemes). Le besoin spécifié par Renault
est de concevoir un produit de test permettant de réduire les cotits et de fiabiliser les dévelop-
pements d’EEE de plus en plus présents au niveau de leurs produits. National Instrument,
entreprise leader au niveau de l'instrumentation virtuelle, des plateformes de simulation et de
validation, fournit le matériel nécessaire au projet. Clemessy, entreprise spécialisée, entre autres,
dans le test automobile et aéronautique, veut utiliser la synergie des deux activités pour déve-
lopper une nouvelle activité de concepteur de banc de validation d’EEE. Le laboratoire MIPS
et plus particulierement 1’équipe MIAM (Modélisation et Identification en Automatique et Mé-
canique) intervient dans la modélisation, 'identification et le controle de systémes complexes.
Dans le cadre de ses projets, I’équipe est confrontée a la complexité liée aux nouvelles techno-
logies d’architectures distribuées. Elle exprime le besoin de développer des outils de conception
de modele multi-environnement appliqués aux domaines de ’automobile et de ’aéronautique,
avec pour principal objectif "amélioration du comportement du véhicule. Ainsi, le besoin de
construire un modele générique et évolutif du comportement dynamique du véhicule a aussi été
identifié.

Le projet TestInView, financé par la région Alsace, est un projet labellisé par le pole Véhi-
cule du Futur et se place a l'intersection de deux thématiques du pole, « Véhicules et Réseaux
Intelligents » pour les applications visées et « Excellence de la filiere » programme « Ingénierie
innovante » pour les techniques mises en ceuvre. Ce projet s’inscrit immédiatement en aval du
projet VETESS (Vérification de systemes embarqués VEhicules par génération automatique de
TESts a partir des Spécifications) et est en cohérence avec le projet A2PNUM (Architecture
Process Produit dans un environnement collaboratif et NUMérique).

Les objectifs techniques du projet TestInView sont de proposer un nouveau concept de co-
simulation supervisée. Dans ce contexte, les principaux points traités sont :

— L’aspect multi-environnement, avec la prise en compte d’un ensemble d’environnements de
simulation existants, afin de mettre en place et de valider un « atelier de co-simulation ».

— L’aspect multi-métier, avec la prise en compte dans I’atelier de co-simulation des princi-
paux environnements « métier » afin d’obtenir un ensemble cohérent. Les environnements
« métier » décrivent les modeles physiques des systemes électriques, mécaniques, hydrau-
liques, électrotechniques et d’électroniques de puissance.

— L’aspect générique, en concevant 'atelier de co-simulation de fagon modulaire et générique.
L’objectif est de pouvoir faire évoluer I’environnement de modélisation-simulation au fur et
a mesure de ’évolution de la pertinence des modeles des différents composants, matériels
et logiciels.

— L’aspect distribué, avec I'analyse des différents modes d’échanges de bus automobiles et



la prise en compte dans I’étude de la stabilité globale de ’ensemble supervisé.

Lors du projet TestInView, un logiciel éponyme a été créé pour pouvoir mettre en ceuvre ’en-
semble des objectifs techniques présentés précédemment. Cependant, la connexion de matériels
physiques avec des plateformes de modélisation nécessite d’effectuer les simulations en temps
réel. La contrainte temps réel impose aux simulations de délivrer des résultats aussi exacts que
possibles dans des délais imposés. Or, un modele dont la complexité est élevée peut nécessiter
des temps de calculs supérieurs au temps disponible. Si I'augmentation des capacités de calculs
peut étre une solution, les contraintes de cout ameénent généralement a préférer 'utilisation de
méthode de simplification des modeles. Lorsque le systeme est décrit par des équations différen-
tielles linéaires, la simplification peut alors s’effectuer par la réduction de l'ordre des modeles.
La réduction de 'ordre des modeles permet de diminuer la complexité de ces derniers tout en
préservant au mieux leur comportement entrée-sortie.

En conséquence et en considérant les objectifs techniques, les objectifs scientifiques du projet
TestInView sont de :

— définir un environnement de modélisation multi-métier ;

— proposer des méthodes de réduction de modele afin de pouvoir co-simuler des modeles

complexes ;

— proposer des outils théoriques permettant de prendre en compte les interconnexions;

— valider les points précédents sur un démonstrateur.

Ainsi, dans le cadre du projet, le but de cette these est de développer un modele du com-
portement dynamique du véhicule dans un environnement multi-métier et de réduire ce dernier
afin qu’il puisse étre utilisé en simulation temps réel et en co-simulation.

Pour répondre aux objectifs, un environnement de modélisation multi-métier doit étre pro-
posé. La classe de modeles sélectionnée est celle des Modeles Structurés en Second Ordre (MSSO).
Ils permettent de modéliser différents domaines de la physique tels que des systemes électriques,
mécaniques ou thermiques. En plus de décrire des systemes de nature différente, cette classe
de modele assure une cohérence physique du modele, a condition que ce dernier respecte les
conditions dites structurelles. En effet, les conditions structurelles assurent différentes propriétés
du modele telles que sa causalité, sa stabilité et en fonction des sorties considérés, sa passivité.
Or, un systeme physique sans source d’énergie vérifie toujours ces propriétés.

Cependant, les méthodes de réduction d’ordre appliquées a cette classe de modele, ne pré-
servent généralement pas ces conditions structurelles. Ainsi, des méthodes de réduction pré-
servant le modele sous forme d’'un MSSO d’une part et préservant les conditions structurelles
d’autre part, doivent étre développées.

Cette classe de modele est utilisée pour créer un modele générique et évolutif de la dy-
namique du véhicule. Un modele évolutif permet de proposer différents niveaux d’abstraction
d’un sous-systeme ou d’en améliorer la représentativité. Le concept de modele générique permet
de modifier 'architecture du modele ou de réutiliser des composants pour d’autres modélisa-
tions. Par exemple, en modifiant I'architecture d’un modele de véhicule qui utilise quatre fois
la modélisation du sous-systeme roues-suspensions, il est envisageable de créer un modele a
trois roues-suspensions (dynamique d’un avion lorsque ce dernier roule sur la piste) ou a deux
roues-suspensions (modele bicyclette du véhicule). Le modele développé permet de valider les
développements réalisés dans le cadre de I'étude et de la réduction d’ordre des MSSO.
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La mise en ccuvre de I’ensemble des points précédents est présentée en 4 chapitres.

Le Chapitre 1 propose un rappel des principales propriétés des modeles a temps continu
mis sous forme de réalisation d’état. Ensuite, les relations qui existent entre un modele for-
mulé en représentation d’état et en MSSO sont explorées. Basées sur ces relations, les propriétés
bien connues pour les réalisations d’état (stabilité, commandabilité,...) sont étendues aux MSSO.

Le Chapitre 2 présente les méthodes de réduction de modele. En particulier, il est montré
que les méthodes congues dans le domaine de 'automatique sont efficaces en termes d’erreur
d’approximation. Mais, dans le cas des MSSO, une perte de la structure est a noter. Des mé-
thodes permettent de préserver la structure et plus particulierement les conditions structurelles
existent, mais généralement au prix de 'augmentation de I’erreur d’approximation. Dans ce cha-
pitre sont développées deux méthodes de réduction de modele basées sur les propriétés des MSSO
développées précédemment. Ces méthodes permettent de préserver les conditions structurelles
et présentent une bonne erreur d’approximation.

Le modele de la dynamique du véhicule est développé au Chapitre 3. Pour étre générique et
évolutif, le modele proposé est un modele par bloc définissant des sous-systemes. Chaque bloc
est défini en termes de dynamiques modélisées, d’entrées-sorties considérées et de parametres
utilisés pour représenter au mieux un organe ou une dynamique du véhicule. De nombreux
principes d’automatique sont développés dans le cadre des systemes linéaires invariants dans le
temps. De méme, les méthodes de réduction de modele, développées au Chapitre 2, nécessitent
la linéarisation du modele. Ainsi, a partir du modele par bloc de la dynamique du véhicule, un
modele linéaire est extrait.

Le Chapitre 4 présente I'identification du modele. De par sa structure par bloc, I'identification
est effectuée par sous-systeme du véhicule. Une méthode d’interconnexion des sous-systemes
est ensuite proposée pour créer automatiquement une représentation monobloc du modele, a
partir de I’ensemble des sous-modeles identifiés. Le modele développé est validé avec des signaux
mesurés sur le véhicule d’essai du laboratoire et peut étre simulé pour étudier le comportement
du véhicule routier lors de suivi de trajectoires. En revanche, la complexité du modele empéche
de simuler ce dernier en temps réel. Ainsi, les méthodes de réduction de modele proposées au
Chapitre 2 sont utilisées pour simplifier le modele tout en préservant les conditions structurelles.
Les modeles réduits sont validés expérimentalement sur un banc de test de la dynamique verticale
du train avant d’un véhicule. La capacité a simuler en temps réel les modeles et la validation
comportementale de ces derniers permettent de mettre en ceuvre la co-simulation HIL. Cette
derniere est effectuée en interconnectant le banc de test avec un modele simulant les parties
qui ne sont pas présentes physiquement sur le moyen d’essai. L’ensemble de ces résultats sont
présentés dans la seconde partie du Chapitre 4.
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Chapitre 1. Représentation et étude des systémes LTI

Notations
Générales
x - un scalaire ou un vecteur ;
X - une matrice;;
z et zl - respectivement un vecteur colonne et son transposé (vecteur ligne) ;

XT X~ 1et X T

Xt
T et |z
X*et X%

T et
X>0et X >0

X<0et X <0

1
g(t —to)
[z y](t)

x
n
Lo

X
A, B, CetD

Wc, Wo, Wa et Wn

respectivement la transposée, I'inverse et la transposée inverse d’une

matrice X ;

- pseudo-inverse de Moore-Penrose de X ;

- respectivement le conjugué et le module de x;

- respectivement la transposée conjuguée et la transposée conjuguée
inverse d’une matrice complexe X ;

- la dérivée premiere et la dérivée seconde de z(t) par rapport au

temps;

respectivement une matrice définie positive et une matrice semi-

définie positive;

respectivement une matrice définie négative et une matrice semi-

définie négative ;

partie réelle de x;

partie imaginaire de x ;

- valeurs propres de la matrice X ;

spectre de la matrice X ;

- polynome caractéristique en s de la matrice X ;

respectivement ’ensemble des nombres réels et des entiers positifs;

respectivement ’ensemble des nombres réels et des entiers négatifs ;

respectivement ’ensemble des nombres réels et des entiers, 0 exclu ;

- ensemble des nombres complexes a partie réelle positive ;

ensemble des nombres complexes a partie réelle négative;

respectivement la matrice identité et la matrice nulle aux dimen-

sions appropriées ;

vecteur colonne de coefficients égaux a 1 a la dimension appropriée ;

variable de Laplace;

variable de la transformée en 7 ;

impulsion de Dirac;

produit de convolution.

Représentations d’état

vecteur d’état ;

nombre d’états ;

conditions initiales;

vecteur d’état en fréquentiel ;

- matrices des dynamiques, de commande, d’observation et d’action
directe;

- respectivement les grammiens de commandabilité, d’observabilité,

d’atteignabilité et de constructibilité.
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Modeéles du second ordre

vecteur des coordonnées généralisées ;
ng - nombre de coordonnées généralisées ;

(S
1

q - vecteur des coordonnées généralisées en fréquentiel ;

M, Cet K - matrices des masses, des amortissements et des raideurs générali-
sées ;

F - matrice de commande ;

Gp, Gy et Gg - matrices d’observation respectivement des positions, des vitesses et

des accélérations généralisées ;
Wc,, Wo,, Wa, et- respectivement les grammiens de commandabilité, d’observabilité,

Wh,, d’atteignabilité et de constructibilité en position;

Wc,, Wo,, Wa, et- respectivement les grammiens de commandabilité, d’observabilité,
Whn,, d’atteignabilité et de constructibilité en vitesse;

Q(N) - polynéme quadratique matriciel MA? + C\ + K ;

A - ensemble des valeurs propres solution de Q(A);

Py et Py - matrices des racines du polynome quadratique matriciel Q(\);

S - matrices solution de I’équation de Sylvester P;.S — SP, + 1 = O.

Communes aux représentations d’état et aux modeles du second ordre

respectivement la dimension du vecteur d’entrée et la dimension du
vecteur de sortie du modele ;

vecteurs des entrées ;

- vecteur des entrées en fréquentiel ;
vecteur des sorties;

vecteur des sorties en fréquentiel ;

- systeme;

fonction de transfert ;

fonction de transfert du systeme dual ;
matrice de commandabilité ;

matrice d’observabilité ;

matrice de Hankel ;

parametres de Markov ;

t) - réponse impulsionnelle.
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1.1 Introduction

La modélisation des phénomenes (physiques, chimiques, problemes de trafic ou de flux ...)
se fait en les isolant du monde extérieur. Les modeles résultants sont composés d’'un ensemble
de relations causales entre des grandeurs d’entrée (causes) et des grandeurs de sortie (effets). La
délimitation du systeme fixe ses liens d’entrée et de sortie avec son environnement. Les entrées
sont les variables qui influent sur le systéme, elles sont mesurées. Les sorties sont les variables
produites par le systeme, elles aussi sont mesurées. Le systeme possede des variables internes dont
I’action sur 'environnement n’est pas directement perceptible. Ces dernieres régissent 1’évolution
du systeme et elles sont appelées variables d’état. La notion de systeme d’un point de vue entrées-
sorties-états est présentée a la FIGURE 1.1 (page suivante).



Chapitre 1. Représentation et étude des systémes LTI

— systeéme —
|:.> .:(>
entréess (( etat]s ‘ sorties
— —
environnement

FIGURE 1.1 — Représentation entrées-sorties-états d’un systeme

Les systemes considérés dans cette these sont décrits par des équations différentielles linéaires
a parametres invariants dans le temps (LTI). Un modele linéaire obéit au principe de superpo-
sition, c’est-a-dire qu’a toute combinaison linéaire des entrées correspond la méme combinaison
linéaire en sorties. Ces modeles sont régis par des équations différentielles, et nous nous inté-
ressons plus particulierement aux équations différentielles du premier et du second degré. Les
équations du premier degré sont tres utilisées en automatique car elles ont été tres largement
étudiées depuis cinquante ans. Les équations du second degré sont issues des théories de la
physique, et sont utilisées dans de nombreux domaines (mécanique, électrique,...). Comme les
équations du second degré sont issues de lois physiques, leurs parametres peuvent étre reliés a
des grandeurs physiques telles qu’une masse, une raideur, une résistance. .. La formulation des
équations différentielles du premier et du second degré sont :

dx(t)

e az(t) + bu(t) équation différentielle du premier degré, (1.1)
d*q(t) | dq(t
m dqtg ) +c (il(t ) + kq(t) = fu(t) équation différentielle du second degré. (1.2)

Dans le cas d’un systeme a plusieurs degrés de liberté et en considérant les sorties, I’équation
(1.1) peut étre écrite sous forme matricielle. Le systeme est alors décrit par les deux équations
suivantes :

(t) = Ax(t)+ Bu(t)
{ x(t()) = Xo, (1.3)

y(t) = Ca(t) + Du(t)

ott u(t) € R™*! est le vecteur des entrées du systéme, y(t) € RPX! le vecteur des sorties,
z(t) € R™! le vecteur des états du systéme et zg € R™! les conditions initiales. La matrice
B € R ™ est la matrice de commande, la matrice A € R™ "™ est la matrice d’état, la matrice
C € RP*™ est la matrice d’observation et la matrice D € RP*™ est la matrice d’action directe.
Ce modele est appelé réalisation ou représentation d’état.
De méme I’équation (1.2) peut étre écrite sous forme matricielle. Le systéme est alors décrit
par les deux équations suivantes :
{Mm +Cq(t) + Kq(t) = Fu(t)  alto) = a, L4)
y(t) = Gai(t) + God(t) + Gpalt)  dlto) = do.
ott u(t) € R™*! est le vecteur des entrées du systeme, y(t) € RP*! le vecteur des sorties,
q(t) € R™*! le vecteur des coordonnées du systéme et qo, o € R™*! les conditions initiales.

La matrice F' € R™*™ est la matrice de commande, les matrices M, C' et K € R™*" gont
respectivement les matrices de masse, d’amortissement et de raideur et les matrices G\, Gy, G,
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€ RP*™ gont les matrices d’observation des positions, vitesses et accélérations. Ce modele est
appelé Modele Structuré en Second Ordre (MSSO).
L’utilisation des MSSO afin d’analyser un systeme linéaire demande de développer différents
outils pour caractériser le systeme. En particulier, nous nous intéressons a :
— la stabilité;
— la commandabilité ;
I’'observabilité ;
— la passivité.
— les parametres de Markov;
— les grammiens d’atteignabilité et d’observabilité.

La premiere section de ce chapitre est consacrée aux rappels des théoremes et définitions
permettant d’étudier ces propriétés dans le cas d’un modele formulé en réalisation d’état. L’ob-
jectif étant I'étude des MSSO, une seconde section décrit la formulation de tels modeles puis
les relations entre réalisation d’état et MSSO. Enfin, I'ensemble des criteres formulé pour les
réalisations d’état est transposé dans le cas des MSSO afin de fournir les outils nécessaires a la
réduction de I'ordre de tels modeles.

1.2 Rappels sur les systemes LTI du premiere ordre

1.2.1 Fonction de transfert

La fonction de transfert d’'un systeme, est le rapport entre la transformée de Laplace du
signal de sortie et la transformée de Laplace du signal d’entrée. Elle permet de transformer une
équation différentielle linéaire a coefficients constants en une équation algébrique de la variable
s. Sur le systeme d’équation (1.3), noté :

A|B
_ (n+p) x (n+m)
Y — [Jﬁc 5 } eR :

la transformée de Laplace permet d’obtenir, avec zg = 0,

{ sX(s) =AX(s)+BU(s),
Y(s) =CX(s)+DU(s),

Ainsi, la fonction de transfert du systéme est donnée par
H(s) = C(sI —A)"'B+D et Y (s) = H(s)U(s). (1.5)

Une notion important pour ’étude des systemes LTT est la dualité qui se définit de la maniere
suivante :

Définition 1.2.1 Un systéme dual associé au systeme ¥ est défini par :

ST i(t) = ATz(t) + Clu(t),
Ny =BTx(t) + D u(t).

On en déduit directement la fonction de transfert duale d’un systeme

H(s)" = BT (s1 — AT)"1c” + D7 et Y (s) = H(s)TU(s).
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1.2.2 Matrice de transformation et base modale

En définissant une matrice T' non singuliere de transformation d’état telle que
z="Tz,

alors la matrice de transformation permet de réécrire la représentation d’état ¥ sans modifier le
comportement entrée-sortie du modele avec :

T-'AT | T7'B

=" [ b

En effet, la fonction de transfert H(s) de la représentation d’état ¥ est défini par

H(s) = CT(sI — T~'AT)"'T~'B + D,
— CT (T"N(TsT™' = A)T) "' T"'B+D,
= C(sI —A)"'B+D.

Ainsi, pour une méme réalisation d’état, il existe une infinité de matrices A, B, C, D. En particu-

lier, en définissant la matrice de transformation comme étant les vecteurs propres de la matrice

A (A¢p = Ag¢), il est possible de trouver une réalisation [ég Bﬂ dont la matrice d’état Ay est

diagonale ou bloc diagonale.
Aq=¢"Ap = A, Bs = ¢ 'B, Cq=Co et Dy = D. (1.7)

La réalisation [ég g‘; ] est la projection du systeme ¥ dans la base modale.

1.2.3 Réponses temporelles

1.2.3.1 Réponse impulsionnelle

La réponse du systeme a I'impulsion de Dirac est appelée réponse impulsionnelle h(t). La
particularité de I'impulsion de Dirac est de constituer I'unité du produit de convolution, et
par le principe de superposition, la sortie du systeme y(¢) a une entrée u(t) est donnée par
[D’ANDREA—NOVEL et CHOEN DE LARA, 2000]

“+o0o
y(t) = / h(t — T)u(r) dr = [h * u(t).
t

0

Ainsi, la fonction de transfert permet de calculer la réponse d’'un systéme a une entrée en
fréquentielle et la réponse impulsionnelle permet de calculer la réponse en temporelle. Pour une
représentation d’état, la réponse impulsionnelle est donnée par la proposition suivante.

Proposition 1.2.2 La réponse impulsionnelle d’une représentation d’état pour t > tg, est dé-
terminée par :

y(t) = CAUHIB 4 DE(t — t).
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La fonction de transfert d’une représentation d’état est la transformée de Laplace de la
réponse impulsionnelle. A noter que pour une réalisation d’état dont la matrice directe est non
nulle (D # O), la réponse est infinie & t = ty. Si la matrice D est nulle, la réponse impulsionnelle
d’un systeme simple entrée correspond & la réponse libre (u(t) = 0) avec les conditions initiales
Trog = B.

Pour un systeme multi entrées, les réponses impulsionnelles du modele sont les réponses
obtenues pour des conditions initiales valant alternativement chacune des colonnes de la matrice
B.

1.2.3.2 Réponse a une entrée

La réponse impulsionnelle permet de décrire la réponse libre d’'un systeme. Pour calculer la
réponse d’'un systéme & une entrée u(t) # 0, il faut résoudre analytiquement ’équation différen-
tielle (1.3).

Proposition 1.2.3 Soit xg une condition initiale et u(t) une entrée, les réponses dynamiques

x(t) et y(t) pourt >ty peuvent étre déterminées par :

t
z(t) = Aty —l—/ ABu(r) dr,
0 o+ | @ .

y(t) = Cx(t) 4+ Du(t).
1.2.4 Propriétés des systémes linéaires du premier ordre
1.2.4.1 Stabilité

La stabilité d’un systeme est une notion qui permet d’assurer la non divergence du systeme.
Il existe différentes notions de stabilité qui dépendent de la structure du modele étudié.
Pour les systemes modélisés sous forme de représentation d’état, la stabilité est définie en

utilisant les points d’équilibre [D’AN DREA-NOVEL et CHOEN DE LARA, 2000].

Définition 1.2.4 L’état x. est appelé état d’équilibre ou point d’équilibre pour X si lorsque
xo = xe alors x(t) = xe, YVt >0 avec u(t) = 0.

La FiGURE 1.2 illustre la notion de point d’équilibre pour une bille posée sur différentes surfaces.

F1GURE 1.2 — Illustration d’un point d’équilibre
Comme tout point d’équilibre peut étre ramené a l’origine par le changement de variable & =
x — X, sans perte de généralité, les définitions et théoremes ci-dessous sont établis pour x, = 0.

La notion de stabilité pour les systemes dynamiques est définie par le comportement du
systeme a proximité d’un point d’équilibre

11
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Définition 1.2.5 L’état d’équilibre x. =0 est
— stable s VR > 0, 3r > 0, tel que

|zo|| <7 = |jz(t)]| <R Vt>O0.
— asymptotiquement stable si v peut étre choisi tel que

[lzol| <7 = thme(t) =0.

— marginalement stable s’il est stable sans étre asymptotiquement stable.
— instable s’il n’est pas stable ;

L’exemple d’une bille posée sur différentes surfaces permet d’illustrer la stabilité d’un systeme
en écartant la bille de son point d’équilibre (¢f. FIGURE 1.3).

stable au sens large asymptotiquement stable marginalement stable instable
O
= ¢ 9,
avec frottement avec frottement sans frottement

z (rad}
‘ .?c‘(rad) -
x (rad)

L, o fd)

7 tcmﬁs (s) 7 ‘tcmps (s) ! 7 tcn}bs (s) 7 temps (s)

stable instable

F1GURE 1.3 — Illustration de la stabilité d’un systeme et allure de la réponse impulsionnelle

Pour un modele linéaire a temps continu, I’étude des poles permet de définir la stabilité d’un
systeme. Les poles d’un systeme sous forme de représentation d’état sont donnés par les racines
du polynéme caractéristique xa(s) = det(sl — A). Substituer s par A, permet de constater que
les poles d’un modele sont donnés par les valeurs propres de la matrice A.

Théoreme 1.2.6 Un systéme linéaire ¥ est
— stable ssi les valeurs propres de la matrice d’état sont a parties réelles négatives

Re(X\(A)) <0 pour i1=1,...,n,

et si les poles a parties réelles nulles sont simples ;

— asymptotiquement stable ssi les valeurs propres de la matrice d’état sont a parties réelles
strictement négatives

Re(X\i(A)) <0 pour i=1,...,n.

Une matrice A avec ces propriétés est dite Hurwitz. Un second critere de stabilité asymptotique
est la stabilité de Lyapunov.

Théoreme 1.2.7 Un systéme linéaire ¥ est

12
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— stable ssi, pour toute matrice symétrique semi-définie positive Q, il existe une matrice
symétrique définie positive P satisfaisant I’équation

ATP+PA+Q=0

et la paire (Q,A) est observable.
— asymptotiquement stable ssi, pour toute matrice symétrique définie positive Q, il existe une
matrice symétrique définie positive P satisfaisant I’équation

ATP+PA+Q=0

1.2.4.2 Passivité

Dans le cas des systemes interconnectés, la stabilité de chacun des sous-systemes ne garantit
pas la stabilité du systeme global. Ainsi, est apparue la notion de passivité d’un systéme avec
la propriété qu'un systeme créé par l'interconnexion de deux systémes passifs est passif. De
plus, un systeme passif est stable, ainsi 'interconnexion de deux systemes passifs garantit que le
systeme global est stable. Le concept de passivité pour les systémes linéaires a été introduit par
[WILLEMS, 1976]. Une interprétation physique d’un systeéme passif est que la quantité d’énergie
possédée par un systeme passif n’excede pas la quantité d’énergie fournie par les sources externes.
D’un point de vue entrée-sortie, en définissant I’énergie instantanée d’un systéme par u’y si
m = p, on peut définir la passivité par la définition suivante :

Définition 1.2.8 Une réalisation est passive si f(f ul (7)y(7) dr > 0 pour toutes entrées u(.).

De part sa définition, la passivité n’est définie que pour les systemes carrés, i.e. m = p.
Dans le cas d’une représentation d’état, la passivité peut étre caractérisée a l’aide de la
fonction de transfert H(s) [CURTAIN, 1999].

Lemme 1.2.9 Soit H(s) une fonction de transfert d’un systéme stable, alors le systéme est
passif ssi

H(iw) + H*(iw) >0 VYw € R. (1.9)

Il peut étre montré qu’un systeme est passif ssi il est stable et que sa fonction de transfert
est positive réelle [BAI et FREUND, 2000].

Définition 1.2.10 La fonction de transfert carrée H(s) est positive réelle si

1. H(s) est analytique sur CT ;
2. H(5)=H(s) VseC;
3. Re(H(s)) >0 VseCt.

Le théoreme suivant permet de lier les systémes positifs réels avec leur stabilité.

Théoréme 1.2.11 Si la fonction de transfert H(s) est positive réelle, alors H(s) n’a ni péle ni
zéro dans CT et tous les poles ou zéros imaginaires purs sont simples.

Ce théoreme permet d’affirmer qu’un systéme positif réel (ou passif) est stable mais les conditions
sur les zéros empéchent d’assurer qu’un systeme stable soit réel positif.

Le lemme de Kalman - Yakubovich - Popov permet de définir un critere garantissant qu’un
systeme est réel positif et donc passif.
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Lemme 1.2.12 (Generalized Positive-Real lemma ou KYP lemma) Soit une réalisation H(s)
stable et minimale, alors le systéme est réel positif ssi il existe des matrices P = PT >0, W et
L telles que les équations de Lure suivantes soient satisfaites :

PA+ATP=_LTL, (1.10)
PB—CT' = —LTw, (1.11)
D+ DT =wwT. (1.12)

Dans [CURTAIN, 1999], une formulation des équations (1.10)-(1.12) sous forme d’équation
de Riccati est donnée. En effet, les équations de Lure peuvent étre transformées en une inégalité
matricielle linéaire :

ATP+PA PB-CT

B’p_c -pT_p|=Y

Dans le cas oti la matrice D + DT est non singuliere, résoudre les équations de Lure revient
a résoudre ’équation de Riccati algébrique

PA+ATP=—(PB-CR'(BTP - (), (1.13)

ou R =D+ DT,

Dans le cas des systemes ne possédant pas de matrice directe D, il est impossible de calculer
I'équation de Riccati (1.13).

Par contre, si le systéme est minimal, une version singuliere (D = 0) du lemme 1.2.12 permet
de s’affranchir de cette problématique.

Lemme 1.2.13 Soit (A,B, C) une réalisation minimale, alors la fonction de transfert H(s) =
C(sI — A)~!B est réelle positive ssi il existe une matrice P = PT > 0 telle que

ATP+PA<O,
BTP =_C.

1.2.4.3 Atteignabilité

Un systeme est dit atteignable s’il existe une loi de commande permettant de transférer le
systeme d’un état initial a tout état final. Cette propriété est définit de la maniere suivante :

Définition 1.2.14 Une représentation d’état est atteignable sur [to,ts] si pour tout état initial
x(to) = 0 et pour tout état final x(ty) = xy, il existe une entrée u(.) telle que la solution de (1.3)
satisfait x(ty) = xy en un temps ty —to > 0 fini.

A la place de l'atteignabilité, il est courant d’utiliser la notion de commandabilité et de
présenter par dualité ’observabilité. Mais d’un point de vue formel, le dual de I'observabilité est
I’atteignabilité comme nous le verrons a la Section 1.2.4.6.

Théoreme 1.2.15 Les propositions suivantes sont équivalentes
— la paire (A,B) est atteignable ;
— le grammien d’atteignabilité (cf. Section 1.2.4.6)

t
Wal(to, t) = / " At BT AT (1) dt,

to

est positif pour tout t > 0 ;
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— critére de Kalman : la matrice
C=(B AB ... A"B), (1.14)

est de rang plein ;
— critére de Hautus : la matrice de commandabilité

( A—-X B ) ,
a l’ensemble de ses colonnes linéairement indépendantes pour tout A € C.

1.2.4.4 Observabilité

On peut constater que ’observabilité d’un systeme est la notion duale de la commandabilité.
Ainsi, observabilité d’un systéeme correspond a la commandabilité du systeme dual ou systeme
transposé [ZHOU et al., 1995].

Définition 1.2.16 Un systeme décrit par Uéquation (1.3) est observable sur [to,tf] si tout état
initial ©(0) = xo peut étre déterminé grace aux sorties y(t) du systéme dans lintervalle [to,ty].

Théoreme 1.2.17 Les propositions suivantes sont équivalentes :

— la paire (C,A) est observable ;
— le grammien d’observabilité

t
Wo(to,tf):/feA(t_tO)CCTeAT(t—to) dt,

to

est positif pour au moins un t > 0;
— critére de Kalman : la matrice d’observabilité

o= , , (1.15)

est de rang plein.
— critére de Hautus : la matrice

A=Al
C )
a l’ensemble de ses colonnes linéairement indépendantes pour tout A € C;

1.2.4.5 Parameétres de Markov

L’expansion en série de Neumann de la réalisation H(s) donne
H(s) =) CA™'Bs"+D=> his™" +ho,
i=1 i=1

ou les h; sont appelés les parametres de Markov [BOLEY, 1994].
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Démonstration
La série de Neumann nous permet d’écrire :

(I-X)t= iX
1=0

Ainsi la réalisation H(s) satisfait :
H(s) = C(sI —A)"'B + D,

=> CA"'Bs ' 4D,

=1

= i hisii + ho.
=1

0
On associe aux parametres de Markov la matrice de Hankel définie par :
hi hy hs ... hy
ha  h3 o hag
H=| hy hto (1.16)
hn thrl hn+2 e h2n

D’apres les équations (1.14) et (1.15), il est aisé de voir le lien entre la matrice de Hankel et
les matrices de commandabilité et d’observabilité

= OcC. (1.17)

1.2.4.6 Grammiens

Aux Section 1.2.4.3 et 1.2.4.4 ont été présentés les grammiens d’atteignabilité (Wa) et d’ob-
servabilité (Wo). Deux autres grammiens sont définis, les grammiens de commandabilité (Wc)
et de constructibilité (Wn). La définition de la commandabilité est la suivante :

Définition 1.2.18 Un systéme décrit par Uéquation 1.3 est commandable sur [to,tf], si pour
tout état initial x(tg) =7# 0 il existe une entrée u(t) telle que x(ty) = 0.

Et la définition de la constructibilité est la suivante :

Définition 1.2.19 Un systeme décrit par l’équation 1.3 est constructible sur [to,tf], si I'état
final x(ty) = x5 peut étre déterminé grace aux sorties y(.) du systéme dans l'intervalle [to,t¢].
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Dans le cas général, ces quatre grammiens sont définis par

WC(to,tf) = /:f ‘I’(to,t)B(t)BT(t)q)(to,t)T dt,
Wa(to, ty) = /ttf ®(ts, )B(H)BT (1) ®(ts, 1) dt,
Wn(to, ty) = /tf O(t,tp)CT()CH)P(L,ty)T dt,

Wol(to, t7) = / Y Bt 1) CTC) (DB (t t0)T d.

to

ou ®(t,1tp) est la matrice de transition état.
Dans le cas des systemes LTI, la matrice de transition état est

B(t, tg) = A1), (1.18)

Les grammiens ainsi définis sont des fonctions dépendantes du temps. Il est aussi possible de
définir des grammiens asymptotiques qui ne dépendent plus du temps.

Théoréme 1.2.20 Soit le systéme LTI donnée par (1.3) supposé asymptotiquement stable, alors

le grammien asymptotique
— de commandabilité est

o0
We = — / eABBT At gt
0
— d’atteignabilité est
o0 T
Wa :/ eATBBT et (gt
0
— de constructibilité est
o0 T
Wn = —/ eAtCTBeA dt
0
— d’observabilité est
o0 T
Wo :/ A TCTCe dr.
0

Démonstration
Pour le grammien de commandabilité.

t
We(to, tf) = / " At BT (AT (t0—1) dt,

to
ty—to T
= / e A"BBT e 7 dr, en posant T =t — tg
0
et donc le grammien asymptotique (t; = —00)

We = — / eATBBT AT dr.
0
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Pour le grammien d’atteignabilité.
ty T
Wal(to, tf) = / AR T A (tr=t) gt

to
ty—to
- / eATBBT AT dr,
0
et donc le grammien asymptotique (t; = 00)

o0 T
Wa :/ eATBBT A T dr.
0

Pour le grammien de constructibilité.
ty T
Wn(to, t7) = / e =t T CeAl=tr) gy,

to
ty—to
:/ e~ ATTCT CemAT dr,
0
et donc le grammien asymptotique (t; = —o0)

Wn = — / eATTCTCeAT dr.
0

Pour le grammien d’observabilité.

t
Wo(to’tf) _ / f 6AT(t—t0)CTC€A(t—t0) dt7

to
ty—to
:/ eATTCTCeAT dr,
0
et donc le grammien asymptotique (t; = 0o)

Wo = / eATTCTCeAT dr.
0

en posant 7 =1ty —t

en posant 7 =1t —t

en posant 7 =1t — g

0

Il apparait clairement que la commandabilité et la constructibilité d’une part et que l’at-
teignabilité et I'observabilité d’autre part, sont des notions duales. Les grammiens sont aussi
définis par la réponse des états du systeme a une impulsion de Dirac. Pour cette définition nous

ne particularisons pas le type de grammien.

Définition 1.2.21 Un grammien infini est défini par

+00

W = za! dt,

to

ou x est la réponse impulsionnelle du systeme. Avec le théoréme de Parseval, le grammien peut

aussi étre exprimé dans le domaine fréquentiel

W /+wi(iw)i*(iw)dw,

:% .

ou T est la transformée fréquentielle du signal temporel x.
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1.2. Rappels sur les systemes LTI du premiére ordre

En remplacant z par la solution temporelle du systeme (1.3) (z(t) = eA(*~%)B), on constate
que Wa et Wo sont les grammiens du systeme et du systeme dual définis par la réponse im-
pulsionnelle sur l'intervalle [0, 00[. En posant 7 = —t, les grammiens de commandabilité et de
constructibilité sont

0
Wc = / ATBBT AT dr,
—00

0
Whn :/ eATTCTCeAT dr.

—00

Ainsi Wc et Wn sont définis par la réponse impulsionnelle sur l'intervalle | — oo, 0].
Il est possible de calculer les grammiens grace a I’équation de Lyapunov.

d d (% At pRT AT (—1)
£WC(t,O) = dt/t € BB e dT, (119)
)
_ Y ( AGt—T)pRT AT (t—7) _ rRrT
/t o (e BB e ) dr — BB, (1.20)
= AWc(t,0) + Wc(t,0)AT — BBT. (1.21)

Or dans le cas ou le systeme est asymptotiquement stable, pour ¢ — oo, %Wc(t, 0) = 0 donc
le grammien de commandabilité asymptotique est solution de 1’équation de Lyapunov AWc +
WcAT — BBT = 0. De méme, les trois autres grammiens sont solutions des trois équations de
Lyapunov suivantes :

WaAT + AWa = —BBT,  WoA+ATWo=CTC, et ATWn4+WnA=-CIC (1.22)

Une interprétation des grammiens est que ces derniers quantifient 1’énergie nécessaire pour
commander ou observer un état du systeme. En posant

J(v(t),a,b) = /bv(t)Tv(t) dt, (1.23)

I’énergie de v(t), une fonction vectorielle dans l'intervalle [a,b], dans [GLOVER, 1984], il est
montré que

m J(u(t), —00,0) = 2d We .
e (u(t), —00,0) = zy We™ g

Ainsi, le grammien de commandabilité quantifie le minimum d’énergie nécessaire en entrée pour
amener un état quelconque a la valeur nulle. Le grammien d’atteignabilité minimise

in J(u(t),0,00) = 2l Wa~lzy,
L (u(t),0,00) = g Wa™ "zo

ce qui quantifie le minimum d’énergie nécessaire en entrée pour amener un état a une valeur
quelconque. Pour le systéeme transposé, le grammien d’observabilité minimise

in J(y(t),0,00) = z1 Woz,
L (y(£),0,00) = xy Wozg

ce qui quantifie ’énergie minimale fournie par un état amené a une valeur quelconque. Pour
finir, le grammien de constructibilité minimise

in J(y(t), —o00,0) = 2t W
e (y(t), —00,0) = x5 Wnzg

et donc quantifie ’énergie minimale fournie par un état amené a la valeur nulle.
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Chapitre 1. Représentation et étude des systémes LTI

1.3 Systemes linéaires invariant dans le temps structurés en se-
cond ordre

La section précédente a permis de définir un ensemble de propriétés d’'un modele. Ces pro-
priétés sont formulées pour un modele décrit par une représentation d’état. Dans cette seconde
section, nous allons étendre ces propriétés aux Modeles Structurés en Second Ordre (MSSO).
Une premiere étape consiste a étudier les relations qui existent entre ces deux représentations.
Cette étude permet de reformuler la fonction de transfert des MSSO. Basée sur cette réécriture,
il sera possible d’étendre les propriétés développées précédemment aux MSSO.

1.3.1 Description des systemes

Les systémes linéaires considérés sont les systemes modélisés par les équations différentielles
ordinaires du second degré a parametres invariants dans le temps

.. {Méj(t) +Cq(t) + Kq(t) = Fu(t) 4(0) = qo, (1.24)

y(t) = Ga(t) + Gu(t) + Gpa(t) 4(0) = qo,
ot u(t) € R™*! est le vecteur des entrées du systeme, y(t) € RP*! le vecteur des sorties, q(t) €
R"™*! Je vecteur des coordonnées du systeme et g, go € R™*! les conditions initiales. La matrice
F € R™*™ est la matrice de commande, les matrices M, C, K € R™*" gont respectivement
les matrices de masses, des amortissements et des raideurs et les matrices G, Gy, G, € RP*™
sont respectivement les matrices d’observation des positions, vitesses et accélérations.
La transformée de Laplace permet d’écrire la fonction de transfert d’un MSSO.

H(s) = (s°Gy + sGy + Gp)(Ms2 +Cs+K)'F et Y(s)=H(s)U(s). (1.25)

Les modeles du second ordre peuvent modéliser différents domaines de la physique tels que
des systemes électriques, mécaniques ou thermiques [DORF et BISHOP, 2008].

Domaine Efforts Vitesses Déplacements
généralisés généralisées généralisés

Mecamque de Effort [N] | Vitesse [m.s~!] | Position [m]

translation

Mécanique de . 1

rotation Couple [Nm] | Vitesse [rad.s™'] | Angle [rad]

Electrique Tension [V] | Courant [A] Charge [A.s]

Hydraulique Pression [Pa] x]f)ciziique [m?.s7! | Volume [m?]

Thermo , Flux 1

-dynamique Tempéragure [K] de chaleur 571

Acoustique Pression [Pa] | Débit acous- [m3.s7!] | Volume [m?]

tique

TABLEAU 1.1 — Variables utilisées par un MSSO selon le domaine de la physique

Le TABLEAU 1.1 donne les variables physiques a prendre en compte afin de pouvoir déterminer
un modele structuré en second ordre selon le domaine physique considéré. Pour ’ensemble de ces
domaines, trois matrices seront ainsi définies, qui peuvent étre liées a des parametres physiques
donnés au tableau TABLEAU 1.2 (page ci-contre).
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1.3. Systemes LTI structurés en second ordre

. Masses Amortissements Raideurs
Domaine f s 1e s s 1e R
généralisées généralisés généralisées
Mécani d . .
Ceamdue €€ 1 Masse [N.m~!s?] | Amortissement [N.m~'.s] | Raideur [N.m™1]
translation
Méca'nique de Tnertic N.m.s?] Amort%ssement B Raideu.r N.rad~1]
rotation angulaire [N.rad™".s] | angulaire
) I — —
Electrique ,nduc.t anee [V.A7Lg] I/%esmt‘ance [V.A7] /Capa@te [V-1.Ag]
électrique électrique électrique
. Inert Ssist ité
Hydraulique Herance [Pa.m™3.s?] Résis ance [Pa.m™3.s] Capaci ¢ [Pa—!.m3]
hydraulique hydraulique hydraulique
Th I — —
ermo nduct.anc? K.J-1.2) Re81st.ance K.J1s] Capac.lte K]
-dynamique thermique thermique thermique
Acoustique? Inertar.lce Pa.m-? Résistz'mce Pam—2.s1] Capaci‘té [Pa~!.m?.s?]
acoustique acoustique acoustique

TABLEAU 1.2 — Parameétres utilisées par un MSSO selon le domaine de la physique

1.3.2 Conditions structurelles

Lors de la modélisation d’un systeme par un MSSO, les conditions suivantes, appelées condi-
tions structurelles assurent que le systeme est stable et que le systeme a une cohérence avec les
lois de la mécanique :

M = MT >0 éléments inertiels généralisés
K = KT >0 ©éléments capacitifs généralisés
C = Ci1+Cy avec (= C’;‘F > 0 éléments dissipatifs généralisés

et Cy=—-CF éléments conservatifs généralisés

Les conditions structurelles sont déduites de considérations énergétiques sur le systeme. En
examinant 1’énergie cinétique définie par . = %(j(t)TM G(t), on se rend compte que la matrice
M est symétrique d’une part, et semi-définie positive d’autre part. Dans le cas des conditions
structurelles, la matrice M est définie positive car il est fréquent de ne considérer que les sys-
temes dont chaque coordonnée généralisée est liée a une masse généralisée. Pour les mémes
raisons, en examinant 1’énergie potentielle élastique Ej,. = %q(t)TK q(t) la matrice K est symé-
trique et semi-définie positive. La symétrie des matrices peut aussi étre constatée par le fait que
l'action entre deux coordonnées généralisées est réciproque (principe d’action-réaction). Pour
finir, comme les éléments dissipatifs n’apportent jamais d’énergie au systeme, alors C; > 0
[HUGHES et SKELTON, 1980].

1.3.3 Transformation entre représentation d’état et MSSO

Afin d’étudier les propriétés des MSSO, il est intéressant de pouvoir transformer un MSSO en
modele d’état. Cette transformation permet de transformer I’ensemble des MSSO non singuliers
en modele d’état non singulier.

L La proposition de P’existence d’une inductance thermique est faite par analogie aux domaines mécanique et
électrique mais il n’y a pas de phénomeéne thermique connu & température ordinaire qui le confirme (voir
[BREEDVELD, 1982] pour une discussion & ce propos).

2 L’analogie entre I’acoustique, la mécanique et I'électrique a été initialement proposée par [OLSON, 1943].
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Chapitre 1. Représentation et étude des systémes LTI

Proposition 1.3.1 A un modéle du second ordre de la forme (1.24), avec M non singuliére, on
peut associer la représentation d’état

0) I 0)
Y= ~-M'K -M-'C M—'F | e RvFm)x(n4p) (1.26)
G,—GM 'K G,—GM 'C|GM'F

avec le vecteur d’état x(t) = ( ggg ) et les conditions initiales xo = ( go >
0

Démonstration
A partir du systeme d’équation (1.24), on peut écrire

j(t) =-M~1Cq(t) — M~'Kq(t) + M~ Fu(t),
{ y(t) = -G M 'C¢(t) — GaM ' Kq(t) + GaM ' Fu(t) + Guq(t) + Gpy(t)

et en posant le vecteur d’état

la formulation (1.26) d’'un MSSO sous forme d’état est immédiate. O

Dans le cas d'un modele singulier (ou modele descripteur), c¢’est-a-dire si la matrice M est
non inversible, on peut transformer le MSSO en représentation d’état singuliere par

{ Ei(t) = Axz(t)+ Bu(t),
y(t) = Cax(t) + Du(t).

Ainsi, une représentation d’état singuliére d’'un MSSO singulier peut étre de la forme suivante

[SALIMBAHRAMI, 2005] :
(9) () (%) () (2)
th; b OGl.E ).

y(t) (Gy—GuK G, —G,C) .

Le choix de la matrice IV est optionnel et n’a pas d’influence sur les résultats. Elle doit seulement
étre non singuliere. En général, on la choisit égale a I'identité. Dans certains cas, il est intéressant
de transformer un MSSO en représentation d’état symétrique. Pour cela il suffit de poser N =
—-K.

Si la transformation d’'un modele d’état en MSSO est simple, la transformée inverse de-
mande plus d’attention. La recherche d’'un MSSO équivalent a un modele d’état se base sur la
représentation d’état d’un MSSO (c¢f. proposition 1.3.1).

1.3.3.1 Approche considérée

Plusieurs algorithmes de transformation d’un modele d’état en MSSO ont été développés. Ils
se basent sur la méthodologie suivante : trouver une matrice de transformation T telle que

T—lAT:(l? A]I> T‘lB:<§>, Cr=(C G) e D=D (1.27)
1 2 2
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1.3. Systemes LTI structurés en second ordre

Grace a la structure de cette représentation d’état, il est possible d’identifier un MSSO.
En effet, sans perte de généralité, en posant M = I, les matrices du MSSO sont

M =1, C = —A,, K = —Aj, F = B,,
Gp = C) + G,K, Gy =0y +GaC et G, =DF'M.

Clairement, une premiere hypothese pour qu’une représentation d’état puisse étre transfor-
mée en MSSO est la parité de la dimension du modele d’état (i.e. n = 2n,). De plus, si D est
non nulle, la pseudo-inverse de F' doit exister, i.e. le déterminant de FT F doit étre non nul.

Dans la littérature, les algorithmes proposés se basent sur le constat suivant

XA(;(A>_1:(0 1),

avec X une matrice de rang plein, de dimension n, X n. Ainsi, la matrice

T— < ;A >_1, (1.28)

permet de transformer la matrice A en une matrice dont la structure respecte I’équation (1.26).
La matrice X pouvant étre quelconque, on utilise le fait que la matrice B doit respecter la
structure de I’équation pour la déterminer.

1. Dans [MEYER et SIRNIVASAN, 1996], la matrice X est la matrice qui annule & gauche
la matrice B

XB=0.

2. Dans [SALIMBAHRAMI, 2005], la matrice X est déterminée par la décomposition QR
de la matrice ( B C” ) car 'auteur utilise des MSSO ou seule 'observation en position
généralisée est considérée, i.e. G, = G, = O. Dans ce cas, une hypothese a ajouter est
la nullité du premier parametre de Markov du systeme. En effet, si les matrices d’obser-
vation en vitesses et accélérations généralisées sont nulles, les matrices de commande et
d’observation de la représentation d’état sont

B:<M“31F) et C=(G, 0),
d’ou le premier parametre de Markov

hy =BC=0.
La matrice X peut étre décomposée en

X

Il
7~
50
~
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Chapitre 1. Représentation et étude des systémes LTI

En considérant la factorisation QR de ( B CT )

Ri1 R
(8 cry=q| O |

O O
Ry Rio

Q1 O  Ro
O O

avec ( gl ) = QT car Q est orthogonal.

2

Ainsi n, — p lignes de Q2 peuvent étre choisies pour matrice R.

3. Dans [HOULSTON, 2006], la matrice X est déterminée par la décomposition QR de la
matrice B.

Ry
B=(Q Q2)< 0 >7
d’ou
X =YQ7,
avec Y une matrice quelconque de rang plein permettant de modifier la transformation.

Comme il existe différentes possibilités pour déterminer la matrice X (ou Y), il existe plu-
sieurs matrices M, C' et K solutions. Or, si les méthodes proposées ci-dessus permettent de
transformer une représentation d’état de dimension paire en MSSO, elles ne garantissent pas la
préservation des conditions structurelles.

Ainsi, se pose la question du lien entre représentation d’état et MSSO avec conditions struc-
turelles. Afin de déterminer ce lien, nous étudions les valeurs propres quadratiques du triplet
matriciel (M, C, K).
1.3.3.2 Probleme aux valeurs propres quadratiques

Définition 1.3.2 Les valeurs propres quadratiques du triplet matriciel M,C, K € R™*™ gont
l’ensemble A des scalaires \ tels que

QNx=0et y" QN =0, (1.29)
awec QN =MMN+C N+ K et z#0, y#O.

x est appelé vecteur propre a droite et y est appelé vecteur propre a gauche de Q(N).

La résolution de ’équation (1.29) est le probleme aux valeurs propres quadratiques (QEP
pour Quadratic Eingenvalue Problem).

Parmi ’ensemble des méthodes permettant de résoudre le QEP, nous considérons la méthode
par linéarisation qui est équivalente a la transformation d’'un MSSO en représentation d’état. En
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1.3. Systemes LTI structurés en second ordre

posant z = Az dans I’équation (1.29) et en réécrivant (), on obtient un probleme aux valeurs
propres généralisées (GEP pour Generalized Figenvalue Probleme)

(S L) ()-(5 an(2)

Comme M est inversible par les conditions structurelles, on obtient un probléeme aux valeurs
propres classiques (CEP pour Classic Figenvalue Probleme)

(i e ) (2)=2(2)

Comme par transformation, le spectre d’'une représentation d’état est invariant, il est clair
que les valeurs propres quadratiques du triplet matriciel (M, C, K) et les valeurs propres de la
matrice des dynamiques A de la réalisation d’état décrivant le MSSO sont égales.

Dans [TISSEUR et MEERBERGEN, 2001], un état de ’art complet sur le QEP et ses appli-
cations est proposé. Dans cet article, les propriétés des valeurs propres quadratiques en fonction
des propriétés des matrices M,C et K sont donnés. En particulier, il est possible de détermi-
ner les conditions sur les valeurs propres pour respecter les conditions structurelles. Les valeurs
propres de la matrice A doivent étre réelles ou en paires (A, A) afin que le triplet matriciel
(M, C, K) soit réel. De plus, pour que M soit définie positive et C' et K soient semi-définies
positives, les valeurs propres de A doivent étre a partie réelle négative ou nulle. Enfin, si une
valeur propre est a partie réelle nulle, alors le MSSO ne possede pas d’élément dissipatif.

Grace a cette analyse, nous savons que des conditions nécessaires pour qu'une représentation
d’état puisse étre transformée en un MSSO respectant les conditions structurelles sont :

— la matrice A a des valeurs propres réelles ou en paires (\, \) ;

— la matrice A a des valeurs propres a partie réelle négative ou nulle.

Or une propriété des matrices a coefficients réels est d’avoir ses valeurs propres réelles ou
en paires (A, A). De plus, la stabilité d’une représentation d’état assure que la partie réelle des
valeurs propres de la matrice A est négative ou nulle. Au final, une représentation d’état peut
étre transformée en MSSO respectant les conditions structurelles si elle est a coefficients réels et
si elle est stable.

Nous venons de montrer que si le MSSO respecte les conditions structurelles alors la repré-
sentation d’état associée est stable et a coefficients réels. La prochaine étape consiste a montrer
que cette condition nécessaire est suffisante, c¢’est-a-dire que pour toute matrice d’état stable a
coefficients réels, il existe un triplet de matrice (M, C, K) respectant les conditions structurelles.
Cette problématique est le probleme aux valeurs propres quadratiques inverse.

1.3.3.3 Probléeme aux valeurs propres quadratiques inverse

Le probléeme aux valeurs propres quadratiques inverse (QIEP pour Quadratic Inverse Eingen-
value Problem) consiste a construire un triplet de matrices (M, C, K) tel que les valeurs propres
quadratiques de ce triplet égalisent un jeu prédéfini de valeurs propres A.

Différents auteurs ont étudié la solvabilité du QIEP [CAT et al., 2009, LIN et al., 2009]. Dans
[LANCASTER, 2005], les auteurs présentent une solution générale qui ne respecte pas les condi-
tions structurelles et une solution particuliere respectant les conditions structurelles. Cette solu-
tion particuliere demande de déterminer quatre matrices qui permettent de définir I’ensemble des
solutions du QIEP mais cette solution est conditionnée par l'existence et la capacité a trouver
ces quatre matrices.
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Chapitre 1. Représentation et étude des systémes LTI

Dans le cas ou les valeurs propres respectent les conditions structurelles, il est aisé de montrer
que l'on peut déterminer un triplet matriciel (M, C, K) possédant les mémes valeurs propres
quadratiques.

Théoréme 1.3.3 Soit A = < [(})1 /? ) € C?a*2na g matrice diagonale des valeurs propres
2
respectant les conditions structurelles telles que
A, O (Ao O
A1 = < 0 Arl ) et AQ = ( 0 Arz > (130)
ot

— A, € CreXne et A, € C"X"e sont les matrices diagonales des valeurs propres complexes
(2n. nombres de valeurs propres complezes),
— Ay € ROa—ne)x(ng=ne) op A o € R(Ma—ne)x(na—ne) sont deus matrices diagonales des valeurs
propres réelles.
alors

M = ]I, C = *Al - A2 et K = A1A2, (131)

est un triplet matriciel qui respecte les conditions structurelles et qui a pour valeurs propres
quadratiques A .

Démonstration
~En posant X = ( I T ) dans I'équation (1.28), on a

_ I I
T 1:<A1 A2>, (1.32)

et donc par transformation la matrice A devient

TIAT — < I I ) <A1 @) ) <]I+(A2—A1)—1A1 —(Ag — Ay)7H > (133)

A Ay 0O A, —(A2 — Al)ilAl (A2 — Al)il
O I
= ( CAAs Ayt As > . (1.34)
Donc la matrice 0 I a pour valeurs propres A et par identification avec I’équa-
“MAy A+ Ay )PP Prop P 4

tion (1.26), en posant M = I sans perte de généralité, on obtient C' = —A; — Ag et K = AjAs.
— Le triplet matriciel (M, C, K) respecte les conditions structurelles car

_ |Ac,2 0 A o —A— A, O
A1A2 N < O ArlATQ et Al A2 N O _Arl - Ar2 )

Comme les valeurs propres sont & partie réelle négative ou nulle, |A.|?, ApiAp2, —A. — A, et
—A,1—A,2 sont des matrices diagonales a coefficients positifs ou nuls donc semi-définies positives.
De plus, comme A., Ay et Ao sont diagonales, les matrices C' et K sont diagonales et donc
symétriques. (M vaut l'identité, donc c’est une matrice symétrique définie positive). O
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1.3. Systemes LTI structurés en second ordre

Le QEP et le QIEP permettent de définir les conditions nécessaires et suffisantes sur la
matrice d’état A de la représentation d’état pour que cette derniere puisse étre transformée en
un triplet matriciel (M, C, K) respectant les conditions structurelles.

Pour cela, il faut projeter la réalisation d’état dans la base modale (c¢f. Section 1.2.2) avec

Ay =P AP = A, By = & !B, Cq=Cd et Dg =D, (1.35)

puis appliquer la matrice de transformation 7T'.
En revanche, lorsque nous appliquons la matrice de transformation 77! & la matrice de com-
mande By, il n’y a aucune raison pour que cette derniere ait la structure voulue. (i.e. T~ !By #

(0 FT)Yh)
1.3.3.4 Transformation de la matrice de commande

La décomposition par blocs de ’ensemble des matrices de la représentation d’état projetée
dans la base modale permet d’écrire la fonction de transfert sous la forme

B sI O Ay 0 \] '/ @B
o= (cor ) [(20) (4 )8 ) o
avec ® et ®~! partitionnées par blocs tels que

—1 (I)il
P= (D Dy ) et P = < iy ) (1.36)

Appliquer la matrice de transformation T-! définie dans 1’équation (1.32) sur la matrice

d’entrée donne
_ ®i1B + 9B O
1 _ 1 2 N
T Ba= < A1®i1B + AsbisB > - ( B, ) (1.37)

Ainsi, pour respecter la structure recherchée de 1’équation (1.27), il est nécessaire de trouver
une nouvelle réalisation d’état de la base modale telle que ®i1B 4+ ®isB = O tout en conservant
la structure de la matrice T 'AT.

Une solution a cette problématique peut étre trouvée dans le cas des systemes simple entrée
(i.e. B € R™1), En posant

®i1B = —X 1,
. (1.38)
@ZQB = Xg]l,
ou 1 € R™*! est un vecteur colonne avec des coefficients égaux a 1 et
Xlz—diag< bi, by ..., b, )
‘ (1.39)
X9 = dlag( bnq—i-la bnq-‘r?a ; bn ) )

ou b; la i° composante du vecteur ®1B .
Ainsi, la fonction de transfert de la représentation d’état peut étre réécrite sous la forme

1
I—A O —1
H(S) = ( CP1 X7 CoyXo ) < 8 o 1 Y > < 1 ) + D, (140)
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puisque les matrices A1, Ao, X1 et X9 sont diagonales.
En appliquant les matrices 7" et 7! sur la fonction de transfert définie par (1.40), on obtient

une nouvelle représentation d’état [A—ﬂg—ﬂ équivalente a [é—’—g} telle que

@ ]I 97 .
Ar = ( ANy Ap+ Ag ) selon I’équation (1.34),

o= (o) (3
( W) ()
=

Lt (Ay = A)7HA —(Ag — Ag) 7
CP X, CPXy ) < —(Ag—A)7TAL (A — Ay

Ay —Ay)7! 0
= ( CP1X1As — CP XA —CO1 X7 + CPr X5 ) ( (A2 o v (g — Ay)-! )

Dr =Dy =D.

La structure de la matrice T~'A,T est préservée et la matrice By a la structure voulue mais
les coefficients des matrices By et Cp sont a coefficients complexes car (A — A7) est une matrice
diagonale a coefficients complexes.

En utilisant une seconde matrice de transformation

U:<(A2®A1) <Aaq—)A1>>’

la représentation d’état {A%’%] devient

0 I
Ap=U"tArU =
F=U"ArU <—A1A2 A1+A2>’
0)
-1
Br=U BT:(]1>, (1.41)

Cr=CpU =C ( D1 XAy — Py XoA; —P1 X7 + Py X ) s
Dp =Dy =Dy4=D.

Clairement les matrices Ap, B et Dp sont a coefficients réels.
Afin de démontrer que la matrice Cp est a coefficients réels, le partitionnement en blocs de
D, Oy, Piy et iy permet d’écrire

(I)l - ( q)c (I)Tl )7 @2 - ( (i)c (I)r2 ) ou (I)mi)c € (quxnc et q)Tla(I)TQ S anx(nq—nc)7

dip = ( i > . iy = ( i > . olt ®ig, Bip € COMa et Bipy, Bipy € RMa—M)XNg,
Diyq Dipo

ou l'indice c fait référence a la partie complexe et I'indice r a la partie réelle des matrices. Comme

les coefficients des matrices diagonales X et Xo sont respectivement les coefficients des deux

vecteurs colonnes —®;; B et ®;2B, alors les n. premieres lignes de ®; X; sont les conjuguées des

n. premieres lignes de ®2 X5 et les ny, — n. dernieres lignes de ®1.X; et de $2.X5 sont réelles.

Ainsi, —®1 X7 + P2X5 est une matrice a coefficients réels.
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De méme, en partitionnant en blocs Ay and As

Ao O ngxn [_\c 0 NgXn
Alz( 0 Ar1>ECQX a et A2:< AT2>€CQX a, (142)

alors les n. premieres lignes de ®;X1A5 sont les conjuguées des n. premieres lignes de o XoA4

et les ny — n. dernieres colonnes de ®;X1Ay et ®2X5A; sont réelles. Ainsi, &1 XAy — o2 XoA
est une matrice a coefficients réels, ce qui implique que C est une matrice a coefficients réels.

Au final il est possible d’extraire de la réalisation d’état [éi B’; } un MSSO respectant les

conditions structurelles [GUILLET et al., 2011]. Cette méthode permet de proposer ’algorithme
d’extraction d’'un MSSO depuis une réalisation d’état, présentée a la section suivante.

1.3.3.5 Algorithme de transformation simple entrée

Afin d’extraire de la réalisation d’état (1.41) les matrices du second ordre, nous devons
extraire de la matrice Dp la matrice G, selon ’équation G, F = Dp. Comme F = 1 un vecteur
colonne, en utilisant la pseudo inverse F* = (FTF)~1FT de F on a directement

1
Gy =DpFt =Dp—F" car FT'F=11" =n,.
Nq

Au final, un MSSO est extrait d’une réalisation d’état de dimension paire et stable avec

M =1,

C  =—A; — Ao,

K = AAs,

F =1, (1.43)
G, = DninT,

G, =C(—01X|+ PyX5)+ G0,

Gy, =C(D1X1Ay — P XoA) + G, K.

Du systeme d’équations (1.43) PALGORITHME 1.1 (page suivante) de transformation d’une
représentation d’état en MSSO est proposé.

A noter que lalgorithme présenté doit résoudre un probleme aux valeurs propres. Les autres
étapes sont des étapes de tris et de multiplications de matrices. Ainsi, I’algorithme échoue seule-
ment si le calcul des valeurs et vecteurs propres échoue.

A noter également que 'algorithme proposé ci-dessus ne fonctionne que dans le cas simple
entrée. Or une représentation d’état mutli entrées peut étre considérée comme la concaténation
d’un ensemble de réalisations d’état simple entrée. La transformation d’un MSSO multi entrées
fait donc 'objet de la prochaine section.

1.3.3.6 Algorithme de transformation multi entrées

Pour transformer en MSSO une réalisation d’état multi entrées, I’apport de chacune des
entrées est considérée séparément :

Y (s) = C(sI — A)"'BU(s) + DU(s),

Em: C(sI — A)™B;U;(s) + DU(s),
=0
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Algorithme 1.1 Transformation d’une réalisation d’état simple entrée en MSSO (SSSI2MSSO)

Entrées: A € R?*2% B ¢ R?"a*! C ¢ RP*?% D € RPXL,
Sorties: M,C, K, F,G,, G, G,.
résoudre A = AP ;
poser Ay = —diag(A., A1), Ay = diag(A., A2) selon le théoréme 1.3.3 (page 26)
et les matrices associées 1, ®o , iy et Pig selon I'équation (1.36);
calculer B; = ( Pip DPio ) B;
poser Xy = diag(bay, . . ., ban,) et Xo = diag(ban,+1- - - bdn) ;
poser M =1
calculer C' = A1As;
calculer K = —(A1 + Ag);
poser F'=1;
calculer G, = Dn—quT;
calculer G, = C(P1 X 1Ay — PoXoAy) + G K ;
calculer G, = C (P2 X1 — 1 X4) + G,C.

ou Uj(s) est la i® entrée et B; est la i colonne de B. En utilisant le systeme d’équations (1.43)
sur chaque couple (C, B;) afin d’obtenir les matrices de sorties (Gp,, Gy;), le MSSO multi entrées
est

M=I¢ R(nqu)x(nqu)

)

—Ai—Ay O --- O
O - O —A— Ay € RMam*nam
(D e (D _Al — A2
AMAy O -+ O
K — O AAs e anmanm, (1.44)
.. . 0
0 0O AAy
1 O 0O
F— o 1 . c Rpanm7
o 0
0O O 1
Gp = ( Gp, Gpy -+ Gy, ) € Rpma™,
Gy = ( Gor Gua - Gup ) € Rpanm’
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Algorithme 1.2 Transformation d’une réalisation d’état en MSSO (SS2MSSO)

Entrées: A,B,C,D.
Sorties: M,C, K, F,Gp,G,,G,.
si A est de dimension impaire, ajouter un état non nul, non observable, non commandable;
résoudre PA = AD;
poser A; = diag(Ac, A1), Ay = diag(A, Ay2) selon le théoréme 1.3.3 (page 26)
et les matrices associées ®1, ®o selon I'équation (1.36);
calculer B; = ( Dy Dy ) B;
poser My =1;
calculer C1 = A1As;
calculer K1 = —(A; + Ag);
poser F1 = 1;
calculer G471 = DninT;
pour j =1 a m faire
poser X; = —diag(bd(1 ) bd(nq ])) et Xo = diag(bd(nﬁl’j), RN bd(n,j)) ;
calculer Gp =C (‘I)leAQ — <I>2X2A1) + Ga1 K1
calculer G,; = C <I>2X2 —P1X1) + Gg1Cr 5

poser M = ( 0 M > ;
poser C' = < g gl > ;
poserK:<g ;2)
poser F = < g 1?1 > ;
poser G, = Gp G

<.

.

poser G, = ( Gy, Gy )
poser G, = ( Go Gaj )

fin pour
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Go=(Ga Gu - G, )eRPXmMm,

L’ALGORITHME 1.2 (page précédente) permet de transformer une réalisation d’état en un
MSSO diagonal. Mais cet algorithme multiplie la dimension du modele par le nombre d’en-
trée. Pour un modele de dimension n, a m entrées, TALGORITHME 1.2 (page précédente)
construit un modele de dimension n, X m a m entrées. Ainsi les équations de la dynamique
sont répétées pour chaque entrée et, dans le cas générale, cet algorithme construit une réali-
sation non minimale d’'un MSSO. Basé sur la structure diagonale du MSSO déduit, un algo-
rithme d’élimination des équations redondantes peut étre proposé. La solution permet d’éli-
miner certaines équations redondantes mais ce n’est pas un algorithme de réalisation minimal
[GUILLET et MOURLLION, 2011]. Pour finir, comme tout MSSO non singulier peut étre mis
sous forme d’état, il est possible de proposer alors un algorithme permettant de diagonaliser les
MSSO sans équation redondante.

1.3.3.7 Diagonalisation d’un MSSO

La diagonalisation d’'un MSSO permet de découpler chacune des équations le constituant.
Ainsi, chaque équation peut étre considérée séparément. La recherche des équations & éliminer
est effectuée en deux étapes. La premiere étape élimine les équations structurellement non-
observables et non-commandables. La seconde étape associe les équations redondantes.

Pour la premiere étape, la structure particuliere de la matrice F' assure que toutes les co-
ordonnées sont commandables. Ainsi, les coordonnées non-minimales sont directement données
par les coordonnées qui ne peuvent pas étre observées. Comme les matrices des dynamiques sont
diagonales, les coordonnées non-observables sont données par les colonnes nulles de la matrice
de sortie.

En examinant 1’équation (1.44), il peut étre noté que chaque bloc —A; — Ay et AjAg sont
répétés et donc redondant. Afin d’associer certaines équations dans la second étape, les sorties
doivent etre combinées. Ceci peut étre effectué si les vecteurs colonnes des matrices de sor-
tie correspondant aux équations redondantes sont linéairement dépendantes. Pour déterminer
les dépendances entre les colonnes, ces dernieres doivent étre normalisées avant d’effectuer un
produit vectoriel entre chacune des colonnes. Par le principe de superposition, le scalaire qui
normalise un vecteur de sortie doit étre utilisé pour multiplier la ligne de la matrice d’entrée cor-
respondante. Un produit vectoriel entre deux vecteurs de sortie égales a 1 ou —1 signifie que ces
colonnes sont linéairement dépendantes et que les équations de la dynamique associées peuvent-
étre combinées par addition ou soustraction des lignes de la matrice d’entrée correspondantes
aux sorties considérées.

Au final, en ajoutant ’élimination des équations redondantes, il est possible de diagonaliser
un MSSO multi entrée. Pour cela, il est nécessaire de transformer le MSSO en représentation
d’état grace a la proposition 1.3.1 (page 22) puis d’appliquer ’ALGORITHME 1.2 (page précé-
dente) et enfin d’éliminer les équations non-observables et d’associer les équations redondantes.
Ces trois étapes permettent de définir ’ALGORITHME 1.3 (page ci-contre). Cet algorithme per-
met de diagonaliser ’ensemble des MSSO ne possédant pas de poles nuls d’une multiplicité
supérieure ou égale a 2.

La formulation des MSSO sous leur forme initiale ne permet pas leur étude d’une maniere
similaire au modele d’état. Mais, grace a la diagonalisation, il est possible de reformuler la
fonction de transfert d’un MSSO.
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Algorithme 1.3 Diagonalisation d'un MSSO (DIAGMSSO)

Entrées: M,C,K,F,G),, Gy, G,
Sorties: M,C, K, F,G,,G,,G,

poser A = (D,l ]I,l
-M—K —-M—'C

O
poser B = ( M-LF )

poser C = ( G, — GM 'K G,—G,M~'C )

poser D =G, M~'F

calculer (M,C, K, F,G,,G,,G,) = SS2MSSO(A, B, C,D)
construire G = ( G, G, Gq )T

pour j =1 a p faire

calculer a = ||G}|| la norme de la j° colonne de G
si a == 0 alors

retirer la jéquation du MSSO
fin si

_ Gaj _ Gy _ G
calculer Gy; = =2, Gy; = —;* and Gpj =1

ou j se référeaa la j¢ colonne *
calculer Fj = Fja ol j se réfere a la j° ligne de F'
fin pour
construire G = ( G, G, Gq )T
calculer P = GTG le produit vectoriel des vecteurs de sortie
pour j =1 a p faire
pour i = j + 1 a p faire
si abs(Pj;) == 1 (ou ji se réfere a la j¢ ligne et i¢ colonne de P) alors
calculer Fj = Fj + P]zE
supprimer la jéquation du MSSO
fin si
fin pour
fin pour
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1.3.3.8 Autre formulation de la fonction de transfert d’un MSSO

Lors de I’étude des modeles, ’outil de la transformée de Laplace est couramment utilisé. Si la
transformée de Laplace d’'un MSSO peut aisément étre calculée, la transformée de Laplace inverse
d’une équation du second ordre demande une premiere étape de décomposition en éléments
matriciels simples de la fonction de transfert. La décomposition en éléments matriciels simples
d’un MSSO permet de réécrire la fonction de transfert comme une addition de deux termes
inverses du premier ordre.

Théoréme 1.3.4 [MEYER et SIRNIVASAN, 1996] Soient P, et Py € C"*™ les « racines »
du polynéme matriciel Ms?> + Cs + K, telles que sp(Py) N sp(Py) = 0. Alors :

(Ms®> +Cs+K) ' = ((sI - P) 'S —S(sL—P) ) M, (1.45)
avec
—P,—P,=M"'C e PP,=M'K,
ou S est la solution de l’équation de Sylvester :

SP, — P,S+1=0. (1.46)

Démonstration
Premiérement, l'unicité de la solution de I’équation de Sylvester (1.46) est garantie par sp(Py) N
sp(P,) = (). Ensuite, en développant I’équation (1.45) nous obtenons

(Ms? +Cs+K)™! = (s — Py) " (S(s — P;) — (s — P,)S) (sl — Py) "M,
= (sl — Py)"1(Ss — SP, — sS + PS)(sI — P)) ' ML,
Or selon (1.46) —SP; + P,S = I. Donc
(Ms?> +Cs+ K)™!' = (s — Py) ' (sT — P)) "M,
et en inversant les deux membres de I’équation on a
(Ms®> 4+ Cs+ K) = M(sI — P)(sI — Py).

On constate que P; et P, sont les racines du polynéme matriciel (Ms? + Cs + K). De plus, en
développant

(Ms? +Cs+ K) = (Ms* — M(P, + Py)s + MP, P),
(2 + M 1Cs + M 'K) = (s* — (P, + Py)s + P P),
I'identification termes a termes permet d’obtenir
~Pi—P,=M"1'C et PP,=M'K.
O

Le théoreme 1.3.4 est général et ne précise pas comment déterminer les matrices P; et Ps.
Il est évident que deux matrices candidates sont les matrices A; et As. De plus, I'utilisation de
ces deux matrices permet d’éviter de résoudre ’équation de Sylvester car comme A; et As sont
diagonales, alors

S=(P,—P) L

Comme pour la diagonalisation des MSSO, on retrouve I’hypotheése de I'absence de valeurs
propres nulles de multiplicité supérieure ou égale a deux.
Avec cette nouvelle formulation et avec I’équation (1.25) le théoreme suivant est immédiat.
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Proposition 1.3.5 La fonction de transfert d’un MSSO peut étre exprimée par :
H = (s*Gq + 3Gy + Gp) ((sI — P2) 'S — S(sI — P)" ') M~'F, (1.47)

avec Py et Py € C"*"a [es racines du polynéme matriciel Ms> + Cs + K et S la solution de
l’équation de Sylvester :

SP — P,S+1=0.
Avec la décomposition en éléments matriciels simples, il est possible d’utiliser la transformée
de Laplace inverse pour calculer la réponse a une entrée d’'un MSSO.
1.3.4 Reéponses temporelles
1.3.4.1 Réponse a une entrée quelconque

Le théoreme 1.3.4 (page ci-contre) permet de donner la solution analytique de ’équation
d’un MSSO.

Proposition 1.3.6 Soient qo = q(to) les positions initiales, Gy = {(to) les vitesses initiales et
une entrée u(t), les réponses dynamiques q(t), 4(t), §(t) et y(t) du MSSO peuvent étre détermi-
nées par :

y(t) = (g26P2(t—to) _ glepl(t—to)) do — (gQBPz(t—to)pl — Gl (t—to)p2> 9

t
+ / (QQSePQ(t_T) - ngepl(t_T)> Fu(r)dr + GoFu(t), (1.48)
0
avec
Gi = Gp+ GyPL + GoPi2, Go =Gy + GyPo+ GoPy? et SPy — P,S +1= 0.

Démonstration
En rappelant que la transformée de Laplace de la dérivée n® d’une fonction est

o d"f
dtn—l

L [dilﬁt)} = s"F(s) —s" 1 f(ty) — s"_QZ—J;

- , (1.49)
(to) (to)

Iéquation (1.49) permet de calculer la transformée de Laplace de la primitive d’une fonction en
posant f(t) = [ g(t) dt. Ainsi,

L [/g(t) dt} =5 1L[g(t)] —i—sl/g(tg)dt (1.50)

L [//g(t) dt dt} = s2L[g(t)] +s_1//g(to) dt dt+s_2/g(tg)dt. (1.51)

De méme que pour la dérivée, la notation [ g(to) dt fait référence a la primitive de la fonction
g(t) évaluée en t.
Soit un MSSO décrit par I’équation (1.24)

et

{ Mii(t) + C4(t) + Kq = Fu,
y(t) = qu + GvQ(t) + Gad(ﬂ'
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La réponse temporelle du systeme est la somme pondérée par les matrices G, G, et G, de

la réponse en position, en vitesse et en accélération généralisée. Pour calculer ces réponses, le
systeme est transformé dans le domaine fréquentiel (étape 1 de la démonstration) afin d’utiliser
le théoreme 1.3.4 (page 34) (étape 2 de la démonstration) et ainsi pouvoir calculer la transformée
de Laplace inverse (étape 3 de la démonstration).
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. Transformée de Laplace avec les équations (1.49) et (1.50)

-réponse en position généralisée :
(Ms® + Cs + K)L[q(t)] = FU(s) + M(to) + Msq(to) + Cq(to),
Llg(t)] = (s> + M~'Cs+ M 'K) ™ (M7 FU(s) + 4(to) + sq(to) + M~ Cq(to)) .
-réponse en vitesse généralisée :
(Ms+C + Ks™')L[§(t)] = FU(s) + M{(to) — s~ Kq(to),
L[§(t)] = (Is* + M~'Cs+ M K) " s (M7 FU(s) + 4(to) — s "M K{(to)) .

-réponse en accélération généralisée :

(M +Cs '+ Ks72)s2L[i§(t)] = FU(s) — s 1Cq(to) — s " Kq(to) — Ks 2Kq(to),
LI§(t) = (I + M~'Cs+ M'K) ' &2,
x (M7YFU(s) — s7"M~1Cq(tg) — s "M ' Kq(to) — M Ks 2K{(to)) .

. Décomposition en éléments simples grace au théoréme 1.3.4 (page 34)

-réponse en position généralisée :
Lg(t)] = ((sT = P) 1S = S(sL = P1)~") (FU(s) + q(to) + sq(to) — (P1 + P2)q(to)) -
-réponse en vitesse généralisée :
L[(t)] = ((sL—P)" 'S = S(sL— P1)7") s (FU(s) + 4(to) — s ' (P1P2)q(to)) -
-réponse en accélération généralisée :

L[i(t)] = ((sI— P)"'S — S(sI — P)7 1) s
X (FU(S) + S_l(Pl + PQ)Q(to) — 3_1(P1P2)q(t0) — S_Q(Plpg)(j(to)) .

. Transformée de Laplace inverse

Les résultats préliminaires suivants permettent de calculer la transformée de Laplace in-
verse des réponses en position, vitesse et accélération.
— La transformée de Laplace inverse de ((sI — P,)*S — S(sL— P;)™!) est

L7 [((T— P78 — S(ST— Py) 7)) = (P05 — 5
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— En utilisant les deux résultats suivants
L[%0] = sF(s) ~ fto) = £ [sF(s)] = G2 +5(0) (1),

2 2
L[ EH2] = 5P (s) - sf(to) - L2 W = LPEO)] =T o)+

et en constatant que
f(to) _ 6P2(to—t0)5 _ SePl(to—tO) -0,
df (t)

d = P2€P2(t0_t0)s — SP1€P1(to—to) =1
t 9

(to)

alors
ﬁil [((S]I - P2)71S — S(S]I — Pl)il) 3] = <P2€P2(t7t0)5 _ SplePl(tftO)) 7
LH((I =Pt = S P) ) 2] = (P2eR00S - SRR ) ().

— La transformée de Laplace inverse d’un produit de fonctions fréquentielles est le produit
de convolution des fonctions temporelles

t
£ POGE) = [Fal®) = [ 1= g(r) d(o).
— L’impulsion de Dirac est 1’élément neutre du produit de convolution

[0 g](t) = g(t).
Avec les trois résultats préliminaires données ci-dessus, il est possible d’appliquer la trans-
formée de Laplace inverse.

-réponse en position généralisée :
alt) = (P05 — SR (4(t0) — (P + Poalto).

+ (PQ@PQ(t_tO)S — Splepl(t_t0)> q(to),

t
+/ (epz(t*T)S — Sepl(t*T)) Fu(r) dr.

to

-réponse en vitesse généralisée :

q(t) = <P2€P2(t7t0)5 - 5P1€P1(t7t°)) q(to) — (€P2(t7t0)5 - Sepl(t7t°)> P Paq(to),

t
+/ (PgePZ(t_T)S - S’Plepl(t_T)) Fu(r) dr.

to

-réponse en accélération généralisée :
i(t) = (Poe™0=0)8 — SPLeP 1)) (P + Po)i(to) — PiPag(to))

_ (6P2(t—to)5 _ Sepl(t—to)) Py Py(t),

t
+ / (PQQePQ(t_T)S — SP12eP1(t_T)) Fu(r) dr + Fu(t).

to
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En utilisant ces trois équations, il est possible de déterminer la réponse temporelle d'un
MSSO y(t) = Gpq(t) + Gud(t) + Gad(t).

La formulation de ce résultat est complexe mais comme le triplet (P;, P, S) est diagonal,
on obtient :

q(t) = <6P2(t—t0)5' — G (t—t0)> o — (P16P2(t—t0)5' _ SP2€P1(t—to)) 9

t
-%/ (eP20=7) — $eP=) Fu(r) dr.

to

q(t) = (P26P2(t‘t°)5 - SPlePI(t‘tO)) do — (Plpgep2<t—t0>s — SP Pyt <t—to>) “

t
+ / (PgePQ(t_T)S — SP16P1<t—T>) Fu(r) dr,

to

q(t) — <P226P2(t—t0)s o SP126P1(t—t0)> C_?O _ (P1P226P2(t—t0)5 _ SP2P126P1(t—t0)> 0

t
+ / <P22€P2(t_T)S - SP126P1(t_T)> Fu(r) dr + Fu(t),

y(t) = GPQ(t) + GUQ(t) + Gaq.(t)'
(1.52)

En posant Gy = G, + G, P + G,P% et Gy = Gp + G P + G,P,% on obtient la forme
condensée de la réponse temporelle d’'un MSSO

y(t) = (G28e™1710) — G15eN 110 ) g — (GaSe™ =) P — G1SeM T By ) g

t (1.53)
+ / (ggSePQ(t_T) — ngepl(t_T)> Fu(t) dr + GoFu(t).

to

0

La réponse a une entrée d'un MSSO définie par 1’équation (1.53) permet de déterminer une
nouvelle représentation d’état d’un MSSO

(PO, F
xm—<® H><w+(F><m o

y(t) = (G5 ~GiS ) a(t) + GuFu(t).

1.3.4.2 Réponse impulsionnelle

La réponse impulsionnelle d’un modele simple entrée est obtenue en appliquant une impulsion
de Dirac sur le modele en I’absence de conditions initiales (qo = 0 et gy = 0). En raison de la
présence du terme G,Fu(t) dans la réponse en accélération généralisée, si G, # O alors la
réponse impulsionnelle est infinie en t = t.

Théoreme 1.3.7 La réponse impulsionnelle d’un MSSO pour t >ty est déterminée par :

y(t) = (QQSBPQ(t_tO) - g1S€P1(t_t0)) F+ GoFé(t — to), (1.55)
avec  G1 =Gp+GuPL+ G P12 et Go=Gy+ GyPr+ Gy P’
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Comme dans le cas des modeles en représentation d’état, les réponses impulsionnelles d’un
modele multi entrées sont données par la réponse libre du modele (u(t) = 0) avec les conditions
initiales valant alternativement chacune des colonnes de F'.

Démonstration
Pour t = tg, avec qo = 0 et ¢y = 0, les équations (1.3.6) donnent

to
q(to) =0, car / <6P2(t7T)S — SePl(t*T)) Fé(r)dr =0 et
t
t
qto) = F; car / (Poe™=7)8 — SPP =T () dr = F.
to

Donc,

y(t) = [Gp (ePQ(t*tO)S — SePl(t*to)) + Gy (PgePQ(t*tO)S — SPlePI(t*tO))
+ G, <P226P2<t—t0>s - SPfePl(t‘tO)ﬂ F 4+ GuFo(t),
soit
y(t) = (G281 — G5 IT)) F 4 G, (),
avec G1 =Gy + GuPy+GoPi® et Gy =Gy + GuPy+ G P2
O

Le calcul des réponses d’un systéme dans le cas continu nécessite de résoudre une intégrale.
Afin de s’affranchir de ce calcul, il est généralement préférable de travailler avec un modele a
temps discrétisé car 'intégrale est remplacé par une somme. La discrétisation d’un MSSO est
donnée en Annexe A ainsi que la réponse discrete a une entrée et a une impulsion.

1.3.5 Propriétés des modeles structurés en second ordre
1.3.5.1 Stabilité

Les poles d'un MSSO sont donnés par les racines du polynome matriciel (Ms?+Cs+K) = O
qui se résout par le probléme aux valeurs propres quadratiques. Comme la stabilité asymptotique
du systeme impose que les poles du systeme soient situés dans le demi-plan complexe gauche,
les valeurs propres quadratiques de (Ms? 4+ Cs + K) doivent étre & parties réelles négatives.

Théoréeme 1.3.8 Un systéeme linéaire du second ordre est stable si et seulement si les valeurs
propres quadratiques du polynéme matriciel M s*> + Cs + K sont a parties réelles négatives

RG(Q()\Z)) <0, VA € A. (1.56)

Le calcul des valeurs propres quadratiques d’un polynéme du second ordre est donné a la
Section 1.3.3.2.

Il est possible d’exploiter les conditions structurelles pour s’assurer de la stabilité d’un sys-
teme. Pour cela, introduisons la définition d’un polynéme matriciel autoadjoint.

Définition 1.3.9 Le polynome matriciel Q(N) est autoadjoint si Q(A) = Q(N)* pour tout A € C
ce qui est équivalent a M, C' et K hermitiennes.
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Propriétés des matrices

Propriétés des valeurs

propres

Propriétés des vecteurs
propres

M singuliere

Valeurs propres finies et infi-
nies

M non singuliere

2ng4 valeurs propres finies

M, C, K réelles

Valeurs propres réelles ou en

Si z est un vecteur propre a

droite de A alors Z est un vec-
teur propre a droite de \

Si z est un vecteur propre a
droite de A alors x est un vec-
teur propre a gauche de \

paires (A, \)

M, C, K hermitiennes Valeurs propres réelles ou en

paires (A, \)

M hermitienne définie posi- | Re(A\)< 0

tive C, K hermitiennes semi

définies positives

M, K hermitiennes, M défi- | Valeurs propres purement | Si x est un vecteur propre a

nie positive, C' = —C* imaginaires ou en paires | droite de A alors z est un vec-
(A, =) teur propre & gauche de —\

M, K réelles symétriques et | Valeurs propres purement

définies positives, C = —CT" | imaginaires

TABLEAU 1.3 — Propriétés du triplet matriciel (M,C,K) et propriétés spectrales selon
[TISSEUR et MEERBERGEN, 2001]

A partir de cette définition les deux théoréemes suivants peuvent étre démontrés
[TISSEUR et MEERBERGEN, 2001].

Théoréme 1.3.10 Les valeurs propres d’un polynome matriciel autoadjoint Q(\) sont réelles
ou se présentent en paires complexes conjuguées

QN)zr =0 2*Q(\) = 0.

Ainsi, x est un vecteur propre a droite de A et un vecteur propre a gauche de A. Il s’en suit que
si les matrices sont réelles, ’ensemble des vecteurs propres a gauche et a droite coincide.

Théoréme 1.3.11 Les valeurs propres d’un polynéme matriciel autoadjoint Q(N) dont les ma-
trices sont positives, sont a parties réelles négatives

Re(\) <0, pour X € A.

et le systeme est donc stable.

Les relations entre les propriétés des matrices du polynome matriciel et les propriétés des
valeurs propres sont données dans le TABLEAU 1.3.

En plus des conditions structurelles présentées a la Section 1.3.2, la condition que C' soit
hermitienne est nécessaire, c’est-a-dire que la matrice Cs soit nulle. Cette condition est vérifiée
si le systeme ne possede pas d’éléments conservatifs généralisés.
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1.3.5.2 Atteignabilité

La définition de I'atteignabilité pour un MSSO est équivalente a la définition de 'atteigna-
bilité d’un modele du premiere ordre (cf. définition 1.2.14 (page 14)).

Définition 1.3.12 Un systéme décrit par [’équation (1.24) est atteignable si pour toutes coor-
données généralisées initiales en position q(tg) = 0 et en vitesse (tg) = 0 et pour toutes coor-
données généralisées finales qy, il existe une entrée u(.) telle que la solution du MSSO d’écrit
par l'équation (1.24) satisfait q(ty) = qf en un temps ty > 0 fini.

De cette définition, différentes caractérisations algébriques de l’atteignabilité ont été
proposées. Une premiere approche consiste a utiliser la représentation d’état d’'un MSSO
[BENDER et LAUB, 1985, GARCIA-PLANAS, 2007]. Dans [LOSSE et MEHRMANN, 2009],
une étude complete de D'atteignabilité des MSSO est présentée, en particulier I'atteignabilité
totale ou partielle. Cette étude est basée sur un critere de Hautus pour les MSSO, défini par
[LAUB et ARNOLD, 1984]. Ce critere est repris dans le quatrieme item du théoreme 1.3.13.

Si ces solutions permettent d’étudier 'atteignabilité, elles ne permettent pas de défi-
nir une matrice pour les MSSO similaire & la matrice de Hankel des modeles du premier
ordre. Pour le cas ou la matrice de masse vaut l'identité et la matrice de raideur est nulle,
[SHARMA et GEORGE, 2007] ont pu définir une telle matrice. Par ailleurs une étude basée sur
la réponse impulsionnelle a permis & [CLAEYSSEN, 1999] de définir une matrice similaire a la
matrice de Hankel pour les MSSO. La matrice de Hankel proposée est basée sur les réponses
impulsionnelles du modele et non sur les matrices de définition de ce dernier. De plus, le produit
des matrices d’atteignabilité et d’observabilité ainsi défini ne permet pas d’obtenir la matrice de
Hankel.

L’approche proposée est d’utiliser la factorisation des MSSO afin d’obtenir une nouvelle
représentation d’état qui permet de définir une matrice similaire & la matrice de Hankel pour les
MSSO.

Théoreme 1.3.13 Les propositions suivantes sont équivalentes :
1. l’ensemble (M,C, K, F) est atteignable ;
2. la matrice

Wa(to, tf) = /t

to

! (epg(tf—t)s . Sepl(tf—t)) FFT (STGPQT(tf_t) o €P1T(tf—t)sT> dt,

est définie positive pour tout t € [to,ts];

3. la matrice

2 2ng—1
C:<F PF PyF ... Py F’)7 (157)

F PF P*F ... p?wlF

est de rang plein (= 2ng);
4. la matrice ( NM+MXC+K F ) est de rang plein (= ngy) pour tout A € C

La preuve de la proposition 2. est la généralisation des développements faits
dans [ZHOU et al.,, 1995] aux MSSO. La proposition 4. a été démontrée dans
[LAUB et ARNOLD, 1984].

Démonstration
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1. < 2. : Si nous supposons que Wc(tg,t¢) > 0, quelque soit tf > o, et si nous définissons

I’entrée comme
U(T) - FT (S*ePQ*(t—T) _ epl*(t—r)S*) WC_I(O, t)

% |:(€P2(t—t0)s _ Seﬂ(t—m)) do — (Plepz(t—to)s _ SPQSPl(t—tO)> do — Qf} ,

il est facile de vérifier en utilisant la réponse temporelle en position (cf. equation (1.52))
que q(ty) = q¢. Comme gy est arbitraire, 'ensemble (M, C, K, F') est controlable.

Pour montrer que l'atteignabilité de (M,C, K, F) implique Wc(to,tf) > 0, pour tout
t € [to,ts], nous utilisons un raisonnement par l’absurde. Supposons que (M,C, K, F)
est atteignable mais que Wc(to,ts) est singuliere pour au moins un ¢.

Comme (e!2(t=t0) g — SePl(t_to))FFT(ST6P2T(t_t0) - ePlT(t_tO)ST) > ( pour tout ¢, il existe
un vecteur v # 0 € R™ tel que

ol (P75 — e F =0 t € [to, tg]-
Si nous annulons 'état final q(t1) (¢(t1) = 0), avec I'équation (1.52), nous avons :
0= (ePQ(t—to)S — SeP1(t—to)> do — (PlePg(t—tO)S . Spgepl(t_t0)> .

t1
+/ (ePz(t*T)S — SePl(t*T)> Fudr,
0

et en pré-multipliant chaque membre par v” nous avons

0 =vT (ePQ(t_tO)S - Sepl(t_to)) Go — vt (PlePQ(t_tO)S — SPgepl(t_tO)) q0-
Si nous choisissons les coordonnées initiales
do = (ePQ(t—to)S _ SePl(t—to)>71 v,
qo = <P16P2(t_t0)5 — SPgepl(t_to)) - v,
nous trouvons
2wty = 0.

Ainsi, v est nul, ce qui est une contradiction. Finalement, Wc(to,t) > 0 pour tout ¢ €
[to,t¢].

. < 3. : La définition de la matrice d’atteignabilité d’une réalisation d’état (cf. défini-

tion 1.2.14 (page 14)) permet d’écrire directement la matrice d’atteignabilité de la repré-
sentation d’état diagonale d’'un MSSO définie par ’équation (1.54)

o F PF P2F ... PyalE
“\F PF P?F ... P?*lF
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1. & 4. : un systeme d’état est atteignable si et seulement si

n—rcmg(A VA eC,
9( 7)\]£K MECA M®1F> selon (1.26),
I T RS )
O -M—K M7C\AN M—'F O O I
~ rang /\2M+(6\C+K q]? g)

ce qui est vrai si et seulement si

nq:rang( NM+M\C+ K F)

1.3.5.3 Systéme dual

La représentation d’état (1.54) d’'un MSSO et le théoreme 1.2.1 (page 9) d’un systeme d’état
dual permettent de définir le systeme dual d’un MSSO

rT o | STGF

sT=| 0 PT|-87T¢T | e cCratm)x@natr) (1.58)
FI FT'| 0

Il est possible de définir la fonction de transfert dual d’un systéeme du second ordre

H' = FT ((sT - RT)~ts7GT — (s — 7))~ sl . (1.59)

1.3.5.4 Observabilité

A nouveau, la définition de 'observabilité pour un MSSO est équivalente a la définition de
I'observabilité d’un modele du premier ordre (cf. définition 1.2.16 (page 15)).

Définition 1.3.14 Un systéme décrit par Uéquation (1.24) est observable sur [to,ts] si les états
initiauzr q(0) = qo et ¢(0) = go peuvent étre déterminés grace aux sorties y(t) du systéme dans
Uintervalle [to,ty].

Théoreme 1.3.15 Les propositions suivantes sont équivalentes :
1. l’ensemble (G, Gy, Gq, M, C, K) est observable ;

2. la matrice

ty
WO(tO,tf) :/ (ePQT(t—to)Sng PlT(t to) STgT)(g SePQ (t—to) g SePl (t— to)) dt,
to

(1.60)
est positive pour tout t € [to, tf] ;
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3. la matrice d’observabilité

G2S —-G15
GaSPo —-G1SP
= GaS Py” ~G1SP” , (1.61)

GoSP*et  —G Sp#nat
est de rang plein (= 2ng);
4. la matrice < /\QJ\ZG: j\—CGj- K ) est de rang plein (= ng) pour tout X € C

Démonstration

1 < 2.,3. : directe par dualité

1 & 4. : un systeme d’état est observable ssi

C
nzrang(A_)\H> VYA eC,

Gp Gy
=rang | —AI I selon (1.26),
-K —-C—-\M
I -Gy 0 Gp Gy I O
=rang | | O =AM —-C —I —Al I < A I ) ’
O I O -K —-C—-X\M
MG, + G (0]
=rang | VM +XC+K O |,
O I

ce qui est vrai ssi

B AGy + Gy
nq—rang )\2M+>\C+K .

1.3.5.5 Parameétres de Markov

Par une expansion de Neumann similaire au modele d’état, nous pouvons définir les para-
metres de Markov pour un MSSO.
Définition 1.3.16 Les paramétres de Markov d’un MSSO sont définis par :

hi - (g2SP2Z - glsplz) r pour 1= Oa <y 00, (162)

avec

G1=Gp+GuPL+G,P2 et Go=Gp+GuPa+ G, P’ (1.63)
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Démonstration
En utilisant une expansion en série de Neumann de la fonction de transfert donnée par le
théoreme 1.3.5 (page 35) on peut écrire :

= (Gp+ Gus + Gos?) ((sL— P2) 'S — S(sL — P) ') F,
= ((Gp + Gyps + Gs?) (sL — Po) 'S — (G + Gys + Gos?)S(sI — Py) 1) F,

(Gp + Gys + GQSQ) sTH(RyS — SPli)> F

(
(

Gy > s YRS — SA) + G, Z SRS - SPT
=0 i=—1

+G, Z g~ 1 1+2S SPy z+2)> F,

i=—2

en constatant que
pour = —1, (RS — 5Pt = 0, (P25 — SP2) =1,
et pour i= —2, (P28 — SP2) =0

)

alors,

H = Zs—“ W(P2'S — SPI) + Gu(P™1S — SPIY) 4 G (P28 — SP2)F + G, F.

De méme que pour la réponse temporelle, en posant Gy = G), + G, P + G P2 et Gy =
Gp+ Gy P+ GaP22, on obtient ’expression condensée

H= Z s (GaSP — G1SP) F + G, F.

O

Comme pour une réalisation d’état, le lien entre la matrice de Hankel et les matrices de
commandabilité et d’observabilité est

H=0OC.

1.3.5.6 Grammiens du second ordre

Dans le cas des systemes du second ordre, deux grammiens d’atteignabilité sont définis
[SORENSEN et ANTOULAS, 2004].

Définition 1.3.17 D’un systéme décrit par l’équation (1.24), le grammien d’atteignabilité en
position Wa,, est défini par

wa, = [ ol () at

et le grammien d’atteignabilité en vitesse Wa,, est défini par

Wa, = /OOO q(t)g" (t) dt.
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Par dualité, les grammiens d’observabilité en position Wo,, et en vitesse Wo,, sont définis par
le vecteur des coordonnées généralisées du systeme dual.

Avec le théoreme de Parseval, les grammiens peuvent aussi étre exprimés dans le domaine
fréquentiel :

27 J_
1 [ .
Wa, = o q(iw)q* (iw) dw,

avec ¢ la transformée de Fourrier du signal temporel q.
Les grammiens ainsi calculés permettent de minimiser 1’énergie nécessaire pour atteindre ou
observer un état.

Définition par la minimisation d’énergie : Pour calculer les grammiens
en position d'un MSSO, la fonction d’énergie (1.23) est minimisée indépendam-
ment de la  vitesse [MEYER et SIRNIVASAN, 1996, @ CHAHLAOUI et al., 2002,
SORENSEN et ANTOULAS, 2004] :

min min  J(u(t), —o00,0),
GoER™u(t)eL(—00,0)

sous la contrainte
Mq(t) + G4(t) + Kq = Du, q(0) = qo.
pour le grammien d’atteignabilité et
min  min  J(u(t),0,00),
GoER™u(t)eL(0,00)
sous la contrainte
Mi(t) + G4(t) + Kq = Du, q(0) = qo-

pour le grammien d’observabilité.
Par analogie, les grammiens en vitesse sont les solutions de la minimisation de 1’énergie
indépendamment de la position :

min min  J(u(t), —o0,0),
GER™ (1) EL(—00,0)

sous la contrainte
Mq(t) + Gq(t) + Kq = Du, q(0) = qo-
pour le grammien d’atteignabilité et
min  min  J(u(t),0,00),
qoER™u(t)€L(0,00)
sous la contrainte

Mq(t) + G4(t) + Kq = Du, q(0) = dqo-
pour le grammien d’observabilité.
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Avec la mise sous forme d’état d'un MSSO (cf. Section 1.3.3), il est possible de calculer les
grammiens d’atteignabilité et d’observabilité d’'un MSSO a partir de la formulation de ce dernier
en représentation d’état [CHAHLAOUI et al., 2006, REIS et STYKEL, 2007].

Les grammiens d’atteignabilité et d’observabilité en position et en vitesse sont définis par le
partitionnement des grammiens de la représentation d’état

o Wap W312 . WOp W012
Wa = < Wa,{2 Wav ) N Wo = < Wo,{z WO,U . (164)

Ce calcul des grammiens du second ordre nécessitent de transformer le MSSO en une réali-
sation d’état. Mais a la Section 1.3.4.2, la réponse impulsionnelle d’'un MSSO a été développée.
Basé sur cette réponse, il est possible de donner ’expression analytique des gramiens du second
ordre en temporelle.

Définition par la réponse impulsionnelle : La réponse impulsionnelle en position d’un
MSSO utilise les racines P; et Py du polynome Ms? + Cs + K = O. La réponse impulsionnelle
en position de I’équation du second ordre est (ef?'S — Sef'*)F. La réponse impulsionnelle d’un
MSSO en vitesse est (Ppef2S — SPief)F.

Ainsi les grammiens en position sont

Wa,, = / (ePQtS — SePlt)FFT(STePQTt — ePthST) dt,
0

Wo, = [~ (STeP"1G] — P USTGT)(Gac'S — GiSe) at,
0

et les grammiens en vitesse sont :
[ee)
Wa, = / (Pyets — SP P FFT(STR, et — p TPt 8Ty gy,
0

Wo, = / (STt PTG — Pt p T STGTY (G PyeltS — Gy S Py dt.
0

En utilisant ces nouvelles expressions analytiques des grammiens, il est possible de les calculer
directement sans passer par la réalisation d’état.

Calcul direct des grammiens : Grace a la factorisation d'un MSSO,
IMEYER et SIRNIVASAN, 1996] proposent une méthode pour calculer directement les
grammiens.

En effet, il est possible de résoudre les deux intégrales suivantes

Wa,, = / (eP2tS — SePt)FFT (STl t — Pt gTy gy
0

Wo, = / (STePZTtQQ - ePthSTgl)(€P2t592 — Sef'Gy) dt.
0
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Les grammiens d’atteignabilité et d’observabilité en position sont donc :

Wa,, solution de PWa,, +Way,, " — SFFTST = 0,
Wa,, solution de P,Way, + Way, 7 — SFFTST =0,
Wa,, solution de PiWa,, + Way, " — SFFTST = 0,
Wa,, solution de P;Wa,, +Wa,, /" — SFF'ST =0,
finalement, Wa, = W) —Wa,, —Wa,, +Wa,,.
Et
Wo,,, solution de PQTWOpl + Wo,, P — 92T G, = 0,
Wo,,, solution de PQTWOp2 + Wo,, P — 92T G =0,
Wo,, solution de P1TWop3 + Wop, P — Qngg =0,
Wo,, solution de P1TWop4 + Wo,,, P — Qngl =0,
finalement, Wo, = S"Wo, S — S"Wo,,S — S"Wo,,S + ST Wo,,S.

D’une maniere analogue, il est possible de calculer directement les grammiens en vitesse

Wa,; solution de P;Way,; + Wa, BT — SFFTSTR,T = 0,
Way,oe solution de  P,Way,o + WanglT — SFFTpT =0,
Wa,3 solution de  PWays + Way3 Pl — FFTSTRT = 0,
Wa,s solution de  PyWay,, + Wav4P1T —FF'PT =0,
finalement, Wa, = P,7 W, — Way ST — SP\Ways + SPiWa, ST,
Et
Wo,; solution de PQTWOU1 + Wo,1 Py — PQTQQTQQPQ =0,
Wo,, solution de PQTWOUQ + Wo, o P — PQTQQTgl SP; =0,
Wo, 3 solution de PlTWOU3 + Woy,3 P — PlTSTnggng =0,
Wo,, solution de P;"Wo,, + Wo, P, — PlTSTgfngPl =0,
finalement, Wo, = STWoy,15 — STWo0,55 — Wo,35 + Wo,,S.

Au final, le calcul direct des 4 gramiens d’un MSSO nécessite la résolution de 16 équations de
Sylvester de dimension n,. Le calcul des grammiens en utilisant la réalisation d’état nécessite de
résoudre 2 équations de Lyapunov de dimension 2n,. La résolution d'une équation de Sylvester
ou de Lyapunov a une complexité algorithmique de o(n?), ainsi les deux méthodes ont une
complexité algorithmique équivalente. En revanche, la méthode directe nécessite de diagonaliser
le MSSO ce qui rend la méthode de calcul par la réalisation d’état plus intéressante.

1.4 Conclusion

Pour la modélisation des phénomenes physiques, la structure d’'un MSSO permet de lier les
parametres d’'un modele avec des parametres physiques du systeme. En revanche, les équations
issues des lois physiques constituants cette classe de modele, sont des équations du second ordre.
Or les propriétés des modeles LTI sont bien connues dans le cadre des modeles du premiere
ordre, modélisés par une représentation d’état. Afin d’étendre ces propriétés aux MSSO, une
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étape de factorisation des équations matricielles s’avere nécessaire. La factorisation est rendue
possible par 'utilisation de deux matrices racines de I’équation du second ordre.

La recherche de ces deux matrices racines a permis de définir une méthode de transformation
d’une représentation d’état en MSSO d’une part et une méthode de diagonalisation des MSSO
sans condition sur la matrice d’amortissement d’autre part. Avec la reformulation du MSSO,
les propriétés des modeles telles que la commandabilité, I'observabilité, la stabilité, etc... sont
définies pour cette classe de modele. De plus, 'utilisation de matrices diagonales permet de
simplifier ces résultats.

La formulation de ’ensemble des ces propriétés et les algorithmes proposés sont un ensemble
d’outils utilisé afin d’étudier les MSSO et permettent d’étendre les méthodes de réduction déve-
loppées pour les réalisations d’état aux MSSO.
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Chapitre 2. Méthodes de réduction de l'ordre des modéles

Notations

Nous complétons les notations présentées a la Section 1 avec les notations suivantes.

Représentation d’état

Ty - vecteur d’état réduit ;

Ny - nombre d’états du modele réduit ;

Tr0 - conditions initiales du modele réduit ;

Ty - vecteur d’état réduit en fréquentiel ;

A, B., C. et D, - matrices des dynamiques, de commande, d’observation et d’action
directe réduites.

MSSO

qr - vecteur des coordonnées généralisées réduit ;

Ngr - nombre de coordonnées généralisées du modele réduit ;

Gr - vecteur des coordonnées généralisées réduit en fréquentiel ;

M,, C, et K, - matrices des masses, des amortissements et des raideurs réduites;

F, - matrice de commande réduite ;

Gpr, Gy et Gy - matrices d’observation respectivement des positions, des vitesses et
des accélérations réduites ;

Py, et Ps, - matrices des racines du polynoéme quadratique matriciel Q(\) ré-
duites ;

S, - matrices solution de I’équation de Sylvester Py,.S, — S, Po. +1 = O.

Notation commune a la représentation d’état et au modele structuré du second
ordre

i - sortie du modele réduit ;

>, - systeme réduit ;

H, - fonction de transfert réduite;
-1 3as - norme H-infini.

2.1 Introduction

Les méthodes de réduction de l'ordre des modeles ont été développées afin de réduire la
complexité d’un modele tout en préservant au mieux son comportement entrées-sorties. D’autres
criteéres sont aussi utilisés afin de caractériser la méthode de réduction, telle que la conservation
des caractéristiques essentielles du modele initial. Par exemple, la préservation de la stabilité
dans le modeéle réduit est fondamentale.

La réduction de la complexité des modeles se fait en éliminant des états de ce dernier.
L’élimination des états implique, en pratique, une diminution de la dimension des matrices, ce
qui constitue la réduction de I'ordre du modele. Ainsi, la réduction de I'ordre est une réduction
de la dimension, et non pas une diminution du degré de dérivation des équations différentiels
définissant le modele.

La complexité des systemes est caractérisée par le nombre de coordonnés généralisées (ou
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2.1. Introduction

d’états), i.e. la dimension n,; (ou n) du vecteur des coordonnées généralisées (ou du vecteur
d’états). La réduction de l'ordre des modeles est donc la tache de réduction du nombre des
coordonnées généralisées tout en préservant les relations entrées-sorties. En d’autres termes,
nous recherchons un nouveau modele de dimension ngy,
) Mg (t) + Crae(t) + Kpgr(t) = Fru(?), q-(0) = g0, 2.1)
Q(t) = Gardr(t) + Gvrdr(t) + GprQr(t)7 QT(O) = er07

ol ng, est inférieur & n, tout en respectant :
— une faible erreur d’approximation (e =y — ¢);
— la conservation des propriétés du systeme (commandabilité, observabilité, stabilité, passi-
vité ... );
Intuitivement, le modele réduit a un ordre ng,. tel que m < ng, < ng.

Les principales raisons d’obtenir un modele d’ordre réduit sont [SCHILDERS, 2008] :

— simplifier I’étude du systeme;
diminuer les temps de calcul lors des simulations ;
réduire les temps de calcul de maniére a rendre la conception de commandes plus efficace ;

— obtenir des lois de commande simplifiées.

Dans le cadre de la réduction de I'ordre des modeles, plusieurs communautés ont développé
des algorithmes de réduction. Pour les MSSO, les premieres méthodes développées sont issues
de la dynamique des structures. Ensuite, la problématique a été étudiée par la communauté
automaticienne et mathématicienne.

Les méthodes issues de la dynamique des structures s’attachent particulierement a conserver
les propriétés structurelles du modele, au détriment de la qualité d’approximation. Ces mé-
thodes utilisent principalement une décomposition du modele basée sur des considérations sur
les coordonnées du systeme. La premiere méthode ainsi développée est la méthode de Guyan.
Cette méthode, dite statique, a été améliorée par la réduction dynamique. Ensuite sont appa-
rues les méthodes IRS (pour Improved Reduction System) permettant d’améliorer les qualités
d’approximation tout en préservant les conditions structurelles. Ces méthodes sont fondées sur
un partitionnement des coordonnées généralisées du modele afin de déterminer a priori les coor-
données a conserver. D’autres méthodes se basent sur les modes du systeme et sont plus proches
des méthodes issues de la communauté automaticienne.

Dans le domaine de l'automatique, il existe un grand nombre de méthodes de réduction
en fonction de la problématique traitée. Les liens entre les entrées-sorties sont recherchés sans
s’attacher particulierement aux états. Dans [FORTUNA et al., 1992] une classification des mé-
thodes relativement au domaine fréquentiel et au domaine temporel est présentée. Mais, comme
le précise 'auteur, la classification des méthodes de ce point de vue n’est pas cruciale car on
peut facilement changer le domaine de représentation du modele. Une autre classification est
possible en fonction des « quantités » préservées. Nous nous intéresserons principalement aux
plus utilisées :

— valeurs propres;

— valeurs singulieres de Hankel.

La principale procédure de réduction fondée sur les valeurs propres est la troncature modale.
Basés sur les valeurs singulieres de Hankel, différents algorithmes ont été proposés tels que la
perturbation et la troncature singuliere ou les méthodes d’approximation de la norme de Han-
kel. L’algorithme le plus connu utilisant les valeurs singulieres de Hankel est la troncature de la
base équilibrée, introduite dans [MOORE, 1981]. Cette méthode a été largement étudiée d’un
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Chapitre 2. Méthodes de réduction de l'ordre des modéles

point de vue numérique [LAUB et al., 1987, VARGA, 1991, BENNER et al., 2005] et étendue a
d’autre forme de modele tels que les systemes discrets, les systémes a commutation, les systemes
variants dans le temps ou les systémes non-linéaire [OH et PARK, 1997, LALL et al., 2002,
STYKEL, 2004, SANDBERG, 2006, VERRIEST, 2008, BIROUCHE et al., 2010].

Il existe une autre grande classe de méthodes basées sur les parametres de Markov des
modeles. La premiere méthode ainsi congue est I'approximation de Padé ou Moment Mat-
ching, qui a ensuite été améliorée par les méthodes basées sur la procédure d’Arnoldi puis de
Lanczos [ALEXANDRO, 1984, BREZINSKI, 1999, BAI et SU, 2004, ANTOULAS, 2005]. De
ces méthodes, a été proposé l'algorithme de réduction de l'ordre des macro-modeles intercon-
nectés passifs (PRIMA pour Passive Reduced-Order Interconnect Macromodeling Algorithm)
[ODABASIOGLU et al., 1998]. Ces méthodes sont particulierement recommandées dans le cadre
des systemes de tres grande dimension (VLSI pour Very Large Scale Integration) .

La généralisation des méthodes de réduction de modeles issues de l'automatique
aux modeles structurés en second ordre est traitée depuis les années 1990. Citons
[IMEYER et SIRNIVASAN, 1996] qui ont proposé le premier algorithme de réduction d’un
modele du second ordre, basé sur la troncature de la base équilibrée. Depuis, la méthode
a été améliorée par l'algorithme SOBT (pour Second Order Balanced Truncation) pro-
posé par [CHAHLAOUI et al., 2006] et par les algorithmes SOBTp et SOBTpv (respective-
ment pour Second Order Balanced Truncation Position and Position-Velocity) développés par
[REIS et STYKEL, 2007]. Dans le cadre des méthodes de réduction fondées sur les parametres
de Markov, [BAI et SU, 2004] ont proposé I’algorithme SOAR (pour Second Order Arnoldi Po-
cedure). Toujours grace aux parametres de Markov, des algorithmes de préservation de structure
ont été présentés tels que 'algorithme SPRIM (pour Structure-Preserving Reduced-Order Inter-
connect Macromodeling)[FREUND, 2005].

La FIGURE 2.1 (page ci-contre) présente différentes méthodes de réduction de modeles et
leurs généralisations dans le cadre des MSSO. Les méthodes en gras sont les méthodes qui seront
développées ici. Afin de montrer les qualités d’approximation de ces méthodes, nous allons les
appliquer sur un modele de référence. Dans le cadre du projet NICONET ? un benchmark de mo-
dele dédié a la réduction de l'ordre des modeles a été publié [CHAHLAOUI et DOOREN, 2002].
Dans ce Benchmark, trois MSSO sont ainsi mis a la disposition de la communauté. La taille des
modeles, ainsi que le nombre d’entrées et de sorties sont donnés dans le TABLEAU 2.2 (page ci—
contre). Parmi ces trois modeles, le modele d’immeuble est utilisé pour simplifier la présentation
des résultats (Modele SISO donc un seul diagramme de Bode (¢f. FIGURE 2.1 (page 56)) et un
modele réduit avec peu de coordonnées pour pouvoir présenter les matrices le cas échéant).

Le modele d’immeuble décrit I’hépital universitaire de Los-Angeles qui a 8 étages. Chaque
étage possede 3 degrés de liberté (deux translations et une rotation). L’entrée est une force
latérale sur le 8° étage et la sortie est la vitesse suivant le méme axe.

Les qualités d’approximation des méthodes sont comparées grace a un critere utilisant I’erreur
relative entre le modele initial et le modele réduit donné par

[1H — Hll..

Al (22)

olt ||H — H||3.. est la norme H-infini du modele défini par la différence entre le modele réduit et
le modele initial, et ||H||3_, est la norme H-infini du modele initial.

3. NICONET est un projet du groupe de travail WGS (WGS pour Working Group of Soft-
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Valeurs propres Valeurs singulieres Parametres de
de Hankel Markov ou mo-
ments
E — Agrégation — Perturbation — Procédure de
% par décompo- singuliere de Lanczos
g sition modale la réalisation — Procédure d’Ar-
b= équilibrée noldi
g — Approximation — PRIMA
«§ de la norme de
& Hankel
M~ — Troncature de
la réalisation
équilibrée
E ~ Réduction de ~ SOBT ~ SOAR
S Guyan ~ SOBTp ~ SPRIM
2 £ | — Craig Bamp- - SOBTpv
_2 g ton et SERP
@ — IRS, IRS dy-
§ namique, IRS
itératif
TABLEAU 2.1 — Méthodes de réduction de modeles
Nom Nombre de Nombre d’entrées | Nombre de sorties
coordonnées
S.tatlon Spatlale 970 3 3
internationale
Immeuble 48 1 1
Poutre 348 1 1

TABLEAU 2.2 — MSSO proposés par le Benchmark du projet NICORET

2.2 Réduction des modeles linéaires du premier ordre

De nombreuses méthodes ont été présentées dans le cadre de la réduction de I'ordre d’une
réalisation d’état. Rappelons que ’approche de la réduction de modele dans ce cadre ne se
préoccupe pas du sens « physique » des états du modele réduit. Elle cherche a approximer la
relation entrée-sortie du modele initial le plus fidelement possible sans conserver de structure
particuliere dans le modele.

ware), fondé par la communauté européenne dans le cadre du programme BRITE-EURAM III
(http ://www.icm.tu-bs.de/NICONET/)
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FicUrE 2.1 — Diagramme de Bode d’un modele d’immeuble : I’hopital universitaire de Los-
Angeles

Les premieres méthodes proposées sont issues des méthodes d’analyse modale. Parmi ces
méthodes, citons la troncature d’état dans la base modale qui consiste a rechercher et a sélec-
tionner des modes dominants du systeme par le biais des valeurs propres de la matrice d’état.
Cette méthode est présentée a la Section 2.2.1.

Par ailleurs, dans les années 1960, une méthode basée sur les propriétés d’observabilité et
d’atteignabilité du systeme a été proposée. Cette méthode, tres utilisée pour la commande des
systemes, consiste a transformer le modele initial en une réalisation dite équilibrée. Une réalisa-
tion équilibrée est une réalisation particuliere qui minimise 1’énergie nécessaire pour la commande
et I'observation du systeme. La Section 2.2.2 est consacrée a cette méthode.

2.2.1 Meéthodes d’agrégation

Les méthodes d’agrégation sont basées sur la projection de ’espace d’état dans une base de
dimension inférieure. Elles se basent sur la connaissance a priori d’'une matrice L telle que :

x, = Lz, (2.3)

ou L € R™*"a et une matrice de rang plein, appelée matrice d’agrégation [PETIT et PASQUETTI, 1990,

RACHID et MEHDI, 1993].
En utilisant I’équation (2.3), I’équivalence entre le modele initial et le modele réduit implique
que les conditions suivantes soient satisfaites

AL =LA,
B, =LB, (2.4)
Iy = Ll’o.
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2.2. Réduction des modéles linéaires du premier ordre

Comme par hypothese la matrice L est de rang plein, elle possede donc une pseudo-inverse.
Les matrices A, et B, sont donc données par

A, = LAL*,
(2.5)

B, = LB.

La matrice de sortie C, n’intervient pas directement dans les conditions d’agrégation. Tou-
tefois, elle peut étre déterminée par

C,=CL".
Une seconde méthode d’agrégation consiste a rendre égaux les gains statiques du systeme avec
C,A, 'B, = CA™'B, soit C, = (CAT'B)(A,'B,)".

Les méthodes d’agrégations permettent d’assurer les deux propriétés suivantes
[RACHID et MEHDI, 1993] :

— le spectre de A, est contenu dans A;

— si (A, B) est commandable alors, (A, B,) est commandable.

Démonstration

— Soient A; les valeurs propres de A et v; un vecteur propre associé alors
LAUZ' = ATLUi = )\Z'L’Ui,

donc si Lv; # 0, alors Lv; est un vecteur propre de A, avec la méme valeur propre \;.
— Si (A,B) est commandable alors C est de rang plein et LC est de rang n, avec LC =
(B, AB, ... A" !B, ). Finalement, (A,,B,) est commandable.
O

Plusieurs solutions ont été développées dans la littérature pour le choix de la matrice L. Elles
sont présentées ci-apres.

2.2.1.1 Utilisation de la matrice d’atteignabilité

Soit C la matrice d’atteignabilité (cf. Section 1.2.4.3) d’un systéme d’ordre n, alors :

LC=[LB LAB ... LAVUB],
et d’apres (2.4)
LC=[B, AB, ... A VB, ].

Comme C est de rang plein, on a directement
L=[B, AB, ... A UB ]C".

Cette méthode a comme principal défaut de devoir connaitre a priori la matrice de commanda-
bilité du systeme réduit.
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Chapitre 2. Méthodes de réduction de l'ordre des modéles

2.2.1.2 Décomposition spectrale

La décomposition spectrale consiste a construire la matrice L a partir des valeurs propres de
la matrice A. L est donc la matrice des vecteurs propres telle que

A=LAL™! soit A=T7'AT, * (2.6)

ou A est la matrice diagonale des valeurs propres ()\;) de A.

Il existe différents criteres afin de sélectionner les valeurs propres conservées dans le modele
réduit. Une premiere méthode consiste a ordonner les valeurs propres et les vecteurs propres
associés selon les parties réelles décroissantes de \; : Re()\;) > Re(\i11). Cette méthode est
connue sous le nom de troncature modale [SCHILDERS, 2008] et permet d’obtenir le modele

projeté suivant
() - (52) (2) - (%)
T2 0O A T2 Baso (2.7)

X
Yy = (Ca Ca) <x;l; + Dgu,
avec
< Bay ) =T 1B, (Cay Cap )=CT et D, = D.
Bao

Choisir les valeurs propres dont les parties réelles sont les plus grandes se justifie par le fait que
ces valeurs propres correspondent aux constantes de temps les plus grandes du systeme. Ainsi,
les valeurs propres éliminées correspondent aux constantes de temps les plus faibles qui sont
supposées atteindre leur régime asymptotique rapidement. D’autres solutions de sélection des
valeurs propres ont été proposées. Par exemple, une méthode basée sur I’étude de la contribution
énergétique de chaque mode [PETIT et PASQUETTI, 1990] ou une méthode basée sur I’étude
des résidus [VARGA, 1995].

Une fois le modele projeté selon 1’équation (2.7), I’élimination des valeurs propres non rete-
nues permet d’obtenir le modele réduit suivant

Ta1 = Mizgr + Bgyu,
9 = Cq12q41 + Dgu.

2.2.2 Rdéalisation équilibrée

La méthode de la réalisation équilibrée [MOORE, 1981, PERNEBO et SILVERMAN, 1982,
LAUB et al., 1987] ou symétrisassions interne fait appel aux grammiens d’atteignabilité (Wa)
et d’observabilité (Wo) du systéme (cf. Section 1.2.4.6). A la Section 1.2.4.6 nous avons vu que
le grammien d’atteignabilité quantifie I’énergie nécessaire pour amener un état a une valeur
voulue. De méme, le grammien d’observabilité quantifie la quantité d’énergie fournie par un état
lors de son observation. Un critere pour réduire un modele peut étre basé sur I’élimination des
états qui demandent le plus d’énergie pour atteindre une position et/ou qui fournissent le moins
d’énergie lors de leur observation. Comme les grammiens d’atteignabilité et d’observabilité sont
dépendants de la base dans laquelle est exprimée la réalisation d’état, la solution est de chercher

4. Les méthodes d’agrégation ont initialement été proposées avec le changement de variable x,, = Lx mais les
méthodes de projection font plus souvent appel a la formule inverse x = T'z,..

58



2.2. Réduction des modéles linéaires du premier ordre

une base ou les deux grammiens sont équivalents. Cette base est dite base équilibrée et, dans ce
cas, les grammiens vérifient Wa = Wo = ¥ = diag(o;) ou o; sont appelées les valeurs singuliéres
de Hankel et sont données par :

g; = \/)\i(WaWo).
Par convention, les valeurs propres de Hankel sont triées telles que
0; 2 Ojt1-

Une propriété de la réalisation équilibrée est que toute partition quelconque de cette réalisation
est stable [RACHID et MEHDI, 1993]. 1l existe différentes méthodes pour trouver les matrices
de transformation 7' permettant d’équilibrer le systeme [VARGA, 1991]. Si certaines méthodes,
basées directement sur les grammiens, permettent de trouver une réalisation équilibrée, la mé-
thode utilisant les facteurs de Cholesky des grammiens est connue pour étre la plus stable
numériquement.

Soit R, et R, les facteurs de Cholesky des grammiens tels que

Wa = R'R,, Wo = RI'R,,
alors la décomposition en valeurs singulieres de la matrice R,R! est
R,RI =UxvT,
et la matrice de transformation 7" et son inverse sont
T=RIVy 2 et 7' =x3UTR,. (2.8)

La procédure présentée ci-dessus permet de trouver une des transformations permettant
d’équilibrer le systeme. Cette transformation permet aussi la transformation du grammien

Wa = T War 7 et Wo = TTWoT.

Comme la transformation est basée sur les valeurs singulieres de Hankel, une décomposition
des grammiens équilibrés peut étre définie par

s o (X0
WaWoE(O 22),

ou X; comporte les plus grandes valeurs propres de Hankel. De méme en décomposant par blocs
les matrices U et V telles que

U=(U U) V=(w %),
les matrices de transformation
T+ =x":U7R, T =RIVine, (2.9)
appliquées a la représentation d’état donnent

A, =TTAT B, =7T"B C,=CT D, = D.
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Un critere pour déterminer le nombre de valeurs singulieres a conserver est de trouver le plus
petit r tel que [MOORE, 1981]

De plus, si H(s) et H,(s) sont respectivement les fonctions de transfert du modele initial et
réduit alors la norme infinie de I’erreur est bornée par

n
H(jw) — Hp(jw) |00 < 2 Z Oy pour tout w.
1=r+1

2.2.3 Conclusion

Cette section a posé les bases théoriques afin de réduire un modele grace aux méthodes
d’agrégation et a la troncature de la base équilibrée. La méthode de troncature équilibrée est une
méthode efficace au sens du critére d’erreur relative comme le montrent les valeurs données dans
le TABLEAU 2.3 (exemple de I'immeuble cité a la Section 2.1). La FIGURE 2.2 (page ci-contre)
présente le diagramme de Bode du modele d’état associé au modele d’immeuble structuré en
second ordre réduit & une dimension de 8 états; ce qui correspond a un modele du second ordre
de dimension 4. Une limitation de ces méthodes est la non préservation de structure dans le
modele réduit.

méthodes de troncature | troncature de la
réduction modale base équilibrée
’ norme relative de 'erreur 0,319 0,144

TABLEAU 2.3 — Comparaison de 'erreur relative des modeles réduits de I'immeuble obtenus par
troncature modale et troncature de la base équilibrée

2.3 Reéduction des modeles structurés en second ordre par conden-
sation

La réduction de MSSO a tout d’abord été proposée en dynamique des structures. La dy-
namique des structures modélise des objets de toute nature (un mat, un pont, un béatiment,
une caisse de voiture, un avion...) par une discrétisation spatiale de I'objet. A lensemble des
points (ou neeuds) définis lors de la discrétisation est liée une masse, et les noeuds sont reliés
entre eux par une liaison ressort-amortisseur. Cette représentation est un MSSO ou chaque
nceud représente une coordonnée généralisée. L’approche de la réduction de modeles dans le
cadre de la dynamique des structures differe en plusieurs points de ’approche automaticienne,
mais le principal avantage de ces méthodes est la préservation des conditions structurelles lors
de la construction du modele réduit. L’ensemble de ces méthodes porte le nom générique de
condensation.

La premiere méthode a avoir ainsi été développée est la réduction de Guyan qui est une
méthode de réduction dite statique. Cette méthode a été améliorée par la réduction dynamique,
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FIGURE 2.2 — Diagramme de Bode du modele d’'immeuble initial et des modeles obtenus par
troncature de la base modale et troncature de la base équilibrée

et par les méthodes IRS (pour Improved Reduction Synthesis method). Plus proches des mé-
thodes de réduction connues en automatique, deux autres méthodes sont présentées : SEREP
(pour System Equivalent Reduction-Expansion Process) et la méthode de Craig-Bampton, qui
se basent sur les valeurs propres du modele.

Avant de présenter ces méthodes, il est nécessaire de présenter les notions de degrés de liberté
maitres et esclaves.

2.3.1 Degrés de liberté maitres et esclaves

A chaque masse généralisée est associée une ou plusieurs coordonnées qui définissent le ou
les degrés de liberté de la masse. Chaque degré de liberté de la structure appartient a I'une des
deux catégories exclusives suivantes :

— les degrés de liberté d’appui, appelés communément les conditions aux limites, liaisons ou

interfaces ;

— les degrés de liberté internes qui ne sont pas impliqués dans les appuis.

Les degrés de liberté d’appui sont la partie de la structure immobilisée. Les degrés de liberté
internes peuvent, quant a eux, étre excités par une force et leurs réponses (un mouvement, une
vitesse ou une accélération), peuvent étre observées. Les degrés de liberté maitres sont les degrés
de liberté internes sur lesquels des forces sont appliquées ou des observations sont effectuées. Les
degrés de liberté esclaves sont ’ensemble des degrés de liberté internes qui ne sont pas maitres.
La FIGURE 2.3 (page suivante) illustre les différents degrés de liberté.

Une réduction radicale d’un MSSO par une méthode de la dynamique des structures serait de
ne conserver que les degrés de liberté maitres. Mais généralement, une telle méthode n’approxime
que tres peu le modele initial. Ajouter des degrés de liberté esclaves comme degrés de liberté
maitres est généralement nécessaire. Le choix des degrés de liberté esclaves conservés n’est pas
trivial. L objectif est de conserver les degrés représentant le comportement vibratoire du modele.
Une solution pour les choisir est d’éliminer les coordonnées relatives aux plus grands coefficients
de la matrice K ou aux plus petits coefficients de la matrice M. Dans ce cas, les degrés éliminés
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qi
F, ——w (s) m i

Gi

$7 % D

FIGURE 2.3 — Degrés de liberté d’appui (j), interne et maitre (m), interne et esclave (s)

sont associés aux parties les moins flexibles du modele. Une sélection automatique peut étre basée
sur la sélection des coordonnées de plus faible ratio %(2 =1,...,nq) des éléments diagonaux
des matrices de masse et de raideur.

Il est fréquent dans les méthodes de réduction issues de la dynamique des structures de ne
pas considérer la matrice des amortissements et de travailler avec I’équation

Mi(t) + Kq(t) = O.

Une fois le choix des coordonnées maitres et esclaves effectué, le modele peut étre écrit sous la

forme
.. + = , 2.10
< Mgm  Mss > ( ds Kon  Kss ds O ( )

ou l'indice m se réfere aux degrés de liberté maitre et s se réfere aux degrés de liberté esclave.

Une fois la sélection des coordonnées maitres et esclaves réalisée, les différentes méthodes
présentées ci-dessous permettent de réduire I'ordre d’'un MSSO. Contrairement aux méthodes
utilisées avec des représentations d’état, le modele réduit est trouvé en utilisant une matrice de
réduction T' € R™*™r qui n’est pas une matrice de transformation :

M, =T"MT, C,=T"CT, K,=T"KT, F,=T'F, G, =G,T, Gy =G,T, Gq =G,T.

2.3.2 Réduction de Guyan, réduction dynamique

Dans [GUYAN, 1965], auteur propose d’éliminer les termes inertiels des coordonnées es-
claves Mg Gm + Mssis = O, ce qui permet d’écrire selon (2.10)

O =MspmGm + MssGs + Kemqm + Ksqs, (2'11)
ds = — Ks_glerrLQm- (212)

Basée sur cette équation, la matrice de réduction T" proposée est

I
T = .
< ~K 'K )

La réduction dynamique calcule la matrice de transformation 7;, dépendant de la pulsation
w autour de laquelle 'approximation est faite. En appliquant la transformation de Laplace et
en résolvant (2.10) pour les degrés de liberté maitres, on obtient

O :(_J\Jsmw2 + Ksm)Qm(w) + (_Mssw2 + KSS)qs(w)7
QS(W) = - (_MSSWQ + Kss>_1(_Msmw2 + Ksm)Qm(w)'
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Ainsi, la matrice de réduction est

dm o I B
( s ) B ( _(_Mssw2 + Kvss)fl(—stmw2 + Ksm) > qm = Tqm.- (2.13)

Si w = 0, la matrice de réduction devient

I
T = , 2.14
< _Ks_lesm > ( )

ce qui est la réduction de Guyan, aussi appelée réduction statique.

Afin de montrer les qualités d’approximation de la méthode de Guyan et de la méthode
de réduction dynamique, nous appliquons ces deux algorithmes sur le modele d’immeuble. Le
modele réduit recherché ne conserve que quatre degrés de liberté. Le degré maitre conservé est
la coordonnée ¢; car c’est cette derniere qui est excitée et observée. Les trois degrés de liberté
esclaves ajoutés au modele réduit sont les coordonnées qs, q14 et q19 correspondant au plus fort
ratio %(1 =1,...,nq) des éléments diagonaux des matrices de masses et de raideurs.

Alors que la réduction de Guyan approxime le modele a la fréquence nulle, la réduction
dynamique a été paramétrée pour approximer le modele autour de w = 13,5 rad.s™!, ce qui
correspond au second pic du diagramme de Bode. La FIGURE 2.4 permet d’observer que le modele
réduit par la méthode de Guyan fait une bonne approximation statique mais qu’il n’approxime
pas les dynamiques. Le modele réduit par la méthode de réduction dynamique assure une bonne
approximation a la dynamique désirée mais n’approxime ni la partie statique, ni les autres

dynamiques.
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FIGURE 2.4 — Diagramme de Bode du modele d’'immeuble initial et des modeles obtenus par
réduction de Guyan et par réduction dynamique

2.3.3 Meéthodes IRS

Par rapport aux méthodes présentées ci-dessus, les méthodes IRS (Improved Reduction Sys-
tem) tiennent aussi compte des termes inertiels de la partie esclave du modele initial dans le
modele réduit [KOUTSOVASILIS et BEITELSCHMIDT, 2008].
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L’équation sans amortissement du modele réduit est
MG + Krgm =0,
ce qui permet d’exprimer Gy, = — M, K. (2.15)
Par ailleurs, la dérivation de ’équation (2.12) donne
Gs = — K3 Kemijm- (2.16)

En substituant (2.15) et (2.16) dans (2.11), nous obtenons alors ’expression des coordonnées
esclaves

qs = (K_l (Msm - MssKs_lesm) Mr_lKT - Ks_lesm) qm.-

SS

L’expression K 8_31 (M sm — MK S_SIK Sm) peut étre remplacée par SMT, avec

O O
S_<(D K;;)’

et finalement la matrice de réduction est
T =T,+ SMT,M, 'K,, (2.17)
ou T, est la matrice de réduction de la méthode de Guyan (cf. Section 2.3.2).

La matrice de réduction 7" de la méthode IRS dépend des matrices de masse et de raideur
obtenues par la réduction de Guyan (cf. (2.15)). Afin de minimiser I'erreur induite par cette mé-
thode, la méthode IRS peut étre étendue & la méthode IRS itérative [FRISWELL et al., 1995].
Une meilleure estimation des matrices de masse et de raideur réduites est utilisée dans la défi-
nition de T en utilisant les itérations suivantes

Tiy1 =Ty + SMT; M, K,;

La convergence de la méthode itérative IRS n’est pas garantie, mais dans
[FRISWELL et al., 1995], les auteurs montrent qu’en cas de convergence, la transforma-
tion obtenue par IRS est exactement la méme que celle produite par la méthode SEREP.

En outre, de fagon similaire a la réduction de Guyan il est possible d’améliorer la méthode
IRS avec la méthode IRS dynamique. Cette méthode approxime parfaitement le modeéle autour
d’une pulsation w en posant

— M, w? G + Krgm = O. (2.18)
En cherchant une approximation 4 une nouvelle pulsation Q?—w? du modele réduit nous obtenons
i = M, Dy, (2.19)
avec D, = M,0? — K,. La dérivée de (2.13) donne
Gs = — D5 Damiim (2.20)
avec Dgg = (=M + K) et Dy = (— Mg Q2 + Kgp).
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Puis, en applicant la transformée de Laplace sur la partie esclave de (2.11) et en posant
s = j(9% — w?), nous obtenons

0O=- ]\45771(92 - WQ)Qm - MSS(QZ - w2)qs + Komqm + Kssqs,
0O =MgnGm + MssGs + Dem@sm + DssQss- (221)

Substituer (2.19) et (2.20) dans (2.21) permet d’écrire

) :Msm(jm + Mssds + Dsm‘]m + Dssqs;
qs :D_l ((Msm - MssD;ngsm)Mr_lDr + Dsm) dm-

SS

L’équation D H(Mgy, — MgsD.' D) peut étre remplacée par SgM Ty avec :

O O
Sd:<® Ds;>’

ou Ty est la matrice de réduction dynamique (2.13). Finalement, la matrice de réduction est
T =T;+ SgMT;M, 'D,. (2.22)

Afin de montrer les qualités d’approximation des méthodes IRS, nous reprenons 'exemple de
I'immeuble utilisé dans les sections précédentes. Les degrés maitres et esclaves conservés sont les
meémes que ceux de la réduction de Guyan. De maniere identique, la réduction IRS dynamique est
paramétrée pour approximer le modele & la pulsation w = 13,5 rad.s~!. La FIGURE 2.5 montre
que la méthode IRS perd un peu de précision statique par rapport a la méthode de Guyan mais
approxime correctement les premieres dynamiques du systeme. La méthode de dynamique IRS
permet de sélectionner la fréquence autour de laquelle 'approximation est faite. Pour finir, la
méthode itérative quant a elle permet d’approximer une plus large bande de dynamique.
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FI1GURE 2.5 — Diagramme de Bode du modele d’immeuble initial et des modéles obtenus par les
méthodes IRS (IRS, IRS dynamique, IRS itérative)
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2.3.4 SEREP et Craig-Bampton

Comme pour les méthodes présentées précédemment, la méthode SEREP est basée sur la
réduction modale du modele sans amortissement [JUNG et al., 2004].

En appliquant la transformation de Fourier sur la réponse libre sans amortissement, on
obtient

(~Mw* + K)q =0,
ce qui est un probleme aux valeurs propres généralisées
K¢ =MoA,

ou ¢ et A = diag(A1,..., Ayq) sont les vecteurs et les valeurs propres.
Siles matrices M et K sont symétriques avec det(M ) # 0, alors les conditions d’orthogonalité
sont

T Kp=A, (2.23)
T Mp=1. (2.24)

En se référant a I'équation (2.10), 'équation (2.23) peut étre partitionnée en
T T = ) (2.25)
ms SS Ksm KSS ¢$m ¢88 0 A‘SS
De cette équation il est possible d’obtenir
T T T T _
mmem¢mm + ¢5mKsm¢mm + Qbmmesqum + ¢5mKss¢sm —Amm
En définissant la matrice de réduction 1" par :
¢sm = T¢mma (226)
et en substituant (2.26) dans (2.25) Pexpression devient
oL (Kmm + TT Ko 4 KinsT + TT Ko T)Grm =M. (2.27)

En outre, en considérant les conditions d’orthogonalité pour la matrice de raideur réduite,
par substitution entre (2.27) et (2.28) nous obtenons

K, =Kpm + TP Ko 4 KisT + TT KT,
K, =T}, KT,

avec

I
o= izt )

De fagon identique pour la matrice de masse réduite, nous obtenons

M, =TF MT,,.
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La méthode de Craig-Bampton [CRAIG et BAMPTON, 1968] aussi appelée Component
Mode Synthesis (CMS), combine la méthode de la réduction de Guyan et la méthode SEREP
[WAMSLER, 2005]. Plus particulierement, cette méthode consiste a ajouter au modele réduit
des effets dynamiques de la partie esclave. Pour cela, nous partons du probleme aux valeurs

propres de la partie esclave
Kss¢ :MSS¢A'

La partition de ¢ permettant de sélectionner les plus grandes valeurs de A s’exprime par

I 0
(¢ )
oit G = —(—Msw? + Kgs) (= Mgnw? + Kgp,) provient de la réduction dynamique et ¢, est la
partie conservée de ¢.

La FIGURE 2.6 montre une comparaison des diagrammes de Bode issue du modele réduit par
la méthode SEREP et par la méthode de Craig-Bampton. L’analyse des résultats obtenus montre
que la méthode IRS itérative converge vers la méthode SEREP. La méthode de Craig-Bampton,
quant a elle, est assez similaire a la méthode de Guyan en approximant correctement le gain
statique mais ne donne pas de bons résultats pour approximer les dynamiques du systeme.
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FI1GURE 2.6 — Diagramme de Bode du modéele initial d’immeuble et des modeles réduits par la
méthode SEREP et par la méthode de Craig-Bampton

2.3.5 Conclusion

L’approche de la réduction des modeles proposée par la dynamique des structures est une
approche « physique » de la problématique dans le sens ou le choix des degrés de liberté conser-
vés est fait a priori. De plus, les matrices de réduction sont déduites du modele libre sans
amortissement. En effet, la dynamique des structures cherche a résoudre ’équation

Mi(t) + Cq(t) + Kq(t) = O,
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qui est solvable par un probléeme aux valeurs propres
K¢ =MoA,

seulement si la matrice des vecteurs propres ¢ utilisée comme matrice de transformation, diago-
nalise en méme temps M, K et C, ce qui n’est vrai que sous certaines conditions. La condition
la plus connue est donnée par les conditions de Rayleigh qui consistent a supposer que les amor-
tissements sont proportionnels aux masses et/ou aux raideurs, c’est-a-dire qu'ils résultent d’une
combinaison linéaire des matrices de masse et de raideur, exprimé par

C =aM + SK. (2.29)

Ainsi, dans le cas général, les méthodes de réduction ne prennent pas en compte 'apport des
amortissements dans la dynamique du modele réduit.

Par contre, ces méthodes ont 'avantage de préserver la cohérence physique des états du
modele réduit car ce dernier respecte les conditions structurelles. De plus, les matrices d’entrées et
de sorties ne sont pas modifiées dans le sens ou seuls des coefficients nuls ont été éliminés. A titre
illustratif, voici les matrices obtenues par la réduction de Guyan pour le modele d’immeuble

2,425 —0,016 —0,182 0,107 1,293 —0,018 —0,094 0,039
v | 0,016 1,692 —0,477 0,282 o_ | —0.018 0,90 0,008 0,132
0,182 —0,477 2,735 0,039 |’ 0,094 —0,098 1,712 0,066
0,107 —0,282 0,039 2,254 0,030 —0,131 0,067 1,282
88,459 —9,973 —4,412 —13,589 F=(00137 0 0 0)",
K| 9969 144,881 131,008 7,511 G,=(0 00 0),
~4,435 130,931 341,114 44,652 |’ G,=(1 0 0 0),
13,434 8,025 45,837 158,564 Ga=(0 00 0).

Si les méthodes de réduction de 'ordre des MSSO issues de la dynamique des structures per-
mettent de conserver les conditions structurelles du modele lors de la réduction, I’approximation
effectuée n’est généralement pas de bonne qualité. Le TABLEAU 2.4 donne une comparaison les
erreurs relatives des modeles réduits issus des méthodes de condensation.

H}ethode de Guyan Reduc@on IRS IRS . ’IRS. SEREP Craig-
réduction dynamique dynamique itérative Bampton
norme relative | 0,954 0,995 0,770 0,995 0,319 0,319 1,448
de l'erreur

TABLEAU 2.4 — Erreurs relatives des modeles d’immeuble réduits par les méthodes de conden-
sation

2.4 Réduction des modeéles linéaire du second ordre

La Section 2.2 a montré que les méthodes issues de la science de 'automatique permettent
de trouver des modeles réduits ayant une capacité d’approximation du modele initial supérieure
a celle permise par les méthodes de condensation. En revanche, ces méthodes ne préservent pas
la structure du modele.
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La Section 2.3 donne les méthodes de réduction d’'un MSSO tout en préservant les conditions
structurelles proposées par la dynamique des structures. Nous avons vu que si les méthodes per-
mettent de conserver les propriétés structurelles, ces dernieres ne s’appliquent qu’aux systemes
simple entrée et les résultats pratiques montrent que la symétrie des matrices n’est pas parfai-
tement conservée.

Par ailleurs, & travers les développements du Chapitre 1 nous montrons la possibilité de
transformer une représentation d’état en MSSO. Cette derniere section présente I’application de
ces développements permettant de trouver des MSSO réduits combinant qualité d’approximation
et préservation des conditions structurelles.

2.4.1 Troncature modale et préservation des conditions structurelles

Dans le cas d’'un systeme linéaire du premier ordre, la troncature modale est effectuée en
diagonalisant la représentation d’état avec un tri des valeurs propres afin d’éliminer les va-
leurs propres dont les parties réelles sont les plus faibles. A la Section 1.3.3.5 a été présenté
I’ALGORITHME 1.1 (page 30) pour diagonaliser les MSSO simple entrée. Ainsi, il est possible
d’utiliser cet algorithme pour effectuer une troncature modale sur un MSSO.

A la Section 1.3.3, il a été montré que pour reconstruire un MSSO respectant les conditions
structurelles a partir d’une réalisation d’état, il est nécessaire d’effectuer un premier tri des
valeurs propres de la matrice A. En effet, A doit étre décomposée en (cf. théoreme 1.3.3 (page 26))

A1:<AC ®)7 A2:<AC ®)7
O An O A
ol A. et A, sont les matrices diagonales des valeurs propres complexes et A,; et A, sont les
deux matrices diagonales des valeurs propres réelles (cf. Section 1.3.3.3).

Ce tri a pour objectif d’assurer qu’a une valeur propre complexe dans la matrice A; est
associée une valeur propre complexe dans la matrice As de telle sorte que la somme et le produit

de ces matrices soient réels. Ceci permet d’obtenir des matrices de raideur et d’amortissement a
coefficients réelles avec

K = Ao, C=—-A — Ao, (¢f. équation (1.31)).

D’autres tris sont envisageables a condition de respecter I'association des valeurs propres com-
plexes. En particulier, il est possible de trier les valeurs propres de telle sorte que leurs parties
réelles apparaissent de maniere décroissante dans I'une des matrices. Dans la seconde matrice,
sont alors associées aux valeurs propres complexes leurs conjuguées, et aux valeurs propres
réelles les valeurs propres décroissantes. Au final, la réduction d’un modele du second ordre par
troncature de la base modale est donnée dans ’ALGORITHME 2.1 (page suivante).

En effectuant ce tri, les matrices diagonales K; et Cy; sont triées de telle sorte que les
coefficients d’amortissement et de raideur sont croissants le long de leurs diagonales. Ainsi en
décomposant le MSSO diagonal sous la forme

([ Mgy O Gd1 Can O dd1 Kyn O qd1 Fa
B + . + + u,
O Mg Gd2 O Cgp dd2 O Kgp qd2 Fgo

(G ) (2 ) () () (0 ) (1)

<
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Algorithme 2.1 Troncature de la base modale avec préservation des conditions structurelles
(MTPSC)
Entrées: M,C, K, F,G)p,G,,G,
Sorties: M,,Cy, K., Fy,Gpr, Gor, Gar
transformer le MSSO en une représentation d’état selon (1.3.3)
résoudre A = AP
pour j =1 a n, faire
selectionner \;, la valeur propre de A de plus grande partie réelle
poser A1(7,7) =\
si \; est complexe alors
A4, j) = Ni
sinon
selectionner \; réel de plus grande partie réelle
poser Ao(7,7) =\
fin si
fin pour
calculer ® et ®~! correspondant a A
éliminer un nombre pair de valeurs propres correspondant aux plus petites valeurs propres

réelles
calculer (M,C, K, F,G,,G,,G,) = SSSI2MSSO(A, B, C, D) avec '’ALGORITHME 1.1 (page 30)

et en éliminant les coordonnées généralisées ggo selon le critere retenue, on ne conserve que
les coefficients d’amortissement et de raideur les plus petite dans le MSSO. Le MSSO réduit est
donné par

Magar + Cardan + Kaq1qa1 + Fau,
U= Gpgqa1 + Gua1qar + GaaiGar-

Le MSSO ainsi obtenu respecte parfaitement les conditions structurelles car il est diagonal
et donc symétrique. En revanche, les matrices d’entrée est un vecteur dont tous les coefficients
sont égaux a 1. Il peut étre préférable d’avoir un vecteur d’entrée qui n’excite qu’'une seule
coordonnée généralisée. Par exemple pour représenter un systéme dont ’entrée est une force ap-
pliquée en un point. Pour cela, il est possible d’utiliser une méthode similaire a celle proposée par
[HOULSTON, 2006] pour transformer une représentation d’état en MSSO (cf. Section 1.3.3.1).

En considérant la décomposition QR du vecteur Fyy

,
Fn=ar=q( { ), (230)
ou r est un coefficient, la matrice de transformation
[ A7
7" ==
e

appliquée au MSSO réduit permet d’obtenir un MSSO respectant les conditions structurelles.
Suite a cette transformation, la matrice F' a tous ses coefficients nuls sauf le premier qui vaut f.

En effet :
TTFdlzfQTFd1=f<g)=<é>.
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Puisque la décomposition R assure que la matrice @) est orthogonale, alors la transformation
des éléments du MSSO est donnée par

F. =TTFy,
M, =TTMyT, " “
T Gp =GpyT,

Cr — T Cle,
. Gy =GyaT,

K, =T"KaT,
Go =GaqiT,

et les matrices (M,, C,. K,) sont symétriques.

La réduction du modele d’immeuble, grace a cette méthode, permet d’obtenir un MSSO dont
la fonction de transfert est identique a celle issue de la méthode SERP ou a celle issue de la
troncature modale. La FIGURE 2.7 (page suivante) illustre ce point avec le critere d’erreur qui
vaut 0, 319.

Les matrices du modele obtenu ont bien la structure voulue, c’est-a-dire qu’elles sont symé-
triques et définies positives. En outre, la matrice d’entrée est équivalente a la matrice d’entrée du
modele initial, ou seuls les coefficients nuls ont été éliminés. En résumés, les matrices obtenues
pour cet exemple sont

4,69.107° 0 0 0
0 4,69.107° 0 0
My = 0 0 4,69.107° 0 ’
0 0 0 4,69.107°
2,70.107°  6,12.1077  2,82.107% —3,02.107°
o — 6,12.1007  2,51.107° —5,13.107®% —1,07.1076
" 2,82.107% —5,13.107% 2,59.10° —1,26.107% |’
—-3,02.107% —1,07.107% —1,26.107% 2,99.107°
3,55.107%  5,81.107*  2,68.107° —2,87.1073
o 5,81.107%  1,77.1073 —4,87.107° —1,01.1073
=

2,68.107° —4,87.107° 2,51.107% —1,20.1072 |~
-2,87.107% —1,01.107% —1,20.1073 6,37.1073

Fo=(0,0137 0 0 0),
Gpr=(0 0 0 0),
Gur = (12,25.107° 5,47.107% 1,12.107° —4,16.107° ),

Gor=(0 00 0).

2.4.2 Troncature de la base équilibrée d’un modéele structuré en second ordre

A la Section 1.3.5.6, quatre grammiens pour les MSSO ont été définis. La difficulté de la
réduction par troncature de la base équilibrée d’'un MSSO réside dans I'impossibilité de dia-
gonaliser simultanément les quatre grammiens. Ainsi, différentes techniques pour équilibrer un
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FIGURE 2.7 — Diagramme de Bode du modele d’immeuble initial et du modele réduit par tron-
cature modale du MSSO

MSSO ont été proposées.

Dans le cas ou la préservation de la structure du second ordre n’est pas un objectif, il est
possible, lors de la réduction, de réduire le MSSO en utilisant la représentation d’état associée.

Basé sur ce constat, [CHAHLAOUI et al., 2006] proposent d’utiliser les grammiens du second
ordre sur la représentation d’état, tout en préservant la structure matricielle de la matrice d’état.
Afin d’utiliser les grammiens du second ordre sur le modele d’état, ceux-ci sont concaténés

de la maniere suivante

([ Wa, O [ Wo, O
Wa—< 0 Wav>’ Wo—< 0 Wov>' (2.31)

Deux matrices de transformation T}, et T, peuvent étre calculées en utilisant I’équation (2.9)

T:(% %), (2.32)

de telle sorte que la matrice T" rende les grammiens Wa et Wo égaux et diagonaux. L’ utilisation
de ces matrices sur la représentation d’état associée & un MSSO (c¢f. équation (1.26)) permet
d’obtenir la nouvelle représentation d’état

.ZL'l O Tp_lTv :i‘l O

H = 11 a1 - + 11 )

Fo ~TOMTKT, —ToMECT, )\ i T M (2.33)
_ I ‘

v = (a5 an)(

De plus, la transformation des grammiens par la matrice T permet d’écrire

T"WaT™ T = TTWoT = < ZOP 20 > )
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2.4. Réduction des modéles linéaire du second ordre

Puisque TP_ITU n’égalise pas la matrice identité, cette représentation d’état n’est pas un
MSSO. Pour outrepasser cette problématique, les auteurs proposent de partitionner I en

(=21 &= [@)+ @14 )T ou [#T]4 et [#]]4 correspondent aux plus grandes valeurs
singulieres de Hankel de ¥, et ¥,. Ainsi le modele réduit est
By 0 TT,, B ) 0
o) \[FT'MTKT), ST, 'MICT ), [Z2]+ [T M )
[Z1]+ >
- G T, GvTv ~, :
Yy ( [ p p]Jr [ ]+ ) < [x2]+

é V(I]/ >, ou W = [Tp_lTv]Jr, cela permet

Et en utilisant la matrice de transformation 71 = (

d’écrire le modele réduit suivant

M =1,
C =W, ICT, )|+ W,
K =W T, 'K,
Foo=WATIMTF,
Gp =[GpThl+,

Gy =[G+ W.

Cette méthode est connue comme étant la méthode SOBT (pour Second Order Balanced Trun-
cation). Elle permet de rendre égaux et diagonaux les quatre grammiens et reconstruit un MSSO
ne respectant pas les conditions structurelles. En outre, 'erreur d’approximation est générale-
ment supérieure a la troncature de la base équilibrée classique.

D’autres auteurs travaillent directement avec les matrices du MSSO sans utiliser la repré-
sentation d’état. Pour cela, il cherche a équilibrer directement le MSSO [STYKEL, 2006]. Le
principe est décrit ci-apres pour un MSSO ne possédant pas de matrice d’observation des accé-
lérations (G, = 0). Les deux matrices suivantes sont définies

(W1 O (T O
we (M0 ro (7 0).
En multipliant & gauche par W, la représentation d’état associée a un MSSO dont la matrice

T . N
G, est nulle et en posant 7'z = ( #{ 23 )", on obtient le systeme

WiTia, = WhTsxs,
WoMTyty = —WoCTix1 — WoKThxy + WoFu, (2.34)
Y = GpTl.%'l + GyThxo.

En supposant les matrices W et T non singulieres, alors zo = (Wng)_ll/VlT T = T2*1T1$1. Et
si 'on substitue ce vecteur dans les deux derniéres équations de (2.34), il est possible d’obtenir
le MSSO suivant

{ WoMT1(t) + WaCTig(t) + WaKTig(t) = WaFu(t), (2.35)

y(t) = GpTh + GyT1.
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Cette méthode permet d’équilibrer deux des quatre grammiens du MSSO. Ainsi dans
[REIS et STYKEL, 2007], a partir du MSSO exprimé par 1’équation (2.35), différentes réali-
sations équilibrées sont présentées en fonction des définitions suivantes :

1. un MSSO est équilibré en position si Wc, = Wo, = diag(c?, ..., ok ) ot o sont les valeurs
P p 1 ’ q 1
singulieres en position ;
2. un MSSO est équilibré en vitesse si We, = Wo, = diag(o¥, ..., 0y ) olt of sont les valeurs
singulieres en vitesse;
3. un MSSO est équilibré en position-vitesse si
Wc, = Wo, = diag(c?”,...,cb?) ot o¥v sont les valeurs singulieres en position-vitesse ;
P 1> ’ q 1 )

4. un MSSO est équilibré en wvitesse-position si
We, = Wo, = diag(a7?, ... ,Uﬁ{; ) ou o}p sont les valeurs singulieres en vitesse-position.

En utilisant les définition 1. et 3., dans [REIS et STYKEL, 2007] les auteurs proposent deux
algorithmes, ’ALGORITHME 2.2 appelé SOBTp et 'ALGORITHME 2.3 appelé SOBTpv.

Algorithme 2.2 Troncature de la base équilibrée en position d’'un modele structuré en second
ordre (SOBTp)
Entrées: M,C, K, F,G),G,,G,
Sorties: M,,C,, K,, Fy,Gpr, Gor, Gar
calculer R,p, Rqv, Rop et Ry, respectivement les facteurs de Cholesky des grammiens d’attei-
gnabilité en position et en vitesse et des grammiens d’observabilité en position et en vitesse

calculer RanRop = ( Upt Up ) ( Yp1 Yp2 ) ( Vi Vp2 )T

caleuler RT M Ry = (Upt Usa ) ( So1 oo ) ( Vir Vi )7
calculer le modele réduit selon ’équation (2.35) avec

_1 1
Wa = Zpl2 ‘/;)I;RZ;) T = RapUpIEIﬂZ

Algorithme 2.3 Troncature de la base équilibrée en position et en vitesse d’'un modele structuré
en second ordre (SOBTpv)

Entrées: M,C, K, F,G),G,,G,

Sorties: M,,C,, K., Fy,Gpr, Gur, Gar
calculer R, et R,, respectivement les facteurs de Cholesky du grammien d’atteignabilité en
position et du grammien d’observabilité en vitesse

calculer RanMTLOU = ( Upw1 Upw2 ) ( Yool Dpu2 ) ( Vvl V2 )T
calculer RL, MTR,, = ( Uy Uy ) ( Yol X2 ) ( Vi Vi )T
calculer le modele réduit selon ’équation (2.35) avec
_1 _1
Wy = Epv21 pTleZv T = RGPUPU12p12

L’ensemble des trois algorithmes de troncature de la base équilibrée présentés (SOBT, SOBTp,
SOBTpv), ne préserve pas les conditions structurelles dans le modele réduit. Toutefois, si le mo-
dele initial est symétrique alors le modele réduit par la méthode SOBTpv est symétrique. Un
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2.4. Réduction des modéles linéaire du second ordre

MSSO symétrique est un modele respectant les conditions structurelles dont la matrice des en-
trées est la transposée de la matrice d’observation des positions, i.e. G, = O et F' = GpT. Sous
ces conditions, [YAN et al., 2008] proposent ’algorithme SBPOR (pour Second-Order Balanced
Truncation for Passive Order Reduction) qui préserve les conditions structurelles si le modele
est symétrique. En revanche, dans le cas général, aucune des méthodes présentées ci-dessus ne
préserve les conditions structurelles mais elles ont I'avantage de pouvoir étre appliquées sur des
modeles multi entrées.

En outre, deux des algorithmes (SOBTp, SOBTpv) utilisent les grammiens en position et
vitesse qui sont calculés en annulant une partie des grammiens de la réalisation d’état associée au
MSSO. Ainsi, les qualités d’approximation de ces modeles sont légerement inférieures a la tron-
cature de la base équilibrée classique d’une représentation d’état. En effet, I’approximation des
dynamiques est quasi-similaire comme le montre la FIGURE 2.8, mais les criteres d’approxima-
tion donnés au TABLEAU 2.5 sont plus élevées (pour la troncature de la base équilibrée classique,
le critere est de 0.144).

Un des avantages de la troncature équilibrée classique est de posséder une borne de I'erreur
basée sur la norme Ho, (cf. Section 2.2.2). En revanche, un tel critére n’existe pas pour les
MSSO.

Pour finir, méme si les grammiens sont équilibrés par ces méthodes, lorsque la troncature
des coordonnées généralisées est réalisée, les grammiens ne sont plus équilibrés.

TABLEAU 2.5 — Erreurs relatives des modeles d’immeuble réduits par les méthodes SOBT

’ méthodes de réduction ‘ SOBT SOBTp SOBTpv ‘
| norme relative de erreur | 0,352 0,366 0,295 |
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F1GURE 2.8 — Diagramme de Bode du modele d’immeuble initial et des modeles réduits par les
méthodes SOBT, SOBTp, SOBTpv
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2.4.3 Troncature de la base équilibrée et préservation des conditions struc-
turelles

Nous venons de voir que les algorithmes de troncature de la base équilibrée d’un MSSO
présentés a la Section 2.4.2 présentent plusieurs désavantages par rapport a la troncature dans la
base équilibrée d’une réalisation d’état. Ainsi, il semble plus avantageux d’utiliser la troncature
de la base équilibrée classique afin de réduire un MSSO. En revanche le modele d’état ainsi
construit perd toute structure d’un MSSO. Nous avons vu & la Section 1.3.3.5 comment un
modele d’état pouvait étre transformé en MSSO tout en préservant les conditions structurelles.
Ainsi, il est possible de construire une méthode pour réduire un MSSO tout en préservant les
conditions structurelles et en conservant les propriétés de la troncature de la base équilibrée
classique. Cette méthode est décrite par I’ ALGORITHME 2.4.

Algorithme 2.4 Troncature de la base équilibrée avec préservation des conditions structurelles
(BTPSC)
Entrées: M,C,K,F,G),, Gy, G,
Sorties: M,,C,, K, I, Gpr, Gor, Gar
transformer le MSSO en une représentation d’état selon (1.3.3)
équilibrer le modele en utilisant la transformation (2.8)
éliminer un nombre pair d’états correspondant aux valeurs propres de Hankel les plus faibles
transformer le modele d’état en MSSO avec I’ALGORITHME 1.1 (page 30)

Pour montrer I'intérét de la méthode, elle est appliquée pour réduire le modele d’immeuble.
Cette méthode assure la conservation de I’ensemble des propriétés d’'un MSSO tout en assurant
une qualité d’approximation équivalente a la troncature équilibrée classique. Ainsi, les matrices
M,, C, et K, sont symétriques définies positives et nous obtenons le résultat suivant

10 00 0,546 0 0 0
01 00 0 0,576 0 0

M, = 0010 | Cr = 0 0 1,061 0 ’
0001 0 0 0 1,710
3,33 0 0 0
0 2,80 0 0 B T

K, = 0 0 184 0 , F,=(111 1),
0 0 0 592

Gp=( —5,309.107% 3,709.107% —7,807.107% —2,129.102 ),
G, = (1,086.1073 3,158.107% 4,089.1073 2,255.1073 )

et Go=(0 00 0).

A nouveau, si une structure particuliere est recherchée dans le vecteur d’entrée, la décom-
position QR de la matrice d’entrée F),. (cf. équation (2.30)) permet de modifier ce vecteur sans
perdre les conditions structurelles. Le modele réduit a alors la méme fonction de transfert que
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la troncature de la base équilibrée présentée a la FIGURE 2.2 (page 61) et la norme relative du
modele erreur vaut également 0, 144.

Afin de préserver les conditions structurelles, la méthode proposée pour réduire les MSSO
d’une maniere équivalente a la troncature de la base équilibrée d’une représentation d’état, fait
appel a un algorithme nécessitant un modele simple entrée. A la Section 1.3.3.6 a été présenté
I’ALGORITHME 1.2 (page 31) valable pour les modeles multi entrées. Cet algorithme assure
la préservation des conditions structurelles au détriment de la dimension du modele. En effet,
l'utilisation de cet algorithme sur un modele d’état de dimension ng, a m entrées calcule un MSSO
de dimension ng4, x m. Ceci résulte d’un accroissement artificiel de la taille du modele réduit. Une
recherche des équations redondantes dans le MSSO a été proposée, mais cette méthode n’assure
pas une élimination suffisante des équations pour obtenir un modele réduit de dimension 7,
dans le cas général.

2.5 Conclusion

En fonction du domaine d’étude, les méthodes de réduction de I'ordre des modeles ne sont
pas évaluées en fonction des mémes criteres. Dans le domaine de 'automatique, les criteres
généralement retenus sont la qualité d’approximation du modele réduit, la préservation des
propriétés du systeme et Uefficacité calculatoire de la méthode. Pour la dynamique des structures,
si la qualité d’approximation est aussi recherchée, la préservation de la structure est un critere
prépondérant.

Pour le domaine de 'automatique, deux méthodes ont été retenues afin de montrer la qualité
d’approximation et la préservation des propriétés des modeles par ces méthodes. Ces méthodes
sont efficaces en termes d’erreur d’approximation mais la structure du modele initial est perdue.
La perte de la structure ne permet pas de mettre en évidence les liens entre les parametres des
modeles réduits et les parametres physiques du systeme étudié.

En revanche, les méthodes de réduction de modele par les méthodes de la dynamique des
structures permettent de préserver la structure. Mais ces méthodes, basées sur une sélection a
priort des coordonnées préservées, empéchent d’obtenir des modeles réduits efficaces en terme
d’erreur d’approximation.

Dans un objectif de préservation de la structure lors de la réduction de I'ordre des modeles,
tout en conservant une efficacité de la méthode en terme d’erreur d’approximation, ’approche
proposée consiste a reconstruire, a partir du modele réduit par les méthodes du domaine de I’au-
tomatique, un modele respectant les conditions structurelles. En comparaison a une approche qui
consisterait a adapter chaque méthode de réduction au MSSO, cette approche permet d’utiliser,
avec peu d’adaptation, I’ensemble des méthodes de réduction de 'ordre des modeles du domaine
de 'automatique avec une préservation de la structure.

Pour montrer 'efficacité de cette méthode et 'intérét de la préservation de la structure, les
algorithmes proposés sont utilisés afin de réduire un modele de la dynamique du véhicule que
nous présentons au chapitre suivant.
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Notations

La notation en dynamique véhicule fait 'objet de plusieurs normalisations. Dans ce docu-
ment, la [NORME ISO 8855, 1991] est respectée. En revanche, cette norme n’est pas exhaustive
et certaines notations seront donc propres a ce document. Les notations ainsi définies sont indi-

quées par les définitions en italiques.

De plus, de nombreuses variables sont fonctions de leur point d’application. Dans cette no-
menclature, ces variables sont indicées par la lettre j qui remplace le nom du point d’application.
Pour les variables se rapportant aux roues, le numéro de la roue est porté en exposant. Dans

cette nomenclature, ces variables ont pour exposant la lettre i.

Repéeres

|
==
<4
=<
Ny
==

Zu

Dimensions [m]

1)
p(@)
o
rg:t)at
r()

ha

\4

R

Angles [rad]
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repere sol : triedre orthonormal direct lié a la surface de la terre,
tel que X E et ?E définissent le plan du sol, et 'axe Z’E est dirigé
vers le haut ;

repere intermédiaire : Hiégl}re 0rthono_r>ma1 direct dont le plan XY
coincide avec le plan XgY . L’axe X est défini par l'intersection
du plag de symétrie longitudinal du véhicule au repos et du sol.
L’axe Z est dirigé vers le haut ;

@pére véhicule : triedre orthonormal direct lié au véhicule. L’axe
Xy est dirigé vers 'avant du véhicule dans le plan de symétrie
longitudinal, I’axe ?V est perpendiculaire au plan de symétrie lon-
gitudinal et il est dirigé vers la gauche du conducteur. L’axe ?V est
dirigé vers le haut;

repere roue : triedre orthonormal direct dont le plan X 8[,) 17%/) coin-

cide avec le plan X E?E Laxe X %,) est défini par l'intersection du

plan de la roue avec le plan X E?E X g,l[,) est orienté vers 'avant du

véhicule et I'axe Z%} est orienté vers le haut ;
aze passant par le centre du volant. Il est perpendiculaire au plan

du volant et est dirigé vers le conducteur.

empattement ;

voie ;

rayon sous charge dynamique de la roue 7;

rayon sous charge statique de la roue i ;

déport au sol i ;

distance du centre de gravité au plan défini par les quatre centres
de rotation des roues;

rayon de courbure de la trajectoire.

angle de tangage ;



Positions [m]

of
ol
Iy
X

Y;

B
Vitesses [m.s™!]

w00

—
v

vx

- angle de roulis;

- angle de lacet;

angle de dérive du véhicule;
angle de braquage de la roue 7;
angle au volant ;

angle de dérive de la roue 7;

- angle formé par le bras du porte-fusée support des pivots de direc-
tion et le plan de la roue i;
- angle du pignon de la crémaillere.

- point conventionnel de contact de la roue i avec le sol ;

- intersection du plan de la roue et de l’axe de rotation de la roue 1 ;

- centre instantané de rotation du virage;

- position suivant [’aze X dun point dans le repere défini par le
contexte; R

- position suwwant l'axe Y d
contexte;

),

un point dans le repére défini par le

- position suivant ['axe Z dun point dans le repere défini par le
contexte;
centre de gravité du véhicule;

- centre de la liaison entre la crémaillére et les porte-fusées de la roue
i;

centre de la liaison entre le volant et la colonne de direction;
centre de la liaison entre la colonne de direction et le pignon de
crémaillére

centre de la liaison entre le point haut de la suspension i et la caisse;
centre de la liaison entre le bras de la suspension i et la caisse .

- vitesse de rotation de la roue 7 ;

- vecteur vitesse du véhicule;

- projection du vecteur vitesse du véhicule sur ’axe X ;

- projection du vecteur vitesse du véhicule sur ’axe 1_};

- projection du vecteur vitesse du véhicule sur ’axe ?;

- vitesse suivant laze X dun point dans le repére défini par le
contexte;

- vitesse swivant laze Y dun point dans le repere défini par le
contexte;

- vitesse swivant laze Z d'un point dans le repere défini par le
contexte;

- vitesse du point conventionnel de contact roue-sol;

- glissement longitudinal de la roue;
- glissement latéral de la roue.
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Accélérations [m.s ]

- accélération de la pesanteur;
- vecteur accélération du véhicule;
- vecteur accélération d’un point.

SUSTRS

.

Masses [kg] et Inerties [kg.m?]

M - masse totale du véhicule;

My - masse suspendue;

mﬁfﬁ - masse non-suspendue liée a la roue i;

Me - masse de la crémaillére;

. - inertie de roulis de la masse suspendue;

Iy, - inertie de tangage de la masse suspendue;

I, - inertie de lacet de la masse suspendue;

I, - inertie de la roue autour de son axe de rotation.

Forces [N] et Moments [N.m]

F,;(A/B) - force suivant ’axe X du systeme A sur le systéme B dans le repére
défini par le contexte;

F,;(A/B) - force suivant Uaze Y du systéme A sur le systéme B dans le repére
défini par le contexte;

F. ;(A/B) - force suivant Uaze Z du systéme A sur le systéme B dans le repére
défini par le contexte;

M, ;(A/B) - moment autour de l'aze X généré par A sur le systéme B dans le
repére défini par le conterte;

M, ;(A/B) - moment autour de 'aze Y généré par A sur le systéme B dans le
repére défini par le conterte;

M. ;(A/B) - moment autour de 'aze Z généré par A sur le systéme B dans le
repéere défini par le contexte;

P, ; - poids suivant [’axe )j(: dans le repere défini par le contexte;
P, ; - poids suivant [’axe }_/’ dans le repere défini par le contexte;
P, ; - poids suivant l'axe Z dans le repére défini par le contexte;
Dj - force de gravité dans le repére considéré,
C’,g,i) - couple moteur imposé a la roue.

Coefficients
C’(g? b - coefficient d’adhérence latérale [N.rad™'];
Cééj - coefficient d’adhérence du moment d’auto-alignement [Nm.rad~1];
Kt(i) - raideur verticale du pneumatique [N.m™1];
C’t(i) - amortissement vertical du pneumatique [N.m~1.s];
K - raideur verticale de la suspension [N.m~1];
C’g) - amortissement vertical de la suspension[N.m~1.s];
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Kc(i) - raideur de la colonne de direction [N.m™1];

Cc(i) - amortissement de la colonne de direction [N.m_l.s];
Kéi) - ratdeur de la barre anti-roulis [N.m_l] ;

“@W,bloquee - adhérence longitudinale roue bloquée [N.m~1.s];

i , , , -1
Y - adhérence latérale r 1 N.m™*.s|;
uywﬁloquee adhérence latérale roue bloquée | s];

u;{ - adhérence longitudinale roue bloquée avec glissement [N.m~!.s];

%4

,ug-f») - adhérence latérale roue bloquée avec glissement [N.m~1.s|;

w

ak - paramétres primaires du modéle de Pacejka, mode latéral (k =
0,...,13);

br - paramétres primaires du modéle de Pacejka, mode longitudinal (k =
0,...,10);

Ck - parameétres primaires du modele de Pacejka pour le moment d’auto-

alignement (k=0,...,13).

Autres notations

%X - dérivée dans le repére R de X ;
ba - barre anti-roulis.

ca - caisse ;

cr - crémaillére ;

co - colonne de direction ;

pf - porte-fusées.

ro - roue;

SO - sol;

su - SuSpension ;

VO - volant;

3.1 Introduction

L’amélioration du comportement routier d’un véhicule nécessite un modele de référence de
dynamique de ce dernier. Quatre grandes classes de modeles sont considérées :

— modeles de dynamique latérale;

— modeles de dynamique verticale;

— modeles de dynamique longitudinale ;
— modeles complets.

Les modeles de dynamique latérale sont utilisés pour étudier le comportement en virage du
véhicule et, par exemple, développer des lois de commande de la direction du véhicule telles que
I’évitement de la sortie de voie [MINOIU ENACHE, 2008]. Les modéles de dynamique verticale,
quant a eux, permettent d’étudier la réponse en pompage du véhicule pour améliorer le confort ou
développer des systémes de suspensions actives par exemple. Pour finir, les modeles longitudinaux
sont développés pour I’étude de la chaine de traction ou pour la conception de systemes d’aide a la
conduite tels que les régulateurs de vitesse. Ces modeles, généralement développés en adéquation
avec une problématique, sont souvent simplistes et ne prennent pas en compte les effets de
couplages entre les différentes dynamiques.
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Les modeles complets sont développés par les constructeurs en vue de la conception assistée
par ordinateur. Ces modeles tres complexes posent un certain nombre de difficultés. Notam-
ment, leurs niveaux de complexité imposent de connaitre un nombre important de parametres
qui demandent des moyens importants pour les estimer. De plus, comme ces modeles sont des
modeles d’aide a la conception, ils ne sont pas concus pour étre utilisés a des fins de synthese de
lois de commande, d’observation ou d’applications en temps réel. Pour finir, ils sont générale-
ment développés sur des plateformes propriétaires et leur utilisation dans un cadre académique
représente un cout prohibitif.

Pour obtenir un compromis entre les modeles complets et les modeles a dynamique décou-
plée, nous allons développer un modele par bloc. Ce dernier permettra d’une part de prendre
en compte les couplages latéraux, verticaux et longitudinaux et d’autre part, sa modularité per-
mettra d’avoir différents niveaux de complexité.

Dans le développement de ce modele, les systemes suivants, qui représente la chaine de
traction, ne sont pas modélisés :

— le moteur;
I’embrayage ;
la boite de vitesses;

— le différentiel ;

— le systeme de freinage.
Si ces différents éléments permettent de controler ’accélération du véhicule, leurs modélisations
représentent un domaine d’étude a part entiere (groupe moto-propulseur), ils peuvent étre non-
continus (boite de vitesses) et généralement il est impossible de les mettre sous la forme d’une
représentation d’état ou d’un modele structuré du second ordre. Leur influence sur la dynamique
du véhicule se traduit par un couple imposé aux roues, qui constitue une entrée du modele
complet que nous allons présenter. Un modele permettant d’exprimer le couple aux roues en
fonction des entrées conducteurs est présenté dans [NOUVELIERE, 2002].

3.2 Présentation du modele

Pour présenter les principes de bases qui régissent la dynamique du véhicule, nous allons
développer les équations de deux modeles découplés fréquemment utilisés : le modele bicyclette
et le modele quart de véhicule.

Le modele bicyclette est un modele de dynamique latérale qui permet de définir les phéno-
menes mis en jeu lors d’un virage. Le modele quart de véhicule permet d’exprimer les mouvements
de la caisse et de la roue verticalement.

IIs sont basés sur I'application du principe fondamental de la dynamique (PFD) que nous
rappelons ici.

Le PFD s’exprime a partir des deux principes suivants :

— dans un référentiel galiléen, la masse M multipliée par I’accélération @ dun corps est égale

a la somme des forces extérieures » F ext appliquées sur lui

M@= Feu. (3.1)

— dans un référentiel galiléen, I'inertie I multipliée par ’accélération angulaire @ d'un corps
—
est égale a la somme des moments extérieurs » M,y qu’il subit

1@ =" M. (3.2)
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Afin de développer les équations de la dynamique du véhicule, le référentiel terrestre sera consi-
déré comme galiléen. Dans le référentiel terrestre est défini le repere sol Rg (pour Earth-fixed
axis system).

3.2.1 Modele bicyclette

Le modele bicyclette est largement utilisé, notamment pour l’observation de la trajec-
toire en courbe d’un véhicule ou encore pour la commande active du volant [LUGNER, 1986,
GULDNER et al., 1995, ANDERSON et BEVLY, 2004]. Ce modele simple a comme principal
avantage d’étre linéaire sous certaines conditions comme la vitesse longitudinale qui est consi-
dérée comme constante. Il permet d’étudier la trajectoire d’un véhicule en fonction de I'angle
de braquage au volant en prenant en compte un phénomene important de la dynamique du
véhicule : la dérive.

En virage, lorsque le vecteur vitesse n’est donc pas confondu avec ’axe longitudinal du vé-
hicule, un angle de dérive § apparait. Au contact roue-sol, cet angle est 'angle de dérive du
pneumatique et il est notée o’. La FIGURE 3.1 donne une représentation graphique du modele
bicyclette avec les angles de dérive. Le modele bicyclette est particulierement utilisé pour 1'ob-
servation ou I'estimation de cet angle important, car il permet de prévoir les pertes d’adhérence
[BAFFET et al., 2006, BEVLY et al., 2002].

FI1GURE 3.1 — Modele bicyclette

Le modele bicyclette permet de modéliser les mouvements transversaux du centre de gravité
Gy du véhicule. Pour un véhicule a traction, le centre de gravité est déporté vers I'avant du
véhicule & cause du poids du moteur placé sur l’essieu avant. Ainsi, la distance de ’essieu avant
au centre de gravité X' (pour Front) et la distance de l’essieu arriere au centre de gravité [7
(pour Rear) ne sont pas égales.

Le modele bicyclette permet de décrire la trajectoire d’un véhicule, mais il n’est valable que
sous les hypotheses suivantes [POULY, 2009] :

— la route est considérée comme horizontale ;

— les suspensions sont rigides, il n’y a donc ni roulis®, ni tangage® (6 = 0, ¢ = 0);

5. Le roulis est la rotation de la caisse autour d’un axe longitudinal. Cette rotation apparait principalement
lors d’une prise de virage.

6. Le tangage est la rotation de la caisse autour d’un axe transversal. Cette rotation apparait principalement
lors des phases d’accélération et de freinage.
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— la position suivant Z du centre de gravité Gy est constante;

— le véhicule est symétrique autour de I’axe longitudinal, les trains sont alors assimilés a une

seule roue virtuelle centrale ;

— la vitesse longitudinale est « faible » afin de pouvoir négliger les phénomenes aérodyna-

miques ;

— le moteur et la direction ne sont pas pris en compte, ainsi les entrées correspondent a 1’angle

de braquage § de la roue avant et a la vitesse longitudinale considérée comme constante ;

— les angles de braquages sont faibles, ainsi les efforts générés aux contacts roue-sol peuvent

étre linéarisés (cf. Section 3.3.4).

La position du véhicule est donnée par sa position X¢,,, Y, dans le repere sol et par son
angle de lacet. Comme la vitesse suivant X est constante, la position du centre de gravité est
calculée par I'application du PFD suivant ['axe Y et autour de I'axe Z.

Afin d’appliquer le PFD, nous allons faire le bilan des forces appliquées sur le systeme isolé
et développer les équations cinématiques permettant de lier les vitesses des différents points du
véhicule.

Systéme isolé, repere et point d’application Le systeme isolé est le véhicule. Le PFD
est appliqué au centre de gravité du véhicule Gy . Sauf mention explicite, ’ensemble des forces,
vitesses et accélérations est exprimé dans le repere intermédiaire.

Expressions des forces Les forces appliquées sur le véhicule sont les forces générées aux
—
contacts roue-sol. Comme le PFD est appliqué suivant Y, seules les forces transversales sont

considérées. Avec 'hypothese des faibles angles de braquage, les forces sont considérées comme
proportionnelles & ’angle de dérive du pneumatique. Les coefficients de proportionnalité CéF)
et C&R) sont respectivement les coefficients d’adhérence de la roue avant et de la roue arriere.

Ils permettent d’exprimer les efforts avec [PACEJKA, 2005]

Fy70‘(5) = —ZCéF)a(F) et Fy70‘(/5> = —QCéR)a(R), (3.3)

ou Fy o) €t Fy o sont les forces latérales générées respectivement a 'avant et a 'arriere du
W W

véhicule aux points conventionnels de contacts roue-sol nommés 01(/5 ) et Og} ) (cf. Section 3.3.5).

Expressions cinématiques Les angles de dérive en un point sont déduits des vitesses longi-
tudinales et latérales en ce point par la formule

v
B = arctan <y> .
Vg

Ainsi, pour calculer les angles de dérive aux roues, il faut calculer les composantes suivant X et
Y des vitesses des points O‘(/{/: ) et O‘(/f,%) par

) - vx O l(l) (5
Top =TH+OAGOR = oy |+ O Jal 0 | ={ v+dl |,
v 0 0 0 0

pour i = F R. Ainsi, en considérant I’angle de braquage de la roue avant, 'expression des angles
de dérives aux roues avant et arriere est

7 (F) _ (R
a(F) = —§ + arctan (W) et a(R) = arctan (w) .

Vg Vg
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Avec I’hypothese des petits angles de braquage de la roue avant et avec ’hypothese d’une vitesse
longitudinale faible, les angles de dérives sont faibles et peuvent étre approximés par

11(F 11(R
G F) 5 <W> o QB _ <W> '
Vg Vg

Application du PFD Comme le repere d’écriture des vitesses du centre de gravité Gy differe
du repeére dans lequel est appliqué le PFD, les accélérations du centre de gravité @ sont données
par

dRI Vx 0 vx ’[)X - 'L?UY
0 Ry v Ry 0 Ry 0 Ry

Au final, en appliquant le PFD suivant Y et autour de 'axe Z, les équations résultantes sont
données par

o208 w208 (200D — ool b 20s" .
o Muy Y Muy X M (3.5)
) 90\ (F) 1 90 (R (R) —ocN? _ocy(m? - 9o (F) '
Y = vy + P+ 9,
IZZUX IzzvX Izz

ou M est la masse du véhicule et I,. 'inertie autour de 'axe Z du véhicule.

3.2.2 Modele quart de véhicule

Le modele quart de véhicule permet d’exprimer les mouvements verticaux de la suspension.
Il permet, par exemple, d’étudier le confort du véhicule ou les lois de commande de suspensions
actives [POUSSOT-VASSAL et al., 2006]. Le modele quart de véhicule est la mise en série de
la caisse du véhicule (nommée masse suspendue) et de la représentation verticale de la roue
(nommée masse non suspendue). Les liaisons sont modélisées par un ressort et un amortisseur
mis en parallele. En effet, la déformation verticale d’un pneumatique peut étre modélisée par un
ressort de coefficient Ky et un amortisseur de coefficient C; (¢ pour tire). La suspension a pour
coefficient de raideur K, et pour coefficient d’amortissement Cs. La dénomination de ce modele
est trompeuse, car la partie de la caisse modélisée ne représente pas forcément le quart du poids
du véhicule. La FIGURE 3.2 (page suivante) donne une représentation graphique de ce modele.

Le point Cyy est le centre de la liaison roue-suspension (c¢f. Section 3.3.3) et le point A est
le centre de la liaison suspension-caisse.

Afin d’étudier I'influence d’'une variation de hauteur du sol, les points Oy, Cy et A sont
dotés d’une variation en hauteur, notés respectivement Zo,,,, Zc,, et Za.

Systéme isolé, repere et point d’application Le systeme isolé est composé d’une roue du
véhicule, d’une suspension et d’une masse représentant la partie de la masse suspendue supportée
par la suspension. Le référentiel permettant d’utiliser le PFD est le référentiel terrestre repéré
par le repere sol. Le PFD est appliqué aux deux points Cyy et A. L’ensemble des forces, vitesses
et accélérations est exprimé dans le repere intermédiaire.
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Masse suspendue

A

Cs K

Masse non
suspendue

FIGURE 3.2 — Modele quart de véhicule

Expressions des forces Les forces qui sont en jeu dans le modele quart de véhicule sont les
poids P, 4 et P, ¢, , la force du sol sur la roue F; ¢, (sol/ro) et la force de la roue sur la caisse
F, a(ro/ca). Elles sont exprimées par

P, a = msyg,

P, oy = —Mnsg,

F. oy (so/r0) = (Zow — Zow ) Kt + (Va00 — Veow ) Cts
F. a(ro/ca) = (Zoy — Za)Ks + (V. cy — Vz,4)Cs,

ou my est la partie de la masse suspendue supportée par la suspension, m,s la masse non-
suspendue et g l'accélération de la pesanteur. Par le principe d’action-réaction, la force de la
caisse sur la roue est F} ¢, (ca/ro) = —F; s(ro/ca).

Application du PFD L’application du PFD permet d’obtenir

mnsVz,C’W = ZCW(_Kt - Ks) + ZaKs — ‘/Z,CW (Ct + Cs) + ‘/z,ACs + ...

i+ Vo 0w Cr + Zoyw Kt — misg (3.6)

msVea = (Zoy — Za)Ks + (Vo — Vz,a)Cs — misg.

Le systeme (3.6) permet de décrire les mouvements verticaux de la masse non-suspendue et
de la masse suspendue.

3.2.3 Modele complet de véhicule

Le modele complet de véhicule considéré ici, est le modele permettant de prendre en compte la
totalité des dynamiques (verticales, longitudinales et transversales) ainsi que leur couplage. Pour
pouvoir obtenir un modele modulaire, le modele complet du véhicule est un modele construit
par bloc ot chaque bloc représente un organe du véhicule ou de son environnement responsable
de sa dynamique. Le modele véhicule est décomposé en cing sous-parties principales :

— la caisse;
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— la direction ;

— les suspensions et les barres anti-roulis;

— les roues;

— le sol.

A ces sous-parties nous ajoutons les deux éléments responsables de 'excitation du modele :

— le conducteur;

— la route.

L’architecture du modele est imposée par les dynamiques influencées par chacune des dif-
férentes sous-parties. Les trois dynamiques sont la dynamique longitudinale qui comprend les
mouvements suivant X , la dynamique latérale qui comprend les mouvements suivant Y et I’angle
de lacet v, et la dynamique verticale qui comprend les mouvements suivant ?, I’angle de tangage
0 et 'angle de roulis ¢.

Pour chacune des sous-parties, nous détaillons les dynamiques influencées :

le conducteur : la prise en compte du conducteur est aisée car il influence la dynamique du
véhicule par la commande en angle du volant et par la commande en accélération des roues
avant. Ainsi, le conducteur influe sur la dynamique latérale par le biais de la direction et
sur la dynamique longitudinale par le biais des roues.

la route : 'influence de la route se divise en trois parties. La premiere partie est le profil de
la route qui excite verticalement la roue comme nous ’avons vu pour le modele quart de
véhicule (cf. Section 3.2.2). La seconde partie est la pente et le dévers de la route. Ces deux
grandeurs influencent le modele au travers de la réaction du support qui ne compense plus
le poids de la masse suspendue et des masses non-suspendues. Une pente et un dévers de
la route imposent une résultante de la force de pesanteur suivant les trois axes du repére
véhicule ou du repere roue. Ainsi, 'ensemble des dynamiques est mis en jeu entre ces trois
éléments (route, masse suspendue et masse non-suspendue).

le contact roue-sol : il est a 'origine des efforts générés sur la roue. La liaison roue-sol est un
contact plan sur plan qui influence les dynamiques longitudinales et latérales.

les roues : les roues avant sont munies d’un systeme de braquage, ainsi elles sont en liaison
directe avec la direction et sont donc a l'origine des dynamiques latérales directement
transmises a la caisse. De plus, le couple du moteur est transmis aux roues qu’elles trans-
forment en dynamique longitudinale, a nouveau directement transmise a la caisse. Compte
tenue de leur adhérence, les roues arrieres influent sur la dynamique latérale de la caisse.
De plus, les roues arriere étant munies de freins, elles influencent aussi la dynamique lon-
gitudinale. Dans notre représentation, les freins sont modélisés par un couple résistif sur
les roues. Enfin, le modele quart de véhicule a permis de montrer que les roues influent sur
la dynamique verticale de la caisse au travers des suspensions.

les suspensions et barres anti-roulis : l'utilisation d’une liaison rotule pour fixer la sus-
pension sur la caisse implique que les suspensions influent uniquement sur la dynamique
verticale de la caisse. Les barres anti-roulis s’opposent aux mouvements en roulis de la
caisse et influencent donc la dynamique verticale.

la caisse : elle est I’élément principal du véhicule dont nous recherchons a déterminer le mou-
vement selon les trois dynamiques. Ces mouvements sont déterminés en effectuant le PDF.

Au final, la description présentée ci-dessus permet de présenter la FIGURE 3.3 (page suivante)
qui scinde le véhicule complet en sous-parties, qui donne les dynamiques mises en jeu et leurs
couplages.
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caisse
sus- | barre u sus- | sus- | barre sus- |
pension anti-roulis [ ¥ pension pension anti-roulis pension|
roue roue roue roue
arriere arriere avant direction V— avant
droite gauche droite 7| gauche

U U
contact contact
roue-sol

roue-sol

[ profil de la route j

. Dynamique longitudinale . Les 3 dynamiques
sont impliquées

contact contact

roue-sol roue-sol

Dynamique latérale D Entrées du modele

Dynamique verticale

FIGURE 3.3 — Les différentes sous-parties du modele véhicule et leurs dynamiques associées

Maintenant que ’architecture générale du modele a été présentée, nous allons détailler cha-
cune des sous-parties. Pour ce faire, nous commencons par présenter les reperes utilisés et les
matrices de changement de repere permettant d’exprimer ’ensemble des variables dans les re-
peres adéquats.

3.2.4 Référentiel, reperes et matrices de changement de repere
3.2.4.1 Repere sol et repére intermédiaire
Le repere sol R est un triedre orthonormal direct ()_(Z B, )_;E, ZE) lié a la surface de la terre,

tel que X g et ?E définissent le plan du sol et I'axe ?E est dirigé vers le haut.

Dans ce référentiel la position du véhicule est reperee grace au repere 1ntermed1a1re R;. Le
repere intermédiaire est un triedre orthogonal direct (X Y Z ) dont le plan XY coincide avec le
plan X El_;E L'axe X est défini par I'intersection du plan de symétrie longitudinal du véhicule
au repos et du sol. L’axe 7 est dirigé vers le haut et passe par le centre de gravité Gy, du véhicule.

Le repere intermédiaire est déduit au repos du repere sol par 'angle de lacet ¢ autour de
Paxe Z g comme illustré a la FIGURE 3.4 (page ci-contre). Ce repére permet de positionner le
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véhicule dans le repere sol.

FIGURE 3.4 — Repere sol et repere intermédiaire

3.2.4.2 Repere véhicule

Le repere véhicule Ry est un triedre orthonormal direct ()? V, }_;V, ?V) lié au centre de gravité
du véhicule. L'axe X. v est dirigé vers I'avant du véhicule dans le plan de symétrie longitudinal.
L’axe 1_;\/ est perpendiculaire au plan de symétrie longitudinal et est dirigé vers la gauche du
conducteur. L’axe Z)V est dirigé vers le haut.

Le repere véhicule est déduit du repere intermédiaire par les angles de tangage 6 et de roulis
. L’angle de tangage est une rotation autour de ’axe Y et I’angle de roulis est une rotation
autour de 'axe )_f\/ comme illustré a la FIGURE 3.5.

FiGURE 3.5 — Repere véhicule

3.2.4.3 Matrices de changement de repeéere

L’orientation du repere véhicule par rapport au repere sol est déterminée par la suite des
angles d’Euler. Cette suite est définie par les trois rotations (v, 0, ). Ainsi, les matrices Py, .z,
(ot x1 et xo sont des reperes) de changement de repere peuvent directement étre déterminées.
De maniere générale, le PFD est écrit dans le repere intermédiaire. Or, les grandeurs vectorielles
sont généralement projetées dans le repere véhicule. De plus, certaines équations demandent a
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étre projetées dans le repere sol. Les deux matrices permettant d’effectuer ces projections sont

cosf sinpsinf cosysinf
Pr, R, = 0 cos —singp (3.7)
—sinf singcosf cospcosb
cosyp —siny 0
Pr,pr, = | siny  cosy 0 (3.8)
0 0 1

On déduit de ces deux matrices le changement de repére suivant :

Pry Ry
= PR, Ry PRy~ R;
cosflcosy —cospsiny +sinpsinfcosy  sinpsiny + cos @ sin b cos P
= | cosfsiny cospcosty +sinpsinfsiny  —sin @ cosy + cos @ sin @ sin (3.9)

—sind sin ¢ cos 6 cos ¢ cos 0

3.3 Modele complet

Nous venons de définir I’ensemble des sous parties et I’ensemble des reperes nécessaires pour
concevoir un modele de la dynamique du véhicule. Nous allons reprendre chacune des sous-
parties, décrire leurs comportements et développer les équations permettant d’exprimer leurs
mouvements respectifs.

Pour le modele bicyclette présenté en introduction, les variables relatives a l’avant et a
I’arriere du véhicule sont indicées respectivement avec F' et R. Pour le modele complet, les
variables sont indexées par le numéro de la roue a laquelle elles font références :

roue avant gauche : 1 roue avant droite : 2
roue arriere gauche : 3 roue arriere droite : 4

Pour décrire la dynamique du véhicule complet, le référentiel galiléen permettant d’appliquer
le PFD est le référentiel terrestre repéré par le repere sol.

Une des entrées du modele est ’angle au volant. Cet angle est transmis a la roue par l'inter-
médiaire de la direction dont nous allons détailler le principe.

3.3.1 Direction

La direction a comme principale fonction de transformer 'angle au volant en un angle de
braquage des roues. Lors d’une prise de virage par un véhicule, ce dernier décrit un virage de
rayon de courbure R autour d’un centre instantané de rotation Iy,. Comme les roues arriere ne
sont pas directionnelles, le point I}, appartient a I'axe passant par ’essieu arriere. Les droites
perpendiculaires aux droites (I”X(()lv)v) et (IUX(Ozv)V) déterminent les angles de braquage idéaux
des roues avant. Ces angles, illustrés dans la FIGURE 3.6 (page ci-contre), orientent idéalement
les roues pour que leurs axes longitudinaux soient tangents a leurs trajectoires le long d’une
courbe. Ces angles de braquage (1) et 62 sont les angles d’Ackerman.

Les véhicules routiers ne respectent généralement pas les angles d’Ackerman mais utilisent
une bonne approximation de ces derniers (en dehors des manceuvres de parking) grace & un
montage en épure de Jeantaud. Elle est réalisée par quatre barres articulées formant un trapeze
présenté a la FIGURE 3.7 (page ci-contre). Le trapeze est constitué de la tige de la crémaillere
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et des bras des porte-fusées, supports des rotules de direction. Les bras des porte-fusées trans-
forment le mouvement de translation de la crémaillere en une rotation différente appliquée a
chaque roue.

roue roue
— T~ —
of N chassis
TS\ porte-fusées
e ————
E crémaillere
FIGURE 3.6 — Virage a rayon constant FI1GURE 3.7 — Montage en épure de Jeantaud

Le déplacement de la crémaillere est assuré par un pignon relié au volant au travers de la colonne
de direction. La colonne de direction est divisée en trois parties et transmet les mouvements du
volant au pignon de la crémaillere via deux cardans.

Au final, les éléments constitutifs d’une direction sont :

- le volant @

- la colonne de direction

- la crémaillere

- les porte-fusées

3.3.1.1 Le volant et la colonne de direction

L’orientation du volant est donnée par 'axe Z g (cf. FIGURE 3.8 (page suivante)) qui permet
de définir un sens de rotation positif. Cet axe est orienté vers le conducteur afin qu’un angle au
volant dz; positif se traduit par un angle de braquage des roues positif, i.e. positif vers la gauche.

La colonne de direction est modélisée par une barre de torsion, de raideur K. et d’amortisse-
ment C., permettant d’exprimer les efforts générés en fonction de 'angle du volant et de 'angle
du pignon.

La mise en équation permet d’obtenir le systéme suivant

{Mz7p(co/cr) = (g —0p)K. + (5H - ép)Cc,

(3.10)
M. p(co/vo) = —M, p(co/cr),

ol M, p(co/vo) est le moment généré au point H par la colonne de direction sur le volant et
M. p(co/cr) est le moment généré au point P par la colonne de direction sur la crémaillere.
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Chapitre 3. Modélisation de la dynamique du véhicule

FI1GURE 3.8 — Repérage du volant et de la colonne de direction

3.3.1.2 La crémailléere

La crémaillere convertit les forces appliquées par les roues et le moment appliqué par la
colonne de direction en un déplacement et en une rotation. Les déplacements sont donnés par la
position de la crémaillere Yy, et la rotation est donnée par ’angle du pignon de la crémaillere 6 p
illustré a la figure FIGURE 3.9. La relation qui lie le déplacement de la crémaillere et I’angle de
rotation de la colonne est le pas de la crémaillere. Selon le type de véhicule, ce rapport peut étre
fixe ou variable. Nous considérons ici un pas fixe qui peut étre calculé par le rayon du pignon.
Le dernier role de la crémaillere est de limiter le déplacement des roues.

M. p(co/cr)

Yy

y, MM

Fy,M@) (pf/CI‘)

FIGURE 3.9 — Repérage de la crémaillere

Afin de lier les déplacements aux efforts, nous appliquons le PFD sur la masse mobile de la
crémaillere dotée d’'une masse m.. Afin de limiter le déplacement, des saturations sont ajoutées.

Systéeme isolé, repere et point d’application Le systeme isolé est la masse mobile de
la crémaillere, et le point d’application du PFD est son centre de gravité. Comme le PFD est
projeté suivant 1’axe ?V du véhicule, confondu avec ’axe de déplacement de la crémaillere, les
déplacements des points M) et M) et du centre de gravité sont égaux.
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3.3. Modéle complet

Expressions des forces La force de la colonne de direction sur la crémaillere est donnée par
le moment généré au point P (M, p(co/cr)). Ce moment est transformé en une force le long de
I’axe Yy grace a la formule

M, p(co/cr)
R, '

ou R, est le rayon du pignon. Les forces appliquées par les porte-fusées sur la crémaillere au
centre de gravité de cette derniere sont

Fy m(cofer) = —

Fya(pt/er) = FO (pf fer) + F2) (ot fer).

Application du PFD L’application du PFD permet d’exprimer la position de la crémaillere
en fonction des forces qui lui sont appliquées. Avec le rayon du pignon, les relations qui lient 6p
a Yy et leurs dérivées peuvent aussi étre données par

mVynr = F 0 (pf fer) + G (pf fer) — Mzrleola)
v =i (3.11)

3.3.1.3 Les porte-fusées

La liaison de la crémaillere aux porte-fusées est assurée par deux biellettes. Ces biellettes
permettent de transformer le déplacement rectiligne de la crémaillére en une rotation des bras
des porte-fusées supports des pivots de directi_o)n. Dans la modélisation de la liaison, les biellettes
garantissent que seule la composante suivant Yy du déplacement des extrémités de la crémaillere
(points M) et M) entre en jeu pour le calcul de 'angle de braquage.

Les bras des porte-fusées sont paramétrés par leur longueur ly; et par I'angle §y que forme
le bras de levier avec le plan de jante comme l'illustre la FIGURE 3.10.

crémaillere

F1GURE 3.10 — Repérage des porte-fusées

Les relations qui lient les efforts appliqués aux points M) aux moments appliqués A la
roue et les relations qui lient déplacements des points M® aux angles de braquage, sont des
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Chapitre 3. Modélisation de la dynamique du véhicule

relations cinématiques. Le développement des équations est équivalent pour les deux roues avant
du véhicule (i = 1,2). La différence entre le porte-fusée de la roue droite et celui de la roue
gauche est repéré par le signe des angles 5(()1). Cet angle est positif pour la roue gauche (i = 1)
et négatif pour la roue droite (i = 2).

Dans le repere véhicule ramené au centre de pivot de braquage de la roue, la position du

point M pour un braquage nul est donnée par
Y]\% =y sin(&éi)).
)

Ainsi, les déplacements autour des positions Y]\(/jo sont donnés par
v =1y (sm(ag” ) — sin(6@ + 56"))) (3.12)

et donc I’angle de braquage en fonction de la position des points M (1) egt

(4)
. Y, ; j
6(1) — arcsin <_ZJJZ + sin 56”) — 5((]Z) (313)

Lors de 1’étude de la roue (cf. Section 3.3.4), la connaissance de la vitesse angulaire de
braquage est nécessaire. La vitesse peut étre déduite en dérivant l'expression (3.13), mais si
I’angle de braquage est connu, la dérivée de I’expression (3.12) est plus directe

VM

50 = .
Ins cos(6() + 5(()1))

(3.14)

Les forces appliquées par les porte-fusées sur la crémaillere sont données par le moment

généré a la roue autour de son axe vertical (M_ ) (ro/pf)) avec I'expression
Cw

F, o (pf/cx) = —lys cos(8@ + 53“)sz ¢t (ro/p). (3.15)

3.3.1.4 Modele de direction

Au final, le modele de direction peut étre décrit par les relations entrées/sorties de chacune
des sous-parties constituant la direction. La FIGURE 3.11 (page ci-contre) illustre ces relations
avec les parametres a renseigner afin de concevoir un modele de direction.

Le modele de direction permet de définir les angles de braquages aux roues en fonction de
I’angle au volant mais aussi le couple généré au volant par les roues. Apres s’étre intéressé a la
direction, nous allons maintenant décrire la caisse, son repérage et les équations permettant de
décrire son mouvement.

3.3.2 Caisse

La caisse du véhicule est composée du moteur, de I'habitacle, de tous les éléments fixes ou
considérés comme fixes par rapport a la caisse. On entend par éléments considérés comme fixes
les éléments mobiles de la caisse dont les dynamiques sont négligeables par rapport a la masse
suspendue.

La caisse est liée aux suspensions via deux points de fixation par suspension. Le premier
point, noté A® est le centre de la liaison entre les coupelles de suspension et la caisse. Les
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Sy + Mz r(co/vo)
or

direction

colonne de direction

K. Ce

Op
Op
crémaillere

M. p(co/cr)

R. m, saturations

' T

(1) _ F i (ro/su
Yy, Vyfvl[) Fyﬁc‘glv)(ro/su) Y]\(/IQ)Vyﬁ) y,CéV)( /su)
porte-fusée porte-fusée
561) I 5(()2) I

s | M, o (ro/pf) §® | M, o (ro/pf)
L5 15

F1GURE 3.11 — Le modele de direction, ses entrées-sorties et ses parametres

coupelles de suspension sont situées sur la partie haute de la suspension et assurent une liaison
rotule entre la suspension et la caisse. La seconde liaison entre la suspension et la caisse est le
point de fixation des triangles de suspension noté B, Les points A® et B® | liés & la caisse, sont
les points o sont transmis les efforts entre la suspension et la caisse. Afin de limiter le nombre
de parametres a identifier sur le véhicule, nous effectuons I’hypothese que ces points sont alignés
sur un méme axe vertical, i.e. repéré par les mémes distances de voies et d’empattement.

Le repérage de ces points est donné a la FIGURE 3.12.

—

FIGURE 3.12 — Repérage de la caisse

Par rapport a la norme [NORME ISO 8855, 1991], 'empattement et la voie sont décomposés
en deux distances qui permettent de positionner le centre de gravité du véhicule. Mais pour
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simplifier la présentation des résultats, nous les décomposons en quatre distances afin de rendre
génériques les équations liées aux roues. Ces quatre distances sont signées par rapport au repere
véhicule. Ainsi, [V = 1@ et b)) = p(*) sont des nombres positifs et [3) = 14 et 5@ = p3) sont
des nombres négatifs.

Pour décrire les mouvements de la caisse dans les trois dimensions nous appliquons le PFD.

Systéeme isolé, repére et point d’application Le systeme isolé est la caisse, et le point
d’application du PFD est son centre de gravité. Ainsi, les mouvements de rotation de la caisse
se font autour de Gy . En réalité, la caisse posseéde plusieurs centres de rotation (en roulis et en
tangage) qui ne sont pas confondus avec le centre de gravité mais qui dépendent de 1’épure des
suspensions. Les méthodes permettant de calculer la position de ces points sont tres complexes
car dépendantes de la position des suspensions. Ainsi, nous faisons ’hypothese simplificatrice de
rotation de la caisse autour de son centre de gravité.

Vu que I'ensemble des mouvements de la caisse est considéré, le PFD est appliqué selon
les 3 axes et autour des 3 axes du repere véhicule Ry . En revanche, ’ensemble des vitesses et
accélérations est exprimé dans le repere intermédiaire R;.

Expressions des forces Comme nous le verrons a la Section 3.3.3, les efforts transmis aux
points A® sont les efforts verticaux de la suspension, notés F' LA (su/ca) et les efforts transmis
aux points B sont les efforts horizontaux, notés F, g (su/ca) et E, o (su/ca).

La derniere force a considérer dans 'application du PFD, est due au poids de la masse
suspendue. Afin de prendre en compte la pente p et le dévers 7 de la route, le vecteur poids 7 q,,
n’est pas forcément porté par Zy dans le repere véhicule comme le montre la figure FIGURE 3.13.

—

FIGURE 3.13 — Orientation du repere véhicule dans le repere sol, due a la pente et au dévers

La matrice de projection suivante permet d’exprimer le vecteur poids dans le repere inter-
médiaire
cos p 0 —sinp
Pr,r, = | sinpsinn cosn cospsinn
sinpcosn sinn cospcosn

Ainsi, 'effort du au poids de la masse suspendue est

0 Mg sin p
N .
PGy = Pry—g; 0 = —mggcospsinn |,
—Msg —Mg COS PCOS TN
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3.3. Modéle complet

ou m; est la masse suspendue et g la constante de gravité.

Application du PFD La matrice d’inertie de la caisse définie au centre de gravité de cette
derniere est

Ly 0 0
I=| 0 I, O
0 0 L.

Ry
Les termes I, et I, sont nuls car le plan (Xy, Zy) est dans le plan longitudinal de symétrie
du véhicule. Le terme I, est négligé car il est petit devant les trois autres inerties (de l'ordre
de 1 %).

Le moment cinématique de la caisse en Gy est donné par

ﬁ(GV S Rv/RE) = IﬁRv/RE = Iyyé

Le moment dynamique est la dérivée du moment cinétique

— Ry
1) (GV S Rv/RE) g (GV S Rv/RE) + QRV/RE AN /L(GV S Rv/RE) (3.16)
Le moment dynamique est donc
0(Gy € Ry/REg) = Iyyq + 9 ]yye = Iyy9 + wgo( IZZ) .
Izzw Ry ¢ Izzq/} Ry zzw + 990( vy Ix;v) Ry

En utilisant 'expression du moment dynamique et 1’équation de ’accélération du véhicule
dans le repere sol, développés pour le modele bicyclette (cf. équation (3.4)), Papplication du PFD
permet d’obtenir les différents mouvements de la caisse exprimés dans le repere intermédiaire
par

ms(vx — Yvy) = Z F, g (su/ca) +msgsinp composante longitudinale,
i=1
ms(0y + ¢UX Z B (su/ca) — mggcos psinn composante latérale,

L.+ 09Iy — Liy) Zl y.Be (su/ca) — b F F, pa(su/ca) lacet,

mgly = Z F, 4 (su/ca) — mggcos pcosn pompage,
i=1
.. . 4
IO +op(Iyy — I.,) = Z —1OF F, yi(su/ca) — ha, Z B (su/ca) tangage,
i=1
4
L+ 009(I,, — Z b F, qo(su/ca) + ha,, Z G (su/ca) roulis.
=1
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Expressions cinématiques Le PFD a permis d’écrire les équations permettant de déterminer
la position du centre de gravité et l'orientation de la caisse. Or, pour exprimer les efforts dus
aux suspensions, il est nécessaire de connaitre la variation de hauteur des points A® dans le
repere intermédiaire. En posant

1(0)
Gy A®D = [ p@)

0 Ry
pour i = 1,...,4. La matrice de passage (3.7) permet d’obtenir
Z ) = Zary — 19 sin 6 + b1 sin ¢ cos . (3.17)

La formule de changement de point nous permet de connaitre les vitesses verticales de ces
points exprimées dans le repere véhicule.

—

Vour €2y = Ve, — 190+ 099) 27,

=
pour i =1,...,4, ot €z, est un vecteur unitaire porté par Zy .

Afin de connaitre la vitesse dans le repére sol, il est nécessaire d’utiliser la matrice de projection
(3.9), ce qui donne

V. A €z = (VoG cospcost — 196 cos g cos 0 4 bV cos pcos ) € 7, (3.18)

oll €z, est un vecteur unitaire porté par ZE

L’ensemble des expressions précédentes permet de déterminer la position de la caisse dans le
repere intermédiaire. Il est également intéressant de connaitre la trajectoire du véhicule dans le
repere sol. Pour cela, il est nécessaire de projeter le vecteur vitesse du centre de gravité dans le
repere sol avec

Va,ay cosy —siny 0 Vx
Viy.av = | siny cosyp O vy
VZ7GV Rp 0 0 1 Vz R;

La trajectoire du véhicule est alors obtenue par intégration

Xy = [(cosVy g, —sinypV, q, ) dt,
Yo, = [ (sinypVy g, + cosvV, q,, ) dt,
ZGV = fvz,GV dt.

Modele de caisse L’ensemble des équations développées ci-dessus permet de définir le mouve-
ment de la caisse dans le repere intermédiaire ainsi que la trajectoire du véhicule. La FIGURE 3.14
(page ci-contre) reprend les sous-blocs constitutifs de la dynamique de la caisse, les entrées-sorties
et les parametres nécessaires a sa modélisation.

Les mouvements du modele de caisse sont exprimés en fonction des efforts transmis par les
suspensions et les barres anti-roulis. Nous allons détailler maintenant leurs spécificités.
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F i (su/ca) dynamiques » UX
B . : ) Vy
Fym (su/ca) longitudinales > 0
B i >
l(l) m g )
P B L. > ¥
n trajectoire y Xay
» Yo,
F g (su/ca)
“a pompage y Uz
_’ms q ) ZGV
tangage E g
16 hay, Ly ; @
) ¥
hauteur
roulis des points .
b hGy I AD @ > Zawm
’ » V. 4t
b(l) 7o Vz,A
caisse

FI1GURE 3.14 — Le modele de caisse, ses entrées-sorties et ses parametres

3.3.3 Suspensions et barres anti-roulis

La suspension a comme principale fonction d’amortir les variations de hauteur du profil
de route (indispensable au confort) et de maintenir le contact roue-sol malgré son irrégularité
(indispensable a la tenue de route). Historiquement, les premieres suspensions étaient des ressorts
a lames. Aujourd’hui, pour les véhicules de tourisme, les suspensions les plus courantes sont
les suspensions couplant un ressort hélicoidal et un amortisseur. Citons aussi les suspensions
oléopneumatiques qui utilisent un vérin hydraulique et une chambre ressort a gaz. Le véhicule
d’essai du laboratoire est équipé de suspensions a ressort hélicoidal, ainsi le modele se base sur
ce type de suspensions.

Le bloc suspension est composé de ’ensemble mécanique suivant :

- ressort et amortisseur

- le porte-fusée

- la barre anti-roulis

- le triangle de suspension
Par l'intermédiaire du ressort et de I'amortisseur, les principaux efforts transmis sont les
efforts verticaux. Cette assertion est d’autant plus vraie que la coupelle de suspension (point de
fixation haut du couple ressort-amortisseur) assure une liaison rotule avec la caisse. Le triangle
de suspension va, quant a lui, transmettre les efforts longitudinaux et latéraux a la caisse. Le
porte-fusée est la piece mécanique qui lie le triangle de suspension, la suspension et la roue. Il
recoit I’ensemble des efforts de la roue. Le dernier élément composant la suspension est la barre
anti-roulis qui est une barre de torsion liée au triangle de suspension et a la caisse. Cette barre
s’oppose au roulis du véhicule en créant un couple de rappel de la caisse.
1l existe différentes architectures de suspension. Idéalement, la suspension doit préserver, lors
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de sa compression, un déplacement horizontal de I'axe de la roue. Une architecture respectant
cette condition est 'architecture de Mc Pherson. Une suspension de Mc Pherson est composée
de deux triangles de suspension superposés. Pour des raisons économiques, il est plus fréquent de
trouver sur les véhicules des architectures type pseudo-Mc Pherson ou le triangle de suspension
haut est éliminé. Cette architecture induit un mouvement de rotation de ’axe de rotation de la
roue comme le montre la FIGURE 3.15.

A) A

Cwe K
(a) (b)
FIGURE 3.15 — Architecture Mc Pherson (a) et pseudo-Mc Pherson (b)

Les suspensions avant d’un véhicule sont des suspensions indépendantes liées par une barre
de torsion, appelée barre anti-roulis. Pour le train arriere, il est courant d’utiliser une suspension
a poutre de torsion. Dans ce cas il n’y a pas de porte-fusée et les moyeux, supports du roulement
des roues, sont fixés aux extrémités d’une poutre en « U » dont la rigidité en torsion fait office
de barre anti-roulis.

Pour avoir un modele générique de suspension pour le train avant et le train arriere, nous
considérons que les porte-fusées pour le train avant et les moyeux pour le train arriere ont un
mouvement purement vertical. Nous considérons aussi que les suspensions arriere du véhicule
sont indépendantes et liées par une barre de torsion. Ainsi, la modélisation des suspensions est
équivalente au modele quart de véhicule présenté a la Section 3.2.2, auquel on ajoute la barre
anti-roulis. Pour le train avant, il faut aussi considérer que les efforts transmis par la roue aux
porte-fusées sont exprimés dans le repere roue qui est en rotation par rapport au repere véhicule
(angle de braquage). Aucune masse n’est mise en jeu dans le modele de suspension, ainsi seules
des équations cinématiques sont développées. Afin de développer ces équations, nous utilisons le
repérage donné a la FIGURE 3.16 (page ci-contre).

Expressions cinématiques Les forces F o (ro/su) sont les efforts transmis
K

(i (ro/su) et F o)
W ¥.Cyy
par les roues sur les porte-fusées a I'avant et les moyeux a l'arriere. Pour le train avant, ces
forces sont projetées du repere roue au repere intermédiaire avec une matrice de projection due

au braquage des roues avant. En revanche, pour le train arriere, ces forces sont transmises a la
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= FZ,A(i) su/ca)
=P [ ba/su)

(
cld) (
e (ro/su)
— > F _(ro/su)

z,Chy/

FIGURE 3.16 — Repérage des suspensions

caisse du véhicule sans étre modifiées. Les équations de projections des forces sont données par :

F_ pe(sujca) = F @ (ro/su)cosd® — F . (ro/su)sind@,
o 7:Cw , vCw , pour ¢ = 1,2
F, po(su/ca) = F ) (ro/su)sind® + F ) (ro/su)cos 6, T
Y, m,CW y,CW (319)
F:E,B(i) (su/ca) = Fx,C‘(/;) (ro/su), 34
F, gy (su/ca) = F o (ro/su), bt =%
) y,CW

La modélisation d’un ressort et d’un amortisseur implique que les forces F Z(iil(su/ ca) sont

proportionnelles aux positions et aux vitesses verticales des points CI(;,) et A Les coefficients
de proportionnalités sont les coefficients de raideurs K S(Z) et les coeflicients d’amortissement CS).
Le principe d’action-réaction nous permet aussi d’exprimer les forces de la suspension sur la roue

FZ’C&) (su/ro).

F, a0 (su/ca) = (Z0 — Z i) K + (V. V. 40)C,

% z,C"%) o

pour i =1,...,4. (3.20)
FZ’C&-/) (su/ro) = —F, 40 (su/ca),

Le dernier élément modélisé est la barre anti-roulis. Il est possible de modéliser les efforts

générés par la barre en fonction de la hauteur des points CI(/IZ,) mais les données constructeurs
donnent directement une raideur permettant de calculer les forces générées en fonction de 'angle
de roulis du véhicule.

{FZ o (ba/su) = —Kéi)cp, (3.21)
Cw
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ou KISI) = —KISZ) et K,S3) = — 154) avec K positif, sont respectivement les raideurs des barres
anti-roulis avant et arriere.

Les équations permettant de définir le role des suspensions dans le modele véhicule sont donc
des expressions cinématiques utilisées pour exprimer les forces s’appliquant sur la roue lors de
I’application du PFD sur cette derniere.

Modele de suspension Le modele de suspension permet de transmettre les forces générées
par la roue au véhicule. Il se décompose en trois sous-parties, le couple ressort-amortisseur
(équations (3.20)), la projection des efforts longitudinaux (équations (3.19)) et la barre anti-
roulis (équations (3.21)). La FIGURE 3.17 illustre le modele de suspension avec ses sous-parties,

ses entrées-sorties et ses parametres. Pour étre complet, les débattements verticaux (Z4, —Z C(i))
w
doivent étre saturés en position.
Fx’C!(/y (rO/Su) o projection des y K (Su/ca)
. P L2,B@
Fy7C‘<}V) (ro/su) _ efforts
Bl — y I, g (su/ca)
Z (i
W — N couple ressort/
Vz,C‘%) _lylamortisseur » F, 40 (su/ca)
Z p6) — Kéi) Cs(,i) saturations y F i (su/ro)
V L] Z’CW
Z,A(’L)
barre
¢ —1y anti-roulis ) FZ7C&~/> (ba/ro)
(%)
Kb
suspension

FIGURE 3.17 — Modele de suspension, ses entrées-sorties et ses parametres

3.3.4 Roues

Les roues transmettent ’ensemble des efforts générés aux contacts roue-sol a la suspension.
Les efforts aux contacts roue-sol sont générés aux points O‘(,i[,) qui sont les points de contact
conventionnels au sol. Ces points sont définis par I'intersection du plan de la roue et de la
projection verticale de ’axe de rotation de la roue sur le sol, comme le montre la FIGURE 3.18
(page ci-contre). En ces points de contact est défini le repere roue. Le repére roue ()_f %,iv), }_;%,), Z(Vi/))
est un triedre orthogonal direct dont le plan X E}V)l_;%/) coincide avec le plan X El_/)E Laxe X 8[,)
est défini par l'intersection du plan de la roue (perpendiculaire a l’axe de rotation) avec le
plan X E}_}E X %/) est orienté vers 'avant du véhicule et 'axe Z)g,lv) est orienté vers le haut. Le

mouvement de rotation de la roue est défini par la vitesse de rotation w autour de 'axe 178[;

ramené au point C‘(,[z/) . Le point C‘(,[Z,) est défini par I'intersection du plan de la roue et de I’'axe de
rotation de la roue.

Dans cette partie, les expressions sont déduites de I'application du PFD sur la masse non-
suspendue. Au final, le bloc modélisant la roue permet d’exprimer les efforts transmis a la caisse
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3.3. Modéle complet

g
contact
% O roue-sol

la roue

(@)

rotation

%)

F1GuRE 3.18 — Repérage de la roue

via les suspensions.

La roue a aussi pour fonction de transmettre le couple imposé par le moteur a la route. Le
couple moteur et les efforts générés aux contacts roue-sol permettent de déterminer la vitesse de
rotation de la roue.

Systéme isolé, repére et point d’application Le systeme isolé est la masse non-suspendue

et le point d’application du PFD est le centre de rotation de la roue C‘(,f,) . L’ensemble des vitesses

et efforts est exprimé dans le repere roue RI(/Q.

Expressions des forces Les efforts appliqués sur la masse non-suspendue sont
— les efforts horizontaux FLC‘(;/) (su/ro) (équation (3.19));

(su/ro) (équation (3.19));

(su/ro) (équation (3.20));

(ba/su) (équation (3.21)).

les efforts latéraux F
y,Cyy

— les efforts verticaux F_
2,Chyr

les efforts de la barre anti-roulis FZ oW
W
A ces efforts, il faut ajouter les efforts générés aux contacts roue-sol F
Fy7o‘%> (so/ro) et FZ7O‘(;/>( 0
Comme pour le modele caisse (cf. Section 3.3.2), afin de prendre en compte la pente p et le dévers

n de la route, le vecteur poids 7 o n’est pas toujours confondu avec ’axe Z%,) L’expression de
w

0 (so/ro),

so/ro) et effort dii au poids de la masse non-suspendue ﬁc(”'

ce vecteur est
@ o
nsgsSin p
f)) (i) = —m(i) COS p sin
CVZV nsg pPSI7) y
—mgfgg COS pCos M R(V:-/)

oll még est la masse non-suspendue de la roue i et g la constante de gravité.
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Chapitre 3. Modélisation de la dynamique du véhicule

La rotation de la roue est imposée par un couple transmis du moteur C,(f;) (i = 1,2 car

le moteur est lié aux roues du train avant) et par le moment My o (so/ro) créé par la force
W
longitudinale du contact roue-sol

My,C‘(},) (so/ro) = —Fx’o(vz-/) (so/ro)rg;n,

ou rgy)n est le rayon dynamique de la roue qui varie en fonction de la charge sur cette derniere.

Application du PFD Le repere permettant d’appliquer le PFD est le repere sol. Ainsi,
l'accélération du centre de la roue @ ;) est donnée par

i
i) =
- dBw VC&') . R
A R A
SR Vm,céy 0 “;vcéV)
dt i, " ¥ J(i B ' v W ’
! ) i (@) i )
VZ, CW Rg/) Ry Z7C((/V) R&,)
Vel ~ W0V, o

Les mouvements que nous recherchons sont les trois translations du centre de la roue dans son

(

repere et la rotation autour de ’axe ?‘/1{/) de la roue. L’application du PFD donne les composantes
longitudinale et latérale suivante :

/ (su/ro) + F (so/ro) + mgfgg sin p,

MV, oo = 0+ 00V, c0) = F, o0 20§
(@) (v i (i _ (i) :
’I?”(Lfs (Vy,Cé{) + (v + 5(1))Vx,0‘(j})) = !%)C‘(fv) (su/ro) + Fy’o(v%)‘)(so/ro) — mpsgcospsing,  (3.22)
K3 . 7 7
I, w® =Cy — F%Og/) (s0/T0)rg,-
pouri=1,...,4 et ou I,%)y est I'inertie de la roue autour de son axe de rotation }73,)

Pour la composante verticale, nous avons

mgfgvzjc‘%) = cmw (su/ro) + F

2c) (ba/su) + FZ’O‘(Q (so/ro) — m) g cos pcosn, (3.23)

pourz=1,...,4.

Expressions cinématiques Pour le modeéle de roue, la seule expression cinématique néces-

saire est le calcul du rayon dynamique Y " de 1a toue en fonction de son rayon sous charge

dyn
statique rgi)at, de la hauteur de la route Z ) et de la hauteur du centre de la roue Z
w w
rgy)n = rg?at + ZC‘%) - ZO‘(}} pouri=1,...,4. (3.24)
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F i (so/ro
Fx’OW / ; dynamiques roue
v (ro/su longitudinale
v, o et latérale
Vylc‘;vv(“ Mnps
¥ Iry, M (ro/su)
W
5 g >Fy,C‘<,‘i/) (ro/su)
7
FZ’C‘(;-/) (ba/ro)
P
n
C%) ) r;)tatlon |
b dymamique pxayon |, | o
¥ verticale (;);n?mlque dyn
: sta
Fy,C&,) (ro/su) | s p } ch/)
>y
z,C‘(/V)

FIGURE 3.19 — Le modele de roue, ses entrées-sorties et ses parametres

Le modele de roue L’ensemble des équations développées ci-dessus permet de déterminer
le transfert des efforts entre le contact roue-sol et la caisse, la vitesse de rotation de la roue
ainsi que ses mouvements verticaux. La FIGURE 3.19 reprend les sous-blocs constitutifs de la
dynamique de la roue, les entrées-sorties et les parametres nécessaires a la modélisation.

Pour les roues, les équations de la dynamique longitudinale sur la roue issues du PFD ne
cherchent pas a exprimer la position de la roue en fonction des forces. En effet, la position du
centre de la roue est déterminée par la position du centre de gravité et de I’angle de lacet comme
nous allons le voir.

3.3.5 Contacts roue-sol

Les efforts générés au contact roue-sol sont issus de 'interface entre le pneumatique et la
chaussée. Contrairement aux autres éléments de la dynamique du véhicule, il est tres difficile
de caractériser les phénomenes induits par les pneumatiques avec des équations issues de la
mécanique. Au contact roue-sol, les forces générées sont :

— la force longitudinale Fw, ol (so/ro);

la force latérale F_ (so/ro);
Y,0p
— la force verticale F ) (so/ro);
2,0y,

— le moment d’auto-alignement MZ7 o) (so/ro).

La force longitudinale est générée au contact de la roue sur le sol suivant 1'axe X 3,) La

force latérale est générée lors d’'une prise de virage du véhicule et appliquée selon 'axe ?%,)
La force verticale est générée par I’écrasement du pneumatique. Le moment d’auto-alignement

est généré par le fait que 'axe de pivot en braquage de la roue ne passe pas par le centre de
la surface de contact de la roue sur le sol (point O%,ZV) ). La distance r entre ces deux points
selon 'axe }—;g/) est appelée déport au sol. Le déport au sol est illustré a la FIGURE 3.20 (page

(4)

suivante). Ainsi, les forces longitudinales appliquées aux points Oy, créent un moment sur la roue
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Chapitre 3. Modélisation de la dynamique du véhicule

autour de 'axe ?g} Ce moment est appelé moment d’auto-alignement car il est a I'origine du
phénomene de rappel des roues en ligne droite. En effet, si la géométrie du train est symétrique,
les deux moments d’auto-alignement d’un méme train s’opposent et s’annulent pour les angles
de braquage nuls. C’est pourquoi un véhicule auquel on n’applique aucune commande au volant
roule en ligne droite sur une route sans dévers.

(i)

Zyy

M ) (so/ro)
;E a 2,0/
Axe du in(F

de braquage

Y
LW
X
w
Fy’ow(so/ro

F1GURE 3.20 — Repérage du contact roue-sol

Comme pour le modele quart de véhicule, la force verticale due a I’écrasement du pneuma-
tique est modélisée par la mise en parallele d’un ressort de raideur K; et d’'un amortisseur de
raideur C;. La force ainsi générée dépend donc de I'écrasement et de la vitesse d’écrasement du
pneumatique. Elle est donnée par

F

z,Og,) Z

¢ )l pouri=1,....4.  (3.25)

VK + (v 1%

(so/ro) = (Z 20 =V, ot

o)~
Comme pour le modele de suspension, les débattements doivent étre saturés et les vitesses de
débattement annulées si le pneumatique se comprime jusqu’a la jante.

Les forces transversales générées au contact roue-sol ont pour origine les frottements. En
fonction de la vitesse de rotation de la roue, différents frottements sont a distinguer.

3.3.5.1 Les différents frottements

L’origine des forces générées au contact roue-sol est due a ’adhérence (frottement statique)
ou au glissement (frottement dynamique) entre le pneumatique et la chaussée. Ainsi, deux cas
doivent étre pris en compte : les frottements statiques lorsque le véhicule est a l'arrét et les
frottements dynamiques lorsque le véhicule est en mouvement. Une caractérisation des forces en
fonction du frottement est donnée par la premiere loi de Coulomb : I'effort di aux frottements
est une force tangentielle qui s’oppose a la vitesse de glissement. La seconde loi de Coulomb
indique que le module de l'effort généré est inférieur ou égal a la force normale multipliée par
un facteur d’adhérence.

Les frottements de Coulomb permettent de décrire les efforts au contact roue-sol dans le cas
ou les roues sont bloquées, mais cette modélisation n’est pas suffisante dans le cas ou les roues
tournent. En effet, il a été montré expérimentalement que les forces d’adhérence different selon le

108



3.3. Modéle complet

taux de glissement [BAKKER et al., 1989]. La FIGURE 3.21 montre l'allure de la courbe des ef-
forts F' générés longitudinalement ou latéralement en fonction du taux de glissement longitudinal
A ou latéral a. Sur cette courbe, trois zones distinctes sont repérées :

1. la zone stable qui correspond a une conduite normale ou les forces peuvent étre assimilées
a une tangente a l'origine;
2. la zone de transition ou les limites d’adhérence du pneumatique sont atteintes;

3. la zone instable ol le véhicule est en glissement.

>~

F 4

A
)

V' o

1 2 3

FIGURE 3.21 — Les différentes zones d’adhérence du pneumatique

Il existe de nombreux modeles qui expriment les forces en fonction du taux de glissement,
notamment les modeles de Fiala, de Dugoff ou de Pacejka [KIEBRE, 2010]. Ici nous considérons
le modele de Pacejka car ce modele est largement répandu chez les manufacturiers de pneuma-
tiques et les constructeurs automobiles. Le modele de Pacejka est un modele dynamique valide
seulement si la roue est en rotation. Ainsi, du blocage des roues, nous distinguons les trois cas
suivants :

— véhicule roue bloquée, statique. Les efforts sont modélisés par la loi de Coulomb avec

frottements statiques;

— véhicule roue bloquée, en mouvement. Les efforts sont modélisés par la loi de Coulomb

avec frottements dynamiques;

— véhicule en roulement. Les efforts sont modélisés par le modele de Pacejka.

D’apres le modele de Coulomb ou le modele de Pacejka, la connaissance de la vitesse du
centre de la roue est nécessaire. Les équations sont donc développées ci-apres.

3.3.5.2 Vitesse du centre de la roue

La vitesse du centre de la roue est déduite de la vitesse du centre de gravité et de la vitesse
de lacet. Pour les roues avant, cette vitesse est dépendante également de ’angle de braquage.
En appliquant la formule de changement de point, nous avons

VC‘(/;) = VGV + QRI/RE A Gvc(i),
vx 0 l; vx — b + b®
= | vy o U Y = vy + 1 : (3.26)
0 RI w 0 RI O R[
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Chapitre 3. Modélisation de la dynamique du véhicule

Pour les roues avant du véhicule, le vecteur vitesse est projeté dans le repere roue, ainsi les
vitesses du centre des roues sont

.

(vx — Pb@) cos 8D + (vy + pI@)) sin §@)
170‘%) = —(vx — W)(i)) sin 6 + (vy + zl}l(i)) cos §(®) , pouri=1,2,
0 "
vx — hbp®
‘705}) = | vy + 1@ ; pour i = 3, 4.
0 20

Les vitesses du centre des roues étant définies, les taux de glissement peuvent étre exprimés.
En fonction du modele du contact roue-sol utilisé, I’expression des taux de glissements different
meéme si les deux modeles utilisent un taux de glissement longitudinal et latéral.

3.3.5.3 Force de Coulomb

La seconde loi de Coulomb indique que les efforts sont tangentiels a la vitesse de glissement.

glissement latéral : la force latérale est tangentielle a la vitesse de glissement des points de

(4) v (4)

contact roue-sol OW selon 'axe Yy ). Comme le point OW est la projection du centre de

i)

la roue C}(/V sur le sol, alors le glissement latéral est donné par

@ vy
/ Oy

glissement longitudinal : le glissement longitudinal est déduit par la différence de vitesse du

point de contact roue-sol en fonction du systeme auquel est rattaché le point : a la roue

ou au sol. La vitesse du point de contact roue-sol appartenant au sol est la projection de

la vitesse du centre de la roue sur le sol et vaut V. 2,Cl0)" La vitesse du point de contact

appartenant a la roue peut étre déduite de sa vitesse de rotation et du rayon dynamique

(4)

de la roue et vaut w®r T dyn . La vitesse de glissement longitudinale est donc

Voyons maintenant comment de ces taux de glissement peuvent étre déduits ’effort longitudi-
nal, leffort latéral et le moment d’auto-alignement, générés par l'interface entre le pneumatique
et la chaussée.

La seconde loi de Coulomb indique que 'effort généré au contact roue-sol est inférieur ou
égal a la force normale, multipliée par un facteur d’adhérence. Lorsque la limite est atteinte,
il y a glissement. En statique, I'’ensemble des efforts générés dépend seulement du poids du

véhicule. Ainsi, tant que les projections des forces dues au poids sur les axes X g}V) et ?g} sont
el . e N (i) (i)

inférieures aux efforts verticaux multipliés par les facteurs d’adhérence B bloquée et ¥ bloquée
alors le véhicule reste statique et les efforts générés sont I’'opposé des efforts dus au poids. Lorsque
la limite est atteinte, le modele de Coulomb génere des efforts donnés par les forces normales

multipliées par les facteurs d’adhérences dynamiques u( ) et ug—f») . Ces facteurs d’adhérences
W w

dépendent du pneumatique mais aussi de 1’état de la chaussée. Une chaussée verglacée a un
facteur d’adhérence inférieur a 0, 3, une chaussée humide & un facteur compris entre 0.3 et 0.7
et une chaussée sec a un facteur d’adhérence supérieur a 0, 7.
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3.3. Modéle complet

Au final, les efforts longitudinaux peuvent étre exprimé par

. i 4 i .
si: N%)W,bloquéeFZ,Og/) (so/ro) < (msg+> 4 ma(gg) sin p,
alors : F o) (so/ro) = —(msg+ Z 1 mgg) sin p,
sinon : Fw’o‘%) (so/ro) = —&gne(A)u%WFZ’O(VQ(so/ro),

et les efforts latéraux par

si: Mgf)w,bloqueer ol y(so/ro) < (msg — Z . mnsg) cos psin,

alors : Fy ot (sofro) = —(msg — Zi:l mggg) cos psinmn,
YW .

sinon : Fy,o‘(;/) (so/ro) = —signe(f(’))ug—;)WFZ’O(vy (so/ro).

Les forces de Coulomb permettent donc d’exprimer les efforts générés aux contacts roues/sol
a l'arrét, sur un sol en pente le cas échéant, et a faible vitesse (manceuvre de parking). Comme
le modele de Pacejka est un modeéle qui n’est valable que pour des vitesses non nulles, les forces
de Coulomb permettent aussi de mettre en mouvement le véhicule.

3.3.5.4 Modele de Pacejka

Le modele de Pacejka utilise des taux de glissement différents de ceux des lois de Coulomb.
Leurs définitions sont données ci-apres.

glissement latéral : le taux de glissement latéral est donné par ’angle que forme le vecteur
vitesse de la roue par rapport au plan de jante. Ainsi, le glissement latéral a() s’exprime
par :

V

4 oo
a® = arctan W

x,C‘(/‘i,)

glissement longitudinal : le taux est donné par le glissement longitudinal normalisé des lois
de Coulomb. Ainsi, a!?) s’exprime par

i) ()
N0 — Ve =" B
mam(nyc‘(Ai/) ,w(®) Réy)n)

Le modele de Pacejka, aussi appelé formule magique, est basé sur une unique fonction pour
décrire a la fois l'effort longitudinal et l'effort latéral. Ce modele permet aussi de décrire le
moment d’auto-alignement [BAKKER et al., 1989]. L’expression générale est

F = Dsin[C arctan [B (z + Sp) — E (B (x + Sy,) — arctan (B (z + Sp)))]] + S, (3.27)

ot z = A% pour les efforts longitudinaux et = = a® pour les efforts latéraux et les mo-

ments d’auto-alignement. Les parametres B,C, D, E, S,, et S;, dépendent de la force verticale

F o0 (so/ro), et de 'angle de carrossage (angle entre le plan de jante et la verticale & la route).
W

Ces coeflicients peuvent étre déterminés a partir d’une courbe expérimentale avec :
— D : maximum de la courbe;
— (' : coeflicient de forme
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Chapitre 3. Modélisation de la dynamique du véhicule

— B : coefficient de rigidité;
— FE : coefficient de courbure;
— Sp et S, : décalages a l'origine.

En dérivant la formule magique (3.27), il est possible de constater que la pente a 1’origine vaut
BOD et que cette dérivée est nulle pour C arctan (B (1 — E) x + £ arctan (Bx)) = 3. En posant
E =0, D étant le maximum, la pente a l'origine et la valeur du glissement au maximum de la
courbe permettent de déterminer les coefficients B et C'. E¥ a une influence aprés le maximum de
la courbe et il est ajusté empiriquement comme l'illustre la FIGURE 3.22 [BROSSARD, 2006].

F, Carctan (B (1 — E) Zyneq + 5 arctan (Bpes)) = 5
b TR
hRe :::_—__ 7inﬂuence de £
BCD
) T
Tmaz

FIGURE 3.22 — Détermination des parametres de la formule magique

En général, les coefficients fournis pour un pneumatique ne sont pas les coefficients de la
courbe, car ils dépendent de la charge, mais des macro-coefficients qui permettent de calculer

les valeurs de B,C,D et E en fonction de la force normale F, = FZ oW (so/ro). Les expressions
P

des forces et les parametres des modeles sont issues de [BROSSARD, 2006].

Force latérale Pour le mode latéral, les macro-coefficients a; (i =0, ..., 13) permettent d’ex-
primer les coefficients de la formule magique (3.27) avec

C:a()?
D=yuyF, = ale2 + asF,

F.
BCOD = azsin(2arctan —)(1 — as||),
Qa4
E =agF, + ar,

Sy = agy + agF, + ao,
Sy = anyF, + a1oF, + ais.

ou v est I'angle de carrossage.

La FIGURE 3.23 (page ci-contre) montre l'allure de la courbe des forces latérales en fonction
de la charge verticale. Ces courbes ont été obtenues avec un angle de carrossage v = 1° et avec
les coefficients présentés dans le TABLEAU 3.1 (page ci-contre) [BROSSARD, 2006].
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ao al as as a4 as ae
1,156 -30,79 1189 1260 7,498 | 0,003758 | -0,2458

ar as a9 a1o a11 ai2 ais

1 -0,02995 | 0,2677 | -0,2216 | -4,301 -11,74 89,84

TABLEAU 3.1 — Macro-coeflicients du modele de Pacejka pour le mode latéral

8000‘*\
6000
~—~ 4000 |
Z
S 2000}
2
~
< 2000 | F: 0, @(s0/r0) = 2 kN
Q
& 000k F. 0, (s0/r0) = 4 kN
F. o . (so/ro) =6 kN
—6000 =Y w ()
F.o (Z)(so/ro) =8 kN
—8000 s . N >

-20 -10 10 20

0
a (deg)

FIGURE 3.23 — Variation de la force latérale en fonction de la charge verticale

Force longitudinale Pour le mode longitudinal, les macro-coefficients b; (i = 0,...,10) per-
mettent d’exprimer les coefficients de la formule magique (3.27) avec
C = by,

D =01 F? + by,
BCD = (b3F? 4 by F.) exp(—bs F:),
E = bgF? + by F, + bg,
Sh = bo I, + b1o,
S, = 0.

On constate que 'angle de carrossage n’influe pas sur les efforts longitudinaux estimés. La
FIGURE 3.24 (page suivante) montre 'allure de la courbe des forces longitudinales en fonction
de la charge verticale. Ces courbes ont été obtenues avec les coefficients présentés dans le TA-
BLEAU 3.2 [BROSSARD, 2006].

bo b1 by by | bs bs be bz bs | by | bio
1,65 | -21,3 | 1144 | 49,6 | 226 | 0,069 | -0,006 | 0,056 | 0,486 | 0 | O
TABLEAU 3.2 — Macro-coefficients du modele de Pacejka pour le mode longitudinal
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8000‘*\ /H
6000 “‘j
~— 4000
Z
S 2000
=
=
2 o
= -2000 | Fuo,(50/10) = 2 KN
Q .
LS —4000 | Fz,owm(bo/ro) — 4 kN
- / F: .0, (s0/r0) = 6 kN
—6000 —
8000 \\\7// Fz,OWm(so/ro) :\8 kN
_ —1 0,5 0 0 - >
A (%)

FI1GURE 3.24 — Variation de la force longitudinale en fonction de la charge verticale

Moment d’auto-alignement Les macro-coefficients ¢; (i = 0,...,17) du modele du moment
d’auto-alignement permettent d’exprimer les coefficients de la formule magique (3.27) avec

C= o,
D =1 F? + coF,,
(c3F? + ey Fy)
BOD = ——F—-—(1 -
exp(cs ) (1= chl)
E = (c7F? + cgF. + c10)(1 — c1o/v)),
Sh =c11y + ClOFz + c13,

Sy = (014FZ2 + Clst)’Y + c16F% + c17.
La FIGURE 3.25 (page ci-contre) montre 1’allure de la courbe des moments d’auto-alignement

en fonction de la charge verticale. Ces courbes ont été obtenues avec un angle de carrossage nul
et avec les coefficients présentés dans le TABLEAU 3.3 [BROSSARD, 2006].

co c1 c2 c3 C4 Cs
2,44 -3,703 2,116 0,2817 -3,14 -0,279

Ce cr cs C9 C10 C11
-0,0092 | -0,0138 | -0,319 | 0,5042 0,759 -3,121

C12 C13 C14 C15 C16 C17
0,0463 | -0,1835 | -0,5627 | -0,7079 | -0,2416 | -0,0857

TABLEAU 3.3 — Macro-coefficients du modele de Pacejka pour le moment d’auto-alignement

3.3.5.5 Modeéle du contact roue-sol

Le modele de contact roue-sol retenu est un modele commuté entre ’expression des forces
par les lois de Coulomb et le modele de Pacejka. La commutation dépend de la vitesse de
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F..0,, . (s0/r0) =2 kN

Fz‘ow(l)(so/ro) =4 kN

F. o . (so/ro) =6 kN

w ()

Fz,ow(i)(so/ro) =8 kN

—100

Mo, (so/ro) (Nm)

=150

—200

v

~250 : : .
~20 -10 0 10 20

o (deg)

FIGURE 3.25 — Variation du moment d’auto-alignement en fonction de la charge verticale

rotation des roues. Pour des vitesses de rotation des roues inférieures a la vitesse limite Vj;,,
(vitesse des manceuvres de parking : vx ==~ 10 km/h soit w® ~ 10 rad.s™!), le modele du
contact roue-sol est celui des frottements de Coulomb. Pour les vitesses supérieures a Vi, le
modele utilisé est le modele de Pacejka. La FIGURE 3.26 reprend ’ensemble des sous-parties
développées précédemment.

chm - dynamique
Vz,CWm SN x;rtlcale —PI Sélection du modele |-
S 8-
20, 1 Cs » 20,0 (so/ro)
VZ,OW(Z-) 1y{ saturation N
Tdyn® glisse- \— Pacejka N
w® ment al? SEO! ? 2,00, (so/ro)
@) | p@) R
1—’ A 14 Z(Z) » L'y.00,) (SO/I“O)
. | N
vx ¥ vitesse ° » Voo
vy 1 du centre L\‘ ) V; CW<(¢))
Y T de la roue Conlomb w
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FIGURE 3.26 — Modele du contact roue-sol, ses entrées-sorties et ses parametres

Le modele de contact roue-sol est le dernier modele présenté permettant d’expliciter les équa-
tions de la dynamique du véhicule.

L’ensemble des équations précédentes peut étre implémenté sur une plateforme de simulation.
Mais les non-linéarités de ce modele empéchent de le retranscrire sous forme d’une représentation
d’état ou d’'un MSSO a parametres invariants dans le temps. L’étape suivante consiste a linéariser
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Chapitre 3. Modélisation de la dynamique du véhicule

I’ensemble ou une partie du modele, afin de pouvoir I'exprimer sous la forme souhaitée.

3.4 Linéarisation du modele

Dans la section précédente, le modele de la dynamique du véhicule complet a été présenté.
Le modele ainsi concu cherche a représenter au mieux la dynamique du véhicule, tout en ayant
des équations simples, utilisant un nombre limité de parametres. En effet, chercher a représenter
avec plus de précision certain phénomenes de la dynamique du véhicule impose de complexifier
fortement le modele. Cependant, un modele trop complexe rend difficile I'identification de ses
parametres. Le modele proposé est donc un compromis entre la représentativité du systeme et
la possibilité de I’identifier.

Le modele présenté est décrit par des équations dont certaines sont non-linéaires. Afin de
pouvoir utiliser les outils de réduction de modele présentée au Chapitre 2, il est nécessaire de le
linéariser.

La modélisation de la dynamique du véhicule a été réalisée en utilisant le PFD sur différents
systemes isolés du véhicule (¢f. Section 3.3). Or, chaque application du PFD permet d’écrire une
partie du véhicule sous forme d’une représentation d’état ou d’un MSSO. Le modele complet est
donc scindé en trois parties qui correspondent aux trois masses du véhicule considéré :

— la masse de la crémaillere ;

— la masse suspendue (caisse) ;

— la masse non-suspendue (suspension, barre anti-roulis, triangle, porte-fusée, moyeu, roue,

frein, ...).

Pour construire un modele linéaire du véhicule, des approximations et simplifications doivent
étre effectuées. En particulier, en reprenant le modele bicyclette présenté a la Section 3.2.1, la vi-
tesse longitudinale doit étre considérée comme étant constante. Avec cette hypothése, un second
modele, nommé modele linéaire, est créé. Toutefois, cette simplification limite les applications
du modele. Afin de pouvoir conserver un modele a vitesse variable, un troisieme modele est
développé. Ce modele est crée en scindant le modele complet en deux dynamiques, la dyna-
mique transversale et la dynamique verticale. Ce modele est nommé modele semi-linéaire. Dans
ce modele, la partie non-linéaire comprend la dynamique transversale avec la vitesse longitudi-
nale, latérale et le lacet. La partie linéaire comprend la dynamique verticale avec le pompage,
le roulis, le tangage, le déplacement vertical des roues, leurs rotations et le déplacement de la
crémaillere. Les dynamiques transversales sont formulées selon les équations du modele complet
et les dynamiques verticales sont linéarisées afin d’obtenir la partie linéaire.

Remarque 3.4.1 Pour simplifier [’écriture des modéles présentés ci-apres, certains parameétres,
entrées ou sorties sont indicés par la lettre i. Afin d’avoir le modeéle complet, il faut développer
les équations indicées en chaque point (1, 2, 3 ou 4) et écrire les matrices d’entrée et de sortie
en conséquence.

3.4.1 Modeéle linéaire de la direction

La modélisation des porte-fusées empéche d’écrire les équations de la direction sous forme
d’une représentation d’état ou d’'un MSSO linéaire. En effet, les équations sont non-linéaires par
rapport a ’angle de braquage de la roue § et par rapport a I’angle des portes fusées dp. Afin de
pouvoir linéariser ces relations, nous effectuons I’approximation des petits angles qui consiste a
approximer cos(d) par 1 et sin(d) par . L’angle du bras des porte-fusées est un angle de faible
dimension (de l'ordre de 8°), ce qui justifie cette approximation. En effectuant ’approximation
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3.4. Linéarisation du modéle

sur ¢ et dp on obtient, a partir des équations (3.13),(3.14) et (3.15), les trois équations suivantes

pour la cinématique du porte-fusée

§ = —Yu

— _W’
b=t (3.28)
Fym(pf/cr) = —lyM; ey, (ro/pf).

En fait, cette approximation revient a ne pas considérer le montage en épure de Jeantaud.
Afin de constater I'erreur d’approximation qui en résulte, la FIGURE 3.27 présente les angles de
braquage en fonction de la position de la crémaillere et 'erreur en pourcentage qui est commise
par 'angle de braquage approximé. Ces courbes sont tracées grace aux parametres mesurés sur
le train avant du véhicule d’essai Renault Scénic (cf. Section 4.2.1) :

~ 0p = 8%;
= 0,116 m.

On constate que pour des angles de braquage compris entre —30 et 30 degrés, 'erreur d’ap-
proximation est inférieure a 5% de 1’angle de braquage non approximé.

A
10 a0 .
- = =0 — — = Erreur sur 0; |
80 C——— by 35 | -— = Erreur sur 0y |
— \ d approximé Erreur de 5% |
o0 60 . ,
3 30 | /
=
L — /
o X 25 ,
= =
g 5 !
& 20} )
< 3
3 2 \ !
5157 v /
3 S \ ,
= \ /
5 10 \ ,
<< : /
5| S
N J\\ s
N N 7 .
T~ — e . -
— L L L L, 0
10901 1 —0.05 0 0,05 0,1 —100 —50 ~ Lgo 0 N 30 50 100
Yy (en m) d (en deg)

FIGURE 3.27 — Approximation de I’angle de braquage des roues

En considérant cette approximation, les équations de la colonne de direction (3.10), de la
crémaillére (3.11) et des porte-fusées (3.28) peuvent étre écrites sous une forme de représentation
d’état. Le vecteur d’état est composé de la position de la crémaillere Yy, et de sa dérivée V, ;.
Sous I'approximation des faibles angles de braquage, les braquages des deux roues avant sont
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Chapitre 3. Modélisation de la dynamique du véhicule

égaux et sont donnés par §. La représentation d’état de la direction est alors exprimée par

(

/

(V) = (S B ) ( )
Viy.m —mff&g _mf]c%g Vyor .
Mz,c‘(/v 1) (ro/pf)
0 0 0 0 M ro/pf
+( el K. _C. ) Z,C‘(,V2)( /p) 7
me me Reme Rome 5H
oH
J _i 0
) - 0~ ( ‘}/M ) ...
0 0 0 0 %@%1)(“/ p?
+ 0 0 0 0 2.t 2) (10/Pf)
—lyR. —lyR. —K. —C. on
\ S
(3.29)
Et ce modele peut aussi étre exprimé sous la forme du MSSO suivant
Mz7cévl)(r0/pf)
. M ro/pf
meVy,ur + G5 Vo + 55 Y = ( —ly v —RE R > ZC&V;)( /PH 7
H
Su (3.30)
; o : :
- M 1 )
MZ’H (CO/VO) 0 0 Rcmc

3.4.2 Modele linéaire de la caisse

La caisse possede six degrés de liberté mais le couplage entre la vitesse longitudinale et I’angle

de lacet empéche d’écrire les équations de la dynamique sous forme d’un modele linéaire. Comme
ce couplage n’influe pas sur la dynamique verticale, le modele linéaire de caisse est scindé en deux
parties, la partie transversale et la partie verticale. Apres I’hypothése des angles de braquage
faibles, nous faisons celle d’une vitesse longitudinale constante.

3.4.2.1 Dynamique transversale

Comme nous ’avons rappelé en introduction, la création d’un modele linéaire de la dyna-

mique transversale du véhicule impose de fixer la vitesse longitudinale. De plus, ’équation (3.26)
permettant de déterminer la vitesse du centre des roues en fonction de la vitesse du centre de
gravité oblige a considérer une roue centrale. En effet, méme sous 'hypothese des petits angles
de braquage, cette équation devient
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3.4. Linéarisation du modéle

Or vy, 1/1 et 6() sont trois variables du vecteur d’état qui ne peuvent étre multipliées dans le cas
d’un modele linéaire.

Au final le modele linéaire de la dynamique transversale du véhicule est le modele bicyclette.
Afin d’exprimer les efforts latéraux aux contacts roue-sol, le modele bicyclette considere la partie
linéaire des courbes de Pacejka assimilée a la pente a 'origine BCD = C,,. En considérant vy
comme une constante, § comme une entrée, vy et 1/1 comme les états, ’équation (3.5) peut étre
mise sous forme d’une représentation d’état avec

el st e
(b?f): - MU()g Muvx o <UY>+...
¥ s oo s o)’ v

I..vx I..vx )
DY
M
.ot 2271 Cél) 0,
- L,
’U)'/ . 1 0 UY
v ) \0 1 Vo)
Et I’équation (3.5) peut aussi étre exprimée sous forme d’un MSSO.
4 (4) 4 (0)7(:)
w0 . Zz:l Ca 22:1 Ca’l — Moy
vy VX VX
( )( A >+ 4 ~);0) 2" (D) 1(i)\2 K
0 I ¥ 2i—1Ca’l 2 _i—1 Ca (1)

= = (i)
2 7
[ ) _ [ Zi=Ca )5,
<w <2L¢ﬁ>
(%% . 1 0 Vy
(3)=Co ) (%)

Cependant, si la dynamique transversale du véhicule est modélisée par le modele bicyclette,
alors les moments d’auto-alignement nécessaires aux modeles de direction ne sont plus dis-
ponibles. En approximant la courbe de Pacejka du moment d’auto-alignement d’une maniere
similaire aux forces latérales, les moments sont exprimés par

1
M, o (rofpt) = - B

2
M, cg(o/pt) = - e

avec Cyq = BCD la pente a 'origine de la courbe.

3.4.2.2 Dynamiques verticales

Pour la dynamique de pompage, roulis, tangage, le modele d’état peut directement étre
écrit. En revanche, les équations exprimant les hauteurs des points A% sont non-linéaires. Pour
linéariser, ’approximation des petits angles est une nouvelle fois faite et les équations (3.17) et
(3.18) deviennent

70 = Zg, — 190 + 50y,
V(?4 — Vz,G’v — l(l)g + b(l)(p

Z,
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Chapitre 3. Modélisation de la dynamique du véhicule

Pour le roulis, cette simplification se justifie car le débattement des suspensions impose des
angles faibles. Par exemple, le véhicule d’essai (c¢f. Section 4.2.1) possede un débattement des
suspensions de +0.11 m et une demi-voie de 0.723 m, l'angle de roulis est au maximum de
+9°. Ceci implique que Verreur faite par I'approximation sur le sinus est de ordre de 0.5%.
En revanche, pour I’angle de tangage, cette approximation est moins justifiée d’un point de vue
géométrique. Mais comme le modele linéarisé est a vitesse constante, il n’existe pas de phases
d’accélération et de décélération qui font varier 'angle de tangage. En revanche, des variations
brutales du profil de route peuvent le faire varier. Par conséquent le modele linéaire n’est valide
que pour les profils de route n’excitant pas excessivement le tangage du véhicule.

Avec ces approximations, I’équation de la représentation d’état des dynamiques verticales
du véhicule est

0O 1 0 0
Vg 0 Zay
UZ Vz
A . 1 A
0 0 0 0
¢ : ¥
¢ : 1 ¢
0 0
0 0 0 0
0 0 + -9 FS}B (su/ca)
0 0 0 0 F(% (su/ca)
+ _lay 0 _ b 0 y(,i) )
Iyy Iyy FZ7A(SU/Ca)
Ol ) D) cos(p)cos(n)
U S L
1 0 0
Zay
vy 0 1 Ze,
0 vz
0 0
@ - 0
° L0 ”
v 1o @ o b9 0
o 10 -1 o p®

En outre, un MSSO dont les matrices d’amortissements et de raideurs sont nulles, peut étre
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3.4. Linéarisation du modéle

déduit de cette représentation d’état

(i)
ms 0 0 iy 0 0 1 —mg szg(s“s/ )
0 I, 0 6 | =| -hg, 0 -1 0 £ y(g(su/ ca)
0 0 T % 0  hg, b9 0 F 4(su/ca)
cos(p) cos(n)
Zay 1 0 0 0 0 0
vz 0 0 0 1 0 0
0 0 1 0 P 0 0 0
o | 1o o o o 0 1 0 vz
¢ [Tlo o 1 Lo o o o
¢ 0 0 0 v 0 0 1 14
7 1 =10 p@ 0 0 0
v 0 0 0 1 =@ p®

La représentation ci-dessus est utilisée par le modele semi-linéaire. Pour le modele linéaire,

les forces F QEZJ)B (su/ca) et F, ;’i])B(su /ca) doivent étre exprimées en fonction de la vitesse du véhicule.

Comme la vitesse longitudinale du véhicule est constante, les efforts F :(E j)g(su /ca) qui expriment la

contribution de 'accélération et du freinage sur le tangage du véhicule sont nuls. En revanche, les
forces F;Z])B(su/ ca) peuvent étre calculées d’une maniere similaire au moment d’auto-alignement
par ’expression résultante

i
’

i vy + 910
F;g(su/ca) = C’(g)T.

3.4.3 Modele linéaire de la masse non-suspendue
3.4.3.1 Dynamique transversale

Dans le cadre du modele semi-linéaire, il est possible d’exprimer la vitesse de rotation issue
de I"équation (3.22) sous forme d’une représentation d’état ou d’'un MSSO. Ce modele simple
est donné par

. = —+ .
5 (%) L “Tstar F ) (so/ro '
w 0 (()‘) w 7@ 9 z,og‘)( /ro) (3.31)
A
=(0 1 )
(o))

ol Aq(j) est 'angle que forme la roue autour de son axe de rotation. Pour ce modele, le rayon
dynamique de la roue rgy, est approximé par son rayon statique. L’expression du MSSO est
alors

(4)
(N6 — (4) Cim
(Iryy)(w( )) - ( 1 ~Tstat > ( F (SOZ/T'O) > ’ (332)

3:,0‘(},)
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Chapitre 3. Modélisation de la dynamique du véhicule

3.4.3.2 Dynamique verticale

La dynamique verticale est donnée par les équations de la suspension (3.20), de la barre anti-
roulis (3.21), de la roue (3.23) et de ’écrasement du pneumatique (3.25). De ces trois équations

sont directement déduits un modele d’état et un MSSO

V@ 0 1 Z )
( ,ZvCW ) — ( Ks(i)_i_Kt(i) C£i>+ct(i> Cyw
Voo I OR—G Vel
0 0 0 0 0 0
R L e
S S O I
Z i
C‘(/V) 1 0 Z )
Vo = 0 1 Cw +
() z,CW (z) (1) ‘/Z C(i) e
FZTA(sus/ca) Ky s W
0 0 0 0 0 0
.+ 0 0 0 0 0 0
KD o KD KD o gl

. (1) (i) @) 0 B
mnS‘/Z7C‘(/9 + (Cs + Ct ) sz’c‘(/‘i/) + (Ks + Kt ) ZC‘S’[L/) = ...
(R R KD
ZC‘(,;’ 1 .
) 7 I R A W A
L Fz(zl(sus/ca) K -C;

(4)

ns

) +

)

)

ZAE},)
Vz,Ag)

¥
ZOS/)
Vz,o‘(})
cos pcosn

7,0
v

z,Ag/)
¥
Z
o
Vz,o‘(})
Cos pcosn

A

Vz,Agv)
¥
ZOSV)
Vz,ogé>
COs pCcosm
0
0 1%
(@) >

—Mns

A

(3.33)

(3.34)

Ainsi, nous venons de présenter les cinq sous-parties linéarisées du modele de véhicule que
nous considérons ici. Ces modeles peuvent étre assemblées afin de créer le modele linéaire et le

modele semi-linéaire du véhicule complet.

3.4.4 Modele linéaire et semi-linéaire du véhicule complet

Le modele linéaire considéré est composé du modele bicyclette a vitesse constante, du modele
de direction, des modeles de la dynamique verticale des masses non-suspendues et du modele de
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la dynamique verticale de la caisse. La structure d’un point de vue entrées/sorties du modele
est donnée a la FIGURE 3.28.

Sy M. r(co/vo)
Om
ﬁlr?é%ﬂ% direction
b M_ ) (ro/pf)
5 M 5 (ro/pf)
Cw

modele bicyclette

wvwvw

Fy’cw (ro/su)

dynamique
verticale

de la caisse

¥

A%
V. a6

z

F, a0 (su/ca)

dynamique

verticale

del

aroue '~

1,...

4

Zou

z,O(Mi,)

cos(p) cos(1)

vVvwv

Vy

vz

o, P

FIGURE 3.28 — Modele linéaire, ses sous-parties et ses entrées-sorties

Le modele semi-linéaire est divisé en deux parties, une linéaire et une non-linéaire. La partie
linéaire est composée des sous-parties suivantes :

— direction ;

— dynamique verticale de la caisse;
— dynamique transversale des roues;
— dynamique verticale des roues.

La partie non-linéaire est composée des sous-parties suivantes :
— dynamique longitudinale de la caisse;

— projection des efforts des suspensions;
— dynamiques longitudinales et rayon dynamique des roues;
vitesse du centre de la roue, glissement, Pacejka et Coulomb des contacts roue-sol.

Il est a rappeler que ces modeles sont construits sur la base d’hypotheses simplificatrices
présentées précédemment. L’ensemble des hypotheses posées et le nombre de parametres utilisés
sont indiqués dans le TABLEAU 3.4 (page suivante). Dans ce tableau est aussi indiqué le nombre
de parametres a renseigner pour chaque modele.

3.5 Conclusion

Ce chapitre a été consacré a la présentation d’une bibliotheque de modeles décrivant I'en-
semble des sous-parties responsables de la dynamique du véhicule. La modélisation par bloc a
permis de construire une architecture de modeles dont les sous-systeémes peuvent étre facilement
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Hypotheses : n?odele :
semi- e . bicy-

(nc : non considéré) complet linéaire linéaire clette

Modélisation du moteur et de la transmission nc nc nc nc

Modélisation du circuit de freinage nc nc nc nc

Prise en compte des phénomenes aérodynamiques nc nc nc nc

Le centre de gravité de la caisse est confondu avec nc

celui du véhicule

Les suspensions sont verticales nc

Le braquage des deux roues avant est égal

Les suspensions et le pneumatique ne sont pas sa- nc

turés verticalement

Les trains ont une seule roue virtuelle centrale

Les angles de braquage sont faibles

Les contacts roue-sol sont linéarisés

Les frottements statiques ne sont pas modélisés

Le rayon de la roue est invariant

La route est considérée comme horizontale

Les suspensions sont rigides

Modélisation de la direction nc

Les angles de roulis et de tangage sont faibles nc

Nombre de paramétres : (en considérant le

véhicule symétrique)

Parametres généraux 31 28 25 2

Parametres du modele de Pacejka 43 43 4 2

Parametres du modele de Coulomb 8 8 nc nc

totaux 82 79 29 4

TABLEAU 3.4 — Hypotheses simplificatrices nécessaires a la conception des modeles

remplacés en fonction de la complexité recherchée. Trois modeles ont été présentés : le modele
complet, le modele semi-linéaire et le modele linéaire. Ces trois modeles utilisent le méme jeu
de parametres qui doit étre identifié pour rendre le modele représentatif d’un véhicule. La pré-
sentation du véhicule et I'identification du modele font 'objet des deux premieres sections du

chapitre suivant.

Une fois les modeles identifiés, il est possible de les utiliser pour la mise au point de controleur,
de systeme de diagnostic, . ..En revanche, en fonction des applications, et en particulier pour des
applications temps réel, le modele complet est trop complexe. Ainsi, il est nécessaire d’utiliser
les méthodes de réduction d’ordre des modeles. L’application des méthodes de réduction est
présentée dans la derniere section du prochain chapitre.
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Chapitre 4. Identification et réduction du modéle de véhicule

Notations

Nous complétons les notations présentées dans les chapitres précédents avec les notations
suivantes :

(X) - déterminant de la matrice X ;

fonction de transfert de 'erreur;

- matrice de commandabilité de I'erreur;
- erreur;

- échantillon ;

critere de cofit ;

- taille du jeu de données;

- vecteur des parametres du modele a estimer ;
- vecteur des parametres estimés ;

- vecteur des sorties estimées ;

- taille du pas de recherche;

- direction du pas de recherche.

\Q@(%(%ZK.PT‘G} xm%
+
1

Dans ce chapitre, différents modeles seront déclinés des 3 modeles présentés précédemment.
La nomenclature de dénomination des modeles est la suivante :

Modele linéarité-type-réduction
ou :
linéarité : définit si le modele est non-linéaire (NL), semi-linéaire (SL) ou linéaire (L) ;
type : définit si le modele est complet (Comp) ou simplifié (Simp) ;
réduction : définit si le modele a été réduit par la méthode BTPSC ou MTPSC.

4.1 Introduction

Le chapitre précédent a été consacré a la construction d'un modele de référence (modele
NL-Comp) et de modeles linéarisés (modele L-Comp et modele SL-Comp) afin de les exprimer
sous forme de réalisation d’état et de MSSO. En particulier, une structure par bloc composée
de I'ensemble des sous-modeles a été développée. L’étape suivante consiste a déterminer les
parametres de ces modeles par une procédure d’identification pour rendre le modele représentatif
du véhicule considéré.

L’identification s’effectue classiquement en 6 étapes :

. €tude préliminaire du processus ;
. instrumentation ;

. campagne de mesures ;

1
2
3
4. walidation des mesures et prétraitement ;
5. identification des parameétres ;

6

. validation du modéle.
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L’étude préliminaire du processus consiste a dénombrer et a classifier, a ’aide des connais-
sances a priori, les variables du systéme (entrées, sorties, variables d’état) ainsi qu’a construire
les modeles dynamiques. Les résultats de cette étape ont été présentés au Chapitre 3.

L’instrumentation consiste a concevoir l’ensemble des moyens d’essais permettant de
construire les jeux de données nécessaires au processus d’identification des parameétres. Un moyen
d’essai est le systeme étudié sur lequel est ajouté des capteurs avec une chaine d’acquisition, une
supervision et le cas échéant des actionneurs de pilotage. Pour I’étude de la dynamique du vé-
hicule, il est nécessaire d’instrumenter un véhicule d’essai. En revanche, il n’est pas toujours
possible d’insérer des capteurs aux emplacements voulus du fait des difficultés d’intégration
dans le véhicule. Ainsi, I'utilisation d’un banc de test peut s’avérer nécessaire. La présentation
de I'instrumentation du véhicule d’essai et du banc de test fait I'objet de la seconde section de
ce chapitre.

Une fois les campagnes de mesures effectuées, une étape de validation et de post-traitement
des signaux permet d’éliminer les valeurs aberrantes, les biais, de réduire les bruits de mesure et
de sélectionner les jeux de données représentatifs. Dans le cadre de cette these, le post-traitement
des signaux consiste en :

— une élimination des biais par un enregistrement systématique des signaux du véhicule ou

du banc de test en statique, avant le démarrage de 1’essai;

— un filtrage des signaux par un filtre a noyau Gaussien de Nadaraya - Watson le cas échéant.
Le principe du filtre est de déplacer un noyau le long d’un signal, et de lisser la courbe dans le
noyau. L’équation pour le mettre en ceuvre est

h =@ -yG)?
dj—pyli)e 22

b —w@)-yG)2

Zj:—h e 212

yr(i) = (4.1)

avec h la taille du noyau en nombre d’échantillons, y le signal a filtrer et y; le signal filtré.

Avec les jeux de données mesurées sur le véhicule d’essai et sur le banc de test, la phase
d’identification peut étre menée. La méthode d’identification par erreur de sortie est a été rete-
nue. En considérant un systéme ¥ et un modele H() qui dépend de plusieurs parametres 6, la
procédure d’identification a pour objectif d’adapter les parametres du modele afin que les sorties
du systeme et du modele aient un comportement similaire. Les parametres € peuvent étre des
parametres physiques tels qu'une masse ou une rigidité pour un modele boite blanche, ou des
parametres empiriques pour un modele boite noire. Pour estimer la qualité d’approximation d’un
modele, le méme signal d’entrée u excite le systeme et le modele, et leurs sorties, respectivement
y et ¢, sont comparées. L'erreur e = y — ¢ est utilisée afin d’optimiser les parametres . La
FIGURE 4.1 (page suivante) schématise le processus d’identification des parametres.

La procédure d’identification est d’autant plus efficace qu’elle a peu de parametres & identifier.
Ainsi, au lieu d’identifier le modele complet, nous allons identifier séparément les sous-modeles.
La manipulation de sous-modeles pour créer un modele complet est une tache qui peut s’avé-
rer fastidieuse et qui peut étre source d’erreur. Une solution consiste a utiliser la méthode de
construction des systemes interconnectés pour créer directement des modeles complets a partir
d’un ensemble de sous-modeles.

La wvalidation des modeles ainsi trouvés est la derniere étape du processus d’identification qui
consiste a comparer les mesures effectuées sur le systeme et les sorties estimées par le modele.
Pour avoir un pouvoir de généralisation, la validation est effectuée sur un jeu de données qui n’a
pas servi a 'identification. Le critére utilisé pour comparer les sorties est le RMSE (Root Mean
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Optimisation
0 des

parametres

Critere
de

FIGURE 4.1 — Procédure d’identification par erreur de sortie

Square Error) défini par

MSE \/ T ) =) )

La procédure d’identification, la méthode des systémes interconnectés, les résultats d’identi-
fication et la validation des modeles sont présentés dans la troisieme section de ce chapitre.

Lors de la conception d’un systéeme, la modélisation de ce dernier permet de prévoir son
comportement en simulation. Ensuite, lorsque des éléments du systeme sont physiquement dis-
ponibles, la simulation simultanée du systeme et du modele peut s’avérer nécessaire. Si des
informations doivent étre échangées entre le modele et le systeme alors la simulation de ce der-
nier doit se faire en temps réel. La simulation en temps réel impose que ’ensemble des calculs du
modele soient effectués en un pas de temps de calcul limité. Or, il est fréquent qu’un modele trop
complexe ne puisse étre simulé en temps réel car le pas de temps disponible pour le calcul est
inférieur au temps de calcul. Par exemple, pour le modele véhicule, nous souhaitons simuler ce
dernier sur le banc de test. Afin d’accomplir cette tache, des controleurs doivent lui étre adjoints.
Le modele avec ces controleurs est trop complexe pour le systeme temps réel qui, dans notre
cas, supporte aussi la gestion du banc de test. C’est pourquoi une phase de réduction du modele
est réalisée. La présentation des controleurs du modele véhicule, la réduction des modeles et la
simulation temps réel sont présentées a la quatrieme section de ce chapitre.

4.2 Présentation des moyens d’essai

Le laboratoire possede plusieurs moyens d’essai instrumentés pour effectuer la modélisation,
I'identification, la commande et le diagnostic de systemes embarqués dans le véhicule. Deux
moyens d’essai sont particulierement dédiés a la modélisation et a l'identification, le véhicule
d’essai Renault Scénic et le banc de test de la dynamique verticale d’'un demi-train avant.

4.2.1 Véhicule d’essai

Le véhicule d’essai (¢f. FIGURE 4.2 (page ci-contre)) est particulierement dédié a la conception
des systemes d’aides a la conduite basés sur un GPS associé a une cartographie. Il permet aussi
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de mettre au point des systemes de commande automatique du véhicule. Afin de s’acquitter de
ces taches, il posséde une instrumentation permettant d’acquérir des jeux de données et ainsi
d’effectuer 'identification et la commande du véhicule.

FIGURE 4.2 — Véhicule d’essail Renault Scénic

4.2.1.1 Description du systéme d’acquisition

La solution d’acquisition des mesures et de commande des effecteurs est basée sur une plate-
forme temps réel Autobox® de dSPACE® couramment utilisée dans le domaine de I’automobile.
La plateforme temps réel possede de multiples cartes d’entrées-sorties permettant de communi-
quer selon différents protocoles avec I’ensemble des systemes embarqués. La solution de commu-
nication privilégiée est le CAN (Controller Aera Network), un protocole de communication série.
D’autres solutions sont aussi utilisées telles que des entrées/sorties analogiques, numériques ou
une communication série RS232. L’ordinateur temps réel communique avec un ordinateur in-
dustriel de supervision par un réseau Ethernet. Le systeme de supervision permet de développer
les modeles d’acquisition et de commande qui sont compilés et transférés sur 1’Autobox® pour
étre exécutés.

4.2.1.2 Instrumentation

Parmi I'’ensemble des capteurs installés dans le véhicule, trois systemes sont utilisées dans le
cadre de cette these :

— une unité GPS-inertielle ;

— un capteur d’angle au volant ;

— un capteur de couple au volant.

Unité GPS-inertielle L’unité GPS-inertielle RT3002 développée par OXTSr® inclut une
centrale inertielle mesurant 3 rotations, 3 accélérations et un récepteur satellitaire GPS. Par
un systeme de fusion des données basé sur un filtre de Kalman, I'unité calcule les positions, les
vitesses, les accélérations et les angles au centre de gravité du véhicule. Les mesures effectuées
sont transmises a la plateforme temps réel par le bus CAN a une fréquence de 100 Hz. Le
systéme est utilisé pour mesurer les vitesses longitudinale (vx), latérale (vy) et verticale (vz)
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avec une précision de 0,05Km.h~!, et les vitesses de lacet (1)), de tangage () et de roulis (¢)

avec une précision de 0,01 deg.s~ .

Angle au volant Pour les essais de commande automatique du véhicule, ce dernier est équipé
d’un moteur couple placé entre le volant et la colonne de direction. Lors des essais d’identification,
le systéme de mesure d’angle du moteur est utilisé afin de mesurer ’angle au volant dz. La mesure
est effectuée par un codeur incrémental relatif de 4000 pulsations par tour couplé au volant a
I'aide de deux roues dentées de rapport 3,25. La résolution de ce capteur est de 27,7.1072 deg.
Les impulsions sont comptées par le servo-controleur du moteur et le décompte est transmis a
la cible temps réel par le bus CAN & une fréquence de 50 Hz.

Couple au volant Le moteur couple est un moteur a arbre creux. La liaison entre le moteur
et la colonne de direction est assurée par un couplemetre a télémesure remplacant ’arbre du
moteur. L’étendue de mesure du couplemetre est de 420 N.m avec une précision de 0,1% de
I’étendue de mesure. La mesure est acquise par une des entrées analogiques de la cible temps
réel a la fréquence de 50Hz. Ce couplemetre permet de mesurer le couple transmis a la colonne
de direction M, g (vol/col).

4.2.2 Banc de test

Le banc de test de la dynamique verticale d’un demi-train avant de véhicule (voir FIGURE 4.3)
comporte ’ensemble des pieces mécaniques des dynamiques verticale et latérale du train avant.

A

1 18 . |d 1l
LU S Nl

T

Smma mn‘,m | '[ | ,,'”,,, Samer- o b
..-H‘IHIQLH' b 1 N ‘%\ w‘” g H!““‘H "““‘u
1 l \’

\‘H‘%- (1) e

|
i
‘ !
N | LT
1
H T

FI1GURE 4.3 — Banc de test de la dynamique verticale d’un demi-train avant de véhicule

Les pieces mécaniques spécifiques au véhicule proviennent d’'un Renault Scénic correspon-
dant au véhicule d’essai. La demi-caisse est remplacée par un palonnier comme le montre la
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FIGURE 4.4. Le palonnier est une piece générique pour tous les véhicules qui pourraient étre tes-
tés avec ce moyen d’essai. Cette piece assure la liaison entre ’ensemble des pieces mécaniques du
véhicule d'une part, et d’autre part un poids et une inertie correspondant a la masse appliquée
par la caisse sur le train avant. Le réglage de la masse et de l'inertie est effectué par la possibilité
de positionner des masses de 10 kg en différents points du palonnier.

volant suspensions
"j',
|/ S} =—‘a
colonne de l porte-fusées
direction Q%
ﬁ’/& triangles
crémaillere

roues berceau

FIGURE 4.4 — Ensemble mécanique du banc de test

Le banc de test met en ccuvre deux dynamiques du train avant, le braquage des roues et la
cinématique verticale. Le moteur couple de direction permet de mettre en mouvement la colonne
de direction, la crémaillere, les porte-fusées et les roues. A noter que dans la version actuelle
du banc de test, ’absence de retour d’effort sur la roue empéche de considérer la dynamique
de la direction, seule sa cinématique peut étre considérée. La dynamique verticale comprend les
déformations verticales du pneumatique, le débattement de la suspension et les déplacements
verticaux du palonnier. Le palonnier est articulé en son centre autour d’un pivot afin de laisser
libre I’angle de roulis. Ce pivot peut étre bloqué. Le guidage vertical de la caisse est assuré par
un charriot a double guidage verticale qui peut étre immobilisé en position.

L’ensemble des mouvements du banc de test et les points de mesure sont donnés a la F1-
GURE 4.5 (page suivante).

4.2.2.1 Actionneurs

Les sollicitations du train se font au moyen de trois actionneurs :

— le moteur couple de direction;

— deux vérins électriques verticaux (un sous chaque roue).

Le moteur couple de direction permet d’orienter la direction et les vérins verticaux permettent
de simuler un profil de route.
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FIGURE 4.5 — Mouvements et points de mesure du banc de test

Moteur couple de direction Le moteur couple de direction est un moteur a arbre creux
et a couplage direct sur la colonne de direction. Cette solution permet de s’affranchir des sys-
témes mécaniques habituels de transmission (roue dentée, chaine, courroie...). Ses principales
caractéristiques sont

1.

— une vitesse angulaire de 130 tr.min™";

— un couple de 20 N.m;
— une tension de 24 V (12 V avec des performances dégradées).

Vérins électriques verticaux La sollicitation verticale du banc s’effectue au moyen de deux
vérins électriques équipés de servo-moteur brushless et d’un variateur numérique de commande.
Ces vérins commandent des plateaux de reprise d’efforts sur lesquels reposent les roues. Ces
plateaux sont munis d’un mouvement libre suivant Xg et Yr et d’'un mouvement libre en rotation
(pivot autour de Zg). Les caractéristiques des vérins verticaux sont :

— une vitesse linéaire maximale de 1 m.s~!

— une accélération maximale de 10 m.s~!
— une charge maximale de 10 kN
— une alimentation en tension de 400 V.
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4.2.2.2 Instrumentation

Comparativement au véhicule d’essai, 'avantage du banc de test est d’avoir la possibilité de
placer les capteurs directement au niveau du point de mesure désiré. Ainsi, par exemple, il est
possible de placer des capteurs d’effort en haut des suspensions alors que sur le véhicule d’essai,
I'implantation d’un tel capteur est difficile. L’ensemble des capteurs du banc de test a été défini
pour :

— effectuer I'identification des dynamiques verticales du demi-train avant ;

— mesurer I’ensemble des entrées nécessaires a un modele du demi-train arriere du véhicule

afin d’effectuer la co-simulation.

Sur le banc, 3 types de capteurs sont implantés :

— des capteurs d’effort (4 capteurs d’effort en traction/compression et 1 couplemetre) ;
— des capteurs de position (3 capteurs linéaires et 2 capteurs a fils) ;
— des capteurs d’angle (3 codeurs incrémentaux et 1 capteur magnétique).

Capteurs d’effort Les capteurs d’effort sont des capteurs a jauge de contrainte permettant
de mesurer une force suivant une unique direction. Ils sont fixés par des montages a rotule pour
éviter les contraintes axiales. Ces capteurs d’effort ont une étendue de mesure de 25 kN et une
précision de +0,1% de I’étendue de mesure. Ils permettent de mesurer les forces créées entre

les roues et les plateaux de reprise (FZ o) (so/ro), i = 1,2) ainsi que les forces créées entre les

coupoles hautes de suspension et le chassis (F, 4u) (su/ca), i = 1,2).

Le couplemetre utilisé sur le banc de test est du méme type que celui monté sur le véhicule
d’essai (cf. Section 4.2.1.2).

Capteurs de position Les capteurs de position linéaire sont des capteurs potentiométriques,

utilisés pour mesurer le débattement des suspensions (Z ) — Z o, =1, 2) et le déplacement
w

de la crémaillere (Y,). Pour les suspensions, les capteurs ont une étendue de mesure de 200 mm
et pour la colonne de direction, de 150 mm. Leur précision est inférieure & £0,06 % de 1’étendue
de mesure.

Pour mesurer I’écrasement du pneumatique (Z i) — Z = 1,2), des capteurs a fil sont
w

3,y 0
c oy
utilisés entre le plateau de reprise d’effort et le centre de la roue. Ces capteurs a fil ont une

étendue de mesure de 100 mm pour une précision de 0,1 % de ’étendue de mesure.

Capteurs d’angle Les angles mesurés sur le banc d’essai sont 'angle de braquage du volant
(0), Pangle de roulis (¢) et ’angle de la vis & billes des vérins électriques. Le capteur d’angle au
volant est du méme type que celui monté sur le véhicule d’essai (cf. Section 4.2.1.2). La mesure
d’angle de roulis est effectuée a I’aide d’un capteur magnétique de résolution de 0,015 deg. La
linéarité du capteur est de +0,3 % de ’étendue de mesure qui est de 30 deg.

L’angle de la vis a billes des vérins électriques permet de mesurer le déplacement vertical

des plateaux de reprise d’efforts (ZO@), i = 1,2). La vis a billes a un pas de 20 mm.tr~! et
w

la résolution du capteur est de 2000 pts.tr—!. Ainsi, la résolution de la mesure de déplacement
vertical des plateaux de reprise d’efforts est de 0,01 mm.
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4.2.2.3 Description du systéme d’acquisition

Comme pour le véhicule d’essai, le systeme d’acquisition des mesures et de commande des
actionneurs est basé sur une plateforme temps réel. La plateforme est un chassis PXI-1042Q de
National Instrument® pouvant accueillir 6 cartes d’acquisition. Les cartes d’acquisition présentes
dans le banc de test sont :

— une carte PXI 6229 (32 entrées analogiques, 4 sorties analogiques, 48 entrées-sorties nu-

mériques) ;

— une carte PXI 6713 (8 sorties analogiques, 8 entrées-sorties numériques, 2 compteurs ou

horloges) ;

— une carte CAN PXI 8464-2 (2 canaux CAN).

L’ensemble de la plateforme temps réel, aussi nommée « frontale » peut étre cadencée jusqu’a
1 ms. La plateforme temps réel communique avec un ordinateur de supervision par une liaison
Ethernet. La supervision, le ciblage et 'exécution des modeles temps réel sont assurés par le
logiciel de supervision de test TestInView® développé par Clemessy®. Ce logiciel est particulie-
rement utilisé pour la mise en ceuvre de plans de validation de systemes. Un plan de validation
comprend ’ensemble des tests a effectuer pour valider les spécifications définies pour le systeme
considéré. L’interet d’un tel logiciel (TestInView) est de permettre la réalisation des mémes plans
de validation tout au long du cycle de conception, que le systeme soit sous forme de modele in-
formatique ou sous forme de prototype physique. Il gere, en particulier, I’archivage des tests et
concoit automatiquement les rapports de validation.

Les deux moyens d’essai présentés dans cette section permettent d’acquérir les jeux de don-
nées nécessaires a l’identification des parametres du modele grace a des algorithmes d’identifi-
cation.

4.3 Identification des modeles

L’identification simultanée de nombreux parametres pose la difficulté du compromis biais-
variance et des minima locaux. Le compromis biais-variance est la capacité d’'un modele d’étre
a la fois identifié avec précision sur un jeu de données (biais) et d’avoir une capacité de généra-
lisation pour décrire d’autres jeux de données (variance). Le probléeme des minima locaux réside
dans la fonction de cott qu’utilisent les algorithmes itératifs d’identification. Avec une fonction
de cout complexe, I’algorithme a une forte probabilité de trouver des minima locaux plutot que
le minimum global. L’augmentation du nombre de parametres augmente cette probabilité.

Afin d’éviter ces problématiques, la stratégie proposée consiste a utiliser des jeux de données
créés spécialement pour exciter certaines dynamiques ou sous-parties du systeme, et a n’identifier
qu’un nombre limité de parametres.

Lorsque chacune des sous-parties est identifiée, le modele global est construit en utilisant la
méthode des systémes interconnectés. Ainsi, au lieu d’identifier en une seule étape I’ensemble du
modele, on identifie séparément chacun des sous-systemes. Cette stratégie permet aussi de facili-
ter la création des jeux de données. En effet, I'identification d’un modele complet de la dynamique
du véhicule nécessite des jeux de données excitant I’ensemble des dynamiques du systeme simul-
tanément. En plus d’étre difficile & concevoir, de tels jeux comportent de nombreuses données,
ce qui augmente la difficulté et le temps de calcul lors de la phase d’identification.

Pour identifier I’ensemble du véhicule il serait préférable de n’utiliser que ce dernier pour créer
des jeux de données. Mais I’absence d’instrument pour effectuer certaines mesures sur le véhicule
oblige a utiliser le banc de test. De plus, l'utilisation d’'un banc de test permet de créer des
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jeux de données fiables et reproductibles car les conditions d’essai sont mieux maitrisées. Cette
stratégie peut étre proposée grace a l'identification par sous-systeme. En effet, cette derniere
permet de décomposer le véhicule et ainsi d’identifier certain organe séparément. Par exemple,
Iidentification de la raideur d’une suspension peut se faire sur un moyen d’essai particulier car
il est possible de découpler sa dynamique des autres dynamiques. Ainsi, en fonction du couplage
entre les dynamiques, le véhicule est identifié en deux parties :

— les dynamiques latérale, longitudinale et en lacet sont identifiées sur le véhicule d’essai;

— les dynamiques verticales des roues et de la caisse ainsi que le roulis sont identifiés sur le

banc de test.

Il est a noter que deux dynamiques sont plus difficile a identifier : la dynamique de la
direction et la dynamique en tangage. Pour la dynamique de direction, la difficulté provient
de I'impossibilité de mesurer le moment d’auto-alignement car ni le banc de test, ni le véhicule
d’essai n’est instrumenté pour pouvoir la déterminer. Pour la dynamique en tangage, la difficulté
est de réussir a exciter le véhicule en tangage. En effet, cette dynamique n’est pas représentée
sur le banc de test. Pour exciter cette dynamique avec le véhicule d’essai, il faut soit imposer des
phases d’accélération et de freinage incompatibles avec un modele linéaire a vitesse constante,
soit avoir un profil de route excitant verticalement le véhicule (dos d’ane, nid de poule,...). Or le
laboratoire n’est pas équipé pour cr_é)er et mesurer un tel profil. La dynamique en tangage permet
de définir I'inertie autour de ’axe Yy, du véhicule. Ce parametre ne pouvant étre identifié avec
nos moyens d’essai, la valeur constructeur par défaut est conservée.

Pour finir, certains parametres ne nécessitent pas d’étre identifiés car leur mesure physique
peut étre directement effectuée. Cela concerne principalement les parametres de longueur et de
masse.

4.3.1 Méthode d’identification

Pour identifier les parametres d’'un modele d’état a temps continu, il est courant d’utiliser la
forme discrétisée de la réalisation d’état (cf. Annexe A) et de considérer un bruit de mesure e
comme illustré a la FIGURE 4.6.

e(k)

FIGURE 4.6 — Représentation d’'un modele avec bruits de mesure

La réalisation d’état est ainsi décrite par le systeme d’équations aux différences

{x(k +1) = Ax(k) + Bu(k) + Ke(k),

y(k) = Cx(k) + Du(k) + e(k).
Sous cette forme, la fonction de transfert est
Y(z) =H(2)U(2) + G(2)E(2), (4.3)

ou z est la variable de la transformée en z et E(z) définit le bruit de mesure. La fonction de
transfert G(z) est un filtre du bruit exprimé par

G(z) = C(2I — A) 'K +1,
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et la fonction de transfert H(z) du modele est exprimée par
H(z) = C(z2I — A)"!B +D.
De I’équation (4.3), il apparait que l'erreur de prédiction e(k) vaut
E(z) = G'(2) (Y(2) — H(2)U(2)).

Ainsi, pour un jeu de données (u,y), l'erreur est fonction de g(k) et
d’identification paramétrique la plus commune cherche a estimer G(z) et H(z
critere

h(k). La méthode
)

en minimisant le

N
J=> k),

=1

ou N est la taille du jeu de données. Ceci est une méthode a erreur de prédiction. Pour les
modeles multi sorties, le critere d’erreur & minimiser est donné par

N
J = det (Z e(k)eT(k)> , (4.4)

k=1

qui est le critere de vraisemblance maximale pour un bruit Gaussien avec une matrice de co-
variance inconnue. La minimisation numérique d’un tel critére peut étre un probleme difficile
pour une paramétrisation d’un modele général. Le critere est une fonction des parametres libres
qui peut définir des surfaces complexes, avec beaucoup de minima locaux, des minima tres
proches,; etc... C’est pourquoi il est important et nécessaire de fournir des parametres initiaux
raisonnables, ainsi que de limiter le nombre de parameétres a identifier [LJUNG, 1987].

De manieére générale, le critere (4.4) ne peut pas étre résolu par une méthode analytique.
La solution doit alors étre trouvée par une technique numérique itérative. Du fait de ’approche
par sous-systeme, le fonction de coiit est peu complexe. Ainsi, la méthode utilisée ici se base sur
les algorithmes de Newton qui utilisent la fonction de cotut, son gradient (dérivée premiere) et
son Hessien (dérivée seconde). Cet algorithme cherche, par une suite d’itérations, & minimiser
la fonction d’erreur en modifiant les parametres par la fonction de récursivité suivante

O(k) = 0(k — 1) + a(k) f (),

ou f(k) est la direction de recherche et (k) est une constante positive déterminée de telle sorte
que le critere de cotit J décroit a chaque itération. Dans le cadre des algorithmes de Newton, la
direction de recherche est donnée par

d?J(é(k))} L dT(k))

flk) == [ 4. () df

Le gradient permet de déterminer la direction du pas de recherche et le Hessien la taille du pas
de recherche. Cet algorithme est proposé dans la solution logicielle Matlab® afin de permettre
d’identifier les parametres des modeles sous forme de réalisation d’état [LJUNG, 1988].

De fagon complémentaire 'utilisation du banc d’essai permet d’identifier certains parametres
sans avoir recours a un algorithme itératif d’identification. En effet, s’il existe un modele linéaire
statique par rapport aux parametres, alors le modele s’exprime par

Y =X0+e,
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ouY € RVX! est le vecteur des N observations de la sortie, X € RV*™ est la matrice des
N observations de m entrées, § € R™*! est le vecteur des p parametres du modele linéaire et
e € RN*1 est le vecteur des erreurs. La solution minimisant la somme des carrés des erreurs el e

est
6=xXTx)1xTy,

qui est I’estimateur des moindres carrés ordinaire.

Avec les algorithmes de Newton et les moindres carrés, il est possible d’identifier les para-
metres des différents sous-systemes. De ces sous-systemes, il est nécessaire de créer le modele
complet de la dynamique du véhicule. Si les sous-systemes sont sous forme de réalisation d’état
ou de MSSO, linterconnexion de I’ensemble des sous-systéemes n’est pas une tache triviale car il
est nécessaire de réécrire ’ensemble des équations afin d’éliminer les couplages entrées-sorties.
Une autre solution consiste a travailler directement avec les matrices du modele considéré, de
créer trois matrices explicitant les couplages et d’en déduire directement les matrices du modele

complet [VANDENDORPE et DOOREN, 2008|.

4.3.2 Interconnexion de sous-systemes

Un systeme linéaire interconnecté ¥ est un systeme composé de l'interconnexion de k sous-
systémes linéaires ¥, représentés par les fonctions de transfert H;(s). Chaque sous-systeme a «;
entrées et §; sorties, données respectivement par les vecteurs u; et y; tels que

yi(s) = Hi(s)ui(s). (4.5)

En posant U, le vecteur des m entrées du systeme issu des sous-systemes interconnectés et
Y ses p sorties, les entrées u; des sous-systemes peuvent étre exprimées par une combinaison des
entrées externes du systeme et des sorties de ’ensemble des sous-systemes par

k
wils) = BU(s) + 3 Riuils), (4.6)
j=1

olt E; € R¥*™ est la matrice qui lie les entrées du systéme aux sous-systeémes et F; € RPix

est la matrice qui lie les sorties des sous-systémes aux entrées des sous-systemes.
Les sorties Y sont une combinaison linéaire des sorties de chaque sous-systeme donnée par

k
Y(s) = Swi(s), (4.7)
=1

ot S; € RP*Pi est la matrice qui lie les sorties des sous-systémes aux sorties du systeme.

La FIGURE 4.7 (page suivante) présente un exemple d’un systéme interconnecté, composé de
3 sous-systemes.

En notant o = Zle «; le nombre d’entrées des sous-systémes et 5 = Zle B; le nombre de
sorties des sous-systemes, alors les vecteurs u € R®*! et y € RA*! résultant respectivement de
la concaténation de ’ensemble des entrées et des sorties des sous-systemes, permettent d’écrire
les relations internes du systéme interconnecté (4.5) comme étant

Hl(s) (D
y(s) = H(s)u(s) avec H(s) = . (4.8)
O Hk(s)
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EU wu zl n Slyl
Rs3 11 S HOY
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E,U by Y3 3Y3
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E3U  uo Yo y2 | a2y
R
2,3Y3 >
FIGURE 4.7 — Exemple de systéme interconnecté
De cette équation, la fonction de transfert du systeme interconnecté est
H(s) = Cys(sT — Ags) 'Bys + Dgs, (4.9)
avec
Ay (0) B O
Ass = .. ’ Bss = . )
O Ak 0O B
G 0O D, O
Cos = - et Dss = ..
O Ck. O Dy
De méme en posant
R171 e Rl,k Sl
E=(E ... E), R= Do et s=1| :
Rk71 . th S
alors les équations (4.6) et (4.7) peuvent étre données par
u(s) = EU(s) + Ry(s), (4.10)

Y (s) = Sy(s).
En pré-multipliant I’équation (4.10) par H(s), & partir de 1’équation (4.8) on a

y(s) =H(s)EU(s) + H(s)Ry(s),
=y(s) =1 - H(S)R)_IH(S)EU(S).

D’ou la fonction de transfert du systeme interconnecté
Y(s) = S(I —H(s)R) 'H(s)EU(s).

Ainsi, en remplacant H(s) dans I’équation précédente par son expression donnée a ’équation
(4.9), on peut montrer que la réalisation d’état du systeéme interconnecté est donnée par (voir
par exemple [ZHOU, 1995], page 66) :
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Aic == Ass + BSSR(]I - DssR)ilcssy
Bic = Bss(I— RDy,) ' E,

Cic = S(I - DysR) ' Css,

Dic = SDgs(I — RDy) ' E.

(4.11)

Les équations (4.11) permettent de définir une unique réalisation d’état pour I'interconnexion
d’un ensemble de sous-systemes. A noter que dans le cas des systémes sans matrice d’action
directe (i.e. D; = O pour i = 1,..., k), alors les équations (4.11) s’exprime par

Aic = Ass + By RCys,
Bic = BssE,

Cic = SCss,

D,. = O.

(4.12)

Pour les modeles structurés en second ordre, nous proposons une méthode similaire. Par
analogie aux équations (4.12), l'interconnexion de k sous-systémes structurés en second ordre
donne

( M, = M — FRG,,
Cie = C—FRG,,
K. = K —FRG,,
F,, = FE, (4.13)
Gpie = SGy,
Gyie = SGy,
\ Gaic = SGq,

ot les matrices M, C, K, F, G}, G, et G, sont les matrices diagonalisées par bloc respectivement
des matrices M;, Cy, K;, Fj, Gy, Gy; et Ggg, pour @ = 1,..., k.
Les équations (4.13) permettent de définir a partir d'un ensemble de sous-systémes un sys-
teme structuré en second ordre. Mais ces équations ne préservent pas les conditions structurelles.
Les 3 méthodes présentées ci-dessus (identification, moindre carré simple et interconnexion
des sous-systemes) permettent d’identifier les parametres des modeles du véhicule présentés au
Chapitre 3.

4.3.3 Identification de la direction

L’identification de la direction ne peut se faire directement car nous ne possédons pas de
mesure du moment d’auto-alignement. Ainsi, les parametres de ce sous-systéme sont mesurés
sur le banc de test en créant des jeux de données spécifiques pour estimer un ou deux parametres.
Les parametres a déterminer sont regroupés de la maniere suivante :

— la longueur du bras des porte-fusées s et leur angle g ;

— le rayon du pignon de crémaillere R, ;

— la raideur K. et 'amortissement C. de la colonne de direction ;

— la masse de la crémaillere m..

Sur ’ensemble de ces parametres, deux parametres peuvent étre directement mesurés sur le
banc de test : 5 et dp. La longueur [j; est de 116 mm £2 mm et 'angle dg est de 8 deg +2 deg.
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Mesurer ces parametres s’avere particulierement difficile car I’axe de pivot n’est pas un axe phy-
sique de la suspension mais il est construit par son épure. Etant donné que ces parametres ont
peu d’influence sur la dynamique du véhicule (contrairement a la rigidité de dérive par exemple),
le manque relatif de précision qui en découle ne s’avere pas un probleme pour notre objectif.

Le banc de test possede les entrées-sorties nécessaires a l’identification du rayon du pignon de
la crémaillere. En effet, ce dernier est un coefficient de proportionnalité entre I’angle au volant
et le déplacement de la crémaillére. Ces deux grandeurs sont mesurées sur le banc de test, ainsi
I'identification est directe par régression linéaire.

Les jeux de données sont créés en effectuant un braquage complet a gauche et a droite du
volant. Il s’avere que les capteurs permettent de mesurer avec une grande précision et que peu
de jeux de données sont nécessaires pour une relation aussi simple. Ainsi, 3 jeux de données sont
créés. La FIGURE 4.8 présente un des jeux de données et la régression linéaire correspondante.
A noter que pour des raisons de lisibilité, seule 1 donnée brute sur 75 est présentée.

oA
+ Données brutes
8 | Régression linéaire
6 -
=)
g 4r
2 2f
o
=3
0T
(]
® -2
<
_4 -
_6 -
78 1 1 1 | | | ;
—0,06 —0,04 —0,02 0 0,02 0,04 0,06

Position de la crémaillere (m)

FIGURE 4.8 — Position de la crémaillere en fonction de ’angle au volant

Pour les trois jeux de données, les résultats sont présentés au TABLEAU 4.1. La qualité
d’identification est confirmée par I’écart-type du rayon estimée. Le décalage de 7,5 dixiemes de
millimetre est dii & un biais de mesure sur les capteurs de positions du volant et de la crémaillere.

Jeux de données | R, (mm) | Décalage (mm) | RMSE (mm)
numéro 1 6,99 0,75 0,37
numéro 2 7,00 0,75 0,36
numéro 3 7,00 0,75 0,36
moyenne 7,00 0,75 0,36
écart-type 2,4.107 1,0.1076 8,0.10°F

TABLEAU 4.1 — Rayon de la crémaillere identifié

Pour identifier la raideur, I’amortissement et la masse de la colonne de direction, une consigne
en angle sur le moteur couple volant est appliquée. La consigne est une Séquence Multi niveau
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Pseudo Aléatoire (SMPA) qui, pour des raisons technologiques, a été filtrée par le filtre & noyau
donné & I’équation (4.1). En effet, exciter le moteur couple de direction par des échelons crée des
pics de tension incompatibles avec 1’alimentation du moteur qui est de type hacheur. La SMBPA
couvre l’ensemble de la plage de variation de la direction (48 rad) avec un signal carré dont
la période varie aléatoirement de 1 & 3 secondes. Le protocole d’essai consiste a supprimer la
masse non-suspendue en démontant les biellettes de direction. Ainsi, I'inertie due au braquage des
roues est supprimée ainsi que les retours d’efforts de la roue sur la direction que nous ne pouvons
mesurer. Le systeme a identifier est la représentation d’état (3.29) donnée a la Section 3.4.1.

Afin de déterminer la valeur de K., C. et m., la position du volant dg, la position de la
crémaillere Y, ainsi que le couple généré au volant M, (co/vo) sont mesurés. La représentation
d’état implique de mesurer ’angle de braquage de la roue. Cette mesure n’étant pas disponible
sur le banc de test, elle est estimée a partir de la position de la crémaillere en divisant cette
derniére par la longueur de la biellette de direction Iy, conformément & I’équation (3.28).

Pour ces essais, 10 jeux de données de 2 minutes sont créés. Les résultats de I’identification
par l'algorithme de Newton (cf. Section 4.3.1) sont présentés au TABLEAU 4.2.

Jeu de C. K. m. | RMSE RMSE RMSE
données (Nom.s. | (N.m. | (kg) d(rad) § (rad.s™1) | M, g (co/vo)
rad~!) | rad™1) (N.m)
numéro 1 52,5 5,38 | 148 | 4,24.1073 | 9,94.1073 1,22
numéro 2 53,0 6,12 | 149 | 4,24.1073 | 9,77.1073 1,21
numéro 3 60,2 6,52 | 250 | 4,24.1073 | 9,68.1073 1,19
numéro 4 67,6 6,86 | 311 | 4,24.1073 | 9,70.1073 1,15
numéro 5 56,0 6,33 | 198 | 4,24.1073 | 9,70.1073 1,20
numéro 6 52,7 5,92 | 175 | 4,24.1073 | 9,73.1073 1,22
numéro 7 63,6 6,39 | 227 | 4,24.1073 | 9,85.1073 1,16
numéro 8 49,6 6,58 | 232 | 4,24.1073 | 9,42.1073 1,26
numéro 9 69,7 6,09 | 324 | 4,24.1073 | 9,85.10°3 1,16
numéro 10 70,4 6,28 | 290 | 4,24.1073 | 9,90.103 1,14
moyenne 59,5 6,25 | 230 | 4,24.1073 | 9,75.1073 1,19
écart-type | 7,84 | 0,407 | 64 |9,41.1077 | 1,48.107* 0,0382

TABLEAU 4.2 — Raideur, amortissement et masse de la colonne identifiés

Apres identification, la valeur de la raideur de la colonne de direction est estimée a 59,5
N.rad~! avec un écart-type de 7,84 N.rad™! (~ 13% de la valeur estimée). L’amortissement
identifié est de 6,73 N.rad !.s avec un écart-type faible de 0.407 N.rad~'.s (~ 6% de la valeur
estimée). En revanche, I'identification de la masse de la crémaillere donne le parametre a 230
Kg sachant que la masse de la crémaillere est de 'ordre de 2 Kg. Ceci peut s’expliquer par le
fait que la masse de la crémaillere influe peu sur la sortie. Pour illustrer le peu d’influence de la
masse, on présente les RMSE entre les sorties mesurées et estimées pour un jeu de données au
TABLEAU 4.3 (page suivante). La premiere estimation est effectuée avec la masse de 2 kg et la
seconde estimation est effectuée avec la masse identifiée.

La difficulté d’identification de la masse de la crémaillere est due a la configuration du banc
de test. En effet, 'absence de retour d’effort latéral sur les plans de jante permettant de simuler
le moment d’auto-alignement supprime une excitation importante du modele. Cette difficulté
d’identification peut étre validée par une analyse de sensibilité du modele a la variation des
parametres [SALTELLI, 2004]. La sensibilité est définie par la variance de I'espérance de la sortie
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masse de la crémaillere RMSE

(SH 5H szH(CO/VO)
2 Kg 4,210 | 9,7.1073 1,1871
230 Kg 4,2.1073 | 10,4.1073 1,162

TABLEAU 4.3 — Valeurs du RMSE sur le jeu de données de validation pour deux valeurs de masse
de crémaillere

y; conditionnellement & un parametre 6, normalisé par la variance de la sortie (¢f. Annexe B)

V(E[yi(t)|6k])

V(yi(t)
Si(t) est 'indice de sensibilité du i-eéme parametre a l'instant (¢) . En d’autres termes, il quantifie
la sensibilité de la sortie y;(t) a la variable d’entrée ;. La normalisation assure que l'indice est
compris entre 0 et 1. Un indice proche de 1 indique une forte sensibilité du modele au parametre.

L’équation (4.14) étant difficile a résoudre analytiquement, nous utilisons son estimation par
la méthode de Monte-Carlo (ou méthode de Sobol). La méthode utilise deux échantillons de
variation des parametres. Nous utilisons une loi normale centrée sur le parametre identifié, avec
une variance de 10 %. Les deux échantillons ont une taille de 200 000 données. La simulation
de la sortie pour chaque jeu de données permet de calculer les indices de sensibilité des sorties
du modele en fonction des parametres. La FIGURE 4.9 présente les résultats de cette analyse
de sensibilité. Chaque barre de I’histogramme comptabilise le nombre d’échantillons des sorties
du modele dont l'indice de sensibilité est dans I'intervalle défini par deux valeurs successives de
I’axe des abscisses.

Sk(t) = (4.14)

A B < I c. [T v
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FIGURE 4.9 — Sensibilité des parametres de la crémaillere

La FIGURE 4.9 permet de constater que la raideur K. influe sur ’angle de braquage. L’amor-
tissement C. influe sur la vitesse de braquage et le couple au volant. En revanche, la masse de la
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crémaillere n’influe que tres faiblement et seulement sur la vitesse de braquage ce qui explique
le peu de réalité physique du parametre identifié.

Le TABLEAU 4.4 résume ’ensemble des parametres retenus pour le modele de direction.

parametre

i (m)

50 (rad)

R. (m)

K. (N.m.rad~1!)

C., (N.m.s.rad 1)

me (kg)

valeur

0,116

0,14

71073

99,5

6,25

2

TABLEAU 4.4 — Parametres de la colonne de direction

La validation du modele est effectuée sur un 11° jeu de données qui n’a pas été utilisé en
identification. La FIGURE 4.10 présente ’angle de braquage, sa dérivée et le couple au volant,
mesurés et estimés, ainsi que les erreurs pour chacune des sorties.
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FIGURE 4.10 — Sorties réelles et estimées du modele de direction

>

On constate que le modele exprime avec une grande fiabilité angle et la vitesse de braquage.
En revanche, le couple au volant est mal déterminé du fait des difficultés d’identification des
parametres d’une part et des simplifications faites dans le modele linéaire d’autre part. Ainsi,
le modele n’explique pas correctement le couple au volant mais cette dynamique étant indépen-
dante, 7.e. n’ayant pas d’influence sur les autres sous-parties du modele, ses erreurs d’estimation
ne sont pas propagées dans le modele.
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4.3.4 Identification de la caisse

Le modele linéaire de la caisse est divisé en deux parties, une partie latérale et une partie
verticale. La dynamique latérale est la premiere dynamique a étre identifiée. Cette dynamique
est modélisée par un modele bicyclette qui a déja été identifié par [POULY, 2009]. L’entrée du
modele bicyclette est 'angle a la roue. Or sur le véhicule d’essai cette donnée n’est pas disponible.
Ainsi ’hypothése d’un rapport constant de 17 entre I'angle au volant et 'angle de la roue avait
été utilisée. Grace au modele de direction, cette approximation n’est plus nécessaire, et nous
identifions directement le modele bicyclette interconnecté au modele de direction”.

Pour le modele bicyclette, 'ensemble des parametres a identifier sont

— la masse M et les empattements [(9 du véhicules (i=1,...,4);

— linertie I, ;

— les coefficients de raideur latérale du pneumatique C, i) (i =1,...,4);

— les coefficients de raideur du moment d’auto-alignement du pneumatique C, i (i =
1,...,4).

Comme pour le modeéle de direction, certains parametres peuvent étre mesurés sur le véhicule.
Pour le modele bicyclette, ces parametres sont la masse M et les empattements {9 qui peuvent
étre déterminés en mesurant simultanément le poids du véhicule sous chacune des roues. La
méthode pour obtenir 'empattement a partir des valeurs de poids est donnée a I’Annexe C. Les
résultats obtenus sont présentés au TABLEAU 4.5.

parameétre | M (kg) | 1D,1®) (m) [ (®) 1@ (m)
valeur 1394 1,08 —1,47
TABLEAU 4.5 — Masses et empattements du véhicule

L’ensemble des autres parametres est identifié. De par la symétrie du véhicule, certains des
parametres sont égaux. Ces contraintes sont prises en compte lors de I'identification en imposant
I’ensemble des relations suivantes

C,o) = Cy), Cui = Cuu et Cra) = Cra@-

- e}

Pour cette procédure d’identification, I’angle de braquage du volant 5 et sa dérivée dp sont
les signaux d’excitation, le couple au volant M, p(co/vo), la vitesse transversale du centre de
gravité du véhicule vy et la vitesse de rotation en lacet 111 sont les signaux mesurés.

La création des jeux de données se fait en excitant la direction du véhicule lorsque ce dernier
roule a vitesse constante. Afin d’estimer au mieux les parametres lors du processus d’identifi-
cation, il faut exciter le systeme avec un balayage le plus large possible des fréquences et des
amplitudes. Un des signaux le plus porteur d’information est le SMPA. Ce signal ne peut étre uti-
lisé sur le véhicule car il définit une trajectoire aléatoire incompatible avec la piste d’essai utilisée.
Ainsi, 'angle de braquage imposé par le conducteur est un sinus wobulé d’une fréquence variant
approximativement de 0,15 Hz a 2,5 Hz comme présenté a la FIGURE 4.11 (page ci-contre). Ce
signal permet de balayer une large gamme de fréquence tout en ayant une trajectoire suivant
une direction principale.

Plusieurs essais sont effectués a des vitesses comprises entre 5 et 20 m.s~!, réparties suivant
le TABLEAU 4.6 (page ci-contre).

Sur le véhicule d’essai, contrairement au banc de test, il n’est pas possible de désactiver
Passistance de la colonne de direction. Ainsi, les mesures de couples au volant sont faussées.

7. Le modele de direction a aussi un rapport fixe qu’il est possible d’estimer et qui vaut 16, 6.
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FI1GURE 4.11 — Angle de braquage excitant le véhicule

vitesse | 5 (18) | 10 (36) | 15 (54) | 20 (72) | m.s~! (km.h71)
nombre d’essais 6 3 6 5) Total : 20
TABLEAU 4.6 — Nombre d’essais par vitesse du véhicule pour I'identification du modele bicyclette

Comme l'estimation des coefficients de rigidité du moment d’auto-alignement n’influe que sur
cette sortie, il n’est pas possible d’identifier ces parametres. Nous utilisons donc des données de
la littérature [PACEJKA, 2005]. Pour les trois autres parametres, les résultats de l'identification
pour ces 20 jeux de données sont présentés au TABLEAU 4.7 (page suivante).

Pour les coefficients de rigidité latérale des roues, les coefficients ont un ordre de grandeur de
30000 N.rad~! [PACEJKA, 2005]. Ces valeurs sont dépendantes de nombreux facteurs tels que
I’adhérence de la route ou la pression des pneumatiques. Ainsi, les valeurs obtenues de 41445
N.rad~! & 'avant et de 46602 N.rad~! & I’arriére respectent I'ordre de grandeur.

En revanche, les écart-types sur les parametres identifiés sont tres importants. La dispersion
des parametres des coefficients de raideur latérale est problématique mais s’explique par l'in-
fluence de la vitesse du véhicule sur ce parametre comme ’a montré [POULY, 2009]. Dans ces
travaux, 'auteur propose une régression linéaire en fonction de la vitesse pour déterminer les
parametres. Nous reprenons cette méthode pour estimer avec plus de précision les coefficients
de rigidités. La FIGURE 4.12 (page 147) donne la valeur des parametres identifiés en fonction de
la vitesse ainsi que les courbes des deux polyndémes estimés par les moindres carrés suivants

C) = —78,8v% + 4423vx + 956 pour i = 1,2,
Y = 3397vx + 3887 pour i = 3, 4.

Lors de l'identification de l'inertie I,, du véhicule, nous obtenons une valeur de 1718 kg.m?
avec un écart-type de 380 kg.m? soit ~ 22% de la valeur estimée. La dispersion des valeurs de
ce parametre n’a que peu d’influence sur les résultats car le modele n’est pas tres sensible a ce
parametre. Afin de le montrer, nous comparons le RMSE de la sortie vitesse latérale et vitesse
de lacet sur le jeu de données de validation en fixant I’ensemble des parametres du modele a
leur valeurs identifiées exceptée la valeur d’inertie. Une premiere simulation est effectuée avec
la valeur minimale identifiée I,, = 1038 kg.m?, une deuxieme simulation est effectuée avec la
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jeu de I, | C¥ (Nrad-!) | RMSE RMSE
données | kgm? | i=1,2]i=34| vy (ms™) | ¢ (rads™?)
numéro 1 1919 58730 67069 0,858 0,290
numeéro 2 1976 60027 76587 0,642 0,294
numéro 3 2368 22606 25981 0,046 0,083
numéro 4 1167 | 49957 50373 0,356 0,239
numéro 5 2075 17343 14694 0,064 0,096
numéro 6 1620 18191 15318 0,041 0,035
numéro 7 1452 | 32559 | 51511 0,046 0,133
numéro 8 1491 39626 45452 0,042 0,150
numéro 9 1038 49988 52782 0,259 0,265
numéro 10 1919 51318 61033 0,280 0,236
numéro 11 1630 53822 58831 0,315 0,267
numéro 12 | 2202 56545 72759 0,792 0,285
numéro 13 | 2082 58987 72377 0,693 0,310
numéro 14 1211 22130 13187 0,081 0,061
numéro 15 | 1392 | 41784 | 33750 0,103 0,149
numéro 16 | 1275 | 45117 | 49377 0,426 0,220
numéro 17 | 1666 47978 51085 0,397 0,244
numéro 18 1946 5H737 70562 0,783 0,268
numéro 19 1821 21624 21629 0,041 0,059
numéro 20 | 2110 24826 27676 0,036 0,041
moyenne 1718 | 41445 46602 0,315 0, 186
écart-type | 380 15282 21013 0,293 0,096

TABLEAU 4.7 — Inertie autour de ’axe vertical et coefficients de raideur latérale du pneumatique

identifiés
valeur de RMSE RMSE
I'inertie vy (m.s™1) | ¢ (rads™!)
I, = 1038 kg.m? 0,0587 0,0371
I.. = 2368 kg.m? 0,0605 0,0319
I, = 1718 kg.m? 0,0596 0,0341

TABLEAU 4.8 — RMSE du modele bicyclette pour deux valeurs de I'inertie sur le jeu de données
de validation

valeur maximale identifiée I,, = 2368 kg.m? et une derniére simulation est effectuée avec la
valeur identifiée I,, = 1718 kg.m?. Les RMSE ainsi obtenus sont données au TABLEAU 4.8. On
constate sur le jeu de données de validation qu'une faible valeur de I'inertie augmente la précision
de 'estimation de la vitesse transversale et qu’une forte valeur de I'inertie augmente la précision
de I'estimation de la vitesse de lacet. La valeur identifiée est donc un compromis pour estimer
correctement les deux sorties.

Le TABLEAU 4.9 (page ci-contre) résume l’ensemble des parametres retenus pour le modele
transversal de la caisse.

La validation du modele se fait sur un 21¢ jeu de données qui n’a pas été utilisé en identifi-
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Ax10% + Valeurs identifiées Régression linéaire

i=1,2
o

Coefficients de raideur latérale C,,y (N.rad™!)

(==

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 >
Vitesse (m.s™1)

FIGURE 4.12 — Raideurs latérales des pneumatiques identifiées et estimées par régressions li-
néaires, en fonction de la vitesse

parametre | M (kg) | {®) (m) | L. (kg.m?) ¥ (Nrad?) ) (N.rad™1)
i=1,2 1,08 —78, 803 + 4423vx + 956 1558
1=3,4 1394 -1,47 17is 3397vx + 3887 560

TABLEAU 4.9 — Parametres du modele de la dynamique transversale de la caisse

cation. La FIGURE 4.13 (page suivante) présente le couple au volant, la vitesse transversale et
la vitesse de lacet, mesurés et estimés ainsi que les erreurs pour chacune des sorties.

On constate que le modele exprime avec une grande fidélité la vitesse transversale et la vitesse
de lacet a ’exception du pic a la 120° seconde. Cette mauvaise approximation s’explique par le
fait que les limites de validité du modele bicyclette sont atteintes, car le véhicule est excité dans
ses parties non-linéaires. A nouveau, l’estimation du couple au volant n’est pas satisfaisante,
mais comme ['assistance de la direction était fonctionnelle lors des essais, le modele n’est pas
représentatif.

4.3.5 Identification de la masse non-suspendue

Le modeéle linéaire de la masse non-suspendue est scindé en deux parties, une dynamique lon-
gitudinale (rotation de la roue) et une dynamique verticale. Pour le modele linéaire du véhicule
présenté a la Section 3.4.4 la vitesse est considérée constante. Ainsi, la dynamique longitudi-
nale de la masse non-suspendue n’est alors pas prise en compte dans ce modele. En effet, les
vitesses de rotation des roues sont directement liées a la vitesse longitudinale du véhicule car
les glissements ne sont pas pris en compte dans ce modele. En revanche, le modele semi-linéaire
prend en compte cette dynamique. Or, pour ce modele, les parametres a identifier sont le rayon
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FIGURE 4.13 — Sorties réelles et estimées du modele transversal de la caisse

de la roue en statique et l'inertie de cette derniere suivant son axe de rotation. Le rayon de
la roue peut aisément étre mesuré contrairement a l'inertie car nous ne possédons pas les ins-
truments de mesure nécessaires. Ainsi, le parametre d’inertie est un parametre de la littérature
[MICHELIN, 2003]. Les parametres du modele de la dynamique transversale de la roue sont
donnés au TABLEAU 4.10.

parametre rg?at (m) | I, (kg.m?)
1=1,2 0,275 0,581
1=3,4 0,275 0,581
TABLEAU 4.10 — Parametres du modele de la dynamique transversale de la roue

Les parametres de la dynamique verticale de la masse non-suspendue peuvent étre identifiés
sur le banc de test pour le train avant du véhicule. En revanche, le moyen d’essai ne nous
permet pas d’identifier les parametres pour le train arriere. Pour les raideurs, amortissements
et masses non-suspendues des roues arrieres, nous utilisons les parametres identifiées & 1’avant
en supposant donc que les 4 roues du véhicule sont les mémes (méme jante et pneumatique).
En revanche, les parametres des suspensions et de la barre anti-roulis arriere sont différents.
Ces parametres n’étant pas identifiables, nous utilisons les données courantes de la littérature
[BROSSARD, 2006].
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Pour ce modele les parametres a identifier sont donc :

— les masses non-suspendues m,,s; et la masse suspendue m

— les raideurs et amortissements des pneumatiques K; et Cy;

— les raideurs et amortissements des suspensions K et Cy;

— les raideurs des barres anti-roulis Kp,, et U'inertie I,,.

L’utilisation du banc de test permet de mesurer directement la plupart de ces parametres
en utilisant une régression linéaire sur des mesures, et ainsi d’éviter les processus d’identification.

L’estimation de la masse non-suspendue et de la masse suspendue se fait par la différence
des efforts générés verticalement entre la roue et les plateaux de reprise (FZ7 o) (so/ro),i=1,2)
et entre les coupoles hautes de suspension et le chassis (F, 4 (su/ca), i = 1,2) en statique. 4
mesures de 30 secondes sont effectuées sur le banc de test et permettent d’obtenir les résultats du
TABLEAU 4.11. Pour s’assurer de la cohérence du véhicule avec le banc de test, nous calculons
aussi la masse totale de ce dernier Mpy qui se doit de correspondre a la somme de la masse

suspendue et des masses non-suspendues.

jeu de données mgs) (kg) mﬁ,? (kg) | mg (kg) | Mpat (kg)
numéro 1 36,02 35,93 732,48 804,43
numéro 2 35,90 35,78 732,60 804, 28
numéro 3 35,91 35,61 732,33 803, 85
numéro 4 36,42 35,34 732,52 804, 28
moyenne 36,06 35,67 | 732,48 | 804,21
écart-type 0,24 0,25 0,11 0,25

TABLEAU 4.11 — Masse suspendue et masses non-suspendues du banc de test

La masse totale du banc de test est de 804.2 kg alors que la masse mesurée sur le train avant
du véhicule est de 803,6 kg (:ms% = 1394% selon I’Annexe C). Ainsi la masse du
banc de test est équivalente a la masse du demi-véhicule avant.

Pour déterminer la raideur et 'amortissement des pneumatiques, le banc de test est bloqué en
position. C’est-a-dire que le déplacement vertical et la rotation en roulis de la masse suspendue
sont empéchés. De plus, un montage bloque la compression d’une suspension. Ainsi, tout dépla-
cement vertical du vérin avec la suspension bloquée excite la seule compression du pneumatique.
La plage des valeurs de compression est déterminée par le décollement du pneumatique en posi-
tion basse du vérin et par l'effort maximal de 1 tonne que supporte le vérin en position haute.
Cette plage de valeur fait varier I’écrasement du pneumatique de -3 a -42 mm. L’écrasement est
négatif car il est déterminé par la différence des hauteurs Z o ~ Z o) qui sont nulles au repos,
c’est-a-dire lorsque la roue est posée sur les plateaux sans charge sur cette derniere. De plus, le
maintien en position du banc assure que la hauteur Z ;) ne varie pas et reste nulle. Ainsi seule

cli
w
la hauteur Z o) augmente d’ou des écrasements négatifs. La plage de valeur est parcourue a

différentes vitevgses en utilisant un sinus wobulé dont la fréquence varie linéairement de 0 a 0.96
Hz. La raideur et 'amortissement sont déterminés par une régression linéaire entre la vitesse et
la position mesurés et 'effort transmis au pneumatique par les plateaux de reprise FZ7 o)

La FIGURE 4.14 (page suivante) présente les données mesurées pour un jeu de valeurs. La
premiere courbe présente le sinus wobulé appliqué a la roue, la seconde courbe présente la
régression linéaire sur un jeu de données.

Les coefficients de raideur et d’amortissement des pneumatiques, estimés par la régression
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FIGURE 4.14 — Efforts générés par le pneumatique en fonction de son écrasement

linéaire, sont donnés au TABLEAU 4.12 (page ci-contre). La raideur estimée du pneumatique
est de 225659 N.m~! pour un écart-type de 8867 N.m~! (~4% de la valeur moyenne). En
revanche, lestimation de ’amortissement varie trés fortement en fonction du jeu de données.
En fait, ’amortissement d’un pneumatique est tres faible en comparaison de la raideur et sa
contribution dans l'effort est de I'ordre de la précision du capteur d’effort. Il est méme courant
d’omettre I'amortissement dans la modélisation d’'un pneumatique pour un modele véhicule.
Meéme si cet amortissement est tres faible face a 'amortissement de la suspension, il est préférable
de conserver une valeur non nulle car sinon, le bloc dynamique verticale du contact roue-sol est
un oscillateur pur, ce qui est en contradiction avec la réalité. Ne pouvant pas utiliser la valeur
estimée, nous utilisons une valeur courante d’amortissement de pneumatique de 500 N.m~'.s
[BROSSARD, 2006].

L’identification de la raideur K, et de I'amortissement Cy de la suspension est réalisée d’une
maniere similaire a l'identification du pneumatique. Le banc de test est toujours bloqué en
position mais, cette fois-ci, la roue est remplacée par une roue solide, c’est-a-dire par un montage
mécanique empéchant toute déformation verticale du pneumatique. A nouveau, ’écrasement de
la suspension Z 4y — 2 o est directement mesuré avec le point Z 4. fixe et le point Z o variant.

w
La suspension est excitée par un sinus wobulé de +50 mm et de fréquence variant de 0,2 a 1
Hz. La raideur et 'amortissement sont déterminés par une régression linéaire entre la vitesse et

la position mesurées et 'effort transmis a la caisse par les suspensions F ).
z,A< )

La FIGURE 4.15 (page ci-contre) présente les données mesurées et estimées pour un jeu de
valeurs.

De cet essai, 4 jeux de données sont créés. Les résultats de I'estimation des parametres sont
donnés au TABLEAU 4.13 (page 152) ou l'on constate la qualité de I'estimation pour les deux
parametres. Le décalage est dii a la précontrainte du ressort dans la suspension.

Les deux derniers parametres a estimer sont la raideur de la barre anti-roulis K, et I'inertie

150



4.83. Identification des modéles

jeu de Cy K RMSE
données (N.m—ts) | (N.m™1) (N)
numéro 1 —708 235763 251
numéro 2 1517 232043 250
numéro 3 5554 233196 243
numeéro 4 3971 231496 258
numéro 5 —790 235975 250
numéro 6 —986 219202 242
numéro 7 —624 220669 232
numéro 8 3302 220217 208
numéro 9 2094 213863 236
numéro 10 1426 214164 236
moyenne 1476 225659 241
écart-type 2284 8867 14

TABLEAU 4.12 — Raideur et amortissement estimés du pneumatique
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FIGURE 4.15 — Efforts générés par la suspension en fonction de son écrasement

I,,. Ces parametres sont identifiés sur le banc de test en excitant verticalement les roues par
des sinus wobulés déphasés de 180 ° entre chaque roue. Pour ces essais, le banc de test est
entierement libéré. Les sinus wobulés ont la méme fréquence et amplitude que ceux utilisés pour
estimer la raideur et 'amortissement de la suspension. 9 jeux de données sont créés dont 8
pour l'identification et 1 pour la validation. Pour I'identification, le modele utilisé est un modele
du banc de test créé a partir du modele de la dynamique verticale de la caisse et de la masse
non-suspendue.

Les résultats de l'identification sont présentés dans le TABLEAU 4.14 (page suivante). Les
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jeu de Cs K, Décalage | RMSE
données (N.m~ts) | (N.m™1) (N) (N)
numéro 1 2386 26502 —1665 87
numéro 2 2372 26540 —1658 88
numéro 3 2367 26564 —1664 90
numéro 4 2371 26530 —1666 87
moyenne 2374 26534 —1663 88
écart-type 9 26 3 1

TABLEAU 4.13 — Raideur et amortissement estimés de la suspension

RMSE sont calculés sur la vitesse verticale des _Points AW et AP qui sont sensibles & la raideur
de la barre anti-roulis et a l'inertie autour de Xy de la caisse.

jeu de Tix Kpar RMSE RMSE
données (Kg.m?.s) | (N.rad™!) VZ(Q (m.s™1) Vz(fg (m.s™1)
numéro 1 157 33973 0,013 0,010
numéro 2 153 37224 0,012 0,010
numéro 3 112 33565 0,013 0,010
numéro 4 129 33703 0,013 0,010
numéro 5 122 37382 0,012 0,010
numéro 6 233 34637 0,014 0,011
numéro 7 129 37323 0,012 0,010
numéro 8 194 39374 0,012 0,009
moyenne 153 35898 0,013 0,010
écart-type 41 2192 0,001 0,000

TABLEAU 4.14 — Raideur de la barre anti-roulis et inertie autour de )?V estimées

L’inertie estimée du banc de test est de 153 Kg.m? ce qui est tres inférieur aux données
habituelles de I'inertie en roulis d’un véhicule. Méme si la répartition de la masse le long de 'axe
longitudinal de la caisse n’est pas connu, il semble que 'inertie du banc de test est trop faible
et qu’elle ne corresponde pas au véhicule d’essai. La raideur de la barre anti-roulis est estimée a
35898 N.rad ! ce qui est une estimation correcte par rapport aux valeurs habituelles de raideur
d’une barre anti-roulis de véhicule.

Le TABLEAU 4.15 résume I’ensemble des parametres retenus pour la masse non-suspendue.

arametre 777,7(115) ‘ m7(125) ‘ M Cy ‘ Cs Ky ‘ K Iy Kpar
paratl (kg) (N.m L) (Nm D) (KgmZs) | (N.rad 1)
valeur 36,06 | 35,67 | 732,48 | 1476 | 2374 | 225659 | 26534 153 35898

TABLEAU 4.15 — Ensemble des parametres des masses non-suspendue

La validation du modele est effectuée sur le 9¢ jeu de données. La FIGURE 4.16 (page ci-contre)
présente les données mesurées et estimées des sorties V, 4a) et V, 42) pour cet essai. Ces courbes
permettent de constater la bonne adéquation entre les sorties estimées et mesurées.
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FIGURE 4.16 — Vitesses verticales des points hauts de suspension réelles et estimées

4.3.6 Validation des modéles

Sur les 31 parametres généraux définissant le modele complet, 25 ont été identifiés. Parmi
les parametres restants, pour 5 parametres des données de la littérature sont utilisées (raideurs
et amortissements de la suspension arriere, inertie de la caisse en tangage et inertie des roues).
Les parametres du modele de Pacejka et du modele de Coulomb sont des parametres de la
littérature. En revanche, parmi les 4 parametres du modele de Pacejka linéarisé, 2 parametres
ont été identifiés. Le dernier parametre a renseigner, qui n’appartient pas a la dynamique du
véhicule, est I’accélération de pesanteur qui vaut 9,81 m.s~'.

La validation des modeles s’effectue en comparant les mouvements de la caisse estimés par les
modeles et les mouvements de la caisse mesurés sur le véhicule lors d’un essai. L’essai effectué est
a vitesse constante sur route plane, ainsi le tangage, la vitesse verticale et la vitesse longitudinale
sont constants et ne sont donc pas présentés. Les sorties mesurées et estimées sont donc :

— la vitesse latérale vy ;

— la vitesse de lacet 1[.);

— la vitesse de roulis ¢;

— le couple au volant M, y(co/vo).

Pour chacune des sorties, le RMSE est calculé et est donné dans le TABLEAU 4.16. Le RMSE
du couple au volant est tres important, ce qui confirme le peu de représentativité du modele pour
cette sortie. La comparaison des 3 autres sorties montre que le modele complet est le modele
qui estime le mieux les données réelles. Pour finir, on constate qu’a I'exception de la vitesse de
roulis, le modele linéaire approxime mieux les sorties que le modele semi-linéaire.

modeles RMSE RMSE RMSE RMSE
vy (m.s™Y) | ¢ (rad.s™!) | ¢ (rads™) | M, g(co/vo) (N.rad)
complet 0,043 0,030 0,014 4,059
semi-linéaire 0,080 0,067 0,016 4,041
linéaire 0,071 0,037 0,018 4,079

TABLEAU 4.16 — RMSE de cinq sorties du modele pour un jeu de données expérimentales

La FIGURE 4.17 (page 155) illustre les sorties réelles et les sorties estimées par le modele
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complet, le modele semi-linéaire et le modele linéaire. La comparaison des courbes pour la vitesse
latérale montre une bonne estimation de cette sortie. De méme, pour l'angle de lacet et de roulis.
En revanche, on constate que la difficulté d’identification de la colonne de direction empéche
d’estimer correctement le couple au volant. Ainsi, mis a part le couple au volant, le modele peut
étre utilisé pour estimer le comportement dynamique d’un véhicule. Cependant, I'utilisation de
ce modele nécessite d’ajouter des controleurs pour que le véhicule puisse étre simulé lorsque
d’un parcours de trajectoire. Or ’ajout de ces controleurs et la complexité du modele empéche
sa simulation en temps réel. Il est donc nécessaire de le simplifier par des méthodes de réduction
de modele. La présentation des controleurs et la réduction du modele fait 'objet de la prochaine
section.
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FIGURE 4.17 — Comparaison des sorties des différents modeles avec un jeu de données expéri-
mental
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Chapitre 4. Identification et réduction du modéle de véhicule

4.4 Réductions des modéles

Dans le Chapitre 3, nous avons présenté trois modeles de la dynamique du véhicule :

— le modele complet ;

— le modele semi-linéaire ;

— le modele linéaire.

Notre objectif est de réaliser la simulation et la co-simulation de ces modeles en temps réel.
Les entrées des modeles sont le profil de la route modélisé par les hauteurs des points de contact
roue-sol et leurs dérivées, ainsi que le devers et la pente sous chacune des roues et au centre
de gravité. Les autres entrées sont 'angle au volant et sa dérivée et, a I’exception du modele
linéaire, le couple appliqué aux roues.

La simulation du modele de dynamique du véhicule lors de son parcours d’une trajectoire né-
cessite de définir un profil de route. Dans cette these les profils de route sont prédéfinis, aussi des
lois de commandes doivent étre proposées pour que le véhicule modélisé suive automatiquement
ces profils. La simulation permet d’utiliser des commandes peu complexes car le systéme n’est
pas soumis a des perturbations, contrairement a un véhicule réel. Les commandes permettent de
définir, a partir d’un profil de route, les excitations sous chacune des roues, le couple a appliquer
aux roues et la commande au volant.

4.4.1 Commandes du modele véhicule

La route est modélisée par 8 vecteurs :
—

— trajectoire suivant X g ; — pente sous les roues gauches;
— trajectoires suivant ?E ; — pente sous les roues droites;
— trajectoires suivant Z)E des roues gauches; — devers sous les roues gauches;
— trajectoires suivant ?E des roues droites;  — devers sous les roues droites.

La séparation des excitations entre les roues gauches et droites permet d’exciter le véhicule en
roulis. En revanche, lors de la simulation sur la cible temps réel, a un instant donné ¢, seul un
point de chacune de ces trajectoires est transmis au modele. Ainsi, I'utilisation brute de ces
trajectoires excite de la méme maniere les roues avant et les roues arriere et empéche d’exciter
en tangage le véhicule au moyen d’un changement de pente. De plus, le fait de ne connaitre
qu’un point de la trajectoire, rend difficile la conception d’un controleur pour diriger le véhicule.
Pour résoudre ces deux problématiques, nous utilisons un asservissement de type « Follow the
carrot » qui consiste a définir un point en avant du véhicule que ce dernier poursuit (i.e. un
point objectif). Une sauvegarde des données déja parcourues par le point objectif permet de
retrouver dans une table provisoire implémentée dans la cible temps réel, ’ensemble des valeurs
de hauteurs, pentes et devers pour chacune des roues.

Le controle de la vitesse du véhicule est assuré par la vitesse du point objectif. Ceci se traduit
par le fait que le pas entre deux points de la trajectoire est variable en fonction de la vitesse
que 'on veut imposer au véhicule. Ensuite, un controleur de type PID (Proportionnel, Intégral,
Dérivé) assure une distance constante entre la position du centre de gravité du véhicule et le
point suivi.

La stratégie « Follow the carrot » a été initialement proposée dans le cadre d’un algorithme
de suivi de trajectoire [HELLSTOM et RINGDAHI, 2006]. L’algorithme consiste & minimiser la
différence d’angle (¢) entre le cap du véhicule et le cap défini par le centre de gravité et le point
objectif. L’angle au volant est alors déterminé par une simple loi de commande proportionnelle
og = Ke.

La stratégie « Follow the carrot » est présentée a la FIGURE 4.18 (page ci-contre).
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— trajectoire
- - - trajectoire sauvegardée

FIGURE 4.18 — Stratégie de commande du véhicule du type « Follow the carot »

Avec cette stratégie, le modele véhicule peut étre utilisé pour suivre un profil de route définie
préalablement.

4.4.2 Création de routes

Dans le cadre du projet VETESS (Vérification de systémes embarqués VEhicules par
génération automatique de TESts a partir des Spécifications), la problématique de créa-
tion automatique de profils de route a été étudiée. Pour cela, une spécification comporte-
mentale (modele SysML) d’un systéme est réalisée pour créer automatiquement l’ensemble
des tests nécessaires et suffisants a effectuer, afin de valider son respect des spécifications
[BOUQUET et al., 2008, LASALLE et al., 2010]. L’outil proposé a montré son efficacité dans
le cadre des systemes a événements discrets. Dans le cadre des systemes a temps continus, la
création d’un profil de route respectant des spécifications a fait 'objet d’un cas d’étude commun
TestInView/VETESS [LASALLE et al., 2011].

Pour générer des profils de route, un modele SysML a donc été proposeé. A partir d’attributs
de la route, le modele génere des profils routiers vraisemblables, c’est-a-dire vérifiant un certain
nombre d’hypotheses.

Les attributs de la route sont :

une courbure : tout droit, léger virage gauche, léger virage droit, fort virage gauche, fort
virage droit;

une pente gauche : zone de plat, faible montée, forte montée, faible descente, forte descente;
une pente droite : zone de plat, faible montée, forte montée, faible descente, forte descente;
un devers : aucun devers, devers a gauche, devers a droite ;

une taille du trongon : petit, grand.

Sur cette base, le modeéle SysML crée une route par un ensemble de troncons définis par ses
attributs et assure que les attributs sont vraisemblables au sein d’un méme troncon et entre deux
trongons successifs. Ensuite, une phase de concrétisation permet de donner des valeurs physiques
a ces attributs ce qui permet de construire une route.

Comme la pas entre deux points de la route n’est pas défini en position mais en vitesse,
cela implique que ce n’est pas la position du véhicule qui détermine ’apparition des événements
définis par les attributs, mais le temps de simulation. En d’autres termes, en fonction de la vitesse
du véhicule, le profil de la route est modifié de tel sorte que les événements (pente, devers,. .. )
apparaissent toujours aux mémes instants. Cette stratégie a trois principaux avantages :
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— avoir un déterminisme événementiel, c’est-a-dire connaitre les instants d’apparitions des
événements ;

— pouvoir comparer des courbes prises a différentes allures;

— s’assurer que les événements auront lieu quelque soit la trajectoire suivie par le véhicule.

Pour simplifier la présentation des résultats, dans la suite du travail, nous utilisons deux
profils de route. Le premier profil est un test normalisé de validation du comportement routier
d’un véhicule. Ce test consiste en un double changement de voie simulant I’apparition d’un
obstacle sur la route (aussi nommé test de I’élan)[NORME ISO 3888-1, 1999]. Les dimensions
du test de I’élan sont données a la FIGURE 4.19. L’exécution de ce test s’effectue a une vitesse
constante de 17 m.s~!. La route est plane et plusieurs dynamiques du véhicule ne sont alors pas

14 O 13 10,25 b Voie du véhicule
O Céne de signalisation
© Q = Trajectoire du centre de gravité
G—wo0—6—"06—>0
3.5 m 1,30+ 0,25
o—o—60—6——9
25 m 25 m 15 15

FIGURE 4.19 — Dimensions normalisées du test de ’élan

excitées. Un second profil, généré aléatoirement, est créé pour étre suivi a une vitesse faible de 5

m.s~!. Ce profil de route posseéde plusieurs ruptures de pente, des devers et des courbes comme
illustrés a la FIGURE 4.20.

- Trajectoire roue droite Trajectoire centre de gravité~ — - Trajectoire roue gauche

|
-, o Bk

position suivant Z (m)
N

60

120

position suivant x (m) o

FIGURE 4.20 — Profil de route généré aléatoirement

4.4.3 Nécessité de la réduction de ’ordre des modeles

La mise en ceuvre du modele complet avec les commandes définies précédemment, permet de
simuler le comportement du véhicule lorsque ce dernier suit la trajectoire générée aléatoirement.
Or, lorsque les simulations sont faites avec ou sans les contraintes de temps réel, les résultats
des simulations different. Par exemple, le suivi de la trajectoire donne des résultats de moins
bonne qualité en temps réel. Le RMSE entre la trajectoire de la route et celle du centre de
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gravité en simulation est de 4,2 metres et en simulation temps réel de 6,6 metres. Cet écart est
particulierement mis en évidence par I’angle de lacet du véhicule lors de la simulation du modele
comme l'illustre la FIGURE 4.21.

Simulation — — — Simulation temps réel

1L5A

Angle de lacet ¥ (rad)
(=

Y

] 0 5 10 15 20 25 30 40

Temps (s)

FIGURE 4.21 — Angle de lacet du véhicule en simulation et en simulation temps réel

Cette différence s’explique par des pas de calcul perdus lors de la simulation en temps réel,
c’est-a-dire que le temps de calcul de certains cycles est supérieur au pas de calcul de la cible
temps réel. La perte de ces cycles fait apparaitre des phénomenes aléatoires sur le modele, incom-
patibles avec la mise au point de controleur ou des tests en co-simulation. En effet, les erreurs
qui apparaissent sur ’angle de lacet du véhicule empéchent de valider le suivi de trajectoire
en temps réel. En co-simulation, des sorties du modele sont utilisées pour exciter le banc de
test. Les pertes de pas de calcul peuvent entralner une instabilité du modele et donc le faire
diverger. L’excitation du banc de test par une sortie divergente peut provoquer des mouvements
incontrolés pouvant aller jusqu’a la dégradation du moyen d’essai.

Ce phénomene de perte de temps de cycle apparait pour les 3 modeles utilisés : le modele
complet (modele NL-Comp), le modele semi-linéaire (modele SL-Comp) et le modele linéaire
(modele L-Comp). Mais, comme on peut s’y attendre, le nombre de cycles perdus diminue avec
une moindre complexité du modele, comme le montre la FIGURE 4.22.

—— Modele NL_.Comp -+ Modele SL_.Comp — — —Modele L_.Comp
3000
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10 15 20 25 30 35 40 7
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FIGURE 4.22 — Nombre de pas de calcul perdus lors de la simulation

Afin de ne pas perdre de pas de calcul, une possibilité est d’augmenter celui-ci, c’est-
a~-dire augmenter le temps de calcul admissible par pas. Mais dans ce cas, des instabilités
peuvent apparaitre dans les méthodes numériques de résolution des équations différentielles
(solvers). Une méthode numérique est stable §’il n’y pas une propagation d’erreur croissante
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durant le calcul. Une analyse de sensibilité des solvers tels que celui d’Euler ou celui de Runge-
Kutta a montré que ces méthodes sont stables pour des pas de calcul suffisamment petit
[KHARAB et GUENTHER, 2002]. Ces deux solvers sont présents dans la solution logicielle
Matlab/Simulink®.

Ainsi, en simulation temps réel, le pas de calcul est défini par un compromis entre la stabilité
du solver utilisé et la capacité de calcul de la cible temps réel. La stabilité de la méthode est
indépendante du calcul temps réel, ainsi il est possible de déterminer le pas de temps maximal
admissible en simulation. Les résultats présentés a la FIGURE 4.22 (page précédente) sont obtenus
pour des modeles dont la simulation est réalisée avec un solver de type Runge-Kutta avec un pas
de calcul de 5 ms qui est le temps maximal admissible pour ces modeles définis en simulation.

Comme le pas de calcul ne peut pas étre augmenté, la limitation de la perte de pas doit étre
effectuée en diminuant la complexité du modele. Pour ce faire nous utilisons les résultats de la
réduction de modele.

Lors de la réduction, 3 objectifs sont recherchés :

— une préservation de certaines propriétés du systeme initial (stabilité, passivité, comman-

dabilité,...) ;

— une faible erreur d’approximation ;

— une préservation de la structure.

La préservation des propriétés du systeme est assurée par les méthodes proposées de réduction
des MSSO. La faible erreur d’approximation sera un résultat du compromis entre le nombre
d’états (ou de coordonnées généralisées) éliminés et la possibilité de simuler en temps réel le
modele. Apres les phases de réduction des modeles, nous reconstruisons des modeles du second
ordre respectant les conditions structurelles, ce qui constitue la préservation de la structure.

4.4.4 Réduction du modele linéaire

Le modele L-Comp est un systeme interconnecté composé des 7 sous-systémes suivants :
— la direction;
— la dynamique transversale de la masse suspendue;
— la dynamique verticale de la masse suspendue;
— quatre dynamiques verticales des masses non-suspendues;
pour un total de 18 états (voir FIGURE 3.28 (page 123)).
Le critere de [MOORE, 1981] développé a la Section 2.2.2 permet de définir la taille r du

modele réduit. Nous le rappelons ici : trouver le plus petit r tel que \/ iy af > \/ pya. 41 01.2

ou o; est une valeur singuliere de Hankel. En appliquant ce critere sur les valeurs singulieres de
Hankel du modele linéaire, le modele réduit a une dimension de r = 4 états.

L’application de 'ALGORITHME 2.1 (MTPSC page 70) et de 'ALGORITHME 2.4 (BTPSC
page 76) permet de déduire du modele linéaire du véhicule deux modeles réduits : le modele L-
Comp-BTPSC et le modele L-Comp-MTPSC. De ces deux modeles sont déduits une réalisation
d’état pouvant étre simulé en temps réel et un MSSO permettant d’étudier les effets de la
réduction en termes de dynamiques internes et de parametres.

4.4.4.1 Modéle linéaire réduit

Afin de montrer la qualité d’approximation des modeles, la FIGURE 4.23 (page ci-contre)
présente les mouvements de la caisse du modele L-Comp et des deux modeles réduits (modeles
L-Comp-BTPSC et L-Comp-MTPSC). Il est a noter que les résultats du modele L-Comp sont
obtenus par une simulation en temps simulé, alors que les résultats des modeles réduits sont
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obtenus par une simulation en temps réel. Le modele linéaire initial perd lors de sa simulation
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FIGURE 4.23 — Comparaison des sorties pour un profil de route aléatoire (modele linéaire)

temps réel environ 1000 pas de calcul (sur 8000). En revanche, le modele L-Comp-BTPSC ne
perd que 2 pas de calcul (aux instants 0,98 s et 6,96 s) et le modele L-Comp-MTPSC ne perd
que 6 pas de calcul (2 pas perdus entre 0,34 s et 0,36 s et 4 pas entre 21,92 s et 22,1 s). Les
instabilités dues aux pertes de pas de calcul ont été éliminées dans les modeles réduits comme
le montre ’angle de lacet.

La qualité d’approximation des modeles est donnée par les RMSE entre les sorties du modele
initial et les sorties des modeles réduits. Pour les degrés de liberté de la caisse, les RMSE sont
données au TABLEAU 4.17.

RMSE du modele XGy (m) | YGy (m) | ZGy (m) | ¢ (rad) | 6 (rad) | ¢ (rad)
L-Comp-BTPSC 0,030 0,028 0,011 0,004 0,007 0,002
L-Comp-MTPSC 0,030 0,028 0,010 0,004 | 0,005 | 0,001

TABLEAU 4.17 — RMSE entre les sorties du modele L-Comp et des modeles L-Comp-BTPSC et
L-Comp-MTPSC

La qualité d’approximation du modele L-Comp-BTPSC semble légerement meilleure a la
qualité d’approximation du modele L-Comp-MTPSC. Cette différence est particulierement mise
en évidence par l'analyse des différentes dynamiques internes du systeme. Cette étude se base
sur la transformation des modeles linéaires réduits en des MSSO diagonaux. Le modele initial
possede 18 états, donc 9 degrés de liberté. Les modeles L-Comp-BTPSC et L-Comp-MTPSC
possedent 4 états et donc 2 degrés de liberté. A ces différents degrés de liberté sont associés
une masse unitaire ainsi qu’un amortissement et une raideur présentés au TABLEAU 4.18 (page
suivante).

Ces couples raideurs et amortissements définissent I’ensemble des dynamiques du second
ordre, internes aux modeles. Dans le cadre des modeles linéaires, la réponse du modele a une
entrée quelconque est une somme pondérée de ses différentes dynamiques. La diagonalisation
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Modele raideur 7918 7665 | 7095 | 6828 | 5263 | 277 | 202 | 95 | 72
(N.m™1)
L-Com amortissement 92 93 83 81 555 6 28 8 6
p (N.m~1.s)
. raideur 19799 | 13919
Modele L- (N.m~1)
amortissement 282 236
Comp-BTPSC (N.m~Ls)
. raideur 277 72
Modele L- (N.m~1)
amortissement 6 6
Comp-MTPSC (N.m~1.s)
Numéro de courbe de la (0) (2) (0) (4) 0) (1) (3) (0) (0)

FIGURE 4.24 (page ci-contre)
TABLEAU 4.18 — Raideurs et amortissements du modele L-Comp et des modeles L-Comp-BTPSC
et L-Comp-MTPSC

des MSSO permet de séparer ces dynamiques et d’étudier les effets de la méthode de réduction.
Ainsi, a titre illustratif, nous présentons I'influence de ’angle au volant d; sur I’angle de roulis .
La FIGURE 4.24 (page ci-contre) donne les dynamiques internes des 3 modeles en réponse a une
impulsion sur ’angle au volant. On constate que la décomposition modale conserve mais modifie
les dynamiques transitoires du systeme alors que la réalisation équilibrée perd toutes les dyna-
miques transitoires. La FIGURE 4.25 (page 164) présente la somme des différentes dynamiques
qui permettent de reconstruire la sortie.

Pour ce couple entrée-sortie, la décomposition modale semble mieux approximer les dyna-
miques transitoires du modele initial alors que la réalisation équilibrée supprime ces dynamiques.
Mais d’un point de vue global, le modele réduit par élimination d’état de la base équilibrée ap-
proxime mieux le modele initial comme le montrent les normes Ho relatives des modeles erreurs
données au TABLEAU 4.19.

| méthode de réduction | BTPSC | MTPSC |

| norme relative de lerreur | 0,6955 | 0,9769 |
TABLEAU 4.19 — Normes H, relatives des modeles erreurs (modeles L-Comp-BTPSC et L-
Comp-MTPSC)

Cette contradiction s’explique par les propriétés du modele qui sont considérées par les
méthodes de réduction. La troncature de la base modale prend en compte les dynamiques internes
du modele sans tenir compte des entrées-sorties. C’est-a-dire que la méthode de réduction se base
sur la préservation des dynamiques internes les plus importantes sans considérer comment ces
dernieres sont excitées ou observées. En revanche, la troncature de la base équilibrée, considere
le systeme d’un point de vue externe. Ainsi, c’est le comportement global du systéme qui est
préservé et non pas seulement les dynamiques internes. Or, le modele L-Comp est un modele
qui, pour étre totalement excité, possede 15 entrées :

— l'angle au volant et sa dérivée (2 entrées) ;

— les hauteurs des contacts roue-sol et leurs dérivées (8 entrées);

— les pentes et devers sous chacune des roues et au centre de gravité du véhicule (5 entrées) ;
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FIGURE 4.24 — Dynamiques impliquées entre I’angle de roulis et I'angle au volant pour une
impulsion (modeles L-Comp, L-Comp-BTPSC et L-Comp-MTPSC)

Ainsi, le nombre de dynamiques internes conservées est tres largement inférieur au nombre
d’entrées-sorties. Ceci implique que pour conserver au mieux le comportement entrées-sorties la
troncature de la base équilibrée modifie fortement le comportement interne du systeme.

La qualité d’approximation est donc dépendante de la méthode utilisée mais aussi des entrées-
sorties considérées. Si les conditions d’essai n’excitent pas certaines entrées du modele, alors le
nombre d’entrée peut étre diminué. C’est le cas pour des essais sur route plane.

4.4.4.2 Modele linéaire réduit pour des essais sur route plane

Pour des profils de route plane, il est possible de faire diminuer fortement le nombre d’entrée-
sortie. Pour le test de I’élan par exemple, les entrées excitées sont I’angle au volant et sa dérivée.
Les sorties observées sont la vitesse latérale, ’angle de lacet et I’angle de roulis. Avec la méthode
des systemes interconnectés il est aisé de reconstruire un modele linéaire qui possede les mémes
dynamiques internes avec des matrices de commande et d’observation relatives aux nouvelles
conditions d’essai. Comme certaines sorties ne sont plus observées, alors le modele est struc-
turellement non minimal. L’application de ’ALGORITHME 1.3 (DIAGMSSO page 33) permet
de retirer ces dynamiques non observées. Le modele ainsi créé, nommé modele L-Simp, est un
modele simplifié du modele L-Comp. La réduction de ce modele permet de créer deux nouveaux
modeles : le modele L-Simp-BTPSC et le modele L-Simp-MTPSC. L’exécution de ces modeles
sur le test de I’élan permet d’obtenir les courbes présentées a la FIGURE 4.26 (page suivante).

L’erreur d’approximation que réalise le modele L-Simp-BTPSC est faible. En revanche, le
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Modele L-Comp

— — = Modele L-Comp-BTPSC
oA .~ — . Modéle L-Comp-MTPSC
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FIGURE 4.25 — Réponse impulsionnelle du modele L-Comp et des modeles L-Comp-BTPSC et
L-Comp-MTPSC
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FIGURE 4.26 — Comparaison des sorties pour le test de I’élan (modele linéaire)

modele L-Simp-MTPSC approxime correctement la vitesse latérale mais n’est pas en mesure
d’approximer ’angle de roulis et I'angle de lacet. Ce résultat est mis en évidence par le calcul
des RMSE de ces différentes sorties entre le modele L-Simp et les modeles réduits L-Simp-BTPSC
et L-Simp-MTPSC, qui sont présentés au TABLEAU 4.20.

RMSE du modele | vy (m.s™1) | 1 (rad) ¢ (rad)
L-Simp-BTPSC 2,49.107% | 1,11.1073 | 1,25.10~4
L-Simp-MTPSC 6,17.1072 | 1,62.1072 | 4,49.10°3

TABLEAU 4.20 — RMSE entre les sorties du modele L-Simp et des modeles L-Simp-BTPSC et
L-Simp-MTPSC

Lorsque le nouveau MSSO spécialement défini pour route plane a été construit, celui-ci a été
simplifié a 5 coordonnées généralisées. Les nouveaux coefficients de raideur et d’amortissement
sont donnés au TABLEAU 4.21 (page ci-contre).

En comparant ces nouveaux parametres, on constate que les coefficients de raideur et d’amor-
tissement entre les deux modeles réduits (L-Simp-BTPSC et L-Simp-MTPSC) sont plus proches
comparativement & ceux trouvés précédemment (voir TABLEAU 4.18 (page 162)). Ainsi, la dif-
férence entre les dynamiques s’explique principalement par les transformations des matrices
d’entrée et de sortie. Une étude de la réponse impulsionnelle permet de constater comment
les dynamiques internes sont sélectionnées par les méthodes et sont pondérées par les matrices
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R . raideur ! 277 | 159 | 7095 | 7918 | 5297
Mod@le L-Simp amormss(ement 2N m~L.s) 6 23 83 92 555
Modele raideur (N.m~1) 270 | 64
L-Simp-BTPSC amortlssement (N.m™ 6 14
Modele raideur (N.m~1) 277 | 159
L-Simp-MTPSC amortlssement (N.m~1Ls) 6 | 23
Numéro de courbe de la FIGURE 4.27 (1) (2) (0) (3) (0)

TABLEAU 4.21 — Raideurs et amortissements du modele L-Simp et des modeles L-Simp-BTPSC
et L-Simp-MTPSC

d’observation et de commande.

Pour les dynamiques entre I’angle au volant et 1’angle de roulis, le modele L-Simp utilise
3 dynamiques du second ordre sur les 5 dynamiques qu'’il possede (courbes (1), (2) et (4))
présentées a la FIGURE 4.27. Parmi ces dynamiques, 2 sont sans phase transitoire oscillante
(courbes (2) et (4)) et une dynamique posseéde une phase d’oscillation (courbe (1)). Le modele
L-Simp-MTPSC reprend directement la dynamique a phase transitoire oscillante et ne conserve
qu'une seule des deux autres dynamiques. Le modele L-Simp-BTPSC reprend une dynamique
tres proche de la dynamique & phase transitoire oscillante (courbe (1)) mais il recrée une nouvelle
dynamique correspondant a la somme des deux autres dynamiques tronquées.
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FiGURE 4.27 — Dynamiques impliquées entre I’angle de roulis et I’angle au volant pour une
impulsion (modeles L-Simp, L-Simp-BTPSC et L-Simp-MTPSC)

Au final, la somme de ces courbes définit la réponse en roulis du véhicule & une impulsion
au volant. Cette réponse est illustrée a la FIGURE 4.28 (page suivante). La réponse du modele
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L-Simp-BTPSC approxime parfaitement la réponse du systeme initial alors que le modele L-
Simp-MTPSC ne retient pas les dynamiques adéquates.

Modele L-Simp

— — —Modele L-Simp-BTPSC
44444 Modele L-Simp-MTPSC

x1073

Angle de roulis ¢ (rad)

0,5 1 1,5 2
Temps (s)

FIGURE 4.28 — Réponse impulsionnelle du modele L-Simp et des modeles L-Simp-BTPSC et
L-Simp-MTPSC

La bonne approximation du modele L-Simp-BTPSC est mise en évidence par la norme Ho
relative du modele erreur. Les normes pour les deux modeles réduits sont données au TA-
BLEAU 4.22. En comparant ces normes avec celles données pour le modele linéaire complet

| méthode de réduction [ BTPSC | MTPSC |

’ norme relative de l'erreur ‘ 0,1215 ‘ 5,1342 ‘
TABLEAU 4.22 — Normes H relatives des modeles erreur (modeles L-Simp-BTPSC et L-Simp-
MTPSC)

(voir TABLEAU 4.19 (page 162)) on constate que la qualité d’approximation du modeéle L-Simp-
MTPSC est fortement dégradée alors que la qualité d’approximation du modele L-Simp-BTPSC
est améliorée.

Le nombre important d’entrées du modele L-Comp du véhicule rend difficile sa réduction
car, en général, on n’élimine pas plus d’état qu’il n’y a d’entrée. Lors de la spécialisation de ce
dernier pour I’étude de certaines dynamiques permettant de supprimer des entrées-sorties non
utilisées, la réduction devient efficace au sens de la norme relative du modele erreur. De plus,
I'utilisation des modeles du second ordre et le respect des conditions structurelles permet de
reconstruire un modele physique du modele réduit.

4.4.4.3 Reconstruction du modele physique

Pour montrer qu’il est possible de reconstruire un systeme physique a partir du modele
réduit, nous considérons le modele L-Simp-BTPSC. Une représentation du modele L-Comp est
donnée a la FIGURE 4.29 (page ci-contre). Cette figure présente les couples ressort-amortisseur
et les masses utilisées. En revanche, les éléments physiques associés a la dynamique latérale de
la caisse (vy) et a la dynamique en lacet (1)) ne sont pas représentées.
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Z

— Coordonnées )
— Coordonnées observées
— Coordonnées commandées

FIGURE 4.29 — Représentation du modele L-Comp

Les équations du MSSO L-Simp-BTPSC sont données par

1 0 i1 L 81 0 g1 L 26983 0 q1 [ 29.81 3.3 S
0 1 o 0 13.56 Go 0 63.99 a2 - 20.81  2.19 Sp ?

5 4,6.1072 1,7.107 1 1,8.1073 1,8.1072 5,9.10° 8,5.10°°

vy —1,1.107Y  1,9.1071 —1,2.1072 9,2.10~2 . —5,0.107% —7,2.10% N

¥ | =] -50210"2 9,010 < a )+ -8,9.1073  4,8.1072 ( a1 >+ —2,4107% —3,4.1074 ( a1 )
% ~1,1.1073  5,0.1073 a2 3,41073  —5,6.1073 a2 —8,6.1078% —1,2.1077 a2

17 —9,9.10°% 3,4.1071! —2,4.1072 7,6.10"2 —2,3.107%  —3,2.107%

Ce MSSO peut étre construit physiquement par deux masses indépendantes liées au bati par un
ressort et un amortisseur. Dans ce cas, I’excitation des deux masses doit se faire simultanément en
respectant les coefficients de la matrice de commande. Il est possible de simplifier la commande
en n’excitant qu’'une seule coordonnée, tout en préservant les conditions structurelles, par la
méthode présentée a la Section 2.4.1. Cette méthode assure que la matrice de commande est une
matrice triangulaire supérieure en considérant la décomposition QR du vecteur d’entrée F' = QR.
Alors la matrice de transformation 7' = Q7 permet d’obtenir le nouveau MSSO suivant

( 1 0 )( 1 >+< 8,55  —3,49 >< i1 >+< 202,39 96,61 )( a1 >:< 36,35 —3,82 )( 5u >
0 1 Go —3,49 11,12 go 96,61 131, 44 a2 0 0 Sy ’
5 —1,4.107Y  1,1.1071 —1,2.1072 1,3.1072 —9,7.107° 3,6.10°°
vy —1,4.1072 2,2.10°1 —4,3.1072 8,3.10~2 . 8,2.10~% —3,0.10~% N
P =| —4,7107! 7,7.107! a )+ —2,0.1072  4,4.1072 a1 >+ 3,910  —1,4.1074 ( a )
e ~1,9.1073  4,7.1073 a2 3,7107%  —6,5.1073 a2 1,41077  —5,2.1078 a2
@ 6,2.10" 1 8,4.1071 —2,4.1072 7,6.102 3,7.107% —1,4.107%

Le fait que la matrice de commande ne soit pas triangulaire est propre a cet exemple et
n’est pas garanti par la méthode. De ce nouvel MSSO, il est possible de construire une structure
physique reproduisant le comportement du modele linéaire réduit. Ce nouveau systeme physique
est détaillé a la FIGURE 4.30 (page suivante).

Les matrices de masse, raideur et amortissement d’'un MSSO avec 2 masses en série liées par
des ressorts et des amortisseurs correspondants a la FIGURE 4.30 (page suivante) sont données

par
Mo (™ 0 - crt+ec  —e K- k1 + ko ko
—co  ca+cy ko ko + k3

0 me9

> (4.15)
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—> Coordonnées
—) Coordonnées observées

°
% ko ;}é —» Coordonnées commandées
‘ P N
éﬂf al M "jfy cz [ M2 Mg
O
cl k1 c3 k3

F1GURE 4.30 — Représentation physique a partir du MSSO L-Simp-BTPSC

Par identification, on obtient les valeurs de raideurs et d’amortissements, résumées au TA-
BLEAU 4.23

ma mo C1 (&) C3 k‘l k‘g k‘g
kg | ke | Nm™'s | Nmts|Nm?ts| Nm' | Nm! | Nm!
1 1 5.06 3,49 7.63 105.7800 | 96,61 | 131,44

TABLEAU 4.23 — Raideurs et amortissements du modele L-Simp-BTPSC

Le modele ainsi reconstruit est un modele a 2 coordonnées généralisées. Ce modele permet
de simuler le modele bicyclette, qui possede aussi 2 coordonnées généralisées, mais il ajoute une
estimation de l'angle de braquage, de 'angle de roulis et de sa dérivée.

L’utilisation des méthodes de réduction de modele sur le modele linéaire de la dynamique
du véhicule, a permis de simuler ce dernier en temps réel. En revanche, par rapport au modele
complet (NL-Comp), plusieurs dynamiques ont été perdues, par la linéarisation du modele d’une
part et par la méthode de réduction d’autre part. Pour conserver une bonne représentation de
la dynamique du véhicule, I’étape suivante consiste a utiliser le modele semi-linéaire qui est plus
proche du modele complet en termes de dynamiques modélisées.

4.4.5 Réduction du modele semi-linéaire

Le modele semi-linéaire (SL-Comp) est un compromis entre le modele complet (NL-Comp)
qui, & cause de ses non-linéarités, ne peut étre réduit avec les méthodes proposées et le modele
linéaire (L-Comp). La partie linéaire du modele SL-Comp est un systéme interconnecté composé
des 6 sous-systemes suivants :

— la direction ;

— la dynamique verticale de la masse suspendue

— quatre dynamiques verticales des masses non-suspendues ;
pour un total de 16 états simulant 8 degrés de liberté. La partie non-linéaire du modele SL-Comp
est un systeme composé des 6 sous-systemes suivants :

— la dynamique transversale de la masse suspendue qui possede 3 degrés de liberté;

— quatre dynamiques transversales des masses non-suspendues qui possede 1 degré de liberté ;
pour un total de 7 degrés de liberté.
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4.4. Réductions des modeéles

Selon le critere développé a la Section 2.2.2; le modele se doit d’étre réduit est & une dimension
de r = 4 états. L'utilisation de I’ALGORITHME 2.1 (MTPSC page 70) et de ' ALGORITHME 2.4
(BTPSC page 76) permet de réduire la partie linéaire du modele SL-Comp. La connexion de la
partie linéaire a la partie non-linéaire de ce modele rend primordiale la qualité de la réduction.
En effet, les erreurs créées par les approximations de la partie linéaire sont transmises a la partie
non-linéaire. Ces erreurs sont modifiées par la partie non-linéaire qui généralement les accentue.
Au final, certains de ces signaux sont rebouclés a la partie linéaire et les erreurs ainsi crées
sont propagées aux approximations déja présentes. Ainsi, le modele SL-Comp est tres sensible a
I’approximation effectuée par les méthodes de réduction de modele.

4.4.5.1 Modele semi-linéaire réduit

Les sorties du modele SL-Comp et des modeles SL-Comp-BTPSC et SL-Comp-MTPSC sont
simulées sur la route générée aléatoirement. Les positions calculées de la caisse sont comparées
a la FIGURE 4.31. Par rapport au modele L-Comp présenté a la section précédente, les erreurs

— — — Modele SL-Comp - - Modele SL-Comp-BTPSC - - Modele SL-Comp-MTPSC
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FIGURE 4.31 — Comparaison des sorties pour un profil de route aléatoire (modele semi-linéaire)

d’approximation sont plus importantes. En effet, certaines sorties calculées des modeles réduits
approximent de maniere moins satisfaisante le modele SL-Comp. Par ailleurs, les modeles SL-
Comp-BTPSC et SL-Comp-MTPSC modifient fortement le tangage 6.

Lors de la simulation du modele SL-Comp en temps réel, la réduction du modele permet
de supprimer presque la totalité des pas de calcul perdus. Le modele SL-Comp perd, lors de
sa simulation en temps réel, environ 1800 pas de calcul (sur 8000). Pour le modele SL-Comp-
BTPSC, apres la simulation, 15 pas ne se sont pas effectués correctement (4 entre 9,01 et 9,06
s et 11 entre 29,06 s et 30,08 s). Le modele SL-Comp-MTPSC a perdu seulement 2 pas (le
premier & 16,65 s et le second a 33,56 s).

Comme pour le modele linéaire, il est possible de déterminer les raideurs et amortissements
définissant I’ensemble des dynamiques internes du modele SL-Comp et des modeles SL-Comp-
BTPSC et SL-Comp-MTPSC (voir TABLEAU 4.24 (page suivante)). Comme le modele de direc-
tion et I’ensemble des dynamiques verticales sont définis par les mémes équations entre le modele
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L-Comp et le modele SL-Comp, alors les valeurs de ces parametres sont égaux. Ainsi, les diffé-
rences entre les modeles L-Comp-BTPSC et L-Comp-MTPSC d’une part et SL-Comp-BTPSC
et SL-Comp-MTPSC d’autre part, se trouvent principalement dans les matrices de commande
et d’observation.

SL-Comp raideurs (N.m~1) | 7918 | 7665 | 7095 | 6828 | 5280 | 277 | 95 | 72
amortissements 92 93 83 81 955 6 8 6
(N.m~1L.s)

SL-Comp- raideurs (N.m~1) | 17857 | 13679

BTPSC amortissements 268 234
(N.m~l.s)

SL-Comp- raideurs (N.m~1) | 277 72

MTPSC amortissements 6 6
(N.m~1.s)

Numéro de courbe de la (1) (2) (3) (0) (0) (0) (0) (0)

FIGURE 4.32 (page ci-contre)
TABLEAU 4.24 — Raideurs et amortissements du modele SL-Comp et des modeles SL-Comp-
BTPSC et SL-Comp-MTPSC

Les réponses impulsionnelles des différentes dynamiques mises en jeu par les modeles per-
mettent de comparer les résultats obtenus a partir des deux méthodes de réduction. Entre I'angle
au volant et 'angle de roulis, les dynamiques de la partie non-linéaire interviennent. Pour éva-
luer les modifications apportées par les méthodes de réduction et donc visualiser une dynamique
linéaire, le modele est excité par une variation de hauteur sous la roue avant gauche (Z(Olv)v)
Les réponses indicielles sur cette entrée sont données a la FIGURE 4.32 (page ci-contre). Le mo-
dele SL-Comp utilise principalement une dynamique du second ordre pour calculer cette sortie
(courbe (1)). Le modele SL-Comp-BTPSC utilise ses deux dynamiques pour exprimer cette sor-
tie mais aucune d’entre elles ne possedent de phase transitoire (courbes (1) et (2)). Le modele
SL-Comp-MTPSC utilise une unique dynamique correspondant a celle utilisée par le modele
initial. Au final, la somme des dynamiques sont présentées a la FIGURE 4.33 (page ci-contre),
ou l'on constate que le modele SL-Comp-MTPSC a conservé la dynamique nécessaire au calcul
de I'angle de roulis.

Les mémes constats que ceux réalisés pour le modele linéaire peuvent étre effectués. A savoir
que I’élimination d’états de la base équilibrée supprime les dynamiques transitoires alors que la
décomposition modale les préserve. En revanche, les normes relatives des modeles erreurs sont
égaux au cas linéaire et ainsi, d'un point de vue global, I’élimination d’états de la base équilibrée
approxime mieux le modele initial.

Comme pour le modele L-Comp, le nombre important d’entrée du modele SL-Comp perturbe
la réduction par BTPSC. En effet, le modele SL-Comp nécessite 25 entrées pour étre connecté a
la partie non-linéaire. Or, le modele possede 32 états et en considérant le nombre d’entrées, seuls
7 états peuvent étre éliminés afin de conserver une entrée par état. Ainsi, il faut spécialiser le
modele en fonction de I'essai que I’on souhaite effectuer pour éliminer certaines entrées et rendre
plus efficace la méthode de réduction.

4.4.5.2 Modele semi-linéaire réduit pour des essais sur route plane

Pour le modele SL-Comp, sur les 25 entrées de ce modele, 'utilisation d’une route sans pente
ni devers permet d’éliminer 13 entrées :
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FIGURE 4.32 — Dynamiques impliquées entre ’angle de roulis et la hauteur d’une roue en réponse
incidielle (modeles SL-Comp, SL-Comp-BTPSC et SL-Comp-MTPSC)
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FIGURE 4.33 — Réponse indicielle du modele SL-Comp et des modeles SL-Comp-BTPSC et
SL-Comp-MTPSC

— pente et devers sous chacune des roues et au centre de gravité du véhicule (5 entrées) ;

— position et vitesse des contacts roue-sol (8 entrées).

L’élimination des ces entrées permet de créer un nouveau modele semi-linéaire, le modele
SL-Simp. La réduction de ce modele avec les méthodes BTPSC et MTPSC permet de simuler
le comportement du véhicule lors de I'exécution du test de I’élan. Les courbes obtenues sont
présentées a la FIGURE 4.34 (page suivante).

A nouveau, le modele SL-Simp-BTPSC approxime correctement le modele SL-Simp. Pour
ce modele, la méthode MTPSC approxime de maniere plus satisfaisante le modele SL-Simp
comparativement au modele linéaire réduit par la méme méthode. Les meilleures approximations
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FIGURE 4.34 — Comparaison des sorties pour le test de I’élan (modele semi-linéaire)

des modeles SL-Simp-MTPSC et SL-Simp-BTPSC par rapport au modele linéaire (L-Simp-
MTPSC et L-Simp-BTPSC) s’explique par I’élimination dans la partie linéaire des dynamiques
transversales. Ainsi, pour ces 2 modeles, la qualité d’approximation est équivalente comme le
montre les RMSE donnés au TABLEAU 4.25.

RMSE du modele | vy (m.s™!) | 4 (rad) ¢ (rad)
SL-Simp-BTPSC | 3,61.1072 | 9,99.1073 | 3,69.1073
SL-Simp-MTPSC | 3,61.107% | 9,98.1073 | 3,07.1073
TABLEAU 4.25 — RMSE entre les sorties du modele SL-Simp et des modeles SL-Simp-BTPSC et
SL-Simp-MTPSC

Le TABLEAU 4.26 présente les couples raideur-amortissement utilisés par les modeles. A
nouveau, les valeurs de raideur et d’amortissement retenues par les 2 méthodes sont proches.

Modzle SL-Simp raideur 7918 | 7665 | 7095 | 6828 | 5280 | 277 | 95 | 72
amortissement 92 93 83 81 9555 6 8 6

Modele SL- raideur 175 74

Simp-BTPSC amortissement | 12 6

Modele SL- raideur 277 72

Simp-MTPSC amortissement 6 6

Numéro de courbe de la (1) (2) (0) (0) (0)  (0) (0) (0)

FIGURE 4.35 (page ci-contre)
TABLEAU 4.26 — Raideurs et amortissements du modele SL-Simp et des modeles SL-Simp-BTPSC
et SL-Simp-MTPSC

Lors de la création, par 'approche des systémes interconnectés, de la partie linéaire a la-
quelle des entrées ont été supprimées, une dynamique a été éliminée automatiquement par I'algo-
rithme de transformation d’une réalisation d’état en un MSSO diagonal (voir ’ALGORITHME 1.3
(DIAGMSSO page 33)).

Dans le cadre du modele SL-Simp, il n’est plus possible de considérer une excitation en
hauteur sous une des roues car cette entrée a été supprimée. L’excitation prise en compte est
donc un effort transversal sur le centre de la roue avant gauche (F;%) et la sortie observée est
langle de roulis (¢). Afin d’illustrer les dynamiques conservées par les méthodes de réduction
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de modele, la FIGURE 4.35 présente la réponse impulsionnelle. Le modele SL-Simp-BTPSC
utilise deux dynamiques pour simuler la réponse en roulis du véhicule. En revanche, le modele
SL-Simp-MTPSC n’en utilise qu'une seule qui est exactement celle mise en jeux par le modele
initial. Ainsi, la méthode de réduction MTPSC semble étre en mesure d’approximer parfaitement
cette dynamique comme le montre la réponse en roulis du véhicule a une impulsion transversale
sur une roue (voir FIGURE 4.36 (page suivante)). Nous pouvons également vérifier que la réponse
du systeme réduit par BTPSC n’approxime pas parfaitement la réponse du systeme initial.
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FI1GURE 4.35 — Dynamiques impliquées entre ’angle de roulis et I'excitation transversale d’une
roue (modeles SL-Simp, SL-Simp-BTPSC et SL-Simp-MTPSC)

La bonne qualité d’approximation des méthodes permet d’interconnecter les modeles ré-
duits a la partie non-linéaire tout en préservant une bonne approximation du modele complet.
Comme les méthodes de réduction de modele utilisées préservent les conditions structurelles, il
est possible de reconstruire un modele physique des modeles réduits.

4.4.5.3 Reconstruction du modele physique

Pour la reconstruction du modele physique, nous considérons le modele SL-Simp-BTPSC.
Une représentation du modele véhicule SL-Comp est donnée a la FIGURE 4.37 (page 175). Sur
cette figure est présentée la partie non-linéaire du modele qui génere le mouvement général du
véhicule sur la route. Cette partie peut étre assimilée a un chassis imaginaire représenté en
pointillé. La partie linéaire, représentée en traits continus, calcule les mouvements de la caisse
et des roues par rapport au chassis. La figure donne aussi les 15 degrés de liberté du modele
véhicule, dont 8 sont modélisés dans la partie linéaire.

Lors de la réduction du modele semi-linéaire par la méthode BTPSC, nous créons un nouveau
MSSO avec 2 degrés de libertés (SL-Simp-BTPSC). Ce MSSO possede toutes les entrées et sorties
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Modele SL-Simp
----- Modele SL-Simp-BTPSC
— — — Modele SL-Simp-MTPSC

Angle de roulis ¢ (rad)

\
Y

Temps (s)

FIGURE 4.36 — Réponse impulsionnelle du modele SL-Simp et des modeles SL-Simp-BTPSC et
SL-Simp-MTPSC

nécessaires a son interconnexion avec la partie non-linéaire, soient 11 entrées et 33 sorties. Afin de
simplifier la présentation des résultats, les équations sont données en ne considérant que ’entrée
et la sortie considérées dans la réponse impulsionnelle présentée au paragraphe précédent. Les
équations du MSSO sont alors

10 i 6,0 0 ' 74,4 0 23,0
Sl L no) = (F“}3 )
0 1 o 0 12,2 o 0 174,9 ¢ 54,0 v,
T T T
( )7 —7,2.1076 @, —5,8.1077 a1 N —9,7.1078 G
7 )=\ —7.210°¢ 7 —5,0.1077 Qo —4,1.1078 g )

Ce MSSO respecte les conditions structurelles et peut donc étre représenté par 2 masses indé-
pendantes liées au bati par un ressort et un amortisseur. Afin de ne pas exciter simultanément
les deux masses, la méthode présentée a la Section 2.4.1 permet d’obtenir une excitation unitaire
sur la premiere masse. En considérant la décomposition QR du vecteur d’entrée F' = QQR, alors
la matrice de transformation 7" = %QT, ou r est le coefficient de la premiere ligne de la matrice
R, permet d’obtenir le nouveau MSSO

1o\ (i 1,2 22 (g 1505 —36,2 1
)+ )+ ") = (£ ).
0o 1)\ i 22 69 )\ a 362 898 )\ o 0o )\
T NT T
—5,6.104 @ 4,110 & —4,5.10°¢ i
(e)={ )00 o P A B h).
2,2.10 ¢ 2,0.10 g2 4,310 o

Ce modele décrit la réponse en roulis a une excitation latérale. Il est possible de représenter
physiquement ce modele couplé a la partie non-linéaire (voir la FIGURE 4.38 (page 176)).

Les équations d’un MSSO correspondant & cette figure utilisent les matrices de masse, raideur
et amortissement suivantes :

M — mp O ’ - 1+ ¢ —C ot K= k1 + ko —ko .
0 mo —C2 Cco +C3 —ko ko + k3
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FIGURE 4.37 — Représentation du modele SL-Comp
ma me9 C1 ()] C3 k‘l ]{}2 k‘g
(kg) | (kg) | (N.m~ts) | (Nom~ts) | (N.m™Ls) | (Nm™h) | (Nom™1) | (Nom™1)
1 1 8,99 2,25 4,67 123,25 36,22 53,63

TABLEAU 4.27 — Raideurs et amortissements du modeéle SL-Simp-BTPSC

Par identification, on obtient les valeurs de raideurs et d’amortissements données au TABLEAU 4.27.

Par rapport au modele linéaire, le modele semi-linéaire permet de prendre en compte les
accélérations et freinages et donc le tangage du véhicule. Sa réduction permet de modéliser la
dynamique du véhicule par l'interconnexion d’un modele linéaire & 2 degrés de liberté et d’un
modele non-linéaire a 7 degrés de liberté.

La comparaison des modeles réduits avec leurs modeles initiaux a permis de montrer la
qualité d’approximation des méthodes de réduction. La méthode de reconstruction d’un MSSO
a rendu possible ’étude des dynamiques qui sont sélectionnées par les méthodes de réduction
et de les lier a des parametres physiques. La prochaine étape consiste a comparer ces modeles
réduits avec le modele complet et des jeux de données expérimentaux.

4.4.6 Validation des modéles réduits

Lors de la réduction des modeles linéaires et semi-linéaire, 8 modeles réduits ont été créés :
— modeles linéaire réduit : L-Comp-BTPSC et L-Comp-MTPSC ;

— modeles linéaire réduit pour une route plane : L-Simp-BTPSC et L-Simp-MTPSC;

— modeles semi-linéaire réduit : SL-Comp-BTPSC et SL-Comp-MTPSC;
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FI1GURE 4.38 — Représentation physique a partir du MSSO SL-Simp-BTPSC

— modeles semi-linéaire réduit pour une route plane : SL-Simp-BTPSC et SL-Simp-MTPSC.

Ces modeles ont été comparés avec leur modele complet respectif. Pour valider le comporte-
ment des modeles réduits, il est nécessaire de les comparer avec des données réelles. Le jeu de
données de validation qui nous a permis de valider le modele complet (voir Section 4.3.6), a été
créé sur route plane. Ainsi, il nous permet de valider les 4 modeles concus pour route plane. En
revanche, les deux modeles réduits sans suppression d’entrée-sortie ne peuvent étre validés par
cet essai car les dynamiques verticales ne sont pas excitées. Pour ces 4 modeles, la validation est
donc effectuée en comparant les résultats obtenus avec ceux issus du modele NL-Comp sur la
route générée aléatoirement (voir Section 4.4.2).

4.4.6.1 Validation des modeles réduits avec I’ensemble des excitations

La validation des modeles complet réduits s’effectue en comparant les sorties du modele SL-
Comp avec les sorties des modeles L-Comp-BTPSC, SL-Comp-BTPSC, L-Comp-MTPSC et SL-
Comp-MTPSC. Les modeles sont exécutés sur la trajectoire définie par le profil de route généré
aléatoirement. Les sorties comparées sont ’ensemble des mouvements du centre de gravité de la
caisse. Les courbes des sorties estimées par les modeles L-Comp-BTPSC et SL-Comp-BTPSC,
sont données a la FIGURE 4.39 (page ci-contre).

Pour cette méthode de réduction, la trajectoire suivant les 3 dimensions est trés proche de
la trajectoire du véhicule simulé par le modele NL-Comp. Pour ’angle de lacet et de roulis,
le modele SL-Comp-BTPSC approxime correctement le modele initial. En revanche, aucun des
deux modeles réduits n’est capable d’estimer correctement ’angle de tangage.

La seconde méthode validée est la méthode MTPSC. Les sorties estimées par les modeles
L-Comp-MTPSC et SL-Comp-MTPSC sont illustrées a la FIGURE 4.40 (page 178). Les mémes
conclusions que pour la méthode BTPSC peuvent étre faites. A savoir que les modeles réduits
sont fideles au modele NL-Comp pour I'estimation de la trajectoire et de I'angle de lacet. De
plus, le modele SL-Comp-MTPSC approxime correctement ’angle de roulis mais ni le modele
L-Comp-MTPSC, ni le modele SL-Comp-MTPSC, sont en mesure d’estimer ’angle de tangage.
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FI1GURE 4.39 — Comparaison des sorties entre le modeles L-Comp-BTPSC et SL-Comp-BTPSC

Les RMSE des sorties considérées pour I’ensemble des modeles réduits et le modele NL-Comp
sont donnés au TABLEAU 4.28. Le RMSE de la trajectoire du centre de gravité suivant Xq,, est
particulierement important pour le modele linéaire car ce dernier n’utilise pas de commande en

vitesse.

modeles RMSE RMSE RMSE | RMSE | RMSE | RMSE
Xg, (m) | Yo, () | Zo, (m) | ¢ (rad) | 6 (rad) | @ (rad)
L-Comp-BTPSC 1,227 0,351 0,037 0,016 0,014 0,006
SL-Comp-BTPSC 0,522 0,713 0,039 0,009 0,024 0,002
L-Comp-MTPSC 1,227 0,351 0,045 0,016 0,013 0,006
SL-Comp-MTPSC 0,477 0,649 0,038 0,010 0,025 0,002

TABLEAU 4.28 — RMSE des 6 sorties des modeles complets réduits comparées avec un jeu de
données expérimentales

La comparaison des RMSE pour un méme modele montre que la qualité d’approximation
des méthodes semble similaire. Indépendamment de la méthode de réduction, la comparaison
des RMSE entre les deux modeles montre que la meilleure qualité d’approximation dépend de
la sortie considérée.

Au final, pour les modeles réduits conservant I’ensemble des entrées sorties, il est préférable
d’utiliser le modele semi-linéaire car ce dernier permet d’approximer de maniere satisfaisante
I’angle de roulis, contrairement au modele linaire. Le choix de la méthode de réduction est, en
revanche, plus difficile, car sur les 6 sorties présentées, les deux méthodes semblent équivalentes.
Selon le critere de la norme relative du modele erreur, il est tout de méme préférable d’utiliser
le modele SL-Comp-BTPSC (voir TABLEAU 4.19 (page 162)).
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F1GURE 4.40 — Comparaison des sorties entre le modele L-Comp et les modeles réduits L-Comp-
MTPSC et SL-Comp-MTPSC

4.4.6.2 Validation des modéles réduits pour une route plane

La validation des modeles réduits, pour une route plane, est effectuée en comparant les
sorties calculées des modeles avec le méme jeu de données expérimentales utilisé pour valider
le modele NL-Comp (cf. Section 4.3.6). L’essai est effectué a vitesse constante sur route plane.
Ainsi le tangage, la vitesse verticale et la vitesse longitudinale sont constants et ne sont donc
pas présentés. Les sorties mesurées et calculées présentées sont donc :

— la vitesse latérale vy ;

— Pangle de lacet 1 ;

— l'angle de roulis ¢.

La FIGURE 4.41 (page ci-contre) présente les sorties réelles et les sorties estimées par le modele
NL-Comp ainsi que les sorties estimées par les modeles L-Simp-BTPSC et SL-Simp-BTPSC.

La comparaison des courbes de la vitesse latérale montre une approximation correcte de cette
vitesse par les modeles réduits avec une augmentation de I’erreur proportionnelle & I’amplitude
de I'excitation. C’est-a-dire que plus ’excitation s’approche des non-linéarités du véhicule, moins
I’estimation est bonne. L’angle de lacet est particulierement bien estimé méme si un biais semble
apparaitre. Pour I'angle de roulis, le modele L-Simp-BTPSC approxime mieux cet angle com-
parativement au modele SL-Simp-BTPSC. Ce constat est particulierement visible apres les 30
premieres secondes de simulation.

Pour les modeles L-Simp-MTPSC et SL-Simp-BTPSC, la FIGURE 4.42 (page 180) donne les
sorties estimées et les valeurs expérimentales pour ’essai sur route plane.

Pour la vitesse latérale du centre de gravité, le modele L-Simp-MTPSC surestime fortement
cette sortie, particulierement lorsque les excitations sont importantes. Comme pour la méthode
BTPSC, les modeles réduits par MTPSC font une bonne approximation de ’angle de lacet avec
a nouveau l'apparition d’'un biais. Ce biais peut s’expliquer par un décalage de l'origine de la
mesure de I'angle au volant. L’angle de roulis est estimé de maniére équivalente par les modeles
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FIGURE 4.41 — Comparaison des données mesurées avec les sorties estimées par les modeles
L-Simp-BTPSC et SL-Simp-BTPSC

L-Simp-MTPSC et SL-Simp-MTPSC.

L’ensemble des constats effectués sur les courbes sont illustrées par les RMSE calculés pour
chacune des sorties données au TABLEAU 4.29 (page 181).

En se basant sur les RMSE des ces trois sorties, il est difficile de privilégier une méthode ou
un modele par rapport aux autres. En effet, pour la méthode BTPSC le modele linéaire semble
plus adapté, alors que pour la méthode MTPSC le modele semi-linéaire semble meilleur. Entre
ces deux modeles, L-Simp-BTPSC et SL-Simp-MTPSC, c’est & nouveau la norme relative du
modele erreur qui nous permet de privilégier le modele L-Simp-BTPSC.

La validation des modeles réduits obtenus avec les différentes méthodes permet de sélection-
ner deux modeles en fonction des conditions d’utilisation. Pour une route quelconque le modele
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FIGURE 4.42 — Comparaison des données mesurées avec les sorties estimées par les modeles
L-Simp-MTPSC et SL-Simp-MTPSC

SL-Comp-BTPSC est le modele le plus adapté. En revanche, pour une route plane le modele
L-Simp-BTPSC est celui qui est retenu.

Ces deux modeles sélectionnés sont des modeles qui ont été réduits afin de rendre possible
leur simulation en temps réel. Ils peuvent étre utilisés sur une cible temps réel telle que celle
utilisée par le banc de test.

4.4.7 Exécution en temps réel des modeles

Les étapes précédentes ont permis de concevoir 3 modeles de la dynamique du véhicule :

Le modele complet : utilisé dans les phases de simulation sans matériel, il permet de simuler
le comportement global du véhicule.

Le modeéle semi-linéaire : utilisé dans les phases de simulation avec matériel, il permet de
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modeles RMSE RMSE | RMSE
vy (m.s7!) | ¢ (rad.s) | ¢ (rad.s)
L-Simp-BTPSC 0,072 0, 286 0,014
SL-Simp-BTPSC 0,264 0,739 0,023
L-Simp-MTPSC 0,103 0,297 0,014
SL-Simp-MTPSC | 0,072 0, 140 0,023

TABLEAU 4.29 — RMSE de 3 sorties des modeles réduits, pour une route plane, comparées avec
un jeu de données expérimentales

simuler le comportement du véhicule sur une route possédant un profil quelconque. Ce
modele possede des parties non-linéaires qui peut rendre difficile sont utilisation pour des
problématique de commande.

Le modele linéaire : utilisé dans les phases de simulation avec matériel, ce modele simule le
comportement du véhicule sur route plane. Il est totalement linéaire et peut donc étre
étudié et utilisé avec les outils classiques du domaine de I'automatique.

Pour montrer la possibilité d’utiliser ces modeles en temps réel, I'exécution simultanée du
modele et du banc de test est effectuée. Pour ce faire, le modele et le banc de test doivent suivre
les mémes consignes (1’angle au volant et les excitations verticales du profil de route). Pour I'angle
au volant, la méme consigne est appliquée sur le modele et sur le banc de test. En revanche, le
profil vertical de la route ne peut étre simulé directement avec le banc de test. En effet, le profil
de route utilisé varie d’une hauteur de 4 m alors que les vérins verticaux du banc de test ont un
débattement de +0, 12 m. La solution envisagée consiste a ne pas simuler directement le profil de
route mais le débattement des points hauts de suspension Z 4. Afin de pouvoir faire varier ces
hauteurs, la masse suspendue du banc de test est maintenue en position et le roulis est bloqué.
La consigne de débattement est déterminée par le modele, et cette consigne est transmise au
banc de test selon la FIGURE 4.43.

Y
> |24 -2

| 4
Modele oy \ sorties : o
(];)roﬁl semi-linéaire Zon— 7 7 o (bdt) Banc ZC‘(;) - ZO‘(j)
te| ou A6 — i i )
¢ rome linéaire Ow m Ow de test ¥

#/ Z gy (bdt) _‘

FIGURE 4.43 — Boucle de régulation du banc de test

Ainsi, il est possible de comparer les sorties des modeles SL-Comp-BTPSC et L-Simp-BTPSC
avec les mesures effectuées sur le banc de test. Les sorties observées sur le banc de test, communes
aux 2 modeles sont :

— la position de la crémaillere Yy, (rad);
débattement des suspensions Z 42 — Z o (m);

@ = Zo (m);

— écrasement des pneumatiques Z o

langle de roulis ¢ (rad).
Dans la suite du manuscrit, pour simplifier la présentation des résultats, seules les mesures
effectuées d’un co6té du banc de test sont présentées.
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4.4.7.1 Modéle linéaire

Le modele L-Simp-BTPSC est simulé sur le banc de test. Ce dernier reproduit le comporte-
ment du demi-train avant du modele en utilisant la boucle de contre-réaction réalisée sur Z 4.).
La trajectoire suivie par le véhicule est le test de I’élan (cf. Section 4.4.2). Les RMSE entre les
données mesurées et estimées pour les sorties observées, sont présentées au TABLEAU 4.30.

position de la débattement de la écrasement du angle de roulis
crémaillere suspension pneumatique
Y (m) Zao = 2o (m) | Zoe — Zye) (m) ¢ (rad)
W W W
RMSE 7,60.10~3 1,44.1073 6,72.10* 1,08.10°

TABLEAU 4.30 — RMSE entre les sorties mesurées par le banc de test et celles estimées par le
modele L-Simp-BTPSC

Les RMSE pour le débattement des suspensions, ’écrasement du pneumatique et 'angle de
roulis sont tres faibles. En revanche, pour le déplacement de la crémaillere, le RMSE est plus
important. L’analyse des courbes entre les sorties mesurées et estimées données a la FIGURE 4.44
(page ci-contre) permettent de visualiser les différences expliquant les RMSE.

Pour la position de la crémaillere Yy, les courbes des données estimées et mesurées sont
proches en amplitude mais un décalage temporel apparait pour les excitations importantes. Ce
décalage est dit a une limitation en vitesse du moteur couple de direction. Cette limitation est
imposée par I’alimentation de ce moteur qui ne supporte pas les pics de tension générés par les
fortes excitations.

Pour le débattement des suspensions la différence entre les données mesurées et estimées est
faible. En revanche, cette mesure est utilisée dans la boucle de contre-réaction et ’erreur entre
les deux sorties ne devrait étre qu'un retard. Cependant, la comparaison de ’estimation et de
la mesure de I’écrasement du pneumatique montre des erreurs importantes. Cette mesure fait
aussi partie de la boucle de contre-réaction. Or, la loi de commande est construite de telle sorte
que les erreurs sur le débattement de suspension et ’écrasement de suspension soient nulles.
On constate donc que la boucle de contre-réaction n’arrive pas a rendre nuls ces deux erreurs.
Cette difficulté provient de la prise de mesure de I’écrasement du pneumatique qui est effectuée
a ’aide d’un capteur filaire sensible au carrossage de la roue v comme le montre la FIGURE 4.45
(page 184). Ainsi, la prise de mesure est faussée.
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FIGURE 4.44 — Comparaison des sorties mesurées sur le banc de test et estimées par le modele
L-Simp-BTPSC

L’angle de roulis est correctement reproduit par le banc de test. Au final, le modele L-Simp-
BTPSC permet d’estimer ’ensemble des courbes a I'exception du déplacement de la crémaillere
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FI1GURE 4.45 — Implentation du capteur filaire pour la mesure de I’écrasement du pneumatique

et de I’écrasement du pneumatique.

L’utilisation du banc de test simultanément a I'exécution du modele L-Simp-BTPSC, permet
de mesurer les efforts générés en haut de suspension et au contact roue-sol. En revanche, le
modele ne possede pas les sorties nécessaires a I’estimation de ces grandeurs. Afin de comparer
les efforts, ces derniéres sont estimées avec le modele linéaire L-Comp en simulation. Les courbes
ainsi obtenues sont présentées a la FIGURE 4.46.
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FIGURE 4.46 — Efforts mesurés et estimés entre le banc de test et le modele L-Comp

Au point de contact roue-sol FZ les efforts estimés par le modele L-Comp reproduisent

(2)5
7OW
fidelement les efforts générés par le banc de test. De méme, pour les efforts F, 42 générés
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au point haut de suspension, les allures des courbes mesurées et estimées sont tres proches.
L’adéquation entre les grandeurs mesurées et estimées est confirmée par les faibles RMSE de ces
données présentées, au TABLEAU 4.31.

effort au contact roue-sol
F (N)

Z,ng/)

effort au point haut de suspension
F, 4@ (N)

RMSE

120

z
141

TABLEAU 4.31 — RMSE entre les efforts verticaux mesurés par le banc de test et ceux estimés
par le modele L-Comp

La commande en position des points hauts de suspension ZX) avec le modele L-Simp-BTPSC
permet réaliser avec le banc de test des mouvements similaires au modele L-Comp. L’exécution
du modele L-Simp-BTPSC et 'exécution simultanée des mouvements d’excitation sur le banc
de test permet de valider le comportement du modele si le banc de test est la référence ou de
valider le comportement du banc de test si le modele est la référence.

La validation du modele L-Simp-BTPSC a montrer sa capacité a commander le banc de test
et a estimer certain de ces mouvements. L’étape suivante consiste a valider le modele SL-Comp-
BTPSC congu pour la route générée aléatoirement.

4.4.7.2 Modeéle semi-linéaire

Le modele semi-linéaire dont la partie linéaire a été réduite a deux degrés de libertés par la
méthode BTPSC est exécuté sur le banc de test. La route simulée est le profil généré aléatoire-
ment (cf. Section 4.4.2). La boucle de régulation entre le modele SL-Comp-BTPSC et le banc
de test est celle présentée a la FIGURE 4.43 (page 181). Les RMSE entre les sorties mesurées et
estimées sont données au TABLEAU 4.32.

position de la débattement de la écrasement du angle de roulis
crémaillere suspension pneumatique
Y (m) Zy» —Zoe (m) | Zo) — Z,e) (m) ¢ (rad)
W W W
RMSE 1,13.1073 1,80.10~2 1,07.10~2 6,44.10 73
TABLEAU 4.32 — RMSE entre les sorties estimées par le banc de test et le modele SL-Comp-
BTPSC

Seul le RMSE de la position de la crémaillere est tres faible (de Pordre de 1073 m). Pour
les 4 autres courbes, les RMSE sont plus importants comparativement a l’ordre des grandeurs
mesurées. En particulier, le RMSE de I'écrasement du pneumatique est proche du RMSE de
I’écrasement de la suspension. Or, le pneumatique se comprime 10 fois moins que la suspen-
sion. Ainsi, I'erreur sur cette sortie est importante. Les erreurs sont mises en évidence par la
FIGURE 4.47 (page suivante) présentant les sorties estimées par le modele SL-Comp-BTPSC et
les données mesurées sur le banc de test.
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Données mesurées - — —: Données estimées
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FIGURE 4.47 — Comparaison des sorties mesurées sur le banc de test et estimées par le modele
SL-Comp-BTPSC

La vitesse et le profil de la route, suivis par le modele excitent plus faiblement le moteur de
direction comparativement au test de ’élan. Le déplacement de la crémaillere est donc suivi par
le banc de test avec une faible erreur due au décalage temporel entre le calcul de la commande
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et I'exécution de cette derniere.

Concernant le débattement de la suspension, on constate que les courbes corroborent le
RMSE avec une approximation correcte méme si des pics dus a la commande persistent.

A nouveau, 'estimation de I’écrasement du pneumatique reste problématique avec une erreur
importante entre la mesure et ’estimation. L’erreur est plus importante que dans le cas du
modele L-Simp-BTPSC car l'effet du carrossage est plus important : le banc de test s’incline
plus fortement comme le montre la courbe de roulis. Pour cette derniere, un biais apparait pour
les fortes amplitudes.

Au final, pour les quatre sorties comparées entre le modele SL-Comp-BTPSC et le banc de
test, le déplacement de la direction et le débattement de la suspension sont correctement estimés,
I’angle de roulis est correct aux erreurs statiques pres. En revanche, le systeme d’acquisition de
I’écrasement du pneumatique empéche de valider cette sortie.

De la méme maniere que le modele L-Simp-BTPSC, le modele SL-Comp-BTPSC ne possede
pas d’estimation des efforts. Dans le but de valider les efforts générés par le modele SL-Comp, ces
derniers sont comparés aux efforts générés sur le banc de test. La simulation du modele SL-Comp
sur la route générée aléatoirement permet d’obtenir les courbes présentées a la FIGURE 4.48.
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FIGURE 4.48 — Efforts mesurés et estimés pour le banc de test et le modele SL-Comp

Les efforts estimés par le modele SL-Comp correspondent aux efforts générés sur le banc de
test méme si a nouveau des erreurs statiques apparaissent. Les RMSE entre les données mesurées
et estimées donnés au TABLEAU 4.33 (page suivante) permettent de valider les estimations du
modele SL-Comp des efforts générés aux points hauts de suspension et aux contacts roue-sol.

Au final, le modele SL-Comp-BTPSC peut étre utilisé pour commander le banc de test afin
de reproduire les mouvements du train avant du véhicule lors du parcourt d’une route.
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effort au contact roue-sol | effort au point haut de suspension
F (N) F, a (N)

Z,O‘(;) z
RMSE 287 275
TABLEAU 4.33 — RMSE entre les efforts estimés par le banc de test et le modele SL-Comp

Les étapes de validation des modeles réduits ont permis de montrer la capacité de ces derniers
a commander le banc de test. De plus, 'analyse des efforts générés montre qu’ils modélisent bien
le mouvement du véhicule considéré. Ainsi, il est maintenant envisageable d’utiliser le banc de
test comme une partie du modele véhicule. Pour cela, la partie du modele correspondant au
train avant du véhicule est remplacée par le banc de test. La simulation de ces deux systemes
hétérogenes couplés définit la co-simulation, plus particulierement la co-simulation HIL puisque
un systeme physique est présent.

4.4.8 Co-simulation HIL

La co-simulation HIL consiste a utiliser le banc de test pour déterminer les mouvements du
train avant du véhicule. Ainsi, ’ensemble des blocs remplacés par le banc de test sont retirés du
modele complet, a savoir, la dynamique verticale des masses non-suspendues, les suspensions,
la colonne de direction et la crémaillere. La suppression de ces éléments permet de définir un
nouveau modele simplifié, le modele NL-Simp.

La différence entre 'excitation du banc de test par les modeles linéaires et semi-linéaires
réduits présentée aux sections précédentes et la co-simulation HIL est que les mesures effectuées
sur le banc de test sont utilisées pour exciter les entrées correspondantes du modele. Ainsi, le
comportement du modele n’est plus indépendant et dépendra des mouvements du banc de test.
Le banc de test est commandé par les positions des points hauts de suspension Z ,u) — Z o)
et le modele NL-Simp est excité par les efforts générés en ces points F, 4a), FZ’O%-/) (i =1,2).
Pour commander la direction, I’angle au volant est directement transmis au banc de test et
la position de la crémaillere est retournée au modele pour que ce dernier calcule les angles de
braquage des roues et le couple au volant. La FIGURE 4.49 présente les entrées-sorties échangées

entre le modele NL-Simp et le banc de test.

sorties

> 2, g
Profil ) ties ¥ ZA®@) T 442
de rout¢ Modele > e c® — Zg%
Z ) — ZO(” ZO@) (bdt Banc —— W W
W+ W de test ®
rﬁj Z 5 (bdt) _‘
F, 4 (sus/bo), Fz,O‘(})’ Yu i—1.2

FIGURE 4.49 — Boucle de régulation du banc de test en co-simulation HIL

La validation du modele NL-Simp co-simulé en HIL est effectuée en comparant les signaux de
la dynamique verticale du banc de test et ceux du modele véhicule complet (NL-Comp). Le banc
de test mesure la position de la crémaillere, les débattements des suspensions, les écrasements
des pneumatiques et I’angle de roulis. Les RMSE entre les données produites par le banc de test
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et le modele NL-Comp pour ces mesures sont données au TABLEAU 4.34.

position de la

débattement de la

écrasement du

angle de roulis

crémaillere suspension pneumatique
Y (m) Zae — Zo@ (M) | Zoo) — Zpe) (m) ¢ (rad)
RMSE 1,22.1073 2,36.1072 2,50.1073 6,82.1073

TABLEAU 4.34 — RMSE des positions entre la co-simulation HIL et le modele complet

Le déplacement de la crémaillere a un RMSE de 'ordre du millimetre ce qui permet de valider
la cohérence entre les données produites par le banc de test et celles estimées par le modele NL-
Comp. De méme, pour le débattement de la suspension, le RMSE montre une bonne cohésion
entre le modele NL-Comp et le banc de test. Pour I’écrasement du pneumatique, 1'utilisation
du modele NL-Simp permet de réduire 'erreur effectuée entre les données mesurées et estimées.
Comme pour I'exécution simultanée du banc de test et des modeles réduits, I’angle de roulis a
un RMSE satisfaisant.

L’analyse des courbes présentées a la FIGURE 4.50 (page suivante) permet d’approfondir
I’étude des résultats en co-simulation. Les courbes obtenues pour le déplacement de la crémaillere
montrent que des pics plus importants que pour les modeles SL-Comp-BTPSC et L-Simp-BTPSC
apparaissent en co-simulation. Ces pics sont dus a la commande en boucle fermée de la colonne
de direction alors que pour les modeles SL-Comp-BTPSC et L-Simp-BTPSC la commande était
en boucle ouverte.

Pour les débattements des suspensions, les dynamiques entre les données estimées et mesurées
sont correctement reproduites. En revanche des erreurs statiques persistent. A nouveau, ces
erreurs statiques proviennent de la difficulté de mesure de ’écrasement du pneumatique qui est
sensible a I'inclinaison de la roue. Comme pour ’ensemble des autres modeles, I’angle de roulis
mesuré sur le banc de test est similaire a ’angle de roulis estimé par le modele NL-Comp.

A I’exception de ’écrasement des pneumatiques, 'analyse des courbes montre qu’il est pos-
sible de reproduire en co-simulation HIL des mouvements réels équivalents aux mouvements
calculés par le modele NL-Comp en simulation. Ceci est rendu possible par la bonne adéqua-
tion entre les efforts estimés par le modele NL-Comp et les efforts mesurés par le banc de test
comme le montre les RMSE présentés au TABLEAU 4.35. La qualité de ces mesures est impor-
tante car elles sont utilisées par le modele NL-Simp pour estimer la hauteur des points hauts de
suspension.

effort au contact roue-sol
F, 4 (N)

effort au point haut de suspension
. F, o» (N)

RMSE 132,132 228,545

TABLEAU 4.35 — RMSE des efforts entre la co-simulation HIL et le modele NL-Comp
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Données mesurées
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FI1GURE 4.50 — Débattements simulés par le modele NL-Comp et débattements mesurés en co-
simulation

La bonne correspondance entre les efforts mesurés et estimés est montrée par les courbes
données a la FIGURE 4.51 (page ci-contre). Quelques erreurs subsistent, principalement dans la
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comparaison des efforts au contact roue-sol. Mais les dynamiques sont globalement respectées.

Données mesurées — ' — - Modele NL-Comp
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F1GURE 4.51 — Efforts simulés par le modele NL-Comp et efforts mesurés en co-simulation

Avec la validation de la co-simulation HIL pour le modele NL-Simp associé au banc de test, il
est possible de tester le comportement routier d’un train avant du véhicule lors du parcours d’une
route. Ici, les excitations du banc de test ne sont pas préétablies pour simuler un comportement
prédéfini mais sont calculées en temps réel par le modele NL-Simp dont le comportement est
modifié en fonction des mesures effectuées sur le banc de test. Ainsi, il est possible d’estimer le
mouvement du véhicule complet en fonction de la configuration du train avant testé par le banc.

4.5 Conclusion

Dans un objectif de validation des méthodes de réduction de 'ordre des modeles avec préser-
vation de la structure, un modele de la dynamique du véhicule est créé. Ce modele possede 31
parametres généraux (en dehors des parametres des modeles de pneumatique) qu’il faut estimer.
Sur ces 31 parametres, 25 parametres sont identifiés ou mesurés sur le véhicule d’essai, les 6 der-
niers parametres sont repris de la littérature. Le modele avec les parametres ainsi identifiés est
validé par comparaison de ces sorties estimées avec un jeu de données mesurées sur le véhicule
d’essali.

La simulation de ce modele demande I'ajout d’un controleur permettant au véhicule simulé
de suivre une trajectoire et ’ajout d’'un controleur permettant de produire les excitations cor-
respondant a un profil de route en fonction de la position du véhicule. A laide de ces deux
controleurs la simulation du comportement du véhicule lors de son parcours d’une trajectoire
peut étre effectuée. Mais 'utilisation du modele avec des systémes physiques impose que la si-
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mulation soit effectuée en temps réel. Or, le modele est trop complexe et doit étre réduit. La
linéarisation du modele complet en modele semi-linéaire et modele linéaire permet de réduire
ces derniers. L’utilisation des méthodes de réduction de modele avec préservation de la structure
permet de diminuer I'ordre de ces modeles de tel sorte que leur simulation temps réel devienne
possible. La préservation de la structure permet d’une part, d’analyser les dynamiques qui sont
retenues dans le modele réduit et d’autre part, de reconstruire un modele physique du modele
réduit. Suite a la réduction des modeles, une phase de validation avec le modele complet ou
directement avec des données mesurées sur le véhicule d’essai permet de sélectionner la méthode
de réduction. De plus, la phase de validation permet de vérifier 'adéquation du comportement
des modeles réduits avec le modele complet, le banc de test ou le véhicule d’essai.

Lorsque les modeles réduits sont validés, il est envisageable de piloter le moyen d’essai pour
que ce dernier reproduise les mouvements imposés par le modele. La comparaison des sorties
mesurées sur le banc de test et des données estimées par les modeles permettent de valider
la cohérence de ces derniers et d’assurer que ceux-ci reproduisent fidelement les mouvements
verticaux du véhicule.

La validation de la cohérence des mouvements et des mesures, effectuées entre le banc de
test et les modeles, permet de réaliser la co-simulation HIL, ou le banc de test remplace cer-
taines parties du modele du véhicule. L’excitation simultanée du banc de test et du modele avec
un échange de données entre ces derniers permet de tester le train avant du véhicule lors du
parcours d’une route. L’avantage de la co-simulation HIL est que les excitations imposées par
les dynamiques du véhicule, non représentées sur le banc de test, ne sont pas prédéterminées
mais calculées en temps réel en fonction du comportement du train avant. Comparativement
aux méthodes de test qui prédéfinissent I’ensemble des excitations a jouer sur le systeme testé,
cette méthode permet d’identifier les comportements indésirables induits par le couplage des
systemes.
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L’augmentation de lefficacité des outils d’aide a la conception modifie les performances en

recherche et développement de plusieurs fagons [THOMKE, 1998] :

— Comme les cycles de validation sont disponibles plus tot dans le cycle de conception,
alors les autres tachent peuvent étre effectuées plus tot et mieux. Ainsi, un haut degré de
conception simultanée est envisageable.

— En diminuant le temps de détection d’une erreur, les concepteurs sont en mesure d’identi-
fier au plus tot les problémes consécutifs a la résolution de cette erreur, en particulier les
problemes liés a 'intégration du systeme corrigé. Il est donc possible de faire les change-
ments nécessaires rapidement et a moindre cofit.

— La réduction du cotit et du temps pour obtenir des résultats sur les alternatives de concep-
tion permet d’augmenter le nombre d’expériences impliquant de nouvelles possibilités tech-
niques. L’augmentation du nombre d’essais réalisables peut conduire a la conception de
solutions plus efficaces.

En conséquence, la capacité de tester et de valider au plus tot des systemes complexes, alors
que leur environnement n’est pas disponible physiquement, est une aide a la conception permet-
tant de diminuer simultanément les cotits et les temps de conception. En outre, I'intégration de
la validation des couplages inter-systemes, au plus to6t dans le cycle de conception, permet de
détecter les erreurs relatives a ’assemblage de composants matériels hétérogenes et permet ainsi
de rendre plus fiables de tels systemes.

La détection des erreurs provoquées par les couplages inter-systémes nécessite d’unifier la
modélisation des systemes. En revanche, la prise en compte de I’ensemble des domaines interve-
nant dans la conception d’un véhicule (mécanique, électronique, électricité, informatique, bus de
terrain...) par une unique formalisation mathématique ne semble pas encore possible. Une solu-
tion permettant d’unifier partiellement ces domaines est donc proposée et consiste en 'utilisation
des MSSO. Cette classe de modele, en plus de modéliser les systemes régis par des équations
différentielles, permet de lier les parametres du modele aux parametres du systeme, méme apres
transformation du modele.

Les MSSO, tres utilisés dans le domaine mécanique et en particulier dans ’analyse structu-
relle, n’ont été que peu étudiés par les automaticiens. Une premiere analyse a donc été nécessaire,
pour développer ’ensemble des propriétés indispensables a la conception des outils et méthodes
usités dans le domaine de 'automatique. Ces propriétés sont développées dans le Chapitre 1 en
se basant sur les relations qui existent entre les réalisations d’état et les MSSO.

L’amélioration des outils de conception amene a augmenter la part, déja importante, de la
modélisation et de la co-simulation par ordinateur des systéemes et amplifie le besoin en co-

simulation HIL dans le cycle de conception. Or, la co-simulation HIL demande aux modeles
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utilisés des performances accrues en termes de rapidité de calcul, qui peuvent étre incompatibles
avec leur complexité. Ainsi, des méthodes permettant de diminuer la complexité des modeles
sont présentées dans le Chapitre 2. Ces méthodes, basées sur la réduction de I'ordre des modeles,
ont pour principal inconvénient de faire perdre les relations qui existent entre les parametres du
modele et ceux du systeme. Basé sur la représentation des systemes par des MSSO, ce deuxieme
chapitre propose donc deux méthodes permettant de conserver une représentativité des para-
metres du modele réduit. Ceci permet de proposer, entre autres, la possibilité de reconstruire
un systeme physique du modele réduit.

Les nouveaux résultats développés dans les deux premiers chapitres permettent d’étudier
et de réduire I'ordre des MSSO et de répondre au besoin d’unicité dans la représentation des
systemes. Lors de la conception d’un systeme complexe, d’autres besoins en termes de modele
générique et évolutif existent. Dans le cadre de cette these, ces besoins sont couverts en utilisant
une structure de modélisation par bloc. La viabilité de cette structure est démontrée par la
création d’'un modele de la dynamique du véhicule dans le Chapitre 3. Les blocs ainsi définis
permettent de former une librairie de modeles représentatifs des sous-parties. De cette libraire,
d’autres modeles utilisant les mémes sous-systemes qu’un véhicule routier peuvent étre créés
a moindre cout. De plus, cette structure permet de faire évoluer la représentativité du modele
pour chaque sous-systeme du véhicule modélisé. La capacité a évoluer du modele est utilisée ici
pour modifier les équations des sous-systémes afin d’obtenir un modele linéaire et un modele
semi-linéaire qu’il est possible de réduire par les méthodes de réduction de 'ordre des modeles.

L’ensemble des résultats précédents est utilisé afin de pouvoir co-simuler le modele avec un
systeme physique (HIL). Pour ce faire, une premiere étape d’identification des parametres du
modele est nécessaire afin de rendre le modele représentatif du systeme physique. Les résultats
de cette étape d’identification sont décrits dans le Chapitre 4. Ensuite, I'utilisation des méthodes
du domaine de I'automatique nécessite de transformer le modele par bloc en un modele mono-
bloc. L’analogie entre un modele sous forme de représentation d’état et un MSSO permet de
proposer une méthode d’interconnexion des sous-systemes. Avec cette méthode, les méthodes de
réduction de I'ordre des MSSO sont utilisées pour rendre possible la simulation en temps réel des
modeles de la dynamique du véhicule linéaire et semi-linéaire. Dans le Chapitre 4, aprés avoir
présenté la réduction des modeles, une étape de validation de ces modeles sur le banc de test
permet d’obtenir les résultats de la co-simulation HIL du modele.

Ainsi, I'ensemble des étapes permettant de créer un modele répondant aux nouveaux besoins
de la conception d’un systeme complexe est développé. Le modele proposé présente une structure
interne permettant de conserver la représentativité physique du systeme méme lors des trans-
formations qui lui sont appliquées. L’architecture du modele respecte les enjeux précédemment
définis tels qu’étre générique et étre évolutif. Basé sur I’ensemble de ces méthodes, ce concept de
modélisation est validé jusque dans les phases avales du cycle de conception par son utilisation
en co-simulation HIL.

Cependant, un certain nombre de questions restent ouvertes. D’un point de vue théorique,
lors de I’étude des modeles, une analyse des relations entre la représentation d’état et les MSSO
a montré la possibilité de diagonaliser ces derniers. Cependant, la méthode proposée augmente
I’ordre du modele lorsqu’il est multi entrées. Aussi, une méthode permettant de rendre minimal
le MSSO diagonal doit étre développée. Cet algorithme, qui ne doit pas forcément préserver la
diagonalité, doit au moins préserver les conditions structurelles. Pour les représentations d’état,
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deux types d’algorithmes existent. Les algorithmes dits de Ho-Kalman, basés sur la structure
par bloc d’une représentation d’état, cherchent a décomposer cette derniere en quatre parties
[SCHUTTER, 2000] :

— une partie observable et commandable;

— une partie non-observable et commandable ;

— une partie observable et non-commandable ;

— une partie non-observable et non-commandable.

Ensuite, 'extraction de la partie observable et commandable permet de définir la réalisation
minimale du modele. Cette approche peut difficilement étre appliquée au MSSO car la structure
du modele est différente. Le second type d’algorithme se base sur les valeurs singulieres de
Hankel. Si dans la base équilibrée, une valeur singuliere de Hankel associée a un état est nulle,
alors cet état peu étre éliminé sans effectuer d’approximation sur le modele initial.

Développer ce type d’algorithmes pour les MSSO permettrait d’'une part, de rendre minimal
un MSSO et d’autre part, de proposer une méthode de réduction de I'ordre des MSSO sans uti-
liser de représentation d’état. Mais pour ce faire, une méthode pour diagonaliser simultanément
les 4 grammiens des MSSO doit étre trouvée.

Des améliorations peuvent étre effectuées dans le cadre de la modélisation du modele véhicule.
De par sa capacité a évoluer, le modele proposé peut étre amélioré de plusieurs facons :

— ajouter des sous-parties non modélisées, principalement le groupe moto-propulseur ;

— améliorer la représentativité de certaines sous-parties, principalement la direction.
De plus, si le concept d’évolution est validé, le coté générique du modele doit étre encore validé
expérimentalement, en utilisant les mémes blocs du modele pour créer d’autres types de véhi-
cules (avion, camion, remorque...).

Pour finir, la co-simulation HIL a pu étre validée en tant que concept, mais les résultats
peuvent étre améliorés, principalement en modifiant la prise de mesure de ’écrasement du pneu-
matique. Mais si la problématique de cott pour résoudre une erreur de spécification est vraie
lors de la conception d’un véhicule, cette problématique est aussi vraie lors de la conception d’'un
banc de test.
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Annexe A

Discrétisation

A.1 Description des MSSO discrets

Les systemes linéaires considérés sont les systemes modélisés par les équations aux différences
du second ordre :

{Qk+2 = (G415 Q> Uk, (A1)
Yk :g(qk‘+17qk7uk)7

ou ug est le vecteur de commande du systeme, y; le vecteur de sortie, g les coordonnées géné-
ralisées du systeme.
Dans le cas d'un systeme LTI, I’équation (A.1) devient :

5. d M2 + Oy + K = Fug, q(0) = qo,
Uk = GaQrr2 + Guqr1 + Gpg, 4(0) = o,
(M,C,K) € R, F € R™*™ ot (G, Gy, Ga) € RV

La transformation en Z de ce systeme avec gg = 0 et gg = 0 permet d’obtenir la fonction de
transfert du systeme :

H(2) = (2°Gq + 2Gy + Gp)(M2* + C2z + K)'F et Y(2)H(2)U(z).

A.2 Discrétisation d’un MSSO

Nus considérons les MSSO discrétisés par un bloqueur d’ordre zéro :
Définition A.2.1 A la fréquence %, ou T est la période d’échantillonnage, un bloqueur d’ordre
zéro transforme un signal continu u(t),t € R, en un signal en escalier constant sur l'intervalle

(kT (k 4+ 1)T'[ de valeur u(kT).

Echantillonner un systéme du second ordre continu (1.24) avec un bloqueur d’ordre zéro
revient & maintenir constante l'entrée u(t) sur 'intervalle [kT, (k + 1)T'[ ce qui permet d’obtenir
le théoreme suivant.

Théoréme A.2.2 Le MSSO discrétisé du systéme continu (1.24) échantillonné par un bloqueur
d’ordre zéro a la fréquence % est donné par

M M Mg, =F
{ Qk+2 + Mqg4+1 + Mag Uk, avec  qp = q(kT), (A.2)

Yk = Gka + GvaJrl + GanJrQa
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A.2. Discrétisation d’un MSSO

et
M=1 F=1
N ];T T Gp = QQSPQ_ICPIT —915P1_1€P2T+GPSK(P1_1 —Pg_l),
C =et +e'2 5 _ — —1 —1
e PyT+P,T Gy = GoSPy LeP2T _ G1SP; LePT -+ GpS(Pl ) ) + Ga(C — I),
=e
’ Gy = G,.

La démonstration de ce théoreme se base sur la discrétisation de la représentation d’état
d’un MSSO. Ainsi, nous rappelons le résultat de la discrétisation d’une représentation d’état.

Rappel  Le systéme linéaire du premier ordre discrétisé du systéme continu (1.3) échan-
tillonné par un bloqueur d’ordre zéro a la fréquence % est donné par

=A B
Tht Tk + ity avec 1z = x(kT), (A.3)
Yk = ka + D'LLk7

T
A=Al B= (/ AT dt> B. = A (eAcT _ ]1) B, C=C,
0
(A.4)
et D =D,

ot (A¢, B¢, Ce, D.) sont les matrices d’état du systéme du premier ordre continu.

Démonstration

En discrétisant la représentation d’état (1.3.6) par un bloqueur d’ordre zéro et en utilisant
le résultat pour une réalisation d’état rappelé ci-dessus on a

2T Pyt (2T —1I) F
T\ 0 Nt ) ot < P (T D) F > i (A.5)
o= (GS —GiS) xp + GoF U,
. Tht1 = Apzp + B, Uk
notée
{ Y = Cp:Bk + DspF  up.

Cette représentation d’état peut étre mise sous la forme d’'un MSSO en utilisant la méme
méthode que pour un modele continu (cf. Section 1.3.3). En posant X = ( Xl_1 X2_1 ) avec
X t=(e - 'Pyet X, ' = (e — 1)~ Py, la matrice de transformation

X
-1
(4, )

(ePQT o 6PlT)—l D) (ePgT o ]I)_IPQ _(€P1T o ]I)_lPl
= 0 (ePQT B ePlT)fl (ePQT B H)APzePQT _(ePlT _ ]I)flplePlT )

permet de transformer la représentation d’état & temps discret (A.5) en représentation d’état
d’un MSSO. En effet, une inversion par bloc permet de calculer la matrice

T _P271€P1T(€P2T _ ]I) PQ*l(GPQT _ ]I)
_Pl—lePQT(eplT _ ]I) Pl—l(eplT _ ]I) )
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Discrétisation

qui, appliquée a la représentation d’état [éﬁ gz }, donne une nouvelle représentation d’état
[/éj g‘; } représentant un MSSO :

ematrice Ay

) I
-1
Ad =T ApT = < _6P1T+P2T ePlT + eP2T > ’

a 0 I
T\ -M'K -M'C )’

ematrix By

Bd—Tpr—<2>-

ematrix C,

Ci=CyT = (GoSP, te" T — GiSP~te™! + G,SK (P! — P71 — G, K
GoSPyte?T — gispy e + GLS(PT - P — Gy)

Finalement le MSSO a temps discret est

M=T1,

C =ehT 4 2T,

K = ¢PTHRT

F=1,

Gp = GoSPy teNT — G SP1el2T + G, SK(P™! — P71,

Gy = GoSPy el — G SP 71T + G,S(Pit — Pl + Go(C = 1),
Gy = G,.

La discrétisation d’un MSSO étant connu, il est possible de calculer les réponses d’'un MSSO
en discret.

A.3 Reéponse discrete a une entrée

Par analogie directe a la représentation d’état, le théoreme suivant permet de calculer la
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A.4. Réponse discréte a une impulsion

réponse temporelle d’'un modele du second discret.
Théoréme A.3.1 Soit une coordonnée généralisée initiale qo = q(0) et o = ¢(0) et une entrée
uk, les réponses dynamiques yi du MSSO peuvent étre déterminées par :

@y = (RS = SP*) o — (PiP*S = SPaP*) o
k—1
+ Z (sz—l—ns o Splk—l—n) Fun,
n=0
Qo1 = <P2k+ls _ Splk-‘rl) qo _ <P1P2k’+ls _ SP2P1k+l) %
k—1
+y (Pz’“—"s - SPlk_”) Fu,, (A.6)
n=0
Qg = <P2k+2s o Splk-‘rZ) qo o (P1P2k’+25 - SP2P1n+2) 9
k—1
+ 30 (RS = SAMF) Fuy + Fuy,
n=0

Yk = Gka: + Gva+1 + Gan+2

De méme que pour le cas continu, on peut condenser cette expression en

Yk = <925P2k - Q1SP1k> do — <925P2kP1 - Q1SP1kP2> 0

k-1 (A7)
+ 3 (GSPFT = GUSATIT) Py 4+ GaFug.
n=0

A.4 Réponse discrete a une impulsion

FEn temps discret, la réponse impulsionnelle d’'un MSSO est définie par le théoréeme suivant.
Théoreme A.4.1 La réponse impulsionnelle pour k > 0 est déterminée par :

yr =G F si k=0,
k-1 k-1 , (A.8)
Y = (QQSPQ —Gi1SP ) F si keZ”.

Démonstration
Pour ¢t = tg, avec gg = 0 et go = 0, les équations (1.3.6) donnent

to
q(to) =0, car / (ePQ(t’T)S — Se <H>) Fo(t) dt =0,
to
to
q(to) = F, car / (P26P2<t—7>5 - SPlepl(t_T)> F§(t)dt = F.
to

Donc

Y = (Gp (ePz(t—to)S _ S€P1(t—to)> + Gy (PzePQ(t_tO)S _ SPlepl(t_tO))

+ G, <P22ep2(t’t°)5 — P2l <HO>)) F 4+ G Fo(t),
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Discrétisation

soit

e = <g256P2(t—to) _ glsepl(t—t0)> F 4+ GuFo(t),
avec G =Gp+ GuPL+GoPi%2 et Go=Gp+ GuPo+ G P’

202



Annexe B

Analyse de sensibilité

L’indice de sensibilité d’ordre 1 est défini par [SALTELLI et al., 2008].

Définition B.0.2 L’indice de sensibilité exprimant la sensibilité de la i-éme sortie a linstant
t (yi(t)) au parameétre Oy est défini par

V(Blyi(t)/0])
V() B

L’estimation des indices de sensibilité par la méthode de Monte-Carlo se base sur N-échantillons
des p parametres étudiés (01, ...,0,) tels que

Sk(t) =

XN:(xﬂ,...,:cjp) jZl,...,N

ou N est le nombre de données dans 1’échantillon.
L’espérance Ely;(t)] = E;(t) et la variance V(y;(t)) = Vi(t) de la i-éme sortie a l'instant ¢
sont estimées par

; 1 o
Ez(t) = N Zfi(le) . 'a‘/l:jp)
j=1

. 1 3
Vi(t) = oS w) - Eit)?
j=1

ou f; est la fonction décrivant la i-éme sortie du modele (y;(t) = fi(61,...,0p, ui(t),...,um(t))).
L’estimation de la variance de 'espérance conditionnelle de (B.1) est donnée par

V(Elyi(t)/64]) = E[Elyi(t)/6x]*] — (BIE[yi(t)/64]])* = Up(t) — (Elys())*

L’estimation de Uy (t) est effectuée en faisant varier toutes les variables sauf la variable 6, dans

deux appels de la fonction f;(t). Cette méthode nécessite donc deux échantillons de réalisation

des parametres que nous indigons x,(cl) et 1'562)

N
- 1 1 1 (1 1
Uk(t) = N Z |:f($§1), RS x§(2,1)7 xék)wxg‘(])ﬁ,l)a B >$§'p)7 U1(t), s 7um(t))
i=1

@, el e (@), (1)
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Analyse de sensibilité

Au final, I'indice de sensibilité a I'instant (¢) du parametre 6 sur la sortie y;(t) est donné
par
§ Un(t) — E;(t
50 = B~ B0
Vi(t)
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Annexe C

Mesure de 'empattement

La mesure de I'empattement du véhicule s’effectue en mesurant le poids sous chacune des
roues. La position du centre de gravité Gy est repérée par rapport aux essieux avant et arriere
par [V =@ et 1G) = |4 comme illustrée & la FiIGURE C.1.

LZV

A

Fz,Og’,)

(sol/ro) Yy

F

.0 (sol /10)

(0 (sol/ro)

Ficure C.1 — Repérage du véhicule pour la mesure de 'empattement

En supposant la symétrie longitudinale on a

F a2 (sol/ro)=F_ o (sol/ro)+F e (sol/ro)
2,0y, Z,Uw % Cw
F oe-n(sol/ro) =F_ s (sol/ro)+F ,u(sol/ro)
YW W W
(=2 — (1) 4 (2)
13-4 —B3) L 1(4)
L’empattement total du véhicule est donné par
L =102 _6-4 (C.1)

en considérant les distances signées par rapport au repere véhicule. Les principes fondamentaux
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Mesure de l’empattement

de la statique donnent

F

(1-2)
2,0y,

1=2F 0(172)(305/7“0) +IB-YF 0(374)(305/7”0) =0
Z, w 2, w

(sol/ro) + F_s-a(sol/ro) = Mg
=Y

d’ou I’'on déduit

F o (sol/ro)

- _ g
Mg
F _ [
6mt) _ | e 2y (sol/ro)
Mg

En mesurant I’empattement total du véhicule L, g étant connu, par simple lecture les balances

donnent Fz,o‘(,;) (sol/ro), Fz,o‘(j) (sol/ro), Fz,o‘(f‘;) (sol/ro) et Fz,o‘(;) (sol /ro), on obtient alors {(1=2)
et 13-4,
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Résumé

Cette these traite de modélisation des systémes complexes. Dans ce cadre, 'approche est
basée sur les Modeles Structurés en Second Ordre (MSSO). Afin d’utiliser cette classe de mo-
deles, les propriétés telles que l'atteignabilité, ’observabilité, les grammiens et les parametres
de Markov, bien connues pour les réalisations d’états, sont étendues aux MSSO. Lors de la
co-simulation d’un systéme, des éléments de natures différentes (physiques et logicielles) sont
intégrés et la simulation est effectuée en temps réel. Or, les modeles d’ordre élevé sont couteux
en temps de calcul, ce qui rend difficile ce type de simulation. Ainsi, des méthodes de réduc-
tion de modele sont explorées. En particulier, de nouvelles méthodes, permettant de préserver
la structure des modeles avec une bonne erreur d’approximation sont présentées. Ces dévelop-
pements sont appliqués a la co-simulation de modeles véhicules. Ainsi, un modele de véhicule
sous forme de MSSO est développé. Le modele créé est un modele par blocs, complexe et non-
linéaire. Afin d’appliquer les méthodes de réduction de modele il est nécessaire de linéariser le
modele. La structure par blocs permet de linéariser I’ensemble du modele ou de ne linéariser que
certaines sous parties du modele. Ensuite, I'identification des parametres du modele est effec-
tuée pour chaque sous-systemes du véhicule. Une méthode d’interconnexion est ensuite proposée
pour créer une représentation monobloc du modele afin de réduire ce dernier. Au final, des essais
en co-simulation de la partie arriere du véhicule sous forme de modele interconnectée avec la
partie avant du véhicule physiquement présente sur un banc de test, valide notre approche pour
effectuer de la co-simulation temps réel avec matériel.

Mots-clés: modele structuré en second ordre, réduction de modele, dynamique du véhicule,
co-simulation temps réel.

Abstract

This thesis studies the modeling of complex systems. In this framework, the approach is
based on Second Order Form Model (SOFM). In order to use this kind of models, properties
such as the reachability, the observability, the gramians and the Markov parameters, well known
for state-space representation, are extended to the SOFM. During the co-simulation of a system,
its physical parts are interconnected to models which simulate the system environement and the
simulation is performed in real time. However, the simulation of high order models consumes to
much time to be performed in real time. Therefore, model order reduction methods are studied.
Particularly, new methods preserving SOFM structure with a good approximation error are
presented. These developments are applied to the vehicle dynamic. Hence, a vehicle SOFM
model is developed. The created model is a blockwise model where each blocks describes a part
of the vehicle. This model is complex and non-linear. In order to apply the model order reduction
methods, model linearisation is necessary. The block modeling allows to linearise the full model
or allows to linearise some part of the model. Then, the identification of the model parameters
is done by vehicle sub-system. In addition, an interconnection method is proposed to build a
monobloc model in order to reduce it. Finally, co-simulations of the model vehicle rear part
interconnected to the physical front part of the vehicle show the capacity to make co-simulation
with the reduced models.

Keywords: second-order form model, model order reduction, dynamic vehicle model, real time
co-simulation
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