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Premiére partie

Présentation générale et
rappels






CHAPITRE
Présentation

1.1 Introduction

Il est communément admis que les problémes d’ordonnancement s’in-
téressent a l’allocation (optimale) des différentes parties d’une applica-
tion, représentée par un graphe de précédence G = (V,E) qui caracté-
rise les contraintes chronologiques entre ces différentes parties, aux res-
sources/machines, afin que l'application soit accomplie le plus rapidement
et/ou au moindre cott. Cette définition est trés générique et permet de cou-
vrir un large spectre de problémes d’optimisation combinatoire. Nous pou-
vons citer comme domaines d’application : ordonnancement de projet (via la
méthode PERT), les problémes liés aux ateliers de production, lignes d’as-
semblage, les systémes d’exploitation des ordinateurs, les systémes distribués
et systémes embarqués, les problémes d’emplois du temps, des problémes
d’affectation, de transports, de tournées, ...

Quoique récente (début des années 1960), la théorie de 1'ordonnance-
ment a fait 'objet d’études trés poussées, tant au niveau de la complexité,
que de la recherche de solutions exactes ou de solutions approchées avec ou
sans garantie de performance !. De nombreux ouvrages spécifiques et dédiés
aux problémes d’ordonnancement ont été publiés. Nous pouvons référencer
trois livres classiques portant sur 1’étude des problémes d’ordonnancement
en général [16], [99], [133].

Je me suis intéressé aux problémes d’ordonnancement lorsque j’ai com-
mencé ma thése de Doctorat sous la direction de Evripidis Bampis en 1996
a I'université d’Evry Val d’Essonne dont le sujet portait sur « L’'impact des
délais de communications hiérarchiques sur la complexité et I’approximation
des problémes d’ordonnancement ». J’ai poursuivi ’étude de ces problémes
depuis mon intégration dans I’équipe APR (« Algorithme et Performances

1 Ces notions seront précisées dans le chapitre 2
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des Réseaux ») au sein du LIRMM. Ce manuscrit établit une synthése de
mes travaux depuis quelques années.

1.2 Organisation de la thése

Le plan de cette thése comporte trois grandes parties (de tailles inégales).
La premiére partie porte sur la présentation générale de ce manuscrit, un
rappel sur la théorie de la complexité et de "approximabilité et pour finir
les problémes d’ordonnancement. La suivante se focalise sur les problémes
d’ordonnancement pour le parallélisme. La derniére concerne des applications
potentielles pour deux problémes d’ordonnancement.

Au chapitre 2 nous procéderons & un rappel sur la théorie de la com-
plexité et de "approximabilité. Nous y présenterons les bases telles que la
notion de transformation polynomiale, les classes de complexité (P, NP et
NP-complet). Nous illustrons via deux exemples la nécessité de poursuivre,
de compléter la classification en utilisant la théorie de I’approximation. Nous
donnerons le théoréme de I'impossibilité qui permet de déterminer un seuil
d’approximation pour un probléme d’optimisation II & partir d’un résultat
de N'P-complétude pour une variante décisionnelle de II. Nous rappellerons
également le théoreme du « gap » qui permet la détermination d’un seuil
d’approximation k pour un probléme d’optimisation II & partir d’un seuil
d’approximation k' pour un probléme d’optimisation II'. Dans la littérature
cette réduction est appelée la gap-réduction. Nous présenterons également
les classes d’approximation dépendant de I’instance.

Nous listerons les problémes NP—complets qui seront utilisés dans la
suite lors des différentes transformations polynomiales proposées.

Au chapitre 3 les définitions fondamentales, les hypothéses et les
concepts, en théorie de I'ordonnancement, qui seront utilisés dans la suite
de ce manuscrit seront décrits. Nous commencerons par présenter ’ensemble
des taches. Ensuite, nous décrirons via deux modéles de base en ordonnance-
ment statique (le systéme multiprocesseur et les processeurs dédiés), Ienvi-
ronnement des processeurs et 'influence sur les caractéristiques des taches.
Pour finir, nous énumérons les critéres d’optimalité (ou fonctions objectifs)
classiques en théorie de 'ordonnancement. Un exemple viendra illustrer les
différents critéres d’optimalité.

Apres, nous énumeérons les voies possibles et les stratégies pour tenter de
résoudre au « mieux » (notion qui sera formalisée dans ce chapitre) les pro-
blémes dont la complexité des meilleurs algorithmes connus est exponentielle.
Nous détaillerons la notation synthétique (usuelle) a trois champs «|3]7.



Les chapitres suivants concernent les problémes d’ordonnancement pour
le parallélisme. Le but de I'ordonnancement pour le parallélisme est d’ob-
tenir des modéles de plus en plus fiables et réalistes tout en conservant des
résultats théoriques exploitables. Les modéles faisant abstraction de la hié-
rarchie mémoire ne peuvent étre utilisés dans les architectures modernes, et
ainsi la notion de communication doit étre prise en compte.

Le chapitre 4 abordera les résultats de non-approximabilité et d’ap-
proximation dans le cas du modéle homogéne en présence des grands délais
de communication et nous redémontrerons le résultat classique pour le pro-
bleme UFET — UC'T, en utilisant une transformation & partir d’une variante
de 3SAT. Le modéle avec communication homogéne est un modéle tres lar-
gement étudié dans les années 90. Ce modele capture la notion de délai de
communication potentielle entre deux taches ¢ et 7, soumises & une contrainte
de précédence. Les contraintes de précédence entre les taches sont données
par un graphe de précédence. Le délai n’est effectif que si les deux taches
1 et j s’exécutent sur deux processeurs différents. Dans ce chapitre nous
présenterons, une classification tant en complexité qu’en approximation, des
principaux résultats connus sur ce modéle.

Au chapitre 5, nous présenterons un modeéle avec des communication
hiérarchiques dans lequel plusieurs niveaux de communications sont pris
en compte. Ce modeéle tente de modéliser les architectures o les proces-
seurs sont regroupés sous forme de grappes de processeurs. Une grappe sera
constituée de deux ou plusieurs processeurs reliés par un réseau totalement
connecté. Les grappes seront également reliées entre-elles par un réseau to-
talement connecté. Avec ces caractéristiques, nous pouvons hiérarchiser les
délais de communications entre les taches soumises a des contraintes de pré-
cédence. En effet, nous distinguons les communications inter-grappes et les
communications intra-grappes. Ce modéle est une généralisation du modéle
a communications homogénes. Nous étudierons ce modele au niveau de la
complexité et de I'approximation, et nous étudierons également les straté-
gies et les techniques qui résistent aux passages du modéle homogéne au
modele hiérarchique.

Le chapitre 6 sera dédié a la présentation d’un modeéle qui prend en
compte le placement des taches sur les processeurs comme une donnée es-
sentielle. Ce modéle se caractérise par le fait que dans la plupart des modéles
d’ordonnancement étudiés le graphe de processeurs (sur lesquels les taches
s’exécutent) est implicitement supposé comme étant complet (tous les proces-
seurs sont totalement connectés). Dans ce chapitre, nous relaxons cette hypo-
thése sur ’environnement des processeurs en considérant plusieurs graphes
structurés (chaine, hypercube, ...). Et nous souhaitons mesurer I'impact de
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I'introduction des réseaux de processeurs sur la complexité et ’approxima-
tion des problémes d’ordonnancement.

De méme, plusieurs résultats de complexité et d’approximation selon les
hypothéses seront développés.

Le chapitre 7 portera sur des applications. Dans un premier temps,
nous étudierons du point de vue de la complexité et sur le développement
de solutions algorithmiques pour un probléme d’ordonnancement appliqué
a 'acquisition de données pour une torpille en immersion. Dans ce cadre,
nous utiliserons le modéle des taches-couplées sur un monoprocesseur en
présence d’un graphe de compatibilité. Les taches-couplées est un modéle
pour lequel les taches sont constituées de deux sous-taches avec un délai de
communication entre ces sous-taches indilatable et incompréssible (dans la
littérature, nous retrouvons ce modele avec la terminologie "communication
exacte"). La présence d’un graphe de compatibilité entre les taches-couplées
impose des contraintes sur celles-ci du point de vue de la possibilité de recou-
vrir les délais de communication exacte par l’exécution d’une ou plusieurs
sous-taches. Nous présenterons, de nouveau, des résultats de complexité et
d’approximation.

La deuxiéme application concernera ’ordonnancement des téaches viti-
coles dans un environnement incertain.

Le chapitre 8 se consacrera a la conclusion de cette thése et aux pers-
pectives de recherche qui nous semblent pertinentes et envisageables.



CHAPITRE
Rappels sur la théorie

de la complexité et de
I’approximation

2.1 Introduction

Dans la suite de cette thése, nous focaliserons notre étude sur la classi-
fication des problémes d’ordonnancement selon la théorie de la complexité
et de I’approximation. Ce chapitre est centré sur la présentation de quelques
notions et résultats en complexité et en approximation. Nous renvoyons a la
lecture de certains ouvrages dédiés ([15], [128], [171]) pour des compléments
sur les notions introduites dans ce chapitre.

De plus, nous listerons également les problémes NP-complets utilisés lors
des diverses transformations polynomiales que nous avons construites.

2.2 Quelques rappels en théorie de la complexité
2.2.1 Complexité et transformation polynomiale

La classe P est la classe des problémes de décision pour laquelle il existe
un algorithme (de complexité polynomiale, dépendant de la taille de l'ins-
tance) qui permet de répondre par « oui » ou « non » & une instance quel-
conque. Nous proposons quelques problémes qui appartiennent a cette classe
de complexité :

— le probléme de la recherche d’un arbre couvrant de poids de poids k
dans un graphe non orienté valué quelconque. Nous pouvons citer les
algorithmes de Prim, Kruskal, Sollin et de Boruvka, pour résoudre ce
probléme.

— le probléme de la recherche d’un couplage maximum de poids k£ dans
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un graphe non orienté valué quelconque, en se basant sur 1’algorithme
de Karp.

La classe des problémes NP est la classe des problémes pour laquelle
nous pouvons vérifier 'existence de la réponse « oui » en temps polynomial.
Nous pouvons lister quelques problémes qui appartiennent & cette classe de
complexité :

1. le probléme du circuit hamiltonien dans un graphe non orienté quel-
conque,

2. le probléme du stable de taille k,

3. le probléme de l'isomorphisme de graphes '. Actuellement, nous ne
connaissons pas encore ’appartenance de ce probléme a la classe P via
un algorithme de complexité polynomiale ou a la classe N’P—complet
via une transformation polynomiale ou bien & la classe des problémes
intermédiaire.

4. le probléme Prime 2. Il est important de noter, que la classification
compléte de ce probléme a été réalisée par Agrawal et al. dans [5]. Ils
ont montré 'appartenance de ce probléme & la classe P.

Dans le but de définir la classe des problémes de décision la plus in-
téressante, 4 mon goiit, c’est-a-dire la classe des problémes NP-complet,
nous rappelons la définition de la notion de transformation polynomiale.
Une transformation polynomiale d’un probléme Ils & un probléme IT; (noté
par la suite Il oc II; est une fonction qui associe 'ensemble des instances de
II5 & ensemble & un sous-ensemble des instances de II; tout en satisfaisant
les deux conditions suivantes :

1. pour chaque instance I» de Ils, la réponse est « oui » si et seulement
si la réponse pour f(Iy) de II; est « oui »,

2. la fonction f est calculable en temps polynomial (dépend seulement de
la taille de |I2]).

!Nous rappelons qu’en théorie des graphes, un isomorphisme de graphe entre sommets
de deux graphes G et H est une bijection f : V(G) — V(H) (V(G) désigne '’ensemble
des sommets de G) avec la propriété que deux sommets u et v sont adjacents dans G si
et seulement si f(u) et f(v) le sont dans H.

Instance : Soient deux graphes G et H

Question : Est-ce que les deux graphes G et H sont isomorphes?
2Instance : Soit n un nombre

Question : Est-ce que n est un nombre premier ?



En pratique, la plupart des problémes d’optimisation combinatoire (du
point de vue de la décision) appartiennent a la classe de complexité
NP—complet. Cette classe de complexité admet des caractéristiques trés
fortes. En effet, les problémes appartenant & cette classe sont les problémes
les plus difficiles de la classe NP, ils sont tous de difficulté équivalente par
rapport a leurs résolutions polynomiales et il suffirait de concevoir un al-
gorithme polynomial pour 'un d’entre eux pour que tous les autres fassent
appel a lui pour étre résolus en temps polynomial.

2.2.2 Le théoréme de I'Impossibilité

Il est intéressant de proposer un seuil d’inapproximabilité pour n’importe
quel algorithme approché. Pour obtenir ce seuil (ou borne inférieure d’ap-
proximation), nous utilisons le résultat de N"P-complétude lorsque le critére
d’optimalité est égal & une constante.

Théoréme 2.2.1 (Théoréme de I'impossibilité [50] et [67]) Etant

donné un probléme d’optimisation combinatoire 11 dont la fonction objectif
est a valeur entiére et soit un entier c. Si le probléme de décision associé a
IT et a la valeur ¢ est N'P-complet alors nous ne pouvons pas espérer avoir

une heuristique® pour le probléme d’optimisation I1 ayant un ratio* inférieur
a <l
Preuve

Nous noterons par OPT(I) la valeur d’une solution optimale pour I'ins-
tance I. Si nous supposons qu’il existe un tel algorithme A, alors par
contradiction nous montrerons que celui-ci peut-étre utilisé pour décider si
OPT(I) < ¢ en temps polynomial. En effet, nous supposons que 1’algo-
rithme A est un algorithme p approché pour le probléme d’ordonnancement
avec p < icl :
— Si A(I) < c+1alors OPT(I) < c et la réponse est oui ou A(I) désigne

la valeur de I’objectif sur I'instance I & partir de ’algorithme A.

— Si A(I) > ¢+ 1 alors OPT(I) > ¢ car Ad) o OPTU) (par hypotheése,

nous avons un algorithme p-approché). (l':j; réponsce est donc non.
Donc l'algorithme A décide correctement si OPT(I) < ¢, et donc NP =
P.
O

3Nous appelons heuristique un algorithme qui fournit rapidement (en temps polyno-
mial) une solution réalisable pas nécessairement optimale
“La définition de la notion de ratio est précisée dans la Section 2.3.2.
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La conséquence de ce théoréme est double : il permet d’une part de
proposer un seuil d’approximation et d’autre part, il garantit qu’il n’existe
pas de schéma d’approximation polynomiale. °

2.2.3 Les limites de Papproximation : la technique du « gap
»

La Turing-réduction (celle que nous utiliserons par la suite (voir Pa-
schos [128]) pour une définition explicite des deux types de réductions clas-
siques Karp et Turing)) divise les valeurs d’un probléme d’optimisation en
deux sous-ensembles de valeurs distinctes. L'un deux est constitué des ins-
tances pour lesquelles la réponse est oui et l'autre pour lesquelles la réponse
est non. Nous utiliserons cette technique de séparation des valeurs en deux
sous-ensembles pour établir un seuil d’approximation pour n’importe quel
algorithme. Ce théoréme permet d’utiliser un résultat obtenu sur un pro-
bléme de décision, pour dériver une borne inférieure d’approximation pour
le probléme d’optimisation associé au probléme de décision.

Théoréme 2.2.2 Soit IT' un probleme de décision N'P-complet et soit II un
probléeme d’optimisation dont la fonction objective est la minimisation. Nous
supposons qu’il existe deuz fonctions polynomiales f : Ity — Iy (ou Ity (resp.
Ity ) désigne l’ensemble des instances de 11 (resp. de 1') et d : Ity — IN et
une constante gap > 0 telle que, pour chaque instance x de 1T,

d(x) si x admet une réponse positive

S*(f(x)) = { d(x)(1 + gap) sinon

o S* désigne une solution optimale.
Alors il n’existe pas d’algorithme r-approché pour le probléme II avec
r < 1+ gap, sous l'hypothese que P # NP.

Preuve
Supposons qu’il existe un algorithme r-approché A avec r < 14 gap pour
le probleme II. Soit S la solution donnée par ’algorithme A. Cet algorithme
pourrait étre utilisé pour résoudre le probléme II en un temps polynomial.
Prenons une instance x € II', nous calculons f(z), et nous appliquons
lalgorithme A & f(x). Nous devons distinguer les deux cas suivants :

Svoir la Section 2.3.3 pour le détail des classes d’approximation
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— x est une instance dont la réponse est négative. Par hypotheése, dans ce
cas, §*(f(2)) = d(z)(1 + gap), et done, S(f(x), A(f(2)))° > d(z)(1 +
gap) avec .

— x est une instance dont la réponse est positive. Dans ce cas sachant
que A est un algorithme r-approché, nous avons :

A (2
(f ()
)

= d(x), alors S(f(z), A(f(x))) < d(z)(1 +

)

S(f(x

< <1
g < r + gap

Par hypothése, S*(f(z)
gap).

Ainsi,  est une instance positive de II' si et seulement si A(f(z)) <
d(x)(1 + gap), et A pourrait étre utilisé pour résoudre le probléeme I’ en
un temps polynomial. Sachant que IT' est un probléme NP-complet, ceci
impliquerait que P = N'P. O.

Nous verrons dans la section suivante, que nous pouvons (dans certains
cas) déterminer d’une borne supérieure d’approximation pour une heuris-
tique h. ainsi, nous pouvons proposer (si un seuil est possible) un intervalle
[p1,p2] (avec p1 (resp. p2) une borne inférieure (resp. supérieure) qui en-
cadre la qualité d’une solution approchée. Le but étant de minimiser 1’écart
|p2 — p1]- A noter que lorsqu’il existe un algorithme approché ayant une per-
formance relative po tel que p; = po, alors nous appellerons cet algorithme un
algorithme absolu. Nous pouvons citer deux algorithmes absolus concernant
le probléme de la coloration des arétes 7 et le second porte sur le probléme
du k-centre. 8

6S(f(x), A(f(z))) indique la valeur d’une solution pour une instance f(z) € II obtenue
par utilisation de ’algorithme A appliqué a l'instance f(z) € II

"Instance : Soit un graphe G = (V, E) non orienté.

Question : Est-ce que nous pouvons colorier les arétes tel que deux arétes adjacentes
admettent des couleurs différentes. Le nombre de couleurs nécessaire a la coloration des
arétes du graphe s’appelle l'indice chromatique.

Il est possible de montrer que décider si un graphe posséde un indice chromatique
égal a trois est N’P—complet (méme si le graphe admet un degré au plus trois, voir
[90]). L’utilisation du théoréme de Vizing (voir [94]) permet de développer un algorithme
d’approximation utilisant au plus k + 1 couleurs

8Instance : Soient V un ensemble de n sites, D une matrice ot d;; est la distance
entre les sites ¢ et j, k € IN et Vi, j, k, dij < dire + di;.

Question : Trouver S C V, avec |S| = k, qui minimise max, {dist(v, S)} ot dist(z, S) =
minjgs(dij).

11 est possible de construire un graphe G’, via une transformation polynomiale & partir
d’un graphe G du probléme ensemble dominant (voir [15]) telle que G’ admet un k-centre
pour lequel d;; = 1,V{i,j} € E si et seulement si G admet un ensemble dominant de taille

11
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2.3 Quelques rappels en théorie de I’approximation

2.3.1 Sur la nécessité de compléter la classification des pro-
blémes

La théorie de la complexité s’intéresse & la classification des problémes
combinatoires selon la difficulté de trouver une solution optimale. Cependant,
nous devons compléter et affiner cette classification pour une étude sur la
possibilité de trouver et évaluer une solution approchée : c’est la théorie de
I’approximation. Affiner la classification est nécessaire et fondamentale pour
une bonne compréhension des problémes d’optimisation combinatoire. En
effet, considérons les deux problémes classiques suivants :

— le probléme du stable ? et,

— le probléme de la couverture de sommets '°

Ces deux problémes appartiennent & la classe des problémes NP-
difficiles. Cependant, du point de vue de ’approximation ces deux problémes
sont diamétralement opposées. En effet, il est connu que le probléme du
stable de taille maximum n’est pas approximable, tandis que le probléme de
la couverture sommet appartient a la classe APX (les définitions des classes
d’approximation sont données ci-dessous). Ainsi, le comportement concer-
nant la détermination de la qualité de la solution approchée peuvent étre
trés différentes pour deux problémes NP-complets. Cet exemple est d’au-
tant plus saisissant sachant qu’il existe une transformation polynomiale de
I'un & lautre et réciproquement. Cet exemple illustre bien l'intérét d’étudier
un probléme combinatoire du point de vue de la théorie de la complexité et
de 'approximation.

2.3.2 Mesure de la qualité d’une solution approchée

11 est nécessaire d’utiliser un critére qui mesure la qualité d’un algorithme
approché ou qui donne le seuil d’approximation pour un probléme. Nous

k sinon d > 2. Nous pouvons développer un algorithme 2-approché en se basant sur le
graphe carré G2 dans lequel nous cherchons un ensemble indépendant de taille maximale.
(voir [171]).

°Instance : Un graphe G = (V, E) non orienté

Question : Trouver un sous-ensemble V' C V tel que Vz,y € V', Daréte [z,y] ¢ E, et
V' est maximum

Instance : Un graphe G = (V, E) non orienté
Question : Trouver un sous-ensemble V' C V tel que pour chaque aréte [z,y] € E alors
zeV ouyeV ouz,yeV’

12



avons choisi la notion de performance relative (ou ratio de performance)
associée a une heuristique h noté p" comme critére pour mesurer la qualité.
Cette valeur est définie comme étant le maximum sur toutes les instances I
entre la valeur d’objectif maximale fournie par I’algorithme h (notée A"(I))
et la valeur d’objectif optimale (notée OPT(I)), c’est-a-dire

hoo_ A1)

pr = Mmar  GpTD)-
I

Nous avons de maniére évidente que p" > 1 pour les problémes de mini-
misation (resp. p" < 1 pour les problémes de maximisation).

La performance relative associée & une heuristique h mesure 1’écart maxi-
mum entre la valeur donnée par la solution proposée par I’heuristique h,
pour une fonction objective donnée, et la valeur donnée par une solution op-
timale. Les deux principales fonctions objectives & minimiser dans le cadre
des problémes d’ordonnancement sont le temps d’achévement maximum ou
la longueur de l'ordonnancement, et la somme des temps de complétude
maximum.

Il existe une autre mesure appelée mesure différentielle [128], nous I’évo-
querons dans la conclusion.

2.3.3 Approximation a rapport dépendant de ’instance

Les rapports dépendants de l'instance sont souvent des fonctions soit de
la taille méme de l'instance d’un probléme, soit d’un autre paramétre de
cette instance (par exemple, le degré, maximum ou moyen, d’un graphe).

1. Log-APX, la classe des problémes admettant un algorithme approché
a rapport classique logarithmique en la taille de I'instance. La couver-
ture d’ensemble appartient a cette classe d’approximation.

2. Poly-APX la classe des problémes admettant un algorithme approché
garantissant un rapport qui est polynomial en la taille de I'instance.

3. APX, la classe des problémes approximables a rapport classique
constant, si et seulement s’il existe un algorithme polynomial appro-
ché A pour un probléme II et une constante fixée r € IRT tels que le
rapport d’approximation classique de A est borné par r.

4. PTAS Un schéma polynomial d’approximation (polynomial-time ap-
proximation scheme) pour un probléme II est une famille de d’algo-
rithmes polynomiaux. Un probléme II est dans la classe PTAS si et

13
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seulement si il admet un schéma d’approximation classique dont la
complexité est polynomiale en la taille de l'instance (mais pouvant
étre exponentielle en 1/e).

5. FPTAS Un schéma pleinement polynomial d’approximation (fully
polynomial-time approximation scheme) pour un schéma d’approxi-
mation de complexité polynomiale & la fois en la taille de I'instance et
en 1/e. Un probléme IT est dans la classe FPTAS si et seulement s'il
admet un schéma d’approximation classique complétement polynomial.

2.4 Meéthodologies

2.4.1 Les méthodes énumératives

Dans cette partie, nous rappellerons les principes de certaines méthodes
énumeératives les plus classiques. Pour des compléments sur ces méthodes,
nous renvoyons le lecteur aux livres suivants [47] et [151].

2.4.1.1 Programmation dynamique

La programmation dynamique est un paradigme de conception introduit
dans les années 50 par Bellman. Une solution d’un probléme dépend des solu-
tions précédentes obtenues des sous-problémes. Les sous-problémes peuvent
étre en interactions c’est-a-dire un sous-probléme peut étre utilisé dans la
solution de deux sous-problémes différents.

Si la programmation dynamique est appliquée & un probléme combina-
toire, alors dans le but de calculer la valeur optimale du critére & optimiser
pour n’importe quel sous-ensemble de taille z, nous devons dans un pre-
mier temps déterminer la valeur optimale pour chaque sous-ensemble de
taille z — 1. Ainsi, si notre ensemble est caractérisé par un ensemble de n
éléments, le nombre de sous-ensembles étudiés est au plus 2". Ceci implique
que les algorithmes utilisant la programmation dynamique admettent au pire
une complexité exponentielle. Cependant, pour les problémes N P-complets
(pas au sens fort '), il est possible de construire des algorithmes pseudo-
polynomiaux pouvant étre résolus de maniére efficace avec des instances de
tailles raisonnables.

Nous rappelons qu’un probléme est dit NP-complet au sens fort, si le probléme est
NP-complet & cause de sa structure et non pas a cause de sa taille des nombres qui
apparaissent dans ses instances, c’est-a-dire, il est AN'P-complet méme si I'on se restreint
aux instances ol le plus grand nombre est polynomialement borné
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Nous pouvons prendre pour illustrer le principe de la programmation
dynamique le calcul d’un plus court chemin entre deux sommets dans un
graphe valué orienté sans circuit.

Sip=wxory...x} avec xg = s et xp =t est un plus court chemin de s a
t, alors xgxy...xp_1 est un plus court chemin de s & xp_1.

d*(i) = min{dk_l(i),vglr% {d* 1 (v) + wyi }}

avec d¥(i) deésigne la valeur d’un plus court chemin a litération k pour
le sommet 7. Le tableau suivant donne les valeurs d¥(i) pour le graphe de la

figure 2.1.
25
5
V 12 14 &
@ 35 @ 19 @
x 15 17 ¢
@ 22
Fi1G. 2.1 — Probléme d’un plus court chemin
Itérations\Sommets 1 2 3 4 5 6
0 (1,0)  (o0)  (o0)  (,00)  (00)  (,00) (.
1 (1,0) (1,16) (1,90 (1,35) (.,00) (.,00) (.
2 (1,0) (1,16) (1,9) (3,24) (2,41) (3,31) (4
3 (1,0) (1,16) (1,9) (3,24) (4,38) (3,31) (4
4 n n n n n n

Pour une colonne z, dans couple (z,y), le parameétre x indique le prédé-
cesseur pour atteindre z, et le parameétre y indique la valeur d’un plus court
chemin entre origine et le sommet z. Le couple (.,00) dans une colonne
z stipule que le sommet z n’est pas atteignable depuis 'origine. Lorsque
deux lignes consécutives sont égales le processus s’arréte. Le principe de la
programmation dynamique permet de résoudre via un algorithme pseudo-
polynomial le probléme d’ordonnancer un ensemble de n taches indépen-
dantes sur deux processeurs identiques. Ce principe a été utilisé dans [11]
pour prouver (dans le modéle & communications hiérarchiques, voir le cha-
pitre 5) l'existence d’un algorithme polynomial pour un probléme sur M
clusters constitués chacun de m processeurs.
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2.4.1.2 La méthode de séparation et d’évaluation

La méthode d’évaluation et de séparation (« Branch and Bound »), est
une méthode générique pour résoudre de maniére exacte les problémes d’op-
timisation combinatoire. C’est une méthode d’énumeération implicite : toutes
les solutions possibles du probléme peuvent étre énumérées (la séparation
permet d’obtenir une méthode générique pour énumérer toutes les solutions),
mais 'analyse des propriétés du probléme permet d’éviter I’énumeération de
larges classes de mauvaises solutions (I’évaluation évite I’énumération sys-
tématique de toutes les solutions). Ainsi, dans une bonne application de
I’algorithme de séparation et d’évaluation, seules les solutions potentielle-
ment bonnes sont donc énumérées. Nous pouvons citer comme application
de cette méthode) ; la résolution du probléme d’ordonnancer, sur un proces-
seur unique, une ensemble de taches indépendantes de durées quelconques
soumises a des dates de disponibilité et de fin impérative. Le critére d’op-
timalité est la minimisation de la longueur de 'ordonnancement (voir [16]).
Nous conseillons les références suivantes pour 'application de cette méthode
aux problémes d’ordonnancement ([16], [50], [133]).

2.4.1.3 La programmation par contraintes

Un CSP (Probléeme de Satisfaction de Contraintes) est un probléme mo-
délisé sous la forme d’un ensemble de contraintes posées sur des variables,
chacune de ces variables prenant ses valeurs dans un domaine (i.e. un en-
semble de valeurs possibles). Le domaine d’une variable peut-étre un inter-
valle de nombres entiers, intervalle d’ensembles par exemple ou continu. Une
contrainte implique une ou plusieurs variables, et restreint les valeurs que
peuvent prendre simultanément ces variables. Ainsi, trouver une solution a
un probléme combinatoire modélisé par la programmation par contraintes
consiste & décider §’il existe ou non une affectation de toutes les variables
telle que 'ensemble des contraintes du probléme soient satisfaites. Le prin-
cipe de la programmation par contraintes est appliqué au probléme d’or-
donnancement avec contraintes disjonctives qui est une généralisation na-
turelle des problemes d’ordonnancement du type job-shop ou open-shop.
Nous conseillons la lecture des livres suivants qui traitent de l'utilisation de
la programmation par contraintes appliquée a divers problémes d’optimisa-
tions combinatoires et en particulier les problémes d’ordonnancement [16] et
[144].
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2.4.1.4 La méthode polyédrale

L’approche polyédrale des problémes combinatoires est 'une des prin-
cipales, et satisfaisante approche pour ’analyse, la compréhension et la ré-
solution des problémes d’optimisation combinatoire. L’étude des enveloppes
convexes des vecteurs caractéristiques associés aux solutions réalisables de
problémes particuliers a ouvert la porte a la théorie polyédrale et aux tech-
niques de la programmation linéaire. La plupart des problémes d’optimisa-
tion peuvent s’écrire sous forme d’un programme linéaire en nombres entiers.
La méthode classique (en utilisant une approche polyédrale) pour résoudre
des problémes d’optimisation classés N'P—difficiles consiste & proposer une
« bonne » solution via la relaxation du programme linéaire en nombres en-
tiers modélisant le probléme d’optimisation combinatoire. Ensuite, successi-
vement des inégalités sont rajoutées qui sont valides pour toutes les points
du polyédre mais qui ne sont pas satisfaites par la solution optimale cou-
rante (donnée par la relaxation du programme linéaire en nombres entiers).
A chaque itération, si la solution optimale est réalisable, le probléme de sépa-
ration (voir [78]) pour la solution optimale courante et 1’enveloppe convexe
des points réalisables est résolu. Dans le cas contraire, une inégalité violée
(un plan sécant), qui est valide pour les points du polyédre, est déterminée.
La méthode de « branch and cut » repose sur 'utilisation des plans sécants.

Concernant 'approche polyédrale, appliquée aux problémes d’ordonnan-
cement (détermination des enveloppes convexes représentant 1’ensemble des
contraintes), nous pouvons citer les travaux de Queyranne et Schulz (voir

[116], [134], [135], [136], [148], [149]).
2.4.2 Les heuristiques et les algorithmes approchés

Les problémes d’ordonnancement appartiennent & la classe des problémes
combinatoires. Dans le but de résoudre ces problémes, il est possible de déve-
lopper des algorithmes d’optimisation qui détermine une solution optimale.
Pourtant, pour la grande majorité des problémes en ordonnancement, il est
impossible de trouver en temps raisonnable une solution optimale. Dans ce
cas, il est possible d’utiliser des heuristiques (algorithmes donnant une solu-
tion sous-optimale mais ayant une faible complexité).
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2.4.2.1 Les algorithmes approchés avec garantie de performance

Les algorithmes approchés sont trés populaires, il suffit de consulter la
trés nombreuse littérature, et reste une branche trés active de la recherche
en algorithmique. L’intérét des algorithmes approchés avec garantie de per-
formances réside dans le fait qu’il admettent une solution proposée, par un
algorithme polynomial de faible complexité pas trop éloignée (soit dans le
sens du pire cas, soit en moyenne) d'une solution optimale. La théorie d’ap-
proximation est briévement présenté au chapitre 2. De nombreux résultats
ont été obtenus comme en témoigne la littérature abondante (nous renvoyons
aux livres généraux sur I'ordonnancement [16], [50], [133], ...)

2.4.2.2 Les heuristiques de recherche locale

Les méthodes de recherche locales sont trés nombreuses, et nous pou-
vons citer quelques méthodes (les détails et les forces et faiblesses de chaque
méthodes ne seront détaillés dans ce manuscrit) :

— le récuit simulé est né d’une analogie entre I’optimisation combinatoire

et la thermodynamique;

— la recherche tabou est une méthode qui consiste & se déplacer de solu-
tion en solution en s’interdisant de revenir en une configuration déja
rencontrée.

— le concept des algorithmes génétiques est une heuristique basée sur
I’analogie avec le processus d’optimisation de I’évolution de la popula-
tion d’individus

— les colonies de fourmis, ...

— et bien stir les méthodes hybrides, c’est-a-dire qui combinent les plu-
sieurs méthodes.

Leurs utilisations pour résoudre des problémes en ordonnancement
couvrent un large spectres de problémes (Job-shop, problémes avec
contraintes de ressources . ..). Nous renvoyons le lecteur a des ouvrages spé-
cialisés sur les méthodes de recherche locale.

2.5 Liste des problémes NP-complets

Dans cette partie, nous présentons la liste des problémes NP-complets
que nous avons utilisés lors des différentes réductions (voir [67]).
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2.5.1 Le probléme SAT

Instance du probléme SAT :

— Soit V = {z1,...,7,} un ensemble de n variables booléennes et V =
{Z1,..., Zn} Pensemble des variables logiques complémentaires avec
x; € V.

— Soit C = {C4,...,Cy,} une collection de clauses sur V.

Question : Existe-t-il 1 : V — {0, 1} une affectation de valeurs de vérité
aux variables telle que chaque clause C; dans C contienne au moins un littéral
mis & vrai par I ? Nous savons que le probléme est N'P-complet [67].

2.5.2 Le probléme 35AT

Le probléme 3S AT est une variante de SAT pour laquelle la longueur de
chaque clause est de trois.

2.5.3 Le probléme Monotone-one-in-3S AT

Instance du probléme Monotone-one-in-3SAT :
— Soit V = {z1,...,x,} un ensemble de n variables booléennes.
— Soit C = {C4,...,Cp} une collection de clauses sur V telle que chaque
clause est de taille trois et contient seulement des variables positives
Question : Existe-t-il 1 : V — {0, 1} une affectation de valeurs de vérité
aux variables telle que chaque clause C; dans C contienne exactement un
littéral mis & vrai par I ? Nous savons que le probléme est A'P-complet [67].

2.5.4 Le probléme One — In — (2,3)SAT(2,1)

Instances du probléme One — In — (2,3)SAT(2,1) noté P; dans la
suite :

— soit V = {z1,..., ,} un ensemble de variables logiques et V =
{Z1,..., ZTn} Pensemble des variables logiques complémentaires avec
x; € V.

— s0it C ={C4,..., Cj, Cjq1,..., Cg} un ensemble de clauses ou Vi, 1 <

i<j, CiC(VxV)etVk, (j+1)<k<gq, C,C (V)3 tel que chaque
variable x; de V apparait dans C deux fois positivement et une fois
négativement avec d’une part :

occ(x; ; Cp) =1et occ(z; ; Ck,) =1,1<k1 <j, j+1<kya<gq

VwiEVy{occ(l,i : Cpy) =1 1<ks<yj, ki # ks
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et d’autre part, si z; € Cret Ty € Cg, 1 < k < j, alors x; €
Ck,, et xy € Cy,, avec ky, ket j+1 <k, k <q.
La fonction occ(x, C) désigne le nombre d’occurrences de la variable x
dans la clause C.
Question : Existe-t-il I : V — {0,1} une affectation de valeurs de vérité
aux variables telle que chaque clause C; contienne exactement un littéral mis
a vrai par I 7 Par abus de langage, une telle affectation sera dite satisfaisante
pour la donnée du probléme P;.
Exemple : pour illustrer une instance du probléme One-In-(2,3)SAT(2,1),
nous considérons la formule logique suivante : (Zg V x3) A (Z3 V 29) A (T4 V
) AN (T Vxg) N(ZT5V 1) A (Z2Vas) A (zoVapVay)A(zsVayVes). Pour
cette instance, la réponse ici est « oui », car il suffit que les variables zq et x3
s’évaluent & « vrai » et les autres & « faux ». L’instance précédente proposée
est la plus petite instance possible en terme de taille.

2.5.5 Le probléme de la clique maximum

Instance : Soit G = (V, E) un graphe, soit k un entier
Question : Est-ce qu’il existe un sous-graphe G’ = (V’, E’) dans G avec
G’ est une clique et |V/| =k?

2.5.6 Le probléme d’un sous-ensemble indépendant équilibré
dans un graphe biparti

Instance : Soit un graphe B = (X |JY, E) avec |X| = |Y| = n non
orienté, biparti et équilibré et un entier k.

Question :

Est-ce-qu’il y a dans le graphe B, un ensemble de 2k sommets indépen-
dants dont k£ appartiennent & X et ka4 Y ?

2.5.7 Le probléme 3-partition

Instance : Un ensemble @ = {eq,...,e3,} avec :
Zei =qFE et E/4 < e; < E/2 pour tout i.
e, €Q
Question : Peut-on partitionner ¢ en ¢ sous-ensembles Q1,...,Q,
avec :
Z ei=FEet E/4 <e; < E/2 pour tout j 7
€ €Q;
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Si on a une solution a 3-Partition, alors on a, du fait de 'inégalité E/4 <
e; < E/2, |Q;| = 3 pour tout j.
Par la suite, on pourra supposer que ¢; < --- < e3q.

2.5.8 Le probléme partition en triangles

Instance : Soit G = (V, E) un graphe, avec |V| = 3¢, ¢ € IN.

Question : Les sommets de GG peuvent ils étre partionnés en ¢ ensembles
Vi, Va, ..., Vg, chacun contenant exactement trois sommets, et tel que pour
chaque V; = {u;,v;,w; },1 < i < g, les trois arétes {u;, v; }, {vi, w; } et {u;, w;}
appartiennent a F 7
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CHAPITRE
Définition, analyse et

classification des pro-
blémes d’ordonnance-
ment

Dans ce chapitre, nous allons introduire les notions basiques utilisées
dans la théorie de 'ordonnancement statique. Nous commencerons par la
notion de taches, d’environnement de processeurs et les critéres d’optimalité.
Nous poursuivrons par la notion de granularité, de graphe de précédence
valué. Nous préciserons 'approche qui nous a guidé pour résoudre les divers
problémes d’ordonnancement. Nous finirons par donner la notation & trois
champs (a|f3|y), dont le premier concerne l’environnement des processeurs,
le second les caractéristiques des taches et le troisiéme le critére d’optimalité.

Ce chapitre est trés largement inspiré par [16].

3.1 Définition des problémes d’ordonnancement
3.1.1 Description des taches

Dans la littérature, en général (nous adopterons cette définition dans
la suite), les problémes d’ordonnancement se déclinent de la maniére sui-
vante! : nous disposons de deux ensembles 7 = {Ty,..., T} de n taches,
P = {m1,...,mm} de m processeurs. L’ordonnancement consiste a affecter
I’ensemble 7 des taches, soumises & des contraintes imposées, a [’ensemble
des processeurs P. Il existe en général deux contraintes en théorie de l'or-
donnancement :

!Nous avons omis I’ensemble des ressources a l’exécution d’une tache pour ne pas
alourdir d’une part la présentation, et d’autre part dans le reste de ce manuscrit nous
considérons des modéles pour lesquels 'utilisation de ressources supplémentaires n’est pas
pris en compte.
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— chaque processeur est capable d’exécuter au plus une tache a chaque
instant,
— chaque tache ne peut-étre exécutée qu’au plus par un seul processeur?.

3.1.2 Environnement des processeurs

Maintenant caractérisons les processeurs. Ils peuvent étre soit paralléles,
exécutant les mémes fonctions, soit dédiés i.e. spécialisés pour ’exécution
de certaines taches. Les trois types de processeurs de machines paralléles se
distinguent par leurs vitesses de traitement des taches. Si tous les processeurs
de ’ensemble P admettent la méme vitesse de traitement, nous dirons que
les processeurs sont identiques. Si les vitesses de traitements des processeurs
différent, mais chaque vitesse b; (facteur d’accélération du traitement de la
tache) de chaque processeur est constant et ne dépend pas de la tache a
exécuter, alors nous dirons que les processeurs sont uniformes. En dernier
lieu, si les vitesses des processeurs dépendent des taches a ordonnancer, nous
dirons que les processeurs de la machine paralléle sont généraux.

Dans le cas ou le les processeurs sont dédiés, nous pouvons présenter trois
modéles : flow shop, open shop et job shop. Nous renvoyons les personnes
intéressées pour ces trois modeéles a la lecture des livres [16], [99], [133]. Ces
trois modéles n’étant pas étudiés dans cette thése, ils ne seront pas décrits.

En général, une tache T; € 7 est caractérisée par les données suivantes :

1. un vecteur de temps d’exécution p; = [p1j,P2js- - Pmj]L, OU pij dé-
signe le temps nécessaire au processeur m; d’exécuter 7. Dans le cas ol
tous les processeurs sont identiques, nous avons p;; = pj,i =1,...,m.
Si les processeurs de P sont uniformes, nous avons p;; = p;j/b;,i =
1,...,m ou p; représente la vitesse d’exécution standard et b; facteur
d’accélération du traitement de la tache par le processeur P;.

2. une date de disponibilité, notée r;, qui désigne la date a partir de
laquelle la tache T} est préte a étre exécutée. Si les dates de disponibi-
lités sont équivalentes pour toutes les taches de 7, alors nous pouvons
supposer que r; = 0, Vj.

3. une date d’échéance d;, qui spécifie la date limite (souhaité) a laquelle
la tache T devra étre exécutée.

2Dans certains modéles hiérarchiques du type taches modelables ou malléables [39, 57],
une tache peut s’exécuter sur plusieurs processeurs (les communications sont intégrées dans
la durée d’exécution des taches). Cependant la durée dépend du nombre de processeurs
exécutant cette tache.
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4. une date de fin impérative dj, date & laquelle la tache T} devra avoir
fini son exécution.

5. un poids (priorité) w;, qui représente I'urgence relative de la tache T}.

Dans toute la suite, nous supposerons que les paramétres liés aux taches
Djs rj,cij,dj et w; sont des entiers.

Un ordonnancement est dit préemptif si chaque tache peut-étre préemp-
tée (interrompue) & n’importe quel moment et son exécution peut-étre re-
prise également & n’importe quel moment. Si la préemption des taches est
interdite, nous dirons que 'ordonnancement est non-préemptif.

Les taches de 7 a exécuter sur les processeurs de P peuvent étre dupli-
quées. En effet, dans le but de réduire 'influence des délais de communica-
tion (voir ci-aprés), dans le cas ou la duplication des taches est autorisée,
des copies de taches peuvent étre produites. Nous supposerons par la suite,
que les taches originelles et leurs copies admettent une méme date de début
d’exécution.

Sur ’ensemble des taches 7, des contraintes de précédence peut-étre
définies. T; < Tj signifie que la tache T ne pourra commencer son exécution
que si la tache T; a fini la sienne. En d’autres termes, nous pouvons définir
sur ’ensemble 7 une relation de précédence donnée par <. Les taches de
I’ensemble 7 sont dites dépendantes si au moins deux taches de 7 admettent
un relation de précédence. Dans le cas contraire, nous dirons que les taches
sont indépendantes. Les taches soumises & des relations de précédence, seront
représentés par un graphe orienté (valué ou non, selon la présence ou non
de délais de communication) ou les sommets correspondent aux téches et les
arcs les contraintes de précédence. Nous supposerons que nous n’avons pas
d’arc transitif dans le graphe de précédence.

Une tache T est dite disponible & I'instant ¢ si r; < ¢ et si tous ces prédé-
cesseurs (en respectant les contraintes de précédence) ont fini leur exécution
avant l'instant ¢.

3.1.3 Critéres d’optimalité

Maintenant, nous donnons les définitions concernant les ordonnance-
ments et les critéres d’optimalité. Un ordonnancement est une affectation
des taches de 7 sur les processeurs de P telles que les conditions suivantes
soient satisfaites :

— a chaque instant un processeur exécute au plus une tache et chaque

tache est exécutée par un seul processeur,

— chaque tache T} est exécutée durant l'intervalle [r;, 00).
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— toutes les taches sont ordonnancées.

— si deux téaches T; et T admettent une relation de précédence T; < Tj,
alors la tache T; ne peut commencer son exécution qu’apres la fin
d’exécution de T;.

— dans le cas d’ordonnancements non préemptifs, aucune tache ne peut-
étre interrompue. Dans le cas contraire, le nombre de préemptions est
fini.

— dans le cas ou la duplication est non autorisée, aucune tache ne peut-
étre dupliquée. Dans le cas contraire, nous supposerons que le nombre
de copies d’une tache est fini.

Pour représenter les ordonnancements, nous utiliserons un diagramme de
Gantt. Un exemple d’utilisation du diagramme de Gantt est donné & la figure
3.2. Dans cette figure, nous avons & notre disposition trois processeurs iden-
tiques sur lesquels nous devons exécuter un ensemble de huit taches, ayant
des durées différentes, soumises & des contraintes de précédence données par
la graphe de précédence de la figure 3.1. Dans cette figure les valuations sur
un sommet x correspondent & son temps d’exécution sur un processeur. Pour
chaque tache 7,7 = 1,...n exécutée dans un ordonnancement donné, nous
pouvons calculer la valeur de chaque parameétre suivant :

— le temps de complétion noté C; = t; +p; ou t; désigne la date de début

d’exécution de la tache T},

— le temps d’attente F; = Cj — (r; + pj),

— le retard algébrique noté L; = C; — dj,
le retard absolue D; = max{C; — d;,0},

I'avance de la tache E; = max{d; — C},0},

Pour illustrer ces notions, nous utiliserons ’ordonnancement donné par
la figure 3.2. Nous pouvons facilement calculer le vecteur C, nous obte-
nons C' = [3,4,5,6,1,8,8,8,8]. De plus, si nous ajoutons le vecteur sui-
vant pour les dates échues d = [5,4,5,3,7,6,9,12], nous pouvons calculer
les vecteurs L, D et E. Ainsi, nous obtenons L = [-2,0,0,3, —6,2, —1, —4],
D =10,0,0,3,0,2,0,0] et £ =12,0,0,0,6,0,1,4].

Pour évaluer les ordonnancements, nous pouvons utiliser les trois princi-
paux critéres d’optimalité :

— la longueur de 'ordonnancement défini par Cp,q, = max;{C}},

— la moyenne F = 1 > i1 Fj, ou dans le cas pondéré F, =

> i wiky/ 3wy,

— le maximum des retards algébriques Ly,q, = max;{L;},

Pour certaines application, d’autres criteres d’optimalité sont étudiés :

-D=1 >_j=1 Dj, ou la version pondérée Dy = > wiDj/ 37wy,
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- E=1 >y Ej, ou la version pondérée By, = >0 w; B/ >0 wj,
— le nombre de taches en retard U = Z?Zl Uj avec U; = 1 si C; > dj,
et 0 sinon, ou la version pondérée U,, = 2?21 w;Uj.

Ainsi, nous pouvons calculer les valeurs de ces critéres d’optimalité pour
les taches soumises aux contraintes de précédence donnée par la figure 3.1.
Nous obtenons Ciap = 8, F' = 43/8, Lijae = 3, D = 5/8, E = 13/8 et
U = 2. Les versions pondérées peuvent étre évaluées en spécifiant le vecteur
w.

T

T2

3

F1G. 3.2 — Un ordonnancement pour le graphe de précédence donné par la figure
3.1

3.1.4 Notion de granularité

Une caractéristique importante d’un graphe de précédence avec délais
de communications est la taille du grain choisi pour la découpe en taches.
La notion de granularité cherche & représenter le rapport entre la durée des
calculs effectués pour 'exécution d’une tache et les délais de communication.
Dans le cadre des modéles idéalisés ol les communications sont considérées
comme instantanées (par exemple le modéle PRAM), la mesure cruciale de la
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complexité paralléle est la profondeur du graphe de précédence. Or il s’avére
que dans la pratique, on doit tenir compte du délai de communication entre
I'instant ol une information est produite par un processeur, et I'instant &
partir duquel cette information peut étre utilisée par un autre processeur.
Ceci induit un surcoit lié aux communications qui dépend, entre autres, de
la quantité d’information échangée. L’ordonnancement des taches de ’appli-
cation va dépendre dans ce cas non seulement des durées d’exécution des
taches mais aussi des temps de communications entre celles-ci.

Définition 3.1.1 Nous appelons la granularité d’un graphe G = (V, E) le
rapport entre le plus grand temps de communication sur le plus petit temps
de calcul d’une tdche :

. maX(i’j)EE Cij,
min;ey p;

Dans le cas ot ® > 1 (resp. ® < 1) alors nous qualifierons le probléme
d’ordonnancement comme étant soumis aux grands délais de communications
(resp. aux petits délais de communications). Dans le cas ou 'on consideére
les petits délais de communications, la structure des ordonnancements est
simplifiée ce qui permet de réduire la combinatoire des solutions possibles
car une synchronisation s’effectue entre la date de début d’exécution des
taches et les communications. En effet, en présence des grands délais de
communications, une communication entre deux taches T; et T peut-étre
recouverte par I’exécution d’une ou plusieurs taches. Cette caractéristique
rend les problémes avec grands délais de communications beaucoup plus
difficiles (voir le chapitre 4 pour un rappel des résultats pour le modéle
homogene). Un cas particulier intéressant apparait quand Vi € v, p; = 1 et
V(i,j) € E, ¢;j =1 c’est-a-dire le probléeme UET — UCT.

3.2 Approches et stratégies de résolution des pro-
blémes d’ordonnancement

Dans cette partie, nous présentons plusieurs voies et stratégies pour ré-

soudre un probléme d’ordonnancement. Ces stratégies sont également va-
lables pour tous types de problémes d’optimisation combinatoire.
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Problémes d’ordonnancement

Analyse de la complexité

Méta-heuristiques
Non
Approximabilité

Meéthodes
Méthodes exactes

Approchées
Polynomiales

F1G. 3.3 — Approche synthétique face a un probléeme d’optimisation combinatoire
et en particulier les probléemes d’ordonnancement

Nous nous sommes focalisés sur la classification au sens de la théorie de
la complexité et de I'approximation des problémes d’ordonnancement. Il est
important de noter que le fait de classifier un probléme d’ordonnancement
comme N P-complet n’est qu'une premiére étape d’analyse de la résolution
d’un probléme et non la derniére (dans le cas contraire, nous essayons de
développer des algorithmes exacts de plus faible complexité). Aprés une telle
preuve nous allons nous limiter & :

— des versions plus simples du probléme. Nous pouvons relaxer les hy-
potheses du probleme originel et résoudre le probléme relaxé. La solu-
tion du probléme relaxé peut servir de base pour ’étude du probléme
originel. Dans le cas des problémes d’ordonnancement les relaxations
peuvent se porter :

— sur la possibilité d’autoriser la préemption des taches, méme si dans
le probléme originel le caractére préemptif des taches n’était pas
autorisé,

— de maniére similaire, ’autorisation de dupliquer des taches,

— sur la restriction a des durées d’exécution, et/ou de délai de com-
munication, en prenant des durées unitaires quand dans le probléme
originel les durées sont arbitraires,

— sur la structure du graphe de précédence, en considérant des graphes
ayant des spécifications fortes (arbre, graphe biparti, ...),

— sur 'environnement des machines, nous pouvons relaxer la contrainte
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sur le nombre limité de machines en considérant un nombre de ma-
chines arbitrairement grand,

— sur la fonction objective.
La relaxation de ces hypothéses du probléme originel permet de sim-
plifier la combinatoire des problémes. Par exemple, dans le cas UET-
UCT (Unit Execution Time Unit Communication Time, temps d’exé-
cution et de communication unitaires), les dates de début d’exécution
des taches et les délais de communication entre deux taches adjacentes
dans le graphe de précédence sont synchronisées. Ainsi, les dates de dé-
but d’exécution des taches sont entiéres et il ne peut y avoir de conflit
concernant le placement des taches sur les processeurs pour obtenir
un ordonnancement réalisable. En effet, entre deux instants consécu-
tifs entiers (¢ et ¢t 4+ 1) les processeurs sont soient inactifs ou soient ils
exécutent une tache, mais pas les deux.

Pour ces problémes fortement contraints, nous essayons de déterminer

la frontiére entre ’existence d’un algorithme polynomial et la NP-

complétude. Par exemple, il a été montré que dans le cas ou la du-
plication des taches est autorisée, sur une infinité de processeurs, le
probléeme UET-UCT est polynomial [49]. A contrario, pour le méme
probléme sans la duplication, nous savons qu’il n’existe pas de P7T AS

(voir [172]).

— a la recherche des algorithmes polynomiaux avec garantie de perfor-

mances non triviales .

Ces algorithmes sont basés :

— sur la construction d’une liste de priorité sur les taches (c’est ’algo-
rithme générique en ordonnancement),

— sur la relaxation des contraintes d’intégrité d’un programme linéaire
en nombres entiers, avec une phase d’arrondis. Initialement, le pro-
bléme d’ordonnancement est formulé par le programme linéaire en
nombres entiers. Dans certains cas, il n’est possible de formuler le
probléme d’ordonnancement que par un programme linéaire ou la
valeur des variables est dans un intervalle I C IR (au lieu d’étre
dans un sous-ensemble S C IN dans le cas d’un programme linéaire
en nombres entiers). Dans ce cas 14, nous n’avons simplement qu’a

3Nous étudierons dans le reste de ce manuscrit que des algorithmes approchés avec une
étude dans le pire des cas. Nous discuterons dans le conclusion la possibilité de compléter
cette classification en procédant a une autre étude.Nous entendons par algorithme poly-
nomial avec garantie de performance triviale, la pire exécution d'un algorithme de liste
(pour ce type d’algorithme une liste de priorité est créée, et & chaque instant pour chaque
processeur inactif une tache disponible est exécutée sur le-dit processeur.
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prendre en compte la phase d’arrondis. De plus, sachant que la so-
lution du relaxé est une borne inférieure de toute solution optimale,
nous pouvons conclure aisément.

— & la recherche d’un seuil & partir duquel trouver un algorithme appro-
ché garantissant une performance meilleure devient impossible (sauf si
P = N'P). Ceci va nous donner les limites sur les garanties de per-
formance que I'on peut obtenir par des algorithmes polynomiaux pour
un probléme d’ordonnancement donné. La technique utilisée pour un
résultat de non-approximabilité (ou seuil d’approximation) consiste a
démontrer un résultat de N'P-complétude pour le probléme de décision
et d’invoquer le théoréme de I'impossibilité [50], qui permet de relier
un résultat de N'P-complétude pour un probléme de décision au pro-
bléme d’optimisation associé. Une nouvelle approche consiste a utiliser
la « technique du gap » (voir le chapitre 2 pour la présentation de la
méthode) pour obtenir un résultat de non-approximabilité pour une
certaine fonction objectif f a partir d’un résultat de NP-complétude
obtenu pour une autre fonction objectif f’.

Quand toutes les tentatives d’obtenir des résultats analytiques semblent
épuisés, nous pouvons orienter la recherche de résultats vers des méthodes
exactes (trés gourmandes en temps et en puissance de calcul) ou vers une
approche stochastique.

— Les méthodes exactes (programmation dynamique, méthode par sépa-
ration et évaluation) ou des méta-heuristique (recherche tabou, recuit
simulé, colonies de fourmis, ...) peuvent étre des alternatives pour
étudier les problémes.

— La seconde approche consiste & effectuer une analyse stochastique des
données en procédant a des hypothéses sur les taches (fréquence, pé-
riodicité ...) (voir les références [109],[50] pour ’étude des problémes
d’ordonnancement cyclique).

La discussion précédente est résumée par le diagramme donné par la

figure 3.3.

3.3 Classification des problémes d’ordonnancement
déterministes

3.3.1 Présentation de la notation a trois champs

La grande variété des problémes d’ordonnancement a motivé l'introduc-
tion d’une notation synthétique pour classifier les schémas. Nous reprenons
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la notation proposée par Graham et al. [77] et par Blazewicz et al. [19] et
nous proposons une extension.

Pour définir un probléme d’ordonnancement, il est commode d’introduire
trois parameétres «, 3,. Ces trois parameétres permettent de définir tous les
ordonnancements statiques, et ils permettent de synthétiser la formulation
des divers problémes. Détaillons ces trois paramétres :

Le paramétre a = aj(ag)* définit I'environnement des processeurs

(nombre de processeurs, modeéle hiérarchique, topologie, ...)

xa) =€ {P,P,P,,,@} et ag € {P,P,Py,,Q,R,O,F,J}
— Si a1 # @ alors nous sommes en présence d’un modéle hiérarchique.

— Si a; = P signifie que les processeurs sont identiques et que leur
nombre m est une entrée du probléme.

— Si a; = P ou ay = oo signifie que les processeurs sont identiques, et
que leur nombre est suffisant ou non bornée.

- Si a; = P, i € {1,2} signifie que le nombre de processeurs iden-
tiques est fixé.

— Si a; = @, les processeurs sont uniformes,

— Si a; = R, les processeurs sont généraux,

— Si a; = O, les processeurs sont dédiés (modéle Open-Shop),

— Si a; = F, les processeurs sont dédiés (modeéle Flow-Shop),

~ Si a; = J, les processeurs sont dédiés (modéle Job-shop).

Le paramétre § définit le type d’application et ces caractéristiques

c’est-a-dire le graphe de précédence, le colit des communications, les

temps d’exécution des taches, I’autorisation ou pas de la duplication,

I'autorisation ou pas de la préemption.

De maniére synthétique, on obtient 8 = (3132830405 ou :

x(1 € {prec,arbre,chaine,...,.}

— Si 1 =prec (le graphe est quelconque).

— Si 5y =arbre (le graphe est un arbre)

— Si 81 =. (les taches sont indépendantes)

%0y € {com, cji,c, .}

— Si B2 =com (les temps de communication sont donnés par le graphe).

— Si B2 = ¢ji, (représente le temps de communication entre la tache j
et la tache k).

~ Si s = ¢ (le temps de communication est constant et égal entre
chaque paire de taches).

— (2 = . (il n’existe pas de communication).

11 se peut que des combinaisons n’aient pas de sens.

32



*03 € {pj, .}

— Si B3 = pj =1 (toutes les taches ont une durée unitaire).

— Si B3 = . (les durées d’exécution sont définies par le graphe).
*B4 € {dupu }

~ Si 84 = dup (on autorise la duplication des téches).

— Si B4 = . (on n’autorise pas la duplication des téaches).

5 € {pmtp, .}

— Si B5 = pmtp (on autorise l'interruption d'une téche).

— Si 85 = . (on n’autorise pas l'interruption d’une téache).

e Le parameétre v définit la fonction objective ou le critére d’optimalité.
Dans toute la suite de cette thése, nous considérons les deux fonctions
objectives suivantes :

— la minimisation de la longueur de 'ordonnancement, notée Cyqp =
max;{t; + p;} (ot p; est la durée d’exécution de la tache j et ¢; est
la date de début d’exécution) par la suite, qui est le temps d’achéve-
ment. De plus, cort désignera la longueur optimale de I’ordonnan-
cement.

— la minimisation de la somme des temps de complétude noté > ; C;
avec Cj = tj —l—pj.

Exemple :

1. Le probléme P||Cq, signifie que nous devons ordonnancer un en-
semble de taches indépendantes non-préemptibles, de durées quel-
conques, sur un ensemble de processeurs identiques et dont le critére
est la minimisation de la longueur de I'ordonnancement.

2. Le probléeme Plprec;py = 13¢5 = 1, dup| Zj C; signifie que nous de-
vons ordonnancer un ensemble de taches, pour lesquelles la duplication
est autorisée, de durées unitaires, soumises a des contraintes de précé-
dence quelconques sur un ensemble de processeurs de taille non bor-
née. De plus, il existe une communication potentielle, unitaire entre les
taches 7 et 7, et le but est minimiser la somme des temps de complétude
des taches.

3.3.2 Commentaires sur cette notation et dépendances

Avec cette notation & trois champs, nous voyons bien les possibilités qui
nous sont offertes sur la multiplicité des problémes que nous pouvons étudier :
— Sur les fonctions objectives (le champ <) : nous avons focalisé notre
étude sur deux critéres (Cnaz €t 3; Cj). D’autres critéres sont pos-
sibles (somme des temps de complétude pondérés jwiCy, o (voir
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[133])). De plus, nous pouvons étudier les divers critéres d’optimisation
soit séparément (probléme mono-critére) soit de maniére simultanément
(ce sont les problémes multi-critéres [166]).

Enfin, nous pouvons considérer des problémes de maximisation ou de
minimisation.

De méme, le champs 3 étant constitué de multiples sous-champs, il est
possible d’imposer des contraintes fortes sur certains sous-champs (au-
torisation de la duplication, possibilité d’avoir des taches préemptives,
...). Ces restrictions permettent d’avoir une influence sur la classe de
complexité du probléme étudié.

Avec D'apparition des nouvelles architectures, le champ «a peut-étre
un critére d’étude : architecture reconfigurable, prise en compte de
la topologie des processeurs, regroupement de processeurs sous forme
de clusters, vitesses de processeurs différentes . ..

La figure 3.4 décrit quelques transformations polynomiales basiques entre
différents problémes d’ordonnancement. Pour chaque graphe de dépendance,
les problémes présenteés différent seulement d’un parameétre (par exemple, par
type de graphe de précédence, sur le graphe d) de la figure 3.4, les fleches
indique les directions des transformations polynomiales.

) Penvironnement des processeurs,
b) la possibilité ou non de la préemption,
¢) la possibilité ou non de la duplication,
d) les contraintes de précédence,
e) la disponibilité des téches,
f) la durée d’exécution des téaches,
g) les critéres d’optimalité
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Deuxiéme partie

Ordonnancement pour le
parallélisme
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CHAPITRE
Communications ho-

mogenes

4.1 Présentation et motivations
4.1.1 Introduction

Avant toute présentation des résultats sur le modeéle homogeéne, je souhai-
terai commencer par une remarque historique sur les algorithmes approchés
pour les problémes d’ordonnancement.

Remarque : Il est important de noter qu’a notre connaissance, Coff-
man et al. [53] ont établi le premier résultat d’approximation (avec garantie
de performance non triviale ') pour un probléme N P-difficile (probléme
qui consiste & ordonnancer un ensemble de taches indépendantes de durée
quelconque sur un nombre limité de processeurs identiques P||C),q. ). Lalgo-
rithme polynomial proposé est basé sur la construction d’une liste de priorité,
définie a partir de la durée d’exécution des taches, et ’affectation des taches
sur les processeurs suit le principe suivant : dés qu’un processeur 7 est inac-
tif, la premiére tache ¢ disponible dans la liste de priorité sera exécutée sur
le processeur m. Cet algorithme est ’algorithme fondamental en ordonnan-
cement.

Le modéle d’ordonnancement avec communications homogénes a été trés
largement étudié dans les années 90 du point de vue de la complexité et de
lapproximation (par la communauté internationale et plus particuliérement
frangaise) comme en témoigne la trés nombreuse littérature portant sur ce
sujet (nous pouvons citer ces quelques références [16], [48], [50]). Le modéle
a été introduit dans le but de remédier a la faiblesse du modéle d’ordonnan-
cement sans communication introduit dans les années 60 — 70 et également
répondre & ’évolution des machines paralléles. Le modéele sans délai de com-
munication est caractérisé par la définition suivante :

1
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Soit G = (V, E) un graphe de précédence, V(i,j) € E, c’est-a-dire que i
précede j dans le graphe de précédence, noté ¢ < j, nous avons t; + p; < t;.
Remarquons que l’ensemble des contraintes de précédence peut-étre vide
(E = @), alors conformément au chapitre 3, les taches sont dites indépen-
dantes.

Il s’avére que dans la pratique, on doit tenir compte du délai de commu-
nication entre l'instant ot une information est produite par un processeur,
et I'instant & partir duquel cette information peut-étre utilisée par un autre
processeur. Ce modéle a été introduit dans un premier temps par Rayward-
Smith [141] dans un soucis de développer des modéles plus réalistes. Ainsi,
dans ce modéle la notion de délai de communication entre deux taches ¢ et
j soumises & une contrainte de précédence est prise en compte. Ceci induit
un surcolt lié aux communications qui dépend, entre autres, de la quan-
tité d’information échangée. [’ordonnancement des taches de I'application
va dépendre dans ce cas non seulement des durées d’exécution des taches
mais aussi des temps de communications potentielles entre celles-ci.

Soit G = (V, E) un graphe de précédence (avec V' '’ensemble des taches
a exécuter et E représentant les contraintes de précédence), nous associons
une durée d’exécution p; pour chaque tache ¢ et entre tout couple de taches
i et j, soumises & une contrainte de précédence, nous associons une valeur
cij représentant la communication potentielle entre la tache 7 et la tache j
si ces deux taches s’exécutent sur des processeurs différents. C’est le modéle
d’ordonnancement a communications homogenes.

Formellement, dans le modéle d’ordonnancement o communications ho-
mogénes nous associons une valeur ¢;;,V(i,j) € E telle que :

—sim =mj alors t; +p; <t

— sinon si m; # m; alors t; 4+ p; + ¢i; < t;

ou t; désigne le début d’exécution de la tache ¢ et m; le processeur sur
lequel ¢ s’exécute.

Dans la suite, nous supposerons que Vi € V,p; = 1 et V(i,j) € E,c;j =
¢ (probléme UET-LCT, (Unit-Execution-Time Large-Communication-Time,
voir la section 4.2)).

4.1.2 Analyse des résultats existants
La figure 4.1 récapitule les principaux résultats de complexité dans le mo-
déle & communications homogénes, dont le critére est la minimisation de lon-

gueur de 'ordonnancement, tandis que la figure 4.2 récapitule ceux concer-
nant 'approximation. A partir de ces arbres de classification, nous pouvons
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noter qu’il existe pas encore de résultats en approximation et en complexité
pour le probléme d’ordonnancer des taches unitaires sur un nombre illimité
de processeurs en présence des grands délais de communication. Nous allons
combler ce vide (voir la section 4.2.5). De plus, nous pouvons noter U'influence
de lautorisation ou non de la duplication (introduite par Papadimitriou et
Yannakakis [126] afin de réduire I'influence des délais de communication sur
la durée de 'ordonnancement) sur la recherche d’une solution optimale.

En effet, le résultat classique Hoogeveen et al. [89] indique qu’il n’existe
pas d’algorithme d’approximation avec une performance relative a moins de
7/6 pour le probléeme UET-UCT. Tandis que si la duplication est autorisée
Colin et Chrétienne [49] ont proposé un algorithme polynomial de complexité
quadratique mais avec beaucoup de duplicats.

Pour finir, nous pouvons également noter les limites de 'introduction de
la duplication. Lorsque le nombre de processeurs est limité ou lorsque les
grands délais de communications sont considérés; ’autorisation ou non de
la duplication n’a aucune influence sur la complexité de la recherche d’une
solution optimale. Tous les problémes sont NP-complets.

Voici les explications des acronymes :

— UET — UCT : Unit-Execution-Time Unit-Communication-Time, i.e

Gj =pi=1;

— LCT : Large-Communication-Time, min ¢;; > max p;

— dup : la duplication des taches est autorisée

— Sans com. : absence de communication

4.1.3 Présentation du chapitre

Le chapitre se décompose de la maniére suivante :

— dans la section 4.2, nous procéderons a un rappel en complexité et
en approximation sur le probléme avec des grands temps de commu-
nication et nous établirons la NP-complétude du probléme pour la
minimisation de la longueur de I’ordonnancement dans la section 4.2.3.

— dans la section 4.2.4, nous proposerons un algorithme polynomial pour
Cinaz = ¢+ 2 avec ¢ € {2,3}.

— dans la section 4.2.5 nous développerons un algorithme p-approché avec

= 2(0—;1) (meilleure borne connue a notre connaissance).

— dans la section 4.3 nous effectuerons une analyse des résultats obtenus.

Ces travaux ont été mené avec J.C. Konig, J. Palaysi et F. Moulai (voir

[70], [73] et [74]).
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Sans com.

UET — LCT
UET -UCT

av]

Polynomial [37]
NP-com

dup Sans dup

Polynomial [4

& <p [172]
NP-complet, [126]

FiG. 4.1 - Principauz résultats de complexité pour le modéle UET pour la mini-
misation de la longueur de l'ordonnancement
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Sans com.

UET -UCT

vl

Polynomial [37]
2— L 77]

m?

Sans dup

Sans dup

Sans dup

dup d

Polynomial |

ol

2, [126]

FiG. 4.2 — Principaux résultats d’approximation pour le modéle UET pour la mi-
nimisation de la longueur de ’ordonnancement

4.2 Les grands délais de communication

4.2.1 Rappel des résultats existants sur les grands temps de
communication

Si nous considérons le probléme d’un graphe de précédence avec des
grands délais de communications, dont les taches admettent des durées exé-
cution unitaire UET — LCT, sur un nombre limité de machine, Bampis et
al. in |24] ont prouvé que le probléme de décision noté par P|prec;c;; =
¢ > 2;p; = 1|Chaz pour Chax = ¢ + 3 est un probléme NP-complet,
et pour Cpax = ¢ + 2 (pour le cas ¢ = 2), ils développent un algo-
rithme polynomial. Cet algorithme ne peut-étre étendu au cas ¢ > 3.
Leur preuve est basée sur une réduction a partir du probléme NP-complet
Balanced Bipartite Complete Graph, BBCG [67, 145]. Ainsi, Bampis et
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Machines Cij Cinaz | Complexité | Bornes inférieures | Références

P c= 5 Polynomial [172]
P c=1 6 | NP-complet 7/6 <p [172]
P —1| 3 | Polynomial [131]
P 4 NP-complet 5/4<p [172]
P c>2| >c¢ ? ? ?

P ¢>2]| c+1 | Polynomial [24]
P ¢c>2| c+3 | NP-complet | 1+1/(c+3)<p [24]

TaB. 4.1 — Résultats de complexité pour le modéle & communication homo-
géne en présence ou non de grands délais de communication

al. [24] démontrent que le probleme Plprec;ci; = ¢ > 2;p; = 1|Cpae admet

un seuil d’approximation de valeur (1 + chrB)'

Le tableau 4.1 rappelle les principaux résultats de complexité et de non-
approximation. Il est important de noter que dans le cas de I’existence d’une
borne pour tout algorithme d’approximation nous garantit que nous n’avons
pas de schéma d’approximation polynomial. Dans le cas d’un graphe de pré-
cédence quelconque Rapine [140] propose une borne inférieure en O(c) pour
un algorithme de liste en présence des grands délais de communication (dans
le cas ou la duplication est autorisée il démontre que tout algorithme de liste
posséde une garantie 6(y/c), ce qui montre le gain mais aussi la limitation
de cette approche). Les résultats d’approximation sont donnés par le tableau
4.2

Il est important de noter, nous n’avons pas a notre connaissance trouvé
de rapport d’approximation un algorithme ayant un ratio strictement infé-
rieur & c+ 1. Cet algorithme consiste & exécuter les taches sans prédécesseur,
& procéder & une phase de communication, & exécuter les tiches dont les
prédécesseurs ont été ordonnancés, & procéder & une nouvelle phase de com-
munication et ainsi de suite ...
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Machines | ¢;; | Approximation | Références
P 1 p<4/3 [112]
P p<7/3 [111]
P c¢>2 | 2pour larbre [110]
P c>2 ? ?
P c>2 O(c) [140]

TAB. 4.2 — Résultats d’approximation pour le modéle & communication ho-
mogeéne en présence ou non de grands délais de communication

4.2.2 Motivation

Nous considérons le probléme de la minimisation de la longueur de ’or-
donnancement. Au vue des résultats, il est légitime de se poser la question
suivante : « Est-ce que I’écart sur les seuils d’approximation pour le
probléme UET — LCT est identique a celui du probléme UET —-UCT
en environnement de processeurs différents (un nombre infini et
fini de processeurs » 7 Dans la suite, nous allons répondre & cette ques-
tion.

4.2.3 Seuil d’approximation pour les grands délais de com-
munication

Le challenge pour le probléme Plprec;c;; = ¢ > 2;p; = 1|Cipaq est de dé-
terminer une borne inférieure (ou seuil d’approximation pour tout algorithme
d’approximation). Ainsi dans cette partie, nous allons dans un premier temps
prouver que le probléme P|prec; cij = ¢ > 3;p; = 1|Cpyap n’admet pas d’algo-
rithme approché avec un ratio plus petit que (1+ CJr%l) pour la minimisation
de la longueur de 'ordonnancement (resp. 1+ ﬁ, pour la minimisation de
la somme des temps de complétude). Nous montrons également, dans le cas
ou les délais de communications sont égaux a deux (¢ = 2), que le probléme
devient N"P—complet pour Cyqe = 6.
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4.2.3.1 Minimisation de la longueur de ’ordonnancement

C{ C% Cg+1 Cé+2
“ee .——. A
Ai _ Aty Arpo

.T’.”;... D/l
D]_ D2 C+2

Fic. 4.3 — Graphe partiel du graphe de précédence utilisé pour la preuve de la
NP-complétude du probléme d’ordonnancement P|prec; Cij =cCc>3;p; = 1Craz-

Théoréme 4.2.1 Le probleme si une instance de P|prec; Cij = CGDi =
1|Cnaz admet un ordonnancement de longueur au plus (c+4) est N'P-complet
avec ¢ > 3.

Preuve
Il est facile de voir que Pl|prec; ¢ij = ¢ pi = 1Cpaz = c+4 € NP.
Notre preuve est basée sur une réduction & partir du probléme Py (voir
le chapitre 2 section 2.5.4 pour la description de ce probléme). Soit 7* une
instance de 1, nous construisons une instance 7 du probléme P|prec; Cij =
¢;p; = 1|Cpaxr = ¢+ 4, de la maniére suivante :

n désigne le nombre de variables de 7*.

1. VI € V, nous introduisons (c + 6) taches-variables : a5, I/, U, I ﬂ;-
avec j € {1,2,...,c+ 2}. Nous ajoutons les contraintes de précédence
suivantes : app — U, app — U, B — I, gl— T, B; — ﬂéﬂ avec
je{l,2,...,c+ 1}

2. Pour chaque clause de longueur trois notée par C; = (y V z V t), nous
introduisons 2 x (2 + ¢) taches-clauses C]i- et A;, je{L,2,...c+2},
avec les contraintes de précédence : C]i» — C]i» 4y et Aé- — Aé- 11, J €
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{1,2,...,c+1}. Nous ajoutons les contraintes de précédence suivantes :
Ci—lavecle{y,z/,U}etl — Al , avecl e {§, 2, '}

3. Pour chaque clause de longueur deux notée par C; = (z V ), nous
introduisons (¢ 4 3) taches-clauses D;, je{1,2,...,c+ 3} avec pour
contraintes de précédence : D; — D§+1 avec j € {1,2,...,c+ 2} et

' — Di_4 avec | € {z,§}.

La construction proposée ci-dessus est illustrée par la figure 4.3. Cette
réduction est clairement calculable en un temps polynomial.
Remarque : l7 est élément de la clause C’ de longueur deux associé au
chemin D'} — D'y — ...D", y — D't
e Supposons qu’il existe un ordonnancement de longueur au plus (c+4).
Nous allons montrer qu'il existe une affectation I : V — {0,1} des
valeurs de vérité aux variables satisfaisant 'instance 7* du probléme
P1.
Dans un premier temps nous pouvons remarquer que si ¢ > 3 alors 2c+
2 > c+4 et, chaque chemin Aé-, By, C’; ou D;., avec j € {1,2,...,¢c+2}
et 7/ € {1,2,...,c+3} doit étre exécuté sur le méme processeur. Ainsi,
deux chemins ne peuvent étre exécutés sur le méme processeur.
Notation : Dans la suite nous noterons par P4 (resp. Pc) ’ensemble
des 7 processeurs qui exécutent un chemin A; (resp. un chemin C’;)
Notons que par définition du probléme P;, n’importe quelle instance
admet ¢ clauses de longueur trois ot n correspond au nombre de va-
riables. De la méme maniére, nous notons par Pg (resp. Pp) l’ensemble
des n processeurs qui exécutent un chemin 37 (resp. un chemin D;)

Lemme 4.2.1 Pour Cye = ¢+ 4 : la décision d’affecter la valeur «
vrai » a la variable x si et seulement si la tdche-variable x' est exécutée
sur le processeur du chemin Pg produit une solution réalisable.

Preuve

Dans le but de respecter un ordonnancement réalisable de longueur

(c+4), dans un premier temps, nous pouvons produire & partir d’une

transformation polynomiale, le début d’exécution des taches-variables

U, T et I, et que les processeurs sur lequel ces taches doivent étre

exécutées, sont donnés par les remarques suivantes :

VieV:

— chaque tache-variable I’ est ordonnancée sur le processeur que Po
a l'instant 3 ou sur un autre processeur on a processeur de Pp a
linstant (¢ + 2) ou (¢ + 3),
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— chaque tache-variable I’ est exécutée sur un processeur de Pg au slot
3 ou sur un processeur de Pp au slot (¢ +2) or (¢ + 3),

— chaque tache-variable [ est exécutée sur un processeur de Pg au slot
2 ou 3 ou sur un processeur de P4 au slot (¢ + 2) ou (¢ + 3),

— les taches-variables I’ et I’ ne peuvent étre exécutées ensemble sur
un processeur de Py (ils admettent un prédécesseur commun).

Notations et propriétés : pour chaque [ € V, nous pouvons associer

les trois taches I/, ', I'. Nous notons par X = {l'|l € V}, X = {I'|l € V}

et X = {I'|l € V} trois ensembles de taches. Pour chaque sous-ensemble

A de X (resp. X ), nous pouvons associer un sous-ensemble B de X de

la maniére suivante : I € B si et seulement si I € A (vesp. I € A).

Considérons les ensembles suivants :

- X7 = {U'\n(l') € Po} ou w(l') désigne le processeur sur lequel la

tache I est exécutée,
- Xo ={l\m(l') € Pp},
- Xz = {I\n(') € Ps},
- Xy = {l,\ﬂ([l) S PD},
- X5 ={I"\n(I') € P3},

~

- X ={U\m(l") € P4}.

Considérons que X; = | X;| pour ¢ € {1,..., 6}.
Nous pouvons dériver & partir de la construction de I'instance du pro-

bléme d’ordonnancement la tab

eau suivant :

| Po | Ps | Pa| Po |
.1‘/ X1 X2
z X3 X4
7’ X5 | Xe

A partir, du tableau précédent, en utilisant la variable X;, nous obte-
nons le systéme d’inéquations suivant :

X+ Ao
X3+ Xy
Xs + Xg

IN

IAIA

n (4.1)
n (4.2)
n (4.3)
g (4.4)
2n
3 (4.5)
n (4.6)
(4.7)



Nous précisons en détail de ces équations :

— Pour les équations (4.1), (4.2) et (4.3) toutes les taches de 'ensemble
X, X et X doivent étre exécutées.

— Pour chaque équation (4.4), sur le processeur qui exécute le chemin
C]i- de la clause C; = (y V z V t), une tache-variable au plus parmi les
trois taches-variables y/, 2/, t' peut étre exécutée. En effet, toutes
les taches-variables I’ admettent un successeur qui sera exécuté sur
le processeur que Pp. Si elle est allouée sur le méme processeur qui
exécute les taches du chemin Pg, elle ne peut étre affectée avant le
slot 3, et donc la tache-variable oy peut étre affectée sur le méme
processeur qui devient saturé. Alors, nous obtenons | X3| < |P¢|.

— Pour chaque équation (4.5), précise que chaque processeur exécu-
tant les taches d’'un chemin P4 admet deux instants d’inactivités et
|Pal = 3.

— Pour Péquation (4.6), toutes les taches-variables I’ ou I’ qui sont
exécutées sur le processeur du chemin Pg doivent étre terminées
avant le slot 3 (elles admettent un successeur exécuté sur un autre
processeur). Alors la tache-variable a5 doit étre ordonnancée sur le
méme processeur qui devient saturé. Donc, seulement une des taches-
variables I’ et [’ peut étre exécutée sur le processeur du chemin Py
et donc, | X3| + [ X5| < |Pgl.

— Pour I’équation (4.7), il est clair que |Pp| = n et il existe un instant
d’inactivité au plus, sur chaque processeur de Pp.

Dans un premier temps, nous avons X3 + X5 = n (en effet, nous avons

Xy + Xy + X5+ X =2net X <2, Xy <2 alors X3+ X5 > n).

Dans un second temps, VI’ seulement une des taches-variables I’ et I/

peut-étre affectée sur le processeur Pg, ainsi nous obtenons X3 M X5 =

(). Par conséquent, nous avons X3 U X5 = X. Comme ’ensemble X,

(resp. Xg) est le complémentaire de l’ensemble X3 (resp. X5) nous

avons X4 U Xg = X. De plus, si la tache-variable [’ est ordonnancée

sur le processeur de P alors la tache-variable oy est affectée sur le
méme processeur. Ainsi la tache-variable Z’ ne peut étre exécutée avant

I'instant (c+2), et donc est ordonnancée sur le processeur de Pp. Nous

pouvons déduire que X7 = X, (les deux ensembles admettent la méme

cardinalité).

Finalement, nous avons X; U Xy = X, X5U X, = X, X5 U X5 = X,

X4UX6 :X, X3UX5 = X, X1 :X4 et donc X1 :X4 :X5 et

X9 = X3 = Xg.

49



COMMUNICATIONS HOMOGENES

Nous pouvons déduire des équations précédentes
X=Xy = X5 = g

et 5
%:%:%:g.

Alors, si nous affectons la valeur « vrai » & la variable [ si et seulement

si la tache-variable [’ est exécutée sur le processeur de Pg. Il est clair

que la clause de longueur trois nous avons un et un seul littéral & «
vrai ».

Considérons C = (x V 3), une clause de longueur 2.

-Siz e Xy = ¢ € Xy = ¢ € X;. La premiére implication
(resp. la seconde) est due au fait que chaque processeur exécutant
un chemin Pp est saturé (xg + x4 = n) (resp. X7 = Xy). Seul le
littéral = est « vrai » entre les variables x et .

- Siz' e Xo = ¢ € X3 = ¢ € X5. La premicre (resp. la seconde)
implication est due au fait qu’il existe un seul instant inactivité
sur chaque processeur exécutant le chemin Pp (resp. X3 = X»).
Seulement le littéral ¢ est « vrai » entre les variables x et ¥.

En conclusion, il existe un seul littéral & « vrai » par clause. Ceci

conclut la preuve du Lemme 4.2.1.

O

Réciproquement, supposons qu'il existe une affectation 7 : )V — {0,1}
des valeurs de vérité aux variables satisfaisant l’ensemble des clauses.
Alors un ordonnancement de longueur au plus (c+4) peut étre obtenu
de la maniére suivante.

Supposons le littéral mis & vrai dans clause C; = (yV z V) est t. Donc,
la tache-variable ¢’ (resp. 3’ etz’) est affectée au slot 2 (resp. au slot
(c 4+ 2)) sur le méme processeur que le chemin Pr;, (resp. les chemins
Pp et Ppr, ou D et D’ indique que les clauses de longueur deux o les
variables y et z apparaissent). Les %" autres taches-variables y' qui ne
sont pas encore ordonnancées, sont affectées au slot 3 sur le processeur
P comme la tache-variable ay;. La tache-variable ¢ (resp. 9’ et 2')
est exécutée a U'instant t = 2 (resp. (¢+2) et (¢+3)) sur le processeur
du chemin Pg (resp. Pa).

Ceci conclut la prewve du Théoreme 4.2.1.
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4.2.3.2 Etude du cas ¢ =2

Dans cette partie, nous allons considérer le cas spécial ou le délai de
communication potentiel entre chaque paire de taches i et j est égalac=2:

Y(i,j) € E,

— si 't = 77 alors t; >t +p;

— sinon t; > t; + p; + 2.

Nous étudions la complexité de ce probléme, et nous allons prouver la
NP-complétude de P|prec; cij = 2;pi = 1|Cpaq pour Cpyep = 6. Nous rap-
pelons que le probleme UET — UCT (Plprec;cij = 1;p; = 1|Cpan) est
NP-complet (resp. polynomial) pour Cpez = 6 (resp. Cpae = 5), (voir
[131],[172]).

La preuve de la NP-complétude pour le probléme P|prec; Cij = 2;p; =
1|Cnas est basée sur une réduction effectuée a partir du probléme NP-
complet P; différente de celle présentée ci-dessus en appliquant ¢ = 2.

Théoréme 4.2.2 Le probléme de décider si une instance de Plprec;c;; =
2;p; = 1|Chaz admet un ordonnancement de longueur au plus siz est N'P-
complet.

Preuve

Dy Dy Dy D

Fi1G. 4.4 — Graphe partiel du graphe de précédence pour la démonstration de la
NP-complétude pour le probleme d’ordonnancement Plprec;c;j = 2;p; = 1|Crnqz-
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Avant de proposer une transformation polynomiale, il est important de
noter que la transformation suggérée dans la preuve du Théoréme 4.2.1 ne
peut étre utilisée pour la démonstration de la N'P-complétude du probléme
d’ordonnancement pour le cas particulier ¢ = 2.

Nous supposons que nous appliquons la transformation polynomiale avec
¢ = 2. Considérons Cj;, = (y V z V t) une clause de longueur trois. Nous
supposerons que la tache-variable y est exécutée a l'instant ¢ = 2 sur le
processeur 7. Pour toutes les clauses de longueur trois, par construction, un
chemin de longueur quatre est créé (ici, le chemin C{l — C’%l — C’gl — C’Zl).
La tache-variable y associée a la tache y admet deux prédécesseurs. Nous
supposons que les taches-clauses C’fl sont exécutées a t = 0. Alors, la tache-
variable o,/ est ordonnancée a t = 1. Alors, les taches-clauses restantes du
chemin C’gl — Cgl — C’Zl peuvent étre exécutées sur un autre processeur
que 7. Sur le processeur m, les taches-variables z et T et la tache-clause Cj,
ou Cj, = (2 V 7) sont ordonnancées. En répétant cette affectation pour les
clauses de longueur trois, le nombre de taches qui sont exécutées sur Pg est n
(rappelons que P¢ est 'ensemble des 3 processeurs qui exécutent un chemin
C} avec j € {1,...,4} pour une clause de longueur trois C;). Dans la preuve
précédente, nous certifions que pour la construction suggérée, le nombre de
taches devant étre ordonnancées est n/3. Contradiction.

Revenons a la démonstration du Théoréme :

Il est facile de voir que Pl|prec; ¢ij = 2;p;i = 1|Crgz = 6 € NP.

Notre preuve est basée sur une réduction & partir de P;.

Soit une instance 7* de Py, nous construisons une instance m du probléme
Plprec; cij = 2;p; = 1|Cpaw = 6, de la maniére suivante :

1. VI € V, nous introduisons 5 taches-variables : oy, I, ', I, By. Nous
ajoutons les contraintes de précédence : oy — I, ap — I', By — U,
By — 1.

2. Pour chaque clause de longueur trois notée C; = (yV z V), nous intro-
duisons les taches-clauses C? etA’. Nous ajoutons comme contraintes
de précédence : C* — lavec ] € {y/, 2/, t'} et | — Al avec | € {§)/, 2/, 1'}.

3. Pour chaque clause de longueur deux noté C; = (z V ), nous introdui-
sons cing taches-clauses D;-, j €{1,2,...,5} avec pour contrainte de
précédence : D; — Dj-H avec j € {1,2,3,4} et | — Dt avecl € {2/, 7'}

La construction ci-avant est illustrée par la figure 4.4. Clairement la trans-

formation est calculable en temps polynomial.
La preuve compléte et détaillée est donnée dans [74].
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Nous pouvons déduire des deux Théorémes précédents, le corollaire clas-
sique sur le seuil d’approximation :

Corollaire 4.2.1 Il n’existe pas d’algorithme d’approximation pour le pro-
bléme Plprec;cij = ¢ > 2;p; = 1|Cpaq avec une performance relative bornée
par 1+ CJ%I sous I’hypotheése que P # N'P.

Preuve
La preuve du Corollaire 4.2.1 est une conséquence immeédiate du Théo-
réeme de 'Impossibilité, (voir [50], [67], section 2.2.2).
O

4.2.3.3 Minimisation de la somme des temps de complétude

Dans cette partie, nous montrerons qu’il n’existe pas d’algorithme appro-
ché pour le probléme Plprec;c;; = ¢ > 2;p; = 1 Zj C; avec une performance
inférieure & 1 + ﬁ sous I’hypothese P # NP. Ce résultat est obtenu par
une transformation polynomiale issue de la preuve du Théoréme 4.2.2 et de
la technique du gap présentée dans la chapitre 2 (voir également [88]).

Théoréme 4.2.3 Il n'existe pas d’algorithme approché pour le probleme
Plprec;cij = ¢ > 2;p; = 1 Zj C; avec pour performance bornée par 1+ ﬁ
sous l’hypothese P # NP.

Preuve

Nous supposons qu’il existe un tel algorithme noté par A avec pour per-
formance garantie de 1+ ﬁ Soit I une instance du probléme P|prec; Cij =
¢ > 2;p; = 1|Cpqs obtenue par réduction (voir Théoreme 4.2.2).

Soit I’ une instance du probléme Plprec;c;j = ¢ > 2;p; = 1\2]- C;
en ajoutant x nouvelles taches & partir de l'instance initiale I. Nous ajou-
tons la contrainte de précédente suivante : chaque groupe de z (avec x >
%) nouvelles taches est un successeur des anciennes téaches (les
anciennes taches proviennent de la transformation polynomiale utilisée dans
la preuve du Théoréme 4.2.2). Nous obtenons ainsi un graphe complet entre
les anciennes taches et les nouvelles.

S’il existe un tel algorithme A, alors il pourrait étre utilisé pour décider
de l'existence d’'un ordonnancement de longueur au plus c + 4.

Soit A(I") (resp. A*(I")) le résultat donné par A (resp. une solution op-
timale) sur Uinstance I'.
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1. Si A(I') < (2¢+5)pz+ (c+4)pn alors A*(I') < (2¢+5)pz+ (c+4)pn.
Alors nous pouvons décider qu’il existe un ordonnancement sur l'ins-
tance I avec Ciae < ¢+ 4. En effet, s’il n’existe pas un tel ordon-
nancement, alors une tache de l’instance I est exécutée aprés l'ins-
tant ¢ + 5. Mais, peut-étre c taches sont exécutées aprés 2c¢ + 6
et donc A*(I') > (2¢ + 6)(z — ¢). Ceci est impossible, en effet si
(2¢ + 6)(x — ¢) > (2¢+ 5)pz + (¢ + 4)pn alors x < %.
Ceci est une contradiction avec les hypothéses. Une contradiction avec

T > %. Ainsi, il existe un ordonnancement de longueur
¢+ 4 pour les anciennes taches.

2. Nous supposons A(I') > (2¢ + 5)pz + (¢ + 4)pn. Alors, A*(I') >
(2¢ + 5)x + (¢ + 4)n car Valgorithme A est une algorithme d’approxi-
mation avec performance garantie bornée par p < ggig Il n’existe pas

d’algorithme pour décider si les taches & partir de 'instance I admette

un ordonnancement de longueur au plus ¢ + 4.

En effet, si il existe un tel algorithme, en exécutant les = taches a
Iinstant ¢ = 4 + 2¢, nous obtenons un ordonnancement avec un temps
de complétude strictement inférieur & (5 + 2¢)x + (4 + ¢)n (il existe au
moins une tache qui est exécutée avant Uinstant ¢ = ¢ + 4). Ceci est
une contradiction avec le fait que A*(I') > (2¢ + 5)x + (¢ + 4)n.
Ainsi, 8’1l existe un algorithme approché avec une performance garan-
tie de 1 + ﬁ, alors cet algorithme peut étre utilisé pour distinguer
les instances positives (pour lesquelles la réponse est oui) des instances
négatives (pour lesquelles la réponse est non) pour le probléme d’or-
donnancement Plprec;c;j = ¢ > 2;p; = 1|/Cyae = ¢ + 4, produisant
ainsi un algorithme polynomial pour un probléme NP-complet. Par
conséquent, le probléme Plprec;c.;j = ¢ > 2;p; = 1|3 C; ne posséde
pas d’algorithme polynomial p-approché avec 1 + ﬁ

O

4.2.4 Un algorithme polynomial pour C,,. = c+ 2 avec ¢ €

{2,3}

Théoréme 4.2.4 Le probléeme de décider si une instance de P|prec; Cij =
¢;p;i = 1|Casx avec ¢ € {2,3} admet un ordonnancement de longueur au plus
(c+ 2) peut-étre résolu temps polynomial.

Preuve
La preuve compléte et détaillée et donnée dans [74].
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La preuve proposée ne peut étre étendue dans la cas général. En effet au
dessus de la valeur ¢ = 4 la combinatoire devient importante. Le challenge
est de proposer un algorithme générique pour n’importe quelle valeur de
c=2,3,...

4.2.5 Approximation par dilatation

Aprés avoir établi une borne inférieure pour n’importe quel algorithme,
le challenge est de proposer un algorithme approché avec garantie de per-
formance non triviale. Dans cette partie, nous développons un algorithme
approché pour le probléme Plprec;c;j = ¢ > 2;p; = 1|Cryax.

4.2.5.1 Introduction, notation et description de ’algorithme

Notation : Nous notons par ¢*°, 'ordonnancement sur le modele UET-

UCT, et par 02° 'ordonnancement UET-LCT. De plus, nous notons par ¢;
(resp. t¢) le début d’exécution de la tache i dans 'ordonnancement o> (resp.
dans 'ordonnancement o2°).
Principe : Nous gardons I’affectation des taches sur les processeurs donnés
par un « bon » ordonnancement sur un nombre illimité de processeurs .
Nous procédons & une dilatation de la longueur de 'ordonnancement pour
préserver les délais de communication (¢§ > tf 4+ 1 + ¢) pour deux taches, i
et j avec (i,j) € E, exécutées sur deux processeurs différents.

Considérons un graphe de précédence G = (V| E), nous déterminons
un ordonnancement réalisable ¢°°, pour le modéle UET-UCT, en utilisant
'algorithme (de ratio 4/3) proposé par Munier et Konig [115]. Cet algorithme
donne un couple Vi € V, (t;, ) pour ordonnancement ¢ correspondant a :
t; est le début d’exécution de la tache ¢ pour ’ordonnancement o™ et m; le
processeur sur lequel la tache ¢ est ordonnancée a ;.

Maintenant nous déterminons un couple Vi € V, (¢, 7") pour I'ordonnan-
cement o2° de la maniére suivante : le début d’exécution t{ = d x t; = @ti
et, m = 7’. La justification du coefficient de dilatation est donnée ci-apres.
Une illustration de la dilatation est proposée a la figure 4.5.
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ko k41 k+2 k+3

1 x Yy
I

T2

Modeéle UET-UCT

délai de communication

(et (cfDk 4 g (cttl) (Dt 4 g
JE—
T l’\ y
T %‘ z e
~ (c+D)(k+2
c e 4
Modeéle UET-LCT \ (et1)(k+2) 2

délai de communication

Fi1G. 4.5 — Illustration de la notion de dilatation

4.2.5.2 Analyse du ratio de performance

Lemme 4.2.2 Le coefficient d’ezpansion est d = @
Preuve

Considérons deux taches i et j telles que (i,5) € E, qui sont exécutées
sur deux processeurs différents dans un ordonnancement réalisable 0°°. Nous
cherchons un coefficient d tel que t§ = d x t; et t5 = dxt;. Aprés 'expansion,
dans le but de respecter les délais de communication et les contraintes de
précédence nous obtenons t; >ti+1+c,etdoncdxt;—dxt; >c+1, d>

t(.:ftl4 d> % 11 suffit de choisir d = @
(3 J

O

Lemme 4.2.3 L’ algorithme d’expansion donne un ordonnancement réali-
sable pour le probléme noté par Plprec;cij = ¢ > 2;p; = 1|Cpax-

Preuve
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Il suffit de vérifier que la solution donnée par l’algorithme d’expansion
produit un ordonnancement réalisable pour le modele UET-LCT. Considé-
rons deux taches i et j telles que (4,7) € E. Nous notons par m; (resp. ;)
le processeur sur lequel la tache i (resp. la tache j) est exécutée dans 1’ or-
donnancement ¢°°. De plus, nous notons par 7, (resp. 7T;) le processeur sur
lequel la tache i (resp. la tache j) est exécutée dans 1’ ordonnancement o2°.
Ainsi,

— Si m = 7 alors m; = 7). Sachant que la solution propos¢e Munier et

Koénig [115] donne un ordonnancement réalisable sur le modéle UET-
UCT, alors nous avons

2 2 1
ti+1§tj, H—1t§+1<—tc'tq+1§tf+%§t§

“e+1707

: / /
— Sim; # m; alors m; # m;. Nous avons

t5t5 + (c+ 1) <t

2

c+

O

Théoréme 4.2.5 L’algorithme d’expansion donne un 2(0;1) algorithme ap-

proché pour le probleme P|prec; cij = ¢ > 2;p; = 1|Cax.

Preuve

Nous notons par C% . (resp. Cifiy) la longueur de 'ordonnancement
déterminé par lalgorithme de Munier et Konig (resp. une solution donnée
par un ordonnancement optimal ¢°°). De la méme maniére, nous notons par
Ch . (resp. Cpbd) 1a longueur de I'ordonnancement calculé par Ialgorithme
(resp. la valeur optimale de 'ordonnancement o2°).

Nous savons que CF < %Cﬁféx.

Ainsi, nous obtenons

* (c+1) ~h (c+1) ~h (c+1) 4 ~opt

ijlmx T2 Cma:t < 2 Cmaz < 2 3 Crmaz 2 (C + 1)
t,c t, —= t = t >

Citas Citas Ciltu Citue 3
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Machines Cij Cinaz | Complexité Seuil Références
P c= 5 Polynomial [172]
P c=1 6 | NP-complet 7/6 <p [172]
P =1 3 | Polynomial [131]
P c= 4 | N'P-complet 5/4<p [172]
P c€{2,3} | c+2 | Polynomial Théoréme 4.2.4
P c>2 c+4 | NP-complet | 1+ 1/(c+4) < p | Théoréme 4.2.2
P c>2 c+1 | Polynomial [24]
P c>2 c+3 | NP-complet | 1+1/(c+3)<p [24]

TaB. 4.3 — Tableau 4.1 complété

4.3 Analyse des résultats

Nous complétons le tableau 4.1 par le tableau 4.3.

Maintenant, nous pouvons répondre par la négative concernant la ques-
tion posée au début de la section bien que pour le moment nous ne connais-
sions pas encore la complexité pour Ciee = ¢+ 3 et pour Choe = ¢+ 2
avec ¢ > 4. Nous pouvons conclure que ’écart est différent. Le probléme
d’ordonnancement sur un nombre illimité de processeurs est aussi difficile en
présence des grands délais de communication que sur un nombre limité. La
difficulté provient des grands délais de communication et non pas du nombre
limité ou non de processeurs.

Nous pouvons remarquer que pour le cas ¢ = 2, nous avons prouvé que le
probléme P|prec; ¢ij = ¢ > 2;p; = 1|Crax est N'P-complet. Le résultat est
identique a celui du probléme classique UET — UCT. Rappelons que pour
ce probléme il existe un algorithme %—approché (basé sur une relaxation des
contraintes d’intégrité d’un programme linéaire en nombres entiers avec une
phase d’arrondis, voir [115]). En utilisant I’algorithme de I’expansion avec
¢ = 2, nous obtenons une 2-approximation. Une question intéressante : Est-ce
que le programme linéaire en nombres entiers donné pour le probléme UET-
UCT en présence d’un nombre illimité de processeurs, peut il étre étendu
pour le probléme ¢ =2 ¢

De plus, dans [88] les auteurs proposent une preuve de non-
approximabilité, basée sur la technique du saut (voir [128]), pour le probléme
de la minimisation de la somme des temps de complétude.
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Machines | ¢ Approximation Reéférences
P c=1 p<4/3 [112]
P c=1 p<7/3 [111]
P c¢>2 | 2 pour les arbres [110]
P c>1 @ Théoréme 4.2.5
P |c>2] O(c) | [140] |

TAB. 4.4 — Nouveaux résultats d’approximation

4.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons étudié (du point de vue de la complexité
et de lapproximation) deux problémes d’ordonnancement dans le modéle
homogéne. La figure 4.6 compléte les résultats de complexité.

A la vue des résultats d’approximation (voir la figure 4.7), il est légi-
time de se poser la question : « Est-ce qu’il existe un algorithme approché
avec une garantie de performance de p avec p € IN pour les problémes avec
les grands délais de communication en présence d’un nombre fini ou infini
de processeurs 7 » Nous voulons aussi, démontrer ’appartenance de ces pro-
blémes & la classe APX comme les problémes pour lesquels la duplication est
autorisé. Notons que si nous autorisosn la duplication il existe un algorithme
2-approché (voir [126]).

Nous avons également redémontrer le résultat classique de Hoogeveen et
al. [172] en utilisant la résolution d’un systéme d’inéquations. De plus, dans
[172], les auteurs ont montré la AN'P-complétude pour le probléeme UET —
UCT dans le cas ou le graphe de précédence admet pour structure une anti-
arborescence. Il serait intéressant de proposer un seuil d’approximation pour
le comparer & celui donné pour un graphe de précédence quelconque.

La borne de 4/3 obtenu par Munier et Konig [115] reste la meilleure
borne connue depuis une quinzaine d’années. Une idée possible consiste &
« découper » le graphe de précédence en des graphes G; de profondeur au
plus au plus cing, sachant que décider si nous pouvons ordonnancer en temps
cinqg un Gj est polynomial. Cependant, la difficulté consiste & d’une part a
générer une solution réalisable & partir de G; et évidemment d’évaluer la
performance relative.
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Sans com.

UET -UCT

Polynomial [37] dup

Sans dup
du Sans dup

1+ =5, [24]

1
1+c+_4

& [172] 14+ L |24

1
NP-complet, [126] s

F1Gc. 4.6 — Principauz résultats de complexité pour le modéle homogéne pour la
minimisation de la longueur de 'ordonnancement
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Sans com.

UET -UCT

Sans dup

Sans dup Sans dup

Sans dup

d

(c), [140] 3 (164

no-APX, [74]

2, [126]

F1G. 4.7 — Principaux résultats d’approrimation pour le modéle homogéne pour la
minimisation de la longueur de l'ordonnancement
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CHAPITRE
Communications hié-

rarchiques

5.1 Présentation et motivations
5.1.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous adoptons le modéle & communications hiérar-
chiques [27] dans lequel nous supposons que les délais de communications ne
sont pas homogenes ; les processeurs sont regroupés sous forme de modules
et les communications & l'intérieur d’'un méme module seront considérées
comme plus rapides que celles entre deux processeurs appartenant a des mo-
dules différents. Ce modele prend en compte la nature hiérarchique des com-
munications dans les ordinateurs paralléles, composés de plusieurs réseaux
de PC ou des stations de travail (NOW, Network of workstations) [129].
L’utilisation des réseaux de stations de travail comme machines paralléles
[9, 129] a permis un regain d’intérét pour le parallélisme mais a également
engendré de nouveaux problémes concernant 1’exploitation potentielle de la
puissance offerte par de tels systémes.

La plupart des tentatives pour modéliser ces systémes se sont focali-
sées sur la programmation de ces systémes plutot que le développement de
modeles abstraits [142, 143, 40, 38]. Quelques tentatives concernant cette
approche ont vu le jour dans la littérature [27, 46]. Le modéle que nous
adoptons ici est le modéle 4 communications hiérarchiques qui est dédié a
I’'un des problémes majeurs apparus du fait de la nécessité d’une utilisation
efficace de telles architectures le probléeme d’ordonnancement de tdiches. Le
modeéle proposé prend en compte les architectures des NOW : ’hypotheése
des communications hiérarchiques 4.e. une hiérarchie des délais de communi-
cations avec des latences de plus en plus grandes. Plus formellement, soit un
ensemble de modules constitués de processeurs identiques, et un graphe de
précédence, nous considérons que si deux taches communicantes sont exécu-
tées sur le méme processeur (resp. sur des processeurs différents d’'un méme
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module) alors le délai de communication correspondant est négligeable (resp.
est égal ce que nous appellerons le délai de communication inter-processeur).
A Tinverse, si ces taches sont exécutées sur des modules différents, alors le
délai de communication est plus important et celui-ci sera appelé le délai
communication inter-module.

Nous disposons de m machines multiprocesseurs (ou modules) qui sont
utilisées pour exécuter n tiches soumises & des contraintes de précédence.
Chaque machine (module IT) comprend plusieurs processeurs paralléles iden-
tiques 7. Un couple de délais de communications (c;j,€;;) est associé a
chaque arc (i,7) entre deux taches dans le graphe de précédence. Par la
suite, ¢;; (resp. €;;) représentera les communications inter-module (resp.
inter-processeur) et nous ferons I’hypothése naturelle que ¢;; > €;;. Si les
taches ¢ et j sont exécutées sur des machines différentes (II' # II), alors j
devra étre exécutée au moins c;; unités de temps apres la fin d’exécution de 1.
De maniére similaire, si i et j sont exécutées sur la méme machine (IT = IT')
mais sur des processeurs différents (7 # 7’) alors le début de 'exécution de
la tache j peut se faire ¢;; unités de temps apres la fin d’exécution de 7. De
plus, si ¢ et j sont exécutées sur le méme processeur (r = 7’) alors j peut
avoir un début d’exécution immédiatement aprés la fin de la tache 7.

Formellement, dans le modéle d’ordonnancement & communications
hiérarchiques nous associons un couple de valeur (c;;,¢€;5) avec €; < ¢j
V(i,j) € E tel que :

— sim =7 alors t; + p; < t;

— sinon si m # 7’ et si Il = 1T’ alors ¢; + p; + €5 < t;

— SinOHH#H/ et t; +p; +c¢; <t

ou p; (resp. t;) désigne la durée d’exécution (resp. le début d’exécution)
de la tache .

Clairement, le modéle & communications hiérarchiques est une générali-
sation du modeéle & communications homogénes ([48], [50, 131]) puisque si
V(i,j) € E, €;; = c¢;; alors, le modeéle hiérarchique est identique au modele
classique avec communications homogénes.

En utilisant les notations a|3]y (ces trois paramétres permettent de régler
le niveau d’abstraction de la machine virtuelle et les hypotheéses sur le type de
graphes considérés), introduites par Graham et al. [77] et étendues dans [173],
notre probléme est représenté par P(P2)|prec; (cij, €ij) = (2,1);pi = 1|Crnax
oil le premier champ P(P2) signifie que nous disposons d’une infinité de
machines constituées de deux processeurs identiques chacune et prec indique
que le graphe orienté sans cycle admet une structure quelconque.

Le probléme d’ordonnancement avec communications hiérarchiques a été
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Modeéle homogeéne Modele hiérarchique
Modéle Critere| Type de Type de
P Borne(s) P Borne(s)
machine machine
7 4 5 8
= 5§ <p=< 3 — 7<p< T
UET-UCT Couw | P 6SP=3 P(P2) 1=P=5
([89],[115]) ([301,[27])
) < 2(1+9) ) < 12(1+9)
SCT Conaz P P= et P(P?2) P= et
([111]) (I35])
UET-UCT | ¥, | P 9<p (s8) | P(P2) | I<p (30)
UET-UCT biparti | Chax P 5 <p, (J172)) P2(P) % <p, (|11])
UET-UCT biparti | 3 C; P P2(P) 2 < p, ([11])
UET-UCT Craz | P | p< 3 =55, ([112)) | P(Pm) | p< (83— g75), ([11]
UET—UCT,dup Craz P p=1, ([49]) P(PQ) p=1, ( [25])
TAB. 5.1 - Tableau comparatif sur la complexité et sur la (non)-

approximation des problémes d’ordonnancement en présence de communi-
cations homogenes et hiérarchiques obtenus dans [68].

introduit dans [68]. Dans cette thése, plusieurs résultats ont été obtenu, et
sont résumés dans le tableau 5.1.

Cependant, plusieurs approches existent pour tenter de modéliser au
mieux ces systémes en prenant en compte les développements technolo-
giques :

— une approche concerne la programmation systéme, nous pouvons citer

les travaux référencés par [38, 40, 142, 143].

— dans une approche d’'un modeéle abstrait, nous pouvons citer les travaux
de [39, 57, 59, 102, 107, 108, 168] sur les taches malléables introduites
dans [39, 57]. Une tache malléable est une tache qui peut s’exécuter
sur plusieurs processeurs et sa durée d’exécution dépend du nombre de
processeurs exécutant cette tache.

En considérant le tableau 5.1, il est manifeste qu'un travail sur la com-
plexité pour tout couple de valeurs de délais de communication est & effec-
tuer. Ce travail a commenceé a étre fait dans [69], en considérant le couple de
valeurs (2,1) et les principaux résultats de cet 1’article sont donnés ci-aprés.
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Théoréme 5.1.1 Le probleme P(P2)|prec;(cij,€i5) = (2,1);pi = 1|Cruaz
ne posséde pas d’algorithme d’approrimation avec une performance relative
garantie strictement inférieure a 6/5 sous l’hypothése P # NP.

Théoréme 5.1.2 Le probleme de décider si une instance de

P(P2)|prec; (cij,€i5) = (2,1);pi = 1|Cpae posséde un ordonnancement
de longueur au plus trois est polynomial.

Théoréme 5.1.3 Le probléme P(P2)|prec; (cij, €ij) = (2,1);pi = 1 > Cj
ne posséde pas d’algorithme d’approxrimation avec une performance relative
garantie strictement inférieure a 9/8 sous ’hypothése P # N'P.

5.1.2 Motivations

Le challenge maintenant est double : « Peut-on généraliser ces résul-
tats pour tout couple de valeurs (¢, ) avec pour fonction objective
la minimisation de la longueur de l’ordonnancement ? ». Dans le
cas ou la réponse est positive, « Pour le probléme UFET, est-ce que
I’écart (portant sur la valeur du C),,;) entre I’existence d’une solu-
tion optimale (via un algorithme de complexité polynomiale) et la
NP-complétude, est identique entre le modéle & communications
homogénes et celui & communications hiérarchiques en présence
des grands délais de communication ? » Dans ce chapitre, nous allons

répondre a ces deux questions.
5.1.3 Présentation du chapitre

Le chapitre se décompose de la maniére suivante :
— dans la section 5.2, nous établirons la N'P-complétude du probléme
pour la minimisation de la longueur de 'ordonnancement.
— dans la section 5.3, nous proposerons un algorithme polynomial pour
Ciaz = c+ 1.
— dans la section 5.4 nous effectuerons une analyse des résultats obtenus.
— dans la section 5.5 nous développerons un algorithme p-approché avec
= 2l2(f:11) (meilleure borne connue & notre connaissance).
Ces travaux ont été mené avec E. Angel, E. Bampis, J.C Konig, et A.
Kononov (voir [11], [26], [27], |28], [29], [30], [31], [32], [33], [34], [35], [69],
[71], [72].
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Références

(Cija fij) Crnaz Zj Cj

(¢ >3,1) | voir Théoréme 5.2.1 | voir Théoréme 5.2.5
(3,2) voir Théoréme 5.2.3 | voir Théoréme 5.2.5

(¢ >3,c) | voir Théoréme 5.2.2 | voir Théoréme 5.2.5

(¢,c—1) | voir Théoréme 5.2.4 | voir Théoréme 5.2.5

TaB. 5.2 — Résultats de complexité pour la section 5.2

5.2 Reésultats sur la non-approximabilité pour tous
couples de valeurs

Dans cette section, plusieurs preuves de NP—complétude sont propo-
sées. Nous montrons que le probléme de décider si une instance de P(Pl >
4)|prec; (cij, €ij) = (¢ > 3,1);p; = 1|Cypap posséde un ordonnancement de
longueur (¢ + 3) est N'P-complet (voir Théoréme 5.2.1). Ce résultat sera gé-
néralisé¢ dans le Théoréme 5.2.2 pour le probléme P(Pl > 4)|prec; (cij, €ij) =
(e,d);pi = 1|Chas avec ¢ > +1 > 2.

Nous montrons également la NP—complétude pour le probléme P(Pl >
4)|prec; (cij, €i5) = (3,2); ;i = 1|Cpnag (voir Théoreme 5.2.3). La transforma-
tion polynomiale est basée sur la N’P—complétude du probléme P;, mais la
construction de I'instance est différente. Nous tirons avantage des différentes
valeurs des couples de communications. Ce résultat est également généralisé
par le Théoréme 5.2.4 les couples de valeurs : (¢;j, €;5) = (¢,c—1) avec ¢ > 3.

Dans un second temps, nous étudierons le probléme avec pour fonction
objectif en considérant la somme des temps de complétude Zj Cj, au lieu
de la longueur de "ordonnancement Cp,qy-

Tous les résultats de N’P—complétude sont donnés par le tableau 5.2.
Dans toutes les preuves de N'P—complétude la valeur des variables [ et ¢
sont constantes.

5.2.1 Minimisation de la longueur de ’ordonnancement
Théoréme 5.2.1 Le probléme de décider si une instance de P(Pl > 4)|prec;

(cij,€ij) = (¢ > 3,1);p; = 1|Ciax posséde un ordonnancement de longueur
au plus (¢ + 3) est N'P-complet.

Preuve
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|

( 2d4Ay np
SOSNR[D-SOTDR. T,

we {y,21} w € il
_ w3 € {t,t_}
w € {y,y} v'€ {yz, 2t, yt} _
w € {y, %1} xw — 7y si et seulement si
T w est un préfixe ou un suffixe du mot ~
Oslotllslot22slot33... 4 c+5120tc+30+3
2 z z zt | ol ... c1 = Qj
g5
g |y y | oyt | A Pl I
S &
— — — Z
t t t yzty | yz |yrty... yztih 3
dbd | d2a | g3 detss

Exécution des taches« dummy »

Fi1Gc. 5.1 - Ordonnancement partiel sur un cluster K;, et sous-graphe partiel du
graphe de précédence pour une clause C = (y V z V t) pour le probléme P(Pl >
4)|prec; (¢cij, €i5) = (¢ > 3,1)|Crnas
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Il est facile de voir que P(Pl > 4)|prec;(cij,€;5) = (¢ > 3,1);p; =
1|Craz = c+3 € NP.

Montrons la N'P—complétude.

Notre preuve est basée sur une réduction & partir de P,

Considérons une instance 7* of Pq, nous construisons une instance 7 du
probléme P(Pl > 4)|prec; (cij;€:5) = (¢ > 3,1);p; = 1|/Craz = ¢+ 3 de la
maniére suivante : (voir la figure 5.1) :

Remarque

Dans le but de ne pas surcharger la figure 5.1, nous présentons de maniére
synthétique le sous-graphe partiel du graphe de précédence qui est construit
a partir de la clause C = (y V z V t). Quand nous écrivons w — w avec
w € {y,z,t}, ceci signifie que nous avons trois chaines de longueur deux
(une pour chaque variable booléenne). De maniére similaire, quand nous
écrivons w — v avec v € {yz, zt,yt} et w est un préfixe ou un suffixe du mot
v, nous avons par exemple, si w =y, y — yz et y — yt.

1. Pour chaque variable w € V (ou V représente ’ensemble des variables
dans la formule logique), nous introduisons trois taches w, w et @,
appelé taches-variables, et deux contraintes de précédence : 0 — w et
w — .

2. Pour chaque clause C' = (z V g) de longueur deux, nous introduisons
une tache D (ces taches dans la suite seront appelés des taches-
clauses de type D). Nous ajoutons les contraintes de précédence
suivantes : x — D et §y — D.

3. Pour chaque clause C' = (y V z V t) de longueur trois,

(a) nous introduisons (2 x (¢ — 2) + 3) taches-clauses, v €
{yz,yt, 2t},C* et yzt, avec k € {1,...,c — 2}. Pour chaque
variable booléenne w apparaissant dans C, nous ajoutons les
contraintes suivantes :

w—Cl w—ysiweyourye {yz,yt, 2t} et

Ck—>0k+1, etwkﬁwk_i_l, k:E{l,,c—?)}

(b) Nous ajoutons ((c¢ 4+ 3) x (I —3) + (¢ — 2)) taches « dummy »
U notées d*7, Vj € {1,...,1 -3}, k€ {1,...,c+ 3} et \? avec
p € {1,...,c— 2} dont les contraintes de précédence sont :

'Dans le reste de ce chapitre les taches « dummy » d®7, Vj € {1,...,1 =3}, Vk €
{1,...,c+ 3} sont associées a la clause C de taille trois. Donc, si le nombre de clauses de
taille trois est ¢, dans l'instance construite nous avons ¢ X (I —3) x (¢+ 3) taches « dummy
».
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—dbI — @I v e {1, 1 -3), ke {l,...,c+2}et \P —
MNHLpe{l,...,c— 3.

— Nous ajoutons également, d*/ — C!', w — d7, @ —
>, d3 — A o — d®) V5 o€ {1,...,1 — 3} on w désigne
une variable booléenne apparaissant dans la clause C.

— En dernier lieu, pour chaque variable booléenne w apparaissant
dans la clause C, nous ajoutons les contraintes de précédentes
suivantes : @ — yzt; — d%, ¥j € {1,...,1—3}.

La construction présentée ci-dessus est illustrée par la figure 5.1. La trans-

formation est clairement calculable en temps polynomial.

— Supposons maintenant qu’il existe un ordonnancement de longueur au
plus (¢ + 3). Nous allons montrer qu’il existe une affectation I : V —
{0,1} des valeurs de vérité aux variables satisfaisant l'instance 7* du
probléme P;.

Le iéme cluster sera noté par K;.
Dans ce cas, nous pouvons remarquer que :
Soit C = (y V z V t) une clause.

1.

Toutes les taches d'un chemin de longueur quatre (la longueur
d’un chemin est le nombre de téches constituant ce chemin)
sont exécutées sur le méme cluster. Donc, les taches CF, d¥J,
yzty, w, @, © avec w € {y, z,t} sont ordonnancées sur un cluster
K;.

. Les taches « dummy » d*J utilisent (I —3) processeurs de K; sans

tant d’inactivité (une communication n’est pas autorisée sur un
chemin de longueur (c + 3)).

Les contraintes de précédence entre les prédécesseurs de tache d®7
(i.e. w et w avec w € {y,z,t}) impliquent que ces prédécesseurs
sont exécutés aux slots 1, 2 et 3 sur trois autres processeurs.

. Les contraintes de précédence entre les taches yzf, et d%/ im-

pliquent que la tache yzt; est affectée au slot 4 et donc deux
taches parmi 7, z, t sont exécutées au slot 2.

Au slot 2, une tache parmi y, z, t doit étre exécutée. Autrement,
les taches C*, Xk, ~, avec v € {yt,yz, zt}, yzt;, j > 1 et les
trois taches-clauses de type D admettant les taches y, z,t comme
prédécesseurs doivent exécutées durant les slots 5 a (¢ + 3) sur
trois processeurs libres de K;. Sachant qu’au plus (3¢ — 3) taches
peuvent étre affectées sur trois processeurs durant (¢ — 1) slots,
ceci est impossible.
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Supposons que les taches ¥, Z et t sont affectées au slot 2. Les taches-
clauses de type D, admettant les taches y, z et ¢ comme prédécesseurs
sont exécutées au slot (¢ 4+ 3) sur le méme cluster car elles ne peuvent
étre ordonnancées sur un autre cluster (sachant les communications
inter-cluster sont de valeurs ¢) et les taches correspondant aux autres
littéraux sont exécutées au slot 2 sur un autre cluster.

Maintenant, nous affectons la valeur vraie au littéral si la tache as-
sociée est exécutée au slot 2 et faux sinon.

Ceci donne une solution & note probléme.

— Supposons qu'il existe une affectation I : V — {0,1} des valeurs de
vérité aux variables satisfaisant ’ensemble des clauses. Supposons que
le littéral dans la clause C'= (y V z V t) est t. Donc, 'ordonnancement
proposé a la figure 5.1 est réalisable sur trois processeurs libres.

Ceci conclut la preuve du Théoréme 5.2.1.

O

Le résultat précédent peut-étre généralisé par les Théorémes suivants
5.2.2. Dans les trois prochains Théorémes, nous donnerons seulement la
transformation polynomiale. Les démonstrations sont similaires & celle pro-
posée dans la preuve du Théoréme 5.2.1.

Théoréme 5.2.2 Le probleme de décider si une instance de P(Pl > 4)|prec;
(cij, €ij) = (¢, );pi = 1|Cpaz, avec ¢ > ¢ +1 > 2 posséde un ordonnance-
ment de longueur au plus (¢ + 3) est N'P-complet.

Théoréme 5.2.3 Le probléme de décider si une instance de P(Pl > 4)|prec;
(cij, €ij) = (3,2);pi = 1|Cpnaa posséde un ordonnancement de longueur au
plus siz est N'P-complet.

Théoréme 5.2.4 Le probléme de décider si une instance du probleme
P(Pl > 4)|prec; (cij ei5) = (c,¢c — 1);pi = 1|Craz avec ¢ > 3, posséde
un ordonnancement de longueur au plus (¢ + 3) est N'P-complet.

Corollaire 5.2.1 Il n’existe pas d’algorithme approché pour le P(Pl >
4)|prec; (cij, €i5) = (¢, );pi = 1|Cpag avec ¢ > ¢ avec pour performance

1
1+ 5.

Preuve

Le Corollaire 5.2.1 est une conséquence immédiate du Théoréme de I'im-
possibilité, (voir [50], [67]) et Théorémes 5.2.1, 5.2.3, 5.2.2, 5.2.4.

Ceci conclut la preuve du corollaire 5.2.1.
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5.2.2 La minimisation de la somme des temps de complétude

Dans cette section, nous allons montrer qu’il n’existe pas d’algorithme
d’approximation pour le probleme P(Pl > 4)|prec;(cij,€ij) = (¢ >
3,c)pi = 1] Zj Cj, avec ¢ > ¢, avec une performance relative inférieure
a1+ 51 sous P # N'P.

Théoréme 5.2.5 Il n’existe pas d’algorithme d’approximation pour le pro-
bleme P(Pl > 4)|prec; (cij, €i5) = (¢ > 3,¢);pi = 1|32, Cj avec ¢ > ¢ avec

un ratio inférieure a 1+ T}M'

Preuve

La preuve du Théoréme 5.2.5 est similaire a celle donné pour le Théoréme
4.2.3 avec pou.r valeur de x > %.
Nous appliquons la méme méthode que celle proposée pour la démons-

tration du Théoréme 4.2.3. O

5.3 Un algorithme polynomial pour C,,,, =c+1

Théoréme 5.3.1 Le probleme de décider si une instance de
P(Pl)|prec; (cij,ei5) = (¢ > 0,);pi = 1|Cmaz (resp. P(PL >
3)|prec; (cij, €i5) = (¢ > 3,1);pi = 1|Cpaz) posséde un ordonnance-
ment de longueur au plus (c + 1) est polynomial sachant 1 et ¢ sont
constants.

Preuve

En effet, dans le ot Chqr = ¢+ 1 les communications inter-clusters sont
interdites. Donc, chaque composante connexe du graphe de précédence doit
étre constitué d’au plus I x (¢ + 1) taches. Le probléme de déterminer si un
graphe de taille au plus [ x (¢4 1) peut étre ordonnancé en ¢ + 1 unités de

temps est clairement polynomial quand [ et ¢ sont des constantes.
O

5.4 Discussion

Avec les résultats précédent, la réponse & la question émise au début de
ce chapitre est donnée par la figure 5.2. Sachant que le modéle hiérarchique
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que nous considérons ici et une généralisation du modeéle classique d’ordon-
nancement, dans les deux cas (UET-UCT et UET-LCT) le probléme devient
plus difficile.

De plus, pour ¢ > 4 le probléme a été montré plus facile pour le mo-
dele hiérarchique. En effet, dans [74], nous avons montré qu’il n’existe de
p-approximation avec p < 1+ 1/(c + 4) pour le probléme P|prec;c;; = ¢ >
2;pi = 1|Cpaz et pour Chae = ¢+ 1 le probléme est polynomial, et pour
Cinaz = c+2 le probléme est partiellement ouvert. Pour C,,, = ¢+ 3 la com-
plexité du probléme est inconnue. Nous conjecturons a partir de la figure 5.2
que le probléme de décider si une instance de P|prec; cij =c¢>2;p; = 1|Cpag
est ordonnangable pour Ce = ¢+ 3 est polynomial.

Cma NP-complétude
; NP-complétude
7 e
6 Polynomialité
5 Polynomialité
4
3
2
1

1 2 3 4 5 ¢

_ Modéle d’ordonnancement Homogéne
,,,,,,,,,, Modéle d’ordonnancement hiérarchique

F1G. 5.2 — Résultats de complexité pour le probléeme UET-UCT dans le cas du pire
cas

5.5 Approximation

Théoréme 5.5.1 L’algorithme d’expansion proposé dans le chapitre 4

donne un algorithme approché de ratio 212(10:11) pour le probléme P(Pl >

4) |p7“ec; (cij7 6'ij) = (C > 370/);pi = 1‘Cmax-

Preuve
En utilisant l'algorithme générique proposé dans le chapitre 4 et le ré-
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sultat connu (voir [27] pour I'approximation de P(Pl > 4)|prec; (c;j, €;5) =
(1,0); p; = 1|Cinag) nous obtenons le résultat souhaité.
U

5.6 Conclusion

Nous avons réussi & proposer un résultat général sur le seuil d’approxi-
mation (resp. un algorithme approché) pour n’importe quel algorithme ap-
proché pour n’importe quel couple de valeurs de délais de communication
inter/intra cluster (¢, ). Il est important de noter que les techniques et les
méthodes utilisées pour la recherche de solutions approchées et la classifi-
cation au sens de la complexité restent valables. Cependant, la gamme des
problémes pouvant étre étudiés est plus restreinte car nous nous heurtons
trés rapidement & une combinatoire importante (par exemple il n’existe pas
pour le moment de résultat pour les petits délais de communications sur une
infinité de clusters en présence de la duplication).

Nous avons proposé un modeéle qui capture la notion de communications
hiérarchiques et qui est une généralisation du modéle homogéne. Ce modéle
est un modeéle plus complexe que le modéle homogéne, mais la complexité
reste raisonnable car nous avons pu effectuer une analyse analytique (NP-
complétude, algorithmes polynomiaux, algorithmes d’approximation), et ne
se limite pas & une analyse stochastique ou statistique.
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CHAPITRE
Communications lo-

cales

6.1 Présentation et motivations
6.1.1 Introduction

Dans un soucis de proposer des modéles d’ordonnancement « le plus
proche de la réalité », nous présentons un modéle, que nous appelle-
rons par la suite modéle d’ordonnancement homogéne avec des délais
de communications locaux. Ce modéle est une autre généralisation du
modéle & délais de communication homogénes, comme le modéle hiérar-
chique présenté au chapitre 5. Dans ce modeéle (& délais de communications
locaux) P’allocation des téches sur les processeurs n’a aucune influence sur
la longueur de 'ordonnancement. Lorsqu’il existe une communication entre
deux taches i et j, alors ¢ et j peuvent étre alloué sur n’importe quel pro-
cesseur. La valeur du délai de communication est fixe et est donné par le
graphe de précédence. En effet, le graphe de processeurs (noté par la suite
G* = (V*,E*) ou V* = {m1,...,mn} est un ensemble de m processeurs et
E* est ’ensemble des relations entre les processeurs, est totalement connecté,
alors le début d’exécution de ¢ dépend simplement du délai de communica-
tion potentiel entre ¢ et ces prédécesseurs.

Dans le modéle présenté, nous relachons la contrainte sur le caractére
complet du graphe de processeurs. Alors, I’allocation des téches sur les pro-
cesseurs devient une caractéristique fondamentale!et essentielle pour ce mo-
déle. Nous considérons un modele pour lequel une fonction de distance est
prise en compte entre deux processeurs w et 7' dans le graphe de proces-
seurs. Cette fonction influence le délai de communication entre deux taches ¢
et j (soumises & une contrainte de précédence), et donc sur la date de début
d’exécution de la tache j. Ainsi le délai de communication, utilisé pour le

!Cette caractéristique se retrouve dans le modeéle des taches malléables et modelables
évoquée brievement dans le chapitre 5.
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calcul des dates de début d’exécution, entre deux taches ¢ et j soumises a
des contraintes de précédence dépend maintenant de deux paramétres :

— le délai de communication ¢;; issu du graphe de précédence G,

— la distance dg« (!, 7"), entre les processeurs 7' et 7 exécutant les

taches 7 et j

Le temps de communication sera donné par la variable ¢; 11, -n. La va-
leur de la variable indique que le temps de la communication entre la tache
j, qui est exécutée sur le processeur 7', et la tache k, qui est ordonnan-
cée sur le processeur ') sera défini par cjrd(n!, ") o c¢ji, est le délai de
communication issu du graphe de précédence et d(n!, 7") est la fonction de
distance.

La fonction de distance d(7!, 7"") mesure la distance entre les processeurs
7" et 7 dans le graphe de processeurs. Il est important de noter que la
fonction de distance peut posséder des spécifications selon le probléme d’or-
donnancement étudié. La premiére fonction de distance a été proposé par
Picouleau [130], et était définie par d(x!,7") = |l — h| (si sur la chaine 7!
(resp. 7%) est le [éme (resp. kéme) sommet). Cette fonction est appropriée
pour les réseaux linéaires. Pour les autres réseaux structurés, la fonction de
distance privilégiée est celle qui donne la longueur d’un plus court chemin
pour chaque paire de processeurs.

Formellement, nous avons :

Y(i,5) € E,t; > t; + pi + cijde- (', 7")

o1,

— 7l est le processeur oil la tache i est exécutée (la date de début d’exé-
cution de la tache ¢ ne dépend pas du processeur sur lequel la tache 7
est affectée),

— dg+ (7', ") est la longueur d’un plus court chemin dans G* entre deux
processeurs exécutant i et j (noté dans la suite d(=!, 7)),

— ¢;j est le délai de communication donné par le graphe de précédence,

— p; est la durée d’exécution de la tache 1,

— t; est la date de début d’exécution de 1.

— ! (resp. ") est le processeur exécutant i (resp. j).

Le modele exprime le fait que si deux taches i et j, avec (i,7) € E alors
la distance entre les processeurs 7! et 7" sur lesquels les taches i et j sont
executées doit étre en compte dans le calcul de la date de début d’exécution
de la tache j. Alors, plus les processeurs 7' et 7" sont proches plus la date
pourra étre potentiellement avancée. Ainsi, le délai de communication qui
devra étre utilisé pour le calcul des dates de début d’exécution est propor-
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tionnel aux délais de communication issu du graphe de précédence et de la
fonction de distance.

Il est important de noter qu’avec une telle généralisation les liens qui
relient les processeurs admettent une capacité infinie. Nous supposerons que
nous n’avons pas de probléme de congestion. Et donc, la transmission de
plusieurs données sur méme un lien ne peut conduire & un conflit.

Remarquons que le modéle & délais de communications locaux
que nous considérons ici est une généralisation du modéle classique d’or-
donnancement présenté dans le chapitre 4, [48], [50]. Considérons une
instance telle que toutes les distances dans le graphe de processeurs sont
unitaires, d(w!, 7") = 1,Vi,j (G* est donc un graphe complet). Dans ce cas
1&, le modéle considéré est exactement le modéle & délai de communication
homogeéne.

Dans le but d’illustrer le modeéle, nous considérons 'exemple donné la
figure 6.1. Nous prenons un graphe G constitué de cing taches, de durée
d’exécution unitaires et une chaine de processeurs de longueur quatre. Nous
allons produire deux ordonnancements. Dans l'ordonnancement a), la tache
x (resp. d) est alloué sur le processeur 7! (resp. 7). Si la tache e est allouée
au processeur m* nous avons max{d(r*, 7*)} = 3 ou 7" désigne le processeur
sur lequel un prédécesseur de e est exécutée. Alors, t. > 4, et nous obtenons
te = 4. A contrario, si la tache e est allouée au processeur 7>, nous avons
max{d(m3, ")} = 2, alors t, > 3. L’'ordonnancement optimal est présenté
en c).

Utilisant les trois champs Graham et al [77], si nous considérons le pro-
bléme de la minimisation de la longueur de ’'ordonnancement pour des taches
unitaires et des commnications unitaires (données par le graphe de précé-
dence), et des communication unitaire (les délais de communication dépend
d’un plus court chemin dans le graphe G*) sur un ensemble de processeurs
représenté par une chaine, ce probléme sera noté par {P, étoile}|prec;c;; =
d(mt, 7); pi = 1|Crnae.
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G 012345
0123
@ @ @ @ |z )
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d O 7 e e
7t | d
G b)

FiG. 6.1 — Lllustration de Uinfluence de l’allocation des prédécesseurs d’une tdche

Dans la suite de ce chapitre, nous considérons le probléme d’ordonnan-
cement classique UET — UCT (Unit Execution Time-Unit Communication
Time, i.e. Vi € V,p; = 1, and V(i,j) € E,c¢;; = 1) sur un nombre de pro-
cesseurs limités. Les processeurs sont numérotés de 7%, w',..., 7% L et le
processeur 7% peut communiquer avec le processeur 7% avec un cott de com-
munication de d(7*, %) o d(7*, 7*") représente un plus court chemin dans
le graphe G* entre ces deux processeurs. Ainsi la délai de communication est

la fonction de distance décrite ci-avant.
6.1.2 Présentation du chapitre

Le chapitre se décompose de la maniére suivante :

— dans la section 6.2, nous procéderons & un rappel des résultats de
complexité et d’approximation obtenus sur ce modéle et nous rappel-
lerons également un résultat classique qui permet de déterminer la
performance relative d’un algorithme approché sur un nombre fini de
processeurs a partir de celle obtenue sur un nombre illimité.

— dans la section 6.3, nous présentons nos premiers résultats en com-
plexité et en approximation portant sur I’anneau de processeurs.

— dans la section 6.4, nous étudions la topologie en étoile
(N'P—complétude section 6.4.2; algorithme polynomiale section 6.4.3
et un algorithme d’approximation avec garantie de performance non
triviale section 6.4.5).

— dans la section 6.5, nous proposons une classe de graphes G pour la-
quelle le probléeme de décider si une instance de {P,p € G}|prec,c;j =
d(ﬂ'l, 7 ), Pi = 1|Cpae posséde un ordonnancement de longueur au plus
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deux (resp. trois) est polynomial (resp. NP-complet), méme dans le
cas ol le graphe de précédence est un graphe biparti. Nous développons
également un algorithme d’approximation générique pour un graphe de
processeurs ayant un diameétre constant.
Ces travaux ont été mené avec V. Boudet,M. Bouznif, J. Cohen, J.C.
Konig, B. Valéry, (voir [42], [44], [75]).

6.2 Reésultats existants en complexité et approxi-
mation

Ce modele a été introduit en premier par Picouleau dans [130]. Dans
cet article I'auteur propose plusieurs résultats de N'P-complétude pour ce
modéle :

— dans le cas ou le graphe de précédence est une anti-arborescence (resp.
arborescence) sur une topologie ayant pour structure une chaine illi-
mitée (resp. une chaine illimitée et une étoile),

De plus, Lahlou dans [96], précise que le probléme de décider sur un
anneau ou une chaine un graphe de précédence quelconque est N’P—complet
pour Cpue; = 3. Il propose un algorithme de liste (proposé par Rayward-
smith [141]) avec une performance relative p telle que [{/m] < p < 1+
%m — ﬁ Dans [42] le probléme d’ordonnancement dans lequel le graphe de
processeurs est une chaine ou un anneau a été étudié. Nous avons prouvé
qu’il n’existe pas d’algorithme approché avec une performance relative de
4/3 pour la minimisation de la longueur de 'ordonnancement. Nous avons
étendu ce résultat au cas ou le graphe de précédence est un graphe biparti.

D’autres travaux (analyse d’algorithmes d’approximation basés sur la
notion de listes dans [91], prise en compte de la contention dans [61] et [132],
ou de la taille des données dans [60]) ont été menés sur ce type de modéle.

6.2.1 Motivations

Deux questions fondamentales émergent avec ce modele d’ordonnance-
ment : « Est-ce que nous pouvons déterminer des seuils d’approxi-
mation pour les diverses topologies? » et « Pour un probléme
classifié N’P—complet, pouvons-nous proposer une p-approximation
avec pe IN? »

Le tableau 6.1 récapitule les résultats antérieurs sur ce modéle. Nous
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G* G Complexité || Référence
Topologie d(nt, )
Chaine illimitée 1 arborescence || N'P-complet [130]
1 anti — arbo || N'P-complet
Etoile 1 arborescence || N'P-complet [130]
Cycle 1 prec p>4/3 [96]
Chaine 1 prec p>4/3 [96]

TAB. 6.1 — Résumé des résultats de complexité antérieurs montrés sur ce
modeéle

pouvons noter qu’il n’existe pas de résultat de non-approximabilité. Nous
proposerons dans la suite plusieurs résultats sur le seuil d’approximabilité
pour plusieurs topologies de graphes de processeurs.

Dans toute la suite de ce chapitre sauf mention explicite, nous condi-
dérons le probléme central de l'ordonnancement c’est a dire UET —
UCT,Vi,P; = 1,V(i,j) € E,c;j = 1. Le coit de communication dépend
seulement du placement des taches sur les processeurs.

6.2.2 Le principe du pliage en ordonnancement

Dans cette section, nous présentons un algorithme simple qui produit un
ordonnancement ¢ sur m machines a partir d’'un ordonnancement ¢*° sur
un nombre infini de processeurs pour P|prec, cij = 1, pi = 1|Cpqq. La validité
de cet algorithme provient du fait qu’il existe au plus un couplage entre les
taches exécutées a t; et celles exécutées a t; + 1 dans 'ordonnancement o
(voir [165]). Nous utiliserons ce résultat dans la section 6.4.5.

Algorithme 6.1 Ordonnancement sur m processeurs a partir d’un ordon-
nancement ¢ sur un nombre infini
pour ¢ =04a Cyr,  —1 faire
Soit X; ’ensemble des taches ordonnancées a t; dans ¢° en utilisant
I’heuristique h*.
Les X; taches sont exécutées en [%1 unités de temps.
fin pour

Théoréme 6.2.1 Brent A partir de tout algorithme h* admettant une per-
formance relative de p pour le probléme Plprec,cij = 1,p; = 1|Cryqa, nous
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pouvons obtenir un algorithme avec une performance relative p™ < (1 + p)
pour le probléme Plprec,cij = 1,p; = 1|Cyaa (voir [45]).

Preuve

Nous noterons par C’n”;”&’;‘, la longueur de 'ordonnancement donnée par
I’heuristique proposé par l’algorithme 6.1 sur m processeurs et Cﬁfdg* la
longueur de 'ordonnancement donnée par ’heuristique h* sur une infinité
de processeurs. De maniére similaire, nous noterons pas C’%f;,;m (resp. Cf,{’(ffo)
la longueur optimale sur m processeurs (resp. sur une infinité).

Etant donné que h* est une p-approximation donc ol < pOIPL e

.. opt,co opt,m
nous avons trivialement CybyS < Cobt™.

ol
omt < S [ ]
=0
ol 1
< (| X ]+
=0
ol 1
< | 20|+ cpet
=0
ol 1
< > % +Cria
=0
< O 4 Ol
< CPPm + pCpbie
< O + pCb”
< (L+p)Cim
P < (1+p)
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6.3 Etude de la topologie en anneau
6.3.1 Introduction

Nous avons décidé, dans un premier temps, d’étudier la topologie en
anneau du fait de sa relative simplicité.

6.3.2 Complexité

Théoréme 6.3.1 Le probleme de décider si une instance de
(P, chain)|prec,c;j = d(n’,7%),p; = 1|Cpaz posséde un ordonnance-
ment de longueur au plus trois est N'P-complet méme dans le cas ou le
graphe de précédence est un graphe biparti de profondeur un.

Preuve
Les preuves de ces deux théorémes sont données dans [42].

6.3.3 Algorithmes d’approximation

Dans cette partie, nous présenterons deux algorithmes d’approximation
avec garantie de performance : un en présence d’un nombre infini de proces-
seurs et le second pour la version limité. Ces deux algorithmes sont basés sur
lalgorithme classique d’approximation proposé par Munier et Konig [115]
pour le probléme P|prec; cij = 1;pi = 1|Cpaq-

Pour ce probléme, les auteurs proposent une solution basée sur une for-
mulation par un programme linéaire en nombres entiers. Ils utilisent la procé-
dure suivante : les contraintes d’intégrité sont relaxées et un ordonnancement
réalisable est obtenu par une phase d’arrondie.

Pour le reste de la partie, nous donnons les notations suivantes pour
I'ordonnancement o :

— 22 (resp. Cooid?") désigne la longueur (resp. optimale) de 0. X;
représente ’ensemble des taches dont la fin d’exécution est a 4, ¢ > 1
dans 0. Par définition, nous avons  _, | X;| = n. Soit mep = max; | X;|
le nombre maximum de processeurs utilisés pour 1’ordonnancement
o>,

Théoréme 6.3.2 Pour le probleme (P, chain)|prec; c;j = d(n’, 7*);p; =
1|Conac, il existe un algorithme d’approzimation avec un ratio ph®m>° < \/n,
avec n le nombre de tdches et la borne supérieure est quasi-atteinte.
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Preuve '

Pour probléme (P, chain)|prec; ¢;j = d(r*, 7%); pi = 1|Crac, Cchain,co,0pt
désigne la longueur optimale de I’ordonnancement.

Dans un premier temps, nous allons considérer deux cas simples.

- Si Cﬁ%ﬁ”’ww ® — 1 alors il est facile de déterminer un ordonnancement

optimal.

- Si Cﬁfﬂ"’oo’()p t — 92 alors Cosop © — 2. Sachant que l'algorithme proposé
dans [115] est %—approché, celui-ci peut étre utilisé pour déterminer la
solution optimale.

Maintenant, nous étudions le cas ol Cﬁﬁ%n’w"’p t > 3. Pour le probléme
(P, chain)|prec; c;j = d(m*,7*);p; = 1|Cpax, nous construisons un ordon-
nancement g¢hainoo y partir de . Soit C’,,C,ff;n’oo la longueur de ’ordon-
nancement gm0,

La construction o°"@"™> dépend de m’ (le nombre maximum de proces-

seurs utilisé par o).

1. Sim’ < /n alors nous gardons l'ordonnancement ¢ et nous ajoutons
m’ — 2 temps d’inactivité entre les X;-taches et les X; 1-taches avec
i impair (voir la figure 6.2 pour une illustration). L’ordonnancement
obtenu respecte toutes les contraintes du probléme (P, chain)|prec;
Cij = d(m*, 7); p; = 1|Cpnaz sachant qu'il existe dans ¢, au plus un
couplage entre les X; et X;;i-taches. De plus entre X;-taches et les
X, +o-taches I'écart entre les dates de début d’exécution est d’au moins
de m’ — 1 (la distance maximum entre chaque paire de processeurs).

Cchain,oo (resp. C22,.) désigne la longueur de g®"®™> (resp. o).
/
chain,oo oo (m _2) oo
Cma:r < Cma:r + 2 Cmax
/

m

< ?Cmaaz
2m, 00,0pt

S 3 Cmdxp
2m’ chain,oo,opt

< Tcmaa: 200P

< \/ﬁcﬁszg;n,oo,opt
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u/ sud ny

m —1
m' — 2 m' —2

X, Xo X3 Xy X5 Xe
m' —1

Fi1G. 6.2 — Ordonnancement réalisable pour o°"*™> pour le cas ot m' < \/n

2. Dans le cas contraire (m’ > /n), VX;, toutes les tiches sont exécutées
en max([ \)57%‘1’ 1) unités de temps o> Comme décrit précédent,
nous ajoutons /n — 2 unités de temps entre les X;-taches et les X -
taches pour ¢ pair. De plus, soient deux ensembles de taches X;, et
Xi,+1 avec ¢; > 1 impair. Soit p la taille d’un matching entre les X, -
taches et les X;, 1-taches. Alors, nous avons | X;, | > p et | X, +1] > p.
Nous exécutons les taches couplées sur un méme processeur, et les
autres taches au plus tot.

5 5 Vn—2

e
al

Fi1G. 6.3 — Ordonnancement réalisable pour "™ pour le cas m' > \/n

X3 | Xy

S

TR
T ET,

]
ﬁIJ:IJﬁ
fRea

n

hain, | X —

Chaw " < Z(\/%1+C§aa;+72 maw
=1

-2
< \/ﬁ + ngoaa: + L2)C1S”Lo¢w

A

IN

\/ﬁ + 2\/5 Coo,opt

3 max
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Sachant 3 < Cghain.co.opt (par hypothése) nous avons,

Cchain,oo < \/ﬁcchain,oo,opt + 2\/5 Cchain,oo,opt
max = 3 ~maz 3 mazx
< \/ECTC,Z%”’OO’OW

La borne supérieure est quasi-atteinte

Nous présentons une instance pour laquelle le ratio est strictement
inférieur @

Soit x un entier et soit le graphe de précendence G’ = (V', E’) comme
suit : V' = {uj, v, 85u41 1 1 < i <z} et B = {(u; — vy), (u; —
$i)y (Vi = wir1), (s; = wip1) = 1 <i <z}

Pour le probléme (P, chain)|prec; ¢;j = d(m, 7*); p; = 1|Cpnaz, 'ordon-
nancement optimal consiste a exécuter toutes les taches sur le méme
Crma*P! = 3q 41,

Pour le probléme P|prec; cij = 1;pi = 1|Cpaq, 'algorithme Munier-
Konig retourne un ordonnancement réalisable pour lequel 1 <7 < x+1,
u; est exécuté a U'instant 4(i — 1) + 1. Pour chaque i, 1 <i <z, v; et
s; sont exécutées a U'instant 4(i — 1) + 3. Cet ordonnancement utilise

3 3 (e e} —
deux 2 processeurs. Ainsi, Cyr, = 4z + 1.
Nous considérons une instance ol le graphe précédence est 4 copies

du graphe G’ ou = = 2y/n (Voir Figure 6.4). En utilisant les mémes
arguments que précédemment, 'ordonnancement utilisent \/n proces-
seurs. Nous obtenons Cjim:Pt — 6y/n+1et Coo = 8y/n+1. Nous

. hat
obtenons au final pour notre algorithme Crgy "> = 4n + 4
x=2yn
52
S1 Ug uerl
u1 U9 us Uy
o
S
g|N V1 U2_ Vg
Il :
S1 52
> U
U x+1
ul e
us Ug
1 (0 Uz

Fi1G. 6.4 — Instance pour laquelle le ratio est strictement inférieur a ¥
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Pl chain,oo
Ainsi, nous obtenu, p < /n.

Maintenant, nous considérons le probléme de processeurs est limité.

Théoréme 6.3.3 Pour le probléme (P,chain)|prec; c¢;j = d(nt, 7% p; =
1|Coaz, il eziste un algorithme d’approzimation avec pour un ratio (14 2
ot m est le nombre de processeurs et la borne supérieure est atteinte.

Preuve
Nous utilisons le méme algorithme que celui utilisé dans la preuve de
théoréme 6.3.2 cas (2) en remplacant y/n par m. Ainsi nous obtenons

n
» X, —2
Cehain - < —|mz‘ b0, + 2D e

2 max
i=1

Sachant Y, pﬂ{f' < Ot et O < %Cﬁiﬁn"’pt (a partir [115]) , nous
avons :

- 4 m
chain 00,0pt 00,0pt
Cmam < Cmam + § X Ecmax

. 4 m .
chain,opt chain,opt
< Cmam + g X Ecmax

(1 + Em) Cchain,opt

3 max

IA

Borne supérieure atteinte : Nous allons construire une instance pour
laquelle le ratio est 1+2%. Nous considérons le graphe G ayant (2 +1) copies

du graphe G’ avec z = i(MQ—iZ — 1) décrit dasb la preuve du Théoréme 6.3.2.

3
Alors en utilisant les mémes arguments que précédemment nous obtenons

Cmaamo0oPt — 2ot e = 4(-200 1) 4 1. Et donc Chega™™ = (2m +
3)z + 1.
0

6.4 Etude de la topologie en étoile
6.4.1 Introduction

Dans une second temps, nous poursuivons notre étude sur la topologie
en étoile. A la différence de ’anneau le diamétre de I’étoile est constant.
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Nous notons une étude similaire sur une architecture du type étoile : dans
[36] les auteurs considérent le probléme de maitre-esclave sur une plate-forme
hétérogene. Ils considére le probléme d’allouer un ensemble de téches (un trés
grand nombre) indépendantes de taille équivalentes sur une plate-forme de
calculs hétérogénes. Au lieu de considérer un critére classique, ils proposent
un algorithme polynomial basé sur une formulation par un programme li-
néaire dans le but d’obtenir un ordonnancement optimal en régime perma-
nent. Il est important de noter que notre probléme est proche du probléme
d’ordonnancement maitre-esclave.

6.4.2 Complexité

Le challenge pour le probleme (P,étoile)|prec,c;; = d(n',79),p; =
1|Chaz, est de le classifier au sens de la complexité. Nous montrerons que ce
probléme n’admet pas d’algorithme approché avec une performance garan-
tie inférieure a g pour la minimisation de la longueur de ’ordonnancement.
Nous proposons également pour Cp,.; = 4 un algorithme polynomial. Les
résultats présentés dans cette partie sont issus de [169].

Dans la suite, nous allons montré la NP-complétude pour Cqe = 5. La
preuve du Théoréme 6.4.1 est basée sur la preuve proposée dans [98] et [89].

Théoréme 6.4.1 Le probléme de décider si une instance de
(P, étoile)|prec, cij = d(n', ), p; = 1|Cpaq posséde un ordonnancement de
longueur au plus cing est N'P-complet.

Preuve

Notre preuve est basée sur une réduction a partir de Mazimum Clique
(voir [67], section 2.5).

Soit @' une instance de Mazimum Clique, nous construisons une instance
® pour (P, étoile) | prec,c;j = d(n',77),pi = 1| Craa-

Soit [ = @ le nombre d’arétes de la clique de taille k.

Vv € V nous créons quatre taches T, K,, M, et N, et Ve € E nous
créons une tache L.. Cette tache définit les ensembles T', K et L sur lequel
nous ajoutons les contraintes suivantes :

- Ty — Ky — My, — Ny,

~ Ty, = Lo et Ty, — L sie = (v1,v2) € E.
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F1G. 6.5 — Illustration de l’instance construite pour le probléeme d’ordonnancement
a partir du probléeme N'P-complet clique

Nous créons également six ensembles de taches « dummy » :
- P={P, P, P3Py, P}
- X={Xy,..., Xopn—k-1}
- Y={M,.... Yo v-1}
- Z={Zv,..., Zpv|-1}
- W={W,.... W1 v}
- U={U1,...,UpBl4k—141-V| }>
avec pour contraintes de précédence :
- VeeX:x— Ps
-VYyeY :y— Py
-VzeZ:P,— zand z — P;
- YweW :Py—w
- YuelU:P;—u
-Vke K : k— P
- Pi_>Pi+1 fOI‘lS’LSéL
le nombre de processeurs est m = 2max{|V|+1,+1+|V |, |E|-k+1-14+|V|}.
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x Contraintes de précédence entre les ensembles T, K, M, N et L

sont données par la figure 6.5

Fi1G. 6.6 — Les contraintes de précédence entre les ensembles X, Y, Z, W et U a
partir de Uinstance donné par la figure 6.5

e Nous supposons qu’il existe une clique de taille £ dans le graphe G, et
nous allons montrer qu’il existe un ordonnancement de longueur cinq. Pour
cela il suffit de construire d’ordonnancer les taches comme la figure 6.7 le
propose.
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o Totique | KClique Mciique || Nctique || Leique
Tcligue || K clique M ciique N Clique
* i
o Y Z Le U
T Py Py P; Py Py
0 1 2 3 4 5

F1G. 6.7 — Ordonnancement de longueur cing

Notation : Tijigye (resp. T, clique) désigne I'ensemble des taches qui sont
(resp. qui ne sont pas) éléments de la clique de taille k.

e Réciproquement, nous supposons qu’il existe un ordonnancement de
longueur cing. Nous allons prouver qu’il existe une clique de taille k£ dans le
graphe G.

Nous allons faire quelques remarques essentielles sur un ordonnancement
réalisable de longueur cing.

1.

Les taches de P doivent étre allouées sur le processeur 7*. D’une part
les taches de P forme un chemin de longueur cing. Elles doivent étre
exécutées consécutivement sur le méme processeur. D’autre part, il
existe un chemin ¢ = {P;,2, P} (Vz € Z). Ainsi deux il existe deux
délais de communication (P; — z et z — P5). Si un tache de P;
n’est pas affectée de maniére consécutive sur le processeur 7* le début
d’exécution de Ps est au moins de t = 5.

Chaque tache de X (resp. U) est prédécesseur (resp. successeur) de
P5 alors toutes les taches de X (resp. U) doivent étre ordonnancées a
t =0 (resp. t = 4).

Chaque tache de Z est successeur de P; et prédécesseur de Ps alors les
taches de Z doivent étre exécutées a t = 2.

Chaque tache de Y est prédécesseur de Py alors les taches de ’ensemble
Y doivent étre ordonnancées &t =0out=1.

Chaque tache de W sont successeurs de P, alors les taches de W doivent
étre exécutées at =3 ou at =4.

Remarquons qu’aprés 'ordonnancement des ensembles P, X, Y, Z W et
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U, nous avons 4|V |+| E| processeurs inactifs pour 4|V|+|E| taches a exécuter
venant des ensembles T, K et L. Nous allons étudier ces trois ensembles :

1. Tous les chemins de longueur quatre doivent étre exécutés consécuti-
vement sur le méme processeur. Ainsi, pour une tiche v € V alors le
chemin T,, — K, — M, — N, admet un début d’exécution soit &t =0
out=1.

2. Les taches de ’ensemble K sont exécutées a ¢ = 2 ou avant sachant
que les taches de K sont des prédécesseurs de P5. Chaque tache de K
est également un successeur d’une tache de T'. Sachant qu’il n’existe
aucun temps d’inactivité sur le processeur 7*, tous les délais de com-
munication admettent un coit de deux. Alors, les taches de K doivent
étre ordonnancées sur le méme processeurs que son prédécesseur de T
Ainsi, toutes les taches de K ne peuvent qu’étre affectées a t =1 ou a
t=2.

3. Les taches de l’ensemble L possédent deux prédécesseurs dans 7.
Comme toutes les taches de T' sont ordonnancées sur des processeurs
différents, il existe un délai de communication entre les taches de L et
leurs prédécesseurs dans 7'. Soit L, une tache de L. Si deux prédéces-
seurs de L. sont exécutées a t = 0 alors L. peut étre affectée a I'instant
t = 3, sinon L. doit étre exécutées a t = 4.

4. A t = 0, il existe au plus k instants d’inactivité et a ¢t = 3 il existe

au plus [ instant d’inactivité. Supposons que h < k taches de T sont
affectées & ¢ = 0, alors un graphe ayant h < k sommets ne peut avoir
plus de [ arétes. Et donc, &t = 3 il y a au plus de [ taches qui peuvent
étre exécutées. Comme le nombre de taches est égal au nombre de slots,
nous ne pouvons avoir un ordonnancement réalisable avant l'instant
t=>5.
Supposons maintenant que nous avons k taches ordonnancées & ¢t = 0.
La seule maniére d’obtenir [ taches exécutées a t = 3 c’est quand le
sous-graphe défini par les k taches forme une clique. A contrario, si nous
avons moins de [ taches a t = 3, nous aurions des temps d’inactivité,
ce qui est impossible dans tout ordonnancement réalisable de longueur
cing.

Ainsi, nous avons montré que dans G il existe une clique de taille k. Ceci
conclut la preuve du Théoréme 6.4.1.
O
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Corollaire 6.4.1 Il n’existe pas d’algorithme approché avec une perfor-
mance relative inférieure a g pour le probléme (P, étoile) | prec,c;j =

d('ﬂivﬂj)’pi =1 | Cma;r

Corollaire 6.4.2 Il n’existe pas d’algorithme approché avec une perfor-

mance relative inférieure a g pour le probléme (P, étoile) | prec,c;j =

d('ﬂivﬂj)’pi = 1,dup ‘ Crnaz

Preuve
La preuve vient directement de la preuve du Théoréme 6.4.1. En effet,
a partir de la construction de I'instance du probléeme (P, étoile)|, prec, ¢;j =
d(r*, 77, p; = 1,|Cinaz, nous savons qu’aucune tache ne peut étre dupliquée.
O

6.4.3 Un algorithme polynomial

Théoréme 6.4.2 Le probleme de décider st une instance de
(P, étoile)|prec, cij = d(n*, 77 ), pi = 1|Cpax posséde un ordonnancement de
longueur quatre est polynomial.

Preuve

Nous proposons une idée de la preuve. Le graphe de précédence ne peut
admettre plus que 4m taches. Il existe donc au plus (4m)?* allocations pos-
sibles sur le processeurs 7*. A partir d’une affectation réalisable sur le pro-
cesseur ¥, il est nécessaire d’exécuter les autres taches sur les processeurs
7t 1 < i < n. Cependant, les délais de communications entre deux proces-
seurs T et 7 avec i # i et i,i’ € {1,...,m} est égal & deux. Sachant que
pour le probléme Plprec;p; = 1;¢ij = 2|Cpae < 4 (voir [24]), les auteurs
ont développés un algorithme polynomial. Ainsi nous pouvons adapter leur
preuve & notre probléme.

Remarque : L’affectation des quatre taches sur le processeur 7* induit
quleques contraintes sur les dates de début d’exécution des autres taches,

mais la preuve s’adapte aisément.
O

6.4.4 Minimisation de la somme des temps de complétude
Dans cette section, nous allons étendre le résultat de non-approximabilité
sur 1’étoile pour la minimisation de la longueur de l'ordonnancement au

probléme de la minimisation de la somme des temps de complétude.
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Théoréme 6.4.3 Il n’existe pas d’algorithme approché avec une perfor-
mance relative inférieure a (1 + 55) pour le probleme (P, étoile) |prec;c;j =

d(n,7");pi =135, C;

Preuve La preuve du Corollaire 6.4.3 est une conséquence immeédiate du
Théoréme de I'Impossibilité, (voir [50], [67], section 2.2.2).
O

6.4.5 Algorithme approché sur I’étoile

Dans la section 6.4.2, nous avons proposé un seuil d’approximation
pour n’importe quel algorithme pour le probleme (P, étoiletoile)|prec, c;j =
d(r*, ), p; = 1|Cpnae- Maintenant, nous allons proposer un algorithme ap-
proché avec une performance relative non triviale.

6.4.5.1 Description de I’algorithme

L’algorithme approché utilisent trois étapes : a chaque étape nous ap-
pliquons un algorithme spécifique pour un probléme d’ordonnancement
donné ([115], [74], [165]). Dans les deux premiéres étapes un ordonnance-
ment est produit (les deux ordonnancements produits ne sont pas des or-
donnancement réalisable pour notre probléme). Ce n’est qu’a la derniére
étape que nous obtenons un ordonnancement réalisable pour notre probléme
(P, étoile)|prec; c;; = d(mt, 7"); pi = 1|Crnaa-

Dans la premiére étape, un ordonnancement (noté par S) pour le pro-
bléme P|prec; ¢ij = 1;p; = 1|Chyqq est produit. Pour ce probléme, Munier
et Konig [115] propose un algorithme (4/3)-approché, qui est basé sur la re-
laxation d’un programme linéaire en nombres entiers, et un ordonnancement
réalisable est produit par arrondis.

La seconde étape de notre algorithme produit un ordonnancement (noté
S’) a partir de S en utilisant le principe de la dilatation proposé dans [74],
et dans la section 4.2.5 pour le probléme P|prec; cij > 2;p;i = 1|Cpaa. Cet
algorithme est appelé Expand().

La troisiéme étape produit un ordonnancement S” sur une topologie
étoile & partir de S’ (réalisable pour le probléeme (P,étoile)|prec,c;; =
d(m,77),p; = 1|Cynaz) en utilisant le principe du pliage [165]. L’algorithme
du pliage construit un ordonnancement sur un nombre fini de processeurs a
partir d’un ordonnancement sur une infinité de processeurs. Cet algorithme
sera noté Folding.
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6.4.5.2 Algorithme et analyse de la performance relative

Algorithme 6.2 Ordonnancement pour le probléeme (P, étoile)|prec,c;j =
d(m*, 7)), pi = 1|Cax

G = (V, E) un graphe de précédence, m le nombre de processeur

S =Ordonnancement pour le probleme (P,étoile)|prec,c;; =

d(r, 1), pi = 1 |Crnaz )

Soit S la solution pour Plprec;c;j = 1;p; = 1|Cpaq

S’ = Expand(S)

S" = Folding(S")

Théoréme 6.4.4 L’algorithme 6.2 donne une 4-approzimation pour le pro-
bléme P, étoile|prec; c;; = d(m!, 7"); pi = 1|Ciax-

Preuve

Maintenant, étudions la performance relative de 1’algorithme. Dans un
premier temps. En utilisant 1’algorithme de Munier et Konig [115], nous
avons :

4
UET-UCT,c0 opt, UET—-UCT,c0
Cma;r < gcmazr

Alors nous calculons Schedule(UET — LCT(c = 2),00) en utilisant [74]
ceci n’est pas une solution optimale pour le probleme UET-LCT . Comme
indiqué précédemment la nouvelle performance relative est @ Alors nous

avons

CUETfLCT(CZQ),oo < § écopt,UETfLCT,oo
max = 9 ’ 3 ~mazx
UET—-LCT(c=2),00 opt,UET —LCT (c=2),00

Cmaa: (c=2) < 2Cma;r (c=2)

Maintenant nous avons un ordonnancement sur le probléme UET-LCT
avec des délais de communication égaux & 2 et sur une infinité de processeurs.
Cet ordonnancement peut-étre utilisé pour une topologie en étoile ayant un
nombre infini de processeurs (un seul maitre).

Lemme 6.4.1 L’écart entre ['ordonnancement sur un topologie compléte de
processeurs et un graphe admettant un diametre de longueur d, pour des
taches unitaires est 2(d+1)/(d + 2).
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Preuve Soit p = {z1,22,...,2,} un chemin critique (chemin qui donne la
longueur de I'ordonnancement). Supposons qu’il existe un délai de communi-
cation entre chaque paire de taches (x;, x;11) avec 1 < ¢ < n. Pour le systéme
UET-LCT (avec des délais de communication égaux a d) la longueur de l'or-
donnancement serait de (1 + d)n — d. Mais chaque délai de communication
est unitaire alors la longueur de ’ordonnancement est 2n + 1. Dans une to-
pologie en étoile, le cas ou les communications sont unitaires apparait quand
les communications interviennent entre le processeur maitre et les satellites.

O

opt, UET—LCT(c=2),00 t,étoile,
Alors, nous obtenons, Cyby (e=2) < %Cﬁ%’af e et donc :

Cétoile,oo < CUET—LCT(C:2),00 200pt,UET—LCT(c:2),oo

mazx mazx < mazx
étoile,0o opt,étoile,co
Cma:v ’ < BCma:v ’

Maintenant, nous transformons cet ordonnancement en utilisant une infi-
nité de processeurs en un ordonnancement sur un nombre fini. Ceci est facile
en utilisant la méthode proposée dans [165], voir 6.2.2. La valeur du ratio
augmente d’une seule unité :

Cétoile < (3 + 1)0{%2;%&0%8 < 40{%2;%&0%8

max

O

Tous ces résultats peuvent étendus au cas ou le graphe G* admet un
diametre de d > 1, et G* formant une étoile.

6.4.6 FEtude de la topologie d’un graphe structuré en étoile
de diamétre d

Dans cette partie, nous allons généraliser tous les résultats de complexité
et d’approximation. Nous considérons une étoile avec un processeur maitre
7 tel que ¢;; = 0 et d(n',7*) =1,, Vie {1,...,m —1}.

Théoréme 6.4.5 Le probléme de décider si une instance de

(P, étoile)|prec,c;j = O;d(r*,77) = 1,p; = 1|Craz posséde un ordon-
nancement de longueur au plus (20 + 3) est N'P-complet.

95



COMMUNICATIONS LOCALES

Preuve

La preuve est similaire & la preuve du Théoréme 6.4.1. Nous pro-
posons une transformation polynomiale cliqgue oc (P,étoile)|prec,c;j
0;d(m*,77) = 1,p; = 1|Crae = 260 + 3. Nous donnerons simplement la trans-
formation polynomiale.

— Yv € V une tache T, et un chemin de longueur 20 — 1 (K, =
{K} K2 ... K2~} sont créés. Nous introduisons les ensembles T et
K =3 cv K,. Nous ajoutons les contraintes suivantes : T;, — Kl —
K2 — ... — K»' - M, — N,.

— Ve € E, une tache L. est introduite. Nous définissons ’ensemble, par
la méme, ’ensemble des taches L. Nous ajoutons les contraintes de
précédence suivants :

-~ Ty — K}...K¥?¥' - M, — N,,

~ Ty, > Leet T, —» L if e = (v1,v2) € E.

— Nous créons un chemin de longueur 20 + 3, P = {P,..., P13} et un
ensemble de taches « dummies » :

- X={Xy,.... Xpm—k-1},

- W ={Wi,...,.Wh_1_(B|-1)-|v|}

- U={U1,....Un|Elsk-1+1-v|}

—and Z={Z;}avecie {1,...,20 =1} et ke {1,....m—1—|V|}
avec pour contraintes de précédence : Z,% — Z,f — ...Z,fa_l, vk €
{1,....m—-1—|V|}.

— Nous ajoutons les contraintes de précédence entre les ensembles de
taches :

- Ve e X, x— Ppyo;

- Ppyo—u,VueU;

- Py — w,Yw e W,

~ Zt = Py3 Vke{l,....m—1—|V|};

— Py 7% Vke{l,...,om—1—|V|};

-~ Vke K,KY — Pyy,3;

- Vie L,PQ_H — 1.
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Tm 2 _
TC’lique Ké’lique KC’lique U MClique NC’lique LC'lique
= o 201 7 —
TC’lique Ké’lique s KClique MCliqu NClique
X =
zZi z; z¥-1
L.
U
1 2 20—1
2 Zm1- || Zm-1-1v] e
Tl P P P P+ 1] Poy+2 Py +3
0 1 2 3 20 20+1 20+2 2043

Fi1G. 6.8 — Un ordonnancement de longueur 260 + 3

En utilisant les mémes arguments que précédemment (voir le Théoréme
4.2.3), nous pouvons conclure que le probléme de décider si une instance de
(P, étoile)|prec, cij = 0;d(m*,77) = 1,p; = 1|Cynar posséde un ordonnance-
ment de longueur au plus (26 + 3) est N'P-complet. O

Corollaire 6.4.3 Il n’existe pas d’algorithme approché avec une perfor-
mance relative strictement inférieure a 1 + ﬁ‘ (a moins que P = NP)
pour le probléeme (P, étoile)|prec,ci; = 0;;d(m*,77) = 1;p; = 1|Cppaq.-

Corollaire 6.4.4 Il n’existe pas d’algorithme approché avec une perfor-
mance relative strictement inférieure ¢ 1 + ﬁ (¢ moins que P = N'P)
pour le probléeme (P, étoile)|prec, c;j = 0;d(n*,717) = 1,p; = 1, dup|Crga -

Corollaire 6.4.5 Il n’existe pas d’algorithme approché avec une perfor-
mance relative strictement inférieure ¢ 1 + ﬁ (¢ moins que P = N'P)
pour le probléme (P, étoile)|prec,ci; = 6;d(n*, 7)) = 1,p; = 1| Cj.

Théoréme 6.4.6 L’algorithme proposé dans 6.4.5, conduit a un algorithme
4 (20+1)2

approché avec une performance relative de (3 L)

(P, étoile)|prec; cij = 0;d(m*, ") = 1; p; = 1|Criax-

+ 1) pour le probléeme

Preuve
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La valeur du 4/3 provient de l’algorithme de Munier and Koénig [115]. Le
ratio est multiplié, une premiére fois, par (26 + 1)/2), cette valeur est issue
du processus de dilatation |74], et 2 (ggié) résulte de ’application du Lemme

6.4.1. La valeur additionnelle provient du Théoréme 6.2.1 (ou voir [45]).

Remarque 6.4.1 L’ordre des opérations admt un impact sur la valeur de la
performance relative. En effet, le principle du pliage peut-étre utilisé sur [’or-
donnancement obtenue par l’algorithme de Munier and Konig [115]. Alors,
nous obtenons un ordonnancement sur m processors. Ensuite, nous procé-
dons au principe de la dilatation. Ainsi, cet ordre sur les opérations conduit

\ . . . 7 o (d+1)2 L
a un algorithme approché avec une performance relative de 7 x ~——. Ainsi,

s1 0 = 2 nous obtenons le ratio %.

O

6.5 Etude de la topologie d’un graphe structuré de
diamétre d

6.5.1 Introduction

Dans les sections précédentes, nous avons obtenu plusieurs seuils d’ap-
proximation pour diverses topologies. Mis a part la topologie en étoile, les
autres topologies admettent un seuil d’approximation de 4/3. La question qui
est légitime de se poser : « Peut-on exhiber une classe de graphes pour la-
quelle nous sommes capables de produire, via le théoréme de I’'Impossibilité,
un seuil d’approximation de 4/37 ».

La seconde question consiste a développer un algorithme d’approximation
générique pour toute topologie représentée par un graphe de diamétre d.

6.5.2 Complexité

Nous allons définir une classe de graphes appelé la classe Prisme de la
maniére suivante :

Définition 6.5.1 Un prisme P = (Vp, Ep) de taille k et de longueur L

(k, L € N) est un graphe non orienté pour lequel
~ deuz ensembles de sommets K et K' avec K C Vp, K' C Vp\{K}, et
|K| = |K'| = k. Les sommets sont nommés s1,. .., sy (resp. s,...,5;).
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Arcs nécessaires
exemple d’arcs autorisés

= == exemple d’arcs interdits

e sommet qui n’appartiennent pas K U K’

o sommets dans K ou dans K’

F1G. 6.9 — Un exemple d’un Prisme graphe de taille k et de longueur L

— 1l existe un ordre sur K et K' tel que Vs; € K, s, € K, 1 <1 <k) il
exziste un chemin de longueur L noté par C; entre s; et s,
- (i # ) N € Ci\{si,si} Ay € Cj\{s;, 85} = (z,y) ¢ Ep
De plus, la taille du primse est polynomiale en k car polynomial en L.
Une illustration est donnée par la figure 6.9.

Définition 6.5.2 Soit G une famille de graphe. G posséde la propriété
Prisme si et seulement si Vng,Vn1 € IN 3G € G, G contient un unique
sous-graphe Gy = (V1, E1) de G induit par les sommets Vi C V' qui est un
prisme de taille k = ng et de longueur L = n;.

Lemme 6.5.1 La classe de graphe G est non vide.

Preuve
Nous avons montré dans [43] que cette classe de graphe est non vide.
Pour plus de détail, voir la partie discussion en 6.5.3.
O
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Théoréme 6.5.1 Le probleme de décider st une instance de
(P,G*)|prec;cij = d(m* 7)) < d;p; = 1|Cae posséde un ordonnance-
ment de longueur au plus trois est N'P-complet avec G* € G.

Preuve

I est facile de voir que {P, G*}|prec, c;j = d(7*,7') < d,p; = 1|Crnaz <
3 e NP.

Considérons une instance Z de n-PARTITION, (A = {a1,...,as,}, B), ou
Zs(a) = nB. Sans perte de généralité, nous supposons que Va € A, s(a) >

acA
2.

Considérons une instance Z du probléme 3-PARTITION, nous construisons
I'instance Z’ du probléme d’ordonnancement (P, G*)|prec;c;; = d(n*, %) <
d;pi = 1|Cpaz < 3 avec G* € G de la maniére suivante :

Le graphe de précédence G est composé de deux graphes disjoints, notés
par W et Z ou le graphe Z est une collection des graphes Z5(%) ie. Z =
UajEAZs(aj)-

Le graphe Z, qui est une collection des graphes Z* défini de la maniére
suivante :

Soit 4 > 1 un entier. Le graphe Z¢ est constitué de 4 x i sommets Z[k, 0],
Z'[k,1] avec 0 < k < 2i. Les contraintes de précédence entre ces taches sont
les suivantes :

- Z'[5,0] = Z°[5,1] V5,0 < j < 2i — 1,

~ 7Z425,0] — Z25 +1,1] V4,0 < j <i—1,

~ Z'25,0] = Z'25 —1,1] V4,1 < j <i— 1.

Remarque 6.5.1 Dans n’importe ordonnancement valide de longueur trois
sur une chaine de longueur de 2i, les tdches du graphe Z* sont exécutées de
la maniere suivante V3,0 < j < 2i—1,
— les taches Z'[j,0] et Zi[j, 1] sont exécutées sur
~ les taches Z'[j, €] sont ordonnancées a l'instant £,¥¢ € {0,1}, si j est
pair,
~ les tdches Z'[j,£] sont exécutées a £+ 1, V¢ € {0,1}, sinon.

Une illustration est donnée par la figure 6.10 pour le graphe Z2 et la
figure 6.11 décrit un ordonnancement valide comme indiqué par la remarque
6.5.1.
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Z20,1] Z*1,1] Z2[2,1] Z?[3,1]

|

Z%0,0] Z2[1,0] Z?[2,0]Z2[3,0]

FIG. 6.10 — Graphe Z*

m Z2[0,0] Z%0,1]

w2 Z21,0]| Z2[1,1]

w3 Z2[2,0]| Z?[2,1]

m Z2[3,0]| Z?[3,1]

F1G. 6.11 — Ordonnancement réalisable pour le graphe Z? en temps trois sur une
chaine de longueur quatre

Remarque 6.5.2 Un chemin de longueur | admet I + 1 sommets.

Nous construisons maintenant le graphe de précédence W. Soit G* =
(V*, E*) un graphe tel que G* € G, V* = {v],...,v}.}. En se basant sur la
définition 6.5.2, nous savons qu'il existe un unique sous-graphe G = (V' C
V*, E C E*) de taille k et de longueur L ayant les propriétés requises. Par
la suite nous posons que k =n et L = 2B + 1 et la taille de G* = (V*, E¥)
est polynomial en k. Remarquons que n* >> 2B.
Ainsi V* = VUV est partitionné en deux sous-ensembles,
— avec V = {v{,...,v;n(BH)} les sommets appartenant au graphe G,
et donc constituent les sommets des n uniques chemins de longueur
(2B + 1) respectant les caractéristiques de la définition 6.5.1.

—et V' = {’U;n(BH)H, ...,vr}, Uensemble des sommets qui n’appar-
tiennent au sous-graphe G.
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La caractérisation du graphe W est la suivante :

- Vie{l,...,2n(B+1)}, nous créons un chemin de longueur deux avec

trois taches v[0], vf[1] et v[2], avec les arcs v [0] — vf[1] — v}[2].
L’ensemble de ces taches sera noté par Vi = {v;[j]\Vi € {1,...,2n(B+
1)},7{0,1,2}}. La taille de V; est 6n(B + 1).

- Vie{2n(B+1)+1,...,n"}, nous créons un chemin de longueur trois
v¥[0] — vf[1] — v}[2]. L’ensemble de ces taches sera noté par V'. Le

nombre de ces taches est 3(n* —2n(B + 1)) avec n* = |[V*|.

— (k,1) € E*, nous ajoutons les arcs v;[0] — v;[2] et v;'[0] — v} [2].

Maintenant, nous retirons du précédent graphe 4nB taches?.

Soient les ensembles suivants ;

- Jo={2i(B+1)|i ={1,2,...,n}},

- J1i={2i(B+1)+1ie{0,1,2,...,n—1},

- ly={ke{l,....2n(B+ 1)}\{Jo U J1} et |k est pair},

- L ={ke{l,....2n(B+1)}\{Jo U J1} et |k est impair}.

Iy et I sont deux ensembles d’index. Nous retirons de la construction les
taches vi[0], vi[1] avec k € Iy, (resp. vi[l], v;[2] avec k € Iy). Ces taches
sont retirées de ’ensemble des taches V;. Nous notons par K cet ensemble
de taches supprimées.

Et nous avons V = V1 \K avec |V| = 2nB + 6n.

o Sommets de V'

® SommetsdeV

Graphe G*

Fi1G. 6.12 — Début de lillustration de la construction dw graphe W a partir du
graphe G*

2Dans le but de simplifier la transformation polynomiale, nous avons privilégié 1’ap-
proche créer des taches et des contraintes de précédence quite a les supprimer ensuite que
de lister de maniére fastidieuse les contraintes de précédence.
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F1G. 6.13 — Suite de la construction de WW. Création des chaines de longueur trois
et ajout des contraintes de précédence entre les tdches
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@ Les K-taches

o Les V'-taches

® Les Vi-taches

F1G. 6.14 — Partition du graphe G* en fonction des ensembles de sommets V1 , K
etV

o Les V'-taches

® Les V-taches

\,q

F1G. 6.15 — Graphe W résultant issu des diverses transformations
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Les figures 6.12, 6.13, 6.14, 6.15 illustrent la construction du graphe W
a partir d’'un graphe G* € G.

Pour compléter la transformation, le nombre de processeurs est m = n*,
et ils sont numérotés 7t avec i € [1,n*].

En résumé, le graphe de précédence G est composé du graphe W =
(VUV', Eyy) avec 3n* —4nB taches et les contraintes de précédence proposées
ci-dessus et du graphe Z = {{J, c4 Z s(@:)} avec 4nB taches.

L’instance de notre probléme et I'instance de n-PARTITION sont de tailles
polynomiales (voir [67]). La réduction précédente est clairement une trans-
formation polynomiale dépendant de B.

e Supposons A = {ai,...,a3,} forment une partition en n sous-
ensembles Aj, ..., A, ayant chacune une taille de B. Nous allons prou-
ver qu’il existe un ordonnancement de longueur trois.

Premiérement, la tache v}[j] € V' UV est exécutée sur le processeur 7'
at=javecj€ {0,1,2} (si cette tache existe).

Considérons les processeurs sur lesquels les taches de I’ensemble V sont
ordonnancées. Par 'affectation précédente, ces processeurs sont numé-
rotés par m, ..., 2B+

Soit {Ajy,...,A,} une partition de A. Nous considérons A; =
{ai,, iy, ai5} avec i fixé. Les taches du graphe Z°5(®%) a; € A; sont
exécutées entre les processeurs mit20=D(B+Y) of 72i(B+1) De plus, les
taches Z5(@) 1, k], k € {0,1},1 € Jy (resp. k € {1,2},1 € J;) sont or-
donnancées sur 2s(a;;) processeurs consécutifs dans le but de respecter
un ordonnancement de longueur trois.

Ainsi sans perte de généralité, nous pouvons supposer que les taches du
graphe Z*(®1) sont ordonnancées entre les processeurs mlt2(i-1)(5+1)
et w2(=1(B+1)+2s(aiy) De maniere similaire, les taches de Z5(%i2) (resp.

Z*@i5)) sont exécutées entre les processeurs 2t20—D(B+D+2s(a;)
et 7T1+2(i71)(B+1)+2s(ai1)+2s(ai2) ( 2+2(i—1)(B+1)+2s(a;; )+2s(aiy) ot

7T2¢(B+1))‘

resp. T

e Supposons qu’il existe un ordonnancement S de longueur trois. Nous
allons prouver que A = {ay,...,as,} peut étre partionné en n sous-
ensembles disjoints A1, ..., A, de somme chacune égale & B.

Lemme 6.5.2 Dans n’importe quel ordonnancement valide de lon-
gueur trois, il n’existe aucun temps d’inactivité.

Preuve
Le nombre de processeurs est m = n* et le nombre de taches & ordon-
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nancer est 3n* (4nB pour le graphe Z et 3n* — 4nB pour le graphe
W). Donc tous les processeurs sont actifs. (]

Lemme 6.5.3 Dans n’importe quel ordonnancement valide de lon-
gueur trois, les tdches issues du sous-graphe engendré par les V-tdches
doivent étre exécutées sur 2(B + 1) processeurs consécutifs.

Preuve

Considérons le sous-graphe engendré par les V-taches. Ce graphe de
précédence admet des chemins de longueurs deux et unitaire (en
nombre d’arcs). Il est clair que les chemins de longueur deux ne peuvent
étre exécutés que sur le méme processeur.

Considérons les taches associées aux chemins de longueur un. Soit
v}[0] € V une tache sans prédécesseur. Par construction v;[0] admet
un successeur noté vy, (2] € V.

Supposons que ces deux taches sont affectées sur le méme processeur
!, Sachant que v}, [2] admet un autre prédécesseur, noté v}, ,[0] € V
alors v, ;[2] est nécessairement exécutée a t = 2.

La tache v}, ,[0] ne peut étre exécutée a ¢t = 1 sur 7' sachant que cette
tache admet un autre successeur que vj, ;[2]. Ainsi il existe un slot de
libre & t = 1 sur le processeur 7. Sachant qu’il n’existe aucune tache
indépendante, que le graphe Z admet que des chemins de longueur un,
alors ce slot restera libre. Impossible.

En conclusion le sous-graphe induit par les V-taches doit étre exécuté

sur 2(B + 1) processeurs consécutifs.
(]

Lemme 6.5.4 Dans n’importe quel ordonnancement valide de lon-
gqueur trois, les deux sous-graphes engendrées les V-tdiches appartenant
a deux chemins disjoints de longueur 2(B + 1) ne peuvent s’exécuter
sur les mémes processeurs.

Preuve
En utilisant des arguments similaires & ceux utilisés pour la démons-
tration du Lemme 6.5.3, nous pouvons aisément démontrer le lemme.

O

Lemme 6.5.5 Dans nimporte quel ordonnancement valide de lon-
gueur trois Z°(%) taches doivent étre exécutées sur les mémes proces-
seurs que les V-tdaches.
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Preuve

Soit IT = {n!|V — taches qui sont ordonnancées sur 7'} un ensemble de
processeurs pour lesquels les V-taches sont exécutées. Supposons que
Iensemble des Z5(%)-taches sont exécutées sur les processeurs avec
7% ¢ I1. Par le lemme 6.5.2, il n’existe pas de temps d’inactivité alors
les taches des chemins de longueur trois sont nécessairement exécutées

sur un processeur 7 € II. Ceci est impossible par le lemme 6.5.3.
O

Par les lemmes précédents, nous savons que les 6n(B + 1) taches (les
V-taches et les Z°(%)-taches) sont ordonnancées sur les n chemins dis-
joints de longueur 2B + 1. Par la Définition 6.5.2, nous savons que
le graphe G* admet un unique ensemble de n chemins disjoints de
longueur 2B + 1) avec les propriétés requise. De plus, du fait des pré-
cédence entre ces taches il est clair que ces taches sont exécutées sur
un chemin de processeurs de longueur (2B + 1).

Construisons une partition {A1,...,.A,} avec les propriétés désirées a
partir de 'ordonnancement S de longueur trois. Nous savons que deux
taches du méme sous-graphe Z*(%) (voir le Lemme 6.5.5) ne peut étre
exécutées sur deux chemins différents. La distance en nombre d’arétes
entre ces deux processeurs est au moins de deux.

Nous définissons A, tel que chaque élément a; € Ay si et seulement
si les taches de graphe 75(43) sont ordonnancées entre les processeurs
numérotés wltU—D2B+D 3 72(B+1) gyec un j fixé.

Maintenant, nous allons calculer . . 4, s(a;). En se basant sur les
remarques précedentes, et sans perte de généralité, nous pouvons sup-
poser que v} [k] avec i{1,...,2n(B + 1)} et k € {0,1,2} (si elle existe)
peut-étre affecté au 7. Considérons les Z5(@)-taches qui sont exécutées
entre les processeurs 7wl TU—D2(B+1) ot 72/(B+1) hour un j fixe.

En utilisant le Lemme 6.5.3, nous savons que le nombre de V-taches
qui sont ordonnancées sur les processeurs 7itU—D2(B+1) 2j(B+1)
pour un j fixé est de 6 + 2B.

Pour finir, nous pouvons conclure que {Ay,...,A,} forme une de A
avec les propriétés requises.

et ™

0

Nous pouvons étendre le résultat précédent, comme pour la topologie en
étoile aux grands délais de communication i.e. ¢;; = 0.

Corollaire 6.5.1 Il n’existe pas d’algorithme approché avec une perfor-
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mance relative inférieure a 1+ ﬁ (a moins que P = N'P) pour le probleme
(Pv G*)|prec, Cij = HSd(W*v"TJ) =Lip; = 1‘Cmaa:-

Corollaire 6.5.2 Il n’existe pas d’algorithme approché avec une perfor-
mance relative inférieure a 1+ ﬁ (& moins que P = N'P) pour le probléeme
(P,G*)|prec,cij = H;d(ﬂ'k,ﬂ'j) =1,p; = 1,dup|Chaz -

6.5.3 Discussion

Dans la section précédente, nous avons proposé une classe de graphes
pour laquelle le probléme de décider si une instance de (P,G*)|f;¢;; =
d(m*, 7*) < d; p; = 1|Cinae admet un ordonnancement de longueur au plus
trois est N'P-complet avec 3 € {prec,bipartite} et G* € G. Utilisons ce
résultat pour montrer que pour les topologies suivantes le probléme est N'P-
complet.

— Pour une grille (ou le tore), il suffit d’avoir 2n + 1 lignes et 2B + 2

colonnes,

— Pour un arbre binaire complet, il suffit de considérer un arbre de hau-

teur [log(n)] + 2B +1,

— Pour I'hypercube H(d) (ou le Cube Connected Cycles), il est suffisant

de choisir d = 2[log(n)| + B + 2.

Remarquons que dans le cas de l'étoile (le diameétre est constant), le
probléme devient AN'P-complet pour C),. = 5 tandis que pour les topologies
dont le diamétre est un parameétre de l'instance le probléme devient NP-
complet pour Cppaz = 3.

6.5.4 Algorithme d’approximation pour un graphe structuré
diamétre d

Nous proposons maintenant un algorithme d’approximation pour un
graphe structuré de diameétre d. Nous utilisons la diameétre d comme borne
supérieure sur les communications et nous considérons le probléme avec des
grands délais de communication.

Théoréme 6.5.2 Le probléeme (P,G*)|prec; c¢ij = d; d(m*, 7);pi = 1|Chiaa

2
admet un algorithme avec une performance garantie de @ + 1.

Preuve
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G* G Complexité Borne d’approx.
Topologie | Précédence | ¢;; || Poly. | NP-complet || Inf. Sup.
Chaine | prec,biparti | 1 2 3 4/3 1+ sz
prec, biparti || d d+1 d+2 % %% +1
Cycle prec, biparti 12 3 4/3 1+ 2Tm
prec, biparti || d d+1 d+2 % %%;_12))2 +1
Etoile prec, biparti || 1 4 5 6/5 4
prec,biparti | d || 2d + 2 2d + 3 % %( (defQ)Q +1
G* € G | prec,biparti | 1 2 3 4/3 %
prec, biparti || d d+1 d+2 % %% +1

TAB. 6.2 — Résumé des nouveaux résultats montrés sur ce modeéle. Notons que
G* € {Arbre binaire,Grille, Tore, Connected Cube cycle, ...}. La distance
d(n', ") est le nombre d’arcs dans le graphe des processeurs G*

11 suffit d’étendre les résultats obtenu pour ’étoile avec un coefficient de
dilatation (d + 1)/2 et d’utiliser le lemme 6.4.1 avec la valeur de (d 4 1)/2).
Le facteur % vient toujours de l'algorithme de Munier et Konig [115]. La

valeur additionnelle est issue du lemme 6.2.1.
O

6.6 Conclusion

Nous avons étudié un modéle qui prend en compte le placement des taches
sur les processeurs comme une caractéristique fondamentale. Nous avons
étudié la complexité sur divers topologies et nous avons développé plusieurs
algorithmes approchés avec garantie de performance. Les ratios trouvés dans
le pire des cas dépendent du nombre de processeurs comme dans le cas du
modéle homogéne pour les problémes avec grands délais de communication.
En effet, les problémes étudiés peuvent étre considérés comme des problémes
dumodéle homogéne avec des délais de communication égaux a m, le nombre
de processeurs.

Dans le cas spécifique de I’étoile, nous avons procédé a une étude com-
plete de la complexité (nous n’avons pas de « trou », pour toutes valeurs
du Cjnae nous avons classifié le probléme) et développer un algorithme d’ap-
proximation avec un ratio constant.

En dernier lieu, nous proposons une classe de graphes G pour laquelle
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le probléme de décider si nous pouvons ordonnancer un graphe appartenant
a cette classe en temps temps trois au maximum est NP—complet. Cette
classe est assez grande pour contenir les arbres, les grilles, tores, ...

Il serait intéressant de poursuivre la recherche d’algorithmes d’approxi-
mation pour les topologies proposées :

— Soit en se basant sur les algorithmes approchés qui ont été développés

dans le cas du modéle homogéne.

— Soit en développant de nouveaux algorithmes spécifiques en prenant

en compte la topologie.

En dernier lieu, dans les hypothéses décrites dans I'introduction, nous
avons retenu comme fonction de distance celle qui donne la longueur d’un
plus court chemin. Nous pouvons considérer une autre fonction : une fonction
de routage dans le graphe de processeurs. Ce choix est nécessaire lorsque nous
devons prendre en compte le phénoméne de congestion sur les liens. En effet,
un lien de communication peut supporter qu’une certaine charge c’est-a-
dire une quantité limitée de paquets peut transiter sur ce lien & un instant
donné. Ces contraintes de charges obligent & dérouter certains paquets par
rapport a la route initialement prévue. Ainsi, la fonction de distance basée sur
I’algorithme des plus courts chemins n’est plus adaptée. Il est donc nécessaire
de proposer un algorithme qui prend en compte les caractéristiques du réseau.
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Troisiéme partie

Applications des problémes
d’ordonnancement
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CHAPITRE
Communications

exactes et Incompré-
sibles

7.1 Introduction

Nous sommes également intéressés & deux problémes d’ordonnancement
ayant potentiellement des applications pratiques. Le premier concerne le pro-
bléme d’ordonnancer des données d’acquisition pour une torpille en immer-
sion tandis que le second se focalise sur le probléme d’ordonnancer des taches
viticoles dans un domaine incertain (lié¢ aux manques de données météorolo-
giques sur le long terme; par exemple la semaine) .

Le chapitre se décompose de la maniére suivante :

— dans la section 7.2, nous procéderons & une analyse de la complexité
et de 'approximation pour le probléme d’acquisition de données pour
une torpille en immersion. Ces travaux ont été mené avec J.C. Konig,
B. Darties et G. Simonin (voir [153], [155], [156], [157], [158], [159],
[160],[161], [154], [162]).

— dans la section 7.3, nous procéderons a la présentation assez succincte
de la problématique liée & 'ordonnancement de taches viticoles. En
effet, nous avons abordé le probléme avec une approche tournées de
véhicules. Ces travaux ont été menés avec D. Feillet, F. Hernandez,
J.C. Konig, B. Léger, O. Naud, T. Tuitete (voir [83], [84], [85], [117],
[118], [119]. ).
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7.2 Le probléme d’acquisition de données pour une
torpille en immersion

7.2.1 Motivations

Ce travail s’inscrit dans le cadre d’une collaboration avec David An-
dreu du Département Robotique du LIRMM. Nous nous intéressons a des
solutions algorithmiques pour 'acquisition de données pour une torpille en
immersion. Le besoin d’opérer dans les eaux de plus en plus profondes et de
réduire les cotits, ameéne les recherches & se concentrer sur 1’élaboration de
véhicules autonomes capables de se déplacer seuls et de mener a bien des
taches qui nécessitent encore 1’assistance de 'opérateur humain. Ce besoin
d’autonomie dans un milieu en constante évolution requiert de la part du
véhicule une certaine capacité a pouvoir, a chaque instant, évaluer son état
et I’état de son environnement, les combiner avec la mission qui lui a été
confiée et prendre des décisions cohérentes.

Les roboticiens du LIRMM travaillent sur une torpille appelé Taipan
c’est un véhicule sous-marin totalement autonome. Autonomie de déplace-
ments, de navigation, la torpille calcule en permanence ses déplacements a
’aide des informations délivrées par des capteurs de pression, d’accélération,
de vitesse et d’inclinaison lui permettant de connaitre sa profondeur d’im-
mersion. L'utilité de Taipan est d’étre capable d’embarquer des capteurs de
mesures physico-chimiques comme la température, la salinité, la conductivité
par exemple ou d’embarquer des capteurs acoustiques pour cartographier les
fonds marins. Les données collectées sont mémorisées dans Taipan.

Nous avons décidé d’aborder ce probléme en utilisant la notion de taches-
couplées, introduite en premier par Shapiro [150] pour l'acquisition de don-
nées radar, soumises & des contraintes de compatibilité en présence ou non
de taches de traitement. La justification de 'utilisation des taches-couplées
est donnée dans [152]. Le but de ce travail fut d’évaluer 'impact de 'in-
troduction du graphe de compatibilité sur la complexité et I’approximation
dans les problémes d’ordonnancement de taches-couplées.

L’organisation de cette partie est la suivante :

— La section 7.2.2 sera dédiée aux définitions et aux hypotheéses,

— La section 7.2.4 sera consacré aux résultats de complexité et d’approxi-
mation pour le probléme des taches-couplées en présence d’un graphe
de compatibilité complet,

— Les résultats de complexité seront présentés sous-forme de treillis dans
la partie 7.2.5.
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— Des algorithmes d’approximation seront présentés dans la partie 7.2.6.
7.2.2 Description des taches d’acquisition et de traitement

Nous caractérisons notre probléme en utilisant deux types de taches ayant
des caractéristiques trés fortes.

— Les taches d’acquisition

— Les taches de traitement

Définition 7.2.1 (Tache d’acquisition)

Soit A= {A1,Az,...,Ar} 'ensemble des tdches d’acquisition a exécu-
ter, k € IN*. Soit A; € A une tdche d’acquisition, 1 < i < k, représentée
par une tdche couplée. A; est formée de deuxr sous-tiches a; et b; sépa-
rées par un temps d’inactivité incompressible et indilatable de longueur L;.
Pour une simplification des notations, les temps d’exécution des sous-taches
seront également notés a; et b; et non py, et py, de maniére classique. Ainsi
le temps total d’une tache d’acquisition sera (a; + L; +b;), le temps de début
d’exécution t4, = t,, et la date de complétion C(A;) = ta, +a;+ L; +b; (voir
Figure 7.1).

L;
Tache Az a; bi

ta C(Ai)

Fi1G. 7.1 — Illustration d’une tdche d’acquisition A;

Par la suite, nous décrirons les taches par le triplet (a;, L;, b;). La
sous téche a; (resp. b;) représente le temps d’utilisation du processeur et
la variable L; représente le temps d’inactivité entre I’exécution de ces deux
sous-taches.

Définition 7.2.2 (Tache de traitement)

Soit T = {T1,T2,...,T1} l'ensemble des tdches de traitement a exécuter,
[ € IN*. Soit T; € T une tdche de traitement, 1 < i <[, T; est une tdche
préemptive avec un temps d’exécution T; pour les simplifications de notation.
Les tdches de traitement seront toujours représentées sur les illustrations par
un trapéze de maniére o les différencier des taches d’acquisition.

115



COMMUNICATIONS EXACTES ET APPLICATIONS

Tache T3 T

Fic. 7.2 — Lllustration d’une tdche de traitement T;

Nous supposerons dans la suite que chaque tache d’acquisition admet
une et une seule tache de traitement comme successeur et de maniére symé-
trique une tache de traitement posséde une seule tache d’acquisition comme
prédécesseur, sauf mention contraire.

Les taches d’acquisition vont avoir un autre type de contraintes comme
nous ’avons évoqué précédemment, certaines taches ne pourront avoir lieu en
méme temps afin d’éviter les interférences lors de la captation des données.
Afin de modéliser au mieux les couples qui sont compatibles ou non, nous
définissons un graphe de compatibilité.

Définition 7.2.3 (Graphe de compatibilité) Soit G.= (A, E:.) un
graphe de compatibilité o les sommets représentent l’ensemble des tdches
d’acquisition A, et E. représente ['ensemble des arétes reliant deur taches
d’acquisition qui sont compatibles (voir illustration Figure 7.3).

La présence d'un graphe de compatibilité sera noté par G,. Il est im-
portant de noter que lorsque G, est un graphe complet nous retrouvons les
problémes classiques de taches-couplées.

Définition 7.2.4 (Taches d’acquisition compatibles) Deuz taches
d’acquisition A; et A sont dites compatibles lorsque leurs temps d’inacti-
vité respectifs L; et L; peuvent avoir liew en méme temps (voir illustration
Figure 7.3). Les tiches A; et A; peuvent alors se chevaucher lors de leur
exécution.

L .
Iy 2

o] " nfnle] ]

Ly

][] [

un graphe de compatibilité

Lj

by (b5 |

Ly
a3

F1G. 7.3 — Illustration de la contrainte d’incompatibilité
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Da; Pa; L; Complexité Référence
a="L;|a;=1L; | a =ad NP-complet [122]
a; L b NP-complet [122]
a L b; NP-complet [122]
D L; D NP-complet [122]
1 L 1 NP-complet? [17]
a L b Pseudo-polynomial [6]
P P b; Polynomial [122]
a; P P Polynomial [122]

TAB. 7.1 — Résumé des résultats de complexité pour les taches-couplées avec
un graphe de compatibilité complet

7.2.3 Présentation et description du modéle

Nous allons utiliser le formalisme habituel de la théorie de 'ordonnance-
ment pour simplifier les notations, et décrire les différentes contraintes sous
forme d’équations mathématiques. De maniére formelle, notre probléme peut
étre défini ainsi :

o iy, =tg, +a;+L;, VA; € Aot t,, désigne la date de début d’exécution

de la sous-tache a;.!

o t;, > C(by) (vesp. t; > C(my, VA;,T; (resp. VT;,T;) tel qu'il existe une
contrainte de précédence entre A; and T; (resp. entre T; et 7;). C(b;)
représente la date de fin d’exécution de la sous-tache b;.

o to, & [ta;, C(bj)[ et ty, & [ta;,C(bj), Vi, Vj tels que A; et A; sont
incompatibles.

Au lieu d’utiliser la notation a trois champs «|8|y classique, nous note-

rons le probléme de taches-couplées (a;, L;, b;) U 7.

7.2.4 Complexité et approximation pour les tiaches couplées
en présence d’un graphe de compatibilité complet

La plupart des résultats de complexité ont été obtenus par Oman et Potts
[122].

!Nous rappelons que la durée d’exécution de la sous-tache a; est notée a; et non Pa; -
211 existe des contrinets de précédence entre les taches. Les contraintes de précédence
entre les taches sont strictes c’est-a-dire si A; — A, alors a; — a;
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Da; Pa L; Approximation | Seuil | Référence
a; <a L; al 7/2 2—¢ [4]
a; L; a; < a; 3 2—c¢ [4]
a; = a, L; a; = a; 5/2 2—¢ [4]
aj=a,=1|L; |a;=a,=1 1.75 [3]

TAB. 7.2 — Résumé des résultats d’approximation pour les taches-couplées

Les tableaux 7.1 et 7.2 récapitulent les résultats de complexité et d’ap-
proximation sur les taches-couplées. Il est important de noter que dans tous
les résultats (en complexité et en approximation) le graphe de compatibilité
est absent (ou ce qui est équivalent de dire que le graphe de compatibilité
est complet).

7.2.5 Résultats de complexité sur les taches-couplées en pré-
sence d’un graphe de compatibilité

Plusieurs résultats de complexité ont été obtenus selon les caractéris-
tiques du probléme de taches-couplées sous-jacent. Les résultats sont classi-
fiés sous forme d’un treillis d’inclusion des problémes des « plus facile », et
sont donnés par les figures 7.4, 7.5, 7.6. Une aréte dans un treillis représente
une symeétrie entre les problémes et un arc une inclusion.

Théoréme 7.2.1 Tiré de [152]

En se basant sur les treillis donné par la figure 7.4, nous pouvons montrer
que les problémes donnés ci-aprés sont N'P-complets :

- Iy : 1la; = b; = p, Li = L,Gc|Crnau,

- Hg N 1‘(11 = a, Lz = L, bl = b, Gc|Cmax;

- HQ N 1‘&2‘ = LZ = bi,GC‘Cmaaj-

Preuve

La preuve de la difficulté, au sens de la complexité pour le probléme II; :
lla; = b = p,L; = L,G¢|Cpaz, se fait a partir du probléme Partition en
Triangles (voir Section 2.5).
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ai, Li, b;, Ge Tous N'P-complets a;, Li, b;, Ge

ai:Li, bi, Ge____ a;, Li:bi,GC aiZbi, Li, Ge @i, Li:L’ bi’ Ge
i=a, L;, b;, G | ai, Li, bi=b, G
\ T / a; Q:T iy Uiy ‘ z:Tz; % » Ge

"~ R - a; =a, Li:L, bi,GL— ai,Li:L, bi:b, G,gzi:a, Li,bi:b, Ge

aj, Li, biy G
iy iy Oy Ue \ 1 /
”””””””””””” / 777777T7777\ -t

B L N < ai=a, Li=L, bj=b, G
< ai=Li=p, b;, Ge Cai, Li=bi=p, Go  ai=bij=p, Lj; Ge "=~ —---- SRR § 1t

R

a;=L;=p, bj=b, Ge— ai=a, Li=b;=p, Gc\/\’\‘dz‘/;bz‘=10, Lz‘=\,‘qc> m,

T~ s

PROBLEMES DANSP a;=Li=b;=p, Ge

Fi1G. 7.4 — Visualisation globale de la complezité des problemes d’ordonnancement
avec tdches d’acquisition en présence de contraintes d’incompatibilité

Celle de II3 est évidente par inclusion des parameétres du probléme d’or-
donnancement de II; dans II3.
Pour finir le probléme ITy est NP-complet sachant que la version avec
un graphe de compatibilité complet est déja N'P-complet (voir [122]).
O

Théoréme 7.2.2 Tiré de [152]
Les problémes suivants sont polynomiauz.
-1y 1‘(11 = L; =p, biaGc|Cmax
- 1II5 - 1‘aiaLi =b; = p,Ge|Crae

Preuve

Les preuves de la polynomialité des problémes précédents se trouvent
dans [152]. Il est intéressant de noter que les preuves sont astucieuses et
qu’elles utilisent la notion de couplage de taille maximum dans un graphe
non orienté.

0

Théoréme 7.2.3 Tiré de [152]

En se basant sur les treillis donné par la figure 7.4, nous pouvons montrer
que les problemes donnés ci-aprés sont N'P-complets :

- Hf s 1pree, (a; = by = p, L;) U (1, > 1,pmin), G, complet|Craz,

~ I8 : 1lprec, (a; = b; = L;) U (13 > 1,pmtn), G, complet|Cpaz,
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(@i, L, bi)UT; NP-complets (as, Li, b )UT;

o T Y\(ai:bi,Li)un /“““—L” UW\

Li, b;)UT; (@i, Li=b;)UT;

T (ai=a, L;,b;)UT; (ai, Li, bi =b)UT;

--- HP HP

]._[5 % (aiZLiZbi)U'fi) TTTT T T T T -7 RS
BT (\(al—a Ll,bsz)UTZw\(az,Ll_L bl_b)UT,L ; (a¢=a,L¢=L,bi)U7}v
(as, Li, b)UT; ~~-o__ - \\\{\"W ,_—f/ - -
fffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffff R e
IR /f\ 77777 S, (ai=a, Li=L,bi=b)UT;
P (=L —np. b y—— " (a;, L; =b; = 5N (4 =b; = »
ITg \\(flj L p’bﬁ)HTi) \(af’L’ bi p)}{ﬁ) (aﬁ bl p’L)UTl Probléme ouvert
R 15 A N Bt S - /!
| |
(a;=L;=p,b;=b)UT; (ai=a, L;=b;=p)UT; (\:(a.;:b,- =p, Li:L)U’fj\/ ny
Polynomiaux (ai=Li=b; =p)UT;

FiGc. 7.5 — Visualisation globale de la complezité des probléemes d’ordonnancement
avec tdches d’acquisition en présence de contraintes de précédence

- TI¥ : lprec, (a;, Ly = L,b; = b) U (7; > 1, pmitn), G, complet|Cpaz,
- II¥ : 1|prec, (a; = a, L; = L,b;) U (1; > 1, pmtn), G.. complet|Craz,
- TI¥ - 1lprec, (a; = a, Li, b = b) U (1; > 1, pmitn), G complet|Craz,

Preuve
Les preuves sont similaires a celles données dans [122].

Théoréme 7.2.4 Tiré de [152]
Les problémes suivants sont polynomiauz.
- TIF : 1prec, (a; = L; = p,b; = b) U (13, pmitn), G complet|Cas
- ¥ : 1prec, (a; = a, L; = b; = p) U (1, pmtn), G. complet|Cyaz
- TIY : 1prec, (a; = b; = p, Li = L) U (1;,pmtn), G, complet|Cpaz

Preuve
Les preuves de la polynomialité des problémes précédents se trouvent
dans [152]. Il est intéressant de noter que les preuves sont techniques du
moins pour le probléme Hg , et utilisent les arguments fondamentaux et clas-
siques sur monoprocesseur. Pour valider une propriété nous procédons a des
échanges sur 'emplacement des taches et nous raisonnons par ’absurde.
O

Théoréme 7.2.5 Tiré de [152]
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(aj, Ly b;)UTy, Ge NP-complets (ag, Li, bj)UTy, Ge

/ ! \ /Z”,Li:LT,bi)u:i,Gc\

(aj=L;,b;)UT;, Ge (as, Li =b;)UTj,G. (aj=by, Li)UTy, Ge

\ T / (aj=a, L; b;)UTG, Ge T (ag, Li, b; =b)UTy, Ge

nbe. (az Li=bi )UTZ,GC/) (a;=a,Li,bj=b)UT;,Ge (a;,L;=L,b;=b)UT;, Ge— (ai=a, Li=L,b;)UT{, Ge

(ai, Li, b;)UTy, Ge \ T /
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, /@

o - x\(azfa,LIZL,blib)UTinié

‘(al leblfP)UTz Gd\ (a;=b;=p,L;)UT;,Ge  ~~--_________ e
I1
3

I~ N PG~~~
nPG - - I

Polynomial

FiG. 7.6 — Visualisation globale de la complexité des probléemes d’ordonnancement
avec tdches d’acquisition et tdches de traitement en présence de contraintes de pré-
cédence et d’incompatibilité

En se basant sur les treillis donné par la figure 7.4, nous pouwvons montrer
que les problemes donnés ci-aprés sont N'P-complets :

- TP - 1prec, (a; = b; = p, L; = L) U (13, pmitn), G complet|Craz,

- Hg;G s 1pree, (a; = a, L; = L,b; = b) U (1;, pmtn), G. complet|Caz,

Preuve

La preuve de se fait & partir du probléme NP-complet clique de
taille maximum. Celle de H3P G est évidente par inclusion des paramétres du
probléme d’ordonnancement de IIY'¢ dans 1.

PG
I

0

Remarque 7.2.1 Tiré de [152]
Les problémes suivants sont ouverts.
STIEG - Alprec, (a; = Li = p.bi) U (1, pmtn), GelConga
- TIEC :|prec, (a;, Li = b; = p) U (73, pmitn), Ge|Crnas
- HéjG s 1prec, (a; = L; = p,b; = b) U (1, pmtn), G¢|Cran

Les problémes précédents n’ont pas été encore classifiés au sens de la
complexité, ceci tiens du fait que nous ne sommes pas en mesure pour le
moment de caractériser une solution optimale. Intuitivement, nous pouvons
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penser pour Hf G que la recherche d’un couplage de taille maximum produit
un ordonnancement optimal. Ceci n’est pas le cas, il suffit de considérer
Iinstance donné par la figure 7.7. De maniére similaire, pour HéD G nous
exhibons un contre-exemple dans lequel, ’exécution par ordre décroissant
des poids des arétes, ne conduit pas & un ordonnancement optimal (voir la
figure 7.8).

Ki:(a1=L1=p,b1=1) i =rK=0
e — T — _ K_, _

K S Ky Ks Ko:(ag=La=p,ba=1) Ty =p—1
3:(az=L3z=p,b3=1) ™ =2p

§

S1:(c1=Li=p,di=p+1)

b2 bl b3
K-S |K1 | K3 |a2|01 ”7'2K| d1 |a1|7-15l,|a3 |7-15ﬁ
by by bs
K-S |Ko—Ks |a1| Clﬁ |d1 | a2|a3 o 7
by b3 D1
£ ;
o-r |Kims (2] [[Aflafe | [a] « |
b3 b2 bl
P ;
ST i M I S R

F1G. 7.7 - Un contre-exzemple pour le probleme TIYC . Il est intéressant de noter que
dans le cas ou le graphe de compatibilité est complet le probléme devient polynomial
en utlisant la recherche d’un couplage de taille mazimum.
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O—® i T
@ a) al a9 b1 bg as ay b3 b4
73 T1+T4
A; = (30,30,10), 71 =20 | |
Ay = (30,30,10), T =17
Ay = Ay = (30,30,10), y=my=19 V| a5 | aa [Os|[bs| @ | a2 | bRy b

F1G. 7.8 — Un contre-ezemple pour le probléme TIEY. Chaque tache A; est équiva-
lente au modéle (a; = L; = p,b; = b). Pour un couplage donné, l’ordonnancement b)
exécute les tdches de l’aréte de poids maximum en premier mais crée un slot, alors
que dans le cas a) lordonnancement est sans temps d’inactivité si nous n’exécutons
pas la tdche de poids maximum en premier.

7.2.6 Résultats d’approximation sur les taches-couplées en
présence d’un graphe de compatibilité

Cette partie est dévolue & I’étude de plusieurs algorithmes d’approxima-
tion avec un ratio non trivial.

Le tableau 7.3 synthétisent les résultats obtenus sur les tiches-couplées
en présence d’un graphe de comptabilité. La plupart des résultats d’approxi-
mation sont basés sur le recherche d’un couplage de taille maximum dans
le graphe de compatibilité ou d’une clique de taille maximale. Nous avons
di également étendre la notion de couplage de taille maximum en couvrant
le graphe de compatibilité par des chaines de longueur au plus deux (en
nombre d’arcs) dans le but de minimiser le nombre de sommets non couverts.
Nous notons ce probléme le 2-recouvrement. Nous avons étendu la notion de
chaine améliorante (notion fondamentale en théorie des graphes) en prenant
en compte les chaines de longueur au plus deux. De plus, nous caractérisons
la notion de 2-recouvrement de taille maximum. Nous proposons un algo-
rithme de complexité quadratique pour obtenir une couverture du graphe
par un 2-recouvrement de taille maximum. Pour finir, nous proposons une
relation de dualité pour un 2-recouvrement via le théoréme suivant :

Théoréme 7.2.6 Tiré de [152] Soit S un ensemble indépendant de som-
mets dans un graphe G. Soit T (resp. K) l’ensemble (resp. le nombre) des
sommets non saturés par un 2-recouvrement. Nous désignons par N(S) l’en-
semble des sommets voisins de l’ensemble S. Nous avons alors [’égalité sui-
vante :
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Description du probléme Ratio Reéférences

I : 1)a; = by = p, Li = L, Ge|Crraz p< 77’4? [152]
HQ : 1|ai = LZ = biaGc|Cma93 1% S b) [152]
s : 1)a; = a, L; = a+ b,b; = b, G¢|Crnaz p< B 152
H4 : 1|ai = LZ =D, bi, Gc|Cma;B p = [152]
H5 : 1‘(11‘, Lz = bl =D, Gc|Cma:c p = [152]

! : 1prec, (a; = b; = 1, L;)G.. complet|Cpaz p < % 3]

HQP s 1prec, (a;, bi, L;), Ge complet|Cay p < % 2]

2 : 1prec, (a; < by, L;), G complet|Craz p<3 2]

112 : 1lprec, (a; > b;, L;i)G. complet|Craz p<3 2]

1% : 1prec, (a; = b, L;), G complet|Cpaz p< g 2]
g : 1prec, (a; = L; = p,b; = b) U (15, pmin), G.. complet|Craz p=1 [152]
2 : 1lprec, (a; = a, Li = b; = p) U (7, pmitn), G. complet|Craz p=1 [152]
u? : 1lprec, (a; = b; = p, Li = L) U (i, pmtn), G complet|Cpas p=1 [152]
1YY : 1prec, (a; = b; = p, L; = L) U (75, pmin), Ge|Crnae p < LE6 [152]
EYC  Apree, (a; = a, Ly = L, b; = b) U (15, pmitn), G¢|Crnaz p< g [152]
2% : 1|prec, (a; = Li = p,b;) U (15, pmin), G¢|Crae Ouvert [152]
Le : pree, (a;, Li = bi = p) U (i, pmin), Ge|Crnaz Ouvert [152]
L% : 1prec, (a; = Li = p,b; = b) U (1;, pmitn), G¢|Craw Ouvert [152]

TAB. 7.3 — Tableau synthétisant les résultats d’approximation sur les taches-

couplées obtenus dans [152]
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msz}x(|S| —2|N(9)|) = meK
7.2.7 Conclusion sur les taches-couplées

Nous avons étudié du point de vue de la complexité et de I'approximation
un probléme issu d’une problématique concréte. Il est clair que pour un
transfert des résultats vers les applications, nous devons prendre en compte
d’autres parameétres qui ont été sciemment omis dans une premiére étude :
les dates de disponibilité, date d’échéance, le caractére cyclique, développer
des algorithmes efficaces et tester sur des données réelles ...

Nous pourrions également,

— Développer des algorithmes spécifiques (approchés a facteur constant
ou optimaux selon leur classification) pour un graphe de compatibilité
ayant une structure réguliére (biparti, ...)

Dans le probléme originel, les taches sont périodiques et admettent
des dates de libération (date a partir de laquelle la téche est ordon-
nangable) et une date d’échéance (date a laquelle la tache doit étre
ordonnancée). Il est nécessaire de prendre en compte ces spécificités et
de développer des solutions périodiques optimales.

Certains résultats sur 'approximation montrent les ratios sont non
constants et dépendent du paramétre L. La question fondamentale :
« Est-ce que nous pouvons développer des algorithmes approchés avec
des ratios a avec Vo € IR*™ et indépendent des paramétres d’entrée ?
» pour ces problémes.

Une autre perspective serait de « plonger » ce probléme dans un sys-
teme temps réel : chaque tache doivent étre exécutées de maniére répétitives
et chaque exécution est contrainte par une borne inférieure (date de réali-
sation) et une borne supérieure (date d’échéance). Les dates de réalisation
sont distribuées uniformément tout le long du temps avec égale distance ap-
pelée tache période. La date d’échéance coincide usuellement avec la date de
réalisation de la période suivante. Et le but serait d’évaluer le temps total
d’utilisation du processeur W = >"7" | p;/m; ou m; désigne la période requise.

7.3 Le probléme d’ordonnancement des taches vi-
ticoles

Ces travaux ont été mené avec le chercheur Olivier Naud de I'équipe
IODE de 'UMR ITAP du Cemagref de Montpellier.
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De nos jours le respect de I’environnement est devenu une des priorités de
nos états et a amené au concept de production agricole durable. Les exigences
de cette production conduisent & des procédés de plus en plus complexes et la
création de nouvelles régles de gestion devient nécessaire au bon fonctionne-
ment de ces productions. Ceci est spécialement important pour le traitements
des maladies de la vigne qui nécessite de nombreux traitements chimiques.
Dans cette optique, des recherches sur les traitements phytosanitaires des
vignes ont abouti & un ensemble de régles de décision permettant de réduire
le nombre de traitements chimiques a effectuer par les exploitants. Mais ’ap-
plication de ces régles peut avoir un impact significatif sur 'organisation du
travail. La mise en place de ces régles doit donc satisfaire I’environnement
mais également les viticulteurs. Nous devons mettre en place un processus
de décision permettant de répondre a ces critéres.

L’objectif du travail mené dans un premier temps (voir [167] et [81])
était d’élaborer une méthodologie d’évaluation de ’applicabilité temporelle
de régles de décision, et des processus de mise en oeuvre associés. Aprés avoir
vérifié la faisabilité via des méthodes de model-checking nous avons focalisé
notre étude sur 'optimisation du processus.

Nous devons réduire le temps de travail au sein d’une exploitation com-
posé de n parcelles, d’un ensemble F' de m dépots et de u opérateurs. Pour
cela, nous devons déterminer ’ordre dans lequel effectuer un ensemble de
traitements 7 = {t1,ta,...,t,}, et grouper les parcelles i & traiter dans des
lots de travail ri. Dans le cas d’opérations de pulvérisation la taille maximale
d’un lot dépend de la capacité de la cuve du pulvérisateur. Le temps total
de travail varie en fonction de 'ordre dans lequel les parcelles sont traitées
(uniquement du fait des temps de transport). Donc, la vérification de la fai-
sabilité des traitements planifiés, suppose de proposer un ordonnancement
couplé & un probléme de tournées de véhicules.

Chaque traitement ¢; est caractérisé par une consommation de ressource
d(t;,1) et une durée d’exécution st(t;,i). Ces derniéres différent en fonction
de la parcelle 7 traitée. Chaque parcelle doit étre traitée dans un intervalle
de temps, appelé par la suite fenétre temporelle, qui est caractérisée par une
borne inférieure (a;, date au plus t6t) et une borne supérieure (b;, date au
plus tard). Le cott de déplacement c;; entre deux parcelles est défini par
la durée de déplacement entre ce deux parcelles. Nous supposerons que ces
durées de déplacement respectent 1'inégalité triangulaire.

A lissue du calcul, chaque lot de travail rp sera caractérisé par une du-
rée et une quantité de ressources nécessaires a sa réalisation, correspondant
respectivement & la somme des durées d’exécution et la somme des consom-
mations de ressources des traitements effectués dans ce lot. Il sera également
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caractérisé par une fenétre temporelle [ak, bk] durant laquelle il devra étre
effectué. Une fois tous les lots de travail effectués, toutes les parcelles devront
avoir été traité une et une seule fois. La quantité de ressource nécessaire a
chaque lot de travail ne devra pas dépasser une certaine limite () corres-
pondant & la capacité maximale de 'opérateur effectuant les traitements de
ce lot. On peut rajouter une heuristique de capacité minimale de sorte que
cette quantité de ressource ne soit en dega de Ve,.r de cette limite. De plus,
chaque lot de travail devra contenir au moins un dépot [f]. Formellement,
nous considérons le probléme de tournée véhicule (en fait un tracteur) sui-
vant :

Données

— Un graphe G = (V, E) avec V = {vg, v1, ..., v, } ol vg désigne le dépot,
et V\{vo} l'ensemble des clients (ici de parcelles),

— un colt ¢;; pour tout arc (v;,v;) € E,

— une demande d;, une fenétre temporelle [a;, b;] et un temps de service
st; pour tout client v; € V\{vp},

— une capacité de chargement,

Question : Trouver un ensemble de routes de coilit minimum visitant
tous les clients et respectant les contraintes de capacité et fenétre temporelle,
et tel que deux routes n’aient pas lieu en méme temps.

Malgré ces similitudes, notre probléme différe du probléme classique de
routage de véhicules avec fenétres de temps (VRPTW en anglais) et est en
réalité un probléme de routage de véhicules avec fenétre de temps et routes
multiple (Multi-trip Vehicle Routing Problem with Time Windows). Trés
peu de résultats proposant des solutions exactes, malgré l'intérét pratique
du probléme ont été produits (|20] et [21]).

Cette particularité de pouvoir faire plusieurs routes avec un nombre de
véhicules limités, augmente considérablement la complexité du probléme et
en change également sa modélisation.

Nous nous sommes intéressés & deux grandes classes de problémes :

— Le probléme avec limitation sur la durée des routes. Ce probléme trouve
un intérét dans les applications ou I'on dispose d’une flotte limitée de
véhicules et, o, par exemple, les marchandises transportées sont péris-
sables. Pour résoudre ce probleme nous avons développé un algorithme
a deux phases, dont la premiére porte sur la génération de toutes les
structures (ou routes, ceci est possible car la limite de durée est basse)
et la seconde est basée sur un schéma de Branch and Price avec une mo-
dification du processus classique de génération de colonnes. Cette mé-
thode est trés réguliérement employée dans les problémes de tournées
de véhicules avec fenétre de temps. Elle permet de gérer implicitement
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les solutions en ne générant effectivement qu’un ensemble restreint de
solutions réalisables et potentiellement optimales. Elle résout alterna-
tivement un probléme auxiliaire, générateur de solutions partielles, et
un probléme maitre servant a déterminer une solution globale, voir 58]
pour une description du principe de génération de colonnes. Dans ce
cadre, nous avons procédé & plusieurs modifications du schéma clas-
sique de la génération de colonnes proposé dans le cadre des tournées
de véhicules avec fenétres de temps en incluant un processus d’ordon-
nancement [84|, [83]. Ce processus d’ordonnancement a pour but de
trouver un positionnement temporel des routes les unes par rapport
aux autres. Dans ce cadre nous avons utilisé des stratégies classiques
de complexité linéaire du type ASAP et ALAP.

Nous avons sensiblement les résultats obtenus par [20] et [21] grace a
une décomposition probléme Maitre/sous-probléme différente et plus
efficace.

le probléme sans limitation sur la durée des routes. Ce probléme est
une généralisation du probléme précédent. Il est clair que la méthode
précédente ne peut-étre utilisée du fait de I’explosion combinatoire sur
le nombre de routes générées pendant la phase 1. Dans ce cadre nous
avons développé la premiére méthode exacte basée sur le schéma de
Branch and Price avec pour routine la génération de colonnes pour ce
probléme. Afin de réduire la consommation mémoire et les temps de
résolutions du schéma de Branch and Price nous proposons un nou-
vel algorithme de programmation dynamique (pour résoudre le sous-
probléme) avec une nouvelle régle de dominance en introsuisant la no-
tion de label représentatif (un représentant de la classe d’équivalence
des labels).

Nous avons procédé a des tests sur la librairie d’instances proposée par
Solomon [163] afin de valider nos choix théoriques.

Les tests et les résultats sont donnés dans [82].

7.4 Conclusion sur I’ordonnancement de taches vi-

ticoles

Nous avons résolu de maniére exacte un probléme de tournées de véhicules
avec fenétres de temps et réutilisation de véhicules. L’ensemble des résultats
et les comparaisons avec les résultats existants se trouvent dans la thése de
Florent Hernandez [82]. Une perspective intéressante serait la caractérisation
d’instances plus adaptés a la problématique de la réutilisation de véhicules.
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Les instances de Solomon [163] présentent certaines limitations du fait de
leur classification selon leur topologie et non selon 1’aspect temporel.
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CHAPITRE
Conclusion et pers-

pectives

8.1 Conclusion

Comme nous avons vu dans ce manuscrit, les problémes d’ordonnance-
ment sont variés et différents.

En effet, nous avons présenté plusieurs résultats de complexité et d’ap-
proximation sur divers modéles d’ordonnancement. Nous avons apporté notre
modeste contribution & la classification des problémes d’ordonnancement
dans un domaine tres riche en résultats. Nous avons utilisé des outils clas-
siques

— théorie de la complexité

— réductions polynomiales plus ou moins sophistiquées,

— et la technique du saut qui permet de séparer les instances positives
des instances négatives

— et théorie de 'approximation

— relaxation des contraintes d’intégrité d’un programme linéaire en
nombres entiers,

— utilisation d’algorithmes polynomiaux classiques (recherche d’un
couplage maximum, recherche d’une clique maximale, ...) comme
sous-probléme.

Pour finir, des techniques propres aux problémes d’ordonnancement

sont utilisées

— création d’un ordre total via un tri des taches selon un critére et rai-
sonnement par I’absurde pour prouver le caractére optimal d’un or-
donnancement en échangeant deux éléments consécutifs de cet ordre
total.

Il est important de noter que les problémes d’ordonnancement sur les
modeéles présentés lié au parallélisme, reste dans la classe APX et que les
techniques restent valides (ceci fut vérifié dans les chapitres 5 et 6) avec plus
ou moins d’adaptation.
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Avec les modeéles présentés dans les chapitres 4, 5 et 6, nous savons que
le modéle & délai de communications hiérarchiques est une générali-
sation du modéle & délai de communications homogénes, de méme que
le modéle d’ordonnancement homogéne avec délai de communications
locales. La figure 8.1 présente une vision globale des modéles présentés.

Modeéle a délai de
communications
locales

Modéle a délai de
ommunications
0mogenes

odele a délai de
ommunications
1érarchiques

FiGc. 8.1 — Vision globale des modéles présentés liés au parallélisme

Dans ce manuscrit, nous avons proposé plusieurs modeéles d’ordonnance-
ment qui prennent en compte divers types de communications (homogénes,
hiérarchiques, locales, ...). Nous proposons ci-dessous un modeéle basé sur
une fonction de communications qui permet une généralisation du modéle
homogeéne.

Pour chaque arc (i,j) € E du graphe de précédence nous associons une
fonction f(i, j, M*, M7) et telles que

— i M= M alors t; + p; < t; ie. f(i,j, M*, M") est négligeable

~ sinon M £ MY alors t; + pi + f (i, j, MY, MI) < t;

ou M" est la machine (dans le sens général (cluster/processeur)) sur
laquelle 7 s’exécute.

Avec cette approche, nous retrouvons les modeéles & communications étu-
diés dans ce manuscrit :

—si f(i,j, 7", 7)) = c¢;; avec m' # 7/, nous retrouvons le modéle

d’ordonnancement & délai de communications homogeénes;

— si f(i,j, 7", 7)) = ¢;jd(n*, 7t) avec 7 £ 7%, nous retrouvons le modéle

d’ordonnancement a& délai communications locales;

= si f(i,, M', MI) = (cij, €i5)t et MP = (I, ") (resp. M? = (IV, 7))

et M* #£ MJ, nous retrouvons le modéle d’ordonnancement & délai
de communications hiérarchiques;

Ainsi, nous pourrions tenter d’étudier un modeéle & délai de communi-
cations généralisées qui engloberaient les divers modéles & communication
(voir la figure 8.2 pour un exemple de hiérarchies des modéles). Ce modéle
devra prendre en compte plusieurs niveaux de communications entre les pro-
cesseurs, machines, clusters et également des diverses topologies.

!Les différentes valeurs de la fonction de communications sont données au Chapitre 5.
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Nous avons également abordé des problémes d’ordonnancement dans un
autre cadre que celui du parallélisme. Nous avons étendu le modéle des
taches-couplées avec la prise en compte de la notion d’incompatibilité. La plu-
part des problémes restent dans la classe APX. Cependant certains ratios de
performance dépendent des données de I'instance ; ceci apparait quand la va-
leur du parameétre L; (communication exacte) est une constante sans relation
avec les autres paramétres. Nous pouvons noter que ’absence de contraintes
chronologiques remplacées par des contraintes de compatibilité rend les pro-
blémes plus difficiles au sens de la complexité. Le probléme général d’or-
donnancement avec des contraintes de compatibilité est non-approximable a
rapport constant (la nature des problémes se rapproche de la détermination
d’une coloration des sommets avec le minimum de couleurs, méme pour des
variantes simples).

Pour finir nous avons utilisé des algorithmes trés simples en ordonnan-
cement pour résoudre un probléme de tournées de véhicules avec limitation
du nombre de véhicules. Nous aurions pu utiliser des algorihtmes spécifiques
(spécialement dans le cas d’un véhicule, en procédant a l’analogie un pro-
cesseur équivaut a un véhicule) mais nous avons privilégié des stratégies
génériques indépendantes du nombre de véhicules/processeurs.

En conclusion, les problémes d’ordonnancement sont des problémes d’op-
timisation combinatoire pour lesquels le modeéle analytique (tel qu’il est pré-
senté) est manipulable, car décrit simplement. Ainsi, il est possible d’étu-
dier ces problémes via une approche théorique (classification au sens de la
complexité des problémes; NP-complétude, développement d’algorithmes
polynomiaux efficaces, développement d’algorithmes d’approximation avec
garantie de performance non triviale, méthodes exactes ...).

8.2 Perspectives

8.2.1 Etude des problémes d’ordonnancement avec 1’ap-
proximation différentielle

8.2.1.1 Les limites de I’approximation polynomiale classique

Dans cette thése, nous nous sommes focalisés sur la classification des pro-
blémes au sens de la théorie de la complexité et de la théorie de "approxima-
tion avec la mesure classique basée sur le rapport entre la solution générée
par notre heuristique et la solution optimale. Cette mesure n’est pas stable
concernant le passage au complémentaire. En effet, il est facile de constater
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que le probléme de la recherche d’un stable de cardinal maximum et le pro-
bléme de la recherche d’une couverture minimale des arétes par les sommets
possédent des liens trés étroits. Le complémentaire de tout stable maximum
est une couverture et réciproquement, ce qui rend ces problémes trés proches
et équivalents du point de vue de l'optimisation (maximiser la taille d’un
stable est équivalent & minimiser celle de son complémentaire). Pourtant,
ces deux problémes admettent des comportements opposés du point de vue
de l'approximation classique puisque le stable maximum compte parmi les
problémes les plus difficiles & approcher alors que 1’on connait des algorithmes
2-approchés pour la couverture. Plus généralement, la mesure classique d’ap-
proximation crée une dissymeétrie entre les problémes de maximisation et de
minimisation. Elle est également trés sensible a certaines opérations élémen-
taires (translation, changement d’origine, ...)

Au lieu de se référer simplement au pire des cas pour un algorithme ap-
proché, deux points de repéres seront utilisées : 'optimum, mais aussi la pire
des solutions (nous verrons que la notion de pire des solutions en ordon-
nancement en général doit étre adaptée). Nous présenterons une extension
possible de cette notion pour le probléme d’ordonnancement.

8.2.1.2 Présentation de la mesure différentielle

Pour une instance fixée I, elle mesure la position de la valeur approchée
A(I) entre la meilleure valeur opt(I) et la pire valeur w(I). La valeur A(I)
qui se référe a la solution de ’algorithme A sur une instance I est comprise
entre [opt(]),w(])].

Le principe de 'approximation différentielle, est naturellement de se rap-
procher au maximum de opt(I) ou de s’éloigner au maximum de w([). Ainsi,
on ne compare pas la valeur de la solution & celle de 'optimum, mais le che-
min déja parcouru depuis la pire solution & 1’étendue des valeurs possibles,
donnée par le diameétre diam(I) = |opt(I) —w(I)|. La qualité d’une solution
approchée pg‘i £ bour un algorithme A, en approximation différentielle, est
donc donnée par la valeur du rapport

A - |w(I) = A(D)|
PASE = o) = opt(D)]

Cette mesure est intéressante et les résultats existants en approximation
sont parfois a 'opposé des résultats d’approximation classique. Nous pou-
vons citer par exemple le probléme de la coloration de sommets (un des
problémes de base dans l'optimisation combinatoire dans lequel le but est
de colorier (avec le minimum de couleurs) les sommets du graphe tel que
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deux sommets reliés par une aréte ne peuvent avoir la méme couleur. Dans
la théorie de ’approximation avec la mesure classique, ce probléme est non-
approximable c’est & dire qu’il n’existe pas d’algorithme qui garanti un ratio
a valeur constant (on peut s’éloigner tant qu’on veut de la solution opti-
male). En revanche, dans la cas de 'utilisation de la mesure différentielle
il existe un algorithme ayant un ratio a facteur constant (en fait il existe
un algorithme 1/2-approché et un autre a facteur 2/3 [128]). Notons la sta-
bilité de la mesure différentielle, a la différence de la mesure classique les
rapports différentiels pour le probléme du stable de taille maximum et d’un
transversal de taille minimum coincide.

La mesure différentielle semble bien définie pour les problémes d’opti-
misation combinatoire pour lesquels le pire des cas est facile & caractériser.
Pour les problémes d’ordonnancement le pire des cas n’a pas beaucoup de
sens, il faut donc restreindre cette notion.

8.2.1.3 Application aux problémes d’ordonnancement

Le pire des cas pour les problémes d’ordonnancement consiste & mettre
les taches a exécuter le plus loin possible de ¢ = 0 ou ¢ désigne le début de
Pordonnancement. Ainsi, la pire solution w(/) n’est pas bornée (ceci est vrai
pour tout probléme d’optimisation combinatoire dont la pire solution n’est
pas bornée). Ainsi, lorsque que nous considérons les problémes d’ordonnan-
cement nous n’allons pas considérer la pire des solutions possibles mais la
pire des solutions donnée par un algorithme générique et glouton.

L’algorithme générique et glouton de base en ordonnancement est 1’algo-
rithme de liste qui consiste en une liste de taches (triée ou non) a exécuter
sur un ensemble de processeurs tel que nous prenons & chaque instant ou
un processeur 7w est disponible la premiére tache disponible ¢ dans la liste,
et nous exécutons ¢ sur w. Cette définition nous semble la plus judicieuse et
la plus adaptée a I’étude des problémes d’ordonnancement. Nous obtenons
ainsi un ordonnancement glouton de durée f(z) ot x est une tache de la liste
des taches. La valeur de la pire des solutions serait donc w(I) = max, f(z)
(remarquons que opt([) # min, f(z)).

Dans ce cadre, il serait intéressant de comparer les résultats des deux
mesures afin de vérifier la stabilité ou non selon la mesure des résultats
d’approximation pour les problémes d’ordonnancement.
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8.2.1.4 Motivation de l’introduction de la mesure différentielle
pour les problémes d’ordonnancement

Tout le long de ce manuscrit, nous avons focalisé notre étude sur des
problémes d’ordonnancement off-line c’est-a-dire les données sont connues
a l’avance. Cependant, une autre branche de l'ordonnancement traite des
problémes ou les taches arrivent & la volée et elles doivent étre affectées a
des processeurs. Les principes des algorithmes portent sur la création d’une
liste de priorités. Dans ce cas 1a, nous mesurons le ratio de compétitivité.
Rares sont les algorithmes qui fonctionnent efficacement dans le cas on-line
et off-line. Nous pouvons citer ’algorithme de liste de Graham développé
pour le probléme P||Cynq, qui admet un ratio dont la valeur est égale pour
le cas off-line et on-line.

La mesure différentielle permettrait de relier ces deux branches de Ior-
donnancement. En effet, le pire des cas pourrait étre vu comme une approche
on-line via une liste de priorité, et nous comparerons les résultats par rap-
port & un algorithme off-line. Ainsi, nous pourrons étalonner nos algorithmes
off-line par rapport a ’algorithme générique pour les problémes on-line.

8.2.2 Avec l’approche FTP (Fixed-Parameter Algorithms)

Dans le but de mieux comprendre la difficulté de résolution des pro-
blémes, nous pourrions étudier les problémes d’ordonnancement avec com-
munications avec I’approche complexité paramétrique. Cependant, la plupart
des résultats obtenus en complexité paramétrique portent sur des problémes
de graphes. A notre connaissance peu de résultats ont été obtenus en ordon-
nancement ([66], [63], [41]).

La complexité paramétrique permet de proposer des bornes inférieures
opérationnelles pour des problémes N P-complets. La possibilité d’exhiber
un algorithme FPT permet d’obtenir des algorithmes efficaces sous certaines
conditions car ils limitent I'explosion combinatoire & un paramétre, et lors-
qu’il est de petite taille la complexité devient « raisonnable ». La carac-
téristique fondamentale est la notion de noyau. Le fait d’obtenir un noyau
polynomial permet, en temps polynomial, de diminuer la taille de l'instance
initiale et ainsi de se ramener & un probléme de taille inférieure. Un peu plus
formellement, un algorithme F'PT est un algorithme qui résout un probléme
P = (n, k) en temps p(n)xf (k) ot p est un polynoéme dont les coefficients sont
indépendants de k et f est une fonction quelconque. Pour un probléme N P-
complet, 'algorithme de résolution est obligatoirement exponentiel (sauf si
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NP = P) en la taille de 'instance, donc f(k) n’est pas polynomial en k. Un
probléme est F'PT (sous-entendu en k) s’il existe un algorithme F'PT pour
le résoudre.

L’étude paramétrique pourrait se focaliser sur divers parameétres comme,
sur le nombre de machines, sur les caractéristiques des taches et/ou bien sur
la durée de communication ou introduire des paramétres structurels.

Nous pouvons trouver des analogies et une sorte d’équivalence entre les
deux théories ;

— la classe F'PT joue sensiblement le méme roéle que la classe P,

— la classe W/[1] joue le méme role que la classe NP,

— et pour finir la classe Wl]-complet joue le méme role que la classe

NP-complet.

Nous pouvons noter qu’il existe une hiérarchie plus conséquente que celle
de la théorie de la complexité classique; FTP C Wl C W[2] C ... C
W[Sat] € W[P] C XP (Pour plus de détails, nous référencons les deux
livres suivants sur la complexité paramétrique [121] et [66]).

8.2.3 Trois approches méthodologiques complémentaires

Une autre perspective intéressante consiste & évaluer, comparer et de mu-
tualiser I'information fournie par trois approches de résolution de problémes
d’optimisation combinatoires trés différentes : la résolution exacte, la réso-
lution approchée avec garantie de performance, la résolution approchée sans
garantie de performance.

Les méthodes de résolution exactes fournissent, par définition, la solution
optimale d’un probléme d’optimisation combinatoire. Malheureusement, la
théorie de la complexité est pessimiste quant & la possibilité d’utiliser de
maniére efficace de telles méthodes. Il est communément admis aujourd’hui
que tout probléme N P-difficile, c’est-a-dire I’essentiel des problémes d’opti-
misation combinatoire sur lesquels se concentrent les recherches, ne peut étre
résolu de maniére exacte qu’avec un algorithme de complexité exponentielle.
En pratique, malgré tout, de nombreuses instances réalistes de problémes
difficiles ont pu étre résolues exactement en temps raisonnable.

Les méthodes de résolution approchées sans garantie de performance sont
des méthodes heuristiques permettant de s’approcher de la solution optimale
avec un temps de calcul raisonnable et sont essentiellement utilisées comme
palliatif des méthodes exactes lorsque ces derniéres ne peuvent étre utilisées
efficacement. Le principal critére dans le développement d’une telle méthode
est sa faculté a trouver une solution de valeur proche de l'optimum. Les
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avancées récentes ont permis le développement de méthodes extrémement
efficaces, grace notamment au développement des meta-heuristiques. Pour-
tant de telles méthodes ont I'inconvénient majeur de ne pas offrir de garantie
quant au résultat obtenu : des comparaisons avec des bornes peuvent géné-
ralement confirmer a posteriori le bon comportement de I'heuristique, mais
aucune garantie n’existe a priori.

Les méthodes de résolution approchée avec garantie de performance sont
des méthodes heuristiques ayant 'avantage par rapport aux méthodes précé-
dentes de garantir un écart maximal entre la valeur de la solution optimale
et celle de la solution dans le pire des cas fournie par I’algorithme. En contre-
partie, les solutions fournies sont généralement peu exploitables en pratique,
car de qualité moyenne nettement inférieure & celles fournies par des heuris-
tiques sans garantie de performance.

Ces perspectives trouvent leurs origines dans les interactions possibles
entre les trois types d’approches évoquées ci-dessus, dans 1’objectif d’aider
a la résolution efficace de problémes d’optimisation combinatoire. Les pistes
de réflexion & explorer sont nombreuses. Deux pistes préliminaires peuvent
servir de points de démarrage au projet.

La premiére piste est issue de la remarque suivante. La classification
usuelle entre problémes N P-difficiles et problémes polynomiaux permet de
séparer les problemes en deux grandes catégories. Une troisiéme catégorie
apparait lorsque 1’on différencie les problémes N'P-difficiles au sens fort et
au sens faible (i.e., selon qu’il existe un algorithme de résolution exacte de
complexité pseudo-polynomiale ou non). Malgré tout, au sein d’une méme
catégorie, ’expérience peut montrer des comportements trés différents pour
les méthodes de résolution exacte. Les résultats théoriques sur 'existence
d’algorithmes approchés avec garantie de performance, ainsi que la qualité
d’approximation de ces algorithmes, semblent pouvoir donner des informa-
tions supplémentaires sur la difficulté de résolution des problémes. Nous al-
lons tenter d’établir des liens entre la difficulté de résolution des problémes
et les classes de complexité définies par ces résultats théoriques. Nous allons
également tenter de voir si ces résultats théoriques fournissent des informa-
tions sur la méthodologie de résolution exacte de ces problémes. Des pistes
équivalentes peuvent étre envisagées pour une résolution heuristique sans
garantie de performance au lieu d’une méthode exacte.

La deuxiéme piste concerne la réduction du fossé existant entre méthodes
dédiées & un bon comportement en moyenne (heuristiques sans garantie de
performance) et méthodes dédiées & un bon comportement dans le pire des
cas (heuristiques avec garantie de performance). Par ce projet nous désirons
tendre vers le développement de méthodes garantissant un bon comporte-
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ment simultanément en moyenne et dans le pire des cas. Ceci passe par une
analyse préliminaire du comportement moyen des heuristiques avec garan-
tie de performance et du comportement dans le pire des cas des heuristiques
sans garantie de performance. Pour cela il existe des techniques probabilistes
(voir [65] pour une large présentation des techniques).

En dernier lieu nous pouvons étudier 'influence de la solution initiale
sur la vitesse de convergence et sur la qualité de solution. En effet, il serait
intéressant de mesurer 'impact d’une solution initiale obtenue par une al-
gorithme d’appproximation avec garantie de performance par rapport & une
solution initiale choisie de maniére aléatoire.
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