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Introduction

Objet et enjeux

Située au carrefour entre la recherche opérationnelle et I'intelligence artificielle, la programmation par
contraintes est un paradigme permettant de modéliser et de résoudre de nombreux types de problemes.
Un réseau de contraintes est défini par un ensemble de variables, un ensemble de domaines, et un en-
semble de contraintes. Un domaine distinct est associé a chaque variable. Il est constitué des valeurs qui
peuvent étre affectées a cette variable. Lorsque le domaine d’une variable est réduit & une valeur, on dit
que la variable est instanciée. Une contrainte est définie sur un sous-ensemble de variables. Elle exprime
une propriété qu’elles doivent satisfaire. Une solution est une instanciation des variables qui satisfait la
conjonction de toutes les contraintes.

Parmi les problemes classiquement étudiés en programmation par contraintes, nous pouvons citer les
problemes de configuration, la gestion d’emplois du temps, ’allocation de ressources, par exemple.

Dans cette theése, nous nous intéressons a I’ordonnancement d’activités sous contraintes de ressources
pouvant éventuellement étre relachées. La programmation par contraintes a prouvé qu’elle était une
approche intéressante pour résoudre ce type de problémes [18, 53, 19]. Baptiste et al [4] présentent
plusieurs variantes de ces problemes, dans le contexte de la programmation par contraintes.

Le probléme cumulatif est une de ces variantes. Dans ce probléeme, chaque activité est définie par des
variables de début et de fin et une durée, et consomme pour s’exécuter une certaine quantité de ressource.
Nous nous placons dans le cas ot les activités ne peuvent pas étre interrompues. La ressource disponible &
chaque instant est limitée. Cette limite s’appelle la capacité. Le but est de trouver un ordonnancement des
activités qui respecte la capacité, c’est a dire tel qu’a n’importe quel instant la somme des consommations
des activités qui s’exécutent ne dépasse pas la capacité. Généralement, on cherche également & minimiser
la date de fin de 'ordonnancement, correspondant a la fin de la derniére activité exécutée.

De nombreuses situations pratiques correspondent & des probléemes d’ordonnancement cumulatif. Les
problemes d’ordonnancement de production, ou la ressource peut étre humaine ou matérielle, en sont un
exemple intéressant. Les activités correspondent par exemple a la production, 'usinage, ou la transfor-
mation d’un produit donné.

Undes points forts de la programmation par contraintes est de pouvoir utiliser des contraintes glo-
bales qui peuvent représenter un sous-probleme récurrent dans plusieurs domaines d’application, et qui
exploitent la structure de ce sous-probléme pour mieux le résoudre.

La contrainte globale CUMULATIVE, introduite par Aggoun et Beldiceanu [1] permet de modéliser le
probléme cumulatif en programmation par contraintes. De nombreuses techniques de filtrage ont été dé-
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finies. Deux des techniques les plus efficaces de I’état de 'art sont I’algorithme de Sweep [7, 8, 76, 20] qui
est un raisonnement sur la topologie de I'ordonnancement et les algorithmes d’Edge-Finding [19, 59, 4,
89, 4, 90, 43] qui raisonnent sur [’énergie des activités, c’est & dire le produit de leur durée (longueur) et
de leur consommation instantanée de ressource (hauteur). Le principe de 'Edge-Finding est de trouver
des relations de précédence implicites entre activités, et d’en déduire des informations sur les dates de
début au plus tot et de fin au plus tard de ces activités.

Des approches par décompositions de la contrainte CUMULATIVE ont également été proposées [1, 26, 77).
Une décomposition d’une contrainte est un réseau de contraintes, qui sont souvent plus primitives. Ce
réseau représente sémantiquement une contrainte. L’intérét principal est un gain de généricité : éviter
I'implémentation et le maintien dans le temps d’algorithmes ad-hoc complexes, notamment lorsque la
contrainte que I’on décompose n’existe pas dans la plupart des outils a base de contraintes. Il peut exister
d’autres avantages, par exemple une plus grande robustesse & des stratégies de recherche génériques, ou
encore, dans des cas assez rares, une meilleure efficacité de résolution pour certaines classes d’instances
du probleme [77].

En pratique, la date de fin d’un projet est souvent fixée, ou bornée par une date butoir que 1’on ne
peut retarder. Dans ce cas, il n’est pas toujours possible de trouver un ordonnancement des activités qui
n’engendre aucun dépassement de la capacité en ressource.

On peut alors tolérer de relacher la contrainte de capacité, dans une limite raisonnable pour obtenir une
solution. Dans le contexte de ’ordonnancement de production, ceci revient a autoriser le dépassement de la
capacité en ressources humaines ou matérielles de 'entreprise. La location de machines supplémentaires
pour une période donnée, les heures supplémentaires effectuées par les employés, ou encore I’emploi
d’intérimaires sont des solutions pratiques possibles pour absorber la surcharge ponctuelle engendrée.

La relaxation de cette contrainte de capacité nécessite également de respecter un certain nombre de
contraintes métier, propres a chaque contexte applicatif. Par exemple, en ordonnancement de production,
si des surcharges d’activité surviennent et que celles-ci sont absorbées par le personnel régulier de ’entre-
prise, par exemple avec des heures supplémentaires, alors il convient de répartir au mieux, dans le temps,
ces surcharges.

En programmation par contraintes, différents cadres de relaxation ont été proposés.

Parmi ces cadres, nous trouvons les explications [42, 24, 41], certaines extensions de la programmation
par contraintes utilisant des structures de valuation externes comme les CSP valués [75] ou les Semi-Ring
CSP [14], et le cadre des contraintes globales soft, introduit par Petit [67, 62]. Dans ce dernier cadre,
un probléme sur-contraint est modélisé comme un probleme classique de programmation par contraintes.
Les variables de cotit, modélisant les violations de contraintes, sont incluses dans le réseau de contraintes
comme toute autre variable. Ces variables de colt ont une valeur 0 si les contraintes sont respectées, et
non nulle sinon. La sémantique du probleme détermine la facon dont sont calculées leur valeur dans le
cas ou une violation est constatée.

En nous plagant dans ce cadre nous cherchons une sémantique de violation de contraintes qui soit
la plus expressive possible. Si I'aspect modélisation de situations pratiques est tres important, il est
également primordial de fournir des algorithmes efficaces pour la résolution de problemes.

Pour cela, 'introduction d’une contrainte globale, étendant la contrainte CUMULATIVE, semble étre une
solution intéressante. Une contrainte globale peut a la fois encapsuler la définition du probleme cumulatif
relaxé, et embarquer des algorithmes de filtrage pour résoudre ce probleme. Une autre approche possible
est I’approche par décomposition.



Selon ces axes, nous présentons une these abordant la question de 'ordonnancement cumulatif sur-
contraint, en proposant une contrainte globale, que nous comparons & des approches par décomposition.

Nous proposons une nouvelle contrainte globale dérivée de CUMULATIVE pour gérer le cas sur-contraint.
Nous nommons cette contrainte SOFTCUMULATIVE.

Nous adaptons les algorithmes de Sweep et d’Edge-Finding au cas de 'ordonnancement cumulatif avec
dépassements de capacité. Afin d’augmenter I'efficacité de notre contrainte globale, nous introduisons des
méthodes de filtrage propres au cas avec dépassements. Nous proposons également une procédure de fil-
trage a partir des valeurs minimales dans les domaines des variables de cotit modélisant les dépassements
de capacité. L’idée d’imposer un minimum a une variable de colt est relativement contre-intuitive, car
on cherche généralement & minimiser les cotits. Cependant, nous mettons en lumiere un cas pratique ou
un tel filtrage est utile.

Nous présentons une stratégie de recherche adaptée a notre probléme.

Nous proposons une adaptation des décompositions existantes de la contrainte CUMULATIVE au cas cu-
mulatif relaxé, et introduisons une nouvelle décomposition, pour la contrainte CUMULATIVE et pour notre
nouvelle contrainte SorTrCumuLATIVE. Contrairement a ’existant, cette nouvelle décomposition n’engendre
pas une explosion du nombre de variables : elle nécessite ’ajout d’un nombre de variables de 'ordre de
O(n), o n est le nombre d’activités du probleme.

Notre approche sous forme de contrainte globale pour relaxer la contrainte CUMULATIVE est nouvelle
dans la formulation. A ce titre, il n’existe donc pas de jeux de données adaptés a ce probléme. En
conséquence, nous générons aléatoirement des problémes pour valider notre approche.

Nous testons I'influence de différents parametres sur la recherche d’une solution au probleme cumulatif
relaxé. Nous évaluons les performances de notre contrainte globale lorsque 1'on cherche & minimiser les
violations. Nous ajoutons des contraintes additionnelles sur les dépassements de capacité, et observons
le comportement des algorithmes ad-hoc mis en place. Nous adaptons de plus une libraire de benchmar-
king bien connue pour les problémes cumulatifs : la PSPLib [45], & notre relaxation et nous observons
son comportement. Enfin, nous comparons notre approche aux décompositions proposées, afin de valider
l'utilité pratique de notre contrainte globale.

Nous concluons ce manuscrit en évoquant quelques pistes intéressantes pour étendre notre travail.

Plan de la these

Etat de ’art
Chapitre 1 : Introduction & la programmation par contraintes

Apres un rappel succinct des notions générales de complexité, nous présentons le paradigme de la
programmation par contraintes dans le chapitre 1. Nous abordons dans un premier temps les réseaux de
contraintes. Puis nous évoquons quelques algorithmes de base dédiés a la recherche de solution, optimale
ou non. Nous définissons ensuite les notions de filtrage et de propagation et les stratégies de recherche de
solution. Enfin, nous introduisons les contraintes globales.
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Chapitre 2 : Ordonnancement cumulatif en programmation par contraintes

Dans le chapitre 2 nous présentons le probleme cumulatif, aprées avoir introduit les différentes notions
indispensables a sa compréhension : les activités, 'énergie, la capacité. Puis nous décrivons la contrainte
globale CUMULATIVE qui représente ce probleme en programmation par contraintes. Depuis son introduc-
tion, cette contrainte a fait I'objet de nombreux travaux, et différents filtrages ont été introduits. Nous
nous concentrons en particulier sur les algorithmes de Sweep [7, 8] et d’Edge-Finding de Vilim [90] et de
Kameugne et al. [43], et évoquons d’autres algorithmes de I’état de 1’art.

Chapitre 3 : Les problémes sur-contraints

En programmation par contraintes, différents cadres existent pour modéliser et résoudre des pro-
blémes sur-contraints. Dans le chapitre 3 nous évoquons dans un premier temps le cadre des explications
[42, 24, 41]. Nous présentons ensuite les problemes d’optimisation sur-contraints, dans lesquels nous
cherchons & minimiser le cott de violation des contraintes. Pour cela deux paradigmes sont utilisés en
programmation par contraintes. Nous présentons dans un premier temps les extensions de la program-
mation par contraintes, par une structure de valuation externe [75, 14]. Puis nous décrivons le cadre
des contraintes globales soft [67, 62]. Enfin, nous décrivons succinctement des algorithmes de résolution
génériques, par opposition aux algorithmes dédiés que nous utiliserons dans la suite de cette these.

Contributions
Chapitre 4 : Probléemes d’ordonnancement cumulatif sur-contraints

Notre but est de fournir a I'utilisateur des solutions acceptables en pratique, quand la date de fin du
projet, fixée, est une contrainte dure, et qu’aucune solution parfaite n’existe a cause de cette limite. La
sémantique de violation doit étre adaptée. Nous présentons notre contrainte globale cumulative relaxée,
la SoFTCUMULATIVE, dans le chapitre 4. Nous présentons ensuite des contraintes métier usuelles sur les
variables modélisant les dépassements. Nous décrivons des modeles adaptés utilisant la contrainte globale
SOFTCUMULATIVE.

Chapitre 5 : Résolution de problémes d’ordonnancement cumulatif sur-contraints

Nous présentons les méthodes de résolution utilisées par la contrainte SOFTCUMULATIVE dans le cha-
pitre 5. Nous décrivons en premier lieu notre adaptation des algorithmes de Sweep et d’Edge-Finding au
cas de la contrainte globale SOFTCUMULATIVE. Afin d’augmenter le filtrage de notre contrainte globale,
nous introduisons des méthodes de filtrage propres au cas avec dépassements. Enfin, nous présentons
notre stratégie de recherche pour SOFTCUMULATIVE.

Chapitre 6 : Décompositions

Dans le chapitre 6, nous décrivons les décompositions existantes de la contrainte CUMULATIVE. Nous les
adaptons ensuite au probleme modélisé par la contrainte SOFTCUMULATIVE. Nous introduisons une nouvelle
décomposition engendrant un nombre de variables supplémentaires de 'ordre du nombre d’activités du
probleme, pour CUMULATIVE et SOFTCUMULATIVE.

Chapitre 7 : Expérimentations

Le chapitre 7 présente les résultats de nos expérimentations. Nous réalisons différentes tests en satis-
faction de contrainte, et en optimisation. Nous travaillons sur des jeux d’instances aléatoires, et adaptons



la PSPLib [45] au cas avec dépassements de capacité. Nous expérimentons ensuite les décompositions que
nous avons introduites, et les comparons aux expérimentations avec le contrainte globale SOFTCUMULA-
TIVE.

Chapitre 8 : Bilan et perspectives

Nous présentons un bilan de cette these dans le chapitre 8, avant de conclure sur des perspectives
intéressantes pour étendre nos travaux.
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La programmation par contraintes (PPC) est un paradigme permettant de résoudre des problemes
difficiles.

Nous commengons par un rappel général des notions de complexité, qui seront utiles dans cette these,
avant de décrire les principes de base de la programmation par contraintes.

1.1 Rappels de complexité

1.1.1 Complexité d’un algorithme

La complexité d’un algorithme caractérise la quantité de ressources qu’il utilise, en fonction de la taille
des données. Nous considérons la complexité temporelle et la complexité spatiale :
— la complexité temporelle exprime un ordre de grandeur du nombre d’instructions élémentaires exé-
cutées par 'algorithme,
— la complexité spatiale exprime un ordre de grandeur de la quantité de mémoire utilisée lors de
I’exécution de 'algorithme.

Définition 1 (complexité dans le pire des cas) Soit R une ressource. La fonction de complexité
dans le pire des cas T(n, R) d’un algorithme pour une donnée de taille n exprime la quantité mazimale
de la ressource R nécessaire a l’exécution de [’algorithme.

9
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La notation de Knuth sert a donner un ordre de grandeur de la complexité.

Notation 1 : Knuth [44]
On exprime une complexité avec la notation O, qui est définie par : O(f) = {g: N = N, Ing € N et
e > 0 tels que : Vn > ng, g(n) < cx f(n)}.

1.1.2 Classes de complexité

Les classes de complexité permettent de hiérarchiser les algorithmes et les problemes selon leur diffi-
culté. Nous présentons ici les classes de complexité qui seront utiles dans cette these. Pour plus de détails,
le lecteur intéressé pourra se référer aux ouvrages de Papadimitriou [60] et de Garey et Johnson [34].
Nous supposons dans cette section que la taille des données est finie.

On distingue les problemes de décision, retournant une réponse “oui” ou “non”, des problemes de
recherche de solution.

Problemes de décision Certains problemes de décision peuvent étre résolus par un algorithme dont
la complexité temporelle est une fonction polynomiale en la taille des données d’entrée. Cet algorithme
est, dans ce cas, polynomial. Ces problemes constituent la classe P.

On dit qu’un probleme est non-déterministe polynomial si et seulement si il existe un certificat polyno-
mial pour toute instance de celui-ci. Un certificat polynomial est une donnée permettant a un algorithme
polynomial de vérifier que la réponse est “oui”. De tels problémes constituent la classe NP. Notons que
P C NP.

Un probleme p de NP est dit NP-complet si n’importe quelle instance d’un probleme p’ de NP
peut étre convertie en une instance de p a ’aide d’un algorithme polynomial en temps et en espace, avec
la méme réponse. Cet algorithme est une réduction polynomiale.

Nous avons donc les relations suivantes entre ces trois classes : P C NP et NP-complet C NP.

Il s’en suit la conjecture P # NP. Prouver celle-ci est une question ouverte en théorie de la complexité.
Elle serait fausse si un algorithme polynomial permettant de résoudre un probleme NP-complet était
trouvé.

Enfin, un probléme p est NP-difficile si n’importe quelle instance d’un probléme p’ de NP peut étre
convertie en une instance de p a l'aide d’un algorithme polynomial en temps et en espace, avec la méme
réponse. Notons que p n’est pas nécessairement dans NP. Ainsi, tous les problemes NP-complets sont
des problemes NP-difficiles, mais la réciproque est fausse.

Problemes de recherche d’une solution Les problemes de recherche de solution peuvent étre classi-
fiés de maniere similaire. Papadimitriou [60] a proposé la notation suivante pour distinguer ces problémes
des problemes de décision, ou F' correspond au préfixe “functional” : FP, FNP, FNP-complet. Souvent,
dans la littérature, cette distinction est ignorée : les notations des problemes de décision sont utilisées
pour les problemes de recherche de solution. Dans cette these, par souci de simplicité, nous abandonnons
donc le préfixe F.

Nous pouvons maintenant introduire le cadre de la PPC. Nous présentons dans un premier temps des
généralités liées a ce paradigme.
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1.2 Réseaux de contraintes

Un probléme de programmation par contraintes est décrit par un réseau de contraintes. Un réseau
de contraintes est défini par un ensemble de variables, un ensemble de domaines et un ensemble de
contraintes. Un domaine distinct est associé a chaque variable. Il est constitué des valeurs qui peuvent
étre affectées a cette variable.

Définition 2 (Réseau de contraintes) Un réseau de contraintes R = {X,D,C} est défini par :

— un ensemble fini de variables X = {xo,x1,...,Tn-1},

— un ensemble de domaines D = {Dy, D1,...,D,_1}. Chaque domaine D; tel quei € {0,1,...,n—1}
définit ’ensemble fini des valeurs que peut prendre la variable x;. Nous pouvons aussi noter ce
domaine D(x;). Pour une variable x;, on notera x; la valeur minimale de son domaine, et T; sa
valeur mazimale. On appelle ces valeurs les bornes de x;,

- un ensemble de contraintes C ={Cy, C1,...,Cm—1}. Chaque contrainte C; telle que j € {0,1,...,m—
1} est définie sur un sous-ensemble de variables var(C;) C X par un sous-ensemble rel(C;) du
produit cartésien des domaines des variables var(Cj), qui spécifie les combinaisons autorisées de
valeurs pour ces variables. On dit que ces combinaisons satisfont la contrainte C;. La contrainte
Cj est aussi dite respectée. var(C;) est appelée portée de la contrainte Cj. D¢, désigne l’ensemble
des domaines des variables de var(Cjy).

Une variable x; est entiere si son domaine D; me contient que des entiers relatifs. Dans cette thése
nous nous limiterons a des probléemes discrets, ot les variables sont entiéres.

Nous définissons a présent quelques notions essentielles sur les réseaux de contraintes.

Pour tout ensemble E d’éléments, nous notons |E| le nombre d’éléments contenus dans cet ensemble.
Ce nombre est aussi appelé cardinal de E.

Définition 3 (arité d’une contrainte) L’arité d'une contrainte C, |var(C)|, est le nombre de va-
riables sur lesquelles elle s’applique. C' est dite binaire si elle a une arité de 2.

Définition 4 (degré d’une variable) Dans un réseau R = {X,D,C}, le degré d’une variable x ap-
partenant a X est le nombre de contraintes de C qui s’appliquent sur cette variable.

Définition 5 (Instanciation et affectation) Une variable z de X est dite instanciée avec une valeur
v lorsque l'on fizxe x a la valeur v. On dit également que v est affectée a la variable x. L’instanciation de
la variable x & v est alors notée I|x] = v. Elle est valide si v € D(z).

Soit X C X. Nous notons I[X] = (vo,v1,...vx|-1) son instanciation auz valeurs vo,vi, ..., v x|—1. Si
I[X] est une instanciation valide, on lappelle un tuple de X. Lorsque toutes les variables d’un ensemble
X sont instanciées, on dit que linstanciation I[X] est complete. Sinon linstanciation I[X] est partielle.

Une contrainte est décrite en extension lorsque la relation qu’elle définit est donnée explicitement par
la liste des tuples (combinaisons de valeurs pour les variables) autorisés, ou interdits. Elle peut également
étre décrite implicitement par des propriétés mathématiques, ou des fonctions booléennes. Elle est alors
décrite en intension. L’exemple 1 montre une contrainte décrite en extension et en intension.

Exemple 1 Soient deux variables xo et x1 de domaine Dy = [0,2] et Dy = [0,2]. Nous considérons
la contrainte C' : xg < x1 (elle est ici décrite en intension). C est décrite, en extension, par rel(C) =

{(0,1),(0,2), (1,2)}.
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La notion de consistance est essentielle pour caractériser le processus de résolution d’un probléeme
modélisé par un réseau de contraintes.

Définition 6 : consistance

Soient R = {X,D,C} un réseau de contrainte et x une variable de X. Une valeur v € D(x) est consistante
avec une contrainte C € C si et seulement si x & var(C) ou bien s’il existe un tuple T de rel(C) valide
tel que v € T.

Définition 7 : arc-consistance
Soit R = {X,D,C} un réseau de contraintes et x une variable de X :
— une valeur v € D(x) est arc-consistante si et seulement si VC € C, v est consistante avec C,
— un domaine D(z) est arc-consistant si et seulement si D(x) # 0 et toutes les valeurs de D(x) sont
arc-consistantes. Par abus de langage on dira aussi que x est une variable arc-consistante,
— R est arc-consistant si toutes les variables de X sont arc-consistantes.

Définition 8 : consistance globale

Soit R = {X,D,C = {Cy,C4,...,Cr_1}} un réseau de contraintes et x une variable de X. Une valeur
v € D(x) est globalement consistante si et seulement si elle est consistante avec la conjonction
y=CoANC1N...NCp_1.

Nous distinguons les problémes de satisfaction (CSP : Constraint Satisfaction Problem) et les pro-
blémes d’optimisation (COP : Constraint Optimisation Problem) en programmation par contraintes.

Définition 9 (probléme de satisfaction) Soit un réseau de contraintes R = {X,D,C}. Le probléme
de satisfaction de contraintes qui lui est associ€ consiste a trouver une instanciation valide de X, globa-
lement consistante.

L’exemple 2 présente un probleéme a une contrainte et deux variables en en donnant un tuple solution
et un tuple ne respectant pas la contrainte.

Exemple 2 Soient deux variables xo et x1, telles que Dy = [1,5] et D1 = [4,6] et la contrainte C : zg <
x1. Une instanciation compléte Ixg,x1] = (3,5) est autorisée car elle est valide (3 € Dy et 5 € Dq) et
respecte la contrainte (3 < 5). En revanche, Uinstanciation I[xo,x1] = (5,4) est interdite, car elle ne
respecte pas la contrainte C' (5 £ 4), bien qu’étant valide (5 € Dy et 4 € Dy).

Un réseau de contraintes binaires R = {X,D,C} peut étre représenté par un graphe appelé graphe
des contraintes. Pour des problemes impliquant des contraintes autres que des contraintes binaires, nous
utilisons une représentation sous forme d’hypergraphe. L’exemple 3 présente un graphe des contraintes

simple.
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Exemple 3 La Figure 1.1 est un ezemple de graphe des contraintes d’un réseau comportant 5 variables
et 6 contraintes binaires.

FIGURE 1.1 — Un réseau de contraintes binaires comportant 5 variables {zo, z1,...,24} et 6 contraintes
binaires {Co, C1,...,Cs}

L’exemple 4 présente un probleme concret, et sa modélisation sous forme de probleme de satisfaction
de contraintes. Il donne une solution de ce probleme.

Exemple 4 Considérons un opérateur mobile souhaitant implanter des antennes relais dans une région
divisée en plusieurs zones, situées autour des grandes villes. L’opérateur a a sa disposition plusieurs
fréquences d’émission, mais, pour €viter les interférences, toutes les fréquences d’une méme zone doivent
étre différentes. De plus, des relations de succession sont définies entre les zones : pour deuzx zones données
Zone; et Zonej, si Zone; est inférieure ¢ Zone; alors la fréquence mazimale émise dans la Zone; est
strictement inférieure a la fréquence minimale émise dans Zone;. Enfin, des régles métier imposent des
contraintes de différence entre certaines antennes de zones différentes. Les données de l'opérateur sont
les suivantes :

Les fréquences disponibles sont des entiers appartenant d lintervalle [1,25]. Nous numérotons les
contraintes du probleme. La région contient 5 zones.

Le nombre d’antennes par zone est le suivant :

- Cy : Zoneg : 4 antennes

- Cy : Zoney : 7 antennes

- Oy : Zones : 5 antennes

— Cs3 : Zones : 6 antennes

- Cy4 : Zoney : 5 antennes

Les relations de succession entre les zones sont les suivantes :

- C5 : Zoney < Zone;

- Cg : Zoney < Zoney

- C7 : Zoneyg < Zones

- Cyg : Zoney < Zoney

- Cy : Zones < Zones

Certaines antennes de zones différentes doivent étre affectées a une fréquence différente :

— Cyo : L’antenne 2 de la Zoney a une fréquence différente de l’antenne 1 de la Zoneg
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- C41 : L’antenne 1 de la Zoney a une fréquence différente de l'antenne 1 de la Zoney

La contrainte ALLDIFFERENT peut étre utilisée pour modéliser ce probleme.

Définition 10 (ALLDIFFERENT) Soit var(ALLDIFFERENT) = {x,Z1,...,%n—1} un ensemble de va-
riables. La contrainte ALLDIFFERENT impose que les variables soient instanciées avec des valeurs toutes
différentes les unes des autres : elle est définie par l'ensemble des tuples rel(ALLDIFFERENT) = {(vo,v1, ...,
Un—1) € Do x D1 X ... x Dy tels que Vi, j € {0,1,...,n— 1} avec i # j : v; # v;}.

Pour exprimer le minimum ou bien le maximum d’un ensemble de variable, nous utilisons les contraintes
MIN et MAX prenant en argument l’ensemble des variables dont on retient la valeur minimale ou maximale,
ainsi qu’une variable “résultat” ou est stockée cette valeur minimale ou mazximale.

Le réseau de contraintes R = {X,D,C} modélisant le probleme est alors le suivant.

~ X = {T00,T01,- - »T03,T105 - - -, T165 - - - , Taa, TV, &7 .. w adl aM 2y chaque variable x;;

représentant la fréquence d’émission de l'antenne j de la zone i, et chaque variable x7" et xé‘/[
représentant respectivement la fréquence minimale et mazimale de la zone j.

- D={[1,25),[1,25],...,[1,25]}

- C ={Cy : ALLDIFFERENT{Z0, Z01, - - - , X03 |
C1 : ALLDIFFERENT{Z10, %11, .- ., %16},
Cy : ALLDIFFERENT{ 20, Z21, ..., %24},
C3 : ALLDIFFERENT{Z30, Z31,. .., 35},
C4 : ALLDIFFERENT{Z40, T41,...,T44},

Cs :adl <o,
C .M < m
6 - .TO 1'4 ,
Cr ! <z,
C oM
Cs :xy <zl
Co : xdl <2,
Cio : 12 7é Z31,
Ci1 : x11 # 241,

012 N MIN({.’L‘O(), o1y - - ,1‘03}, .’L'Bn),
013 N MIN({.’L‘lo,ZCll,...,,’11‘16},.%‘1”),
014 N MIN({.’L‘Q(), T2y - - ,1‘24}, .’L‘gn),
015 M MIN({Igo, T31,y.-- ,ZL'35}, Ign),
Cl6 N MIN({JE40, T41y .- - ,1‘44}, JET),
017 N MAX({.Z‘OO7 o1, - - - ,$03}, (L‘éw),
Clg N MAX({xlo,l‘ll,...,(L‘lﬁ},fl){w),
Clg N MAX({.Z‘QO7 21, .- ,(L‘24}, (L‘éw),
CQO N MAX({Igo, T31,. .- ,ZL'35}, ZL':];.)W),
Coy MAX({JE40, T41y .- - ,:L'44}, :L'iw)}

La figure 1.2 représente le réseau de contraintes R. Résoudre le probleme consiste donc a affecter une
fréquence (un entier entre 1 et 25) & chaque antenne (variables x;j € X).
Une solution de ce probleme est représentée en Figure 1.3.
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Cy
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42 T44 243

FIGURE 1.2 — Réseau de contraintes modélisant un probleme d’affectation de fréquences.
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FIGURE 1.3 — Une solution au probleme d’affectation de fréquences.
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Dans de nombreux problemes le but n’est pas uniquement de trouver une solution satisfaisant les
contraintes, mais de fournir une solution optimale selon un critere relatif aux valeurs qui sont affectées
aux variables. Il s’agit alors de problémes d’optimisation.

Définition 11 (probléme d’optimisation) Soit un réseau de contraintes R = {X,D,C}. Un probléme
d’optimisation intégre, dans ce réseau, un critere d’optimisation. Celui-ci est modélisé par une variable
obj € X, appelée variable objectif, contrainte avec toutes ou partie des variables X\{obj}. La valeur
affectée a cette variable objectif définit la “qualité” d’une solution du point de vue du critére d’optimisation.

Définition 12 (solution d’un probléme d’optimisation) Soit un probléme d’optimisation représenté
par le réseau de contraintes R = {X,D,C}, et une variable obj € X. Une solution de ce probléme est une
solution de R qui minimise (pour un probléme de minimisation), ou mazimise (probléme de mazimisation)
la valeur de la variable objectif obj.

Pour résoudre des problemes de satisfaction ou d’optimisation, il est nécessaire d’employer une tech-
nique de recherche de solution.

1.3 Recherche de solutions

Etant donné un réseau de contraintes, différentes techniques de recherche peuvent étre employées
pour obtenir des solutions. Dans un premier temps, nous nous intéressons a des techniques de recherche
systématiques. Celles-ci consistent a tester successivement toutes les instanciations, jusqu’a trouver une
solution, ou trouver une inconsistance remettant en cause la derniére instanciation effectuée. Dans ce
dernier cas, on continue la recherche en n’autorisant pas cette instanciation. Ces combinaisons peuvent
étre générées de différentes manieres, et donc testées dans des ordres différents.

Arbre de recherche Une représentation usuelle du processus de recherche d’une solution est I’arbre de
recherche, construit dynamiquement. La racine de cet arbre est le probleme que ’on cherche a résoudre.
Les sommets fils sont des problemes plus petits, obtenus en décomposant le domaine d’une des variables du
probleme pere. Des décompositions successives construisent ’arbre, jusqu’a ce qu’une inconsistance avec
une contrainte soit détectée, ou qu’une solution soit trouvée. Généralement, un sommet correspond soit
a un essai d’instanciation d’une variable avec une valeur, soit a I’élimination d’une valeur d’un domaine.

Définition 13 (arbre de recherche [84]) Soit un réseau de contraintes, et Py le probléme associé. Un
arbre de recherche pour Py est un arbre tel que :
— ses noeuds sont des problémes,
— sa racine est Py,
- st P, Ps,...,P,_1, avec m > 1 sont des descendants directs d’un noeud Py, alors 'union des
solutions de Py, Ps, ..., Py_1 est égal a l’ensemble des solutions de P, pour tout noeud P.

Techniques de recherche Pour résoudre un probleme de satisfaction de contraintes, une technique
consiste a générer tous les tuples de valeurs possibles, et de tester s’ils sont solutions. Cette approche
porte le nom de Generate-and-Test. Le nombre de tuples générés est égal au produit cartésien du cardinal
des domaines des variables impliquées dans le réseau. Bien que cela puisse fonctionner pour les problemes
de petite taille, cela reste impossible a envisager pour la plupart des problémes.
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Une technique de recherche plus fine est l'algorithme de backtrack, décrit dans [37], puis amélioré
(Backmarking[35], Backjumping[36]). Nous décrivons ici le fonctionnement de cet algorithme sous forme
textuelle. Pour plus de détails, le lecteur intéressé pourra se référer a [32].

Au départ, aucune variable n’est instanciée. L’algorithme de backtrack étend progressivement 1’ins-
tanciation courante en instanciant une nouvelle variable a chaque étape. L’algorithme vérifie alors que
I'instanciation partielle est consistante avec les contraintes du probleme. Dans le cas contraire, la derniere
instanciation faite est remise en cause. Nous effectuons un retour arriére (backtrack). C’est & dire que nous
remontons au noeud pere dans ’arbre de recherche. Puis nous effectuons une nouvelle instanciation. De
cette maniere, ’algorithme construit un arbre de recherche dont les nceuds représentent les instanciations
partielles testées. Cet algorithme teste ’ensemble des instanciations possibles de maniere implicite, c’est-
a-dire sans les générer toutes. Le nombre d’instanciations considéré est ainsi réduit. Dans le pire des cas
le nombre de noeuds parcourus dans ’arbre de recherche est égal au nombre d’instanciations completes
possibles. Ce nombre peut étre élevé, méme pour des problemes de “petite taille” : il est égal au produit
des tailles des domaines de chaque variable.

La résolution de problemes d’optimisation peut étre réalisée par des résolutions successives de pro-
blemes de satisfaction. La méthode la plus classique vise a réduire progressivement 1’objectif.

Soit R = {X,D,C} un réseau de contraintes. Pour simplifier la description, nous nous plagons dans
le cas ou 'objectif consiste & minimiser la valeur affectée a la variable objectif obj € X.

Nous recherchons tout d’abord une premiére solution, par exemple & l'aide d’un algorithme de type
backtrack. La valeur affectée a obj dans cette solution est notée U B. Nous résolvons alors un nouveau
probleme de satisfaction équivalent au précédent, a l’exception du fait que la contrainte obj < UB ait
été ajoutée. La valeur de obj dans la solution de ce CSP est alors & son tour affectée a UB, et nous
résolvons un nouveau CSP, avec une nouvelle contrainte obj < UB. Le processus est répété jusqu’a ce
que nous aboutissions sur un CSP n’ayant pas de solution. Dans ce cas, la solution du CSP précédant
immédiatement ce dernier CSP est une solution optimale du probléme d’optimisation.

L’algorithme Branch and Bound est une variation de ce schéma de recherche. La différence est que,
a chaque étape, au lieu de résoudre un nouveau CSP “from scratch”, c’est a dire & partir de la racine de
P’arbre, nous poursuivons la recherche a partir du noeud précédent la feuille de I’arbre correspondant a
la derniere solution trouvée.

Ces techniques de recherche de solution sont souvent insuffisantes pour traiter des problemes d’une
certaine taille. Des méthodes de retrait de valeurs inconsistantes sont alors a envisager. Nous les introdui-
sons en section 1.4. L’ordre d’instanciation peut avoir un impact significatif sur le processus de recherche
d’une solution. Nous décrivons également ce procédé en section 1.4.

1.4 Filtrage, propagation et heuristiques

Filtrage Pour accélérer le processus de résolution, des techniques de filtrage sont utilisées en PPC. Un
algorithme de filtrage est associé a chaque contrainte. Il consiste a détecter et a retirer des domaines des
variables, des valeurs qui ne sont pas consistantes avec la contrainte. L’implémentation de techniques de
filtrage performantes, i.e., qui retirent le plus de valeurs possibles des domaines des variables, joue un role
déterminant dans la résolution de problemes en PPC. Un filtrage est réalisé, pour un probléme simple,
dans I'exemple 5.
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Exemple 5 Soit le réseau de contraintes R = (X, D,C) tel que :

- X = {wo,l'l},

- D={[1,3],[1,3]},

-C={Cp:zp <1}

La valeur 1 peut étre retirée (filtrée) du domaine de x1, car il n’existe aucune valeur dans le domaine
de g telle que Cy soit satisfaite si I[x1] = 1.

Propagation Le filtrage d'une valeur peut créer de nouvelles inconsistances au sein du probleme. Les
techniques de propagation permettent de mettre a jour les domaines des variables apres ces retraits, en
relancant les algorithmes de filtrage.

Notons que le filtrage est contractant (le domaine d’une variable aprés un filtrage a une taille inférieure
ou égale a celle du domaine avant le filtrage), et donc le processus est monotone.

La propagation des événements de suppression peut étre répétée, et les algorithmes de filtrage relancés,
jusqu’a ce qu’aucune déduction supplémentaire ne soit possible. On dit alors que le point fixe est atteint.
La monotonie garantit I'unicité de ce point fixe. L’exemple 6 montre une propagation dans le cadre d’un
probléme simple.

Exemple 6 Soit le réseau de contraintes R = (X, D,C) tel que :

- X = {ZL'(),SCl,ZL'Q},

- D={[1,3],1,3],[1,3]},

-C= {CO T X <.T1,Cl - :wg}.
Nous avons vu dans l’exemple 5 que la contrainte Cy permet de retirer la valeur 1 du domaine de x1.
De ce fait, elle peut également étre retirée du domaine de xo. En effet, apres ce filtrage, il n’existe pas
de valeur dans le domaine de x1 telle que Cy soit satisfaite si I[xs] = 1. Il y a donc une propagation de
lévénement de suppression de la valeur 1 de D(x1) par Cp, qui aboutit & une nouvelle suppression dans
D(x2) grice a Ch.

Heuristiques de recherche L’ordre dans lequel les variables sont instanciées et 'ordre dans lequel
sont testées les différentes valeurs possibles d’une variable peuvent avoir une influence déterminante dans
le processus de résolution d’'un probleme. Pour définir cet ordre, on utilise des heuristiques de choix
de variable et de valeur. Une heuristiqgue de choiz de variable détermine la (les) variables(s) a fixer
prioritairement. Une heuristique de choiz de valeur détermine la (les) valeur(s) a affecter prioritairement.
Idéalement, I'algorithme qui retourne la variable ou la valeur choisie ne doit pas étre trop cotuteux.

Une heuristique peut étre statique : 'ordre dans lequel les variables sont instanciées est fixé a priori,
et ne changera pas durant la recherche. Elle peut au contraire étre dynamique : cet ordre est susceptible
d’évoluer au cours de la recherche.

Nous donnons ci-apres quelques heuristiques classiques qui seront utiles dans la suite.

Heuristiques de choix de variable

— lex est une heuristique statique qui sélectionne les variables a instancier selon l'ordre lexicogra-
phique, c’est a dire, 'ordre dans lequel elles sont énumérées dans le probleme. Cette heuristique
peut étre utile lorsque 1'on ne connait pas a ’avance la facon dont les variables se comportent.
Elle permet de connaitre, et de controler précisément, et en amont, ’ordre dans lequel les variables
seront instanciées,

— random sélectionne une variable & instancier aléatoirement,

— wdeg (weighted degree) [16] est I'heuristique du degré pondéré. Durant la recherche de solution,
on enregistre, pour chaque contrainte, la somme des échecs constatés, dus a cette contrainte. Ainsi,
un poids est affecté dynamiquement a chacune des contraintes : plus celle-ci a provoqué d’échecs,
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plus le poids est important. L’emploi de cette heuristique pondere les variables impliquées dans ces
contraintes. La variable choisie est celle de plus grand degré pondéré.

— dom (min-domain) [38] choisit la variable de plus petit domaine. C’est en effet la plus “proche
d’étre fixée”, et donc potentiellement, la plus contraignante dans le sens ot on a peu de possibilités
d’instanciations différentes pour cette variable. Cette heuristique est dynamique.

— dom/wdeg [16] combine les heuristiques précédemment présentées. La variable sélectionnée est
celle dont le quotient “taille du domaine sur degré pondéré”, est le plus petit.

Heuristiques de choixz de valeur

— minVal (resp. maxVal), sélectionne la valeur minimale (resp. maximale) du domaine de la variable
courante. Celle-ci permet de controler précisément ’ordre dans lequel les valeurs seront essayées,

— randVal sélectionne une valeur aléatoire dans le domaine de la variable courante.

Certaines stratégies combinant heuristiques de choix de variables et heuristiques de choix de valeur
peuvent également étre employées.

IT existe un certain nombre d’heuristiques génériques en PPC, qui sont adaptées a bon nombre de
problemes. Cependant, il est souvent efficace de définir des heuristiques spécialisées au probléeme que 1’on
résout, plutdét que d’utiliser une heuristique générique. Nous verrons dans cette thése comment définir
quelques heuristiques dans le cas particulier des ordonnancements sur-contraints.

1.5 Les contraintes globales

Définition et intéréts Le terme de contrainte globale est généralement employé pour désigner une
contrainte qui représente un probleme pour lequel on peut définir un algorithme de filtrage efficace,
qui permettra d’accélérer significativement le processus de résolution. Bessiére et Van Hentenryck ont
proposé une définition qui s’articule autour de trois axes : 'axe sémantique, ’axe opérationnel et I'axe
algorithmique [13].

Définition 14 (contrainte globale, Bessiére et Van Hentenryck [13]) Une contrainte est globale :

— au sens sémantique si elle ne peut étre décomposée en une conjonction de contraintes primitives,

— au sens opérationnel si sa puissance de filtrage est supérieure a celle de sa décomposition en
contraintes plus primitives, si une telle décomposition existe,

- au sens algorithmique si c¢’est une contrainte globale au sens opérationnel et que, étant donnée une
décomposition quelconque A, aucun filtrage de A n’a une meilleure complexité, ni algorithmique, ni
spatiale et que A a une taille d’encodage supérieure ou égale a la complexité spatiale nécessaire a
assurer la consistance.

L’un des exemples les plus connus de contrainte globale est la contrainte ALLDIFFERENT, introduite
en section 1.2, Définition 10. L’exemple 7 montre son intérét opérationnel.

Exemple 7 (ALLDIFFERENT) Soit une vue partielle du probléme posé dans l'exemple 4 se restreignant d
Uensemble de variables {xoo, To1, To2, Toz }, avec les domaines {[0,2],[0,2],[0,2],[0,2]}. Nous considérons
par exemple que les domaines de départ du probleme ont été réduits par des contraintes extérieures.
Le probléeme impose que ces variables soient toutes différentes deux-a-deux. La Figure 1.4 représente ce
sous-probléme.



1.5. Les contraintes globales 21

FIGURE 1.4 — Un sous-probléme comportant des contraintes de différences.

La contrainte globale ALLDIFFERENT sur les variables {oo, To1, Zo2, X0z} (c.f. Définition 10) exprime,
en une seule contrainte, la conjonction des six contraintes de différence du graphe de contraintes.

Rendre le réseau d’inégalités binaires arc-consistant n’est pas équivalent, en termes de suppressions
de valeurs, a appliquer un filtrage complet avec la contrainte ALLDIFFERENT.

En effet :

— I'{x00,x01}] = (0,1) vérifie la contrainte de différence xog # o1,

— I'{xo1,x02}] = (1,0) vérifie également la contrainte de différence xo1 # xo2,

— I'{xo02,x03}] = (0,1) vérifie également la contrainte de différence xoz # xo3,

- etc.

L’inconsistance globale de cette contrainte n’est détectée que plus tard, alors méme que la taille des
domaines, et le nombre de variables (3 valeurs pour 4 variables) permettent, dés le départ, de déduire
que le probléme n’admet pas de solution. Cette perte d’information peut étre évitée par ’emploi d’un
algorithme de filtrage complet pour la contrainte ALLDIFFERENT, qui considere toutes les variables en
méme temps.

Plusieurs algorithmes de filtrage pour la contrainte ALLDIFFERENT ont été proposés. Régin a, le
premier, proposé un algorithme réalisant 1’arc-consistance généralisée dans [69]. Ces différents algorithmes
ont été décrits et comparés par Van Hoeve [83].

Les travaux de Bessiére et al. [12] ont montré que 1’on ne pouvait pas atteindre la consistance globale
sur une décomposition de la contrainte ALLDIFFERENT, sans ajout de variables supplémentaires.
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2.1 Probléeme cumulatif

Les problemes d’ordonnancement consistent a ordonner des activités dans le temps. De nombreux

problemes différents existent en ordonnancement. Dans cette these, nous nous focaliserons sur le probleme

cumulatif. Dans ce probleme, chaque activité est définie par sa durée et nécessite pour son exécution

la disponibilité d’une certaine quantité de ressource renouvelable, sa consommation (ou demande en
capacité) qu’elle utilise entre sa date de début et sa date de fin. Habituellement, 'objectif est de minimiser
I’horizon (la date de fin maximale d’une activité), tandis qu’en chaque point de temps la consommation

cumulée des activités ne doit pas excéder une limite sur la ressource disponible, la capacité.

Définition 15 (Activités) Soit A = {aop,a1,...,an—1} un ensemble d’activités. Une activité a; € A est

définie par quatre variables :
- sa; € [sai,5G;], qui représente son début,
- dai

— Ca;

€ [dai, da;], qui représente sa durée,
€ [cai, a;), qui représente sa date de fin telle que ca; = sa; + day,

- ra; € [ra;,7a;), qui représente la quantité discréte de ressource consommée par a; en tout point de

temps entre sa date de début et sa date de fin.

L’exemple 8 illustre la notion d’activité.

23
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Exemple 8 (activité) La Figure 2.1 représente une activité a;. Pour des raisons de lisibilité nous ne
représentons pas sa; et ca;. Nous représentons les positions extrémes entre lesquelles peut étre placée a;.

Consommation
Consommation

Temps Temps

FIGURE 2.1 — Une activité de durée fixée da; = 2, avec une consommation de ressource fixée ra; = 4,
représentée dans ses deux positions extrémes sa; et ¢a;, avec D(sa;) = [1,4] et D(ca;) = [3,6].

On définit I’énergie d’une activité par la quantité totale de ressource qu’elle consomme.

Définition 16 (énergie d’une activité) Soit une activité a;, a laquelle sont associées les variables sa;,
ca;, da;, ra;. L’énergie d’une activité est la quantité totale de ressource que a; consomme entre son début
sa; et sa fin ca;. Elle est définie par la variable ea; = ra; X da;.

Les caractéristiques d’une activité peuvent étre étendues a des ensembles d’activités.

Notation 2 (ensembles d’activités) Soit A = {ag,a1,...,an—1} un ensemble d’activités. Pour un
sous ensemble d’activités Q C A, nous notons :

- e(Q) € [e(Q),8(Q)] Uénergie d'un sous-ensemble d’activités Q, avec e(Q) =>_, o ea;,

- s(02) € [3(Q),3(Q)] la date de début d’un sous-ensemble d’activités ), avec s(2) = ming,cq(sa;),

- ¢(Q) € [c(2),2()] la date de fin d’un sous-ensemble d’activités 2, avec ¢(2) = maxg,ecql(ca;),
Nous utiliserons également les notations e(2), s(2), ¢() pour désigner la borne inférieure du domaine
de ces variables, et €(Q), 3(Q), ¢(Q) pour désigner la borne supérieure du domaine de ces variables.

Définition 17 (Hauteur cumulée) Etant donnée une ressource et une instanciation d’un ensemble
A de n activités, a chaque point de temps t la hauteur cumulée h; des activités passant par t est

hi= > ra;.
a; €A
sa; <t<ca;

Définition 18 (Probléme cumulatif) Soit une ressource avec une capacité limitée par un entier capa
et une instanciation d'un ensemble A de n activités. Une solution du probleme cumulatif est un ordon-
nancement respectant les deux contraintes suivantes :

— C1 : Pour chaque activité a; € A, sa; + da; = ca;,

- C2 : A chaque point de temps t, hy < capa.

Dans cette these, nous considérons des activités non-préemptives, c’est a dire des activités qui ne
peuvent pas étre interrompues. La contrainte C'1 de la Définition 18 garantit cette propriété.
L’exemple 9 illustre le probleme cumulatif.
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Exemple 9 La Figure 2.2 illustre une solution d’un probléme cumulatif a 5 activités. Chaque activité
est placée en accord avec les bornes des domaines initiaux de ses variables de début et de fin, qui sont
représentées dans la partie haute de la figure.

5a3 5G4 cay  cas
saz caz
say cay
$do cao

capa

Consommation

Temps

FIGURE 2.2 — Une solution d’un probléme cumulatif & 5 activités. En chaque point de temps, la hauteur
du profil cumulé est bien inférieure ou égale a la capacité capa.

Complexité Le probleme cumulatif, vu comme un probléeme de décision, est un probleme NP-complet
[5], comme de nombreux problémes d’ordonnancement [34]. Le probléme d’optimisation visant & minimiser
la date de fin de la derniere activité ordonnancée est un probleme NP-difficile [59).

2.2 La contrainte CUMULATIVE

En PPC, la contrainte CUMULATIVE modélise les problemes cumulatifs. Elle a été introduite par Aggoun
et Beldiceanu [1].

Définition 19 (Contrainte cumulative) Etant donnés un ensemble d’activités A = {ag, a1, ..., an_1}
et une capacité entiére capa, la contrainte CUMULATIVE(A, capa) modélise un probléme cumulatif. Une
solution de la contrainte CUMULATIVE(A, capa) est une instanciation compléte des variables représentant
les activités de A, telle que les contraintes C1 et C2 de la Définition 18 soient satisfaites’.

Différents algorithmes de filtrage ont été définis pour le contrainte CumuLATIVE. De maniere générale,
nous pouvons les classifier en deux grandes catégories : des filtrages qui s’appuient sur la topologie de 'or-
donnancement, et des filtrages qui s’appuient sur I’énergie d’ensembles d’activités. L’idée de raisonnement
énergétique a été introduite et développée dans [29, 53, 54, 55].

Ces différents filtrages permettent d’effectuer des déductions différentes, et peuvent donc étre complé-
mentaires. Nous décrivons ’algorithme de Sweep, et les algorithmes d’Edge-Finding, qui sont, dans les
deux catégories évoquées précédemment, parmi les plus performants.

1. Dans la version originale de la contrainte CUMULATIVE, capa est une variable représentant la hauteur maximale du
profil cumulé.
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2.2.1 L’algorithme de balayage, ou Sweep

Le filtrage de la contrainte CUMULATIVE par balayage (connu sous le nom de Sweep), décrit dans [7, §],
s’appuie sur une notion essentielle en ordonnancement cumulatif : la notion de partie obligatoire. Elle a
été introduite par Lahrichi [46].

L’algorithme de time-table, décrit dans [4, chapitres 2.2.1 et 3.3.1], utilise également cette notion. Il
maintient un profil de parties obligatoires et filtre les débuts d’activités en fonction de ce profil, comme
Sweep. Nous ne nous concentrons pas sur cet algorithme et choisissons de décrire ’algorithme de Sweep
car le stockage en mémoire de ’ensemble du profil n’y est pas nécessaire. De plus, nous réutiliserons et
adapterons cet algorithme dans le chapitre 5.

Définition 20 (partie obligatoire) La partie obligatoire cp(a;) d’une activité a; € A est Uintersection
de toutes les instances réalisables de a;. La partie obligatoire est définie par son support, lintervalle
[5a:, ca;| (elle est donc non vide si, et seulement si, 5a; < ca;), et une hauteur égale & ra; sur [5a;, ca;,
et nulle ailleurs.

L’exemple 10 illustre la notion de partie obligatoire.

Exemple 10 La Figure 2.3 représente une activité positionnée au plus tot et au plus tard, et la partie
obligatoire qui est délimitée par lintersection de ces deux positions.

5ai 5a; cai ca;

FIGURE 2.3 — Une activité a; positionnée en ses deux positions extrémes, et sa partie obligatoire cp(a;).

La partie obligatoire des activités d’un probleme cumulatif permet de définir un profil cumulatif.

Définition 21 (profil cumulatif) Le profil cumulatif CumP représente la consommation minimale de
ressource, cumulée au cours du temps, de toutes les activités. Pour un point de temps donné t, la hauteur

de CumP at est égale a ).  ras, c’est a dire la somme des contributions des parties obligatoires de
i€EA
te[asTi,&[

chaque activité passant par t.

L’exemple 11 illustre la notion de profil cumulatif.
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Exemple 11 La Figure 2.4 représente le probléme cumulatif introduit en Figure 2.2. Il consiste da or-
donner ensemble d’activités A = {ag,a1,...,a4}, sans dépasser la capacité capa. Nous montrons sur la
Figure 2.5, que les activités ay et as ont une partie obligatoire. La Figure 2.6 représente le profil cumulatif
associé au probléme.

Sas3 Ssaq cai cas
Sa2 cas
= sai cal ao as a2
8 sao cao
= —+ 1 ]
S
g | s
a j capa
Q :
@) L S SO P

FIGURE 2.4 — Le probléeme cumulatif introduit en Figure 2.2.

Sag _5a2 caz _ca2
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FIGURE 2.5 — Les activités a; et as positionnées en leurs deux positions extrémes, et leur partie obligatoire
ep(ay) et ep(ag).
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543 5Q4 cas  cas
Saz caz
s cay
$do cao

Consommation

Profil cumulatif

Temps

FIGURE 2.6 — Le profil cumulatif des parties obligatoires associé au probléme.

Le filtrage défini en [7] s’appuie sur ce profil cumulatif pour filtrer les dates de début d’activités.

Il déplace une ligne verticale A sur I’axe de temps par ordre croissant de valeurs en ne considérant
que certains points ou événements. En un balayage, il construit le profil cumulatif et filtre les activités de
maniere a ne pas dépasser la capacité capa. Un événement correspond au début ou a la fin d’une partie
obligatoire, ou a la date de début au plus tot sa; d’une activité a; € A. Pour une raison qui sera énoncée
dans la suite, il ne considere pas sa date de fin au plus tard ¢a;. Tous les événements sont initialement
générés et triés par ordre croissant de leur date. On notera § la position courante de la droite de balayage
A. A chaque pas de l'algorithme, une liste ActToPrune contient les activités a filtrer, c’est a dire celles
pouvant passer par la date ¢. A chaque état de la droite de balayage est associée une hauteur de profil
sumyp, qui sera mise a jour incrémentalement :

— les événements de partie obligatoire servent a construire CumP. Ces événements, a la date §, mettent

a jour la hauteur sumj du rectangle courant dans CumP, en ajoutant la hauteur si c’est le début
d’une partie obligatoire, ou en l'enlevant si c’est la fin d’une partie obligatoire. Soit a; 'activité
concernée, alors un tel événement est noté evt =< PROFILFE, a;,sa;,ra; > si c’est un début de
partie obligatoire et evt =< PROFILE, a;, ca;, —ra; > si c’est une fin de partie obligatoire,

Le premier événement de partie obligatoire dont la date est strictement supérieure a § définit la fin

de lintervalle courant. On note cette date 0’, et le rectangle correspondant est ([d, §'[, sumyp,),

— les événements correspondant aux dates de début au plus tot sa; des activités a; € A non com-
plétement fizées et telles que § < sa; < ¢’ ajoutent de nouvelles activités candidates au filtrage,
en fonction de ([d, [, sump) et capa (les activités ayant une intersection avec ([9,d'[, sumy)). Elles
sont ajoutées a la liste ActToPrune. Soit a; 'activité concernée, alors un tel événement est noté
evt =< PRUNING, a;, sa;,0 >. Le parametre 0 correspond a I'augmentation de hauteur du profil.
Elle est toujours nulle dans ce type d’événement.

En chaque événement de profil, pour chaque activité a; € ActToPrune, n’ayant pas de partie obliga-
toire dans le rectangle ([, [, sumy,), si sa hauteur ra; est strictement supérieure & capa — sumy, alors on
filtre sa date de début sa; de manieére & ce que a; ne puisse plus intersecter le rectangle courant CumP.
Si ca; < ¢ alors a; est retirée de la liste ActToPrune. Une fois I'étape de filtrage terminée, § est mise &
jour & la valeur ¢’.
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Reégle de filtrage 1 Si a; € ActToPrune n'a pas de partie obligatoire dans ([0, 0'[, sumy,) et sumy, +
ra; > capa alors |6 — da,, §'[ peut étre retiré de D(sa;).

L’algorithme 1 génere 'ensemble des événements présentés ci-dessus. L’algorithme 2 réalise la mise a
jour des dates de début d’activité.

Algorithme 1: Algorithme de génération des événements du Sweep pour CUMULATIVE

Data : Un ensemble d’activités A.
Result : Une liste d’événements Evt.

List Evt // La liste d’événements générés
foreach a; € A do
if sa; # 5a; || ca; # ©a; || da; # da; || ra; # 7a; then
| Evt.add(< PRUNING, a;,5a;,0 >);

if ca; > sa; then
Evt.add(< PROFILE, a;,5a;,1a; >);
Evt.add(< PROFILE, a;,ca;, —ra; >);

return Evt
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Algorithme 2: Algorithme de Sweep pour CUMULATIVE

Data : Un ensemble d’activités A, une capacité capa, une liste d’événements Euvt.

List ActToPrune; // La liste des activités a filtrer

int sump, = 0;//La hauteur du profil

int §; // La date courante

int §’; // La date du prochain événement

evt = Evt. first(); // Extraction du premier événement

0 = evt.date; // Enregistrement de sa date

Evt.sortByDate() ; On ordonne les événements par date croissante, pour une date égale, on place
d’abord les événements PROFILE, puis PRUNING

while evt # NULL do
a; = evt.activity ;// Lactivité correspondant & I’événement courant
§' = evt.date; //La date de ’événement courant
if evt.type == PROFILE then
if § # ¢’ then
if sumy > capa then
| return fail;
foreach a; € ActToPrune do
i (sumi + ra; > capa)o(sT; > cay||((57 < cay) &[5, cas |5, &'[= 0)) then
D(saj) = D(sa;)\|]0 — da;,d'[;//Mise & jour de la date de début d’une activité
n’ayant pas de partie obligatoire dans [4, ¢'[
if ca; < ¢’ then
| ActToPrune.remove(a;);
L 6=10";
| sump+ = evt.increment;
else if evt.type == PRUNING then
| ActToPrune.add(a;);

| evt = evt.next()

if sumy > capa then

| return fail;

foreach a; € ActToPrune do

L if (sump, +ra; > capa)&(3a; > ca;||((3a; < ca;)&[3ay, ca;[N[6,6'[=0)) then

| D(sa;) = D(sa;)\]6 — da;, 8'[;
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La complexité temporelle globale de ces algorithmes (génération + mise & jour) est O(n? +n x log(n))
ou n est le nombre d’activités. Notons qu’en pratique, cette complexité est souvent atteinte car, a chaque
déplacement de la droite de balayage A, I'algorithme parcourt ’ensemble de la liste ActToPrune. Pour
cette raison, un algorithme de balayage plus efficace sera présenté & la conférence CP’12 [52].

L’exemple 12 illustre le fonctionnement de I'algorithme de Sweep.

Exemple 12 La figure 2.7 représente les événements associés au probleme présenté en figure 2.4, et au
profil cumulatif associé. Les activités a ordonner ont les caractéristiques suivantes :

— activité ag : D(sag) = [1,4], D(cap) = [3,6], dag =2, rag =4 ;
— activité a1 : D(sa1) = [1,2], D(ca1) = [5,6], day =4, ra; = 1;
— activité as : D(saz) = [1,2], D(caz) = [3,4], dag =2, ras = 2;
- activité ag : D(sag) = [0,5], D(caz) = [1,6], dag =1, rag = 2;
— actiité ay : D(saq) = [1,3], D(caq) = [2,4], dagy =1, ray = 4.
5a3 sa4 cay cas
saz caz
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FIGURE 2.7 — Le profil cumulatif associé au probleme.
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9 événements sont générés. Ils sont définis comme suit :

— evtg, evty,...,evty sont des événements de dates de début au plus tot. Les activités correspondantes
sont alors ajoutées dans la liste ActToPrune. Ainsi, aprés evty, ActToPrune = {as}. Aprés evty,
ActToPrune = {ag, a1,a2,as,a4},

— evts, evtg sont des événements de partie obligatoire. Ils correspondent, respectivement, au début des
parties obligatoires cp(ay) et cp(aq). Ils sont associés a une augmentation de la hauteur du profil
cumulatif : cette augmentation est de ra; =1 et ras = 2,

— evlr, evtg sont des événements de partie obligatoire. Ils correspondent, respectivement, a la fin des

parties obligatoires cp(ar) et cplaz). Ils sont associés & une diminution de la hauteur du profil
cumulatif : cette diminution est de ra; = 1 et ras = 2.

Une fois ces événements générés, ils sont “balayés”, de maniére a filtrer les dates de début des activités.
La Figure 2.8 illustre les différentes étapes de ce filtrage. Notons que, pour illustrer, nous n’effectuons
qu’un balayage, mais que réitérer ce processus est nécessaire dans ce cas si l’on souhaite atteindre un

point fize (i.e. qu’on ne puisse plus effectuer de filtrage supplémentaire). L’algorithme décrit dans [52]
permet d’éviter partiellement ce probléeme.
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Nous détaillons a présent les différentes étapes de filtrage associées au balayage. Au départ, sumyp, = 0.
- a [’étape a)

|
o

1

2.

3.

4.
5.

l}

. 0 est placé a la date 0, et ' a la date 0,

en 0, il y a un événement : evtg =< PRUNING, a3,0,0 >, qui est un événement de début au
plus tot,

en conséquence, ActToPrune = {as},

il n’y a pas d’événement de partie obligatoire : sumyp = 0,

c’est un événement de type PRUNING : aucun filtrage n’est effectué,
étape b)

1. & reste en 0, et &' est placé a la date 1,

2.

3.

4.
5.

l7

en 1, il y a quatre événements : evt; =< PRUNING, ag, 1,0 >, evte =< PRUNING,a1,1,0 >,
evts =< PRUNING,a2,1,0 >, evty =< PRUNING,a4,1,0 > qui sont des événements de
début au plus tot,
en conséquence, ActToPrune = {ag, a1, a2, as, a4},
il n’y a pas d’événement de partie obligatoire : sumyp = 0,
ce sont des événements de type PRUNING : aucun filtrage n’est effectué,

étape c)

1. b est placé a la date 0, et &' a la date 2,

S v

7.
8.

l}

en 2, il y a un événement : evts =< PROFILE,a1,2,1 > qui est un événement de partie
obligatoire
ActToPrune = {ap, a1, aq, a3, as} nest pas modifié,
0 # 0’ alors on teste : sump = 0 < capa, l'algorithme peut donc continuer,
aucune activité n’a de partie obligatoire dans Uintervalle [0, 2],
sump + rag = 4 < capa, sumy, +ray = 1 < capa, sump +raz = 2 < capa, sump +raz =2 <
capa, sumyp +rag = 4 < capa, il n’y a donc pas de filtrage a effectuer,
0 prend la valeur de ¢’ : 6 =2, 6 =2,
sump, est mis a jour : sumyp = sump +ra; =0+1=1,
étape d)

1. ¢ est placé a la date 2, et &' a la date 2,

2.

en 2, il y a un autre événement : evts =< PROFILE  as,2,2 > qui est un événement de début
de partie obligatoire,

3. ActToPrune = {ag, a1, az,as,as} n'est pas modifié,

4. 0 =40, aucun filtrage n’est donc effectué,

5.

sump, est mis a jour : sumyp = sumyp +ras =1+ 2 =3,

létape e)
1. b est placé a la date 2, et &' a la date 3,

2. en 3, il y a un événement : evt; =< PROFILE as,3,—2 > qui est un événement de fin de

partie obligatoire,

3. ActToPrune = {ag, a1, az,as,as} nest pas modifié,

4. 6 #£ ¢, alors on teste : sumy = 3 < capa, lalgorithme peut donc continuer,
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5. a1 et az ont une partie obligatoire dans l'intervalle [2, 3],

6. sumy +rag = 7 > capa, sumy, + raz = 5 < capa, sumy +rag = 7 > capa, donc on peut
effectuer un filtrage des variables sag et say,

7. La reégle de filtrage 1 implique que Uon peut dter de D(sag) lintervalle [1,3[, et de D(sas)
Vintervalle [2,3[. Ainsi, aprés ce filtrage, D(sag) = [1,4]\]0,3[= [3,4]. De plus, D(sas) =
[Oa 3]\]1’ 3[: {Oa 1, 3};

8. nous représentons les positions filtrées de l'activité ag, i.e. celles qui méneraient d un dépas-
sement de capacité,

9. remarquons que, par propagation, les variables de fin cag et cayq seront également filtrées,
10. § prend la valeur de &' : § = 3,
11. sumy, est mis 4 jour : sump = sumyp —rag =3 — 2 =1,
- a étape f)
1. b est placé a la date 3, et &' a la date 5,

2. en b, il y a un événement : evtg =< PROFILE a1,5,—1 > qui est un événement de fin de
partie obligatoire,

3. 0 #0', alors on teste : sumy, = 1 < capa, l'algorithme peut donc continuer,
4. a1 a une partie obligatoire dans l'intervalle [3,5],

5. sumy, +rag = 5 < capa, sumy +raz = 3 < capa, sumy +raz = 3 < capa, sumyp +rag =5 <
capa, donc il n’y a pas de filtrage a effectuer,

6. caz < &' etcag < §'. Les activités correspondantes sont donc retirées de la liste ActToPrune :
ActToPrune = {ag,a1,as},

7. 6 prend la valeur de &' : 6 =5,
8. sump = sump —ra; =1-1=0
9. il n’y a plus d’événement,
— a la fin de l’algorithme
1. sumyp, =0 < capa, donc il n’y a pas d’inconsistance détectée
2. ActToPrune = {ag, a1, as},

3. sumyp +rag = 4 < capa, sumy +ra; = 2 < capa, sumy, +raz = 2 < capa, donc il n’y a pas
de filtrage a effectuer.

Nous rappelons que, dans cet exemple, suite a ce balayage, le point fize n’a pas été atteint. En effet,
par exemple, lactivité ag a maintenant une partie obligatoire, elle modifie donc le profil cumulatif. De
nouvelles déductions sont alors possibles. De nouveaux événements sont générés, et l’algorithme est relancé
autant de fois que nécessaire pour atteindre le point fize.

2.2.2 Les algorithmes d’Edge Finding

Les algorithmes d’Edge-Finding cherchent des relations de précédence induites par les domaines et
Iénergie des activités. Soit un probléeme cumulatif consistant & ordonner un ensemble d’activités A.
Ces relations de précédence sont du type : un ensemble Q C A finit avant la fin (ou, symétriquement,
commence apres le début) d’une activité a; € A.
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Notons que ces algorithmes se basent sur des durées et des consommations de ressource fixes pour les
activités. Pour des activités de durées et de consommations variables, nous nous baserons sur leur valeur
minimale. En conséquence, ’énergie des activités est également fixe. Nous notons toujours ces quantités,
pour une activité a;, da;, ra; et ea; respectivement.

Définition 22 (Précédence) Une activité a; € A finit avant la fin d’une activité a; € A ssi, dans toutes
les solutions, ca; < caj. On écrit : a; < aj. Cela peut étre étendu a un ensemble d’activités Q@ C A : Q
finit avant la fin de a; si et seulement si, dans toutes les solutions, ¢(2) < ca;. Nous écrivons Q < a;.

En se basant sur ces précédences, il est possible de filtrer les dates de début des activités impliquées.

De nombreux algorithmes d’Edge-Finding ont été développés. Carlier et Pinson [19] introduisent cet
algorithme en ordonnancement disjonctif (les activités sont de hauteur 1 et la capacité capa est égale a
1). Vilim en propose également un dans [89]. Pour des problémes disjonctifs & n activités, ces algorithmes
ont une complexité en O(n x log(n)).

En ordonnancement cumulatif, Nuijten [59] et Baptiste et al. [4] ont, les premiers, introduit des
algorithmes d’Edge-Finding. Ceux-ci ont une complexité en O(n? x k) et O(n?) respectivement, n étant
le nombre d’activités du probleme, et k le nombre de hauteurs différentes entre toutes les activités. Mercier
et Van Hentenryck démontrent dans [57] que ces approches ne sont pas correctes. Ils proposent, de plus,
un algorithme de filtrage complet, en O(n? x k).

Nous nous concentrons sur les deux algorithmes d’Edge-Finding les plus récents, a notre connaissance,
dans la littérature :

— l’algorithme de Vilim [90],

— Dalgorithme de Kameugne et al. [43].

2.2.2.1 Algorithme d’Edge Finding de Vilim [90]

Vilim a proposé un algorithme d’Edge-Finding de complexité O(k x n x log(n)) [90], que nous dé-
taillerons ici. Nous détaillons les deux phases de cet algorithme :

1. une phase de détection des précédences entre activités,

2. une phase de filtrage des dates de début au plus tot des activités.

Premiere phase : détection des précédences Nous donnons d’abord quelques définitions indispen-
sables pour comprendre cet algorithme.

Dans un premier temps, nous introduisons la notation Area qui correspond & ’aire disponible. Cette
notation n’est pas donnée telle quelle dans les algorithmes de Vilim et Kameugne et al. Nous I'introduisons
afin de généraliser ces algorithmes au cas de problémes avec dépassement de la capacité en ressource, dans
le chapitre 5.

Définition 23 (Aire disponible) Soit un intervalle de temps I = [a,b], nous notons Area(a,b) la
ressource mazximum (aire) disponible, égale a (b — a) X capa.

L’enveloppe énergétique correspond a une surestimation maximale de l'aire occupée avant la date de
fin au plus tard de ’ensemble d’activités.

Définition 24 (Enveloppe énergétique) Soit Q@ C A un ensemble d’activités. L’enveloppe énergé-
tique de Q2 est : Env() = maxecq(Area(0,s(0)) + (0)).

L’exemple 13 illustre la notion d’enveloppe énergétique.
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Exemple 13 La Figure 2.9 montre le calcul de l'enveloppe énergétique de lensemble LCut(A,aq) =
{ag,a4}, avec as en rouge et ay en violet, tels que D(saz) = [1,2] et D(say) = [1,3]. L’en-
veloppe énergétique de cet ensemble est une surestimation mazximale de l'aire occupée avant la fin
au plus tét de lensemble. Ce maximum est donné par la troisiéme figure : Env(LCut(A, aq)) =

MaXeC Lout(A ) (Area(0,5(0)) +e(0)) = 13.

Saszsaq _ca4 _ca3
Saz _ca2
sai cal
saop cao
K L 1 h |
r L T 1

..............................

Consommation

Temps Temps Temps

Env(LCut(A,a4)) = maz( 9 9 13)

FIGURE 2.9 — L’enveloppe énergétique de ensemble LCut(A, as) = {ag,as}.

De maniere a détecter les précédences, impliquant une activité a; € A, nous considérons toutes les
activités a; € A dont la date de fin au plus tard ca; est inférieure ou égale a ca;.

Définition 25 (coupe & gauche) La coupe a gauche LCut(A,a;) d’un ensemble A d’activités, par une
actiwité a; € A est U'ensemble d’activités tel que : LCut(A,a;) = {a; € A,¢ca; <<a;}.

Soit Q C A (dans l'algorithme utilisé, 2 est une coupe & gauche de A par une activité), 'enveloppe
énergétique est utilisée pour calculer une borne inférieure 1b(¢(£2)) pour la fin au plus t6t ¢(€2) de 2. Vilim

montre, dans [91], que 1b(¢(Q)) = {EL(Q)W

capa
Intuitivement, 1’enveloppe énergétique Env(f2) est I’énergie totale nécessairement consommée avant
la fin de 'exécution de I’ensemble d’activités 2. Pour une ressource avec une capacité limitée par capa,
Env(Q)

cette énergie peut étre répartie sur, au minimum ’VW—‘ points de temps. Ceci donne donc une borne

inférieure de la date de fin au plus tot de ’ensemble d’activités €.

Une fois les enveloppes calculées, il est possible de détecter les précédences entre activités.

Régle de précédence 1 Silb(c(LCut(A,aj)U{a;})) > <aj, alors LCut(A, a;)<a;, ce qui est équivalent
a : St Env(LCut(A, a;) U{a;}) > Area(0,ca;), alors LCut(A, a;) < a;.

Intuitivement, cette régle correspond au fait que 1l’énergie nécessaire a l’exécution de l’ensemble
LCut(A, a;) doit étre répartie entre 0 et ¢(LCut(A4, a;)), par définition. Si I’ajout de a; & cet ensemble
crée trop d’énergie pour que 1’énergie totale soit contenue dans cet intervalle, alors a; doit étre décalée
plus tard, a; étant la seule activité non contrainte & rester dans cet intervalle.
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Notons, par ailleurs, que cette regle se concentre sur le cas particulier des coupes a gauche. Cependant,
sa version originelle ([59, 4]) s’écrit avec n’importe quel ensemble d’activités, de la maniére suivante.

Reégle de précédence 2 Soient un ensemble Q C A et une activité a; ¢ A. Si e(QUa;) > Area(s(QU
a;),¢(Q)), alors Q < a;.

Vilim propose une autre regle de détection qui retranscrit les regles Farliest Finishing Time of First
et Latest Finishing Time of Last proposées par Caseau et Laburthe [21].

Reégle de précédence 3 Soient un ensemble Q C A et une activité a; ¢ A. Si sa; + da; > ¢(Q), alors
N <a,;.

Notons que, dans ce cas, Q C LCut(A, a;). Intuitivement, sa; + da; > ¢(Q2) signifie que nécessairement a;
finit apres la fin de Q.

Vilim introduit une structure d’arbre : le ©-tree, dans [89], dans le cadre de problémes disjonctifs. Ce
sont des arbres binaires qui permettent de calculer la date de fin au plus to6t d’un ensemble d’activités.
Dans [91], il étend la définition de cet arbre au probléme cumulatif pour obtenir une complexité tempo-
relle pour Palgorithme d’Edge-Finding en O(k x n x log(n)).

Pour détecter les précédences :
1. il introduit un ©-tree pour calculer I’enveloppe énergétique d’un ensemble d’activités,

2. il étend cet arbre de maniére & détecter les précédences.

Calcul des enveloppes par un O-tree Les activités d’'un ensemble © sont organisées dans un
O-tree. Les feuilles de cet arbre sont les activités a; € ©. Celles-ci sont triées par dates de début au plus

tot sa;.

Nous notons v un noeud de arbre, et Leaves(v) les activités correspondant aux feuilles descendantes
de v. En chaque noeud v, les quantités suivantes sont maintenues :

~ €y = €Leaves(v) €St I'énergie totale de Leaves(v),

— Env, = Env(Leaves(v)) est 'enveloppe énergétique de Leaves(v).

En chaque feuille de I’arbre, correspondant & une activité a;, on a :
— €y = €ay,

- Env, = Env({a;}).

Pour un noeud v, le noeud fils gauche sera noté le ft(v), et le noeud droit right(v). Les noeuds internes
sont ensuite calculés en fonction des noeuds fils :

— €y = €left(v) T Cright(v)

- Env, = ma‘X(EnUleft(v) + €right(v)s Envright(v))'
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L’exemple 14 présente un O-tree.

Exemple 14 La Figure 2.10 représente le ©-tree correspondant au probleme cumulatif que nous avons
introduit sur la Figure 2.2. Les activités sont représentées par les feuilles, triées selon leur date de début
au plus tot. en chaque noeud pére l’énergie totale et ’enveloppe énergétique sont calculées.

FIGURE 2.10 — Le O-tree correspondant au probleme cumulatif introduit sur la Figure 2.2. Les 5 activités
de ce probleme sont représentées par les feuilles de I’arbre. en chaque noeud, I’énergie totale des feuilles
descendantes et ’enveloppe énergétique sont calculées

extension du O-tree pour détecter les précédences Détecter une précédence revient a trouver
pour chaque activité a; € A une activité a; € A, avec une date de fin au plus tard ¢a; maximale, telle
que la regle de précédence 1 puisse détecter : LCut(A, a;) < a;.

L’algorithme d’Edge-Finding présenté par Vilim fonctionne de la maniere suivante :

1. il itere sur les activités a; dans I'ordre décroissant des dates de fin au plus tard ¢a;. L’ensemble
© représente, pour chaque activité a;, la coupe a gauche LCut(A,a;). Notons qu'au début de
l’algorithme, © = A, car la coupe & gauche de A par Iactivité a; € A qui a la plus grande date de
fin au plus tard est égale a A,

2. pour chaque activité a;, il maintient un ensemble A C A\LCut(A, a;), qui contient les activités a;
pour lesquelles un ensemble précédant a; n’a pas encore été trouvé,

3. a chaque pas de 'algorithme il vérifie si une activité a; € A vérifie la regle de précédence 1, ce qui
revient & vérifier la proposition suivante : maxq,ea(Env(LCut(4,a;) U {a;})) > Area(0,ca;) :
(a) si elle est vérifiée, on cherche lactivité a; responsable, c’est & dire celle qui maximise
Env(LCut(A,a;)U{a;}),

(b) sinon, a; est déplacée de © dans A, et l'algorithme est réitéré avec une autre activité a;.
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Dans un premier temps, Vilim définit la quantité Env(©,A) = maxg,er(Env(LCut(A, a;) U {a;})).

Cette quantité correspond a la condition dans la regle de précédence 1.

Pour calculer cette quantité, il propose une structure d’arbre, le ©® — A-tree, qui est une extension du
O-tree défini auparavant. Cette nouvelle structure d’arbre est utile pour vérifier la condition énoncée au
point 3. C’est un arbre binaire équilibré, dont les feuilles sont des activités ordonnées par dates de début
au plus tot croissantes. Un © — A-tree est ainsi construit pour chaque activité a; telle qu’on veut tester
lexistence d'une activité telle que LCut(A, a;) la précede.

Dans cette extension, chaque noeud v contient des informations semblables au O-tree, et des quantités
supplémentaires :

€v = €Leaves(v)NO>

- el = € Leaves(v)N®© T MATq, € Leaves(v)na (€ai),
- Env, = Env(Leaves(v) N ©),

— Env} = Env(Leaves(v) N O, Leaves(v) N A).

En chaque feuille v de I'arbre correspondant & une activité a; € © UA, on a :
—e,=¢€a;sia; €0,e,=0sia; €A,

- ef}:—oosiaié@,eai:()siaiej\,

- Env, = Env({a;}) si a; € ©, —oco si a; € A,

— Env)} = —oosi a; € ©, Env({a;}) si a; € A.

Les noeuds internes v sont ensuite calculés en fonction des noeuds fils :

— €y = Cleft(v) =+ Eright(v)»
— ey =max(efy () T Cright(v)s €ieft(v) + Erighi(u)):
- Env, = maX(EnUleft(v) + Cright(v)» Envright(v))a

A _ A A A
- ETL’U,U - maX(Envleft(v) + Eright(v)> Envleft(v) + eright(’u)’ Envright(’u))'

A la racine, la quantité Env® est égale & Env(0,A). Pour le © — A-tree correspondant & l'activité
a; € A nous pouvons alors identifier la présence ou non d’une précédence :
— si, & la racine, Env? > Area(0,ca;), alors il existe une activité a; € A, telle que LCut(A4, a;) < a;,
on cherche alors 'activité a;,
— sinon, aucune précédence n’est détectée.

4G

Pour retrouver l'activité “responsable” a; telle que LCut(A,a;) < a;, nous utilisons les expressions

suivantes :
responsible s (left(v)) si e®(v) = e?eft(v) + €right(v)
responsible a(v) = A A (2.1)
responsible.a(right(v)) si e*(v) = €pigni) T Elefi(v)
responsible g, (right(v)) st Em}A(v) = Envf}ight(v)
responsible g, (v) = responsibleqa (right(v)) si Env™(v) = efight(v) + Enviefi(v) (2.2)

responsible gpoa (left(v)) si Env™(v) = Em)l/éft(v) + €right(v)
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Nous commencgons la recherche par le noeud racine. Nous cherchons d’abord responsiblegy,a(v),
et cherchons en chaque noeud, le noeud responsable précédent (selon le cas, responsibleg,,a(v), ou
responsible a (v)). Nous descendons jusqu’a une feuille qui correspond & activité a; recherchée.

L’exemple 15 illustre une telle recherche.

Exemple 15 La Figure 2.11 présente un © — A-tree correspondant au probléme cumulatif introduit sur
la Figure 2.2, avec © = LCut(A,as) = {az,a4}, et A = {ag,a1,a3}. On a, dans le noeud racine,
Env® = Env(0,A) = 21. Or, Area(0,¢a;) = capa x ¢ag = 20 < Env(©,A). On en déduit donc qu’il
existe une activité a; € A telle que LCut(A, aq) < a;. 1l faut maintenant trowver lactivité a; en question,
de maniére a détecter la relation de précédence correspondante. Nous numérotons les noeuds sur la Figure
2.11, pour montrer le chemin emprunté. Nous détaillons le chemin dans les étapes suivantes :
~ responsible gy (1) = responsible g,,a(2) car Env™(1) = Envl/;ft(l) + €right(1)
~ responsible g, (2) = responsible g, (4) car Env™(2) = Em)lAeft(Q) + €right(2)
7) car Env™(4) = Env:}ight(4)
Le noeud 7 étant une feuille, responsible g, (7) = 7, Vactivité correspondante est donc lactivité ag,
correspondant a ce noeud.

Ainsi, LCut(A, a4) < ag.

— responsible gp,a(4) = responsible gy (

FIGURE 2.11 — Un © — A-tree correspondant au probléme cumulatif introduit sur la Figure 2.2. On a :
A ={ap,a1,a3} et © ={as,aq4}. Cet arbre permet la détection de la relation LCut(A, as) < ag.

L’algorithme 3 décrit cette procédure de détection des précédences.
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Algorithme 3: Algorithme de détection des précédences dans I’Edge-Finding de Vilim
Data : Un ensemble d’activités A.

Result : Un tableau prec décrivant des relations de précédence entre activités.

foreach a; € A do

| precli] := —o0;
0:=A;
A= 0;

forall the a; € A triées par ca; décroissantes do
while Env(©,A) > Area(0,¢a;) do
a; := activité de A responsable de Env(©,A);
precli] :=¢ay; // ce qui signifie : “LCut(4,a;) < a;”
A= A\{a;};
©:=0\{a;}; A= AU {a;};

Seconde phase : mise a jour des bornes inférieures des dates de début au plus tét Dans
cette seconde phase, il s’agit de mettre a jour la borne inférieure du domaine des variables de début des
activités dont on a identifié un ensemble d’activités la précédant.

Cette mise a jour utilise la notion de compétition : un ensemble ) est en compétition avec une activité
a; si et seulement si e(Q) > Area(s(2),¢(Q)) — ra; x (€¢(2) — s(£2)).

L’idée de ce filtrage est la suivante : si un ensemble d’activités précede une activité donnée a;, alors
I’énergie nécessaire a ’exécution de cet ensemble d’activités doit étre placée avant la fin de a;. La regle
de filtrage compte le nombre de point de temps nécessaire pour placer, au plus tot, cette énergie, et met
a jour la date de début de I'activité a; en conséquence.

Regle de filtrage 2 Si Q2 < a; et Q) est en compétition avec a;, alors

s, 5(02) + F(Q) — Area(s(Q),2(Q)) + ra; x (¢() —Q(Q))w [

ra;
peut étre retiré de D(sa;).

L’exemple 16 illustre cette regle de filtrage.
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Exemple 16 La Figure 2.14 représente un exemple de mise a jour du début au plus tot de lactivité
ap, en jaune, avec les activités as, en rouge, et ay, en wiolet, telles que D(sag) = [1,3], D(cag) =
[3,6], D(saz) = [1,2], D(caz) = [3,4], D(sas) = [1,3], D(cay) = [2,4]. Comme Env(LCut(4,as) U
ag) = 21 > Area(0,2az) = 20, une précédence est détectée : {az,as} = LCut(A,aq4) < ag. LCut(A, aq)
est en compétition avec ag car e({az,as}) = 8 et Area(s({az,as}),c({az,as})) — rag x (¢({az,as}) —
s({az,a4})) = 15 — 12 = 3, donc e({az,as}) = 8 > Area(s({az,as}),e¢({az,as})) — rap x (¢({az,as}) —
s({a2,a4})). sag est alors mise a jour : sag = 3

g g g
2 2 2
UE é caz § Env(LCut(A,a4)) =13
£ £ g ennnneens SRS Z 6 / ..... T
o o : S :
Z Z 5 g ;
3 3 S
O O O
ag  |eee.s
4 5" 6
Temps Temps Temps
Env(LCut(A, as) Uag) =21 > Area(0,caz) = 20 sag =3

FIGURE 2.12 — Un exemple de mise a jour du début au plus tot de activité ag, grace a la relation de
précédence {az,as} = LCut(A,aq) < ap.

Vilim généralise la regle de filtrage 2 afin de trouver la meilleure mise a jour possible pour une activité
pour laquelle a été détectée une précédence.

Régle de filtrage 3 Soient deuz activités a;,a; € A telles que LCut(A, a;) < a;, alors Uintervalle
[sa;, update(a;,ra;)| peut étre retiré de D(sa;), avec

Q) — Area(s(Q).2(Q % (@) — s(Q
update(aj,ra;) = max (§(Q)+F( ) — Area(a(@®), o(@) + ra; x (@) - s ))-‘)
QCLCut(A,a;) ra;
e(Q)>Area(s(R),2(2))—ra; X (¢(2)—s(2))

Les activités sont ensuite ordonnées selon les fins au plus tard croissantes.

Considérons l'ensemble A = {ag,ay,...,an—1} des activités déja ordonné comme tel. Nous considé-
rons, pour simplifier, que toutes les dates de fin au plus tard sont différentes (la suite reste vraie dans le
cas contraire). Par définition, LCut(A, ag) € LCut(A,a1) C ... C LCut(A,an—1)

A partir de ce tri, il est possible de calculer incrémentalement update(a;,r). Il n’est pas nécessaire
d’itérer pour chaque a; sur tous les sous-ensembles Q@ C LCut(A,a;). Il en effet possible d’utiliser
update(a;_1,r), car tous les sous-ensembles de LCut(A, a;_1) y ont déja été considérés. Il ne reste donc
qu’a itérer sur les sous-ensembles de LCut(A, a;) qui ne sont pas des sous-ensembles de LCut(A4, aj_1).
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Par la suite, nous considérons une hauteur d’activité r quelconque.
Ce calcul incrémental se fait de la maniére suivante :

update(a;,r) = dif f(ao,r) si j =0 0
D 3 maz(update(a;_1,7),dif f(a;,7)) si j > 1 .

On a également :

() — Area(s(Q), cay) + r x (ca; — §(Q))W )

if f(ag,r) = imas )+ | :

QCLCut(A,aj)
(Q)>Area(s(Q),ea;) —rx (ca; —s())

Nous introduisons la notation minest(a;, ).

minest(aj,r) = min(s(Q)|2 C LCut(A, a;)&e(2) > Area(s(2),ca;) —r x (ca; — s())

Vilim montre que

() — Area(s(Q), caj) +r x (caj — §(Q))W )

dif f(aj,r) = max  (s(Q)+ [ ,

QCLCut(A,a;)
s(Q)<minest(a;,r)

qui est équivalent a

Env(aj,r) — Area(0,¢a;) + r x @-‘
r

dif f(aj,r) = [

. Env(aj,r) = max (Area(0,s(9Q)) + ()

QCLCut(A,ay) -

2(2)> Area(s(Q).7@7) —r X (Fa5 —2(2))

Chaque sous-ensemble € peut étre séparé en deux parties par minest(a;,r) :

O = {ajla; € Q&sa; < minest(a;, )}

update(a;,r) = {

Q2 = {ajla; € Q&sa; > minest(a;, )}

Nous pouvons écrire Area(0,s(Q2)) +e(Q2) = Area(0,s(1)) + (1) + e(Qa2).
Vilim applique cette égalité aux coupes a gauche et définit

alaj,r) = {ajla; € LCut(A,a;)&sa; < minest(aj,r)}
update(a;,r) = { ! Y = ! (2.5)

Blaj,r) = {ajla; € LCut(A, aj)&sa; > minest(aj,r)}

Ainsi,
Env(aj,r) = max (Area(0,5(€1)) + () +e($22))
nééﬂ(ajzr)

et
Env(aj,r) = Env(a(a;,r)) + e(B(a;,r))
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Pour un ensemble LCut(A,a;) donné, Env(a(a;,r)) et e(8(aj,r)) peuvent étre calculés grace a la
structure de © — tree dont un exemple est donné sur la Figure 2.10. Pour cela, le O-tree de ’ensemble
LCut(A,a;) est séparé en deux 6-trees distincts :

— nous identifions '’ensemble des feuilles correspondant aux activités a; € A telles que sa; < minest(a;,r),

— a partir de ces feuilles nous construisons un arbre contenant uniquement leurs noeuds ancétres,

— les noeuds ne faisant pas partie de cet arbre forment un autre 6-tree. Les feuilles de ce second arbre

correspondent aux activités a; € A telles que sa; > minest(a;,r).

Couper cet arbre de cette maniére, c’est a dire recalculer ces deux arbres, a une complexité O(log(n)).

Nous rappelons que les activités représentant les feuilles de cet arbre sont triées par dates de début
au plus tot croissantes. Pour effectuer cette coupe, il faut trouver la derniere activité a; € A telle que
sa; < minest(aj,r).

Pour cela, Vilim définit une quantité Env”, qui est une variante de I’enveloppe énergétique telle que :

Env"(Q) = glgg(Arm(Og(Q)) —rx s(Q) +e())

Cette quantité peut étre également calculée par un O-tree. En effet, c’est une enveloppe énergétique, a

ceci pres que la capacité prise en compte n’est pas la capacité du probleme cumulatif, mais cette capacité
moins la hauteur ra; de 'activité a; telle que LCut(4, a;) < a;.

A partir de cet arbre coupé, les algorithmes 4 et 5 permettent de calculer les quantités minest puis
update. Grace a cette derniére, la date de début au plus tot des activités de A peut étre mise a jour.

L’algorithme 5 a une complexité globale de k x n x log(n), avec k le nombre de hauteurs différentes
des activités de A.

Algorithme 4: Algorithme de calcul de minest(a;, ).

Data : Un O-tree représentant LCut(A, a;).
Result : minest(a;,r).

v = root; // La racine de larbre
E:=0;
while v n’est pas une feuille do
if Env"(right(v)) + E > Area(0,¢a;) — r x ¢a; then
| v :=right(v);

else
E:=F+ €right(v);
v:=left(v);

a; = activité représentée par la feuille v ;
return say;
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Algorithme 5: Algorithme de calcul de tous les update(a;,r).

Result : 'ensemble des quantités update servant a mettre a jour les dates de début au plus tot.

for r € {ra; distincts | a; € A} do

0 = (;

upd := —00;

for a; € A triées par ca; croissantes do

©:=0U{q;};

minest := minest(a;,r); // Calculé dans lalgorithme 4

(o, B) := Cut (O, minest);// L’opération de coupe en O(log(n))
Env(aj,r) :=e(f) + Env(a);

. . | Env(aj,r)+Area(0,ca;)—rxca; | .
diff := J . J il

upd := mazx(upd, dif f);
update(a;,r) == upd;
O := join(a, B);//jointure entre les deux arbres
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2.2.2.2 Algorithme d’Edge Finding de Kameugne et al. [43]

Récemment, Kameugne et al. ont proposé un autre algorithme d’Edge-Finding qui, s’il a une com-
plexité théorique en O(n?) peut étre plus intéressant que la version de Vilim présentée précédemment. En
effet, les structures de données employées sont basiques, au contraire des structures de données élaborées
de Vilim.

Nous rappelons que nous considérons que les durées, les hauteurs et l’énergie des activités sont
constantes. Pour une activité a;, nous les noterons, respectivement da;, ra;, ea;.

De la méme fagon que pour l'algorithme de Vilim, I'idée est de détecter des relations de précédence,
puis, en fonction de celles-ci, de mettre a jour les dates de début au plus tot des activités ayant des
activités les précédant. Les regles de précédence 2 et 3 sont utilisées pour détecter les précédences. Nous
verrons, dans I'algorithme 6, comment sont effectuées ces détections.

Dans un premier temps, nous définissons les intervalles d’activités, introduits par Caseau et Laburthe
[21, 22].

Définition 26 (intervalle d’activités) Soient deuz activités ar,,ay € A. L’intervalle d’activités qui lui
est associé est Uensemble Qp v = {a; € Alsar < sa; Nca; < cay +. Il représente l’ensemble des activités
nécessairement entierement comprises entre le début au plus tét de ar, et la fin au plus tard de ay .

Introduire la notion d’intervalle d’activités permet de raisonner sur les énergies : ’énergie d’un inter-
valle d’activités {27, 7 est nécessairement consommée entre say, et cay.
Nous introduisons alors la notion de slack. Le slack correspond & 1’énergie maximale que ’on peut ajou-
ter, en plus des activités de ’ensemble, entre le début au plus tot, et la fin au plus tard d’un intervalle
d’activités.

Définition 27 Soit Q@ € A un ensemble d’activités. Le slack de €, que l'on notera SLqg est égal a :
SLqo = Area(s(2),¢(2)) — e(£2).

Définition 28 Soient deuzr actiwvités a;,ay € A. 7(ay,a;), avec s(t(ay,a;)) < sa;, est Uintervalle d’ac-
) <

tivités de slack minimum : Var, € A, telle que sar, < sa; et : Area(s(T(av,a:)),cav) — e(Qr(ay a,),a0

Area(sar,cay) — e(Qn,u)

L’algorithme 6 détecte les relations 2 < a;, en vérifiant si SLo < ea; pour tous les ensembles
Q= Qr(ay.a,),U tels que cay < ca; et s(1(av,a;)) < sa;.

La notion de densité est également utilisée dans cet algorithme. La densité correspond au rapport entre
Pénergie nécessairement consommée dans un intervalle, est I’énergie disponible (au sens de la Définition
23) dans cet intervalle.

Définition 29 Soit un ensemble © C A d’activités. La densité de cet ensemble est Densg = %

Définition 30 Soient deuz activités a;,a, € A.p(ay,a;), avec sa; < s(p(au,a;)), définit Uintervalle

. ep 2 . e(Oa;,ay e(©p(ay,a;),au
d’activités de densité maximum : Va; € A telle que sa; < say, Are(a(si{l %) < Ama((sglg(a’ la)f)) ZT)
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L’exemple 17 illustre les concepts de slack et de densité.

Exemple 17 La figure 2.9 montre le calcul du slack et de la densité de l'ensemble {az, a4}, avec as en
rouge et aq en violet, tels que D(saz) = [1,2] et D(sa4) = [1,3]. Le slack de ’ensemble {az, a4} est l’énergie
laissée libre aprés avoir placé les activités ag et ag dans Uintervalle [s({ag, as}),c({az,a4}) = [1,4]. Ici,
le slack, en hdchuré, est donc SL({az,a4} =15 —8 = 7. La densité de cet ensemble est le rapport entre
Uénergie e({az, as}), représentée en marron, et l'aire disponible dans Uintervalle [s({az,as}),¢({az, as})[=
[1,4]. Ici, la densité est donc Dens({az,as}) = 0.53.

Sasz saq [ cas
Saz _CCL2
sai cai
sao _Cao
E I h | h |
r L El 4

Consommation
Consommation

SL({G,Q, a4}) =7

Dens({az,as}) = 0.53

Temps Temps

FIGURE 2.13 — Le slack et la densité de I'ensemble {as, a4}

Le slack et la densité peuvent mener & une mise a jour du début au plus tot d’une activité a; € A.
Kameugne et al. montrent les deux points suivants. Soit Oy, l'intervalle d’activités menant a la mise a
jour retirant le plus de valeurs dans le domaine de sa; :

- si sa; < say, alors Oy, est I'intervalle de slack minimum,

— sinon, O, est I'intervalle de densité maximum.

L’algorithme ne vérifie pas, a 'avance, si sa; < sa;. Le slack minimum ou la densité maximum sont

donc potentiellement deux méthodes de découverte de la meilleure mise a jour du début au plus tot de
a;. Intuitivement, la meilleure mise & jour vient de I'intervalle olt il y a le moins de place (slack minimum
ou densité maximum) pour placer une activité, au regard des activités qui sont nécessairement dans cet
intervalle.

En conséquence, 'algorithme calcule les deux quantités, et la mise a jour de sa; se fera en fonction de
la meilleure borne (la plus haute) calculée.

Notation 3 Soient un ensemble © C A, et une activité a; € A, de hauteur ra;. On note :
e(0) — Area(s(0),¢(0)) + ra; x (¢(0) —s(0)) si © £ 0

0 sinon

rest(©,ra;) = {
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Nous pouvons maintenant écrire les mises a jour possible des débuts d’activités au plus tot, selon le
slack minimum, ou la densité maximum, comme défini plus haut.

Proposition 1 (Mise a jour par le slack minimum) Pour chaque activité a; € A, la mise a jour
potentielle, en considérant le slack minimum, est :

1
SLupd(a;) = max (§(T(aU, a;)) + {r@st(QT(aUyai)yaU,mi) X -D

ay:cay <caiArest(Qr(ay; ,a;),ap 7)) >0 ra;

Proposition 2 (Mise a jour par la densité maximum) Pour chaque activité a; € A, la mise a jour
potentielle, en considérant la densité maximum, est :

1
Dupd(a;) = max (§(p(aU,ai)) + {rest(@,)(amai)yawrai) X - -D

aU:cau<m/\Test(®p(aU’ai),aU ,ra;)>0 a;

L’exemple 18 illustre la mise a jour par le slack minimum.

Exemple 18 La Figure 2.13 représente un exemple de mise a jour du début au plus tot de lactivité
ap, en jaune, avec les activités ag en rouge, et ay en violet, telles que D(sag) = [1,3], D(cao) = [3,6],
D(saz) = [1,2], D(cas) = [3,4], D(sas) = [1,3], D(cas) = [2,4]. Comme SLiq, q,3 < eag = 8, une
précédence est détectée : {az, a4} < ag. Lintervalle d’activités {aa, as} est Uintervalle d’activités de slack
minimum 7(a4, ag) Ce slack est égal a Area(saz,taz)—e({az,as}) = 15—8 = 7. Soit rest({az,as},rag) =
e({az,as}) — Area(s({az,as}),c({az,as})) + rap x (¢({az,as}) — s({az,as4})) = 8 — 154+ 12 = 5. Alors
nous avons SLUpd(ag) =1+ [(5 x 1)] = 3 (les variables de début et de fin activités ay et as ayant les
mémes domaines, nous ne faisons pas apparaitre le maz de la Proposition 1).

cas
Sas cas> Sas cas> Sas cas
sa1 cay sa1 cay sa1 cay
5 sao Caoz Sao Caos Sao Tho
9 E I 1 ] 2 E I 1 J 2 K Il 1
E 3 T T 1 E 3 T T 1 '4;;‘ r T T 1
RREE RERTIETRI TR g g RREE RERTIETRI TR g
2 2 : 1 2 1
< g 5y g 5
S S : 1 S 1
S RN [ . 1
: i 1
S NN - - Booa |-
: ' 1
e g g |-
£ AN L SSURI. LI S
: 1 1
o CJINNNNT Lo .. 1 .
o T B 3 4 5 6 z 5 6
Temps Temps Temps
{az,a4} e({as,as}) =8 D(sap) = D(sao)\[1, 3]

FIGURE 2.14 — Un exemple de mise a jour du début au plus tot de activité ag, grace a la relation de
précédence e({az,as}) < ap.

La procédure d’Edge-Finding de Kameugne et al. est donnée ci-apres (algorithme 6).



50 2. Ordonnancement cumulatif en programmation par contraintes

Algorithme 6: Algorithme d’edge finding quadratique
Data : Un ensemble d’activités A.
Result : Une borne inférieure 1b(a;) est calculée pour chaque début d’activité a;.

foreach a; € A do
| 1b(a;) := sa;, Dupd(a;) := —oo, SLupd(a;) := —00;

forall the ay € A triées par cay croissantes do
Energy := 0, maxEnergy := 0, s(p) := —o0;
forall the a; € A triées par sa; décroissantes do
if ca; < cay then

Energy+ = ea; ;

if RN > M then

| maxEnergy := Energy, s(p) := sa; ;

else
rest := maxEnergy — Area(s(p),cay) + ra; X (cay — s(p)) ;
if rest > 0 then
| Dupd(a;) := max(Dupd(a;), s(p) + [52H) ;

| E(a;) := Energy;

minSL := +oo, s(7) :=cay ;
forall the a; € A classées par sa; croissantes do
if Area(sa;,car) — E(a;) < minSL then
| s(7) := sai, minSL := Area(s(r),car) — E(a:);

if ca; > cay then

rest’ :=ra; x (éay — s(1)) — minSL;

if s(r) <cay Arest’ >0 then

t SLupd(a;) := max(SLupd(a;),s(T) + [Tf—;flw ;

if sa; + da; > cay V minSL — ea; < 0 then

| 1b(a;) := max(Ib(a;), Dupd(a;), SLupd(a;) ;

forall the a; € A do
| sa; = lb(ai);

2.2.3 D’autres algorithmes basés sur ’énergie

Overload checking L’Overload checking permet de détecter des inconsistances en calculant 1’énergie
maximale entre deux points de temps. Si celle-ci est inférieure a 1’énergie nécessairement déployée par des
activités entre ces deux points, alors une inconsistance est détectée.

La regle permettant de la détecter est la suivante.

Proposition 3 Soit un probléeme cumulatif défini par un ensemble d’activités A et une capacité capa.
S’il existe un ensemble non vide 2 C A tel que e(2) > Area(s(2),¢(Q2)), alors, une surcharge (overload)
est détectée, et le probleme cumulatif n’admet pas de solution.

Entre le début au plus tot et la fin au plus tard d’'un ensemble d’activités, toute I’énergie de cet
ensemble doit étre déployée. Cette regle vérifie qu’entre ces deux points de temps, il y a suffisamment
d’espace pour l'accueillir. Sinon, le probléeme n’a pas de solution.
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Wolf et Schrader [94] ont proposé un algorithme d’overload checking en O(n x log(n)), avec n le
nombre d’activités du probleme cumulatif. Il réutilise la structure de © — tree décrite par Vilim pour les
problémes disjonctifs [88, 89]. Il teste n intervalles.

Auparavant, Caseau et Laburthe [21, 22] ont introduit la notion d’intervalles d’activités et montré qu’il
suffisait de vérifier n? intervalles d’activités, pour que ce filtrage détecte une inconsistance. Ils proposent
également un algorithme de filtrage des dates de début d’activités en utilisant 1’énergie calculé dans
chaque intervalle d’activités.

Vilim [88] a montré, pour des problémes disjonctifs, que considérer n intervalles était suffisant.

Not First Not Last De nombreux algorithmes de not first not last dans le cas disjonctif existent
dans la littérature (voir notamment [81]). Ils sont résumés dans [4, chapitres 2.1.4 et 3.3.5]. Vilim [88]
a récemment proposé un algorithme en O(n x log(n)). Schutt et Wolf ont étendu cet algorithme au cas
cumulatif, avec une complexité O(n3log(n)) [80], puis O(n?log(n)) [79]. La détection not first consiste
a vérifier si une tache a; donnée peut étre exécutée avant toutes les activités d’un ensemble non-vide
d’activités Q C A. Si ce n’est pas le cas, alors, cette activité doit étre apres au moins une activité de
Q. Ceci permet de mettre a jour le début au plus tot de activité a;. Symétriquement, la détection not
last consiste a vérifier si une tache a; donnée peut étre exécutée apres toutes les activités d’un ensemble
non-vide d’activités 2 C A. Si ce n’est pas le cas, alors, cette activité doit étre avant au moins une activité
de Q. Ceci permet de mettre a jour le début au plus tard de 'activité a;.

Timetable Edge-Finding Vilim décrit, dans [92], un algorithme utilisant & la fois le raisonnement
d’Edge-Finding, et le raisonnement de time-table (évoqué en section 2.2.1) sur les parties obligatoires.
Dans le cadre de cette these, bien que nous raisonnions sur les parties obligatoires, nous n’adaptons pas
cet algorithme & notre cas, mais ce pourrait étre une perspective intéressante.






Chapitre 3

Les problemes sur-contraints
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3.1 Introduction

De nombreux problemes réels n’admettent aucune solution satisfaisant toutes les contraintes posées.
On dit qu’ils sont sur-contraints.

Cette these traite de problémes d’ordonnancement cumulatifs avec dépassements de capacité. En un
sens, il s’agit de problémes sur-contraints, car le fait que des dépassements de capacité soient nécessaires
implique qu’il n’existe aucune solution au probléme cumulatif d’origine, sans dépassements.

Lorsqu’on se trouve confronté a un probléme sur-contraint, le but est de fournir un compromis accep-
table en pratique.

Pour obtenir ce compromis, on doit considérer une relaxation du probleme : les solutions peuvent violer
certaines des contraintes du probléme d’origine. On souhaite naturellement limiter autant que possible les
violations de contraintes, afin d’obtenir une solution aussi proche que possible de la solution idéale qu’il
est impossible d’atteindre. En outre, certaines regles métier permettent de faire le tri entre les solutions
acceptables d’un point de vue pratique et celles qui ne le sont pas.

Dans ce contexte, une premiere regle consiste a distinguer dans un probleme les contraintes dures,
qu’il faut nécessairement satisfaire, des contraintes molles, qui peuvent étre violées.

La programmation par contraintes offre différents cadres pour traiter les problemes sur-contraints.

L’utilisation d’ezplications permet de résoudre des problemes sur-contraints via des résolutions suc-
cessives de CSP. Deés qu’une inconsistance est détectée, sa cause est présentée a l'utilisateur. Celui-ci peut
alors relaxer le probleme au fur et a mesure que les inconsistances sont détectées. Le but est d’obtenir un
CSP consistant et une solution préférée.

D’autres approches consistent a résoudre un probleme d’optimisation : chaque violation d’une
contrainte molle est mesurée par un cout indiquant I’amplitude de la violation, et un critere d’opti-
misation est défini sur ’ensemble des cotts.

53
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Nous abordons ces différents cadres dans la section suivante.

3.2 Explications

Le cadre des explications, pour des problémes sur-contraints, est introduit dans [42], puis étendu dans
[24]. Pour un probléme de programmation par contraintes donné, une ezplication est un sous-ensemble
des contraintes impliquées, qui justifie le résultat de la recherche. Les explications sont une trace du
comportement de la propagation, lors de la résolution du probleme. L’emploi d’explications permet de
justifier les réductions de domaines lors des processus de filtrage et de propagation.

Concretement, a chaque valeur du domaine d’une variable est associée une explication, de maniere a
ce que, si cette valeur est filtrée, ’explication correspondante soit enregistrée.

L’explication du retrait d’une valeur n’est pas unique, et peut étre plus ou moins précise. En effet, une
explication contenant toutes les contraintes du probléme est toujours vraie : elle contient les contraintes
qui menent au retrait de la valeur. En revanche, nous pouvons souvent extraire de cet ensemble un sous-
ensemble de contraintes qui explique lui aussi le retrait d’une valeur. Celui-ci est plus précis car contenant
moins de contraintes. De plus, plusieurs sous-ensembles de contraintes, indépendants ou non, peuvent
expliquer le retrait d’'une valeur. Ces explications peuvent étre incomparables. De maniere générale,
obtenir, pour chaque retrait de valeur, I’explication la plus précise, revient souvent a résoudre un probleme
NP-difficile.

Lorsque le domaine d’une variable est vide, et qu’aucune solution n’a été trouvée, cela signifie que
le probleme est sur-contraint. L’usage d’explications permet d’identifier les causes du retrait de toutes
les valeurs de ce domaine. Ainsi, l'utilisateur peut, en connaissance de cause, relaxer le probleme en
enlevant certaines de ces contraintes. Ceci peut étre automatisé au cours de la recherche, a condition que
I'utilisateur ait prédéfini des préférences entre les contraintes qu’il souhaite voir satisfaites.

Les explications, pour des probléemes sur-contraints, ont notamment été utilisées dans le cadre de pro-
bléemes d’ordonnancement et d’emplois du temps [27, 28]. Celles-ci ont également récemment été utilisées
dans le cadre de problémes cumulatifs, afin d’expliquer la propagation de la contrainte CuMULATIVE [78].
Le lecteur intéressé pourra se référer aux travaux de Cambazard [17], & Particle de Verfaillie et Jussien
[87], et & 'habilitation & diriger des recherches de Jussien [41].

3.3 Problemes d’optimisation

Lorsqu’un probleme est sur-contraint, certaines contraintes molles peuvent étre violées dans une so-
lution. Afin d’obtenir des solutions conservant un intérét pratique malgré ces violations de contraintes,
une approche consiste a transformer le probléeme de satisfaction en un probléme d’optimisation.

Le principe intuitif est le suivant. Une valeur objectif est associée a chaque solution, que ’on cherche
a minimiser. Intuitivement, cette valeur indique dans quelle mesure la solution viole les contraintes.

Formellement, il existe de nombreuses manieres de définir un tel probleme d’optimisation, plus ou
moins expressives. Le cas le plus simple est le probleme Max-CSP [33, 31].

Dans un Max-CSP, I'objectif consiste a minimiser le nombre de contraintes violées dans un réseau
de contraintes, sans distinction entre les contraintes dures et les contraintes molles. Il est possible de
représenter ce probléme avec des cofits binaires (0 ou 1) associés & chaque contrainte. Le cout est égal a
1 si et seulement si la contrainte est violée, et a 0 si et seulement si la contrainte est satisfaite. La somme
des cotits est la fonction objectif & minimiser. L’exemple 19 présente un probleme Max-CSP simple.
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Exemple 19 Soit un réseau de contraintes R = {X,D,C} tel que :

- X = {xo,xl,xg}

- D={[1,3],[1,3],[1,3]}

- C:{Coil'o >$1,Cl ] >:L'2,02::C2 >:C0}
La Figure 3.1 représente ce probleme. Ce probléme n’a pas de solutions. On considére alors une relazation
du probléme et l'on cherche a violer le moins de contraintes possibles (Max-CSP). Une solution optimale
de ce probléeme Max-CSP a un cott de 1.

>

FIGURE 3.1 — Une solution optimale du Max-CSP : I[X] = (3,2,1). Cette solution a un coiit de 1 : 1
contrainte est violée (la contrainte xo > o).

Plusieurs articles de la littérature présentent des algorithmes de filtrage spécifiquement dédiés a ce
probleme [93, 47, 48, 70]. Max-CSP est un probléeme somme toute assez académique, car il n’est pas
tres réaliste de considérer que toutes les contraintes d’un probleme sont équivalentes, et parce que toutes
les affectations violant une contrainte donnée n’ont pas de raison d’étre considérées comme étant toutes
équivalentes. Cependant, il existe dans les cas réels des sous-problémes correspondant a des Max-CSP.
Ces algorithmes ont donc un intérét certain mais ne sont pas suffisants pour traiter les cas concrets.

Pour accroitre I'expressivité du paradigme, une idée consiste a associer un cotit a chaque contrainte,
variant sur un spectre de valeurs plus large que {0,1}. Dans la majorité des cas pratiques un cotit entier
convient bien. En effet, les cotts de chaque contrainte doivent ensuite étre agrégés dans ’objectif global,
et il est donc préférable qu’ils soient comparables entre eux et donc définis selon un ordre total.

L’idée intuitive de cette approche peut étre illustrée par un exemple simple : une violation de la
contrainte x < y par les affectations x = 0 et y = 0 est moins importante, d’'un point de vue sémantique,
qu’une violation de la méme contrainte obtenue avec les affectations x = 1000 et y = 0. On associera
donc un cott plus faible a la premiere violation.

Deux cadres d’étude principaux ont été proposés pour modéliser et résoudre les problemes de ce type :
— étendre la PPC,

— modéliser les cotits sous forme de variables.

Nous présentons ces deux cadres ainsi que les techniques de résolution qui peuvent y étre associées.
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3.3.1 Paradigmes
3.3.1.1 Extension de la PPC

Nous présentons les deux paradigmes standard permettant le traitement de problémes sur-contraints
comme des problémes d’optimisation a l’aide d’une structure de valuations externe au réseau de contraintes.

Ces approches étendent la PPC et nécessitent, sous leur forme originelle, 'utilisation d’outils de
résolution dédiés.

Les CSP valués [75] et les Semi-ring CSP [14] sont deux paradigmes génériques aux propriétés essen-
tiellement équivalentes [15] 1. Leur principe commun est d’associer & chaque contrainte C' une valuation
dépendante des valeurs affectées aux variables de C. Cette valuation est prise dans un ensemble E or-
donné. Un critere d’optimisation est alors défini sur I’ensemble des valuations. Nous décrivons brievement,
ci-dessous, les CSP valués.

Lorsque plusieurs contraintes sont violées, la combinaison des valuations est effectuée selon une loi de
composition interne . Etant donnés E, @ et une relation d’ordre >, on définit :

Définition 31 : structure de valuation
Une structure de valuation est un triplet (E, =, ®) tel que :
- E soit un ensemble totalement ordonné par >, muni d’un élément minimum noté L et un élément
maximum noté T,
— FE soit muni d’une loi de composition interne commutative et associative notée @ qui vérifie :
- Va,b,c€ E tels quea=cona:(a®b) = (a®c),
— élément neutre : YVa € E,a® L = a,
— élément absorbant : Va € E,a® T =T.

Définition 32 : CSP valué
Un CSP valué VCSP = {X, D, C, S, ¢} est défini par :
— un réseau de contraintes R = {X, D, C},
— une structure de valuation S = (E, >, ®),
— une application ¢ de C dans E associant une valuation a chaque contrainte.

Dans la littérature, d’autres paradigmes ont été définis. Ils correspondent a des cas particuliers de
CSP valués. Nous pouvons notamment citer les CSP pondérés [33], les CSP possibilistes [73] , les CSP
lexicographiques [30] et les CSP flous [25].

Le tableau ci-apres [62] donne les parameétres correspondant & chaque classe de probléme :

Classe eck &) LT -
CSP pondérés [0, n] + 0| oo >
CSP possibilistes [0,1] maz | 0 | 1 >
CSP flous [0, 1] min | 1| 0 <

CSP lexicographiques | [0,1]* UT U @ | T | lexicographique

Concernant les CSP lexicographiques, [0, 1]* désigne ’ensemble des multi-ensembles (c’est & dire des
ensembles ol 'on peut avoir plusieurs occurences des éléments) de nombres entre 0 et 1. Il est complété
d’un élément spécifique T ; U est I'union multi-ensembliste étendue pour traiter T comme un élément
absorbant.

1. Contrairement aux CSP valués, les CSP Semi-Ring permettent la manipulation de cotits de violations qui ne définissent
pas un ordre total, i.e., certains d’entre eux peuvent étre incomparables.
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Pour conclure ce paragraphe, il convient de noter qu’a ’origine I’ensemble de ces paradigmes considé-
raient exclusivement des contraintes binaires, bien qu’il n’existe pas de restriction majeure a considérer
des contraintes d’arité supérieure.

3.3.1.2 Modélisation des violations par des variables

Petit et al. [67, 62] ont démontré que ’ensemble des paradigmes précédemment décrits pouvaient étre
adaptés au cadre standard de la PPC, sans augmentation de la complexité spatiale.

Soit R = {X,D,C} un réseau de contraintes. Nous avons vu que I'on pouvait définir un ensemble de
contraintes dures Cq C C et un ensemble de contraintes molles C,,, C C. Petit et al. proposent d’associer, &
chaque contrainte molle C,,,, € C,,, une variable de cotit cost;, telle que si C,,, est satisfaite alors cost; = 0,
sinon cost; > 0. Pour exprimer une telle conditionnelle il convient de remplacer chaque contrainte molle
Cm,; € Cy, par une contrainte exprimant la disjonction suivante.

(Cm; A cost; =0) V (=Cpyi A cost; > 0)

Afin de représenter aussi efficacement que possible une telle disjonction, Petit et al. ont proposé le cadre
générique des “soft global constraints” [68]. L’idée d’utiliser une contrainte globale dédiée aux problémes
sur-contraints avait été introduite avant ces travaux, par Baptiste et al. [3], dans le cadre spécifique d’un
probleme d’ordonnancement disjonctif sur-contraint. La contrainte présentée dans cet article modélise un
probléme entier et n’a a priori pas vocation a étre associée a d’autres contraintes.

Dans I'approche proposée par Petit et al., une telle contrainte globale représente directement la dis-
jonction (Cp,, A cost; =0) V (=Cpyi A cost; > 0). Elle peut étre munie d’un algorithme de filtrage efficace,
qui exploite sa sémantique [68, 85, 58, 39], ou encore d’algorithmes génériques [51].

Un avantage de ce modele est le suivant : définir des cotits de violation sous forme de variables permet
d’exprimer directement de nombreuses contraintes métier propres a chaque probleme. Autrement dit,
on peut ajouter au modele des contraintes impliquant des variables de colt pour exprimer des criteres
d’acceptation des solutions plus fins qu’une simple fonction objectif [67]; par exemple des contraintes
non linéaires garantissant une répartition aussi uniforme que possible des violations. Ces aspects seront
largement discutés dans la suite de ce manuscrit, dans le cadre de 'ordonnancement cumulatif.

Les valeurs de colit des instanciations valides des variables d’une contrainte sont intrinsequement liées
a la sémantique de la “soft global constraint”. Aussi, des couts génériques ont été définis pour ce type de
contraintes. Nous en donnons un exemple.

Définition 33 (coiit basé sur la distance de Hamming [68]) Soit une contrainte C' portant sur un
ensemble de variables X, et I|X] une instanciation de X. Le cotdt de violation de C peut étre défini comme
le nombre de variables de X dont la valeur affectée dans I[X] devrait changer pour satisfaire C.

On peut remarquer qu’avec une telle définition I'expressivité des modeles n’est pas toujours parfaite.

Par exemple, considérons la contrainte SOFTALLDIFFERENT qui enrichit une contrainte ALLDIF-
FERENT (c.f. Définition 10). Supposons qu’on la définit sur un ensemble de quatre variables X =
{xo, 21,22, 23} et une variable de coiit que l'on nomme ici cost. Avec la définition 33, les instantia-
tions I;[X] = (0,0,1,1) et I5[X] = (0,1,1,1) correspondent & la méme valeur de cofit obj = 2. Or si 'on
considere le nombre d’inégalités binaires violées, la premieére instanciation semble plus proche d’un état
de satisfaction que la deuxiéme : deux inégalités violées au lieu de trois.
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La question de la définition du cotit de violation d’une contrainte est fondamentale pour les problemes
sur-contraints mais aussi en constraint based local search [82], par exemple. Elle demeure encore assez
ouverte, bien que l'on trouve dans la littérature plusieurs articles proposant des définitions génériques [68,
10, 85]. Ce sujet n’étant pas fondamentalement traité dans cette theése, nous ne le détaillons pas davantage.

3.3.2 Résolution

Dans cette these, nous utiliserons des algorithmes de résolution dédiés aux problemes d’ordonnance-
ment cumulatifs. Ces algorithmes sont dits dédiés car ils sont spécifiques a cette famille de probleme, par
opposition aux méthodes de résolution dites génériques.

Notre choix est essentiellement motivé par 1’état de I’'art conséquent sur les algorithmes de résolution
de problemes d’ordonnancement, basés sur une prise en compte globale du probleme. Cette famille de
techniques de résolution nous a semblé plus prometteuse que les méthodes génériques.

De plus, nous avons constaté qu’en pratique des contraintes métier doivent étre respectées sur les
dépassements, de fagon complémentaire au critére d’optimisation. Dans ce contexte, nous avons modélisé
les cotits par des variables, ce qui, nous allons le voir, n’est pas immédiatement compatible avec I’ensemble
des méthodes génériques.

Il est néanmoins intéressant de donner un apergu des méthodes génériques, dans le cadre des para-
digmes de modélisation de problémes sur-contraints sous la forme de problemes d’optimisation précédem-
ment décrits dans ce chapitre.

Ces techniques suivent un schéma de type Branch and Bound (cf. Chapitre 1). Pour décrire leurs
principes généraux, nous faisons abstraction du contexte. Nous considérons que certaines affectations de
valeurs aux variables engendrent des cotits de violation, et qu’un objectif, noté obj, consiste & minimiser
la somme de ces cotlts, sans nous soucier davantage de la sémantique associée a ces valeurs de cotit.

Une technique de type Branch and Bound effectue des résolutions successives de CSP, en ajoutant a
chaque étape une contrainte obj < UB, ou UB est une valeur maximale pour 1’objectif, correspondant &
la meilleure solution trouvée précédemment. UB diminue au fur et & mesure de la recherche, jusqu’a ce
que le probleme n’ait plus de solution améliorante.

Afin de réduire la taille de I’arbre de recherche, il est alors nécessaire de calculer a chaque noeud
une borne inférieure LB de 1'objectif, permettant d’éviter de poursuivre la branche courante si I'on sait
qu’elle n’amenera pas a une amélioration de la valeur courante de U B. Idéalement, cette borne inférieure
est calculée en prenant en compte I’ensemble des variables du probléme, et non pas uniquement celles qui
sont déja instanciées. Une telle borne inférieure LB peut étre également facilement intégrée au processus
de filtrage, via des mécanismes de regret qui dépendent de la technique employée pour la calculer.

Notons que le calcul d’'une bonne borne inférieure est un point clé pour résoudre efficacement des
problemes d’optimisation.

Projection Le principe de base des méthodes génériques consiste a évaluer pour chaque valeur v du
domaine D(z) d’une variable z le colit minimum induit par l'affectation de v & x, que I'on notera cost(z, v).
Ce cott est calculé en sommant sur ’ensemble des contraintes impliquant la variable z la valeur minimale
du cotit dans le cas ou z prend la valeur v.

Pour chaque contrainte, I’'obtention de cette valeur minimale est appelée une projection sur la valeur.

La borne inférieure de I'objectif LB peut alors étre calculée en agrégeant ces compteurs cost(x,v) de
Pensemble des variables du probléme : si toutes les valeurs de D(x) engendrent un cotit non nul, alors on
peut déduire un cott de violation nécessairement induit par 'affectation de x :

cost(x) = uénpi?z) cost(x,v)
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Sachant que chaque variable apparait en général dans plusieurs contraintes et qu’il ne faut pas compter
plusieurs fois le coiit d’'une méme contrainte dans LB (on ferait alors une surestimation de la borne),
chaque contrainte n’est prise en compte que pour un unique compteur cost(z). Dans le cas de contraintes
binaires, cela correspond & un graphe orienté des contraintes [47, 48] : dans le calcul de LB, une contrainte
C(z,y) existe pour une variable z si et seulement si x est l'origine de l'arc (z,y) dans le graphe. Elle
est ignorée dans le cas contraire. Dans le cas de contraintes d’arités quelconques, cela correspond & une
partition des contraintes issue des variables [70, 62]. Chaque contrainte C' appartient alors & exactement
une classe de la partition, celle de la variable z pour laquelle C' sera prise en compte. Elle sera ignorée
par toutes les autres variables.

Ce principe a été introduit dans le cadre du probléme Max-CSP [31, 33] sur des contraintes binaires.
Dans un Max-CSP le but est de minimiser le nombre de violations, ce qui revient a considérer exclusi-
vement des cotits de violation binaires : 0 s’il n’y a pas de violation, 1 dans le cas contraire. Le principe
reste valable dans le cas de colits entiers. Le lecteur intéressé peut se référer aux articles qui décrivent
de fagon précise les algorithmes, dans le cas de réseaux de contraintes binaires [93, 47, 48] et dans le cas
général [70, 62].

L’ensemble de ces techniques peuvent étre utilisées pour filtrer les domaines. Nous n’entrerons pas
dans les détails car nous n’avons pas utilisé ces techniques. Le principe est d’intégrer la borne inférieure
du probléme LB lorsqu’on étudie la viabilité d’une valeur v € D(z) relativement a la variable objectif.
Elles peuvent étre appliquées aussi bien au cadre des CSP valués qu’au paradigme consistant a représenter
les cotuits de violation par des variables, avec des complexités temporelles et spatiales identiques quel que
soit le paradigme utilisé [62].

Extension et transfert de coiits Schiex [74] a proposé une amélioration de ces techniques, qui outre
le principe de projection que nous venons de décrire, exploite un mécanisme d’extension, dans le but
d’obtenir des bornes inférieures de meilleure qualité. Ce principe a été étendu dans de nombreux travaux
(e.g., [23, 49, 71, 50, 51]). Il constitue le standard actuel concernant les méthodes génériques de résolution
de CSP valués.

Nous privilégions ici une description intuitive de cette classe d’algorithmes, en nous appuyant sur
un exemple de CSP valué montrant le filtrage de valeurs issu d’opérations de projection et d’extension.
L’exemple 20 est tiré de 'article de Larrosa et Schiex [49].

Exemple 20 Soient deux variables x et y pouwvant chacune prendre une valeur dans D(x) = D(y) =
{a,b,c}. La Figure 3.2 présente quatre CSP valués équivalents, constitués chacun d’une contrainte binaire.

Des cotts unaires sont représentés par des entiers pour chaque couple variable-valeur. Ils correspondent
& des colts obtenus suite 4 des opérations de projection et d’extension précédentes (nous considérons ici
que les domaines pouvaient contenir initialement davantage de valeurs).

De plus, les arétes entre chaque couple de valeurs indiquent le codt de violation (coit binaire) de la
contrainte si ses variables sont instanciées avec cette paire de valeurs. Les cotts binaires égauz a 0 sont
omis. Le minimum de cout est égal a 0. Nous considérons ici que UB = 3, c’est a dire que l’on ne peut
pas avoir un cout global supérieur ou €gal a 3. Le cout global d’une instanciation est la somme des cotits
impliqués (unaires et binaire).

Par exemple, linstanciation compléte (a,b) dans la figure a. a un cott global de 3 : le codt binaire
pour (a,b), ajouté au coit unaire pour I[y] = b. Cette instanciation est donc interdite.

Nous montrons de quelle maniere nous passons d’un CSP au suivant :

— en a. Uinstanciation I[x] = ¢ a un codt unaire de 3. Elle est interdite. Nous retirons donc cette

valeur du domaine de x : elle est inconsistante. Nous obtenons alors le CSP b,

— en b. Uinstanciation I[y] = ¢ a un coit unaire de 2. Nous remarquons également que, quelque soit

la valeur donnée a la variable x, le codt binaire d’une instanciation compléte avec I[y] = ¢ est au
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FI1GURE 3.2 — Des CSP pondérés équivalents.

minimum de 1. Nous réalisons alors une opération de projection de 1 vers la valeur c. pour y. Son
cotit unaire est alors de 3, le coit binaire associé au tuple (a,c) passe alors 4 1 —1=0, et il est de
2 —1=1 pour (b,c). Nous obtenons le CSP ¢
— en c. linstanciation Ily] = ¢ a un coit unaire de 3. Elle est donc interdite. Nous retirons cette
valeur du domaine de y. De plus, par projection, le coit unaire de I[x] = a passe a 1, le coit binaire
de (a,a) est alors de 1 —1 =0, celui de (a,b) est de 2 —1=1. Nous obtenons le CSP d.
Par des opérations d’extension, nous pourrions également obtenir d’autres CSP équivalents.
Le CSP d. montre que le cott global est au minimum de 2. En effet, toute instanciation de x a un cout
unaire de 1 et toute instanciation de y a un cotut unaire d’au moins 1. Ces cotts peuvent étre additionnés
pour donner la borne inférieure LB de [’objectif global.

Discussion Les enchainements d’opérations de projection et d’extension peuvent entrainer des varia-
tions non monotones des cotits associés aux tuples des contraintes. Cette propriété rend les méthodes
dépendantes du paradigme : il n’est pas possible de représenter directement les cotits de violation des
contraintes par des variables, munies d’'un domaine classique, qui se réduit au fur et a mesure de la
recherche d’une solution.

Une conséquence est qu’il n’est alors pas aisé de poser des contraintes annexes sur les couts de vio-
lation, par exemple pour répartir les valeurs de colit non nulles de maniére homogene dans le réseau
de contraintes. Une idée pour contourner le probleme peut étre d’encapsuler cette technique dans une
contrainte globale prenant en compte toutes les variables du probléeme, qui maintient en interne sa propre
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représentation des cotits de violation. Méme dans ce cas, le lien avec les variables du probleme représentant
les cotits de violation, indispensables pour poser les contraintes annexes, demeure a notre connaissance
une problématique non triviale.

En outre, ces techniques sont basées sur la propriété suivante : pour pouvoir réaliser une opération
d’extension, il est nécessaire d’avoir dans le probleme au moins une valeur ayant un cout unaire non
nul. Plus généralement, pour obtenir une bonne borne inférieure de l'objectif et un filtrage efficace, il
convient d’avoir un nombre conséquent de colts unaires non nuls. Si nous faisons le parallele avec un
probleme cumulatif ou la contrainte de capacité ne peut pas étre respectée, cela signifie qu’a un certain
stade de la recherche il existe plusieurs activités non fixées qui, prises chacune de facon isolée, engendrent
obligatoirement un dépassement pour certaines valeurs du domaine de la variable représentant leur date
de début. Cette propriété n’est pas nécessairement vérifiée, ce qui justifie I'intérét d’autres types de
raisonnements, comme par exemple celui consistant a évaluer globalement la surface requise par un
ensemble d’activités non fixées (raisonnement énergétique).

Russian Doll Search Une autre technique de résolution générique, basée sur un principe de program-
mation dynamique, a été proposée par Verfaillie et al [86].

L’idée est de résoudre successivement un probleme a deux variables, puis trois, puis quatre, etc., selon
un ordre statique fixé, jusqu’a résoudre le probleme tout entier. Les contraintes prises en compte dans
chaque sous-probléeme sont celles qui n’impliquent que des variables présentes dans ce sous-probléeme. Au
niveau de la résolution d’un sous-probleme & k variables, les valeurs de 1’objectif obj des k — 2 sous-
problemes plus petits sont utilisés comme des bornes inférieures LB de ’objectif courant.

Par exemple, si k = 10 et que dans l'arbre de recherche courant 3 variables ont été instanciées, alors
on utilise la valeur de 'objectif dans la solution du sous-probléme précédent a 7 variables comme borne
inférieure LB.
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Chapitre 4

Problemes d’ordonnancement
cumulatif sur-contraint
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4.1 Introduction

Dans un probleme cumulatif classique, I’'objectif est de minimiser 1’horizon de temps, c’est a dire la date
de fin d’activité maximale dans ’ordonnancement, tandis qu’en chaque point de temps la consommation
de ressource cumulée ne doit pas dépasser une limite de ressource disponible, la capacité.

Cependant, de nombreux cahiers des charges industriels imposent que leurs activités soient effectuées
dans une fenétre de temps de taille bornée. L’horizon de temps est fixé et ne peut étre retardé.

Exemple 21 Nous considérons une usine fonctionnant 5 jours par semaine. Dans ce probléme, la res-
source considérée est l’équipe d’employés. Les commandes arrivent le lundi matin et doivent étre honorées
avant le vendredi soir. Tous les employés n’ont pas le méme régime horaire, ainsi le nombre d’employés
disponibles peut varier selon les périodes de la semaine. Dans le cas ot le carnet de commandes est trop
important par rapport a la capacité de production obtenue avec I’équipe d’employés présente, certains em-
ployés peuvent absorber la surcharge en effectuant des heures supplémentaires, ou encore des intérimaires
peuvent ponctuellement renforcer 'équipe. Ces dépassements de capacité ayant un cout, 'entreprise a
intérét a en limiter la quantité. Le probleme consiste alors a déterminer un ordonnancement des activités
a réaliser dans la semaine qui minimise la surcharge.

Comme l'illustre 'exemple 21, pour obtenir une solution des dépassements peuvent étre tolérés, jusqu’a
une certaine limite. Dans de nombreux problémes la fenétre de temps doit étre partitionnée : la capacité
n’est pas la méme pour différents intervalles de la partition. On appelle chaque classe de la partition un
intervalle utilisateur.

La Figure 4.1 représente une telle situation.

65
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Consommation

Temps

FIGURE 4.1 — Solution d’un probléme cumulatif avec un horizon de temps fixé (m = 8) et 3 intervalles
utilisateur de capacités locales respectives 2, 3 et 2. Chaque activité nécessite un certain nombre d’unités
de ressource pour s’exécuter. La premiere commence en ¢ = 0 et finit en ¢ = 2, la deuxiéme commence en
t = 2 et finit en t = 6, la troisitme commence en ¢t = 3 et finit en ¢t = 5, la quatriéme commence en t = 6
et finit en ¢t = 7, la cinquiéme commence en ¢t = 7 et finit en t = 8. Il y a deux dépassements de capacité :
un dans le second intervalle utilisateur, un dans le troisieme.

En outre, dans de nombreuses applications, des regles opérationnelles garantissant la faisabilité pra-
tique doivent étre satisfaites. Nous développons certains cas courants dans ce chapitre.

4.2 Modélisation : Etat de D’art

On trouve dans la littérature des travaux portant sur des problémes d’ordonnancement sur-contraints
de nature différente du probléme cumulatif. Baptiste et al. [3] ont introduit un probléme d’ordonnancement
sur-contraint disjonctif, ot ’on cherche & minimiser le nombre d’activités en retard. Benoist et al. [11] ont
proposé une étude de cas sur un probleme d’ordonnancement sur-contraint de grande taille. Ils ont
également proposé une méthode de résolution & base d’explications.

Concernant les problémes cumulatifs, Petit et Poder introduisent dans [65] les contraintes SorTCuMU-
LATIVEPOINT ! et SOFTCUMULATIVESUM, qui peuvent modéliser des problémes cumulatifs sur-contraints.
Nous définissons ces contraintes, puis les illustrons dans I'exemple 22

Définition 34 (SorTCuMULATIVEPOINT [65]) Soit un ensemble d’activités A. Ces activités sont ordon-
nancées entre le point de temps 0 et ’horizon de temps m. Chacune consomme une quantité de ressource
positive. La contrainte SOFTCUMULATIVEPOINT augmente la contrainte CUMULATIVE avec une seconde li-
mite de capacité ideal_capa < capa, et pour chaque point de temps t < m, une vartable entiére cost;.
SOFTCUMULATIVE #mpose :

— C1 : pour chaque actiwité a; € A, sa; + da; = ca;,

— C2 : a chaque point de temps t, la hauteur du profil est telle que hy < capa,

— C3 : pour chaque point de temps t, costy = max(0, hy — ideal_capa).

Définition 35 (SorTCUMULATIVESUM [65]) Soit un ensemble d’activités A. Ces activités sont ordonnan-
cées entre le point de temps 0 et ’horizon de temps m. Chacune consomme une quantité de ressource
positive. La contrainte SOFTCUMULATIVESUM augmente la contrainte CUMULATIVE avec une seconde limite

1. Dans [65], elle est nommée SOFTCUMULATIVE. Pour éviter toute confusion avec la suite nous la renommons SOFT-
CUMULATIVEPOINT
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de capacité ideal_capa < capa, pour chaque point de temps t < m, une variable entiére cost;, et une
variable entiere obj dite “d’objectif”. SOFTCUMULATIVESUM impose :

- C1, C2 et C3 (voir la Définition 34),

- C4 :0bj = Zte{o,...,mfl} costy.

Exemple 22 La Figure 4.2 présente un probleme cumulatif a 5 activités, avec horizon de temps fixé,
modélisé par la contrainte SOFTCUMULATIVEPOINT. Auz points de temps 3, 4 et 7, la capacité ideal_capa
est dépassée de 2, 2 et 1 respectivement. Les variables de cott costs, costy, et costy modélisent ces

dépassements. Ici, costs = 2, costy = 2 et cost; = 1. Dans le cas de la contrainte SOFTCUMULATIVESUM,
on a, en plus, obj = 5.
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FIGURE 4.2 — Un probléme cumulatif avec un horizon de temps fixé (m = 8). Deux capacités sont défi-
nies : ideal_capa et capa. Cet ordonnancement respecte la contrainte SOFTCUMULATIVEPOINT [65]. Les
variables de colts correspondant a chaque point de temps sont indiqués. Ils correspondent au dépassement

au dessus de la capacité idéale ideal_capa. Dans le cas de la contrainte SOFTCUMULATIVESUM [65], on a
également une variable objectif, telle que obj = Ete{o .7y costy = 5.

Ces deux contraintes ont été introduites dans le but d’illustrer un article sur les problémes sur-
contraints. Cette étude montre la nécessité de propager les violations lorsque des contraintes annexes
définissent les solutions. Ces travaux ont été menés dans un cadre de “benchmarking”. Ils ont un intérét
pratique modéré car, notamment, les intervalles ont tous la méme taille (réduite & un point de temps
dans les définitions originelles, bien que l'article de Petit et Poder propose une extension a des intervalles
de taille quelconque), une unique capacité initiale ideal_capa est considérée sur toute la fenétre de temps,
et la définition permettant de quantifier des dépassements de capacité est unique. Dans ’exemple 21, le
nombre d’employés disponible varie d’'un intervalle utilisateur a un autre. La longueur de chaque intervalle
peut elle aussi varier. Par exemple, si on considére des demi-journées alors le matin et 'aprés midi ne
comportent pas nécessairement le méme nombre d’heures.

Définir une nouvelle contrainte, plus flexible et mieux adaptée aux cas concrets, s’est donc avéré
nécessaire.
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4.3 Modélisation : une nouvelle contrainte SOFTCUMULATIVE

Dans le but de modéliser des instances concretes de problémes, nous introduisons une nouvelle
contrainte, SOFTCUMULATIVE, qui étend le travail de Petit et Poder [65]. Nous considérons des problémes
cumulatifs sur-contraints ou différentes capacités locales sont définies pour des intervalles de temps dis-
joints. A chaque intervalle est associée une variable de colit représentant un dépassement (éventuel) de
la capacité.

En outre, plusieurs mesures de violation peuvent étre utilisées pour quantifier ces dépassements de
capacité locales.

Pour rendre des solutions d’'un méme probleme comparables entre elles, nous introduisons une variable
d’objectif qui agrege les variables de cout. Celle-ci permettra de quantifier la qualité d’une solution. La
valeur de cet objectif global peut étre calculée de différentes manieres, que nous présentons plus loin.

Enfin, des contraintes métier peuvent étre posées sur les variables de cotit, comme par exemple une
contrainte visant a équilibrer les dépassements sur I’ensemble des intervalles, c’est a dire a éviter qu’ils
ne surviennent tous sur un petit sous-ensemble d’intervalles.

4.3.1 Définition de la contrainte SOFTCUMULATIVE

Nous utilisons les notations introduites dans le chapitre 2 pour définir la contrainte SOFTCUMULATIVE.

Définition 36 (SorTCUMULATIVE) Soit une ressource avec une capacité limitée par capa et un ensemble
A de n activités telles que ¢(A) < m. Nous définissons :
— une partition P = {po, ..., pp—1} de [0,m[ en p intervalles consécutifs tels que chaque p; est défini
par son début et sa fin : p; = [spj, ep;l,
- une séquence de capacités locales Loc = [lcy,...,lcp—1] en correspondance avec P, telle qu’une
capacité locale lc; < capa est associée avec un intervalle p;,
- une séquence de variables de cotit entiéres Cost = [costo,...,costp—1] en correspondance avec P,
telle qu’une variable cost; soit associée avec l'intervalle pj,
— une variable objectif obj,
— une constante costC € {mazx,sum} indiquant la maniére dont la valeur des variables Cost sont
calculées : soit le dépassement mazximum, soit l’énergie au-dessus de la capacité locale,
— une constante objC € {maz, sum} indiqguant la maniére dont la valeur de la variable obj est calculée :
soit le maximum, soit la somme des valeurs des variables Cost.
, la contrainte SorTCUMULATIVE (A, capa, P, Loc,
Cost,obj,costC,0bjC') est satisfaite si, et seulement si, les quatre conditions suivantes sont satis-
faites :
— C1 : pour chaque activité a; € A, sa; + da; = ca;,
— C2 : a chaque point de temps t, hy < capa,
~ 038 :Vj €[0,p—1] : costj = costCiep, (max(0, hy — lc;)),
— (4 : une contrainte sur l'objectif : obj = 0bjCjco,p—1)(cost;).

Etant donnée wune instanciation de A

La partition P définit les différentes périodes dans I’horizon temporel. Aucune restriction n’est posée
sur la longueur de ces intervalles, si ce n’est qu’ils doivent partitionner exactement 1’horizon de temps.
Cela permet d’adapter notre contrainte a de nombreuses applications. Dans ’exemple 21, ces différents
intervalles correspondent aux différentes périodes de travail.

L’ensemble Loc des capacités locales contient les capacités lies a chaque intervalle. Dans I'exemple 21,
ces capacités correspondent a la ressource fixe disponible par période, c’est a dire, le nombre d’employés
présent dans chaque période, hors intérimaires.
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L’ensemble Cost des variables de cotit contient les variables de cotit correspondant a chaque intervalle.
Ces variables représentent la valeur du dépassement de la capacité locale dans chaque intervalle. Dans
I'exemple 21, les variables de C'ost correspondent au nombre d’intérimaires par période.

La variable obj agrege les variables de cotit et exprime la qualité globale d’une solution. Dans ’exemple
21, la variable obj peut représenter, par exemple, la somme du nombre d’intérimaires présents sur ’en-
semble de 'horizon de temps (en considérant dans chaque intervalle le dépassement maximal).

Les constantes costC' et objC' permettent de définir la maniére dont seront calculés les couts locaux
et 'objectif global.

Comparée & SOFTCUMULATIVESUM [65], notre contrainte partitionne 1’horizon de temps en différents
intervalles avec leur longueur et capacité propre. Les dépassements sont quantifiés par une variable de
colit sur chaque intervalle, dépendante de costC', et une variable objectif agrégeant les cotits et dépendant
de objC, comme l'illustre 'exemple 23.

Exemple 23 La Figure 4.3 présente une probléemes cumulatif relaxé a cing activités. Dans le deuziéme, et
le troisieme intervalle, des dépassements sont constatés. Ces dépassements sont modélisés par les variables
Cost. Les valeurs des variables Cost sont ensuite agrégées par la variable obj. Ces calculs dépendent de
costC' et objC' :
- st costC= max : costg =0, cost; = 2, coste = 2,
- 51 0bjC'= max, obj = 2,
- 51 0bjC'= sum, obj =4,
- st costC'= sum : costy =0, cost; = 4, costy = 2,
- si objC'= max, obj = 4,
- st objC'= sum, obj = 6.

Consommation

Temps

FIGURE 4.3 — Une instance de SOFTCUMULATIVE représentant le probléeme de la Figure 4.1. Si costC= maz,
costy = 0, cost1 = 2, costa = 2 et si 0bjC= mazx, obj = 2, si 0bjC= sum, obj = 4. Si costC= sum, costy = 0,
cost1 = 4, costa = 2. Si 0bjC'= max, obj = 4, si objC= sum, obj = 6

4.3.2 Problemes impliquant des contraintes métier

Les problemes cumulatifs avec un horizon fixé peuvent impliquer des contraintes additionnelles sur
les variables Cost, de maniere a distinguer les solutions ayant un réel intérét pratique des solutions qui
seront rejetées par l'utilisateur final [65].

Nous présentons trois cas usuels, correspondant a des concepts rencontrés en pratique dans les pro-
blemes cumulatifs ainsi que, pour les deux premiers, dans de nombreux autres probléemes de recherche
opérationnelle impliquant une séquence de variables de cott :
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— répartition équitable des valeurs de cott élevées (notion se ramenant a de I’équilibrage),

— concentration des valeurs de cotit élevées sur un nombre de zones limitées,

— lissage du profil cumulatif : limiter les variations importantes de valeurs entre une variable de cotit
et celle qui la précede (respectivement, qui la suit) directement.

4.3.2.1 Répartition équitable des dépassements

L’exemple 21 est un probleme cumulatif & ressource humaine, communément appelé manpower re-
source scheduling. Dans un tel contexte, si des surcharges d’activité surviennent et que celles-ci sont
absorbées par le personnel régulier de I’entreprise, par exemple avec des heures supplémentaires, alors
il convient de répartir au mieux, dans le temps, les surcharges. Sans ce critére on peut aboutir sur des
situations qui sont impossibles a gérer, en pratique, pendant certaines périodes de temps critiques.

Ce besoin a été mis en évidence dans [67]. Plus tard, différentes contraintes globales d’équilibrage
ont été définies [61, 66, 72]. Elles peuvent étre employées dans des problémes dont le coeur est modélisé
par notre contrainte. Pour les cas simples, des contraintes de cardinalité classiques peuvent étre utilisées.
Nous rappelons ici une définition de la contrainte ATLEAST.

Définition 37 (ATLEAST) Etant donnée un entier occ, un ensemble de variables X et une valeur (en-
tiere) v, une instanciation I[X] satisfait la contrainte ATLEAST (occ, X,v) si et seulement si le nombre
d’occurrences de la valeur v dans I[X] est supérieur ou égal a occ.

A Taide de de la contrainte SOoFTCUMULATIVE une partition de I’ensemble de variables de cott Cost est
définie. On peut alors, par exemple, imposer que dans chaque classe de cette partition le nombre minimal
de variables de cout prenant la valeur 0 soit strictement positif, comme dans ’exemple 24.

Exemple 24 Soit un probléme cumulatif a ressource humaine. On considére un ensemble d’activités A et
une capacité absolue capa (sémantiquement la charge maximale possible a un instant donné, avec ou sans
surcharge). P désigne les périodes de travail découpant la fenétre de temps, Loc le nombre d’employés
disponibles par période. Nous introduisons des wvariables Cost, correspondant a la surcharge concréte-
ment effectuée si des employés doivent avoir un rendement supérieur a une capacité locale. Nous fizons
costC= max et objC= sum. Pour la clarté du modéle, nous supposons que l’ensemble P contient un
nombre d’intervalles multiple de 3. Soit P un ensemble de classes d’intervalles, de longueur q, telles
que : P¢ = {P5 = {po,p1,p2}, P{ = {p3:pa, D5}, -+, Ps_1 = {P3x(q—1)s P3x(q—1)+1, P3x (q—1)+2} } - Avec
une contrainte simple de répartition, le modéle suivant peut représenter ce probleme :

SoFTCUMULATIVE(A, capa, P, Loc, Cost, obj, max, sum)
A Vi€ [0,q — 1], ATLEAST(1, {costs;, costsit1, costsita, },0).

La Figure 4.4 est une solution satisfaisant d la fois SorTCumuLATIVE et Vi € [0,2],
ATLEAST(1, {costs;, costs; 1, costsita, },0).

4.3.2.2 Lissage des variations de coiit

Un besoin fréquent consiste a limiter le nombre de variations importantes dans les dépassements. Pour
obtenir des solutions respectant une telle régle, on peut poser la contrainte SmooTH (N, tol, Cost) [6] sur
les variables dans Cost, ou N est une variable et tol un entier. Récemment, Petit et al. ont proposé un
algorithme de filtrage pour cette contrainte [64]. Cet algorithme a une complexité temporelle en la somme
des taille des domaines. Le filtrage réalisé est incomplet.
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FIGURE 4.4 — Une solution satisfaisant des contraintes de cardinalité additionnelles sur la partition
{(costg, costy, costg), (costs, costy, costs), (costs, costy, costg)} avec costC = mazx : au moins un cotit
égal a 0 dans chaque classe de la partition : elles sont colorées en rouge. Elle satisfait aussi la contrainte
SMOOTH(1, 1, Cost). Le nombre de fois ol la valeur absolue de la différence entre deux variables de cofit
consécutives est strictement supérieure a 1 est égale & 1 (|costy — costs| = 2). Enfin, elle satisfait également
la contrainte Focus(I[Cost],2,3,0) : nous avons deux séquences de variables de colit & valeur strictement
positive, de longueur 3.

Définition 38 (SMOOTH) Soit N une variable, tol un entier, et Cost = [costo, . .., costi_1] un ensemble
de variables. La contrainte SmooTH (N, tol, Cost) est satisfaite si et seulement si le nombre de fois ou la
contrainte |costiy1 — cost;| > tol est vérifiée est inférieur ou égal & la valeur de N.

Dans certains cas, ou 'on n’autorise aucune variation supérieure a un certain seuil, imposer des
contraintes primitives de type |cost;+1 — cost;| < tol suffit.

Si nous nous référons a nouveau a ’exemple d’un probléme a ressource humaine, lorsqu’une entreprise
embauche des intérimaires leur nombre ne doit pas varier de maniere trop importante d’un jour a 'autre,
comme dans I’exemple 25.

Exemple 25 Nous reprenons l’exemple 24, en considérant cette fois le cas ou des employés intérimaires
peuvent étre embauchés en cas de surcharge. Nous ne cherchons plus a répartir les dépassements des capa-
cités locales. La valeur mazimale de dépassement dans un intervalle correspond ici au nombre d’employés
embauchés. Une requéte utilisateur peut alors consister a éviter des variations trop importantes dans le
nombre d’employés supplémentaires embauchés, soit, par exemple, au plus une variation de plus d’un
employé entre deux périodes de temps (intervalles) consécutifs. Cette régle s’exprime en autorisant au

plus une différence strictement supérieure a un entre deux variables de coiits consécutives dans ’ensemble
Cost. Le modéle est alors le suivant :

SorTCUMULATIVE(A, capa, P, Loc, Cost, obj, mazx, sum)
A SMOOTH (1,1, Cost)

La Figure 4.4 est une solution satisfaisant a la fois SOFTCUMULATIVE et SMooTH (N, tol, Cost) avec
N =1¢ettol =1.
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4.3.2.3 Concentration des cotits

Une autre contrainte imposée dans des cas pratiques peut étre la concentration des colts non nuls.
Cette regle apparait par exemple pour les problemes cumulatifs o 'on est contraint de louer une machine
supplémentaire afin de disposer de plus de ressource pendant certaines périodes. Dans ce contexte, il peut
étre intéressant de louer par forfait : une location de dix jours engendre un coit financier plus faible
que cinq locations de deux jours, toutes séparées dans le temps. On peut utiliser la contrainte FOCUS
introduite par Petit [63], fournie avec un algorithme complet de complexité temporelle linéaire en nombre
de variables.

Définition 39 (Focus) Soit une séquence de variables Cost, y. une variable entiére telle que 0 < y. <
|Cost|, len un entier tel que 1 < len < |Cost|, et k > 0 un entier. Etant donnée une instanciation
I[Cost] = (vg,v1,...,0k—1), et une valeur v. affectée a la variable y.. Focus(I[Cost], v.,len, k) est sa-
tisfaite, si et seulement si, il existe un ensemble S de séquences disjointes de variables consécutives de
(Cost) telles que les trois conditions suivante soient satisfaites :

— S < ve

-Vje{0,1,....,k—1},v; > k< 3s; € S tel que costj € s;

- Vs; €5,1< |s;] <len

L’exemple 26 présente un exemple d’utilisation de cette contrainte.

Exemple 26 Supposons que l’on souhaite avoir, dans un probléme cumulatif avec dépassements, au plus
deux séquences de cotuts strictement positifs, chacune de taille au plus trois. Le modéle suivant permet de
représenter ce probleme :

SoFTCUMULATIVE(A, capa, P, Loc, Cost, obj, max, sum)
A Focus(I[Cost], 2,3,0)

La Figure 4.4 est une solution satisfaisant a la fois SOrTCUMULATIVE et Focus(I[Cost],2,3,0).

4.3.2.4 Discussion

Les probléemes cumulatifs avec dépassements de capacité et horizon fixé peuvent étre vus comme des
problémes sur-contraints.

Dans [65], les expérimentations montrent que, dans les problémes sur-contraints avec des contraintes
additionnelles sur des variables représentant des violations, propager efficacement ces contraintes addi-
tionnelles est indispensable pour résoudre des instances.

Dans ce contexte, de maniére générale, il est admis que les violations de contraintes doivent toujours
étre minimisées et ne sont jamais imposées.

Or, dans notre cas, la présence de contraintes annexe peut générer, par propagation, le besoin de
forcer une variable de colt a prendre une valeur non nulle. L’exemple du lissage du profil est sans
doute le plus parlant. Considérons le cas ot la contrainte primitive |cost;11 — cost;| < 1 est imposée. Si
cost; = 2 alors, nécessairement, cost;+1 > 1. Ainsi, pour étre efficace dans différents contextes, le filtrage
de SOFTCUMULATIVE doit gérer les événements sur les valeurs minimales des variables dans Cost.

La Section 5.1.4 présente un algorithme de filtrage dédié a de tels événements.

Il convient de noter que, dans la littérature, Hebrard et al. [40] étudient la propagation d’événements
survenant sur la borne inférieure d’une variable de cott représentant une violation, pour les contraintes
SOFTALLDIFFERENT et SOFTALLEQUAL.



Chapitre 5

Résolution de problemes
d’ordonnancement cumulatif
sur-contraint

Sommaire
5.1 Algorithmes de filtrage . . . . . .. .. .. .. i i e 73
5.1.1 Filtrage a partir des bornes supérieures des domaines des variables de coit . . 75
5.1.2 Mises a jour des bornes inférieures des couts et de 'objectif . . . . . . ... .. 88
5.1.3 Intégration des bornes inférieures de l'objectif . . . . . . . . ... ... ... 101
5.1.4 Filtrage a partir des bornes inférieures des domaines des variables de cout . . . 107
5.2 Stratégiesderecherche . . . ... ... ... .. ... e 116
5.2.1 Une premiere stratégie de recherche naive . . . . . .. .. ... ... ... ... 116
5.2.2  Une nouvelle stratégie de recherche dédiée & SOFTCUMULATIVE . . . . . . . .. 116

5.1 Algorithmes de filtrage

Nous détaillons dans ce chapitre des méthodes de résolution des problemes modélisés par la contrainte
SorTCUMULATIVE. Par souci de clarté, nous rappelons tout d’abord la signature de la contrainte SorTCu-
MULATIVE décrite dans la Définition 36, page 68, ainsi que sa sémantique.

Soient une ressource avec une capacité limitée par capa, un ensemble A de n activités telles que
¢(A) < m, une partition P = {po,...,pp—1} de [0, m[ en p intervalles consécutifs tels que chaque p; est
défini par son début et sa fin : p; = [sp;, ep;[, une séquence de capacités locales Loc = [lco, ..., lcp—1]
en correspondance avec P, telle quune capacité locale lc; < capa est associée avec un intervalle p;,
une séquence de variables de cout entieres Cost = [costy, ..., cost,_1] en correspondance avec P, telle
qu’une variable cost; soit associée avec l'intervalle p;, une variable objectif obj, une constante costC &
{maz, sum} indiquant la maniére dont la valeur des variables Cost sont calculées : soit le dépassement
maximum, soit 'énergie au-dessus de la capacité locale, une constante 0bjC' € {maz, sum} indiquant la
maniere dont la valeur de la variable obj est calculée : soit le maximum, soit la somme des valeurs des
variables Cost.

73
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La contrainte SOFTCUMULATIVE(A, capa, P, Loc, Cost, 0bj,costC,0bjC) est satisfaite si et seulement si

les quatre conditions suivantes sont satisfaites :

— C1 : Pour chaque activité a; € A, sa; + da; = ca;,

— C2: A chaque point de temps t, hy < capa,

— C3 : Pour tout intervalle utilisateur p; € P : cost; = costCiep, (max(0, bt — lc;)),
— C4 : Une contrainte sur I'objectif : 0bj = 0bjCjco,p—1j(cost;).

Les différents algorithmes de filtrage décrits dans ce chapitre sont résumés par la Figure 5.1. Un fil-
trage est effectué des variables a 'origine d’une fleche vers les variables a la pointe de la fleche.

début des activités

+ Intégration de la
borne inférieure
de la variable objectif

< agrégation usuelle
coiits locaux «<———  variable objectif

associés aux intervalles utilisateur

FIGURE 5.1 — Les différents filtrages de la contrainte SOFTCUMULATIVE

Notons que certains de ces filtrages peuvent engendrer des trous dans les domaines. Or, dans certains
problémes il n’est pas envisageable de représenter les variables de début des activités avec des domaines
énumérés, car le nombre de valeurs (points de temps) serait trop grand. Ce point ne constitue pas vraiment
un probleme car, dans la plupart des solveurs, il est possible d’imposer que les variables soient représentées
exclusivement par leurs bornes. Dans ce cas, si un algorithme effectue une modification en dehors des
bornes d'un domaine, celle-ci est ignorée. Cependant, ce filtrage sera redécouvert quand les bornes de la
variable considérée seront incluses dans un de ces trous. Nous présentons donc nos algorithmes dans le
cas le plus général, ou certaines déductions peuvent étre réalisées en dehors des bornes des domaines.

Le plan adopté pour présenter ces algorithmes est le suivant :

— dans un premier temps, nous adaptons en section 5.1.1 les algorithmes Sweep et Edge-Finding,

présentés en section 2.2, a la contrainte SOFTCUMULATIVE. Ces algorithmes permettent de filtrer les
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dates de début des activités,

— la contrainte SOFTCUMULATIVE représente un probléme qui peut étre considéré comme sur-contraint.
Le but du probléme d’optimisation associé est de minimiser les violations. Il est alors important de
calculer des bornes inférieures des cotits associés aux intervalles utilisateur et de l'objectif global.
La section 5.1.2 présente des regles de calcul de ces bornes,

— pour résoudre un probleme d’optimisation, il peut étre également nécessaire d’intégrer au filtrage
des bornes inférieures de 1'objectif au filtrage. Les bornes inférieures calculées pour I'objectif via
un sous-ensemble d’activités peuvent en effet servir a filtrer les variables de début ou de fin des
activités ne faisant pas partie de ce sous-ensemble. Cette intégration est présentée en section 5.1.3,

— la discussion menée en section 4.3.2.4, relative aux problemes impliquant des contraintes métier,
met en évidence le besoin de propager non seulement a partir de la valeur maximale des variables de
colit, mais également & partir des événements survenant sur les bornes inférieures de leur domaine.
Nous présentons une nouvelle procédure en ce sens, en section 5.1.4.

En outre, une stratégie de recherche dédiée au probleme représenté par la contrainte SOFTCUMULA-

TIVE est décrite en section 5.2.

5.1.1 Filtrage a partir des bornes supérieures des domaines des variables de
cout

Il est possible d’effectuer des déductions a partir d’événements sur les bornes supérieures des variables
de ’ensemble Cost. Les interactions des variables C'ost avec la variable obj correspondent a des contraintes
classiques de somme ou de maximum. Il n’est donc pas nécessaire de les décrire plus en détail.

De la méme maniére que la capacité en ressource contraint les activités dans la contrainte CUMULATIVE,
le cotit au dela de la capacité locale de chaque intervalle utilisateur peut contraindre les activités dans la
contrainte SOFTCUMULATIVE.

Nous nous concentrons sur le filtrage des variables de début des activités. Chaque filtrage sur une date
de début d’activité est alors trivialement propagé sur la variable de fin de l'activité, par I'intermédiaire
de la contrainte arithmétique C1 de la Définition 36.

5.1.1.1 Sweep pour SOFTCUMULATIVE

L’algorithme de Sweep pour la contrainte CUMULATIVE décrit en section 2.2.1 peut étre adapté a la
contrainte SOFTCUMULATIVE. Contrairement a la contrainte CUMULATIVE, le filtrage de SOFTCUMULATIVE ne
dépend pas d’une unique capacité capa. Différents intervalles utilisateur, avec des capacités potentielle-
ment différentes, sont a considérer. La valeur maximale des variables Cost et la maniére dont sont calculées
les valeurs des variables de cott (définie par costC') interviennent dans ce filtrage.

La notion de profil cumulatif est néanmoins la méme que pour les problemes cumulatifs classiques.
Nous rappelons que le profil cumulatif est construit a partir des parties obligatoires des activités du
probleme. Un exemple de profil dans le cas SOFTCUMULATIVE est donné par 'exemple 27.

Exemple 27 La Figure 5.2 représente un probléme a 5 activités et 3 intervalles utilisateur, et son profil
cumulatif des parties obligatoires associé. Dans ce probléeme, les activités ai et as ont une partie obli-
gatoire. Le profil cumulatif est construit a partir de celles-ci. L’algorithme de sweep utilisé géneére des
événements. La figure illustre les événements de partie obligatoire et d’intervalle pris en compte par l’al-
gorithme de Sweep :

- evtg =< INTERV AL, py,0,0 >,

—evty =< INTERV AL,p1,1,0 >,
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- evty =< PROFILE, a1,2,1 >,
- evt3 =< PROFILE, as,2,2 >,
- evty =< PROFILE, as,3,—2 >,
- evts =< PROFILFE,a1,5,—1 >,
- evtg =< INTERV AL, p>,5,0 >.

a

D(saz) =11,2]

Consommation

Profil des

parties obligatoires

| D(sa1) =[1,2] D(sas)=11,3]

Temps

evts
evtg

evto

evtg ' evts

evt] evty

FIGURE 5.2 — Le profil cumulatif des parties obligatoires, pour cing activités dans un probléme cumulatif
relaxé, représenté par la contrainte SOFTCUMULATIVE, tel que : D(sag) = [2,6], D(sa1) = [1,2], D(saz2) =
[1,2], D(sas) = [0,7] et D(sas) = [1,3], avec des durées fixées pour chaque activité. Les activités a; et
az ont une partie obligatoire (respectivement : [2, 3] et [2, 5[) qui construisent le profil cumulatif et créent
des événements.

Pour prendre en compte la partition de 'horizon de temps, nous ajoutons au Sweep classique une
nouvelle classe d’événements : le début de chaque intervalle utilisateur p; € P. Pour un intervalle p; € P,
un tel événement est noté < INTERV AL, p;,sp;,0 >. Ceci permet de garantir, lors du balayage, qu’un
rectangle ([8, 0'[, sumy) soit compris dans un unique intervalle. De ce fait, la hauteur du profil cumulatif
est comparée a une unique capacité locale Ic; et est liée a une variable de cofit unique cost;. Ces nouveaux
événements ne modifient pas le calcul incrémental de la hauteur sumy,.

Nous décrivons 'algorithme de Sweep adapté, intégrant ces modifications. Nous en donnons une des-
cription pour costC= maz. Pour costC= sum, seules la condition et la regle de filtrage changent.

L’algorithme déplace une ligne verticale A sur I'axe de temps. En un balayage, il construit le profil
cumulatif et filtre les activités de maniere a ne pas dépasser le cotit maximum autorisé.

Un événement correspond soit au début ou a la fin d’une partie obligatoire, soit au début d’un intervalle
utilisateur, soit & la date de début au plus tot sa; d'une activité a; € A. Tous les événements sont
initialement générés et triés dans l'ordre croissant de leur date. On note 4 la position courante de A.

A chaque pas de 'algorithme, une liste ActToPrune contient les activités a filtrer.

— Les événements de partie obligatoire servent & construire CumP. Ces événements, a la date 9§,

mettent a jour la hauteur sumy du rectangle courant dans CumP, en ajoutant la hauteur si c’est
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le début d’une partie obligatoire, ou en ’enlevant si c’est la fin d’une partie obligatoire.
Le premier événement de partie obligatoire ou d’intervalle utilisateur dont la date est strictement
supérieure & § définit la fin du rectangle courant. On note cette date §’, et le rectangle correspondant
est ([0, 0], sump,).

— Dans un intervalle p;, les événements correspondant aux dates de début au plus t6t sa; telles que
§ < sa; < ¢ ajoutent de nouvelles activités candidates au filtrage, en fonction de ([0, ¢'[, sumys,) et
le; + cost; (les activités ayant une intersection avec ([d, 8'[, sumy,)). Notons qu’en chaque intervalle

pj € P, lc; + cost; représente la hauteur maximal de profil & ne pas dépasser pour respecter la
contrainte. Elles sont ajoutées & la liste ActToPrune.

En chaque événement de partie obligatoire ou d’intervalle utilisateur, pour chaque activité a; €
ActToPrune n’ayant pas de partie obligatoire dans le rectangle ([, §'[, sumy,), si sa hauteur minimale ra;
est strictement supérieure a lc; + cost; — sumy, alors on filtre sa date de début sa,;, de maniére & ce que
a; ne puisse plus provoquer un dépassement supérieur au dépassement maximal autorisé.

Sica; < ¢’ alors a; est retirée de la liste ActToPrune. Une fois I'étape de filtrage terminée, § est mise
a jour & la valeur ¢'.

Nous donnons a présent les regles de filtrage associées aux différentes valeurs possibles pour le para-
metre costC de la contrainte SOoFTCUMULATIVE(A, capa, P, Loc, Cost, obj,costC,0bjC').

Cas ou le parameétre costC' est max. Nous rappelons que, lorsque costC' = max, le cotut dans chaque
intervalle utilisateur est égal au dépassement maximal de la capacité locale.
Faire passer une activité a; par un point de temps ¢ ou la hauteur du profil cumulatif des parties
obligatoires est sumy, revient a obtenir une hauteur minimale de profil en ce point égale a sump, + ra;.
La hauteur maximale autorisée dans l'intervalle utilisateur courant p; est égale a la somme de la
capacité locale de cet intervalle, et de la borne supérieure de la variable de cotlit associée a cet intervalle.
Si la hauteur sumy, + ra; est supérieure & la hauteur maximale autorisée lc; + cost;, activité a; ne
peut passer par ce point de temps. Dans ce cas, |t — da;, t[ peut étre retiré du domaine de sa;.
La regle de filtrage de 'algorithme de Sweep est la suivante :

Reégle de filtrage 4 (costC = mazx) Soit une actiwité a; € ActToPrune, n‘ayant pas de partie obliga-
toire dans le rectangle ([6,0'[, sumy), et l'unique intervalle p; € P tel que [6,0'[C pj. Si sumy, + ra; >
lej + costj alors |0 — dag, 0'[ peut étre retiré de D(sa;).

Preuve. A chaque pas de I'algorithme de Sweep, toute activité a; de la liste ActToPrune est telle qu’il
existe au moins un point de temps t € [sa,, ¢a;[ tel que § <t < ¢'. Les Définitions 17 et 21 impliquent que
la hauteur h; de toute solution étendant I'instanciation partielle courante soit telle que hy > sumy, +ra;.
Ainsi, si sumy, 4+ ra; —le; > costj, la contrainte C3 de la Définition 36 est violée. Le méme raisonnement
s’applique en tout point de temps appartenant a [d,6'[N[sa;, ¢a;[. Nous pouvons donc retirer de D(sa;)

toutes les valeurs qui impliquent que Pactivité a; ait au moins un point de temps t € [sa;, €a;] tel que
d <t < ¢ Ces valeurs constituent I'intervalle |6 — da;, 0[. O

L’exemple 28 donne un exemple de filtrage de date de début d’activité dans ’algorithme de Sweep.

Exemple 28 La Figure 5.3 représente un pas de [’algorithme de Sweep associé a ce probleme en consi-
dérant le parametre costC= max. Nous supposons dans cet exemple que sag = 2. Au point de temps 2,
Uactivité ag est donc ajoutée a la liste ActToPrune. Au point de temps 2 sont également associés deux
événements de type PROFILE, c’est a dire que le profil des parties obligatoires y est modifié. Aprés
prise en compte de cette modification, le profil a une hauteur sump = 3 au point de temps 2. Au point de
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temps &' = 3, il y a un nouvel événement de profil. ag € ActToPrune n’a pas de partie obligatoire dans
le rectangle courant ([2,3],3). L’algorithme de sweep compare donc le dépassement engendré par l'ajout
de Dactivité ag en 2 au dépassement mazrimal autorisé dans l'intervalle utilisateur considéré, matérialisé
par la borne supérieure de la variable de cout costy. La hauteur du profil si lactivité ag est présente au
point de temps 2 est sumy, +rag = 7. Or, la hauteur de profil mazimale autorisée en ce méme point de
temps est lcy + costy = 5 < 7. Alors ag ne peut passer par le point de temps 2 et Uintervalle [2,3] est
retiré du domaine de sag.

D(cost1) = [0,2]

D(sag) = D(sao)\[2, 3

Consommation

durée égale a 2

1
6 5’ Temps

FI1GURE 5.3 — Un pas de 'algorithme de Sweep pour la SOFTCUMULATIVE, avec costC' = max. L’activité
ap, représenté en jaune, est telle que D(sag) = [2,6], rag = 4 et dag = 2. En ¢’ = 3, il y a un événement
de profil, nous considérons alors la hauteur de profil sumy = 3. Ici, costC = maz. Nous ajoutons la
consommation de ressource de ag : sumj +rag = 7. Cela est strictement supérieur a la capacité locale
plus le cotit maximal. Alors on peut filtrer la date de début de ag : D(sag) = D(sao) \ [2, 3[.

Cas ou le parametre costC est sum. Nous donnons d’abord une intuition de la regle de filtrage de
Sweep lorsque costC' = sum.

Nous rappelons que, lorsque costC = sum, dans chaque intervalle utilisateur p;, la valeur du cotit cost;
doit correspondre a I’énergie totale excédant la capacité locale lc;. Nous avons alors les deux propriétés
suivantes :

1. Dans un intervalle donné [, '] défini dans 'algorithme de Sweep adapté & SoFTCUMULATIVE, la
capacité locale lc; et la hauteur du profil sumy, restent constantes, par construction. En conséquence,
Pénergie totale du profil dans cet intervalle est égale & sumy, x (6" — 9).

2. L’aire totale disponible ne menant pas & un dépassement est égale & lc; x (6’ — 9).

Les étapes du raisonnement menant a la regle de filtrage sont les suivantes :

— nous essayons d’ajouter une activité a; qui a une date de début au plus tot sa; € [d,0'],

— si a; a une durée minimale telle que a; peut étre entierement contenue dans l'intervalle [4, 6'[, alors
son énergie maximale dans cet intervalle est ea;,

— dans le cas contraire, sa date de fin au plus tot est & Pextérieur de l'intervalle [, §'[, et son énergie
maximale comprise dans cet intervalle est (6" — sa;) x ra,,

— nous comparons I'énergie totale (6’ — &) x sumy, +min((6’ — sa;) x ra;, ea;) a la ressource maximale
disponible l¢; x (8" — &) + cost;,

— nous filtrons sa; si cost; est dépassée.
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Reégle de filtrage 5 (costC = sum) Soit une activité a; € ActToPrune, n’ayant pas de partie obliga-
toire dans le rectangle ([9,0'], sumy) et telle que 6 < sa; < 0'.
Si (0" — 0) x sumyp, +min((6" — sa;) x ra;, ea;) > lej x (6" — 8) + cost; alors

(sar, min(s', 8 {Tstﬁ (le; — sump) x (8 — 5))J .

ra;

peut étre retiré de D(sa;).

Preuve. Soit une activité a; € A telle que § < sa; < ¢'. Fixons le début de a; au temps ¢t = sa,. Si
ca; < ¢', sa contribution énergétique maximale est ea; dans [0, ¢'[, sinon, elle est égale a ra; x (6’ —t). La
Définition 17 implique que (6'—9)xhy > (8’ =6) x (sump+ra;) et (6'—9) x (sump+ra;) > (8’ —0) X sump+
min((8’ —¢) X ra,, ea;). Ainsi, si (6’ —0) X sumyp+min((8' —t) x ra;, ea;) —lej x (8’ —§) > cost; (condition de
filtrage), la contrainte C'3 de la Définition 36 est violée. cost; + (lc; — sumy) x (8’ — §) est Paire disponible

cost;+(lc;—sump)x(8'=93)
Ta;

restante et L J est le nombre de points de temps qui peuvent étre couverts par a;

dans lintervalle [6, 6'[ sans violer la condition de filtrage. Ceci implique que a; ne peut commencer avant
min(dé’, ' — {COSthr(lcj*iZT_nh)X(a 75))J ). L’intervalle [sa;, min(d’, 6’ — {COSthr(lcjfiZTvnh)X(a 76))J )[ peut donc

étre retiré de D(sa;). O

L’exemple 29 illustre le filtrage de la date de début d’une activité, dans le cas costC'= sum.

Exemple 29 La Figure 5.4 représente un pas de [’algorithme de Sweep associé a ce probleme en consi-
dérant le paramétre costC= sum. Nous supposons dans cet exemple que sag = 3. Au point de temps 3,
Pactivité ag est donc ajoutée a la liste ActToPrune. Au point de temps 3 est associé un événement de
type PROFILE, c’est a dire que le profil des parties obligatoires y est modifi€. Aprés prise en compte de
cette modification, le profil a une hauteur sumyp = 1 au point de temps 3.

Le prochain événement de profil est en &' = 5. ag € ActToPrune n’a pas de partie obligatoire dans
le rectangle courant ([3,5[,1). L’algorithme de Sweep compare donc le dépassement engendré par 'ajout
de lactivité ag en 3 au dépassement mazimal autorisé dans lintervalle utilisateur considéré, matérialisé
par la borne supérieure de la variable de cout cost1. La hauteur du profil si activité ag est présente aux
points de temps 3 et 4 est sumy, +rag = 5. Or, la capacité lcy de cet intervalle utilisateur est de 3. Dans
ce cas, laire au-dessus de cette capacité est donc égale a 4. Or, le coiit mazimal est cost; = 2 < 4. Alors
ap ne peut commencer au point de temps 3 et Uintervalle [3,4[ est retiré du domaine de say.
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D(cost1) = [0,2]

(6" = 8) * sumy, + min((6" — sa;) * rag, e(a;)) = 10
T VAT le*((S/—(;)-FTStj:S

..............

Consommation

D(sag) = D(sap)\[3,4]

FIGURE 5.4 — Un pas de l'algorithme de Sweep pour SOFTCUMULATIVE, avec costC' = sum. L’activité ay,
représentée en jaune, est telle que D(sag) = [3,6] (on considére qu’il y a eu un filtrage précédemment),
rag = 4 et dag = 2. En t = 3, il y a un événement, on considere alors la hauteur sum, = 1. Ici,
costC = sum. On ajoute la hauteur de ag dans l'intervalle [4,6'[ : min((0' — sa;) * ra;,e(a;)) = 10.
Un dépassement de la capacité lc; est alors imposé. Il est supérieur au colit maximal autorisé dans cet
intervalle utilisateur. On peut alors filtrer la date de début de ag : D(sag) = D(sag)\[3, 4].

Nous rappelons que le tri des événements et la mise a jour des dates de début dans la contrainte
CumuLATIVE donnent & lalgorithme de Sweep original une complexité de O(n x log(n) + n?). L’ajout
d’événements liés a la partition influence la complexité de l'algorithme de tri de ces événements. En
revanche, le nombre d’activités a potentiellement mettre a jour en chaque événement reste le méme. Il
s’en suit une complexité de O((n + p) X log(n + p) + n x (n+ p)).

Preuve. L’algorithme de sweep, adapté a la contrainte SOFTCUMULATIVE génere au plus 3n + p événe-
ments :

— p événements d’intervalle

— n événements de début au plus tot d’activités

— au maximum 2n événements de partie obligatoire
Ces événements sont ensuite triés. Les meilleurs algorithmes de tri ont une complexité en O(n x log(n)).
La complexité de la génération et du tri de ces événements est donc de O((n + p) x log(n + p)).

De plus, en chaque événement de partie obligatoire ou d’intervalle, la liste ActT oPrune est parcourue.
Celle-ci a une taille maximale de n. Ainsi, le parcours en chaque événement induit une complexité globale
pour le parcours (et donc la mise & jour) de O(n x (n + p)).

La complexité globale de cet algorithme est donc O((n + p) x log(n + p) +n x (n + p)). O

Nous donnons a présent explicitement I’algorithme de Sweep pour SoFTCuMULATIVE. L’algorithme 7
génere la liste d’événements. Cette liste est parcourue dans 'algorithme 8 qui implémente le principe
de Sweep. Nous donnons cet algorithme pour costC= maz. Pour costC= sum, 'adaptation se fait en
changeant la régle de filtrage. Notons que la capacité d’un intervalle utilisateur peut étre récupérée de
maniere statique pour toute date.
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Algorithme 7: Algorithme de génération des événements du Sweep pour SOFTCUMULATIVE

Data : Un ensemble d’activités A.
Result : Une liste d’événements Evt.

List Evt // La liste d’événements générés
foreach a; € A do
if sa, # 5 || cas # o || day # da; || ra; # 747 then
| Evt.add(< PRUNING, a;,sa;,0 >);
if ca; > 5a; then
Evt.add(< PROFILE, a;,5a;,1a; >);
L Evt.add(< PROFILE, a;,cai, —ra; >);

foreach p; € P do
| Evt.add(< INTERV AL,pj,sp;,0>);

return Evt
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5.1.1.2 Edge-Finding pour SOFTCUMULATIVE

Nous avons décrit dans la section 2.2.2 les algorithmes d’Edge Finding. Ces algorithmes permettent de
filtrer les dates de début des activités et ce filtrage est incomparable (et complémentaire) a 'algorithme
de Sweep. Nous les avons donc adaptés au cas de la contrainte SOFTCUMULATIVE.

Nous étendons dans un premier temps l'algorithme de Vilim [90] au cas SOFTCUMULATIVE, puis nous
montrons qu’il est également possible d’étendre 1’algorithme de Kameugne et al. [43].

Par la suite nous utilisons la notation suivante.

Notation 4 Pour un point de temps t, p;(t) = [sp;(t),ep;(t)], cost;(t) et lc;(t) sont, respectivement,
Uintervalle pj € P, la variable cost; € Cost et la capacité locale Ic; € Loc tels que t € p;.

Adaptation de I’algorithme d’Edge-Finding de Vilim [90] Pour étendre lalgorithme de Vilim &
la contrainte SOFTCUMULATIVE, nous considérons les intervalles dans P, des variables de cotut Cost et des
capacités locales Loc, au lieu d’une seule capacité capa.

La Définition 23 (aire disponible) doit alors étre adaptée.

Dans un intervalle Z = [a,b[, la ressource disponible dépend des capacités locales des intervalles
utilisateur et des valeurs maximales des variables Cost.

Nous devons distinguer le cas ou a et b sont dans le méme intervalle utilisateur, et le cas inverse ou

pi(a) # p;(b).

Définition 40 (Aire disponible) Soit un intervalle de temps T = [a,b], Area(a,b) est la quantité
maximale de ressource disponible dans cet intervalle. L’aire disponible est l’aire occupable par des activités
en atteignant la borne maximale de chacune des variables de cout impliquées dans Z. Nous distinguons
deux cas :
- si costC = max :
~ si pj(a) = p;(b), Area(a,b) = (b— a) x (ic;(a) + cost; (a)),
-~ sinon, Arca(a,b) = (ep;(a) — a) x (Ic;(a) + a035(a)) + (b — 5p;()) x (les(8) + ooty () +
2 piClew; (a),sp; )] (€P1 — 5Pi) x (Ici + costy).
- st costC = sum :
- sipj(a) = p;(d), Area(a,b) = (b — a) x le;(a) + cost;(a),
- sinon, Area(a,b) = (epj(a) — a) x lcj(a) + cost;j(a) + (b — spj(b)) x lcj(b) + cost;(b) +
2 Cles (@),5; o ((€Pi = 5pi) X Les + cosli).

Il convient de noter suite a cette définition que, trivialement :

— soient 3 dates a,b,c telles que a < b < ¢. On a alors Area(a,b) < Area(a,c). La réciproque est
vraie,

— solent 3 dates a, b, c telles que a < b < ¢. On a alors Area(b,c) < Area(a,c). La réciproque est
vraie,

— soient 3 dates a,b, c. On a alors Area(a,b) + Area(b,c) = Area(a,c).

Pour illustrer les principes intuitifs de calcul d’aire disponible de la Définition 40, nous considérons

I’exemple 30.

Exemple 30 La Figure 5.5 représente l’aire disponible entre deuzx points de temps dans le cas d'un
probléme a trois intervalles utilisateur avec costC= max. Nous rappelons qu’a chaque intervalle utilisateur
est associé une vartable de cout. Nous calculons laire disponible entre deux points de temps 3 et 7. Les
points de temps 3 a 5 sont dans le second intervalle, de capacité lcy = 3, associé a la variable de cotut
costy, tel que D(cost1) = [0,2]. Avec costC= mazx, en chaque point de temps, le profil a une hauteur
maximale de lcy + cost; = 5. Alors, entre 3 et 5, l’aire disponible est de 10. De la méme maniére, entre
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5 et 7 le profil a une hauteur mazimale de 3, l’aire disponible est alors de 6 entre ces deux points. L’aire
totale disponible entre les points de temps 3 et T est donc Area(3,7) =10+ 6 = 16.

Consommation

Area(3,7) =16

Temps

F1GURE 5.5 — Aire disponible entre deux points de temps 3 et 7, avec costC' = max. Dans ce cas,
Area(3,7) = 16.

La Figure 5.6 représente le cas costC= sum. La capacité de chaque intervalle peut étre dépassée
par une aire, au maximum, égale a la borne supérieure de la variable de cout associée a cet intervalle.
Entre 3 et 5, laire disponible est donc égale a l’aire disponible sous la capacité, soit 6, a laquelle il
faut ajouter cost; = 2. De la méme maniére, l'aire disponible entre 5 et 7 est égale a 5. Dans ce cas,

Area(3,7) =8+ 5 = 13.

Consommation

Area(3,7) =13

Temps

FIGURE 5.6 — Aire disponible entre deux points de temps 3 et 7, avec costC = sum. Dans ce cas,
Area(3,7) = 13.
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Nous introduisons la notion d’Aire libre dans le cas SOoFTCUMULATIVE, complémentaire a la notion
d’aire disponible. Contrairement a ’aire disponible, elle comptabilise I’énergie maximalement consommée
dans un intervalle sans créer de dépassement de capacité. L’exemple 31 illustre cette notion.

Notons que le calcul de 'aire libre est indépendant de costC. En effet, costC influe sur le calcul des

colits et, dans le cas de 'aire libre, les cotits ne sont pas pris en compte.

Définition 41 (Aire libre) Soit un intervalle de temps I = [a,b], on note FreeArea(a,b) la quantité
maximale de ressource disponible sans créer de dépassement des capacités locales des intervalles impliqués :

- sipj(a) = p;(b), FreeArea(a,b) = (b—a) x lc;j(a),
- sinon, FreeArea(a,b) = (ep;(a)—a)xlcj(a)+(b—sp; (b))chj(b)+zpig[epj(a),spj(b)[ (epi — spi) X le;.

Exemple 31 La Figure 5.7 représente Uaire libre entre deux points de temps dans le cas d’un probleme
SOFTCUMULATIVE @ trois intervalles. Entre les points de temps 3 et 5 ; la capacité locale est lcy = 3. En
chaque point de temps, le profil cumulatif peut atteindre celle-ci sans créer de dépassement. L’aire libre
entre ces 2 points de temps est donc 2 x 3 = 6. De la méme maniére, l'aire libre entre 5 et 7 est égale a

4. On obtient alors FreeArea(3,7) = 10.

~N N —
S =) S
[ I [
—_ — —
o — o
-~ -~ -~
il il il
Q Q Q
Q Q Q
=1 ~ ~

Q 1 A

Consommation

FreeArea(3,7) = 10

Temps

FIGURE 5.7 — Aire libre entre deux points de temps 3 et 7.

Les calculs de I’enveloppe énergétique et de la coupe & gauche (voir les Définitions 23 et 25) restent les
mémes que dans le cas de la contrainte CUMULATIVE, excepté le fait que ’aire disponible est maintenant

calculée conformément a la Définition 40.

Nous rappelons que l'enveloppe énergétique d’un ensemble d’activités Q@ C A, est Env(Q) =
maxecq(Area(0,s(0)) + e(©)). De plus , la coupe a gauche d’un ensemble d’activités A est I’ensemble
LCut(A,a;) = {a;, € A,ca; < @a;}. L'exemple 32 illustre le calcul de l'enveloppe énergétique d’un en-

semble d’activités.
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Exemple 32 La Figure 5.8 représente une enveloppe énergétique dans le cas de la contrainte SOFTCUMU-
LATIVE. Nous considérons ici un ensemble de 2 activités (qui représente une coupe a gauche). Celles-ci sont
les activités ao et aq introduites dans le probleme représenté par la Figure 5.2. L’enveloppe énergétique de
cet ensemble est une surestimation mazximale de l’aire occupée avant la fin au plus tot de l’ensemble. Pour
la calculer, tous les sous-ensembles de {aq,as} sont considérés. En chaque sous-ensemble est calculée laire
disponible avant le début au plus tot du sous-ensemble, a laquelle est ajoutée l’énergie du sous-ensemble
d’activités. Le mazimum de cette somme donne l'enveloppe énergétique. Ici, le sous-ensemble {az, a4}

donne le mazimum, et Env({az,as}) = 12.

) N = = ) — ) ) —

s = S s = =3 s = S)

I Il I Il Il Il Il

—~ — —~ —~ —~ —~ —~ —~ —~

o — N =) — N =) — al

+~ - - -~ = - - - B
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il & & 1 3 Sl & & 1 3§ |l & 8 0 g

g [ . g : . g : . :
) ) o
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] ] g
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Temps Temps Temps
Env(LCut(A, a4)) = maz( 8 8 12)

FIGURE 5.8 — L’enveloppe énergétique de ’ensemble d’activités LCut(A, as) = {az2, a4}, avec as en rouge
et a4 en violet, telles que D(saz) = [1,2] et D(saq) = [1, 3], avec costC = max. L’enveloppe énergétique
de cet ensemble est une surestimation maximale de I’aire occupée avant la fin au plus tot de 'ensemble. Ce
maximum est donné par la troisieme figure : Env(LCut(A, as)) = maxXec Lcut(A,q,) (Area(0, mins(0)) +

¢(0)) = 12.

Nous rappelons qu’avec ces données, I'algorithme d’Edge-Finding fonctionne en deux phases :

1. une phase de détection des précédences,

2. une phase de mise & jour des dates de début au plus tot des activités.

Premieére phase : détection des précédences
La regle de précédence 1 reste la méme dans le cas SOFTCUMULATIVE.

Pour le prouver, nous introduisons la définition suivante. L’indice considéré par la Définition 42 ci-

apres n’a pas besoin d’étre explicitement calculé dans ’algorithme.

Définition 42 (inf) Soit un ensemble Q d’activités A, et son enveloppe énergétique Env(Q). inf(Q) est
le plus grand index j tel que Area(spg, sp;) < Env(f2).
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Comme dans le cas de la contrainte CUMULATIVE, étant donné un ensemble d’activités 2 C A (qui est,
dans algorithme, systématiquement une coupe & gauche), nous adaptons le calcul d’une borne inférieure
Ib(c(2)) pour la date de fin au plus tot ¢(€2) dans le cas ol costC' = maz.! Nous rappelons que SPinf(Q)
est le début de l'intervalle utilisateur d’indice inf (Q).

Env(Q) — A in
Proposition 4 1b(c(52)) = spins) + [ no(®) rea(spo, sp f(Q))—‘

leinf() + costing ()

Preuve. 1b(c(QQ)) est le premier point de temps avant lequel I’énergie Env(€)) peut avoir été entierement
consommeée a partir de spoy (voir [90]).

D’apres la Définition 42, spinr) < 10(c(2)) < spinp)+1- Env() — Area(spo, spinf()) peut étre
entierement consommée dans l'intervalle [sp;, (), SPinf(Q)+1[ €t est répartie sur un nombre de points de

Env(Q)—Area(spo,spins(e)) 0
lcinf()FCosting(a) ’

temps égal au minimum & {

D’apres la Proposition 4, I’équivalence de la régle de précédence 1 reste vraie. Nous rappelons ici cette
équivalence et la prouvons dans le cas de la contrainte SOFTCUMULATIVE.

Propriété 1 Les deux conditions suivantes sont équivalentes :

— Ib(c(LCut(A,a;)U{a;})) > caj,
- Env(LCut(A, aj) U{a;}) > Area(spo,cay).

Preuve. Soit 'ensemble Q = LCut(A4, a;) U {a;}.

Nous prouvons 1’équivalence dans un sens, puis dans 'autre :
Env(Q)—Area(spo,spinfQ))

Posons 1b(c(£2)) > ca;. La Proposition 4 indique que sp;, (o) + { T —‘ > ¢a,. Nous
Env(Q)—Area(spo,spinsQ))

leinf)+costing(a))

avons donc : spi, () + > ¢ay, car ca; est un entier positif.

Env(Q)—Area(spo,spins(e))

Cette inégalité est équivalente a oo Feostin ) > Caj — SPinf(Q)- (Cinf() T COSLinf(q) est
positif, ce qui donne : Env(Q2) — Area(spo, sping(0)) > (€5 — sPinf(a)) X (ICinf) + costing(q)). Nous
avons donc : Env(Q2) > (Cay — spinf(a)) X (Icinfq) + costinpq)) + Area(spo, spins))-

Il convient alors de distinguer deux cas :

— sl ca;j > Spinf(n), alors nécessairement, ca; € pi,p) car, par la Définition 42, sp;,rq) <
1b(c(2)) < sPinf)+1 et 1b(c()) > ca;. Alors, si Ta; € pinga), on a (Ca; — spinp)) X (ICinf) +
costinp(q)) = Area(spinsa),ca;), par la Définition 40. Alors, I'inégalité précédente devient :
Env(Q) > Area(sping(a),ca;) + Area(spo, spinf(o)), ce qui vaut : Env(Q2) > Area(spo,ca;), et
I’équivalence est vérifiée,

— si €@; < sping(q), alors, par la Définition 40, Area(spo,ca;) < Area(spo,spinf())- Or, par la
Définition 42, Env(2) > Area(spo, sping(o))- Alors, Env(Q) > Area(spo,cay).

1. Nous ne donnons la preuve que dans le cas costC = max. Dans le cas costC = sum la démonstration est la méme,
Env(Q) — Area(spo, spinf()) — coStin f(q)
leing o)

excepté le calcul de Ib(c(€2)) qui est égal & 1b(c(Q)) = spinf(o) + ’V
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Nous prouvons maintenant I'implication inverse. Pour cela, posons Env(2) > Area(spo,ca;). La

encore, distinguons deux cas :

— si Area(spo,ca;) > Area(spo,spinf(q)), alors, comme Area(spo,spimp) + 1) > Env(Q) >
Area(spo, spinf()), et Env(Q) > Area(spo,ca;), par la Définition 42, alors, par la Défini-
tion 40, ¢a; € pinf)- Nous avons donc Env(Q2) — Area(spo, spinf)) > Area(spo,ca;) —
Area(spo,spmf(g)) > 0. Or Area(spo,ca;) = Area(spo,spmf(g)) + Area(spmf(g),ﬁj), par
la Définition 40. On a donc : Env(Q2) — Area(spo,spinf)) > Area(spmmg),ca;), dou :
Env(Q)—Area(spo,spinf()) Area(spinf(Q),ca;) E”U(Q)—ATW(SPmsz)mf(m)—‘ >

leing()+costinf(q) leing)tcostinf)’ leinf)tcostinf ()

Area(spinf(Q),ca;) Env(Q)—Area(spo,spins(@))
lcin,f(Q)Jrcostmf(Q) : lCin’f(Q)‘i’COStinf(Q)
Area(spiny(),ca;) Area(spiny(Q),ca;)
leing()+costinf(a) leinf(@)tcosting ()
de temps entre sp;,r) et caj, par la Définition 40. De ce fait, on vérifie : spi,rq) +
"Env(Q)fArea(spo,spmf(Q))

leing()+costinf(q)

— si Area(spo,ca;) < Area(spo,sping(o)), alors, par la Définition 40, ¢a; < spinfq). Or, par la

Proposition 4, 1b(c(2)) > spinf(a). Alors 1b(c(Q2)) > caj et la premiere inégalité est vérifice.

et, en conséquence : [

On obtient alors : SPinf() T [ > SPinf() +

. Or, comme ca; € pifq), est égale au nombre de points

—‘ > ca;. Alors Ib(c(Q)) > ¢a; et la premiere inégalité est vérifiée,
O

Pour toutes activités a;,a; € A, nous avons la régle suivante :
Env(LCut(A,a;) U{a;}) > Area(spo,€a;) = LCut(A, a;) < a;

La regle de précédence étant la méme, la détection des précédences se fait de la méme maniere que
CumuLAaTIVE. L’algorithme 3 décrit cette procédure.

Seconde phase : mise a jour des bornes inférieures des dates de début au plus to6t

Avec le nouveau calcul de 'aire disponible, la notion de compétition et la regle de filtrage 2 restent
les mémes que pour la contrainte CUMULATIVE. Nous rappelons qu'un ensemble €2 est en compétition avec
une activité a; si, et seulement si, e(2) > Area(s(£2),¢(2)) — ra; x (¢(2) — 5(€2)). Nous rappelons aussi
g(Q)—ATea(é(Q),E(Q))erX(E(Q)—é(ﬂ))" [

ra;

que si < a; et  est en compétition avec a;, alors [sa;, s(2) + {
peut étre retiré de D(sa;). Ce filtrage est illustré par 'exemple 33.

Exemple 33 La Figure 5.9 représente le filtrage avec Edge-Finding dans le cas SOFTCUMULATIVE, avec
costC= max. Il reprend le probléme introduit sur la Figure 5.2. Dans cet exemple, LCut(A, as) =
{az,a4)}. Le calcul de Uenveloppe énergétique de LCut(A,aq)U{ap} et sa comparaison avec Area(0,caz)
permet de détecter une précédence :

Env(LCut(A,as) U{ap}) =20 > Area(0,caz) = 19 = {az, a4} = LCut(A, aq) < ap

selon la regle de précédence 1. La date de début au plus tot de ag est donc mise a jour en suivant la régle
de filtrage 2.
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FIGURE 5.9 — Un exemple de filtrage de la date de début de I’activité ag, en jaune, avec les activités aq, en
rouge, et ay, en violet, telles que D(sag) = [2, 6], D(cag) = [4,8], D(saz2) = [1,2], D(caz) = [3,4], D(sa4) =
[1,3], D(caq) = [2,4], avec costC = mazx. Comme Env(LCut(A,as) U{ag}) = 20 > Area(0,caz) = 19,
une précédence est détectée : {ag, a4} = LCut(A, as) < ag. LCut(A, aq) est en compétition avec ag, alors

sag est mis a jour : sag = 3.

A chaque feuille du ©-tree de l'algorithme d’Edge-Finding de Vilim, le calcul de laire disponible est en
O(p), et non plus O(1) (voir la Définition 40). Le calcul des noeuds internes reste le méme que dans
lalgorithme de Vilim. Ainsi, la mise & jour des dates de début des activités prend O(n x p). Cette mise
a jour, ajoutée a la détection des précédences, donne une complexité globale de O(p x k x n x log(n)),
avec p le nombre d’intervalles utilisateurs, n le nombre d’activités et k£ le nombre de hauteurs d’activité

distinctes.

Adaptation de l’algorithme d’Edge-Finding de Kameugne et al. [43] L’algorithme d’Edge-
Finding de Kameugne et al. est décrit en section 2.2.2.2. En prenant en compte les modifications apportées
au calcul de Area dans le cas SOFTCUMULATIVE, ’algorithme 6 reste le méme dans le cas de la contrainte

SOFTCUMULATIVE.

5.1.2 Mises a jour des bornes inférieures des cotiits et de 'objectif

La mise a jour des bornes inférieures des domaines des variables de colit peut s’avérer importante
pour la résolution. Nous montrons comment réaliser ces mises a jours dans les algorithmes de Sweep et
d’Edge-Finding, ainsi que les bornes inférieures de la variable obj qui en découlent.

5.1.2.1 Mises a jour dans I’algorithme de Sweep

Les variables Cost peuvent étre directement filtrées dans ’algorithme de Sweep, pendant que le profil
cumulatif est calculé, sans modifier la complexité temporelle. La regle de filtrage est la suivante, et

I’exemple 34 illustre ensuite cette regle
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Regle de filtrage 6 Considérons le rectangle courant {[0,0'[, sumyp) dans Ualgorithme de Sweep :
- si costC' = mazx, alors si sumy, — lc;(8) > cost;(6), Uintervalle [cost;(8), sump, — lcj(0)] peut étre
retiré de D(cost;(9)), - -
- si costC' = sum, alors si (6'—06) x (sump—1c;(9)) > cost;(0), Uintervalle [cost;(0), (sump—1c;(9)) %
(6" — 8)[ peut étre retiré de D(cost;(d)). -

Preuve. L’algorithme de Sweep maintient la donnée sumy, qui correspond a la hauteur courante du
profil cumulatif des parties obligatoires (Définition 21). Par construction, sachant que Palgorithme de
Sweep pour SOFTCUMULATIVE intégre les dates de début d’intervalles utilisateur dans la liste courante des
événements, dans l'intervalle [9, 0'[, sumy, est constant et lc; est unique. On peut donc considérer de fagon
équivalente n’importe quel point de temps dans [§,d[, par exemple §. D’apres la Définition 36, lorsque
le parametre costC' est max alors la variable de cotit cost; de 'intervalle courant mesure la dépassement
maximal au dela de la capacité locale lc;. Donc si sumy, — lc;(0) > cost;(6) alors cost; = cost;(d) peut

étre mis & jour a la valeur sumy, —Ic;(0). De fagon similaire, lorsqu’on considére l'aire excédant la capacité
locale lc; dans [6,0'], si celle-ci est strictement supérieure & cost; alors on peut mettre a jour cost; a la
valeur (8" — 6) x (sump, — lc;(6)). O

Exemple 34 La Figure 5.10 donne un exemple de filtrage selon cette régle. Sur celle-ci, un profil cumula-
tif des parties obligatoires est représenté. Celui-ci induit un dépassement de 2 (quel que soit costC'). Alors
la variable de coit associée peut étre mise a jour, et l'intervalle [0, 2] peut étre retiré de son domaine.

[0,2]

D(cost1)

Consommation

colt imposé par

D(cost1) = D(cost1)\[0, 2[

les parties obligatoires

Temps

FIGURE 5.10 — Le polygone plein représente le profil cumulatif des parties obligatoires d’un probleme
SOFTCUMULATIVE. Dans cet exemple, pour costC'= max, ou costC= sum, avant le filtrage, D(cost;) =
[0,2]. En t = 3, sumy = 5, lc; = 3 : sumy, — ley > costy, alors nous filtrons D(costy) tel que D(cost;) =
D(cost1)\[0,2[.

Les bornes inférieures pour la variable objectif sont :
— si 0bjC = sum, LB = Zje[o k—1] COSt;,
— si 0bjC = max, LB = max;¢[g —1](cost;).
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Ces bornes peuvent étre calculées incrémentalement sans augmenter la complexité temporelle, et la
variable obj est mise a jour.

5.1.2.2 Mises a jour dans I’algorithme d’Edge-Finding de Vilim

Le calcul d’une borne inférieure de la variable objectif peut également étre intégré dans l'algorithme
d’Edge-Finding de Vilim. Dans cet algorithme, pour chaque intervalle considéré, I’énergie totale des acti-
vités nécessairement entierement comprises dans cet intervalle est calculée. Cette énergie peut étre utilisée
pour calculer une borne inférieure de la variable objectif. Nous montrons comment réaliser un tel filtrage.

Pour chaque activité a; € A, 'énergie e(LCut(A,a;)) est calculée par 'algorithme d’Edge-Finding.
Elle correspond & 'énergie nécessairement contenue dans U'intervalle [spo, ¢a;[. Nous raisonnons sur cette
énergie :

— nous comparons cette énergie a laire libre dans 'intervalle [spo, ¢a;],

— si elle est strictement supérieure a cette aire libre, cela signifie qu’elle y engendre nécessairement un

dépassement de capacité,

— ce dépassement peut alors également modifier la valeur de la variable objectif.

En suivant ce raisonnement, pour chaque activité a; € A, nous calculons une borne inférieure spéci-
fique, notée LBV (a;), de 'objectif.

Pour garder un calcul simple de chaque LBV (a;), la proposition suivante considere qu’il n’y a pas de
limite maximale sur le cout de chaque intervalle. Considérer les limites supérieures ne peut qu’augmenter
la valeur de la borne. Notre calcul est moins fin mais nous ne faisons pas de sur-estimation de cette borne.

Nous notons PV un ensemble contenant tous les intervalles utilisateurs p; € P tels que sp; < ca;.
La proposition suivante donne le calcul de cette borne inférieure selon les différents parametres costC et
objC'. L’exemple 35 illustre ce calcul.

Proposition 5 Soit une activité a; € A, et LCut(A,a;) la coupe & gauche de A par a;. Si
e(LCut(A,a;)) > FreeArea(spg,ca;) alors :

e(LCut(A,a;))—FreeArea(spo,ca;)
max, cpv (min(cas,spj+1)—sp;)
[ e(LCut(A,a;))—FreeArea(spo,caz)

)
) ca;—spo ’
)
)

— si costC = max et objC = sum alors LBY (a;

— si costC' = mazx et objC = maz alors LBY (a;

e(LCut(A,a;)) — FreeArea(spo,ca; ),
[ e(LCut(A,a;))—FreeArea(spo,ca;) |
IPV]

~ si costC' = sum et objC = sum alors LB (a;
(

— si costC = sum et objC = max alors LBY (a;

Preuve. Selon la Définition 25, e(LCut(A, a;)) est 'énergie minimale nécessairement consommée avant
ca;. L’énergie maximale pouvant étre placée dans U'intervalle [spg, ¢a;[ sans engendrer de dépassement est
FreeArea(spg,ca;), selon la Définition 41. Ainsi, si e(LCut(A,a;)) > FreeArea(spo,ca;) alors cela im-
plique un dépassement de capacité dont le surplus d’énergie est égal & e(LCut(A, a;))— FreeArea(spo,ca;).
Cela induit une nouvelle borne inférieure sur obj.

Considérons costC' = max et 0bjC = sum. Sans perte de généralité, nous considérons que toute I’éner-
gie engendrant le dépassement (c’est & dire le surplus d’énergie) peut étre placée dans 'intervalle de lon-
gueur maximale 7 = max,, epv (min(ca;, spj+1) — spj) commencant en sp;. Nous nous plagons alors dans
I'intervalle [sp;, min(¢a;, spj+1)[. Le surplus d’énergie est alors réparti dans cet intervalle. En effet, consi-
dérer un ou plusieurs intervalles supplémentaires ayant, par définition, une longueur inférieure ou égale
a la longueur de Z, ménerait nécessairement a une somme des dépassements plus grande ou égale (nous
rappelons que nous ne prenons pas en compte les limites maximales sur les cofits). Cette répartition dans
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g(LCut(A,a.;))7FreeArea(spg,Wi)—‘

cet intervalle implique une hauteur de dépassement minimale égale a - -
min(ca;,spjt1)—Sp;

Alors LBY (a;) est égal & [e(Lcut(A’a"))Freemea(sm’mi)

max, cpV (min(cas,spjr1)—sp;)
Si costC = mazx et 0bjC = max alors le surplus d’énergie provoquant le plus petit dépassement est
nécessairement réparti sur le plus grand intervalle possible, c’est & dire : [spg,ca;[. Alors LBY (a;) =

e(LCut(A,a;))—FreeArea(spg,ca;)
ca;—spo ’

Si costC = sum et 0bjC = sum, la borne inférieure est la méme, quelle que soit la répartition des dé-
passements sur les intervalles utilisateurs. Elle est alors LBY (a;) = e(LCut(A, a;)) — FreeArea(spo,ca;).
Enfin, si costC = sum et objC = maz, en répartissant le surplus d’énergie e(LCut(A,a;)) —
FreeArea(spo,ca;) sur les intervalles de PV on obtient une borne inférieure du cotit maximal possible.

On obtient donc LBY (a;) = F(LCUt(A’M))Tg&TeATea(Spo’ﬁi)—‘. O

Exemple 35

Les Figures 5.11 et 5.12 donnent un exemple de ce calcul de borne inférieure. Elles représentent un
probléme a 3 activités : as et ayq, introduites sur la Figure 5.2, et une activité as que nous introduisons
pour les besoins de cet exemple. On a : LCut(A,as) = {az,a4,a5}, et e(LCut(A,as)) = 14. Comme
e(LCut(A,as)) > FreeArea(0,cas) = 11, une borne inférieure LBY (a5) peut étre calculée selon chacun
des parametres costC et objC tel que décrit précédemment.

Dans le cas costC= mazx, le dépassement mazimal de la capacité locale est considére :

- si objC= max nous répartissons le surplus d’énergie sur lintervalle [spg,cas|, et obtenons

LBV(%) — {Q(LCut(A,as)%firsieomea(spo,W)—‘ =1,

— si 0bjC'= sum, nous le répartissons sur le plus grand intervalle utilisateur et obtenons LBY (as) =
e(LCut(A,as))—FreeArea(spo,cas)
maxp; P (min(cas,sp;+1)—sp;)
sectés par [spo, cas|.
Dans le cas costC'= sum, le surplus d’énergie est considéré :

—‘ =1, avec P = {po,p1} l'ensemble des intervalles utilisateur inter-

~ si objC= max, nous répartissons ce surplus entre tous les intervalles, et obtenons LBY (as) =
|'g(LCut(A,ag,))—FTeeArea(spo,%)-| —9
[P ’

— si objC= sum, la répartition entre les intervalles n’importe pas et mous obtenons LBY (a5) =

e(LCut(A,as)) — FreeArea(spy,cas) = 3.
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Algorithme 8: Algorithme de Sweep pour SOFTCUMULATIVE

Data : Un ensemble d’activités A, une séquence d’intervalles utilisateur P, une séquence de
capacités locales Loc, une séquence de variables de cott Cost, une liste d’événements FEvt.

List ActToPrune; int sump = 0; int §; int ¢’ ;

int k; //L’index de l'intervalle utilisateur courant

evt = Eut.first(); // Extraction du premier événement

0 = evt.date ; // Enregistrement de sa date

Evt.sortByDate() ; On ordonne les événements par date croissante, pour une date égale, on place
d’abord les événements de type PROFILE, puis PRUNING, puis INTERVAL

while evt # NULL do

a; = evt.activity ;// L'activité correspondant & 1’événement courant
8’ = evt.date; //La date de ’événement courant
k = interval(8’)//Chaque date est associée statiquement & I'intervalle utilisateur dans lequel
elle se trouve
if evt.type == PROFILE then
if § # ¢’ then

if sumy, > ley + costy, then

| return fail;
foreach a; € ActToPrune do
if (sump +raj > leg + costy)&(sa; > ca;||((5a; < caj)é&[sa;, ca;[N[d,d'[=0)) then
D(saj) = D(sa;)\]0 — da;,d'[;//Mise a jour de la date de début d’une activité
L n’ayant pas de partie obligatoire dans [4, 0’|
if ca; < ¢’ then
| ActToPrune.remove(a;);

L 6=10";
| sump+ = evt.increment;
Ise if evt.type == INTERV AL then

if § # ¢’ then
if sumy, > ley + costy, then

| return fail;

@

foreach a; € ActToPrune do
if (sump +raj > leg + costy)&(sa; > ca;||((5a; < caj)é&[sa;, ca;[N[d,0'[=0)) then
D(saj) = D(sa;)\|]0 — da;,d'[;//Mise a jour de la date de début d’une activité
L n’ayant pas de partie obligatoire dans [4, 0’|
if ca; < ¢’ then
| ActToPrune.remove(a;);

L 6=10";

else if evt.type == PRUNING then
| ActToPrune.add(a;) ;
| evt = evt.next()
f sumy, > lci, + costy, then return fail ;
foreach a; € ActToPrune do
if (sumy, + raj > leg, + costy)&(3a; > ca;||((5a; < caj)é&[sa;, ca;[N[d,d'[=0)) then

| D(sa;) = D(sa;)\3 — day, &

e
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Consommation

D(sas) =10,2] D(saz2) =[1,2]

FreeArea(0,cas) = 11 < e(LCut(A,as)) =14

LCut(A,as)

FIGURE 5.11 — Un probléme cumulatif relaxé avec trois activités as, a4 et as telles que D(saq2) = [1,2],
D(sas) = [1,3], D(sas) = [0,2], D(caz) = [3,4], D(cas) = [2,4], D(cas) = [2,4], das = 2,
day = 1, das = 2, ras = 2, ras = 4, ras = 3, trois intervalles utilisateur et costC = max. Comme
e(LCut(A,as)) = 14 > FreeArea(0,¢a5) = 11, as définit une borne inférieure sur la variable objectif.

Ici, P = {po,p1}. Si 0bjC = sum, LBY (a5) = F(LC““A’“S))_FTeeATea(Spo’m)—| =1 et si 0bjC = maz,

maxp; cp (min(cas,spj+1)—sp;)

LBY (a5) _ "g(LCut(A,ag,));FreeArea(spo ,m)—‘ -1

cas—sSpo

Le surplus d’énergie dans un des intervalles considérés dans I’Edge Finding de Vilim peut étre ré-
parti sur 'ensemble des intervalles utilisateurs intersectés par U'intervalle [spg,¢a;[ courant, c’est & dire
Iintervalle entre le point de temps 0 et la borne supérieure de la date de fin de l'activité a;.

Des déductions sur les variables de colt peuvent étre effectuées dans deux cas particuliers :

— si, pour une activité a; € A lintervalle [spg,ca;| est entierement contenu dans un seul intervalle
utilisateur, Uintervalle pg, et que 1'énergie e(LCut(A,a;)) est strictement supérieure a Vaire libre
dans Vintervalle [spg,ca;[, alors cela engendre nécessairement un dépassement de capacité dans
Iintervalle pg. Une borne inférieure de costy peut alors étre déduite. Nous détaillerons son calcul
plus loin,

— considérons les bornes supérieures des cofits locaux. Considérons également que 'intervalle [spo, ¢a;[
intersecte plusieurs intervalles utilisateurs. Notons SP" I’ensemble des dates de début d’intervalle
utilisateur que l'intervalle [spo, ¢a;[ intersecte. S’il existe un intervalle [sp;, min(spj+1,¢a;)| tel que
sp; € SPY et que Dénergie e(LCut(A,a;)) soit supérieure & la somme des aires disponibles dans
tous les autres intervalles [spg, min(spry1,ca;)| tels que spr € SPY et spp # spj, alors cela in-
duit nécessairement un dépassement de capacité dans l'intervalle [sp;, min(sp;+1,¢a@;)[. Une borne
inférieure de cost; peut alors étre déduite.

Nous donnons ci-apres les regles de filtrage dans ces deux cas. Les exemples 36 et 37 illustrent ces

regles.

Regle de filtrage 7 Soit une activité a; € A, et LBY (a;) la borne inférieure de la variable objectif
calculée par la proposition 5. Sica; € po et e(LCut(A,a;)) > FreeArea(spo,ca;), alors [costo, LBY (a;)|
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objC = max :
LBV((I[)) =2

D(sas) =10,2] D(saz) =11,2]

Consommation

objC = sum :
LBY (a5) =3

NN
N

FreeArea(0,cas) =11 < e(LCut(A,as)) = 14

LCut(A,as)

FIGURE 5.12 — Un probléme cumulatif relaxé de la Figure 5.11 avec costC' = sum. On a e(LCut(A4, a5)) =
14 > FreeArea(0,cas) = 11, alors a5 définit une borne inférieure sur la variable objectif. Ici, P =
{po,p1}. Si 0bjC = max, LBY (a5) = F(Lcut(A’a5))7|§;|eemea(5p°’m)—| =2 et si 0bjC = sum, LBY (a5) =
e(LCut(A,as)) — FreeArea(spy,cas) = 3

peut étre retiré de D(costy).

Preuve. Pour une activité a; € A, LBY (a;) est une borne inférieure du cofit total engendré par 1’énergie
obligatoirement comprise dans 'intervalle [spg,ca;[. Si [spo,ca;[C po, alors ce colit est nécessairement
engendré dans I'intervalle utilisateur py. Ainsi, LBY (a;) est une borne inférieure de cost. O

Reégle de filtrage 8 Soit une activité a; € A, et SPY lensemble des dates de début des intervalles
utilisateur p; € P intersectés par [spo, ¢a;|. Pour tout intervalle [spj, min(sp;.1,¢a;)|, tel que sp; € SPY,

et que FreeArea(spj, min(spj+1,¢@;)) + Y. (Area(spr, min(spr+1,2a;))) < e(LCut(A, a;)), alors :
SPLF#SPj
SkaSPJV
— 81 costC = max alors

e(LCut(A, a;)) — FreeArea(sp;, min(spj+1,¢a;)) — >, (Area(sp, min(spr+1,¢a;)))
Spr#5Pj
[ spESPY
cost;,

— min(ea,, spj+1) — Sp;

peut étre retiré de D(cost;),
- si costC = sum alors

[cost;, e(LCut(A,a;)) — FreeArea(sp;, min(spj+1,¢a;)) — Z (Area(spy, min(spr+1,¢a;)))[

SPLFSD;
SPk ESPV

peut étre retiré de D(cost;).
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Preuve. Pour une activité a; € A donnée, e(LCut(A,a;)) est Pénergie nécessairement consommée dans
I'intervalle [spg, €a;[. Pour un intervalle [sp;, min(sp;+1,¢a;)[, tel que sp; € SPY,

Z (Area(spr, min(spr+1,¢a;)))
Spr7FSpj
SPk ESPV

est I'énergie totale qui peut étre consommée par les autres intervalles [spg, min(spg41,¢a;)[, avec spy €
SPY et spy # sp;. FreeArea(sp;, min(sp;j.1,¢a;)) est Pénergie maximale qui peut étre consommée dans
I'intervalle [sp;, min(spj41,¢a;)[ sans engendrer de dépassement de capacité, par la Définition 41. Alors,
si

FreeArea(spj, min(sp;+1,¢a@;)) + Z (Area(spr, min(spr+1,¢a;))) < e(LCut(A, a;))

SprF#SDj
spreSPY

cela signifie que I’énergie restante, c’est a dire la différence

e(LCut(A, a;)) — FreeArea(sp;, min(spji1,¢d;)) — Z (Area(spg, min(spr+1,¢a;)))

SprF#SDj
SPk ESPV

est nécessairement placée dans U'intervalle [sp;, min(spj+1,¢a;)|, et qu’elle y engendre un dépassement de
capacité.

Si costC'= max, le surplus d’énergie

e(LCut(A, a;)) — FreeArea(spj, min(spj41,¢d;)) — Z (Area(spr, min(spr+1,¢a;)))

SPk#SD;
SPk ESPV

peut étre réparti sur 'ensemble de Uintervalle [sp;, min(sp;+1,¢a;)[, avec une hauteur minimale de

e(LCut(A, a;)) — FreeArea(spj, min(spj+1,¢a;)) — ; (Area(spr, min(spr+t1,¢a;)))
SPKFSP;
SpkESPV

min(ca, spy1) — 5p;

Celle-ci définit donc une borne inférieure de la variable de cofit cost; associée a cet intervalle.

Si costC'= sum, le surplus d’énergie

e(LCut(A, a;)) — FreeArea(spj, min(spj+1,¢a;)) — Z (Area(spr, min(spr+1,¢a;)))

SprF#SPj
spLESPY

est entierement compris dans l'intervalle [sp;, min(sp;+1,¢a;)[, c’est donc une borne inférieure de la
variable de cofit cost; associée a cet intervalle. (]
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Exemple 36 La Figure 5.13 donne un exemple de cas ou la régle de filtrage 7 s’applique. Sur celle-ci,
Uintervalle [0,cas| intersecte uniquement lintervalle utilisateur po. L’énergie de la coupe & gauche de A
par as est telle que : e(LCut(A, as)) > FreeArea(spy,cas). Ceci engendre donc une borne inférieure sur
la variable de cotit costy. Celle-ci est égale a LBY (as) : Si costC= max, LBY (a5) = 1 et le domaine de
la variable costy peut alors étre mis a jour : costy = 1 et si costC'= sum, costy = 2.

Consommation

costC = max : D(sas) =10,2] D(saz2) =1[1,2]
costg =1

costC = sum :
costy = 2

FreeArea(0,cas) = 11 €(LCut(A,as)) = 14

LCut(A,as)

FIGURE 5.13 — Un probléme cumulatif relaxé avec trois activités as, a4 et as telles que D(saq2) = [1,2],
D(sas) = [1,3], D(sas) = [0,2], D(caz) = [3,4], D(cas) = [2,4], D(cas) = [2,4], daz = 2, das = 1,
das = 2, rag = 2, rag = 4, ras = 3, et deux intervalles utilisateur. Nous modifions légérement ’exemple
de la Figure 5.11, tel que : py : [0,5] et p1 = [5,8]. Nous avons : [0,2a5[C po et e(LCut(4,as5)) =
14 > FreeArea(0,cas) = 12, Alors as définit une borne inférieure sur la variable objectif : LBY (as),
mais également sur la variable de colit costy, telle que costo = LBY (a5). Si costC= max, costy = 1, si
costC'= sum, costy = 2.
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Exemple 37 La Figure 5.14 donne un exemple de cas ot la régle de filtrage 8 s’applique. Sur celle-ci,
Uintervalle [0,cas| intersecte les intervalles utilisateur py et py. L’énergie de la coupe & gauche de A par
as est telle que : e(LCut(A,a;)) > Area(spo,sp1) + FreeArea(spy,cas). Ceci engendre donc une borne
inférieure sur la variable de coit costy. Celle-ci est égale a 1 pour costC= max et pour costC= sum.

Consommation

Temps

Area(spo, sp1)+ FreeArea(spi,cas) =13 < e(LCut(A,as)) = 14

LCut(A,as)

FIGURE 5.14 — Un probléeme cumulatif relaxé & trois activités as, as et as telles que D(saz) =
[1,2], D(sas) = [1,3], D(sas) = [0,2], D(caz) = [3,4], D(cas) = [2,4], D(cas) = [2,4],
dag = 2, day = 1, das = 2, raa = 2, ragz = 4, ras = 3 et trois intervalles utilisa-
teur. Nous nous plagons dans l'intervalle [spi,cas[. Le seul autre intervalle utilisateur intersecté par
[spo,cas| est po. Or, e(LCut(A,as5)) = 14 > Area(0,sp1) + FreeArea(sp1,cas) = 13, as défi-

nit donc une borne inférieure sur la variable de coiit costy. Ici, SPY = {spo,spi}. Si costC =
e(LCut(A,as))—FreeArea(spi,cas)— > (Area(spr,min(spr4+1,cas)))
spk;éspl&spkES‘PV .
max, cost; = E— , ce qui donne :
LCut(A,as))—FreeA zaz)— (A in(sp1,cas .
costy e(LCut(A,a5))—Free Te“(zgl_f;;z (Area(spo,min(sp1,cas))) | _ 1 Qi costC — sum, cost;y =
e(LCut(A,as)) — FreeArea(sp,cas) — > (Area(spr, min(spg+1,¢as))), ce qui donne :
spr#sp1&spr €SPV

costy = e(LCut(A,as)) — FreeArea(sp1,cas) — Area(spo, sp1) = 1
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Notons que le principe de ces deux dernieres regles correspondent a des cas de figure somme toute
trés particuliers.

Le calcul de LBY (a;), dans la régle de filtrage 5 est intégré dans l'algorithme d’Edge-Finding et est
réalisé en O(p), notamment & cause du calcul de FreeArea. Ainsi, la complexité globale, en intégrant cet
algorithme dans I'Edge-Finding de Vilim devient O(k x p? x n x log(n)), avec k le nombre de hauteurs
d’activité dans A différentes.

Le calcul de la borne inférieure de costy dans le cas de la regle de filtrage 7 peut étre effecté en O(1).
Ceci n’augmente donc pas la complexité globale de I’algorithme.

Enfin, le calcul de la borne inférieure d’une variable de coiit costy, pour chaque variable de cott, défini
dans la regle de filtrage 7 est de l'ordre de O(p) : en chaque activité a; € A, nous considérons I’ensemble
des intervalles utilisateur intersectant [spo,ca;[. Pour chacun de ces intervalles utilisateur, nous faisons
la somme des aires disponibles sur les autres intervalles utilisateur appartenant & [spo, ca;[, cette donnée
peut cependant étre maintenue incrémentalement. Intégrer cette regle engendre une complexité globale
de I'algorithme de O(k x p? x n x log(n)).

5.1.2.3 Mises a jour dans I’algorithme d’Edge-Finding de Kameugne et al.

Le calcul d’une borne inférieure de la variable objectif peut également étre intégré dans I'algorithme
d’Edge-Finding de Kameugne et al. Une méthode de calcul de borne inférieure, tres similaire a la méthode
employée au sein de I'algorithme de Vilim, peut étre mise en place au sein de cet algorithme.

Pour toutes activités a;,a; € A, nous rappelons que I'ensemble §2; ; est I'intervalle d’activités, tel que
défini par la Définition 26. L’algorithme d’Edge-Finding de Kameugne et al. integre le calcul de I’énergie
de tous les intervalles d’activités possibles.

Nous raisonnons sur cette énergie :
— nous comparons cette énergie a laire libre dans U'intervalle [sa;, €a;],

— si elle est strictement supérieure a cette aire libre, cela signifie qu’elle y engendre nécessairement un
dépassement de capacité,
— ce dépassement peut alors également modifier la valeur de la variable objectif.

En suivant ce raisonnement, pour toutes activités a;,a; € A, nous calculons une borne inférieure spéci-
fique, notée LB* (a;,a;), de Pobjectif. Pour garder un calcul simple de chaque LB (a;, a;), la proposition
suivante considere qu’il n’y a pas de limite maximale sur le cotit de chaque intervalle. Considérer les bornes
supérieures des colits ne peut qu’augmenter cette borne inférieure. Notre calcul est moins fin mais nous
ne sur-estimons pas la borne inférieure calculée.

Nous rappelons que spy, est la date de début d’un intervalle utilisateur p; € P. Notons PX un ensemble
contenant tous les intervalles utilisateurs py, € P tels que (spry+1 > sa; N\ spi < Tay).

Proposition 6 Soit deuxr activités a;,a; € A, et ;; Uintervalle d’activités associé Si e(Q; ;) >
FreeArea(sa,ca;) alors

max, cpK (min(caj,spry1)—max(sa;,spr))
e(Q,j)—FreeArea(sa;,cay) —‘
)

Caj—S8a;

e(Q4,5)—FreeArea(sa;,ca;) )—‘
7

~ si costC = maz et objC = sum alors LBX (a;,a;) = [

—~ si costC = max et objC = max alors LB (a;, a;)
)

= e(Q; ;) — FreeArea(sa;, ca;),
e(§,5)—FreeArea(sa;,cay)
[PE] ’

— si costC = sum et objC = sum alors LB (a;,a;
(

— si costC = sum et objC = max alors LBX a;,a;)
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Preuve. Selon la Définition 26, e(£2; ;) est I’énergie minimale nécessairement placée entre sa; et ¢a;.
L’énergie maximale pouvant étre placée dans l'intervalle [sa;,a;| sans engendrer de dépassement est
FreeArea(sa;,ca;), selon la Définition 41. Ainsi, si e(€2;;) > FreeArea(sa;,ca;) alors cela implique un
dépassement de capacité avec un surplus d’énergie égal a e(§2; ;) — FreeArea(sa;,ca;). Cela peut induire
une nouvelle borne inférieure sur obj.

Considérons costC = maz et objC = sum. Sans perte de généralité, nous considérons que toute
I'énergie engendrant le dépassement (c’est & dire le surplus d’énergie), égal a e(§2; ;) — FreeArea(sa;, ¢a;)
peut étre placée dans l'intervalle de longueur maximale Z commengant en max(sa;, spy). Nous nous pla-
cons alors dans l'intervalle [max(sa;, spx), min(¢ay, spr+1)[. Le surplus d’énergie est alors réparti dans

e(Q;,;)—FreeArea(sa;,ca;)

cet intervalle, avec une hauteur minimale de { —‘ En effet, considérer un ou

min(cay,sprt1) —maz(sai,spr)
plusieurs intervalles supplémentaires ayant, par définition, une longueur inférieure ou égale a la lon-
gueur de 7, meénerait nécessairement & une somme des dépassements plus grande ou égale (nous rap-
pelons que nous ne prenons pas en compte les limites maximales sur les cofits). Alors LBX (a;,a;) =
’V e(Qy,j)—FreeArea(sa;,cay) -‘

max, cpK (min(ca;,spr+1)—maz(sai,spr)) |

Si costC = max et 0bjC = max alors on répartit le surplus d’énergie sur le plus grand intervalle

possible, c’est & dire : [sa;,ca;[, avec une hauteur minimale de [Q(Lcm(A’ai)glirse:mw(&’wj)—|. Alors
— 7 27T
K [ e(LCut(A,a;))—FreeArea(sa;,cay;)
LB"(a;,a;) = [ ijsai i -|
Si costC' = sum et objC = sum, la borne inférieure du dépassement est la méme, quelle que
soit la répartition des dépassements sur les intervalles utilisateur. Alors LBX(a;,a;) = e(;) —

FreeArea(sa;,ca;).

Si costC = sum et objC = max, en répartissant le surplus d’énergie e(€2; ;) — FreeArea(sa;,cay;)
sur les intervalles de PX on obtient le plus petit cofit maximal possible. Alors LBX(a;,a;) =
"g(Qiyj)—FreeArea(&,Wj)—‘ O

[PX]

Le surplus d’énergie dans un des intervalles considérés dans I’Edge Finding de Kameugne et al. peut
étre réparti sur 'ensemble des intervalles utilisateurs intersectés par l'intervalle [sa;, €a;[ courant, c’est &
dire I'intervalle entre la date de début au plus tot de l'activité a; et la date de fin au plus tard de I'activité

Q.

Des déductions sur les variables de colt peuvent étre effectuées dans deux cas particuliers :

— si, pour deux activités a;, a; € A l'intervalle [sa,, ca;[ est entierement contenu dans un seul intervalle
utilisateur py, € P, et que I’énergie e(€2; ;) est supérieure a laire libre dans I'intervalle [sa,, ¢a;|, alors
cela engendre nécessairement un dépassement de capacité dans l'intervalle py. Une borne inférieure
de costy, peut alors étre déduite. Nous détaillerons son calcul dans la suite,

— nous prenons cette fois en compte les bornes supérieures des cotits locaux. Soient deux activi-
tés aj,a; € A. Considérons que l'intervalle [sa,,ca;[ intersecte plusieurs intervalles utilisateurs.
Notons SP™ T'ensemble des dates de début d’intervalle utilisateur que l'intervalle [sa;,ca;| in-
tersecte. S'il existe un intervalle [max(sa;, spi), min(spr41,cay)| avec spy € SPE tel que Iéner-
gie e(€2; ;) soit supérieure & la somme des aires disponibles dans tous les autres intervalles
[maz(sa;, spr), min(spiy1,ca;)| tels que sp; € SPE et sp; # spy, alors cela induit nécessairement
un dépassement de capacité dans l'intervalle [max(sai, spx), min(spy+1,€a;)[. Une borne inférieure
de costy, peut alors étre déduite.

Nous donnons ci-apres les regles de filtrage dans ces deux cas.
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Regle de filtrage 9 Soit une activité a; € A, et LBY (a;, a;) la borne inférieure de la variable objectif
calculée par la proposition 5. Si sa; et ca; appartiennent au méme intervalle utilisateur py, € P, et
e($;) > FreeArea(sa;,ca;), alors [costy, LB® (a;,a;)| peut étre retiré de D(costy).

Preuve. Pour deux activités a;,a; € A, LB®(a;,a;) est une borne inférieure du cofit total engendré par
I’énergie obligatoirement comprise dans l'intervalle [sa;,a;[. S'il existe un intervalle utilisateur py, € P
tel que [sa;,ca;[C p, alors ce cotit est nécessairement engendré dans I'intervalle utilisateur py. Ainsi,
LBX(a;,a;) définit une borne inférieur de costy,. O

Regle de filtrage 10 Soient deux activités a;,a; € A, et SPE lensemble des dates de début des inter-
valles utilisateur py € P intersectés par [sa;,ca;[. Pour tout intervalle [max(sa,, spi), min(spyi1,ca;)|,
tel que spy € SPX, notons Sy(ai,a;) la quantité FreeArea(max(sa;,spy), min(spyi1,ca;)) +

> (Area(max(sa,, spr), min(spi+1,€a;))), qui correspond a l'aire pouvant étre placée dans linter-

SpL7#SPk
speSPE

valle [sa;,ca;| sans engendrer de dépassement dans py. Si Sk(a;,a;) < e(;;), alors :

e($i,5) — Sk(ai, a;) -‘

min(cay, spe+1) — max(sai, spr)

- 81 costC = mazx alors

costy, [

peut étre retiré de D(costy),
- si costC = sum alors

costy, e($; ;) — Sk(ai, a;)[

peut étre retiré de D(costy,).

Preuve. Pour deux activités a;,a; € A données, e(€2; ;) est énergie nécessairement consommée dans
I'intervalle [sa;, ¢a;[. Pour un intervalle [maz(sa;, spk), min(spi+1,¢a;)[, tel que spy € SPE,

Z (Area(max(sas, spr), min(spi4+1,ca;)))
SpL7FSPk
speSPE
est Pénergie totale qui peut étre consommée par les autres intervalles [max(sai, spr), min(spi41,¢a;)|,
avec sp; € SPE et sp; # spi. FreeArea(spy, min(spy+1,¢a;)) est I'énergie maximale qui peut étre
consommée dans U'intervalle [max(sa;, spr), min(spr+1, €a;)[ sans engendrer de dépassement de capacité,
par la Définition 41. Alors, si

FreeArea(max(sas, spi), min(spr1,¢a;)) + Z (Area(max(sas, spr), min(spi+1,¢a;))) < e(§i ;)
SpL7SPk
SpLGSPK

cela signifie que ’énergie restante, c’est a dire la différence

e(Q;) — FreeArea(maz(saz, spy), min(spro1, @) — 3. (Area(maz(say, spi), min(spis1,7a7)))
SPLFSDl
speSPK
est nécessairement placée dans l'intervalle [max(sa,, spi), min(spr41,¢a;)[, et qu'elle y engendre un dé-
passement de capacité.

Si costC'= mazx, le surplus d’énergie

e(€,j) — FreeArea(max(sa;, spr), min(spg41,¢ay)) — Z (Area(max(sas, spr), min(spi4+1,ca;)))

SPLFSPk
speSPK
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peut étre réparti sur 'ensemble de l'intervalle [max(sas, spx), min(spi+1,€a; )], avec une hauteur minimale

de

e(§ ;) — FreeArea(max(sa,, spi), min(spi41,¢a;)) — ; (Area(maz(sa,, sp;), min(spi+1,¢a;)))
SP1F£SPk
spllespl;(

min(cay, spr+1) — max(sai, spr)

Celle-ci définit donc une borne inférieure de la variable de cout costy associée a cet intervalle.
Si costC'= sum, le surplus d’énergie

e(Q, ;) — FreeArea(max(sa;, spr), min(spig41,¢a;)) — Z (Area(max(sas, spr), min(spi+1,¢a;)))
SPIFSpk
spy GSPK
est entierement compris dans l'intervalle [maz(sa,, spi), min(spi41,¢a;)[. C’est donc une borne inférieure
de la variable de cofit cost; associée a cet intervalle. U

Notons que ces regles correspondent la encore a des cas de figure somme toute tres particuliers.

Le calcul de LB¥ (a;, a;) est intégré dans I'algorithme d’Edge-Finding de Kameugne et al. et est réalisé
en O(p). Ainsi, la complexité globale, en intégrant cet algorithme dans ’Edge-Finding de Kameugne et
al. est O((p x n)?).

Le calcul de la borne inférieure des variables de coiit cost, dans le cas de la regle de filtrage 9 peut
étre effectué en O(1). Ceci n’augmente donc pas la complexité globale de ’algorithme.

Enfin, le calcul de la borne inférieure d’une variable de coiit costy, pour chaque variable de cott,
défini dans la régle de filtrage 10 est, dans le pire des cas, de Pordre de O(p) : en chaque paire d’activités
a;,a; € A, nous considérons I'ensemble des intervalles utilisateur intersectant [sa;,€a;[. Pour chacun de
ces intervalles utilisateur, nous faisons la somme des aires disponibles sur les autres intervalles utilisateur
appartenant a [sa;, €a;[. Cependant, cette somme peut étre calculée en conservant une donnée de maniere
incrémentale. Intégrer cette régle engendre donc une complexité globale de 1'algorithme & O((p x n)?).

5.1.3 Intégration des bornes inférieures de ’objectif

Nous avons montré dans la section 5.1.1 comment filtrer les variables de début d’activité en fonction
du cott maximal de chaque intervalle utilisateur. De maniére complémentaire, il est possible de filtrer
celles-ci en fonction de la borne supérieure de la variable objectif.

Dans cette section, nous considérons que les procédures de filtrage de la section 5.1.1 ont été appliquées.
Notre but est de filtrer les variables de début d’activités en utilisant les bornes inférieures de la variable
objectif, calculées dans la section 5.1.2.

L’intégration de ces bornes se fait via trois procédures que nous détaillons ci-apres. La premiere s’in-
tegre dans ’algorithme de Sweep. La seconde et la troisieme se basent sur des considérations énergétiques,
et sont intégrées dans les algorithmes d’Edge-Finding de Vilim et de Kameugne et al.

5.1.3.1 Dans l’algorithme de Sweep

Nous utilisons la borne inférieure LB de l'objectif, calculée en section 5.1.2.1. Nous considérons des
activités n’ayant pas de partie obligatoire dans le rectangle courant ([d, §'[, sumy,). Ces activités ne parti-
cipent donc pas, dans ce rectangle, au calcul du profil cumulatif des parties obligatoires. Soient 'intervalle
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utilisateur p; € P tel que [4,6'[C p; et la capacité locale correspondante Ic;.

Le principe consiste & essayer d’ajouter une activité a; dans Uintervalle [d, §'[, puis & calculer & partir
du profil un colt minimal sous 'hypothése que a; s’exécute (entierement, ou partiellement) dans Uinter-
valle [6,0’[. Sile cout calculé est strictement supérieur & cost;, alors nous pouvons considérer une borne

inférieure LB augmentée, sous la condition que a; soit exécutée dans 'intervalle [4, §'[. Nous notons ce
cotit cost}'.

Définition 43 (cost?") Soit une activité a; € ActToPrune, n’ayant pas de partie obligatoire dans le
rectangle ([0, 0'[, sump), et p; € P l'unique intervalle utilisateur contenant [0, 0'[. cost} est le coit minimal
dans Uintervalle utilisateur p; sous la condition que a; s’exécute dans p;. Il est égal a :
~ si costC = max alors cost}" = maz(sumy, + ra; — lcj, 0),
— st costC = sum alors nous considérons uniquement les actiwités a; telles que § < sa; < 0’ et
cost} = maz((0" — &) x (sump, — le;) +min((6" — sa;) x ra;, ea;), 0).

Preuve. Si costC = max, 'ajout de lactivité a; dans le rectangle ([, 0'[, sumy) augmente la hauteur du
profil cumulatif d’au minimum ra;. Une borne inférieure du cotut obtenue en ajoutant a; est donc, par

définition maz(sump, + ra; — lej, 0). On a alors cost}" = maz(sumy, + ra; — lcj, 0).
Si costC= sum, si § < sa; < ¢, alors I'énergie maximale engendrée par a; dans Uintervalle [4, ']
est égale a min((é' — 5a4) X ra;,eaq;), et le colit minimal dans cet intervalle, sans ajouter a; est égal a

maz (&' x (sumy, — lcj),0), par définition. L’ajout de a; engendre donc un cofit minimal de cost}’ =
maz (&’ ) (sumyp — lej) +min((6'—sai) xraq, ea;),0). Onaalors: cost} = maz((6' — ) x (sumy — lcj)
+m1n((5 — sa;) X ra;,ea;),0). O

Une fois ce cotit calculé, il est possible, a partir des bornes de la variable objectif, de réaliser un filtrage
sur la date de début des activités. Nous détaillons ci-apres cette regle de filtrage, en rappelant que nous
pouvons l'intégrer dans l’algorithme de Sweep.

Regle de filtrage 11 Soit une activité a; € ActToPrune, n’ayant pas de partie obligatoire dans le
rectangle ([0, 0'[, sump,), et p; lunique intervalle contenant 6,9 :
— si costC' = max and objC = sum alors si LB +maz(cost]* — cost;,0) > obj alors 1§ — da;, 0'[ peut
étre retiré de D(sa;),
— si costC = max and objC = max alors si costj' > obj alors 6 —da;, 0'] peut étre retiré de D(sa;),
— si costC = sum and objC = sum alors si LB + max(cost]’ — cost;, 0) > obj alors

)l

[sa;, min(d’, 6" —
- ra;

\‘(%— LB+&S?§]‘) + (lcj — sumyp,) x (& —5)J

peut étre retiré de D(sa;),
- st costC = sum and objC = max alors si cost?i > obj alors

“ha P— / J—
sai, min(¢’, 6" — {Obj + (I — sumn) x (8 6)J )l

ra;
peut étre retiré de D(sa;).

Preuve. cost}’ représente le cotit minimum dans un intervalle [§,6'[C p; si nous ajoutons l'activité a; a
[0,0'[. Cette activité n’a pas de partie obligatoire dans ce rectangle. Elle n’est donc pas prise en compte
dans le calcul de la borne inférieure de 1’objectif.
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Posons objC' = sum.

Par la Définition 36, 'augmentation de LB est maz(cost]' — cost;,0). Si cette augmentation est
supérieure & la marge autorisée par obj, alors nous pouvons filtrer.

Si costC' = mazx, tout point de temps occupé par a; dans [J, §’'[ peut étre responsable de 'augmentation.
Alors, a; ne peut pas, méme partiellement, s’exécuter dans I'intervalle [¢,8'[. Alors, |0 — das, ' peut étre
retiré de D(sa;).

Si costC' = sum, le colit maximal cost; autorisé par obj est obj— LB + cost ;. Considérons sa; € [0, d'[.

Si ca; < &', sa contribution énergétique minimale dans I'intervalle [4, §'[ si a; est placée est placée a sa
date de début au plus tot est ea;. Sinon, le nombre maximal de points de temps ol a; s’exécute, dans
l'intervalle [4, [, est égal & 0’ — sa;. Par conséquent, sa contribution énergétique minimale dans [4, ']
est égale a ra; x (6’ — sa;). L’ajout de a; a la date sa; implique une augmentation du cotlt égale a

maz(cost?"’ — cost;,0). Si LB + maz(cost?"’ — cost;,0) > obj, alors cela signifie que a; ne peut démarrer
a sa;. L’augmentation de la valeur de l'objectif engendrée par I'ajout de a; dans [6,d'[ doit donc étre

telle que LB + max(costj’ — cost;,0) < 0bj, ce qui implique : LB + mazx(maz((8' — §) x (sumy, — lc;)
+min((0" — sa;) x rai, eaq;),0) — cost;,0) < obj, ce qui est équivalent & LB + (0" — 6) x (sumy, — lej) +
min((6" — sa;) x ra,, ea;) — cost; S—oTj. Pour respecter cette inégalité :

— s0it a; ne peut s’exécuter dans l'intervalle [4, '], dans ce cas, [sa;, §’[ est retiré de D(sa;),

— dans le cas contraire, on a : (&' — ) x (sumy, — lc;) +min((6' — sa;) x ra;, ea;) < obj + cost; — LB.

Or, a; ne peut étre totalement comprise dans [9, ¢'[ sans engendrer un dépassement trop important,
dans ce cas, on doit avoir : (§' — &) x (sumyp, — lcj) + (8" — sa;) X ra; < obj + cost; — LB, ce
qui est équivalent & (6’ — sa;) x ra; < (obj + cost; — LB) — (8' — &) x (sumy, — lc;), et encore :
(obj+cost;—LB)—(8' —8) x (sumy, —lc;) (obj—LB+cost;)— (8" —8) x (sumyp—lcy)

(6" = sa;) < P , soit sa; > ¢ — — sa;
4 3N . obj—LB+ t)+(lc;— 5 —§
étant entiere, on obtient sa; > §' — {(O J cost;) r(a(-:J sump) X ( )J L
i i = . obj— L B+cost;)+(lc;—s §—5
Alors, si LB + max(cost]" — cost;,0) > obj, [sa;, min(d",6" — {(O J cost;) L‘: sump) X ( )J )| peut

étre retiré de D(sa;).
Le raisonnement est similaire pour 0bjC = max excepté le fait que 'on ne mesure pas une augmen-
tation, mais nous comparons directement le cotut induit avec obj. O

5.1.3.2 Dans I’Edge-Finding de Vilim

Nous voulons utiliser la borne inférieure LBY (a;) de la variable objectif, calculée en section 5.1.2.2
de maniere a filtrer les dates de début d’activité.

L’algorithme d’Edge-Finding de Vilim calcule, pour chaque activité a; € A, 1’énergie minimale
e(LCut(A,a;)). Nous nous servons de cette quantité, et essayons d’ajouter une activité a; telle que
saj < ca; et a; ¢ LCut(A,a;) dans Uintervalle [spg,€a;[. Nous calculons ensuite 1'énergie totale obtenue
en considérant que a; s’exécute (totalement ou partiellement) dans Vintervalle [spo, @a;]. Celle-ci est égale
ae(LCut(A, a;))+e€Y (a;,aj), que nous définissons ci-apres. Nous rappelons que, comme a; ¢ LCut(A, a;),
elle n’a pas été prise en compte dans les calculs de e(LCut(4,a;)) et LBY (a;).

Définition 44 Soient a; et a; deux activités telles que spy < sa; < ¢a;. Nous définissons ev(ai,a]—)
comme étant Uénergie de a; dans lintervalle [spo,ca;| sous la condition que a; commence en saj :

eV (ai,a;) = min(ea;, (ca; — sa;) x ra;).

Si la différence entre 1’énergie calculée et ’aire disponible dans cet intervalle est strictement supérieure
a LBY (a;), alors nous pouvons considérer une borne inférieure LB (a;) augmentée, sous la condition que
a; s’exécute dans U'intervalle [spo, @a;[. Alors, si cette borne inférieure est strictement supérieure a oby,
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nous pouvons filtrer sa;. Nous rappelons que PV est 'ensemble contenant tous les intervalles utilisateur
pr € P tels que spy < ca;.

Reégle de filtrage 12 Soient a; et a; deux activités dans A telles que sa; < ¢a;, a; ¢ LCut(A, a;), et
LBY (a;) > 0 la borne inférieure de la variable obj calculée en 5.1.2.2 :

eV (ai,a;)
e, < (min (eas 5Py 1)—5p0))

~ si costC = max et objC = sum alors si LBY (a;) + { —‘ > 0bj, alors

[sa;j, min(ca;, ca; —

ij — LBV (a))) x (max,, cpv (min(ea, spj1) — spj»J :

peut étre retiré de D(sa;),

—~ si costC = maz et objC = maz alors si LBY (a;) + [M—I > obj alors

ca;—Spo

obj — LBY (a; ca; —
[sa;, min(ca;, ca; — \‘(0 J (ai)) x (ca SPO)J [
ra;
peut étre retiré de D(sa;j),
~ si costC = sum et objC = sum alors si LBV (a;) + €Y (a;,a;) > obj alors

Fj - LBV(anJ :

[sa;j, min(ca;, ca; — ra,

peut étre retiré de D(sa;),

~ si costC = sum et objC = max alors si LBY (a;) + Fvl(;iy‘”)—‘ > obj alors

ra;

(0bj — LBY (a,)) x |7>V|J :

[saj, min(ca;, ca; — \‘

peut étre retiré de D(sa;).

Preuve. Selon la Définition 44, eV (a;, a;) est I'énergie de a; dans lintervalle [spo,ca;[ sous la condition
que a; commence en sa;. a; ¢ LCut(A,a;), et a; n’intervient pas dans le calcul de e(LCut(4,a;)), et
a plus forte raison dans le calcul de LBV (a;), dans la proposition 5. Alors, ajouter a; dans [spo,ca;[
cause une augmentation de I'énergie qui y est contenue égale & e (a;,a;). Si LBY (a;) > 0, alors Iénergie
contenue dans cet intervalle engendre déja un dépassement, et 'ajout de a; ne peut que l’augmenter.
Posons costC = max et 0bjC = sum. Sans perte de généralité, nous considérons que toute 1’éner-
gie eV (a;, a;) peut étre placée dans 'intervalle de longueur maximale Z commencant en spy. Nous nous
plagons alors dans l'intervalle max,, cpv (min(ca;, spr41) — spi). €' (ai,a;) est alors répartie dans cet
intervalle. En effet, considérer un ou plusieurs intervalles supplémentaires ayant, par définition, une lon-
gueur inférieure ou égale a la longueur de Z, ménerait nécessairement a une somme des dépassements plus
grande ou égale. Alors 'augmentation minimale de I'objectif, ¢’est a dire la hauteur minimale engendrée

eV (ai,a;) -‘ )

max, opv (min(Cas,sprt1)—spk))

par la répartition du surplus d’énergie, liée a ’'ajout de a; est égale a [

Si, ajoutée & LBY (a;), cette augmentation dépasse la borne supérieure de la variable objectif, la contri-
bution de a; dans cet intervalle doit étre réduite, et a; ne peut commencer en sa;. sa; est donc filtrée
de maniére & ce que sa contribution énergétique maximale dans [spg, a;| engen_dre une augmentation
maximale de la borne inférieure de I'objectif au plus égale & obj — LBY (a;). Pour cela, [sa;, min(ca;,

__ L(obj—LBwai))x(maxpkepv(mm(—cai,spkm—spk))
cQ; —
ra;

J)) est retiré de D(sa;).



5.1. Algorithmes de filtrage 105

Si costC = maz et objC = max alors on mesure, de la méme maniere, I’augmentation de la
valeur d’objectif engendrée lorsque l'on ajoute a; dans [spg,ca;[. Celle-ci correspond & la réparti-
tion de e"(a;,a;) sur le plus grand intervalle possible, c’est a dire : [spo,ca;[. Cette augmentation

eV (a;,aj)

est au minimum égale a {_
ca; —Spo

] Si cette augmentation ajoutée & LBY (a;) dépasse obj, il faut
retarder le début de lactivité a; de maniére & réduire sa contribution dans [spo,ca;[. Pour cela,

(ﬁjfLBV(ai))X(CTi*SPO)J [ est retiré de D(sa;).

[saj, min(ca;, ca; —

ra;

Si costC = sum et objC' = sﬁn, I’augmentation de la valeur d’objectif engendrée lorsque ’on ajoute a;
dans [spg, ¢a;| est la méme quelle que soit la distribution des dépassements sur les intervalles utilisateurs.
Elle est égale a €Y (a;,a;). Si cette augmentation ajoutée a LBY (a;) dépasse obj, il faut retarder le
début de l'activité a; de maniere & réduire sa contribution dans [spy,ca;[. Pour cela, [sa;, min(ca;, ca; —

{@%WJ [ est retiré de D(sa;).
ra;

Si costC' = sum et objC = max, en répartissant le surplus d’énergie " (a;, a;) sur les intervalles de
PV on obtient une borne inférieure de I’augmentation de la valeur d’objectif engendrée lorsque I’on ajoute
a; dans [spo,ca;[. Celle-ci est égale & [%—I Si cette augmentation ajoutée & LBY (a;) dépasse obj,
il faut retarder le début de Pactivité a; de maniére a réduire sa contribution dans [spo,¢a;|. Pour cela,

[sa;j, min(ca;, ca; — L(%_LBV(‘“))X'PV‘J [ est retiré de D(say;). O

raj

5.1.3.3 Dans I’Edge-Finding de Kameugne et al.

Nous considérons la borne inférieure LBX (a;, a;) de la variable objectif, calculée en section 5.1.2.3.
Nous essayons d’ajouter une activité a; telle que sa; < sa; < @a; et a; ¢ €2, ; dans l'intervalle [sa,, ¢a;].
L’algorithme d’Edge-Finding de Kameugne et al. calcule, pour toutes activités a;,a; € A, I’énergie mini-
male e(€2; ;) nécessairement contenue dans I'intervalle [sa;,¢a;].

Nous calculons ensuite 1'énergie totale obtenue en considérant que a; s’exécute (totalement ou par-
tiellement) dans I'intervalle [sa,, ¢a;[. Celle-ci est égale a e(€2; ;) + e(ay, a;, a;). Nous définissons ce terme
ci-apres. Nous rappelons que a; n’a pas été prise en compte dans le calcul de e(€2; ;), et de LB (a;, a;),
car a; € Q; ;.

Définition 45 Soient a;, a; et a; trois activités telles que sa; < sa; < ca;. Nous définissons eK(al, a;,a;)
comme étant énergie de a; dans lintervalle [sa;,¢a;[ sous la condition que a; commence en sa; :
K(

e (ar, a;,a;5) = min(eay, (¢a; — say) X ray).

Si la différence entre I’énergie calculée et l'aire disponible dans cet intervalle est strictement supé-
rieure & LBX (a;,a;), alors nous pouvons considérer une borne inférieure LB (a;, a;) augmentée, sous la
condition que a; s’exécute dans l'intervalle [sa;, €a;[. Alors, si cette borne inférieure est strictement supé-
rieure & obj, nous pouvons filtrer sa;. Nous rappelons que PX est 'ensemble contenant tous les intervalles
utilisateurs py € P tels que (epy > sa; A spi < ¢a;)

Reégle de filtrage 13 Soient a;, a; et a; trois activités dans A telles que sa; < sa; < ¢ay, a; ¢ Q;j, et
LBX (a;, a;) > 0 la borne inférieure de la variable obj calculée en 5.1.2.3. Nous rappelons que a; n'a pas
été prise en compte dans le calcul de e(S2; ;), et de LB (a;,a;), car a; & Qi ;. Alors :

K
. _ o : K(n o, e (ar,ai,a;)
si costC = maz et objC = sum alors si LB™ (a;,a;) + P —— T T az(sai,spk))—‘ >

obj, alors

| (obj = LB (ai, a;)) x (max,, cpx (min(ay, spi+1) — maz(sai, spr)))
say, min(ca;,ca; — )

rap

peut étre retiré de D(sa;),
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e (aj,ai,a;)
caj—sai

~ si costC = mazx et objC = max alors si LBX (a;,a;) + [ —‘ > obj alors

rap

| (obj — LBX(a;,ay)) x (caj — sa;)
say, min(ca;, ca; — — | [

peut étre retiré de D(say),
~ si costC = sum et objC = sum alors si LBX (a;,a;) + e (a;,a;,a;) > obj alors

obj — LBX (a;,a;
[sai, min(ca;, ca; — {0 j (az,aJ)J [
rag
peut étre retiré de D(sa;),
X (ar,ai,a5)

— si costC' = sum et objC = max alors si LBX (a;,a;) + {TK\—I > obj alors

(obj — LB* (ai,a;)) X |P |J [

[%’ mln(@a caj — \‘ ra

peut étre retiré de D(sa;).

Preuve. Selon la Définition 45, eX (a;, a;, a;) est Pénergie de a; dans l'intervalle [sa;, ¢a;| sous la condi-
tion que a; commence en sa;. Le calcul de LB%(a;,a;), dans la proposition 5 ne prend pas en compte
lactivité a; ¢ €2; ;. Alors, ajouter a; dans [sa;, ¢a;| cause une augmentation de I'énergie qui y est contenue
égale & ef(a;,ai,a;). Si LB (a;,a;) > 0, alors I'énergie contenue dans cet intervalle engendre déja un
dépassement, et ’ajout de a; ne peut que I'augmenter.

Posons costC = max et 0bjC = sum. Sans perte de généralité, nous considérons que toute ’énergie
e (aj,ai,a;) peut étre placée dans l'intervalle de longueur maximale Z commengant en max(sa;, Spi).-
Cet intervalle a une longueur égale & max,, c px (min(cay, spr+1) — maz(sa;, spr)). e’ (a;, a;, a;) est alors
répartie dans cet intervalle. En effet, considérer un ou plusieurs intervalles supplémentaires ayant, par dé-
finition, une longueur inférieure ou égale a la longueur de Z, menerait nécessairement a une somme
des dépassements plus grande ou égale (nous rappelons que nous ne prenons pas en compte les li-
mites maximales sur les cotits). Alors 'augmentation minimale de P'objectif liée & I'ajout de a;, c’est
a dire, la hauteur minimale engendrée par la répartition du surplus d’énergie engendré par a;, est égale a
’V eK(al,ai,aj)

max, cpK (min(Cay,sprr1)—maz(sai,spy

|- Si, ajoutée & LBX (a;,a;), cette augmentation dépasse la borne

supérieure de la variable objectif, la contribution de a; dans cet intervalle doit étre réduite, et a; ne peut
commencer en sa;. sa; est donc filtrée de maniere a ce que sa contribution énergétique maximale dans
sai, ca;| engendre une augmentation maximale de la borne inférieure de I'objectif au plus égale & obj —

(0bj—LB™ (ai,a;))x (max,  pK (mm(quSPkﬂ)mam(ﬂﬁspk)))J )
ra;

LBX(a;,a;). Pour cela, [sa;, min(ca;, ca; — {
est retiré de D(sa;).

Si costC' = max et objC = max alors on mesure, de la méme maniere, ’augmentation de la valeur
d’objectif engendrée lorsque 'on ajoute a; dans [sa;,ca;[. Celle-ci correspond a la répartition, avec une
hauteur minimale de e’ (a;,a;,a;) sur le plus grand intervalle possible, c’est a dire : [sa;,ca;[. Cette

e (ar,ai,a;)
ca;j—sa;

augmentation est donc égale a [ w Si cette augmentation ajoutée & LBX (a;, a;) dépasse obj,

il faut retarder le début de l'activité a; de maniere & réduire sa contribution dans [sa,,¢a;[. Pour cela,

(b LB (al;zz))X(ca] s21) [ est retiré de D(sa;).

Si costC = sum et objC' = sum, Paugmentation de la valeur d’objectif engendrée lorsque I'on ajoute a;

[ﬂv mln(@v @ -

dans [sa;, ca;| est la méme quelle que soit la distribution des dépassements sur les intervalles utilisateurs.
Elle est égale & e’ (a;, a;, a;). Si cette augmentation ajoutée & LBX (a;,a;) dépasse obj, il faut retarder le
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début de l'activité a; de manieére & réduire sa contribution dans [sa;,¢a;[. Pour cela, [sa;, min(ca;, ca; —

¥ K . .
{7@]_“5(1 (a“af)J [ est retiré de D(sa;).
1

Si costC = sum et 0bjC = max, en étalant le surplus d’énergie e” (a;, a;, a;) sur les intervalles de PKE

on obtient une borne inférieure de I'augmentation de la valeur d’objectif engendrée lorsque ’on ajoute
K . .

a; dans [sa;, ca;]. Celle-ci est égale & {%—‘ Si cette augmentation ajoutée & LBX (a;,a;) dépasse

obj, il faut retarder le début de Pactivité a; de maniere & réduire sa contribution dans [sai, ca;[. Pour

(WfLBK(a"’aj))X‘PK‘J [ est retiré de D(sa;). O

ra;

cela, [sa;, min(ca;, ca; — {

5.1.4 Filtrage a partir des bornes inférieures des domaines des variables de
cout

En PPC, dans des problemes sur-contraints, il est généralement admis que les violations de contraintes
doivent étre minimisées. Dans notre cas, les variables de cotlt représentent ces violations. A premiere vue,
il semblerait donc que seul un filtrage a partir des bornes supérieures des domaines des variables de cotit
soit utile.

Cependant, la discussion menée dans la section 4.3.2.4 montre qu’il peut étre intéressant de faire des
déductions sur les valeurs minimales des domaines des variables dans Cost.

Dans ce but, nous introduisons une nouvelle technique de filtrage. Celle-ci filtre les dates de début
d’activité en fonction de la borne inférieure des différentes variables de cout. Elle est basée sur la notion
de partie enveloppante qui est duale a la notion de partie obligatoire. Nous la définissons, puis l'illustrons
par 'exemple 38.

Définition 46 (Partie enveloppante) La Partie enveloppante ep(a;) d’une activité a; € A, est l'union
de toutes les instances réalisables de a;. Elle est définie par [sa;,ca;| et une hauteur égale & Ta; dans
Vintervalle [sa;,ca;], et nulle ailleurs.

Exemple 38 La Figure 5.15 représente en hachures la partie enveloppante de lactivité as introduite
dans le probléme représenté en Figure 5.2. Cette partie enveloppante s’étend de saz = 0 a caz = 8, avec
une hauteur de raz = 2.

Consommation

2

Temps

FiGUrE 5.15 — La partie enveloppante de l'activité as est représentée en hachures. as est telle que
D(sas) = [0,7) D(cas) = [1,8] D(ras) = [2,2] et représentée par ses positions extrémes sur la ligne
de temps.
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L’union des parties enveloppantes de toutes les activités d’un probleme forme le profil cumulatif
enveloppant, que nous définissons ci-apres.

Définition 47 (Profil cumulatif enveloppant) Le Profil cumulatif enveloppant EnvP est la consom-
mation maximale cumulée, au cours du temps, de toutes les activités. Pour un point de temps donné t,

la hauteur de EnvP ent est égale ¢ Y.  Tay, soit la somme des contributions de toutes les parties
i€EA
te[iﬁm[

enveloppantes passant en t.

Ce profil représente, en chaque point de temps ¢, la hauteur maximale atteignable si toutes les activités
a; € A telles que t € [sa;, ¢a;] passent effectivement par ¢. L'exemple 39 illustre cette notion. Il présente
également un probléeme dans lequel la valeur minimale d’une variable de cotit est imposée.

Exemple 39 La Figure 5.16 reprend le probléme introduit dans la Figure 5.2, légérement modifié. L’acti-
vité ayq est fizée, et fait donc partie entierement du profil des parties obligatoires. Nous ajoutons [’activité
as wntroduite sur la Figure 5.11, et lintervalle p1 a désormais une borne supérieure du cout égale a 4.
Nous nous placons dans le cas costC= mazx. La Figure montre son profil cumulatif enveloppant, avec son
dual, le profil cumulatif des parties obligatoires. Ce dernier impose un dépassement de 2 sur le deuziéme
intervalle utilisateur. Nous ajoutons une contrainte : |cost;41 — cost;] < 1. Par propagation de la borne
inférieure de costy, un dépassement d’au moins 1 sur le premier, et le troisieme intervalle est imposé.
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[0,2]

D(cost1) = [0, 4]

D(costp)
: D(costs) = [0,2]

Consommation

Profil
enveloppant
. D(sa1) = D(say) D(sas) =10, 2]
Profil des : NSNS
oo N NN D(cost) = D(cost)\[0, 2]
parties obligatoires O\
: RN |costiy1 — costi| <1
RN AN D(costo) = D(costo)\[0, 1]
B R R D(costz) = D(cost2)\[0, 1]

Temps

FIGURE 5.16 — Le profil cumulatif des parties obligatoires (plein), et le profil enveloppant (hachuré),
pour un probléeme cumulatif relaxé a six activités, représenté par la contrainte SOFTCUMULATIVE, tel que :
D(sap) = [2,6], D(sa1) = [1,2],D(saz) = [1,2], D(sa3) = [0,7], D(sas) = [3,3] et D(sas) = [0,2], avec
des durées et hauteurs fixées pour chaque activité. Les activités ai, as et aq ont une partie obligatoire
(respectivement dans les intervalles [2,5], [2, 3], et [3,4[)qui construisent le profil cumulatif. Les parties
enveloppantes de toutes les activités forment le profil enveloppant. Ces parties enveloppantes prennent
la hauteur de chaque activité, sur les intervalles suivants, respectivement : [2,8[, [1, 6], [1, 3], [0, 8], [3, 4],
[0,4[. 2 est une borne inférieure de costy, imposée par le profil des parties obligatoires. Nous ajoutons
la contrainte suivante : Vi € [0, 1], |cost;+1 — cost;| < 1. En conséquence, 1 est une borne inférieure pour
costy et pour costs.
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Pour filtrer les activités a partir des valeurs minimales des variables de colt, nous appliquons une
procédure de Sweep sur le profil cumulatif enveloppant et sur le profil des parties obligatoires.

L’idée est la suivante : le profil cumulatif enveloppant donne, en chaque point de temps, la hauteur
maximale atteignable par le profil cumulatif. Les variables de cott et d’objectif étant basées sur les dépas-
sements de capacité, il faut s’assurer, pour atteindre une valeur de cotuit minimale, de pouvoir I'atteindre
avec les domaines courants des variables de début et de fin des activités.

Nous proposons d’ajouter a l’algorithme de Sweep présenté en section 5.1.1.1 une nouvelle classe d’évé-
nements : les événements d’enveloppe. Ceux-ci correspondent au début et la fin de la partie enveloppante
de chaque activité. Pour une activité a; € A, de tels événements sont notés < ENVELOPE, a;, sa;, Ta; >
et < ENVELOPE,a;,ca;, —Ta; > respectivement.

Ces nouveaux événements ne modifient pas le calcul incrémental de sumy, dans I’algorithme de Sweep.
De plus, nous considérons une nouvelle hauteur sume, qui est la hauteur du profil cumulatif enveloppant
dans le rectangle courant.

Intuitivement, le principe du filtrage est le suivant : Lors de la construction du profil enveloppant
EnvP, a chaque événement de début d’intervalle utilisateur sp;, nous vérifions s’il y a un unique rectangle
([6,0'[, sume) de EnvP entre sp; et ep; tel que sum. > lc; + cost;. Si c’est le cas, nous pouvons filtrer
les activités a; en suivant la regle suivante : -

1. nous retirons de EnvP la contribution de a;,

2. nous filtrons les bornes de D(sa;) de maniére & s’assurer que, si a; commence en sa; ou sa; alors,
en chaque point de temps ¢ entre 0 et m, EnvP puisse atteindre cost;(t).

L’algorithme de Sweep, augmenté de ce filtrage, se présente comme suit. Nous en donnons une des-
cription pour costC= maz.

L’algorithme déplace cette fois deux lignes verticales A et AP sur I’axe de temps. En un balayage, il
construit le profil cumulatif et le profil enveloppant. 11 filtre les activités de maniere a :

— ne pas dépasser le colit maximum autorisé,

— garder la possibilité d’atteindre, dans chaque intervalle utilisateur, le cout minimal imposé.

Un événement correspond au début ou a la fin d'une partie obligatoire, au début d’un intervalle
utilisateur, au début ou a la fin d’une partie enveloppante ou bien a la date de début au plus tot sa; d'une
activité a; € A. Tous les événements sont initialement générés et triés dans l'ordre croissant de leur date.
On notera § la position courante de A et §¥ la position courante de AP,

A chaque pas de I'algorithme, une liste ActToPrune contient les activités a filtrer & partir des bornes
supérieures des variables de cotit et une liste ActToPrune? contient les activités & filtrer & partir des
bornes inférieures des variables de cot.

— Les événements de partie obligatoire servent a construire CumP. Ces événements, a la date 6,
mettent a jour la hauteur sum;, du rectangle de parties obligatoires courant dans CumP, en ajoutant
la hauteur minimale si c’est le début d’une partie obligatoire, ou en ’enlevant si c’est la fin d’une
partie obligatoire.

Le premier événement de partie obligatoire ou d’intervalle utilisateur dont la date est strictement
supérieure & § définit la fin du rectangle courant. On note cette date ¢’, et le rectangle correspondant
est ([0, 0'[, sump).

— Les événements de partie enveloppante servent a construire EnvP. Ces événements, & la date 57,
mettent a jour la hauteur sum, du rectangle courant dans EnvP, en ajoutant la hauteur maximale
si c’est le début d’une partie enveloppante, ou en I'enlevant si c¢’est la fin d’une partie enveloppante.
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— Le premier événement de partie obligatoire ou d’intervalle utilisateur dont la date est strictement
supérieure & § définit la fin du rectangle de partie obligatoire courant. On note cette date &', et le
rectangle correspondant est ([d, [, sump,).

— Le premier événement de partie enveloppante ou d’intervalle utilisateur dont la date est strictement
supérieure & 6 définit la fin du rectangle de partie enveloppante courant. On note cette date ¢, et
le rectangle enveloppant correspondant est ([67,6'[, sum.).

— Dans un intervalle p;, les événements correspondant aux dates de début au plus tot sa; ajoutent de
nouvelles activités candidates au filtrage.

Elles sont ajoutées aux listes ActToPrune et ActToPrune®.

En chaque événement de partie obligatoire ou d’intervalle utilisateur, pour chaque activité a; €
ActToPrune n’ayant pas de partie obligatoire dans le rectangle ([, §'[, sumy,), si sa hauteur minimale ra;
est strictement supérieure & lc; + cost; — sumy, alors on filtre sa date de début sa; de maniere & ce que
a; ne puisse plus provoquer un dépassement supérieur au dépassement maximal autorisé.

En chaque événement de partie enveloppante ou d’intervalle utilisateur, pour chaque activité a; €
ActToPrune? n’ayant pas de partie obligatoire dans le rectangle ([6¥,6'[, sum.), si sa hauteur maximale
Ta; est strictement supérieure a lcj + cost; — sum,, Uintervalle [§¥, §'[ est gardé en mémoire.

En chaque événement d’intervalle utilisateur, si un seul intervalle [6¥,§'[ compris dans l'intervalle
utilisateur précédent a été enregistré, la date de début sa; de I'activité a; associée est mise a jour, de
maniére & ce que a; passe obligatoirement dans U'intervalle [6%, §'].

En un événement de profil ou d’intervalle utilisateur, si ca; < ¢’ alors a; est retirée de la liste
ActToPrune. Une fois I'étape de filtrage terminée, § est mise & jour & la valeur ¢'.

En un événement d’enveloppe ou d’intervalle utilisateur, si ca; < ¢’ alors a; est retirée de la liste
ActToPrune®. Une fois I'étape de filtrage terminée, 6% est mise & jour & la valeur §’.

Notons que les événements de PRUNING et de début de partie enveloppante pourraient étre fusion-
nés(pour une activité a; € A, ils sont a la date sa;).

Cependant, nous conservons une distinction entre les événements de type PRUNING et les évé-
nements de début de partie enveloppante pour rester homogene avec les autres algorithmes de Sweep
présentés auparavant et pouvoir, en pratique, débrancher ce filtrage si on le souhaite.

Nous écrivons la regle de filtrage associée. L’exemple 40 illustre ce filtrage.

Regle de filtrage 14 (costC= max) Considérons un rectangle ([§¥,8'[, sum.) et un intervalle p; tel
que ([6F,68'], sume) est le seul rectangle contenu dans p; satisfaisant sum. > lc; + costj. Soit a; €

ActToPrune, si sum. —Ta; < lcj + cost; alors : [sa;, 0¥ —da;] et [6',5a@;) peuvent étre retirés de D(sa;).

Preuve. Si sum, —Ta; < lc;j + cost; alors a; doit s’exécuter (totalement ou partiellement) dans [67, '],
sinon, dans toute solution étendant I'instanciation partielle, aucun point de temps ¢ de [6¥, [, et donc
de p; ne pourra satisfaire hy > lcj + costj, [6F,0'[ étant 'unique intervalle inclus dans p; vérifiant
sume > lc; + cost;. La contrainte C3 de la Définition 36 serait alors violée. ]
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Exemple 40 La Figure 5.17 représente un exemple de filtrage dans le cas costC= max. La variable de
début de lactivité as du probleme présenté sur la Figure 5.16 y est filtrée. Dans un premier temps, la
contribution de as au profil enveloppant est retirée de celui-ci. Le profil enveloppant restant ne permettrait
pas d’atteindre la valeur minimale de costy. Ceci impose donc que as passe dans lintervalle pg. La variable
sas peut donc étre mise a jour : D(sas) = D(sas)\[1,2].

) N ~ <
Il Il Il Il
a —~ =] —~ —~ —~
o (=} Qo o — o
z + = 5 < +©
& @ w @« @« @«
g IS g Q Q Q
a Q = o Q O
g = g — — ' —
g Q N A I A
S S S S : T
| ]
| |
f 1
| |
\ D(sas) = D(sas)\[L,2]
0 1 2 3 4 5 6 7 8
Temps Temps
Colit minimum non atteignable Colit minimum atteignable

FIGURE 5.17 — Les différents pas de la procédure de filtrage de l'activité as de la Figure 5.16, avec
costC= max. Nous rappelons que D(sas) = [0,2]. La partie enveloppante de lactivité as a filtrer est
retirée du profil enveloppant. Sur la premiere figure, il apparait que le coit minimal dans le premier
intervalle costy = 1 ne peut étre atteint. Nous mettons alors & jour le début de as pour s’assurer que, si
as débute en sa; ou 5a;, alors, en chaque point de temps, le profil enveloppant peut atteindre la valeur
minimale du domaine des cotits locaux. De ce fait, D(sas) = D(sas)\[1, 2].
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Une telle régle n’est pas adaptable au cas costC'= sum. En effet, si comparer la hauteur du profil envelop-
pant a chaque capacité locale est approprié dans le cas costC'= max, ce n’est pas le cas pour costC'= sum.
Il faut alors raisonner en fonction de I’énergie. Cependant, l'aire de la partie enveloppante d’une activité
a; € A, contenue dans le rectangle ([sa;,¢a;[,7a;), n’est pas I'énergie de cette activité. Si I'on raisonne
sur les énergies, comme c’est le cas avec costC'= sum, considérer 'aire de la partie enveloppante n’a pas
de sens.

De plus, dans un intervalle donné, on ne peut pas définir correctement un minimum d’énergie qui peut
mener a un dépassement. Pour s’en convaincre, nous nous appuyons sur ’exemple 41.

Dans ces conditions, appliquer un raisonnement similaire a la regle de filtrage 14 ne parait pas appro-
prié.

Exemple 41 La Figure 5.18 montre deux répartitions d’énergie dans un intervalle. Sur la premiére
figure, ’énergie égale a 12 comprise dans l'intervalle p1 n’engendre aucun cout dans cet intervalle. En
revanche, ’énergie, égale a 5 sur la seconde figure, engendre un coidt de 2 dans l'intervalle p; .

w w = = = =

o) fa) a L) L) o,
g g
b Il I I b I I I
s =} — al " o — Il

S Py 8 g S 5 8§
E g g Z ¢ ¢ ¢
g S| S 1 S £ Q| 3 1 Q
o ~ ~ ~ Q —~ - ~
i s ol q | q a s ol q | q
3 : v 3 : : AR
3 : F 3 : : F

Temps Temps

FIGURE 5.18 — Deux répartitions d’énergie dans un intervalle, dans le cas costC= sum. Sur la premiere
figure, ’énergie comprise dans 'intervalle utilisateur p; n’engendre aucun dépassement. Elle est égale a
12. Sur la seconde figure, ’énergie comprise dans le second intervalle engendre un dépassement de 2. Cette
énergie est égale a 5.

L’algorithme 9 détaille la génération des différents événements, et 1’algorithme 10 montre la procédure
de parcours des événements et de filtrage. Nous ne détaillons pas le filtrage effectué dans l’algorithme de
Sweep présenté en section 5.1.1.1, pour des raisons de lisibilité de I’algorithme. Nous mentionnons leur
place dans lalgorithme. Appliquer ce filtrage dans cet algorithme ne pose aucun probleme.

Nous considérons que, pour chaque événement correspondant au début d’un intervalle utilisateur,
nous essayons d’appliquer la reégle de filtrage 14 a 'intervalle utilisateur précédent. Ceci peut étre fait
en O(1). Nous ajoutons O(n) événements au Sweep, et lexistence, et la position de I'unique rectangle
([6,0'], sum,) satisfaisant sum, > lc; + cost; peuvent étre maintenues en O(1). Comme pour 'algorithme
de Sweep décrit en section 5.1.1.1, la complexité globale est en O((n + p) x log(n + p) +n X (n + p)).
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Algorithme 9: Algorithme de génération des événements du Sweep pour SOFTCUMULATIVE intégrant
les événements de partie enveloppante.

Data : Un ensemble d’activités A.
Result : Une liste d’événements Evt.

List Evt // La liste d’événements générés
foreach a; € A do
if sa; # 5a; || ca; # ©a; || da; # da; || ra; # 7a; then
| Evt.add(< PRUNING, a;,5a;,0 >);
Evt.add(< ENVELOPE, a;, sa;,7a;);
Evt.add(< ENVELOPE, a;,ca;, —Ta;);
if ca; > 5a; then
Evt.add(< PROFILE, a;,5a;,1a; >);
L Evt.add(< PROFILE, a;,cai, —ra; >);

foreach p; € P do
| Evt.add(< INTERV AL,pj,sp;,0>);

return Evt
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Algorithme 10: Algorithme de Sweep pour SOFTCUMULATIVE intégrant la regle de filtrage 14

Data : Un ensemble d’activités A, une séquence d’intervalles utilisateur P, une séquence de
capacités locales Loc, une séquence de variables de cotit Cost, une liste d’événements Evt.

List ActToPrune; int §; int 6 ; int ¢’ ; int sumy, = 0; int k; evt = Evt.first(); § = evt.date;
int sum, = 0;//La hauteur du profil enveloppant
0F = evt.date ;/ /Enregistrement de la date pour les intervalles [07, 6|
int nbFiltrageMin = 0;// Sert & vérifier 'unicité mentionnée dans la reégle de filtrage 14
int 6%, 0'F;/ /Stockage de intervalle intéressant pour la régle de filtrage 14
Evt.sortByDate() ; On ordonne les événements par date croissante, pour une date égale, on place
d’abord les événements de type PROFILE, puis ENVELOPE, puis PRUNING puis INTERVAL
while evt # NULL do
a; = evt.activity ; &' = evt.date; k = interval (")
if evt.type == ENVELOPE then

if 6¥ # ¢’ then

L if sum. —Ta; < lcy, + costy, then nbFiltrageMin ++; 05 = 6%; 6% = §'F;
oF =¢;
| sum.+ = evt.increment;
else if evt.type == PROFILE then
if § # ¢’ then
if sumy, > lcy, + costy, then
| return fail;

foreach a; € ActToPrune do
L //Nous effectuons ici le filtrage décrit dans l'algorithme 8

if ca; < ¢’ then ActToPrune.remove(a;);
L 0=14";
| sump+ = evt.increment;
else if evt.type == INTERV AL then
if § # ¢’ then
if sumy > lcy, + costy, then return fail ;

foreach a; € ActToPrune do
//Nous effectuons ici le filtrage décrit dans l'algorithme 8

| if ca; < ¢’ then ActToPrune.remove(a;);
if nbFiltrageMin == 1 then
foreach a; € ActToPrunef do
if sum. —7Ta; < lci + costy, then
| D(saj) = D(sa;)\[sa;,05% — da;]; D(sa;) = D(sa;)\[0%,5a;] ;

| if ca; < &' then ActToPrunef.remove(a;);
| 6 =10";0F =6 nbFiltrageMin = 0;

else if evt.type == PRUNING then
| ActToPrune.add(a;); ActToPrune®.add(a;);

| evt = evt.next();

if sumyp > lcp + costy, then return fail ;
foreach a; € ActToPrune do
if (sumyp, + ra; > leg + costy)&(5a; > ca,||((5a; < caj)&[sa;, ca;[N[6, 8’ [=0)) then

| D(sa;) = D(sa;)\Jd — day, &/
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5.2 Stratégies de recherche

Les stratégies de recherche consistent usuellement a choisir au cours de la recherche la prochaine
variable a instancier, ainsi que la prochaine valeur a essayer pour cette variable. En ordonnancement
cumulatif classique, il est admis que les stratégies génériques (e.g., la variable minimisant le rapport entre
la taille de son domaine et le nombre de contraintes dans laquelle elle intervient) ne sont pas efficaces.

Il ne semble pas y avoir d’argument raisonnable laissant penser que ce constat ne reste pas valable
dans le cas des problemes modélisés via la contrainte SorTrCumuLATIVE. Notamment, chaque intervalle
utilisateur est associé a une variable de cotit qui mesure un dépassement, et il semble peu opportun de
brancher sur de telles variables avant d’avoir essayé de placer les activités.

Dans ce contexte, nous proposons une stratégie de recherche dédiée aux problemes d’ordonnance-
ment cumulatifs sur-contraints. Il convient de noter que ce résultat a été obtenu au cours des phases
d’expérimentation qui sont présentées dans le chapitre 7.

Nous présentons d’abord une premiere stratégie de recherche naive en section 5.2.1.

Nous montrons ensuite qu’elle peut étre améliorée, et nous introduisons notre nouvelle stratégie de
recherche en section 5.2.2

5.2.1 Une premiere stratégie de recherche naive

Une premiere stratégie consiste a instancier, en priorité, les variables de début d’activités. Ces variables
sont ordonnées selon 'ordre lexicographique des activités non encore instanciées. A ces variables, nous
affectons en priorité la valeur minimale de leur domaine. Nous utilisons donc la stratégie min Val définie
en section 1.4.

L’heuristique de choix de variable s’assure que I'on n’essaie pas d’instancier en priorité les variables
de colt ou d’objectif.

Sémantiquement, les cotlits sont définis en fonction du profil cumulatif. Le profil cumulatif est défini
par les activités. Il est donc logique d’instancier les dates de début d’activités, puis d’en déduire les cotts,
plutét que 'inverse.

Cette stratégie est relativement naive car elle ne tient pas compte de la forme du profil cumulatif des
parties obligatoires.

5.2.2 Une nouvelle stratégie de recherche dédiée a SOFTCUMULATIVE

Une stratégie de recherche en PPC peut suivre deux ordres distincts :

— nous pouvons choisir en premier lieu la prochaine variable & instancier, puis essayer une valeur pour

cette variable,

— a l'inverse, nous pouvons, en premier lieu, choisir une valeur a essayer, puis, en fonction de celle-ci,

choisir la variable & laquelle nous essayons de ’affecter.

Nous choisissons d’adopter la premiere solution car il nous semble plus naturel d’essayer de placer
une activité, puis de trouver une place pour celle-ci, que I'inverse. Cependant, étudier la stratégie inverse
pourrait représenter une perspective intéressante a notre travail.

Nous présentons donc tout d’abord notre heuristique de choix de variable en section 5.2.2.1. Nous
détaillons ensuite I’heuristique de choix de valeur de notre stratégie en section 5.2.2.2.

5.2.2.1 Heuristique de choix de variable

Le principe intuitif de ’heuristique est de choisir les variables de début des activités en fonction de
leur “criticité”.



5.2. Stratégies de recherche 117

Dans chaque intervalle utilisateur, la forme du profil cumulatif et la capacité locale de cet intervalle
déterminent le dépassement dans cet intervalle. Les dépassements de chaque intervalle utilisateur sont
ensuite agrégés pour donner la valeur de la variable objectif, qui représente le dépassement global. Dans
le probleme représenté par cette contrainte, nous essayons de trouver une solution avec le dépassement
global le plus faible. Nous essayons donc de placer, en priorité, les activités susceptibles de mener a des
dépassements importants. Les autres activités pourront combler plus facilement les “trous” dans le profil
cumulatif.

Cas costC= max Les activités les plus hautes sont les plus susceptibles d’engendrer un dépassement.
Il est donc intéressant de les placer en premier : les autres activités pourront servir a combler des “trous”
dans le profil. 11 est plus facile de placer des activités de hauteur petites que des activités tres hautes.
Nous ordonnons les activités par hauteur décroissante. Si plusieurs activités ont la méme hauteur, nous
les ordonnons par longueur décroissante.

Cas costC= sum Les activités sont ordonnées par surface décroissante. Si plusieurs activités ont la
méme surface, nous les ordonnons par hauteur décroissante. Les activités de plus grande surface sont
celles qui risquent de faire augmenter le plus les cofits locaux et donc le coiit total agrégé (I'objectif).

5.2.2.2 Heuristique de choix de valeur

L’heuristique de choix de valeur se base sur deux criteres :

1. nous recherchons dans le profil les intervalles de temps les plus adaptés au placement d’une activité
donnée. Nous cherchons a faire débuter I’activité au point de temps qui minimise le cotlit globalement
engendré par son placement. Nous cherchons donc dans le profil des parties obligatoires les endroits
ou il y a des “trous”. Pour cela :

— nous identifions des intervalles dans lesquels la hauteur du profil cumulatif est constante,

— nous cherchons a y placer I'activité a; courante,

— nous évaluons le cotit global engendré, afin de choisir un intervalle de temps correspondant & un
cott global minimal. Nous ne tenons pas compte d’éventuelles bornes inférieures des domaines
des variables de cout car nous voulons limiter I'influence du placement d’une activité sur le coit
global. Considérer ces bornes inférieures pourrait sous-estimer cette influence,

2. plusieurs de ces intervalles de temps peuvent engendrer un cout égal. Nous choisissons, parmi ceux-
ci, l'intervalle de temps le plus adapté a 'activité considérée. Il s’agit de celui qui resserre le plus
le profil, c’est a dire qu’un placement de ’activité dans cet intervalle de temps laissera le moins
d’énergie libre dans cet intervalle. Ceci permet de laisser le plus de place pour d’autres activités
dans les autres intervalles considérés. Pour cela :

— pour chaque intervalle déterminé par le critére précédent, nous placons 'activité a; dans cet
intervalle,
— nous évaluons ’énergie laissée libre dans cet intervalle.

Pour définir formellement ces critéres nous introduisons la notion de plateau.
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Définition 48 Nous appelons plateauw un intervalle de temps pl = [spl, epl| tel que,
- pl est inclus dans un unique intervalle utilisateur p; € P,
-Vt € pl,lc; — hy reste constante.
— cet intervalle a une longueur mazximale au sens de linclusion, c’est a dire que :
—sispl —1€pj; :lci —hsp—1 # lcj — hopi,
—siepl € pj :lc; — hept # lcj — hgp.

Les quantités cout(a;,t) et comble(a;,t) définissent les quantités associées aux deux critéres présentés
précédemment, pour le placement d’une activité a; € A a la date t. cout(a;,t) évalue le dépassement
engendré par le placement sur un plateau donné (la longueur d’une activité peut faire qu’elle intersecte
plusieurs plateaux). comble(a;,t) évalue ’énergie laissée libre par le placement sur ce (ces) plateau(x).

Notation 5 (cout(a;,t)) Soit a; € A une activité, t un point de temps tel que t € [sai,5a;,
PH Uensemble des intervalles utilisateur intersectés par [t,t + da;[, et Pﬁfh l’ensemble des plateaux
{plo,pl1,...,plg—1} intersectant l'intervalle [t,t + da;[. Alors on note cout(a;,t) le cout du placement de
a; au point de temps t :

— si costC= max et 0bjC= sum :

cout(a;, t) = Z ( max (max(hspy, +ra; —lc;,0)))
epH plkEPLfLi -
Pi pliCpj

— st costC= max et objC= max :

cout(a;,t) = max ( max (max(hsp, +ra; —lc;,0)))
p; €PH pliePLE, —
plkCp;

- st costC= sum et 0bjC= sum :

cout(a;,t) = Z (maz(spli,t), min(eplpt1,t + da;)) x maz(hgpr, + ra; —lej(spli),0)
plkepﬁgi

si costC= sum et objC'= max :

cout(a;,t) = maXH( Z (maz(spli, t), min(eplps1,t + dai)) x maz(hgp, + ra; — lcj(sply),0))
pjEP , — —
plkE'Pl:ai

Pl Cp;

Notation 6 (comble(a;,t)) Soit a; € A une activité, t un point de temps tel que t € [sa;,5a;), et PL,,
Uensemble des plateaux {plo,pli,...,plq—1} intersectant Uintervalle [t,t + da;[. Nous notons

comble(a;,t) = Z (max(sply,t), min(eplp+1,t + da;)) x max(lc;(sply) — hsp, — 104,0))
plkEPLfli

Alors, pour une activité a; € A, la valeur ¢ € [sa;,5a;] & essayer en priorité pour la variable sa; est :

1. celle qui minimise cout(a;,t),

2. en cas d’égalité, celle qui minimise comble(a;,t).

L’exemple 42 illustre notre stratégie de recherche.
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Exemple 42 La Figure 5.19 montre un profil cumulatif avec des “trous”. Nous posons ici costC'= max
et objC'= sum. Dans cet exemple, nous considérons que les cotts et objectif ne sont pas contraint, c’est
a dire qu’on ne considére pas les bornes supérieures de leur domaine. Nous considérons que les activités
considérées n’ont pas de partie obligatoire. Si elles en ont, elles ont été retirées du profil avant affectation.
Nous ordonnons dans un premier temps les activités selon l'ordre en section 5.2.2.1. La premiére activité
que nous essayons de placer est la plus haute. Puis nous appliquons la stratégie de recherche décrite
précédemment.
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Activités ordonnées

ag

Consommation
Consommation

@9

Temps Temps

Consommation
Consommation

Temps Temps

FIGURE 5.19 — Stratégie de recherche pour un probléeme ou 3 activités ne sont pas fixées et n’ont pas de
partie obligatoire. Le domaine de leurs variables de début et de fin leur permettent d’étre placés dans
Pensemble de l'intervalle [0, 8[Le profil cumulatif des parties obligatoires & une hauteur de 1 entre les
points de temps 0 et 1, et entre les points 5 et 7, et une hauteur de 2 entre les points de temps 7 et 8.
Sa hauteur est nulle ailleurs. Les activités sont ordonnées par hauteur décroissante, puis nous les plagons
aux endroits du profil cumulatif qui engendrent le moins de dépassement possible. Nous utilisons les
parametres costC= mazx et objC'= sum. Ainsi, Pactivité ag est placée en premier au point de temps 1
(cout(ag,1) = 1) : elle y engendre un dépassement de 1. En 2 ou 3 elle aurait également engendré le
méme dépassement : ces 3 solutions sont équivalentes. A tout autre endroit, le dépassement aurait été
supérieur. Puis, 'activité a4 est placée en 3 : elle engendre un dépassement de 1 (cout(aq,3) = 1). En 4
elle aurait également engendré le méme dépassement : ces 2 solutions sont équivalentes. Enfin, "activité
ay est placée en 5, elle y engendre un dépassement de 1 (cout(az) = 1). Placer az en 4 aurait engendré
le méme dépassement (cout(as,4) = 1) mais aurait moins resserré le profil. En effet, comble(az,4) = 1
et comble(as,5) = 0 : placer ag en 4 aurait laissé une énergie libre de 1 sous la capacité dans le second
intervalle.
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6.1 Introduction

Une des raisons d’étre des contraintes globales peut étre d’encapsuler, dans une seule contrainte,
le coeur d’'un probleme. Nous avons présenté dans les chapitres précédents plusieurs algorithmes de
filtrage pour la contrainte CUMULATIVE, et nous avons proposé de nouveaux algorithmes de filtrage pour
la contrainte SOFTCUMULATIVE.

Une alternative a ’emploi de ces contraintes est 'utilisation de décompositions.

Une décomposition est la représentation d’une contrainte a ’aide d’un ensemble de contraintes, géné-
ralement plus primitives. Utiliser une décomposition peut nécessiter I’ajout de nouvelles variables dans le
modele. Un des avantages des décompositions est qu’elle fournissent une modélisation simple et adaptable
a n’importe quel solveur dans lequel ne serait pas implémentée la contrainte concernée. On peut parfois
y trouver d’autres avantages, comme par exemple un meilleur comportement avec certaines stratégies de
recherche génériques, ou encore le fait d’éviter de manipuler des structures de données complexes dans
un algorithme de filtrage dédié. En revanche, si le nombre de variables supplémentaires est trop élevé
ou si le filtrage obtenu a l’aide de la décomposition est trop faible, alors les classes de probléemes qu'une
décomposition permet de résoudre peuvent s’avérer rapidement tres restreintes, en comparaison avec la
contrainte d’origine.

Dans notre contexte, il semble intuitif que CUMULATIVE et SOFTCUMULATIVE donnent de meilleurs ré-
sultats que des décompositions. Cependant, Schutt et al. montrent dans [77] que décomposer la contrainte
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CUMULATIVE, en I'associant & des techniques de résolution de type SAT permet de résoudre certaines ins-
tances difficiles de 1'état de I’art de taille raisonnable, de taille raisonnable (120 activités maximum). Ils
ferment notamment certaines instances ouvertes de la PSPLib [45], qui est une librairie de “benchmar-
king” bien connue pour les problemes cumulatifs. Dans cette theése nous n’avons pas étudié de techniques
hybridant la programmation par contrainte et SAT. En revanche, il nous a semblé intéressant d’étudier
les décompositions des contraintes CUMULATIVE et SOFTCUMULATIVE dans le cadre de la programmation
par contrainte.
Trois questions ouvertes nous semblaient importantes au début de cette étude.

1. Peut-on adapter facilement les décompositions existantes de CUMULATIVE a la contrainte SorTCu-
MULATIVE ?

2. Peut-on concevoir une décomposition de CUMULATIVE (respectivement de SOFTCUMULATIVE) qui
nécessite un nombre de variables supplémentaire demeurant raisonnable, par exemple de 'ordre de
O(n), ot n est le nombre de variables de la contrainte d’origine ?

3. Quelle est lefficacité pratique de ces décompositions ?

Nous présentons dans ce chapitre trois principes de décomposition des contraintes CUMULATIVE et
SOoFTCUMULATIVE, qui répondent aux questions 1 et 2 ci-dessus. L’analyse expérimentale des décomposi-
tions sera réalisée dans le prochain chapitre.

Dans notre étude, nous abordons uniquement les décompositions de la SOFTCUMULATIVE avec les
parametres costC= max et objC= sum. Pour plus de clarté, nous considérons des longueurs et des
hauteurs constantes pour les activités.

6.2 Décompositions temps-ressource

6.2.1 Décomposition temps-ressource de CUMULATIVE

Nous présentons la décomposition la plus intuitive de la contrainte CUMULATIVE, appelée décomposition
temps-ressource [1, 77].

Pour cela nous nous appuyons sur I’exemple donné par la Figure 6.1. Elle représente une solution
d’un probléme cumulatif & 4 activités et indique les valeurs affectées aux différentes variables de sa
décomposition temps-ressource.
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FIGURE 6.1 — Une solution d’un probléeme cumulatif & 4 activités modélisé par la décomposition temps-
ressource de CUMULATIVE. Pour chaque activité a; et chaque point de temps j, la variable p;; prend la
valeur de la hauteur de ’activité si celle-ci est présente en j, la valeur 0 sinon. La hauteur h; du profil en

chaque point de temps j est égale a Zie[o 3) Pij- En chaque point de temps j, h; est inférieure ou égale a

la capacité capa.
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Soient n le nombre d’activités, et m le nombre de points de temps du probléeme cumulatif représenté
par la contrainte CUMULATIVE(A, capa).

Cette décomposition utilise n x m variables p;; qui peuvent étre instanciées aux valeurs suivantes :
la hauteur ra; de lactivité a; € A, si et seulement si a; est présente au point de temps j, et la valeur 0
sinon. L’exemple 43 présente de telles variables dans le cas instancié.

Exemple 43 Dans le cas instancié représenté par la Figure 6.1, les valeurs affectées aux variables p;;
sont résumées dans le tableau suivant, avec les colonnes représentant les points de temps j et les lignes
représentant les activités a;. Les cases grisées représentent le domaine [sa;, ca;[ de chaque activité a; € A,
c’est a dire les points de temps par lesquels l'activité a; passe.

| a\j | 0 1 2 3| 4 ] 5
ap 0 0 0 0 rag=4 | rag=4
aq 0 rag=1| ray=1| raiz=11| ra1 =1 0
as ras = 2 ras = 2 0 0 0 0
as 0 0 0 ras =3 0 0

En chaque point de temps j, la somme des valeurs de ces variables donne la hauteur du profil h;,
comme l'illustre 'exemple 44. On peut alors comparer cette hauteur a la capacité capa. La contrainte est
respectée si la hauteur est inférieure a capa pour tout point de temps j. Dans le cas contraire, elle est violée.

Exemple 44 Dans le cas instancié représenté par la Figure 6.1, les valeurs affectées auz variables hj,et la
capacité capa sont indiqués dans le tableau suivant. En chaque point de temps j, h; < capa. La contrainte

est donc satisfaite.

Nous donnons maintenant une définition formelle de cette décomposition temps-ressource.

Décomposition 1 (Décomposition temps-ressource de la contrainte CuMuLATIVE) Soit une res-
source avec une capacité limitée par un entier capa et un ensemble A = {ag,a1,...,an—1} de n activités,
finissant au plus tard en m > ¢(A), ¢(A) étant la date de fin au plus tard de ’ensemble A, comme défini
par la Notation 2. La contrainte CUMULATIVE(A, capa) est équivalente a la décomposition suivante.

Variables

- Un ensemble de variables entiéres H = {ho,h1,...,hm—1}, tel que, pour tout j € [0,m — 1], h;
représente la hauteur du profil cumulatif au point de temps j, avec D(h;) = [0, capal,

— un ensemble de variables entiéres P = {p;;|i € [0,n —1],j € [0,m — 1]}, tel que, pour tout a; € A,
et pour tout j € [0,m — 1], p;; représente la contribution de Uactivité a; au point de temps j, avec

D(pi;) = {0, ra;}.
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Contraintes
— Pour toute activité a; € A :
- sa; + da; = ca;,
- pour tout point de temps j € [0,m — 1], ([j > sa; Aj < ca;] A [pij = ra;]) V([ < sa; Vj >
ca;] A [pi; = 0]),
— pour tout point de temps j € [0,m — 1] :
—hj= Zie[o,nfl] (pij)
— h; < capa.

6.2.2 Contribution : décomposition temps-ressource de SOFTCUMULATIVE

Nous étendons la décomposition temps-ressource de la contrainte CUMULATIVE, décrite en section 6.2.1,
au cas SOFTCUMULATIVE.

Pour décrire cette extension, nous nous appuyons sur l’exemple donné par la Figure 6.2. Elle représente
une solution d’un probleme cumulatif relaxé a 4 activités, modélisé par la contrainte SOFTCUMULATIVE.
Elle indique les valeurs affectées aux différentes variables de sa décomposition temps-ressource.



126

Consommation

0

cost

0
0
=0
=1
2
2
0

2

costy

2

costo

o — o o0 < 0 ©
= =) =) =) ~ ~ ~
S S S ‘S ‘S ‘S S
£ &£ £ &£ &£ §© £
-~ -~ -~ -~ -~ -~ -~
< < < < < < I
S & &8 & & & 9
Q Q Q Q Q Q O

S A R A
e {1 (O |
[=] — o [2] < 0 ©
S S I~

sas cas
saz cas
sai ca1
Saop cao
E L | 1 J
r 19 T T 1
6
g g
g ] ]
..... I............. cseetsenad
. |
AERERIY PP
: 1 1
Si.... i | ...-
: as | apl
2 e
as 1 |
1 e 1§ |....
ai
o .

0 1 2 3 4 5 6 7
o o o » o o o
e | |
[=] — o o < To] O
I e el o0 el o o0
S T S N N T S Y
N N o S IS o o
| | | [
[=] — o o < Te] o
N N N o o N N
S T S N N " T S Y
(an) — — — i (a=) [an)
e | | (O |
o — [} 2] <t 0 ©
S - & &8 I &8 =
IS T S T N T S Tt
S o I IS < « I
e | | (O |
o - N 2] oy 0 ©
j=} o o o o o o
S T S T N T Y

Temps

6. Décompositions

obj =4
D(costy) = [0,1]
D(costy) = [0, 3]
D(costz) = |0, 2]
D(obj) = [0, 6]

FIGURE 6.2 — Une solution d’un probléeme cumulatif relaxé a 4 activités et 3 intervalles utilisateur,
modélisé par la décomposition temps-ressource de SOFTCUMULATIVE. Celui-ci est posé avec D(costy) =
[0,1], D(costy1) = [0,3], D(costs) = [0,2] et D(obj) = [0,6]. Pour chaque activité a; et chaque point
de temps j, la variable p;; prend la valeur de la hauteur de I'activité si celle-ci est présente en j, la
valeur O sinon. La hauteur h; du profil en chaque point de temps j est égale a Zie[0,3] pij- En chaque
point de temps j de l'intervalle py, si h; est inférieure ou égale a la capacité Icy, contrib; = 0, sinon,
contrib; = hj — lcy,. Les cotits sont fonctions des variables contrib, et ’objectif est fonction des cofits.
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Soient n le nombre d’activités, et m le nombre de points de temps du probleme cumulatif re-
laxé représenté par la contrainte SOFTCUMULATIVE(A, capa, P, Loc, Cost, obj,costC,0bjC'). On considére
ici costC'= mazx, et 0bjC'= sum.

Cette décomposition utilise n X m variables p;; qui peuvent étre instanciées aux valeurs suivantes : la
hauteur de l'activité a; € A si et seulement si elle est présente au point de temps j, et la valeur 0 sinon.
L’exemple 45 donne les valeurs associées a ces variables pour la Figure 6.2.

Exemple 45 Dans le cas instancié représenté par la Figure 6.2, les valeurs affectées aux variables p;;
sont résumées dans le tableau suivant, avec les colonnes représentant les points de temps j et les lignes
représentant les activités a;. Les cases grisées représentent le domaine [sa;, ca;| de chaque activité a; € A,
c’est a dire les points de temps par lesquels l'activité a; passe.

[ a\i] O 1 2 3 | 4 | 5 | 6
ag 0 0 0 0 rag=4 | rag=4 0
ay 0 ra; =1 ra; =1 rap = 1 rap = 1 0 0
as ras =2 | ras =2 0 0 0 0 0
as 0 0 0 ras =3 0 0 0

Une variable h; est associée a chaque point de temps j et donne la hauteur du profil au point de
temps j en sommant les variables p;;.

Il convient également de prendre en compte les intervalles utilisateur py € P, et donc de différencier
les capacités locales lc,, € Loc. Pour cela, nous ajoutons au modele les variables de cott costy € Cost
associées aux intervalles utilisateur et une variable objectif obj. Pour tout point de temps j € pi, la
hauteur du profil n’est pas contrainte a étre inférieure a la capacité locale lcj, mais le dépassement
contrib; = h; — leg, doit étre inférieur au cotit maximal autorisé costy. Le coiit associé & un intervalle py,
est le maximum des variables contrib; telles que j € py.

Enfin, la valeur de l'objectif obj est égale a la somme des valeurs des variables de Cost. L’ensemble
des valeurs de ces variables dans le cas de la Figure 6.2 est donné dans ’exemple 46.

Exemple 46 Dans le cas instancié représenté par la Figure 6.2, les valeurs affectées aux variables h; sont
indiquées dans le tableau suivant. Pour chaque intervalle py € P, la capacité lcy, les contrib; associées
a chaque point de temps et les valeurs des variables de cout sont également indiquées dans le tableau
suwwant. Nous grisons les valeurs de hj; et contrib; responsable du cott dans chaque intervalle. Nous
avons : D(costy) = [0, 1], D(cost1) = [0, 3], D(costz) = [0,2] et D(obj) = [0,6]. En chacun des intervalles
pr € P, costy, < costy. Enfin, la valeur de obj est représentée. Elle est inférieure d obj. La contrainte est
donc satisfaite.
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j 0l 1]2[3]4] 5] 6
Pk Po y4! P2
h; 2 [ 3]1]4]5] 4]0
leg 2 3 2
contrib; | 0o o] o] 1] 2] 2]0
costy, 0 2 2
obj 4

Nous donnons maintenant une définition formelle de Padaptation a SorTCumMULA-
TIVE de cette décomposition temps-ressource, dans le cas ou l'on représente la contrainte
SoFTCUMULATIVE(A, capa, P, Loc, Cost, obj, max, sum). Les décompositions de SOFTCUMULATIVE avec
d’autres parametres costC' et 0bjC sont similaires.

Décomposition 2 (Décomposition temps-ressource de la contrainte SorrCUMULATIVE) Soient

un ensemble A = {ag,a1,...,an—1} den activités, un entier capa, P = {po, p1, ..., Pp—1} une partition de
Uhorizon de temps m, Loc = {lcg,lca, ... ,lcp—1} un ensemble d’entiers représentant les capacités locales
des intervalles définis dans P, Cost = {costo, costy, ..., costp_1} un ensemble de variables de coiit, obj

une variable d’objectif les agrégeant . La contrainte SOFTCUMULATIVE (A, capa, P, Loc, Cost, obj, max, sum)

est équivalente a la décomposition suivante.

Variables

- Un ensemble de variables entiéres H = {ho,h1,...,hm—1} tel que, pour tout j € [0,m — 1], h;
représente la hauteur du profil cumulatif au point de temps j, avec j € py, et D(h;) = [0, lci+costy],

— un ensemble de variables entiéres P = {p;;|i € [0,n —1],5 € [0,m — 1]} tel que, pour tout a; € A,
et pour tout j € [0,m — 1], p;; représente la contribution de Uactivité a; au point de temps j, avec
D(pij) ={0,ra;},

— un ensemble de variables entiéres contrib = {contriby, contriby, ..., contrib,,_1}, tel que, pour tout
j €[0,m—1], avec j € pi, contrib; représente le dépassement de la capacité lcy, au point de temps

J, avec D(contrib;) = [0, costy].

Contraintes

— Pour toute activité a; € A :
- sa; + da; = ca;,
— pour tout point de temps j € [0,m — 1], ([j > sa; Aj < ca;] A [pij = rai]) V([ < sa; Vj >
ca;] A [pi; = 0]),
— pour tout point de temps j € [0,m — 1] :
—hj= Zie[o,nfl] (pij)
— pour py € P tel que, j € pi, contrib; = max(0, h; — lcy)
- Vk € [0,|Cost| — 1], costy, = maxjep, (contrib;)
—obj = Zke[o,\cosu_u (costy)
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6.3 Décompositions activité-ressource

6.3.1 Décomposition activité-ressource de CUMULATIVE

El Kholy [26], Schutt et al. [77], puis Beldiceanu et al. [9] présentent une autre décomposition de
la contrainte CUMULATIVE, la décomposition activité-ressource. Celle-ci utilise un nombre de variables de
l'ordre de O(n?), avec n le nombre d’activités du probleme.

Plutot que de créer une variable par point de temps et par activité, le nombre de points de temps
considérés par la décomposition est ici égal au nombre d’activités.

Pour la présenter, nous nous appuyons sur ’exemple donné par la Figure 6.3. Elle représente une
solution d’un probleme cumulatif a 4 activités, modélisé par la contrainte CumuLATIVE. Elle spécifie les
valeurs affectées aux différentes variables de sa décomposition temps-ressource.
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FIGURE 6.3 — Une solution d’un probléme cumulatif & 4 activités modélisé par la décomposition activité-
ressource de CUMULATIVE. Pour toutes activités a;,a; € A, la variable r;; prend la valeur de la hauteur
ra; de lactivité a; si celle-ci est présente en sa;, la valeur 0 sinon. La hauteur sr; du profil a la date
de début sa; de l'activité a; est égale & > jefo,2) g+ En chaque début d’activité sa;, sr; est inférieure ou
égale a la capacité capa.
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nombre d’activités cumulatif contrainte

CUMULATIVE(A, capa). n?

Soit n le d’un  probleme représenté par la
variables r;; sont créées. Pour toutes activités a;,a; € A, r;; prend la
valeur de la hauteur de I'activité a; € A si elle est présente a la date de début de I’activité a;, et 0 sinon,

comme 'illustre I'exemple 47 dans le cas de la Figure 6.3.

Exemple 47 Dans le cas instancié représenté par la Figure 6.3, les valeurs affectées auzr variables r;;
sont résumées dans le tableau suivant, avec les lignes représentant les a; et les colonnes les a;. Les cases

grisées représentent les activités a; passant par la date de début sa; de a;.

[ ai\e; |

ao a az as
ap rag = 4 rap =1 0 0
al 0 ra; =1 ras = 2 0
as 0 0 ras = 2 0
as 0 ra; =1 0 rag =3

En chaque date de début d’activité sa;, la somme des valeurs de ces variables donne la hauteur
du profil sr;. Considérer la hauteur du profil aux dates de début des activités suffit. En effet, une
augmentation de hauteur du profil cumulatif ne peut survenir que lorsqu’une activité débute. Chaque
hauteur sr; est comparée a la capacité capa. La contrainte est respectée si, pour toute activité a; € A,
sr; < capa. Elle est violée dans le cas contraire. La valeur des variables sr; est donné par 'exemple 48
dans le cas de la Figure 6.3.

Exemple 48 Dans le cas instancié représenté par la Figure 6.3, les valeurs affectées auzr variables
sri,et la capacité capa sont indiqués dans le tableau suivant. En chacun des points de temps considérés
sr; < capa. La contrainte est donc satisfaite.

L ai [ al o] o] as]
sa; 4 1 0 3
ST 5 3 2 4
capa 5

Nous décrivons a présent formellement la décomposition activité-ressource de la contrainte CuMuLA-
TIVE.

Décomposition 3 (Décomposition activité-ressource de la contrainte CuMULATIVE) Soit une res-
source avec une capacité limitée par un entier capa et un ensemble A = {ag,ay,. .
La contrainte CUMULATIVE(A, capa) est équivalente d la décomposition suivante.

.y Gn—1} de n activités.

Variables

- un ensemble de variables entiéres R = {ri;|i € [0,n—1],5 € [0,n— 1]} tel que, pour tout a;,a; € A
(a; et a; nétant pas nécessairement distinctes), ri; représente la contribution de lactivité a; d la
date de début de Uactivité a;, avec D(r;;) = {0,ra;},
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— un ensemble de variables entiéres SR = {srg, sr1,...,8rn—1} tel que, pour tout a; € A, sr; repré-
sente la hauteur cumulée des activités passant par la date de début de a;, avec D(sr;) = [0, capal.

Contraintes
— Pour toute activité a; € A :
- sa; + da; = cay,
- Va; € A, ([sa; > sa; A sa; < caj] A[ri; =ra;]) V ([sa; < saj A sa; > caj] A [ri; =0]),
ST = ZjG[O,nfl] (rij)s
- sr; < capa.

6.3.2 Contribution : décomposition activité-ressource de SOFTCUMULATIVE

Nous étendons la décomposition quadratique de la contrainte CuMULATIVE, décrite en section 6.3.1,
au cas de la contrainte SOFTCUMULATIVE.

Il y est nécessaire de considérer les dates de changement d’intervalle utilisateur, pour deux raisons :

— la capacité peut changer entre deux intervalles utilisateur, il est donc nécessaire de comparer la
hauteur du profil a la capacité en chaque intervalle utilisateur : la date de début de chaque intervalle
suffit,

— des activités peuvent passer dans plusieurs intervalles utilisateur. Il ne suffit pas de considérer
uniquement l'intervalle utilisateur ou ces activités débutent : il est nécessaire de les prendre en
compte en chacun des intervalles utilisateur.

Pour présenter cette extension, nous nous appuyons sur l’exemple donné par la Figure 6.4. Elle re-
présente une solution d’un probléme cumulatif relaxé a 4 activités, modélisé par la contrainte SorTCu-
MULATIVE. Elle indique les valeurs affectées aux différentes variables de sa décomposition quadratique.
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FIGURE 6.4 — Une solution d’un probleme cumulatif relaxé a 4 activités et 3 intervalles utilisateur. Celui-ci
est posé avec D(costy) = [0, 1], D(cost1) = [0, 3], D(costs) = [0,2] et D(obj) = [0, 6]. Pour chaque activité
a; € A, pour toute activité a; € A, la variable r;; prend la valeur de la hauteur ra; de I'activité a; si
celle-ci est présente en sa;, la valeur 0 sinon. Pour chaque intervalle p;, € P, pour toute activité a; € A,
la variable t3; prend la valeur de la hauteur ra; de I'activité a; si celle-ci est présente en spy, la valeur 0
sinon. La hauteur sr; du profil a la date de début sa; de I'activité a; est égale a Zje[0,3] ;5. La hauteur
st du profil a la date de début spy de Uintervalle py est égale a Eje[o,s] ti;. En chaque date de début
d’activité sa; dans lintervalle py, si sr; est inférieure ou égale & la capacité lcy, contrib* = 0, sinon,
contm’b;4 = sr; — lcg. En chaque date de début d’intervalle spi de l'intervalle py, si sti est inférieure ou
égale a la capacité lcy, contm’bkp = 0, sinon, contribkp = sty — lcg. Les cotits sont fonctions des variables
de type contrib, et 'objectif est fonction des cotits.
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Soient n le nombre d’activités, et m le nombre de points de temps du probléeme cumulatif représenté
par la contrainte SOFTCUMULATIVE(A, capa, P, Loc, Cost, obj,costC,0bjC). On considére ici costC= max,
et 0objC'= sum.

n? variables r;; sont créées. Pour toutes activités a;,a; € A, r;; prend la valeur de la hauteur de 'ac-
tivité a; € A, si elle est présente a la date de début de I’activité a;, et 0 sinon, comme l'illustre I’exemple

49, dans le cas de la Figure 6.4.

Exemple 49 Dans le cas instancié représenté par la Figure 6.4, les valeurs affectées auxr variables r;
sont résumées dans le tableau suivant, avec les lignes représentant les a; et les colonnes les a;. Les cases
grisées représentent les activités a; passant par la date de début sa; de a;.

[ai\a, |

ag a1 a2 a3
ag rag =4 ra; =1 0 0
ai 0 ra; =1 ras = 2 0
as 0 0 ras = 2 0
as 0 ra; =1 0 raz =3

Pour prendre en compte les intervalles utilisateur py € P, nous introduisons p x n variables ;. Pour
tout intervalle p, € P et toute activité a; € A, t; prend la valeur de la hauteur de I'activité a;, si elle
est présente a la date de début d’intervalle spy, et 0 sinon, comme l'illustre ’exemple 50, dans le cas de
la Figure 6.4.

Exemple 50 Dans le cas instancié représenté par la Figure 6.4, les valeurs affectées aux variables ty;
sont indiquées dans le tableau suivant, avec les lignes représentant les py et les colonnes les a;. Les cases
grisées représentent les activités a; passant par la date de début spy de l'intervalle py,.

| Pr\a, || ag ai az as
Po 0 0 ras = 2 0
Pp1 0 ra; =1 ras = 2 0
D2 rag = 4 0 0 0

Une variable de hauteur sr; est associée a chaque date de début d’activité sa;, et une variable de
hauteur st; est associée a chaque date de début d’intervalle spy. sr; et str sont la somme des hauteurs
des activités passant par le début de I'activité a; et par le début de 'intervalle py, respectivement.

Nous ajoutons au modele les variables de cotlt costy € Cost associées aux intervalles utilisateur et
la variable objectif obj. Ces variables quantifient les dépassements de capacité. Il est alors nécessaire de
différencier les capacités locales lci € Loc, selon les intervalles..

Pour toute date de début d’activité sa; € pg, la hauteur du profil n’est pas contrainte a étre inférieure
a la capacité locale lc. Cependant, le dépassement a la date de début d’activité sa; : comfrib;4 = sr; —lcy,
doit étre inférieur au cotit maximal autorisé costy.

De la méme maniere, le dépassement & la date de début d’intervalle spy : contm’bkp = sty — lcj, doit
étre inférieur au colit maximal autorisé costy. Il est nécessaire de recalculer le dépassement & la date de
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début d’intervalle, avec la hauteur de profil courante. En effet, la capacité y est potentiellement différente
de celle de l'intervalle précédent, et la valeur du dépassement peut donc y étre modifiée.

Le cotit associé a un intervalle pj est le maximum entre la valeur de la variable contm’bk},D et le maximum
des valeurs des variables contm’b;4 telles que sa; € pg.

Enfin, la valeur de I'objectif obj est égale a la somme des valeurs des variables de Cost. L’ensemble
des valeurs affectées a ces variables dans le cas de la Figure 6.4 sont présentés dans ’exemple 51.

Exemple 51 Dans le cas instancié représenté par la Figure 6.4, les valeurs affectées aux variables sr;
et sty sont indiquées dans le tableau suivant. Pour chaque intervalle py, € P, la capacité lcy, les variables
contm'b;4 associées a chaque début d’activité, les variables contribkp associées 4 chaque début d’intervalle
utilisateur, et les valeurs des variables de cott sont également indiquées dans le tableau suivant. Nous
grisons les valeurs de sr;, stg, contrib;4 et contribkp responsables du cotut dans chaque intervalle. Nous
avons : D(costy) = [0, 1], D(cost1) = [0, 3], D(costz) = [0,2] et D(obj) = [0,6].En chacun des intervalles
pr € P, costy, < costy. Enfin, la valeur de obj est représentée. Elle est inférieure ¢ obj. La contrainte est
donc satisfaite.

Qa; a2 ai az ag
dates considérées spo=0| saa=0| sp1=1]| say=1]| sag3=3 | sap=4| spa =5
Pk Po P1 D2
sr; 2 3 4 5
st 2 3 4
leg 2 3 2
contribf! 0 0 1 2
contribkp 0 0 2
costy, 0 2 2
obj 4

Nous définissons ensuite formellement la décomposition activité-ressource de la contrainte SOFTCuMU-
LATIVE, dans le cas ol 'on représente la contrainte SorrCuMULATIVE(A, capa, P, Loc, Cost, obj, max, sum).
Les décompositions de SOFTCUMULATIVE avec d’autres parametres costC et 0bjC sont similaires.

Décomposition 4 (Décomposition activité-ressource de la contrainte SorTCUMULATIVE) Soient

un ensemble A = {ag,a1,...,an—1} den activités, un entier capa, P = {po, p1, ..., Ppp—1} une partition de
Uhorizon de temps m, Loc = {lcg,lca, ... ,lcp—1} un ensemble d’entiers représentant les capacités locales
des intervalles définis dans P, Cost = {costo,cost1, ..., costp_1} un ensemble de variables de coiit, obj

une variable d’objectif les agrégeant. La contrainte SOFTCUMULATIVE (A, capa, P, Loc, Cost, obj, max, sum)
est équivalente a la décomposition suivante.

Variables

- Un ensemble de variables entiéres R = {r;;]i € [0,n—1],j € [0,m—1]} tel que, pour tout a;,a; € A
(a; et a; nétant pas nécessairement distinctes), ri; représente la contribution de lactivité a; a la
date de début de Uactivité a;, avec D(r;;) = {0,ra;},

— un ensemble de variables entiéres SR = {sro,sr1,...,8rn—1} tel que, pour tout a; € A, sr; re-
présente la hauteur cumulée des activités passant par la date de début de a;, avec D(sr;) =
[07 maxy, EP(lck + m)]?
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- un ensemble de variables entiéres T = {tyjlk € [0,p —1],5 € [0,n — 1]} tel que, pour tout a; € A
et pr € P, ti; représente la contribution de lactivité a; a la date de début de intervalle py, avec
D(tkj) = {Oa raj}7

- un ensemble de variables entiéres ST = {sto, st1,...,st,_1} tel que, pour tout py € P, sty représente
la hauteur cumulée des activités passant par la date de début de lintervalle py, avec D(sty) =
[0, lck + costy],

— un ensemble de variables entiéres contrib® = {contrib{',contribi, ... contribi_,}, tel que, pour
tout a; € A, contribf représente le dépassement de la capacité locale a la date de début de a;, avec
D(contrib) = [0, max,, c p(costy)],

— un ensemble de variables entiéres contrib” = {contribl, contribl, .. .,contribf_l}, tel que, pour
tout p,, € P, contribkp représente le dépassement de la capacité lcy, a la date de début de py, avec

D(contribl’) = [0, costy].

Le nombre de variables utilisées par cette décomposition est donc de n?> +n x p+2 x (n+ p).
Contraintes
— Pour toute activité a; € A :
- sa; + da; = ca;,
- Va; € A, ([sa; > sa; A sa; < caj] A[ri; =raj]) V ([sa; < saj A sa; > caj] A [rij =0]),
T8 = Zje[o,n—u (rij)
~ pour k tel que sa; € pi, contrib{ = max(0,sr; — lcg),
— pour tout intervalle p, € P :
- Va; € A, ([spr > saj N\ spi < caj] A [tk = ra;]) V ([spr < sa; A spr > caj] A [tg; = 0]),
= stk =2 jeiom—1)(tki);
~ contribl = max(0, st — lcy),
- Vk € [0, |Cost| — 1], cost), = max(contribl, MaXy, € A|sa; Epr (contrib)),
= 0bj = 3 e, |Cost| 1) (COSLE)-

6.4 Une décomposition linéaire en nombre de variables

La décomposition temps-ressource des contraintes CUMULATIVE et SOFTCUMULATIVE est dépendante
du nombre de points de temps de I’horizon, et du nombre d’activités. Les horizons de temps considérés
dans ce type de problemes peuvent étre importants, de méme que le nombre d’activités considérées. Le
nombre de variables peut ainsi étre tres haut.

La décomposition activité-ressource, quant a elle, un nombre de variables quadratique par rapport au
nombre d’activités. Ce n’est pas nécessairement problématique pour des problemes de petite taille, mais
peut I’étre pour d’autres problemes.

Des lors, introduire une décomposition linéaire en nombre de variables peut étre intéressant.

6.4.1 Contribution : décomposition linéaire de CUMULATIVE

Nous introduisons une décomposition de la contrainte CuMULATIVE impliquant un nombre de variables
de Vordre de O(n), ol n est le nombre d’activités. A notre connaissance, aucune décomposition linéaire
n’avait été jusque la proposée.

Pour illustrer notre description, nous nous appuyons sur la Figure 6.5. Elle représente une solution
d’un probléme cumulatif & 4 activités et spécifie les valeurs affectées aux différentes variables de sa
décomposition linéaire.
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FIGURE 6.5 — Une solution d’un probleme cumulatif a 4 activités. Chaque activité a; engendre deux
variables : une variable deltas[i] = ra; correspondant & la date sa;, et une variable deltas[n + i] = —ra;
correspondant a ca;. Ces variables sont ensuite triées par dates croissantes dans les tableaux datesTriees
et deltasTries. Par souci de clarté, sur le schéma, ces variables sont déja triées. La variable profil[0] prend
la valeur de variable deltasTries[0]. A chaque date associée & une variable deltaTries[j] correspond une
variable profil[j] = profil[j — 1] + deltasTries[j] selon le cas. A chaque changement de date, c’est a dire
que deltasTries[j + 1] n’est pas associée a la méme date que deltasTries[j], profil[j] donne la hauteur

du profil. Celle-ci est inférieure a capa.
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Soit n le nombre d’activités d'un probleme cumulatif représenté par la contrainte
CUMULATIVE(A, capa). Cette décomposition ne prend en compte que les 2 X n points de temps
correspondant au début sa; ou a la fin ca; d’une d’activité a; € A. Ces variables de dates sont consignées
dans un tableau dates.

A chacune de ces dates est associé une variation du profil : si une activité est fixée, le profil cumulatif
prend en compte sa hauteur pendant toute la durée de cette activité. Cette variation est égale a la
hauteur ra; de 'activité a; a la date sa; et de —ra; a la date ca;. Ces variations sont consignées dans un
tableau d’entiers deltas, de longueur 2 x n, comme l'illustre 'exemple 52 dans le cas de la Figure 6.5.

Exemple 52 Dans le cas de la Figure 6.5, le tableau dates et le tableau deltas correspondent, dans le
cas instancié, aux tableauzr suivants.

|dates|sao:4|sa1:1|sa2:0|sa3:3| cap =6 | car =5 | caz = 2 | caz = 4 |

| deltas | rag = 4 | ra; =1 | ras =2 | ras =3 | —rag = —4 | —ra; = —1 | —ras = —2 | —raz = —3 |

L’idée de l'algorithme de Sweep est ici réutilisée : nous maintenons, de maniere incrémentale
la hauteur du profil cumulatif au cours du temps. Pour cela, les dates sont triées par ordre crois-
sant, et les variations du profil sont triées en suivant la méme permutation permut, dans des
tableaux datesT'rices et deltasTries respectivement, de dimension 2 X m. Ainsi, pour tout index
id? de dates, dates[id?] = datesTriees[permut[id?)]. De méme, pour tout index id’ de deltas,
deltas[id®] = deltasTries[permut[id®]]. L’exemple 53 en est une illustration dans le cas de la Figure 6.5.

Exemple 53 Les tableaux suivants présentent les instanciations des tableaux triés et de la permutation
associée, pour le probleme de la Figure 6.5.

| datesTriees | sas =0 | sa1 =1 | cas = 2 | saz = 3 | sag = 4 | caz =4 | car =5 | cag =6
| permut | 4 | 1 | 0 | 3 | 7 | 6 | 2 | 5
| deltasTries | ras = 2 | ra; =1 | —ras = —2 | raz =3 | rag =4 | —raz = —3 | —ra; = —1 | —rag = —4

La hauteur du profil cumulatif varie selon chaque variation de profil contenue dans deltasTries, aux
dates contenues dans datesTriees. Les variations de la hauteur du profil correspondantes & ces dates
sont consignées dans un tableau profil. La hauteur du profil cumulatif & une date donnée est donnée
la par derniere case du tableau profil correspondant a cette date. Si la hauteur du profil cumulatif est
inférieure a la capacité capa, en tous les points de temps considérés, la contrainte est satisfaite. L’exemple
54 présente le tableau profil dans le cas de la Figure 6.5.

Exemple 54 Les tableaux suivants sont les instanciations des tableaux profil et datesTriees associé
(que nous rappelons) correspondant & la Figure 6.5. Nous indiquons aussi la capacité capa. Les cases
de profil correspondant a des hauteurs de profil cumulatif, et les dates associées sont grisées.Elles sont
inférieures a la capacité capa. De ce fait, la contrainte est satisfaite.

Nous définissons a présent formellement notre nouvelle reformulation linéaire.
Pour cela, nous introduisons dans un premier temps la contrainte SORTEDNESS.
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| datesTriees ‘ sas =0 | sa; =1 ‘ cas = 2 ‘ saz =3 | sag =4 | caz =4 | car =5 | capg =6
profil 2 | 3 [ 1 ] 4 | s | 5 | 4 ] o0
capa 5

Définition 49 (SORTEDNESS [95, 56]) Soient trois tableauz de variables entiéres, de méme dimension
n : from, permutation, to. La contrainte SORTEDNESS( from, permutation,to) impose :

— C1 : pour tout i € [0,n — 1], from[i] = to[permutation[i]]

— C2 : les variables de to sont triées selon l’ordre croissant.

Décomposition 5 (Décomposition linéaire de la contrainte CuMuLATIVE) Soit une ressource avec
une capacité limitée par un entier capa et un ensemble A = {ag, a1, ...,an—1} de n activités. La contrainte
CUMULATIVE(A, capa) est équivalente & la décomposition suivante.

Variables

— Un tableau de variables dates de dimension 2n contenant, pour toute actiwité a; € A, sa variable de
début sa; a lindex i, et sa variable de fin ca; a Uindex n + 1,

— un tableau d’entiers deltas de dimension 2n contenant, pour toute activité a; € A, la variation de
la hauteur de profil liée a a;, égale a ra; a lindex i, et a —ra; a l'index n + 1,

— un tableau de variables datesTriees de dimension 2n contenant l’ensemble des dates du tableau
dates, triées par ordre croissant, tel que, pour tout j € [0,2n — 1], D(datesTriees[j]) = [0,m — 1],

— un tableau de vartables permut, de dimension 2n, contenant la permutation permettant de passer
de dates a datesTriees, tel que, pour tout j € [0,2n — 1], D(permut[j]) = [0, 2n — 1],

— un tableau de variables deltasTries de dimension 2n contenant l’ensemble des variations de hauteur
du tableau deltas, triées selon la méme permutation que le tableau datesTriees, tel que, pour tout
j €10,2n — 1], D(deltasTries[j]) = [— maxy,ea(ra;), maxy, e a(ra;)],

— un tableau de variables profil de dimension 2n contenant, a l'indice i la somme des variations de
hauteur du profil précédant la date datesTrieesli], tel que, pour tout i € [0,2n — 1], D(profil[i]) =

(0,2 0,carail.

Contraintes
— Pour toute activité a; € A,
- sa; + da; = cay,
- datesli] = sa;,
- dates[n + 1] = ca;,
- deltas[i] = ra;,
- deltas[n + i) = —ra;,
— SORTEDNESS(dates, permut, datesTriees),
— SORTEDNESS(deltas, permut, deltasTries),
— profil]0] = deltasTries[0],
— pour tout index j € [1,2n — 1], profil[j] = profil[j — 1] + deltasTries[j],
— pour tout index j € [0,2n—2], (datesTriees[j| = datesTriees[j+1])V((datesTriees[j] # datesTriees[j+
1]) A (profillj] < capa)).

6.4.2 Contribution : décomposition linéaire de SOFTCUMULATIVE

Nous étendons notre décomposition linéaire de CUMULATIVE au cas SOFTCUMULATIVE.
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Pour décrire cette extension, nous appuyons sur I’exemple de la Figure 6.6. Elle présente un probleme
cumulatif relaxé a 4 activités, et spécifie les valeurs affectées aux différentes variables de sa décomposition
linéaire.

Soit n le nombre d’activités et p le nombre dintervalles utilisateur d’un probleme cumulatif relaxé
représenté par la contrainte SOFTCUMULATIVE(A, capa, P, Loc, Cost,obj,costC,0bjC). On considére ici

costC= mazx, et 0bjC= sum.
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FIGURE 6.6 — Une solution d’un probleme cumulatif relaxé a 4 activités et 3 intervalles utilisateur. Celui-ci
est posé avec D(costy) = [0,1], D(cost1) = [0,3], D(costa) = [0,2] et D(obj) = [0,6]. Chaque activité
a; engendre deux variables : une variable deltas[i] = ra; correspondant & la date sa;, et une variable
delta[n + i] = —ra; correspondant & ca;. Ces variables sont ensuite triées par dates croissantes dans les
tableaux datesTriees et deltasTries. Par souci de clarté, sur le schéma, ces variables sont déja triées. La
variable profil[0] prend la valeur de la deltaTries[0]. A chaque date associée & une variable deltaTries[j)
correspond une variable profil[j] = profillj — 1] + deltasTries[j]. A chaque changement de date, c’est &
dire que deltasTries[j + 1] n’est pas associée & la méme date que le courant, profil[j] donne la hauteur
du profil. Les variables contrib[j], telles que datesTrices[j] € py prennent la valeur de profil[j] —lcy si la
prochaine variable deltasTries[j + 1] est associé & une date différente de la date de deltaTries[j]. Sinon,
contrib[j] = 0. Les cofits sont fonctions des variables contrib, et objectif est fonction des coiits.
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La encore, et pour les mémes raisons qu’évoquées pour la décomposition activité-ressource décrite en
section 6.3.2, 'adaptation nécessite la prise en compte des dates de début d’intervalle. Nous ajoutons
celles-ci au tableau dates, de longueur 2 x n+ p. Notons que dates est un tableau de variables. Pour ajou-
ter les dates de début d’intervalle, nous les considérons donc comme des variables dont le domaine est de
taille 1. La contribution liée a une date de début d’intervalle est nulle. En conséquence, nous ajoutons la
valeur 0 aux dates correspondant aux débuts d’intervalles utilisateur dans le tableau deltas, de longueur
2 x n+ p. L’exemple 55 donne ces tableaux dans le cas de la Figure 6.6.

Exemple 55 Dans le cas du probleme de la Figure 6.6, le tableau dates et le tableau deltas correspondent,
dans le cas instancié aux tableauzr suivants

sag sal sag sas cag cay cag cas Spo sp1 Sp2
dates
—4 =1 =0 =3 —6 =5 =92 =4 0|l =11| =5
rag = 4 ra; =1 rag = 2 raz =3 —ragp —ral —rag —ras
deltas 0 0 0
=4 =1 =2 =3 =4 | =-1|=-2|=-3

datesTriees est la représentation triée du tableau dates. La permutation permut permet de passer
de dates a datesTriees. En utilisant la méme permutation permut, on passe de deltas a deltasTries,
comme l'illustre I'’exemple 56 dans le cas de la Figure 6.6.

Exemple 56 Les tableaux datesTriees, permut et deltasTries instanciés sutvants correspondant a la
Figure 6.6. Le tableau permut permet de passer de dates a datesTriees et de deltas a deltasTries. Pour
tout i € [0,10], dates[i] = datesTriees[permut[i]], et deltas|i] = deltasTries[permut[i]].

. SPo saz Sp1 sa1 caz saz | sag cas sp2 cay cao
datesTriees
permut | 6 | 3 | 1 | 5 | 10 | 9 | 4 | 7 | 0 | 5 | 3 |
. ra ra —ra ra ra —ra —ra —ra
deltasTriees | 0 21 0 1 2 3 0 5 | | o

La hauteur du profil cumulatif varie selon chaque variation de profil contenue dans deltasTries, aux
dates contenues dans datesT riees. Les variations de la hauteur du profil correspondantes a ces dates sont
consignées dans un tableau profil, de longueur 2 x n + p. La hauteur du profil cumulatif & une date
donnée est donnée par derniere case du tableau profil correspondant a cette date. L’exemple 57 donne
les valeurs dans ce tableau dans le cas de la Figure 6.6.
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Exemple 57 Le tableau profil instancié suivant correspond a la Figure 6.6. Nous rappelons également
les dates associées aux variations de profil. Les cases de profil correspondant & des hauteurs de profil
cumulatif, et les dates associ€es sont grisées.

datesTriees

| profit o] 2] 23 [ 1]4]1]5]5][4]0

Le tableau contrib, de longueur 2 x n+p, contient, & chaque case profil[j] du tableau profil définissant
une hauteur de profil cumulatif, avec datesT'riees[j] € py, la valeur du dépassement h; —lcy. Si profil[j] ne
correspond pas & une hauteur de profil cumulatif, contrib[j] = 0. Le dépassement contrib[j] = profil[j]—lck
doit étre inférieur au cotit maximal autorisé costy. Le cotlt associé & un intervalle py € P est le maximum
des variables contrib[j] telles que j € pi. Enfin, la valeur de l'objectif obj est égale & la somme des valeurs
des variables C'ost. L’exemple 58 donne les valeurs dans ces tableaux dans le cas de la Figure 6.6.

Exemple 58 Nous présentons les tableaux profil, et contrib instanciés correspondant a la Figure 6.6.
Nous rappelons également le tableau datesTriees. Les cases de profil correspondant a une hauteur de
profil cumulatif, ainsi que les cases des variables de contrib correspondantes sont grisées. Nous indiquons
les capacités des différents intervalles utilisateurs, et les cotts associés, calculés en fonction de contrib et
des capacités. Enfin, nous indiquons la valeur de l’objectif. Nous avons : D(costy) = [0, 1], D(cost1) =
[0,3], D(costz) = [0,2] et D(obj) = [0,6].En chacun des intervalles py € P, costy < costy. Enfin, la
valeur de obj est représentée. Elle est inférieure d obj. La contrainte est donc satisfaite.

datesTriees Spo sas sp1 sai cas sas sao cas Ssp2 cai cao
=0|=0|=1]|=1|=2|=3|=4|=4|=5=5|=6
Pk Po h1 P2
profil ol 2] 238 1] a]1]5]|5]4]o0
leg 2 3 2
contrib o lolololol1][ol2]o0o]2]o0
costy, 0 2 2
obj 4

Nous définissons formellement notre décomposition linéaire de la contrainte SOFTCUMULATIVE, dans le
cas ol l'on représente la contrainte SOFTCUMULATIVE(A, capa, P, Loc, Cost, obj, max, sum). Les décompo-
sitions de SOFTCUMULATIVE avec d’autres parametres costC' et 0bjC sont similaires.

Décomposition 6 (Décomposition linéaire de la contrainte SOFTCUMULATIVE) Soit une ressource
avec une capacité limitée par un entier capa, un ensemble A = {ag,a1,...,an—1} de n activités, P
une partition de ’horizon de temps m, Loc un ensemble d’entiers représentant les capacités locales des
intervalles définis dans P, Cost un ensemble de variables de cott, obj une variable d’objectif les agrégeant,
et costC' et objC des constantes représentant le mode de calcul des cotits et de lobjectif. On note, de plus, p
le nombre d’intervalles utilisateur. On a alors p = |P|—1. La contrainte SOFTCUMULATIVE (A, capa, P, Loc,
Cost, obj,costC,0bjC) est équivalente o la décomposition suivante.
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Variables

— Un tableau de variables dates de dimension 2n+p contenant, pour toute activité a; € A, sa variable
de début sa; a lUindex i, et sa variable de fin ca; a Uindex n + i, et pour tout intervalle py, € P, sa
date de début spy a l'index 2n + k,

— un tableau d’entiers deltas de dimension 2n + p contenant, pour toute activité a; € A, la variation
de la hauteur de profil liée a a;, égale a ra; a lindex i, et ¢ —ra; a lindex n + i, et pour tout
intervalle py, € P, sa contribution 0 a l'index 2n + k,

— un tableau de variables datesTriees de dimension 2n + p contenant ’ensemble des dates du tableau
dates, triées par ordre croissant, tel que, pour tout j € [0,2n + p — 1], D(dates[j]) = [0, m — 1],

— un tableau de variables permut, de dimension 2n+p, contenant la permutation permettant de passer
de dates a datesTriees, tel que, pour tout j € [0,2n + p — 1], D(permut[j]) = [0,2n+p — 1],

— un tableau de variables deltasTries de dimension 2n + p contenant ’ensemble des variations de
hauteur du tableau deltas, triées selon la méme permutation que le tableau datesTriees, tel que,
pour tout j € [0,2n + p — 1], D(deltasTriees[j]) = [— maxq,eca ra;, maxq,eca(ra;)],

— un tableau de variables profil de dimension 2n+p contenant, a l’indice j la somme des variations de
hauteur du profil précédant la date datesTriees[j], tel que, pour tout j € [0, 2n+p—1], D(profil[j]) =
[O’ ZaieA(rai)] .

— un tableau de variables contrib de dimension 2n + p contenant, a l’indice j le dépassement de ca-
pacité lorsque profillj] correspond a une hauteur de profil cumulatif, O sinon, tel que, pour tout
Jj €[0,2n+p — 1], avec datesTriees[j| € pr, D(contrib[j]) = [0, max,, e p(costy)].

Contraintes
— Pour toute activité a; € A,
- sa; + da; = cay,
- datesli] = sa;,
— dates[n + 1] = cay,
- deltas[i] = ra;,
- deltas[n + i) = —ra;,
— Pour tout intervalle py, € P
- dates[n +p + k| = spx,
— deltasn +p+ k] =0,
— SORTEDNESS(dates, permut, datesTriees),
— SORTEDNESS(deltas, permut, deltasTries),
- profil]0] = deltasTries[0],
— pour tout index j € [1,2n + p — 1], profil[j] = profil[j — 1] + deltasTries[j],
— pour tout index j € [0, 2n+p—2], et py tel que datesTriees[j| € pi, (datesTriees|j] = datesTriees|[j+
1] A contrib[j] = 0) V ((datesTriees[j] # datesTriees[j + 1]) A (contrib[j] = max(0, profil[j] —lck)),
— pour tout k € [0, |Cost| — 1], costy, = maXjqtesTrices]j]ep, (cOntriblj])
= 0b] =3 kefo,|Cost]-1)(COStR)
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7.1 Evaluation de la contrainte globale SOFTCUMULATIVE

Afin d’évaluer le comportement de notre contrainte globale SorrCuMULATIVE, nous identifions diffé-
rents parametres susceptibles d’influencer la difficulté de résolution d’une instance :

— le nombre d’activités
le nombre d’intervalles

— Dintroduction d’activités plus grandes (longueur et hauteur)

— le début/fin des activités

— les contraintes additionnelles sur les cofits

En I’absence de jeux d’instances existants, nous en générons aléatoirement, suivant les parametres
précédemment identifiés.

Nous adaptons également au cas sur-contraint des instances existant pour la contrainte CUMULATIVE :
les instances de la PSPLib [45].

Nous effectuons nos tests avec la contrainte SOFTCUMULATIVE paramétrée avec costC'= max et objC'=
sum. Nous rappelons que cela signifie que le cotit dans chaque intervalle utilisateur est calculé en fonction
du dépassement maximal de la capacité dans cet intervalle utilisateur, et que I'objectif global est la somme
des variables de cotit des intervalles utilisateurs.

Dans un premier temps, nous recherchons une premiere solution avec différents types d’instances.
Nous les présentons et justifions ces tests en section 7.1.1.

Nous effectuons des tests pour chercher une solution optimale, et prouver 'optimalité, pour différents
types de problémes, représentés par la contrainte SOFTCUMULATIVE, en y ajoutant éventuellement des
contraintes additionnelles sur les variables de cott. Ces tests sont détaillés en section 7.1.2.
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Enfin, 'adaptation d’instances de la librairie PSPLib [45] au cas cumulatif sur-contraint est présentée
dans la section 7.1.3.

L’ensemble des tests est effectué sur un processeur 2,5 GHz Intel Core 2 Duo, avec une mémoire vive
de 4Go cadencée a 1067 MHz. Nous effectuons ces tests sous I'environnement Eclipse intégré du solveur
de contraintes Choco de la version 2.1.3.

7.1.1 Recherche de solution

Dans un premier temps, nous recherchons une premiere solution a des problemes modélisés par la
contrainte SOFTCUMULATIVE. Ceci consiste & trouver un ordonnancement valide : 'ordonnancement peut
occasionner des dépassements, mais ceux ci doivent étre dans le domaine des variables de cotit et d’objectif.
Nous ne cherchons pas pour le moment a minimiser ’objectif global. L’intérét de cette expérience est
d’évaluer si notre approche passe a ’échelle.

Nous rappelons que le probleme cumulatif, dans sa variante décisionnelle, est NP-complet au sens
fort [34]. Le probleme cumulatif relaxé, modélisé par notre contrainte SOFTCUMULATIVE, dans sa variante
décisionnelle, peut se ramener a un probleme cumulatif dans certains cas particuliers. En effet, dans le
cas oll, dans tous les intervalles utilisateurs, la somme de la capacité locale et de la valeur maximale
de la variable de cofit, est la méme, la contrainte SOFTCUMULATIVE est équivalente & une contrainte
CUMULATIVE avec cette somme pour capacité globale. Le probleme cumulatif relaxé, que nous représentons
par SOFTCUMULATIVE, est donc un probleme NP-complet.

Nous avons présenté des décompositions de la contraintes SOFTCUMULATIVE dans le chapitre 6. Nous
voulons savoir si la taille des probléemes traités par ces décompositions peut étre aussi importante que la
taille des probléemes traités par la contrainte globale SOFTCUMULATIVE.

Dans le cas de la recherche de solution, nous débranchons les algorithmes d’Edge-Finding (ceux de
Vilim et de Kameugne et al.). Ils induisent en effet une complexité temporelle supplémentaire trop lourde
pour la simple recherche de solution. En revanche, nous utilisons ’algorithme de Sweep.

Pour chaque classe d’instances, nous langons 100 instances sur-contraintes, c’est-a- dire qu’il n’existe
pas de solution au probléme qui n’engendre pas de dépassement. Pour nous en assurer, nous avons généré
les problémes, et tenté de les résoudre en imposant une valeur d’objectif égale a 0. Nous avons conservé les
instances prouvées infaisables par ce test, et n’avons pas pris en compte celles qui donnaient une solution.

Nous fixons la limite de temps de résolution a 2 minutes. Cela nous semble raisonnable dans le cas de
la recherche d’une premiere solution.

Nous utilisons la stratégie de recherche décrite dans la section 5.2.2.

7.1.1.1 Variation du nombre d’activités et du nombre d’intervalles

Description Nous testons le passage a 1’échelle de notre contrainte, sur des instances a 100, 250, 500 et
1000 activités, et a 8, 16 ou 32 intervalles. En faisant varier la longueur des intervalles, nous nous assurons
que I’horizon de temps reste toujours du méme ordre, pour des instances avec le méme nombre d’activité.
Les activités testées ont une longueur entre 1 et 4, et une hauteur entre 1 et 3. Toutes les activités ont
leur début au plus tot en 0 et leur fin au plus tard égale a ’horizon de temps.

Les premiers tests que nous effectuons comparent des instances dont les variables de cott ont toutes
le méme domaine : [0, 6], et des instances pour lesquelles les variables de cotit ont un domaine dont la
valeur maximale est choisie aléatoirement dans 1’ensemble {3,4, 5,6} et dont la valeur minimale est 0.

Nous cherchons a connaitre le comportement de la contrainte SOorTCUMULATIVE dans les deux cas.

La Table 7.1 donne les résultats d’expérimentations dans les deux cas.
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# activités / | longueur max. | # résolues | # prouvées | # time | temps | # backtracks
# intervalles | des intervalles infaisables out moyen moyen
utilisateur utilisateur
100 / 8 16 86 14 0 0.1s 8
100 / 16 8 93 7 0 0.2s 39
100 / 32 4 94 2 4 1.2s 1298
250 / 8 40 91 8 1 1.3s 70
250 / 16 20 98 1 1 1.7s 132
250 / 32 10 96 3 1 2.1s 137
500 / 8 80 97 3 0 16.0s 547
500 / 16 40 91 7 2 12.9s 411
500 / 32 20 98 0 2 10.2s 191
1000 / 8 160 56 9 35 54.6s 11
1000 / 16 80 70 4 26 59.8s 87
1000 / 32 40 79 1 20 59.6s 37
# activités / | longueur max. | # résolues | # prouvées | # time | temps | # backtracks
# intervalles | des intervalles infaisables out moyen moyen
utilisateur utilisateur
100 / 8 20 84 16 0 0.2s 140
100 / 16 10 94 3 3 0.4s 317
100 / 32 5 97 0 3 0.4s 271
250 / 8 48 89 11 0 7.0s 1674
250 / 16 25 97 3 0 7.0s 1679
250 / 32 13 94 6 6.2s 1291
500 / 8 92 33 19 48 32.0s 1354
500 / 16 50 48 3 49 47.3s 2830
500 / 32 25 40 0 60 57.8s 191
1000 / 8 175 0 3 97 - -
1000 / 16 90 0 4 96 - -
1000 / 32 45 0 3 97 - -

TABLE 7.1 — Résultats en satisfaction pour une valeur maximale des domaines des variables de cofit
égale dans tous les intervalles (premier tableau), puis avec une diversité dans les valeurs maximales des
domaines des variables de coiit (deuxieme tableau). La colonne # activités / # intervalles utilisateur donne
respectivement le nombre d’activités de la classe de problémes, et le nombre d’intervalles utilisateur. La
colonne longueur max. des intervalles utilisateur donne la longueur maximale des intervalles utilisateur
dans le probleme. La colonne # résolues donne le nombre d’instances pour lesquelles une solution a été
trouvée dans le temps imparti, parmi les instances n’ayant pas de solution engendrant un dépassement
nul. La colonne # prouvées infaisables donne le nombre de problemes pour lesquels il a été prouvé, dans
le temps imparti, qu’ils n’avaient pas de solution. La colonne # time out représente le nombre d’instances
pour lesquelles aucune solution, ou preuve d’infaisabilité n’a été donnée dans le temps imparti. La colonne
temps moyen donne le temps moyen de résolutions parmi les instances résolues. La colonne # backtracks
moyen donne le nombre moyen de retours arriere dans la recherche pour trouver une solution, pour les
instances résolues.
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Analyse des résultats Les deux tableaux montrent qu’il est plus difficile de résoudre un probleme
dont les variables de cotit ont des domaines de taille différente. En effet, le deuxiéme tableau montre que,
lorsque 1’on réduit la borne supérieure de certaines variables de cott, la résolution est plus difficile, car
le probleme est plus contraint. Ceci est vrai pour toutes les classes d’instance observées, peu importe le
nombre d’activités, ou d’intervalles.

Les deux tableaux montrent également que plus la taille du probleme est grande, en terme de nombre
d’activités, plus la résolution est difficile. Le nombre d’instances non résolues augmente lorsque I’'on ajoute
des activités, tout comme la moyenne des temps de résolution.

Dans le premier cas, nous arrivons a résoudre des instances jusqu’a 1000 activités, sous deux minutes,
avec peu de backtracks. Dans le second, deux minutes ne suffisent pas a trouver une solution pour des
instances a 1000 activités.

Nous observons une différence d’influence du nombre d’intervalles utilisateur dans les deux tableaux.

Dans le premier, lorsque les variables de colit ont toutes les méme domaine, nous observons que
plus le nombre d’activités est grand, moins le nombre d’intervalles utilisateur a d’incidence sur le temps
de résolution. Ceci est du a la complexité de 'algorithme de Sweep. En effet, cette complexité est en
O((n + p) x log(n + p) + n x (n + p)). Alors, plus le nombre d’activités n est grand, plus le nombre
d’intervalles utilisateur p est négligeable devant n.

Dans le second, lorsque les variables de coiit ont des domaines de taille différente, nous constatons
que le nombre d’intervalles utilisateur influence fortement le temps de résolution, notamment pour les
plus grandes instances. Ceci peut s’expliquer par le fait qu'un nombre important d’intervalles utilisateur
implique un nombre important de variables de cott. Celles-ci contraignent plus fortement le probleme, si
elles ont une valeur maximale petite. Pour cette raison, un plus grand nombre d’intervalles augmente le
nombre de variables de cotit dont la valeur maximale est faible. Le probleme est alors contraint de facon
plus importante, et il est donc plus difficile de trouver une solution.

7.1.1.2 Discussion

Les résultats précédents ont montré qu’il était plus difficile de résoudre des problemes dans lesquels
certains intervalles avaient une valeur maximale du domaine de la variable de cotit plus petite que dans
d’autres intervalles utilisateur. Dans le but de mesurer au mieux l'impact de chacun des parametres
que nous faisons varier dans les problemes suivants, nous n’introduisons pas cette diversité. Nous nous
placons dans le cas le plus favorable, de maniére a ce que les modifications de performance en fonction
des parametres que nous ferons varier apparaissent de maniere plus évidente. Nous utilisons alors, dans
la suite, des intervalles utilisateur dont la variable de colit a pour domaine [0, 6].

De plus, nous nous concentrons a présent sur les instances a 250 et 500 activités. Ces deux classes
d’instance présentent I’avantage d’avoir un grand nombre de problemes résolus dans le temps imparti,
rendant les résultats plus exploitables, en comparaison aux instances a 1000 activités.

7.1.1.3 Singularités

Description Nous testons I’ajout d’un petit nombre d’activités singulierement plus “hautes” ou “longues”,
que les autres. Pour cela, nous générons des instances de méme taille que dans la section précédente, mais
nous y injectons 10% ou 20% d’activités de méme hauteur et de longueur comprise entre 8 et 12, ou de
méme longueur, et de hauteur comprise entre 6 et 8. Nous ajustons également la longueur maximale des
intervalles, de maniére a rester dans le méme ordre de densité globale.

L’introduction de singularités peut mener a des comportements différents pour la contrainte SorTCu-
MULATIVE.
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Par exemple, dans l'algorithme de Sweep, la notion de partie obligatoire est utilisée. Des activités
plus longues peuvent engendrer une partie obligatoire plus rapidement, et ainsi modifier le processus de
résolution.

Lorsqu’une activité est significativement plus haute que les autres, sa variable de début est sélectionnée
en priorité par notre heuristique. De plus, les activités les plus hautes sont les plus susceptibles de mener
rapidement & un dépassement dans un intervalle. Cela peut également influencer les performances.

Enfin, il peut étre intéressant d’évaluer si ’homogénéité entre les activités peut influencer la résolution.
En effet, il semble intuitif que plus les activités sont semblables, plus elles sont interchangeables dans
I'ordonnancement.

La Table 7.2 présente les résultats de ces tests.
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# activités / | longueur max. | # résolues | # prouvées | # time | temps | # backtracks
# intervalles | des intervalles infaisables out moyen moyen

utilisateur utilisateur
10% d’activités plus longues
250 / 8 48 80 20 0 1.5s 98
250 / 16 24 85 14 1 1.7s 90
250 / 32 12 93 4 3 2.7s 239
500 / 8 96 83 16 1 19.3s 704
500 / 16 48 89 9 2 16.5s 538
500 / 32 24 95 4 1 13.8s 320
20% d’activités plus longues
250 / 8 56 75 24 1 2.6s 306
250 / 16 28 83 12 5 2.4s 209
250 / 32 14 83 12 5 3.1s 272
500 / 8 112 67 20 13 26.7s 1012
500 / 16 56 72 14 14 29.8s 1207
500 / 32 28 83 11 6 21.3s 695
# activités / | longueur max. | # résolues | # prouvées | # time | temps | # backtracks
# intervalles | des intervalles infaisables out moyen moyen
utilisateur utilisateur
10% d’activités plus hautes
250 / 8 48 82 18 0 1.2s 16
250 / 16 24 90 10 0 1.4s 37
250 / 32 12 98 1 1 2.9s 283
500 / 8 96 87 13 0 9.3s 121
500 / 16 48 91 7 2 9.3s 97
500 / 32 24 97 2 1 13.1s 257
20% d’activités plus hautes
250 / 8 56 84 16 0 1.6s 84
250 / 16 28 92 7 1 1.7s 92
250 / 32 14 95 4 1 2.8s 251
500 / 8 112 85 14 1 13.3s 291
500 / 16 56 93 4 3 15.2s 430
500 / 32 28 94 4 2 18.4s 557

TABLE 7.2 — Résultats en satisfaction pour des classes d’instance avec singularités sur la longueur des
activités (premier tableau), puis sur la hauteur des activités (deuxiéme tableau). La colonne # activités /
# intervalles utilisateur donne respectivement le nombre d’activités de la classe de problemes, et le nombre
d’intervalles utilisateur. La colonne longueur max. des intervalles utilisateur donne la longueur maximale
des intervalles utilisateur dans le probléeme. La colonne # résolues donne le nombre d’instances pour
lesquelles une solution a été trouvée dans le temps imparti, parmi les instances n’ayant pas de solution
engendrant un dépassement nul. La colonne # prouvées infaisables donne le nombre de problemes pour
lesquels il a été prouvé, dans le temps imparti, qu’ils n’avaient pas de solution. La colonne # time out
représente le nombre d’instances pour lesquelles aucune solution, ou preuve d’infaisabilité n’a été donnée
dans le temps imparti. La colonne temps moyen donne le temps moyen de résolutions parmi les instances
résolues. La colonne # backtracks moyen donne le nombre moyen de retours arriere dans la recherche
pour trouver une solution, pour les instances résolues.
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Analyse des résultats Si 'on compare ces résultats aux résultats de la Table 7.1, nous pouvons
constater que l'introduction de singularités ne modifie pas de maniere substantielle les résultats. Deux
choses semblent s’équilibrer :

— le pouvoir de filtrage supplémentaire introduit par les singularités,

— I’hétérogénéité dans les activités, qui induit moins de solutions équivalentes en terme de placements.

D’un co6té, des activités plus longues ou plus hautes, créent des parties obligatoires plus tot dans
I’arbre de recherche, et ménent plus vite a des dépassements, respectivement. Cela pourrait donc accélérer
la résolution. De l'autre, comme nous ’avons évoqué dans la présentation du test, 'homogénéité des
activités peut introduire des activités interchangeables car de mémes dimensions. Introduire des activités
différentes, en termes de dimensions, réduit cette interchangeabilité, et il est donc moins aisé de trouver
une solution.

Nous pensons que ces deux facteurs menent a un équilibrage du pouvoir de résolution dans le cas
de singularités, et ce n’est donc pas un probléeme d’introduire un petit nombre d’activités de dimensions
significativement plus grandes.

7.1.1.4 Diversité des débuts au plus tot et des fins au plus tard

Description Nous testons des instances de tailles semblables, avec des activités de tailles semblables,
mais telles que les débuts au plus tot et les fins au plus tard ne soient pas les mémes pour toutes les
activités. Nous introduisons deux types d’instance : avec des débuts au plus tot situés entre 0 et 10%,
puis entre 0 et 20% de ’horizon de temps, et des fins au plus tard comprises entre 90 et 100%, puis entre
80 et 100%, respectivement, de I’horizon de temps. Nous ajustons la longueur maximale des intervalles
de maniere a garder une densité relative du méme ordre, dans l'intervalle de temps ou peuvent passer
toutes les activités.

Ce test est susceptible d’apporter des informations, la encore, quant au comportement de la contrainte
SorTCUMULATIVE dans le cas d’instances non symétriques, avec des activités non complétement interchan-
geables.

La Table 7.3 donne les résultats de ces tests.
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# activités / | longueur max. | # résolues | # prouvées | # time | temps | # backtracks
# intervalles | des intervalles infaisables out moyen moyen
utilisateur utilisateur
débuts entre 0 et 10% de I’horizon, fins entre 90 et 100%
250 / 8 44 86 10 4 8.7s 1819
250 / 16 22 82 6 12 11.4s 2382
250 / 32 10 70 3 27 21.6s 4815
500 / 8 88 39 7 54 44.2s 2408
500 / 16 44 39 2 59 53.6s 2985
500 / 32 22 16 0 84 62.5s 3173
débuts entre 0 et 20% de I’horizon, fins entre 80 et 100%
250 / 8 47 88 5 7 11.7s 2361
250 / 16 24 80 4 16 17.5s 3699
250 / 32 12 67 0 33 22.0s 4437
500 / 8 92 27 6 67 63.8s 3071
500 / 16 46 25 2 73 72.9s 3731
500 / 32 24 15 0 85 75.4s 3820

TABLE 7.3 — Résultats en satisfaction pour des classes d’instance avec introduction de diversité sur les
dates de début au plus tot et de fin au plus tard des activités. La colonne # activités / # intervalles
utilisateur donne respectivement le nombre d’activités de la classe de problemes, et le nombre d’inter-
valles utilisateur. La colonnes longueur max. des intervalles utilisateur donne la longueur maximale des
intervalles utilisateur dans le probléme. La colonne # résolues donne le nombre d’instances pour lesquelles
une solution a été trouvée dans le temps imparti, parmi les instances n’ayant pas de solution engendrant
un dépassement nul. La colonne # prouvées infaisables donne le nombre de problemes pour lesquels il a
été prouvé, dans le temps imparti, qu’ils n’avaient pas de solution. La colonne # time out représente le
nombre d’instances pour lesquelles aucune solution, ou preuve d’infaisabilité n’a été donnée dans le temps
imparti. La colonne temps moyen donne le temps moyen de résolutions parmi les instances résolues. La
colonne # backtracks moyen donne le nombre moyen de retours arriere dans la recherche pour trouver
une solution, pour les instances résolues.

Analyse des résultats Les résultats de ces tests montrent qu’il est tres difficile de résoudre des ins-
tances a 500 activités, en introduisant une diversité dans les dates de début et de fin. Cela peut s’expliquer
par le fait que cette diversité introduit nécessairement une augmentation de la densité vers le milieu de
I’horizon de temps. Nous avons tenté de limiter cette influence en ajustant quelque peu les longueurs
d’intervalles utilisateur, mais nous voulions mettre en évidence ce phénomene : plus le nombre d’activités
a placer entre deux points de temps est important, plus le probleme est contraint par les capacités locales
et les valeurs maximales des domaines des variables de colt. Plus ce probleme est contraint, plus trouver
une solution peut s’avérer difficile, notamment pour des problemes de grande taille comme nous traitons
ici.

7.1.1.5 Bilan des essais en recherche de solution

Notre contrainte prouve son efficacité sur des probléemes de satisfaction de contraintes. Nous constatons
que, pour un nombre relativement important d’activités (jusqu’a 1000), et dans un temps restreint (2
minutes), nous trouvons une premiere solution. Pour montrer lefficacité de notre contrainte, nous avons
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travaillé sur des instances sur-contraintes, pour ne pas biaiser notre approche. Nous remarquons que
la contrainte SOFTCUMULATIVE a un comportement assez sensible aux modifications des domaines des
variables impliquées. En particulier, les variables de cotit, comme nous pouvions nous y attendre, jouent
un role déterminant dans la résolution de problémes : plus la valeur maximale des cotits (et de I'objectif)
est petite, plus il est difficile de trouver une solution. Les variables de cott jouent le réle d’une “seconde
capacité”, et contraignent donc le probléme de maniere similaire. De plus, les variables de début et de fin
d’activité jouent sur la densité globale du probleme, notamment vers le milieu de I’horizon de temps. La
résolution y est également tres sensible.

Cependant, notre contrainte gere assez bien les singularités, et les activités de taille supérieure, pour
les raisons évoquées auparavant. Le passage a I’échelle est donc assuré, et nous verrons dans la section 7.2
que SOFTCUMULATIVE se comporte mieux que ses décompositions, pour des problémes de grande taille.

Nous abordons dans la section suivante les probléemes d’optimisation.

7.1.2 Optimisation

Lorsque l'on introduit un probléme sur-contraint, le but premier est de minimiser les violations de
contraintes. Nous avons introduit la contrainte SOFTCUMULATIVE en décrivant une sémantique de violation
propre au probleme qu’elle représente. Dans le cas de nos expérimentations, le dépassement maximal dans
chaque intervalle utilisateur donne la valeur des variables de cotit locales, et la somme de ces variables de
cout donne 'objectif global.

Pour évaluer la capacité de notre contrainte a chercher une solution optimale, c’est & dire qui minimise
la somme des dépassements, nous testons différents types de problemes.

La limite de temps est cette fois fixée a 5 minutes.

Nous utilisons cette fois I’adaptation de l'algorithme d’Edge-Finding de Kameugne et al., celle de
I’algorithme de Sweep, et les différents calculs de bornes présentés dans le chapitre 5.

Nous choisissons d’utiliser I’adaptation de I'algorithme d’Edge-Finding de Kameugne et al. plutot que
I’adaptation de I'algorithme de Vilim car sa structure, plus légeére, donne de meilleurs résultats en terme
de temps, dans notre approche.

La stratégie de recherche employée est, pour I’ensemble de ces expérimentations, ’heuristique de choix
de variables de Choco DomOverWDegBranchingNew, qui implémente ’heuristique dom /wdeg présentée
en section 1.4 et I’heuristique de choix de valeur IncreasingDomain qui implémente I’heuristique minVal,
en version itérative, décrite dans la section 1.4. Ces heuristiques génériques sont efficaces pour résoudre
des problemes d’optimisation.

Dans un premier temps, nous testons la résolution, a 'optimal, de problemes “purs”, dans la section
7.1.2.1. Ces problemes n’imposent pas de contraintes entre les variables de cofit.

Le chapitre 4 a montré que, dans de nombreux cas pratiques, nous pouvions utiliser la contrainte SOFT-
CUMULATIVE, en ’associant avec des contraintes additionnelles sur les variables de cotlt, pour modéliser
des problemes réels. Nous testons la résolution optimale sur ces modeles en section 7.1.2.2.

7.1.2.1 Variation du nombre d’activités et d’intervalles

Description Une solution optimale est souvent recherchée par l'utilisateur qui, face a un probleme
sur-contraint, souhaite trouver la meilleure solution en pratique, c’est a dire, celle qui se rapproche le plus
d’une solution parfaite.

Nous testons le comportement de notre contrainte pour des problémes d’optimisation, sur des pro-
blemes a 10, 20, 30, 60 et 120 activités, pour 4, 8 et 16 intervalles utilisateur. Nous cherchons & minimiser
la valeur de la variable objectif. Les activités ont des longueurs comprises entre 1 et 4 et des hauteurs
comprises entre 1 et 3. Les intervalles utilisateur ont une capacité locale aléatoirement choisie entre 3 et
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6, et les variables de colit ont un domaine dont la valeur minimale est 0 et la valeur maximale est choisie

aléatoirement parmi ’ensemble {1,2,3,4,5,6}.

La Table 7.4 contient les résultats de ces tests.

# activités / longueur max. | # résolues #solution # prouvées | # time | temps 7#
## intervalles | des intervalles a Poptimal | trouvée non | infaisables out moyen | backtracks
utilisateur utilisateur (obj = 0) optimale moyen
10 /4 3 80 (14) 0 20 1.3s 38444
20 / 4 6 80 (12) 2 16 2 7.3s 209092
20/ 8 3 85 (28) 4 0 11 9.6s 250931
30 /4 8 81 (6) 2 13 4 9.0s 111948
30 /8 4 70 (0) 8 13 9 12.5s 238334
60 / 4 17 66 (0) ) 26 3 4.4s 19337
60 / 8 74 (3) 12 3 11 9.0s 36872
60 / 16 5 37 (10) 43 0 20 37.3s 67216
120 / 4 36 87 (3) 1 10 2 2.6s 3695
120 / 8 18 79 (0) 11 6 4 12.1s 14925
120 / 16 9 11 (0) 80 0 9 127.7s 58276

TABLE 7.4 — Résultats en optimisation pour des classes d’instance pures. La colonne # activités / #
intervalles utilisateur donne respectivement le nombre d’activités de la classe de problemes, et le nombre
d’intervalles utilisateur. La colonne longueur max. des intervalles utilisateur donne la longueur maximale
des intervalles utilisateur dans le probleme. La colonne # résolues & optimal (obj = 0) donne le nombre
d’instances pour lesquelles une solution a été trouvée, et prouvée optimale dans le temps imparti, en
mettant entre parentheéses le nombre d’instances dont la valeur optimale de I'objectif est 0. La colonne
#solution trouvée non optimale donne le nombre d’instances pour lesquelles une solution a été trouvée,
mais elle n’est pas optimale, ou n’a pas été prouvée optimale. La colonne # prouvées infaisables donne
le nombre de probléemes pour lesquels il a été prouvé, dans le temps imparti, qu’ils n’avaient pas de
solution. La colonne # time out représente le nombre d’instances pour lesquelles aucune solution, ou
preuve d’infaisabilité n’a été donnée dans le temps imparti. La colonne temps moyen donne le temps
moyen de résolutions parmi les instances résolues a l'optimal, avec objectif différent de 0. La colonne #
backtracks moyen donne le nombre moyen de retours arriere dans la recherche pour trouver une solution,
pour les instances résolues a l'optimal, avec un objectif différent de O.

Analyse des résultats Nous constatons que notre contrainte est capable de trouver des valeurs op-
timales (et les prouver) pour la plupart des instances testées, sauf pour les instances dans lesquels sont
impliqués un grand nombre d’intervalles (ici, les classes d’instance & 16 intervalles). L’objectif prend la
valeur de la somme des cofits dans les intervalles utilisateur. Plus le nombre de variables de cofit est
grand, plus il est difficile de trouver et prouver la solution optimale.

La taille des instances testées montre que notre contrainte réagit plutot bien, car trouver un optimal
dans les problemes cumulatifs n’est pas chose aisée. A titre d’exemple, nous pouvons évoquer la PSPLib
[45], qui est une des librairies bien connues de problémes cumulatifs. Dans celle-ci, comme dans la plupart
des problemes cumulatifs classique, l'objectif est de trouver la date de fin au plus tard minimal de
l'ordonnancement. Il existe, dans cette librairie, des instances a 60 activités dont 'optimal n’a pas encore
été prouvé. Ce probleme est certes différent du ndtre, mais nous ne disposons malheureusement pas

d’autre élément de comparaison.
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7.1.2.2 Optimisation avec contraintes additionnelles

Nous I'avons vu dans le chapitre 4, de nombreux problemes réels usuels impliquent des contraintes
additionnelles sur les variables de cotit.

Nous reprenons les cas usuels décrits dans le chapitre 4, et les modeles associés, et réalisons des tests
pour chacun d’entre eux.

Répartition équitable des dépassements

Description La section 4.3.2.1 présente un premier modele pour une situation réelle ou les dépas-
sements doivent étre répartis de fagon équitable.

Nous souhaitons tester le comportement de ce modele de maniere expérimentale.

Nous imposons que, pour chaque séquence de 3 variables de cotlit consécutives, au moins une variable
de cout prenne la valeur 0. Si le nombre p de variables de cotut n’est pas un multiple de 3, dans la
derniere séquence de variables de colit consécutives, au moins une variable de cott doit prendre la valeur
0 également.

Cette regle contraint fortement le probleme et il est alors intéressant d’évaluer I'impact d’une telle
contrainte.

Nous cherchons, 1a encore, & minimiser la valeur de la variable objectif. Pour cela, nous reprenons les
instances introduites dans la section 7.1.2.1 pour 'optimisation.

La Table 7.5 donne les résultats de ces tests.

Analyse des résultats Nous observons que le nombre de problemes résolus a 'optimal est impor-
tant lorsque I'on impose ces contraintes de répartition.

Nous constatons également que, lorsque I'on impose les contraintes de répartition, un nombre plus
important de problémes sont infaisables (ou du moins, prouvés comme tels), ce qui est relativement
intuitif.

La contrainte SOFTCUMULATIVE réagit bien aux contraintes de répartition : imposer ces contraintes
réduit dans de nombreuses classes d’instances le temps moyen de résolution, et le nombre de backtracks
moyen par instance.
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# activités / longueur max. | # résolues #solution # prouvées | # time | temps #
# intervalles | des intervalles a l'optimal | trouvée non | infaisables out moyen | backtracks
utilisateur utilisateur (obj = 0) optimale moyen
10/ 4 3 59 (14) 0 41 0.3s 5354
20/ 4 6 62 (12) 0 37 1 1.4s 33457
20/ 8 3 86 (28) 3 1 10 9.2s 236949
30/ 4 8 54 (6) 0 43 3 3.8s 56900
30/ 8 4 60 (3) 6 26 8 15.0 s 270851
60 / 4 17 42 (0) 2 55 1 10.2s 56365
60 / 8 9 72 (3) 9 9 10 6.3s 27425
60 / 16 5 50 (10) 29 0 21 54.6s 175153
120 / 4 36 60 (3) 40 0 2.1s 2844
120 / 8 18 70 (0) 6 19 ) 7.0s 11010
120 / 16 9 17 (0) 71 2 10 83.1s 79013

TABLE 7.5 — Résultats en optimisation pour des classes d’instance avec contraintes de répartition entre
les variables de cotit. La colonne # activités / # intervalles utilisateur donne respectivement le nombre
d’activités de la classe de problemes, et le nombre d’intervalles utilisateur. La colonnes longueur max. des
intervalles utilisateur donne la longueur maximale des intervalles utilisateur dans le probleme. La colonne
# résolues a l'optimal (0bj = 0) donne le nombre d’instances pour lesquelles une solution a été trouvée,
et prouvée optimale dans le temps imparti, en mettant entre parentheéses le nombre d’instances dont la
valeur optimale de I'objectif est 0. La colonne #solution trouvée non optimale donne le nombre d’instances
pour lesquelles une solution a été trouvée, mais elle n’est pas optimale, ou n’a pas été prouvée optimale.
La colonne # prouvées infaisables donne le nombre de problemes pour lesquels il a été prouvé, dans le
temps imparti, qu’ils n’avaient pas de solution. La colonne # time out représente le nombre d’instances
pour lesquelles aucune solution, ou preuve d’infaisabilité n’a été donnée dans le temps imparti. La colonne
temps moyen donne le temps moyen de résolutions parmi les instances résolues a ’optimal, avec objectif
différent de 0. La colonne # backtracks moyen donne le nombre moyen de retours arriere dans la recherche
pour trouver une solution, pour les instances résolues a l'optimal, avec objectif différent de 0.
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Lissage des variations de coiit

Description Nous ’avons vu dans la section 4.3.2.2, limiter les variations de cotit entre deux inter-
valles consécutifs a un intérét pratique important.

Pour mesurer les conséquences de I'ajout d’une telle contrainte, nous appliquons des contraintes de
différence entre les variables de cout consécutives. Nous reprenons pour cela les mémes instances que
dans la section 7.1.2.1, et nous y appliquons des contraintes de différence telles que pour chaque paire de
variables de coiit consécutives cost; et cost;;1, nous ayons |cost; — cost; 1| < 1.

Nous conservons les mémes instances de maniére a montrer 'incidence de ces contraintes.

La Table 7.6 donne les résultats de ces tests.

# activités / longueur max. | # résolues #solution # prouvées | # time | temps #
# intervalles | des intervalles a loptimal | trouvée non | infaisables out moyen | backtracks
utilisateur utilisateur (obj =0) optimale moyen
10/ 4 3 71 (14) 0 29 0 0.2s 4154
20 /4 6 73 (12) 1 26 0 7.6s 209580
20/ 8 3 87 (28) 3 1 9 13.6s 349022
30/ 4 8 66 (6) 2 30 2 0.8s 10824
30 /8 4 51 (3) 6 32 11 7.7s 140925
60 / 4 17 53 (0) 0 43 4 1.9s 13875
60 / 8 79 (3) 6 11 4 7.5s 44370
60 / 16 ) 69 (10) 16 0 15 37.7s 112673
120 / 4 36 70 (3) 1 29 1.5s 2406
120 / 8 18 75 (0) 3 21 1 3.3s 5370
120 / 16 9 64 (0) 20 6 10 111.7s 64486

TABLE 7.6 — Résultats en optimisation pour des classes d’instance avec contraintes de différence entre
les variables de cotit. La colonne # activités / # intervalles utilisateur donne respectivement le nombre
d’activités de la classe de problemes, et le nombre d’intervalles utilisateur. La colonne longueur max. des
intervalles utilisateur donne la longueur maximale des intervalles utilisateur dans le probleme. La colonne
# résolues a l'optimal (0bj = 0) donne le nombre d’instances pour lesquelles une solution a été trouvée,
et prouvée optimale dans le temps imparti, en mettant entre parenthéses le nombre d’instances dont la
valeur optimale de I'objectif est 0. La colonne #solution trouvée non optimale donne le nombre d’instances
pour lesquelles une solution a été trouvée, mais elle n’est pas optimale, ou n’a pas été prouvée optimale.
La colonne # prouvées infaisables donne le nombre de problemes pour lesquels il a été prouvé, dans le
temps imparti, qu’ils n’avaient pas de solution. La colonne # time out représente le nombre d’instances
pour lesquelles aucune solution, ou preuve d’infaisabilité n’a été donnée dans le temps imparti. La colonne
temps moyen donne le temps moyen de résolutions parmi les instances résolues a ’optimal, avec objectif
différent de 0. La colonne # backtracks moyen donne le nombre moyen de retours arriere dans la recherche
pour trouver une solution, pour les instances résolues a l'optimal, avec objectif différent de 0.
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Analyse des résultats Nous pouvons observer que le nombre de problemes résolus a 'optimal est
significativement plus important lorsque ’on impose ces contraintes de différence.

Nous constatons également que, lorsque 1’on impose les contraintes de différence, un nombre plus
important de problémes sont infaisables (ou du moins, prouvés comme tels), ce qui est relativement
intuitif.

La contrainte SorTCUMULATIVE réagit bien aux contraintes de différence : imposer ces contraintes
réduit le temps de résolution, et le nombre de backtracks moyen par instance.

Nous rappelons que nous avons utilisé une procédure de filtrage a partir des valeurs minimales dans
les domaines des variables de cott, décrite dans la section 5.1.4.

Concentration des cotuts

Description La section 4.3.2.3 présente un premier modele pour une situation réelle ou les dépas-
sements doivent étre concentrés au maximum sur des séquences de variables de cott consécutives.
Nous utilisons pour cela la contrainte Focus [63], décrite en section 4.3.2.3.
Nous souhaitons tester le comportement de ce modele de maniere expérimentale.
Nous cherchons, 1a encore, & minimiser la valeur de la variable objectif. Pour cela, nous reprenons les
instances introduites dans la section 7.1.2.1 pour 'optimisation :
— pour les instances a 4 intervalles, nous imposons que 'on ait au plus une séquences d’au plus trois
variables de coiit strictement positifs
— pour les instances a 8 intervalles, nous imposons que ’on ait au plus deux séquences d’au plus trois
variables de cott strictement positifs
— pour les instances a 16 intervalles, nous imposons que 1’on ait au plus trois séquences d’au plus trois
variables de coiit strictement positifs

La Table 7.7 donne les résultats de ces tests.
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# activités / longueur max. | # résolues #solution # prouvées | # time | temps 7#
# intervalles | des intervalles a loptimal | trouvée non | infaisables out moyen | backtracks
utilisateur utilisateur (obj = 0) optimale moyen
10/ 4 3 72 (14) 0 28 0 0.5s 7564
20 /4 6 73 (12) 1 23 3 2.8s 72511
20/ 8 3 86 (28) 5 0 9 12.3s 321062
30 /4 8 73 (6) 1 23 3 8.3s 102872
30 /8 4 63 (3) 8 24 ) 15.3s 275345
60 / 4 17 56 (0) 4 39 1 5.2s 22735
60 / 8 72 (3) 11 6 11 9.9s 44960
60 / 16 5 62 (10) 22 0 16 62.1s 232648
120 / 4 36 78 (3) 0 21 1 2.1s 3138
120 / 8 18 76 (0) 7 10 7 6.7s 10289
120 / 16 9 26 (0) 60 7 7 128.0s 126225

TABLE 7.7 — Résultats en optimisation pour des classes d’instance avec contraintes de concentration sur
les variables de cotit. La colonne # activités / # intervalles utilisateur donne respectivement le nombre
d’activités de la classe de problémes, et le nombre d’intervalles utilisateur. La colonne longueur max. des
intervalles utilisateur donne la longueur maximale des intervalles utilisateur dans le probleme. La colonne
# résolues a l'optimal (0bj = 0) donne le nombre d’instances pour lesquelles une solution a été trouvée,
et prouvée optimale dans le temps imparti, en mettant entre parenthéses le nombre d’instances dont la
valeur optimale de I'objectif est 0. La colonne #solution trouvée non optimale donne le nombre d’instances
pour lesquelles une solution a été trouvée, mais elle n’est pas optimale, ou n’a pas été prouvée optimale.
La colonne # prouvées infaisables donne le nombre de problemes pour lesquels il a été prouvé, dans le
temps imparti, qu’ils n’avaient pas de solution. La colonne # time out représente le nombre d’instances
pour lesquelles aucune solution, ou preuve d’infaisabilité n’a été donnée dans le temps imparti. La colonne
temps moyen donne le temps moyen de résolutions parmi les instances résolues a ’optimal, avec objectif
différent de 0. La colonne # backtracks moyen donne le nombre moyen de retours arriere dans la recherche
pour trouver une solution, pour les instances résolues a l'optimal, avec objectif différent de 0.
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Analyse des résultats Nous observons que le nombre de problemes résolus a ’optimal est moins
important que dans les autres cas usuels présentés. Cependant, de nombreuses classes de probléemes
donnent tout de méme de meilleurs résultats que la recherche d’optimal dans les probléemes purs.

Cependant, notre approche donne tout de méme de bon résultats, et de nombreux problemes sont
résolus a 'optimal. Lorsque ce n’est pas le cas, notamment dans les cas les plus contraints : ceux ou il y
a 16 intervalles, une solution, non prouvée optimale est, dans la plupart des cas, trouvée.

Nous constatons également que, lorsque l'on impose les contraintes de concentration des cout, un
nombre plus important de problémes sont infaisables (ou du moins, prouvés comme tels), ce qui est
relativement intuitif.

7.1.2.3 Bilan des essais en optimisation

Notre contrainte prouve son efficacité sur des problemes d’optimisation avec et sans contraintes addi-
tionnelles sur les variables de cotit.

Nous observons que notre contrainte réussit a trouver des solutions optimales pour des problemes
purs, jusqu’a 125 activités, en moins de 5 minutes, et pour un nombre d’intervalles allant jusqu’a 16. Ces
résultats sont tres encourageants.

L’ajout de contraintes additionnelles sur les variables de coiit est également plutot bien géré par notre
contrainte, et il est intéressant de constater que cela peut, dans certains cas, accélérer la recherche.

Deux facteurs s’opposent lorsque nous ajoutons des contraintes additionnelles sur les variables de
cotit :

— cela contraint le probleme de maniere plus importante, et il est plus difficile de trouver une solution,

et de prouver 'optimal,

— une propagation supplémentaire peut étre induite par I’ajout de contraintes additionnelles.

Il semble que ce gain en propagation soit intéressant dans certains cas, puisque de nombreux problémes
sont résolus plus rapidement lorsque ’on y ajoute des contraintes additionnelles sur les variables de cott.

Dans d’autres, le fait que les problémes soient plus contraints induit un temps de résolution plus
important.

7.1.3 Adaptation a la PSPLib

Description Le probleme cumulatif relaxé, tel que nous le présentons, n’a pas été traité avant notre
these, il n’existe donc pas de librairie de problémes qui y soit dédiée.

Cependant, afin d’évaluer le comportement de notre contrainte sur une librairie existante, nous avons
choisi d’adapter deux classes d’instances de la PSPLib.

Nous évaluons le comportement de la contrainte SOFTCUMULATIVE sur une adaptation des instances
de taille 30 activités et 60 activités de la PSPLib. Nous décrivons le type d’instances contenues dans la
PSPLib :

— les instances de la PSPLib sont des instances cumulatives qui s’exécutent sur plusieurs machines en

parallele,

— chaque activité a une longueur fixe donnée,

— chaque activité a une consommation de ressource propre a chaque machine,

— lorsqu’une activité est exécutée, elle I’est simultanément sur chaque machine, et elle consomme, sur

chaque machine la quantité de ressource associée, pendant le temps d’exécution de I'activité,

— chaque machine a sa capacité propre,

— des relations de précédence de type “commence apres la fin” sont imposées entre certaines activités,

— une date de fin au plus tard de 'ordonnancement est donnée.
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Ces problémes peuvent étre représentés par une conjonction de contraintes CUMULATIVE (une CUMULA-
TIvE par machine), et de contraintes type “inférieur ou égal” pour modéliser les contraintes de précédence.
Ces instances sont dédiées a l'optimisation : le but est de minimiser la date de fin de la derniere
activité (le makespan) :
— pour les instances a 30 activités, le makespan optimal est connu,
— pour les instances a 60 activités, quand le makespan optimal n’est pas connu, une borne inférieure
et une borne supérieure sont fournies.

Nous proposons d’adapter ces instances au cas SOFTCUMULATIVE. Pour cela :

— nous fixons ’horizon de temps a la valeur optimale du makespan ou, a défaut, a la borne supérieure
fournie,

— nous gardons les contraintes de précédence,

— nous réduisons de 20% la capacité de chaque machine,

— pour chaque machine, nous posons une contrainte SOFTCUMULATIVE prenant en parameétres 1’en-
semble des activités, avec la hauteur correspondante pour cette machine,

— nous posons costC'= max et 0bjC'= sum pour chaque contrainte SOFTCUMULATIVE,

— chaque contrainte SOFTCUMULATIVE a un intervalle utilisateur, et une unique variable de cotut dont
le domaine est entre 0 & 20% de la capacité initiale de la machine,

— nous posons une variable objectif globale qui prend la valeur maximale des variables objectif des
contrainte SOFTCUMULATIVE posées,

— nous minimisons cette variable.

Ce test permet d’évaluer plusieurs choses. Il permet dans un premier temps d’évaluer le comporte-
ment d’un probleme avec conjonctions de contraintes SOFTCUMULATIVE. Il permet également d’obtenir des
informations sur les instances de la PSPLib. Enfin, nous évaluons la conjonction des contraintes SOFT-
CUMULATIVE avec des contraintes additionnelles de précédence. Jusqu'ici, les contraintes additionnelles
posées sur la SOFTCUMULATIVE I’étaient sur les variables de cott. Ici, elles sont cette fois également im-
posées sur les activités.

Signalons que nous n’avons pas défini d’heuristique particuliere basée sur les précédences par exemple,
car nous voulions évaluer notre adaptation dans un cadre générique. Nous utilisons donc de nouveau
Iheuristique de choix de variables de Choco DomQuerWDegBranchingNew (plus petit domaine divisé
par le degré pondéré de la variable) et I'heuristique de choix de valeur IncreasingDomain (de la plus
petite valeur a la plus grande).

Les classes d’instances 30 et 60 de la PSPLib sont constitués chacune de 480 instances, réparties en
48 classes de 10 instances. Nous fixons la limite de temps de résolution a 5 minutes.

La Table 7.8 présente les résultats de ces tests.
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# activités | # résolues #solution | # prouvées | # time temps # backtracks
a l'optimal | trouvée non | infaisables out moyen moyen
(obj = 0) optimale (obj = 0) (obj = 0)
30 359(70) 22 0 99 12.6s(4.4s) 7101(1728)
60 253 (140) 80 0 147 13.6s (1.7s) 1773(110)

TABLE 7.8 — Résultats en pour les problemes de la PSPLib de taille 30 et 60, adaptés a la contrainte
SorTCUMULATIVE. La colonne # activités donnele nombre d’activités de la classe de problemes. La colonne
# résolues a 'optimal (obj = 0) donne le nombre d’instances résolues a Poptimal dans le temps imparti,
et, parmi elles, le nombre d’instances dont I'objectif optimal est égal a 0. La colonne # solution trouvée
non optimale donne le nombre d’instance pour lesquelles une solution a été trouvée dans le temps imparti,
mais qui n’est pas optimale, ou qui n’a pas été prouvée comme tel. La colonne # prouvées infaisables
donne le nombre de problemes pour lesquels il a été prouvé, dans le temps imparti, qu’ils n’avaient pas
de solution. La colonne # time out représente le nombre d’instances pour lesquelles aucune solution, ou
preuve d’infaisabilité n’a été donnée dans le temps imparti. La colonne temps moyen (obj = 0) donne
le temps moyen de résolution parmi les instances résolues a 'optimal, et distingue de celui-ci le temps
moyen pour les instances résolues a l'optimal quand l'objectif est égal a 0. La colonne # backtracks
moyen (obj = 0) donne le nombre moyen de retours arriere dans la recherche pour trouver la solution
optimale, pour les instances résolues a I'optimal et distingue ce nombre moyen pour les instances résolues
a l'optimal dont I'objectif est égal a 0.
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Analyse des résultats Les résultats des tests sur la PSPLib semblent démontrer que la conjonction
de contraintes SOFTCUMULATIVE fonctionne en optimisation.

Le temps de résolution est assez bas.

Ces résultats doivent étre nuancés par le fait que la contrainte SOFTCUMULATIVE est ici utilisée dans
le cas particulier ou elle n’utilise qu'un intervalle. Cependant, ce type d’utilisation sur plusieurs machines
peut étre une perspective intéressante de travail.

Il est intéressant de noter que de nombreuses instances ont un optimal & 0. Pour ces instances, ceci
signifie que :

— le makespan optimal (ou sa borne supérieure, le cas échéant) resterait le méme en baissant de 20%

la capacité de chaque machine , avec les mémes activités et les mémes relations de précédence,

— les instances en question peuvent étre considérées comme “laches” : les capacités des machines

contraignent moins ces instances que les relations de précédence.
Pour les autres instances résolues a 'optimal, les capacités peuvent également étre abaissées en fonction
de 'objectif optimal.

Le lecteur intéressé par les différentes approches possibles de 'ordonnancement de projet pourra se
référer par exemple & [2].

7.2 Evaluation des décompositions

Lorsque 'on traite des problemes d’ordonnancement exclusivement par des techniques de résolution
exactes a base de contraintes, les décompositions de contraintes globales rivalisent en général assez peu
avec les algorithmes dédiés, du moins pour des instances difficiles.

En revanche, ces décompositions peuvent s’avérer tres utiles pour rechercher une premiere solution,
voire une “bonne solution” selon les instances.

Dans ce contexte, I'objectif principal de nos expérimentations est de déterminer s’il est possible d’uti-
liser des décompositions de la contrainte SOFTCUMULATIVE pour résoudre des problémes concrets de com-
binatoire moyenne, comme cela peut étre le cas avec les décompositions de la contrainte CUMULATIVE.
En d’autres termes, la question principale était de déterminer si 'adaptation au cas de la contrainte
SoFTCUMULATIVE engendrait ou non une perte d’efficacité dans le processus de résolution.

Nous avons également évalué le comportement des décomposition dans le cas de probléemes d’optimi-
sation, et proposé, suite a 'analyse des résultats, quelques perspectives a notre travail.

Les tests sont faits sur des instances a 100 et a 250 activités, et a 8, 16 ou 32 intervalles utilisateurs
pour la recherche d’une solution, et sur des problemes de petite taille pour la recherche d’une solution
optimale.

7.2.1 Evaluation relative des décompositions

Nous comparons le comportement des décompositions de la contrainte SOFTCUMULATIVE avec celui des
décompositions équivalentes pour la contrainte CumMULATIVE. Les instances de problemes sont générées
aléatoirement en fonction d’un nombre d’activités et du nombre d’intervalle utilisateur considérés.

Pour chaque classe (nombre d’activités dans le cas de CUMULATIVE et nombre d’activités / nombre
d’intervalles dans le cas de SOFTCUMULATIVE), 100 instances aléatoires ont été testées, et les résultats
fournissent la moyenne des temps de résolution et du nombre de backtracks.

La limite de temps de résolution a été fixée a deux minutes : au dela, si aucune solution n’a été trouvée
alors on considere que I'instance est non résolue.

La stratégie de recherche employée est, pour ’ensemble des expérimentations sur les décompositions,
I'heuristique de choix de variables de Choco DomQuverWDegBranchingNew (plus petit domaine divisé par
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le degré pondéré de la variable) et I'heuristique de choix de valeur IncreasingDomain (de la plus petite
valeur & la plus grande). Pour comparer aux algorithmes ad-hoc de la contrainte globale SOFTCUMULATIVE,
nous avons utilisé sur celle-ci, en satisfaction, la stratégie de recherche définie dans le chapitre 5.

Les durées des activités varient entre 1 et 4.

Dans le cas des décompositions de la contrainte SOFTCUMULATIVE, ’horizon de temps est fixé. Il est
égal a la somme des longueurs des intervalles dont la valeur est choisie aléatoirement entre 1 et la valeur
maximale de la longueur des intervalles.

Pour chaque intervalle utilisateur, la capacité locale que 'on peut dépasser est fixée aléatoirement
entre 3 et 6. La valeur maximale du dépassement est fixée a 6. Nous voulons en effet mettre en évidence
I'incidence directe de la décomposition, et choisissons donc un cas favorable. Autoriser un dépassement
important est un cas favorable. Ces valeurs contraignent le probléme, y compris dans le cas ou I’on cherche
uniquement une premiere solution satisfaisant les contraintes, sans optimisation.

Notons que les instances générées ne sont pas exactement les mémes que dans la section 7.1.1, ce qui
n’impacte en rien les résultats.

7.2.1.1 Décomposition temps-ressource

Description Nous comparons dans cette section efficacité de la décomposition temps-ressource dans le
cas de la contrainte CumuLATIVE (Table 7.9) et dans le cas de la contrainte SorTrCumuLaTIVE (Table 7.10).

# activités | horizon | horizon | # résolues | # prouvées | # time | temps | # backtracks
minimal | maximal infaisables out moyen moyen
100 50 80 98 0 2 0.4s 23
250 130 160 96 0 4 4.6s 111

TABLE 7.9 — Résultats en satisfaction de la décomposition temps-ressource de CuMULATIVE. La colonne
# activités donne le nombre d’activités de la classe de probléemes. Les colonnes horizon minimal et
horizon maximal donnent respectivement la valeur minimale, puis maximale de I’horizon de temps choisi
aléatoirement pour 'ordonnancement. La colonne # résolues donne le nombre d’instances pour lesquelles
une solution a été trouvée dans le temps imparti. La colonne # prouvées infaisables donne le nombre de
problemes pour lesquels il a été prouvé, dans le temps imparti, qu’ils n’avaient pas de solution. La colonne
# time out représente le nombre d’instances pour lesquelles aucune solution, ou preuve d’infaisabilité n’a
été donnée dans le temps imparti. La colonne temps moyen donne le temps moyen de résolutions parmi
les instances résolues. La colonne # backtracks moyen donne le nombre moyen de retours arriere dans la
recherche pour trouver une solution, pour les instances résolues.
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# activités / | longueur max. | # résolues | # prouvées | # time | temps | # backtracks
# intervalles | des intervalles infaisables out moyen moyen
utilisateur utilisateur
10/4 4 90 10 0 0.0s 14
20/4 8 7 8 15 0.0s 9
30/4 12 76 2 22 0.3s 6594
100/8 16 85 0 15 0.7s 106
100/16 8 93 0 7 0.6s 51
100/32 4 97 0 3 0.7s 45
250/8 40 90 0 10 8.3s 134
250/16 20 97 0 3 7.5s 136
250/32 8 96 0 4 8.0s 118

TABLE 7.10 — Résultats en satisfaction de la décomposition temps-ressource de SOFTCUMULATIVE. La
colonne # activités / # intervalles utilisateur donne respectivement le nombre d’activités de la classe de
problémes, et le nombre d’intervalles utilisateur. La colonne longueur max. des intervalles utilisateur donne
la longueur maximale des intervalles utilisateur dans le probleme. La colonne # résolues donne le nombre
d’instances pour lesquelles une solution a été trouvée dans le temps imparti, parmi les instances n’ayant
pas de solution engendrant un dépassement nul. La colonne # prouvées infaisables donne le nombre de
problemes pour lesquels il a été prouvé, dans le temps imparti, qu’ils n’avaient pas de solution. La colonne
# time out représente le nombre d’instances pour lesquelles aucune solution, ou preuve d’infaisabilité n’a
été donnée dans le temps imparti. La colonne temps moyen donne le temps moyen de résolutions parmi
les instances résolues. La colonne # backtracks moyen donne le nombre moyen de retours arriere dans la
recherche pour trouver une solution, pour les instances résolues.
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Analyse des résultats Nous pouvons observer que certaines instances n’admettent pas de solution,
méme lorsqu’on tolere des dépassements de capacité. Leur nombre est indiqué dans la colonne “Infai-
sables” de la table 7.10. Nous remarquons aussi que le nombre d’instances non résolues n’augmente pas
proportionnellement a la taille des instances, ce qui montre que trouver une premiere solution, en accord
avec les valeurs maximales autorisées pour les variables de cotts, n’est pas plus difficile dans les cas
d’instances de 100 activités ou plus.

Les résultats démontrent que l'ordre de grandeur des instances pour la recherche d’une premiere
solution reste le méme avec notre adaptation de la décomposition temps-ressource de la contrainte CuU-
MULATIVE au cas de la contrainte SOFTCUMULATIVE.

7.2.1.2 Décomposition activité-ressource

Description Nous comparons dans cette section lefficacité de la décomposition activité-ressource dans
le cas de la contrainte CUMULATIVE (Table 7.11) et dans le cas de la contrainte SOFTCUMULATIVE
(Table 7.12).

Contrairement au cas de la décomposition temps-ressource, nous ne donnons pas de résultats d’ins-
tances ayant 250 activités car I’espace mémoire requis par cette décomposition, aussi bien dans le cas
classique que dans le cas de problemes cumulatifs avec dépassements, s’est avéré trop grand pour les
capacités de la machine. Nous n’avons pas pu lancer la résolution.

# activités | horizon | horizon | # résolues | # prouvées | # time | temps | # backtracks
minimal | maximal infaisables out moyen moyen
100 50 80 97 0 3 1.2s 22

TABLE 7.11 — Les résultats en satisfaction de la décomposition activité-ressource de CumMULATIVE. La
colonne # activités donne le nombre d’activités de la classe de problemes. Les colonnes horizon minimal
et horizon maximal donnent respectivement la valeur minimale, puis maximale de I’horizon de temps choisi
aléatoirement pour 'ordonnancement. La colonne # résolues donne le nombre d’instances pour lesquelles
une solution a été trouvée dans le temps imparti. La colonne # prouvées infaisables donne le nombre de
problemes pour lesquels il a été prouvé, dans le temps imparti, qu’ils n’avaient pas de solution. La colonne
# time out représente le nombre d’instances pour lesquelles aucune solution, ou preuve d’infaisabilité n’a
été donnée dans le temps imparti. La colonne temps moyen donne le temps moyen de résolutions parmi
les instances résolues. La colonne # backtracks moyen donne le nombre moyen de retours arriere dans la
recherche pour trouver une solution, pour les instances résolues.
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# activités / | longueur max. | # résolues | # prouvées | # time | temps | # backtracks
# intervalles | des intervalles infaisables out moyen moyen
utilisateur utilisateur
10/4 4 90 10 0 0.0s 11
20/4 8 7 6 17 0.2s 142
30/4 12 9 0 1 0.1s 14
100/8 16 83 0 17 6.9s 42
100/16 8 93 0 12.1s 47
100/32 4 95 0 5 22.5s 40

TABLE 7.12 — Résultats en satisfaction de la décomposition activité-ressource de SOFTCUMULATIVE. La
colonne # activités / # intervalles utilisateur donne respectivement le nombre d’activités de la classe de
problemes, et le nombre d’intervalles utilisateur. La colonne longueur max. des intervalles utilisateur donne
la longueur maximale des intervalles utilisateur dans le probleme. La colonne # résolues donne le nombre
d’instances pour lesquelles une solution a été trouvée dans le temps imparti, parmi les instances n’ayant
pas de solution engendrant un dépassement nul. La colonne # prouvées infaisables donne le nombre de
problemes pour lesquels il a été prouvé, dans le temps imparti, qu’ils n’avaient pas de solution. La colonne
# time out représente le nombre d’instances pour lesquelles aucune solution, ou preuve d’infaisabilité n’a
été donnée dans le temps imparti. La colonne temps moyen donne le temps moyen de résolutions parmi
les instances résolues. La colonne # backtracks moyen donne le nombre moyen de retours arriere dans la
recherche pour trouver une solution, pour les instances résolues.



168 7. Expérimentations

Analyse des résultats
la recherche d’'une premiere solution reste le méme avec notre adaptation de la décomposition activité-

Les résultats démontrent a nouveau que 'ordre de grandeur des instances pour
ressource de la contrainte CUMULATIVE au cas de la contrainte SOFTCUMULATIVE.

7.2.1.3 Décomposition linéaire

Description Nous fournissons pour la décomposition linéaire uniquement les résultats pour le cas de
la décomposition de SoFTCuMULATIVE. Les résultats obtenus dans le cas de la décomposition de CumuLA-
TIVE sont équivalents.

# activités / | longueur max. | # résolues | # prouvées | # time | temps | # backtracks
# intervalles | des intervalles infaisables out moyen moyen
utilisateur utilisateur
10/4 4 18 0 82 26.8s 196179
20/4 8 0 0 100 - -

TABLE 7.13 — Résultats en satisfaction de la décomposition linéaire de SOFTCUMULATIVE. La colonne #
activités / # intervalles utilisateur donne respectivement le nombre d’activités de la classe de probleémes, et
le nombre d’intervalles utilisateur. La colonne longueur max. des intervalles utilisateur donne la longueur
maximale des intervalles utilisateur dans le probleme. La colonne # résolues donne le nombre d’instances
pour lesquelles une solution a été trouvée dans le temps imparti, parmi les instances n’ayant pas de solution
engendrant un dépassement nul. La colonne # prouvées infaisables donne le nombre de problémes pour
lesquels il a été prouvé, dans le temps imparti, qu’ils n’avaient pas de solution. La colonne # time out
représente le nombre d’instances pour lesquelles aucune solution, ou preuve d’infaisabilité n’a été donnée
dans le temps imparti. La colonne temps moyen donne le temps moyen de résolutions parmi les instances
résolues. La colonne # backtracks moyen donne le nombre moyen de retours arriere dans la recherche
pour trouver une solution, pour les instances résolues.

Analyse des résultats Les résultats présentés dans la table 7.13 montrent qu’avec la décomposition
linéaire nous ne parvenons qu’a résoudre des instances de taille 10. Ce résultat est décevant et notre
analyse de la trace semble indiquer que la perte de propagation est due & la contrainte de tri SORTED-
NESS, pour laquelle il n’existe pas, dans Choco, d’algorithme complet, mais seulement une décomposition
effectuant un filtrage partiel aux bornes. De plus, le solveur branche parfois sur les variables représentant

les indices de la permutation, ce qui ne semble pas tres opportun.

Perspectives L’amélioration de ’algorithme de filtrage de la contrainte SORTEDNESS ainsi que 1’éla-
boration d’une stratégie de recherche dédiée semblent indispensables pour utiliser notre décomposition
linéaire. Cependant, cela serait contraire a 1’idée selon laquelle notre décomposition est générique et
adaptable sur n’importe quel solveur de contraintes. Pour cela, nous n’avons pas creusé cette piste plus
en détail. Ce résultat montre les limites des travaux théoriques sur les décompositions. Notamment, s’il
est nécessaire d’implémenter une stratégie de recherche dédiée a la décomposition, alors la caractéris-
tique de “simplicité d’implémentation” de la décomposition semble perdue. Ces questions constituent des
perspectives intéressantes a notre travail.
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7.2.2 Comparaison aux algorithmes ad-hoc

Description Nous évaluons ici I'utilisation des décompositions pour la recherche de solutions optimales.

La génération aléatoire des instances est réalisée avec les mémes parametres que dans la section
précédente. En revanche, la limite du temps d’exécution est augmentée a cinq minutes (au lieu de deux
minutes).

Dans le cas de la contrainte CUMULATIVE, sans une stratégie de recherche dédiée il n’est pas possible
de prouver en moins de cinq minutes 'optimalité des solutions pour la plupart des instances générées
aléatoirement, a ’aide des décompositions temps-ressource et activité-ressource. Nous présentons ici des
tests similaires dans le cas des décompositions de SOFTCUMULATIVE.

Nous comparons les résultats des décompositions (Tables 7.16 et 7.15) & ceux de notre contrainte
globale SOFTCUMULATIVE, avec les algorithmes de Sweep et d’Edge-finding de Kameugne et al. (Table
7.14).

Notons que les instances générées ne sont pas exactement les mémes que dans la section 7.1.2, ce qui
n’impacte en rien les résultats.

# activités / | longueur max. | # résolues | # prouvées | # time | temps #
# intervalles | des intervalles | a 'optimal | infaisables out moyen | backtracks
utilisateur utilisateur (obj = 0) moyen
10/4 4 80(14) 20 0 2.0s 38646
20/4 8 79(12) 16 5 6.4s 136525

TABLE 7.14 — Résultats en optimisation de la contrainte SOFTCUMULATIVE. La colonne # activités / #
intervalles utilisateur donne respectivement le nombre d’activités de la classe de problemes, et le nombre
d’intervalles utilisateur. La colonnes longueur max. des intervalles utilisateur donne la longueur maximale
des intervalles utilisateur dans le probleme. La colonne # résolues & optimal (obj = 0) donne le nombre
d’instances pour lesquelles une solution a été trouvée, et prouvée optimale dans le temps imparti, en
mettant entre parentheéses le nombre d’instances dont la valeur optimale de I'objectif est 0. La colonne
#solution trouvée non optimale donne le nombre d’instances pour lesquelles une solution a été trouvée,
mais elle n’est pas optimale, ou n’a pas été prouvée optimale. La colonne # prouvées infaisables donne
le nombre de problemes pour lesquels il a été prouvé, dans le temps imparti, qu’ils n’avaient pas de
solution. La colonne # time out représente le nombre d’instances pour lesquelles aucune solution, ou
preuve d’infaisabilité n’a été donnée dans le temps imparti. La colonne temps moyen donne le temps
moyen de résolutions parmi les instances résolues a 'optimal, avec objectif différent de 0. La colonne #
backtracks moyen donne le nombre moyen de retours arriere dans la recherche pour trouver une solution,
pour les instances résolues a l'optimal, avec objectif différent de 0.
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# activités / | longueur max. | # résolues | # prouvées | # time | temps #
# intervalles | des intervalles | a 'optimal | infaisables out moyen | backtracks
utilisateur utilisateur (obj = 0) moyen
10/4 4 67(13) 13 20 55.7s 1025379
20/4 8 3(3) 1 96 - -

TABLE 7.15 — Résultats en optimisation de la décomposition temps-ressource de SOFTCUMULATIVE. La
colonne # activités / # intervalles utilisateur donne respectivement le nombre d’activités de la classe
de problemes, et le nombre d’intervalles utilisateur. La colonne longueur max. des intervalles utilisateur
donne la longueur maximale des intervalles utilisateur dans le probleme. La colonne # résolues a I’optimal
(obj = 0) donne le nombre d’instances pour lesquelles une solution a été trouvée, et prouvée optimale
dans le temps imparti, en mettant entre parentheses le nombre d’instances dont la valeur optimale de
Pobjectif est 0. La colonne #solution trouvée non optimale donne le nombre d’instances pour lesquelles
une solution a été trouvée, mais elle n’est pas optimale, ou n’a pas été prouvée optimale. La colonne #
prouvées infaisables donne le nombre de problemes pour lesquels il a été prouvé, dans le temps imparti,
qu’ils n’avaient pas de solution. La colonne # time out représente le nombre d’instances pour lesquelles
aucune solution, ou preuve d’infaisabilité n’a été donnée dans le temps imparti. La colonne temps moyen
donne le temps moyen de résolutions parmi les instances résolues a ’optimal, avec objectif différent de 0.
La colonne # backtracks moyen donne le nombre moyen de retours arriere dans la recherche pour trouver
une solution, pour les instances résolues a ’optimal, avec objectif différent de 0.

# activités / | longueur max. | # résolues | # prouvées | # time | temps #
# intervalles | des intervalles | a 'optimal | infaisables out moyen | backtracks
utilisateur utilisateur (obj = 0) moyen
10/4 4 47 (13) 20 33 77.8s 158662
20/4 8 3(3) 0 97 - -

TABLE 7.16 — Résultats en optimisation de la décomposition activité-ressource de SOFTCUMULATIVE. La
colonne # activités / # intervalles utilisateur donne respectivement le nombre d’activités de la classe
de problemes, et le nombre d’intervalles utilisateur. La colonne longueur max. des intervalles utilisateur
donne la longueur maximale des intervalles utilisateur dans le probleme. La colonne # résolues a I'optimal
(obj = 0) donne le nombre d’instances pour lesquelles une solution a été trouvée, et prouvée optimale
dans le temps imparti, en mettant entre parentheses le nombre d’instances dont la valeur optimale de
Pobjectif est 0. La colonne #solution trouvée non optimale donne le nombre d’instances pour lesquelles
une solution a été trouvée, mais elle n’est pas optimale, ou n’a pas été prouvée optimale. La colonne #
prouvées infaisables donne le nombre de problemes pour lesquels il a été prouvé, dans le temps imparti,
qu’ils n’avaient pas de solution. La colonne # time out représente le nombre d’instances pour lesquelles
aucune solution, ou preuve d’infaisabilité n’a été donnée dans le temps imparti. La colonne temps moyen
donne le temps moyen de résolutions parmi les instances résolues a ’optimal, avec objectif différent de 0.
La colonne # backtracks moyen donne le nombre moyen de retours arriere dans la recherche pour trouver
une solution, pour les instances résolues a ’optimal, avec objectif différent de 0.
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Analyse des résultats Les résultats montrent que les décompositions de la contrainte SOFTCUMULA-
TIVE ne se montrent pas plus performantes que celles de la contrainte CUMULATIVE pour prouver l'optima-
lité des solutions. Cela s’explique aisément par le fait qu’'une conjonction avec des contraintes primitives
n’est pas équivalente, en terme de puissance de filtrage, aux algorithmes dédiés.

Néanmoins, il est intéressant, en pratique, d’avoir une idée de la distance a laquelle on se situe, au
bout de cinq minutes, par rapport a la solution optimale. Pour illustrer ce point, nous présentons trente
instances a 20 activités et 4 intervalles, générées avec des “seeds” successifs. Pour chaque instance, la
solution optimale est fournie par la contrainte SorTCumuLATIVE. La table 7.17 indique les différentes
valeurs d’objectif trouvées, selon le type de décomposition. Nous indiquons le fait qu’une décomposition
n’ait pas été en mesure de fournir une solution par le symbole -’.
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Instances | T-R | A-R | SOFT

instancel 12 12 9
instance2 7 4 4
instanced - - 13
instance4 0 0 0
instanceb 8 7 7
instance6 7 3 2
instance7 2 1 0
instance8 5 5 3
instance9 12 11 11
instancel0 8 7
instancell 9
instancel2 11 12
instancel3 9 8
instancel4 9 8
instancelb 4 3
instancel6 ) 3
instancel7 5 4
instancel8 10 10
instancel9 9

instance20 10

instance22 6
instance23 10
instance24 14 13
instance25 12 10
instance26 8 7
instance27 12 11

5
8
instance21 4 3
4
7

HOOOCD\I@E%H[\D\I[\D[\DWOJ[\DOO@\]\]'

instance28 10 9
instance29 2 1
instance30 5 3

TABLE 7.17 — Les valeurs de l'objectif global obtenues pour la résolution de l'instance 20/4 des décompo-
sitions temps-ressource et activité-ressource et de la contrainte SOFTCUMULATIVE. La colonne "Instances”
indique des instances de la classe 20/4. La colonne T-R indique les résultats obtenus par la décompo-
sition temps-ressource de la contrainte SOFTCUuMULATIVE. La colonne A-R indique les résultats obtenus
par la décomposition activité-ressource de la contrainte SOFTCuMULATIVE. La colonne SOFT indique les
résultats optimaux obtenus par la contrainte SOFTCUMULATIVE.



7.2. Evaluation des décompositions 173

Perspectives Une amélioration du processus de résolution pourrait étre obtenue en ajoutant des
contraintes implicites aux décompositions. Une contrainte implicite est une contrainte qui est redon-
dante du point de vue de la modélisation (le probléme peut étre modélisé sans cette contrainte), mais
dont la présence au sein d’'un modele apporte un filtrage supplémentaire. Dans ce cadre, une piste peut
étre d’étudier dans quelle mesure il serait possible de concevoir une décomposition qui hybride les décom-

positions temps-ressource et temps-activité.






Chapitre 8

Bilan et perspectives

Dans de nombreux cas pratiques, en ordonnancement cumulatif, la date de fin du projet est fixée, et
des dépassements peuvent intervenir. La contrainte CUMULATIVE classique ne permet pas de prendre en
compte ces dépassements.

Nous avons défini une maniere de relaxer cette contrainte en introduisant la contrainte globale SorT-
CuMmULATIVE. Nous ’avons définie de maniére a ce qu’elle ait un pouvoir expressif important.

Pour cela, nous nous sommes placés dans le cas ou 'horizon de temps est découpé en plusieurs inter-
valles (les intervalles utilisateur) de capacités potentiellement différentes. Nous avons autorisé dans une
certaine mesure des dépassements de ces capacités. Nous avons alors introduit des variables de cotut et
défini différentes mesures de violation, de maniere a quantifier les dépassements de capacité.

Nous avons mis en lumiere trois cas pratiques dans lesquels des contraintes sur les dépassements
pouvaient intervenir. Nous avons décrit une application dans laquelle une répartition équitable des valeurs
des variables de couts était nécessaire entre des intervalles utilisateur consécutifs. Nous avons ensuite
montré que des applications pouvaient imposer un lissage des valeurs des variables de cotut. Une application
peut en effet imposer qu’il n’y ait pas ou peu de grandes variations de valeur entre deux variables de cotit
consécutives. Enfin, nous avons présenté un cas pratique dans lequel il était nécessaire de concentrer les
colits sur un certain nombre d’intervalles utilisateur successifs.

Pour modéliser ces cas, nous avons couplé la contrainte SOFTCUMULATIVE a d’autres contraintes. Ces
contraintes portent sur les variables de cout de la contrainte.

Plusieurs méthodes de filtrage, adaptées des techniques parmi les plus puissantes de I’état de 'art en
ordonnancement cumulatif classique ont été introduites. Nous avons notamment adapté les algorithmes
de Sweep et d’Edge-Finding, qui sont les algorithmes les plus répandus pour la contrainte CUMULATIVE.

Nous avons également proposé plusieurs regles et algorithmes de filtrage originaux, propres a notre
probleme. Nous avons notamment introduit un algorithme permettant de filtrer a partir des valeurs mini-
males dans les domaines des variables de cotit. Ce type de filtrage est inhabituel et nous avons motivé son
emploi par une situation pratique. Nous avons décrit une stratégie de recherche adaptée a notre probleme.

Enfin, 'approche par décomposition nous semblait intéressante a étudier. Pour cela, nous avons adapté
des décompositions de la contrainte CuMULATIVE de 1’état de ’art & la contrainte SOFTCUMULATIVE. Nous
avons également proposé une nouvelle décomposition, a la fois pour la contrainte CUMULATIVE et pour
la contrainte SOFTCUMULATIVE. Cette décomposition a un nombre de variables linéaire par rapport au
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nombre d’activités impliquées dans le probleme.

Nous avons ensuite validé notre approche par contrainte globale par des expérimentations. Nous avons
testé la recherche de solutions a des problemes n’admettant pas de solution sans dépassement. Dans ces
probléemes, nous avons essayé plusieurs paramétrages et types d’activités et d’instances.

Nous avons testé des problemes d’optimisation sans, puis avec des contraintes additionnelles, afin
d’illustrer les modeles proposés pour des situations pratiques.

Enfin, nous avons adapté la librairie de problemes cumulatifs PSPLib au cas sur-contraint. Les ré-
sultats sur ces tests ont montré que la contrainte SOFTCUMULATIVE peut résoudre efficacement certaines
classes d’instances.

Comme nous pouvions nous y attendre, les décompositions de la contrainte SOFTCUMULATIVE ont
donné de moins bons résultats, méme si nous avons montré qu’elles pouvaient étre intéressantes pour
trouver une premiere solution. Malheureusement, les résultats obtenus sur notre nouvelle décomposition
linéaire par rapport au nombre d’activités ont été décevants, mais il reste de nombreuses perspectives
d’amélioration. Cette décomposition linéaire utilise notamment une contrainte de tri qu’il serait intéres-
sant d’améliorer.

Notre travail constitue une nouvelle approche du probléme cumulatif avec dépassements de capacité en
programmation par contraintes. De nombreuses pistes pourraient encore étre explorées. Nous en donnons
quelques unes.

Adaptation d’autres algorithmes de filtrage Nous avons adapté les algorithmes de filtrage de
I’état de ’art qui nous semblaient les plus prometteurs quant aux performances sur notre probléeme.
Cependant, nous avons vu dans le chapitre 2 que de nombreux autres algorithmes de filtrage existaient
pour la contrainte CUMULATIVE. Dés lors, il est raisonnable de penser qu’il existe certains cas dans lesquels
ces autre algorithmes pourraient également fournir un filtrage intéressant dans le cadre de notre contrainte
SorTCUMULATIVE. De plus, un nouvel algorithme de Sweep pour CuMULATIVE [52], plus performant, sera
présenté a la conférence CP’12. Il pourrait donc étre intéressant de tenter de I'adapter au cas de la
contrainte SOFTCUMULATIVE.

De nouveaux types de coit Nous avons introduit différents types de cotit pour modéliser les dé-
passements. Nous avons vu dans le chapitre 4 qu’ils peuvent modéliser de nombreux cas pratiques. Il
serait cependant possible d’introduire de nouvelles manieres de calculer les cotits, peut-étre plus adaptées
a d’autres applications. Dans ce cas, une réadaptation des différentes algorithmes et regles de filtrage
présentées dans cette theése serait évidemment nécessaire.

Intégration au filtrage des contraintes additionnelles sur les cotits Les modéles intégrant la
contrainte SOFTCUMULATIVE et d’autres contraintes sur les cotlits peuvent parfois profiter d'un gain de
propagation di a 'ajout de contraintes. Afin d’améliorer le processus de résolution, une perspective
intéressante de notre travail pourrait étre de considérer, dans le filtrage, a la fois la contrainte SorT-
CUMULATIVE et les contraintes additionnelles. Pour cela, de nouvelles contraintes globales étendant la
SorTCUMULATIVE pourraient étre introduites. Le pouvoir de déduction en considérant a la fois SorTCu-
MULATIVE et les contraintes additionnelles, pourrait alors en étre décuplé.

Relaxation du graphe de précédence Dans de nombreux problemes cumulatifs, comme nous avons
pu le voir avec la PSPLib, des relations de précédence entre les activités sont imposées. Celles-ci sont diffé-



8. Bilan et perspectives 177

rentes des précédences implicites évoquées dans les algorithmes d’Edge-Finding. 1l serait alors intéressant
de les intégrer au probleme cumulatif relaxé. De la, deux pistes s’ouvriraient & nous. La premieére serait, 1a
encore, d’intégrer au filtrage ces contraintes sur les activités, afin d’obtenir un pouvoir de déduction plus
important. La seconde piste serait de considérer une sémantique de relaxation portant sur ces contraintes
de précédence, et non seulement sur les dépassements de capacité.

Passage en mode multi-machines Beldiceanu et Carlsson [8] ont introduit la contrainte CUMULA-
TIVES qui considere une contrainte cumulative multi-ressources, c’est & dire que plusieurs ressources sont
considérées a la fois et qu’une activité donnée peut consommer de la ressource sur 'une ou l'autre des
machines. La librairie PSPLib que nous avons adapté dans les expérimentations présente des activités
pouvant consommer simultanément de la ressource sur plusieurs machines distinctes. Nous pourrions
donc considérer une seule contrainte SOFTCUMULATIVE sur plusieurs machines, et intégrer des filtrages
dans celles-ci, plutot que de poser une conjonction de contraintes SOFTCUMULATIVE afin de modéliser les
problémes, comme nous 'avons fait dans les expérimentations.

L’ensemble des perspectives évoquées précédemment suggere que 1’axe utilisé pour I’étude pourrait en-
core étre suivi pour modéliser, et résoudre de nouveaux probléemes pratiques en ordonnancement cumulatif
sur-contraint.
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Résumé

La programmation par contraintes est une
approche intéressante pour traiter des problemes
d’'ordonnancement. En ordonnancement
cumulatif, les activités sont définies par leur date
de début, leur durée et la quantité de ressource
nécessaire a leur exécution. La ressource totale
disponible (la capacité) en chaque instant est
fixe. La contrainte globale CumuraTive modélise
ce probléme en programmation par contraintes.
Dans de nombreux cas pratiques, la date limite
de fin d'un projet est fixée et ne peut étre
retardée. Dans ce cas, il n'est pas toujours
possible de trouver un ordonnancement des
activités qui n'engendre aucun dépassement de la
capacité en ressource. On peut alors tolérer de
relacher la contrainte de capacité, dans une
limite raisonnable, pour obtenir une solution.
Nous proposons une nouvelle contrainte globale :
la contrainte SorrCumuLaTIvE qui étend la
contrainte CumuraTive pour prendre en compte
ces dépassements de capacité. Nous illustrons
son pouvoir de modélisation sur plusieurs
problemes pratiques, et présentons différents
algorithmes de filtrage. Nous adaptons
notamment les algorithmes de balayage et
d'Edge-Finding a la contrainte SorrCumuLATIVE.
Nous montrons également que certains
problémes pratiques nécessitent d'imposer des
violations de capacité pour satisfaire des regles
métiers, modélisées par des contraintes
additionnelles. Nous présentons une procédure de
filtrage originale pour traiter ces dépassements
imposés. Nous complétons notre étude par une
approche par décomposition. Enfin, nous testons
et validons nos différentes techniques de
résolution par une série d'expériences.
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Abstract

Constraint programming is an interesting
approach to solve scheduling problems. In
cumulative scheduling, activities are defined by
their starting date, their duration and the
amount of resource necessary for their execution.
The total available resource at each point in time
(the capacity) is fixed. In constraint
programming, the CumuLative global constraint
models this problem.

In several practical cases, the deadline of the
project is fixed and can not be delayed. In this
case, it is not always possible to find a schedule
that does not lead to an overload of the resource
capacity. It can be tolerated to relax the capacity
constraint, in a reasonable limit, to obtain a
solution.

We propose a new global constraint : the
SorrCumuLATIVE constraint that extends the
CumuraTive constraint to handle these overloads.
We illustrate its modeling power on several
practical problems, and we present various
filtering algorithms. In particular, we adapt the
sweep and Edge-Finding algorithms to the
SorrCumuLaTive constraint. We also show that
some practical problems require to impose
overloads to satisfy business rules, modelled by
additional constraints. We present an original
filtering procedure to deal with these imposed
overloads. We complete our study by an
approach by decomposition. At last, we test and
validate our different resolution techniques
through a series of experiments.
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