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Resune

Ces travaux de #Be proposent une melisation des structures secondaires
d'ARN avec ou sans pseudonceuds. Selon une approche combinatoire, nous conce-
vons differents modles de ces structures que né@tgdions sous deux aspects.

D'une part, nous @ nissons des moeles de grération aatoire qui nous per-
mettent de @ nir une mesure permettant une meilleure reconnaissance des struc-
tures biologiques. D'autre part, grdes codages approgsi et des bijections vers
des langages repsenés par des grammaires non-contextuelles, n@&meehbrons
les structures composant I'espace dediction des algorithmes exacts dégiction
de structures secondaires avec pseudonceuds.

La premere partie concerne des medes abatoires de structures d'’ARN sans
pseudonceuds. Nous montrons que ces structugatoaes constituent une source
de bruit pertinente lorsqu'il s'agit deéterminer si les logiciels de comparaison
de structures attribuent un meilleur sc@ar@les comparaisons entre structures is-
sues de la @me famille d'ARN qua des alignements entre structuréslies et
aléatoires. Nous comparons ensuite la senstbéitla spci citt de RNAdistance,
un programme de comparaison de structures, selon l'usage du score "brut” ou bien
de la Z-valeur de ce score. Nous calculons plusieurs Z-valeurs sel@mnediitf
moceles de structures &dtoires. Nous montrons que la Z-valeur céewd par-
tir d'un modele de Markov ar@liore la cetection des ARN de grande taille tandis
que la Z-valeur calcéea partir d'un moéle bagé sur des grammaires paées
aneliore la detection des ARN de petite taille.

Nous nous iréressons ensuite, dans une deme partie, aux algorithmes de
prédiction de structure secondaire avec pseudonceuds. Nousstongiout d'abord
la classi cation de Condoret al. en cecrivant les structures par leur graphe de
coherence et nous car&isonsegalement la restriction planaire de la classe de Ri-
vas et Eddy. Nouétudions ensuite le compromis entre compkexiés algorithmes
existant et la taille de leur espace dégiction. Nous @nombrons les structures
en les codant par des mots de langagesélaiques. Nous enédiuisons alors des
formules asymptotiqgues dé&dombrement. Nous mettons ausségience une bi-
jection entre la classe de Lyngsg et Pedersen et des cartes planaires ainsi qu'une
bijection entre la classe des pseudonceuds &diffcés, que nous avons introduit,
et les arbres ternaires. Nous montrons alors que lesrdiftes de comg@xkité ob-
senees des algorithmes deggliction ne sont pas toujours jusdes par la taille de
I'espace de gdiction.a partir de ces grammaires, nous concevons des algorithmes
ef caces de @rération akatoire, uniforme ou non uniforme cor@e, de structures
d'ARN avec pseudonceuds.
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Abstract

This thesis proposes a model of RNA secondary structures with or without pseu-
doknots. According to a combinatorial approach, we design different models of
these structures which we study according to two aspects. In one hand, we de ne
random generation models which allow us to de ne a measure allowing a better
recognition of biological structures. On the other hand, greatings to appropriated
encodings and bijections to languages represented by non-contextual grammars, we
count the structures composing the space of exact secondary structure prediction
algorithms with pseudoknots.

The rst part deals with random models of RNA structures without pseudok-
nots. We show that these structures are a relevant source of random noise when
determining whether the structures comparison softwares attribute a better compa-
rison score between structures from the same family than alignments between real
and random structures. We then compare the sensitivity and spci city of RNAdis-
tance, a structures comparison software, depending on the use of the "raw” score
or on the Z-value. We compute several Z-values according to different models of
random structures. We show that the Z-value computed from a Markov model im-
proves the detection of large RNA while the Z-value computed from a model based
on weighted grammars improves the detection of small RNA.

We then consider, in the other hand, pseudoknotted secondary structure predic-
tion algorithms. First we complete the Condon it et al. classi cation by describing
the structures by their consistancy graph and we also characterize the planar restric-
tion of the class of Rivas and Eddy. Then, we investigate the tradeoff between the
complexity of existing algorithms and the size of their prediction space. We count
the structures by coding them with words of algebraic languages. Then, we deduce
asymptotic formulas count. We also show a bijection between the class of Lyngs o
and Pedersen and planar maps and a bijection between the class of undifferentiated
pseudoknots we introduced and ternary trees. We show that the observed differences
in complexity prediction algorithms are not always justi ed by the size of the space
prediction. From these grammars, we design ef cient algorithms for generating ran-
dom RNA structure, uniform or controlled non-uniform, with pseudoknots.
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Introduction

Les mokcules d'ARN sont des composants majeurs dans le fonctionnement de
la cellule. lls interviennent dans tous les processus cellulaires bien awd€eeale
que l'on croyait il y a une quinzaine d'aées. Les ARN interviennent en parti-
culier dans la @gulation de I'expressionagétique. La @écouverte de I'extinction
de genes par Fire et Mello en 1998 ch€z elegans[41] est un exemple phare de
regulation de l'activié genique par des ARN. Cetté&douverte valua leurs auteurs
le prix Nobel de nedecine et de physiologie en 2006. Ceaanisme, qui a ensuite
été decouvert chez la plupart des animaux et des plantes, ouvre de nombreuses op-
portuni€s d'applications en biotechnologie et edecine [47]. Alors que ps
de 80% du @nome est transcrit chez les mamenés, seul 2% duénpome corres-
ponda des gquences d'ARN messagers matures qui seront traduits egin@st
(ces derrgéresétaient alors cons@lées comme les actrices presque uniques de l'ac-
tivité cellulaire) [69]. Ces &couvertesé&centes ont ouvert la vo& de nouveaux
champs d'investigation en biologie ("RNomique”) et en bioinformatique. La re-
cherche sur les ARN a suseiin large ingret de la communaétscienti que comme
le montre I'enrichissement de la base de deemRfam [49] de 700 nouvelles fa-
milles en 2008. Cependant, la fonction de la magodé ces ARN demeure encore
inconnue. La fonction des ARN est fortemer@da leur structure spatiale. A n de
determiner leur fonction, on cherche doaélucider leur structure et les identi-
er a des familles connues par homologiéaide de programmes de comparaison.
La structure spatiale des ARN est obtenue par le repliement de kcuotelsur
elle meme. Plusieurs niveaux de repliement intediires peuvergtre distingés.
Nous nous iréressons ica la structure secondaire des ARN. Ce niveau de replie-
ment est inkressant car il permeég de dterminer la famille d'appartenance d'un
ARN par comparaison de structure.

Nous posons donc dans un premier temps, en efartie, les notions connues
relatives aux structures d’ARN. Nous posons certaines normes de description des
structures a n de clari er et uni er les notions et les concepts qui les expriment.
Nous ¢ nissons aussi les concepts combinatoires qui nous permettront par la suite
de cecrire les structures. Nous serd@galement amésa introduire les concepts
de ¢ereration akatoire sur les langages alyriques.

Ces notions de basésant poges, dans la seconde Partie, nous no@sessons
aux algorithmes de comparaison de structures secondaires sans pseudonceuds. A n
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de ceterminer la fonction des matules ou de dresser des phyags, les bio-
logistes ealisent des alignements degsiences. Ces alignements renvoient, entre
autres, des scores et/ou des distances qui permetteétateniher si deséxjuences

sont proches ou non. A n deaderminer si deuxéxjuences sont homologues ou non,

il nous fautévaluer la signi cativie du score de comparaison. Pour cela, on peut
utiliser des grandeurs statistigues comme la Z-valeur ou la p-valeur. Ces grandeurs
nous permettent @valuer la signi cativieé d'un score en le comparaatun score
obtenu par hasard, le hasathnt moélise par une distribution bien choisie sur
I'espace deséqjuences.

Dans le cas des alignements d®gences, on sait, dans certains cas, calculer
théoriquement ces grandeurs. Lorsque I'on ne sait pas les calculer, on doit alors re-
courir a la simulation. Mais le cas des comparaisons de structures d’ARN n'a pas
encoreéte traig, c'est pourquoi nous sommes araenproposer ici un maele de
calcul empirique de la Z-valeur pour les alignements d’ARN. Ce calcul repose sur
I'obtention de structures @htoires d'ARN. Pouétre pertinent, un mae de struc-
tures akatoires doit capter les paratres importants des structuré&elies tout en
restant assez libre pour que I'espace dans lequel on tire les structures soit suf sam-
ment riche.

Dans un premier temps nous sommes a@sencé nir plusieurs moeles pos-
sibles de structureséatoires bass sur des maes de Markov ou des grammaires
algébriques ponérées, et dans un second temps, nous appliquons cesl@sathns
deux contextes diffrents.

Dans une ex@rience peliminaire, nous voulons comparer les performances des
logiciels existants de comparaisons de structures. Plesissment, il s'agit de
véri er s'ils ont la capacié d'attribuer un meilleur scora des comparaisons de
structures d'ARN éelles issues de la@me famille biologique q& des compa-
raisons entre structures d'ARNelles et des structureseatoires qui re@sentent
une source de bruit. La question que nous nous posons est de savoir s'il existe des
sources de bruit plus pertinentes que d'autres. Nous montrons que certaines sources
de bruit mettent davantage en dif célles logiciels de comparaison de structures
que d'autres.

Des lors, nous nous iatessons au calcul de la Z-valeur. Noésnissons cette
grandeur en nous basant sur les travaatigs pour les alignements degiences.
Nous comparons la sensibditet la sgci cité d'un programme de comparaison
selon que l'on utilise le score "brut” ou bien la Z-valeur de ce score.

Dans ce but, nous calculons plusieurs types de Z-valeurs geréliff par le
mockle de structures @atoires utiliges. Nous montrons que I'un de nos rates
ba$ sur des grammaires &lgriqgues ponerées permet d'agliorer la cetection des
ARN de petite taille, le moele de Markov, quana lui permettant d'ar@liorer la
détection des ARN de grande taille.

L'obtention des structures d’ARN repose soit sur &eatmination de la struc-
ture eelle par des &thodes biochimiques (cristallographie, enzymes de restriction
...) soit sur des algorithmes deégliction de structurea partir de leur squence.
Les nethodes biochimiques @sentent toutefois leedavantage étre complexes,
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longues et oareuses. En revanche, laégdiction de structure par des algorithmes
s'avere plus rapide et moins éreuse. Nougtudions, dans la trolsme Partie,

les algorithmes de pdiction de structure secondaire avec pseudonceuds. Les uti-
lisateurs font @réralement le choix detFoLD ou de logiciels comparables lors-
gu'ils ont besoin de replier desguences d'ARN, cependant ces logiciels sont
incapables de gdire les structures @sentant des pseudonceuds. C'est pourquoi
de nombreuses autresethodes onete developgees pour gdire les structures
avec pseudonceuds. Le preftvle de pediction de structures secondaires avec pseu-
donceudstant NP-Complet en touteeggralite, les algorithmes polynomiaux ne
peuvent pedire qu'un sous ensemble des structures possibles. Catdadn[25]
classent les algorithmes en comparant les ensembles de structures pEtuevant
prédites tleoriguement par chacun d'eux. Convenons d'appelasse de struc-
turesd'un algorithme dona I'ensemble des structures qu'il peuégire en t&orie.
Condonet al ont monté qu'il existe, de ce point de vue, une&harchie stricte entre

les algorithmes exacts : en d'autres termes, il existe des relations d'inclusion stricte
entre leurs classes de structures. Coretaal. ont dé ni pr écigement ces classes en
donnant pour chacune un sgste de e-ecriture qui permet de I'engendrer. Dans un
premier temps, nous donnons une autre vision de ces classes erecamsidurs
graphes de carence notion introduite dans [53].

Puis nous nous iBtessons aux relations entre ces classeslatcomplexié
des algorithmes de @diction de structure qui leur correspondent. La compexit
de chacun des algorithmes exacts dedjotion est connue. Alors que I'on pour-
rait s'attendrea ce que la lararchie de Condoet al. et la hierarchie des com-
plexites en temps soient clairement @ees, on constate que ce n'est pas le cas.
Plus pEciment, nous soulevons le prebie de quanti er, pour chaque classe, le
compromis qui &t trou\é entre sa cardinaditet la complex& en temps de l'al-
gorithme qui lui correspond. A n dvaluer ce compromis, il nous favgéombrer
chacune des classes. Dans ce but nous faisons apges$ approches de combi-
natoire énunerative et bijective. Pour toutes les classes sauf une, nous donnons
un codage des structures par des mots de langagéebrijges. A partir d'une
grammaire non ambigudu langage, nous obtenons des formules asymptotiques
d'énuneration. Nous montronsgalement I'existence de bijections entre certaines
des classes et des classes de cartes planaires ou d'arbres ternaires, aboutissant ainsi
a des formules closes démbmbrement. Finalement, nous mettrongeidence le
fait que les diferences de complegitobserees entre les diéirents algorithmes ne
se justi ent pas toujours par une diffence signi cative du nombre de structures
prédictibles.

Par ailleurs, le codage des classes par des langag@&sriglges nous permet
de concevoir des algorithmes ef caces dengration akatoire, uniforme ou non
uniforme contblée, de structures d'ARN avec pseudonceuds.

INTRODUCTION 17



INTRODUCTION

18 INTRODUCTION



Premiere partie

Notions biologiques et @ nitions
préeliminaires

19






Chapitre 1

Structure des ARN

Il nous est apparu que dé&sjuipes diférentes utilisaient des notions et des
concepts diférents sur les structures d'’ARN en sdarant en faita desélements
identiques. On peut citer notamment les notions de structure secondaire, de tige et
de pseudonceud dont I& dition est variable selon les auteurs. Etant deroes
différences, il nous est apparu qu'il y avagtoessi d'une approche normative.

Dans ce chapitre, nous allons donc rappeler et introduire les notions biologiques
préliminaires et les @ nitions des structures des ARN (section 1.1, les eled de
repliement de ces metules (section 2) et les familles d'ARN que nous utiliserons
par la suite (section 3).

1 Structure secondaire

1.1 De nitions

L'ARN est un polynere lintaire constité d'une £quence de nuebtides. Un
nuckotide est un enchrrement d'un groupement phosphate, d'un sucre (le ribose)
et d'une base azée. Il existe quatre bases agzes dans I'ARN : I'aénine (A), la
cytosine (C), la guanine (G) et I'uracyle (U). Ces bases peuvent former des liaisons
hydrogene entre elles et provoquer ainsi le repliement de l&oubé. Il existe plu-
sieurs niveaux de structuration des ARN, que nous allons rappeler dans la liste de
dé nitions suivantes :

Dé nition 1 (Structure primaire)La structure primaire d'un ARN est l&eguence
des nuctotides orierge de 5' vers 3'. Chaqueesidu est identié par la base qui le
représente et par sa positidh i nou n est le nombre total deesidus.

Dé nition 2 (Appariement) Un appariement est une liaisonée entre deuxasidus
de la structure primaire. Par convention on nommérg) I'appariement entre la
base i et la base j. Par convention, on 4 ij.

Par abus de langage, on parlera aussi dgrp pour parler de I'appariement
(i; j) en eferencea la repésentation grsenée dans le chapitre 1.2.

Dé nition 3 (Pied d'un appariement)Soit un appariementi; j). L'extrémig&, ou
pied, gauche estadnie commeétant i, et son exémig€, ou pied, droite comme |.
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CHAPITRE 1. STRUCTURE DES ARN

Dé nition 4 (Structure secondaire).a structure secondaire est le premier niveau
de repliement des ARN. La structure secondaire consiste en l'appariement Watson
Crick (liaison de A avec U et C avec G) ou Wobble (liaison de G avec U) des bases
entre elles.

Une structure secondaire est I'ensemble des appariements tels (g, sst
un appariement alorgk tel que(j; k) ou(k; j) ou(i;K) ou(k;i) soient un apparie-
ment.

Deé nition 5. On peut @ nir trois sortes de relations entre les appariements :

— Larelation d'empilement(i; j) est empié sur(k;1) si et seulement sk k<
| < j. Onditaussiquék;l) estimbrique sougi; j). On note : staci(i; j); (k;1)) =
vrai

— La relation de voisinage (i; j) est voisin d€k;l) si et seulement si4 | <
k<louk<I<i< j.Onnote:next(i;j);kl)) = vrai.

— Larelation de croisement(i; j) et(k;|) se croisent si et seulement si ik <
j<louk<i<|< j.Onnote:cros{i;j);(k)) = vrai

Deé nition 6 (Structure secondaire sans pseudonceDdns une structure secon-
daire sans pseudoncelj; j); (k;1);crosg(i; j); (k;1)) = faux

Deé nition 7 (Hélice ou tige.) Une Felice de taille k est une suit@; j); (i + 1; j
D;:::(i+k 1;j k+ 1) de bases appages sans interruption.

Deé nition 8 (Boucle) Une boucle est uneégion compase de bases non ap-
pariées. Ces boucles portent des nomsdhfiits selon leur emplacement dans la
structure.

— Boucle terminale : boucle fermant unélice (Fig 1.1(a)).

— Boucle interne : lesésidus non appa@s interrompent les deux brins de
I'n élice (Fig 1.1(b)).

— Ren ement : esidus non appaés sites sur un seul brin d'uneéiice. On
parle de ren ement gauche si leésidus se trouvent sur le brin @5’ (Fig
1.1(c)) et de ren ement droit s'ils se trouvent sur le brine®& (Fig 1.1(d)).

— Multiboucle : iesidus non appagis intercalant plusieurs@marrages de tiges

(Fig 1.1(e)).

De nition 9 (Graphe de coérence [53]) Le graphe de cadrence d'une structure
secondaire d'ARN est le graphe qui assaeighaque appariemeit; j) un sommet,

et tel que les sommets assexa (i;j) et (k;1) sont conned@s si et seulement si
crosg(i; j); (k1)) = vrai.

Dé nition 10 (pseudonceud)un pseudonceud est une composante connexe maxi-
male non triviale du graphe de cétence de la structure.

Dé nition 11 (pseudonceud simple [106, 2Jn pseudonceud P esimple s'il
existe deux nombreg ¢t j, avec j < |, tels que :

— Chaque ardi; j) de P satisfait soitk ji< j jpsoitji i< j2<].

— etsideuxarc$i: j) et(i® j9 satisfonti< i°< jiouj, i< i%alorsj> j°
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P o

(a) Boucle terminale (b) Boucle interne (c) Ren ement gauche

e

(d) Ren ement droit (e) Multiboucle

FIGURE 1.1 — Sous-structures secondaires dans les ARN

1. STRUCTURE SECONDAIRE 23



CHAPITRE 1. STRUCTURE DES ARN

La premere propréte assure que, pour chaque appariemerP,dan de ses
pieds exactement se situe enfreet jo. Les appariements sont dies en deux
ensembles : ceux qui ont leur autre éxtite plus petite qugs, et ceux qui ont leur
extremite plus grande quég. Nous appelons ces deux ensembles respectivement,
la partie gaucheet la partie droite du pseudonceud. La seconde prégride la
dé nition assure que deux appariements dame ensemble ne peuvent se couper.
La gure 1.2 montre un pseudonceud simple.

Partie Partie

gauche droite
Partie centrale

FIGURE 1.2 — Un pseudonceud dormpar la £quence(l;2;:::;12) et les appa-
riements(1;9), (2,7), (3;5), (4,12, (6;11), (8;10). Ce pseudonceud est simple,
avecjp = 4etj,= 9.

Deé nition 12 (Structure pseudon@e) Une structure est dite pseudorémusi elle
comporte au moins un pseudonceud. Une structure pseuderest dite simple si
elle ne comporte que des pseudonceuds simples.

Dé nition 13 (pseudonceud de type H [82]Yn pseudonceud de type H est un
pseudonceud simple dans lequel tous les appariements de la partie droite coupent
tous les appariements de la partie gauche.

De nition 14 (Epinglesa cheveux embrages) Deuxépinglesa cheveux embraéss
forment un pseudonceudsultant d'appariements entre deux boucles terminales
(Figure 1.3).

1.2 Differentes repesentations des structures d'ARN

On peut repesenter de plusieurs fagons les structures secondaires d'ARN. Nous
allons voir que certaines regsentations seront utibes peferentiellement pour
illustrer certaines propgies. Nous rappelons ici les ré&sentations suivantes :

— Projection planaire,

— Sequence arc-anned,

— Graphe de corde,

— Mot de Motzkin,

Liste d'appariements.
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Vg

FIGURE 1.3 — Deux épinglesa cheveux embragses.

FIGURE 1.4 — Reptésentation en deux dimensions d'une structure d'’ARN.

Projection planaire

Cette repesentation de I'ARN est une projection en deux dimensions de la struc-
ture secondaire (gure 1.4). Elle permet d'identi er aiment la forme grérale de
la structure et des défentes sous-structures.
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Séquence arc-annokes

Dans cette ref@sentation, la structure primaire est &g@née sur une ligne.
Deux bases sont réles par un arc si elles sont apgas (Figure 1.5) et les arcs
sont repesenés du néme coé de la ligne. Les pseudonoeuds sont facilement iden-
ti ables par des arcs qui se croisent.

= 0.’\% -
eeeww«'u’«l:ﬁ%%mmuemw '

1 10 20 30 40 41

FIGURE 1.5 — Repfésentation arc-anndte d'une structure d'’ARN.

Graphe de corde

Cette repesentation est obtenagoartir de la pecedente en connectant la prere
basea la dernere (Figure 1.6). La structure primaire constitue &iiphérie d'un
cercle et la structure secondaire forme des cordes au sein de ce cercle. Les cordes
qui se croisent @ nissent alors les pseudonoeuds.

Mot de Motzkin

Dé nition 15 (Mot de Motzkin) Le motw2 A = f(;);:g est un mot de Motzkin
si et seulement si pour tous les mo2 A ona:

— Wi = jwjy

— Pour tout mot u pg xe de w, on guj¢ | uj

La combinatoire des mots de Motzkin &ttidée notamment dans [34, 102].
Les structures secondaires d'ARN sans pseudonceud pegtverto@es par des
mots de Motzkin de la fagon suivante :

— Silabase est appagea la basg aveci < j, on associ@ la basé le symbole

(etala basg le symbole).

— Sila base n'est pas appage, on lui associe le carace .

— Les pseudonceuds sont suppgn\Voir par exemple [98].

Le format Vienna est bé&ssur cette re@sentation :

> Nonstructure
aacccaacccaacccaagggacccaagggaagggaagggaa

(@)@ H)N

On peut ajouter les bases qui connectent deux boucles (formant ainsi un pseudo-
noeud) en ajoutant de nouveaux types de paesath[;];f;g;:::. Les proprétes du
langage ainsi fori@ seront expd=es dans la section 1.1. Pour la structugspnée,
on obtient ainsi :
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FIGURE 1.6 — Repiesentation sous forme de graphe de corde d'une structure
d'ARN.

> Nonstructure
aacccaacccaacccaagggacccaagggaagggaagggaa

(OG- (CC-T-00)-0))-

Liste d'appariements

Dans cette ref@sentation, seules les bases af@ssont re@senées sous forme
de couples. Plusieurs formats de chiers sont@sasur cette repsentation comme
bpseq, ct, etc... Exemple de chier bpseq:

# Nomstructure
l1ado0
2ad0
3¢ 39
4 c 38
5c¢ 37

W w w:
RO ®eoN::

I
D YV QQQ
OO WwWh W,

I
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La 2quence est indig@e au centre. A sa gauche, se trouve la position de la base
eta sa droite, la position de la basdaquelle elle est app&e. Si la base n'est pas
apparée, on note 0 dans la colonne de droite.

Arbres et graphes

On obtient la regesentation sous forme d'arbre d'une structure secondaire sans
pseudonoeud en associanthaque base non appsiune feuille de l'arbre et
chaque paire de bases appas un nceud interne (Figure 1.7). On enracine l'arbre
sur un nceud suppinentaire que I'on nomme La nunerotation des nceuds se fait
dans l'ordre du parcours en profondeumain gauche de l'arbre.

6

11 12 13 14 15 16 17 25 26 27 28 29 30 31

FIGURE 1.7 — Repiésentation sous forme d'arbre d'une structure d'ARN sans
pseudonoeud.

Lorsque I'on considre les pseudonoeuds, la repentation correspondante est
un graphe. On l'obtien& partir de I'arbre correspondaatla structure secondaire
en reliant les bases impliges dans un pseudonoeud (Figure 1.8).

Cette repésentation sous forme d'arbre nous permet une manipulation algo-
rithmique plus aige des structures secondaires. Par exemple, certains algorithmes
d'alignement de structures sont kassur des alignements d'arbres.

2 Modele de repliement

La prédiction de structur@b initio consistea determinera partir de la seule
sequence d'un ARN, quel est I'ensemble des appariements dans la structure se-
condaire correspondante. Le principe de cetédjgtion consistea associer une
fonction de cait a chaque structure pugsrechercher la structure qui optimise cette
fonction de score. Elle peut correspondre
— Maximiser le nombre d'appariements dans la structure secondaire. @&anod
est aussi appelmocele de Nussinov [79].

— Minimiser I'énergie de repliement de la structure. Plusieursetesdde calcul
de I'énergie sont alors utilés, pour les structures sans pseudonceud [74, 7]
et pour les structures avec pseudonceuds [89, 33, 18].
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6

11 12 13 14 15 16 17 25 26 27 28 29 30 31
\ v N V) /
\ \ N 7 s /
LR, s 7
NN Seam T e .
N ~ - ’

L

FIGURE 1.8 — Repiésentation sous forme de graphe d'une structure d'ARN avec
pseudonoeud. Les arcs en poinéB repésentent les liens entre les bases qui
forment le pseudonoeud.

— Maximiser la probabil& d'une structure connaissant I'ensemble de toutes les
structures que peut adopter urggigsence d'ARN. Le calcul de cette probabi-
lité passe par le calcul deflanction de partitionselon un modle d'€nergie
donreé. Le calcul de fonction de partiticand'abordéte réali€ pour les struc-
tures sans pseudonceud [75] puis avec pseudonceuds [33, 18].

Le repliement des ARN seédoule de fagon kirarchique, comme le montrent
Tinoco et Bustamente dans [104]. Il repose sur le fait que le repliement se fait de
facona stabiliser les liaisons les plus fortesergtiguement, puis les plus faibles.
Ainsi, les appariements secondaires se forment en premier entre les bases les plus
proches puis entre les bases les mlggrées. Les pseudonceuds se formeraient
alors pour stabiliser la structure secondaire. Les apparements non canoniques se
forment en dernier car leur contributi@mergtique est plus faible.

3 Difféerentes familles d'ARN structurés

Maintenant que nous avoné di les notions de structure des ARN avec ou sans
pseudonceud, nousgsentons les principales familles d'ARN stru@sigue nous
utiliserons par la suite.

Micros ARN (miARN) Les micros ARN ont une taille d'environ 22 nadtides.

lIs interviennent dans laégulation post-transcriptionnelle. lls sont struésien

tiges et en boucles. Ces ARNgsentent une structure qui ssume essentielle-
ment en une tige et une boucle (bien qu'il puisse y avoir des boucles interne et des
ren ements). La gure 1.9 donne un exemple de structures de micro ARN.
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FIGURE 1.9 — Trois structures de micro ARN. Leur structure s&sume essen-
tiellement en une tige et une boucle.

Petits ARN nucleolaires (ARNsno) Ces ARN interviennent dans la maturation
des autres familles d’ARN. D'aps [8], on distingue les petits ARN nédlairesa
bo'te C/D qui interviennent dans lagthylation des bases, les petits ARN raathires
a bdte H/ACA qui interviennent dans la pseudouridylation.

Les ARNa bdte C/D ont une taille de 60-80 nwagtides [13] et sont en forme
d'épinglea cheveux dont la tige ne fait qu'environ Bsidus (gure 1.10). Les
botes C (UGAUGA) et D (CUGA) sont positioraes respectivemeit proximie
des extemites 5' et 3'. Une zone consee comptmentairea I'ARN cible se situe
a proximié de la bée D.

FIGURE 1.10 — Structure d'un ARN petit nuckairea bate C/D [49].

Les ARN a bdte H/ACA font une taille d'environ 130 nuebtides [13]. lls
sont composs de deuxpinglesa cheveux conneges par une chamrie et se ter-
minant par un brin libre ( gure 1.11). Ces ARN pa&stent une bte H (ANANNA)
située sur la chareire et une bte ACA (ACA) située sur le brin libre terminal. La
reconnaissance de I'ARN cible se produit par coenpéntarié de bases avec les
ren ements de€pinglesa cheveux.

On peut notamment citer parmis les ARNbGte H/ACA, les hgeG (High GC)
chez les hyperthermophiles, dont kergpme est riche en AT [65] (voir gure 1.12).

ARN de transfert (ARNt) Ces ARN sont chags de transporter les acides a&sn
sur leur lieu d'assemblage dans le ribosome lors de la sgetldes polypeptides.
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3 -
Eaquence coresrvaion

FIGURE 1.11 — Structure d'un ARN petit nuckairea bate H/ACA [49].

- )
ESequence corsarvaion

FIGURE 1.12 — Structure d'un hgCG (RF00064). Source Rfam [49]

Les ARN de transfert ont une taille d'environ 70-80 raatides [13]. Ces ARN
présentent de nombreuses modi cations post-transcriptionnelles [73]. Leur struc-
ture secondaire en forme des# est bien connue (gure 1.13) tandis que leur
structure tridimensionnelle est en forme de L (Figure 1.14). Leur structure, contrai-
rementa leur £quence estés conserge.

Ribonuclease P (RNase P) Ces ARN font partie d'une ribonugbprotine. lls
sont char@s du @coupage des ARN eglements plus petits. Nouségsentons la
structure secondaire de la RNAseP Aletruei dans la gure 1.15. Les RNase P
présentent un pseudonceud qui connecte un ren ement avec une multiboucle [28].
Cette structure n'est pas essentiallkactivité catalytique du ribozyme mais contri-
buea son activié.

La ribonuckase P est un ribozyme chaegde la suppression de I'e&mite 5'
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FIGURE 1.14 —Structure tridimensionnelle d'un ARN de transfert. Les corres-
pondances avec la structure secondaire sont incégs en bas droite.

du pe ARNt lors de sa maturation. Leur taille varie entre 220 et 440éuticles
[13]. Leur structure varie selon les organismes.

Signal Recognition Particles (SRP) Ce complexe est compegle six pratines

et d'un ARN, connu sous le nom de ARN 7SL. La taille de cet ARN varie de 300
a 400 nuckotides. La structure de cet ARN varie beaucoup selon les taxons [67].
Dans la gure 1.16, nous psentons la structure secondaire de I'ARN 7SL de O.
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FIGURE 1.15 — Structure secondaire de la RNAseP de truei [14]
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sativa Selon les taxons, les SRP ne pedsnt pas toutes leglices @crites dans la
structure @rerale. Les SRP posdentéventuellement des pseudonceuds selon les
taxons, dont leGle demeure encore incertain [28].

0. sativa

}l_'}u

v
13
= -
S e
c -
P
I+

e RRERCR O
oo B

o small / Alu domain . large / S domain

FIGURE 1.16 — En haut, structure secondaire de 'ARN 7SL d®. sativa En bas,
structure ¢gnérale des SRP. Source : "SRP database” [6]

Introns de groupe | Ces ARN sont des ribozymes capables d'agpissage sans
apport dénergie. lls se trouvent dans les ARN messagers, les ARN de tranfert et les
ARN ribosomaux. Contrairemeatleur €quence, leur structure est bien congerv
[94]. La structure de leur cceur catalytique se compose de Bgidns appaées

(Pla P9) [19, 112]. Le pseudonceud contritauta stabili€ de la structure coeur

[28, 101]. Le repliement s'organise en deux domaines principaux, le domaine P4-
P6 (P4, P5, P6 et P6a) et le domaine P3-P9 (P3, P7, P8 et P9) (voir la gure 1.17).

Introns de groupe Il Ces introns sont des ribozymes capables de s'apisser
lentementa haute tem@rature et dans des conditions de saigievee [94]. Ces
conditions font que les introns de groupe Il ne peuveapisserin vivo qu'avec

I'aide d'une machinerie pr@ique. Tout comme pour les introns de groupe |, leur
structure est plus cons@&w® que leur@guence I'exception des exémites 5' (GU-
GYG) et 3' (AY). Leur structure se caraaise par six domaines é VI) en tige-
boucle qui rayonnent autour d'un cceur central (voir gure 1.18). De®uffices
dans la équence du domaine | permettent de distinguer deux sous-groupes d'in-
trons de groupe II.

34 3. DIFFERENTES FAMILLES D'ARN STRUCTUFES



CHAPITRE 1. STRUCTURE DES ARN

FIGURE 1.17 — Structure secondaire d'un intron de groupe |. Les exons sont
marqués par les rayures rouges. SS marque le sitémssage. Source : Haugen
et al [54]

ARN ribosomaux (rRNA) Ces ARN entrent dans la composition du ribosome.
Le ribosome est constiéude deux sous-u@s : la grande sous-uaitet la petite
sous-unié. Ces sous-urés sont compa@es de plusieurs ARN ribosomaux. Les
ARNr 5S ont une taille de 115 numbtides environ. lls entrent dans la composi-
tion de la grande sous-uaitlu ribosome chez les eucaryotes et les procaryotes. Les
ARNTr 5,8S font une taille d'environ 150 nubtides. lls sont @sents dans la grande
sous-unié du ribosome chez les eucaryotes et interviennent dans la translocation du
ribosome. Le 28S entre dans la composition de la grande sousalm les eu-
caryotes. Cet ARN est 'hnomologue du 23S chez les procaryotes. Sa est d'environ
3000 nuckotides. Le 16S entre dans la composition de la petite sous-chetz les
prokaryotes, sa taille est d'environ 1500 reaides. Le 18S est I'homologue du
16S chez les eucaryotes.

Plusieurs pseudonceudgdrconser®s en termes de structure et d=gence
sont pésents dans la petite sous-éndu ribosome [28]. lls interviennent dans
la stabilie du ribosome lors de son assemblage ainsi que dangd#sion de la
traduction. Leur mutation entraine une sensiiiccruea la streptomycine ce qui
indique que ces pseudonceuds contribadat stabilie du ribosome. De hombreux
pseudonceuds sontgsents dans la grande sous-@mitterviennant dans la stabdit
des sites de reconnaissance.
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FIGURE 1.18 — Structure secondaire d'un intron de groupe IlIA. Source : "Data-
base for mobile group Il introns” [27].
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Chapitre 2

Theorie des langages et combinatoire

Ainsi que nous l'avons annoéalans l'introduction, nous allons nousénésser
par la suite au @hombrement e la gerération aéatoire de structures secondaires
d'ARN. Les structures secondaires d'ARN sans pseudonceud pegtverto@es
par des mots appartenamtles langages afriques. Nous savornunerer et en-
gendrer &atoirement, de facon uniforme ou non uniforme cdlée les mots issus
de ces langages. Dans cette perspective, néuslappons ci-dessous les rappels
nécessairea la compehension de ces notions en nea#i de torie des langages,
de ¢ereration akatoire et de calcul asymptotique.

1 Langages et classes combinatoires

Nous croyons @cessaire d'introduire ici, quelques notions dedtie des lan-
gages, a n de prsenter les grammaires algriques. Nous introduirons ensuite les
notions de @nombrement puis deégération akatoire qui sont des concepts qui
sous-tendent les travaux qui suivent.

1.1 Notions de tleorie des langages

Deé nition 16. Soit un alphabeBS. Un langagel est un ensemble, possiblement
in ni, de mots surS .

Nous nous irressons ici aux langages @lgiques. Ces langages sont reconnus
par des automates pile ou engendss par des grammaires non contextuelles. Une
grammaire est un atanisme deérécriturea base deegles qui engendrent, par
derivations successivespartir d'un symbole initial, un langage.

Dé nition 17 (Grammaire non contextuelleBoit la grammaireG dé nie par le
quadruplet suivant (S;N ;S;d) ou S est I'alphabet terminalN I'alphabet non-
terminal, S le symbole non-terminal initial appelxiome etl I'ensemble desagles
de ré-£criture (on les appelle aussegles de production). Une grammaire est dite
algébrique ou non contextuelle diest & ni de la fagcon suivanted N (N [

S) . Les regles de production sont donc de la formel Paaveca2 (N[ S) et
P2N.
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Voici par exemple la grammaire non contextuelle engendrant le langage de
Motzkin : G=(S;N;Sd),S=f:;(;)g,N = fXg.

Les regles de production sont :

8
< S) S

o
I
nunuum

b
! S
! e

Dé nition 18 (Dérivation directe) Soit G = ( S;N ;S d). On dit gu'un motb 2
(S[ N) deérive directementd'un mat2 (S[ N) sietseulement si = a,Pas et

G
b= apwasavec(P! w) 2 d. Onnote alorsa! ~ b.

Prenons par exemple le langage des mots de Motzkin et @nosislla suite de
dérivations suivante :

St (S)st ((S))st (()) st (0)

\oici la liste des @rivations directes de notre exemple :

-S! (S)S

-(S)s! ((S))sS

- ((S))st () s

- (0)) st ()

Dé nition 19 (Dérivation) DansG=(S;N ;S d), un motw 2 S dérive d'un non
terminal P2 N si et seulement s'il existes::;52 (N[ S) ;k2 N tels que :

G .G G *
P s :iisd w. On note R&EEEGY

G

Deé nition 20 (Langage assogia une grammaire)On appelle langage d'un non
terminal P dand, qu'on noteLg(S), I'ensemble des mots terminaug&rd/ablesa
partir du non terminal P dan&s :

Lg(P) = fw2 SjPCGEg:{Dvg

Le langagel (G) assoce a une grammairds = ( S;N ;S;d) est le langage as-
sociéa l'axiome S dan$s :

L(G)= La(9

Dé nition 21 (Grammaire non ambig). Une grammairds = ( S;N ; S, d) est dite
non ambig@ si tout mow reconnu par cette grammaire est obtenu par une unique
dérivationa partir de I'axiome S a le non terminal le plus. gauche est&-€écrit a
chaqueétape.

Dans la suite du document et dans un souci de simpli cation des notations, on
omettra de mettre en indice legriVations et langages par la grammaire coai&ie
guand celle-ci est implicite.
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1.2 Classes combinatoires etehombrement

Nous allons @ nir la notion de classe combinatoire, puiggenter les gthodes
de cenombrement de ces objets.

Dé nition 22 (Fonction de taille) On appelle fonction de taille la fonctiopj :
S ! N dé nie récursivement par :

jg=0.
jaj=La2sS

jwwq = jwj + jwd;wwl2 S

Dé nition 23 (Classe combinatoire)Une classe combinatoir€ est un ensemble
muni d'une fonction de taillg:;j : C! N, qui induit des sous-ensembles G
d'objets deC de taille n.

Les langages constituent une classe combinatae® iaturelle dans laquelle
l'opérateur de taillg:;j est assoéa I'opérateur de concanation.

Dé nition 24 (Série ¢erératrice de @nombrement)SoitC une classe combinatoire
et ¢, = jG,j le nombre d'objets de taille n darfs, alors on appelle&rie gerératrice

de cenombrement d€ la série formelleC(2) telle que : G2) = § 2% = § cn?’
02C no

On peut obtenir une telleesie gacea une @composition non ambigude la
classe combinatoire. Domgpartir d'une grammaire non ambigon peut construire
un syseme déquations dont la solution est large gereratrice. La nathode utili€e
est baptise DSV.

Dé nition 25 (Méthodologie DSV, SoitC une classe combinatoire, lagthodologie
DSV est une gthode @rérale pour la étermination de la &rie gerératrice as-
sociea la classeC. Elle consiste en I'application des 3 points ci-dessous :

— Encodage déC : Trouver un langage algpbriquel décrit par une grammaire
G non ambige telle quel, soit en bijection ave&, pour tout n.

— Construction d'un syséme déquations :On transpose le sysine de egles
deG=(S;N;Sd) enéquations sur les&sies ¢gerératrices G(z) assocees
aux non terminaux C

8 1; inM 8 1 m

3 C ! ag:ijay 3 Ci(2 = f(ap+::+f(ay?)
C; ! ajj:jaj? ) C2) = f(ad)+ i+ f(ay?)

3 % 2

TG ! aljijag TGk = f(ap+ i+ f(agd
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ouk=jNj;Gi2 N;al 2 (S[ N) ;Cj(d = &pr(c;) 2" avecf :

f(e\=e
f(tw)= zf(w);t2 S
f(Cw) = Ci(2:f (w);Ci 2 N

— Résolution du systme déquations
L' élimination est toujours possible (sgate déquations algbriques), on peut
donc se ramened une uniquéquation impliquant {¢z) et z pour un i done.
Celle-ci peut cependant s'arer d'un dege élee en G, ce qui rend la
détermination de {¢2) potentiellement proBimatique. Soit £:= S I'axiome
de la grammaire, on a alors :

L(9(2= L(G)(I= L2

Calculons la érie gerératrice des mots de Motzkantitre d'exemple :

S! (S)Sj:Sje) S2 = z Y2) z Y99+z Y2+1
On résoud le systme de facora obtenir lequation suivante 22S4(2) + ( z
1)S(2+1=0

) .. ) 1 pW
On en eduit la €rie suivante §2) = %

D'apres cette d nition, on comprend que I'on compte epalitt le nombre de
dérivations qui permettent d'engendrer un mot et non le nombre de amtspre-
ment parler. La description d'un langage par une grammaire non ameigjues
lors indispensable pour leedombrement par cetteatihode. A partir de la&ie
gérératrice, nous pouvons extraire les coef cie@sou en calculer urequivalent
asymptotique poun! ¥

Nous disposons donc maintenant d'un outil poé@ndmbrer les langages. Nous
allons maintenaréitudier des moeles de @rération adatoires de langages algriques
ba$s sur leur grammaire asseeli

2 Geénrération aleatoire de mots de langages a#dpriques

A n de comprendre les fondements sur lesquels repose GenRGenS [84], le lo-
giciel de gereration akatoire que nous utiliserons par la suite, nous alloaseter
les grands principes de I&geration agatoire ainsi que les deux principaux netes
de cerération de mots bés sur des grammaires alyiques. Un exp@sde ces
méthodes peutgalemenétre troue dans [83]
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M éthode recursive

Cette neéthode repose sur uné dition récursive de I'objet que I'on veut en-
gendrer. A chaquétape de I'algorithme, on effectue un choix local gatermine
la suite de la grération. Cette rathode se @roule en deuetapes : Unétape de
précalcul dans laguelle on calcule les coef cients desdihtes &ries greratrices,
et une phase detgération dans laquelle on engendre les objets de fagon uniforme.
Le calt de cette grération est exponentiel par rapport au nombre maximal de
non terminaux apparaissant dans la partie droite egies de production. A n de
réduire ce cat, on utilise une variante de la forme normale de Chomsky qui ne fait
apparére qu'au plus deux non terminaux dans la partie droite.

Dé nition 26 (Forme Normale de Chomsky (FNCWne grammairés=( S;N ;S d)
est en forme normale de Chomsky si et seulement si, pour tUtlPon a (P!
a) 2 daveca = t oua = PP

Avec t2 S;PA P2 N =S. On peut avoir $ e si la grammaire peut engendrer
le mot vide.

Une forme normale de Chomsky peitte calcuke pour toute grammaire non
contextuelle.

Nous travaillons avec une variante de la forme normale de Chomsky dont les
regles de production segsentent de la facon suivante :

- P!t

— P! PP

— P! PYPYYCeci n'est pas proprement parler unegle mais la conjonction

de deux egles.)

Avect 2 S;P2P%2 N =S On peut avoilS! e si la grammaire peut engendrer
le mot vide.

On peut calculea partir de cette forme le nombre de mots dans le langage de la
facon suivante :

Théoreme 1.Dans une grammair& non-ambigé en FNC, les langagds(S) et
les nombres jpde mots de taille k issus de P@bsent aux relations suivantes :

regles d'union R PYpoo
) L(P)= L(PY[ L(P*
) = pe+ P
regles de produit P pYoo
) L(P)= L(PY:L(P%
) pe=akip? pd,
regles terminales P t
) L(P)= ftg
1 Si k=1

) PE 0 Sinon

L'algorithme 1 permet d'engendreré&dtoirement et uniforément les mots is-
sus d'un langage aéprique avec une probabéidej-,_—(ém.

2. GENERATION ALEATOIRE DE MOTS DE LANGAGES ALG&BRIQUES 41



CHAPITRE 2. THEORIE DES LANGAGES ET COMBINATOIRE

Algorithme cursif pour la grération aatoire uniforme de mots issus d'un
langage algbriqgueGéneration (P2 N ;k2 N) :
if (P! t)2dthen
| return t
end
elseif(P! PYP% 2 dthen
Tirer ak’gatoirement( 2 R compris entre O et 1 exclu.
if x < % then
| return G énération (P%K)
end

else
| return G énération (P°%k)

end

elseif(P! P¥% 2 dthen
Choisirk®2 [1;k 1] avec la probabilé
return G énération (P%k9.Géneration (P(P‘Fk K9
end
end

0 ~00
PeoPy "0

M éthode par rejet

Soit A un ensemble dans lequel on veut tirer é&snents a@atoirement mais
pour lequel il est dif cile d'utiliser une approche constructiveBetin sur-ensemble
de A pour lequel on sait faire un tirageédtoire. La nathode par rejet consiste
tirer desélements dd3 eta rejeter le€lements qui ne sont pas dafis

La probabilie d'engendrer uglementw 2 A de taillen est alors de :

P(WiA) = P(wjBy) B = LiBi - L

La complexié de la neéthode est :
iBin
(a(n)+ b(m) 22
ou a(n) est la complexié du test d'appartenaneé?,, etb(n) est la complexi
de la gerération dand3,. On voit donc que plus la clas&est "resse&e” autour

deA, moins la complexé sera importante.

M éthode de Boltzmann

~ Cette néthode consista engendrer les objets2 Cselon une probabilitPy(w) =
X2 0uC(X) = &, oCnX" est la grie ¢erératrice de dnombrement de la clas&

C(¥
etx un paranetre analytique affectant la performance dwnarateur [36]. On en-

gendre des objets jusquce que des objets de taillesoient engends pour les
gérérateurs en taille exacte ou de taill1 €);n(1+ e)] pour les @rérateurs
en taille approcie. On remarque que chaque objet de tailkest engendr avec
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la méme probabilié ce qui garantit l'uniformé de la @rération pour um donre
[36].

Gérerateur de Boltzmann pour le non termiRaGenération P(X)
if (P! t)2dthen
| return t
end
elseif(P! PYP%Y 2 dthen
Tirer aleatoiremeny 2 R compris entre 0 et 1 exclu.
if y< % then
| return G énération P{x)
end
else
| return G énération (P°¢x)
end

elseif(P! PP 2 dthen

| return G érération (P%k9.Gérération (P k9
end
end

Nous pouvonggalement engendrer les mots de fagon non uniforme suivant une
loi de probabilie donree. On peut attacher des probab#ia ces langages de deux
facons diferentes. Soit nous nous attach@nmatriser la fequence d'utilisation
des egles de production et nous parlons alors de grammaires stochastiques, soit
nous cherchona matriser la composition des mots enge@eslret nous parlerons
de grammaires potEes. Nous allons maintenangégenter plus @ciment ces
notions et expliquer pourquoi nous allons choisir les grammairesgreesl

3 Grammaires stochastiques et grammaires porgtees

Dé nition 27 (Grammaire non contextuelle stochastiquéhe grammaire non contex-
tuelle stochastique (GNCS) est une grammaire non contextueliedgar (S;N ; S d; P)
ou S est l'alphabet terminalN I'alphabet non terminal, S I'axiome] I'ensemble
des egles de production € I'ensemble des probabifis asso@es aux egles de
production. Soit é‘ la probabilite assocealaregleG! sj;5;2(S[ N) ,ona
ajpct ;= 1.

Les GNCS sont uneé&agéralisation des HMM aux langages non contextuels
[37]. On peut @s lors engendrer@toirement des mots appartenant au langage as-

depuis I'axiomeSjusqu'au motw, la probabilie p(wjP) d'engendrer le mot sachant
les probabilies de transitio® w est :

p(wWjP)= 01 i kPy
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L'apprentissage des probab@g pour les GNCS se fait par estimation automa-
tiquea partir de mots issus du langagacga l'algorithme "Inside-Outside” [9, 66]
de facoma reproduire la fequence des mots obsésy

Un autre modle de @rération akatoire de mots par des grammaires non contex-
tuelles &té developg par Deniset al[31, 30] qu'ils nomment grammaires pomées.
lIs cherchent alora engendrer les mots de facarreproduire els &quences ob-
senées. Nous donnons d'abord une description de ces grammaires avant de les
comparer aux grammaires stochastiques.

De nition 28 (Fonction de ponération) On appelle fonction de poedation p
pour un alphabe& une fonctiorp : S! R. Une telle fonction esttendue multipli-
cativement sur tout mot d& de la fagon suivante :

p(W) = OcwP(C)

Elle est en nétendue additivement sur un langage de la fagon suivante :

p(L) = &waL P(W)

Dé nition 29 (Grammaire non contextuelle poed@e) Une grammaire non contex-
tuelle poné@rée est une grammaire non contextuekenie par (S;N ;S;d;p) ou S
est l'alphabet terminalN I'alphabet non terminal, S I'axiome] I'ensemble des
regles de production gt une fonctionde por@tation ce nie deS! R.

On note @s lorsp(wjp) la probabilie d'engendrer le maw dont chaque lettre
x se voit affecter une poidationpx. On a alors pour une longuenrx ée :

PYIP) = g5 o

On peut alors&aliser une grération akatoire non uniforme de mots &lgriques.
On peut alors &aliser une greration akatoire uniforme ou non de mots par la
méthode ecursive de la fagcon suivante :

Théoreme 2. Soit A, I'adaptation de I'algorithme &cursif 1 obtenu en remplagant

1 Si k=1
| =
(PL 1)) P 0 Sinon

par

p(t) Si k=1

(P 1) p= 0 Sinon

Lors de la phase de&@hombrement @iminaire, les G, deviennent alors les
sommes des poids desgsiences de taille n issues des €esta dire : ¢, =
8wzl (c), P(W). Alors A, engendre bien les mots dg(G)y, la longueur nétant

X ée, avec les probabiés gwjp) = %.
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Contrairemena la gerération akatoire par des grammaires péreks, la gré-
ration abatoire par GNCS neétessite pas dtape de pcalcul. Cette facilé est
contre-balanee par la dif cule a contbler la taille et la composition des mots en-
gendés. Weinberg et Nebel adaptent les GNCS de araiai n'engendrer que des
mots de taille voulue [111] La éthode consiste en l'ajout d'un caraot terminal
special permettant de terminer le mot lorsque I'on arrvia taille voulue et in-
troduire unettape de mcalcul de facom contbler la taille du mot engendr lIs ne
parviennent pas pour autaamtcontbler la composition des mots que I'on souhaite
engendrer.

Au contraire, les grammaires pagrdes permettent un codte n de la compo-
sition des mots engenels tout en maintenant toatfait naturellement la taille des
mots constante. Le seul obstaaleette réthode eside dans la dif cuk a resoudre
de facon exacte le calcul des p@ndtions de chaque lettre termin@eartir des
frequences obseres. Cette dif culé peutetre contourae par I'utilisation d'heuris-
tiques qui permettent un calcul appréatte ces por&tations [30] gace au logiciel
GRGFREQ

C'est ce contble n de la composition des mots engegdrqui nous fera rete-
nir le mockle des grammaires poaées. Nous utiliserons le logiciel KBIRGENS
developge par Pontyet al [30] a n d'exploiter nos moeles agatoires.

4 Calcul asymptotique de coef cients de eries algebriques

Nous rappelons ici une @hode de calcul classique du comportement asymp-
totique des &ries @reratrices algbriques. Pour plus detdeloppement, on pourra
se eféerera [42]. Nous disposons d'uneguation polynomialé(z S2) ou S2)
est une érie gereratrice. Comme €quation est polynomial&z) est une fonction
algébrique. D'apes le tleoreme de Cauchy, le comportement asymptotiqus(de
vient de son comportement local en son point singulier.

Théoreme 3. r
[Z1S(2) = 5w 32(1+ O(1=n); aveca = fﬁ% etw= 1=r.

Démonstration.Rappelons d'abord le &#oreme de Cauchy, on a :

H
[F192) = 2 wkdu

Nous obtenons :

H
[2'19(2) = 75 Zqdz

Nous obtenons ainsi I'expression f#]S(2). La contribution la plus granda
I'asymptotique est dorére par la singularéla plus proche de l'origine qui se trouve
sur la branche partant de I'origine. La base de notre preuve est que sous de bonnes
conditions :

[Z192 O "+ Q(n)
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our estla singularé etjjQ(n)jj = o(r ") est exponentiellemenggligeable.

Nous allons donc essayer de nous ramenee dernier cas @&valuer asymp-
totiguement le terme,. Pour cela, nous allons utiliserons l@&teme de Newton-
Puiseux qui af rme que dans le voisinage circulaire entourant la singelldoimi-
nante deS(z), 2 admet un éveloppement enésie localement convergente. |l
nous faut donc trouver cette singulérdominante.

Un point singulierzyg de §2) est un point au niveau duqu§F=YS= 0. La
singularie dominante est la singulaite plus petit module qui se trouve dans le
prolongement de la courbe en partant de I'origine. On d@it @ pour notreétude
gue la fonction peut admettre un prolongement analytique en partant de l'origine,
c'esta dire queflF=Yz est & ni et que TF=1S6 0. Posons le pointz= r;S=s)
commeétant la singularé dominante.

D'apres le tleoreme des fonctions implicitegets §2) sont du néme ordre
de grandeur. C'esa dire quefz=]S= ?{E—jnf satisfait{F=Yz= 0 au niveau de
la singularieé (z= r;S= s). On peut alorsé&aliser le éveloppement de Taylor
Suivant :

z=r+ 392(s 5)2+ Ld%(s )3+
2 3
1 2= 233(S s)? §E(S )3+

Or
A i
a2~ =1z
.. 2 .. .
On suppose ici quggz < 0 alors localement on &< s. On choisit la racine de

: . , o BN
1 £ qui est positive pouz réel et inérieurar . En posanb; = %% on

obtient le @veloppement erésie de Taylor :
T bi(S s)+ by(S )2+

En inversant localementdguation, on obtient :
r

ZFﬂF—1Ziz—_r-s:s|O CE— .
lz=r;
S=s  Ermmio .. 1 zZ+ 01 zr)

o, , . P —
Or on connait le dveloppement erésie entere de 1 z=r

1
1 zzr=S,"z2r A"

Onadonc:

et
: 5&_5” 32(1+ O(1=n))
Il s'en suit que :
[z”]p 1 z=r = E&—ﬁr "n 32(1+ O(1=n)) :
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r—
2 FTdrriss . _ -
2152)=  Trmes e M T O1A):

La solution est donc de la forme :

Eﬁ—ﬁw“n 32(1+ O(1=n));

r— ...
— 2MF=Z =1 55
aveca = ﬂZF:ﬂszjz:r;S=s

Le casg—;f > 0 se traite de fagon sy@trique.

etw= 1=r.

non nulle [42].
N
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Chapitre 3

Application de la géneration aleatoire
a la generation de bruit et au calcul
de Z-valeurs de comparaison de
structures.

A n de déterminer si deuxéquences sont homologues ou non, il nous faut
évaluer la signi cativie du score de comparaison. Pour cela, on peut utiliser des
grandeurs statistiques comme la Z-valeur. Cette grandeur nous peguatudr
la signi cativité d'un score en le comparaatun score obtenu par hasard, le ha-
sardétant moélisé par une distribution bien choisie sur I'espace degugnces.
Dans le cas des comparaisons de structures d'ARN, ces distributions ne sont pas
connues. C'est pourquoi nous sommes agproposer ici un maale de calcul
empirique de la Z-valeur pour les alignements d'ARN. Ce calcul repose sur I'obten-
tion de structures ahtoires d’/ARN. Apes avoir dregsunétat de I'art concernant
le calcul de la Z-valeur (section 1), nous allons proposer plusieurele®gos-
sibles de structuresé@dtoires bass sur des magles de Markov ou des grammaires
algebriques ponérees (section 2). Nous allons appliquer ces elesl dans deux
contextes diftrents. Dans un premier temps, notre but sera de tenter de montrer que
la gérération adatoire de structures d'ARN permet de fournir des sources de bruits
plus pertinentes que des sources de bruits issuesqlesces biologiques (section
3.2). Dans un deugime temps, nous allons montrer que émayation akatoire per-
met de calculer la Z-valeur de scores d'alignement de structures (section 4). Cette
Z-valeur permet de mieuxéatecter si un ARN structérappartienta une famille
connue, en utilisant le cate du score.

1 Motivations de la genération aléatoire

Dans cette section, nous proposons quelques rappels concernant les notions
d'alignement de structures ainsi que les avantages de l'utilisation de la Z-valeur
sur le score brut dans le cas dégsences préiques.
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FIGURE 3.1 — Les operations dédition pour passer de l'arbre de gaucha
I'arbre de droite nous conduisena calculer le plus grand sous-arbre commun
(au centre).

1.1 Notion d'alignement et d'édition

En biologie, la similarié entre deux meélcules traduit leur homologie. Cette
similarite doit cependargétreétayee par des mesuresauises. C'est pourquoi nous
utilisons la notion d'alignement. Nous avons vu dans la section 1.2 que les structures
d'ARN peuventétre vues comme des arbres. Bien que d'autréthodes soient
également utiliées, nous @sentons la similagt entre structures d'/ARN en nous
appuyant sur les mesuregdition et d'alignement d'arbres.

La recherche de la distanceedition entre deux arbréset B consistea recher-
cher I'ensemble d'oprations de cat minimum pour passer de l'arbi au plus
grand sous-arbre commun et de ce plus grand sous-arbre combaubre B (Fi-
gure 3.1). L'algorithme permettant de calculer cette distance est celui de Zhang et
Shasha [115].

On peut aussi calculer la distance au plus petit sur-arbre commun aux deux
structures (gure 3.2). On parle alors de distance d'alignement des deux arbres.
Cette distance est cal@d par I'algorithme de Jiang Wang et Zhang [60].

Nous allons maintenant@senter bevement les principaux algorithmes de cal-
cul de distance entre deux structures secondaires d'ARN. Dans ces cagrongs
elementaires permettant de calculer les distances tief@gaément compte de la
sequence nuélbtidique.

1.2 Programmes d'alignement et dédition de structures d'ARN

RNADISTANCE [58] implémente des dgations dédition classiques sur les
arbres. Cet algorithme ne prend pas en compt@&dmence nuéotidique. RNA-
FORESTER [55] est un algorithme d'alignement d'arbres ordésrocal et global.

[l utilise un codage sgcial des arbres qui autoriaeeparer les bases apges sous
certaines conditions. MAL [4] utilise une repesentation des structures secon-
dairesa plusieurs niveaux de granul&it_es structures sont cees par des arbres
orien€és ordonBs. La granularé va de la écomposition de la structure comme
un ensemble de multiboucles jusqu'au niveau du @ofdfle. Les scores empley
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FIGURE 3.2 — Les ogerations d'alignement de I'arbre de gauche avec l'arbre de
droite nous conduita calculer le plus petit sur-arbre commun au centre.

sont des distanceséallition adaptes pour chaque niveau de granuéade la struc-
ture. TREEMATCHING [80] est baé sur une reg@sentation de la structure sous
forme d'arbre quotier@ [38] qui est similairea une structure compes d'arbres
enracires et ordonasa deséchelles diferentes (nuéotidique et structurelle). La
méthode repose sur la comparaison sim@&ades deux niveaux : on calcule une
distance cédition entre les arbres quotiésta grandeachelle en utilisant des dis-
tances cédition entre les sous arbragetiteéchelle. GQRDENIA [12] et NESTE
DALIGN [56] utilisent une regsentation sous forme d'arcs ane®igui autorise
des orations complexes @dition [11]. RNASRAT [50] réalise les comparai-
sons en deugtapes. Tout d'abord, il compare leslices des deux structures selon
des ogrations déditions complexes, puis il trouve une correspondance optimale
entre les diférentes Blices.

1.3 Score et Z-Score

Ces diferents logiciels de comparaison renvoient un score de sirgilddans
[24], Cometet al utilisent la notion de Z-Score d'alignement, @sudient plus par-
ticulierement le Z-Score de similgitle €quences biologiques selon l'algorithme
de Smith et Waterman [99]. La&thode consista comparer la prerare £quence
avec un grand nombre de versiongatbires de la seconde [68]. La simulation
élimine le biais le a la composition enésidus eta la taille de la 8quence. On
calculeZ(A;B), le Z-Score d'alignement entre legéquencedA et B de la fagon
Suivante :

z(A;B)= SABL ™

ou mets, sont respectivement la moyenne empirique et la variance empirique de
I'alignement entre A eN sequences ahtoires calc@esa partir deB. LorsqueN
augmente, la variance empirigaediminue. A n d'éliminer I'asynetrie entre

Z(A;B) etZ(B;A), Cometet al. [24] recommandent de prendre le minimum des
deux valeurs :
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ZYA;B) = min(Z(A; B); Z(B; A))

Cometet al. étudientegalement la loi de distribution de ces Z-Valeurs. Le score
d'alignement de BLAST [5] suit un loi de distribution de Gumbel [64]:

PX =1 exg Kmne's)

ou metn sont les longueur deggquences aligres eK etl sont calcukesa partir
des matrices de substitution et de la compositiorésidus de la&guence.

la Z-Valeur suit cette loi de distribution dans le cas d'alignements eagyeences
aléatoires. La distribution est alors :

PZ 2=1 expg e Z27)
avec :
pP_
q=(5)s

z=u gq

oug= 0:5772 est la constante d'Euler.
Dans le cas d'alignement déguences préiques, la dengtde probabilé suit
une loi de Pareto :

f(9= Az "3 siz 8
f(2) = 0 sinon
aveca O

Ici, les moctles akatoires sont obtenus ezalisant des permutations désidus
dans la équence initiale.
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2 Differents moceles de structures aatoires sans pseu-
donceud

Nous appliquons le calcul de la Z-valeur aux comparaisons de structures d'ARN.
Contrairement aux algorithmes de comparaisorédgisnces, qu'elles soient nacl
ques ou pratiques [99, 78, 5], il n'est pas itessant d'engendrer une structure
aléatoire par de simples permutations d'une structureefigence. En effet, nous
souhaitons engendrer des structures de faggarantir certaines progtes (comme
la conservation de la topologie ou la conservation du nombre moyen de tiges). De
cette margre nous engendrons des structuréalires ealistes.

Pour construire des structures secondairégtalres, nous allons utiliser des
mockles baés sur des grammaires. Nouggentons ces metks dans les parties
2.1, 2.3 et 2.2. Nous obtenons un jeu égeences et structuresatoiresa partir
d'une £quence deéference et de sa structuad'aide du pipeline dvelopg dans
la section 2.5. Ensuite nous utilisons césultats pougétudier les performances
de differents algorithmes d'alignements de structures d'ARN dans la section 3.2,
puis nous montrons en section 4 que le calcul de la Z-valeur permegliaar
I'identi cation de familles d'ARN par alignement.

2.1 Modele de Markov d'ordre 1

Rivas et Eddy montrent que les structures d'AREditesa partir de équences
reelles ne diférent pas des structurespitesa partir de équences ahtoires [91].
Les f£quences &htoires sont enger&l¥sa partir d'un moale de Bernouilli de
facona respecter laéguence en nuebtides d'ARN Eels. Cloteet al [22] montrent
que si I'on consiédre la fequence en di-nuebtides, les structuregelles ont une
énergie plus basse que les structures obtenues par repliementgedace &@atoire.
Des lors, l'utilisation d'un modle de Markov d'ordre 1 semble &essant pour la
géréeration de 8quences éhtoires. Cetteayération est@éali€ea l'aide de GENR-
GENS. Les &quences obtenues sont alors regdi avec Mfold [117]. On ne garde
que la premeére structure dnergie optimale.

2.2 Modelea topologie xée

Dé nissons d'abord la notion de topologie ou "RNA shape” selon les travaux
de Giegerich eal [48]

De nition 30 (Topologie d'une structure secondaire d'’ARNJonsicerons la trans-
formation suivante :

— Chaque 8quenceX est remplaée par

— Chaque Blice(X:::)¥ est remplaée par(:::)

Le mot obtenu corresporalla topologie de la structure d'ARN. Deux structures
secondaires d'ARN sont topologiguemeénuivalentes si elles pasdent la néme
topologie.

Gevertzet al [46] constatent que le nombre de sous-structures (voir section
1.1) dans les aptagnes sont peu hombreux et que leur nombre augmente avec la
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taille des ¢#quences. lIs constateggalement que la distribution des topologies n'est
pas uniforme dans les ARN vitro. Ils montrent que la distribution du nombre de
boucles dans des structuregatbires de taillen suit une loi normale cerée en
n=20. lls montrent aussi que le nombre de multiboucles est faible dans les ARN
aléatoires tandis qu'il estle\e dans les ARN fonctionnels. Ce travail nous a conduit
a consi@rer un moele de structures @toires qui conserverait la topologie de la
structure de &férence. Dans ce but, nous construisons la grammaire non contex-
tuelle correspondars la topologie de I'ARN deéaférence. Les terminaux corres-
pondent aux bases et les non terminaua cecomposition en tiges et en boucles.
Nous souhaitons engendrer ces terminaux de facom que leur quence soit la
méme que dans le meté d'origine. Nous pouvons engendrer des structures ga-
rantissant ces équences obseres dans le made de éference en calculant I'en-
semble de por&tationsp (Voir section 3).

Les regles de production sont les suivantes :
— Pour la production de tige :
— Tige! (Tige)j ( StructureSuivantg

Pour les @ésidus non appas :
— NonApp! NonApp

Pour la production de boucles terminales :
— BoucleTerminalé NonApp

Pour la production de ren ement droit :
— RenflementDroit Tige NonApp

Pour la production de ren ement gauche :
— RenflementGauche NonApp Tige

Pour la production de boucle interne :
— Bouclelnterné  NonApp Tige NonApp

Pour la production de multiboucle contenbrtiges :

— Multiboucle! Tigey ::: Tige

On peut intercaler de€sidus non appas entre les tiges. On obtient alors :
— Multiboucle! Tige; NonApp ::: Tige

Consicerons la structure repsenée en gure 3.3) :

(( (o  (((( ) /) M)

La topologie correspondante est :

CCecO)N)

La grammaire assoee sera :
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BouclelnterneTerminale

NonApp
Tiges
Bouclelnterne
NonApp
NonApp
Tigey
NonApR NonApp Bouclelnterng
Tigey RenflementGauche
NonApp Tige,
NonApp Bouclelnterng
NonApp
Tige, s
NonApp

FIGURE 3.3 — Repfésentation d'une structure de micro AR l'aide de VARNA
[29].
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G=(S;N;Sd;p)
Avec :
S=1;()9

N = fS Tige;, NonApp, Bouclelnterng, NonApp, Tige,, NonApp, RenflementGauche
NonApp, Tiges, Bouclelnterng, NonApg, Tiges, NonAp, Bouclelnterng, NonApp,
Tiges, NonApp, BoucleTerminalg NonAppg

d=

— S! Tigel NonApp

NonApp! NonAppj

Tiger! (Tiger) j ( Bouclelnterng)

Bouclelnterng! NonApp Tiges NonApp

NonApp! NonAppj

NonApp! NonAppj

Tige! (Tige) | (RenflementGauchg
— RenflementGaucheé NonApp Tiges

— NonApp! NonAppj

— Tiges! (Tiges)j ( Bouclelnterng)

— Bouclelnterng! NonApp Tiges NonApp
— NonApg! NonAppj

— NonApp! NonAppj

— Tiges! (Tigey) j ( Bouclelnterng)

— Bouclelnterng! NonApp Tiges NonApp
— NonApp! NonApp]j

— NonApp! NoOnAppj

— Tiges! (Tiges) ] ( BoucleTerminale)

— BoucleTerminalg! NonApp
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— NonApp! NOnApR]j

Les ponérations des symboles terminaux sont cadesh partir des fequences
obsereesf ;(;)g, sur la structure deeférence giicea GRGFREQS [30].

2.3 Modelea nombre moyen de tiges >

Dans ce modle on souhaite engendrer des structuresqutzss en moyenne le
méme nombre d'lices que le moele de eference. Seuls ces paratres sont pris
en compte, la topologie estici quelconque. Pour engendrer de telles structures, nous
allons marquer par des crochéts] les cebuts des &élices au lieu des parergbes
classiques. Il nous suft alors de fitaser la frequence des crochets lorsque I'on
engendre les mots.

Par exemple :

(e ((Q a ((((¢ ) ) ) D))

deviendra :

[CCCCCCc LIC [ D)) 1] M)

On ignore ici la topologie de la structure, seul le nombreetittes, leur taille et
le nombre de bases non ap@s nous ir@ressent. Le nombre dlices correspond
au nombre d'empilement de bases appesidans la structure sans interruption par
des bases non-appées. De rdme que dans le meté pécedent, nous pouvons
engendrer des structures garantissant leguences obseres dans le made de
reference en calculant I'ensemble de perationsp (Moir section 3). On obtient
alors la grammaire suivante par modi cation de la grammaire engendrant les mots
de Motzkin de facora distinguer le dbut des tigesG = (S;N ;S d;p) avecS=

f;G);lgN = fSTigegd=

— S! [Tige]S

- S!S

- S! e

— Tige! (Tige) S
— Tige! S

Ici, les symboles [” et "]” correspondent aux deux pareaties qui dbutent
une tige. En maitrisant laéguence d'apparition de ces symboles, nous maitrisons
le nombre de tiges enger@gdrs. Nous souhaitons engendrer des structures dans les-
quelle, le nombre d'appariements, de tiges etad#dtus non appds sont les i@mes
en moyenne que dans la structure @&rence. L'ensemble de poactionsp est
calcuk par GRGFREQS [30] a partir des fequences objectif suivantes :
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npmy — »1my — Nhombredetiges
FC'[") = T(C'I") = taesequence
wny — »yny _ tailledestiges nombredetige
f( ( )_ f( ) )_ taillesequence
f(n 11)_ nombredebasesnonappariees
- taillesequence

2.4 Genrération de structures et de gquences

Dans les deux maes pécdents, nous n‘avons pas tenu compte égsisnces.
L'ajout des £quences sur la structure peut se faire de deux facomsatites :

— On augmente la taille de l'alphabet terminal en ajoutant @tiguette qui
nous permet de savairquelle base les symbol€3;[;];: sont assoés. On a
ainsi : (a; (¢ (g7 (u)ar) e )g)us a o gv wilasler i [ui]aslei g Ju- ON augmente
aussi le nombre deegles de production de facartenir compte des ces nou-
veaux symboles et des appariements possibles.

— On engendre la structure sanséggence et on la ‘&tore” avec les bases en
respectant les équences obseres.

La premere solution, bien que pliéegante, implique une augmentation signi-

cative du nombre de porgtationsa calculer par @GFREQ En raison du temps
de calcul que acessite cette approche nous avong @oiur la seconde solution.

2.5 Pipeline pour la genération automatique de structures d'ARN
aleatoires realistes

Nous avons évelopg@ un pipeline de programmes qui permet d'automatiser
la gérération adatoire de structures secondairgsasires selon les trois melgs
présenés peccdemmena partir d'une structure deference.
Le pipeline est gesené dans la gure 3.4.
Nous partons d'un structure secondaire&émence qui est I'enée de notre pro-
gramme de dcomposition de structures. Nous avoiseopg@ ce programme de
décomposition en java. Le principe de l'algorithme d=dmposition de structure
en sous-structure est kasur une dcomposition en tiges boucles de la structure.
Les sous-structures sont iderées sur les crres indigés en section 1.1. A par-
tir d'une structure page en parametre en e@dy, le pipeline donne en sortie trois
chiers :
— Un chier d'entréee pour GNRGENS permettant d'engendreré&atoirement
des €quences selon le mel¢ de Markov d'ordre 1.

— Un chier d'entrée pour RGFREQSpermettant de calculer les parations
a n d'engendrer adatoirement les structures selon le ralech nombre moyen
de tiges xées.

— Un chier d'entree pour RGFREQSpermettant de calculer les parrdtions

a nd'engendrer aatoirement les structures selon le raled topologie xee.

Les £quences engerglrs selon le magle markovien sont directement engerel
par GENRGENS puis replees par MoLD. Une fois les ponérations calcdes,
les structures correspondant aux raleda topologie xée et au moelea nombre
moyen de tiges consegsont engenées par GNRGENS.
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Sequences / Structures

Décomposition

Modele Modele Modele
Markov topologie xée nombre tiges &
Grgfreq
GenRGenS
Mfold

Sequences / Structurestaltoires

FIGURE 3.4 — Pipeline de programmes permettant d'obtenir de&gsiences struc-
tures akatoiresa partir d'une sequence et sa structure déférence.

3 Structures aleatoires comme source de bruit.

Le travail pesené dans cette section a pour cadre le projet ANR Brasero. |l
s'agit d'un projet multidisciplinaire@unissant biologistes et bioinformaticiens. Ce
projet a, entre autres, pour but la constitution de @msnde benchmarks pour
I' évaluation et la validation sur desailes prol#matiques biologiques. Lesguences
furent fournies par les biologistes Daniels Gautheret, Fabrice Leclerc et Yves D'Au-
benton Carafa. Lesayeloppements bioinformatiques @t principalement mess
par Julien Allali et moi-néme. Julien Allali et moi avons collab®pour le @veloppement
du logiciel de comparaison des difentes rathodes de comparaisons de structures.
Julien Allali a cevelopge la calculateur de courbes ROC. Ce travail a fait I'objet
d'une communication dans la carence francaise de bioinformatique JOBIM [3].

3.1 Calcul des courbes ROC

Pour comparer le pouvoieparateur des scores, on liser les alignements
entre 4a 6 structures deeference et 100 structures d'ARN apparterata méme
famille que les ARN deéference. Ces alignements sont coagd comme positifs.

On aligne 300 structures bra#s avec les structures ddéarence. Ces alignements
sont consiéres comme @gatifs. Nous avons ainsi 25% de comparaisons positives
contre 75% de @gatives. L'utilisation de plusieursequences deéféerence nous
permet de diminuer le risqueela un biaiseventuel.
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Apres avoir class les scores de comparaison par ordre croissant, on evasid
un seuilS pour le score que I'on fait varier du score de comparaison le plus grand
au score de comparaison le plus petit. Ce s&areus sert classer les alignements.
Si un score de comparaison est&ueur ouégala S et est nok comme positif, on
dit qu'il s'agit d'un vrai positif et on noteV P. S'il est negatif on dit qu'il s'agit
d'un faux positif noé FP. Si un score de comparaison esténéura Set qu'il est
positif, on dira qu'il s'agit d'un faux @gatif et on le not&N. Sinon il s'agit d'un
vrai négatif et on le not® N.

L'ensemble du protocole estsungé dans la gure 3.5.

Séquences ENCODE Réferences Structures meme famille
Sans ARN 300 ARN 4 6 ARN 100
Mfold Mfold
Alignement
Alignement
évenements égatifs Seuil évenements positifs
Score

Vrais negatifs Faux regatif Faux positif Vrais positifs

FIGURE 3.5 — Protocole exgrimental pour le calcul des courbes ROC.
On peut pour chaque valeur 8alculer la sgci cit & et la sensibilé :

sensibilite= VP+FN
specificite= yroEp

On peut alors tracer la courbe ROCegspcit & = f(sensibili€) pour S allant du
plus petit score au plus grand.

Meilleure est l'aire sous la courbe ROC pour unethode d'alignement doi@e,
meilleur est le pouvoiréparateur du score.

3.2 Evaluation des diferents programmes de comparaison.

Pour comparer les programmes de comparaison de structures, nous utilisons le
protocole @crit en gure 3.5 et dans la section 3.1. Lexjgence®tudées sont
des tRNA [103]. Pour le bruit, nous utilisons d&gjgences de la @me taille que
I'ARN. Nos sources de bruit sont les suivantes :
— ENCODE [26]. En effet, il est admis que ENCODE ne contient pas de
sequences correspondantles gnes d'ARN non codant.
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— Génomes viraux dans lesquelles il n'y a pas d’ARNt. Cegugnces sont les

suivantes :

— AF486073 : Acute bee paralysis virus isolat Polandeéhane complet.

— DQ447655 : Lake Victoria marburgvirus - Angola2005 strain Ang1386,
génome complet.

— EF157977 : European bat lyssavirus 2 isolat RV138Bogne complet.

— EF452494 : Chikungunya virus strain TSI-GSD-218-VR&ngme com-
plet.

— NCO001616 : Potato virus Y.&nome complet.

— NCO003839 : Tomato ringspot virus RNA Zguence comple.

— Des €quences ahtoires engenées selon le mae a topologie xe (struc-
ture et €quence). Ce made est celui qui nous permet d'engendrer les struc-
tures les pluséalistes. Il nous a donc paru naturel de l'utiliser a n de mettre
en dif culté les logiciels d'alignements.

Les £quences extraites de ENCODE et lég|iences virales orite replée
par RNASuBOPT. Ce logiciel ne fournit pas seulement la structure de plus basse
énergie mais aussi les structures sous-optimales. Dans le cas de cétiereq
les comparaisons oité effectiges avec les sous-optimaux ca&siet nous avons
consere celui qui permet d'obtenir le meilleur score lors de comparaison avec les
structures deéaférences.

Nous avons évelop@ un logiciel en JAVA pour automatiser ce travail ( gure
3.6)

Fichiers #quences Fichier paratage

Formatage des doBes

Alignements

Résultats alignements Courbes ROC

FIGURE 3.6 — Schema de fonctionnement du programme de comparateur de pro-
grammes de comparaison.

Nous avons utilig les logiciels suivants pouealiser ces comparaisons : RNA-
FORESTER[55], MIGAL [4], TREEMATCHING [80], GARDENIA [12], NESTEDA-
LIGN [56], RNASTRAT [50], RNADISTANCE [58], BLAST [5].

BLAST n'étant pas congu pour la recherche d'ARN par simitedli¢ structure, il
constitue pour nous utnoin regatif de I'exg@rience.

Les esultats obtenus pour les ARNt pour les bruits Viraux ( gure 3.7), EN-
CODE (gure 3.8) et Mo@le Topologie xe (gure 3.9) sont g@senés dans les
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gures 3.7, 3.8 et 3.9. Lessultats sontasunés dans le tableau 3.1

FIGURE 3.7 — Courbes ROC obtenues pour les dfents logiciels de comparaison
pour le mocele de bruit viral.

La moyenne degcarts entre les aires de la prenaé colonne et celle de la
seconde colonne du tableau 3.1 est de 0.006 alors qu'elle est de 0.0228 entre la
deuxieme et la troi@me et de 0.0265 entre la prare et la troistme. On en éduit
gue les esultats obtenus pour les deux sources de bruit biologique (virales et EN-
CODE) sont similaires alors que les aires obtenues pour le bruit issus de nos struc-
tures abatoires sont plus petites. L'utilisation de nos structuréstaires comme
source de bruit diminut le pouvoieparateur des programmes d'alignement de
structures par rapport aux structures d'origine biologique. Les variances des aires
sous les courbes ROC sont sensiblement lemas pour les trois sources de bruit
(9.6% pour ENCODE, 8.6% pour leéguences virales et 8.4% pour GenRGenS),
on en eéduit que le choix de la source de bruit ne permet pas de mieux distinguer les
méthodes entre elles. Cessultats sont encourageants po@nagaliser 'utilisation
des structures arti cielles comme source de bruit pour les benchraarksir.
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FIGURE 3.8 — Courbes ROC obtenues pour les difents logiciels de comparaison
pour le mockle de bruit Encode.

Méthode de comparaisgnENCODE | Viral | GENRGENS
GARDENIA 0.905 | 0.905 0.875
RNADISTANCE 0.960 | 0.961 0.934
TREEMATCHING 0.957 | 0.957 0.935
RNASTRAT 0.908 | 0.904 0.881
BLAST 0.136 | 0.175 0.169
RNAFORESTER 0.907 | 0.907 0.874
NESTEDALIGN 0.927 | 0.925 0.915
MIGAL 0.970 | 0.972 0.941

TABLE 3.1 — Tableau @capitulatif des aires sous les courbes ROC pour les
differentes rathodes de comparaison selon la source de bruitésilis
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FIGURE 3.9 — Courbes ROC obtenues pour les dfents logiciels de comparaison
pour le mocele de bruit topologie xe.
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4 Calculs de Z-valeurs

4.1 Calcul de la Z-valeur

D'une manere greérale, le Z-score est cal@pour un score par rappa@tune
distribution de score. Il est cal@itle la fagcon suivante :

Zscore= 22 H ou p est la moyenne de la distribution des scores son

S
écart-type.

Nous nous irressons au calcul du Z-score d'alignement de structures secon-
daires d'’ARN. Plus ggciment, nous souhaitorgudier le pouvoir discriminant
du Z-score par rapport au score d'alignement brut. Par pouvoir discriminant nous
entendons le fait d'attribuer un meilleur score d'alignemefialignement de deux
ARN issus de la rame famille et un score moins bartalignement d'un ARN avec
une source de bruit.

Nous calculons le Z-score de la fagon suivante :

.p\ — ScoréA;B) MoyennéScoréA;Aleat(B)))
Zscord A B) = Ecart(ScordA;Aleat(B)))

ou :

— AetB sont les deux structuresaligner.

— Scord€A;B) est le score de l'alignement de A avec B

— Aleat(B) est une squence &atoire base sur la squence3

— MoyennéScoré€A; Aleat(B))) est la moyenne des alignements d&\ et n
structuresAleat(B)

— Ecart(ScordA; Aleat(B))) est I'ecart moyera la moyenne desalignements
deA etAleat(B)

n= 300 est une valeur acceptable d'api{24]. Comme nous avonScordA; Aleat(B)) 6
ScordAleat(A); B), nous consiérerons la Zvaleur :

8 Scor¢A;B) MoyennéScordA;Aleat(B)))
2 Ecart(ScordA;Aleat(B)))

Zyaleu(A;B) = Min
ScordA;B) MoyennéScordAleat(A);B))
Ecart(Scorg¢Aleat(A);B))

On calculera la Z-valeur pour chaque netelaBatoire considré dans la section
2, C'esta dire :

— Modele markovien d'ordre 1.

— Modelea nombre de tiges &es.

— Modelea topologie xée.
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Nous allons donner les ebts de notre exgsience. Nous souhaitons faire ici
une preuve de concept. En effet, nous connaissons certainesetgsme la Z-
valeur dans le cas des alignement éguences et nous souhaitons iéntbntrer
son inerét dans le cadre des comparaisons de structures secondaires. Nous souhai-
tons donc nous affranchir de l@guence pouréaliser cette exgrience. Pour cela
nous utilisons RNAISTANCE qui compare les structures sans tenir compte des
sequences.

Nous avonsé&lectionre les €quences de fac@etudier uréchantillon repgsen-
tatif des diferentes familles d'’ARN en termes de taille et de variabitles struc-
tures. Nous avonstectionre des familles de petite taille (ARNt [15, 103], ARNmi
[49]) et de taille moyenne (RNAse P Eucaryote [14], SRP [6]). Nous aggakement
selectionré des ARNsno [45]. Pour les ARNt, nous avonséelstux sources de re-
pliement : soit un repliement parFoLD [116] a partir des 8quences fournies par
Fabrice Leclerc [103], soit des structures obtenues sur la base déed@uiell
[15]. Nous avonggalement teétdes SRP issus de taxons éifnts (champignons
et plantes) qui posslent des structures diffentes.

La source de bruit est consite des 8quences extraites de ENCODE [26] de la
méme taille que les 10Gguences de la famille de laference. Cesegjuences ne
contiennent pas d'ARN. Legguences sont extraitegatoirement et refidies avec
MFOLD [116].

4.2 Les Z-valeurs permettent une arglioration des aires sous les
courbes ROC

Les aires sous la courbe ROC soatapituees dans le tableau 3.2

Famille Score brut Markov | Topologie xe | Nombre moyen tiges xe
mMiRNA 0.876 0.917 0.696 0.989
SnoRNA 0.942 0.943 0.848 0.995
tRNA 0.893 0.900 0.825 0.964
tRNA Gutell 0.997 0.998 0.988 0.998
RNAseP eucaryote 0.874 0.913 0.803 0.815
SRP plante 0.975 0.981 0.904 0.970
SRP fungi 0.719 0.928 0.768 0.791

TABLE 3.2 — Tableau ecapitulatif des aires sous les courbes ROC obtenues pour
les differentes familles pour chaque metk akatoire.

Les courbes ROC obtenues pour les ARNsno et les RNAseP sontéedigans
les gures 3.10 et 3.11 (les autres courbes sont fournies dans I'annexe A) :

Les recapitulatifs de taille (et de variation de taille au sein de chaque famille)
ainsi que le nombre de branchements maximum des boucles (@) gegr chaque
famille se trouvent dans le tableau 3.3.

On peut regrouper cegsultats en deux groupes :

— Groupe 1: miRNA, ARNsno, tRNA, tRNA Gutell

— Groupe 2 : RNAseP eucaryote, SRP fungi, SRP plante
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FIGURE 3.10 —Courbes ROC obtenuespartir des structures de ARNsno (Noire :
Brut, Rouge : Markov ordre 1, Bleue : Topologie xe, Verte : Topologie nombre
moyen de tiges xe).

Famille Taille (variation en %) Deg®© maximum moyer
MiRNA 98.56 (23) 1.92
ARNsn 69.31 (13) 2.78
tRNA 71.43 (11) 3.52
tRNA Gutell 69.79 (18) 2.85
RNAseP eucaryote 309.64 (17) 3.55
SRP plante 276.16 (22) 2.99
SRP fungi 307.49 (40) 4.78

TABLE 3.3 — Tableau €capitulatif des tailles et du nombre de branchements
maximum pour chaque famille.
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FIGURE 3.11 — Courbes ROC obtenuea partir des structures de RNAseP Eu-
caryotes (Noire : Brut, Rouge : Markov ordre 1 , Bleue : Topologie xe, Verte :
Topologie nombre moyen de tiges xe.)
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L'analyse du tableau 3.3 nous permet d'af rmer que le groupe 1 rassemble des
ARN de petite taille (moins de 10@sidus) et les deux des ARN de grande taille
(plus de 200 &sidus). Le degr maximum moyen ne semble pas in uer sur les
réesultats.

On constate une aglioration globale des aires par I'utilisation des Z-valeurs
(voir table 3.2). Dans le cas de la courbe 3.10, on remarque que le score pour le
mocele markovien est proche du score brut, tandis que le score pour lelemel
topologiea nombre de tiges & leur est nettement sapeur et le score du metk
a topologie xée est nettement iafieura tous les autres. Dans le cas de la courbe
3.11, les courbes sont plusgulierement esp&es. On remarque cependant que le
classement estévi é tout au long du graphique.

L'utilisation des £quences &htoires grerées selon un made de Markov d'ordre
1 permet d'amliorer dans tous les cas l'aire sous la courbe ROC. Cela montre une
forte contribution de laé&qguence. Btruire l'ordre de la 8quence conduid des
structures similairea celles obtenues par repliement éggences sans ARN. On
peut noter ici que RNADBSTANCE ne tient pas compte de léguence. Ceasultat
suggre un biais de composition dans l&gjgences d'ARN. Un fort taux de GC
pourrait par exemple expliquer céssultats. Ceasultat suggreégalement que I'on
devrait €itérer I'experience avec un logiciel tenant compte dedgence a n de
voir la contribution exacte &e a la composition enéasidus et celle e simple-
menta la destruction grérale de la structure non-contextuelle au sens strict dans la
sequence.

Le mockle akatoire engendrant ledme nombre de tiges en moyenne&diore
I'aire sous la courbe du groupe 1. Cela montre que la conservation de la topolo-
gie globale est la plus discriminante en reati de score d'alignement si I'on tient
compte simplement de la structure et non deéguence. Dans le cas des petits
ARN, cette topologie moyenne est assez signi cative car il y a peu de possbilit
d'engendrer des ARN ayant un faible nombre de tigéatairement tout en conser-
vant la taille globale des tiges. De fait, la modi cation de la topoldgagne signi-
cativement la structure de la structure de base. Ce comportement est moins signi-
catif pour les grands ARN pour lesquels la taille des tiges va largement contribuer
au score de l'alignement.

L'utilisation du moctle akatoire avec une topologie ée teriore dans tous les
cas l'aire sous la courbe ROC. On peut en conclure que les structures obtenues selon
ce mockle ressemblent trop aux structurégltes tandis que de telles structures
ne se retrouvent pas au hasard dans éegiences ne contenant pas d'ARN. Les
structures engenées par ce maae sont trop proches des ARN servata calculer.

Cela con rme le esultat de la section 3.2 dans laquelle nous avions raajte le
mockle a topologie exacte permettait d'engendrer des structures @dlistes que
des akatoires biologiques.

5 Conclusion et perspectives

Ces premiersésultats indiquent que le calcul eétude de la Z-valeur sont
intéressants pour normaliser les scores de comparaison de structures d'’ARN. On
peut notamment remarquer que I'utilisation de la Z-valeur est pari@rient ing-
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ressante pouréterminera quelle famille appartient un ARN de petite taillee
lors il peut sembler irdressant deagéraliser le calcul de la Z-valear toutes les
méthodes d'alignement et examiner si l€sultats obtenus avec RMASTANCE
sont con rmés. Un nombre plus important de familles pourégjalemenétre test
(Intron, ARNr ...)

La Z-valeur @pend de plusieurs facteurs : I'algorithme uéligour le calcul du
score, I'ensemble de scores pour leg€i@tions unitaires, la distribution des scores
de comparaison. Etude de I'effet de ces défents paraetres sur la Z-valeur pour-
rait &étre inéressante.

Ce calcul de la Z-valeuratessitant la moyenne empirique étdart moyera
la moyenne de la distribution des scores, il pourrait&tav ineressant de calculer
cette distribution de scores empiriguement dans un premier temps. Ce travail pour-
rait etre obtenu en alignant entre elles un nombre suf sant de structures eegendr
selon un modle assez simple (par exemple I'ensemble des mots de Motzkin). On
pourrait aussitudier le comportement de cette distribution si I'orégriait des
contraintes supplmentaires dans le meld comme une taille minimale des boucles
terminales ou une longueur b@&mpour les tiges. On pourrait ald@sudier la distri-
bution des alignements des structures d'’ARN entre elles et les positionner dans cette
distribution. Conndre I'in uence des scores unitaires sur ces distributions pourrait
egalement seenéler ineressant. On pourrait alorg dir un critere objectif dans le
choix de seuil ainsi que des valeurs pertinentes pour la p-valeugdl'iéside bien
slir dans la étermination tBorique de cette distribution. Cettétdrmination de-
mande un&tude combinatoire ne du comportement des scores d'alignements. On
pourrait par exemple lg&aliser eretudiant sysgmatiquement la distanceédlition
entre tous les mots de Motzkin dééme taille dans un premier temps, puis de taille
différente par la suite.

En l'absence de la distribution des scores, on a vu que I'on pouvait utiliser des
structures @atoires. Il pourrait alorgtre ineressant de tester I'effet d'un plus grand
nombre de moeles akatoires (comme des melgs qui conserveraient le nombre
de multiboucles, les boucles internes, les ren ements ...) sur la courbe ROC des
méthodes d'alignement. On pourrait aussidier I'in uence du nombre d'aligne-
ments sur le calcul de S(x,Aleat(y)). En n, on sait que la structure secondaire n'est
gu'une approximation de la structuréealle des ARN. Il peuétre inEressant de
prendre en compte dans |@rgration adatoire des masles plus complexes qui
tiendraient compte de la @sence des pseudonoeuds ou de liaisons tertiaires. Nous
avons choisi d'explorer cette voie dans la partie qui va suivre en montrant que I'on
peut engendrer @atoirement des structures secondaires avec pseudonoeuds.
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Chapitre 4

Introduction et etat de l'art

Nous avons @reedemment ggseng les structures d'’ARN d'un point de vue bio-
logique et combinatoire. Nous savons que les structures secondaires sans pseudo-
nceud pouvengtre moelistes par des langages algiques, descriptibles par des
grammaires non contextuelles. Les structures secondaires comportant des pseu-
donceuds, quard elles, ne sont pas descriptibles par des grammaires non contex-
tuelles. De ce fait, il est plus dif cile de lestudier. Pourtant, il existe un certain
nombre d'algorithmes exacts deégpgliction de structures secondaires avec pseu-
donceuds en temps polynomial. Alors que Condbal établissent une Brarchie
stricte entre ces algorithmes gharchie base sur des relations d'inclusions entre
leurs classes de structures, on constate qu'il n'existe pas délatoon entre la
hierarchie de Condoet al et la hierarchie de leur complext

Nous allons maintenant @senter les algorithmes deégliction de structures
d'’ARN ab initio (section 1) et nous attarder plus partiesment sur les algo-
rithmes exacts a n de mieux comprendre les principes sur lesquels ils se basent
pour la pédiction de pseudonceuds. Nous rappellerons les travaumuaeration
de structures ARN dans la section 2.

Puis, dans le chapitre 5, nogtidierons &s peciment les espaces deegiction
des algorithmes en caré&cisant les graphes de @ence des structures qu'ilsguti-
sent, cette description constituant une vision&léhte et comg@imentaire de celle
de Condoret al. Nous nous iriresserons aloesla quanti cation de ces espaces de
prédiction.

En n, dans le chapitre 6, nousvaluerons le compromis entre compléxén
temps des algorithmes exacts dédiction de structure secondaab initio et leur
espace de gdiction. Nous montrerons comment, par des bijections bien choisies,
nous pouvons@ombrer des classes pertinentes de structures pseEsEgice
a une grammaire non contextuelle (Chapitre 6 section 1). Naasepterongga-
lement d'autresésultats concernan@hunération de structures d'/ARN avec pseu-
donceuds par deséthodes bijectives (Chapitre 6 section 2hag auxquelles nous
obtiendrons des formules closes pour &ndmbrement de ces classes. Les gram-
maires non contextuelles obtenueg€g@demment nous permettront d'engendrer
aléatoirement des structures avec certaines classes de pseudonceuds. Nous construi-
rons un algorithme en temps &aire qui permet d'engendrer ces structures pseu-
donolees de facon ef cace, c'est dire sans surca de complexi en temps par
rapporta une @rération de structures sans pseudonceud (Chapitre 6 section 3).
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1 Algorithmes de prédiction de structure ab initio

1.1 Algorithmes exacts

Nous pesentons ici les algorithmes deegiction de structure ARMNb initio
exacts. Ces algorithmes consistamhinimiser une fonction &nergie par program-
mation dynamique (voir section 2 pour unepentation des metks de replie-
ment). Nous allons passer en revue lesédéhts algorithmes, depuis ceux qui ont
le plus faible pouvoir gEdicteur jusgua ceux qui ont le plus fort.

Commencons par les algorithmes dégiction de structures sans pseudonceud.
L'algorithme de Nussinov el prédit la structure secondaire sans pseudonceud qui
maximise le nombre de paires de bases apparill est bassur la @composition de
la structure en bases non appas, bases appaéds dans une tige ou bifurcation. La
complexigé en temps de l'algorithme est €X(n®). L'algorithme de Zucker [116]
préedit également les structures sans pseudonoeud mais utiliseegnengosition
de la structure en tiges et en boucles, ce qui permet de prendre en compte des pa-
rametres thermodynamiques comme ceux de Turner [74]. L'un des programmes
qui implante cet algorithme, nom@MFOLD, est I'un des plus utiliss pour calculer
le repliement sans pseudonoeud [118]. La compeait temps de I'algorithme est
initialement erO(n%). Elle est diminée enO(n3) gracea l'utilisation d'un mocele
simpli & pour le calcul de &nergie des boucles internes [86]. Cettenme sim-
pli cation est applicable pour I'algorithme de calcul de la fonction de partition des
structures sans pseudonoeuds de McCaskill [75].

Cao et Chen proposent un algorithme [16] pour le calcul de la fonction de
partition selon un moele thermodynamique défent de celui de McCaskill [75]
et Dirks et Pierce [33]. lls@alisent une regsentation simpliée des Blices sous
forme de liens virtuels dont ilétudient toutes les conformations possibles a n de
calculer I'entropie puis Energie libre assoge. Les conformations des boucles sont
etudies par des marches awetantes sur unéseau &gulier. GAcea ce moele,
ils prédisent la structure de plus basseergie pour les pseudonoeuds de type H
sans aucune boucle entre l&dibes du pseudonoeud [17], puis avec des boucles ne
contenant pas de sous-structures ageardans lesétices du pseudonoeud [18].
Ce moctle plus contraint que celui de Reeder et Giegerich [87], mais dont lelsod
d'énergie est le pluslabog, est calc@ enO(n®). Lyngsa et Pedersen proposent de
calculer les structures ne comportant qu'un seul pseudonoeud de type H [72] (Moir
section 1.1). Ce pseudonoeud ne doit pag nicle sous une autre structure. lls
proposent un algorithme €(n®).

Les quatre algorithmes suivants sénéssent aux pseudonoeuds de type H. Ces
pseudonoeuds ne sont que des cas particuliers de pseudonoeuds simples. Dirks
et Pierces [33] reprennebgalement le formalisme de Rivas et Eddy [89] pour
construire leur algorithme. lls calculent la fonction de partition (voir section 2) de
structures avec pseudonoeuds de type ldtendant le moele de McCaskill [75].

La complexié de leur algorithme e€)(n°). L'algorithme de Reeder et Giegerich
[87] s'interessea un moele plus contraint de pseudonoeuds de type H. Dans leur
mockle, il n'est pas possible d'i@ser une sous-structued'intérieur des deux tiges

du pseudonoeud. La gure 4.1, extraite de leur article [87], illustre cette contrainte.
L'algorithme a une complexiten temps ef(n?).
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FIGURE 4.1 —Repiesentation des pseudonceudsgdit par PKnotRG [87]. Les
deux helicesa, aletb, b°ne sont interrompues par aucune sous-structure.

L'algorithme de Uemura el [106] prédit les structures secondaires avec pseu-
donoeuds écrites par une grammaire d'arbres adjoints moir®gale que celle de
Rivas et Eddy. Ces grammaires permettent @ies de nouvellesativations au sein
d'un arbre de @érivations classique par I'utilisation de non terminaux particuliers.
La complexié de l'algorithme est e@(n°). L'algorithme d'Akutsu [2] reformule
I'algorithme d'Uemura etl de facon plus directe. Dans un premier temps, Akutsu
présente un algorithme €B(n*) qui ne gere que les pseudonoeuds simples (Figure
4.2). Sa complex@ passe ef(n®) dans sa version avec pseudonceuds quelconques.
Le mockle sous-jacent reste une maximisation du nombre de paires de bases. Ko-
mina etal adaptent I'algorithme d'Akutsu pour le mebk de Turner [32].

FIGURE 4.2 —Pseudonoeud simpl@ gauche et structure simplement pseudo-
nouéea droite. Les lignes en pointids marquent les sous-structures possibles.

L'algorithme de Rivas et Eddy [89] ne permet pas dedire toutes les struc-
tures avec pseudonoeuds. Les pseudonoeuds geditpgont @crits par une gram-
maire plus grérale que les grammaires non contextuelles [9@cem un oferateur
qui opére sur l'alphabet non terminal de la grammaire. Cette grammaugtdin
langage qui appartiert une classe interediaire entre les langages contextuels et
non contextuels. L'oprateur est transpe€n termes de programmation dynamique
a l'aide d'une é&écomposition en structures qui ne se croisent pas. La gure 4.3 in-
dique de quelle maare une telle dcomposition est agée. Leur algorithme a une
complexié en temps e@(n®).

Enn, le probleme gnréral du calcul de la structure qui minimise une fonc-
tion d'énergie a&te proue NP-Complet [2, 72] y compris dans un nabel simple
comme celui de Nussinov.

On récapitule ces diéfrents algorithmes dans le tableau 4.1
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| Référence]| Nom | Complexié | Pseudonoeuds | Modele denergie | Fonction de parti
[79] Nussinov Q(n3) Non Maximisation des empilemens non
[116] Zuker et Stiegler O(n%) Non Décomposiion en iges boucles non
[75] McCaskill o(n* Non Décompositon endices et boucles oui
[89] Rivas et Eddy O(n% Type Rivas et Eddy Décomposition endices et boucles non
[106] Uemura o(n°) Simples et simplement pseudor@au Maximisation des empilements non .
[72] Lyngse et Pedersen  Q(n°) Un seul de type H non niéh Maximisation des empilements non
[2] Akutsu o(n°) Simples et simplement pseudoreu Maximisation des empilements non
[33] Dirks et Pierces o(n°) Structure pseudonée de type H Décompositon endices et boucles oui
[87] Reeder et Giegerich O(n%) Structure pseudoné@e de type H restreint Décomposition enéices et boucles non
[32] Komina etal OADAV Simples Minimisation de lenergie, écomposition endlices et boucles non
[18] Cao et Chen O(nd) Structure pseudon@e de type H restreint winimisation de lenergie gnergie libre ke aux conformations oui

TABLE 4.1 — Tableaué&capitulatif des diffrents algorithmes de guliction de structure secondaab initio exacts.
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FIGURE 4.3 — A droite, la cecomposition d'une structure en sous-structures
sans pseudonoeud. Les traits pleins régentent les arcs tandis que les poirésl
représentent les sous-structures potentielles. A gauche, u@eothposition avec
pseudonoeud. On peut remarquer que I'on utilise cette fois une kg@ntation
qui permet de dessiner les arcs sans croisement efiast un "trou” dans la
structure.

1.2 Heuristiques

Bien que notreéttude s'inéresse aux algorithmes exacts dediction de struc-
tureab initio, nous pésentons brievement les principales heuristiques @gigtion
de structure ARMab initio.

Les algorithmes @rétiques cherchent une solution appreerau calcul de la
fonction d'energie. Les principaux algorithmeérgtiques de gdiction de struc-
ture secondaire d'ARN sont l'algorithme de Gultayev [51] et celui de Batenburg
[10]. Lalgorithme de Gultayev repose sur un repliemer&raichique qui tient
compte de la ciatique du repliement. L'algorithme de Batenburg consiste en I'ajout
d'hélices de facom diminuer I€nergie libre de la structure.

FLEXSTEM [20] adopte une stragie similaire en@ectionnant successivement
des [elices candidates en recherchant delecks maximales ; les solutions sont fu-
sionrees et les con its son&solus en choisissant la solution qui minimignkrgie
de repliement. Abrahamet al [1], dans leur heuristique, font deéme en mini-
misant I'energie par descente locale. D'autres heuristiques utilisent ce principe de
préslection des élices. Le principe de BTKNOTS [88] consistea rechercher un
ensemble de structures secondaires potentielles sans pseudo@oerdid' mini-
mum, puis d'y ajouter les structuregsultant du calcul deé&nergie minimale. La
procedure est&iteéree sur les bases non ap@as. Les pseudonceuds sont potentiel-
lement ajougs lors des deux deeriesétapes.

ITERATED LOOP MATCHING (ILM) [93] recherche la structure secondaire
d'énergie minimuma l'aide d'un algorithmea la Nussinov, puis la recherche des
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pseudonceuds s'effectue en executanbuveau l'algorithme sur les bases non ap-
pariées. En cela la gthode est similaire pour ILM et B(rK NOTS. KNOTSEEKER

[100] recherche des appariements canoniques et garde ceux de plugmpetiie
correspondant auxdtices les plus courtes. Elle forme ensuite des pseudonceuds de
type H en appariant les boucles de fagone conserver que les structures les plus
stables et de plus petite taille (c'estlire que ces pseudonceuds ne sont ésrque

des felices les plus stables et quérergie globale du pseudonceud estriigfure

a celle des structures secondaires entrant en etigm). L'algorithme H-oLD
dévelopg@ par Jabbarét al [59] repose sur le repliementérarchique évelopge

par Tinoco [104]. HoLD prédit notamment legpinglesa cheveux embraéss et
pos®de une complexéten temps e@(n3). KINEFOLD [114, 113] est bassur une
mocklisation de la cigtique de repliement de I'ARN par un processus de Monte-
Carlo. MC-FoLD est le premier programmnee prendre en compte les liaisons non
canoniques [81]. Cette heuristique permet de calculer la structure tertiaire avec
certains pseudonceuds. Il est toutefois dif cile decdre le type de pseudonceuds
prédits par cette heuristique.

2 Denombrement de structures d'ARN

Comme nous l'avons expeglans la section 1.2, les structures secondaires d'-
SARN sans pseudonceud peuvette vues comme des mots de Motzkin. La com-
binatoire de ces motsé&é étudiee dans par Donaghey et Shapiro [34] et Stein et
Waterman [102]. Les formes closes des formules @eothbrement des mots de
Motzkin ainsi que leur construction sontgsenges dans les travaux de Donaghey
et Shapiro [34]. On pewgalementy trouver une bijection vers des arlrbsucles
qui est une greralisation de la bijection des mots de Motzkin vers les arbres. On
peut trouver la formule asymptotique dardbmbrement de ces mots chez Stein et
Waterman [102]. Waterman [110] compte le nombre de structures en se basant sur
la decomposition &cursive de la structure en tiges et en boucles et sur le nombre
de branchements dans la structure. Vauchassade de Chaumont et Viennot [107]
se basent sur lasdomposition de Waterman pour donner égie ¢erératrice qui
dénombre ces structures. Hofacletral [57] géréralisent cesasultats eretudiant
I' equivalent asymptotique de la formule dandmbrement et en discutant I'effet de
la composition en nuébtides de la structure.

Des travaux sur le@hombrement tenant compte de rales plus ealistes que
les mots de Motzkin onégalemengt reali®s. En 2003, Nebel [778tudie les
statistiques d'apparition des sous-structwgartir des formules deeddlombrement
de Hofackeret al [57] ainsi que I'expression des difents moments de la formule
de cenombrement. Clotet al [70] s'interessent aughombrement des RNAShape
[48], dévelopge par Giegericlet al ainsi qu'au calcul de leurs formules asympto-
tiques, ils montrenégalement I'existence d'une bijection entre les RNA shapes de
taille 2n+ 2 et les mots de Motzkin de taille De plus, Clote [21] s'irtressea la
combinatoire des structures d'ARN satas, c'esh dire des structures secondaires
dans lesquelles I'ajout d'un appariement entre bases non @egaritroduirait un
pseudonceud. Dans un autre travail, Ckettal [23] étudientéegalement le nombre
asymptotique de bases apgas$ dans des melks atatoires squences d'ARN re-
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pliée selon le moele de Nussinov [79].

Les structures d'ARN pseudonees onggalemenéte eétudiees du point de vue
du cenombrement. Rodland [92]gsente une facon d&domposer les structures
d'ARN en composantes nées et @nombre les pseudonceuds de type H. Vernizzi
et al [108] s'interessent auahombrement des structures avec pseudonceuds selon
le genre topologique de leur diagramme de corde en utilisant des arguments issus
de la physique statistique. En n, le groupe de C. Reidys [61, 62,e63die la
formule de @nombrement des structures non croisantes d'dedegesta dire, les
structures pour lesquelles il yka 1 arcs mutuellement croisants ( [62]), la forme
asymptotique de ces formules ( [63]), éalise le @hombrement des structures non
croisantes d'ordré pour lesquelles les boucles font une taille3 résidus et les
tiges ont une longueur s.
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Chapitre 5

Caracterisation des classes de
Condonet alpar des graphes de
cohérence

Le probkeme de pediction de structures secondaires avec pseudonétads
NP-Complet en touteéreralite, les algorithmes polynomiaux ne peuveréggre
gu'un sous ensemble de structures possibles. En 2004, Catddri25] classent
les algorithmes exacts deggfiction de structure secondaire en comparant les en-
sembles de structures pouvétite pedites tloriquement par chacun d'eux. Nous
appellons I'ensemble de structures que pe@dpe un algorithme, "lI'espace de
prédiction de l'algorithme”. lls @ nissent ainsi cing classes :

— PKF (PseudoKnot Free) pour les algorithmes dediction de structures sans

pseudonoeud.

— L&P pour l'algorithme de pediction de structures de Lyngs@ et Pedersen.

— D&P pour l'algorithme de Dirks et Pierce.

— A&U pour la classe qui couvrent les pseudoncew@sits par Uemura puis

reprise par Akutsu.

— R&E pour l'algorithme de Rivas et Eddy.

lls montrent que chaque classe de structurésliptibles par les diffrents al-
gorithmes peuétre caradrisee par desagles de &-ecriture [25] qui I'engendre.
Nous allons tout d'abord donner la description de ces classes en utilisaagles r
de Condoret al dans la section 1, puis nous allons utiliser la notion de graphe de
cohérence [53] @ nie dans la section 1.1 a n de car&etser de facon diéfrente et
compEmentaire les structures dans chacune de ces classes (section 2).

1 Classes etegles de e-ecriture de Condon etal

Dé nition 31 (Mot de Condon) Soit une structure secondaifédont on supprime
toutes les bases non appégis. On nomme distinctement chaque(arg) 2 S par
une lettre 12 A ou A est un alphabet dortn On nommegalement u les pieds
droite et gauche de l'arc u.

On appelle mot de Condon le mot farpar la £quence des pieds des arcs lue
de gauche droite (Figure 5.1).
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FIGURE 5.1 — Codage de la structure secondaire (en haut) par un mot de Condon
(en bas). Chaque arc est nonamLes pieds sont nom@s de la néme manere que
I'arc. Les bases non appagies sont ignozes.

Dé nition 32 (Classe de Condonlne classe de Condon est I'ensemble des mots
de Condon qui peuveigtre reduits au mot vide par I'application successive d'un
jeu de egles de e-ecriture caracéristiques d'un algorithme de pdiction de struc-
tures secondaires ab initio.

Nous allons maintenant carédiser les diférentes egles de &-€criture pour
chacune des classes de Condon. Pour chaegle de e-€criture, on donne dans
la partie gauche les caraces sur lesquels vont s'appliquer kgle, on note en
pointillés une s8quence de caraaes possiblement vide. Dans la partie droite on
donne le esultata I'issue de I'application de laegle de e-€criture.

Dé nition 33 (Regles de&-€criture de la classeKF). Pourgb2 A

1 :raan: ! el

2. ::abiitbaii !t iibiiibii,

La gure 5.2 nous donne un exemple de structBkeF, Le mot correspondant
est : ABCCDDBAEE

FIGURE 5.2 — Structure secondaire sans pseudonoe®KF. Le mot de Condon
correspondant est ABCCDDBAEE.

Voici un déroulement de I'application desgles deé&-€criture sur le mot ABCCDD-
BAEE :
— Par application de leegle 1 sur E on obtient : ABCCDDBA
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— Par application de laegle 2 sur B on obtient : BCCDDB
— Par application de laegle 1 sur D on obtient : ACCA

— Par application de laegle 2 sur C on obtient : CC

— Par application de laegle 1 sur C on obtiente

Deé nition 34 (Regles de&-ecriture de la classe&P). Pourgb2 A
1 aaiii! e
2. :rabiitbai:: vt ibiiibri,
3:1. abab! e

La gure 5.3 nous donne un exemple de structu&P, Le mot correspondant
est : ABCCDDBAEFGHHEGF

FIGURE 5.3 — Structure secondaire de la clast& P. Le mot de Condon corres-
pondant est ABCCDDBAEFGHHEGF.

Voici un déroulement de I'application desgles de&-&criture sur le mot ABCCDD-
BAEFGHHEGF :

— Par application de laegle 1 sur C, D puis H on obtient : ABBAEFGEGF

— Par application de laegle 2 sur B puis G on obtient : BBEGEG

— Par application de laegle 1 sur B on obtient : EGEG

— Par application de laegle 3.1 sur EGEG on obtienge:

On remarque que lagle 3.1 ne peldtre utilie sur EGEG avant que les autres
lettres n'aien&té suppringes.

Dé nition 35 (Regles de&-ecriture de la classB&P). Pour gb2 A

La gure 5.3 nous donne un exemple de structDi&P, Le mot correspondant
est : ABCCDDBAEFGHHEGFIJIJ

Voici un déroulement de I'application desgles de&-&criture sur le mot ABCCDD-
BAEFGHHEGFIJIJ :

— Par application de laegle 1 sur C, D puis H on obtient : ABBAEFGEGFIJIJ

— Par application de laegle 2 sur B puis G on obtient : BBEGEGIJIJ

— Par application de laegle 1 sur B on obtient : EGEGIJIJ

— Par application de laegle 3.2 sur EGEG puis 1J1J on obtierd :
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FIGURE 5.4 — Structure secondaire de la clas€a& P. Le mot de Condon corres-
pondant est ABCCDDBAEFGHHEGFIJIJ.

On remarque que contrairemenia regle 3.1 de la clasde& P, la regle 3.2 peut
étre appligée néme si le moababn'est pas seul dans l&guence.

Deé nition 36 (Regles de&-ecriture de la class&&U). Pour ab2 A

2. :rabiitbai:: ! iibiiibri,
3:3. :;raitbab:::! :iiaiiia::i: Siet seulement si une autregle peugétre
appliguee en partant de a

La gure 5.5 nous donne un exemple de structd&U, Le mot correspondant
est: ABCDCEBFAFEGHGHD

FIGURE 5.5 — Structure secondaire de la clas#&U. Le mot de Condon corres-
pondant est ABCDCEBFAFEGHGHD.

Voici un déroulement de I'application desgles de&-écriture sur le mot ABCD-
CEBFAFEGHGHD :

— Par application de leegle 3.3 sur H : ABCDCEBFAFEGGD

— Par application de leegle 1 sur G : ABCDCEBFAFED

On remarque que comme indigen note de laggle 3.3, tant que G &tait pas
supprine, il était impossible d'utiliser uneegle sur une autre lettre.

Par application de laegle 3.3 sur F : ABCDCEBAED
Par application de laegle 2 sur B : BCDCEBED

— Par application de leegle 3.3 sur E : BCDCBD

— Par application de leegle 2 sur C : CDCD

— Par application de leegle 3.3 surD : CC

— Par application de leegle 1 sur C e

Dé nition 37 (Regles de&-ecriture de la classB& E). Pour ab2 A
1. aa! e
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2. ab:::ba! b:::b,
3:4. aba! b,
4. ab:::ab!  b:::b.

La gure 5.6 nous donne un exemple de structB&E, Le mot correspondant
est : ABCDACBD

FIGURE 5.6 — Structure secondaire de la clas$& E. Le mot de Condon corres-
pondant est ABCDACBD.

Voici un déroulement de l'application desgles de&-ecriture sur le mot ABC-
DACBD :

— Par application de laegle 2 sur C on obtient : ACDACD

— Par application de laegle 4 sur D on obtient : ADAD

— Par application de laegle 3.4 sur A on obtient : DD

— Par application de laegle 1 sur D on obtiente

On remarque gque plusieurgmulements desgles sont possibles pour arriver
au mot vide en partant d'un@me mot de Condon.

Condonet al montrent gacea ces egles de &-€criture que l'on a la relation
Suivante :

PKF L&P D&P A&U R&E

lIs publient également un algorithme en tempsélaire pour reconfige les
sequences dBKF, L&P, D&P etR&E [25] etA&U en 2007 [85]. L'algorithme
de reconnaissance en tempshire pourA&U concerne les pseudonceuds simples
et non les structures simplement pseudd@ssu

A partir de ces egles de &-ecriture, nous allons caraatser les graphes de
cohérence de ces défentes classes.

2 Caracterisation des classes par des graphes de @h
rence.

Le syseme de e-€criture de Condoret al permet de écider si une struc-
ture appartienta une classe de structures. Nous proposons une visic@aratie
et compémentaire de ces classes. Pour cela nous les édsacts par leur graphe
de cotérence. Par souci de clartnous donnona nouveau la @ nition de graphe
de coference.
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De nition 38 (Graphe de carence [53]) Le graphe de codrence d'une structure
secondaire d'ARN est le graphe qui assaeighaque appariemel(t; j) un sommet,

et tel que les sommets assexa (i;j) et (k;1) sont conneds si et seulement si
crosg(i; j); (k1) = vrai.

2.1 Laclasse des structures sans pseudonceuf§)

Proposition 1. Le graphe de coérence des structures de la classe PKF ne contient
gue des sommets i&sl.

Démonstration.Les structures de la clasB&F ne contiennent aucun arc croisant.
De fait leur graphe de c@hnence est un ensemble de sommet€sol
O]

2.2 Laclasse de Lyngsg et Pederseb& P)

Théeoreme 4. Les structures de la class&IP contiennent au plus un pseudonceud
de type H. Ce pseudonceud n'est pas imh&igous un arc.

Nous allons @montrer ce thoreme gace aux deux lemmes suivants.
Lemme 1. Un pseudonoeud de la class& P est un pseudonoeud de type H.

Démonstration.Prenons une structuf@de la class& &P, G = (V;E) son graphe
de colerence efi; j) 2 S.

Sila secondeagle de Condon de la clads& P peutétre appligee sui(i; j),(i
1; j+ 1) alors pour toufl;k) 2 Snous avongrosg(i; j); (k;1)) = crosg(i+ 1;j
1;(kl)). (i;j)) 2V et(i+1;) 1)2YV ontles némes voisins dans le graphe de
cohérence.

La seule egle permettant d'effacer des arcs croisants est I'application egla r
3ou(iji+2) 2 Set(i+ 1;i+ 3) 2 Ssont supprings. Litération de I'application
des egles 2 puis de la 3 en dernier lieu nous permet don@&deire au vide deux
ensembles d'arcs emps qui se croisent mutuellement.

O

Nous devons maintenant prouver qu'il n'y a qu'un seul pseudonceud et que ce
pseudonceud n'est pas imbr&gsous un arc.

Lemme 2. les structures de la class&lP contiennent au plus un pseudonceud non
empik.

Démonstration.Seule la troistme egle permet deaduire les arcs croisants. S'il y
avait plusieurs structures créiss, il y aurait plusieurs motifs du typdabqui ne
sauraiengtre eduits par laegle 3. Donc il n'y a qu'une seule structure de ce type
dans la structure.

Si la structure croiseétait niclee, alors nous aurions un motif du typlecbca
Aucune egle ne permettrait de reduireani::a ni bcbc La structure ne peut donc
étre niclee. O

Ces deux lemmes prouvent leethreme.
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2.3 Laclasse de Dirks et Piercel§{&P)

Théoreme 5. Les pseudonceuds dans les structures de la clad&ge $ont de type
H.

Démonstration.En utilisant le lemme des structure&P sur la egle 3 deD&P,
on montre de la i@me fagon que les structures céms correspondeatdes pseu-
donceuds de type H.

La regle 3 pouD& P est applicable pour tout motif de tyjdabdans la struc-
ture. Donc I'ensemble d'arcs cr@s n'est pas @cessairement unique et p&dte
niché sous d'autres arcs.

O

Corollaire 1. Les graphes de c@nence des pseudonceuds &dLet D& P sont des
graphes bipartis complets.

Démonstration.Immédiata partir desé&sultats du ttoreme pécedent.
O

La reciproque est fausse. Par exemple la structura §atiche a pour graphe de
cohérenceKy:» a droite.

FIGURE 5.7 — Structure ARNa gauche et son graphe de célencea droite. La
structure n'est pas un pseudonceud de type H.

2.4 Un sous ensemble de la classe de Rivas et EA®R&E), la
classeG&D et les guiers de Barbarie

Avant de dcrire la class®& E, nous @& nissons une classe restreinte des pseu-
donceudRR& E. Cette nouvelle classe peste des propeies ineressantes et nous
permettra une caraatisation plus aise de la classB& E. Nous appellerons cette
classeG&D pour Gao et Ding car elle @e decrite par Gao et Ding dans un autre
contexte [44]. Cette classe sera plus amplend&diee dans la section 2.6. Nous
ne consiérons que les trois prepries egles deR& E pour caradriser cette classe :

1. aa! e

2. ab:::ba! b:::b,

3. aba! bh.

Dé nition 39 (Figuiers de Barbarie)Soit G = (V;E) un graphe connex&u 2 V
on note Nu) I'ensemble des voisins de u. On dit dieest un guier de Barbarie si

et seulement s'il pewditre reduita un seul sommet par une suite dayptions parmi
les suivantes :
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— supprimer un sommet de dégt ;

— supprimer le sommet21V s'il existe un sommet v tel qug(y = N(Vv).

Uneforétde guiers de Barbariest un graphe dont chaque composante connexe
est un guier de Barbarie.

Théoreme 6. Soit G = (V;E) un graphe. Les deux propositions suivantes sont
equivalentes :

— Gest le graphe de cdience d'une structure de la clas&&.D.

— Gest une foet de guiers de Barbarie.

La gure 5.8 illustre une structur&&D et le guier de Barbarie correspondant.

e

f g
b
Cc . h
d |
a e g
b f h |
C

FIGURE 5.8 — En haut, une structureG&D. En bas, un guier de Barbarie cor-
respondanta son graphe de coérence.

Pour prouver le thoreme, nous montrons d'abord les pr@es suivantes :

Lemme 3. Si une structure appatrtierd la classe @D, son graphe de cd@rence
est une foét de guiers de Barbarie.

Démonstration.Montrons le par induction sur le nombre d'arcs dans la structure.

Soit S une structurés& D avecj§ = n le nombre d'arcs et posors = (V; E)
son graphe de c@nence. Poun= 1, Gest une foét de guiers de Barbarie triviale.
Supposons maintenant que le graphe decoatice d'une structure G&D de taille
n 1 soit une foét de guiers de Barbarie et con&tbnsS de taillen. CommeS
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estG& D, il existe au moins un arc sur lequel ursgle deG& D peutétre appligée.
Appelons cet ar¢i; j). Si la premere egle deG&D peutétre appligée sur(i; j)

nous avons @écessairemernjt= i+ 1 et(i; j) est un sommet iséldans(. D'apres
I'hypothese d'inductiorG°= G f (i;j)gcorrespondaraS®= S f (i; j)gestune
forét de guiers de Barbarie. Don@G est aussi une fét de guiers de Barbarie.

Si la troiseme egle deG&D peutétre appligée sur(i; j) alors nous avons
nécessairement= i+ 2 et le somme(i;i+ 2) 2 G est de degr 1. D'apes I'hy-
pothese d'induction,G°= G f (i:i+ 2)g est une foét de guiers de Barbarie.
L'ajout du somme(i;i+ 2) revienta ajouter un sommet de dégt dands (Figure
5.9). DoncG est une foét de guiers de Barbarie.

Si la secondeagle deG&D est applicable sui; j) 2 S, alors8(l;k) 2 Snous
avonscrosg(i; j); (k1)) = crosg(i + 1] 1);(k;1)), doncNg((i; j)) = Ne((i +
1;j 1)).Ondiraalors qu&®= G f (i;j)gestle graphe de céhence correspon-
danta la structurés®= S f (i; j)g (Figure 5.10). D'apes I'hypotrese d'induction,
GPest une foet de guiers de Barbarie. L'ajout d€; j) nous donne une fét de
guiers de Barbarie.

O

a b a b

FIGURE 5.9 — A gauche, structure illustrant I'application de laegle 3 sur l'arc
b. A droite, le graphe de cadrence correspondant, I'application de laegle 3
provoque la suppression du noeuu

b d b d
a c a c b

FIGURE 5.10 — A gauche, structure illustrant I'application de laegle 2 sur I'arc
b. A droite, le graphe de codrence correspondant, I'application de laegle 2
provoque la suppression du noeuu

Pour montrer la propgie reciprogue, nous devons introduire la notion de mou-
vement conservatif.

Dé nition 40 (Mouvement conservatif)SoientS une structure e = (V;E) le
graphe de coérence correspondant. Un mouvement conservatif est une transfor-
mation deSversS’6 Stel queG= G°

Lemme 4. SiSest dans &D et son graphe de cé@hnence es6, toutes les struc-
turesSdont le graphe de cdafrenceGPest isomorpha G sont dans GD.
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Démonstration.Nous allons construire une instance pour chacune efgles telle

gue seule laggle consiéree puissettre appligée. Nous allons aussidrire le
contexte de ces arcs. Nous allons construire lesastd impliqués dans laegle
consickrée, puis les arcs emps sura etb et ceux imbrigés dessous. A n que seuls

les arcsa etb soient impliges dans uneegle on construit des arcs qui eeghent
I'application des troisegles de la classe G&D. Les arcs ne croisant pas directement
les arcsa etb ne nous inkressent pas puisqu'ils n'interviennent pas localement sur
a etb. De méme, des con gurations plus complexes ne nous apporteraient rien de
plus puisque lesagles de Condon sont desgies locales, un seul arc nous suft
donc. Construisons cette structure pour kxges de @-€ecriture 2 et 3 d&&D (La

regle 1 est triviale). Nous obtenons la structuresgnée dans la gure 5.11 pour

la regle 2. Nous obtenons la structur@genée dans la gure 5.12 pour lagle 3.
Plusieurs structures similaires peuvetre obtenuea des syratries pes. On eri e
facilement que ces structures sont de la cl&3&®.

]

O

Qo

FIGURE 5.11 — En haut, seule la egle 2 est applicable sur les arcs en poirésl
rouges. En bas, aprs mouvement conservatif, l&gle 3 est applicable sur les arcs
pleins bleus.

Corollaire 2. Si un graphe de cdhrence est un guier de Barbarie alors sa struc-
ture correspondante est dans la class& [
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FIGURE 5.12 — En haut, seule la egle 3 est applicable sur les arcs en poirésl
rouges. En bas, aprs mouvement conservatif, l&gle 3 est applicable sur les arcs
pleins bleus.

2.5 Laclasse de Rivas et EddyR&E)

Dé nition 41 (Figuier de Barbarie cliques) Les guiers de Barbariea cliques
peuvengtre réduitsa un sommet gicea une suite des @pations suivantes :
— supprimer les sommets de dedr;
— supprimer les sommet2WV s'il existe un sommet v tel qugy = N(V)
— supprimer les sommets2uV s'il existe un sommet v tel que( [f ug =
N(V) [f vg

Théoreme 7.Les propositions suivantes s@yuivalentes :
— Le grapheG est un graphe de cé@nence pour les structures d&E
— Le grapheG est un guier de Barbarie cliques.

Démonstration.Montrons cette propété par induction sur le nombre d'arcs dans
la structure.

Sest une structure de la claR& E avecj§ = nle nombre d'arcs(c = (V;E)
est son graphe de cetrence.

La propréte est vraie poun= 1.

Consicerons la prop#éte vraie poum 1. Nous devons laéri er pour n. La
propriete aété \veri & pour les trois prereres egles déG&D. Nous ne devons donc
véri er que la dernere egle.
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Si la regle 4 de la classB& E peutétre appligée sur le coupléi; j);(i+ 1;j+
1) 2 S, alors8(l;k) 2 Snous avonsrosg(i; j);(k;1)) = crosg(i+ 1;j+ 1);(k;1))
andcrosg(i; j);(i+ 1;j+ 1)) = vrai. Onadond(u) [f ug= N(v)[f vg.Le graphe
G°= G f (i;jg) corresponda la structures®='S (i;j) (Figure 5.13). Par hy-
pothese d'induction le graph@&°est un guier de Barbaria clique, dond5 en est
un aussi.
O

b d b d
a c a c b

FIGURE 5.13 —A gauche, structure illustrant I'application de laegle 4 sur I'arc
b. A droite, le graphe de cdoérence correspondant, I'application de laegle 4
provoque la suppression du noeuu.

Lemme 5. Les structuresS de la classe RE sont stables par mouvement conser-
vatif.

Démonstration.Similairea la preuve d&&D. Nous montrons qu'un mouvement
conservatif de laggle 4 deR& E maintient la classe. La gure 5.14 illustre ce mou-
vement.

O

2.6 Resultat alternatif de Gao et Ding G&D)

Dans leur papier de 2008, Gao et Ding [44] se sorérgg&sa la restriction
des structures de la clasR& E aux structures bisecondaires. Les structures bise-
condaires onéte precedemment écrite par Hasslinger et Stadler [53] et noées
pour cette raisorH&S par Rgdland [92]. Gao et Ding montrent q@&D =
H&S\ R&E.

Nous donnons ici une preuve alternative en utilisant les petgzrides graphes
de colerence.

Lemme 6. Si S2 R&E;S 2 G&D et G est son graphe de cékence, alorsG
contient K.

Démonstration.Montrons le ecursivement syi§ = n.

La plus petite structure telle qUe2 R&E;S 2 G&D qui véri e la propriéete
est(1;4);(2;5);(3;6). Supposons la progé vraiea I'ordren 1 et\erionslaa
I'ordre n.

SiS2 R&E etS2 G&D, cela signi e queS ne peutetre g-écrite sans utiliser
la regle 4.
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FIGURE 5.14 —En haut, seule la egle 4 est applicable sur les arcs en poirésl
rouges. En bas, aggs mouvement conservatif, l&gle 3 est applicable sur les arcs
pleins bleus.

Si@ab)2S1 a<iji+l<b< joui+l<a<j;j+1<b nalorsS
peutétre divige en deux sous-structures R&E de taill@ngurean. Par hypotlese
d'induction, ces structures sont R&E et leur graphe decoaihce contierks.

Sinon, nous avongosK(i; j);(a;b)) = crosg(i+ 1; j+ 1);(a;b)) = vraicomme
crosg(i; j);(i+ 1;j+ 1)) = vrai nous en @duisons que le graphe de évbnceG
de S contientKs

O

En congquence :
Théoreme 8.G&D = R&E\ H&S (Figure 5.15)
Lemme 7. G&D H&S

Démonstration.D'apres [53], les graphes de datence des structures de la classe
H& Ssont bipartis. Nous allons montrer que les grapgB&® le sont aussi.

Soit G=(V;E) un guier de Barbarie.

La premere egle de e-ecriture des guiers de Barbarie autorise la suppression
des sommets de dagt. Cette opration autorise seulement la suppression de sous-
graphes bipartis.

Soitu2 V etv2 V etNg(u) = Ng(Vv). SijNg(Vv)j = 1, u etv sont de dedr 1
et la regle pecadente s'applique. Sinon congitnsw 2 Ng(u) etw®2 Ng(u) alors
uwvwforme un cycle de taille 4.
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FIGURE 5.15 — Classi cation de Condoret al enrichie de la class&&D.

Donc la seconde @pation de @duction des guiers de Barbarie implique seule-
ment la suppression de sommets impégalans des cycles de taille 4. Cettégpion
permet donc degduire des sous-graphes bipartis.

Les deux oprations ne peuvent supprimer que des sommets ingdigians
des sous-graphes bipartis. Donc les graphes dérenbe de la classe G&D sont
bipartis.

O

Preuve du tBoreme 8.Par construction, nous savons g@&D R&E et nous
avons moné queG&D H&S Le lemme pecdent a moné queKs est un sous-
graphe des graphes de événce de la clas®R& E mais pas de ceux de la classe
G&D, donc(R&Er G&D)\ H&S= 0. Les graphe€yn;n 3 (Figure 5.16) sont
des graphes de célence de la classe H&S mais pas des graphes dgade de
G&D. DoncG&D 6 H&S.

d

FIGURE 5.16 — A gauche, structureH&S et son graphe de céhenceCg a droite.

On en @duitG&D = R&E\ H&S

Théoreme 9.A&U G&D

Démonstration.La troisieme egle deA&U est une restriction de la troeane egle
deG&D
O
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Chapitre 6

Denombrement et generation
aleatoire de structures avec
pseudonceuds

Dans cette section nous alloasuidier le compromis entre complexien temps
et espace de pdiction des algorithmes exadb initio de structures d’/ARN. Pour
cela, nous allons montrer que l'on pewtalire les pseudonceuds simples et les
structures simplement pseudoges grace des langages non contextuels. Nous
pourrons alors utiliser les outil€drits dans les sections 1 et 4 poéddire les for-
mules asymptotiques deedombrement des structuresggites par les diffrents
algorithmes (section 1). Ce travail fera prochainement I'objet d'une publication
dans Journal of Computational Biology [95]. Dans la section 2, nous donnerons
deux bijections entre certaines classes de pseudonceuds et des objets combinatoires
connus a n d'obtenir les formules closesédiuneration. En n, nous appliquerons
ces esultatsa la gerération akatoire de structures avec pseudonceuds dans la sec-
tion 3.2. Ce dernier travail a fait I'objet d'une publication dans la évehce de
gérération agatoire GASCOM [96].

1 Etude du compromis entre complexié en temps et
espace de pediction des algorithmes

1.1 Unmockle alggbrique pour les structures avec pseudonceuds

Nous allons voir comment nous pouvons coder les pseudonceuds. Comme nous
I'avons vu, toutes les classes saA&U contiennent des pseudonceuds de type H.
Nous verrons que les pseudonceuds de la ck&ksesont simples. Les pseudonceuds
de la classdR&E et sa restriction planair€&D ne seront pagtudes. Ici, hous
dé nissons une transformation qui autorise le codage de n'importe quelle classe de
structures pseudonéa pour lesquelles tous les pseudonceuds sont simpdesagr
un langage non sensible au contexte. Rappelons quelguatahs.

Dé nition 42. Soit L un langage @ ni sur un alphabet A, et w wiw,:::w, un mot
de L, & w; sont les lettres de w. Un mot v estsmus-motle w Si v=' Wi, Wi, : 22 Wi,
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oul i1<i»<:::< ik n.Laprojectionde w sur un alphabet® A est un
sous-mot Wobtenu en effacant de w toutes les lettres qui n'appartiennenapds
La projection de L sur Aest I'ensemble des projections des mots de L Sur A

En n, rappelons que le langage de Dyck sur un alphabdéeux lettred d; dg
est le langage des mots bien par@sis, a d etd repesentent respectivement les
parentleses ouvrante et fermante.

Nous pouvons s lorsétablir naturellement les deux lemmes qui suivent :

Lemme 8. Toute classe de structures pseudod@@sial tous les pseudonceuds sont
simples peuverditre cods par les mots du langage L sur I'alphalbet d; x; X; y; y; cg
ou
— d etd codent, respectivement, les &ties gauches et droites des arcs qui
ne sont pas impligges dans un pseudonceud ;
— X etx codent, respectivement, les é&ti€s gauches et droites des arcs qui
sont impliqees dans la partie gauche d'un pseudonceud ;
— y ety codent, respectivement, les @&hi€s gauches et droites des arcs qui
sont impligees dans la partie droite d'un pseudonoceud ;
De plus, la projection du langage sur l'alphabied; dg (resp.f x; xg, fy;yg) est un
sous langage de Dyck sur leéme alphabet.

Lemme 9. Soit S une structure simplement pseud@set w le mot surd; d;x; QAT
qui code S. Alors, chaque pseudonceud simple de S espendin sous-mot v de
w, tel que

v= XTyMxMyMeym2 -y Mooy
OUMm+ N+ i+ N=netm+ Mp+ i+ m=m.

On remarque qu'un pseudonceud de type H est un pseudonceud sirkpielo
Des lors chaque pseudonceud de type H &as co@ par un sous-mot

v= x"ymxym

En n, la proposition suivante donne une fagon de coder toute structure pseudo-
nowee a tous les pseudonceuds sont simples par un sous-ensemble du langage de
Dyck avec quatre sortes de parerghs, c'esa dire sur l'alphabettd; d; x; X; y; y; p; pg.

Proposition 2. Soit S comme une structure pseudd@®uet w comme un mot sur
fd;d;x;X;y;yg qui code S. Alors w peldtre cod par un mot a chaque sous-mot
v= XTyM My x - yiko@kyM correspondant un pseudonceud de type H est

rempla@ par : W= px' 1yMym i yMoymsmo - yMMome 1,

En particulier, chaque sous-mot x"y"X"y™ correspondara un pseudonceud
simple est remplaepan®= px" 1ymymx" 1p.

Démonstration.Nous avons une correspondance iethate entre les deux sortes de
mots. La transformation est illug®e dans la gure 6.1(a) et la gure 6.1(b), respec-
tivement, pour les pseudonceuds simples et pour le cas particulier des pseudonceuds
de type H.

O
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P XXy y Xy y Xyy

p x x 'y Yy y y X X p

<|
<|
il

(a) Pseudonceud simple (b) Pseudonceud de type H

FIGURE 6.1 — En haut : Le pseudonceud et son codagees structures empées
et son codage®donnée par la proposition 2. Les lignes pleines ré@senteni et
X etpetp, les lignes pointilees repésententy ety.

1.2 Denombrement asymptotique des classes

A partir des moedles de croisemengédrits en 1.1, on pe@crire les grammaires
déecrivant les diféerentes classes de pseudonoeuds. Ces grammaires nous permettent
d'obtenir les comportements asymptotiques dases @grératricesenunerant les
mots cecrits par ces grammaires. Nous allons donner les grammaires correspondant
aux structures &kcrites par la classi cation de Condon [25]. Nous ajouterons les
deux classes de Cao et Chen [18] et de Reeder et Giegerich [87].

Pour chacune des classB& P, A&U, R&G et C&C, nous allons donner un
équivalent asymptotique du nombre de structuregigtibles de taillen. Dans
chaque cas, la preuve serdule en troi€tapes :

1. Nous construisons une grammaire non contextuelle qui engendre le langage
qui code les structures conéiées. La grammaire eshtiea partir de la gram-
maire ¢geréraliste donée en 2.2 et de le codage dé@mhans la proposition 2.

2. A partir de la grammaire, nous pouvoreddire uneequation algbrique qui
satisfait la fonction grératrice ordinaire (0.g.f.) du langage. On construit
cetteéquation selon la Bthodologie DSV écrite en section 1.

3. A partir de cetteequation nous calculons une formule asymptotique pour le
nombre de structures de tailfe Nous utilisons la rathode écrite dans le
chapitre 2.

Pour chaque class€&Y, nousécrivonsX&Y(n) pour le nombre de structures
ayantn arcs.
La classeA&U.

D'apres [2, 25], les structures A&U sont comas d'arcs non crogs, les
pseudonceuds sont simples.
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Théeoreme 10. a
A&U(n) = E|91—5wl”n 32(1+ O(1=n));

ouaj; = 0:6575407644:; wy = 7:547308334:; sont des constantes &priques.

Démonstration.Soit Lagy le langage qui code la clas#&U en accord avec le
codage de la proposition 2. La grammaire non contextuelle et non aénbigvante
engendré_agy :

S ! dsigp
P ! pSXpYe
X 1 xSXSYyY S
Y | ySYYe
Les deux egles de la premsre ligne permettent d'engendrer les arcs non croi-

sants en position quelconque. Le autregles engendrent des mots qui corres-
pondent au codage des pseudonceuds simples comme le montre la gure 6.2.

P

d d x x x y vy y oy X Yy y ¥y X y vy v v x
FIGURE 6.2 — Construction d'une structure selon la grammaire dexgy -

Etant dong la grammaire, nous obtenons le gyse déquations pour 'o.g.f.
Posons le symbole formelui dénote un arc, nous obtenons directement la traduc-
tion suivante :

X2 = 82+ P(2
P2 = zS@X(2)+ 1
X(2 = zS@YR(X@+ 1)
Y2 = z30Q)Y@)+ 1

On obtient par substitution I'0.g.§(2) est la solution de &quation algbrique :
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F(z9 = 25" 2z8+28+S 1=0; (6.1)

a partir de laquelle nousduisons le nombre de structures de taille

La détermination de la formule asymptotique salile conforrament aux in-
dications donées en 2. Nous calculons aissi= 1:403556586: etr 1 = 0:1324975681:
a partir desquels on calcutg etws. O

La classeD&P.

Les structures de la clas§& P sont cara@rises par la grsence d'arcs non
croises et de pseudonceuds de type H en nombre quelconque [33, 25].

Théeoreme 11. a
D&P(n) = E|5.2_5W2nn 32(1+ O(1=n));

ouay= 0:7534777262:; w, = 7:3148684640:; sont des constantes @&griques.

Démonstration.La grammaire suivante non ambigangendre le langage qui code
les structures D&P d'ajess la proposition 2 :

S ! dsigp
P ! pX$Ye
X 1 xSXJySYsS
Y |  ySYSYe

La premere ligne permet d'engendrer des structures sans pseudonceud et de les
placer partout dans leéquence par l'interdiaire du non terminaP. Les trois
derneres lignes engendrent les mots qui correspondent au code pour les pseudo-
nceuds de type HP engendre le premier arc de lI'ensemble d'arcs gauche. Les
autres arcs de cet ensemble sont engengar l'interngédiaire deX. Le symbole
Y engendre les arcs dans la partie droite.

A partir de cette grammaire oreduit I'equation suivante :

F(z9=2S Z29+2z28 z8 S+1=0 (6.2)

Cetteequation est similaira celle obtenues poé&U et est €solue de la iame
mankere. On trouve la singulagtdominantez= r, = 0:136707858%1:; S= sy =
1:439796009:, et on en @duita, = 0:7534777262:; wo = 7:31486846460:;. ||
est notable dans ce sgste quez= p= 0:08794976637:; S=t = 7:169944393:,
est une autre singulagitde module moingéleve que la prengre. Cependant cette
singularie ne se trouve pas sur le prolongement de la courbe qui part de l'origine.
Elle ne peut donc constituer la singulérdominante d&(2) et on ne la prend donc
pas en consigration.

O
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la classeR& G.
Théoreme 12.
_ a3 = n. 32 -
R&G(n) = Ep—ﬁw;g n °=4(1+ O(1=n));
ouasz= 1:165192913:; w3z = 6:576040092:; sont des constantes &pgriques.

Démonstration.Dans [87], on donne la grammaire suivardadgquelle nous avons
enle\e les bases non appaes) :

S! Sgdsljixksy sk Sfje:

Cette grammaire n'est pas non contextuelle. Cependant, nous remarquons que
les pseudonceud®drits sont des cas particuliers de pseudonceuds de type H. On
applique du fait le codage de la propositioa Bouveau et nous obtenons la gram-
maire non contextuelle suivante :

S ! dsigp

P ! pXpYe
X 1 xXXSyWsS
Y I yYyS

dont on eduit I'equation alg@brique :

F(z9=Z2S'+ 2z 1)°F (z 1)%S+(z 1)?=0 (6.3)

Cette équation est similaire aux @edentes. Nous laésolvons de la &me
mankre et trouvons la singulagitdominante = r3 = 0:1520671994:; S= s3=
1:589450164: dont on éduitaz = 1:165192913:; w3z = 6:576040092:;

O

La grammaire donee dans la preuve duébreme 12 nous permet de positionner
cette nouvelle classe dans la classi cation de Conetaal.

Théoreme 13.R&G D&P, L&P\ R&G6 0and RRG6 L&P

Démonstration.La grammaire qui écrit les pseudonceuds B& G est moins gréerale
que la grammaire pour les pseudonceuds de type H. On aRfGc D&P et
L&P\ R&G 6 0. Comme les structures R&G peuvent contenir plusieurs pseu-
donceuds, on B&P\ R&G 6 L&P.

O

La classeC&C.

Théeoreme 14. a
C&C(n) = §p4—6W4“n 32(1+ O(1=n));

ouag= 1:665071176:; wy = 5:856765093:; sont des constantes &priques.
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Démonstration.La grammaire non contextuelle suivante engendre les structures
C&C:
S! S§djX‘sSyxSfje:

Elle peutétre transforree en grammaire non contextuelle qui est une restriction
de la grammair&& G.

S 1 dsigP

P ! pXpYe
X 1 xXXSyWs
Y I yYyje

On obtient alors pour la f.g.0. des structu@sC :

F(z9= 28+ 2z 1)°F (z 1)32S+(z 1?=0: (6.4)
Cetteéquation est similaire aux @edentes. On trouve la singuld@it= r4 =

0:1707427197:; S= s4= 1:7663614360:, eton en éduitas = 1:665071176:; ws =
5:856765093:; O

De plus, on montre agsnent que :

Théoreme 15.C&C D&P, L&P\ C&C6 0,C&C6 L&P etC&C R&G

La classeL&P.

Nous avons éja donré une formule close et uaquivalent asymptotique pour
cette classe dans la section 2.1. Nous montron€leeime 17 d'une autre facon.

Nous montrons que toute structur& P peutétre co@e par un mot issu d'un
langage non contextuel non ambéguLes calculs habituels nous conduisaiibb-
tention de la fonction grératrice.

Théoreme 16. 1
L&P(n) = é4”(1+ o(n *?)):

Démonstration.Toute structure de la clast& P de taillen peutétre co@e par un
mot de taillen issu d'un langage non sensible au contexé&erd par la grammaire

non ambigé suivante :

S ! dbdgP
D ! dDdDje
P | xDXXDje
X 1 xDXxXDjyDYyD
Y | yDYyDje
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Le syseme déquations dont la f.g.&(2) = SpL&P(n)Z" est solution I est le
nombre d'arcs) se&tuit du systme suivant :

S2 = z32D(9+ P(9

D2 = zD(2*)+1
P2 = zD’(@X(2+ 1
X(2) = zD(D(X(D)+ Y(2)
Y2 = zY(D?*(2+ 1

La srie D(2) eslbaiément identiéea celle comptant les mots du langage de
Dyck : D(2)=(1 1 42)=2z. Contrairement aux cas guédents, ce sysine
peutétre Esolu explicitement puisque les autéguations sont li@aires et que le
syseme est clairement trigonal. On obtient succesiverMént X(2); P(2) et Y2
en utilisant le fait queD?(z) = D(2) 1. Ala nontrouve :

8(1 5z+57+(3z 1)21 4z)
(1 4z "1 429201+ 1 42)

2=
Le déenominateur s'annule poar= 0 etz= %1, mais§(z) n'est pas singuliea
I'origine. On a donc le @veloppement de Taylor :
S(7) = 1+ z+ 322+ 128+ 517+ 218° + 9265 + 3902’ + O(Z)

La singularie dominante est= r5 = 1=4 etSz) admet le éveloppement en
1 4zsuivant:

11 3 1 P
= = -p + 4 1 4z+ 0O(1 42):
2= 312 2P &8 z+ o1 4

En congquence, les coef cients d&(z) ont le ceveloppement asymptotique
Suivant :

L&P(n) = %4” 55’—5 4" 724 §§_54”n 32(1+ O(1=n)):

]

Nous avons prow que chaque classe de pseudonoeuds quigiezipedite
par un algorithme exact(l'exception deR&E pour lequel le prol@me reste ou-
vert) peutétre co@e par un langage abrique. Nous avorstendu la classi cation
de Condoret al. par I'ajout de deux classes et nous avons les formules closes ou
asymptotiques pour la cardin&ite toutes les classad'exception deR&E.

Les tesultats pour leéhombrementasunés dans la Table 1.2, nous permettent
de quanti er la relation entre la complegit'un algorithme et le degrde gréralite
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Classes asymptotique a w | Complexie Remarques
PKF E%W” 2 4 o(n3) Nombres de Catalan
L&P Zw! - 4 o(n°) Formule close
C&C mw“ 1,6651] 5,857| O(n°)

R&G %wﬂ 0,1651] 6,576| O(n%

D&P %wﬂ 0,7535| 7,315| O(n°)

A&U ?’%Wn 0,6575| 7,547| O(n°)

R&E |, Ouvert - - O(n%)

Tous 2" g " - - NPC Involutions sans point xe

TABLE 6.1 — Tableaué&capitulatif des formules deedombrement asymptotiques
des diférentes classes avec la complexah temps des algorithmes.

de la classe correspondante. Notemment, d'un point de vue strictement quantitatif,
l'augmentation de complextd'un facteur der? entre les classeRBKF etL&P ne
semble pagtre justi eée compa&e au faible gain de cardinaitCe fait se comprend
siI'on consicere qu'une structure de la clads& P n'est qu'une structure sans pseu-
donoeudh laquelle on ajoute un pseudonoeud de type H. La situationaserpire
pour la class€&C, dont la complex# de I'algorithme est plus importante que celle
de l'algorithme deR& G tandis queC&C R&G et le ratio de leur cardinaétest
exponentiel. Il faut nuancer césultat par le fait que I'algorithme @& C calcule la
fonction de partition des structures cor&siks selon un made thermodynamique
tresélaboi. La croissance l@aire de complext entre I'algorithme d&& G et ce-

lui de PKF semble tes raisonnable compaga la croissance exponentielle de la
cardinali® du nombre de structured&U et D&P ont la meme complex#é tandis
gue la croissance de cardinaliést exponentielle en passanti&P a A&U. Ce-
pendantD&P calcule la fonction de partition ét&U, bien qu'exponentiellement
plus grande ne @dit pas plus de structures biologiquement signi catives [85].

2 Reésultats bijectifs

Dans cette section, nous allongpenter deux nouvelles bijections qui vont nous
permettre d'obtenir les formules closes dmdmbrement de la clask& P ainsi que
d'une classe des pseudonceuds igdéhces.

2.1 Laclasse de.&P et cartes planaires

La classe de Lyngs@-Pedersen (L&P) est la plus simple des classes de structures
avec pseudonceud. Selon [71] et [25], une structure est dans L&P si et seulement
si elle contient au plus un pseudonceud de type H. Ce pseudonceud ne doit pas
étre sit@ sous un autre are. On peut trouver des structures ei@gs entre deux
extremites d'un aéte du pseudonceud. Lettireme 17 ainsi que le corollaire 3 qui
en cecoule, donnent respectivement les formules closes et asymptotiques du nombre
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de ces structures.

Théoreme 17.Le nombre de structurds&P avecn arétes est :

1 2n+ 1 2n 1 1 2n
LP(n)= = 4" + + — :
() 2 n n 1 n+1 n
Corollaire 3. 1
LP(n) > 4"

Démonstration.La preuve est bijective : noustablissons une bije

ction entre I'en-

semble des structures L&P de taifieet 'ensemble des cartes planaires enraef

sans isthme un ou deux sommets ayamtaretes. les trois prem
culent les cartea deux sommets [97, 109], tandis que le dernie
de Catalan, compte le nombre de cades sommet. [105].

iers termes cal-
r terme, le nombre

Unecarte planaireest le plongement d'un graphe planaire dans le plan.
On dit gu'elle estsans isthmesi la suppression de n'importe quelleétr ne

déconnecte pas le graphe (Figure 6.3).

FIGURE 6.3 —Exemple de carte planaire avec deux isthmes (en poiéslfouges).

Une carte planairenracireeest une carte planaire dans laquelle un sommet et

un aite adjacent sont margsi (Figure 6.4).

FIGURE 6.4 —Les 7 cartes planaire® deux sommets sans ist
( éche)a 7 arétes.

hme enraees

Toute carte planaire ayantarétes peuétre repesenge par deux permutations

s ett de l'ensembld+1; 1;+2; 2;:::;+(n 1); (n 1);+n;

ng de la fagon

106 2. RESULTATS BIJECTIFS



CHAPITRE 6. CENOMBREMENT ET GENERATION ALEATOIRE DE
STRUCTURES AVEC PSEUDONEUDS

suivante : les d@tes de la carte sont n@mo€s de la n. Pour chaque &tei, on
étiquette une des edmites par+i et I'autre par i. Par convention, |'&te racine
estétique€ par+ 1 et 1, de telle facon que 1 étiquette I'extemite adjacente au
sommet racine (voir Figure 6.5). Nous avons :
— Linvolution sans point xes. Elle repésente les &tes de la carte. Chaque
cycle des est de taille deux et contient les deux éxtites d'un aéte :s =
(+1 1);(+2 2):5(+n n).
— La permutation a autant de cycles qu'il y a de sommets dans la carte. Chaque
cycle est dona par la &quence destiquettes autour du sommet correspon-
dant prises dans le sens des aiguilles d'une montre.

s=(L (2 2(3 3)(4 4(5 5)(6 6)(7; 7)(8 9
t=(L23)( L45 2)( 46)( 67 3 5( 7.8 8§

FIGURE 6.5 —Exemple de carte planaire et des permutation®tt assocees.

Consicerons une structure L&Ban arétes, ettiquetons I'extemite gauche de

droite I'etiquette i si le pied gauche correspondant éstueté +i. Posonswy =
[wi;we;:::waop] la S2quence destiquettes d& de gauche droite.

A partir de toutw, nous pouvons construire deux permutatismst qui repésentent
une carte planaire enraéie sans isthma un ou deux sommets. En ce qui concerne
S, nous avons juste I'ensemide= (+ 1; 1):::(+n; n)

Consicerons d'abord le cas simpleidl n'y a pas de pseudonceuds dans la struc-
ture. Nous savons depuis longtemps que ces structureséasgibnt compes par
les nombres de Catalan. On peut le montrer par exemple par une bijection folklo-
rique avec les cartes planair@asin sommet en posagtcomme sus mentior@net
t =(w). (voir gure 6.6)

Supposons qu'il y ait un pseudonceud dans la structure. Nous éomsglla
bijection entre I'ensemble de ces structures et I'ensemble des cartes planaires enra-
cinées sans isthmeedeux sommets. Comnieloit avoir deux cycles, nous prenons
le motw que nous coupons en deux parties. La partie gauche (resp. la partie droite)
des aétes du pseudonceud est assecux agtes dont I'extemite gauche (resp.
droite) est dans la partie gauche resp. (droite) du pseudonceud (voir la section 1.1
pour la ¢ nition d'un pseudonceud de type H).

On distingue deux cas :

Cas 1.Une seule @te gure dans la partie droite.

Soit * la position de la prenerre extemite droite dans I'ensemble gauche. La
coupure dew a lieu entre les positions 1 et . Chaque partie corresporadun
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FIGURE 6.6 —Bijection folklorique des structures sans pseudonceud vers les cartes
planairesa un sommet.

FIGURE 6.7 —En haut, une structureL&P correspondant au cas 1. En bas, la
carte planaire correspondante. Lesé&tes non impligés dans le pseudonceud sont
dessirés en pointiles.

Cas 2.Au moins deux ates gurent dans la partie droite. La coupurevde
lieu juste avant la prerare extemite doite d'une a&te dans I'ensemble droit. La
gure 6.8 illustre ce cas.
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FIGURE 6.8 — En haut, une structureL&P correspondant au cas 2. En bas, la
carte planaire correspondante. Les&tes non impligés dans le pseudonceud sont
en pointilles

Montrons que dans les deux cas, la caéguttante est planaire et sans isthme.
On Remarque tout d'abord que si la carte n'est pas planaire oe@ess isthme,
cela provient Bcesesairement d'une&e impligwee dans le pseudonceud. Il s'en
suit par construction que lesé&es non croisantes impligas dans la structure cor-
respondent des boucles dans la carte. Nous pouvons donc cenesjcdans perte
de geréralite, que les seules structuras toutes les d@tes sont impligées dans le
pseudonceud. Posons que ces structuresagites. Dans le cas 1, nous avons :

w=[+1+2::+(n 1;+n; (n 1); (n 2);:::; 1, n]
Il s'en suit
t=( L+2::5+n( (n 1); (n 2);:::; 1, n).

Ce qui nous donnévidemment une carte planaire puisque les deux cyclés de
sont en ordre inverse. Il n'y a pas d'isthme car toutes légegrvont d'un sommet
I'autre. Dans le cas 2, nous avons :

w=[+ L+254( D+ +(C+D);0n+n 0 D 2L o0 (n
S
des lors
t=( L+200+0C D5+5+C+05+m 0 D5 20 D(ony (n
D )
Nous obtenong nouveau une carte planaire;2L::;" 1 sont des boucles
imbriquées, et les &tes’;:::; nvont d'un sommet l'autre sans se croiser. lln'y a

pas d'isthme car le nombre de sommets allant d'un sommet vers l'autre+ 1,
est sugrieur ouégala 2.
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La transformation&ciproque se j@sente de la fagon suivante. On coesala
carte planaire enracee sans isthmedeux sommetsadniepar:s =(+ 1; 1);(+2; 2);
. (+n; n)ett ayant deux cycles. Nous construisonsdgueencav qui repesente
la structure pseudonée correspondante. Caidérons le cycle qui contient 1,
et écrivons le de telle fagon qu'il commence par 1. On appeltette €quence
d'étiquettes. On obtient ainsi la prezné partie de laéguencew. Recherchons
maintenant la seconde partiewgec'esta dire la €quencer telle quew = uv. Dans
ce but, On consigre I'ensemble destiquettes isd@es telles que legtiquettes del
n‘aient pas leugtiquette oppde dansl. Il s'en suit :

. Il n'y a pas de paird+i; i) dansu tel que les sommets igsd se trouvent entre
+iet i.Soit+ | la penultemeétiquette isade deu. Ecrivons le second cyclede
telle manere qu'il commence par j. Cela nous donng il y a alors exactement un
aréte dans la partie gauche du pseudonceud.

. Il'y a une paire ddtiquettest+i; i dansu telles que toutes lestiquettes is@es
se trouvent entre- i et i. Posonst | la dernereétiquette isade deu. On écrit le
second cycle dede telle facon qu'il commence parj. Cela donne. Dans ce cas,
il y a au moins deux sommets dans la seconde partie du pseudonceud.

]

2.2 Laclasse deb PK et arbres ternaires

Nous avons greedemment monérune néthode pour @nombrer les structures
de la class&.&P. Nous avong€galement vu dans la section 1.1 que nous pouvions
etudier les croisements des pseudonceudspieiidamment de leur position dans
la structure. Dans cette section, nous alléngdier le prol@me de la position en
dé nissant une classe étuivalence, les pseudonceuds iratiinces.

Dé nitions pr éliminaires

Dé nition 43 (Pseudonceudsguivalents) Deux pseudonceuds P éigentéquiva-
lents si et seulement si leurs graphes de&ehce (voir section 1.1) ont lagme
taille. Nous notons alors P P

Dé nition 44 (Structures pseudonéaséquivalentes)Soit S (resp. % une struc-

PO= fPY::::; PYg I'ensemble des pseudonceuds Be S

S et 8sont equivalentes si :

— Les structures ont la @me taille.

— Les extemies des structures non créiss de S et de’8nt les némes coor-

donrgees.

- 81 k n;PPletleurs extemiés ont les rmes coordorées.

Nous notons cette classeéduivalence UPK pour Undifferentiated PseudoK-
noted structures.

Décrivons plus peciement ces structures dans le but deédasnérer. Cette
description devient naturelle si nous montrons comment transformer une structure
secondaire e PK.
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FIGURE 6.9 — En haut : Structure secondaire. Milieu UPK correspondant. Bas :
Codage des UPK par des arésiquees.

La fonction f suivante @écrit cette tranformation. Si un arc n'est pas impéqu
dans un pseudonceud, il demeure incléai@n a alors :

fr (2P ' (i
Les arcs impligés dans un &me pseudonoceud, sont remgkpar leur posi-
tion seule. On a alors

(i j)ii(i i) 2Pk 2 figyjoiitic kg
Déenombrement de la classe @quivalenceU PK

3n 1
n 2n+1-

Théoreme 18.Le nombre de structures UPK ayant n arcs &6n) =

Nous donnons deux facons difentes de prouver ceébreme. La prengre
méthode consista montrer que led PK sont en bijection avec les arbres ternaires.

Dans la seconde, nous codonsUHRK par des mots&crits par une grammaire
non contextuelle. Nousnuneérons alors les mots produits par cette grammaire.

Bijection entre UPK et arbres ternairedviontrons d'abord la correspondance entre
les structuret) PK et les arbres ternaires
On code lesJPK de la fagon suivante :
— Pour chaque pseudoncggll  k n.
— Trions par ordre croissant les extnitts impliquees dan&. On obtient la
sequence téeis ::lijp
— Pour chaque couplgig | est impair on associe un arc. (Figure 6.9)
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— Onétiquette le premier arc p&. On dit que cet arc&bute le pseudo-

nceud indiférence.
— Onétiquette le dernier arc p&. On dit que cet arc termine le pseudo-

nceud indiférence.
— Oneétiquette les autres arcs gaOn dit que ces arcs continuent le pseu-

donceud indiférence.
— On garde les arcs non impligs dans un pseudonceuds. lls ne recoivent pas

d'étiquette.
On appelles’la structure ésultante.

FIGURE 6.10 — Deux structures avec pseudonoeud (en haut) avec Enme pseu-
donceud indiferenci (en bas).

FIGURE6.11 —En haut, structure secondaire avec pseudonceud, en bas une struc-
ture secondaire avec pseudonceud inéiénceé et son codage.

Il 'y a pas d'arc croisant dars’ (Figures 6.11 et 6.10)
Nous construisons l'arbre ternaisepartir de la structurd PK de la fagon sui-

vante :
La structure secondaire avec pseudonceud &rdiffcé peutétre cecompoée

en arcs voisins ou empis (Figure 6.12).

Soit un ardJ.
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FIGURE6.12 — 4 et 6 sont les premiers arcs respectivement eégpsgous 1 et 3. 2,
5 et 3 sont les premiers arcs respectivements voisins de 1, 4 et 2.

SiU est le premier arc de la structure, on dessine la racine de l'arbre.

SiV est le premier arc em@lsousd apres I'extemite gauche d& (Figure
6.13 haut) alors on dessine un Is gaucae, le noeud assoeia U dans l'arbre
ternaire.

SiV est le premier voisin dg et queV est noretique€ ouétiqueé B, alors on
dessine un Is centr@au, le noeud correspondaat) dans l'arbre ternaire (Figure
6.13 centre)

SinonU estétiqueéB oul etV est I'arc qui continue ou termine le pseudonceud
indifférence. (Figure 6.13 bas)

FIGURE 6.13 — En haut, structures emp#ées. Milieu, structures voisines
n'étendant pas un pseudonceud. En bas, structures voisiesndant un pseu-
donceud.

Nous avons monér que pour chaque structure, nous pouvons construire l'arbre
ternaire correspondant. Nous devons montrer maintenant comment construire une
structure avec pseudonceud indiéfnce en partant d'un arbre ternaire.
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L'algorithme suivant ealise la bijection inverse :
— Racine : Dessiner un arc.
— S'ilaun Is droit, étiquetons l'arc correspondant avgc
— Sinon on ne met pasé&iquette.
— Pour chaque anedans l'ordre du parcour en profondeur main gauche.
— Siuaun Is gauche, dessine un arc juste@pl'extemite gauche de l'arc
correspondant augpe.
— Siuaun Is droite, onétiquette I'arc correspondant avBc
— Sinon, on rétiquette pas l'arc.
— Siuest un Is centre, on dessine un arc justeeplextemite droite de
son fere.
— Siuaun Is droite, onétiguette I'arc correspondant avBc
— Sinon, on rétiquette pas l'arc.
— Siuestun Is droite on dessine un aacl'extrémité droite.
— Siuaun Isdroit, étiquetons l'arc correspondahnt
— Sinon,étiquettons I'arc correspondalt
O

Nous avons @montgé le threoreme par une preuve bijective. Donnons une autre
facon de prouver le toreme en utilisant une gramaire non contextuelle.

Démonstration.Nous codons la structure secondaire par un mot. Construisons-le
de la mangre suivante : B
L'extrémite gauche des arcs nétiqueés est nomieed. La droited.
L'extrémite gauche des aré&iqueésB est nomngex. La droitea
L'extrémite gauche des aré&diqueésl est nomngea. La droitea
— L'extrémité gauche des arétique€sE est nomngea. La droitex
On lit la :2quence de lettres de gauahdroite, ce qui forme un motédrit par
la grammaire non contextuelle suivante :

S! dsigP
P! xSaSQe
C! aSaS¢asS

On en cduit le systme déquation suivant selon lagthode DSV écrite dans
la section 1 :

2= 229+ P(2)
P(2) = 25%(2C(2) + 1

C(2) = 2S%(9C(2) + 2S(2)
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On reduit ai#ment le sygme et on obtient :
S2)= 2SS9+ 1
Si nous considrons,Z = 72 le nombre d'arcs, on obtient :

S(Z) = ZS(2)+ 1 est l'equation pour la&rie ¢erératrice des arbres ternaires.
O

La gure 6.14 resume les transformationsgmedentes.

d x a a a a xd X

FIGURE 6.14 —Arbre ternaire (droite) et la structure secondaire correspondante
avec pseudonceuds indéfencies (gauche).

3 Genération aléatoire de £quences avec pseudonceuds

3.1 Algorithmes en temps lirgaire pour reconstruire les pseu-
donceuds

Nous pesentons tout d'abord un algorithme qui prend en&ntm motu qui
repesente un pseudonceud simple unique, et qui construit le pseudonceud. En d'au-
tres termes, l'algorithme construit 1(u), ou f est la fonction @alisant le codage
déecrit dans la proposition 2 dans la section 1.1. Les mots sont @asidomme
des tableaux de caraees. L'algorithme se&toule en deuktapes :

1. Lecture du mot de gaucleedroite etecriture des lettres dans Ile2me ordre,
sauf lesy. On remplace respectivement legt p parx etx.

2. Lesy sontécrits en n de mot.

un motu de taillen qui code pour un pseudonceud f (u)j 1i=1a
nu2fxxyguy uj j+lu=puy xj j+lu=puy X
j jtlk=janu vy
Algorithm 1. Construction d'un pseudonceud simplgoartir de son codage
non croie
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Maintenant nous pouvorérire |'algorithme 2 qui prend en ebt le codage de
u d'une structure&cursivement pseudonee, et qui donne le pseudonaeiud-(u).
Comme tout pseudonceud peut contenir une autre structure pseéadonoe pile
est utilie. Chaquélement de la pile contiendra la liste des positions des sommets
d'un pseudonceud doérans la structure. Quand la n du codage d'un pseudonceud
est atteinte, il est@pilé et la proédureCroiseSousMatst appebe (Voir algorithme
3). Cette proédure est assez similaieecelle de I'algorithme 1, la seule diifence
est que la position des sommets du pseudonceud dans lequbtontient le pseu-
donceud est prise en compte.

un motu de taillenu  f %(u) i= 1an[Début d'un pseudonceud]= p
Créer une liste vidé Empileri surL [A l'int érieur d'un
pseudonceud] 2 f x; x;y;yg Empileri surL [Fin d'un pseudonceud]= p
CroiseSousMot(,L)
Algorithm 2: Construction d'une structure avec pseudonceuds simples
récursifsa partir de son codage non crgis

UgUg,: i iUgy  f MUglUg,iiiUg,) | 1i=ltomu 2fXXygug U
j jtlug=puy Xj jrlug=pu; Xj j+lk=jan

U y

Algorithm 3: Proedure CroiseSousMot pour les pseudonceuds simples

Pour les deux autres types de pseudonoeuds que nous allons traiter dans la
section 3.2 nous adopterons l&me stragie, seule la pradureCroiseSousMot
change. Nous savons donc engendreatirement de facon uniforme ou non uni-
forme controke enO(nlog(n)) ou n est la taille de lasquence engengee.g.[43,

35, 84] les structures pdictibles par les algorithmesb initio exacts.

3.2 Exemples de structures @atoires avec pseudonceuds

A partir des grammaires non contextuelles non amésgicrites peccdemment
nous savons engendrer de fagcon uniforme ou paed [30] des structuresédtoires
d'ARN dont le codage correspomrdies pseudonceuds non cessl'aide de GENR-
GENS [84]. Giace aux algorithmesédrits en 3.1, nous pouvons reconstituer les
pseudonceuds sans suitde complexi.

Nous avons engengérdes structures @htoires correspondaatdes structures
simplement pseudonées que nous psentons dans la gure 6.15.

On peutegalement engendrer des structures atistesa l'aide de grammaires
plus complexes en favorisant par exemple ddichs de plus longue taille :

S!' TjcgP
T! NjQ
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FIGURE 6.15 —Quatre structures aatoires engendres avec la grammaire cor-
respondant aux structures de la clasB& P.

N! dNdSQT

Q! dQdjdddccadd
P! pxxXSxpge

X1 xSXgyyyS¥yyS
Y! ySYYe

On peutégalement modi er les poratation a n d'engendrer plus de pseu-
donceuds que dans le medd uniforme (Figure 6.16).

4 Prolongements

Dans cette partie, nous avoatudi les diferents algorithmes de guliction de
structure d'’ARNab initio exacts a n de caraétiser peci€ment les pseudonceuds
gu'ils prédisent (section 2). Puis nous avatadi le compromis entre I'espace de
prédiction et la complex& en temps des algorithmes (section Bogra une trans-
formation bijective qui nous permet dé&dtire les structures simplement pseudo-
nolées par des mots appartenamtes langages non contextuels. Nous avons&onn
dans la section 3.1 un algorithme en tempédiine qui ealise cette transformation,
ce qui nous permet d'engendreéatoirement des structures pseud@esicorres-
pondant aux diffrentes classes sans sliricde complexi par rapport aux struc-
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FIGURE 6.16 — Deux structures atatoires engendresa l'aide d'une gram-
maire poncerée. A gauche : repesentation en deux dimensions. A droite : la
représentation arc-anndte correspondante.

tures sans pseudonceud. Nous pouv@senais @velopper des mades akatoires

qui prennent en compte les pseudonceuds. Cele®germettraient de calculer

la Z-valeur pour des algorithmes de comparaison de structures avec pseudonceuds
[52, 76]. Bien que nous n'ayons pas de codage pour les structuzdiiinles par
I'algorithme deR&E, ni pour les structure&& D, nous pouvons &trire certaines
structures sgci ques de ces algorithmes comme &gsinglesa cheveux embragéss

et certaines structures non planaires (voir section 1.1).

Codage despinglesa cheveux embrasses

Lemme 10. Toute classe de structures pseudaeesial tous les pseudonceuds sont
desépinglesa cheveux embraéss peuétre coees par les mots du langage L sur
l'alphabetf d;d;x;X;y;y;g ou :

— d etd codent, respectivement, les &xties gauches et droites des arcs qui
ne sont pas impligees dans un pseudonceud ;

— X etx codent, respectivement, les @xties gauches et droites des arcs im-
pliqguées dans un pseudonceud. Ces arcs ne se coupent pas entre eux. lls
coupent les arcs de tyge;,yg;

— y ety codent, respectivement, les éxhies gauches et droites des arcs im-
pliquées dans un pseudonceud. Ces arcs ne se coupent pas entre eux. lls
coupent les arcs de tyges; xg;
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— c code les bases non appzes ; B
De plus, la projection du langage sur l'alphabied; dg (resp.f x; xg, fy;yg) est
un sous langage de Dyck sur I&me alphabet.

Lemme 11. Soit S une structure pseudorémy et w le mot suird; d; x; X; v V; cg qui
code S. Alors, chaque structure en formépihglea cheveux embragss de S est
cocke par un sous-mot v de w, tel que

v= XM yMxM xnzymynz,
On peut @reraliser ce codage un nombrek d'épinglesa cheveux embrasss.

Lemme 12. Posons S une structure pseudo@euet w le mot su’rd;d_;x;i;y)T;cg
qui code S. Alors, chaque structure en forme @gpiknglesa cheveux embragss de
S est code par un sous-mot v de w, tel que

v= XMy 2 gy 5o - -y My Ly
Proposition 3. Posons S comme une structure pseudégrpat w comme un mot sur
fd;d;x;X;y;y;cgquicode S. Alors w peétre co@ par un mot a chaque sous-mot :

v= XMy TN 2 My T2 52 - -y Nyt v
correspondant un pseudonceud compgode képinglesa cheveux embraéss est
remplaé par :

W= px TyMyfzyme oy Tynomogme L.y gz gt gy 1y
Démonstration.Similairea la proposition 2. La transformation est illitrdans la

gure 4.
]

L'algorithme 4 cecrit la tranformation écrite dans la proposition 3. Le principe
de l'algorithme repose sur l'utilisation de piles, la prem@ pile compte le nombre
de lettresx nécessaires et la seconde le nombreydee codage dorm dans la
proposition 3 fait que nouscrivons autant dequ'il y en a dans la pile lorsque I'on
rencontre le premiex ou p d'une suite de pieds gauche d'arcs. On fait denne

pour lesy.

UgUg, ' iUgn T 1(UgUg,:::Ug,) Créer liste videL; Créer liste videl,
j 1li li<mu2fxpglyestnonvide()u? xDépilerLyj j+1
Ug = X u? xEmpilerxsurLii i+ 1j j+ lug =y Loestnonvide()
u? yDépilerLz j j+1lug=yu yEmpilerysurlyi i+1
j j+li=lamuy W
Algorithm 4: Procdure CroiseSousMot pour l&pinglesa cheveux em-
brasges

Cet algorithme permet donc d'obtenir des structures pseudasodans les-
quelles les pseudonceuds sont @pmglesa cheveux embragéssa partir de leur
codage non croésen temps ligaire.
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e WN -

FIGURE 6.17 —Pseudonceud non planaire. En bas la structure @mpar v' se-
lon la proposition 3. Les lignes pleines repsententx et x et p et p, les lignes
pointillées repésententy ety.

Codage des pseudonceuds non planaires dont le graphe de emsdnce estk,
Nous allons proeder de la rame margre pour les pseudonceuds non planaires.
Ces structures non planaires sont celles dont le graphe @eerate est une clique.
Elles sont spci que a la classdR& E. Pour ces structures, la taille de l'alphabet est
egalea la taille de la plus grande clique du graphe deacehce +2 (pouré&rer les
bases non impligees dans un pseudonceud et les bases non apgpari

Lemme 13. Toute classe de structures pseudosesl @ tous les pseudonceuds
sont non planaires peuvgtre coges par les mots du langage L sur l'alphabet

— d etd codent, respectivement, les &xties gauches et droites des arcs qui
ne sont pas impligees dans un pseudonceud ;

— 7 et z; codent, respectivement, les @ithies gauches et droites des arcs
impliqguées dans un pseudonceud. Ces arcs ne se coupent pas entre eux. lls
coupent tous les autres arcs sduff dg;

Z et z; codent, respectivement, les @thies gauches et droites des arcs
impliqguées dans un pseudonceud. Ces arcs ne se coupent pas entre eux. lls
coupent tous les autres arcs sduff dg;

— c code les bases non appzes ; B

De plus, la projection du langage sur l'alphalfed; dg (respectivemerftzs; 21 g,
.11, Tz 2¢g) est un sous-langage de Dyck sur |émre alphabet.

qui code S. Alors, chaque structure non planaire de S esgtepdr un sous-mot v
de w, tel que

v= Mz Mz g (K ig N 2 2R AR AN A L7
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Proposition 4. Posons S comme une structure pseudégroat w comme un mot sur

Sous-mot :

V= Zln122n223n324n425n5 e lnk 1ank2122ﬂzfg32247]55 :::Zkﬂkllikﬂk

est transform en :

VO: pzlnl 122n223n324n425n5:::zk 1nk 1ank2kﬂk2kﬂkf:::£5224£3izil 15

Démonstration.Similairea la proposition 2. La transformation est illiesgrdans la

gure 4.
]

FIGURE 6.18 —En haut : pseudonceud non planaire. En bas, la structure é=d
par v' selon la proposition 4.

Théoreme 19.L'ensemble deépinglesa cheveux contenant n arcs et des structures
non planaires dont le graphe de dgafence est Kont la néme taille.

Démonstration.Considcerons le codage dé&pinglesa cheveux embrages lemme
10 et augmentons la taille de I'alphabet de la facon suivante :

v= XMy 2 gy 5z -y 1y
devient :
VO= Z]_nl 22m1 21 23n2 gll Z4mz L:ﬂsz :::ank Z#;kll ik
Si nous considrons la proposition 3 et que l'on applique lI'augmentation de

taille de l'alphabet pgcedemment écrite sur la structure non crée, nous obtenons
le codage suivant :
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VOZ pZ1nl 122m123n224mz:::ankik:iizrznggmlﬂl 15

On reconnd la le codage non craésdes structures non planairescdt dans la
proposition 4. Cette transformation est illesren gure 4.
O

FIGURE 6.19 —lllustration de la bijection de I'ensemble deépinglesa che-
veux embrasses & gauche) avec les pseudonceuds non planairasi(oite). A
gauche on peut voir lllustration de I'augmentation de taille de I'alphabet pour

lesépinglesa cheveux embrages qui esa la base de la mise en correspondance.
En bas, on voit que la structure non croge est la rBme pour les deux ensembles
de structures.

Dans cette praadure, nous devons tenir compte du nombre de lettre equivent
les structures. L'algorithme Sédtrit la transformation &crite dans la proposition 4
consiste en deugtapes :

1. Ecrire les lettres correspondant aux pieds gauches {(; z) dans l'ordre de
leur apparition.

2. Ecrire les lettres correspondant aux pieds drais (;; z) dans l'ordre in-
verse de leur apparition.

un motu de taillen, une listel = ( g1; p;:::;dm) de positions dans
UgUg, ' iUgn T MUgUg:iitUg,) | 1i=1ltomuy 2fz;:ii;zg
Uy U J+lug=pu; xj j+1I jk=maj

Ug 2T 21520529 Ug  Ug ! | Lug=puy X

Algorithm 5: Pro@dure CroiseSousMot pour les pseudonceuds non planaires
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Les algorithmes f@cedents ont tous une complexién temps ligaire pour co-
der les bijections. Nous savons donc engendéatalrement de fagcon uniforme ou
non uniforme contr@e enO(nlog(n)) ou n est la taille de la&guence engenee
e.g.[43, 35, 84] la plupart structures secondaires d'ARN qui ont biologiguement du

sens [39].
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Conclusions @gnerales

Au cours de ce travail, aps avoir introduit les notions @&fentes cette recher-
che (sur les structures d'ARN, laé&brie des langages et I@mpration akatoire),
nous nous sommes &resg, dans un premier temps, au prerole de la signi cati-
vité des scores de comparaison de structures secondaires d'ARN sans pseudonceud
et, dans un deugime temps, nous avoBsudEe les algorithmes exacts deggliction
de structure secondaire d'’ARN avec pseudonceuds.

Nous avons évelopg dans la prenere partie de notre recherche, des eled
originaux de structures @toires qui prennent en compte un certain nombre de
paranetres des structures biologiqueselies. Nous avons appliguces modles
dans deux situations. Dans une prereiphase, nous avons mantjue ces struc-
tures akatoires constituent une source de bruit pertinente pour tester la semsibilit
et la sgici cité des algorithmes de comparaison de structures d’ARN. Dans une
deuxieme phase, nous avong di et calcule empiriguement plusieurs Z-valeurs,
bases sur les diffrents modles akatoires que nous avons\klopfes, pour RNA-
DISTANCE. Nous avons ainsi pu montrer que la Z-valeur, caéealpartir de I'un de
nos moeles de structuresédtoires, est plus ef cace que le score brut pour la clas-
si cation par famille des ARN de petite taille. La Z-valeur caleeh partir de struc-
tures akatoires bames sur le mogle de Markov, permet quaatelle d'aneliorer la
classi cation des ARN de grande taille sur le en¢ du score de comparaison.

Dans une perspective@argissement de notre recherche, il seraéressant de
consicerer les autres athodes de comparaison de structures, a n @einer si
le Z-score se comporte de |&@me marere. Létude de la distribution de la Z-valeur
pour les diferents logiciels pourraiégalement nous permettreéthblir des seuils
de cetection lorsque I'on cherchleeannoter des ARN par similagitle structures.

La deuxeme partie de notre recherche concernattile des algorithmes exacts
de pédiction de structure secondaire avec pseudonceuds. Nous avongresract
d'une facon diferente et comgimentaire les classeg dies par Condoret al [25]
par des graphes de daience. Nous avons ensuigalle le compromis entre la
complexié en temps et la cardinaides espaces deggliction de ces classes. Dans
ce but, nous avons cédes structures par des mots etli€ des bijections vers
des langageséatrits par des grammaires non amliéigwet non contextuelles. Nous
avonséegalementtabli une bijection entre les structures de la clag$eR et des
cartes planaires. Aps avoir introduit la classe des pseudonceuds #diffces,
nous avongtabli une bijection entre cette classe et les arbres ternaires. Ces deux
dernkeres bijections nous ont permis d'obtenir les formules closes powgrierd-
brement de ces classes. Nous avons ainsiguatrer que le dat en termes de
complexieé en temps de certainesthodes rétait pas justié par la taille de leur
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espace de pdiction. En effet, les espaces deghiction de certains de ces algo-
rithmes apparaissent comra&ant surdimensior@s tandis que d'autres sont sous-
dimensionis. Par exemple, I'espace deegiction deL&P n'est glere plus grand

gue celui des structures sans pseudonceud. En revanche, I'espaéglidggor de

la classeR&E, qui couvre presque l'ensemble des structures existantes, contient
également un grand nombre de structures d'une grande congplgxiine pesentent

pas de ealisme biologique, mais dont lagafiction a un cat éleve en termes de
complexié en temps. On pewgalement citer I'algorithme de Cao et Chen, qui
pos&de une forte complexdt alors gqu'il ne pedit pas un grand nombre de struc-
tures. Cependant, laéthode de calcul dednergie qu'il utilise est I'une des plus
abouties. L'obtention de grammaires non amiiget non contextuelles nous per-
met d'engendrer &hatoirement des mots de langages qui sont en bijection avec
les structures avec pseudonceuds. Nous avons enqué& hous pouvions implan-

ter cette bijection des langages non contextuels vers les structures psezgonou
gracea des algorithmes en tempséaires et ainsigaliser cette grération aéatoire

de facon ef cace.

Ces observations nous conduisentonsi@rer autrement les algorithmes de
prédiction de structure. On peut notammegparer la notion d'espace degliction
du calcul et la fonction @nergie. On peut alors reggenter I'espace de recherche
des structures par un hypergraphe comme le montrent les travaux de Filkenstein et
Roytberg [40] d'une part, et calculer d'autre part les grandeurs qui noaiesgent
a partir de ce rame hypergraphe. Avec Yann Ponty et Balaji Raman du LIX, nous
elaborons une Bthode uniée pour calculer la fonction de partition, les moments
de la fonction dénergie, les probabiés d'appariements, etc: pour la pédiction
de structure secondaire d'ARN avec pseudonceuds.

On peutégalement s'iréresser au probine du surdimensionnement des es-
paces de f@diction. Les informations psentes dans les bases de @émsbiologi-
gues indiquent que les pseudonceugsls sont essentiellement soit de type H,
soit simples (une seule structure biologique égiertoree comme comportant des
pseudonceuds simples qui ne soient pas de type H [85]). Les autres pseudonceuds
de typeR&E semblentétre constités essentiellement @binglesa cheveux em-
bras&es, ou bien il s'agit de pseudonceuds non planaires dont le graphesderoa
est une clique. Il serait, par c@guent, fructueux de caréeciser exactement les
structures existantes dans ces bases a n de construire un algorithme dont I'espace
de pediction ciblerait plus g@ci€ment ces structures. Laduction de I'espace
de peédiction nous permettrait non seulement éduire la complexé en temps
des neéthodes existantes, mais aussi dduire le temps de calcul effectif de ces
prédictions.

Ce travail sur les pseudonceuds pegalemenétre appligéa I'étude des duplex
d'ARN. En effet, un duplex d'/ARN peugtre consiéré comme |'appariement d'un
ARN avec une boucle d'une structure secondaire appartenamgutre ARN (voir
gure 6.20). La pgediction et la comphension de ces duplex nous permettrait de
mieux comprendre les interactions ARN/ARN.

Nous savons que les classesREE et G&D (la restriction planaire dB&E)
n'ont pas encoréte cenombees. Pour @nombrer les autres classes, nous avons uti-
liseé des grammaires a@griques non ambidgs. Nous disposons d'une grammaire
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FIGURE 6.20 —Reptésentation d'un duplex d'’ARN entre une structure secondaire
en noir et un brin libre d'un autre ARN en pointiles bleus.

ambigLé pour ccrire les structures de la clas§sE [90] et nous savons construire
une grammaire ambi@upour acrire les structures de la clags&D. Or il n'exis-
te pas de moyens connus pour lever 'ambigudtune grammaire aérique, le
problemeétant ingécidable. |l pourraitre productif d'utiliser une autre @hode
de cenombrement pour ces deux classes. Nous sa@gakement que le langage
géeréral des structures d'ARN n'est pas aliyique. On peutes lors se poser la ques-
tion de la étermination d'un criére ou d'une contrainte sur ces structures qui nous
ferait passer d'un sysme al@brique descriptible par une grammaire non contex-
tuellea un systme non algbrique.

Consicerant les esultats de notrétude sur la relation entre compleéxiet es-
paces de g@diction, une des questiongthriques intressantes eredoulant pour-
rait étre la étermination d'un cri¢re pécis, baé sur I'espace de pdiction des
algorithmes, qui nous permettrait détdrminer si la gdiction de cet espace de
conformation est un probime NP-Complet ou non. En d'autre termes, on peut se
demander quel est I'espace des structurésliptibles en temps polynomial.

Nous n‘avons envisagdans ce travail que les algorithmes exacts @diption
de structure secondaire d'’ARN. Il existe cependant d'importants travaux heuris-
tigues sur les structures tertiaires d’/ARN. On peut notamment citer Parisien et Major
qui ont cevelopg@ MC-Fold [81], une heuristiquab initio permettant de calculer la
structure tertiaire avec pseudonceuds d'un ARN . Leur approche ne permet cepen-
dant pas de @&terminer la classe de pseudonceuds qu'igslizent. Dans cette pers-
pective, nous pourrionsedelopper un algorithme de gaiction exact de structure
tertiaire pour lequel nous rtaserions lI'espace de pdiction. Ce type d'approche
nous permettrait d'envisager des eris thermodynamiques pour le repliement des
sequences d'ARN en structure tertiaire.
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Annexe A

Courbes ROC

FIGURE A.1 — Courbes ROC obtenues partir des structures de miRNA (Noire :
Brut, Rouge : Markov ordre 1, Bleue : Topologie xe, Verte : Topologie nombre
de tiges xe).
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ANNEXE A. COURBES ROC

FIGURE A.2 — Courbes ROC obtenuea partir des structures de tRNA rejies
par Mfold (Noire : Brut, Rouge : Markov ordre 1, Bleue : Topologie xe, Verte :
Topologie nombre de tiges xe).

FIGURE A.3 —Courbes ROC obtenuespartir des structures de tRNA issues de la
base de donaes Gutell (Noire : Brut, Rouge : Markov ordre 1, Bleue : Topologie
xe, Verte : Topologie nombre de tiges xe).
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ANNEXE A. COURBES ROC

FIGURE A.4 — Courbes ROC obtenues partir des structures de SRP de plantes
(Noire : Brut, Rouge : Markov ordre 1, Bleue : Topologie xe, Verte : Topologie
nombre de tiges xe).

FIGURE A.5 — Courbes ROC obtenuea partir des structures de SRP de fungi
(Noire : Brut, Rouge : Markov ordre 1, Bleue : Topologie xe, Verte : Topologie
nombre de tiges xe).
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