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RESUME

Le béton est un matériau hétérogene complexe dont les déformations comportent une partie
différée qui est affectée par un grand nombre de facteurs tels que la température, I’humidité
relative et I’évolution de la microstructure. La prise en compte des déformations différées et
en particulier du fluage est indispensable dans le calcul des ouvrages en béton tels que ceux
destinés a stocker des déchets radioactifs. Ce travail de these a pour objectifs: (1) de
développer un modele de fluage simple et robuste pour le béton en faisant appel a la
micromécanique et en tenant compte de I’endommagement et des effets thermiques et
hydriques ; (2) d’implanter numériquement le modele développé dans un code de calcul par
éléments finis de facon a pouvoir simuler le comportement d’éléments de structure simples en
béton. Pour atteindre ce double objectif, le travail est scind€ en trois parties. Dans la premiere
partie, le matériau cimentaire est a I’échelle microscopique supposé €tre constituée d’une
matrice viscoélastique linéaire caractérisée par un modele de Maxwell généralisé et de phases
particulaires représentant les granulats élastiques et les pores. Le schéma micromécanique de
Mori-Tanaka, la transformée de Laplace-Carson et son inversion sont alors utilisés pour
obtenir dans I’espace temporel des estimations analytiques ou numériques de ses parametres
mécaniques et hydromécaniques. Ensuite, le modele micromécanique de fluage obtenu est
couplé au modele d’endommagement de Mazars via le concept de pseudo-déformations
introduit par Schapery. Les parametres intervenant dans le modele viscoélastique
endommageable ainsi établi sont systématiquement identifiés a 1’aide de données
expérimentales. Enfin, la prise en compte des effets de la température et de I’humidité relative
dans le modele viscoélastique endommageable est basée sur la méthode du temps équivalent ;
I’efficacité de cette approche est démontrée et discutée dans le cas de chargements simples de
fluage.



ABSTRACT

Concrete is a complex heterogeneous material whose deformations include a delayed part that
is affected by a number of factors such as temperature, relative humidity and microstructure
evolution. Taking into account differed deformations and in particular creep is essential in the
computation of concrete structures such as those dedicated to radioactive waste storage. The
present work aims: (1) at elaborating a simple and robust model of creep for concrete by using
micromechanics and accounting for the effects of damage, temperature and relative humidity;
(2) at numerically implementing the creep model developed in a finite element code so as to
simulate the behavior of simple structural elements in concrete. To achieve this twofold
objective, the present work is partitioned into three parts. In the first part the cement-based
material at the microscopic scale is taken to consist of a linear viscoelastic matrix
characterized by a generalized Maxwell model and of particulate phases representing elastic
aggregates and pores. The Mori-Tanaka micromechanical scheme, the Laplace-Carson
transform and its inversion are then used to obtain analytical or numerical estimates for the
mechanical and hydromechanical parameters of the material. Next, the original
micromechanical model of creep is coupled to the damage model of Mazars through the
concept of pseudo-deformations introduced by Schapery. The parameters involved in the
creep-damage model thus established are systematically identified using available
experimental data. Finally, the effects of temperature and relative humidity are accounted for
in the creep-damage model by using the equivalent time method; the efficiency of this

approach is demonstrated and discussed in the case of simple creep tests.
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NOTATIONS

Notations tensorielles

a

~

~

Scalaire,
Vecteur,
Tenseur d’ordres deux, ®
Tenseur identité d’ordre deux, ®

Tenseur identité d’ordre quatre,

Parametres matériels

E

Module d’Young
Coefficient de Poisson
Module de cisaillement
Module de compressibilité

Coefficient de Biot

Raideur du ressort i

Viscosité de I’amortisseur visqueux i
Temps caractéristique i

Variable d’endommagement

Seuil d’endommagement

Déformation équivalente

Produit contracté d’ordre un,
Produit contracté d’ordre deux,
Produit tensoriel,

Convolution de Stieltjes,

Symbole de Kronecker,

Parametre des matériaux dans le cas de traction ou compression
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Autres notations

u Champ de déplacement

& Tenseur des déformations

o Tenseur des contraintes

e* Tenseur des pseudo-déformations

gk Pseudo-déformation équivalente

o Energie d’activation

T Température

h Humidité relative

R Constante des gaz parfaits R =8.32J.mol”' °K™’
M, Masse molaire de I’'eau M = 18 g.mol™’
p. Pression capillaire

£, Temps équivalent

t Temps

s Variable de Laplace-Carson

tr Trace

sph Sphérique

dev Déviateur
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1. Introduction générale

1. INTRODUCTION GENERALE

Le travail présenté dans cette these est issu d’une collaboration entre 'ANDRA (Agence
Nationale pour la gestion des Déchets RAdioactifs), le CEA/LECBA (Laboratoire d'Etude du
Comportement des Bétons et des Argiles) et le MSME (Laboratoire de Modélisation et
Simulation Multi Echelle) de 1’Université Paris-Est Marne-la-Vallée. La mission de 'ANDRA
est de mettre en place des solutions de gestion a court, moyen et long terme des déchets
radioactifs produits en France afin de préserver les générations actuelles et futures, et leur
environnement, des nuisances potentielles de ces déchets. Afin de garantir la sécurité des
installations de déchets radioactifs, 'ANDRA étudie la possibilité de réaliser des ouvrages en
béton dans des sites géologiques situés a des profondeurs de I’ordre de 500 m pour stocker
une partie de ces déchets. Les déchets considérés pour ce type de stockage sont dénommés de
Haute Activité (HA, provenant essentiellement du traitement des combustibles utilisés dans
les centrales nucléaires) et de Moyenne Activité a Vie Longue (MA-VL, constitués en grande

partie de débris métalliques issus de gaines, coques et embouts de combustibles cisaillés).

Pour le cas des déchets MA-VL, les ouvrages envisagés sont des alvéoles de stockage
horizontales d'une longueur de 1'ordre de 250 metres et d'un diametre extérieur d'environ 10
metres (voir la Figure 1), dont la structure de souténement et le revétement sont en béton. Du
fait de leur construction en site profond, ces structures seront soumises a 1’action des roches
de type argilite environnantes (notamment leur poids propre) et a celles des nappes
phréatiques présentes dans ces roches ; elles subiront par ailleurs un échauffement di a
I’exothermie des déchets, qui diminue au cours du temps. Pour ce dernier aspect, les
élévations de température seront astreintes a rester modérées, et dans tous les cas les
températures maximales atteintes au début de la période de stockage ne devront pas excéder la

valeur limite imposée de 80°C. Le travail présenté dans ce mémoire se place dans ce contexte.

| C.IM.0SES.04.0267.0

Figure 1 : lllustration du principe d’un stockage profond de type MA-VL (www.andra.fr).

19



1. Introduction générale

La connaissance du comportement du matériau béton est donc un point essentiel pour
I’évaluation de la stireté de ces structures, qui doivent rester stables et assurer le confinement
des radionucléides en fonctionnement normal et éventuellement accidentel, sous différents
types de chargements et d’agressions internes et externes. En particulier, la compréhension
approfondie du comportement du béton a long terme est indispensable pour une bonne
estimation de leur durée de vie. Le béton est un matériau hétérogene complexe dont les
déformations différées sont affectées par un grand nombre de facteurs tels que la fissuration,
la température, I’humidité relative et 1’évolution de sa microstructure sous 1’effet notamment
de dégradations physico-chimiques. Dans le calcul des structures en béton, la prise en compte
des effets dus aux déformations différées du matériau, en particulier dus au fluage, est un
aspect essentiel. Ces déformations différées (retrait et fluage), sous 1’effet du chargement
mécanique et des variations d’humidité relative (et éventuellement de température), génerent
dans le temps des évolutions et redistributions de contraintes et déformations dans le
matériau. Celles-ci peuvent alors entrainer des déplacements de tout ou partie de la structure
incompatibles avec son fonctionnement, et engendrer progressivement des niveaux de
contraintes tels qu’ils provoquent a plus ou moins longue échéance une fissuration du

matériau.

L’objectif général du travail est dans un premier temps de développer un modele simple
capable de décrire I’évolution des déformations du béton dans le temps dii au phénomene de
fluage, tout en prenant en compte 1’effet des microfissures ainsi que celui de la température et
de I’humidité relative. Dans un second temps, il consiste a implanter numériquement le
modele développé dans un code de calcul par éléments finis de facon a pouvoir simuler le
comportement d’éléments de structure simples. Les hypotheses principales retenues pour cette
étude sont les suivantes. Tout d’abord, rappelons que les températures considérées sont
modérées et n’excédent pas 80°C. Ensuite, compte tenu du type de chargement mécanique dii
principalement a 1’action des roches environnant les structures de stockage, nous nous
concentrerons sur 1’effet des contraintes de compression sur les déformations de fluage, et ne
considérerons pas I’effet des contraintes de traction, qui nécessite une étude spécifique du fait
de leur particularité. Enfin, nous nous placerons dans le cas ou le matériau est totalement
hydraté et ol sa microstructure n’évolue plus. Ainsi, nous tenons compte du fait d’une part
qu’en pratique le chargement mécanique principal di a I’action des roches s’applique apres un
temps suffisamment long pour pouvoir considérer que 1’hydratation du béton est achevée.
D’autre part, nous ignorons les éventuels effets de dégradations physico-chimiques dues
notamment au contact des nappes phréatiques et a la migration d’especes ioniques entre le
matériau  béton et les roches environnantes (carbonatation, lixiviation, attaques

sulfatiques,...).

Ce mémoire comporte, outre ce premier chapitre introductif, 4 parties principales. Dans le
deuxieéme chapitre, nous effectuons une breve étude bibliographique du phénomene de fluage

des bétons et passons en revue ses principales caractéristiques. Les aspects concernant la
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fissuration et les effets de la température et de ’humidité relative sont également analysés.
Dans le chapitre 3, nous présentons un modele original de fluage basé sur I'utilisation de
méthodes analytiques de changement d’échelle dans I’espace transformé de Laplace-Carson.
Ce modele permet d’obtenir dans I'espace temporel des estimations en fonction du temps des
parametres mécaniques et hydromécaniques des matériaux cimentaires constitués d’une
matrice viscoélastique linéaire et de phases particulaires représentant les granulats élastiques
et les pores, et ainsi de reproduire les déformations différées de fluage. Il est ensuite couplé
dans le chapitre 4 a un modele d’endommagement isotrope via une approche utilisant le
concept de pseudo-déformations. Celui-ci permet d’écrire le probleme viscoélastique initial
sous la forme d’un probleme élastique équivalent. Dans le chapitre 5, les effets de la
température et de I’humidité relative sont par la suite introduits dans le modele a 1’aide de la
méthode du temps équivalent. Enfin, le modele final est appliqué a la simulation de cas tests
simples d’éprouvettes de pates de ciment et de bétons soumises a un chargement de fluage
sous diverses conditions de température et d’humidité relative. Les réponses obtenues sont
analysées et comparées aux résultats expérimentaux disponibles. Ce mémoire se termine par
les conclusions et perspectives présentées dans le chapitre 6.
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2. DESCRIPTION DU FLUAGE DES BETONS ET DES FACTEURS INFLUENTS

Dans ce chapitre, nous abordons la problématique des déformations différées du matériau
béton, et plus précisément du fluage. Nous rappelons que dans la mesure ol on retient dans
cette étude I’hypothese que le matériau est mature (voir chapitre 1), les effets liés a
I’hydratation et au comportement au jeune age ne seront pas évoqués, bien que leur
importance sur le comportement différé soit connue et qu’ils aient fait 1’objet de nombreux
travaux. Comme également déja mentionné, nous nous concentrons principalement sur le
fluage consécutif a des chargements de compression, et ne traitons donc pas spécifiquement le

cas particulier du fluage en traction.

Dans un premier temps, les principales caractéristiques du fluage du béton sont décrites. Les
différents phénomenes expliquant le comportement dépendant du temps sont ensuite passés en
revue, de méme que les principales approches permettant de les modéliser. Le couplage avec

la fissuration est également abordé, essentiellement du point de vue de la modélisation.

Dans un second temps, dans le contexte de cette étude nous analysons plus en détail les effets
de la température et de I’humidité relative sur le fluage des bétons, qui font partie des facteurs

ayant le plus grand impact sur ce phénomene.

2.1. Introduction
2.1.1. Le matériau béton
Le béton est un matériau hétérogene qu’on peut représenter de manicre schématique par une
matrice de pate de ciment durcie dans laquelle sont enchassés des granulats de forme et taille
diverses et du sable. Notons que la pate de ciment est a l'origine de I’essentiel des
déformations différées (fluage et retrait), les granulats ayant un comportement indépendant en
général du temps. Ainsi la connaissance approfondie de la microstructure et du comportement
de la pate de ciment est primordiale pour 1’étude du fluage des bétons.

Les pates de ciment CEM I, qu’on considérera principalement par la suite du fait de leur
utilisation tres importante dans les constructions de génie civil, sont composées en majeure
partie (environ 50% en volume) de silicates de calcium hydratés (xCaO) SiO,(yH,0), notés C-
S-H dans la suite, avec x et y dépendant du rapport calcium sur silicium C/S, et qui sont en
général assimilés a des gels. D’autres phases hydratées sont également présentes, comme la
portlandite Ca(OH), ainsi que des phases sulfatées comme [’ettringite notée
AFt(6Ca0)Al,03(35S03)(24H,0) et le monosulfo-aluminate AFm(4Ca0O) Al,O3SO3(12H,0).
Enfin, on trouve dans les pates des résidus anhydres, c'est-a-dire des inclusions constituées de
fractions de grains de ciment non hydratés, et surtout des pores qui ont un rdle essentiel sur le
comportement différé. Ces pores ont une taille variant de quelques nanometres (nanopores,
situés dans les C-S-H) a quelques centaines de micrometres voire quelques millimetres (pores

capillaires), et sont remplis d’'un mélange d’eau et d’air. Leur proportion dans la pate est liée
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2. Description du fluage des bétons et des facteurs influents

essentiellement au rapport massique eau sur ciment (e/c). Ainsi, les pates de ciment CEM I
sont également des matériaux hétérogeénes, qu’on peut représenter schématiquement par une
matrice de C-S-H dans laquelle sont distribuées des inclusions constituées des autres phases
hydratées et des grains de ciment anhydres, et de la porosité connectée (voir par exemple
Richardson [1]). A titre d’illustration, la Figure 2 montre I’'image MEB d’une pate de ciment
CEM 1 52.5 de rapport e/c = 0.43 (Béjaoui et al. [2]). Certains auteurs proposent 1’existence
de 2 types de C-S-H de densité différente, issus d’une hydratation en environnement libre au
début du processus (C-S-H de faible densité), puis d’une hydratation en milieu confiné (C-S-
H de haute densité) lorsque 1’espace restant libre pour les hydrates nouvellement créés devient
de plus en plus limité (voir par exemple Jennings [3] puis Tennis et Jennings [4]). Il est a
noter que la structure colloidale des C-S-H a été€ mise en évidence notamment par Powers des
1947 [5]. Cependant la description précise de la microstructure et de la morphologie des C-S-
H fait encore débat, et il n’existe pas de modeles consensuels. Citons pour exemple les
travaux de Jennings [3] et de Nonat [6], qui se basent sur I’existence d’assemblages de

globules ou de briques élémentaires.

j \ Pore

capillaire

C-S-H

Résidu
Anhydre

Figure 2 : Micrographie MEB d’une péate de ciment CEM | 52.5, e/c=0.43 [2].

Il est néanmoins assez clairement établi que les C-S-H sont le siege des déformations
différées, et que leur comportement dépend intrinsequement de 1’eau contenue dans leurs
pores (voir par exemple [7]). Schématiquement, I’eau est présente dans les matériaux
cimentaires sous plusieurs formes en fonction de la nature de sa liaison avec les hydrates. On
distingue alors I’eau capillaire ou libre correspondant a la fraction d’eau n’ayant pas réagi
chimiquement et présente dans les pores capillaires, I’eau adsorbée sur la surface des pores et
notamment des C-S-H (qui ont une surface spécifique tres grande), et I’eau chimiquement
liée. Cette derniere fait partie intégrante des hydrates. En ce qui concerne les C-S-H, I’eau
adsorbée est dite interfoliaire (adsorbée entre les feuillets de C-S-H) ou interlamellaire
(adsorbée physiquement a la surface des C-S-H), en fonction de 1’énergie de liaison. Il est

important de souligner que pour une humidité relative de 100%, le nombre de couches d’eau
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2. Description du fluage des bétons et des facteurs influents

adsorbées sur la surface des C-S-H est de 5. Ainsi 1’adsorption libre d’eau dans un pore ou
entre 2 plans est possible si leurs dimensions sont supérieures a environ 2.5 nm. La distance
interfoliaire entre les feuillets de C-S-H étant d’environ 1.7 nm, le phénomene d’adsorption
est donc empéché et génere des pressions dites de disjonction. Cette pression joue un rdle
important vis-a-vis du gonflement et retrait des C-S-H consécutifs respectivement a
I’adsorption (arrivée) et a la désorption (départ) d’eau dues au changement de conditions
environnementales. Par extension, ces pressions influent également sur l’ensemble des

déformations différées, et donc sur le fluage, bien qu’il soit tres difficile de le quantifier.

Pour terminer cette bréve description de la microstructure des bétons, il parait indispensable
de mentionner 1’existence et le role des zones situées a I’interface entre la pate de ciment et
les granulats. Ces interfaces, ou auréoles de transition (Interfacial Transition Zone ou ITZ en
anglais), affectent en effet I’ensemble des propriétés physiques du béton, et notamment les
propriétés mécaniques (voir par exemple [8, 9]). Elles sont dues a un effet de paroi qui se
manifeste par un empilement granulaire différent au voisinage des granulats. De fait, les
auréoles de transition entourant les granulats, dont I’épaisseur typique est de ’ordre de 15 a
20 um [9], ont une porosité nettement plus élevée que la pate de ciment, et constituent donc
une zone de faiblesse du matériau. Cependant leur impact sur le fluage n’a pas a notre
connaissance été étudié de facon trés précise, si bien qu’il est extrémement difficile d’évaluer
et quantifier leur importance sur ce phénomene. Dans la suite, on considérera donc pour
simplifier que leur role est pris en compte via le comportement homogénéisé de la pate de

ciment.

2.1.2. Généralités sur le fluage
Le fluage du béton est caractérisé par I’évolution dans le temps des déformations du matériau
ou de la structure due a I’application d’un chargement mécanique extérieur par définition
constant (Figure 3). Lorsqu’il est soumis a I’action d’une charge modérée de longue durée, le
béton se comporte alors comme un matériau viscoélastique. La déformation instantanée
élastique qu’il subit au moment de I’application de la charge est en effet suivie d’une
déformation dite différée évoluant lentement, et qui aurait tendance a se stabiliser a longue

échéance (apres quelques années voire quelques dizaines d’années).
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Figure 3: Représentation schématique du résultat d'un essai uniaxial de fluage

Différents mécanismes sont proposés dans la littérature pour expliquer le phénomene de
fluage du béton. Ces mécanismes se basent en général sur des descriptions a 1’échelle micro
voire nanoscopique du comportement des C-S-H. Comme déja indiqué plus haut, le role de
I’eau apparait tout a fait essentiel vis-a-vis des déformations différées. Cependant aucune
théorie ne fait pleinement consensus parmi la communauté scientifique. Notamment, alors que
la plupart des résultats sembleraient prouver qu'un matériau cimentaire dans lequel 1’eau
évaporable a été retirée ne flue pas ou tres peu [10, 11], certaines études font état de
déformations de fluage sensiblement équivalentes pour des pates de ciment avec et sans eau
évaporable [12]. II est a noter que les mécanismes de fluage et de retrait sont souvent
considérés comme €tant une manifestation des mémes phénomenes se produisant a 1’échelle

micro-nanoscopique.

Feldman [13] considere que le fluage a pour origine une cristallisation progressive (appelée
aussi vieillissement) des feuillets de C-S-H. Quand une contrainte est appliquée ou sous
I’effet du séchage, cette cristallisation a tendance a s’accélérer. Ainsi I’eau serait simplement
redistribuée dans I’espace poreux, ce qui entrainerait une densification du squelette solide et
donc un fluage apparent irréversible. Ruets [11] quant a lui suggere que le glissement relatif
des feuillets de C-S-H dii aux efforts de cisaillement a I’échelle nanoscopique est la cause
principale du fluage. Ce mécanisme de glissement concerne ainsi les couches adsorbées d’eau
interfeuillets. Dans cette approche, 1’eau joue alors un rodle essentiel de lubrification des
feuillets de C-S-H. Ruetz considere par ailleurs que cette derniere peut étre affectée par le
séchage, qui provoque des perturbations dans la structure des couches adsorbées. Dans ce cas
la rigidité globale diminue et par conséquent le phénomene de fluage augmente. Ainsi les
chargements de compression accentuent le départ de I’eau contenue dans la pate de ciment, a

I’instar de la théorie de la consolidation.

Un peu plus récemment, BaZant et al. [14] ont utilisé une approche également basée sur des
mécanismes a I’échelle microscopique pour caractériser le fluage et son couplage avec la
dessiccation. Ces phénomenes auraient pour origine un réarrangement progressif (rupture) des
liaisons entre surfaces adjacentes de feuillets d’hydrates lors du glissement des feuillets de C-

S-H, 1ié a une microdiffusion des molécules d’eau. Le fluage dépendrait alors de I’intensité du
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flux d’eau généré par cette microdiffusion entre les macropores et les micro et nanopores du
gel de C-S-H. Par ailleurs, la théorie de la solidification proposée par BaZant et Prasannan
[15, 16] explique le vieillissement par un dépot graduel d’hydrates nouvellement créés sur les
parois des pores, qui augmentent progressivement la rigidité du matériau. Ces hydrates sont
nécessairement libres de contraintes au moment de leur formation. Cette théorie a été associée
a celle des micro-précontraintes dans [17, 18], dont I’objectif est de proposer un mécanisme
vieillissant non basé sur 1I’augmentation de volume des constituants solides. Le principe des
micro-précontraintes, dont 1’origine serait liée aux pressions de disjonction et aux variations
volumiques importantes provoquées par I’hydratation ou le séchage, est qu’elles peuvent se
relaxer localement en fonction de 1’état de contraintes. Elles peuvent alors se reformer dans
des zones voisines de moindres surtensions du fait du glissement des feuillets de C-S-H, et ce

sont ces nouveaux sites qui peuvent par la suite devenir le siege potentiel de ruptures.

Enfin, notons que certains travaux avancent I’existence d’un lien fort entre fluage et taux de
remplissage de particules élémentaires de taille nanoscopique composant les C-S-H [19]. Ces
particules élémentaires formeraient 3 catégories distinctes de méme composition mais de
densité différente. Le fluage serait alors dii a un réarrangement spatial progressif de ces
particules sous I’effet du chargement (glissements inter-particulaires), conduisant a un taux de

remplissage plus important dans I’espace.

Du point de vue de la modélisation, les principaux modeles décrivant le fluage (mais aussi la
plupart des autres phénomenes) peuvent étre classés de maniere tres générale dans deux
grandes catégories : les approches de type macroscopique ou phénoménologique, et les
approches microscopiques basées sur une représentation de la microstructure du matériau et
prenant en compte directement des mécanismes et propriétés physiques liés aux phases
élémentaires le constituant. Certaines de ces approches seront développées plus en détail dans
la suite de ce travail. La majorité des modeles entre dans la premicre catégorie, pour laquelle
la ou les variables décrivant les effets du fluage (souvent les déformations) sont en général
exprimées directement a 1I’échelle macroscopique. Il est a noter que bon nombre de modeles
macroscopiques sont fondés sur 1’utilisation de modeles rhéologiques représentant de manicre
simplifiée des mécanismes microscopiques censés €tre a 1’origine du fluage (notamment le
glissement des feuillets de C-S-H). Cependant ils ne peuvent prétendre entrer dans la
catégorie des modeles micromécaniques car aucune méthode de changement d’échelle n’est
appliquée pour obtenir des estimations des propriétés mécaniques. C’est le cas par exemple
des modeles développés dans [14, 17, 18, 20-23]. Un des avantages reste cependant la

simplicité de leur formulation par rapport aux modeles micromécaniques.

En effet il est bien connu que les méthodes d’homogénéisation analytiques classiques ne sont
pas directement applicables aux matériaux ayant un comportement non élastique. Cependant,
dans le cas de la viscoélasticité linéaire, 1’utilisation des transformées de Laplace-Carson

permet d’écrire le probleme viscoélastique sous la forme d’un probleme élastique équivalent
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via le principe de correspondance (voir par exemple [24, 25]). Les méthodes de changement
d’échelle peuvent alors étre appliquées dans 1’espace transformé. Il reste ensuite a effectuer la
transformation inverse, c’est a dire de 1’espace de Laplace-Carson dans I’espace temps, pour
obtenir les parametres mécaniques homogénéisés opérationnels. Pour cette étape, il n’y a pas
en général de solution analytique, et les propriétés recherchées sont dans la plupart des cas
obtenues numériquement. Ainsi les approches de type micromécanique sont-elles assez peu
développées dans le cas des matériaux visqueux, car les formulations obtenues sont souvent
complexes. De plus les bétons sont des matériaux vieillissants pour lesquels le comportement
viscoélastique linéaire n’est plus adapté lorsque I’hydratation doit étre prise en compte. Il
existe cependant des modeles basés sur ces approches donnant des résultats trés intéressants,
en particulier en termes d’estimation du comportement macroscopique en fonction de la
composition et des caractéristiques des matériaux (fraction volumique de granulats,

composition du ciment, ...) [26-28].

Dans la suite on reviendra plus en détail sur certaines des approches mentionnées ci-dessus,

afin d’illustrer les propos.

2.2. Le fluage propre et le fluage de dessiccation
Par définition, la déformation de fluage est égale a la déformation différée totale sous charge
constante diminuée de la déformation de retrait. Il est conventionnellement admis dans la
communauté scientifique de décomposer les déformations de fluage en déformations de
fluage propre et déformations de fluage de dessiccation, qui proviennent d’apres certains

auteurs sur des mécanismes physico-chimiques quelque peu différents.

2.2.1. Fluage propre
Les déformations de fluage peuvent se décomposer schématiquement comme indiqué sur la
Figure 4, en conditions d’humidité relative homogene dans le matériau. La déformation de
fluage propre est conventionnellement définie comme la déformation que 1’on peut observer
lors d’un essai d’une éprouvette de béton en équilibre hydrique et donc sans échange
d’humidité avec le milieu extérieur (en condition endogene), a laquelle il faut retirer la
déformation instantanée et la déformation de retrait endogene. Le fluage propre est aussi
appelé parfois fluage endogene. Il n’existe pas d’interactions entre les différentes

composantes de déformation lors de I’essai de fluage propre.
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Figure 4: Décomposition des déformations de fluage propre proposée par Guénot-Delahaie
[29].

Comme déja mentionné, il a ét€ observé expérimentalement que le béton présente un
comportement viscoélastique vieillissant caractérisé par une forte dépendance vis-a-vis de
I’age du matériau lors du chargement (voir par exemple [15]). Cette dépendance au
vieillissement est une caractéristique essentielle du fluage propre. En effet, les propriétés
mécaniques du béton (coefficient de Poisson, module d’Young), les parametres gouvernant le
transport de 1’eau et le retrait de dessiccation ne dépendent plus significativement de 1’age du

matériau apres environ 90 jours pour des bétons confectionnés avec du ciment CEM 1 [29-31].

Déformation de fluage propre /
déformation instantanée

15

¥ —e—7 jours
—=— 21 jours
- —v—47jours

0 Zb 4‘0 6‘0 8‘0 160 120
Age de chargement (Jours)

Figure 5: Influence de 'age de chargement [32].

L’analyse de la cinétique de la déformation de fluage propre pour différents bétons [33]

suggere que le fluage propre peut se décomposer en deux types : le fluage a court terme ou
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primaire qui se développe rapidement pendant quelques jours apres le chargement, puis le

fluage a long terme ou secondaire caractérisé par une cinétique plus lente.

Le fluage a court terme est en général associé a une microdiffusion de 1’eau capillaire
consécutive a I’action du chargement extérieur appliqué [14, 33]. La cinétique du fluage a
court terme est par conséquent affectée par le rapport e/c, et donc par la quantité d'eau
présente dans les pores capillaires. D'apres [33, 34], la microdiffusion est activée par les
contraintes générées par les efforts extérieurs. Plus précisément, ces études supposent que les
contraintes macroscopiques se transmettent a 1’eau a 1’échelle micro et nanoscopique par
I’intermédiaire des différentes phases solides hydratées (en particulier les C-S-H) composant
la pate de ciment (voir Figure 6). Cette microdiffusion provoque alors un déséquilibre
thermodynamique local entre les molécules d’eau situées dans les zones adsorbées et celles
situées dans les pores capillaires. Afin de restaurer cet équilibre, les molécules d’eau migrent
des couches d’eau adsorbées vers les zones de moindre contrainte, c'est-a-dire les pores

capillaires, ce qui se traduit par une déformation macroscopique du squelette solide.

Espace capillaire 6 Ciment non hydraté

Hydrates

Porosité Mouvement de I’eau

intrahydrates a différentes échelles

Figure 6: Représentation schématique des mécanismes du fluage propre a court terme [34].

Quant au fluage a long terme, les mécanismes précédents s’averent insuffisants pour expliquer
pleinement I’effet significatif du vieillissement sur I’amplitude des déformations de fluage
propre. D'aprés Bazant et al. [17] et Ulm et al. [33], dans les zones d’adsorption empéchée
situées presqu’exclusivement dans les C-S-H, les surfaces solides proches sont liées par
attraction mutuelle ou par liaisons atomiques ; 1’effet du vieillissement observé serait alors
une conséquence de la relaxation des micro-précontraintes telles définies au paragraphe
précédent. Comme déja indiqué, la relaxation progressive des micro-précontraintes dans les

régions soumises aux plus fortes contraintes conduirait celles-ci a se développer dans des

zones de moindres surtensions par suite des glissements des feuillets de C-S-H (Figure 7).
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Figure 7: Représentation schématique des mécanismes du fluage propre a long terme [34].

L’approche utilisée par Benboudjema [34] pour modéliser le fluage propre se base a la fois
sur les mécanismes de microdiffusion de 1’eau adsorbée et de glissement des feuillets de C-S-
H dans la nano-porosité. D’apres cette approche, la déformation de fluage propre est la
somme d’une composante de déformation sphérique et d’une composante de déformation
déviatorique. Chacune de ces composantes est associée a des mécanismes différents se
produisant a des échelles différentes. Plus précisément, la partie sphérique est associée au
mouvement de 1’eau physisorbée dans la porosité capillaire. Quant a la partie déviatorique,
elle est liée directement au phénomene de glissement des feuillets de C-S-H déja évoqué ci-
dessus, et pour lequel 1’eau située dans la nano-porosité joue le role de lubrifiant. Concernant
ce dernier aspect, on peut arguer que I’application d’une méthode de changement d’échelle
classique appliquée a un matériau hétérogene conduit généralement au résultat qu’une
modification du module de cisaillement d’un des constituants élémentaires entraine une
modification a la fois des modules de cisaillement et de compressibilit¢é du matériau
homogénéisé. Ainsi il parait peu probable que les glissements des feuillets de C-S-H a
I’échelle nanoscopique, qui sont a priori associés exclusivement dans cette approche a une
évolution dans le temps du module de cisaillement de cette méme phase, ne se répercutent que
sur le module de cisaillement macroscopique, et pas également sur le module de
compressibilité.

Enfin, il est intéressant de noter que les résultats expérimentaux dans [35] montrent
clairement que la déformation sphérique et la déformation déviatorique sont proportionnelles
respectivement a la contrainte sphérique et la contrainte déviatorique (Figure 8 et Figure 9),

tout au moins pour des niveaux de contraintes modérés.
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Figure 8: Résultats expérimentaux de déformations de fluage propre sphériques en fonction
des contraintes sphériques [35].
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Figure 9: Résultats expérimentaux de déformations de fluage propre déviatoriques en
fonction des contraintes déviatoriques [35].

2.2.2. Fluage de dessiccation
Le fluage de dessiccation peut étre défini par la déformation différée mesurée sur une
éprouvette lorsqu’elle est soumise en méme temps a un chargement mécanique et a un
séchage, a laquelle il faut retrancher la déformation de fluage propre et celle due au retrait de
dessiccation (Figure 10). Ces deux dernieres déformations sont alors mesurées
indépendamment sur des éprouvettes de méme forme et dimensions, et pour des conditions
d’humidité relative initiales et environnementales analogues au spécimen testé. Le mécanisme
de fluage est dans ce cas affecté par I’évolution progressive et non homogene du degré de
saturation dans 1’éprouvette due au séchage. Par ailleurs, le mécanisme de retrait est impacté
par le chargement mécanique de compression, qui a tendance a limiter le processus de
microfissuration. En effet, les déformations d’extension résultant du retrait empéché dans les

zones de plus fort séchage situées pres des surfaces en contact avec 1’environnement, sont
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réduites voire annulées par les contraintes de compression générées par le chargement. Par

conséquent la part dite structurale du retrait est également affectée.

On mesure alors une déformation différée beaucoup plus importante que celle obtenue en
sommant les déformations, mesurées sur des éprouvettes identiques et soumises a des
conditions hydriques analogues, de fluage propre et de retrait. Ce phénomene est

généralement désigné sous le nom d’effet Pickett (nom du scientifique 1’ayant mis en

évidence en 1942) dans la littérature (Figure 10).

Figure 10: Identification expérimentale des composantes de fluage dans le cas d’un fluage

Ainsi I’eau, et plus précisément la quantité d’eau présente dans les pores du matériau (qui est
classiquement liée a I’humidité relative via les courbes isothermes de sorption), joue un role
tout a fait primordial dans le phénomene de fluage de dessiccation. Par ailleurs et plus

généralement, les essais montrent que la déformation de fluage total varie significativement
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avec dessiccation.

avec I’humidité relative externe (Figure 11) [36].
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Figure 11: Influence de I'’humidité relative sur la déformation de fluage[36].
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D’un point de vue phénoménologique, il est communément admis de décomposer le fluage de
dessiccation en fluage de dessiccation intrinseque et fluage de dessiccation structural. Dans
cette décomposition, le fluage de dessiccation intrinseéque fait par définition uniquement

référence au comportement du matériau, et n’integre donc aucun effet structural.

Parmi les théories proposées dans la littérature pour expliquer le fluage de dessiccation
intrinseque, celle de Bazant et co-auteurs [14, 17, 18] est une des plus reconnues. Elle repose
sur ’hypotheése que le fluage de dessiccation intrinseque est associé a deux processus de
diffusion de I’eau dans les pores: une diffusion microscopique dans les micropores, et une
diffusion macroscopique au sein des macropores du matériau (voir la Figure 12). La migration
d’eau du matériau vers I’environnement li¢ a un séchage ou a une réhumidification a lieu
essentiellement dans les macropores (macrodiffusion), qui voient donc leur teneur en eau
évoluer, ce qui crée un déséquilibre thermodynamique avec les micropores. Il s’ensuit une
diffusion dite microscopique entre micro et macropores pour restaurer cet équilibre. Ces
mécanismes sont par ailleurs a rapprocher de ceux décrits dans la Figure 6 concernant le

fluage propre.

Notons que dans [34], une comparaison entre résultats expérimentaux et simulations
numériques a mis en évidence des cinétiques différentes pour les processus de séchage et de
fluage de dessiccation intrinseque. Ainsi, alors que le modele proposé par BaZant et Chern
[14] prédit une déformation identique quelle que soit la cinétique de séchage, Benboudjema
[34] propose d’intégrer 1’effet de la cinétique de séchage sur la déformation de fluage de
dessiccation intrinseque. L’idée est de traduire le fait que la déformation de fluage de
dessiccation intrinseque est plus faible dans le cas d’un séchage plus rapide car le temps de

fluage est plus court.

Figure 12: Représentation schématique d'Influence de 'humidité relative sur la déformation
de fluage selon [36].

Le fluage de dessiccation structural résulte dans une large mesure de la fissuration du béton.

En effet, lorsqu’une éprouvette seche et est soumise simultanément un chargement mécanique
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de compression, la fissuration induite du fait du séchage est moins importante que dans le cas
ou I’éprouvette est non chargée. C’est la raison pour laquelle la déformation mesurée est
supérieure a la somme des déformations dues au retrait de dessiccation et au fluage propre. La

différence de ces déformations constitue le fluage de dessiccation structural.

Dans ce qui suit nous présentons brievement quelques approches parmi les plus
représentatives de modélisation du fluage de dessiccation. Concernant le fluage de
dessiccation intrinseéque, le modele phénoménologique proposé par Ali et Kesler [37] et

Gamble et Parrott [38] est basé sur la loi suivante :
Eu=Hy€,y0 (1)

avec €, la déformation de fluage de dessiccation intrinseque, ¢,, la déformation de retrait de
dessiccation, O la contrainte de compression et /4, un parametre (en MPa™). Ce modgle fait
donc I’hypothése d’une relation de proportionnalité entre la déformation de fluage de
dessiccation intrinseque et celle de retrait de dessiccation, via un coefficient dépendant des
contraintes. Cette expression est étendue au cas du fluage de réhumidification par Gamble et

Parrott [38] sous la forme :
8fr = ll’lfr ggo o (2)

ol €, estla déformation de fluage de réhumidification, ¢, est la déformation de gonflement

et 4, estun parametre (en MPa™) tel que <My -

Bazant et Chern [14] supposent que le fluage de dessiccation provient du retrait induit par des
contraintes, et font directement intervenir ’humidité relative. La déformation de fluage de

dessiccation est proposée sous la forme :
£, = Ao 3)

ol A, est une constante et # I’humidité relative. Cette équation peut &tre assimilée a un
modele rhéologique simple faisant intervenir un amortisseur de viscosité 77 définie comme

suit :
1/7=2 | (4)

La valeur absolue permet de tenir compte a la fois du fluage lors d’un séchage et d’une
réhumidification. L’expression (3) est fréquemment utilisée pour le calcul des déformations
de fluage de dessiccation intrinseque. Elle permet de retrouver la linéarité observée

expérimentalement entre la déformation de fluage de dessiccation et de retrait de dessiccation.

Notons que dans I’approche basée sur I’existence de micro-précontraintes [17], les évolutions
de ces dernieres, notées S, sont également supposées €tre affectées par I’humidité relative

selon I’expression suivante afin de modéliser le fluage de dessiccation :
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S+c,S =—c1% )

ouc, et ¢,sont 2 constantes.

Enfin, il est intéressant de mentionner une étude récente confirmant sur la base de résultats
expérimentaux obtenus sur différents matériaux poreux (papier, matériaux cimentaires, bois)
le fait que les mouvements hydriques lors d’un séchage ou d’une imbibition provoqueraient
une diminution temporaire de la viscosité intrinseque et donc une augmentation du ‘taux de
fluage’ de ces matériaux [39]. La raison serait liée aux propriétés de liquéfaction ou
fluidisation par cisaillement (‘shear thinning’) de 1’eau lorsqu’elle se trouve sous la forme de
couches adsorbées et confinées entre surfaces attractives. Ces explications sont en parfait

accord avec les observations concernant le fluage de dessiccation mentionnées ci-dessus.

2.3. Couplage entre fluage et fissuration
Les modeles basés sur la viscoélasticité linéaire ou prenant en compte le vieillissement du
matériau béton permettent en général de reproduire de fagon satisfaisante le phénomene de
fluage primaire observé pour des niveaux de chargement modérés ne dépassant pas environ
30% de la charge limite a rupture f (voir par exemple [40]). Lorsque le niveau de
chargement augmente, la nature du comportement de fluage change : la vitesse de fluage qui
était décroissante (fluage primaire) peut devenir constante (fluage secondaire) et méme
augmenter (fluage tertiaire), conduisant a terme a la rupture (voir Figure 13). Pour les cas de
chargements élevés (plus précisément, deés lors que I’endommagement s’initie sous I’effet du
chargement), il est donc clair que le phénomene de fissuration doit impérativement &tre pris

en compte.

Dans la littérature, les modeles couplés fluage-endommagement sont généralement basés sur
des approches simplifiées. Dans ce type d’approches, les modeles d’endommagement
développés initialement dans un contexte élastique sont ‘simplement’ étendus au cas
viscoélastique en partitionnant les déformations en une partie élastique, une partie associée au
fluage (propre et de dessiccation) et éventuellement une partie plastique. L’endommagement
agit alors sur la partie des déformations élastiques. C’est le cas par exemple des approches de
Mazzotti et Savoia [41], Benboudjema et al. [23, 34], Sellier et al. [22].

Certains auteurs utilisent des approches micromécaniques pour estimer les parametres
mécaniques effectifs du matériau microfissuré dans le cas d’une matrice viscoélastique. Les
microfissures sont alors décrites classiquement par des ellipsoides aplatis. Ainsi, Nguyen et
al. [42] utilisent un modele de Burger pour définir le comportement viscoélastique linéaire
d’un béton, et appliquent le schéma de Mori-Tanaka dans 1’espace de Laplace-Carson au

matériau hétérogene constitué du béton et des microfissures distribuées aléatoirement pour
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obtenir des estimations des parametres mécaniques du matériau homogene équivalent. Shao et
al. [43] quant a eux utilisent une variable d’endommagement anisotrope (tenseur du second
ordre) calculée a partir d’une distribution de densité de microfissures orientées. Les effets sur
les propriétés macroscopiques sont déterminés a partir de 1’écriture de 1’enthalpie libre du

matériau microfissuré, et les évolutions de cette variable sont postulées a 1’échelle

macroscopique.
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Figure 13: Evolution de la déformation de fluage en fonction du temps, sous charge modérée
(1) et sous charge intense (2) pouvant conduire a la rupture par fluage tertiaire [40].

Enfin, d’autres modeles se basent sur des relations relativement simples ne faisant pas
intervenir de variables d’endommagement pour reproduire les effets de chargements
importants. En général les déformations de fluage sont alors exprimées en fonction des
contraintes de compression, comme par exemple dans [44]. Dans cette référence, il est
indiqué que pour des niveaux de contraintes en compression inférieures a 40% de la résistance
f. , les déformations de fluage évoluent linéairement en fonction de la contrainte, et que cette
dépendance devient non linéaire pour des chargements plus importants. Selon ces auteurs, la
contrainte limite entrainant la rupture du béton dans le cas du fluage est de I’ordre de 85% de

f. pour des bétons ordinaires et de 65-70% de f. pour des bétons hautes performances
(BHP).

Nous présentons dans la suite quelques approches basées sur I'utilisation de variables
d’endommagement (approche que nous nous proposons également de développer et appliquer
dans notre travail aux sections suivantes) pour décrire la fissuration. Mazzotti et Savoia [41]
proposent de coupler au modele viscoélastique de fluage un modele isotrope
d’endommagement, basé sur le concept de déformation équivalente de Mazars [45] pour

caractériser 1’évolution de la variable d’endommagement D. La déformation équivalente
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initialement introduite par Mazars pour controler 1'évolution de D est cependant modifiée pour

prendre en compte une partie des déformations de fluage comme suit :

=S, ©

el d "
£y ="+ +fe (7

ou &7, £ et &£/ sont les tenseurs respectivement des déformations élastiques, dues 2
I’endommagement et de fluage ; § est un coefficient constant de couplage compris entre 0.1
et 0.2. Le symbole (-)U+ désigne les crochets de Macaulay définissant classiquement la partie
positive de I’argument, ici correspondant 2 la i*™ valeur propre du tenseur de déformation Ey
. Les auteurs font donc intervenir les déformations de fluage dans les évolutions de D,
pondérées par le coefficient f. Ce dernier est justifié par le fait que pour des niveaux de
contraintes faibles I’endommagement doit étre affecté de fagon limitée par les déformations
de fluage, car celles-ci évoluent et deviennent trés importantes par rapport aux déformations
élastiques. Or dans le cas de contraintes faibles a modérées, il est clairement établi que le
comportement du matériau peut €tre décrit de maniere approchée par la viscoélasticité
linéaire. Ainsi au travers de S 1’évolution de la variable d’endommagement devient
dépendante du temps. Par la suite, Torrenti et al. [46], Reviron et al. [47], de Larrard [48] et
Briffaut [49] se sont basés sur le concept de déformation équivalente proposé par Mazzotti et
Savoia [41] et ont adopté les expressions (6)-(7). Baxevanis et al. [50] ont également appliqué

cette idée dans une formulation légerement différente basée sur les contraintes.

Notons que dans certaines approches les auteurs proposent d’affecter I’endommagement
directement sur certains éléments (en général les ressorts) des modeles rhéologiques adoptés
pour caractériser le comportement viscoélastique. A titre d’illustration, Papa & Taliercio [51]
utilisent un modele de Burger modifié dans lequel I’endommagement affecte a la fois le
ressort et I’amortisseur de la chaine de Maxwell placée en série avec une chaine de Kelvin
(Figure 14). D’apres ces auteurs, la réduction du module élastique du ressort du fait de
I’endommagement permet de reproduire la diminution de rigidité consécutive a une
augmentation de contraintes, tandis que I’impact de 1’endommagement sur le temps
caractéristique 7 de I’amortisseur permet de décrire le fluage tertiaire. Les évolutions de la
variable d’endommagement résultent de 2 contributions : la premiere est activée uniquement
lorsque les contraintes augmentent tandis que la seconde est non nulle lorsque les contraintes

sont constantes.
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Figure 14: Modele rhéologique de Burger modifié [51].

D’autres approches font appel a des bases thermodynamiques rigoureuses et peuvent étre vues
comme une extension de la mécanique de I’endommagement classique au cas d’un
comportement dépendant du temps. Challamel et al. [52] s’appuient ainsi sur un potentiel
d’énergie libre pour dériver les équations d’état décrivant le comportement macroscopique et
sur une fonction de charge pour définir les évolutions de la variable d’endommagement. Dans

le cas d’un chargement de fluage de contrainte o, la loi d’évolution de la variable

d’endommagement isotrope D suivante est postulée [52] :

d—D—<i—z(D)>m ®)

dt \I-D

ou } est assimilé a une variable d’écrouissage et m est un parametre. Cette loi permet de faire
intervenir un effet dit de vitesse dans 1’évolution de I’endommagement, de maniere analogue
au modele développé par Dubé et al. [53] dans le contexte de la dynamique. Cet effet ‘de
vitesse’ se traduit par une évolution de D dépendant explicitement du temps. Il est a noter
qu’une approche similaire a (8) a été développée des 1958 par Kachanov (voir la traduction de
I’article original en russe dans [54]), et a par la suite été appliquée par de nombreux auteurs
pour différents types de matériaux (métaux, composites, asphaltes...), voir par exemple [55,
56].

Enfin, une approche quelque peu différente de modele de type visco-endommageable a été
proposée par Schapery et co-auteurs [57]. Elle est basée sur I'utilisation de pseudo variables
qui permettent d’obtenir une formulation élastique équivalente du probléme viscoélastique
initial, via un principe de correspondance simple reposant sur une substitution de variables
[58, 59]. Ce principe de correspondance n’est pas basé sur 1’utilisation des transformées de
Laplace et est applicable aussi bien pour des comportements viscoélastiques linéaires que non
linéaires, et pour des matériaux vieillissants. Schématiquement, dans le cas d’un chargement

uniaxial la loi de comportement du matériau peut s’écrire sous la forme :

O'=£E(t-1')%df 9
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ou o est la contrainte, € la déformation, E(t) la fonction de relaxation et ¢ la variable temps
réel. A partir de la relation (9), Schapery [58] a introduit le concept suivant de pseudo-

déformation :

1 | d
" =—[E(1-7)dr (10)
E, dr
Notons que cette pseudo-déformation £* englobe toute 1’histoire des sollicitations a travers
I’intégrale figurant dans I’équation (10). En combinant les équations (9) et (10), la loi de

comportement du matériau se réécrit sous forme d’une équation formellement élastique :
R
o=E, € (11)

ou E, estun parametre appelé module de référence. Dans [57], Schapery et al. couplent cette
formulation avec un modele d’endommagement dont les évolutions dépendent explicitement
du temps, et I’appliquent avec succes au cas des bétons bitumineux. Nous reviendrons plus en

détail sur cette approche et sur son application au cas des bétons dans les prochains chapitres.

Pour conclure sur cette partie, le couplage entre comportement viscoélastique et fissuration
et/ou endommagement des bétons s’avere étre un probleme complexe qui a été abordé de
diverses facons dans la littérature. La plupart des auteurs utilisent des approches simplifiées et
proposent des modeles macroscopiques qui peuvent étre vus comme une extension au cas de
la viscoélasticité des modeles développés initialement pour des comportements indépendants
du temps. Il semble par ailleurs justifié et pertinent que les évolutions de la variable ou des

variables décrivant la fissuration dépendent elles aussi du temps (effet de vitesse).

2.4. Effet de la température et de I’humidité relative
Le but de cette section est de mettre en évidence les aspects essentiels concernant 1’influence
de la température et de I’humidité relative sur le fluage du béton. Rappelons que 1’étude et la
prise en compte de ces parametres est un des objectifs de ce travail de these. Le role
primordial de I’humidité relative ayant déja été abordé a plusieurs reprises ci-dessus, on
s’attachera dans cette section a développer les aspects principaux de modélisation

correspondants.

2.4.1. Effet de la température
De nombreux auteurs ont étudié I’influence de la température sur les déformations différées
du béton. Les expériences montrent que la déformation de fluage du béton augmente
sensiblement avec la température (Figure 15). D’une maniere générale, la connaissance du
comportement du béton soumis a des élévations de températures méme modérées constitue un
aspect important pour un grand nombre d’applications du génie civil, et revét un caractere

primordial pour 1’évaluation de la sécurité de certaines constructions. En effet, les élévations
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de températures s’accompagnent d’une diminution des propriétés mécaniques (rigidité,
résistance, ...) du fait de la fissuration générée par les effets concomitants des contraintes, de
la température et des pressions de pores(ces dernieres pouvant étre significatives dans le cas
de températures élevées). D’autre part la pate de ciment voit sa composition évoluer
(dégradation) en fonction de la température du fait des hydrates se décomposant

progressivement a partir d’environ 80°C.
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Figure 15: Déformation de fluage d’'un béton soumis a différentes températures [60].

Vis-a-vis de la problématique du fluage, on constate qu’une augmentation de température a
deux effets principaux antagonistes, faisant intervenir des mécanismes différents [61, 62]. En
effet selon ces auteurs 1’élévation de température accélere les ruptures entre hydrates et par
conséquent le fluage. D’autre part elle active les processus chimiques d’hydratation et donc
accélere le vieillissement du matériau. Dans la majorité des cas le premier effet est largement
prépondérant. Cependant dans le cas des bétons jeunes pour lesquels les réactions
d’hydratation sont d’autant plus rapides que les températures sont élevées, 1’effet d’une
augmentation de température peut se traduire par une diminution du fluage. Dans notre étude,
le béton étant considéré mature, nous supposerons que les températures ‘élevées’ (inférieures

a 80°C) ont pour seule conséquence un accroissement des déformations de fluage.

Notons que BaZant et al. [61, 62] ont développé un modele prenant en compte les deux
phénomenes mentionnés ci-dessus ainsi que 1’évolution de ’humidité relative dans les pores
partiellement saturés. En effet, il est bien connu que I’humidité relative est fortement
dépendante de la température ainsi que du taux d’hydratation du matériau. Ces effets sont
décrits par deux variables: la premiere est le temps équivalent ¢, et caractérisée degré
d'hydratation, et la seconde est le temps réduit ¢, reproduisant les effets des changements des
taux de rupture et de restauration des C-S-H sur la microstructure. Ces variables sont définies

parles expressions suivantes [61, 63] :
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L(t)=[Bz)de,  1(1)=[y(7)dr, (12)
avec .
Bi)=B B0, Briy=expy 2| L1l g ) =lie[a,—ane ) (13)
T h ’ T R 7;) T(f) ’ h h h
= (t)=ex, QL 1 (t)=a, +(1—0o )h(t) (14)
yit)=y, (t)y,(t), Yr(l)=exp R\T, 1)) v, (1)=0a, n

ou T est la température, 7, est la température de référence, i est I’humidité relative, R est la
constante des gaz parfaits, Q, et Q, sont respectivement I’énergie d’activation pour le
processus d’hydratation et celle pour le processus visqueux. Notons que les expressions de
t(t) et (t)sont semblables et font intervenir un terme de thermo-activation et un terme lié€ a
I’humidité relative. Ces variables temporelles agissent ensuite directement dans les relations
définissant le comportement viscoélastique du modele, c'est-a-dire ici les déformations de
fluage, en se substituant au temps. Ainsi toute ’histoire des températures et humidités
relatives est englobée dans ces 2 quantités ¢,(¢) et ¢,(t), et la méthode correspondante est

appelée méthode du temps équivalent.

Notons que dans le cas de la théorie des micro-précontraintes déja évoquée ci-dessus, Bazant
et al. [61] integrent également un effet de I’humidité relative interne et de la température sur
ces micro-précontraintes S agissant dans les zones d’adsorption empéchée . La loi d’évolution

suivante est en effet proposée :
. 5 . h
S+y.c,S =—k,(Tlnh+TZ) (15)

avec c,, k, deux constantes et y_ un temps réduit. Cette relation est en fait une extension de
I’équation (5) , et est basée sur I’utilisation de la relation de Kelvin pour décrire les évolutions

thermodynamiques des micro-précontraintes.

Certains auteurs ont également abordé la problématique des effets de la température sur le
fluage des bétons dans le cas du comportement au jeune age. En effet on sait que dans ce cas
la température joue un role essentiel concernant les risques de fissuration pouvant survenir
pendant les premicres semaines consécutives au coulage, en particulier pour des structures
massives [49, 64]. Ainsi Hauggaard et al. [60] ont mis en place un modele mathématique pour
décrire le fluage du béton prenant en compte les effets thermiques transitoires lors de
I’hydratation. Les propriétés des matériaux dans le modele sont supposées dépendre du
processus d’hydratation et de [D’activation thermique de 1’eau dans la microstructure.
L’activation thermique est elle-méme supposée étre régie par le principe d’ Arrhenius. D’ apres
ces auteurs et de maniere analogue a 1’approche précédente de BaZant et al. [61], les
changements de températures créent un déséquilibre dans la microstructure et I’état de 1’eau,

ce qui entraine une 1’évolution des micro-précontraintes. Cette évolution se traduit par une
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réduction de la rigidité du béton et une augmentation de la vitesse de fluage. Le modele est
établi avec une température de référence 7, et est basé sur l'utilisation d’un modele
rhéologique représenté sur la Figure 16. Celui-ci est composé d’un ressort en série avec un
modele de Kelvin et un amortisseur, ou E,, E, sont les raideurs, 77,, 77, sont les viscosités.

L’incrément de déformation totale s'exprime sous la forme :
E=E,+& +6, (16)

ou &), & et &, sont respectivement les déformations du ressort 1, du ressort de Kelvin et de
I’amortisseur 2 :

v e

) o, o;
81 =
n(t) Eft)

, 0=0]+07, (17)
Dans les expressions ci-dessus, o; et o, sont les contraintes dans le ressort et I’amortisseur
situés dans la branche de Kelvin. Celles-ci peuvent étre éliminées du probléme simplement et

classiquement. L’incrément de contrainte dans 1’amortisseur peut en effet s’écrire :

d|n,é .
é-; = [g; 1] =1,€ 1€, . (18)
Mn(t)
s Eoft) {F n2t) &
«— N\ — —{—>
MW
E1(t)
é0 él éz

Figure 16: Modele rhéologique proposé par Hauggaard et al. [60].

A partir des 2 relations précédentes, on peut ainsi établir I’équation suivante dans la branche
de Kelvin, permettant de déterminer les évolutions de la déformation ¢, et donc caractériser la

réponse macroscopique du modele :

g B0, 6 (19)
n(t) n(t)

L'effet de la température est introduit dans le modele via 1I’expression classique d’Arrhenius

sous la forme :
f=Ae"" (20)

oll A est une constante et U I’énergie d’activation. Cet effet agit a la fois sur I’avancement

de la réaction d’hydratation du ciment, et sur la viscosité du béton. A la température courante,
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la viscosité des 2 amortisseurs du modele (Figure 16) est ainsi calculée a partir de la viscosité

a la température 7, suivant la formule :

T, _ _
ﬂl(T):nl(Y-vo)f( 0):77[(7-'0)6 U/R(]/To ]/T). (21)
A(T)
Cette relation décrivant de maniere générale les effets liés a une thermo-activation (qu’on
retrouve par ailleurs aux équations (13)-(14) s’avere €tre assez classiquement utilisée pour
modéliser avec succes l'influence d’une température modérée sur le phénomene de fluage,

comme |’attestent par exemple les travaux de Ladaoui et al. [65].

2.4.2. Effet de ’humidité relative
L’importance de I’humidité relative sur le comportement différé et notamment le fluage des
bétons a déja été mise en évidence ci-dessus a plusieurs reprises. Nous nous concentrons donc
dans cette section sur les aspects modélisation et proposons de passer brievement en revue

quelques approches parmi les plus représentatives développées dans la littérature.

Comme déja indiqué, ’humidité relative est I’un des parametres externes qui a le plus
d’influence sur le fluage [66, 67]. Pour un béton donné, le fluage est d’autant plus important
que I’humidité relative est élevée [13, 66] (Figure 17). Rappelons que pour BaZant et Chern
[14], deux processus différents de diffusion de 1I’humidité existent dans le béton : une
diffusion macroscopique au sein des macropores du matériau et une diffusion microscopique
dans les micropores (voir §2.2.2). La migration d’eau entre les zones d’adsorption empéchée
et les pores capillaires dans la pate de ciment favorise la rupture des liaisons atomiques entres
les C-S-H, processus qui est a I’origine de la déformation de fluage de dessiccation. BaZant et
Chern [14] considerent également que I’humidité relative, qui est un des parametres essentiels
controlant la pression de disjonction, affecte donc significativement 1’amplitude des micro-

précontraintes.
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Figure 17: Déformation de fluage propre en fonction du temps pour différentes conditions de
pré-séchage d'un béton [68].
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Dans la littérature, on peut citer quelques modeles de fluage propre avec prise en compte de
I’effet de I’humidité relative. Ainsi, de maniere analogue aux expressions (12) , I’approche de
Granger [69] consiste a remplacer le temps réel par un temps équivalent dans les équations
constitutives de son modele :

dt,, = f[ h(t)]dr (22)

Le temps €quivalent ¢z, est défini par I'intermédiaire d’une fonction f du temps réel 7 et de
I’humidité relative &, de la méme fagon que dans les expressions (13)-(14) concernant g, (r)
et w,(t) introduites par BaZzant et al. [61, 62]. Ainsi la méthode du temps équivalent,
relativement simple a mettre en ceuvre, s’avere assez couramment utilisée dans la littérature.
Notons que d’autres approches consistent a faire intervenir I’humidité relative directement
dans I’évolution des parametres mécaniques, comme dans [70] ol la complaisance de fluage

propre J est multipliée par une fonction isotrope &(/) sous la forme :
J(th)=g(h)J(1). (23)

Concernant le fluage de dessiccation, les modeles proposés dans la littérature font en général
intervenir directement I’humidité relative ou ses évolutions dans le calcul des déformations de
fluage correspondantes. Ainsi un des modeles les plus cités et qui a inspiré de nombreuses
autres approches est celui proposé par Bazant et Chern [14]. Ce modele a été brievement
décrit au paragraphe 2.2.2 et notamment aux équations (3)- (4). II stipule que la déformation
de fluage de dessiccation évolue simplement en fonction de la contrainte et de 1’humidité
relative. Par ailleurs il fait ’hypotheése que la réponse a une modification d’humidité relative
est purement visqueuse, et que les interactions entre le squelette solide et les mécanismes de
microdiffusion d’eau générant des ruptures de liaisons intra et interfeuillets dans les C-S-H

sont négligeables.

Benboudjema et al. [23] ont proposé de modifier cette approche en introduisant un modele
rhéologique de Kelvin-Voigt pour spécifier la loi constitutive de la déformation de fluage de

dessiccation intrinseéque sous la forme suivante [23] :
N+ Ol ke, = 6| o (24)

ou 6@ est un parametre du matériau, 7, est la viscosité associée au processus de
microdiffusion d’eau, k, est la rigidité des couches d’eau adsorbées. Ce modele fait
I’hypothese que le squelette solide interagit avec les couches d’eau adsorbées. 1l permet par
ailleurs de controler a la fois la cinétique et I’amplitude des déformations de fluage de
dessiccation en jouant respectivement sur le rapport 7, /k,, et le parametre k. D’autre part,
les contraintes et I’humidité relative interviennent explicitement dans la relation (24) et, du
fait qu’elles varient en fonction du temps, I’expression de la déformation €, est obtenue

numériquement.
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2.5. Conclusions
Le fluage des bétons fait intervenir des mécanismes complexes a 1I’échelle nanoscopique dans
les C-S-H qui ne sont pas encore totalement compris. Le role de I’eau apparait tout a fait
primordial, et la température affecte également considérablement le phénomene de fluage.
Notons également que l’influence de la microfissuration semble significative a partir de

niveaux de contraintes de 1’ordre de 30 a 40% de la résistance en compression.

La modélisation de ces phénomenes fortement couplés est extrémement complexe, et les
modeles proposés tentent de les décrire le plus souvent en adoptant des hypotheses
simplificatrices permettant de s’affranchir d’un certain nombre de difficultés. La majorité des
modeles sont basés sur une approche phénoménologique, et integrent a 1’échelle
macroscopique des mécanismes se produisant a des échelles inférieures via des variables
internes ou des parametres dont la signification physique n’est pas toujours clairement ni
précisément définie (comme par exemple les micro-précontraintes introduites par BaZant et
co-auteurs). De ce point de vue il apparait intéressant et voire nécessaire de développer un
modele basé sur des méthodes de changement d’échelle, qui soit capable de fournir des
estimations des propriétés mécaniques en fonction du temps a partir d’informations
caractérisant sans ambiguité les phases élémentaires constituant le matériau (fractions
volumiques, propriétés mécaniques, ...). On a vu cependant que ce type d’approche se heurte
a des difficultés importantes des lors que le comportement de certaines de ces phases dépend
du temps car les méthodes classiques d’homogénéisation analytiques ne sont plus directement
applicables. Dans le chapitre suivant on propose une méthodologie basée sur 1’utilisation des
transformées de Laplace-Carson et I’application du schéma de Mori-Tanaka pour obtenir des
estimations des parametres mécaniques et hydromécaniques dans le cas d’un matériau
constitué d’une matrice ayant un comportement viscoélastique linéaire et de phases
particulaires élastiques. Dans les cas les plus simples, des expressions analytiques de ces

parametres sont fournies, ce qui facilite I'implantation numérique du modele.

Concernant la fissuration et son couplage avec le fluage, les travaux de la littérature montrent
I’existence d’interactions d’autant plus fortes que les contraintes sont importantes. D un point
de vue théorique, le couplage fluage - fissuration est difficile a appréhender. Notamment, il
semble que les évolutions des variables décrivant la fissuration doivent également intégrer
une composante dépendant du temps. Alors que certains modeles ne prennent pas en compte
cet aspect, d’autres integrent de maniere simplifiée un effet de vitesse dans I’évolution de ces
variables. Cette dépendance permet a priori de décrire plus précisément les phases de fluage
secondaire et tertiaire, ainsi que I’influence du taux de chargement. Nous proposons dans la
suite d’adopter I’approche de Schapery et co-auteurs [57-59] basée sur le concept de pseudo-

déformations et sur 1’utilisation d’un principe d’équivalence élastique-viscoélastique associée
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au modele d’endommagement de Mazars pour modéliser le couplage fluage -
endommagement. Outre sa simplicité, cette approche permet d’introduire implicitement un
effet de vitesse dans la loi d’évolution de la variable scalaire d’endommagement telle que
proposée par Mazars, en remplacant les déformations par les pseudo-déformations. Par
ailleurs, elle s’adapte tres simplement au modele de fluage développé dans ce travail et basé

sur I’application de méthodes d’homogénéisation.

Une extension de I’approche initiale de Schapery et co-auteurs au cas de chargements couplés
thermo-hydro-mécaniques est également proposée et développée. Par analogie aux pseudo-
déformations, une pseudo-pression capillaire et une pseudo-température seront alors
introduites dans le modele afin de considérer des variations de degrés de saturation (ou de

maniere équivalente d’humidité relative) et de températures.
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3. MODELISATION MICROMECANIQUE

Dans ce chapitre, les éléments de base de la micromécanique seront d’abord rappelés dans le
cadre de I’élasticité linéaire. Le principe qui établit la correspondance univoque entre
I’élasticité linéaire et la viscoélasticité linéaire via la transformée de Laplace-Carson y sera
ensuite détaillé. En exploitant ce principe et en utilisant certains résultats simples et bien
connus sur les propriétés effectives des matériaux élastiques hétérogenes, nous obtiendrons de
nouveaux résultats analytiques sur les propriétés effectives des matériaux viscoélastiques
hétérogenes dans 1’espace temporel. Ces résultats sont non seulement d’une importance
théorique mais aussi d’une importance pratique. En effet, ils peuvent servir de benchmarks
pour des méthodes numériques. En méme temps, étant suffisamment flexibles du fait qu'un
bon nombre de parametres matériels y interviennent, ils peuvent tre utilisés pour modéliser le

comportement effectif de certains matériaux viscoélastiques hétérogenes.

3.1. Méthodologie de la micromécanique en élasticité linéaire
La micromécanique a pour objectif principal de prédire ou estimer le comportement
mécanique macroscopique d’un matériau hétérogeéne a partir des connaissances disponibles
sur les propriétés de ses constituants et sa microstructure. Nous supposons que le matériau

élastique hétérogene en question admet un volume élémentaire représentatif (VER).

3.1.1. Contraintes et déformations macroscopiques
Soit V le domaine d’un espace Euclidien tridimensionnel qu’occupe un VER du matériau
hétérogene en question. Ce VER est soumis 2 des sollicitations sur sa frontiere dV qui sont
en équilibre en absence de forces de volume. Le tenseur des contraintes internes induites doit
vérifier les équations d’équilibre :

dive =0. (25)

Nous considérons la moyenne volumique du champ des contraintes internes :

1
c)=—|o(x)dV. (26)
() Vl (x)
>
/=S
0 L -
= 0 = =
AN
</
Volume élémentaire Milieu homogene
représentatif (V.E.R) équivalent

Figure 18: Volume élémentaire représentatif (VER).
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La moyenne volumique des contraintes internes vérifiant les équations d’équilibre (25) est

reliée au vecteur des contraintes agissant sur la frontiere 9V :

1 I G
<0'>:Va.[/(0'.n)® de—VaJ;<t® x)dS 27)

ol n est le vecteur unitaire normal a la frontiere, ¢ le vecteur des contraintes donné par :

on=t" (28)
et ®”" le produit tensoriel symétrisé défini par :

, 1
x®””’y25(x®y+y®x) (29)

pour deux vecteurs x and y quelconques.

Le tenseur des déformations internes & induites dans V est lié au vecteur des déplacements

induits u par
a=%(V®u+u®V). (30)

La moyenne volumique des déformations internes vérifiant cette équation est entiecrement

déterminée par le vecteur des déplacements agissant sur la frontiere dV :

(g)= é [u®™ xas. 31)
oV

Par définition, le tenseur des contraintes macroscopique X et le tenseur des déformations

macroscopique E sont donnés par
(o)=2, (32)
(¢)=E. (33)

Pour un champ des contraintes vérifiant 1’équation (25) et un champ des déformations

satisfaisant a 1’équation (30), nous avons la relation de Hill-Mandel :
(:6)=(0):(e) (34)
Si les conditions aux limites vérifient I'équation :

J (o.n— <o'> n).(u— <8> x)dS =0 (35)
v

En tenant compte des définitions (32) et (33), la relation (34) devient
<0'(x) : 8(x)> =X FE. (36)
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3.1.2. Localisation
Pour obtenir les propriétés élastiques effectives d’un matériau hétérogene, il est nécessaire de
connaitre certaines informations sur les champs des contraintes et des déformations locales
associés a des problemes aux limites. Cette étape correspondant au processus de
"Localisation" est fondamentale dans 1'obtention des propriétés effectives. En particulier, deux

types de conditions aux limites particuliers et simples sont importants.

3.1.2.1. Condition aux limites homogene en contraintes

Sur le bord dV du VER V, on prescrit la condition aux limites suivantes :

o(x).n(x)=X.n(x) (37)

ou ¥ est un tenseur symétrique du second ordre constant. Comme le probleme aux limites
correspondant est linéaire, il existe une relation linéaire entre le tenseur des contraintes
microscopique et le tenseur des contraintes macroscopique. Cette relation linéaire peut étre

caractérisée par le tenseur de localisation B(x) :

c(x)=B(x): X (38)

ol B(x) estun tenseur du quatrieme ordre ayant les symétries indicielles suivantes :

By, =B, =By, (39)
En particulier, la définition (32) implique que B a la propriété
(B)=1. (40)
Dans cette expression, 1. est le tenseur d’identité du quatriéme ordre défini par
1:%(1&)”1@1) (41)

ou I est le tenseur d'identité d'ordre 2 et ® et ® sont deux produits tensoriels du type
Kronecker (He et Curnier [71]).

3.1.2.2. Condition aux limites homogene en déformations

On utilise également souvent la condition aux limites suivante :

u(x)=E.x 42)

ouxe dVet E est un tenseur symétrique du second ordre constant. La linéarité du probléme

de localisation nous permet d’écrire

e(x)=A(x): E 43)

ou A est le tenseur de localisation des déformations ayant les symétries indicielles
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A = Ajy = Ay (44)

i

De méme, il est immédiat de la définition (33) que

(A)=1. (45)

3.1.3. Homogénéisation
L'homogénéisation d’un matériau hétérogene a 1’échelle microscopique est le processus de le
remplacer par un matériau homogene a 1'échelle macroscopique et doté des propriétés dites
"effectives”. Toutes les difficultés de ce processus se situent dans la phase de localisation ol

nous devons résoudre des problemes avec des conditions aux limites.

3.1.3.1. Approche directe

Nous considérons un matériau hétérogene dont la loi de comportement locale est donnée par
celle de Hooke :

{a =c(x):¢ 46)

e=s5(x):0o

ou c est le tenseur de rigidité local et s le tenseur de souplesse local. En introduisant les
relations (38) et (43) dans (46), nous obtenons :

{a =c(x):e=c(x): A(x): E,

47)
e=s5(x):0=s(x):B(x): X

Utilisant (32) et (33), le tenseur de rigidité homogénéisé et le tenseur de souplesse

homogénéisé sont fournis par

(48)

{c‘mm =(c: A),

§hom =<s:B>.

3.1.3.2. Approche énergétique

Quand la relation de Hill-Mandel (34) est satisfaite, on peut montrer que les potentiels
élastiques macroscopiques sont égaux aux moyennes respectives des potentiels élastiques

microscopiques :
1 1
—(e:5(x):6)==X:8"": %,
o) =

) ) (49)
5<8 to(x): &) ZEE :C™: E.

50



3. Modélisation micromécanique

En particulier, ces relations sont valables quand la condition aux limites homogene en
déformations ou contraintes est imposée. En tenant compte des relations (38) et (43), on
déduit de (49) que :

g hom :<BT : s:B>,

(50)
Chm=(A":c: A).
En comparant ces expressions avec celles dans (48), nous avons
B :s:BY={s:B),

<AT:c:A>=<c:A>.

Dans les figures (Figure 19 et Figure 20), nous synthétisons le processus d’homogénéisation

suivant que la condition aux limites homogenes en contraintes ou déformations est imposée,

notons que :
Shom — (Chom )_1 ) (52)
t=(6) & I=C":E = E
U ]
Homogénéisation chrom = <C : A> Localisation
] U
o (x) & o=c():¢ < gx)=Ax):E

Figure 19: Schéma d’homogénéisation pour la condition aux limites homogene en

déformation

z = E=8"":% = E
U 0
Localisation shom = <S :B > Homogénéisation
U i
c=c(x):e = e=s(x):o = &(x)

Figure 20: Schéma d’homogénéisation pour la condition aux limites homogéne en

contraintes

3.1.3.3. Approche basée sur ’estimation par phase

Si un matériau hétérogene est constitué de n phases individuellement homogenes, les

formules dans (48) peuvent s’écrire comme suit :
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ghom :Zn:f, s, :(B(x)),
r=1 (53)

crm =i [, :(AW),

ou f estla fraction volumique de la phase r alors que ¢, et s, sont les tenseurs de rigidité
et souplesse de la phase r. Dans ce cas, en tenant compte de (40) et (45), un schéma
d’homogénéisation consiste a construire une estimation des moyennes des tenseurs de

localisation pour n-1 phase :

(B), =B,
(A), = A"

(54)

ou, par exemple, r=2, 3, ..., n

Dans certaines situations, un schéma revient finalement a ramener un probleme
d’hétérogénéité a un probleme d’inclusion noyée dans un milieu de référence de propriétés
élastiques (C ”,SO). L’estimation des moyennes des tenseurs de localisation par phase
consiste alors a calculer ces moyennes dans 1’inclusion. Les schémas different souvent par la
facon dont le modele d’inclusion équivalent est construit, par exemple, par le choix du milieu
de référence des conditions aux limites équivalentes. Le probleme d'inclusions est celui d'un
milieu de référence soumis a un champs de polarisation p agissant dans la partie Q, du
milieu correspondant a l'inclusion. Le champ de polarisation est calculé par
p=(C'-C":¢.

3.1.3.4. Le probleme d’inclusion d’Eshelby

Soit une inclusion Q,, caractérisée par le tenseur de rigidité C’, noyée dans un milieu infini
de domaine Q de rigidit€¢ C°. Pour déterminer le champ des déformations dans Q
(condition de déformation homogene E°), on remplace ce probléme par le probléme
équivalent correspondant 2 Q rendu homogene, de méme rigidité que le milieu de référence
et soumis a un champ de précontrainte (champs de polarisation) agissant sur Q, :
p=—-C":g. Ce probleme est appelé celui d'inclusion d'Eshelby [72]. Le champs des

déformations d'inclusion est reli€¢ au champs des déformations du milieu de référence :

e =S E° (55)

ou S* est le tenseur d'Eshelby d'ordre quatre. Il dépend de la forme de l'inclusion. On peut

réécrire la solution d'Eshelby comme suit :
& =E'-P’:p (56)

-1
ot P est le tenseur de Hill d'ordre quatre, avec P’ =S": (CO )
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E? E?

O

CO C' g

p=0C:¢

U

Figure 21: Equivalence entre le probléme d’une inclusion ellipsoidale et celui d’'une
hétérogénéité ellipsoidale.
3.1.3.5. Schéma dilué d’Eshelby

On considere un matériau de n familles d’inclusions, de rigidités C", dispersées dans une
matrice de rigidité C” =C°. La fraction volumique de chaque phase d’inclusion est

suffisamment faible et telle que

if,. —1-f, <1 (57)

On fait I’hypothese que la matrice est la phase dominante et qu’il n’y a pas d’interaction entre

les inclusions.

E E’=E E°=E
m Cm Ccm
S| | D || D
@ ) . .
1 n

Figure 22: Schéma dilué en déformation homogene au contour

Ainsi, on peut utiliser la méthode de superposition pour obtenir les estimations

e (x)=(e") =[1+P":(C'=C"] " E. (58)

On en déduit que :

A =[1+P"(C -cM] (59)
Finalement, le tenseur de rigidité homogénéisé s’obtient sous la forme

="+ 3 1 (C —cmy:[1+P"(C-cm] . (60)
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3.1.3.6. Schéma auto-cohérent classique

E() Eﬂ
(Chom —(Cm Chom=Cm
~ | D || D
Ji I

Figure 23: Schéma auto-cohérent avec les déformations homogéenes

Dans ce cas, le milieu de référence est identifié au milieu homogénéisé recherché, c'est-a-dire

que

c’=c". (61)
Le tenseur de rigidité homogénéisé est caractérisé par une équation non linéaire :

-1

chm =t [1 +P™:(C' - ch‘"“)] . (62)

3.1.3.7. Schéma Mori-Tanaka

E E° E°
Chonz:Cm
e T ||
> 6 ; ;

Figure 24: Schéma Mori-Tanaka avec les déformations homogénes

Dans ce cas, le milieu de référence est identifié a la matrice et la phase dominante, c'est-a-dire

que :

c’=c". (63)
Le tenseur de rigidité homogénéisé est alors donné par :

ch°m=<cf:[1+Pm:(c cm] > <[1+Pm-(C"—cm)]‘l>_1 (64)

Les propriétés effectives sont déterminées :

-1
km kln

khum_ km+ _

" [ 3”Z k+4/3y'"N k'+4/3ﬂ"’j

lerg b

(65)

i=1 i=1
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u" (9K™ +8u™)
6(k"+2u")

avec f" =

L'indice i indique la phase i. ou n est le nombre de phase d'inclusion. ¢; sont les fractions

volumiques de phase i.

3.2. Matériaux viscoélastiques et principe de correspondance

3.2.1. Comportement viscoélastique linéaire
3.2.1.1. Fonction de fluage

L’essai de fluage est un essai fondamental pour caractériser le comportement d’'un matériau
viscoélastique. Il correspond a I’application d’un champ des contraintes, qui est illustré dans

le cas unidimensionnel par la Figure 25.

oc A € A
o()=0,H, (1) (1) =140,

| | >
»
>

to temps to temps

Figure 25: Expérience de fluage uni-dimensionnel

La contrainte uniaxiale varie en fonction du temps comme suit :

ot)=0,H(t—t,)= JOH,O () (66)
ou H, (¢) est la fonction de Heaviside avec un saut unitaire a I'instant #,. La réponse en
déformation est décrite par la relation :

e(t)=J(1,.0)0, = J , 0, (67)

ou 7,(, est la fonction de fluage.

3.2.1.2. Fonction de relaxation

Dans le cas unidimensionnel, I’expérience de relaxation consiste a imposer une histoire de

déformation montrée par la Figure 26 et décrite par :

e(t)=¢e,H(t—1,) =&H, (1) (68)
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€A G A

g(l):‘guH,O (t)

& l—» %, o(r)= E,“ &
| N»

| > | >

to temps to temps

Figure 26: Expérience de relaxation uni-dimensionnel

La réponse en contrainte s’exprime par :

o (t)=R(t,.1)&, = Ry&, (69)

ou R(t,,t) estla fonction de relaxation.

3.2.1.3. Comportement viscoélastique tridimensionnel

On suppose que le matériau en question est Boltzmannien, c'est-a-dire que son comportement
mécanique est compatible avec le principe de superposition. La loi de comportement permet

de déterminer a chaque instant les déformations en fonction de 1’histoire des contraintes

e(t)=F[o(r).] (70)

ou les contraintes en fonction de celle des déformations

o() =R [&(0)". ] (71)

En utilisant le principe de superposition de Boltzmann (voir [73]), une histoire de sollicitation
multidimensionnelle peut étre considérée comme la superposition d’un certain nombre
d’histoires de sollicitations unidimensionnelles :

o(t)=0,H, (1)

_ (72)
et)y=J,:0,

ou 7,(, est le tenseur d’ordre quatre, fonction de fluage tensorielle de ¢, nulle pour 7 <¢, .
D’une facon similaire, dans le cas de relaxation, nous avons :
&(t) = gono (1)

_ (73)
o(t)=R, : &,

ou Ero est la fonction tensorielle d’ordre quatre de relaxation. Les fonctions de fluage et de

relaxation doivent vérifier la relation suivante :

Ry :J, =1 (74)
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ou 1 est le tenseur d'identité d'ordre 4.

3.2.1.4. Matériau non-vieillissant

En utilisant le principe de superposition de Boltzmann, la réponse a une histoire de

déformation quelconque est donnée par [73]

6(t) = R(1,1): &(t) — j %(r, 1) e(r)dr. (75)

De facon similaire, on a :

e)=J(,1):0(t)— L: %(T,Z) :o(7)dT. (76)

Les expériences montrent que les propriétés physiques du matériau étudié peuvent évoluer
indépendamment des sollicitations mécaniques auxquelles il est soumis. Cette évolution peut
résultent de phénomenes divers : température, hygrométrie, cristallisation, etc. Ce phénomene
est appelé de facon générale «Vieillissement ». Contrairement a ce type de situation, le
matériau viscoélastique est considéré comme non-vieillissant si ses propriétés mécaniques ne
varient pas avec le temps. Dans ce cas, les fonctions de fluage et de relaxation ne dépendent
que d’une seule variable temporelle correspondant au temps passé depuis le moment

d’application de la sollicitation :

{R(f, 1)=R(-71), (77)

J@,)=J({t—-7).

3.2.1.5. Matériau isotrope

Par la suite, on suppose que le matériau viscoélastique linéaire étudié est isotrope. Dans ce

cas, la fonction de fluage prend la forme :

R(t)=k(t)(I ®I)+2,u(t)(1—%l ®1) (78)

ou u(t) est la fonction de relaxation en cisaillement simple et k() apparait comme la
fonction de relaxation en compression isotrope. Quand 1’équation (78) s’applique, la loi de

comportement viscoélastique s’écrit sous la forme du produit de convolution :

o (1) =k(t) ®tr[e®)]I +2u(t) ® ™ (1) (79)

ot £*'(t) est le tenseur déviatorique des déformations et @ est la convolution de Stieltjes

définie par 1'équation (108) .
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3.2.2. Transformée de Laplace-Carson et principe de correspondance

3.2.2.1. Transformée de Laplace-Carson

Pour résoudre le probleme de mécanique relatif & un matériau viscoélastique linéaire non-
vieillissant, on utilise la méthode classique basée sur la transformée de Laplace-Carson (LC).
Soit une fonction f£(s). Sa transformée de LC, noté f(s), est obtenue a partir de sa

transformée de Laplace, notée f (s), par :

F&)="(s)=s[e" f(dt (80)

ou s est la variable dans I’espace de LC qui est supposée réelle. Cette transformée présente
des propriétés intéressantes et en particulier, on a les théoremes liés a la valeur initial et a la

valeur finale :
lim f(s) =lim f (1)

5 (81)
lim f(s) =1lim f ()

Alors, la loi de comportement viscoélastique isotrope (79) est récrite dans I’espace de LC par

6=ktr(&)1+218" (82)

On constate que, formellement, cette relation est strictement identique a la relation

correspondante de 1’élasticité.

3.2.2.2. Principe de correspondance

Dans I’espace de LC, la loi de comportement du matériau viscoélastique linéaire isotrope non-
vieillissant est mathématiquement identique a celle du matériau élastique linéaire isotrope.
Ceci conduit au principe exposé par Mandel [24] suivant lequel, sous 1’hypothese de
changements de géométrie négligeables, la résolution d’un probléme relatif a un systeéme
constitué d’un matériau viscoélastique linéaire non-vieillissant se ramene a la résolution du
probleéme homologue relatif au méme systeme constitué d’un matériau élastique linéaire
isotrope. Ce principe a déja été utilisé par Hashin (1965) [74] pour traiter les problemes
d’homogénéisation en viscoélasticité. La suite du chapitre présent se repose sur cette
méthodologie. Si un probleme est déja résolu par la théorie de 1’élasticité dans I’espace de LC,
la solution dans I’espace temporel peut étre formellement obtenue en inversant la transformée
de LC.

3.2.3. Schémas rhéologiques
Le comportement viscoélastique linéaire d’un matériau isotrope non vieillissant peut étre

représenté par un modele rhéologique constitué d’un certain nombre d’éléments €lastiques et
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visqueux. Dans cette partie, on présente les modeles les plus simples couramment utilisés et
permettant de formuler les lois de comportement pour de nombreux matériaux

viscoélastiques.

3.2.3.1. Modele de Maxwell

Le modele de Maxwell est obtenu par 1’assemblage en série d’un ressort et d’un amortisseur
(Figure 27).

E n
—W—"1F—¢
Figure 27: Modéle de Maxwell

La fonction de relaxation dans 1’espace de LC, est donnée

Esn
sn+E ’

R(s)= (83)

ou E est le module d'élasticité et 77 le coefficient de viscosité. De cette relation on déduit dans

I’espace réel (ou temporel) que

R(t)=Ee"" (84)
ou 7 est le temps caractéristique de relaxation défini par :

T=E. (85)

3.2.3.2. Modele de Kelvin-Voigt

Le modele de Kelvin-Voigt est construit en mettant un ressort et un amortisseur en parallele
(Figure 28).

E
/VV\/G
H |-

L
n

Figure 28: Modéle de Kelvin-Voigt

La fonction de relaxation dans 1’espace de LC est fournie par

R(s)=E +s1. (86)
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On obtient la fonction de fluage par

1

J(s)= : 87
(s) Etsn &7)
L’inverse de LC nous donne la fonction de fluage dans I’espace réel :
1
J@)=—(1-e"). 88
(1) E( ) (88)

3.2.3.3. Modele de Maxwell généralisé

Le modele de Maxwell généralisé est constitué d’un ressort et de N modeles de Maxwell
assemblés en parallele (Figure 29). Les modules d'élasticité sont dénotés par E_,E,E,,....E,

alors que les coefficients de viscosité sont désignés par 77..,7,,7,,....7y -

Figure 29: Modéle de Maxwell généralisé

La fonction de relaxation est donnée dans 1’espace de LC par

N
~ N
R(s)=E_+ ) E, . 89
()=E. ; "s+1/7, (59)
ou 7, =1,/ E,. Dans I’espace temporel, on a :
N
R()=E_+) Ee"". (90)

i=1

3.2.3.4. Modele de Kelvin-Voigt généralisé

Le modele de Kelvin généralisé est constitué d'un ressort et de N modeles de Kelvin-Voigt

assemblés en série (Figure 30).

E, E, E,
. —W m W
- . - .
'L 'E C
LL LL LL
un 7, Uy

Figure 30: Modéle de Kelvin-Voigt généralisé
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La fonction de fluage est donnée dans 1’espace de LC par

)y 1)

Dans I’espace réel, on a

1 &
> ity 92
T0=7 gUme) (92)

o0 i=1 i

3.3. Problemes viscoélastiques micromécaniques

En mécanique des matériaux composites, les solutions élastiques pour les problemes d’une
sphere composite avec des conditions aux limites homogenes sont d’une importance a la fois
théorique et pratique. En particulier, I’assemblage de spheres composites (CSA) de Hashin
[75] et Hashin et Shtrikman [76] constitue une microstructure isotrope pour lequel le module
de compressibilité effectif peut étre déterminé de maniere exacte. Cependant, lorsque les
phases formant une sphere composite sont linéairement viscoélastiques, les solutions ne
semblent pas avoir été rapportées dans la littérature. Le présent travail consiste a rechercher
des solutions exactes pour une sphere composite viscoélastique soumise a des conditions aux
limites homogenes, ce qui permettra d'étendre le modele de CSA de Hashin et Hashin et
Shtrikman au cas viscoélastique. Les résultats obtenus seront ensuite appliqués pour évaluer
les propriétés de fluage du béton.

3.3.1. Problemes d'une sphere composite soumise a une sollicitation isotrope
Dans cette partie, on se propose de résoudre le probleéme d’une spheére composite soumise a
des déformations ou contraintes homogenes sur sa frontiere. Cette spheére composite est
constituée d'un matériau viscoélastique qui entoure un matériau élastique (Figure 31).
Essentiellement, on déterminera les champs des contraintes et des déplacements dans la

sphere composite ainsi que le module de compressibilité effectif.

b X

Inclusion

¥=<

Matrice

Figure 31: Sphére composites (2D-3D).
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On considere une sphere composite élémentaire occupant un domaine fini D de volume |D ,
dont la frontiere est 0Det de rayon b. L'inclusion est de rayon a. La fraction volumique de
I’inclusion est doncc=(a/b)’ (Figure 31). La matrice est viscoélastique linéaire isotrope.
Les propriétés élastiques de la matrice se caractérisent par le module de rigidité a la
compression K" et le module de rigidité au cisaillement u” . Cette matrice contient une
inclusion élastique linéaire isotrope et les propriétés de cette derniere ne dépendent que de
deux modules (ki, ,ui) . On suppose de plus que I'adhérence entre la matrice et l'inclusion est

parfaite.

3.3.1.1. Probleme élastique

On impose sur la frontiere dD un déplacement u = E x avec E étant un scalaire constant ou
une contrainte isotrope O.n= pn avec p un scalaire constant. On s'intéresse dans un premier
temps a la solution élastique du probleme dans lequel la matrice est considérée comme
élastique, qui servira par la suite a la résolution du probleme viscoélastique. Cette solution

élastique est bien connue. La loi de comportement locale s’écrit :

a _ a,.o
6" =3k"¢g,

+24°%;,, (93)

ou a désigne l'inclusion i ou la matrice m. On se propose de résoudre le probleme suivant :

dive =0 dans D;

a _ a_ o
" =3k,

+2u%; ~dans D;

1 r (94)
&= E(grad u+grad'u) dans D;

u=E.x ou en=pn sur OD.

Le probleme possédant la symétrie sphérique, on utilise le systeme des coordonnées
sphériques (er,e € 9), dont l'origine coincide avec le centre de la sphere composite. Les

formules de transformation des coordonnées sont :

x=rsinfcos@
y=rsin@sing (95)

z=rcos@

Le déplacement induit par la condition aux limites sur la frontiere 0D est purement radial et

ne dépend que de 7 :

u“=u’e (96)

d’ou
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o du’
grr =
dr 97)
a _ Lo _ ura
899 - g¢1¢1 - r
A partir de la loi de comportement élastique de chaque phase, on peut écrire
4 du” 4 du”
oF=(k"+—u" ) —+(2k" ——u* )—,
= S’ﬂ)dr ( S’ﬂ)dr
2 du” 2 du”
Coy =00 =(k" == )——+(2k" +=pu" )—, 98
o W( S’ﬂ)dr ( S’ﬂ)dr ©8)
0,y =0,,=04=0

L'équation d'équilibre divo =0 se réduit a 1'équation différentielle suivante :
d*u® 2du’ 2
Py 28 L ey 99
ar’  rdr 7 9

La résolution de cette équation nous donne : u; = Ar +—-.
r

Les champs solutions sont :

pour I’inclusion

u =A'r,
{ (100)

T L i Al
O, =04 =0, =3k'A’;

pour la matrice

m

m __ Am
u, =A r+7,

m

B
o, =3k"A" —4u" —, (101)
r

m

B
Ogp = Oy =3k" A" +2,u’"?.

Le module de compressibilité effectif est déterminé de maniere analytique par la formule :

PP Cld | (102)
(3k"+4u™) + 3c(k" - k')

Pour le module de cisaillement effectif, on n'a pas de solution analytique. Cependant, il peut

étre évalué par le schéma de Mori-Tanaka (MT) [77] :

. -1/
hom m i m ﬂl_ﬂm
W =" e - u ]+(1—c)ﬁ} (103)
( ){ 4
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ou

u" (9k’” +8,u’”)

6(k"+2u") (109

fm _

Cas ou une déformation isotrope est prescrite sur la surface

Dans les équations (100) et (101), les 3 constantes A,A" et B™ peuvent étre calculées a
I’aide des conditions de continuité a 1’interface entre I’'inclusion et la matrice et de la

condition aux limites sur la surface 0D :

; _ 3km +4ﬂm
3k +4u" +3c(k" —k")

n_ k' +4u” (105)
3k +4u" +3c(k" —k')

m 3(k _k) a3E

3K +4u" +3c(k" =k
Cas ou une contrainte isotrope est prescrite sur la surface

Dans ce cas les déplacements sont déterminés a un mouvement rigide pres. Quand I’inclusion

se réduit a un trou, on a

g R (106)
B =—L (T_Tj
4u”\a b
Dans le cas général, on obtient
A :A”’+B—3,
a
- -1
du +3k 1 1 4u + 3k, 1
Al=p| 22—k ——4u — —m Lk —, 107
p_ km—kl Wla3 Itlmbj’_ (3(km_kl) Wla3J ( )
- -1
Bm=p 4:um+3kzk i_4lu i

k -k "a b

On vient de rappeler la solution du probleme élastique d’une spheére composite soumise a une
déformation ou une contrainte isotrope sur sa frontiere. On utilisera ce résultat et le principe

de correspondance pour résoudre le probleme viscoélastique dans la partie suivante.
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3.3.1.2. Probleme viscoélastique

On revient a notre probléme initial ot le comportement de la matrice est viscoélastique
linéaire isotrope sans vieillissement. En utilisant la transformée de LC, ce probleme
viscoélastique se ramene au probleme élastique équivalent dans I’espace de LC. Ensuite,
apres avoir obtenu la solution de ce dernier, on inverse la transformée de LC pour trouver la

solution du probleme viscoélastique initial.

rd, I ransformé son inversi S un re plus général qu
D’abord, on rappelle la transformée de LC et son inversion dan cad | éral que
précédent. La loi de comportement d’un matériau viscoélastique linéaire sans vieillissement

peut s’exprimer par 1’expression suivante [78] :

aJ(t T)

&t)=J(0):a(t)+ I o(t)dt=J(t)®@a(t) (108)

ou J est un tenseur d’ordre quatre de fonction de fluage et @ est la convolution de Stieltjes.

La transformée de LC d’une fonction f (¢ ) est définie par

f(s)=s j exp™™ f(t)dt. (109)
0
L’inverse de LC est fournie par :
1 c+ioo] _ »
F(t)=== [ =F(s)exp™ds. (110)
27wi Y s

L’application de la transformée de LC a 1’équation (108) conduit a :

&s)=J(s):6(s) (111)

On appliquera la méthode décrite ci-dessus a notre probleme. Le comportement viscoélastique

de la matrice est représenté par le modele de Maxwell a N+ 1 éléments (Figure 32).

k. AL,

Wy

k, H; 7.7

k

NS/

Figure 32: Modéle de Maxwell généralisé a N+1 branches.

On construit maintenant la fonction de relaxation pour le modele de Maxwell a N+ branches.

Les modules de compressibilité et de cisaillement des N+/ éléments élastiques
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correspondants sont(k_,£..) et (k. i) avec i=1I, 2, ..., N. Les coefficients de viscosité des

éléments visqueux sont (77°,7/ ). On a les relations suivantes :

N
c=0.+) 0,

; l (112)
E=€ =€

Dans l'expression (112), o et & sont respectivement les tenseurs des contraintes et
déformations totales alors que o, et & (avec i = I-N ) sont les contraintes et déformations
totales dans la branche i. Chacun de o, &, 0, et £ peut se décomposer en une partie

sphérique et une partie déviatorique.

La loi de comportement de chaque branche est précisée par

O_dev — Zﬂgdev O_sph — 3k gsph
. y et , . (113)
o =2n" & o =3n"e"
oui= oo [, 2, .., N. Dapres les expressions (112) et (113), on peut écrire
ésph _ < oscph _ O-.isph O.isph
3k, 3k 3771."
(114)

~dev ~dev ey
édev — O-oo _ O-z + O-ld

2u,  2u 2"

En appliquant la transformée de LC a (114) et en tenant compte de (112), on peut obtenir

1
— sph
Tkl(r 2 d€w

N t
o (t)=3k_e"" (1) +Z3k,je ( y ydt
i= T
oo (115)
, , N ! —%(z—r) dgdev
o ()=2u_" (1) +22MI6 “o Ydt
i=1 0 dt
Les temps caractéristiques 7 et 7" sont définis par :
T = n et 7/ = -
ok
On peut récrire ces relations sous la forme compacte
o ()=3R (1) @™ (1),
¢ » (116)
o ()=2R,(H®e™ (1).
ou les fonctions de relaxation sont données par
N —
R(D=k_ +) ke™,
= (117)

t

N —
Rﬂ(t):,uw+z,uie o

i=1
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3.3.1.3. Module de compressibilité

Le module de compressibilité d'une spheére composite est précisé par (102). A partir de cette
derniere expression et a 1'aide du principe de correspondance, on peut déduire que le module
de compressibilité d'une sphere composite constitué d'une coquille viscoélastique enrobant un

noyau élastique est donné dans l'espace de LC par
5 5 k" k') (4" + 3k"
R ey s
(3K'+4f1™) + 3¢ (k" -K')

(118)

On démontre ci-apres que, quand le modele de Maxwell généralisé a 3 branche (avec N = 2)
est utilisé, on peut obtenir I’expression exacte du k" de la sphere composite viscoélastique.

Cela veut dire que I’expression (118) peut étre inversée de facon analytique et exacte.

La relation entre les parametres du modele de Maxwell nous donne :

t

2
km
kK" () =k +D ke 7,

= [ (119)
1) = 1+ iﬂ e
Ces relations s'écrit dans 1'espace de LC :
~ . 2 m Ky
k (s):km+;ki m .

2

~m m m S
s)= +§ "
/’l ( ) /’too i=lll'l1 S+]/T;llm

En introduisant (120) dans (118) et apres simplification, on trouve :

k 2 k k k 2 k k
O Al o) O
2 1 0 1 2

Ot les coefficients A*, B et C (i=0, I, 2) dépendent de la fraction volumique ¢ = (a /b)’

de I'inclusion et des propriétés des matériaux et sont précisé€s par I'Annexe 1.

La condition nécessaire pour que 1’inversion de la transformée de LC puisse €étre effectuée
I h < . = h . A . .
pour k""" (is) est que le dénominateur de k""" (s) puisse étre factorisé sous forme du produit

d’un certain nombre de polyndmes du premier degré. Ainsi, on considere 1I’équation

Css’+Cls+C, =0. (122)

On peut montrer que le discriminant de cette équation est toujours positif et qu'elle a 2

solutions s, et s; négatives distinctes.
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On va démontrer que 1'équation (122) avec
Cs =—1)'1y" (3ck’ — 3k’ — 3ck, —4 1, — 3ck, —4 41, — 3ck, — 441, )
Cy =1 (—3ck’ +3k" + 3ck, +4 4, + 3ck, + 41, )

(123)
+73 (+3ck, + 441, — 3ck' +3k' + 3ck, +441,)
Cy =—(3ck = 3k' —3ck, —414,)

a 2 solutions différentes. Le discriminant est calculé par

A =(crY —4ck ¢t (124)
On va démontrer que le déterminant A >0
En effet, en utilisant l'inégalité de Cauchy (x+ y)2 >4xy , on trouve :

2
(C}) 2427y ¢}, C, (125)

ol
Clk = Clkl + sz
Cl =17 (3ck! =3k = 3ck, — 44, — 3ck, -4, (126)
Cl, =—15 (=3ck, — 41, + 3ck' = 3k' = 3ck, —411,)

Alors, il est évident que :

A =(ct) —4cict
>41)'t) C},C),—4C) C}
> 47Ty (44, + 3ck, ) (44, + 3ck, )
>0 Vk,u (i=1,2)

127)

L’équation (122) a toujours 2 solutions distinctess), s;. On démontre ensuite que ces

solutions sont toujours négatives. En effet, avec C; >0 et C; >0 ona:

ok [k
sf:C’—kA<0 (car C} >0 et Cs>0)
2C,
k k
s;‘ZCIZ;CkA<O (car —Cy+NA <0 et C§>0)
2

En utilisant la technique de décomposition en fractions partielles (Annexe V), on peut écrire
I'expression (121) sous forme de la somme des fractions rationnelles :

k k k k
X X5 X3 Xy
+

S G (R N N )

+ xk (128)
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ou x! avec (i=1-5) sont des constantes qui dépendent les coefficients A, B' et
Cf (i =1-3). Ils sont donnés en détaille dans I'Annexe I).

Analytiquement, I’inverse de LC de (128), kK" (t) conduit a

4
K (t) =k + Y ke™" (129)

ou k, avec (i =oo,]—4) sontles modules de compressibilité macroscopique (voir I'Annexe I)

On trouve qu'il y a finalement 4 temps caractéristiques du modele macroscopique et
I'ensemble des temps caractéristiques microscopiques 7," et 7, est un sous-ensembles de

celui des temps caractéristiques macroscopiques (r}”,r;",—] /sy, ~1/ s;“) )

On s’intéresse ci-apres aux valeurs extrémes du module de compressibilité. A ’instant initial,
le comportement du matériau est élastique. Sans perte de généralité, on suppose que k' <k,

ou k," est le module €élastique de la matrice :
k) =k +k;"+k) (130)
A Tinfini, le module de I’inclusion est toujours k', tandis que celui de la matrice atteint la

valeur minimale :

limk™ (t) = limk™ (s) = k" (131)

t—oo s—0

Alors, a partir de (118) , on peut calculer aussi les valeurs instantanées et minimales du
module de compressibilité effectif :

~ k) —k'|\3k, +4
khom_llmkhom( )thkhom(s):k(;n ( )( ‘llo
-0 s> 3k + 4y +3c (k) K

N k" —k')(3k" +4
=l (1) = i ) = 1< R R 00
= 50 3k + 4" +3c (K -

)
; (132)
/)

Au temps initial, la valeur de k,”" se trouve dans I'intervalle [kg”'",ko’"‘”} :

kmin — khom c= 0 — ki
=k (e=0) -
ky =k, (c=1)=k;
A I’infini, la valeur de k" se trouve dans I’intervalle [k;f”"’,k;f‘“‘} :
k= ko (e = 0) = k"
4 (134)
k:mx — kiom (C — ]) — kz
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3.3.1.4. Module de cisaillement estimé par le schéma de Mori-Tanaka

Dans I’espace de LC, le module de cisaillement (103) du matériau composite viscoélastique
s’écrit :

~hom ~m i ~m ;tl ;a B
— — 1 ]_ .
a2 (s) =i +c(,u y7i ){ +( c)f — }

(135)

L (9" +8p)
7= 6 (k" +2/") (136)

On considere ci-apres le cas ou les inclusions sont des phases poreuses. En utilisant le modele
de Maxwell généralisé a trois branches, en introduisant les formules (119) dans (135), on a

7 (5) (A5 + Al s+ A)(BY s’ +B/'s+B}')
o (s) =

PRERY (137)
(CZ s°+C! s+C§’)(sT,+])(sT2+])

ou les coefficients A“, BY et C/ (avec i=0, I, 2) sont fonctions des propriétés
viscoélastiques des phases et de la fraction volumique (voir I'Annexe I)

On considere 1’équation du second degré

Cis’+Cls+Cl=0

(138)

On peut démontrer que cette équation a 2 solutions différentes et négatives s) et s, (Annexe
I). L'expression (137) devient

“ “
~hom __ xl x2
2

u
7
5=,

u
Xy

m
sty +1

- — + x5
s—s5 st +1

(139)
ou les valeurs de x/

(avec i=1-5) sont données dans 1'Annexe 1.

En effectuant l'inversion de LC de l'expression (139) de maniere analytique, on obtient
finalement le module de cisaillement effectif dans 1'espace de temps

4

Iu/mm (t) =+ zluie—t/r,»“ (140)
i=1

On a alors 4 temps caractéristiques macroscopiques et 1'ensemble des temps caractéristiques
microscopiques est un sous-ensemble de celui des temps caractéristiques macroscopiques
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3.3.2. Application de [Dapproche micromécanique pour les matériaux
cimentaires

3.3.2.1. Modele micromécanique viscoélastique

Dans cette partie, on considere que les matériaux cimentaires sont des matériaux
multiphasiques constitués d’une phase matrice viscoélastique, renforcée par des inclusions
élastiques et affaiblie par des phases poreuses. D'abord, on construit un modele

micromécanique afin de déterminer les propriétés viscoélastiques de la matrice.

Le comportement viscoélastique de la matrice est représenté par le modele de Maxwell
généralisé a N+ 1 branches (Figure 32), les modules de compressibilité et de cisaillement de la

matrice s’écrivent :

m

N _
k") =k +> ke ©

- [ (141)
N —
W)= 4l e
i=1
Ces expressions deviennent dans I'espace de LC :
k"(s)=kl+ ) k" ————,
(s)=k. Z} Cs+l/T"
(142)

N

~m m m S
a"(s)=u +§ u—
()= He = s+ 1/

N k s . . . . ., < .
ou 7;" et Z',.‘”” sont les temps caractéristiques microscopiques associés a la compression

isotrope et au cisaillement. Dans la suite, on suppose que 7" =7 =7"". Il y a donc N temps
caractéristiques microscopiques. k”,k",z",u” et u" sont ceux du modele microscopique.
Ensuite, I'objectif est d'établir le modele macroscopique par une approche micromécanique.
On procede en deux étapes. Dans un premier temps, on considere une pate de ciment ayant
deux phases, une phase matrice qui a le comportement viscoélastique défini par (141) ou
(142), et une phase poreuse. Dans un deuxiéme temps, on consideére un béton ayant 3 phases,
une phase matrice viscoélastique, une phase d'inclusion élastique représentant les granulats et

une phase poreuse.

3.3.2.2. Modele macroscopique viscoélastique pour la padte de ciment

Pour la pate de ciment décrite ci-dessus, on utilise le schéma de MT. Les propriétés
macroscopiques dans l'espace de LC sont identiques a celles définies par les équations (118)
et (135):

71



3. Modélisation micromécanique

B (5) = c(lg’"—ki)(4ﬂ’”+~3l€’”) |
(3" +44™) + 3¢ (k" - k')

(143)

2 (s)= i+ (i —ﬂm){”(l_c)ﬂ;ﬂ’:’]]

En insérant (142) dans (143) et apres avoir effectué des manipulations algébriques, on peut

montrer que k'om (s) et [lho'"(s) peuvent étre généralement et formellement écrits sous la

Sofse) | (Sefse

i=0 i=0 i=0 i=0

sesn) sl

i=0 i=0 i=0 i=0

forme :

Igh"m(s):

i (5)=

(144)

ou Af, B, A“, B/, C!, Df, C! et D/ sont les coefficients en fonction des parametres

km km Tiﬂl’ ﬂz) ﬂim

w0 Vi

et de la fraction volumique des pores. Ayant obtenu alors les propriétés

macroscopiques dans l'espace de LC, l'étape suivante d'effectuer leur transformée de LC
inverse pour obtenir les propriétés effectives dans I'espace temporel. L'objectif est maintenant

d'inverser analytiquement les expressions (144). A cette fin, il faut les décomposer en

fractions irréductibles. La résolution du probléme d'inversion des fonctions k" (s) et

N m*
A" (s) revient a rechercher les racines des dénominateurs (ZC;‘ s’j[ZDi” s’] et
i=0 i=0

(Ser)[Eerv)

(145)

On rappelle qu'une équation polynomiale ne peut étre analytiquement résolue que, quand son
degré est inférieur a 5. Cette condition se traduit pour les équations (145) par :
N <5,
M* <35, (146)
M* <5,
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On peut montrer que: (i) M*=M* =2 quand N = 2; (ii) M*=M* =3 quand N = 3; (iii)
M*=M*"=4 quand N = 4. Donc, on conduit que quand le nombre N+ de branche du
modele de Maxwell généralisé est inférieur ou égal a 5 (N < 4), on peut inverser

analytiquement les expressions (144).

3.3.2.3. Modele macroscopique viscoélastique pour les bétons

On considere que les bétons sont les matériaux de 3 phases. En utilisant le schéma de MT,

Les propriétés macroscopiques (65) dans 1'espace de LC sont écrites :
~, M m M m -
kot (s
' (5) { Z k’+4/3 M Z,: k’+4/3,u }
M ~ M i am\!
~ hom ﬂ ﬂ _lll
2/ ( = - = 1- Ci—=r-
" [ Z " jl 2Ous T ]

avec f™ est défini comme (136), et ol c; estla fraction volumique de la phase particulaire.

(147)

Apres quelques manipulations algébriques, on obtient les expressions de (147) sous forme des

polyndmes de degré N, M “et M* :

N ([ Mt A
(ZA!‘ J[ZB J
i=0 i=0 ~hom
N M ’ luMT
[Zcﬁ s"J[ZDf s’]
i=0 i=0

ou A, B, A¥,B*,CF,Df,C# et D! sont les coefficients en fonction de k", k", 7", 1", i et

des fractions volumiques des pores et des granulats. Pour obtenir temporel, on effectue la

(s)=

k' (5) =

transformée inverse de LC de (148).

De maniere similaire, on cherche les racines des dénominateur dans les expressions (148) :

(Zav)[Eetv)-o
(Zav)[Zere]-o

Dans le cas d'un béton constitué d'une phase viscoélastique, d'une phase poreuse et d'une

(149)

phase élastique, on peut montrer que: (i) M*=2 et M*=3 quand N = I; (ii) M*=4 et
M* =6 quand N=2; (ili) M" =6 et M* =9 quand N = 3. Par conséquence, dans le cas du
béton de 3 phases, 1'inversion de (147) ne peut se faire analytiquement que si N = / ou un

modele de Maxwell généralisé a deux branches est adopté.
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3.3.2.4. Coefficient de Biot des matériaux viscoélastiques

On étudie dans cette partie les matériaux poreux viscoélastiques. D'abord on rappelle la loi de

comportement élastique linéaire isotrope des matériaux poreux :

r=C"":E-bpl (150)

ou p. est la pression du fluide dans les pores et b est le coefficient de Biot. Ce dernier prend
en compte la contrainte macroscopique induite par la pression dans les pores. Le coefficient

de Biot dans le cas d'un matériau €lastique est défini par :

khom
km

b=1-

(151)

ol k" est le module de compressibilité de la matrice et k""" est le module de compressibilité

effectif du milieu poreux

Matri
OQ Q|

O Pore

Figure 33: VER d'un milieu poreux.

Dans le cas d'un milieu viscoélastique poreux, sa loi de comportement dans l'espace de LC a

la méme forme que (150) (voir Coussy [79]) :

2=C":E-bpl (152)

L'expression (151) devient dans l'espace de LC :

5(S)==]-—€;:1£3) (153)

ol k" (s) et k™ (s) sont déterminés par la formule de (118) et (142).

En particulier, quand il s'agit d'une matrice poreuse viscoélastique décrite par un modele de

Maxwell généralisé a 3 branches (ou avec N = 2), 'équation (153) prend la forme :

~ Al + AV s+ A
b(s)= 2t At A (154
B, s"+ B, s+ B,
On peut montrer que 1'équation
Als’+AVs+ A =0 (155)
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a deux racines s et s, négatives et distinctes (voir 1'Annexe I). Donc, I'expression du

coefficient de Biot (154) admet la décomposition :

b b
b(s)=—"—t+—2_4 (156)
s—s;, §—S,
L'inverse de LC de cette expression donne
2
b(t)=b.+) be. (157)
i=1

ou b, avec i = oo ,] ,2 sont des parametres dépendant de deux racines s/, s, et des

parametres x; avec i = I-5 (voir I'Annexe I).

Exemple numérique

On présente ici le résultat numérique du coefficient de Biot pour le béton CEM I a 20°C
([80]). Par simplicité, le béton est supposé €tre constitué de 2 phases: une matrice et des pores.
Les propriétés €lastiques effectives expérimentalement identifiées et la porosité du béton sont

données dans le Tableau 1

Tableau 1 : Valeurs des propriétés mécaniques du béton CEM I a 20°C

E(GPa) v | k(GPa) | u(GPa) c
44.7 0.27 42 24 0.119

En utilisant le modele de Maxwell généralisé a 3 branches, on peut calculer le module de
compressibilité effective suivant la formule (143) et le coefficient de Biot selon la formule
(156) dans l'espace de LC. A partir des résultats expérimentaux de Ladaoui [80], on détermine

les parametres matériels comme dans le Tableau 2

Tableau 2 : Valeurs des parametres pour le modele de Maxwell généralisé a 3 branches.

Branche oo 1 2
k" (GPa) | 2290 | 7.71 12.5

M (GPa) | 11.99 | 4.17 6.04
7" (Jours) 5 150
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Tableau 3 : Valeurs des parametres macroscopiques.

Branche ) 1 2 3 4
k., (GPa) | 17.23 15.83]0.189.32] 0.5

M. (GPa) | 950 [ 3.29| 0.1 [{4.80| 0.3
! (Jours) 5 16.12] 150 | 230
7/ (Jours) 5 [6.09| 150 | 227

La Figure 34 présente les résultats numériques sur 1'évolutions du coefficient de Biot par

rapport au temps pour différentes valeurs de la fraction volumique des pores.

0.7 :
c=11.9%
< 06f |7 ¢=20%
b% ------- c=30%
2 0.5~
B
2
2] L
g 0.4 Y
c ————————————————————————————————
©03f
N
0.2 : : : :
0 50 100 150 200 250

Temps (jours)

Figure 34: Coefficient de Biot pour les différentes valeurs de la fraction volumique c.

3.3.3. Etude de la forme de Uinclusion

3.3.3.1. Inclusion de disque

Dans cette partie, on étudie l'influence de la forme des inclusions dans une matrice. Les
inclusions sphériques ont été étudiées ci-dessus (voir les équations (143)). On étudie ci-
dessous le cas ou des inclusions élastiques ayant la forme d'un disque sont distribuées

aléatoirement dans une matrice viscoélastique (Figure 35).

€y

- —

oD

€x

Figure 35: Matériau composite; Inclusion de disque.

76



3. Modélisation micromécanique

L'estimation par le schéma MT du module de compressibilité est donnée d'apres Benveniste
[81] par

. -1
k" =k"+c(k'—k") 1+(1-c) 5 (158)
kK" +4/3u
Celle du module de cisaillement est fourni par :
i m !
ham: m+ i ,m 1+ ]_ ﬂ_ﬂ 159
1=+ (u ﬂ){ (=)o 7 (159)
ou:
(9K +8u')
fl=—r— (160)
6(k'+2u")

La différence entre 1'équations (103) et I'équation (159) est celle entre f™ et f'.

Dans I'espace de LC, (158) et (159) deviennent :

. ~ -1
ig{;mm(s):];m_l_c(ki_lgm) ]+(1_C)~k_—k s
k" +4 /31
' » (161)
~ hom — ~m+ [ I+ I_ ﬂl _ﬂm .
Il'ld (S) ILI C(ILI Il'l )|: ( C)/jm'i'fl
En introduisant (142) dans (161) avec N = 2, on obtient
k 2 k k
B (s)= S T AT
B, s"+B, s+ B,
AL s+ A s+ AY e
ﬂ:lmm (S) _ b S 7 S A()

BYs’+B!s+ Bl

ol Ai" , Bi" , A" et B/ (avec i=0,1,2) sont des parametres dépendant des propriétés
matérielles et de la fraction volumique des inclusions (voir I'Annexe II).
On considere les équations quadratiques :
{Bg s’+B's +Bf =0, 163
BY's*+B!'s+B/ =0.
Encore une fois, on peut démontrer que chaque équation dans (163) a 2 solutions négatives

distinctes. On peut décomposer (162) en fractions simples d’ordre 1 :
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dk dk

hom x] xz dk

kd ( )_ dk + dk + 3
s—, 5=,

» » (164)

~hom( ) x] + xz + du

My \S)= du an X3
s—,; s—,

L’inverse de LC de (164), conduit aux expressions finales des modules effectifs dans 1'espace

de temporel :

2
ki (6) =k + D ke,

’j (165)
ﬂ:lmm (t) — ﬂi + Zﬂide—t/fi 1"

i=1

ol ki" et ,uid (avec i=o,1,2) sont des modules de compressibilité et de cisaillement
macroscopique et U 7 et 7* (avec i = I, 2)) sont des temps caractéristiques macroscopiques
(voir I'Annexe II)

On voit que dans ce cas, il y a seulement 2 temps caractéristiques macroscopiques et que

l'ensemble des temps caractéristiques microscopiques est différent de celui des temps

caractéristiques macroscopiques.

On présente ci-apres les résultats numériques de l'influence de la forme de l'inclusion. Les
propriétés mécaniques du béton CEM I a 20°C sont celles dans la these de Ladaoui [80]. On
suppose que le béton a 2 phases, une matrice viscoélastique et une phase élastique associée

aux granulats. Les propriétés mécaniques des granulats sont présentées dans le Tableau 4.

Tableau 4 : Valeurs des parametres pour les inclusions

k' (GPa) | u' (GPa) &
42 24 0.679

A partir des résultats expérimentaux de Ladaoui, on obtient les parametres microscopiques du
modele de Maxwell comme dans le Tableau 5.

Tableau 5 : Valeurs des parametres pour le modele de Maxwell généralisé a 3 branches.

Branche ) 1 2
k" (GPa) | 7.50|6.97 |6.72

M" (GPa) |2.32]2.05]3.17
7" (Jours) 5 150
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La Figure 36 présente les évolutions des modules de compressibilit¢ (a gauche) et de
cisaillement (a droite) dans les 2 cas ou les inclusions ont la forme sphérique et la forme d'un

disque.

34210 ‘ LgX10
sphérique

@ 3.2 =
= @ [\ S~veao
2 E L6\ T
Z 3 2 .
£ E
£2s S 14f
) =
© o
2 2.6/ 2
-§ '§ 121 sphérique
= = | |- disque

2.2 : : : : 1 ‘ : : :

Temps (jours) Temps (jours)

Figure 36:Influence de la forme des inclusions sur les modules de compressibilité effectif (a
gauche) et de cisaillement effectif (a droite).

3.3.3.2. Inclusions sphéroidales

On s'intéresse dans cette partie aux propriétés effectives d'un matériau composite ayant deux
phases, une phase viscoélastique et des pores de la forme sphéroidale orientées aléatoirement

(Figure 37). On désigne par d et h sont les longueurs des demi-axes avec h < d .

A ey A €y

Figure 37: Matériau composite a inclusions sphéroidales (2D et 3D).

Dans le cas h/d —0 ou une inclusion devient une fissure, le module de compressibilité

estimé par le schéma de MT est donné par Benveniste [81] :

]6[1—(v f} ’
kel =k ]+ﬁm (166)

et le module de cisaillement par
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luhom :;Um 1+,8(]_V (167)
o 45(

ou v" est le coefficient de Poisson de la matrice : v" :(3k’"—2,u’”)/(6k’"+2,u’") et

B =awd’ /V estle paramétre de la densité des fissures avec @ étant le nombre des pores plats
(fissures) dans un volume V.

Quand la matrice est décrite par un modele de Maxwell généralisé a trois branches ou avec N
= 2, I'application du principe de correspondance a (166) et (167) donne
(Afs"+A§s3+A§s2+A]ks+A§)(B§s2+B]ks+B§)

(Cf s+ CE ST+ Chs* +Cls + C(f)(sz'] +1)(s7,+1)

7~ hom (
sp

(168)
(Afs"+ AL S* + Al's + Al's+ A ) (BY s + B s+ B

~hom
s)=
A ) (e T+ G e G oty ) (1)

les expressions des parameétres A',C,A* et C/ (avec i=0,1-4), B' et B/ (avec
i=0, 1, 2) sont présentées dans I'Annexe III.

L’inverse de LC de (168) fournit

6
kb (1) = k2 + Zk;f’e—’”f :
- (169)
p (1) = il + 2 e

i=1
ou k7 et u” (avec i=oo,]—6) sont des modules de compressibilité et de cisaillement

macroscopique et Ut 7\ et 7/ (avec i =1—06) sont des temps caractéristiques macroscopiques

(voir I'Annexe III).

En utilisant les formules (169) et les résultats expérimentaux de Ladaoui [80], on peut
identifier les parametres intervenant dans le modele de Maxwell. La Figure 38 montre les

évolutions des modules effectifs pour les différentes valeurs de la densité des fissures.

9

x 10 9
12 T - . . . x 10
————— p=0.2
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2 N\ - - N E B=05
g 8\ g 5r% p=1
S S N,

g 1 Tt E- N N
g 6F T Saf Tl
) N T, —— = A D
= . P Sl TNl
o [ Smm, = N S~e. 0 TEeall
= N B3N el Tl
S It e
s, e

0 : ' : . 1 - - : -
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Figure 38: Evolution des modules effectifs pour les différentes valeurs de g.
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Ces figures mettent en évidence que les modules effectifs diminuent rapidement quand /£

augmente.

3.4. Conclusions
En micromécanique des matériaux hétérogenes élastiques linéaires, un nombre important de
résultats analytiques ont été obtenus pour calculer exactement, estimer d’une fagon approchée
ou encadrer de maniere minorée et majorée leurs propriétés élastiques effectives. Par
exemple, nous pouvons citer les résultats analytiques exacts de Hashin pour une sphere
composite et un cylindre composite, les estimations analytiques obtenues a 1’aide de la théorie
de Mori-Tanaka, du modele auto-cohérent généralisé et du schéma différentiel, et les bornes
de Hashin-Shtrikman. Quand les matériaux hétérogenes ne sont plus élastiques linéaires mais
viscoélastiques linéaires (sans vieillissement), il existe actuellement tres peu de résultats
analytiques concernant leurs propriétés effectives. En effet, méme si la linéarité est préservée,
le fait que la réponse d’une phase viscoélastique linéaire a un instant donné dépend de
I’histoire entiere du chargement antérieur rend plus complexe le probleme de prédire la loi
comportement d’un matériau hétérogene viscoélastique linéaire en fonction des propriétés de

ses phases et de sa microstructure.

Cependant, depuis plus d’un demi siecle, le principe de correspondance a été établi entre
I’élasticité linéaire et la viscoélasticité linéaire moyennant la transformée de LC. La difficulté
principale rencontrée dans I’exploitation de ce principe pour obtenir des résultats
viscoélastiques analytiques dans D’espace temporel a partir des résultats élastiques
correspondants réside dans l’inversion de la transformée de LC. Noter également que la
transformée de LC ou son inverse ne peut en général pas conserver I’ordre (ou une inégalité).
Ceci a pour conséquence particuliere que les bornes bien connues de Hashin-Shtrikman pour
les matériaux hétérogenes €lastiques linéaires n’ont pas leurs contreparties pour les matériaux

hétérogenes viscoélastiques linéaires.

En micromécanique, 1’application du principe de correspondance entre 1’élasticité linéaire et
la viscoélasticité linéaire remonte aux travaux de Hashin (1965) . Mais, jusqu’a présent, tres
peu de résultats analytiques ont été obtenus pour les propriétés effectives des matériaux
hétérogenes viscoélastiques linéaires. Dans ce chapitre, en vue d’élaborer une modélisation
micromécanique de la pate de ciment durcie et des bétons, nous avons considéré une matrice
viscoélastique linéaire isotrope qui est renforcée par des granulats supposés élastiques
linéaires isotropes ou affaiblie par des microcavités ou microfissures. La matrice étant décrite
par un modele de Maxwell généralisé, nous avons appliqué le principe de correspondance
pour exploiter le modele des spheres composites de Hashin et Hashin-Shtrikman et la théorie
de Mori-Tanaka. Nous avons obtenu un bon nombre de résultats analytiques nouveaux dans
I’espace temporel pour les propriétés viscoélastiques effectives des matériaux hétérogenes en

question. Techniquement parlant, les clés qui nous ont permis de déduire ces résultats
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analytiques sont les suivantes : (i) le module de compressibilité effectif calculé d’apres le
modele des spheres composites ou la théorie de Mori-Tanaka est une fonction rationnelle (ou
un rapport de deux fonctions polynomiales) dans I’espace de LC; (ii) le module de
cisaillement effectif estimé d’apres la théorie de Mori-Tanaka est également une fonction
rationnelle dans I’espace de LC; (iii) si le nombre des éléments viscoélastiques dans le
modele de Maxwell généralisé adopté est adéquatement choisi, la fonction rationnelle
caractérisant le module de compressibilité effectif, le module de cisaillement effectif ou le
coefficient de Biot effectif peut étre analytiquement décomposé en un certain nombre de
fonctions rationnelles simples irréductibles, ce qui nous permet d’effectuer 1’inversion de la
transformée de LC qui fournit analytiquement les fonctions de relaxation ou fluage effectives

pour une sollicitation isotrope et une sollicitation déviatrice.

Les résultats analytiques que nous avons obtenus pour la loi de comportement des matériaux
hétérogenes viscoélastiques linéaires en question confirment la conclusion générale bien
connue que les hétérogénéités enrichissent le spectre des temps caractéristiques. En
particulier, nous constatons que, méme si un modele de Maxwell généralisé tres simple est
utilis€ pour décrire la matrice, les propriétés viscoélastiques effectives obtenues sont
suffisamment riches et flexibles pour décrire la loi de comportement viscoélastique de la pate
de ciment ou des bétons identifiée expérimentalement si certaines conditions précisées dans le
chapitre 2 sont respectées. Dans ce sens, nous pouvons dire que ce chapitre a réussi a établir

une modélisation micromécanique du comportement viscoélastique des bétons.
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4. MODELISATION PHENOMENOLOGIQUE DU VISCO-ENDOMMAGEMENT DES BETONS

Le phénomene de fluage du béton avec prise en compte de I’endommagement a été abordé
dans la section 2.3. C’est un probleme qui reste actuellement difficile a appréhender.
Rappelons que dans la littérature, la plupart des auteurs supposent que lorsque les contraintes
sont élevées (supérieures a environ 70 a 80% de la contrainte limite en compression), une
partie importante des déformations totales est due a la fissuration, le reste découlant des effets
de viscosité (voir par exemple [41, 82]). Nous avons vu également que certains auteurs
proposent de prendre en compte le couplage fluage-fissuration en modifiant la déformation
équivalente pilotant la variable d’endommagement du modele de Mazars [45]. Notons que
mis a part quelques approches (voir par exemple [83, 84]), ces modeles couplés font

généralement 1’hypothese que le coefficient de Poisson reste constant.

Le modele proposé dans ce travail est basé sur le concept des pseudo-déformations introduit
par Schapery [57], qui permet via un principe d’équivalence élastique-viscoélastique
relativement simple d’exprimer le modele viscoélastique de fluage sous la forme d’une loi de
comportement €lastique linéaire. Cette approche est par ailleurs compatible avec 1’utilisation
du modele de fluage analytique développé dans le chapitre précédent. Le modele de fluage est
ensuite couplé avec le modele d’endommagement de Mazars, la variable d’endommagement
étant pilotée par les pseudo-déformations. Apres avoir décrit le schéma d’intégration
numérique du modele couplé, celui-ci est alors mis en ceuvre et confronté a des résultats
expérimentaux issus de la littérature. Les effets de la température et de I’humidité relative sont
par la suite introduits dans le modele via la méthode du temps équivalent. L’approche
résultante est comparée a des résultats expérimentaux de fluage obtenus sur des bétons et des

pates de ciment, a différentes températures et humidités relatives.

4.1. Couplage viscoélasticité-endommagement
4.1.1. Modele de visco-endommagement
On considere ici que le béton, et plus généralement les matériaux cimentaires, ont un
comportement viscoélastique pouvant étre modélisé par une loi viscoélastique linéaire telle
que celle développée au chapitre précédent. L’approche proposée par Schapery et co-auteurs
[57] fondée sur le concept de pseudo-déformations permet de transformer le probleme
viscoélastique ainsi défini en un probleme élastique équivalent de formulation nettement plus
simple (voir la section 2.3). Ainsi, dans le cas d’un chargement uniaxial, la loi de
comportement du béton peut s’écrire avec les équations (9)-(11). Notons que dans le cas
particulier out E(t)=E, est constant, on obtient de I’équation (10) &£* = ¢ et on retrouve ainsi
le comportement élastique linéaire défini par 0= EE. On constate alors que le module de
référence E, doit étre égal au module d’Young du matériau, soit E, = E. En effet,at=0le

comportement du matériau est élastique (la pseudo-déformation est dans ce cas égale a la
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déformation élastique instantanée), et on doit donc retrouver le comportement du matériau

élastique endommageable classique, sans prise en compte de la viscosité.

L’extension de I’équation (11) au cas 3D isotrope peut naturellement prendre la forme

suivante :

o =3k, L:e"+2u,J :&" (170)

ol o est le tenseur des contraintes, &* est le tenseur des pseudos-déformations, k o et u,
sont, par analogie a E,, respectivement les modules de référence de compressibilité et de
cisaillement. De la méme maniere, on constate que ces modules de référence doivent Etre
égaux aux modules élastiques du matériau. Dans 1’équation précédente, Let J sont les
opérateurs de projection classiques définis par L=1/3I1®I et J=I®I-L, I étant le

tenseur d’identité d’ordre 2.

A partir de la décomposition du tenseur des contraintes en la somme des contraintes

sphériques et déviatoriques :

a@)=§n1auﬂ1+a“%o 171)

déterminées a partir des déformations viscoélastiques correspondantes :

tr [a(t)]=3jk(t—z') tr (%) dt
0 (172)

dev

dt
dr )

t
o (1) =2[p(t-7) (

0
avec k(t) et u(t) les modules de relaxation de compressibilité et de cisaillement du béton, on
établit facilement les expressions des pseudo-déformations sphériques et déviatoriques (voir

I’ Annexe VI) :

tr[gR (t)] - i_f:&k(t —7)tr (%) dr
R0 (173)

dgdev
dt

1 t
eh, ()=——[2u(t-7) (=) dz
24y
Le modele viscoélastique 3D du béton est donc défini par la loi de comportement (170) et les

équations constitutives (173).

Rappelons que les propriétés macroscopiques k(z) et u(tr) sont déterminées dans le modele
développé dans le chapitre précédent a partir des propriétés des phases élémentaires
constituant le matériau. Elles peuvent étre obtenues analytiquement ou numériquement, en

fonction du schéma d'homogénéisation et du nombre de phases.

Nous souhaitons introduire dans la loi de comportement de fluage une variable

d’endommagement représentant les dommages subis par le matériau. Notre choix s’est porté
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sur une variable isotrope pour des raisons de simplicité, le comportement résultant étant ainsi
isotrope. Comme indiqué précédemment, nous nous sommes naturellement tournés vers le
modele d’endommagement de Mazars [45], qui a été et reste encore largement utilisé pour
caractériser la fissuration des matériaux cimentaires ayant un comportement de type fragile.
Initialement ce modele a été développé en considérant un comportement non dépendant du
temps pour le matériau sain, cependant nous avons vu que certains auteurs avaient proposé
des extensions au cas viscoélastique. Dans ce travail nous proposons de coupler le modele de
Mazars au modele de fluage viscoélastique linéaire via I’approche de Schapery et co-auteurs
[57] et I'utilisation de pseudo-déformations. L’intérét principal réside dans le fait que la
formulation obtenue est particulierement simple, les pseudo-déformations jouant le role des

déformations élastiques dans la loi de comportement du modele de Mazars.

Le modele couplé fluage-endommagement (ou visco-endommagement) est ainsi défini par la

relation entre le tenseur des pseudo-déformations et le tenseur des contraintes :

6 =[1-D, (&%) [{kptr (£") I +2p,dev (")} (174)

ou I’endommagement du matériau est caractérisé par la loi d’évolution de la variable

d’endommagement D,(&") fonction de la pseudo-déformation équivalente £* :

1-A
D.(8") = 1—%— A, exp[~B, (&"-¢,)] (175)

avec A, B,. des parametres du modele en traction ou en compression, e, le seuil initial
d’endommagement. La loi d’évolution de I’endommagement ci-dessus est similaire a celle
introduite par Mazars dans le contexte des matériaux élastiques-endommageables. Cependant
elle fait explicitement intervenir ici les pseudo-déformations via la pseudo-déformation
équivalente &*, et dépend par conséquent du temps. La pseudo-déformation équivalente est
calculée par I’expression introduite par Mazars en remplacant les déformations par les
pseudo-déformations [45] (voir I’équation (6)) :

& =2 (e) (176)

+

ou les £ sont les déformations principales du tenseur &* et <‘>,-,»+ désigne la partie positive de

I’argument tel que :

\

b

0
177
0 A77)

(), =ef sl
()0 se

A

L’évolution de I’endommagement est déterminée a partir de la fonction seuil :

f(&8,D, )=&"-Kx(D,) (178)
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ou K est un parametre d’endommagement. La valeur «(D,=0)=¢, est le seuil initial

d’endommagement.

4.1.2. Equations constitutives en 1D
On présente dans cette sous-section la méthode d’approximation numérique permettant de
déterminer 1’expression explicite du modele établi dans le cas unidimensionnel dans un
premier temps. En effet il est clair que le modele n’a dans le cas général pas de solution
analytique. Nous nous proposons tout d’abord de regarder en détail le développement de
I’équation (9) en la discrétisant de la facon suivante :

: de L A€ r Ae i A€,
o=|Et—-17)—dr= | Et—10)—dt+|E(t-17)—2dt+..+ | Et—7)—=Ldr (179
!( o j( . !( )At2 j( )T (179)

1

i+l

On considere ainsi implicitement une linéarisation dans I’intervalle [ti,t. ] ; autrement dit, le

i+l

rapport A€,

i+l

/ At,,, est constant (cf Figure 39). Cette hypothese est tres classique.

Le modele de fluage développé au chapitre précédent permet d’écrire explicitement les
expressions des modules sous une forme identique a celle d’'un modele de Maxwell
généralisé. Nous allons ainsi détailler 1I’expression précédente dans le cas d’un modele de
Maxwell généralisé comportant N+1 branches dont une branche avec un ressort (voir la

Figure 29). La fonction de relaxation est alors définie par (90) :

N _t
EM®)=E +Y Ee" (180)

i=1

N

La déformation totale a chaque pas de temps est calculée a partir de ses valeurs aux pas
précédents, et I’équation (179) peut se réécrire, en introduisant la relation définissant le

comportement du matériau ci-dessus, sous la forme suivante exprimant ¢, :

i fin Ae N R g i
£ T ' P
O'+Ew6b +_[E1;((1—€ ' )—_lzgq(e " (e"} _eTk N lin 3
i i k=l 1
e, = " E+—YEg(-e % )| (181)
t. 1
As 7 j i+ k=1
- - ;‘E{qe (" -D)
L 1 J

Figure 39: Approximation des déformations linéaires.
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L’effet de I’endommagement n’apparait pas dans les expressions (179) et (181). Pour le
prendre en compte, réécrivons la loi de comportement (174) dans le cas unidimensionnel et

pour le temps ¢, |

o, =E [1 D( m} i+1 (182)

Ainsi I’expression de la contrainte dans le cas du couplage avec 1’endommagement est

déterminée par la relation suivante :

2 =[1-D(E) ] j E(t- r)—dz'
(183)
=0, =[1-D,&)] j E(t— r)—ldr+jE(r T)—2d1+ +[ Ea-2) Atl”drj

1=0 : i+l

i

L’expression de la déformation (181) devient alors en prenant en compte I’endommagement :

O- w Ez_(l_e % )_E%eﬁ(e;k 7k) ot E
@), o= e
&,= ETZ@m—e )| (184)

Lo
A4 i k=l

- - %Eﬂ;eq(eq -1

1

A partir de 1I’équation (10), on obtient I’expression discrétisée suivante permettant de calculer

les pseudo-déformations :

& =— jE(t r)—ldr+jE(t r)—2d7+ —+ j Et—7) N’“ dz} (185)

1 1, i+l

On constate logiquement que ces pseudo-déformations sont calculées a chaque pas de temps a
partir des déformations des pas précédents et du pas de temps actuel. On rappelle que la
valeur du module de référence E, est égale a celle de la rigidité instantanée (a 7=0).
L’équation (185) permet ainsi de calculer les évolutions de la variable d’endommagement a

chaque pas de temps via les formules (175) et (176).

4.1.3. Equations constitutives en 3D
On étend ci-dessous la formulation précédente au cas 3D. Ces développements sont destinés a
établir les équations nécessaires a I’'implantation numérique du modele dans le code de calcul

par éléments finis Cast3M développé au CEA [85].

Dans notre cas, les modules de compressibilité et de cisaillement du modele de fluage sont
obtenus de maniere explicite via le modele développé au chapitre 3.3, et peuvent prendre la

forme simplifiée suivante :
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M
k(y=k_ +> ke®
= (186)

_r

()= 1, +fﬂie "

i=1
ol M est le nombre de temps caractéristiques macroscopiques. Rappelons que celui-ci est
supérieur a celui des temps caractéristiques définissant le comportement des matériaux (en
particulier de la matrice) a 1’échelle microscopique, et dépend du nombre de phases et du
schéma d'homogénéisation. Notons que M peut étre différent pour le module de
compressibilité et celui de cisaillement, mais cela n’a pas de conséquence pour les

développements qui suivent.

L’implantation numérique du modele dans le code de calcul par éléments finis Cast3M

requiert I’expression du tenseur de contrainte ¢, au temps ¢, , connaissant les déformations

i+l

(et leur histoire) au méme instant. Il convient alors dans un premier temps de calculer les
pseudo-déformations. En adoptant 1I’hypothese de linéarisation des déformations dans

I'intervalle [z.t,,], la partie sphérique des pseudo-déformations définies a 1’équation (173)

i+l

s’écrit :

Ty

ﬂ" ,+1 {[k(l‘ T) ( 1 )dT+Ik(l T)W§2)df+ +J.k(f T) (At‘-:—l)d,z_]

(187)

Jj=1 1=l

i+l M i+l AE
thr ) 420 p(——){”(m “l)kr[ep(’“) exp(- )H

La partie déviatorique de la pseudo-déformation (173) se développe de la méme maniere en :

dev dev i As
dev(,) l:J-,u(l‘ ( dev(a) +ju(r ) (&2)617+ +jﬂ(r — dev(8z,) r}

A
(188)

i+l M i+l ( M) f, 1

umZdev ) +2D :e>qo<—> — T expth) —exph)

== A, 7 7

Le tenseur des pseudo-déformations prend alors la forme suivante :
1

&l =5 tr{el T +devlel)) (189)

ce qui permet de calculer la pseudo-déformation équivalente définie a 1’équation (176), qui se

réécrit :

&h =2 (ef) (190)
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Finalement la loi d’évolution de I’endommagement et la loi de comportement recherchée sont

données par :

Dc (éif-l = 1 - Lw - Ac exp[_Bc (é:-l - gd ):I
&, (191)

G, =[1 - D, (5§1)}{th}’(8£1 )I +2u,dev (elﬁl )}

Ces dernieres équations permettent ainsi de déterminer en fonction du tenseur de
déformations le tenseur de contrainte o, au temps 7, . Cette formulation étant explicite, son

implantation numérique ne pose pas de difficultés particulieres.

Dans la section suivante nous appliquons le modele a la simulation d’un essai de fluage sur
une pate de ciment. La réponse du modele sera ensuite analysée au travers d’une étude

paramétrique, puis elle sera comparée a d’autres approches de visco-endommagement.

4.2. Application du modele de visco-endommagement aux essais de Parrott [68]
L’objectif de cette partie est d’appliquer le modele de visco-endommagement a un essai de
fluage sur matériau cimentaire afin d’une part d’identifier ses parametres et d’autre part
d’étudier sa réponse. Il existe de nombreux essais de fluage propre sur des matériaux
cimentaires dans la littérature. Cependant trés peu d'entre eux présentent simultanément les
résultats des déformations longitudinales et transversales, ces dernieres étant nécessaires pour
caractériser les évolutions des deux modules viscoélastiques. Apres avoir analysé plusieurs
résultats expérimentaux d’essais de fluage, nous nous sommes tournés vers les résultats de
l'essai de fluage sur pate de ciment réalisé par Parrott [68], qui fournit a la fois les évolutions
des déformations longitudinales et transversales. Cet essai de fluage en compression est
effectué sur des éprouvettes de dimensions 150 x 150 x 20 mm (Figure 40). La direction de
mesure des déformations transversales est celle correspondant a la plus grande dimension
notée L. La Figure 41 présente les résultats expérimentaux d'évolution des déformations

longitudinales et transversales obtenus par Parrott [68].

=89
MPa

by

Figure 40: Dimensions de I'éprouvette de pate de ciment.
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B Déformation longitudinale

® Déformation transversale

Déformation de fluage propre

0 10 20 30 40 50
Temps (jours)

Figure 41: Evolution des déformations longitudinales et transversales d’'une pate de ciment
[68].

Avant de mettre en place le modele et de réaliser les simulations, il est intéressant d’examiner
les évolutions du coefficient de Poisson dans le cas de ce test. Ce coefficient est déterminé a
partir des déformations longitudinales et transversales par la formule :

o) =— &)

(192)

ou les indices fr et [ désignent respectivement les directions transversales et longitudinales. I1
est a noter que cette relation correspond a une définition physique du coefficient de Poisson,
différente de celle qui serait obtenue dans 1’espace de LC [86]. D’autre part on constate que v
est constant si et seulement si les modules de compressibilité et de cisaillement ont la méme
fonction d’évolution dans le temps, autrement dit si leur rapport est constant [86]. Dans notre
cas nous considérons des évolutions a priori indépendantes pour ces deux modules. La Figure
42 montre que le coefficient de Poisson obtenu a partir des déformations expérimentales de
Parrott [68] et de la relation (192) diminue de facon tout a fait significative au cours du temps,
d’abord tres vite jusqu’a environ 5 jours puis plus modérément par la suite. Cela signifie que
la pate de ciment flue suivant la direction longitudinale plus que suivant la direction
transversale. Ainsi pour modéliser correctement ce comportement il est nécessaire que les
modules de compressibilité et de cisaillement aient des fonctions d’évolution différentes dans

le temps.

90



4. Modélisation phénoménologique du visco-endommagement des bétons
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Figure 42: Evolution du coefficient de Poisson obtenu a partir des résultats expérimentaux de
[68].

Le Tableau 6 ci-dessous donne les caractéristiques principales (les modules indiqués sont les
modules élastiques) de la pate de ciment utilisée par Parrott [68] : module d'Young E,
coefficient de Poisson v, rapport eau/ciment e/c, fraction volumique de porosité frac. La
contrainte appliquée o dans le cas du chargement de fluage est égale 30% de la résistance en

compression de la pate de ciment.

Tableau 6 : Caractéristiques de la pate de ciment a 20°C [68].

E 1 e/c | frac o
14.1 (GPa) | 0.242 | 0.47 | 0.42 | 8.9 (MPa)

4.2.1. Mise en ceuvre du modele de visco-endommagement
Dans cette partie le modele de visco-endommagement est caractérisé, identifié puis appliqué a
la simulation des essais de Parrott. La premiere phase consiste a identifier les parametres du
modele. Tout d’abord, nous proposons de fixer les parametres du modele d’endommagement
de Mazars A_, B, , a partir des propriétés mécaniques et du chargement (30% de la résistance
a la compression f,). Cette opération est effectuée sur le matériau supposé élastique-
endommageable, afin de pouvoir comparer les résultats a ceux issus de la littérature. La
Figure 43 présente les résultats numériques d’évolution de la variable d’endommagement
(gauche) et de la réponse contrainte-déformation dans le cas d’un chargement uniaxial de
compression (droite) pour plusieurs jeux de valeurs listés dans le Tableau 7. Les valeurs
choisies pour les parametre sont A, =0.8 et B, =439 (cas 5), correspondant a une forme de

courbe sur la Figure 43 droite considérée acceptable.
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Figure 43: Evolution de la variable d’endommagement (gauche) et réponse contrainte-
déformation pour un chargement de compression uniaxial (droite) pour plusieurs valeurs de

A,..B,.

Tableau 7 : Valeurs des parametres A, et B .

Cas 1 2 3 4 5 6
A, 2.1 1.8 | 1.5 | 1.1 | 0.8 | 0.5
B, | 1030 | 906 | 774 | 588 | 439 | 282

Nous allons maintenant développer le modele de fluage viscoélastique qui sera appliqué dans
cet exemple. Rappelons que celui-ci est établi a partir du modele micromécanique développé
dans le chapitre 3, et nécessite donc une description de la microstructure du matériau étudié.
Nous faisons I’hypothese simplificatrice que la pate de ciment peut €tre représentée par une
matrice homogene dans laquelle sont distribués des trous sphériques de fraction volumique
frac et correspondant a la porosité (Figure 44 gauche). Il est clair qu’en réalité, la matrice est
elle-méme composée d’un assemblage de divers hydrates ayant des comportements différents
(C-S-H

représentation conduirait a mettre en place un modele complexe, qui dans le cadre d’une

viscoélastiques, portlandite et autres cristaux élastiques). Cependant cette
illustration des capacités du modele telle qu’envisagée ici n’est pas primordiale. Nous
supposons également pour simplifier que la matrice a un comportement viscoélastique linéaire
représenté par le modele de Maxwell a 3 branches, dont une branche purement élastique
(Figure 44 droite). Nous verrons par la suite les résultats obtenus avec respectivement 2 et 4

branches, qui permettront de justifier ce choix.

k., U,
@
O O k, Ay .
W=
O O ky 1, Iﬂ_é‘l,r]_z“
MW—-_E

Figure 44: Représentation de la pate de ciment (gauche) et modéle de Maxwell a 3 branches
(droite).
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Dans ce cas, les modules de compressibilité et de cisaillement de la matrice sont donnés par
(119):

k"™ (1) = k™ +22:k,."’ew,
= (193)
> i
M=+ e
i=1
ot 7" et 7/ sont les temps caractéristiques microscopiques correspondant aux modules de
compressibilité et de cisaillement de la matrice. Dans la suite, on supposera que 7" =7/ =7"
, c'est-a-dire que les temps caractéristiques sont identiques pour les 2 modules. Il y a ainsi 2
temps caractéristiques microscopiques. Le probleme posé revient donc a identifier les 8
coefficients inconnus de 1'équation (193), soit: k., k", k', (., 1", i, 7, et 7, . En faisant
appel aux résultats €tablis dans le chapitre précédent, les expressions des modules de

compressibilité et de cisaillement de la matrice peuvent s’écrire dans I'espace de LC comme
(120) :

frac (lgm —ki)(4ﬁ’" +31€m)
(Ski +4,[1’") + 3 frac (]gm —ki)

]ghom (S) — lgm _
(194)

o T
a'r(s)=pg"+ frac(,ui —a" ){] +(1- frac)%}
Jr i
Aprés quelques manipulations algébriques, les expressions de k" (s) et @ (s) peuvent
étre écrites a I’aide de polynomes :

4

S A Sas

k"o ()= et fg""(s)=1L—— (195)

4 4
> s >hs
i=0 i=0
m

ou Af, Bf, A* et B“ sont des coefficients fonction de k”, k", ", i, i

l

et de la fraction

volumique des pores. L'étape suivante consiste alors a inverser ces expressions pour obtenir
les formules finales des propriétés effectives dans I’espace temps. Comme indiqué dans le

~hom

chapitre précédent, le probleme de l'inversion des fonctions k""" (s), " (s) de I’espace de

LC dans I’espace temps revient a rechercher les racines des dénominateurs
4 4
k i oo
ZBi s et ZBi s’
i=0 i=0

En appliquant la méthode analytique de résolution des équations du quatrieme degré (voir
I'Annexe IV), on obtient les 4 solutions correspondant a chacun des ces dénominateurs. On
peut prouver que ces solutions sont réelles, négatives et distinctes. Les expressions (195) sont

alors réécrites sous la forme :
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y y Al s'
om _ i=0
¢ (S)_Bf(s—sf)(s—s’z‘)(sr’j”+])(sr'2"+])

4 .
h ZAI” s'
~hom — i=0
A (s) Bf(s—sf‘)(s—sé‘)(sr;"+])(sr'2"+])

(196)

ol les racines s, s, s* et s, fonction des coefficients B, B# (i=0—4), sont données
dans 1'Annexe I. Apres quelques manipulations algébriques, les expressions (196) s’écrivent
finalement comme (128) et (139) :

k k k
X, x; X,

lghom s :xk+
(s) = s—s;  s—ss st +1 sti+1
(197)

i H H H
X X5 x5 Xy

+

~hom v
a2 (s)=x¥+
s—st s—sy st +1 sty +1

o les coefficients x' et x*(i=I-5) sont fonction des coefficients
A, AY, Bf, B“(i=0—4) et des racines s, s*, s”, s“. Ils sont donnés explicitement dans
I'Annexe I. L’inversion des expressions (197) permet d’obtenir les expressions des modules
de compressibilité et de cisaillement effectifs (ou macroscopiques) de la pate de ciment dans

l'espace réel sous la forme :

4 _r
x

K" (1) =k + ke ™
= (198)

t

4 -
()= g+ phe
i=1

ou les coefficients k_,k,, T,-k o4 u, et g sont calculés a partir des coefficients
k . . P .
x, x“(i=1-5) et des solutions s*, s*, s”, s*. Les temps caractéristiques macroscopiques

sont définis par les relations suivantes :

k _ _m U _m

L= U=

k _ _m U m

T,=1 T, =1

2= b 2= b

. . ©t P u (199)
T, =—1/5, v, ==1/5s

k _ k uo_ )z

t,=—1/s, v, =—1/5)

Rappelons que 1) et 17 sont les temps caractéristiques microscopiques. Cela montre que
I'ensemble des temps caractéristiques microscopiques est un sous ensemble de celui des temps
caractéristiques macroscopiques. D'une maniere générale, on peut encore montrer qu'il existe

un ordre dans les valeurs des temps caractéristiques macroscopiques :
k k k k m k m k
T, <1, <T,<T1, 1, <—=1/s, <1, <-1/5s,

u u u u ou m u m u (200)
T, <15 <1, <71 T, <—=1/s) <1, <-1/5,
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Le modele de fluage viscoélastique étant ainsi formulé, il est maintenant couplé au modele
d'endommagement selon I’approche développée dans la section précédente, qui peut Etre
résumée par le systeme d'équations discrétisées (191). Il y a ainsi 8 parametres
microscopiques du modele de Maxwell généralisé (k. , k;", k', (., 1", 14, T}, T, ) a identifier,
les 2 parametres du modele de Mazars (A, B,) ayant par ailleurs été fixés. L’identification est
réalisée a partir des résultats expérimentaux de déformations de fluage de Parrott [68] (voir
Figure 41), en utilisant la méthode des moindres carrés. Cette méthode tres classique permet
de quantifier les différences (ou ‘erreurs’) entre les données expérimentales et les résultats
numériques obtenus avec une famille de parametres. La procédure d’identification mise en
place est la suivante. On considére comme données de base les valeurs expérimentales
connues { xdata, , ydata, } correspondant aux valeurs d'abscisse et d'ordonnée des points
expérimentaux de la Figure 41. On suppose que le modele théorique est une fonction notée
F(p,xdata) , ou p est une famille de valeurs correspondant aux 8 paramétres microscopiques (
KD K kSl ) a8, 1), Ty ). La méthode consiste alors a trouver les valeurs de la famille p

minimisant la quantité S suivante :

S=Y R (p)= Z[F(p,xdatai) — ya’atai]2 (201)

ou R, ( p) sont les résidus du modele caractérisant 1'écart entre la mesure ydata, et laréponse
F ( p,xdata,.) donnée par le modele. S fournit donc une mesure de la distance globale ou
erreur globale entre les données expérimentales et la réponse du modele théorique. Le temps
de l'essai de fluage de Parrott est d’environ 40 jours ; afin de limiter le domaine de recherche
nous choisissons les valeurs des temps caractéristiques (T}”,r’z”) dans l'intervalle {0,40} jours.
Sans perte de généralité, nous proposons de plus de fixer la valeur de 7;" puis de minimiser
I’erreur globale S pour les 7 autres parametres de la famille p. Cette opération est ensuite
répétée pour différentes valeurs de 7,'; pour des raisons de simplicité 7, est d’abord fixé a 1
jour, puis incrémenté de 1 jour a chaque nouveau calcul. La Figure 45 présente 1’évolution de
S en fonction du temps caractéristique 7,. On constate que quand 7;'=1 jour, I’erreur
globale est minimale. Donc on choisit cette valeur de 7;', les autres valeurs des paramétres

microscopiques sont présentées dans le Tableau 8.
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Figure 45: Valeurs de l'erreur globale S pour différentes valeurs de 7, en abscisse.

Tableau 8 : Valeurs des parametres microscopiques pour le modele de Maxwell généralisé a 3 branches.

Branche oo 1 2
k" (GPa) |5.78 | 14.78 | 4.06

M (GPa) | 5.81 | 5.50 | 2.34
7" (Jours) 1 18

Les valeurs correspondantes des parametres macroscopiques sont présentées dans le Tableau
9. On constate que les temps caractéristiques complémentaires t/ et 1/, je{k, 4} (c'est-a-
dire ceux n’existant qu’a 1’échelle macroscopique) sont proches pour les 2 modules. Ceci est
probablement dii en partie au fait que les 2 temps caractéristiques microscopiques ont été
choisis come identiques. D’autre part les valeurs obtenues pour t] et t) sont proches
respectivement de 7" et 7, , ce qui indique une répartition non optimale de 1I’ensemble des
temps caractéristiques macroscopiques. Enfin, on note que les valeurs des modules k, et u,

sont systématiquement inférieures aux valeurs de k" et u/".

Tableau 9 : Valeurs des parametres macroscopiques pour le modele de fluage.

Branche ) 1 2 3 4
k., (GPa) |2.56|4.64|0.32|1.52| 0.07

i (GPa) | 2.33|2.320.030.97 |0.008
7! (Jours) 1 | 1.87| 18 | 26.9
7/ (Jours) I |205] 18 | 284

Les évolutions simulées des déformations longitudinales et transversales obtenues avec le
modele sont comparées sur la Figure 46 avec les données expérimentales de [68]. Comme les

parametres ont été identifiés sur ces mémes données, on constate une trés bonne concordance
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entre simulations et expériences. Ainsi le modele est capable de reproduire correctement les
évolutions des déformations de fluage.
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Figure 46: Résultats expérimentaux de [68] (symboles) et résultats numériques (traits pleins)
correspondant aux déformations de fluage longitudinales (test 1) et transversales (test 2).

La courbe d'évolution de la variable d'endommagement obtenue lors du test de fluage est
reportée sur la Figure 47. On constate qu'un endommagement non négligeable d’environ 0.18
apparait a l'instant de la mise en charge (contrainte de 8.9 MPa). Puis la variable évolue
relativement lentement en fonction du temps, un peu plus rapidement les 5 premiers jours,
pour atteindre environ 0.22 a 40 jours. Ainsi le modele tel qu’identifié prédit une
augmentation modérée de I’endommagement au cours du temps. Il est difficile de prévoir
avec précision ces évolutions pour des temps trés longs car les résultats expérimentaux ainsi

que les temps caractéristiques macroscopiques identifiés ne couvrent que des temps limités.
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Figure 47: Evolution de 'endommagement.

Enfin, la Figure 48 présente l'influence du nombre de branches du modele de Maxwell
généralisé décrivant le comportement de la matrice de la pate de ciment sur 1’évolution des
déformations de fluage longitudinales et transversales. En plus du cas a 3 branches étudié ci-
dessus, 2 autres cas sont considérés, comportant respectivement 2 et 4 branches (dont une

branche purement €lastique). Il est a noter que la procédure d’identification des parametres du
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modele est la méme dans tous les cas. Afin de ne pas alourdir la présentation, les
développements nécessaires a la formulation des modeles de fluage découlant des cas a 2 et 4
branches ne sont pas détaillés ici. On constate sur la Figure 48 que le cas a 2 branches ne
permet pas de reproduire correctement les données expérimentales. En revanche les
déformations des cas a 3 et 4 branches sont trés proches et par ailleurs en trés bon accord avec
les résultats du test. Ceci justifie donc le recours au modele de Maxwell a 3 branches

conduisant a une formulation macroscopique nettement plus simple que celui comportant 4

branches.
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Figure 48: Influence du nombre de branches du modéle de Maxwell généralisé sur les
déformations de fluage longitudinales (gauche) et transversales (droite).

On présente dans la suite de ce travail une étude paramétrique visant a examiner les effets de

certains parametres sur le comportement du matériau.

4.2.2. Etude paramétrique
L’objectif de cette partie est d’analyser ’influence de certains parametres sur la réponse du
modele en termes de déformations de fluage et d’évolutions des propriétés mécaniques dans le
temps. Les simulations considérées correspondent a 1’essai de fluage défini ci-dessus. Dans un
premier temps nous proposons de tirer avantage de I’approche micromécanique basée sur une
description de la microstructure du matériau retenue pour le modele de fluage. Nous avons
considéré que la pate de ciment était simplement constituée d’une matrice homogene dans
laquelle étaient distribués des vides représentant les pores. Nous proposons alors de faire
varier la fraction volumique de pores afin d’étudier son influence sur le comportement
macroscopique. Ainsi 2 autres fractions volumiques sont considérées : frac= 60% et frac=
20%, correspondant a 2 matériaux de caractéristiques tres différentes. Ainsi frac= 20% est
typiquement la porosité d’une pate de ciment de type haute performance, tandis que frac=

60% correspond a un matériau de forte porosité, par exemple ayant subi une dégradation par
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lixiviation [87]. Les autres parametres identifiés précédemment restent inchangés. Notons que
la nature du modele de fluage permet directement de prendre en compte d’autres valeurs de
frac puisque ce coefficient apparait explicitement dans I’estimation des propriétés

mécaniques.

La Figure 49 présente les courbes d'évolution des déformation longitudinales et transversales
de fluage pour les 3 valeurs de fraction volumique des pores étudiées, soit frac= 60%, frac=
42% (valeur mesurée par Parrott [68]) et frac= 20%. On constate que 1’amplitude des
déformations est largement influencée par la valeur de frac : plus la faction volumique de
pores est importante, plus cette amplitude est grande ou autrement dit plus le matériau flue.
Cela se comprend intuitivement car une fraction volumique de pores plus importante implique

une résistance moindre du matériau, a propriétés mécaniques de la matrice équivalentes.

x10° x10°
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Figure 49: Evolution des déformations longitudinales (gauche) et transversales (droite) pour
différentes valeurs de fraction volumique de pores.

On retrouve ce résultat sur la Figure 50 montrant les évolutions dans le temps des modules de
compressibilité (gauche) et de cisaillement (droite) pour les différentes valeurs de frac. En
effet on constate que ces modules sont d’autant plus faibles que la porosité est élevée.
Cependant ces conclusions doivent étre considérées avec précaution du fait que
I’endommagement, qui est pris en compte dans ces simulations, n’est pas représenté sur ces
figures. Or les parametres du modele d’endommagement sont les mémes pour les 3 cas
étudiés faute de données expérimentales pour les caractériser plus précisément, ce qui est sans
doute tres discutable. Nous verrons d’ailleurs dans la suite que I’endommagement calculé est

tres différent pour ces 3 cas.

La Figure 51 présente les évolutions des pseudo-déformations longitudinales et transversales
pour les 3 valeurs de frac. On constate une grande différence d’amplitude des pseudo-
déformations entre les différents cas, ce qui parait logique puisque celles-ci sont calculées

directement a partir des déformations totales (voir Figure 49). En fait les différences les plus
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marquées apparaissent des la mise sous charge, puis les pseudo-déformations évoluent au

cours du temps de facon relativement modérée et identique pour tous les cas.

10

x 10 x10°
2 i i " " 10 . . .
R N frac=60% || + | mm—a- frac=60%
= frac=42% e gk frac=42% ||
é 1.5 | e frac=20% |1 E .......... frac=20%
$ = :
3 =
: 2|
° | N
<= )
2\ e E
2 05\ £
S N T Em A e
: NI e
0 ; ; ; y 0 ; ; ;
(1} 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50
Temps (jours) Temps (jours)

Figure 50: Evolution du module de compressibilité (gauche) et de cisaillement (droite), en

Pa.
x 10 x 10
A1
1.6
% R =
,_5 L frac=60% ;; L5}
212 frac=42% ;
En ........... frac=20% E -2
— 1 -
= =
S 2
£ 0.8 = 25 o
g 08— - I frac=60%
5 & frac=42%
5 0.6 ;) L
3 = 3F e frac=20%
£ £
S 04 S X
2 G 35 men
=02 ~ -
0 . . . . 4 . . . .
0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50
Temps (jours) Temps (jours)

Figure 51: Evolution des pseudo-déformations longitudinales (gauche) et transversales
(droite) pour différentes valeurs de fraction volumique de pores.

On retrouve ces résultats sur la Figure 55 qui présente les évolutions de la variable
d’endommagement pour les 3 valeurs de frac. Rappelons en effet que les évolutions de cette
variable s’expriment explicitement en fonction des pseudo-déformations principales positives,
correspondant dans le cas de 1’essai de fluage aux pseudo-déformations transversales. On
observe alors des valeurs d’endommagement tres différentes a r = 0, de 0.08 a 0.28 pour frac
variant de 20% a 60%, puis I’endommagement progresse lentement (un peu plus rapidement
sur les 5 premiers jours) jusqu’a augmenter d’environ 0.05 pour tous les cas a 40 jours. Les
valeurs d’endommagement les plus grandes correspondent aux matériaux dont la fraction
volumique de pores est la plus importante, et donc dont les propriétés mécaniques sont les
plus faibles. Rappelons toutefois que ces résultats ont été obtenus avec les mémes parametres

du modele d’endommagement pour les différentes valeurs de frac.

La Figure 53 donne 1'évolution numérique du coefficient de Poisson (a I’exception du cas frac
= 42%, pour lequel le coefficient de Poisson découle des résultats expérimentaux) en fonction

du temps pour les différentes valeurs considérées de fraction volumique de pores. Ces valeurs

100



4. Modélisation phénoménologique du visco-endommagement des bétons

ont été calculées a partir des déformations longitudinales et transversales simulées et en
appliquant la formule (192). On observe que le coefficient de Poisson n’est affecté que
modérément par la fraction volumique des pores, ce qui signifie que le rapport des

déformations transversales sur les déformations longitudinales est peu différent pour les 3 cas.
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Figure 52: Evolution de la variable d'endommagement pour différentes valeurs de fraction
volumique de pores.
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Figure 53: Evolution du coefficient de Poisson pour différentes valeurs de fraction volumique
de pores.

Nous nous intéressons maintenant a 1’évolution du coefficient de Biot en conditions saturées
pour les 3 valeurs de frac. Il existe tres peu de données expérimentales concernant ce
parametre, y compris dans le cas élastique. C’est pourquoi dans la littérature ce coefficient de
Biot est souvent considéré constant et égal a la valeur estimée en élasticité dans les modeles
prenant en compte la viscoélasticité du matériau. Dans notre étude, le coefficient de Biot n’est
a priori pas constant et est estimé a partir des propriétés mécaniques du matériau effectif et de

la matrice (dépendant du temps) par I’expression (157).

Les évolutions simulées de ce coefficient sont présentées sur la Figure 54. On constate d’une
part que les valeurs a r = 0 (i.e. €élastiques) sont tres différentes pour les 3 cas considérés et

s’échelonnent d’environ 0.37 pour le matériau le moins poreux a 0.78 pour le plus poreux.
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D’autre part, on observe dans tous les cas une diminution du coefficient de Biot, rapide sur les
5 premiers jours, puis trés lente par la suite. La diminution totale a 40 jours est d’environ
0.05, ce qui est relativement peu pour le cas frac = 60% mais représente de 1’ordre de 15%
pour le cas frac = 20%. Notons que cette décroissance indique a priori que la contrainte
macroscopique liée aux pressions de pore tend a diminuer au cours du temps, et suit donc la
méme évolution que les modules effectifs. Intuitivement on aurait pu s’attendre a un résultat
opposé car en poroélasticité un matériau de plus faible coefficient de Biot correspond en
général a un matériau de plus faible porosité, et donc de propriétés mécaniques effectives plus

grandes.

Par ailleurs, on remarque que d’apres les estimations de la Figure 54 le coefficient de Biot
n’évolue presque plus apres les premiers jours, a I’instar des modules de compressibilité et de
cisaillement (Figure 50). Ainsi dans ces conditions, considérer un coefficient de Biot constant
ne parait pas a priori étre une hypothese tres forte, du moins apres les quelques premiers jours

pendant lesquels les propriétés mécaniques évoluent rapidement.
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Figure 54: Evolution du coefficient de Biot.

On étudie dans ce qui suit I’influence des parametres A, et B, du modele d’endommagement
sur le comportement macroscopique du matériau subissant un essai de fluage. Les autres
propriétés mécaniques de la pate de ciment restent inchangées pour simplifier. Nous
choisissons parmi les valeurs de ces parametres indiquées dans le Tableau 7 d’étudier les cas

4 et 6, sachant que le cas retenu jusqu’a présent est le cas 5.

Les Figure 55 et Figure 56 présentent respectivement les évolutions de la variable
d’endommagement et des déformations obtenues pour les 3 couples de parametres. On
constate que le choix de ces parametres affecte significativement la valeur initiale de
I’endommagement a t=0. En revanche les évolutions de cette variable au cours du temps sont
comparativement moins impactées. Elles sont cependant un peu plus marquées dans le cas ol

I’endommagement initial est plus grand (augmentation d’environ 0.05 contre 0.025 pour le
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cas de plus faible endommagement initial). Les déformations sont logiquement également tres
affectées par les valeurs de A et B, , et leur amplitude est plus grande quand

I’endommagement initial est plus élevé.
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Figure 55: Evolution de la variable d'endommagement pour différentes valeurs de A, et B, .
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Figure 56: Evolution des déformations longitudinales (gauche) et transversales (droite) pour

différentes valeurs de A, et B, .

Afin d’examiner plus en détail la contribution de I’endommagement sur la réponse
macroscopique du matériau dans le cas du chargement de fluage, nous proposons de comparer
les déformations correspondant aux 3 configurations d’endommagement représentées sur la
Figure 57. Les parametres du modele d’endommagement sont de nouveau ceux du cas 5 du
Tableau 7. La premiere de ces configurations est celle correspondant a la Figure 46, notée D,
et tracée en trait rouge. Nous allons par ailleurs considérer le cas ou I’endommagement est nul
(D.=0) et celui ou il est calculé uniquement avec les déformations instantanées (
D.=D_(t=0)). Enfin, les évolutions des déformations dans la situation ou les modules sont
supposés indépendants du temps et égaux a leur valeur élastique (cas désigné par k, u
constants) sont également calculées. La Figure 58 présente 1’ensemble des résultats de
déformations longitudinales (a gauche) et transversales (a droite) correspondant a ces 4

configurations. On constate en confrontant les courbes rouge et verte que 1’effet de I’évolution
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dans le temps de la variable d’endommagement sur les déformations est peu marqué. Ce
résultat est logique puisque D, n’augmente que modérément de 0.18 a 0.22 dans I’intervalle
de temps O - 40 jours. En revanche, la non prise en compte de I’endommagement dans le
modele conduit a des écarts nettement plus marqués, comme I’attestent les courbes en
pointillés noirs. Ces écarts résultent donc en grande partie de 1I’endommagement initial
D.=D(t=0). Enfin, les déformations obtenues dans la configuration ou les propriétés
mécaniques effectives sont indépendantes du temps (courbes en trait pointillé bleu) restent
presque constantes et sont donc tres éloignées des valeurs expérimentales pour des temps
longs. Ainsi on peut conclure que dans ce cas de simulation 1’évolution des déformations
provient pour I’essentiel du caracteére viscoélastique du matériau, et dans une bien moindre

mesure de 1’évolution de la variable d’endommagement.
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Figure 57: Evolution de 'endommagement pour différentes configurations.
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Figure 58: Evolution des déformations longitudinales (gauche) et transversales (droite) pour
différentes configurations.

4.2.3. Etude des évolutions de I’endommagement
On se propose maintenant d’analyser les résultats de simulation de fluage obtenus avec
différentes valeurs de contraintes appliquées, afin de quantifier I’'impact de I’endommagement
sur la réponse du modele. Nous considérons dans un premier temps les niveaux de

chargement modérés de 20%, 30% (cas correspondant aux conditions expérimentales étudié
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ci-dessus) et 50% de la résistance a la compression f,. Mis a part les contraintes de
chargement, tous les autres parametres identifiés ou fixés ci-dessus restent inchangés.
Signalons en outre que ces contraintes ne conduisent pas a la rupture de 1I’éprouvette sur la
période de temps étudiée. Les Figure 59, Figure 60 et Figure 61 présentent les évolutions
respectivement des déformations longitudinales et transversales, de la variable
d’endommagement et des pseudo-déformations longitudinales et transversales pour les 3 cas

de chargement.
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Figure 59: Evolution des déformations longitudinales (gauche) et transversales (droite) pour
différentes contraintes de fluage.
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Figure 60: Evolution de 'endommagement pour différentes contraintes de fluage.
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Figure 61: Evolution des pseudo-déformations longitudinales (gauche) et transversales
(droite) pour différentes contraintes de fluage.
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On observe logiquement une dépendance tres forte des résultats par rapport au niveau de
contraintes. Concernant la variable d’endommagement, il est intéressant de constater que ses
évolutions a partir d’une valeur initiale s’échelonnant d’environ 0.09 a 0.29 pour des
contraintes variant de 20 a 50% de f. sont similaires pour les 3 cas. On note en effet une
augmentation d’environ 0.05 a 40 jours sur chacune des courbes. Cet aspect est cohérant avec
les évolutions des pseudo-déformations reportées sur la Figure 61, qui sont elles aussi tres
faibles comparativement aux valeurs initiales a # = 0. Ainsi les résultats de ces simulations de
fluage jusqu’a une contrainte modérée de 50% de la résistance a la compression corroborent
la conclusion précédente : les déformations de fluage calculées par le modele résultent pour
une grande part de la viscoélasticité du matériau, 1’effet de I’endommagement restant

secondaire.

Nous considérons dans un second temps des contraintes de fluage plus importantes,
conduisant a la rupture du spécimen sur la période de temps étudiée. Des niveaux de
chargement de 83 a 85% de la résistance a la compression f, sont appliqués. Les Figure 62,
Figure 63 et Figure 64 rassemblent les résultats en termes respectivement d’évolutions des
déformations, de la variable d’endommagement et des pseudo-déformations. On observe pour
ces valeurs de contraintes des évolutions nettement plus marquées des différentes grandeurs
que dans les cas précédents. Par ailleurs I’allure des courbes obtenues est sensiblement
modifiée a partir d’environ 29 et 17 jours pour les chargements respectivement de 83 et 85%
de f . En effet on constate a ces échéances un point d’inflexion, suivi d’'une augmentation
tres rapide de I’amplitude des déformations et de I’endommagement conduisant a la rupture
des spécimens a environ 40 et 17 jours pour les cas de chargement respectivement de 83 et
85% de f. .

Notons que la valeur d’endommagement initial est approximativement 0.48 dans les 2 cas et
que la rupture survient pour une valeur d’environ 0.72-0.73. Il est clair que pour ces
conditions de simulations les effets de I’endommagement deviennent prépondérants, et
permettent de plus de décrire la ruine d’un élément de structure. L’allure des courbes de
déformations longitudinales (Figure 62 gauche) est par ailleurs assez proche de celle observée

expérimentalement (voir Figure 13).
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Figure 62: Evolution des déformations longitudinales (gauche) et transversales (droite) pour
des contraintes de fluage élevées.
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Figure 63: Evolution de I'endommagement pour des contraintes de fluage élevées.
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Figure 64: Evolution des pseudo-déformations longitudinales (gauche) et transversales
(droite) pour des contraintes de fluage élevées.

Pour compléter cette étude, on présente sur les Figures suivantes les évolutions des
déformations (Figure 65) et pseudo-déformations (Figure 66) maximales longitudinales et
transversales, ainsi que de I’endommagement maximal (Figure 67) en fonction de la

contrainte de fluage exercée. Ces valeurs maximales correspondent aux valeurs obtenues soit

107



4. Modélisation phénoménologique du visco-endommagement des bétons

quand ¢ tend vers I’infini, soit au moment de la rupture. On constate que 1’amplitude des
déformations et de I’endommagement croit logiquement avec le chargement, et que cette
croissance s’accélere quand la contrainte de compression se rapproche d’environ 24.8 MPa. A
partir de cette valeur de chargement et jusqu’a celle de la résistance en compression du
matériau (29.7 MPa), la rupture de I’éprouvette survient de maniere systématique, et pour des
valeurs de déformations et pseudo-déformations longitudinales, et d’endommagement
approximativement égales 2 respectivement 1.39x107, 6.15x107 et 0.71. La contrainte de
compression de 24.8 MPa apparait donc comme le chargement de fluage limite a partir duquel
le matériau évolue vers un état totalement endommagé a plus ou moins long terme. Pour des
contraintes plus faibles, la réponse du modele ne prédit pas de rupture du spécimen et les
déformations tout comme 1I’endommagement tendent vers les valeurs limites indiquées sur les

Figures précédentes.

La Figure 68 présente la courbe du temps ‘critique’ pendant lequel le spécimen subit le
chargement de fluage avant sa ruine, en fonction de la contrainte. On constate que ce temps
critique diminue considérablement pour des valeurs de contraintes variant approximativement
de 24.8 a 28 MPa. A partir de ce niveau de chargement correspondant a un temps critique
d’environ 1 jour, la rupture de I’éprouvette se produit rapidement et le temps critique évolue

beaucoup plus lentement.
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Déformation transversale maximale
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Figure 65: Déformation maximale longitudinale (gauche) et transversale (droite) en fonction
de la contrainte de fluage.
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Figure 66: Pseudo-déformation maximale longitudinale (gauche) et transversale (droite) en
fonction de la contrainte de fluage.
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Figure 67: Variable d'endommagement maximale en fonction de la contrainte de fluage.
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Figure 68: Temps de chargement conduisant a la rupture de I'éprouvette en fonction de la
contrainte de fluage.

Pour terminer cette section, on s’intéresse a la comparaison de la réponse du modele de visco-
endommagement proposé dans cette étude avec celle issue d’approches similaires
développées dans la littérature. En particulier, il est instructif de confronter notre modeles aux

approches mentionnées dans la section 2.3 et basées également sur 1’utilisation du modele de
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Mazars (voir les références [41, 46-49]). Rappelons que la différence principale entre ces
modeles réside dans la méthode de calcul de la déformation équivalente pilotant les évolutions
de la variable d’endommagement. Ainsi Mazzotti et Savoia [41] proposent d’introduire un
coefficient de couplage £ compris entre 0.1 et 0.4 dans le calcul de la déformation
équivalente au sens de Mazars € comme suit :
3 2
E=[>(&) . avec & =¢+pe/ (202)
i=1
ou g est la déformation élastique. En se basant sur cette approche, Torrenti et al. [46]
prennent la valeur = 0.1 pour le cas du fluage en compression, et Reviron et al. [47] ainsi
que Briffaut et al. [49] proposent = 0.24, = 0.4 pour le cas respectivement du fluage en
traction et du béton au jeune Aage. Rappelons que les évolutions de la variable
d’endommagement D, sont calculées dans notre modele en fonction des pseudo-déformations
via les équations (175) - (176).

La Figure 69 montre les évolutions de D, obtenues pour le cas du fluage de la pate de ciment
sous une contrainte de 30% de f,, avec les parametres de la configuration de référence, et
pour différentes méthodes de calcul. Signalons que la comparaison de ces différentes
évolutions a été jugée plus pertinente et réaliste en ré-identifiant les parametres du modele
afin que les déformations simulées soient en accord avec les données expérimentales pour
tous les cas. On constate alors que les évolutions de D, sont largement impactées par la
méthode retenue. L’approche proposée dans cette étude et dénotée ‘Schapery-Mazars’™ se
rapproche du résultat obtenu avec f= 0.24 tel que calculé avec I’équation (202) pour les 10
premiers jours, puis tend progressivement vers le cas f=0.1. La courbe référencée ‘Mazars’
consiste en I'utilisation directe du modele de Mazars, c'est-a-dire que les évolutions de D.
sont déterminées a partir des déformations totales. On observe alors que I’endommagement
résultant est nettement supérieur a celui estimé par les autres approches. Par ailleurs, de
maniere générale I’endommagement est d’autant plus grand que le coefficient £ est lui-
méme grand, en accord avec 1’équation (202). Pour conclure, les évolutions de la variable
d’endommagement calculées par le modele ‘Schapery-Mazars’ apparaissent proches des
autres modeles considérés incluant un parametre de calage, pour le cas test de fluage étudié.
Cependant faute de résultats expérimentaux permettant de déterminer les niveaux de

fissuration avec précision, il est difficile de conclure quant a la pertinence de ces approches.
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Figure 69: Evolutions de la variable d’endommagement pour différents modeéles.

4.3. Conclusions
Dans ce chapitre, on a présenté un modele appliqué au béton couplant les phénomenes de
fluage et d’endommagement. Le modele de fluage est basé sur le concept de pseudo-
déformations introduit par Schapery [57], qui permet de transformer la formulation
viscoélastique en une formulation élastique équivalente. L histoire des sollicitations est alors
stockée dans les pseudo-déformations. Le modele d’endommagement adopté est le modele
simple de Mazars a une seule variable scalaire [45]. La formulation couplée prend alors la
forme d’un modele élastique-endommageable faisant intervenir les pseudo-déformations a la
place des déformations. Une fois discrétisée dans 1’espace temps, cette formulation peut se
mettre sous la forme d’un systeme d’équations approchées explicites. Un avantage certain de
ce modele est qu’il n’est pas nécessaire d’utiliser la transformation de Laplace pour résoudre
le probleme viscoélastique. D’autre part, il permet d’utiliser a priori tout modele
viscoélastique linéaire, et s’adapte donc tres facilement a I’approche développée au chapitre

précédent et basée sur I’application de méthodes d’homogénéisation.

L’implantation du modele dans le code de calcul Cast3M est relativement simple car la
formulation est explicite. L’identification de ses parametres et la validation de son
implantation ont été effectuées via une confrontation entre les résultats numériques et les
résultats expérimentaux des essais de fluage sur pate de ciment réalisés par Parrott [68]. Dans
le cadre de I’application du modele de fluage micromécanique proposé au chapitre 3, la pate
de ciment est décrite simplement comme une matrice homogene de comportement
viscoélastique linéaire dans laquelle sont dispersés des vides représentant les pores. Une étude
visant a quantifier les effets de certains parametres et du chargement sur la réponse du modele
est ensuite effectuée. En particulier, I'impact de la fraction volumique de pores sur le
comportement macroscopique et 1’évolution des parametres mécaniques sont analysés au

travers de résultats de simulations obtenus avec différentes valeurs de porosité. Les évolutions
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de I’endommagement et ses effets sur la réponse du modele sont également étudiés,
notamment via des simulations avec diverses contraintes de fluage. Les conditions
d’apparition de la rupture de I’éprouvette sont également investiguées en fonction du

chargement et des parametres du modele d’endommagement.

En conclusion, le modele développé se révele a la fois simple et bien adapté aux problemes de
couplage entre les phénomenes de fluage et d’endommagement appliqués aux matériaux
cimentaires. Dans le chapitre suivant il est étendu a la prise en compte des effets thermiques

modérés et hydriques.
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S. PRISE EN COMPTE DES EFFETS DES THERMO-HYDRIQUES

Dans le contexte général de I’étude du comportement a long terme des structures de stockage
de déchets radioactifs, on s’intéresse dans ce chapitre aux effets de températures modérées et
de I’humidité relative sur le phénomene de fluage. Le modele développé dans les 2 chapitres
précédents est ainsi modifié de facon a prendre en compte ces effets. On suppose que la
température affecte les viscosités des amortisseurs apparaissant dans le modele rhéologique
décrivant le comportement viscoélastique linéaire de la matrice des bétons et pates de ciment
via une approche du type loi d’ Arrhenius et I'introduction d’une énergie d'activation. On fait
également I’hypothese que 'humidité relative influence les viscosités de ces amortisseurs, et

qu’en outre elle affecte le comportement macroscopique au travers de la pression capillaire.

5.1. Prise en compte de la température
On présente dans cette section une extension du modele de visco-endommagement présenté
au chapitre 4 au cas d’élévations de températures modérées (inférieures a 80°C). Les effets de
cette température sont pris en compte par la méthode du temps équivalent, qui a le mérite
d'étre relativement simple a mettre en ceuvre et de n'introduire que peu de parametres de
calage (voir section 2.4.1). Le modele sera ensuite appliqué a la simulation d’essais de fluage

propre en compression sur béton a diverses températures comprises entre 20 et 80°C.

5.1.1. Modélisation du visco-endommagement des bétons avec températures
variables

Rappelons que la méthode du temps équivalent peut formellement se mettre sous la forme (cf.
équations (13)-(14)) :

’ 11
1(1) = ! exp _%(FT)_TJ dt (203)

ou t,(t) estle temps équivalent, Q (J/mol) est I'énergie d'activation du processus visqueux,

R =8.31(J/mol.°K) est la constante du gaz parfait, 7, et T sont respectivement la

of
température de référence et la température actuelle en degré Kelvin. La loi de comportement

viscoélastique du béton (173) est alors réécrite en remplacant ¢ par ¢, et devient :

tr[gR(t)] = % j 3k(t, —7) 1r (%) dr
RO
(204)

dgdev
dt

PN I
sdﬂ,(t)—% ! 2u(t, —7) (—) dr

Ainsi les effets de la température sont pris en compte via les expressions (174)-(175) et (203)-

(204). Par ailleurs, le modele de fluage développé au chapitre 3 nécessite une description de la
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microstructure du matériau étudié afin d’appliquer la procédure d’homogénéisation basée sur
le schéma de Mori-Tanaka. De facon analogue au cas de la pate de ciment, nous choisissons
une représentation simplifiée du béton et considérons que celui-ci est composé de 3 phases,
une matrice homogene (la pate de ciment), des inclusions sphériques élastiques (les granulats)
et des pores également sphériques. Pour les applications présentées dans cette partie, les
propriétés viscoélastiques linéaires de la matrice sont représentées par un modele de Maxwell
généralisé a 4 branches, dont une branche ne comporte qu'un ressort. Ce nombre de branches
est adopté pour une description optimale des phénomenes de fluage dans la plage de temps
considérée (voir §4.2.2). Nous verrons qu’il y a dans ces conditions 11 inconnues a identifier :
(kf,kj’", A RS T TN T A A 2 T}"). Dans ce qui suit nous détaillons la formulation du
modele de fluage pour le cas d’une microstructure composée de 3 phases dont une matrice de
comportement décrit par 2 modeles de Maxwell généralisé a 4 branches. Cette formulation est
notablement plus complexe que celle développée dans la section 4.2.1. Les expressions des
modules de compressibilité et de cisaillement microscopiques écrites dans l'espace de temps
sont :

t

3 - 3 7ﬁ
k() =k + > ke et pt(n =+ ple (205)
i=1 i=1

N ki ,oe e . . .
ou 7," et Tf” " sont les temps caractéristiques microscopiques correspondant respectivement

aux modules de compressibilité et de cisaillement. Dans notre calcul, on suppose pour
simplifier que 7" =7""=7". Il y a donc 3 temps caractéristiques microscopiques. Les
formules des modules de compressibilité et de cisaillement écrites dans 1'espace de LC sont :

A'(s)=pl + Zum— (206)

3
~ s
k"(s =km+2km—
(s)=k. = T s+1/1" =T s+1/7T"

En appliquant le schéma de MT a la microstructure définie ci-dessus dans l'espace de LC, on

obtient les expressions effectives des propriétés macroscopiques comme (147) avec M =2 :

-, _ 4 2 ki ~m 2 m -1
k'l()m — km +_~m ) _
(s) { X wyry j( 24y +4/3,u j
(207)
~ hom ~m Tm ﬂ ﬁm ,Ll ﬂ
ﬂh (S)z(ﬂ +f ci i Tm [1 mj
Ry U T

avec f’" est défini comme (136).

ou ¢, est la fraction volumique de la phase particulaire i (granulats et pores). On applique a
présent la procédure permettant d’établir des expressions analytiques de ces propriétés
macroscopiques dans 1’espace temps. Cette procédure repose sur I’écriture de lg'”’m(s) et
ﬂho'"(s) sous la forme de fraction rationnelle. Aprés quelques manipulations algébriques,

nous obtenons :
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(Z A s’j(ZCﬂ ]
i=0

Sefzo) " g2

i=0 i=0

(208)

ou les coefficients A*,Bf,Cf,Df, A* B*,C# et D! sont exprimés en fonction des parametres

k2 kT, ul 1" et de la fraction volumique ¢; des inclusions et des pores. Le second aspect

de la procédure réside dans la recherche des racines des dénominateurs apparaissant dans les
~hom

expressions des fonctions k" (s) et Z""(s) afin de pouvoir les inverser facilement. Ainsi,

il s'agit de résoudre les deux équations suivantes :

(ZB{“ s"j(ZDf s"j =0 (209)

i=0 i=0

(23:3;’ s"j(zglz);‘ s"j =0 (210)
i=0 i=0

Analytiquement, il n'existe pas de méthode pour déterminer les racines de polynomes d'ordre
supérieur a 4. Or les équations (209) et (210) font intervenir des polyndémes d'ordre 6 et 9. On
se propose alors d’utiliser une méthode numérique pour calculer ces racines. On choisit ainsi
la méthode tres connue de Newton-Raphson pour résoudre les équations d'ordre 6 et 9
suivantes (voir I'Annexe VII) :

6 9

Y Dfs'=0 et Y Dfs' =0 (211)

i=0 i=0
On trouve finalement 9 solutions négatives distinctes pour 1'équation (209) et 12 pour
I'équation (210), si bien que les modules macroscopiques effectifs de compressibilité et de

cisaillement dans l'espace réel s’écrivent sous la forme :

9 _r

12 —
khom (t) :kw +Zkl‘e o et Iuhom (Z.) = +Zﬂ[e T (212)
i=1

i=1

t

Dans les sections suivantes sont présentées des applications de ce modele au cas de bétons

soumis a des élévations de températures dans la plage de 20 a 80°C.

5.1.2. Simulation des essais de Ladaoui [80]
On applique le modele défini en section précédente a la simulation des essais de fluage propre
en compression a 100% d’humidité relative réalisés par W. Ladaoui au Laboratoire Matériaux
et Durabilité des Constructions de Toulouse [80] durant sa theése financée par I’ANDRA.
Plusieurs températures ont été étudiées : 20, 50 et 80°C. L'identification des parametres du

modele de Maxwell est conduite a partir des résultats expérimentaux en adoptant une
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procédure simplifiée. Celle-ci consiste a fixer a priori les valeurs des temps caractéristiques de
facon a couvrir une plage de temps en adéquation avec les expériences. Par ailleurs,
I’hypothese selon laquelle les évolutions du coefficient de Poisson sont similaires a celles des
essais de Parrott présentés en section 4.2.1 a été adoptée. Les caractéristiques mécaniques
principales instantanées du béton a 20 °C sont données dans le Tableau 10. Nous supposons
que ces caractéristiques restent constantes dans la gamme de températures de 20 a 80°C. Les
propriétés élastiques retenues pour les granulats sont reportées dans le Tableau 11, leur
fraction volumique étant estimée a 0.679 et celle de la porosité a 0.112 (voir I’annexe IX pour
plus de détails concernant la formulation du béton utilisé pour les essais de Ladaoui). Les
parametres microscopiques du modele de Maxwell représentant le comportement de la
matrice du béton identifiés a partir des résultats expérimentaux de déformations longitudinales
a 20 °C sont listés dans le Tableau 12 (voir la Figure 70 pour la comparaison expériences-
simulations). Notons que le chargement de fluage retenu correspond classiquement a 30% de
la résistance en compression f, . Enfin, les parametres macroscopiques du modele de fluage
définis dans I’équation (212) et calculés a partir des valeurs des parametres microscopiques du

Tableau 12 et des autres données matérielles sont indiqués dans le Tableau 13.

Tableau 10 : Caractéristiques du béton a I’dge de chargement (CEM 1) [80].

f(‘ V Ecm
86 (MPa) 0.27 45.50 (GPa)

Tableau 11 : Caractéristiques des granulats.

E. V. k. y75

i i

60 (GPa) O.ZtS 40 (GPa) | 24 (GPa)

Tableau 12 : Valeurs des parametres microscopiques pour le modele de Maxwell généralisé a 4 branches a 20°C.

Branche oo 1 2 3
k" (GPa) |10.16 | 599 | 11.32 | 4.92

' (GPa) | 8.58 | 6.42| 3.62 |2.29
7" (Jours) 1 20 | 100

En utilisant le modele de fluage ainsi identifié a 20°C et a 1’aide de 1’expression (204), on
peut maintenant ajuster la valeur de I'énergie d'activation Q a partir des résultats
expérimentaux obtenus a une autre température que 20°C. Nous retenons pour cela les essais
réalisés a 50°C. Les propriétés mécaniques du béton et les déformations instantanées
expérimentales longitudinales et transversales a 50°C sont présentées dans le Tableau 14. La

valeur identifiée de Q/R est 6989°K, et on en déduit celle de I’énergie d’activation
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0 = 58079(J /mol). Les résultats numériques obtenus sont reportés sur la Figure 70 et
comparés aux résultats expérimentaux. Notons que cette figure ne présente que les
déformations instantanées et de fluage propre, les déformations d’origine thermique dues a la
dilatation du matériau étant omises afin de faciliter la comparaison. D’autre part les
déformations transversales a 50°C n’ont pas été mesurées expérimentalement. On constate
alors un trés bon accord entre les simulations et les essais, ce qui indique que la méthode
particulierement simple du temps équivalent adoptée pour prendre en compte les effets de la
température semble bien adaptée.

Tableau 13 : Valeurs des parametres macroscopiques du modele de fluage a 20°C.

Branche oo 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 | 11 12
k; (GPa) |2.38|3.15|0.14 | 6.36 | 0.56 | 0.97 | 0.69 | 0.68 | 0.68 | 0.35

M, (GPa) | 158 |1.30]0.11|5.02|0.34| 0.59 | 0.54|0.14 | 0.645 | 0.14 | 0.66 | 0.46 | 0.56
! (Jours) I [1.18| 1.3 | 20 |24.14|27.7| 100 | 132 | 188
7/ (Jours) 1 | 1291140170 20 252|272 28 | 100 | 142 | 173 | 242

Tableau 14 : Propriétés du béton et déformations de fluage propre a 50°C [80].

o | ¢&, longi g trans
E_(GPa) v
(MPa) | (um/m) (um/m)
25.8 620 45.5 -203 0.27
x10"
15 ‘ ‘
,A—‘-‘“""—_“A
S10] L aadtlT ]
3 &
P e, T=20°C
st e g, T=50°C
- &, » T=20°C
= e, T=50°C
E 07 tr
0.000:0990000000000 -0
5 s w ‘ s ‘
0 50 100 150 200 250 300

Temps (jours)

Figure 70 : Déformations expérimentales (symboles, [80]) et numériques (courbes)
longitudinales et transversales de fluage propre a 20° et a 50°C.

Les Figure 71 et Figure 72 montrent les évolutions respectivement des pseudo-déformations
et de la variable d’endommagement obtenues a 20 et 50°C et correspondant a la Figure 70. On
observe que I’endommagement augmente 1égerement en fonction de la température : la valeur
obtenue a 250 jours passe ainsi d’environ 0.18 a 0.2 lorsque la température croit de 20 a 50°C.

On retrouve ce résultat sur la Figure 71 ou il apparait que les pseudo-déformations sont tres
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proches pour les cas 20 et 50°C. Enfin, la Figure 73 montre les évolutions des modules de
compressibilité (gauche) et de cisaillement (droite) obtenues a 20 et 50°C. On constate que la
température affecte considérablement les valeurs de ces modules. De fait, d’apres 1I’équation
(203) le temps équivalent peut étre facilement calculé dans le cas ou la température est
constante et vaut 7,(r) =9.146¢ en prenant T,, et T égaux respectivement a 20 et 50°C.
Ainsi les effets de la température a 50°C peuvent étre assimilés a une diminution de la
viscosité des amortisseurs d’un facteur proche de 9.146 par rapport a leur viscosité a 20°C.
On peut conclure d’apres les résultats du modele que I’essentiel de I’augmentation des
déformations de fluage du fait d’un accroissement de température modéré résulte de

I’évolution des propriétés viscoélastiques du matériau, et dans une moindre mesure a

I’évolution de I’endommagement.
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Figure 71 : Pseudo-déformations longitudinales et transversales de fluage propre a 20°et a

50°C.
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Figure 72 : Evolutions de la variable d’endommagement a 20° et 50°C.

118

250



5. Prise en compte des effets des thermo-hydriques

3.5

—— T=20°C
st | T=50°C ||

Module de cisaillement

Module de compressibilité

: : : : 0.6 : : : :
50 100 150 200 250 0 50 100 150 200 250

Temps (jours) Temps (jours)

0.5
0

Figure 73 : Evolutions des modules de compressibilité (gauche) et de cisaillement (droite) a
20° et 50°C.

On présente par la suite les résultats des déformations de fluage propre du béton obtenus a
80°C. Les symboles de la Figure 74 montrent les déformations longitudinales de fluage propre
a 20° 50° et a 80°C obtenues expérimentalement par Ladaoui [80]. On observe une
augmentation importante de I’amplitude de celles-ci entre 50 et 80°C. Ce résultat a 80°C met
a priori en évidence un comportement singulier par rapport a ceux obtenus a 20°C et 50°C. Il
pourrait €tre expliqué selon Ladaoui [80] par 1’apparition de microfissures lors des essais, en
partie générées par les surpressions d’eau (I’éprouvette a été maintenue dans I’eau avant essai
pendant plusieurs semaines) consécutives a 1’augmentation de la température. En conservant
la valeur de 1’énergie d’activation Q/R =6989(°K) identifiée précédemment, on peut alors
simuler la déformation longitudinale de fluage a 80°C. Notons qu’a cette température le temps
équivalent vaut t,(t) =57.43¢ par rapport a la référence de 20°C. Les résultats numériques
sont présentés sur la Figure 74 en traits continus. Alors qu’a 20°C et 50°C on a constaté que le
modele reproduisait bien les résultats expérimentaux, on observe qu’a 80° la déformation
numérique est assez largement inférieure a celle de 1’essai. On note que la valeur de la
variable d’endommagement maximale obtenue dans ce cas (D,=0,35), bien qu’assez

élevée, ne suffit pas a expliquer 1’écart constaté.

Dans la suite, on se propose de simuler d’autres expériences de fluage sur béton effectuées a
différentes températures comprises dans la plage 20-80°C. On souhaite en effet vérifier si les
écarts constatés entre les simulations et les essais de Ladaoui pour des températures
supérieures a 50°C se retrouvent de maniere systématique, auquel cas I’approche utilisée

devrait étre modifiée.
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Figure 74: Déformations de fluage propre numériques (courbes) et expérimentales
(symboles [80]) a 20°C, 50°C et 80°C.

5.1.3. Simulation des essais de fluage a différentes températures d’Arthanari et
Yu [88]

On présente dans cette section les simulations des essais de fluage propre a 100% d’humidité
relative réalisés sur béton par Arthanari et Yu [88] aux différentes températures suivantes :
20°, 40°, 62° et 80°C. Le but est de valider la méthode du temps équivalent introduite dans le
modele en §5.1.1, et en particulier de vérifier sa pertinence pour des températures proches de
80°C, au regard des différences constatées avec les résultats obtenus par Ladaoui dans ces
conditions (voir section précédent). Les principales caractéristiques du matériau sont
indiquées dans le Tableau 15. Le chargement de 6.9 MPa correspond a 30% de la résistance
en compression, les fractions volumiques des pores et des granulats ont été estimées
respectivement a 0.12 et 0.62. On utilise également 2 modeles de Maxwell généralisé a 4
branches pour décrire le comportement viscoélastique de la matrice, si bien que les
développements du §5.1.1 sont utilisés pour ce cas test. Par ailleurs, la procédure
d’identification des parametres mécaniques et de I’énergie d’activation est identique au cas
précédent. En conséquence, les parametres microscopiques du modele sont identifiés sur les
résultats expérimentaux a 20°C et sont reportés dans le Tableau 16; les parametres
macroscopiques qui en découlent sont listés dans le Tableau 17. Les formules (203) et (204)
permettent de quantifier 1’énergie d’activation pour le passage de 20°C a 40°C a partir des
résultats d’Arthanari et Yu et nous donnent Q/R=6113(°K). On constate que la valeur

d’énergie d’activation trouvée est du méme ordre de grandeur que celle obtenue au §5.1.2.

Tableau 15 : Valeurs des données du béton d’ Arthanari et Yu [88] a 20°C et 100% d’humidité relative.

E 14 e/c | porosité | frac. granulats o A, | B, £,
28 (GPa) | 0.25 | 0.564 0.12 0.62 6.9(MPa) | 0.8 | 1289 | 10™*
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Tableau 16 : Valeurs des parametres microscopiques pour les modeles de Maxwell généralisés a 4 branches a

20°C.

Branches ) 1 2 3
k"(GPa) | 4.885|5.598 | 3.975|2.939

M1 (GPa) | 3.089 | 4.497 | 2.241 | 1.496
7" (Jours) 1 5 20

Tableau 17 : Valeurs des parametres macroscopiques du modele de fluage a 20°C.

Branches ) 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
k, (GPa) |6.68 |3.60|1.02| 1.11 | 3.63 | 1.02|0.937 | 3.70 | 0.566 | 0.399

M, (GPa) |4.79 | 1.60 | 0.11 | 0.051 | 0.011 | 1.86 | 0.54 | 0.65 | 0.173 | 2.00 | 0.599 | 0.963 | 0.251
7! (Jours) 1 [1.24] 1.52 | 50 |[579| 733 | 20. | 22.5 | 325
! (Jours) 1.0 {129 | 147 | 1.50 | 5.0 | 6.01 |731| 7.33 | 20. | 23.3 |33.03| 334

La Figure 75 présente la comparaison entre les résultats expérimentaux (symboles)
d’ Arthanari et Yu [88] et les résultats numériques (courbes) du modele utilisant la méthode du
temps équivalent en termes de déformations longitudinales de fluage et pour les différentes
températures de 20°C a 80°C. On observe un tres bon accord entre essais et simulations, y
compris pour les températures de 62°C et 80°C, ce qui indique que la méthode du temps
équivalent permet de reproduire de maniére satisfaisante pour ce cas test les déformations
expérimentales. D’ autre part, les effets de la température apparaissent clairement, et a 60 jours
les valeurs atteintes sont presque 2 fois plus importantes dans le cas a 80°C que dans le cas a
20°C. Sur la Figure 75 sont également reportées les déformations transversales de fluage
obtenues numériquement (a noter que ces déformations transversales n’ont pas été mesurées

pendant les essais).

Déformation de fluage

~o 10 20 30 40 50 60
Temps (jours)

Figure 75 : Déformations expérimentales (symboles, [88]) et numériques (courbes)
longitudinales et transversales de fluage propre a différentes températures.
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Les Figure 76 et Figure 77 présentent les évolutions respectivement des pseudo-déformations
longitudinales et transversales et de la variable d’endommagement aux différentes
températures considérées dans les essais. On constate que les pseudo-déformations sont,
comme dans le cas des tests de Ladaoui, assez peu impactées par les élévations modérées de
température. En effet a 60 jours I’augmentation d’amplitude n’exceéde pas 5% entre 20 et
80°C. On retrouve ce résultat sur les évolutions de la variable d’endommagement, qui croit
modérément de 0.175 & 0.195 a 60 jours entre 20 et 80°C. On remarque par ailleurs, en accord
avec l’ensemble des résultats précédents, que cette variable évolue assez peu a 20°C,
puisqu’elle augmente de 0.15 2 0.175 a 60 jours.
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Figure 76 : Pseudo-déformations longitudinales (droite) et transversales (gauche) de fluage
propre a différentes températures.
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Figure 77 : Evolutions de la variable d’endommagement a différentes températures.

Les Figure 78, Figure 79 et Figure 80 reportent les évolutions respectivement des modules de
compressibilité et de cisaillement, du coefficient de Poisson et du coefficient de Biot obtenues
numériquement aux différentes températures s’échelonnant de 20 a 80°C. Globalement on
retrouve les résultats obtenus précédemment dans le cas des simulations des essais de
Ladaoui, notamment que les parametres mécaniques sont significativement affectés par la

température. Par ailleurs on observe que les modules de compressibilité et de cisaillement
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diminuent rapidement les 10-20 premiers jours, et plus lentement par la suite. A 60 jours, la
valeur du coefficient de Biot chute d’environ 10% entre 20 et 80°C, passant de 0.219 a 0.2.

x 10" x10°
2.5 u T 14 T -
— T=20°C — T=20°C
s AT T=40°C | <128 |- T=40°C ||
E 20 e T=62°C s o8 o T=62°C
% E‘ L N T=80°C |
g L
g S gh
) D 3
L} =
= o
< ERE
= = )
£ g |-
> E 4
0 : : : : : 2 ‘ ‘ : : :
0 10 20 30 40 50 60 0 10 20 30 40 50 60
Temps (jours) Temps (jours)

Figure 78 : Evolutions des modules de compressibilité (gauche) et de cisaillement (droite) a
différentes températures.

Coefficient de Poisson

0 10 20 30 40 50 60
Temps (jours)

Figure 79 : Evolutions du coefficient de Poisson a différentes températures.
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Figure 80 : Evolutions du coefficient de Biot a différentes températures.

Dans la suite, on étudie le cas des températures variables dans le temps, qui présente un
intérét pratique certain. On propose alors une méthode simplifiée permettant d’introduire ces

effets dans les calculs numériques.
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5.1.4. Température variable dans le temps
On a présenté ci-dessus I’effet de la température sur la déformation de fluage du béton en
considérant cette température constante et uniforme. Cependant dans le cas général la
température varie au cours du temps, ce qui complique l'intégration des équations. On propose
de prendre en compte ces variations de maniere approchée en discrétisant la variable
température avant de résoudre numériquement le probleme. On développe dans cette section
deux méthodes classiques de discrétisation.

5.1.4.1. Approximation constante de la température dans [’intervalle de
temps

La forme la plus simple de discrétisation consiste a approcher la température par une fonction

affine par morceaux dans chaque pas de temps 7€ [t,,z.,,] (voir la Figure 81). On pose :

Ly =4+ Atm
T, =T+AT,

i+1

(213)

A
T(°K) T; Tit
—

-

[
-

o i t (jours)

Figure 81: Approximation constante de la température par morceaux.

L’expression discrétisée du temps équivalent ¢, défini par 1’équation (203) peut se mettre

" of 1 1
£, (i) {eXP[—E(%—T—J:ldT

sous la forme simple :

(214)

Les effets de la température sur le fluage sont décrits par la loi de comportement (204). En
utilisant cette expression, on peut calculer toutes les valeurs des déformations a chaque pas de
temps a I’aide des formules (181), en remplagant 7, par ¢, (t,. )
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5.1.4.2. Approximation linéaire de la température

On considere ici que la température est approchée par une fonction continue linéaire dans

chaque pas de temps € [z,

P27+l

] (voir la Figure 82). Dans lintervalle [¢,.z.,,], on a alors la

i+l

relation :

T =T + 12 iy 215)

i+l

A
T(°K) Tivi

\

t i .
oo t (jours)

Figure 82: Approximation linéaire par morceaux de la température.

En utilisant I’équation (215), I’expression du temps équivalent (203) devient :

Tiy 1 1
1t = [exp| 2| - e @16)
0 ];4_%(1-_&) ref

i+1 i

L’expression (216) a la forme d’une intégrale d’une fonction exponentielle :
b
I=[edr. 217)

Cette intégrale peut étre écrite en utilisant une série :

1 :—b{—e—z+ln|x|+i,x—ji avec x =
X !

L’expression t,(t,,) n’est pas donc explicite. On propose d’utiliser la méthode de Simpson

pour calculer numériquement cette intégrale. Considérons I’intégrale définie par :

I =jf(x)dx (218)

La méthode de Simpson est une technique de calcul numérique d’une intégrale basée sur un

polyndme quadratique prenant les mémes valeurs que f aux points d’abscisse a, b et
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c=(a+b)/2 (voir la Figure 83). Elle nous donne alors une estimation simple de 1’intégrale
(218) sur 'intervalle [a,b] :

Izb;a{f(a)+4f(a;bj+f(b)} (219)

Pour obtenir un meilleur résultat, on subdivise chaque intervalle [a,c] et [c,b] en sous

intervalles et on additionne les valeurs obtenues sur tous les intervalles.

yﬂ

J)

»
-

|
|
|
|
a c b X

Figure 83 : Approximation numérique du calcul intégrale par la méthode de Simpson.

5.1.4.3. Illustration

On présente dans cette sous-section une application des formules précédentes permettant de
calculer les valeurs du temps équivalent z, pour des températures variables, au cas du
matériau identifié au §5.1.3 a partir des essais d’Arthanari et Yu [88]. On propose alors de
simuler les essais de fluage en faisant varier la température linéairement de 20 a 80°C avec
une vitesse de montée en température de 1°C/jour. Dans la Figure 84, les évolutions des
déformations de fluage longitudinales et transversales obtenues numériquement sont
comparées dans le cas d’'une approximation linéaire et constante par palier, et avec le pas de
temps Ar=10" s . Sont également reportées sur cette Figure les déformations de fluage a 20 et
80°C (voir §5.1.3). Notons que seules les déformations de fluage sont représentées, les
déformations liées aux variations de température étant exclues afin de rendre la comparaison
plus pertinente, notamment avec les cas a 20 et 80°C. Cependant il est clair que cette
simplification conduit a des imprécisions et est donc critiquable puisqu’en réalité les
contraintes associées a ces variations de température évoluent elles aussi en fonction du
temps. En effet, le coefficient de dilatation thermique est, au méme titre que le coefficient de
Biot, dépendant du temps (cet aspect ne sera cependant pas abordé dans la these), et d’autre
part les contraintes d’origine thermique sont liées au module de compressibilité du matériau.
On constate sur la Figure 84 que I’approximation linéaire par palier permettant en principe
d’augmenter la précision des calculs par rapport a 1’approximation constante par palier ne
conduit pas a des différences significatives des lors que la taille des pas de temps est

suffisamment faible, comme ici avec Ar=10%s. On peut donc utiliser 1’approximation
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constante par palier pour simplifier les calculs. La Figure 85 présente les évolutions de 7,
correspondant aux courbes de la Figure 84, et confirme que 1’écart entre les 2 méthodes de

discrétisation est tres faible.

------- T linéaire| |
----------- T Palier

Déformation de fluage

2t

0 10 20 30 40 50 60
Temps (jours)
Figure 84 : Comparaison des résultats entre les approximations constante et linéaire par

paliers dans le cas d’une variation de température linéaire de 20°C a 80°C.
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Figure 85 : Evolutions de ¢, dans le cas d’'une variation de température linéaire de 20°C a
80°C.

Les Figure 86 a Figure 89 présentent les résultats de simulation pour 2 vitesses de montée en
température : 1°C/jour et 2°C/jour, toujours dans la situation ou la température varie
linéairement de 20 a 80°C, et en utilisant 1’approximation constante par palier. Sont
également reportés pour comparaison les résultats obtenus avec les températures constantes de
20 et 80°C. La Figure 86 droite présente les évolutions de ¢ (r) dans les différents cas
considérés. La Figure 86 gauche montre les évolutions des déformations de fluage, et on
observe que les variations de température et la vitesse de chauffage influent significativement
sur les résultats. L’effet de 1’histoire du chargement est également visible puisque les courbes
obtenues avec les 2 vitesses de montée en température sont différentes, et ne coincident pas
avec la courbe correspondant a une température constante de 80°C a 60 jours. Ainsi
I’amplitude des déformations maximales dépend a la fois de la température maximale mais

aussi de ses variations au cours du temps.
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Figure 86 : Evolutions des déformations de fluage (gauche) et du temps équivalent ¢,
(droite) dans le cas d’'une montée en température linéaire de 20°C a 80°C.

La Figure 87 présente les évolutions des pseudo-déformations longitudinales et transversales
associées aux déformations de fluage de la Figure 86. Globalement les mémes remarques que
ci-dessus concernant 1’effet des variations de températures peuvent étre formulées, avec
cependant des différences nettement moins marquées entre les courbes que dans le cas des
déformations de fluage. De méme, la Figure 88 présentant les évolutions de la variable
d’endommagement pour les cas considérés fait apparaitre une tendance similaire : 1’influence
des variations de température se révele relativement limitée et en accord avec les conclusions
précédentes selon lesquelles I'impact des températures modérées sur I’endommagement est
faible.

10 5
287 55X 10
— U
£27) 3
B ]
= Z
£ 2.6 g
=2 &
= =
= =
<25 s 7 — T=20°C
E E ----- T=80°C
€24 £ 15 AT =1°C/)
3 s AT =2°C/J
< <
; 2.3} ; 8
~ A~
; - ; : : -85 ; ; ; - :
0 10 20 30 40 50 60 0 10 20 30 40 50 60
Temps (jours) Temps (jours)

Figure 87 : Evolutions des pseudo-déformations longitudinales (gauche) et transversales
(droite) dans le cas d’'une montée en température linéaire de 20°C a 80°C.
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Figure 88 : Evolutions de la variable d’endommagement dans le cas d'une montée en
température linéaire de 20°C a 80°C.

Enfin, la Figure 89 montre les évolutions des modules de compressibilité et de cisaillement
dans les 2 cas de températures variant linéairement, et dans les cas des températures
constantes a 20 et 80°C. Les effets des variations de température sont tres nettement visibles,
et on constate que les valeurs des modules se rapprochent progressivement de celles obtenues

a T =80°C, et ce d’autant plus vite que la vitesse de montée en température est grande.
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Figure 89 : Evolutions du module de compressibilité (gauche) et de cisaillement (droite) dans
le cas d’'une montée en température linéaire de 20°C a 80°C.

5.2. Effet de I’humidité relative

On s’intéresse dans cette section aux effets de I’humidité relative sur le comportement différé
a long terme et plus particulierement le fluage des bétons. On a vu dans I’introduction (voir
§2.4.2) que ce parametre affecte considérablement les déformations différées, mais aussi plus
généralement la durabilit¢ de ces matériaux. On a également montré qu’une méthode
régulierement utilisée dans la littérature pour reproduire les effets de I’humidité relative sur le
comportement viscoélastique des matériaux cimentaires est celle du temps équivalent. Un de
ses avantages évidents est sa simplicité. On propose alors d’appliquer 1’approche de BaZzant
[89] basée sur cette méthode en y apportant quelques modifications pour obtenir une réponse
du modele plus proche des résultats expérimentaux.
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5.2.1. Introduction de la méthode du temps équivalent
On rappelle que cette méthode consiste a remplacer dans le modele viscoélastique le temps
réel ¢ par un temps équivalent ¢, intégrant les effets dans le temps des phénomenes a prendre
en compte (voir I’équation (203) concernant les effets de la température). Pour reproduire les
conséquences a la fois de la température et de I’humidité relative, Bazant [89] propose

I’expression suivante du temps équivalent :

ty= [ BB, (D)dz (220)

avec B, et S, des fonctions dépendant de la température et de I’humidité relative prenant la

forme (voir aussi les équations (12) et (13)) :

cexpl 2| L1
,b’T(t)—eXp{ R{T(I) T }} (221)

ref
B0 =a,+1-a)l* @) (222)

ou ¢, est un parametre de calage variant dans I'intervalle [0,1]. L’expression (220) étend
donc I’équation (203) aux effets de ’humidité relative en plus de ceux de la température.
Dans les applications suivantes, on se limitera a une température constante pour simplifier, les

effets de la température ayant été abordés dans la section précédente.

On présente alors quelques modifications de cette approche permettant d’obtenir des résultats
numériques en meilleur accord avec les résultats expérimentaux disponibles. La fonction

dépendant de I’humidité relative (222) est ainsi modifiée comme suit :

B, ()=, +(1-a)h’®)] (223)
La loi de comportement viscoélastique du béton (173) est réécrite en remplagant ¢ par ¢,, :

1% de
" (1) ] "% ! 3t~ () d
(224)

dgdev
dt

1
2,

lep

g, (D==— [ 2t —0)(=—) dr

0

Il est clair que la relation (224) prend en compte les effets de I’humidité relative via les
parametres viscoélastiques du matériau, au méme titre que la relation (204) prend en compte
ceux de la température. On souhaite étendre ici cette approche dans le cadre plus général du
couplage hydro-mécanique. Ainsi on propose de réécrire la loi de comportement (174) en
ajoutant un terme li€¢ aux effets hydriques basé sur la mécanique classique des milieux poreux

et étendant le concept simplifié de Schapery, sous la forme :

0=1-D,(&))(3keL:eg+2u,d e, —bypl) (225)

130



5. Prise en compte des effets des thermo-hydriques

ou b, est un parametre appelé coefficient de référence de Biot, similaire aux modules k, et
M, introduits ci-dessus ; p_, est alors la pseudo-pression capillaire qui s’exprime sous la

forme suivante, par analogie aux pseudo-déformations introduites par Schapery :
1 .
P =—[b(t-7) p.dz (226)
bR 0

avec b(t) le coefficient viscoélastique de Biot du milieu poreux insaturé dépendant du degré
de saturation, p_ la pression capillaire dépendant a la fois de la température et de I’humidité
relative & viala loi de Kelvin :

RT
=—p—1Inlh 227
P=Por () (227)
Dans cette équation, O est la masse volumique de I’eau, R la constante des gaz parfaits, M,
la masse molaire de 1’eau. La prise en compte de I’effet de 1’humidité relative dans la

déformation de fluage propre est alors décrite par les équations (220)-(225).

5.2.2. Application et validation du modéle
Le modele présenté dans la section précédente est maintenant appliqué au cas d’un matériau
cimentaire subissant un chargement mécanique et hydrique (c'est-a-dire des variations
d’humidité relative). Nous proposons pour ce faire de simuler les essais réalisés par Roelfstra
[90] sur une pate de ciment soumise a une contrainte de fluage de 20 MPa représentant 30%
de sa charge de rupture, et a différentes valeurs d’humidité relative constantes. Les essais

correspondants ont été effectués sur des éprouvettes cylindriques de diametre 8 mm et de

/

hauteur 20 mm (Figure 90).

Figure 90: Eprouvette cylindrique utilisée pour les essais de Roelfstra [90].

Ce cas d’étude permet a la fois d’identifier une partie des parametres du modele de fluage, et
de valider 1’approche proposée pour prendre en compte le caractere insaturé du matériau.
Cependant les évolutions des déformations transversales des spécimens n’ayant pas été
mesurées dans les tests de Roelfstra, il nous faudra faire des hypotheéses importantes

concernant les variations dans le temps du coefficient de Poisson (a I’instar des simulations du
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§5.1.3) afin de pouvoir déterminer I’ensemble des parametres du modele. Ainsi nous
considérerons que le coefficient de Poisson évolue suivant la Figure 91. Ces évolutions sont
adaptées des résultats obtenus sur pate de ciment par Parrott [68] (voir §4.2), en particulier
concernant les variations respectives du coefficient entre ¢ = 0 et ’échéance correspondant a

la fin des essais (500 jours ici).

—8— vy(t)

Coefficient de Poisson

0.2

0 100 200 300 400 500
Temps (jours)

Figure 91: Evolutions estimées du coefficient de Poisson.

Nous appliquons cette fois encore la procédure d’identification des parametres du modele de
fluage mise en place pour les exemples précédents. Le cas de référence permettant cette
identification est I’essai de fluage effectué a & = 100% (voir la Figure 92) correspondant au
cas saturé, i.e. p, = 0. Les parametres du modele simplifié développé au §5.2.1 seront ensuite
identifiés puis 1I’approche sera confrontée aux résultats expérimentaux obtenus respectivement
a h =81% et h =44%. Nous choisissons de représenter la pate de ciment comme dans la
section 4.2.1 par une matrice homogene dans laquelle sont distribués des pores sphériques de
fraction volumique frac. Les parametres principaux du matériau sont listés dans le Tableau

18.

Tableau 18 : Valeurs des données de la pate de ciment a 20°C et h~=100%.

E v e/c | frac (9
20 (GPa) | 0.25 | 0.45 | 0.24 | 20 (MPa)

On suppose par ailleurs que le comportement viscoélastique linéaire de la matrice est décrit
par 2 modeles (un pour le module de compressibilité et I’autre pour le module de cisaillement)
de Maxwell généralisé a 5 branches, dont une branche ne comporte pas d’amortisseur. Le
nombre de branches plus important par rapport a 1’étude du §4.2.1 se justifie essentiellement
par le fait que les temps de simulations considérés (correspondants aux temps des essais) sont
nettement plus longs, d’un rapport d’environ 10. Nous n’allons pas détailler toutes les étapes

menant aux expressions finales du modele de fluage car elles ont déja été explicitées
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précédemment. Simplement, nous rappelons les équations des modules de compressibilité et
de cisaillement microscopiques de la matrice écrites dans l'espace temps :

t

4 L 4 _
K" =k + > ke * )" (O =+ e T (228)

i=1 i=1

t

On supposera ici encore pour simplifier que 7/ = 7" = z/". On montre alors qu’on obtient les
formules des modules de compressibilité k" (¢) et de cisaillement """ (¢) homogénéisés
de la pate de ciment dans l'espace réel sous la forme :

s _r

8 —
khom (t) — kw +Zkl‘e T et Iuhom (Z.) = +21u[e T (229)
i=1

i=1

t

Il y a ainsi en tout 12 temps caractéristiques macroscopiques distincts, dont les 4 temps
caractéristiques microscopiques 7;". Comme déja indiqué plus haut, I'ensemble des temps
caractéristiques microscopiques est un sous-ensemble de celui des temps caractéristiques
macroscopiques. Les coefficients du modele de Mazars en compression sont fixés a A, = 0.9
et B = 330. Notons que le calcul de la pseudo-déformation équivalente définie dans
I’équation (176) est modifi€ afin de retrancher la contribution due a p_, dans I’équation (225)
. En effet il est bien établi que les déformations libres homogenes liées aux variations
d’humidité relative et donc de pression capillaire, au méme titre que les déformations libres
induites par dilatation ou contraction thermique, n’engendrent pas ou tres peu de
microfissuration dans le cas général. Ceci est bien sir limité a des évolutions modérées ne
provoquant pas de modifications de la microstructure. En revanche lorsque les déformations
macroscopiques sont empéchées notamment par effet de structure, des contraintes se
développent et peuvent alors entrainer la fissuration du matériau. Le fait d’exclure le dernier
terme de 1’équation (225) de la loi d’évolution de la variable d’endommagement permet de

prendre en compte ces phénomenes..

Les valeurs des parametres microscopiques identifiés a partir des résultats expérimentaux de
[90] a h=100% sont listées dans le Tableau 19, et les parametres macroscopiques

correspondants sont reportés dans le

Tableau 20.

Tableau 19 : Valeurs des parametres microscopiques pour le modele de Maxwell généralisé a 5 branches.

Branche oo 1 2 3 4
k"(GPa) |5.80|6.96|4.10 |3.10 | 3.24

u"(GPa) |552(2.13]201]1.61]|1.65
7" (Jours) 4 20 | 100 | 300
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Tableau 20 : Valeurs des parametres macroscopiques pour le modele de Maxwell généralisé a 5 branches.

Branche oo 1 2 3 4 5 6 7 8

k, (GPa) 3.71 3.33 0.27 2.27 0.51 1.75 0.32 1.81 | 0.920

U, (GPa) 3.35 1.34 0.17 1.25 0.41 0.99 0.27 1.02 | 0.092

! (Jours) 4 4.92 20 2487 | 100 | 12241 | 300 | 416.8
7/ (Jours) 4 5.22 20 25.69 | 100 | 125.70| 300 | 451.3

N

A partir des parametres ainsi identifiés a 100% d’humidité relative, la simulation des
déformations 2 81% permet d’ajuster la valeur du coefficient de calage introduit dans (223) a
05, =0.125. Les évolutions des déformations longitudinales et transversales de fluage propre
obtenues numériquement (courbes) pour les humidités de 100%, 81% et 44% sont
reportées sur la Figure 92 et comparées aux résultats expérimentaux de Roelfstra [90]
(symboles). Moyennant le calage approprié du coefficient &), les résultats expérimentaux
présentés sont alors correctement reproduits. On constate que I’humidité relative joue un role
trés important sur les déformations de fluage. L'amplitude de la déformation longitudinale de
fluage du cas & = 100% est environ 2 fois plus grande que celle du cas & = 44%. 1l est a noter
que sur la Figure 92 ne sont présentées que les déformations instantanées et de fluage ; les
déformations dues aux pressions capillaires décrites par le dernier terme de 1’équation (225)

n’apparaissent pas.

x10”

_____
ot

L ® Test hr=100%
®  Test hr=81%
A Test hr=44%
------- simulation hr=100%
simulation hr=81%
----- simulation hr=44% | -

Déformation de fluage propre
~

0 100 200 300 400 500
Temps (jours)

Figure 92: Evolutions numériques (courbes) des déformations longitudinales et transversales
a différentes humidités relatives ; comparaison avec les résultats expérimentaux (symboles)
de Roelfstra [90].
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Les Figure 93 et Figure 94 montrent les évolutions respectivement des pseudo-déformations

et de la variable d’endommagement pour les 3 cas considérés d’humidité relative.

15

10

hr=100%

Pseudo-déformation de fluage
hn
=
4
i
-
-
<

-5 s s s
0 100 200 300 400

Temps (jours)

Figure 93: Evolutions des pseudo-déformations longitudinales et transversales a différentes
humidités relatives.

Globalement, on constate qu'une diminution de I’humidité relative a pour effet de réduire
I’amplitude d’évolution de ces grandeurs. Ainsi I’endommagement varie entre environ 0.16 et
0.22 entre 0 et 400 jours pour & = 100%, alors que ces variations sont pour la méme période
limitées entre 0.16 et 0.18 pour & = 44%. Le modele indique donc que 1’humidité relative
affecte le fluage des matériaux cimentaires mais également son comportement vis-a-vis de la

fissuration.

g
gEJD /
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=
=
=
2 0.05¢
s
>

0 L L L
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Figure 94: Evolutions de la variable d’endommagement a différentes humidités relatives.

Les Figure 95 et Figure 96 présentent les évolutions respectivement des modules de
compressibilité et de cisaillement et du coefficient de Biot, pour les différentes valeurs
d'humidité relative. Les résultats montrent que ces parametres sont notablement moins
affectés par I’humidité relative que les déformations de fluage. En effet, a 500 jours dans le

cas h= 44% les modules sont supérieurs d’environ 15 & 20% et le coefficient de Biot de 2%
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par rapport au cas a 100%. Rappelons que dans les mémes conditions les déformations de
fluage obtenues sont 2 fois plus grandes. La viscosité des parametres mécaniques est ainsi
sensiblement moins marquée lorsque /& diminue, alors que le coefficient de Biot n’est
quasiment pas impacté. Notons que ces résultats sont limités aux humidités relatives
considérées, c'est-a-dire supérieures a 44%. D’autre part les évolutions du coefficient de Biot
montrées correspondent au cas théorique du matériau supposé saturé, et n’integrent donc pas

le fait que le degré de saturation est inférieur a 1 dans le cas d’un état partiellement saturé.

x 10 9

14 : s x 10
N N hr=100% } [ hr=100%
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E e hr=44% =T e hr=44% |]
7} @D
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e 2
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7 e P

0 100 200 300 400 500 0 100 200 300 400 500
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Figure 95: Evolution du module de compressibilité pour différents valeurs de I'humidité
relative
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Figure 96: Evolution du coefficient de Biot pour différents valeurs de I'humidité relative

La Figure 97 compare les résultats de déformations longitudinales obtenus pour A= 81% et
449% aux courbes résultant du méme calcul mais dans lequel la variable d’endommagement
est fixée a la valeur a ¢ = 0 correspondant a la réponse €lastique. On constate que les courbes
sont relativement proches, 1’amplitude des déformations dans le deuxieme cas étant
légerement supérieure du fait de I’endommagement fixé. Ceci indique que I’évolution de
I’endommagement au cours du temps affecte seulement modérément les déformations de
fluage, et d’autant moins que I’humidité relative est faible. Ce résultat est en accord avec les

évolutions de la variable d’endommagement montrées sur la Figure 94.
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Figure 97: Evolution des déformations d’'une pate de ciment pour différents valeurs de la
fraction volumique des pores

On présente dans ce qui suit une étude paramétrique similaire a celle réalisée au §4.2.2 et
visant a analyser les effets de la fraction volumique des pores sur les évolutions des
déformations et des propriétés mécaniques du matériau. Les 3 fractions volumiques suivantes
sont considérées : frac = 0.4, frac = 0.24 (cas étudié ci-dessus), et frac = 0.1, et les
simulations sont effectuées avec une humidité relative de 100%. La Figure 98 montre les
évolutions des déformations longitudinales et transversales, et il apparait clairement qu’une
augmentation de la fraction volumique des pores tend a accroitre 1’amplitude des
déformations. Les Figure 99 et Figure 100 présentent les évolutions correspondantes des
modules de compressibilité et de cisaillement, et du coefficient de Biot, respectivement.
Globalement les résultats obtenus sont en tout point similaires a ceux du §4.2.2, a I’exception
de I’échelle de temps plus longue puisque les viscosités des amortisseurs sont nettement plus

faibles dans le cas présent.
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Figure 98: Evolution des déformations longitudinales et transversales d’une pate de ciment
pour différentes valeurs de fraction volumique de pores.
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Figure 99: Evolution du module de compressibilité (gauche) et de cisaillement (droite) pour
différentes valeurs de fraction volumique de pores.
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Figure 100: Evolution du coefficient de Biot pour différentes valeurs de la fraction volumique
de pores.

Enfin, pour compléter cette étude on présente Figure 101 les évolutions numériques des
déformations longitudinales et transversales dans les cas h= 81% et 44%, prenant en compte
le phénomene de retrait consécutif au séchage précédant les tests de fluage. La durée du
séchage a été fixée forfaitairement a 200 jours (temps a partir duquel les déformations de
retrait simulées n’évoluent quasiment plus). Les déformations de retrait sont calculées avec
I’équation (225) en imposant ¢ =0, et leur développement résulte du terme impliquant p_, .
Notons qu’ici, puisque I’humidité relative est imposée a ¢ = 0 et reste constante par la suite, la
pseudo-pression p . est également constante et égale a sa valeur a ¢t = 0 puisque p, =0 pour
t > 0. Ainsi nous avons p_, =S,p., ou S, et p, désignent respectivement le degré de
saturation et la pression capillaire correspondant aux cas considérés d’humidité relative, c'est-
a-dire 81% et 44%. Les déformations de retrait reportées sur la Figure 101 résultent donc
uniquement du comportement viscoélastique du matériau, et plus précisément de 1’évolution
dans le temps du module de compressibilité. Les effets structuraux da au séchage et donc a la
migration progressive d’eau vers 1’extérieur de I’élément de structure ne sont ainsi pas décrits.
Par ailleurs, la convention de signe adoptée pour les déformations de retrait est identique a

celle choisie pour les déformations de fluage ci-dessus. Les déformations de retrait obtenues a
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200 jours sont comprises entre environ 0.6 et 0.9x10~ pour 81 et 44% d’humidité relative, et
sont donc du méme ordre de grandeur que les valeurs maximales mesurées sur éprouvettes a
long terme. Ainsi le caractere visqueux des propriétés mécaniques du matériau permet d’une
part de reproduire des évolutions dans le temps des déformations de retrait, et d'autre part
d’obtenir dans le cas du séchage des valeurs finales d’amplitude trés nettement supérieure au
cas purement élastique. Cet aspect est important dans le contexte du développement de
modeles couplés THM, puisque cela implique la nécessité de considérer un comportement
viscoélastique pour le matériau, y compris pour décrire des phénomenes sans chargement

mécanique externe.
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Figure 101: Evolution des déformations d’'une pate de ciment dans le cas d’'un séchage puis
d’'un test de fluage, pour des humidités relatives de 81 et 44%.

A partir de 200 jours et jusqu’a 700 jours sont reportées sur la Figure 101 a la suite du
séchage les déformations de fluage simulées (et déja montrées sur les Figures précédentes).
On constate alors un écart plus faible sur les déformations longitudinales finales entre les cas
a 81 et 44% d’humidité relative, dli aux déformations de retrait qui sont supérieures (en valeur
absolue) pour le cas a 44%. Le retrait provoque en outre une diminution de 1’amplitude des

déformations transversales.

La Figure 102 montre I’'influence du pas de temps sur les déformations simulées de retrait
dans le cas h= 81%. Le chargement réel de pression capillaire étant supposé étre instantané a
t =0, la résolution numérique du probleme requiert par conséquent un pas de temps tres petit
afin d’approcher au mieux les conditions de ce chargement, notamment au voisinage de ¢ = 0.
On constate en effet des écarts significatifs de presque 20% a 200 jours entre des pas de temps

tres petits (At < 107 s) et des pas de temps de 1 s et plus.
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Figure 102: Evolution des déformations de retrait d’'une pate de ciment, pour des humidités
relatives de 81 et 44%.

5.3. Conclusions
Nous avons présenté dans ce chapitre une étude portant sur les effets de la température et de
I’humidité relative sur le comportement a long terme des bétons et en particulier les
déformations de fluage. Le modele de visco-endommagement développé aux chapitres 3 et 4
est modifié pour prendre en compte ces effets. L’approche utilisée est basée sur 1’utilisation
de la méthode du temps €quivalent dans les 2 cas. Cette méthode, assez répandue dans la
communauté scientifique, est de fait particulierement simple et de plus ne pose aucune
difficulté d’implantation numérique. Son efficacité dans le cas de chargements simples de
fluage a été démontrée en confrontant des résultats numériques a des résultats expérimentaux
issus de différentes études. Dans 1’approche présentée ici, I’effet de la température et de
I'humidité relative sont supposés n’affecter que les viscosités des amortisseurs des modeles de
Maxwell généralisés adoptés pour le comportement du béton. Globalement, le modele permet
de reproduire correctement les déformations macroscopiques expérimentales dans des cas de
chargement simple de fluage d’éprouvettes soumises a différentes températures modérées et

différentes valeurs d’humidité relative.

Cependant, reproduire les effets de la température et de I’humidité relative sur les propriétés
mécaniques et visqueuses du matériau ne suffit généralement pas a décrire son comportement
de fagcon précise lorsqu’il est soumis a des chargements couplés thermo-hydriques. En effet, il
faut également prendre en compte dans ce cas les déformations thermiques ainsi que les
pressions des fluides présents dans la porosité (pression capillaire) pour obtenir un modele
complet. Ces aspects ont seulement été abordés dans notre étude dans le cas de la prise en
compte des variations d’humidité relative pour lesquelles une extension de 1’approche de
Schapery a été proposée. Celle-ci repose sur I’introduction d’une pseudo-pression capillaire
calculée a partir du coefficient de Biot viscoélastique. Une analyse plus approfondie de cette
approche doit cependant étre effectuée afin d’examiner la réponse du modele sous divers

types de chargement plus complexes. D’autre part, cette démarche doit également é&tre
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appliquée aux variations de température via le concept de pseudo-déformations thermiques
dépendant, par analogie aux pseudo-pressions capillaires, du coefficient de dilatation
thermique viscoélastique. Le modele pourra ainsi décrire le comportement différé du béton

soumis a des chargements THM.
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6. CONCLUSIONS ET PERSPECTIVES

Cette étude a été consacrée au développement d’un modele couplant les phénomenes de
fluage et d’endommagement du béton avec prise en compte des effets thermiques et
hydriques. Elle s’est limitée a la viscoélasticité linéaire isotrope non vieillissante, a
I’endommagement isotrope et aux températures modérées. Le modele développé se voulait
simple et tel que chacun des parametres y intervenant ait un sens physique clair et se préte
facilement a une identification expérimentale. Un autre objectif de cette étude était
I’implantation numérique du modele établi dans un code de calcul par éléments finis pour

simuler le comportement a long terme d’éléments de structure simples en béton.

Dans un premier temps, la pate de ciment ou le béton est a I’échelle microscopique considéré
comme un matériau hétérogene constitué d’une matrice viscoélastique linéaire isotrope
caractérisée par un modele de Maxwell généralisé approprié et de phases particulaires
représentant les granulats €lastiques et les pores. Le schéma micromécanique de Mori-Tanaka
a été adopté et la transformée de Laplace-Carson et son inversion ont été utilisées pour obtenir
dans I’espace temporel des estimations analytiques ou numériques des parametres du modele
de fluage macroscopique. En particulier, nous concluons que, méme si un modele de Maxwell
généralisé relativement simple est utilisé pour décrire la matrice, les propriétés viscoélastiques
effectives obtenues du matériau hétérogene s’averent suffisamment riches et flexibles. D’ autre
part, si le nombre des éléments viscoélastiques dans le modele de Maxwell généralisé choisi
n’est pas élevé, des estimations analytiques explicites dans 1’espace temporel peuvent étre
obtenues pour les propriétés viscoélastiques effectives. Ces résultats semblent ne pas avoir été

rapportés dans la littérature.

Dans un deuxieme temps, notre modele de fluage a été couplé au modele d’endommagement
isotrope de Mazars en faisant appel au concept de pseudo-déformations de Schapery. Ce
couplage entre le fluage et I’endommagement fait que la loi de comportement finale devient
non linéaire. Un avantage principal du modele viscoélastique endommageable ainsi établi est
qu’il permet de résoudre un probleme viscoélastique avec endommagement directement dans
I’espace temporel sans passer par la transformée de Laplace-Carson. De plus, I’implantation
du modele dans le code de calcul Cast3M se révele assez simple du fait que la formulation est
explicite. La confrontation entre des résultats numériques et des résultats expérimentaux
d’essais de fluage nous a conduit a la conclusion que le modele viscoélastique

endommageable développé est a la fois simple et bien adapté aux matériaux cimentaires.
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Dans un troisieme temps, les effets de la température et de 1’humidité relative sur les
déformations de fluage du béton ont été pris en compte dans notre modele viscoélastique
endommageable par le biais de la méthode du temps équivalent. Comme nous I’avons
souligné a la fin du chapitre 5, cette approche, assez souvent adoptée dans la communauté
scientifique, a le mérite d’étre particulierement simple et de plus ne pose aucune complication
sur le plan numérique. Elle a fait preuve d’efficacité dans le cas de chargements simples de

fluage comme I’atteste la comparaison de nos résultats numériques a des résultats

expérimentaux disponibles.

Les déformations différées du béton résultent de phénomenes mécaniques et physiques
complexes. Cette étude a essentiellement apporté une contribution a la modélisation des
déformations de fluage. Elle ouvre des perspectives intéressantes tout en soulevant de
nombreuses questions. Concernant les perspectives, nous en listons d’abord quelques-unes

conduisant a une extension directe de notre modélisation :

(1) Les phases particulaires représentant les granulats élastiques et les pores dans la
modélisation micromécanique du fluage ont été supposées sphériques. Cette
hypothése morphologique peut étre relaxée par la considération de phases
sphéroidales tout en conservant certains aspects analytiques explicites de la

modélisation.

(2) Quand le béton est soumis a des chargements thermiques, les déformations
thermiques doivent étre prises en compte. Notre modélisation micromécanique se
préte en fait facilement a I’intégration des déformations thermiques par
I’introduction de déformations libres. D’autre part, les pseudo-déformations
thermiques peuvent étre définies a I’instar des pseudo-déformations mécaniques de

Schapery.

(3) Lorsque des chargements couplés thermo-hydriques sont appliqués au béton, nous
devons également tenir compte des pressions des fluides présents dans la porosité.
Cet aspect a été abordé dans notre étude par I’introduction d’une pseudo-pression
capillaire calculée a partir du coefficient de Biot viscoélastique. Une étude plus
approfondie de cette approche devra cependant €tre menée. En particulier, les

effets du couplage visco-élasto-thermo-hydrique restent a clarifier.

(4) Enfin, faute de temps il n’a pas été possible de présenter de résultats de
simulations numériques par éléments finis sur éléments de structure soumises a des
chargements thermo-hydro-mécaniques. D’un point de vue numérique, le seul
point délicat réside dans le calcul des temps caractéristiques macroscopiques des
modeles de Maxwell généralisés caractérisant le comportement effectif du

matériau. Le nombre de ces temps dépend des modeles rhéologiques retenus pour
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6.Conclusions et perspectives

décrire le comportement de la matrice ainsi que celui des différentes phases
particulaires. Cet aspect important reste donc a investiguer et développer afin
notamment de pouvoir valider le modele sur des essais plus complexes et

représentatifs tels que des tests de fluage avec dessiccation.

Parmi les autres perspectives, nous pouvons citer les suivantes :

(a) L’endommagement a été supposé isotrope dans cette étude. Notre modélisation
peut en principe s’étendre a la prise en compte d’'un endommagement anisotrope.
Cependant cette anisotropie induit généralement une anisotropie de la
viscoélasticité. Par conséquent, pour coupler la viscoélasticité a I’endommagement
anisotrope via le concept de pseudo-déformations de Schapery, il faudra au

préalable construire un modele de fluage anisotrope.

(b) Un examen approfondi du concept de pseudo-déformations de Schapery est
nécessaire pour saisir de facon complete et précise 1’étendue et les implications de
cette approche. En effet, ce concept peut théoriquement s’appliquer a la

viscoélasticité non linéaire.

(c) Les effets unilatéraux liés a I’endommagement n’ont pas été abordés dans cette
étude, car nous avons uniquement considéré des chargements de compression au
vu des applications envisagées. Néanmoins, cette question mérite d’étre posée et
traitée dans le cadre du couplage viscoélasticité-endommagement, car elle a une

importance non seulement théorique mais aussi pratique.
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ANNEXES

Annexe I. Inclusion sphérique

Les expressions des coefficients A°, Bf et C! (i =0,1,2) du module de compressibilité dans
(121)

AS =1el( 3k, + 4y + 3k, + 4, + 3k, + 44, )
= (44, + 3ky + 3ky + 3k, ) T + (4 +4 14y + 3k, +410,) T3
Ay =3k +4 4

B =7t (k' =k, —k,—k,)
Bf =1} (k' =k, —k;)+75' (k' =k, — k)
B =k' -k,

Cy =)'ty (3ck' = 3k' = 3cky —4u, — 3ck, =4, = 3ck, — 411, )
C} =1 (—3ck’ +3k" + 3cky +4 1t + 3k, +411,)

+75' (+3cky + 441, = 3ck' + 3k + 3ck, +411,)
Cy =—(3ck’ —3k' = 3ck, —44,)

Les expressions des coefficients X, (i=1-5) dans (128)
(_ASTB 4 ASB + ASUB 1 ASPB 4 A B+ ABIS + AB'S + AB + ABS)
(T’"sl +1)(1m51 +])(—S2 +s1)
_—ASB AR~ A B~ A B~ ASB — B — B~ A B — 4B
(z’”s2 +])(z’"s2 +])(—S2 +3, )
S TUAB +ABT -T'AB +ABT - AB T +ABT - AB T +7"AB +AB,
’ (=5 ) (s +1)(7)'ss +1)
¢ _GAB AR v n AR AR ABT - ABT L 4B - AR - AB
o (7 -7 )(7'sh +1)(7'sh +1)

L_AB
eTAA

Les expressions des modules de compressibilité macroscopique k; (i =oo,/—4) et des temps
caractéristiques macroscopiques le (i =] —4) dans I'équation (129)
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et <k ==x; k==

7 ==1/s\; 1, ==1/s}
L= L=T

1 ’ _ .k . _ .k
k,=x; ; k,=x,

Les expressions des coefficients A“, B et C*(i=0,1,2) du module de cisaillement dans

I'expression (137)

I=c) (o) .+ . + 7] 1, + 710,

B, =17y (9k0 +8:U0)
B} =9k 1"+ 9k 7, +9kT +9k,Ty + 87 1 + 8T 1, + 87 1, + 877w,
B} =9k_+8u.,

Cy =711y (9k, + 81, +6¢k, + 12cus,)

Ch =1 (9, + 9%k, +8u +8u,+6ck_ +6¢ck, +12cu, + 12cu,)
+7) (12cu, + 9k, + 9k, + 81, + 8141, + 6¢k_ +6¢ck, + 12cp.)

C)=9k_+8u, +6¢ck_ +12cu,

On démontre ci-apres que I'équation

Cis’+Cl's+Cl =0. (230)

a 2 solutions différentes négatives. Le discriminant est calculé par

A" =(ct) —4ckcr (231)
En effet, en utilisant 1'inégalité de Cauchy, on trouve

2
(i) 247y o clicl (232)
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ou

Cl=Cl+CH
Cl =1 (9k,_+ 9%k, +8u_+8u,+6¢ck_+6¢ck, +12cp, +12cu,) (233)
Cl=1) (12cu, + 9k, + 9k, + 81, + 8, +6¢ck,_ +6¢ck, +12c41,)

Alors, il est évident que

A" =(cr) —4cicx
>4 1) Cy,Ct, —4C) CY
>47)7) (9, +8u, +6¢ck, +12c,) (9k, + 84, +6¢k, + 12c )
>0 Vk,u (i=1.2)

(234)

L’équation (230) a alors 2 solutions distincte s;° et s5

M= _CJ# N A
! 2c*

L —Cl+NA

§, =———
2cy

D'abord, on trouve que s;° est toujours négative car C/' >0 et Cy >0. Ensuite, on démontre

que s5 <0.

On considere les coefficients C)', C5 :

{c;‘ =" (9k, + 811, + 6k, +12cu,) >0 Yk, pu (i=12)
(235)

C! = 9k_+8u_ +6¢ck_+12cu. >0 Yk, u (i=12)

On en déduit :

—CY 4+ A =—c;‘+\/(c;‘)2—4c5cg <0 Yk, i (i=12)

L’équation (230) a toujours 2 solutions distinctes négative s et s5 .
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Les expressions des x/ (i =1—35) dans (139)

e AlSiOBY+ AlsiPBY + Al'siPBY + AlsiC Bl + Al'sUBY + AYBYs? + AUBl's! + AYBY + AUBls
! (zj"sf‘+])(2';"sf‘+])(—s§‘+sf‘)
A ISR — A B A ALY~ BN~ ALBISY~ AL~ A
? (zj"s§‘+])(2';"s§‘+])(—sf+sf)
—'A'B+ ABT” -1 A'B + Bl — AR+ ABT” - A'BT + 7" AR + ABY

X =
f = Ty [ )
w_ BAB -ABT+ T AR - AT+ A'BT" - ABT"+ AB'T” ~ 7" AR - A'BY
4
2@ )@+ )25t 1]

L AB
5

Gy

Les expressions des modules de cisaillement macroscopique /L (i =°°,]—4) et des temps

caractéristiques macroscopiques 7/ (i =1 —4) dans (140)

My ==x5 [y =—x;

. {fj‘z—l/sj’ s =1/
M= x M=

23
L=y S nEn

Les expressions des coefficients A” et B’ (i=0,1,2) du coefficient de Biot dans (154)

AY = cr1( 3k, +4u,)
A} =( 3k, T, + 3k T, + 3k,T, + 3k,T, + 4T, 1, + 4T, 0 +4T 1, +4T, 0, )

Al =c(3k, +4u,)

By =7,7,( 444y +3ck, )
Bl =4ty +4t,0, + 4T, 1, + 4T, + 3ck T, + 3ck T, + 3ck, T, + 3ck,T,
B! =4y +3ck.

De maniere similaire, on considere 1'équation

B)s’+B!s+B, =0. (236)

On va démontrer que le déterminant est positif

A" =(B) —4B. B! >0 (237)
On trouve

(B') >47,7, B!, B, (238)
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ol
B, =4t,u, +47,u, + 3ck,T, + 3ck T,
B, = 3ck,t, + 47,1, + 47,11, + 3ck,T,
Alors, il est évident que :
A" =(B’) -4B’ B!
>47,7,B) B,—4B. B

>47,7, (44, + 3ck,) (44, + 3ck,)
>0 Yk, g (i=12)

(239)

(240)

L’équation (230) a alors toujours 2 solutions distincte s7 et s5. On démontre ensuite que ces

solutions sont toujours négatives. En effet,

b _Bf_ A b
s, =———<0(B, >0
! 2B} (B:>0)
b, [ b
sé’:sz;BhA<0(—BIb+\/Ab<0 et BY>0)
2

car
B) =11, (41, +3ck,) >0 Vk,u (i=12)
B) =4y, +3ck,, >0 Vk,u (i=1,2)

on en déduit :

2
~B) +JA" =-B)+,|(B}) —4B)B, <0 Vk,u (i=12)
L’équation (236) a toujours 2 solutions distinctes négative s’ et s’.

Les expressions des xf’ (i= 1—3) dans (156)

b( b\2 | ab.b , Ab
o _Al) + A4
b=

—s)+s)
b Y2 |, abb | ab
o Al) r A A
2= b b
_SZ +SI
ot
b=
B

155

(241)

(242)



Les expressions des b, (i =0,1,2) etdes 77 (i =,1,2) dans (157)

b b b b

. ) _X _5

b =—L—"24+x:b=—"": b =2

oo b p T U T BTy

S5 S S5
Pt p=1
1T T 2Ty
S S5
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Annexe II. Inclusion de disque

Les expressions des coefficients A et B (i=0,1,2) du module de compressibilité dans
(162)

A} =1, (3kk' + ko’ —dckou' +4ck'u')

Al =(4k T, +4k T, +4k,T, +4k,T, —4ck T, —4ck T, —4ck,T,
—dck,t, +4ck't, +4ck't, )u' +3k_k't, + 3k_k't, + 3k k'T, + 3k k'T,

Ay = (4k_—4ck_ +4ck') u' + 3k k'

By =77, (3k" +4u' +3ck, - 3ck')

Bf =3k't, + 3k't, + 47,4 +47,4' +3ck T, + 3ck,T, — 3ck't, — 3ck't,
By =3k' +4u' +3ck,_ —3ck’

Les expressions des x™ (i =1—3) dans (156)

_x =
] dk dk
—S2 +S1
2
k dk k dk k
" A (s5) +ASE +4
2 dk dk
—S2 +S1
k
ot
-
B,

&k d
=X Ko k. ga _X =22
w0 dk dk 30 Y e’ ™2 T
S 2 S S5
= ! = !
1T & 2 T &
s] SZ
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Les expressions des A“ et B (i=0,1,2) du module de cisaillement dans (162)

AY = 70,0 (15K )+ 20,40 +8cut’ —9ck' 1 —9ck' i1, — 9ck' 1,
+9ck' 1 = 8cu ' —Scu ' —Scpp’)

AY =10 (8et gt +8ctyut +15k'T,u_ + 15kt 00+ 15k'T 10, + 15k'T, 1,
+20T, 0 ' + 20T, i + 20T, 1 1t + 20T, 1,1t — 9ck' T4, — 9ck'T, 0,
—9ck't,ut, — 9ck'T g, + 9ck'T ' + 9ck'T, 1" — 8t it — Sct,u il
= 8ct ' =8t ')

Al = (15K 1, + 200 gt +8cu’ —9ck' g1 +9ck' 1t —8cp ')

B =70,(15k' ' — 124t + 204" +6¢k'py, —6¢k i’ +12¢p,00' )

B" =(6ck't, +6ck't, + 12T pt’ + 12¢T,14 11, + 207,18 + 207, 1"
—12ct, " —12cT " + 15K T 4t + 15K'T, 10" +6ck'T 11, + 6.0k T 41,

—6ck'T i —6ck'T ' + 12¢T, 1,10 + 12T 41

B =I5k pl —12ci” + 204" +6¢ki . —6ck' gt +12cp it

Les expressions des x™ (i =1—3) dans (164)

2
u du M du vz
A + A A
X = _du du
S," +8,
2
uf du A vz
du A (Sz ) +A'S, +4
X = _du du
S," +8,
u
dﬂ_A2
X3 ——ﬂ
Bz

Les expressions des modules de cisaillement macroscopique ,uld (i =°°,],2) et des temps

caractéristiques macroscopiques Tld “ (i =],2) dans (165)

du du du du
ﬂd:_XJ Ry ,Lé]=x2
60 du du 32 i du’ du
S5 S 52
o —_ 1 - — 1
1 du’ 2 du
i S
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Annexe III. Inclusion sphéroidale

Les expressions des A'(i=0,1-4) et B/ (i=0,1,2) du module de compressibilité dans
(168)

Ay =700, ( 3k, + 1)

AS =, ( 3k, T, + 3k T, + 3k,T, + 3k,T, + T + T + T AL T )
+ T, T, (T M, + T, + T, + T, )( 3k, + 1, )

A§ =(T M, +TU, +T 1, + T, 1, )( 3k, T, + 3k T, +3k,T,+3k,T, +T 1,
F T, + Ty + Tl ) + T T ( Sk + f, )iy + T T ( 3Ky + 1y )

A = (3k T, + 3k T, + 3k, + 3k, T, + T, + T, + T, + T4l )
(ko + oy N Tl + Tl + Ty + T4 )

A =3k + )

By =377k,
BY =(3k_+3k, )r, + 3k_1, + 3k,7,
By =3k,

Les expressions des C; (i =0,1—4)

L

Cy =1703( 9k gt + Ok_ut, + 9k, pu, + Ok _tt, + 9k g1, + Ok, 1, + 9k 41,
+ 9k ) + ko fy +6 L J1, + 6 JLp fly +6 4, 1y + 1 200k7 + 1260k + 1200k
+ 312 + 312 + 318 + 24k _k, + 240k _k, + 24k k, + 16 ke _u.
+16@hk_, + 16k 11 + 16k, + 160k, 11, + 16 6k 11 + 16k, 11,
+ 16wk, + 16 ak, 11, )

CY =10, 6T 12 + 6T, 12 + 6T, 1] +6T,145 + 18k T, 0, + 18k T, 1L,
+18k T, u, + 18k, 7,1 + 9k o0, + 9k, T, 10 + 9k T 1, +18k,T, 1,
+ 9k, p, + 18k T, 0, + 18k, T 10, + 9k, T 1, + Ok, T, 1, + 9k, T, 0, + Ok, T, 1,
H I8k Toply + 12T ) +OTo ) +OT [y + 12T, f1y +OT 4y 1
+OT 1L, + 24 K2T, + 24 k2T, + 24 kT, + 24 kST, + 32k T 1L,
+ 320k T4, + 320k T, 1, + 320k, T 1, + 160k, T, 1, + 160k, T 1,
+16 kT 1, + 3200k T, 1, + 16 ke, Tt + 320Kk T, 1L, + 3200k, T, [,
+16 kT, 1, + 16 Wk, T, 1, + 16 kT, 11,
+ 16 Wk, T, 1, + 320k, T, 1, + 48wk _k,T, + 24wk _k,T, + 24 wk_k,T,
+48ak_k,7, + 24wk k,T, + 24wk k,T, )
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C5 =(3t] +127,7,+ 37; )2 +( 9k 7] + 9k ;75 + 9k T} + 9k, 75 + 67 1,
+6TI 1, + 36k T,T, + 18k,T,T, + 18k,T,T, + 127,01, + 12T, T, /L,
+16ak, 7 + 16wk, 5 + 16wk T + 16 k,T5 + 64wk 7,7, + 320k T/T,
+3200k,T,T, )L, + 3T 1] + 3T5 005 + 9k, T] 1y + Ok T 1y + Ok T3 4,
+ 9k, T 1, + 120k2T + 1200k2T; + 120k; 77 + 120k, 75 + 18k 7,7, 1,
+ 18k, T, 1, + Ok T Topl, + 9k, T Tty + 6T, Tyl 1, + 24k K 77 + 24 0k kT3
+48wk2T,T, + 16 Wk T 11, + 16 k77 11, + 16 k75 1, + 16 k75
Cy=(67,+67, 1> +( 18k T, + 18k, + 9k, T, +9k,T, + 6T, 11, + 6T, 11,
+32ak_ T, + 320k T, + 16 wk,T, + 16 0k, T, )b, + 9k T,1, + 9k T, 1L,
+240k2T, + 24 k2T, + 16 Wk T, 11, + 16 kT, 1, + 24k kT, + 24k _k,T,

Cy =342 +(9k_ +16ak ) +120k>

Les expressions des A” (i =0,1—4) et B“(i=0,1,2) du module de cisaillement dans (168)

AY =777 ( 3k, + ) ) 3k, +24,)

A} =7,7,( 3k, +2u, )( 3k T, + 3k T, + 3k, T, + 3k, T, + T, ph, + T, +T M, +THUL, )
+ 7,7,( 3k, + 1, )( 3k, T, + 3k T, + 3k,T, + 3k,T, + 2T, 10+ 2T, + 2T, 14, + 2T, 1L, )

A} =(3k_t,+ 3k T, +3k,T,+ 3k, T, + T, 1+ Tt + T, p, +T M, )3k T, + 3k T,
+3k,T, +3k,T, + 2T, 10+ 2T, 10 + 2T, 1, + 2T, 0, )+ T,T,( 3k, + i, )( 3k, + 24, )

+7,7,( 3k, +2u, )( 3k, + 1, )

A = I8k2T, + 18k2T, + 4T 417 + 47,47 + 18k kT, + 18k _k,T, + 18k T 1, + 18k _T,uL,
+9k T, u, + 9k, T, 1, + 9k T, 10, + 9k, T, 10 AT U, + 4T, 0 1,

Ay =(3k,+pu, )3k, +2u,)

By =—451,7,4,
B} =—45t,u_—45t,u —45T,1, — 457,14,
By =—454,
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Les expressions des C* (i =0, 1—4)

CY =—7.72( 810k _k, + 810k_k, + 810k k, + 405k 1, +405k_1, +405k, 11,

&

+405k_pt, +405k, 41, + 405k i +405k, 11, + 405k, 11, + 405k, 11, + 1804 1,
+ 1804 41, + 1801, 41, + 4320k +4320k; +4320k; + 256 i’ + 256 ayt?
+ 256 auL; +405k. +405k; +405k; + 9047 + 9047 + 901 + 864wk _k,
+864ak_k, + 864wk k, +768ak 1 +768wk p, +768ak, i +768 @k i,
+768k, 11, +768ak, 11, +768k L, +768 Ok, 1, +768 Wk, pt, + 51200 1L,
+512a0u 1, + 51201, )

= —7,7,( 810k’T, + 810k’T, + 810k; T, + 810k;7, + 1807 11’ + 180740 + 1807 11
+ 180744 + 1620k _k,t, + 810k _k,t, + 810k _k,T, + 1620k _k,T, + 810k kT,

+810k k,7, + 810k 7 p_ + 810k T u_ + 810k 7,1, + 810k, T 1 +405k 7T,U,
+405k,T,pu, +405k 7,0, + 810k, 7,11, + 405k, T, 1t + 810k 7,0, +810k,T, 11,
+405k, T, 1, +405k,T, 1, +405k T, 01, +405k,T, 11, + 810k,T, 1, + 3607, U,

+ 1807, 1 11, + 1807 1111, + 3607, (L,

+ 1807, 44,41, + 1807, 14,11, + 864 kT, + 864k’ T, + 864k T, + 864 kT,
+51207 4 + 5120748 + 5120744 + 5120748 + 1536 kT 01 + 1536 k7,40,
+1536 kT 1, + 1536 kT 11 +7680k T,1, +768ak T, 1 +768k T ML,

+1536 kT 1, + 7680k, T, 11, + 1536 k_T,1, + 1536 @k, T, 1t +768k T, 1L,

+768 0k, T, 11, +768 0k T L, + 768k, T, 1, + 1536 Wk, T, 1, + 1024 T, 11,
+5120t,u p1, + 51207, 1 1, + 1024 07,1 1, + 51207 p 1, + 51207, 14, 11,
+1728ak _k,t, + 864wk kT, +864ak_k,T, + 1728 wk_k,T, + 864 &k k,T, + 864wk k,T, )

=(-3607,7, - 256 01, — 256 W1; — 907; —907; — 10240077, )1t +(—405k 7] — 405k 75
—405k,t; —405k,7; — 1807, 1, — 1807; t, — 1620k 7,7, — 810k 7,7, — 810k, T T,
—3607,T,1, — 3607,T, 1, — 7680k T; — 768k T, — 7680k, T] —7680k,T; — 51207 U,
— 51207 11, — 3072k _T,T, — 1536 @k T,T, — 1536 k7,7, — 1024 @t 7,10, — 1024 0T T, 11, )
=907} 17 —907; 1 — 405k 7] —405k’7; —405k; 7] —405k; 7. — 810k Kk T} — 810k _K,T;
— 1620k 7,7, — 405k 7} 11, — 405k T} 1, — 405k 75 1, — 405k, 75 11, — 4320k’ 7] — 4320k T

— 4320k T} — 4320k T, — 256 ] 11 — 256 @, 1 — 1620k k7,7, — 1620k k7T,

=810k k,t,t, — 810k T T,1t, — 810k 7T 11, — 405k T ,T,1t, — 405k, T 7,1, — 180T T, 1, 1L,

— 864wk kT, — 8640k _k,T; — 1728k 7T, — 768k T} 1, — 7680k T 11, — 768k T2 L,

— 768k, T, — 1728k k7T, — 1728k _k,T,T, — 864wk k,T,T, — 1536 k7T, 1L,

— 1536 ak_T,T,1, — 768k, T T, — 7680k, T,T, 1, — 51207 T, 1, 1L,
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C! =(-180t, - 1807, - 512wz, - 51207, )11 +( =810k 1, — 810k T, — 405k T, — 405k T,
—1807,u, - 1807,u, — 1536 wk , T, — 1536 kT, — 768wk T, — 768 k,T, — 512007 U,
—512wr,u, )y, —810k’t, —810k’t, — 810k _k, T, — 810k _k,T, — 405k 7,11, — 405k T, 11,
— 864 wk’t, — 864wk, — 768wk T 11, — 768wk T, 11, — 864wk _k T, — 864wk _k,T,

Cl =—405k_u_ — 4320k’ — 256 ap® —405k> — 90117 — 768k _yu_
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Annexe IV.

Résolution de 1'équation 4éme degré

On considere 1’équation d’ordre quatre

4 3 2
a,s’ +a,s +a;s

+a,s+as=0

En divisant a, ,on peut écrire cette équation sous forme plus simple :

s'+as’+bs’ +es+d =0

oua=a,/a,,b=a,/a,,c=a,/a,,d=a;/aq,

Les solutions de cette équation sont celles de I’équation suivante :

ou

a+
st +

D ay—c
s+(y+ =0
(y D )

D=+\8y+a’—4b

Et y est la solution de I’équation ci-dessous :

8y’ —4by’ +(2ac—8d )y +(4bd —a’d —c* )=0

On présent ci-dessous la méthode de résolution de 1’équation d’ordre 3

8y’ —4by’ +(2ac—8d )y +(4bd —a’d —c’ )=0

En divisant par 8 on obtient :

Posant y=¢t+1/6b.

y’ —éby2 +(§ac—a’)y+é(4ba’—aza’—c2 )=0

L’équation (249) transforme :

ou

' +pt+g=0

1 b?
—(Zac—d -2
p=(yac=d)=

q=é(4bd—a2d—cz )+

163

—2b° +9b(ac—4d )

216

(243)

(244)

(245)

(246)

(247)

(248)

(249)

(250)

(251)



Les solutions de 1’équation (248) :

b
y=——u+— (252)

2 3
u=32+ |L 2 (253)
2 V4 2

ou
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Annexe V. Décomposition en fraction irréductible
On considere 1'expression

ZAkSi

I;hom (S) — i=0

iBl.k s’

i=0

Elle peut étre récrite sous la forme

4

k i
>as
i=0

k" (s)=

4
S ko ko k k : 14 : k i _
ou s,,s,, s; et s, sontles solutions de I'équation ZBl. =0.

i=0

Le probleme de décomposition a résoudre est

4
ki
Y k
—0

- B} (s—sf)(sl—slz‘)(s—sf)(s—sf)

l =X
Bf(s—sf)(s—s;‘)(s—sﬁ)(s—sf) ’

_ ok _ ok
s—5, S5,

(254)

En identifiant les coefficients de deux cotés des 1'équation ci-dessus, on constate que, les

coefficients xl.k (i =]-5 ) sont les solutions de systeme de quatre équations comme suit :

Hiy, =G, (i=1-4;j=1-4)

l

(i.7)

Les coefficients de H, , et G, (i=1-4;j=1-4) sont présentés comme suit :

K,= Al/B;

G,= K, (P+P,+P,+P,) + A\ /B

G,=K,P,P,+K PP +K PP +K PP +K PP +K PP -A/B

G,=K, P, P,P,+K P P,P+K P PP +K, P PP +A/B

G,=K,P P, PP, 'Aok/Bzf

H, =1

H,, =P, +P, + P,)
H;)y=(F, P +PF +PF)
H(4,1)= P, P, P,
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H,,=1

H,,=P +P, +P,

H,,= (P, P, + PP, +P,P,)
H,,= P PP,

H,,=1

H,;= P +P +P,
Hi=(P P, +P P, +PFF)
H(4,3)=B P, P,

H, =1

H,,=P +P, +P,

Hiy= (PP, + PP+ P P)
H(4,4)= P, P, P,

N : ko (ko Kk k
ou P, ,P,,P, et P, ontrespectivement s;,s,,s; et s, .
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Annexe VI. Etablissement des formules de pseudo-déformation

Nous présentons ici les calculs permettant d’obtenir la relation contrainte-déformation du
modele de Maxwell généralisé. Nous analysons d’abord un modele simple de Maxwell

(Figure 27), ce modele est composé d’un ressort et d’un amortisseur montés en série.

On désigne par E la raideur du ressort. La viscosité de I’amortisseur est notée 77 . Les champs
des contraintes et des déformations dans chaque élément sont respectivement notés

0,, € et o,, &.0n alarelation :

{O'(t) =0,(t)=0,(1)
E)=¢g/()+&(1)

On en déduit

o(t)=E|e@t)-&,t)|=n &t
{() le)—e,(0)]=1 &) 255)
E()=¢g(t)+&(1)
Apres la transformation de systeme (255), on obtient I’équation différentielle :
&)= lc'r(t) +l o(t) (256)
E n
La solution de cette équation différentielle a la forme :
o =[Ea _09, (257)
0 dt

ou E(f)=Ee™" est la fonction de relaxation.

On présente ensuite les solutions générales du modele de Maxwell généralisé (Figure 29). La

contrainte totale est la somme des contraintes partielles :

c(t)=R_:&(t)+ iRI. fe)—¢&,@)] (258)

La contrainte se compose alors de deux parties : une partie sphérique et une partie

déviatorique :

tr [a(t)]z 3k, tr[s(t)] +i3ki tr[s(t) —& (t)]
(259)
(1) =246 (1) + D24 [ (D)~ (1]

On en déduit :
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- (t-1) ﬁ
tr[o(n)]= 3k, rr[g(z)]+23kj tr(dr) dr

(260)
——(z r) dev
o™ (1) —-2#;8“‘0)-+§:2;tj ) dt
Les solutions de I’équation (260) ont finalement la forme :
( de
w[aoﬂ=3jk0—7)w(2;)d7
0 (261)

dev

’ de
dev =2 _
™ (1) !u(t 7 (-

)d

Pour un matériau viscoélastique linéaire décrit par le modele de Maxwell généralisé, nous
avons les fonctions de relaxation suivantes pour les modules de compressibilité et de

cisaillement :

K=k +Y ke ©
= (262)
(D)= p,+ ) phe

i=l1

n
7

A partir des relations (261), les pseudo-déformations sont définies par :

1 t
trle, ()] = yﬁk(f —T)tr (%) dr
ko (263)

dev

de )d
T

ey ()=

ou k, et u, ontles modules de référence de compressibilité et de cisaillement.

En utilisant la méthode de discrétisation temporelle, on peut exprimer de fagon explicite les

pseudo-déformations (263) pour le modele de Maxwell généralisé comme suit :

tr(a.R) :ki _[k(t 7)————= ( dT+Ik(t T)———=~ tr(de )dr+ +]k(t r)%dr}

R| 1 2 I i+l (264)
d.«zv(.si’il):ﬂi Iﬂ(l‘ )———— (Ag)dr+jﬂ(t 7) A(rfg)dﬁ_ +I,u(t r)%dr}
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La partie sphérique se développe :

i+l

k_ Ztr (As,,
I=1

La partie déviatorique s’écrit :

i+l

t.) dev(hs,

1+l

< AN (A81+1) Loy b
) +§exp( ZJ;{ . ky (exp( z{) exp( le)]_
< r tr(Agm) Lay oo b |
+§exp( T,[ A kﬂf(eXP( ) o sz)J_ 065)
+ ...
{ _t_ tr(Ang) m _ i
+§exp( f]’;){ ™ kyTy [exp( i )—exp( T,()H
< ! _dev(AsM) RNl |
) v et ma-euc |
< ! _dev(Agm) RNyl |
+;exp( T;) A W (exp(ff) exp(zf)]_ 266)
+..
N t | dev(Ae,,) UL
"‘EFXP( TUN){ AL Ty [BXP( T,,N) exp( p )H

169




Annexe VIIL. Méthode de Newton-Raphson

On présente ci-apres la méthode numérique pour résoudre 1'équation d'ordre supérieur (>4).

On considere 1'équation suivante :
f(x)=0
Partir d'un point x,, on construit par la suite

e du)
fx)

ou f' désigne la dérivée de la fonction f . Le point x,,, est la solution de I'équation
f(x,)+(x=x,)) f(x,)=0
f(x,)

!

Xo

On choisit donc comme test d'arrét < p avec p est la précision choisie.

Apres trouver la premiere solution, 1'équation ci-dessus se réduit :

f(x) _,

X = 'xn+1

On continue a utiliser la méthode ci-dessus pour résoudre cette équation.

Entrées:
Fonction f
précision p
Initialisation X
début
tant que M >p
f(x)
si f(x,)=0 alors
on sort de la boucle avant de diviser par zéro
si non f(x,)#0
Xorr = X, _M
i i)
Xy = Xors
Fin
Retourner : fonction f'devient f= f
X—Xx

Fin
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Annexe VIII.  Schéma itératif de résolution

L’algorithme général de résolution est représenté schématiquement dans la Figure 103 ci-
dessous. Les équations sont résolues de maniere itérative. A chaque itération, on considere

que la déformation est linéaire et I’incrément Ae, / Ar, est mis a jour.

, €i+]’A€i+]
Données
ti+1’Ati+1
1% de
Pseudo-déformation g, =— | Et-1)—dr
E, dr

2

Pseudo-déformation &k = /z<gkl >2 =2ver,

équivalente
Variable " g,(1-A) r
d’endommagement| (i) =1- = A, exp| -B. (&}, =¢,)]
Contrainte 0., =E; [1 - D(gilil )j| gilil

Figure 103: Schéma itératif de calcul
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Annexe IX. Parametres du béton CEM I de Ladaoui

La formulation des béton CEM I de Ladaoui a 20°C est présentée dans le Tableau 21.

Tableau 21 : Formulation des bétons non fibrés (CEM I).

Constituants CEM I (kg/m3)
CEM152.5R 400
Sable calcaire 0/4 mm 858
Gravillon calcaire 5/12.5 945
Superplastifiant Glénium 10
Eau totale 178

Les masses volumiques des sables, des gravillons et du béton sont présentées dans le Tableau
22

Tableau 22 : Masse volumique (kg/m’).

Sable 2651
Gravillon | 2659
CEMI1 | 2326

La fraction volumique des granulats et des pores sont données dans le Tableau 23

Tableau 23 : Fraction volumique.

Granulats | 67.9%
Eau 11.2%
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