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Résumeé

Nous étudions les semi-groupes de matrices avec des points de vue variés qui se re-
coupent. Le point de vue de la croissance s'avéere relié a un point de vue géométrique : nous
avons partiellement généralisé aux semi-groupes un théoreme de Patterson-Sullivan-Paulin
sur les groupes, qui donne I'égalité entre exposant critique et dimension de Hausdor de
I'ensemble limite. Nous obtenons cela dans le cadre général des semi-groupes d'isométries
d'un espace Gromov-hyperbolique, et notre preuve nous a permis d'obtenir également
d'autres résultats nouveaux. Le point de vue informatique s'avére également relié a la
croissance, puisque la notion de semi-groupe fortement automatique, que nous avons in-
troduit, permet de calculer les exposants critiques exactes de semi-groupes de développe-
ment en base . Et ce point de vue donne également beaucoup d'autres informations sur
ces semi-groupes. Cette notion de croissance s'avére aussi reliée a des conjectures sur les
fractions continues telles que celle de Zaremba. Et c'est en étudiant certains semi-groupes
de matrices que nous avons pu démontrer des résultats sur les fractions continues pério-
diques bornées qui permettent de petites avancées dans la résolution de conjectures de
McMullen.

Abstract

We study matrix semigroups with di erent point of view that overlaps. The growth
point of view seems to be related with the geometric point of view : we partially generalize
to the semigroups a theorem on groups of Patterson-Sullivan-Paulin, that give the equality
between the critical exponent and the Hausdor dimension of the limit set. We obtain
this in the general framework of isometries of a Gromov-hyperbolic space, and our proof
give also others new results. The computer science point of view is also related to the
growth, since we obtain a way to calculate exact values of critical exponents of somes
adic development semigroups, from a notion of automatic semigroups that we introduce.
Furthermore this point of view give a lot of information on these semigroups. This notion
of growth shows to be also related to conjectures on continued fractions like Zaremba's
one. And by studing some matrix semigroups we were able to prove some results on
bounded periodic continued fractions, doing a little step in the resolution of McMullen's
conjectures.
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Chapitre |

Introduction

.1 Motivations

Une des choses magni ques des mathématiques est le rapprochement de domaines qui
n‘avaient a priori rien a voir. Dans cette thése, nous faisons des liens entre les fractions
continues, les semi-groupes, la géométrie hyperbolique, la géométrie euclidienne, l'infor-
matique, la théorie des nombres et la combinatoire. Précisons ces liens.

1.1.1  Arithmétique et fractions continues

L'équation de Pell-Fermat est un probléme d'arithmétique bien connu. Il s'agit de
trouver les solutionsx et y entiéres de I'équation

ou est un entier non carré. Il est bien connu que les solutions sont données par les
développements en fractions continues tronquées du reel. Il n'est donc pas étonnant
de rencontrer ces équations dans mes travaux sur les fractions continues.

Une autre utilisation des fractions continues est la factorisation d'entiers. Il est en e et
possible de factoriser un entier en e ectuant un déveIBppement en fraction continue. Par
exemple, le développement en fraction continue du réell65433237891543 + 679372521
fournit la factorisation 165433237891543 = 988271167396633

P 165433237891543 + 679372524 679494264 + !
165433237891543+679372522+679494264
D 718885288
165433237891543 + 67937232&679494264_ ) 1
718885288 - " 165433237891543+679372528 +39391024
D 640103241
165433237891543 + 6793725’2*139391024_ 1+ » 1
640103241 B " 165433237891543+679372522+600712217

157564095
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p

165433237891543 + 679372524600712217 _ g+ 1

157564095 " 165433237891543+679372522+659800543
167396633

165433237891543 + 679372524.659800543 g+ 1

167396633 " 165433237891543+679372528+679372521
988271

p

I.1.2 Fractions continues et sous-semi-groupes de SL(2;R)

Dans cette thése, je m'intéresse a ddésactions continues périodiquesc'est-a-dire de
la forme

[al,az, ,a] =a +

a +

ay +
a+
Je m'intéresse en particulier aux suites de fractions continues bornées qui restent dans un
méme corps quadratique. Wilson a démontré (voir par exemple (Wil80), (McM09) ou le
chapitre IV) que tout corps quadratique réel contient une in nité de fractions continues
périodigques uniformément bornées. Par exemple les fractions continues périodiques

[1,1,2,1,1,2]

1,1,2,1,2,1,1;,1,2,2, 1;1]
1,1,2,1;,2,1;1,2,1;1; 1, 2,2, 1, 1, 2, 1, 1]

1,1;2,1;,2,1;1,2,151,2,1,151, 2,2, 151, 2,151, 2, 15 1]

) P— S .
sont bornées par2 et sont toutes dans le corp®[ 10] Pour étudier de telles fractions
continues, j'utilise le lien suivant qu'il y a entre les fractions continues périodiques et
certaines matrices deSL(2; R).

w 0 0 1 0 1
w est vecteur propre de n

W prop 1a 1 a 1a
* X:[a].1321l$];
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pour X > 1, ou [ag;az; 7 & est le développement en fraction continue périodiquée X.
Ainsi, I'étude des fractions continues périodiques bornées par une bomese raméne a

. . .01 _
celle du semi-groupe engendré par les matrlcei i pourl i m, pour une borne

m.

Il'y a aussi un lien entre les développements en fractions continues de longueur nie
et les mémes matrices :

*s2Es!

ou[ag;ap;: e := ap + est le développement en fraction continuale g
a +
-1
+
a
: L . 1 :
Le sous-semi-groupe d&L(2;R) engendré par les matrices (1) i pour 1 i m,

pour une bornem, apparait naturellement quand on s'intéresse aux développements en
fractions continues bornées de nombres rationnels. C'est en étudiant ce semi-groupe que
Bourgain et Kontorovich sont parvenu a faire une belle avancée dans la résolution de la
conjecture de Zaremba dont I'énoncé est le suivant :

Conjecture 1.1.1 (Zaremba). Il existe une constantem telle que pour tout entierg 1,
il existe un entierO< p <q premier a g tel que I'on ait

p
— =[as;ap as; 7]
q

ou les coe cients a sont des entiers entréd et m.

Et j'ai obtenu un autre lien entre fractions continues nies dont le dénominateur est
xé et fractions continues périodiques dans un corps X, qui permet de construire des
fractions continues périodiques a partir de fractions continues nies.

1.1.3 Conjecture de Zaremba et combinatoire

[l'y a un lien entre la conjecture de Zaremba et une donnée combinatoire pour un sous-
semi-groupe deSL(2;R) que I'on appelleexposant critique L'exposant critique  d'un
semi-groupe de matrices s'obtient en comptant le nombre de matrices du semi-groupe
qui sont de norme bornée; c'est I'exposant de croissance de ce nombre de matrices quand
la borne croit :

= lim sup log#fM 2 jkMk ng):
ni1 log(n)
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On a alors un ra nement de la conjecture de Zaremba :

Conjecture 1.1.2 (Hensley) Soit A N un ensemble ni d'entiers, et soit o I'exposant
" . , . 1 .
critigue du sous-semi-groupe d8L(2; R) engendré par les matrices g P pouri 2 A.

Alors on a I'équivalence entre
A % et
pour tout entier q assez grand, il existe un entiep premier a g tel que I'on ait

g= [a; ap; 8; 1]

ou les coe cients a; sont dans I'ensemblé\.

1.1.4 Informatique, combinatoire et théorie des nombres

La conjecture de Hensley montre I'importance de savoir calculer des exposants cri-
tiques. En s'intéressant a certains semi-groupes d'un point de vue informatique, il est
parfois possible de calculer la valeur exacte de I'exposant critique. Plus précisément, on
s'intéresse aux semi-groupdsertement automatiques c'est-a-dire les semi-groupes de type
ni pour lesquels le probleme de reconnaitre si deux mots en les générateurs représentent
le méme élément du semi-groupe est décidable avec une quantité nie de mémoire et
en lisant les deux mots en méme temps et a la méme vitesse. Cela permet de calculer
des exposants critiques de semi-groupes de développements en basgest-a-dire des
semi-groupes de type ni engendrés par des applicatiors/! x + t.

Exemple de semi-groupe fortement automatique

Considérons le monoide , de développement en bas& engendré par les trois trans-

formations a nes : 8
<0: x 7! x=3

1 x 71 x=3 + 1,
"3 x 7! x=3 + 3:

Par dé nition, c'est le plus petit semi-groupe contenant ces trois applications et l'iden-
tité,th I'orb peut le voir comme le sous-monoide d8L(2;R) engendré par les matrices

1:03 li)é?’ , pour k 2 f0; 1, 3g.

Voici quelgues questions que l'on peut se poser :
Quel est I'exposant critique de ce semi-groupe ?
Quel est I'asymptotique du nombre d'éléments pour la longueur des mots ?
Comment peut-on déterminer si deux mots en les générateurs représentent le méme
élément du semi-groupe ?
Y a-t'il une facon de représenter les éléments du semi-groupes par des mots uniques
particuliers (que I'on appelera mots réduits, ou encore forme normale) ?
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La réponse a ces questions est donnée par la structure automatique du semi-groupe. Celle-
ci est donnée par des automates tels que I'on peut en voir sur les gures suivantes (voir
la partie 111.1 pour des rappels sur les automates) :

Figure 1.1 Automate reconnaissant un ensemble de mots réduits du semi-groupe. Les
mots reduits sont ici les mots minimaux pour l'ordre lexicographique inverse, avec<

1< 3.

On appellemots réduits un choix de représentants uniques pour les éléments du semi-
groupe par des mots en les générateurs. On voit sur l'automate de la gure .1 que les
mots réduits sont ici exactement les mots ne contenant pas le mot 03.

Figure 1.2 Automate reconnaissant les relations du semi-groupe.

On voit sur l'automate de la gure 1.2 que les relations du semi-groupe s'obtiennent
toutes a partir des relations11"0 = 03"3, par concaténation.

Exemple 1.1.3. Le mot (1;0)(1; 3)(0; 3) est reconnu par l'automate de la gure 1.2, et on
aeneetlarelatonl 1 0=0 3 3, puisque l'on a I'égalité

Deux motsu;:::u, et viiiiv, en les générateur$§0; 1; 3g représentent le méme élément
du semi-groupe si et seulement si le mdti;; v4):::(un; V) est reconnu par l'automate de
la gure 1.2.

L'automate de la gure I.1 fournit un moyen de connaitre le nombre d'éléments du
semi-groupe de longueun donnée : celui-ci est en e et égal au nombre de chemins de
longueurn de I'état initial O vers les états nauxO et 1. Ceci est donné par la somme des
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deux premiers coe cients des puissances de la matrice d'adjacence du graphe :
2 1
1 1°

P p
dont les valeurs propres sont2= et 2-2. Ainsi, on voit que le nombre d'éléments du
semi-groupe de longueun est exactementf 5.5, ou (f,)non €St la suite de Fibonnacci :

fo = 0;
fi = 1;
freo = fra + i

En particulier, le nombre d'éléments du semi-groupe de longuenirest asymptotiquement

| I
Pei3 ”+O 3 Pg "
2 2

pour une constantec > 0. Cela permet d'obtenir que I'exposant critique du semi-groupe
vaut p

= log( 5+3

2

):

Figure 1.3 Ensemble limite du semi-groupe de développement en base le nombre de
Pisot généralisé =1+ i, avec ensemble de chire#® = f0; 1g.

La preuve du critere de forte automaticité que I'on obtient pour les semi-groupes de
développement en base utilise un peu de théorie des nombres, comme par exemple
la discrétude de l'anneau des entiers du corgd( ) dans un certain espace obtenu en
considérant les conjugués réels, complexes padiques de , quand est un nombre
algébrique. L'informatique aparait également sous une autre forme : j'ai démontré la
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non-forte automaticité d'un exemple explicite de semi-groupe a l'aide d'un programme
informatique.

1.1.5 Théorie de Patterson-Sullivan : géométrie euclidienne et
combinatoire

L'exposant critique  d'un groupe , qui est une donnée combinatoire, peut étre relié
a une autre donnée qui n'avait a priori rien a voir, I'ensemble limite

Théoréme 1.1.4 (Patterson-Sullivan). Soit un sous-groupe dé&L(2;R) non élémen-
taire et de type ni. Alors on a I'égalité

=dimu( ):

L'ensemble limite  peut étre dé ni, dans le cas d'un sous-groupe d&L(2; R), comme
le plus petit fermé invariant non vide pour l'action du groupe sur R := R[flg
par homographie. La notationdimy représente la dimension de Hausdor . Il s'agit d'un
nombre réel positif que I'on peut associer a toute partie d&, ou plus généralement de
R" et qui mesure si un ensemble est plus ou moins gros , et qui coincide avec la notion
de dimension pour un sous-espace vectoriel.

Figure 1.4 Ensemble limite d'un sous-semi-groupe d&L(2;C) agissant par homogra-
phie sur la sphére de Riemang.

1.1.6 Géomeétrie hyperbolique

L'énoncé du théoréme de Patterson-Sullivan ne fait pas intervenir de géométrie hyper-
bolique. Pourtant sa preuve utilise de maniere cruciale le fait qu&lL(2; R) agisse de fagon
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isométrique sur I'espace hyperboliquil2. Le travail que j'ai fait pour généraliser ce théo-
reme aux semi-groupes l'utilise également beaucoup et les espaces Gromov-hyperboliques
forment d'ailleurs le cadre naturel de ce travail.

Figure 1.5 Action de SL(2;2Z) sur le disque de Poincaré

Par exemple, une des étapes clef de la preuve du théoréme de Patterson-Sullivan 1.1.4,
est de s'intéresser a I'ensemblanite radial (ou conique) ¢ qui est une partie de I'en-
semble limite  que I'on dé ni grace a I'action par isométrie sur I'espace hyperbolique du
groupe (ou semi-groupe) . Le lien entre géométrie euclidienne et géométrie hyperbolique
est établi grace auproduit de Gromov. C'est un outil trés utile en géométrie hyperbo-
lique, qui permet de dé nir le bord d'un espace hyperbolique, qui correspondra au bord
euclidien que I'on obtenait par exemple avec le modéle du demi-pleig.

L'outil principal de la théorie de Patterson-Sullivan pour étudier I'ensemble limite d'un
groupe discret d'isométries est lanesure de Patterson-SullivanC'est une mesure portée
par I'ensemble limite du groupe, qui a de bonnes propriétés, et qui se dé nit en utilisant
également I'action par isométrie sur l'espace hyperbolique.

.2 Présentation de mes résultats

Mon travail souléve plus de questions gu'il n'en résout. Voyons quels sont les résultats
obtenus et les questions qu'il reste a résoudre.

Construction de fractions continues périodiques uniformément
bornées

Je me suis penché sur les conjectures de McMullen suivantes, voir (McMOQ9) :

. . L P = . L .
Conjecture 1.2.1. Tout corps quadratique réeQ[ ] contient une in nité de fractions
continues périodiques ne comportant que les entietset 2.

10



|.2. Présentation de mes résultats

Voici une version moins forte mais néanmoins ouverte de cette conjecture :

: . ; : P = .
Conjecture 1.2.2. 1l existe un réelm tel que tout corps quadratique rédd[ ] contient
une in nité de fractions continues périodiques uniformément bornées pan.

Nous démontrons les résultats :

L . L . P-
Théoreme 1.2.3. Il existe une in nité de corps quadratiqueQ[ ] contenant chacun
une in nité de fractions continues périodiques uniformément bornées par

Théoréme 1.2.4. La conjecture I.1.1 de Zaremba implique la conjecture 1.2.2 de McMul-
len.

Le premier théoréme découle d'un résultat que nous avons obtenu, permettant de
construire des suites fractions continues périodiques qui restent dans un corps quadratique
donné a partir d'une fraction continue périodique d'une forme particuliere :

Théoréme 1.2.5. Si une fraction continue périodique de la forme

[ag;an g &g &)

P- L . . "
est dansQ[ ], alors il existe deux uplets d'entiers strictement positifs
(by; b i) et (cy;¢p;iii;q) tels queQ[ ] contienne la suite non constante de fractions
continues périodiques

[bn; by oo b (B0; @a; @25 25 @ ag)"; C; Co; it G (@y; @g; i @g; ag; 8p) "]

En outre, sim est une borne sur les nombres, alors on peut imposer que les nombres
b et que les nombres; soient bornés par2m + 1.

Ici, (ag; as; ap; :::; a; a1)" signi e que le motif ag; a;; ap; :::; a; a; est répétén fois, et le
motif a;; ap; ::;; a; a; peut ou non contenir un terme median.

Cela permet de retrouver le résultat suivant de Wilson (Wil80) :

. . P— . . , o
Corollaire 1.2.6.  Pour tout corps quadratiqueQ| [; il existe un réelm et une in nité
de fractions continues périodiquefayar;a]2 Q Javecl & m.

Ici, m dépend seulement de. Par exemple on peut prendrem;qg = 2 d'apres la
suite annoncée au début. Nous démontrons que I'on peut méme trouver dans tout corps
guadratique réel, une in nité de fractions continues périodiques ne comportants que trois
nombres di érents. D ip k

: Lo  P- P ,
En appliquant le théoreme aux réels + , on obtient que l'on peut prendre

m =4 +1, ce qui améliore le résultat de Wilson pour lequeh = O,y ().

Le théoreme 1.2.4 découle du résultat suivant, qui permet de construire des fractions
continues périodiques dans un corps donné a partir de fractions continues de certains
rationnels :

11



l. Introduction

Théoréme 1.2.7. Soienta, b, cet des entiers positifs tels que
b et ¢ sont solution de I'équation de Pell-Fermat 2 b?= 1,
a et c sont premiers entre eux e C.

Alors on a l'une des égalités

c at
=[LLa Lajsas: e pnasliLan Las pan 2000 aa]
ou
p_
c at
=[LLa Layas::i;an nan LLLaga, ;8. 2500 @ al;
ou [0;a;; a8 1158, 1;8,] est le développement en fraction continue du rationngl

La conjecture de Zaremba I.1.1 est I'équivalent de la conjecture 1.2.2 pour les fraction
continues nies (et non plus périodiques).

Nous montrons le sens facile de la conjecture de Hensley, qui décrit quels sont les
ensembles de chires pour lesquels la conjecture de Zaremba est vraie. Le résultat est
facile et déja connu depuis Hensley (voir (BK11)), mais nous avons jugé utile de présenter
ici une preuve (courte), an de voir le lien qu'il y a entre les fractions continues et les
exposants critiques de certains sous-semi-groupes3ig2; R).

L'algorithme de factorisation d'entier que nous présentons n'est pas non plus un ré-
sultat important, mais il permet de voir un lien entre un probleme informatique trés
important : la factorisation d'entiers, et un probléme sur les fractions continues : le déve-
loppement en fraction continue de n pour un entier n.

Il reste beaucoup de questions a résoudre sur les fractions continues périodiques bor-
nées. Par exemple, la question suivante, qui est un cas particulier de la conjecture 1.2.2,
semble encore ouverte :

Conjecture 1.2.8. Il existe un réelm tel que tout corps quadratique réel contient une
fraction continue périodique bornée pam.

Et a nouveau la conjecture semble vraie poyn = 2. Nous l'avons Vvéri é a l'aide d'un
ordinateur pour tous les corps quadratique®[ ] pour < 127 Par exemple, le réel

guadratique o
28713227852610275789 + 556194055126564%512

45526445508292066657
a pour développement en fraction continue

LLLL52225222252522122 5122525552225 5525522,

1;1:1:2:22221:1:1: 1110121010 1:2:1:2,2: 112,122, 2: 111,22 1:2: 1. 1: 2, 2 1

2211122111111, 2,2,2:2: 101,12, 2: 101,201,122, 2:1:1:1: 212,210 1 2

2,1;2,2,1;2,1,2,2,2,2, 1,2, 2,2, 1; 2]

12
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Semi-groupes fortement automatiques

Dans ce chapitre, nous introduisons la notion de semi-groupe fortement automatique,
qui consiste a avoir un ensemble de relations qui soit un langage rationnel, c'est-a-dire re-
connaissable par un automate ni. Cela permet de calculer des valeurs exactes d'exposants
critiques, grace au fait que pour ces semi-groupes I'exposant critique pour la métrique des
mots coincident avec celui pour la métrique hyperbolique. Pour les semi-groupes corres-
pondant aux développements en base nous démontrons le résultat suivant :

Théoréme 1.2.9. Deé nissons un semi-groupe engendré par les transformations :
X7 x +1t

poutt 2 A C, ou A est une partie nie deC, et est un nombre complexe.
Si le nombre complexe est transcendant, ou bien algébrique mais sans conjugué de
module 1, alors pour toute partiA  C nie, le semi-groupe est fortement automatique.
Réciproguement, si le hombre complexe est algébrique et a au moins un conjugué
de module 1, alors il existe une partid C nie telle que le semi-groupe n'est pas
fortement automatique.

Notre preuve étant e ective, nous obtenons de plus un algorithme (dont celui de Ke-
nyon est un cas particulier, voir (Ken97)) permettant de calculer exactement les exposants
critiques des semi-groupes qui satisfont les hypothéses du théoréme. Apres implémenta-
tion, ceci nous a permis de donner explicitement, dans cette these, les exposants critiques
pour de nombreux exemples de semi-groupes.

La réciproque du théoreme ne permet pas de choisir la par#he Nous parvenons a
obtenir cette réciproque pour la partieA = f0; 1g sur un exemple :

.. . 1+p 2+ P Epﬂ ;
Proposition 1.2.10.  Soit le nombre de Salem = ———~——="1:8832035059qui est
racine du polynémexX* 2X3+ X2 2X + 1. Alors le monoide engendré par les deux
applications

O:x7! x

1:x7" x +1
n'est pas fortement automatique.

Nous avons relié la notion de semi-groupes fortement automatiques a des notions
existantes : celle de monoide rationnel et celle de semi-groupe automatique.

Proposition 1.2.11.  Un monoide fortement automatique est rationnel. Réciproquement
si un monoide est rationnel et qu'il admet un ensemble de générateurs pour lequel il N'existe
pas d'égalité entre des mots de longueurs di érentes, alors il est fortement automatique.

Proposition 1.2.12.  Un semi-groupe fortement automatique est automatique.

Pour un semi-groupe fortement automatique, nous obtenons un algorithme de re-
cherche du mot réduit meilleur que celui existant pour les semi-groupes automatiques,
car linéaire au lieu de quadratique :

13
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Proposition 1.2.13. Si un semi-groupe est fortement automatique, alors il existe un
algorithme linéaire prenant en entrée un mot et rendant le mot réduit correspondant.

Etant donné un semi-groupe fortement automatique, la question se pose de savoir s'il
est nécessairement de présentation nie. Nous montrons, que la réponse est négative :

Proposition 1.2.14. Soit ' 1:7924023578a racine réelle du polyndme&® X4 X3
X2+ X 1 Alors le monoide engendré par les deux applications

O:x7! x
1:x7! x +1

n'est pas de présentation nie.

Semi-groupes d'isométries d'un espace hyperbolique

Pour un sous-semi-groupe du groupe d'isométrieslsom(X) d'un espace Gromov-
hyperboliqueX propre, nous dé nissons une notion d'entropie (par analogie avec I'entropie
volumique), qui généralise la notion d'exposant critique des groupes discrets. L'entropie
est une fagcon de mesurer l'espace occupé par l'orbite d'un semi-groupe dans l'espace
X, tandis que I'exposant critique mesure la quantité d'éléments. L'énoncé suivant donne
une caractérisation de I'entropie :

Théoréme 1.2.15. Soit X un espace Gromov-hyperbolique d'adhérence compacte, et soit
un semi-groupe d'isométries dX dont I'ensemble limite contient au moins deux points,
alors on a
sup o= h:
0 semi-groupe():ie Schottky

Autrement dit, I'entropie h est la borne supérieure des exposants critiques des sous-
semi-groupes de Schottky du semi-groupe c'est-a-dire des sous-semi-groupes ayant la
dynamique la plus simple.

Nous supposons ici que I'espace est propre et de bord compact, mais nous verrons que
cette hypothése n'est pas beaucoup plus forte que de demander seulement la propreté de

I'espaceX .

Remarque 1.2.16. Lorsque est un groupe, si I'on remplace les semi-groupes de Schottky
par desgroupesde Schottky au sens classique, le résultat devient faux d'aprés un théoreme
de P.Doyle, voir (Doy88).

Le théoreme 1.2.15 permet d'étudier la dimension a I'in ni du semi-groupe, puisque
I'on obtient en corollaire une généralisation d'un résultat de F.Paulin, voir (Pau97) :

Corollaire 1.2.17. Soit X un espace Gromov-hyperbolique propre a bord compact, et
soit un semi-groupe d'isométries deX dont I'ensemble limite contient au moins deux
points. Alors la dimension visuelle de I'ensemble limite radial du semi-groupeest égale
a l'entropie du semi-groupe :

dimys °=h:

14



|.2. Présentation de mes résultats

La dimension visuelledim,;s est une généralisation naturelle de la dimension de Haus-
dor au bord d'un espace hyperbolique. Et I'ensemble limite radial ¢ (appelé aussi
ensemble limite conique) du semi-groupe est I'ensemble des points du bord qui sont
limite d'une quasi-géodésique de l'orbite o.

Ceci nous permet de calculer la dimension de Hausdor de certains ensemble auto-
similaires pour lesquels on ne savait pas encore faire & ma connaissance :

Corollaire 1.2.18. Si  est un nombre de Salem et si est le sous-semi-groupe du groupe
ane de C engendré par les applications

X
X7 —+1t

out 2 A pour A une partie nie de Q( ), alors on a I'égalité
dimy( )=

Le résultat était connu pour un nombre de Pisot, mais semble nouveau pour un nombre
de Salem. Une telle égalité est toujours a I'état de conjecture pour les semi-groupes de
Kenyon.

Voici d'autres corollaires du théoreme 1.2.15 :

Corollaire 1.2.19. Soit X un espace Gromov-hyperbolique propre a bord compact et soit
un semi-groupe discret d'isométries d¥ dont I'ensemble limite contient au moins deux
points. La limite supérieure dans la dé nition de I'exposant critique du semi-groupe est
une vraie limite : 1
= rI]i!rln o log#f 2 jd(o; 0) ng):

Corollaire 1.2.20. L'entropie est semi-continue inférieurement en les semi-groupes dont
I'ensemble limite contient au moins deux points.

Ce résultat généralise celui que donne F. Paulin a la n de son article (Pau97), puisque
I'on ne fait ni I'hypothése que le semi-groupe soit un groupe, ni qu'il soit discret, ni qu'il
soit de type ni, ni que l'espace soit géodésique ou quasi-géodésique, et cela fonctionne
aussi bien pour la convergence algébrique que pour la convergence géométrique.

Nos résultats sur les semi-groupes permettent d'obtenir un résultat sur les groupes :

Corollaire 1.2.21.  Soit X un espace Gromov-hyperbolique propre a bord compact, et soit
un groupe discret et sans torsion d'isométries d¢ ne xant pas de point au bord, alors

on a N 1 |
P ° 2

0 groupe de Schottky

ou la borne supérieure est prise sur I'ensemble des sous-groupes de Schottky du groupe

15



l. Introduction

.3 Sommaire

Résumons les di érents chapitre de cette thése.

Chapitre Il : Entropie des semi-groupes d'isométries d'espaces
hyperboliques

Dans la section I1.1, nous donnons les dé nitions et outils qui serviront dans la suite. La
section 11.2 est consacrée a dé nir et donner des propriétés sur les semi-groupes contrac-
tants. Nous y démontrons par exemple que lI'ensemble limite d'un semi-groupe contractant
de type ni est toujours radial. Nous construisons dans la section 1.3 une grosse partie
contractante d'un semi-groupe d'isomeétries. C'est I'étape principale pour démontrer le
théoreme 1.2.15. Puis dans la section 11.4, nous dé nissons ce qu'est un semi-groupe de
Schottky, et I'on démontre I'existence de gros sous-semi-groupes de Schottky. Cela permet-
tra d'avoir une preuve du théoréme 1.2.15. Ensuite, les sections I1.5 a 11.8 sont consacrées
a des corollaires du théoreme. Dans la premiere, nous obtenons une généralisation d'un
résultat de F. Paulin (corollaire 1.2.17, voir section 11.5.1), que nous appliquons a I'étude
des semi-groupes de développement en basgoir section 11.5.2). Dans la deuxiéme, nous
voyons un résultat sur les sous-groupes de Schottky d'un groupe discret (corollaire 1.2.21,
voir section 11.6). Nous montrons ensuite dans la section II.7 que I'exposant critique est
une vraie limite. Et pour nir nous montrons la semi-continuité inférieure de I'entropie
des semi-groupes (corollaire 1.2.20, voir section 11.8).

Chapitre Il : Semi-groupes fortement automatiques

Nous commencons par faire des rappels sur les automates dans la section I1l.1. Dans la
section 111.2, nous dé nissons les semi-groupes fortement automatiques et voyons les liens
avec les autres notions d'automaticités existantes. Nous dé nissons en 111.2.1 ce qu'est un
semi-groupe fortement automatique, et nous en donnerons quelques propriétés. Nous dé-
nissons en 111.2.2 ce qu'est un monoide rationnel et montrons la proposition 1.2.11. Nous
rappellons ensuite en [11.2.3 ce qu'est un semi-groupe automatique, et nous montrerons
en 111.2.4 que les semi-groupes fortement automatiques sont automatiques (proposition
1.2.12). Nous présentons notre algorithme pour le probleme des mots réduits en I11.2.5.
Nous nous intéressons ensuite aux semi-groupes correspondants aux développements en
base dans la section I1.3 ou nous démontrons le théoreme 1.2.9 annoncé (voir théo-
reme 111.3.2 et proposition 111.3.15). En n, la partie I1l.4 est consacrée a des exemples, et
rappelle des travaux en lien avec les semi-groupes fortement automatiques.

Chapitre IV : Construction de fractions continues périodigques
uniformément bornées

Nous commencons dans la section V.1, par rappeler quelques propriétés des fractions
continues et du semi-groupe des matrices positives. Dans la section IV.2 qui suit, nous
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donnons une preuve rapide du théoréme 1.2.5. Puis le chapitre IV.3 explique pourquoi les
suites de fractions continues périodiques de la formig; by; :::; be; (a1; az; :::; &)"], qui res-

tent dans un corps quadratiqgue donné, sont toujours triviales. Les chapitres IV.4 et IV.5
sont consacrés aux généralisations et réciproques des résultats qui nous ont permis d'ob-
tenir le théoreme 1.2.5. Nous commengons dans la section IV.4 par étudier les fractions
continues périodiques de la formBAC 'A, puis nous continuons dans la section IV.5 en
étudiant les suites de la form@&A"C'A". En n, dans le chapitre 1V.6, nous explicitons les
suites de fractions continues périodiques que permet d'obtenir la preuve du théoréme 1.2.5,
et donnons des exemples. Nous nissons par la section IV.7, dans laquelle nous établissons
des liens entre les fractions continues périodiques et d'autres notions. Dans la partie IV.7.1
nous montrons un lien avec I'exposant critique en démontrant le sens facile de la conjec-
ture de Hensley, et dans la partie IV.7.2 nous démontrons le théoreme 1V.7.13 et montrons
gue la conjecture de Zaremba I.1.1 implique la conjecture de McMullen 1.2.2.

17



l. Introduction

18



Chapitre Il

Entropie des semi-groupes d'isométries
d'espaces hyperboliques

Nous dé nissons une notion d'entropie pour les semi-groupes d'isométries, qui géné-
ralise la notion d'exposant critique des groupes discrets, et qui correspond a mesurer la
vitesse de croissance du point de vue de I'espace occupé . Le principal résultat de ce
chapitre est le théoréme suivant, qui permet de mesurer I'entropie d'un semi-groupe en ne
regardant que ses sous-semi-groupes de Schottky (c'est-a-dire les sous-semi-groupes qui
ont la dynamique la plus simple).

Théoréme 11.0.1. Soit un semi-groupe d'isométries d'un espace hyperboligdepropre
a bord compact, dont I'ensemble limite contient au moins deux points. Alors on a I'égalité

supf sjS partie séparée de g = supf sjS semi-groupe de Schottky deg:

Cela permet d'obtenir un certain nombre de corollaires tel que I'égalité entre entropie
et dimension visuelle de I'ensemble limite (corollaire 11.5.4). Nous appliquons ce corollaire
aux semi-groupes de développement en basece qui nous permet d'avoir I'égalité entre
dimension de Hausdor de I'ensemble limite et exposant critique d'un semi-groupe de déve-
loppement en base , pour un nombre de Salem généralisé (proposition [1.5.15). Comme
autres corollaires du théoréme ci-dessus, nous obtenons la semi-continuité inférieure de
I'entropie (corollaire 11.8.5), ou encore le fait que la limite supérieure dans la dé nition de
I'exposant critiques des semi-groupes séparés soit une vraie limite (corollaire 11.7.1). En
outre, nous parvenons a reconstruire des groupes a partir de semi-groupes a n d'obtenir
de gros sous-groupes de Schottky dans les groupes discrets (corollaire 11.6.2).

1.1 Le cadre

Nous dé nissons ici les objets que nous manipulerons dans tout le chapitre, en com-
mencant par les espaces Gromov-hyperboliques et leur bord. Nous verrons en particulier
la dé nition et des propriétés de I'entropie.

On noterad(x;y) la distance entre deux pointx;y 2 X d'un espace métriqueX .
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1.L1.1 Espaces hyperboliques

Etant donné un espace métrique, on peut dé nir le produit de Gromov, qui permet de
mesurer le défaut d'égalité triangulaire de trois pointg, y et o:

Dé nition 11.1.1. Soit X un espace métrique de point base On appelle produit de
Gromov de deux pointsc;y 2 X le réel

. 1
(xjy) == 5 (d(x;0) + d(y;0) d(x;y)):
On peut alors dé nir la Gromov-hyperbolicité :
Dé nition 11.1.2.  On dit qu' un espaceX est -hyperboliquepour un réel > 0, si c'est
un espace metrique veri ant l'inégalité
(xjz)  minf (xjy); (yiz)g

pour tousx;y etz 2 X.
On dit qu'un espaceX est Gromov-hyperboliques'il existe un réel tel que I'espace
X est -hyperbolique.

Un espace Gromov-hyperbolique est un espace qui ressemble, vu de loin, a un arbre.
Les arbres sont d'ailleurs des espac8syperboliques. Dans un espace hyperbolique, un
grand produit de Gromov caractérise des points qui sont proches vus @e.

Dé nissons I'exposant critique. Il s'agit de la vitesse exponentielle de croissance d'une
partie de X ..

Dé nition 11.1.3.  On appelleexposant critiqued'une partieP X d'un espace métrique
X de point baseo, le réel (éventuellement in ni)

p ;= limsup %Iog(#( B(o;n)\ P)):
nil

Par inégalité triangulaire, I'exposant critique ne dépend pas du poird choisi.

Remarque 11.1.4. On peut aussi considérer seulement les éléments d'un anneau. On a
. 1
p = limsup ~ log(#(( B(o;n+1)nB(o;n))\ P)):
n!l

On va maintenant dé nir I'entropie de n'importe quelle partieP de X . Cela correspond
a la vitesse exponentielle de croissance du point de vue de l'espace occupé, et non plus du
point de vu du comptage comme pour I'exposant critique.

Dé nition 11.1.5. Soit X un espace métriqgue. On dit qu'une parti® X estséparée
s'il existe un réel > 0 tel que la partieP soit -séparée c'est-a-dire tel que

d(x;y) >
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pour tousx 6y 2 P.

On dit qu'une partie P X est une partiecouvrantedeY X s'il existe un réel > 0
telle que la partie soit -couvrante de Y, c'est-a-dire telle que pour toutx 2 P, il existe
y 2 Y tel que

d(x;y)

Dé nition 11.1.6.  On appelleentropie d'une partie P X d'un espace métriqueX, le
réel (éventuellement in ni)
hp :=sup p\s;
S

ou le sup est prit sur les partiesS séparées deX .
On poseh. =0 par convention.

La remarque suivante justi e le nom d' entropie

Remarque 11.1.7. Quand X = H}, I'entropie d'une partie P X est égale a I'entropie
volumique de lI'ensembléx 2 Xjd(x;P) 1g.

Démonstration. On peut trouver une partieS -séparée et-couvrante de la partieP pour
un réell > > 0 assez petit et un réel assez grand (voir 11.1.30), et on peut montrer
gue son exposant critique est alors égale a I'entropie & Soit o un point de X = HR.
On a les inégalités

vol(B(o; )) #B\ S =vol( [ B(x; ) wvol(B(o;n+ )\f x2 Xjd(x;P) 1g);
x2S\ B

vol(B(o;n)\f x 2 Xjd(x;P) 1g) vol( [ B(x;r +1))

x2S\ B(o;n+1+ r)
vol(o;r+1) #B(o;n+1+ r)\ S:

En passant a la limite aprés avoir pris léog et divisé parn, on obtient le résultat annoncé.
O

Exemple 11.1.8. Dans l'espaceX = HZ muni de la métrique usuelle, I'entropie déi3
vaut 1 et I'entropie d'une horoboule vau%.

Voici quelques propriétés de I'entropie.

Propriétés 11.1.9.  Propriétés de I'entropie

Soit une partieA X d'un espace métriqueX de point baseo.
1. L'entropie ne dépend pas du point bage2 X choisi.
2. On a l'inégalité hp A.

3. Si la partie A est séparée, alors on a I'égalithy = .
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4. L'entropie est croissante : sSiA B X, alors on a
hA hB hx .

Démonstration. 1. Cela découle du fait que I'exposant critique ne dépende pas du point
baseo choisi, ce qui découle de l'inégalité triangulaire.

2. Pour toute partie séparées, on a a\ s a. D'ou le résultat en passant a la borne
supérieure.

3. Sila partie A est séparée, on i =SUPs a\s  AA = A-

4. Pour toute partie séparée&s onaA\' S B\ S,donc a s B\ s. D'ou le résultat
en passant a la borne supérieure.
]

Dé nition 11.1.10.  On dit qu'un espace métriqueX estpropre si les boules fermées sont
compactes.

11.1.2 Bord d'un espace hyperbolique

Nous allons voir qu'a chaque espace hyperbolique on peut ajouter un bord sur lequel le
produit de Gromov s'étend naturellement. L'espace hyperbolique muni de son bord est en
guelgue sorte une compacti cation , puisque nous verrons que cette union est compacte
si I'espace est propre et véri e une propriété supplémentaire.

Soit X un espace Gromov-hyperbolique.

Dé nition 11.1.11. On dit qu'une suite(x;) 2 XN est convergentesi I'on a
i:J_Il!rln (xijx;) =1

On dé nit le bord @ A d'une partie A I'espace hyperboliqu&X comme quotient de I'en-
semble des suites convergentes

@A :=f(xi)?2 ANJ’..lirln (xijx;) = 19 =
ihj!
par la relation d'équivalence dé nie par
(v O)izw st fim (ajy) = 1

Remarque 11.1.12.  Sil'on avait pas supposé I'espacé Gromov-hyperbolique, la relation
dé nie ci-dessus ne serait pas nécessairement transitive. Par exemple elle ne I'est pas
pour X = R2,

Dé nition 11.1.13.  On appelleadhérence de Gromowd'une partie A X [ @ X l'en-
semble
A:=Adh(A) [ @ A;
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ou Adh (A) est l'adhérence deA dans X .

Remarque 11.1.14. 1. Le groupelsom(X) agit naturellement sur le bord@ X .

2. Le produit de Gromov s'étend naturellement a I'adhérence de Gromov :

(] )= sup liminf(xijy;);
it 0!

Yj!

pour ; 2 X.

3. Un espace métriqueX est propre a bord compact si et seulement si I'adhérense
est compacte.

Le premier point ci-dessus permet de généraliser la notion de suite convergentes a
toute suite de X . Ainsi la notion de compacité a bien un sens pour le bord et poux.
Voir aussi ci-dessous pour une dé nition de la topologie du bord.

Dé nition 11.1.15. Soit X un espace Gromov-hyperbolique. Etant donné un ré&l> 0,
on dit que deux partiesA et B de X sont C-disjointes si elles sont d'adhérence dan¥
disjointes et que l'on a
sup (ab <C:
(a;b)2A B
On dit que les partiesA et B sont Gromov-disjointess'il existe une constanteC > 0 telle
gue les partiesA et B sont C-disjointes.

Remarque 11.1.16. Si I'espaceX est propre et a bord compact, alors des partiés et B
de X sont Gromov-disjointes si et seulement si leur adhérences de Gromfowet B sont
disjointes, mais ceci est faux en général.

Dire que deux partieA et B sont Gromov-disjointes revient a dire qu'elles sont dis-
jointes en tant qu'ensembles, et disjointes en I'in ni vues du point bas® . Cette notion
permettra de dé nir ce qu'est un semi-groupe contractant (voir 11.2) et ce qu'est un semi-
groupe de Schottky (voir 11.4).

Compacité de I'adhérence

Nous aurons besoin de la compacité de I'adhéren&e pour controler la facon dont
I'entropie part & I'in ni (voir sous-section 11.3.2).

On muni l'adhérence de GromowX d'un espace Gromov-hyperboliqu¥ , de la base
de voisinages formée des boules ouvertéx;r) de X et des boules

(ir):=fx2Xj(xj )> log(r)g;

pour les points 2 @ X.
Voici une condition sur I'espaceX qui sert a avoir la compacité de I'adhérence :
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Dé nition 11.1.17. Soit X un espace métrique de point base On dit que l'espaceX
est C-strictement étoilé si pour tout pointx 2 X, il existe une C-géodésique stricte de
a x, c'est-a-dire une suite nie (Xx)p=; d'éléments deX telle quexo = 0, Xn = X,

d(Xx;Xk+1) G
d(xi;x;) j d(o;x) d(o;x)j+ C;
pourtousO k n letO i) n.
Remarque 11.1.18. Un espace géodésique eStstrictement étoilé pour toutC > 0.
Exemple 11.1.19. Z" muni de la métrique euclidienne es‘% n-strictement étoilé.

Proposition 11.1.20.  Soit X un espace Gromov-hyperbolique, propre, €-strictement
étoilé, alors son adhérence de Gromo¥ est compacte.

Démonstration. Il sut de suivre la preuve du lemme 7.3 dans (HLVO7). ]

Exemple 11.1.21. L'ensembleN [0;1 [ muni de la métrique

d((i;x); (G, y))
d((i;x); (i;y))

i+j+XxX+y sSii6]
x i

est Gromov-hyperbolique, propre, et d'adhérence non compacte (voir gure 11.1).

Figure 1.1 Exemple d'espace Gromov-hyperbolique propre dont I'adhérence n'est pas
compacte.

Sur la gure ci-dessus, les arétes grises ne font pas parties de I'espace et indiquent des
distances.

11.L1.3 Action d'un semi-groupe d'isométries sur I'espace hyper-
bolique
Etant donné un ensemble d'isométries d'un espace métrigie on dé nit son exposant

critiqgue, respectivement son entropie, qui correspondent aux vitesses auxquelles croit I'or-
bite d'un point sous l'action de I'ensemble d'isométries, d'un point de vue de comptage,
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respectivement d'un point de vue de I'espace occupé.

Figure 1.2 Action du groupe SL(2;Z) sur le demi-plan de Poincardd2

Soit X un espace métrique de point base

Dé nition 11.1.22. On appelleexposant critiqued'une partie A Isom(X), I'exposant
critigue de l'orbite Ao X :

A = Ao-

Remarque 11.1.23. En général, I'exposant critique dépend du poimatchoisi (par exemple
pour un groupe elliptique dense), mais I'exposant critique d'une partie séparédstam(X )
n'en dépend pas.

Dé nition 11.1.24. On dit qu'une partie A Isom(X) est séparée(respectivement -
séparég si I'orbite Ao X est séparée (respectivementséparée), et si pour toutes iso-
métries 6 °2A,ona 06 %.

Remarque 11.1.25. Si une partieA Isom(X) est séparée, alors on a les propriétés :
L'exposant critique ne dépend pas du poind choisis.
L'exposant critique de la partie A est aussi I'exposant critique de la série de Poincarée
Ps de A : X
Ps:= e Sd©0):
2A

C'est-a-dire que la série diverge pows < A €t converge pouss > 4.

Dé nition 11.1.26. On dit qu'une partie A Isom(X) est une partiecouvrante (res-
pectivement -couvrante) de B Isom(X) si l'orbite Ao X est une partie couvrante
(respectivement -couvrante) deBo.

Dé nition 11.1.27. On appelleentropie d'une partie A Isom(X) I'entropie de l'orbite
Ao X :
hA = hAo:

Remarque 11.1.28. Quand X = HE, l'entropie d'une partie A Isom(X) est égale a
I'entropie volumique de l'orbiteAB (0;1) d'une bouleB(0;1).
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Voici quelques propriétés de I'entropie.

Propriétés 11.1.29.  Propriétés de I'entropie
Soit X un espace métrique de point basg et soit une partie A  Isom(X). On a les
propriétes :
1. L'entropie ne dépend pas du point basechoisi.
2. On a l'inégalité hp A.
3. Si la partie Ao est séparée, alors on a I'égalithy = a.
Ceci est en particulier le cas sA est un groupe agissant de facon discréte sxr.

4. L'entropie est croissante : siA B Isom(X), alors on a
ha  he  Nisomx):

5. Si I'espaceX est propre, alors pour toute partieS couvrante deA, on a l'inégalité
hs ha.

6. Si A, B et C sont des parties ddsom(X ) telles que I'on aitA B[ C, alors on a
ha  maxfhg;hco.

7. Pour toute isométrie 2 Isom(X), onahs = hy = ha .

8. Si l'espaceX est propre, alors en posanf., ;= f 2 Ajd(o; 0) >ng, on a
ha., = ha:

Remarque 11.1.30. Pour toute partie Y X d'un espace métriqueX, il existe une
partie S -séparée e -couvrante deY. Ainsi, quand l'espaceX est propre, pour calculer
I'entropie d'une partie A de Isom(X ), on est ramené a calculer I'exposant critique d'une
partie de A.

Démonstration. Les points 2, 3 et 4 sont évidents a partir des propriétés 11.1.9. Le point 1
découle du fait que I'exposant critique d'une partie séparée ne dépende pas du point base
o choisi.

Montrons le point 5. SoitS une partie couvrante deA et soit S° une partie séparée de
A. Montrons que I'on a so S.

Cela va découler du lemme suivant.

Lemme 11.1.31. Soit X un espace métrique propre de point base et Y Isom(X)

une partie du groupe d'isométries. Alors, pour tous réels> 0 et r°> 0, il existe une
constanteC,, o telle que pour toute partier-couvrante S de Y, pour toute partie r-séparée
S%deY, et pour toute partieZ deY, on ait l'inégalité

#S\ Z C,#So\ Z";

ouZ":=1fx2 Xj9y 2 Z :d(x;y) rg estler-voisinage fermé de&Z.
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Démonstration. Soit S®°une partie r>couvrante et séparée de la boul(o;r+ r9. Posons
Cro:=# S%son cardinal, qui est ni par propreté.

Pour toute partie r“séparéeS°de X on a alors
#B(o;r)\ S° #S%%= C, o
Et comme pour toute isométrie 2 Y, la partie  1S°est encorer&séparée, on a aussi
#B(o;r)\ S°=#B(o;r)\  'S° C.u
On a donc, pour toute partieS r-couvrante deY, et S° partie r&séparée dev,

[
#Z\ So=# 27\ B(o;r)\ So C,o#Z"\ So:
2S

D'aprés le lemme ci-dessus, il existe une constar@etelle que
#(B(o;n)\ S C #(B(o;n+ C)\ So:
Ainsi, ona so g en passant a la limite. On obtient alors l'inégalité souhaitébs s
en passant a la borne supérieure sur les parties sépargede A.

Montrons maintenant le point 6. SiS est une partie séparée dA, alors on a

e sd(o; 0) e sd(o; 0) + e sd(o,o);

2A\' S 2B\'S 2C\'S

pour tout réel s. Donc

maxf e sd(o,o); e sd(o,o)g: 1 :
2B\ S 2C\'S

P
dés que ,, g€ %% =1 etdoncmaxfhg;hcg ha.
Montrons le point 7. Soit ¢ 2 Isom(X), et soit S une partier-séparée et couvrante de
A, pour un réelr > d (o; o). Pour tout 2 A, l'inégalité triangulaire donned(o; 0)
d(o; o)+ d(o; ¢0). Ainsi la partie S ( est encore une partie séparée et couvrante dey,
eton a

#f 2 A\ Sjd(o; 0) ng #f °2(A\ S) gjd(o; ) n+ d(o; (0)g;
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d'ou

ha = as

= limsup %Iog #f 2 A\ Sjd(o; o) ng

n!l

Iimsup%log #f 2 (A\'S) ojd(o; 0) n+ d(o; (0)Q)

nll

. 1 . _ _
—Ilrp!lsup mlog #f 2 (A\' S) ojd(o; 0) n+ d(o; 00)Q)

= A o\S o
hAo:

L'autre inégalité hy , ha s'obtient par symétrie, en remplacant I'élément , par ,* et
la partie A par A . L'égalité h, = h, s'obtient de la méme facon.

Le point 8 s'obtient en remarquant que la partie n -, o est bornée et que donc son
intersection avec toute partie séparée est nie par proprete. ]

Voici un exemple de semi-groupe d'exposant critique strictement supérieur a son en-
tropie.

Figure 11.3 Orbite d'un point sous l'action du semi-groupe de lI'exemple 11.1.32 dans
le disque de Poincaré.

q !

2
Exemple 11.1.32. Le sous-semi-groupe d8L(2; R) engendré par les matrices 0_
Y p
q_ ! 0 =
2
et pl_ a pour exposant critique = 2¥%- > 1 et a pour entropiel. En parti-
0 _
2
culier il n'est pas séparé.

L'exposant critique du semi-groupe I'exemple ci-dessus s'obtient facilement puisque
le semi-groupe est libre, et parce-que c'est un semi-groupe de développemeatlique,
ce qui permet d'avoir que la norme d'un élément est comparable a sa longueur en les
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générateurs :

:Iimsupilog(#f 2 jd(o; 0) ng)

n'1 n

1
=limsup ——
ni1 P nlog(=2)

_ log(2) .
" log(=2)

Le fait que I'entropie vaille 1 découle du théoreme 1.2.17, parce-qu'il est facile de montrer
gue I'ensemble limite de ce semi-groupe est un segment de longueur non nulle (vu dans
R), et parce-que I'ensemble limite radial est égal a I'ensemble limite tout entier par la
proposition 11.2.9, puisque le semi-groupe est contractant et de type ni.

log#f 2 de longueurng)

[1.1.4 Action sur le bord

Les isométries d'un espac¥ Gromov-hyperbolique agissent naturellement sur le bord
@ X . Pour étudier cette action sur le bord, commencons par dé nir I'ensemble limite du
semi-groupe.

Dé nition 11.1.33. Soit X un espace Gromov-hyperbolique de point bageet soit un
semi-groupe d'isométries d&X. On appelleensemble limitedu semi-groupe , et on note
le bord de l'orbite o: =@ ( o).

Remarque 11.1.34. L'ensemble limite ne dépend pas du point basechoisi.

On va maintenant dé nir une partie de I'ensemble limite appelée ensemble limite radial,
dont on saura mieux contréler la dimension visuelle.

Dé nition 11.1.35. On dit qu'une partie A X d'un espace métriqueX est unesous-
quasi-géodésiqus'il existe une constanteC telle que l'on ait

dix;y)+ d(y;z) d(x;z)+ C

pour tousx, y et z dansA tels quemaxfd(x;y);d(y;z)g d(x;z).

Remarque 11.1.36. Si l'espace X est géodésique, alors dire qu'une partid est une
sous-quasi-géodésique revient a dire gqu'il existe une géodésique dont tout poirt det a
distance bornée.

Dé nition 11.1.37.  Soit X un espace Gromov-hyperbolique de point baset un semi-
groupe d'isométries deX . On appelleensemble limite radial(ou ensemble limite coniqug
du semi-groupe , et on note ¢ I'ensemble :

¢ = f(xi) 2 ( O)N] ,_Iirln (xijxj) = 1 etfx;gi2n est une sous-quasi-géodésige ;
i !

ou est la relation d'équivalence vue dans la dé nition du bord d'un espace Gromov-
hyperbolique.
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Remarque 11.1.38. L'ensemble limite radial est une partie de lI'ensemble limite qui ne
dépend pas non plus du point bagechoisi.

Remarque 11.1.39. Si est un semi-groupe de type ni d'isométries d'un espace Gromov-
hyperbolique, alors son ensemble limite est auto-similaire :

[
= g

g générateur

) : , . .S ,
Démonstration. On a clairement linclusion o« srateur 9 . Montrons l'autre in-
clusion. Soit 2 et soit ( ,)n2n 2 N une suite d'éléments de telle que I'on ait

lim ,o0=
nit "

(Ceci est une notation qui signielim,; ( ,0 )= 1)
Comme le semi-groupe est de type ni, il existe un générateurg tel que l'on ait une
sous-suite( m)) 2 (g) M. On aalors =Ilim 4 m02 4 =g O

[1.1.5 Les ensembles X

On va associer a chaque isométried'un espace métriqueX , une partie X de l'espace
X qui correspond & un domaine dans lequel I'élémentcontracte. Ceci nous servira dans
toute la suite du chapitre.

Dé nition 11.1.40. Soit X un espace métrique. Pour 2 Isom(X), on dé nit un do-
maine X X par

X =fx2 Xj(xj o) %d(o; 0)g:

Figure 11.4 X

Remarque 11.1.41. L'inégalité (xj 0) %d(o; 0) est équivalente a
d(x; o) d(x;0):

Les éléments d&X sont donc les points de&X qui sont plus prés deo que deo.
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Le lemme suivant indique que I'ensembl®¥ est un domaine dans lequel contracte,
et qu'il est de taille petite vue deo quand I'élément est de grande norme.

Lemme 11.1.42. Soit X un espace métrique. Pour tout 2 Isom(X), on a
1. (XnX 1) X,
2. Sil'espaceX est -hyperbolique de point base, alors pour tout(x;y) 2 (X )?, on a

) 1
(Xjy) éd(o; 0)
Démonstration. 1. Ona

x2XnX 1, dx; o)>d(x;0) parlaremarque Il.1.41,
, d(x;0)>d(x; o) parce-que estune isométrie
) X 2X:

2. Soientx ety dansX . Par -hyperbolicité, on a
(xjy)  minf(xj0);(yjo)g
Or, par dé nition de X on a pour tout x dansX
. 1
(xjo)  zd(o; o);

d'ou le résultat.
Il

Dé nition 11.1.43. On dit qu'une isométrie 2 Isom(X) d'un espace métriqueX est
contractante si les domainesX et X ! sont Gromov-disjoints.

Figure 11.5 Une isométrie contractante.

Remarque 11.1.44. Si une isométrie est contractante, alors la partie X nX est
un domaine fondamental pour I'élément.
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Voici un critére de contraction.

Lemme 11.1.45 (Critére de contraction). Soit X un espace -hyperbolique de point base

o, et une isométrie deX . S'il existe deux pointsx et x°dansX [ 1, tels que
. 1
(xjx9 < Ed(O; o) 3;

alors l'isométrie  est contractante.

Démonstration. Par contraposée, supposons que l'isométrien'est pas contractante. Les
ensemblesX et X 1 ne sont alors pas Gromov-disjoints. Soit alorg2 X : ety?2 X
tels que(yjy) 3d(o; o)

Soient aussix et xdeux points de l'unionX [ X 1. Siles pointsx et x° étaient tous
les deux dansX' ou tous les deux dan¥ 1, on aurait I'négalité (xjx9  1d(o; o)
par le lemme 11.1.42. On peut donc supposer que l'on a par exempl@ X 1 etx%2 X .

Par -hyperbolicité et par le lemme 11.1.42, on a alors

(x)  minf (xiy); (iy); (/9x9g 2 5d(0; o) 3:

Voici une propriété des isométries contractantes.

Lemme 11.1.46. Soit X un espace métrique propre, et sol 2 Isom(X) une isométrie
contractante. Alors on a

I'ilm d(o;h'0)=1:

n!

De plus, si I'espaceX est -hyperbolique, alors il existe un entieng tel que pour toutn
No, les partiesXyn et X » soient(M +2 )-disjointes, oUM = SUpxx92x, x, L(xjx9).

Démonstration. Montrons que l'on alim,;; d(o;h"0) = 1 . Pour cela, choisissons un réel
> 0 tel que I'on ait
B(o;) Xn(Xp[ Xy 1):

Cela est possible puisque la parti& n(Xy [ Xy 1) est ouverte et contiento.

Pour tous entiersn 6 m 2 Z, les boulesh"B(o; ) et h™B(0; ) sont disjointes. En
e et, quitte a tout composer a gauche parh ™, on se ramene an = 0. On a alors
B(h"o; )= h"B(0; ) Xu[ Xy 1. Ainsi, l'orbite (h"0),,z est une partie -séparée deX .
Par propreté, on a donc biedim,; d(o;h"0)= 1.

Montrons que les partiesX,n et X, » sont (M + 2 )-disjointes. Par -hyperbolicité,
pour x 2 Xy et x°2 Xy, n, 0n a

(h"ojh "0)  minf (h"gjx); (xjx%; (x%h "o)g 2:

Or,on ah"o2 X, eth "o 2 X, 1, donc on a(h"ojh "o) M. D'autre part, par
dé nition de Xun, on a(xjh"o) %d(o; h"o) et de méme(xgh "0) %d(o; h"'0). Comme
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on alim,; d(o;h"0) = 1 , quitte a choisir n assez grand on a
d(o;h"0) > 2M +6 :

On obtient donc l'inégalité (xjx% M +2 . Les ensembleX . et X}, » sont alors disjoints,
puisque sinon on aurait pouty 2 Xpyn \ X}, n, par le lemme 11.1.42, I'absurdité

1 .
M+2 < Ed(o;h”o) (iy) M+2:

1.2 Parties contractantes de Isom( X)

Nous voyons ici la dé nition et des propriétés des parties contractantes. Il s'agit d'en-
semble d'isométries qui contractent toutes dans la méme direction, de facon contrélée.
Cette propriété est trés pratique, puisqu'elle est stable par produit, et permet de contro-
ler la vitesse a laquelle les produits d'isométries tendent vers I'in ni. Cela permet par
exemple de garantir que I'ensemble limite d'un semi-groupe de type ni qui a cette pro-
priété est radial (proposition 11.2.9).

Dé nition 11.2.1. Soit X un espace métrique de point base On dit qu'une partie
A Isom(X) estcontractante s'il existe deux domaines Gromov-disjointX et X, de
X tels que l'on aitA(XnX ) X,,etquelonaito2 Xn X, [ X .

Cette dé nition dépend a priori du point baseo choisi.

Figure 1.6 Un semi-groupe contractant.

Dans cette partie, nous donnons quelques résultats sur les parties contractantes qui
nous seront utiles par la suite.
Voici quelgues propriétés simples des parties contractantes.
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Propriétés 11.2.2.  Propriétés des parties contractantes
Soit X un espace métrique.

1. Si est une isométrie contractante, alors le singletoh g est contractant.

2. Si une partieA Isom(X) est contractante, alors le semi-groupe engendré (c'est-
a-dire I'ensemble des produitsion videsd'éléments deA) I'est aussi.

3. Si une partieA  Isom(X) est contractante, alors l'inverseA ' .= f 1j 2 Ag
I'est aussi.

Démonstration. 1. llsutde prendre X =X :1etX, =X .
2. Si et %sont deux éléments d'une partie contractanté\, alors on a

IXnX )  (X:) (XnX ) Xi:

3. SiA est une partie contractante pour des domaines, et X , alors la partieA ! est
contractante pour les domaineX et X, respectivement. En e et, on a pour tout
2 A, linclusion 1(XnX,) X , quise déduit de l'inclusion (XnX ) X,
par contraposée.
0

Remarque 11.2.3. La réciproque du point 1 est fausse : une isométrie telle que l'en-
semblef g est contractant n'est pas nécessairement contractante.

Voici un critére de contraction.

Proposition 11.2.4  (Critere de contraction). Soit X un espace -hyperbolique de point
baseo, et soit une partieA Isom(X) telle que I'on ait

1
1 L : )
;Slgza( o %) < 2'9}: d(o; 0) 3:

Alors la partie A est contractante.

Démonstration. Montrons que les domaines

[ [
Xy = X et X = X 1
2A 2A

conviennent.
On a déja bien pour toute isométrie 2 A, l'inclusion

(XnX ) (XnX 1) X X

Montrons maintenant que les domaineX. et X sont Gromov-disjoints. Soientx 2
X etx%2 X,. Il existe alors deux isométries et %de X tels que l'on aitx 2 X . et
x%2 X o. On a ensuite, par -hyperbolicité,

M ( 'o ) minf( foix);(xjx); (x Vg 2;
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oUM :=sup. ua( o %).

Or,ona( 'ox) 3d(o; o) et ( %jx9 Zd(o; D) par dé nition de X 1 et X o.
De plus, on aM < %d(o; 0) 3 etM< %d(o; %) 3 par hypothése. On en déduit
que l'on a

M (xjxy 2:

Pour véri er que les domainesX. et X sont bien Gromov-disjoints, il ne reste donc plus
gu'a montrer qu'ils sont d'adhérences danX disjointes. On a

ot dOax = inf o d(oix) + d(0;X) - 2(xjx)

1. _ 1. _
> |r2]£ d(o; o) + > |r21£ d(o; o) 2(M +2)
>M+2)+(M+2 ) 2M+2)
= O,
puisque l'on ad(o; x) = ( XjX) %d(o; 0) par le lemme 11.1.42 pourx 2 X 1, et de
mémed(o;x)  Zd(o; %) pour x°2 X o.
Les domainesX et X, sont donc bien Gromov-disjoints.

Pour nir, 'ensemble Xn X, [ X  contient bien le point baseo, puisqu'il contient
la boule ouverteB(o;M +2 + ) pour un réel > 0 assez petit. ]

Voici un lemme qui permet de contrdler la taille de l'image du domainX . par les
éléments d'un semi-groupe contractant. Cela sera utilisé dans la preuve du théoréme 11.4.3.

Lemme 11.2.5. Soit X un espace métrique de point basg soit une partie X, X et
soit une isométrie 2 Isom(X) telles que I'on ait

C:=sup( hox)<1:

X2X 4+

Alors pour tousx et x°2 X, on a l'inégalité

(xjx9 d(o; 0) 2C:
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Démonstration. Soientx et x° des éléments d& .. On a

(xix9= ZM(x0)+ d(o; x9 d(x x 9

= Mo+ A Y00 2( oix)

+d( to;9+ d(o;x)  2( 'ox)  d(x;x9)]
=(xjxy ( 'ox) ( *ox)+ d(o; o)
(xjx9 + d(o; 0) 2C
d(o; 0) 2C:

]

Le lemme qui suit dit que I'on a I'égalité triangulaire a une constante prés dans un
semi-groupe contractant.

Lemme 11.2.6. Soit X un espace métrique de point base Si A est une partie contrac-
tante delsom(X ), alors pour tous éléments et °deA on a

dio; % d(o; o)+ d(o; ) 2M;
OUM =sup. pa( 'o %).
Démonstration. On a I'égalité d(o; %) = d(o; o)+ d(o; ) 2( o %). O

Voici une propriété intéressante des parties contractantes qui permettra de montrer
gue I'ensemble limite d'un semi-groupe contractant de type ni est radial.

Lemme 11.2.7. Si A est une partie contractante du groupe d'isométriesom(X) d'un
espace métriqueX de point baseo et si ( ,)n2n €St une suite deAN, alors I'ensemble
f o 111 nOOn2Nn €St une sous-quasi-géodeésique.

Preuve du lemme I1.2.7.Montrons que poura b c2 N, on a
d( 0 1 a0; 0 1 pO) *+ d( 0 1 b0 0 13 0 d( o 15 a0 o 15 cO)+ M;

oUM =sup. ua( o %). On se raméne & = 0, et I'on conclut avec le lemme 11.2.6
aveC = o 1l pet 9= i ope2lloc O

Le lemme qui suit dit que les isométries d'un semi-groupe contractant tendent vers
I'in ni avec leur longueur quand l'espace est propre.

Lemme 11.2.8. Si A est une partie contractante du groupe d'isométrielsom(X) d'un
espace métrique proprX de point baseo et si ( ,)n2n €St une suite deAN, alors on a

lim d(o; ¢ 12 nO)= 1
nll
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[1.3. Construction d'une grosse partie contractante

Démonstration. L'ensemblef o::: ,00,2n €St Une partie séparée dX . En e et, il existe
un réel > 0 tel que la bouleB(0; ) soit incluse dansX n(X. [ X ), et ses images par
les éléments o::: , sont disjointes, puisque pour toute isométrie de A, on a l'inclusion
B  X..Le résultat découle alors de la propreté de l'espae. O

Proposition 11.2.9.  Soit X un espace métrique propre et un semi-groupe d'isométries
de X, contractant et de type ni. Alors I'ensemble limite de est radial :

—_ C.
Démonstration. Soit un point de I'ensemble limite . D'aprés la remarque 11.1.39, il

existe un générateuigy du semi-groupe tel que 2 gy . Par récurrence, il existe une
suite (g )i2n telle que pour toutn 2 N, on ait

2 Qo:ii0h

Puis par le lemme 11.2.8, on dim,;; d(0;@:::g,0)= 1 .Onadonc =Ilim,; 0o::g0
par le lemme 11.2.5 appliqué a l'isométriegy:::g, et a I'ensembleX., = [f og. Or, le
lemme 11.2.7 arme que I'ensemblef gy:::0,00,2n €St UNe sous-quasi-géodeésique, donc le
point est dans dans I'ensemble limite radial : 2 €. On a montré l'inclusion €.
L'autre inclusion est claire. O

Le fait que le semi-groupe soit de type ni est une hypothese nécessaire, comme le
montre le contre-exemple suivant :

Contre-exemple 11.2.10.  Soit le sous-semi-groupe d8L(2;Z) engendré par les ma-

. 1 n . .
trices ;n 1. Alors le semi-groupe est contractant, mais les ensembles
n n2+1
limite et limite radial di érent : 6 °.

En e et, I'enveloppe convexeX, HZ de lintervalle | %; 1] dansHZ (en identi ant
le bord deH% a R de fagon usuelle) est envoyée dans celle de I'interva{ma%], et donc le
semi-groupe est contractant. Mais le poind est dans I'ensemble limite, et n'est pas radial.

1.3 Construction d'une grosse partie contractante

Le but de cette section est de démontrer le théoréme :

Théoréme 11.3.1. Soit X un espace Gromov-hyperbolique propre a bord compact, et soit
un semi-groupe d'isométries d&X dont I'ensemble limite  contient au moins deux
points. Alors il existe un sous-semi-groupe®de , contractant et de méme entropie :

ho=h:

Ce théoreme est I'étape principale de la preuve du théoreme 1.2.15.
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La preuve du théoreme 11.3.1 repose sur I'étude du support du semi-groupgequi est
une partie fermée et Linvariante de@ X @ X décrivant les directions dans les-
guelles il y a beaucoup d'isométries qui contractent et dilatent. On montre que ce support,
s'il n'est pas réduit a deux points, fournit un sous-semi-groupe contractant d'entropke .

Et pour cela, on commence par montrer qu'il existe une isométrie contractante dans le
semi-groupe , et on e ectue un ping-pong entre cet élément et une grosse partie du
semi-groupe . Puis I'on montre que dans le cas ou le support est réduit a deux points, le
semi-groupe xe un doublet de points au bord, ce qui permet de conclure rapidement si le
semi-groupe ne xe pas de point au bord. En n, on termine par le cas ou le semi-groupe
Xe un point au bord. Dans ce cas, on ne peut pas e ectuer de ping-pong, mais l'exis-
tence d'une isométrie contractante nous permet de démontrer qu'il existe une proportion
su sante des éléments du semi-groupe qui contractent loin du point xe. On fera cela en
utilisant le lemme des tiroirs sur une partition en copies d'un domaine fondamental pour
l'isométrie contractante.

[1.3.1 Construction d'une isométrie contractante

Nous allons montrer qu'un semi-groupe d'isométries d'un espace Gromov-hyperbolique
dont I'ensemble limite contient au moins deux points possede toujours une isométrie
contractante. On a la proposition :

Proposition 11.3.2.  Soit X un espace Gromov-hyperbolique, et un semi-groupe d'iso-
métries de X dont I'ensemble limite n'est pas réduit a un point. Alors contient une
isométrie h contractante. De plus, si est un point du bord deX, alors on peut choisirh
tel que 62Xy.

L'idée de la preuve est de considérer deux grands éléments dgui contractent en
deux endroits distincts (pres de points distincts de I'ensemble limite). Le produit de ces
deux élément est alors contractant parce-que ces deux €léments n'étant pas contractants
(sinon il n'y a rien a démontrer) et ayant une grande norme, leur inverses contractent a
nouveau pres des mémes points, et ainsi, le produit contracte depuis I'un des endroits vers
I'autre. (voir gure 11.7.)

Figure 1.7 Construction d'une isométrie contractante a partir de deux isométries et
% non contractantes.
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[1.3. Construction d'une grosse partie contractante

Démonstration. Supposons pour commencer que l'ensemble limite contienne au moins
trois points. Soit 2 , etsoient 68 °deux points distincts de I'ensemble limite , et
qui sont distincts du point , et soient et °deux isométries de telles que l'on ait

(i0)>2(j9%+10 +(j) et (§9>2(j9+10 +(9):

On a alors égalementl(o; 0) (jo)> 2(j 9+10 +( j )etd(o; ) > 2(j 9+10 +
(9)

Si une des isométries ou ° était contractante, alors elle conviendrait, et la preuve
serait nie. Eneet,ona 62X et 62X o, puisque par -hyperbolicité on a

(1) minf(jo);(oj)g

etdonc(oj) (j)+ < %d(o; 0), et de méme avec °. On peut donc supposer que
les éléments et °ne sont pas contractants.
On a alors le lemme suivant.

Lemme 11.3.3. Les ensembleX :etX osont(( j 9+2 )-disjoints.

Démonstration. Soientx 2 X 1 et x°2 X o. Par -hyperbolicité, on a

(P9 minf(jx);xjx%;(x§ 99 2:

Or, par le lemme 11.1.45,on g jx) 3d(0o; 0) 3 > (j 9+2 , et de méme pour 9x9).
On conclut donc que l'on a

xix)  (j9+2:

Pour nir la preuve du lemme, il reste a montrer que les partieX : et X o sont d'adhé-
rences danx disjointes. Par I'absurde, supposons qu'il existe2 Adh (X 1)\ Adh(X ) =
X 1\ X o.On aalors d'une part(yjy) id(o; o) > (j 9+4 parle lemme 11.1.42,
et d'autre part (yjy) (j 9+2 par l'inégalité ci-dessus. Contradiction. O

Montrons alors que l'isométrie © est contractante.

On a
%02 X ) AXnXo1) Xo

etde méme ! °'02 X 1, donc par le lemme ci-dessus
OAir O 1 ; 1 . .
(%0j( %) o) (j)+2 < 3do;0) 3:
Or,on ad(o; o) d(o; °0). Eneet,ona

d(o; 0) = d(o; °0) d(o; %) +2( °'0jo):
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Or, en utilisant le lemme ci-dessus avecet °permutés, on obtient( ® *oj o) (j 9+

2,

et d'autre part, on ad(o; © 2(j 9+ 10 . On obtient donc bien

d(o; 0) d(o; °0) 2(j 9 10 +2(j9Y+4  d(o; °0);

et donc

( %0j( %) o< %d(o; %0) 3:

Donc I'élément  © est contractant par le critéere de contraction (lemme 11.1.45). Pour
nirona 62X o X o d'aprés ce que l'on a fait ci-avant.

Supposons maintenant que lI'ensemble limite soit réduit a deux points :

=f,; o

Par -invariance de I'ensemble limite, les isométries de xent le doublet f ; g. Distin-
guons alors deux cas :

1. Sitoutes les isométries de xent chacun des points et , considérons une isométrie
telle que
(oj)>2(j)+6:

Celle-ci existe bien puisque 'ona 2 . On a alors le lemme :
Lemme [1.3.4. Ona 62X et 2 X .

Démonstration. Commencons par montrer que l'on a 62X . Par -hyperbolicité,
on a

(i) minf(jo);(oj)g ;
etdonc(oj) (j)+ < %d(o; 0), ce qui prouve la premiere partie du lemme.
Onaensuite = 1 2 X 1, puisque l'isométrie xe le point . O

Pour terminer la preuve de la proposition dans le cas ou toutes les isométries xent
chacun des points et , il ne reste plus qu'a démontrer le lemme :

Lemme 11.3.5. L'isométrie est contractante.

Démonstration. Le point xe  est dans l'union X | 1, puisque si I'on avait

62X | 1, alors on aurait = 2 X , ce qui est absurde.

Le fait que l'isométrie  soit contractante découle alors du critere de contraction
[1.1.45, puisque l'on a

(j)< %d(o; o) 3:

2. S'il existe une isométrie 2 qui échange et , c'est-a-dire ¢ = et o =

La premiere partie de la preuve permet d'obtenir une isométrie contractante2
mais avec 2 X;. En outre, on peut choisir I''sométrieh aussi grande que l'on veut,
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et donc demander a avoir l'inégalité
(hoj )> 2(j )+4d(o; 00)+6 :

Montrons qu'alors l'isométrie := oh o convient. Pour cela, nous allons utiliser le
critere de contraction 11.1.45 avec les points et . On a le lemme suivant.

Lemme 11.3.6. Ona 62X et 62X .

Démonstration. Montrons que 62X . On a

(jo)=C( o] oh o0)
=(jh o0 (jo'0) (hod o0+ d(0; o0)
( jh 00) + d(0; 00):

Et par -hyperbolicité, on a
(j) minf( jh o0);(h o0 )g

Or, le point (0 n'est pas dans I'ensembl&,, : d'apres le lemme [1.1.42, puisque
I'on a ( 0] 00) = d(0; ¢0) < %d(o;ho) . On adonch g0 2 X,. Comme on a
aussi 2 Xy, le lemme 11.1.42 donne

. 1 )
( Jh 00) Ed(o;ho) > (j)+
Ainsi, on obtient

(jo) (jho0)+ d(o; 0)
(j )+ d(o; 00) +

< Zd(0:h9  d(0; o)
1
éd(O, oh 00);
ce qui prouve que n'est pas dansX .

On montre de maniere semblable quen'est pas dansX . a

Ainsi ona = o, = ¢h = 2 X etde méme 2 X 1. Le critéere de
contraction 11.1.45 s'appliqgue donc, puisque I'on a bien l'inégalité

()< %d(o;hO) d(o; 00) 3 %d(o; o) 3:
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11.3.2 Support d'un semi-groupe

Dé nissons le support d'un ensemble d'isométries, qui correspond aux couples de points
du bord pour lesquels il y a beaucoup d'isométries qui contractent dans un voisinage du
premier point du couple et dilatent depuis un voisinage du deuxieéme point du couple. Le
support d'un semi-groupe est a relier au support de la mesure de Patterson-Sullivan, mais
il est plus simple a dé nir et a manipuler.

Dé nition 11.3.7. Soit X un espace Gromov-hyperbolique de point bageOn appelle
support d'une partie A Isom(X) lI'ensemble

suppA) = f(; )2@X @ Xjpourtout > 0; hy ;) )= hag;
ot lonaposé (; ):=fx2Xj(jx)> log()get
AG) Gl=f 2Aj02 (;)et 02 (; )

On peut montrer que le support ne dépend pas du point basechoisi.

Proposition 11.3.8.  Soit X un espace Gromov-hyperbolique propre a bord compact. Alors
le support de toute partie Isom(X) est non vide.

Démonstration. Soit > 0 tel que I'espaceX soit -hyperbolique. Construisons par ré-
currence une suite( »; n)n2n de couples de points du bord telle que I'on ait I'égalité
h (,e 20y (.0 20, = h ,etque l'on ait

(n;e?")y  (me?)\ (ne;e?20Dy (e ?20D)ye

Pour n = 0, tous les points o et o2 @ X conviennent puisque l'ona ( ¢;1) = X =
( 0;1).

Supposons , et , construits tels queh (. 2ny (,e 20y = h . Le carré @ X
@ X du bord étant compact, il en va de méme du pavé fermé ( ,;e 2")\ @ X)
( (n;e2mM)\ @ X), et I'on peut extraire un recouvrement ni du recouvrement par les
pavésouverts (;e 2D)  (;e 2(D)quand(; )décrit ( ;e 2")  (.;e2").
Le complémentaire dans ( ;e 2") ( n;e 2M) de ce recouvrement est alors borné.
Or, I'entropie d'une partie bornée deX est nulle : on a

h B(oR) B(oR) =0;

pour tout R > 0, par propreté. Par le point 6 des propriétés 11.1.29 de I'entropie, il existe
alors un couple( n+1; ns1) de (n;e2")  (ne 2") vériant

2 (n+1) 2 (n+1) h (ne 20y (ne Zn):hZ

(n+1ie (n+1ie

La suite  ( ;e 2"*2) (e 2"*2) _ ainsi obtenue des pavés grossis @@
est alors décroissante. Ene et, soix 2 ( ns1;€e 2 (MD*2 Yetsoity 2 ((pup;e 2 (D))
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( n;e 2M). Par -hyperbolicité on a alors

(Xj n) minf(xj n+1);( n+ljy);(yj n)g 2>2n 2;

ce qui donne bien linclusion ( p.1;e 2 (M2 ) ( n;e 2"*2), En faisant de méme
avec , on obtient bien la décroissance souhaitée.

La suite converge donc vers un poirt; ). Ce point est bien dans le supporsupp() ,
puisque pour tout > 0, on peut trouver par Gromov-hyperbolicité un entiern assez
grand tel que I'on ait l'inclusion

(me?"™) (me?"™)y ) G

et donc tel que l'on ait lI'inégaliteh =h . 202y (Le2n2, h ) ).
[l

Remarque 11.3.9. C'est un des seuls endroits de la preuve ou I'on utilise la compacité de
I'adhérence de l'espacX (I'autre endroit ou I'on utilise cette compacité est pour dé nir

la mesure de Patterson-Sullivan, voir I1.5.1 a)). Cette hypothése n'est pas beaucoup plus
forte que de demander seulement la propreté de I'espxcgvoir 11.1.2).

Voici une propriété de -invariance du support :

Proposition 11.3.10.  Soit X un espace Gromov-hyperbolique et soit un semi-groupe
d'isométries deX . Le supportsupp() est Linvariant pour I'action de Isom(X)
Isom(X) sur @ X @ X donnée par

(oD =05 0

pour toutes isométries et °2 Isom(X)et(; )2@X @ X.
C'est-a-direquelona( ; °' )2 supp() pourtout(; )2 supp() ettout(; 92

Démonstration. Soient(; ) 2 supp() et(; 92 .Montrons quelona( ; °')2
supp() . Soit > 0. Par le point 7 des propriétés 11.1.29, on a

h =h¢) ¢h=h ¢) )
Montrons que I'on a l'inclusion
(:) (;) o0 (:e d(o; 0 )+ d(o; 00)) (Ol;ed(o;o)+d(0; 00))_
Soit 992 G () 0 On a alors d'une part

( %) ( *®%%) d(o; ©> log() d(o; %b):
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et d'autre part

(9 )=( *%)+(o0j O+(0j ) do; o)
( * %) do;o)
log() d(o; o) d(o; %):

De la méme facon on obtient les inégalités

(001

G °t) (°%% ) do; % (°®'oj) d(o;0) d(o; %)

et donC 002 (:e d(o; 0 )+ d(o; 00)) ( o1l e d(o; 0 )+ d(o; 0o))
Onadonch . awoyae %)) (o1, doo)rdo %, h ,€tonalautre inégalité
h (e d(oio)rd(o %)y (0 1o d(oio)+d(or Do)y h

( ‘e d(o; 0 )+ d(o; 0o)) ( 01 ‘e d(o; 0 )+ d(o; 00))

par l'inclusion . Ceci prouve bien que le point

(; O1Y(: )=(; °') estdans le supportsupp() puisque le réel gd: o)+ di %)
parcoursR, quand parcoursR, . O
Question . On a l'inclusion supp() 1, mais a-t'on I'égalité ?

11.3.3 Le cas générique

On va maintenant montrer que si le supporsupp() n'est pas réduit a certains sous-
espaces d@® X @ X, alors on a la conclusion du théoreme 11.3.1, c'est-a-dire I'existence
d'un sous-semi-groupe contractant de qui est d'entropie totaleh .

Proposition 11.3.11.  Soit X un espace Gromov-hyperbolique, et soitun semi-groupe
d'isométries deX . Si le support de n'est pas inclus dans la diagonale d@ X @ X,
alors il existe un sous-semi-groupe contractant’ de tel queh o= h .

Démonstration. Soit(; ) 2 supp() avec 6 .On peutalors trouverunréel > 0assez
petit pour que le produit (; ) (; ) soit Gromov-disjoint de la diagonale. D'apres
le critére de contraction (proposition 11.2.4), I'ensemble ) ) est alors contractant
pour n assez grand, ou l'on a posé

W) U=t 2 jo2 (5 ) 02 (;)etdo; o) ng:

Or, par dé nition du support et par le point 8 des propriétés 11.1.29 de I'entropie, on a

) ()

Le semi-groupe engendré par (n; convient donc.
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Proposition 11.3.12.  Soit X un espace Gromov-hyperbolique propre, etun semi-groupe
d'isométries de X. Si le semi-groupe contient une isométrie contractanteh, et que
le supportsupp() contient au moins trois points, alors il existe un sous-semi-groupe
contractant °de tel queh o= h .

L'idée de la preuve est de montrer qu'il y a beaucoup d'éléments du semi-groupe avec
lesquels I'élémenh joue un ping-pong. Cela permet alors de faire contracter ces éléments
d'un endroit précis vers un endroit précis en les composant a gauche et a droite avec h.
On obtient alors un semi-groupe contractant en ne gardant que les éléments assez grands.

Démonstration. Pour une isométrie contractanteh d'un espace -hyperbolique X, dé -
nissons une partid,, deX [ @ X par

lh:=f 2X[ @ Xj( jho) %d(o; ho g

Montrons que si le supportsupp() n'est pasinclusdand, : @ X[ @ X |, alors
il existe un sous-semi-groupe contractant®de , avech o= h .

Remarque 11.3.13. L'ensemblel, contient X,. Il est un peu plus gros qu&X; an de
garantir que les éléments 2 assez grands et tels que I'on ait 062, soient tels que
les partiesX 1 et Xy sont disjointes (et idem dans l'autre sens). Ceci permettra alors de
faire le ping-pong.

Lemme 11.3.14. Soit X un espace Gromov-hyperbolique, sdit une isométrie contrac-
tante de X et soientl, etl, 1 X les parties dé nies ci-dessus. Pour toute isométrie
2 Isom(X) telle qued(o; o) d(o;ho et o 624 1, 0n a

X\ X,1=5;
et pour toute isométrie 2 Isom(X) telle qued(o; o) d(o;ho et 0624, ona
X 1\ Xp=1:

Démonstration. Soit 2 Isom(X) tel que d(o; o) d(o;ho et o 62l :. Montrons
I'inclusion X XnXy 1.
Soitx 2 X . Par -hyperbolicité, on a

(ojh o) minf(xj0):(xjh *o)g
Or, par dé nition de |, : et de X , on a les inégalités
1 " . 1 1
Ed(o;ho) > (ojh "0) et (xjo) éd(o; 0) éd(o;ho):

D'ou l'inégalité
%d(o;ho) > (xjh o)
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qui prouve que le pointx n'est pas dans I'ensembl&, :.
La deuxiéme partie du lemme découle de la premiére en remplagéinpar h * et
par L O

PosonsH I'ensemble des isométries satisfaisant les conditions du lemme ci-dessus :
H:=f 2lIsom(X)jd(o; 0) d(o;ho; o 62, : et 06249

Faisons alors un ping-pong entre les isométries #e et I'isométrie h pour obtenir une
partie contractante.

Lemme 11.3.15. Soit X un espace Gromov-hyperbolique, sdit une isométrie contrac-
tante deX et soit H la partie de X dé nie ci-dessus. Alors I'ensemble

hHh :=fhhj 2 Hg

est une partie contractante ddsom(X).

Démonstration. Si  est un élément deH , alors par le lemme 11.3.14 on a
hh(XnX, 1) h (Xp) h(XnX 1) h(X) hXnXp 1) Xp;

et 'ensembleX n(X,, [ X, 1) = Xn(Xn [ X}, 1) contient bien le point baseo.
La partie hHh est donc contractante pour les domaine¥ := X, : et X, = Xj.
O

Figure 11.8 Ping-pong avec l'isométrie contractanteh.

Continuons la preuve de la proposition 11.3.12. Soih 2 un élément contractant.
Le semi-groupe engendré par(H \ ) h est alors un sous-semi-groupe contractant de
d'apres le lemme ci-dessus.

Si le supportsupp() n'estpasinclusdang, : @ X[ @ X |y, alors I'entropie de
H\ estégale eh parle point 8 des propriétés 11.1.29. Or, par le point 7 des propriétés
11.1.29, I'entropie deh(H\ ) h est égale a celle del\ , et donc I'entropie du semi-groupe
engendré est aussi égaleta.

On est donc ramené a ce que le suppatipp() soitinclusdansl, : @ X[ @ X .
Par les lemmes 11.1.46 et 11.1.45, comme l'espaBeest propre, il existe un entiemg tel que
pourtout n  ng, l'i'sométrie h" soit aussi une isométrie contractante du semi-groupe On
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est alors méme ramené a ce que le suppsupp() soitinclusdansl, n @ X[ @ X Iy,
pour tout N ng.
Or, le diametre des ensemblds, et |, » tend versO: on a

lim inf (xjx9=1":

n'l  x;x%2lu,n

On est donc ramené a ce que le suppa@tipp() soit inclus dans un ensemble

f g @x)[(@Xx f .9);

ou et , sontdes points du bord@ X.

De plus, en utilisant la proposition 11.3.11, on est ramené au cas ou le suppsttpp()
est inclus dans la diagonale d&@ X @ X, donc on est ramené a ce que le support
soit inclus dans le doublef ( ; );( +; +)g. Ainsi, on a bien démontré I'existence d'un
sous-semi-groupe contractant d'entropie  dés que le supporsupp() contient au moins
3 points.

Ceci termine la preuve de la proposition 11.3.12. ]

Figure 1.9 supp()

11.3.4 Le cas ou le support est un singleton
On a le lemme :

Lemme 11.3.16. Soit X un espace Gromov-hyperbolique et soitun semi-groupe d'iso-
métries deX . Si le supportsupp() est un singletonf( ; )g, alors le semi-groupe xe
le point .

Démonstration. Cela découle de la propriété de Linvariance du support (proposi-
tion 11.3.10). ]

Ainsi, on est ramené a ce que le semi-groupe xe un point au bord
(voir sous-section 11.3.6).
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11.3.5 Le cas ou le support est un doublet de points

Supposons maintenant que le supporsupp() soit un doublet de points du bord
f(+; +);C ; )g. Onaalors le lemme suivant.

Lemme 11.3.17. Soit X un espace Gromov-hyperbolique et soitun semi-groupe d'iso-
métries deX . Si le supportsupp() est un doublet de point$( .; +);( ; )g, alors le
semi-groupe xe le doubletf ,; g.

Démonstration. Cela découle de la propriété de Linvariance du support (proposi-
tion 11.3.10). ]

Montrons maintenant que quitte a multiplier par un élément qui échange les deux
points du doublet, si I'on se restreint aux éléments de norme assez grande et qui contractent
dans un des deux sens (d'un des points du doublet vers l'autre), alors on obtient un en-
semble contractant. Et I'un de ces deux sous-semi-groupes engendrés sera forcément d'en-
tropie totale (c'est-a-dire d'entropieh ).

Le lemme qui suit dit qu'un point xe d'une isométrie est toujours dans son domaine
de contraction ou dans son domaine de dilatation.

Lemme 11.3.18. Soit X un espace Gromov-hyperbolique et une isométrie deX. Si

2 X est un point xe pour l'isométrie (i.e. = ), alorson a
2X [ X 1
Démonstration. Supposons que l'on ait 62X . Alorsona = ! 2 X . En faisant
de méme avec l'inverse !, on conclut. O

Le lemme suivant dit qu'une isométrie assez grande qui xe deux points contracte de
I'un des points vers l'autre ou bien échange les deux points.

Lemme 11.3.19. Si une isométrie d'un espace -hyperboliqueX de point baseo xe
un doublet de points du bordl .; g X sans les échanger (i.e.( )6 .)etvérie
l'inégalité d(o; o) > 2( +.j )+2 , alorson a

(+2X et 2X 1) ou ( 2X et +2X 1):

Démonstration. Comme I'élément xe le doublet f ; . g, et n'échange pas et .,
les points et . sont xes par . Le lemme 11.3.18 nous donne donc l'inclusion

f+; g X [X

Or, on ne peut pas avoif .; g X 1, puisque par le lemme 11.1.42 on a

inf 1(xjx() %d(o; o) > (+j )

X;x 02 X
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En faisant de méme aveX , on obtient donc bien ce qui était annoncé. ]

Démontrons donc le théoreme 11.3.1 dans le cas ou le semi-groupece un doublet
f +; g @ X, mais ne xe pas de point au bord. Considérons les parties suivantes du
semi-groupe

+

=f 2 j,2X et 2X g
=f 2 j 2X et ,2X 19
On a alors le lemme suivant.

Lemme 11.3.20. Les ensembles, et ., sont contractants,
pour tout entiern> 2( ,j )+10 , ou l'on a posé

A., =f 2 Ajd(o; 0) >ng;

pour une partie A

Démonstration. Montrons que I, est contractant. Soient et °deux isométries de ?,, .
Par -hyperbolicité, on a

(+i ) minf(.j %);(% 'o:( 'o )g 2:

Or, par dé nition de X o, ona( +j %) 3d(o; ) > (+j )+2 eton ade méme
(j 0> (+; )+2 ,puisque + 2 X oet 2 X 1.0n en déduit l'inégalité

(+i ) (% ‘o 2

Ainsi, on obtient
sup ("o ) (.j )+2 <1,
) 02 +

et on a bien pour tout 2 .,
1 1
—d(o;0) 3> -n 3> (. )+2;
5d(0; 0) 5 (+ )
donc par le critére 11.2.4, 'ensemble I, est contractant. De la méme facon, I'ensemble

., est contractant. O

Pour terminer la preuve du théoréme I11.3.1 dans ce cas, il ne reste donc plus qu'a
démontrer que I'entropie d'une de ces deux parties contractantes ést :

Lemme 11.3.21. On a max(h s h . )=h ,pourn 2(.j )+2 .

Démonstration. Il y a deux cas :

1. Il n'existe pas d'élément qui échange et +. Dans ce cas, par le lemme 11.3.19,
on a

>|’1:( +)>n[( )>n:
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2. Il existe un élément o 2 qui échange et +. Dans ce cas, on peut écrire

CoCsnnC+L Mon Codon [ O )on:

Le résultat découle alors des point 6, 7 et 8 des propriétés 11.1.29 de I'entropie. O

Les lemmes 11.3.20 et 11.3.21 donnent un semi-groupe contractant d'entrogie parmi
I'un des deux semi-groupes suivants : I'un engendré paf,, et l'autre engendré par ., ,
pour n assez grand.

Ceci termine la preuve du théoreme 11.3.1 dans le cas ou le semi-groupee xe pas
de point au bord.

11.3.6 Le cas ou le semi-groupe Xe un point au bord

Supposons que le semi-groupe xe un point 2 @ X mais ait un ensemble limite

contenant au moins deux points.

Par la proposition 11.3.2, il existe alors un élément contractanh tel que le point xe
ne soit pas dansX,.

On a alors la proposition suivante.

Proposition 11.3.22.  Soit X un espace Gromov-hyperbolique propre, soit un semi-
groupe d'isométries deX, et soit h une isométrie contractante. Si I'on pose

%= f 2 jo 2 Xug;

alors on a I'égalitéh o= h .

Ceci permettra de conclure grace au lemme suivant.

Lemme 11.3.23. Soit X un espace Gromov-hyperbolique, soit un semi-groupe d'iso-
métries xant un point 2 @ X, et soit h une isométrie contractante telle que 62X,.
Alors il existe un réelr tel que I'ensemble

0 =f 2 jo2X,etd(o; 0)>rg

soit contractant.

Le semi-groupe engendré sera alors encore contractant et aura encore pour entropie
h par les points 4 et 8 des propriétés 11.1.29 de I'entropie, donc on aura bien obtenu la
conclusion du théoreme 11.3.1.

Preuve du lemme 11.3.23.Soit

C=sup(xj)<1:

XZXh

Montrons que les réels > 2C +8 conviennent.
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Pour toute isométrie 2 2., le point est dansX :. En eet, on a linégalité
(jo) C«< %d(o; 0) qui donne que n'est pas dansX , et donc on a

= 12X u
Par -hyperbolicité, pour toutes isométries et °2 2 on a l'inégalité
C (i% minf(j *o);( *o g

Or,ona(j 'o %d(o; 0) > %r >C + , donc on obtient l'inégalité
1A 1 .
( g ) C+ < Sr 3:

Par le critére de contraction 11.2.4, on obtient donc que la partie 8, est contractante. [

Pour démontrer que I'ensemble ° est d'entropieh (i.e. la proposition 11.3.22), nous
allons découper les bould®(0; R) en morceaux, selon les copies d'un domaine fondamental
pour I'élément h, et montrer que quitte a appliquer a chaque morceau une puissance de
I'élément h, on peut ramener chague morceau dans une partie proche Xg, tout en
restant dans la boule. Le lemme suivant permettra de ramener chaque morceaux.

Lemme 11.3.24. Soit X un espace métrique, et solh une isométrie contractante dex ..
Alors il existe une constanteC < 1 telle que pour tout entiern 2 N et pour tout réel
R > 0 on ait l'inclusion

h" h "X, 1\ B(0o;R) B(o;R+ C):

Démonstration. Comme I'élémenth est contractant, il existe une constanteC telle que
I'on ait
. 1
sup (xjx9 EC <1:

(xx92X, 1 Xp

En particulier, pour tout entier n 1 et tout point x 2 h "X, 1, on a
l NyiknN l . N . N . .
EC (h"xjh"o) = é(d(o,h x) + d(o;h"0) d(o;Xx)) :
On a alors,
d(o;h"x) d(o;x) + C;
d'ou l'inclusion souhaitée. O

Lemme 11.3.25. Soit X un espace Gromov-hyperbolique propre, soitun semi-groupe
d'isométries deX , soit h une isométrie contractante de , et soit S est une partie séparée
et couvrante de . Alors il existe une constanteC > 0 telle que pour tout réeR > 1 on
ait l'inégalité
1
#So\ B(o;R+ C)\ Xy ﬁ#So\ B(o;R):
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Ce lemme dit que I'on a une proportion non négligeable des éléments de la boule
B (0; R+ C) qui sont dans le domaineX,,. Pour le démontrer, nous allons utiliser le lemme
des tiroirs pour trouver un morceau de la boule qui contient beaucoup d'éléments, et
ramener ce morceau par le lemme précédent dans le domaie

Démonstration. Posons
Dy, = h 2(thhXh):

Alors Dy, est un domaine fondamental pour I'élémernih qui est inclus dansX,, 1.

Majorons le nombre de morceaux du découpage de la boule par ce domaine fondamen-
tal.

Sous lemme 11.3.26. |l existe une constanteC, > 0 telle que pour toutR > 1 et tout
n GCgR, on ait
B(o;R)\ h "Dy = ;:

Démonstration. Si x 2 h "Dy h "Xy 1, par le lemme 11.2.5 (pourX, = X, 1 et
=h "),ona

d(o;x) = (xjx) d(o;h"0) 2 sup (hojy):
y2X, 1

Or, par les lemmes 11.1.46 et 11.2.6, il existe des constant€s > 0 et C, > 0 telles que
d(o;h"o) Cin Cy:
Il existe donc une constanteCy > O telle que pour toutR  letn RCy on ait

d(o;x) Cin C, 2 sup (hgy)>n=Cy, R:
yth 1

D'ou x 62B(0;R) pour x 2 h "Dy, avecn RC,. ]

Figure 11.10 Partition de la boule B(0; R) a I'aide d'un domaine fondamental pour une
isométrie contractanteh.
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D'apres ce sous-lemme, on peut donc partitionner la boulB0; R) enn = dCoRe+ 2

morceaux :
G3

B(0;R)=(B(0;R)\ Xp)t B(o;R)\ h D, :
k= 1
Le lemme des tiroirs nous donne alors que I'un des morceaux du découpage que I'on obtient
pour B(0;R)\ Soest de cardinal au moin%# B(o;R)\ So. Or, par le lemme précédent,
on a
h* B(o;R)\ So\ h ¥D;, B(o;R+ CY\ D,\ h*So;

pour une constanteC® assez grande. Et par inégalité triangulaire, on a
h™ B(o;R+ CY\ D,\ h*So B(o;R+ C%+ d(o;h™0))\ h™D,\ h**™So:

La partie S recouvre la partieh*™S. En e et, on a l'inclusion hk*™S , et S est
une partie couvrante de . Or, la partie h** ™S estr-séparée, pour un réel indépendant
de k et dem. Par le lemme [1.1.31 il existe donc une constant€; > 0 indépendante de
k et m telle que I'on ait l'inégalité

#B(0;R+ C%+ d(o;h"0)) \ h™D,\ h**MSo
Cs#B(0;R+ C3+ d(0;hM0)) \ (h™Dp)**\ So:
ou (h™Dy)% := fx 2 Xj9y 2 "Dy, : d(x;y) Csg est le Cs-voisinage fermé dé™Dy,.
Sous lemme 11.3.27. Pour m assez grand, on a l'inclusion
(h™Dn)® X!
Démonstration. Pour tout m 3, on a

sup (xjx) Ci<1;
(x;x92(XnXp) hmDy

pour une constanteC, indépendante dem.
Soitx 2 (hMDy)%2nXy,, et soity 2 h™Dy, tel qued(x;y) Cs. On a alors les inégalités

Cs  (Xjy)

- :_2L(d(o;x)+ d(oy) d(x;y))
d(o;y) GCs

=(yiy) GCs
%d(o; h™ 20) Cs;

par le lemme 11.1.42. Or, par le lemme 11.1.46 cette inégalité devient fausse panrassez
grand indépendamment de, d'ou l'inclusion annoncée. ]
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Finalement, avec le lemme des tiroirs ci-dessus, on obtient I'inégalité annoncée
1
#So\ B(o;R+ C)\ Xy ﬁ#So\ B(o;R);

pour tout R 1, pour une constanteC assez grande.

Le lemme précédent permet de démontrer la proposition :

Preuve de la proposition 11.3.22.Soit S une partie séparée et couvrante du semi-groupe
. En utilisant le lemme 11.3.25, on obtient l'inégalité

1
#(S\ 9o\ B(o;R+ C) ﬁ# So\ B(o;R);
pour une constanteC et pour tout R > 1. On a alors l'inégalité

log#(S\ 9o\ B(o;R+ C)))

h o=limsu
’ RI1 pR"'C

lim sup R j c Iog(ClR# So\ B(0;R))))

R!1

= limsup 1 log(# So\ B(0;R))))
RI1 R
=h;

puisqueS est une partie séparée et couvrante de
L'autre inégalité h o h se déduit de l'inclusion ° . O

Ceci termine la preuve du théoréeme 11.3.1 : tous les cas ont été traités, puisque le
support est non vide par la proposition 11.3.8.

11.3.7 Contre-exemple quand I'ensemble limite du semi-groupe
est réduit a un point

Sans I'hypothese# 2, les théoremes 11.3.1 et 1.2.15 sont faux.

Exemple 11.3.28. Pour X = H2 muni de sa métrique usuelle, le sous-semi-groupe
) . 11 2 0 . .
de SL(2;R) engendré par les matrices 0 1 et 0 1 a pour entropie 2, mais ne
2
contient que des sous-semi-groupes contractants d'entropie nulle, donc en particulier ne

contient que des sous-semi-groupes de Schottky d'exposant critique nul.

Méme chose avec le groupe parabolique engendré par la matri%e 11
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Figure 11.11 Orbite d'un point sous l'action du semi-groupe de lI'exemple 11.3.28.

1.4 Semi-groupes de Schottky

Les semi-groupes de Schottky sont les semi-groupes ayant la dynamique la plus simple,
puisque par dé nition leurs générateurs jouent au ping-pong . En particuliers ils sont
libres et séparés. Le théoreme principal de ce chapitre, que nous démontrons ici (théo-
reme 11.4.3), arme que l'entropie d'un semi-groupe est approchée aussi pres que l'on
veut par celle de ses sous-semi-groupes de Schottky.

Dé nition 11.4.1. Soit X un espace métrique, et un semi-groupe d'isométries deX .
On dit que le semi-groupe estde Schottky pour une partieX,. X, s'il est engendré par
un ensemble ni de génarateur§g; @; :::; h g, tels que les partiegh X+, X+, ooy O X+
et X nX, soient deux a deux Gromov-disjointes, et que I'ensemBlen(g X+ [ [ g X+)
soit d'intérieur non vide.

Figure 11.12 Un semi-groupe de Schottky engendré par deux isométrigs et g,

Propriétés 11.4.2. Soit X un espace métrique et soit un semi-groupe de Schottky
d'isométries deX . On a alors :
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1. Le semi-groupe est libre.

2. Le semi-groupe est séparé (donc en particulier discret).
3. Le semi-groupe est contractant.

4. Sil'espaceX est propre,ona < 1.

Démonstration. Soit B une boule incluse dans I'ensembbs. n(g: X+ [ :::[ g.X+), alors
ses images par les isométries de sont toutes deux a deux disjointes. Donc le semi-
groupe est libre et séparé. Le semi-groupeest contractant pour les domaineX nX. et
X+ [ [ g X+, en choisissanb 2 X.n(g X+ [ i g.X4+). Pour obtenir la nitude de
I'exposant critique, il su t d'utiliser le lemme 11.2.8 pour obtenir un entier k tel que pour
tous générateurs 4, ..., , on ait

d(o; 1::: k0) 2M +1;

ou M est la constante de Gromov-disjonction du semi-groupe contractant. Puis on
utilise le lemme 11.2.6 pour obtenir la minoration

d I nk

0; 1! nO —

( 1 n ) k

pour tout n, et pour des générateurs, ..., . Et on obtient alors la majoration
klog(N), ou N est le nombre de générateurs du semi-groupe O

Théoreme 11.4.3. Soit X un espace Gromov-hyperbolique propre, et soit un semi-
groupe d'isométries deX . Si le semi-groupe est contractant, alors pour tout > O, il
existe un sous-semi-groupe Schottky telque o h

Pour construire un gros sous-semi-groupe de Schottky, nous considererons une
partie susamment séparée de ce semi-groupe contractant, et montrerons que les élé-
ments de norme donnée assez grande, contractent a des endroits su samment écartés les
uns des autres pour jouer au ping-pong et donc engendrer un semi-groupe de Schottky.

Lemme 11.4.4. Soit X un espace Gromov-hyperbolique, et soiekt et X. des parties
de X . Alors il existe un réelr et un entier ng tels que pour tout semi-groupe contractant
d'isométries deX pour les partiesX, et X , pour toute partie S r-séparée de , et
pour tout entier n  ng, 'ensembleS\ A, engendre un semi-groupe de Schottky pour le

domaine X, ou I'on a posé

A, =1 2Isom(X)jd(o; 0) 2 [n;n+1[g:

Démonstration. Supposons qu'il existe un semi-groupe contractant pour les partis et
X+ (sinon il n'y a rien & démontrer). Montrons que le réet :=4C +4 + 2 convient, ou

C = sup  (xjx9;
(xx92X+ X
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et estun réel tel que I'espacX soit -hyperbolique.

Soit  un semi-groupe contractant pour les partieX et X,, et soient et °deux
isométries deA,, qui véri ent l'inégalité

d(o; % r

Montrons qu'alors les domainesX . et 9. sont Gromov-disjoints.
Soientx 2 X , etx°2 OX,. Par Gromov-hyperbolicité, on a alors

(0j %) minf(0;x);(xjx); (x5 g 2:
Or, on a l'inégalité

(0] %)= 3(d(0;0)+ d( %0 d(o0; b))

r

< (n+1) 2:n 2C 2;

et d'aprées le lemme 11.2.5, on a les inégalités
(ojx) d(o;jo) 2C n 2C
et de méme(x§y ) n 2C. On obtient donc l'inégalité
(xjx9 <n 2C:

Les ensemblesX , et 9K, sont alors disjoints, puisque si l'on avaiy 2 X .\ %,
on aurait l'absurdité

n 2C 2> (oj 9 minf(ojy);(y; g n 2C

On a donc montré que les ensembleX . et 9. sont(n 2C)-disjoints. Pour nir,
I'intersection B(o;n 1)\ X. est d'interieur non vide si I'entiern est assez grand, et elle
est incluse dansX.n([ 2s1a, X +).

O

Ainsi, pour n assez grand et pour le réel donné par le lemme, si I'on considére une
partie S r-séparée et couvrante de, alors I'ensembleA,\ S engendre un semi-groupe de
Schottky. Et par les points 3 et 5 des propriétés 11.1.29 et la remarque 11.1.4 on a

h =Ilimsup 1 In#( A\ 9)):
ni1 n

Pour tout > 0, on peut donc trouver un entiern tel que

IN# A.\'S) n(h )
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Montrons alors que le semi-groupe de Schottky’ engendré parA,\ S a un exposant
critique supérieur ou égal g (h ). Pour cela, on va utiliser le lemme suivant.

Lemme 11.4.5. Soit X un espace métrique. Si une parti&S du groupe d'isométries
Isom(X) engendre un semi-groupe libre, alors on a la minoration de I'exposant cri-

tique :
log(#S) .

p
our =sup ,sd(o; 0).

Démonstration. Cela découle de l'inégalité triangulaire. Pour des générateurs, ::;; 2
S,ona
d( 1:0 050 d( 10,0+ i+ d( 40;0 N

donc, par liberté du semi-groupe pour la partie S, on obtient
#f 2 jd(o; 0) nrg #S)":
On a donc

= limsup EIn(#f 2 jd(o; 0) ngQ)
ni1 n
lim supi In((# S)")
ni1 nr
In(# S)
r

]

En appliquant le lemme 11.4.5 a la partieA,\ S, qui engendre un semi-groupe qui est
de Schottky et qui est donc libre, on obtient I'inégalité

log#( An\ S)) n
n+1 n+1

(h )

Or, l'entier n pouvait étre choisi arbitrairement grand, et le réel > 0 est arbitraire. Ceci
achéve la preuve du théoréme 11.4.3.

On peut maintenant facilement démontrer le théoreme 1.2.15.

Preuve du théoreme 1.2.15.0n déduit aisément des théoremes 11.3.1 et 11.4.3 l'inégalité

sup o h:
0<
0 sous-semi-groupe de Schottky

L'autre inégalité s'obtient en remarquant qu'un semi-groupe de Schottky est séparé[]
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1.5 Dimension visuelle

Dans cette section, nous voyons une application du théoreme 1.2.15 a [I'étude au
bord d'un semi-groupe. Nous obtenons le corollaire 11.5.4 ci-aprés qui est une généra-
lisation d'un résultat de F. Paulin (voir (Pau97)) qui généralise lui-méme un résultat de
Coornaert (voir (Co093)).

Soit X un espace Gromov-hyperbolique. Pour dé nir ce qu'est la dimension visuelle
d'une partie du bord @ X, introduisons quelques notations.
On dénit la boule (;r) de centre et de rayonr surle bord@ X par

(ir):=f 2@Xj(j)> logrg:

Dé nition 11.5.1. On appellemesure visuellede dimensions d'une partie @ X du
bord d'un espaceX Gromov-hyperbolique, le réel

HS() := Iirr!l OHS() ;

ou HS() est la borne inférieure des sommes

X
r
i2N

sur tous les recouvrement§ ( i;ri))ion de I'ensemble par des boules de rayons
On appelledimension visuelled'un ensemble @ X le réel

dimyis() :=inf fs2 R,jH3()=0 g
Remarque 11.5.2. On a aussi

dimys()=sup fs2 R:jH3()= 1g:
Remarque 11.5.3. La mesure visuelle est une mesure.

La notion de dimension visuelle généralise celle de dimension de Hausdor .

[1.L5.1 Lien entre dimension visuelle et entropie

On a le résultat suivant.

Corollaire 11.5.4.  Soit X un espace Gromov-hyperbolique propre a bord compact et soit
un semi-groupe d'isométries dX dont I'ensemble limite contient au moins deux points.
Alors on a I'égalité
dimys( ¢)= h:
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F. Paulin a énoncé ce résultat pour les groupes discret, et sa preuve semble s'adapter
aux semi-groupes. Cependant, il fait des hypotheses supplémentaires par rapport a notre
preuve, qui sont le fait que I'espac&X soit géodésique, qu'il soit quasi-géodésique, que le
semi-groupe soit séparé, et qu'il ne xe pas de point au bord (voir (Pau97)).

Voici l'inégalité facile entre entropie et dimension visuelle de I'ensemble limite radial.

Proposition 11.5.5.  Soit X un espace Gromov-hyperbolique propre, et soitun semi-
groupe d'isométries deX . On a l'inégalité

dimys( ©) h:

Démonstration. Soit S une partie séparée et couvrante de. Montrons que l'on a l'in-
égalité dim( ) s. Comme on a les égalitesg = ¢ et s = h , ceci donnera bien
l'inégalité souhaitée.

Dé nissons I'ombre d'une bouleB(x;r) par
oB(x;r):=f 2 @Xj(9 )x rg:

On a alors l'inclusion [\ [
g OB(o;r);
r>0n 0 2S ,

ouS ,:=f 2 Sjd(o; 0) ng.Eneet, siunélément estdans 'ensemble limite radial

g, alors il existe un réelr > 0 et une partie A de Soqui est uner-sous-quasi-geodésique
telle que 2 @ A. On a alors pour toutx 2 A, 2 OB(x;r), et pour tout n 2 N,
A .6 ;.

Posons alors \ [
e OB(o;r);
n 0 2S ,

pour un réelr > 0 et montrons que pours > gs,onaHS( ;)< 1.

On peut recouvrir chaque ombre par une boule de rayan 4°X)* ™  En e et, soient
et 9deux points de I'ombreOB(x;r). On a alors

(19 minf(jx);(xj 9g dio;) r
par -hyperbolicité, et par I'inégalité
(ix)= (9 )x+d(o;x) d(o;x) r

et de méme avec®

Ainsi, pour > 0, en considérant un recouvrement de I'ensemblg par des boules de
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rayon qui recouvrent les ombre©©B( o;r) pour 2 S assez grand, on obtient

X
HE( ) =lim H( ) e s6eo) 1 ) = ey
' 2S

P . . , . N
oUPs =, e s40) est |a série de Poincaré d8. On aPs < 1 dés ques > s, d'ol
Hs( /)< 1:
On a ensuiteH®( ;) =0 pour tout s > g, puis

[
H( &)= H(  )=0:
>0
Ainsi, on a
pour tout s > g, d'ou l'inégalité dimis( ) S.
H

Pour obtenir le corollaire 11.5.4 a partir du théoréme 1.2.15, il sut de démontrer le
résultat dans le cas des semi-groupes de Schottky :

Proposition 11.5.6.  Soit X un espace Gromov-hyperbolique propre a bord compact, et
soit un semi-groupe de Schottky d'isométries d€. Alors on a I'égalité

dimvis( ) =
Démonstration. Par les propositions 11.5.5 et 11.2.9, on a déja l'inégalité
dimvis( ) h

Montrons l'inégalité dimis( ) . Pour cela, on va utiliser le lemme suivant, da
a Frostman, qui raméne le probléme a construire une mesure convenable sur I'ensemble
limite du semi-groupe .

Lemme 11.5.7. Soit X un espace Gromov-hyperbolique et soit une probabilité portée
par une partie du bord @ X . S'il existe un réels et une constanteC > 0 tels que I'on
ait

( (;r)) Cr¥%

pour toute boule (;r) du bord@ X, alors on a l'inégalité
dimvis S:

Démonstration. Soit > 0, et soit R un recouvrement de I'ensemble par des boules de
tailles inférieures a . On a alors les inégalités

X o X _ 1 1
r 6((,”) E(@X)_E'

(ir)2R (ir)2R
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On en déduit, en passant a la borne inférieure sur tous ces recouvrements que I'on
a l'inégalité H3() é puis en passant a la limite quand tend vers 0, que I'on a
Hs() é On obtient donc bien l'inégalité souhaitée.
O

La mesure a laquelle nous appliquerons ce lemme pour conclure est la mesude
Patterson-Sullivan, que nous allons dé nir maintenant.

a) Mesure de Patterson-Sullivan

Soit X un espace Gromov-hyperbolique propre a bord compact et soitun semi-
groupe discret d'isométries dX , avec < 1 . Dé nissons des probabilités s sur I'espace
X, pour des réels > | par

1 X

1= — e sd(o;o)Do;

ou P := , e sdoio) est |a série de Poincaré de, et Dy est le Dirac enx.
Remarque 11.5.8. La série de PoincaréPs diverge pours < et converge pours >

Pour dé nir la mesure , nous aurons besoin que la série de Poincaré soit divergente
en (i.e.P = 1).0nlarend divergente grace au lemme suivant.

Lemme 11.5.9 (Astuce[ge Patterson) Soit so un réel et(a,)n,2n Une suite de réels positifs.
Si la serie de Dirichlet ,, &, est divergente pouis < s, et convergente pouss > Sy,
alors il existe une fonction croissanté : [0;1 [! [0;1 [ telle que la série

X
k(an)a, ®

n2N

converge pours > s, et diverge pours < s, et pour s = Sg, et avec de plus la propriété :
pour tout > O, il existe un réelyy tel que poury >yq et x > 1, on ait

k(xy)  xk(y):

Voir (Pat76) pour une preuve.
Pour rendre la série de Poincaré divergente en= , il sut de la remplacer par :

X
Ps = k(ed(o; o))e sd(o; 0);
2

ou k est la fonction fournie par ce lemme, et l'on fait de méme pour la dé nition des
mesures .

Les mesures s sont des mesures de probabilités. Or, par hypothése, l'adhérence
est compacte. Et I'ensemble de probabilitéB (X ) sur le compactX, muni de la conver-
gence vague, est alors compact (voir par exemple (Rud21)). Il existe donc une suite de
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réels (sk)kzn, avec pour toutk, s, >, telle que la suite de mesure§ s, )xon CONverge
vaguement vers une mesure de probabilité :

Sk ! et *
K Sk
La mesure est alors portée par le bord® X, puisque est une partie discrete, que
I'espaceX propre et que I'on alimg; Ps= 1.
Avant de majorer la mesure sur toutes les boules, majorons la sur les ensembles
X s,

Lemme 11.5.10. Soit X un espace Gromov-hyperbolique propre a bord compact, et soit
un semi-groupe d'isométries d& , de Schottky pour un domaine . . Alors il existe un

point o tel que si est la mesure de Patterson-Sullivan dé nie ci-dessus (pour ce pod)t

alors il existe une constanteC > 0 telle que pour toute isométrie 2 , on ait I'inégalité

(@(X.)) Ce 9ok

Démonstration. On a le lemme suivant.

Lemme 11.5.11. Soit X un espace métrique, et un sous-semi-groupe de Schottky de
Isom(X'), pour une partie X,  X. Pour un point 0 2 X, N([ g genéraeur 3X+), ON a les
equivalences

X+\ X,8650 (2 °ou 2 );

2 X, °2

pour toutes isométries et °2

Démonstration. Montrons la premiére équivalence. Soient et ° deux isométries de
telles que l'on ait X . \ %X, 6 ;. Soientg et g° les générateurs tels que 2 g et
02 ¢° . Etant donné que les ensemblegX, et g°X. sont Gromov-disjoints sig 6 ¢ et
que l'on a les inclusionsX .  gX, et X, ¢%.,, on a nécessairemerg = ¢° Par
récurrence, on a bien obtenuque2 ° ou °2 . La réciproque est claire.
Montrons la deuxiéme équivalence. Soientet °deux isométries de telles que I'on
at D2 X,.0Ona ©2 %X,\ X, puisqueo 2 X.. Par I'équivalence précédente,
on a donc °2 ou 2 ©° . Supposons que l'on ait °62 . On peut alors trouver

un générateurg tel que l'on ait 2 % . On a ensuite l'inclusion X . %X, donc
b2 YX,, puiso 2 gX,, ce qui contredit I'nypothése. Donc on a bien®2 . La
réciproque est claire. O

Choisissons un poinb 2 X, nN([ g génsraeurdX+) (i.6. comme dans le lemme 11.5.11).
Supposons que le semi-groupesoit divergent. Pour touts > et pour toute isométrie
2 ,onaalors
1 X o
s(X+): il esd(o, o):
Ps 0
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Or, le lemme 11.2.6 nous donne l'inégalité
d(o; °0) d(o; %)+ d(o; o) 2C°
ou Clest la constante de contraction du semi-groupe pour le point o :

Co%=sup( o <1:
;02

On obtient alors

1 sCO, sd(o; 0) X sd(o; %) — 2sC%, sd(o;0).
(X 4) F)—e2 g sd© g 840 0) = 2Cg sd(0;0).
s v

D'ou l'inégalité
(X ) Cge sdi0):

avecCs = €5C°. En passant a la limite, on obtient I'inégalité voulue
(@(X.+) Ce o

ol C = & ©° puisque I'ensemble@ ( X . )\ est isolé dans I'ensemble limite
Si le semi-groupe n'est pas divergent, on modi e le calcul précédent en conséquent en
utilisant I'astuce de Patterson, et on conclut de la méme facon. ]

Montrons maintenant que la mesure est majorée pour toutes les boules.

Lemme 11.5.12. Soit X un espace Gromov-hyperbolique propre a bord compact, et soit
un semi-groupe d'isométries deX, de Schottky pour un domaineX .. Soit o le point
donné par le lemme 11.5.11, et soit la mesure de Patterson-Sullivan correspondante.
Alors il existe une constanteC > O telle que pour toute boule( ;r) du bord@ X, on ait

I'inégalité

( (ir)) Cr

Démonstration. Soit C°la constante donnée par le lemme 11.5.10. Soit( ;r ) une boule.
Si la boule n'intersecte pas I'ensemble limite , ona ( (;r)) =0, etil n'y a rien
a démontrer. Supposons donc que la boule rencontre I'ensemble limite. On peut alors
supposer que l'ona 2 , quitte a recouvrir la boule ( ;r) par une boule de rayorgr
centrée en un point de I'ensemble limite , et a multiplier la constante C par 2
Notons
k.= f 2 j delongueurk en les générateurs

et o := fidg. Soit n un entier tel que I'on ait
#f 2 J@(X+)\ (5r)659=1; et

#f 2 j@(X )\ (;r)6:9 2
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Cet entier existe bien, puisque poun=0ona@ X+ \ (;r) 6 ;, et puisque lI'on a
lim #f 2 .j@(X:)\ (;r)6;9=1:

En eet, silona 0! pour une suite ( ,)n2n d'éléments de , alors on a
n

11

@ ( nX4) (;r) a pé\rtir d'un certain rang par le lemme 11.2.5 et par Gromov-
hyperbolicité.
Soit 2 ,telque@ (X +)\ (;r)6 ;.0naalors

((ir)  (@(X4) Cl% @)

par le lemme 11.5.10 et par le choix de. Il reste donc & majorer la quantitée!:©) en
fonction der.

Pour tout °2 ., telque@ ( X.)\ (;r)6 ;,ona °2 . Soient alorsg6 g°
deux générateurs tels que I'on ait

@(gX )\ (;r)6; et @(gX:)\ (;r)6;:

Soit C%> 0 une constante telle que les partiegX, pour g parcourant les générateurs, et
X, soient deux a deuxC®Gromov disjointes. L'image * (;r) de la boule (;r) par
lisométrie ! rencontre les ensemble® (gX.) et @ (g°X. ), donc il existe des points
et °de ! (;r) tels que I'on ait l'inégalité
(i9 c®
On a alors
C® (9
=( j 9*+(C 'd)+( a9 do; o)
log(r) +0+0 d(o; 0)

d'ou l'inégalité
e d(o; 0) eC°Q+- r

On obtient donc l'inégalité escomptée ave€ = C%®E™ . O

Les lemmes 11.5.12 et 11.5.7 donnent l'inégalité
dimyis( ) ;

ce qui termine cette preuve de la proposition 11.5.6. ]
On peut maintenant facilement retrouver la généralisation du résultat de Paulin.

Preuve du corollaire 11.5.4. Soit > 0. Par le théoréme 1.2.15, il existe un sous-semi-
groupe °de Schottky de tel que l'onait o h . Par les propositions 11.5.6 et
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[1.2.9, on a donc les inégalités
dimys( ©)  dimys( %) =dimys( o= o h
Ceci étant vrai pour tout > 0, on en déduit l'inégalité
dimys( ¢) h:

L'autre inégalité est donnée par la proposition 11.5.5. ]

11.L5.2 Semi-groupes de développement -adique

Dans cette sous-section, nous obtenons une application du corollaire 11.5.4 aux semi-
groupes de développement en base

Le semi-groupe de développement en base2 C avec ensemble de chired\ est le
semi-groupe engendré par les applications a nes :

X7 x= +t

out 2 A, pour une partie nie A deC.
On peut voir ce semi-groupe comme un sous-semi-groupe $ie,(C). En eet, a
1 _

o . . -t . P
I'application x 7! x= + t, on peut associer la matrice 0 p_ ,ou P est une
racine carrée de . On a donc une action par isométrie du semi-groupe sur l'espace
X = H® = fz+tjjz 2 C;t > Og (vu comme partie de I'ensemble des quaternions),
dont le bord @ X s'identie a C[flg . L'action de l'application x 7! x= + t sur H3 est
donnée par

(X7t x= +t):(z+t)=(z= + )+ (t=] )i

L'ensemble limite du semi-groupe est alors exactement I'ensemble des nombres complexes
qui admettent un développement -adique in ni avec ensemble de chi resA.
Tout ceci fonctionne également en remplacant le corgs par R.

Dé nition 11.5.13. On appellenombre de Salengénéralisé un entier algébrique 2 C
de module strictement supérieur d, dont tous les conjugués sont de modules inférieurs
ou égaux al, sauf éventuellement son conjugué complexe. On appeitenbre de Pisot
généralisé un entier algébrique 2 C de module strictement supérieur &, dont tous les
conjugués sont de modulestrictement inférieurs a 1, sauf éventuellement son conjugué
complexe.

Remarque 11.5.14. Dans la dé nition classique de nombres de Pisot et de Salem, on
demande a ce que le nombre soit un réeb 1, mais tout ce que I'on verra est valable
pour cette dé nition plus générale.
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Proposition 11.5.15.  Soit le semi-groupe engendré par les applications
X7l x= +t

out 2 A pour une partie nie A Q( ). Si est un nombre de Salem généralisé, alors
on a l'égalité
dimy( )=

Figure 11.13 Développement en base = ' (le nombre d'or, qui est un nombre de
Pisot), avec ensemble de chires\ = f0; 1g.

Avant de démontrer la proposition, on a le lemme suivant.

Le lemme qui suit dit que si I'on regarde I'orbite d'une boule par le semi-groupe, alors
le nombre de chevauchements en un point donné n'est pas trop grand par rapport a la
distance au point baseo.

Lemme 11.5.16. Sous les hypothéses de la proposition 11.5.15, il existe un entietel
que l'on ait
#f 2 jd(j;x) 1g= O (d(jix)");
d(j;x )1

pour x 2 H3.

Remarque I1.5.17. Si I'entier algébrique est de Pisot, alors le semi-groupe est méme

séparé (voir la condition de séparation de Lalley (Lal97)), et donc on peut prendre= 0.

Ceci est faux en général pour un nombre de Salem. Par exemple, pour le nombre de Salem
qui est racine du polyndmex4 2X3+ X2 2X +1, et pour I'ensemble de chires

A =1 1,019, le semi-groupe obtenu n'est pas séparé (voir proposition 11.3.23).
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Figure 11.14 Le semi-groupe de la remarque 11.5.17.

Preuve du lemme I1.5.16.Le resultat suivant permet de majorer le parameétre de trans-
lation des isométries du semi-groupe.

Sous lemme 11.5.18. Si est un sous-semi-groupe d& ( C) engendré par des applica-
tion x 7! x= + t, pourt 2 A, avecA partie niede Cet 2 Ctelquej j> 1, alors il
existe une constanteC telle que pour toute applicatiorx 7! x +t2 ,onaitjtj C.

Démonstration. Un élément du semi-groupe s'écrit

X 1
X7 x="+ t—'l‘(;
k=0
avecty 2 A. On a alors la majoration
1 1 Pl
Xt maxit] X5 1 maxeaiti,
k t2A j jk 1 L7
k=0 k=0 J

Notons
x:=f 2 jd(jx) 1o

On a alors les resultats suivants.
Sous lemme 11.5.19. Il existe une constanteC telle que pour toutx 2 H2, toute isomé-

trie de , est de longueur au moin§E)-E et au plus*E)5E.

Démonstration. En e et, on a l'inégalité triangulaire
di;x) d(jx ) d@j ) d(jix )+ d(x):
Par ailleurs, sillon écrit j =j j "j+t,ona
di; i ") dGi+0 dGg) dGgoq ")+ dGi o+t

ou n est la longueur de . Ensuite, d'aprés le sous-lemme 11.5.18, la quantité(j;j + t)
est bornée par une constant€® indépendante de et de x. Et on vérie que l'on a
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dG;j j "j)= nlog( ) pour la métrique usuelle deH3. On obtient alors I'encadrement
dij;x) C° 1 nlog() d(;x)+ C°+1:

D'oll I'encadrement sur la longueun de avecC = C°+1.

Posons )
d(j;x)+ C

log( )
la plus grande longueur possible des éléments de On a alors le resultat suivant.

Ny =

Sous lemme 11.5.20. |l existe une constanteC telle que pour toutx 2 H2 on ait
diam( "~ 40) C;
ou 0 est le point du bordd =0+0j 2 @ H3.
Démonstration. L'application y 7! "™y étant une isométrie, on a
dic ™ "x)=d(jx) 1

pour tout 2 . D'autre part, silon écrit j = 0+j j "j, alorson a

nxj: Nx 0+jjnx nJ’
ou n est la longueur de . Or, par le sous-lemme 11.5.19, il existe une constanté telle
que pour 2 4,onaitjn nyj C,oun estlalongueur de . La distance

d( ™ 0; ™x)
est donc bornée indépendamment deet 2 . O

Quitte a multiplier la partie A par les dénominateurs, on peut supposer que l'on a
A Z[ ]. La quantité
" 02C

est alors un polynbme en a coe cients entiers, pour tout élément 2 .
Construisons alors un espack (indépendant du point x), dans lequel I'anneauZ][ |
sera discret.
Soit P I'ensemble des valeurs absolues archimédiennes du cdtps Q( ), a équi-
valence pres. L'ensembl® est ni (de cardinal majoré par le degré de ), et I'on peut
poser v

v2P

ou ky, est le complété du corpk pour la valeur absoluev.
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On aalorse = R" CS, our est le nombre conjugués réels de et 2s est son nombre
de conjugués complexes.
On a maintenant le résultat suivant,

Proposition 11.5.21.  L'anneau Z[ ] est discret dans l'espac&.

qui découle de la formule du produit, qui est un résultat classique de théorie des nombre
(voir par exemple (Lan70)).

Remarque 11.5.22. On peut méme montrer qu&[ ] est un réseau co-compact de I'espace
E, mais nous n'en aurons pas besoin.

Proposition 11.5.23  (Formule du produit). Soit k un corps de nombres. Pour touk 2
knfQOg, on a %
xj, =1;
V2P
ou Py est I'ensemble des valeurs absolues kd& équivalence prés, ou l'on a choisis les
valeurs absolues standards dans chaque classe d'équivalence.

Preuve de la proposition 11.5.21.11 sut de montrer que le point 02 Z[ ] est isolé. On
aura alors bien la discrétude puisque I'ensemhfd ] est un groupe additif. SoitB la boule
de E de centreO et de rayon1=2. Si un point x est dansB \ Z[ ], alors on a

Y Yy 1.s

IX]y X, (57T < L

V2P ¢ v2P
puisque pour toute valeur absolue ultramétriquer, on aj j, 1etdoncjxj, 1, etant
donné que est un entier algébrique. D'apres la formule du produit, on a donc = 0.
D'ou la discrétude de lI'annealZ[ ] dans l'espaceE. ]

L'ensemble de valeurs absolud® peut s'écrire
P=P [Po[P +;

ou

P. est I'ensemble des valeurs absolue2 P telles quej j, > 1,

Py est I'ensemble des valeurs absolue2 P telles quej j, =1,

P est I'ensemble des valeurs absolue2 P telles quej j, < 1.

On peut alors décomposer cet espa&e dans lequel I'anneauZ[ ] est discret en 3
morceaux :
E=E+ Ey, E ;
Q Q Q

OUE = " 5 kv, Eo= " p kv, 8tE. = 7 p k.
Le nombre étant de Salem généralisé, il existe une unique valeur absolutelle que
j j,> 1. OnadoncE, = R ouC selon que le nombre est réel ou complexe.
Montrons maintenant que la partie " 0 est susamment bornée dans l'espacé&.
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Sous lemme 11.5.24. 1l existe une constanteC > O telle que pour tout pointx 2 H2, il
existe des compactk . , K, et K respectivement dé&e.., Eg et E , de diametres majorés
par C, tels que I'on ait l'inclusion

0 Z[ I\ Ky (g +1)Kg) K

Démonstration. Soit un point x 2 H et une isométrie 2 . L'expression "< 0 est un
polyndme en a coe cients dans Z, mais c'est aussi un polynéme en, de degré au plus
Ny, a coe cient dans A.
Pour obtenir le compactK , il sut alors de remarquer que si  est un nombre réel
ou complexe aveg¢ j < 1, alors pour toute suite(ay)kon 2 AN, on a
XX )4_ ..
.. - maXaoa JA |
a ¥ maxjg ‘= MPa2n 19
a2A 1] ]
k=0 k=0

Si maintenant est un nombre de moduld, alors on a
Xx ) Xx
maxjaj 1=(ny+1Ymaxijaj;
k—Oak aZAJJk_0 (Ny )aZAJJ,

pour toute suite (a)kon 2 AN, ce qui nous donne le compadi .
Pour nir, le lemme 11.5.20 permet d'obtenir le compactK. dont le diamétre est
indépendant dex, et les compactsK, et K ne dépendent pas du poink 2 H3. ]

Finissons la preuve de la proposition 11.5.16. Le groupe addi#f[ ] étant discret dans
l'espaceE, il existe un réel > 0 tel que les boules d& centrées aux points d&Z[ ] et
de rayons sont disjointes. La quantité

#Z[ 1\ (Ky ((nk +1)Kp) K ) vol(B(O; ))

est donc majorée par le volume d'un-voisinage du compacK. ((1+ n)Ky) K
On obtient donc la majoration

# ,0=# ™ .0
#ZI 1\ (Ko (+DKo) K ) vol(B(0; ))
C(n, +1)P
vol(B(j; )

pour une constanteC, et pour po le nombre de conjugués de de modulel (en comptant
bien les conjugués complexes). D'autre part, on &, = O(d(j;x)). Par le sous-lemme
[1.5.19, on a alors, pour une constant€,

Kix
# o« # ,0=(C+1# 0= 0O(d(j;x)™):

n=ny C
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[I. Entropie des semi-groupes d'isométries d'espaces hyperboliques

Ceci termine la preuve du lemme 11.5.16. ]

Preuve de la proposition 11.5.15.D'aprés la proposition 11.2.9, I'ensemble limite du semi-
groupe estradial : = €. Or, d'apres le corollaire 11.5.4, 'ensemble limite radial a une
dimension de Hausdor égale & (puisque la dimension de Hausdorf coincide avec la
dimension visuelle, voir (Ghy06) pour plus de détails). Il sut donc de montrer I'égalité

h = pour conclure.

Soit S une partie séparée el-couvrante de . D'apres le lemme 11.5.16, il existe alors
un entier r et une constanteC tels que pour tout réelR assez grand on ait

#f 2 jd(j;j ) Rg CR#f 2Sjd(j;j ) Rg;

On a alors

Iimsup%log(#f 2 jd@j;j ) ng

n!l

Iimsup%log(#f 2Sjd(j; j ) ng

n'l

Ss

puisquelim sup,,; %Iog(Cnr) = 0. D'autre part, on a s = h puisqueS est une partie
séparée et couvrante de. On a donc obtenu l'inégalitéh , et l'autre inégalité
h est claire. Cela termine la preuve de la proposition 11.5.15. ]

Conjecture 11.5.25 (Conjecture de Furstenberg modi ée et généraliséefpoit un sous-
semi-groupe deSL(2; R) dont I'ensemble limite n'est pas réduit a un seul point. Alors on
a I'égalité

h =min( ;1)

La conjecture originale parlait plutét de dimension de Hausdor . L'avantage de cette
formulation, qui est équivalente grace au corollaire 11.5.4, est qu'elle ne fait plus intervenir
le bord.

Kenyon attribut cette conjecture a Furstenberg, dans le cas particulier du semi-groupe
engendré par les trois applications

8

< X 7! x=3
X 7! x=3+1t
X 7' x=3+1

ou t est un réel. Cette question, sur cet exemple particulier, est toujours ouverte a ma
connaissance, bien que I'on sache dire pas mal de choses (voir (Ken97)).
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[1.6. Sous-groupes de Schottky

Figure 11.15 Développement en base = 3, avec ensemble de chire#\ = f0; %; 19.

1.6 Sous-groupes de Schottky

Les résultats sur les semi-groupes permettent d'obtenir un résultat sur les groupes :
voir corollaire 11.6.2 ci-dessous. Plus précisément, nous parvenons a construire des sous-
groupes de Schottky a partir de sous-semi-groupes de Schottky, et ceci hous donne des
groupes de Schottky ayant un gros exposant critique.

Les groupes de Schottky sont dé nit de fagcon similaire aux semi-groupes de Schottky,

il s'agit des groupes de type ni dont les générateurs jouent au ping-pong

Dé nition 11.6.1.  Soit X un espace métrique. On dit qu'un ensembi& d'isométries de

X engendre ungroupe de Schottkysi c'est un ensemble ni et qu'il existe des parties
X* et X pourtout 2 G qui sont toutes deux-a-deux Gromov-@sjointes, et telles que
pour tout 2 Gonait (XnX ) X7, ettelles que l'ensemblXn( ,;X"[ X ) soit
d'intérieur non vide.

Figure 11.16 Un groupe de Schottky engendré par deux isométrigg et h.

Corollaire 11.6.2.  Soit X un espace Gromov-hyperbolique propre et soit un groupe
discret et sans torsion d'isométries d&X ne xant pas de point au bord, alors on a

Su 1 ;
P ° 2

0 groupe de Schottky
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[I. Entropie des semi-groupes d'isométries d'espaces hyperboliques

ou la borne supérieure est prise sur I'ensemble des sous-groupes de Schottky du groupe

Ce résultat est a relier a une question dont parle M. Kapovich dans son article (KapQ7)
(voir Problem 10.27, The gap problem). Avec ses notations, mon résultat donne l'inégalité
d, n=2. La question est de savoir si I'on peut atteindrel, = n ou non.

Preuve du corollaire 11.6.2. Le théoréme 11.3.1 permet de trouver un sous-semi-groupé
du groupe qui soit contractant pour des partiesX , et X X, et d'exposant critique
¢ = . On a alors le lemme suivant.

Lemme 11.6.3. Soit X un espace métrique de point basg et soit € un sous-semi-
groupe d'un groupe discret et sans torsion d'isométries deX, qui soit contractant pour
des partiesX, et X deX. Pour tout > 0, et pour un entier n arbitrairement grand, il
existe une partieS, de ¢ telle que

S, engendre un semi-groupe de Schottky pour la parie. ,

S, ! engendre un semi-groupe de Schottky pour la parde ,

#S, €0c¢° ),

S, A, ou

A, =1 2Isom(X)jd(o; 0) 2 [n;n+1[g:

Démonstration. D'apres le lemme 11.4.4, il existe un réel et un entier ng, tels que pour
toute partie r-séparéeS de ° et pourtout n ng, le semi-groupe engendré p&\ A, soit
de Schottky pour la partie X . . En faisant de méme pour le semi-groupe inverge®) *,
on obtient un réelr®et un entier ng.

Soit S une patrtie r-séparée et couvrante du semi-groupe contractant. La partie
(S\ A,) ! est séparée, puisque faisant partie du groupe discret et sans torsionPar
le lemme des tiroirs, il existe donc une constant€ > 0 (dépendant de la séparation du
groupe et du réelr9, et une partie r®séparéeS, ! de (S\ A,) 1, telles que I'on ait

#S, CH(S\ An):

Pour > 0 xé, on peut alors trouver un entier n arbitrairement grand, pour lequel on a
l'inégalité

#s, €&Cc° ),
puisque lI'on ah c = ¢, par séparation du sous-semi-groupe® du groupe discret . Et
par le lemme 11.4.4 les partiesS, et S, ! engendrent chacune un semi-groupe de Schottky
respectivement pour les partieX . et X , puisqu'elles sont respectivement-séparées et
rlséparée. L

Construisons alors un groupe de Schottky de la facon suivante :
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[1.6. Sous-groupes de Schottky

Figure 11.17 Construction d'un groupe de Schottky a partir d'un semi-groupe de
Schottky dont l'inverse est aussi un semi-groupe de Schottky.

Lemme 11.6.4. Soit X un espace métrique, et soit, une isométrie deX telle que
I'ensemblef (g soit contractant pour des domainesX et X.. Soit S les générateurs
d'un semi-groupe de Schottky pour la partiX . , tel que l'inverseS ! engendre un semi-
groupe de Schottky pour la partiX . Posons

G=f o) 2850

Alors G engendre un groupe de Schottky.

Démonstration. Pour toute isométrie 2 S, on a l'inclusion
o Xn X )= oXnX ) (Xy)= X

et les parties X pour décrivantS, et °X, pour ©décrivant S, sont toutes deux a
deux Gromov-disjointes. O

Ainsi, en appliquant le lemme 11.6.4 avec la parti€S, donnée par le lemme 11.6.3 et
avec un élément o 2 ° quelconque, on obtient une partieG, .= f o] 2 S,g qui
engendre un groupe , de Schottky. Il reste maintenant a minorer I'exposant critique du
groupe obtenu.

L'inégalité triangulaire donned(o; (o 0) 2d(o; o)+ d(0o; ¢0) 2(n+1)+ d(o; (0).
Par le lemme 11.4.5, on a donc la minoration

1 n( ) .
© D)+ do; 00) CO¥ TG ST d(o; o0)

puisque I'ensembles,, engendre un semi-groupe de Schottky (donc libre) qui est un sous-
semi-groupe du groupe .

L'entier n pouvait étre choisi arbitrairement grand, et le réel > 0 était arbitraire,
donc on obtient bien l'inégalité annoncée, ce qui termine la preuve du corollaire 11.6.2]

Remarque 11.6.5. La minoration de la borne supérieure des exposants critiques des
sous-groupes de Schottky pér n'est pas optimale. En pratique, les groupes de Schottky
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[I. Entropie des semi-groupes d'isométries d'espaces hyperboliques

construits dans cette preuve ont des exposants critiques qui se rapprochent mieux que cela
de I'exposant critique total

1.7 Caractérisation de l'entropie

Le corollaire suivant du théoréme 1.2.15 donne en particulier que I'exposant critique
d'un semi-groupe séparé, qui était dé nit comme une limite supérieure d'une certaine
quantité, est en fait une vraie limite. Ceci généralise un résultat que Roblin a établit pour
un groupe discret d'isométries d'un espace CAT(-1) (mais avec une conclusion plus forte),
voir (Rob03).

Corollaire 11.7.1.  Soit X un espace Gromov-hyperbolique propre, et soit un semi-
groupe d'isométries deX dont I'ensemble limite contient au moins deux points. Alors on
a 1

h = rI]ilrln ﬁlog(#f 2 Sjd(o; 0) ng);

pour toute partie S séparée et couvrante de.

Démonstration. Soit > 0. Par dé nition de la limite supérieure, il existe un entiern, tel
gue pour toutn  ng, on ait

%Iog(#f 2 Sjd(o; o) nQ) s+ =h +:

Montrons l'autre sens. D'apres le théoreme 11.3.1, il existe un sous-semi-grougede
qui est contractant et d'exposant critique < = , puisque les semi-groupes et °©
sont sépares.

Sous lemme 11.7.2. Soit X un espace métriqgue e X une partie. SoitS une partie
séparée et couvrante dé etr > 0 un réel. Alors il existe une partieS° S telle queS°
est une partier-séparée et couvrante dé.

Démonstration. Par récurrence ordinale, on construit une suit€x;) d'éléments desS in-
dexée par les ordinaux, en choisissant un élément

Xj 2 Sn[ B(xj;r)

j<i

tant que I'ensemble est non vide. Cela termine nécessairement puisque la suite ainsi
construite ne peut pas avoir un cardinal strictement supérieur a celui d8. La partie
SO constituée des éléments de la suite est alarséparée, et elle eqtC + r)-couvrante de
A, ou C est telle queS estC-couvrante deA. En e et, si x 2 A, il existe un élémenty 2 S
tel qued(x;y) C. Et par construction, il existe un élémentz 2 S°tel que d(y;z) r.
On a alors bien trouvéz 2 S°tel qued(x;z) C+r. m
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D'apres le lemme 11.4.4, quitte a remplacer la parti& par une sous-partie su samment
séparée et encore couvrante dé, il existe un entierky tel que pour toutk kg, I'ensemble
S\ Ay engendre un semi-groupe de Schottkyy, ou

Ac:=f 2Isom(X)jd(o; o) 2 [k;k +1]g:

Pour tout n k+1 ko + 1, en utilisant I'inégalité triangulaire et le fait que le
semi-groupe , soit libre, on obtient l'inégalité

n
k+1

#f 2 jd(o; 0) ng #f 2 | delongueur g:(#(S\Ak))bﬁC:

On a donc l'inégalité

n
k+1

log(#( S\ A));

Sl

%Iog(#f 2 jd(o; 0) ng)

pour tout n k.
Or, il existe un entierk tel que

1
log(#( S\ A =2
o7 109(H(S\ AY) s
Et comme S est une partie couvrante de ¢, ona s=h <= h .

1 k+1 . T e
De plus,ona: &t (k+1) 1 *=, ce quinous donne lnégalité

%Iog(#f 2 jd(o: 0) ng 1 kJ’Tl (h  =2):
On peut alors trouver un entiern,  ng tel que pour toutn  ny on ait
1 .
h + ﬁIog(#f 2 jd(o; 0) ng) h

Ainsi, on a bien montré que l'on a

nI'ilrn %Iog(#f 2 jd(o; 0) ng)=h:

1.8 Semi-continuité inférieure de I'entropie

Nous allons voir que I'entropie est semi-continue inférieurement en un semi-groupe.
Pour cela, commencgons par donner une notion de convergence sur lI'ensemble des semi-
groupes d'isométries d'un espace métrique.

Rappelons la dé nition de la topologie usuelle compacte-ouverte sisom(X).

1



[I. Entropie des semi-groupes d'isométries d'espaces hyperboliques

Dé nition 11.8.1. Soit X un espace métrique. On dit qu'une suite d'isométriés,)non 2
(Isom(X))N convergevers une isométrie 2 Isom(X) si pour tout compactK de X, la
suite ( n 1k Jnzn des isométries restreintes & converge uniformément vers |, et si de
méme la suite( | Jnzn COnverge uniformément vers 1|, .

Remarque 11.8.2. Ici, la convergence uniforme des inversds, |, )n2n SUr tout compact
K est automatique a partir de la convergence uniforme de la suite, x Jn2n pour tout
compactK , puisque ce sont des isométries.

Dé nition 11.8.3. Soit X un espace métrique. On dit qu'une suité ,),on de semi-
groupes d'isométries deX convergevers un semi-groupe , si I'on a les deux propriétés :
pour toute isométrie 2 , il existe une suite d'isométrie§ ,)n2n, avec pour tout
n, 2 , ettelleque , converge vers .
pour toute suite d'isométrie ( ,)n2n @VeC , 2 ,, QUi converge vers une isometrie
2 Isom(X),ona 2

Remarque 11.8.4. Dans notre résultat de semi-continuité, nous avons besoin seulement
de la premiere de ces deux propriétés.

Voici le résultat de semi-continuité :

Corollaire 11.8.5.  Soit , une suite de semi-groupes d'isométries d'un espace Gromov-
hyperbolique propre a bord compagt qui converge vers un semi-groupe dont I'ensemble
limite contient au moins deux points. Alors on a l'inégalité

h liminf h :
nll

Autrement dit, I'entropie est semi-continue inférieurement en les semi-groupes dont I'en-
semble limite contient au moins deux points.

Remarque 11.8.6. On pourrait aussi montrer que l'entropie est continue en les semi-
groupes de Schottky.

L'idée de la preuve du corollaire 11.8.5, est de montrer que si lI'on a une suite de
semi-groupes qui converge, alors on peut approcher un sous-semi-groupe de Schottky du
semi-groupe limite par des sous-semi-groupes des semi-groupes de la suite, en trouvant
des éléments qui s'approchent des générateurs. Ces semi-groupes seront alors des semi-
groupes de Schottky dont les exposants critiques seront proches de celui du semi-groupe
de Schottky de départ, et ainsi on obtiendra l'inégalité voulue.

Preuve du corollaire 11.8.5. D'apres le théoreme 11.3.1, il existe un sous-semi-groupe contrac-
tant ©de pour des partiesX et X, X, avech = h . De plus, on peut supposer
que les partiesX et X, de X sont ouvertes, quitte a les remplacer chacune par un
-voisinage ouvert, pour > 0 assez petit.
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D'apres le critere de contraction (proposition 11.2.4), il existe un réehg tel que I'en-
semble d'isométries

Isom(X )3, ** == f 2Isom(X)j 02 X ; 02 X, etd(o; 0) >ng;

soit contractant, pour des domaineX ® et X 2.
D'apres le lemme 11.4.4, il existe alors un réal et un entier nq, tels que pour toute
partie r-séparéeS de Isom(X)fno X+ et pour tout n  nq, le semi-groupe engendré par

S\ A, soit de Schottky pour la partieX 2, ou

A, =1 2Isom(X)jd(o; 0) 2]n;n +1[g:

Soit S une partie r-séparée et couvrante du semi-groupe contractant.

L'ensembleS\ A, étant ni, il existe une suite d'ensembles d'isométrieS,., de ,
avec# S\ A, =# Sy, qui converge uniformément verS\ A,.

Les ensembleg\,\ X et A, \ X, étant ouverts, il existe un entierkqy tel que pour

tout k ko, on ait S0 Ap\ X, etS;0 A\ X . Pourn>ngetk ko ona
donc l'inclusion Sy, Isom(X)an X+ La condition pour une partieS d'étre r-séparée
est également une condition ouverte, donc il existe un enti&r ko tel que pour tout
k ky la partie S, soit r-séparée.

Ainsi, pour n assez grand et pour tout entiek assez grand en fonction de, la partie
Sk:n €est incluse dans le semi-groupe c:ontractanﬁsom(X)i(no X+ et est r-séparée. Elle
engendre donc un semi-groupe de Schottky.

Par le lemme 11.4.5, on a donc l'inégalité

Iog(# Sk;n) _ Iog(#S\ An).
k n+1 n+1 ’

pour tout n assez grand, et pour touk assez grand en fonction de.
On obtient donc ce que I'on voulait

iminf h, jimsup 29FSY An) _

ni1 n+1

a) Exemple d'application : les semi-groupes de Kenyon

Les semi-groupes de Kenyon (voir (Ken97)) sont les semi-groupgeengendrés par les

3 transformations a nes 8
< X 7!'x=3
X 7' x=3+1
X 7' x=3+1
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pour des réeld.

D'apres le corollaire 11.8.5, I'applicationt 7! h , = dim( ,) est semi-continue infé-
rieurement. En particulier, pour trouver un contre exemple a la conjecture de Furstenberg
(i.e. un réelt pour lequel on adimy () < ), il sutde trouver une suite de rationnels
(tn)n2n Qui converge vers un irrationnel et avec pour toun, ,  C < 1. Mais bien que
I'on sache calculer I'exposant critique , du semi-groupe ; pour tout rationnel t, on ne
sait pas s'il existe de telles suites. Voir (Ken97) et la section I11.3 pour plus de détails.

Figure 11.18 Developpement en base = 3, avec ensemble de chireé = f0; ;; 1g.

Remarque 11.8.7. L'application t 7! h , =dimy( ,) nest pas continue. En e et, on
sait que I'on adimy( ) =1 pourt dans une partie dense d&, et on a par exemple
dmy( ,.)= ,, < 1(voir gure Il.15).
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Figure 11.19 Ensemble limite d'un sous-semi-groupe d&L(2;C)
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Chapitre Il

Semi-groupes fortement automatiques

Dans ce chapitre, nous introduisons la notion de semi-groupe fortement automatique,
qui consiste a avoir un ensemble de relations qui soit un langage rationnel, c'est-a-dire

gue l'on peut décider si deux mots en les générateurs représentent le méme élémént du
semi-groupe en lisant les deux mots a la méme vitesse, et avec une mémoire nie. Cela
permet de calculer des valeurs exactes d'exposants critiques. Voyons cela sur un exemple.

Exemple de semi-groupe fortement automatique

Considérons le monoide , de développement en bas& engendré par les trois trans-

formations a nes : 8
<0: x 7! x=3

1 x 7 x=3 + 1;
"3 x 7! x=3 + 3:

Par dé nition, c'est le plus petit semi-groupe contenant ces trois applications et l'iden-
tité,éet I'orb peut le voir comme le sous-monoide d8L(2;R) engendré par les matrices

1= 3 3
= k 2f0;1;3g.
0 li)B , pour 0;1; 3g
Voici quelgues questions que 'on peut se poser :

Quel est I'exposant critique de ce semi-groupe ?

Quel est lI'asymptotique du nombre d'éléments pour la longueur des mots ?
Comment peut-on déterminer si deux mots en les générateurs représentent le méme
élément du semi-groupe ?

Y a-t'il une facon de représenter les éléments du semi-groupes par des mots uniques

particuliers (que I'on appelera mots réduits, ou encore forme normale) ?

La réponse a ces questions est donnée par la structure automatique du semi-groupe. Celle-

ci est donnée par des automates tels que I'on peut en voir sur les gures suivantes (voir
la partie 111.1 pour des rappels sur les automates) :
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Figure Ill.1 Automate reconnaissant un ensemble de mots réduits du semi-groupe.
Les mots réduits sont ici les mots minimaux pour I'ordre lexicographique inverse, avec
0<1< 3

On appellemots réduits un choix de représentants uniques pour les éléments du semi-
groupe par des mots en les générateurs. On voit sur l'automate de la gure .1 que les
mots réduits sont ici exactement les mots ne contenant pas le mot 03.

Figure 1I11.2 Automate reconnaissant les relations du semi-groupe.

On voit sur l'automate de la gure 1.2 que les relations du semi-groupe s'obtiennent
toutes a partir des relations11"0 = 03"3, par concaténation.

Exemple 111.0.8. Le mot (1;0)(1; 3)(0; 3) est reconnu par l'automate de la gure 111.2,
etonaeneetlarelatonl 1 0=0 3 3, puisque I'on a I'égalité

+1 3
3 3

wlwlx

Deux motsu;:::u, et viiiiv, en les générateur§0; 1; 3g représentent le méme élément
du semi-groupe si et seulement si le m@ti;; vi):::(un; vyy) est reconnu par l'automate de
la gure I11.2.

L'automate de la gure Ill.1 fournit un moyen de connaitre le nhombre d'éléments du
semi-groupe de longueun donnée : celui-ci est en e et égal au nombre de chemins de
longueurn de I'état initial O vers les états nauxO et 1. Ceci est donné par la somme des
deux premiers coe cients des puissances de la matrice d'adjacence du graphe :

2 1
1 1°
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P Pe . o
dont les valeurs propres sont2= et 22, Ainsi, on voit que le nombre d'éléments du
semi-groupe de longueun est exactementf ,,.>, ou (f,)non €St la suite de Fibonnacci :

fo == 0;
f, = 1;
freo = fra + i

En particulier, le nombre d'éléments du semi-groupe de longuenirest asymptotiquement

| I
Peia ”+O 3 Pg "
2 2

pour une constantec > 0. Cela permet d'obtenir que I'exposant critique du semi-groupe
vaut P

= log( 5+3

2

):

Résultats du chapitre

Le principal résultat du chapitre est le critére suivant, de forte automaticité pour les
semi-groupes de développement en base

Théoreme 111.0.9.  Soit un semi-groupe engendré par les transformations :
X7 x +1t

poutt 2 A C, ou A est une partie nie deC, et est un nombre complexe.
Si le nombre complexe est transcendant, ou bien algébrique mais sans conjugué de
module 1, alors pour toute partieA  C nie, le semi-groupe est fortement automatique.
Réciproguement, si le hombre complexe est algébrique et a au moins un conjugué
de module 1, alors il existe une partid  C nie telle que le semi-groupe nest pas
fortement automatique.

Notre preuve étant e ective, nous obtenons de plus un algorithme (dont celui de Ke-
nyon est un cas particulier, voir (Ken97)) permettant de calculer exactement les exposants
critigues des semi-groupes qui satisfont les hypothéses du théoréme. Aprés implémenta-
tion, ceci nous a permis de donner explicitement, dans cette these, les exposants critiques
pour de nombreux exemples de semi-groupes.

La réciproque du théoreme ne permet pas de choisir la parthe Nous parvenons a
obtenir cette réciproque pour la partieA = f0; 1g sur un exemple :

.. . 1+p§+p Epﬂ ;
Proposition 111.0.10.  Soit le nombre de Salem = ——————"1:8832035059qui
est racine du polynémex4 2X3+ X2 2X +1. Alors le monoide engendré par les deux
applications

O:x7! x
1:x7! x +1
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[1l. Semi-groupes fortement automatiques

n'est pas fortement automatique.

Nous avons relié la notion de semi-groupes fortement automatiques a des notions
existantes : celle de monoide rationnel et celle de semi-groupe automatique.

Proposition 111.0.11.  Un monoide fortement automatique est rationnel. Réciproquement
si un monoide est rationnel et qu'il admet un ensemble de générateurs pour lequel il N'existe
pas d'égalité entre des mots de longueurs di érentes, alors il est fortement automatique.

Proposition 111.0.12.  Un semi-groupe fortement automatique est automatique.

Pour un semi-groupe fortement automatique, nous obtenons un algorithme de re-
cherche du mot réduit meilleur que celui existant pour les semi-groupes automatiques,
car linéaire au lieu de quadratique :

Proposition 111.0.13.  Si un semi-groupe est fortement automatique, alors il existe un
algorithme linéaire prenant en entrée un mot et rendant le mot réduit correspondant.

Etant donné un semi-groupe fortement automatique, la question se pose de savoir s'il
est nécessairement de présentation nie. Nous montrons, que la réponse est négative :

Proposition 111.0.14.  Soit ' 1:7924023578a racine réelle du polyndmex®> X4
X3 X2+ X 1 Alors le monoide engendré par les deux applications

O:x7! x
1:x7! x +1

n'est pas de présentation nie.

Organisation du chapitre

Nous commencons par faire des rappels sur les automates dans la section I11.1. Dans la
section 111.2, nous dé nissons les semi-groupes fortement automatiques et voyons les liens
avec les autres notions d'automaticités existantes. Nous dé nissons en 111.2.1 ce qu'est un
semi-groupe fortement automatique, et nous en donnerons quelques propriétés. Nous dé -
nissons en [11.2.2 ce qu'est un monoide rationnel et montrons la proposition 111.0.11. Nous
rappellons ensuite en [11.2.3 ce qu'est un semi-groupe automatique, et nous montrerons
en 111.2.4 que les semi-groupes fortement automatiques sont automatiques (proposition
[11.0.12). Nous présentons notre algorithme pour le probléme des mots réduits en 111.2.5.
Nous nous intéressons ensuite aux semi-groupes correspondants aux développements en
base dans la section I11.3 ou nous démontrons le théoreme 111.0.9 annoncé (voir théo-
reme 111.3.2 et proposition 111.3.15). En n, la partie I11.4 est consacrée a des exemples, et
rappelle des travaux en lien avec les semi-groupes fortement automatiques.
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1.1 Rappels sur les automates et les langages ration-
nels

Dans cette partie, je donne des rappels sur les automates qui seront utiles dans la
suite. Les automates sont en quelques sortes des machines qui peuvent réaliser tous les
calculs en temps linéaire ne nécessitant qu'une mémoire nie. Pour plus de détails, voir
par exemple (Car08), sections 1.5.2, 1.6, et 1.7.

Dé nition 111.1.1. On appelleautomate un quintupletA :=( ;Q;T;I;F), ou

1. est un ensemble ni appelé@lphabet,
2. Q est un ensemble ni détats,
3.T Q Q est I'ensemble degransitions,
4.1 Q est'ensemble destats initiaux,
5. F Q estl'ensemble destats naux.
On dira que l'automate estdéterministesi l'ona #1 =1 et
[(p;a;9 2 T et(p;a;r) 2 T] impliqueqg=r:

Autrement dit, quand l'automateA est déterministe, T est le graphe d'une fonction par-
tielle de transition Q I Q, etil nNy a qu'un seul état initial.

On consideérera parfois des automates in nis, c'est-a-dire des automates pour lesquels
I'ensemble d'étatsQ est in ni.

Notation . On noterap * qgsi(p;a;9 2 T.

Notation . Etant donné un alphabet , on notera = ™ |'ensemble des mots nis.
Pouru?2 , on notera également := [ ,onfu"g= fug .

Représentation graphique

On représente les automates comme des graphes dont les arétes sont étiquetées par
des lettres de l'alphabet. Sur les dessins de ce chaitre, I'état initial est en gras, et les états
naux sont les ronds dessinés avec un trait double.
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[1l. Semi-groupes fortement automatiques

Figure 111.3 Automate ayant pour

états {0, 1, 2, 3, 4}, pour alphabet

{(0,0), (0,1), (1,0), (1,1)}, pour ensemble Figure 111.4 Automate ayant pour
d'états initiaux {0} et pour ensemble états {0, 1, 2, 3, 4}, pour alphabet {0,
d'états naux {0}. 1, *}, pour ensemble d'états initiaux {0}

et pour ensemble d'états naux {0}.

Figure II1.5 Automate ayant pour états {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6}, pour alphabet {(0,0),
(0,2), (1,0), (1,2)}, pour ensemble d'états initiaux {0} et pour ensemble d'états naux {0,
1, 2}.

Dé nition [11.1.2. On appellelangage reconnu par un automatéd = ( ;Q;T;I;F)
I'ensemblelL , des motsa; :::a, 2 tels qu'il existe un chemin
an

13 qp!™ qu!® it ™ gy 11 2 F

dans l'automateA, d'un état initial vers un état nal.
On dit qu'un mot u 2 estreconnupar l'automate A silonau?2 La.

Un mot a;:::a, est donc reconnu par l'automateA s'il existe un chemin dans le

Remarque 111.1.3.  Si l'automate est déterministe, un tel chemin est unique.

Exemple 111.1.4.  Voir gures III.5, 1.7, 111.8 et 1l1.9.
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Figure 111.6 Automate reconnaissant I'ensemble des nombres écrits en binaires qui sont
divisibles par 3.

Figure 1.7 Automate reconnaissant 'ensemble des mots de la forma(bag".

Figure 111.8 Automate non déterministe reconnaissant I'ensemble de mots {lapin, lai-
tue}.

Figure 111.9 Automate reconnaissant les couples(u;v) de mots avecu strictement
inférieur av dans l'ordre lexicographique.

Dans la gure 111.9, dire qu'un couple (u;v) de mots de est reconnu signi e qu'un
mot (uq; Vi) :::(Un;Vvn) 2 ( ) estreconnu, avea = U;:::U, €tV = vi:iiiv,. On
suppose que l'alphabet est muni d'une relation d'ordre totale.

Dé nition 111.1.5. On dit que deux automateA et A° sont équivalents s'ils recon-
naissent le méme langagel:p = L po.

On a la proposition suivante :

Proposition 111.1.6.  Tout automate est équivalent a un automate déterministe.
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[1l. Semi-groupes fortement automatiques

Figure 111.10 Automate déterministe équivalent a celui de la gure 111.8.

Dé nition 111.1.7. On appelleautomate minimal d'un automate A, un automate A°
déterministe, équivalent &, et ayant un nombre minimal de sommets pour ces propriétés.

Proposition I11.1.8.  L'automate minimal d'un automateA est unique. De plus si l'auto-
mate A est déterministe et complet, alors lI'automate minimal s'obtient comme le quotient
de l'automate A par une relation d'équivalence consistant a identi er des sommets entre
eux.

Exemple 111.1.9. L'automate de la gure 111.10 est minimal.

Dé nition 111.1.10. On appelletransposéed’'un automateA = ( ;Q;T;I;F) llautomate
At:=( QTSR

ou T :=f(p;a;9 2 Q Qi(a;a;p 2 Tg.
Remarque 111.1.11. Le langage reconnu par l'automate transpos&é' est la transposée
du langage reconnu par l'automate initialA.

Dé nition 111.1.12. On appelleémondéd'un automate, l'automate restreint aux som-
mets par lesquels il passe un chemin d'un état initial a un état nal. On dit qu'un automate
est émondés'il est égal a son émondé.

Autrement dit, un automate est émondé s'il n'existe pas de sommet qui ne sert a rien!

Proposition 111.1.13.  Un automate (éventuellement in ni) émondé déterministe, et de
transposée déterministe est minimal. En particulier, s'il est in ni, le langage qu'il recon-
nait n'est pas rationnel.

Démonstration. Soit L un langage sur l'alphabet . Pour tout mot w2 , on dé nit un
guotient a gauche
wlL:=fu2 jwu2lg:

Il est alors bien connu que le langagk est rationnel si et seulement si I'ensemble de
ses quotients a gauche est ni (voir prop. 1.82 dans (Car08)), et I'on peut construire un
automate minimal pour le langagd. dont les états sont les quotients a gauche (voir déf.
1.83 dans (Car08)).

Soit maintenant A un automate émondé déterministe, et de transposée déterministe,
reconnaissant un langagke. On peut associer a chaque étatde I'automate A un quotient
a gauchew L pour un mot w étiquetant un chemin de I'état initial jusqu'a I'état g. Cela
est possible puisque I'automate est émondé, et ce quotient ne dépend alors pas duwnot
choisi : on le noteralL ;. On a alors le fait suivant.
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Fait . Les quotients a gauches qui correspondent a deux états distincts de l'autordate
sont distinctes.

En e et, 'automate étant de transposée déterministe, si I'on considere un chemin d'un
état g a un état nal étiqueté par un mot w, alors il ne peut pas exister de chemin d'un
état °6 gvers un état nal étiqueté par le méme motw. Cela se traduit par la disjonction
Lq\ Le = ;. Or, chacun des deux langages est non vide, puisque l'automate est suppose
émondé, d'oulLq 6 L siq6 o sont deux états distincts de l'automateA.

Les états de l'automateA correspondent donc a des quotients a gauche toutes dis-
tinctes, et la dé nition 1.83 dans (Car08) donne un automate minimal pour le langade
qui est exactement l'automateA, d'ou le résultat. O

Remarque 111.1.14.  La réciproque est fausse : un automate minimal ni n'est pas neé-
cessairement de transposée déterministe.

Figure 111.11 Automate minimal car véri ant les conditions de la proposition 111.1.13.

Notation . Dans tout le chapitre, dénote lemot vide, c'est-a-dire le mot ayantO lettres.

Dé nition 11.1.15. On dé nit I'ensemble deslangages rationnelxomme étant la plus
petite partie Rat P () de I'ensemble des langages sur l'alphabet/éri ant :
1. ;2 Rat,
. f g2 Rat (ou estle mot vide),
. fag 2 Rat pour touta?2 ,

. Rat est stable par concaténation ;L °2 Rat implique LL °2 Rat.

2

3

4. Rat est stable par union L;L°2 Rat impliqgueL [ L°2 Rat.

5

6. Rat est stable par complémentaire. 2 Rat implique nL 2 Rat.
7

. Rat est stable par étoile L 2 Rat impliqueL 2 Rat.
On a le théoreme suivant :

Théoreme 111.1.16  (Kleene). Un langageL est rationnel si et seulement si c'est
le langage d'un automate.

Voir par exemple (Car08), théoreme 1.59, page 36.
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Dé nition 111.1.17. Etant donnés deux langagéds et K , respectivement sur
les alphabets et , on appelleproduit des deux langages, le langage ndté K sur
I'alphabet dé nit par :

L K:=f(a;b):::(a; ) 2 ( ) jasiiiapn 2L ety 2Kg:

Proposition 111.1.18.  Le produit de deux langages rationnels est un langage rationnel.
Dé nition 111.1.19. Etant donné unlangagé () , on dé nit les projetésp,(L)
et po(L) du langageL par
pi(L) = fu2 jllexistev2 tel que(u;v)2Lg;

po(L) = fv2 jllexisteu2 telque(u;v)2Lg:
Proposition 111.1.20.  Un projeté d'un langage rationnel est un langage rationnel.
Voir (Car08), Proposition 1.95.

Lemme 111.1.21 (de I'étoile). Si un langagel est rationnel, alors il existe une constante
N > O telle que pour tout motu,u,us 2 avecju,j > N , il existe trois motsv,; Vv, et vz
avecjvyj > 0 tels que I'on aitu, = vyv,ov3 et

pour tout entier n 2 N;  uyviV,"vaus 2 L:

(Ici, juj dénote la longueur du motu)

1.2 Semi-groupe automatique et fortement automa-
tique

Dans cette partie, nous allons dé nir ce que sont les structures automatique et forte-
ment automatique, et nous allons voir comment déterminer la structure fortement auto-
matique d'un sous-semi-groupe de type ni d'un groupe.

Dans toute la suite, est un sous-semi-groupe d'un group@, et est une partie
génératrice nie de . On noterae I'élément neutre du groupeG.

Remarque I11.2.1  (Laurent Bartholdi). Tous les résultats qui suivent se généralisent
aux monoides simpli ables. Mais on se place dans un cadre moins général par soucis de
clarté.

111.2.1 Semi-groupe fortement automatique

Dé nition 11.2.2. On dit que le semi-groupe estfortement automatique pour la partie
génératrice  si I'ensemble des relations

L' == f(up;va) i (un;vn) 2 ( ( [feg)jur:iiiuy,=vyi:i:vy dans g
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est un langage rationnel. On dira qu'un semi-groupe est fortement automatique s'il existe
une partie génératrice pour laquelle il est fortement automatique.

On appeleraautomate des relationsdu semi-groupe l'automate minimal reconnaissant

le langagelL"®'.

Exemple 111.2.3.  Le monoide engendré par les trois transformations

8

<0: x 7! x=3

1 x 7 x=3 + 1;
"3 x 7! x=3 + 3:

est fortement automatique : voir gure IIl.12. Voir par exemple (Ken97) ou le théo-
reme 111.3.2 pour un preuve.

Figure 111.12 Automate des relations du monoide de I'exemple 111.2.3

Remarque I11.2.4. Cette dé nition est valable pour nimporte quel semi-groupe de type
ni, et pas seulement pour les semi-groupes qui se plongent dans un groupe.
Obtention de la structure fortement automatique d'un monoide

Dans ce paragraphe, nous allons voir comment obtenir la structure fortement automa-
tigue d'un sous-monoide d'un groupe.

Remarque 111.2.5. Un semi-groupe est fortement automatique si et seulement si le mo-
noide engendré (c'est-a-dire le semi-groupe auquel on ajoute I'élément neutre) I'est.

Dé nition 111.2.6. On dé nit un automate A = ( A;Q;T;I;F) (éventuellement in ni)
de la fagon suivante :
A= ( [f eg),
2.Q= 1 G,
3.1 =feg,
4. F = feg,
5. T est dénit par : (p;(g;h);0) 2 T si et seulement sig= g *ph,

ou est un sous-monoide d'un groupe, d'élément neute2 et engendré par une partie
nie  (qui contient éventuellement I'élémeng).
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Proposition 111.2.7.  L'émondé de l'automateA est I'automate minimal A™ des rela-
tions du monoide .

On considérera cet automaté\" dans la suite, méme s'il est in ni.
Remarque 111.2.8.  On peut généraliser ce résultat aux monoides simpli ables.

Démonstration. Montrons que l'automate A reconnait bien le langagé."'.
Si (a; by) :::(an; by) est un mot reconnu par l'automate, alors par dé nition on a

a,t:iralehiiihh = e

dansG. Donconabiena;:::a, = by :::b, dans . Réciproquement, la relatiora; ::: a, =
b,:::k, dans donne un chemin

(az;b1) - (an:bn)

d a, by ! aliira i =e
dans l'automate A.

Montrons maintenant que l'automate émondé est minimal. D'aprés la proposition
[11.1.13, il sut de montrer qu'il est déterministe et de transposée déterministe. L'au-

tomate est clairement déterministe, et la transposée s'obtient en remplagant I'ensemble

des transitions par leg (o) g pour g = gph %, ce qui donne bien un automate détermi-
niste. O]

Propriétés 111.2.9.  On a les propriétés :
1. Un groupe est fortement automatique si et seulement s'il est ni.

2. Un monoide est libre (pour un systeme de générateurs donne) si et seulement si son
automate des relations est trivial (c'est-a-dire réduit a un seul état).

3. Si un monoide est fortement automatique et simpli able, et qu'il contient une
relation entre deux éléments de longueurs distinctes, alors c'est un groupe ni.

4. Il y a unicité de la partie génératrice pour laquelle un semi-groupe ne contient pas
de relation entre deux éléments de longueurs distinctes.

De ces propriétés, on déduit qu'un semi-groupe possédant une partie génératrice pour
laquelle il n'y a pas de relation entre deux €léments de longueurs distinctes est automatique
si et seulement si il I'est pour cette partie génératrice.

Preuve des propriétés.

1. Si est un groupe, alors l'automateA est déja émondé et a pour ensemble de
sommets , d'ou la propriété.

2. Si le semi-groupe n'est pas libre pour la partie génératrice , alors il existe une
relation a;:::a, = by:::hy, pour des élémenty; 2 eth 2 [f eg, avecn 1let
a; 6 b;. Le mot (a; by) :::(an; by) est reconnu par I'automate des relations, et donc
il existe une aréte deeaa; b, 8 edans l'automate des relations. Réciproquement,
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si 'automate des relations n'est pas trivial, alors il existe un chemin de vers un
état g 6 e, et de g vers e puisque l'automate est émondé. Le chemin devers e
obtenu en concaténant ces deux chemins fournit alors une relation non triviale dans
le semi-groupe (puisque les relations triviales de correspondent a des chemins
qui ne passent que par I'étae dans I'automate des relations).

3. Supposons qu'il existe une relation = v dans le semi-groupe fortement automatique
, pour deux motsu et v 2 , avecu de longueur strictement supérieure & :
juj > jvj. Considérons alors le motv, 2 ( [f eg) correspondant au couple
(u";v"). Celui-ci termine par au moinsn fois une lettre de la forme(a; € pour des
lettresa2 . Onalarelationu” = v" dans le semi-groupe , et donc le motw,, est
reconnu par l'automateA'™'. En utilisant le lemme de I'étoile (voir 111.1.21), avecu,
de la forme(ay; e) :::(ax; €), on obtient, pour un entierk assez grand (et donc pour
un entier n assez grand), une relation de la forme

uiusus = viek* = vy dans ; pour tout entier k 2 N;

avec > 0, et u, de longueur . On a doncu;u§us = ulu'§+1 uz, d'ou u, = edans le
semi-groupe , en simpli ant a droite et a gauche. De ceci, on déduit I'existence d'un
générateura 2 qui est inversible a droite dans (i.e. a;* 2 ). Posonsa’®2

tel que &° = a,* dans le semi-groupe . En considérant maintenant la relation
a"(ad"w' = b dans le semi-groupe , pour un générateurb 2  quelconque, le
lemme de I'étoile nous donne, en prenamt assez grand, I'égalité@”(a) "0+ kP = "
dans le semi-groupe, pour un entierp > 0, et pour tout entier k 2 N. On obtient
alors B® = e en simpli ant, et donc le générateurb est inversible (& gauche et a
droite). Tous les générateurs du semi-groupe étant ainsi inversibles, on en déduit
gue le semi-groupe est un groupe. Par la premiere propriété, c'est un groupe ni.

4. Supposons que l'on ait deux partie génératrices et ° du méme semi-groupe .
Alors un générateura 2  s'écrit comme produit d'éléments de ° qui eux-méme
s'écrivent chacun comme produit d'éléments de. Mais la longueur en la partie
génératrice  du dernier produit obtenu doit étre 1 puisque sinon on obtiendrait
une relation entre des éléments de longueurs distinctes. On en déduit que l'on a
a2 ©° Ainsi, on a l'inclusion O et par symétrie = ©

O

Exemple 111.2.10. Le sous-semi-group& ; est fortement automatique, tandis que le
sous-semi-group& , ne l'est pas.

Exemple 111.2.11. Le sous-semi-groupe d&L(2;Z) engendré par les trois matrices

1 2 2 1 1 0 , .
01’ 1 0 et ) 1 est fortement automatique. Cela peut se démontrer en

utilisant l'isomorphisme PSL(2;Z) ' Z=2Z Z=3Z, ou dénote le produit libre des deux
groupes cycliques. Les générateurs s'expriment sous la formabal ababaet babaou
0

a= 1 01 est d'ordre2 et b= 2 11 est d'ordre 3 dansP SL(2;Z).

95



[1l. Semi-groupes fortement automatiques

Voir la partie 111.4 pour plus d'exemples.

Remarque 111.2.12. Déterminer si une partie nie d'un groupe engendre un semi-groupe
libre (et donc déterminer si I'automate des relations correspondant est trivial) est décidable
pour les sous-semi-groupes de type ni d&L (2;Z) mais est indécidable pour les sous-semi-
groupes deSL(3;N) de type 13. C'est une question ouverte pour les sous-semi-groupes
de type ni de SL(2;Q). Voir (CN08) pour plus de détails. Ainsi, il ne peut pas exister
d'algorithme pour déterminer la structure fortement automatique des sous-semi-groupes
de type ni de SL(3;N).

Question . Le probleme de déterminer si un sous-semi-groupe de type ni&L(2;Z) "'
Z=27 Z=3Z est fortement automatique est-il décidable ?

(Ici, Zz=2Z Z=3Z est le produit libre des deux groupeZ=27Z et Z=3Z7.)

[11.2.2 Monoide rationnel

Nous faisons ici le lien entre la notion de semi-groupe fortement automatique, et celle
de monoide rationnel. Dans son article (Sak87), Sakarovitch introduit la notion de mo-
noide rationnel, que I'on peut dé nir de la fagon suivante (voir (Ber79) pour d'autres
caractérisations) :

Dé nition 111.2.13. On dit qu'un monoideM est rationnel s'il existe un ensemble ni
de générateurs, une partie. et un langage rationnelL™ ( f 0;1g) tels
que
Lred est un systéme de mots réduits. C'est-a-dire que pour tout élémentle M , il
existe un unique mot en les générateurs qui est dansL™? et qui est égal & dans
le monoideM .
Pour tout mot u2 , il existe un motw 2 L™ tel quepo(w) = u.
Pour tout mot w 2 L™, p;(w) est un mot réduit équivalent gy(w) (c'est-a-dire que
les deux mots sont égaux dans le monoide.

oupo:( f O;1g) ! etp,:( f 0;1g) ! sont les morphismes naturels tels
_ .. fuog sii6j;

Reprenons I'exemple de l'introduction :

Exemple 111.2.14. Le monoide engendré par les trois applications

8
<0: x 7! x=3
1 x 71 x=3 + 1;
"3 x 7' x=3 + 3
est rationnel, pour l'alphabet = f0; 1;3g, I'ensemble de mots réduits

L™ = fmots de  ne contenant pas le moLlO comme sous-mog = (0j3j11 3) ;
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et le langageL™ ( f 0;1g) reconnu par l'automateA = Ssuivant :

ou I'on a remplacé l'alphabet f Og par f0; 1; 3g et 'alphabet f 1g par f 0% 1% 3% pour
alléger les notations.

La notion de monoide rationnel est assez proche de celle de monoide fortement auto-
matique comme le montre les résultats suivants :

Proposition 111.2.15.  Si un monoideM est fortement automatique, alors il est rationnel.
Voici une réciproque :

Proposition 111.2.16.  Soit M un monoide engendré par une partie nie telle qu'il
n'y ait pas d'égalité dans le monoide entre deux mots ende mémes longueurs. Alors le
monoideM est rationnel si et seulement si il est fortement automatique.

Et voici un exemple qui montre que les deux notions di érent :

Exemple 111.2.17. Le monoide de présentatiorx 0;1j010 = 11 > est rationnel (voir
gure 111.13) mais n'est pas fortement automatique (par 111.2.9, puisqu'il est simpli able
et in ni).

Figure 111.13 Automate A_ = de I'exemple 111.2.17

Preuve de la proposition 111.2.15. Soit le langage rationnel

L = Lrel\ Lrede [ e Lred .
ou L™ est le langage rationnel des mots réduits correspondant aux mots minimaux dans
I'ordre lexicographique. SoitA un automate déterministe et émondé reconnaissant le
langageL. On modi e l'automate en remplagant chaque transition
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(ae) (a;0)
p! qparp! q,

ACEY (&1
p: S gparp: Q,

; ;0 N .
p!® gpar p!®? P21 g oup?est un nouvel état,

pour toutes lettres a et b dans . On vérie alors que le monoide est rationnel avec
I'ensemble de générateur, les mots réduitsL "9 et le langage. " reconnu par I'automate

gue I'on vient de construire. O

(b;1

Figure I11.14 Construction d'un automate reconnaissant le langagd. de la preuve
ci-dessus pour lI'exemple 111.2.14

Automate des relations Automate reconnaissant Automate reconnaissant
le langage | red I'intersection L

Preuve de la proposition [11.2.16. Montrons qu'un monoide rationnel qui satisfait I'hypo-
thése est fortement automatique. Soit.™ le langage de la dé nition 111.2.13, et SOitA | ra
un automate déterministe et émondé qui reconnait le langadeé® .

Lemme [11.2.18. Les cycles de l'automaté) =« sont étiquetés par des mots contenant
chacun autant de lettre de I'alphabet f Og que de l'alphabet f 1g.

Démonstration. Supposons gu'il existe un cycle dans l'automaté, ~ étiqueté par un
motu?2 ( f Ogt f 1g), avec par exemplgpo(u)j < jpi(u)j. L'automate A
étant émondé, il existe un motw 2 L™ qui parcours ce cycle. Plus précisément, on peut
L, . - . p: X u y

ecrirew = xuy, tel gqu'il existe des étatsp;qetr telsquep = 4 4 r etavecp2 | et

r 2 F. Le mot xy est alors aussi reconnu par I'automate, et on a

jpo(xuy)j | pu(xuy)j = jpo(xy)i j Po(xy)i+ jPo(uW)j J pa(u)j < jpo(xy)j J Pa(xy)j:

Cela est impossible, puisque I'hypothése que le monoide ne contient que des relations
entre des mots de méme longueur entraine que pour tout metreconnu par l'automate
AL, 0najpo(v)j j pi(v)j =0. On a donc bien montré le résultat par l'absurde. O

Il existe donc une borneM sur les di érencesjjpo(u)j j pi(u)jj sur tous les motsu
qui sont pré xes d'un mot du langageL ™.
Construisons alors un automatéd = ( A;Q;T;l;F) en posant :

A= [f eg)?
M M
Q:=Qa t Qa 'f0g t Qa, ' f 1g,
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I == 1a_,
F = FAL,
T est le plus petit ensemble tel que
si p® qdansA_, alors pour tout u 2 SM_ Lo
Lrat , i=0 ,
(p; u;0) (q;ua;0) dansA,
(p; ub;1)!™ (q;u;1) dansA,
avec la convention qudp; ; 0) = pet(q; ;1) = q
Si p™" gdansA_a, alors pour toutu2 ~M i)
(p; u; 1) (g;ua;1) dansA,
(p; ub:0) 1 (q;u;0) dansA,
avec la convention quép; ;1) = pet(q; ;0) = q.

Les "transitions" étiquetées par s'appellent des -transitions. On peut démontrer qu'un
automate avec -transition est équivalent a un automate déterministe sans-transition
(voir (Car08) pour plus de détails). Ainsi, le langagd. de l'automate A est rationnel.

b

L'automate A ci-dessus consiste a "synchroniser" l'automaté =, en stoquant en
mémoire (grace a de nouveaux états) le nombre ni de lettres qui font qu'un des deux
mots, I'un sur l'alphabet f Og et l'autre sur l'alphabet f 1g, est plus long que
l'autre. A un chemin dansA =, on fait donc correspondre un chemin dans l'automate
A étiqueté par les mémes lettres regroupées par couples (avec a gauche les lettres de
l'alphabet f Og et a droite celles de f 1g), et avec les lettres qui restent qui sont
"mémorisée” par I'état dans lequel on abouitit.

Lemme 111.2.19. OnalL = L™\ Ld  olUL estle langage de l'automatd dé ni
ci-dessus.

Démonstration. Il y a correspondance entre un chemin dans l'automat& =« et dans

l'automate A, par la construction ci-dessus. On vérie que l'on a un chemip! "
(xy)

dans l'automate A =, Si et seulement si le chemin correspondapt ! (g;z; ) dans

Xz si =0 y si =0 .

l'automate A est tel quepg(u) = . et py(u) = . . Ainsi,
quepo(u) X si =1 Pa(U) yz si =1

un mot (X;y) = (X1; Y1) :::(Xn; Yn) €st reconnu par l'automateA si et seulement si il lui
correspond un motu 2 L™ tel que x = po(u) ety = py(u).

O

La preuve de la proposition 111.2.16 est alors une conséquence du lemme suivarit]
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Figure 1I1.15 Construction d'un automate reconnaissant le langagé."™ a partir d'un
automate reconnaissant le langage = L™\ L'ed pour I'exemple 111.2.14

Automate A Automate A'® Automate A
construit ci-dessus minimisé

Lemme 111.2.20. Sile langage. = L™\ Lred est rationnel, alors le langagé. "™
I'est aussi.

Démonstration. SoitL := L L ( 2 ?) etL%= L\f (a;c;b;gja;b;c2 g.Montrons
que l'on a alorsL™ = py3(L9 ol p13 est la projection sur lesl®® et 3° coordonnées.
Par dé nition, on a

(b 2pa(l) 0 9 c2L™:(a;02L™et(b;92L"™:

On a l'implication (a;0) 2 L™ et (b;9 2 L™ ) (a;b 2 L™ par dé nition de L™, et
l'autre implication (a;b) 2 L™ )9 c2 L™;(a;0) 2 L™ et(b;9 2 L™ découle de la
dé nition de L.

[l

111.2.3 Semi-groupe automatique

La structure fortement automatique est utile pour déterminer facilement si deux mots
représentent le méme élément du semi-groupe, et nous allons voir qu'elle permet égale-
ment d'obtenir d'autres informations sur le semi-groupe puisqu'elle impliquera la structure
automatique usuelle :

Dé nition 111.2.21. On dit que le semi-groupe estautomatique s'il existe une partie
génératrice , un automateA™? appeléautomate des mots réduitset une famille d'auto-
mates(AY)y, appelésautomates de multiplication véri ants les propriétés :

1. A9 a pour alphabet ,
2. Le langagel o=¢ est un ensemble de mots réduits. C'est-a-dire que l'on a :

pour tout 2 ; il existe un uniqueu 2 L~s tel que = u dans

Autrement dit, I'application de  dans induit une bijection deL e« dans : on
peut identi er un mot réduit a un élément de .
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3. Pourtoutg2 , A9 a pour alphabet( [f eg) ( [f eg),

4. Pour tout g 2 , l'automate A9 reconnait si un mot réduit de s'obtient & partir
d'un autre par multiplication a droite par g. Plus précisément, le langagé o est
I'ensemble des motéu;vi):::(uUn;Vn) Vériant :

(UJ_,Vl)(un,Vn) 2 (LAredg LArede) [ (LAredge LAred); (”Il)
Ui:::Up = Vi:::V, dans : (1.2)
Remarque 111.2.22. Il existe des variantes de la notion de structure automatique, qui

autorise par exemple une notion de mots réduits un peu plus souple, ou encore qui reconnait
si un mot réduit de s'obtient a partir d'un autre par multiplication a droite par g d'une
facon di érente. Voir (Cai05) pour plus de détails.

Exemple 111.2.23. Les semi-groupes suivants sont automatiques :
Z : voir gure I11.16.
Le semi-groupe donné en introduction : voir gures I11.17, 111.18, 111.19 et 111.20.
Les groupes hyperboliques.

Il y a de nombreux autres exemples de groupes automatiques. Voir par exemple 2¢

Figure 111.16 Structure automatique de = Zavec = f 1;1g

Ared Al A 1

La structure automatique d'un semi-groupe permet de manipuler celui-ci grace a un
systeme de mots réduits. Cela permet par exemple d'e ectuer des calculs dans le semi-
groupe sur ordinateur. Mais voici aussi un résultat donnant des informations sur le semi-
groupe a partir de la structure automatique :

Proposition 111.2.24.  Si  est automatique, alors le nombre, d'éléments de de
longueurn véri e
G =P(M) "1+ O (e "))

ou P est un polyndme, > 0 est un réel, etl # estun réel.
Plus précisément,c, s'obtient comme la somme de coe cients de la puissance®™e
de la matrice d'adjacence du graphe de l'automated.

Démonstration. Le nombrec, cherché est le nombre de chemins de longueurde I'au-
tomate A™d, partant de I'état initial et aboutissant & un état nal. Ceci est donné par
les puissances de la matrice d'adjacence du graphe. Si l'automate est supposé émondeé,
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le théoreme de Perron-Frobenius nous donne I'existence d'une plus grande valeur propre
> 0, pour laquelle on a I'asymptotique annoncée. O

Exemple I11.2.25. Pour = Zet = f 1;1g (voir gure Ill.16), la matrice d'adja-
cence du graphe de l'automata'™d est

1
0 I
oA
1

o 8o
O R P

qui est idempotente. Le nombre, d'éléments de de longueurn est donccy, = 1 pour
n=0 etc, =2 pourn> 0 (il s'agit en e et des élémentsn et n).

Les 4 gures qui suivent donnent une structure automatique compléte de lI'exemple de
I'introduction :

Figure [11.17 o
Automate A'™Y du monoide engendré par les trois applications

8

<0: x 7! x=3

1 x 7! x=3 + 1,
"3: x 7! x=3 + 3

pour l'ordre lexicographique (ave® < 1< 3).

On voit que les mots réduits sont ici les mots ne contenant pas le sous-mot 10.

0 ) Figure 111.18 o
Automate A® du monoide engendré par les trois applications

8

<0: x 7! x=3

~1: x 71 x=8 + 1,
"3: x 7' x=3 + 3:
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Figure 111.19 o
Automate A! du monoide engendré par les trois applications

8

<0: x 7! x=3

1 x 7 x=3 + 1;
"3 x 7! x=3 + 3:

Figure 111.20 o
Automate A3 du monoide engendré par les trois applications

8

<0: x 7! x=3

1 x 7N x=3 + 1;
"3 x 7! x=3 + 3:

On voit sur la gure 111.19 que le langage deA ; est formé des couplegul; ul) pour les
mots u réduits. Sur la gure 111.20, on voit de méme que le langage d&s est formé des
couples(u3; u3) pour les motsu réduits. L'automate de la gure 111.18 est plus compliqué
puisque le motu0 n'est pas réduit quand le mot réduitu termine par un 1 : son langage
est 'ensemble des couplgsi1"0; u03") pour les mots réduitsu et les entiersn 2 N.

111.2.4 Fortement automatique impliqgue automatique

Voici un lien entre la structure fortement automatique et automatique :

Proposition 111.2.26.  Si le monoide est fortement automatique, alors il est automa-
tique.

Démonstration. Supposons que le semi-groupe soit fortement automatique : il existe
donc un automate des relation&\ "', qui reconnait un langage rationneL"™'. Par le point 1

des propriétés 111.2.9, le semi-groupe contient une relation entre des éléments de longueurs
distinctes si et seulement si c'est un groupe ni. Mais il est facile de voir qu'un groupe
ni est automatique. Ainsi, on supposera dans la suite de la preuve que les relations sont
toujours entre des éléments de méme longueur. On a donc linclusion de I'ensemble des
relations L™ dans ( )
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i) Construction de l'automate des mots reduits

Considérons alors le langage rationnel
L = L|E‘X\ Lrel.

ou L'® est le langage de l'automate de la gure 111.9, en ayant muni l'alphabet d'un
ordre total. Posons alors
Lnonred = pz(l—)'

le projecté du langagé. suivant la deuxiéme coordonnée. Par la proposition 111.1.20, c'est
un langage rationnel. AlorsL™"ed est 'ensemble des mots de qui sont non réduits
pour l'ordre lexicographique. En e et, le langagd. est I'ensemble des couples de mots
équivalents(u; v) de tels queu est strictement inférieur av pour I'ordre lexicographique.
Ainsi, un mot v est dans le langagé& "°"d si et seulement s'il existe un moti équivalent
et strictement inférieur dans l'ordre lexicographique. En posant

red .— nonred .
L™ = nL X

le langageL " est donc un ensemble de mots réduits, et il est rationnel.
Ainsi, on a bien démontré I'existence de l'automate des mots réduifs™d.

i) Construction des automates de multiplication

Le paragraphe précédent a montré que le langag&® des mots réduits est rationnel.
Pour g2 , considérons alors le langage rationnel

Lg = ( Ll’edg Lred)\ Lrel:

C'est bien un langage rationnel par la proposition [11.1.18. Pour obtenir un automate de
multiplication A¢Y, il sut de considérer un automate A9 reconnaissant le langage®.
Ceci termine la preuve de la proposition 111.2.26. O

[11.2.5 Recherche du mot réduit

Comment trouver le mot réduit correspondant a un mot donné ? La structure auto-
matique permet de faire cela :

Proposition 111.2.27.  Si le semi-groupe est automatique, alors il existe un algorithme
guadratique qui prend en entrée un mot et rend le mot réduit correspondant.

Démonstration. Voir (EC*92). O

Ceci permet en particulier de résoudre le probleme des mots (i.e. déterminer si deux
mots donnés sont équivalents) en temps quadratique :
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Corollaire 111.2.28.  Si le semi-groupe est automatique, il existe un algorithme prenant
en entrée deux mots et répondant en temps quadratique si les deux mots sont équivalents
ou non.

Lorsque le semi-groupe est fortement automatique, le probleme des mots se résoud en
temps linéaire et avec une mémoire constante puisqu'il est résolu par un automate. Mais
on peut aussi trouver le mot réduit correspondant a un mot donné rapidement :

Proposition 111.2.29.  Si le semi-groupe est fortement automatique, alors il existe un
algorithme linéaire prenant en entrée un mot et rendant le mot réduit correspondant.

Démonstration. Dé nissons le langage
L = f(ag; ) :::(an; k) 2 L™y :::k, 2 L™e g = ( Lede )\ L™

Alors le langagel est rationnel.
Soit A = ( ( [f e9);Q;T;l;F) un automate déterministe reconnaissant le langage

L. Dé nissons alors l'automateA®=( ;Q%T%I%F9 par:

Q%:= P(Q) ('ensemble des parties d€)),

10:= flg,

FO.=fP 2P (Q)jP\ F 8 ;g,

TOest dé ni par

(A;a;B) 2 TOsi et seulement si

B=fqg2 Qjllexisteb2 ( [f eg) etp2 A tels que(p;(a;b;q 2 Tg:

L'automate A est clairement déterministe, et il reconnait le langage , puisque pour
tout mot u 2 , il existe un mot réduit v 2 tel que I'on ait la relation u = v dans
le semi-groupe , ce qui donne un mot(u; ve) reconnu par l'automateA (en supposant
gue les mots réduits sont de longueur minimale).

Voici maintenant un algorithme permettant de trouver le mot réduit correspondant a
unmotu?2 . Considérons le chemin

Ag!™ ALl it oA,

dans l'automate A° étiqueté par le motu = u;:::u,. Choisissons alors un état nal
O, 2 A, de l'automate A. Par dé nition, il existe alors une lettrev, 2 ( [f eg) et un

niVn)

état ¢, 1 2 A, 1 tels que l'on ait la transition g, 1!(u ¢, dans l'automate A. Et on
peut trouver la lettre v, et I'état ¢, ; en temps constant. On peut alors continuer : on
trouve une lettrev, 1 2 ( [f eg) etun état g, » 2 A, ; tels que I'on ait la transition

g oM Y g | dans l'automateA, et ainsi de suite. On obtient nalement un chemin
@ Y gt o™ o dans I'automateA. L'état q est un état initial de 'automate
A puisque l'on agy 2 Ap 2 1%= flg. On obtient donc un motv;:::v, 2 ( [f eg) tel
que le mot(uy;Vvy):::(un;V,) est dans le langagé.. Le mot v = vy :::v, est donc dans
le IangageLgede , eton alarelationu;:::u, = vi:::v, dans le semi-groupe . Ainsi, on
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obtient le mot réduit correspondant au motu en éliminant les lettrese a la n du mot v.
Et tout ce calcul s'e ectue en temps linéaire. ]

111.3 Semi-groupes correspondant aux développements
-adique

Soit k un corps. Dans cette partie, on s'intéresse au semi-groupeengendré par les
transformations a nes
X7 x +t

poutt2 A Kk, ouA est une partie nie dek, et est un élément dek.

Remarque 111.3.1.  Si le corpsk est de caractéristiqued, alors on peut supposer que l'on
ak=C.

Ce semi-groupe correspond au développement en baseen utilisant I'ensemble de
chires A. Par exemple, I'exemple donné en introduction correspond au développement
en base 3 en utilisant 'ensemble de chi re0; 1; 3g.

Nous donnons un critere de forte automaticité pour ces semi-groupes.

[11.3.1 Forte automaticité

Cette sous-section est consacrée a la preuve du théoreme suivant qui donne la forte
automaticité de la plupart des semi-groupes de développement en base

Théoréme [11.3.2. Le semi-groupe est fortement automatique, sauf éventuellement
dans le cas ou le corp& est de caractéristique nulle, et que le hombre complexesst
algébrique, avec un conjugué de module 1.

Preuve du théoreme 111.3.2. Commencons par le cas ou est une racine de l'unité. Par
hypothése, le corpk est alors de caractéristique nie. Dans ce cas, le semi-groupeest
un groupe ni (et est donc fortement automatique par le point 1 des propriétés 111.2.9).
En e et, tous les générateurs sont d'ordre ni donc c'est un groupe, et il est ni puisque
toutes les applications de sont de la formex 7! kx+ tavecl k n oun estl'ordre
de ett dans le soud-,-espace vectoriel de dimension nie dk engendré parf [, KA.

Supposons maintenant que ne soit pas une racine de l'unité. Par les propriétés
[11.2.9, le semi-groupe est automatique si et seulement si il I'est pour la partie génératrice
considéreée ici, puisque les relations du semi-groupesont entre des éléments de méme
longueur. C'est-a-dire que si I'on a une égalité, :::a, = b, :::h, dans pour deux mots
alila, 2 etby:::b,2( [f eg) ,alorsonab :::h 2 . Ainsi, on peut considérer
l'automate des relationsA ™ (& priori in ni) sur l'alphabet donné par la proposition
[11.2.7, et on va montrer qu'il est ni (i.e. qu'il a un nombre ni d'états). On peut aussi
supposer que le semi-groupe est un monoide quitte a lui ajouter un élément neutre (ce
qui ne change pas le fait qu'il soit fortement automatique).
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Comme il n'y a pas d'égalité dans le semi-groupe entre deux mots de longueur dif-
férentes, on est ramené a ce que les états de l'automates soient tous de la fornve
X + t pourt 2 k. Ainsi, quitte a remplacer par son inverse (ce qui ne change pas le
fait qu'il soit fortement automatique), l'automate A'™ est donc I'émondé de l'automate
A=( a;Qa;Ta;la;Fa) dénit par :

1. A= ,
2. Qa =k,

3. 1o = f0g,
4. Fp = 0g,
S.

Ta  Qa A Qa estdénit par:
(p;(9;h); ) 2 Ta si et seulementsg= p +g h:

Remarque 111.3.3.  J'aurait pu considérer l'automateA qui correspond directement a ce-
lui du semi-groupe et non pas a son inverse. Cela aurait donné les transitio(is; (g; h); q) 2
Ta, g=(p g+ h)= . Mais la formule donnant les transitions de l'automaté\ pour le
semi-groupe inverse me semblait plus agréable.

Le lemme suivant fournit une critere algébrique d'appartenance a I'ensemble des som-
mets de l'automate des relation#\'' :

Lemme 111.3.4. Un élémentx 2 k est un état de l'automate des relation& ™ (c'est-
a-dire de I'émondé de l'automated) si et seulement si il existe deux polynémés; Q 2
(A A)[X]acoecients dans A A tels que l'on aitx = P( )= Q( ).

Preuve du lemme.Un élémentx 2 k est un état de l'automate des relationsA™ si et
seulement si il existe un chemin

(azibr) ) (an;bn) ! (a2;) o (a3;pd)

0 0

P .
dans I'Iglutomate A, aveca;;h;a et 2 A. On a alorsx = inzol(an i b)) et
kx+ K@ ) '=0,doux=P()= QC 1), avec

X1 _ X1 _
PX)= (@i X' et X QX H= (@ X'«
i=0 i=0
Et réciproquement, deux tels polynbmes nous donnent un chemin 8ea 0 passant par
X. O

Notons F, := Frac(Z=pZ) le corps de fractions d&Z=pZ ou p est la caracteristique du
corpsk. On a ainsiFo = Q si le corpsk est de caractéristique nulle, et sinoffr, = Z=pZ
est le corps ni ap éléments.
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ConsidéronsD le Fy( )-espace vectoriel engendré par la parti&, et soit C une base
de cet espace vectoriel. Considérons la base du@éc de C. Les formes linéairex :
D! Fp( ) vérientdonc X

cC c=idp:
c2C
Pour chaquec 2 C, considérons alors le semi-groupe. engendré par les transformations

X7 x +1; pourt2c (A):
On a alors le lemme :

Lemme [11.3.5. Le semi-groupe est fortement automatique si et seulement si les semi-
groupes ., ¢c2 C, sont tous fortement automatiques.

Démonstration. On peut voir le semi-groupe comme le produit
Y

cs
c2C
et chaque semi-groupe. est fortement automatique si et seulement s' il I'est pour la partie
génératrice naturelle, de méme que pour, d'aprés les propriétés 111.2.9. On conclut donc
avec le lemme qui suit.

O

Lemme 111.3.6. Soit une partie d'un produit de semi-groupes; 5, et soient ; et
> les projetés de sur chacun des semi-groupes du produit. Alors la partie enegendre
un semi-groupe fortement automatique (relativement a la partie) si et seulement si
chacune des parties ; engendre un semi-groupe fortement automatique (relativement a
i), pouri =1 et2.

Démonstration. On aL™ _, = Qe Lrel

< >+ = i=1 =< >+ u
Grace au lemme [11.3.5, on se raméne a ce que l'on &t F,( ). Quitte a multiplier
la partie A par un élément du corpsk (ce qui ne change pas le semi-groupe), on peut
supposer que I'on a mémé&  (Z=pZ)[ ]. Ainsi, on peut supposer que l'ensemble des
états de l'automateA est (Z=pz)[ ].
Il y a maintenant deux cas a considérer :
Si est transcendant :Dans ce cas, on &Z=pZ)[ |' (Z=pZ)[X], et on peut voir A
comme une partie d§Z=pz)[X ]. Montrons alors que le degré des états de I'automate
A (vus comme des polyndmes) est strictement majoré par

max degP:
P2A A
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Soit Q un état non nul de l'automate A de degrédegQ maxp,a A degP. Pour
toute transition (Q; (U;V);R), on a alors

degR =deg(XQ+U V)=1+degQ Jmax degP;

cardegU V) maxpoa adegP < deg(XQ). Ainsi, par récurrence, il ne peut
pas exister de chemin de I'étaQ vers I'état nal 0O, donc I'état Q n'est pas dans
l'automate émondéA ',

Si le corpsk est de caractéristique non nulle, cela prouve donc que l'ensemble des
états de l'automateA'™' est ni.

Supposons maintenant que le corps soit de caractéristique nulle. Montrons alors
que les polyndmes 2 Z[X] qui sont des états de l'automateA™ ont leur i®me
coe cient borné par X

ji sper?%(A AR

. P , ) " :
Soit (g, = ;X! un état de l'automate A ayant le i coe cient trop grand :

q> imaxPj pxiza alpjj, et soit (Q;(U;V);R) une transition de I'automate
A. Alors le (i +1) ™ coe cient du polyndme R = XQ + UV est trop grand :
X
g+ U Vi) > (- P Spg('?g(A Ajpjj) J Uier Vi)
k |
(j( i Pomax, RLIY P max, yIPal

i i+l i sper?;(A AP
De la méme facon que précédemment, il ne peut donc pas exister de chemin de I'état
Q vers l'état nal 0, donc I'état Q n'est pas dans l'automate émondA'™'.

On a montré que les polyndmeB qui sont des états de I'automateA™' ont tous leur

coe cients bornés et ont leur degré borné. On conclut donc que l'automat&™ est

ni, et donc le semi-groupe est fortement automatique.
Si  est algébrique ‘Alors dans le cas ou le corpk est de caractéristique non nulle,
l'ensemble(Z=pZ)[ ] des états deA est ni, et donc l'automate A™ est aussi ni.
Supposons donc que le corpsest de caracteristique nulle. Sans perte de généralite,
on supposera que I'on & = Q( ).

Dé nition 111.3.7. Soit P I'ensemble ( ni) des valeurs absolues du corpsk =
Q( ) qui sont telles qug j, 6 1. L'hypothése sur le nombre garantie queP
contient toutes les valeurs absolues archimédiennes. On dé nit un anndRustable
par multiplication par et par 1!, par

R = fx 2 kj Pour toute valeur absolues 62 Rjxj, 10:
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Proposition 111.3.8.  L'anneau R est un réseau dans I'espace

Y
E = ky;

v2P

dans lequel il est plongé diagonalement, ¢ est le complété du corp& pour la
valeur absoluev.

Preuve de la proposition [11.3.8. La discrétude deR dansE est une conséquence de
la formule du produit :

Proposition 111.3.9  (Formule du produit).
Pour tout x 2 knfOg, on a %
ixj, =1;
V2P ¢

ou Py est I'ensemble des valeurs absolues du cokp& équivalence pres).

Remarque 111.3.10. Dans la proposition précédente, on a choisi les valeurs abso-
lues "canoniques" dans chaque classe d'équivalence. Voir (Lan70), V.1. pour plus
de détalils.

Etant donné un point Xg 2 R, et un ensemble non vide de valeurs absolueg P
contenant les valeurs absolues archimédiennes, la formule du produit nous donne
gue le voisinage

V = fx 2 Ej Pour toute valeur absoluev 2 PnPg;jx  Xqj, 1,

et pour toute valeur absoluev 2 Pg;jx  Xoj, < 19

a pour intersectionf xog avecR, ce qui donne bien la discrétude dB dansE.
Montrons maintenant la co-compacité d&k danskE.
Pour cela, on utilise le théoréme :

Théoréme 111.3.11.
Le corpsk est discret et co-compact dans I'ensemble des adéigs

Voir (Lan70) pour I?gdé nition des adeles et une preuve du résultat.

L'espaceE®:= E v2p e Ok, €st une partie ouverte de I'ensemble des adeldg,
donc son image dans le quotienf =k est aussi ouverte. On en déduit qu'elle est
aussi fermée, puisque I'on peut écrire l'orbite dke sous I'action du groupe additif
E®comme l'union des autres “orbites. Ainsi, I'image deE°dans le quotientA,=k
est compacte, d'ou la co-compacité d&@ = k\ E°dansE°et donc dansE. ]

L'espaceE est le produit d'un nombre ni de corpsp-adiques, et de copies dB et
C.
Exemple 111.3.12. Pour =

1+p 14
5

E=C Qs Qs

, I'espaceE est
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[11.3. Semi-groupes correspondant aux développementsadique

pP—
Pour = —**, l'espaceE est

E=C Q Qs E, Ey

ou E, et E; sont respectivement des extensions de degré 2Qieet de Q-.

On va montrer que I'ensemble des états de 'automat®™ est inclu dans une partie
compacte deE, ce qui prouvera sa nitude. Soitv 2 P une des valeurs absolues.
Montrons que les étatsx de l'automate A véri ent
i < i
PS5y aaa %

Par dé nition de P, on aj j, 6 1. On a alors deux cas :
1.jj,<1
D'apres le lemme 111.3.4, il existe un polynbm® 2 (A A)[X] tel que I'on ait
x=P( ). Onaalors

TR . . .
ixiy =P, < max jaj, jj, =

i=0

Ty, 508

2.]j,>1
D'apres le lemme 111.3.4, il existe un polynbm& 2 (A A)[X] tel que I'on ait
x= 1Q( 1).On aalors

xi,= *QC Y, <

— max jaj, :

j j, 1la2A Nl
Le domaine de l'espack délimité par ces inégalités est relativement compact. Ainsi,
la discrétude de I'anneatR dans I'espaceE entraine que l'automateA™ n'a qu'un
nombre ni d'états. Donc le semi-groupe est fortement automatique.

Ceci termine la preuve du théoréme I11.3.2. ]

Remarque 111.3.13. Dans les directionsp-adiques, le fait que les valeurs absolues soient
ultra-métriques permet d'obtenir les inégalités plus précises suivantes :

1

iy max jaj, o

T
m S 1;

Xl Max 1a, st Jp 1;
pour tout état x non nul de l'automateA'™'.

Remarque 111.3.14. La condition pour le nombre algébrique d'étre sans conjugué de
modulel est nécessaire : voir exemple 111.3.23 et proposition 111.3.15. Cependant, il existe
tout de méme des nombres algébriques ayant au moins un conjugué de module 1 et pour
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lequels le semi-groupe est automatique. Par exemple, le semi-groupe engendré par les deux

applications
X 7! X
x 7 x +1

est libre (et donc fortement automatique) dés que le nombrea un conjugué de module
strictement supérieur a 2. Ainsi, par exemple, il est libre pour le nombre de Salem qui est
racine du polynébmex4 3X3® 3X? 3X +1.

111.3.2 Réciproque

Voici une réciproque au théoreme 111.3.2, qui permet de voir que la condition sur le
nombre pour que le semi-groupe soit fortement automatique est optimale.

Proposition 111.3.15.  En caractéristique nulle, si est un nombre algébrique ayant un
conjugué de moduld, alors il existe une partie nie A R telle que le semi-groupe
n'est pas fortement automatique.

Remarque 111.3.16. D'apres le lemme I11.3.4, la proposition 111.3.15 revient a dire que
si a un conjugué de module 1, alors il existe une partie ni@ R telle que I'ensemble

fx2Rjll existe P;Q2 (A A)[X]telsquex=P( )= :Q( YHg
est in ni.
Remarque 111.3.17. Dans la proposition 111.3.15, on peut méme choisid  Z[ ].

Remarque 111.3.18. Sous les hypothéses de la proposition, pour toutconjugué de
I'inverse 1= est aussi un conjugué de.

Eneet,si 2 C estde module 1, alord= est son conjugué complexe.

L'idée de la preuve de la proposition 111.3.15 est la suivante : grace au lemme [11.3.19
on se ramene a seulement montrer l'existence de chemins jusqu'a 0, plutét que dans les
deux sens. On choisit alors une partie niéA et un domaine in ni D qui soient tels que
I'on puisse trouver des transitions des points dB vers d'autres points deD plus proche
de 0, jusqu'a tomber dans une partie compacte. Il sura alors de rajouter a la partié
le bon ensemble ni de points pour obtenir des transitions de tous les points du compact
vers 0.

Preuve de la proposition 111.3.15. Soit 2 C un nombre algébrique ayant un conjugué de
module 1. Pour toute partieA nie de k = Q( ), on considerera I'automateA dé nit dans
la preuve du théoreme 111.3.2. D'apres la proposition 111.3.8, on peut plonger l'annedr
dans un espac& qui est un produit de corpsp-adiques et de copies des corpset C, de
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facon a ce que I'anneal soit un réseau dans I'espadeé. On peut alors écrire I'espac&
comme un produit de trois espaces :

E=E Eo E+;

I'espace E. est le produit des complétés du corps pour les valeurs absolueg telles
quej j, > 1,
I'espace Eq est le produit des complétés du corps pour les valeurs absolues archi-
médiennesy telles quej j, =1,
I'espace E est le produit des complétés du corgs pour les valeurs absoluesg telles
quej j, < L
On notera respectivement , Py et P, les ensembles de valeurs absolues des corps des
espaceE , Eq et E;. On notera aussik:ky la norme in nie sur Ey.

Notation . Etant donnéx = P( )2R,onnotex:= P( 1) 2R.
L'application x 7! X est un élément deGal(Q( )=Q) d'aprés la remarque 111.3.18.

Lemme 111.3.19. S'il existe un chemin dex a 0 dans l'automateA, alors il existe aussi
un chemin de0 a Xx= .

Preuve du lemme.De méme que dans la preuve du lemme 111.3.4, l'existence d'un che-
min de x a 0 est équivalente a l'existence d'un polynbm& 2 (A A)[X] tel que
x= 1Q( ). On obtient alors un chemin deD ax= = Q( ) dans l'automateA. [

On va montrer qu'il existe une partie nie A R et un domaineD de l'espaceE,
tels que pour tout point x de I'ensemble inniD\R , il existe un chemin dex a 0 dans
l'automate A.

Remarque 111.3.20. L'existence d'un tel chemin revient a démontrer que pour tout point
x 2 D\R , il existe un polyndmeQ 2 (A A)[X] tel que l'on aitx = Q( 1).
iif) Construction de la partie A

Nous allons construire la partieA en deux morceaux : la partieAr nous permettra de
rapprocher de0 les éléments de grande norme, tandis que la part permettra d'obtenir
une transition de tous les autres éléments ves

Pour R > 0, on dé nit une partie Ak R parx 2 Ar si et seulement si I'on a
Xjy <R;

pour toute valeur absoluev. On va maintenant xer un réel R assez grand de la facon
Suivante :
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Soit r le diamétre d'une maille (c'est-a-dire d'un domaine fondamental) du résed&
dansE. Dé nissons une partieK Eg E. parx 2 K si et seulement si

pour toute valeur absoluev 2 Po;  jxj, < 3r;

pour toute valeur absoluev 2 P, ; jxj, <] j,I

En choisissant le rayonR = 3r max,zp | j,, la partie Ag estr-couvrante dans l'en-
sembleK (c'est bien une partie de I'espac&, E., comme partie du corpsk, qui se
plonge diagonalement dans le produit de ses complétés). C'est-a-dire tel que I'on a :

K [ B(x;r) Eo E.:

XZAR

On dé nit maintenant une partie A° R par x 2 A°si et seulement si I'on a
pour toute valeur absoluev 2 P.; jxj, <] j,I

pour toute valeur absoluev 2 Po;  jXxj, < 3r;

maXy2ag JX], .

pour toute valeur absoluev 2P ; jxj, < 1 g
\%

La partie A nie de R que l'on considere est

A= A°[ Ag:
iv) Construction du domaine D

On considere le domain® E dé nit par x 2 D si et seulement si
jXj, <1, pour toute valeur absoluev 2 P, ;

maXy2ag JX], .

jxj, < 1 g pour toute valeur absoluev 2 P
\

v) Preuve de la non nitude de  A™

Montrons pour commencer qu'il existe une transition de tout point assez grand du
domaineD, vers un point strictement plus proche de.

Lemme 111.3.21. Pour tout point x 2 D\ k tel quekxky 3r, il existe un pointy 2 D\ k
tel que

Il existe une transition dans l'automate A dex avy,

On a l'inégalité kykg < kxko.
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Démonstration. Soit x un point de D\ k tel quekxk, 3r. Dans l'espaceEq, considérons
une boule ferméa3, de centrec sur le segmen{0; x ], de rayonr, ne contenant pad), et

qui soit incluse dans la boule de centre 0 et de ray@n. Le point de coordonnées dans
I'espaceEq et x dans l'espacee., est dans le compacK de l'espaceE, E. . La partie

Ar étant r-couvrante, on peut alors trouver un pointt 2 Ar qui est dans la bouleBg

dans l'espaceE, et a distance au plus r dex dans l'espaceE. . Alors le pointy := x t

convient car

1. Il y a bien une transition dex ay dans l'automate A puisque I'on a

t2 A A A

2. Dans I'espacé ., , on a bien pour toute valeur absolug 2 P, ;j x  tj, <r, puisque
le point x est dans la boule de centré et de rayonr.

3. Dans l'espaceE, par construction de la bouleBy, le fait que t soit dansBg nous

donne l'inégalité stricte
kx tko < kx ko = kxko:

4. Dans l'espaceéE , on a bien pour toute valeur absolue 2 P

j jV maXaZAR Jajv + HP. maXaZAR JajV .
— max ja —_—
1§ i, aZARJ bv 1)

Ixoot, g gy, ity <
[l

Lemme 111.3.22. Pour tout point x 2 D\R , il existe un chemin dex a 0 dans l'automate
A.

Démonstration. Soitx 2 D\R .

Supposons d'abord que I'on aikxky < 3r. Dans ce cas I'élémenix est dans I'ensemble
A° (puisque I'on ak x kg = kxkg < 3r). Il existe donc un élémentt 2 A° A A A
tel que x + t =0, ce qui prouve l'existence d'une transition de versO.

On est donc ramené a supposer que I'on &kky 3r. Le lemme 111.3.21 permet alors
d'obtenir une transition vers un état de normek:ky strictement inférieure. Par récurrence,
et par discrétude deR dansE, on est donc ramené au premier cas. O

Pour achever la preuve de la proposition [11.3.15, il sut de remarquer que les lemmes
[11.3.22 et 111.3.19 entrainent que les éléments de I'ensemble in ni

D\ D\R

sont des états de I'automate émondA e, O
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111.3.3 Un exemple non fortement automatique

La proposition 111.3.15 nous donne des partied nies pour lesquelles le semi-groupe
n'est pas fortement automatique. Voici un exemple de semi-groupe non fortement auto-
matique pour une partieA = f0;1g xée.

.. . 1+p 2+ P Epﬂ :
Proposition 111.3.23.  Soit le nombre de Salem = —=————"1:8832035059qui
est une racine du polyndom&* 2X3+ X2 2X +1). Alors, le monoide engendré par
les deux applications

O:x 7! x

1:x 71 x +1

n'est pas fortement automatique.

Corollaire 111.3.24.  Pour le nombre de Salem de la proposition précédente, il n'existe
aucune partieA  C nie et de cardinal au moins 2, telle que le monoide soit fortement
automatique.

Preuve du corollaire. Soit Ag A une partie deA de cardinal 2, et soit o le semi-groupe
engendré par les deux applications

X 7' x + 1t pourt2 Ag:

Alors les sommets de I'automat@\feo' sont aussi des sommets de l'automa#™'. En e et,
tout chemin de l'automate Afeo' est aussi un chemin de l'automatéd™'. Ainsi, la forte
automaticité du semi-groupe entraine celle du semi-groupeg. Or, le semi-groupe
est le méme que le semi-groupe de la proposition 111.3.23 modulo similitude (et donc
le méme d'un point de vue combinatoire). Ainsi, la proposition 111.3.23 implique que le
semi-groupe n'est pas fortement automatique. H

L'idée de la preuve de la proposition est la suivante : De méme que dans la preuve
de la proposition 111.3.15, on se ramene a montrer I'existence de chemins des points d'un
domaine in ni D vers 0. Et de la méme fagon, on commence par ramener tout point dans
une partie compacte, puis on montre qu'il existe un chemin vers 0 pour chaque point de
la partie compacte.

Ici il n'est pas possible de choisir la partiéd pour pouvoir rapprocher les points dé® en
suivant une seule transition. Ce que I'on fera est de donner, suivant I'endroit ou se trouve
le point dans la partie contractante, des suites d'arétes qui permettent de se rapprocher
de O tout en restant bien dans le domain®.

Preuve de la proposition.Le réel est strictement supérieur a 1, et posséde un conjugué
réel de module strictement inférieur a 1, ainsi que deux conjugués complexes conjugués
de module 1. L'anneau des entierZ[ ] = R de se plonge donc danR? C, eton a
trois plongements ., , et dans les complétés du corpk pour les valeurs absolues
respectivegj, , j:j, etj;j tellesquej j, > 1,j j,=1etj j < 1 Lapreuve duthéoreme
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111.3.2 nous permet de voir que les sommets de l'automate™ sont dans un domaine de
R? C délimité par les inégalités

. 1 .

X < 7/, pOUf|2f+;g:
B T

Dé nissons alors le domaindd R? C délimité par les inégalités

X 2 D si et seulement sijxj, < et jxj < .
T 1 1y g

ou 0<c < 1estune constante qui sera xée ultérieurement.

De méme que dans la preuve de la proposition 111.3.15, on souhaite démontrer le
lemme :

Lemme 111.3.25. Pour tout point x de D\ Z[ ], il existe un chemin dans l'automate
restreint au domaineD qui part de x et aboutit enO.

Remarque 111.3.26.  Ceci revient a démontrer le résultat suivant :
Pour tout x 2 D\ Z[ ]; il existeQ2f 1.0;1g[X]tel quex= 'Q( 1):

Pour cela, nous allons donner une stratégie qui permet, partant d'un point 2 D,
d'aboutir a un sommety 2 D tel quejyj, < jXj,, en suivant des transitions de I'automate
A données par une suite d'étiquettes darfs 1;0; 1g. Nous allons donner cette stratégie
de la facon suivante : étant donné un intervalle dans lequel se situe le po{nt 1)x
dans la direction dilatanteE. = R, nous donnerons trois suites d'éléments de 1;0; 1g
qui donnent des chemins vers trois états dont I'un au moins sera de module strictement
inférieur a x dans la direction correspondant aux complexes conjugués.

Pour obtenir cela, nous avons découpé l'intervalle de la direction dilatante correspon-
dant au domaineD en intervalles véri ant le lemme :

Lemme 111.3.27. Soit | un intervalle de E. = R. S'il existe trois suites (al); i n,,
(@)1 i n, €t (ad)1 i n, def 1;0;2g™N) vériant :

1. Dans l'espaceE, = C, les trois nombres complexes
g:= & ' pourj2f1;23g;

forment un triangle contenant O dans son intérieur.

2. Pour toutj 2f 1;2;3g, on a l'inclusion

nj ><IJ j nj i .
| + al D;
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alors pour tout pointx 2 D tel que ,(x) 2 | et tel quejxj, est assez grand, il existe un
a"1 ah

cheminx!™ ::1 ' ypourunj 2f1;2;3g, vers un pointy 2 D tel quejyj, < jXj,.
Démonstration. La premiére condition permet de trouver urj 2 f 1;2; 3g tel que I'on ait
l'inégalité
X+ Gy < JXig;

des quejxj, est assez grand.
En e et, il sut que dans I'espace Ey = C le point x soit en dehors du triangle formé par
les mediatrices des segmenf8; ¢J;j =1;2,3.

La deuxiéme condition assure que le point:= " (x + ¢) est dans le domaind®, et
on ajyj, = jX + Gj,. Et pour nir, la dé nition de y donne l'existence du chemin

al ajn.

xI't oy

dans l'automateA. ]

Voici cette stratégie, pourc = 0:883204 en supposant que I'on parte d'un poink 2 D
tel que jxj, > 3:883201let . (X) 0, et ou les intervalles sont dilatés d'un facteur

0.883204 :
[0.468990, 0.601232][0.601232, 0.647807] [0.647807, 0.671454]

-10-11 -1-1011 -1-10011
-10-1 -:1-11-11 -1-1010-1
-:100 -10-1-11 -10-1-11-1

[0.671454, 0.685095][0.685095, 0.708742] [0.708742, 0.718028]

-10-1-1-11 -1-10001 -1-1001-1
-1-1010-1 -1-1001-1 -10-1-1-10
-10-1-10-1 -10-1-10-1 -:10-1-1

[0.718028, 0.780048][0.780048, 0.812982] [0.812982, 0.832782]

-1-1-111 -1-1-1011 -1-1-10
-1-1-1 -1-1-101 -1-1-1010-1
-1-10-11 -1-1-11-11 -1

[0.832782, 0.850270][0.850270, 0.883204][-0.468990, 0.468990]

-1-1-1001-1 -:1-1-1-11 o"
-1-1-1000 -1-1-1-1
-1-1-101-1-1 -1-1-100

Si I'on part d'un point x 2 D tel que jxj, > 3:883201et . (x) < 0, alors on deduit
la stratégie de celle donnée ci-dessus : il sut de faire I'opposé de la suite de coups de
I'intervalle opposeé.
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Quand on arrive dans lintervalle [-0.468990, 0.468990], il sut de suivre susamment
d'arétes étiquetées pad pour retomber dans l'un des intervalles ci-dessus ou son opposé.

Il reste ensuite a donner la stratégie poujxj,

alors ni : il y en a 76. Voici une stratégie pour 38 de de ces points :

1!t -1-1-1-11

il -1-1-1 2
2 3 +1! 111 2
2 3 +3! -1 2
2. 2 +1! 1 2
22 41 01 22
22 3 1! -1 3
3 32+2 11 3
3 32+3 211 3
3 32+4 3! -10-1 3
3 221 01 3
3 22+ 211 3
3 2 21 101-1 3
3 2 11 -1 3
3 31 23
23 5244 3/ -11011 |23
23 472+ 1! 1-1-1-1 23
23 42+2 2! -1-1-101|2°3
23 32 1! 01 23

2! 1-1
3 -1-1
3 +2! 01
21 001
11 -
4 +1! -1
32+ +11! 1
3242 +11! -1-1-111
32+3 1! -1-1011-1
22 +2!1 01
22+1! -100-11
2 2+ 1! 0-1-1-11
2.2 +1! -1
4 1 111
52+3 21 1
421 1
42+ 1 -1-1-1-1-11011
32 21 11
32 I -1-10-1

3:883201 Le nombre de points est

De la méme facon que précédemment, on déduit la stratégie pour l'autre moitié des
points en considérant la suite de coups opposée de I'élémentZie] oppose.

En suivant cette stratégie, on aboutit a I'étatO en partant de n'importe quel point du
domaineD. Il sut donc de véri er chacun des cas ci-dessus pour obtenir une preuve de
I'exemple. Tout ceci a été véri é par ordinateur.

Exemple 111.3.28.

le chemi

puisque(

n

1)

x= 2

2

L'opposé de I'élément
3:75< 3:88320), et on a successivement (en restant parmi c&8 points ou leur opposeé) :

2+3

21 °

-1 3

31 -100

2 2

2((2

101-1

3

3) 1)=

22|01

En suivant la stratégie ci-dessus, en partant de=

3)' 0:48262 [0:4689900:601232]et | 2
2 est alors dans la liste de38 points (puisque

[]

2 3, on obtient

2+3 2:

3j, " 3:935> 3:883201

s+2 2 411ttt
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[1l. Semi-groupes fortement automatiques

Figure 111.21 Portion de l'automate inni  A™ des relations du semi-groupe de la
proposition 111.3.23

Pour alléger les notations, sur la gure, on a remplacé les coupléd 1) par O, les
couples(1;0) par 1 et les paires de couplef; 0) et (1;1) par

Remarque 111.3.29. La preuve ci-dessus revient a démontrer le résultat suivant :

Les restes dans la division euclidienne d'un polynéonie 2 f 1;0;1g[X] par le po-
lynbme = X% 2X3+ X? 2X +1 sont exactement les polyndmed 2 Z3[X] tels
que

iQ( )i < et QU= )j< ;=

ou > 1 estla plus grande racine réelle de.
La remarque suivante est due a Laurent Bartholdi.

Remarque 111.3.30. On peut montrer que le semi-groupe de I'exemple 111.3.23 n'est pas
de présentation ni puisqu'il contient les relations10*'1 = 011(1001} 110 qui ne se
déduisent pas de relations plus courtes.

Question . Le semi-groupe de I'exemple 111.3.23 est-il automatique ? A t'il un ensemble
de mots réduits qui soit un langage rationnel ? Je conjecture une réponse négative a ces
questions.
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111.3.4 Un exemple de semi-groupe fortement automatique et
de présentation in nie

Voici un exemple explicite de semi-groupe fortement automatique dont nous montrons
gu'il n'est pas de présentation nie.

Proposition 111.3.31.  Soit ' 1:7924023578a racine réelle du polyndmex®> X4
X3 X2+ X 1. Alors, le monoide engendré par les deux applications

O:x 7! Xx
1:x 71 x +1

n'est pas de présentation nie.

Démonstration. Le nombre n'a pas de conjugué de moduld. D'apres le théoreme
[11.3.2, le semi-groupe est donc fortement automatique. Et de la preuve de ce théoreme,
on déduit que l'automate des relations du semi-groupe est celui de la gure suivante.

Figure 111.22 Automate A'™ des relations du monoide de la proposition 111.3.31

Pour alléger les notations, sur la gure, on a remplacé les coupléd 1) par O, les
couples(1;0) par 1 et les paires de couplef®;0) et (1;1) par

Lemme 111.3.32. On a les relations
0111(0000001101 = 1000(00110000)L0
pour tout entier n.
Démonstration. Cela se lit sur I'automate des relations ci-dessus. O

La proposition 111.3.31 se déduit alors du lemme suivant. O
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Lemme 111.3.33. Les relations données par le lemme précédent sont minimales (c'est-a-
dire qu'elles ne se déduisent pas de relations plus courtes).

Démonstration. On peut I'ge sur l'automate que pour toute relation minimaleu = v, le
< 0111
mot u a un pré xe parmi 1000 1 (ou les étoiles représentent chacune n'importe
10001

0 N
101" Le mot u ne peut donc pas étre

un sous-mot strict du mot0111(00000011DL O

guelle lettre parmi O et 1) et a un su xe parmi

111.4 Exemples

Cette section est consacrée a divers exemples qui rentrent dans la cadre du critere de
forte automaticité des semi-groupes de développement en basghéoreme 111.0.9). Nous
relions nos travaux a des travaux déja existants, et donnons des automates des relations et
des valeurs exactes d'exposants critiques que nous avons pu calculer grace a notre preuve
é ective du théoreme 111.3.2.

Pour un semi-groupe de développement en base engendré par une partie nieG,
on appelleravitesse exponentielle de croissanckl semi-groupe le réel

. 1
= limsup = log(# G");
ni1 n

ou G" est I'ensemble des éléments dede longueurn en les générateurss.

Remarque 111.4.1.  Pour un nombre 2 C, si 'ensemble des générateuis d'un semi-
groupe sont de la formex 7! x + t pourt 2 C, alors I'exposant critique est relié a
la vitesse exponentielle de croissance par

_ log() .
jlog()j’

[11.4.1 Le cas ou est un nombre de Pisot

On appelle nombre de Pisotun réel algébrigue > 1 qui a tous ses conjugués de
modules strictement inférieurs a 1. Dans son article (Lal97), Lalley s'intéresse aux semi-
groupes engendrés par les transformations a nes

X7 X +1t

poutt2 A Z[ ],oul= estun nombre de Pisot e est une partie nie deZ[ ]. D'apres
le théoreme 111.3.2, le semi-groupe est fortement automatique. En particulier, il existe un
automate des mots réduits pour l'ordre lexicographique, par la proposition 111.2.26. Lalley
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donne une construction de l'automate des mots réduits (mais sans parler d'automates),
mais la construction que je propose dans cette these est di érente. Il obtient ainsi la

vitesse de croissance du semi-groupe, qu'il arrive a relier a la dimension de Hausdor de
I'ensemble limite.

111.4.2 L'exemple de Kenyon

R. Kenyon étudie en détails dans son article (Ken97) le semi-groupe engendré par les
trois transformations

< O:x 7! x=3
b:x 7! x=3 +t
1:x 7! x=3 +1

ou0<t< 1estunréel.

D'apres le théoreme 111.3.2, ce semi-groupe est fortement automatique pour tout réel
t. La proposition suivante permet de savoir si le semi-groupeest libre ou non (et donc
de savoir si 'automate des relation®\"™' est trivial ou non).

Proposition I11.4.2  (Kenyon). Le semi-groupe est libre si et seulement si le ré¢ln'est
pas un rationnel de la form&g avecp+ g6 0 mod 3 pour p~ g=1.

Dans son article, Kenyon propose une construction d'automates qui est un cas par-
ticulier de la construction que je propose dans ce chapitre. Il s'intéresse a la dimension
de Hausdor de I'ensemble limite du semi-groupe. Il montre que celle-ci est reliée a
la vitesse exponentielle de croissance du semi-groupe (que I'on peut calculer avec I'auto-
mate des mots réduits) quand le parametre de translatioh est rationnel. C'est encore
une conjecture (connue sous le nom de conjecture de Furstenberg) que I'ensemble limite
est de dimension de Hausdor 1 quand le paramétre de translatidrest irrationnel. Voir
(Ken97).

Voici quelques exemples d'automates des relations que I'on obtient pour le monoide
engendré par les 3 transformations

8

<0: x 7! x=3
~a: x 7' x=3 + a;

“b: x 7' x=3 + b

(Ce qui revient a considérer le semi-groupe de Kenyon avee a=bet avec un élément
neutre.) Cela permet de voir a quoi ressemble les premiers exemples d'automates corres-

pondant au semi-groupe de Kenyon.
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[1l. Semi-groupes fortement automatiques

a=1 et b=5 a=1 et b=4 a=1 et b=6

a=2 et b=5 a=1 et b=7

a=1letb=3 a=2etb=7 a=3 et b=7

Et voici les automates minimaux des mots non réduits pour les méme exemples (sauf pour
a=b= 1=5 et a=b= 2=7 puisque les semi-groupes correspondant sont libres) :

124



[11.4. Exemples

a=1 et b=3 a=1 et b=4
a=1 et b=6 a=1 et b=7
a=2 et b=5 a=3 et b=7

On en déduit facilement les automates des mots réduits et les vitesses de croissance
de ces semi-groupes.

Voici la vitesse exponentielle de croissancedu semi-groupe de Kenyon pour quelques
valeurs du parameétre de translatiort. On note  le polyndme minimal de .
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t
1/3 | 2.6180 x? 3x+1
1/4 | 2.6180 x2 3x+1
2/5 | 2.8019 x3 4x?+3x+1
1/6 | 2.7321 X2 2x 2
1/7 | 2.7383 x> 3x*+ x?+3x 1
3/7 | 2.8794 x3 3x?+1
3/8 | 2.8136 x3 2x? 3x+2
1/9 | 2.6180 X2 3x+1
2/9 | 2.7233 x8 3+ x3+3x%2 1
4/9 | 2.8794 x3 3x2+1
1/10 | 2.6180 x2 3x+1
3/10 | 2.7699 x8 2x5 4x*+ x3+9x°+6x+3
2/11 | 2.7421 x> Ax4+3x3+ x2+x 1
3/11 | 2.8073 x% 4x®+ x"+7x% 9x® x?+3x 1
5/11 | 2.9242| x1* 5Bx10+6x% 7x8+32x7 3%+ 15x> 49*+
20k 13x?+3x 1

J'ai donné ici tous les rationnelsa=bdans l'intervalle ]0; 1=2[ ayant un dénominateur
inférieur ou égal a 11, ave@a+ b6 0 mod 3 On en déduit facilement les valeurs des
vitesses exponentielles de croissance pour tous les rationrastbayant un dénominateur
inférieur ou égal a 11. On constate que ces vitesses de croissance sont di ciles a prévoir.
Il existe cependant des suites de valeurs @=bpour lesquelles on connait la vitesse de
croissance, comme par exemple |1&s3" et 1=3" + 1).

111.4.3 Développement -adique avec ensemble de chires f0;1g

Considérons le monoide engendré par les deux transformations a nes

O:x 7' x;
1:x 7' x +1;

ou > lestunréel. Si esttranscendant, le semi-groupe est libre, et donc sa structure
automatique est triviale. Supposons que est algébrique.

Dé nition 111.4.3. On appelleproduit de Mahler (ou mesure de Mahler) d'un nombre
algébrique le produit v
m = i
v place deQ( )
jiv>1
ou I'on considere les valeurs absolues usuelles du corps de nomB(es.

Autrement dit, le produit de Mahler est le produit des modules des conjugués stricte-
ments supérieurs &l et du coe cient dominant du polynéme minimal de
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On sait que le semi-groupe est libre quand le nombre algébriquea un conjugué de
module supérieur ou égal a 2 (puisque le semi-groupe avec 2 est de Schottky). Voici
une réciproque :

Proposition 111.4.4.  Si le produit de Mahlerm de est strictement inférieur a 2, alors
le semi-groupe n'est pas libre.

Démonstration. Toutes les valeurs absolues ultramétriques desont inférieure ou égales

a 1, puisque sinon le produit de Mahler serait trop grand. Le réel est donc un entier
algébrique. On peut donc plonger I'annead| ] dansRY, de tel fagon qu'il y soit un réseau,
ou d est le degré du nombre algébrique. Si I'on considére le2"*! polyndmes en de
degrén et a coe cients dans f 0; 1g, on remarque qu'ils sont inclus dans un domaine de
RY qui est de volume majoré paP (n)m", pour un certain polyndmeP. Comme l'anneau
des entiers est un réseau R, ceci nous donne que le nombre d'éléments du semi-groupe
de longueurn est majoré parcP(n)m", pour une constantec > 0, ce qui est strictement
inférieur a 2"*! pour n assez grand. D'ou I'existence d'une relation non triviale dans le
semi-groupe. H

La preuve ci-dessus montre que, sous les hypothéses de la proposition, I'exposant de
croissance du semi-groupe est majoré par le produit de Mahler. Dans tous les exemples
véri ant les hypothéses de la proposition que j'ai pu voir, I'exposant de croissance du

semi-groupe est méme égal au produit de Mahler (i.e. = 'Tg&“))).

Remarque 111.4.5. Dans le cas particulier ou le réel est strictement inférieur a 2,
I'étude du semi-groupe est liée a celle du systeme dynamique

T: R=Z | R=z
x 7! X mod 1

Voici quelques exemples d'automates des relations pour le monoide engendré par les
applications
0:x 7! x;
1:x 7! x +1;

ou I'étiquette 0 signi e (0;1), I'étiquette 1 signi e (1;0) et I'étiquette  signi e que I'on a
deux arétes étiquetées respectivement péd; 0) et (1;1).
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=x* x3 x%?+x 1

Les trois premiers exemples d'automates des relations sont pour des nombres de Pisot,
tandis que ce dernier exemple est pour un nombre qui n'est pas de Pisot. On peut voir
gue ces automates peuvent étre tres simples, mais aussi trés compligués méme pour un
des plus simples exemples de nhombre de Pisot.

[11.4.4 Un cas ou est un nombre transcendant

Considérons le monoide engendré par les 3 transformations

< O:x 7' x;
p:x 7' x +P();
g:x 7' x + Q();

ou est un nombre transcendant, eP et Q sont deux polyndmes a coe cients entiers.
Remarque 111.4.6. On peut supposer que l'on degP < degQ et pgcd(P; Q) =1.

En e et, sil'on a degQ < degP, alors il sut d'échanger P et Q, et sidegP =degQ,
alors le monoide engendré par les transformations

EOZX 7" X
p:x 7' x +(Q P)();
g:x 7' x +Q();

est le méme. Si maintenant on alegP = degQ =deg(Q P), alors le semi-groupe est
libre, puisque I'on ne peut avoir d'égalité non triviale

avec ; 2 f0O;P;Qg f O;P;Qg = fO,P;Q; P; Q;P Q;Q Pg. On peut toujours
supposer que les polyndbmeR et Q sont premiers entre eux quitte a tout diviser par le
pgcd.

D'apres la proposition 111.4.2 de Kenyon, le semi-groupe est libre des que 'oPé3) +
Q(3) 0 mod 3 Et d'apres la preuve du théoréme I11.3.2, déterminer si le semi-groupe
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est libre est toujours décidable, puisque la structure fortement automatique du semi-
groupe est calculable. La remarque 111.4.8 donne un critére pour déterminer si le semi-
groupe est libre. Mais existe-t'il un critere simple pour déterminer si le semi-groupe est
libre a partir des polyndmesP et Q ?

Voici quelques exemples d'automates des relations pour ce semi-groupe

P=1 et Q=X P=1 et Q=X+1

P=1etQ= X2
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P=1etQ=X2+1

P=XetQ=X2+1

P=XetQ=X2 X+1

Et voici les automates des mots réduits pour les mémes exemples :

P=1etQ=X P=1letQ=X+1
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P=1etQ= X2 P=1letQ=X2+1

P=XetQ=X2+1

P=XetQ=X2 X+1

Voici les vitesses exponentielles de croissancgour quelques exemples, ou est le
polynéme minimal de

132



[11.4. Exemples

P=Q
1=X 2.6180 x> 3x+1
1=(X +1) 2.6180 X2 3x+1
1=(X2 X) 2.8794 X3 32+1
1=(X2 X +1) 2.7971 xt 23 %% x+1
1=X?2 2.6180 x> 3x+1
1=(X 2+ 1) 2.6180 x2 3x+1
1=(X 2+ X) 2.8794 x3 3x2+1
1=5(X2+ X +1) 2.7693 x3 3x?+x 1
(X 1)=X2 2.7971 xt 23 2% x+1
(X  1=(X2+X 1)|2.8794 X3 3x2+1
1=(X3 X2 X) |2.9615 x* 3x3+1
1=(X3 X2 2.8584 X7 +3x3+x2 1
1=(X3 X2+1) 2.8396| x19 3x%+3x8+ x>+4x*t 33 3I?+1
1=(X3 X2+ X) |2.8444] xB K12 2xM+7x0 2%+ 7x8
16x6+6x°> 6x3+8x2+x 2

On remarque qu'a nouveau ces vitesses exponentielles de croissance sont di ciles a
prévoir, mais qu'il y a tout de méme des valeurs particuliéres pour lesquelles on les connait
(par exemple lesl=X").

Remarque I11.4.7. La vitesse exponentielle de croissance du semi-groupe pourans-
cendant majore celle du semi-groupe pour algébrique. Pour I'exemple de l'introduction
(qui correspond aux polyndmeB =1 et Q = X), le caractére algébrique dé=3 n'a aucun
role : le semi-groupe est le méme (d'un point de vue combinatoire) en prenantrans-
cendant plutét que = 1=3. Cependant, les semi-groupes di érent quand on prend par
exempleP = X etQ= X? X +1 suivant que =1=3 ou que est transcendant.

Remarque 111.4.8. Le semi-groupe n'est pas libre si et seulement si 'onR=Q = A=B
pour deux polyndme#\;B 2f 1;0;1g[X] etavecA B 2f 1;0;1g[X]. C'est pourquoi
tous les exemples considérés ci-dessus sont de cette forme.
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Chapitre IV

Construction de fractions continues
periodiqgues uniformément bornees

Dans ce chapitre, nous nous intéressons aux fractions continues bornées. Ces derniéres
sont reliées a certains semi-groupes de matrices par I'équivalence :

w 01 01 01 _ p
w1 a; 1 a 1 a q
w q e e .
° __[a11a21---1ak]1

o

qui fait correspondre a tout rationnel une matrice desL ,(2).

On a aussi une correspondance entre ces mémes matrices et les fractions continues
périodiques :

0 01 0

est vecteur propre de s 1

1
=1 1 a =M

2

X =[ara T ad

Ainsi I'étude des conjectures suivantes se raméne a celle de certains sous-semi-groupes
de type ni de GL(2).

Voici une conjecture de Zaremba sur les rationnels dont le développement en fraction
continue est borné.

Conjecture IV.0.9 (Zaremba). Il existe une constantem telle que pour tout dénomina-
teur g 1, il existe un numérateurp premier a g tel que I'on ait

g=[ao;a1;az::::]

ou les entiersa; sont entre0 et m.
Et voici un équivalent pour les fractions continues périodiques.

Cqanjecture IV.0.10 (McMullen). Il existe un réelm tel que tout corps quadratique réel

Q[ ] contient une in nité de fractions continues périodiques uniformément bornées par
m.
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McMullen propose méme la conjecture plus forte suivante.

. : P L . ,
Conjecture 1V.0.11  (McMullen). Tout corps quadratique réelQ[ ] contient une in -
nité de fractions continues périodiques ne comportant que les entidret 2.

Nous obtenons deux moyens de construire des fractions continues périodiques bornées
dans les corps quadratiques. Le premier permet d'obtenir des suites de fractions continues
périodiques uniformément bornées dans un cops quadratique réel donné, a partir d'une
fraction continue périodique particuliére. Plus précisément, on a le résultat suivant.

Théoréme 1V.0.12. Si la fraction continue périodique quasi-palindromique

[ag,ag; agr s g &

P - L . , "
est dansQ[ |, alors il existe deux upbats d'entiers strictement positifs
(br; by h) et (ci; ¢ i q) tels queQ[ ] contienne la suite non constante de fractions
continues périodiques

[bu; ;s b (B0 @; @g; i @gs @)™ €1 Cp; i G (8 @5 1l @) @y ; 8g) "]

En outre, si m est un majorant des entiersa;, alors on peut demander a ce quam + 1
soit un majorant des entiersh et ¢.

Le deuxieme moyen que nous proposons, pour construire des fractions continues pé-
riodiques dans un corps quadratique donnég, consiste a considérer le développement en
fraction continue d'un rationnel, et fournit une fraction continue périodique dont les co-

e cients sont tres proches de ceux du rationnel, et dans un corps quadratique qui ne
dépend que du dénominateur du rationnel. Plus précisément, on a le théoréme suivant.

Théoréme 1V.0.13. Soienta, b, c et des entiers strictement positifs tels que
b et ¢ sont solution de I'équation de Pell-Fermat ¢ b?= 1,
a et c sont premiers entre eux e C.

Alors on a l'une des égalités

c a+ bp_
———=[LLa Laasii;an nanLlan Lan a2 8 al
ou
p_
c a+b
—  =[LLa lLagag::i;an nan LLLaya, ;a0 2500 a &)
ou [0;a;ap;:::;an 1;a,] est le développement en fraction continue du rationn@l

Si I'on a des entiers nuls dans la fraction continue donnée par ce théoreme (c'est le cas
sia; =1 oua, =1), il sutde remplacer chaque triplet x; 0;y par X+ y pour obtenir une
vraie fraction continue. Ces deux théorémes nous permettent de petites avancées dans la
résolution des conjectures de Zaremba et de McMullen, puisqu'ils permettent d'obtenir
les résultats :
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Théoréme 1V.0.14. |l existe une innité de corps quadratiques réels dans lesquels il
existe une in nité de fraction continues périodiques bornées par

Théoréme 1V.0.15. La conjecture 1V.0.9 de Zaremba implique la conjecture IV.0.10 de
McMullen.

Voici le plan de ce chapitre :

Nous commencons dans la section V.1 par donner quelques propriétés des matrices po-
sitives, qui sont les matrices d&L ,(Z) qui correspondent & des fractions continues pério-
diques. Nous donnons ensuite dans la section V.2 une preuve rapide du théoréme 1V.0.12
qui permet de construire des suites de fractions continues continues périodiques dans un
corps quadratique donné, a partir d'une fraction continue périodique d'une forme particu-
liere. Nous montrons dans la section IV.3 que les suites de fractions continues de la forme
[br; ;i b (ag; ag; iii; &)"] qui restent dans un corps quadratique donné, sont nécessaire-
ment triviales. Nous expliquons ensuite dans la section V.4 pourquoi il y a beaucoup
de fraction continues de la formdBAC'%] dans un corps quadratique donné, od, B et
C sont des motifs, et'A est le motif A en ordre inverse. La section V.5 s'intéresse aux
suites de fractions continues périodiques de la forfi@A"C'A"]. Nous y redémontrons le
théoreme [V.0.12. La section 1V.6 explicite les suites de fractions continues périodiques
données par le théoreme 1V.0.12 et donne des exemples. Nous démontrons en particulier le
théoreme 1V.0.14. En n, dans la section IV.7, nous nous intéressons a la conjecture de Za-
remba. Nous commencons par montrer que la conjecture est fausse si I'on se restreint a des
ensembles de quotients partiels qui donnent des semi-groupes de matrices trop petit. Nous
démontrons ensuite le théoreme 1V.0.13 permettant de construire des fractions continues
périodiques dans un corps quadratigue donné, a partir des développement en fractions
continues de rationnels de dénominateur xé. Nous montrons aussi le théoréme 1V.0.15
qui ramene la conjecture 1V.0.10 de McMullen & celle IV.0.9 de Zaremba.

Mais commencons par introduire quelques notations que I'on utilisera dans tout le
chapitre.

Notations

Tout réel x peut se développer en fraction continue
1
X =[ag;a;as; ] = ap +
a +

1
az+ —

avec des quotients partielsy 2 Z eta;, 1sii 2. Sile développement est périodique
(c'est-a-dire s'il existe un entierp tel que pour tout i, on ait a = &),

on noterax = [a;; ay; T dp).

Dé nition 1V.0.16. On appelleraquasi-palindromiqueune fraction continue de la forme

137



IV. Construction de fractions continues périodiques uniformément bornées

Dans cette dé nition, la partie symétriqueay; a,; ::;; ax; 8, peut ou non avoir un terme
médian. Dans la suite, la notation(ap; a;; ao; :::; ax 1;a)" signi e que le motif
dp, ag; Ap; 1 Ak 1,8

est répéten fois.

V.1 Matrices positives

Dans cette section, on s'intéresse au semi-groupedes matrices positives, qui est
I'ensemble des matrices d&L,(Z) qui correspondent a un développement en fraction
continue périodique. On démontre des propriétés qui serviront par la suite.

Dé nition 1V.1.1. Soit M une matrice deM,(R). On appellediscriminant de M le
discriminant du polynéme caractéristique dél . Autrement dit, c'est le réel

discrM) :=(d a)’+4bc=Tr(M)?> 4Det(M);

ab
our M =
P c d
Propriétés IV.1.2.  Soit M une matrice deGL,(Z):
1. Les valeurs propres d&1 sont dans le corpeQ[p discr(M)].
A TN : P
2. Les vecteurs propre d& peuvent étre choisis a coe cients dans le corpQ[ discr(M)].

3. Pour toutn 1, discr(M) divise discr(M") et % est un carré parfait.
Démonstrati%n. 1. Les valeurs propres sont les racines du polynéme caractéristique, donc
sont dansQ[ discr(M)].

. .. 1 . "
2 . Si I'on choisis un vecteur propre de la forme . alors x est racine du polynéme

bx?*+(a d)x ¢=0,pourM = . Or ce polyndme a pour discriminantliscr(M ),

d
et doncx est dansQ[p discr(M)].
3.Si et sontles deux valeurs propres del, alorsdiscr(M™)=( " ™2, On a donc

discr(M") _, n n X1

discr(M) = )2:(i:0 O

. P Co R R . . "
Or, I'expression inzol ' n 1 1estun polyndbme a coe cients entiers, symétrique en et
. C'est donc aussi un po|yn6me a coe cients entiers en la trace et le déterminant tié.
Donc le nombre complexe [ ;' ' ™ ' ! est en fait un entier. O
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IV.1. Matrices positives

IV.1.1 Notations
On appelle corps d'une matriceM 2 GL,(Z) le corpsQ[p discr(M)].

On note T; la matrice 1 Il oui est un entier, et on NOteT (4,.a,::::a,) 1€ Produit
Ta, Ta, i Ta, pour un n-uplet d'entiers (a;; a,; :::; a,). Cette notation est justi ée par
la remarque IV.1.4.

On note I'ensemble des produits des matriceg pouri 1 ( estdonc le monoide
engendré par les matriceg;, et il contient I,), et |, I'ensemble des produits de
matricesT; pour 1 i n. On dit qu'une matrice estpositive si c'est un élément
du semi-groupe nfl,g. En particulier, une matrice positive a tous ses coe cients
positifs ou nuls.

Etant donnée une matriceP 2 M,(R), on noteP?Y l'unique matrice véri ant P+ PY =

. ab d b
Tr(P)l,. SiP = , on a doncPY =
(P)I2 c d ¢ a
peut écrirePY = Det(P)P 1.

Les relationsPYQY = (QP)Y et PPY = Det( P)l, permettent d'obtenir I'égalité bien
utile :

. Et si P est inversible, on

Det(P + Q) = Det(P) + Det( Q) + Tr( P Q") (IV.1)
On appelle longueur d'une fraction continue périodique la plus petite période.

Proposition IV.1.3  (Critere de positivité). Soit M = 2 S 2 GL,(2).
Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. M 2 nfl,g (i.e. M est positive)
2.0 a b deta ¢ d

3. Il existe un réel quadratiquexyy > 1, dont le conjuguéxy, est dans] 1;0], tel que
1

« et — soient des vecteurs propres del, et les entiersb et d sont
M M

strictement positifs.
4. jb ¢ <d aetles entiersa;b;cet d sont positifs ou nuls.

Démonstration. 1) 2 Récurrence facile.

2) 1 Supposons queM vérie ces inégalités. Démontrons quéVl est positive par
récurrence sur ses coe cients.

Sia=0, alorsbc= Det(M)= 1 doncb=c=1etM = 2 j = Tg.
Sia=1, alorsM est de la forme

_ 1 b _ _ 1.

M = c borl T.T, quand Det(M ) = 1;

m= L b =T, 1TiT, ;1 quandDet(M) = 1
= o pc 1 letlil 14 = :
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IV. Construction de fractions continues périodiques uniformément bornées

$ % $ %
Sia 2 alorsona - = < (cela découle de l'égalittad bc= 1). Et en
$ % $ %
d : 1 b ga L :
posantq= - = - ,la matrice MT," = véri e encore le point 2 de
a c d qc

la proposition : l'ineégalittb ga d qcrésulte deDet(M T, Y= 1letde2 a ¢
et les autres inégalites sont claires. De plus, la matri¢é T, 1 est strictement plus petite
gue M, coe cients a coe cients.

2) 4 Clair.

3, 4 Les réels quadratiquesy et Xy sont les racines du polyndm&(X) = bX? +
(a d)X c Sibest positif, on a donc,

8
< Q<0 . .

w>1 o o nsoqg P d<d a (IV.2)

1< Xy <0 : 0(0) < 0 c>0

Et I'égalité bc= 0 est impossible sjp ¢ <d a, puisque si elle avait lieu, alors I'égalité
ad bc= 1etla positivité de a et ded entraineraient quea= d=1.

4) 30nab>0etc> 0, parce quebcest non nul. On peut donc utiliser I'équivalence
(IV.2) ci-dessus pour obtenirxy, > 1et 1< Xy < 0. On a ensuitejb ¢ <d aqui
entrained > 0.

3) 4 L'équivalence (IV.2) ci-dessus nous donng ¢ <d aetc > 0. L'égalité
ad bc= 1etlinégalité bc >0 donnent alors quead 0, doua O.

4) 2 Silon avait c <a, onauraitcd <ad= bc 1;,donccd bcpuisd b Mais
la diérenced a<b cdesinégalités contredirai alors I'nypothesgp ¢j<d a. Les
autres inégalitétsa b, c detb ds'obtiennent de la méme facon. ]

Remarque IV.1.4. Le réelxy de la proposition ci-dessus qui correspond a une matrice

M = T(al;az:as """ ap) — TalTazTag:::Tap;

a pour développement en fraction continue

Xm = [ar a3 &)
La correspondance est bijective si I'entiep est la longueur.

Dé nition 1V.1.5. Une suite (A,) de matrices est non triviale si I'ensemble des réels
Xa, €estinni(ce qui signi e simplement que la suite de matrices correspond a une in nité
de fractions continues périodiques).

Remarque 1IV.1.6. Il y a unicité de I'écriture d'une matrice de comme produit de
matrices T;. En particulier, une matrice de est symétrique si et seulement si son écriture
comme produit de matricesT; est symeétrique.

Les matrices positives sont toujours diagonalisables et ont des valeurs propres réelles
distinctes.
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IV.1. Matrices positives

Pour démontrer l'unicité de la décompositiorM = T;, T;,:::T;, d'une matrice positive
ab . . , 0 1 .
M = c d il sut de remarquer que la derniére matriceT;, = 1 s'obtient par
n
la formule
in = min( b d );
n a 1] C )
avec la convention f—)’ = 1 . Voir la preuve de la proposition 1V.1.3 pour plus de détails.

On dispose également d'un critére de positivité pour les matrices de rang 1 :

" . ab . -
Proposition IV.1.7. SoitH = c d 2 M,(Z) une matrice de rang 1 véri ant les
inégalités0O a b deta c¢ d. Alors il existe deux matricesP et Q dans et un

. 00 : .
entiere 1ltels queH = P 0 e Q. De plus, e est unique, etP et Q sont uniques
modulo les relations

00 00
XT,T Y = XT Y
"o e "0 e
00 00
X 0 T, T,Y = X 0 Tha Y

pour X;Y 2

Démonstration. On a nécessairement = pgcd(a; b; c;d, d'ou son unicité. On peut sup-
posere = 1 quitte a diviser H par e CommeH est non inversible, il existe des entiers

iy X :
positifs ou nulsx, y, z et t tels queH = y z t etavecx ety premiers entre

eux, etz et t premiers entre eux.

, ) . u X R
La matrice P est nécessairement de la fornme = vy pour étre dansGL ,(Z),

puisque les coe cientsx et y doivent étre premiers entre eux. Déterminons toutes les
valeurs possibles des entiers et v pour que la matriceP soit dans

Si x =0, alors on a nécessairement= 1, et donc (u;Vv) = (1;0) convient et est la
seule solution.

Si x = 1, alors les solutions son{u;v) = (0;1) et (u;v) = (1;y 1) (le couple
(u;v)=(1;y 1) est bien une solution a condition qug  2).

Si x 2, alors les solutiong(u;Vv) véri ent nécessairement les inégalité® u < x
et0 v <y. Le théoreme de Bézout nous donne alors l'existence et l'unicité
d'une solution (u;v) vériant les inégalitéts0 u<x et0 v <y et léquation
uy vx =1, et de méme pour I'équatioruy vx = 1 L'inégalité u v est alors
automatiquement bien véri ée. On a donc exactement deux solutions.
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IV. Construction de fractions continues périodiques uniformément bornées

D'autre part, il est facile de veéri er que I'on a les égalités

0o _ 00 0
o = Tha 0 e et que 0 Th1

® O

00
des quen 1, d'ou le résultat. Par transposition, on obtient également les matrice®
qui conviennent. O

V.2 Preuve du théoreme 1.2.5

Dans cette partie, nous démontrons le théoreme 1.2.5. Pour cela, nous commengons
par le reformuler en termes de matrices :

Théoreme IV.2.1. Soit A= MN avecM et N deux matrices symeétriques de, telles
que l'une d'elles est de determinant 1. Alors il existe des matricesB et C dans g1
telles que pour toutn, le corps deBAMCA" est le corps deA, et telles que la suite
BA"CA" est non triviale.

Remarque 1V.2.2. Une matrice de la formeMN, avec M;N 2 symétriques et
Det(M) = 1 ou Det(N) = 1, est toujours semblable (en faisant une permutation
circulaire sur les entiers strictement positifsmy;::;; m, qui apparaissent dans la décom-
position MN = T, T, ) @ une matrice de la formeT(M% k 1, M°2  symétrique.
L'énoncé du théoreme 1V.2.1 n'est donc pas plus général que celui du théoreme 1.2.5.

Toute la suite du chapitre est consacrée a la preuve du théoreme IV.2.1, qui est équi-
valent au théoréme 1.2.5.

Preuve du théoreme 1V.2.1.SoientM et N deux matrices de , avecDet(M) = 1 (on
peut toujours se ramener a ce cas, quitte a tout transposer). Pour tout enti& posons

He := H(M;N) = MSg+ (MN )

0 1
1 0

Lemme 1V.2.3. Pour toute matrice symétriqueP 2 M,(R), on a Tr(S,P) =0.

ouSy =

Démonstration. On aTr(SeP) = Tr( (SP))=Tr( PS)) =  Tr(SoP). ]
Lemme 1V.2.4. Pour tout entier k, Hy est de rangl.
Démonstration. D'apres la formule (IV.1) (page 139), on a

Det(Hy) = Det( MSo) + Det(( MN )#) + Tr( MSo((MN )#)Y);

eticion a((MN)%)Y =(MN) 2 puisquedet(MN)= 1.
Or on a d'une part T((MSo(MN ) %) =Tr( So(MN) M) =0 puisque(MN) %M est
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IV.2. Preuve du théoreme 1.2.5

symétrique, et d'autre part Det(MSy) = 1 puisqueDet(M) = 1. Et comme on a de
plus Det((MN )?) = 1, le déterminant de la matriceH, est nalement nul. La non nullité
de H, est claire, puisque la matrice Sy n'est ni dans ni dans 1. O

Lemme IV.2.5. Pour toute matrice C 2 M,(R), on aCS,'C = Det(C)Sp.
Démonstration. Véri cation facile. H

Lemme IV.2.6. Pour k assez grand, la matricdd, s'écrit
00
Hk = FTi 0 e TjG
oui etj sont des entiers supérieurs ou égaux a R, et G sont des matrices de et e est
un entier supérieur ou égal .

Démonstration. Quitte & prendrek supérieur ou égal a 3, la matrictl (MN )% * atous ses
coe cients supérieurs ou égaux & (le quatrieme nombre de Fibonacci) qui est strictement

supérieur al. Et donc si l'on pose = N(MN)? 1 alors on a les inégalités

d
strictes0 < a<b<d eta < c < d. Les mémes inégalitts mais larges sont alors
satisfaites pour la matriceSo+ N (MN )% 1 et elles le sont donc encore pour la matrice
Hik = M(So+ N(MN )% 1)

a1

O = Hy,alorsona0 a° B deta® @ d.

(i.e. si

D'apres la proposition IV.1.7, la matriceH, s'écrit alorsHy = P

00
0 e Q pour des

matricesP; Q dans et un entiere 1. On a ensuite
Hisz = M(Sp+ N(MN)Z**¥) = MNMNM (So+ N(MN )% H)MNMN

ce quidonneHy,, = MNMNH (MNMN . Les relations données dans la proposition IV.1.7
permettent alors d'obtenir Hy., de la forme annoncée (c'est-a-dire aveéc 2etj 2),
puisqueMNMN 2 nfly;T,0. O

On xe k assez grand eF; G;i;j etepouravoirHy = FT;

00 T; G comme dans
0 e

le lemme IV.2.6. Introduisons les matrices suivantes

CT 110 1)G si Det(G)=1
tG'T(J':e 115 )G si Det(G)= 1

FTi 11e 1:)F  si Det(F)=1
FT(i;e 1,10 1) tF Si Det(F): 1
Lemme IV.2.7.

1. Les matricesB et C sont dans .
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IV. Construction de fractions continues périodiques uniformément bornées

2. Chaque matriceB et C s'écrit sous la formeN Sy, ou N est une matrice symeétrique
de rang 1.

Démonstration. 1. Sie > 1, les matricesB et C sont clairement dans , etsie=1,
I'égalité T(a0n = Ta+rn, pOUr des entiersa et b, montre queB et C sont encore dans

e ek+1
ek 1 ek
N S avec N symétrigue de rang 1. On a donc, pour une matric&k de
KTk 11e 10K = KNK  Det(K)S, d'apres le lemme 1V.2.5, et la matricéKN K
est encore symétrique de rang 1. On obtient donc bien le résultat.

2. Pour k 1, la matrice Tk 1.1 1x) = s'écrit sous la forme

O
Lemme 1V.2.8. Pour toute matrice A 2 M,(R), on a les deux égalités
Tr(BAC A) = (Tr( HA))?  2Det(A);
discr(BAC A) = (Tr( HA)?((Tr( HA))? 4 Det(A)):

Démonstration. On peut écrireB et C sous la forme B = bty Sy etC :pcotco So
pour des vecteurdy; ¢y 2 M,.1(R) dé nis par by = 'G jpeé etcg=F ipeé . On

a alorsTr(BAC A) = Tr( by yAcy'coA) + Tr( SpASpA) (les deux termesTr( SpAcy 't A) et
Tr( by 'ASA) sont nuls puisque les matriced\co 'coA et Aby fhA sont symétriques). On
a ensuite
Tr( by fwAcy ' AA) = ((TwAcy)? = Tr( ¢ mA)?, et Tr(SpASA) = 2 Det(A). On véri e que
l'on a o'y = Hy, et on a alors obtenue la premiére égalité.

La deuxieme égalité s'en déduit alors facilement :

discr(BAC A) = Tr (BAC A) 4 Det(BAC A)
=Tr “(HkA)  4Tr’(HcA)Det(A) + (4 4) Det(A)
= Tr 2(HkA)(Tr 2(HA) 4 Det(A))

Lemme IV.2.9. Pour tous entiersn et k, on a Tr(H, (MN)™) = Tr(( MN )"*2K),

Démonstration. OnaTr(H(MN)") = Tr( MSo(MN )M)+Tr(( MN )"*2X). Or, Tr(MSo(MN )") =
Tr(So(MN )"M) =0, parce que(MN )"M est symétrique. O

Terminons maintenant la preuve du théoréme IV.2.1. On a

discr(B(MN)"C(NM)™) = Tr 2(H (MN)™)(Tr 2(H (MN)™)  4Det(MN)")
= Tr 2(MN)"2K)(Tr 2(MN )"*2%) 4 Det(MN )")
= Tr 2(MN )"*2K) discr((MN )"*2K)
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IV.3. Fractions continues de la formgBA"]

On véri e que les matricesB et C sont bien dans ,4:1 (voir sections IV.5 et IV.6 pour
plus de détails), et en explicitant les suites obtenues, on véri e qu'elles sont non triviales
(voir section 1V.6). Ceci termine la preuve du théoréme IV.2.1. O

IV.3 Fractions continues de la forme [BA"]

Dans cette partie, nous expliquons pourquoi la construction précédente ne pouvait pas
aboutir avec des suites de fractions continues de la forme

[on; bp; oo b (@g; @z o @) ]:

Nous montrons qu'il n‘existe pas de suite non constante de fractions continues périodiques
de la forme[BA"] dans un corps quadratique donné, ce qui se formule matriciellement de
la facon suivante :

Proposition IV.3.1.  Soit Q[p ] un corps 015|adratique réel, et soierk et B des matrices
de . Si pour tout n, le corps deBA" estQ[ ], alors la suiteBA" est triviale (au sens
de la dé nition IV.1.5).

On obtient méme que les matriceBA" correspondent toutes a la méme fraction
continue périodique, puisque l'on va montrer qu'il existe une matric® 2 M,(R) telle
gue pour toutn, BA" est une puissance db.

Pour démontrer cette proposition, nous aurons besoin de quelques lemmes :

Le lemme suivant permet de ramener le fait qu'une matrice soit dans un corps donné a
une égalité de traces.

Lemme IV.3.2. Soit entier non carré. Alors il existe une matriceU dansGL ,(Z) telle
que les solutions positives a I'équation de Pell-Fermat :x> y2= 4 sont exactement
lesTr(U");n 2 Z.

Démonstration. Ecrivons = k? %ot Cest sans facteur carré.

Supposons d'abord qu& = 1. Montrons que dans ce cas les solutiorsa I'équation de
Pell-Fermat x> y?2 = stont exactement les traces des unités (c'est-a-dire des entiers
de norme 1) du corpsQ[ 9.

Pour un réel quadratiquez = x°+ y(P 0 |a trace vaut Tr(z) = 2x%et la norme vaut
N(z) = x®* Y% On adonc

T(z)  2y9%=4N(2);

et donc la trace est solutiorx de I'équationx? %42 = 4 siet seulementsN(z) = 1.
On vérie que siN(z) = 1, alorsz est un entier deQ| _quj et seulement silr(z) et
2y° sqnt des entiers, sachant que I'anneau des entiers é:{t%] si © 1 (mod 4) et
estZ[ 9si °6 1 (mod 4). Ainsi, on obtient bien que les partiesx des solutions(x; y)
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IV. Construction de fractions continues périodiques uniformément bornées

entieres sont exactement les traces des unités. Or, le théoréeme des unités de Dirichlet nous
donne l'existence d'une unité fondamentale 2 O , dont les puissances engendrent, au
signe pres, le groupe des unités.

Soit U la matrice de la multiplication par u dans la basef 1;ug. Alors U 2 GL,(Z2),
puisqueu est dans I'anneau d'entiers et son inverse aussi, et on a pour taut Tr(u") =
Tr(U"), d'ou le résultat.

Si maintenant on ne fait plus d’hypothése suk, on remarque qu'un couplgx;y) est
solution de I'équationx? y? = 4siet seulement s{x; ky) est solution dex®> %?= 4
avecx et y entiers. Or, I'ensemble des unitég = x°+ y9 Otelles que2y® est divisible
par k est un sous-groupe du groupe des unités. Donc il existe une certaine puissance de
la matrice U obtenue précédemment qui convient. ]

Le lemme suivant permettra de montrer (entre autres) que si les corps des matrices
BA" sont tous les mémes, alors la matric& a aussi le méme corps.

Lemme IV.3.3. Soitng 2 Z, soientA; B; C trois matrices deM,(R), avecA et C ayant
chacune des valeurs propres distinctes en module, et a@eaversible, et soienta et b deux
entiers. Si I'égalité Tr(BA") = Tr( C2"*P) est vraie pour toutn  ng, alors les matricesA
et C? ont mémes valeurs propres, et I'égalité a lieu pour toat2 Z.

Démonstration. Si I'on appelle et les valeurs propres dé\, avec < j j, et et
~ les valeurs propres de&C, avecj—j < j |, I'égalité des traces se réécrit : " + =
antb 4 —an+b noyr certains réels et et pour tout entier n  no.
Regardons les termes dominants de part et d'autre. Si on avait= 0, on aurait = 2
et = P puis™ =0, ce qui contredit l'inversibilité de C. On a donc 6 0. On obtient
donc = 2et = P puisonobtient = ~2et = " DoncA et C ont mémes valeurs

propres et |'égalité a lieu pour toutn 2 Z. ]

. - . P— .. .
D'apres le lemme qui suit, les matriceBA" ont toutes pour corpsQ[ ] dées qu'il

existe deux entiers et j tels que les matriceBA' et BA! ont pour corpsQ[ .

Lemme IV.3.4. SoientA et C des matrices positives ayant mémes valeurs propres, et
B et D des matrices deM,(R) quelconques. Si la relatiodr(BA") = Tr( DC") est vraie
pour deux valeurs de, alors elle est vraie pour toun 2 Z.

Démonstration. Soient et les deux valeurs propres distinctes da (et donc aussi de
C). La relation Tr(BA") = Tr( DC") se réécrit " + =0 pour des réels et
indépendants den, puisque les coe cients de chacune des deux matric&A" et DC"
sont des combinaisons linéaires e et . Si la relation est vraie pour deux valeurs de
n, on obtient alors un systéme de Cramer, donc= =0. ]

La suite de ce chapitre est consacrée a la preuve de la proposition 1V.3.1.

Preuve de la proposjtion IV.3.1.Supposons que I'on ait une suite de matricdsA" ayant
toutes pour corpsQ[ ], ou A et B sont deux matrices positives et est un entier sans
facteur carré. Il existe alors un entier , tel que le discriminantdiscr(BA") = Tr( BA")?
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4 Det(BA") soit égal a 2. Et donc Tr(BA™) est solutionx de I'équation de Pell-Fermat
x? y?2=4Det(BA"). D'aprés le lemme 1V.3.2, il existe donc une matrice 2 GL»(2)

(indépendante den) telle que pour toutn, il existe un entieri, tel que Tr(BA") = Tr( U'n),

et on a alors aussDet(BA™) = Det( U'") & partir d'un certain rang. On peut alors utiliser
le lemme suivant :

Lemme IV.3.5. SoientU une matrice deGL,(Z) ayant des valeurs propres distinctes en
module,B 2 M,(R) une matrice, etA une matrice positive. Si(i,,) est une suite d'entiers
telles que pour touin, Tr(BA™) = Tr( U'") 6 0, alors, la suite (i,) est arithmétique.

Démonstration. Si I'on appelle et les deux valeurs propres de la matrice positiv&
(avec > letj j< 1), alors la trace deBA" s'écrite "+ f " pour certains réels et f
indépendants den, et on aTr(U'") = ™+ n o0 et sontles deux valeurs propres
de la matriceU (avec la plus grande valeur propre d&J en module). En divisant par

n

. . : e

' de part et d'autre de I'égalitée "+ f "= I+ In on obtient lim,y; T 1.En
prenant le log, on obtient alors quelim,; i, log( ) n log() log(e)=0.0n adonc
o - _ _ log(") _ log(e) . _
ihn=an+ b+ ,,oulim,; ,=0,a= ——eth= ——— Et commei, est entier,

_ o log( ) log( )

on a nalementi, = an+ ba partir d'un certain rang. D'aprés le lemme 1V.3.3, cela est
alors vrai pour tout n, ce qui termine la preuve du lemme. O

Dans ce dernier lemmea et b sont des entiers, puisquey et i; sont entiers, et le
lemme 1V.3.3 donne que les matriced et U2 ont mémes valeurs propres. On obtient
donc les égalitégr(BA") = Tr( Ua"*P) et Det(BA") = Det( U2"*?) pour tout n. L'égalité
des traces nous donne que dans une base dans laquelst diagonale, la matriceB est de

b

la forme , Ou et sontles valeurs propres d&. L'égalité des déterminants

Det(B) = Det( UP) = P P implique alors queB est trigonale dans la base de diagonali-
sation de A. Les matricesA et B sont a coe cients entiers et ont un espace propre en
commun : elles sont donc simultanément diagon:ﬂisables, puisque I'on obtient le deuxieme
espace propre par I'élement non trivial d&al(Q[ ]=Q). Si lI'on poseD la matrice qui

vaut 0 0 dans la base de diagonalisation d&, on aB = DP et A = D?, donc la

suite BA" est triviale. Ceci termine la preuve de la proposition IV.3.1. O

IV.4 Fractions continues de la forme [BAC 'A]

Dans ce chapitre, nous étudions les fractions continues périodiques correspondant aux
matrices de la formeBAC A. Expérimentalement, de telles fractions continues périodiques
apparaissent souvent, et nous allons tenter d'expliquer pourquoi, et en méme temps géne-
raliser et donner les réciproques de résultats qui permettent d'aboutir au théoreme 1.2.5.

Nous allons voir dans ce chapitre que I'on peut ramener I'étude des suites de matrices
de la formeBAMC A" (qui est faite dans le chapitre IV.5) a I'étude de suites de la forme
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IV. Construction de fractions continues périodiques uniformément bornées

HA"™ pour certaines matricesH non inversibles. On se rameéne donc a des suites d'une
forme semblable a celles qui ont étudiées dans le chapitre précédent.

Lemme 1V.4.1. Soit B une matrice deGL,(Z). On a équivalence entre les deux points
suivants :

1. B+ B estderang 1,
2. Il existe une matriceN symétrique de rang 1 telle quB = N Sy,

ou Sy est la matrice dé nie dans le chapitre 1V.2.
De plus, si I'un de ces points est satisfait, alors on@et(B) = 1.

a

Démonstration. =) SiB = q

, on a l'égalité

O=Det(B+ B)=4ad (b+c?=4Det(B) (b 0%

Donc on obtientDet(B) =1 etb c¢= 2. Quitte a la transposer, la matriceB peut

D a B 1 B
donc s'écrireB = P41 q , avecad = b2

(_= Clair. m
La proposition qui suit généralise le lemme 1V.2.8.

Proposition IV.4.2.  SoientB et C deux matrices deGL,(Z). On a I'équivalence :

1. Il existe une matriceH 2 M,(R) de rang 1 et un réel tels que pour toute matrice
A 2 M,(R) on ait : Tr(BAC A) = Tr 2(HA) + Det(A).

2. Les matricesB + B et C + 'C sont de rangl.

De plus, si I'un des points est satisfait, alors on a nécessairement 2, et on a I'égalité
suivante pour toute matriceA 2 M,(R) :

discr(BAC 'A) = Tr 2(HA)(Tr >(HA) 4 Det(A)):

Tous les exemples connus de suites de fractions continues périodiques qui restent dans
un corps quadratique donné ( voir par exemple (McM09), (Wil80) et le chapitre IV.6
ci-aprés ), correspondent a des suites de matrices de la forBl"CA" avecB + B et
C + 'C de rang1. Nous ignorons si cela est toujours vrai.

L'expression du discriminantdiscr(BAC 'A) donnée par la proposition 1V.4.2, donne
une factorisation par un carré. Cela est favorable a ce que le corps quadratique de la
matrice BAC A soit petit et expligue donc un peu pourquoi I'on observe un certain nombre
de fractions continues périodigues de cette forme.

Preuve de la proposition IV.4.2.=) Ecrivons les matricesB et C sous la forme B =
Bo+ SpetC = Co+ Sy, ouBg et Cy sont deux matrices symeétriques del,(R), et sont

deux réels etS; est la matrice . On a alorsTr( SpAC'A) = Tr( BoASy'A) =0

0

148



IV.4. Fractions continues de la formdBACA]

puisque les matrice\Cy 'A et 'AB (A sont symétriques, et on ar( SpASy'A) = 2 Det(A).
On obtient donc I'égalité Tr(BAC 'A) = Tr( B;ACo'A) 2 Det(A). On souhaite main-
tenant montrer que les matriceB, et Cy sont chacune de rang 1. En évaluant la forme

guadratiqueA 7! Tr(BAC 'A) enA = )(() 36 , eNA = S ;) , et en les transposées,

on obtient a chaque fois des formes quadratiques &net y qui doivent étre des carrés,
et qui ont a chaque fois pour matrice un multiple d&8y ou de Cy. Ceci nous donne que
les matricesBg et Cy sont chacune des matrices de formes quadratiques carrées. Et ni la
matrice By ni la matrice Cy ne peuvent étre nulles puisque la matricél est non nulle.
Donc les matricesB, et Cy sont de rangl.

(_= Sides matricesB et C de GL»(Z) sont telles queB + B et C+ 'C sont de rangl,
d'aprés le lemme 1V.4.1 on peut les écrire sous la forBBe= hhty SpetC = cy'cy Sp pour
des vecteurdy et co deM,.1(R). On a alorsTr(BAC A) = Tr( by twAco'coA) Tr(SeASeA),
puisque les deux termedr(SpAcy'coA) et Tr(kytmASA) sont nuls, étant donné que
les matricesAco'coA et AbythA sont symétriqgues. On a ensuitelr( by fhAco'oA) =
(tAco)? = Tr( o wA)?, et Tr(S)ASgA) = 2 Det(A), d'ou le résultat avecH := ¢ .
L'expression du discriminant annoncée se déduit facilement du point 1. :

discr(BAC A) = Tr (BAC A) 4 Det(BAC A)
=Tr (HA) 4Tr’(HA)Det(A)+4 4Det(BC)
=Tr 2(HA)(Tr?(HA) 4Det(A)):

]

Remarque 1V.4.3. Dans la proposition IV.4.2, siB est de la formelyTy+ Sy et C
est de la formecy'co + ¢Sp pour des vecteurdy et ¢ de M,.1(R) et des signesg et
c def 1;1g, alors vaut 2 ¢ etH vaut (au signe prés)c hy et ce sont les seules
solutions.

La proposition suivante permet de déterminer toutes les matricd® 2  telles que
B + B est de rang 1.
Proposition IV.4.4. SoitB 2 . On a l'équivalence :
1. B+ B estderang 1,
2. Il existe des entiersk letn 2, et une matriceF de tels queB ou 'B vaut
FTn 11k 1) F.

La transposée d'une matrice positive est positive, et ON®n.1.0n+1) = Tnin+2), donc le
deuxiéme point de la proposition 1V.4.4 entraine automatiquement qu# est une matrice
positive.

Démonstration. (_= Véri cation facile sachant que I'on a

B k kn+1
T(n 1,1,k 1;n) — kn 1 knz
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IV. Construction de fractions continues périodiques uniformément bornées

a b+l
b 1 ¢
avecac= k. On peut alors écrire les entiera et ¢ sous la forme a = zx2 etc= z%? avec
z et z%sans facteurs carrés. La conditioac = I? entraine alors quez = z°et b= xyz.
Comme la matriceB est dans , on peut donc écrire

=) Quitte a transposer la matriceB, on peut I'écrire sous la forme :

zZx?> xyz+1
B = y 5 ; avec x;y;z L
xyz 1 zy
On peut supposer que la premiere matricg et la derniere matriceT; qui apparaissent
dans la décomposition d@ en produit de matricesTy, k 1, sont distinctes. En e et, ni

I'identité I, niles matricesT;,i 1nesontdelaformeN Sy, avecN matrice symétrique
de rang 1. $ % $ %

o xyz 1 _ xyz +1 )
On a ensuitel = e et = veall puisqueDet(B) =1 > 0 et zx? > 0. De

plus, on ai<j puisque I'on ai 6 j. Et on a les inégalités :

2

izx? xyz 1< (i+1)zx%

2 xyz+1< (j +1)zx%

jzx
Donc en particulieron a(j i 1)zx? < 2. On obtient alors deux cas :
Premiercas: x=z=1
1 y+1
1y
Deuxieme cas. xz 2etj=i+l

1 1
Onay —<jx y+ — avecxz 2etcommey etjx sont des entiers, ceci entraine
XZ XZ

quey = jx. Et donc nalement

On a alorsB = = Ty 1+ = Ty 1200

zx?> jzx?+1

B= . .
jzx? 1 zj2x?

= T(j 1;1;zx2 1;j):
]

Le corollaire qui suit nous permet de connaitre la matridd qui apparait dans I'écriture
Tr(BAC A) = Tr 2(HA) 2Det(A) pour toute matrice A 2 My(R), en fonction des
décompositions des matrices positiveB et C comme produits de matricesl, données
par la proposition précédente.

Etant xée une matrice A positive de corpsQ[p "], cela nous permet de ramener la
recherche de matrice8 et C telles que les rangs dB + B et de C + 'C sont 1, et telles
gue les corps des matriceBA"C A" sont tous les mémes, a la recherche des matri¢tsle
rang 1 telles queTr?(HA)(Tr2(HA) 4 Det(A)) ( c'est-a-dire le discriminant deBAC A
) soit de la forme 2 pour entier.
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Corollaire IV.4.5. Silon a

B
C

11
Z
g
]
I
=
[
2
=

pour n;m 1, k;l 0 et M;N 2 GL,(Z), alors la matrice H 2 M,(R) telle que
Tr(BAC A) = (Tr( HA))? 2 Det(A) pour toute matrice A 2 M,(R), s'écrit :

H=NT, 8 D% T 'M:
Démonstration. On peut se ramener & = N = |, puisque siB = MB %M etC = NCON,
alors Tr(BAC A) = Tr( BY'MAN )C°('MAN )), et A 7! MAN décrit M,(R) quand A
décrit M,(R) puisqueM et N sont inversibles.
La proposition 1V.4.2 donne bien I'existence d'une matricel 2 M(R) telle queTr(BAC A) =
(Tr(HA))? 2Det(A) pour toute matrice A 2 M,(R), etS'apré&E remarque 1V.4.3 elle
ae _ ah

est uniquement déterminée au signe pres, etvabtk = P od p nd siB = q
e k mk +1 I nl +1
etC = . Or, B vaut , et C vaut , d'ou
h mk 1 km? nl 1 In?
le résultat. ]

Corollaire IV.4.6.  Soit un entier sans facteur carré, soitA une matrice positive, soient
B et C des matrices de telles queB + B et C+ 'C sont de rangl, et soit H la matrice
donnée dans la proposition précédente.

On a I'équivalence :

1. Le corps deBAC A ou deBA 'CA estQ[p .

1
2. L'entier p—gTr(HA) est solutionx d'une équation de Pell-Fermasx? ty2= 4,

1
pour des entierss et t tels quep—gH 2 M,(2) et tels que le produitst soit de la

forme k2.

En particulier, il sut que Tr(HA) soit solution )ﬁoentiére de l'équationx?> y2= 4
pour que le corps dBAC A ou deBA 'CA soit Q[ ].

Remarque IV.4.7. |l est facile Fge déterminer dans ce corollaire si c'esBAC A ou
bien BA'CA dont le corps estQ[ ]. Supposons qué et C s'écrivent respectivement
Ng + gSp et Nc + ¢Sy pour des matricesNg et Nc symétriques de randl.

1
Si l'entier pETr(HA) est solution x de I'équation de Pell-Fermatsx® ty?

4 5 ¢ Det(A), alors la matrice BAC A a pour corpsQ[p ]

1
Si l'entier p—gTr(HA) est solution x de I'équation de Pell-Fermatsx? ty?

4 g ¢ Det(A), alors la matrice BA 'C A a pour corpsQ[p ]
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IV. Construction de fractions continues périodiques uniformément bornées

Dans la suite, nous nous intéressons surtout au cas particulier ®( HA) est solution
X entiére de I'équationx® y? = 4. Le cas général est plus compliqué, car les ensembles
de solutions des équations de Pell-Fermat plus généralee ty? = 4 n'ont pas une
structure aussi simple que pour I'équation classique @i= 1. On retombe quand méme
sur une équation de Pell-Fermat classique dans le cas ®&  (voir les suites de type
Wilson a la n du chapitre 1V.5).

Preuve du corollaire. On a pour toute matrice A 2 M»(R), Tr(BAC A) = Tr( HA)?

4 Det(A), et on peut choisir le signe devant le termé Det(A) quitte a transposerC. On a
1

alorsdiscr(BAC A) = Tr 2(HA)(Tr2(HA) 4 Det(A)) = sx?(sx? 4)oux = p—gTr( HA).

P— . : .
Le corps deBAC A est doncQ[ ] si et seulement sex?(sx?> 4) est de la forme 2, si
et seulement sisx> t 2= 4 pour un entiert tel que st est de la forme k 2. O

Conjecture IV.4.8. Dans tout corps quadratique réel, il existe une in nité de fractions
continues périodiques d'une des form¢®; 1;1;1;A; 2;1;1;1; 'AJou[2;1;1; 1, A; 1; 1; 1, 2; 'A],
formées seulement des entiers 1 et 2.

Ici, A est un motif aj; a,;:::a, aveca; 2 f 1;2g, et 'A est le motif miroir.

Remarque IV.4.9. Pour obtenir cette conjecture, il su rait, étant donné un entier
non carré, de trouver une in nité de matrices A dans , telles queTr(HA) soit solution

x entiére d'une équation de Pell-Fermak® y2= 4, ol H est la matrice 3

La conjecture 1V.0.11 de McMullen revient a trouver, pour tout non carré, une
in nité de matrices A dans , telles queTr( A) est solutionx de I'équation de Pell-Fermat
X% y?=4Det(A).

La conjecture 1V.4.8 se ramene donc approximativement a la conjecture 1V.0.11 dans
laguelle on aurait remplaceé ldrace par la forme linéaire A 7! Tr(HA).

Il est malheureusement impossible de recommencer tel quel ce procédé qui nous a permis
de passer de la trace a la forme linéaird 7! Tr(HA) : Si I'on a Tr(HBAC AD) =
(g(A))?+ Det(A) pour toute matrice A 2 M,(R), alors on a = 0, quelles que soient
les matricesB; C;D 2 GL,(Z) etg2 M,(R) , et donc cela ne donne plus de factorisation
du discriminant par un carré.

Remarque IV.4.10. La conjecture 1V.4.8 est presque conséquence de celle de Za-
remba avec une born@. Voir section IV.7 pour plus de détails.

IV.5 Fractions continues de la forme [BA"C'A"]

Dans ce chapitre, nous donnons une fagon de construire des suites de fractions continues
périodiques qui sont dans un corps quadratique donné, et qui correspondent a des suites
de matrices de la forméBA"CA" avecB + B et C+ 'C de rangl.
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IV.5. Fractions continues de la formgBA"C'A"]

IV.5.1 Hypothese H entiere

On supposera queB et C sont deux matrices de telles queB + B et C + 'C sont
de rang 1. Et on supposera que la matriceH donnée par le corollaire 1V.4.5 (pour ces
matrices B et C) est a coe cients entiers.

La proposition suivante justie que pour une matrice positiveA xée on cherche a
obtenir une relation de la formeTr(HA") = Tr( A"**) pour obtenir une suite de matrices
BA"C A" qui ont toutes le méme corps. Dans le cas &\l est une matrice donnée par le
lemme 1V.3.2, et sous I'hypothésél entiere, cela est nécessaire.

" P , . R .
Proposition 1V.5.1.  Soit Q[ ] un corps quadratique réel. Sous I'hypothes¢ entiére
les deux assertions suivantes sont équivalentes :

1. Pour toutn 2 Z, le corps deBA"CA" ou bien deBA"'CA" estQ[p ],

2. Il existe une matriceU 2 GL,(Z) de corpsQ[p ] et deux entiersa et b tels que
Tr(HA™) = Tr( U2"*P) pour tout entiern 2 Z.

) : P -
Et le corps deA est alors nécessairemer®[ |.

Remarque IV.5.2. Supposons que I'on aiB = Ng + gSy et C = N¢ + ¢Sy, pour
des matricesNg et Nc symétriques de rangdl, et pour des g; ¢ 2 f 1;1g. Si l'on a
Tr(HA™) = Tr( U3"*P) pour tout entier n 2pZ, comme dans la proposition 1V.5.1, alors

la matrice BA"CA" a pour corpsQJ p_] si g ¢ =Det(UY),

la matrice BA"'CA" a pour corpsQ[ ] sinon,
pour tout entier n.

Preuve de la proposition IV.5.1.(_= En utilisant la proposition 1V.4.2, on obtient que
discrBA"CAM) = Tr 2(HA™)(Tr2(HA") +4 )

pourun 2f 1;1g, et on peut choisir comme I'on veut quitte a transposelC.

L'entier Tr(U3"*P) est solutionx d'une équation de Pell-Fermak? y2?= 4.Ene et,
on a d'une part que Ae discriminant deU2"*® est de la formediscr(U2"*?) = y 2 puisque
le corps deU est Q[ ], et on a d'autre part les égalitésdiscr(U2"*?) = Tr( Uan+b)2
4 Det(U2"*9), et Det(U2"*P) = 1.

On obtient donc, quitte a traﬂsposerc, quediscr(BA"C AM) est de la forme z 2, donc
que le corps deBA"CA" estQ[ ].

=) Pour démontrer cette implication, on reprend les choses qui ont été faites pour
étudier les suites de la forméB" (voir chapitre IV.3). Soit U la matrice donnée par le
lemme 1V.3.2. On a queTr(HA™) est solutionx d'une équation de Pell-Fermatx? y?2 =

4, donc d'apres le lemme 1V.3.2, il existe une suite d'entief$,) telle que pour toutn,
on ait T(HA") = Tr( U'). On est alors exactement dans la situation du lemme 1V.3.5, et
on obtient alors que la suite(i,) est arithmétique : il existe donc deux entiers et b tels
gue pour toutn, i, = an+ b. D'apres le lemme [V.3.3, on a de plus que les rBatricAset
U? sont semblables (i.e. ont mémes valeurs propres), donc le corpsAdestQ[ ]. O
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IV. Construction de fractions continues périodiques uniformément bornées

La proposition suivante permet de ramener la recherche de matrices non inversibles
et a coe cients entiers H telles queTr(HA) est solutionx entiere de I'équation de Pell-
Fermat x> y? = 4 (A étant xée), a la recherche de matricesS véri ant certaines
propriétés plus simples :

Proposition IV.5.3.  Soit A une matrice positive, etb un entier. Les assertions suivantes
sont équivalentes :

1. Il existe une matriceH 2 M,(Z) de rang 1, telle que pour touh 2 Z,
Tr(HA™) = Tr( A"*b):
2. Il existe une matriceS 2 GL,(Z) telle que
Det(S)= Det(AP; Tr(S)=0et Tr( SA)=0:

Démonstration. =) SoitS= H AP. On a alors bienTr(S) =0 et Tr(SA) =0.
Montrons queS 2 GL,(Z). Si I'on diagonaliseA, on voit que la condition

Tr(HA™) = Tr( A" P)

pour tout entier n 2 Z, entraine que dans la base de diagonalisatioH, est de la forme :
b

b .00 et sontles deux valeurs propres da. CommeH est non inversible,

on obtient I'égalité des déterminantsDet(S) = Det(AP). Et commeS est & coe cients
entiers, on a bienS 2 GL,(2).

(= Les égalitésIr(S) =0 et Tr(SA) = 0 entrainent d'apres le lemme 1V.3.4, I'égalité
Tr(SA") = 0 pour tout entier n. Et par la formule IV.1 (page 139) on a

Det(S + AP) = Det( S) + Det( A°) + Tr( SAY);

ouMY=Det(M)M . OronaTr(SA ?)=0 etDet(S)= Det(AP), doncS+ AP est de
déterminant 0. FinalementH = S + AP convient. O

Corollaire IV.5.4.  Soit A une matrice positive, et soitS une matrice deGL ,(Z) véri ant
les conditionsTr(S) = Tr( SA) = 0 et aussiDet(S) = 1 si Det(A) = 1. Alors il existe
deux matricesB et C de telles que les rangs dB + B et deC + 'C sont 1, et telles
gue les corps des matriceBA"C A" sont tous les mémes.

Preuve du corollaire. L'existence d'une telle matriceS nous donne, par la proposition IV.5.3

I'existence d'une matriceH 2 M,(Z) non inversible telle que pour tout entien, Tr(HA") =

Tr(A™K) (pour un k pair si Det(S) = Det(A) = 1, k impair si Det(S) = 1 et k

guelconqgue sinon). Quitte a prendrek assez grand, on peut supposer que les inégali-
b

, L . a
tés 0 a<b deta < c d sont satisfaites, ou c d = H, et donc la
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. L 00
proposition 1V.1.7 nous donne que H s'écrit H = X 0 e Y, avec X;Y 2 ,

e 1. Et comme on aa < b et a < c, on obtient que X et Y sont chacun dans
nfl,; T;g. On peut donc utiliser les relations données dans la proposition 1V.1.7, pour
se ramener axX et Y de la forme :X = X°T; et Y = T,YS aveci;j 2 (et on
a biene 1). D'apres le corollaire IV.4.5, il existe donc deux matrices positiveB
et C telles que les rangs d&8 + B et de C + 'C sont 1 et telles que pour toute
matrice M 2 My(R) on ait Tr(BMC ™M) = (Tr( HM))? 2Det(MAK). On a alors
discr(BAMCAM) = Tr (A" ) (Tr 2(A™K)  4Det(A" %)) = Tr 2(A"K) discr(A"*), donc
pour tout n, le corps deBA"C A" est le corps deA. ]

Remarque IV.5.5. SoientA;B et C trois matrices de . Sous les trois hypotheses
1. queB + B et C + 'C sont de rangl,

2. que la matriceH donnée par la proposition 1V.4.4 et le corollaire 1V.4.5 est entiére,

3. que l'on peut prendreU = A dans I'égalité Tr(HA™) = Tr( U3"*P) donnée par la
proposition IV.5.1,

ceci fournit de maniére exhaustive les suites de matricBA"C A" qui ont toutes le méme
corps.

La derniere hypothése est automatiquement satisfaiteAiest une matrice donnée par
le lemme 1V.3.2 (par exemple sA = T,), et la premiere hypothése est véri ée pour tous
les exemples connus. |l reste des suites in nies a étudier en retirant I'hypothé$eesntiere.

A l'aide de ce corollaire 1V.5.4, on peut redémontrer rapidement le théoreme I1V.2.1 :

Preuve du théoreme 1V.2.1.Quitte a tout transposer, on peut supposer que c'edt qui

est de déterminant 1. La matriceS := 2 01 N vériealors Tr(S) =Tr( SMN) =0
(parce queNMN est symétrique),Det(S) = 1etS 2 GL,(Z), donc le corollaire IV.5.4
permet de conclure. O

Voici maintenant une preuve plus longue, mais qui fait apparaitre naturellement la
condition sur la matrice A pour que I'on ait une suiteBA"C A" de matrices ayant toutes
pour corps le corps deé\.

Preuve du théoréme 1V.2.1.Etant xée une matrice positive A, on cherche une matric&
qui véri e les hypotheses du corol@ire IV.5.4. Les conditi_pﬂ“ir( S) = Tr( SA) =0 imposent

X y
de chercherS sous la forme S = @ x(d a) cy A ouA-= i g , et on doit
— X
b
avoir Det(S) = 1, ce qui nous donne I'équation de Pell-Fermat :

(2bx+(d a)y)? discr(A)y?= 41
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On va maintenant montrer que I'on peut trouverS qui s'exprime simplement en fonc-
tion de A". Si I'on dé nit les suites (u,) et (v,) par :

Up=1 etuyy = au, + bey
Vo =0 et V,y1 = uy + dv,

Un bw,

alors on aA" =
CV, u,+(d awv,

, et comme on aDet(A") = 1, on obtient :

(2u, +(d a)v,)? discr(A)v: = 4

On voit donc que (x;y) = (un; bw) fournit une solution. La derniére chose a véri er
est que la matriceS trouvée est a coe cients entiers. Or, cela est le cas si et seulement si
bdivised a, puisquebdivisey et best premier ax. Or, les matricesA 2  qui véri ent
cette relation de divisibilité sont exactement les matrices de la formrigM aveck 1 et
M 2 symétrique. Ainsi on a bien démontré le théoreme IV.2.1. Et le théoreme 1.2.5 lui
est équivalent (voir remarque 1V.2.2). m

V.6 Exemples

Dans ce chapitre, nous décrivons précisément les suites de fractions continues pério-
digues que donne la preuve du théoréme 1.2.5, et nous donnons des exemples, que nous
véri ons directement.

Etant donnés une matriceA positive xée, un entierk et une matriceH non inversible
telle que pour toutn, Tr(HA™) = Tr( A"*K), le corollaire IV.4.5 et les propositions 1V.1.7
et IV.4.2 permettent de trouver toutes les matrice8 et C telles que

pour toute matrice M 2 M(R); Tr(BMC ™M) =Tr( HM )2 2Det(M):

Cela donne alors une suite de matricecBA"C A" ayant toutes le méme corps.

On peut déterminer explicitement quelles sont les matricdd qui sont données par la
proposition 1V.5.3, a partir des matricesS choisies ci-dessus dans la preuve du théoréme,
pour N = T;. En prenant A = MT; pour M 2 symétrique,b=2 et S = ST, dans la
proposition IV.5.3, on aH = ST; + MT;MT;, donc on obtient :

MRMT; si Det(M)=1

H = M(Det(M)Sg+ T)MT; = .
(Det(M)So + TMT; M RMT; si Det(M)= 1

OUR = )
2 1

Et I'on peut expliciter la décomposition de la matriceR donnée par la proposition IV.1.7 :
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R= T sii pair,

L
2

o O O
o N O

R = 0 1 T2TiTl Si 1 impair.

On choisit alors des matrice8 et C de qui correspondent, par le corollaire 1V.4.5, aux
matricesH de rang 1 ci-dessus. Par exemple,Bet(M) = 1, sii est pair, et siM = T; ST;
pour une matrice symétriqueS de , on peut prendre :

B = Tj)STgi=2 11:1i=2)) STy .
C=TST; 1115STj.

On obtient nalement les suites de fractions continues périodiques suivantes :

Proposition IV.6.1. Soit M = (a;;a;:::;a;a;) un uplet symétrique d'entiers stricte-
ment positifs et soienti et deux entiers strictement positifs.
Sii est pair, alors pour tout entiern,

=2 1;1%i=2i"i 1,110 2 Q[p i2+4]

=2 TLLEZG%] LLLE G2l G2 4]
=2 LLLi=2(; M;ji)M 5 M) L4 L0 My (5] M;j)n]
q

2 Q[ discr(—r(j;a1;a2;:::;a2;a1;j;i))]:

Et si i est impair, alors pour toutn,

[(i 1)=213@( 1)==zi"i+1;i 1;i”]2Q[pi2+4]

[(i =213 1)=23 i) +1j L@Gj)M12 Q[IO (i )2+ 4ij ]
[(i  1)=21L3( 1)=2;C(IJ'; M;j )0 M +1;7 LM (g Mj)n]
2 Q[ discr(Tga,an;mazani))]:

Et I'on obtient de vraies fractions continues périodiques méme s'il y a des entiers nuls, en
utilisant la relation T o) = Ti+j.

Ici, i" signi e que l'entier i est répétén fois, et de méme(j; M;j;i)" signi e que le
motif j;aq; ap; i a; ar;j;i est répétéen fois.

Exemple 1V.6.2. En choisissant dans la proposition précédenie= 2, ) =2 et M =
(1;1;1;1;2,1;1;1;1;1;2,1; 1;1; 1), on obtient pour tout entiern la fraction continue pé-
riodique

[LL L2 (M 222)"M; 3,1 1,2 M; (2,2, 2M)"] 2 Q[p 2]

de longueur36n + 38, et nayant que desl et des2, a I'exception d'un 3.
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IV. Construction de fractions continues périodiques uniformément bornées

Véri cation. La proposition IV.6.1 donne la suite de fractions continues périodiques :

[0;1;1;,1;(2;M;2;2)";2;M; 1; 1; 15,2 M; 2;(2; 2, M; 2)1]

qui devient par permutation circulaire et décalage des puissances :

[1,1;1;2;(M;2,2,2)"; M; 2;0;1; 1; 1; 2, M; (2; 2; 2, M)"]

et on obtient en n la suite annoncée en utilisant la relationT,.0.1) = T3 (ce qui revient a
remplacer le motif 2,0,1 par 3).

yyyyyyyyyyyyyyyyy

18 12929 joncdiscr(A) = 1536796800 =2 27726. O

P _
QL 2L OnaA="" 9159 31084

Remarque 1V.6.3. Il est possible de réécrire matriciellement sous une forme plus simple
les suites de fractions continues données dans la proposition IV.6.1 :

Le corps de la matriceS;(MT;)"S,(MT;)" estQ[IO discr(MT;)],

pour toute matrice symétriqueM , pour tout entieri 1, et pour tout entier n, ou S; et

S; sont dgux symetries d&L,(Z), données par ) 9
i1 =2
% ST T T = 2 I+l E si i est pair,
1 2+i ’
2 5,= T 1T 1T, Ty = . 3

8 9

2i+1 Q%+
% Si=T i y=2TiTsTi =2 = 4 o E
1

| 3

sinon;
1

s, = T T, T ) Tt = o 1
ouj est un entier quelconque.

La proposition suivante nous donne I'existence, dans tout corps quadratique reel, d'une
in nité de fractions continues périodiques qui n'utilisent que trois entiers di érents.

Proposition IV.6.4.  Soit un entier non carré. Alors il existe un entiers 1 tel que
pour tout entier n,

[ZLLL(s: 55250, s L2555 1s(112115)"] 2 Q[IO Bt

. . P— . , o
Corollaire IV.6.5.  Pour tout corps quadratiqueQ[ .. ], il existe un réelm et une in nité
de fractions continues périodiquefagar;a;]2 Q Javecl & m.

Voici des exemples de suites de fractions continues qui ne comportent que les entiers
1 et 2 et qui restent dans un corps quadratique donné :
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E>ﬁ8mple IV.6.6. Pour tout entier n, la fraction continue périodique suivante est dans

Ql 7]:

[ZLLLEGLLLLEL252M L 055215(2 525555 5151)0)

Proposition 1V.6.7.  Pour tout uplet symétrique d'entiersS= (a;; a,; :::; a; a;), et pour
tout entier n, la fraction continue périodique

[2,1,1,2;(511;,2,1,1)";S,1;2,1; 1511, S,(1; 1,2, 1,1, 9N

p —.
est dansQ[  discr(T(a;;a,;:ma2:81:1:1,2,1:2))]

En particulier en choisissantS = 1" 5 (c'est-a-dire I'entier 1 répétén 5 fois), on a
dea suites de fractions continues périodiques formées seulement des enti@s2 dans
Q[ fnfns2], pourtout n 3, ot (f,)n2n est la suite de Fibonnacci, dé nie parfo = 0,
f1 =1 et pour tout entier n positif ou nul f,., = f,+1 + f,. Cela nous donne une in nité
de corps quadratiques d'apres le lemme suivant :

Lemme 1V.6.8. L'ensemble des corps quadratiqu@[p fnfn+2] €stinni.

Démonstration. Il est bien connu que pour toutn, les entiersf,, et f,., sont premiers
entre eux. Montrons que pour tout nombre premiep, il existe un entiern 1 tel quep
fn 1 fn
fn 1:n+1
ni multiplicatif GL,(Z=pZ), on aT? 1, (mod p), doncf, est divisible parp. Utilisons
alors la propriété suivante des nombres de Fibonacci :

divisef,. La matrice T s'écrit : T = , et sil'on noteo I'ordre du groupe

Propriétés 1V.6.9.  Soit p un nombre premier impair, et soitn 1 un entier. Siq= p*
est la plus grande puissance de divisant f,, aveck 1, alors pq est la plus grande
puissance dep divisant f .

Démonstration. Commef,,; = f,+f, ;,onaT] cl, (modq) pourc= f, ;. On peut
donc écrireT; = cl, + gA, pour une matriceA 2 M,(Z). On a alors

xP _ .
T =(cl+anP=" P (@A’ &lp+ pd 'gA (mod pPg)

i=0

puisque p?q divise P c'(gA)P ' dés quei <p 1. Donc on obtientfn,, pc *f, (mod
p?q), et commec est premier ap, cela donne bien que la plus grande puissance pe
divisant f,, estqp O

Ce dernier lemme permet d'obtenir, pour tout nombre premiep impair, un entier
n pour lequel p divise le facteur sans carré dé, et donc aussj le facteur sans carré de
fnfn+2. ONn en déduit que I'ensembles des corps quadratiqu@$ f.f,.2] estinni. O

La proposition IV.6.7 est une conséquence immeédiate de la proposition IV.6.1, mais
voici une veri cation directe :
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IV. Construction de fractions continues périodiques uniformément bornées

Preuve de la proposition 1V.6.7. SoientS 2 symetrique,A = ST1.1.2.1.1), B = T2:1.1:)

yyyyy

N _ 00 2 4

ou HO = T2 0 2 T2 = 4 8
Pour obtenir le résultat, il sut de montrer que Tr(TiHoM) = Tr( T1.1.2.2.0M ), pour
toute matrice M symeétrique. En e et, en prenantM = (STu.1.21.1))"S, on obtient alors

Tr(HA™) = Tr( A™?1) qui donne bien le résultat d'aprés la proposition 1V.4.2 :

discr(BA"C'A™ = Tr 2(HA™)(Tr 2(HA") + 4 Det( S) Det(A"))
= Tr (HA)(Tr (A™*) 4 Det(A"'))
= Tr (HA) discr(A"*1):

Le signe+ Det(S) qui apparait devant le termeDet(A") dans la premiere des égalités
ci-dessus est d0 au fait que 98 et C sont respectivement de la forméNg + gS; et
Nc + ¢Sp pour des matricesNg et Nc symétriques de rangl, alors g ¢ = Det(S)
(voir la remarque 1V.4.3).
Or, l'egalité Tr(T{HoM ) = Tr( T(1:1.2.1:1)M ) pour toute matrice M symétrique découle
4 0

1
8 T(1;1;2;1;1) = et dulemme IV.2.3. O

simplement de la relationT, 10

Véri cation de I'exemple IV.6.6. On a a nouveau une suite de la formBA"C'A" avec

vvvvvvvvvvvvvv

I'égalité suivante :

Tr(H (T(1;1;1;1;1;1;1:2;1;2))n) = Tr(( T(1:1;1;4))2n+1)

N 00 4 8
oUH=Taa o, T25 4 g5
. 2 . P- .
Le corps de la matricel(;.1.1.4y = 3 14 est bienQ[ 7], donc cela donnera bien le

résultat, d'apres la proposition IV.5.1 et la remarque 1V.5.2, et parce-qu'on est dans le cas
ou B et C sont toutes les deux des matrices de la fornie+ Sy, avecN matrice symétrique
de rang 1, et ouDet(T(1.1.1.4) = 1. D'apres le lemme IV.3.4, commd 1.1.1:1.1:1:1:2:1.2) =
47 128 ,_ 31 144
76 207 StTaai)™= 45 5og
et mémes déterminants), il sut de démontrer cette égalité poum = 0 et n = 1. Pour

ont mémes valeurs propres (car mémes traces

yyyyyyyyy

Tr(( T(l;l;1:4))3)- O

Preuve de la proposition 1V.6.4.11 sut de démontrer qu'étant donné un entjer  non

carre, il existe un entiers 1 tel que le corps de la matricel(;.1.0.1.1.5) €St Q[ ] (C'est

vvvvv

1)(3s+4). Donc il sut de prendre s=3y?> 1 ou(x;y) est une solution a I'équation
de Pell-Fermatx? 9y?2=1. O
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IV.6.1 Suites de type Wilson

On a vu comment I'on pouvait trouver des suites de fractions continues périodiques
en cherchant les matricedH non inversibles du corollaire 1V.4.5 a coe cients entiers.
Cela revient a chercherTr(HA) comme solutionx entiére de I'équation de Pell-Fermat
x?2 y2 = 4 Un autre cas intéressant est celui ol est de la forme H 9 avec
HO entiére, et oli est le discriminant de la matriceA. On doit alors chercherTr(H%A)
comme solutiony (et non plus x) de la méme équation de Pell-Fermat, puisque I'on a
alorsdiscr(BAC A) = (Tr(H%A))?( (Tr(H®°%A))? 4), que I'on veut de la forme x 2.

Wilson donne des suites qui rentrent dans ce cadre (voir (Wil80)), comme par exemple :

[(s(s+4) 1)sL(s;D)Ms+2;(s;1)"s+1] 2 Q[IO s(s+4)]

gue I'on peut réécrire avec des entiers plus petits (en choisissant d'autres matriG&et
C pour la méme matriceH grace au corollaire 1V.4.5) :

[s;l;s 1;s+1;(1;9M1;s+1;s+3;1;(s;1)"] 2 Q[p s(s+4)]

Cependant, il sera impossible d'obtenir des suites uniformément bornées avec une
00

borne indépendante de avec des suites de ce type, puisque si l'onHa= P 0 d Q
avecP;Q 2 , alors la proposition IV.4.4 et lﬁ corollaire 1V.4.5 montrent que I'on a
nécessairement au moins un facted, aveci > 1 dans la décomposition de I'une

des matricesB ou C.

IV.6.2 Réels quasi-palindromiques

A lavue du théoréme 1.2.5, on peut se demander quels sont les réels quasi-palindromiques,
c'est-a-dire les réels qui ont un développement en fraction continue périodique quasi-
palindromique. La proposition suivante, répond a la question :

Proposition 1V.6.10.  Soit x 2 Q[Io “]. On a équivalence entre :
1. x est quasi-palindromique,
2. Tr(x) = bxcetx> 1,
3.Tr(x)2Z,x>1et 1<x<0O.

On peut démontrer ce résultat en utilisant un lemme de E. Galois sur le miroir d'une
fraction continue p?rioqique (voir paragraphe 6, p. 83 dans (Perl3)).

Les réelsp_ +  sont donc des exemples de réels palindromiques. Le résultat
classique suivant donne une borne optimale sur le développement de ces réels :

Proposition 1V.6.11.  Soit un entier positif sang fagteur carré. Alors leg Boekcients
du développement en fraction continue du réel + = sont majorés par2 =
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IV. Construction de fractions continues périodiques uniformément bornées

| | . p_ Ipk . o
SiI'on applique le théoréme 1.2.5 avec ce réel + , on obtient donc une in nité
Ip_
de fractions continues périodiques uniformément bornées pér + 1 dans le corps
P - - . : : . .
Q[ ]. Cela améliore le résultat de Wilson, puisque la borne qu'il obtient est seulement

enO( ).

V.7 Conjecture de Zaremba

Nous nous sommes intéressé au probleme de majorer les coe cients de fractions conti-
nues périodiques. Voici une question similaire a propos des fractions continues nies. Voir
(BK11) pour plus de détails.

Conjecture IV.7.1  (Zaremba). Il existe une constantem telle que pour tout dénomina-
teur g 1, il existe un numérateurp premier a q tel que l'on ait
P_

a—[ao;al;az;:::]

ou les entiersa; sont entre0 et m.

Cette conjecture est probablement vraie poum = 5. Elle est sans doute méme vraie
pour m = 2, a condition d'exclure un nombre nie de dénominateurs.

IV.7.1 Lien entre fractions continues et exposant critique

Nous nous proposons de montrer que cette conjecture de Zaremba est fausse quand
on se restreint a des fractions continues ne comportant que les nombdegt 3. Plus
généralement nous montrons le sens facile de la conjecture de Hensley, qui établit un lien
entre cette conjecture de théorie des nombres et I'exposant critique de certains sous-semi-
groupes deSL(2;R).

a) Conjectures de Zaremba et de Hensley

Précisons les énoncés de la conjecture de Hensley, et du résultat que nous démontrons
dans cette sous-section. Pour cela, introduisons quelques notations.

Notation . Pour une partie A N, notons , lI'exposant critique du sous-semi-groupe

A de SL(2;R) engendré par les matrices a

our a décrivant A.
10 P

Conjecture IV.7.2 (Hensley) Soit A N. On a I'équivalence

Il existe deux constanten et ¢, telles que pour tout dénominateuy @, il
A > % ,  existe un numérateurp premier a qtel que le rationnelg ne comporte que
des entiers de I'ensembl& dans son développement en fraction continue.
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Remarque 1V.7.3.  Cette conjecture implique celle de Zaremba poor = 2, puisque I'on
] 1
t1.29 = 0;5312805062772051416244686 5

Cette approximation a été obtenue grace a Jenkinson et Pollicott, voir (JP01). Voir aussi
(Hen96), p.16.

Voir (BK11) pour plus de détails sur cette conjecture. Nous allons montrer le résultat
suivant, qui est le sens facile de I'équivalence donnée par la conjecture de Hensley.

Proposition IV.7.4. Soit A N une partie nie telle que A < % alors il existe une
in nité d'entiers g tels qu'il N'existe pas d'entierp tel que le développement en fraction

continue périodique du rationnelg ne comporte que des nombres de I'ensemBle

Autrement dit, on démontre que la conjecture de Zaremba est fausse si I'on impose que
les développements en fractions continues ne comportent que des nombres dans I'ensemble
ni A quand celui-ci est tel que 5 < % Ce résultat est déja connu depuis Hensley (voir
(BK11)) mais je présente tout de méme une preuve ici pour mettre en lumiére le réle de
I'exposant critique.

Remarque IV.7.5. Quand A agit sur le demi-plan de Poincarre, I'ensemble limite ,
est exactement |'ensemble des réels nayant que des nombres de l'enseibiens leur
développement en fraction continue in ni.

Remarque IV.7.6. L'ensemble des rationnels nayant que des nombres de I'ensemble
dans leur développement en fraction continue est presque en bijection avec I'ensemble des
matrices de , par I'application :

Pr 4P
q s q
d'inverse :
a 1 a 1 a, 1
ap; ap; il 7! s
1878z 12 2n] 1 0 1 0 10
Le fait que ce ne soit pas une bijection vient de la non unicité du développement en
fraction continue d'un rationnel : il y a toujours exactement deux développements en

fraction continue pour un rationnel (sauf pour 1).

On voit donc que pour compter ces nombres rationnels, il sut de compter les points
de l'orbite X d'un point x dans une boule. L'exposant critique va alors correspondre a
la dimension de I'ensemble de ces rationnels.

b) Lemmes préliminaires

Soit  un semi-groupe. Pour démontrer la proposition 1V.7.4, nous allons introduire :

163
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Notation . Pour une fonctionf : ! R, on noterac : R! R la fonction dé nie par :
8n2R; ag(n)=#f 2 jf() ng
Dé nition IV.7.7. Soit > 0 un réel. On dé nit 'ensembleF des fonctions de dimen-

sion par:

f: I R2ZF Iimsup%:

On appellera dimension dé et on notera ¢ l'unique réel tel que la fonctionf soit de
dimension (i.e. f 2 F).

Notation . Pour deux fonctionsf;g : ! R, on noteraf g s'il existe une constante
C > O telle que

1
cfm gl Ci(n)

pour n assez grand.

Lemme IV.7.8. Pour deux fonctionsf;g: ! R, ona

1
Démonstration. Supposons que I'on aitEf (n) g(n) Cf(n) pourune constanteC > 0

et pourn  ngp. On a alors les inégalitégc; (n) M c4(n) Ciy (n) + M, pour une
constanteM dépendant deny. Cela devient :

a(@) M ) GCh+M.

En faisant un changemenent de variable, on a alors

. logc: () M _ . log(cr (n)) _ . log(cr (n))
lim su c =limsup ——— = limsup ——— 2 = | |
ni P log(n) ni P log(Cn) ni P log(n) f
et de méme avec le terme de droite. On obtient dong = . O
Lemme IV.7.9. Siune fonctionf : ! R estde dimension, alorsf* est de dimension
% , ol k est un réel strictement positif.
Démonstration.
: log(c(n)) _ . log(cr (n*%) _ . log(cr (n)) _ 1
=limsup ————= =limsup ————= =limsup ————*~ = — ¢ .
A ) NP log) "o P Tognf) T Kk
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c) Preuve de la proposition IV.7.4

Dans cette partie, on donne une preuve de la proposition 1V.7.4. Dans toute la partie

le semi-groupe considéré sera 5 pour une partie nie A N tel que A < %

Dé nissons les fonctions suivantes de dansR :

oPro
f: qs7.q,
p
g s

g: 7' exp((i; i ));

Tr: 7' p+s;

. pr |p 2 2
h: q s 7 o r)F+(pts)

ou d(i; i) est la distance hyperbolique entre les pointset i du demi-plan de Poincaré
H2.

P

Lemme IV.7.10. Les fonctionsf; Tr;" g et h ont méme dimension.

Démonstration. Soitm :=maxAet = z S 2 .Onaalorslesinégalitéep q s

ainsi que® q ms, sauf pour un nombre ni d'éléments de . On a donc

1T M f 1T+M
—Tr —Tr
2m 2

pour une constanteM, et donc par le lemme 1V.7.8 les fonction§ et Tr ont méme
dimension.

De méme, onalr h P 2 Tr, donc les fonctionsh e(t Tr ont méme dimension.

2
R .

Montrons la derniére égalité. A l'aide de l'application , On obtient a

| iz+1
A

partir de  une matrice °de SU(1; 1) qui agit par homographie sur le disque de Poincaré
(et non plus sur le demi-plan) :

- oy = A (+s)

_i(s p (g+r)
- 2 2 '

On a alorsd(i; i ) = dp(0; %) = 2argth(=), ot dp est la distance du disque de Poincaré.
Comme on a l'égalitéj j> j j°>=1, on obtient
s
. 1
d@i; i )=2argth( 1 —5).
1]
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OnaZ2j j= h( ), etil sutdonc pour terminer cette preuve de montrer

s 1
1

exp(argth 1 R (IV.3)
]

Pour obtenir cela, ona 1 1_117 =1 ﬁ + O(ﬁ;) qui nous donne :
|

2+ O(2,
"0 2 Linag 2+ o)

1
argth 1 — _Eln(—ﬁ;+0(#) >

Ce qui donne bien la relation (1V.3) voulue. O

Lemme IV.7.11. La dimension de la fonctiong: 7! exp(d(i; i )) est égale a I'exposant
critigue du semi-groupe .

Démonstration. Par dé nition, I'exposant critique du semi-groupe est

= limsup
nll

log(cy(€"))
0 :

qui est égal dimsup,, Rl = . O

Preuve de la proposition IV.7.4.D'apres les lemmes IV.7.11, IV.7.10 et IV.7.9, la dimen-
sion de la fonctionf est égale au double de I'exposant critique du semi-groupequi est
strictement inférieur a % On peut donc trouver des réels et c < 1 tels que pour tout
réeln ng on ait '°?é;‘(r§r)‘)) c. Soit Qa I'ensemble des rationnels ne faisant apparaitre
gue des nombre de I'ensemblke dans leur développement en fraction continue. On a alors,
pour n assez grand :

NI S

# 02Qala 0 a) n°<
On en deduit alors I'existence d'un dénominateuq entre 5 et n, pour lequel il n'existe
pas de numérateump tel que la fractionﬁ—’1 soit irréductible et dansQa. ]
Exemple 1V.7.12. La proposition 1V.7.4 s'applique pourA = f 1, 3g.

Autrement dit, la conjecture de Zaremba est fausse si I'on impose que les nombres qui
apparaissent dans les développements en fractions continues soieot 3.

Démonstration. On a 139 = dimyu( ., ), d'apres le corollaire 1.2.17 et la proposi-
tion 11.2.9 puisque le semi-groupe ;134 €st contractant et séparé, et on a

dimu( ,.s) 0;4544890776618%

d'apres (JP0O1). ]
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IV.7. Conjecture de Zaremba

On aurait aussi put prendreA = f2;3g, A = f2;4g, etc...

IV.7.2 Lien entre fractions continues peériodiques et fractions
continues nies

Nous allons montrer le théoreme 1.2.4, qui dit que la conjecture de Zaremba sur les
développements en fractions continues de rationnels dont on xe le dénominateur implique
la conjecture 1.2.2 de McMullen sur les développement en fractions continues périodiques
qui sont dans un corps donné. Cela découlera du résultat nouveau suivant :

Théoréeme IV.7.13. Soienta, b, c et des entiers strictement positifs tels que
b et ¢ sont solution de I'équation de Pell-Fermat ¢ b?= 1,
a et ¢ sont premiers entre eux et < c.

Alors on a l'une des égalités

c a+ bp_

=[LLa Lagas::an vaslLLa Lay an 25000 aal
ou

c a+ bp_

=[LLa Lagas::;an ;an LLlagan 1,80 2000 & &)

Si I'on a des entiers nuls dans la fraction continue donnée par ce théoreme (c'est le cas
sia; =1 oua, =1), il sut de remplacer chaque triplet x;0;y par x + y pour obtenir
une vraie fraction continue.

Preuve de Zarembg Conjecture 1.2.2. Soit m la constante donnée par la conjecture de
Zaremba, et soit un entier non carré. L'équation de Pell-Fermatt> b? = 1 admet
alors une in nité de solutions (b; 9. Pour chaque entierc assez grand d'un tel couple
solution, on choisit alors un numérateump, donné par la conjecture de Zaremba, tel que
le développement en fraction continue du rationne] ne s'écrive qu'avec de$ et des2. Si
I'on choisit pour a le reste de la division de par c, alors le théoreme 1\/,7.13 nous donne
une fraction continue périodique bornée pam + 1 et dans le corpsQ[ ]..On obtient
bien une in nité de fractions continues périodiques dans un méme cor@§ ], puisque
pour deux rationnels? distincts, le théoreme donne deux fractions continues périodiques
distinctes. O

Preuve du théoreme 1V.7.13.Remarquons que les fractions continues données par le théo-
reme s'écrivent matriciellement sous la forme

BAC A;
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IV. Construction de fractions continues périodiques uniformément bornées

< T(l;l;an 1) Tan

B := Tuia, 1Ta "€1C:=_  ou
Ta, 1T(an 1,11)
. 0 1
Un rapide calcul donneB = 1 2 et C = B ou B. Nous sommes donc dans le
" 00 . L
cadre de la proposition IV.4.2, avetd = 0 2" ce qui nous donne le discriminant

discr(BAC A) = Tr 2(HA)(Tr 2(HA)  4):

. . u a . .
Or, la matrice A peut s'écrire sous la formé = v oo pour des entiersu et v, puisque

c'est la matrice correspondant au développement en fraction continue du rationnel irre-
ductible £. On a doncTr(HA) = 2c, et doncdiscr(BAC A) = 4c2(4c2  4). En choisissant
le signe, quitte a choisirC = B ou C = B, on a donc nalement

discr(BAC A) = 1617 ;

puisque (b; Q est solution de Fgéquation de Pell-Fermat? b2 = 1. Ainsi, le corps de
la matrice BAC A est bienQ[ ] comme annoncé, quitte a transpose.

Pour véri er I'égalité annoncée, on véri e que le réel quadratiqua := % corres-
pond (par la proposition IV.1.3) a la matrice

2ac 1 22
BAC ‘A =
dac 2a® 2 42 2ac 1
< 1 :
c'est-a-dire que le vecteur y est bien un vecteur propre. ]

Grace au théoréeme 1V.7.13, pour obtenir la conjecture 1.2.1 de McMullen, il sut de
démontrer la variante suivante de la conjecture de Zaremba, ou l'on impose en plus les
premiers et le dernier entiers du développement en fraction continue.

Conjecture 1V.7.14. Il existe un entier @ tel que pour tout entierq @, il existe un
entier p premier a g tel que l'on ait

P o g .. .

a_ [aO’a1!a21"'ian 11aﬂ]

ou les entiersa; valent chacunl ou 2, et avec de plus les conditiong; =2 et a, = 2.

Remarque 1V.7.15. C'est en cherchant, par ordinateur, des fractions continues de la
forme donnée par cette conjecture que nous 505nmes parvenu a véri er la conjecture 1.2.2

de McMullen pour tous les corps quadratiqué3d] ] pour < 127
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IV.7. Conjecture de Zaremba

Figure 1V.1 Geéodésique fermée de la surface modulaire qui correspond a la fraction
continue périodiquel5; 1; 3; 2; 4; 3].
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Annexe A

Sous-semi-groupes paraboliques de
SL(ZR)

Dans cette annexe, nous présentons des résultats que nous avons pu généraliser aux
semi-groupes sans méme avoir a changer la preuve qui existait pour les groupes. Nous
notons HZ le modele du demi-plan de Poincaré usuel €(:;:) la distance hyperbolique
usuelle. Commencons par un exemple de semi-groupe dont on connait I'exposant critique.

Lemme A.0.16. Soit p2 SL(2;R) un élément parabolique. Alors le semi-groupge :=<
p > engendré parp a pour exposant critique% et est divergent.

Démonstration. Soit x 2 HZ un point. Montrons I'égalité :

d(x; p"x) =log(n®)(1+ (n)):

Quitte a tout conjuguer par une isomeétrie qui envoie le point xe de a I'in ni, on peut

se ramener 3 : z 7! z+ r pour un réelr, et ax = i 2 H%. La géodésique reliant les

points i et p"(i) = i + nr est alors un arc de cercle de rayon euclidigR, -, et de

centre euclidienc, . Soit I'angle entre I'axe réel et le segment euclidi€fit c,]. On a
Z

= 2 argth(cos( )) = log( ii—((nn))

d(i:i + nr) = S ) log(n?):

La série de Poincarép,(x) est donc de méme nature que la série

n 1 n 1JnJ

qui a pour exposant critique% et diverge ens = % ]

Remarque A.0.17. Cet exemple de semi-groupe montre que dans le corollaire 1.2.17,
I'hnypothese que l'ensemble limite du semi-groupecontienne au moins deux points est
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A. Sous-semi-groupes paraboliques & (2;R)

indispensable. En e et, il s'agit d'un contre-exemple puisque I'on a
-—= 6dmy( )=0:

La proposition suivante permet d'obtenir une information sur I'exposant critique sim-
plement en sachant I'existence d'un élément parabolique dans le semi-groupe. On retrouve
ce résultat dans un cadre plus général mais seulement pour les groupes : il s'agit d'un
théoreme de Dal'Bo-Otal-Peigné dont on peut trouver par exemple trouver I'énoncé dans
(Scho4).

Proposition A.0.18. Si est un sous-semi-groupe d8L(2;R) dont I'ensemble limite
contient au moins deux points, et contenant un élément parabolique, alors on a l'inégalité
stricte

1

> Z:

2
Démonstration. L'inégalité large % découle facilement du lemme précéedent. Mon-
trons l'inégalité stricte. Pour cela, on va montrer les lemmes :

Lemme A.0.19. Le semi-groupe contient un élément hyperbolique.
De plus, sip est un élément parabolique, on peut demander a ce que le point xe attracteur
de cet élément hyperbolique soit distinct du point xe de I'élément parabolique

Démonstration. Cela découle immédiatement du lemme 11.3.2. O

Lemme A.0.20. Le semi-groupe contient un produit libore P H, d'un semi-groupe
P engendré par un élément parabolique, par un semi-grougeengendré par un élément
hyperbolique.

Démonstration. Le semi-groupe contient par hypothese un élément parabolique, et
par le lemme précédent, il contient également un élément hyperbolighedont le point
xe attracteur est distinct du point xe de p. Quitte a remplacer chacun des éléments
p et h par des puissances, on peut supposer qu'ils sont su samment contractants pour
pouvoir € ectuer un ping-pong. C'est-a-dire qu'il existe deux partie®\ et B et un point

X 62A [ B véri ants les propriétés :

1. Les partiesA et B sont disjointes.
2. Pour tout n 2 Nnf0Og, on a les inclusions

p"(B [f xg) A

h"(A[f xg) B:

On conclut alors en remarquant que sp™h™: :::p"*h™x = X, avec un entierr

2 et des entiers positifsn; et m; non nuls sauf éventuellemenin, et n;, alors on a
p'th™ :::p"hM™x 2 A[ B, ce qui est absurde. Donc le produik p > < h > est
libre. m
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On dispose donc d'un produit libreP H dans , ouP =<p > est engendré par un
parabolique etH =< h > est engendré par un hyperbolique. On peut alors écrire tout
élément de ce produit libreP H sous la forme

= pih"ph"2 ::pch™

pour des élémenty, ps,..., px de P et des entiersn; 2 N. Pour un point x 2 H2, la série
de Poincaréhp yy (x) du semi-groupeP H s'écrit donc
X X
e sd(x; x ) — e sd(x;p1h"1p2h™2:::p h"k x)

2P H k=1 (p1;:upk)2Pk (ng;isny) 2Nk

b3 X X _ - _ .
e sd(x,plx)e sd(x;h"1x) e sd(x,pkx)e sd(x;h "k x)

k=1 (p1;:ipk)2PX (na;isng) 2Nk |
X X X K
— e sd(x;px) e sd(x;h " x)

k=1 p2 P n2N

Comme le semi-groupéP a pour exposant critique:, on peut trouver un réels > %
su samment proche de 1 pour avoir

X
e sd(x;px) e sd(x;h " x) > 1

p2P n2N

On obtient alors que la série de Poincaré du semi-groupe H et donc du semi-groupe
diverge. n
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Figure A.1 Ensemble limite d'un sous-semi-groupe d&L(2;C) engendré par deux
éléments paraboliques.
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